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Περίληψη

Η διπλωματική εργασία έχει ως θέμα τις διακυμάνσεις γύρω από το νόμο των

Μεγάλων Αριθμών για προσθετικά συναρτησιακά μαρκοβιανών διαδικασιών.

Η μελέτη των Οριακών Θεωρημάτων για Μαρκοβιανές Αλυσίδες προέκυψε από

την ανάγκη μελέτης φαινομένων διάχυσης στη Στατιστική Μηχανική. ΄Ετσι,

ενώ από τη δεκαετία του 1930 οι Kolmogorov και Doeblin ξεκίνησαν να ασχο-

λούνται με τα Οριακά Θεωρήματα για Μαρκοβιανές Αλυσίδες, ήταν τη δεκαετία

του 1960 όταν ξεκίνησε η συστηματική έρευνα γύρω από τις συνθήκες εφαρμο-

γής του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για προσθετικά συναρτησιακά μαρ-

κοβιανών Αλυσίδων. Η μελέτη των συνθηκών αυτών, υποπεριπτώσεων τους

καθώς και εφαρμογών που απορρέουν από το Θεώρημα, τόσο στη Στατιστική

Μηχανική όσο και σε άλλους κλάδους, εντάθηκε τις προηγούμενες δεκαετίες

και συνεχίζεται μέχρι σήμερα.

Ο Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών μας λέει ότι για ακολουθία ανεξάρ-

τητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών {Xn : n ≥ 0}, ισχύει

1

N

N∑
i=1

Xi
a.s.−−→ E[Xi].

Με βάση το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα, έχουμε ότι

√
N [

1

N

N∑
i=1

Xi − E(Xi)]
d−→ N(0, σ2),

δηλαδή η διαφορά της δειγματικής μέσης τιμής ενός μεγάλου αριθμού ανεξάρ-

τητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών από το όριο της ακολουθεί προσεγ-

γιστικά την κανονική κατανομή.

Το ζήτημα είναι το τι συμβαίνει για την περίπτωση μιας μαρκοβιανής αλυσίδας

X = {Xi : i = 0, 1, 2, ...} και την εφαρμογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήμα-

τος για προσθετικά συναρτησιακά των Xi.

Γνωρίζουμε από το Εργοδικό Θεώρημα ότι αν μια μαρκοβιανή αλυσίδα έχει

στάσιμη κατανομή π και η f είναι μια συνάρτηση στο R με Eπ[|f(x)|] < ∞,

τότε για n→∞, ισχύει ότι

1

N

N∑
i=1

f(Xi)→ Eπ[f(X)].
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όπου μπορεί να θεωρηθεί χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι Eπ[f(X)] = 0.
Αυτό που θα αναζητήσουμε και θα τεκμηριώσουμε στην εργασία αυτή είναι οι

συνθήκες ώστε να εφαρμοστεί το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για το άθροισμα

των f(Xi) ώστε να ακολουθεί αυτό προσεγγιστικά κανονική κατανομή. Συγ-

κεκριμένα, θα μελετήσουμε τι πρέπει να ικανοποιεί μια τέτοια συνάρτηση f ,
ποιες είναι οι πιο γενικές συνθήκες κάτω από τις οποίες ισχύει το Θεώρημα

και κυρίως ποιες είναι οι διακυμάνσεις στην εφαρμογή του, δηλαδή με τι πρέπει

να πολλαπλασιαστεί η ποσότητα

N∑
i=1

f(Xi) ώστε στο όριο που αυτή συγκλί-

νει να βρίσκεται κάτι μη τετριμμένο και ποιό είναι αυτό το μη τετριμμένο. Θα

αποδείξουμε, δηλαδή, ότι κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες ισχύει ότι

1√
N

N∑
i=1

f(Xi)
d−→ N(0, σ2).

για συγκεκριμένη σ2
, την τιμή της οποίας θα εξετάσουμε.

Στο τέλος, θα αναπτυχθούν ορισμένες βασικές εφαρμογές ώστε να φανούν τα

συμπεράσματα των παραπάνω. Η σημαντικότερη αφορά στο φαινόμενο αυτοδιά-

χυσης σωματιδίων, πρόβλημα που σε μεγάλο βαθμό δημιούργησε την ανάγκη

εξέτασης του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για προσθετικά συναρτησιακά

μαρκοβιανών διαδικασιών.
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Abstract

This bachelor thesis’ main subject is the fluctuations around the Law of
Large Numbers for additive functionals of markov processes.
The study of limit theorems for markov chains was necessitated of studying
diffusion phenomena in Statistical Mechanics. Thus, while Kolmogorov and
Doeblin started studying the limit theorems for markov chains since 30’s,
it was in 60’s when a systematic investigation around the conditions of the
adjustment of the Central Limit Theorem (CLT) for additive functionals of
markov processes started. The study of these conditions, some subindents of
them and of the applications that originate from the CLT, so in Statistical
Mechanics as in other applied areas, was intensified the last decades and
continues up to date.
The strong law of large numbers informs us that for a sequence of indepen-
dent and identically distributed random variables {Xn : n ≥ 0},

1

N

N∑
i=1

Xi
a.s.−−→ E[Xi].

Then, according to the CLT,

√
N [

1

N

N∑
i=1

Xi − E(Xi)]
d−→ N(0, σ2),

which means that the difference between the sample mean of a large number
of independent and identically distributed random variables and its limit
follows approximately the gaussian distribution.

Our topic is what happens in case of a markov chain X = {Xi : i =

0, 1, 2, ...} and the application of the CLT for additive functionals of Xi.
By the Ergodic Theorem, we know that if a markov chain has a unique
invariant measure π and f is a function in R such that Eπ[|f(x)|] <∞, then
as n→∞,

1

N

N∑
i=1

f(Xi)
a.s.−−→ Eπ[f(X)].

where one can assume that Eπ[f(X)] = 0.
What we are looking for in this thesis are conditions for the adjustment of
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the CLT for the sum of f(Xi) so that it follows approximately the gaussian
distribution. Specifically, we will study which conditions f, has to satisfy so
that CLT can be established and the size of the fluctuations in its applica-

tion: which is the amount that we have to multiply the
N∑
i=1

f(Xi) so that its

limit consists of a non-trivial term and which is this one. In other words,
we are going to prove that under certain conditions,

1√
N

N∑
i=1

f(Xi)
D−→ N(0, σ2).

for a certain σ2, the value of which we are going to examine.
Finally, some basic examples of the CLT will be developped so that the
results above can be applied. The main application concerns the self-
difussivity of interactive paricles: this is a problem which, to a great extent,
created the necessity of the study of CLT for additive functionals of markov
chains.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή στη Θεωρία Πιθανοτήτων

Η Θεωρία Πιθανοτήτων είναι η μαθηματική επιστήμη που ασχολείται με την

ποσοτική μελέτη διαδικασιών με αβέβαιο αποτέλεσμα. Τέτοιες διαδικασίες ανα-

φέρονται ως ΄πειράματα τύχης ΄ και βασικός σκοπός της Θεωρίας Πιθανοτήτων

είναι να υπολογίσει τις πιθανότητες πραγματοποίησης των διάφορων ενδεχομέ-

νων των ΄πειραμάτων΄ αυτών. Σε κάθε περίπτωση, για να προχωρήσει κανείς

στη μελέτη της συμπεριφοράς των Μαρκοβιανών Αλυσίδων, των οριακών θε-

ωρημάτων και της διακύμανσης αυτών, είναι απαραίτητο να κατανοήσει πρώτα

τις θεμελιώδεις έννοιες της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

1.1.1 Αξιωματικός Ορισμός της Πιθανότητας

Ορισμός 1.1. ΄Εστω Ω κάποιο σύνολο το οποίο καλούμε δειγματικό χώρο.

Μια σ-άλγεβρα F πάνω στο σύνολο Ω είναι μια οικογένεια υποσυνόλων του

Ω που έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

i) ∅ ∈ F

ii) A ∈ F ⇒ Ac ≡ Ω\A ∈ F

iii) A1, A2, ... ∈ F ⇒ A :=
⋃∞
i=1Ai ∈ F .

Ορισμός 1.2. ΄Εναμέτρο πιθανότητας P επάνω σε ένα μετρήσιμο χώρο
(Ω,F ) είναι μια απεικόνιση P : F → [0, 1] με τις ιδιότητες

i) Για κάθε A ∈ F , P (A) ≥ 0

ii) P (Ω) = 1

iii) Αν A1, A2, ... ∈ F και τα {Ai} είναι ανά δύο ξένα, τότε

P (∪∞i=1Ai) =

∞∑
i=1

P (Ai)
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Ορισμός 1.3. Αν θεωρήσουμε ένα σύνολο Ω, μια σ-άλγεβρα F πάνω σε

αυτό και ένα μέτρο πιθανότητας P , τότε η τριάδα (Ω,F , P ) καλείται χώρος
πιθανότητας.

Οι παραπάνω ορισμοί συνιστούν τον αξιωματικό ορισμό της πιθανότητας,

όπως αυτός δόθηκε το 1933 από το Ρώσο μαθηματικό A. Kolmogorov.

1.1.2 Μετρησιμότητα, Τυχαίες Μεταβλητές και Ανεξαρ-

τησία

Ιδιαίτερη σημασία στη Θεωρία Πιθανοτήτων έχει η έννοια της τυχαίας μεταβλη-

τής, η οποία προκύπτει από την εξίσου σημαντική έννοια της μετρησιμότητας

ενός συνόλου.

Ορισμός 1.4. ΄Εστω Ω κάποιο σύνολο. Τα υποσύνολα F του Ω που ανήκουν
στη σ-άλγεβρα F αποκαλούνται F -μετρήσιμα.

Ορισμός 1.5. ΄Εστω Ω κάποιο σύνολο. Η συνάρτηση Y : Ω→ Rd αποκαλεί-
ται F−μετρήσιμη αν

Y −1(U) = {w ∈ Ω : Y (ω) ∈ U} ∈ F

για κάθε ανοιχτό σύνολο U ∈ Rd.

Ορισμός 1.6. Τυχαία μεταβλητή είναι μια F−μετρήσιμη συνάρτηση
X : Ω→ Rd όπου (Ω,F , P ) είνια ένας χώρος πιθανοτήτων.

Ορισμός 1.7. Δύο τυχαίες μεταβλητές X,Y καλούνται ανεξάρτητες όταν

P ({X ∈ A} ∩ {Y ∈ B}) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

για όλα τα διαστήματα A,B ⊂ R.
Αντίστοιχα, για ακολουθία τυχαίων μεταβλητών X1, ..., Xn θα πρέπει

P [

n⋂
i=1

(Xi ∈ Bi)] =

n∏
i=1

P (Xi ∈ Bi)

για όλα τα διαστήματα B1, ...Bn ⊂ R.

Πρακτικά, οι τυχαίες μεταβλητές Xi είναι ανεξάρτητες αν οι σ-άλγεβρες που

παράγονται από τις τυχαίες μεταβλητές είναι ανεξάρτητες.

Θεώρημα 1.8. ΑνX,Y ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές μεE[|X|], E[|Y |] <
∞, τότε E[XY ] = E[X]E[Y ].
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Ορισμός 1.9. Θεωρούμε ένα χώρο πιθανοτήτων (Ω,F , P ) και ένα ω ∈ Ω.
Τότε, η συνάρτηση X : F → R η οποία ορίζεται κατά τρόπο ώστε

X(ω) = 1A =

{
x, x > 0
−x, x < 0

είναι μια τυχαία μεταβλητή αν το σύνολο A ⊂ Ω είναι ένα γεγονός, δηλαδή αν
A ∈ F . Η τυχαία μεταβλητή αυτή ονομάζεται δείκτρια συνάρτηση του
συνόλου Α.

1.1.3 Μέση Τιμή και Διασπορά Τυχαίων Μεταβλητών

Πέρα από τον προσδιορισμό της τυχαίας μεταβλητής, έχει αξία να μελετηθούν

και δύο θεμελιώδη χαρακτηριστικά αυτής, δηλαδή η μέση τιμή και η διασπορά,

ποσότητες οι οποίες δίνουν από μόνες του αρκετές πληροφορίες για μια τυχαία

μεταβλητή.

Ορισμός 1.10. Η μέση τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής X, ορίζεται ως:

E[X] =

∫
Ω
X(ω)dP (ω) =

∫
Rd
xdµX(x) =

∫
Rd
xµX(dx)

Αντίστοιχα, η μέση τιμή μιας συνάρτησης g μιας τυχαίας μεταβλητής ορίζεται
ως:

E[g(X)] =

∫
Ω
g(X(ω))dP (ω) =

∫
Rd
g(x)dµX(x) =

∫
Rd
g(x)µX(dx)

Σημαντικές ιδιότητες της μέσης τιμής είναι τόσο η ανισότητα Holder η

οποία έχει σαν υποπερίπτωση την ανισότητα Cauchy − Schwarz όσο και η

ανισότητα Jensen. Συγκεκριμένα,

Θεώρημα 1.11. Ανισότητα Holder.
΄Εστω X,Y τυχαίες μεταβλητές. Ισχύει ότι

{E[|XY |r]}1/r ≤ {E[|X|p]}1/pE[|Y |q]}1/q,

όπου p, q, r > 0 και
1

p
+

1

q
=

1

r
. Στην ειδική περίπτωση όπου r = 1, p = q = 2

έχουμε την ανισότητα Cauchy-Schwarz.

Θεώρημα 1.12. Ανισότητα Jensen.
΄Εστω X τυχαία μεταβλητή, I ⊆ R και f : I → R κυρτή συνάρτηση με
P (X ∈ I) = 1, E[|X|] <∞ και E[f(X)] <∞. Τότε, f(E[X]) ≤ E[f(X)].

Η έννοια της μέσης τιμής μας βοηθάει να ορίσουμε και ένα χώρο χρήσιμο

για τη Θεωρία Πιθανοτήτων και τους σχετικούς κλάδους.
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Ορισμός 1.13. Το σύνολο όλων των τυχαίων μεταβλητών X για τις οποίες
ισχύει ‖X‖p = E[|X|p]1/p < ∞ αποτελεί ένα χώρο που ονομάζεται χώρος
Lp. Η ποσότητα ‖X‖p αποτελεί μια νόρμα για το χώρο αυτό. Στην ειδική
περίπτωση όπου p = 2, αποδεικνύεται ότι ο L2

είναι ένας χώρος Hilbert με
εσωτερικό γινόμενο το 〈X,Y 〉 = E[XY ].
Οι συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει

∫∞
−∞|f(x)|2dx <∞ ή αλλιώς 〈f, f〉 <∞

καλούνται τετραγωνικά ολοκληρώσιμες.

Ορισμός 1.14. Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης. Αν (Xn)n≥0 α-

κολουθία τυχαίων μεταβλητών και X τυχαία μεταβλητή έτσι ώστε Xn
a.s.−−→ X,

τότε

lim
n→∞

E[Xn] = E[ lim
n→∞

Xn] = E[X].

Ορισμός 1.15. Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης. Αν (Xn)n≥0

αύξουσα ακολουθία τυχαίων μεταβλητών και X,Y τυχαίες μεταβλητές έτσι ώ-

στε Xn
a.s.−−→ X, E[Y ] < ∞ και |Xn| ≤ Y για κάθε n = 0, 1, 2, ..., τότε

E[|X|] <∞ και
lim
n→∞

E[Xn] = E[ lim
n→∞

Xn] = E[X].

Ορισμός 1.16. Ως η διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής X ορίζεται η
ποσότητα

V ar(X) = E[(X − E[X])2].

Η διακύμανση συχνά συμβολίζεται και ως σ2
.

1.1.4 Δεσμευμένη Μέση Τιμή

Ορισμός 1.17. ΄Εστω ένας χώρος (Ω,F , P ) και G ⊂ F είναι μια σ-άλγεβρα.
Για Χ τυχαία μεταβλητή στον (Ω,F , P ) με E[X] < ∞, η δεσμευμένη ή
υπό συνθήκη μέση τιμή της Χ ως προς τη σ-άλγεβρα G συμβολίζεται
ως E[X | G ] και ορίζεται ως η τυχαία μεταβλητή Y με τις εξής ιδιότητες:

i) Η Y είναι G−μετρήσιμη, δηλαδή Y ∈ G .

ii) Ισχύει ∫
A
XdP =

∫
A
Y dP

για κάθε A ∈ G .

Πέρα από τον ορισμό, έχει σημασία να αναφερθούν και οι βασικές ιδιότητες

της δεσμευμένης μέσης τιμής.

Θεώρημα 1.18. i) E(aX + bY | G ) = aE(X | G ) + bE(Y | G ).

ii) E(E(X | G )) = E[X].
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iii) Αν η X είναι ανεξάρτητη από την G , τότε E(X | G ) = E[X].

iv) Αν η X είναι G−μετρήσιμη,τότε E(X | G ) = X.

1.1.5 Σύγκλιση τυχαίων Μεταβλητών και Κεντρικό Ο-

ριακό Θεώρημα

Τα οριακά θεωρήματα πραγματεύονται την οριακή συμπεριφορά ακολουθιών

τυχαίων μεταβλητών. Για να μελετηθούν, όμως, πρέπει πρώτα να οριστούν οι

διάφοροι τρόποι σύγκλισης ακολουθιών τυχαίων μεταβλητών.

Για τους επόμενους ορισμούς, θεωρούμε ότι βρισκόμαστε σε χώρο πιθανότη-

τας (Ω,F , P ) και ότι έχουμε μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών {Xn : n =
1, 2, ...} καθώς και μία τυχαία μεταβλητή X σε αυτόν.

Ορισμός 1.19. Η {Xn} συγκλίνει κατά πιθανότητα στην X αν για κάθε
ε > 0 ισχύει

lim
n
P (|Xn −X| > ε) = 0.

Συμβολικά, Xn
P−→ X.

Ορισμός 1.20. Η {Xn} συγκλίνει σχεδόν βεβαίως στην X αν

P ({ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1.

Συμβολικά, Xn
a.s.−−→ X.

Ορισμός 1.21. Η {Xn} συγκλίνει ασθενώς στην X αν για κάθε x ∈ R
όπου X συνεχής και οι Xn, X συμβολίζουν συναρτήσεις κατανομής, ισχύει

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω).

Συμβολικά, Xn
α−→ X.

Ορισμός 1.22. Η {Xn} συγκλίνει κατά κατανομή στην X αν

FXn
α−→ FX .

Συμβολικά, Xn
d−→ X.

Ορισμός 1.23. Η {Xn} συγκλίνει κατά μέσον p-τάξης στην X αν

E(|Xn|p) <∞για κάθεn ∈ N, E(|X|p) <∞ και lim
n
E(|Xn −X|p) = 0.

Συμβολικά, Xn
Lp−→ X.
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Ορισμός 1.24. ΄Εστω τυχαία μεταβλητή X. Ονομάζεται χαρακτηριστι-
κή συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X η συνάρτηση ϕ : R → C η
οριζόμενη ως ακολούθως

ϕ(t) = E(eitX), t ∈ R

.

Ορισμός 1.25. Θεώρημα Levy. ΄Εστω ακολουθία τυχαίων μεταβλητών
{Xn : n = 1, 2, ...} με συνάρτηση κατανομής Fn, n = 1, 2, ... και χαρακτηρι-
στική συνάρτηση φn, n = 1, 2, ... αντίστοιχα. Τότε:

i) Αν X τυχαία μεταβλητή με χαρακτηριστική συνάρτηση φ και Xn
d−→ X,

τότε φn(t)→ φ(t) για κάθε t ∈ R.

ii) Αν για κάθε t ∈ R υπάρχει το όριο limn→∞ φn(t) και η συνάρτηση g(t) =
limn→∞ φn(t) είναι συνεχής στο t = 0, τότε η g είναι η χαρακτηριστική

συνάρτηση κάποιας τυχαίας μεταβλητής X και ισχύει Xn
d−→ X.

Θεώρημα 1.26. Κεντρικό Οριακό Θεώρημα. ΄Εστω {Xn : n =
1, 2, ...} ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με πεπερα-

σμένη μέση τιμή μ= E(Xn) και διασπορά σ2 = V (Xn). Αν Sn =
n∑
k=1

Xk(n =

1, 2, ...), τότε
Sn − nµ
σ
√
n

d−→ Z ∼ N(0, 1)

.

1.2 Εισαγωγή στις Στοχαστικές Διαδικασίες

Ορισμός 1.27. Μια παραμετρισμένη συλλογή τυχαίων μεταβλητών {Xt}t∈T
οι οποίες ορίζονται σε ένα χώρο πιθανοτήτων (Ω,F , P ) και παίρνουν τιμές στο
Rd ονομάζεται στοχαστική διαδικασία ή στοχαστική ανέλιξη.

1.2.1 Είδη Στοχαστικών Ανελίξεων

Διάφορα είδη στοχαστικών ανελίξεων θα εμφανισθούν στα επόμενα κεφάλαια

και ως εκ τούτου είναι σημαντικό να γίνει αναφορά στο τι εκφράζει το καθένα

από αυτά.

Ορισμός 1.28. Μια στοχαστική ανέλιξη {Xt : t ≥ 0} καλείται ανεξαρτή-
των προσαυξήσεων αν για κάθε n και κάθε t0 < t1 < ... < tn οι διαφορές
Y (tj) = X(tj)−X(tj−1), j = 1, 2, ...., n είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.

Ορισμός 1.29. Μια στοχαστική ανέλιξη {Xt : t ≥ 0} καλείται στάσιμων
προσαυξήσεων αν οι τυχαίες μεταβλητές X(t + s) − X(t) έχουν την ίδια
κατανομή για όλα τα t.
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Ορισμός 1.30. Μια στοχαστική ανέλιξη {Xt : t ≥ 0} καλείται γκαου-
σιανή αν για κάθε n και κάθε t0 < t1 < ... < tn οι τυχαίες μεταβλητές
X(t1), ..., X(tn) ακολουθούν τη n-διάστατη κανονική κατανομή.

1.2.2 Μαρκοβιανές Αλυσίδες

Η κατηγορία με την οποία θα ασχοληθούμε περισσότερο είναι αυτή των μαρκο-

βιανών αλυσίδων.

Ορισμός 1.31. Μια στοχαστική ανέλιξη {Xt : t ≥ 0} σε διακριτό χρό-
νο καλείται Μαρκοβιανή αν για κάθε n < m και κάθε t0 < t1 < ... <
tn < ... < tm ισχύει P [X(tn + 1), ...., X(tm) | X(t1), X(t2), ..., X(tn)] =
P [X(tn + 1), ...., X(tm) | X(tn]). Με αντίστοιχο τρόπο ορίζεται η μαρκοβιανή
διαδικασία και στο συνεχή χρόνο.

Μαρκοβιανή αλυδίδα καλείται η μαρκοβιανή στοχαστική ανέλιξη της οποί-

ας ο χώρος καταστάσεων είναι διακριτός.

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιηθούν ορισμένες έννοιες και ιδιότητες μαρκο-

βιανών αλυσίδων ή καταστάσεων αυτών. Συγκεκριμένα, ο αναγνώστης θα

πρέπει να γνωρίζει πότε μια αλυσίδα καλείται παροδική, γνήσια επαναληπτική,

περιοδική ή απεριοδική, μη-υποβιβάσιμη.

Μια χρήσιμη ιδιότητα των μαρκοβιανών αλυσίδων σε διακριτό χρόνο αφορά στον

πίνακα μετάβασης πιθανοτήτων της, τον οποίο συνηθίζουμε να συμβολίζουμε

με P . Ο P μπορεί να θεωρηθεί σαν ένας φραγμένος τελεστής που ορίζεται στο

χώρο της αλυσίδας. Τότε, για f στο Cb(E) ορίζεται η Pf : E → E ως

(Pf)(x) =
∑
y∈E

P (x, y)f(y) = E[X1 | X0 = x].

Μάλιστα, αν η f ανήκει στον L2(π), τότε από την ανισότητα Schwarz προκύ-

πτει ότι το Pf ανήκει επίσης στον L2(π).
Ιδιαίτερα κρίσιμη είναι η έννοια της στάσιμης ή αναλλοίωτης κατανομής. Συγ-

κεκριμένα, ένα μέτρο πιθανότητας π λέγεται αναλλοίωτο για την αλυσίδα αν

πP = π. Αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν η ακολουθία των τυχαίων μεταβλητών

{Xj : j ≥ 0} είναι στάσιμη ως προς Pπ. Στη συνέχεια, θα συμβολίζουμε με Eπ
την αναμενόμενη τιμή ως προς το μέτρο π, ενώ με Eπ την αναμενόμενη τιμή ως

προς το μέτρο Pπ.
΄Ενα αναλλοίωτο μέτρο π είναι τώρα εργοδικό αν κάθε φραγμένη συνάρτηση

f που ικανοποιεί την (I − P )f = 0 είναι π−σχεδόν βεβαίως παντού σταθερή.

Εναλλακτικά, το π είναι εργοδικό αν και μόνο αν η ακολουθία των τυχαίων

μεταβλητών {Xj : j ≥ 0} είναι εργοδική ως προς το χώρο (Ω,F ,Pπ). Τέλος,

ένα μέτρο πιθανότητας π καλείται αντιστρέψιμο αν ο P είναι συμμετρικός

τελεστής στον L2(π):
〈Pf, g〉π = 〈f, Pg〉π
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για κάθε f, g στον L2(π). Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι ένα μέτρο π είναι

αντιστρέψιμο αν και μόνο αν ικανοποιεί τη συνθήκη ισορροπίας:

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x)

για κάθε x, y στον E.

Προφανώς, ένα αντιστρέψιμο μέτρο πιθανότητας είναι πάντα αναλλοίωτο, εφό-

σον

(πP )(x) =
∑
y∈E

π(y)P (y, x) =
∑
y∈E

π(x)P (x, y) = π(x).

Τέλος, θεμελιώδες Θεώρημα για τις μαρκοβιανές αλυσίδες και χρήσιμο για

τη συνέχεια είναι το Εργοδικό Θεώρημα:

Θεώρημα 1.32. Αν μια μαρκοβιανή αλυσίδα είναι εργοδική με στάσιμη κα-

τανομή π και f είναι μια συνάρτηση στο R με Eπ[|f(x)|] < ∞, τότε για
n→∞, ισχύει

1

n

n∑
i=1

f(Xi)
a.s.−−→ Eπ[f(x)]

1.2.3 Martingales

Θεωρούμε ότι βρισκόμαστε σε χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).

Ορισμός 1.33. Μια αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών (Fn)n≥0 με (Fn) ⊆
F , n ≥ 0 λέγεται διήθηση στον (Ω,F , P ).

Ορισμός 1.34. Μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (Xn)n≥0 λέγεται προ-

σαρμοσμένη στη διήθησηFn αν για κάθε n = 0, 1, ... ηXn είναιFn−μετρήσιμη.

Ορισμός 1.35. Μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (Mn)n≥0 λέγεται (Fn)−
Martingale αν:

i) E[|Mn|] <∞ για κάθε n ≥ 0

ii) η Mn είναι προσασρμοσμένη στην (Fn)

iii) E[Mn | Fm] = Mm για κάθε 0 ≤ m ≤ n

Ανισότητα Doob:
Αν {Xn : n ∈ N} μη-αρνητικό τετραγωνικά ολοκληρώσιμο submartingale ως

προς διήθηση Fn, τότε

E|max
k≤n

Xk|2 ≤ 4E|Xn|2.
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Κεφάλαιο 2

Οριακά Θεωρήματα για

Μαρκοβιανές Αλυσίδες σε

διακριτό χρόνο

2.1 Εισαγωγή

Θεωρούμε μια Μαρκοβιανή αλυσίδα {Xj : j ≥ 0} σε έναν μετρήσιμο χώρο

καταστάσεων Ε, στάσιμη και εργοδική ως προς το μέτρο πιθανότητας π. Ανα-

ζητούμε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε για μια συνάρτηση V : E → R
να εξασφαλίζεται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για την ποσότητα

1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj). (2.1)

Υποθέτουμε ότι Eπ[V ] = 0, όπου Eπ είναι η αναμενόμενη τιμή ως προς το

μέτρο πιθανότητας π. Συμβολίζουμε ως P τον πίνακα μετάβασης πιθανοτήτων

της Μαρκοβιανής αλυσίδας και θεωρούμε ότι η συνάρτηση V ανήκει στον L2(π),
δηλαδή ότι είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη ως προς π.Υποθέτουμε ότι υπάρχει

λύση της εξίσωσης Poisson

V = (I − P )f (2.2)

για κάποια συνάρτηση f στον L2(π), όπου I είναι ο μοναδιαίος πίνακας.

Για j ≥ 1, θεωρούμε την

Zj = f(Xj)− (Pf)(Xj−1). (2.3)

Τότε, παρατηρούμε ότι το M0 = 0,MN =
N∑
j=0

Zj είναι ένα Martingale ως προς
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τη διήθηση {Fj : j ≥ 0}, όπου Fj = σ(X0, ..., Xj) και έτσι ώστε

N−1∑
j=0

V (Xj) = MN − f(XN ) + f(X0). (2.4)

Εφόσον η f είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη, οι όροι f(XN ) και f(X0) πολ-

λαπλασιασμένοι επί N1/2
μηδενίζονται για N →∞ και επομένως το Κεντρικό

Οριακό Θεώρημα για το

1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj)

θα προκύψει από το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για το martingale MN .

Παρατήρηση. Μια συνηθισμένη περίπτωση στην οποία ικανοποιείται η εξί-

σωση Poisson (I−P )f = V για συνάρτηση V μέσης τιμής 0 είναι όταν έχουμε
μη-υποβιβάσιμη Μαρκοβιανή αλυσίδα σε πεπερασμένο χώρο καταστάσεων.

Για να ικανοποιείται η εξίσωση Poisson, θα πρέπει να ισχύει:

Range(I − P ) ⊃ [π]⊥ ⇔ (Range(I − P ))⊥ ⊂ [π]⇔ Ker((I − P )ᵀ) ⊂ [π]

το οποίο ικανοποιείται αφού αν x ∈ Ker((I − P )ᵀ), τότε

(I−P ᵀ)x = 0⇒ xᵀ(I−P ) = 0⇒ xᵀP = xᵀ ⇒ x πολλαπλάσιο της αναλλοίωτης π.

2.2 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για προσθετικά

συναρτησιακά μαρκοβιανών αλυσίδων που

ικανοποιούν την εξίσωση Poisson

Θεώρημα 2.1. Θεωρούμε μια μια Μαρκοβιανή αλυσίδα {Xj} σε μετρήσιμο
χώρο καταστάσεων Ε με στάσιμο και εργοδικό μέτρο πιθανοτήτων π και συ-
νάρτηση V : E → R στον L2(π) που έχει μέση τιμή 0 ως προς π. Υποθέτουμε
ότι υπάρχει λύση της εξίσωσης Poisson, έστω f , στον L2(π). Τότε, για κάθε
x στον Ε, όταν N →∞, η ποσότητα

1√
N

N−1∑
j=1

V (Xj).

συγκλίνει κατά κατανομή ως προς Px σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή
μέσης τιμής 0 και διακύμανσης

σ2(V ) = Eπ[f2]− Eπ[(Pf2)].
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Απόδειξη. Θεωρούμε μια συνάρτηση V στον L2(π) και μια αρχική κατά-
σταση x στον Ε. Από υπόθεση, υπάρχει λύση της εξίσωσης Poisson f στον
L2(π). Επιπλέον, θεωρούμε την ακολουθία τυχαίων μεταβλητών {Zj : j ≥ 1}
που ορίζεται από την

Zj = f(Xj)− Pf(Xj−1) (2.5)

Η ακολουθία {Zj : j ≥ 1} είναι προσαρμοσμένη στη διήθηση της μαρκοβιανής
αλυσίδας Fj = σ(X0, ..., Xj). ΄Εστω M0 = 0,Mj =

∑j
k=1 Zk. Προκύπτει

άμεσα ότι το {Mj : j ≥ 0} είναι ένα Martingale προσαρμοσμένο στη διήθηση
{Fj : j ≥ 0}. Επιπλέον, ισχύει ότι

N−1∑
j=0

V (Xj) = MN − f(XN ) + f(X0) (2.6)

- Θεωρούμε αρχικά ότι η συνάρτηση f είναι φραγμένη.
Τότε, οι τυχαίες μεταβλητές {Zj : j ≥ 1} είναι φραγμένες. Επιπλέον, για |θ|
πολύ μικρό, ορίζουμε την

Aj(θ) := logE[exp{iθZj} | Fj−1]. (2.7)

Σταθεροποιούμε ένα θ στο R. Τότε, έχουμε ότι

MN =

N−1∑
j=0

V (Xj) + f(XN )− f(X0)

και

MN−1 =

N−1∑
j=0

V (Xj) + f(XN−1)− f(X0)

Αφαιρώντας κατά μέλη, προκύπτει ότι

MN = MN−1 + f(XN )− f(XN−1) + V (XN−1) =

= MN−1 + f(XN−1)− Pf(XN−1) + f(XN )− f(XN−1) =

= MN−1 + f(Xn)− (Pf)(XN−1) = MN−1 + ZN

άρα

Ex[exp{ iθ√
N
MN −

N∑
j=1

Aj
θ√
N
}] =

= Ex[exp{ iθ√
N
MN−1 +

iθ√
N
ZN −

N∑
j=1

Aj
θ√
N
| FN−1}] =

= Ex[exp{ iθ√
N
MN−1 −

N∑
j=1

Aj
θ√
N
}]E[exp

iθ√
N
ZN | FN−1}] =
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= Ex[exp{ iθ√
N
MN−1 −

N∑
j=1

Aj
θ√
N
}]eAN (

θ√
N

) =

= E[exp{i θ√
N

(MN−2 + ZN−1)−
N−1∑
j=1

Aj(
θ√
N
| Fn−2)}] =

= ... = e
i
θZ1√
N
−A1(

θ√
N

)

= 1.

΄Αρα, τελικά,

Ex[exp{ iθ√
N
MN −

N∑
j=1

Aj
θ√
N
}] = 1. (2.8)

Από το ανάπτυγμα Taylor δεύτερου βαθμού προκύπτει ότι

N∑
j=1

Aj(θ/
√
N) = − θ2

2N

N∑
j=1

Ex[Zj
2 | Fj−1] +

1√
N
RN (2.9)

για κάποια τυχαία μεταβλητή RN άνω φραγμένη από μια σταθερά. Εφόσον

Ex[Z2
j | Fj−1] = (Pf2)(Xj−1)− (Pf)2(Xj−1), (2.10)

από το εργοδικό θεώρημα, όταν N ↑ ∞, το
∑N

j=1Aj(θ/
√
N) συγκλίνει σχεδόν

βεβαίως κατά μέτρο Px στο

−(θ2/2)Eπ[(Pf2)− (Pf)2] = −(θ2/2)Eπ[f2 − (Pf)2]. (2.11)

Τότε, από την (2.9) προκύπτει ότι

lim
N→∞

Ex[exp{(iθ)/(
√
N)MN}] = e−θ

2σ2/2, (2.12)

όπου σ2 = Eπ[f2 − (Pf)2]. Εφόσον
∑N

j=0 V (Xj) = MN − f(XN ) + f(X0),

το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για την ποσότητα
1√
N

∑N
j=0 V (Xj) προκύπτει

άμεσα από το παραπάνω.

- ΄Εστω τώρα ότι η f δεν είναι φραγμένη, αλλά ότι ανήκει στον L2(π).
Θεωρούμε μια ακολουθία φραγμένων συναρτήσεων {fn : n ≥ 1} που συγκλί-
νουν στην f στον L2(π). Για ένα συγκεκριμένο n ≥ 1, θεωρούμε τηνZ

(n)
j =

fn(Xj) − Pfn(Xj−1), j ≥ 1και τηνM
(n)
0 = 0,Mj(n) =

∑j
k=1 Z

(n)
k που είναι

Martingale ως προς την ακολουθία {Z(n)
j : j ≥ 1}. Με βάση το πρώτο σκέλος

της απόδειξης, για κάθε n ≥ 1,

lim
N→∞

Ex[exp{(iθ/
√
N)M

(n)
N ]}] = e−θ

2σn2/2, (2.13)
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όπου σn
2 = Eπ[f2

n − (Pfn)2]. Εφόσον όμως το Eπ[f2
n − (Pfn)2] συγκλίνει στο

Eπ[f2−(Pf)2], το μόνο που μένει για να αποδειχθεί το θεώρημα είναι να δειχθεί
ότι

lim
n→∞

lim sup
N→∞

|Ex[exp{(iθ/
√
N)M

(n)
N ]}]− Ex[exp{(iθ/

√
N)MN}]| = 0 (2.14)

Εφόσον τώρα |exp{ix} − exp{iy}| ≤ |x − y|, η προηγούμενη διαφορά είναι
απολύτως φραγμένη

θ√
N

Ex[|M (n)
N −MN |] ≤ {

θ2

N
Ex[(M

(n)
N −MN )2]}1/2, (2.15)

όπου στο τελευταίο βήμα εφαρμόστηκε η ανισότητα Schwarz. Χρησιμοποιών-

τας την αναπαράσταση των Martingales MN ,M
(n)
N με όρους των ακολουθιών

{Zj : J ≥ 1}, {Z(n)
j : J ≥ 1} και την ορθογωνιότητα αυτών στον L2(Px),

καταλήγουμε ότι η παράσταση μέσα στις αγκύλες θα ισούται με

θ2

N

N∑
j=1

Ex[(Z
(n)
j − Zj)2]}1/2. (2.16)

Θεωρώντας τώρα την ακολουθία Fn = fn−f έτσι ώστε Z(n)
j −Zj = Fn(Xj)−

PFn(Xj−1), η (2.17) γίνεται

θ2

N

N∑
j=1

{(P jF 2
n)(x)− [P j−1(PFn)2](x)}. (2.17)

Από το εργοδικό θεώρημα, το παραπάνω συγκλίνει σχεδόν βεβαίως στο θ2Eπ[F
(2)
n −

(PFn)2]. Αυτή η ποσότητα όμως μηδενίζεται όταν n ↑ ∞ εφόσον το Fn συγ-
κλίνει στον L2(π) στο 0. Αυτό αποδεικνύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για

το Martingale MN και τελικά για το
1√
N

N−1∑
j=1

V (Xj).

2.3 Προϋποθέσεις για τη γενίκευση του Κεν-

τρικού Οριακού Θεωρήματος για προσθε-

τικά συναρτησιακά αντιστρέψιμων μαρκο-

βιανών Αλυσίδων

2.3.1 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για Martingales

Η ύπαρξη λύσης της εξίσωσης Poisson δεν είναι τετριμμένη. Παρόλα αυτά,

όπως θα δούμε παρακάτω η εξίσωση λfλ + (I − P )fλ = V έχει πάντα λύση
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για λ > 0. Με βάση αυτό, εξετάζουμε το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για τα

martingales. Συγκεκριμένα, θεωρούμε μια ακολουθία στάσιμων και εργοδικών

τυχαίων μεταβλητών {Zj : j ≥ 1} προσαρμοσμένων στη διήθηση {Fj} τέτοιες
ώστε

E[Z2
1 ] <∞, E[Zj+1 | Fj ] = 0, j ≥ 0 (2.18)

Η ακολουθία αυτών ονομάζεται ¨διαφορές Martingales’ καθώς ορίζουν τα Mar-
tingales {Mj : j ≥ 0} μεM0 = 0,Mj =

∑j
k=1 Zk. Τα Martingales αυτά έχουν

αναμενόμενη τιμή 0 και είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμα ως προς τη διήθηση

{Fj}.

Θεώρημα 2.2. ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,F , P ), {Fj : j ≥ 0} μια
άυξουσα διήθηση και {Zj : j ≥ 1} μια ακολουθία στάσιμων και εργοδικών
τυχαίων μεταβλητών προσαρμοσμένων στη διήθηση {Fj} τέτοιες ώστε

E[Z2
1 ] <∞, E[Zj+1 | Fj ] = 0, j ≥ 0

Τότε, η ποσότητα N−1/2MN συγκλίνει κατά κατανομή, για N ↑ ∞ σε μια
γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μέσης τιμής 0 και διακύμανσης σ2 = E[Z2

1 ].

Απόδειξη. - Αν η ακολουθία {Zj : j ≥ 1} είναι φραγμένη, η απόδειξη προκύπτει

από το εργοδικό θεώρημα. ΄Εστω, λοιπόν, ότι |Z1| ≤ C0 για κάποια σταθερά

C0. Εφόσον τα {Zj : j ≥ 1} είναι ¨διαφορές Martingales¨, ισχύει ότι

E[

j+K∑
k=j+1

Zk | Fj ] = 0

για κάθε j ≥ 0,K ≥ 1. ΄Ομως, για x ∈ R ισχύει |eix − 1− ix| ≤ x2/2. ΄Αρα,

|E[exp{iθ
j+K∑
k=j+1

Zk | Fj ]− 1| =

= |E[exp{iθ
j+K∑
k=j+1

Zk}Fj ]− 1− iθ
j+K∑
k=j+1

Zk | Fj ]| ≤
θ2

2
E[(

j+K∑
k=j+1

Zk)
2 | Fj ].

΄Ομως, εφόσον τα {Zj : j ≥ 1} είναι ¨διαφορές Martingales¨, αντικα-

θιστούμε την έκφραση (
∑

k Zk)
2

από την
∑

k Z
2
k καταλήγοντας τελικά ότι

|E[exp{iθ
j+K∑
k=j+1

Zk | Fj ] − 1| ≤ (θC0)2K/2. Για |θ| ≤ 1/
√
KC0, η παρά-

σταση φράσσεται τελικά από το 1/2. Για θ σε αυτήν την περιοχή και για j ≥ 1,
ορίζουμε την

Aj(θ) := logE[exp{iθ
jK∑

k=(j−1)K+1

Zk} | F(j−1)K ].
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Σταθεροποιούμε ένα Κ τέτοιο ώστε 1� K � N και ορίζουμε το mj := MjK

για j ≥ 0. Για κάθε θ το exp{iθmj −
∑j

k=1Ak(θ)} είναι ένα εκθετικό Mar-
tingale ως προς τη διήθηση {FjK : j ≥ 0}, μέσης τιμής 1. Χωρίς βλάβη

της γενικότητας, υποθέτουμε ότι N = lK για κάποιον ακέραιο l και σταθερο-
ποιούμε ένα θ∈ R. Το ανάπτυγμα Taylor τρίτης τάξης για Ν αρκετά μεγάλο

δίνει

l∑
j=1

Aj(θ/
√
N) = − θ2

2N

l∑
j=1

E[

jK∑
k=(j−1)K+1

Z2
k | F(j − 1)K] +

K2

√
N
RN,K

για κάποιες τυχαίες μεταβλητές RN,K που φράσσονται ανεξαρτήτως των Ν

και Κ. Εφόσον το {exp{iθmj −
∑

1≤k≤j Ak(θ)} : j ≥ 0} είναι ένα εκθετικό

Martingale μέσης τιμής 1, για κάθε θ∈ R και Ν αρκετά μεγάλο, έχουμε ότι

1 = E[exp{i(θ/
√
N)ml −

l∑
k=1

Ak(θ/
√
N)}] =

= E[exp{ iθ√
N
MN +

θ2

2N

(j+1)K∑
k=jK+1

Z2
k | Fjk]− K2

√
N
RN,K}].

΄Ομως, θα αποδείξουμε πιο κάτω ότι

lim
K→∞

sup
l≥1

E[|exp{ θ
2

2N

l−1∑
j=0

E[

(j+1)K∑
k=jK+1

(Z2
k − σ2) | FjK ]} − 1|] = 0. (2.19)

Τότε, εφόσον τα RN ,K είναι ομοιόμορφα φραγμένες τυχαίες μεταβλητές, για

κάθε θ∈ R ισχύει

lim
N→∞

E[exp{ iθ√
N
MN +

θ2σ2

2
}] = 1

που αποδεικνύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για τα martingales. Για να ολο-

κληρωθεί αυτό το σκέλος της απόδειξης, αρκεί να αποδειχθεί η σχέση (2.20).

Η έκφραση μέσα στις αγκύλες φράσσεται από μια σταθερά που εξαρτάται από

τα C0 και θ. Εφόσον τώρα |ex − 1| ≤ |x|e|x|, x ∈ R, η αναμενόμενη τιμή της

(2.20) θα είναι μικρότερη ή ίση από το

C1θ
2

l

l∑
j=1

E[| 1

K

(j+1)K∑
k=jK+1

(Z2
k − ς

2)}]

για κάποια σταθερά C1. Εφόσον {Zk} είναι μια στάσιμη ακολουθία, η παραπάνω

παράσταση δεν εξαρτάται από το l και άρα ισούται με

C1θ
2E[| 1

K

∑
k=1

K(Z2
k − σ2)|]. (2.20)
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Από το εργοδικό θεώρημα, η σχέση (2.21) μηδενίζεται για K ↑ ∞

-΄Εστω τώρα η γενική περίπτωση όπου τα {Zj : j ≥ 0} δεν είναι φραγμένα.

Η απόδειξη βασίζεται στο πρώτο σκέλος προσεγγίζοντας αυτήν τη φορά τα

{Zj : j ≥ 0} από φραγμένες ¨διαφορές Martingales¨.
Ορίζουμε αρχικά μια cut-off συνάρτηση φ

κ
: R→ [−κ, κ] για κ≥ 1. Μία τέτοια

είναι για παράδειγμα η φκ(x) = x1{|x| ≤ κ}
Ορίζουμε τότε την ακολουθία

Z
(κ)
j := ϕκ(Zj)− E[ϕκ(Zj) | Fj−1]

για j ≥ 1. Η {Z(κ)
j : j ≥ 1} αποτελεί μια ακολουθία φραγμένων ¨διαφορών

Martingales¨. ΄Ομως, αν και η {ϕκ(Zj)} κληρονομεί τη στασιμότητα και την

εργοδικότητα από την {Zj : j ≥ 1}, η {(Zj)κ : j ≥ 1} δεν τις διατηρεί κατ΄

ανάγκην.

Θεωρούμε τώρα την σ2
κ := E[ϕκ(Z1)2]. Από το θεώρημα κυριαρχούμενης σύγ-

κλισης, το σ2
κ συγκλίνει στο σ2

για κ ↑ ∞. Επιπλέον, το Z
(κ)
1 συγκλίνει στο

Z1 στον L2(π), για κ ↑ ∞, αφού E[Z1 | F0] = 0 και άρα

E[(Z1 − Z(κ)
1 )2] ≤ E[Z2

11{|Z1| > κ}].

΄Εστω τώρα {M (κ)
j : j ≥ 0} το Martingale που σχετίζεται με την ακολουθία

{Z(κ)
j : j ≥ 1} και ορίζεται ως εξής: M

(k)
0 := 0,M

(k)
N :=

∑
1≤j≤N Z

(κ)
j , N ≥ 1.

Θα αποδείξουμε στη συνέχεια ότι

lim
k→∞

lim
N→∞

|E[exp{(iθ/
√
N)M

(κ)
N }]− e

−θ2σ2
κ/2| = 0 (2.21)

΄Ομως, γνωρίζουμε ότι το exp{−θ2σ2
κ/2} συγκλίνει, για κ ↑ ∞, στο exp{−θ2σ2/2}.

Αυτό που μένει είναι να δείξουμε ότι η διαφορά

E[exp{(iθ/
√
N)MN}]− E[exp{(iθ/

√
N)M

(κ)
N }]

μηδενίζεται για N ↑ ∞ και κ ↑ ∞
΄Ομως, εφόσον |eix − eiy| ≤ |x − y| για κάθε x, y ∈ R, από την ανισότητα

Schwarz η πάνω σχέση φράσσεται από το

θ{ 1

N
E[(M

(κ)
N −MN )2]}

1/2

.

Επειδή οι τυχαίες μεταβλητές {Zj − Z(κ)
j : j ≥ 1} είναι ορθογώνιες, η παρα-

πάνω έκφραση είναι ίση με E[(Zj − Z(κ)
j )2] που είναι μικρότερη ή ίση από το

E[Z2
11{|Z1| > κ}] το οποίο μηδενίζεται για κ ↑ ∞.
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Μένει τώρα η απόδειξη της σχέσης (2.22). Επειδή η ακολουθία {Z(κ)
j : j ≥ 1}

μπορεί να μην είναι ούτε στάσιμη ούτε εργοδική, η απόδειξη της παραπάνω σχέ-

σης δεν προκύπτει αντίστοιχα με το πρώτο σκέλος της απόδειξης. Η ποσότητα

που πρέπει να εκτιμήσουμε είναι το εκθετικό του

θ2

2N

l−1∑
j=0

E[

(j+1)K∑
k=jK+1

(Z
(κ)
k )2 | FjK ] =

=
θ2

2N

l−1∑
j=0

E[

(j+1)K∑
k=jK+1

{ϕκ(Zk)
2 − E[ϕκ(Zk) | Fk − 1]2} | FjK ]

΄Ομως, παρατηρούμε ότι ο όρος E[ϕκ(Zk) | Fk − 1]2 είναι θετικός με εκθετικό

που φράσσεται από το 1. Επιπλέον, για δοσμένο κ, η ακολουθία {ϕκ(Zk) : j ≥
1} είναι στάσιμη και εργοδική και άρα από τη σχέση (2.20), το ϕκ(Zk)

2
μπορεί

να αντικατασταθεί από το σ2
κ στο εκθετικό.

Τελικά απομένει η εκτίμηση του

E[|exp{θ
2−

2N

l−1∑
j=0

E[

(j+1)K∑
k=jK+1

E[ϕκ(Zk) | Fk − 1]2 | FjK]} − 1|].

Εφόσον η ποσότητα μέσα στο εκθετικό είναι αρνητική και 1 − e−x ≤ x για

x ≥ 0, η προηγούμενη έκφραση φράσσεται άνω από το

θ2

2N

N∑
k=1

E[E[ϕκ(Zk) | Fk − 1]2].

Αφαιρώντας κατά Zk τη δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή, η οποία δεν επηρεά-

ζει τη συνολική αναμενόμενη τιμή και εφαρμόζοντας την ανισότητα Schwarz,
φράσσουμε την προηγούμενη σχέση από την (θ2/2)E[Z2

11{|Z1| > κ}] η οποία

μηδενίζεται για κ↑ ∞. Αυτό αποδεικνύει τη σχέση (2.22) και ολοκληρώνει και

το δεύτερο σκέλος της απόδειξης.

Ακολούθως, αναφέρεται το αντίστοιχο Θεώρημα που ισχύει για δεσμευμένες

μέσες τιμές:

Θεώρημα 2.3. ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,F , P ), {Fj : j ≥ 0} μια
άυξουσα διήθηση και {Zj : j ≥ 1} μια ακολουθία στάσιμων και εργοδικών
τυχαίων μεταβλητών προσαρμοσμένων στη διήθηση {Fj} τέτοιες ώστε

E[Z2
1 ] <∞, E[Zj+1 | Fj ] = 0, j ≥ 0

Τότε,

lim
N→∞

E[|E[exp{(iθ/
√
N)MN/

√
N} | F0]− e−θ2σ2/2|] = 0,

όπου σ2 = E[Z2
1 ].
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2.3.2 Αντιστρέψιμες Μαρκοβιανές Αλυσίδες και Διακύ-

μανση

Καθοριστικό ρόλο στην προσπάθεια γενίκευσης του Κεντρικού Οριακού Θεω-

ρήματος για τις Μαρκοβιανές αλυσίδες παίζουν οι αντιστρέψιμες Μαρκοβιανές

αλυσίδες και η διακύμανση τους. Αν θεωρήσουμε V μια τετραγωνικά ολο-

κληρώσιμη συνάρτηση συνάρτηση στο πλαίσιο αντιστρέψιμων Μαρκοβιανών α-

λυσίδων, τότε καλούμαστε να εξετάσουμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά της

διακύμανσης της ποσότητας
1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj). Αναζητούμε δηλαδή τις συνθή-

κες ώστε να υπάρχει και να είναι πεπερασμένο το παρακάτω όριο:

σ2(V ) = lim
N→∞

Eπ[(
1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj))
2]. (2.22)

Σταθεροποιούμε ένα αναλλοίωτο μέτρο πιθανότητας π και μια συνάρτηση V
στον L2(π). Τότε, έχουμε ότι

Eπ[(
1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj))
2] =

1

N

N−1∑
j,k=0

Eπ[V (Xj)V (Xk)] =

=
1

N

N−1∑
j=0

Eπ[V (Xj)
2] +

2

N

∑
j<k

Eπ[V (Xj)V (Xk)]. (2.23)

Εφόσον το π είναι αναλλοίωτο μέτρο, ισχύει Eπ[V (Xj)
2] = 〈V, V 〉π και για

j < k, ισχύει Eπ[V (Xj)V (Xk)] = 〈V, P k−jV 〉π. Ο δεύτερος όρος της (2.24)

δίνει τότε

2

N

∑
j<k

〈V, P k−jV 〉π = 2
N−1∑
i=1

[1− (i/N)]〈V, P iV 〉π.

Τελικά,

Eπ[(
1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj))
2] = 〈V, V 〉π + 2

N−1∑
i=1

[1− i/N)]〈V, P iV 〉π.

Για να εκτιμήσουμε την δεύτερη έκφραση, βασιζόμαστε στο φασματικό θεώρημα

του τελεστή P . Εφόσον ο P είναι συμμετρικός στον L2(π), όλες οι ιδιοτιμές

του είναι πραγματικές και ισχύει

P =

∫
R
ϕdEϕ
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και επειδή το φάσμα του περιέχεται στο διάστημα [−1, 1],

P =

∫ 1

−1
ϕdEϕ.

Αυτό μας επιτρέπει να αναπαραστήσουμε το εσωτερικό γινόμενο

〈V, P kV 〉π = 〈V,
∫ 1

−1
ϕkdEϕV 〉π =

∫ 1

−1
ϕkd〈V,EϕV 〉π.

Αντικαθιστούμε το d〈V,EϕV 〉π με το φασματικό μέτρο µν(dϕ) του V , όπου το

µν είναι ένα πεπερασμένο μέτρο στο [−1, 1] με συνολική μάζα ίση με 〈V, V 〉π.
΄Αρα,

Eπ[(
1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj))
2] = 〈V, V 〉π + 2

∫ 1

−1

N−1∑
i=1

[1− i/N)]ϕiµν(dϕ).

Ο δεύτερος όρος στην προηγούμενη σχέση μπορεί να γραφτεί ως

2

∫ 1

−1

N−1∑
i=1

[1− i/N)]+ϕiµν(dϕ),

όπου το a+
παριστάνει τη θετική τιμή του a. Για −1 ≤ ϕ ≤ 0, προκύπτει ότι

η ποσότητα 2
∫ 1
−1

N−1∑
i=1

[1 − i/N)]+ϕi είναι φραγμένη από μια σταθερά και ότι

συγκλίνει στο ϕ/(1 − ϕ) για N ↑ ∞. Από την άλλη μεριά, για 0 ≤ ϕ ≤ 1,
το
∑

i≥1[1 − (i/N)]+ϕi αυξάνεται προς το ϕ/(1 − ϕ). Επομένως, από τη

μονότονη και κυριαρχούμενη σύγκλιση, το προηγούμενο ολοκλήρωμα συγκλίνει

στο 2
∫ 1
−1

ϕ

1− ϕ
µν(dϕ). Τελικά, αποδεικνύεται το παρακάτω:

Λήμμα 2.4. Για κάθε συνάρτηση V στον L2(π) <∞, ισχύει σ2(V ) <∞ αν
και μόνο αν ∫ 1

−1

1

1− ϕ
µν(dϕ). (2.24)

Τότε,

σ2(V ) =

∫ 1

−1

1 + ϕ

1− ϕ
µν(dϕ) (2.25)

Οι προηγούμενοι υπολογισμοί για το σ2(V ) μας οδηγούν στη μελέτη ενός

χώρου Hilbert. Συγκεκριμένα, εφόσον ο P είναι ένας τελεστής φραγμένος από

το 1, ο I − P είναι μη-αρνητικός έτσι ώστε το

〈f, g〉1 = 〈f, (I − P )g〉π

να ορίζει ένα ημι-εσωτερικό εσωτερικό γινόμενο στον L2(π). Είναι ημι-εσωτερικό

επειδή 〈1, 1〉1 = 0. Ορίζουμε ως H1 το χώρο Hilbert που επάγεται από τον
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L2(π) εφοδιασμένο με το εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉 όπως αυτό ορίστηκε πα-

ραπάνω. Ορίζουμε ως ‖ · ‖1 τη νόρμα που συνδέεται με αυτό το εσωτερικό

γινόμενο. Ο χώρος H1 και οι ιδιότητες του θα μελετηθούν εκτενέστερα στο

επόμενο κεφάλαιο.

2.3.3 Η επιλύσιμη εξίσωση

΄Οπως είδαμε νωρίτερα, η εφαρμογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος ε-

ξασφαλίζεται για τις περιπτώσεις όπου η εξίσωση Poisson έχει λύση, όμως η

περίπτωση αυτή δεν είναι η τετριμμένη. Προκύπτει η ανάγκη εύρεσης μιας αντί-

στοιχης εξίσωσης που να έχει πάντα λύση. Η λεγόμενη και ΄ επιλύσιμη εξίσωση

΄ που καλύπτει αυτήν την ανάγκη είναι η

λfλ + (I − P )fλ = V, (2.26)

όπου λ ≥ 0. Η εξίσωση αυτή έχει πάντα λύση στον L2(π) επειδή το (1+λ)I−P
είναι αντιστρέψιμο για λ ≥ 0. Η απόδειξη του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος

για το N−1/2
∑

0≤j<N V (Xj) θα βασιστεί στα επόμενα λήμματα που αφορούν

στην επιλύσιμη εξίσωση.

Λήμμα 2.5. ΄Εστω fλ η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27) για κάποια
συνάρτηση V μέσης τιμής 0 με πεπερασμένη διακύμανση σ2(V ). Τότε,

lim
λ→0

λ〈fλ, fλ〉π = 0.

Απόδειξη. Αφού η fλ είναι η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27),

λ〈fλ, fλ〉π = λEπ[{[(1 + λ)I −P ]−1V }2] =

∫ 1

−1

λ

(1 + λ− ϕ)2
µν(dϕ). (2.27)

Εφόσον λ/(1 +λ−φ)2 ≤ (1−ϕ)−1
και το µν(dϕ) ενσωματώνει το (1−ϕ)−1

,

από το θεώρημα κυριαρχούμενης σύγκλισης, το προηγούμενο ολοκλήρωμα μη-

δενίζεται για λ ↓ 0.

Λήμμα 2.6. ΄Εστω fλ η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27) για κάποια
συνάρτηση V μέσης τιμής 0 με πεπερασμένη διακύμανση σ2(V ). Η ακολουθία
fλ είναι Cauchy στον H1: για κάθε ε > 0, υπάρχει λ0 > 0 τέτοιο ώστε για
κάθε λ1, λ2 < λ0 να ισχύει

〈fλ1 − fλ2 , (I − P )(fλ1 − fλ2)〉π < ε.
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Απόδειξη. Αφού η fλ είναι η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27), ισχύει

〈fλ1 − fλ2 , (I − P )(fλ1 − fλ2)〉π =

=

∫ 1

−1
(1− ϕ){ 1

1 + λ2 − ϕ
− 1

1 + λ1 − ϕ
}2µν(dϕ) =

=

∫ 1

−1

(1− ϕ)(λ2 − λ1)2

[1 + λ1 − ϕ]2[1 + λ2 − ϕ]2
µν(dϕ)

Εφόσον η ολοκληρωτέα παράσταση είναι φραγμένη από το (1 − ϕ)−1
και το

φασματικό μέτρο της V ενσωματώνει το (1− ϕ)−1
, το ολοκλήρωμα συγκλίνει

στο 0 για λ1, λ2 ↓ 0.

Προκύπτει, μάλιστα, με υπολογισμούς ότι

σ2(V ) = lim
λ→0
〈fλ, (I − P 2)fλ〉π. (2.28)

Πράγματι, εφόσον η fλ είναι λύση της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27), από τη

φασματική αναπαράσταση του τελεστή P , ισχύει

〈fλ, (I − P 2)fλ〉π =

∫ 1

−1

1− ϕ2

(1 + λ− ϕ)2
µν(dϕ)

Εφόσον η ολοκληρωτέα παράσταση είναι φραγγμένη από το (1− ϕ)−1
, από το

θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης, για λ ↓ 0, η προηγούμενη σχέση συγκλίνει

στο ∫ 1

−1

1 + ϕ

1− ϕ
µν(dϕ),

που ισούται με το σ2(V ) όπως αποδείχθηκε παραπάνω.

2.4 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για Αντιστρέ-

ψιμες Μαρκοβιανές Αλυσίδες

Πλέον, είναι δυνατόν να αποδειχθεί το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για τα προ-

σθετικά συναρτησιακά αντιστρέψιμων μαρκοβιανών αλυσίδων. Αν θεωρήσουμε

μια συνάρτηση V με μέση τιμή 0 στον L2(π) και απαιτήσουμε η διακύμανση της

ως προς το χρόνο να είναι πεπερασμένη, τότε θα χρησιμοποιήσουμε τη λύση
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της επιλύσιμης εξίσωσης (2.27).

Για N ≥ 1, έχουμε

N−1∑
j=0

V (Xj) = λ
N−1∑
j=0

fλ(Xj) +
N−1∑
j=0

{fλ(Xj)− (Pfλ)(Xj)} =

= Mλ
N + fλ(X0)− fλ(XN ) + λ

N−1∑
j=0

f
λ
(Xj), (2.29)

όπου το {Mλ
N : N ≥ 0} είναι το Martingale προσαρμοσμένο στη διήθηση

{Fj : j ≥ 0},Fj = σ(X0, ..., Xj) που ορίζεται ως:

Mλ
0 = 0, Mλ

N :=

N∑
j=1

Zλj

για Zλj = fλ(Xj)− (Pfλ)(Xj), j ≥ 1.

Λήμμα 2.7. Για κάθε N ≥ 1, όσο λ ↓ 0, το Mλ
N συγκλίνει στον L

2(Pπ) σε
κάποια τυχαία μεταβλητή MN . Η συγκλίνουσα διαδικασία {Mj : j ≥ 0} είναι
ένα martingale προσαρμοσμένο στη διήθηση {Fj} και ισχύει

N−1∑
j=0

V (Xj) = MN +RN (2.30)

για κάποια τυχαία μεταβλητή RN στον L
2(Pπ).

Απόδειξη. Για δεδομένο Ν, για να αποδείξουμε τη σύγκλιση του martingale
Mλ
N , αρκεί να δείξουμε ότι κάθε όρος Zλj = fλ(Xj)− (Pfλ)(Xj−1) συγκλίνει

στον L2(Pπ).
Θα δείξουμε ότι η ακολουθία αυτή είναι Cauchy. Για 0 < λ1 < λ2, εφόσον ο

P είναι συμμετρικός τελεστής και το π είναι αναλλοίωτο μέτρο, ισχύει

Eπ[(fλ2(Xj+1)− fλ1(Xj+1)− (Pfλ2)(Xj) + (Pfλ1)(Xj))
2] =

= Eπ[(fλ2 − fλ1)2]− Eπ[(Pfλ2 − Pfλ1)2] = 〈fλ2 − fλ1 , (I − P 2)fλ2 − fλ1〉π.

Εφόσον I+P ≤ 2I και I−P ≥ 0, ισχύει I−P 2 = (I−P )(I+P ) ≤ 2(I−P ).
Επομένως, η ποσότητα αυτή είναι φραγμένη από το

2〈fλ2 − fλ1 , (I − P )(fλ2 − fλ1)〉π

το οποίο μηδενίζεται για λ1, λ2 ↓ 0 με βάση το Λήμμα 2.6. Αποδείξαμε δηλαδή

ότι το Mλ
N είναι μια ακολουθία Cauchy στον L2(Pπ), για λ ↓ 0. Συγκεκριμέ-

να, συγκλίνει σε κάποια διαδικασία MN , που είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμο

martingale εφόσον η σύγκλιση γίνεται στον L2(Pπ). Για να ολοκληρωθεί η
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απόδειξη, χρησιμοποιούμε τη σχέση (2.30). Εφόσον το αριστερό μέλος είναι

ανεξάρτητο του λ και εφόσον ο πρώτος όρος συγκλίνει στοMN για λ ↓ 0, οι υ-
πόλοιποι όροι θα πρέπει να συγκλίνουν σε κάποια τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη

του λ την οποίο συμβολίζουμε ως RN .

Λήμμα 2.8. Για το ανάπτυγμα του όρου
∑

0≤j<N V (Xj) του προηγούμενου

λήμματος, ισχύει ότι το N−1/2RN συγκλίνει στο 0 στον L2(Pπ) για N ↑ ∞.

Απόδειξη. Με βάση τη σχέση (2.30) και το λήμμα (2.7), ισχύει ότι

RN = MN
λ −MN + fλ(X0)− fλ(XN ) + λ

N−1∑
j=0

fλ(Xj)

για κάθε λ > 0. Διαλέγουμε το λ = N−1
και ισχυριζόμαστε ότι κάθε όρος

στο δεξί μέλος της προηγούμενης σχέσης, διαιρεμένος με το
√
N μηδενίζεται

στον L2(Pπ). Από την ανισότητα Schwarz και από τη στατιμότητα του π,

1

N
Eπ[(λ

N−1∑
j=0

fλ(Xj))
2] ≤ 1

N
Eπ[f2

λ ] = λ〈fλ, fλ〉π

΄Ομως, στο λήμμα 2.5 αποδείξαμε ότι αυτή η ποσότητα μηδενίζεται για λ ↓ 0.
Αντίστοιχα, οι ποσότητες N−1/2fλ(XN ) και N−1/2fλ(X0) μηδενίζονται στον

L2(Pπ) για N ↑ ∞.

Απομένουν οι όροι με το martingale. Από την ορθογωνιότητα των προσαυξή-

σεων των martingales και από τη στασιμότητα προκύπτει ότι

N−1Eπ[(Mλ
N −MN )2] =

1

N

N−1∑
j=0

Eπ[(Zλj − Zj)2] = Eπ[(Zλ1 − Z1)2].

΄Ομως, στο λήμμα 2.7 δείξαμε ότι η ποσότητα αυτή μηδενίζεται για N ↑ ∞ και

άρα αποδεικνύεται το ζητούμενο.

Με βάση τα παραπάνω, καταλήγουμε στο βασικό συμπέρασμα του κεφαλαί-

ου:

Θεώρημα 2.9. Θεωρούμε μια Μαρκοβιανή Αλυσίδα {Xj : j ≥ 0} σε έναν
μετρήσιμο χώρο καταστάσεων Ε, εργοδική και αντιστρέψιμη ως προς αναλλοί-

ωτο μέτρο π. ΄Εστω V : E → R μια συνάρτηση στον L2(π) με μέση τιμή 0
και πεπερασμένη διακύμανση ως προς το χρόνο (σ2(V ) < ∞). Τότε, ως προς
Pπ, η ποσότητα

1√
N

N−1∑
j=0

V (Xj)

συγκλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μηδενικής μέ-

σης τιμής και διακύμανσης σ2(V ).
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Απόδειξη. Στο λήμμα 2.7 δείξαμε ότι κάθε τυχαία μεταβλητή Zλj συγκλίνει

στον L2(Pπ) για λ ↓ 0. ΄Εστω Zj το όριο της κάθε μίας. Ισχυριζόμαστε ότι η

ακολουθία {Zj : j ≥ 1} ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 2.2 ως προς

τη διήθηση Fj = σ(X0, X1, ..., Xj), j ≥ 0 και το μέτρο πιθανότητας Pπ.
Η ακολουθία {Zj} κληρονομεί από την {Zλj } τη στασιμότητα και τη μετρησιμό-

τητα ως προς τη διήθηση {Zj}. Εφόσον η Zλj συγκλίνει στην Zj στον L2(Pπ)

και εφόσον τα {Zλj } είναι διαφορές Martingales ως προς τη διήθηση {Fj},

Eπ[Z2
1 ] <∞ και Eπ[Zj+1 | Fj ] = 0, j ≥ 0.

Για να εφαρμοστεί το Θεώρημα 2.2, αρκεί να δείξουμε ότι η ακολουθία {Zj}
είναι εργοδική. ΄Εστω ν το μέτρο πιθανότητας στον E × E που ορίζεται από

το ν(x, y) := π(x)P (x, y). Για λ > 0, έστω η ακολουθία Ψλ : E × E → R
που ορίζεται ως Ψλ := fλ(y)−Pfλ(x). Παρατηρούμε ότι Zλk = Ψλ(Xk, Xk−1).
Επιπλέον,

‖Ψλ‖2ν =
1

2
〈fλ, (I − P 2)fλ〉π ≤ ‖fλ‖21.

Συγκεκριμένα, από το λήμμα 2.7, η Ψλ είναι μια ακολουθία Cauchy στον

L2(ν). Συμβολίζουμε με Ψ το όριο της. Εφόσον Zλk = Ψλ(Xk, Xk−1), Zk =
Ψ(Xk, Xk−1) για k ≥ 2. Αυτό αποδεικνύει ότι η ακολουθία Zk είναι εργοδική.

Τώρα ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Θεωρήματος 2.2 Επομένως, το

N−1/2MN συγκλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μη-

δενικής μέσης τιμής και διακύμανσης

σ2 = Eπ[Z2
1 ] = lim

λ→0
Eπ[(Zλ1 )2] = lim

λ→0
〈fλ, (I − P 2)fλ〉π.

Από την (2.29), η έκφραση αυτή ισούται με το σ2(V ).
Από το λήμμα 2.8, το N−1/2RN συγκλίνει στο 0 στον L2(Pπ). Τότε, από το

ανάπτυγμα (2.31), το N−1/2
∑

0≤j≤N V (Xj) συγκλίνει κατά κατανομή σε μια

γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μέσης τιμής 0 και διακύμανσης σ2(V ).

Με βάση και την προηγούμενη παράγραφο, αποδεικνύεται ότι όχι μόνο η

ακολουθία N−1/2
∑N−1

j=0 V (Xj) συγκλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή

τυχαία μεταβλητή, αλλά επιπλέον η διακύμανση αυτής της ακολουθίας συγκλίνει

στη διακύμανση της συγκλίνουσας κατανομής.
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2.5 Παράδειγμα

΄Εστω Μαρκοβιανή αλυσίδα με καταστάσεις Α,Β και πίνακα πιθανοτήτων μετά-

βασης τον S=

(
1− p p
q 1− q

)
.

Στην κατάσταση Α έχουμε ανταμοιβή α, δηλαδή V (A) = α και στην κατάστα-

ση Β έχουμε ανταμοιβή β, δηλαδή V (B) = β.
Τα ερωτήματα που τίθενται είναι το τι ισχύει προσεγγιστικά για την ποσότητα

V (X1) + ...+ V (Xn)

n
σύμφωνα με το Εργοδικό Θεώρημα, το αν ικανοποιείται

το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για την ποσότητα γn
V (X1) + ...+ V (Xn)

n
−

Eπ[V (X)] και με δεδομένο ότι ισχύει γn
V (X1) + ...+ V (Xn)

n
−Eπ[V (X)]

d−→
Z , το ποιές είναι οι τιμές των γn και Z.

Προφανώς, βρισκόμαστε σε μετρήσιμο χώρο καταστάσεων και πιο συγκε-

κριμένα σε πεπερασμένο.

Εφόσον ο πίνακας μετάβασης S της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι ο

(
1− p p
q 1− q

)
,

ισχύει ότι S = R

(
1 0
0 λ

)
R−1

,

όπου λ = 1− p− q ιδιοτιμή με ιδιοδιανύσματα τα
−→r1 =

(
1
1

)
και
−→r2 =

(
p
−q

)
.

Τελικά, Sn = R

(
1 0
0 λn

)
R−1 =

1

p+ q

(
q p
q p

)
+

1− p− q
p+ q

(
p −p
−q q

)
άρα limn S

n =
1

p+ q

(
q p
q p

)
, δηλαδή αναλλοίωτη είναι η π = [

q

p+ q
,

p

p+ q
].

Η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι προφανώς εργοδική και αντιστρέψιμη ως προς π.

Από το Εργοδικό Θεώρημα ισχύει ότι
V (X1) + ...+ V (Xn)

n
→ Eπ[V (X)] για

n→∞.

Για την αναμενόμενη τιμή της V (X) κατά π ισχύει:

Eπ[V (X)] =
∑
x

πV (x) = πV (A) + πV (B) =

= α
q

p+ q
+ β

p

p+ q
=
αq + βp

p+ q
.

Θεωρώ την ακολουθία τυχαίων μεταβλητών W (Xj) = V (Xj)−Eπ[V (X)] για
την οποία ισχύει προφανώς ότι Eπ[W (X)] = 0. ΗW είναι διπλά ολοκληρώσιμη

ως προς π, ενώ η διακύμανση της ως προς το χρόνο είναι πεπερασμένη.

Συγκεκριμένα, η τιμή της βρίσκεται από τη σχέση σ2(W ) = 〈f, (I − S2)f〉,
όπου η f είναι η λύση της εξίσωσης Poisson (I − S)f = W .

Με βάση το Θεώρημα (2.9) οι προϋποθέσεις του οποίου ικανοποιούνται, ισχύει
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ότι η ποσότητα

1√
n

n∑
j=1

W (Xj)

συγκλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μηδενικής μέσης

τιμής και διακύμανσης σ2(W ). Βρίσκοντας ότι η λύση της εξίσωσης Poisson

είναι η f =

α− βp+ q
0

, και άρα (Sf) =


(α− β)(1− p)

p+ q
(α− β)q

p+ q

, προκύπτει ότι

σ2(V ) = Eπ[f2]− Eπ[(Sf2)] =

=
q

p+ q

(α− β)2

(p+ q)2
− [

q

p+ q

(1− p)2(α− β)2

(p+ q)2
+

p

p+ q

q2(α− β)2

(p+ q)2
] =

=
(α− β)2

(p+ q)3
pq(2− p− q).

Τελικά, από το Θεώρημα 2.9, έχουμε ότι

1√
n

n∑
j=1

W (Xj)
d−→ Z,

όπου Z v N(0, σ2(W )) ή αλλιώς

V (X1) + ...+ V (Xn)√
n

− C(α, β, p, q)√
n

d−→ σ(W )Z ′,

όπου Z ′ v N(0, 1).
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Κεφάλαιο 3

Οριακά Θεωρήματα για

Μαρκοβιανές Διαδικασίες

σε Συνεχή Χρόνο

3.1 Εισαγωγή και χρήσιμοι χώροι για τη συνέ-

χεια

Στόχος του κεφαλαίου αυτού είναι η επέκταση των ιδεών του προηγούμενου

σε Μαρκοβιανές διαδικασίες σε συνεχή χρόνο που έχουν στάσιμο και εργοδικό

μέτρο πιθανότητας, χωρίς να απαιτείται να είναι αντιστρέψιμες ως προς αυτό.

Υποθέτουμε αρχικά ότι βρισκόμαστε σε ένα χώρο καταστάσεων, έστω Ε, με

στάσιμο και εργοδικό μέτρο που συμβολίζουμε με π. Θεωρούμε μια συνάρτηση

V : E → R στον L2(π) τέτοια ώστε 〈V 〉π = 0. Το αντικείμενο αυτού του

κεφαλαίου είναι να βρεθούν οι συνθήκες που απαιτούνται για τη V ώστε να

ικανοποιείται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για την ποσότητα

1√
t

∫ t

0
V (Xs)ds. (3.1)

Πριν, όμως, προχωρήσουμε στην επεξεργασία που απαιτείται για να αποδειχθεί

τελικά αυτό, πρέπει πρώτα να μελετήσουμε διάφορους χώρους που αφορούν σε

συναρτήσεις και τελεστές, αρκετοί από τους οποίους έχουν εμφανιστεί μάλιστα

ήδη στην εργασία. Θα εξετάσουμε πρώτα χώρους που αφορούν στη διακριτή

περίπτωση και στη συνέχεια θα δούμε πως στη συνεχή αντιστοιχίζονται οι ίδιοι,

ενώ επιπλέον είναι απαραίτητοι και πρόσθετοι χώροι με τις ιδιότητες τους.

΄Εστω μια συνάρτηση f στον L2(π), το αναλλοίωτο μέτρο π και το ημι-

εσωτερικό γινόμενο όπως ορίστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Τότε, ισχύει

〈f, (I − P )f〉π =
∑
x,y∈E

π(x)P (x, y)f(x)[f(x)− f(y)].
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΄Ομως, εφόσον το π είναι αναλλοίωτο, π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x) και άρα η

παραπάνω σχέση γράφεται ως

(1/2)
∑
x,y∈E

π(x)P (x, y)f(x)[f(x)−f(y)]+(1/2)
∑
x,y∈E

π(y)P (y, x)f(x)[f(x)−f(y)].

Εναλλάσσοντας τα x, y στο δεύτερο σκέλος και προσθέτοντας, καταλήγουμε

ότι

〈f, (I − P )f〉π = (1/2)
∑
x,y∈E

π(x)P (x, y)f(x)[f(x)− f(y)]2. (3.2)

Θεωρούμε τώρα ότι το δεξί μέλος της προηγούμενης σχέσης αποτελεί τη νόρμα

‖f‖21 που είναι καλά ορισμένη για κάθε συνάρτηση f : E → R. ΄Εστω D̂ ο

χώρος των συναρτήσεων f : E → R τέτοιες ώστε ‖f‖1 <∞:

D̂ = {f : E → R : ‖f‖1 <∞}.

Προκύπτει ότι η ‖ · ‖1 είναι ημι-νόρμα.

Θεωρούμε τώρα στον D̂ τη σχέση ισοδυναμίας ∼ ώστε να ισχύει ότι f ∼ g αν

‖f − g‖1 = 0, δηλαδή αν f − g είναι σταθερό. Ορίζουμε τότε ως D την κλάση

ισοδυναμίας του D̂ : D = D̂ |∼ . Αποδεικνύεται ότι ο χώρος D είναι πλήρης.

Εφόσον τώρα η νόρμα ‖ · ‖1 ικανοποιεί τον κανόνα του παραλληλογράμμου, ο

D είναι ένας χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο το 〈·, ·〉1 που ορίζεται από

την 〈f, g〉1 = (1/4){‖f + g‖21 − ‖f − g‖21} ή αλλιώς

〈g, f〉1 = (1/2)
∑
x,y∈E

π(x)P (x, y)[f(x)− f(y)][g(x)− g(y)] (3.3)

για κάθε συνάρτηση f, g στον D.
Εφόσον (a − b)2 ≤ 2a2 + 2b2, προκύπτει από τη σχέση (3.2) ότι ‖f‖21 ≤
2‖f‖2 για κάθε συνάρτηση f στον L2(π) και άρα ο L2(π) εμπεριέχεται στον

D. Επομένως, μπορεί να οριστεί ένας υπόχωρος του D που να παράγεται από

τις συναρτήσεις του L2(π) και τον οποίο καλούμε χώρο H1 έτσι ώστε

L2(π) ⊂H1 ⊂ D.

Για f στον L2(π), ορίζουμε τώρα την ημι-νόρμα

‖f‖2−1 = sup
g∈L2(π)

{2〈f, g〉π − 〈g, g〉1}. (3.4)

Εφόσον ισχύει ‖g‖21 ≤ 2‖g‖2, από την προηγούμενη σχέση προκύπτει ότι

2‖f‖2−1 ≥ ‖f‖2. Ειδικότερα, η ‖ · ‖−1 είναι μια νόρμα στον L2(π).
Ορίζουμε τώρα ως χώρο H−1 το σύνολο των συναρτήσεων του L2(π) με πε-

περασμένη ‖·‖−1, δηλαδή H−1 = {h ∈ L2(π), ‖h‖−1 <∞}. Αποδεικνύεται ότι
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ο H−1 είναι πλήρης. Επιπλέον, εφόσον η νόρμα ‖ · ‖−1 ικανοποιεί τον κανόνα

του παραλληλογράμμου, ο H−1 είναι χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο το

〈·, ·〉−1 που δίνεται από την πολικότητα

〈f, g〉−1 =
1

4
{‖f + g‖2−1 − ‖f − g‖2−1}.

Μάλιστα, ο H−1 εμπεριέχεται στον L2(π) έτσι ώστε να ισχύει

H−1 ⊂ L2(π) ⊂H1.

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι κάθε συνάρτηση g στον H−1 μπορεί να αναπαρα-

σταθεί ως (I − P )G για κάποια συνάρτηση G στον H1 έτσι ώστε ‖g‖−1 =
‖G‖1. Προκύπτει, μάλιστα, ότι η (I − P ) : H1 →H−1 είνια ισομετρία.

Ανισότητα Schwarz:
Για κάθε f στον H−1 και g στον L2(π), ισχύει

〈f, g〉2π ≤ 〈f, f〉−1〈g, g〉1. (3.5)

Μεταβαίνοντας τώρα στην περίπτωση των μαρκοβιανών διαδικασιών σε συ-

νεχή χρόνο, εμφανίζονται και άλλοι χώροι που θα πρέπει να εξεταστούν.

Αν έχουμε έναν πλήρη και διαχωρίσιμο μετρικό χώρο Ε με τη Borel σ-άλγεβρα
του E , τότε ορίζεται ως B(E) ο χώρος των φραγμένων μετρήσιμων συναρ-

τήσεων στο Ε και ως C0(E) ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο Ε που

μηδενίζονται στο άπειρο. Ο τελευταίος μπορεί να θεωρηθεί σαν ένας χώρος

Banach με νόρμα την ‖f‖ = supx|f(x)|.
΄Εστω τώραD([0,∞), E) ο χώρος όλων των συναρτήσεωνX : [0,∞)→ E που

είναι δεξιά συνεχείς και έχουν αριστερό όριο. Ορίζουμε ως Πs : D([0,∞), E)→
E, s ≥ 0 τις προβολές που ορίζονται από την Πs(X) = Xs. Η μικρότερη σ-

άλγεβρα στον D([0,∞), E) που κάνει τις προβολές Πs, s ≥ 0 μετρήσιμες είναι

η F 0
, ενώ αντίστοιχα η F 0

t είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα για την οποία οι προ-

βολές Πs, 0 ≤ s ≤ t, είναι μετρήσιμες.
Επιπλέον, θεωρούμε {Pt : t ≥ 0} μια αυστηρά μαρκοβιανή, Feller ημι-ομάδα

γραμμικών τελεστών στον C0(E) και μια μαρκοβιανή διαδικασία στον Ε που να

σχετίζεται με την {Pt : t ≥ 0}. Τότε, αυτή μπορεί να θεωρηθεί ως μια οικογέ-

νεια μέτρων πιθανότητας {Px : x ∈ E} που ορίζονται στον (D([0,∞), E),F 0)
έτσι ώστε:

i) Px[X0 = x] = 1 για κάθε x ∈ E.

ii) Για κάθε A ∈ F0, η προβολή x→ Px[A] είναι μετρήσιμη.

iii) Για κάθε x ∈ E, f ∈ C0(E),

Ex[f(Xt+s) | F 0
s ] = (Ptf)(Xs), Px σχεδόν βεβαίως.
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Αποδεικνύεται ότι υπάρχει πάντα μοναδική μαρκοβιανή διαδικασία που να σχε-

τίζεται με κάποια Feller ημι-ομάδα.

Θα λέμε ότι ένα μέτρο πιθανότητας π στον Ε είναι στάσιμο ως προς την ημι-

ομάδα {Pt : t ≥ 0} αν 〈Ptf〉π = 〈f〉π για κάθε f ∈ C0(E), όπου 〈·〉π είναι η

αναμενόμενη τιμή ως προς π.
΄Εστω τώρα L2(π) ο χώρος Hilbert των π-τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συ-

ναρτήσεων, 〈·〉π το εσωτερικό γινόμενο στον L2(π) και ‖ · ‖π η νόρμα που

προκύπτει από αυτό. Αντίστοιχα ορίζονται και το εσωτερικό γινόμενο και η

νόρμα στον Lp(π), p ≥ 2. Λέμε ότι το μέτρο πιθανότητας π είναι εργοδικό αν

κάθε f ∈ L1(π) τέτοια ώστε Ptf = f για κάθε t ≥ 0, είναι σταθερή π−σχεδόν
βεβαίως.

Θεωρούμε τώρα το γεννήτορα L της ημι-ομάδας στον L2(π) και D(L) το

πεδίο ορισμού αυτού. ΄Εστω C ⊂ D(L) ένας πυρήνας του γεννήτορα L,
όπου με την έννοια του πυρήνα εννοούμε εδώ τον πυκνό υπόχωρο ως προς

το D(L). Συμβολίζουμε με L∗ το συμπληρωματικό(adjoint) γεννήτορα του L
στον L2(π) και υποθέτουμε ότι C ⊂ D(L∗). Εφόσον το π είναι αναλλοίωτο,

ο L∗ είναι ο ίδιος γεννήτορας της μαρκοβιανής διαδικασίας. Στον C μπορούμε

να ορίσουμε τον S = (1/2)(L + L∗) και A := (1/2)(L − L∗) το συμμετρικό

και αντι-συμμεντρικό μέρος του γεννήτορα αντίστοιχα. Αποδεικνύεται ότι τα

πεδία ορισμού των γεννητόρων L,L∗ και S περιέχονται στον H1. Στον πυρήνα

C ορίζεται η ημι-νόρμα ‖ · ‖1 που ορίζεται ως

‖f‖21 = 〈f, (−L)f〉π. (3.6)

Ορίζεται επίσης στον C η σχέση ισοδυναμίας ∼1 ώστε f ∼1 g αν ‖f−g‖1 = 0,
καθώς επίσης και ο G ως ο χώρος με νόρμα (C |∼1 , ‖ · ‖1). Η νόρμα που

ορίστηκε παραπάνω ικανοποιεί το νόμο του παραλληλογράμμου έστι ώστε ο

H1 ως η πλήρωση του G1 ως προς τη νόρμα ‖ · ‖1, να είναι χώρος Hilbert με

εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉1 που δίνεται από την πολικότητα:

〈f, g〉1 =
1

4
{‖f + g‖21 − ‖f − g‖21}.

Αν τώρα S = (1/2)(L+ L∗), τότε

‖f‖21 = 〈f, (−L)f〉π = 〈f, (−S)f〉π. (3.7)

Επιπλέον, για κάθε f, g στον C ,

〈f, g〉1 = 〈f, (−S)g〉π. (3.8)

και ‖c‖1 = 0 για κάθε σταθερά c. ΄Οπως προκύπτει, οι H1 και L2(π) δεν είναι

γενικά ο ένας υπόχωρος του άλλου, παρόλα αυτά όταν ο L είναι φραγμένος,

ισχύει L2(π) ⊂H1.
Μια σημαντική ιδιότητα του C είναι ότι αν αυτός αποτελεί πυρήνα για ένα

γεννήτορα G, τότε για κάθε συνάρτηση f στο πεδίο ορισμού του G, υπάρχει
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ακολουθία {fk : k ≥ 1} στον C τέτοια ώστε οι fk, Gfk να συγκλίνουν στις

f,Gf αντίστοιχα. Εξ΄ ορισμού, ο H1 αποτελείται από τις ακολουθίες {fn : n ≥
1} των συναρτήσεων στον πυρήνα C που είναι Cauchy στον H1. Ισχυριζόμαστε
ότι αν μια ακολουθία συγκλίνει στον L2(π) σε κάποια συνάρτηση f , ταυτίζουμε
την ακολουθία με την f και λέμε ότι η f ανήκει στον H1. Πράγματι, αν {fn :
n ≥ 1},{gn : n ≥ 1} είναι δύο ακολουθίες συναρτήσεων στον πυρήνα C που

είναι Cauchy στον H1 και συγκλίνουν στον L2(π) για κάποια συνάρτηση f ,
η fn − gn μηδενίζεται στον H1 για n ↑ ∞. Αν F είναι το όριο της fn − gn
στον H1 και ορίσουμε μια συνάρτηση h στον πυρήνα C , από τη σχέση (3.8)

και επειδή {fn : n ≥ 1} και {gn : n ≥ 1} συγκλίνουν στον L2(π) στην f ,

〈F, h〉1 = lim
n→∞

〈fn − gn, h〉1 = lim
n→∞

〈fn − gn, (−S)h〉π = 0.

Επειδή ο C είναι πυκνός στον H1, τότε F = 0 και αποδεικνύεται ο ισχυρισμός.

Το παραπάνω μας επιτρέπει να εισάγουμε την έννοια των προσεγγιστικών ακο-

λουθιών. Θεωρούμε ένα χώρο Hilbert H που να αποτελεί την πλήρωση ενός

υποχώρου C0 του L2(π) εφοδιασμένο με το εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉H . Μια α-

κολουθία συναρτήσεων {fn : n ≥ 1} στον C0 τέτοια ώστε το fn συγκλίνει στο

f στον L2(π) και η fn είναι Cauchy στον H καλείται (C0,H )-προσεγγιστική
ακολουθία της f . Ως εκ τούτου, λέμε ότι η ακολουθία {fn : n ≥ 1} στον L2(π)
ανήκει στον H1 αν υπάρχει (C0,H )-προσεγγιστική ακολουθία της f .
Αντίστοιχα με την πρώτη περιγραφή του H−1, για κάθε f στον L2(π), ορίζεται
η νόρμα του H−1 που αποτελεί το δυϊκό του H1:

‖f‖2−1 = sup
g∈C
{2〈f, g〉π − ‖g‖21}. (3.9)

Ακολουθούν ορισμένες ιδιότητες των χώρων H1 και H−1 οι οποίες θα ανα-

φερθούν με τις αποδείξεις τους.

Ιδιότητα 1. Ο S μπορεί να επεκταθεί ως φραγμένος τελεστής από τον H
στον H−1.

Απόδειξη. Ισχυριζόμαστε ότι η Sf ανήκει στον H−1 για κάθε f στον C .
Πράγματι, για κάθε g στον C , εφόσον −S είναι ένας μη-αρνητικός τελεστής,

από την ανισότητα Schwarz,

〈Sf, g〉2π ≤ 〈(−S)f, f〉π〈(−S)g, g〉π = ‖f‖21‖g‖21.

΄Αρα, από τη σχέση (3.9) ισχύει τελικά ότι ‖Sf‖−1 ≤ ‖f‖1.

Ιδιότητα 2. Ο H−1 είναι η κλειστότητα του {Sf : f ∈ C }.
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Απόδειξη. ΄Εστω g στο L2(π) ∩H−1 και f στον C . Μόλις αποδείξαμε ότι το

Sf ανήκει στον H−1. Ισχυριζόμαστε ότι

〈g, (−S)f〉−1 = 〈g, f〉π. (3.10)

Πράγματι, εφόσον το εσωτερικό γινόμενο στον H−1 ορίζεται μέσω της πολι-

κότητας μας δίνει ότι

〈g, (−S)f〉−1 =
1

4
[‖g − Sf‖2−1 − ‖g + Sf‖2−1].

Από την (3.9) έχουμε ότι

‖g − Sf‖2−1 = sup
h∈C
{2〈g − Sf, h〉π − ‖h‖21}.

Εφόσον οι f και h ανήκουν στον C , από την (3.8) έχουμε ότι 〈(−S)f, h〉π =
〈f, h〉1. ΄Ετσι,

2〈(−S)f, h〉π − ‖h‖21 = ‖f‖21 − ‖h− f‖21
ώστε

‖g − Sf‖2−1 = ‖f‖21 + sup
h∈C
{2〈g, h〉π − ‖h− f‖21}.

Εφόσον η f ανήκει στον C , αντικαθιστώντας την h με h′ = f − h, προκύπτει
οτι

‖g − Sf‖2−1 = ‖f‖21 + 2〈g, f〉π + ‖g‖2−1.

Αντικαθιστώντας τώρα την f με −f ,

‖g + Sf‖2−1 = ‖f‖21 − 2〈g, f〉π + ‖g‖2−1.

που αποδεικνύει την (3.10). Με βάση αυτό τώρα, ο H−1 ∩ L2(π) περιέχεται

στην H−1-κλειστότητα του {Sf : f ∈ C }: έστω g στον H−1 ∩ L2(π) και

υποθέτουμε ότι 〈g, Sf〉−1 = 0 για κάθε f στον C . Από την (3.10), 〈g, f〉π = 0
για κάθε f στον C . Αυτό συνεπάγεται ότι g = 0 στον L2(π) επειδή ο πυρήνας

C είναι πυκνός στον L2(π) και από την (3.9), g = 0 στον H−1. Επειδή, όμως,

ο H−1 είναι η κλειστότητα του H−1 ∩ L2(π), προκύπτει το ζητούμενο.

Ιδιότητα 3. Επέκταση του εσωτερικού γινομένου 〈·, ·〉π στον H1 ×H−1.

Απόδειξη. Από τη σχέση (3.9) προκύπτει ότι για κάθε συνάρτηση f στον C
και για κάθε συνάρτηση g στον L2(π) ∩H−1,

|〈f, g〉π| ≤ ‖f‖1‖g‖−1. (3.11)

Πράγματι, έστω τέτοιες συναρτήσεις f, g και α ∈ R. Αφού αf ανήκει στον C ,

από τη σχέση (3.9),

2α〈f, g〉π ≤ α2‖f‖21 + ‖g‖2−1.
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Διαιρώντας με α και ελαχιστοποιώντας ως προς αυτό, αποδεικνύεται η (3.11).

Το εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉π μπορεί να επεκταθεί στο H1 ×H−1: θεωρούμε

μια συνάρτηση g στον H−1 και f στον H1. Θεωρούμε μια ακολουθία {gn :
n ≥ 1} στον L2(π) που να συγκλίνει στην g στον H−1. Ορίζουμε το

〈f, g〉π := lim
n→∞

〈fn, gn〉π.

Με βάση την (3.11), ο ορισμός δεν εξαρτάται από την ακολουθία που επιλέ-

χθηκε. Επιπλέον, από την ανισότητα Schwarz προκύπτει ότι

|〈f, g〉π| = lim
n→∞

|〈fn, gn〉π| ≤ lim
n→∞

‖fn‖1‖gn‖−1 = ‖f‖1‖g‖−1. (3.12)

Η επέκταση του εσωτερικού γινομένου 〈·, ·〉π στον H1×H−1 μας επιτρέπει να

γενικεύσουμε τη σχέση (3.8). Για f, g στον H1,

〈f, (−S)g〉π = 〈f, g〉1. (3.13)

Από την ιδιότητα 1, η Sg ανήκει στον H−1. Το αριστερό μέλος της παραπάνω

σχέσης νοείται ως το επεκτατεμένο εσωτερικό γινόμενο μεταξύ μιας συνάρτη-

σης f στον H1 με μια συνάρτηση Sg στον H−1, ενώ το δεξί μέλος ως ένα

συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο στον H1. Για να αποδείξουμε την (3.13),

θεωρούμε τις ακολουθίες {fn : n ≥ 1}, {gn : n ≥ 1} των συναρτήσεων στον

C που συγκλίνουν αντίστοιχα στην f και τη g στον H1. Από την ιδιότητα 1,

η Sgn συγκλίνει στην Sg στον H−1. Εφόσον η Sgn ανήκει στον L2(π), από
τον ορισμό της επέκτασης του εσωτερικού γινομένου και από την (3.8),

〈f, (−S)g〉π = lim
n→∞

〈fn, (−S)gn〉π = lim
n→∞

〈fn, gn〉1 = 〈f, g〉1,

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή οι fn, gn συγκλίνουν στις f, g στον H1

αντίστοιχα.

Παρομοίως, μπορούμε να επεκτείνουμε την (3.10) και να δείξουμε ότι

〈g, (−S)f〉−1 = 〈f, g〉π (3.14)

για κάθε f ∈ H1 και g ∈ H−1. Θεωρούμε μια ακολουθία {fn : n ≥ 1}
(αντίστοιχα μια {gn : n ≥ 1}) στον C (αντίστοιχα στον L2(π) ∩H−1) που να

συγκλίνει στην f (αντίστοιχα στην g). Από την ιδιότητα 1, η Sfn συγκλίνει

στην Sf στον H−1. Επομένως, από την ιδιότητα 3 και την (3.10), ισχύει

〈f, g〉π = lim
n→∞

〈fn, gn〉π = lim
n→∞

〈(−S)fn, gn〉1 = 〈(−S)f, g〉−1

που αποδεικνύει τη σχέση (3.14).

Ιδιότητα 4. Ο −S είναι ισομετρική ισοδυναμία μεταξύ των H1 και H−1 και

ισχύει H−1 = SH1.
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Απόδειξη. Στην ιδιότητα 1 αποδείξαμε ότι SH1 ⊂ H−1. Αντίστροφα, έστω

h στον H−1. Από την ιδιότητα 2, υπάρχει ακολουθία {fn : n ≥ 1} στον C
τέτοια ώστε η Sfn συγκλίνει στην h στον H−1. Από το πρώτο μέρος του

ισχυρισμού, η {fn : n ≥ 1} είναι Cauchy στον H1 και επομένως συγκλίνει σε

κάποια f στον H1. Από την ιδιότητα 1, η Sfn συγκλίνει στην Sf στον H−1.
΄Αρα, h = limn Sfn = Sf , όπου τα όρια θεωρούνται στον H−1. Αποδείξαμε,

λοιπόν, ότι για κάθε h στον H−1 υπάρχει f στον H1 έτσι ώστε Sf = h.

Ιδιότητα 5. Ασθενής σύγκλιση στον H1.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι μια ακολουθία {fn : n ≥ 1} συγκλίνει ασθενώς σε

κάποια f στον H1. Τότε, για κάθε g στον H−1,

lim
n→∞

〈fn, g〉π = 〈f, g〉π.

Πράγματι, έστω g στον H−1. Από την προηγούμενη ιδιότητα, υπάρχει h στον

H1 τέτοια ώστε g = (−S)h. Επομένως, από την (3.13) και την ασθενή σύγ-

κλιση της fn στην f στον H1,

lim
n→∞

〈fn, g〉π = lim
n→∞

〈fn, (−S)h〉π = lim
n→∞

〈fn, h〉1 =

= 〈f, h〉1 = 〈f, (−S)h〉π = 〈f, g〉π.

Ιδιότητα 6. Ο H−1 είναι ο δυϊκός του H1.

Απόδειξη. Ο χώρος H−1 μπορεί να θεωρηθεί ως ο χώρος των φραγμένων

γραμμικών συναρτησιακών στον H1.
΄Εστω μια φραγμένη γραμμική συνάρτηση l : H1 → R. Υπάρχει συνάρτηση g
στον H−1 τέτοια ώστε

l(f) = 〈f, g〉π
για κάθε f στον H−1. Αφού ο H1 είναι χώρος Hilbert, από το Θεώρημα

αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει συνάρτηση h στον H1 τέτοια ώστε

l(f) = 〈f, h〉1 = 〈f, (−S)h〉π

για κάθε f ∈ H1. Η τελευταία ισότητα προκύπτει από τη σχέση (3.13). Από

την άλλη, υποθέτουμε ότι η g ανήκει στον H−1. Τότε, η l(f) = 〈f, g〉π ορίζει

ένα φραγμένο συναρτησιακό στον H1 λόγω της (3.12).

Ιδιότητα 7. Επαρκείς συνθήκες ώστε να ανήκει μια συνάρτηση στον H−1.
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Απόδειξη. Από την (3.9), μια συνάρτηση f στον L2(π) ανήκει στον H−1 αν

και μόνο αν υπάρχει πεπερασμένη σταθερά C0 τέτοια ώστε

〈f, g〉π ≤ C0‖g‖1

για κάθε g ∈ C . Τότε, ‖f‖−1 ≤ C0.

Ιδιότητα 8. Αντικατάσταση του πυρήνα C από το D(S).

Απόδειξη. ΄Εχουμε ήδη δει ότι οι χώροι D(L) και D(S) περιέχονται στον H1.
Για κάθε f στον D(L), g στον D(S),

‖f‖21 = 〈f, (−L)f〉π, ‖g‖21 = 〈g, (−S)g〉π, 〈f, g〉1 = 〈f, (−S)g〉π.

Πράγματι, έστω οι ακολουθίες {fn : n ≥ 1}, {gn : n ≥ 1} στον C τέτοιες

ώστε οι fn, gn, Lfn, Sgn συγκλίνουν στον L2(π) για n ↑ ∞ στις f, g, Lf, Sg
αντίστοιχα. Αφού, όμως, από υπόθεση, η f αντιπροσωπεύει στον H1 την

Cauchy ακολουθία {fn : n ≥ 1}, από την (3.8),

‖f‖21 = lim
n→∞

‖fn‖21 = lim
n→∞

〈fn, (−S)fn〉π = lim
n→∞

fn, (−L)fn〉π = 〈f, (−L)f〉π.

Η τρίτη ισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι η fn ανήκει στον C που είναι

πυρήνας τόσο για τον S όσο και για τον L. Για παρόμοιους λόγους, ‖g‖21 =
〈g, (−S)g〉π και 〈f, g〉1 = 〈f, (−S)g〉π.
Με βάση, όμως, την ιδιότητα 1, η Sf ανήκει στον H−1 για κάθε f στον D(S)
για την οποία ισχύει ‖Sf‖−1 ≤ ‖f‖1.
Μπορούμε να αντικαταστήσουμε στη σχέση (3.9) τον πυρήνα C από τον D(L),
αφού για κάθε συνάρτηση g στον D(L) υπάρχει ακολουθία {gn : n ≥ 1} στον

C τέτοια ώστε οι gn, Lgn συγκλίνουν στον L2(π) στις g, Lg αντίστοιχα. Το

ίδιο γίνεται για τον D(s) στη θέση του D(L).
Τελικά, ισχυριζόμαστε ότι για κάθε g στον L2(π) ∩H−1 και για κάθε f στον

D(S),
〈g, (−S)f〉−1 = 〈g, f〉π.

Η πρόταση αυτή αποδεικνύεται όπως αποδείχθηκε η ιδιότητα 2, αντικαθιστώντας

στον ορισμό (3.9) της H−1 νόρμας τον πυρήνα C από το πεδίο ορισμού D(S).

Τέλος, δηλώνουμε ως ω την τροχιά του D(R+, E). ΄Εστω {θt : t ≥ 0} η

ημι-ομάδα των τελεστών μετατόπισης θt : D(R+, E) → D(R+, E), (θtω)(s) =
ω(t+s). Αν το π είναι αναλλοίωτο εργοδικό μέτρο, το Pπ είναι αναλλοίωτο και

εργοδικό υπό τη ροή των μετασχηματισμών.
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3.2 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για προσθετικά

συναρτησιακά μαρκοβιανών διαδικασιών που

ικανοποιούν την εξίσωση Poisson

΄Εστω μια συνάρτηση V : E → R στον L2(π) τέτοια ώστε 〈V 〉π = 0. Υποθέ-

τουμε ότι υπάρχει λύση f στον D(L) της εξίσωσης Poisson

−Lf = V. (3.15)

Τότε, το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για την ποσότητα
1√
t

∫ t
0 V (Xs)ds θα προ-

κύψει από το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για Martingales που θα παρουσιαστεί

στη συνέχεια. Συγκεκριμένα, εφόσον η f ανήκει στο πεδίο ορισμού του γεν-

νήτορα L, το

Mt = f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0
(Lf)(Xs)ds

είναι ένα martingale προσαρμοσμένο στη διήθηση {Fs : s ≥ 0}.
Αν τώρα υποθέσουμε ότι και η f2

ανήκει στον D(L), τότε μπορούμε να υ-

πολογίσουμε την προβλεπόμενη τετραγωνική μεταβολή του Mt η οποία συμ-

βολίζεται με 〈M,M〉t, είναι ένα supermartingale και ορίζεται ως η ποσότητα

E[(Mt−Ms)
2 | Fs]. Από το ανάπτυγμα Doob έχουμε ότι 〈M,M〉t=M2

t −Zt
όπου το Zt άρα το M2

t − 〈M,M〉t είναι martingale.

Πρόταση 3.1. Με τα παραπάνω δεδομένα, η προβλεπόμενη τετραγωνική με-

ταβολή του martingale Mt ισούται με

〈M,M〉t =

∫ t

0
[(Lf2)(Xs)− 2f(Xs)(Lf)(Xs)]ds.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι:

E[M2
t − 〈M,M〉t | Fs] = M2

s − 〈M,M〉s ⇒

E[M2
t −M2

s | Fs] = E[〈M,M〉t − 〈M,M〉s | Fs]⇒

E[(Mt −Ms)
2 − 2M2

s + 2MtMs | Fs] = E[〈M,M〉t − 〈M,M〉s | Fs]⇒

E[(Mt−Ms)
2 | Fs]+2MsE[Mt−Ms | Fs] = E[〈M,M〉t−〈M,M〉s | Fs]⇒

E[(Mt −Ms)
2 | Fs] = E[〈M,M〉t − 〈M,M〉s | Fs] (3.16)

εφόσον τα Mt,Ms είναι martingales. ΄Ομως, ισχύει

Mt −Ms = f(Xt)− f(Xs)−
∫ t

s
(Lf)(Xq)dq, άρα

E[(Mt −Ms)
2 | Fs] = E[(f(Xt)− f(Xs)−

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq)

2 | Fs] =
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= E[(f(Xt)−f(Xs))
2+(

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq)

2−2(f(Xt)−f(Xs)

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs].

Για t→ s, μηδενίζεται ο όρος (
∫ t
s (Lf)(Xq)dq)

2
και άρα η προηγούμενη ποσό-

τητα ισούται με

E[f2(Xt) + f2(Xs)− 2f(Xt)f(Xs)− 2(f(Xt)− f(Xs))

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs].

Εφόσον, τώρα, το f2(Xt)−
∫ t
s (Lf2)(Xs)ds είναι martingale, E[f2(Xt) | Fs] =

f2(Xs) +
∫ t
s (Lf2)(Xq)dq άρα τελικά η προηγούμενη σχέση ισούται με

E[2f2(Xs)−2f(Xt)f(Xs)+

∫ t

s
(Lf2)(Xq)dq−2(f(Xt)−f(Xs))

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs] =

= E[−2f(Xs)(f(Xt)−f(Xs))−2(f(Xt)−f(Xs))

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs+

∫ t

s
(Lf2)(Xq)dq =

= −2f(Xs)E(

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq) | Fs) + 2f(Xs)E[

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs]−

−2E[f(Xt)

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs] + E[

∫ t

s
(Lf2)(Xq)dq | Fs] =

= E[

∫ t

s
(Lf2)(Xq)dq | Fs]− 2E[f(Xt)

∫ t

s
(Lf)(Xq)dq | Fs]. (3.17)

΄Ομως,

E[f(Xt)

∫ t

s
(LF )(Xq)dq | Fs] = E[

∫ t

s
f(Xt)(Lf)(Xq)dq | Fs] =

=

∫ t

s
E[f [Xt)(Lf)(Xq) | Fs]dq =

∫ t

s
E[E[f(Xt)(Lf)(Xq) | Fq] | Fs]dq =

=

∫ t

s
E[(Lf)(Xq)(f(Xq) +

∫ t

q
(Lf)(Xr)dr) | Fq] | Fs]dq =

=

∫ t

s
E[(Lf)(Xq)f(Xq) +

∫ t

q
(Lf)(Xr)dr(Lf)(Xq)dq | Fs].

Τελικά, η σχέση (3.17) γίνεται:

−2E[

∫ t

s
(Lf)(Xq)f(Xq)dq | Fs] + E[

∫ t

s
(Lf2)(Xq)dq | Fs]−

−2E[

∫ t

s

∫ t

q
(Lf)(Xr)(Lf)(Xq)drdq | Fs] =

= E[

∫ t

s
(Lf2(Xq)− 2f(Xq)(Lf)(Xq))dq | Fs].
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Με βάση αυτό και όπως θα αποδείξουμε παρακάτω η αναμενόμενη τιμή της

θα ισούται με

Eπ[〈M,M〉t] = 2t〈f, (−L)f〉π. (3.18)

Αν τώρα μόνον η f ανήκει στον D(L), τότε ο προηγούμενος υπολογισμός δεν

ισχύέι, παρόλα αυτά η 〈M,M〉t παραμένει ένα αύξων προσθετικό συναρτησιακό

με αναμενόμενη τιμή την 2t〈f, (−L)f〉π.
Εφόσον η f είναι η λύση της εξίσωσης Poisson, μπορούμε να ξαναγράψουμε τα

προσθετικά συναρτησιακά του martingale ως εξής:

1√
t

∫ t

0
V (Xs)ds =

Mt√
t

+
f(X0)− f(Xt)√

t
. (3.19)

Αφού, όμως, η f ανήκει στον L2(π) και το μέτρο είναι στάσιμο, η ποσότητα

[f(X0)− f(Xt)]/
√
t μηδενίζεται στον L2(Pπ) για t ↑ ∞. Επομένως, αυτό που

μένει είναι να αποδειχθεί το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για το martingale Mt.
Παρατηρούμε ότι το Mt έχει στάσιμες προσαυξήσεις επειδή το Xt ως προς Pπ
είναι στάσιμο. Επιπλέον, επειδή το π είναι εργοδικό, η ποσότητα t−1〈M,M〉t
συγκλίνει στον L1(Pπ), για t ↑ ∞ στο 2〈f, (−L)f〉π. ΄Οπως θα δούμε στην

επόμενη παράγραφο, το t−1/2Mt και επομένως και το t−1/2
∫ t

0 V (Xs)ds συγ-

κλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μηδενικής μέσης

τιμής και διακύμανσης σ2(V ) = 2〈f, (−L)f〉π.

3.3 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για Martingales

΄Εστω ο χώρος (Ω,F , P ) και ένα δεξιά συνεχές, τετραγωνικά ολοκληρώσιμο

Martingale {Mt : t ≥ 0} ως προς τη διήθηση {Ft : t ≥ 0}. Υποθέτουμε ότι

M0 = 0 και συμβολίζουμε με 〈M,M〉t την αναμενόμενη τετραγωνική μεταβολή.

Θεώρημα 3.2. Υποθέτουμε ότι οι προσαυξήσεις του Martingale Mt είναι

στάσιμες και ότι η αναμενόμενη τετραγωνική μεταβολή συγκλίνει στον L1(P )
στο σ2 = EM2

1 , δηλαδή

lim
n→∞

E| 〈M,M〉n
n

− σ2| = 0.

Τότε, η κατανομή του Mt/
√
t δεσμευμένη ως προς F0 συγκλίνει κατά πιθα-

νότητα, για t ↑ ∞ σε μια γκαουσιανή κατανομή μηδενικής μέσης τιμής και
διακύμανσης σ2

:

lim
t→∞

E[|E[eiθMt/
√
t | F0]− e−σ2θ2/2|] = 0.

για κάθε θ ∈ R.

Η απόδειξη βασίζεται στο επόμενο λήμμα το οποίο υποβαθμίζει το πρόβλημα

στην απόδειξη του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για πεπερασμένες φορές.
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Λήμμα 3.3. Υπό τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος (3.1), ισχύει ότι

lim
n→∞

E{ sup
n≤t≤n+1

|E[eiθMt/
√
t | F0]− E[eiθMn/

√
n | F0]|} = 0. (3.20)

Απόδειξη. Η διαφορά των δεσμευμένων αναμενόμενων τιμών της σχέσης (3.20)

ισούται με

E[(eiθ[Mt/
√
t−Mn/

√
n] − 1)eiθMn/

√
n | F0].

Εφόσον το Mt είναι Martingale, αφαιρούμε μέσα στην παρένθεση την έκφραση

θ(Mt/
√
t−Mn/

√
n). Επειδή όμως για κάθε x ∈ R ισχύει ότι |eix − 1− ix| ≤

x2/2, καταλήγουμε ότι η παραπάνω έκφραση είνα φραγμένη από το

θ2

2
E[(

Mt√
t
− Mn√

n
)2 | F0].

Προσθαφαιρώντας τώρα το Mn/
√
t και εφόσον (α+ b)2 ≤ 2(α2 + b2), η προη-

γούμενη δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή είναι μικρότερη ή ίση από το

θ2

t
E[〈M,M〉t − 〈M,M〉n | F0] + θ2(1−

√
n√
t

)2E[
〈M,M〉n

n
| F0].

Αντικαθιστώντας το t με n ή n+ 1, έχουμε τελικά ότι η αναμενόμενη τιμή της

(3.20) είναι φραγμένη από το

θ2

n+ 1
E[〈M,M〉t − 〈M,M〉n | F0] + θ2(1−

√
n√

n+ 1
)2E[
〈M,M〉n

n
| F0].

Εφόσον όμως το 〈M,M〉n/n συγκλίνει για n ↑ ∞ στον L1(P ) στο σ2
, ισχύει

το ζητούμενο.

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.2:

Θέλουμε να δείξουμε ότι η δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή E[eiθMN/
√
N | F0]

συγκλίνει στον L1(P ) στο e−θ
2σ2/2

, για N ↑ ∞ και για κάθε θ ∈ R. Για να

φτάσουμε στο E[eiθMN/
√
N | F0], θα χρησιμοποιήσουμε έναν αναδρομικό τύπο

για την ποσότητα E[eiθMj+1/
√
N | F0]

Ορίζουμε τη στάσιμη ακολουθία Zj := Mj −Mj−1, j ≥ 1 η οποία είναι προ-

φανώς προσαρμοσμένη στη διήθηση {Fj : j ≥ 0}. Τότε, M0 = 0,Mj =∑
1≤k≤j Zk.

Θα χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα

eiα = 1 + iα− α2/2−R(α)α2

όπου R(α) := α−2
∫ α

0 dα1

∫ α1

0 (eix − 1)dx. Επομένως, |R(α)| ≤ 1, α ∈ R.

Συμβολίζουμε τώρα με E0[·] τη δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή E[· | F0]. Εφόσον

το {Mj : j ≥ 0} είναι προσαρμοσμένο στη διήθηση {Fj} και ισχύει E0[Zj+1 |
Fj ] = 0,

E0[ei(θ/
√
N)Mj+1 ] = E0[ei(θ/

√
N)MjE0[ei(θ/

√
N)Zj+1 | Fj ]] =
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= E0[ei(θ/
√
N)Mj{1 + E0[ei(θ/

√
N)Zj+1 − 1− iθ√

N
Zj+1 | Fj ]}].

Ερευνώντας τώρα το eθ
2σ2

, θα βρούμε έναν αναδρομικό τύπο για την ποσότητα

eθ
2σ2j/(2N)E0[ei(θ/

√
N)Mj ]. ΄Εχουμε ότι

eθ
2σ2(j+1)/(2N)E0[ei(θ/

√
N)Mj+1 ]− eθ2σ2j/(2N)E0[ei(θ/

√
N)Mj ] =

= eθ
2σ2(j+1)/(2N){E0[ei(θ/

√
NMj+1 ]− E0[ei(θ/

√
N)Mj ]}+

+eθ
2σ2(j+1)/(2N)(1− e−θ2σ2/(2N))E0[ei(θ/

√
N)Mj ]. (3.21)

΄Ομως, από το ανάπτυγμα του eiα ισχύει ότι

E0[ei(θ/
√
N)Mj+1 ] =

= E0[ei(θ/
√
N)Mj ]− θ2

2N
E0[ei(θ/

√
N)MjZ2

j+1]−

−θ
2

N
E0[ei(θ/

√
N)MjZ2

j+1R(θZj+1/
√
N)].

΄Αρα, η (3.21) ισούται με

− θ2

2N
eθ

2σ2(j+1)/(2N)E0[ei(θ/
√
N)Mj (Z2

j+1 − σ2)]−

− θ2

2N
eθ

2σ2(j+1)/(2N)E0[ei(θ/
√
N)MjZ2

j+1R(θZj+1/
√
N)]+

+eθ
2σ2(j+1)/(2N){1− (θσ)2

2N
− e−θ2σ2/(2N)}E0[ei(θ/

√
N)Mj ].

Επειδή M0 = 0 προσθέτοντας από j = 0 ως N − 1 καταλήγουμε ότι το

eθ
2σ2/2E0[ei(θ/

√
N)MN ]− 1 ισούται με

− θ2

2N

N−1∑
j=1

eθ
2σ2(j+1)/(2N)E0[ei(θ/

√
N)Mj (Z2

j+1 − σ2)]−

− θ2

2N

N−1∑
j=0

eθ
2σ2(j+1)/(2N)E0[ei(θ/

√
N)MjZ2

j+1R(θZj+1/
√
N)]+

+
N−1∑
j=0

eθ
2σ2(j+1)/(2N){1− (θσ)2

2N
− e−θ2σ2/(2N)}E0[ei(θ/

√
N)Mj ] (3.22)

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του Θεωρήματος, αρκεί να δειχθεί ότι η (3.22)

μηδενίζεται στον L1(P ) για N ↑ ∞. Θα εξετάσουμε καθένα από τους τρεις

όρους ξεχωριστά.

- Ο τρίτος όρος είναι απολύτως φραγμένος από το C0/N για κάποια σταθερά
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C0.

- Για το δεύτερο όρο, για αυθαίρετα μικρό ε > 0 η έκφραση φράσσεται από το

C0

N

N−1∑
j=1

E[Z2
j+1 | R(θZj+1/

√
N) | 1{|θZx+1| ≥ ε

√
N}]+

+
C0

N

N−1∑
j=1

E[Z2
j+1 | R(θZj+1/

√
N) | 1{|θZx+1| < ε

√
N}]

για κάποια σταθερά C0 που εξαρτάται από τα θ και σ2
. Από τη στασιμότητα

των {Zj : j ≥ 1} η οποία προκύπτει από τη στασιμότητα των προσαυξήσεων

του martingale και την οριοθέτηση της R, προκύπτει ότι ο πρώτος όρος της

παραπάνω σχέσης είναι μικρότερος ή ίσος από το

C0E[Z2
11{|θZ1| ≥ ε

√
N}]

για κάποια σταθερά C0. Εφόσον το Z1 = M1 ανήκει στον L2(P ), η παραπάνω

έκφραση μηδενίζεται για N ↑ ∞.

Από την άλλη μεριά, ο δεύτερος όρος είναι άνω φραγμένος από το

C0 sup
|h|≤ε
|R(h) | E[Z2

1 ].

Η έκφραση αυτή μηδενίζεται όμως για ε ↓ 0 με βάση τον τύπο της R.

- Για τον πρώτο όρο, εφόσον το M2
t − 〈M,M〉t είναι martingale με δεσμευμέ-

νες αναμενόμενες τιμές, αντικαθιστούμε το Z2
j+1 με το Yj+1 = 〈M,M〉j+1 −

〈M,M〉j . Παρατηρούμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές {Yj : j ≥ 1} είναι θετικές

και ότι, από υπόθεση, το N−1
∑N

j=1 Yj = 〈M,M〉N/N συγκλίνει στον L1(P )

στο σ2
.

Σταθεροποιούε ένα K ≥ 1 και χωρίζουμε τα ΛN = {0, ..., N − 1} σε l = [n/k]
συνεχόμενα υποδιαστήματα K ή K + 1 στοιχείων:

ΛN =
l⋃

m=1

Im, Im ∩ In = ∅ γιαm 6= n,

Im = {jm, ..., jm +K − 1} ή Im = {jm, ..., jm +K}

για κάποιο ακέραιο jm. Πρέπει τώρα να εκτιμήσουμε την ποσότητα

1

N

N−1∑
j=1

ejβ/NE0[ei(θ/
√
N )Mj{σ2 − Yj+1}] =

=
1

N

l∑
k=1

∑
j∈Ik

ejβ/NE0[ei(θ/
√
N )Mj{σ2 − Yj+1}].
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για κάποια σταθερά β στο R. Για να χρησιμοποιήσουμε το Νόμο των Μεγάλων

Αριθμών για τις τυχαίες μεταβλητές Yj , θα πρέπει να αντικαταστήσουμε τα Yj+1

με το άθροισμα
∑

j∈Ik Yj+1. Με βάση αυτό, η αναμενόμενη τιμή της απόλυτης

τιμής της προηγούμενης έκφρασης είναι ίση με

CK

N
+

1

N
ejkβ/NE[|

∑
j∈Ik

ei(θ/
√
N )Mj{σ2 − Yj+1}]

για κάποια σταθερά C = C(β, σ). Ο δεύτερος όρος αυτού του αθροίσματος

είναι μικρότερος ή ίσος από το

C

N

l∑
k=1

|Ik|E[| 1

|Ik|
∑
j∈Ik

{σ2 − Yj+1}|]+

C

N

l∑
k=1

E[|
∑
j∈Ik

{ei(θ/
√
N)Mj − ei(θ/

√
N)Mjk}{σ2 − Yj+1}|].

για κάποια σταθερά C = C(β). Υποθέτουμε ότι όλα τα διαστήματα Im έχουν

το ίδιο μήκος Κ. Εφόσον η {Yj : j ≥ 1} είναι στάσιμη ακολουθία στον L1(P ),
ο πρώτος όρος ισούται με

CE[| 1

K

K∑
j=1

{σ2 − Yj+1}|] = CE[| 〈M,M〉K
K

− σ2|],

που συγκλίνει στο 0 για K ↑ ∞ από υπόθεση. Για τον ίδιο λόγο, ο δεύτερος

όρος είναι άνω φραγμένος από το

C

K

K∑
j=1

E[|ei(θ/
√
NMj − 1|{σ2 + Yj+1}].

Εφόσον τώρα το Yj ανήκει στον L1(P ), από το Θεώρημα Κυριαρχούμενης

Σύγκλισης, για κάθε K ≥ 1, η παραπάνω έκφραση μηδενίζεται για N ↑ ∞ και

έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη.

3.4 Προϋποθέσεις για τη γενίκευση του Κεν-

τρικού Οριακού Θεωρήματος για προσθε-

τικά συναρτησιακά μαρκοβιανών διαδικα-

σιών

3.4.1 Η επιλύσιμη εξίσωση

΄Εστω μια συνάρτηση V στον L2(π)∩H−1 , λ > 0 και θεωρούμε την εξίσωση

λfλ − Lfλ = V. (3.23)
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Την εξίσωση αυτή θα αποκαλούμε από εδώ και πέρα ¨επιλύσιμη εξίσωση¨.

Παρατηρούμε ότι το fλ = (λ−L)−1V ανήκει στο πεδίο ορισμού του γεννήτορα

L. Παίρνοντας το εσωτερικό γινόμενο του κάθε μέρους επί fλ, προκύπτει ότι

λ〈fλ, fλ〉π + ‖fλ‖21 = 〈V, fλ〉π. (3.24)

Ως εκ τούτου, από την ανισότητα Schwarz,

λ〈fλ, fλ〉π + ‖fλ‖21 ≤ ‖fλ‖1‖Vλ‖−1.

έτσι ώστε ‖fλ‖1 ≤ ‖V ‖−1. Επομένως, ισχύει ότι

λ〈fλ, fλ〉π + ‖fλ‖21 ≤ ‖V ‖2−1. (3.25)

Με βάση αυτό, καταλήγουμε ότι το λfλ μηδενίζεται στον L2(π) για λ ↓ 0 και

ότι το {fλ : 0 < λ ≤ 1} σχηματίζει μια φραγμένη ακολουθία στον H−1 και

είναι επομένως προσυμπαγής.

Επιπλέον, η σχέση (3.25) μας δίνει άλλη μια συνέπεια:

Λήμμα 3.4. Το (λ − L)−1
επεκτείνεται από το L2(π)σε μια φραγμένη, 1-1

και επί συνάρτηση από το H−1 στο H1. Επιπλέον, για κάθε V ∈H−1 έχουμε

ότι

‖(λ− L)−1V ‖1 ≤ ‖V ‖−1.

Στη συνέχεια θα επιδιώξουμε να βρούμε επαρκείς συνθήκες ώστε να ισχύει

το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για το t−1/2
∫ t

0 V (Xs)ds, εξετάζοντας την α-

συμπτωτική συμπεριφορά για λ ↓ 0 των λύσεων fλ της επιλύσιμης εξίσωσης.

Πρώτα, όμως, πρέπει να εξετάσουμε μια κατηγορία martingales τα οποία έχουν

ήδη εμφανισθεί και θα εμφανίζονται στη συνέχεια.

3.4.2 Dynkin’s Martingales

΄Εστω μια συνάρτηση f στο πεδίο ορισμού του γεννήτορα L. Dynkin’s Martin-
gales καλούνται τα Mt = f(Xt)− f(X0)−

∫ t
0 (Lf)(Xs)ds, t ≥ 0. Παρατηρούμε

ότι τα martingales αυτά μπορούν με βάση τον ορισμό τους να μην είναι δεξιά

συνεχή επειδή οι συναρτήσεις στο πεδίο ορισμού του γεννήτορα μπορούν να μην

είναι συνεχείς. Παρόλα αυτά, χρειαζόμαστε τη δεξιά συνέχεια αυτών κυρίως

για την ύπαρξη της αναμενόμενης τετραγωνικής μεταβολής τους, η οποία βα-

σίζεται στο ανάπτυγμα Doob-Meyer, το οποίο και την απαιτεί. Με τρόπο που

ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτής της εργασίας, μπορούμε τελικά να απαιτήσουμε

και να εξασφαλίσουμε ότι τα Dynkin’s martingales θα είναι δεξιά συνεχή.

Πρόταση 3.5. ΄Εστω Mt το πιο πάνω Martingale που σχετίζεται με μια
συνάρτηση f στο πεδίο ορισμού του γεννήτορα. Τότε

Eπ[〈M,M〉t] = 2t‖f‖21. (3.26)
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Απόδειξη. Αφού το Mt είναι martingale που μηδενίζεται για t = 0, αναπτύσ-
σοντας το τετράγωνο του έχουμε ότι

Eπ[(Mt)
2] = Eπ[{

∫ t

0
(Lf)(Xs)ds}2 − 2f(Xt)

∫ t

0
(Lf)(Xs)ds] =

= −2

∫ t

0
(Lf)(Xs){f(Xt)−

∫ t

s
(Lf)(Xr)dr}ds =

= −2

∫ t

0
(Lf)(Xs){f(Xt)− f(Xs)−

∫ t

s
(Lf)(Xr)dr + f(Xs)}ds =

= −2

∫ t

0
(Lf)(Xs){Mt −Ms + f(Xs)}ds = −2f(Xs)

∫ t

0
(Lf)(Xs)

άρα επειδή 〈M,M〉t = M2
t −Zt όπου το Zt είναι martingale, δηλαδή Eπ[Zt] = 0

με Z0 = 0, προκύπτει ότι Eπ[(Mt)
2] = 2t‖f‖21.

3.4.3 Εκτιμήσεις για τη χρονοδιακύμανση

΄Εστω V μια συνάρτηση στον L2(π) μέσης τιμής 0 και C ο πυρήνας για τους

τελεστές L και L∗. Ισχύει

σ2(V ) = lim sup
t→∞

Eπ[(
1√
t

∫ t

0
V (Xs)ds)

2].

Εφόσον το π είναι αναλλοίωτο, μια αλλαγή μεταβλητών θα μας δώσει ότι η

αναμενόμενη τιμή στο δεξί μέλος της προηγούμενης σχέσης ισούται με

1

t

∫ t

0
ds

∫ t

0
Eπ[V (X|s−r|)V (X0)]dr =

=
1

t

∫ t

0
ds

∫ t

0
〈P|s−r|V, V 〉πdr = 2

∫ t

0
[1− (s/t)]〈PsV, V 〉πds.

Τελικά, προκύπτει ότι

σ2(V ) = 2 lim sup
t→∞

∫ ∞
0

[1− (s/t)]+〈PsV, V 〉πds. (3.27)

Το όριο αυτό δεν είναι δεδομένο ούτε ότι είναι πεπερασμένο αλλά ούτε και ότι

υπάρχει.

Στην αντιστρέψιμη περίπτωση, ισχύει 〈PsV, V 〉π = 〈Ps/2V, Ps/2V 〉π, το ολο-

κλήρωμα είναι τότε μια αύξουσα συνάρτηση του t και από το Θεώρημα Μονό-

τονης σύγκλισης προκύπτει ότι

σ2(V ) = 2 lim
t→∞

∫ ∞
0

[1− (s/t)]+〈PsV, V 〉πds = 2

∫ ∞
0
〈PsV 〉πds.
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Στη γενική περίπτωση, θα πρέπει να υποθέσουμε ότι η συνάρτηση V ανήκει

στο χώρο H −1
. Θα δείξουμε δηλαδή ότι αν V ∈ H −1 ∩ L2(π), θα υπάρχει

μια σταθερά C0 τέτοια ώστε

σ2(V ) ≤ C0‖V ‖2−1. (3.28)

Λήμμα 3.6. ΄Εστω T > 0 και μια συνάρτηση V στο L2(π) ∩H −1
. Τότε,

Eπ[ sup
0≤t≤T

(

∫ t

0
V (Xs)ds)

2] ≤ 24T‖V ‖2−1.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υποθέτουμε αρχικά ότι υπάρχει συνάρτηση h στον

πυρήνα C τέτοια ώστε

‖Sh− V ‖π ≤ ε, ‖h‖1 ≤ ‖V ‖−1 + ε (3.29)

Η υπόθεση αυτή θα αποσυρθεί στο τέλος της απόδειξης.

Γνωρίζουμε ότι η {Fs : s ≥ 0} είναι η αύξουσα διήθηση που αντιστοιχεί στην

{Xr : 0 ≤ r ≤ s}. Εφόσον η h ανήκει στο πεδίο ορισμού του γεννήτορα,

μπορούμε να ορίσουμε ένα martingale Mt ως προς τη διήθηση {Fs : s ≥ 0}
με μέση τιμή 0 τέτοιο ώστε

Mt = h(Xt)− h(X0)−
∫ t

0
(Lh)(Xs)ds.

Με αντίστοιχο τρόπο, ορίζουμε τη διήθηση {F−t : t ∈ [0, T ]} που είναι αύξουσα

προς τα πίσω και αντιστοιχεί στην {XT−t : t ∈ [0, T ]}. Γνωρίζουμε ότι ο L∗

αντιπροσωπεύει το συμπληρωματικό του γεννήτορα L ως προς το αναλλοίωτο

μέτρο π. Εφόσον υποθέσαμε ότι ο C είναι ο πυρήνας του L∗, η h ανήκει στο

πεδίο ορισμού του L∗. Ορίζεται τώρα η διαδικασία {M−t : 0 ≤ t ≤ T} με

M−t = h(XT−t)− h(XT )−
∫ t

0
(L∗h)(XT−s)ds

που είναι ένα martingale ως προς τη διήθηση {F−t : t ∈ [0, T ]} ως προς Pπ
και καλείται προς τα πίσω Martingale. Μια αλλαγή μεταβλητών μας δίνει

M−T −M
−
T−t = h(X0)− h(Xt)−

∫ t

0
(L∗h)(XT−s)ds.

Επομένως,

Mt +M−T −M
−
T−t = −2

∫ t

0
(Sh)(Xs)ds = −2

∫ t

0
{V (Xs)−R(Xs)}ds,

όπου R := V − Sh. Επομένως,

Eπ[ sup
0≤t≤T

(

∫ t

0
V (Xs)ds)

2] =
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=
1

4
Eπ[ sup

0≤t≤T
(Mt +M−T −M

−
T−t − 2

∫ t

0
R(Xs)ds)

2].

Με βάση, όμως, τη σχέση (3.29) ισχύει ‖R‖π ≤ ε, οπότε από τις ανισότητες

Schwarz και Doob,η προηγούμενη έκφραση είναι άνω φραγμένη από το

4{2Eπ[(M−T )2] + Eπ[(MT )2] + T 2ε2}.

Από την Πρόταση 3.5, οι διακυμάνσεις των martingales αυτών είναι και οι δύο

ίσες με 2T‖h‖21 ≤ 2T (‖V ‖−1 + ε)2. Η προηγούμενη έκφραση είναι φραγμένη

από το 24T (‖V ‖−1 + ε)2 + 4T 2ε2
. Επομένως, για ε ↓ 0, καταλήγουμε στο

ζητούμενο. Απομένει τώρα ο ισχυρισμός της σχέσης (3.29).

΄Εστω ε > 0. Για λ > 0 συμβολίζουμε με hλ τη λύση της επιλύσιμης εξίσωσης

έχοντας όπου L το S και όπου V το −V . Από τη σχέση (3.25) υπάρχει

λ αρκετά μικρό για το οποίο ισχύει ‖Shλ − V ‖π ≤ ε και ‖hλ‖1 ≤ ‖V ‖−1.
Εφόσον το hλ ανήκει στο πεδίο ορισμού του S, υπάρχει h στον πυρήνα C
τέτοιο ώστε ‖h− hλ‖π ≤ ε, ‖Sh− Shλ‖π ≤ ε. Επομένως, ‖Shλ − V ‖π ≤ 2ε
και ‖h‖1 ≤ ‖hλ‖1 + ‖h − hλ‖1 ≤ ‖V ‖−1 + ε επειδή ‖g‖21 ≤ ‖g‖π‖Sg‖π για

κάθε g στο πεδίο ορίσμου του S. Η σχέση αυτή ολοκληρώνει την απόδειξη του

ισχυρισμού και συνολικά του λήμματος.

Με βάση το παραπάνω, προκύπτει ότι σ2(V ) ≤ 24‖V ‖2−1.

3.5 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για προσθετικά

συναρτησιακά μαρκοβιανών διαδικασιών

Από τη σχέση (3.25) προκύπτει άμεσα ότι

sup
0<λ≤1

λ‖fλ‖2π <∞ και sup
0<λ≤1

‖fλ‖1 <∞ (3.30)

Ο στόχος μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να δείξουμε ότι το Κεντρικό Οριακό

Θεώρημα για το t−1/2
∫ t

0 V (Xs)ds ισχύει αν ικανοποιούνται οι ισχυρότερες από

τις προηγούμενες εξής συνθήκες:

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ − f‖1 = 0 (3.31)

για κάποια f στον H1.

Διευκρινιστικά, αν βρισκόμαστε σε χώρο πιθανότητας (Ω,F ,Pπ) και έχουμε σ-

άλγεβρα G ⊂ F , θα λέμε ότι ο νόμος μιας στοχαστικής διαδικασίας {Yt : t ≥ 0}
δεσμευμένης ως προς την G συγκλίνει κατά πιθανότητα σε μια γκαουσιανή

κατανομή μέσης τιμής 0 και διακύμανσης σ2
αν

lim
t→∞

E[|E[eiθYt | G ]− e−σ2θ2/2|] = 0

για κάθε θ ∈ R.
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Θεώρημα 3.7. ΄Εστω μια συνάρτηση V στο L2(π) ∩H−1 και f στον H1

τέτοια ώστε

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ − f‖1 = 0,

όπου fλ η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης. Τότε, ο νόμος του
1√
t

∫ t
0 V (Xs)ds

δεσμευμένου προς F0 συγκλίνει κατά πιθανότητα σε μια γκαουσιανή κατανομή

με μέση τιμή μηδέν και διακύμανση

σ2(V ) = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21.

Από τις σχέσεις (3.24) και (3.31) προκύπτει ότι η ασυμπτωτική διακύμανση

σ2(V ) ισούται με

σ2(V ) = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21 = 2 lim

λ→0
〈V, fλ〉π. (3.32)

Η κεντρική ιδέα είναι πάλι να εκφράσουμε το
∫ t

0 V (Xs)ds σαν το άθροισμα ενός

martingale και ενός όρου που μηδενίζεται, εκμεταλλευόμενοι πια την επιλύσιμη

εξίσωση. Για κάθε λ > 0, ορίζουμε το martingale Mλ
t ως εξής:

Mλ
t = fλ(Xt)− fλ(X0)−

∫ t

0
(Lfλ)(Xs)ds

έτσι ώστε∫ t

0
V (Xs)ds = Mλ

t + fλ(X0)− fλ(Xt) + λ

∫ t

0
fλ(Xs)ds. (3.33)

Ορίζουμε τώρα ως Rλt το υπόλοιπο:

Rλt := fλ(X0)− fλ(Xt) + λ

∫ t

0
fλ(Xs)ds.

Πρόταση 3.8. ΄Εστω συνάρτηση V στο L2(π)∩H−1 και f στον H1 τέτοια

ώστε

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ − f‖1 = 0.

Τότε, η ποσότητα t−1/2Rλt μηδενίζεται στον L
2(Pπ) για λ ↓ 0 και τότε για

t ↑ ∞:
lim
t→∞

lim
λ→∞

‖t−1/2Rλt ‖π = 0.

Η απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος βασίζεται στα δύο επόμενα λήμματα.

Λήμμα 3.9. Τα martingales {Mλ
t : t ≥ 0} συγκλίνουν στον L2(Pπ), για

λ ↓ 0, σε ένα τετραγωνικά ολοκληρώσιμο martingale {Mt : t ≥ 0}: για κάθε
T > 0,

lim
λ→ 0

Eπ[ sup
t∈[0,T ]

(Mλ
t −Mλ′

t )2] = 0.

54



Απόδειξη. ΄Εστω T > 0. Για λ, λ′ > 0, εφόσον το π είναι αναλλοίωτο, από την

πρόταση 3.5, η αναμενόμενη τιμή για την τετραγωνική μεταβολή του martingale
Mλ
t −Mt ισούται με

2T 〈(fλ − fλ′), (−L)(fλ − fλ′)〉π = 2T‖fλ − fλ′‖21.

Από υπόθεση, όμως, η fλ συγκλίνει στον H1. Συγκεκριμένα, η Mλ
t είναι μια

Cauchy ακολουθία στον L2(Pπ) και συγκλίνει σε κάποιο συγκεκριμένο MT .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το MT είναι δεξιά

συνεχές, τετραγωνικά ολοκληρώσιμο martingale.

Με βάση το παραπάνω λήμμα και τη σχέση (3.33), το Rλt συγκλίνει στον

L2(Pπ) για λ ↓ 0. Συμβολίζουμε αυτό το όριο ως {Rt : t ≥ 0} έτσι ώστε να

ισχύει: ∫ t

0
V (Xs)ds = Mt +Rt. (3.34)

Λήμμα 3.10. Το t−1/2Rt μηδενίζεται στον L
2(Pπ) για t ↑ ∞.

Απόδειξη. Από τις σχέσεις (3.33) και (3.34) προκύπτει ότι

Rt√
t

=
1√
t
{Mλ

t −Mt + fλ(X0)− fλ(Xt) + λ

∫ t

0
fλ(Xs)ds}. (3.35)

Απομονώνουμε τώρα τον κάθε όρο του δεξιού μέλους της προηγούμενης σχέ-

σης. Εφόσον το Mλ
t συγκλίνει στο Mt στον L

2(Pπ),

1

t
Eπ[(Mλ

t −Mt)
2] =

1

t
lim
λ′→0

Eπ[(Mλ
t −Mλ′

t )2].

Με βάση τώρα το προηγούμενο λήμμα η παραπάνω έκφραση ισούται με

2 lim
λ′→0

‖fλ − fλ′‖21 = 2‖fλ − f‖21.

όπου στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιήθηκε η σχέση (3.31) που λέει ότι η fλ
συγκλίνει στον H1 σε κάποια f . Εξετάζουμε τώρα τον όρο Rλt που εμφανίζεται

στη σχέση (3.35). ΄Εχουμε ότι

Eπ[(t−1/2Rλt )2] ≤

≤ 3t−1Eπ[fλ(Xt)
2] + 3t−1Eπ[fλ(X0)2] + 3t−1λ2Eπ[{

∫ t

0
fλ(Xs)ds}2].

Επειδή η {Xt : t ≥ 0} είναι στάσιμη ως προς αρχική κατανομή π, έχουμε

ότι οι δύο πρώτοι όροι του δεξιού μέλους της παραπάνω σχέσης κάνουν μαζί

6t−1‖fλ‖2π. Από την άλλη μεριά, από την ανισότητα Schwarz, ο τρίτος όρος

φράσσεται από το 3tλ2‖fλ‖2π. Τελικά, καταλήγουμε ότι

1

t
Eπ[R2

t ] ≤ 2‖fλ − f‖21 + 2(6t−1 + 3tλ2)‖fλ‖2π

για κάθε λ > 0. Θέτοντας λ = t−1
και με βάση τη σχέση (3.31), καταλήγουμε

στο ζητούμενο.
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Απόδειξη του Θεωρήματος 3.7. Ισχυριζόμαστε ότι το martingale
της σχέσης (3.34) ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 3.2. Προφανώς,

οι προσαυξήσεις του είναι στάσιμες. Εφόσον το π είναι αναλλοίωτο μέτρο,

η συνάρτηση μετατόπισης {θt : t ≥ 0} είναι ένα μέτρο ημιροής στο χώρο

(D(R+, E),D ,Pπ), όπου D είναι το Borel σ-πεδίο του D(R+, E).
Αφού το 〈M,M〉1 έχει πεπερασμένη αναμενόμενη τιμή και το Pπ είναι εργοδικό

ως προς τις μετατοπίσεις, από το Εργοδικό Θεώρημα του Kingman, έχουμε ότι

το t−1〈M,M〉t συγκλίνει σχεδόν βεβαίως και στον L1(Pπ) στο Eπ[〈M,M〉1].
΄Αρα, από το Θεώρημα 3.2, ο νόμος τουMt/

√
t δεσμευμένο από το F0 συγκλίνει

κατά πιθανότητα, για t ↑ ∞ σε μια γκαουσιανή κατανομή μηδενικής μέσης τιμής

και με διακύμανση

Eπ[〈M,M〉1] = Eπ[M2
1 ] = lim

λ→0
Eπ[(Mλ

1 )2] =

= lim
λ→0

Eπ[〈Mλ,Mλ〉1] = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21.

όπου το τελευταίο βήμα ισχύει λόγω της Πρότασης 3.5.

Τέλος, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα (3.34), παρατηρούμε ότι για κάθε θ ∈ R

|Eπ[eiθ
∫ t
0 V (Xs)ds/

√
t | F0]− Eπ[eiθMt/

√
t | F0]| ≤ Eπ[|θRt|/

√
t | F0].

Από το λήμμα 3.10, όμως, το παραπάνω μηδενίζεται για t ↑ ∞ στον L2(Pπ).

Πόρισμα 3.11. ΄Εστω μια συνάρτηση V στο L2(π) ∩H −1
και f στον H1

τέτοια ώστε

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ − f‖1 = 0,

όπου fλ είναι η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης. Τότε, η διακύμανση του
t−1/2

∫ t
0 V (Xs)ds συγκλίνει στην ασυμπτωτική διακύμανση σ

2(V ) :

lim
t→∞

Eπ[(
1√
t

∫ t

0
V (Xs)ds)

2] = σ2(V ).

Απόδειξη. Επανερχόμαστε στο ανάπτυγμα της (3.34). Από το λήμμα 3.10, την

απόδειξη του Θεωρήματος 3.7 και τη σχέση (3.32) έχουμε ότι

lim
t→∞

Eπ[(
1√
t

∫ t

0
V (Xs)ds)

2] = lim
t→∞

1

t
Eπ[M2

t ] =

= lim
t→∞

Eπ[〈M,M〉t] = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21 = σ2(V ).

Παρατήρηση 3.12. Στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.7 δείξαμε ότι η τε-

τραγωνική μεταβολή του martingale Mt του αναπτύγματος (3.34) συγκλίνει

σχεδόν βεβαίως (a.s.) στη ασυμπτωτική διακύμανση σ2(V ):

lim
t→∞

1

t
〈M,M〉t = σ2(V ) Pπ a.s.
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Παρατήρηση 3.13. Στο Θεώρημα 3.7 δεν απαιτήσαμε την ύπαρξη κοινού

πυρήνα για τα L και L∗.

Είμαστε τώρα έτοιμοι να αποδείξουμε το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα υπό

τη συνθήκη ότι είναι φραγμένη η H −1
νόρμα του {Lfλ : 0 < λ ≤ 1}.

Θεώρημα 3.14. Υποθέτουμε ότι το Lfλ ανήκει στον H −1
, 0 < λ ≤ 1 και

ότι

sup
0<λ≤1

‖Lfλ‖−1 <∞. (3.36)

Τότε, ο νόμος του
1√
t

∫ t
0 V (Xs)ds δεσμευμένου προς F0 συγκλίνει κατά πιθα-

νότητα σε μια γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή μηδέν και διακύμανση

σ2(V ) = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21.

Παρατήρηση 3.15. Παρατηρούμε ότι

sup
0<λ≤1

‖Lfλ‖−1 <∞ αν και μόνο αν sup
0<λ≤1

‖λfλ‖−1 <∞ (3.37)

εφόσον το V ανήκει στον H −1.

Η απόδειξη του Θεωρήματος προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 3.7 και το

παρακάτω λήμμα.

Λήμμα 3.16. ΄Εστω μια συνάρτηση V στο H−1 ∩ L2(π) και {fλ : λ ≥ 0}
η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης. Υποθέτουμε ότι supλ>0 ‖Lfλ‖−1 ≤ C0 για

κάποια πεπερασμένη σταθερά C0. Τότε, υπάρχει συνάρτηση f στον H1 τέτοια

ώστε

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ − f‖1 = 0 (3.38)

Απόδειξη. ΄Εχουμε αποδείξει ήδη ότι

sup
0<λ≤1

‖fλ‖1 ≤ ‖V ‖−1 και sup
0<λ≤1

λ‖fλ‖2π ≤ ‖V ‖2−1.

Ειδικότερα, το λfλ συγκλίνει στο 0 στον L2(π), για λ ↓ 0. Από εκεί και πέρα,

η απόδειξη θα βασιστεί σε συγκεκριμένους ισχυρισμούς.

Ισχυρισμός 1. Το Lfλ συγκλίνει ασθενώς στον H −1
για λ ↓ 0 στο −V .

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι limλ→0 λfλ = 0 ασθενώς στον H−1. Αφού

το supλ>0 ‖Lfλ‖−1 είναι φραγμένο, θα είναι φραγμένο και το supλ>0 ‖λfλ‖−1.

΄Αρα, κάθε ακολουθία {λnfλn : n ≥ 1} είναι ασθενώς προσυμπαγής στον H−1

όπου λn ↓ 0. Θα δείξουμε ότι το 0 είναι το μόνο ασθενές οριακό σημείο.
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Υποθέτουμε ότι η λnfλn συγκλίνει ασθενώς στην g στον H−1. Από τη σχέση

(3.14) και επειδή η λfλ συγκλίνει αυστηρά στο 0 στον L2(π), για κάθε h ∈ C ,

〈g, (−S)h〉−1 = lim
n→∞

〈λnfλn , (−S)h〉−1 = lim
n→∞

〈λnfλn , h〉π = 0.

Από την ιδιότητα 2 στην αρχή του κεφαλαίου, το {Sf : f ∈ C } είναι πυκνό

στον H−1 έτσι ώστε g = 0.
Με τον ίδιο τρόπο, αφού το supλ>0 ‖fλ‖1 είναι φραγμένο, κάθε ακολουθία

λn ↓ 0 έχει μια υπακολουθία που συμβολίζουμε επίσης λn, για την οποία η fλn
συγκλίνει ασθενώς στον H1 σε κάποια συνάρτηση που συμβολίζεται W .

Ισχυρισμός 2. Το W ικανοποιεί τη σχέση ‖W‖21 = 〈W,V 〉π.

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Mazur στις ακολουθίες fλn , Lfλn έχου-

με ακολουθίες gn, Lgn που συγκλίνουν αυστηρά στον H1 στην W και στον

H−1 στην −V αντίστοιχα. ΄Ομως, κάθε τέτοια ακολουθία gn ανήκει στον

D(L). Από τη μία μεριά, εφόσον η gn (αντίστοιχα η Lgn) συγκλίνει αυστηρά

στον H1 (αντίστοιχα στον H−1) στηW (αντίστοιχα στην −V ), το 〈gn, Lgn〉π
συγκλίνει στο 〈W,V 〉π. Από την άλλη μεριά, το −〈gn, Lgn〉π = ‖gn‖21 συγκλίνει

στο ‖W 2
1 ‖. ΄Αρα, τελικά, ‖W‖21 = 〈W,V 〉π.

Ισχυρισμός 3. Ισχύει limλ→0 λ‖fλ‖2π = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουμε, προς απαγωγή σε άτοπο, ότι το λ‖fλ‖2π δεν συγκλίνει

στο 0 για λ ↓ 0. Τότε, θα υπάρχει ε > 0 και υπακολουθία λn ↓ 0 τέτοια

ώστε λn‖fλn‖2π ≥ ε για κάθε n ∈ N. Αποδείξαμε, δηλαδή, την ύπαρξη μιας

υπακολουθίας λ′n για την οποία η fλ′n να συγκλίνει ασθενώς στον H1 σε κάποια

W που να ικανοποιεί την 〈W,V 〉π = ‖W‖21. Εφόσον η fλ είναι η λύση της

επιλύσιμης εξίσωσης,

lim sup
n′→∞

‖fλn′‖
2
1 ≤ lim sup

n′→∞
(λn′‖fλn′‖

2
π + ‖fλn′‖

2
1) = lim sup

n′→∞
〈fλn′ , V 〉π =

= 〈W,V 〉π = ‖W‖21 ≤ lim sup
n′→∞

‖fλn′‖
2
1. (3.39)

Η δεύτερη ισότητα βασίστηκε στην Ιδιότητα 5 της αρχής του κεφαλαίου. Οι

ανισότητες αυτές οδηγούν σε άτοπο την υπόθεση ότι λn‖fλn‖2π ≥ ε για κάθε

n, άρα τελικά ισχύει το ζητούμενο.

Ισχυρισμός 4. Η fλ συγκλίνει αυστηρά στον H1 για λ ↓ 0.

Απόδειξη. Από τον προηγούμενο ισχυρισμό, η fλn′ συγκλίνει αυστηρά στην

W στον H1. Συγκεκριμένα, όλες οι ακολουθίες λn έχουν υπακολουθίες λn′

για τις οποίες οι fλn′ συγκλίνουν αυστηρά στον H1. Για να δείξουμε ότι η fλ
συγκλίνει αυστηρά, μένει να ελέγξουμε τη μοναδικότητα του ορίου. Θεωρούμε
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δύο φθίνουσες ακολουθίες λn, µn που μηδενίζονται για n ↑ ∞. Συμβολίζουμε

με W1,W2 τα όρια των fλn , fµn αντίστοιχα στον H1. Αφού η fλ είναι λύση

της επιλύσιμης εξίσωσης,

〈λnfλn − µnfµn , fλn − fµn〉π + ‖fλn − fµn‖21 = 0 (3.40)

για κάθε n ∈ N. Επειδή, όμως, οι fλn , fµn συγκλίνουν αυστηρά στις W1,W2

στον H1,
lim
n→∞

‖fλn − fµn‖21 = ‖W1 −W2‖21. (3.41)

Από την άλλη μεριά, αφού το λ‖fλ‖2π μηδενίζεται για λ ↓ 0,

lim
n→∞

〈λnfλn − µnfµn , fλn − fµn〉π = − lim
n→∞

(〈λnfλn , fµn〉π + 〈µnfµn , fλn〉π).

Κάποιοι από τους όρους πιο πάνω μηδενίζονται για n ↑ ∞. Πράγματι,

λn〈fλn , fµn〉π = λnfλn , fµn −W2〉π + λn〈fλn ,W2〉π.

Τα εσωτερικά αυτά γινόμενα πρέπει να γίνουν αντιληπτά ως το εσωτερικό γι-

νόμενο μιας συνάρτησης λnfλn στον H−1 με τις συναρτήσεις fµn −W2,W2

αντίστοιχα στον H1. Από την ανισότητα Schwarz, ο πρώτος όρος στο δεξί

μέλος της σχέσης είναι άνω φραγμένος από το ‖λnfλn‖−1‖fµn −W2‖1, το ο-

ποίο μηδενίζεται αφού το λfλ είναι φραγμένο στον H−1 και η fµn συγκλίνει

στην W2 στον H1. Για να δείξουμε ότι ο δεύτερος όρος της προηγούμενης

σχέσης μηδενίζεται επίσης, θεωρούμε ένα ε > 0. Αφού ο H1 αποτελεί την

πλήρωση του C , υπάρχει συνάρτηση g ∈ C τέτοια ώστε ‖W2 − g‖1 ≤ ε. Α-

πό την ανισότητα Schwarz ο δεύτερος όρος είναι απόλυτα φραγμένος από το

sup0<λ≤1 ‖λfλ‖−1ε + |〈λnfλn , g〉π|. Αφού το λfλ μηδενίζεται στον L2(π) για

λ ↓ 0, ο δεύτερος όρος μηδενίζεται για n ↑ ∞ και άρα προκύπτει το ζητούμε-

νο.

Τα παραπάνω μας επιτρέπουν να δώσουμε εναλλακτικές απαιτούμενες συν-

θήκες ώστε να εφαρμόζεται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για προσθετικά

συναρτησιακά μαρκοβιανών Αλυσίδων. ΄Εχουμε ήδη δείξει ότι η οικογένεια

{fλ : 0 < λ ≤ 1} είναι ασθενώς προσυμπαγής στον H1. Υποθέτουμε ότι η fλ
συγκλίνει ασθενώς στον H1, για λ ↓ 0, σε κάποια W και ότι ισχύει η λεγόμενη

και
′
ενεργειακή ταυτότητα

′
:

‖W‖21 = 〈W,V 〉π. (3.42)

Θεώρημα 3.17. ΄Εστω μια συνάρτηση V στο L2(π)∩H−1 και υποθέτουμε

ότι η fλ συγκλίνει ασθενώς στον H1, για λ ↓ 0, σε κάποια W που ικανοποιεί

τη σχέση ‖W‖21 = 〈W,V 〉π. Τότε, ισχύει

lim
λ→0

λ‖fλ‖2π = 0 και lim
λ→0
‖fλ −W‖1 = 0
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και τελικά ο νόμος του
1√
t

∫ t
0 V (Xs)ds δεσμευμένου προς F0 συγκλίνει κατά

πιθανότητα σε μια γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή μηδέν και διακύμανση

σ2(V ) = 2 lim
λ→0
‖fλ‖21.

Απόδειξη. Από τον ισχυρισμό 3 έχουμε ότι limλ→0 λ‖fλ‖2π = 0. Επιπλέον, από

την (3.39), η fλ συγκλίνει αυστηρά στη W στον H1 για λ ↓ 0. Επομένως,

ισχύουν οι συνθήκες της (3.31) και άρα από το Θεώρημα 3.7 προκύπτει το

ζητούμενο.

3.6 Υποπεριπτώσεις του Κεντρικού Οριακού Θε-

ωρήματος

΄Εστω μια συνάρτηση V στο L2(π)∩H−1. Θα παρουσιάσουμε δύο περιπτώσεις

όπου οι συνθήκες εξασφαλίζουν ότι η λύση της επιλύσιμης εξίσωσης fλ ικα-

νοποιεί τη σχέση (3.36) και άρα ικανοποιείται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα.

Υποθέτουμε ότι ο C είναι ο πυρήνας για τους τελεστές L και L∗.

3.6.1 Αντιστρεψιμότητα

Υποθέτουμε ότι ο γεννήτορας L είναι αυτο-συζυγής (self-adjoint) στον L2(π).
Τότε, όπως είδαμε στην Ιδιότητα 8 στην αρχή του κεφαλαίου, το Lf ανήκει

στον H−1 για κάθε f ∈ D(L) και

‖Lf‖−1 ≤ ‖f‖1.

Στην πραγματικότητα, ισχύει η ισότητα. Συγκεκριμένα, στην αντιστρέψιμη

περίπτωση η (3.36) προκύπτει από στοιχειώδη υπολογισμό της (3.30).

Επίσης, η ασυμπτωτική διακύμανση ισούται με σ2(V ) = 2‖V ‖2−1. Πράγματι,

αυτό προκύπτει παίρνοντας στην επιλύσιμη εξίσωση το εσωτερικό γινόμενο

στον H−1 ως προς V και στα δύο μέλη. Το δεξί μέλος ισούται με ‖V ‖2−1, ενώ

το αριστερό ισούται με

〈λfλ, V 〉−1 + 〈−Lfλ, V 〉−1.

΄Ομως, από τον ισχυρισμό 1 της προηγούμενης παραγράφου, η λfλ συγκλίνει

ασθενώς στο 0 στον H−1 για λ ↓ 0. Ειδικότερα, ο πρώτος όρος μηδενίζεται

στο όριο. Από την άλλη μεριά, από την ιδιότητα 8 στην αρχή του κεφαλαίου,

〈−Lg, h〉−1 = 〈g, h〉π αν η g ανήκει στον D(L) και η h στον L2(π) ∩H−1.
Συγκεκριμένα, 〈−Lfλ, V 〉−1 = 〈fλ, V 〉π και άρα από την (3.32),

σ2(V ) = 2 lim
λ→0
〈fλ, V 〉π = 2‖V ‖2−1.
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3.6.2 Φασματικό χάος

Υποθέτουμε ότι ο γεννήτορας L ικανοποιεί τις συνθήκες φασματικού χάους:

υπάρχει μια σταθερά γ τέτοια ώστε

‖f‖2π − 〈f〉2π ≤ γ〈(−L)f, f〉π (3.43)

για κάθε συνάρτηση f στον D(L).

Θεώρημα 3.18. ΄Εστω V ∈  L2(π) τέτοια ώστε 〈V 〉π = 0 και υποθέτουμε
ότι ο γεννήτορας L ικανοποιεί τις συνθήκες φασματικού χάους. Τότε, ισχύουν
οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος 3.7.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η σχέση (3.43) συνεπάγεται ότι ο L2
0(π), ο χώρος

των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων με μηδενική μέση τιμή, εμπε-

ριέχεται στον H−1. Πράγματι, για κάθε συνάρτηση f ορθογώνια ως προς τις

σταθερές στον L2(π) και για κάθε g που ανήκει στον κοινό πυρήνα των L και

L∗, έχουμε ότι

〈f, g〉2π ≤ ‖f‖2π{‖g‖2π − 〈g〉2π} ≤ γ‖f‖2π‖g‖21.

Από αυτήν την εκτίμηση προκύπτει ότι

‖f‖2−1 ≤ γ‖f‖2π (3.44)

για κάθε συνάρτηση f ∈  L2
0(π). Αυτό συνεπάγεται ότι V ∈ H−1 και ότι

limλ→0 λ‖fλ‖−1 = 0, λόγω της (3.25) που με τη σειρά της δίνει την (3.36).

Από το Θεώρημα 3.14, προκύπτει το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 4

Εφαρμογή στη Στατιστική

Μηχανική

4.1 Διαδικασία απλού αποκλεισμού

Μία ιδιαίτερα σημαντική εφαρμογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για

προσθετικά συναρτησιακά μαρκοβιανών αλυσίδων αποτελούν τα συστήματα σω-

ματιδίων που αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Στο πιο συνηθισμένο τέτοιο σύστημα

έχει δοθεί ο όρος διαδικασία απλού αποκλεισμού (simple exclussion process).
Στο σύστημα αυτό, σωματιδία πραγματοποιούν στον Zd τυχαίους περιπάτους

συνεχούς χρόνου. Θεωρούμε το χώρο X = {0, 1}Zd με την τοπολογία γινόμενο

ώστε ο Χ να είναι μετρήσιμος και συμπαγής.

Τα σωματίδια κινούνται στις διπλανές θέσεις με πιθανότητα να βρεθούν από

τη θέση z στην θέση x+ z ίση με p(x) και
∑

x∈Zd p(x) = 1. Στη συμμετρική

περίπτωση ισχύει ότι p(x) = p(−x) και άρα
∑

x∈Zd = 0.
Θεωρούμε ότι σε κάθε θέση μπορεί να βρίσκεται το πολύ 1 σωματίδιο και ότι

δεν επιτρέπεται ένα σωματίδιο να πηδήξει πάνω από κάποιο άλλο. Ορίζουμε τις

καταστάσεις του X έτσι ώστε να έχουμε ότι η(x) = 1 αν η θέση x ∈ Zd είναι

κατειλλημένη και η(x) = 0 διαφορετικά.

Κάθε σωματίδιο, αφού περιμένει εκθετικό χρόνο, επιλέγει τυχαία μια από τις

γειτονικές θέσεις στην οποία σκοπεύει να μεταβεί και εφόσον η θέση δεν είναι

κατειλημμένη, μεταπηδά εκεί.

Αν C είναι ο πυρήνας των κυλινδρικών συναρτήσεων οι οποίες έχουν τη μορφή

f(η) = Φ(ηx1, ..., ηxk), x1, ..., xk ∈ Zd, τότε ο γεννήτορας του L ορίζεται από

την

(Lf)(η) =
∑

x,y∈Zd
p(y)η(x)[1− η(x+ y)][f(σx,x+yη)− f(η)].

όπου

(σx,yη)(z) =


η(y), z = x
η(x), z = y
η(z), αλλιώς
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Επίσης, για 0 ≤ α ≤ 1, θεωρούμε ως να το γινόμενο πάνω από όλα τα σημεία

του Zd μέτρων πιθανότητας Bernoulli της παραμέτρου α, το οποίο αποδει-

κνύεται ότι είναι εργοδικό και αναλλοίωτο. Αυτό σημαίνει ότι οι μεταβλητές

{η(x), x ∈ Zd} ως προς να είναι ανεξάρτητες με

να{η(x) = 1} = a = 1− να{η(x) = 0}.

΄Οπως είναι φανερό, ισχύει ότι

Eνα [η(x)] = να{η(x) = 1} = α,

όπου Eνα είναι η αναμενόμενη τιμή ως προς το μέτρο να. Επομένως, η παράμε-

τρος α εκφράζει την πυκνότητα των σωματιδίων στον Zd.

Θεώρημα 4.1. ΄Εστω ένας τυχαίος περίπατος τέτοιος ώστε p(x) = p(−x).
Σταθεροποιούμε ένα 0 < a < 1 και θεωρούμε μια κυλινδρική συνάρτηση V
στον H−1 μέσης τιμής 0. Τότε, ως προς Pνα , η ποσότητα

1√
t

∫ t

0
V (ηs)ds

συγκλίνει κατά κατανομή, για t ↑ ∞, σε μια γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή με
διακύμανση σ2(V ) = 2‖V ‖2−1.

4.2 Αυτοδιάχυση σωματιδίων

Στην παραπάνω διαδικασία μπορούμε τώρα να εξετάσουμε ένα σωματίδιο το

οποίο σημαδεύουμε και το οποίο βρίσκεται κατά σύμβαση στην αρχή της διαδι-

κασίας.

Δηλώνουμε ως {Zt, t ≥ 0} τη θέση του τη στιγμή t. Θα εξετάσουμε την

ασυμπτωτική συμπεριφορά της Zt. Αν δεν υπήρχαν άλλα σωματίδια, η Zt θα

εξελισσόταν ως ένας συνεχής τυχαίος περίπατος για τον οποίο τα οριακά θεω-

ρήματα θα ήταν γνωστά. Η αλληλεπίδραση του προσημασμένου σωματιδίου με

τα άλλα σωματίδια μεταβάλλει τη δυναμική του και η εξέταση του απαιτεί νέα

δεδομένα και εργαλεία.

Θεωρούμε την εξέλιξη του περιβάλλοντος ως προς το προσημασμένο σωματί-

διο. Αυτό σημαίνει ότι η αρχή θεωρείται εκεί που βρίσκεται το σωματίδιο και

ότι κάθε φορά που το σωματίδιο αυτό θα προχωράει κατά x, θα μεταφέρουμε

όλο το σχηματισμό κατά −x ώστε να παραμένει το σωματίδιο μας στην αρχή.

Εξαιτίας της παρουσίας άλλων σωματιδίων, η {Zt : t ≥ 0} δεν αποτελεί μια

μαρκοβιανή διαδικασία, όμως το ζεύγος {(Zt, ηt) : t ≥ 0} αποτελεί.

Αν συμβολίσουμε ως {θx : x ∈ Zd} το σύνολο των μεταθέσεων στον X έτσι

ώστε

(θxη)(y) = η(x+ y)
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για κάθε x, y στον Zd και ένα σχηματισμό η στον X, τότε η διαμόρφωση όπως

γίνεται αντιληπτή από τη θέση του προσημασμένου σωματιδίου θα είναι η

ξt = θZtηt.

Η {(Zt, ξt) : t ≥ 0} είναι και αυτή μαρκοβιανή διαδικασία. Ο γεννήτορας L
της παραπάνω διαδικασία είναι ο L = L0 + Lr, όπου το

(L0f)(ξ) =
∑

x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)][f(σx,yξ)− f(ξ)],

αντιστοιχεία στα άλματα του περιβάλλοντος και το

(Lτf)(ξ) =
∑

x,y∈Zd∗

p(z)[1− ξ(z)][f(τzξ)− f(ξ)]

σε άλματα του προσημασμένου σωματιδίου, ενώ

(τzξ)(y) =

{
ξ(z), y = −x

ξ(y + z), αλλιώς

Στη συμμετρική περίπτωση, ο L είναι αυτοσυζυγής. Πράγματι,

〈L f(η), g(η)〉ν∗α =

∫ ∗
0

L f(ξ)g(ξ)dν∗α(ξ) =

=

∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)][f(σx,yξ)− f(ξ)]g(ξ)dν∗α(ξ) =

=

∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)]f(σx,yξ)g(ξ)dν∗α(ξ)−

−
∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)]f(ξ)g(ξ)dν∗α(ξ) =

(θέτοντας ξ′ = σx,yξ) =

∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y−x)ξ(x)[1−ξ(y)]f(ξ′)g(σxyξ′)dν∗α(ξ′)−

−
∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)]f(ξ)g(ξ)dν∗α(ξ) =

=

∫ t

0

∑
x,y∈Zd∗

p(y − x)ξ(x)[1− ξ(y)][g(σx,yξ)− g(ξ)]f(ξ)dν∗α(ξ) =

= 〈f(η),L g(η)〉ν∗α .
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Αντίστοιχα με πριν, θεωρούμε τα μέτρα Bernoulli στον Zd∗ = Zd\{0}, τα οποίο

συμβολίζουμε με ν∗α και τα οποία αποδεικνύεται ότι είναι αναλλοίωτα και εργο-

δικά στη συμμετρική περίπτωση.

Η μέση μετατόπιση του προσημασμένου σωματιδίου θα είναι ίση με
∑
x ∈ Zdxp(x) =

0. Εφόσον το ν∗α είναι αναλλοίωτο, η θέση στην οποία το σωματίδιο επιλέγει

να πηδήξει είναι άδεια με πιθανότητα 1− α. Τότε, όπως αποδεικνύεται, η μέση

μετατόπιση ως προς την αναλλοίωτη κατάσταση είναι ίση με 0.

Παρατηρούμε ότι ξt(0) = (θZtηt)(0) = η(Zt) = 1. Για 0 ≤ α ≤ 1, αν ν∗α το

μέτρο-γινόμενο Bernoulli στον X∗, έχουμε ότι

ν∗α{ξ : ξ(x) = 1} = α

για κάθε x στον Zd∗.
Για z τέτοιο ώστε p(z) > 0 και για 0 ≤ s < t, ορίζουμε ως NZ

[s,t] το συνολικό

αριθμό των αλμάτων του σωματιδίου από την αρχική θέση ως το z στο χρονικό

διάστημα [s, t]. Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται το Nx,y
[s,t] για άλματα από το x στο

y, ενώ θεωρούμε ότι NZ
t = N z

[0,t], N
x,y
t = Nx,y

[0,t].

Λήμμα 4.2. ΄Εστω x, y, z στον Zd∗ έτσι ώστε p(z) > 0, p(y − x) > 0 και

M z
t = N z

t −
∫ t

0
p(z)[1− ξs(z)]ds

Mx,y
t = Nx,y

t −
∫ t

0
p(y − x)[1− ξs(y)]ds.

Τότε, τα {M z
t : p(z) > 0}, {Mx,y

t : x, y ∈ Zd∗, p(y − x) > 0} είναι ορθογώνια
martingales με τετραγωνική μεταβολή

〈M z,M z〉t =

∫ t

0
p(z)[1−ξs(z)]ds, 〈Mx,y,Mx,y〉t =

∫ t

0
p(y−x)ξs(x)[1−ξs(y)]ds.

Το τελευταίο προκύπτει από τη Θεωρία των διαδικασιών Poisson: αν έ-

χουμε μια διαδικασία Poisson με ρυθμό p(t) που εξαρτάται από το χρόνο, τό-

τε το martingale Mt = Nt −
∫ t

0 p(s)ds έχει τετραγωνική μεταβολή ίση με

〈M,M〉t =
∫ t

0 p(s)ds.

Για κυλινδρική συνάρτηση f : X∗ → R, το

Mf
t = f(ξt)− f(ξ0)−

∫ t

0
(L f)(ξs)ds (4.1)

είναι Dynkin’s martingale. Μάλιστα, προκύπτει ότι

Mf
t =

∑
x,y∈Zd∗

∫ t

0
(T x,yf)(ξs−)dMx,y

s +
∑
x∈Zd∗

∫ t

0
(T zf)(ξs−)dM z

s , (4.2)
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όπου

(T x,yg)(ξ) = g(σx,yξ)− g(ξ), (T zg)(ξ) = g(θzξ)− g(ξ).

Από την Πρόταση 3.5, έχουμε ότι

Eν∗α [(Mf
t )2] = 2tD(f) (4.3)

όπου

D(f) = 〈f, (−Lf)〉να = 〈f, (−Sf)〉να = (1/4)
∑
x,z∈Zd

s(z)

∫
[f(σx,x+zη)−f(η)]2να(dη).

Θεώρημα 4.3. Σταθεροποιούμε ένα 0 ≤ α ≤ 1. Τότε, για t ↑ ∞, το Zt/t
συγκλίνει κατά Pν∗α-σχεδόν βεβαίως στο 0.

Απόδειξη. Η θέση του προσημασμένου σωματιδίου τη χρονική στιγμή t δίνεται
από την

Zt =
∑
z∈Zd∗

zN z
t =

∑
z∈Zd∗

zM z
t +

∫ t

0
V (ξs)ds (4.4)

όπου V είναι η κυλινδρική συνάρτηση που δίνεται από την V (ξ) =
∑

x∈Zd∗ xp(x)[1−
ξ(x)].Η τετραγωνική μεταβολή του διανυσματικού martingaleMt =

∑
x∈Zd∗ xM

x
t

είναι φραγμένη από μία σταθερά C0t. Αυτό συμβαίνει καθώς

Eνα(〈M〉t) = Eνα(M2
t ) = t(1− α)

∑
z

p(z) ≤ t(1− α)C = C0t.

Τελικά, το Mt/t συγκλίνει στο 0 σχεδόν βεβαίως. Από την άλλη, αφού το Pν∗α
είναι εργοδικό, για t ↑ ∞, το t−1

∫ t
0 V (ξs)ds συγκλίνει σχεδόν βεβαίως στο

Eν∗α [V ] = 0. ΄Αρα, προκύπτει το ζητούμενο.

΄Ενα άλλο σημαντικό αποτέλεσμα προκύπτει από το Κεντρικό Οριακό Θεώ-

ρημα για τη θέση του σωματιδίου. Το Zt/
√
t συγκλίνει κατά κατανομή σε μια

γκαουσιανή τυχαία μεταβλητή μέσης τιμής 0 και με συνδιακύμανση που δίνεται

από το λεγόμενο πίνακα αυτοδιάχυσης D(α) και η οποία εξαρτάται από την

πυκνότητα των σωματιδίων που περιβάλλουν το προσημασμένο σωματίδιο. Το

αποτέλεσμα αυτό έχει ως τώρα αποδειχθεί για τη συμμετρική περίπτωση, καθώς

και για μη-συμμετρικές περιπτώσεις διάστασης d ≥ 3.

Θεώρημα 4.4. ΄Εστω συμμετρικός τυχαίος περίπατος. Τότε, ως προς μέτρο

Pν∗α , η ποσότητα
Zt√
t

συγκλίνει κατά κατανομή, για t ↑ ∞, σε ένα γκαουσιανό διάνυσμα με πίνακα
συνδιακύμανσης D(a) που είναι πεπερασμένος και θετικά ορισμένος.
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Απόδειξη. Η θέση του προσημασμένου σωματιδίιου τη χρονική στιγμή t δίνεται
από την

Zt =
∑
x∈Zd∗

zN z
t =

∑
x∈Zd∗

zM z
t +

∫ t

0
V (ξs)ds (4.5)

όπου V (ξ) =
∑

x∈Zd∗ xp(x){α− ξ(x)}. ΄Εστω τώρα διάνυσμα e ∈ Rd και Ve =
eV . Θεωρούμε την επιλύσιμη εξίσωση

λuλ −L uλ = V e.

Θα αποδείξουμε το παραπάνω Θεώρημα υποθέτοντας ότι για κάθε a ∈ Rd,

V e ∈H−1 και sup
0<λ≤1

‖L uλ‖−1 <∞.

η οποία ικανοποιείται στη συμμετρική περίπτωση με βάση το λήμμα 4.5.

Η κεντρική ιδέα της απόδειξης είναι η αντικατάσταση του προσθετικού συναρτη-

σιακού
∫ t

0 V (a)(ξs)ds από το άθροισμα ενός martingale mt και ενός αμελητέου

όρου και στη συνέχεια η απόδειξη του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για το

martingale Mt +mt, όπου Mt =
∑

z zeM
z
t . Τότε, θα προκύψει ότι

Zte = Mt +mλ
t +Rλt (4.6)

όπου το mλ
t ικανοποιεί τη σχέση (4.3).

Λόγω της σύγκλισης των mλ
t και Rλt προκύπτει ότι

Zte = Mt +mt +Rt (4.7)

Από τη σύγκλιση του Rt στο 0 και την εφαρμογή του Κεντρικού Οριακού Θε-

ωρήματος για το άθροισμα των martingales Mt+mt, προκύπτει το ζητούμενο.

Συγκεκριμένα, έχουμε ότι η τετραγωνική μεταβολή τους ισούται με

〈M +m,M +m〉t =
∑

x,y∈Zd∗

p(y − x)

∫ t

0
ξs(x)[1− ξs(y)]Ψx,y(ξs)]

2ds+

+
∑
z∈Zd∗

p(z)

∫ t

0
ξs(x)[1− ξs(z)]{ez + Ψz(ξs)}2ds.

όπου Ψx,y(ξs) = T x,yu και Ψz(ξs) = T zu.
Από το Εργοδικό Θεώρημα, το t−1〈M+m,M+m〉t συγκλίνει σχεδόν βεβαίως

ως προς Pνα και στον L1(Pνα). Επομένως, από το Θεώρημα 3.2, το t−1/2〈Mt+
mt〉 και επομένως και το Zt/

√
t συγκλίνει κατά κατανομή σε μια γκαουσιανή

τυχαία μεταβλητή διακύμανσης D(α) που ικανοποιεί το

eD(α)e =
∑

x,y∈Zd∗

p(y−x)

∫ t

0
ξ(x)[1−ξ(y)]Ψx,y(ξ)]

2να(dξ)+
∑
z∈Zd∗

p(z)

∫ t

0
[1−ξ(z)]Ψz(ξ)]

2να(dξ).

Αποδεικνύεται, ότι ο D(α) είναι πεπερασμένος και θετικά ορισμένος.
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Λήμμα 4.5. ΄Εστω κυλινδρική συνάρτηση Ve όπως αυτή του προηγούμενου
Θεωρήματος. Τότε, η Ve ανήκει στον H−1 και ισχύει ‖V e‖2−1 ≤ C0χ(α)|e|2.

Απόδειξη. ΄Εστω μια κυλινδρική συνάρτηση f . Η V e είναι ίση με

Ve =
∑
x∈Zd∗

(ex)(α− ξ(x))p(x) =

=
∑
x∈Zd∗

(ex)αp(x)−
∑
x∈Zd∗

(ex)ξ(x)p(x) =

=
∑
x∈Zd∗

(ex)ξ(e)p(x)−
∑
x∈Zd∗

(ex)ξ(x)p(x) =

=
∑
x∈Zd∗

(ex)(ξ(e)− ξ(x)p(x).

Τότε,

〈V e, f〉ν∗α =

∫
V e(ξ)f(ξ)dν∗α(ξ) =

∑
x∈Zd∗

(ex)p(x)

∫
(ξ(e)− ξ(η)f(ξ)dν∗α(ξ) =

=
n−1∑
i=0

(ex)p(x)

∫
(ξ(yi+1)−ξ(yi)f(ξ)dν∗α(ξ) = (1/2)

n−1∑
i=0

〈ξ(yi+1)−ξ(yi), T6y1, Y1 + 1f〉ν∗α .

Από την ανισότητα ab ≤ εa2 + (1/4ε)b2, έχουμε ότι η προηγούμενη έκφραση

είναι μικρότερη ή ίση από

1

2
nAα(1− α) +

1

4A

n−1∑
i=0

Eν∗α [(Tyi,yi+1f)2]

για κάθε A > 0. Τελικά, προσθέτοντας για όλα τα x για τα οποία p(x) > 0,
καταλήγουμε ότι

〈V e, f〉ν∗α ≤ C0Aα(1− α)|e|2 +
C0

A
D0(f)

για κάθε A > 0 και για σταθερά C0. Ελαχιστοποιώντας την προηγούμενη

έκφραση ως προς A, προκύπτει το ζητούμενο.
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