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Πρόλογος

Η θεωρία ασθενούς σύγκλισης αναπτύχθηκε κυρίως τον 20ό αιώνα από μα-

θηματικούς όπως οι Kolmogorov, Wiener, Prohorov, Skorohod, Lévy, Donsker
προκειμένου να μελετηθεί το πότε μια ακολουθία μέτρων πιθανότητας, Pn, (ή και

γενικότερα μέτρων ) ορισμένων σε έναν μετρικό χώρο S, συγκλίνουν ασθενώς σε

ένα μέτρο πιθανότητας P . Η θεωρία αυτή έχει κάποια πολύ σημαντικά αποτελέσμα-

τα όπως το θεώρημα του Prohorov και το θεώρημα του Donsker τα οποία πέρα από

το μαθηματικό ενδιαφέρον που παρουσιάζουν βρίσκουν και εφαρμογές σε άλλους

κλάδους όπως ο Στοχαστικός Λογισμός, η Στατιστική, τα Χρηματοοικονομικά

κτλ.

Στην παρούσα εργασία έχω προσπαθήσει να συλλέξω τα στοιχεία που θα βοη-

θήσουν τον αναγνώστη να κατανοήσει βασικές έννοιες όπως η σχετική συμπάγεια,

η tightness και η ασθενής σύγκλιση μιας οικογένειας μέτρων και εν συνεχεία να

μπορέσει να εφαρμόσει τα παραπάνω σε συγκεκριμένους μετρικούς χώρους όπως

είναι ο κλασικός χώρος του Wiener (που περιέχει τις συνεχείς συναρτήσεις ) και

ο χώρος του Skorohod (που περιέχει τις cadlag συναρτήσεις ). Τα θεωρήματα

που περιέχονται παρουσιάζουν σε πολλά σημεία σημαντικές τεχνικές λεπτομέρειες

και δυσκολίες. ΄Εχουν αποδειχθεί με πλήρη αυστηρότητα ενώ ο αναγνώστης θα

πρέπει να έχει αρκετή εξοικείωση με την κλασική θεωρία πιθανοτήτων, την θεωρία

μέτρου, την πραγματική ανάλυση καθώς και να έχει μια σχετική άνεση με βασικές

έννοιες της τοπολογίας. Παρόλα αυτά, στα περισσότερα θεωρήματα αναφέρεται

σαφώς το ποιό αποτέλεσμα έχει χρησιμοποιηθεί κάθε φορά, έτσι ώστε το κείμενο

να είναι αυτόνομο και να μπορεί να διαβαστεί χωρίς μόνιμες παραπομπές σε διάφορα

άλλα συγγράμματα.
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Εισαγωγή

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Η παρούσα εργασία έχει σαν αντικείμενο την παρουσίαση της θεωρίας ασθενούς

σύγκλισης μέτρων πιθανότητας ορισμένων σε μετρικούς χώρους, την εφαρμογή

της σε συγκεκριμένους μετρικούς χώρους όπως είναι ο C[0, 1],ο D[0, 1] και ο

D∞ ενώ ένας από τους βασικούς μας στόχους είναι η κατασκευή του μέτρου

Wiener και η διατύπωση και απόδειξη του θεωρήματος του Donsker γνωστό και

ως Donsker′s Invariance Principle.
Στη θεωρία πιθανοτήτων γνωρίζουμε οτι αν

Fn(x) = P

{
ω :

Sn(ω)− np
√
npq

≤ x
}

είναι η συνάρτηση κατανομής της κανονικοποιημένης τυχαίας μεταβλητής που εκ-

φράζει το πλήθος των επιτυχιών σε n δοκιμές Bernoulli και εαν

F (x) = 1√
2π

∫ x

∞
e−

u2

2 du

τότε έχουμε ότι Fn(x)→ F (x),∀x ∈ R.
΄Εστω ότι έχουμε συναρτήσεις κατανομής Fn και F ορισμένες στο R.Θα λέμε

ότι η ακολουθία Fn συγκλίνει ασθενώς στην F (σύμβολο:Fn ⇒ F ) αν ισχύει ότι

Fn(x)→ F (x),∀x που είναι σημείο συνέχειας της F .

Στην περίπτωση που Fn(x) = I[ 1
n ,∞)(x) και F (x) = I[0,∞)(x) τότε Fn ⇒ F διότι

το 0 είναι σημείο ασυνέχειας της F και Fn(x)→ F (x),∀x ∈ R \ {0}.
Ας θεωρήσουμε τώρα τα μέτρα Borel που επάγουν οι συναρτήσεις κατανομής

Fn, F ,δηλαδή

Fn(x) = Pn(−∞, x], F (x) = P (−∞, x], x ∈ R.

Επειδή η F είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν P ({x}) = 0 τότε Fn ⇒ F
συνεπάγεται

Pn(−∞, x]→ P (−∞, x], όταν P ({x}) = 0.

Τώρα,ας συμβολίσουμε με ∂A το σύνορο ενός συνόλου Borel του R,δηλαδή
A ∈ B(R).Επειδή το σύνορο του (−∞, x] ειναι το {x} τότε αν θεωρήσουμε σαν

A το (−∞, x],η προηγούμενη σχέση μας δίνει :

Pn(A)→ P (A) εαν P (∂A) = 0

Στο κεφάλαιο 1 θα δείξουμε ότι Fn ⇒ F αν και μόνο αν η προηγούμενη συνεπα-

γωγή είναι αληθής για κάθε A ∈ B(R) .

Η σημασία των συνόλων A για τα οποία P (∂A) = 0 μπορεί να φανεί απο το

εξής: αν περιοριστούμε στο προηγούμενο παράδειγμα με τις δοκιμές Bernoulli,και
θεωρήσουμε σαν

A =

{
k − np
√
npq

: n = 1, 2, . . . , k = 0, 1 . . . n

}
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Εισαγωγή

τότε P (A) = 1√
2π

∫
A

e−
u2

2 du = 0 (διότι ολοκληρώνουμε πάνω σε ένα αριθμήσιμο

σύνολο) P (∂A) = P (R) = 1 (διότι το A είναι πυκνό στο R) και Pn(A) = 1, ∀n
και έτσι για αυτό το A δεν ισχύει Pn(A) → P (A).Επειδή όμως όπως είδαμε

P (∂A) = 1 > 0,η συνθήκη ασθενούς σύγκλισης δεν παραβιάζεται.

Στο κεφάλαιο 1 θα γενικεύσουμε την ιδέα της ασθενούς σύγκλισης σε μέτρα

που ορίζονται σε αυθαίρετο μετρικό χώρο S. Θα αποδείξουμε το πολύ βασικό

θεώρημα Portmanteau το οποίο δίνει ισοδύναμες συνθήκες για να έχουμε ασθενή

σύγκλιση μέτρων Pn σε ένα μέτρο P ,ενώ θα μελετήσουμε κάποιες βασικές κλάσεις

συνόλων όπως είναι οι ’κλάσεις διαχωρισμού’(separating classes) και οι ’κλάσεις

που καθορίζουν τη σύγκλιση’(convergence-determining classes).
Στο κεφάλαιο 2 θα ασχοληθούμε με την ασθενή σύγκλιση στον χώρο C[0, 1],

όπου έχει οριστεί η τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης. Ο χώρος C είναι ο

χώρος των συνεχών πραγματικών συναρτήσεων ορισμένων στο διάστημα [0, 1] με
την μετρική:

d∞(x, y) = sup
0≤t≤1

{|x(t)− y(t)|}

Προς το τέλος του κεφαλαίου θα δούμε το θεώρημα του Donsker που αποτελεί

μια κατά κάποιον τρόπο γενίκευση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος. Εν-

δεικτικά,ας θεωρήσουμε μια ακολουθία ισόνομων και ανεξάρτητων τυχαίων μετα-

βλητών ξ1,ξ2, . . . ορισμένων σε κάποιο χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P) με μέση τιμή

0 και διασπορά σ2
. Θεωρούμε τώρα ως συνήθως τα n-οστά μερικά αθροίσματα

Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn και για σταθερό ω και n,κατασκευάζουμε μια συνάρτηση

Xn(ω) του C[0, 1] ως εξής: στα σημεία
i

n
της δίνουμε την τιμή

Si(ω)

σ
√
n

ενώ σε

κάθε υποδιάστημα [
i− 1

n
,
i

n
] την επεκτείνουμε γραμμικά. Με άλλα λόγια η τιμή

Xn
t (ω) ισούται με :

Xn
t (ω) =

Si−1(ω)

σ
√
n

+
t− (i−1)

n
1
n

ξi(ω)

σ
√
n
, t ∈ [

i− 1

n
,
i

n
]

Για κάθε ω ∈ Ω, το Xn(ω) είναι ένα στοιχείο του χώρου C και θα αποδείξουμε

οτι η συνάρτηση :

Xn : Ω→ C

είναι F\B(C) μετρήσιμη. Επομένως μπορεί να οριστεί η κατανομή Pn της Xn

πάνω στα σύνολα Borel του C(φυσικά ως προς την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης).΄Ετσι :

Pn(A) = P[ω : Xn(ω) ∈ A]

2



Εισαγωγή

Το θεώρημα του Donsker λέει ότι

Pn ⇒W

όπου με W συμβολίζουμε το μέτρο Wiener στον (C,B(C)).
Το μέτρο Wiener είναι το μέτρο που περιγράφει κατάλληλα την κατανομή πιθανό-

τητας του μονοπατιού που διατρέχει ενα μόριο που εκτελεί κίνηση Brown.
Ας θεωρήσουμε το σύνολο A = [x ∈ C : x(1) ≤ α].Τότε επειδή η τιμή της

συνάρτησης Xn(ω) στο σημείο t = 1 δίνει Xn
1 (ω) = Sn(ω)

σ
√
n
,έπεται ότι

Pn(A) = P[ω : Sn(ω)
σ
√
n
≤ α]

Θα αποδειχθεί ότι W (∂A) = 0 και έτσι

Pn(A)→W [x : x(1) ≤ α]

Επίσης

W [x : x(1) ≤ α] = 1√
2π

∫ α

−∞
e−

u2

2 du

και έτσι το θεώρημα του Donsker περιέχει το κεντρικό οριακό θεώρημα.

Αν οι ξi παίρνουν τιμές 1 και −1 με πιθανότητα
1
2 την καθεμία, τότε η Sn

εκφράζει την θέση που έχουμε την χρονική στιγμή n σε έναν συμμετρικό,τυχαίο

περίπατο. Το κεντρικό οριακό θεώρημα λέει ότι αυτή η θέση, κανονικοποιημένη

(διαιρεμένη δηλαδή με το
√
n), έχει για μεγάλα n την ίδια κατανομή με την κατανο-

μή που έχει η θέση (την στιγμή t = 1) ενός μορίου που εκτελεί κίνηση Brown. Το

θεώρημα Donsker λέει οτι ολόκληρο το μονοπάτι ενός τυχαίου περιπάτου εως τη

στιγμή n έχει ασυμπτωτικά την ίδια κατανομή με την κατανομή που έχει το μονο-

πάτι εως τη στιγμή t = 1 ενός μορίου που εκτελεί κίνηση Brown. Το γεγονός ότι

το μέτρο W είναι το ασθενές όριο των κατανομών των συναρτήσεων Xn
μπορεί

να μας βοηθήσει να αποδείξουμε οριακά θεωρήματα για συναρτήσεις των μερικών

αθροισμάτων S1, S2, . . . , Sn αλλά και θεωρήματα σχετικά με το ίδιο το W .

Στο κεφάλαιο 3 ασχολούμαστε με τον χώρο D[0, 1] και με τον D∞, οι οποίοι

είναι οι κατάλληλοι για την μελέτη της ανέλιξης Poisson, εφόσον περιέχουν τις

συναρτήσεις που είναι δεξιά συνεχείς και έχουν αριστερό όριο σε κάθε σημείο του

πεδίου ορισμού τους. Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε δύο ισοδύναμες μετρικές, την

μετρική d και την μετρική d◦ (μετρική Skorohod) κάτω απο τις οποίες ο χώρος

D[0, 1] ειναι διαχωρίσιμος αλλά είναι πλήρης μόνο κάτω απο την d◦. Η θεωρία

επεκτείνεται με φυσιολογικό τρόπο και στον χώρο D∞

3



1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Ασθενής σύγκλιση σε μετρικούς χώρους

Ενότητα 1:Μέτρα σε μετρικούς χώρους

΄Εστω ένας μετρικός χώρος S και έστω S η Borel σ-άλγεβρα που παράγεται

από τα ανοιχτά σύνολά του, δηλαδή S = B(S) και έστω μια ακολουθία μέτρων

πιθανότητας Pn και P που είναι ορισμένα στον (S,S). Θα λέμε οτι η Pn συγκλίνει

ασθενώς στο P (σύμβολο: Pn ⇒ P ) αν ισχύει ότι∫
S

f dPn →
∫
S

f dP , ∀f : S → R η οποία είναι συνεχής και φραγμένη.

Χάριν ευκολίας θα συμβολίζουμε από εδώ και στο εξής το πρώτο ολοκλήρωμα σαν

Pnf και το δεύτερο σαν Pf .Πρώτα αποδεικνύουμε το εξής θεώρημα για μεμονω-

μένα μέτρα στον (S,S):

Θεώρημα 1.1: Κάθε μέτρο πιθανότητας P ορισμένο στον (S,S) είναι κανο-
νικό.

Απόδειξη: Θα αποδείξουμε ότι ∀ε > 0 και ∀A ∈ S , ∃ σύνολα F,G τέτοια

ώστε F :κλειστό , G:ανοικτό , F ⊆ A ⊆ G και P (G \ F ) < ε. Θέτουμε

G = {A ∈ S : το A έχει τις ζητούμενες ιδιότητες}

Θα δείξουμε ότι η G είναι μια σ-άλγεβρα που περιέχει τα κλειστά σύνολα και άρα

θα περιέχει και την S. Αν συμβολίσουμε με ρ την μετρική του S και ρ(x,A) =
inf {ρ(x, y) : y ∈ A} τότε, όπως είναι γνωστό από την Πραγματική Ανάλυση, η

συνάρτηση ρ(x,A) είναι ομοιόμορφα συνεχής, επειδή |ρ(x,A)−ρ(y,A)| ≤ ρ(x, y),
∀x, y ∈ S. Επίσης ισχύει ρ(x,A) = 0 ⇔ A : κλειστό. Αν το A είναι κλειστό,

τότε παίρνουμε F = A και G = Aδ = {x : ρ(x,A) < δ} για κάποιο κατάλληλο

δ . ΄Ετσι,τα σύνολα Aδ είναι ανοιχτά(ως αντίστροφες εικόνες ανοιχτών μέσω

της συνεχούς ρ(x,A)) και επειδή η ακολουθία Aδn ↘ A, θα ισχύει ότι P (Aδn)↘
P (A) και άρα μπορούμε να βρούμε ένα δn0

ώστε P (Aδn0 )−P (A) = P (Aδn0 \A) =
P (G \ F ) < ε. Επομένως η G περιέχει τα κλειστά σύνολα.

Τώρα είναι προφανές ότι η G είναι κλειστή ως προς συμπληρώματα επειδή αν

F ⊆ A ⊆ G τότε Gc ⊆ Ac ⊆ F c και P (G \ F ) = P (F c \Gc).
Εαν An ∈ G επιλέγουμε κλειστά Fn και ανοιχτά Gn ώστε P (Gn \ Fn) < ε

2n+1 .

Θέτουμε G = ∪nGn και K = ∪nFn. Επειδή Bn = ∪k≤nFk ↗ K μπορούμε να

βρούμε εναν n0 ώστε P (K \Bn0
) < ε

2 . ΄Ετσι τα σύνολα G και Bn0
είναι ανοικτά

και κλειστά αντίστοιχα, Bn0 ⊆ ∪nAn ⊆ G. ΄Ομως P (G \ Bn0) = P (G \ K) +

P (K \Bn0) < ε
2 + P (∪nGn \ ∪nFn) ≤ ε

2 +
∑
n

ε

2n+1
= ε και έτσι έπεται ότι η G

είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις.

4



1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

Το προηγούμενο θεώρημα δείχνει ότι το P καθορίζεται πλήρως από την τιμή

του πάνω στα κλειστά σύνολα F ,υπό την έννοια ότι αν υπάρχει ένα άλλο μέτρο

Q με P (F ) = Q(F ),∀F : κλειστό , τότε P ≡ Q. Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι

το P καθορίζεται πλήρως και από τις τιμές Pf =

∫
S

f dP πάνω στις συνεχείς και

φραγμένες πραγματικές f :

Θεώρημα 1.2: Εαν για δύο μέτρα πιθανότητας P,Q στην S ισχύει ότι
Pf = Qf,∀f : S → R φραγμένη και ομοιόμορφα συνεχή, τότε P ≡ Q.

Απόδειξη: ΄Εστω σύνολο F : κλειστό και ε > 0. Θεωρούμε τη συνάρτηση

f(x) = max
{

0, 1− ρ(x,F )
ε

}
. Είναι 0 ≤ f(x) ≤ 1,∀x ∈ S και άρα η f είναι φραγμέ-

νη. Επίσης λόγω της ομοιόμορφης συνέχειας της ρ(x, F ) έπεται ότι |f(x)−f(y)| ≤
ρ(x,y)
ε και έτσι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής. Αν F ε = {x : ρ(x, F ) < ε} τότε

προκύπτει

IF (x) ≤ f(x) ≤ IF ε(x)

΄Αρα ∫
S

IF dP ≤
∫
S

If dP ≤
∫
S

IF ε dP

δηλαδή

P (F ) ≤ Pf ≤ P (F ε).

Ομοίως, ολοκληρώνοντας ως προς Q προκύπτει Q(F ) ≤ Qf ≤ Q(F ε) και εξ΄

υποθέσεως, Pf = Qf , άρα P (F ) ≤ Q(F ε). Αφήνοντας το ε ↘ 0 έχουμε ότι

P (F ) ≤ Q(F ),∀F : κλειστό και λόγω συμμετρίας ισχύει και P (F ) ≥ Q(F ) ,

επομένως τα P,Q ταυτίζονται στα κλειστά σύνολα και λόγω του Θεωρήματος 1.1

ταυτίζονται σε όλη την S.

Σε αυτό το σημείο θα δώσουμε τον ορισμό της tightness (ισοσυμπάγειας), η

οποία είναι μια πολύ χρήσιμη έννοια στη θεωρία της ασθενούς σύγκλισης. ΄Ενα

μέτρο πιθανότητας P στον (S,S) θα καλείται tight εαν ∀ε > 0,∃ ένα συμπαγές

υποσύνολο K(= Kε) ώστε P (K) > 1 − ε (ή ισοδύναμα P (Kc) < ε). Επειδή

P (A) = P (A ∩K) + P (A ∩Kc) προκύπτει και με βάση το Θεώρημα 1.1 ότι το

P είναι tight αν και μόνο αν P (A) = sup{P (K) : K συμπαγές ⊆ A} για όλα τα

ανοικτά σύνολα A.

Θεώρημα 1.3 : Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος και πλήρης τότε κάθε μέτρο
πιθανότητας στον (S,S) είναι tight.

Απόδειξη : Για εk = 1
k , λόγω διαχωρισιμότητας, υπάρχουν xk1 , x

k
2 , . . . έτσι

ώστε S =

∞⋃
i=1

B(x
(k)
i ,

1

k
) =

∞⋃
i=1

Ak,i . Επειδή P (S) = 1 μπορούμε να επιλέξουμε

5



1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

έναν nk ώστε P (

nk⋃
i=1

Ak,i) > 1− ε

2k
. Ο στόχος μας είναι να χρησιμοποιήσουμε

ενα γνωστό θεώρημα της Πραγματικής Ανάλυσης που λέει οτι ,σε έναν πλήρη

μετρικό χώρο, ένα υποσύνολο είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι κλειστό και

ολικά φραγμένο. Συνεπώς θέτουμε :

Γ =

∞⋂
k=1

nk⋃
i=1

Ak,i

Θα αποδείξουμε οτι το Γ είναι ολικά φραγμένο οπότε ως κλειστό θα είναι και

συμπαγές διότι ο S υποθέσαμε πως είναι πλήρης. ΄Εστω ε > 0 και k0 ∈ N : 2
K0

< ε.
Είναι:

Γ =

∞⋂
k=1

nk⋃
i=1

Ak,i ⊆
nk0⋃
i=1

Ak,i =

nk0⋃
i=1

B(x
(k)
i ,

1

k0
) ⊆

nk0⋃
i=1

B(x
(k)
i , ε)

και αφού
2
k0
< ε έπεται ότι το Γ είναι ολικά φραγμένο.

Τώρα,

P (S \ Γ) ≤ P (

∞⋃
k=1

nk⋂
i=1

Ack,i) ≤
∞∑
i=1

P [

nk⋃
i=1

Ak,i

c

] <

∞∑
k=1

ε

2k
= ε

και άρα P (Γ) > 1− ε όπως έπρεπε να δειχθεί.

Παραδείγματα: Πριν προχωρήσουμε ας δώσουμε έναν ορισμό. Μια υπο-

κλάση A της S θα καλείται separating class εαν ισχύει η συνεπαγωγή :

P (A) = Q(A),∀A ∈ A ⇒ P ≡ Q

Δηλαδή η κλάση A αρκεί για να διαχωρίσει το P από άλλα μέτρα πιθανότητας στον

S. Είναι γνωστό ότι μια κλάση ∆ κλειστή στις πεπερασμένες τομές που παράγει

την S (δηλαδή σ(∆) = S ) αποτελεί separating class.
Παράδειγμα 1.1 : Θεωρούμε τον k-διάστατο Ευκλείδειο χώρο Rk με την συ-

νήθη μετρική και συμβολίζουμε με Rk = B(Rk). Για ένα μέτρο Borel στην Rk
έχουμε την αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής:

F (x1, . . . , xn) = P (y ∈ Rk : yi ≤ xi,∀i = 1, . . . , k)

Είναι γνωστό ότι υπάρχει μια 1-1 και επί αντιστοιχία ανάμεσα στα Borel μέτρα

πιθανότητας και στις συναρτήσεις κατανομής του Rk. Αφού ο Rk είναι πλήρης και

διαχωρίσιμος ως προς τη συνήθη μετρική, προκύπτει από το προηγούμενο θεώρη-

μα ότι οποιοδήποτε μέτρο πιθανότητας στον (Rk,Rk) είναι tight. Επίσης εφόσον

η κλάση ∆ = {(−∞, x1]× (−∞, x2]× . . .× (−∞, xk] : xi ∈ R} είναι π-σύστημα

και παράγει την Rk έπεται ότι είναι και separating class.

Παράδειγμα 1.2 : ΄Εστω R∞ = {x = (x1, x2, . . .) : xi ∈ R,∀i ∈ N} να είναι

ο χώρος όλων των πραγματικών ακολουθιών. Στο R μπορούμε να ορίσουμε
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1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

την μετρική ρ(a, b) = min {1, |a− b|} η οποία είναι ισοδύναμη με την συνήθη

μετρική και κάτω από την οποία ο R παραμένει πλήρης και διαχωρίσιμος. Θεωρούμε

την μετρική γινόμενο στον R∞ που ορίζεται ως :

ρ∞(x, y) =

∞∑
i=1

ρ(xi, yi)

2i

Είναι γνωστό ότι ρ∞(x(n), x)→ 0 ⇐⇒ ρ(x
(n)
i , xi)→ 0,∀i ∈ N.

Δηλαδή, x(n) ρ∞−−−−→
n→∞

x ⇐⇒ x
(n)
i

ρ−−−−→
n→∞

xi,∀i.
Η προβολή πk : R∞ → Rk με πk(x) = (x1, . . . , xk) είναι συνεχής συνάρτηση και

άρα τα σύνολα

(1.1) Nk,ε(x) = {y : |yi − xi| < ε, i = 1, . . . , k} = π−1
k

{
k∏
i=1

(xi − ε, xi + ε)

}
είναι ανοικτά. Αν y ∈ Nk,ε(x) τότε:

ρ∞(x, y) < ε+

∞∑
i=k+1

1

2i
< ε+

1

2k

Η οικογένεια G = {Nk,ε(x) : k ∈ N, ε > 0, x ∈ R∞} αποτελεί βάση της τοπολογίας

του R∞ ενώ ο χώρος R∞ είναι διαχωρίσιμος,ως καρτεσιανό γινόμενο διαχωρίσι-

μων μετρικών χώρων και επειδή το N έχει γνήσια μικρότερο πληθάριθμο από τον

πληθάριθμο του συνεχούς. Μάλιστα εύκολα μπορεί να δειχθεί ότι ένα αριθμήσιμο

και πυκνό υποσύνολό του είναι το εξής :

D = {x = (x1, x2, . . .) : xi ∈ Q , {i : xi 6= 0}:πεπερασμένο }

΄Αρα, από το Θεώρημα 1.3 κάθε μέτρο πιθανότητας στον R∞ είναι tight.
΄Εστω R∞f = {π−1

k (H) : k ∈ N, H ∈ Rk} να είναι η κλάση των πεπερασμένης

διάστασης συνόλων (finite-dimensional sets). Θα δείξουμε ότι η R∞f είναι μια

separating class. Καταρχήν αφού κάθε πk είναι συνεχής συνάρτηση θα είναι και

Borel μετρήσιμη ,δηλαδή R∞/Rk μετρήσιμη, επομένως R∞f ⊆ R∞.Για να δείξου-

με οτι η R∞f είναι π-σύστημα θεωρούμε A = π−1
k (H1), B = π−1

j (H2) δύο σύνολά

της. Επειδή π−1
m (H) = π−1

m+1(H × R) μπορούμε να επιλέξουμε n = k + j και να

εκφράσουμε τα A,B ως προς τον ίδιο δείκτη, δηλαδή A = π−1
n (H1 × Rn−k) και

B = π−1
n (H2 × Rn−j) και τα H1 × Rn−k, H2 × Rn−j είναι σύνολα Borel του Rn.

΄Αρα η R∞f είναι π-σύστημα. Επιπλέον, επειδή ο χώρος R∞ είναι διαχωρίσιμος

μετρικός χώρος θα είναι και δεύτερος αριθμήσιμος, δηλαδή κάθε ανοικτό σύνολο

γράφεται σαν αριθμήσιμη ένωση στοιχείων της G. ΄Ομως τα στοιχεία της G ανή-

κουν όλα στην R∞f επομένως έπεται ότι σ(R∞f ) ⊇ R∞ και τελικά σ(R∞f ) = R∞.

Ειδικά, για τυχόν μέτρο πιθανότητας στον (R∞,R∞) ορίζουμε τις πεπερασμέ-

νης διάστασεις κατανομές του (finite dimensional distributions) να είναι τα μέτρα

P ◦ π−1
k στον (Rk,Rk) ∀k ∈ N. Επειδή η R∞f είναι separating class αν ισχύει

P ◦ π−1
k = Q ◦ π−1

k για κάποιο μέτρο Q, τότε P ≡ Q.
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1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

Παράδειγμα 1.3 : Ας θεωρήσουμε τον χώρο C = C[0, 1] που περιέχει όλες

τις συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο διάστημα [0, 1]. Ορίζουμε

εκεί την μετρική

d(x, y) = sup
0≤t≤1

{|x(t)− y(t)|}.

Η μετρική d είναι αυτή της ομοιόμορφης σύγκλισης και συνεπώς αν μια ακολουθία

συναρτήσεων xn συγκλίνει στην x ως προς την d τότε θα συγκλίνει και κατά

σημείο. Το αντίστροφο βέβαια δεν ισχύει και δίνουμε αμέσως ενα παράδειγμα που

θα μας χρειαστεί στην συνέχεια :

(1.2) zn(t) = ntI[0, 1n ](t) + (2− nt)I( 1
n ,

2
n ](t)

Η ακολουθία των zn συγκλίνει κατά σημείο στην μηδενική συνάρτηση αλλά d(zn, 0) =
1.
Θα δείξουμε ότι χώρος C είναι διαχωρίσιμος. Για κάθε k χωρίζουμε το [0, 1] σε

k ίσα υποδιαστήματα μήκους
1
k το καθένα. Θεωρούμε τώρα Dk να περιέχει ό-

λες τις πολυγωνικές συναρτήσεις που σε κάθε άκρο
i
k έχουν ρητή τιμή και στο

υποδιάστημα Ik,i επεκτείνονται γραμμικά. Προφανώς η
⋃∞
k=1Dk είναι αριθμήσιμο

σύνολο και θα δείξουμε ότι είναι και πυκνό. ΄Εστω x ∈ C, ε > 0. Οι συναρτήσεις

του C είναι ομοιόμορφα συνεχείς επομένως

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |t1 − t2| < δ ⇒ |x(t1)− x(t2)| < ε

Επιλέγουμε k ∈ N : 1
k < δ και τότε ∀1 ≤ i ≤ k και ∀t ∈ Ik,i ⇒ |x(t)−X( ik )| < ε.

Επιλέγουμε στοιχείο y του Dk τέτοιο ώστε ∀1 ≤ i ≤ k ⇒ |y( ik )− x( ik )| < ε.
Λόγω της τριγωνικής ανισότητας προκύπτει ότι αν t ∈ Ik,i τότε

|y( ik )− x(t)| ≤ |y( ik )− x( ik )|+ |x( ik )− x(t)| < 2ε

και ομοίως το ίδιο για το άκρο
i−1
k . Λόγω γραμμικότητας της y έπεται ότι όλα τα

y(t) είναι μέσα σε μια 2ε -περιοχή του εκάστοτε x(t) δηλαδή d(x, y) < 2ε όπως

έπρεπε να δειχθεί.

Θα δείξουμε και ότι ο C είναι πλήρης. ΄Εστω xn μια d-βασική ακολουθία στον C.

Αυτό σημαίνει ότι ∀ε > 0,∃n0 ∈ N : d(xn, xm) < ε, ∀n > m ≥ n0. Το οποίο με

τη σειρά του σημαίνει ότι ∀t ∈ [0, 1] η ακολουθία xn(t) είναι βασική στο R και άρα

θα έχει ένα όριο x(t). Επειδή |xn(t) − xm(t)| ≤ d(xn, xm),∀t ∈ [0, 1] μπορούμε

να αφήσουμε το m → ∞ , οπότε βλέπουμε ότι η xn συγκλίνει ομοιόμορφα στην

x η οποία μάλιστα θα είναι και συνεχής ως ομοιόμορφο όριο συνεχών.

Από το θεώρημα 1.3 λοιπόν έπεται ότι κάθε μέτρο πιθανότητας στον (C, C) είναι

tight, όπου C = B(C).
Για αριθμούς 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ 1 ορίζουμε την προβολή πt1t2...tk : C → Rk με

πt1t2...tk(x) = (x(t1), x(t2), . . . , x(tk)) και τα finite-dimensional sets του C ως :

Cf =
{
π−1
t1...tk

(H) : k ∈ N, 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ 1, H ∈ Rk
}

Η κλάση Cf είναι π-σύστημα. Πράγματι, μπορούμε και εδώ, όπως και πριν, να

’μεγαλώσουμε’ το σύνολο των δεικτών μιας προβολής. Ενδεικτικά έστω ότι έχουμε
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1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

δύο δείκτες t1, t2 και θέλουμε να προσθέσουμε έναν τρίτο ενδιάμεσά τους t1, t3, t2.
Μπορούμε να ορίσουμε την συνάρτηση φ : R3 → R2

με φ(x, y, z) = (x, z) οπότε

πt1t2 = φ ◦ πt1t3t2 και έτσι π−1
t1t2(H) = π−1

t1t3t2 ◦ φ
−1(H) και φυσικά φ−1(H) ∈ R3

, αν H ∈ R2
.

Τώρα, για να δείξουμε ότι είναι separating class καταρχήν βλέπουμε ότι λόγω

συνέχειας των προβολών ισχύει Cf ⊆ C και άρα σ(Cf ) ⊆ C. Για το αντίστροφο,

βλέπουμε ότι

∀x ∈ C,∀ε > 0, B(x, ε) =
⋂

t∈[0,1]

{y ∈ C : |y(t)− x(t)| ≤ ε}

Η παραπάνω τομή, λόγω συνέχειας των εμπλεκόμενων συναρτήσεων, μπορεί να

περιοριστεί στους ρητούς :

B(x, ε) =
⋂

r∈[0,1]∩Q

{y ∈ C : |y(r)− x(r)| ≤ ε}.

Τα σύνολα μέσα στην τομή είναι οι π−1
r {(x(r)− ε, x(r) + ε)} δηλαδή ανήκουν

στην κλάση Cf επομένως η σ(CF ) περιέχει όλες τις ανοιχτές σφαίρες. Επειδή δεί-

ξαμε ότι ο C είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος, θα είναι και δεύτερος αριθμήσιμος

και άρα κάθε ανοιχτό σύνολο γράφεται ως αριθμήσιμη ένωση ανοιχτών σφαιρών.

Δηλαδή η σ(Cf ) περιέχει τα ανοιχτά και συνεπώς σ(Cf ) ⊇ C. Επειδή η Cf είναι

και π-σύστημα, είναι separating class.

Στο επόμενο παράδειγμα θα κάνουμε μια νύξη για την σ-άλγεβρα που παράγε-

ται από τις ανοικτές σφαίρες την οποία συμβολίζουμε με S0. Στην περίπτωση που

ο S είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος, θα είναι και δεύτερος αριθμήσιμος οπότε

η S0 ισούται με την S. Στο επόμενο παράδειγμα θα δούμε ότι στη μη διαχωρίσιμη

περίπτωση ενδέχεται να είναι S0 ( S.

Παράδειγμα 1.4 : ΄Εστω S να είναι ένα υπεραριθμήσιμο σύνολο με τη δια-

κριτή μετρική. Ο S είναι πλήρης αλλά δεν είναι διαχωρίσιμος (ειδάλλως θα έπρεπε

το αριθμήσιμο πυκνό D να περιέχει όλον τον S). Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι :

S0 = {A ⊆ S : A αριθμήσιμο ή S \A αριθμήσιμο }
Εδώ όμως κάθε σύνολο είναι ανοικτό (διότι οι σφαίρες κέντρου x και ακτίνας π.χ.
1
2 είναι το μονοσύνολο x ) και άρα S = 2S , οπότε S0 ( S.

Τελειώνοντας την πρώτη ενότητα θέλουμε να αναφέρουμε ένα Λήμμα το οποίο

θα μας χρησιμεύσει στη συνέχεια :

Λήμμα : ΄Εστω ένα μέτρο πιθανότητας P ορισμένο σε μια σ-άλγεβρα F . Τότε

δεν μπορεί να υπάρχει μια υπεραριθμήσιμη συλλογή από ξένα ανά δύο σύνολα της

F με γνήσια θετικό P -μέτρο.(Το Λήμμα ισχύει γενικότερα για σ-πεπερασμένα μέ-

τρα).

Απόδειξη: ΄Εστω Θ = {θ : Bθ ∈ F , P (Bθ) > 0 , Bθi ∩ Bθj = ∅,∀θi 6= θj} και

έστω ένα ε > 0. Αν θ1, . . . , θn είναι διακεκριμένοι δείκτες ώστε P (Bθi) > ε και

θi ∈ Θ,∀i = 1, . . . , n , τότε 1 ≥ P (
⋃n
i=1Bθi) =

∑n
i=1 P (Bθi) > nε και συνεπώς
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1. Μέτρα σε μετρικούς χώρους Κεφάλαιο 1

το σύνολο Aε = {θ ∈ Θ : P (Bθ) > ε} είναι πεπερασμένο. Το Θ όμως γράφεται

σαν

Θ =
⋃

r∈Q∩[0,1]

Aε

δηλαδή είναι αριθμήσιμο.
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2. Χαρακτηρισμός της ασθενούς σύγκλισης Κεφάλαιο 1

Ενότητα 2 : Χαρακτηρισμός της ασθενούς

σύγκλισης

Στα προηγούμενα ορίσαμε την ασθενή σύγκλιση λέγοντας ότι Pn ⇒ P αν ι-

σχύει Pnf
n→∞−−−−→ Pf για κάθε f : S → R συνεχή και φραγμένη. Επειδή δείξαμε

στο θεώρημα ότι τα ολοκληρώματα Pf καθορίζουν πλήρως το μέτρο P έπεται

άμεσα η μοναδικότητα του ορίου της ασθενούς σύγκλισης.Ξεκινάμε με μερικά πα-

ραδείγματα για να αποσαφηνιστεί κάπως η ιδέα της ασθενούς σύγκλισης :

Παράδειγμα 2.1 : Σε τυχαίο μετρικό χώρο S ορίζουμε το μέτρο Dirac στο

x με δx(A) = IA(x),∀A ∈ S = B(S). Εαν xn
ρ−→ x0 τότε για f συνεχή, πραγ-

ματική έπεται f(xn)
|·|−→ f(x0) , δηλαδή δxnf = f(xn)

|·|−→ δx0
f = f(x0) και

άρα δxn ⇒ δx0
. Θα δείξουμε και το αντίστροφο τώρα , δηλαδή αν δxn ⇒ δx0

τότε xn
ρ−→ x0. Πράγματι ας υποθέσουμε ότι xn 9 x0. Τότε ∃ε > 0 ώστε

ρ(xn, x0) > ε για άπειρα n. Αν θεωρήσουμε F = {x0} και

f(x) = max

{
0, 1− ρ(x, F )

ε

}
τότε η f είναι συνεχής και φραγμένη (επειδή το F είναι κλειστό, ως μονοσύνολο)

και f(x0) = 1, f(xn) = 1 για άπειρα n. ΄Αρα f(xn) 9 f(x0) δηλαδή δxn ; δx0 ,

άτοπο. Τελικά xn
ρ−→ x0 ⇐⇒ δxn ⇒ δx0 .

Παράδειγμα 2.2 : Θεωρούμε σαν χώρο S να είναι το διάστημα [0, 1] με τη

συνήθη μετρική και μέσα σε αυτό , ∀n ∈ N παίρνουμε rn το πλήθος σημεία

xn,k : 0 ≤ k < rn με τέτοιο τρόπο ώστε αυτά να είναι ασυμπτωτικώς ομοιόμορφα

κατανεμημένα υπό την έννοια να ισχύει το εξής :

(2.1)
#{k : xn,k ∈ J}

rn

n→∞−−−−→ |J |, ∀J : υποδιάστημα του [0, 1]

Ορίζουμε μια ακολουθία μέτρων πιθανότητας στο [0, 1] με

Pn(xn,k) = 1
rn
, ∀k = 0, 1 . . . , rn.

Θα αποδείξουμε ότι Pn ⇒ P , όπου P είναι το μέτρο Lebesgue περιορισμένο

στο [0, 1]. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής (και προφανώς φραγμένη). Η f είναι

Riemann ολοκληρώσιμη επομένως ∀ε > 0 υπάρχει μια διαμέριση P̃ του [0, 1] σε

υποδιαστήματα Ji ώστε :

U(f, P̃ )−
∫

[0,1]

f(x) dλ(x) =
∑
i

vi|Ji| − Pf < ε

∫
[0,1]

f(x) dλ(x)− L(f, P̃ ) = Pf −
∑
i

ui|Ji| < ε ,

όπου vi = sup{f(x) : x ∈ Ji}, ui = inf{f(x) : x ∈ Ji}. ΄Ομως :

11
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Pnf =

rn∑
k=1

f(xn,k)

rn
≤
∑
i

vi#{k : xn,k ∈ Ji}
rn

n−→
∑
i

vi|Ji| = U(f, P̃ ) ≤ Pf + ε

και αντίστοιχα το κάτω φράγμα :

Pnf ≥ Pf + ε.

Συνεπώς Pnf
n−→ Pf και άρα Pn ⇒ P .

Σαν μια ειδική περίπτωση μπορούμε να πάρουμε σαν rn = 10n, xn,k = k
10n , 0 ≤ k <

rn. Τα σημεία είναι ασυμπτωτικώς ομοιόμορφα κατανεμημένα επειδή για J = [a, b]
τα k εκείνα για τα οποία τα σημεία xn,k ανήκουν στο J θα πρέπει να ικανοποιούν

την ba10nc ≤ k ≤ bb10nc και παίρνοντας όρια, το εν λόγω πλήθος των k διαιρε-

μένο με rn συγκλίνει στο b− a.

Στο σημείο αυτό είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε το πολύ βασικό θεώρημα του

Portmanteau το οποίο δίνει ισοδύναμες συνθήκες για το πότε μια ακολουθία μέ-

τρων πιθανότητας Pn συγκλίνει ασθενώς σε ένα μέτρο P . Από εδώ και στο εξής

θα καλούμε ένα σύνολο A ∈ S ως P -continuity set εαν ισχύει P (∂A) = 0.

Θεώρημα 2.1 : Τα εξής είναι ισοδύναμα:

i) Pn ⇒ P

ii) Pnf → Pf για κάθε φραγμένη, ομοιόμορφα συνεχή, πραγματική f

iii) lim supn Pn(F ) ≤ P (F ),∀F : κλειστό

iv) lim infn Pn(G) ≥ P (G),∀G : ανοικτό

v) Pn(A)→ P (A),∀A : P -continuity set

Για να δούμε τη σημασία αυτού του θεωρήματος, ας επιστρέψουμε στο πα-

ράδειγμα 2.1 και ας υποθέσουμε ότι xn → x0 (οπότε δxn ⇒ δx0) και επιπλέον

ότι xn 6= x0,∀n. Για το κλειστό σύνολο F = {x0} και για το ανοικτό σύνολο

G = S \ {x0} οι ανισότητες iii) , iv) είναι γνήσιες. Ακόμη, αν A = {x0} τότε

προφανώς δxn(A) = 0 9 δx0
(A) = 1 , πράγμα που δεν δημιουργεί αντίφαση με

την συνθήκη v) μιας και το A δεν είναι δx0 -continuity set.
Επίσης, ας υποθέσουμε ότι στο παράδειγμα 2.2 θεωρούμε το σύνολο A =

{xn,k : n ∈ N, k = 0, 1 . . . , rn} . Τότε το σύνολο A είναι αριθμήσιμο και έτσι

P (A) = λ(A) = 0 ενώ Pn(A) = 1 ∀n , οπότε Pn(A) 9 P (A). Πάλι δεν έχουμε

πρόβλημα διότι ∂A = S και P (S) = 1. Λόγω κανονικότητας του μέτρου Lebesgue
υπάρχει ένα ανοικτό G : S ⊇ G ⊇ A με P (G) < 1

2 και για αυτό το G η ανισότητα

της iv) είναι γνήσια.

Απόδειξη: i) =⇒ ii) είναι άμεσο, διότι κάθε ομοιόμορφα συνεχής f είναι

και συνεχής.

ii) =⇒ iii) Θεωρούμε ένα F : κλειστό και την φραγμένη και ομοιόμορφα συνεχή

συνάρτηση του θεωρήματος 1.2 δηλαδή :

12
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(2.2) f(x) = max

{
0, 1− ρ(x, F )

ε

}
.

΄Οπως και στο 1.2 έχουμε τις ανισότητες :

lim sup
n

Pn(F ) ≤ lim sup
n

Pnf = Pf ≤ P (F ε)

Αφού το F : κλειστό , αφήνοντας το ε↘ 0 προκύπτει η συνθήκη iii).
iii) ⇐⇒ iv) προκύπτει άμεσα παίρνοντας συμπληρώματα.

iii) + iv) =⇒ v) Αν A, A◦ είναι η κλειστότητα και το εσωτερικό του A αντί-

στοιχα τότε λόγω iii) , iv) έπεται :

(2.3) P (A) ≥ lim supn Pn(A) ≥ lim infn Pn(A) ≥ lim infn Pn(A◦) ≥ P (A◦).

Αν το σύνολο A έχει P (∂A) = 0 τότε P (A) = P (A◦) = P (A) οπότε προκύπτει

Pn(A)→ P (A).
v) =⇒ i) ΄Εστω f συνεχής και φραγμένη. Τότε |f(x)| ≤M,∀x ∈ S και συνεπώς

για να αποδείξουμε ότι
∫
S
f dPn →

∫
S
f dP αρκεί να δείξουμε ότι

∫
S
f
M dPn →∫

S
f
M dP . Συνεπώς μπορούμε να υποθέσουμε εξαρχής ότι 0 ≤ f ≤ 1. Από το

θεώρημα του Fubini είναι :

Pf =

∫
[0,∞]

P [f > t] dλ(t) =

∫
[0,1]

P [f > t] dλ(t)

και το ίδιο για την Pnf . Επειδή η f συνεχής έπεται ότι ∂[f > t] ⊆ [f = t]. Από το

βασικό Λήμμα που αποδείξαμε στο τέλος του πρώτου κεφαλαίου , επειδή η συλλογή

{[f = t] : t ∈ R} είναι υπεραριθμήσιμη και αποτελείται απο ξένα ανά δύο σύνολα

, τότε P ([f = t]) > 0 ισχύει για αριθμήσιμα το πολύ το πλήθος t. ΄Ετσι ισχύει

P (∂[f = t]) = 0 εκτός ίσως απο αριθμήσιμα το πλήθος t. Θα χρησιμοποιήσουμε

το θεώρημα φραγμένης σύγκλισης για να δείξουμε ότι Pnf → Pf . Πράγματι, οι

συναρτήσεις Gn(t) = Pn[f > t], G(t) = P [f > t] είναι φθίνουσες ως προς t άρα

είναι όλες Borel μετρήσιμες. Επίσης Gn(t)
n−→ G(t) λ-σχεδόν για όλα τα t ∈ [0, 1]

λόγω της v) και του γεγονότος ότι τα [f > t] είναι P -continuity sets λ-σχεδόν για

όλα τα t. Προφανώς 0 ≤ Gn(t) ≤ 1,∀t και από θεώρημα φραγμένης σύγκλισης

προκύπτει : ∫
[0,1]

Gn(t) dλ(t)
n−→
∫

[0,1]

G(t) dλ(t)

δηλαδή Pnf → Pf .

Συνήθως για να αποδείξουμε την ασθενή σύγκλιση χρειάζεται να δείξουμε ότι

Pn(A)→ P (A) για όλα τα σύνολα A που ανήκουν σε κάποια ’καλή’ υποκλάση της

S. Τα επόμενα θεωρήματα δίνουν δύο τέτοιες υποκλάσεις.

Θεώρημα 2.2 : Υποθέτουμε ότι η κλάση AP είναι i) π-σύστημα και ii) ότι
κάθε ανοικτό σύνολο γράφεται ως αριθμήσιμη ένωση στοιχείων της AP . Αν
Pn(A)→ P (A) ,∀A ∈ AP τότε Pn ⇒ P .
Απόδειξη : Για G ανοικτό υπάρχει ακολουθία {Ai} ∈ AP με G =

⋃∞
i=1Ai.

Επειδή
⋃r
i=1Ai ↗ G , ∀ε > 0,∃r : P (

⋃r
i=1Ai) > P (G)− ε.
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Τώρα ισχύει ότι :

Pn(

r⋃
i=1

Ai) =
∑
i

Pn(Ai)−
∑
i 6=j

Pn(Ai ∩Aj) + . . .+ (−1)r−1Pn(A1 ∩ . . . ∩Ar)

και επειδή η AP είναι π-σύστημα, κάθε ένα από τα αθροίσματα συγκλίνει στο

αντίστοιχο με P όπου Pn , το οποίο ισούται με P (
⋃r
i=1Ai). ΄Αρα :

lim inf
n

Pn(G) ≥ lim inf
n

Pn(

r⋃
i=1

Ai) = P (

r⋃
i=1

Ai) > P (G)− ε

Επειδή ε:τυχόν έπεται ότι Pn ⇒ P .

Θεώρημα 2.3 : ΄Εστω ότι ο S είναι διαχωρίσιμος και μια κλάση AP για την
οποία ισχύει ότι είναι i) π-σύστημα και ii) ∀x ∈ S, ∀ε > 0, ∃A ∈ AP : x ∈ A◦ ⊆
A ⊆ B(x, ε). Αν Pn(A)→ P (A) ∀A ∈ AP τότε Pn ⇒ P .
Απόδειξη : ΄Εστω G : ανοικτό σύνολο. Αν x ∈ G τότε ∃ε > 0 : B(x, ε) ⊆ G .

Επομένως από την υπόθεση ∃Ax ∈ AP : x ∈ A◦x ⊆ Ax ⊆ G , δηλαδή το

{A◦x : x ∈ G} είναι ανοικτό κάλυμμα του G. Το G είναι υποσύνολο του δια-

χωρίσιμου S άρα περιορίζοντας την μετρική στο G, το G γίνεται διαχωρίσιμος

μετρικός χώρος και άρα χώρος Lindelof. Συνεπώς κάθε ανοικτό κάλυμμα του G
έχει αριθμήσιμο υποκάλυμμα. Δηλαδή G =

⋃∞
i=1A

◦
xi και επειδή A◦x ⊆ Ax ⊆ G

έχουμε G =
⋃∞
i=1Ax. ΄Ετσι ικανοποιείται η υπόθεση του θεωρήματος 2.2 .

Μια υποκλάση A ⊆ S θα λέγεται convergence-determining class αν για κάθε

μέτρο P και για κάθε ακολουθία μέτρων Pn ισχύει η συνεπαγωγή :

Pn(A)→ P (A),∀A ∈ A με P (∂A) = 0 =⇒ Pn ⇒ P .

Για να δείξουμε ότι μια κλάση A είναι convergence-determining class αρκεί να

δείξουμε ότι η κλάση AP των P -continuity sets ικανοποιεί τις υποθέσεις του

θεωρήματος 2.2 ή του 2.3, οποιοδήποτε κι αν είναι το P . Για δοθείσα A έστω :

Ax,ε = {A ∈ A : x ∈ A◦ ⊆ A ⊆ B(x, ε)} , ∂Ax,ε = {∂A : A ∈ Ax,ε}.

Εαν η συλλογή ∂Ax,ε περιέχει υπεραριθμήσιμα το πλήθος ξένα ανά δύο σύνολα,

τότε λόγω του λήμματος του πρώτου κεφαλαίου , τουλάχιστον ένα από αυτά θα

πρέπει να έχει P -μέτρο 0 οπότε έχουμε το :

Θεώρημα 2.4 : Ας υποθέσουμε ότι i) η κλάση A είναι π-σύστημα και ii) ο
S είναι διαχωρίσιμος και ότι ∀x ∈ S, ∀ε > 0 η κλάση ∂Ax,ε είτε περιέχει το ∅ είτε
περιέχει υπεραριθμήσιμα το πλήθος ξένα ανά δύο σύνολα. Τότε η κλάση A είναι
convergence determining class .
Απόδειξη : Πρέπει να αποδείξουμε ότι για ένα τυχόν P η κλάση

AP = {A ∈ A : P (∂A) = 0 }

ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 2.3. ΄Εστω λοιπόν τυχόν P . Επειδή απο

την Τοπολογία είναι γνωστό ότι
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(2.4) ∂(A ∩B) ⊆ (∂A) ∪ (∂B)

προκύπτει άμεσα ότι η AP είναι π-σύστημα. Τώρα έστω ότι ισχύει

Pn(A)→ P (A),∀A ∈ A με P (∂A) = 0.

Πρέπει να αποδείξουμε ότι Pn ⇒ P . Ουσιαστικά μένει να αποδειχθεί το ii) του

θεωρήματος 2.3. Αν για κάποια x, ε η ∂Ax,ε περιέχει το ∅ αυτό σημαίνει ότι

∃A ∈ Ax,ε : ∂A = ∅. Δηλαδή A ∈ AP και x ∈ A◦ ⊆ A ⊆ B(x, ε). Εαν δεν

περιέχει το ∅ τότε θα περιέχει υπεραριθμήσιμα το πλήθος και ξένα ανά δύο σύνολα

και σνεπώς σίγουρα θα υπάρχει κάποιο σύνολο A ∈ Ax,ε : P (∂A) = 0. Δηλαδή

A ∈ AP και x ∈ A◦ ⊆ A ⊆ B(x, ε). Σε κάθε περίπτωση ικανοποιείται το ii) του

θεωρήματος 2.3 και έτσι Pn ⇒ P , δηλαδή η A είναι μια convergence determining
class.
Παράδειγμα 2.3: Στον Rk η κλάση των ορθογωνίων

A = {(a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (ak, bk] : ai, bi ∈ R}

είναι convergence determining class διότι ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος

2.4. Επίσης η κλάση :

Q = {Qx = (−∞, x1]× . . .× (−∞, xk] : x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk}

είναι convergence determining class. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι

Pn(Qx)→ P (Qx),∀x : P (∂Qx) = 0.

Για i = 1, . . . , k θεωρούμε τα σύνολα Ei = {t ∈ R : P [y : yi = t] > 0}. Κάθε Ei
είναι αριθμήσιμο σύνολο και άρα και η ∪iEi. Επομένως το σύνολο D = (∪iEi)c
είναι πυκνό στο R , ως συμπλήρωμα αριθμήσιμου. ΄Εστω τώρα AP να είναι η

κλάση των ορθογωνίων για τα οποία οι συντεταγμένες από κάθε κορυφή ανήκουν

στο D. Η AP είναι π-σύστημα. Αν A ∈ AP και αν x: κορυφή του A τότε

∂Qx ⊆ ∪i[y : yi = xi] και από τον τρόπο που ορίστηκαν τα Ei προκύπτει ότι

το Qx είναι P -continuity set. Με τη βοήθεια της αρχής εγκλεισμού-αποκλεισμού

μπορούμε να σπάσουμε το Pn(A) σε άθροισμα απο Pn(Qx(i)) όπου όλες οι κορυ-

φές x(i) ανήκουν στο D. ΄Ετσι λόγω της υπόθεσης ότι Pn(Qx) → P (Qx) αν x:
τέτοιο ώστε P (∂Qx) = 0 , προκύπτει ότι Pn(A)→ P (A). Επειδή τώρα το D είναι

πυκνό έπεται πως η κλάση AP ικανοποιεί τις υποθέσεις του 2.3 .

Παράδειγμα 2.4: Τώρα θα αποδείξουμε ότι η κλάσηR∞f των finite-dimensional
sets είναι και convergence-determining class. Καταρχήν είναι π-σύστημα και ο R∞
είναι διαχωρίσιμος επομένως θα δούμε αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεω-

ρήματος 2.4. ΄Εστω x ∈ R∞ και ε > 0. Επιλέγουμε k ∈ N με
1
2k

< ε
2 και

η : 0 < η < ε
2 . Τώρα έστω τα εξής finite-dimensional sets :

Aη = π−1
k {

k∏
i=1

(xi − η, xi + η)} = {y ∈ R∞ : |yi − xi| < η,∀i ≤ k}
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Τότε προφανώς x ∈ A◦η = Aη ⊆ B(x, ε) και επειδή το σύνορο ενός Aη, ∂Aη,
αποτελείται απο εκείνα τα y με |yi − xi| ≤ η,∀i ≤ k και ισότητα για κάποια i ,

βλέπουμε ότι η συλλογή {∂Aη : 0 < η < ε
2} περιέχει υπεραριθμήσιμα το πλήθος

ξένα ανά δύο σύνολα. ΄Ετσι εφαρμόζεται το θεώρημα 2.4 και άρα

Pn ⇒ P ⇐⇒ Pn(A)→ P (A),∀A ∈ R∞f με P (∂A) = 0

Παράδειγμα 2.5: Η κλάση Cf των finite-dimensional sets του χώρου C[0, 1]
δεν είναι convergence-determining class. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την ακολου-

θία zn όπως ορίστηκε στη σχέση (1.2) και θεωρήσουμε Pn = δzn , P = δ0, τότε
επειδή zn 9 0 ομοιόμορφα, θα είναι Pn ; P . ΄Εστω k ∈ N και H ∈ Rk και

t1, . . . , tk ∈ [0, 1]. Επιλέγουμε n ∈ N : 2
n < min{ti : ti 6= 0} και τότε :

πt1...tk(zn) = (0, 0, . . . , 0) = πt1,...tk(0)

και συνεπώς σε κάθε περίπτωση Pn(π−1
t1...tk

(H)) = P (π−1
t1...tk

(H)),∀H ∈ Rk.΄Αρα

Pn(A)→ P (A),∀A ∈ Cf (ακόμα και όταν P (∂A) > 0), αλλά Pn = δzn ; P = δ0.

Τώρα θα αναφέρουμε ένα θεώρημα που είναι πολύ εύκολο στην απόδειξη ωστόσο

θα μας βοηθήσει σε επόμενες ενότητες να αποδείξουμε ασθενή σύγκλιση :

Θεώρημα 2.5: Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει Pn ⇒ P είναι κά-
θε υπακολουθία {Pni} να περιέχει μια περαιτέρω υπακολουθία {Pnim} η οποία να
συγκλίνει ασθενώς στο P , δηλαδή Pnim ⇒ P .

Απόδειξη: Το αναγκαίο είναι άμεσο. Για το ικανό, ας υποθέσουμε ότι Pn ; P .

Τότε θα υπάρχει κάποια συνεχής και φραγμένη πραγματική f ώστε Pnf 9 Pf ,
δηλαδή ∃ ε > 0 και υπακολουθία {Pnif} : |Pnif − Pf | > ε, ∀i και έτσι για την

υπακολουθία {Pni} καμία υπο-υπακολουθία δεν θα συγκλίνει ασθενώς, άτοπο.

Το Θεώρημα Απεικόνισης

Στη συνέχεια θα αναφέρουμε ενα πολύ σημαντικό θεώρημα, το επονομαζόμενο

Θεώρημα Απεικόνισης (Mapping Theorem, όπως θα το σημειώνουμε από εδώ και

στο εξής). Υποθέτουμε πως έχουμε μια h : S → S′ όπου ο χώρος S′ έχει την
μετρική ρ′ και την B(S′) = S ′. Αν ισχύει ότι h−1(S ′) ⊆ S θα λέμε ότι η h είναι

S\S ′ μετρήσιμη και γνωρίζουμε ότι για δεδομένο μέτρο Borel P στον S επάγεται

ένα μέτρο Borel στον S′ με P ◦ h−1(A) = P (h−1(A)). Παρατηρούμε ότι αν η h
είναι συνεχής τότε ισχύει :

Pn ⇒ P =⇒ Pn ◦ h−1 ⇒ P ◦ h−1
.

Πράγματι, αν η f είναι πραγματική, συνεχής (στον S′) και φραγμένη τότε η f ◦ h
είναι συνεχής, πραγματική και φραγμένη στον S επομένως :

Pn ⇒ P =⇒
∫
S

f(h(x)) dPn(x) =

∫
S′
f(y) d(Pn ◦ h−1)(y)→∫

S

f(h(x)) dP (x) =

∫
S′
f(y) d(P ◦ h−1)(y).
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Παράδειγμα 2.6 : Εαν Pn ⇒ P στον R∞ τότε Pn ◦ π−1
k ⇒ P ◦ π−1

k στον

Rk για κάθε k, επειδή οι προβολές είναι συνεχείς συναρτήσεις. Θα προσπαθήσου-

με τώρα να δείξουμε και την αντίστροφη συνεπαγωγή. Επειδή η πk είναι συνεχής

μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι ∂π−1
k (H) ⊆ π−1

k (∂H) (χρησιμοποιούμε το γε-

γονός ότι για f : συνεχή ισχύει f−1(B) ⊆ f−1(B) και f−1(B◦) ⊆ (f−1(B))◦

). Τώρα για τον αντίστροφο εγκλεισμό, αν x ∈ π−1
k (∂H), τότε υπάρχουν δύο

ακολουθίες διανυσμάτων στον Rk , a(n), b(n)
, με a(n) ∈ H, b(n) ∈ Hc

και

a(n) n−→ πk(x), b(n) n−→ πk(x).

Τα στοιχεία y(n) = (a
(n)
1 , . . . , a

(n)
k , xk+1, . . . ) του R∞ ανήκουν στο π−1

k (H) και

ρ∞(y(n), x)
n−→ 0, διότι a

(n)
i

n−→ xi,∀i = 1, . . . , k. Επίσης τα στοιχεία

z(n) = (b
(n)
1 , . . . , b

(n)
k , xk+1, . . .) του R∞ ανήκουν στο (π−1

k (H))c και

ρ∞(z(n), x)
n−→ 0 διότι b

(n)
i

n−→ xi,∀i = 1, . . . , k. ΄Αρα προκύπτει ότι x ∈ ∂π−1
k (H)

δηλαδή ∂π−1
k (H) = π−1

k (∂H).
Τώρα αν A = π−1

k (H) είναι ένα P -continuity set έχουμε :

0 = P (∂A) = P (∂π−1
k (H)) = P (π−1

k (∂H)) = P ◦ π−1
k (∂H)

δηλαδή το H είναι ένα P ◦ π−1
k -continuity set. Αφού όμως υποθέσαμε ότι Pn ◦

π−1
k ⇒ P ◦ π−1

k τότε και Pn(A) → P (A) για όλα τα A που είναι P -continuity
sets στην R∞f , η οποία επειδή είναι convergence-determining class μας δίνει ότι

Pn ⇒ P . Επομένως :

Pn ⇒ P (στον R∞) ⇐⇒ Pn ◦ π−1
k ⇒ P ◦ π−1

k ,∀k (στον Rk) .

Παράδειγμα 2.7 : Οι προβολές πt1...tk : C → Rk είναι συνεχείς και επομένως:

{Pn ⇒ P} =⇒ {Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

,∀k ∈ N και ∀t1, . . . , tk ∈ [0, 1]} .

΄Οπως είδαμε στο Παράδειγμα 2.5 το αντίστροφο δεν ισχύει.

Πριν αποδείξουμε το Mapping Theorem, το οποίο ουσιαστικά κάνει λιγότερο

ισχυρή την απαίτηση η h να είναι συνεχής, θα αποδείξουμε το εξής βοηθητικό

Λήμμα :

Λήμμα : ΄Εστω h : (S, ρ) → (S′, ρ′) μια συνάρτηση και Dh το σύνολο των

σημείων ασυνέχειας της h. Τότε Dh ∈ S = B(S).

Απόδειξη : Καταρχήν θα χρησιμοποιήσουμε έναν ισοδύναμο ορισμό της συ-

νέχειας μιας συνάρτησης σε ένα σημείο x0. Εν προκειμένω, η h είναι συνεχής σε

ένα σημείο x0 αν και μόνο αν ∀ε > 0,∃ δ > 0 :

αν x, y ∈ S και ρ(x, x0) < δ, ρ(y, x0) < δ =⇒ ρ′(h(x), h(y)) < ε.

Συνεπώς ορίζουμε Aε,δ να είναι το σύνολο όλων των x ∈ S για τα οποία υπάρχουν

y, z ∈ S με ρ(x, y) < δ, ρ(x, z) < δ αλλά ρ′(h(y), h(z)) ≥ ε. Το σύνολο Aε,δ
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είναι ανοικτό. Πράγματι το Aε,δ μπορεί να γραφτεί σαν :⋃
{y,z∈S: y/∈h−1{Bρ′ (h(z),ε)}}

{Bρ(y, δ) ∩Bρ(z, δ)}

το οποίο είναι ανοικτό σύνολο. Επίσης εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ισχύει :

Dh =
⋃

{ε∈Q∩(0,∞)}

⋂
{δ∈Q∩(0,∞)}

Aε,δ

το οποίο είναι σύνολο Borel.

Θεώρημα 2.6 (Mapping Theorem) : Εαν Pn ⇒ P και P (Dh) = 0 τότε
Pn ◦ h−1 ⇒ P ◦ h−1.

Απόδειξη : ΄Εστω F ένα κλειστό υποσύνολο του S′ και x ∈ h−1(F ). Τό-

τε υπάρχει {yn} με yn → x και h(yn) ∈ F . Αν υποθέσουμε ότι x ∈ Dc
h τότε

h(yn) → h(x) δηλαδή x ∈ h−1(F ). Τελικά Dc
h ∩ h−1(F ) ⊆ h−1(F ) (μια σχέση

που ισχύει ακόμα κι αν το F δεν είναι κλειστό). Συνεπώς έχουμε :

lim supn Pn(h−1(F ) ≤ lim supn Pnh
−1(F ) ≤ P (h−1(F )) = P (Dc

h ∩ h−1(F )) ≤
P (h−1F ) = P (h−1(F )) ,

όπου η δεύτερη ανισότητα προκύπτει επειδή Pn ⇒ P , η πρώτη ισότητα επειδή

P (Dc
h) = 1 και η δεύτερη ισότητα επειδή το F είναι κλειστό.

Παράδειγμα 2.8 : ΄Εστω F μια συνάρτηση κατανομής στο R και έστω φ
η ”αντίστροφή ” της δηλαδή αν 0 < u < 1, φ(u) = inf[x : u ≤ F (x)] και

φ(0) = φ(1) = 0. Είναι γνωστό ότι φ(u) ≤ x ⇐⇒ u ≤ F (x) επομέ-

νως αν P = λ|[0,1] είναι ο περιορισμός του μέτρου Lebesque στο [0, 1] τότε

P ◦ φ−1(−∞, x] = P [u : φ(u) ≤ x] = P [u : u ≤ F (x)] = F (x). Επειδή η φ
είναι αύξουσα έχει αριθμήσιμες ασυνέχειες το πολύ δηλαδή P (Dφ) = 0. Συνεπώς

αν ισχύει ότι Pn ⇒ P τότε θα έχουμε ότι και Pn ◦ φ−1 ⇒ P ◦ φ−1
.

Παράδειγμα 2.9 : ΄Εστω S0 ∈ S και θεωρούμε τον S0 με την σχετική το-

πολογία και συνεπώς με την δική του σ-άλγεβρα Borel δηλαδή S0 = σ(TS0).
Επειδή σ(F ∩ S0) = σ(F) ∩ S0 μπορεί εύκολα να δειχτεί ότι S0 = S ∩ S0 δη-

λαδή η Borel σ-άλγεβρα του S0 αποτελείται από τα S-σύνολα που περιέχονται

στο S0. Υποθέτουμε τώρα ότι έχουμε μέτρα πιθανότητας Pn, P ορισμένα στην

S με Pn(S0) = P (S0) = 1 και έστω Qn = Pn|S0, Q = P |S0 να είναι οι πε-

ριορισμοί τους στην S0. Τότε αν h : S0 → S είναι η ταυτοτική, βλέπουμε ότι

Pn = Qn ◦ h−1, P = Q ◦ h−1
και επειδή η h είναι συνεχής ,το Mapping Theorem

μας δίνει : Qn ⇒ Q =⇒ Pn ⇒ P .

Το αντίστροφο ισχύει επίσης. Τα ανοικτά σύνολα στη σχετική τοπολογία του

S0 είναι της μορφής G ∩ S0 όπου G: ανοικτό στον S. ΄Ομως Qn(G ∩ S0) =
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Pn(G ∩ S0) = Pn(G), διότι Pn(S0) = 1 και ομοίως Q(G ∩ S0) = Q(G). ΄Αρα, αν

Pn ⇒ P τότε lim infnQn(G ∩ S0) = lim infn Pn(G) ≥ P (G) = Q(G ∩ S0) και

έτσι Qn ⇒ Q, στον (S0,S0).

Χώροι γινόμενο

Είναι γνωστό από την Τοπολογία ότι αν S′, S′′ είναι δύο μετρικοί χώροι τότε

ο χώρος γινόμενο T = S′ × S′′ είναι διαχωρίσιμος ⇐⇒ κάθε ένας από τους

S′, S′′ είναι διαχωρίσιμος. Επίσης σε αυτή την περίπτωση για τις σ-άλγεβρες Borel
ισχύουν ότι T = S ′ × S ′′. Ορίζουμε τις περιθώριες κατανομές ενός μέτρου P
στην T να είναι τα μέτρα P ′, P ′′ στην S ′,S ′′ με P ′(A′) = P (A′ × S′′), P ′′(A′′) =
P (S′ × A′′). Επειδή οι προβολές π′ : T → S′, π′′ : T → S′′ είναι συνεχείς και

επειδή P ′ = P ◦ (π′)−1, P ′′ = P ◦ (π′′)−1
προκύπτει ότι αν Pn ⇒ P (στον T ) τότε

P ′n ⇒ P ′ (στον S′) και P ′′n ⇒ P ′′ (στον S′′).
Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. ΄Ομως ας θεωρήσουμε το π-σύστημα A =

{A′×A′′ : A′ ∈ S′, A′′ ∈ S′′} και την μετρική t : T×T → R με t((x′, x′′), (y′, y′′)) =
max{ρ′(x′, y′), ρ′′(x′′, y′′)}. Τότε οι ανοικτές σφαίρες του χώρου γινόμενο T έ-

χουν τη μορφή:

(2.5) Bt((x
′, x′′), r) = Bρ′(x

′, r)×Bρ′′(x′′, r)

και έτσι ανήκουν στην κλάση A(x′,x′′),r. Επειδή τα σύνορα ∂Bt((x
′, x′′), r) είναι

ξένα ανά δύο (για τις διάφορες τιμές του r ∈ R+
) και υπεραριθμήσιμα το πλήθος,

βλέπουμε ότι η κλάση A ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 2.4 και επειδή ο

T είναι διαχωρίσιμος, έπεται ότι η A είναι μια convergence-determining class. Αν

τώρα θεωρήσουμε AP = {A ∈ A : P ′(∂A′) = 0 = P ′′(∂A′′)}, τότε εφαρμόζοντας

την σχέση (6) μπορούμε εύκολα να δούμε πως η AP είναι π-σύστημα. Ακόμη

επειδή :

(2.6) ∂(A′ ×A′′) ⊆ ((∂A′)× S′′)
⋃

(S′ × (∂A′′))

βλέπουμε ότι κάθε στοιχείο της AP είναι P -continuity set. Τώρα, οι συλλογές :

{∂Bρ′(x′, r1) : r1 > 0}, {∂Bρ′′(x′′, r2) : r2 > 0}

αποτελούνται απο υπεραριθμήσιμα το πλήθος ξένα ανά δύο σύνολα, από το Λήμμα

του πρώτου κεφαλαίου τα σύνολα :

{r > 0 : P ′(∂Bρ′(x
′, r)) > 0}, {r > 0 : P ′′(∂Bρ′′(x

′′, r)) > 0}

είναι το πολύ αριθμήσιμα και συνεπώς και η ένωσή τους είναι το πολύ αριθμήσιμη,

δηλαδή υπάρχει r̃ > 0 που δεν ανήκει στην ένωση, δηλαδή για αυτό το r̃ η σφαίρα

της μορφής (7) ανήκει στην AP . ΄Ετσι εφαρμόζεται το θεώρημα 2.3 δηλαδή:

Pn ⇒ P ⇐⇒ Pn(A) → P (A),∀A ∈ AP . Με βάση όλα αυτά αποδεικνύεται το

εξής θεώρημα :

Θεώρημα 2.7 : i) Εαν ο T είναι διαχωρίσιμος τότε Pn ⇒ P ⇐⇒
Pn(A′ × A′′) → P (A′ × A′′) για κάθε P ′-continuity set A′ και για κάθε P ′′-
continuity set A′′.
ii)Εαν ο T είναι διαχωρίσιμος τότε P ′n×P ′′n ⇒ P ′×P ′′ ⇐⇒ P ′n ⇒ P ′, P ′′n ⇒ P ′′.
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Ενότητα 3: Σύγκλιση κατά κατανομή

Τυχαία Στοιχεία

΄Εστω ένας χώρος πιθανότητας (Ω,F ,P) και μετρικός χώρος (S,S). Μια

απεικόνιση X : Ω→ S θα καλείται τυχαίο στοιχείο του S εάν είναι F\S μετρήσιμη.

Στις ειδικές περιπτώσεις που S = R ή S = Rk ή S = R∞ ή S = C[0, 1] η

Χ θα καλείται τυχαία μεταβλητή, τυχαίο διάνυσμα, τυχαία ακολουθία και τυχαία

συνάρτηση αντιστοίχως.

Η κατανομή της Χ είναι το μέτρο P στον (S,S) με P = P ◦X−1
, δηλαδή

(3.1) P (A) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} = P[X ∈ A].

Μερικές φορές η κατανομή της Χ συμβολίζεται και με L(X) από τον αγγλικό όρο

law=νόμος, ενώ αν S = Rk τότε η συνάρτηση κατανομής της X = (X1, . . . , Xk)
ορίζεται ως :

(3.2) F (x1, . . . , xk) = P ((−∞, x1]× . . .× (−∞, xk]) = P[Xi ≤ xi,∀i ≤ k]

Προσοχή χρειάζεται το γεγονός ότι τα μέτρα P και P είναι διαφορετικά. ΄Ετσι αν

f : S → R είναι S\R μετρήσιμη τότε :

(3.3) E[f(X)] =

∫
Ω

(f ◦X)(ω)dP(ω) =

∫
S

f(y)dP (y) = Pf

Τώρα για δοθέν μέτρο Borel P σε κάποιον μετρικό χώρο S μπορούμε να βρού-

με ένα τυχαίο στοιχείο που να έχει σαν κατανομή του το P . Αυτό είναι άμεσο

παίρνοντας (Ω,F ,P) = (S,S, P ) και X : Ω → S να είναι η ταυτοτική απεικόνιση

δηλαδή X(ω) = ω,∀ω ∈ S = Ω.

Σύγκλιση κατά κατανομή

Θα λέμε ότι μια ακολουθία τυχαίων στοιχείων {Xn} συγκλίνει κατά κατανομή
στο τυχαίο στοιχείο X αν οι αντίστοιχες κατανομές των Xn συγκλίνουν ασθενώς

στην κατανομή του X , δηλαδή αν Pn ⇒ P όπου Pn, P είναι οι κατανομές των Xn

και X αντιστοίχως. Επομένως Xn ⇒ X ⇐⇒ L(Xn)⇒ L(X). Σημειώνουμε ότι

δεν μας ενδιαφέρει το πεδίο ορισμού των Xn, X αλλά μόνο η κατανομή τους και

το πεδίο τιμών τους (ο χώρος S πρέπει να είναι κοινός). Δηλαδή ενδεχομένως οι

Xn, X να ορίζονται σε διαφορετικούς χώρους πιθανότητας (Ωn,Fn,Pn), (Ω,F ,P)
αρκεί το πεδίο τιμών S να είναι κοινό. Η θεωρία του προηγούμενου κεφαλαίου

μεταφέρεται και εδώ με μια μικρή αλλαγή στο συμβολισμό και το θεώρημα 2.1

παίρνει τη μορφή :

i)Xn ⇒ X
ii) E[f(Xn)]→ E[f(X)] για κάθε f : S → R φραγμένη και ομοιόμορφα συνεχή

iii) lim supn P[Xn ∈ F ] ≤ P[X ∈ F ] για κάθε κλειστό F ∈ S
iv) lim infn P[Xn ∈ G] ≥ P[X ∈ G] για κάθε ανοικτό G ∈ S
v) P[Xn ∈ A]→ P[X ∈ A] για όλα τα A που είναι X-continuity sets , δηλαδή

P (∂A) = P[X ∈ ∂A] = 0
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Το θεώρημα απεικόνισης παίρνει την εξής μορφή : έστω h : S → S′ μια S\S ′
μετρήσιμη συνάρτηση με Dh να είναι το σύνολο των σημείων ασυνέχειάς της. Αν

Xn ⇒ X και P (Dh) = P[X ∈ Dh] = 0 τότε h(Xn) ⇒ h(X) (στον S′). Αυτό

προκύπτει άμεσα αν παρατηρήσουμε ότι η κατανομή της h(X) (στον S′) ισούται

με P ◦ (h(X))−1
δηλαδή με P ◦X−1 ◦ h−1

δηλαδή με P ◦ h−1
.

Συνήθως, όταν Xn ⇒ X, θα χρησιμοποιούμε για ευκολία τους εξής ισοδύνα-

μους συμβολισμούς :

(3.5)


Pn ⇒ P

Xn ⇒ X

Xn ⇒ P

Pn ⇒ X

Επίσης αν κάπου συμβολίσουμε ότι Xn ⇒ N αυτό σημαίνει ότι οι Xn συγκλίνουν

ασθενώς σε κάποια τυχαία μεταβλητή η οποία έχει (στο R) την τυπική κανονική

κατανομή.

Παράδειγμα 3.1 : ΄Οπως και στο Παράδειγμα 2.9 ας υποθέσουμε ότι S0 ∈ S,
οπότε S0 = B(S0) = [A ∩ S0 : A ∈ S] , S0 ⊆ S. Τότε εύκολα βλέπουμε ότι η

X : Ω→ S0 είναι τυχαίο στοιχείο του S0 αν και μόνο αν είναι τυχαίο στοιχείο του

S. Επίσης επειδή ένα σύνολο είναι ανοικτό στον S0 αν και μόνο αν γράφεται στη

μορφή G ∩ S0, όπου G: ανοικτό στον S τότε Xn ⇒ X (στον S0) αν και μόνο αν

Xn ⇒ X (στον S).

Σύγκλιση κατά Πιθανότητα

΄Εστω a ∈ S. Θα λέμε ότι η ακολουθία {Xn} συγκλίνει κατά πιθανότητα στο
a αν ισχύει :

(3.6) ∀ε > 0, P[ω : ρ(Xn(ω), a) ≥ ε] n−→ 0

Θεωρώντας το a σαν σταθερό τυχαίο στοιχείο του S τότε για τυχόν ανοικτό

G ∈ S έχουμε :

- αν a ∈ G τότε ∃ ε > 0 : Bρ(a, ε) ⊆ G.΄Ετσι αν ω ∈ [ω : ρ(Xn(ω), a) <
ε] =⇒ Xn(ω) ∈ Bρ(a, ε) ⊆ G. Δηλαδή [ρ(Xn, a) < ε] ⊆ [Xn ∈ G] και άρα

lim infn P[Xn ∈ G] ≥ lim infn P[ρ(Xn, a) < ε] = 1 = P[a ∈ G]
- αν a /∈ G τότε P[a ∈ G] = 0 και η προηγούμενη ανισότητα είναι τετριμμένη.

΄Ετσι η (3.6) συνεπάγεται ασθενή σύγκλιση Xn ⇒ a. Αντιστρόφως, επειδή το

σύνολο G = Bρ(a, ε) είναι ανοικτό θα έχουμε:

lim infn P[Xn ∈ G] = lim infn P[ω : ρ(Xn(ω), a) < ε] ≥ P[a ∈ G] = 1 δηλαδή

την (3.6). ΄Ετσι για σταθερό a ∈ S η ασθενής σύγκλιση είναι ισοδύναμη με

την σύγκλιση κατά πιθανότητα και για αυτό χρησιμοποιούμε κοινό συμβολισμό :

Xn ⇒ a.
Η κατανομή του σταθερού τυχαίου στοιχείου a ισούται με το μέτρο Dirac διότι

(P ◦ a−1)(B) = P[ω : a ∈ B] = δa(B) και έτσι στην προηγούμενη περίπτωση θα

μπορούσαμε να γράψουμεXn ⇒ δa, οπότε για h : S → S′ θα ισχύει h(Xn)⇒ h(a)
εαν δa(Dh) = 0 δηλαδή αν η h συνεχής στο a.
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Ας υποθέσουμε ότι η {(Xn, Yn)} είναι μια ακολουθία τυχαίων στοιχείων του

S×S (επομένως λόγω συνέχειας των προβολών (x, y) 7→ x, (x, y) 7→ y, οι Xn, Yn
είναι τυχαία στοιχεία στον S). Επειδή η μετρική :

ρ : S × S → R

είναι συνεχής, θα είναι και Borel μετρήσιμη. Συνεπώς ορίζονται τυχαίαες μετα-

βλητές:

ρ ◦ (Xn, Yn) : Ω→ R
ω 7→ ρ(Xn(ω), Yn(ω))

΄Εχουμε τα εξής θεωρήματα :

Θεώρημα 3.1 : ΄Εστω (Xn, Yn) ακολουθία τυχαίων στοιχείων του S × S.
Εαν Xn ⇒ X (στον S) και αν ρ(Xn, Yn)⇒ 0 (στο R) , τότε Yn ⇒ X (στον S).

Απόδειξη : ΄Εστω F ένα κλειστό υποσύνολο του S. Ορίζουμε

Fε = {x ∈ S : ρ(x, F ) ≤ ε} . Το Fε είναι κλειστό σύνολο και Fε ↘ F καθώς

ε↘ 0. Τώρα ισχύει ο εξής εγκλεισμός :

[Yn ∈ F ] \ [Xn ∈ Fε] ⊆ [ρ(Xn, Yn) ≥ ε]

Επομένως παίρνοντας πιθανότητες και στα δύο μέλη είναι :

P[Yn ∈ F ] ≤ P[ρ(Xn, Yn) ≥ ε] + P[Xn ∈ Fε]

Επειδή το Fε είναι κλειστό μπορούμε να εφαρμόσουμε την υπόθεση παίρνοντας και

στα δύο μέλη το lim supn :

lim supn P[Yn ∈ F ] ≤ 0 + lim supn P[Xn ∈ Fε] ≤ P[X ∈ Fε]

διότι Xn ⇒ X και ρ(Xn, Yn) ⇒ 0 , άρα και κατά πιθανότητα. Αφήνοντας ε ↘ 0
έχουμε : lim supn P[Yn ∈ F ] ≤ P[X ∈ F ], δηλαδή Yn ⇒ X.

Πόρισμα : Αν (X,Yn) είναι τυχαία στοιχεία του S × S και ρ(X,Yn) ⇒ 0 ,
τότε Yn ⇒ X.

Θεώρημα 3.2 : Υποθέτουμε (Xun, Xn) τυχαία στοιχεία του S × S. Αν
Xun ⇒n Zu και Zu ⇒u X και αν

(3.8) ∀ε > 0, lim
u

lim sup
n

P[ρ(Xun, Xn) ≥ ε] = 0

τότε Xn ⇒n X.

Απόδειξη : Με το ίδιο σκεπτικό όπως και πριν ισχύει :

P[Xn ∈ F ] ≤ P[Xun ∈ Fε] + P[ρ(Xun, Xn) ≥ ε]

Επειδή Xun ⇒n Zu , παίρνοντας lim supn έπεται :
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lim sup
n

P[Xn ∈ F ] ≤ P[Zu ∈ Fε] + lim sup
n

P[ρ(Xun, Xn) ≥ ε]

Ομοίως επειδή Zu ⇒u X , η (3.8) δίνει :

lim supn P[Xn ∈ F ] ≤ P[X ∈ Fε]

Αφήνοντας το ε↘ 0 έχουμε ότι Xn ⇒ X.

Παράδειγμα 3.2 : Υποθέτουμε ότι έχουμε (Xn, Yn) ακολουθία τυχαίων

στοιχείων του S × S και ότι για κάθε n τα Xn, Yn είναι ανεξάρτητα δηλαδή για

κάθε n τα ενδεχόμενα [Xn ∈ A], [Yn ∈ B] είναι ανεξάρτητα για όλα τα A,B ∈ S.
Επίσης έστω ότι οι X,Y είναι ανεξάρτητες και ότι ο S είναι διαχωρίσιμος. Επειδή

η κατανομή του (Xn, Yn) ισούται με το μέτρο γινόμενο των επιμέρους κατανομών

(λόγω ανεξαρτησίας) βλέπουμε , εφαρμόζοντας το θεώρημα 2.7, ότι :

Xn ⇒ X, Yn ⇒ Y =⇒ (Xn, Yn)⇒ (X,Y )

Ειδικά αν S = R μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα απεικόνισης για την h :
R2 → R με h(x, y) = xy και να πάρουμε ότι XnYn ⇒ XY . Αν Xn ≡ an, X ≡ a
τότε Xn ⇒ X ⇐⇒ an → a και συνεπώς (προφανώς οι υποθέσεις ανεξαρτησίας

ισχύουν κατά τετριμμένο τρόπο) αν Yn ⇒ Y, an → a , τότε και anYn ⇒ aY .

Ολοκλήρωση στο ΄Οριο

Σε αυτό το σημείο του κεφαλαίου θα αναζητήσουμε προϋποθέσεις κάτω από

τις οποίες ισχύει (για τυχαίες μεταβλητές ) η συνεπαγωγή :

Xn ⇒ X =⇒ E(Xn)→ E(X)

.

Θεώρημα 3.3 : Αν Xn ⇒ X , τότε E(|X|) ≤ lim infnE(|Xn|).

Απόδειξη : Λόγω του θεωρήματος απεικόνισης θα ισχύει και |Xn| ⇒ |X| δη-
λαδή P[|Xn| > t] → P[|X| > t] λ-σχεδόν για όλα τα t > 0. Για θετικές τυχαίες

μεταβλητές, λόγω του θεωρήματος Fubini , ισχύει :

E(|X|) =

∫
[0,∞)

P[|X| > t]dλ(t)

΄Ετσι από το θεώρημα Fatou (επειδή οι συναρτήσεις Gn(t) = P[|Xn| > t] είναι

μετρήσιμες, ως φθίνουσες ως προς t , και θετικές ) παίρνουμε :

E(|X|) =

∫
[0,∞)

P[|X| > t]dλ(t) ≤ lim inf
n

∫
[0,∞)

P[|Xn| > t]dλ(t) = lim inf
n

E(|Xn|).

Ορισμός : Οι Xn θα καλούνται ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες αν ισχύει :

(3.9) lim
a→∞

sup
n

∫
[|Xn|≥a]

|Xn|dP = 0
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Αν οιXn είναι ομοιόμορφα φραγμένες τότε θα είναι και ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες

ενώ αν πάρουμε ε = 1 υπάρχει M > 0 ώστε αν a ≥M τότε supnE(|Xn|) ≤ 1 +a
, δηλαδή αν είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες θα είναι και ολοκληρώσιμες.

Θεώρημα 3.4 : Εαν οι Xn είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες και Xn ⇒ X ,
τότε η X είναι ολοκληρώσιμη και E(Xn)→ E(X).

Απόδειξη : Από την παρατήρηση που μόλις κάναμε και το θεώρημα 3.3 προ-

κύπτει ότι E(|X|) <∞. Επίσης από το mapping theorem προκύπτει ότι :

max{Xn, 0} = X+
n ⇒ max{X, 0} = X+

και

max{−Xn, 0} = X−n ⇒ max{−X, 0} = X−

και για αυτόν τον λόγο υποθέτουμε ότι οι Xn, X είναι θετικές. Κάνοντας χρήση

του θεωρήματος Fubini μπορούμε να δείξουμε τις σχέσεις :

(3.10) E(Xn) =

∫
[0,a)

P[t < Xn ≤ a]dλ(t) +

∫
[Xn≥a]

XndP

(3.11) E(X) =

∫
[0,a)

P[t < X ≤ a]dλ(t) +

∫
[X≥a]

XdP

΄Εστω ε > 0. Λόγω ομοιόμορφης ολοκληρωσιμότητας υπάρχει ένας a > 0 ώστε τα

τελευταία ολοκληρώματα κάθε ισότητας να είναι κάτω από ε. ΄Αρα για να δείξουμε

ότι |E(Xn)−E(X)| < ε μένει να δείξουμε ότι τα πρώτα ολοκληρώματα της (3.10)

συγκλίνουν στο πρώτο της (3.11). Το a που επιλέξαμε πριν μπορούμε να το

μεγαλώσουμε έτσι ώστε P[X = a] = 0. Η ποσότητα που βρίσκεται στο πρώτο

ολοκλήρωμα της (3.10) είναι ίση με Fn(a) − Fn(t) και αντιστοίχως στην (3.11)

ίση με F (a)−F (t) οπότε επειδή Fn(a)−Fn(t)→ F (a)−F (t) , λ-σχεδόν για όλα

τα t ∈ [0, a) και |Fn(a)−Fn(t)| ≤ 1 , το αποτέλεσμα είναι άμεσο από το θεώρημα

φραγμένης σύγκλισης στο [0, a).(εδώ οι Fn, F είναι οι συναρτήσεις κατανομής των

Xn, X )

Μια ικανή συνθήκη για να έχουμε ομοιόμορφη ολοκληρωσιμότητα είναι να ι-

σχύει :

(3.12) sup
n
E(|Xn|1+ε) <∞ για κάποιο ε > 0

διότι τότε :∫
[|Xn|≥a]

|Xn|aεdP =

∫
Ω

aε|Xn|I[|Xn|≥a]dP ≤
∫

Ω

|Xn|1+εI[|Xn|≥a]dP ≤ sup
n
E(|Xn|1+ε)

οπότε :

lim
a→∞

sup
n

∫
[|Xn|≥a]

|Xn|dP ≤ lim
a→∞

supnE(|Xn|1+ε)

aε
= 0.

Αναφέρουμε τώρα μια ικανή συνθήκη ομοιόμορφης ολοκληρωσιμότητας :

Θεώρημα 3.5 : Εαν οι X,Xn ≥ 0 είναι ολοκληρώσιμες , Xn ⇒ X και

E(Xn)→ E(X) τότε οι Xn είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες.
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Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Λόγω των σχέσεων (3.10) και (3.11) και του γε-

γονότος ότι E(Xn)→ E(X) προκύπτει ότι∫
[Xn≥a]

XndP→
∫

[X≥a]

XdP

, αν το a είναι τέτοιο ώστε P[X = a] = 0. Επειδή η X είναι ολοκληρώσιμη

μπορούμε να πάρουμε αρκετά μεγάλο ã ώστε
∫

[X≥ã]
XdP < ε και τότε υπάρχει

n0 ∈ N ώστε αν n ≥ n0 τότε
∫

[Xn≥ã]
XndP < ε και συνάμα P[X = ã] = 0. Τώρα

πάλι επειδή οι X1, . . . , Xn0 είναι ολοκληρώσιμες μπορούμε να μεγαλώσουμε ακόμα

περισσότερο το ã και τότε θα έχουμε :∫
[Xn≥a]

XndP < ε,∀n

όπως έπρεπε να δειχθεί.

Λίγο πριν κλείσουμε το κεφάλαιο αναφέρουμε δύο θεωρήματα που ναι μεν δεν

θα τα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια ωστόσο δείχνουν το πως συμπεριφέρονται

τυχαία στοιχεία του χώρου S × S ως προς την ασθενή σύγκλιση.

Θεώρημα 3.6 : ΄Εστω μια ακολουθία (Xn, X) τυχαίων στοιχείων του S×S με
ρ(Xn, X)⇒ 0. Αν A είναι ένα X-continuity set τότε P([Xn ∈ A]4[X ∈ A])→ 0.

Απόδειξη : Ακριβώς όπως και στα θεωρήματα 3.1 και 3.2 μπορούμε να δού-

με ότι ισχύει ∀ε > 0 και η σχέση :

P([Xn ∈ A] ∩ [X /∈ A]) ≤ P([ρ(Xn, X) ≥ ε]) + P([ρ(X,A) < ε] ∩ [X /∈ A])

Επίσης, βάζοντας στη θέση του A το Ac βρίσκουμε την συμμετρική σχέση :

P([Xn ∈ Ac] ∩ [X /∈ Ac]) ≤ P([ρ(Xn, X) ≥ ε]) + P([ρ(X,Ac) < ε] ∩ [X /∈ Ac])

Προσθέτοντας και τις δυο σχέσεις, παίρνοντας lim supn και χρησιμοποιώντας το

γεγονός ότι η ασθενής σύγκλιση ρ(Xn, X)⇒ 0 συνεπάγεται την κατά πιθανότητα,

μπορούμε να δούμε ότι :

lim supn P([Xn ∈ A]4 [X ∈ A]) ≤ P([ρ(X,A) < ε] ∩ [X /∈ A])+

+P([ρ(X,Ac) < ε] ∩ [X ∈ A]).

Τώρα επειδή γενικά ισχύει η σχέση f−1(B) ∩ f−1(D) ⊆ f−1(B ∩D) , μπορούμε

στην προηγούμενη ανισότητα να αφήσουμε το ε↘ 0 οπότε το δεξιό μέλος συγκλί-

νει στο P([X /∈ A]∩ [X ∈ A]) +P([X ∈ A]∩ [X ∈ Ac]) και λόγω του εγκλεισμού

που αναφέραμε βλέπουμε ότι ο κάθε όρος είναι μικρότερος από το P[X ∈ ∂A] το

οποίο εξ υποθέσεως είναι μηδέν. ΄Αρα P([Xn ∈ A]4 [X ∈ A])→ 0.

΄Εστω ότι ο χώρος T = S′ × S′′ είναι διαχωρίσιμος και (X ′n, X
′′
n), (X ′, X ′′)

τυχαία στοιχεία του T . Με βάση το θεώρημα 2.7 i) ισχύει
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(3.13) (X ′n, X
′′
n)⇒ (X ′, X ′′)

αν και μόνο αν

(3.14) P([X ′n ∈ A′] ∩ [X ′′n ∈ A′′])→ P([X ′ ∈ A′] ∩ [X ′′ ∈ A′′])

για όλα τα X ′-continuity sets A′ και όλα τα X ′′-continuity sets A′′.

Θεώρημα 3.7 : ΄Εστω ότι ο T είναι διαχωρίσιμος. Εαν X ′n ⇒ X ′ και X ′′n ⇒ a′′

τότε (X ′n, X
′′
n)⇒ (X ′, a′′).

Απόδειξη : Θα δείξουμε ότι ισχύει η (3.14) οπότε έστω A′ ένα X ′-continuity

set και A′′ ένα a′′-continuity set, δηλαδή a′′ /∈ ∂A′′. Διακρίνουμε περιπτώσεις :

-αν a ∈ A′′ τότε P[X ′′n /∈ A′′] = 1 − P[X ′′n ∈ A′′] → 1 − P[a′′ ∈ A′′] = 0,
διότι δa′′(∂A

′′) = 0 και X ′′n ⇒ a′′ και η (3.14) έπεται από το ότι :

P[X ′n ∈ A′]− P[X ′′n /∈ A′′] ≤ P([X ′n ∈ A′] ∩ [X ′′n ∈ A′′]) ≤ P[X ′n ∈ A′]

-αν a′′ /∈ A′′ τότε η (3.14) έπεται από το ότι :

P([X ′n ∈ A′] ∩ [X ′′n ∈ A′′]) ≤ P[X ′′n ∈ A′′]→ 0.
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Ενότητα 4 : Το Θεώρημα του Prohorov

Σχετική Συμπάγεια

΄Εστω μια οικογένεια Π μέτρων πιθανότητας στον (S,S). Θα λέμε ότι η Π είναι

σχετικά συμπαγής αν για κάθε ακολουθία {Pn} στην Π υπάρχει μια υπακολουθία

{Pni} στην Π και ένα μέτρο πιθανότητας Q (το οποίο προφανώς εξαρτάται από την

{Pn} και ενδεχομένως δεν βρίσκεται στην Π) ώστε να ισχύει Pni ⇒ Q. Ειδικά

μια ακολουθία {Pn}n θα καλείται σχετικά συμπαγής εαν κάθε υπακολουθία {Pni}i
περιέχει μια περαιτέρω υπακολουθία {Pnim }m ώστε Pnim ⇒ Q για κάποιο μέτρο

πιθανότητας Q.

Παράδειγμα 4.1 : Θα αναφέρουμε τώρα ένα πολύ χρήσιμο και ενδια-

φέρον παράδειγμα στον χώρο (C, C). Υποθέτουμε ότι για μια ακολουθία μέ-

τρων πιθανότητας {Pn} και κάποιο μέτρο πιθανότητας P στον (C, C) ισχύει :

Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

,∀k ∈ N και ∀ t1, . . . tk ∈ [0, 1]. ΄Οπως είδαμε σε

παράδειγμα προηγούμενου κεφαλαίου αυτή η συνθήκη δεν είναι ικανή για να συνά-

γουμε ότι Pn ⇒ P . Ωστόσο ας υποθέσουμε ότι η {Pn} είναι σχετικά συμπαγής.

Αυτό σημαίνει ότι κάθε {Pni}i θα περιέχει υπακολουθία {Pnim }m που θα συγ-

κλίνει ασθενώς σε κάποιο Q. Με τη βοήθεια του mapping theorem προκύπτει

ότι Pnim ◦ π
−1
t1...tk

⇒m Q ◦ π−1
t1...tk

∀k ∈ N ,∀t1, . . . tk ∈ [0, 1]. ΄Ομως από την

υπόθεση ισχύει και ότι Pnim ◦π
−1
t1...tk

⇒ P ◦π−1
t1...tk

,∀k ∈ N και ∀ t1, . . . tk ∈ [0, 1].
Συνεπώς τα μέτρα P,Q ταυτίζονται στην κλάση Cf των finite-dimensional sets, η
οποία επειδή είναι separating class μας δίνει P ≡ Q. ΄Ομως λόγω του θεωρήματος

2.5 αυτό μας δίνει ότι Pn ⇒ P . Επομένως :

Εαν η {Pn} είναι σχετικά συμπαγής και εαν οι finite-dimensional distributions
της Pn συγκλίνουν ασθενώς σε εκείνες του P , τότε Pn ⇒ P .
Η προηγούμενη ιδέα μας δίνει ένα ισχυρό εργαλείο για να αποδεικνύουμε ασθενή

σύγκλιση σε χώρους συναρτήσεων όπως ο C[0, 1].

Παράδειγμα 4.2 : Ας υποθέσουμε τώρα το εξής: έστω πάλι {Pn} ακολου-

θία μέτρων πιθανότητας στον (C, C) η οποία όμως τώρα είναι και σχετικά συμπα-

γής. Υποθέτουμε ότι ∀k ∈ N και ∀t1, . . . , tk ∈ [0, 1] υπάρχει μέτρο µt1...tk στον

(Rk,Rk) (το οποίο προφανώς εξαρτάται απο το k και τα t1, . . . , tk κάθε φορά) ώ-

στε να ισχύει : Pn ◦π−1
t1...tk

⇒ µt1...tk . (εδώ, σε αντίθεση με πριν, δεν υποθέτουμε

εξ αρχής ότι τα µt1...tk είναι οι finite-dimensional distributions κάποιου μέτρου

P .) Η σχετική συμπάγεια μας δίνει ότι σίγουρα θα υπάρχει κάποια υπακολουθία

{Pni} και κάποιο μέτρο P ώστε να ισχύει Pni ⇒ P . Πάλι από το mapping theo-
rem παίρνουμε ότι Pni ◦π−1

t1...tk
⇒i P ◦π−1

t1...tk
για όλους τους δείκτες t1, . . . tk και

για κάθε k ∈ N. Δηλαδή µt1...tk ≡ P ◦ π−1
t1...tk

πράγμα που σημαίνει ότι βρήκαμε

ένα μέτρο P στον (C, C) που έχει σαν finite-dimensional distributions τα μέτρα

µt1...tk . ΄Ετσι :

Εαν η {Pn} είναι σχετικά συμπαγής και εαν Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ µt1...tk ∀k ∈ N
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και ∀t1, . . . , tk ∈ [0, 1] , τότε υπάρχει κάποιο μέτρο P στον (C, C) με µt1...tk ≡
P ◦ π−1

t1...tk
.

Το παραπάνω μας δίνει τη βοήθεια να αποδείξουμε την ύπαρξη μέτρων στον (C, C)
με προκαθορισμένες ιδιότητες (βλέπε και την περίπτωση του μέτρου Wiener).

Tightness

Παράδειγμα 4.3 : Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ακολουθία {Pn} στον (R,R)
και θέλουμε να δείξουμε ότι είναι σχετικά συμπαγής. ΄Ενας τρόπος είναι να θεωρή-

σουμε τις συναρτήσεις κατανομής των Pn, Fn , και χρησιμοποιώντας το διαγώνιο

επιχείρημα και το θεώρημα του Helly να δείξουμε ότι για κάθε υπακολουθία {Fni}i
υπάρχει μια περαιτέρω υπακολουθία {Fnim }m και μια δεξία συνεχής και αύξουσα

F ώστε : Fnim (x)
m−→ F (x) για όλα τα x: σημεία συνέχειας της F . Εαν η F έχει

όρια στο −∞ και στο +∞ το 0 και 1 αντιστοίχως τότε είναι συνάρτηση κατανομής

κάποιου μέτρου P και συνεπώς Pnim (A) →m P (A) για όλα τα A που ανήκουν

στην κλάση D = {(−∞, x] : x ∈ R}. Επειδή η τελευταία είναι convergence-
determining class έπεται Pnim ⇒ P δηλαδή η σχετική συμπάγεια της {Pn}.
Ωστόσο στην περίπτωση των μέτρων Dirac δεν έχουμε σχετική συμπάγεια. Πράγ-

ματι , εαν Pn = δn τότε η μόνη περίπτωση για την F είναι η F ≡ 0 και δεν

μπορούμε να βρούμε μέτρο πιθανότητας Q που να αποτελεί ασθενές όριο διότι εαν

δnim ⇒m Q τότε Q(−k, k) ≤ lim infm δnim (−k, k) = 0,∀k, δηλαδή το Q δεν θα

ήταν μέτρο πιθανότητας, άτοπο.

Για ένα άλλο παράδειγμα που δεν επιτυγχάνεται σχετική συμπάγεια ας δούμε το ε-

ξής : έστω µn να είναι τα μέτρα που αντιστοιχούν στην ομοιόμορφη κατανομή στο

διάστημα [−n, n] δηλαδή µn(−∞, x] = x+n
2n , αν x ∈ [−n, n] και 0 όταν x < −n και

1 όταν x > n. Θεωρούμε τώρα την {Pn} που ορίζεται ως : Pn = δ0 , όταν n: άρτιος

και Pn = 1
3δ0 + 2

3µn, όταν n: περιττός. Αν η τυχούσα υπακολουθία {Pni} περιέχει
μόνο περιττούς δείκτες , τότε η υποψήφια συνάρτηση κατανομής θα πρέπει να έχει

F (x) = 1
3 , αν x < 0 και F (x) = 2

3 , αν x ≥ 0. Οπότε αν Pnim ⇒m Q θα είχα-

με άτοπο όπως και πριν επειδή Q(−k, k) ≤ lim infm Fnim (−k, k) = 2
3−

1
3 = 1

3 , ∀k.

Στα προηγούμενα παραδείγματα όπως είδαμε δημιουργείται πρόβλημα στη σχε-

τική συμπάγεια επειδή η ακολουθία ’αφήνει την μάζα να ξεφεύγει στο άπειρο’.

΄Οπως θα δούμε μια συνθήκη που εμποδίζει ένα τέτοιο φαινόμενο είναι αυτή της

tightness :

Ορισμός : Η οικογένεια Π θα καλείται tight εαν για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα

συμπαγές σύνολο K ώστε να ισχύει P (K) > 1− ε για κάθε P ∈ Π.

Θεώρημα 4.1 (Prohorov) : Εαν η Π είναι tight τότε είναι σχετικά συμ-
παγής.

Προς το παρόν αναβάλλουμε για λίγο την απόδειξη για να αναφέρουμε ένα πό-

ρισμα και το αντίστροφο του θεωρήματος 4.1 (για πλήρη και διαχωρίσιμο S).
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Πόρισμα : Εαν η {Pn} είναι tight και εαν κάθε υπακολουθία {Pnk}k που συγ-
κλίνει ασθενώς , συγκλίνει στο P , τότε ολόκληρη η {Pn} θα συγκλίνει ασθενώς
στο P .(Pn ⇒ P )
Απόδειξη: Από το θέωρημα 4.1 κάθε υπακολουθία Pnk περιέχει μια περαιτέρω

υπακολουθία που συγκλίνει ασθενώς σε κάποιο μέτρο πιθανότητας το οποίο εξ υ-

ποθέσεως πρέπει να είναι το P . Εφαρμόζοντας το θεώρημα 2.5 έπεται ότι Pn ⇒ P .

Θεώρημα 4.2 (Μερικό αντίστροφο του θεωρήματος του Pro-
horov) : Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος και πλήρης και εαν η Π είναι σχετικά
συμπαγής, τότε είναι tight.

Απόδειξη(4.2) : Ο S είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος άρα χώρος Lindelof.
Επειδή λοιπόν προφανώς S =

⋃
x∈S Bρ(x, 1) μπορούμε να βρούμε ένα αριθμήσιμο

υποσύνολο {x1, . . . , xn, . . .} ⊆ S ώστε S =
⋃∞
n=1Bρ(xn, 1). Τώρα θεωρώντας

Gn =
⋃n
k=1Bρ(xk, 1), βλέπουμε ότι υπάρχει ανοικτό κάλυμμα {Gn}n του S για

το οποίο Gn ↗ S.
Ισχυρισμός : αν έχουμε ένα τέτοιο ανοικτό κάλυμμα, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

n ώστε P (Gn) > 1− ε,∀P ∈ Π.

Πράγματι, αν δεν ισχύει αυτό υπάρχει ένα ε > 0 ώστε για κάθε n , υπάρχει Pn ∈ Π
με Pn(Gn) ≤ 1−ε. ΄Ετσι, επειδή η Π είναι σχετικά συμπαγής θα έχουμε Pni ⇒ Q
για κάποια υπακολουθία της Pn , Pni , και για κάποιο μέτρο Q. Τότε όμως για

σταθερό n έχουμε : Q(Gn) ≤ lim infi Pni(Gn) ≤ lim infi Pni(Gni) ≤ 1− ε (όπου

η δεύτερη ανισότητα προκύπτει διότι Gn: αύξουσα) , πράγμα άτοπο επειδή Gn ↗ S
και άρα θα πρέπει Q(Gn)↗ 1. ΄Αρα ο ισχυρισμός είναι αληθής.

Πάλι επειδή ο S είναι χώρος Lindelof μπορούμε να γράψουμε S =
⋃∞
n=1B(x

(n)
k , 1

k )

οπότε λόγω του ισχυρισμού , για Gn =
⋃n
m=1B(x

(m)
k , 1

k ) υπάρχει ένας nk ώστε :

P (

nk⋃
m=1

B(x
(m)
k ,

1

k
)) > 1− ε

2k
, ∀P ∈ Π.

Τώρα όπως και στην απόδειξη του θεωρήματος 1.3 θεωρούμε το σύνολο :

Γ =

∞⋂
k=1

nk⋃
m=1

B(x
(m)
k ,

1

k
)

το οποίο είναι ολικά φραγμένο και παίρνουμε K = Γ. Τότε το K είναι κλειστό

και ολικά φραγμένο υποσύνολο του πλήρους S, άρα το K είναι συμπαγές. Επίσης

λόγω της προηγούμενης ανισότητας έπεται ότι P (K) > 1 − ε, ∀P ∈ Π δηλαδή η

Π είναι tight.
Παράδειγμα 4.4 : Εαν είμαστε στον χώρο C[0, 1] και πάρουμε Pn = δzn όπου

οι zn είναι όπως στην (1.2) τότε καμία υπακολουθία δεν μπορεί να συγκλίνει ασθε-

νώς. Πραγματικά, αν αυτό ίσχυε για κάποιαν {Pnk} τότε αυτή θα ήταν σχετικά

συμπαγής και επειδή ο C είναι πλήρης και διαχωρίσιμος , από το θεώρημα 4.2 ,

η Pnk θα ήταν tight. Δηλαδή για κάθε ε > 0 θα υπήρχε ένα συμπαγές K ⊂ C
με Pnk(K) > 1 − ε, ∀k. Δηλαδή το K θα περιείχε όλες τις znk και επειδή είναι

συμπαγές θα έπρεπε να υπάρχει μια υπακολουθία {znki } και μια z0 ∈ K ώστε
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znki
ρ∞−−→ z0. ΄Αρα znki (t) → z0(t), ∀t ∈ [0, 1] δηλαδή z0 ≡ 0. ΄Αρα znki

ρ∞−−→ 0
πράγμα άτοπο διότι ρ∞(znki , 0) = 1 9 0. ΄Ετσι καμία υπακολουθία της δzn δεν

συγκλίνει ασθενώς.

Αυτό που απομένει λοιπόν τώρα είναι να αποδείξουμε το θεώρημα 4.1. Υποθέ-

τουμε λοιπόν ότι η {Pn} είναι μια ακολουθία στην tight οικογένεια Π και πρέπει

να βρούμε μια υπακολουθία {Pni} και ένα μέτρο πιθανότητας P ώστε Pni ⇒ P .

Κατασκευή : Επειδή η Π είναι tight θα είναι και η {Pn} tight επομένως για κάθε

u ∈ N υπάρχει συμπαγές Cu ώστε : Pn(Cu) > 1− 1
u , ∀n. Είναι γνωστό και άμεσο

από τον ορισμό της συμπάγειας ότι η πεπερασμένη ένωση συμπαγών συνόλων είναι

συμπαγές σύνολο. Επομένως επιλέγοντας Ku =
⋃u
j=1 Cj βλέπουμε ότι τα Ku εί-

ναι συμπαγή και K1 ⊆ K2 ⊆ . . . και ισχύει ότι Pn(Ku) > 1− 1
u , ∀u, n ∈ N. Τώρα

το σύνολο ∪u∈NKu είναι μια αριθμήσιμη ένωση συμπαγών, επομένως και πάλι με

τον ορισμό της συμπάγειας προκύπτει ότι έχει την ιδιότητα Lindelof (δηλαδή κάθε

ανοικτό κάλυμμά του έχει αριθμήσιμο υποκάλυμμα) και επομένως, αν το δούμε σαν

μετρικό χώρο μόνο του, είναι διαχωρίσιμο. Από την Τοπολογία είναι γνωστό ότι

σε μια τέτοια περίπτωση θα υπάρχει μια αριθμήσιμη κλάση A από ανοικτά σύνολα

ώστε αν το G είναι ανοικτό και x ∈ G ∩ (∪u∈NKu) τότε θα υπάρχει A ∈ A με

x ∈ A ⊆ A ⊆ G. Θεωρούμε την κλάση :

H = {∅} ∪ {
n⋃
i=1

(Ai ∩Kui) : n, ui ∈ N, Ai ∈ A}

Η κλάση H είναι αριθμήσιμη και επομένως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το

διαγώνιο επιχείρημα για τις ακολουθίες {Pn(H1)}n, {Pn(H2)}n, {Pn(H3)}n, . . .
και να βρούμε μια υπακολουθία {Pni} ώστε το όριο :

(4.1) a(H) = lim
i
Pni(H)

να υπάρχει για όλα τα H ∈ H. Ο στόχος μας είναι να ορίσουμε στον (S,S) ένα

μέτρο P ώστε να ισχύει :

(4.2) P (G) = sup{a(H) : H ∈ H, H ⊆ G}

για κάθε ανοικτό σύνολο G. Τότε θα έχει εξασφαλιστεί ότι Pni ⇒ P διότι αν

G: ανοικτό και H ∈ H, H ⊆ G τότε a(H) = limi Pni(H) = lim infi Pni(H) ≤
lim infi Pni(G) και άρα P (G) ≤ lim infi Pni(G) για το τυχόν ανοικτό G οπότε

Pni ⇒ P . ΄Αρα επικεντρωνόμαστε στην κατασκευή της (4.2).

Πρώτα απ’ολα παρατηρούμε ότι η κλάση H είναι προφανώς κλειστή σε πεπερασμέ-

νες ενώσεις και ότι η ποσότητα a(H) της (4.1) ικανοποιεί τα εξής :

(4.3) a(H1) ≤ a(H2) αν H1 ⊆ H2

(4.4) a(H1 ∪H2) = a(H1) + a(H2) αν H1 ∩H2 = ∅.

(4.5) a(H1 ∪H2) ≤ a(H1) + a(H2)

και φυσικά a(∅) = 0. Για ανοικτά σύνολα G ορίζουμε :
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(4.6) β(G) = sup{a(H) : H ∈ H, H ⊆ G}

και βλέπουμε ότι η β είναι μονότονη συνολοσυνάρτηση και a(∅) = 0 = β(∅).
Τελικά για όλα τα υποσύνολα M ∈P(S) ορίζουμε :

(4.7) γ(M) = inf{β(G) : M ⊆ G και G: ανοικτό }

και βλέπουμε ότι γ(G) = β(G) αν G: ανοικτό.

Ισχυριζόμαστε ότι η κατασκευή της (4.2) θα έχει ολοκληρωθεί αν αποδείξουμε

ότι η γ είναι εξωτερικό μέτρο. Πραγματικά, σε αυτή την περίπτωση η κλάση M
των γ-μετρήσιμων συνόλων είναι μια σ-άλγεβρα και ο περιορισμός γ|M είναι μέτρο,

όπως προκύπτει από το θεώρημα του Καραθεοδωρή. Εαν ακόμα ηM περιέχει τα

κλειστά τότε θα περιέχει και την S και αν P = γ|M τότε P (G) = γ(G) = β(G)
για τα ανοικτά G δηλαδή η (4.2). Επίσης το P είναι μέτρο πιθανότητας επειδή :

(4.8) 1 ≥ β(S) = P (S) ≥ sup
u∈N

a(Ku) ≥ sup
u∈N

(1− 1

u
) = 1

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ταKu ανήκουν στηνH , διότι αν x ∈ Ku∩S
(S: ανοικτό) τότε υπάρχει A ∈ A με x ∈ A ⊆ A, δηλαδή Ku ⊆

⋃
A∈AA και ως

συμπαγές θα έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα (όλα τα στοιχεία της A είναι ανοικτά

) , Ku ⊆
⋃n
i=1Ai ⊆

⋃n
i=1Ai , δηλαδή Ku =

⋃n
i=1(Ku ∩Ai) ∈ H.

Οπότε μένει να δειχθεί ότι η γ είναι εξωτερικό μέτρο.

1) Εαν F : κλειστό και G: ανοικτό με F ⊆ G και αν F ⊆ H για κάποιο H ∈ H
τότε υπάρχει H0 ∈ H με F ⊆ H0 ⊆ G.
Πραγματικά ισχύει ότι υπάρχει n ∈ N και u1, . . . , un ∈ N ώστε F ⊆

⋃n
i=1(Kui ∩

Ai) , διότι F ⊆ H. ΄Αρα F ⊆ G ∩ (
⋃n
i=1Kui) ⊆ G ∩ (

⋃
uKu) και συνεπώς , από

τον τρόπο ορισμού της κλάσης A μπορούμε για κάθε x ∈ F να επιλέξουμε Ax ∈ A
ώστε x ∈ Ax ⊆ Ax ⊆ G. Αυτά τα Ax καλύπτουν το F . Επειδή F ⊆

⋃n
i=1Kui και

το δεύτερο σύνολο είναι πεπερασμένη ένωση συμπαγών, άρα συμπαγές, προκύπτει

ότι και το F είναι συμπαγές , ως κλειστό υποσύνολο συμπαγούς. ΄Αρα υπάρχουν

Ax1 , . . . Axk που καλύπτουν το F (διότι είπαμε ότι η {Ax : x ∈ F} καλύπτει το F
και η A περιέχει μόνο ανοικτά σύνολα) . Τώρα επειδή η ακολουθία {Ku} έχει επι-
λεγεί ως αύξουσα , θα υπάρχει κάποιος u ∈ {u1, . . . un} με F ⊆ Ku. Παίρνοντας

H0 =
⋃k
i=1(Ku∩Axi) βλέπουμε ότι F ⊆ H0 ⊆ G , δηλαδή αληθεύει ο ισχυρισμός.

2) Η β είναι πεπερασμένα υποπροσθετική (πάνω στα ανοικτά).
Πράγματι, έστω G1, G2 ανοικτά και H ⊆ G1 ∪G2 με H ∈ H. Θέτουμε :

F1 = {x ∈ H : ρ(x,Gc1) ≥ ρ(x,Gc2)}, F2 = {x ∈ H : ρ(x,Gc2) ≥ ρ(x,Gc1)}.

Βλέπουμε εύκολα ότι τα F1, F2 καλύπτουν το H. Αν x ∈ F1 και x /∈ G1 τότε

x ∈ H \ G1 δηλαδή πρέπει x ∈ G2 διότι H ⊆ G1 ∪ G2. Επειδή το Gc1 είναι κλει-

στό αυτό σημαίνει από τον ορισμό του F1 ότι θα πρέπει 0 = ρ(x,Gc1) ≥ ρ(x,Gc2)
δηλαδή x ∈ G2 ∩ Gc2, άτοπο. ΄Ετσι αν x ∈ F1 τότε αναγκαστικά x ∈ G1 δηλαδή

F1 ⊆ G1. Ομοίως F2 ⊆ G2. Τα F1, F2 είναι κλειστά (επειδή οι συναρτήσεις

ρ(x,Gc1), ρ(x,Gc2) είναι συνεχείς) και επομένως εφαρμόζοντας τον προηγούμενο
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ισχυρισμό μπορούμε να βρούμε σύνολα H1, H2 ∈ H ώστε F1 ⊆ H1 ⊆ G1, F2 ⊆
H2 ⊆ G2. Είδαμε όμως ότι τα F1, F2 καλύπτουν το H άρα H ⊆ F1∪F2 ⊆ H1∪H2

και άρα a(H) ≤ a(H1 ∪ H2) ≤ a(H1) + a(H2) ≤ β(G1) + β(G2) , λόγω των

(4.3),(4.5),(4.6). Αφού το H ήταν τυχόν υποσύνολο του G1 ∪ G2 προκύπτει ότι

β(G1 ∪G2) ≤ β(G1) + β(G2).

3)Η β είναι αριθμήσιμα υποπροσθετική (πάνω στα ανοικτά).
΄Εστω H ⊆

⋃
nGn όπου τα Gn είναι ανοικτά και H ∈ H. Αξίζει να σημειώσου-

με ότι όλα τα στοιχεία της H είναι συμπαγή σύνολα διότι γράφονται στη μορφή⋃n
i=1(Kui ∩Ai) και τα Kui ∩Ai είναι όλα κλειστά υποσύνολα των συμπαγών Kui

, επομένως έχουμε μια πεπερασμένη ένωση απο συμπαγή σύνολα, άρα ένα συ-

μπαγές. ΄Ετσι το H είναι συμπαγές και καλύπτεται από τα ανοικτά Gn επομένως

H ⊆
⋃n0

n=1Gn για κάποιον n0. ΄Αρα λόγω του ισχυρισμού 2) για πεπερασμένη

υποπροσθετικότητα έχουμε :

a(H) ≤ β(

n0⋃
n=1

Gn) ≤
n0∑
n=1

β(Gn) ≤
∞∑
n=1

β(Gn).

Επειδή το H ήταν τυχόν, έπεται ότι β(
⋃∞
n=1Gn) ≤

∑∞
n=1 β(Gn).

4)Το γ είναι ένα εξωτερικό μέτρο.
Για το γ ισχύει προφανώς ότι γ(∅) = 0 και επίσης ότι είναι μονότονο. Για την

αριθμήσιμη υποπροσθετικότητα , έστω ε > 0 και {Mn} ∈ S . Από τον τρόπο

ορισμού του γ βρίσκουμε ακολουθία ανοικτών συνόλων {Gn} με Mn ⊆ Gn και

β(Gn) < γ(Mn) + ε
2n . Από την αριθμήσιμη υποπροσθετικότητα του β έπεται:

γ(
⋃
n

Mn) ≤ β(
⋃
n

Gn) ≤
∑
n

β(Gn) <
∑
n

γ(Mn) + ε

και αφού ε: τυχόν, έπεται ότι το γ είναι αριθμήσιμα υποπροσθετικό.

5)Αν F : κλειστό και G: ανοικτό τότε β(G) ≥ γ(F ∩G) + γ(F c ∩G).
Από τον ορισμό της β , για το ανοικτό σύνολο F c ∩ G διαλέγουμε ένα H1 ∈ H
με H1 ⊆ F c ∩G και a(H1) > β(F c ∩G)− ε. Το H1 είναι συμπαγές (ως στοιχείο

της H) και άρα κλειστό, οπότε ξανά για το ανοικτό Hc
1 ∩G βρίσκουμε H0 ∈ H με

H0 ⊆ Hc
1 ∩G και a(H0) > β(Hc

1 ∩G)− ε. Τα H0, H1 είναι ξένα υποσύνολα του

G και H0 ∪H1 ∈ H οπότε από τις (4.4),(4.6),(4.7) προκύπτει :

β(G) ≥ a(H0 ∪H1) = a(H0) + a(H1) > β(Hc
1 ∩G) + β(F c ∩G)− 2ε ≥

≥ γ(Hc
1 ∩G) + γ(F c ∩G)− 2ε , επειδή Hc

1 ∩G ⊇ F ∩G.

Αφού το ε: τυχόν έπεται η (5).

6)Εαν F : κλειστό τότε το F είναι γ-μετρήσιμο.
Πρεπει να δείξουμε ότι ισχύει γ(L) ≥ γ(F∩L)+γ(F c∩L),∀L ⊆ S. ΑνG: ανοικτό

και G ⊇ L τότε λόγω του 5) , β(G) ≥ γ(F∩G)+γ(F c∩G) ≥ γ(F∩L)+γ(F c∩L)
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, οπότε από τον ορισμό του γ έπεται ότι γ(L) ≥ γ(F ∩ L) + γ(F c ∩ L).
Η απόδειξη είναι τώρα πλήρης.

Ας δούμε τώρα μια εφαρμογή που σχετίζεται με τον μετασχηματισμό Laplace
ενός μέτρου P :

Παράδειγμα 4.5 : ΄Εστω S = [0,∞) , S = B(S) και P ένα μέτρο πιθανό-

τητας ορισμένο στην S. Ο μετασχηματισμός Laplace του P είναι η συνάρτηση

που ορίζεται ως :

L(t) =

∫
[0,∞)

e−txdP (x), t > 0

Είναι γνωστό ότι ο μετασχηματισμός Laplace καθορίζει απολύτως το P και αντί-

στροφα. Εαν τώρα έχουμε μια ακολουθία απο μέτρα {Pn} με Pn ⇒ P τότε για τις

συνεχείς ft(x) = e−tx προκύπτει από τον χαρακτηρισμό της ασθενούς σύγκλισης

ότι Pnft → Pft, ∀t > 0 , δηλαδή Ln(t)→ L(t),∀t > 0.
Για το αντίστροφο θα χρειαστούμε την εξής εύκολα ελέγξιμη για την ισχύ της

ανισότητα ( με βάση το θεώρημα του Fubini) :

(4.9)
1

u

∫
[0,u)

(1− Ln(t))dλ(t) =
1

u

∫
[0,u)

∫
[0,∞)

(1− e−tx)dPn(x)dλ(t) =

1

u

∫
[0,∞)

∫
[0,u)

(1− e−tx)dλ(t)dPn(x) ≥ 1

u

∫
( 1
u ,∞)

∫
[0,u)

(1− e− t
u )dλ(t)dPn(x) =

1

e
Pn(

1

u
,∞).

Επειδή ο μετασχηματισμός Laplace είναι συνεχής συνάρτηση του t και L(0) = 1,
για κάθε ε > 0 υπάρχει u > 0 ώστε

1
u

∫
[0,u)

(1 − L(t))dλ(t) < ε
e . ΄Ετσι επειδή

Ln(t) → L(t), ∀t > 0, χρησιμοποιώντας το θεώρημα φραγμένης σύγκλισης μπο-

ρούμε να βρούμε έναν n0 ώστε αν n ≥ n0 να ισχύει
1
u

∫
[0,u)

(1−Ln(t))dλ(t) < ε
e .

Παίρνοντας συμπληρώματα και με τη χρήση της (4.9) βλέπουμε ότι Pn([0, 1
u ]) >

1−ε,∀n ≥ n0 οπότε μεγαλώνοντας κι άλλο το
1
u αν χρειαστεί μπορούμε να βρούμε

ένα νέο ũ > 0 ώστε Pn([0, 1
ũ ]) > 1 − ε,∀n , δηλαδή η {Pn} είναι tight. Από το

πόρισμα μετά το θεώρημα 4.1 αρκεί να δείξουμε ότι αν μια υπακολουθία {Pni} συγ-
κλίνει ασθενώς , τότε συγκλίνει ασθενώς αναγκαστικά στο P . ΄Ομως αν Pni ⇒ Q
τότε Lni(t)→ L(Q)(t),∀t > 0 επομένως αφού Ln(t)→ L(t) ≡ L(P )(t) θα πρέπει

L(Q) ≡ L = L(P )
δηλαδή P ≡ Q.
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Ενότητα 5: Η σ-άλγεβρα των ανοικτών

σφαιρών και η μετρική του Prohorov.

Σε αυτήν την ενότητα θα ασχοληθούμε με δύο ζητήματα τα οποία δεν θα χρησιμο-

ποιήσουμε στα επόμενα κεφάλαια αλλά παρουσιάζουν από μόνα τους μαθηματικό

ενδιαφέρον. Αυτά είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται από την οικογένεια των ανοι-

κτών σφαιρών ενός μετρικού χώρου S και η μετρική του Prohorov. Την σ-άλγεβρα

των ανοικτών σφαιρών την συμβολίζουμε με S0 και θα την γράφουμε για συντομία

”Ball σ-άλγεβρα ”.

Η ”Ball σ-άλγεβρα ”

Η συγκεκριμένη σ-άλγεβρα ορίστηκε προκειμένου να μελετήσουμε ασθενή σύγ-

κλιση σε μετρικούς χώρους που δεν είναι διαχωρίσιμοι. Εαν ο S δεν είναι διαχωρί-

σιμος , ενδέχεται μια συνάρτηση f : S → R που είναι S\R μετρήσιμη να μην είναι

S0\R μετρήσιμη όπως συμβαίνει στην περίπτωση που ο S είναι υπεραριθμήσιμος

με την διακριτή μετρική και f = IA για A με την ιδιότητα A,Ac: υπεραριθμήσιμα.

΄Εχουμε το σχετικό Λήμμα :

Λήμμα : i) Αν το M είναι διαχωρίσιμο σύνολο τότε η απεικόνιση ρ(· ,M) είναι
ομοιόμορφα συνεχής και S0-μετρήσιμη.

ii) Αν τοM είναι διαχωρίσιμο τότε το σύνολοMδ = {x ∈ S : ρ(x,M) < δ} ανήκει
στην S0.

iii) Αν τοM είναι κλειστό και διαχωρίσιμο, ειδικά αν είναι συμπαγές, τότεM ∈ S0.

Απόδειξη : ΄Εστω σταθερό y ∈ S. Το σύνολο [x ∈ S : ρ(x, y) < u] = Bρ(y, u)
ανήκει στην S0 για κάθε u > 0 επομένως η συνάρτηση ρ(· , y) είναι S0-μετρήσιμη.

Αν το D είναι αριθμήσιμο τότε η ρ(· , D) είναι S0-μετρήσιμη επειδή ισχύει :

[x ∈ S : ρ(x,D) ≥ u] =
⋂
yn∈D

[x ∈ S : ρ(x, yn) ≥ u] ∈ S0.

Εαν το D είναι και πυκνό στο M τότε D ⊆ M ⊆ D και ρ(· , D) = ρ(· , D) =
ρ(· ,M) επομένως η ρ(· ,M) είναι S0-μετρήσιμη και προφανώς ομοιόμορφα συνε-

χής. ΄Ετσι αποδείχθηκαν τα i) , ii). Αν το M είναι κλειστό τότε M =
⋂
kM

1
k και

άρα λόγω της ii) ανήκει στην S0.

Κατ’αναλογία με το θεώρημα 1.1 μπορούμε να δείξουμε ότι κάθε μέτρο πιθα-

νότητας στον (S,S0) είναι κανονικό :

Θεώρημα 5.1 : Αν P είναι μέτρο πιθανότητας στον (S,S0) τότε ∀ε > 0 και
∀A ∈ S0 , ∃ κλειστό F ∈ S0 και ανοικτό G ∈ S0 με F ⊆ A ⊆ G και P (G\F ) < ε.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι εντελώς ανάλογη με αυτήν του θεωρήματος 1.1.

Πάλι θεωρούμε G να είναι η κλάση των S0-συνόλων με τη ζητούμενη ιδιότητα. Αν

A = B(y, r) τότε Gδ = {x ∈ S : ρ(x, y) < r + δ} ↘ A καθώς δ ↘ 0 οπότε για

κατάλληλο δ και για F = A ισχύει F = A ⊆ A ⊆ Gδ και P (Gδ \ A) < ε. ΄Αρα η
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κλάση G περιέχει τις κλειστές σφαίρες οπότε με ακριβώς τον ίδιο τρόπο όπως στο

θεώρημα 1.1 αποδεικνύουμε ότι είναι σ-άλγεβρα και έτσι G = S0.

Θα καλούμε ένα μέτρο πιθανότητας στην S0 διαχωρίσιμο εαν υπάρχει M ∈ S0

διαχωρίσιμο τέτοιο ώστε P (M) = 1. Παίρνοντας M̃ = M είναι P (M̃) = 1 και το

M είναι επίσης διαχωρίσιμο άρα μπορούμε να υποθέτουμε στο εξής ότι το M είναι

και κλειστό.

Θεώρημα 5.2 : Υποθέτουμε ότι τα μέτρα P,Q είναι ορισμένα στην S0 και

είναι διαχωρίσιμα. Αν Pf = Qf για κάθε φραγμένη, ομοιόμορφα συνεχή και S0-

μετρήσιμη f , τότε P ≡ Q.

Απόδειξη : Αν M1,M2 είναι οι διαχωρίσιμοι φορείς των P και Q αντίστοιχα

μπορούμε να επιλέξουμε σαν M = M1 ∪M2 να είναι ο κοινός κλειστός διαχωρίσι-

μος φορέας των P,Q. Θεωρούμε τώρα, για F : κλειστό , την συνάρτηση :

(5.1) f(x) = 1−max{0, (1− ρ(x,M∩(F ε)c)
ε )}

Η f είναι , λόγω του i) του Λήμματος, ομοιόμορφα συνεχής και S0-μετρήσιμη (και

προφανώς φραγμένη από το 0 και το 1) και λόγω του iii) το σύνολο Aε = M∩(F ε)c

ανήκει στην S0 ως κλειστό και διαχωρίσιμο. Θα αποδείξουμε ότι IF ≤ f ≤ IAcε .
Αν x ∈ F τότε ρ(x, F ) < ε για κάθε ε > 0. Δηλαδή x ∈ F ε ∀ε > 0. Επομένως

x /∈ Aε ∀ε > 0 επομένως ∀ε > 0, ∃δε > 0 ώστε ρ(x,Aε) ≥ δε . Ελαττώνον-

τας το δε αν χρειαστεί , μπορούμε κάθε φορά να πετυχαίνουμε ρ(x,Aa) ≥ a για

όλα τα a > 0 επομένως σε αυτή την περίπτωση f(x) = 1. Τώρα αν x /∈ Acε
τότε x ∈ Aε οπότε f(x) = 1 − 1 = 0 και αποδείχθηκε ότι IF ≤ f ≤ IAcε .
Για F ∈ S0 , παίρνοντας ολοκληρώματα στην προηγούμενη ανισότητα έχουμε :

P (F ) ≤ Pf = Qf ≤ Q(Acε) = Q(F ε) άρα για F : κλειστό , αφήνοντας ε ↘ 0
έπεται ότι P (F ) ≤ Q(F ). Λόγω συμμετρίας προκύπτει και ότι Q(F ) ≤ P (F )
οπότε τα μέτρα ταυτίζονται στα κλειστά σύνολα και λόγω του θεωρήματος 5.1

προκύπτει ότι ταυτίζονται εξ ολοκλήρου στην S0.

Για μέτρα πιθανότητας Pn, P στην S0 θα λέμε ότι η Pn συγκλίνει ασθενώς
◦

στο P αν ισχύει Pnf → Pf για κάθε f : S → R συνεχή, φραγμένη και S0-

μετρήσιμη συνάρτηση. Αυτό θα το συμβολίζουμε με Pn ⇒◦ P . Το θεώρημα 5.2

μας εξασφαλίζει ότι δεν μπορεί να υπάρχουν δυο διαφορετικά διαχωρίσιμα μέτρα

πιθανότητας που να είναι ασθενή
◦
όρια της ίδιας ακολουθίας Pn , δηλαδή αν P,Q

διαχωρίσιμα και Pn ⇒◦ P , Pn ⇒◦ Q , αναγκαστικά P ≡ Q.

Θεώρημα 5.3 : Εαν το P είναι διαχωρίσιμο τότε τα εξής είναι ισοδύναμα :
i)Pn ⇒◦ P
ii) Pnf → Pf για κάθε φραγμένη, ομοιόμορφα συνεχή και S0-μετρήσιμη f .
iii) lim supn Pn(F ) ≤ P (F ) για κάθε F : κλειστό στην S0

iv) lim infn Pn(G) ≥ P (G) για κάθε ανοικτό G στην S0

v) Pn(A) → P (A) για κάθε A στην S0 για το οποίο υπάρχουν F,G ∈ S0 με F :
κλειστό, G : ανοικτό, G ⊆ A ⊆ F και P (F \G) = 0.
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Απόδειξη : Η συνεπαγωγή i) =⇒ ii) είναι τετριμμένη. Για την συνεπαγωγή

ii) =⇒ iii) μπορούμε να θεωρήσουμε τη συνάρτηση (5.1) και το σύνολο Aε όπως

και πριν. Λόγω της IF ≤ f ≤ IAcε ισχύει ότι lim supn Pn(F ) ≤ lim supn Pnf =
Pf ≤ P (Acε) = P (F ε) , διότι το Μ είναι φορέας του P , οπότε ξανά μπορούμε να

αφήσουμε το ε ↘ 0. Η ισοδυναμία των iii) , iv) είναι άμεση παίρνοντας συμπλη-

ρώματα. Για το ότι iii)+iv) =⇒ v) , βάζουμε στην σχέση (2.3) F = A,G = A◦.
Τώρα για το v) =⇒ i) θεωρούμε μια τυχούσα f που είναι φραγμένη, συνεχής και

S0-μετρήσιμη και με το ίδιο επιχείρημα όπως και στο θεώρημα 2.3 μπορούμε να υ-

ποθέσουμε ότι 0 ≤ f ≤ 1. Θέτοντας Gt = At = [f > t] και Ft = [f ≥ t] βλέπουμε
ότι τα Gt είναι ανοικτά και τα Ft κλειστά και Gt ⊆ At ⊆ Ft και ανήκουν στην S0

ενώ αφού Ft\Gt ⊆ [f = t] ισχύει και P (Ft\Gt) = 0 , λ-σχεδόν για όλα τα t. Με α-

κριβώς τα ίδια επιχειρήματα οι συναρτήσειςWn(t) = Pn[f > t] είναι S0-μετρήσιμες

καιWn(t)→ P ([f > t]) λ-σχεδόν για όλα τα t , λόγω της v) , οπότε εφαρμόζοντας

το θεώρημα φραγμένης σύγκλισης έπεται ότι Pnf = En(f)→ Pf = E(f) δηλαδή

Pn ⇒◦ P .

Αξίζει να αναφέρουμε σε αυτό το σημείο ένα θεώρημα απεικόνισης αντίστοιχο

με αυτό του δεύτερου κεφαλαίου. ΄Εστω S′ ένας άλλος μετρικός χώρος με ball
σ-άλγεβρα S ′0 και h : S → S′. Ισχύει το :

Θεώρημα 5.4 : Υποθέτουμε ότι το P είναι ένα διαχωρίσιμο μέτρο στην S0

με διαχωρίσιμο φορέα M ∈ S0 και ότι η h είναι S0\S ′0-μετρήσιμη και συνεχής σε
όλα τα σημεία του M . Εαν Pn ⇒◦ P (στον (S,S0)) τότε Pn ◦ h−1 ⇒◦ P ◦ h−1

(στον (S′,S ′0)).

Απόδειξη : ΄Εστω ένα ανοικτό G′ με G′ ∈ S ′0. Θέτουμε A = h−1(G′) και

θα αποδείξουμε ότι A ∩M ⊆ A◦. ΄Εστω λοιπόν x ∈ A ∩M . Τότε h(x) ∈ G′ και
επειδή x ∈ M και η h είναι συνεχής στο M θα υπάρχει ανοικτό V ∈ S με x ∈ V
και h(V ) ⊆ G′. Δηλαδή x ∈ V ⊆ h−1(G′) = A άρα x ∈ A◦. Τώρα, το σύνολο

A ∩M είναι διαχωρίσιμο επομένως υπάρχει ένα αριθμήσιμο D με A ∩M ⊆ D. Η

οικογένεια των ανοικτών σφαιρών ∆ = {B(d, r) : d ∈ D, r ∈ Q} είναι αριθμήσιμη

και καλύπτει το A∩M επομένως αν πάρουμε G =
⋃
B∈∆B, τότε το G είναι ανοι-

κτό (ως αριθμήσιμη ένωση ανοικτών) και άρα A ∩M ⊆ G ⊆ A◦ ⊆ A. Από την

υπόθεση για την μετρησιμότητα της h προκύπτει ότι A ∩M ∈ S0 και προφανώς

G ∈ S0 και έτσι :

lim infn Pn ◦ h−1(G′) = lim infn Pn(A) ≥ lim infn Pn(G) ≥ P (G) ≥

≥ P (A ∩M) = P (A) = P ◦ h−1(G′)

άρα Pn ◦ h−1 ⇒◦ P ◦ h−1
.

Για μια ακολουθία μέτρων πιθανότητας Pn στην S0 θα λέμε ότι είναι tight◦

εαν για κάθε ε > 0 υπάρχει συμπαγές σύνολο K τέτοιο ώστε για κάθε δ > 0 να

ισχύει :
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(5.2) lim inf
n

Pn(Kδ) > 1− ε,

όπου Kδ = {x ∈ S : ρ(x,K) < δ}.
Αφού το K είναι συμπαγές, θα είναι και διαχωρίσιμο, οπότε το Λήμμα μας εξασφα-

λίζει ότι K,Kδ ∈ S0 , όπως και επίσης ότι το Kδ = {x ∈ S : ρ(x,K) ≤ δ} ∈ S0.

Εαν τώρα η ακολουθία {Pn} είναι tight◦ και εαν Pn ⇒◦ P τότε , εφόσον το Kδ

είναι κλειστό ανήκει στην S0 και περιέχει το Kδ
, έπεται λόγω της (5.2) και του

θεωρήματος 5.3 ότι P (Kδ) ≥ 1− ε δηλαδή το P είναι tight με την παλιά, γνωστή

μας έννοια.

Σχετικά, έχουμε το εξής ανάλογο του θεωρήματος του Prohorov :

Θεώρημα 5.5 : Εαν η {Pn} είναι tight◦ τότε για κάθε υπακολουθία {Pni}i
υπάρχει μια περαιτέρω υπακολουθία {Pnim }m και ένα διαχωρίσιμο μέτρο πιθανό-
τητας P στην S0 ώστε Pnim ⇒

◦
m P .

Απόδειξη : Επειδή γενικά για μια ακολουθία πραγματικών αριθμών {an} ι-

σχύει lim infi ani ≥ lim infn an , βλέπουμε ότι η υπακολουθία {Pni} της tight◦

{Pn} είναι επίσης tight◦. ΄Αρα αρκεί να βρούμε μια ασθενώς
◦
συγκλίνουσα υπα-

κολουθία της ίδιας της {Pn}. Ακριβώς όπως και στην απόδειξη του θεωρήματος

του Prohorov κατασκευάζουμε μια αύξουσα ακολουθία συμπαγών υποσυνόλων

K1 ⊆ K2 ⊆ . . . ώστε να ισχύει :

(5.3) lim inf
n

Pn(Kδ
u) > 1− 1

u

για κάθε u ∈ N και για κάθε δ > 0.
Ορίζουμε τώρα τις κλάσεις A,H ακριβώς όπως και στο θεώρημα 4.1 και μέσω του

διαγώνιου επιχειρήματος εκλέγουμε μια υπακολουθία {Pni} για την οποία υπάρχει

το όριο a0(Hδ) = limi Pni(H
δ) για κάθε H που ανήκει στην αριθμήσιμη κλάση

H και για κάθε ρητό δ. Τώρα ορίζουμε :

a(H) = lim
δ↘0

a0(Hδ)

, όπου το δ κινείται στους θετικούς ρητούς. Το a ικανοποιεί τις σχέσεις (4.3),

(4.4), (4.5). Πράγματι οι (4.3) , (4.5) προκύπτουν άμεσα από το γεγονός ότι

αν H1 ⊆ H2 τότε Hδ
1 ⊆ Hδ

2 και από την ισότητα (H1 ∪ H2)δ = Hδ
1 ∪ Hδ

2 .

Η σχέση (4.4) έπεται από το γεγονός ότι τα σύνολα H της H είναι συμπαγή

και συνεπώς αν H1 ∩ H2 = ∅ τότε υπάρχει δ > 0 ώστε Hδ
1 ∩ Hδ

2 = ∅. Τα

υπόλοιπα βήματα είναι ακριβώς όπως στο 4.1, δηλαδή για ανοικτά G ορίζουμε το

β(G) μέσω της (4.6) και για τυχόν M ∈ P(S) ορίζουμε το γ(M) όπως στην

(4.7). ΄Επειτα περιορίζουμε το γ στην S0 δηλαδή έστω P = γ|S0 . Λόγω της (5.3)

προκύπτει ότι a0(Kδ
u) ≥ 1 − 1

u (διότι Ku ∈ H) κι έτσι a(Ku) ≥ 1 − 1
u . ΄Ετσι

η σχέση (4.8) μας δίνει ότι το P είναι μέτρο πιθανότητας. Μένει να αποδείξουμε

ότι Pni ⇒◦i P . ΄Εστω λοιπόν ένα ανοικτό G με G ∈ S0. Ισχύει P (G) = β(G) =
sup{a(H) : H ∈ H, H ⊆ G} οπότε θεωρούμε τυχόν H ∈ H, H ⊆ G. Το H είναι

συμπαγές σύνολο και H ∩ Gc = ∅ συνεπώς πάλι λόγω συμπάγειας μπορούμε να

εκλέξουμε αρκετά μικρό δ > 0 ώστε Hδ ⊆ G. Πράγματι, εαν όχι, τότε ∀δ > 0
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ισχύει Gc ∩ Hδ 6= ∅. Δηλαδή ∃{xn} ∈ Gc : ρ(xn, H) < 1
n . Αυτό με τη σειρά

του σημαίνει ότι ∃ {yn} ∈ H : ρ(xn, yn) < 1
n . Το H όμως είναι συμπαγές

οπότε ∃ {ykn}, y0 ∈ H : ρ(ykn , y0) → 0. Επειδή ρ(xkn , ykn) → 0 συνάγουμε

ότι ρ(xkn , y0) → 0. ΄Ομως το Gc είναι κλειστό και περιέχει την {xn} επομένως

y0 ∈ Gc και ταυτόχρονα y0 ∈ H , άτοπο επειδή H ∩Gc = ∅.
Τώρα επειδή η ακολουθία {a0(Hδ)}δ είναι φθίνουσα ως προς δ προκύπτει ότι

a(H) ≤ a0(Hδ) και επειδή Hδ ⊆ G έχουμε :

a(H) ≤ a0(Hδ) ≤ lim inf
i

Pni(G)

δηλαδή P (G) = β(G) ≤ lim infi Pni(G) , όπως έπρεπε να δειχθεί.

Το μέτρο P , ως ασθενές
◦
όριο της tight◦ ακολουθίας {Pn} είναι tight με την

παλιά έννοια και συνεπώς ειναι διαχωρίσιμο. Πράγματι, ∀n, ∃Kn: συμπαγή σύνο-

λα με P (Kn) > 1 − 1
n . Επιλέγουμε A =

⋃∞
n=1Kn οπότε το A είναι διαχωρίσιμο

(ως αριθμήσιμη ένωση διαχωρίσιμων) και P (Ac) < 1
n ,∀n δηλαδή P (Ac) = 0 που

σημαίνει ότι το A είναι διαχωρίσιμος φορέας του P .

Η μετρική του Prohorov

΄Εστω S ένας μετρικός χώρος και S η Borel σ-άλγεβρά του. Θεωρούμε το σύνολο

P = {Q : S → [0, 1]} να είναι ο χώρος όλων των μέτρων πιθανότητας με πεδίο

ορισμού την S. Μπορούμε να θεωρήσουμε μια τοπολογία στον P παίρνοντας σαν

βασικές περιοχές ενός P ∈ P να είναι τα σύνολα της μορφής :

U
(ε)
f1,...,fk

(P ) = {Q ∈ P : |Qfi − Pfi| < ε,∀i = 1, . . . , k}

για κάποιον k ∈ N και για κάποιες fi : S → R συνεχείς και φραγμένες. Μπορεί

να αποδειχθεί ότι η ασθενής σύγκλιση ακολουθίας μέτρων πιθανότητας (ή ακόμα

γενικότερα, δικτύων) είναι σύγκλιση σε αυτή την τοπολογία.

Η μετρική του Prohorov π : P × P → R+
ορίζεται ως :

(5.10) π(P,Q) = inf{ε > 0 : P (A) ≤ Q(Aε) + ε,Q(A) ≤ P (Aε) + ε, ∀A ∈ S}

Θα αποδείξουμε μερικά πράγματα για την π.

i)Η συνάρτηση π είναι πράγματι μια μετρική : Λόγω συμμετρίας είναι άμεσο

ότι π(P,Q) = π(Q,P ) και προφανώς π(P, P ) = 0. Τώρα, αν π(P,Q) = 0 έχουμε

ότι για κάθε ε > 0 ισχύει P (A) ≤ Q(Aε) + ε για κάθε A ∈ S δηλαδή και για όλα

τα κλειστά F . Φυσικά λόγω ορισμού της π ισχύει και η άλλη ανισότητα, οπότε

αφήνοντας ε ↘ 0 έπεται P (F ) = Q(F ) για κάθε κλειστό F , δηλαδή P ≡ Q. Για

την τριγωνική ανισότητα τώρα, έστω π(P,Q) < ε1, π(Q,R) < ε2. Επειδή ισχύει η

σχέση (Aε1)ε2 ⊆ Aε1+ε2 , έχουμε : P (A) ≤ Q(Aε1)+ε1 ≤ R((Aε1)ε2)+ε1 +ε2 ≤
R(Aε1+ε2) + ε1 + ε2. Αυτό σημαίνει ότι το ε1 + ε2 ανήκει στο σύνολο του οποίου

παίρνουμε το inf στον ορισμό της π.Επομένως π(P,R) ≤ ε1 + ε2. Επειδή τα ε1 ,

ε2 ήταν τυχόντα που ξεπερνούσαν τα π(P,Q) και π(Q,R) αντίστοιχα , αφήνοντας
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ε
(n)
1 ↘ π(P,Q) και ε

(n)
2 ↘ π(Q,R) έπεται ότι π(P,R) ≤ π(P,Q) + π(Q,R).

ii) Εαν ισχύει P (A) ≤ Q(Aε) + ε,∀A ∈ S , τότε αναγκαστικά θα ισχύει και
Q(A) ≤ P (Aε) + ε, ∀A ∈ S : Εδώ αρκεί να παρατηρήσουμε ότι ισχύει η εξής ισο-

δυναμία : A ⊆ S \Bε ⇐⇒ B ⊆ S \ Aε ⇐⇒ ρ(x, y) ≥ ε, ∀x ∈ A, ∀y ∈ B. Για

τυχόν λοιπόν A ∈ S , θεωρούμε B = S \Aε , οπότε αν η δοθείσα ανισότητα ισχύει

για το B έχουμε : P (Aε) = 1−P (B) ≥ 1−Q(Bε)−ε = Q(S\Bε)−ε ≥ Q(A)−ε.

iii) Εαν π(Pn, P ) → 0 τότε Pn ⇒ P : Πράγματι,θεωρούμε μια εn → 0 ώστε

π(Pn, P ) < εn → 0 (πάρε πχ εn = π(Pn, P ) + 1
n ). Τότε για τυχόν F : κλειστό

είναι : lim supn Pn(F ) ≤ lim supn(P (F εn) + εn) = P (F ) , άρα Pn ⇒ P .

iv) Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος και Pn ⇒ P , τότε π(Pn, P ) → 0 : ΄Εστω

ε > 0. Επειδή ο S είναι διαχωρίσιμος μπορούμε να βρούμε ένα αριθμήσιμο σύνολο

A τέτοιο ώστε S =
⋃
x∈AB(x, ε2 ). ΄Εστω Bi = B(xi,

ε
2 ) και A1 = B1, A2 =

B2 \B1, . . . , An = Bn \
⋃n−1
i=1 Bi, . . . Τότε η ακολουθία {An}n είναι μια διαμέριση

του S (δηλαδή είναι ξένα ανά δύο) και κάθε ένα από τα Ai έχει διάμετρο μικρότερη

από ε. Μπορούμε να διαλέξουμε k ∈ N ώστε P (
⋃∞
i=k+1Ai) < ε και έπειτα να

πάρουμε :

G = {(Ai1 ∪Ai2 ∪ . . . ∪Aim)ε : 1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ k}

Η G είναι μια πεπερασμένη κλάση απο ανοικτά σύνολα και επειδή Pn ⇒ P μπο-

ρούμε να βρούμε έναν n0 ώστε n ≥ n0 =⇒ Pn(G) > P (G) − ε, ∀G ∈ G (αυτό

μπορεί να γίνει επειδή lim infn Pn(G) ≥ P (G) > P (G) − ε,∀G ∈ G και η G είναι

πεπερασμένη). ΄Εστω A ∈ S και θεωρούμε A0 να είναι η ένωση των συνόλων ανά-

μεσα στα A1, . . . , Ak που τέμνουν το A. Τότε Aε0 ∈ G και n ≥ n0 =⇒ P (A) ≤
P (A0)+P (

⋃∞
i=k+1Ai) ≤ P (A0)+ε ≤ P (Aε0)+ε < Pn(Aε0)+2ε ≤ Pn(A2ε)+2ε ,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι η διάμετρος των Ai είναι
μικρότερη του ε. ΄Ετσι , χρησιμοποιώντας και το ii) προκύπτει ότι π(Pn, P ) < 2ε
για το τυχόν ε.

v) Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος , τότε μια οικογένεια μέτρων A του P είναι
σχετικά συμπαγής αν και μόνο αν η κλειστότητα A

π
είναι π-συμπαγής : Στην

διαχωρίσιμη περίπτωση από τα iii) , v) προκύπτει η ισοδυναμία της ασθενούς σύγ-

κλισης και της π-σύγκλισης.

vi) Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος , τότε και ο P είναι διαχωρίσιμος : Η απόδειξη

θα γίνει κατασκευαστικά . ΄Εστω ε > 0 και μια αριθμήσιμη διαμέριση {Ai}i του S
όπως στο iv). Σε κάθε μη κενό Ai επιλέγουμε ένα σημείο xi ∈ Ai και θεωρούμε

την αριθμήσιμη οικογένεια μέτρων :

Πε = {
k∑
i=1

riδxi : k ∈ N, ri ∈ Q}

Για τυχόν P ∈ P διαλέγουμε έναν k : P (
⋃∞
i=k+1Ai) < ε και μετά επιλέγουμε

ρητούς r1, . . . , rk ώστε
∑k
i=1 ri = 1 και

∑k
i=1 |ri − P (Ai)| < ε και θεωρούμε
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5. β) Η μετρική του Prohorov Κεφάλαιο 1

το μέτρο Q =
∑k
i=1 riδxi . Πάλι θεωρούμε το σύνολο A0 =

⋃
i∈I Ai όπου το I

είναι το σύνολο δεικτών ανάμεσα στους {1, 2, . . . , k} για τους οποίους Ai ∩A 6= ∅
οπότε έχουμε :

P (A) ≤ P (A0)+ε =
∑
i∈I P (Ai)+ε ≤

∑
i∈I ri+2ε = Q(A0)+2ε ≤ Q(Aε)+2ε

, όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει λόγω του γεγονότος ότι η διάμετρος των

συνόλων Ai είναι < ε και έτσι A0 ⊆ Aε. Συνεπώς και με βάση τη ii) έπεται ότι

π(P,Q) < 2ε , δηλαδή η Πε είναι ένα αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο του P.

vii) Εαν ο S είναι διαχωρίσιμος και πλήρης τότε και ο P είναι πλήρης : ΄Ε-

στω μια π-βασική ακολουθία {Pn} στον P. Για να δείξουμε ότι συγκλίνει αρκεί

να βρούμε μια π-συγκλίνουσα υπακολουθία δηλαδή , λόγω της v), αρκεί να βρού-

με μια ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι η {Pn}:
tight. Χρησιμοποιώντας κάποια από τα επιχειρήματα της απόδειξης 4.2 αρκεί να

δείξουμε ότι για κάθε ε, δ > 0 υπάρχουν πεπερασμένες το πλήθος ανοικτές σφαί-

ρες C1, . . . , Cm ακτίνας δ για τις οποίες ισχύει Pn(C1 ∪ . . . ∪ Cm) > 1 − ε,∀n.
(προφανώς το m εξαρτάται από τα δ, ε ).

Αρχικά έστω η : 0 < 2η < min{δ, ε}. Επειδή η {Pn} είναι βασική, διαλέγουμε

n0 ώστε n ≥ n0 =⇒ π(Pn0 , Pn) < η. Επειδή ο S είναι διαχωρίσιμος μπορεί

να γραφτεί σαν S =
⋃
i∈NB(xi, η) =

⋃
i∈NAi για κάποια xi που ανήκουν σε έ-

να αριθμήσιμο σύνολο και όπως και πριν, μπορούμε να διαλέξουμε έναν m ώστε

n ≤ n0 =⇒ Pn(A1∪. . .∪Am) > 1−η. Θέτουμε τώρα Bi = B(xi, 2η). Αν n ≥ n0

, τότε Pn(B1∪. . .∪Bm) ≥ Pn((A1∪. . .∪Am)η) ≥ Pn0
(A1∪. . .∪Am)−η ≥ 1−2η ,

όπου η πρώτη ανισότητα προκύπτει από τον ορισμό των Bi και η δεύτερη από το ότι

π(Pn, Pn0) < η. Αν n < n0 τότε Pn(B1 ∪ . . .∪Bm) ≥ Pn(A1 ∪ . . .∪Am) ≥ 1− η
και έτσι για Ci = B(xi, δ) ⊇ Bi, i = 1, . . . ,m προκύπτει ότι Pn(C1 ∪ . . .∪Cm) ≥
1− 2η > 1− ε,∀n.
Με βάση αυτά προκύπτει το εξής θεώρημα :

Θεώρημα 5.6 : ΄Εστω ότι ο S είναι διαχωρίσιμος και πλήρης. Τότε η ασθε-
νής σύγκλιση είναι ισοδύναμη με την π-σύγκλιση, ο P είναι διαχωρίσιμος και
πλήρης και ένα σύνολο A ∈ P είναι σχετικά συμπαγές αν και μόνο το Aπ είναι
π-συμπαγές.
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6. Ασθενής σύγκλιση και tightness στον C Κεφάλαιο 2

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Ο χώρος C[0, 1]

Ενότητα 6 : Ασθενής σύγκλιση και

tightness στον C[0, 1]

Θεωρούμε τον χώρο C[0, 1] όλων των συνεχών πραγματικών συναρτήσεων με

πεδίο ορισμού το διάστημα [0, 1] και με την τοπολογία που επάγει η μετρική της

ομοιόμορφης σύγκλισης, δηλαδή για x, y ∈ C ορίζουμε :

ρ(x, y) = sup
t∈[0,1]

{|x(t)− y(t)|}

΄Εχουμε δει μέσα από παραδείγματα ότι αν οι finite-dimensional distributions
μιας ακολουθίας Pn στον C συγκλίνουν ασθενώς στις finite-dimensional distri-
butions του P , αυτό δε σημαίνει αναγκαστικά ότι Pn ⇒ P (παράδειγμα 2.5).

Ωστόσο εαν η ακολουθία Pn είναι σχετικά συμπαγής τότε η προηγούμενη συνεπα-

γωγή είναι αληθής (παράδειγμα 4.1). ΄Ετσι έχουμε το εξής πολύ βασικό θεώρημα :

Θεώρημα 6.1 : ΄Εστω {Pn}n, P μέτρα πιθανότητας ορισμένα στον (C, C).
Εαν η {Pn} είναι tight και εαν οι finite-dimensional distributions της Pn συγκλί-
νουν ασθενώς σε αυτές του P τότε θα ισχύει ότι Pn ⇒ P .

Tightness και συμπάγεια στον C

Είναι γνωστό ότι μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό υποδιάστημα

του R είναι ομοιόμορφα συνεχής. Μια σημαντική ποσότητα που θα μας βοηθήσει να

μελετήσουμε την συμπάγεια στον χώρο C είναι το μέτρο συνέχειας μιας τυχούσας

συνάρτησης x(·) με πεδίο ορισμού το [0, 1] :

(6.1) wx(δ) = w(x, δ) = sup
|s−t|≤δ

{|x(s)− x(t)|}, 0 < δ ≤ 1
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6. Ασθενής σύγκλιση και tightness στον C Κεφάλαιο 2

Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι μια συνάρτηση στο [0, 1] ομοιόμορφα
συνεχής είναι να ισχύει

(6.2) lim
δ→0

wx(δ) = 0

Πράγματι, έστω ότι η x είναι ομοιόμορφα συνεχής και έστω ε > 0. Υπάρχει

k > 0 : |s − t| ≤ k =⇒ |x(s) − x(t)| < ε. Τότε αν 0 < δ < k ισχύει προφανώς

|s − t| ≤ δ =⇒ |x(s) − x(t)| < ε , δηλαδή wx(δ) < ε. Αντίστροφα , έστω ότι

ισχύει η (6.2) και έστω ε > 0. Υπάρχει k > 0 ώστε : 0 < δ < k =⇒ wx(δ) < ε,
δηλαδή : sup{|x(s)− x(t)| : |s− t| ≤ δ} < ε. ΄Ετσι βρήκαμε δ > 0 ώστε να ισχύει

η συνεπαγωγή : |s− t| < δ =⇒ |x(s)− x(t)| < ε , δηλαδή η x είναι ομοιόμορφα

συνεχής.

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι μια x ∈ C ικανοποιεί την (6.2) και ότι για σταθερό

δ ισχύει : |wx(δ)−wy(δ)| ≤ 2ρ(x, y). Αυτό προκύπτει πολύ εύκολα αν γράψουμε

|x(s)− x(t)| = |x(s)− y(s) + y(s)− y(t) + y(t)− x(t)| ≤ |x(s)− y(s)|+ |y(t)−
x(t)|+ |y(s)− y(t)| ≤ 2ρ(x, y) + |y(s)− y(t)|. Αυτό μας λέει ότι , για σταθερό δ,
η συνάρτηση w(·, δ) είναι συνεχής ως προς x.
Μια μικρή υπενθύμιση: ένα σύνολο A καλείται σχετικά συμπαγές αν το A είναι

συμπαγές. Αυτό είναι ισοδύναμο με το ότι κάθε ακολουθία {xn} στο A έχει συγ-

κλίνουσα υπακολουθία (με το όριο να ανήκει στο A). Πράγματι, η μια κατεύθυνση

είναι προφανής ενώ για την αντίστροφη θεωρούμε (xn)n στο A , οπότε μπορούμε

να βρούμε (an)n στο A ώστε ρ(an, xn) < 1
n . Εξ υποθέσεως θα υπάρχει μια υπα-

κολουθία (akn)n και ένα x ∈ A με akn → x. Αφού ρ(xkn , akn)→ 0, έπεται άμεσα
ότι xkn → 0 δηλαδή το A είναι συμπαγές.

Αναφορικά με την σχετική συμπάγεια στον C έχουμε το θεώρημα των Ascoli-
Arzela :

Θεώρημα 6.2 : ΄Ενα σύνολο A ⊆ C[0, 1] είναι σχετικά συμπαγές αν και
μόνο αν ισχύουν :

(6.3) sup
x∈A
{|x(0)|} <∞

και

(6.4) lim
δ→0

sup
x∈A
{wx(δ)} = 0

Σε αυτό το σημείο πρέπει να θυμίσουμε τον ορισμό της ισοσυνέχειας ενός υπο-

συνόλου του C[0, 1]. ΄Ενα A ⊆ C[0, 1] καλείται ισοσυνεχές στο t0 αν ισχύει ότι

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |t − t0| < δ =⇒ supx∈A{|x(t) − x(t0)|} < ε. Πιο απλά εαν

limt→t0 supx∈A{|x(t)− x(t0)|} = 0.
Το A θα καλείται ομοιόμορφα ισοσυνεχές εαν ∀ε > 0, ∃δ > 0 : |t − s| < δ =⇒
supx∈A{|x(t) − x(s)|} < ε. Η σχέση (6.4) περιγράφει ακριβώς αυτό, την ομοιό-

μορφη ισοσυνέχεια του συνόλου A.

Αν το A περιέχει τις συναρτήσεις που ορίσαμε στην (1.2) τότε όπως έχουμε δείξει,

καμία υπακολουθία της zn δεν μπορεί να συγκλίνει ως προς την ρ ≡ ρ∞ και έτσι

το A δεν είναι σχετικά συμπαγές. Εφόσον η (6.3) ισχύει, τότε η (6.4) δεν πρέπει
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6. Ασθενής σύγκλιση και tightness στον C Κεφάλαιο 2

να είναι αληθής και αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι , για οποιοδήποτε δ > 0,
αν πάρουμε n τέτοιο ώστε δ ≥ 1

n τότε wzn(δ) = 1 , δηλαδή αποκλείεται να ισχύει

limδ→0 supx∈A{wx(δ)} = 0.

Απόδειξη (6.2) : ΄Εστω ότι το A είναι συμπαγές. Αφού ο (C[0, 1], ρ) είναι

πλήρης προκύπτει ότι το A είναι ολικά φραγμένο δηλαδή φραγμένο. ΄Ετσι :

∃M > 0 : supx∈A{‖x‖} ≤ M , και επειδή |x(0)| ≤ ‖x‖,∀x ∈ A έπεται η

σχέση (6.3). Για την σχέση (6.4) θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Dini από

την Πραγματική Ανάλυση. ΄Εστω δn ↘ 0 και έστω Gn(x) = wx(δn). Λόγω

της σχέσης (6.2) παρατηρούμε ότι limn→∞Gn(x) = 0,∀x ∈ A. Επίσης ισχύει

Gn(x) ≥ Gn+1(x) ≥ . . . ,∀n ∈ N και ∀x ∈ A. ΄Αρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το

θεώρημα Dini και να πούμε ότι η σύγκλιση της Gn στο 0 είναι ομοιόμορφη πάνω

σε όλα τα συμπαγή υποσύνολα του C. Επομένως limn→∞ supx∈A{wx(δn)} = 0,
όπως έπρεπε να δειχθεί.

Για το αντίστροφο τώρα, υποθέτουμε ότι ισχύουν οι (6.3) και (6.4). Παίρνον-

τας παραδείγματος χάριν ε = 1 στην (6.4) μπορούμε να βρούμε έναν k ∈ N :
supx∈A wx( 1

k ) < 1 <∞. Για τυχόν t ∈ [0, 1], ισχύει προφανώς

|x(t)| ≤ |x(0)|+
k∑
i=1

(|x(
it

k
)− x(

(i− 1)t

k
)|)

οπότε και λόγω της (6.3) έπεται :

(6.5) sup
t∈[0,1]

{sup
x∈A
{|x(t)|}} <∞

Στόχος μας είναι να δείξουμε ότι το A είναι ολικά φραγμένο χρησιμοποιώντας τις

(6.4) , (6.5) οπότε επειδή ο C είναι πλήρης απο αυτό θα ακολουθήσει ότι το A
είναι ολικά φραγμένο και κλειστό δηλαδή συμπαγές.

΄Εστω a να είναι το supremum της (6.5) και έστω ε > 0. Το [−a, a] είναι

ολικά φραγμένο και συνεπώς μπορούμε να το καλύψουμε με πεπερασμένες το

πλήθος ανοικτές σφαίρες ακτίνας ε : [−a, a] ⊆
⋃m
j=1B(xj , ε) και να πάρουμε

H = {x1, . . . , xm}. Λόγω της (6.4) πάλι μπορούμε να επιλέξουμε έναν k αρκετά

μεγάλο ώστε wx( 1
k ) < ε,∀x ∈ A και έπειτα να χωρίσουμε το διάστημα [0, 1] σε

υποδιαστήματα Iki = [ i−1
k , ik ]. Θεωρούμε τώρα το πεπερασμένο υποσύνολο του

C, B, που αποτελείται από τις πολυγωνικές συναρτήσεις που είναι γραμμικές σε

κάθε διάστημα Iki και στα άκρα έχουν μια τιμή που ανήκει στο σύνολο H. Θα

δείξουμε ότι A ⊆
⋃
y∈B Bρ(y, 2ε). Πράγματι, έστω x ∈ A. Τότε λόγω της (6.5)

ισχύει x( ik ) ≤ a,∀i = 0, 1, . . . , k δηλαδή σίγουρα το x( ik ) ανήκει κάθε φορά σε

κάποια από τις σφαίρες B(x1, ε), . . . , B(xm, ε) που καλύπτουν το [−a, a]. Αυτό

σημαίνει ότι θα υπάρχει μια κατάλληλη πολυγωνική συνάρτηση y του πεπερασμέ-

νου συνόλου B για την οποία ισχύει |x( ik )− y( ik )| < ε,∀i = 0, . . . , k. Εαν t ∈ Iki
τότε |y( ik )− x(t)| ≤ |y( ik )− x( ik )|+ |x( ik )− x(t)| < ε+ wx( 1

k ) < 2ε και το ίδιο

ισχύει και για το άκρο y( i−1
k ). Λόγω της γραμμικότητας της y, κάθε y(t) είναι

ένας κυρτός συνδυασμός των y( i−1
k ) και y( ik ) και άρα θα βρίσκεται μέσα σε μια

2ε-περιοχή του x(t).΄Ετσι ρ(x, y) < 2ε, δηλαδή το A είναι ολικά φραγμένο , όπως
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έπρεπε να δειχθεί.

΄Εστω {Pn}n ακολουθία μέτρων πιθανότητας στον (C, C).

Θεώρημα 6.3 : Η ακολουθία {Pn}n είναι tight αν και μόνο αν ισχύουν ταυ-
τοχρόνως οι εξής δύο συνθήκες :

i)Για κάθε η > 0 , υπάρχουν a > 0 και n0 ∈ N τέτοιοι ώστε

(6.6) Pn[x ∈ C : |x(0)| ≥ a] ≤ η,∀n ≤ n0

ii) Για κάθε ε, η > 0 υπάρχει ένα δ με 0 < δ < 1 και ένας n0 ∈ N ώστε

(6.7) Pn[x ∈ C : wx(δ) ≥ ε] ≤ η,∀n ≥ n0

Παρατηρούμε ότι η ποσότητα στη σχέση (6.7) είναι καλά ορισμένη επειδή η

συνάρτηση w(·, δ) είναι συνεχής (για σταθερό δ) και συνεπώς C\R-μετρήσιμη.

Επίσης η συνθήκη ii) είναι ισοδύναμη με το ότι για κάθε ε > 0 ισχύει

(6.8) lim
δ→0

lim sup
n

Pn[x : wx(δ) ≥ ε] = 0

Πραγματικά αυτό μπορεί να φανεί εύκολα εαν εφαρμόσουμε τον ορισμό του ορίου

και εαν χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι όταν 0 < k < δ τότε

Pn[x : wx(k) ≥ ε] ≤ Pn[x : wx(δ) ≥ ε].

Απόδειξη: ΄Εστω ότι η {Pn}n είναι tight και έστω η > 0. Διαλέγουμε ένα

συμπαγές σύνολο K τέτοιο ώστε Pn(K) > 1 − η , ∀n. Από το θέωρημα του

Ascoli (6.2) ισχύει K ⊆ [x : |x(0)| < a] , για κάποιο κατάλληλα μεγάλο a.
Επίσης , λόγω της (6.4), για δοθέν ε > 0 υπάρχει ένα μικρό δ ώστε να ισχύει

K ⊆ [x : wx(δ) < ε] και έτσι, παίρνοντας συμπληρώματα, δείχνουμε ότι ισχύουν

οι (6.6), (6.7) για n0 = 1.
Τώρα για το αντίστροφο, επειδή ο χώρος C είναι πλήρης και διαχωρίσιμος,

οποιαδήποτε πεπερασμένη οικογένεια μέτρων είναι tight και άρα οι σχέσεις (6.6),

(6.7) θα ισχύουν και για τους δείκτες n < n0. Επομένως μεγαλώνοντας κατάλλη-

λα το a και μικραίνοντας το δ, μπορούμε να υποθέσουμε ότι n0 = 1. Θα δείξουμε

ότι η {Pn}n είναι tight. ΄Εστω η > 0. Λόγω της (6.6) διαλέγουμε ένα a > 0 ώστε

αν B = [x : |x(0) < a] να ισχύει ότι Pn(B) > 1 − η , ∀n. Λόγω της (6.7), για

ε = 1
k , η̃ = η

2k
υπάρχουν δk ώστε αν Bk = [x : wx(δk) < 1

k ] τότε Pn(Bk) ≥ 1− η
2k

για κάθε n. Θέτουμε K = A , όπου A = B∩
⋂
k Bk. Είναι K ⊇ A, άρα Kc ⊆ Ac,

οπότε Pn(Kc) ≤ Pn(Bc) +
∑
k Pn(Bck) ≤ 2η , για κάθε n. Επίσης επειδή A ⊆ B

και A ⊆ Bk,∀k , έπεται ότι το A ικανοποιεί τις σχέσεις (6.3), (6.4) , δηλαδή είναι

σχετικά συμπαγές και άρα το K είναι συμπαγές με Pn(K) ≥ 1 − 2η ,∀n. ΄Αρα η

{Pn}n είναι tight.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε δύο ανισότητες που θα μας φανούν ιδιαίτερα

χρήσιμες όταν θα θελήσουμε να αποδείξουμε την tightness συγκεκριμένων ακο-

λουθιών. Συγκεκριμένα ισχύει το εξής :
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Θεώρημα 6.4 : ΄Εστω μια διαμέριση του διαστήματος [0, 1] , 0 = t0 < t1 <
. . . < tv = 1 και

(6.9) min
1<i<v

(ti − ti−1) ≥ δ

για κάποιο δ > 0. Τότε για τυχόν x ∈ C έχουμε :

(6.10) wx(δ) ≤ 3 max
1≤i≤v

{ sup
ti−1≤s≤ti

{|x(s)− x(ti−1)|}}

και για τυχόν P είναι :

(6.11) P [x : wx(δ) ≥ 3ε] ≤
v∑
i=1

P [x : sup
ti−1≤s≤ti

{|x(s)− x(ti−1)|} ≥ ε]

Απόδειξη : Για ευκολία έστω m να είναι το maximum της (6.10). Αν τα s, t
ανήκουν στο ίδιο διάστημα Ii = [ti−1, ti] τότε |x(s) − x(t)| ≤ |x(s) − x(ti−1)| +
|x(ti−1)−x(t)| ≤ 2 supti−1≤s≤ti{|x(s)−x(ti−1)|} ≤ 2m. Αν ανήκουν σε διαδοχικά

Ii και Ii+1 τότε |x(s)−x(t)| ≤ |x(s)−x(ti−1)|+|x(ti−1)x(ti)|+|x(ti)−x(t)| ≤ 3m.

Επομένως όταν |s− t| ≤ δ , λόγω της (6.9), αναγκαστικά τα s, t θα ανήκουν είτε

στο ίδιο είτε σε διαδοχικά υποδιαστήματα και έτσι σε κάθε περίπτωση θα έχουμε

wx(δ) ≤ 3m. Τώρα επειδή ισχύει

[x : wx(δ) ≥ 3ε] ⊆ [x : max
1≤i≤v

{ sup
ti−1≤s≤ti

{|x(s)− x(ti−1)|}} ≥ ε]

έπεται και η (6.11) λόγω υποπροσθετικότητας.

Πόρισμα : Η συνθήκη (6.7) του θεωρήματος 6.3 ισχύει όταν για κάθε η, ε > 0
υπάρχει ένα 0 < δ < 1 και ένας n0 ∈ N ώστε για κάθε t και για κάθε n ≥ n0 να

ισχύει :

(6.12)
1

δ
Pn[x : sup

t≤s≤t+δ
{|x(s)− x(t)|} ≥ ε] ≤ η

(εαν t > 1− δ , προφανώς περιορίζουμε το supremum της (6.12) στο t ≤ s ≤ 1)

Απόδειξη : ΄Εστω η, ε > 0. Για ε̃ = ε/3 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει η

(6.12). Παίρνουμε v = [ 1
δ ] να είναι το ακέραιο μέρος του

1
δ και έστω ti = iδ όταν

i < v. Η (6.12) ισχύει για t = ti οπότε λόγω της (6.11) παίρνουμε:

Pn[x : wx(δ) ≥ ε] ≤
v∑
i=1

Pn[x : sup
ti−1≤s≤ti

{|x(s)− x(ti−1)|} ≥ ε

3
] ≤

v∑
i=1

δη =

= vδη ≤ 1
δ δη = η

Τυχαίες συναρτήσεις

45



6. Ασθενής σύγκλιση και tightness στον C Κεφάλαιο 2

΄Εστω (Ω,F ,P) ένας χώρος πιθανότητας και έστω μια απεικόνιση

X : Ω→ C. Για κάθε σταθερό ω η X(ω) είναι μια συνεχής συνάρτηση στο [0, 1]
με τιμή Xt(ω) = X(t, ω). Για σταθερό t έστω Xt : Ω → R να είναι η σύνθεση

της πt με την X, δηλαδή Xt = πt ◦X. ΄Εστω επίσης (Xt1 , . . . , Xtk) : Ω→ Rk να

είναι η σύνθεση της πt1...tk με την X δηλαδή (Xt1 , . . . , Xtk) = πt1...tk ◦X.

Εαν η X είναι τυχαία συνάρτηση, δηλαδή F\C-μετρήσιμη, τότε και η σύνθεση

πt1...tk ◦X είναι F\Rk-μετρήσιμη για όλα τα t1, . . . , tk ∈ [0, 1]. Ισχύει όμως και το

αντίστροφο. Πράγματι εαν οι συνθέσεις πt1...tk ◦X είναι F\Rk-μετρήσιμες για όλα

τα t1, . . . , tk ∈ [0, 1] , τότε για το τυχόν finite-dimensional set A = π−1
t1...tk

(H) ∈
Cf θα έχουμε : X−1(A) = (πt1...tk ◦ X)−1(H) ∈ F επειδή H ∈ Rk. ΄Ετσι

X−1(Cf ) ⊆ F και επειδή σ(Cf ) = C έπεται η μετρησιμότητα της X. Επομένως

η X είναι τυχαία συνάρτηση ⇐⇒ για κάθε k και για κάθε t1, . . . , tk ∈ [0, 1] η

(Xt1 , . . . , Xtk) είναι τυχαίο διάνυσμα ⇐⇒ για κάθε t ∈ [0, 1] η Xt είναι τυχαία

μεταβλητή. Εαν P = P ◦X−1
είναι η κατανομή της X (στον C) τότε προφανώς

οι finite-dimensional distributions του P δεν είναι τίποτα άλλο από τις κατανομές

των τυχαίων διανυσμάτων (Xt1 , . . . , Xtk) διότι

P[(Xt1 , . . . , Xtk) ∈ H] = (P ◦ π−1
t1...tk

)(H).

΄Εστω τώρα X,X(1), X(2), . . . μια ακολουθία από τυχαίες συναρτήσεις.

Θεώρημα 6.5 : Εαν

(6.13) (X
(n)
t1 , . . . , X

(n)
tk

)⇒n (Xt1 , . . . , Xtk)

για κάθε t1, . . . , tk ∈ [0, 1] και εαν

(6.14) lim
δ→0

lim sup
n

P[ω : w(X(n)(ω), δ) ≥ ε] = 0

για κάθε ε > 0, τότε X(n) ⇒n X.

Θα δώσουμε δύο αποδείξεις:

Πρώτη απόδειξη : ΄Εστω P και Pn να είναι οι κατανομές (στον C) των X και Xn

αντιστοίχως. Η συνθήκη (6.13) είναι ισοδύναμη με το ότι Pn◦π−1
t1...tk

⇒n P ◦π−1
t1...tk

για κάθε πεπερασμένο σύνολο δεικτών 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ 1 επομένως με βάση το

θεώρημα 6.1, για να δείξουμε ότι Pn ⇒ P αρκεί να αποδείξουμε ότι η {Pn}n είναι

tight. Εφόσον X
(n)
0 ⇒ X0 έπεται ότι Pn ◦π−1

0 ⇒ P ◦π−1
0 , δηλαδή η {Pn ◦π−1

0 }n
είναι σχετικά συμπαγής (ως ασθενώς συγκλίνουσα). Επειδή ο R είναι διαχωρίσιμος

και πλήρης , το θεώρημα 4.2 μας εξασφαλίζει ότι η ίδια ακολουθία θα είναι και tight.
Επομένως για κάθε η > 0 θα υπάρχει ένα συμπαγές υποσύνολο K = [−a, a] του R
ώστε Pn◦π−1

0 [−a, a] ≥ 1−η για όλα τα n και έτσι Pn[x : |x(0) > a] ≤ η για όλα τα

n, δηλαδή ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη του θεωρήματος (6.3). Τώρα παρατηρού-

με ότι η σχέση (6.14) δεν είναι τίποτα άλλο από τη συνθήκη (6.8) του θεωρήματος

6.3. Πραγματικά ω ∈ [ω : w(X(n)(ω), δ) ≥ ε] ⇐⇒ X(n)(ω) ∈ [x : wx(δ) ≥ ε].
΄Ετσι από το θεώρημα 6.3 προκύπτει ότι η {Pn} είναι tight.

Δεύτερη απόδειξη : Η δεύτερη απόδειξη δεν κάνει χρήση του θεωρήματος του
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Prohorov ούτε των εννοιών της σχετικής συμπάγειας και της tightness. Για κάθε

u = 1, 2, . . . ορίζουμε Mu : C → C τέτοια ώστε αν x ∈ C η Mu(x) να συμφωνεί

με την x στα άκρα
i
u ,∀0 ≤ i ≤ u και να επεκτείνεται γραμμικά ανάμεσα σε αυτά

τα άκρα. Δηλαδή η Mu(x) έχει τύπο :

Mux(t) = (i− ut)x( i−1
u ) + (ut− i+ 1)x( iu ), i−1

u ≤ t ≤
i
u .

Είναι απλό να δείξουμε ότι ρ(Mux, x) ≤ wx(1/u). Πράγματι αν t ∈ [0, 1] τότε το t
ανήκει σε κάποιο υποδιάστημα [ i−1

u , iu ] και έτσι |Mux(t)−x(t)| = |(i−ut)x( i−1
u )+

(ut− i+ 1)x( iu )− (i− ut)x(t)− (ut− i+ 1)x(t)| ≤ (i− ut)|x(t)− x( i−1
u )|+

+(ut− i+ 1)|x(t)− x( iu )| ≤ wx(1/u)(i− ut+ ut− i+ 1) = wx(1/u).
Τώρα ορίζουμε μια άλλη απεικόνιση Lu : Ru+1 → C ως εξής: αν a = (a0, . . . , au)
τότε η Lua(t) συμφωνεί με το ai όταν t = i/u για όλα τα 0 ≤ i ≤ u και ε-

πεκτείνεται γραμμικά στο διάστημα [ i−1
u , iu ]. Λόγω της μορφής της Lu είναι ά-

μεσο ότι ρ(Lua, Lub) = max0≤i≤u |ai − bi| και άρα η Lu είναι συνεχής. Επί-

σης για ti = i/u ισχύει Mu(x) = Lu ◦ πt0...tu(x). Τώρα η σχέση (6.13) μας

δίνει ότι πt0...tu ◦ X(n) ⇒n πt0...tu ◦ X και επειδή η Lu είναι συνεχής, το θε-

ώρημα απεικόνισης μας δίνει Lu ◦ πt0...tu ◦ X(n) ⇒n Lu ◦ πt0...tu ◦ X, δηλαδή

Mu ◦ X(n) ⇒n Mu ◦ X. Ο στόχος μας είναι να εφαρμόσουμε το θεώρημα 3.2.

Επειδή πριν δείξαμε ότι ρ(Mux, x) ≤ wx(1/u) για κάθε x ∈ C, προκύπτει ότι

ρ(MuX(ω), X(ω)) ≤ w(X(ω), 1/u) για όλα τα ω, επομένως αφήνοντας u → ∞
έπεται ότι ρ(MuX(ω), X(ω))→ 0 για όλα τα ω. Επομένως θα συγκλίνει και κατά

πιθανότητα στο 0, δηλαδή ρ(MuX,X)
p−→ 0, όταν u → ∞. Από το Πόρισμα του

θεωρήματος 3.1 προκύπτει ότιMuX ⇒u X. Η σχέση (6.14) μαζί με την ανισότητα

ρ(MuX
(n), X(n)) ≤ w(X(n), 1/u) μας δίνει και ότι

lim
u

lim sup
n

P[ω : ρ(MuX
(n)(ω), X(n)(ω) ≥ ε] = 0

και αφού MuX
(n) ⇒n MuX ⇒u X μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 3.2

και να πάρουμε ότι X(n) ⇒ X.

Coordinate Variables

΄Εστω ο χώρος (C, C) και η προβολή πt : C → R με πt(x) = x(t). ΄Ο-

πως έχουμε ξαναδείξει, το σύνολο π−1
t (−∞, a) είναι ανοικτό στον C (διότι για

κάθε f ∈ π−1
t (−∞, a) υπάρχει ε > 0 με Bρ∞(f, ε) ⊆ π−1

t (−∞, a)) και έτσι

οι πt είναι τυχαίες μεταβλητές για όλα τα t ∈ [0, 1]. Συνήθως συμβολίζουμε

την πt με xt και εαν το P είναι ένα μέτρο πιθανότητας στον (C, C) , τότε η

[xt : 0 ≤ t ≤ 1] γίνεται μια στοχαστική ανέλιξη με τις xt να ονομάζονται coordi-
nate variables. Η κατανομή της xt (στον R) είναι το μέτρο P ◦ π−1

t = P ◦ x−1
t με

(P ◦ x−1
t )(H) = P [x : πt(x) ∈ H] = P [x : x(t) ∈ H].
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Ενότητα 7 : Το μέτρο Wiener και

το Θεώρημα του Donsker

Μέτρο Wiener

Το μέτρο Wiener είναι ένα μέτρο στον (C, C) που συμβολίζεται με W και έχει

τις εξής ιδιότητες. Πρώτον, κάθε xt(=πt) έχει κανονική κατανομή κάτω από το

W με μέση τιμή 0 και διασπορά t , δηλαδή :

(7.1) W [xt ≤ a] = W [x ∈ C : x(t) ≤ a] =
1√
2πt

∫
(−∞,a]

e
−u2
2t dλu

Για t = 0 αυτό σημαίνει ότι W -σχεδόν όλα τα x ∈ C ξεκινούν από το σημείο 0,
δηλαδή W [x ∈ C : x(0) = 0] = 1. Δεύτερον, η στοχαστική ανέλιξη

[xt : 0 ≤ t ≤ 1] έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις κάτω από το W , δηλαδή αν

(7.2) 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tk ≤ 1

τότε οι τυχαίες μεταβλητές

(7.3) xt1 − xt0 , xt2 − xt1 , . . . , xtk − xtk−1

είναι ανεξάρτητες κάτω από τοW . Φυσικά στην πορεία θα αποδείξουμε την ύπαρξη

ενός τέτοιου μέτρου.

Εαν υπάρχει πράγματι τέτοιο W τότε για s ≤ t η xt είναι το άθροισμα των

ανεξάρτητων xs και xt − xs. Επομένως εαν δηλώσουμε με φX(t) την χαρακτη-

ριστική συνάρτηση κάποιας τυχαίας μεταβλητής X, τότε θα έχουμε φxt(u) =
φxs(u)φxt−xs(u) και επειδή xt ∼ N(0, t) , xs ∼ N(0, s) μπορούμε κάνοντας α-

πλές πράξεις να δούμε ότι φxt−xs(u) = e−(t−s)u22 , δηλαδή xt − xs ∼ N(0, t− s).
Συνεπώς αν ισχύουν οι (7.2) και (7.3) τότε

(7.4) W [x : xti − xti−1
≤ ai, ∀i = 1, . . . , k] =

=

k∏
i=1

1√
2π(ti − ti−1)

∫
(−∞,ai]

e
− u2

2(ti−ti−1) dλu

και μπορούμε να δούμε ότι οι προσαυξήσεις, πέρα από ανεξάρτητες, είναι και στα-

τικές , δηλαδή η κατανομή του διανύσματος (xt1−xt0 , xt2−xt1 , . . . , xtk−xtk−1
)

είναι ίση με αυτήν του (xs1 − xs0 , xs2 − xs1 , . . . , xsk − xsk−1
) αρκεί να ισχύει

t1 − t0 = s1 − s0, . . . , tk − tk−1 = sk − sk−1.

Επειδή ισχύει ότι xsxt = x2
s+xs(xt−xs) , λόγω ανεξαρτησίας των προσαυξήσε-

ων μπορούμε να δούμε ότι Cov(xt, xs) = E[(xt−0)·(xs−0)] = min{t, s}. Συνεπώς

κάνοντας έναν γραμμικό μετασχηματισμό μπορούμε από την κατανομή του διανύ-

σματος (xt0 , xt1−xt0 , xt2−xt1 , . . . , xtk−xtk−1
) να βρούμε αυτήν του διανύσματος

(xt0 , xt1 , . . . , xtk). Ενδεικτικά, αν συμβολίσουμε για ευκολία Xi = xti τότε με τον

μετασχηματισμό Φ : Rk+1 → Rk+1
, Φ(u1, . . . , uk+1) = (u1, u1+u2, . . . , u1+. . .+
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uk+1) βλέπουμε ότι (X0, . . . , Xk) = Φ(X0, X1 − X0, . . . Xk − Xk−1). Οπότε αν

ψάχνουμε την W [(X0, . . . , Xk) ∈ A] για κάποιο A ⊆ Rk+1
έχουμε :

W [(X0, . . . , Xk) ∈ A] = W [(X0, X1 −X0, . . . Xk −Xk−1) ∈ Φ−1(A)] =∫
Φ−1(A)

f(X0,X1−X0,...Xk−Xk−1)(u1, . . . , uk+1)dλ(~u)

Κάνοντας τον μετασχηματισμό ~v = Φ(~u), προκύπτει ότι
(u1, . . . , uk+1) = Φ−1(v1, . . . , vk+1) = (v1, v2−v1, v3−v2, . . . , vk+1−vk) , οπότε

το προηγούμενο ολοκλήρωμα ισούται με :∫
A

f(X0,X1−X0,...Xk−Xk−1)(v1, v2 − v1, v3 − v2, . . . , vk+1 − vk) · |J |dλ(~v),

όπου με |J | είναι η Ιακωβιανή ορίζουσα του μετασχηματισμού Φ, που εν προκειμέ-

νω ισούται με 1. Λόγω ανεξαρτησίας , η από κοινού πυκνότητα σπάει σε γινόμενο

των επιμέρους και τελικά έχουμε τον τύπο :

W [(X0, . . . , Xk) ∈ A] =

∫
A

fX0(v1)fX1−X0(v2−v1) . . . fXk−Xk−1
(vk+1−vk)dλ(~v).

Γνωρίζοντας ότι η πυκνότητα της Xi − Xi−1 είναι αυτή της N(0, t1 − ti−1) , το

παραπάνω ισούται με :∫
A

k∏
i=0

{ 1√
2π(ti − ti−1)

· e−
(vi+1−vi)

2

2(ti−ti−1) }dλ(~v), όπου v0 = 0 = t−1

Επομένως η σχέση (7.4) είναι κατάλληλη για να μας περιγράψει τις finite-
dimensional distributions της ανέλιξης [xt : 0 ≤ t ≤ 1]. Το πρόβλημα της ύπαρξης

του μέτρου Wiener στον C είναι ισοδύναμο με το να βρούμε ένα μέτρο με προκαθο-

ρισμένες finite-dimensional distributions. Εαν ένα τέτοιο μέτρο υπάρχει τότε θα

είναι και μοναδικό, μιας και έχουμε αποδείξει ότι η κλάση Cf είναι separating class.

Κατασκευή του μέτρου Wiener

΄Εστω μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών ξ1, ξ2, . . .
(ορισμένων σε κάποιον κοινό χώρο πιθανότητας) με μέση τιμή 0 και διασπορά σ2

.

΄Εστω επίσης Sn(ω) = ξ1(ω)+. . .+ξn(ω) (S0 = 0) και Xn(ω) να είναι το στοιχείο

του C με τιμή σε κάθε t ίση με :

(7.5) Xn
t (ω) = 1

σ
√
n
· S[nt](ω) + (nt− [nt]) · 1

σ
√
n
· ξ[nt]+1(ω)

Αυτό που κάνουμε στην ουσία είναι , για σταθερό n, χωρίζουμε το [0, 1] στα

υποδιαστήματα [ i−1
n , in ] και όταν t = i/n η Xn

t (ω) ισούται με Xn
i/n(ω) = Si(ω)

σ
√
n

και ανάμεσα στα άκρα την επεκτείνουμε γραμμικά. Παρατηρούμε ότι για κάθε

σταθερό t η (7.5) ορίζει μια τυχαία μεταβλητή, επομένως από τα σχόλια πριν από

το θεώρημα 6.5 βλέπουμε ότι όλες οιXn
είναι τυχαίες συναρτήσεις στον C, δηλαδή

είναι F\C μετρήσιμες. Εαν όλες οι ξi παίρνουν την τιμή 1 και −1 με πιθανότητα

1/2 τότε η Xn
απεικονίζει το μονοπάτι του συμμετρικού τυχαίου περιπάτου.

Ας συμβολίσουμε με ψn,t(ω) = (nt − [nt]) · 1
σ
√
n
· ξ[nt]+1(ω). Θα δείξουμε

αρχικά ότι ψn,t
p−→ 0 οπότε θα είναι και ψn,t ⇒n 0. ΄Εστω λοιπόν ε > 0. Είναι
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P [ω : |(nt− [nt]) · 1
σ
√
n
· ξ[nt]+1(ω)| ≥ ε] ≤ P [ω : |ξ[nt]+1(ω)| ≥ σ

√
nε] ≤

≤ P [ max
1≤i≤n

|ξi| ≥ σ
√
nε] ≤

n∑
i=1

P [|ξi| ≥ σ
√
nε] = n · P [|ξ1| ≥ σ

√
nε]

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε λόγω ισονομίας των ξi. Τώρα την τελευταία

ποσότητα μπορούμε να την φράξουμε από :

n · P [|ξ1| ≥ σ
√
nε] = n ·

∫
[|ξ1|≥σ

√
nε]

1dP ≤ n
∫

[|ξ1|≥σ
√
nε]

ξ2
i

nε2σ2
dP =

=

∫
[|ξ1|≥σ

√
nε]

ξ2
i

ε2σ2
dP

Επειδή οι ξ2
i είναι ολοκληρώσιμες (έχουμε διασπορά σ2 <∞), το θεώρημα κυριαρ-

χημένης σύγκλισης μας δίνει ότι το τελευταίο ολοκλήρωμα συγκλίνει στο 0 για

n→∞. ΄Ετσι παίρνουμε ότι P [|ψn,t| ≥ ε]
n−→ 0 και άρα ψn,t ⇒n 0 .

Από το κεντρικό οριακό θεώρημα προκύπτει ότι
S[nt]

σ
√
n
⇒n

√
t · N , όπου N ∼

N(0, 1). Πραγματικά,
S[nt]

σ
√
n

=
S[nt]

σ
√

[nt]
·
√

[nt]√
n
⇒n

√
t ·N , διότι

[nt]
n → t. Επομένως,

χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι , σε κάθε βήμα n, οι τυχαίες μεταβλητές S[nt] και

ξ[nt]+1 είναι ανεξάρτητες , το παράδειγμα 3.2 μας εξασφαλίζει ότι Xn
t ⇒

√
t ·N .

Ομοίως όταν s ≤ t τότε :

(7.6) (Xn
s , X

n
t −Xn

s ) =
1

σ
√
n
· (S[ns], S[nt] − S[ns]) + (ψn,s, ψn,t − ψn,s)⇒n

⇒n (N1, N2)

, όπου οι N1, N2 είναι ανεξάρτητες κανονικές με μέση τιμή 0 και διασπορά s και

t − s αντίστοιχα. Πράγματι, θα χρησιμοποιήσουμε ένα Λήμμα από τη θεωρία Πι-

θανοτήτων που λέει ότι αν An ⇒ A και Bn
p−→ B τότε An + Bn ⇒ A + B.

Πρώτα θα δείξουμε ότι
1

σ
√
n
· (S[ns], S[nt] − S[ns]) ⇒ (N1, N2) και ύστερα ότι

(ψn,s, ψn,t − ψn,s)
p−→ 0 , όπου η δεύτερη σύγκλιση πρέπει να εννοηθεί σαν σύγ-

κλιση κατά πιθανότητα στον R2
με την Ευκλείδεια μετρική ρ2.

Οι τυχαίες μεταβλητές S[ns] και S[nt] − S[ns] είναι ανεξάρτητες (διότι και οι ξi
είναι ανεξάρτητες) οπότε αρκεί να δείξουμε ότι η πρώτη συγκλίνει στην N1 και η

δεύτερη στην N2. Το πρώτο το δείξαμε πριν. Για το δεύτερο γράφουμε :

1
σ
√
n

(S[nt] − S[ns]) =
S[nt]−S[ns]

σ
√

[nt]−[ns]
·
√

[nt]−[ns]√
n

, οπότε πάλι από το κεντρικό οριακό

θεώρημα έπεται ότι συγκλίνει ασθενώς στην
√
t− s ·N ∼ N(0, t− s).

Για την κατά πιθανότητα σύγκλιση του διανύσματος (ψn,s, ψn,t − ψn,s) στο (0,0)

αρκεί να παρατηρήσουμε ότι :

P [ρ2((ψn,s(ω), ψn,t(ω)−ψn,s(ω)), (0, 0)) ≥ ε] ≤ P [ψ2
n,s ≥ ε2

2 ]+P [(ψn,t−ψn,s)2 ≥
ε2

2 ] και κάνοντας το ίδιο τέχνασμα με πριν, έπεται ότι το δεξιό μέλος συγκλίνει στο

0 όταν n → ∞. ΄Ετσι αποδεικνύεται ο ισχυρισμός της (7.6). Από το θεώρημα α-

πεικόνισης βλέπουμε ότι (Xn
s , X

n
t ) ⇒n (N1, N1 +N2). Συνεχίζοντας με τον ίδιο
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τρόπο βλέπουμε ότι η οριακή κατανομή του τυχαίου διανύσματος (Xn
t1 , . . . , X

n
tk

)

είναι ακριβώς η finite-dimensional distribution W ◦π−1
t1...tk

τουW που προσπαθού-

με να κατασκευάσουμε. Με άλλα λόγια, αν Pn είναι η κατανομή της Xn
(στον C)

τότε , για κάθε t1, . . . , tk, η Pn ◦ π−1
t1...tk

συγκλίνει ασθενώς σε αυτό που θέλουμε

να αποτελεί το W ◦ π−1
t1...tk

.

Εαν καταφέρουμε να αποδείξουμε ότι η Pn είναι tight τότε η ύπαρξη τουW έχει

εξασφαλιστεί. Πράγματι, τότε από το θεώρημα του Prohorov θα υπάρχει κάποια

υπακολουθία {Pni}i και κάποιο μέτρο P ώστε Pni ⇒i P και άρα Pni ◦ π−1
t1...tk

⇒i

P ◦ π−1
t1...tk

. Από πριν όμως , αυτό σημαίνει ότι το μέτρο P είναι ακριβώς το μέτρο

που έχει τις finite-dimensional distributions που ζητάμε. ΄Ετσι συμβολίζουμε αυτό

το μέτρο με W , δηλαδή W ≡ P .

Η απόδειξη της tightness θα γίνει στην πιο γενική περίπτωση όπου η {ξn}n
είναι στατική ακολουθία , δηλαδή για οποιοδήποτε δεδομένο j η κατανομή του

διανύσματος (ξk, . . . , ξk+j) είναι ίδια για κάθε k. Προφανώς αν η {ξn}n είναι ανε-

ξάρτητη και ισόνομη τότε είναι και στατική.

Λήμμα : Ας υποθέσουμε ότι η Xn
ορίζεται όπως στην σχέση (7.5) , ότι η {ξn}n

είναι στατική και ότι ισχύει επίσης

(7.7) lim
λ→∞

lim sup
n

λ2P[max
k≤n
|Sk| ≥ λσ

√
n] = 0

Τότε η {Xn}n είναι tight.

Απόδειξη : Θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 6.3. Η συνθήκη i) ικανοποιείται

διότι Xn
0 (ω) = 0 ,∀ω και συνεπώς Pn[x : |x(0)| ≥ a] = P[ω : |Xn

0 (ω)| ≥ a] =
P(∅) = 0 , για οποιοδήποτε a > 0 κι αν πάρουμε. Την συνθήκη ii) θα την απο-

δείξουμε με βάση τη σχέση (6.8) η οποία ισοδυναμεί με το ότι για κάθε ε > 0
είναι

(7.8) lim
δ→0

lim sup
n

P[ω : w(Xn(ω), δ) ≥ ε] = 0

Θα επικαλεστούμε τις ανισότητες του θεωρήματος (6.4). Εαν ισχύει η (6.9) τότε

ισχύουν οι (6.10) και (6.11) αν στη θέση του P βάζουμε κάθε φορά τα Pn. Δηλαδή

αν για κάποιο 1 > δ > 0 ισχύει min{ti − ti−1 : 1 < i < v} ≥ δ τότε

(7.9) P[w(Xn, δ) ≥ 3ε] ≤
v∑
i=1

P[ sup
ti−1≤s≤ti

|Xn
s −Xn

ti−1
| ≥ ε]

Μπορούμε αρχικά να επιλέξουμε τους ti ώστε ti = mi/n για ακέραιους mi που

ικανοποιούν την 0 = m0 < m1 < . . . < mv = 1. Η βασική παρατήρηση είναι ότι

επειδή η Xn(ω) είναι μια ”πολυγωνική” συνάρτηση του C τότε το supremum της

(7.9) γίνεται maximum σε διαφορές |Sk − Smi−1
|/(σ
√
n) :

(7.10) P[w(Xn, δ) ≥ 3ε] ≤
v∑
i=1

P[ max
mi−1≤k≤mi

|Sk − Smi−1
|

σ
√
n

≥ ε] =
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=

v∑
i=1

P[ max
k≤mi−mi−1

|Sk| ≥ εσ
√
n]

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει λόγω της στατικότητας που υποθέσαμε. (εν-

δεικτικά, αν ας πούμε mi−1 = 3,mi = 6 για κάποιον δείκτη i και αν 3 ≤ k ≤ 6, τό-
τε (0, ξ1, ξ2, ξ3) ∼ (0, ξ4, ξ5, ξ6), άρα (0, |ξ1|, |ξ1 +ξ2|, |ξ1 +ξ2 +ξ3|) ∼ (0, |ξ4|, |ξ4 +
ξ5|, |ξ4 + ξ5 + ξ6|), άρα max{0, |S1|, |S2|, |S3|} ∼ max{0, |S4 − S3|, |S5 − S3|,
|S6−S3|}, οπότε έτσι εξηγείται η τελευταία ισότητα). Η σχέση (7.10) όπως είπαμε

ισχύει όταν

(7.11) mi −mi−1 ≥ nδ , 1 < i < v

Εξειδικεύοντας ακόμη περισσότερο, μπορούμε να επιλέξουμε τους ακεραίους mi

ως mi = im , 0 ≤ i < v (και mv = n) όπου το m είναι ένας ακέραιος συναρτήσει

των n και δ επιλεγμένος με τα ακόλουθα κριτήρια : αφού θέλουμε mi−mi−1 ≥ nδ
παίρνουμε m = [nδ] + 1 και αφού θέλουμε και (v − 1)m < n ≤ vm παίρνουμε

v = [ nm ] + 1. Τότε ισχύουν τα εξής τρία πράγματα :

mv −mv−1 ≤ m ,
n

m
→ 1

δ
>

1

2δ
, v = [

n

m
] + 1→ a με a < 2

δ .

και επομένως από την (7.10), για μεγάλο n έχουμε v < 2
δ και

√
n >

√
m√
2δ

άρα :

(7.12)P[w(Xn, δ) ≥ 3ε] ≤ v · P[max
k≤m
|Sk| ≥ εσ

√
n] ≤ 2

δ
· P[max

k≤m
|Sk| ≥

εσ
√
m√

2δ
].

Τώρα για τυχόν ε > 0 και η > 0, λόγω της (7.7), υπάρχει ένας αρκετά μεγάλος

λ > 0 ώστε

4λ2

ε2
lim sup

m
P[max
k≤m
|Sk| ≥ λσ

√
m] < η

οπότε αν θέσουμε λ = ε/(
√

2δ) (και αφήνοντας τα m και n να πάνε μαζί στο

άπειρο) ισοδύναμα υπάρχει ένας μικρός 0 < δ < 1 ώστε

lim sup
n

P[w(Xn, δ) ≥ 3ε] ≤ 4λ2

ε2
lim sup

m
P[max
k≤m
|Sk| ≥ λσ

√
m] < η

δηλαδή αποδείχθηκε η (7.8) όπως έπρεπε, δηλαδή η tightness της {Xn}.
Η ύπαρξη του μέτρου Wiener θα ολοκληρωθεί όταν αποδείξουμε ότι υπάρχει

μια ακολουθία απο ανεξάρτητες και ισόνομες {ξn}n που να ικανοποιεί την σχέση

(7.7). Πραγματικά, αφού οι {ξn}n θέλουμε να είναι ανεξάρτητες μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα του Etemadi :

(7.13) P[max
u≤m

|Su| ≥ a] ≤ 3 max
u≤m

P[|Su| ≥ a/3]

΄Αρα για να αποδείξουμε την (7.7) αρκεί να αποδείξουμε την

(7.14) lim
λ→∞

lim sup
n

λ2 ·max
k≤n

P[|Sk| ≥ λσ
√
n] = 0
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Υποθέτουμε ότι ξi ∼ N(0, 1) οπότε χρησιμοποιώντας την χαρακτηριστική συνάρ-

τηση είναι εύκολο να δείξουμε ότι σε αυτή την περίπτωση
Sk√
k
∼ N(0, 1). Επειδή

(7.15) P[|N | ≥ λ] ≤ E(N4) · 1
λ4 = 3 · 1

λ4

έχουμε ότι P[|Sk| ≥ λσ
√
n] = P[

√
k|N | ≥ λσ

√
n] ≤ 3k2

λ4σ4n2 ≤ 3
λ4σ4 για κάθε

k ≤ n , δηλαδή την (7.14). ΄Αρα το μέτρο Wiener υπάρχει :

Θεώρημα 7.1 : Υπάρχει στον (C, C) ένα μέτρο πιθανότητας W του οποίου

οι finite-dimensional distributions ικανοποιούν την (7.4).

Από εδώ και στο εξής θα συμβολίζουμε συνήθως με W όχι μόνο το μέτρο

Wiener αλλά και την ίδια την τυχαία συνάρτηση (X : Ω→ C) που έχει σαν κατα-

νομή της τοW . Υπάρχει κι άλλος τρόπος να κατασκευαστεί το μέτρο Wiener. Θα

μπορούσαμε να κατασκευάσουμε πρώτα την τυχαία συνάρτηση και εκ των υστέρων

το μέτρο. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα επέκτασης του Kolmogorov μπορούμε να

βρούμε μια στοχαστικη ανέλιξη (σε κάποιον χώρο (Ω,F ,P) ), [Wt : 0 ≤ t ≤ 1],
της οποίας οι finite-dimensional distributions καθορίζονται από την (7.4). Στη

συνέχεια με κάποια κατάλληλα τεχνικά επιχειρήματα μπορούμε να βρούμε μια έκ-

δοση της W , W̃ , που για κάθε σταθερό ω να είναι συνεχής ως προς t, δηλαδή η

W̃ (·, ω) είναι συνεχής για κάθε ω. ΄Επειτα μπορούμε να δείξουμε ότι η W̃ : Ω→ C

είναι F\C-μετρήσιμη και να ορίσουμε το μέτρο Wiener σαν PW = P ◦ W̃−1
.

Το Θεώρημα του Donsker

Θεώρημα 7.2 (Donsker Invariance Principle) : Εαν οι ξ1, ξ2, . . . είναι

ανεξάρτητες και ισόνομες με μέση τιμή 0 και διασπορά σ2
και εαν οι Xn

είναι οι

τυχαίες συναρτήσεις της (7.5) τότε Xn ⇒n W .

Απόδειξη : Θα εφαρμόσουμε το θεώρημα 6.5. Μιας και η ύπαρξη του μέτρου

Wiener έχει εξασφαλιστεί μπορούμε να γράψουμε τη σχέση (7.6) σαν (Xn
s , X

n
t −

Xn
s ) ⇒n (Ws,Wt − Ws) δηλαδή (Xn

s , X
n
t ) ⇒n (Ws,Wt). ΄Ετσι με μια απλή

γενίκευση μπορούμε να πάρουμε την (6.13) με την W να παίζει τον ρόλο της

X. Τώρα η ισχύς της (7.7) (και άρα η ισχύς της (6.14) ) έχει αποδειχθεί στην

περίπτωση που οι ξi ∼ N(0, 1). Για την γενική περίπτωση θα χρησιμοποιήσου-

με το κεντρικό οριακό θεώρημα. Αυτό που μένει να δείξουμε είναι η σχέση

(7.14). Το τέχνασμα που θα κάνουμε είναι να διακρίνουμε τις περιπτώσεις για

τα ”μικρά” και ”μεγάλα” k στο maximum της σχέσης (7.14). Δηλαδή, είναι

γνωστό ότι P[ |Sk|
σ
√
k
≥ λ]

k−→ P[|N | ≥ λ] < 3
λ4 , επομένως θα υπάρχει ένας με-

γάλος kλ ώστε όταν k ≥ kλ να ισχύει P[ |Sk|
σ
√
k
≥ λ] < 3

λ4 . Θεωρούμε τώρα

έναν n ∈ N με n >> kλ. Σε αυτή την περίπτωση το maximum της (7.14) σπά-

ει σε τιμές k με n ≥ k ≥ kλ και σε τιμές k < kλ. ΄Οταν n ≥ k ≥ kλ τότε

P[|Sk| ≥ λσ
√
n] ≤ P[|Sk| ≥ λσ

√
k] < 3

λ4 . Εαν k ≤ kλ , εφαρμόζοντας την

ανισότητα Chebyshev προκύπτει P[|Sk| ≥ λσ
√
n] ≤ 1

nσ2λ2E(S2
k) = kσ2

nσ2λ2 ≤ kλ
nλ2 .
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΄Ετσι βλέπουμε ότι

lim sup
n

λ2 max
k≤n

P[|Sk| ≥ λσ
√
n] ≤ 3

λ2
,

οπότε παίρνοντας λ → ∞ έχουμε την σχέση (7.14), άρα και την (6.14), δηλαδή

Xn ⇒n W .

Εφαρμογή

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα του Donsker για να αποδείξουμε

οριακά αποτελέσματα σχετικά με συναρτήσεις των μερικών αθροισμάτων Sn. Ε-

δώ θα προσπαθήσουμε να βρούμε την οριακή κατανομή της ακολουθίας τυχαίων

μεταβλητών

(7.16)
Mn(ω)

σ
√
n

=
max{Si(ω) : 0 ≤ i ≤ n}

σ
√
n

Κατ αρχήν η συνάρτηση h : C → R με h(x) = supt x(t) είναι συνεχής. Πράγματι

αν A = {x ∈ C : h(x) < a} και x0 ∈ A παίρνοντας ε = a−supt x0(t)
3 βλέπουμε ότι

Bρ∞(x0, ε) ⊆ A, δηλαδή το A είναι ανοικτό στον C. ΄Αρα το Θεώρημα Απεικόνισης

μας δίνει ότι h(Xn) ⇒n h(W ), δηλαδή suptX
n
t ⇒ suptWt. Φυσικά, λόγω του

πολυγωνικού χαρακτήρα του γραφήματος τηςXn
ισχύει suptX

n
t = Mn

σ
√
n
επομένως

(7.17)
Mn

σ
√
n
⇒n sup

t
Wt

Θα είχαμε την οριακή κατανομή του
Mn

σ
√
n

εαν ξέραμε την κατανομή του suptWt,

οπότε η ιδέα είναι να βρούμε την τελευταία σε κάποια ειδική ”εύκολη” περίπτωση.

Αυτή η εύκολη περίπτωση είναι αυτή στην οποία οι ξi παίρνουν την τιμή 1 και −1
με πιθανότητα 1/2 αντίστοιχα, οπότε τα μερικά αθροίσματα είναι οι θέσεις σε έναν

συμμετρικό τυχαίο περίπατο που ξεκινάει από το μηδέν.

Πρώτα αποδεικνύουμε ότι για κάθε a ∈ N ∪ {0} ισχύει :

(7.18) P[Mn ≥ a] = 2P[Sn > a] + P[Sn = a]

Αν a = 0 είναι άμεσο επειδή P[Mn ≥ 0] = 1, διότι Mn ≥ S0 = 0 και

2 · P[Sn > 0] = P[Sn > 0] + P[Sn < 0] , μιας και οι Sn και −Sn είναι ισόνομες.

΄Αρα υποθέτουμε ότι a > 0.Επειδή :

P[Mn ≥ a]− P[Sn = a] = P[(Mn ≥ a)
⋂

(Sn < a)] + P[(Mn ≥ a)
⋂

(Sn > a)]
και επειδή η πιθανότητα στο τέλος δεξιά είναι ακριβώς ίση με P[Sn > a] , αρκεί να
δειχθεί ότι :

(7.19) P[(Mn ≥ a)
⋂

(Sn < a)] = P[Sn > a] = P[(Mn ≥ a)
⋂

(Sn > a)]

΄Ολα τα 2n μονοπάτια (S1, S2, . . . , Sn) έχουν την ίδια πιθανότητα, επομένως η

(7.19) θα έχει αποδειχθεί εαν το πλήθος των μονοπατιών που συνεισφέρουν στο

αριστερό ενδεχόμενο ισούται με το πλήθος των μονοπατιών που συνεισφέρουν

στο δεξί. Το τέχνασμα που θα κάνουμε είναι σε κάθε μονοπάτι του αριστερού
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ενδεχομένου να αντιστοιχίσουμε ένα μονοπάτι το οποίο είναι το ίδιο με το πρώτο

μέχρι την πρώτη στιγμή k που Sk = a, ενώ τις στιγμές k+1, . . . , n είναι συμμετρικό

με το πρώτο ως προς την ευθεία y = a. Κάνοντας και ένα απλό σχήμα μπορούμε

να δούμε ότι αυτό το δεύτερο μονοπάτι συνεισφέρει στο δεξιό ενδεχόμενο. Αυτή

η 1 − 1 αντιστοιχία εκφράζεται με την επονομαζόμενη αρχή της ανάκλασης και

αποδεικνύει την (7.19).

΄Εστω τώρα a ∈ R+
και an = [a

√
n]. Επειδή Mn(ω) ∈ Z για όλα τα ω, μπορούμε

να δούμε εύκολα ότι P[Mn√
n
≥ a] = P[Mn ≥ an], και επειδή an ∈ Z μπορούμε

να εφαρμόσουμε τη σχέση (7.18) και να πάρουμε P[Mn ≥ an] = 2P[Sn > an] +
P[Sn = an]. Στον τυχαίο περίπατο, μπορεί να αποδειχθεί με κάποια επιχειρήματα

ότι για κάθε ακέραιο k είναι P[S2n = k] ≤ P[S2n = 0] και P[S2n+1 = k] ≤
P[S2n+1 = 1]. Επίσης, χρησιμοποιώντας τον τύπο του Stirling μπορεί να δειχθεί

ότι P[S2n = 0]→ 0 και P[S2n+1 = 1]→ 0 και συνεπώς, εφόσον P[Sn = an] ≤
≤ max{P[Sn = 0],P[Sn = 1]}, έπεται ότι P[Sn = an]→ 0.
Τώρα θα δείξουμε ότι ο όρος P[Sn > an] συγκλίνει στο P[N > a]. Παρατηρούμε

πρώτα ότι η bn = an√
n
↗ a επομένως για κάθε ε > 0 τελικά όλοι οι bn ανήκουν

στο διάστημα (a − ε, a). Κάνουμε το εξής: για σταθερό ε > 0 θεωρούμε τις

συναρτήσεις fε και gε με την fε να ισούται με 0 στο (−∞, a − 2ε), με 1 στο

(a − ε,∞) και να επεκτείνεται γραμμικά στο [a − 2ε, a − ε], ενώ η gε ισούται με

0 στο (−∞, a), με 1 στο (a+ ε,∞) και επεκτείνεται γραμμικά στο [a, a+ ε]. Οι

fε, gε είναι συνεχείς και φραγμένες από το 1, οπότε αν συμβολίσουμε για ευκολία

µn(bn,∞) = P ◦ ( Sn√
n

)−1
και µN (a,∞) = P ◦N−1

έχουμε:

µn(bn,∞) =

∫
(bn,∞)

1dµn ≤
∫
R
fεdµn →

∫
R
fεdµN = µN (a,∞)+

+

∫
(a−2ε,a−ε)

fεdµN

Επίσης, για το κάτω φράγμα:

µn(bn,∞) ≥
∫
R
gεdµn →

∫
R
gεdµN = µN (a+ ε,∞) +

∫
(a,a+ε)

gεdµN

Επιλέγοντας εn = 1/n, μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα κυριαρχημένης (ή

φραγμένης) σύγκλισης στις παραπάνω ανισότητες και να πάρουμε ότι µn(bn,∞)→
µN (a,∞).
Επιστρέφοντας πίσω, βλέπουμε πως αποδείξαμε ότι P[Mn√

n
> a]→ 2P[N > a],

∀a ≥ 0. Συνεπώς επειδή P[Mn√
n
> a]→ P[suptWt > a], έπεται ότι

(7.20) P[sup
t
Wt ≤ a] =

2√
2π

∫
(0,a)

e−
u2

2 dλu

για όλα τα a ≥ 0 ενώ αν a < 0 προφανώς η αριστερή πιθανότητα είναι 0 διότι

P[suptWt ≤ a] ≤ P[W0 ≤ a] = 0 (όταν a < 0). ΄Ετσι, καταλήξαμε σε ένα συμ-

πέρασμα για την κίνηση Brown συνδυάζοντας το θεώρημα του Donsker και έναν

υπολογισμό που περιέχει τον τυχαίο περίπατο, ο οποίος είναι αρκετά απλός αφε-

νός διότι καταλήγει σε συνδυαστικά τεχνάσματα και αφετέρου διότι στον τυχαίο

περίπατο για να πάμε από έναν ακέραιο k σε έναν άλλον k′ θα πρέπει πρώτα να

περάσουμε από όλους τους ενδιάμεσους.
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Στην επόμενη ενότητα θα ασχοληθούμε με περισσότερες εφαρμογές πάνω σε

αυτό το θέμα. Γενικά, θα δούμε ότι αν η h έχει πεδίο ορισμού το C και αν είναι

συνεχήςW -σχεδόν για όλα τα x ∈ C, τότε Xn ⇒W =⇒ h(Xn)⇒ h(W ). Πάλι

μπορούμε να βρούμε την κατανομή της h(W ) βρίσκοντας την οριακή κατανομή της

ακολουθίας h(Xn) σε κάποια ειδική απλή περίπτωση. Συνεπώς η οριακή κατανομή

δεν εξαρτάται από άλλες ιδιότητες των ξi παρά μόνο από την ανεξαρτησία και την

ισονομία τους με μέση τιμή 0 και διασπορά σ2
. Για αυτόν τον λόγο το θεώρημα

του Donsker λέγεται και αρχή του αναλλοίωτου.

Brownian Bridge

΄Ενα τυχαίο στοιχείο του (C, C) θα καλείται Γκαουσιανό (Gaussian) εαν ό-

λες οι πεπερασμένης διάστασης κατανομές του είναι κανονικές (πολυδιάστατες

κανονικές). Η κατανομή στον C ενός τέτοιου στοιχείου καθορίζεται πλήρως α-

πό τις μέσες τιμές E(Xt) και από τις μέσες τιμές των γινομένων E(Xs · Xt),
επειδή αυτές καθορίζουν τις finite-dimensional distributions(δες και τις παρατη-

ρήσεις μετά τη σχέση (7.4) ). Η W είναι Γκαουσιανό στοιχείο με E(Wt) = 0 και

E(Ws ·Wt) = min{s, t}.
΄Ενα δεύτερο σημαντικό τυχαίο στοιχείο του C είναι η Brownian γέφυρα, το

Γκαουσιανό τυχαίο στοιχείο W ◦ του C με E(W ◦t ) = 0 και E(W ◦s ·W ◦t ) = s(1− t),
για s ≤ t. ΄Ενας τρόπος για να κατασκευάσουμε την W ◦ είναι να πάρουμε W ◦t =
Wt − t ·W1, 0 ≤ t ≤ 1. Με αυτόν τον ορισμό βλέπουμε ότι είναι Gaussian και

κάνοντας έναν απλό πολλαπλασιασμό προκύπτει ότι έχει τις ζητούμενες ροπές.

Θα χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο W ◦ για να δηλώνουμε και την κατανομή

στον C της τυχαίας συνάρτησης W ◦. Εαν η h : C → C παίρνει το x και το

απεικονίζει στην συνάρτηση h(x) με τιμή h(x)(t) = x(t) − t · x(1) στο t ∈ [0, 1],
τότε μπορούμε να δούμε ότι τα μέτρα W και W ◦ συνδέονται με τη σχέση

W ◦ = W ◦ h−1
. Πράγματι, συμβολίζοντας με W και W ◦ τα τυχαία στοιχεία του

C που έχουν σαν κατανομή το W και το W ◦ αντιστοίχως, βλέπουμε ότι αρκεί

να δειχθεί P ◦ (W ◦)−1(A) = P ◦ (h ◦ W )−1(A), για όλα τα A ∈ Cf (εφόσον

έχουμε πει ότι C = σ(Cf ) ). Θεωρούμε τυχόν A = π−1
t1...tk

(H), με H ∈ Rk. Είναι

P ◦ (W ◦)−1(A) = P[ω : πt1...tk(W ◦(ω)) ∈ H] = P[ω : (Wt1(ω)−
t1 · W1(ω), . . . ,Wtk(ω) − tk · W1(ω) ∈ H] = P[ω : πt1...tk(h(W (ω))) ∈ H] =
P ◦ (h ◦W )−1(A).
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Ενότητα 8: Συναρτήσεις των μονοπατιών

της κίνησης Brown

΄Οπως και στην προηγούμενη ενότητα, έτσι και εδώ, θα προσπαθήσουμε να υ-

πολογίσουμε την οριακή κατανομή διάφορων συναρτήσεων των μονοπατιών της

κίνησης Brown και των μερικών αθροισμάτων Sn. Ενδέχεται σε αυτή την ενότητα

να μιλάμε για τα αθροίσματα Sn στην περίπτωση των Lindeberg-Levy και θα εν-

νοούμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές ξi είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με μέση τιμή

0 και διασπορά σ2
. Στην περίπτωση που μιλάμε για ’τυχαίο περίπατο’, οι ξi θα

παίρνουν την τιμή 1 ή −1 με πιθανότητα
1
2 (σ2 = 1 ) ενώ η Xn

θα δηλώνει το

τυχαίο στοιχείο του C έτσι όπως το ορίσαμε στην (7.5).

Κατανομή του Μεγίστου και του Ελαχίστου

΄Εστω m(ω) = inftWt(ω) και M(ω) = suptWt(ω) και έστω

(8.1) mn(ω) = min
0≤i≤n

Si(ω), Mn(ω) = max
0≤i≤n

Si(ω)

Είναι απλό να δείξουμε ότι το σύνολο [x ∈ C : sup0≤t≤1 x(t) < a] περιέχει πάντα
μια μπάλα Bρ∞(x, ε) (όπου η ρ∞ είναι η μετρική της ομοιόμορφης σύγκλισης ), και

επομένως η συνάρτηση x 7→ sup0≤t≤1 x(t) είναι συνεχής διότι αντιστρέφει ανοικτά

σε ανοικτά. Με το ίδιο επιχείρημα έπεται τελικώς ότι η απεικόνιση h : C[0, 1]→ R3

με h(x) = (inft x(t), supt x(t), x(1)) είναι παντού συνεχής. Στην περίπτωση των

Lindeberg-Levy (όπου τα Sn είναι μερικά αθροίσματα ανεξάρτητων και ισόνομων ),

το θεώρημα Donsker μαζί με το θεώρημα Απεικόνισης μας δίνουν τη συνεπαγωγή

Xn ⇒W =⇒ h(Xn)⇒ h(W )

΄Ομως, λόγω της πολυγωνικής μορφής των συναρτήσεων Xn(ω) προκύπτει ότι

inf
t
Xn
t =

1

σ
√
n
· min

0≤i≤n
Si και ομοίως sup

t
Xn
t =

1

σ
√
n
· max

0≤i≤n
Si. ΄Ετσι ισχύει ότι

(8.2)
1

σ
√
n

(mn,Mn, Sn)⇒ (m,M,W1)

Στην περίπτωση του απλού τυχαίου περιπάτου θα βρούμε έναν τύπο για τις

πιθανότητες

(8.3) pn(a, b, v) = P[a < mn ≤Mn < b
⋂

Sn = v]

(όπου προφανώς ισχύει mn ≤Mn ). Θα δείξουμε ότι αν

(8.4) pn(j) = P[Sn = j]

τότε
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(8.5) pn(a, b, v) =

∞∑
k=−∞

pn(v + 2k(b− a))−
∞∑

k=−∞

pn(2b− v + 2k(b− a))

για a, b, v ∈ Z που ικανοποιούν την

(8.6) a ≤ 0 ≤ b, a < b, a ≤ v ≤ b

Παρατηρούμε ότι, για δεδομένο n και επειδή Sn ∈ [−n, n], τα αθροίσματα στο

δεξιό μέλος είναι πεπερασμένα (κάθε φορά βέβαια αλλάζει το πλήθος των όρων ).

Επίσης εαν τα n, v έχουν διαφορετική διαιρετότητα (δηλαδή αν είναι ο ένας άρτιος

και ο άλλος περιττός) τότε μηδενίζονται οι δύο πλευρές ενώ αν v = a ή v = b η

αριστερή πιθανότητα δίνει μηδέν (επειδή mn ≤ Sn ≤ Mn ) και αναπτύσσοντας τα

δεξιά αθροίσματα προκύπτει μηδέν και δεξιά.

Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο n. Για δεδομένα n, a, b, v ας συμβολίσουμε

με [n, a, b, v] την (8.5) οπότε θα δείξουμε ότι αν (8.6) =⇒ [n, a, b, v]. Για n = 1
είναι αρκετά άμεσο. Υποθέτουμε ότι ισχύει η [n − 1, a, b, v] για ακεραίους που

ικανοποιούν την (8.6). Για a = 0, η pn(0, b, v) μηδενίζεται διότι mn ≤ S0 = 0
και με πράξεις έπεται ότι μηδενίζονται και τα αθροίσματα στο δεξιό μέλος (επειδή

pn(j) = pn(−j). Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι ισχύει η [n, a, b, v] αν b = 0.
΄Εστω λοιπόν ακέραιοι a < 0 < b και a ≤ v ≤ b. ΄Ομως, σε αυτή την περίπτωση

θα έχουμε a + 1 ≤ 0 και b − 1 ≥ 0 οπότε οι [n − 1, a − 1, b − 1, v − 1] και

[n − 1, a + 1, b + 1, v + 1] ισχύουν λόγω επαγωγικής υπόθεσης. Η [n, a, b, v]
προκύπτει χρησιμοποιώντας τις σχέσεις

pn(j) = 1
2pn−1(j − 1) + 1

2pn−1(j + 1)

και

pn(a, b, v) = 1
2pn−1(a− 1, b− 1, v − 1) + 1

2pn−1(a+ 1, b+ 1, v + 1)

Η τελευταία ισότητα προκύπτει αν δεσμεύσουμε ως προς το πρώτο βήμα και αν

αντικαταστήσουμε τον τυχαίο περίπατο Sk με τον S̃k = Sk+1 − 1 για το πρώτο

ενδεχόμενο και με τον τυχαίο περίπατο S̃k = Sk+1 +1 για το δεύτερο ενδεχόμενο.

Πράγματι, είναι :

pn(a, b, v) = 1
2P[(a < mn ≤Mn < b) ∩ (Sn = v)|S1 = 1]+

+ 1
2P[(a < mn ≤Mn < b) ∩ (Sn = v)|S1 = −1].

Για το πρώτο ενδεχόμενο, αν κάνουμε S̃k = Sk+1 − 1 βλέπουμε ότι ο S̃k ξεκινάει

από το μηδέν και ισχύει m̃n−1 = mn − 1 και M̃n−1 = Mn − 1. Για το δεύτερο

ενδεχόμενο κάνουμε S̃k = Sk+1 +1 και προκύπτει πάλι περίπατος που ξεκινάει από

το μηδέν με m̃n−1 = mn + 1 και M̃n−1 = Mn + 1. ΄Ετσι η προηγούμενη ισότητα

γίνεται

pn(a, b, v) = 1
2P[(a− 1 < m̃n−1 ≤ m̃n−1 < b− 1) ∩ (S̃n−1 = v − 1)]+

+ 1
2P[(a+ 1 < m̃n−1 ≤ m̃n−1 < b+ 1) ∩ (S̃n−1 = v + 1)]
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δηλαδή (επειδή ο S̃k είναι απλός τυχαίος περίπατος )

pn(a, b, v) = 1
2pn−1(a− 1, b− 1, v − 1) + 1

2pn−1(a+ 1, b+ 1, v + 1).

Τα παραπάνω αποδεικνύουν την (8.5). Αθροίζοντας τώρα πάνω στα v έχουμε

ότι για

(8.7) a ≤ 0 ≤ b, a ≤ u < v ≤ b

ισχύει

(8.8) P[(a < mn ≤Mn < b) ∩ (u < Sn < v)] =

=

∞∑
k=−∞

P[u+ 2k(b− a) < Sn < v + 2k(b− a)]−

∞∑
k=−∞

P[2b− v + 2k(b− a) < Sn < 2b− u+ 2k(b− a)].

Παίρνοντας a = −n− 1 και επειδή προφανώς mn ≥ −n > −n− 1 και επειδή για

k 6= 0 οι πιθανότητες μέσα στα αθροίσματα μηδενίζονται (διότι Sn ∈ [−n, n] )

έχουμε

(8.9) P[(Mn < b) ∩ (u < Sn < v)] = P[u < Sn < v]− P[2b− v < Sn < 2b− u]

που ισχύει για −n− 1 ≤ u < v ≤ b, b ≥ 0.
Τα παραπάνω ίσχυαν για ακέραιους αριθμούς. Αν τώρα οι a, b, u, v είναι πραγμα-

τικοί αριθμοί που ικανοποιούν την (8.7), τότε βάζουμε στην (8.8) τους [a
√
n], [b

√
n]

+1, [u
√
n], [v

√
n] + 1, αντιστοίχως. Θα προσπαθήσουμε να βρούμε πόσο κάνει το

όριο

lim
n→∞

P

[
[a
√
n]√
n

<
mn√
n
≤ Mn√

n
<

[b
√
n] + 1√
n

,
[u
√
n]√
n

<
Sn√
n
<

[v
√
n] + 1√
n

]
Παρατηρούμε ότι

mn√
n

= inf
t∈[0,1]

Xn
t και

Mn√
n

= sup
t∈[0,1]

Xn
t , όπου ηXn

είναι η ακολου-

θία τυχαίων στοιχείων που ορίστηκε στην (7.5). Επίσης
Sn√
n

= Xn
1 . Ουσιαστικά

ψάχνουμε λοιπόν το

lim
n→∞

P

[
h(Xn) ∈ (

[a
√
n]√
n
,∞)× (−∞, [b

√
n] + 1√
n

)× (
[u
√
n]√
n
,

[v
√
n] + 1√
n

)

]
Επειδή h(Xn)⇒ (m,M,W1) και επειδή

[c
√
n]√
n
→ c, τα επιχειρήματα της προηγού-

μενης ενότητας δείχνουν ότι το παραπάνω όριο είναι ακριβώς η πιθανότητα

P[a < m ≤M < b , u < W1 < v].

Τώρα θα προσπαθήσουμε να περάσουμε το όριο μέσα στα αθροίσματα. Αυτό μας

το επιτρέπει το Λήμμα του Scheffé. Πραγματικά αν συμβολίσουμε με
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xn,k =

P

[
(
[u
√
n] + 2k([b

√
n] + 1− [a

√
n])√

n
<

Sn√
n
<

[v
√
n] + 1 + 2k([b

√
n] + 1− [a

√
n])√

n
)

]
και

xk = P [(u+ 2k(b− a) < N < v + 2k(b− a))]

τότε ισχύει xn,k
n−→ xk για κάθε k και ότι

∑
k

xk =
∑
k

xn,k < ∞ για κάθε n.

Επομένως το Λήμμα του Scheffé μας δίνει ότι lim
n→∞

∑
k

xn,k =
∑
k

xk. Τελικά

παίρνουμε την εξής σχέση :

(8.10) P[(a < m ≤M < b) , (u < W1 < v)] =

=

∞∑
k=−∞

P[u+ 2k(b− a) < N < v + 2k(b− a)]−

∞∑
k=−∞

P[2b− v + 2k(b− a) < N < 2b− u+ 2k(b− a)].

Για την από κοινού κατανομή των M και W1 παίρνουμε το όριο στην (8.9) (και

φυσικά έχοντας βάλει όπου b το [b
√
n+ 1] όπου u το [u

√
n] κτλ.) οπότε έπεται

(8.11) P[(M < b) , (u < W1 < v)] = P[u < N < v]− P[2b− v < N < 2b− u]

για u < v ≤ b, b ≥ 0. Για v = b, για u→ −∞ και επειδή προφανώς W1 ≤M και

M ≥ 0 παίρνουμε την

(8.12) P[0 ≤M < b] = 2P[0 ≤ N < b]

Αν στην (8.10) θέσουμε u = a και v = b και κάνουμε πράξεις θα πάρουμε

(8.13) P[a < m ≤M < b] =

∞∑
k=−∞

(−1)kP[a+ k(b− a) < N < b+ k(b− a)],

που ισχύει για a ≤ 0 ≤ b. Τέλος για a = −b προκύπτει

(8.14) P[sup
t
|Wt| < b] =

∞∑
k=−∞

(−1)kP[(2k − 1)b < N < (2k + 1)b].
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Η Brownian Bridge

Σε αυτή την υποενότητα θα μελετήσουμε οριακές κατανομές που σχετίζονται με

την W ◦ έτσι όπως την ορίσαμε στην ενότητα 7. Υπενθυμίζουμε ότι η Brownian
Bridge είναι το τυχαίο στοιχείο του C,W ◦ : Ω→ C μεW ◦t (ω) = Wt(ω)−t·W1(ω).

΄Εστω Pε να είναι το μέτρο πιθανότητας στον (C, C) που ορίζεται ως

Pε(A) = P[W ∈ A | 0 ≤W1 ≤ ε], A ∈ C

Επειδή W1 ∼ N(0, 1) η πιθανότητα P[0 ≤ W1 ≤ ε] είναι γνήσια θετική. Θα

αποδείξουμε ότι

(8.15) Pε ⇒ε W
◦

καθώς ε ↘ 0. Με βάση το θεώρημα Portmanteau αρκεί να δειχθεί ότι για κάθε

κλειστό F ∈ C ισχύει

(8.16) lim sup
ε↘0

P[W ∈ F | 0 ≤W1 ≤ ε] ≤ P[W ◦ ∈ F ]

Γνωρίζουμε ότι δύο Γκαουσιανά τυχαία στοιχεία είναι ανεξάρτητα αν και μόνο

αν είναι ασυσχέτιστα επομένως η W1 είναι ανεξάρτητη απο κάθε τυχαίο διάνυσμα

(W ◦t1 , . . . ,W
◦
tk

) ακριβώς επειδή είναι ασυσχέτιστη με κάθεW ◦ti . Ενδεικτικά, εύκολα

βλέπουμε ότι π.χ. Cov(W1,W
◦
t1) = Cov(W1,Wt1 − t1 · W1) = E[W1 · (Wt1 −

t1W1)] = E[(W1−Wt1)·Wt1 ]+t1−t1 = 0, λόγω ανεξαρτησίας των προσαυξήσεων.

Επομένως προκύπτει ότι

(8.17) P[W ◦ ∈ A ∩ W1 ∈ B] = P[W ◦ ∈ A] · P[W1 ∈ B]

για όλα τα B ∈ R και A ∈ {π−1
t1...tk

(H) : k ∈ N, H ∈ Rk}. Εύκολα μπορεί

να δειχθεί ότι για δεδομένο B, τα σύνολα A της C που ικανοποιούν την (8.17)

αποτελούν μια μονότονη κλάση και άρα συμπίπτουν με όλη την κλάση C. ΄Ετσι

P[W ◦ ∈ A | 0 ≤W1 ≤ ε] = P[W ◦ ∈ A], ∀A ∈ C.

Τώρα, είναι ρ(W (ω),W ◦(ω)) = supt |Wt(ω) −W ◦t (ω))| = |W1(ω)|. ΄Ετσι αν

|W1(ω)| ≤ δ και αν W (ω) ∈ F , τότε W ◦(ω) ∈ Fδ = [x ∈ C : ρ(x, F ) ≤ δ].
Επομένως, εαν ε < δ τότε

P[W ∈ F | 0 ≤W1 ≤ ε] ≤ P[W ◦ ∈ Fδ | 0 ≤W1 ≤ ε] = P[W ◦ ∈ Fδ]

΄Αρα, παίρνοντας lim supε στην προηγούμενη σχέση, και μετά αφήνοντας το δ ↘ 0,
έπεται η σχέση (8.16) για κλειστό F .

΄Εστω τώρα h : C → Rk μια μετρήσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι το

σύνολο ασυνεχειών της, Dh, ικανοποιεί την P[W ◦ ∈ Dh] = 0. Η σχέση (8.15)

μαζί με το θεώρημα απεικόνισης μας δίνουν ότι

(8.18) P[h(W ◦) ≤ a] = lim
ε→0

P[h(W ) ≤ a | 0 ≤W1 ≤ ε],

για όλα τα a ∈ Rk στα οποία η αριστερή πλευρά (ως συνάρτηση του a ∈ Rk) είναι

συνεχής.

Ορίζουμε τώρα
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m◦(ω) = inf
t∈[0,1]

W ◦t (ω), M◦(ω) = sup
t∈[0,1]

W ◦t (ω).

Αν a < 0 < b και 0 < ε < b, η σχέση (8.10) δίνει (για c = b − a και λόγω

συνέχειας της κανονικής κατανομης )

(8.19) P[(a < m ≤M < b) ∩ (0 ≤W1 ≤ ε)] =

=

∞∑
k=−∞

P[2kc < N < 2kc+ ε]−

∞∑
k=−∞

P[2kc+ 2b− ε < N < 2kc+ 2b]

Θέλουμε να πάρουμε limε→0 και στα δύο μέλη. Αν ορίσουμε h : C → R2

με h(x) = (inft x(t), supt x(t)), τότε, όπως και στην προηγούμενη ενότητα, το

αριστερό μέλος της (8.19) θα γίνει limε→0 P[(h(W ) ∈ (a,∞)× (−∞, b)) ∩ (0 ≤
W1 ≤ ε)]. Αν διαιρέσουμε και με την P[0 ≤ W1 ≤ ε] θα πάρουμε στο αριστερό

μέλος, λόγω της (8.18) :

(8.20) P[a < m◦ ≤M◦ ≤ b] = lim
ε→0

P[a < m ≤M < b, 0 ≤W1 ≤ ε]
P[0 ≤W1 ≤ ε]

=

=

lim
ε→0

∞∑
k=−∞

P[2kc < N < 2kc+ ε]

P[0 ≤W1 ≤ ε]
− lim
ε→0

∞∑
k=−∞

P[2kc+ 2b− ε < N < 2kc+ 2b]

P[0 ≤W1 ≤ ε]
.

Ο στόχος μας είναι να εναλλάξουμε το άθροισμα με το όριο. Αυτό μπορεί να

γίνει επειδή οι σειρές συγκλίνουν ομοιόμορφα ως προς ε. Πράγματι, για την πρώτη

σειρά, αν συμβολίσουμε με fk(n) = P[2kc < N < 2kc+ 1
n ] και αν λάβουμε υπόψιν

την πυκνότητα της Κανονικής κατανομής και το γεγονός ότι ex > x, ∀x ≥ 0
(αλλά και βέβαια για κάθε x ∈ R ), έπεται ότι

|fk(n)| ≤ 1√
2π
· e−2k2c2 ≤ 1√

2π
· 1

2k2c2
, ∀k ∈ Z, ∀n ∈ N.

Το θεώρημα του Weierstrass μαζί με το γεγονός ότι
∑
k∈Z

1
k2 <∞ μας δίνουν την

ομοιόμορφη σύγκλιση του πρώτου αθροίσματος. ΄Ομοια ισχύει και για το δεύτερο.

Επομένως μπορούμε να εναλλάξουμε το όριο με το άθροισμα. ΄Ετσι παίρνουμε

(8.21) P[a < m◦ ≤M◦ ≤ b] =

∞∑
k=−∞

lim
ε→0

P[2kc<N<2kc+ε]
ε

P[0≤W1≤ε]
ε

−

∞∑
k=−∞

lim
ε→0

P[2kc+2b−ε<N<2kc+2b]
ε

P[0≤W1≤ε]
ε

.

Τώρα, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι
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(8.22) lim
ε→0

1

ε
P[x < N < x+ ε] = lim

ε→0

FN (x+ ε)− FN (x)

ε
= F ′N (x) =

1√
2π
e−

x2

2

προκύπτει τελικά η σχέση

(8.23) P[a < m◦ ≤M◦ ≤ b] =

∞∑
k=−∞

e−2k2c2 −
∞∑

k=−∞

e−2(b+kc)2
,

που μας δίνει την από κοινού κατανομή του (m◦,M◦). Αν πάρουμε b = −a και

κάνουμε πράξεις, επειδή c = b− a προκύπτει τελικά ότι

(8.24) P[sup
t
|W ◦t | ≤ b] = 1 + 2

∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2b2 , b > 0.

Τέλος, με μια παρόμοια ανάλυση, μπορούμε να αφήσουμε b→∞ στην (8.23),

οπότε πάλι λόγω του θεωρήματος του Weierstrass μπορούμε να εναλλάξουμε το

άθροισμα με το όριο και θα πάρουμε τελικά (έπειτα από πράξεις) ότι

(8.25) P[m◦ < a] = 1− e−2a2 , a < 0.
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Ενότητα 9: Ανισότητες Μεγίστου

Στην ενότητα 7, για να αποδείξουμε την tightness χρειαστήκαμε την ανισότητα του

Etemadi η οποία όμως για να λειτουργήσει θα πρέπει να προϋποτεθεί η ανεξαρ-

τησία των τυχαίων μεταβλητών που συνεισφέρουν στο μερικό άθροισμα. Πολλές

φορές όμως χρειαζόμαστε οριακά θεωρήματα για ακολουθίες εξαρτημένων τυχαί-

ων μεταβλητών και συνεπώς θέλουμε κάποια παραλλαγή της (7.13). Οι ανισότητες

που περιέχουν άνω φράγματα για πιθανότητες της μορφής

P[ω : max
k≤n
{|Sk(ω)|} ≥ λ]

ονομάζονται ανισότητες μεγίστου.

΄Εστω ξ1, ξ2, . . . να είναι μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (χωρίς να είναι

κατ’ ανάγκην ανεξάρτητες) και Sk = ξ1 + . . .+ ξk (με S0 = 0) και έστω επίσης

(9.1) Mn = max
k≤n
|Sk|

(Παρατηρήστε ότι λόγω των απόλυτων τιμών ο συμβολισμός δεν είναι ίδιος με

αυτόν της (7.16). ) Θα αναζητήσουμε άνω φράγματα για την πιθανότητα P[Mn ≥
λ]. ΄Εστω

(9.2) mijk = |Sj − Si| ∧ |Sk − Sj | = min{|Sj − Si|, |Sk − Sj |}

και

(9.3) Ln = max
0≤i≤j≤k≤n

mijk

Επειδή |Sk| ≤ |Sn − Sk| + |Sn| και |Sk| ≤ |Sk| + |Sn| προκύπτει ότι |Sk| ≤
m0kn + |Sn|, που μας δίνει

(9.4) Mn ≤ Ln + |Sn|

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και η ανισότητα

(9.5) |Sn| ≤ 2Ln + max
k≤n
|ξk|

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Αν |Sn| = 0 τότε ισχύει τετριμμένα. ΄Εστω λοιπόν

|Sn| > 0. Παρατηρούμε ότι τότε η |Sk| ≥ |Sn − Sk| ισχύει για k = n αλλά όχι

για k = 0. Ισχυριζόμαστε ότι θα υπάρχει ένας k με 1 ≤ k ≤ n τέτοιος ώστε

|Sk| ≥ |Sn − Sk| και |Sk−1| < |Sn − Sk−1|. Πραγματικά, ας υποθέσουμε ότι δεν

ισχύει αυτό. Τότε για κάθε k = 1, . . . , n θα είναι είτε |Sk| < |Sn−Sk| είτε |Sk−1| ≥
|Sn−Sk−1|. Για k = n θα πρέπει να ισχύει η δεύτερη, δηλαδή |Sn−1| ≥ |Sn−Sn−1|
άρα για k = n−1 πάλι θα ισχύει η δεύτερη (επειδή δεν μπορεί |Sn−1| < |Sn−Sn−1|)
και όμοια καταλήγουμε ότι για k = 1 θα πρέπει 0 = |S0| ≥ |Sn − S0|, πράγμα

άτοπο διότι είπαμε ότι |Sn| > 0. ΄Επεται ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής. Για αυτόν

τον k λοιπόν θα έχουμε |Sn − Sk| = m0kn ≤ Ln και |Sk−1| = m0,k−1,n ≤ Ln και

άρα |Sn| = |Sn − Sk + (Sk−1 + ξk)| ≤ |Sn − Sk| + |Sk−1| + |ξk| ≤ 2Ln + |ξk|,
δηλαδή η (9.5) ισχύει πάλι. Από τις (9.4) και (9.5) έπεται
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(9.6) Mn ≤ 3Ln + max
k≤n
|ξk|

Εαν μπορέσουμε να βρούμε ένα φράγμα για την ”δεξιά ουρά” της κατανομής της

Ln, δηλαδή φράγμα για τις πιθανότητες της μορφής P[Ln ≥ λ/2], όπως και επίσης

φράγμα για την κατανομή του |Sn| ή του maxk|ξk|, τότε θα έχουμε και φράγμα

για την P[Mn ≥ λ] και λόγω της σχέσης (7.7) να συμπεράνουμε την tightness.
Το επόμενο θεώρημα δίνει φράγματα για το Ln υποθέτοντας φράγματα για ταmijk.

Θεώρημα 9.1 : ΄Εστω a > 1/2 και b ≥ 0 και ότι οι u1, . . . , un είναι μη
αρνητικοί αριθμοί με την ιδιότητα να ισχύει

(9.7) P[mijk ≥ λ] ≤ 1

λ4b
·
( ∑
i<l≤k

ul

)2a

, ∀ 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n

για κάθε λ > 0. Τότε

(9.8) P[Ln ≥ λ] ≤ K

λ4b
·
( ∑

0<l≤n

ul

)2a

για κάθε λ > 0, όπου το K = Ka,b εξαρτάται μόνο από τα a, b.

Πριν κάνουμε την απόδειξη ας δούμε ένα παράδειγμα όπου οι ξi είναι ανεξάρ-

τητες και ισόνομες.

Παράδειγμα 9.1 : ΄Εστω a = b = 1 και ας υποθέσουμε ότι οι ξk είναι α-

νεξάρτητες και ισόνομες με μέση τιμή 0 και διασπορά 1. Θα προσπαθήσουμε να

βρούμε μη αρνητικούς ul που να ικανοποιούν την (9.7). Πράγματι, εαν i ≤ j ≤ k
τότε λόγω της ανισότητας Chebyshev λόγω της xy ≤ (x+ y)2

και λόγω ανεξαρ-

τησίας των ξi έχουμε :

P[mijk ≥ λ] = P[|Sj − Si| ≥ λ
⋂
|Sk − Sj | ≥ λ] = P[|Sj − Si| ≥ λ]·

·P[|Sk − Sj | ≥ λ] ≤ j − i
λ2
· k − j
λ2

≤ (k − i)2

λ4

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει λόγω ανεξαρτησίας. ΄Ετσι ισχύει η (9.7) για

ul ≡ 1 οπότε η (9.8) δίνει P[Ln ≥ λ] ≤ K·n2

λ4 και P[ Ln√
n
≥ λ] ≤ K

λ4 . επειδή οι ξi
είναι ανεξάρτητες και ισόνομες θα είναι και στατικές, επομένως έχουμε :

P
[

max
k≤n

|ξk|√
n
≥ λ

]
≤ nP

[ |ξ1|√
n
≥ λ

]
≤ 1

λ2

∫
[|ξ1|≥λ

√
n]

ξ2
1dP

≤ 1

λ2

∫
[|ξ1|≥λ]

ξ2
1dP ,

όπου η πρώτη ανισότητα έπεται λόγω ισονομίας και η δεύτερη λόγω ανισότητας

Chebyshev. Για ευκολία έστω ψ(λ) το τελευταίο ολοκλήρωμα. Η (9.6) μας δίνει
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P
[Mn√

n
≥ λ

]
≤ P

[3Ln√
n
≥ λ

2

⋃
max
k≤n

|ξk|√
n
≥ λ

2

]
≤ P

[3Ln√
n
≥ λ

2

]
+

+P
[

max
k≤n

|ξk|√
n
≥ λ

2

]
≤ K

(λ/6)4
+
ψ( 1

2λ)

(λ/2)2

Λόγω του ότι E(ξ2
1) = 1 προκύπτει ότι ψ(λ) → 0 όταν λ → ∞ και έτσι ισχύει

η σχέση (7.7), οπότε η {Xn}n είναι tight και έτσι μέσω του θεωρήματος (9.1)

αποδεικνύεται με άλλον έναν τρόπο το θεώρημα του Donsker.
Πριν αποδείξουμε το θεώρημα (9.1) παραθέτουμε μια παραλλαγή του, όπου αντί

για υποθέσεις πάνω στα mijk έχουμε υποθέσεις πάνω στα |Sj − Si| :

Θεώρημα 9.2 : ΄Εστω ότι υπάρχουν a > 1/2 , b ≥ 0 και u1, . . . , un μη αρ-
νητικοί αριθμοί που ικανοποιούν την

(9.9) P[|Sj − Si| ≥ λ] ≤ 1

λ4b

( ∑
i<l≤j

ul

)2a

,∀0 ≤ i ≤ j ≤ n

για κάθε λ > 0. Τότε

(9.10) P[Mn ≥ λ] ≤ K ′

λ4b

( ∑
0<l≤n

ul

)2a

για κάθε λ > 0 , όπου το K ′ = K ′a,b εξαρτάται μόνο από τα a, b.

Απόδειξη : Λόγω της ανισότητας Cauchy-Schwartz είναι
∫

Ω
IA∩BdP =

∫
Ω
IA ·

IBdP ≤
√

P(A) ·
√
P(B) και έτσι μαζί με την (9.9) και την xy ≤ (x+ y)2

έπεται

P
[
mijk ≥ λ

]
≤ 1

λ2b

( ∑
i<l≤j

ul

)a
· 1

λ2b

( ∑
j<l≤k

ul

)a
≤ 1

λ4b

( ∑
i<l≤k

ul

)2a

΄Αρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα (9.1), και για s =
∑
l≤n ul θα έχουμε

P[Ln ≥ λ/2] ≤ Ks2a·24b

λ4b . Επίσης από την (9.9), για j = n και i = 0, είναι P[|Sn| ≥
λ/2] ≤ s2a·24b

λ4b και συνεπώς η (9.4) μας δίνει ότι P[Mn ≥ λ] ≤ (K+1)24bs2a

λ4b .

Να σημειώσουμε ότι, από την ανισότητα του Markov, η σχέση (9.9) έπεται εαν

ισχύει και η :

(9.11) E(|Sj − Si|4b) ≤
( ∑
i<l≤j

ul

)2a

Επίσης η (9.7) έπεται και από την :

(9.12) E(|Sj − Si|2b|Sk − Sj |2b) ≤
( ∑
i<l≤k

ul

)2a
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Πράγματι, για το τελευταίο, η (9.7) θα προκύψει επειδή P[mijk ≥ λ] =
P[|Sj − Si|2b ≥ λ2b

⋂
|Sk − Sj |2b ≥ λ2b] ≤ P[|Sj − Si|2b|Sk − Sj |2b ≥ λ4b] ≤

≤ 1
λ4bE(|Sj − Si|2b|Sk − Sj |2b) .

Μια πιο γενική ανισότητα

Θα γενικεύσουμε το θεώρημα (9.1) και θα αποδείξουμε την γενική περίπτωση.

΄Εστω T να είναι ένα Borel υποσύνολο του [0, 1] και γ = [γt : t ∈ T ] να είναι μια

στοχαστική ανέλιξη με τον χρόνο να τρέχει στο T . Υποθέτουμε ότι η γ έχει δεξιά

συνεχή μονοπάτια, υπό την έννοια ότι για όλα τα ω εαν sn, t ∈ T και sn ↘ t τότε
γsn(ω)→ γt(ω). ΄Εστω

(9.13) mrst(ω) = |γs(ω)− γr(ω)| ∧ |γt(ω)− γs(ω)|

και

(9.14) L(γ) =: L(γ)(ω) = sup{mrst(ω) : r ≤ s ≤ t r, s, t ∈ T}

Θεώρημα 9.3 : Υποθέτουμε ότι υπάρχουν a > 1/2, b ≥ 0 και ένα μέτρο µ με
µ(T ) <∞ τέτοια ώστε

(9.15) P[mrst ≥ λ] ≤ 1

λ4b
µ2a(T ∩ (r, t])

για κάθε λ > 0 και για όλα τα r, s, t ∈ T με r ≤ s ≤ t. Τότε ισχύει

(9.16) P[L(γ) ≥ λ] ≤ K

λ4b
µ2a(T )

για κάθε λ > 0 , όπου το Κ εξαρτάται μόνο από τα a, b.

Βλέπουμε ότι το θεώρημα (9.1) προκύπτει από το (9.3) εαν απλά πάρουμε σαν

T το σύνολο T = {i/n : 0 ≤ i ≤ n} , σαν γ την γ(i/n) = Si και σαν µ το μέτρο

που δίνει µ(i/n) = ui.

Απόδειξη : Πρώτα γράφουμε m(r, s, t) στη θέση του mr,s,t και διακρίνουμε

περιπτώσεις :

Περίπτωση πρώτη : Υποθέτουμε ότι T = [0, 1] και ότι το µ είναι το μέτρο

Lebesgue. ΄Εστω Dk = { i
2k

: 0 ≤ i ≤ 2k} και Bk = max{m(t1, t2, t3) : t1, t2, t3 ∈
Dk, t1 ≤ t2 ≤ t3}. ΄Εστω επίσης Ak = max{m(t1, t2, t3) : t1, t2, t3 ∈ Dk, t2−t1 =
t3 − t2 = 1

2k
}. Για t ∈ Dk ορίζουμε ένα σημείο t′ ∈ Dk−1 ως εξής :

t′ =


t εαν t ∈ Dk−1

t− 1
2k

εαν t /∈ Dk−1 και |γ(t)− γ(t− 1
2k

)| ≤ |γ(t)− γ(t+ 1
2k

)|
t+ 1

2k
εαν t /∈ Dk−1 και |γ(t)− γ(t− 1

2k
)| > |γ(t)− γ(t+ 1

2k
)|

Τότε |γ(t)− γ(t′)| ≤ Ak όταν t ∈ Dk και συνεπώς για t1, t2, t3 ∈ Dk έχουμε
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|γ(t2)− γ(t1)| ≤ |γ(t2)− γ(t′2)|+ |γ(t′2)− γ(t′1)|+ |γ(t′1)− γ(t1)| ≤

≤ |γ(t′2) + γ(t′1)|+ 2Ak

και

|γ(t2)− γ(t3)| ≤ |γ(t2)− γ(t′2)|+ |γ(t′2)− γ(t′3)|+ |γ(t′3)− γ(t3)| ≤

≤ |γ(t′2) + γ(t′3)|+ 2Ak

Παρατηρούμε εύκολα ότι όταν t1 < t2 < t3, τότε t
′
1 ≤ t′2 ≤ t′3 και επειδή t′1, t

′
2, t
′
3 ∈

Dk−1 έπεται πως m(t1, t2, t3) ≤ Bk−1 + 2Ak άρα Bk ≤ Bk−1 + 2Ak. Επαγωγικά

και εφόσον A0 = B0 = 0, συνεπάγεται ότι Bk = 2(A1 + . . . + Ak). Λόγω

δεξιάς συνέχειας των μονοπατιών της γ μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι L(γ) =
lim
k→∞

max{m(t1, t2, t3) : t1, t2, t3 ∈ Dk, t1 ≤ t2 ≤ t3} = lim
k→∞

Bk και έτσι

L(γ) ≤ 2
∑∞
k=1Ak.

Τώρα παρατηρούμε ότι για οποιονδήποτε θ ∈ (0, 1) μπορούμε να βρούμε έναν C
ώστε C ·

∑∞
k=1 θ

k = C
1−θ = 1

2 . Τότε :

P[L(γ) > λ] ≤ P[2

∞∑
k=1

Ak > λ] = P[

∞∑
k=1

Ak > Cλ

∞∑
k=1

θk] ≤

≤ P
( ∞⋃
k=1

[Ak > Cλθk]
)
≤
∞∑
k=1

P[Ak > Cλθk] ≤

≤
∞∑
k=1

( 2k−1∑
i=1

P
[
m(

i− 1

2k
,
i

2k
,
i+ 1

2k
) ≥ Cλθk

])
.

Επειδή το µ έχει υποτεθεί ότι είναι το μέτρο Lebesgue, η (10.15) μετατρέπει το

τελευταίο άθροισμα σε :

P[L(γ) > λ] ≤
∞∑
k=1

2k

(Cλθk)4b
·
( 2

2k

)2a

=
22a

C4bλ4b

∞∑
k=1

( 1

θ4b22a−1

)k
.

Εφόσον 4b ≥ 0 και 2a − 1 > 0 μπορούμε να βρούμε έναν κατάλληλο θ ∈ (0, 1)
ώστε η τελευταία σειρά να συγκλίνει και συνεπώς να καθορίσουμε επακριβώς τον

K που ζητούσαμε.

Περίπτωση δεύτερη : Υποθέτουμε πάλι ότι T = [0, 1] και ότι το µ είναι μη ατομικό

μέτρο, οπότε η συνάρτηση F (t) = µ[0, t] είναι συνεχής. Αν η F είναι γνησίως

αύξουσα και F (1) = c, τότε παίρνουμε a = c−
a
2b (οπότε a4bc2a = 1) και ορίζουμε

την ανέλιξη ζ με

ζ(t) = a · γ(F−1(ct)).

Τότε η ζ εμπίπτει στην περίπτωση 1 και το συμπέρασμα έπεται διότι L(γ) = aL(ζ).
Εαν η F είναι συνεχής αλλά όχι γνησίως αύξουσα τότε ορίζουμε πρώτα το μέτρο

που έχει σαν συνάρτηση κατανομής την F (t) + εt και αφήνουμε το ε↘ 0.
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Περίπτωση τρίτη : Υποθέτουμε ότι το T είναι ένα πεπερασμένο σύνολο. Εαν

0 /∈ T , έστω γ(0) = γ(t1), όπου το t1 είναι το πρώτο σημείο του T , και έστω

µ{0} = 0. Εαν 1 /∈ T , έστω γ(1) = γ(tv−1), όπου το tv−1 είναι το τελευταίο

σημείο του T , και έστω µ{1} = 0. Τότε η ανέλιξη γ και το νέο μέτρο µ ικανοποιούν

τις υποθέσεις οπότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι το T περιέχει τα σημεία

0 = t0 < t1 < . . . < tv = 1.

Ορίζουμε μια ανέλιξη γ′ (απλή ανέλιξη) ως εξής :

γ′(t)(ω) =

{
γ(ti)(ω) εαν ti ≤ t < ti+1, 0 ≤ i < v

γ(1)(ω) εαν t = 1

Εαν το m′(r, s, t) είναι το αντίστοιχο minimum της (9.13) για την γ′ τότε προφα-

νώς m′(r, s, t) = 0 εκτός κι αν τα r, s, t βρίσκονται όλα σε διαφορετικά διαστήματα

[ti, ti+1). Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι

(9.17) r ∈ [ti, ti+1), s ∈ [tj , tj+1), t ∈ [tk, tk+1), i < j < k

Τότε λόγω κατασκευής της γ′ θα είναι m′(r, s, t) = m(ti, tj , tk) και λόγω της

(9.15) θα ισχύει

(9.18) P[m′rst ≥ λ] ≤ 1
λ4bµ

2a((ti, tk] ∩ T )

Τώρα έστω ν να είναι το μέτρο που αντιστοιχεί σε ομοιόμορφη κατανομή με μάζα

µ{tl−1}+ µ{tl} επί του διαστήματος [tl−1, tl] για 1 ≤ l ≤ v. Τότε

µ((ti, tk] ∩ T ) ≤ ν[ti+1, tk] ≤ ν(r, t]

και λόγω της (9.18) συνεπάγεται η

(9.19) P[m′rst ≥ λ] ≤ 1
λ4b ν

2a(r, t]

Με κάποια κατάλληλη τροποποίηση του επιχειρήματος μπορούμε να συμπεριλάβου-

με στην (9.19) και το t = 1. ΄Ετσι η (9.19) ισχύει για όλα τα 0 ≤ r ≤ s ≤ t ≤ 1
και η ανέλιξη γ′ εμπίπτει στην περίπτωση 2 :

P[L(γ′) ≥ λ] ≤ K
λ4bµ

2a(0, 1] ≤ K
λ4b (2µ(T ))2a

Εφόσον L(γ) = L(γ′) μπορούμε να αντικαταστήσουμε το K των περιπτώσεων 1

και 2 με 22aK, το οποίο θα ικανοποιεί και την περίπτωση 3.

Περίπτωση τέταρτη : Για το γενικό T και µ θεωρούμε πεπερασμένα σύνολα

Tn : 0 ≤ tn0 < tn1 < . . . < tnvn ≤ 1

τέτοια ώστε Tn ⊆ Tn+1 και η ένωση
⋃
n Tn να είναι πυκνή στο T (όπως πριν που

οι δυαδικοί ρητοί ήταν πυκνοί στο T = [0, 1] ). Θεωρούμε ακολουθία μέτρων µn
να δίνουν μάζα µn{tni} = µ((tn,i−1, tn,i] ∩ T ). Θεωρούμε, όπως στην περίπτωση

3, την ακολουθία απλών ανελίξεων γ(n)
των οποίων ο χρόνος καθορίζεται από το

εκάστοτε Tn δηλαδή :

γ(n)(t) =

{
γ(t) εαν tn,i ≤ t < tn,i+1, 0 ≤ i < vn − 1

γ(1) εαν t = 1
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Λόγω δεξιάς συνέχειας των μονοπατιών ισχύει L(γ(n)(ω)) ↗ L(γ(ω)) ενώ κάθε

γ(n)
εμπίπτει στην περίπτωση 3. Τώρα μπορεί με απαγωγή σε άτοπο να δειχθεί

εύκολα ότι

[L(γ) ≥ λ] ⊆ lim inf
n

[ω : L(γ(n)(ω)) ≥ λ− ε]

και λόγω και της τρίτης περίπτωσης έπεται :

P[L(γ) ≥ λ] ≤ P[lim inf
n

[ω : L(γ(n)(ω)) ≥ λ− ε] ≤ K

(λ− ε)4b
· µ2a(T ) .

Αφήνοντας το ε↘ 0 ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Μια τελευταία ανισότητα

Το τελευταίο θεώρημα θα μας χρησιμεύσει σε μερικά σημεία του κεφαλαίου 3.

΄Εστω ότι η ανέλιξη γ = [γt : t ∈ T ] έχει δεξιά συνεχή μονοπάτια και ότι

L(γ, δ) = sup{m(r, s, t) : r, s, t ∈ T, r ≤ s ≤ t, t− r ≤ δ}.

Θεώρημα 9.4 :΄Εστω a > 1
2 , b ≥ 0 και ότι το µ είναι ένα μέτρο με µ(T ) <∞

τέτοιο ώστε :

(9.20) P[mrst ≥ λ] ≤ 1
λ4b · µ2a(T ∩ (r, t]), r ≤ s ≤ t, t− r < 2δ

για όλα τα λ > 0 και r, s, t ∈ T . Τότε :

(9.21) P[L(γ, δ) ≥ λ] ≤ 2Kµ(T )

λ4b
· sup

0≤t≤1−2δ
{µ2a−1(T ∩ [t, t+ 2δ])}

για κάθε λ > 0, όπου το Κ εξαρτάται μόνο από τα a, b.
(Σημείωση: Τα Κ της (9.16) και (9.21) μπορούν να επιλεγούν να είναι τα ίδια ).

Απόδειξη : Για δοσμένο δ χωρίζουμε το διάστημα [0, 1] σε v + 1 το πλή-

θος διαστήματα, όπου v = [1/δ] , μέσω των σημείων ti = iδ για 0 ≤ i < v
και tv = 1. Εαν για κάποια r, t ισχύει |r − t| ≤ δ, τότε σίγουρα τα r και t
θα ανήκουν ή στο ίδιο διάστημα [ti−1, ti] είτε σε διαδοχικά, επομένως στο ίδιο

[ti−1, ti+1] για κάποιον κατάλληλο i με 1 ≤ i ≤ v − 1. Εαν συμβολίσουμε με

li = sup{mrst : r, s, t ∈ T ∩ [ti−1, ti+1] , r ≤ s ≤ t} τότε μπορούμε να ε-

φαρμόσουμε το θεώρημα 9.3 με το T̃ = T ∩ [ti−1, ti+1] στη θέση του T και να

πάρουμε ότι P[li ≥ λ] ≤ K
λ4b ·µ2a(T ∩ [ti−1, ti+1]) (πράγματι, λόγω της (9.20), εαν

r, s, t ∈ T ∩ [ti−1, ti+1], η τομή T ∩ [ti−1, ti+1] ∩ (r, t] ισούται με την T ∩ (r, t] και
έτσι η σχέση (9.15) ικανοποιείται ). ΄Ετσι εαν pi = µ(T ∩ [ti−1, ti+1]) έχουμε :∑

i

p2a
i ≤ max

i
{p2a−1
i } ·

∑
i

pi ≤ 2µ(T ) ·max
i
{p2a−1
i },

όπου η τελευταία ανισότητα συνεπάγεται από το γεγονός ότι τα διαστήματα

[ti−1, ti+1] δεν είναι ξένα ανά δύο και
∑
i µ([ti1 , ti+1]) ≤ 2µ([0, 1]). Τώρα η (9.21)

έπεται από το γεγονός ότι
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[L(γ, δ) > λ] ⊆
v−1⋃
i=1

[li > λ]
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Ο χώρος D

Ενότητα 10: Η γεωμετρία του χώρου D

Ο χώρος C είναι κατάλληλος για την περιγραφή ανελίξεων που τα μονοπάτια

τους είναι συνεχή, όπως αυτά της ανέλιξης Brown. Ωστόσο δεν είναι κατάλληλος

χώρος για να περιγραφούν ανελίξεις που τα μονοπάτια τους περιέχουν άλματα,

όπως αυτά της ανέλιξης Poisson. Σε αυτή την ενότητα θα εισάγουμε τη θεωρία

σύγκλισης στον χώρο D, ο οποίος επιτρέπει να δουλεύουμε και με ασυνεχείς συ-

ναρτήσεις.

Ο ορισμός

Ο χώρος D = D[0, 1] είναι ο χώρος που περιέχει όλες τις πραγματικές συναρ-

τήσεις x : [0, 1] → R οι οποίες είναι δεξιά συνεχείς και έχουν όριο από αριστερά,

δηλαδή :

i) Για κάθε 0 ≤ t < 1, υπάρχει το όριο lims↘t x(s) =: x(t+) και ισχύει x(t) =
= x(t+).
ii) Για κάθε 0 < t ≤ 1, υπάρχει το πλευρικό αριστερό όριο lims↗t x(s) =: x(t−).

Συναρτήσεις που έχουν αυτές τις δύο ιδιότητες συχνά θα τις αποκαλούμε cad-
lag συναρτήσεις. Θα λέμε ότι μια συνάρτηση περιέχει ασυνέχεια πρώτου είδους

στο σημείο t εαν υπάρχουν τα πλευρικά όρια x(t−) και x(t+) και η τιμή x(t) βρί-

σκεται ανάμεσά τους. Οι cadlag συναρτήσεις περιέχουν πρώτου είδους ασυνέχειες

και φυσικά είναι προφανές ότι ο χώρος C είναι υποσύνολο του χώρου D. Επίσης

αντί για τον χώρο R θα μπορούσαμε να έχουμε οποιονδήποτε πλήρη και διαχω-

ρίσιμο μετρικό χώρο (V, v) καθώς αντί για σύγκλιση ως προς την | · | θα είχαμε

σύγκλιση ως προς τη μετρική v.
Για μια συνάρτηση x ∈ D και ένα T ⊆ [0, 1] ορίζουμε:

(10.1) wx(T ) = w(x, T ) = sup
s,t∈T

{|x(s)− x(t)|}

Ο ορισμός (6.1) για το μέτρο συνέχειας μιας x μπορεί να γραφτεί εκ νέου σαν :

(10.2) wx(δ) = sup
0≤t≤1−δ

wx[t, t+ δ]

Οι συναρτήσεις του χώρου C[0, 1] ήταν ομοιόμορφα συνεχείς, ως συνεχείς σε κλει-

στό διάστημα. Στον χώρο D[0, 1] δεν έχουμε κάτι τέτοιο, ωστόσο το επόμενο

Λήμμα μας δίνει σημαντικές πληροφορίες για την συμπεριφορά μιας cadlag συνάρ-

τησης :
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Λήμμα 1 : Για κάθε x ∈ D και για κάθε ε > 0, υπάρχουν σημεία t
(ε)
0 , t

(ε)
1 , . . . , t

(ε)
v(ε)

με

(10.3) 0 = t
(ε)
0 < t

(ε)
1 < . . . < t

(ε)
v(ε) = 1

ώστε να ισχύει

(10.4) wx[t
(ε)
i−1, t

(ε)
i ) < ε , ∀i = 1, . . . , v(ε).

(Σημειώνουμε ότι το πλήθος των σημείων, όπως και τα ίδια τα σημεία, εξαρτώνται

από το ε που επιλέγουμε κάθε φορά και γι αυτό τοποθετήσαμε το ε μέσα στις

παρενθέσεις των δεικτών.)

Απόδειξη : ΄Εστω t◦ να είναι το supremum όλων των t ∈ [0, 1] για τα οποία

το [0, t) αναλύεται σε πεπερασμένα υποδιαστήματα [ti−1, ti) που ικανοποιούν την

(10.4). Στόχος μας είναι να αποδείξουμε ότι t◦ = 1 διότι τότε θα έχει αποδειχθεί το

θεώρημα. Πραγματικά, σε αυτή την περίπτωση λόγω ύπαρξης του αριστερού ορίου

της x στο σημείο 1, για το δοσμένο ε > 0 της εκφώνησης, θα υπάρχει ένα δ′ > 0
ώστε : s, r ∈ (1− δ′, 1) =⇒ |x(s)− x(r)| ≤ |x(s)− x(1−)|+ |x(1−)− x(r)| <
ε/2 + ε/2 = ε. ΄Ετσι, εφόσον t◦ = 1, μπορούμε να βρούμε ένα t̃ ∈ (1 − δ′, 1]
ώστε το [0, t̃) να αναλύεται σε υποδιαστήματα που ικανοποιούν την (10.4). Επίσης

wx[t̃, 1) < ε και έτσι η ζητούμενη διαμέριση του [0, 1] περιλαμβάνει τα υποδιαστή-

ματα [ti−1, ti) (τα οποία αναλύουν το [0, t̃) ) συν το διάστημα [t̃, 1). Επομένως

μένει να δειχθεί ότι t◦ = 1.
Επειδή x(0) = x(0+), εφαρμόζοντας τον ορισμό του ορίου, υπάρχει μια περιοχή

δεξιά του μηδενός, [0, δ1) ώστε αν s, r ∈ [0, δ1) τότε |x(s) − x(r)| < ε, δηλαδή

t◦ ≥ δ1 > 0. Επίσης, όπως κάναμε και πριν για το σημείο 1, με την ίδια λογική

και το [0, t◦) μπορεί να αναλυθεί λόγω της ύπαρξης του πλευρικού ορίου x(t◦−).
Επομένως το supremum είναι και maximum. Τώρα αποκλείεται t◦ < 1, διότι σε
αυτή την περίπτωση λόγω της x(t◦) = x(t◦+), θα μπορούσαμε να πάμε λίγο ”πιο
δεξιά” από το t◦ και να παίρναμε wx[t◦, δ2) < ε και θα είχαμε ότι και το [0, t◦+δ2)
θα αναλυόταν, πράγμα άτοπο. ΄Ετσι t◦ = 1 και επομένως ολόκληρο το διάστη-

μα [0, 1] μπορεί να αναλυθεί σε πεπερασμένα υποδιαστήματα που ικανοποιούν τις

(10.3) και (10.4).

Με τη βοήθεια αυτού του Λήμματος θα αποδείξουμε δύο πολύ χρήσιμους ισχυ-

ρισμούς οι οποίοι δεν είναι καθόλου τετριμμένοι :

Ισχυρισμός 1 : Για δοσμένο M > 0 υπάρχουν το πολύ πεπερασμένοι το πλήθος t
για τους οποίους να ισχύει |x(t) − x(t−)| > M . Πράγματι, έστω 0 < ε << M
και έστω η διαμέριση του Λήμματος 1. Τα σημεία t για τα οποία το άλμα ξε-

περνάει τον M αποκλείεται να ανήκουν εντός κάποιου υποδιαστήματος [ti−1, ti),
διότι εφαρμόζοντας τον ορισμό του αριστερού πλευρικού ορίου θα βρίσκαμε ένα s
αρκετά κοντά στο t και μέσα στο ίδιο υποδιάστημα και θα είχαμε |x(t)−x(t−)| ≤
|x(t) − x(s)| + |x(s) − x(t−)| ≤ wx[ti−1, ti) + ε/2 << M , άτοπο. Επομένως τα

πιθανά t είναι αναγκαστικά κάποια από τα άκρα t1, t2, . . . , tv που είναι πεπερασμένα

το πλήθος.
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Ισχυρισμός 2 : Μια cadlag συνάρτηση έχει το πολύ αριθμήσιμες το πλήθος ασυ-

νέχειες. Πράγματι, αν συμβολίσουμε με Dx το σύνολο των σημείων ασυνέχειας

της x, τότε ισχύει Dx =
⋃
qn∈Q

{t ∈ (0, 1] : |x(t)− x(t−)| > qn} και με τη βοήθεια

και του πρώτου ισχυρισμού έχουμε μια αριθμήσιμη ένωση πεπερασμένων συνόλων,

δηλαδή ένα αριθμήσιμο σύνολο.

Επίσης το Λήμμα 1 μας εξασφαλίζει ότι η x είναι και φραγμένη συνάρτηση

διότι π.χ. μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα για ε = 1 οπότε το τυχόν t θα

ανήκει σε κάποιο από τα [t
(1)
i−1, t

(1)
i ) και άρα |x(t)| ≤ |x(t)− x(t

(1)
i−1)|+ |x(t

(1)
i−1)| ≤

1 + maxi{|x(t
(1)
i )}. Συνεπώς

(10.5) ‖x‖ = sup
t
{|x(t)|} <∞

Επιπλέον, παίρνοντας την ακολουθία απλών συναρτήσεων

y(n)(t) = x
(
t
(1/n)
i−1 +t

(1/n)
i

2

)
, όταν t ∈ [t

(1/n)
i−1 , t

(1/n)
i )

μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η y(n)
συγκλίνει ομοιόμορφα στην x, και συνεπώς

έπεται ότι η x είναι Borel μετρήσιμη.
Σε αυτό το σημείο θα χρειαστεί να ορίσουμε μια ποσότητα στον D που θα

έχει τον ίδιο ρόλο με αυτόν που είχε το μέτρο συνέχειας (modulus of continuity )

για συναρτήσεις του C. ΄Εστω ένα σύνολο {ti}i που ικανοποιεί τη σχέση (10.3).

Το {ti} θα καλείται δ-sparse εαν ικανοποιεί min
1≤i≤v

(ti − ti−1) > δ. Φυσικά ο

δείκτης κινείται στο πλήθος των ti το οποίο ενδεχομένως να αλλάζει κάθε φορά

που αλλάζει και το εκάστοτε δ-sparse, αλλά εφόσον αυτό είναι τώρα πια σαφές,

εμείς θα συνεχίζουμε να το συμβολίζουμε με το γράμμα v παρόλο που αυτό μπορεί

να αλλάζει κάθε φορά. ΄Ετσι ορίζουμε, για 0 < δ < 1

(10.6) w′x(δ) = w′(x, δ) = inf
{ti}

{
max

1≤i≤v
wx[ti−1, ti)

}
,

όπου το infimum εκτείνεται σε όλα τα δ-sparse σύνολα {ti} και, όπως πριν, ο

δείκτης στο maximum κινείται στο πλήθος των σημείων που περιέχει το εκάστοτε

δ-sparse σύνολο (και ενδέχεται να αλλάζει). Χρησιμοποιώντας την παρατήρηση

ότι αν 0 < δ1 < δ2 τότε w′x(δ1) ≤ w′x(δ2) είναι εύκολο να δειχθεί ότι το Λήμμα 1

είναι ισοδύναμο με το ότι για κάθε x ∈ D ισχύει lim
δ→0

w′x(δ) = 0.

Θα προσπαθήσουμε να συγκρίνουμε τα w′x(δ) και wx(δ). Εαν δ < 1
2 τότε

μπορούμε να χωρίσουμε το [0, 1) σε υποδιαστήματα [ti−1, ti) που ικανοποιούν την

δ < ti − ti−1 ≤ 2δ και επομένως με βάση τους ορισμούς έπεται

(10.7) w′x(δ) ≤ wx(2δ), εαν δ < 1/2

Δεν μπορεί να υπάρξει κάποια ανισότητα προς την αντίθετη κατεύθυνση και αυ-

τό επειδή δεν ισχύει ότι limδ→0 wx(δ) = 0 εαν η x έχει ασυνέχειες. ΄Ομως ας

θεωρήσουμε το μέγιστο απόλυτο άλμα της x :

(10.8) j(x) = sup
0<t≤1

{|x(t)− x(t−)|}
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Επειδή όπως είδαμε πριν, το πολύ για πεπερασμένα το πλήθος t η ποσότητα

|x(t) − x(t−)| ξεπερνάει έναν δεδομένο M > 0, το supremum στην (10.8) εί-

ναι και maximum. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει η σχέση

(10.9) wx(δ) ≤ 2w′x(δ) + j(x)

Πράγματι, έστω ε > 0 και έστω ένα δ-sparse {ti} ώστε wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε
για όλα τα i. Εαν πάρουμε s, t με |s− t| ≤ δ τότε σίγουρα τα s και t θα ανήκουν

είτε στο ίδιο [ti−1, ti) είτε σε διαδοχικά. Εαν ανήκουν στο ίδιο, τότε |x(s) −
x(t)| ≤ wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε. Εαν ανήκουν σε διαδοχικά διαστήματα, τότε

εφαρμόζοντας τον ορισμό του αριστερού πλευρικού ορίου στο κοινό τους άκρο, r̃,
μπορούμε να βρούμε ένα w ”κοντά” στο r̃ που να ανήκει στο ίδιο διάστημα με το

s και να ισχύει |x(w)− x(r̃−)| < ε. Συνεπώς

|x(s)− x(t)| ≤ |x(s)− x(w)|+ |x(w)− x(r̃−)|+ |x(r̃−)− x(r̃)|+ |x(r̃)− x(t)| ≤
2w′x(δ) + 3ε+ j(x). Αφήνοντας το ε→ 0 προκύπτει η (10.9).

Αφού j(x) = 0 όταν x ∈ C, έχουμε επίσης

(10.10) wx(δ) ≤ 2w′x(δ), αν x ∈ C

και συμπεραίνουμε ότι για τις συναρτήσεις του χώρου C οι ποσότητες wx(δ) και

w′x(δ) είναι επί της ουσίας οι ίδιες.

Η τοπολογία Skorohod

΄Οπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, δύο συναρτήσεις x, y στον χώρο C
θεωρούνται ”κοντά” η μια στην άλλη, ως προς την μετρική της ομοιόμορφης σύγ-

κλισης, εαν το γράφημα της x μπορεί να πέσει επάνω στο γράφημα της y κάτω

από μια ομοιόμορφα μικρή μεταβολή των συντεταγμένων, κρατώντας σταθερή την

τετμημένη. Στον χώρο D επιτρέπουμε επίσης μια ομοιόμορφα μικρή μεταβολή της

κλίμακας του χρόνου, μια ιδέα που πρωτοεπινόησε ο Skorohod.
Θεωρούμε Λ να είναι το σύνολο όλων των συνεχών και γνησίως αυξουσών

συναρτήσεων από το [0, 1] επί του [0, 1]. Προφανώς εαν λ ∈ Λ, θα πρέπει λ(0) = 0
και λ(1) = 1 (λόγω μονοτονίας). Για x, y ∈ D ορίζουμε την απόσταση d(x, y) σαν

το infimum όλων των ε > 0 για τα οποία υπάρχει λ ∈ Λ τέτοιο ώστε :

(10.11) sup
t
{|λ(t)− t|} = sup

t
{|t− λ−1(t)|} < ε

και

(10.12) sup
t
{|x(t)− y(λ(t))|} = sup

t
{|x(λ−1(t))− y(t)|} < ε

Με άλλα λόγια, αν I είναι η ταυτοτική απεικόνιση και ‖x‖ = sup
0≤t≤1

|x(t)|, ο ορισμός

γίνεται

(10.13) d(x, y) = inf
λ∈Λ
{‖λ− I‖ ∨ ‖x− y ◦ λ‖}
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Θα αποδείξουμε ότι η d είναι μετρική. Πράγματι, αρχικά η d είναι πεπερασμένη

και μάλιστα, παίρνοντας λ ≡ I, έπεται ότι d(x, y) ≤ ‖x− y‖. Εαν λ ∈ Λ τότε και

λ−1 ∈ Λ και άρα d(x, y) = d(y, x). Εαν d(x, y) = 0, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει

ακολουθία {λn}n ∈ Λ ώστε ‖λn − I‖ → 0 και ‖x − y ◦ λn‖ → 0. Συνεπώς

λn(t) → t για κάθε t ∈ [0, 1] και επειδή η y είναι ασυνεχής εκτός ίσως από α-

ριθμήσιμα το πολύ σημεία (δες και Ισχυρισμό 2 ), θα ισχύει y(λn(t)) → y(t) για

εκείνα τα t που είναι σημεία συνεχείας της y. Επειδή όμως ‖x− y ◦ λn‖ → 0, θα
ισχύει και y(λn(t))→ x(t) για όλα τα t και έτσι x(t) = y(t) λ-σχεδόν για όλα τα

t. Εκμεταλλευόμενοι την δεξιά συνέχεια των x και y μπορούμε άνετα να δείξουμε

ότι x(t) = y(t) για όλα τα t. Τέλος, η τριγωνική ανισότητα είναι άμεση από το ότι

‖λ1◦λ2−I‖ ≤ ‖λ1−I‖+‖λ2−I‖ και ότι ‖x−z◦λ1◦λ2‖ ≤ ‖x−y◦λ2‖+‖y−z◦λ1‖.
Η παραπάνω μετρική ορίζει την τοπολογία Skorohod. Ο ρόλος που έχουν οι συναρ-

τήσεις λ είναι να αναπαριστούν την μικρή παραμόρφωση της κλίμακας του χρόνου.

Ας προσπαθήσουμε να δούμε τι σχέση έχει η τοπολογία Skorohod με την τοπο-

λογία της ομοιόμορφης σύγκλισης. Μια ακολουθία συναρτήσεων xn στον χώρο

D συγκλίνει, ως προς την τοπολογία Skorohod, σε μια συνάρτηση x αν και μόνο

αν υπάρχουν συναρτήσεις λn ∈ Λ τέτοιες ώστε xn(λn(t))→ x(t) ομοιόμορφα ως

προς t και λn(t) → t ομοιόμορφα ως προς t. Επιλέγοντας λn(t) ≡ t προκύπτει

ότι η ομοιόμορφη σύγκλιση της xn στην x συνεπάγεται και την σύγκλιση ως προς

την τοπολογία Skorohod. Από την άλλη μεριά, οι συναρτήσεις xn = I[0,a+1/n)

συγκλίνουν στην x = I[0,a) ως προς την τοπολογία Skorohod αλλά δεν συγκλί-

νουν ομοιόμορφα σε αυτήν, επειδή xn(a) 9 x(a). Πράγματι, για την Skorohod
σύγκλιση, μπορούμε να πάρουμε λn να είναι η ακολουθία συναρτήσεων του χώ-

ρου Λ που στο [0, a] ξεκινούν γραμμικά έτσι ώστε λn(a) = a + 1/n και στο

[a, 1] τις ενώνουμε γραμμικά μέχρι το σημείο λn(1) = 1. Είναι άμεσο τώρα ότι

I[0,a+1/n)(λn(t)) → I[0,a)(t) ομοιόμορφα ως προς t και φυσικά ‖λn − I‖ → 0. Η

παραπάνω σύγκλιση ισχύει για οποιοδήποτε 0 < a < 1. Παρόλο που η σύγκλιση

ως προς την τοπολογία Skorohod δεν συνεπάγεται κατ ανάγκην την ομοιόμορφη

σύγκλιση, ισχύει ότι :

(10.14) |xn(t)− x(t)| ≤ |xn(t)− x(λn(t))|+ |x(λn(t))− x(t)|

βλέπουμε πως συνεπάγεται ότι xn(t) → x(t) για όλα τα σημεία συνεχείας της

x, δηλαδή για όλα τα t εκτός ίσως από αριθμήσιμα το πλήθος. Επιπλέον, εαν

x ∈ C[0, 1] έχουμε λόγω της (10.14): ‖xn − x‖ ≤ ‖xn − x ◦ λn‖+wx(‖λn − I‖).
Εφόσον για τις συναρτήσεις του χώρου C έχουμε αποδείξει ότι limδ→0 wx(δ) = 0,
παρατηρούμε ότι στον χώρο C, η τοπολογία Skorohod και η τοπολογία της ομοιό-

μορφης σύγκλισης ταυτίζονται.

Παράδειγμα 10.1: Θεωρούμε όπως πριν j(x) να είναι το μέγιστο άλμα της

x. Θα δείξουμε ότι η j είναι συνεχής ώς προς την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης. ΄Εστω ε > 0 και επιλέγουμε δ = ε/2. Εαν ‖x−y‖ < ε/2, θα δείξουμε

ότι |j(x)− j(y)| < ε. Αυτό που πρέπει να σκεφτούμε είναι ότι εαν η x (αντίστοιχα

η y ) δώσει σε κάποιο σημείο μέγιστο άλμα μήκους a > ε τότε δεξιά και αριστερά

του σημείου αυτού την ακολουθεί και η y (αντίστοιχα η x ) κάνοντας άλμα μήκους

τουλάχιστον a− ε και το πολύ a+ ε. Διακρίνουμε λοιπόν περιπτώσεις :

i) Καμία από τις x, y δεν κάνει άλμα πάνω από ε : Τότε 0 ≤ j(x) < ε , 0 ≤ j(y) < ε
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και άρα |j(x)− j(y)| < ε.

ii)Και οι δυο κάνουν κάποιο άλμα πάνω από ε (οπότε και οι δυο θα δίνουν μέγιστο

άλμα πάνω από ε ) : Τότε, λόγω των προηγούμενων, μπορούμε να εφαρμόσουμε τις

ανισότητες και για την x και για την y οπότε θα προκύψει αφενός j(y) > j(x)− ε
και j(x) > j(y)− ε, δηλαδή |j(x)− j(y)| < ε.

iii)Η x δίνει j(x) < ε αλλά η y δίνει j(y) > ε : Πάλι θα ισχύει j(x) ≥ j(y) − ε
και αφού είναι και j(x) < j(y), έπεται |j(x)− j(y)| < ε.
Αυτό αποδεικνύει την ομοιόμορφη συνέχεια της j. Ισχύει και κάτι ακόμη : η j
είναι συνεχής και ως προς την Skorohod τοπολογία. Πραγματικά, λόγω του γε-

γονότος ότι οι συναρτήσεις λ είναι αύξουσες, έπεται j(y) = j(y ◦ λ) για κάθε

λ ∈ Λ. Συνεπώς, αν d(x, y) < ε/2, υπάρχει κάποια λ1 ∈ Λ με ‖x− y ◦ λ1‖ < ε/2
και λόγω της προηγούμενης απόδειξης για την ομοιόμορφη συνέχεια της j έπεται

|j(x)− j(y)| = |j(x)− j(y ◦ λ1)| < ε.

Το επόμενο παράδειγμα δείχνει ότι ο χώρος D δεν είναι πλήρης κάτω από την

μετρική d :

Παράδειγμα 10.2 : Θεωρούμε την ακολουθία συναρτήσεων xn = I[0,1/2n). Υ-

ποθέτουμε ότι λn(1/2n) = 1/2n+1
και ότι οι λn είναι γραμμικές στο [0, 1/2n] και

στο [1/2n, 1]. Τότε ‖xn+1◦λn−xn‖ = 0 και ‖λn−I‖ = 1/2n+1
. Με έναν εύκολο

υπολογισμό μπορούμε να δούμε ότι οποτεδήποτε η λn δεν απεικονίζει το 1/2n στο

1/2n+1
, θα ισχύει ‖xn+1◦λn−xn‖ = 1 και συνεπώς d(xn, xn+1) = 1/2n+1

. ΄Ετσι

η ακολουθία xn είναι d-βασική. Λόγω του γεγονότος ότι η Skorohod σύγκλιση

σε μια x συνεπάγεται την κατα σημείο σύγκλιση στα σημεία συνέχειας της x και

επειδή xn(t)→ 0 για όλα τα 0 < t ≤ 1, η μόνη πιθανή d-οριακή συνάρτηση είναι η

x(t) = I{0}(t) ή η x(t) ≡ 0. Και στις δύο περιπτώσεις όμως ισχύει d(xn, x) = 1,
δηλαδή αποκλείεται να συγκλίνει η xn στην x ως προς την d. ΄Ετσι ο χώρος (D, d)
δεν είναι πλήρης.

Μπορούμε να ορίσουμε στον D μια άλλη μετρική, την d◦, η οποία θα είναι

ισοδύναμη με την αρχική d (δηλαδή θα επάγει την ίδια τοπολογία) αλλά κάτω

από την οποία ο D είναι πλήρης. Η ιδέα είναι να απαιτήσουμε επιπλέον η χρονι-

κή παραμόρφωση που εκφράζεται μέσω των συναρτήσεων λ να βρίσκεται κοντά

στην ταυτοτική συνάρτηση, δηλαδή οι κλίσεις
λ(t)−λ(s)

t−s να είναι κοντά στο 1, ή

ισοδύναμα, ο λογάριθμός τους να είναι κοντά στο 0.

Για μια αύξουσα συνάρτηση λ ορισμένη στο [0, 1] με λ(0) = 0 και λ(1) = 1,
ορίζουμε

(10.15) ‖λ‖◦ = sup
s<t

∣∣∣∣ln λ(t)− λ(s)

t− s

∣∣∣∣
Εαν υπάρχει κάποιος M > 0 με ‖λ‖◦ ≤ M , τότε είναι πολύ απλό να δείξουμε ότι

0 < e−M ≤ λ(t)−λ(s)
t−s ≤ eM για όλα τα s, t με s < t και συνεπώς η λ είναι συνεχής

και γνησίως αύξουσα και άρα ανήκει στο Λ. Ωστόσο ένα στοιχείο του Λ μπορεί

να έχει ‖λ‖◦ =∞, αλλά στον επόμενο ορισμό δεν θα επιτρέψουμε να συμβεί κάτι

τέτοιο.
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΄Εστω x, y ∈ D και d◦(x, y) να είναι η ποσότητα :

(10.16) d◦(x, y) = inf
λ∈Λ
{‖λ‖◦ ∨ ‖x− y ◦ λ‖}

Για λ = I προκύπτει ότι d◦(x, y) ≤ ‖x−y‖ και άρα η ποσότητα είναι πεπερασμένη.

Επειδή |u− 1| ≤ e| lnu| − 1 για u > 0, ισχύει :

(10.17) sup
0≤t≤1

|λ(t)− t| = sup
0<t≤1

t ·
∣∣∣∣λ(t)− λ(0)

t− 0
− 1

∣∣∣∣ ≤ e‖λ‖◦ − 1

Ακόμη, εφόσον v ≤ ev − 1 για όλα τα v ∈ R, προκύπτει ότι

(10.18) d(x, y) ≤ ed
◦(x,y) − 1

Πράγματι, λόγω της (10.17) έπεται ότι ‖λ−I‖ ≤ e‖λ‖◦−1 και λόγω της παραπάνω

ανισότητας για τα v έπεται και το ‖x − y ◦ λ‖ ≤ e‖x−y◦λ‖ − 1. Επίσης μπορούμε

να παρατηρήσουμε ότι ‖λ‖◦ = ‖λ−1‖◦, διότι
∣∣∣ln λ(t)−λ(s)

t−s

∣∣∣ =

∣∣∣∣ln(λ(t)−λ(s)
t−s

)−1
∣∣∣∣ =∣∣∣ln t−s

λ(t)−λ(s)

∣∣∣ =
∣∣∣ln λ−1(λ(t))−λ−1(λ(s))

λ(t)−λ(s)

∣∣∣ καθώς και ότι ‖λ1 ◦λ2‖◦ ≤ ‖λ1‖◦+‖λ2‖◦,

επειδή

∣∣∣ln(λ1(λ2(t))−λ1(λ2(s))
λ2(t)−λ2(s) · λ2(t)−λ2(s)

t−s

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ln λ1(λ2(t))−λ1(λ2(s))
λ2(t)−λ2(s)

∣∣∣+
+
∣∣∣ln λ2(t)−λ2(s)

t−s

∣∣∣ .
Τα παραπάνω αποδεικνύουν την συμμετρική και την τριγωνική ιδιότητα. Η συνε-

παγωγή d◦(x, y) = 0 =⇒ x = y έπεται από τη σχέση (10.18). ΄Αρα η d◦ είναι

μετρική. Εξαιτίας της (10.18) ισχύει και η συνεπαγωγή : d◦(xn, x) → 0 =⇒
d(xn, x)→ 0. Το αντίστροφο είναι μια συνέπεια του ακόλουθου Λήμματος.

Λήμμα 2 : Εαν d(x, y) < δ2
και δ ≤ 1/4, τότε d◦(x, y) ≤ 4δ + w′x(δ).

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη, αν επιδιώξουμε να κάνουμε μια σύνδεση με

το Παράδειγμα 10.2, εαν η ακολουθία λn είναι τέτοια ώστε λn(1/2n) = 1/2n+1
,

τότε η χορδή με άκρα τα (0, 0) και (1/2n, 1/2n+1) έχει κλίση 1/2. Μπορούμε να

δούμε ότι αυτές οι λn μας δίνουν το infimum της d◦(xn, xn+1), δηλαδή ότι ισχύει

d◦(xn, xn+1) = ‖λn‖◦ = ln 2. ΄Ετσι η {xn}n δεν είναι d◦-βασική, όπως άλλω-

στε πρέπει αφού θέλουμε ο D να είναι d◦-πλήρης (εαν ήταν d◦-βασική θα έπρεπε

να ήταν και d◦-συγκλίνουσα και άρα d-συγκλίνουσα, λόγω της συνεπαγωγής που

δείξαμε πριν το Λήμμα 2, πράγμα άτοπο όπως είδαμε στο Παράδειγμα 10.2 ). Ε-

πιλέγοντας δ ανάμεσα στο

√
1/2n και στο 1/4, τότε d(xn, xn+1) = 1/2n+1 < δ2

και έτσι το Λήμμα 2 μπορεί να εφαρμοστεί και σε συνδυασμό με το ότι w′xn(δ) = 1
να μας δώσει ln 2 ≤ 4 · 2−n2 + 1.

Απόδειξη : Θα προσπαθήσουμε να βρούμε μια συνάρτηση λ ∈ Λ για την ο-

ποία να ισχύει ‖x − y ◦ λ‖ ≤ 4δ + w′x(δ) και ‖λ‖◦ ≤ 4δ. ΄Εστω ε < δ και έστω

{ti} ένα δ-sparse σύνολο με την ιδιότητα wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε για κάθε i (δες
ορισμό (10.6) ). Αφού d(x, y) < δ2

διαλέγουμε από το Λ ένα στοιχείο µ τέτοιο

ώστε
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(10.20) sup
t
|x(t)− y(µ(t))| = sup

t
|x(µ−1(t))− y(t)| < δ2

και

(10.21) sup
t
|µ(t)− t| < δ2

Θα προσπαθήσουμε να ορίσουμε ένα στοιχείο λ ∈ Λ που να είναι ”κοντά” στο µ
αλλά θα έχει κλίσεις κοντά στο 1. Επιλέγουμε λοιπόν λ με λ(ti) = µ(ti) σε όλα τα

i και να είναι γραμμική στα υποδιαστήματα [ti−1, ti]. Η σύνθεση µ−1◦λ ικανοποιεί

την µ−1 ◦ λ(ti) = ti για όλα τα i και επειδή είναι γνησίως αύξουσα έπεται ότι τα

σημεία t και µ−1◦λ(t) θα βρίσκονται πάντα στο ίδιο διάστημα [ti−1, ti). Επομένως

η (10.20) και η επιλογή του {ti} μας δίνει :

|x(t)− y(λ(t))| ≤ |x(t)− x(µ−1 ◦ λ(t))|+ |x(µ−1 ◦ λ(t))− y(λ(t))| ≤

≤ wx[ti−1, ti) + δ2 < w′x(δ) + ε+ δ2 < 4δ + w′x(δ)

Μένει να δειχθεί ότι ‖λ‖◦ ≤ 4δ. Εφόσον η λ συμφωνεί με την µ στα σημεία ti, η
συνθήκη (10.21) μαζί με την ανισότητα ti − ti−1 > δ μας δίνουν ότι

|(λ(ti)− λ(ti−1))− (ti − ti−1)| < 2δ2 < 2δ(ti − ti−1).

Από αυτό, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ισχύει |(λ(t)−λ(s))−(t−s)| ≤ 2δ|t−s|
για όλα τα s και t. Πράγματι, λόγω της γραμμικότητας της λ, αυτό ισχύει για

s, t που ανήκουν στο ίδιο υποδιάστημα [ti−1, ti] διότι
λ(t)−λ(s)

t−s = λ(ti)−λ(ti−1)
ti−ti−1

.

Η γενική περίπτωση προκύπτει πολύ εύκολα παρατηρώντας ότι για κάθε τριάδα

σημείων u1, u2, u3 ισχύει

|(λ(u3)− λ(u1))− (u3 − u1)| ≤ |(λ(u2)− λ(u1))− (u2 − u1)|+

+|(λ(u3)− λ(u2))− (u3 − u2)|

΄Ετσι

1− 2δ ≤ λ(t)− λ(s)

t− s
≤ 1 + 2δ

Από την ανισότητα | ln(1± u)| ≤ 2|u| για |u| ≤ 1/2, έπεται ότι ‖λ‖◦ ≤ 4δ.

Το Λήμμα 2 μαζί με το γεγονός ότι limδn→0 w
′
x(δn) = 0 μας δίνει ότι

d(xn, x) → 0 =⇒ d◦(xn, x) → 0. Πράγματι, για δn = 1/n θα ισχύει d(xn, x) <

δn και το Λήμμα 2 δίνει : d◦(xn, x) ≤ 4δn + w′x(δn)
n→∞−−−−→ 0. Συνεπώς ισχύει το

εξής θεώρημα :

Θεώρημα 10.1 : Οι μετρικές d και d◦ είναι ισοδύναμες.

Διαχωρισιμότητα και πληρότητα στον D

Αποδεικνύουμε πρώτα ένα χρήσιμο Λήμμα. ΄Εστω ένα σύνολο σημείων σ = {su}
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με 0 = s0 < s1 < . . . < sk = 1 και έστω μια απεικόνιση Aσ : D → D που

ορίζεται ως εξής : για δοθέν x ∈ D, η Aσx έχει τιμή x(su−1) πάνω στο διάστημα

[su−1, su) για όλα τα 1 ≤ u ≤ k και συμφωνεί με την x στο t = 1.

Λήμμα 3 : Εαν max(su − su−1) ≤ δ, τότε d(Aσx, x) ≤ δ ∨ w′x(δ).

Απόδειξη : Αρχικά, ας γράψουμε x̂ = Aσx για απλούστευση και ας θεωρή-

σουμε ζ(t) = su−1 όταν t ∈ [su−1, su) και ζ(1) = sk = 1. Τότε x̂(t) = x(ζ(t)).
Από τον ορισμό (10.6), για δοθέν ε > 0 βρίσκουμε ένα δ-sparse σύνολο {ti} ώστε

wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε για κάθε i. ΄Εστω τώρα λ(ti) = sv όταν ti ∈ (sv−1, sv]
και λ(t0) = s0 = 0. Επειδή ισχύει ti − ti−1 > δ ≥ sv − sv−1, δύο οποιαδήποτε

διαφορετικά ti 6= tj αποκλείεται να ανήκουν στο ίδιο υποδιάστημα (sv−1, sv] και

έτσι τα λ(ti) αυξάνουν γνήσια ως προς i. Επεκτείνουμε την λ σε ένα στοιχείο

του Λ ενώνοντας με γραμμικό τρόπο τα σημεία λ(ti) μεταξύ τους. Βλέπουμε ότι

supt |λ(t)− t| = maxi |λ(ti)− ti| ≤ max(su − su−1) ≤ δ.
Είναι αρκετό να δείξουμε λοιπόν ότι |x̂(t)− x(λ−1(t))| = |x(ζ(t))− x(λ−1(t))| ≤
w′x(δ) + ε και μετά να αφήσουμε το ε → 0. Το παραπάνω ισχύει τετριμμένα

για t = 0 ή για t = 1 και αρκεί να δείξουμε ότι για 0 < t < 1 τα σημεία

ζ(t) και λ−1(t) βρίσκονται μέσα στο ίδιο διάστημα [ti−1, ti), διότι τότε θα είναι

|x(ζ(t)) − x(λ−1(t))| ≤ wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε. Για την απόδειξη του παραπά-

νω είναι αρκετό να δείξουμε ότι για όλα τα j είναι tj ≤ ζ(t) ⇐⇒ tj ≤ λ−1(t)
(οπότε ζ(t) < tj ⇐⇒ λ−1(t) < tj ). Εαν tj = 0 ισχύει τετριμμένα οπό-

τε ας υποθέσουμε ότι tj ∈ (sv−1, sv]. Τότε, εφόσον το ζ(t) είναι κάποιο από

τα si, tj ≤ ζ(t) ⇐⇒ sv ≤ ζ(t), το οποίο εξ ορισμού του ζ είναι ισοδύνα-

μο με το sv ≤ t. Επίσης, αφού tj ∈ (sv−1, sv], έπεται ότι λ(tj) = sv και έτσι

sv ≤ t ⇐⇒ λ(tj) ≤ t ⇐⇒ tj ≤ λ−1(t).

Θεώρημα 10.2 : Ο χώρος D είναι διαχωρίσιμος κάτω από τις d και d◦ και
είναι πλήρης κάτω από την d◦.

Απόδειξη : Διαχωρισιμότητα : Επειδή η διαχωρισιμότητα είναι τοπολογική έν-

νοια, διατηρείται από ισοδύναμες μετρικές και έτσι μπορούμε να δουλέψουμε με την

d. Για κάθε k ∈ N ορίζουμε Bk να είναι το σύνολο των συναρτήσεων που έχουν

σταθερή, ρητή τιμή πάνω σε κάθε υποδιάστημα [(u−1)/k, u/k) και ρητή τιμή στο

t = 1. Τότε το B =
⋃
k Bk είναι αριθμήσιμο υποσύνολο του D και θα δείξουμε

ότι είναι και πυκνό. ΄Εστω x ∈ D και ε > 0. Επειδή limδ→0 w
′
x(δ) = 0 μπορούμε

να βρούμε έναν k ∈ N με 1/k < ε και w′x(1/k) < ε. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 3 με

σ = {u/k : u = 0, 1, . . . , k} είναι d(x,Aσx) ≤ 1/k ∨ w′x(1/k) < ε. Επίσης, παίρ-

νοντας λ(t) ≡ t μπορούμε να βρούμε μια y ∈ Bk ώστε d(Aσx, y) ≤ ‖Aσx−y‖ < ε.
΄Ετσι y ∈ B και d(x, y) ≤ d(x,Aσx) + d(Aσx, y) < 2ε.
Πληρότητα : Αρκεί να αποδειχθεί ότι κάθε d◦-βασική ακολουθία περιέχει μια d◦-
συγκλίνουσα υπακολουθία. ΄Εστω λοιπόν {xk} μια d◦-βασική ακολουθία. Από τον

ορισμό έπεται ότι υπάρχει μια υπακολουθία {yn} = {xkn} ώστε d◦(yn, yn+1) < 1
2n .

Από τον ορισμό του d◦(yn, yn+1), υπάρχουν µn ∈ Λ ώστε

(10.22) ‖µn‖◦ < 1/2n
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και

(10.23) sup
t
|yn(t)− yn+1(µn(t))| = sup

t
|yn(µ−1

n (t))− yn+1(t)| < 1/2n

Μένει να βρούμε συναρτήσεις λn ∈ Λ και μια y ∈ D ώστε ‖λn‖◦ → 0 και

yn(λ−1
n (t))→ y(t) ομοιόμορφα ως προς t.

Επειδή eu−1 ≤ 2u για 0 ≤ u ≤ 1/2, προκύπτει από τις (10.17) και (10.22) ότι

sup
t
|µn+m+1(µn+m(. . . (µn+1(µn(t)))))− µn+m(. . . (µn+1(µn(t))))| =

= sup
s
|µn+m+1(s)− s| ≤ 2‖µn+m+1‖◦ <

1

2n+m

Αυτό σημαίνει ότι για σταθερό n, η ακολουθία συναρτήσεων {G(n)
m (t)}m =

{µn+m(. . . (µn+1(µn(t))))}m είναι ομοιόμορφα βασική (δηλαδή d∞-βασική ) και

επειδή είναι συνεχείς συναρτήσεις και ο χώρος (C[0, 1], d∞) είναι πλήρης, η ακο-

λουθία αυτή θα συγκλίνει ομοιόμορφα σε ένα όριο

(10.24) λn(t) = limmG
(n)
m (t) = limm µn+m(. . . (µn+1(µn(t))))

Η συνάρτηση λn είναι αύξουσα, συνεχής ως ομοιόμορφο όριο συνεχών και

λn(0) = 0, λn(1) = 1. Πρέπει να δειχθεί ότι είναι και γνησίως αύξουσα έτσι ώστε

να ανήκει στο σύνολο Λ, και άρα αρκεί να δείξουμε ότι ‖λn‖◦ < ∞. Οι σχέσεις

(10.19) και (10.22) δίνουν ότι για κάθε s < t είναι :∣∣∣∣ln µn+m(. . . (µn+1(µn(t))))− µn+m(. . . (µn+1(µn(s))))

t− s

∣∣∣∣ ≤
‖µn+m ◦ . . . ◦ µn+1µn‖◦ ≤ ‖µn+m‖◦ + . . .+ ‖µn‖◦ ≤

1

2n−1

Αφήνοντας m → ∞, το πρώτο μέρος συγκλίνει στο

∣∣∣ln λn(t)−λn(s)
t−s

∣∣∣, επομένως

προκύπτει ‖λn‖◦ ≤ 1
2n−1 , δηλαδή η ακολουθία {λn}n ∈ Λ και ‖λn‖◦ → 0.

Τώρα, η σχέση (10.24) μας δίνει άμεσα ότι λn = λn+1 ◦ µn ή, ισοδύναμα, ότι

λ−1
n+1 = µn ◦ λ−1

n . Αυτό, σε συνδυασμό με την (10.23) δίνει :

sup
t
|yn(λ−1

n (t))− yn+1(λ−1
n+1(t))| = sup

s
|yn(s)− yn+1(µn(s))| < 1

2n

Η ακολουθία συναρτήσεων Wn(t) = yn(λ−1
n (t)) είναι λοιπόν ομοιόμορφα βασική

και άρα συγκλίνει ομοιόμορφα σε μια συνάρτηση y(t). Επειδή η {Wn} ανήκει

στον D μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι και η y ανήκει στον D. Ενδεικτικά, για να

δείξουμε π.χ. την ιδιότητα i) του ορισμού, έστω sn ↘ t, με 0 ≤ t < 1 . Θα

δείξουμε ότι y(sn) → y(t). Ισχύει ότι για κάθε σταθερό m, Wm(sn) → Wm(t)

διότι η {Wm} ∈ D, και επίσης Wn
d∞−−→ y. Επιλέγουμε n0 ώστε d∞(Wn, y) <

ε/3,∀n ≥ n0 και ύστερα έναν k0 ώστε |Wn0
(sk)−Wn0

(t)| < ε/3,∀k ≥ k0. Τότε

για κάθε n ≥ max{k0, n0} παίρνουμε:
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|y(sn)− y(t)| ≤ |y(sn)−Wn0(sn)|+ |Wn0(sn)−Wn0(t)|+ |Wn0(t)− y(t)| <
3 · ε/3 = ε ,

δηλαδή η y είναι δεξιά συνεχής. Ομοίως αποδεικνύεται και η ιδιότητα ii).
Επομένως δείξαμε ότι η {yn}n είναι d◦-συγκλίνουσα στην y και άρα ο D είναι

πλήρης κάτω από την d◦.

Συμπάγεια στον D

Θα προσπαθήσουμε να χαρακτηρίσουμε τα συμπαγή υποσύνολα του χώρου D.

Χρησιμοποιώντας την ποσότητα w′x(δ) μπορούμε να αποδείξουμε ένα ανάλογο με

το 6.2 θεώρημα. Πιο συγκεκριμένα έχουμε ότι :

Θεώρημα 10.3 : Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε ένα σύνολο A
να είναι σχετικά συμπαγές στην τοπολογία Skorohod είναι να ισχύουν

(10.25) sup
x∈A
‖x‖ <∞

και

(10.26) lim
δ→0

sup
x∈A

w′x(δ) = 0

Η βασική διαφορά με το θεώρημα 6.2 είναι ότι εδώ, η συνθήκη (10.26) μα-

ζί με το ότι supt |x(t)| < ∞ για κάποιο t, δεν συνεπάγονται κατ ανάγκην την

(10.25). Αυτό μπορεί να το δει κανείς αν πάρει σαν A = {xn(t) = n · I[a,1](t) :
n ∈ N, 0 < a < 1}. Πράγματι, για το συγκεκριμένο A προφανώς ισχύει ότι

supn |xn(0)| = 0 < ∞. Επίσης επειδή μπορούμε πάντα να επιλέγουμε δ-sparse
σύνολα {0 = t0 < t1 < . . . < tv = 1} που να περιέχουν σαν σημείο το a, για αυτά

τα δ-sparse σύνολα θα ισχύει ότι wxn [ti−1, ti) = 0 και έτσι w′xn(δ) = 0 για κάθε

n και για κάθε δ, δηλαδή ισχύει και η (10.26). ΄Ομως supn ‖xn‖ = supn{n} =∞,

δηλαδή δεν ισχύει η (10.25).

Πάμε να αποδείξουμε πρώτα ότι οι (10.25) και οι (10.26) είναι ικανές συνθήκες.

Απόδειξη : Γνωρίζουμε ότι ο χώρος (D, d◦) είναι πλήρης, οπότε θα χρειαστεί

να δείξουμε ότι το A είναι d◦-ολικά φραγμένο. ΄Εστω a να είναι το supremum
της (10.25) και έστω ε > 0. Το σύνολο [−a, a] είναι ολικά φραγμένο και ά-

ρα μπορούμε να διαλέξουμε ένα πεπερασμένο σύνολο H = {x1, . . . , xn} ώστε

[−a, a] ⊆
n⋃
i=1

B(xi, ε). Χρησιμοποιώντας την (10.26) παίρνουμε ένα δ μικρό ώστε

δ < ε και w′x(δ) < ε για όλα τα x ∈ A. Εφαρμόζουμε το Λήμμα 3 για οποιο-

δήποτε σύνολο σ = {su} που ικανοποιεί την max(su − su−1) < δ. ΄Ετσι ισχύει:

x ∈ A =⇒ d(x,Aσx) ≤ δ ∨w′x(δ) < ε. Παίρνουμε σαν B να είναι το πεπερασμέ-

νο σύνολο όλων των συναρτήσεων y που σε κάθε υποδιάστημα [su−1, su) έχουν

σταθερή τιμή κάποια μέσα από το H και y(1) ∈ H. Επιλέγοντας λ ≡ I και λαμ-

βάνοντας υπόψιν ότι x(su−1) ∈ [−a, a], μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι αν x ∈ A,

σίγουρα θα υπάρχει κάποιο y ∈ B με την ιδιότητα d(Aσx, y) ≤ ‖Aσx − y‖ < ε.

΄Ετσι A ⊆
⋃
y∈H

Bd(y, 2ε), που σημαίνει ότι το A είναι d-ολικά φραγμένο.
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Θα δείξουμε ότι το A είναι και d◦-ολικά φραγμένο. ΄Εστω ένα νέο ε > 0. Δια-

λέγουμε ένα (νέο) δ > 0 με 0 < δ ≤ 1/4 για το οποίο ισχύει 4δ+w′x(δ) < ε για όλα

τα x ∈ A. Αφού το A είναι d-ολικά φραγμένο, υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο

B′ ώστε A ⊆
⋃
y∈B′

Bd(y, δ
2). Από το Λήμμα 2 έπεται τώρα ότι A ⊆

⋃
y∈B′

Bd◦(y, ε)

και η απόδειξη της μιας κατεύθυνσης είναι πλήρης.

Για την απόδειξη του αναγκαίου αποδεικνύουμε πρώτα ένα Λήμμα :

Λήμμα 4 : Για σταθερό δ, η συνάρτηση w′(x, δ) είναι άνω ημισυνεχής ως προς
x.
Απόδειξη : ΄Εστω ένα σταθερό δ. Θα αποδείξουμε ότι είναι άνω ημισυνεχής

στο τυχόν x ∈ D. Μια συνάρτηση f από έναν τυχαίο μετρικό χώρο (X, ρ) στο

R λέγεται άνω ημισυνεχής σε ένα x0 αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε να ισχύει η συνεπαγωγή : ρ(x, y) < δ =⇒ f(y) < f(x) + ε. Θεωρού-

με λοιπόν σταθερό x ∈ D και έστω ε > 0. Επιλέγουμε αρχικά ένα δ-sparse
σύνολο, {ti}, με wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + ε, για όλα τα i. ΄Υστερα βρίσκουμε έ-

να αρκετά μικρό η ώστε η < ε και δ + 2η < mini(ti − ti−1). Εαν y ∈ D με

d(y, x) < η, τότε σίγουρα υπάρχει κάποιο λ ∈ Λ με supt |y(t) − x(λ(t))| < η και

supt |λ−1(t)− t| < η. Εαν si = λ−1(ti), τότε, λόγω του ότι supt |λ−1(t)− t| < η,
θα ισχύει si − si−1 = λ−1(ti) − λ−1(ti−1) > ti − ti−1 − 2η > δ, για όλα

τα i. Επίσης, εαν τα s, t ανήκουν και τα δύο στο ίδιο διάστημα [si−1, si) τό-

τε τα λ(s), λ(t) ανήκουν και τα δύο στο ίδιο [ti−1, ti) και έτσι |y(s) − y(t)| ≤
|y(s)−x(λ(s))|+ |x(λ(s))−x(λ(t))|+ |x(λ(t))−y(t)| ≤ 2η+ |x(λ(s))−x(λ(t))| ≤
w′x(δ) + 2η + ε. Επειδή το σύνολο {si} είναι ένα δ-sparse σύνολο έπεται ότι

w′y(δ) ≤ max
i
{wy[si−1, si)} < w′x(δ) + 3ε, όπως έπρεπε να δειχθεί.

Για την απόδειξη του αναγκαίου στο θεώρημα 10.3, υποθέτουμε ότι το A είναι

d◦-συμπαγές (άρα και d-συμπαγές διότι d ∼ d◦ ). Αυτό σημαίνει ότι είναι και

d-φραγμένο, δηλαδή μπορούμε να βρούμε ένα αρκετά μεγάλο M > 0 ώστε A ⊆
A ⊆ Bd(0,M). Μπορούμε να δείξουμε έυκολα ότι d(x, 0) = ‖x‖ για κάθε x ∈ A
κι έτσι supx∈A ‖x‖ ≤ M , δηλαδή η (10.25). Πράγματι, για λ(t) = t έπεται ότι

d(x, 0) ≤ ‖x‖ ενώ για κάθε ε > 0, υπάρχει λε ∈ Λ με ‖x‖ ≤ ‖x‖ ∨ ‖λε − I‖ <
d(x, 0) + ε κι έτσι ‖x‖ ≤ d(x, 0).

Για την (10.26), για κάθε x ∈ D ισχύει ότι w′x(δn)↘ 0 και επειδή αποδείξαμε

στο Λήμμα 4 ότι οι συναρτήσεις w′x(δn) είναι άνω ημισυνεχείς σε όλα τα x, το

θεώρημα του Dini μας εξασφαλίζει ότι η σύγκλιση έιναι ομοιόμορφη σε όλα τα

συμπαγή, δηλαδή limδ→0 supx∈A w
′
x(δ) = 0.

΄Ενας άλλος χαρακτηρισμός της συμπάγειας

Είδαμε ότι η ποσότητα w′x(δ) είναι αρκετή για να περιγράψουμε πλήρως τη συμ-

πάγεια στον χώρο D, ωστόσο τώρα θα αναφέρουμε μια άλλη ποσότητα που είναι

επίσης χρήσιμη. ΄Εχουμε τον ορισμό :
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(10.27) w′′x(δ) = w′′(x, δ) =: sup
t1≤t≤t2
t2−t1≤δ

{|x(t)− x(t1)| ∧ |x(t2)− x(t)|}

Ας υποθέσουμε ότι w′x(δ) < w και έστω {τi} ένα δ-sparse σύνολο τέτοιο ώστε

wx[τi−1, τi) < w, για όλα τα i. Εαν t2 − t1 ≤ δ τότε αποκλείεται τα t1 και t2
να είναι σε διαφορετικές πλευρές του υποδιαστήματος [τi−1, τi), δηλαδή για όλα

τα i θα βρίσκονται ή και τα δύο δεξιά του τi−1 ή και τα δύο αριστερά του τi−1.

΄Ετσι, αν πάρουμε κάποιο t με t1 ≤ t ≤ t2 τότε είτε τα t, t1 θα είναι μέσα στο

ίδιο υποδιάστημα, είτε τα t, t2 θα είναι μέσα στο ίδιο υποδιάστημα. Συνεπώς

|x(t)− x(t1)| ∧ |x(t2)− x(t)| < w και αφήνοντας το w ↘ w′x(δ) βλέπουμε ότι

(10.28) w′′x(δ) ≤ w′x(δ)

Δεν μπορούμε να βρούμε κάποια ανισότητα προς την αντίθετη κατεύθυνση και

αυτό φαίνεται από το εξής απλό παράδειγμα : παίρνοντας σαν

(10.29) xn = I[0,1/n), yn = I[1−1/n,1]

Είναι απλό να δούμε ότι και στις δύο περιπτώσεις ισχύει w′′xn(δ) = 0 = w′′yn(δ) ενώ

w′xn(δ) = 1 = w′yn(δ) όταν n ≥ 1
δ . Σε καμία περίπτωση το σύνολο που περιέχει

τις παραπάνω ακολουθίες δεν είναι σχετικά συμπαγές, παρόλο που ισχύει η (10.25)

και η (10.26), αν στην τελευταία βάλουμε όπου w′xn το w′′xn . Ωστόσο μπορούμε

να κατασκευάσουμε ένα ανάλογο θεώρημα με το (10.3) που θα περιέχει το w′′x στη

θέση του w′x και επιπλέον θα περιέχει την συμπεριφορά της x κοντά στο 0 και 1.

Θεώρημα 10.4 : Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ένα σύνολο A να
είναι σχετικά συμπαγές στην τοπολογία Skorohod είναι να ικανοποιεί την (10.25)

και τις εξής 3 συνθήκες:

(10.30)


limδ→0 supx∈A w

′′
x(δ) = 0

limδ→0 supx∈A |x(δ)− x(0)| = 0

limδ→0 supx∈A |x(1−)− x(1− δ)| = 0

Απόδειξη : Η σχέση (10.28) μας βοηθάει να αποδείξουμε ότι (10.26) =⇒
(10.30). Πράγματι, θα δείξουμε ότι

(10.31) w′′x(δ) ∨ |x(δ)− x(0)| ∨ |x(1−)− x(1− δ)| ≤ w′x(2δ)

Το πρώτο ισχύει λόγω της (10.28) και επειδή w′x(δ) ≤ w′x(2δ). Για το δεύτερο,

έστω {ti} ένα 2δ-sparse σύνολο σημείων. Παρατηρούμε ότι 0 = t0 < δ < t1 και

συνεπώς |x(δ)− x(0)| ≤ wx[0, t1) ≤ maxi{wx[ti−1, ti)}, πράγμα που σημαίνει ότι

|x(δ)− x(0)| ≤ w′x(2δ).
Για το τρίτο, θεωρούμε τυχόν ε > 0 και βρίσκουμε σημείο k̃ ∈ (1 − δ, 1) με

|x(1−) − x(k̃)| < ε/2. ΄Εστω {ti} ένα 2δ-sparse σύνολο σημείων. Παρατηρούμε

ότι tv−1 < 1 − δ < k̃ < tv = 1 και έτσι |x(k̃) − x(1 − δ)| ≤ wx[tv−1, 1) ≤
maxi{wx[ti−1, ti)}. ΄Αρα |x(1−)−x(1−δ)| ≤ |x(1−)−x(k̃)|+ |x(K̃)−x(1−δ)| ≤
ε/2 + w′x(2δ). Αφήνοντας ε↘ 0, έπεται ότι |x(1−)− x(1− δ)| ≤ w′x(2δ)
Για να δείξουμε ότι (10.30) =⇒ (10.26) θα δείξουμε ότι
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(10.32) w′x(δ) ≤ 24{w′′x(δ) ∨ |x(δ)− x(0)| ∨ |x(1−)− x(1− δ)|}
Δείχνουμε πρώτα ότι

(10.33) |x(s)− x(t1)| ∧ |x(t2)− x(t)| ≤ 2w′′x(δ), εαν t1 ≤ s ≤ t ≤ t2, t2 − t1 ≤ δ
Πραγματικά, είτε |x(s)− x(t1)| ≤ w′′x(δ) είτε |x(s)− x(t1)| > w′′x(δ). Στην πρώτη

περίπτωση παίρνουμε αυτό που θέλουμε, διότι |x(s) − x(t1)| ∧ |x(t2) − x(t)| ≤
|x(s) − x(t1)|. Στη δεύτερη περίπτωση, εαν |x(s) − x(t1)| > w′′x(δ), τότε από

τον ορισμό του w′′x(δ) έπεται πως για την τριάδα t1, s, t θα ισχύει αναγκαστικά

|x(t)−x(s)| ≤ w′′x(δ) ενώ για την τριάδα t1, s, t2 θα ισχύει |x(t2)−x(s)| ≤ w′′x(δ).
Με τριγωνική ανισότητα έπεται ότι |x(t2)− x(t)| ≤ 2w′′x(δ).

΄Υστερα δείχνουμε ότι

(10.34) wx[t1, t2) ≤ 2(w′′x(δ) + |x(t2)− x(t1)|), εαν t2 − t1 ≤ δ
΄Εστω t1 ≤ s, t < t2. Μπορούμε να γράψουμε |x(s) − x(t)| ≤ |x(s) − x(t1)| +
|x(t1)− x(t)|. Εαν και οι δυο ποσότητες στα αριστερά είναι ≤ του w′′x(δ) τότε η

(10.34) έχει αποδειχθεί. Εαν υποθέσουμε ότι κάποια είναι > w′′x(δ), έστω |x(t)−
x(t1)| > w′′x(δ), τότε με το ίδιο επιχείρημα με πριν, προκύπτει αναγκαστικά |x(t2)−
x(t)| ≤ w′′x(δ) και έτσι |x(t)− x(t1)| ≤ |x(t)− x(t2)|+ |x(t2)− x(t1)| ≤ w′′x(δ) +
|x(t2)− x(t1)|, δηλαδή η (10.34).

Από την (10.34) έπεται ότι wx[0, δ) ≤ 2(w′′x(δ)+|x(δ)−x(0)|). Επίσης για t1 =
1−δ και για t2 κοντά στο 1, προκύπτει wx[1−δ, t2) ≤ 2(w′′x(δ)+ |x(t2)−x(1−δ)|.
Αφήνοντας t2 ↗ 1 έπεται ότι wx[1−δ, 1) ≤ 2(w′′x(δ)+ |x(1−)−x(1−δ)|. Εξαιτίας

των δύο αυτών ανισοτήτων αλλά και του γεγονότος ότι max{a, b} = a+b+|a−b|
2 , η

(10.32) θα έχει αποδειχθεί εαν δείξουμε ότι :

(10.35) w′x( δ2 ) ≤ 6{w′′x(δ) ∨ wx[0, δ) ∨ wx[1− δ, 1)}
΄Εστω a να είναι ένας αριθμός που ξεπερνάει το maximum στα δεξιά της

(10.35). Αρκεί να δείξουμε ότι w′x( δ2 ) ≤ 6a, και μετά να αφήσουμε a ↘ max.
Λοιπόν, ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο σημεία u1 και u2 με u2 − u1 < δ και

στα οποία η x κάνει άλμα > 2a. Αφού u2−u1 < δ, μπορούμε να βρούμε δύο ξένα

διαστήματα (t1, s) και (t, t2) ώστε u1 ∈ (t1, s) και u2 ∈ (t, t2) και t2 − t1 < δ.
Τότε μπορούμε να αφήσουμε s ↘ u1, t ↗ u2, t1 ↗ u1 και να βρούμε s̃, t̃, t̃1 με

την ιδιότητα |x(s̃)− x(t̃1)| > 2a και |x(u2)− x(t̃)| > 2a. Αυτό είναι όμως άτοπο,

λόγω της (10.33) για τα σημεία t̃1 < s̃ < t̃ < u2 και επειδή a ≥ w′′x(δ). Συνεπώς

το [0, 1] δεν μπορεί να περιέχει δύο σημεία που να απέχουν λιγότερο απο δ και στα

οποία η x να δίνει άλμα > 2a. Επίσης, επειδή a ≥ wx[0, δ) και a ≥ wx[1 − δ, 1),
ούτε το διάστημα [0, δ) ούτε το [1− δ, 1) μπορεί να περιέχουν κάποιο σημείο στο

οποίο η x να δίνει άλμα > 2a.
΄Εχουμε αποδείξει ότι τα σημεία στα οποία μια συνάρτηση x ∈ D δίνει άλμα

μεγαλύτερο από έναν δεδομένο αριθμό είναι το πολύ πεπερασμένα. Συνεπώς, υ-

πάρχουν σημεία si με 0 = s0 < s1 < . . . < sr = 1 με si − si−1 ≥ δ και για τα

οποία ισχύει ότι μόνο κάποια από τα si είναι σημεία που η x δίνει άλμα > 2a. Εαν

για δυο διαχοχικά σημεία ισχύει ότι sj − sj−1 > δ, τότε προσθέτουμε στο σύνολο

{si} το μέσο του διαστήματος (sj−1, sj). Συνεχίζοντας, κατασκευάζουμε ένα νέο

σύνολο σημείων 0 = s0 < s̃1 < . . . < s̃r̃ = 1 (r 6= r̃ ενδεχομένως ) για το οποίο

ισχύει
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δ
2 < s̃i − s̃i−1 ≤ δ, ∀i = 1, 2, . . . , r̃

Για ευκολία ξεχνάμε τις περισπωμένες. Η (10.35) θα έχει αποδειχθεί εαν δείξουμε

ότι

(10.36) wx[si−1, si) ≤ 6a

για όλα τα i. Πραγματικά, αυτό θα αποδείξει την (10.35) καθώς το {si} είναι ένα

δ/2-sparse σύνολο και άρα w′x(δ/2) ≤ maxi{wx[si−1, si)} ≤ 6a. ΄Εστω λοιπόν

si−1 ≤ t1 < t2 < si, οπότε t2 − t1 < δ. Θέτουμε

σ1 = sup{σ ∈ [t1, t2] : sup
t1≤u≤σ

|x(u)− x(t1)| ≤ 2a}

και

σ2 = inf{σ ∈ [t1, t2] : sup
σ≤u≤t2

|x(u)− x(t2)| ≤ 2a}

Εαν σ1 < σ2, τότε μπορούμε να δούμε ότι υπάρχουν σημεία s ακριβώς ακριβώς

δεξιά απο το σ1 με |x(s) − x(t1)| > 2a και σημεία t ακριβώς αριστερά από το

σ2 με |x(t) − x(t2)| > 2a. Μπορούμε να πετύχουμε s < t και έτσι έχουμε άτο-

πο λόγω της (10.33) (a ≥ w′′x(δ) ). ΄Ετσι ισχύει σ2 ≤ σ1. Τώρα μπορούμε να

δούμε ότι αν σ ανήκει στο σύνολο του οποίου παίρνουμε το sup για να ορίσουμε

το σ1, τότε στο σύνολο αυτό θα ανήκει και κάθε σ̃ < σ. Το αντίστοιχο ισχύει

και το δεύτερο σύνολο που ορίζει το σ2, δηλαδή αν κάποιο σ ανήκει εκεί, τότε

θα ανήκει εκεί και κάθε σ̃ > σ. ΄Ετσι, παίρνοντας tn ↗ σ1 και λαμβάνοντας

υπόψιν την ύπαρξη των αριστερών πλευρικών ορίων για την x, μπορούμε να δού-

με ότι ισχύει |x(tn) − x(t1)| ≤ 2a για όλα τα n και άρα |x(σ1−) − x(t1)| ≤ 2a.
Ομοίως για sn ↘ σ1 θα ισχύει |x(sn) − x(t2)| ≤ 2a, και λόγω δεξιάς συνέ-

χειας της x έπεται |x(σ1) − x(t2)| ≤ 2a. Η x είναι δεξιά συνεχής στο σημεί-

ο t1 και έτσι t1 < σ1 γνήσια. Επίσης σ1 ≤ t2 δηλαδή το σ1 είναι εσωτερι-

κό σημείο του (si−1, si) και άρα το άλμα της x στο σ1 είναι το πολύ 2a. ΄Ετσι

|x(t2)−x(t1)| ≤ |x(t2)−x(σ1)|+|x(σ1)−x(σ1−)|+|x(σ1−)−x(t1)| ≤ 3·2a = 6a.
΄Ετσι αποδείχθηκε η (10.36) και συνεπώς το θεώρημα.

Πεπερασμένης διάστασης υποσύνολα

΄Ενα πεπερασμένης διάστασης υποσύνολο του D (στο εξής finite-dimensional
set) έχει παρόμοιο ρόλο με αυτόν που είχε όταν μελετούσαμε τον χώρο C. Για

0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk ≤ 1 ορίζουμε την προβολή

πt1...tk : D → Rk

(10.37) πt1...tk(x) = (x(t1), x(t2), . . . , x(tk))

Επειδή για κάθε λ ∈ Λ ισχύει λ(0) = 0, λ(1) = 1 μπορούμε να δούμε ότι οι π0

και π1 είναι συνεχείς. Πράγματι, εαν x ∈ D και xn
d−→ x, τότε υπάρχει λn ∈ Λ

με ‖xn − x ◦ λn‖ < 1/n, δηλαδή |xn(0) − x(λn(0))| = |xn(0) − x(0)| < 1/n
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και |xn(1) − x(λn(1))| = |xn(1) − x(1)| < 1/n δηλαδή π0(xn)
|·|−→ π0(x) και

π1(xn)
|·|−→ π1(x) αντιστοίχως.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι 0 < t < 1 και ότι xn
d−→ x ως προς την τοπολογία

Skorohod. ΄Εχουμε αποδείξει στην σχέση (10.14) ότι αυτό σημαίνει xn(t)→ x(t)
όταν η x είναι συνεχής στο t. Αντιστρόφως, έστω ότι η x είναι ασυνεχής στο t.
Αφού x ∈ D, αυτό σημαίνει ότι x(t−) 6= x(t) δηλαδή limn x(t− 1

n ) = x(t−) 6= x(t).
Εαν πάρουμε σαν λn να είναι η ακολουθία συναρτήσεων του Λ με λn(t) = t− 1

n και

είναι γραμμικές στο [0, t] και στο [t, 1], τότε η ακολουθία xn ≡ x◦λn συγκλίνει ως

προς την τοπολογία Skorohod στην x (παίρνουμε σαν λ̃n = λn, οπότε d(xn, x) ≤
‖λ̃n − I‖ ∨ ‖xn − x ◦ λ̃n‖ = 1

n → 0 ), αλλά xn(t) = x(t − 1
n ) → x(t−) 6= x(t).

Οπότε αποδείξαμε τον εξής ισχυρισμό : Εαν 0 < t < 1, τότε η πt είναι συνεχής
στο σημείο x εαν και μόνο αν η x είναι συνεχής στο t.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι η πt1...tk είναι D\Rk-μετρήσιμη. Αρκεί να δείξουμε

ότι για ένα σημείο t ∈ [0, 1] η πt είναιR-μετρήσιμη. Αν t = 0 ή t = 1 είναι συνεχής,

άρα προφανώς μετρήσιμη. ΄Εστω 0 < t < 1 και hε(x) = 1
ε

∫ t+ε
t

x(s)ds. Εδώ

παρατηρούμε ότι επειδή η x είναι συνεχής λ-σχεδόν παντού θα είναι και Riemann
ολοκληρώσιμη και συνεπώς η hε είναι καλά ορισμένη. Θα αποδείξουμε ότι η hε(·)
είναι συνεχής. ΄Εστω λοιπόν xn

d−→ x, οπότε xn(s) → x(s) λ-σχεδόν για όλα

τα s. Η ακολουθία {xn}, ως d-συγκλίνουσα, είναι φραγμένη, δηλαδή υπάρχει

M > 0 με |xn(s)| ≤ M για κάθε s ∈ [0, 1] και επειδή
∫ t+ε
t

Mds = M · ε <
∞, το θεώρημα φραγμένης σύγκλισης μας δίνει ότι limn hε(xn) = hε(x). Τώρα

λόγω δεξιάς συνέχειας της x, για κάθε ε > 0 υπάρχει m ∈ N ώστε s ∈ [t, t +
1/m) =⇒ |x(s) − x(t)| < ε. Και λόγω Riemann ολοκληρωσιμότητας της x
μπορούμε να πάρουμε ολοκληρώματα και στα δύο μέλη της ανισότητας και να

πάρουμε ότι
1
m

∫ t+1/m

t
|x(s) − x(t)|ds < ε· 1m

1
m

= 1
m . Συνεπώς |h 1

m
(x) − x(t)| ≤

m
∫ t+1/m

t
|x(s)− x(t)|ds ≤ 1

m , δηλαδή limm h1/m(x) = x(t) = πt(x) για καθε x.
΄Ετσι η πt είναι μετρήσιμη ως όριο μετρήσιμων.

Μπορούμε τώρα να ορίσουμε την κλάση Df των finite-dimensional υποσυνό-

λων του D σαν Df = {π−1
t1...tk

(H) : k ∈ N, H ∈ Rk, ti ∈ [0, 1]}. Ομοίως για

τυχόν T ⊆ [0, 1] ορίζουμε p[πt : t ∈ T ] = {π−1
t1...tk

(H) : k ∈ N, H ∈ Rk, ti ∈ T}
να είναι η κλάση που περιέχει τα finite-dimensional υποσύνολα που περιορίζονται

στα χρονικά σημεία του T . Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι η κλάση p[πt : t ∈ T ]
είναι π-σύστημα και ότι ισχύει σ[πt : t ∈ T ] = σ(p[πt : t ∈ T ]) Σχετικά, έχουμε

το εξής θεώρημα :

Θεώρημα 10.5 : i) Οι προβολές π0, π1 είναι συνεχείς και για 0 < t < 1 η
πt είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν η x είναι συνεχής στο t.
ii) Κάθε πt είναι D\R-μετρήσιμη και κάθε πt1...tk είναι D\Rk-μετρήσιμη.
iii) Εαν 1 ∈ T και εαν το T είναι πυκνό στο [0, 1] τότε D = σ[πt : t ∈ T ] και η
κλάση p[πt : t ∈ T ] είναι separating class.

Απόδειξη : Μένει να αποδειχθεί το τρίτο. Αφού το T είναι πυκνό στο [0, 1], υ-
πάρχει ακολουθία tn ∈ T με tn ↘ 0. Λόγω δεξιάς συνέχειας, ισχύει x(tn)→ x(0)
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για κάθε x ∈ D, δηλαδή πtn(x) → π0(x). ΄Ετσι η π0 είναι κατά σημείο όριο

σ[πt : t ∈ T ]-μετρήσιμων, δηλαδή σ[πt : t ∈ T ]-μετρήσιμη. Χωρίς βλάβη της γενι-

κότητας λοιπόν, μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0 ∈ T . Για κάθε m ∈ N επιλέγουμε

σημεία 0 = s0 < s1 < . . . < sk = 1 στο T ώστε maxu(su − su−1) < 1
m και παίρ-

νουμε το σύνολο σm = {su} (προφανώς το πλήθος k των σημείων αλλά και τα ίδια

τα σημεία εξαρτώνται κάθε φορά από το m ). Για τυχόν a = (a0, . . . , ak) ∈ Rk+1

έστω Vma να είναι το στοιχείο του D που έχει σταθερή τιμή au−1 στο διάστη-

μα [su−1, su) για 1 ≤ u ≤ k και στο t = 1 έχει την τιμή ak. Αν πάρουμε

μια ακολουθία διανυσμάτων a(n) ∈ Rk+1
με a(n) → a ως προς την Ευκλείδεια

μετρική, τότε είναι φανερό ότι Vm(a(n)) → Vm(a) ομοιόμορφα και άρα και ως

προς την Skorohod μετρική, δηλαδή η απεικόνιση Vm : Rk+1 → D είναι συνεχής

και έτσι Rk+1\D-μετρήσιμη. Τώρα επειδή η πs0...sk είναι σ[πt : t ∈ T ]\Rk+1
-

μετρήσιμη, έπεται ότι η σύνθεση Vm ◦ πs0...sk είναι σ[πt : t ∈ T ]\D-μετρήσιμη.
΄Ομως η συγκεκριμένη σύνθεση δεν είναι τίποτα άλλο από την απεικόνιση Aσm του

Λήμματος 3, η οποία άρα είναι σ[πt : t ∈ T ]\D-μετρήσιμη. Από το ίδιο Λήμμα, ε-

φόσον επιλέξαμε maxu(su− su−1) < 1
m , έπεται ότι d(x,Aσm(x)) ≤ 1

m ∨w
′
x(1/m)

και αφήνοντας m → ∞ παίρνουμε ότι x = limmAσm(x). Αφού x = I(x), έ-

πεται ότι η ταυτοτική είναι σ[πt : t ∈ T ]\D-μετρήσιμη, ως κατά σημείο όριο

σ[πt : t ∈ T ]\D-μετρήσιμων. Αυτό σημαίνει ότι D ⊆ σ[πt : t ∈ T ], και α-

φού προφανώς ισχύει και D ⊇ σ[πt : t ∈ T ] παίρνουμε ισότητα. Τέλος αφού

σ[πt : t ∈ T ] = σ(p[πt : t ∈ T ]) = D, προκύπτει ότι η κλάση p[πt : t ∈ T ] είναι μια
separating class.

Το Λήμμα 4 μας είχε δείξει ότι η συνάρτηση w′(·, δ) : D → R είναι άνω ημι-

συνεχής και άρα D\R-μετρήσιμη. Πράγματι, το σύνολο w′(x, δ)−1(−∞, b) είναι

ανοικτό στον D για όλα τα b, λόγω άνω ημισυνέχειας, δηλαδή ανήκει στην D. Ε-

πίσης το supremum της σχέσης (10.27) μπορεί να περιοριστεί σε εκείνα τα t1, t, t2
που ανήκουν στους ρητούς, λόγω δεξιάς συνέχειας των συναρτήσεων του χώρου

D. Αφού κάθε πt είναι D\R-μετρήσιμη, έπεται ότι και η w′′(·, δ) είναι D\R-

μετρήσιμη.

Τυχαίες συναρτήσεις στον D

Για δεδομένο μέτρο πιθανότητας P στον (D,D) ορίζουμε τις πεπερασμένης διάστα-
σης κατανομές του (finite-dimensional distributions ) να είναι τα μέτρα P ◦π−1

t1...tk

(στον (Rk,Rk)). Επειδή οι προβολές δεν είναι παντού συνεχείς, σε αντίθε-

ση με τον χώρο C, η επόμενη συνεπαγωγή δεν ισχύει κατ ανάγκην: Pn ⇒
P ; Pn ◦ π−1

t1...tk
⇒ P ◦ π−1

t1...tk
. Επίσης, το παράδειγμα του πρώτου κεφα-

λαίου με Pn = δzn μπορεί να μας επιβεβαιώσει ότι ακόμα κι αν έχουμε σύγκλιση

Pn◦π−1
t1...tk

⇒ P ◦π−1
t1...tk

, από αυτό επίσης δεν συνεπάγεται αναγκαία ότι Pn ⇒ P .

Αν έχουμε μια απεικόνιση X από έναν χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P) στον D,

τότε η X θα καλείται τυχαίο στοιχείο του D αν είναι F\D-μετρήσιμη, πράγμα που

ισχύει αν και μόνο αν η απεικόνιση πt ◦ X = Xt : Ω → R είναι τυχαία μεταβλη-

τή για όλα τα t ∈ [0, 1]. ΄Οπως με τον χώρο C, οι προβολές πt : D → R με

88



10. Η γεωμετρία του χώρου D Κεφάλαιο 3

πt(x) = x(t) =: xt μπορούν να ιδωθούν σαν τυχαίες μεταβλητές επί του χώρου

(D,D).

Η ανέλιξη Poisson

΄Ενα μέτρο πιθανότητας Pa ορισμένο στον D περιγράφει την ανέλιξη Poisson με

βαθμό a, όταν για κάθε σύνολο δεικτών 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk ≤ 1 οι τυχαίες

μεταβλητές πt1 , πt2 −πt1 , . . . , πtk −πtk−1
είναι ανεξάρτητες κάτω από το μέτρο Pa

και έχουν την κατανομή Poisson, δηλαδή

(10.38) Pa[x ∈ D : πt(x)− πs(x) = i] = e−a(t−s) · (a(t−s))i
i!

Η ύπαρξη ενός τέτοιου μέτρου εξασφαλίζεται μέσω της κατασκευής της αντίστοι-

χης τυχαίας συνάρτησης. Αρχικά θα καλούμε count path μια συνάρτηση του χώρου

D η οποία είναι αύξουσα, παίρνει ακέραιες τιμές και στα σημεία ασυνέχειάς της δίνει

άλμα ακριβώς 1. ΄Εστω Dc να είναι το σύνολο όλων των count path-συναρτήσεων.

Το σύνολο αυτό είναι το σύνολο στο οποίο παίρνει τιμές η ανέλιξη Poisson, δηλαδή
αν θεωρήσουμε σαν [Xt : 0 ≤ t ≤ 1] να είναι μια ανέλιξη Poisson, τότε με κατάλ-

ληλα επιχειρήματα μπορούμε να καταφέρουμε η συνάρτηση X(·, ω) να ανήκει στο

Dc για κάθε ω. Συνεπώς έχουμε ένα τυχαίο στοιχείο του D, X : Ω → Dc ⊆ D
και η κατανομή του X είναι το μέτρο Pa, δηλαδή Pa = P ◦X−1

.

Σχετικά με την ασθενή σύγκλιση στο μέτρο Pa έχουμε το επόμενο θεώρημα.

΄Εστω Pn, P μέτρα πιθανότητας στον D :

Θεώρημα 10.6 : ΄Εστω E ∈ D και έστω ένα αριθμήσιμο και πυκνό υπο-
σύνολο T0 ⊆ [0, 1]. Υποθέτουμε ότι ισχύει η συνεπαγωγή :

(
x, xn ∈ E και

xn(t) → x(t) ∀t ∈ T0

)
=⇒

(
xn

d−→ x
)
. Εαν Pn(E) = P (E) = 1 και

Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

για όλες τις k-άδες του T0, τότε Pn ⇒ P .

Απόδειξη : ΄Εστω T0 = {t1, t2, . . .} και π : D → R∞ με π(x) = (x(t1), x(t2, . . .).

Εαν πk : R∞ → Rk με πk(z1, z2, . . .) = (z1, z2, . . . , zk), τότε είναι φανερό πως

πk ◦ π = πt1...tk . Αν H ∈ Rk, τότε π−1(π−1
k (H)) = π−1

t1...tk
(H) ∈ D, και

επειδή όπως έχουμε δει στο πρώτο κεφάλαιο σ(R∞f ) = R∞, έπεται η D\R∞-

μετρησιμότητα της π.
Για τυχόν A ⊆ D ορίζουμε A∗ = π−1(π(A)). Λόγω μετρησιμότητας της π

έπεται ότι A∗ ∈ D και λόγω του ότι προφανώς π(A) ⊆ π(A) έπεται και A ⊆ A∗.
Εαν τώρα πάρουμε κάποιο x ∈ (A ∩ E)∗ τότε π(x) ∈ π(A ∩ E) δηλαδή υπάρχει

{xn} ∈ A ∩ E ώστε π(xn)→ π(x) ως προς την μετρική του χώρου R∞ (δες και

παράδειγμα 1.2). Αυτό σημαίνει ότι έχουμε σύγκλιση κατά συντεταγμένη, δηλαδή

xn(t)→ x(t) για κάθε t ∈ T0. Αν επιπλέον x ∈ E, τότε λόγω της υπόθεσης του

θεωρήματος έπεται xn
d−→ x, και αυτό σημαίνει ότι (A ∩ E)∗ ∩ E ⊆ A.

Τώρα εξ υποθέσεως είναι Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

για κάθε k-άδα μέσα στο

T0 και επειδή δείξαμε ότι πk ◦ π = πt1...tk παίρνουμε ότι (Pn ◦ π−1) ◦ π−1
k ⇒

(P ◦ π−1) ◦ π−1
k για όλα τα k. ΄Εχουμε δει επανειλημμένως στο πρώτο κεφάλαιο

ότι στον R∞ η ασθενής σύγκλιση είναι ισοδύναμη με την σύγκλιση των finite-
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dimensional distributions και συνεπώς παίρνουμε ότι Pn ◦ π−1 ⇒ P ◦ π−1
στον

R∞.

΄Εστω τώρα A ∈ D. Είναι

lim supn Pn(A) ≤ lim supn Pn(A∗) = lim supn Pn ◦ π−1(π(A)) ≤
P ◦ π−1(π(A)) = P (A∗)

Λόγω αυτής της ανισότητας και επειδή Pn(E) = P (E) = 1 και επειδή δείξαμε ότι

(A ∩ E)∗ ∩ E ⊆ A παίρνουμε

lim supn Pn(A) = lim supn Pn(A∩E) ≤ P ((A∩E)∗) = P ((A∩E)∗∩E) ≤ P (A)

Αν το A είναι κλειστό σύνολο, τότε P (A) = P (A) και συνεπώς βλέπουμε ότι

Pn ⇒ P . Η απόδειξη είναι πλήρης.

Πριν κλείσουμε αυτή την ενότητα θα αποδείξουμε ότι το σύνολο Dc είναι κλει-

στό στην τοπολογία Skorohod και ότι ικανοποιεί την αρχική συνεπαγωγή της υ-

πόθεσης του θεωρήματος. Για το ότι είναι κλειστό, έστω x ∈ Dc
d
. Αφού Dc ⊆ D

είναι άμεσο ότι η x είναι δεξιά συνεχής και ότι υπάρχει το αριστερό πλευρικό όριο

σε κάθε σημείο του [0, 1]. Υπάρχει xn ∈ Dc με xn
d−→ x. ΄Αρα xn(t) → x(t)

για όλα τα σημεία συνεχείας της x, δηλαδή για όλα εκτός ίσως από αριθμήσιμα

το πλήθος. Επειδή xn ∈ Dc, αυτό σημαίνει ότι για κάθε σημείο συνεχείας t της

x, υπάρχει n0 = n0(t) τέτοιος ώστε xn(t) ≡ x(t), για κάθε n ≥ n0(t). Δηλαδή

για κάθε σημείο συνέχειας της x, x(t) ∈ Z. Τώρα αν t0 είναι σημείο ασυνέχειας,

μπορούμε να το προσεγγίσουμε με μια ακολουθία {tn} από δεξιά, δηλαδή tn ↘ t0
τέτοια ώστε κάθε σημείο tn να είναι σημείο συνέχειας της x (αυτό γίνεται, διότι

σε οποιοδήποτε διάστημα (t0, t0 + ε) υπάρχουν το πολύ αριθμήσιμα σημεία ασυνέ-

χειας της x ). Λόγω δεξιάς συνέχειας της x στο t0 είναι x(tn)→ x(t0) και επειδή

x(tn) ∈ Z για όλα τα n, έπεται ότι x(t0) ∈ Z. ΄Ετσι x(t) ∈ Z για όλα τα t. Μένει

να δειχθεί ότι αν η x παρουσιάζει άλμα σε κάποιο t τότε το άλμα έχει μήκος 1. Κατ

αρχήν για οποιοδήποτε t ισχύει ότι lims↗t x(s) = x(t−) ∈ Z πάλι εφαρμόζοντας το

επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε και πριν. ΄Εστω λοιπόν ότι x(t)− x(t−) ≥ 2 για

κάποιον t. Μπορούμε να βρούμε σημεία t1 < t < t2 οσοδήποτε κοντά στο t που να

είναι σημεία συνεχείας της x και για τα οποία θα ισχύει x(t2)−x(t1) > 3/2. Επει-

δή τα t1, t2 είναι σημεία συνεχείας, θα έχουμε xn(t1)→ x(t1) και xn(t2)→ x(t2),
δηλαδή υπάρχει κάποιος n0 με xn0

(t2) − xn0
(t1) > 3/2. Αφήνοντας t2 ↘ t και

t1 ↗ t ισχύει xn0(t) − xn0(t−) > 3/2, πράγμα άτοπο διότι οι xn ανήκουν στον

Dc. ΄Ετσι τα άλματα της x είναι μήκους 1.

Τέλος, για την μονοτονία της x, έστω t1 < t2 να είναι δύο σημεία συνεχείας της

x. Υπάρχουν n1, n2 ∈ N τέτοιοι ώστε xn(t1) ≡ x(t1) ∀n ≥ n1 και xm(t2) ≡
x(t2) ∀m ≥ n2. Επιλέγοντας N = max{n1, n2} βλέπουμε ότι xN (t1) ≡ x(t1) και

xN (t2) ≡ x(t2). ΄Ομως xN (t1) ≤ xN (t2), διότι xN ∈ Dc και έτσι x(t1) ≤ x(t2)
Εαν τώρα κάποιο από τα t1, t2 είναι σημείο ασυνέχειας της x, έστω το t1, τότε

πάλι μπορούμε να πάρουμε ακολουθία sn ↘ t1 με t1 < sn < t2 για κάθε n και όλα

τα sn είναι σημεία συνεχείας της x. Τότε x(sn) ≤ x(t2) για κάθε n (από αυτό που

δείξαμε για την περίπτωση των σημείων συνεχείας) και περνώντας σε όρια έπεται

x(t1) ≤ x(t2). ΄Ετσι αποδείχθηκε ότι x ∈ Dc δηλαδή ότι το Dc είναι κλειστό.
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΄Εστω τώρα ένα αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο T0 ⊆ [0, 1] και υποθέτουμε

ότι έχουμε x, xn ∈ Dc με xn(t)→ x(t) για όλα τα t στο T0. Θέλουμε να δείξουμε

ότι xn
d−→ x. Επειδή για μια συνάρτηση του D υπάρχουν το πολύ πεπερασμένα

το πλήθος σημεία που το άλμα τους έχει μήκος που ξεπερνά έναν δοσμένο θετικό

αριθμό και επειδή τα άλματα της x είναι μήκους 1, αυτό σημαίνει ότι η x έχει το

πολύ πεπερασμένες ασυνέχειες. ΄Εστω 0 < t1 < . . . < tk ≤ 1 να είναι αυτά τα

σημεία ασυνέχειας της x. Επειδή το T0 είναι πυκνό, για δοθέν ε > 0 διαλέγουμε

σημεία ui, vi ∈ T0 ώστε ui < t1 ≤ vi και vi−ui < ε για όλα τα i = 1, . . . , k και με

την επιπλέον απαίτηση τα διαστήματα [vi−1, ui] να είναι ξένα μεταξύ τους για κάθε

i. Μπορούμε να κάνουμε τώρα μια κάπως πολύπλοκη αλλά σημαντική παρατήρηση

: υπάρχει ένας n0 τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ n0 η ακολουθία xn να συμφωνεί με

την x σε κάθε [vi−1, ui] και επιπλέον να περιέχει ακριβώς ένα άλμα σε κάθε [ui, vi].
Αυτό είναι άμεση απόρροια του γεγονότος ότι σε κάθε διάστημα [vi−1, ui] η x δια-

τηρεί σταθερή τιμή (αφού το διάστημα δεν περιέχει σημείο άλματος και x ∈ Dc ),

του γεγονότος ότι xn(vi)→ x(vi), xn(ui)→ x(ui) για κάθε i και του γεγονότος

ότι κάθε xn είναι αύξουσα ως προς t. Θεωρούμε τώρα {λn} να είναι η ακολουθία

του Λ που για δεδομένο n μεταφέρει το σημείο ti στο σημείο του διαστήματος

[ui, vi] όπου κάνει άλμα η αντίστοιχη xn ( και επεκτείνεται γραμμικώς ενδιάμεσα

). Είναι άμεσο ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει supt |λn(t)− t| ≤ maxi{vi − ui} < ε.
Επίσης για κάθε n ≥ n0 είναι xn(λn(t)) ≡ x(t). Για τον τελευταίο ισχυρισμό

πρέπει να διακρίνουμε περιπτώσεις: εαν το t ανήκει σε κάποιο διάστημα (ti−1, ti)
τότε, επειδή η λn είναι αύξουσα, έπεται ότι λn(t) ∈ (si−1, si), όπου με si συμβο-
λίζουμε τα σημεία άλματος της αντίστοιχης xn. ΄Ετσι η xn(λn(t)) έχει την τιμή

xn(si−1) η οποία ισούται με xn(vi−1), όπου το vi−1 είναι το σημείο του T0 που

εκλέξαμε ώστε ui−1 < ti−1 ≤ vi−1. Επίσης και η x, στο σημείο t θα έχει την

τιμή που είχε στο x(vi−1), μιας και το t είναι στο διάστημα (ti−1, ti) και άρα δεν

είναι σημείο άλματος, και συνεπώς xn(vi−1) = x(vi−1) για κάθε n ≥ n0 λόγω

της προηγούμενης σημαντικής παρατήρησης. Εαν τώρα τύχει t = ti για κάποιον

δείκτη i, τότε xn(λn(t)) = xn(λn(ti)) = xn(si) = xn(ui) + 1 και επειδή η x κάνει

άλμα στο t = ti θα ισχύει και x(ti) = x(u1) + 1 και πάλι ισχύει ισότητα λόγω

της παρατήρησης, για κάθε n ≥ n0. Συνεπώς έπεται ότι d(xn, x) < ε για κάθε

n ≥ n0, δηλαδή το σύνολο Dc ικανοποιεί την πρώτη συνεπαγωγή του θεωρήματος

10.6.
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Ενότητα 11: Ασθενής Σύγκλιση και

Tightness στον D

Για να αποδεικνύουμε ότι μια οικογένεια μέτρων πιθανότητας στον (D,D) συγ-

κλίνει ασθενώς θα θέλαμε να χρησιμοποιήσουμε την τεχνική που εφαρμόζαμε και

στον C, δηλαδή να αποδεικνύουμε πρώτα ασθενή σύγκλιση των πεπερασμένης−διάστα-
σης κατανομών και ύστερα να αποδεικνύουμε ότι η οικογένεια είναι tight. Ο D
είναι διαχωρίσιμος και πλήρης κάτω από την d◦ και συνεπώς, από το θεώρημα 4.2

και 4.1 έπεται ότι μια οικογένεια είναι tight αν και μόνο αν είναι σχετικά συμπαγής.

Το πρόβλημα που δημιουργεί τεχνικές δυσκολίες είναι το ότι οι προβολές δεν είναι

συνεχείς συναρτήσεις, όπως θα θέλαμε.

Finite-Dimensional Distributions

Εαν έχουμε ένα μέτρο πιθανότητας P στον (D,D), ορίζουμε TP = {t ∈ [0, 1] :
η πt:συνεχής P -σχεδόν για κάθε x ∈ D}. Τα σημεία 0 και 1 ανήκουν πάντα στο

TP . ΄Εχουμε δείξει ότι για 0 < t < 1, η πt είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν η x
είναι συνεχής στο t, δηλαδή όταν 0 < t < 1 ισχύει t ∈ Tp ⇐⇒ P (Jt) = 0, όπου

(11.1) Jt = [x : x(t) 6= x(t−)]

Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο B = {t : P (Jt) > 0} είναι το πολύ αριθμήσιμο.

Πράγματι B =
⋃
q∈Q{t : P (Jt) > 1/q} =

⋃
q∈QAq, οπότε αρκεί να δειχθεί ότι

κάθε Aq είναι αριθμήσιμο. Θέτουμε Jt(1/n) = [x ∈ D : |x(t) − x(t−)| > 1/n]
και παρατηρούμε ότι για δεδομένα δ > 0, ε > 0 το σύνολο {t : P (Jt(ε)) >
δ} είναι το πολύ πεπερασμένο. Πράγματι, αν αυτό ίσχυε για απείρως πολλά tn
τότε δ ≤ lim supn P (Jtn(ε)) ≤ P (lim supn Jtn(ε)), δηλαδή θα υπήρχε x ∈ D με

|x(tn)−x(tn−)| ≥ ε για άπειρα n, πράγμα άτοπο διότι έχουμε δει ότι ένα στοιχείο

του D έχει άλματα μήκους > ε σε πεπερασμένα το πολύ σημεία. Επίσης ισχύει

ότι Aq =
⋃∞
n=1{t : P (Jt(1/n)) > 1/q} διότι P (Jt(1/n)) ↗ P (Jt), δηλαδή το Aq

είναι αριθμήσιμη ένωση πεπερασμένων, και άρα πεπερασμένο.

Παίρνουμε λοιπόν το εξής: το σύνολο TP περιέχει το 0 και το 1 και το συμ-
πλήρωμά του στο [0, 1] είναι το πολύ αριθμήσιμο.

Αν t1, . . . , tk ∈ TP τότε η πt1...tk είναι συνεχής P -σχεδόν για κάθε x και το

θεώρημα απεικόνισης του πρώτου κεφαλαίου μας δίνει

(11.2) Pn ⇒ P

συνεπάγεται

(11.3) Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk
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Ωστόσο εαν κάποιο t δεν ανήκει στο TP τότε η παραπάνω συνεπαγωγή εν-

δέχεται να μην ισχύει: αν πάρουμε Pn = δIn , P = δI , όπου In = I[0,t+1/n)

και I = I[0,t), τότε επειδή In
d−→ I(πάρε π.χ. λn ώστε λn(t) = t + 1/n και

γραμμική αλλού) , το παράδειγμα 2.1 μας εξασφαλίζει ότι Pn ⇒ P . ΄Ομως

Pn ◦ π−1
t ; P ◦ π−1

t , επειδή υπάρχουν κλειστά σύνολα B ⊆ R με 1 ∈ B και

0 /∈ B, και έτσι lim supn Pn ◦ π−1
t (B) � P ◦ π−1

t (B).
Το ανάλογο του θεωρήματος 6.1 παίρνει τη μορφή:

Θεώρημα 11.1 : Εαν η {Pn} είναι tight και εαν Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

ισχύει για όλα τα t1, . . . , tk ∈ TP , τότε Pn ⇒ P .

Απόδειξη : Από το πόρισμα μετά το θεώρημα 4.1, είναι αρκετό να δειχθεί

ότι εαν μια υπακολουθία {Pni}i συγκλίνει ασθενώς σε κάποιο Q, τότε αναγκα-

στικά P ≡ Q. ΄Εστω Pni ⇒ Q. Αν t1, . . . , tk ∈ TP , εξ υποθέσεως έπεται

ότι Pni ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

και αν t1, . . . , tk ∈ TQ, τότε η (11.3) δίνει :

Pni ◦ π−1
t1...tk

⇒ Q ◦ π−1
t1...tk

. ΄Ετσι για t1, . . . , tk ∈ TP ∩ TQ είναι P ◦ π−1
t1...tk

=

Q ◦ π−1
t1...tk

. ΄Ομως το σύνολο TP ∩ TQ περιέχει το 0 και το 1 και το συμπλήρωμά

του είναι αριθμήσιμο, λόγω της προηγούμενης παρατήρησης. Επομένως το θεώ-

ρημα 10.5 μας εξασφαλίζει ότι η κλάση p[πt : t ∈ TP ∩ TQ] είναι separating class,
δηλαδή P ≡ Q όπως έπρεπε να δειχθεί.

Tightness

Το θεώρημα 10.3, το οποίο χαρακτήρισε πλήρως τη συμπάγεια στον χώρο D,

μας δίνει το επόμενο αποτέλεσμα σχετικά με το πότε μια ακολουθία {Pn} μέτρων

πιθανότητας στον (D,D) είναι tight :

Θεώρημα 11.2 : Η ακολουθία {Pn} είναι tight αν και μόνο αν ισχύουν οι
εξής δύο συνθήκες :

i) Η πρώτη είναι

(11.4) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : ‖x‖ ≥ a] = 0

ii) Και η δεύτερη ότι για κάθε ε > 0 να ισχύει :

(11.5) lim
δ→0

lim sup
n

Pn[x : w′x(δ) ≥ ε] = 0

Απόδειξη : Είναι ακριβώς ίδια με την απόδειξη του θεωρήματος 6.3 για τον χώρο

C απλά στη θέση του |x(0)| βάλαμε την ‖x‖ και το w′ στη θέση του w. Επίσης

ο D είναι διαχωρίσιμος και πλήρης κάτω από την d◦ και έτσι κάθε μεμονωμένο

μέτρο πιθανότητας P είναι tight.

Το επόμενο πόρισμα δείχνει ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κάποιες εναλ-

λακτικές συνθήκες για την σχέση (11.4).
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Πόρισμα : Κάθε μια από τις επόμενες συνθήκες είναι ισοδύναμη με την συνθήκη

i) του θεωρήματος 11.2 :

i′) Για κάθε t που ανήκει σε ένα πυκνό υποσύνολο T του [0, 1] με 1 ∈ T να
ισχύει

(11.6) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : |x(t)| ≥ a] = 0

i′′) Να ισχύει η (11.6) για t = 0 και επίσης

(11.7) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : j(x) ≥ a] = 0

Απόδειξη : Θα δείξουμε ότι παρουσία της ii), οι συνθήκες i), i′) και i′′) είναι

ισοδύναμες. Είναι κάπως προφανές ότι η i) συνεπάγεται τις άλλες δυο.

Υποθέτουμε πρώτα ότι ισχύουν οι ii)+i′). Διαλέγουμε ένα δ-sparse σύνολο

{t0, t1, . . . , tv} ώστε wx[ti−1, ti) < w′x(δ) + 1 για 1 ≤ i ≤ v και σημεία sj ∈ T με

0 = s0 < s1 < . . . < sk = 1 ώστε sj − sj−1 < δ (τα σημεία ti εξαρτώνται από

την εκάστοτε x αλλά τα sj όχι). Παρατηρούμε τότε ότι κάθε διάστημα [ti−1, ti)
περιέχει σίγουρα κάποιο sj και εαν καλέσουμε m(x) = max{|x(sj)| : 0 ≤ j ≤ k}
θα ισχύει ‖x‖ ≤ m(x) + w′x(δ) + 1, διότι για οποιοδήποτε t είναι |x(t)| ≤ |x(t)−
x(sj)| + |x(sj)| ≤ wx[ti−1, ti) + m(x). Εαν ισχύουν οι (11.5) και (11.6) τότε

για κάθε η > 0 υπάρχουν δ, a > 0 με το δ αρκετά μικρό και το a αρκετά μεγάλο

ώστε Pn[x : w′x(δ) ≥ 1] < η και Pn[x : m(x) ≥ a] < η για μεγάλα n. ΄Ετσι,

επειδή [x : ‖x‖ ≥ a + 2] ⊆ [x : m(x) ≥ a] ∪ [x : w′x(δ) ≥ 1], παίρνουμε ότι

Pn[x : ‖x‖ ≥ a+ 2] < 2η, δηλαδή την (11.4).

Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύουν οι ii)+i′′). Πάλι διαλέγουμε ένα δ-sparse σύ-

νολο {t0, t1, . . . , tv} όπως και προηγουμένως. Επιλέγοντας sn ↗ ti μπορούμε

να βρίσκουμε κάθε φορά σημεία εντός του διαστήματος [ti−1, ti) για τα οποία

|x(sn)−x(ti−1| → |x(ti−)−x(ti−1)| και προφανώς |x(sn)−x(ti−1)| ≤ wx[ti−1, ti).
΄Ετσι ισχύει |x(ti)−x(ti−1)| ≤ |x(ti−1)−x(ti−)|+|x(ti−)−x(ti)| ≤ wx[ti−1, ti)+
j(x) ≤ w′x(δ) + 1 + j(x). Συνεπώς max{|x(ti)| : 0 ≤ i ≤ v} ≤ |x(0)|+ v(w′x(δ) +
1 + j(x)). Οποιοδήποτε τυχόν t ανήκει σίγουρα σε κάποιο διάστημα [ti−1, ti) και

έτσι : |x(t)| ≤ |x(ti)| + |x(t) − x(ti)| ≤ maxi≤v |x(ti)| + maxi wx[ti−1, ti) ≤
|x(0)| + δ−1(w′x(δ) + 1 + j(x)) + maxi wx[ti−1, ti), διότι δ · v ≤ 1. Παίρνοντας

πρώτα supremum ως προς t και ύστερα infimum ως προς όλα τα δ-sparse σύνολα

έπεται : ‖x‖ ≤ |x(0)|+ δ−1(w′x(δ) + 1 + j(x)) + w′x(δ).

Το θεώρημα 10.4 και πιο συγκεκριμένα οι συνθήκες (10.31) και (10.32) δεί-

χνουν ότι μπορούμε να αντικαταστήσουμε την (11.5) με την συνθήκη ότι για κάθε

ε, η > 0, υπάρχουν 0 < δ < 1 και n0 ∈ N ώστε :

(11.8)


Pn[x : w′′x(δ) ≥ ε] ≤ η
Pn[x : |x(δ)− x(0)| ≥ ε] ≤ η
Pn[x : |x(1−)− x(1− δ)| ≥ ε] ≤ η
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για κάθε n ≥ n0. ΄Εχουμε λοιπόν το επόμενο θεώρημα :

Θεώρημα 11.3 : ΄Εστω ότι Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒ P ◦ π−1
t1...tk

οποτεδήποτε όλα τα

ti ανήκουν στο TP . ΄Εστω επίσης ότι για κάθε ε > 0 ισχύει

(11.9) lim
δ→0

P [x : |x(1)− x(1− δ)| ≥ ε] = 0

και ότι για κάθε ε, η > 0, υπάρχει 0 < δ < 1 και n0 ∈ N με

(11.10) Pn[x : w′′x(δ) ≥ ε] ≤ η, ∀n ≥ n0.

Τότε Pn ⇒ P .

Απόδειξη : Λόγω του θεωρήματος 11.1 αρκεί να αποδειχθεί ότι η {Pn} εί-

ναι tight, δηλαδή αρκεί να δειχθεί η σχέση (11.6) και (11.8) με το TP στη θέση

του T (εφόσον δείξαμε ότι το TP είναι πυκνό και περιέχει το 1 ). Για κάθε t ∈ TP ,
η ακολουθία {Pn ◦ π−1

t }n είναι tight στο R, ως ασθενώς συγκλίνουσα (ο R είναι

διαχωρίσιμος και πλήρης ). Επομένως η σχέση (11.6) ικανοποιείται.

Για την (11.8) χρειάζεται να δείξουμε μόνο την δεύτερη και την τρίτη συνθήκη

καθώς η (11.10) προφανώς καλύπτει την πρώτη. Θα δείξουμε τον εξής ισχυρισμό :

για κάθε ε, η > 0, υπάρχει ένα αρκετά μικρό δ ώστε P [x : |x(δ)− x(0)| ≥ ε] < η.
Πράγματι, η x είναι δεξιά ασυνεχής στο 0 αν και μόνο αν υπάρχει ένα ε > 0 και

δn ↘ 0 με |x(δn)−x(0)| ≥ ε. ΄Ετσι αν An = {x ∈ D : |x(δn)−x(0)| ≥ ε}, τότε λό-
γω δεξιάς συνέχειας έχουμε ότι An → ∅ για κάθε ε > 0. ΄Αρα P (lim supnAn) = 0,
δηλαδή για κάθε ε, η > 0,υπάρχει δ κοντά στο 0 ώστε P [x : |x(δ)−x(0)| ≥ ε] < η.
Επειδή το σύνολο {(x, y) ∈ R2 : |y−x| ≥ ε} είναι κλειστό στο R2

και επειδή η υπό-

θεση λέει ότι Pn◦π−1
0,δ ⇒ P ◦π−1

0,δ για δ ∈ TP , έπεται η δεύτερη συνθήκη της (11.8).

Με κάποια παραλλαγή μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το ίδιο επιχείρημα για να

αποδείξουμε την τρίτη συνθήκη. Οι cadlag συναρτήσεις έχουν αριστερό όριο στο

1, επομένως για κάθε ε > 0 ισχύει P [x : |x(1−)−x(1− δ)| ≥ ε]→ 0, όταν δ ↘ 0.
Η (11.9) και το γεγονός ότι [x : |x(1) − x(1−)| ≥ ε] ⊆ [x : |x(1) − x(1 − δ)| ≥
ε/2]∪ [x : |x(1− δ)− x(1−)| ≥ ε/2] μας δίνουν ότι P [x : |x(1)− x(1−)| ≥ ε] = 0
για κάθε ε > 0, δηλαδή P (J1) = 0. Επομένως P -σχεδόν όλες οι συναρτήσεις x
είναι αριστερά συνεχείς στο 1 και το προηγούμενο επιχείρημα χρησιμοποιείται και

εδώ ελαφρώς παραλλαγμένο.

΄Εστω τώρα Xn, X να είναι τυχαία στοιχεία του D.

Θεώρημα 11.4 : ΄Εστω ότι Xn ⇒ X. Τότε P[X ∈ C] = 1 ⇐⇒ j(xn)⇒ 0.

Απόδειξη : Στο παράδειγμα 10.1 αποδείχθηκε αναλυτικά η ομοιόμορφη συνέχεια

της j και έτσι το θεώρημα απεικόνισης δίνει ότι j(Xn)⇒ j(X). Προφανώς τώρα

j(X) = 0 ⇐⇒ X ∈ C.

Το επόμενο πόρισμα δείχνει τι θα συμβεί εαν χρησιμοποιήσουμε τις συνθήκες

ασθενούς σύγκλισης του χώρου C :
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Πόρισμα : ΄Εστω Pn, P μέτρα πιθανότητας στον (D,D) και έστω ότι για αυτά
ισχύουν οι συνθήκες (6.6) και (6.7). ΄Εστω επίσης ότι Pn ◦ π−1

t1...tk
⇒ P ◦ π−1

t1...tk
για όλα τα t1, . . . , tk. Τότε Pn ⇒ P και P (C) = 1.

Απόδειξη : Από την απόδειξη του θεωρήματος 6.3 έπεται ότι ικανοποιείται

η συνθήκη i) του θεωρήματος 11.2 και η σχέση (10.7) μας δίνει ότι ισχύει ε-

πίσης και η συνθήκη ii) του θεωρήματος 11.2. ΄Ετσι Pn ⇒ P ή αντίστοιχα

Xn ⇒ X. Επίσης μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι j(x) ≤ w(x, δ) για όλα τα

δ (αν t είναι το σημείο μέγιστου άλματος της x, τότε για κάθε ε > 0 υπάρ-

χει δ1 > 0 με |x(s) − x(t−)| < ε, για κάθε s ∈ (t − min{δ, δ1}, t), οπότε

j(x) ≤ |x(t) − x(s)| + |x(s) − x(t−)| ≤ wx(min{δ, δ1}) + ε ≤ wx(δ) + ε και

μετά αφήνουμε ε ↘ 0 ), επομένως j(Xn) ≤ w(Xn, δ) για όλα τα δ. Η σχέση

(6.7) μας δίνει ότι j(Xn)
p−→ 0, διότι [ω : j(Xn(ω)) ≥ ε] ⊆ [ω : w(Xn(ω), δ) ≥ ε],

και συνεπώς θα είναι και j(Xn) ⇒ 0. Το προηγούμενο πόρισμα μας δίνει και ότι

P (C) = P[X ∈ C] = 1.

΄Ενα κριτήριο σύγκλισης

Συμβολίζουμε με TX το TP , όπου η X είναι ένα τυχαίο στοιχείο του χώρου D
και P είναι η κατανομή του.

Θεώρημα 11.5 : Υποθέτουμε ότι

(11.11) (Xn
t1 , . . . , X

n
tk

)⇒n (Xt1 , . . . , Xtk)

για όλα τα σημεία ti ∈ TX , επίσης ότι ισχύει

(11.12) X1 −X1−δ ⇒δ→0 0

και ότι για όλα τα r ≤ s ≤ t, n ∈ N, λ > 0 είναι

(11.13) P[|Xn
s −Xn

r | ∧ |Xn
t −Xn

s | ≥ λ] ≤ 1

λ4b
· [F (t)− F (r)]2a

για κάποιο b ≥ 0, a > 1/2 και για κάποια F που είναι συνεχής και αύξουσα στο
[0, 1]. Τότε Xn ⇒ X.

Συνήθως αντί της σχέσης (11.13) χρησιμοποιούμε την εξής ισχυρότερη συν-

θήκη που εμπεριέχει ροπές :

(11.14) E[|Xn
s −Xn

r |2b · |Xn
t −Xn

s |2b] ≤ [F (t)− F (r)]2a

Πραγματικά, η (11.14) είναι ισχυρότερη της (11.13) λόγω της ανισότητας Cheby-
shev και του γεγονότος ότι (min{a, b})2 ≤ a · b, οπότε έτσι παίρνουμε

P[(|Xn
s −Xn

r | ∧ |Xn
t −Xn

s |)2 ≥ λ2] ≤ P[|Xn
s −Xn

r | · |Xn
t −Xn

s | ≥ λ2] ≤

≤ 1
λ4bE[|Xn

s −Xn
r |2b · |Xn

t −Xn
s |2b]
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Προχωρούμε στην απόδειξη του θεωρήματος.

Απόδειξη : Θα εφαρμόσουμε το θεώρημα 11.3. Παρατηρούμε ότι η σχέση

(11.11) δεν είναι τίποτα άλλο από το ότι Pn ◦ π−1
t1...tk

⇒n P ◦ π−1
t1...tk

, όπου Pn
είναι η κατανομή της Xn

στον (D,D). Επίσης η σχέση (11.12) είναι ισοδύναμη

με το γεγονός ότι η X1 −X1−δ συγκλίνει κατά πιθανότητα στο 0. Επομένως

P[ω : |X1(ω)−X1−δ(ω)| ≥ ε] = P [x : |x(1)− x(1− δ)| ≥ ε]

και έτσι έχουμε και την (11.9). Αρκεί να δειχθεί λοιπόν ότι ισχύει η (11.10), δηλαδή

ότι για κάθε η, ε > 0, υπάρχει ένα δ > 0 ώστε P[ω : w′′(Xn(ω, δ)) ≥ ε] ≤ η
για κάθε n. Μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 9.4 ξεχωριστά για κάθε

Xn
στη θέση του γ, μιας και η Xn

έχει δεξιά συνεχή μονοπάτια και μιας και

w′′(Xn, δ) = L(Xn, δ). ΄Εστω T = [0, 1] και µ(s, t] = F (t)− F (s). Η (9.21) για

ε στη θέση του λ δίνει :

P[w′′(Xn, δ) ≥ ε] ≤ 2K · µ[0, 1]

ε4b
· sup

0≤t≤1−2δ
µ2a−1[t, t+ 2δ] =

=
2K · µ[0, 1]

ε4b
· (wF (2δ))2a−1

,

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε από το γεγονός ότι η F είναι αύξουσα και άρα

wF (2δ) = sup0≤t≤1−2δ{|F (t + 2δ) − F (t)|}. Τώρα επειδή η F είναι ομοιόμορφα

συνεχής (ως συνεχής στο κλειστό [0, 1]) ισχύει limδ→0 wF (2δ) = 0 και άρα επειδή

a > 1/2, μπορούμε να επιλέξουμε δ ώστε το δεξιό μέλος να είναι < η.
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Ενότητα 12: Εφαρμογές

Σε αυτό το σημείο είμαστε έτοιμοι να δώσουμε μερικές σύντομες εφαρμογές των

πραγμάτων που συζητήσαμε μέχρι τώρα. Η ταυτοτική απεικόνιση i : C → D είναι

συνεχής, διότι η ομοιόμορφη σύγκλιση συνεπάγεται την σύγκλιση στην τοπολο-

γία Skorohod, και έτσι είναι C\D-μετρήσιμη. Αν W είναι το μέτρο Wiener στον

(C, C), τότε το W ◦ i−1
είναι ένα μέτρο στον (D,D) και μπορούμε να δούμε ότι τα

δύο αυτά μέτρα έχουν τις ίδιες πεπερασμένης διάστασης κατανομές. Σε αυτή την

ενότητα θα συμβολίζουμε με W το μέτρο W ◦ i−1
για ευκολία στο συμβολισμό,

όπως επίσης θα συμβολίζουμε και με W το τυχαίο στοιχείο του D που έχει σαν

κατανομή του W ◦ i−1
.

Το θεώρημα του Donsker στον χώρο D

΄Εστω ξ1, ξ2, . . . να είναι τυχαίες μεταβλητές σε κάποιον χώρο (Ω,F ,P) με με-

ρικά αθροίσματα Sn = ξ1 + . . .+ ξn και έστω Xn(ω) να είναι η συνάρτηση του D
με τιμή στο t

(12.1) Xn
t (ω) =

1

σ
√
n
S[nt](ω)

Επειδή για κάθε t, η Xn
t είναι F\R-μετρήσιμη, βλέπουμε ότι η Xn

είναι μια α-

κολουθία τυχαίων στοιχείων του D. Η σχέση (12.1) είναι παρόμοια με τη σχέση

(7.5).

Θεώρημα 12.1 : Ας υποθέσουμε ότι η ακολουθία {ξn}n είναι ανεξάρτητη και
ισόνομη με μέση τιμή 0 και διασπορά σ2

. Τότε για τις τυχαίες συναρτήσεις της

σχέσης (12.1) ισχύει ότι Xn ⇒W .

Απόδειξη : Θα προσπαθήσουμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 11.5. Η απόδειξη

που κάναμε στην 7η ενότητα για το ότι (Xn
t1 , . . . , X

n
tk

)⇒n (Wt1 , . . . ,Wtk) μπορεί

να γίνει και εδώ ακολουθώντας ακριβώς τα ίδια βήματα. Επίσης W1−W1−δ ⇒δ→0

0. Ο τελευταίος ισχυρισμός έπεται από το γεγονός ότι η W1 −W1−δ ∼ N(0, δ)
και από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης μαζί με τη δεύτερη συνθήκη του

θεωρήματος του Portmanteau. ΄Αρα μένει να αποδείξουμε τη σχέση (11.13) ή

καλύτερα τη σχέση (11.14). Λόγω ανεξαρτησίας, με απλές πράξεις μπορούμε να

δούμε ότι :
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E[|Xn
t −Xn

t1 |
2|Xn

t2 −X
n
t |2] =

1

n2
([nt]− [nt1])([nt2]− [nt])

≤
(

[nt2]− [nt1]

n

)2

για κάθε t1 ≤ t ≤ t2. Εαν t2 − t1 ≥ 1/n, τότε η ποσότητα που βρίσκεται δεξιά

της ανισότητας γίνεται το πολύ 4(t2 − t1)2
. Εαν t2 − t1 < 1/n, τότε προφανώς

είτε τα t και t1 είτε τα t και t2 θα βρίσκονται στο ίδιο υποδιάστημα [ i−1
n , in ), οπότε

σε κάθε περίπτωση η ποσότητα
1
n2 ([nt]− [nt1])([nt2]− [nt]) μηδενίζεται. ΄Ετσι η

σχέση (11.14) ισχύει για a = b = 1 και F (t) = 2t, όπως έπρεπε να δειχθεί.

Κυριαρχημένα Μέτρα

Στο θεώρημα 12.1 η ακολουθία {ξn}n ορίστηκε σε έναν χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P),
αλλά θα μπορούσαμε να αντικαταστήσουμε το P με οποιοδήποτε άλλο μέτρο P0

που είναι απολύτως συνεχές ώς προς το P, δηλαδή P0 � P. Πριν αποδείξουμε το

επόμενο θεώρημα, θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε ένα Λήμμα που θα μας

βοηθήσει :

Λήμμα (συνδυασμός ενδεχομένων κατά Renyi) : Θα λέμε ότι τα ενδεχόμενα

A1, A2, . . . ∈ (Ω,F ,P) συνδυάζονται κατά Renyi εαν ισχύει:

(*) P(An ∩ E)→ a · P(E)

για όλα τα E ∈ F . Τότε, για E = Ω προκύπτει P(An) → a. ΄Εστω τώρα ότι F0

είναι μια σ-άλγεβρα με F0 ⊆ F και έστω F1 = σ(F0). ΄Εστω επίσης ότι ισχύει η
(*) για κάθε E ∈ F0 και ότι An ∈ F1 ∀n. Τότε

(**)

∫
An

gdP→ a ·
∫

Ω

gdP

για κάθε g που είναι F-μετρήσιμη και P-ολοκληρώσιμη. Ειδικά η (*) ισχύει για

όλα τα E ∈ F και αν P0 � P τότε ισχύει και

(***) P0(An)→ a.

Απόδειξη : Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι η κλάση των F-συνόλων E που

ικανοποιούν την (*) είναι ένα λ-σύστημα και αφού, από την υπόθεση, περιέχει την

F0 θα περιέχει και την F1. ΄Ετσι η σχέση (**) ισχύει εαν η g είναι η δείκτρια

ενός συνόλου της F1 και, λόγω γραμμικότητας, εαν η g είναι απλή, F1-μετρήσιμη

συνάρτηση. Εαν η g είναι τυχούσα F1-μετρήσιμη και P-ολοκληρώσιμη, μπορούμε

να διαλέξουμε μια ακολουθία {gk} από απλές και F1-μετρήσιμες με |gk| ≤ g και

gk → g. Προσθαφαιρώντας το gk παίρνουμε :∣∣∣∣∫
An

gdP− a ·
∫

Ω

gdP

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
An

gkdP− a ·
∫

Ω

gkdP

∣∣∣∣+ (1 + |a|) · E[|g − gk|]
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Αφήνουμε πρώτα n → ∞ και έπειτα k → ∞ οπότε το θεώρημα κυριαρχημένης

σύγκλισης μας δίνει την (**) για οποιαδήποτε g που είναι F1-μετρήσιμη και P-
ολοκληρώσιμη.

Αν υποθέσουμε τώρα ότι η g είναι F-μετρήσιμη και P-ολοκληρώσιμη, μπορούμε

απλά να χρησιμοποιήσουμε την δεσμευμένη μέση τιμή, E[g‖F1], η οποία ικανοποιεί

την (**) διότι είναι F1-μετρήσιμη και P-ολοκληρώσιμη. ΄Ετσι επειδή τα An ∈ F1

έπεται :∫
An

g dP =

∫
An

E[g‖F1] dP→ a ·
∫

Ω

E[g‖F1] dP = a ·
∫

Ω

g dP

και έτσι η (**) πάλι ισχύει. Εαν P0 � P, μπορούμε απο το θεώρημα Radon-
Nikodym να επιλέξουμε g = dP0

dP και να αποδείξουμε άμεσα και την (***).

Προχωρούμε τώρα στο βασικό μας θεώρημα :

Θεώρημα 12.2 :Το θεώρημα 12.1 παραμένει αληθές ακόμα κι αν το P αντι-
κατασταθεί με ένα μέτρο P0 απολύτως συνεχές ως προς το P.

Απόδειξη : Ορίζουμε X
n
ως :

(12.2) X
n

t (ω) =
1

σ
√
n

∑
pn≤i≤nt

ξi(ω)

όπου pn είναι μια ακολουθία ακεραίων που συγκλίνει στο άπειρο και ταυτόχρονα
pn√
n
→ 0 (X

n

t (ω) = 0, εαν t < pn
n ). Αν supt ‖Xn

t (ω) − Xn

t (ω)‖ = ‖Xn(ω) −
X
n
(ω)‖, τότε παρατηρούμε ότι ‖Xn(ω) − Xn

(ω)‖ ≤
∑pn
i=1

|ξi(ω)|
σ
√
n

. Η ανισότητα

του Chebyshev μαζί με την ανισότητα του Minkowski μας δίνουν ότι ‖Xn−Xn‖ p−→
0, δηλαδή ότι ‖Xn −Xn‖ ⇒ 0 όπου οι συγκλίσεις νοούνται υπό την έννοια του

μέτρου P. ΄Ετσι

(12.3) d(Xn, X
n
) ≤ ‖Xn −Xn‖ ⇒ 0.

Λόγω του θεωρήματος 12.1 ισχύει

(12.4) Xn ⇒W

(πάλι φυσικά υπό την έννοια του P ) και το θεώρημα 3.1 μας δίνει ότι

(12.5) X
n ⇒W

΄Εστω τώρα A να είναι ένα σύνολο του D με W (∂A) = 0 προσωρινά στα-

θεροποιημένο. Η σχέση (12.5) μας δίνει ότι P[X
n ∈ A] → W (A). Θεωρούμε

τώρα την άλγεβρα F0 = {(ξ1, . . . , ξk)−1(H) : k ∈ N, H ∈ Rk}. Λόγω ανεξαρτη-

σίας των ξi και λόγω του γεγονότος ότι pn → ∞ έπεται ότι για μεγάλα n ισχύει

P([X
n ∈ A] ∩ E) = P[X

n ∈ A] · P(E) και άρα

(12.6) P([X
n ∈ A] ∩ E)→W (A) · P(E)
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Αφού τα σύνολα [X
n ∈ A] ανήκουν στην σ(F0), το προηγούμενο Λήμμα για

a = W (A) μας δίνει ότι P0[X
n ∈ A] → W (A). Το A ήταν τυχόν W -continuity

set και έτσι η (12.5) ισχύει και υπό την έννοια του P0. Επειδή δείξαμε ότι

P{ω : ‖Xn(ω) − X
n
(ω)‖ ≥ ε} → 0 για κάθε ε, και επειδή P0 � P, λόγω

του ε − δ ορισμού της απόλυτης συνέχειας για πεπερασμένα μέτρα παίρνουμε και

ότι P0{ω : ‖Xn(ω) −Xn
(ω)‖ ≥ ε} → 0 για κάθε ε > 0. ΄Ετσι d(Xn, X

n
) ⇒ 0

υπό την έννοια του P0, οπότε ξαναεφαρμόζουμε το θεώρημα 3.1 και παίρνουμε ότι

Xn ⇒W , αυτή τη φορά υπό την έννοια του P0.

Εμπειρική Συνάρτηση Κατανομής

Εαν έχουμε n παρατηρήσεις στο [0, 1], ξ1(ω), . . . , ξn(ω), τότε η εμπειρική συνάρ-

τηση κατανομής τους ορίζεται σαν Fn(t, ω) = 1
n

∑n
i=1 I[0,t](ξi(ω)). Υποθέτουμε

ότι οι ξn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με κοινή συνάρτηση κατανομής την F και

θεωρούμε Y n(ω) να είναι το τυχαίο στοιχείο του D με τιμή :

(12.7) Y nt (ω) =
√
n(Fn(t, ω)− F (t))

Επειδή κάθε Y nt είναι τυχαία μεταβλητή (ως προς ω ), έπεται ότι πράγματι η Y n

είναι μια ακολουθία τυχαίων στοιχείων του D. Η στοχαστική ανέλιξη [Y nt : 0 ≤
t ≤ 1] καλείται μερικές φορές εμπειρική ανέλιξη.

Θεώρημα 12.3 : ΄Εστω ότι οι ξ1, ξ2, . . . είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυ-
χαίες μεταβλητές με συνάρτηση κατανομής F πάνω στο [0, 1]. Τότε η ακολου-
θία Y n όπως ορίστηκε προηγουμένως ικανοποιεί την Y n ⇒ Y , όπου Y είναι το
Γκαουσιανό τυχαίο στοιχείο του D που καθορίζεται από τις ροπές E(Yt) = 0 και
E(Ys · Yt) = F (s)(1− F (t)) για s ≤ t.

Απόδειξη : Το ότι υπάρχει μια τέτοια οριακή τυχαία συνάρτηση θα αποτελέσει

μέρος της απόδειξης. Πρώτα αποδεικνύουμε το θεώρημα με την επιπλέον υπόθε-

ση ότι F (t) ≡ t, οπότε η Y είναι η Brownian bridge, W ◦, με την φυσιολογική

επέκταση από τον C στον D. ΄Εστω Unt (ω) να είναι το πλήθος ανάμεσα στις

ξ1(ω), . . . , ξn(ω) που βρίσκεται μέσα στο [0, t]. Για 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1, οι
Unti −U

n
ti−1

ακολουθούν πολυωνυμική κατανομή με παράμετρο ti− ti−1 και μπορεί

να δειχθεί βάσει του κεντρικού οριακού θεωρήματος ότι οι πεπερασμένες διάστα-

σης κατανομές της Y n συγκλίνουν ασθενώς σε αυτές της W ◦. Από το θεώρημα

11.5 αρκεί να δείξουμε ότι

(12.8) E[|Y nt − Y nt1 |
2|Y nt2 − Y

n
t |2] ≤ 6(t− t1)(t2 − t) ≤ 6(t2 − t1)2

για κάθε t1 ≤ t ≤ t2.
΄Εστω p1 = t − t1, p2 = t2 − t και p3 = 1 − p1 − p2. Για 1 ≤ i ≤ n

ορίζουμε ai(ω) = (1 − p1) · I(t1,t](ξi(ω)) − p1 · I(t1,t]c(ξi(ω)) και αντιστοίχως

bi(ω) = (1− p2) · I(t,t2](ξi(ω))− p2 · I(t,t2]c(ξi(ω)). Κάνοντας κάποιες πράξεις, η

πρώτη ανισότητα της (12.8) είναι ισοδύναμη με το ότι
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(12.9) E

( n∑
i=1

ai

)2( n∑
i=1

bi

)2
 ≤ 6n2p1p2

Τώρα επειδή E(ai) = (1− p1) · (F (t)−F (t1))− p1 · (1−F (t) +F (t1)) = 0, διότι
p1 = t − t1 και επειδή για τον ίδιο λόγο E(bi) = 0, έχουμε ότι η αριστερή μεριά

της (12.9) ισούται με

n · E[a2
1b

2
1] + n(n− 1) · E[a2

1]E[b22] + 2n(n− 1)E[a1b1]E[a2b2]

Τώρα η (12.9) έπεται από το γεγονός ότι
E(a2

1b
2
1) = p1(1− p1)2p2

2 + p2p
2
1(1− p2)2 + p3p

2
1p

2
2 ≤ 3p1p2

E[a2
1]E[b22] = p1(1− p1)p2(1− p2) ≤ p1p2

E[a1b1]E[a2b2] = p2
1p

2
2 ≤ p1p2

΄Ετσι αποδείχθηκε η περίπτωση της ομοιόμορφης κατανομής. Η ”αντίστροφη”
συνάρτηση φ(s) = inf[t : s ≤ F (t)] γνωρίζουμε απο τις Πιθανότητες ότι ικανοποιεί

την φ(s) ≤ t ⇐⇒ s ≤ F (t). Επίσης, εαν η ακολουθία {ηn}n είναι ισόνομη με

ομοιόμορφη κατανομή στο [0, 1], τότε η {φ(ηn)}n έχει συνάρτηση κατανομής την

F και έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ξn = φ(ηn), όπου οι ηn είναι ανεξάρτητες

και ομοιόμορφα κατανεμημένες.

Εαν Gn(·, ω) είναι η εμπειρική κατανομή των η1(ω), . . . , ηn(ω) και Znt (ω) =√
n[Gn(t, ω) − t], τότε Zn ⇒ W ◦ από την περίπτωση που αποδείξαμε πριν λί-

γο. Αλλά εκ κατασκευής ισχύει και Fn(t, ω) = Gn(F (t), ω) και έτσι για την

Y n της (12.7) ισχύει και Y nt (ω) = ZnF (t)(ω). Ορίζουμε τώρα ψ : D → D με

(ψx)(t) = x(F (t)). Εαν xn
d−→ x και x ∈ C (όπου d είναι η μετρική Skorohod ),

τότε λόγω της σχέσης (10.14) θα ισχύει και ότι η xn συγκλίνει ομοιόμορφα στην

x, οπότε και η ψ(xn) θα συγκλίνει ομοιόμορφα στην ψ(x) και άρα και ως προς την

τοπολογία Skorohod. Επομένως αν x ∈ C, τότε η ψ είναι συνεχής στο x. Το γε-

γονός ότιW ◦(ω) ∈ C για όλα τα ω μας δίνει ότι P{ω : W ◦(ω) ∈ Dψ} = 0 και επο-

μένως, κάνοντας χρήση του mapping theorem και του γεγονότος ότι Zn ⇒ W ◦,
παίρνουμε ότι Y n = ψ(Zn) ⇒ ψ(W ◦). Επειδή τώρα το στοιχείο ψ(W ◦) είναι

Γκαουσιανό και έχει τις ροπές και τις συνδιακυμάνσεις που απαιτεί το θεώρημα, η

απόδειξη είναι πλήρης.
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Ενότητα 13 : Ο χώρος D[0,∞)

Σε αυτή την ενότητα κάνουμε την φυσιολογική επέκταση της θεωρίας του Skoro-
hod στον χώρο D∞ = D[0,∞) των cadlag συναρτήσεων με πεδίο ορισμού αυτή

τη φορά το [0,∞). Ας θεωρήσουμε, για κάθε t > 0, τον χώρο Dt = D[0, t] των

cadlag συναρτήσεων στο [0, t]. Για τους ορισμούς ισχύουν τα προφανή ανάλογα :

‖x‖t = sups≤t |x(s)|, Λt, dt, d
◦
t , ‖λ‖◦t = sups<k≤t | ln

λ(k)−λ(s)
k−s |. ΄Ολα τα θεωρή-

ματα που αποδείξαμε για τον D1 ισχύουν κατά προφανή τρόπο και στον Dt, ενώ

ένα στοιχείο x του D∞, ή ένα στοιχείο του Du, μπορεί να θεωρηθεί κάλλιστα σαν

στοιχείο του Dt, όπου t < u, απλώς περιορίζοντας το πεδίο ορισμού του. Εαν είναι

ξεκάθαρο το πεδίο ορισμού που χρησιμοποιούμε κάθε φορά, θα συμβολίζουμε την

εκ νέου cadlag συνάρτηση με το ίδιο γράμμα.

Κάποιος θα μπορούσε να ορίσει την σύγκλιση xn → x στον D∞ απαιτών-

τας d◦t (xn, x) → 0 για κάθε 0 < t < ∞ (όπου προφανώς θα περιορίζουμε κάθε

φορά τις xn, x στο [0, t] ). Σε μια φυσιολογική θεωρία θα θέλαμε η ακολου-

θία xn = I[0,1−1/n) να συγκλίνει στην x = I[0,1), ενώ βλέπουμε εύκολα ότι

d◦1(xn, x) = 1. Το πρόβλημα δημιουργείται λόγω της ασυνέχειας της x στο 1,

και συνεπώς ο ορισμός μας θα πρέπει να περιλαμβάνει και ασυνέχειες.

Λήμμα 1 : ΄Εστω xn, x ∈ Du. Εαν d
◦
u(xn, x)

n−→ 0, εαν m < u και αν η x

είναι συνεχής στο m τότε d◦m(xn, x)
n−→ 0.

Απόδειξη : Λόγω ισοδυναμίας των μετρικών μπορούμε να δουλέψουμε με τις

μετρικές du και dm. Συνεπώς, υπάρχουν λn ∈ Λu με ‖λn − I‖u
n−→ 0 και

‖xn − x ◦ λn‖u
n−→ 0. Λόγω συνέχειας της x στο σημείο m, για δοσμένο ε > 0

μπορούμε να διαλέξουμε δ > 0 τέτοιο ώστε |t−m| ≤ 2δ =⇒ |x(t)−x(m)| < ε/2.
Τώρα διαλέγουμε n0 ∈ N ώστε αν n ≥ n0 και αν t ≤ u να ισχύει |λn(t)− t| < δ
και |xn(t) − x(λn(t))| < ε/2. ΄Ετσι, για n ≥ n0 και |t − m| ≤ δ παίρνουμε ό-

τι |λn(t) − m| ≤ |λn(t) − t| + |t − m| < 2δ και επομένως, |xn(t) − x(m)| ≤
|xn(t)− x(λn(t))|+ |x(λn(t))− x(m)| < ε. ΄Ετσι έχουμε τη σχέση :

(13.1) sup
|t−m|≤δ

{|x(t)− x(m)|} < ε, sup
|t−m|≤δ

{|xn(t)− x(m)|} < ε, για n ≥ n0.

Διακρίνουμε 3 περιπτώσεις : i) αν λn(m) < m έστω pn = m − 1
n ; ii) αν

λn(m) > m έστω pn = λ−1
n (m − 1

n ); iii) αν λn(m) = m έστω pn = m. Στην

πρώτη περίπτωση είναι |pn − m| = 1
n , στη δεύτερη είναι |pn − m| ≤ |λ−1

n (m −
1
n ) − (m − 1

n )| + 1
n και στην τρίτη περίπτωση pn = m. Επειδή |λ−1

n (m − 1
n ) −

(m− 1
n )| ≤ ‖λ−1

n − I‖u → 0, έπεται και στις 3 περιπτώσεις ότι pn → m. Επειδή
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|λn(pn) − m| ≤ |λn(pn) − pn| + |pn − m| ≤ ‖λn − I‖u + |pn − m| → 0 προ-

κύπτει ότι λn(pn)
n−→ m. Θα προσπαθήσουμε να κατασκευάσουμε μια ακολουθία

{µn}n ∈ Λm ώστε ‖µn−I‖m
n−→ 0 και ‖xn−x◦µn‖

n−→ 0. Ορίζουμε την µn να συμ-

φωνεί με την λn στο διάστημα [0, pn], δηλαδή µn(t) = λn(t) αν t ∈ [0, pn]. ΄Επειτα

ορίζουμε µn(m) = m και επεκτείνουμε γραμμικά στο [pn,m]. Εφόσον µn(m) = m
και η µn είναι γραμμική στο [pn,m] έπεται ότι |µn(t) − t| ≤ |µn(pn) − pn| =
|λn(pn)− pn| ≤ ‖λn− I‖u → 0 όταν t ∈ [pn,m], και από την ομοιόμορφη σύγκλι-

ση της λn στο υπόλοιπο διάστημα [0, pn] έπεται τελικά ότι µn(t)→ t ομοιόμορφα
στο [0,m]. Αφού pn → m και λn(pn)→ m αυξάνουμε τον n0 της (13.1) σε έναν

n1 ώστε αν n ≥ n1 να έπεται ότι pn > m − δ και λn(pn) > m − δ. Εαν t ≤ pn
τότε |xn(t) − x(µn(t))| = |xn(t) − x(λn(t))| ≤ ‖xn − x ◦ λn‖u. Αν pn ≤ t ≤ m
και αν n ≥ n1 τότε m ≥ t ≥ pn > m− δ και λόγω μονοτονίας της {µn} είναι και

m ≥ µn(t) ≥ µn(pn) = λn(pn) > m− δ, δηλαδή |m− µn(t)| ≤ δ και |t−m| ≤ δ
οπότε η (13.1) δίνει : |xn(t)−x(µn(t))| ≤ |xn(t)−x(m)|+|x(m)−x(µn(t))| < 2ε.
΄Αρα |xn(t)− x(µn(t))| → 0, ομοιόμορφα στο [0,m] όπως έπρεπε να δειχθεί.

Η μετρική του χώρου D∞ θα οριστεί με βάση τις μετρικές d◦m(x, y) για ακέ-

ραιο m (παρόλο που το Λήμμα δεν απαιτούσε ακεραίους ), αλλά πριν περιορίσουμε

τις x, y στο [0,m] θα κάνουμε έναν μετασχηματισμό ώστε να τις κάνουμε συνεχείς

στο σημείο m. Ορίζουμε

(13.2) gm(t) =


1, αν t ≤ m− 1

m− t, αν m− 1 ≤ t ≤ m
0, αν t ≥ m

Για τυχόν x ∈ D∞, έστω xm να είναι το στοιχείο του D∞ που ορίζεται μέσω της

(13.3) xm(t) = gm(t)x(t), t ≥ 0.

Είνα άμεσο ότι xm(m+) = xm(m−) = 0 και xm(t) = x(t) για t ≤ m− 1. Τώρα

ορίζουμε

(13.4) d◦∞(x, y) =

∞∑
m=1

1

2m
· (1 ∧ d◦m(xm, ym))

(και προφανώς τα στοιχεία xm, ym είναι περιορισμένα στο [0,m] αλλά βάζουμε το

ίδιο σύμβολο ). Αν d◦∞ = 0 τότε d◦m(xm, ym) = 0, ∀m και άρα x = y. Οι άλλες

ιδιότητες της μετρικής είναι απλές να δειχθούν και συνεπώς η d◦∞ είναι μια μετρική

στον D∞ που ορίζει την τοπολογία Skorohod εκεί. Αν αντί για d◦m βάζαμε την

dm θα προέκυπτε η μετρική d∞ που θα ήταν ισοδύναμη της d◦∞.

Ιδιότητες της μετρικής

΄Εστω Λ∞ να είναι το σύνολο όλων των συνεχών και αυξουσών συναρτήσεων

από το [0,∞) επί του [0,∞) (επειδή είναι επί και αύξουσες, θα πρέπει λ(0) = 0 ).
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Θεώρημα 13.1 : ΄Εχουμε σύγκλιση d◦∞(xn, x) → 0 στον D∞ αν και μόνο
αν υπάρχει ακολουθία λn ∈ Λ∞ ώστε

(13.5) sup
t<∞
|λn(t)− t| → 0

και για κάθε m > 0 να ισχύει

(13.6) sup
t≤m
|xn(λn(t))− x(t)| → 0.

Απόδειξη : Ας υποθέσουμε ότι d◦∞(xn, x)→ 0 ή, ισοδύναμα, ότι d∞(xn, x)→ 0.

Τότε για κάθε m ∈ Z+
υπάρχουν ακολουθίες {λmn }n ∈ Λm ώστε

εmn = ‖I − λmn ‖m ∨ ‖xmn ◦ λmn − xm‖m
n−→ 0.

Επομένως για κάθεm, υπάρχει lm ∈ N ώστε n ≥ lm =⇒ εmn < 1/m. Επιλέγουμε

τους αριθμούς κατάλληλα ώστε lm < lm+1 και για lm ≤ n < lm+1 ορίζουμε

mn = m. Εφόσον lmn ≤ n < lmn+1, έχουμε mn
n−→∞ και εmnn < 1

mn
. Ορίζουμε

λn(t) =

{
λmnn (t) αν t ≤ mn

t+ λmnn (mn)−mn αν t ≥ mn

Τότε για t ≥ mn παίρνουμε ότι |λn(t)− t| = |λmnn (mn)−mn| ≤ ‖I − λmnn ‖mn ≤
εmnn < 1

mn
και για t ≤ mn, ομοίως, ότι |λn(t)−t| = |λmnn (t)−t| ≤ ‖I−λmnn ‖mn <

1
mn

. ΄Αρα supt |λn(t)− t| ≤ 1
mn
→ 0, δηλαδή την (13.5).

΄Εστω τώρα c σταθερό. Επειδή mn → ∞, για n αρκετά μεγάλο θα έχουμε

c < mn − 1 επομένως αν t ≤ c τότε t < mn − 1. Λόγω της σχέσης (13.3)

και των σχολίων που κάναμε ακριβώς από κάτω της, ισχύει ‖xn ◦ λn − x‖c =
‖xn ◦ λmnn − x‖c = ‖xmnn ◦ λmnn − xmn‖c ≤ εmnn < 1

mn
→ 0, δηλαδή την σχέση

(13.6).

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι ισχύουν οι (13.5) και (13.6) και έστω ένας

m ∈ N σταθερός. Θα δείξουμε αρχικά ότι

(13.7) xmn (λn(t)) = gm(λn(t)) · xn(λn(t))
n−→ gm(t) · x(t) = xm(t)

ομοιόμορφα στο [0,m]. Πράγματι, λαμβάνοντας υπόψιν ότι η gm είναι συνεχής

και |gm(s)| ≤ 1,∀s, είναι |gm(λn(t)) · xn(λn(t)) − gm(t) · x(t)| ≤ |gm(λn(t)) ·
xn(λn(t))−gm(λn(t)) ·x(t)|+ |gm(λn(t)) ·x(t)−gm(t) ·x(t)| ≤ ‖xn ◦λn−x‖m+
|x(t)| ·wgm(‖λn−I‖)→ 0, λόγω της υπόθεσης και του ότι η gm είναι συνεχής και

άρα limδ→0 wgm(δ) = 0. Τώρα, ορίζουμε τα pn και µn όπως στην απόδειξη του

Λήμματος 1 και όπως πριν έπεται µn(t) → t ομοιόμορφα στο [0,m]. Για t ≤ pn,
|xm(t) − xmn (µn(t))| = |xm(t) − xmn (λn(t))| → 0 ομοιόμορφα λόγω της (13.7).

Για pn ≤ t ≤ m, πρώτα βλέπουμε ότι |xm(u)| ≤ gm(u) · ‖x‖m,∀u ≥ 0 και άρα

(13.8) |xm(t)− xmn (µn(t))| ≤ gm(t)‖x‖m + gm(µn(t))‖xn‖m.

Τώρα η σχέση (13.5) μας δίνει ότι |λn(2m) − 2m| ≤ supt |λn(t) − t| → 0, ε-

πομένως λn(2m)
n−→ 2m, δηλαδή για μεγάλα n θα είναι λn(2m) > m και έτσι
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λαμβάνοντας υπόψιν και τη μονοτονία των λn έπεται ‖xn‖m ≤ ‖xn ◦ λn‖2m. Από

την (13.6) έπεται και | ‖xn ◦ λn‖2m − ‖x‖2m| ≤ ‖xn ◦ λn − x‖2m
n−→ 0, πράγμα

που σημαίνει ότι η ακολουθία {‖xn‖m}n είναι φραγμένη (το m είναι σταθερό).

Επειδή pn ≤ m, pn → m και µn → I ομοιόμορφα στο [0,m], παίρνουμε ότι

µn(pn) → m. ΄Ετσι για δοθέν ε > 0 μπορούμε να διαλέξουμε έναν n0 ώστε

n ≥ n0 =⇒ pn, µn(pn) ∈ (m − ε,m], ένα διάστημα στο οποίο η gm φράσσεται

από το ε (δες και (13.2) ). Αν n ≥ n0 και pn ≤ t ≤ m, τότε λόγω μονοτονίας της

µn (µn ∈ Λm ) έχουμε ότι τα t και µn(t) ανήκουν και τα δύο στο (m− ε,m] και η
(13.8) δίνει ότι |xm(t)−xmn (µn(t))| ≤ ε(‖x‖m+‖xn‖m). Αφού η {‖xn‖m}n είναι

φραγμένη, αυτό σημαίνει ότι |xm(t) − xmn (µn(t))| → 0, ομοιόμορφα στο [pn,m]

όπως και στο [0, pn] από πριν. Συνεπώς dm(xmn , x
m)

n−→ 0 για το τυχόν m, και

τελικά d∞(xn, x)→ 0, όπως έπρεπε να δειχθεί.

Δίνουμε έναν δεύτερο χαρακτηρισμό της σύγκλισης στον D∞ :

Θεώρημα 13.2 : ΄Εχουμε σύγκλιση d◦∞(xn, x) → 0 στον D∞ αν και μόνο
αν d◦t (xn, x)→ 0 για κάθε σημείο συνεχείας t της x.

Απόδειξη : ΄Εστω d◦∞(xn, x) → 0. Τότε d◦m(xmn , x
m)

n−→ 0, για κάθε m.

Αν t: σημείο συνέχειας της x, έστω σταθερός m ∈ N με t < m − 1. Επειδή οι

συναρτήσεις xn, x
m
n και x, xm ταυτίζονται στο [0, t], το Λήμμα 1 (με τα t,m στη

θέση των m,u ) μας δίνει ότι d◦t (xn, x) = d◦t (x
m
n , x

m)
n−→ 0.

Για το αντίστροφο, εφόσον η x έχει αριθμήσιμες το πολύ ασυνέχειες,διαλέγουμε

σημεία συνεχείας tm ώστε tm ↗∞. Εξ υποθέσεως, dtm(xn, x)→ 0 για κάθε m,

άρα για κάθε m διαλέγουμε {λmn }n ∈ Λtm ώστε

εmn = ‖λmn − I‖tm ∨ ‖xn ◦ λmn − x‖tm
n−→ 0.

΄Οπως και στο προηγούμενο θεώρημα, ορίζουμε φυσικούς αριθμούς mn ώστε

mn →∞ και εmnn < 1
mn

και έπειτα ορίζουμε λn ∈ Λ∞ ως :

λn(t) =

{
λmnn (t) αν t ≤ tmn
t αν t ≥ tmn

Είναι άμεσο τώρα ότι |λn(t) − t| ≤ 1
mn

για όλα τα t, ενώ αν c < tmn τότε

‖xn ◦ λn − x‖c = ‖xn ◦ λmnn − x‖c ≤ εmnn ≤ 1
mn
→ 0. ΄Ετσι ισχύουν οι (13.5) και

(13.6) δηλαδή d◦∞(xn, x)→ 0.

Διαχωρισιμότητα και Πληρότητα

Για x ∈ D∞ ορίζουμε ψm(x) = xm περιορισμένη στο [0,m]. Λόγω του γε-

γονότος ότι d◦m(ψm(xn), ψm(x)) = d◦m(xmn , x
m), έπεται η συνέχεια της ψm :

D∞ → Dm. Στον χώρο γινόμενο Π = D1 × D2 × . . ., ορίζουμε την μετρική

ρ(a, b) =
∑∞
m=1

1
2m · (1 ∧ d

◦
m(am, bm)), η οποία ορίζει την τοπολογία γινόμενο,

αυτήν της σύγκλισης κατά συντεταγμένη (δηλαδή am
ρ−→ a ⇐⇒ amn

d◦n−→
m

an ∀n
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). Τώρα ορίζουμε την απεικόνιση ψ : D∞ → Π με ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . .) και

βλέπουμε ότι d◦∞(x, y) = ρ(ψ(x), ψ(y)), δηλαδή η ψ είναι ισομετρία από τον D∞
στον Π.

Λήμμα 2 : Η εικόνα ψ(D∞) είναι κλειστή στον Π .

Απόδειξη : ΄Εστω ακολουθία {xn}n ∈ D∞ και a ∈ Π ώστε ρ(ψ(xn), a) → 0.

Αυτό σημαίνει ότι d◦m(ψm(xn), am) = d◦m(xmn , am)
n−→ 0, ∀m = 1, 2, . . .. Θα

πρέπει να βρούμε ένα x ∈ D∞ με a = ψ(x).
Κάθε am έχει το πολύ αριθμήσιμες ασυνέχειες στο [0,m] (ως cadlag ) και

συνεπώς μπορούμε να θεωρήσουμε σαν T να είναι το σύνολο όλων των t για τα

οποία κάθε am είναι συνεχής στο T ∩ [0,m]. Αφού d◦m(xmn , am)
n−→ 0, το Λήμμα

1, το γεγονός ότι η Skorohod σύγκλιση συνεπάγεται την κατά σημείο σύγκλιση

εκεί όπου η οριακή είναι συνεχής και το γεγονός ότι η am είναι συνεχής στο T ,

μας δίνουν την συνεπαγωγή t ∈ T ∩ [0,m] =⇒ xmn (t) = gm(t)xn(t)
n−→ am(t).

΄Αρα για κάθε t ∈ T , το όριο x(t) = limn xn(t) υπάρχει (θεώρησε έναν m μεγάλο

ώστε m > t+1, οπότε gm(t) = 1 ). Τώρα, είναι gm(t)x(t) = am(t) στο T ∩ [0,m]
και επομένως στο T ∩ [0,m − 1] θα είναι x(t) = am(t) (επειδή εκεί η gm(t) = 1
). Δηλαδή η x ισούται με μια cadlag συνάρτηση σε κάθε διάστημα [0,m − 1]
και συνεπώς μπορεί να επεκταθεί σε μια cadlag σε όλο το [0,∞). Λόγω δεξιάς

συνέχειας και πυκνότητας του T έπεται ότι gm(t)x(t) = am(t) σε όλο το [0,m]
και άρα ψm(x) = xm = am ∀m, δηλαδή a = ψ(x).

Θεώρημα 13.3 : Ο χώρος D∞ είναι διαχωρίσιμος και πλήρης.

Απόδειξη : Κάθε Di είναι διαχωρίσιμος και πλήρης, όπως είδαμε στην προηγού-

μενη ενότητα, και συνεπώς ο ίδιος ο Π είναι διαχωρίσιμος και πλήρης, ως καρτεσια-

νό γινόμενο διαχωρίσιμων και πλήρων. Το ίδιο ισχύει λοιπόν και με τον κλειστό

υπόχωρο ψ(D∞) και άρα και με την ισομετρική εικόνα D∞ = ψ−1(ψ(D∞)).

Συμπάγεια

Θεώρημα 13.4 : ΄Ενα σύνολο A είναι σχετικά συμπαγές στον D∞ αν και μόνο
αν, για κάθε m, το σύνολο ψm(A) είναι σχετικά συμπαγές στον Dm.

Απόδειξη : Εαν το A είναι σχετικά συμπαγές τότε το A είναι συμπαγές και

επειδή η ψm : D∞ → Dm είναι συνεχής το ψm(A) είναι συμπαγές (και άρα και

κλειστό). ΄Ομως ψm(A) ⊆ ψm(A) και επειδή το τελευταίο σύνολο είναι κλει-

στό, θα ισχύει και ψm(A) ⊆ ψm(A) άρα το ψm(A) είναι συμπαγές, ως κλειστό

υποσύνολο συμπαγούς, δηλαδή το ψm(A) είναι σχετικά συμπαγές.

Αντιστρόφως, εαν κάθε ψm(A) είναι συμπαγές, τότε και το σύνολο B =
ψ1(A) × ψ2(A) × . . . είναι συμπαγές, οπότε, λόγω του Λήμματος 2, το E =
B ∩ ψ(D∞) είναι συμπαγές στον Π, ως κλειστό υποσύνολο συμπαγούς. Επο-

μένως, λόγω πληρότητας του Π το σύνολο E είναι και ολικά φραγμένο. Αν x ∈ A,
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τότε ψm(x) ∈ ψm(A) ∀m και συνεπώς ψ(x) ∈ B άρα ψ(A) ⊆ E. Αφού είπαμε πως

το E είναι ολικά φραγμένο, το ψ(A) θα είναι κι αυτό ολικά φραγμένο υποσύνολο

του Π δηλαδή, λόγω ισομετρίας, και το A. ΄Αρα το A είναι κι αυτό ολικά φραγμένο

και πλήρες ( ως κλειστό υποσύνολο του πλήρους D∞ ), δηλαδή συμπαγές.

Θα προσπαθήσουμε τώρα να προσαρμόσουμε στον χώρο D∞ την ποσότητα

(10.6). Για μια x ∈ Dm (ή για μια x ∈ D∞ περιορισμένη στο [0,m] ) ορίζουμε

(13.9) w′m(x, δ) = inf max
1≤i≤v

{w(x, [ti−1, ti)}

όπου το infimum εκτείνεται πάνω σε όλες τις διαμερίσεις [ti−1, ti) του [0,m],
1 ≤ i ≤ v με ti − ti−1 > δ για όλα τα 1 ≤ i < v. Αυτή τη φορά δεν απαιτούμε να

ισχύει η ανισότητα και για i = v, μιας και οι ακέραιοι m δεν θέλουμε να παίζουν

σημαντικό ρόλο στη θεωρία του D∞.

Ας θεωρήσουμε, επιπροσθέτως, και το ακριβές ανάλογο της (10.6), δηλαδή τη

σχέση (13.9) με την επιπλέον υπόθεση ότι το infimum εκτείνεται σε όλες τις διαμε-

ρίσεις που ικανοποιούν και την tv− tv−1 > δ και ας το συμβολίσουμε με wm(x, δ).
Επεκτείνοντας φυσιολογικά το θεώρημα (10.3), ένα σύνολο B ∈ Dm είναι σχετικά

συμπαγές αν και μόνο αν supx∈B ‖x‖m < ∞ και limδ supx∈B wm(x, δ) = 0. Για

A ⊆ D∞ και για ψm(A) στη θέση του B, το θεώρημα (13.4) μας δίνει ότι το A
είναι σχετικά συμπαγές αν και μόνο αν για κάθε m ισχύουν (επειδή xm = ψm(x)
) :

(13.10) sup
x∈A
‖xm‖m <∞

και

(13.11) lim
δ→0

sup
x∈A

wm(xm, δ) = 0.

Θα δείξουμε ότι οι σχέσεις (13.10)+(13.11) είναι μαζί ισοδύναμες με το ότι για

κάθε m ∈ N ισχύει:

(13.12) sup
x∈A
‖x‖m <∞

και

(13.13) lim
δ→0

sup
x∈A

w′m(xm, δ) = 0.

Η ισοδυναμία των (13.10) και (13.12) είναι άμεση λόγω των ανισοτήτων ‖xm‖m ≤
‖x‖m ≤ ‖xm+1‖m+1. Επίσης η συνεπαγωγή (13.11) =⇒ (13.13) είναι άμε-

ση επειδή w′m(xm, δ) ≤ wm(xm, δ). ΄Εστω τώρα ότι ισχύουν μαζί οι (13.12)

και (13.13) και έστω Km να είναι το supremum της (13.12). Για μια x ∈ A
και για δ < 1, λόγω του ορισμού της xm έπεται ότι |xm(t)| ≤ Km · δ, όταν

m−δ ≤ t < m. Για τυχόν ε > 0 διαλέγουμε ένα δ αρκετά μικρό ώστε Kmδ < ε/4

και supx∈A w
′
m(xm, δ) < ε/2. Εαν x ∈ A, υπάρχει μια διαμέριση [t

(x)
i−1, t

(x)
i ), με

i = 1, . . . , v του [0,m) (που εξαρτάται προφανώς από το εκάστοτε x ) για την
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οποία t
(x)
i − t(x)

i−1 > δ για όλα τα i = 1, . . . , v − 1 και w(xm, [t
(x)
i−1, t

(x)
i )) < ε/2

για όλα τα i = 1, . . . , v. Εαν m − δ ∈ [t
(x)
v−1,m), τότε κρατώντας την ίδια διαμέ-

ριση έπεται ότι wm(xm, δ) < ε/2. Εαν m− δ ∈ [t
(x)
v−2, t

(x)
v−1) τότε αντικαθιστούμε

τα δυο τελευταία υποδιαστήματα με το [t
(x)
v−2,m), και για την εκ νέου διαμέρι-

ση ισχύει ότι t̃k − t̃k−1 > δ για όλα τα k. Επίσης εαν t ∈ [t
(x)
v−2,m − δ) και

s ∈ [m−δ,m) τότε |xm(t)−xm(s)| ≤ |xm(t)−xm(m−δ)|+|xm(m−δ)−xm(s)| ≤
w(xm, [t

(x)
v−2, t

(x)
v−1)) + 2Kmδ < 2ε/2 = ε. Σε όλες τις περιπτώσεις λοιπόν ισχύ-

ει ότι wm(xm, δ) < ε, όπως έπρεπε να δειχθεί. ΄Ετσι έχουμε το επόμενο θεώρημα :

Θεώρημα 13.5 : ΄Ενα σύνολο A ∈ D∞ είναι σχετικά συμπαγές αν και μόνο
αν ισχύουν οι (13.12) και (13.13) για όλα τα m ∈ N .

Finite-Dimensional Sets

΄Εστω Dm και D∞ να είναι οι Borel σ-άλγεβρες των Dm και D∞ κάτω από τις

μετρικές d◦m και d◦∞ αντιστοίχως και έστω επίσης οι προβολές πt1...tk : D∞ → Rk
(ti ≥ 0 ) και πmt1...tk : Dm → Rk (0 ≤ ti ≤ m ). Από το θεώρημα 10.5 έπεται

ότι κάθε πmt είναι Dm\R-μετρήσιμη και, λόγω συνέχειας, η ψm είναι D∞\Dm-

μετρήσιμη. ΄Ομως πt = πmt ◦ ψm όταν t ≤ m − 1 και έτσι κάθε πt είναι D∞\R-

μετρήσιμη και κάθε πt1...tk είναι D∞\Rk-μετρήσιμη. Με τα ίδια επιχειρήματα όπως

και στη σχέση (10.37), μπορούμε να δούμε ότι η π0 είναι παντού συνεχής και ότι,

αν t > 0, η πt είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν η x είναι συνεχής στο t.
Για T ⊆ [0,∞) ορίζουμε την σ[πt : t ∈ T ] με τον γνωστό τρόπο και έστω

p[πt : t ∈ T ] = {π−1
t1...tk

(H) : k ∈ N, ti ∈ T, H ∈ Rk} να είναι το π-σύστημα που

περιέχει όλα τα finite-dimensional sets που βασίζονται σε δείκτες του T .

Θεώρημα 13.6 : i) Η προβολή π0 είναι συνεχής και , αν t > 0, η πt είναι
συνεχής στο x αν και μόνο αν η x είναι συνεχής στο t.
ii) Κάθε πt είναι D∞\R-μετρήσιμη και κάθε πt1...tk είναι D∞\Rk-μετρήσιμη.
iii) Αν το T είναι πυκνό στο [0,∞), τότε D∞ = σ[πt : t ∈ T ] και το p[πt : t ∈ T ]
είναι μια διαχωριστική κλάση.

Απόδειξη : Θα αποδείξουμε μόνο το iii), δηλαδή αρκεί να δειχθεί ότι

(13.14) D∞ ⊆ σ[πt : t ∈ T ]

οπότε αφού η D∞ θα παράγεται και από το p[πt : t ∈ T ], θα έπεται και το ότι το

τελευταίο είναι μια διαχωριστική κλάση. Εφαρμόζοντας το θεώρημα (10.5) στην

πεπερασμένη περίπτωση για το σύνολο Tm = (T ∩ [0,m]) ∪m έπεται η

(13.15) Dm = σ[πmt : t ∈ Tm]

Αν t ≤ m (και t ∈ T )τότε

(13.16) ψ−1
m ((πmt )−1(H)) = [x ∈ D∞ : πmt (xm) ∈ H] = [x : gm(t)πt(x) ∈ H]
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Αν t = m, επειδή gm(m) = 0, το τελευταίο σύνολο είναι είτε το ∅ είτε το D∞
ανάλογα με το αν 0 ∈ H ή 0 /∈ H και σε κάθε περίπτωση ανήκει στην σ[πt : t ∈ T ].
Εαν t < m, τότε η (13.16) ισούται με [x : πt(x) ∈ 1

gm(t) ·H] και αυτό ανήκει επίσης

στην σ[πt : t ∈ T ] (διότι αν H ∈ R τότε c ·H ∈ R για κάθε c ∈ R ). Συνεπώς,

όταν A = (πmt )−1(H) και t ∈ Tm, τότε ψ−1
m (A) ∈ σ[πt : t ∈ T ]. Λόγω της

(13.15), τα σύνολα A που έχουν αυτή τη μορφή παράγουν την Dm και έτσι η ψm
είναι σ[πt : t ∈ T ]\Dm-μετρήσιμη.

Τώρα, βλέπουμε ότι για κάθε a ∈ Dm η συνάρτηση d◦m(·, a) είναι Dm\R-

μετρήσιμη, ως συνεχής (γενικά για μια μετρική ρ είναι γνωστό ότι αν xn
ρ−→ y

τότε ρ(xn, a) → ρ(y, a) ). ΄Ετσι, η σύνθεση d◦m(ψm(·), a) είναι σ[πt : t ∈ T ]\R-

μετρήσιμη, ενώ για τον ίδιο λόγο με πριν, για κάθε y ∈ D∞, η d◦∞(·, y) =∑
m

1
2m (1 ∧ d◦m(ψm(·), ψm(y))) είναι σ[πt : t ∈ T ]\R-μετρήσιμη. Αυτό σημαίνει

ότι η σ[πt : t ∈ T ] περιέχει τις ανοικτές μπάλες Bd◦∞(y, ε) και, λόγω διαχωρισι-

μότητας, θα περιέχει και κάθε ανοικτό σύνολο του D∞ (διότι αν ένας μετρικός

χώρος είναι διαχωρίσιμος, κάθε ανοικτό σύνολο γράφεται ως αριθμήσιμη ένωση

ανοικτών σφαιρών). Συνεπώς D∞ ⊆ σ[πt : t ∈ T ], όπως έπρεπε να δειχθεί.

Ασθενής Σύγκλιση

΄Εστω {Pn}n και P να είναι μέτρα πιθανότητας στον (D∞,D∞).

Λήμμα 3 : Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχουμε ασθενή σύγκλι-

ση Pn ⇒ P στον D∞ είναι να ισχύει Pn ◦ψ−1
m ⇒ P ◦ψ−1

m (στον Dm ) για όλα τα

m.

Απόδειξη : Το αναγκαίο έπεται από το θεώρημα απεικόνισης του πρώτου κεφα-

λαίου, μιας και η ψm είναι συνεχής συνάρτηση.

Για το ικανό, θα χρειαστούμε την ισομετρία ψ : D∞ → Π η οποία γίνεται και

επί του ψ(D∞) και έτσι ορίζεται και η αντίστροφη ξ : ψ(D∞)→ D∞. Στον χώρο

γινόμενο Π (με την μετρική γινόμενο) θεωρούμε την σ-άλγεβρα γινόμενο P και

έστω η συνεχής προβολή ζk : Π → D1 × . . . × Dk με ζk(a) = (a1, . . . , ak). Η

κλάση Pf = {ζ−1
k (H) : k ∈ N, H ∈ D1× . . .×Dk} είναι convergence-determining

class, πράγμα που αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας ακριβώς τα ίδια επιχειρήματα

με εκείνα των παραδειγμάτων 2.4 και 2.6 : για δοσμένη μπάλα Bρ(a, ε) στον Π,

επιλέγουμε k ώστε
1
2k
< ε/2 και επιχειρηματολογούμε όπως στο παράδειγμα 2.4

για τα σύνολα Aη = {b ∈ Π : d◦i (ai, bi) < η, i ≤ k} για 0 < η < ε/2. ΄Επειτα,

όπως στο παράδειγμα 2.6 δείχνουμε λόγω συνέχειας ότι ∂(ζ−1
k (H)) = ζ−1

k (∂(H))
για όλα τα H ∈ D1 × . . . × Dk και συνεπώς για μέτρα πιθανότητας Qn, Q ∈ Π
ισχύει η συνεπαγωγή : Qn ◦ ζ−1

k ⇒ Q ◦ ζ−1
k , ∀k =⇒ Qn ⇒ Q.

Θα χρησιμοποιήσουμε άλλη μια απεικόνιση. Για γ ∈ Dk ορίζουμε ρk(γ) =
(a1, . . . , ak) να είναι το στοιχείο του D1 × . . . × Dk για το οποίο ισχύει ai(t) =
gi(t) · γ(t) στο [0, i] για όλα τα i = 1, . . . , k− 1 και ak(t) ≡ γ(t) στο [0, k] , και η
gi είναι όπως στον ορισμό 13.2.

Π
ζk−→ D1 × . . .×Dk, Dk

ρk−→ D1 × . . .×Dk
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Η απεικόνιση ρk είναι συνεχής : εαν γn
dk−→ γ (στον Dk ), τότε επειδή |gi(t)| ≤

1, ισχύει και gi ·γn
dk−→ gi ·γ σε όλον τον Dk και το ίδιο ισχύει και αν περιοριστούμε

στο διάστημα [0, i] για κάθε i ≤ k − 1 (επειδή η gi · γ είναι συνεχής στο i και

το Λήμμα 1 μπορεί να εφαρμοστεί ). ΄Αρα έχουμε σύγκλιση κατά συντεταγμένη,

δηλαδή σύγκλιση ρk(γn)→ ρk(γ) στον χώρο γινόμενο.

Εξ υποθέσεως, Pn ◦ ψ−1
k ⇒n P ◦ ψ−1

k για όλα τα k, οπότε το θεώρημα απει-

κόνισης μας δίνει ότι Pn ◦ ψ−1
k ◦ ρ

−1
k ⇒n P ◦ ψ−1

k ◦ ρ
−1
k (στον D1 × . . . ×Dk ).

Με πράξεις και λαμβάνοντας υπόψιν ότι gi(t) · x(k)(t) = x(i)(t) στο [0, i] για κάθε

i ≤ k − 1 (δες και σχέση 13.3), έπεται ότι ρk(ψk(x)) = ζk(ψ(x)), ∀x ∈ D∞,

δηλαδή ότι Pn ◦ ψ−1 ◦ ζ−1
k ⇒ P ◦ ψ−1 ◦ ζ−1

k για όλα τα k. Από τα όσα είπαμε

πριν για την κλάση Pf η οποία είναι convergence determining class προκύπτει

Pn ◦ ψ−1 ⇒ P ◦ ψ−1
(στον Π ).

Επεκτείνουμε την ισομετρία ξ σε μια απεικόνιση η που ορίζεται σε όλον τον

Π δίνοντάς της σταθερή τιμή (μέσα στον D∞ ) όταν το πρότυπο βρίσκεται εκτός

του κλειστού ψ(D∞). Τότε η η, όταν περιοριστεί στο ψ(D∞) είναι συνεχής και

επειδή P ◦ ψ−1(ψ(D∞)c) = 0 = Pn ◦ ψ−1(ψ(D∞)c), το παράδειγμα 2.9 μας δίνει

ότι Pn = Pn ◦ ψ−1 ◦ η−1 ⇒ P ◦ ψ−1η−1 = P (διότι η ◦ ψ = I ), όπως έπρεπε να

δειχθεί.

΄Οπως και στην περίπτωση τουD[0, 1], ορίζουμε TP = {t ≥ 0 : πt συνεχής P−
σχεδόν για κάθε x}. Το TP περιέχει το 0 και αν t > 0 ισχύει ότι t ∈ TP ⇐⇒
P (Jt) = 0, όπου φυσικά Jt = {x ∈ D∞ : x(t) 6= x(t−)}. Επίσης το συμπλήρω-

μα του TP είναι το πολύ αριθμήσιμο και άρα το TP είναι πυκνό στο [0,∞). Για

x ∈ D∞ έστω rt(x) ο περιορισμός της x στο [0, t]. Θα δείξουμε ότι η rt είναι

D∞\Dt-μετρήσιμη.
Χωρίζουμε το διάστημα [0, t] σε διαστήματα ίσου μήκους [ (i−1)t

k , itk ) και θε-

ωρούμε σαν rkt (x) να είναι το στοιχείο του Dt με σταθερή τιμή x( (i−1)t
k ) στο

[ (i−1)t
k , itk ) και τιμή x(t) στο t. Επειδή η προβολή π0, tk ,...,

k−1
k ,1 είναι D∞\Rk+1

-

μετρήσιμη, η απόδειξη του θεωρήματος 10.5 iii) μας δίνει ότι η rkt είναι D∞\Dt-
μετρήσιμη ( διότι με τον συμβολισμό του 10.5 είναι rkt = V ◦ π0, tk ,...,

k−1
k ,1) . Το

Λήμμα 3 της ενότητας 10 (με την προφανή επέκταση στον Dt ) μας δίνει ότι

dt(r
k
t (x), rt(x)) ≤ t

k ∨ w
′
t(x,

t
k )

k−→ 0 για κάθε x ∈ D∞, δηλαδή η rt είναι όριο

D∞\Dt-μετρήσιμων και άρα D∞\Dt-μετρήσιμη.

Θεώρημα 13.7 : Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει Pn ⇒ P
είναι να έχουμε Pn ◦ r−1

t ⇒ P ◦ r−1
t για κάθε t ∈ TP .

Απόδειξη : ΄Εστω t ∈ TP και ότι Pn ⇒ P . Διαλέγουμε m ∈ N με m > t + 1.
Αν d◦∞(xn, x)→ 0 τότε d◦m(xn, x)→ 0 και αν η x είναι συνεχής στο t, τότε από το

Λήμμα 1 ισχύει d◦t (xn, x) = d◦t (rt(xn), rt(x))→ 0. ΄Ετσι αν x ∈ Jct τότε η rt είναι
συνεχής στο x. Συμβολίζοντας με Drt να είναι το σύνολο σημείων ασυνέχειας της

rt έχουμε ότι Drt ⊆ Jt. ΄Αρα αν t ∈ TP , θα είναι P (Jt) = 0 άρα και P (Drt) = 0,
οπότε το θεώρημα απεικόνισης μας δίνει ότι Pn ◦ r−1

t ⇒ P ◦ r−1
t .
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Αντιστρόφως, αρκεί να δείξουμε (λόγω του Λήμματος 3) ότι Pn ◦ ψ−1
m ⇒

P ◦ ψ−1
m για όλα τα m. ΄Εστω λοιπόν m ∈ N και t ∈ TP με t > m. Ορίζουμε

τm : Dm → D∞ με

(τmx)(s) =

{
gm(s) · x(s) αν s ≤ t
0 αν s ≥ t

Επειδή |gm(s)| ≤ 1, χρησιμοποιώντας ίδιο επιχείρημα με αυτό στην απόδειξη του

Λήμματος 3 για την συνέχεια της ρk, δείχνουμε εύκολα ότι η τm είναι συνεχής.

Αφού ψm = τm◦rt, το θεώρημα απεικόνισης δίνει ότι Pn◦ψ−1
m = Pn◦r−1

t ◦τ−1
m ⇒

P ◦ r−1
t τ−1

m = P ◦ ψ−1
m .

Tightness

Εδώ αναφέρουμε το ανάλογο του θεωρήματος 11.2 χωρίς απόδειξη μιας και εί-

ναι τελείως πανομοιότυπη και βασίζεται στο θεώρημα 13.5 :

Θεώρημα 13.8 : Η ακολουθία {Pn} είναι tight αν και μόνο αν ισχύουν οι
εξής συνθήκες :

i) Για κάθε m

(13.17) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : ‖x‖m ≥ a] = 0

ii) Για κάθε m και για κάθε ε > 0

(13.18) lim
δ→0

lim sup
n

Pn[x : w′m(x, δ) ≥ ε] = 0

΄Εχουμε και ένα ανάλογο πόρισμα. ΄Εστω πρώτα :

(13.19) jm(x) = sup
t≤m
|x(t)− x(t−)|

Πόρισμα : Οποιαδήποτε από τις επόμενες δύο συνθήκες μπορεί να αντικαταστή-

σει την i) του θεωρήματος 13.8 :

i′) Για κάθε t που ανήκει σε ένα σύνολο T το οποίο είναι πυκνό στο [0,∞) να
ισχύει

(13.20) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : |x(t)| ≥ a] = 0

i′′) Η σχέση (13.20) να ισχύει για t = 0, και επίσης για κάθε m ∈ N να έχουμε

(13.21) lim
a→∞

lim sup
n

Pn[x : jm(x) ≥ a] = 0

Απόδειξη : Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι ii)+i′) και έστω m ∈ N. Λόγω της

σχέσης 13.9, διαλέγουμε σημεία ti ώστε 0 = t0 < t1 < . . . < tv = m με
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ti−ti−1 > δ για 1 ≤ i ≤ v−1 (ίσως όχι ενδεχομένως για i = v ) και wx[ti−1, ti) <
w′m(x, δ)+1 για όλα τα 1 ≤ i ≤ v . Λόγω πυκνότητας, διαλέγουμε από το σύνολο

T σημεία sj με 0 = s0 < s1 < . . . < sk = m και sj − sj−1 < δ για 1 ≤ j ≤ k.
΄Εστω τώρα m(x) = max0≤j≤k |x(sj)|. Ακριβώς όπως κάναμε στο πόρισμα μετά

το θεώρημα 11.2,, εαν tv − tv−1 > δ τότε ‖x‖m ≤ m(x) + w′m(x, δ) + 1, επειδή
αν t ∈ [0,m] τότε το t θα ανήκει σε κάποιο [ti−1, ti), το οποίο με τη σειρά του

περιέχει αναγκαστικά κάποιο από τα sj και άρα |x(t)| ≤ |x(t)−x(sjt)|+ |x(sjt)| ≤
wx[ti−1, ti) + m(x) ≤ m(x) + w′m(x, δ) + 1. Εαν tv − tv−1 < δ και αν επιπλέον

επιλέξουμε και το δ < 1 (ώστε tv−1 > m−1 ), τότε ‖x‖m−1 ≤ m(x)+w′m(x, δ)+1,
οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το ίδιο επιχείρημα με εκείνο του πορίσματος

μετά το θεώρημα 11.2 και να πάρουμε τη σχέση (13.17) απλά αντί γιαm θα έχουμε

το m− 1, πράγμα που φυσικά είναι το ίδιο.

Τώρα, αν υποθέσουμε τις ii)+i′′) πάλι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το επι-

χείρημα του παλιού πορίσματος απλά αντί για v · δ ≤ 1 έχουμε ότι (v − 1)δ ≤ m
δηλαδή v ≤ m

δ + 1.
Τέλος, το ότι η i) συνεπάγεται τις i′) και i′′) είναι άμεσο από το γεγονός ότι

[x : jm(x) ≥ a] ⊆ [x : 2‖x‖m ≥ a].

Το κριτήριο του Aldous

΄Εστω Xn
μια ακολουθία τυχαίων στοιχείων του D∞. Εδώ θα αναφέρουμε το

πολύ σημαντικό κριτήριο για tightness του Aldous το οποίο δίνει δύο ισοδύναμες

ικανές συνθήκες ώστε η Xn
να είναι tight. Θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα

13.8. Η συνθήκη (13.17) μεταφράζεται στην :

(13.22) lim
a→∞

lim sup
n

P[ω : ‖Xn(ω)‖m ≥ a] = 0

η οποία πρέπει να ισχύει για κάθεm ∈ N. Θα αναφέρουμε συνθήκες που περιέχουν

χρόνους διακοπής και συνεπάγονται τη σχέση (13.18).

΄Ενας χρόνος διακοπής για την Xn
είναι μια τυχαία μεταβλητή τ : Ω→ [0,∞]

τέτοια ώστε το ενδεχόμενο [τ ≤ t] να ανήκει στην σ-άλγεβρα σ[Xn
s : s ≤ t] για

όλα τα t ≥ 0 και για κάθε n ∈ N. Στις επόμενες αποδείξεις οι χρόνοι διακοπής

είναι διακριτοί, δηλαδή το σύνολο τιμών τους είναι πεπερασμένο. ΄Εχουμε λοιπόν

τις επόμενες δύο συνθήκες :

Α) ∀ε, η > 0 και ∀m ∈ N, ∃ δ0 > 0, n0 ∈ N ώστε αν δ ≤ δ0 και τ είναι έ-
νας διακριτός χρόνος διακοπής με τ ≤ m να ισχύει:

(13.23) sup
n≥n0

P[ω : |Xn
τ(ω)+δ(ω)−Xn

τ(ω)(ω)| ≥ ε] ≤ η

και

Β) ∀ε, η > 0 και ∀m ∈ N ∃ δ > 0, n0 ∈ N ώστε αν τ1, τ2 είναι δύο διακριτοί χρόνοι
διακοπής με τ1 ≤ τ2 ≤ m τότε:

(13.24) sup
n≥n0

P[ω : |Xn
τ2(ω)(ω)−Xn

τ1(ω)(ω)| ≥ ε
⋂

τ2(ω)− τ1(ω) ≤ δ] ≤ η
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Θεώρημα 13.9 : Οι συνθήκες Α) και Β) είναι ισοδύναμες.

Απόδειξη : Επειδή, για δ > 0, ο τ+δ είναι επίσης χρόνος διακοπής, βλέπουμε ότι

η Β) συνεπάγεται την Α). Η απόδειξη της αντίστροφης συνεπαγωγής εμπεριέχεται

στην απόδειξη του επόμενου:

Λήμμα : ΄Εστω X : Ω → D∞ και τ1, τ2 δύο φραγμένες τυχαίες μεταβλητές με
τ1 ≤ τ2 και ότι για κάθε θ ∈ [0, 2δ] ισχύει :

P[ω : |Xτi(ω)(ω)−Xτi(ω)+θ(ω)| ≥ ε] ≤ η, ∀i = 1, 2

Τότε

P[ω : |Xτ1(ω)(ω)−Xτ2(ω)(ω)| ≥ 2ε ∩ τ2(ω) < τ1(ω) + δ] ≤ 8η

Απόδειξη : ΄Εστω I = [0, 2δ], f μια οποιαδήποτε συνάρτηση με πεδίο ορισμού

το [0,∞) και 0 ≤ t1 ≤ t2 < t1 +δ. Ισχυριζόμαστε ότι αν |f(t1)−f(t2)| ≥ 2ε, τότε
κάποιο από τα δύο σύνολα {θ ∈ I : |f(ti) − f(ti + θ)| ≥ ε} έχει μέτρο Lebesgue
≥ δ/2.
Πράγματι, αν και τα δύο έχουν μέτρο Lebesgue < δ/2, τότε τα συμπληρωματικά

τους σύνολα στο I, ∆i = {θ ∈ I : |f(ti)−f(ti+θ)| < ε}, θα έχουν μέτρο > 3δ/2
το καθένα. Ωστόσο, επειδή τα σύνολα t1 + ∆1 και t2 + ∆2 περιέχονται στο σύ-

νολο [t1, t2 + 2δ] (το οποίο έχει μέτρο < 3δ) και επειδή λ(ti + ∆i) = λ(∆i) >
3δ/2, αυτά πρέπει να τέμνονται. ΄Ετσι υπάρχει ένα t′ με |f(t1) − f(t′)| < ε και

|f(t2)− f(t′)| < ε, δηλαδή |f(t1)− f(t2)| < 2ε, άτοπο.
Εφαρμόζουμε τώρα τον ισχυρισμό για τη συνάρτηση X(ω) και τους χρόνους

τ1(ω) ≤ τ2(ω) και έχουμε :

{ω : |Xτ1(ω)(ω)−Xτ2(ω)(ω)| ≥ 2ε ∩ τ1(ω) ≤ τ2(ω) < τ1(ω) + δ} ⊆ {ω : λ(θ ∈
I : |Xτ1(ω)(ω)−Xτ1(ω)+θ(ω)| ≥ ε) ≥ δ/2} ∪ {ω : λ(θ ∈ I :
|Xτ2(ω)(ω)−Xτ2(ω)+θ(ω)| ≥ ε) ≥ δ/2}

Αν συμβολίσουμε το πρώτο σύνολο με A0 και τα δύο σύνολα της ένωσης με A1

και A2 τότε έχουμε

P(A0) ≤ P(A1) + P(A2)

Θεωρούμε τον χώρο Ω × I και σε αυτόν τα σύνολα C1 = {(ω, θ) ∈ Ω × I :
|Xτ1(ω)(ω) − Xτ1(ω)+θ(ω)| ≥ ε} και C2 = {(ω, θ) ∈ Ω × I : |Xτ2(ω)(ω) −
Xτ2(ω)+θ(ω)| ≥ ε}. Τότε, Cωi = {θ ∈ I : (ω, θ) ∈ Ci} και Cθi = {ω ∈ Ω :
(ω, θ) ∈ Ci} για i = 1, 2. Από το θεώρημα του Fubini (δες και Βιβλιογραφία-20.-

σελ.119-121), τα σύνολα Cωi και Cθi είναι λ-μετρήσιμα και P-μετρήσιμα αντίστοιχα.

Επίσης η συνάρτηση λ(Cωi )(ως προς ω) είναι P-μετρήσιμη (για την ακρίβεια F-

μετρήσιμη) και η P(Cθi )(ως προς θ ) είναι λ-μετρήσιμη και το θεώρημα Fubini για
χαρακτηριστικές δίνει ∫

Ω

λ(Cωi )dP =

∫
I

P(Cθi )dλ
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΄Ολα αυτά, σε συνδυασμό με την ανισότητα του Chebyshev μας δίνουν ότι

P(A1) ≤ 2

δ
·
∫ 2δ

0

P{ω : |Xτ1(ω)(ω)−Xτ1(ω)+θ(ω)| ≥ ε} ≤ 2

δ
· 2δ · η = 4η

Ομοίως προκύπτει και ότι P(A2) ≤ 4η και τελικά P(A0) ≤ 8η.

Η απόδειξη του Λήμματος ολοκλήρωσε την απόδειξη του θεωρήματος 13.9.

Θεώρημα 13.10 (Κριτήριο Aldous) : Εαν ισχύει η σχέση (13.22) και η

συνθήκη Α) τότε η Xn
είναι tight.

Απόδειξη : Λόγω του θεωρήματος 13.8 είναι αρκετό να δείξουμε ότι για κά-

θε m ∈ N και για κάθε ε > 0 ισχύει η

(13.25) lim
δ→0

lim sup
n

P[ω : w′m(Xn(ω), δ) ≥ ε] = 0

΄Εστω λοιπόν m ∈ N και ε > 0 και η > 0. Θεωρούμε ∆k να είναι το σύνολο των

δυαδικών ρητών τάξης k μέχρι τον m, δηλαδή ∆k = { j
2k

: j = 0, 1, . . . ,m · 2k}.
Για δεδομένα κάθε φορά n, k ∈ N, ορίζουμε την αύξουσα ακολουθία τυχαίων

μεταβλητών τn,k0 , τn,k1 , . . . με τn,k0 (ω) ≡ 0 και

τn,ki (ω) = min{t ∈ ∆k : τn,ki−1(ω) < t ≤ m και |Xn
t (ω)−Xn

τn,ki−1(ω)
(ω)| ≥ ε}

και τn,ki (ω) = m, αν δεν υπάρχει τέτοιος t. Μπορούμε να δείξουμε απλά ότι οι τn,ki

είναι διακριτοί χρόνοι διακοπής και βλέπουμε ότι εξαρτώνται από τα ε,m, k, n, i.
Υποθέτουμε λοιπόν ότι ισχύει η συνθήκη Α) ή, ισοδύναμα, ότι ισχύει η Β). Για

τα δοσμένα ε, η,m διαλέγουμε δ′ > 0 και n0 ∈ N ώστε να ισχύει

P[ω : |Xn
τn,ki (ω)

(ω)−Xn
τn,ki−1(ω)

(ω)| ≥ ε ∩ τn,ki (ω)− τn,ki−1(ω) ≤ δ′] ≤ η

για κάθε n ≥ n0 και για κάθε i, k ∈ N. Από τον τρόπο ορισμού των τn,ki βλέπουμε

ότι ισχύει ο εγκλεισμός : [τn,ki < m] ⊆ [|Xn
τn,ki

−Xn
τn,ki−1

| ≥ ε]. ΄Ετσι, με βάση και

την προηγούμενη σχέση, έπεται

(13.26) P[τn,ki < m ∩ τn,ki − τn,ki−1 ≤ δ′] ≤ η, ∀i, k ∈ N, n ≥ n0.

Διαλέγουμε τώρα έναν ακέραιο q ώστε q · δ′ >> 2m. Ομοίως με πριν, θα υπάρχει

ένας δ > 0 και ένας ñ0 (για ευκολία τον ξανασυμβολίζουμε με n0 ) ώστε

(13.27) P[τn,ki < m ∩ τn,ki − τn,ki−1 ≤ δ] ≤ η/q, ∀i, k ∈ N, n ≥ n0.

Αλλά τότε θα ισχύει :

(13.28) P

(
q⋃
i=1

[τn,ki < m ∩ τn,ki − τn,ki−1 ≤ δ]

)
≤ η, ∀k ∈ N, n ≥ n0.
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Θεωρούμε τώρα το ενδεχόμενο C = [τn,kq < m](για σταθερά n, k κάθε φορά) και

έστω η σ(C). ΄Εστω επίσης IG να είναι η δείκτρια στο σύνολο G = [τn,ki − τn,ki−1 ≥
δ′]. Παρατηρούμε απλά ότι IG(ω) ≤ 1

δ′ · (τ
n,k
i (ω) − τn,ki−1(ω)) για όλα τα ω. Από

τις ιδιότητες της δεσμευμένης μέσης τιμής έπεται ότι

E[(τn,ki − τn,ki−1)|σ(C)] ≥ δ′ · E[IG|σ(C)] = δ′ · P[τn,ki − τn,ki−1 ≥ δ′|σ(C)].

Η τελευταία ποσότητα, λόγω της (13.27) και λόγω του ότι η ακολουθία τn,ki είναι

αύξουσα ως προς i, είναι μεγαλύτερη από δ′ · (1− η

P[τn,kq <m]
). Πάλι από ιδιότητες

της δεσμευμένης μέσης τιμής και επειδή τn,kq ≤ m παίρνουμε

m ≥ E[τn,kq |σ(C)] =

q∑
i=1

E[τn,ki − τn,ki−1|σ(C)] ≥ qδ′(1− η

P[τn,kq < m]
).

Αφού το q έχει επιλεγεί έτσι ώστε qδ′ ≥ 2m, παίρνουμε τελικά ότι P[τn,kq < m] ≤
2η. Οπότε λόγω και της (13.28) ισχύει :

(13.29) P

(
[τn,kq < m] ∪

q⋃
i=1

[τn,ki < m ∩ τn,ki − τn,ki−1 ≤ δ]

)
≤ 3η

∀k ∈ N, n ≥ n0.

΄Εστω τώρα An,k να είναι το συμπλήρωμα του συνόλου της (13.29), δηλαδή

An,k = [τn,kq = m] ∩
q⋂
i=1

[τn,ki = m ∪ τn,ki − τn,ki−1 > δ]. Για ω ∈ An,k θεωρούμε

vn,k(ω) να είναι ο πρώτος δείκτης εκ των 1, 2, . . . , q για τον οποίον τn,kj (ω) = m,

δηλαδή vn,k(ω) = min{j ∈ {1, 2, . . . , q} : τn,kj (ω) = m}. Σταθεροποιούμε τώρα

ένα ñ ≥ n0. Υπάρχουν σημεία tki (ω) (τα τ ñ,ki (ω) που πλέον εξαρτώνται μόνο από

το k ) ώστε 0 = tk0(ω) < . . . < tkvñ,k(ω)(ω) = m και tki (ω) − tki−1(ω) > δ για όλα

τα i = 1, 2 . . . , vñ,k(ω) − 1 (όχι κατ’ανάγκην βέβαια και για i = vñ,k(ω)). Τώρα

αν s, t ∈ ∆k και ταυτόχρονα ανήκουν και στο ίδιο διάστημα [tki−1(ω), tki (ω)), θα

ισχύει, από τον ορισμό των τn,ki , ότι |X ñ
t (ω) −X ñ

s (ω)| < 2ε. Επίσης, για Añ =
lim supk Añ,k, λόγω της (13.29), παίρνουμε ότι P(Añ) ≥ lim supk P(Añ,k) ≥ 1−
3η.
΄Εστω ω ∈ Añ. Αυτό σημαίνει ότι ω ανήκει σε άπειρα από τα σύνολα Añ,k,
δηλαδή υπάρχει άπειρο υποσύνολο των φυσικών, N0, ώστε ω ∈ Añ,j για j ∈ N0.

Επειδή πάντα vñ,j(ω) ≤ q (και για την ακρίβεια,για δεδομένα n, ω, η συνάρτηση

vn,k(ω) είναι αύξουσα ως προς k), μπορούμε να βρούμε ένα άπειρο υποσύνολο

N1 ⊆ N0, ώστε αν j ∈ N1 η συνάρτηση vñ,j(ω) να είναι σταθερή ως προς j,
δηλαδή αμετάβλητη πάνω στο σύνολο N1 (τα ω, ñ είναι σταθερά σε όλη αυτή την

διαδικασία). Επομένως, αν περιοριστούμε σε δείκτες k ∈ N1, τότε οι αριθμοί

0 = tk0(ω) < . . . < tkvñ,k(ω)(ω) = m είναι σταθεροί ως προς το πλήθος, διότι η

vñ,k(ω) = c =σταθερή στο N1. ΄Ετσι έχουμε c το πλήθος ακολουθίες αριθμών 0 =
tk0(ω) < . . . < tkc (ω) = m με το k να τρέχει στο N1. Από το διαγώνιο επιχείρημα
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του Cantor μπορούμε να επιλέξουμε μια υπακολουθία ή, ισοδύναμα, ένα άπειρο

υποσύνολο N2 ⊆ N1 ώστε tki (ω)
k→∞−−−−→
k∈N2

ti(ω), για όλα τα i = 1, . . . , c. ΄Επεται ότι

ti(ω) − ti−1(ω) ≥ δ για κάθε i = 1, . . . c − 1 και 0 = t0(ω) < . . . < tc(ω) = m.

Επίσης, λόγω δεξιάς συνέχειας, λόγω της πυκνότητας των δυαδικών ρητών στο R
και λόγω του ότι είπαμε πως |X ñ

t (ω)−X ñ
s (ω)| < 2ε για s, t ∈ ∆k∩[tki−1(ω), tki (ω)),

μπορούμε να συνάγουμε ότι |X ñ
t (ω)−X ñ

s (ω)| < 3ε, όταν οι s, t είναι οποιοιδήποτε
πραγματικοί αριθμοί (και όχι κατ’ανάγκην δυαδικοί ρητοί όπως πριν) που ανήκουν

στο ίδιο [ti−1(ω), ti(ω)).
Αποδείξαμε λοιπόν ότι Añ ⊆ [ω : w′m(X ñ(ω), δ) ≤ 3ε] και άρα 1− 3η ≤ P[ω :

w′m(X ñ(ω), δ) ≤ 3ε], για κάθε ñ ≥ n0. ΄Αρα lim supn P[w′m(Xn, δ) ≥ 3ε] ≤ 3η
όπως έπρεπε να δειχθεί.
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