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Πρόλογος

Η παρούσα μεταπτυχιακή εργασία μελετά πρόσφατα αποτελέσματα της Ανάλυ-

σης σε σχέση με ένα από τα διασημότερα προβλήματα της μαθηματικής οικονο-

μίας, το πρόβλημα της ισορροπίας.

Το 1951, ο John Nash απέδειξε την ύπαρξη ισορροπίας σε παίγνια μεικτής

στρατηγικής και το 1954, οι Arrow−Debreu απέδειξαν την ύπαρξη ισορροπίας

σε οικονομίες ανταλλαγής. Οι δύο αυτές αποδείξεις στις οποίες χρησιμοποι-

ήθηκαν το Θεώρημα Σταθερού Σημείου του Brower (1912) και το Θεώρημα

Σταθερού Σημείου του Kakutani (1941) για πλειότιμες απεικονίσεις, έδωσαν

ιδιαίτερη αίγλη αλλά είχαν και ιδιαίτερη ανάδραση τόσο στην Ανάλυση όσο και

στην Οικονομία. ΄Ετσι στην Ανάλυση, τα χρόνια που ακολούθησαν αναπτύχθη-

κε σημαντικά ο κλάδος των πλειότιμων απεικονίσεων αλλά και τα οικονομικά

θεμελειώθηκαν και μελετήθηκαν με τεχνικές ανάλυσης και αναπτύχθηκαν νέοι

κλάδοι όπως η Θεωρία Γενικής Ισορροπίας.

Το 1986, ο Mas−Colell απέδειξε την ύπαρξη ισορροπίας σε απειροδιάστα-

τες οικονομίες όπου ο χώρος αγαθών είναι Banach lattice. Το άρθρο αυτό

υπήρξε σημαντικός σταθμός της Θεωρίας Γενικής Ισορροπίας, επειδή επέκτεινε

τη θεωρία της ισορροπίας σε απειροδιάστατες οικονομίες και επίσης καθιέρωσε

τη θεωρία της διάταξης σαν ένα βασικό εργαλείο για τη μελέτη των οικονομι-

κών.

Η παρούσα διπλωματική αποτελεί συλλογή και μελέτη σχετικά πρόσφατων

μαθηματικών αποτελεσμάτων που μπορούν να χρησιμοποιηθούν στη μελέτη της

ισορροπίας σε απειροδιάστατες οικονομίες.

Πιο συγκεκριμένα, στο Κεφάλαιο 1, γίνεται μία εισαγωγή στους διατεταγ-

μένους γραμμικούς χώρους, όπου δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στη θεωρία της διά-

ταξης, αλλά και στις βάσεις κώνων, που στη θεωρία της ισορροπίας είναι τα

σύνολα προϋπολογισμού που αντιστοιχούν στα διάφορα διανύσματα τιμών. Η

θεωρία των βάσεων των κώνων είναι σημαντικό στοιχείο της γεωμετρίας των

κώνων και έχει πολλές εφαρμογές στη χρηματοοικονομική θεωρία.

Το Κεφάλαιο 2 είναι αφιερωμένο στη θεωρία των ανακλαστικών κώνων.

Οι ανακλαστικοί κώνοι είναι μία νέα και πολύ πλούσια σε ιδιότητες οικογένεια

κώνων που μελετούνται στην [23] από τους E. Casini, E. Miglierina, I.A.
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Polyrakis και F. Xanthos. Ειδικότερα, ένας κώνος P χώρου Banach X είναι

ανακλαστικός αν το σύνολο U+
X = UX ∩P είναι ασθενώς συμπαγές. Ο ορισμός

και η μελέτη αυτών των κώνων ξεκίνησε στο άρθρο [56] του Ι. Πολυράκη όπου

αποδεικνύονται ιδιότητες αυτής της κατηγορίας κώνων και μελετάται η συνάρ-

τηση ζήτησης. Στο κεφάλαιο αυτό, μελετώνται οι βάσεις ανακλαστικών κώνων

και το θεώρημα διχοτομίας του Ι. Πολυράκη. Στη συνέχεια, αποδεικνύονται

χαρακτηρισμοί των ανακλαστικών κώνων. Αποδεικνύεται ότι ένας κώνος P
είναι ανακλαστικός αν και μόνο αν ο P συμπίπτει με τον δεύτερο δυϊκό του και

ότι ο P είναι ανακλαστικός αν και μόνο αν ο P δεν περιέχει τον θετικό κώνο l+1
του l1. Για το σκοπό αυτό στο κεφάλαιο 2 παραθέτουμε χαρακτηρισμούς του

θετικού κώνου l+1 του l1. Το κεφάλαιο κλείνει με τον ορισμό και την μελέτη

μίας υποκλάσης των ανακλαστικών κώνων, τους οποίους ονομάζουμε ισχυρά

ανακλαστικούς κώνους.

Το Κεφάλαιο 3 ξεκινά με μία εισαγωγή στις πεπερασμένες οικονομίες και

συνεχίζει με την μελέτη των απειροδιάστατων οικονομιών, όπου εφαρμόζεται η

θεωρία που αναπτύχθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Πιο συγκεκριμένα, στις οικονομίες πεπερασμένης διάστασης, όπως αυτή

στο μοντέλο των Arrow − Debreu, τα σύνολα προϋπολογισμού είναι συμπα-

γή, επομένως οι σχέσεις προτίμησης των καταναλωτών, που είναι συνεχείς,

μεγιστοποιούνται στα σύνολα προϋπολογισμού. ΄Ετσι ορίζεται η συνάρτηση

ζήτησης, ή γενικότερα η αντιστοιχία ζήτησης, των καταναλωτών και αυτή είναι

μια σημαντική ιδιότητα της οικονομίας. Η απόδειξη της ισορροπίας βασίζεται

σε αυτή την ιδιότητα, δηλαδή στην ύπαρξη της συνάρτησης ζήτησης.

Αντίθετα, στις απειροδιάστατες οικονομίες τα σύνολα προϋπολογισμού δεν

είναι πλέον συμπαγή, οπότε δεν εξασφαλίζεται η μεγιστοποίηση των σχέσεων

προτίμησης, επομένως δεν ορίζεται συνάρτηση (αντιστοιχία) ζήτησης και αυτό

είναι ένα χαρακτηριστικό μειονέκτημα των απειροδιάστατων οικονομιών. Στην

περίπτωση που ο κώνος P είναι ανακλαστικός με φραγμένη βάση, η απάντηση

στο πρόβλημα αυτό είναι θετική και δόθηκε στην [56] από τον Ι. Πολυράκη.

Κλείνουμε το κεφάλαιο 3 με την παρουσίαση και μελέτη της απόδειξης αυτής.

Θα ήθελα να ευχαριστήσω από καρδιάς τον Καθηγητή της Σχολής Εφαρ-

μοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών, κ. Ιωάννη Πολυράκη, που

ήταν ο επιβλέπων της παρούσας μεταπτυχιακής εργασίας, τόσο για την βοήθειά

του σε επιστημονικό επίπεδο, όσο και για το θετικό κλίμα συνεργασίας που

υπήρξε καθ΄ όλη τη διάρκεια διεκπεραίωσης της εργασίας.

Επίσης, θα ήθελα να ευχαριστήσω τα μέλη της τριμελούς εξεταστικής ε-

πιτροπής, Καθηγητές κ. Σωτήρη Καρανάσιο και κ. Παναγιώτη Ψαρράκο, και

γενικότερα τους καθηγητές του Τομέα Μαθηματικών του Ε.Μ.Π. για τις γνώ-

σεις που μου προσέφεραν κατά τη διάρκεια των προπτυχιακών, αλλά και των

μεταπτυχιακών μου σπουδών, αλλά και για το πνεύμα συνεργασίας που υπήρξε

όλα αυτά τα χρόνια.
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Κεφάλαιο 1

Διατεταγμένοι γραμμικοί

χώροι

1.1 Βασικές έννοιες και διάταξη

Ορισμός 1.1.1. Πραγματικός διανυσvματικός (ή γραμμικός) χώρος ονομάζε-

ται μία τριάδα (X , + , ∗ ), όπουX είναι ένα μη κενό σvύνολο, + : X ×X → X
μία εσvωτερική πράξη (πρόσvθεσvη) και ∗ : R × X → X μία εξωτερική πράξη
(βαθμωτό γινόμενο) που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ( x + y ) + z = x + ( y + z ), για κάθε x , y , z ∈ X.

(ii) x + y = y + x, για κάθε x , y ∈ X.

(iii) Υπάρχει ένα σvτοιχείο 0 του X, που ονομάζεται μηδενικό σvτοιχείο, ώσvτε
x + 0 = 0 + x = x, για κάθε x ∈ X.

(iv) Για κάθε x ∈ X υπάρχει ένα σvτοιχείο −x του X, που ονομάζεται
αντίθετο του x, ώσvτε x + (−x ) = (−x ) + x = 0.

(v) λ (x + y ) = λx + λ y, για κάθε x , y ∈ X και λ∈ R.

(vi) ( λ+μ ) x = λx + μx, για κάθε x ∈ X και λ,μ∈ R (όπου σvτο πρώτο
μέλος το σvύμβολο + εκφράζει τη σvυνήθη πρόσvθεσvη των πραγματικών αριθμών,

ενώ σvτο δεύτερο μέλος το σvύμβολο + εκφράζει την πρόσvθεσvη σvτο διανυσvματικό

χώρο X).

(vii) λ (μx )= ( λμ )x, για κάθε x ∈ X και λ,μ∈ R (όπου σvτο δεύτερο
μέλος το λμ είναι το σvύνηθες γινόμενο των πραγματικών αριθμών λ και μ).

(viii) 1 x = x, για κάθε x ∈ X.

9
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Τα σvτοιχεία ενός διανυσvματικού χώρου ονομάζονται και διανύσvματα.

Παρακάτω, χάριν σvυντομίας, αντί να λέμε ”ο διανυσvματικός χώρος (X , + , ∗ ) ”,
θα λέμε ”ο διανυσvματικός χώρος X”.

Αν σvτον παραπάνω ορισvμό αντικατασvτήσvουμε το σvώμα R των πραγματικών

αριθμών με το σvώμα C των μιγαδικών αριθμών έχουμε την έννοια του μιγαδικού

διανυσvματικού χώρου.

Ορισμός 1.1.2. ΄Εσvτω X γραμμικός χώρος. Μία διμελής σvχέσvη ≤ σvτον
X ονομάζεται μερική διάταξη σvτον X, αν για κάθε x , y , z ∈ X ισvχύουν οι
παρακάτω ιδιότητες:

(1) x ≤ x
(αυτοπαθής ιδιότητα)

(2) Αν x ≤ y και y ≤ x, τότε σvυνεπάγεται ότι x = y
(αντισvυμμετρική ιδιότητα)

(3) Αν x ≤ y και y ≤ z, τότε ισvχύει ότι x ≤ z
(μεταβατική ιδιότητα)

(4) Αν x ≤ y, τότε σvυνεπάγεται ότι x + z ≤ y + z και λx ≤ λ y, ∀
λ∈ R+.

(σvυμβατότητα με τη γραμμική δομή του χώρου)

Τότε, ο X, ή ακριβέσvτερα το ζευγάρι (X , ≤ ) ονομάζεται (μερικά) διατε-

ταγμένος γραμμικός χώρος (partially ordered linear space).

Είναι γνωσvτή η έννοια της μερικής διάταξης σvε ένα μη κενό σvύνολο Χ, ως

η διμελής σvχέσvη ≤ σvτον Χ, η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες (1)-(3), δηλαδή

την αυτοπαθή, την αντισvυμμετρική, και την μεταβατική ιδιότητα. Επειδή, σvτην

προκειμένη περίπτωσvη, δεν έχουμε απλώς ένα μη κενό σvύνολο Χ, αλλά έχουμε

έναν γραμμικό χώρο, η μερική διάταξη οφείλει να είναι σvυμβατή με την γραμμική

δομή του χώρου, δηλαδή να ικανοποιεί επιπροσvθέτως και την ιδιότητα (4), και

ονομάζεται μερική γραμμική διάταξη.

Αν Χ είναι διατεταγμένος γραμμικός χώρος, το σvύνολο των σvτοιχείων του

που είναι μεγαλύτερα ή ίσvα του μηδενός ονομάζεται θετικός κώνος του Χ και

σvυμβολίζεται με X+. Δηλαδή,

X+ = {x ∈ X , x ≥ 0 }

Ο θετικός κώνος του Χ ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

(1) X+ + X+ ⊆ X+

(δηλαδή, αθροίσvματα σvτοιχείων του X+ ανήκουν σvτον X+)

(2) λx ∈ X+, για κάθε x ∈ X+ , και για κάθε λ∈R+

(δηλαδή, τα θετικά πολλαπλάσvια σvτοιχείων του X+ ανήκουν σvτον X+)
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(3) X+ ∩ {−X+ } = {0}
(Πράγματι, αν υποθέσvουμε ότι ∃x ∈ X+ τέτοιο ώσvτε x ∈ X+ ∩ {−X+ }

τότε, επειδή x ∈ X+ ⇒ x ≥ 0 (∗) και επειδή x ∈ −X+ ⇒ x ≤ 0 (∗∗).
Επομένως, από (*),(**) και λαμβάνοντας υπόψιν ότι ισvχύει η αντισvυμμετρική

ιδιότητα, έπεται ότι x = 0.)

Από τις ιδιότητες (1) και (2), διαπισvτώνουμε ότι ο θετικός κώνος X+ είναι

κυρτό σvύνολο. Γενικότερα, κάθε μη κενό υποσvύνολο του Χ που ικανοποιεί

τις ιδιότητες (1) και (2) ονομάζεται κώνος (wedge) και όπως παρατηρούμε,

κάθε κώνος είναι κυρτό σvύνολο. Επίσvης, αν W είναι ένας κώνος του Χ, τότε

το σvύνολο W ∩ {−W } είναι ένας διανυσvματικός υπόχωρος του Χ. ΄Οταν ο

διανυσvματικός αυτός υπόχωρος είναι ο τετριμμένος (δηλαδή, ισvχύει η ιδιότητα

(3) ), τότε ο κώνος ονομάζεται οξύς κώνος (cone).

Ο οξύς κώνος είναι ένα πολύ σvημαντικό υποσvύνολο ενός διανυσvματικού

χώρου, επειδή μπορεί να ορίσvει σvχέσvη μερικής γραμμικής διάταξης σvτο χώρο.

Πράγματι, αν P ⊆ X είναι ένας οξύς κώνος του Χ (όπου Χ γραμμικός χώρος),

τότε ορίζεται μία σvχέσvη μερικής γραμμικής διάταξης ≤ σvτον Χ, που ορίζεται

ως εξής:

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ P

Πράγματι, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η σvχέσvη ≤ ικανοποιεί τις ιδιότητες

(1),(2),(3) και (4) του ορισvμού της μερικής γραμμικής διάταξης. Επίσvης, σvτην

περίπτωσvη που ο Χ εφοδιασvθεί με αυτήν την σvχέσvη γραμμικής διάταξης, τότε ο

θετικός του κώνος είναι ο Ρ, δηλαδή P ≡ X+ = {x ∈ X , x ≥ 0} και ο Χ

λέμε ότι είναι γραμμικός χώρος διατεταγμένος από τον κώνο Ρ, και αυτό που

εννοούμε είναι ότι η διάταξη είναι εκείνη που επάγεται από τον κώνο Ρ, δηλαδή

ορίζεται με τον παραπάνω τρόπο που περιγράψαμε.

Θεώρημα 1.1.1. Αν Ρ κώνος του Χ, τότε το σvύνολο P − P είναι ο γραμμικός
χώρος που παράγεται από τον Ρ.

Απόδειξη. Πράγματι, έσvτω x διάνυσvμα που ανήκει σvτον διανυσvματικό υπόχωρο

που παράγεται από τον Ρ. Επομένως, το x θα γράφεται ως γραμμικός σvυνδυα-

σvμός σvτοιχείων του Ρ, δηλαδή θα υπάρχουν διανύσvματα x1 , x2 , ... , xn ∈ P
και πραγματικοί αριθμοί a1 , a2 , ... , an ∈ R, τέτοιοι ώσvτε x =

∑n
i=1 ai xi . Οι

αριθμοί { ai }ni=1 είναι πραγματικοί, και μπορεί να είναι είτε θετικοί ή αρνητικοί.

Αν τώρα ‘διαχωρίσvουμε’ τους δείκτες { i | i = 1 , 2 , ... , n } σvε δύο σvύνολα:

I1 = { i : ai ≥ 0 } (οι δείκτες εκείνοι για τους οποίους το αντίσvτοιχο ai είναι



12 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΔΙΑΤΕΤΑΓΜ�ΕΝΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Χ�ΩΡΟΙ

μη-αρνητικό), και I2 = { i : ai < 0 }(οι δείκτες εκείνοι για τους οποίους το

αντίσvτοιχο ai είναι αρνητικό), τότε έχουμε ότι:

x =
n∑
i=1

ai xi =
∑
i∈I1

ai xi −
∑
i∈I2

(− ai ) xi ∈ P − P.

Επομένως, δείξαμε ότι ο διανυσvματικός υπόχωρος που παράγεται απο τον

Ρ είναι ο P − P .

Πολύ σvημαντική είναι η έννοια του παράγων κώνου.

΄Ενας κώνος Ρ ενός διανυσvματικού χώρου Χ ονομάζεται παράγων (generating)
αν X = P − P , δηλαδή ο διανυσvματικός υπόχωρος που παράγεται από τον Ρ

σvυμπίπτει με τον Χ.

΄Ενας κώνος Ρ ενός διανυσvματικού χώρου Χ είναι παράγων (generating),
αν κυριαρχεί (majorizes) σvτο χώρο Χ, δηλαδή, για κάθε x ∈ X, υπάρχει

κάποιο y ∈ P , που να ικανοποιεί το ότι y ≥P x, όπου με ≥P εννοούμε την

διάταξη που επάγεται από τον κώνο Ρ.

Υπάρχουν κάποιες πολύ θεμελιώδεις έννοιες, και μερικά χρήσvιμα σvύνολα

που σvυνδέονται με έναν διατεταγμένο διανυσvματικό χώρο, και αναπτύσvσvονται

αμέσvως παρακάτω.

΄Εσvτω x και y δύο διανύσvματα ενός διατεταγμένου διανυσvματικού χώρου

Χ, που ικανοποιούν τη σvχέσvη x ≤ y. Τότε, το διατεταγμένο διάσvτημα , που

σvυμβολίζεται με [x , y ] , είναι το σvύνολο που ορίζεται ως εξής:

[x , y ] = { z ∈ X : x ≤ z ≤ y }

Αν δεν ισvχύει ότι x ≤ y, τότε ορίζουμε [x , y ] = Ø, έτσvι ώσvτε το δια-

τεταγμένο διάσvτημα να ορίζεται για όλα τα διανύσvματα x και y του χώρου Χ.

Επίσης, παρατηρούμε ότι κάθε διατεταγμένο διάσvτημα είναι κυρτό σvύνολο.

΄Ενα υποσvύνολο Α ενός διατεταγμένου διανυσvματικού χώρου Χ ονομάζεται

διατακτικά κυρτό (full ή order − convex set) αν για κάθε x , y ∈ A έχουμε

ότι [x , y ] ⊆ A. (Δηλαδή, για κάθε δύο σvτοιχεία του Α, το διατεταγμένο

διάσvτημά τους βρίσvκεται μέσvα σvτο Α).

Το γεγονός ότι η τομή μίας οικογένειας διατακτικά κυρτών σvυνόλων είναι

διατακτικά κυρτό σvύνολο, μας οδηγεί σvτον παρακάτω ορισvμό της διατακτικά

κυρτής θήκης (full hull) ενός υποσvυνόλου του διατεταγμένου γραμμικού χώ-

ρου Χ.

΄Εσvτω Χ διατεταγμένος γραμμικός χώρος, και έσvτω Β υποσvύνολο του Χ. Η

τομή όλων των διατακτικά κυρτών υποσvυνόλων του Χ που περιέχουν το Β είναι
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διατακτικά κυρτό και ονομάζεται κυρτό περίβλημα ή αλλιώς κυρτή θήκη του Β,

και σvυμβολίζεται με [B]. Η διατακτικά κυρτή θήκη του Β δίνεται από την εξής

σvχέσvη:

[B] = (B + L+ ) ∩ (B − L+ ) = ∪x , y ∈B [x , y ]

Πράγματι, από τον ορισvμό της διατακτικά κυρτής θήκης του Β, είναι προ-

φανές ότι ισvούται με την ένωσvη όλων των διατεταγμένων διασvτημάτων [x , y ]
με x , y ∈ B. Θα το αποδείξουμε. Πράγματι, έσvτω D = ∪x , y ∈B

x≤ y
[x , y ]. Θα

δείξουμε ότι D = [B]. Το D είναι διατακτικά κυρτό σvύνολο. Πράγματι, αν

x , y ∈ D, τότε θα δείξουμε ότι [x , y ] ⊆ D. Επειδή το x ∈ D έπεται ότι

∃ x1 , y1 ∈ B με x1 ≤ y1, τέτοια ώσvτε x1 ≤ x ≤ y1. Επίσvης, επειδή y ∈ D
έπεται ότι ∃ x2 , y2 ∈ B με x2 ≤ y2, τέτοια ώσvτε x2 ≤ y ≤ y2 . ΄Αρα, αν

z ∈ [x , y ], τότε x1 ≤ x ≤ z ≤ y ≤ y2 και προφανώς x1 , y2 ∈ B, άρα

z ∈ [x1 , y2 ]. Επομένως, βρήκαμε ένα διατεταγμένο διάσvτημα με άκρα που να

ανήκουν σvτο Β, το οποίο να περιέχει το z. ΄Αρα, z ∈ D. Επομένως, δείξαμε

ότι ∀ z ∈ [x , y ] ⇒ z ∈ D, άρα [x , y ] ⊆ D, δηλαδή το D είναι διατακτικά

κυρτό. Επίσvης, το D περιέχει το Β.

΄Αρα, το D (επειδή είναι διατακτικά κυρτό και περιέχει το Β) θα περιέχει τη

διατακτικά κυρτή θήκη του Β, δηλαδή [B ] ⊆ D (*).

΄Εσvτω τώρα ένα z ∈ D. Τότε, επειδή D = ∪x , y ∈B
x≤ y

[x , y ], θα υπάρχουν

x , y ∈ B : x ≤ z ≤ y. ΄Αρα, z ∈ [x , y ] ⊆ [B]. Επομένως, δείξαμε ότι

για κάθε z ∈ D, έπεται ότι z ∈ [B] . Επομένως, D ⊆ [B] (**).

Από (*) και (**), έπεται ότι [B] = ∪x , y ∈B [x , y ].

Η διατακτικά κυρτή θήκη ενός κυρτού σvυνόλου είναι κυρτό σvύνολο. Επί-

σvης, η διατακτικά κυρτή θήκη ενός ισvορροπημένου σvυνόλου είναι ισvορροπημένο

σvύνολο. (Να υπενθυμίσvουμε ότι ένα υποσvύνολο S ενός διανυσvματικού χώρου

ονομάζεται ισvορροπημένο (circled ή balanced) όταν για κάθε x ∈ S και για

κάθε λ∈R με | λ| ≤ 1 ισvχύει ότι λx ∈ S )

Υποθέτουμε τώρα ότι X είναι χώρος Banach. Με X∗ συμβολίζουμε τον

norm δυϊκό του X, και με BX την κλειστή μοναδιαία μπάλα του X, δηλαδή

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} Για κάθε A ⊆ X, συμβολίζουμε με A το κλειστό

περίβλημα του A, με int(A) το εσωτερικό του A, με co(A) την κυρτή θήκη

του A και με co(A) την κλειστή κυρτή θήκη του A. Επίσης, συμβολίζουμε

με cone(A) (και αντίστοιχα cone(A)) τον μικρότερο κώνο (αντιστοίχως τον

μικρότερο κλειστό κώνο) που περιέχει το A.

Αν το σύνολο A είναι κυρτό, έχουμε ότι:

cone(A) = {λα : α ∈ A, λ ≥ 0}
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Αν το σύνολο A είναι κλειστό και φραγμένο, τότε το cone(A) είναι κλειστό.

Υποθέτουμε ότι P είναι κώνος του X. Ο κώνος P δίδει ανοικτή διάσπαση

του X, αν υπάρχει ρ > 0 τέτοιο ώστε ρBX ⊆ B+
X −B

+
X , όπου B+

X = BX ∩ P .

Σε χώρους Banach, κάθε κλειστός και παράγων κώνος δίδει ανοικτή διά-

σπαση.

Ο κώνος P είναι normal, αν υπάρχει c ∈ R τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X,

0 ≤ x ≤ y να έπεται ότι ‖x‖ ≤ c‖y‖.

Υπενθυμίζουμε ότι ένα γραμμικό συναρτησιακό f του X είναι θετικό (στον

P ), αν f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ P και αυστηρά θετικό (στον P ), αν f(x) > 0
για κάθε x ∈ P, x 6= 0. Το σύνολο που αποτελείται από τα συνεχή θετικά

συναρτησιακά στον κώνο P είναι κώνος και ονομάζεται δυϊκός (dual ή polar)
κώνος του P , και συμβολίζεται

P o = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) ≥ 0 , για κάθεx ∈ P}

Αν υπάρχει κάποιο αυστηρά θετικό γραμμικό συναρτησιακό, τότε ο κώνος

P είναι οξύς.

Πράγματι, υποθέτουμε ότι f : X → R είναι αυστηρά θετικό γραμμικό

συναρτησιακό του X. Θα δείξουμε ότι ο κώνος P του χώρου X είναι οξύς,

δηλαδή εξ΄ ορισμού ότι P ∩ (−P ) = {0}. ΄Εστω ότι υπάρχει x ∈ P ∩ (−P ) με

x 6= 0. Επειδή x ∈ P και x 6= 0 έπεται ότι f(x) > 0 (1) . Ταυτόχρονα όμως,

επειδή −x ∈ P και −x 6= 0, έπεται ότι f(−x) > 0, δηλαδή ότι f(x) < 0, άτοπο
από την σχέση (1).

΄Εστω Y και Z χώροι με νόρμα. Ο κώνος P ⊆ U είναι ισομορφικός με τον

κώνο K ⊆ Z αν υπάρχει μία προσθετική, θετικά ομογενής και 1-1 απεικόνιση T
από τον P επί του K, τέτοια ώστε η T και η T−1 να είναι συνεχείς ως προς τις

επαγόμενες τοπολογίες. Τότε, η απεικόνιση T ονομάζεται ισομορφισμός του P
επί του K και λέμε ότι ο P είναι εμφυτεύσιμος στον χώρο Z.

΄Εσvτω X γραμμικός χώρος. Το σvτοιχείο e ∈ X+ ονομάζεται διατακτική

μονάδα (order unit) του X, αν για κάθε x ∈ X, υπάρχει πραγματικός αριθμός

a > 0, ώσvτε x ∈ [−ae , ae ].

Πρόταση 1.1.2. Αν ο X έχει διατακτική μονάδα, τότε ο θετικός κώνος X+

του X παράγει τον X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω ότι ο X έχει διατακτική μονάδα και έσvτω x ∈ X. Τότε,

∃ e ∈ X+, ώσvτε για το x ∈ X, υπάρχει πραγματικός αριθμός a > 0, ώσvτε
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x ∈ [−ae , ae ]. Δηλαδή, − ae ≤ x ≤ ae. ΄Αρα, ae − x ≥ 0. Αποδείξαμε

ότι x = ae − ( ae − x ) και ae ≥ 0 , ae − x ≥ 0, δηλαδή το τυχόν x ∈ X
γράφεται ως διαφορά δύο σvτοιχείων του X+. Επομένως, ο X+ παράγει τον

X.

Εν σvυνεχεία, θα αποδείξουμε ότι η διατακτική μονάδα ενός διατεταγμένου

χώρου Banach ταυτίζεται με εσvωτερικό σvημείο του θετικού του κώνου.

Πρόταση 1.1.3. Αν X είναι χώρος Banach διατεταγμένος από τον κλεισvτό
κώνο P και x0 ∈ P , οι παρακάτω προτάσvεις είναι ισvοδύναμες:

(i) το x0 είναι διατακτική μονάδα του X,

(ii) το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P .

Απόδειξη. (i) ⇒(ii)

Υποθέτουμε ότι το x0 είναι διατακτική μονάδα του X, δηλαδή ∀x ∈ X,

∃ a > 0 : x ∈ [−ax0 , ax0 ]. Τότε, X = ∪
n∈N

[−nx0 , nx0 ]. Επειδή ο κώ-

νος P είναι κλεισvτός, έπεται ότι τα διατεταγμένα διασvτήματα [−nx0 , nx0 ] είναι
κλεισvτά. Επομένως, ο X γράφεται ως αριθμήσvιμη ένωσvη κλεισvτών υποσvυνόλων

του, και επειδή ο X είναι χώρος Banach, και άρα πλήρης, ισvχύει το θεώρημα

Baire. Από το θεώρημα Baire, θα υπάρχει τουλάχισvτον ένα σvύνολο από την

οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων {[−nx0 , nx0 ]}n∈N που να έχει μη κενό εσvω-

τερικό. Δηλαδή, ∃n0 ∈ N, ώσvτε το σvύνολο [−n0x0 , n0x0 ] να έχει εσvωτερικά

σvημεία. Από αυτό έπεται ότι και το σvύνολο [−x0 , x0 ] έχει εσvωτερικά σvημεί-

α. ΄Εσvτω z ∈ int ( [−x0 , x0 ] ) .Τότε, υπάρχει ρ>0, ώσvτε z + B ( 0 , ρ ) ⊆
[−x0 , x0 ] . Θα αποδείξουμε ότι x0 + B

(
0 , ρ

2

)
⊆ P , και επομένως το x0 θα

είναι εσvωτερικό σvημείο του P , αφού θα έχω βρει μια μπάλα με κέντρο το x0 που

να ανήκει σvτον P . Επειδή, z + B ( 0 , ρ ) ⊆ [−x0 , x0 ], έχουμε ότι για κάθε

x ∈ B ( 0 , ρ ) ισvχύει ότι −x0 ≤ z + x ≤ x0, άρα −x0 − z ≤ x ≤ x0 − z.
΄Ομως −x0 ≤ x ≤ x0, αφού x0 ∈ int ( [−x0 , x0 ] ) ⊆ [−x0 , x0 ], και άρα

−2x0 ≤ x ≤ 2x0. Από τη σvχέσvη αυτή έχουμε ότι B
(

0 , ρ
2

)
⊆ [−x0 , x0 ],

επομένως x0 + B
(

0 , ρ
2

)
⊆ [ 0 , 2x0 ] ⊆ P (επειδή x0 ∈ P , 0 ∈ P και P

κώνος) . ΄Αρα, για το x0 υπάρχει μία μπάλα του χώρου, η B
(
x0 ,

ρ

2

)
η οποία

περιέχεται σvτον κώνο P . Επομένως, , το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P .

(ii) ⇒(i)

Υποθέτουμε ότι το x0 είναι εσvωτερικό σvημείο του P . Επομένως, x0 +
B ( 0 , ρ ) ⊆ P , για κάποιο ρ. Δηλαδή υπάρχει μία μπάλα γύρω από το x0 που

να περιέχεται σvτον κώνο P . Θα δείξουμε καταρχάς ότι B ( 0 , ρ ) ⊆ [−x0 , x0 ].
Πράγματι, αν z ∈ B ( 0 , ρ ), τότε x0 + z ∈ P (επειδή x0 + B ( 0 , ρ ) ⊆
P ), άρα z ≥ −x0. Επίσvης, x0 − z ∈ P , άρα z ≤ x0. Επομένως, z ∈
[−x0 , x0 ] και το z είναι τυχαίο σvτοιχείο της μπάλαςB ( 0 , ρ ), άραB ( 0 , ρ ) ⊆
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[−x0 , x0 ], και αποδείχτηκε το ζητούμενο. ΄Εσvτω τώρα x ∈ X. Αρκεί να

δειξουμε ότι ∃n0 ∈ N, ώσvτε x ∈ [−n0x0 , n0x0 ]. ΄Εσvτω n ∈ N τέτοιος

ώσvτε n > ‖ x ‖ (ο φυσvικός n υπάρχει γιατί αν υποθέσvουμε το αντίθετο, τότε

προκύπτει ότι ∀n ∈ N, n ≤‖ x ‖, δηλαδή ο πραγματικός αριθμός ‖ x ‖είναι
άνω φράγμα του σvυνόλου των φυσvικών αριθμών N, άτοπο, επειδή το N δεν είναι

άνω φραγμένο). Τότε, η ποσvότητα
x
n
έχει νόρμα ‖ x

n
‖= ‖x‖

‖n‖ = ‖x‖
n

< 1, άρα

ρ
x
n
∈ B ( 0 , ρ ) (πράγματι, ‖ ρ

x
n
− 0 ‖= ‖ ρ

x
n
‖< ρ), επομένως −x0 ≤ ρ

x
n
≤

x0, άρα x ∈ [−n0x0 , n0x0 ], όπου n0 >
n
ρ
. Επομένως, το x0 είναι διατακτική

μονάδα του X.

Παράδειγμα 1.1.1. Μπορούμε να αποδείξουμε εύκολα ότι:

• Η σταθερή ακολουθία 1 = ( 1 , 1 , 1 , ... , 1 , ... ) είναι διατακτική μονάδα
του l∞.

• Η σταθερή συνάρτηση 1(t) = 1,∀t ∈ [0, 1], είναι διατακτική μονάδα του
C[0, 1].

• Ο χώρος c0 δεν έχει διατακτική μονάδα ή ισοδύναμα δεν έχει εσωτερικά
σημεία. Πραγματικά, για τον τελευταίο ισχυρισμό, θα δείξουμε ότι το

τυχόν στοιχείο x ∈ c+0 δεν είναι εσωτερικό σημείο του c+0 .
΄Εσvτω x ∈ c+0 . Παρατηρούμε ότι η μπάλα με κέντρο το x και ακτίνα
κάποιο ρ>0 είναι η εξής:

B (x , ρ ) = { y ∈ c0 | ‖ x− y ‖< ρ ⇔| x ( i ) − y ( i ) |< ρ ,∀ i

⇔ x ( i ) − ρ≤ y ( i ) ≤ x ( i ) + ρ ,∀ i}

Επειδή η ακολουθία x είναι ακολουθία που τείνει σvτο μηδέν, έπεται ότι
0 ≤ x ( i ) ≤ ρ

4
, ∀ i ≥ n0 (όπου υπενθυμίζουμε ότι ο δείκτης n0 είναι ο

δείκτης εκείνος από τον οποίον και μετά οι όροι της ακολουθίας βρίσvκονται

σvε μία περιοχή του μηδενός). Ορίζω την εξής ακολουθία του χώρου c0:

y ( i ) =

{
x ( i ) | i < n0

−x ( i ) | i ≥ n0

Τότε, παρατηρούμε ότι y ∈ c0, αφού οι όροι της από τον δείκτη n0 και

μετά ισvούνται με −x ( i ) και η x τείνει σvτο μηδέν. Επίσvης, y /∈ c+0 αφού
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οι όροι της από τον δείκτη n0 και μετά ισvούνται με −x ( i ) < 0 . Τέλος,
παρατηρούμε ότι

(x− y ) ( i ) =

{
0 | i < n0

2x ( i ) | i ≥ n0

και επομένως, ‖ x− y ‖≤ ρ

2
< ρ. ΄Αρα, ∀x ∈ c+0 και ∀ ρ>0 υπάρχει y ∈

B (x , ρ ), τέτοιο ώσvτε y /∈ c+0 . Επομένως, B ( 0 , ρ ) * c+0 , δηλαδή το
τυχαίο x ∈ c+0 δεν είναι εσvωτερικό σvημείο του c

+
0 , από το οποίο μπορούμε

να σvυμπεράνουμε ότι ο χώρος c+0 δεν έχει εσvωτερικά σvημεία.

1.2 Κώνοι και βάσεις κώνων

Σε αυτήν την ενότητα, θα μελετήσvουμε κάποια κυρτά υποσvύνολα ενός

οξύ κώνου, που είναι ειδικής μορφής και ονομάζονται βάσvεις του κώνου.

Η θεωρία των βάσvεων των κώνων είναι σvημαντικό σvτοιχείο της γεωμε-

τρίας των κώνων και έχει πολλές εφαρμογές σvτην χρηματοοικονομική

θεωρία. Ειδικότερα, σvε μία οικονομία, κάθε βάσvη του κώνου κατανά-

λωσvης ορίζει ένα σvύνολο προϋπολογισvμού, και αντισvτρόφως κάθε σvύνολο

προϋπολογισvμού ορίζει μία βάσvη του κώνου κατανάλωσvης. Καταρχάς, θα

υπενθυμήσvουμε την έννοια και τις ιδιότητες της κυρτής θήκης σvυνόλου.

1.2.1 Κυρτή θήκη

Υπενθυμίζουμε ότι ένα μη κενό υποσvύνολο C ενός διανυσvματικού χώρου
X ονομάζεται κυρτό (convex), αν για x , y ∈ C και λ∈ ( 0 , 1 ), έπεται
ότι λx + (1− λ) y ∈ C.

Προκειμένου να ορίσουμε την κυρτή θήκη συνόλου L (L ⊆ X,X διανυ-
σματικός χώρος) αρχίζουμε με τις παρακάτω παρατηρήσεις.

Υπάρχει ένα τουλάχισvτον κυρτό σvύνολο που περιέχει το L, και αυτό είναι
ο ίδιος ο χώρος X. Επίσης, η τομή όλων των κυρτών υποσvυνόλων του X
που περιεχουν το L, δηλαδή το σvύνολο D = ∩{K : L ⊂ K , Kκυρτό },
είναι κυρτό σvύνολο.

Πράγματι, αν x, y ∈ D και λ ∈ (0, 1), τότε, επειδή x, y ∈ D, έχουμε
ότι x, y ∈ K, ∀K κυρτό με L ⊆ K και, λόγω κυρτότητας, έπεται ότι
λx+ (1−λ)y ∈ K για κάθε K κυρτό με L ⊆ K, άρα λx+ (1−λ)y ∈ D,
και επομένως δείξαμε ότι το σύνολο D είναι κυρτό σύνολο.
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Επίσης, το D είναι το μικρότερο κυρτό υποσύνολο του X που περιέχει το
L. Το σύνολο αυτό το ονομάζουμε κυρτή θήκη του L.

Ορισμός 1.2.1. ΄Εσvτω L ένα μη κενό υποσvύνολο ενός διανυσvματικού
χώρου X. Η κυρτή θήκη του σvυνόλου L, που σvυμβολίζεται με co (L),
είναι το μικρότερο κυρτό σvύνολο που περιέχει το L.

Αν L ⊆ X, έχουμε

co (L) =

{
n∑
i=1

λixi : xi ∈ L , λi ∈ R+ ∪ {0} , i = 1 , 2 , ... , n ,
n∑
i=1

λi = 1 , n ∈ N

}

Απόδειξη. ΄Εστω

B =

{
n∑
i=1

λixi : xi ∈ L , λi ∈ R+ ∪ {0} , i = 1 , 2 , ... , n ,
n∑
i=1

λi = 1 , n ∈ N

}

Θα δείξουμε ότι B = co(L). Προκειμένου να καταλήξουμε στο ζητούμε-

νο, αρκεί να δείξουμε τα παρακάτω:

1. το B είναι κυρτό που περιέχει το L.

2. Αν L ⊆ K,K κυρτό ⇒ B ⊆ K, οπότε το B είναι το μικρότερο κυρτό

υποσύνολο που περιέχει το L.

1. Αν x =
∑n

i=1 λixi, y =
∑m

j=1 µjyj ∈ B και λ ∈ (0, 1), έχουμε ότι

λ
∑n

i=1 λixi + (1− λ)
∑m

j=1 µjyj =

=
∑n

i=1 λλixi +
∑m

j=1(1− λ)µjyj.

Οι συντελεστές λλi, (1− λ)µj ≥ 0, και έχουν άθροισμα μονάδα, γιατί∑n
i=1 λλi +

∑m
j=1(1− λ)µj =

= λ
∑n

i=1 λi + (1− λ)
∑m

j=1 µj =

= λ+ (1− λ) = 1. ΄Αρα, το σύνολο B είναι κυρτό.

Επίσης, το B περιέχει το L, γιατί για κάθε x ∈ L, έχουμε x =
∑n

i=1 λix,
με λi > 0 και

∑n
i=1 λi = 1.

2. ΄ΕστωK κυρτό υποσύνολο που περιέχει το L. Θα δείξουμε ότιB ⊆ K.

΄Εστω x =
∑n

i=1 λixi ∈ B. Αρκεί να δείξουμε ότι x ∈ K.

Επειδή, xi ∈ L,∀i και L ⊆ K, έχουμε ότι xi ∈ K, ∀i.
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Επίσης, λi ≥ 0, ∀i, με
∑n

i=1 λi = 1. Επειδή το K είναι κυρτό, έπεται ότι

x ∈ K, και αποδείχτηκε το ζητούμενο, ότι δηλαδή το σύνολο L ⊆ K.

Το κλειστό περίβλημα της κυρτή θήκης του συνόλου L, συμβολίζεται
co (L) και είναι το μικρότερο κλειστό και κυρτό σύνολο που περιέχει το L.

Η αναλυτική περιγραφή του co (L) είναι η εξής:

co (L) = {x ∈ X|x = limyn : yn =
kn∑
i=1

λixi, xi ∈ L, λi ∈ R+∪{0} , i = 1, 2, ..., n,

n∑
i=1

λi = 1 }

Μία σημαντική ιδιότητα του κλειστού κυρτού περιβλήματος υποσυνόλου

του γραμμικού χώρου είναι η εξής:

Το κλειστό κυρτό περίβλημα συμπαγούς συνόλου είναι συμπαγές σύνολο.

Πριν αποδείξουμε το παραπάνω αποτέλεσμα, θα δώσουμε έναν πολύ ση-

μαντικό ορισμό.

Ορισμός 1.2.2. ΄Ενα υποσύνολοA ενός μετρικού χώρουX είναι totally
bounded αν, για κάθε ε > 0, υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο {x1, ..., xn} ⊆
X που εξαρτάται από το ε ώστε το {x1, ..., xn} να είναι ε-πυκνό στο A,
δηλαδή ∪ni=1Bε(xi) = A.

΄Εχουμε τις παρακάτω ιδιότητες:

1. Αν ένα σύνολο είναι totally bounded, τότε το κλειστό περίβλημά του,
καθώς και κάθε υποσύνολό του είναι επίσης totally bounded.

2. Κάθε μετρική για την οποία ο χώρος είναι totally bounded ονομά-
ζεται totally bounded metric.

3. Κάθε συμπαγής μετρικός χώρος είναι totally bounded. Το αντί-
στροφο δεν ισχύει (ένα totally bounded σύνολο δεν είναι πάντα
συμπαγές)

4. Κάθε totally bounded μετρικός χώρος είναι διαχωρίσιμος.
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Το παρακάτω θεώρημα συνδέει τις έννοιες της συμπάγειας και της ολικής

φραξιμότητας (total bounbebness) για έναν μετρικό χώρο.

Θεώρημα 1.2.1. ([2], Th. 3.28) Για έναν μετρικό χώρο, τα επόμενα
είναι ισοδύναμα:

1. Ο χώρος είναι συμπαγής.

2. Ο χώρος είναι πλήρης και totally bounded.

3. Ο χώρος είναι ακολουθιακά συμπαγής (sequentially compact). Δη-
λαδή, κάθε ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

΄Εστω τώρα ένας ολικά μετρικοποιήσιμος τοπικά κυρτός χώρος. ΄Εχουμε

το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 1.2.2. ([2], Th. 5.34) Σε έναν ολικά μετρικοποιήσιμο το-
πικά κυρτό χώρο η κλειστή κυρτή θήκη ενός συμπαγούς συνόλου είναι

συμπαγές σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω K συμπαγές υποσύνολο του ολικά μετρικοποιήσιμου

τοπικά κυρτού χώρου X. Σύμφωνα με το θεώρημα 5.10, [2], η τοπολογία

παράγεται από κάποια συμβατή πλήρη μετρική d. Από το θεώρημα 1.2.1,

αρκεί να αποδείξουμε ότι το co(K) είναι d-totally bounded.

΄Εστω λοιπόν ε > 0. Λόγω της τοπικής κυρτότητας, υπάρχει κυρτή

περιοχή V του μηδενός που ικανοποιεί το ότι V +V ⊂ Bε, όπου Bε είναι

η d-ανοικτή μπάλα με κέντρο το μηδέν και ακτίνα ε.

Επειδή το K είναι συμπαγές, υπάρχει πεπερασμένο σύνολο Φ με K ⊂
Φ + V . Πράγματι, έχουμε ότι ∪x∈K (x+ V ) = K και επειδή το K εί-

ναι συμπαγές, υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα, δηλαδή υπάρχει πεπε-

ρασμένο υποσύνολο Φ = {x1, x2, ..., xn} ⊆ K, ώστε K ⊆ (x1 + V ) ∪
(x2 + V )∪ ...∪ (xn + V ) = {x1 + a1|a1 ∈ V } ∪ {x2 + a2|a2 ∈ V } ∪ ...∪
{xn + an|an ∈ V } =

= {x1, x2, ..., xn}+ V = Φ + V .

Προφανώς, ισχύει ότι co(K) ⊂ co(Φ) + V . Πραγματικά, επειδή K ⊆
Φ + V , έχουμε ότι co(K) ⊆ co(Φ + V ) = co(Φ) + co(V ) = co(Φ) + V .

Από το πόρισμα 5.30, [2], το co(Φ) είναι συμπαγές, άρα υπάρχει πεπερα-

σμένο σύνολο F με co(Φ) ⊂ F + V .

Επομένως,

co(K) ⊂ co(Φ) + V ⊂ F + V + V ⊂ F +Bε.
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Επομένως, το co(K) είναι d-totally bounded, και κατά συνέπεια το co(K)
είναι d-totally bounded αφού όπως είπαμε και παραπάνω όταν ένα σύνολο

είναι d-totally bounded, τότε και το κλειστό περίβλημά του είναι d-totally
bounded.

1.2.2 Ορισμός και ιδιότητες των βάσεων κώνων

Ορισμός 1.2.3. ΄Εσvτω E γραμμικός χώρος, και P κώνος του E, P 6= { 0 }.
΄Ενα υποσvύνολο B ⊆ P ονομάζεται βάσvη του κώνου P , αν το B είναι κυρτό,
και για κάθε x ∈ P , x 6= 0, υπάρχει μοναδικός πραγματικός αριθμός λx > 0,
ώσvτε λx x ∈ B.

Δηλαδή, αν B είναι βάσvη του κώνου P , τότε κάθε μη μηδενικό σvτοιχείο
x ∈ P έχει μοναδική αναπαράσvτασvη της μορφής x = ab, όπου b ∈ B και
a > 0.
Το γεγονός ότι κάθε βάσvη ενός κώνου είναι κυρτό σvύνολο υποδεικνύει ότι

το μηδενικό σvτοιχείο δεν ανήκει σvτη βάσvη, δηλαδή 0 /∈ B. Πράγματι, αν
υποθέσvουμε ότι 0 ∈ B, τότε για κάθε σvτοιχείο της βάσvης b ∈ B και για κάθε
λ∈ ( 0 , 1 ), έχουμε ότι λb ∈ B (επειδή 0 , b ∈ B, και επειδή B κυρτό, έπεται
ότι για κάθε λ∈ ( 0 , 1 ) το σvτοιχείο λb =( λb + ( 1 − λ ) 0 ) ∈ B), και άρα το
σvτοιχείο b έχει άπειρα πολλαπλάσvια μέσvα σvτη βάσvη B , άτοπο).

Θεώρημα 1.2.3. ΄Εσvτω L και M διατεταγμένοι γραμμικοί χώροι, με τον M
να είναι Αρχιμήδειος. Τότε, κάθε προσvθετική απεικόνισvη f : L+ −→ M+

επεκτείνεται σvε έναν θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M.

Απόδειξη. ΄Εσvτω f : L+ −→ M+ προσvθετική απεικόνισvη. Θα δείξουμε ό-

τι η f επεκτείνεται σvε έναν θετικό τελεσvτή από τον L σvτον M . Θεωρώ το

χώρο X = L+ − L+, που παράγεται από τον L+ και ορίζω τον τελεσvτή

S : X −→ M ως εξής: Για κάθε x ∈ X, επιλέγω x1 , x2 ∈ L+, με

x = x1 − x2, και θέτω S (x ) = f (x1 ) − f (x2 ). Παρατηρούμε ότι ο

S αποτελεί επέκτασvη της f σvτο χώρο X = L+ − L+ (πράγματι, για x ∈ L+

⇒ S (x ) = f (x ) ≥ 0). Θα δείξουμε ότι η f είναι καλά ορισvμένη. Πράγματι,

έσvτω x = x1 − x2 = y1 − y2, με x1 , x2 , y1 , y2 ∈ L+. ΄Εχουμε ότι S (x ) =
f (x1 ) − f (x2 ) και S (x ) = f ( y1 ) − f ( y2 ). Για να δείξουμε ότι η S είναι
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καλά ορισvμένη αρκεί να δείξουμε ότι f (x1 ) − f (x2 ) = f ( y1 ) − f ( y2 ).
Πράγματι, επειδή x = x1 − x2 = y1 − y2 ⇒ x1 + y2 = x2 + y1. ΄Αρα,

λαμβάνοντας υπόψιν ότι η f είναι προσvθετική, έχουμε ότι f (x1 ) + f ( y2 ) =
f (x1 + y2 ) = f (x2 + y1 ) = f (x2 ) + f ( y1 ) ⇒ f (x1 ) − f (x2 ) =
f ( y1 ) − f ( y2 ). ΄Αρα, S καλά ορισvμένη. Θα δείξουμε ότι η S είναι γραμ-

μική. ΄Εσvτω x = x1 − x2 και y = y1 − y2, με x1 , x2 , y1 , y2 ∈ L+.

S (x + y ) = S ( (x1 + y1 ) − (x2 + y2 ) ) = f (x1 + y1 ) − f (x2 + y2 )
= f (x1 ) + f ( y1 )− f (x2 )− f ( y2 ) = f (x1 )− f (x2 ) + f ( y1 )− f ( y2 ) =
S (x ) + S ( y ). ΄Αρα, S προσvθετική. Θα δείξουμε ότι η S είναι ομογενής. Κα-

ταρχάς, θα δείξουμε ότι η S είναι μονότονη, δηλαδή ότι : Για x ≥ y σvτον X ⇒
S (x ) ≥ S ( y ) σvτον M . Πράγματι, αν υποθέσvουμε ότι x ≥ y σvτον X, τότε

x − y ≥ 0, δηλαδή x − y ∈ L+ και από το ότι η S είναι προσvθετική, έπεται ότι:

S (x ) = S ( (x − y ) + y ) = S (x − y ) + S ( y ) = f (x − y ) + S ( y ) ≥
S ( y ) . Επομένως, δείξαμε ότι η S είναι μονότονη. Στη σvυνέχεια θα δείξουμε ότι

η S είναι ομογενής, δηλαδή ότι S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ X και ∀λ∈ R. ΄Εσvτω

x ∈ L+ και λ∈ R. Επιλέγω δύο ακολουθίες ρητών αριθμών { rn } και { tn },
με rn ↑ λ και tn ↑ λ (οι ακολουθίες υπάρχουν λόγω πυκνότητας των ρητών).

Ισvχύει η ανισvότητα: rnx ≤ λx ≤ tnx ⇒ S ( rnx ) ≤ S ( λx ) ≤ S ( tnx ) ⇒
rn S (x ) ≤ S ( λx ) ≤ tnS (x ) , ∀n ∈ N. ΄Εχουμε ότι S ( λx ) ∈ M+ − M+

(από τον ορισvμό της S). Επειδή x ∈ L+, έχουμε ότι S (x ) = f (x ) ∈
M+(αφού f : L+ −→ M+ ) και M Αρχιμήδειος. Επομένως, από γνωσvτό

θεώρημα των Αρχιμήδειων χώρων, έπεται ότι λS (x ) ≤ S ( λx ) ≤ λS (x )
⇒ S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ L+ , ∀λ∈ R. ΄Εσvτω x ∈ Xκαι λ∈ R. ΄Εχουμε ό-

τι x = x1 − x2, με x1 , x2 ∈ L+. Τότε, S ( λx ) = S ( λx1 + (−λ )x2 )
= S ( λx1 ) + S (−λx2 ) = λ S (x1 ) − λ S (x2 )=λ (S (x1 ) − S (x2 ) )=λ

( f (x1 ) − f (x2 ) ) = λS (x ) .
Επομένως,δείξαμε ότι S ( λx ) = λS (x ) , ∀x ∈ X , ∀ λ∈ R. Αποδείξαμε

ότι η S είναι προσvθετική και ομογενής, δηλαδή είναι γραμμική. Επομένως,

η S : X −→ M (όπου X = L+ − L+) είναι η μοναδική επέκτασvη της

προσvθετική απεικόνισvης f : L+ −→ M+ σvε θετικό τελεσvτή.

Η ύπαρξη μίας βάσvης σvυνδέεται με την ύπαρξη αυσvτηρά θετικών γραμμικών

σvυναρτησvιακών.

Θεώρημα 1.2.4. ΄Ενας οξύς κώνος K ενός γραμμικού χώρου X έχει βάσvη,
αν και μόνο αν, ο X έχει τουλάχιστον ένα K- αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρ-
τησvιακό. Αν f : X −→ R είναι ένα οποιοδήποτε K- αυσvτηρά θετικό γραμμικό
σvυναρτησvιακό, τότε για κάθε a > 0, το κυρτό σvύνολο

B = {x ∈ K : f (x ) = a }

είναι βάσvη για τον κώνο K.
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Το παρακάτω θεώρημα αποτελεί μία ειδική περίπτωσvη του παραπάνω θεωρή-

ματος.

Θεώρημα 1.2.5. ΄Εσvτω X γραμμικός χώρος, K κώνος του X, και έσvτω
B ⊆ K. Το B είναι βάσvη του K, αν και μόνο αν, υπάρχει αυσvτηρά θετικό
γραμμικό σvυναρτησvιακό f του X, ώσvτε

B = {x ∈ K | f (x ) = 1 }

Τότε, λέμε ότι η βάσvη B ορίζεται από το γραμμικό σvυναρτησvιακό f .

Απόδειξη. ”⇒ ”

΄Εσvτω B βάσvη του κώνου K. Επομένως, από τον ορισvμό της βάσvης κώ-

νου, για κάθε x ∈ K , x 6= 0, υπάρχει ένας μοναδικός θετικός πραγματικός

αριθμός λx, ώσvτε λxx ∈ B. Ορίζουμε την απεικόνισvη f : X −→ R ως εξής:

Για κάθε x ∈ K , x 6= 0, θέτουμε f (x ) = 1
λx

(όπου το λx το ορίσvαμε προη-

γουμένως). Τότε, παρατηρούμε ότι για κάθε x ∈ K , x 6= 0, το f (x ) είναι

ο μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός ώσvτε
x

f(x )
∈ B (πράγματι, παρατη-

ρούμε ότι f
(

x
f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1, άρα πράγματι

x
f(x )

∈ B). Επομένως,

για κάθε λ ∈ R+ , λ > 0, έχουμε ότι
λx
λ f(x )

∈ B ⇒ f
(

λx
λ f(x )

)
= 1 ⇒

1
λ f(x )

f ( λx ) = 1 ⇒ f ( λx ) = λ f (x ). Επομένως, δείξαμε ότι η f είναι θε-

τικά ομογενής. Θα δείξουμε ότι η f είναι προσvθετική. Για κάθε x , y ∈ K με

x , y 6= 0, έχουμε x
f(x )

, y
f( y )

∈ B. Επειδή το B είναι κυρτό (από τον ορισvμό

της βάσvης κώνου) και επειδή
f(x )

f(x )+ f( y )
+ f( y )

f(x )+ f( y )
= 1, έχουμε ότι το σvτοι-

χείο
f(x )

f(x )+ f( y )
x

f(x )
+ f( y )

f(x )+ f( y )
y

f( y )
= x+ y

f(x )+ f( y )
∈ B⇒ f

(
x+ y

f(x )+ f( y )

)
=

1 ⇒ 1
f(x )+ f( y )

f (x + y ) = 1 ⇒ f (x + y ) = f (x ) + f ( y ). Επομένως,

δειξαμε ότι η f είναι προσvθετική. Επειδή λοιπόν δείξαμε ότι η f είναι θετικά

ομογενής και προσvθετική, έπεται ότι η f είναι γραμμική. Επομένως, σvύμφω-

να με το θεώρημα που αποδείξαμε παραπάνω , έπεται ότι η f επεκτείνεται σvε

γραμμικό σvυναρτησvιακό του X.

”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι f είναι αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό και ότι

B = {x ∈ K | f (x ) = 1 }. Θα δείξουμε ότι το B είναι βάσvη του κώ-

νου K. Το B είναι κυρτό. Πράγματι, έσvτω x , y ∈ B και λ> 0. Τότε,

f ( λx + ( 1 − λ ) y ) = f ( λx ) + f ( ( 1 − λ ) y ) = λ f (x ) + ( 1 − λ ) f ( y )
= λ + ( 1 − λ ) = 1, άρα λx+ ( 1 − λ ) y ∈ B, και άρα το B ειναι κυρτό. Για

κάθε x ∈ K, έχουμε ότι
x

f(x )
∈ B (πράγματι, f

(
x

f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1)

και ο αριθμός
1

f(x )
είναι ο μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός λx, για τον
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οποίον ισvχύει ότι λx x ∈ B. Ο λx είναι μοναδικός, επειδή αν υποθέσvουμε ό-

τι υπάρχει ένα λ>0 τέτοιο ώσvτε λx ∈ B, τότε έπεται ότι f ( λx ) = 1 ⇒
λ f (x ) = 1 ⇒ λ = 1

f(x )
. Επομένως, το B είναι βάσvη του κώνου K.

΄Εσvτω X μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος, με κώνο P . Υποθέτουμε
ότι υπάρχει κυρτό υποσvύνολο B του P , ώσvτε το B να αποτελεί βάσvη του P . Θα
αποδείξουμε δύο χρήσvιμες προτάσvεις που αφορούν το χώρο X.

Πρόταση 1.2.6. Αν
∑n

i=1 λibi = 0, με λi ∈ R και bi ∈ B, για κάθε
i = 1 , 2 , ... , n, τότε

∑n
i=1 λi = 0.

Απόδειξη. Αφού το σvύνολο B είναι βάσvη του P , από την προηγούμενη πρότασvη,

υπάρχει αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό f ώσvτε f ( b ) = 1 , ∀ b ∈
B. Επειδή f ( 0 ) = 0, έχουμε ότι, επειδή από την υπόθεσvη

∑n
i=1 λibi = 0,

έπεται ότι f (
∑n

i=1 λibi ) = 0. Επειδή το f είναι γραμμικό, έχουμε ότι 0 =
f (
∑n

i=1 λibi ) =
∑n

i=1 f ( λibi ) =
∑n

i=1 λif ( bi ) =
∑n

i=1 λi (επειδή το f
είναι εκείνο το αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό για το οποίο ισvχύει ότι

f ( b ) = 1 , ∀ b ∈ B, και άρα f ( bi ) = 0 ∀i = 1 , 2 , ... , n, αφού bi ∈ B,

∀i = 1 , 2 , ... , n .) Επομένως, δείξαμε ότι
∑n

i=1 λi = 0, όπου λi ∈ R, για

κάθε i = 1 , 2 , ... , n.

Πρόταση 1.2.7. Αν b1 , b2 ∈ B και λ1 , λ2 ∈ R, ώσvτε λ1b1 ≤ λ2b2, τότε
λ1 ≤ λ2.

Απόδειξη. Επειδή η B είναι βάσvη του P , έπεται ότι υπάρχει αυσvτηρά θετικό

γραμμικό σvυναρτησvιακό f ώσvτε f ( b ) = 1 , ∀ b ∈ B. Εφόσvον λ1b1 ≤ λ2b2 ,

έχουμε ισvοδύναμα ότι λ2b2 − λ1b1 ≥ 0, και άρα f ( λ2b2 − λ1b1 ) ≥ 0 (επειδή

το f είναι αυσvτηρά θετικό). Από τη γραμμικότητα του f έχουμε ότι 0 ≤
f ( λ2b2 − λ1b1 ) = λ2f ( b2 ) − λ1f ( b1 ) = λ2 − λ1(επειδή το f είναι εκείνο

το αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό για το οποίο ισvχύει ότι f ( b ) =
1 , ∀ b ∈ B, και b1 , b2 ∈ B). Δηλαδή λ2 − λ1 ≥ 0 και επομένως λ1 ≤ λ2.

Ορισμός 1.2.4. ΄Εσvτω P κώνος του E, όπου E γραμμικός χώρος. Το γραμ-
μικό σvυναρτησvιακό f του E είναι ομοιόμορφα μονότονο (uniformly monotonic)
σvτον P αν υπάρχει πραγματικός αριθμός a > 0, ώσvτε

f (x ) ≥ a ‖ x ‖,για κάθε x ∈ P

Πρόταση 1.2.8. ΄Εσvτω E γραμμικός χώρος, P κώνος του E, και f γραμμικό
σvυναρτησvιακό του E, αυσvτηρά θετικό σvτον P . ΑνB = {x ∈ P | f (x ) = 1 },
έχουμε ότι:

Η βάσvη B του P είναι norm-φραγμένη, αν και μόνο αν, το σvυναρτησvιακό f
είναι ομοιόμορφα μονότονο σvτον P .
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Απόδειξη. ”⇒ ”

Υποθέτουμε ότι η βάσvη B του P είναι norm-φραγμένη. ΄Εσvτω λοιπόν Μ

ένα norm-φράγμα της B (δηλαδή ∀x ∈ B, ‖ x ‖≤ M). Επειδή η B είναι βάσvη

του κώνου P , έχουμε ότι ∀x ∈ P , x 6= 0, ισvχύει ότι
x

f(x )
∈ B (πράγματι,

f
(

x
f(x )

)
= 1

f(x )
f (x ) = 1). Επειδή το

x
f(x )

είναι ένα σvτοιχείο που ανήκει

σvτην B, έχουμε ότι η νόρμα του θα φράσvσvεται από norm-φράγμα Μ της B,

δηλαδή ‖ x
f(x )
‖≤ M ⇒ ‖x‖

‖f(x )‖ ≤ M ⇒ ‖ f (x ) ‖≥ ‖x‖
M

⇒
(f αυσvτηρά θετικό σvτον P )

f (x ) ≥ 1
M
‖ x ‖, άρα η f είναι ομοιόμορφα μονότονη σvτον P (πράγματι,

βρήκαμε ένα a > 0, το a = 1
M
, ώσvτε για κάθε x ∈ P με x 6= 0, να ισvχύει ότι

f (x ) ≥ a ‖ x ‖).
”⇐ ”

Υποθέτουμε ότι το σvυναρτησvιακό f είναι ομοιόμορφα μονότονο σvτον P ,

δηλαδή ότι f (x ) ≥ a ‖ x ‖, gia κάθε x ∈ P . Τότε, παρατηρούμε ότι για

κάθε x ∈ P , με x 6= 0, έχουμε ότι f (x ) ≥ a ‖ x ‖> 0, δηλαδή το f είναι

αυσvτηρά θετικό σvτον P . Επομένως, επειδή το f είναι αυσvτηρά θετικό γραμμικό

σvυναρτησvιακό του E, το υποσvύνολο B = {x ∈ P | f (x ) = 1 } του P είναι

βάσvη του P . Κάθε σvτοιχείο της βάσvης έχει εικόνα μέσvω της f την τιμή 1,

δηλαδή ∀x ∈ B ⇒ f (x ) = 1, άρα
f (x ) ≥ a ‖ x ‖
f (x ) = 1

}
⇒ a ‖ x ‖≤ 1 ⇒

‖ x ‖≤ 1
a
, ∀x ∈ B. Επομένως, δείξαμε ότι η νόρμα ενός τυχαίου σvτοιχείου

της βάσvης φράσvσvεται από το
1
a
, άρα το

1
a
αποτελεί ένα norm-φράγμα της B.

Επομένως, δείξαμε ότι η B είναι norm-φραγμένη.

Πρόταση 1.2.9. ΄Εσvτω E γραμμικός χώρος. Αν P είναι πεπερασvμένης
διάσvτασvης κλεισvτός κώνος του E, τότε κάθε βάσvη του P είναι φραγμένη.

Απόδειξη. ΄ΕσvτωX = P − P , ο γραμμικός υπόχωρος του E, που παράγεται α-

πό τον κώνο P . Τότε, οX είναι πεπερασvμένης διάσvτασvης (επειδή παράγεται από

τον πεπερασvμένης διάσvτασvης κώνο P ), είναι κλεισvτός υπόχωρος του E (επειδή

παράγεται από τον P , που είναι κλεισvτός κώνος του E). ΄Εσvτω f ένα αυσvτηρά

θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό του X. Τότε, το B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }
είναι βάσvη του P , που ορίζεται από το f . Θα δείξουμε ότι η B είναι φραγμένη.

Προς απαγωγή σvε άτοπο, υποθέτουμε ότι η B δεν είναι φραγμένη. Τότε, θα

υπάρχει μία ακολουθία (xn )n∈N, με xn ∈ B, ∀n ∈ N, ώσvτε ‖ xn ‖−→ ∞
(δηλαδή θα υπάρχει μία ακολουθία του χώρου B που να τείνει σvτο άπειρο, που

να μην είναι δηλαδή φραγμένη σvτο B). Θεωρούμε την ακολουθία ( yn )n∈N, με
yn = xn

‖xn‖ , ∀n ∈ N (δηλαδή, η ακολουθία ( yn )n∈N ανήκει σvτην μοναδιαία
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μπάλα του χώρου X). Επειδή ο X είναι χώρος πεπερασvμένης διάσvτασvης, έπεται

ότι η μοναδιαία μπάλα του X είναι σvυμπαγής. Επομένως, για την ακολουθία

( yn )n∈N υπάρχει σvυγκλίνουσvα υπακολουθία, έσvτω ( ykn )n∈N. ΄Εσvτω x0 το όριο

της ( ykn )n∈N, δηλαδή ykn −→ x0. Επειδή ο P είναι κλεισvτός, έπεται ότι x0 ∈ P
και επίσvης ‖ x0 ‖= 1 (επειδή το x0 ανήκει σvτην μοναδιαία μπάλα του X ). Τό-

τε, έχουμε ότι f (x0 ) = limf ( ykn ) = 0 (πράγματι, f (x0 ) = f ( limykn ) =

limf ( ykn ). ΄Ομως, f ( ykn ) = f
(

xkn
‖xkn‖

)
= 1

‖xkn‖
f (xkn ) = 1

‖xkn‖
, ε-

πειδή f (xkn ) = 1, αφού xkn ∈ B. ΄Ομως, ‖ xn ‖−→ ∞, άρα έπεται

έπισvης ότι ‖ xkn ‖−→ ∞, άρα f ( ykn ) = 1
‖xkn‖

−→ ∞, και επομένως,

f (x0 ) = limf ( ykn ) = 0). Αυτό όμως είναι άτοπο, επειδή η f είναι αυ-

σvτηρά θετική σvτον P (και εμείς βρήκαμε ένα σvτοιχείο, το x0 ∈ P για το οποίο

f (x0 ) = 0). ΄Αρα, δείξαμε ότι κάθε βάσvη σvτον P είναι φραγμένη.

Πρόταση 1.2.10. ΄Εσvτω E χώρος με νόρμα, P κώνος του E, και f ∈ P 0

(όπου P 0 = { f ∈ E∗ | f (x ) ≥ 0 , ∀x ∈ P } =

={ f : E → R | f γραμμική και σvυνεχής, με f (x ) ≥ 0 , ∀x ∈ P }, εί-
ναι ο δυϊκός κώνος του P σvτον E∗).

τότε, οι παρακάτω προτάσvεις είναι ισvοδύναμες:

(i) το f είναι εσvωτερικό σvημείο του P 0
,

(ii) το f ορίζει φραγμένη βάσvη σvτον P .

Απόδειξη. (i)⇒ (ii)

Υποθέτουμε ότι το f είναι εσvωτερικό σvημείο του P 0
, άρα υπάρχει ένα ρ>0,

ώσvτε B ( f , ρ ) ⊆ P 0
, όπου B ( f , ρ )είναι ανοικτή μπάλα του χώρου E∗, με

κέντρο το f και ακτίνα ρ, δηλαδή μία ανοικτή περιοχή του f . Θα δείξουμε

ότι το f ορίζει φραγμένη βάσvη σvτον P . Καταρχάς, για να δειξουμε ότι το

f ορίζει βάσvη σvτον P , αρκεί να δείξουμε ότι το f είναι αυσvτηρά θετικό σvτον

P . Θα το αποδείξουμε με άτοπο. Αν υποθέσvουμε ότι υπάρχει x ∈ P , με

x 6= 0, ώσvτε f (x ) = 0, τότε για κάθε g ∈ E∗, με g 6= 0, έχουμε ότι

f + ρ

2‖g‖g ∈ P 0
. Επομένως, για το x που υποθέσvαμε παραπάνω ότι υπάρχει,

προκύπτει ότι f (x ) + ρ

2‖g‖g (x ) = ρ

2‖g‖g (x ) ≥ 0 ⇒ g (x ) ≥ 0. Ανάλο-

γα, αν αντί του g θεωρήσvουμε το −g, έχουμε ότι −g (x ) ≥ 0. ΄Αρα από τις

σvχέσvεις
g (x ) ≥ 0
−g (x ) ≥ 0

}
⇒ g (x ) = 0, ∀g ∈ E∗. Επομένως, x = 0, άτοπο

επειδή υποθέσvαμε ότι x 6= 0. ΄Αρα, το f είναι αυσvτηρά θετικό σvτον P , και

άρα ορίζει βάσvη σvτον P , την B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }. Θα δείξουμε ότι

η B είναι φραγμένη. Αρκεί να δείξουμε ότι B ⊆ B
(

0 , 2
ρ

)
(πράγματι, αν η B
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περιέχεται μέσvα σvτην μπάλα B
(

0 , 2
ρ

)
, τότε κάθε σvτοιχείο της θα έχει νόρ-

μα μικρότερη ή ίσvη από το
2

ρ
, άρα το

2

ρ
αποτελεί άνω φράγμα της B). ΄Εσvτω

x ∈ B. Θα δείξουμε ότι x ∈ B
(

0 , 2
ρ

)
, δηλαδή ότι ‖ x ‖≤ 2

ρ
. Για κάθε g ∈

B ( 0 , 1 ) έχουμε ότι f + ρ

2
g ∈ P 0

, άρα f (x ) + ρ

2
g (x ) =

επειδή x ∈ B ⇒ f (x ) = 1

1 + ρ

2
g (x ) ≥ 0 ⇒ −g (x ) ≤ 2

ρ
. Επειδή, g ∈ B ( 0 , 1 ), έπεται λόγω σvυμ-

μετρίας ότι −g ∈ B ( 0 , 1 ), και ανάλογα, αν αντί του g θεωρήσvουμε το −g,

έχουμε ότι g (x ) ≤ 2
ρ
. ΄Αρα από τις σvχέσvεις

−g (x ) ≤ 2
ρ

g (x ) ≤ 2
ρ

}
⇒ | g (x ) | ≤ 2

ρ
,

για κάθε g ∈ B ( 0 , 1 ). Επειδή, | g (x ) | ≤ 2
ρ
, για κάθε g ∈ B ( 0 , 1 ), έ-

πεται ότι και το supremum: sup { | g (x ) | | g ∈ B ( 0 , 1 )} ≤ 2
ρ
, όμως έ-

ξ΄ ορισvμού το παραπάνω supremum είναι η νόρμα του x, δηλαδή ‖ x ‖=
sup { | g (x ) | | g ∈ B ( 0 , 1 )} ≤ 2

ρ
. Δείξαμε επομένως ότι ‖ x ‖≤ 2

ρ
, δη-

λαδή ότι x ∈ B
(

0, 2
ρ

)
. Επομένως, δείξαμε ότι η βάσvη B είναι φραγμένη.

(ii)⇒ (i)

Υποθέτουμε ότι η βάσvη B = {x ∈ P | f (x ) = 1 }, που ορίζεται από το

αυσvτηρά θετικό γραμμικό σvυναρτησvιακό f είναι φραγμένη. Τότε, υπάρχει ρ>0,

ώσvτε B ⊆ B ( 0 , ρ ), θα υπάρχει δηλαδή μία μπάλα γύρω από το μηδέν, που μέσvα

σvε αυτήν να περιέχεται η βάσvη B. Θα δείξουμε ότι το f είναι εσvωτερικό σvημείο

του P 0
. Αρκεί να δείξουμε ότι B

(
f , 1

ρ

)
= f + B

(
0 , 1

ρ

)
⊆ P 0

. ΄Εσvτω g ∈

B
(

0 , 1
ρ

)
. Τότε, για κάθε σvτοιχείο της βάσvης x ∈ B ⊆ B ( 0 , ρ ), έχουμε ότι

| g (x ) | ≤ ‖ g ‖ ‖ x ‖ ≤
επειδή g ∈ B

(
0 , 1

ρ

)
και x ∈ B ( 0 , ρ )

1
ρ
ρ=1 . Επομένως, έχουμε

ότι ( f + g ) (x ) = f (x ) + g (x ) = 1 + g (x ) ≥ 1 + (−1 ) = 0, για

κάθε x ∈ B. Από το ότι ( f + g ) (x ) ≥ 0, για κάθε x ∈ B, έπεται ότι

( f + g ) (x ) ≥ 0, για κάθε x ∈ P (από τον ορισvμό της βάσvης κώνου), άρα

f + g ∈ P 0
, με g ∈ B

(
0 , 1

ρ

)
τυχαίο. ΄Αρα, f + B

(
0 , 1

ρ

)
⊆ P 0

. ΄Ομως,

f + B
(

0 , 1
ρ

)
= B

(
f , 1

ρ

)
, άρα B

(
f , 1

ρ

)
⊆ P 0

, δηλαδή υπάρχει μία

μπάλα γύρω από την f που να βρίσvκεται μέσvα σvτο P 0
, άρα δείξαμε ότι η f είναι

εσvωτερικό σvημείο του P 0
.

Το παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να επεκταθεί σε τοπικά κυρτούς χώρους.

Καταρχάς, υπενθυμίζουμε την έννοια του τοπικά κυρτού τοπολογικού χώ-

ρου.

Ορισμός 1.2.5. Ο τοπολογικός χώρος (X,T ) ονομάζεται τοπικά κυρτός, αν
έχει μία βάση περιοχών του 0X που αποτελείται από κυρτά. Δηλαδή, υπάρχει
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Β ⊆ N0X = {V ∈ T : 0X ∈ V } από κυρτά, ώστε για κάθε V ∈ N0X , υπάρχει

B ∈ Β, B ⊆ V .

Θεώρημα 1.2.11. ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος, και έστω P ⊆ X κώνος
του X. Τότε, ο P έχει φραγμένη βάση B, με 0 /∈ B, αν και μόνο αν, ο P o

έχει

εσωτερικό σημείο (ως προς την norm τοπολογία του X∗)

Εν συνεχεία, θα αποδείξουμε ένα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα, που δείχνει

πότε ένας κώνος P έχει βάση που ορίζεται από συνεχές γραμμικό συναρτησιακό
f (δηλαδή, f ∈ X∗) και δίνει επίσης ένα κριτήριο για τον αν η συγκεκριμένη
βάση για τον P είναι φραγμένη ή όχι.

Θεώρημα 1.2.12. Ο κώνος P έχει μία βάση που ορίζεται από συνεχές γραμ-
μικό συναρτησιακό f ∈ X∗, αν και μόνο αν, ο P έχει μία βάση B με 0 /∈ B.
Αν επιπλέον η βάση B είναι φραγμένη, τότε η βάση για τον P που ορίζεται από
το f είναι φραγμένη.

Απόδειξη. ”⇒ ”
Υποθέτουμε ότι ο κώνος P έχει μία βάση που ορίζεται από συνεχές γραμμικό

συναρτησιακό f ∈ X∗, δηλαδή το Bf = {x ∈ P : f(x) = 1} είναι βάση του P .

Θα δείξουμε ότι 0 /∈ B. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι 0 ∈ B. Τότε,

θα υπάρχει ακολουθία xn ∈ B με xn → 0. Επειδή xn ∈ B έχουμε ότι xn ∈ P
και f(xn) = 1, ∀n. Τότε έχουμε ότι, επειδή f συνεχές, 1 = f(xn)→ f(0) = 0,
άτοπο. ΄Αρα, 0 /∈ B.

”⇐ ”
Υποθέτουμε ότι B είναι βάση του P με 0 /∈ B. Τότε, το B είναι κλειστό και

κυρτό σύνολο και το 0 είναι συμπαγές, άρα από Διαχωριστικό Θεώρημα, υπάρχει

f ∈ X∗ που διαχωρίζει γνήσια το B και το 0, δηλαδή f(x) ≥ δ > f(0) = 0,
∀x ∈ B. Παρατηρούμε ότι f(x) > 0, ∀x ∈ B. Προκειμένου να δείξουμε το

f ορίζει βάση για τον P , αρκεί να δείξουμε ότι το f είναι αυστηρά θετικό.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι x ∈ P, x 6= 0, τότε θα υπάρχει λx > 0, τέτοιο

ώστε λxx ∈ B και τότε θα έχουμε ότι f(λxx) = λxf(x) > 0, δηλαδή f(x) > 0.
Επομένως, δείξαμε ότι f(x) > 0,∀x ∈ P, x 6= 0, δηλαδή το f είναι αυστηρά

θετικό. Επομένως, το Bf = {x ∈ P : f(x) = 1} είναι βάση για τον P που

ορίζεται από το συνεχές γραμμικό συναρτησιακό f .

Τέλος, θα δείξουμε ότι αν η βάση B είναι φραγμένη, τότε η βάση για τον

P που ορίζεται από το f είναι φραγμένη. Υποθέτουμε λοιπόν ότι η βάση B
είναι φραγμένη. ΄Εστω ‖x‖ ≤M, ∀x ∈ B. Θα δείξουμε ότι η Bf είναι φραγμέ-

νη. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι υπάρχει ακολουθία xn ∈ B, με

‖xn‖ ≥ n,∀n. Για κάθε xn υπάρχει λn > 0 ώστε yn = λnxn ∈ B (επειδή B
βάση του P ). Τότε, έχουμε ότι M ≥ ‖yn‖ = ‖λnxn‖ = λn‖xn‖ ≥ λnn, άρα
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λn ≤ M
n
. ΄Αρα, έχουμε ότι f(yn) = λnf(xn) = λn ≤ M

n
→ 0, δηλαδή δείξαμε

ότι f(yn)→ 0, άτοπο, επειδή το f διαχωρίζει γνήσια το B και το 0.

Κλείνοντας την ενότητα, θα δούμε μερικά παραδείγματα βάσεων κώνων.

Παράδειγμα-(1) ΄Εσvτω ο χώρος ακολουθιών l2, όπου

l2 =

x = ( xn )n∈N | ‖ x ‖2 =

(
∞∑
n=1

| xn |2
)1/2

< ∞

 .

΄Εσvτω ο οξύς κώνοςK =
{
x = ( x1 , x2 , x3 , ... ) ∈ l2 | x1 ≥

√∑∞
n=2 x

2
n

}
= {x = λ( 1 , x2 , x3 , ... ) ∈ l2 | λ≥ 0 και

∑∞
n=2 x

2
n ≤ 1 }. Τότε, το σvύνολο

B = { (x1 , x2 , x3 , ... ) ∈ K | x1 = 1 } είναι βάσvη του K. (Πράγματι, το B
είναι κυρτό υποσvύνολο του K, και για κάθε x ∈ K, με x 6= 0, υπάρχει μοναδικό
λx > 0, ώσvτε λxx ∈ B, και προκύπτει άμεσvα από τον τρόπο που ορίσvαμε τον

οξύ κώνο K).
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Κεφάλαιο 2

Ανακλαστικοί κώνοι

2.1 Ορισμοί

Οι ανακλαστικοί κώνοι είναι μία νέα και πολύ πλούσια σε ιδιότητες οικογένεια

κώνων που ορίζονται με φυσιολογικό τρόπο. Ο ορισμός αυτών των κώνων

ξεκίνησε από το άρθρο [56] και τις ανάγκες εφαρμογών στην οικονομία και

είναι ο εξής:

Ορισμός 2.1.1. ΄Ενας κώνος P ενός χώρου Banach X ονομάζεται ανακλα-
στικός (reflexive) αν το σύνολο U+

X = UX ∩ P είναι ασθενώς συμπαγές.

Οι επόμενες ιδιότητες, που χαρακτηρίζουν έναν ανακλαστικό κώνο, προκύ-

πτουν άμεσα από τον ορισμό:

1. ΄Ενας ανακλαστικός κώνος είναι πάντοτε κλειστός.

Πράγματι, έστω ακολουθία {xn} ⊆ P , με xn → x. Θα δείξουμε ότι

x ∈ P . Επειδή η {xn} είναι συγκλίνουσα, έπεται ότι είναι φραγμένη και

σε συνδυασμό με το γεγονός ότι xn ∈ P, ∀n, έχουμε ότι υπάρχει ρ ∈ R+,

τέτοιο ώστε xn ∈ ρU+
X ,∀n. Επειδή ο P είναι ανακλαστικός, το σύνολο

ρU+
X είναι ασθενώς συμπαγές, άρα η {xn} έχει συγκλίνουσα υπακολουθία

σε στοιχείο του ρU+
X . Επειδή όμως η ακολουθία {xn} είναι συγκλίνουσα,

έχουμε ότι το όριό της θα ανήκει στο σύνολο ρU+
X , δηλαδή x ∈ ρU+

X ⊆ P ,

άρα x ∈ P . Επομένως δείξαμε ότι ο P είναι κλειστός.

2. Σε έναν ανακλαστικό χώρο Banach, κάθε κλειστός κώνος είναι ανακλα-

στικός.

΄Εστω X ανακλαστικός χώρος Banach, και P κλειστός κώνος του X. Ε-

πειδή ο X είναι ανακλαστικός, έχουμε ισοδύναμα, ότι η κλειστή μοναδιαία

μπάλα UX είναι ασθενώς συμπαγής. Τότε, το θετικό τμήμα της μοναδιαίας

μπάλας U+
X = UX ∩ P είναι κλειστό υποσύνολο (ως τομή κλειστών)του

31
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ασθενώς συμπαγούς συνόλου UX , άρα είναι ασθενώς συμπαγές. Επομέ-

νως, δείξαμε ότι κάθε κλειστός κώνος ενός ανακλαστικού χώρου Banach
είναι ανακλαστικός.

2.2 Βάσεις ανακλαστικών κώνων

Γενικά, ένας κώνος μπορεί να έχει μία φραγμένη και μία μη φραγμένη

βάση, δηλαδή κάθε βάση δεν είναι του ίδιου είδους ως προς το φραγμένο.

Το γεγονός αυτό οδηγεί στον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 2.2.1. ΄Ενας κώνος P χώρου Banach X ονομάζεται mixed
based κώνος αν ο P έχει μία φραγμένη και μία μη φραγμένη βάση που
ορίζονται από συνεχή γραμμικά συναρτησιακά.

Στο παρακάτω παράδειγμα, παρατηρούμε ότι ο θετικός κώνος του l1 έχει

μία φραγμένη και μία μη φραγμένη βάση, δηλαδή είναι ένα παράδειγμα

mixed based κώνου.

΄Οπως θα δείξουμε αμέσως μετά το παράδειγμα, στους ανακλαστικούς

κώνους, οι βάσεις θα είναι φραγμένες ή όλες θα είναι μη φραγμένες.

Παράδειγμα 2.2.1. ΄Εστω X = l1 =
{
x = (xi) ∈ RN|‖x‖1 <∞

}
.

Τότε ο δυϊκός του είναι ο X∗ = l∞. Θεωρούμε λοιπόν το δυϊκό σύστημα
< l1, l∞ > και έστω l+1 ο θετικός κώνος του χώρου l1.

Αν f = (fi) ∈ l+∞, με fi > 0,∀i, τότε η βάση του l+1 που ορίζεται από το
f είναι:

Bf =

{
x = (xi) ∈ l+1 |f(x) =

∞∑
i=1

fixi = 1

}
(αʹ) Αν f = 1 = (1, 1, ..., 1, ...), τότε

B1 =

{
x = (xi) ∈ l+1 |f(x) =

∞∑
i=1

xi = ‖x‖1 = 1

}
και η βάση B1 για τον κώνο l

+
1 είναι φραγμένη. Επίσης, παρατηρώ

ότι en ∈ B1,∀n.
Γενικότερα, αν fi ≥ α > 0,∀i, τότε το f ορίζει φραγμένη βάση.
Πράγματι, για κάθε x ∈ Bf , έχουμε:
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1 = f(x) =
∞∑
i=1

fixi ≥ α

∞∑
i=1

xi = α‖x‖1 ⇒ ‖x‖1 ≤
1

α

(βʹ) Αν f =
(
1, 1

2
, 1
3
, ..., 1

n
, ...
)
, τότε η βάση

Bf =

{
x = (xi) ∈ l+1 |f(x) =

∞∑
i=1

1

i
xi = 1

}
είναι μη φραγμένη. Πράγματι, παρατηρούμε ότι

e1 ∈ Bf , 2e2 ∈ Bf , ..., nen ∈ Bf , ...και ‖nen‖1 = n→ +∞

Γενικότερα, αν η ακολουθία f = (fi) έχει υπακολουθία (fiν ) που να
τείνει στο μηδέν, τότε η Bf είναι μη φραγμένη.

Για την κλάση των ανακλαστικών κώνων, θα δούμε παρακάτω ότι ισχύει

ένα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα όσον αφορά τις βάσεις τους. Για έναν

ανακλαστικό κώνο ενός χώρου με νόρμα, έχουμε ότι είτε κάθε βάση του

κώνου θα είναι φραγμένη, είτε κάθε βάση του θα είναι μη φραγμένη. Δη-

λαδή, ένας ανακλαστικός κώνος δεν μπορεί να περιέχει ταυτόχρονα μία

φραγμένη και μία μη φραγμένη βάση.

Το αποτέλεσμα αυτό είναι γνωστό ως αποτέλεσμα διχοτομίας για ανακλα-

στικούς κώνους, ακριβώς επειδή χωρίζει τους ανακλαστικούς κώνους σε

δύο κατηγορίες, εκείνους που έχουν φραγμένες βάσεις και σε εκείνους που

έχουν μη φραγμένες βάσεις. Το αποτέλεσμα αυτό θα μελετηθεί αναλυτικά

στην συνέχεια, όπου θα δοθεί και ο μαθηματικά αυστηρός ορισμός των

εννοιών που υπεισέρχονται σε αυτόν. Η σημασία του αποτελέσματος αυτού

έγκειται στο γεγονός ότι στην πρώτη κατηγορία κώνων (που έχουν φραγ-

μένες βάσεις) αποδεικνύεται ότι η αντιστοιχία ζήτησης κάθε ασθενώς άνω

ημισυνεχούς σχέσης προτίμησης υπάρχει και μπορεί επίσης να αποδειχθεί

η συνέχειά της.

Στο επόμενο αποτέλεσμα, μελετάμε ανακλαστικούς κώνους σε διατεταγμέ-

να δυϊκά συστήματα.

Θεώρημα 2.2.1. Υποθέτουμε ότι < X, Y > είναι ένα δυϊκό σύστημα.
Αν X είναι χώρος με νόρμα, P είναι σ(X,Y)-κλειστός κώνος του X, ώστε
το θετικό τμήμα U+

X = UX∩P της κλειστής μοναδιαίας μπάλας UX του X
είναι σ(X,Y)-συμπαγής, έχουμε ότι είτε κάθε βάση για τον P που ορίζεται
από ένα y ∈ Y είναι φραγμένη, ή κάθε τέτοια βάση για τον P είναι μη
φραγμένη.
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Απόδειξη. ΄Εστω το δυϊκό ζεύγος < X, Y >, όπου X χώρος με νόρμα

και υποθέτουμε ότι P είναι ένας σ(X,Y)-κλειστός κώνος του X.

Θα δείξουμε ότι είτε κάθε βάση για τον P που ορίζεται από ένα y ∈ Y
είναι φραγμένη, ή κάθε τέτοια βάση για τον P είναι μη φραγμένη.

Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι το στοιχείο y1 ∈ Y ορίζει την

φραγμένη βάση By1 για τον P και ότι το στοιχείο y2 ∈ Y ορίζει την μη

φραγμένη βάση By2 για τον P .

Επειδή το y1 ορίζει φραγμένη βάση για τον κώνο P , έπεται ότι το y1 είναι

ομοιόμορφα μονότονο, δηλαδή υπάρχει a > 0 ώστε y1(x) > a ‖ x ‖,
∀x ∈ P .

Η βάση By1 είναι σ(X,Y)-συμπαγής. Θα το αποδείξουμε.

Πρώτα, θα δείξουμε ότι η By1 είναι σ(X,Y)-κλειστή.

΄Εστω δίκτυο {xa} ⊆ By1 : xa → x στην ασθενή τοπολογία σ(X,Y), και

θα δείξουμε ότι x ∈ By1 , δηλαδή ότι x ∈ P και y1(x) = 1.

Επειδή xa → x, έχουμε ότι y1(xa) → y1(x), και επειδή xa ∈ By1 ,∀a,
έχουμε ότι y1(xa) = 1,∀a. Επομένως, 1 = y1(xa)→ y1(x), άρα y1(x) = 1.

Επίσης, x ∈ P , επειδή ο P είναι σ(X,Y)-κλειστός, άρα δείξαμε ότι x ∈ By1

και άρα η βάση By1 είναι σ(X,Y)-κλειστή.

Ακόμη (από την υπόθεση) η By1 είναι φραγμένη. Επομένως, ‖ x ‖≤
M,∀x ∈ By1 , δηλαδή By1 ⊆ MUX και σε συνδυασμό με το ότι B ⊆ P ,

έχουμε ότι By1 ⊆ MU+
X , άρα η By1 είναι σ(X,Y)-συμπαγής, ως σ(X,Y)-

κλειστό υποσύνολο του σ(X,Y)-συμπαγούς MU+
X .

Επειδή η βάση By1 είναι σ(X,Y)-συμπαγής, το y2 λαμβάνει ελάχιστη τιμή

m = y2(x0) στη By1 σε ένα σημείο x0 της By1 . Επειδή το y1 είναι αυστηρά

θετικό στον P , έχουμε ότι m > 0 (πράγματι, επειδή x0 ∈ By1 , έπεται ότι

y1(x0) = 1 και άρα x0 6= 0). Επομένως, για κάθε x ∈ P, x 6= 0, έχουμε

y2

(
x

y1(x)

)
≥ m, δηλαδή y2(x) ≥ my1(x) ≥ ma ‖ x ‖,δηλαδή το y2 είναι

ομοιόμορφα μονότονο, αντίφαση, επειδή υποθέσαμε ότι το y2 ορίζει μη-

φραγμένη βάση για τον P .

Παρατήρηση 2.2.2. Το αποτέλεσμα διχοτομίας για κώνους ισχύει για

ανακλαστικούς χώρους Banach, αλλά και για τους δυϊκούς χώρων με
νόρμα, όπως θα δούμε στα παρακάτω δύο πορίσματα.

Πόρισμα 2.2.3. Για κάθε κλειστό κώνο P ανακλαστικού χώρου Banach
X, έχουμε: Είτε κάθε βάση για τον P που ορίζεται από ένα στοιχείο x∗ ∈
X∗ είναι φραγμένη, ή κάθε τέτοια βάση για τον P είναι μη-φραγμένη.
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Απόδειξη. Θεωρούμε το δυϊκό σύστημα < X,X∗ >, όπου X ανακλα-

στικός χώρος Banach, με κλειστό κώνο P . Αρκεί να δείξουμε ότι το

θετικό τμήμα U+
X της μοναδιαίας μπάλας του X είναι σ(X,X∗)-συμπαγές.

Επειδή ο κώνος P είναι κυρτό υποσύνολο του χώρου X, από το Θε-

ώρημα του Mazur, έπεται ότι ο κώνος P είναι και σ(X,X∗)-κλειστός.
Γνωρίζουμε ότι σε ανακλαστικούς χώρους, η μοναδιαία μπάλα UX είναι

σ(X,X∗)-συμπαγής. Παρατηρούμε ότι το θετικό τμήμα της μοναδιαίας

μπάλας U+
X , είναι σ(X,X∗)-κλειστό, ως τομή του σ(X,X∗)-κλειστού κώ-

νου P και της κλειστής μοναδιαίας μπάλας UX . Επομένως, το θετικό

τμήμα U+
X είναι σ(X,X∗)-συμπαγές, ως σ(X,X∗)-κλειστό υποσύνολο του

σ(X,X∗)-συμπαγούς UX .

Πόρισμα 2.2.4. Για κάθε σ(X∗,X)-κλειστό κώνο P του δυϊκού X∗ ενός
χώρου με νόρμα X έχουμε: Είτε κάθε βάση για τον P που ορίζεται από
ένα στοιχείο x ∈ X είναι φραγμένη, ή κάθε τέτοια βάση για τον P είναι
μη-φραγμένη.

Απόδειξη. Θεωρούμε το δυϊκό σύστημα < X∗, X >. Τότε παρατηρούμε

ότι πληρούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος 2.2.1. Πράγματι, στον δυϊκό

χώρο X∗, η κλειστή μοναδιαία μπάλα UX∗ είναι σ(X∗,X)-συμπαγής σύμ-

φωνα με το Θεώρημα του Alaoglou ([50], Th. 2.6.18), άρα το θετικό της

τμήμα U+
X∗ είναι σ(X

∗,X)-συμπαγές, ως σ(X∗,X)-κλειστό υποσύνολο του

σ(X∗,X)-συμπαγούς UX∗ .

΄Οπως λοιπόν αναφέραμε προηγουμένως, σύμφωνα με το Θεώρημα διχοτο-

μίας για ανακλαστικούς κώνους, έχουμε το εξής πολύ σημαντικό θεώρημα:

Θεώρημα 2.2.5. Κάθε ανακλαστικός κώνος χώρου Banach X δεν είναι
mixed based κώνος.

΄ΕστωX χώρος Banach, διατεταγμένος από τον κλειστό κώνο P . Ορίζουμε
το σύνολο P 0s

των αυστηρά θετικών και συνεχών γραμμικών συναρτη-

σιακών του X, δηλαδή:

P 0s = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) > 0, ∀x ∈ P, x 6= 0}

Εν συνεχεία, θα παρουσιάσουμε μία πρόταση που δίνει μία συνθήκη ώστε

ο κλειστός κώνος ενός χώρου Banach X να είναι ανακλαστικός, χρησιμο-
ποιώντας την παραπάνω έννοια του συνόλου P 0s

.
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Πρόταση 2.2.6. ΄Εστω X χώρος Banach, διατεταγμένος από τον κλει-
στό κώνο P . Αν το σύνολο P 0s

των αυστηρά θετικών και συνεχών γραμ-

μικών συναρτησιακών του X είναι μη κενό, και για κάθε x∗ ∈ P 0s
, η

βάση Bx∗ για τον P που ορίζεται από το x
∗
είναι φραγμένη, τότε ο κώνος

P είναι ανακλαστικός.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι κάθε βάση για τον κώνο P , που ορίζεται από αυ-

στηρά θετικό στοιχείο x∗ ∈ X∗ είναι φραγμένη. Επειδή λοιπόν τα στοιχεία

x∗ ∈ P 0s
ορίζουν φραγμένη βάση για τον P έπεται ότι ταυτίζονται με τα

εσωτερικά σημεία του P o
, δηλαδή P 0s = int(P o).

Επομένως, έχουμε ότι η βάση Bx∗ για τον P είναι ασθενώς συμπαγής για

κάθε x∗ ∈ X∗. (Πράγματι, σύμφωνα με το [24], Λήμμα[3.4], έχουμε ότι:

΄Εστω X χώρος Banach, και έστω K ⊂ X κλειστός και κυρτός κώνος,

με K0s 6= ∅. Αν K0s = int(K0s), τότε η Bx∗ είναι ασθενώς συμπαγής για

κάθε x∗ ∈ K0s
.)

΄Εστω x∗ ∈ P 0s
. Επειδή η βάση Bx∗ δεν περιέχει το μηδέν (εξ΄ ορισμού της

βάσης κώνου),τότε θα υπάρχει ένας θετικός πραγματικός αριθμός ρ > 0,
τέτοιος ώστε ρUX ∩Bx∗ = ∅.
Εύκολα μπορούμε να ελέγξουμε ότι το σύνολο

⋃
0≤α≤1 αBx∗ είναι ασθενώς

συμπαγές σύνολο, που περιέχει το κλειστό σύνολο ρUX ∩ P .

΄Αρα, το σύνολο ρUX ∩ P είναι ασθενώς συμπαγές, ως ασθενώς κλειστό

υποσύνολο ασθενώς συμπαγούς συνόλου. Επομένως, ο κώνος P είναι

ανακλαστικός.

2.3 Χαρακτηρισμοί του l1 και του l
+
1

Στην παρούσα ενότητα, η μελέτη μας θα επικεντρωθεί στις αναγκαίες και

ικανές συνθήκες ώστε ένας χώρος Banach να είναι ισομορφικός με τον
χώρο l1, και ένας κώνος να είναι ισομορφικός με τον κώνο l

+
1 .

Η θεωρία αυτή είναι πολύ σημαντική και διαδραμματίζει σημαντικό ρόλο

στη θεωρία των ανακλαστικών κώνων. Πιο συγκεκριμένα, μας παρέχει

ένα θεώρημα με βάση το οποίο μπορούμε να αποφανθούμε για το αν έ-

νας κλειστός κώνος P ενός χώρου Banach X είναι ανακλαστικός ή όχι
(Θεώρημα 2.4.1).

Καταρχάς, θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε ένα θεώρημα που δίνει την

ισοδύναμη πρόταση που πρέπει να ισχύει για να είναι ένας χώρος Banach
X ισομορφικός με τον l1.
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Θεώρημα 2.3.1. Αν X χώρος Banach, οι παρακάτω προτάσεις είναι
ισοδύναμες:

(αʹ) X ∼= l1 (οι χώροι X και l1 είναι ισόμορφοι)

(βʹ) Ο X έχει φραγμένη βάση Schauder {bn} τύπου l+ (δηλαδή ∃c ∈ R+ :
∀a = (an) ακολουθία πραγματικών αριθμών,

ισχύει ‖
∑n

i=1 aibi ‖≥ c
∑n

i=1 | ai |)

Απόδειξη. (2)⇒ (1)

΄Εστω {bn} βάση Schauder του X τύπου l+ με ‖ bn ‖≤M, ∀n.
Θα δείξουμε ότι η απεικόνιση:

Τ(
∑∞

i=1 x(i)bi) = (x(i))i∈N ,∀x =
∑∞

i=1 x(i)bi ∈ X

είναι ισομορφισμός του X επί του l1.

΄Εστω x =
∑∞

i=1 x(i)bi ∈ X. Θα δείξουμε ότι (x(i))i∈N ∈ l1, δηλαδή θα

δείξουμε ότι
∑∞

i=1 | x(i) |<∞.

΄Εχουμε

‖
n∑
i=1

x(i)bi ‖≥ c
n∑
i=1

| x(i) |,∀n ∈ N

Επίσης, ‖
∑n

i=1 x(i)bi ‖→‖ x ‖.
΄Αρα, λόγω σύγκλισης, έχουμε ότι για ε =‖ x ‖> 0, ∃n0 ∈ N, ώστε

‖
n∑
i=1

x(i)bi ‖< 2 ‖ x ‖, ∀n ≥ n0

΄Αρα,

0 ≤
∑n

i=1 | x(i) |≤ 2
c
‖ x ‖,∀n ≥ n0
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Η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων Sn =
∑n

i=1 | x(i) | είναι αύξουσα
και φραγμένη, άρα συγκλίνει. Επομένως,

∞∑
i=1

| x(i) |≤ 2

c
‖ x ‖ (1)

΄Αρα, δείξαμε ότι (x(i)) ∈ l1.
Για κάθε x =

∑∞
i=1 x(i)bi ∈ X, θέτουμε T (x) = (x(i)).

Τότε, T : X → l1 γραμμική, και συνεχής (πράγματι,

‖ T (x) ‖l1=‖ (x(i)) ‖l1=
∞∑
i=1

| x(i) |≤ 2

c
‖ x ‖

από την σχέση (1).

Θα δείξουμε ότι η T είναι αμφιμονοσήμαντη (1-1). Πράγματι, αν T (x) =
0⇒ x(i) = 0,∀i⇒ x = 0.

Θα δείξουμε ότι η T είναι επί.

΄Εστω α = (αi) ∈ l1. Θα δείξουμε ότι
∑∞

i=1 αibi ∈ X, δηλαδή θα δείξουμε

ότι η σειρά συγκλίνει.

Αρκεί να δείξουμε ότι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων είναι Cauchy,
δηλαδή ότι:

∀ε > 0,∃n = n(ε) :‖
∑n+m

i=n aibi ‖< ε,∀m ∈ N

Επειδή α = (αi) ∈ l1, έχουμε ότι
∑∞

i=1 | ai |∈ R.

΄Αρα, αν ε > 0, ∃nε : ∀n > nε

ώστε να έχουμε:

n+m∑
i=n

| ai |<
ε

M

΄Εχουμε ∀n ≥ nε, ότι

‖
n+m∑
i=n

aibi ‖≤
n+m∑
i=n

| ai |‖ bi ‖≤M
n+m∑
i=n

| ai |≤M
ε

M
= ε

΄Αρα,
∑∞

i=1 αibi ∈ X και
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T

(
∞∑
i=1

αibi

)
= α

΄Αρα, η T είναι επί.

Επομένως, έχουμε δείξει ότι η T είναι γραμμική, 1-1, επί, συνεχής, άρα η

T είναι ισομορφισμός.

(1)⇒ (2)

΄Εστω ότι οι χώροι l1 και X είναι ισόμορφοι. Τότε, υπάρχει ισομορφισμός

T : l1 → X του l1 επί του X.

΄Εστω {en} η συνήθης βάση του l1.

Θέτουμε bn = T (en).

Τότε, η {bn} είναι βάση Schauder του X. Πραγματικά, αν υποθέσουμε

ότι x ∈ X, θα δείξουμε ότι το x μπορεί να γραφεί κατά μοναδικό τρόπο

σαν ανάπτυγμα των στοιχείων της {bn}.
Για το x, θα υπάρχει α ∈ l1 : T (α) = x, και το α είναι μοναδικό επειδή ο

T είναι 1-1.

Οπότε, έχουμε:

Τ(
∑n

i=1 aiei) =
∑n

i=1 aiT (ei) =
∑n

i=1 aibi

Επίσης,
∑n

i=1 aiei → α

΄Αρα,

limn T (
∑n

i=1 aiei) = T (limn

∑n
i=1 aiei) = T (a) = x

⇒ limn (
∑n

i=1 aibi) = x

⇒
∑∞

i=1 aibi = x

΄Αρα, η {bn} είναι βάση Schauder του X.

Θα δείξουμε ότι η {bn} είναι τύπου l+ και φραγμένη. Πράγματι,

‖ bn ‖=‖ T (en) ‖≤‖ T ‖‖ en ‖=‖ T ‖,∀n

άρα, η βάση {bn} είναι φραγμένη.
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Θα δείξουμε ότι η βάση {bn} είναι τύπου l+.

Θα δείξουμε ότι ∃c > 0 : ∀α = (αi) πραγματική ακολουθία, ισχύει

‖
∑n

i=1 αibi ‖≥ c
∑n

i=1 | αi |

Επειδή ο T είναι αμφισυνεχής, έχουμε ότι

1
‖T−1‖ ‖ ξ ‖ ≤‖ T (ξ) ‖ ≤‖ T ‖‖ ξ ‖,∀ξ ∈ l1

΄Εχουμε ότι

T (
∑n

i=1 αiei) =
∑n

i=1 αibi

άρα,

1
‖T−1‖ ‖

∑n
i=1 αiei ‖l1≤‖ T (

∑n
i=1 αiei) =

‖
∑n

i=1 αibi ‖=
1

‖T−1‖
∑n

i=1 | αi |

δηλαδή, δείξαμε ότι ∃c > 0, όπου είναι το c = 1
‖T−1‖ , ώστε

‖
∑n

i=1 αibi ‖≥ c
∑n

i=1 | αi |

Συνεχίζουμε με τον ορισμό του διατακτικού ισομορφισμού.

Ορισμός 2.3.1. ΄Εστω X, Y χώροι με νόρμα (ή και Banach).

Αν T : X → Y ισομορφισμός επί, τότε ο T είναι διατακτικός ισομορφισμός
αν ισχύει:

x ∈ X+ ⇔ T (x) ∈ Y+
( ⇔ ο T και ο T−1 είναι θετικοί τελεστές)
Τότε, λέμε επίσης ότι οι X, Y είναι διατακτικά ισόμορφοι.
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Αν X χώρος Banach και {bn} βάση Schauder του X, τότε ορίζουμε την
εξής διάταξη στον X:

Για x =
∑∞

i=1 x(i)bi, y =
∑∞

i=1 y(i)bi ∈ X,
x ≥ y ⇔ x(i) ≥ y(i),∀i

Τότε, X+ = {x =
∑∞

i=1 x(i)bi ∈ X|x(i) ≥ 0,∀i}
είναι ο θετικός κώνος του X που ορίζεται από τη βάση {bn} (ή από την σημειακή
διάταξη της βάσης)

Παρατήρηση

Αν ο X είναι χώρος Banach, και T : l1 → X ισομορφισμός επί, τότε {T (en) =
bn} είναι βάση Schauder του X και αν διατάξουμε τον X με τον θετικό κώνο
X+ της βάσης {bn}, τότε οι χώροι l1 και X είναι διατακτικά ισόμορφοι.
Θεώρημα 2.3.2. Αν X είναι χώρος Banach, {bn} βάση Schauder του X,
τότε (1)⇔ (2).

(αʹ) Ο θετικός κώνος X+ του X ως προς τη βάση {bn} έχει φραγμένη βάση.
(βʹ) η {bn} είναι τύπου l+.

Απόδειξη. (2)⇒ (1)

Υποθέτουμε ότι η βάση {bn} είναι τύπου l+. Από προηγούμενο Θεώρημα,

έχουμε ότι X ∼= l1 και μάλιστα έχουμε ότι η T (
∑∞

i=1 x(i)bi) = (x(i))i∈N είναι

ισομορφισμός του X επί του l1.

΄Εστω X+ ο θετικός κώνος της βάσης {bn}.
Τότε, έχουμε ότι οι l1 και X είναι διατακτικά ισόμορφοι, δηλαδή ότι x ∈ X+ ⇔
T (x) ∈ l+1 .
΄Εχουμε T (bi) = ei.

΄Αρα, T−1(ei) = bi.

Δηλαδή έχουμε ότι T−1 : l1 → X, ώστε

T−1(ξ) =
∑∞

i=1 ξibi,∀ξ ∈ l1.
΄Εστω B =

{
ξ ∈ l+1 | ‖ ξ ‖= 1

}
φραγμένη βάση του l+1 που ορίζεται από την

ακολουθία (1, 1, ..., 1, ...) ∈ l+∞.

΄Εστω L = T−1.

Τότε, L : l1 → X ισομορφισμός επί.

΄Εχουμε ότι L(l+1 ) = X+.

Θα δείξουμε ότι το D = L(B) είναι φραγμένη βάση του X+.



42 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΑΚΛΑΣΤΙΚΟ�Ι Κ�ΩΝΟΙ

Καταρχάς, θα δείξουμε ότι το D είναι φραγμένο. Πραγματικά, ∀x ∈ D, ∃ξ ∈
B : x = L(ξ)

⇒‖ x ‖=‖ L(ξ) ‖≤‖ L ‖‖ ξ ‖=‖ L ‖
άρα το D είναι φραγμένο.

Θα δείξουμε ότι το D είναι βάση του X+.

Για να δείξουμε ότι το D είναι βάση του X+, αρκεί να δείξουμε ότι : το D είναι

κυρτό και ότι ∀x ∈ X+, x 6= 0, υπάρχει μοναδικό λx > 0, ώστε λxx ∈ D.

Αποδείκνύουμε ότι το D είναι κυρτό:

΄Εστω x, y ∈ D = L(B). ΄Επεται ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ B : x = L(ξ1), y =
L(ξ2).

΄Εστω λ ∈ (0, 1). Θα δείξουμε ότι λx + (1 − λ)y ∈ D, δηλαδή ότι λL(ξ1) +
(1− λ)L(ξ2) ∈ D
΄Εχουμε ότι λL(ξ1) + (1− λ)L(ξ2) = L(λξ1 + (1− λ)ξ2) ∈ D, άρα το D είναι

κυρτό.

Αποδεικνύουμε τώρα, ότι ∀x ∈ X+, x 6= 0, υπάρχει μοναδικό λx > 0, ώστε

λxx ∈ D
΄Εστω x ∈ X+, x 6= 0.

Αφού L(l+1 ) = X+, για το x, υπάρχει ξ ∈ l+1 , ώστε x = L(ξ), και το ξ είναι

μοναδικό (αφού L 1-1).

Για το ξ ∈ l+1 , υπάρχει μοναδικό λξ > 0, ώστε λξξ ∈ B.

Τότε, L(λξξ) = λξL(ξ) = λξx ∈ D
΄Αρα, το ζητούμενο λx > 0 είναι το λξ.

΄Αρα, δείξαμε ότι το D = L(B) είναι φραγμένη βάση του X+.

Εν συνεχεία, θα ορίσουμε την έννοια του ισομορφισμού κώνων σε χώρους με

norm.

Ορισμός 2.3.2. ΄Εστω P ⊆ X, Q ⊆ Y κώνοι και X, Y χώροι με norm. Οι
κώνοι P και Q ονομάζονται ισόμορφοι, αν υπάρχει T : P → Q, 1-1, επί, θετικά
ομογενής και προσθετική,

(T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y),∀x, y ∈ P, ∀λ, µ ∈ R+)

και επιπλέον οι T , T−1 είναι συνεχείς στις επαγόμενες τοπολογίες των P , Q,

(δηλαδή αν xn, x ∈ P , έχουμε xn → x⇔ T (xn)→ T (x))

Στη συνέχεια, θα διατυπώσουμε ένα θεώρημα που μας δίνει τις προϋποθέσεις

κάτω από τις οποίες ένας κώνος P χώρου Banach X είναι τοπικά ισομορφικός
με τον l+1 , αφού πρώτα δώσουμε τους απαραίτητους ορισμούς.
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Ορισμός 2.3.3. ΄Εστω X χώρος Banach διατεταγμένος από τον κώνο P .
Το x ∈ P είναι ακραίο σημείο (extremal point) του P , αν και μόνο αν, για
κάθε y ∈ X, 0 < y < x, έπεται ότι y = λx, όπου λ ∈ R+.

Συμβολίζουμε με EP (P ) το σύνολο των ακραίων σημείων του P .

Θα ορίσουμε παρακάτω την έννοια της συνεχούς προβολής σε διατεταγμένους

χώρους.

Ορισμός 2.3.4. ΄Ενα ακραίο σημείο x0 του κώνου P δέχεται συνεχή προβολή
(continuous projection), αν υπάρχει μία γραμμική συνεχής προβολή Px0 του
X επί του [x0], ώστε Px0(x) ≤ x,∀x ∈ P .

Ορισμός 2.3.5. Ο χώροςBanach X έχει την CPP , (Continuous Projection
Property), αν ισχύει η εξής συνεπαγωγή:

x0 ∈ EP (P )⇒ το x0 έχει συνεχή προβολή

Γενικότερα, αν X είναι χώρος Banach, τότε για κάθε κυρτό υποσύνολο K του
X, συμβολίζουμε με ep(K) το σύνολο των ακραίων σημείων του K.

Ορισμός 2.3.6. ΄Εστω G κλειστό και κυρτό υποσύνολο χώρου Banach X.
Το σύνολο G έχει την KMP (Krein−Milman Property), αν

K = coep(K),∀K ⊆ G, με K κλειστό, κυρτό και φραγμένο

Θεώρημα 2.3.3. ([57], Th. 4.1) ΄Εστω X χώρος Banach διατεταγμένος από
τον απειροδιάστατο, κλειστό κώνο P . Αν ο P έχει την CPP , τότε:

(αʹ) Ο P είναι τοπικά ισομορφικός με τον l+1 (Γ), αν και μόνο αν, ο P έχει
κλειστή φραγμένη βάση με την KMP .

(βʹ) Ο P είναι τοπικά ισομορφικός με τον l+1 , αν και μόνο αν, ο P έχει
διαχωρίσιμη, κλειστή, φραγμένη βάση με την KMP .

Πολύ σημαντικό είναι και το παρακάτω θεώρημα, με βάση το οποίο μπορούμε

να εξετάσουμε αν ένας χώρος Banach είναι ανακλαστικός ή όχι.

Θεώρημα 2.3.4. ([56], Th. 9) ΄Ενας χώρος Banach X είναι μη ανακλαστι-
κός, αν και μόνο αν, ο θετικός κώνος του l1 εμφυτεύεται στον X.
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2.4 Χαρακτηρισμοί ανακλαστικών κώνων

Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε ένα πολύ σημαντικό θεώρημα που μας δείχνει

πότε ένας κώνος P είναι ανακλαστικός. Υπενθυμίζουμε το παρακάτω γνωστό
αποτέλεσμα, που θα χρειαστούμε στην απόδειξη του θεωρήματος:

΄Εστω {xn} ακολουθία ενός χώρου Banach X η οποία δεν είναι norm-
συγκλίνουσα στο 0. Αν η {xn} είναι ασθενώς Cauchy και όχι ασθε-
νώς συγκλίνουσα, τότε η {xn} έχει μία βασική υπακολουθία, [36], Th.
1.1.10.

Θεώρημα 2.4.1. ΄Ενας κλειστός κώνος P ενός χώρου Banach X είναι ανα-
κλαστικός, αν και μόνο αν, ο P δεν περιέχει κλειστό κώνο ισομορφικό με τον
θετικό κώνο του l1.

Απόδειξη. ⇒
Υποθέτουμε ότι ο P είναι ανακλαστικός κώνος.

Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι υπάρχει Q ⊆ P κλειστός κώνος,

ισομορφικός με τον l+1 .

Τότε, ο Q, σαν υποκώνος του P , είναι επίσης ανακλαστικός.

Πράγματι, το σύνολο Q ∩BX είναι κλειστό (ως τομή κλειστών), και άρα (από

Θεώρημα Mazur) είναι ασθενώς κλειστό υποσύνολο του ασθενώς συμπαγούς

P ∩BX , άρα είναι ασθενώς συμπαγές.

Επειδή ο κλειστός και κυρτός κώνος Q του χώρου Banach X είναι κωνικά

ισομορφικός με τον κώνο l+1 , έπεται (από [24], Th. 4.5 ) ότι ο Q είναι mixed
based κώνος, κάτι που αντικρούει το θεώρημα 2.2.5.

⇐
Αντίστροφα τώρα, υποθέτουμε ότι ο P δεν περιέχει κλειστό κώνο ισομορφικό

με τον l+1 .

Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι ο P δεν είναι ανακλαστικός.

Τότε, το σύνολο B+
X = BX ∩ P δεν είναι ασθενώς συμπαγές σύνολο.

Επομένως, υπάρχει ακολουθία {xn} ⊆ B+
X , που δεν έχει ασθενώς συγκλίνουσα

υπακολουθία.

Επειδή ο P δεν περιέχει κλειστό κώνο ισομορφικό με τον l+1 , σύμφωνα με το

Θεώρημα l1-Rosenthal, [27], εξασφαλίζεται η ύπαρξη ασθενώς Cauchy υπακο-

λουθίας της {xn}, που την συμβολίζουμε πάλι με {xn}.
Η ακολουθία {xn} δεν έχει ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία, επομένως η

{xn} δεν συγκλίνει ασθενώς στο 0. Επομένως, υπάρχει x∗ ∈ X∗ και μία

υπακολουθία {xnk} της {xn} τέτοια ώστε x∗(xnk) ≥ 1, ∀k ∈ N.
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Επομένως, η {xnk} είναι βασική ακολουθία, τύπου l+ και ο κώνος:

K =

{
p ∈ X : p =

∞∑
k=1

akxnk , ak ≥ 0, ∀k ∈ N

}
που παράγεται από την {xnk} είναι υποκώνος του P και είναι ισομορφικός με

τον l+1 (βλ. [70], Th. 10.2).

Επομένως, κατασκευάσαμε έναν υποκώνο του P (τον K) που είναι ισομορφικός

με τον l+1 , άτοπο, επειδή είχαμε υποθέσει ότι ο P δεν περιέχει κώνο ισομορφικό

με τον l+1 .

Επομένως, ο P είναι ανακλαστικός, και αποδείξαμε το ζητούμενο.

Το επόμενο αποτέλεσμα δείχνει ότι ένας ανακλαστικός κώνος P παρουσιάζει την
ίδια συμπεριφορά με έναν ανακλαστικό χώρο όσον αφορά τον δεύτερο δυϊκό του

P oo
.

Θεώρημα 2.4.2. ΄Εστω X χώρος Banach. ΄Ενας κλειστός κώνος P του X

είναι ανακλαστικός, αν και μόνο αν, P̂ = P oo
.

Απόδειξη. ⇒ Υποθέτουμε ότι ο κώνος P ⊆ X είναι ανακλαστικός, δηλαδή,

εξ΄ ορισμού, ότι το θετικό τμήμα της μοναδιαίας μπάλας U+
X είναι ασθενώς

συμπαγές. Τότε, το σύνολο Û+
X είναι ασθενώς -άστρο συμπαγές σύνολο.

Για κάθε α > 0, έχουμε ότι το σύνολο

P̂ ∩ αUX∗∗ = αÛ+
X

είναι ασθενώς άστρο κλειστό.

Επειδή το σύνολο P̂ ∩ αUX∗∗ είναι ασθενώς άστρο κλειστό, έπεται από το

Θεώρημα Krein-Smulian για ασθενώς -άστρο κλειστά σύνολα, ότι το P̂ είναι

ασθενώς -άστρο κλειστό σύνολο.

Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα Krein-Smulian, το P̂ είναι ασθενώς -άστρο

κλειστός κώνος, δηλαδή P̂ = P̂
w∗

.

΄Ομως, P̂
w∗

= P oo
, άρα P̂ = P oo

.

⇐ Υποθέτουμε ότι P̂ = P oo
. Θα δείξουμε ότι ο κώνος P είναι ανακλαστικός.

΄Εχουμε ότι B̂+
X = P̂ ∩BX = P̂ ∩ BX∗∗ = P oo ∩ BX∗∗ . ΄Αρα, σύμφωνα με το

θεώρημα των Banach-Alaoglou ([50], Th. 2.6.18), το σύνολο B̂+
X είναι ασθε-

νώς - άστρο συμπαγές. Επειδή η JX είναι ασθενώς -ασθενώς άστρο συνεχής
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ομομορφισμός από τον X επί του X̂, [50], Prop. 2.6.24, έχουμε ότι το σύνο-

λο B+
X είναι ασθενώς - συμπαγές υποσύνολο του X, και επομένως ο X είναι

ανακλαστικός.

Στην ενότητα αυτή, θα αποδείξουμε ένα θεώρημα το οποίο μας δίνει ένα κριτήριο

για το πότε ένας χώρος Banach X είναι ανακλαστικός.

Το κριτήριο αυτό αφορά τους κλειστούς κώνους του χώρου Banach. Πιο συγ-
κεκριμένα, δίνουμε τον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 2.4.1. ΄Ενας χώρος με νόρμα X έχει την ιδιότητα (*), αν για
κάθε κλειστό κώνο P του X έχουμε ότι: είτε ο P δεν έχει φραγμένη βάση
που ορίζεται από στοιχείο του X∗, ή κάθε αυστηρά θετικό (στον P ) γραμμικό
συναρτησιακό του X, του οποίου ο περιορισμός στον P είναι συνεχής στην
επαγόμενη τοπολογία του P , λαμβάνει maximum σε κάθε βάση για τον P που
ορίζεται από στοιχείο του X∗.

Θεώρημα 2.4.3. ([56], Th. 11) ΄Ενας χώρος Banach X είναι ανακλαστικός,
αν και μόνο αν, ο X έχει την ιδιότητα (*).

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ο X είναι ανακλαστικός, και έστω P ένας κλειστός

κώνος του X. Αν υποθέσουμε ότι ο P έχει φραγμένη βάση που ορίζεται από

στοιχείο του X∗, τότε, από το Θεώρημα Διχοτομίας για κλειστούς κώνους,

έχουμε ότι κάθε βάση για τον P που ορίζεται από στοιχείο του X∗ είναι φραγ-
μένη, και επομένως είναι ασθενώς συμπαγής. Επομένως, κάθε αυστηρά θετικό

γραμμικό συναρτησιακό του X, του οποίου ο περιορισμός στον P είναι συνεχής

λαμβάνει maximum σε κάθε βάση για τον P που ορίζεται από στοιχείο του

X∗. Επομένως, δείξαμε ότι ο X έχει την ιδιότητα (*).

Αντίστροφα τώρα, υποθέτουμε ότι ο X έχει την ιδιότητα (*). Προς απαγωγή

σε άτοπο, υποθέτουμε ότι ο X δεν είναι ανακλαστικός. Τότε, υπάρχει ένας

ισομορφισμός T : l+1 → P του l+1 επί ενός κλειστού κώνου P του X.

Θεωρούμε την επέκταση του T στον l1, τον οποίο συμβολίζουμε πάλι με T ,

ως εξής: T : l1 → P − P , με Tx = Tx+ − Tx−, για κάθε x ∈ l1, όπου

x+ = sup {x, 0} και x− = sup {−x, 0}, είναι το θετικό και το αρνητικό μέρος

του x αντίστοιχα.

Τότε, ο T είναι συνεχής, επειδή για κάθε x ∈ l1, έχουμε ότι:

‖T (x)‖ = ‖T (x+)−T (x−)‖ ≤ ‖T (x+)‖+‖T (x−)‖ ≤ A
(
‖x+‖+ ‖x−‖

)
= A‖x‖

Πράγματι, ο T : l+1 → P είναι συνεχής. Επειδή T (0) = 0, λόγω συνέχειας στο

0, έχουμε ότι για την περιοχή U+ της εικόνας T (0), υπάρχει μία περιοχή ρU+
l1

του 0, τέτοια ώστε:

T (ρU+
l1

) ⊆ U+ ⇒ ∀x ∈ ρU+
l1
, ‖ x ‖≤ ρ⇒‖ T (x) ‖≤ 1⇒ ∀x ∈ l+1 , ‖ T (ρ

x

‖ x ‖
) ‖≤ 1
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⇒‖ T (x) ‖≤ 1
ρ
‖ x ‖= A ‖ x ‖⇒ ∀x ∈ l+1 , ‖ T (x) ‖≤ A ‖ x ‖

Εν γένει, ισχύει ότι

‖ x ‖≤‖ x+ ‖ + ‖ x− ‖

Για x ∈ l1, έχουμε ότι:

‖ x ‖=‖ x+ ‖ + ‖ x− ‖

Πράγματι, για x = (x(i)) ∈ l1, έπεται ότι:

x+ =
∞∑
1

(x(i) ∨ 0) ei, x
− =

∞∑
1

(−x(i) ∨ 0) ei, ‖ x ‖=
∞∑
1

| x(i) |

άρα,

‖ x ‖=‖ x+ ‖ + ‖ x− ‖

Γνωρίζουμε ότι ο θετικός κώνος του l1 έχει μια κλειστή, φραγμένη βάση C.

Επομένως, T (C) είναι μία κλειστή, φραγμένη βάση για τον κώνο P .

Πράγματι, για T (x) ∈ T (C)⇔ x ∈ C, έπεται ότι

‖ T (x) ‖≤ A ‖ x ‖≤ AM

όπου M είναι ‖ · ‖-φράγμα της C, άρα δείξαμε ότι T (C) φραγμένη βάση του

P .

Επίσης, αν υποθέσουμε ότι yn = T (xn) → y, τότε y ∈ P , επειδή ο κώνος P
είναι κλειστός, και έστω y = T (x), επειδή ο T είναι επί. Αρκεί να δείξουμε ότι

x ∈ C.

΄Εχουμε ότι:

T (xn)→ y = T (x)⇒ xn → x⇒ x ∈ C

επειδή C κλειστή βάση του l+1 . ⇒ y ∈ T (C), άρα T (C) κλειστή βάση του P .

΄Εχουμε ότι, 0 /∈ T (C), επομένως υπάρχει (από Διαχωριστικό Θεώρημα) ένα

g ∈ X∗ που να διαχωρίζει γνήσια το T (C) και το 0. Τότε, εύκολα μπορούμε

να δείξουμε ότι το g είναι αυστηρά θετικό και ότι η βάση Bg που ορίζεται από

το g είναι φραγμένη.

Πραγματικά,

0 = g(0) < inf (g(x)) ,∀x ∈ T (C)

⇔ 0 = g(0) < α ≤ g(x),∀x ∈ T (C)Τότε, το g είναι αυστηρά θετικό, επειδή

∀x ∈ P, x 6= 0, υπάρχει μοναδικό λx, τέτοιο ώστε λxx ∈ T (C) ⇒ λxg(x) ≥
α > 0, ⇒ g(x) > 0, ∀x ∈ P, x 6= 0.

Ακόμη, η βάση Bg = {x ∈ P |g(x) = 1} του P , που ορίζεται από το g, είναι

φραγμένη. Θα το αποδείξουμε.
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Ορίζουμε αBg = {αx|x ∈ Bg}, όπου το α είναι εκείνο που υπάρχει από το

Διαχωριστικό θεώρημα.

Παρατηρούμε ότι η αBg είναι η βάση που ορίζεται από το συναρτησιακό fracgα,
αφού

∀y ∈ αBg ⇒ y = αx, x ∈ Bg ⇒ g(y) = α⇒ αBg = B g
α

Αρκεί να δείξουμε ότι η αBg είναι φραγμένη βάση του P . ΄Εστω x ∈ αBg.

Τότε, g(x) = α.

Υποθέτουμε ότι η βάση T (C) του κώνου P ορίζεται από το γραμικό συναρτη-

σιακό f . Τότε, έχουμε ότι

x

f(x)
∈ T (C)⇒‖ x

f(x)
‖≤M ⇒‖ x ‖≤Mf(x)

΄Εχουμε ότι

0 < g(x) = α ≤ g(y),∀x ∈ αBg,∀y ∈ T (C)

Επίσης,

∀x ∈ αBg,∃λx : λxx ∈ T (C)⇒ g(λxx) ≥ α

από τον διαχωρισμό.

λxg(x)λxα ≥ α⇒ λx ≥ 1

Επομένως, ∀x ∈ αBg, έχουμε ότι

‖ λxx ‖≤M ⇒‖ x ‖≤ M

λx
≤ M

1

επειδή λx ≥ 1,∀x ∈ αBg

Επομένως, δείξαμε ότι ‖ x ‖≤ M, ∀x ∈ αBg, άρα η βάση αBg είναι φραγμένη,

άρα και η βάση Bg = 1
α

(αBg) είναι φραγμένη.

Υποθέτουμε ότι T ∗ : X∗ → l∗1 = l∞ είναι ο συζυγής του T , δηλαδή T ∗(x∗)(ξ) =
x∗(T (ξ)), ∀x∗ ∈ X∗ και ∀ξ ∈ l1.
Τότε, ο T ∗ είναι συνεχής. Πράγματι,

‖ T ∗(x∗) ‖= supξ∈Ul1 |T
∗(x∗)(ξ)| = supξ∈Ul1 |x

∗(T (ξ))| ≤ supξ∈Ul1 (‖ x∗ ‖‖ T (ξ) ‖) ≤

≤ supξ∈Ul1 (‖ x∗ ‖‖ T ‖‖ ξ ‖) ≤‖ T ‖‖ x∗ ‖
Επομένως, δείξαμε ότι:

‖ T ∗(x∗) ≤‖ T ‖‖ x∗ ‖

άρα ο T ∗ είναι συνεχής.
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Υποθέτουμε ότι T ∗(g) = ξ = (ξi), η εικόνα του g (που υπάρχει από το Διαχω-

ριστικό θεώρημα) μέσω της T ∗.

Τότε, το ξ είναι αυστηρά θετικό στον l+1 . Πράγματι,

∀η ∈ l+1 , η 6= 0, ξ(η)(T ∗g)(η) = g(T (η) > 0

, αφού αφενός T (η) ∈ P = T (l+1 ), T (η) 6= 0 και αφετέρου το g είναι αυστηρά

θετικό. ΄Αρα, δείξαμε ότι το ξ είναι αυστηρά θετικό.

Υποθέσουμε ότι Bξ είναι η βάση για τον l+1 που ορίζεται από το ξ. Τότε

μπορούμε να δείξουμε ότι T (Bξ) = Bg, και επομένως θα έχουμε ότι η βάση Bξ

είναι φραγμένη.

Πράγματι, έστω x ∈ Bξ ⇔ x ∈ l+1 , ξ(x) = 1. Τότε, έχουμε ότι:

ξ(x) = 1⇔ T ∗(g)(x) = 1⇔ g(T (x)) = 1⇒ T (x) ∈ Bg

και άρα δείξαμε ότι T (Bξ) ⊆ Bg. ΄Εστω, τώρα, y = T (x) ∈ Bg, x ∈ l+1 . Θα

δείξουμε ότι x ∈ Bξ, ότι δηλαδή ξ(x) = 1. ΄Εχουμε ότι:

1 = g(T (x)) = (T ∗g)(x) = ξ(x)⇒ x ∈ Bξ ⇒ T : Bξ → Bg

επί. ΄Αρα, δείξαμε ότι T (Bξ) = Bg.

Η βάση Bξ είναι φραγμένη. Πράγματι,

∀x ∈ Bξ ⇒ x = T−1(y), y ∈ Bg ⇒‖ x ‖≤ B ‖ y ‖≤ BMBg

΄Εχουμε ότι ξi ≥ β > 0,∀i, επειδή, αν η ακολουθία (ξi) έχει μία συγκλίνουσα

στο μηδέν υπακολουθία, τότε το ξ ορίζει μη φραγμένη βάση για τον l+1 .

Υποθέτουμε ότι r ∈ l+∞, με ri = i
i+1
ξ, ∀i, δηλαδή r =

(
ξ1
2
, 2ξ2

3
, 3ξ3

4
, ...
)
.

Τότε, παρατηρούμε ότι το r δεν λαμβάνει maximum στο Bξ.

Πράγματι,

r(η) =
∞∑
1

riηi =
∞∑
1

i

i+ 1
ξηi <

∞∑
1

ξiηi = ξ(η) = 1,∀η ∈ Bξ

και επομένως έχουμε ότι
ei
ξi
∈ Bξ,∀i, αφού ξ

(
ei
ξi

)
= ξ

(
0, ..., 0, 1

ξ
, 0, ...

)
, με

r
(
ei
ξi

)
= i

i+1
→ 1, όπου ei είναι το διάνυσμα του l∞ με 1 στην i-οστή συντε-

ταγμένη και μηδέν στις υπόλοιπες συντεταγμένες.

΄Εστω φ το γραμμικό συναρτησιακό στον P − P , που ορίζεται από τον τύπο:

φ (T (η)) = r(η),∀η ∈ l1
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δηλαδή το φ είναι εκείνο το συναρτησιακό του P −P , που υπάρχει επειδή η T ∗

είναι επί, και T ∗(φ) = r.

Τότε, η φ έχει γραμμική επέκταση σε όλον τον X, η φ είναι αυστηρά θετική

στον P , και επίσης ο περιορισμός της φ στον P είναι συνεχής με την επαγόμενη

τοπολογία στον P , επειδή ο T είναι ισομορφισμός του l+1 επί του P .

Θα δείξουμε ότι η φ δεν λαμβάνει maximum στο Bg.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι η φ λαμβάνειmaximum στην Bg σε ένα στοιχείο

T (t), τότε έχουμε ότι t ∈ Bξ, και επίσης ότι το r λαμβάνει maximum στην

βάση Bξ στο σημείο t, το οποίο είναι άτοπο, επειδή έχουμε αποδείξει ότι το r
δεν λαμβάνει maximum στη βάση Bξ του l+1 .

Επομένως, η φ δεν λαμβάνει maximum στο Bg. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με

την υπόθεσή μας ότι ο χώρος X έχει την ιδιότητα (*). Επομένως, ο X είναι

ανακλαστικός.

2.5 Ισχυρά ανακλαστικοί κώνοι

Στην ενότητα αυτή επικεντρώνουμε την μελέτη μας σε μία υποκλάση του συνό-

λου των ανακλαστικών κώνων, τους οποίους ονομάζουμε ισχυρά ανακλαστικούς

κώνους.

Ορισμός 2.5.1. ΄Ενας κώνος P ενός χώρου Banach X ονομάζεται ισχυρά
ανακλαστικός (strongly reflexive), αν το σύνολο U+

X = UX ∩ P είναι norm
συμπαγές.

• Η επιπλέον ιδιότητα δηλαδή, σε σχέση με τους ανακλαστικούς κώνους,
είναι το γεγονός, ότι στους ισχυρά ανακλαστικούς κώνους, η συμπάγεια

του θετικού τμήματος της μοναδιαιας μπάλας του χώρου, λαμβάνεται ως

προς την norm τοπολογία.

΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach, και P ισχυρά ανακλαστικός κώνος
του X. Τότε, έχουμε τις παρακάτω ιδιότητες:

(αʹ) Ο P δεν είναι παράγων (generating), δηλαδή X 6= P − P .
Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι ο P είναι παράγων, τότε έχουμε ότι ο P
δίδει ανοικτή διάσπαση του X, δηλαδή ∃ρ > 0, ώστε ρUX ⊆ U+

X − U
+
X .

Τότε, παρατηρούμε ότι το σύνολο U+
X−U

+
X είναι συμπαγές. Πραγματικά,

έστω ακολουθία U+
X − U

+
X � zn = xn − yn. Τότε (λόγω της συμπάγειας

του U+
X ), για την ακολουθία xn υπάρχει υπακολουθία {xnk} ώστε xnk →

x ∈ U+
X . Θεωρώ την υπακολουθία {ynk} της ακολουθίας {yn}. Τότε,
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(λόγω της συμπάγειας του U+
X ) υπάρχει υπακολουθία

{
ynkl

}
της {ynk}

ώστε ynkl → y ∈ U+
X . Τότε, xnkl → x και επομένως έχουμε ότι η

υπακολουθία

{
znkl

}
, με znkl = xnkl − ynkl , της {zn} είναι συγκλίνουσα

σε στοιχείο του U+
X −U

+
X , αφού znkl = xnkl − ynkl → x− y ∈ U+

X −U
+
X .

΄Αρα, το σύνολο ρUX είναι κλειστό υποσύνολο του συμπαγούς U
+
X −U

+
X ,

και επομένως, η μοναδιαία μπάλα U+
X του χώρου είναι συμπαγής, και

άρα ο X είναι πεπερασμένης διάστασης, άτοπο.

(βʹ) Ο P δεν έχει εσωτερικά σημεία.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι ο P έχει εσωτερικό σημείο, τότε έχουμε
ισοδύναμα ότι ο P είναι παράγων, άτοπο.

Υπενθυμίζουμε ένα πολύ σημαντικό θεώρημα, το οποίο αποδείχτηκε από

τον Klee ([42]), και είναι το επόμενο:

Θεώρημα 2.5.1. ΄Ενας οξύς κώνος P σε έναν τοπικά κυρτό χώρο
Hausdorff , έχει συμπαγή περιοχή του μηδενός, αν και μόνο αν, ο P
έχει συμπαγή βάση.

Το προαναφερθέν θεώρημα μπορεί να εφαρμοστεί στην δική μας περί-

πτωση, ως εξής:

• ΄Ενας οξύς κώνος σε έναν χώρο Banach είναι ισχυρά ανακλαστικός,
αν και μόνο αν, ο P έχει norm συμπαγή βάση.

Εν συνεχεία, αναφέρουμε δύο βασικές ιδιότητες των ισχυρά ανακλαστι-

κών κώνων, οι οποίες βασίζονται στο προαναφερθέν θεώρημα του Klee.

Πρόταση 2.5.2. Αν ο P είναι ισχυρά ανακλαστικός και οξύς κώνος
ενός χώρου Banach X, τότε:

i. Ο P έχει βάση που ορίζεται από στοιχείο του X∗, και κάθε τέτοια βάση
για τον P είναι συμπαγής.

ii. Ο P είναι normal (δηλαδή, ∃c ∈ R : ∀x, y ∈ X, 0 ≤ x ≤ y ⇒‖ x ‖≤
c ‖ y ‖)

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ο P είναι strongly reflexive και οξύς κώ-

νος του X.

i. Από το προαναφερθέν θεώρημα, έχουμε ότι ο P έχει συμπαγή βάση

B. Επομένως, από το Διαχωριστικό Θεώρημα, έπεται ότι υπάρχει

x∗ ∈ X∗, που διαχωρίζει γνήσια το 0 και την B, με x∗(x) > 0,∀x ∈
B. Η βάση Bx∗ που ορίζεται από το x∗ είναι κλειστή και φραγμένη.
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Επομένως, αφού η βάση Bx∗ είναι φραγμένη, περιέχεται σε κάποιο

πολλαπλάσιο του συμπαγούς U+
X , και άρα είναι συμπαγής, ως κλειστό

υποσύνολο συμπαγούς. Επομένως, δείξαμε ότι ο κώνος P έχει βάση

Bx∗ που ορίζεται από το στοιχείο x∗ του X∗. Αρκεί αν δείξουμε ότι

κάθε τέτοια βάση για τον P είναι φραγμένη. Πραγματικά, επειδή ο

P δεν μπορεί να είναι mixed based κώνος, και η Bx∗ είναι φραγμένη,

έπεται ότι κάθε βάση για τον P που ορίζεται από στοιχείο του X∗

είναι φραγμένη.

ii. Ο P είναι normal, επειδή ο P έχει φραγμένη βάση.

Ανακλαστικοί και ισχυρά ανακλαστικοί κώνοι υπάρχουν αρκετοί, όπως

φαίνεται στα παρακάτω παραδείγματα.

Παράδειγμα 2.5.1. ΄ΕστωX χώροςBanach και {xn} unconditional
βάση του X.

Τότε, ο θετικός κώνος της βάσης {xn} είναι το σύνολο

K{xn} =

{
x =

∞∑
i=1

λixi|λi ≥ 0,∀i

}
και αποδεικνύεται ότι υπάρχει P ⊆ K{xn} ισχυρά ανακλαστικός, με
P − P = X.

Παραδείγματος χάριν, αν X = L1[0, 1], τότε υπάρχει P ⊆ L+
1 [0, 1]

ισχυρά ανακλαστικός με P − P = L1[0, 1].

Στο επόμενο παράδειγμα, περιγράφεται μία μέθοδος κατασκευής ενός

ανακλαστικού κώνου μέσω μίας ασθενώς συγκλίνουσας ακολουθίας.

Με αυτόν τον τρόπο, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι κάθε απειρο-

διάστατος χώρος Banach X, περιέχει έναν απειροδιάστατο ανακλαστικό
κώνο με φραγμένη βάση που ορίζεται από στοιχείο του X∗.

Παράδειγμα 2.5.2. ([23], Th. 5.5) ΄Εστω X χώρος Banach και
έστω {xn} ακολουθία του χώρου X που συγκλίνει ασθενώς στο μηδέν.
΄Εστω x0 /∈ c0 {xn} και έστω D = c0 {xn} − x0.
Αν P = cone(D), ο μικρότερος κώνος του χώρου X που παράγεται από
το σύνολο D, τότε ο P είναι ανακλαστικός κώνος με φραγμένη βάση
που ορίζεται από στοιχείο του X∗.

Επιπλέον ισχύουν οι εξής προτάσεις:
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i. Αν ‖xn‖ ≥ δ > 0, ∀n, τότε ο P δεν είναι ισχυρά ανακλαστικός.
ii. Αν limn ‖xn‖ = 0, τότε ο P είναι ισχυρά ανακλαστικός.
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Κεφάλαιο 3

Αντιστοιχίες ζήτησης και

ανακλαστικότητα

3.1 Εισαγωγή στις πεπερασμένες οικο-

νομίες

3.1.1 Η αντιστοιχία ζήτησης

Υποθέτουμε ότι στην οικονομία έχουμε πεπερασμένο πλήθος αγαθών (n
αγαθά) όπου n ∈ N, σταθερός φυσικός αριθμός, που μπορεί να είναι
οσοδήποτε μεγάλος, καθώς δεν υπάρχει άνω φράγμα για το πλήθος των

αγαθών. Απαριθμούμε τα αγαθά με τους αριθμούς 1,2,...,n.

Το μοντέλο αυτό της οικονομίας μπορεί να περιγράφει τα αγαθά ενός

σούπερ μάρκετ, τις μετοχές μίας χρηματιστηριακής αγοράς, το σύνολο

των στρατηγικών ενός παίκτη, το σύνολο των αγαθών μίας χώρας, αλλά

και τα αγαθά της παγκόσμιας οικονομίας.

Το ζητούμενο είναι να μελετήσουμε την συμπεριφορά του τυχαίου κα-

ταναλωτή (επενδυτή) της οικονομίας.

Στο μοντέλο αυτό της οικονομίας κάνουμε τις εξής υποθέσεις:

• Ο χώρος των αγαθών είναι ο χώρος Rn
, όπου κάθε διατεταγμένη n-

άδα συμβολίζει μία δέσμη αγαθών ή αλλιώς μία οικονομική πράξη.

Πιο αναλυτικά, απαριθμούμε τα n το πλήθος αγαθά της οικονομίας και
κάθε διάνυσμα x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

εκφράζει τις ποσότητες που

έχει στη διάθεσή του ο καταναλωτής από το κάθε αγαθό.

• Οι δέσμες αγαθών είναι μη αρνητικά διανύσματα του συνόλου αγαθών,
δηλαδή υποθέτουμε ότι ο καταναλωτής δεν δύναται να έχει αρνητική

55
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ποσότητα κάποιου αγαθού. Συνεπώς, υποθέτουμε ότι το σύνολο κατα-

νάλωσης είναι ο θετικός κώνος του χώρου αγαθών, δηλαδή ο χώρος

Rn
+.

• Οι τιμές υποθέτουμε ότι είναι διανύσματα p = (p1, p2, ..., pn) του δυ-
ϊκού χώρου Rn

, όπου κάθε συνιστώσα pi εκφράζει την τιμή του i-
αγαθού. Η αξία της δέσμης αγαθών x = (x1, x2, ..., xn) υπό την τιμή
p δίνεται μέσω του εσωτερικού γινομένου p(x) = p · x =

∑n
i=1 pixi

Ο τρόπος που ο τυχαίος καταναλωτής της οικονομίας συγκρίνει τα διά-

φορα αγαθά και λαμβάνει τις αποφάσεις του είναι μία διμελής σχέση,

που στα οικονομικά ονομάζεται σχέση προτίμησης.

Πιο συγκεκριμένα, η σχέση προτίμησης � είναι μία διμελής σχέση
στο σύνολο κατανάλωσης Rn

+ (δηλαδή, ένα υποσύνολο του καρτεσιανού

γινομένου Rn
+ × Rn

+) που είναι:

i. ανακλαστική (x � x, ∀x ∈ Rn
+)

ii. πλήρης (για κάθε x, y ∈ Rn
+, ισχύει x � y ή y � x)

iii. μεταβατική (για κάθε x, y, z ∈ Rn
+ έχουμε x � y και y � z συνεπά-

γεται x � z)

Η σχέση προτίμησης � ονομάζεται:

• ΄Ανω ημισυνεχής όταν για κάθε x ∈ Rn
+, το σύνολο P�(x) =

{
y ∈ Rn

+|y � x
}
,

των προτιμότερων ή ίδιων του x, είναι κλειστό υποσύνολο του Rn
+.

• Κάτω ημισυνεχής όταν για κάθε x ∈ Rn
+, το σύνολο P�(x) =

{
y ∈ Rn

+|x � y
}
,

των χειρότερων ή ίδιων του x, είναι κλειστό υποσύνολο του Rn
+.

• Συνεχής όταν είναι άνω και κάτω ημισυνεχής.

Υποθέτουμε ότι κάθε καταναλωτής είναι εφοδιασμένος με μία σχέση

προτίμησης �, με βάση την οποία συγκρίνει τα αγαθά της οικονομίας,
και ένα αρχικό αγαθό ω ∈ Rn

+, με αξία w = p(ω) υπό το διάνυσμα τιμών
p.

Αν p ∈ Rn
είναι διάνυσμα τιμών, τότε ο καταναλωτής μπορεί να επιλέ-

ξει ένα οποιοδήποτε διάνυσμα αγαθών x ∈ Rn
+ που η αξία του να μην

υπερβαίνει τον αρχικό πλούτο, δηλαδή να ισχύει p(x) ≤ w. Το σύνολο

Bw(p) =
{
x ∈ Rn

+|p(x) ≤ w
}

ονομάζεται σύνολο προϋπολογισμού του καταναλωτή υπό την τιμή p και
αρχικό πλούτο w, και το σύνολο
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Lw(p) =
{
x ∈ Rn

+|p(x) = w
}

ονομάζεται εισοδηματικός περιορισμός του καταναλωτή υπό την τιμή p
και με αρχικό πλούτο w.

Κάνοντας την παραδοχή ότι στην οικονομία που μελετάμε δεν υπάρχουν

ανεπιθύμητα αγαθά (pi ≥ 0,∀i), ούτε ελεύθερα αγαθά (pi 6= 0,∀i),
προκύπτει ότι τα διανύσματα τιμών είναι αυστηρά θετικά διανύσματα

του Rn
, δηλαδή ότι p ∈ Rn

++ και θα τα συμβολίζουμε p >> 0.

΄Ενα από τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά των οικονομιών πεπερασμέ-

νης διάστασης είναι το παρακάτω αποτέλεσμα:

Θεώρημα 3.1.1. Σε πεπερασμένες οικονομίες, αν το διάνυσμα τιμών

p είναι αυστηρά θετικό, τότε το σύνολο προϋπολογισμού Bw(p) είναι
συμπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω περερασμένη οικονομία διάστασης n και διάνυσμα τι-

μών p αυστηρά θετικό. θα δείξουμε ότι το σύνολο προϋπολογισμού

Bw(p) είναι συμπαγές. Αρκεί να δείξουμε ότι είναι κλειστό και φραγμέ-

νο.

Το Bw(p) είναι κλειστό. Πράγματι,

Bw(p) =
{
x ∈ Rn

+|p(x) ≤ w
}

=

= {x ∈ Rn|p(x) ≤ w} ∩ Rn
+ =

= p−1 ((−∞, w]) ∩ Rn
+

είναι κλειστό ως τομή κλειστών.

Επίσης, το Bw(p) είναι φραγμένο. Θα το αποδείξουμε.

Επειδή το διάνυσμα τιμών p είναι αυστηρά θετικό, δηλαδή pi > 0,∀i =
1, 2, ..., n, έπεται ότι min {pi} > 0.

Επομένως, για κάθε x ∈ Bw(p), έχουμε ότι η αξία του x υπό την τιμή

p είναι

w ≥ p(x) =
n∑
i=1

pixi ≥ µ
n∑
i=1

xi = µ ‖ x ‖1

⇒‖ x ‖1 ≤
w

µ
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και άρα το σύνολο προϋπολογισμού Bw(p) είναι φραγμένο.

Το Bw(p) ως κλειστό και φραγμένο υποσύνολο χώρου πεπερασμένης

διάστασης, είναι συμπαγές.

• Στην περίπτωση που το σύνολο προϋπολογισμού είναι συμπαγές, έ-
χουμε ότι κάθε άνω ημισυνεχής σχέση προτίμησης μεγιστοποιείται

στο σύνολο προϋπολογισμού τουλάχιστον σε ένα σημείο, και κάτω από

συγκεκριμένες προϋποθέσεις μπορεί να εξασφαλιστεί και η μοναδικό-

τητα του σημείου στο οποίο η σχέση προτίμησης μεγιστοποιείται.

Το προαναφερθέν αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια του παρακάτω θεω-

ρήματος, όπου τον ρόλο του συμπαγούς μετρικού χώρου έχει το σύνολο

προϋπολογισμού Bw(p).

Θεώρημα 3.1.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και � λογι-
κή σχέση προτίμησης στον X. Αν η σχέση προτίμησης � είναι άνω
ημισυνεχής, τότε η � παίρνει μέγιστη τιμή στον X.

Απόδειξη. Επειδή η σχέση προτίμησης � είναι άνω ημισυνεχής, έπεται

ότι το σύνολο P�(x) των προτιμότερων ή ίδιων του x είναι κλειστό

υποσύνολο του X.

Για κάθε x ∈ X, το σύνολο Fx = {y ∈ X|y � x} είναι συμπαγές, ως

τομή του συμπαγούς X και του κλειστού συνόλου P�(x) των προτιμό-

τερων ή ίδιων του x.

Ονομάζουμε

F =
⋂
x∈X

Fx

Αν δείξουμε ότι F 6= ∅, τότε κάθε στοιχείο x0 που θα ανήκει στο

F , μεγιστοποιεί την σχέση προτίμησης, επειδή αν x0 ∈ F , τότε x0 ∈
Fx,∀x ∈ X, και άρα x0 � x, ∀x ∈ X.

Για να δείξουμε ότι η τομή F είναι μη κενή, αρκεί να δείξουμε ότι η

οικογένεια των συνόλων Fx, x ∈ X έχει την Ιδιότητα της πεπερασμένης

τομής.

Υποθέτουμε ότι x1, x2, ..., xn−1, xn ∈ X.

Θα δείξουμε ότι
⋂n
i=1 Fxi 6= ∅.

Επειδή η σχέση προτίμησης είναι λογική, μπορούμε να υποθέσουμε ότι:

xn � xn−1 � ... � x2 � x1

Τότε,
⋂n
i=1 Fxi = Fxn 6= ∅.

Επομένως, F 6= ∅, και άρα η σχέση προτίμησης παίρνει μέγιστη τιμή σε

κάποιο στοιχείο x0 του X.
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Αυτό το αποτέλεσμα αποτελεί το σημαντικότερο χαρακτηριστικό των

πεπερασμένης διάστασης οικονομιών, και μας επιτρέπει να ορίσουμε την

έννοια της συνάρτησης (ή γενικότερα της αντιστοιχίας) ζήτησης.

Για κάθε αυστηρά θετικό διάνυσμα τιμών p, και για κάθε w > 0, συμβο-
λίζουμε με x(w, p) το σύνολο ζήτησης, δηλαδή το σύνολο των σημείων
του συνόλου προϋπολογισμού Bw(p) στα οποία μεγιστοποιείται η σχέ-
ση προτίμησης � του καταναλωτή (εφόσον τέτοια σημεία υπάρχουν),
δηλαδή:

x (w, p) = {x ∈ Bw(p)|x � y,∀y ∈ Bw(p)}

Η διαδικασία αυτή ορίζει μία αντιστοιχία μεταξύ των διανυσμάτων τιμών

και των σημείων του Bw(p) στα οποία μεγιστοποιούνται οι προτιμήσεις
του καταναλωτή:

R++ × Rn
++ � (w, p) −→ x (w, p) ⊆ Bw(p)

η οποία ονομάζεται αντιστοιχία ζήτησης, ή συνάρτηση ζήτησης αν η

αντιστοιχία είναι μονότιμη.

Αν x(w, p) 6= ∅ για κάθε (w, p), τότε λέμε ότι υπάρχει η αντιστοιχία
ζήτησης.

• Το σημαντικότερο χαρακτηριστικό των πεπερασμένης διάστασης οι-
κονομιών είναι το γεγονός ότι εξασφαλίζεται πάντα η ύπαρξη και η

συνέχεια της αντιστοιχίας ζήτησης για κάθε λογική και άνω ημισυ-

νεχή σχέση προτίμησης, κάτι που οφείλεται όπως είδαμε στην συμπά-

γεια των συνόλων προϋπολογισμού που ορίζονται από αυστηρά θετικά

διανύσματα τιμών.

3.1.2 Ισορροπία σε οικονομίες ανταλλαγής

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε την ύπαρξη ισορροπίας σε οικο-

νομίες ανταλλαγής, στην περίπτωση που ο χώρος αγαθών E είναι πε-
περασμένης διάστασης, άρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο E είναι ο
χώρος Rm

, όπου m ∈ N, συμβολίζει το συνολικό πλήθος των αγαθών
της οικονομίας.

Πιο συγκεκριμένα, υποθέτουμε ότι έχουμε την οικονομία ανταλλαγής:

E = (〈Rm,Rm〉 , {(ωi,�i) |i = 1, 2, ..., l}) ,
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με l καταναλωτές, όπου οι σχέσεις προτίμησης �i, i = 1, 2, ..., l των
καταναλωτών είναι λογικές, συνεχείς, μονότονες και αυστηρά κυρτές.

Επίσης υποθέτουμε ότι το αρχικό αγαθό ω της οικονομίας είναι αυστηρά
θετικό διάνυσμα του Rm

.

Το 1954, οι Arrow − Debreu απέδειξαν την ύπαρξη ισορροπίας σε οι-
κονομίες ανταλλαγής. Η απόδειξη αυτή στην οποία χρησιμοποιήθηκαν

το Θεώρημα Σταθερού Σημείου του Brower και το Θεώρημα Σταθε-
ρού Σημείου του Kakutani (1941) για πλειότιμες απεικονίσεις, έδωσαν
ιδιαίτερη αίγλη αλλά είχαν και ιδιαίτερη ανάδραση τόσο στην Ανάλυση

όσο και στην Οικονομία.

΄Ετσι στην Ανάλυση, τα χρόνια που ακολούθησαν, αναπτύχθηκε ση-

μαντικά ο κλάδος των πλειότιμων απεικονίσεων αλλά και τα οικονομικά

θεμελειώθηκαν και μελετήθηκαν με τεχνικές ανάλυσης και αναπτύχθη-

καν νέοι κλάδοι όπως η Θεωρία Γενικής Ισορροπίας.

Πριν ορίσουμε την συνάρτηση υπερβάλλουσας ζήτησης και την έννοια

της τιμής ισορροπίας, θα διατυπώσουμε ένα πολύ σημαντικό θεώρημα.

Θεώρημα 3.1.3. ([1], Th. 11.1) ΄Εστω η συνάρτηση f : int(Rm
+ )→

Rm
+ . Αν η συνάρτηση f έχει τις ιδιότητες

i. είναι συνεχής,

ii. φ(λp) = f(p), ∀λ > 0, (ομογενής βαθμού μηδέν)

iii. p · f(p) = 0, για κάθε p,

iv. υπάρχει b ∈ Rm
ώστε f(p) ≥ b για κάθε P (η f είναι κάτω φραγμένη),

v. για κάθε ακολουθία {pn} του Rm
+ , όπου pn >> 0 για κάθε n ∈ N και

pn → q, έχουμε:

• αν qi > 0, όπου qi η i-συντεταγμένη του q, η ακολουθία {f i(pn)}
της i-συντεταγμένης της {f(pn)} είναι φραγμένη,
• αν το q δεν είναι αυστηρά θετικό, η ακολουθία {f(pn)} δεν έχει
φραγμένη υπακολουθία,

τότε υπάρχει p ∈ int(Rm
+ ) ώστε f(p) = 0.

Υποθέτουμε τώρα ότι έχουμε την οικονομία ανταλλαγής

E = (〈Rm,Rm〉 , {(ωi,�i) |i = 1, 2, ..., l}) ,
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που ικανοποιεί τις υποθέσεις που θέσαμε στην αρχή της ενότητας.

Τότε, για κάθε i (δηλαδή για κάθε καταναλωτή) και για κάθε διάνυσμα
τιμών p >> 0, η σχέση προτίμησης �i λαμβάνει μέγιστη τιμή στο
σύνολο προϋπολογισμού Bωi(p), ακριβώς σε ένα σημείο του Bωi(p), το
οποίο συμβολίζουμε με xi(p), και το xi(p) ανήκει στον εισοδηματικό
περιορισμό. Υπενθυμίζουμε ότι το xi(p) είναι το αγαθό που επιθυμεί
να αποκτήσει ο i-καταναλωτής κατά τη χρονική στιγμή 1, οπότε το

άθροισμα
∑l

i=1 xi(p) είναι το συνολικό ζητούμενο αγαθό. Η διαφορά

ζ(p) =
∑l

i=1 xi(p) − ω εκφράζει κατά πόσο η προσφορά ικανοποιεί τη
ζήτηση, και η συνάρτηση:

ζ : int(Rm
+ )→ Rm

+ ,

με ζ(p) =
∑l

i=1 xi(p)−ω, p ∈ int(Rm
+ ) είναι η συνάρτηση υπερβάλλου-

σας ζήτησης.

Ορισμός 3.1.1. Κάθε αυστηρά θετικό διάνυσμα τιμών p του Rm
+ για

το οποίο ισχύει

ζ(p) = 0,

ονομάζεται τιμή ισορροπίας της οικονομίας ανταλλαγής E, και στην πε-
ρίπτωση αυτή λέμε ότι υπάρχει τιμή ισορροπίας της οικονομίας.

Παρατήρηση 3.1.4. Αποδεικνύεται ([1], Th. 8.1) ότι, σε οικονομί-
ες ανταλλαγής, η συνάρτηση υπερβάλλουσας ζήτησης ζ ικανοποιεί τις
υποθέσεις του θεωρήματος 3.1.3 και επομένως υπάρχει τιμή ισορροπίας.

Θεώρημα 3.1.5. ([1], Cor. 11.2) Αν σε οικονομία ανταλλαγής E
οι σχέσεις προτίμησης είναι λογικές, συνεχείς, μονότονες και αυστηρά

κυρτές και το συνολικό αγαθό ω είναι εσωτερικό σημείο του Rm
+ , υπάρχει

τιμή ισορροπίας.

3.2 Απειροδιάστατες οικονομίες

Στην Οικονομική θεωρία, η μεγιστοποίηση της σχέσης προτίμησης του

καταναλωτή σε κάθε σύνολο προϋπολογισμού ορίζει την αντιστοιχία ζή-

τησης, η οποία σε κάθε διάνυσμα τιμών αντιστοιχίζει το προτιμόμενο

από τον καταναλωτή διάνυσμα αγαθών. ΄Οπως είδαμε, το πρόβλημα της
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μεγιστοποίησης και η ύπαρξη αντιστοιχιών ζήτησης εξασφαλίζεται σε

πεπερασμένης διάστασης οικονομίες, κάτι που δεν μπορούμε να το εξα-

σφαλίσουμε όταν ο χώρος των αγαθών είναι απειροδιάστατος. Σε άπειρης

διάστασης οικονομίες υπεισέρχονται νέες μαθηματικές έννοιες και εργα-

λεία, αναγκαία για την μελέτη τους, και προσδιορίζονται οι υποθέσεις

κάτω από τις οποίες το πρόβλημά μας έχει θετική απάντηση.

Στην άπειρη διάσταση, το οικονομικό μοντέλο μοντελοποιείται στα Μα-

θηματικά ως εξής:

• Υποθέτουμε ότι έχουμε άπειρα το πλήθος αγαθά και ότι ο χώρος των
αγαθών είναι ένας απειροδιάστατος χώρος με νόρμα, ή ένας χώρος

Banach X (παραδείγματος χάριν X = Lp, L∞, l∞, ...).

• Το σύνολο κατανάλωσης είναι ένας κλειστός κώνος P του χώρου α-
γαθών X.

• Οι τιμές θέλουμε να είναι γραμμικές και συνεχείς απεικονίσεις f :
X → R, άρα ο δυϊκός χώρος X∗ είναι ο χώρος των τιμών.

Θεωρούμε στον X την διάταξη που ορίζεται από τον κώνο P . Στην
θεωρία της διάταξης, έχουν μελετηθεί κώνοι και βάσεις κώνων, και η

γεωμετρία τους είναι σημαντική για την μελέτη και τις ιδιότητες του

χώρου X.

Υποθέτουμε και πάλι ότι στο μοντέλο μας δεν υπάρχουν ανεπιθύμητα

αγαθά, αλλά ούτε και ελεύθερα αγαθά, που έχει ως συνέπεια τα δια-

νύσματα τιμών να είναι στοιχεία του δυϊκού κώνου του P στον X∗,
αυστηρά θετικά, δηλαδή:

p διάνυσμα τιμών, αν p ∈ P 0 = {f ∈ X∗|f(x) ≥ 0, ∀x ∈ P}, αυστηρά
θετικό.

Μελετάμε την συμπεριφορά του τυχαίου καταναλωτή, ο οποίος χαρα-

κτηρίζεται από μία σχέση προτίμησης � με βάση την οποία συγκρίνει
τα διάφορα αγαθά της οικονομίας και έναν αρχικό πλούτο w ∈ R, w > 0.

Αν f ∈ P 0
αυστηρά θετικό, διάνυσμα τιμών, τότε με ανάλογο τρόπο,

ορίζουμε το σύνολο προϋπολογισμού:

Bw(p) = {x ∈ P |f(x) ≤ w}

και τον εισοδηματικό περιορισμό:

Lw(p) = {x ∈ P |f(x) = w}

του καταναλωτή υπό την τιμή f και με αρχικό πλούτο w.

Επίσης, με ανάλογο τρόπο, η σχέση προτίμησης � ονομάζεται:
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• ΄Ανω ημισυνεχής όταν για κάθε x ∈ P , το σύνολο P�(x) = {y ∈ P |y � x},
των προτιμότερων ή ίδιων του x, είναι κλειστό υποσύνολο του P .

• Κάτω ημισυνεχής όταν για κάθε x ∈ P , το σύνολο P�(x) = {y ∈ P |x � y},
των χειρότερων ή ίδιων του x, είναι κλειστό υποσύνολο του P .

• Συνεχής όταν είναι άνω και κάτω ημισυνεχής.
΄Οπως είχαμε ορίσει σε προηγούμενο κεφάλαιο, η βάση ενός κώνου P
είναι ένα πολύ σημαντικό κυρτό υποσύνολο B του κώνου P που έχει
την ιδιότητα ότι ∀x ∈ P, x 6= 0, υπάρχει ένας μοναδικός πραγματικός
αριθμός λx > 0 ώστε λxx ∈ B. Ισοδύναμα, έχουμε ότι η B είναι
κλειστή βάση του κώνου P αν υπάρχει f ∈ P 0

, αυστηρά θετικό, ώστε

B = {x ∈ P |f(x) = 1}.

• Υπάρχει ένα- προς -ένα αντιστοιχία μεταξύ των βάσεων κώνων και
των εισοδηματικών περιορισμών.

Πράγματι, έχοντας υποθέσει ότι δεν υπάρχουν ελεύθερα αγαθά, κάθε διά-

νυσμα τιμών f είναι συνεχές γραμμικό συναρτησιακό του X, αυστηρά
θετικό στον P , οπότε:

Ο εισοδηματικός περιορισμός

Lw(p) = {x ∈ P |f(x) = w} =

{
x ∈ P | f

w
(x) = 1

}
είναι βάση του κώνου P που ορίζεται από το συνεχές γραμμικό συναρ-
τησιακό

f
w
.

• Το βασικό μειονέκτημα στους χώρους άπειρης διάστασης είναι το
γεγονός ότι δεν εξασφαλίζεται η συμπάγεια του συνόλου προϋπολο-

γισμού. Παραδείγματος χάριν, στο χώρο l1, η βάση B1 του θετικού

του κώνου, που ορίζεται από το αυστηρά θετικό διάνυσμα τιμών 1 δεν
είναι σ (l1, l∞)-συμπαγής.

΄Αμεση συνέπεια του παραπάνω γεγονότος, είναι η μη εξασφάλιση της

ύπαρξης της αντιστοιχίας ζήτησης σε απειροδιάστατες οικονομίες. Υ-

πάρχουν γνωστά παραδείγματα σχέσεων προτίμησης που ορίζονται σε έ-

να κλειστό κώνο P ενός χώρου με νόρμα X, οι οποίες λαμβάνουν, ή δεν
λαμβάνουν, μέγιστη τιμή σε συγκεκριμένα σύνολα προϋπολογισμού του

κώνου P , αλλά δεν γνωρίζουμε κάποιο παράδειγμα ενός άπειρης διάστα-
σης κλειστού κώνου P με μία σχέση προτίμησης, ώστε η αντιστοιχία
ζήτησης να υπάρχει (δηλαδή η σχέση προτίμησης να μεγιστοποιείται

σε κάθε σύνολο προϋπολογισμού του P ).

Το παρακάτω θεώρημα, αποτελεί άμεση εφαρμογή του αποτελέσματος

διχοτομίας σε ανταγωνιστικές οικονομίες.
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Θεώρημα 3.2.1. Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστική οικονομία

ανταλλαγής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών-τιμών είναι το δυϊκό σύ-

στημα < X, Y >, όπου X είναι χώρος με νόρμα, και υποθέτουμε επίσης
ότι το σύνολο κατανάλωσης είναι ένας σ(X,Y)-κλειστός κώνος P του X.
Αν το θετικό τμήμα U+

X = UX ∩ P της μοναδιαίας μπάλας UX του X
είναι σ(X,Y)-συμπαγής και ο P έχει ένα norm-φραγμένο σύνολο προ-
ϋπολογισμού, τότε για κάθε σ(X,Y) άνω ημισυνεχή σχέση προτίμησης
� του P , η αντιστοιχία ζήτησης της � υπάρχει.

Απόδειξη. Ο κώνος P έχει ένα φραγμένο σύνολο προϋπολογισμού, ε-

πομένως έχει μία φραγμένη βάση που ορίζεται από ένα στοιχείο y ∈ Y
(και είναι ο εισοδηματικός περιορισμός).

Από το αποτέλεσμα διχοτομίας, έπεται ότι κάθε βάση για τον P που

ορίζεται από στοιχείο του χώρου Y είναι φραγμένη, επομένως κάθε

σύνολο προϋπολογισμού για τον P είναι φραγμένο, δηλαδή περιέχεται

σε κάποιο θετικό πολλαπλάσιο της μοναδιαίας μπάλας MU+
X .

Επίσης, έχουμε ότι κάθε σύνολο προϋπολογισμού είναι σ(X,Y)-κλειστό,

επομένως κάθε σύνολο προϋπολογισμού είναι σ(X,Y)-συμπαγές (ως

σ(X,Y)-κλειστό υποσύνολο του σ(X,Y)-συμπαγούς MU+
X ).

Επομένως, κάθε σ(X,Y) άνω ημισυνεχής σχέση προτίμησης � του P
λαμβάνει maximum σε κάθε σύνολο προϋπολογισμού του P , άρα η

αντιστοιχία ζήτησης της σχέσης προτίμησης � υπάρχει.

Πόρισμα 3.2.2. ([56], Cor. 14) Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστι-
κή οικονομία ανταλλαγής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών-τιμών είναι

το δυϊκό σύστημα < X∗, X >, όπου X είναι χώρος με νόρμα και X∗

ο δυϊκός του. Αν το σύνολο κατανάλωσης είναι ένας σ(X∗,X) κλειστός
κώνος P του X∗ και ο P έχει ένα φραγμένο σύνολο προϋπολογισμού,
τότε η αντιστοιχία ζήτησης κάθε σ(X∗,X) άνω ημισυνεχούς σχέσης
προτίμησης του P υπάρχει.

Πόρισμα 3.2.3. ([56], Cor. 15) Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστι-
κή οικονομία ανταλλαγής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών-τιμών είναι το

δυϊκό σύστημα < X,X∗ >, όπου X είναι ανακλαστικός χώρος Banach
και το σύνολο κατανάλωσης είναι ένας κλειστός κώνος P του X. Αν ο
P έχει ένα φραγμένο σύνολο προϋπολογισμού, τότε για κάθε σ(X,X∗)
άνω ημισυνεχή σχέση προτίμησης � του P , η αντιστοιχία ζήτησης της
� υπάρχει.
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3.2.1 Θεώρημα διχοτομίας (για βάσεις κώνων)

και εφαρμογές

Στην ενότητα αυτή, μελετάται η ύπαρξη αντιστοιχίας ζήτησης σε απει-

ροδιάστατες οικονομίες. Υποθέτουμε ότι, σε μία ανταγωνιστική οικονο-

μία ανταλλαγής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών και του χώρου τιμών

εκφράζεται από το δυϊκό σύστημα < X, Y >, όπου X είναι χώρος με
νόρμα.

Αποδεικνύεται ότι σε ανακλαστικούς χώρους, αλλά και σε κάποιες άλλες

κατηγορίες χώρων Banach, υπάρχουν μόνο δύο κλάσεις κώνων.

Πιο συγκεκριμένα, σε μία ανταγωνιστική οικονομία ανταλλαγής, υπο-

θέτουμε ότι η δυϊκότητα χώρου αγαθών-τιμών είναι το δυϊκό ζεύγος

< X, Y >, όπου X είναι χώρος με νόρμα με σ(X,Y)-συμπαγή μονα-
διαία μπάλα UX . Τότε, ο X έχει δύο κλάσεις σ(X,Y)-κλειστών κώνων,
δηλαδή κώνων των οποίων κάθε βάση είναι norm-φραγμένη, και κώ-
νων των οποίων κάθε βάση είναι norm-μη φραγμένη. Στην πρώτη
κατηγορία αυτών των κώνων, η αντιστοιχία ζήτησης κάθε σ(X,Y) άνω
ημισυνεχούς σχέσης προτίμησης υπάρχει, και επίσης αποδεικνύεται ότι

η αντιστοιχία ζήτησης είναι norm-σ(X,Y) άνω ημισυνεχής.

• Το αποτέλεσμα διχοτομίας για κώνους μας δείχνει ότι σε ένα δυϊκό
ζεύγος < X, Y >, όπου X είναι χώρος με νόρμα, δεν είναι απαραίτητο
η μοναδιαία μπάλα UX να είναι σ(X,Y)-συμπαγής, αλλά αρκεί να είναι
σ(X,Y)-συμπαγές το θετικό της τμήμα U+

X = UX ∩ P , προκειμένου
το πρόβλημα ύπαρξης και συνέχειας της αντιστοιχίας ζήτησης να έχει

θετική απάντηση.

3.2.2 Συνέχεια των αντιστοιχιών ζήτησης

Εστω φ αντιστοιχία (πλειότιμη απεικόνιση) από έναν τοπολογικό χώρο
F στα υποσύνολα ενός τοπολογικού χώρου G (φ : F � G)

Η φ είναι upper hemicontinuous σε ένα σημείο x ∈ F , αν για κά-
θε ανοικτή περιοχή V του φ(x), η άνω αντίστροφη εικόνα φu(V ) =
{x ∈ F : φ(x) ⊆ V } του V είναι περιοχή του x. Επίσης, λέμε ότι η
φ είναι upper hemicontinuous, αν είναι upper hemicontinuous σε κάθε
σημείο του F .

Πολύ σημαντική είναι επίσης η έννοια της radially upper semiconti-
nuous και της radially lower semicontinuous σχέσης προτίμησης �
που ορίζεται στον κώνο P .
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Ορισμός 3.2.1. Υποθέτουμε ότι � είναι μία σχέση προτίμησης που
ορίζεται σε έναν κώνο P ενός γραμμικού τοπολογικού χώρου E.

• Αν για κάθε x, y ∈ P το σύνολο {λx|λ ∈ R+
τέτοια ώστε y � λx}

είναι κλειστό, τότε η σχέση προτίμησης είναι radially lower semi-
continuous.

• Αν για κάθε x, y ∈ P το σύνολο {λx|λ ∈ R+
τέτοια ώστελx � y}

είναι κλειστό, τότε η σχέση προτίμησης είναι radially upper semi-
continuous.

• Αν η � είναι radially upper και radially lower semicontinuous τότε
είναι radially semicontinuous.

Από το Θεώρημα Κλειστού Γραφήματος για πλειότιμες απεικονίσεις, έ-

χουμε το εξής αποτέλεσμα:

• Αν το σύνολο τιμών G της φ είναι συμπαγές και Hausdorff και η
φ έχει κλειστό γράφημα, τότε η φ είναι upper hemicontinuous.

Θεώρημα 3.2.4. Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστική οικονομία αν-

ταλλαγής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών-τιμών είναι το δυϊκό σύστημα

< X, Y >, όπου X είναι ένας χώρος με νόρμα, και Y υπόχωρος του X∗,
και υποθέτουμε επίσης ότι το σύνολο κατανάλωσης είναι ένας σ(X, Y )-
κλειστός κώνος P του X. Αν το U+

X = UX ∩P είναι σ(X, Y )-συμπαγές
και ο κώνος P έχει ένα norm-φραγμένο σύνολο προϋπολογισμού, τό-
τε για κάθε σ(X, Y )-upper hemicontinuous και σ(X, Y )-radially lower
semicontinuous σχέση προτίμησης � του P , η αντιστοιχία ζήτησης
της � είναι norm-σ(X, Y ) upper hemicontinuous.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα Διχοτομίας, επειδή ο κώνος P έχει μία

norm φραγμένη βάση, έπεται ότι κάθε βάση για τον P είναι φραγμένη

και άρα η αντιστοιχία ζήτησης υπάρχει.

Ο χώρος Y είναι διατεταγμένος από τον δυϊκό κώνο P 0
του P στον Y

(P 0 = {q ∈ Y |q(x) ≥ 0})
Ονομάζουμε D = {q ∈ Y |q(x) > 0,∀x ∈ P, x 6= 0} το σύνολο των αυ-

στηρά θετικών (στον P ) στοιχείων του Y .

Η αντιστοιχία ζήτησης είναι η απεικόνιση x : D × (0,+∞)� P .

΄Εστω p0 ∈ D και w0 ∈ (0,+∞). Θα δείξουμε ότι η x είναι συνεχής

στο (p0, w0).

Θα ακολουθήσουμε την παρακάτω διαδικασία:
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i. Θα δείξουμε ότι το (p0, w0) είναι εσωτερικό σημείο του συνόλου

U =

[
1

2
p0,

3

2
p0

]
×
(w0

2
, 2w0

)
⊆ D × (0,+∞)

ii. Θα δείξουμε ότι ο περιοριμός xU της x στο U παίρνει τιμές στο

σ(X, Y )-συμπαγές υποσύνολο MU+
X του X, δηλαδή

x(U) ⊆MU+
X

Τότε, επειδή το MU+
X είναι σ(X, Y )-συμπαγής και Hausdorff και η

x έχει κλειστό γράφημα, έπεται ότι ο περιορισμός xU της x στο U
είναι συνεχής (προκύπτει από το Θεώρημα Κλειστού γραφήματος για

πλειότιμες απεικονίσεις).

Θα αποδείξουμε το 1. λίγο πιο γενικά, δηλαδή θα δείξουμε ότι:

∀q ∈ D και ∀λ ∈ (0, 1), το q είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος

[(1− λ) q, (1 + λ) q].

Από το Θεώρημα Διχοτομίας, το αυστηρά θετικό διάνυσμα q ορίζει μία

φραγμένη βάση K για τον κώνο P .

Υποθέτουμε ότι K ⊆ δUX .

Παρατηρούμε ότι:

∀h ∈ Y, με ‖h‖ ≤ 1

δ
⇒ |h(x)| ≤ 1, ∀x ∈ K

( |h(x)| ≤ ‖h‖ · ‖x‖ ≤ 1
δ
· δ = 1)

Θα δείξουμε ότι q + h ≥ 0, ∀h ∈ Y, με ‖h‖ ≤ 1
δ
.

q + h ≥ 0⇔ q(x) + h(x) ≥ 0,∀x ∈ P .

΄Εστω x ∈ P . Τότε,
x
q(x)
∈ K ⇒ |h

(
x
q(x)

)
| ≤ 1 και q

(
x
q(x)

)
= 1 ⇒

(q + h)
(

x
q(x)

)
≥ 0 ⇒ (q + h) (x) ≥ 0, ∀x ∈ P ⇒ h ≥ −q

Για το −h, έχουμε ‖ −h ‖≤ 1
δ
, άρα q− h ≥ 0⇒ h ≤ q ⇒ −q ≤ h ≤ q (για το

τυχαίο h ∈ 1
δ
Uy

1
δ
Uy ⊆ [−q, q]

Επομένως, ∀ε > 0, έχουμε:

q + εUy = q + εδ
1

δ
Uy ⊆ q + εδ [−q, q] = [(1− εδ) q, (1 + εδ) q]

Τότε, παρατηρούμε ότι: ∀0 < λ = εδ < 1 (ισοδύναμα, ∀0 < ε < 1
δ
) έχου-

με ότι το χ είναι εσωτερικό σημείο του [(1− λ) q, (1 + λ) q] και μάλιστα το

[(1− λ) q, (1 + λ) q] περιέχεται στο D ⊆ P 0
.
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Πράγματι, κάθε p ∈ Y , με p ≥ (1− λ) q, 0 < λ < 1 ⇒ (1− λ) > 0και∀x ∈
P, x 6= 0, p(x) ≥ (1− λ) q(x) > 0

΄Αρα, δείξαμε ότι το q είναι εσωτερικό σημείο του [(1− λ) q, (1 + λ) q] ⊆ D,

∀λ ∈ (0, 1)

Επομένως, το p0 ∈ D που είχαμε υποθέσει, είναι εσωτερικό σημείο του [(1− λ) p0, (1 + λ) p0],
∀λ ∈ (0, 1), άρα για λ = 1

2
το p0 είναι εσωτερικό σημείο του

[
1
2
p0,

3
2
p0
]
.

Παρατηρούμε ότι x(p, w) ∈ Bw(p). Για να δείξουμε ότι ο περιοριμός xU της x
στο U παίρνει τιμές στο σ(X, Y )-συμπαγές υποσύνολο MU+

X του X, αρκεί να

δείξουμε ότι η οικογένεια των συνόλων προϋπολογισμού {Bw(p)}(p,w)∈U είναι

φραγμένη.

Υποθέτουμε ότι w > 0 και λ ∈ (0, 1) σταθεροί πραγματικοί αριθμοί. ΄Εστω

q ∈ D.

Θα δείξουμε ότι η οικογένεια των συνόλων προϋπολογισμούBw(z) = {x ∈ P |z(x) ≤ w},
όπου 0 < w < ω και z ∈ [(1− λ) q, (1 + λ) q] είναι ομοιόμορφα φραγμένη, δη-

λαδή υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε ‖ x ‖≤M, ∀x ∈ Bw(z).

Πράγματι, ∀x ∈ Bw(z), έχουμε: (1− λ) q(x) ≤ z(x) ≤ w ≤ ω.

Επειδή το q ορίζει φραγμένη βάση για τον P , έπεται ότι το q είναι ομοιόμορφα

μονότονο, δηλαδή ότι υπάρχει θ > 0, τέτοιο ώστε q(y) ≥ θ ‖ y ‖, ∀y ∈ P .

΄Αρα,

(1− λ) θ‖x‖ ≤ (1− λ) q(x) ≤ z(x) ≤ w ≤ ω,∀x ∈ Bw(z)⇒‖ x ‖≤ ω

(1− λ) θ
,∀x ∈ Bw(z)

΄Αρα, υπάρχει M > 0 (το M = ω
(1−λ)θ ), ώστε

‖ x ‖≤,∀x ∈ Bw(z),∀0 < w < ω, και∀z ∈ [(1− λ) q, (1 + λ) q]

Από το θεώρημα πλειότιμων απεικονίσεων, προκύπτει ότι η xU είναι συνεχής

στο τυχόν σημείο (p0, w0) του D × (0,+∞), και επειδή το (p0, w0) είναι εσω-

τερικό σημείο του D× (0,+∞), έπεται ότι και η x είναι συνεχής στο (p0, w0).
΄Αρα, δείξαμε ότι η (p0, w0) είναι συνεχής συνάρτηση.

Πόρισμα 3.2.5. Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστική οικονομία ανταλλα-

γής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών και του χώρου τιμών είναι το δυϊκό σύστη-

μα < X∗, X >, όπου X είναι χώρος με νόρμα και X∗ ο δυϊκός του, το σύνολο
κατανάλωσης είναι ένας σ(X∗, X) κλειστός κώνος P του X∗ και υποθέτουμε
επίσης ότι ο P έχει φραγμένο σύνολο προϋπολογισμού. Αν � είναι σ(X∗, X)
upper semicontinuous και σ(X∗, X) radially lower semicontinuous σχέση προ-
τίμησης στον P , τότε η αντιστοιχία ζήτησης της � είναι norm-σ(X∗, X) upper
hemicontinuous.
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Πόρισμα 3.2.6. Υποθέτουμε ότι σε μία ανταγωνιστική οικονομία ανταλλα-

γής, η δυϊκότητα του χώρου αγαθών και του χώρου τιμών είναι το δυϊκό σύ-

στημα < X,X∗ >, όπου X είναι ανακλαστικός χώρος Banach και το σύνολο
κατανάλωσης είναι ένας κλειστός κώνος P του X.Αν ο P έχει φραγμένο σύνο-
λο προϋπολογισμού, τότε για κάθε σ(X,X∗) upper semicontinuous και radially
lower semicontinuous σχέση προτίμησης � του P , η αντιστοιχία ζήτησης της
� είναι norm-σ(X,X∗) upper hemicontinuous.
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