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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 

Στθν παροφςα διπλωματικι γίνεται μία ανάλυςθ και ςχεδίαςθ επίπεδων τροχϊν 

κάκετων αξόνων με βάςθ τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων. Οι τροχοί αυτοί 

δεν ςυναντϊνται ςυχνά και ζχουν χρθςιμοποιθκεί ςε εξειδικευμζνεσ και πολφ 

απαιτθτικζσ εφαρμογζσ. Θ κεωρία που χρθςιμοποιείται, αποτελεί τθν μοναδικι 

αναλυτικι ζκφραςθ παραγωγισ τθσ κατατομισ του ςυνεργαηόμενου τροχοφ, 

ζχοντασ ςτθν διάκεςθ μασ τθν κατατομι του γεννιτορα. Αποτελεί μία ζκφραςθ που 

υπολογίηει τον ςυνεργαηόμενο τροχό, με εφκολο τρόπο, ςθμείο προσ ςθμείο. Αρχικά 

μελετικθκε θ βιβλιογραφία που ζχει αναπτυχκεί γφρω από τουσ επίπεδουσ 

τροχοφσ, για να κατανοθκεί ςε βάκοσ ο τρόποσ λειτουργίασ τουσ. Ζπειτα, 

αναπτφςςονται ςτο λογιςμικό του Kisssoft τα μοντζλα των ςυνεργαςιϊν που 

αργότερα κα δθμιουργθκοφν,  με ςκοπό μία ακόμα μεγαλφτερθ εμβάκυνςθ ςτθν 

λειτουργία τουσ. Επιλζγεται ωσ τρόποσ υπολογιςμοφ και ζκφραςθσ τθσ 

Ενοποιθμζνθσ Θεωρίασ Οδοντϊςεων, το Excel και ωσ γεωμετρικι απεικόνιςθ το 

ςχεδιαςτικό πρόγραμμα Solidworks. Στθν ςυνζχεια, γίνονται κάποιεσ παραδοχζσ και 

αντιμετωπίηονται τα προβλιματα που προζκυψαν ςτθν διαδικαςία υπολογιςμοφ 

και ςχεδίαςθσ των επίπεδων τροχϊν και τζλοσ, δθμιουργοφνται τα μοντζλα  των 

βαςικϊν ςυνεργαςιϊν (ελικοειδισ και ευκεία οδόντωςθ) αλλά και κάποιων άλλων, 

όπωσ θ αςφμμετρθ οδόντωςθ και τα ηεφγθ μθ τεμνόμενων αξόνων. Τελευταίο αλλά 

πολφ ςθμαντικό ςτθν παροφςα διπλωματικι, είναι θ ςφγκριςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ 

μεκόδου παραγωγισ με άλλεσ που ζχουν αναπτυχκεί παλαιότερα.    
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ABSTRACT 

 

 

Face gear drives with a spur involute as they are considered to be. That is the main 

subject of this diploma thesis. These gears are not as known to many people but 

they are used in a lot of demanding applications. In general, there are many ways to 

develop the geometry of these gears but we mostly choose the ‘’Unified Theory of 

Gearing’’. This theory can produce directly the profile of the mating gear from the 

profile of the generator with simple analytical equations. Mainly, searching for these 

gears is not that easy, because the bibliography for this subject is quite few. For that 

reason, it becomes necessary, that the creation of these different pairs of gears in 

the software Kissoft. That is really meaningful, because the geometries seemed to 

work and the different problems that they facing were seen. After that, an effort was 

made to develop these face gears by our own means. The equations of 

transformation in Excel were introduced , in which the points of mating surface were 

calculated. Furthermore, these points became the surface of the face gear in the 3D 

CAD software Solidworks. In the end, different pairs of gears were created(spur, 

helical, off-axis and asymmetric gears as generators) ,which were compared with the 

pairs of gears generated from different theories. 
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Κεφάλαιο 1:ΕΙΑΓΩΓΗ 
 

1.1 Επίπεδοι τροχοί (face gears) 

Οι επίπεδοι τροχοί είναι ειδικι κατθγορία ςυνεργαηόμενων γραναηιϊν κάκετων 

κυρίωσ αξόνων, με ιδιαίτερο χαρακτθριςτικό ότι ςυνεργάηονται με τυποποιθμζνουσ 

μετωπικοφσ τροχοφσ με ευκεία οδόντωςθ.  

Ο λόγοσ που κακιςτά δυνατι τθν ςυνεργαςία των τροχϊν οφείλεται ςτθν διαφορά 

τθσ γωνίασ εξειλιγμζνθσ κατά τθν ακτινικι κατεφκυνςθ, θ οποία από μζςα προσ τα 

ζξω αυξάνεται ,με ςυνικθ όρια από (15° μζχρι 35°) [4]. Μία χαρακτθριςτικι 

ςυνεργαςία μετωπικοφ τροχοφ με ευκεία οδόντωςθ ,καταςκευαςμζνθ από τθν 

ελβετικι εταιρεία ASS.AG φαίνεται ςτθν εικόνα 1.1.1.  

 

 

Εικόνα 1.1.1:Επίπεδοι τροχοί καταςκευαςμζνοι από τθν ASS.AG. 
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Στθν πορεία των χρόνων και λόγω ανάγκθσ, μελετικθκε θ ςυνεργαςία με 

ελικοειδείσ τροχοφσ , με offset ςτουσ άξονεσ των τροχϊν  και με γωνία  αξόνων 

μικρότερθ ι μεγαλφτερθ των 90 μοιρϊν. 

 

Τα πλεονεκτιματα των face gears ζγιναν γριγορα κατανοθτά και χρθςιμοποιικθκαν 

για εφαρμογζσ ςτισ οποίεσ υπερτεροφςαν κατά πολφ από τισ άλλεσ ςυνεργαςίεσ 

οδοντωτϊν τροχϊν. Οι εφαρμογζσ αυτζσ απαιτοφςαν: α) εφκολθ ςυναρμολόγθςθ β) 

ελάχιςτθ ευαιςκθςία των τροχϊν ςε προβλιματα που προκαλεί θ ζλλειψθ 

ακρίβειασ ςτθν τοποκζτθςθ των αξόνων περιςτροφισ ςτον χϊρο, με απαραίτθτθ 

τθν εφαρμογι αξονικισ μετατόπιςθσ (θ οποία ρυκμίηεται για να επαναφζρει τθν 

ηϊνθ φόρτιςθσ ςτθν κατάλλθλθ κζςθ) γ) μειωμζνο κόρυβο λόγω τθσ 

ελαχιςτοποίθςθσ των ςφαλμάτων μετάδοςθσ και δ) ομαλι μετάβαςθ φορτίου από 

το ζνα ηεφγοσ οδόντων ςτο επόμενο (favorable condition of transfer load) 

[2],[4],[6],[7],[8]. Αυτοί είναι οι βαςικοί λόγοι για τουσ οποίουσ επιλζγονται οι  

επίπεδοι τροχοί για τθν μετάδοςθ κίνθςθσ ζναντι άλλων τροχϊν τεμνόμενων 

αξόνων. 

 

Αναλφοντασ, από τθν άλλθ πλευρά ,τθν ςυνεργαςία αυτϊν των τροχϊν με ςκοπό να 

γίνει αντιλθπτόσ ο τρόποσ καταπόνθςθσ τουσ και ξεκινϊντασ από τθν κατανόθςθ τθσ 

επαφισ μεταξφ του γεννιτορα και του επίπεδου τροχοφ ,παρατθρείται ότι οι 

γραμμζσ επαφϊν είναι καμπφλεσ που ςχθματίηονται από τα ςθμεία επαφισ , επειδι 

ςε αυτι τθν περίπτωςθ ζχουμε ςθμειακι και όχι γραμμικι [7]. Αυτό αναφζρεται για 

να μθν υπάρξει ςφγχυςθ. Οι γραμμζσ επαφισ του επίπεδου τροχοφ και του 

γεννιτορα φαίνονται ςτθν εικόνα 1.1.2. Από αυτι τθν κεϊρθςθ και με βάςθ τισ 

μελζτεσ που ζχουν γίνει, βγαίνει το ςυμπζραςμα ότι δεν υπάρχει γραμμι επαφισ 

όπωσ ςτισ περιςςότερεσ ςυνεργαςίεσ οδόντων αλλά ςθμείο επαφισ (υπόκεςθ που 

αμφιςβθτείται επειδι λόγω τοπικισ παραμόρφωςθσ εκτείνεται ςε επιφάνεια).  

 

Εικόνα 1.1.2:Καμπφλεσ επαφισ γεννιτορα με το παραγόμενο οδόντα 
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Το μειονζκτθμα των επίπεδων τροχϊν είναι ότι καταπονοφνται ςθμειακά, με 

αποτζλεςμα να  αλλάηει το προφίλ των τάςεων δραματικά. Εκτόσ από τάςεισ 

κάμψθσ (bending stresses) ςτον πόδα των οδόντων, ειςάγονται και ςθμειακζσ 

τάςεισ επαφισ (contact stresses) ,οι οποίεσ εμφανίηονται για μικρι γωνία ςε ςχζςθ 

με τθν ςυνολικι περιςτροφι του τροχοφ αλλά ζχουν μεγάλο πλάτοσ . Το προφίλ των 

τάςεων επαφισ ςε ςχζςθ με τισ τάςεισ κάμψθσ  για τουσ επίπεδουσ τροχοφσ 

φαίνεται ςτθν εικόνα 1.1.3 και του πινιόν ςτθν εικόνα 1.1.4 ,ςφμφωνα με μελζτεσ 

που ζχουν γίνει [2],[4],[7],[9].  

 

 

Εικόνα 1.1.3:Τάςεισ επαφισ ςε ςχζςθ με κάμψεωσ ςτον επίπεδο τροχό 

 

 

Εικόνα 1.1.4:Τάςεισ επαφισ ςε ςχζςθ με κάμψεωσ ςτον επίπεδο τροχό 
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Οι προςομοιϊςεισ αυτζσ ,είναι παρόμοιεσ ςτθν λογικι ανάπτυξθσ ,που κεωροφν 

ζνα ηεφγοσ οδόντων ςε επαφι , με αρχικζσ ςυνκικεσ και περιοριςμοφσ όπωσ 

φαίνονται ςτθν εικόνα 1.1.5 .Το meshing που υλοποιικθκε για να επιτευχκεί θ 

προςομοίωςθ φαίνεται ςτθν εικόνα 1.1.6. 

 

 

        Εικόνα 1.1.5: Αρχικζσ ςυνκικεσ και περιοριςμοί ςτθν προςομοίωςθ με Ρ.Σ. 

 

 

Εικόνα 1.1.6: Το meshing του μοντζλου προςομοίωςθσ 

 



14 
 

Τα αποτελζςματα που παρατίκενται ςτισ εικόνεσ, πρϊτον δείχνουν τθν κατανομι 

των τάςεων επαφισ και των τάςεων κάμψθσ για τουσ επίπεδουσ τροχοφσ 

παραγόμενα από γεννιτορα με ακμζσ ςτθν κεφαλι (εικόνα 1.1.7) και δεφτερον τθν 

ίδια κατανομι των τροχϊν ,οι οποίοι ζχουν ςτρογγυλεμζνεσ ακμζσ ςτθν κεφαλι  

(εικόνα 1.1.8). 

 

Εικόνα 1.1.7: Κατανομζσ τάςεων τροχοφ παραγόμενο από τον γεννιτορα τροχό που 

ζχει  κανονικζσ ακμζσ 

 

 

Εικόνα 1.1.8: Κατανομζσ τάςεων τροχοφ, παραγόμενο από τον γεννιτορα τροχό 

που ζχει ςτρογγυλεμζνεσ ακμζσ 
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Ραρατθρικθκε ότι ,οι επίπεδοι τροχοί που ζχουν παραχκεί με γεννιτορα με 

ςτρογγυλεμζνεσ ακμζσ, παρουςιάηουν μειωμζνεσ τάςεισ κάμψθσ κατά 6-12% και ότι 

οι τάςεισ επαφισ (contact stresses) είναι αρκετά μεγαλφτερεσ από τισ τάςεισ 

κάμψθσ ςε κάκε δοκιμι [2],[4],[7],[9].Επίςθσ, το προφίλ των τάςεων είναι βακμιαία 

αυξανόμενο για τισ τάςεισ κάμψθσ και τφπου απότομθσ μεταβολισ (impact) για τισ 

τάςεισ επαφισ. 

 

Αυτό το μειονζκτθμα των επίπεδων τροχϊν, οδιγθςε πολλοφσ ερευνθτζσ ςτο να 

κεωριςουν ότι οι επίπεδοι τροχοί δεν είναι κατάλλθλοι για μεγάλα φορτία (κυρίωσ 

για μεταδόςεισ κίνθςθσ) δθλαδι ότι δεν αντζχουν όςο οι άλλεσ κατθγορίεσ τροχϊν. 

Αυτι θ υπόκεςθ αναιρζκθκε ,όταν οι ανάγκεσ χριςθσ των επίπεδων τροχϊν ζγιναν 

πιο επιτακτικζσ, για μεγάλεσ ιςχείσ και για ικανζσ αντοχζσ υπό αυτζσ τισ ςυνκικεσ 

[7]. 

 

Για να επιτευχκεί αυτό ,αυξικθκε θ ακρίβεια τθσ καταςκευισ λόγω ανάγκθσ για 

καλφτερα αποτελζςματα με ςυνζπεια το κόςτοσ να φτάςει ςε υψθλά επίπεδα και 

να γίνει ςιγά ςιγά απαγορευτικό για απλζσ εφαρμογζσ. Ζγινε απαραίτθτθ θ 

εφαρμογι μεκόδων ςτθν καταςκευι των γεννθτόρων , οι οποίοι αφοροφν τθν 

επίτευξθ crowing των δοντιϊν ςε δφο κατευκφνςεισ ,κατά τθν ζννοια τθσ ακτίνασ  

(longitudinal crowning) και τθν ζννοια του φψουσ (profile crowning ι αλλιϊσ 

barreling) [4],[10]. Αντίςτοιχα γίνεται επεξιγθςθ τθσ διαδικαςίασ  του crowning 

πάνω ςε οδόντα εξειλιγμζνθσ ςτθν εικόνα 1.1.9 και 1.1.10. 

 

 

εικόνα 1.1.9: Longitudinal Crowning 
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Eικόνα 1.1.10: Profile Crowning 

 

Ο πρϊτοσ τρόποσ εφαρμογισ crowning επιτυγχάνεται με γεννιτορα που ζχει 

μεγαλφτερο αρικμό δοντιϊν από το πινιόν και ο δεφτεροσ τρόποσ με μετατόπιςθ 

του κζντρου περιςτροφισ του γεννιτορα προσ τον παραγόμενο τροχό.  Αυτό είχε 

ςαν αποτζλεςμα τον περιοριςμό ( localization) τθσ ηϊνθσ φόρτιςθσ ςτο ςθμείο που 

λειτουργεί κανονικά το δόντι, όπωσ αναφζρκθκε και πιο πριν με μία αξονικι 

μετατόπιςθ του μετωπικοφ τροχοφ . Με αυτόν τον τρόπο είναι δυνατι θ 

απορρόφθςθ ςφαλμάτων οποιαςδιποτε ανακρίβειασ των αξόνων ςτθν ςυνεργαςία. 

Ουςιαςτικά εάν ελευκερωκεί (δθλαδι ζχοντασ μικρζσ ανοχζσ) το πινιόν ,τότε 

αυτορυκμίηεται ςτθν ςωςτι του κζςθ [7]. υκμίηοντασ τθν ηϊνθ φόρτιςθσ μπορεί 

να αποφευχκεί θ ςυνεργαςία του μετωπικοφ τροχοφ με τον επίπεδο τροχό ςε 

περιοχζσ όπου ο οδόντασ του τελευταίου ζχει πολφ μικρό πάχοσ ,με αποτζλεςμα να 

μπορεί να μειωκεί θ μζγιςτθ τάςθ επαφισ μζχρι και 40% [2]. 

 

Επίςθσ, ζγινε απαραίτθτθ θ  παραγωγι επίπεδων τροχϊν με γεννιτορα του οποίου 

οι ακμζσ είναι ςτρογγυλεμζνεσ (rounded tip shaper). Αυτό με τθν ςειρά του παίηει 

ςθμαντικό ρόλο ςτθν μείωςθ των τάςεων ςτον πόδα του επίπεδου τροχοφ, λόγω 

τθσ ομαλοποίθςθσ του fillet. Για επεξιγθςθ παρατίκεται θ εικόνα 1.1.11, θ οποία 

δείχνει τισ ςτρογγυλεμζνεσ ακμζσ του γεννιτορα. Αυτι θ μετατροπι τθσ 

κατεργαςίασ όπωσ ειπϊκθκε και πιο πριν βοθκάει ςτθν μείωςθ των τάςεων 

κάμψθσ. 

 

Στθν καταςκευι των επίπεδων τροχϊν ζχει παρατθρθκεί από πολλοφσ ερευνθτζσ 

ότι υπάρχουν διαφορζσ ςτθν μθ εργαηόμενθ πλευρά (coast side) από τθν 

εργαηόμενθ πλευρά (driving side). Αυτό παρατθρείται και ςυνεχίηεται θ 

βελτιςτοποίθςθ του οδόντοσ μόνο από τθν μία πλευρά [4]. Οπότε υπάρχει διαφορά 

ςτισ φορζσ περιςτροφισ (ποιά πλευρά ςυνεργάηεται) ςτισ διάφορεσ εφαρμογζσ, 

ειδικά ςτθν μετάδοςθ ιςχφοσ που μασ ενδιαφζρει θ αντοχι των οδόντων.  
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Eικόνα 1.1.11: Απεικόνιςθ γεννιτορα οδόντα με ςτρογγυλεμζνεσ ακμζσ 

Ρολλζσ φορζσ γίνεται ςφγκριςθ δφο διαφορετικϊν ηευγϊν ςυνεργαςίασ με 

αποτζλεςμα να επιλζγεται κάκε φορά ,αυτό που είναι θ καταλλθλότερθ λφςθ. Τα 

ηεφγθ που μποροφν να υλοποιιςουν ότι ακριβϊσ και οι επίπεδοι τροχοί είναι τα 

κωνικά γρανάηια (bevel gears) ευκεία και ελικοειδι και τα spiral bevel gears όπωσ 

ζχει δείξει και θ βιβλιογραφία [7],[8]. Και τα δφο ηεφγθ οδόντων που ςυγκρίνονται 

ζχουν μία δφςκολθ κατεργαςία (περίπλοκθ) για το πινιόν και για το ςυνεργαηόμενο 

τροχό. Σε αυτό το ςθμείο είναι που οι επίπεδοι τροχοί πλεονεκτοφν. 

 

Από τθν άλλθ όμωσ, ζχουν μία ιδιαιτερότθτα που τουσ εμποδίηει να παραλάβουν 

,λόγω γεωμετρίασ, παραπάνω φορτίο. Το φαινόμενο των υποκοπϊν ,περιορίηει τθν 

εςωτερικι ακτίνα (L1) του face gear ενϊ το φαινόμενο του μθδενικοφ πάχουσ ςτθν 

κεφαλι επίςθσ περιορίηει τθν εξωτερικι ακτίνα (L2) όπωσ φαίνεται και ςτθν εικόνα 

1.1.12. Αυτό μειϊνει το πλάτοσ του οδόντοσ με αποτζλεςμα να μειϊνεται και θ 

αντοχι του [7].Τα (L1) και (L2) υπολογίηονται με εμπειρικοφσ τφπουσ. Πςο 

αυξάνεται το module, τόςο αυξάνεται και το εφροσ και μετακινείται προσ 

μεγαλφτερεσ τιμζσ. 

 

Συγκριτικά με άλλεσ ζρευνεσ, αναφζρονται οι βλάβεσ ,που παρουςιάηονται ςτουσ 

επίπεδουσ τροχοφσ και που ζχουν μελετθκεί κατά καιροφσ από διάφορουσ 

ερευνθτζσ [6],[8].Εμφανισ βλάβθ είναι το scoring ,το οποίο εμφανίηεται ςτθν 

ςυνεργαηόμενθ επιφάνεια του δοντιοφ. Αντιμετωπίηεται με μετακίνθςθ τθσ ηϊνθσ 

επαφισ, θ οποία επιτυγχάνεται όταν μετακινείται αξονικά ο μετωπικόσ τροχόσ. Ζνα 

άλλο πρόβλθμα είναι το pitting ,το οποίο δεν αντιμετωπίηεται τισ περιςςότερεσ 

φορζσ και απλά ςυνεχίηεται θ ςυνεργαςία των οδόντων. Οι αςτοχίεσ ςτουσ οδόντεσ 

εντοπίηονται κυρίωσ λόγω pitting και κάμψθσ (μζχρι το ςθμείο όπου ςπάει ο 

οδόντασ). Ζνα παράδειγμα αςτοχίασ από pitting (εκτεταμζνθσ φκοράσ) φαίνεται 

ςτθν εικόνα 1.1.13  και από τάςεισ κάμψθσ (με παράλλθλθ πλαςτικι 

παραμόρφωςθ) ςτθν εικόνα 1.1.14. 
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Εικόνα 1.1.12: Ρεριοριςμόσ τθσ εςωτερικισ και εξωτερικισ ακτίνασ 

 

 

Εικόνα 1.1.13: Αςτοχία από pitting 
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Εικόνα 1.1.14: Αςτοχία από τάςεισ κάμψεωσ παράλλθλα με πλαςτικι 

παραμόρφωςθ 

 

Τζλοσ, ςθμειϊνονται κάποιεσ παρατθριςεισ ςχετικά με τουσ αςφμμετρουσ οδόντεσ, 

επειδι υπάρχει εναςχόλθςθ πάνω ςτο κζμα αυτό από το εργαςτιριο Στοιχείων 

Μθχανϊν. Γενικότερα, όςον αφορά τθν παραγωγι τθσ γεωμετρίασ τουσ, θ γωνία 

εξειλιγμζνθσ τθσ πλευράσ που ςυνεργάηεται (driving side), κα πρζπει να είναι 

μεγαλφτερθ από τθν μθ ςυνεργαηόμενθ (coast side) [9]. Επίςθσ ,πρζπει να λθφκεί 

υπόψθ ότι οι υποκοπζσ εμφανίηονται ςτθν μθ εργαηόμενθ πλευρά λόγω τθσ 

μειωμζνθσ γωνίασ πίεςθσ. Οι προςομοιϊςεισ που ζγιναν ςε αςφμμετρουσ τροχοφσ 

,κατζλθξαν ότι οι τάςεισ μειϊνονται γενικά κατά 10% . 
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1.2 Χριςθ και εφαρμογζσ 

Οι βαςικότερεσ εφαρμογζσ που αναφζρονται ςτθν βιβλιογραφία και που μπορεί να 

βρει ο κακζνασ ςτο internet είναι ςε ςυςτιματα μετάδοςθσ κίνθςθσ (power 

transmissions) αυτοκινιτων και ελικοπτζρων.  

 
Ειδικότερα ζχουν γίνει ζρευνεσ για αντικατάςταςθ των κωνικϊν και των 

ςπειροειδϊν τροχϊν για τθν κφρια μετάδοςθ των κινθτιρων του ελικοπτζρου ςτθν 

κεντρικι ζλικα ,οι οποίεσ ζχουν εφαρμοςτεί χωρίσ ιδιαίτερα πρόβλθματα από τθν 

Fellows Corporation [6],[7]. Θ εικόνα 1.1.15 δείχνει το ςφςτθμα μετάδοςθσ κίνθςθσ 

του ελικοπτζρου και τθν ροι τθσ ιςχφοσ από τουσ κινθτιρεσ προσ τθν κφρια ζλικα, 

ςτθν οποία φαίνονται πολφ κακαρά τα ςθμεία που χρθςιμοποιοφνται οι επίπεδοι 

τροχοί.  

 

 

Εικόνα 1.1.15: Μετάδοςθ ιςχφοσ ελικοπτζρου 

 

Οι επίπεδοι τροχοί που καταςκευάςτθκαν για αυτό το ςκοπό, ζχουν δφο βαςικά 

πλεονεκτιματα ,τθν ιςοκατανομι τθσ ροπισ ανάμεςα ςτουσ δφο επίπεδουσ τροχοφσ 

του κάκε πινιόν και τθν μείωςθ του βάρουσ λόγω τθσ ζλλειψθσ πολυπλοκότθτασ 

(ζνασ τυποποιθμζνοσ μετωπικόσ τροχόσ που ςυνεργάηεται με δφο επίπεδουσ 
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τροχοφσ). Αυτά μαηί με τθν ακόρυβθ λειτουργία ,λόγω τθσ ομαλισ μετάβαςθσ από 

το ζνα ηεφγοσ οδόντων ςτο άλλο και τθσ εφκολθσ τοποκζτθςθσ και ςυμπλοκισ των 

διαφόρων τμθμάτων (κάτι που ςε ςυςτιματα μετάδοςθσ κίνθςθσ είναι πάρα πολφ 

ςθμαντικό λόγω τθσ πολυπλοκότθτασ) ζκαναν τθν επιλογι των επίπεδων τροχϊν 

τθν καταλλθλότερθ. 

 

Για τον λόγο αυτό, ζγιναν κάποιεσ μελζτεσ ςχετικά με τθν καταςκευι και τθν αντοχι 

των επίπεδων τροχϊν για αυτι τθν εφαρμογι. Για να επιτευχκεί θ μεταφορά 2500-

3000 hp ανά πινιόν ,δθλαδι ςυνολικά 5000 hp (επειδι είναι δφο κινθτιρεσ) 

,χρειάςτθκε προςεκτικι καταςκευι (crowning και hardening τθσ επιφάνειασ) 

,προκειμζνου να φτιαχτοφν οδόντεσ που μποροφν να αντζξουν αυτζσ τισ φορτίςεισ. 

 

Ραρατθρικθκε ότι οι χάρεσ που δίνονται για τθν εξάλειψθ τθσ χάρθσ των 

κατατομϊν, πρζπει να είναι διαφορετικζσ από τθν μία πλευρά ςε ςχζςθ με τθν άλλθ 

,με ςκοπό να μποροφν να διατθρθκοφν τα ποςοςτά τθσ ιςοκατανομισ τθσ ροπισ 

των επίπεδων γραναηιϊν που ςυμπλζκεται ο μετωπικόσ τροχόσ ςτο 50%-50%. 

Επίςθσ βελτιςτοποιικθκαν οι άξονεσ και οι βάςεισ των κεντρικϊν πινιόν για να 

αποφευχκεί θ πικανότθτα ςυντονιςμοφ ολόκλθρου του ςυςτιματοσ ,με 

αποτζλεςμα να μειωκεί ο κόρυβοσ ςτο ελάχιςτο.  

 

Μία ακόμα ευρεία εφαρμογι, που υπάρχει από παλιά, είναι θ χριςθ επίπεδων 

τροχϊν ςε μεταδόςεισ κίνθςθσ (κιβϊτια ταχυτιτων) φορτθγϊν. Από τισ πρϊτεσ 

εταιρείεσ που αςχολικθκαν και ειςιγαγαν επίπεδουσ τροχοφσ ςε τζτοιεσ 

εφαρμογζσ είναι θ Fuller Transmission Division ,θ οποία αργότερα απορροφικθκε 

από τθν Eaton. 

 

Τζλοσ ,πρζπει να αναφερκεί θ πρόςφατθ χριςθ (2010) επίπεδων τροχϊν ςτο 

κεντρικό διαφορικό sport και τετρακίνθτου αυτοκινιτου (Quattro RS5) τθσ Audi. Το 

κεντρικό διαφορικό φαίνεται ςε exploded view ςτθν εικόνα 1.1.16 και ςε 

ολοκλθρωμζνθ μορφι ςτθν εικόνα 1.1.17.Οι επίπεδοι τροχοί τθσ εφαρμογισ είναι 

καταςκευαςμζνοι από τθν ελβετικι εταιρεία ASS.AG .Για πρϊτθ φορά ,αξιοποιείται 

θ διαφορά των ταχυτιτων που προςφζρει θ διαφορετικι ακτίνα ςφμπλεξθσ των δφο 

επίπεδων τροχϊν ,τα οποία ςυνεργάηονται με τζςςερισ μετωπικοφσ τροχοφσ με 

ευκεία οδόντωςθ, για μεγαλφτερο καταμεριςμό του φορτίου που παραλαμβάνουν. 

Θ λειτουργία του ςε ακραία κατάςταςθ φαίνεται ςτθν εικόνα 1.1.18. 

 

Ζνα άλλο πλεονζκτθμα που εκμεταλλεφτθκαν ςτθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι είναι θ 

διαφορετικι κατανομι τθσ ροπισ ςε ομόκεντρουσ άξονεσ, το οποίο αποτελεί ζνα 

ακόμα πλεονζκτθμα των επίπεδων τροχϊν 



22 
 

 

 

Εικόνα 1.1.16: Exploded view του κεντρικοφ διαφορικοφ του Audi Quattro RS5 

 

 

 

Εικόνα 1.1.17: Συναρμολογθμζνο ςφνολο του κεντρικοφ διαφορικοφ του Audi 

Quattro RS5 
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Εικόνα 1.1.18: Το διαφορικό ςε ακραία κατάςταςθ λειτουργίασ 
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 1.3 Λογιςμικό ςχεδιαςμοφ επίπεδων τροχϊν 

Kisssoft 

 

Κατά τθν γενικι του ζννοια το Kisssoft είναι ζνα λογιςμικό για τον γεωμετρικό 

υπολογιςμό και τθν προςομοίωςθ  φορτίςεων διαφόρων ςτοιχείων μθχανϊν 

ανάμεςα ςτα οποία είναι οι τροχοί, οι άξονεσ ,τα ζδρανα κυλίςεωσ και ολιςκιςεωσ, 

γενικά τα ςτοιχεία ςυνδζςεωσ (βίδεσ, ςφινεσ, πολφςφθνα, πείροι, ςυγκολλιςεισ, 

κολλιςεισ) ,ελατιρια ,ιμάντεσ ,αλυςίδεσ ,ςυμπλζκτεσ ,ςυγχρονιςτζσ και άλλα 

διάφορα ςτοιχεία. Ζχει αναπτυχκεί και προωκθκεί ςτθν αγορά από τθν Kisssoft AG 

,θ οποία όταν άρχιςε να δθμιουργεί το λογιςμικό γφρω ςτισ αρχζσ του τθσ δεκαετίασ 

του 80’ λεγόταν L. Kissling&Co.AG. Το χρθςιμοποιοφςε για δικζσ τισ εφαρμογζσ και 

ςιγά ςιγά το προςζφερε και ςε άλλεσ εταιρείεσ ,όπου τελικά το 1998 βγάηει τθν 

πρϊτθ ζκδοςθ του λογιςμικοφ τθσ ςτθν αγορά και το 2000 μεταφζρει τθν ζδρα τθσ 

ςτθν Ηυρίχθ τθσ Ελβετίασ υπό το νζο τθσ όνομα Kisssoft AG. 

 

Ειδικότερα για τθν περίπτωςθ μασ ,για τουσ επίπεδουσ τροχοφσ, πρζπει να 

επιλεχκοφν τα βαςικά γεωμετρικά χαρακτθριςτικά τθσ ςυνεργαςίασ ,να δοκεί θ 

επιλογι τθσ γωνίασ αξόνων των τροχϊν ,το offset που κα ζχουν και ο τφποσ του 

οδόντα του πινιόν που κα χρθςιμοποιθκεί για τθν ςυνεργαςία (μετωπικισ ευκείασ 

οδόντωςθσ ,δεξιόςτροφθσ ι αριςτερόςτροφθσ ελικοειδοφσ οδόντωςθσ). 

 

Από εκεί και πζρα ,ςτο Kisssoft δίνεται θ δυνατότθτα να οριςκοφν πολλζσ και 

διαφορετικζσ γεωμετρικζσ παράμετροι, όπωσ οι ςυντελεςτζσ και τα μικθ που 

ορίηουν τθν κεφαλι, τον πόδα και το fillet του επίπεδου τροχοφ και του κοπτικοφ 

τροχοφ (περιλαμβάνονται χαρακτθριςτικά για τθν επίτευξθ του crowning που 

επεξθγικθκε προθγουμζνωσ) .Επίςθσ, τα μζγιςτα και ελάχιςτα όρια που ορίηουν το 

backlash και διάφορεσ μετατροπζσ του οδόντα που ζχουν να κάνουν με 

ςτρογγυλεμζνεσ ι μθ ακμζσ του γεννιτορα και τζλοσ το crowning τφπου chamfering 

,που προκαλεί γωνίεσ ςτθν εςωτερικι και εξωτερικι διάμετρο του επίπεδου 

τροχοφ.  

 

Τζλοσ ,μποροφν να προςτεκοφν ταχφτθτεσ ,ροπζσ ,απαιτοφμενοσ χρόνοσ ηωισ 

,διάφοροι ςυντελεςτζσ αςφαλείασ ,προφίλ ςτατικϊν ι δυναμικϊν φορτίςεων και να 

οριςκεί μζκοδοσ υπολογιςμοφ των φορτίςεων με βάςθ το ISO 6336 ι το DIN 3990. 

  

Μία παρατιρθςθ που είναι πολφ βαςικι για το πρόγραμμα είναι, ότι κάκε φορά 

που χρειάηεται να λειτουργιςει το λογιςμικό και υπάρχει κάποιο γεωμετρικό ι 
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άλλου τφπου ςφάλμα, το Kisssoft κατευκφνει ,επιςθμαίνοντασ μζςω μθνυμάτων , τα 

όρια των μεταβλθτϊν, κάνοντασ εφκολθ τθν χριςθ του και φτάνοντασ τισ 

περιςςότερεσ φορζσ ςε τελικό αποτζλεςμα. 

 

Τα αποτελζςματα που εμφανίηει το Kisssoft για τουσ επίπεδουσ τροχοφσ είναι 

αρκετά και βοθκάνε πολφ ςτθν κατανόθςθ τθσ γεωμετρίασ. Το βαςικότερο είναι ότι 

εκτόσ από τα γεωμετρικά χαρακτθριςτικά των ςυνεργαηόμενων οδόντων που 

παρακζτονται, το λογιςμικό μασ δίνει 2D και 3D απεικονίςεισ ,οι οποίεσ μποροφν να 

εξαχκοφν ςε άλλο πρόγραμμα (ςτθν περίπτωςθ μασ το Solidworks) και να γίνει θ 

διαχείριςθ που είναι απαραίτθτθ. Οι γραμμζσ επαφισ ,οι καμπφλεσ των τάςεων ,θ 

ςυμπεριφορά του λιπαντικοφ ςτρϊματοσ ,οι ταχφτθτεσ ολίςκθςθσ μεταξφ των 

οδόντων ,τα ςθμεία ειςχϊρθςθσ του ενόσ οδόντοσ ςτο άλλο είναι κάποια από τα 

αποτελζςματα που μασ δίνει το λογιςμικό. Τζλοσ, θ απεικόνιςθ τθσ ςυνεργαςίασ με 

δικό μασ ζλεγχο είναι κάτι το οποίο βοικθςε ςε μεγάλο βακμό τθν κατανόθςθ 

αυτϊν των τροχϊν. Θ εικόνα 1.1.19 δείχνει το περιβάλλον του λογιςμικοφ. 

 

 

Εικόνα 1.1.19: Ρεριβάλλον λογιςμικοφ Kisssoft 
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Solidworks 

 

Είναι ζνα από τα πιο ευρζωσ γνωςτά μθχανολογικά (τριϊν διαςτάςεων) λογιςμικά 

ςχεδιαςμοφ, το οποίο χρθςιμοποιείται από εκατομμφρια μθχανικοφσ και 

ςχεδιαςτζσ ςε όλο τον κόςμο. Αναπτυγμζνο από τθν  γαλλικι Dassault Systèmes S.A 

θ οποία ιδρφκθκε το 1993 και εγκατζςτθςε τα κεντρικά τθσ ςτισ ΘΡΑ. 

 

Το Solidworks χρθςιμοποιείται για πάρα πολλζσ εφαρμογζσ. Δεν είναι μόνο CAD 

(Computer Aided Design) αλλά και CAE (Computer Aided Engineering) και CAM 

(Computer Aided Manufacturing). 

  

Στθν παροφςα διπλωματικι εργαςία, κα χρθςιμοποιθκεί για τθν απόδοςθ του 

ςχεδιαςμοφ (ότι 3D εξάγεται από το Kisssoft , ειςάγεται ςτο Solidworks )και για τθν 

απεικόνιςθ και παρατιρθςθ του ςφνκετου μοντζλου (Αssembly) .Θ εικόνα 1.1.20 

δείχνει το αποτζλεςμα μίασ τζτοιασ διαδικαςίασ. 

 

 

Εικόνα 1.1.20: Το αποτζλεςμα τθσ ειςαγωγισ ςτο Solidworks δεδομζνων από το 

Kisssoft 
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Θα χρθςιμοποιθκεί επίςθσ, για τθν δθμιουργία (μζςω εντολϊν που παρζχονται από 

το λογιςμικό) και τθν απεικόνιςθ των επίπεδων τροχϊν ,με τα δεδομζνα που 

παίρνει από το excel, ςτο οποίο ζχει προθγθκεί θ διαδικαςία μετατροπισ των 

ςθμείων τθσ κατατομισ του γεννιτορα ςτα ςθμεία τθσ κατατομισ του επίπεδου 

τροχοφ. Εκτόσ από τθν παρατιρθςθ των ςφνκετων μοντζλων όπωσ και πριν (με το 

Kisssoft), κα γίνει και ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων μεταξφ των διαφορετικϊν 

γεωμετριϊν. 

Θα γίνει επίςθσ χριςθ και κάποιων εργαλείων όπωσ το Collision Detection 

(χρωματίηει τισ περιοχζσ που υπάρχει επαφι ςτο μοντζλο κίνθςθσ) το οποίο 

φαίνεται ςτθν εικόνα 1.1.21 και το Interference Detection που μασ δείχνει εικονικά 

τον όγκο του οδόντα που ειςχωρεί ςτον ςυνεργαηόμενο οδόντα και μασ δίνει τον 

όγκο του (εικόνα 1.1.22). 

 

 

Eικόνα 1.1.21: Collision Detection 

 

Eικόνα 1.1.22: Interference Detection 
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Κεφάλαιο 2:ΘΕΩΡΙΑ ΟΔΟΝΣΩΕΩΝ  
 

2.1 Θεωρία οδοντϊςεων 

Θεωρία Οδοντώςεων κατά F. Litvin 

 

Το πρόβλθμα τθσ μθ φπαρξθσ ενόσ ενιαίου τρόπου περιγραφισ τθσ αρχισ 

λειτουργίασ των ςυνεργαηόμενων κατατομϊν ,το οποίο ζχει ςαν ςυνζπεια να μθν 

υπάρχει μία ολοκλθρωμζνθ μζκοδοσ υπολογιςμοφ των κατατομϊν ,θ οποία να μθν 

εξαρτάται από το προφίλ του γεννιτορα και τθν ςχετικι κζςθ των αξόνων των 

ςυνεργαηόμενων τροχϊν ,ιταν εμφανζσ πολλά χρόνια πριν. Θ μόνθ κεωρία που 

προτάκθκε και ζδινε λφςθ ςτο πρόβλθμα είναι θ ‘’Θεωρία Οδοντϊςεων’’ (Theory of 

Gearing) του F.Litvin [2]. 

 

Θ Θεωρία Οδοντϊςεων του Litvin παίρνει ςαν δεδομζνθ και γνωςτι τθν κατατομι 

του γεννιτορα τροχοφ ,τθν ςχετικι κζςθ των αξόνων των τροχϊν και τθν ςχζςθ 

μετάδοςθσ του ηεφγουσ. Απαραίτθτο είναι να είναι ςυνεχισ θ επιφάνεια (με 

ςυνζχεια πρϊτων παραγϊγων) , με ςκοπό να ορίηονται εφαπτόμενα και κάκετα 

διανφςματα ςτα ςθμεία αυτισ τθσ επιφάνειασ. 

 

Θ εξίςωςθ επιφάνειασ του τροχοφ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

𝐫 u, v =  x u, v ∙ x + y u, v ∙ y + z u, v ∙ z   

 

και θ ςυνζχεια των πρϊτων παραγϊγων ζχει απαραίτθτθ ςυνκικθ:  

𝒓 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1:
𝜕𝑟

𝜕𝑢
×

𝜕𝑟

𝜕𝑣
≠ 0 

 

Οπότε μποροφμε να ορίςουμε κάκετο διάνυςμα: 

𝑁 =
𝜕𝑟

𝜕𝑢
×

𝜕𝑟

𝜕𝑣
 

 

Θεωροφνται δφο ςυςτιματα αναφοράσ ( 𝑆1) του γεννιτορα τροχοφ και (𝑆2) του 

ςυνεργαηόμενου και ζνα ςφςτθμα( 𝑆𝑓 ) ,το οποίο είναι το γενικό ςφςτθμα αναφοράσ. 

Θ ςυνεργαηόμενθ πλευρά (𝛴1) του τροχοφ 1 κα ζχει τθν εξίςωςθ ωσ προσ το 

ςφςτθμα αναφοράσ( 𝑆1  ): 
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𝒓𝟏 = 𝒓𝟏 𝑢1,𝑣1 𝜇휀 
𝜕𝑟1

𝜕𝑢1
𝑥
𝜕𝑟1

𝜕𝑣1
≠ 0  

 

Οι ςυνεργαηόμενεσ επιφάνειεσ βρίςκονται ςυνεχϊσ ςε επαφι μεταξφ τουσ και οι 

γωνίεσ ςχετίηονται με βάςθ τθν ςχζςθ μετάδοςθσ(γραμμικι ςυνάρτθςθ) και είναι 

τθσ μορφισ: 

𝜑2 = 𝜑2(𝜑1) 

 

Θ  (𝛴1) δθμιουργεί ςτο ςφςτθμα (𝑆2) μία οικογζνεια επιφανειϊν (𝛴𝜑 ), οι οποίεσ 

χαρακτθρίηονται από τθν διανυςματικι και μθτρωικι εξίςωςθ: 

 𝒓𝟐 𝑢1,𝑣1 ,𝜑1  =  𝜧𝟐𝟏 ∙ [𝒓𝟏 𝑢1, 𝑣1 ] 

 

Θ εργαηόμενθ κατατομι του τροχοφ( 𝑆2) είναι τελικά θ περιβάλλουςα των 

επιφανειϊν(𝛴𝜑 ),θ οποία για να μπορεί να υφίςταται πρζπει να ιςχφει: 

𝑵(1) ∙ 𝒗(12) = 0 

με 𝑁(1) το κάκετο διάνυςμα επί τθσ (𝛴1) και 𝑣(12) είναι θ ταχφτθτα ολιςκιςεωσ ςτο 

ςθμείο επαφισ των κατατομϊν ,θ οποία υπολογίηεται: 

𝒗(12) =  𝝎 1 − 𝝎 2  × 𝒓 1 − 𝑹 × 𝝎(2) 

 

Ππου με ω αναφζρονται οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ των τροχϊν 1 και 2 ,με 𝑟 1  ςτο 

διάνυςμα κζςθσ του ςθμείου τθσ επιφάνειασ (𝛴1) και R ζνα διάνυςμα που ξεκινά 

από το κζντρο περιςτροφισ του ςυςτιματοσ του τροχοφ 1 και τζλοσ ζνα ςθμείο 

ςτον άξονα περιςτροφισ του τροχοφ 2. 

  

Με βάςθ ότι το 𝑁 1 ∙ 𝑣 12 = 0  δεν αλλάηει ςε ςχζςθ με το ςφςτθμα αναφοράσ 

που κάκε φορά ζχουμε, επιλζγουμε λόγω ευκολίασ το ςφςτθμα(𝑆1) με αποτζλεςμα 

θ τελευταία εξίςωςθ να γίνει: 

 𝑵 1 ∙ 𝒗 12 = 𝑓 𝑢1,𝑣1, 𝜑1 = 0 

θ οποία ονομάηεται εξίςωςθ ςυνεργαςίασ ,αφοφ ςυνδζει τισ ςυντεταγμζνεσ τθσ 

επιφάνειασ (𝛴1) με τθν γωνία ςτροφισ 𝜑1. 

 

Εκτόσ από τθν παραπάνω εξίςωςθ μασ δίνεται και θ επιφάνεια επαφϊν ωσ προσ το 

ςφςτθμα (𝑆𝑓 ): 

 𝒓𝒇 𝑢1,𝑣1, 𝜑1  =  𝑴𝒇𝟏 ∙  𝒓𝟏 𝑢1,𝑣1   
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ενϊ θ τελικι παραγόμενθ κατατομι του ςυνεργαηόμενου τροχοφ (𝛴2) ωσ προσ το 

ςφςτθμα (𝑆2) ,δίνεται από τον τφπο: 

 𝒓𝟐 𝑢1,𝑣1, 𝜑1  =  𝑀21 ∙  𝑟1 𝑢1,𝑣1   

 

Από τθν εμπειρία , προκφπτει ότι θ ‘’Θεωρία Οδοντϊςεων’’ του Litvin προςδιορίηει 

τισ ςυνεργαηόμενεσ κατατομζσ ςτισ τρεισ διαςτάςεισ αλλά δεν μπορεί να παράγει 

τροχοφσ με βάςθ τθν επιφάνεια επαφισ. Ππωσ επίςθσ ,όταν είναι γνωςτόσ ο 

κανόνασ, πράγμα που επιτυγχάνεται με τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων.  

 

Οι ςχζςεισ που περιγράφονται ςτθν κεωρία δεν είναι αναλυτικζσ και χρθςιμοποιοφν 

μεκόδουσ ςφγκλιςθσ. Για αυτό το λόγο, θ κεωρία αυτι δεν μπορεί να κεωρθκεί ότι 

δίνει πλιρωσ αξιόπιςτα αποτελζςματα. 

 

Ενοποιημζνη Θεωρία Οδοντώςεων κατά Β.πιτά 

 

Το διδακτορικό του κ. Βαςίλειου Σπιτά με τίτλο ‘Μοντελοποίθςθ και ςχεδιαςμόσ 

βζλτιςτων οδοντϊςεων με χριςθ αναλυτικϊν ,αρικμθτικϊν και πειραματικϊν 

μεκόδων’ είναι μία αξιόλογθ και πρωτότυπθ προςπάκεια για μοντελοποίθςθ τθσ 

γεωμετρίασ ,τθσ κινθματικισ και τθσ αντοχισ των οδοντϊςεων [1]. 

 

Ριο ςυγκεκριμζνα, ο βαςικόσ ςτόχοσ τθσ εργαςίασ είναι θ ςχεδίαςθ βζλτιςτων 

οδοντωτϊν τροχϊν εξειλιγμζνθσ ,που ςκοπό ζχουν τθν ελαχιςτοποίθςθ των 

καταπονιςεων ςτον πόδα του οδόντα. Γι’ αυτό αναπτφχκθκαν νζεσ μζκοδοι και 

τεχνικζσ (ςυνδυάηουν ταχφτθτα και ακρίβεια) ,οι οποίεσ ςυμβάλλουν ςτον 

υπολογιςμό τθσ γεωμετρίασ , τθσ γωνιακισ χάρθσ κατατομϊν ,τθσ ανάλυςθσ των 

τάςεων με τθν βοικεια πινάκων και τθσ αρικμθτικισ μεκόδου των ‘’Συνοριακϊν 

Στοιχείων’’. Θ ζρευνα που ζγινε ςτθρίχκθκε πάνω ςε αναλυτικζσ ςχζςεισ και για 

αυτό το λόγο τα αποτελζςματα είναι ακριβι ,με περιοριςμζνθ πικανότθτα 

ςφάλματοσ. 

 

Στθν ςυνζχεια ,γίνεται μία αναφορά και αξιολόγθςθ ςτισ υπάρχουςεσ μεκόδουσ 

υπολογιςμοφ τθσ γεωμετρίασ των ςυνεργαηόμενων οδόντων ςτισ τρείσ διαςτάςεισ 

,ενϊ αναλφεται θ κυριαρχοφςα ‘’Θεωρία Οδοντϊςεων’’ του F.Litvin. Ραράλλθλα με 

βάςθ τθν προθγοφμενθ κεωρία αναπτφςςεται θ νζα ‘’Ενοποιθμζνθ Θεωρία 

Οδοντϊςεων’’ ςε μθτρωικι και διανυςματικι μορφι. Γίνεται δυνατό με αυτιν τθν 

κεωρία , να υπολογίςουμε τισ κατατομζσ των οδόντων με βάςθ τθν κοινι επιφάνεια 

επαφϊν ςτο χϊρο (αντίςτροφο πρόβλθμα). 
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Αμζςωσ μετά ,υπολογίηονται οι εκφράςεισ ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ τθσ 

‘’Ενοποιθμζνθσ Θεωρίασ Οδοντϊςεων’’. 

 

Σαν άμεςθ επαλικευςθ και ταφτιςθ ,διατυπϊνονται οι εξιςϊςεισ του χϊρου ςτο 

επίπεδο και ςυγκρίνονται με τισ αντίςτοιχεσ τθσ Γενικευμζνθσ Θεωρίασ των 

Οδοντϊςεων. Τα αποτελζςματα δείχνουν ότι ςυμβαδίηουν. 

 

Μετά από αυτό, ζρχεται μία ακόμα ςφγκριςθ τθσ ‘’Ενοποιθμζνθσ Θεωρίασ 

Οδοντϊςεων’’ με τουσ τφπουσ που προκφπτουν από τθν διεκνι βιβλιογραφία, όςον 

αφορά τον υπολογιςμό τθσ ταχφτθτασ ολίςκθςθσ μεταξφ των ςυνεργαηόμενων 

κατατομϊν ςε κάκε ςθμείο τθσ επιφάνειασ επαφϊν. Τα αποτελζςματα είναι και 

πάλι ικανοποιθτικά. Οι νζοι τφποι που παρουςιάηονται ςτο διδακτορικό μποροφν να 

χρθςιμοποιθκοφν ςε προβλιματα εφρεςθσ του βακμοφ αποδόςεωσ μίασ βακμίδασ 

τροχϊν. Επίςθσ ,προςδιορίηεται θ ικανι και αναγκαία ςυνκικθ φπαρξθσ καμπφλθσ 

κυλίςεωσ ςε ςυνεργαηόμενουσ τροχοφσ. 

 

Ωσ τελευταίο κομμάτι ενόσ πρϊτου προςδιοριςμοφ τθσ νζασ κεωρίασ, γίνεται θ 

μοντελοποίθςθ των κοπτικϊν εργαλείων που καταςκευάηουν ευκφγραμμουσ και 

ελικοειδείσ μετωπικοφσ τροχοφσ και κωνικοφσ  με ευκεία οδόντωςθ. Με βάςθ τθν 

‘’Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων’’ υπολογίηονται και ςχεδιάηονται οι 

ςυνεργαηόμενοι οδοντωτοί τροχοί ,που κα μποροφςαν να παραχκοφν με τουσ 

τροχοφσ (κοπτικά εργαλεία) γεννιτορεσ που αναφζραμε πιο πάνω. 

 

Εκμεταλλευόμενοσ τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων (ΕΘΟ) και πιο 

ςυγκεκριμζνα τισ εκφράςεισ τθσ, ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ, που ζχουν 

αναπτυχκεί από τον κ.Σπιτά και κα αναλυκοφν πιο διεξοδικά αμζςωσ παρακάτω,  

επιτεφχκθκε θ δθμιουργία των επίπεδων τροχϊν τθσ διπλωματικισ εργαςίασ. 
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2.2 Θ ΕΘΟ ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ  

 

Ενοποιημζνη Θεωρία Οδοντώςεων: Γενικά 

 

Θ Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων ,με λίγα λόγια, βοθκά ςτον προςδιοριςμό του 

ςυνεργαηόμενου τροχοφ ,εφόςον γνωρίηουμε τθν κατατομι του γεννιτορα ι του 

κανόνα ι τθν επιφάνεια επαφϊν. Επιπλζον ,πρζπει να είναι γνωςτά τα βαςικά 

κινθματικά χαρακτθριςτικά τθσ ςυνεργαςίασ. 

  

Θ παραπάνω κεωρία ςτθρίηεται ςτον υπολογιςμό του αντίςτοιχου ςυνεργαηόμενου 

ςτοιχείου, ζχοντασ δθλαδι τισ ςυντεταγμζνεσ (x,y,z) ενόσ ςθμείου μίασ εκ των τριϊν 

επιφανειϊν που αναφζρεται πιο πάνω και το κάκετο διάνυςμα (Ν) ςτο ςθμείο επί 

τθσ επιφάνειασ. Αυτό είναι και το ςθμαντικότερο πλεονζκτθμα τθσ ςε ςχζςθ με τθν 

κεωρία του Litvin, το ότι δεν προχποκζτει τθν γνϊςθ των γραμμϊν επαφισ επί τθσ 

κατατομισ και δεν ειςάγει αλγόρικμουσ ςφγκλιςθσ ςτον υπολογιςμό. 

 

Βαςικόσ Νόμοσ Οδοντώςεων ςε τρεισ διαςτάςεισ  

 

Είναι ςυνετό ,πριν αναφερκοφν οι εξιςϊςεισ που διζπουν τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία 

Οδοντϊςεων για τθν περίπτωςθ μασ, να αναλυκεί ο Βαςικόσ Νόμοσ Οδοντϊςεων 

για τρεισ διαςτάςεισ. 

 

Ασ κεωρθκεί ηεφγοσ οδοντωτϊν τροχϊν 1 και 2 όπωσ ςτθν εικόνα 2.2.1 . Το πινιόν 

ςτρζφεται γφρω από τον (Α1) με γωνιακι ταχφτθτα (𝜔1) ενϊ ο ςυνεργαηόμενοσ 

γφρω από τον (Α2) με γωνιακι ταχφτθτα (𝜔2). Θεωρείται  επιφάνεια επαφϊν 

Ε(x,y,z)=0  και το ςθμείο P∈ Ε(x,y,z)=0 ζνα ςθμείο τθσ επαφισ των κατατομϊν. 

Υπάρχουν δφο τυχαία ςθμεία 𝛰1 και 𝛰2 πάνω ςτουσ άξονεσ (Α1) και (Α2) αντίςτοιχα. 

Τα διανφςματα κζςθσ του ςθμείου P κα είναι 𝑟1 = 𝑂1𝑃         και 𝑟2 = 𝑂2𝑃         ενϊ 

𝑎12 = 𝑂1𝑂2
            είναι θ μεταξφ απόςταςθ των ςθμείων 𝛰1και 𝛰2. 

 

Αναλόγωσ με τα παραπάνω θ γραμμικι ταχφτθτα του ςθμείου P ωσ προσ τον τροχό 

κα είναι: 

𝒗𝟏 = 𝝎𝟏 × 𝒓𝟏  
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και ωσ προσ τον τροχό 2 το P κα είναι: 

𝒗𝟐 = 𝝎𝟐 × 𝒓𝟐  

 

 

Εικόνα 2.2.1: Σφςτθμα ςυντεταγμζνων για το ηεφγοσ των οδοντωτϊν τροχϊν 

 

Για να μθν υπάρχει πρόβλθμα ςτθν λειτουργία των οδόντων και να επιτευχκεί 

ομαλι ςφμπλεξθ ,κα πρζπει οι ςυνεργαηόμενεσ κατατομζσ ςτο P να μθν ειςχωροφν 

καταρχάσ θ μία ςτθν άλλθ, αλλά οφτε και να απομακρφνονται μεταξφ τουσ, δθλαδι 

οι ταχφτθτεσ επί τθσ κακζτου των κατατομϊν ςτο ςθμείο P, να είναι ίδιεσ. Αν (Ν) 

είναι το κάκετο διάνυςμα ςτισ ςυνεργαηόμενεσ κατατομζσ ςτο ςθμείο P ,τότε 

ορίηεται το μοναδιαίο κάκετο διάνυςμα n=
𝑁

| 𝑁 |
  και θ ςυνκικθ που αναφζρκθκε πιο 

πάνω εκφράηεται με τθν εξίςωςθ: 

p𝑟𝑛𝒗𝟏 = p𝑟𝑛𝒗𝟐 

όπου 𝑝𝑟𝑏𝑎 : είναι θ προβολι του διανφςματοσ a ςτο διάνυςμα b 

 

Ζτςι προκφπτει: 

𝒏 ∙ 𝒗𝟏 = 𝒏 ∙ 𝒗𝟐 => 𝒏 ∙  𝒗𝟏 − 𝒗𝟐 = 0 => 𝒏 ∙  𝝎𝟏 × 𝒓𝟏 − 𝝎𝟐 × 𝒓𝟐 = 0 

 

Ραρατθρϊντασ το ςχιμα ςτθν εικόνα 2.2.1 επίςθσ προκφπτει: 

𝑟1 = 𝑎12 + 𝑟2 => 𝑟2 = 𝑟1 − 𝑎12  
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Οπότε ςυμπεραίνεται από τισ δφο πιο πάνω εξιςϊςεισ ότι: 

𝒏 ∙  𝝎𝟏 × 𝒓𝟏 − 𝝎𝟐 ×  𝒓𝟏 − 𝒂𝟏𝟐  = 0 => 

𝒏 ∙   𝝎𝟏 − 𝝎𝟐 × 𝒓𝟏 + 𝝎𝟐 × 𝒂𝟏𝟐 = 0 

 

Θ τελευταία εξίςωςθ εκφράηει με μακθματικό τρόπο τον Βαςικό Νόμο Οδόντωςθσ 

ςτισ τρεισ διαςτάςεισ ςε ςυνεργαςία μεταξφ ηεφγουσ οδοντωτϊν τροχϊν. 

 

Ενοποιημζνη Θεωρία Οδοντώςεων ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ 

 

Εξειδικεφοντασ ςε μεγαλφτερο βακμό τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων, 

παρουςιάηονται ζνα ζνα τα βιματα που ακολουκοφνται για να επιτευχκεί θ 

καταςκευι (ςε 3D CAD λογιςμικό) των επίπεδων τροχϊν. 

 

Ζχοντασ ςυνεργαςία γεννιτορα τροχοφ 1-παραγόμενου τροχοφ 2, κεωρείται ο 

άξονασ περιςτροφισ (Α1) του γεννιτορα και (Α2) του παραγόμενου, οι οποίοι 

φαίνονται ςτθν εικόνα 2.2.2. Θ απόςταςθ των αξόνων ,όπωσ φαίνεται ,είναι ίςθ με 

𝑎12 , θ ςχζςθ μετάδοςθσ είναι ίςθ με 𝑖12 =
| 𝜔1 |

| 𝜔2 |
  και θ προβολι του (Α2) πάνω ςτο 

επίπεδο xy (𝑝𝑟𝑥𝑦𝑎2               ) ςχθματίηει με τον άξονα Οx≡(A1) γωνία (δ). 

 

Θ γωνία (δ) διαγράφεται όταν ο άξονασ Οx ,κα ςυμπζςει με τθν προβολι του άξονα 

Ο’x’ πάνω ςτο επίπεδο xy. Ρροκφπτει ότι θ γωνία (δ) είναι είτε κυρτι ,είτε μθ κυρτι. 

 

Από εδϊ και πζρα ,κεωρείται γνωςτι θ κατατομι του οδόντοσ του τροχοφ 1 

(δθλαδι θ εξίςωςθ που περιγράφει τθν επιφάνεια) και ηθτείται να βρεκεί θ 

ςυνεργαηόμενθ κατατομι του τροχοφ 2. Για να υπολογιςτεί θ ηθτοφμενθ κατατομι 

εφαρμόηεται θ Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ 

ωσ εξισ: 

 

Τα διανφςματα τθσ γωνιακισ ταχφτθτασ των τροχϊν 1 και 2 είναι: 

𝜔1 = 𝜔1 1,0,0  𝜅𝛼𝜄 𝜔2 = 𝜔2 ∙ 𝑎2  𝛼𝜈𝜏ί𝜎𝜏𝜊𝜄𝜒𝛼 

όπου  𝑎2 = (𝑐𝑜𝑠𝛿, 𝑠𝑖𝑛𝛿, 0) είναι το μοναδιαίο διάνυςμα του άξονα (Α2) ,το οποίο 

καταλιγει ςε: 

𝜔2 =
𝜔1

𝑖12
∙ (𝑐𝑜𝑠𝛿, 𝑠𝑖𝑛𝛿, 0) 
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Επόμενθ κίνθςθ είναι να κεωρθκεί ζνα τυχαίο ςθμείο 𝐺1 επί τθσ κατατομισ του 

οδόντοσ του τροχοφ 1 ,του οποίου οι ςυντεταγμζνεσ είναι (𝑥𝐺1,𝑦𝐺1 , 𝑧𝐺1) ,το οποίο 

φυςικά επαλθκεφει τθν εξίςωςθ τθσ κατατομισ: 

𝑓 𝑥𝐺1, 𝑦𝐺1 , 𝑧𝐺1 = 0 

 

 

Εικόνα 2.2.2: Σφςτθμα ςυντεταγμζνων γεννιτορα και παραγόμενου τροχοφ 

 

Επομζνωσ κεωρείται το κάκετο ςτθν επιφάνεια διάνυςμα 𝑁𝐺1 = ∇𝑓 ςτο ςθμείο 𝐺1, 

το οποίο ζχει ςυντεταγμζνεσ: 

𝑵𝑮𝟏 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 𝑥1,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝛾𝜄𝛼 𝑦 = 𝑦1 ,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 𝛾𝜄𝛼 𝑧 = 𝑧1 = (𝑁𝐺1𝑥 ,𝑁𝐺1𝑦 , 𝑁𝐺1𝑧) 

 

Με το δεδομζνο τθσ περιςτροφισ του τροχοφ 1 γφρω από τον άξονα Ox ,το ςθμείο  

𝐺1 κα ςυνεργαςτεί, εφόςον ο τροχόσ 1 περιςτραφεί γφρω από τον (Α1) κατά γωνία( 

𝜃1),  με το αντίςτοιχο ςθμείο τθσ κατατομισ του τροχοφ 2 ςτο κοινό ςθμείο P τθσ 

επιφάνειασ επαφϊν, με μθτρϊο περιςτροφισ: 

𝑴(𝜽𝟏) 
(𝛢1) =  

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑠𝑖𝑛𝜃1
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Θ διαφορά των γωνιακϊν ταχυτιτων είναι: 

 𝝎𝟏 − 𝝎𝟐 =
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑖12

0
0

 −
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑐𝑜𝑠𝛿
𝑠𝑖𝑛𝛿

0

 =
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿
−𝑠𝑖𝑛𝛿

0

  

με 𝑟𝐺1 διάνυςμα κζςεωσ του ςθμείου 𝐺1, που ςθμαίνει 𝑟𝐺1 = (𝑥𝐺1,𝑦𝐺1 , 𝑧𝐺1) οπότε: 

𝑴(𝜽𝟏) ∙ 𝒓𝑮𝟏 
(𝛢1) =  

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑠𝑖𝑛𝜃1

 ∙  

𝑥𝐺1

𝑦𝐺1

𝑧𝐺1

 =  

𝑥𝐺1

𝑦𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1

𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1

  

όπωσ επίςθσ: 

𝑴(𝜽𝟏) ∙ 𝑵𝑮𝟏 
(𝛢1) =  

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑠𝑖𝑛𝜃1

 ∙  

𝑁𝐺1𝑥

𝑁𝐺1𝑦

𝑁𝐺1𝑧

 =  

𝑁𝐺1𝑥

𝑁𝐺1𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑁𝐺1𝑧𝑠𝑖𝑛𝜃1

𝑁𝐺1𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑁𝐺1𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃1

   

και 

𝝎𝟐 × 𝒂𝟏𝟐 =
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑥 𝑦 𝑧 
𝑐𝑜𝑠𝛿 𝑠𝑖𝑛𝛿 0

0 0 𝑎12

 =
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿
−𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿

0

  

οπότε: 

 𝝎𝟏 − 𝝎𝟐 ×  𝑴 𝜽𝟏 ∙ 𝒓𝑮𝟏 
 𝛢1  + 𝝎𝟐 × 𝒂𝟏𝟐 = 

=
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿
−𝑠𝑖𝑛𝛿

0

 ×  

𝑥𝐺1

𝑦𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1

𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1

 +
𝜔1

𝑖12
∙  

𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿
−𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿

0

 = 

=
𝜔1

𝑖12
∙   

𝑥 𝑦 𝑧 
𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 −𝑠𝑖𝑛𝛿 0

𝑥𝐺1 𝑦𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1

 +  
𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿

−𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿
0

   

=
𝜔1

𝑖12
 

− 𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛿 + 𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿

− 𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 ∙  𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿
 𝑦𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 ∙  𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑥𝐺1𝑠𝑖𝑛𝛿

  

 

Θ εξίςωςθ τθσ Ενοποιθμζνθσ Θεωρίασ Οδοντϊςεων διαμορφϊνεται: 

 𝑴 𝜽𝟏 ∙ 𝑵𝑮𝟏 
 𝛢1  ∙   𝝎𝟏 − 𝝎𝟐 ×  𝑴 𝜽𝟏 ∙ 𝒓𝑮𝟏 

 𝛢1  + 𝝎𝟐 × 𝒂𝟏𝟐 = 0 => 

𝑁𝐺1𝑥 ∙  − 𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛿 + 𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿 + 

 𝑁𝐺1𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑁𝐺1𝑧𝑠𝑖𝑛𝜃1 ∙  − 𝑦𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑧𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 ∙  𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿 + 

 𝑁𝐺1𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑁𝐺1𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃1 ∙   𝑦𝐺1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑧𝐺1𝑠𝑖𝑛𝜃1 ∙  𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑥𝐺1𝑠𝑖𝑛𝛿 = 0 
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και αναλφοντασ τισ παρενκζςεισ παράγονται οι εξιςϊςεισ που παρακζτονται 

παρακάτω: 

𝑠𝑖𝑛𝜃1 −𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑥𝑠𝑖𝑛𝛿 + 𝑁𝐺1𝑧𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑦𝑠𝑖𝑛𝛿 + 

+𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑥𝑠𝑖𝑛𝛿 − 𝑁𝐺1𝑦𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑧𝑠𝑖𝑛𝛿 + 

+𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑁𝐺1𝑥𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿 = 0 

 

Από τα παραπάνω, βγαίνει το ςυμπζραςμα τθσ χαρακτθριςτικισ εξίςωςθσ ,με τθν 

οποία κα προςδιοριςτεί το (𝜃1): 

𝛢𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝐶 = 0 

όπου: 

𝐴 = − 𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛿 + 𝑁𝐺1𝑧𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿 

𝛣 = − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑧 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛿 − 𝑁𝐺1𝑦𝑎12𝑐𝑜𝑠𝛿 

𝐶 =  𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙  𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿 + 𝑁𝐺1𝑥𝑎12𝑠𝑖𝑛𝛿 

 

Γίνεται μετατροπι ςτο θμίτονο και ςυνθμίτονο τθσ γωνίασ (𝜃1) ςυναρτιςει τθσ 

εφαπτομζνθσ του μιςοφ τθσ (𝜃1), όπου εμφανίηονται οι γνωςτζσ ςχζςεισ: 

𝑠𝑖𝑛𝜃1 =
2tan(

𝜃1

2 )

1 + 𝑡𝑎𝑛2(
𝜃1

2 )
   𝜅𝛼𝜄   𝑐𝑜𝑠𝜃1 =

1 − 𝑡𝑎𝑛2(
𝜃1

2 )

1 + 𝑡𝑎𝑛2(
𝜃1

2 )
  

Οπότε ςφμφωνα με τθν χαρακτθριςτικι εξίςωςθ: 

2𝛢 tan  
𝜃1

2
 + 𝐵  1 − 𝑡𝑎𝑛2(

𝜃1

2
) + 𝐶  1 + 𝑡𝑎𝑛2(

𝜃1

2
) = 0 

Για ευκολία ,αντικακίςταται με ω=tan  
𝜃1

2
   ,οπότε: 

2𝐴𝜔 + 𝐵 − 𝐵𝜔2 + 𝐶 + 𝐶𝜔2 = 0 => 

 𝐶 − 𝐵 ∙ 𝜔2 + 2𝛢𝜔 +  𝐶 + 𝐵 = 0 

επομζνωσ, 

𝜔 =
−2𝛢 ± 2 𝛢2 − 𝐶2 + 𝐵2

2 𝐶 − 𝐵 
=

−𝐴 ±  𝐴2 + 𝐵2 − 𝐶2

𝐶 − 𝐵
 

άρα ςυμπεραίνεται ότι: 
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𝜃1 = 2𝑡𝑎𝑛−1(
−𝐴 ±  𝐴2 + 𝐵2 − 𝐶2

𝐶 − 𝐵
) 

 

Από τθν οποία επιλζγεται θ κατάλλθλθ κάκε φορά γωνία ( 𝜃1),με βάςθ το εάν ζχει 

φυςικι ςθμαςία θ λφςθ ι όχι, ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα. Στθν ςυνζχεια 

,εκτελείται μία διαδικαςία ,θ οποία ζχει φυςιολογικι ςειρά. Αφοφ προςδιορίςτθκε 

θ γωνία 𝜃1=𝜃1(𝑥𝐺1,𝑦𝐺1 , 𝑧𝐺1) ςτρζφουμε το ςθμείο 𝐺1 = 𝐺1(𝑥𝐺1,𝑦𝐺1 , 𝑧𝐺1) κατά τθν 

γωνία (+𝜃1) περί τον άξονα Ox και με αυτόν τον τρόπο προκφπτει το ςθμείο 

P 𝑥𝑝 , 𝑦𝑝 , 𝑧𝑝  τθσ τροχιάσ επαφϊν ωσ προσ το ςφςτθμα του τροχοφ 1 (Ο,x,y,z) , που 

γράφεται ςε μορφι πίνακα: 

 

𝒙𝒑

𝒚𝒑

𝒛𝒑

 =  
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑠𝑖𝑛𝜃1

 ∙  

𝑥𝐺1

𝑦𝐺1

𝑧𝐺1

  

 

Επομζνωσ ,το ςθμείο P τθσ επιφάνειασ επαφϊν ςυμπίπτει με το 𝐺2,που ανικει ςτον 

τροχό 2 ςτθν κζςθ ςυνεργαςίασ του με τον τροχό 1. Για να εκφραςτοφν οι 

ςυντεταγμζνεσ του P ωσ προσ το ςφςτθμα του τροχοφ 2 (Ο’,x’,y’,z’) ,όπου Ο’≡ 𝑂2 

,πρζπει να γίνει ςτροφι του ςυςτιματοσ κατά (+δ) περί τον Oz και να μετατοπιςτεί 

το ςφςτθμα κατά +𝑎12  ςτθν διεφκυνςθ του Oz: 

 

𝒙′𝒑
𝒚′𝒑
𝒛′𝒑

 =  
𝑐𝑜𝑠𝛿 𝑠𝑖𝑛𝛿 0
−𝑠𝑖𝑛𝛿 𝑐𝑜𝑠𝛿 0

0 0 1

 ∙  

𝑥𝑝

𝑦𝑝

𝑧𝑝

 +  
0
0

−𝑎12

  

 

Ζπειτα, ςτρζφουμε το ςθμείο P’≡P κατά γωνία 𝜃2 =
𝜃1

𝑖12
 περί τον Ox’ ,οπότε 

προκφπτουν οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου 𝐺2 𝑥
′
𝐺2 ,𝑦 ′

𝐺2
, 𝑧 ′

𝐺2  του 

ςυνεργαηόμενου τροχοφ ωσ προσ το ςφςτθμα  (𝛰2,x’,y’,z’) προκφπτουν από τθν 

ακόλουκθ εξίςωςθ: 

 

𝒙′𝑮𝟐

𝒚′𝑮𝟐

𝒛′𝑮𝟐

 =  
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃2 −𝑠𝑖𝑛𝜃2

0 𝑠𝑖𝑛𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃2

 ∙  

𝑥′𝑝
𝑦′𝑝
𝑧′𝑝

  

 

Τζλοσ ,εκφράηεται το ςθμείο 𝐺2 𝑥
′
𝐺2 ,𝑦 ′

𝐺2
, 𝑧 ′

𝐺2  του ςυνεργαηόμενου τροχοφ ωσ 

προσ το αρχικό ςφςτθμα: 

 

𝒙𝑮𝟐

𝒚𝑮𝟐

𝒛𝑮𝟐

 =  
𝑐𝑜𝑠𝛿 −𝑠𝑖𝑛𝛿 0
𝑠𝑖𝑛𝛿 𝑐𝑜𝑠𝛿 0

0 0 1

 ∙  

𝑥′𝐺2

𝑦′𝐺2

𝑧′𝐺2

 +  
0
0

𝑎12
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Θ τελευταία μθτρωικι εξίςωςθ μασ δίνει τα τελικά ςθμεία τθσ επιφάνειασ του 

ςυνεργαηόμενου οδόντοσ. 

 

2.3 Εφαρμογζσ για crossed-axis και off-axis  

 
Φυςικά για τισ διάφορεσ περιπτϊςεισ ςυνεργαςίασ οδοντωτϊν τροχϊν ,κα 

υπάρξουν ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ των ςυντελεςτϊν Α, Β και C των εξιςϊςεων, οι 

οποίεσ παρουςιάηονται παρακάτω. 

 

Οι τροχοί που παρουςιάηουν ενδιαφζρον, για τισ αρχικζσ προςομοιϊςεισ του 

μοντζλου που αφοροφν τουσ επίπεδουσ τροχοφσ με γωνία αξόνων 90° και μθδενικό 

offset,που είναι κάκετων (δθλαδι δ=270°) και τεμνόμενων αξόνων ,παίρνουν τιμζσ 

ςυντελεςτϊν: 

𝐴 = 𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑦  

𝛣 = 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑧  

𝐶 =  𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙ 𝑖12  

 

Επίςθσ, οι τροχοί κάκετα αςφμβατων αξόνων (δθλαδι δ=90°)  ,για τθν περίπτωςθ 

που παρατθρείται offset ςτουσ επίπεδουσ τροχοφσ παίρνουν τισ εξισ τιμζσ 

ςυντελεςτϊν: 

𝐴 = −(𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑦) 

𝛣 = −(𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑧) 

𝐶 =  𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙ 𝑖12 + 𝑁𝐺1𝑥𝑎12  

 

Για λόγουσ ενδιαφζροντοσ παρατίκενται παρακάτω οι τιμζσ των ςυντελεςτϊν για 

τροχοφσ παραλλιλων αξόνων (για μετωπικοφσ και για ελικοειδείσ),με γωνία 

(δ=180°) ,οι οποίοι είναι: 

𝐴 = −𝑎12𝑁𝐺1𝑧  

𝛣 = 𝑎12𝑁𝐺1𝑦  

𝐶 =  𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙ (𝑖12 + 1) 
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Τζλοσ, οι τροχοί τεμνόμενων αξόνων όπου 𝑎12 = 0, παίρνουν τιμζσ  ςυντελεςτϊν 

που είναι: 

 

𝐴 = −(𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛿 

𝛣 = −(𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑥 − 𝑥𝐺1𝑁𝐺1𝑧)𝑠𝑖𝑛𝛿 

𝐶 =  𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦 ∙ (𝑖12 − 𝑐𝑜𝑠𝛿) 
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Κεφάλαιο 3:ΜΟΝΣΕΛΟΠΟΙΗΗ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

 
3.1 Kisssoft: Μοντζλα και εφαρμογζσ  
 

 
3.1.1 Ευθεία μετωπική οδόντωςη  
 
 
Αρχικά μελετικθκαν διάφορα ηεφγθ επίπεδων οδοντωτϊν τροχϊν ,με ςκοπό κυρίωσ 
τθν κατανόθςθ τουσ και τθν εξαγωγι κάποιων ςυμπεραςμάτων ςχετικά με αυτό το 
είδοσ τροχϊν. Θ χριςθ του Kisssoft για αυτόν τον ςκοπό ιταν αρκετά ςθμαντικι.  
Ζτςι, αφοφ πζραςε μία περίοδοσ ,κατά τθν οποία ζγινε θ εκμάκθςθ του 
προγράμματοσ (μζςω tutorials και examples που διακζτονται ςτο λογιςμικό) και 
εντοπίςτθκαν κάποια προβλιματα ,που είχαν ςχζςθ με τισ παραμζτρουσ ,μζςα από 
τα οποία κατανοικθκε ςε μεγάλο βακμό θ ςθμαςία τουσ. Σθμαντικι ιταν θ 
διάγνωςθ των λακϊν του project ςτο Kisssoft, θ οποία αναφζρκθκε και 
προθγουμζνωσ. Ραρουςιάηονται παρακάτω κάποια από τα projects που 
εκτελζςτθκαν για τθν κατανόθςθ των επίπεδων τροχϊν. 
 
 
 
Project 1: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ευκεία οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section), 
 𝑏𝑣=1.3 mm (axial offset:είναι θ απόςταςθ του κζντρου του πινιόν από τθν μζςθ 
διάμετρο του επίπεδου τροχοφ), 
 𝑍1=13 και b=20 mm, 𝑍2=21 και b=3.7mm, 
profile shift coefficient (pinion)=0.5 (αφορά τθν μετατόπιςθ του πινιόν) 
 

 
Το reference profile και τα tolerances ζμειναν ςε κατάςταςθ default. Δθλαδι ,όςον 
αφορά το reference profile ,αυτό ςθμαίνει ότι(αναφζρονται τα πιο ςθμαντικά) ο 
ςυντελεςτισ πόδα και κεφαλισ είναι 1.25 και 1 αντίςτοιχα ςφμφωνα με το ISO 
53.2:1997. Ο γεννιτορασ τροχόσ ζχει 1.25 και 1.25 αντίςτοιχα για τουσ ςυντελεςτζσ. 
Επίςθσ ,παίηει μεγάλο ρόλο (για τθν διαμόρφωςθ του fillet ) ο ςυντελεςτισ 
ςτρογγφλευςθσ τθσ ακμισ τθσ κεφαλισ του γεννιτορα ,θ οποία είναι ίςθ με 0.1. Στα 
tolerances, αποδεικνφεται ότι και οι δφο τροχοί δζχονται περαιτζρω κατεργαςία για 
να ςυμμορφϊνονται με τα όρια που δίνει το DIN 3967 cd25 για τροχοφσ που 
ανικουν ςτισ κατθγορίεσ γραναηιϊν που χρθςιμοποιοφνται ςε βαριά μθχανιματα 
και ςυςτιματα κίνθςθσ τρζνων. Θ εικόνα 3.1.1.1 δείχνει τθν εν λόγω ςυνεργαςία 
και θ 3.1.1.2  το προφίλ ενόσ μόνο οδόντα του επίπεδου τροχοφ. 
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Εικόνα 3.1.1.1: Συνεργαςία τροχϊν (Project 1) 

 
 

 
 

Εικόνα 3.1.1.2: Οδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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Project 2: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ευκεία οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 1.5𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section), 𝑏𝑣=2.55 mm , 
 𝑍1=16 και b=12 mm, 𝑍2=29 και b=5.4 mm, 
profile shift coefficient (pinion)=0.28  
Chamfering Crowning: ακτινικό κόψιμο μπροςτά:2.5 mm ,κατακόρυφο  
κόψιμο:0.6mm 
 

 
Τα tolerances ζμειναν ςε κατάςταςθ default όπωσ ακριβϊσ ςτθν προθγοφμενθ 
περίπτωςθ. Στο reference profile αλλάηει θ default επιλογι από Reference profile 
gear ςε constructed involute με αποτζλεςμα να μπορεί να γίνει αλλαγι ςε όλουσ 
τουσ ςυντελεςτζσ που αφοροφν το προφίλ του οδόντα και να μθν υπάρχει κάτι 
τυποποιθμζνο. Επίςθσ ,προςτζκθκε το τρίτο είδοσ crowning , το οποίο ειςάγει ζνα 
γωνιακό κόψιμο μπροςτά και πίςω. Στθν δικι μασ περίπτωςθ το ςυμπλθρϊκθκε 
πίςω ,για να παρατθρθκεί θ διαφορά ςτθν γεωμετρία. Θ εικόνα 3.1.1.3 δείχνει τθν 
ςυνεργαςία ςε 2D και θ εικόνα 3.1.1.4 ζναν οδόντα του επίπεδου τροχοφ. 

 
 

Εικόνα 3.1.1.3: Συνεργαςία ςε 2D 
 

 
 

Εικόνα 3.1.1.4: Οδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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Project 3: πινιόν: μετωπικό τροχόσ με ευκεία οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2.5𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section), 𝑏𝑣=4.6 mm , 
 𝑍1=16 και b=6.7 mm, 𝑍2=29 και b=6.7 mm, 
profile shift coefficient (pinion)=0.2  
Chamfering Crowning:ακτινικό κόψιμο μπροςτά:1.5 mm ,κατακόρυφο  
κόψιμο:0.5mm 

 
 
Τα tolerances διαμορφϊκθκαν ϊςτε να μθν υπάρχει backlash ,χωρίσ δθλαδι καμία 
χάρθ ςτο πάχοσ. Αυτό ζγινε για να παρατθρθκεί ςτο solidworks ότι από γεωμετρικισ 
πλευράσ δεν υπάρχει κανζνα κενό και όντωσ αυτό διαπιςτϊκθκε. Στο reference 
profile και ειδικότερα ςτον γεννιτορα, προςτζκθκε ζνα παραπάνω δόντι από αυτά 
του πινιόν, για τθν δθμιουργία του Longitudinal Crowning .Επίςθσ προςτζκθκε ,ςτο 
ίδιο ςθμείο κετικι μετατόπιςθ του γεννιτορα κατά 0.5mm ,με ςκοπό να 
δθμιουργθκεί το Profile Crowning. Και οι δφο προςκικεσ παρατθρικθκαν ςτθν 
γεωμετρία. Τζλοσ ,μπικε το τρίτο είδοσ crowning , το οποίο ειςάγει ζνα γωνιακό 
κόψιμο πίςω. Θ εικόνα 3.1.1.5 δείχνει τθν ςυνεργαςία , θ εικόνα 3.1.1.6 και 3.1.1.7 
τισ γραμμζσ επαφισ του επίπεδου και του πινιόν τροχοφ. 

 

 
 
 

Εικόνα 3.1.1.5: Συνεργαςία τροχϊν (Project 3) 
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Eικόνα 3.1.1.6: Καμπφλεσ επαφισ (περιγράφουν ςθμεία) επίπεδου με γεννιτορα 

τροχό 

 
Eικόνα 3.1.1.7: Καμπφλεσ επαφισ (περιγράφουν ςθμεία) πινιόν με επίπεδο τροχό 

 

 
3.1.2 Ελικοειδήσ οδόντωςη  

 
Στθ ςυνζχεια, φτιάχνονται ηεφγθ τροχϊν με ελικοειδι οδόντωςθ, ςτα οποία αρχικά 
χρειάηεται να παρατθρθκεί το προφίλ των οδόντων. Ζτςι ,όπωσ και πριν, 
προςδιορίηονται οι παράμετροι του κάκε μοντζλου. 
 
Project 4: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ελικοειδι οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2.5𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section όπωσ και πριν), 
 𝑏𝑣=1.9 mm (axial offset), β=25° (δεξιόςτροφθ γωνία ελίκωςθσ) 
 𝑍1=16 και b=13 mm, 𝑍2=29 και b=6.9mm, 
profile shift coefficient =0 και για τα δφο γρανάηια 
Χωρίσ Crowning 

 
Στο πεδίο του reference profile ειςάγονται οι ςυντελεςτζσ ,που κα 
χρθςιμοποιθκοφν ςτθν καταςκευι των επίπεδων τροχϊν ,οι οποίοι είναι ευρζωσ 
γνωςτοί. Δθλαδι, για τον γεννιτορα του επίπεδου τροχοφ, ςυντελεςτι πόδα και 
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κεφαλισ ίςο με 1.2 και ςυντελεςτι ςτρογγφλευςθσ τθσ ακμισ τθσ κεφαλισ ίςο με 
0.1. Ενϊ για το πινιόν ,χρθςιμοποιοφνται οι ςτακερζσ τιμζσ ,ςυντελεςτι κεφαλισ 1 
και πόδα 1.2 ,ενϊ ςθμαντικό είναι ότι, υπολογίηεται ο ςυντελεςτισ για το ράδιο του 
fillet (από τισ δοκείςεσ τιμζσ) ςτο πινιόν ίςο με 0.497. Από κει και πζρα, φτιάχνονται 
τα tolerances ,με ςκοπό να μθν ζχουν κακόλου backlash.  

 
Στθν εικόνα 3.1.2.1 φαίνεται θ ςυνεργαςία ςε 2D με τα προφίλ του επίπεδου 
τροχοφ, κατά τθν ζννοια του βάκουσ (χωριςμζνα ςε 10 ςθμεία, αρά απεικονίηονται 
10 προφίλ). Ραρατθρείται ότι ,τα δόντια όςο προχωροφν προσ το εςωτερικό του 
τροχοφ ,παρουςιάηουν μία αςυμμετρία μεταξφ τουσ (θ οποία κα παρατθρθκεί και 
ςτθν εικόνα με τον ζναν οδόντα). Αυτι θ αςυμμετρία προκφπτει λόγω προβλιματοσ 
υποκοπισ ,το οποίο προκαλεί θ κεφαλι του πινιόν. Για να μθν ειςχωρεί λοιπόν ο 
ζνασ οδόντασ ςτον άλλο, κόβεται όπωσ δείχνει θ εικόνα 3.1.2.2. 

 

 
 

Εικόνα 3.1.2.1: Συνεργαςία 2D 
 

 
 

Εικόνα 3.1.2.2: Οδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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Θ εικόνα 3.1.2.3 δείχνει τθν ςυνεργαςία ςε 3D από τθν πάνω πλευρά. Αντίςτοιχα με 
πριν ,γίνεται ακόμα πιο κατανοθτι θ ςυνεργαςία, παρουςιάηοντασ τισ γραμμζσ 
επαφισ του πινιόν ςτθν εικόνα 3.1.2.4 και του επίπεδου τροχοφ ςτθν εικόνα 
3.1.2.5. 

 

 Εικόνα 3.1.2.3: Συνεργαςία τροχϊν (Project 4) 
 

 
Eικόνα 3.1.2.4: : Καμπφλεσ επαφισ πινιόν με επίπεδο τροχό 
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Εικόνα 3.1.2.5: Καμπφλεσ επαφισ (περιγράφουν ςθμεία) επίπεδου με γεννιτορα 

τροχό 
 
 

 
Project 5: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ελικοειδι οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2.5𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section), 
 𝑏𝑣=3.7 mm (axial offset), β=25° (δεξιόςτροφθ γωνία ελίκωςθσ) 
 𝑍1=16 και b=13.5 mm, 𝑍2=57 και b=13.5mm, 
profile shift coefficient =0 και για τα δφο γρανάηια 
Chamfering Crowning :ακτινικό κόψιμο μπροςτά:3mm , 
κατακόρυφο κόψιμο:1 mm 

 
 
Πςον αφορά το reference profile ειςάγονται οι ςυντελεςτζσ ,που χρθςιμοποιικθκαν 
ςτον προθγοφμενο υπολογιςμό των επίπεδων τροχϊν. Ζπειτα όπωσ και πριν, 
φτιάχνονται τα tolerances ,με ςκοπό να μθν υπάρχει κακόλου backlash. Σε αυτόν 
τον υπολογιςμό προςτζκθκαν οι άλλεσ δφο μορφζσ crowning ,όπωσ ςτουσ τροχοφσ 
με ευκεία οδόντωςθ ςτο project 3 ,με τα ίδια ακριβϊσ χαρακτθριςτικά ,δθλαδι 
κετικι μετατόπιςθ του γεννιτορα κατά 0.5mm και με αρικμό δοντιϊν μεγαλφτερο 
κατά ζνα από του πινιόν. Τα χαρακτθριςτικά αυτά (τρεισ μορφζσ crowning) 
παρατθρικθκαν ςτθν γεωμετρία του ηεφγουσ ,κακϊσ και ςτον ζναν οδόντα.  

 
 
Στθν εικόνα 3.1.2.6 παρουςιάηεται ζνα κομμάτι τθσ ςυνεργαςίασ των τροχϊν, ενϊ 
ςτθν εικόνα 3.1.2.7 φαίνεται ο ζνασ οδόντασ. Ραρατθρείται ότι και ςε αυτιν τθν 
περίπτωςθ προκφπτει υποκοπι , για αυτό το λόγο υπάρχει κόψιμο μικρότερο αυτι 
τθν φορά. Συμπζραςμα είναι λοιπόν, ότι το φαινόμενο μειϊνεται κακϊσ αυξάνεται 
ο αρικμόσ των δοντιϊν του επίπεδου τροχοφ. 
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Εικόνα 3.1.2.6: Συνεργαςία οδόντων (Project 5) 

 
 

 
 

Εικόνα 3.1.2.7: Οδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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3.1.3 Ευθεία αςυμβάτων αξόνων οδόντωςη  
 

Τα παραδείγματα που ακολουκοφν ,γίνονται με ςκοπό να παρατθρθκοφν οι 
επίπεδοι τροχοί ευκείασ και ελικοειδοφσ off-axis οδόντωςθσ. Ακολουκοφν τα 
μοντζλα. 
 
Project 6: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ευκεία οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section όπωσ και πριν), 
 𝑏𝑣=1.9 mm (axial offset), 
 𝑍1=21 και b=6.1 mm, 𝑍2=35 και b=6.1mm, 
profile shift coefficient =0 και για τα δφο γρανάηια 
Crowning τρίτθσ μορφισ :ακτινικό κόψιμο μπροςτά και πίςω: 1.5mm , 
κατακόρυφο κόψιμο:1 mm 

 
 
Θ βαςικι διαφορά με τα υπόλοιπα ηεφγθ είναι ότι προςτζκθκε ζνα αρνθτικό offset 
𝑎𝑣= -5mm ςτουσ άξονεσ, όπωσ ακριβϊσ δείχνει θ εικόνα 3.1.3.1. Σθμειϊνεται ότι, τα 
tolerances διαμορφϊκθκαν ϊςτε να μθν υπάρχει backlash. Ενϊ ςτο reference 
profile κρατικθκαν τα ίδια ςτοιχεία με του μοντζλου 4. 

 
 
Στθν εικόνα 3.1.3.2 παρουςιάηεται μία άποψθ τθσ ςυνεργαςίασ ,ςτθν οποία 
φαίνεται και το offset των αξόνων. Ενϊ ςτθν εικόνα 3.1.3.3 ο ζνασ μόνο οδόντασ. 
Ραρατθρείται για ακόμα μία φορά ότι ο οδόντασ κόβεται μπροςτά για τον ίδιο λόγο 
(υποκοπζσ) όπωσ και προθγουμζνωσ.   
 

 
Εικόνα 3.1.3.1: Επεξιγθςθ των αςυμβάτων αξόνων 
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εικόνα 3.1.3.2: Συνεργαςία τροχϊν (Project 6) 

 

Eικόνα 3.1.3.3 Oδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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3.1.4 Ελικοειδήσ αςυμβάτων αξόνων οδόντωςη  

 
Τα αποτελζςματα που προζκυψαν για το μοντζλο 5 δεν ιταν κακόλου ιδανικά. Οι 
επίπεδοι τροχοί βγικαν ςε ζνα μεγάλο μζροσ τουσ pointed ,δθλαδι με μθδενικό 
πάχοσ ςτθν κεφαλι. Για να βελτιωκεί το αποτζλεςμα ,αλλάχκθκε το offset ςε 
αρνθτικό και ίςο με 𝑎𝑣= -2mm. Ζτςι ,αυξικθκε το πάχοσ ςτθν κεφαλι των δοντιϊν 
(κα μποροφςε να γίνει και με άλλουσ τρόπουσ) , με αποτζλεςμα να μθν υπάρχει 
ςθμείο μθδενικοφ πάχουσ ςτο οδόντα. Αυτό ζγινε ,επειδι τα δόντια με μικρό πάχοσ 
κεφαλισ αυξάνουν κατά πολφ τισ τάςεισ ,με ςυνζπεια να αντζχουν λιγότερο. 
Ραρουςιάηονται τα χαρακτθριςτικά: 
 
Project 7: πινιόν: μετωπικόσ τροχόσ με ελικοειδι οδόντωςθ  
𝑚𝑛 = 2𝑚𝑚 ,𝑎𝑛  =20°(ςε normal section), 
𝑏𝑣=4.9 mm (axial offset), 
 𝑍1=21 και b=11.3 mm, 𝑍2=35 και b=7.2mm, 
profile shift coefficient =0 και για τα δφο γρανάηια  
Chamfering Crowning:ακτινικό κόψιμο πίςω: 3.5mm , 
κατακόρυφο κόψιμο:1 mm 
 
Διευκρινίηεται ότι, τα tolerances διαμορφϊκθκαν ϊςτε να μθν υπάρχει backlash. 
Ενϊ ςτο reference profile κρατικθκαν τα ίδια ςτοιχεία όπωσ πριν. 
 
Στθν εικόνα 3.1.4.1 δείχνεται θ ςυνεργαςία ςε 3D (όπου φαίνεται και το offset) ,ενϊ 
ςτθν εικόνα 3.1.4.2 ςε 2D. Επίςθσ ,ςτθν εικόνα 3.1.4.3 παρουςιάηεται ζνασ μόνο 
οδόντασ.  
 

 
Εικόνα 3.1.4.1: Συνεργαςία τροχϊν (Project 7) 
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Eικόνα 3.1.4.2: Συνεργαςία 2D 
 

 
 

Εικόνα 3.1.4.3: Οδόντασ επίπεδου τροχοφ 
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3.2 Μοντελοποίθςθ: Διαδικαςία και παραδοχζσ  

3.2.1 Ειςαγωγή-Γενικά 

Ξεκινϊντασ τον υπολογιςμό των οδοντωτϊν τροχϊν ,άρχιςαν κάποιεσ ςκζψεισ 

ςχετικά με τον τρόπο ,που κα μποροφςε να εφαρμοςτεί θ Ενοποιθμζνθ Θεωρία 

Οδοντϊςεων , για να ζλκουμε ςε αποτελζςματα γριγορα και με αρκετά καλι 

ακρίβεια. Ζτςι, μετά από μία ςειρά ςυηθτιςεων ,οριςτικοποιικθκε θ διαδικαςία ,θ 

οποία κα ςτθριηόταν ςτθν γριγορθ καταςκευι των δφο επιφανειϊν του ενόσ 

οδόντα του επίπεδου τροχοφ μζςω ςθμείων ,με απλά και βαςικά εργαλεία του 

λογιςμικοφ solidworks. Θ διαδικαςία αυτι, χωρίηεται ςε δφο κφρια μζρθ. 

Το πρϊτο μζροσ αφορά τθν παραλαβι ςθμείων του πινιόν από το χϊρο (καρτεςιανό 

ςφςτθμα) ,τθν μετατροπι τουσ μζςω ενόσ excel ςε ςθμεία του χϊρου που ανικουν 

ςτον επίπεδο τροχό και τθν ειςαγωγι τουσ μζςα ςτο 3D CAD λογιςμικό (solidworks).  

Το δεφτερο μζροσ αφορά τον ςχθματιςμό του τροχοφ ςτο 3D CAD μζςα από τα 

ςθμεία που ζχουν ειςαχκεί ςε αυτό. Γίνεται θ δθμιουργία των επιφανειϊν και με 

κατάλλθλθ διαδικαςία, δθμιουργείται ο ζνασ οδόντασ. Στθν ςυνζχεια ,με τον ζναν 

οδόντα ςτα χζρια μασ ,είναι δυνατό να φτιαχτεί όλοσ ο τροχόσ, με ςκοπό να 

ςυνεργαςτεί με το πινιόν, κάνοντασ ζλεγχο ςτθν εμπλοκι του (εάν υπάρχουν 

interferences και εάν είναι ομαλι θ μετάβαςθ από το ζνα ηεφγοσ ςτο επόμενο). 

3.2.2 Πρώτο μζροσ-Διαδικαςία 

Αρχίηοντασ τθν διαδικαςία και εφόςον υπάρχει το 3D μοντζλο του πινιόν 

δθμιουργείται ςε αυτό, ζνα καινοφριο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων με Χ ,τον άξονα 

περιςτροφισ του πινιόν και Υ τον άξονα περιςτροφισ του επίπεδου τροχοφ που κα 

δθμιουργθκεί ,ςφμφωνα πάντα με τθν κεωρία.  

Αυτό γίνεται πρακτικά ,δθμιουργϊντασ ςτο μοντζλο του πινιόν, το καινοφριο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων με τθν εντολι coordinate system ςτθν ςωςτι απόςταςθ, 

μετατρζποντασ το αρχείο ςε STEP και ορίηοντασ ςαν ςφςτθμα ςυντεταγμζνων ,αυτό 

που δθμιουργικθκε. Στθν ςυνζχεια ,ανοίγουμε το αρχείο STEP και γίνεται 

επεξεργαςία του μοντζλου, ζχοντασ το καινοφριο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. Θ 

εικόνα 3.2.2.1 παρουςιάηει το μοντζλο που δθμιουργείται.     

Θ απόςταςθ του ςυςτιματοσ από το πινιόν ςτον άξονα Χ ,που αναφζρκθκαν πριν, 

ορίηεται με βάςθ τθν ςχζςθ μετάδοςθσ  𝑖12  ,θ οποία ζχει προκακοριςτεί για τθν 

ςυνεργαςία μασ . 

Σε αυτό το ςθμείο, κάνουμε άνοιγμα ςε ζνα 3D Sketch και επιλζγουμε τθν 

επιφάνεια του πινιόν εκείνθ ,θ οποία ςφμφωνα με τουσ υπολογιςμοφσ μασ κα 

ςυνεργαςτεί πιο ςφντομα με τον επίπεδο τροχό. Ράνω ςε αυτιν ορίηονται ςθμεία, 
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τα οποία μετά από υπολογιςμοφσ κα μασ δϊςουν τα αντίςτοιχα ςθμεία του 

ςυνεργαηόμενου τροχοφ.  

 

 

Εικόνα 3.2.2.1: Νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 

Θ διαδικαςία ζλθξε μετά από δοκιμζσ ςτον αρικμό των 150 ςθμείων ανά πλευρά, ο 

οποίοσ είναι ικανοποιθτικόσ για να επιτευχκεί καλι ακρίβεια ςτθν πλευρά και 

ευκολία ςτουσ υπολογιςμοφσ (όςο αυξάνεται ο αρικμόσ ,αυξάνεται και ο χρόνοσ τθσ 

διαδικαςίασ).  

Τα ςθμεία δεν ορίηονται τυχαία ,αλλά θ κατεφκυνςθ τουσ είναι κατά το φψοσ του 

οδόντα (κα εξθγθκεί αργότερα γιατί). Μία τυπικι απεικόνιςθ των ςθμείων που 

ορίηονται κάκε φορά μασ δίνει θ εικόνα 3.2.2.2. Επιπλζον εκτόσ από αυτά τα 

ςθμεία, ορίηονται και κάποια (70-80) ςτθν κεφαλι , με τα οποία μζςω μίασ 

διαδικαςίασ που κα αναλυκεί αργότερα, δθμιουργείται το fillet τθσ επιφάνειασ του 

επίπεδου τροχοφ. 
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Εικόνα 3.2.2.2: Τα ςθμεία που παραλαμβάνονται από το πινιόν 

Ζπειτα, με τθν βοικεια μίασ macro εντολισ (αρχείο τφπου .swp) ειςάγονται ςε ζνα 

excel οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων ,διαδικαςία θ οποία μασ γλιτϊνει πολφ χρόνο, 

επειδι θ περιςυλλογι των ςθμείων είναι χρονοβόρα και κουραςτικι δουλειά. Θ 

macro αναπτφχκθκε από τθν Solidtec Solutions ,θ οποία είναι μία αυςτραλζηικθ 

εταιρία που φτιάχνει macros ειδικά για το solidworks. Με τθν βοικεια τθσ macro 

,επιτυγχάνεται μετά από μία επεξεργαςία (μετατροπι μονάδων ,διαχωριςμόσ 

κάποιων ςθμείων που είναι λανκαςμζνα) μζςα ςτο excel τισ ςυντεταγμζνεσ των 

ςθμείων που παρουςιάςτθκαν ςτθν εικόνα 3.2.2.2. 

Τα ςθμεία αυτά , ειςάγονται ςε ζνα άλλο excel που ζχει φτιαχτεί, ςτο οποίο γίνεται 

θ μετατροπι των ςθμείων του πινιόν ςε ςθμεία του επίπεδου ,ςφμφωνα με τθν 

Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεων. Θ εικόνα 3.2.2.3 δείχνει το excel που 

χρθςιμοποιείται για τον υπολογιςμό των ςθμείων των δφο πλευρϊν και των fillet 

τουσ του επίπεδου τροχοφ. 

 

Εικόνα 3.2.2.3: Το excel που χρθςιμοποιικθκε 
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Στο excel ,πρϊτα γίνεται ο υπολογιςμόσ των ενδιάμεςων ςθμείων από τα αρχικά 

ςθμεία. Στα ενδιάμεςα ςθμεία ,βρίςκεται το κάκετο διάνυςμα (normal vector) ςτθν 

επιφάνεια, ςφμφωνα με το δεδομζνο ότι θ γραμμι που ορίηει τα δφο ακριανά 

ςθμεία είναι κάκετθ ςτο normal vector. Αυτό εκτελείται ,επιλζγοντασ ςυγκεκριμζνθ 

φορά (ανοδικι ςυνεχϊσ).  

Με αυτόν τον τρόπο, από τισ εξιςϊςεισ υπολογίηονται οι τρεισ ςυνιςτϊςεσ (ςτθν 

διεφκυνςθ του κάκε άξονα) του κάκετου διανφςματοσ και γίνεται ο πρϊτοσ ζλεγχοσ 

για να διαπιςτωκεί, εάν οι διευκφνςεισ ορίηουν εξωτερικό ωσ προσ τθν επιφάνεια 

διάνυςμα, επειδι ζχουμε εξωτερικι οδόντωςθ. Σε αντίκετθ περίπτωςθ , 

προςκζτουμε πλθν ςτισ ςυνιςτϊςεσ του διανφςματοσ. 

 Επανερχόμενοι ςε αυτό που αναφζρκθκε πιο πριν, για τθν κατά φψοσ του οδόντα, 

επιλογι των ςθμείων , επιτυγχάνεται θ ςυνιςτϊςα του άξονα Χ ίςθ με το μθδζν και 

να ορίηεται το κάκετο διάνυςμα, ουςιαςτικά ςε δφο διαςτάςεισ. Αυτό ζγινε, για να 

γίνει ακόμα πιο εφκολοσ ο υπολογιςμόσ των κάκετων διανυςμάτων και ςτθν πράξθ 

,γλιτϊςαμε αρκετό χρόνο (ζχει αναφερκεί ότι βαςικόσ ςτόχοσ τθσ διαδικαςίασ 

υπολογιςμοφ του επίπεδου τροχοφ είναι να γίνεται πιο ακριβισ και αρκετά 

γριγορθ).  

Υπιρξε ζνα ςθμαντικό πρόβλθμα ςτον υπολογιςμό του κάκετου διανφςματοσ, το 

οποίο αναφζρεται ςτα ακριανά ςθμεία δφο γραμμϊν επιλογισ ςθμείων (δθλαδι το 

τελευταίο ςθμείο τθν πρϊτθσ γραμμισ με το πρϊτο τθσ δεφτερθσ γραμμισ). 

Επιλζχκθκε να μθν γίνει παραγωγι ςθμείο του επίπεδου τροχοφ, που να 

αναφζρεται ςε ενδιάμεςο ςθμείο αυτϊν των ακριανϊν. Με τθν αφαίρεςθ αυτϊν 

των ςθμείων ,ζχει επιτευχκεί μία πολφ καλι ακρίβεια ςτθν παραγωγι των ςθμείων 

του επίπεδου τροχοφ. 

Συνεχίηοντασ, με βάςθ τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων και τα κάκετα ςε αυτά 

διανφςματα, υπολογίηουμε ςφμφωνα με τθν Ενοποιθμζνθ Θεωρία Οδοντϊςεωσ 

τουσ ςυντελεςτζσ Α,B και C (Κεφάλαιο 2.2) με δεδομζνο ότι 𝑎12 = 0 και δ=270°. Οι 

εξιςϊςεισ διαμορφϊκθκαν ,ζτςι ακριβϊσ όπωσ ορίηει θ κεωρία για τροχοφσ κάκετα 

τεμνόμενων αξόνων. 

Είναι δυνατό, ςε αυτό το ςθμείο να υπολογιςτεί θ (𝜃1) (ςτο excel υπολογιςμζνθ  

πάντα ςε rad), θ οποία ζχει δφο λφςεισ , από τισ οποίεσ γίνεται επιλογι τθσ πιο 

φυςιολογικισ τιμισ για τθν περίπτωςθ μασ . Γενικά κατάλλθλεσ είναι οι μικρζσ τιμζσ 

γωνίασ ,επειδι επιλζχκθκαν ςθμεία οδόντα πινιόν, τα οποία κα ςυνεργαςτοφν 

άμεςα με αυτά του επίπεδου τροχοφ. Αυτό προτιμικθκε λόγω ακρίβειασ, επειδι 

πάντα ςτθν μετατροπι κα υπάρχει κάποιο ςφάλμα. Πςο μικρότερεσ τιμζσ γωνίασ 

ζχουμε ,τόςο μικρότερο το ςφάλμα. Επίςθσ προτιμάται και για λόγουσ εφκολθσ 

παρατιρθςθσ ,δθλαδι φαίνεται πιο εφκολα θ αντιςτοιχία των ςθμείων. 
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Συνεχίηοντασ τθν διαδικαςία (Κεφάλαιο 2.2), βρίςκονται οι ςυντεταγμζνεσ του P 

(𝑥𝑃 ,𝑦𝑝 , 𝑧𝑝) ςτρζφοντασ το ςφςτθμα περί τον άξονα Οx κατά γωνία (+𝜃1).  

Εκφράηεται το P ςτο ςφςτθμα του επίπεδου τροχοφ με ςυντεταγμζνεσ P’(𝑥′𝑃 ,𝑦′𝑝 , 𝑧′𝑝  

) ,ςτρζφοντασ το ςφςτθμα περί τον Οz κατά γωνία (+δ). 

 Ζπειτα ,ςτρζφεται το νζο ςφςτθμα περί τον Οx’ κατά γωνία 𝜃2 =
𝜃1

𝑖12
 ,οπότε 

βρίςκουμε τισ ςυντεταγμζνεσ του  ςθμείου 𝐺2(𝑥′𝐺2, 𝑦′𝐺2, 𝑧′𝐺2)  του επίπεδου τροχοφ 

,εκφραςμζνεσ ςτο ςφςτθμα του. Θ γωνία( 𝜃2  ) παίρνει ,αναλόγωσ τθν φορά τθσ 

περιςτροφισ ,διαφορετικό πρόςθμο ,το οποίο πρζπει να επιλεχκεί.  

Για να βρεκοφν οι ςυντεταγμζνεσ αυτοφ του ςθμείου ωσ προσ το αρχικό (γενικό 

ςφςτθμα που δουλεφουμε) ,γίνεται θ αντίςτροφθ διαδικαςία που εκτελζςτθκε για 

τθν εφρεςθ του P’ . Με αυτόν τον τρόπο ,υπολογίηονται τα ςθμεία του επίπεδου 

τροχοφ. 

Τζλοσ, ειςάγονται τα ςθμεία , με τθν βοικεια τθσ Solidtec ,αυτιν τθν φορά με 

αντίςτροφθ macro ,δθλαδι που παίρνει τα ςθμεία από το excel και τα τοποκετεί 

μζςα ςτο χϊρο ,ςτο ανοιγμζνο εκείνθ τθν ϊρα αρχείο ςτο solidworks. Στθν εικόνα 

3.2.2.4 φαίνεται μία πλευρά (τα ςθμεία) μετά τθν ειςαγωγι τθσ ,κακϊσ και τα 

αρχικά τθσ ςθμεία. 

 

Εικόνα 3.2.2.4: Σθμεία που προκφπτουν από τθν μετατροπι 
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Πςον αφορά τθν δθμιουργία του fillet του επίπεδου τροχοφ ,ςυλλζγονται  κανονικά 

τα ςθμεία κατά μικοσ του δοντιοφ που βρίςκονται λίγο πριν τθν ακμι του οδόντα 

και λίγο μετά από αυτό το ςθμείο (ςτο Top land). 

 Στο excel υπάρχει μία μεγάλθ διαφορά ςε ςχζςθ με τθν προθγοφμενθ διαδικαςία. 

Στθν άνω ακμι του οδόντα το normal vector αλλάηει απότομα, δθλαδι οι 

ςυνιςτϊςεσ του λίγο πριν τθν ακμι ,ζχουν πολφ διαφορετικι τιμι με αυτζσ που 

ακολουκοφν.  

Για να αντιμετωπιςτεί αυτό το πρόβλθμα ςυλλζγονται αυτζσ τισ τιμζσ (λίγο πριν και 

μετά) για κάκε ςυνιςτϊςα x,y,z ,δθμιουργοφνται εννιά ενδιάμεςεσ τιμζσ για κάκε 

ςυνιςτϊςα (δθλαδι δζκα διαφορετικά κάκετα διανφςματα) τα οποία προςτίκενται 

ςαν ςθμεία ,με τισ ίδιεσ ςυντεταγμζνεσ αυτζσ τθσ ακμισ του οδόντα. 

Με αυτόν τον τρόπο, ομαλοποιείται θ μετάβαςθ του κάκετου διανφςματοσ από τα 

ςθμεία πριν ζωσ και μετά τθν ακμι, με αποτζλεςμα να παράγεται το fillet του 

επίπεδου τροχοφ με ράδιο. Στθν εικόνα 3.2.2.5 φαίνονται τα ςθμεία που 

παράχκθκαν από μία τζτοια διαδικαςία. Αυτόσ ο υπολογιςμόσ ,επειδι είναι αρκετά 

χρονοβόροσ λόγω τθσ μθ αυτοματοποίθςθσ του, ζγινε ςτα ηεφγθ τροχϊν που δεν 

είχαν ςφάλματα και ιταν επικυμθτό να φτάςουν ςε τελικό ςτάδιο είτε για 

παρατιρθςθ ,είτε για καταςκευι. 

 

 

Εικόνα 3.2.2.5: Θ επιφάνεια που προκφπτει από τα παραγόμενα ςθμεία 
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3.2.3 Πρώτο μζροσ-Αντιμετώπιςη προβλημάτων 

 

Στθν διαδικαςία που ακολουκικθκε ,υπάρχουν αρκετά ςθμεία ,ςτα οποία ζγιναν 

ςφάλματα και ανακεωρικθκε πολλζσ φορζσ ο τρόποσ με τον οποίο  εκτελοφνται.  

Στθν αρχι τθσ διαδικαςίασ, ςτο ςθμείο που μεταφζρονται τα ςθμεία από το 

solidworks ςτο excel ,παρουςιάςτθκε ζνα πρόβλθμα που κόςτιςε ςε χρόνο. Υπιρχαν 

ςθμεία ςτο excel ,τα οποία δεν ανικουν ςτθν πλευρά του οδόντα. Αυτά δυςτυχϊσ 

,επειδι δεν ακολουκοφςαν ςυγκεκριμζνθ λογικι εμφάνιςθσ ,ιταν δφςκολο να 

βρεκοφν γριγορα. Αυτι είναι μία διαδικαςία που ζχει βελτιςτοποιθκεί ςτον χρόνο 

,αλλά δεν λφκθκε. Οφείλεται κυρίωσ ςτθν macro εντολι ,θ οποία δεν μποροφςε να 

μετατραπεί.  

Σθμαντικι ιταν θ επιλογι του τρόπου υπολογιςμοφ του κάκετου διανφςματοσ και 

υπιρχε αρκετι ςκζψθ πάνω ςε αυτό ,κυρίωσ για τον χρόνο που κα ζπαιρνε θ 

διαδικαςία, με ςκοπό να ζλκουμε ςε αποτζλεςμα. 

Δοκιμζσ ζγιναν αρχικά, για να βρεκεί το κάκετο διάνυςμα ςτο κζντρο του επιπζδου, 

που ορίηεται από τρία ςθμεία. Θ διαδικαςία αυτι ,εκτόσ ότι ιταν χρονοβόρα 

,επειδι ο υπολογιςμόσ του κάκετου διανφςματοσ ςε τρεισ διαςτάςεισ είναι πιο 

πολφπλοκοσ από τισ δφο, δεν μποροφςε επίςθσ να βρεκεί και μία 

αυτοματοποιθμζνθ διαδικαςία πάνω ςτθν ςυλλογι των ςθμείων ,λόγω τθσ τυχαίασ 

επιλογισ τουσ ςτο χϊρο. Ρράγμα το οποίο προςκζτει και ςφάλματα ςτουσ 

υπολογιςμοφσ. 

 

3.2.4 Δεφτερο μζροσ: Διαδικαςία 

 

Στο δεφτερο μζροσ, ζχοντασ ςτο 3D CAD ,τα ςθμεία που κα χρθςιμοποιθκοφν για να 

φτιαχτοφν οι επιφάνειεσ των οδόντων των επίπεδων τροχϊν, αρχίηει θ διαδικαςία 

διαχωριςμοφ από κάποια από τα ςθμεία ,τα οποία παρατθρικθκε ότι ξεφεφγουν 

από τα υπόλοιπα που δείχνουν να ςχθματίηουν τθν επιφάνεια. 

Ζπειτα, φτιάχνονται τα όρια που κα ορίςουνε τθν επιφάνεια μασ (κα πρζπει να 

κλείνουν) και τισ γραμμζσ που κα τθν οδθγιςουν ανάμεςα ςε αυτά. Στθν εικόνα 

3.2.4.1 φαίνονται τα όρια που δθμιουργοφνται από τα ςθμεία που υπάρχουν ενϊ 

ςτθν εικόνα 3.2.4.2 οι γραμμζσ που βοθκάνε ςτθν οδιγθςθ τθσ επιφάνειασ. Για 

λόγουσ καλφτερθσ ακρίβειασ ,επιλζχκθκε ,αυτζσ οι γραμμζσ (όρια και οδθγοί) να 

γίνουν splines, επειδι περιγράφουν καλφτερα αυτζσ τισ καμπφλεσ. 
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Εικόνα 3.2.4.1: Οριςμόσ ορίων για τθν επιφάνεια 

 

Εικόνα 3.2.4.2: Δθμιουργία οδθγϊν καμπφλων για τθν επιφάνεια 
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Με δεδομζνα τα όρια και τισ γραμμζσ οδιγθςθσ, χρθςιμοποιείται το εργαλείο του 

solidworks ,Filled Surface ,ςτο οποίο επιλζγονται τα ενωμζνα όρια (ανεξαρτιτωσ τον 

αρικμό) και τισ guide curves (οδθγοί). Με αυτόν τον τρόπο φτιάχνονται οι δφο 

επιφάνειεσ του οδόντοσ του επίπεδου τροχοφ. Στθν εικόνα 3.2.4.3 φαίνεται θ 

διαμορφωμζνθ επιφάνεια. 

 

Εικόνα 3.2.4.3: Θ επιφάνεια που δθμιουργείται 

 

Ζχει προνοθκεί φυςικά, θ δθμιουργία των επιφανειϊν μεγαλφτερων από ότι πρζπει. 

Δθλαδι ςτον γεννιτορα, παρατθροφμε πιο μεγάλο πλάτοσ δοντιοφ και πιο μεγάλο 

ςυντελεςτισ φψουσ κεφαλισ ρ=1.2 ,όπωσ ζχουμε αναφζρει ςε προθγοφμενα 

κεφάλαια. Αυτό ςυμβαίνει για να υπερκαλυφκοφν τα όρια που χρειαηόμαςτε για να 

ορίςουμε το δόντι. 

Από εκεί και πζρα , κόβονται οι επιφάνειεσ ςφμφωνα με τα όρια που ορίηουν θ 

εςωτερικι και εξωτερικι διάμετροσ του επίπεδου τροχοφ και αφαιροφνται (με τθν 

εντολι Trim Surface)  τα τμιματα των επιφανειϊν που είναι πάνω από τα ςθμεία 

όπου οι δφο επιφάνειεσ του οδόντα τζμνονται.  
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Τα όρια τθσ εςωτερικισ και εξωτερικισ διαμζτρου διαμορφϊνονται με βάςθ τθν 

ζλλειψθ υποκοπϊν και τθν δθμιουργία μθδενικοφ πάχουσ κεφαλισ αντίςτοιχα, 

όπωσ ζχουμε αναφζρει ςτο κεφάλαιο 1.1. Σε περίπτωςθ που δεν φτάνει το άνω 

όριο των επιφανειϊν ςτο ςθμείο τομισ τουσ , επεκτείνεται θ επιφάνεια με το 

εργαλείο Extend Surface ,το οποίο επεκτείνει με ομοιόμορφο τρόπο τθν δεδομζνθ 

επιφάνεια ,με ςκοπό να ζχουμε πάντα τομι των δφο επιφανειϊν του οδόντα. Το 

διαμορφωμζνο δόντι φαίνεται ςτθν εικόνα 3.2.4.4. 

 

Εικόνα 3.2.4.4: Θ διαμόρφωςθ των επιφανειϊν πριν τθν δθμιουργία solid body 

 

Για να δθμιουργθκεί το ςτερεό κομμάτι (Solid Body) ςτο Solidworks ,υπάρχουν 

διάφοροι τρόποι. Μετά από δοκιμζσ, επιλζχκθκε να δθμιουργικεί με το εργαλείο 

Extruded Boss/Base ,επειδι παράγει καλφτερα το fillet του τροχοφ και δεν εμφανίηει 

ςφάλματα ςτθν διαδικαςία.  

Ζτςι, δθμιουργικθκε ζνα Plane ςτο κάτω μζροσ του επίπεδου τροχοφ (κακορίηουμε 

ςε αυτό το ςθμείο το φψοσ του τροχοφ) ,πάνω ςτο οποίο ορίςτθκε θ εςωτερικι και 

εξωτερικι διάμετροσ (ακτινικά όρια) και με τθν εντολι Convert Entities 

αποτυπϊνονται ςτο επίπεδο οι γραμμζσ που ορίηουν τα fillet του τροχοφ. Στθν 

εικόνα 3.2.4.5 φαίνονται τα όρια αποτυπωμζνα ςτο οριςμζνο Plane. 
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Eικόνα 3.2.4.5: Το προφίλ που χρθςιμοποιείται για να δθμιουργθκεί το solid body  

 

Το επόμενο βιμα είναι να εφαρμοςτεί Extruded Boss/Base ςτθν κλειςτι επιφάνεια 

που είδαμε ςτθν εικόνα 3.2.4.5 ζωσ τισ επιφάνειεσ που ζχουν δθμιουργθκεί, 

εφόςον πρϊτα ζχει γίνει Knit Surface ςτισ δφο επιφάνειεσ (για να ενωκοφν μεταξφ 

τουσ) που αντιπροςωπεφουν τισ δφο πλευρζσ του οδόντα.  

Για τθν τελικι διαμόρφωςθ του οδόντα, πρζπει να κοπεί θ κεφαλι, με ςκοπό να 

επιτευχκεί ςυντελεςτισ φψουσ κεφαλισ ίςοσ με το ρ=1. Για αυτό το λόγο κόβεται θ 

κεφαλι κατά 0.2∙module (επειδι ο γεννιτορασ είχε ςυντελεςτι φψουσ κεφαλισ 

ρ=1.2). Στθν εικόνα 3.2.4.6 φαίνεται ο οδόντασ που δθμιουργείται. 

Θ διαμόρφωςθ του τροχοφ είναι εφκολθ υπόκεςθ από αυτό το ςθμείο. Ριο 

ςυγκεκριμζνα, αφοφ δθμιουργθκοφν όλα τα δόντια του επίπεδου τροχοφ με τθν 

εντολι Circular Pattern ,παρατθρείται ότι τα μεμονωμζνα δόντια ειςχωροφν το ζνα 

ςτο άλλο. Για να ενωκοφν όλα τα δόντια μαηί ςε ζνα κομμάτι και να γίνει αποφυγι 

των interferences που δθμιουργοφνται ,χρθςιμοποιείται θ εντολι Combine. Τζλοσ 

,διαμορφϊνεται το υπόλοιπο κομμάτι του τροχοφ για να ολοκλθρωκεί θ διαδικαςία. 

Στθν εικόνα 3.2.4.7 φαίνεται ο ςυνολικόσ τροχόσ.    
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Eικόνα 3.2.4.6: Το ςτερεό ςϊμα που δθμιουργείται 

 

Eικόνα 3.2.4.7: Ο τροχόσ  που δθμιουργείται από τον ζναν οδόντα 

 



66 
 

3.2.5 Δεφτερο μζροσ-Αντιμετώπιςη προβλημάτων 

Τα προβλιματα εδϊ δεν ιταν ςθμαντικά ,λφκθκαν γριγορα γι’αυτό και δεν πιραν 

αρκετό χρόνο. Αναφζρονται τα πιο ςθμαντικά από αυτά. Τα guide curves πολλζσ 

φορζσ δεν λειτουργοφν ,με αποτζλεςμα να μθν οδθγείται θ καμπφλθ μζςω αυτϊν 

,αλλά να ορίηεται από τα όρια τθσ.  

Αυτό ,όταν γίνεται κακυςτερεί ςε ζνα βακμό τθν διαδικαςία ,επειδι αντί για μία 

επιφάνεια ,φτιάχνονται πολφ περιςςότερεσ για τθν μία πλευρά του οδόντα ,όπου θ 

κάκε μία ορίηεται από τισ ενδιάμεςεσ γραμμζσ ,χωρίσ να υπάρχουν guide curves. 

Στθν εικόνα 3.2.5.1 φαίνεται θ οικογζνεια των επιφανειϊν που ορίηουν τθν μία 

πλευρά του οδόντοσ. Αυτζσ οι επιφάνειεσ ςυνδυάηονται με το Knit Surface και θ 

διαδικαςία ςυνεχίηεται όπωσ ακριβϊσ ςτο Κεφάλαιο 3.2.4. 

 

Eικόνα 3.2.5.1: Θ δθμιουργία επιφανειϊν ςτθν περίπτωςθ που δεν μποροφμε να 

εφαρμόςουμε τισ καμπφλεσ οδθγοφσ 

Ζνα άλλο πρόβλθμα ,ιταν θ δθμιουργία ςτερεοφ ςϊματοσ του ενόσ οδόντα, κακϊσ 

και του υπόλοιπου τροχοφ, με τθν εντολι Revolved Boss/Base ,τθν οποία 

εκτελοφςαμε ςτθν αρχι. 

Ραρατθρϊντασ τισ γεωμετρίεσ που δθμιουργικθκαν, υπιρχε ςφάλμα πάντα ςτθν 

καταςκευι του fillet. Είτε μερικζσ φορζσ, ζβγαηε το λογιςμικό ςφάλμα, είτε γινόταν 
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θ παρατιρθςθ τθσ παραγόμενθσ γεωμετρίασ. Οπότε άρχιςε θ χριςθ  τθσ εντολι 

Extruded Boss/Base ,θ οποία είναι πιο γριγορθ και δεν ειςάγει ςφάλματα.  

 

3.2.6 Σριςδιάςτατα μοντζλα και ςυςτήματα για την προςομοίωςη τησ 

κίνηςησ  

Ζχοντασ ςτα χζρια μασ, τα μοντζλα των επίπεδων τροχϊν, κακϊσ και των πινιόν που 

κα ςυνεργάηονται ,είναι πολφ εφκολο να φτιαχτοφν μζςω των Assemblies θ 

ςυνεργαςία και φυςικά να παρατθρθκεί ςε 3D διαςτάςεισ θ εμπλοκι των οδόντων. 

Γίνεται οριοκζτθςθ αρχικά των δφο τροχϊν ,με βάςθ το ςφςτθμα των αξόνων , τισ 

αποςτάςεισ που πρζπει να βρίςκονται και τουσ άξονεσ περιςτροφισ. Μετά 

χρθςιμοποιείται θ εντολι Gear Mate ,με αποτζλεςμα να ειςάγεται μία αρχικι κζςθ 

μεταξφ τουσ (ςε ςθμείο που εφάπτονται) και να μποροφν να γυρίςουν με ςχζςθ 

μετάδοςθσ ,θ οποία ζχει κακοριςτεί ςτο Mate. Στισ εικόνεσ 3.2.6.1, 3.2.6.2, 3.2.6.3 

παρατθροφνται τρεισ διαφορετικζσ ςτιγμζσ τθσ ςυνεργαςίασ των δφο τροχϊν. Θ 

γραμμι βοθκάει για τθν παρατιρθςθ τθσ κίνθςθσ. 
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Εικόνεσ 3.2.6.1, 3.2.6.2, 3.2.6.3: Ραρουςιάηεται θ κίνθςθ τθσ ςυνεργαςίασ 
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Εκτόσ από τθν κίνθςθ (Motion Analysis) που μπορεί να εφαρμοςτεί ςτο μοντζλο 

,αρκετά ςθμαντικά ςτθν διαδικαςία είναι τα εργαλεία Interference Detection (για 

τθν παρατιρθςθ των ςθμείων ,ςτα οποία ζχει ειςχωριςει ο ζνασ τροχόσ ςτον 

άλλον) ,Clearance Verification (για τθν διαπίςτωςθ ςε κάκε ςθμείο τθσ μικρότερθσ 

απόςταςθσ μεταξφ των οδόντων που δθμιουργείται ςε κάκε γωνία περιςτροφισ του 

τροχοφ) και το Collision Detection (για τθν παρακολοφκθςθ των ςθμείων κατά τθν 

περιςτροφι των οδόντων, ςτα οποία τα ςυνεργαηόμενα γρανάηια ακουμπάνε. Στθν 

εικόνα 3.2.6.4 φαίνεται το Interference Detection ,ςτθν εικόνα 3.2.6.5 φαίνεται το 

Clearance Verification (ςαν δεδομζνο βάηουμε να βρει διάκενα μικρότερα από τα 

0.15mm) και ςτθν 3.2.6.6 το Collision Detection (οι μπλε περιοχζσ δείχνουν τισ 

περιοχζσ που υπάρχει επαφι). 

 

Εικόνα 3.2.6.4: Interference Detection ςυνεργαηόμενων τροχϊν 

 

Εικόνα 3.2.6.5: Clearance Verification των ςυνεργαηόμενων τροχϊν 
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Εικόνα 3.2.6.6: Collision Detection των ςυνεργαηόμενων τροχϊν 
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Κεφάλαιο 4:ΑΠΟΣΕΛΕΜΑΣΑ 

 

4.1 Αποτελζςματα παραγόμενων τροχϊν  

 

4.1.1 Ευθεία μετωπική οδόντωςη 

Ππωσ είναι εφκολα κατανοθτό ,δεν ζφταςε αμζςωσ θ διαδικαςία ςτο επικυμθτό  
αποτζλεςμα . Ρροθγικθκε μία ςειρά αποτυχθμζνων προςπακειϊν ,για να 
διαμορφωκεί ζνασ ςυγκεκριμζνοσ τρόποσ καταςκευισ των οδόντων του επίπεδου 
τροχοφ. 
 
Παράδειγμα 1: 
 
Ξεκινϊντασ από απλά μοντζλα ,των οποίων τα πινιόν είναι μετωπικοί τροχοί με 
ευκεία οδόντωςθ . Στο πρϊτο μοντζλο, για το οποίο χρθςιμοποιιςαμε δεδομζνα 
από το Kisssoft (ζχουμε φτιάξει ζνα ηεφγοσ με τα ίδια ακριβϊσ χαρακτθριςτικά) 
,προςπακιςαμε να προβάλλουμε ςτθν επιφάνεια του οδόντα του πινιόν, τισ 
γραμμζσ επαφισ ,που ζχουν εξαχκεί από το λογιςμικό (αρχικά γίνεται ειςαγωγι των 
γραμμϊν και θ οριοκζτθςθ τουσ ςε ζνα plane ςτο κζντρο του οδόντα και μετά με 
τθν εντολι  Project Curve γίνεται θ προβολι τουσ). Στθν εικόνα 4.1.1.1 φαίνονται οι 
γραμμζσ επαφισ του πινιόν ενϊ ςτθν εικόνα 4.1.1.2 του επίπεδου τροχοφ. 

 
Εικόνα 4.1.1.1: Φαίνονται οι καμπφλεσ επαφισ πάνω ςτθν επιφάνεια του πινιόν 

 
Θ κάκε γραμμι επαφισ χωρίηεται ςε περιςςότερεσ γραμμζσ ,από τισ οποίεσ 
παίρνουμε τα αρχικά και τελικά τουσ ςθμεία. Ρροςαρμόςτθκαν ςτο excel  που ζχει 
φτιαχτεί και υπολογίςτθκαν τα ςθμεία του επίπεδου τροχοφ. Ειςάγοντασ τα ςθμεία 
μζςα ςτο solidworks ,δεν παρουςιάςτθκε απολφτωσ κανζνα πρόβλθμα, με 
αποτζλεςμα να δθμιουργθκεί ζνασ οδόντασ του επίπεδου τροχοφ ,χωρίσ ιδιαίτερα 
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ςφάλματα. Θ ςυμμετρικι επιφάνεια του οδόντα δεν δθμιουργικθκε ,αλλά προιλκε 
από τθν πρϊτθ με τθν εντολι Mirror. 

 
 

Εικόνα 4.1.1.2: Φαίνονται οι καμπφλεσ επαφισ πάνω ςτθν επιφάνεια του επίπεδου 
τροχοφ 

 
Τα ςθμεία που παρατθριςαμε ότι ζγιναν λάκθ, είναι κυρίωσ ςτον τρόπο 
υπολογιςμοφ του normal vector ,λόγω τθσ μθ κακετότθτασ τθσ επιλογισ των 
ςθμείων κατ’φψοσ τθσ επιφάνειασ του οδόντα. Αυτό ςτθν περίπτωςθ μασ 
λειτοφργθςε περίπου ςωςτά, επειδι θ ςυνιςτϊςα του κάκετου διανφςματοσ ςτον x 
άξονα ιταν πάντα πολφ κοντά ςτο μθδζν λόγω των πολφ μικρϊν διαφορϊν ςτισ 
αποςτάςεισ ,αλλά για μεγαλφτερθ ακρίβεια δεν ςυνιςτάται. 
 
Άλλο ζνα ςφάλμα που ζγινε ςε αυτό το μοντζλο, ιταν ο ςχθματιςμόσ του οδόντα με 
τθν εντολι Revolved Boss/Base. Είναι εμφανισ θ ατζλεια που υπάρχει ςτθν ζνωςθ 
του οδόντα με τον υπόλοιπο τροχό (τθν βάςθ του). Στθν εικόνα 4.1.1.3 φαίνεται θ 
ατζλεια από το Revolved Boss/Base. 
 

 
 

Εικόνα 4.1.1.3: Ραρατθροφνται ςτθν εικόνα οι ατζλειεσ από το Revolved Boss/Base 
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Παράδειγμα 2: 
  
Θ δεφτερθ προςπάκεια ,ιταν αρκετά ςθμαντικι επειδι ολοκλθρϊκθκε και 
κατανοικθκε πλιρωσ το excel ςαν διαδικαςία, αφοφ φυςικά ζγιναν πολλά λάκθ 
ςτουσ αρχικοφσ υπολογιςμοφσ και βγικαν λανκαςμζνα ςθμεία ςτο 3D-CAD. Οι 
αποτυχθμζνεσ προςπάκειεσ παρουςιάηονται ςτθν εικόνα 4.1.1.4. 
 

 
Εικόνα 4.1.1.4: Οι αποτυχθμζνεσ προςπάκειεσ μετατροπισ των ςθμείων 

 
Σε αυτό το παράδειγμα δεν επιτεφχκθκε θ καταςκευι επίπεδου τροχοφ ,επειδι θ 
διαδικαςία αυτοφ του μοντζλου ζγινε πολφπλοκθ, λόγω των πολλϊν δεδομζνων. 
 
Παράδειγμα 3: 
  
Θ τρίτθ προςπάκεια ιταν πλιρωσ επιτυχθμζνθ κυρίωσ επειδι υπιρχε αρκετι 
εμπειρία ςτουσ υπολογιςμοφσ. Εκτόσ από τισ δφο επιφάνειεσ που αναπτφχκθκαν 
διαφορετικά ,δθμιουργικθκε και το fillet τθσ κάκε πλευράσ. Στθν εικόνα 4.1.1.5 
φαίνεται ο επίπεδοσ τροχόσ ςε ςυνεργαςία με το πινιόν. 
 
Συγκρινόμενοι οι παραχκζντεσ τροχοί με αυτοφσ του Kisssoft δεν είχαν ςθμαντικζσ 
διαφορζσ κυρίωσ ςτο προφίλ του οδόντα που μασ ενδιζφερε. Θ διαφορά τουσ 
ζγκειται ςτο φαινόμενο τθσ χάρθσ ςτο πάχοσ του οδόντα, ςτθν καταςκευι που 
ζκανε το Kisssoft. Το πάχοσ του γεννιτορα ςτο Kisssoft είναι μεγαλφτερο από αυτό 
που χρθςιμοποιικθκε ςτα μοντζλα μασ, για να μθν ζχει μθδενικό backlash. Στθν 
εικόνα 4.1.1.6 φαίνεται θ διαφορά των δφο πινιόν. Θ ςυμπεριφορά τθσ 
ςυνεργαςίασ κρίκθκε και από το ςυναρμολογθμζνο μοντζλο που δθμιουργικθκε 
για να παρατθρθκεί θ κίνθςθ. 
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Εικόνα 4.1.1.5: Συνεργαςία τροχϊν (Ραράδ. 2) 
 
 

 
 

Εικόνα 4.1.1.6: Θ διαφορά των γεννθτόρων μεταξφ του Kisssoft και τθσ κεωρίασ που 
παρουςιάηεται  
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Παράδειγμα 4: 
  
Αφοφ το τελευταίο μοντζλο ιταν ςωςτό από κάκε άποψθ ,ςυνεχίηουμε τθν ζρευνα 
γφρω από τα μετωπικά γρανάηια με ευκείσ οδόντεσ ,πθγαίνοντασ ζνα βιμα 
παραπζρα ςτθν χριςθ αυτϊν των ςυνεργαςιϊν.  
 
Κάνοντασ τθν ςκζψθ ότι ,εάν αλλάξουμε τθν κζςθ του πινιόν (πράγμα το οποίο 
μπορεί να γίνει , ζχουμε δει για παράδειγμα να γίνεται μετατόπιςθ του πινιόν για 
να απορροφθκοφν τα ςφάλματα τθσ μετάδοςθσ) κα αλλάξουμε και τθν διάμετρο 
που ορίηει το ςθμείο κφλιςθσ και επομζνωσ κα αλλάξει θ ςχζςθ μετάδοςθσ. 
Θεωρείται μία αρχι ζρευνασ πάνω ςτθν λογικι τθσ ςυνεχόμενθσ αλλαγισ τθσ 
ςχζςθσ μετάδοςθσ και αυτό είναι κάτι πολφ ενδιαφζρον. 
 
Αναγκαςτικά, προσ το παρόν ,αυτό που μπορεί να γίνει, είναι να παραχκεί μία 
ςυνολικι επιφάνεια ,θ οποία να περιλαμβάνει τισ επιφάνειεσ που παράγονται από 
τισ μετατοπίςεισ του πινιόν εμπρόσ ,εμπρόσ και πάνω ,πίςω και πίςω και κάτω. Στθν 
εικόνα 4.1.1.7 φαίνονται οι πζντε διαφορετικζσ επιφάνειεσ. 
 

 
Εικόνα 4.1.1.7: Οι πζντε διαφορετικζσ επιφάνειεσ που αντιπροςωπεφουν τισ 

διαφορετικζσ κινιςεισ ςτον χϊρο 
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Ραρατθρικθκε ότι ,οι επιφάνειεσ υπερκαλφπτουν θ μία τθν άλλθ ,γι’αυτό και ζχει 
νόθμα μόνο μικρι μετατόπιςθ, τθν οποία ελζγχουμε ςτθν εικόνα 4.1.1.7. 
 
Φυςικά ,θ ζρευνα για αυτι τθν λειτουργία των επίπεδων δεν ςταματάει ςε αυτό το 
ςθμείο. Θα λζγαμε ότι αυτι είναι θ αρχι μίασ καινοφριασ και καινοτομικισ 
εφαρμογισ. 
 
 

4.1.2 Ελικοειδήσ οδόντωςη 

 

Εφόςον επιτεφχκθκε θ δθμιουργία των τροχϊν με ευκεία μετωπικι οδόντωςθ και 

φτιάχτθκαν αρκετά μοντζλα, ελαχιςτοποιϊντασ κατά πολφ τον χρόνο δθμιουργίασ 

και βελτιςτοποιϊντασ με τον καιρό τθν γεωμετρία αποφαςίςαμε να αςχολθκοφμε 

με τθν ελικοειδι οδόντωςθ. 

Στθν περίπτωςθ των ελικοειδϊν οδοντϊςεων περιμζνει κανείσ να ςυναντιςει 

αρκετά προβλιματα και που πρζπει να ξεπεράςει. Το βαςικότερο κεωρείται θ 

αςυμμετρία των πλευρϊν του οδόντα που προκαλείται λόγω τθσ υποκοπισ του που 

ςχθματίηεται από τον γεννιτορα. Ππωσ είχαμε δει να ςχθματίηεται ςτουσ 

παραγόμενουσ από το Kisssoft τροχοφσ ςτο κεφάλαιο 3.1.2. 

Παράδειγμα 5: 
  
Στθν πρϊτθ προςπάκεια που ζγινε για τθν καταςκευι του ςυνεργαηόμενου τροχοφ 
,παρουςιάςτθκε το κζμα τθσ ςυλλογισ ςθμείων ,κυρίωσ για τον λόγο υπολογιςμοφ 
του κάκετου διανφςματοσ. Για να μθν υπάρξει πρόβλθμα, διαλζχτθκαν ςθμεία, 
κρατϊντασ ςτακερι τθν κατά τθν ζννοια του πλάτουσ απόςταςθ ςυλλογισ. Οπότε, 
εξαςφαλίςτθκε ότι δεν κα υπάρξει πρόβλθμα ςτον υπολογιςμό του κάκετου 
διανφςματοσ. 
 
Δθμιουργικθκαν ςε αυτιν τθν περίπτωςθ τα fillet  των τροχϊν ,όπωσ ζχει γίνει και 
προθγουμζνωσ ςτισ υπόλοιπεσ ςυνεργαςίεσ με ευκείσ οδόντεσ ,δίχωσ να 
αντιμετωπιςτεί κανζνα πρόβλθμα. Επίςθσ τα χαρακτθριςτικά του γεννιτορα είναι 
ακριβϊσ τθσ ίδιασ λογικισ με τουσ ευκεία οδόντωςθ (ςυντελεςτζσ φψουσ, προφίλ 
κ.τ.λ.).  Στθν εικόνα 4.1.2.1 φαίνεται θ ςυνεργαςία των τροχϊν. 
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Εικόνα 4.1.2.1:Συνεργαςία ελικοειδοφσ οδόντωςθσ  
 
 

Συγκρινόμενοι οι παραγόμενοι τροχοί με αυτοφσ του Kisssoft ,κα πρζπει να ειπωκεί 
ότι παρατθρείται θ υποκοπι που δθμιουργείται από τον γεννιτορα ςτθν κεφαλι 
του οδόντα του ςυνεργαηόμενου τροχοφ. Ζπειτα ,ςυγκρίνοντασ το προφίλ τθσ 
εςωτερικισ ακτίνασ του οδόντοσ του παραγόμενου επίπεδου τροχοφ ,παρατθρείται 
μεγαλφτερο πάχοσ από τον οδόντα του Kisssoft. Αυτό οφείλεται ςτθν ζλλειψθ 
ακρίβειασ τθσ επιφάνειασ που δθμιουργικθκε ςτο Solidworks. Στθν εικόνα 4.1.2.2 
φαίνεται πολφ κακαρά ειςχϊρθςθ του πινιόν ςτον επίπεδο τροχό και θ διαφορά 
του προφίλ του οδόντα .Το πρόβλθμα τθσ υποκοπισ κα μελετθκεί αργότερα. 
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Εικόνα 4.1.2.2:Ραρατιρθςθ των προβλθμάτων τθσ ςυνεργαςίασ 
 

Παράδειγμα 6: 

Σε επόμενθ προςπάκεια που ζγινε ,κατανοικθκε θ δθμιουργία τθσ υποκοπισ και 

ζγιναν ςκζψεισ για τθν αντιμετϊπιςθ τθσ. Αυτό που αποφαςίςτθκε ιταν να γίνει μία 

μελζτθ του παραγόμενου τροχοειδοφσ από τθν ακμι του γεννιτορα. Αυτό κα ζλυνε 

τθν απορία μασ ςχετικά με τθν διαδρομι που ακολουκεί θ ακμι και το πϊσ 

δθμιουργεί τθν υποκοπι.  

Συμβουλευόμενοι τθν κεωρία του Buckingham E.[3] φτιάχνονται τα τροχοειδι των 

ακμϊν και παρουςιάηονται ςτθν εικόνα 4.1.2.3 .Θ μελζτθ των υποκοπϊν 

λειτουργίασ και θ αφαίρεςθ των ςχετιηόμενου όγκου από τθν γεωμετρία των 

επίπεδων τροχϊν δεν αποτελεί μζροσ τθσ παροφςασ εργαςίασ. 

Επίςθσ αυξικθκε θ ακρίβεια και ζγινε πιο προςεκτικά θ δθμιουργία των οδόντων με 

αποτζλεςμα να φτάςει πολφ κοντά θ γεωμετρία ,τθν ακρίβεια που πρζπει να 

επιτευχκεί. Ραρατθρικθκε ότι θ ειςχϊρθςθ του πινιόν (δθλαδι θ υποκοπι) 

μειϊκθκε αρκετά με τθν αφξθςθ τθσ ακρίβειασ. Τζλοσ και εδϊ φυςικά ,ζγινε 

απαραίτθτθ θ ειςαγωγι των fillet για τθν ολοκλιρωςθ τθσ γεωμετρίασ.  Στθν εικόνα 

4.1.2.4 φαίνεται θ ςυνεργαςία των οδόντων και ςτθν εικόνα 4.1.2.5 ο ζνασ μόνο 

οδόντασ. 
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εικόνα 4.1.2.3: Δθμιουργία τροχοειδϊν με τθν κεωρία του E.Buckingham 

 

εικόνα 4.1.2.4: Συνεργαςία ελικοειδοφσ οδόντωςθσ (παράδ. 6) 
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εικόνα 4.1.2.5: Οδόντασ του επίπεδου τροχοφ  

Παράδειγμα 7: 

Σε αυτι τθν προςπάκεια ζγινε μία τελικι αλλαγι ςτθν γεωμετρία ,με ςκοπό τθν 

αποφυγι τθσ υποκοπισ. Ουςιαςτικά ,δθμιουργικθκαν οδόντεσ επίπεδου τροχοφ 

από οδόντα γεννιτορα ακόμα πιο παχφ (δθλαδι χωρίσ κακόλου backlash).Θ 

ειςχϊρθςθ του πινιόν μειϊκθκε ξανά όπωσ και ςτο παράδειγμα 6 αλλά δεν 

εξαλείφκθκε ,οπότε ζγινε απαραίτθτθ θ εφαρμογι κοψίματοσ των οδόντων ,όπωσ 

αναλφκθκε πιο πριν ,με τθν κεωρία του E. Buckingham. Στθν εικόνα 4.1.2.6  

φαίνεται ο ζνασ οδόντασ του επίπεδου τροχοφ. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα δεν 

καταςκευάςτθκε το fillet του τροχοφ. 

 

εικόνα 4.1.2.6: Οδόντασ του επίπεδου τροχοφ 
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  4.1.3 Ευθείασ αςφμμετρησ οδόντωςησ 

Εφόςον ζγινε εφκολθ θ καταςκευι των επίπεδων τροχϊν με πινιόν ευκείασ ι 

ελικοειδοφσ οδόντωςθσ, είναι απαραίτθτο να αςχολθκοφμε με τα αςφμμετρα 

γρανάηια.  

Ειδικότερα ςτο εργαςτιριο των Στοιχείων Μθχανϊν ,ζχει γίνει μία μεγάλθ ζρευνα 

ςχετικά με τθν αςυμμετρία των οδόντων (κινθματικι γεωμετρικι και δυναμικι 

ανάλυςθ) ενόσ τροχοφ ,γι’αυτό επιλζξαμε να το αναφζρουμε ξεχωριςτά από τα 

προθγοφμενα κεφάλαια. 

Ριο ςυγκεκριμζνα, φτιάχνεται θ μία πλευρά του οδόντα, θ working side δθλαδι 

αυτι που ςυνεργάηεται με το άλλο γρανάηι, με γεννιτορα που ζχει γωνία 

εξειλιγμζνθσ 20 μοίρεσ και θ άλλθ πλευρά, θ coast side δθλαδι αυτι που δεν 

ζρχεται ςε επαφι (κεωρθτικά) με γεννιτορα 30 μοιρϊν.  

Επίςθσ προςκζτονται τα fillet των πλευρϊν ,για να ολοκλθρωκεί θ γεωμετρία και να 

επιτευχκεί το αποτζλεςμα που παρατθρείται ςτθν εικόνα 4.1.3.1, ενϊ ςτθν εικόνα 

4.1.3.2 φαίνεται ο ζνασ μόνο οδόντασ. 

 

Εικόνα 4.1.3.1: Απεικόνιςθ αςφμμετρου επίπεδου τροχοφ 

Στα αςφμμετρα γρανάηια ειςάγεται ςτθν μθ εργαηόμενθ πλευρά (coast side)  του 

οδόντα μεγαλφτερθ γωνία εξειλιγμζνθσ ,κυρίωσ για τθν ενίςχυςθ τθσ αντοχισ γενικά 

του οδόντοσ 
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. 

Εικόνα 4.1.3.2: Οδόντασ του επίπεδου τροχοφ 

4.1.4 Ευθεία αςυμβάτων αξόνων οδόντωςη  

Στθν ςυνζχεια και εφόςον ζχουν γίνει όλεσ αυτζσ οι δοκιμζσ και ζχουν δθμιουργθκεί 

οι διάφοροι τροχοί, αποφαςίςτθκε να καταςκευαςτoφν μοντζλα off-axis οδόντωςθσ 

για να παρατθρθκεί θ γεωμετρία του.  

Παράδειγμα 8: 

Αρχικά δθμιουργικθκε ζνα μοντζλο με ςκοπό τθν παρατιρθςθ τθσ γεωμετρίασ του. 

Είναι ςθμαντικό να εμφανιςτοφν τα ςφάλματα μζςα από αυτό το μοντζλο για αυτό 

και δεν καταςκευάςτθκαν τα fillet των τροχϊν. Στθν εικόνα 4.1.4.1 φαίνεται θ 

ςυνεργαςία των τροχϊν, ενϊ ςτθν εικόνα 4.1.4.2 ο ζνασ μόνο οδόντασ. Ππωσ 

διαπιςτϊνεται δεν δθμιουργοφνται υποκοπζσ όπωσ ςτουσ οδόντεσ του Kisssoft . Το 

offset ςτουσ ςυγκεκριμζνουσ τροχοφσ είναι περίπου 2mm. 

Για τον υπολογιςμό των ςθμείων του παραγόμενου τροχοφ ,αλλάχτθκαν οι 

εξιςϊςεισ όπωσ ζχουν επιςθμανκεί ςτο κεφάλαιο 2.3 

Παράδειγμα 9: 

Σε επόμενθ προςπάκεια δθμιουργικθκε ζνα μοντζλο με μεγαλφτερθ ακρίβεια. 

Επιλζχκθκε για λόγουσ ευκολίασ να μθν δθμιουργθκεί το fillet ,επειδι το μοντζλο 

είναι μόνο για παρατιρθςθ. Στθν εικόνα  4.1.4.3 φαίνεται θ ςυνεργαςία των 

τροχϊν και ςτθν εικόνα 4.1.4.4 φαίνεται ο ζνασ μόνο οδόντασ. 



83 
 

Αυτό που ςυμπεραίνεται είναι ότι δεν παρατθροφνται υποκοπζσ ,οι οποίεσ υπιρχαν 

ςτουσ παραγόμενουσ από το Kisssoft  τροχοφσ ,τουλάχιςτον για το offset των 3mm 

που επιλζξαμε για αρχι. 

 

εικόνα 4.1.4.1: Συνεργαςία αςυμβάτων αξόνων οδόντωςθσ (παράδ. 8) 
 

 
 

Εικόνα 4.1.4.2: Οδόντασ του επίπεδου τροχοφ 
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εικόνα 4.1.4.3: Συνεργαςία αςυμβάτων αξόνων οδόντωςθσ (παράδ. 9) 
 

 
 
 

Εικόνα 4.1.4.4: Οδόντασ του επίπεδου τροχοφ 
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4.2 Ρραγματικά μοντζλα παραγόμενα με τθν διαδικαςία Rapid 

Prototyping 

Το αρχικό πλάνο τθσ διπλωματικισ ιταν να καταςκευαςτοφν κάποια ηεφγθ πινιόν-

επίπεδου τροχοφ για τθν παρατιρθςθ τθσ ςυνεργαςίασ και των ςφαλμάτων που 

δθμιουργοφνται.  

 

Λόγω των προβλθμάτων που παρουςιάςτθκαν ςτισ γεωμετρίεσ των ελικοειδϊν και 

off-axis τροχϊν ,με αποτζλεςμα ςτο να μθν καταλιγει θ γεωμετρία ςε κάποιο 

ςτακερό ςθμείο, επιλζχκθκε να αποτυπωκεί θ γεωμετρία των επίπεδων τροχϊν που 

παράχκθκαν από ευκεία μετωπικι οδόντωςθ τυποποιθμζνου πινιόν, που 

μελετικθκε περιςςότερο από κάκε άλλθ ςε αυτι τθν εργαςία, θ οποία ταυτόχρονα 

ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ είναι και θ πιο απλι. 

 

Φτάνοντασ ςτο ςθμείο τθσ επιλογισ του τρόπου κατεργαςίασ ,απορρίψαμε τουσ 

περιςςότερουσ τρόπουσ καταςκευισ λόγω κόςτουσ. Μία πρϊτθ ματιά ςτθν 

γεωμετρία αυτϊν των οδόντων δείχνει ,παραδόξωσ ότι είναι εφκολθ θ κατεργαςία 

από αλουμίνιο ι χάλυβα με φρζηεσ CNC τελευταίασ τεχνολογίασ, κάτι που 

παλιότερα δεν ίςχυε για τουσ επίπεδουσ τροχοφσ που ζχουν καταςκευαςτεί ζωσ 

τϊρα. 

 

Θ απλι αποτφπωςθ και όχι θ κοπι ενόσ ςτοιχείου που κα αποτελζςει κομμάτι ,το 

οποίο κα παραλαμβάνει φορτίςεισ (εξθγικθκε πιο πριν) κα μποροφςε να γίνει ςε 

CNC φρζηα αλλά το κόςτοσ και ο χρόνοσ ενόσ τζτοιου εγχειριματοσ μασ απζτρεψε 

από τθν εφαρμογι του. 

 

Επιλζχκθκε ο τρόποσ καταςκευισ με το νζο  3d-printer (Stratasys Fortus 360mc)  

που αγοράςτθκε από το Εργαςτιριο Ταχείασ Καταςκευισ και Ρροτυποποίθςθσ. Θ 

καταςκευι ζγινε πολφ γριγορα και με μικρό κόςτοσ. Το κομμάτι μασ αποτζλεςε 

δοκιμι (τζςτ) για τθν ςωςτι παραγωγι τεμαχίων τθσ μθχανισ. 

Θ εικόνα 4.2.1 δείχνει τθν μθχανι καταςκευισ πρωτοτφπων, ενϊ ςτισ εικόνεσ 4.2.2 , 

4.2.3 , 4.2.4 δείχνονται τα κομμάτια που καταςκευάςτθκαν.   
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Εικόνα 4.2.1: Θ μθχανι ταχείασ προτυποποίθςθσ 

 

Εικόνα 4.2.2: Το πινιόν τθσ ςυνεργαςίασ 
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Εικόνα 4.2.3: Θ ςυνεργαςία των τροχϊν 

 

Εικόνα 4.2.4: Οι ςυνεργαηόμενοι τροχοί ξεχωριςτά 
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Κεφάλαιο 5:ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 
 

 Συμπεράςματα πάνω ςτθν γεωμετρία των οδόντων  ζγιναν ςτθν πορεία τθσ 

διπλωματικισ και ςχολιάςτθκαν ςτα επιμζρουσ κεφάλαια. Εδϊ δεν κα 

αναφερκοφμε ςε αυτά αλλά κα γίνει μία γενικι επιςκόπθςθ τθσ εργαςίασ πάνω 

ςτουσ επίπεδουσ τροχοφσ. 

 Είναι ςθμαντικό το ότι παρατθρικθκαν πολφ μικρζσ διαφορζσ ανάμεςα ςτο   

Kisssoft και ςτα μοντζλα που αναπτφχκθκαν ςτθν διπλωματικι αυτι. Είναι δφο 

διαφορετικοί τρόποι παραγωγισ επίπεδων τροχϊν, οι οποίοι ζχουν ο κακζνασ τα 

πλεονεκτιματα και τα μειονεκτιματα τουσ.  

 Εάν ο τρόποσ υπολογιςμοφ που αναπτφχκθκε ςτθν παροφςα διπλωματικι 

βελτιςτοποιθκεί ,κα αποτελζςει τθν πρϊτθ αναλυτικι ζκφραςθ των ςθμείων 

επίπεδου τροχοφ που ςυνεργάηεται με τυποποιθμζνουσ τροχοφσ (ευκείασ, 

ελικοειδοφσ και άλλων οδοντϊςεων). 

  Είναι μία κεωρία ,θ οποία δθμιουργεί ςθμείο προσ ςθμείο (αναλυτικά) τον 

ςυνεργαηόμενο τροχό ,εκφραςμζνθ με πολφ απλζσ ςχζςεισ (οι οποίεσ 

αποτυπϊνονται και χρθςιμοποιοφνται μζςα από ζνα excel) και δεν ςτθρίηεται ςε 

εμπειρικοφσ τφπουσ και αλγορίκμουσ ςφγκλιςθσ αποτελεςμάτων ,μζκοδοι ,οι οποίοι 

χρθςιμοποιοφνται από άλλεσ κεωρίεσ (π.χ. του F.Litvin). 

 Ωσ προσ τον τρόπο χριςθσ τθσ κεωρίασ και δθμιουργίασ των επίπεδων 

τροχϊν, ζγινε προςπάκεια ςτο να επιτευχκεί μεγάλθ ταχφτθτα ςτθν καταςκευι από 

το μθδζν ενόσ τροχοφ. Ο χρόνοσ που διαπιςτϊκθκε ότι χρειάηεται για τθν 

καταςκευι ενόσ τροχοφ ,ζχοντασ ωσ δεδομζνο τον γεννιτορα ,είναι κοντά ςτισ δφο 

με τρεισ ϊρεσ.  

 Είναι πολφ ςθμαντικό να διαςαφθνίςουμε το ότι θ ακρίβεια που χρειάηεται 

ςτθν παραγωγι των επίπεδων τροχϊν δεν είναι ανάλογθ και του χρόνου 

καταςκευισ. Μπορεί να αυξθκεί πολφ γριγορα και εφκολα ,απλά με υπολογιςτικό 

κόςτοσ 

 Σαν ςυνζχεια τθσ διπλωματικισ ,είναι επικυμθτό να ολοκλθρωκοφν τα 

χαρακτθριςτικά τθσ γεωμετρίασ, να ειςαχκεί θ κεωρία τροχοειδοφσ του E. 

Buckingham ,να μελετθκεί ςε μεγάλο βακμό θ κίνθςθ του πινιόν ωσ προσ 

οποιαδιποτε κατεφκυνςθ (παράδειγμα 4) , με ςκοπό να κρικεί το αν είναι εφικτι θ 

αλλαγι μετάδοςθσ ςχζςθσ μζςα από αυτοφσ τουσ τροχοφσ.   
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