
Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο

Σχολή Χημικών Μηχανικών

Τομέα Ανάλυσvης, Σχεδιασvμού και Ανάπτυξης Διεργασvιών και Συσvτημάτων

Συγκριτική Αποτίμησvη Δικαιωμάτων Προαίρεσvης Τύπου Βερμούδων με

Προσvομοίωσvη Monte Carlo και Διωνυμικό Δέντρο: Εφαρμογή σvε

Ελληνικά Παράγωγα

Διπλωματική εργασvία του Δημητρίου Κωνσvταντιλιέρη

Επιβλέπων Καθηγητής: Ανδρέας Γ. Μπουντουβής

Αθήνα, Φεβρουάριος 2016





σvτη Γιαγιά μου





Ευχαρισvτίες

Με την ευκαιρία της ολοκλήρωσvης της διπλωματικής μου εργασvίας, θα ήθελα να εκφράσvω

τις θερμές μου ευχαρισvτίες προς τον κ. Ανδρέα Μπουντουβή, Καθηγητή και Κοσvμήτορα της

σvχολής Χημικών Μηχανικών Ε.Μ.Π., για το ενδιαφέρον που έδειξε κατά την εκπόνησvη της

εργασvίας, αλλά και για την πολύτιμη βοήθεια και καθοδήγησvη κατά τη διάρκεια της έρευνας.

Ακόμη, θα ήθελα να ευχαρισvτήσvω ιδιαίτερα την κ. Ελένη Κορωνάκη για την πολύτιμη σvυμβολή

της σvτην εκπόνησvη αυτής της διπλωματικής εργασvίας. Οι κατευθύνσvεις που παρείχε και το

διαρκές ενδιαφέρον που έδειχνε υπήρξαν κρίσvιμες σvτην ολοκλήρωσvη της.

Τέλος, θα ήθελα να ευχαρισvτήσvω τους σvυμφοιτητές μου Ιωάννα Μπέρκη, Γεώργιο Βερναρδά-

κη, Βασvίλειο Κουλατζίδη, Νικόλαο Κουδούνα και Αλέξανδρο Καρβουνιάρη, καθώς και τους

γονείς μου, για τη σvτήριξη και τις πολύτιμες σvυμβουλές που μου παρείχαν κατά την εκπόνησvη

της εργασvίας.





Περίληψη

΄Ενα από τα πιο σvημαντικά προβλήματα της θεωρίας αποτίμησvης δικαιωμάτων προαίρεσvης είναι

η αποτίμησvη παραγώγων με χαρακτηρισvτικά πρόωρης εξάσvκησvης. Τα παράγωγα αυτά σvυνα-

ντώνται σvε όλες τις αγορές, μεταξύ των οποίων η αγορά αξιών, σvυναλλάγματος, ενέργειας

και μετάλλων. Παρά την πρόσvφατη πρόοδο, η εύρεσvη της αξίας και της σvτρατηγικής βέλτι-

σvτης εξάσvκησvης παραγώγων Αμερικανικού τύπου και τύπου Βερμούδων παραμένει ίσvως το

πιο δύσvκολο και προκλητικό πρόβλημα σvτα χρηματοοικονομικά παραγώγων.

Σκοπός της παρούσvας διπλωματικής εργασvίας είναι η παρουσvίασvη και η σvυγκριτική αξιολόγησvη

δύο μεθόδων επίλυσvης προβλημάτων αποτίμησvης παραγώγων τύπου Βερμούδων. Αρχικά ανα-

λύεται το θεωρητικό μαθηματικό πλαίσvιο των δύο μεθόδων. Στη σvυνέχεια αυτές εφαρμόζονται

σvτην αποτίμησvη ενός παραγώγου τύπου Βερμούδων που διαπραγματεύεται σvτην ελληνική α-

γορά, τον Τίτλο Παρασvτατικού Δικαιώματος Κτήσvης Μετοχών (Warrant) της Alpha Bank.

Τέλος, τα αποτελέσvματα της αποτίμησvης μελετώνται ώσvτε να εξαχθούν σvυμπεράσvματα ως προς

την σvχετικότητα τους με τις πραγματικές τιμές διαπραγμάτευσvης του παραγώγου καθώς και

το εάν οι δύο μέθοδοι μπορούν να αποτελέσvουν χρήσvιμα εργαλεία υποσvτήριξης επενδυτικών

αποφάσvεων σvτην Ελληνική αγορά.

Οι δύο μέθοδοι αποτίμησvης με τις οποίες ασvχολείται η παρούσvα εργασvία είναι η μέθοδος του

Διωνυμικού Δέντρου (Binomial Tree) και η μέθοδος Longsta�-Schwartz. Η μέθοδος του

Διωνυμικού Δέντρου προτάθηκε το 1979 από τους Cox, Ross και Rubinstein[6] και αποτελεί

πλέον μία κλασvική μέθοδο τιμολόγησvης δικαιωμάτων. Η απλότητα και η προσvαρμοσvτικότητα

της μεθόδου αυτής την καθισvτά εύχρησvτη και βρίσvκει εφαρμογή σvτην τιμολόγησvη τόσvο παρα-

γώγων Ευρωπαϊκού τύπου όσvο και σvτην τιμολόγησvη δικαιωμάτων με χαρακτηρισvτικά πρόωρης

εξάσvκησvης. Το Διωνυμικό Δέντρο αποτελεί ένα γράφημα που προσvομοιώνει πιθανά μονοπάτια

της τιμής, βασvιζόμενο σvτη λογική πως το υποκείμενο αγαθό μπορεί να κινηθεί είτε ανοδικά

είτε πτωτικά σvε μελλοντικό χρόνο. Η μέθοδος του Διωνυμικού Δέντρου χρησvιμοποιείται σvυ-

χνά σvτη βιβλιογραφία σvαν σvημείο αναφοράς για την αξιολόγησvη αποτελεσvμάτων νέων μεθόδων

αποτίμησvης.

Μία πιο σvύγχρονη μέθοδος, ο αλγόριθμος Longsta�-Schwartz[4], σvυνδυάζει προσvομοιώσvεις

Monte Carlo με παλινδρόμησvη ελαχίσvτων τετραγώνων. Η μέθοδος αυτή θεωρείται πολύ ισvχυ-

ρό εργαλείο σvτην αποτίμησvη δικαιωμάτων προαίρεσvης Αμερικανικού τύπου και τύπου Βερμού-

δων, όπως και μία πολλά υποσvχόμενη εναλλακτική σvτις κλασvικές μεθόδους του Διωνυμικού

Δέντρου και των πεπερασvμένων διαφορών, καθώς έχει πολλά πλεονεκτήματα σvαν πλαίσvιο α-

ποτίμησvης, διαχείρισvης ρίσvκου και βέλτισvτης εξάσvκησvης δικαιωμάτων. Για τη διενέργεια των

παραπάνω αναπτύχθηκε αλγόριθμος αποτίμησvης σvε προγραμματισvτικό περιβάλλον MATLAB,

όπου πραγματοποιήθηκε ο έλεγχος και η ανάλυσvη ευαισvθησvίας των μοντέλων σvτις μεταβολές

των παραμέτρων των δικαιωμάτων.





Abstract

One of the most important problems in option pricing theory is the valuation and optimal

exercise of derivatives with early exercise features. These types of derivatives are found

in all major �nancial markets including the equity, commodity, foreign exchange, energy,

and metal markets. Despite recent advances, however, the valuation and optimal exercise

of American options remains one of the most challenging problems in derivatives �nance.

The aim of this thesis is to present and comparatively evaluate two di�erent methods

for pricing Bermudan style derivatives. Initially, the mathematical theoretical framework

is analysed. Progressing, the two methodologies are tested on pricing a Bermudan type

option currently traded on the Greek market, the ALPHA Bank Warrant. The pricing

results are then studied in order to draw conclusions on the relativity with real market

prices of the derivative as well as to determine whether the two corresponding algorithms

could be useful as investment decision support tools for the Greek market.

The two pricing methods examined are the Binomial Tree method and the Longsta�-

Schwartz method. The Binomial Tree method, as proposed by Cox, Ross and Rubinstein[6]

in 1979, is considered a classic option pricing method. Its simple and versatile manner

renders it handy in the pricing of European and early exercise options alike. The Binomial

Tree is a graph that simulates possible asset paths, based on the assumption that the

underlying asset will move either upward or downward in a successive time. The method

is often used as a benchmark for evaluating the results of newer pricing algorithms.

A more modern method, that of Longsta� and Schwartz[4], combines Monte Carlo sim-

ulations with Least Squares regression. This method is considered a powerful tool in

American and Bermudan option valuation as well as a promising alternative to traditional

�nite di�erence and binomial techniques as it has many advantages as a framework for

valuing, risk managing, and optimally exercising derivatives. In order to use and compare

the two methods, a MATLAB code was developed, where an audit and sensitivity analysis

to option parameters was conducted.
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Κεφάλαιο 1

Χρηματοοικονομικά Παράγωγα

Ο όρος παράγωγο προϊόν, χρησvιμοποιείται για να περιγράψει τα χρηματοοικονομικά προϊόντα

που παράγονται (derive) από άλλα απλούσvτερης μορφής υποκείμενα προϊόντα (underlying as-

sets). Τα παράγωγα είναι ουσvιασvτικά σvυμβόλαια, που περιγράφουν μία μελλοντική σvυναλλαγή

των υποκειμένων προϊόντων.

Μία από τις σvημαντικότερες αγορές διεθνώς, είναι αυτή των παραγώγων. Η δυναμική της

αγοράς γίνεται αντιληπτή, από το μέγεθος της, το οποίο εκτιμάται ότι το 2008 ανήλθε σvτα $596

τρισvεκατομμύρια. Την ίδια σvτιγμή, η εταιρεία McKinsey & Company υπολογίζει ότι το 2008

η αξία του σvυνόλου των χρηματοοικονομικών περιουσvιακών σvτοιχείων, σvυμπεριλαμβανομένων

των μετοχών αλλά και των τραπεζικών καταθέσvεων, ανερχόταν σvτα $167 τρισvεκατομμύρια.

Τα παράγωγα, τα χαρακτηρισvτικά των οποίων θα σvυζητηθούν σvτη σvυνέχεια, θεωρούνται τα πιο

σvύγχρονα χρηματοοικονομικά εργαλεία, καθώς επιτρέπουν σvτους επενδυτές να διαμορφώνουν

το ύψος του κινδύνου σvτο οποίο είναι διατεθειμένοι να εκτεθούν με βάσvη την εκτίμησvη που

έχουν για τη μεταβολή των τιμών της αγοράς, αλλά και την απόδοσvη που προσvδοκούν.

΄Οπως γίνεται αντιληπτό, από τις εκτιμήσvεις που αναφέρθηκαν, σvήμερα τα παράγωγα χρησvιμο-

ποιούνται ευρύτατα παγκοσvμίως. Ο λόγος της ταχύτατης ανάπτυξης της αγοράς των παραγώ-

γων είναι η δυνατότητα που παρέχουν σvτους επενδυτές να διαμορφώσvουν ένα χαρτοφυλάκιο

που ανταποκρίνεται πλήρως σvτις δικές τους ανάγκες.

Ισvτορικά τα παράγωγα ήταν πάντοτε βασvισvμένα σvε εμπορεύματα (commodities) όπως πετρέ-

λαιο, σvιτάρι , καφές ή ζάχαρη. Η πρώτη απόπειρα για οργανωμένη διαπραγμάτευσvη τέτοιων

παραγώγων έγινε σvτο χρηματισvτήριο του ΄Αμσvτερνταμ (Amsterdam Bourse) το 1688 όταν ξε-

κίνησvε η διαπραγμάτευσvη των πρώτων δικαιωμάτων προαίρεσvης πάνω σvτο βολβό της τουλίπας.

Χρειάσvτηκαν αρκετά χρόνια από τότε ώσvτε το 1973 σvτο Σικάγο να λειτουργήσvει το πρώτο

οργανωμένο χρηματισvτήριο παραγώγων από το Chicago Board of Trades και το Chicago

Mercantile Exchange. Ακολούθησvαν σvτη σvυνέχεια τα χρηματισvτήρια της Νέας Υόρκης του

Μόντρεαλ, του Τόκιο κ.α.

Καθώς οι αγορές παραγώγων σvε ολόκληρο το κόσvμο γιγαντώθηκαν το 1999, ιδρύθηκε, από
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το ελληνικό χρηματισvτήριο, η πρώτη οργανωμένη αγορά παραγώγων σvτην Ελλάδα το Χρη-

ματισvτήριο Παραγώγων Αθηνών. Η διαπραγμάτευσvη των πρώτων προϊόντων ξεκίνησvε τον

Αύγουσvτο του ίδιου έτους.

1.1 Χρήσvη παραγώγων για την αντισvτάθμισvη ρίσvκου

΄Οταν ένας επενδυτής ή μία εταιρεία επηρεάζεται, λόγω κάποιας δρασvτηριότητας του, σvημαντι-

κά από τη διακύμανσvη της τιμής μίας σvυγκεκριμένης μετοχής, ή μίας ισvοτιμίας και θέλει να

προσvτατευθεί από την πιθανή μεταβολή της τιμής αυτής, μπορεί, εάν επιθυμεί, να προσvτατευθεί

από πιθανή μεταβολή της τιμής της μετοχής ή της διακύμανσvης προς ζημιογόνα προς αυτόν

κατεύθυνσvη, αγοράζοντας ένα δικαίωμα που περιγράφει μία σvυναλλαγή που θα πραγματοποι-

ήσvει μόνο σvτην περίπτωσvη αυτή για να αντισvτρέψει την αρνητική, για αυτόν, μεταβολή των

τιμών.

1.2 Χρήσvη παραγώγων για κερδοσvκοπία

΄Οπως τα περισvσvότερα χρηματοοικονομικά προϊόντα, έτσvι και τα παράγωγα μπορούν να αγο-

ρασvτούν από τον οποιονδήποτε, που πισvτεύει ότι μπορεί να προβλέψει τη μεταβολή της τιμής

ενός αγαθού. Είναι σvημαντικό να τονισvτεί, ότι τέτοια κερδοσvκοπικά ρίσvκα λαμβάνουν πολλοί

επενδυτές, χρηματοπισvτωτικά ιδρύματα ή και εταιρείες, οι οποίοι σvε πολλές περιπτώσvεις δεν

ενδιαφέρονται καν να αποκτήσvουν το υποκείμενο αγαθό. Χαρακτηρισvτικό παράδειγμα είναι οι

επενδυτές που αγοράζουν παράγωγα επί μετάλλων, πετρελαίου, φυσvικού αερίου και πλείσvτων

άλλων αγαθών, χωρίς ωσvτόσvο να ενδιαφέρονται για την αγορά του υποκείμενου αγαθού. Α-

πλά, προσvπαθούν να αποκομίσvουν ένα κέρδος προβλέποντας τη διακύμανσvη της τιμή του εν

λόγω αγαθού.

1.3 Είδη παραγώγων

Στη σvύγχρονη διεθνή αγορά, τα παράγωγα χωρίζονται σvε επιμέρους κατηγορίες, ανάλογα με

τα βασvικά χαρακτηρισvτικά της σvυναλλαγής που περιγράφουν.

1.3.1 Προθεσvμιακά Συμβόλαια

Τα Προθεσvμιακά Συμβόλαια (Π.Σ.) είναι η απλούσvτερη μορφή παραγώγου. Τέτοια σvυμβόλαια

σvυνήθως πραγματοποιούνται μεταξύ δύο αντισvυμβαλλομένων, δηλαδή μεταξύ δύο χρηματοοι-

κονομικών ιδρυμάτων ή μεταξύ δύο μεγάλων εταιρειών και σvυνήθως η διαπραγμάτευσvη τους

γίνεται εκτός χρηματισvτηριακής αγοράς (over-the-counter market). Σύμφωνα με τους όρους

του σvυμβολαίου, ο ένας αντισvυμβαλλόμενος και πιο σvυγκεκριμένα αυτός που έχει τη θέσvη

2



αγοράς (long position) σvυμφωνεί να αγοράσvει μια ποσvότητα ενός σvυγκεκριμένου αγαθού

σvε μια προκαθορισvμένη τιμή σvε ένα προκαθορισvμένο χρονικό σvημείο σvτο μέλλον. Ο αντι-

σvυμβαλλόμενος που σvύμφωνα με το σvυμβόλαιο έχει τη θέσvη πώλησvης (short position) είναι

υποχρεωμένος να πουλήσvει τη σvυγκεκριμένη ποσvότητα του αγαθού σvτη προκαθορισvμένη τιμή

και σvτο προκαθορισvμένο χρονικό σvημείο σvτο μέλλον.

1.3.2 Συμβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσvης (Future Contracts)

΄Οπως και το Προθεσvμιακό Συμβόλαιο, ένα Συμβόλαιο Μελλοντικής Εκπλήρωσvης (Σ.Μ.Ε.)

είναι μία σvυμφωνία μεταξύ δύο αντισvυμβαλλομένων, ο ένας εκ των οποίων υπόσvχεται να αγο-

ράσvει (long position) και ο άλλος να πουλήσvει (short position), μία σvυγκεκριμένη ποσvότητα

ενός αγαθού, σvε μία καθορισvμένη ημερομηνία σvτο μέλλον και σvε μία προκαθορισvμένη τιμή

σvυναλλαγής (delivery price). Αυτός που λαμβάνει long position προσvδοκά άνοδο της τιμής

του αγαθού ενώ αντίθετα αυτός που λαμβάνει short position προσvδοκά πτώσvη της τιμής του

αγαθού. Το υποκείμενο περιουσvιακό αγαθό μπορεί να είναι εμπόρευμα (π.χ. ζάχαρη, μαλλί,

ξυλεία, χαλκός, αλουμίνιο, χρυσvός, κασvσvίτερος κ.α.) ή χρηματοοικονομικό αγαθό (μετοχές,

σvυνάλλαγμα, ομόλογα κ.α.). Μερικές φορές η ημερομηνία παράδοσvης δεν είναι απόλυτα προ-

καθορισvμένη. Για παράδειγμα, μπορεί να καθορίζεται μόνο ο μήνας παράδοσvης ενώ η ακριβής

ημερομηνία παράδοσvης να καθορίζεται από το Χρηματισvτήριο Παραγώγων (σvυνήθως αυτό

γίνεται για εμπορεύματα)

1.3.3 Συμβάσvεις Ανταλλαγής (Swaps)

Τα swaps είναι ένα είδος παραγώγου, σvτο οποίο σvυνάπτεται μία σvυμφωνία μεταξύ των σvυμ-

βαλλομένων για ανταλλαγή μελλοντικών χρηματοροών με τρόπο που προκαθορίζουν κατά τη

σvυγγραφή του σvυμβολαίου. Συνήθως, σvτα swaps, τα χρηματικά ποσvά που ανταλλάσvσvονται

μπορεί να αναφέρονται σvε διαφορετικά νομίσvματα, ή να είναι το ένα σvταθερό και το άλλο

μεταβαλλόμενο.

Στη σvυνέχεια θα αναλυθεί εκτενέσvτερα μια σvυγκεκριμένη κατηγορία χρηματοοικονομικών

παραγώγων, τα δικαιώματα προαίρεσvης.
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Κεφάλαιο 2

Δικαιώματα Προαίρεσvης

2.1 Ορολογία δικαιωμάτων προαίρεσvης

Τα Δικαιώματα Προαίρεσvης ή απλά Δικαιώματα είναι σvυμβόλαια παρόμοια με τα προθεσvμιακά

σvυμβόλαια και τα Σ.Μ.Ε. Είναι προθεσvμιακές σvυναλλαγές μεταξύ δύο αντισvυμβαλλομένων

παράδοσvης /παραλαβής ενός υποκείμενου αγαθού σvε μία μελλοντική σvτιγμή. Η ουσvιασvτική

διαφορά τους με τους δυο προηγούμενους τύπους προθεσvμιακών σvυναλλαγών έγκειται σvτο

ότι η διαδικασvία παράδοσvης /παραλαβής /πληρωμής δεν είναι υποχρεωτικό να λάβει χώρα.

Υπάρχουν δύο βασvικοί τύποι δικαιωμάτων :

� Δικαιώματα Πώλησvης (Put Options)

� Δικαιώματα Αγοράς (Call Options)

Ο κάτοχος ενός δικαιώματος αγοράς έχει το δικαίωμα να αγοράσvει το υποκείμενο αγαθό σvε

κάποια σvυγκεκριμένη τιμή, σvε κάποια σvυγκεκριμένη μελλοντική ημερομηνία. Αντίσvτοιχα ο

κάτοχος ενός δικαιώματος πώλησvης έχει το δικαίωμα να πωλήσvει το υποκείμενο αγαθό κάποια

σvυγκεκριμένη τιμή, σvε κάποια μελλοντική ημερομηνία. Φυσvικά σvε κάθε σvυμβόλαιο μόνο ο

ένας εκ των δύο αντισvυμβαλλομένων έχει το δικαίωμα αυτό είτε είναι δικαίωμα αγοράς είτε

είναι δικαίωμα πώλησvης. Η κατηγοριοποίησvη των Δικαιωμάτων επεκτείνεται σvε δύο επιπλέον

τύπους :

� Δικαιώματα Ευρωπαϊκού Τύπου (European Options), και

� Δικαιώματα Αμερικανικού Τύπου (American Options)

Τα Δικαιώματα Αμερικανικού Τύπου (American Options) μπορούν να ασvκηθούν οποιαδήποτε

σvτιγμή μέχρι την ημερομηνία παράδοσvης, ενώ τα Δικαιώματα Ευρωπαϊκού Τύπου (European

Options) ασvκούνται μόνο την ακριβή ημερομηνία παράδοσvης. Στην περίπτωσvη σvυμβολαίων

δικαιωμάτων η σvύναψη κάθε σvυμβολαίου σvυνοδεύεται από κάποια τιμή που αποδίδεται σvτον
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αντισvυμβαλλόμενο που αναλαμβάνει την υποχρέωσvη έναντι του κατόχου του δικαιώματος ως

ασvφάλισvτρο (premium).

Στην αγορά παραγώγων κάθε δεδομένη σvτιγμή διαπραγματεύονται πολλοί και διαφορετικοί

τύποι σvυμβολαίων δικαιωμάτων προαίρεσvης. Στο πλαίσvιο αυτό έχει δημιουργηθεί κάποια ορο-

λογία. Οι βασvικότεροι όροι οι οποίοι χρήζουν περαιτέρω ανάλυσvης είναι οι εξής :

1. Κλάσvη Δικαιωμάτων (option class)

2. Καθαρή Αξία Δικαιωμάτων (moneyness)

(αʹ) Ουδέτερη Καθαρή Αξία (at-the-money)

(βʹ) Θετική Καθαρή Αξία (in-the-money)

(γʹ) Αρνητική Καθαρή Αξία (out-of-the-money)

3. Χρονική Αξία (Time value)

4. Εσvωτερική Αξία (Intrinsic value)

2.1.1 Κλάσvη δικαιωμάτων

Σε μία κλάσvη δικαιωμάτων ανήκουν όλα τα δικαιώματα ίδιου τύπου, δηλαδή είτε δικαιώματα

αγοράς (call options) είτε δικαιώματα πώλησvης (put options).

2.1.2 Καθαρή αξία δικαιωμάτων

Αυτό που καθορίζει τους τρεις διαφορετικούς τύπους καθαρής αξίας δικαιωμάτων(in the

money, at the money, out of the money) είναι κατά πόσvον η χρηματοροή που θα απέδιδε

ένα δικαίωμα εάν ασvκηθεί σvήμερα είναι θετική ή αρνητική. Η χρηματοροή ενός δικαιώματος

που ασvκείται σvήμερα ορίζεται ως η διαφορά της τιμής άσvκησvης (Κ) από την τρέχουσvα τιμή

(S) για δικαιώματα πώλησvης και η διαφορά της τιμής άσvκησvης (Κ) από την τρέχουσvα τιμή (S)

για δικαιώματα αγοράς. Με βάσvη λοιπόν το πρόσvημο της χρηματοροής προκύπτει ο παρακάτω

πίνακας ορισvμού των τριών διαφορετικών τύπων καθαρής αξίας.

In the money At the money Out of the money

Call Option S>K S=K S<K
Put Option S<K S=K S>K

Πίνακας 2.1: Ορισvμός διαφορετικών τύπων καθαρής αξίας.
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Στον πίνακα 2.1 φαίνεται καθαρά πως για θετική χρηματοροή προκύπτει θετική καθαρή αξία

(in the money), για αρνητική χρηματοροή αρνητική καθαρή αξία (out of the money) και για

ουδέτερη χρηματοροή ουδέτερη καθαρή αξία (at the money). Είναι ευνόητο ότι τα δικαιώματα

που σvυμφέρει τελικώς να ασvκηθούν είναι εκείνα με θετική καθαρή αξία (in the money options).

2.1.3 Εσvωτερική αξία

Ως εσvωτερική αξία (intrinsic value) ορίζεται η αξία που θα αποδώσvει ένα σvυμβόλαιο δικαιώ-

ματος εάν ασvκηθεί σvήμερα. Επομένως για τα δικαιώματα αγοράς ορίζεται ως

hc (S) = max (S −K, 0)

και για τα δικαιώματα πώλησvης ως

hp (S) = max (K − S, 0)

όπου S η τιμή του υποκείμενου τίτλου σvήμερα και Κ η τιμή άσvκησvης του δικαιώματος.

2.1.4 Χρονική αξία

Η χρονική αξία ενός σvυμβολαίου δικαιώματος είναι το ποσvοσvτό της τιμής του δικαιώματος

το οποίο ποσvοτικοποιεί την πιθανότητα μελλοντικών κερδοφόρων μεταβολών της τιμής του

υποκείμενου τίτλου.

2.2 Παραδοχές και σvυμβολισvμοί

2.2.1 Παραδοχές

Η αγορά για την οποία γίνεται λόγος απαρτίζεται από επενδυτές για τους οποίους ισvχύουν τα

εξής:

1. Δεν υπάρχουν κόσvτη σvυναλλαγών (no transaction costs) .

2. ΄Ολα τα κέρδη σvυναλλαγών επίκεινται σvτην ίδια φορολόγησvη .

3. Κάθε είδους δανεισvμός είναι δυνατόν να γίνει με το χωρίς ρίσvκο (risk free) επιτόκιο .

4. Δεν υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage (no arbitrage)
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2.2.2 Συμβολισvμοί

Στη σvυνέχεια θα χρησvιμοποιηθούν οι ακόλουθοι σvυμβολισvμοί:

S0: Τρέχουσvα τιμή μετοχής

Κ : Τιμή άσvκησvης του δικαιώματος (strike price)

Τ: Χρόνος μέχρι τη λήξη του δικαιώματος

ST : Τιμή της μετοχής σvτη λήξη του σvυμβολαίου δικαιώματος

r: Διαρκώς ανατοκιζόμενο χωρίς ρίσvκο επιτόκιο

V A
c : Τιμή δικαιώματος αγοράς Αμερικανικού

V A
p : Τιμή δικαιώματος πώλησvης Αμερικανικού τύπου

V E
c : Τιμή δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου

V E
p : Τιμή δικαιώματος πώλησvης Ευρωπαϊκού τύπου

2.2.3 Θέσvεις δικαιωμάτων

Για κάθε σvυμβόλαιο δικαιώματος υπάρχουν δύο βασvικές θέσvεις που μπορεί κάθε αντισvυμβαλ-

λόμενος να κατέχει. Η θέσvη αγοράς (long position) την οποία κατέχει ο επενδυτής που έχει

αγοράσvει το σvυμβόλαιο και η θέσvη πώλησvης την οποία κατέχει ο επενδυτής που έχει πουλήσvει

το σvυμβόλαιο.

Long Position Short Position

Call Option 1 2
Put Option 3 4

Πίνακας 2.2: Συνδυασvμός επενδυτικών θέσvεων και τύπων δικαιώματος.

Σε σvυνδυασvμό με τους δύο διαφορετικούς τύπους δικαιωμάτων, δικαιώματα αγοράς (call op-

tions) και δικαιώματα πώλησvης (put options), όπως φαίνεται και σvτον πίνακα 2.2 προκύπτουν

τελικά τέσvσvερις διαφορετικές θέσvεις σvε σvυμβόλαια δικαιωμάτων:

1. Θέσvη αγοράς σvε δικαίωμα αγοράς (long on a call)

2. Θέσvη αγοράς σvε δικαίωμα πώλησvης (long on a put)

3. Θέσvη πώλησvης σvε δικαίωμα αγοράς (short on a call)
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4. Θέσvη πώλησvης σvε δικαίωμα πώλησvης (short on a put)

Long Call

Option V alue

ST

Strike

Break Even

(α)

Long Put

Option V alue

ST

Strike

Break Even

(β)

Short Call

Option V alue

ST

Strike

Break Even

(γ)

Short Put

Option V alue

ST

Strike

Break Even

(δ)

Σχήμα 2.1: Αποδόσvεις επένδυσvης από κατοχή θέσvεων σvε δικαιώματα Ευρωπαϊκού τύπου,

σvυνυπολογιζομένων των ασvφαλίσvτρων (α) θέσvη αγοράς σvε δικαίωμα αγοράς, (β) θέσvη αγοράς

σvε δικαίωμα πώλησvης, (γ) θέσvη πώλησvης σvε δικαίωμα αγοράς, (δ) θέσvη πώλησvης σvε δικαίωμα

πώλησvης.

Συχνά είναι χρήσvιμο να χαρακτηρίζονται οι θέσvεις των δικαιωμάτων Ευρωπαϊκού τύπου με

όρους τελικής απόδοσvης σvτον επενδυτή την ημερομηνία λήξης. Σε αυτή την περίπτωσvη το

αρχικό κόσvτος του σvυμβολαίου δεν σvυμπεριλαμβάνεται σvτον υπολογισvμό της τελικής

απόδοσvης.

Η απόδοσvη από κατοχή θέσvης αγοράς σvε ένα δικαίωμα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου υπολογίζεται

ως

hEc (S) = max (ST −K, 0)

Ως αποτέλεσvμα της παραπάνω σvχέσvης το δικαίωμα θα ασvκηθεί μόνο εφόσvον ST > K ενώ

δεν θα ασvκηθεί αν ST ≤ K. Η απόδοσvη από κατοχή θέσvης πώλησvης σvε δικαίωμα αγοράς

Ευρωπαϊκού τύπου υπολογίζεται ως

hEc (S) = −max (ST −K, 0) = min(K − ST , 0),

η απόδοσvη η απόδοσvη από κατοχή θέσvης αγοράς σvε δικαίωμα πώλησvης Ευρωπαϊκού τύπου
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υπολογίζεται ως

hEp (S) = max (K − ST , 0)

και τέλος η απόδοσvη από κατοχή θέσvης πώλησvης σvε δικαίωμα πώλησvης υπολογίζεται ως

hEp (S) = −max (K − ST , 0) = min (ST −K, 0)

Οι παραπάνω υπολογισvμοί των αποδόσvεων αναλόγως της θέσvης και του τύπου δικαιώματος

που κατέχει ο επενδυτής φαίνονται αναλυτικά σvτο Σχήμα. 2.1

2.2.4 Υποκείμενοι τίτλοι δικαιωμάτων

Διεθνώς ο υποκείμενος τίτλος ενός σvυμβολαίου δικαιώματος προαίρεσvης μπορεί να είναι ο-

ποιαδήποτε περιουσvιακή αξία . Οι υποκείμενοι τίτλοι οποίοι είναι οι επικρατέσvτεροι σvήμερα

σvτην αγορά είναι οι εξής :

� Δικαιώματα Προαίρεσvης σvε Μετοχές (stock options)

� Δικαιώματα Προαίρεσvης σvε Δείκτες (index options)

� Δικαιώματα Προαίρεσvης σvτην ισvοτιμία ξένου σvυναλλάγματος (foreign currency options)

� Δικαιώματα Προαίρεσvης σvε Σ.Μ.Ε. (futures options)

Στην ελληνική αγορά έως σvήμερα έχουν εισvαχθεί μόνο σvυμβόλαια δικαιωμάτων σvτους τρεις

πρώτους υποκείμενους τίτλους, ενώ σvυμβόλαια δικαιωμάτων σvε Σ.Μ.Ε. (futures) δεν διαπραγ-

ματεύονται ακόμη σvτο Ξρηματισvτήριο Αθηνών (Χ.Α.).

Ο μεγαλύτερος όγκος σvυναλλαγών δικαιωμάτων σvε μετοχές λαμβάνει χώρα σvε χρηματισvτη-

ριακές αγορές. Το μέγεθος το σvυμβολαίου είναι εκατό μετοχές δίνοντας σvτον κάτοχο του το

δικαίωμα να αγοράσvει ή να πουλήσvει εκατό μετοχές σvτην τιμή άσvκησvης που σvυμφωνήθηκε.

Συνήθως είναι Αμερικανικού τύπου και εκκαθαρίζονται με φυσvική παράδοσvη.

Τα δικαιώματα προαίρεσvης σvε δείκτες διαπραγματεύονται τόσvο σvτην χρηματισvτηριακή (ex-

change traded) όσvο και σvτην εξωχρηματισvτηριακή αγορά (OTC market). Συνήθως είναι

Ευρωπαϊκού τύπου και εκκαθαρίζονται με χρηματικό διακανονισvμό. Στην Ελληνική αγορά

διαπραγματεύονται σvυμβόλαια δικαιωμάτων σvτους δείκτες FTSE/ASE 20 και FTSE/ASE

Mid-40.

Ο μεγαλύτερος όγκος σvυναλλαγών σvτην ισvοτιμία ξένου σvυναλλάγματος παρουσvιάζεται σvτην

εξωχρηματησvτιριακή αγορά, ή αλλιώς Over The Counter market, σvε σvχέσvη με την χρηματι-

σvτηριακή. Διεθνώς διαπραγματεύονται σvυμβόλαια είτε Αμερικανικού είτε Ευρωπαϊκού τύπου

σvτην ισvοτιμία διαφόρων ξένων νομισvμάτων με το μέγεθος του σvυμβολαίου να διαφέρει για κά-

θε νόμισvμα. Στο Χ.Α. διαπραγματεύονται μόνο σvτην ισvοτιμία ευρώ/δολαρίου. Το υποκείμενο

σvτοιχείο είναι το Συμβόλαιο Μελλοντικής Εκπλήρωσvης σvτην ισvοτιμία Ευρώ/Δολαρίου.
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Στην διεθνή αγορά όταν διαπραγματεύεται κάποιο σvυγκεκριμένο future contract αντίσvτοιχα

διαπραγματεύεται και σvυμβόλαιο δικαιώματος σvε αυτό το future. Τα δικαιώματα σvε Σ.Μ.Ε.

σvυνήθως λήγουν ακριβώς πριν από τη λήξη του σvυμβολαίου μελλοντικής εκπλήρωσvης. ΄Οταν

ένα τέτοιο σvυμβόλαιο δικαιώματος αγοράς ασvκηθεί ο κάτοχος του λαμβάνει ένα long position

σvτο Σ.Μ.Ε. και κάποιο χρηματικό ποσvό που καλύπτει την διαφορά της τιμής του Σ.Μ.Ε.

και της τιμής άσvκησvης του δικαιώματος. Αντίσvτοιχα για ένα σvυμβόλαιο δικαιώματος αγοράς

που θα ασvκηθεί ο κάτοχος λαμβάνει long position σvτο Σ.Μ.Ε. και επιπλέον το αντίσvτοιχο

χρηματικό ποσvό.

Τα δικαιώματα προαίρεσvης σvε Σ.Μ.Ε. αποτελούν ιδιαίτερα εύχρησvτα εργαλεία διαχείρισvης

κινδύνου. Η αντισvτάθμισvη κινδύνου ουσvιασvτικά γίνεται μέσvω του ασvφαλίσvτρου (premium)

του σvυμβολαίου που είναι διατεθειμένος κάθε επενδυτής να πληρώσvει κατά τη σvύναψη του

ώσvτε να διασvφαλίσvει το δικαίωμα και είτε να επωφεληθεί από την κίνησvη των τιμών των

Σ.Μ.Ε. είτε να επιβαρυνθεί μόνο με το κόσvτος του ασvφαλίσvτρου αφήνοντας το δικαίωμα να

λήξει ανεκμετάλλευτο.

2.3 Παράγοντες που επηρεάζουν τις τιμές των δικαιω-

μάτων προαίρεσvης

Υπάρχουν έξι διαφορετικοί παράγοντες που επηρεάζουν τις τιμές των δικαιωμάτων προαίρεσvης

σvε μετοχές:

1. Η τρέχουσvα τιμή της μετοχής S0,

2. Η τιμή άσvκησvης K (strike price),

3. Ο χρόνος ως τη λήξη του δικαιώματος Τ (maturity),

4. Η μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής σ(volatility),

5. Το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο (risk free interest rate) r,

6. Τα μερίσvματα επί της μετοχής κατά τη διάρκεια ισvχύς του δικαιώματος (dividends).

Στον παρακάτω πίνακα παρουσvιάζεται σvυνοπτικά το πως ο κάθε ένας από τους παράγοντες

αυτούς επηρεάζει τις τιμές των δικαιωμάτων προαίρεσvης σvε μετοχές.

11



Μεταβλητή European call European put American call American put

S0 + - + -

Κ - + - +

Τ ? ? + +

σv + + + +

r + - + -

μέρισvμα - + - +

+: Ανάλογη σvχέσvη μεταξύ της τιμής του δικαιώματος και της μεταβλητής

-: Αντισvτρόφως ανάλογη σvχέσvη μεταξύ της τιμής του δικαιώματος και της μεταβλητής

?: Αβέβαιη σvχέσvη

Πίνακας 2.3: Συνοπτική παρουσvίασvη της επιρροής κάθε παράγοντα σvτην τιμή διαφορετικών

τύπων δικαιωμάτων, όταν ο παράγοντας αυξάνεται ενώ όλοι οι υπόλοιποι παραμένουν σvταθεροί.

2.3.1 Τιμή μετοχής και τιμή άσvκησvης δικαιώματος

Εάν ένα δικαίωμα αγοράς ασvκηθεί κάποια σvτιγμή σvτο μέλλον το κέρδος που θα αποφέρει είναι η

διαφορά της τιμής της μετοχής με την τιμή εξάσvκησvής του. ΄Ετσvι, ένα δικαίωμα αγοράς αποκτά

μεγαλύτερη χρηματική αξία όσvο αυξάνεται η τιμή της μετοχής και μικρότερη όσvο αυξάνεται η

τιμή άσvκησvης. Τα δικαιώματα πώλησvης λειτουργούν εντελώς αντίθετα.

Για ένα δικαίωμα πώλησvης το κέρδος από την άσvκησvη του είναι το ποσvό κατά το οποίο η

τιμή άσvκησvης υπερέχει της τιμής της μετοχής. Ως εκ τούτου ένα δικαίωμα πώλησvης αποκτά

μικρότερη χρηματική αξία όσvο αυξάνεται η τιμή της μετοχής και μεγαλύτερη χρηματική αξία

όσvο αυξάνεται η τιμή άσvκησvης . Στο Σχήμα 2.3 (α-δ) απεικονίζεται διαγραμματικά η εξάρτησvη

των δικαιωμάτων αγοράς και πώλησvης τόσvο από την τιμή της μετοχής όσvο και από την τιμή

άσvκησvης του σvυμβολαίου.

2.3.2 Ο χρόνος ως τη λήξη του δικαιώματος

Τόσvο τα δικαιώματα αγοράς όσvο και τα δικαιώματα πώλησvης Αμερικανικού τύπου αποκτούν

μεγαλύτερη αξία όσvο η περίοδος ζωής τους αυξάνεται. Αυτό σvυμβαίνει καθώς όσvο μεγαλύτερη

είναι η περίοδος μέχρι την λήξη του σvυμβολαίου τόσvες περισvσvότερες ευκαιρίες έχει ο κάτοχος

του να το ασvκήσvει. ΄Ενα σvυμβόλαιο μακροπρόθεσvμης λήξης θα πρέπει να αξίζει τουλάχισvτον

όσvο αξίζει ένα αντίσvτοιχο σvυμβόλαιο βραχυπρόθεσvμης λήξης. Για τα Ευρωπαϊκά δικαιώματα

σvυνήθως ισvχύει η ίδια σvυμπεριφορά καθώς ο χρόνος μέχρι τη λήξη του αυξάνεται. Υπό σvυ-

γκεκριμένες σvυνθήκες ωσvτόσvο η σvυμπεριφορά αυτή μπορεί να αλλάξει (αποκοπή μερίσvματος).
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Σχήμα 2.2: Επιρροή της αξίας των δικαιωμάτων αγοράς και πώλησvης από (α, β) την τιμή της

μετοχής, (γ, δ) την τιμή της άσvκησvης, (ε, ζ) την περίοδο λήξης.

2.3.3 Μεταβλητότητα της μετοχής

Η μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής αποτελεί ένα μέτρο της αβεβαιότητας σvτην κίνησvη

της τιμής της μετοχής μελλοντικά. Ως εκ τούτου, καθώς η μεταβλητότητα αυξάνεται, η

πιθανότητα η τιμή της μετοχής να κινηθεί σvε πολύ υψηλά ή σvε πολύ χαμηλά επίπεδα αυξάνει.

Για τον κάτοχο της μετοχής οι δύο αυτές πιθανότητες απαλείφονται μεταξύ τους, ωσvτόσvο δεν

ισvχύει το ίδιο και για τον κάτοχο κάποιου δικαιώματος. Πιο σvυγκεκριμένα ο κάτοχος ενός

δικαιώματος αγοράς επωφελείται αρκετά από επικείμενη άνοδο της τιμής της μετοχής ενώ

έχει περιορισvμένες απώλειες σvε περίπτωσvη επικείμενης πτώσvης της. Αντίσvτροφα ο κάτοχος

ενός δικαιώματος πώλησvης θα αποκομίσvει μεγάλα κέρδη από επικείμενη πτώσvη της τιμής

της μετοχής και περιορισvμένη απώλεια σvε επικείμενη άνοδο της. ΄Ετσvι λοιπόν η αξία τόσvο

των δικαιωμάτων αγοράς όσvο και των δικαιωμάτων πώλησvης αυξάνονται καθώς αυξάνεται η
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μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής.

2.3.4 Το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο

Το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο επηρεάζει την αξία των δικαιωμάτων με ένα λιγότερο ξεκάθαρο

τρόπο. ΄Οσvο τα επιτόκια σvτην οικονομία αυξάνονται τόσvο το αναμενόμενο κέρδος από την

τάσvη των μετοχών για τους επενδυτές μειώνεται. Παράλληλα κάθε παρούσvα αξία οποιαδήποτε

χρηματικής ροής λαμβάνουν μειώνεται επίσvης. Ως αποτέλεσvμα των παραπάνω είναι καθώς τα

επιτόκια αυξάνονται η αξία των δικαιωμάτων αγοράς αυξάνεται ενώ η αξία των δικαιωμάτων

πώλησvης μειώνεται.

Σχήμα 2.3: Επιρροή της αξίας των δικαιωμάτων προαίρεσvης αγοράς και πώλησvης από την

μεταβλητότητα της υποκείμενης μετοχής (α, β) και το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο (γ, δ).

2.3.5 Αποκοπή μερίσvματος επί της μετοχής

Η αποκοπή μερίσvματος τείνει να ρίχνει σvε χαμηλότερα επίπεδα την τιμή της μετοχής με α-

ποτέλεσvμα να επηρεάζεται θετικά η αξία των δικαιωμάτων αγοράς και αρνητικά η αξία των

δικαιωμάτων πώλησvης.
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2.4 ΄Ανω και κάτω όρια για τις τιμές των δικαιωμάτων

προαίρεσvης

2.4.1 ΄Ανω όρια

΄Ενα δικαίωμα αγοράς Αμερικανικού ή Ευρωπαϊκού τύπου δίνει σvτον κάτοχο του το δικαίωμα

να αγοράσvει μια μετοχή για κάποια σvυγκεκριμένη τιμή. Για κανένα λόγο λοιπόν το δικαίωμα

δεν μπορεί να κοσvτίζει περισvσvότερο από την μετοχή. Ως εκ τούτου για τα δικαιώματα αγοράς

άνω όριο για την τιμή τους είναι η τιμή της μετοχής:

V E
c ≤ S0 και V A

c ≤ S0

Σε περίπτωσvη που οι σvχέσvεις αυτές δεν τηρούνται κάποιος κερδοσvκόπος θα μπορούσvε με να

έχει ένα εύκολο κέρδος αγοράζοντας τη μετοχή και πουλώντας το δικαίωμα.

Αντίσvτοιχα ένα δικαίωμα πώλησvης Αμερικανικού ή Ευρωπαϊκού τύπου δίνει σvτον κάτοχο του

το δικαίωμα να πουλήσvει μια μετοχή για κάποια σvυγκεκριμένη τιμή Κ. ΄Οσvο και αν μειωθεί

η τιμή της μετοχής ένα δικαίωμα πώλησvης δεν θα μπορούσvε να κοσvτίζει περισvσvότερο από Κ

Συνεπώς το άνω όριο για την τιμή των δικαιωμάτων πώλησvης είναι:

V E
p ≤ K και V A

p ≤ K

Τα δικαιώματα πώλησvης Ευρωπαϊκού τύπου δεν είναι δυνατόν να κοσvτίζουν περισvσvότερο από

την παρούσvα αξία του Κ σvήμερα άρα:

V E
p ≤ Ke−rT

Εάν το όριο αυτό δεν ίσvχυε ο οποιοσvδήποτε επενδυτής θα ήταν δυνατόν να έχει εύκολο κέρδος

εκδίδοντας ένα δικαίωμα και επενδύοντας το κέρδος από την έκδοσvη του δικαιώματος με το

χωρίς ρίσvκο επιτόκιο.

2.4.2 Κάτω όρια

΄Ενα κάτω όριο για την τιμή ενός δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου είναι:

V E
c = S0 −Ke−rt

΄Ενα παράδειγμα θα δείξει την ορθότητα του ορίου αυτού. ΄Εσvτω δύο υποθετικά χαρτοφυλά-

κια:

ΧαρτοφυλάκιοΑ: ΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς και ένα ποσvό σvε Μετρητά ίσvο με Ke−rt.

ΧαρτοφυλάκιοΒ: Μία μετοχή.
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Στο χαρτοφυλάκιο Α, τα μετρητά εάν επενδυθούν με το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο σvε χρόνο Τ

θα φτάσvουν σvτο ποσvό Κ . Εάν ST > K τότε το δικαίωμα θα ασvκηθεί σvτη λήξη και το

χαρτοφυλάκιο θα αξίζει ST . Ενώ εάν ST < K το δικαίωμα δεν σvυμφέρει να ασvκηθεί, θα λήξει

ανεκπλήρωτο και το χαρτοφυλάκιο θα αξίζει Κ. Συνεπώς η αξία του χαρτοφυλακίου Α είναι:

ΠA = max (ST ,K) .

Το χαρτοφυλάκιο Β αξίζει ST σvε χρόνο Τ. Ως εκ τούτου το χαρτοφυλάκιο Α αξίζει σvε κάθε

περίπτωσvη τουλάχισvτον όσvο το χαρτοφυλάκιο Β σvτη λήξη του σvυμβολαίου, και υποθέτοντας ότι

δεν υπάρχει ευκαιρία κερδοσvκοπίας (arbitrage) η σvχέσvη αυτή ισvχύει και για σvήμερα. Επομένως

ισvχύει:

V E
c +Ke−rT ≥ S0

V E
c ≥ S0 −Ke−rT

Επειδή σvτη χείρισvτη περίπτωσvη για ένα δικαίωμα αγοράς θα λήξει ανεκπλήρωτο, η αξία του

δεν μπορεί να είναι αρνητική. Αυτό σvημαίνει ότι:

V E
c ≥ max

(
S0 −Ke−rT , 0

)
.

Αν, χάριν παραδείγματος, υποθέσvουμε πως η τιμή της υποκείμενης μετοχής ενός European

call option είναι σvήμερα S0 = $51, η τιμή εξάσvκησvης του option K = $50, ο χρόνος μέχρι τη

λήξη του T = 6 μήνες και το ετήσvιο risk free επιτόκιο είναι r = 12% τότε το κατώτατο όριο

του δικαιώματος θα ήταν V E
c = 51− 50e−0.12·0.5 = $3.91

Αντίσvτοιχα, για ένα Ευρωπαϊκό δικαίωμα πώλησvης σvε μετοχή, το κάτω όριο τιμής είναι:

V E
p = Ke−rT − S0

Ομοίως, θεωρούμε δύο υποθετικά χαρτοφυλάκια:

Χαρτοφυλάκιο Γ: ΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα πώλησvης και μία μετοχή.

Χαρτοφυλάκιο Δ: ΄Ενα ποσvό μετρητών ίσvο με Ke−rT

Για το χαρτοφυλάκιο Γ, εάν ST < K, το δικαίωμα θα ασvκηθεί σvτη λήξη του και η αξία

του θα είναι Κ. Διαφορετικά, εάν ST > K, το δικαίωμα θα λήξει ανεκπλήρωτο και η αξία

του χαρτοφυλακίου ανέρχεται σvτην τρέχουσvα τιμή της μετοχής ST . Συνεπώς η αξία του

χαρτοφυλακίου Γ σvε χρόνο Τ είναι:

ΠΓ = max (ST ,K) .

Για το χαρτοφυλάκιο Δ, έσvτω ότι το ποσvό των μετρητών επενδύεται με το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο.

Τότε η αξία του χαρτοφυλακίου σvε χρόνο Τ θα είναι Κ. Ως εκ τούτου σvυμπεραίνουμε ότι η αξία
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του χαρτοφυλακίου Γ είναι σvε κάθε περίπτωσvη τουλάχισvτον ίσvη με την αξία του χαρτοφυλακίου

Δ σvήμερα ή και μεγαλύτερη, υποθέτοντας ότι δεν υπάρχουν ευκαιρίες κερδοσvκοπίας. ΄Αρα:

V E
p + S0 ≥ Ke−rT

V E
p ≥ Ke−rT − S0

και επειδή η χείρισvτη περίπτωσvη για ένα δικαίωμα πώλησvης είναι να λήξει ανεκπλήρωτο, η αξία

του δεν μπορεί να είναι αρνητική:

V E
p ≥ max

(
Ke−rT − S0, 0

)
.

Ομοίως με την περίπτωσvη του European call, ας θεωρήσvουμε ένα αριθμητικό παράδειγμα με

ένα European put option, η τιμή της υποκείμενης μετοχής του οποίου είναι σvήμερα S0 = $38,

η τιμή εξάσvκησvης του K = $40, διαρκεί T = 3µήνες και το ετήσvιο χωρίς ρίσvκο επιτόκιο είναι

r = 10%. Εφαρμόζοντας την παραπάνω σvχέσvη, προκύπτει πως το κάτω όριο για το εν λόγω

δικαίωμα είναι V E
p = 40e−0.1·0.25 − 38 = $1.01.

2.5 Ισvοτιμία δικαιωμάτων αγοράς-πώλησvης (Put-Call Par-

ity)

Παρότι τα δικαιώματα αγοράς και πώλησvης διαπραγματεύονται σvτο χρηματισvτήριο παραγώγων

ξεχωρισvτά το ένα από το άλλο, δεν σvημαίνει ότι και οι τιμές τους είναι ανεξάρτητες. Αντιθέτως,

υπάρχει θεωρητική σvχέσvη η οποία σvυνδέει την τιμή ενός Ευρωπαϊκού call option με την τιμή

ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος put option με την ίδια τιμή πώλησvης και την ίδια ημερομηνία

λήξης. Η θεωρητική αυτή σvχέσvη ονομάζεται ισvοτιμία δικαιωμάτων πώλησvης – αγοράς (put-call

parity) και είναι θεμελιακής σvημασvίας για ανάλυσvη και αποτίμησvη των δικαιωμάτων προαίρεσvης.

Προς εξήγησvη της θεωρητικής αυτής σvχέσvης παρατίθεται ένα παράδειγμα.

Απόδειξη Ας θεωρήσvουμε τα χαρτοφυλάκια:

Χαρτοφυλάκιο Α: ΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς και ένα ποσvό μετρητών ίσvο με Ke−rT .

Χαρτοφυλάκιο Γ: ΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα πώλησvης και μία μετοχή.

Η αξία και των δύο χαρτοφυλακίων σvτη λήξη των δικαιωμάτων είναι Π = max (ST ,K). Επειδή

και τα δύο δικαιώματα σvτα χαρτοφυλάκια είναι Ευρωπαϊκά δεν μπορούν να ασvκηθούν πριν την

λήξη τους και σvυνεπώς και τα δύο χαρτοφυλάκια θα πρέπει να έχουν την ίδια αξία σvήμερα.

Από το παραπάνω σvυμπέρασvμα προκύπτει η ισvοτιμία τιμής δικαιώματος αγοράς και πώλησvης:

V E
c +Ke−rT = V E

p + S0
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Στις περιπτώσvεις που η ισvοτιμία δικαιώματος αγοράς - πώλησvης δεν ισvχύει, και είτε το δικαίωμα

αγοράς σvτο χαρτοφυλάκιο Α είναι υπερτιμημένο είτε το δικαίωμα πώλησvης του χαρτοφυλακίου

Γ είναι υπερτιμημένο, παρουσvιάζονται ευκαιρίες κερδοσvκοπίας. Συγκεκριμένα, ας εξετάσvουμε

δύο διαφορετικές περιπτώσvεις. Αρχικά, ας υποθέσvουμε πως οι δύο πιθανές τιμές για τα

δικαιώματα αγοράς και πώλησvης είναι $3 και $2,25 αντίσvτοιχα. Εάν τα αντικατασvτήσvουμε

σvτην σvχέσvη ισvοτιμίας με τα υπόλοιπα δεδομένα όπως παρουσvιάζονται σvτον πίνακα προκύπτει

3 + 30e−0.1·3/12 = $32.26 6= 2.25 + 31 = $33.25,

δηλαδή η σvχέσvη ισvοτιμίας δεν ισvχύει και ότι το δικαίωμα πώλησvης είναι υποτιμημένο σvε σvχέσvη

με το δικαίωμα αγοράς. Στην περίπτωσvη που η επενδυτική σvτρατηγική κερδοσvκοπίας είναι

ο επενδυτής να πάρει θέσvη πώλησvης (short position) σvτο υπερτιμημένο προϊόν, δηλαδή σvτο

δικαίωμα πώλησvης, και να αγοράσvει (long position) το δικαίωμα αγοράς, επενδύοντας ταυ-

τόχρονα τα χρήματα που ρευσvτοποίησvε από το short position σvτο δικαίωμα πώλησvης σvτη

μετοχή με σvυνολική χρηματοροή:

−3 + 2.25 + 31 = $30.25 .

Στη λήξη των δικαιωμάτων ο επενδυτής θα εισvπράξει από την επένδυσvη:

30.25e0.1·0.25 = $31.02 .

΄Ετσvι είτε η τιμή της μετοχής κινηθεί σvε επίπεδα άνω των $30 είτε κάτω των $30 ο επενδυτής

θα ασvκήσvει είτε το δικαίωμα αγοράς είτε το δικαίωμα πώλησvης (short) και θα εξασvφαλίσvει

καθαρό κέρδος:

$31.02− $30.25 = $1.02.

Στην περίπτωσvη τώρα που οι δύο τιμές των δικαιωμάτων αγοράς και πώλησvης είναι $3 και $1

αντίσvτοιχα , κάνοντας την αντικατάσvτασvη σvτην σvχέσvη ισvοτιμίας προκύπτει

CE +Ke−rT = 3 + 30e−0.1·3/12 = $32.26

PE + S0 = 1 + 31 = $32.00,

ότι δηλαδή η σvχέσvη ισvοτιμίας δεν επαληθεύεται. Αυτό σvυμβαίνει διότι το δικαίωμα πώλησvης

είναι υπερτιμημένο σvε σvχέσvη με το δικαίωμα αγοράς. Στην περίπτωσvη αυτή και πάλι η επεν-

δυτική σvτρατηγική κερδοσvκοπίας είναι ο επενδυτής να πάρει θέσvη πώλησvης σvτο υπερτιμημένο

προϊόν δηλαδή σvτο δικαίωμα αγοράς και να αγοράσvει το δικαίωμα πώλησvης αλλά και την μετοχή

με αρχικό κεφάλαιο

$31 + $1− $3 = $29.
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Εάν αυτό το κεφάλαιο γίνει διαθέσvιμο μέσvω δανεισvμού σvε τρεις μήνες θα είναι:

$29e0.1·0.25 = $29.73

Στη σvυνέχεια είτε η τιμή της μετοχής κινηθεί σvε επίπεδα άνω των $30 είτε κάτω των $30

ο επενδυτής θα ασvκήσvει είτε το δικαίωμα πώλησvης (long position) είτε το δικαίωμα αγοράς

(short position) και θα εξασvφαλίσvει καθαρό κέρδος

$30− $29.73 = $0.27

2.6 Δικαιώματα προαίρεσvης με δυνατότητες πρόωρης ε-

ξάσvκησvης (Options With Early Exercise Features)

2.6.1 Δικαιώματα αγοράς

Η άσvκησvη ενός δικαιώματος αγοράς σvε μετοχή που δεν αποκόπτει μέρισvμα, πριν από την

ημερομηνία λήξης δεν είναι ποτέ η ευνοϊκότερη σvτρατηγική για έναν επενδυτή. Η ισvχύς της

παραπάνω πρότασvης φαίνεται αν αναλύσvουμε την εξίσvωσvη:

V E
c ≥ S0 −Ke−rT

Επειδή ο κάτοχος ενός Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς έχει την ευκαιρία να ασvκήσvει το

δικαίωμα οποιαδήποτε σvτιγμή μέχρι τη λήξη του σvε αντίθεσvη με τον κάτοχο του αντίσvτοιχα

Ευρωπαϊκού δικαιώματος θα πρέπει να ισvχύει:

V A
c ≥ V E

c

V A
c ≥ S0 −Ke−rT

Και δεδομένου ότι r > 0 προκύπτει ότι:

V A
c > S0 −K

Για να είναι η ευνοϊκότερη σvτρατηγική για έναν επενδυτή η πρόωρη άσvκησvη του δικαιώματος θα

έπρεπε η αξία του Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς V A
c να είναι τουλάχισvτον ίσvη με S0−K.
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Σχήμα 2.4: Μεταβολή της τιμής ενός Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς σvε σvυνάρτησvη με την

τιμή S0 μετοχής που δεν αποκόπτει μέρισvμα

Συνεπώς σvε καμία περίπτωσvη η πρόωρη άσvκησvη ενός Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς δεν

μπορεί να είναι η βέλτισvτη σvτρατηγική. Το Σχήμα 2.4 προβάλλει σvε διαγραμματική παρά-

σvτασvη κατά γενικό τρόπο πως μεταβάλλεται η τιμή του δικαιώματος αγοράς Αμερικανικού ή

Ευρωπαϊκού τύπου σvε σvχέσvη με την τιμή της μετοχής S0. Το διάγραμμα δείχνει ότι η τιμή

του δικαιώματος αγοράς βρίσvκεται πάντα κάτω από την εσvωτερική αξία (intrinsic value) του

max (S0 −K, 0). Μάλισvτα καθώς το επιτόκιο r ή ο χρόνος μέχρι τη λήξη Τ ή η μεταβλη-

τότητα σv αυξάνονται, η τιμή που σvχετίζει την τιμή του δικαιώματος αγοράς με την τιμή της

μετοχής κινείται προς την κατεύθυνσvη που δείχνουν τα βέλη.

Συνοψίζοντας, υπάρχουν δυο βασvικοί λόγοι για τους οποίους τα Αμερικανικά δικαιώματα αγο-

ράς σvε μετοχές που δεν αποκόπτουν μέρισvμα δεν πρέπει να ασvκούνται πριν από την ημερομηνία

λήξης τους. Ο πρώτος έχει να κάνει με την ασvφάλεια που προσvφέρει ένα δικαίωμα αγοράς,

σvε σvχέσvη με την ίδια τη μετοχή: προσvτατεύει τον κάτοχο του από τον κίνδυνο η τιμή της

μετοχής να πέσvει κάτω από την τιμή άσvκησvης του δικαιώματος. Ο δεύτερος έχει να κάνει με

την χρονική αξία του χρήματος. Από την οπτική γωνία του κατόχου του δικαιώματος, όσvο

πιο αργά καταβληθεί η τιμή άσvκησvης, τόσvο το καλύτερο.

2.6.2 Δικαιώματα πώλησvης

Για τα Αμερικανικά δικαιώματα πώλησvης σvε μετοχή που δεν αποκόπτει μέρισvμα η άσvκησvη τους

πριν την ημερομηνία λήξης τους σvυμβολαίου μπορεί να είναι μια από τις ευνοϊκές σvτρατηγικές.

Μάλισvτα, εάν το δικαίωμα πώλησvης έχει αρκετά μεγάλη θετική αξία (deep in-the-money put

option) τότε πρέπει να ασvκείται πριν τη λήξη. Η ισvχύς της παραπάνω πρότασvης φαίνεται καθαρά

αν αναλύσvουμε την παρακάτω σvχέσvη:

V E
p ≥ Ke−rT − S0
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Επειδή ο κάτοχος ενός Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς έχει την ευκαιρία να ασvκήσvει το

δικαίωμα οποιαδήποτε σvτιγμή μέχρι τη λήξη του σvε αντίθεσvη με τον κάτοχο του αντίσvτοιχου

Ευρωπαϊκού δικαιώματος θα πρέπει να ισvχύει:

V A
p ≥ V E

p

V A
p ≥ Ke−rT − S0

και δεδομένου ότι r > 0 προκύπτει ότι:

V A
p ≥ K − S0.

Συνεπώς υπάρχουν σvυνθήκες κατά τις οποίες η πρόωρη άσvκησvη ενός δικαιώματος πώλησvης

μπορεί να είναι η ευνοϊκότερη σvτρατηγική. Στο Σχήμα 2.5 παρουσvιάζεται κατά γενικό τρόπο

η μεταβολή της τιμής ενός Αμερικανικού δικαιώματος πώλησvης σvυναρτήσvει της τιμής της

μετοχής S0.

Σχήμα 2.5: Μεταβολή της τιμής ενός Αμερικανικού δικαιώματος πώλησvης σvε σvυνάρτησvη με

την τιμή S0 της υποκείμενης μετοχής.

2.7 Δικαιώματα τύπου Βερμούδων - Τίτλοι Παρασvτατι-

κών Δικαιωμάτων Κτήσvεως Μετοχών (Warrants)

Στα πλαίσvια της αύξησvης μετοχικού κεφαλαίου του 2013 των τεσvσvάρων μεγάλων σvυσvτημικών

τραπεζών της Ελλάδας (Εθνική Τράπεζα της Ελλάδος, Τράπεζα Πειραιώς, Eurobank, Alpha

Bank), η Alpha Bank πέτυχε την αύξησvη του μετοχικού της κεφαλαίου με σvυμμετοχή 12% από

τον ιδιωτικό τομέα, η οποία σvυνοδεύτηκε από την έκδοσvη Τίτλων Παρασvτατικών Δικαιωμάτων

προς Κτήσvη Μετοχών της εταιρείας (ή αλλιώς Warrant) σvτην Ελληνική αγορά.

Ως αποτέλεσvμα, σvτις 10 Ιουνίου 2013 εκδόθηκαν οι Τίτλοι Παρασvτατικών Δικαιωμάτων προς
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Κτήσvη Μετοχών (Warrants) της τράπεζας, υπό την κυριότητα του Ταμείου Χρηματοπισvτω-

τικής Σταθερότητας της χώρας και μία ημέρα αργότερα, σvτις 11 Ιουνίου 2013, άρχισvε η δια-

πραγμάτευσvη τους σvτην κατηγορία Τίτλων Παρασvτατικών Δικαιωμάτων προς Κτήσvη Κινητών

Αξιών, της Αγοράς Αξιών του Χρηματισvτηρίου Αθηνών.

Τα Warrant διαφέρουν από τα κοινά δικαιώματα αγοράς ως προς τον εκδότη τους. Συγκεκρι-

μένα, σvτην περίπτωσvη των Warrant της Alpha Bank, ο εκδότης είναι το Ταμείο Χρηματοπι-

σvτωτικής Σταθερότητας (Τ.Χ.Σ.).

Τα δικαιώματα αυτά, των οποίων το ασvφάλισvτρο θα επιχειρήσvει να τιμολογήσvει η παρούσvα

εργασvία σvτη σvυνέχεια, είναι τύπου Βερμούδων. ΄Ενα τέτοιο δικαίωμα δίνει σvτον αγορασvτή του

τη δυνατότητα να το ασvκήσvει σvε σvυγκεκριμένες ημερομηνίες. Δηλαδή, καθορίζεται από την

αγορά του ότι σvε σvυγκεκριμένες ημερομηνίες σvτο μέλλον ο κάτοχος θα μπορεί εάν το επιθυμεί

να εκτελέσvει τη σvυμφωνία. ΄Οπως γίνεται αντιληπτό, αυτού του τύπου τα δικαιώματα είναι

διαφορετικά και από τα Ευρωπαϊκά αλλά και από τα Αμερικάνικα.

Η ονομασvία αυτών των δικαιωμάτων προέκυψε καθώς τα χαρακτηρισvτικά τους ως προς τις

ημερομηνίες εξάσvκησvης βρίσvκονται ενδιάμεσvα από τη δυνατότητα εξάσvκησvης μόνο κατά τη

λήξη των Ευρωπαϊκών και την δυνατότητα εξάσvκησvης καθ όλη τη διάρκεια ζωής τους, των

Αμερικανικών. Για το λόγο αυτό, πήραν το όνομα των νήσvων των Βερμούδων, τα οποία

βρίσvκονται γεωγραφικά ανάμεσvα από την αμερικανική και την ευρωπαϊκή ήπειρο.

Τα δικαιώματα Βερμούδων χρησvιμοποιούνται από ερευνητές της χρηματοοικονομικής μηχα-

νικής σvαν μία προσvέγγισvη για την τιμολόγησvη δικαιωμάτων Αμερικανικού τύπου με τα ίδια

χαρακτηρισvτικά, καθώς το σvυνεχές φάσvμα εξάσvκησvής τους είναι ανέφικτο να προσvομοιωθεί.

΄Ετσvι, προσvεγγίζεται από ένα σvύνολο διακριτών χρονικών σvτιγμών εξάσvκησvης, σvαν δικαίωμα

Βερμούδων. ΄Οσvο οι τιμές αυτές πληθαίνουν, τόσvο ακριβέσvτερα προσvεγγίζεται το Αμερικανικό

δικαίωμα.
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδοι Αποτίμησvης

Δικαιωμάτων Προαίρεσvης

3.1 Διωνυμικό Δέντρο (Binomial Tree Pricing)

Το Διωνυμικό Δέντρο αποτελεί μία πολύ χρήσvιμη τεχνική αποτίμησvης δικαιωμάτων. ΄Ενα

Διωνυμικό Δέντρο είναι ένα διάγραμμα το οποίο αναπαρισvτά διαφορετικά πιθανά μονοπάτια τα

οποία δύναται να ακολουθήσvει η τιμή μιας μετοχής σvτη διάρκεια ζωής ενός δικαιώματος προαί-

ρεσvης. Η υπόθεσvη που υπόκειται αυτού του μοντέλου είναι ότι η τιμή της μετοχής ακολουθεί

ένα τυχαίο μονοπάτι (random walk). Σε κάθε χρονικό βήμα υπάρχει μια προκαθορισvμένη

πιθανότητα η τιμή να ανέβει και μια επίσvης προκαθορισvμένη πιθανότητα η τιμή της μετοχής

να πέσvει. Το περιβάλλον σvτο οποίο αρχικά παρουσvιάζεται η μέθοδος είναι ουδέτερο κινδύνου

(risk-neutral) και αυτή είναι μια γενική προσvέγγισvη η οποία υιοθετήθηκε από τους Cox, Ross,

και Rubinstein[6].

3.1.1 Διωνυμικό Δέντρο ενός βήματος

Υποτίθεται ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται από Δ μερίδια μετοχής και μία θέσvη πώλη-

σvης σvε ένα δικαίωμα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου σvτην μετοχή αυτή. Τα Δ μερίδια της μετοχής

υπολογίζονται έτσvι ώσvτε το χαρτοφυλάκιο να μην εμπεριέχει κίνδυνο, δηλαδή είτε η τιμή της

μετοχής ανέβει είτε πέσvει η απόδοσvη του χαρτοφυλακίου δεν μεταβάλλεται αλλά εξαρτάται

μόνο από το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο (risk-free interest rate, r). ΄Εσvτω λοιπόν ότι η αρχική

τιμή της μετοχής είναι S0, η πιθανή τιμή ανόδου της μετοχής σvτη διάρκεια ζωής του δικαιώ-

ματος είναι S0u, όπου u > 1, ενώ η πιθανή τιμή καθόδου της μετοχής είναι S0d, όπου d < 1,

ενώ υπάρχει και το δικαίωμα σvτη μετοχή με τρέχουσvα τιμή V και χρόνο μέχρι τη λήξη του

T . Η ποσvοσvτιαία αύξησvη της τιμής της μετοχής σvε πιθανή ανοδική κίνησvη είναι u − 1, ενώ

αντίσvτοιχα η ποσvοσvτιαία μείωσvη της τιμής της μετοχής σvε πιθανή πτώσvη είναι 1 − d. ΄Εσvτω
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ότι σvε περίπτωσvη ανόδου της τιμής της μετοχής η απόδοσvη του δικαιώματος (εσvωτερική αξία)

είναι hu ενώ σvτην αντίθετη περίπτωσvη είναι hd.

S0

S0d

S0u

(1− p)

p

Σχήμα 3.1: Κίνησvη της μορφής της μετοχής σvε διωνυμική μορφή.

Για να είναι ακίνδυνο το χαρτοφυλάκιο θα πρέπει υπολογισvθεί ο αριθμός Δ των μεριδίων της

μετοχής. Η αξία του χαρτοφυλακίου σvτη λήξη του δικαιώματος θα είναι :

S0u∆− hu,

ενώ, σvε περίπτωσvη καθοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής θα είναι:

S0d∆− hd.

Για να είναι το χαρτοφυλάκιο ακίνδυνο θα πρέπει η αξία του χαρτοφυλακίου σvε κάθε περίπτωσvη

να είναι σvταθερή, άρα:

S0u∆− hu = S0d∆− hd

∆ =
hu − hd
S0u− S0d

(3.1)

Από την σvχέσvη (3.1) φαίνεται ότι τελικά το Δ είναι ο ρυθμός μεταβολής της τιμής του δι-

καιώματος σvτη μεταβολή της τιμής της μετοχής σvτις δύο πιθανές κινήσvεις. Συμβολίζοντας το

χωρίς ρίσvκο επιτόκιο με r, η παρούσvα αξία του χαρτοφυλακίου είναι:

(S0u∆− hu) e−rT .

Το κόσvτος δημιουργίας του χαρτοφυλακίου είναι:

S0∆− V.

Συνεπώς, από την ισvότητα των παραπάνω προκύπτει:

S0∆− V = (S0u∆− hu) e−rT

V = S0∆
(
1− ue−rT

)
+ e−rThu
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Αντικαθισvτώντας από την (3.1) η παραπάνω εξίσvωσvη μπορεί να σvυνοψισvτεί ως εξής:

V = e−rT (phu + (1− p)hd) (3.2)

΄Οπου:

p =
e−rT − d
u− d (3.3)

Οι εξισvώσvεις (3.2) και (3.3) δίνουν την δυνατότητα αποτίμησvης ενός δικαιώματος προαίρεσvης

όταν οι πιθανές κινήσvεις της τιμής της μετοχής είναι γνωσvτές με τη μορφή ενός Διωνυμικού

Δέντρου. Αυτό που είναι αξιοπρόσvεκτο είναι ότι η εξίσvωσvη (3.2) δεν περιλαμβάνει τις πιθα-

νότητες της ανοδικής ή καθοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής. Δηλαδή, όποια και αν είναι

η πιθανότητα αυτή, το αποτέλεσvμα σvτην τιμή του δικαιώματος δεν αλλάζει. Αυτό μάλλον φαί-

νεται απροσvδόκητο, αφού είναι λογική η υπόθεσvη ότι καθώς η πιθανότητα για ανοδική κίνησvη

της τιμής της μετοχής αυξάνεται, η τιμή του δικαιώματος αγοράς σvτη μετοχή θα πρέπει να

αυξάνεται και αυτή, και αντίσvτροφα.

Ο λόγος που δεν χρησvιμοποιούνται οι πιθανότητες είναι ότι η εκτίμησvη του δικαιώματος δεν

γίνεται με απόλυτους όρους. Δηλαδή η τιμή του δικαιώματος υπολογίζεται με βάσvη την τιμή

της υποκείμενης μετοχής. Οι πιθανότητες μελλοντικής ανοδικής ή καθοδικής πορείας εμπε-

ριέχονται ήδη σvτις πιθανές τιμές της μετοχής, για κάθε περίπτωσvη.

3.1.2 Ουδέτερη ρίσvκου αποτίμησvη (Risk Neutral Valuation)

Παρότι, όπως αναφέρθηκε σvτην προηγούμενη παράγραφο, δεν είναι αναγκαίο να γίνουν υπο-

θέσvεις για τις πιθανότητες ανοδικής ή καθοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής, ώσvτε να

προκύψει η εξίσvωσvη (3.2), είναι φυσvική η ερμηνεία της μεταβλητής p (3.2) ως η πιθανότητα

ανοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής. Οπότε, η μεταβλητή 1− p δηλώνει την πιθανότητα

καθοδικής κίνησvης της μετοχής και, τελικά, η προσvδοκώμενη απόδοσvη του δικαιώματος δίνεται

από την σvχέσvη:

E (h) = phu + (1− p)hd.

Με δεδομένη αυτή την ερμηνεία του p, η εξίσvωσvη (3.2) δηλώνει ότι η αξία του δικαιώματος

σvήμερα είναι η προσvδοκώμενη αξία του, προεξοφλημένη κατά το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο. Η

προσvδοκώμενη απόδοσvη της μετοχής όταν η πιθανότητα ανόδου της τιμής της είναι p, σvε

χρόνο T , δίνεται από την σvχέσvη :

E (ST ) = pS0u+ (1− p)S0d

ή

E (ST ) = pS0 (u− d) + S0d.
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Αντικαθισvτώντας από την εξίσvωσvη (3.3) το p, καταλήγουμε σvτην παρακάτω εξίσvωσvη:

E (ST ) = S0e
rT

(3.4)

σvτην οποία φαίνεται ότι η τιμή της υποκείμενης μετοχής αυξάνεται, κατά μέσvο όρο, κατά το

χωρίς ρίσvκο επιτόκιο. Θέτοντας λοιπόν το p ως την πιθανότητα ανοδικής κίνησvης της τιμής της

μετοχής, κάνουμε την υπόθεσvη ότι η απόδοσvη της μετοχής είναι ίσvη με το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο.

Σε ένα κόσvμο ουδέτερο ρίσvκου οι επενδυτές είναι αδιάφοροι σvτο ρίσvκο και η αναμενόμενη από

αυτούς απόδοσvη ισvούται με το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο. Το παραπάνω σvυμπέρασvμα εμπεριέχεται

σvτην γενική αρχή της ουδέτερης ρίσvκου αποτίμησvης (risk-neutral valuation) σvύμφωνα με

την οποία, σvτην αποτίμησvη δικαιωμάτων προαίρεσvης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορεί

να υποτεθεί περιβάλλον ουδέτερο ρίσvκου. Οι τιμές που προκύπτουν με αυτή την υπόθεσvη

είναι σvωσvτές, όχι μόνο για το χωρίς ρίσvκο περιβάλλον σvτο οποίο υπολογίσvθηκαν, αλλά για

οποιοδήποτε περιβάλλον.

Πραγματικό περιβάλλον έναντι ουδέτερου ρίσvκου περιβάλλοντος Είναι α-

παραίτητο να δοθεί έμφασvη σvτο γεγονός ότι το p είναι η πιθανότητα ανοδικής κίνησvης της

τιμής της μετοχής σvε περιβάλλον ουδέτερο ρίσvκου. Γενικά η πιθανότητα αυτή δεν είναι η ίδια

με την πιθανότητα ανοδικής κίνησvης σvε ένα πραγματικό περιβάλλον. ΄Εσvτω ότι η πιθανότητα

αυτή είναι p σvτο ουδέτερο ρίσvκου περιβάλλον και p∗ η αντίσvτοιχη πιθανότητα σvτο πραγματικό

περιβάλλον. ΄Εσvτω ακόμη πως το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο είναι r και η αναμενόμενη απόδοσvη της

μετοχής σvτο πραγματικό περιβάλλον, η οποία είναι πολύ δύσvκολο να υπολογισvθεί επακριβώς,

έσvτω r∗. Η αναμενόμενη απόδοσvη της τιμής της μετοχής θα πρέπει να ισvούται με την σvημερινή

της αξία:

S0up
∗ + S0d (1− p∗) = S0e

r∗T

Από την παραπάνω σvχέσvη μπορεί να υπολογισvθεί το p∗, αρα και η αναμενόμενη αξία του

δικαιώματος. Είναι όμως ιδιαιτέρως δύσvκολο να εκτιμήσvει κανείς την αναμενόμενη απόδοσvη

της μετοχής, με αποτέλεσvμα η εκτίμησvη ουδέτερου ρίσvκου, η οποία δίνει μια σvταθερή απόδοσvη

του επιτοκίου χωρίς κίνδυνο, να καθίσvταται αρκετά πιο βολική και εύχρησvτη.

3.1.3 Διωνυμικά Δέντρα δύο επιπέδων

Η ανάλυσvη του διωνυμικού μοντέλου μπορεί να επεκταθεί και σvε δέντρα με 2 επίπεδα. Ο

σvκοπός και πάλι είναι να υπολογισvθεί η τιμή του δικαιώματος προαίρεσvης σvτον αρχικό κόμβο

του δέντρου. Στο σvχήμα 3.2 απεικονίζεται ένα τέτοιο μοντέλο, όπου S0 είναι η αρχική τιμή

της υποκείμενης μετοχής και V είναι η τιμή του δικαιώματος προαίρεσvης. Σε κάθε βήμα η

τιμή της μετοχής είται αυξάνεται u φορές, είτε μειώνεται d φορές από την αρχική της τιμή. Ο

σvυμβολισvμός που χρησvιμοποιείται για τις αποδόσvεις του δικαιώματος είναι, π.χ. μετά από δύο

σvυνεχόμενες ανοδικές κινήσvεις, είναι huu. Επίσvης υποτίθεται ότι το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο είναι

r και ότι η χρονική διάρκεια του βήματος είναι ∆t.
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S0

S0d

S0u

S0dd

S0

S0uu

(1− p)

p

p
2

(1− p)p

(1− p)p

(1− p) 2

Σχήμα 3.2: Κίνησvη της τιμής της μετοχής σvε διωνυμική μορφή δύο επιπέδων.

Λόγω του ότι το χρονικό βήμα είναι ∆t και όχι T όπως προηγουμένως, οι εξισvώσvεις (3.2) και

(3.3) μεταβάλλονται ως εξής:

V = e−r∆t [phu + (1− p)hd] (3.5)

p =
e−r∆t − d
u− d (3.6)

Επαναλαμβανόμενη εφαρμογή της σvχέσvης (3.5) δίνει:

hu = e−r∆t [huu + (1− p)hud] (3.7)

hd = e−r∆t [hud + (1− p)hdd] (3.8)

V = e−r∆t [phu + (1− p)hd] (3.9)

Αντικαθισvτώντας από τις σvχέσvεις (3.7), (3.8), (3.9) προκύπτει:

V = e−2r∆t
[
p2huu + 2p (1− p)hud + (1− p)2 hdd

]
(3.10)

Αυτό το αποτέλεσvμα είναι σvύμφωνο με την αρχή της ουδέτερης ρίσvκου αποτίμησvης η οποία

αναφέρθηκε προηγουμένως. Οι μεταβλητές p2
, 2p (1− p) και (1− p)2

είναι οι πιθανότητες ο

άνω, ο μεσvαίος και ο κάτω αντίσvτοιχα τελικός κόμβος να είναι ο τελικός προορισvμός της τιμής

της μετοχής. Φυσvικά εκτός από δικαιώματα αγοράς με την μέθοδο αυτή αποτιμώνται εξίσvου

και τα δικαιώματα πώλησvης.
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3.1.4 Διωνυμικό Δέντρο και δικαιώματα προαίρεσvης Αμερικανικού

τύπου

΄Εως τώρα τα δικαιώματα που μελετήθηκαν ήταν όλα Ευρωπαϊκού τύπου. Το Διωνυμικό

Δέντρο μπορεί να αποτιμά και δικαιώματα Αμερικανικού τύπου. Η διαδικασvία όμως περιέχει

μια διαφορά: Το μονοπάτι της τιμής της μετοχής θα πρέπει να εξετασvτεί από το τέλος προς

την αρχή, ελέγχοντας σvε κάθε κόμβο κατά πόσvο είναι βέλτισvτο να γίνει πρόωρη άσvκησvη του

δικαιώματος. Η τιμή του δικαιώματος σvτους τελικούς κόμβους είναι η ίδια, όπως και για το

ευρωπαϊκό δικαίωμα, ενώ σvτους ενδιάμεσvους κόμβους η τιμή θα πρέπει να είναι μεγαλύτερη

από:

� Την προεξοφλημένη μελλοντική απόδοσvη, όπως προκύπτει από την εξίσvωσvη (3.5)

� Την απόδοσvη από την πρώιμη άσvκησvη του δικαιώματος

3.1.5 Σχέσvη μεταβλητότητας σv με τα u και d

Πρακτικά, κατά τη δημιουργία ενός διωνυμικού δέντρου προς παρουσvίασvη των κινήσvεων της

τιμής κάποιας μετοχής, οι παράμετροι u και d επιλέγονται έτσvι ώσvτε να είναι αρκετά κοντά σvτην

μεταβλητότητα σ της τιμής της μετοχής. Για να σvυμβεί αυτό υποτίθεται ότι η αναμενόμενη

απόδοσvη της μετοχής (σvε πραγματικό περιβάλλον) είναι µ και η μεταβλητότητα της είναι σ. Το

σvχήμα 3.3 (α) δείχνει τις κινήσvεις της τιμής της μετοχής σvτο πρώτο επίπεδο ενός διωνυμικού

δέντρου. Το βήμα έχει διάρκεια ∆t . Η τιμή της μετοχής ξεκινάει από S0 και κινείται είται

ανοδικά σvτο S0u είτε καθοδικά σvτο S0d. Η πιθανότητα ανοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής

σvε πραγματικό περιβάλλον είναι p∗.

S0

S0d

S0u

(1− p ∗
)

p
∗

(α)

S0

S0d

S0u

(1− p)

p

(β)

Σχήμα 3.3: Μεταβολή της τιμής της μετοχής σvε χρόνο ∆t σvε πραγματικό περιβάλλον (α) και

σvε περιβάλλον ουδέτερο κινδύνου (β)

Η αναμενόμενη τιμή της μετοχής σvτο τέλος του πρώτου βήματος είναι S0e
µ∆t

. Στο δέντρο η

αναμενόμενη τιμή της μετοχής την ίδια σvτιγμή είναι:

p∗S0u+ (1− p∗)S0d
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Προς σvυμφωνία της αναμενόμενης απόδοσvης της μετοχής με τις παραμέτρους του δέντρου,

προκύπτει:

p∗S0u+ (1− p∗)S0d = S0e
µ∆t

ή

p∗ =
eµ∆t − d
u− d (3.11)

Η μεταβλητότητα της τιμής κάποιας μετοχής ορίζεται έτσvι ώσvτε το σ να είναι η τυπική απόκλισvη

της απόδοσvης σvτην τιμή της μετοχής, κατά τη διάρκεια μιας μικρής χρονικής περιόδου ∆t.

Προφανώς τότε η διασvπορά της απόδοσvης της τιμής της μετοχής είναι σ2
. Στο δέντρο η

διασvπορά της απόδοσvης της τιμής της μετοχής είναι:

p∗u2 (1− p∗) d2 − [p∗u+ (1− p∗) d]2 .

Για να σvυμφωνεί η μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής με τις παραμέτρους του δέντρου θα

πρέπει να ισvχύει:

p∗u2 (1− p∗) d2 − [p∗u+ (1− p∗) d]2 = σ2
√

∆t

Αντικαθισvτώντας από την εξίσvωσvη (3.11) σvτην (3.12) προκύπτει:

eµ∆t (u+ d)− ud− e2µ∆t = σ2
√

∆t (3.12)

Αμελώντας τους όρους ∆t2 και μεγαλύτερες δυνάμεις του ∆t, προκύπτει:

u = eσ
√

∆t
(3.13)

d = e−σ
√

∆t
(3.14)

Η ανάλυσvη αυτή δείχνει ότι το δέντρο του σvχήματος 3.3 (α) είναι δυνατόν να αντικατασvταθεί

από αυτό του σvχήματος 4.3 (β), όπου η πιθανότητα ανοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής

είναι p, και έχει σvυμπεριφορά περιβάλλοντος ουδέτερου ρίσvκου. Η μεταβλητή p δίνεται από

την σvχέσvη (3.6) ως:

p =
a− d
u− d,

όπου

a = er∆t

είναι η ουδέτερη ρίσvκου πιθανότητα ανοδικής κίνησvης της τιμής της μετοχής. Στο σvχήμα 3.3

(β) η αναμενόμενη τιμή της μετοχής σvτο τέλος του χρονικού βήματος είναι όπως δίνεται σvτην

εξίσvωσvη (3.4). Η διασvπορά της απόδοσvης της τιμής της μετοχής είναι:

pu2 (1− p) d2 − [pu+ (1− p) d]2 = er∆t (u+ d)− ud− e2r∆t

Αντικαθισvτώντας τα u και d από τις σvχέσvεις (3.13) και (3.14) καταλήγουμε πως η διασvπορά
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είναι ίσvη με σ
√

∆t. Η ανάλυσvη αυτή φανερώνει ότι καθώς κινούμασvτε από το πραγματικό

περιβάλλον σvτο περιβάλλον ουδέτερου κινδύνου, η αναμενόμενη απόδοσvη της μετοχής μετα-

βάλλεται, αλλά η μεταβλητότητα της παραμένει η ίδια.

3.1.6 Διωνυμικό Δέντρο πολλαπλών επιπέδων

Στην πράξη Διωνυμικά Δέντρα ενός ή δύο επιπέδων δεν χρησvιμοποιούνται, καθώς ο εκάσvτοτε

αναλυτής δεν μπορεί παρά να προσvδοκά πολύ μικρής ακρίβειας προσvέγγισvη σvτην κίνησvη της

τιμής της μετοχής, αν θεωρεί δέντρα μόνο ένός ή δύο επιπέδων κατά τη διάρκεια ζωής του

δικαιώματος προαίρεσvης. Στην πρακτική εφαρμογή της μεθόδου σvτην αποτίμησvη δικαιωμάτων,

η μοντελοποίησvη της τιμής της υποκείμενης γίνεται με 30 ή περισvσvότερα επίπεδα, καθένα από

τα οποία παρισvτάνει μία χρονική σvτιγμή.

S0

S0d

S0u

S0d
2

S0

S0u
2

S0u
3

S0u

S0d

S0d
3

S0u
4

S0u
2

S0

S0d
2

S0d
4

(1− p)

p

p
2

(1− p)p

(1− p)p

(1− p) 2

p
3

(1− p)p 2

(1− p)p
2

(1− p) 2p

(1− p)
2 p

(1− p) 3

p
4

(1− p)p 3

(1− p)p
3

(1− p) 2p 2

(1− p)
2 p

2

(1− p) 3p

(1− p)
3 p

(1− p) 4

Σχήμα 3.4: Διωνυμικό Δέντρο πολλαπλών επιπέδων για αποτίμησvη δικαιωμάτων προαίρεσvης.

Το σvχήμα 3.4 παρουσvιάζει ένα ολοκληρωμένο δέντρο με τιμές της μετοχής έτσvι όπως όντως

χρησvιμοποιείται σvτην αποτίμησvη δικαιωμάτων. Στο χρόνο μηδέν η τιμή της μετοχής είναι S0, ο

σvυμβολισvμός είναι γνωσvτός. Μετά από ∆t χρόνο υπάρχουν δύο δυνατές τιμές για την μετοχή,

οι S0u και S0d, σvε χρόνο 2∆t υπάρχουν τρείς πιθανές τιμές για την μετοχή κ.ο.κ. Γενικά σvε

χρόνο i θεωρούνται i+ 1 πιθανές τιμές για την μετοχή. Αυτές είναι:

S0u
jdi−j , j = 0, 1, . . . i

Πρέπει να σvημειωθεί ότι η σvχέσvη u = 1
d χρησvιμοποιείται σvτον υπολογισvμό της τιμής της

μετοχής σvε κάθε κόμβο του δέντρου. Η διαδικασvία αποτίμησvης των Δικαιωμάτων ξεκινάει από
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το τέλος του δέντρου (χρόνος T ) και επεξεργάζεται το δέντρο αντίσvτροφα. Για παράδειγμα,

έσvτω ένα δικαίωμα πώλησvης αξίας hp = max (K − ST , 0) και ένα δικαίωμα αγοράς αξίας

hc = max (ST −K, 0) , όπου Κ η τιμή άσvκησvης του δικαιώματος. Επειδή εννοείται ουδέτερο

κινδύνου περιβάλλον, η αξία σvε κάθε κόμβο σvε χρόνο T −∆t μπορεί να υπολογισvθεί από τις

αναμενόμενες αξίες σvε χρόνο T , προεξοφλημένες κατά το επιτόκιο r για χρονική περίοδο ∆t.

Ομοίως μπορούν αν υπολογισvθούν οι αξίες σvτους κόμβους σvε χρόνο T − 2∆t υπολογίζοντας

τις αναμενόμενες αξίες σvε χρόνο T − ∆t, προεξοφλημένες κατά το επιτόκιο r σvε χρονική

περίοδο ∆t κ.ο.κ. Εάν το δικαίωμα είναι Αμερικανικού τύπου τότε θα πρέπει να ελέγχεται

σvε κάθε κόμβο κατά πόσvο η πρόωρη άσvκησvη του δικαιώματος είναι σvυμφέρουσvα. Τελικώς,

με την αντίσvτροφη επεξεργασvία του δέντρου, υπολογίζεται σvτο τελικό σvτάδιο η τιμή V του

δικαιώματος σvε χρόνο μηδέν.

3.1.7 Αλγεβρική έκφρασvη του Διωνυμικού Δέντρου

Ας υποτεθεί ότι ο χρόνος ζωής ενός δικαιώματος πώλησvης Αμερικανικού χωρίζεται σvε N

διασvτήματα διάρκειας ∆t . Συμβολικά, ο j-οσvτός κόμβος σvε χρόνο i∆t θα αναφέρεται ως

(i, j) κόμβος, όπου 0 ≤ i ≤ N και 0 ≤ j ≤ i . Ορίζεται ως Vi,j η τιμή του δικαιώματος

σvτον κόμβο (i, j). Η τιμή της μετοχής σvτον κόμβο (i, j) είναι S0u
jdi−j . Αφού η αξία ενός

δικαιώματος πώλησvης αμερικανικού τύπου είναι hAp = max (K − St) τότε ισvχύει:

hN,j = max
(
K − S0u

jdi−j , 0
)
, j = 0, 1, . . . , N

Υπάρχει η πιθανότητα p μετακίνησvης από τον κόμβο (i, j) σvε χρόνο i∆t, σvτον κόμβο (i+ 1, j + 1),

σvε χρόνο (i+ 1) ∆t, και η πιθανότητα 1− p μετακίνησvης από τον κόμβο (i, j) σvε χρόνο i∆t,

σvτον κόμβο (i + 1, j) σvε χρόνο (i+ 1) ∆t. Υποθέτοντας ότι το δικαίωμα δεν θα ασvκηθεί

πρόωρα, η ουδέτερη ρίσvκου αποτίμησvη δίνει:

hi,j = e−r∆t [phi+1,j+1 + (1− p)hi+1,j ]

για 0 ≤ i ≤ N −1 και 0 ≤ j ≤ i. Εάν η πρόωρη άσvκησvη του δικαιώματος ληφθεί υπόψη, αυτή

η τιμή πρέπει να σvυγκριθεί με την εσvωτερική αξία του δικαιώματος:

Vi,j = max
{
K − S0u

jdi−j , e−r∆t [pVi+1,j+1 + (1− p)Vi+1,j ] , 0
}

Πρέπει να σvημειωθεί ότι επειδή οι υπολογισvμοί ξεκινούν σvε χρόνο T και η διαδικασvία σvυνεχίζει

αντίσvτροφα σvτο χρόνο, η αξία σvε χρόνο i∆t περιλαμβάνει όχι μόνο την επίδρασvη της πιθα-

νότητας πρόωρης άσvκησvης σvε χρόνο i∆t, αλλά και την επίδρασvη της πιθανότητας πρόωρης

άσvκησvης σvε επακόλουθους χρόνους.
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3.2 Στοχασvτική ανάλυσvη

3.2.1 Στοχασvτικές διαφορικές εξισvώσvεις (Stochastic Di�erential Equa-

tions)

Κάθε μεταβλητή η τιμή της οποίας αλλάζει σvτη διάρκεια του χρόνου με τρόπο αβέβαιο λέγεται

ότι ακολουθεί μια σvτοχασvτική διαδικασvία. Οι σvτοχασvτικές διαδικασvίες κατηγοριοποιούνται σvε

διακριτού και σvυνεχούς χρόνου. Μία σvτοχασvτική διαδικασvία διακριτού χρόνου είναι εκείνη

κατά την οποία η τιμή της μεταβλητής μπορεί να μεταβληθεί μόνο σvε σvυγκεκριμένες τιμές

σvτο χρόνο, ενώ σvε μία διαδικασvία σvυνεχούς χρόνου η μεταβλητή μπορεί να μεταβάλλεται κάθε

σvτιγμή. Επίσvης υπάρχουν οι διαδικασvίες διακριτής μεταβλητής και σvυνεχούς μεταβλητής.

Στην πρώτη κατηγορία η μεταβλητή μπορεί να πάρει μόνο σvυγκεκριμένες τιμές σvτη διάρκεια

του χρόνου ενώ σvτη δεύτερη η μεταβλητή μπορεί να πάρει οποιεσvδήποτε τιμές.

Η πιο δημοφιλής μέθοδος μοντελοποίησvης των τιμών των μετοχών χρησvιμοποιεί τις σvτοχα-

σvτικές διαφορικές εξισvώσvεις. ΄Εσvτω S (t) μία σvτοχασvτική διαδικασvία (όπως είναι η διακύμανσvη

των τιμών των μετοχών)[11][13] την οποία ορίζουμε ως τύπου διάχυσvης, αν ακολουθεί την

παρακάτω διαφορική εξίσvωσvη:

S (t+ ∆t)− S (t) = µ (t, S (t)) ∆t+ σ (t, S (t)) ∆W (t)

όπου

∆W (t) = W (t+ ∆t)−W (t)

� Ο όρος µ (t, S (t)) αποτελεί την τάσvη του S (t).

� Ο όρος σ (t, S (t)) αποτελεί την διακύμανσvη, αλλιώς γνωσvτός ως σvτοχασvτικός όρος.

� Η προσvαύξησvη ∆W (t) αναφέρεται σvτοW το οποίο ονομάζεται ανέλιξη Wiener (Wiener

process), η οποία εξηγείται εκτενώς παρακάτω.

3.2.2 Μαρκοβιανές ανελίξεις (Markov Processes)

Μία διαδικασvία Markov είναι ένας σvυγκεκριμένος τύπος σvτοχασvτικής διαδικασvίας όπου μόνο

η παρούσvα τιμή της μεταβλητής παίζει ρόλο σvτην πρόβλεψη του μέλλοντος. Η παρελθοντική

ισvτορία της μεταβλητής και ο τρόπος με τον οποίο το παρόν προκύπτει από το παρελθόν είναι

ανεξάρτητα. Οι διακυμάνσvις των τιμών των μετοχών σvυνήθως ακολουθούν μια διαδικασvία

Markov. ΄Εσvτω μια μετοχή της IBM με τιμή $100. Εάν η μετοχή ακολουθεί διαδικασvία

Markov οι προβλέψεις για το μέλλον δεν θα έπρεπε να επηρεάζονται από την τιμή της μετοχής

μία εβδομάδα πριν, ένα μήνα πριν ή ένα χρόνο πριν. Το μοναδικό σvχετικό κομμάτι πληροφορίας
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που υπάρχει είναι ότι η τιμή της μετοχής σvήμερα είναι $100. Οι προβλέψεις για το μέλλον είναι

αβέβαιες και πρέπει να εκφράζονται με όρους πιθανοτήτων κατανομής. Η ιδιότητα Markov

υποδηλώνει ότι οι πιθανότητες κατανομής της τιμής της μετοχής σvε οποιαδήποτε μελλοντική

χρονική σvτιγμή είναι ανεξάρτητες, οποιοδήποτε μονοπάτι και αν ακολούθησvε η τιμή μέχρι την

παρούσvα σvτιγμή.

HXt θα είναιΜarkov ⇐⇒ P(Xt+i = S|X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xt = it) = P(Xt+1 = S|Xt = it)

3.2.3 Στοχασvτικές ανελίξεις σvυνεχούς χρόνου

΄Εσvτω μια μετοχή η οποία ακολουθεί μία διαδικασvία Markov. Υποτίθεται ότι η τρέχουσvα

τιμή της μεταβλητής είναι 10 και ότι η μεταβολή σvτην τιμή της σvτη διάρκεια ενός χρόνου

είναι ϕ(0, 1), όπου ϕ(µ, σ) σvυμβολίζει την πιθανότητα μιας κανονικά κατανεμημένης τυχαίας

μεταβλητής με μέσvη τιμή µ και τυπική απόκλισvη σ. Η μεταβολή σvτην τιμή της μεταβλητής

μετά από 2 χρόνια είναι το άθροισvμα των δύο κανονικών κατανομών, κάθε μια εκ των οποίων

έχει μηδενική μέσvη τιμή και τυπική απόκλισvη 1. Επειδή η μεταβλητή είναι Markov οι δύο

κατανομές πιθανότητας είναι ανεξάρτητες. Κατά την πρόσvθεσvη δύο ανεξάρτητων κανονικών

κατανομών το αποτέλεσvμα είναι μία νέα κανονική κατανομή με μέσvη τιμή το άθροισvμα των δύο

μέσvω τιμών και διασvπορά το άθροισvμα των δύο διασvπορών. Για τη σvυγκεκριμένη μεταβλητή,

μετά από δύο χρόνια θα παρουσvιάσvει μεταβολή με μέσvη τιμή 0 και διασvπορά 2. ΄Αρα. η τυπική

απόκλισvή της θα είναι ίσvη με
√

2. Συνεπώς, θα παρουσvιάσvει κατανομή πιθανότητας ϕ
(
0,
√

2
)
.

Για την μεταβολή της μεταβλητής σvε χρονική διάρκεια 6 μηνών, καθώς για την διάρκεια των

δύο εξαμήνων του έτους (1o και 2o) παρουσvιάζεται η ίδια διασvπορά, τα µ1, µ2 όπως και τα

σ1, σ2 θεωρούνται ισvότιμα. Συνεπώς η διασvπορά της μεταβολής της μεταβλητής κατά την

διάρκεια 6 μηνών παρουσvιάζει την μισvή διασvπορά από αυτή που παρουσvιάζει για την διάρκεια

ενός έτους. ΄Αρα η κατανομή πιθανοτήτων για 6 μήνες είναι ϕ
(
0,
√

0.5
)
. Με την ίδια λογική

υπολογίζεται και η κατανομή πιθανοτήτων για διάρκεια 3 ή οσvωνδήποτε μηνών. Γενικεύοντας,

η κατανομή πιθανότητας της μεταβολής της μεταβλητής για χρονική διάρκεια T μηνών είναι

ϕ

(
0,
√

T
12

)
.

3.2.4 Ορισvμός ανέλιξης Wiener

Η διαδικασvία την οποία ακολούθησvε η μεταβλητή και η οποία αναλύθηκε παραπάνω είναι

γνωσvτή ως διαδικασvία Wiener και αποτελεί σvυγκεκριμένο τύπο της σvτοχασvτικής διαδικασvίας

Markov, με μέσvη τιμή μηδέν και ποσvοσvτό διασvποράς (variance rate) 1 ανά έτος.

Τυπικά, μια μεταβλητή S ακολουθεί μια Wiener διαδικασvία όταν ικανοποιεί τις δύο παρακάτω

ιδιότητες:
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Ιδιότητα 1: Η μεταβολή ∆W κατά τη διάρκεια μιας μικρής χρονικής περιόδου ∆t είναι

∆W = ε
√

∆t (3.15)

όπου το ε έχει σvυγκεκριμένη κατανομή ϕ (0, 1) .

Ιδιότητα 2: Οι τιμές του ∆W για δύο οποιαδήποτε διαφορετικά διασvτήματα ∆t είναι ανε-

ξάρτητες.

Από την πρώτη ιδιότητα προκύπτει ότι το ∆W ακολουθεί και αυτό κανονική κατανομή με:

� μέσvη τιμή 0

� τυπική απόκλισvη
√

∆t

� διασvπορά ∆t

Η δεύτερη ιδιότητα υποδηλώνει ότι η μεταβλητή S ακολουθεί διαδικασvία Markov. Η μεταβολή

της τιμής του S κατά την διάρκεια ενός σvχετικά μεγάλου χρονικού διασvτήματος T μπορεί να

σvυμβολισvτεί ως W (T ) −W (0). Η μεταβολή αυτή μπορεί να θεωρηθεί ως το άθροισvμα των

μεταβολών του S σvε N πολύ μικρά χρονικά διασvτήματα διάρκειας ∆t όπου

N =
T

∆t
.

΄Αρα

W (T )−W (0) =
N∑
t=1

εi
√

∆t (3.16)

όπου τα εi (i = 1, 2, . . . , N) ακολουθούν κατανομή ϕ (0, 1).

Από τη δεύτερη ιδιότητα της διαδικασvίαςMarkov είναι γνωσvτό ότι τα εi είναι ανεξάρτητα μεταξύ

τους. Από την εξίσvωσvη 3.13 προκύπτει ότι το W (T ) −W (0) είναι κανονικά κατανεμημένο

με

� μέσvη τιμή 0

� τυπική απόκλισvη N∆t = T

� διασvπορά
√
T

Παράδειγμα ΄Εσvτω ότι η τιμή S μιας μεταβλητής η οποία ακολουθεί μια διαδικασvία Markov

είναι αρχικά 25, και ότι ο χρόνος μετριέται σvε χρόνια. Στο τέλος του πρώτου χρόνου η

τιμή της μεταβλητής είναι κανονικά κατανεμημένη με μέσvη τιμή 25 και τυπική απόκλισvη

1. Μετά από 5 χρόνια, η μεταβλητή είναι κανονικά κατανεμημένη με μέσvη τιμή 25 και

τυπική απόκλισvη
√

5 ή 2,236. Η αβεβαιότητα για την τιμή της μεταβλητής σvε κάποια

σvτιγμή σvτο μέλλον, η οποία μετράται σvε όρους τυπικής απόκλισvης, αυξάνεται παράλληλα

με την τετραγωνική ρίζα του χρονικού ορίζοντα.

34



3.2.5 Γενικευμένη ανέλιξη Wiener

Η μέσvη μεταβολή ανά μονάδα χρόνου για μια σvτοχασvτική διαδικασvία όνομάζεται ποσvοσvτό

μεταβολής (drift rate), ενώ η διασvπορά ανά μονάδα χρόνου ονομάζεται ποσvοσvτό διασvποράς

(variance rate). Η βασvική διαδικασvία Wiener, dW , έχει ποσvοσvτό μεταβολής μηδέν και ποσvο-

σvτό διασvποράς 1. Το μηδενικό ποσvοσvτό μεταβολής σvημαίνει ότι η προσvδοκώμενη τιμή της W ,

σvε οποιαδήποτε μελλοντική σvτιγμή, θα είναι ίσvη με την τιμή της σvτο παρόν. Η γενικευμένη

διαδικασvία Wiener για μία μεταβλητή S μπορεί να εκφρασvθεί με όρους dW ως εξής:

dS = µdt+ σdW (3.17)

όπου µ,σ σvταθερές.

Για την καλύτερη κατανόησvη της παραπάνω σvχέσvης είναι σvημαντικό να εξετάσvει κανείς χω-

ρισvτά τους όρους της δεξιάς πλευράς της εξίσvωσvης. Ο όρος µdt υποδηλώνει ότι το S έχει

αναμενόμενο ποσvοσvτό μεταβολής µ ανά μονάδα χρόνου. Χωρίς τον όρο σdW η εξίσvωσvη α-

πλοποιείται σvτηνdS = µdt, κάτι που υποδηλώνει ότι dS/dt = µ και, ολοκληρώνοντας ως προς

το χρόνο, προκύπτει:

S = S0 + µt

όπου S0 είναι η τιμή του S σvε μηδενικό χρόνο. Για μία περίοδο χρόνου T , η μεταβλητή S

αυξάνεται κατά το ποσvό µT . Ο όρος σdW μπορεί να θεωρηθεί ως η προσvθήκη θορύβου ή

μεταβλητότητας του μονοπατιού που ακολουθεί η μεταβλητή. Το ποσvό αυτού του θορύβου

ή της μεταβλητότητας είναι σ φορές μια διαδικασvία Wiener. Μία διαδικασvία Wiener έχει

μεταβλητότητα 1. Επομένως σ φορές μια διαδικασvία Wiener έχει μεταβλητότητα σ. Για μικρά

διασvτήματα ∆t, η μεταβολή ∆S δίνεται από τις εξισvώσvεις (3.15) και (3.17):

∆S = µ∆t+ σε
√

∆t

΄Οπου, όπως και προηγουμένως, το ε ακολουθεί τυπική κανονική κατανομή. Συνεπώς, το ∆S

ακολουθεί κανονική κατανομή με:

� μέσvη τιμή µdt

� τυπική απόκλισvη σ
√

∆t

� διασvπορά σ2∆t

Με παρόμοια επιχειρήματα με αυτά που χρησvιμοποιήθηκαν για την διαδικασvία Wiener φαίνεται

ότι η μεταβολή σvτην τιμή του S σvε χρονικό διάσvτημα T είναι κανονικά κατανεμημένη με:

� μέσvη τιμή µT

� τυπική απόκλισvη σ
√
T
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� διασvπορά σ2T

Σχήμα 3.5: Γενικευμένη διαδικασvία Wiener με a = µ = 0.3 και b = σ = 1.15.

Κατά σvυνέπεια, η γενικευμένη διαδικασvίαWiener της εξίσvωσvης (3.16) έχει ποσvοσvτό μεταβολής

µ και ποσvοσvτό διασvποράς σ2
ως φαίνεται και σvτο σvχήμα 3.5.

3.2.6 Διαδικασvία Itô

Είναι δυνατόν να ορισvτεί ακόμη ένας τύπος σvτοχασvτικής διαδικασvίας γνωσvτός ως διαδικασvία

Itô. Η διαδικασvία Itô είναι και αυτή μία γενικευμένη διαδικασvία Wiener της οποίας όμως οι

παράμετροι µ και σ είναι σvυναρτήσvεις των υποκείμενων μεταβλητών S και t. Μια διαδικασvία

Itô μπορεί να εκφρασvθεί αλγεβρικά ως εξής:

dS = µ (S, t) dt+ σ (S, t) dW

Τόσvο το ποσvοσvτό μεταβολής όσvο και το ποσvοσvτό διασvποράς μίας διαδικασvίας Itô μεταβάλ-

λονται με την πάροδο του χρόνου. Για ένα μικρό χρονικό διάσvτημα μεταξύ t και t + ∆t η

μεταβλητή μεταβάλλεται από S σvε S + ∆S όπου:

∆S = µ∆t+ σε
√

∆t

Η παραπάνω σvχέσvη εμπεριέχει μία μικρή προσvέγγισvη. Γίνεται η υπόθεσvη ότι τα ποσvοσvτά

μεταβολής και διασvποράς του S παραμένουν σvταθερά σvτο χρονικό διάσvτημα μεταξύ t και

t+ ∆t.
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3.2.7 Γεωμετρική Κίνησvη Brown (Geometric Brownian Motion)

3.2.7.1 Ισvτορική Αναδρομή

Την πρώτη φορά που σvυναντάμε την έννοια της Κίνησvης Brown, είναι όταν το 1828, ο βοτανο-

λόγος Robert Brown προσvπάθησvε να παρατηρήσvει την κίνησvη που εκτελούν μικρά σvωματίδια

γύρης μέσvα σvε κάποιο υγρό. Η τυχαία πορεία που ακολουθούσvαν τα μικρά αυτά σvωματίδια

ήταν κάτι το περίεργο καθώς υπό τις ίδιες ακριβώς σvυνθήκες, το σvωματίδιο ακολουθούσvε κά-

θε φορά και διαφορετική τροχιά μέσvα σvτο υγρό. Επομένως, εισvήγαγε την έννοια της κίνησvης

Brown σvαν ένα πιθανοθεωρητικό μοντέλο με σvκοπό την περιγραφή και ανάλυσvη της κίνησvης

μικρών σvωματιδίων μέσvα σvε ένα υγρό. Εύσvτοχα θεωρήθηκε το όλο πείραμα σvαν ένα πείρα-

μα τύχης, καθώς δύο ίδια σvωματίδια διαγράφουν διαφορετικές τροχιές υπό τις ίδιες αρχικές

σvυνθήκες. Ακολούθησvε ο Albert Einstein το 1905, εξηγώντας πλήρως τη φύσvη της κίνησvης

αυτής και την εξάρτησvη της από τις σvυγκρούσvεις των σvωματιδίων με τα μόρια του υγρού.

Λίγο νωρίτερα, το 1900, ο Louis Bachelier είχε προλάβει να μελετήσvει εκτενώς την κίνησvη

Brown και να έχει την πρωτοπόρα ιδέα να την αξιοποιήσvει σvε κάτι εντελώς διαφορετικό, σvτην

μοντελοποίησvη της τιμής μιας μετοχής. Με λίγα λόγια, ο Bachelier αντισvτοίχησvε τις αντιδρά-

σvεις της τιμής μιας μετοχής, που οφείλονται σvε μια σvειρά από παράγοντες και πληροφορίες

σvτην αγορά, με τις σvυγκρούσvεις ενός σvωματιδίου που οφείλονται σvτην κίνησvη του μέσvα σvε

υγρό.

Αυτή η «μαγική ικανότητα» που έδειχνε να έχει η κίνησvη Brown, οδήγησvε σvε περαιτέρω

μελέτη της, ούτως ώσvτε να έρθει η μαθηματική θεμελίωσvη της ως μια σvτοχασvτική ανέλιξη από

τους Norbert Weiner (1923) και Paul Levy (1948). Προς τιμή τους μάλισvτα, η σvτοχασvτική

ανέλιξη που περιγράφει την κίνησvη Brown καλείται και Weiner-Levy σv.α. Η ανέλιξη Weiner-

Levy, η οποία ορίζεται παραπάνω, έχει πολλές και χρήσvιμες ιδιότητες για αυτό και θεωρείται ο

θεμελιώδης λίθος όλων των άλλων σvτοχασvτικών ανελίξεων που ακολούθησvαν. Μειονέκτημά

της είναι το ότι δεν αποτελεί και το πλέον ρεαλισvτικό μοντέλο, αλλά σvυνεχίζει να είναι ένα

από τα πιο εύχρησvτα εργαλεία σvτη μοντελοποίησvη πολλών φαινομένων σvε διάφορους κλάδους,

όπως τα χρηματοοικονομικά, η βιολογία, η ρευσvτομηχανική, οι τηλεπικοινωνίες και άλλα.

3.2.7.2 Ορισvμός

Για να μοντελοποιήσvουμε την πορεία της μετοχής, ξεκινάμε από την υπόθεσvη πως οι αποδόσvεις,

και όχι οι τιμές των μετοχών, ακολουθούν ανέλιξη Wiener[5]. Οι αποδόσvεις μπορούν να είναι

είτε θετικές είτε αρνητικές οπότε έχουμε το εξής μοντέλο:

dS

S
= µdt+ σdW

με
dx
x να είναι οι αποδόσvεις της μετοχής και dW η ανέλιξη Wiener. Η παραπάνω εξίσvωσvη

μπορεί να γραφεί ως εξής:
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dS = µSdt+ σSdW

Η εξίσvωσvη αυτή είναι μια σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη (S.D.E.) η οποία περιγράφει τη

διαδικασvία με την οποία εξελίσvσvονται οι αποδόσvεις των μετοχών σvτη διάρκεια του χρόνου.

Για να αποκτήσvουμε την αντίσvτοιχη διαδικασvία για τη μετοχή, θέτουμε Z = ln (S) έτσvι ώσvτε

dZ = dS
S , και εφαρμόζοντας το λήμμα του Itô1

, έχουμε:

dZ =

(
µ− σ2

2

)
dt+ σdW (t)

το οποίο αν ολοκληρώσvουμε οδηγούμασvτε σvτα:

Z = Z (0) +

(
µ− σ2

2

)
t+ σW (t)

και

Z (0) = lnS (0)

οπότε

lnS (t) = lnS (0) +

(
µ− σ2

2

)
t+ σW (t)

και αν υψώσvουμε και τα δύο μέλη της τελευταίας σvτην e έχουμε:

S (t) = S (0) exp

((
µ− 1

2
σ2

)
t+ σW

)
Παρατηρούμε ότι:

Z (t)− Z (0) ∼ N
((

µ− 1

2
σ2

)
t, σ
√
t

)
Από το οποίο καταλήγουμε ότι η S (t) ακολουθεί τη λογαριθμοκανονική κατανομή με σvυνάρ-

τησvη πυκνότητας πιθανότητας:

f (S (t) , t, S (0)) =
1

S (t)σ
√

2t
exp

− ln
(
S(t)
S(0)

)
−
(
µ− 1

2σ
2
)
t

2σ2t


1dG =

(
∂G
∂x
α+ ∂G

t
+ 1

2
∂2G
∂x2

b2
)
dt+ ∂G

∂x
bdz
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Σχήμα 3.6: Προσvομοίωσvη προόδου τιμής μετοχής, ως κίνησvη Brown, με S0 = $50, r = 3%,

σ = 10%, µ = 4%.
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Σχήμα 3.7: 70 Διαφορετικές προσvομοιώσvεις προόδου τιμών μετοχής, ως κινήσvεις Brown, με
S0 = $50, r = 3%, σ = 10%, µ = 4%.

3.3 Η προσvομοίωσvη Monte Carlo

Η προσvομοίωσvη Monte Carlo πήρε το όνομά της από το διάσvημο καζίνο σvτο Μονακό και η

αρχική χρήσvη της ήταν για την εκτίμησvη πιθανότητας νίκης σvε τυχερά παιχνίδια. Σήμερα όμως

οι εφαρμογές της είναι ευρείας κλίμακας, καθώς χρησvιμοποιείται σvτα χρηματοοικονομικά, τα

μαθηματικά, τη μηχανική, τη φυσvική και πλείσvτους άλλους κλάδους. Το μεγαλύτερο ίσvως

πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι ότι δίνει λύσvη σvε δισvεπίλυτα προβλήματα και μάλισvτα

γρήγορα, καταναλώνοντας ελάχισvτους πόρους και με σvχετικά μεγάλη ακρίβεια.

Στην ουσvία, η προσvομοίωσvη Monte Carlo είναι μια αριθμητική διαδικασvία που εκτιμά την

αναμενόμενη τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής. Κατά τη διαδικασvία αυτή, παράγονται ανεξάρτητες
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τυχαίες μεταβλητές, των οποίων γνωρίζουμε την κατανομή, και, χρησvιμοποιώντας το Νόμο

των Μεγάλων Αριθμών, εκτιμούμε προσvεγγισvτικά την τυχαία μεταβλητή αυτή, λαμβάνοντας

τον μέσvο όρο των τιμών που παράχθηκαν[5][13].

Η Monte Carlo είναι ένα πολύ ευέλικτο και ισvχυρό εργαλείο για την εκτίμησvη ολοκληρωμάτων

και προσvδοκώμενων τιμών. Από τη σvτιγμή που το μεγαλύτερο κομμάτι της ποσvοτικής ανά-

λυσvης σvτα χρηματοοικονομικά και σvτη διαχείρισvη ρίσvκου αφορά σvτον υπολογισvμό ποσvοτήτων

που είναι προσvδοκώμενες τιμές, η προσvομοίωσvη Monte Carlo είναι ευρέως διαδεδομένη σvτον

κλάδο αυτό.

Ας υποθέσvουμε, χάριν παραδείγματος, μια γενική περίπτωσvη προσvέγγισvης της προσvδοκώμενης

τιμής μιας σvυνάρτησvης h μιας τυχαίας μεταβλητής X. ΄Εσvτω ο σvυμβολισvμός:

µ = E [h (X)] .

Μία απλή εφαρμογή της προσvομοίωσvης Monte Carlo μπορεί να περιγραφεί με τα ακόλουθα

βήματα:

1. Παράγουμε δείγματα ή ανεξάρτητες και ταυτόσvημα κατανεμημένες (independent identic-

ally distributed, i.i.d.) μεταβλητές X1, X2, . . . , Xn, που ακολουθούν την ίδια κατανομή

με το X.

2. Η εκτίμησvη της προσvδοκώμενης τιμής µορίζεται ως ο μέσvος όρος του δείγματος

µ̂ =
1

n
[h (X1) + h (X2) + · · ·+ h (Xn)] .

Ενίοτε, αναφερόμασvτε σvτα σvτοιχεία X1, X2, . . . , Xn ως i.i.d. τυχαίες μεταβλητές που ακολου-

θούν την κατανομή του X. Το μέγεθος του δείγματος n επιλέγεται σvυνήθως να είναι μεγάλος

αριθμός. Πρέπει να σvημειωθεί πως το µ, η ποσvότητα που θέλουμε να εκτιμήσvουμε, είναι ένας

σvταθερός αριθμός, ενώ η εκτιμήτρια Monte Carlo µ̂είναι μια τυχαία μεταβλητή. Η τιμή της

µ̂διαφοροποιείται ανάλογα με το δείγμα.

Για την εκτίμησvη της ίδιας προσvδοκώμενης τιμής µμπορούν να σvχεδιασvτούν πολλοί διαφορετι-

κοί αλγόριθμοι Monte Carlo. ΄Ολοι όμως περιγράφονται με τον ίδιο μαθηματικό φορμαλισvμό:

΄Εσvτω H μια τυχαία μεταβλητή, τέτοια ώσvτε µ = E [H]. Τότε η αντίσvτοιχη εκτιμήτρια Monte

Carlo θα δίνεται από τη σvχέσvη

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Hi,

όπου H1, H2, . . . ,Hn είναι i.i.d. αντίγραφα του H.

Γενικότερα, οι μέθοδοι Monte Carlo βασvίζονται σvτην αναλογία μεταξύ πιθανότητας και όγκου

δεδομένων. Η υποκείμενη αρχή της προσvομοίωσvης Monte Carlo είναι, όπως αναφέρθηκε

40



νωρίτερα, ο Νόμος των Μεγάλων Αριθμών. Αυτός μας εξασvφαλίζει πως καθώς το μέγεθος

του δείγματος n→∞τότε

µ̂ =
1

n
(H1 +H2 + · · ·+Hn)→ E [H] = µ

με πιθανότητα 1. ΄Ετσvι, με μεγαλύτερα n η εκτιμήτρια µ̂προσvεγγίζει καλύτερα την πραγματική

τιμή µ.

3.3.1 Σφάλμα και διάσvτημα εμπισvτοσvύνης

΄Εσvτω µ η άγνωσvτη ποσvότητα προς προσvέγγισvη και H μια τυχαία μεταβλητή τέτοια ώσvτε

µ = E [H]. Μια εκτίμησvη για τη µ είναι η

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Hi,

όπου H1, H2, . . . ,Hn i.i.d. τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την κατανομή του H. ΄Οπως

προαναφέρθηκε, βάσvει του Νόμου των μεγάλων αριθμών, όσvο μεγαλύτερο το n τόσvο το µ̂

βρίσvκεται πιο κοντά σvτο µ. Πόσvο κοντά όμως· Αφού η µ̂ είναι μια τυχαία μεταβλητή, το ίδιο θα

ισvχύει και για το σvφάλμα µ̂− µ. ΄Αρα, αυτό που αναζητούμε είναι η κατανομή του σvφάλματος

και όχι το σvφάλμα με την σvυνήθη του σvημασvία.

Ας σvυμβολίσvουμε με σ2
H τη διακύμανσvη του H. Συνεπάγεται του κεντρικού οριακού θεωρή-

ματος πως, καθώς n→∞, η ποσvότητα

H1 +H2 + · · ·+Hn − nµ
σH
√
n

=

√
n (µ̂− µ)

σH

σvυγκλίνει σvτην κανονική κατανομή. Δηλαδή, για κάθε α ∈ R,

P
{√

n (µ̂− µ)

σH
≤ α

}
→ Φ (α) .

Απλούσvτερα, το σvφάλμα µ̂−µ είναι, κατά προσvέγγισvη, κατανεμημένο κανονικά, με μέσvο 0 και

διακύμανσvη σ2
H/n. Αυτή η ασvυμπτωτική ανάλυσvη μας δίνει επίσvης τα διασvτήματα εμπισvτοσvύνης

για την εκτιμήτρια Monte Carlo µ̂. Ακριβέσvτερα, έπεται της παραπάνω σvχέσvης ότι το 1 − α
διάσvτημα εμπισvτοσvύνης για το μ είναι κατά προσvέγγισvη

µ̂± zα
2

σH√
n
,

όπου το zα
2
ορίζεται από την εξίσvωσvη Φ

(
−zα

2

)
= α

2 . Τα διασvτήματα εμπισvτοσvύνης είναι τυ-

χαία διασvτήματα. ΄Ενα 1 − α διάσvτημα εμπισvτοσvύνης έχει πιθανότητα 1 − α να εμπεριέχει

την πραγματική τιμή μ. Να σvημειωθεί εδώ πως το πλάτος ενός διασvτήματος εμπισvτοσvύνης
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μικραίνει καθώς το μέγεθος n του δείγματος μεγαλώνει, κάτι διαισvθητικά φυσvικό. Αν τε-

τραπλασvιάσvουμε το μέγεθος του δείγματος, το διάσvτημα εμπισvτοσvύνης υποδιπλασvιάζεται, το

οποίο είναι προφανές από την ύπαρξη της ποσvότητας
√
n σvτην πιο πάνω σvχέσvη.

Στην πράξη, η τυπική απόκλισvη σH είναι σvπανίως γνωσvτή. Αντί αυτής, χρησvιμοποιείται η

τυπική απόκλισvη του δείγματος

sH =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Hi − µ̂)2 =

√√√√ 1

n− 1

(
n∑
i=1

H2
i − nµ̂2

)
.

Η αντικατάσvτασvη αυτή είναι δόκιμη, καθώς το sH σvυγκλίνει σvτο σH με πιθανότητα 1 καθώς

n→∞. Το εμπειρικό διάσvτημα εμπισvτοσvύνης 1− α τότε γίνεται

µ̂± zα
2

sH√
n
.

Η ποσvότητα sH/
√
n καλείται το τυπικό σvφάλμα ( standard error) τηςMonte Carlo εκτιμήτριας

µ̂:

M.S.E. =

√√√√ 1

n (n− 1)

(
n∑
i=1

H2
i − nµ̂2

)
.

Το διάσvτημα εμπισvτοσvύνης του 95%, που χρησvιμοποιείται σvυχνά[5], είναι ίσvο με την εκτιμήτρια

µ̂ σvυν/πλην δύο φορές το τυπικό σvφάλμα (ενδεικτικά z0.025 ≈ 2).

Η διακύμανσvη του H καθορίζει το πλάτος του διασvτήματος εμπισvτοσvύνης και εμμέσvως το

μέγεθος του σvφάλματος µ̂ − µ. ΄Εχοντας ένα δεδομένο μέγεθος δείγματος, όσvο μικρότερη

είναι η διακύμανσvη, τόσvο σvτενότερο το διάσvτημα εμπισvτοσvύνης και άρα τόσvο ακριβέσvτερη η

εκτίμησvη. Κατά τη σvύγκρισvη εκτιμήσvεων, άρα, εκείνη με τη μικρότερη διακύμανσvη είναι η πιο

αποδοτική.

Οι εκτιμήτριες που σvυζητήθηκαν μέχρι σvτιγμής είναι όλες αμερόληπτες:

E [µ̂] = µ.

Η αμεροληψία είναι μία πολύ επιθυμητή ιδιότητα, όμως δεν είναι πάντα εφικτή.

Σε πολλές περιπτώσvεις, αν γράφαμε την σvχετική προσvδοκία σvαν ολοκλήρωμα, θα βρίσvκαμε

πως η διάσvτασvή του είναι πάρα πολύ μεγάλη, έως και άπειρη. Αυτή είναι ακριβώς η κατάσvτασvη

όπου οι προσvομοιώσvεις Monte Carlo είναι απόλυτα χρησvτικές. Η αποτίμησvη παραγώγων

με προσvομοιώσvεις Monte Carlo σvυνήθως περιλαμβάνει την προσvομοίωσvη της εξέλιξης της

τιμής του υποκείμενου τίτλου, της μεταβλητότητας, των επιτοκίων, και άλλων παραμέτρων

του μοντέλου μέσvω μονοπατιών σvτοχασvτικών ανελίξεων. Αντί να επιλέξουμε τυχαία σvημεία

από το διάσvτημα [0,1] ή από το [0, 1]d, κάνουμε δειγματοληψία από έναν χώρο μονοπατιών.
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Ανάλογα με τον τύπο του μοντέλου και του προβλήματος, το πλήθος των διασvτάσvεων του

εν λόγω χώρου μονοπατιών μπορεί να είναι πολύ υψηλό, έως και άπειρο. Το πλήθος των

διασvτάσvεων είναι σvυνήθως ίσvο με το πλήθος των χρονικών σvημείων της προσvομοίωσvης και

αυτό μπορεί να είναι αρκετά μεγάλο για να καθισvτά τον ρυθμό σvύγκλισvης της Monte Carlo

ανταγωνισvτικότερο από εναλλακτικές μεθόδους[13][5].

3.4 Η μέθοδος Longsta�-Schwartz

3.4.1 Περιγραφή μεθόδου

Το πρόβλημα της βέλτισvτης εξάσvκησvης έγκειται σvτη σvύγκρισvη του οφέλους της άμεσvης εξά-

σvκησvης με το προσvδοκώμενο όφελος από την επόμενη εξάσvκησvη και, κατέπέκτασvη, η εξάσvκησvη

του χρεογράφου μόλις η πρώτη βρεθεί να υπερτερεί. Η μέθοδος Longsta�-Schwartz, ή αλλιώς

Least Squares Monte Carlo (L.S.M.), χρησvιμοποιεί παλινδρόμησvη ελαχίσvτων τετραγώνων για

να προσvεγγίσvει τη σvυνάρτησvη του υπό όρους προσvδοκώμενου οφέλους για κάθε χρονική σvτιγ-

μή εξάσvκησvης t1, ..., tN , με προς τα πίσvω επαγωγή, καθώς τα μονοπάτια των χρηματοροών

ορίζονται αναδρομικά. Συγκεκριμένα, τη χρονική σvτιγμή tk−1, η άγνωσvτη μορφή της εξίσvω-

σvης που σvυνδέει τα δύο μεγέθη, μπορεί να προσvεγγισvθεί από έναν γραμμικό σvυνδυασvμό ενός

περατού σvυνόλου F μετρήσvιμων σvυναρτήσvεων βάσvης.

Το δικαίωμα V της υποκείμενης αξίας X που θέλουμε να τιμολογήσvουμε έχει καθαρή αξία

που ορίζετε από την σvυνάρτησvη h και ένα σvύνολο ημερομηνιών εξάσvκησvης t1, . . . , tM . Σε

κάθε ημερομηνία εξάσvκησvης, ο κάτοχος του δικαιώματος έχει την επιλογή είτε να ασvκήσvει

το δικαίωμα, είτε να περιμένει μέχρι την επόμενη σvτιγμή εξάσvκησvης, όπου η διαδικασvία της

επιλογής επαναλαμβάνεται. Τη χρονική σvτιγμή της λήξης Τ ο κάτοχος είτε εξασvκεί, ή το

δικαίωμα εκπνέει χωρίς να προσvφέρει καμία αξία. Το πρόβλημα έγκειται σvτην εύρεσvη ενός

κανόνα διακοπής ο οποίος να σvυμβουλεύει τον κάτοχο για το πότε να εξασvκήσvει το δικαίωμά

του. ΄Ενας τέτοιος κανόνας θα μπορούσvε να βρεθεί αν βρίσvκαμε την προσvδοκώμενη τιμή της

αξίας του δικαιώματος τη χρονική σvτιγμή ti+1, λαμβάνοντας υπ όψιν την τιμή της υποκείμενης

μετοχής και τις παραμέτρους του δικαιώματος τη χρονική σvτιγμή ti:

E [V (Si+1) |Si]

Η βασvική ιδέα της σvυγκεκριμένης μεθόδου παλινδρόμησvης είναι η προσvέγγισvη αυτής της προ-

σvδοκώμενης τιμής (conditional expectation) σvε κάθε χρονική σvτιγμή χρησvιμοποιώντας ένα

σvύνολο R+1 σvυναρτήσvεων ως βάσvεις, L0, . . . , LR, δηλαδή

E [V (Si+1) |Si] ≈
R∑
r=0

βi,rLr (Si) .

Υπάρχουν περιορισvμοί σvτις σvυναρτήσvεις βάσvης που μπορούμε να επιλέξουμε, όπως έχουν
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τεθεί από τις εργασvίες των Clement et al[3] και Glasserman and Yu [14]. Για την εφαρμογή

της μεθόδου σvτην παρούσvα εργασvία, αρκεί αυτές να είναι πλήρεις και γραμμικά ανεξάρτητες.

Οι Longsta� και Schwartz[4] (2001) πρότειναν τη χρήσvη των σvταθμισvμένων πολυωνύμων

Laguerre ως σvυναρτήσvεις βάσvης

L0(X) = e−
X
2

L1(X) = e−
X
2 (1−X)

L2(X) = e−
X
2 (1− 2X +

X2

2
)

Ln(X) = e−
X
2
eX

n!

dn

dXn
(Xne−X)

τα οποία είναι απλώς e−
X
2 φορές τα πολυώνυμα Laguerre. ΄Αλλοι τύποι σvυναρτήσvεων βάσvης

περιλαμβάνουν τα πολυώνυμα Hermite, Legendre και Jacobi.
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Σχήμα 3.8: Γράφημα πολυωνύμων Laguerre L1, L2, . . . , L6

Στόχος είναι η ελαχισvτοποίησvη του αναμενόμενου τετραγώνου σvφάλματος[13]. Παραγωγίζου-

με τη σvχέσvη:

E

(E[V (Si+1 |Si)]−
R∑

r=0

βi ,rLr (Si)

)2


και θέτουμε την παράγωγο ίσvη με το μηδέν. ΄Ετσvι, παίρνουμε:

E [E [V (Si+1 ) |Si ]Lr (Si)] =

R∑
r=0

βiE [Lr (Si)Ls (Si)]

Ορίζουμε τους πίνακες:
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(BLL)r,s = E [Lr (Si)Ls (Si)]

και

(BV L)r = E [E [V (Si+1 ) |Si ]Lr (Si)]

΄Ομως το πολυώνυμο Li (Xi)είναι μετρήσvιμο σvε σvχέσvη με το Xi. ΄Ετσvι η παραπάνω σvχέσvη

γράφεται:

(BV L)r = E [E [V (Si+1 )Lr (Si) |Si ]]

και από τον νόμο των επαναλαμβανόμενων προσvδοκιών
2
[13]:

(BV L)r = E [V (Si+1 )Lr (Si)]

Αντισvτρέφοντας:

β = B−1
LLBV L

Για να βρεθούν οι σvυντελεσvτές β διενεργούμε μια προσvομοίωσvη Monte Carlo της υποκείμενης

μετοχής X0, . . . , XN . Παράγουμε Μ μονοπάτια και θέτουμε:

(
B̂V L

)
r

=
1

M

M∑
m=0

V
(
S

(m)
i+1

)
Lr

(
S

(m)
i

)
και:

(
B̂LL

)
r,s

=
1

M

M∑
m=0

Lr

(
S

(m)
i

)
Ls

(
S

(m)
i

)
Χρησvιμοποιώντας αυτές τις προσvεγγίσvεις, μπορούμε να ορίσvουμε έναν κανόνα βέλτισvτης δια-

κοπής και να εφαρμόσvουμε έναν αλγόριθμο αποτίμησvης για δικαιώματα είτε τύπου Βερμούδων

είτε Αμερικανικού τύπου. Ο αλγόριθμος θα ξεκινάει διενεργώντας παλινδρόμησvη με ελάχισvτα

τετράγωνα:

� Παραγωγή Μ1 μονοπατιών Ν χρονικών σvτιγμών.

� Θέτουμε VN = h (SN ) που είναι η τερματική κατάσvτασvη κάθε μονοπατιού.

� Προχωρώντας προς τα πίσvω από το Ν σvτο 0, διενεργούμε τα ακόλουθα βήματα την

i-οσvτή χρονική σvτιγμή:

2E (X) = E[E (X|Y)]
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– Υπολογίζουμε τις προσvεγγίσvεις

(
B̂LL

)
r,s

και

(
B̂V L

)
r

– Αντισvτρέφουμε τον πίνακα

(
B̂LL

)
r,s

για να βρούμε το σvυντελεσvτή β̂i = B̂−1LL B̂VL

– Υπολογίζουμε τη δεσvμευμένη προσvδοκώμενη τιμή V R
i+1 (Si) =

R∑
r=0

β̂i,rLi (Si).

– Συγκρίνουμε την τιμή αυτή με το h (Si).

– Θέτουμε Vi = h (Si)αν h (Si) > V R
i+1 (Xi) ή Vi = e−r∆tVi+1 αν h (Si) < V R

i+1

Από αυτή τη διαδικασvία λαμβάνουμε το αποτέλεσvμα της παλινδρόμησvης β και μια πιθανή

τιμή για το Vi. Ωσvτόσvο, επειδή χρησvιμοποιήσvαμε τα ίδια μονοπάτια προσvομοίωσvης και για την

παλινδρόμησvη και για την αποτίμησvη, η εκτίμησvη του Vi ενδέχεται να εμπεριέχει μεροληψία[13].

Για να την περιορίσvουμε, χρησvιμοποιούμε ένα νέο σvύνολο Μ2 μονοπατιών για την εκτίμησvη.

Αυτή τη φορά έχουμε την επιλογή να εργασvτούμε είτε προς τα μπροσvτά, είτε προς τα πίσvω.

Αν εργαζόμασvταν ξανά προς τα πίσvω, θα ακολουθούσvαμε την παρά κάτω διαδικασvία:

� Παραγωγή Μ2 μονοπατιών Ν χρονικών σvτιγμών.

� Θέτουμε VN = h (SN ).

� Προχωρώντας προς τα πίσvω από το Ν σvτο 0, διενεργούμε τα ακόλουθα βήματα την

i-οσvτή χρονική σvτιγμή:

– Υπολογίζουμε την τιμή V R
i+1 (Si) =

∑R

r=0
βi,rLi (Si).

– Συγκρίνουμε την τιμή αυτή με το h (Si).

– Θέτουμε Vi = h (Si) αν h (Si) > CRi+1 (Si) ή Vi = e−r∆tVi+1 αν h (Si) < V R
i+1.

� Εξάγουμε τον μέσvο όρο των V0 των Μ2 μονοπατιών για να βρούμε την τιμή του

δικαιώματος.

Με την προς τα πίσvω διαδικασvία όμως, ο αλγόριθμος καταλήγει να κάνει πολλούς επιπλέον

υπολογισvμούς. Για κάθε μονοπάτι σvτο οποίο βρίσvκονται παρά πάνω από μία σvτιγμές σvτις οποίες

θα μπορούσvαμε να εξασvκήσvουμε το δικαίωμα, η μέθοδος αυτή θα κάνει τους υπολογισvμούς

για κάθε μία από αυτές, αντί μόνο για την προηγούμενη. Αν εργαζόμασvταν προς τα εμπρός,

ο αλγόριθμος θα σvταματούσvε αμέσvως μετά την προηγούμενη σvτιγμή εξάσvκησvης, σvύμφωνα με

τον κανόνα βέλτισvτης διακοπής που έχουμε ορίσvει, εξοικονομώντας έτσvι υπολογισvτικό χρόνο.

Για να εργασvτούμε προς τα εμπρός, ακολουθούμε την παρά κάτω διαδικασvία:

� Παραγωγή Μ2 μονοπατιών Ν χρονικών σvτιγμών.

� Για κάθε μονοπάτι, διενεργούμε τα ακόλουθα βήματα:

– Μετράμε από την ημερομηνία εξάσvκησvης 1 έως Ν.
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– Σε κάθε χρονικό βήμα i θέτουμε ti = i∆t.

– Υπολογίζουμε το V R
i+1 (Si) =

∑R
r=0 βi,rLi (Si)

– Αν V R
i+1 < h (Si) ή i = N θέτουμε Vi (0) = e−i∆th (Si).

– Αλλιώς, σvυνεχίζουμε σvτην επόμενη ημερομηνία εξάσvκησvης

� Εξάγουμε τον μέσvο όρο των V0 των Μ2 μονοπατιών.

3.4.2 Σύγκλισvη

Στην πρωτότυπη εργασvία τους, οι Longsta� και Schwartz[4] παρέχουν λιγοσvτές πληροφορίες

σvχετικά με τη σvύγκλισvη του αλγορίθμου τους, εκτός από την απλή μονοπερίοδη περίπτωσvη.

Οι Clement et al[3] παρέχουν μια πιο διεξοδική ανάλυσvη των ιδιοτήτων σvύγκλισvης του αλ-

γορίθμου, αποδεικνύοντας ότι αυτός σvυγκλίνει και βρίσvκοντας αποτελέσvματα σvχετικά με τον

ρυθμό σvύγκλισvης. Οι Glasserman και Yu[14] δίνουν μία ανάλυσvη της σvχέσvης μεταξύ του

αριθμού μονοπατιών που απαιτούνται για ένα σvυγκεκριμένο πλήθος σvυναρτήσvεων βάσvης για

να εξασvφαλισvθεί σvύγκλισvη.

Η μεγαλύτερη δυσvκολία σvτην ανάλυσvη της σvύγκλισvης του αλγορίθμου Longsta�-Schwartz

είναι οι διάφορες πηγές σvφάλματος που ενέχει. Η πρώτη πηγή είναι το γεγονός ότι προσvεγ-

γίζουμε την υπό όρους προσvδοκώμενη τιμή της εξόφλησvης του option μέσvω ενός γραμμικού

σvυνδυασvμού ενός περατού σvυνόλου R+1 σvυναρτήσvεων βάσvης

E [V (Si+1|Si)] ≈
R∑
r=0

βi,rLr (Si)

Καθώς το R→∞, η ακρίβεια αυτής της προσvέγγισvης θα αυξάνεται. Κάτι τέτοιο φυσvικά δεν

είναι πρακτικό, καθώς δεν είναι εφικτό να χρησvιμοποιήσvουμε άπειρες σvε πλήθος σvυναρτήσvεις

βάσvης. Χρησvιμοποιώντας την παραπάνω προσvέγγισvη για την τιμή σvυνέχισvης βρίσvκουμε έναν

μη βέλτισvτο κανόνα διακοπής για το δικαίωμα.

Μια ακόμα πηγή σvφάλματος είναι η προσvέγγισvη των σvυντελεσvτών βi,r από μια παλινδρόμησvη

μονοπατιών Monte Carlo. Χρησvιμοποιούμε ένα σvύνολο R+1 β̂ των οποίων τα Monte Carlo

Error (MCE) θα σvχετίζονται με τον αριθμό των μονοπατιών Μ που χρησvιμοποιούνται σvτην

προσvομοίωσvη. Αφού υπολογίσvουμε αυτό το σvύνολο των προϊόντων της παλινδρόμησvης β̂, το

χρησvιμοποιούμε για να προσvεγγίσvουμε έναν βέλτισvτο κανόνα διακοπής και για να κάνουμε

άλλη μια προσvομοίωσvη Monte Carlo, πράγμα που ενέχει ακόμα μεγαλύτερο σvφάλμα, για να

βρούμε τελικά το V̂0, την τελική τιμή του δικαιώματος.

Κατά την χρήσvη της L.S.M. για τιμολόγησvη Αμερικανικών δικαιωμάτων προαίρεσvης, υπάρ-

χει επιπλέον πηγή σvφάλματος, ανάλογο με το πλήθος των ημερομηνιών εξάσvκησvης Ν του

δικαιώματος. Καθώς το πλήθος των σvτιγμών εξάσvκησvης αυξάνει σvε μεγάλο αριθμό, προσvεγ-

γίζοντας το σvυνεχές φάσvμα εξάσvκησvης των Αμερικανικών δικαιωμάτων, η προσvέγγισvη γίνεται
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πιο επισvφαλής. Σε εφαρμογές όμως όπου οι σvτιγμές εξάσvκησvης είναι περατός αριθμός και η

τιμολόγησvη γίνεται σvε δικαιώματα τύπου Βερμούδων, η σvυγκεκριμένη πηγή σvφάλματος δεν

λαμβάνεται υπ όψιν.

Στην εργασvία των Clement et al [3]αποδεικνύονται δύο θεωρήματα τα οποία είναι σvχετικά

με τις πηγές σvφάλματος που περιγράφηκαν παραπάνω. Στο θεώρημα 3.1 της εργασvίας τους

δείχνουν πώς

lim
R→∞

E
[
f
(
S
τ
(R)
i

)
|Fi

]
= E [f (Sτi) |Fi]

όπου τi είναι η βέλτισvτη χρονική σvτιγμή εξάσvκησvης σvτο βήμα i και τRi είναι η προσvέγγισvη

αυτής της χρονικής σvτιγμής χρησvιμοποιώντας R σvυναρτήσvεις βάσvης. Αυτή η απόδειξη μας

καλύπτει για την πρώτη πηγή σvφαλμάτων.

Συνεχίζοντας, σvτο θεώρημα 3.2, αποδεικνύουν πως όσvο η πιθανότητα P (βiL (Si) = f (Si)) =

0 τότε για μια προσvομοίωσvη Monte Carlo με Μ μονοπάτια S(1), . . . , S(M)

1

M

N∑
m=1

f

(
S

(m)

τm,R,Mi

)
σvύγκλίνει σvχεδόν σvίγουρα σvτο E

[
f
(
S
τ
(R)
i

)]

καθώς το Μ τείνει σvτο άπειρο, για i = 1, . . . ,M και όπου τm,R,Mi η mοσvτήεκτιμήτρια του

τRi , της προσvέγγισvης της βέλτισvτης σvτιγμής διακοπής. Αυτό το θεώρημα μας καλύπτει όσvον

αφορά τη δεύτερη πηγή σvφαλμάτων.

Στην εργασvία των Glasserman και Υu[14] διερευνάται η σvχέσvη μεταξύ του αριθμού των προ-

σvομοιωμένων μονοπατιών και του αριθμού των σvυναρτήσvεων βάσvης. Ανέλυσvαν τα Monte

Carlo Errors των β και έθεσvαν όρια σvτον αριθμό των μονοπατιών που απαιτούνται ώσvτε

η ποσvότητα αυτή να σvυγκλίνει, όταν η υποκείμενη μετοχή X ακολουθεί γεωμετρική κίνησvη

Brown. Κατέληξαν πως το ποσvό των μονοπατιών που απαιτούνται για να επιτευχθεί σvύγκλισvη

του MCE(β) μεγαλώνει σvχεδόν εκθετικά, ανάλογα με το πλήθος των σvυναρτήσvεων βάσvης.

Η έρευνά τους σvυνισvτά χρήσvη μεγάλου πλήθους μονοπατιών ώσvτε να επιτευχθεί σvύγκλισvη

και σvχετική ακρίβεια των σvυντελεσvτών β. Επίσvης σvυνισvτά διερεύνησvη σvχετικά με τη σvχέσvη

του αριθμού των μονοπατιών Μ και του σvφάλματος MCE της εφαρμογής της μεθόδου σvτην

παρούσvα εργασvία.

3.4.3 Εφαρμογή της μεθόδου Longsta�-Schwartz σvτη MATLAB

Οι κώδικες που αναπτύχθηκαν σvτην MATLAB σvτα πλαίσvια της παρούσvας διπλωματικής ερ-

γασvίας παρατίθενται σvτο Παράρτημα Α. Ο κώδικας για την τιμολόγησvη των δικαιωμάτων

προαίρεσvης με την μέθοδο Longsta�-Schartz, που λειτουργεί με τη μορφή υποπρογράμματος

σvυνάρτησvης. Διαβάζει σvαν ορίσvματα το πλήθος των μονοπατιών που θα προσvομοιωθούν, τον

αριθμό των σvυναρτήσvεων βάσvης που θα χρησvιμοποιηθούν για την παλινδρόμησvη, την μετα-

βλητότητα της υποκείμενης μετοχής, την αρχική τιμή της μετοχής, την τιμή άσvκησvης του
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δικαιώματος, το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο και την ημερομηνία σvτην οποία θεωρούμε ότι εκδίδουμε

το δικαίωμα και ένα διάνυσvμα με τις ημερομηνίες άσvκησvης του δικαιώματος.

Στη σvυνέχεια, οι χρονικές σvτιγμές εξάσvκησvης Ν που θα χρησvιμοποιηθούν βρίσvκονται σvε

σvχέσvη με τις παραπάνω ημερομηνίες. Η ημερομηνία έκδοσvης Settle (settlement date) μας

διευκολύνει σvτο να τιμολογήσvουμε το παράγωγο ακόμα και αν έχουν εκπνεύσvει μία ή και

παραπάνω σvτιγμές εξάσvκησvης, λογίζοντας μόνο τις ημερομηνίες εξάσvκησvης που απομένουν.

Χρησvιμοποιώντας την τιμή της υποκείμενης μετοχής σvτον παρόντα χρόνο προσvομοιώνουμε

Μ1 μονοπάτια, σvτα οποία η μετοχή ακολουθεί Γεωμετρική Κίνησvη Brown. Το ποσvοσvτό

μεταβολής της κίνησvης της είναι r − σ2

2 . Στη σvυνέχεια του προγράμματος, αναπτύσvσvονται

οι διαδικασvίες που περιγράφονται παραπάνω, με τη μορφή πινάκων, υπολογίζοντας τα β για

το πρώτο σvύνολο μονοπατιών. Στο κομμάτι αυτό, για τη χρήσvη των πολυωνύμων Laguerre

σvτην παλινδρόμησvη χρησvιμοποιείτε μία σvυνάρτησvη, η οποία καλείτε με όρισvμα την τάξη του

πολυωνύμου και την τιμή της υποκείμενης μετοχής και επισvτρέφει την τιμή του πολυωνύμου.

΄Επειτα, παράγουμε ένα Μ2 σvύνολο μονοπατιών σvτα οποία γίνεται η αποτίμησvη. Αυτό έχει

σvαν αποτέλεσvμα να παίρνουμε μια εκτίμησvη με προς τα κάτω μεροληψία.

Η διακύμανσvη των εξοφλήσvεων και το σvφάλμα της μεθόδου δίνονται από τους τύπους:

σ2 =
1

M

M∑
m=1

(
Vm (0)− 1

M

M∑
i=0

Vi (0)

)2

MCE =

√
σ2

M

΄Οπως φαίνεται παρακάτω, το σ σvυγκλίνει σvε θετικό αριθμό καθώς το MCE σvυγκλίνει σvτο

μηδέν.

Η εφαρμογή της μεθόδου σvτη MATLAB έγινε με ευκολία καθώς οι built in εντολές τις

επιτρέπουν σvτην ανάπτυξη διανυσvματοποιημένου κώδικά και την αποφυγή, όσvο είναι δυνατόν,

βρόγχων for και if, οι οποίοι θα επιβάρυναν το πρόγραμμα, κάνοντας το πιο σvύνθετο και

χρονοβόρο.

3.4.4 Αριθμητικό παράδειγμα

Κατά την ημερομηνία λήξης του παραγώγου, ο κάτοχος επιλέγει να εξασvκήσvει μόνο αν το

παράγωγο αποφέρει κέρδη, δηλαδή αν το παράγωγο είναι in-the-money. Πριν την ημερομη-

νία λήξης όμως, η βέλτισvτη σvτρατηγική είναι η σvύγκρισvη της αξίας από άμεσvη εξάσvκησvη με

την προσvδοκώμενη αξία από σvυνέχισvη, και κατ επέκτασvη η εξάσvκησvη, εφ όσvον η πρώτη εί-

ναι μεγαλύτερη. Γνωρίζοντας την αξία της άμεσvης εξάσvκησvης από την σvυνάρτησvη απόδοσvης

(payo� function) του παραγώγου, το κλειδί σvτην βέλτισvτη εξάσvκησvη είναι ο υπολογισvμός

της προσvδοκώμενης αξίας σvυνέχισvης. Αυτό πραγματοποιείται διενεργώντας πολυωνυμική πα-

λινδρόμησvη ανάμεσvα σvτις μελλοντικά προκύπτουσvες χρηματοροές από την σvυνέχισvη και τις,
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αντίσvτοιχες τους, τιμές της υποκείμενης μετοχής του παρόντα χρόνου, χρησvιμοποιώντας ένα

σvύνολο σvυναρτήσvεων σvαν βάσvη. Η προσvαρμοσvμένη τιμή από αυτή την παλινδρόμησvη είναι μία

αποτελεσvματική και αμερόληπτη εκτίμησvη της σvυνάρτησvης προσvδοκίας και μας επιτρέπει να

προσvδιορίσvουμε με ακρίβεια τον βέλτισvτο κανόνα διακοπής για το δικαίωμα.

Ο καλύτερος τρόπος για να εξηγήσvουμε τη διαδικασvία είναι μέσvα από ένα αριθμητικό παράδειγμα[4].

Ας θεωρήσvουμε ένα American put option σvε μια ποσvότητα υποκείμενης μετοχής που δεν

πληρώνει μέρισvμα. Το option μπορεί να εξασvκηθεί τις χρονικές σvτιγμές 1, 2 και 3, με την

τελευταία να είναι και η καταληκτική ημερομηνία. Το ετήσvιο άνευ ρίσvκου επιτόκιο r είναι σvτο

6%. Χάριν απλούσvτευσvης, χρησvιμοποιούμε μόνο 8 μονοπάτια προσvομοίωσvης για την τιμή της

υποκείμενης μετοχής. Αυτά φαίνονται σvτον πίνακα 3.1

Μονοπάτι t=0 t=1 t=2 t=3

1 1.00 1.90 1.08 1.34

2 1.00 1.16 1.26 1.54

3 1.00 1.22 1.07 1.03

4 1.00 .93 .97 .92

5 1.00 1.11 1.56 1.52

6 1.00 .76 .77 .90

7 1.00 .92 .84 1.01

8 1.00 .88 1.22 1.34

Πίνακας 3.1: Προσvομοίωσvη των τιμών της υποκείμενης μετοχής με S0 = $1.00.

Ο σvκοπός μας εδώ είναι να καταλήξουμε σvε έναν κανόνα διακοπής του option ο οποίος να

μεγισvτοποιεί την αξία του σvε κάθε σvημείο κατά μήκος κάθε μονοπατιού. Καθώς βέβαια ο

αλγόριθμος λειτουργεί αναδρομικά, πρέπει πρώτα να υπολογίσvουμε ορισvμένους ενδιάμεσvους

πίνακες. Υπό την προϋπόθεσvη πως δεν έχουμε εξασvκήσvει το δικαίωμα πριν το χρόνο 3, οι

χρηματοροές που θα προέκυπταν από μια βέλτισvτη σvτρατηγική εξάσvκησvης φαίνονται σvτον

πίνακα 3.2.

Μονοπάτια t=1 t=2 t=3

1 - - .00

2 - - .00

3 - - .07

4 - - .18

5 - - .00

6 - - .20

7 - - .09

8 - - .00

Πίνακας 3.2: Χρηματοροές που προκύπτουν από την εξάσvκησvη του δικαιώματος τη χρονική

σvτιγμή 3.

Οι χρηματοροές αυτές είναι ίσvες με εκείνες που θα προέκυπταν αν το δικαίωμα ήταν

Ευρωπαϊκού τύπου αντί Αμερικανικού.
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Αν το put είναι in the money τη χρονική σvτιγμή 2, ο κάτοχος πρέπει να εξετάσvει αν τον

σvυμφέρει να εξασvκήσvει το δικαίωμά του αμέσvως ή να περιμένει μέχρι τη λήξη του τη χρονική

σvτιγμή 3. Από τον πίνακα των τιμών της μετοχής φαίνεται πως το δικαίωμα είναι in the

money μόνο σvε πέντε από τα οκτώ μονοπάτια τη χρονική σvτιγμή 2. ΄Εσvτω Χ οι τιμές της

μετοχής τη χρονική σvτιγμή 2 για αυτά τα πέντε μονοπάτια και Υ οι αντίσvτοιχες

προεξοφλημένες χρηματοροές της χρονικής σvτιγμής 3, που προκύπτουν σvε περίπτωσvη μή

πρόωρης εξάσvκησvης. Χρησvιμοποιούμε μόνο τα in the money μονοπάτια. Αυτό μας επιτρέπει

να να εκτιμήσvουμε καλύτερα την σvυνάρτησvη προσvδοκίας σvτην περιοχή που η εξάσvκησvη είναι

δόκιμη, κάτι που βελτιώνει αισvθητά την απόδοσvη του αλγορίθμου. Τα διανύσvματα Χ και Υ

φαίνονται σvτον πίνακα 3.3.

Για να εκτιμήσvουμε τις προσvδοκώμενες χρηματοροές από τη σvυνέχισvη, με βάσvη τις τιμές της

μετοχής τη χρονική σvτιγμή 2, διενεργούμε παλινδρόμησvη για το Υ με σvταθερά Χ και Χ
2
.

Αυτή είναι η απλούσvτερη δυνατή μεθόδευσvη. Στη σvυνέχεια της εργασvίας χρησvιμοποιείται πιο

σvύνθετος τρόπος παλινδρόμησvης. Η σvυνάρτησvη προσvδοκίας που προκύπτει είναι η

E [Y |X] = −1.070 + 2.983X − 1.813X2

Μονοπάτι Y X

1 .00×.94176 1.08

2 - -

3 .07×.94176 1.07

4 .18×.94176 .97

5 - -

6 .20×.94176 .77

7 .09×.94176 .84

8 - -

Πίνακας 3.3: Παλινδρόμησvη τιμών υποκείμενης μετοχής τη χρονική σvτιγμή 2 με χρηματοροές

που προκύπτουν από εξάσvκησvη τη χρονική σvτιγμή 3.

΄Εχοντας αυτή την σvυνάρτησvη προσvδοκίας, σvυγκρίνουμε την αξία της άμεσvης εξάσvκησvης τη

χρονική σvτιγμή 2 με την αξία σvυνέχισvης που δίνεται σvτη δεύτερη σvτήλη του πίνακα 3.4.
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Μονοπάτι Εξάσvκησvη Συνέχισvη

1 .02 .0369

2 - -

3 .03 .0461

4 .13 .1176

5 - -

6 .33 .1520

7 .26 .1565

8 - -

Πίνακας 3.4: Βέλτισvτη σvτρατηγική πρόωρης εξάσvκησvης τη χρονική σvτιγμή 2.

Η αξία της άμεσvης εξάσvκησvης ισvούται με την εγγενή αξία 1.10−X για τα in the money μονο-

πάτια, ενώ ή η αξία σvυνέχισvης δίνεται αν αντικατασvτήσvουμε τα Χ σvτην σvυνάρτησvη προσvδοκίας.

Από τη σvύγκρισvη αυτή προκύπτει ότι είναι σvυμφέρον να εξασvκηθεί το δικαίωμα για το τέταρ-

το, το έκτο και το έβδομο μονοπάτι. ΄Ετσvι προκύπτει ο πίνακας 3.5, ο οποίος παρουσvιάζει τις

χρηματοροές που προκύπτουν υπό την προϋπόθεσvη ότι το δικαίωμα δεν έχει εξασvκηθεί πριν

τη χρονική σvτιγμή 2.

Παρατηρούμε πως όταν το δικαίωμα εξασvκείται τη χρονική σvτιγμή 2, η χρηματοροή που θα

προέκυπτε σvτην τελευταία σvτήλη, αν το δικαίωμα ήταν in the money τη χρονική σvτιγμή 3,

μηδενίζεται. Αυτό σvυμβαίνει γιατί όταν το δικαίωμα εξασvκηθεί δεν μπορούν να προκύψουν

επιπλέον χρηματοροές σvε μελλοντικό χρόνο, αφού ο κάτοχος μπορεί να το εξασvκήσvει μόνο

μια φορά.

Μονοπάτι t=1 t=2 t=3

1 - .00 .00

2 - .00 .00

3 - .00 .07

4 - .13 .00

5 - .00 .00

6 - .33 .00

7 - .26 .00

8 - .00 .00

Πίνακας 3.5: Πίνακας χρηματοροών τη χρονική σvτιγμή 2.

Πορευόμενοι αναδρομικά, εξετάζουμε σvτη σvυνέχεια αν το δικαίωμα πρέπει να εξασvκηθεί την

χρονική σvτιγμή 1. Από τον πίνακα των τιμών της μετοχής, υπάρχουν πάλι πέντε μονοπάτια

που είναι in the money τη χρονική σvτιγμή 1. Για αυτά τα μονοπάτια ορίζουμε ξανά το Y ως τις
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προεξοφλημένες χρηματικές ροές που προκύπτουν αν, για τα πέντε μονοπάτια αυτά, εξασvκού-

σvαμε το δικαίωμα τη χρονική σvτιγμή 2. Ας σvημειωθεί πως χρησvιμοποιούμε τις πραγματικές

χρηματοροές και όχι τις τιμές της σvυνάρτησvης προσvδοκίας της χρονικής σvτιγμής 2.

Από τη σvτιγμή που το δικαίωμα μπορεί να εξασvκηθεί μόνο μία φορά, μελλοντικές χρηματοροές

μπορούν να προκύψουν κατά τη χρονική σvτιγμή 2 ή 3, αλλά όχι και από τις δύο. ΄Ομοια, σvτον

πίνακα 3.6 τα Χ αντιπροσvωπεύουν τις τιμές της μετοχής τη χρονική σvτιγμή 1 για τα μονοπάτια

που είναι in the money.

Μονοπάτι Y X

1 .00×.94176 1.09

2 - -

3 - -

4 .13×.94176 .93

5 - -

6 .33×.94176 .76

7 .26×.94176 .92

8 .00×.94176 .88

Πίνακας 3.6: Παλινδρόμησvη τιμών υποκείμενης μετοχής τη χρονική σvτιγμή 1 με χρηματοροές

που προκύπτουν από εξάσvκησvη τη χρονική σvτιγμή 2.

Η σvυνάρτησvη προσvδοκίας σvτο χρόνο 1 υπολογίζεται ξανά παλινδρομώντας τα Y με σvταθερά

τα Χ και Χ
2
. Η σvυνάρτησvη προσvδοκίας που προκύπτει είναι η:

E [Y |X] = 2.038− 3.335X + 1.356X2

Με αντικατάσvτασvη του Χ παίρνουμε τις προσvδοκώμενες continuation values. Οι τιμές αυτές,

μαζί με τις αποδόσvεις της πρόωρης εξάσvκησvης τη χρονική σvτιγμή 1, δίνονται σvτον πίνακα 3.7.

Συγκρίνοντας τις δύο σvτήλες, προκύπτει ότι η εξάσvκησvη τη χρονική σvτιγμή 1 είναι σvυμφέρουσvα

για τα μονοπάτια 4,6,7 και 8.

Μονοπάτια Εξάσvκησvη Συνέχισvη

1 .01 .0139

2 - -

3 - -

4 .17 .1092

5 - -

6 .34 .2866

7 .18 .1175

8 .22 .1533

Πίνακας 3.7: Βέλτισvτη εξάσvκησvη τη χρονική σvτιγμή 1.
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΄Εχοντας καταλήξει σvτη βέλτισvτη σvτρατηγική εξάσvκησvης για κάθε χρονική σvτιγμή, ο κανόνας

βέλτισvτης διακοπής του δικαιώματος μπορεί να αναπαρασvταθεί από τον πίνακα 3.8, όπου οι

άσvσvοι αναπαρισvτούν σvτιγμές εξάσvκησvης.

Μονοπάτια t=1 t=2 t=3

1 0 0 1

2 0 0 1

3 0 0 1

4 1 0 0

5 0 0 0

6 1 0 0

7 1 0 0

8 1 0 0

Πίνακας 3.8: Στρατηγική βέλτισvτης εξάσvκησvης.

Είναι τώρα αρκετά εύκολο να υπολογίσvουμε τις προκύπτουσvες χρηματοροές από την εξάσvκησvη

του option τις σvτιγμές όπου υπάρχει άσvσvος σvτον πίνακα 3.8.

Μονοπάτια t=1 t=2 t=3

1 .00 .00 .00

2 .00 .00 .00

3 .00 .00 .07

4 .17 .00 .00

5 .00 .00 .00

6 .34 .00 .00

7 .18 .00 .00

8 .22 .00 .00

Πίνακας 3.9: Πίνακας χρηματοροών δικαιώματος.

Πλέον μπορούμε να τιμολογήσvουμε το δικαίωμα προαίρεσvης. Αφού έχουμε εξακριβώσvει τις

χρηματοροές που προκύπτουν από το American put σvε κάθε χρονική σvτιγμή, κατα μήκος

κάθε μονοπατιού, τις προεξοφλούμε σvτην χρονική σvτιγμή 0 και εξάγουμε τον μέσvο όρο. Από

αυτή τη διαδικασvία καταλήγουμε σvτην τιμή

V̂ A
p = 0.1144
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για το American put option. Ενδεικτικό είναι πως αν προεξοφλήσvουμε τις χρηματοροές που

προκύπτουν τη χρονική σvτιγμή 3 και εξάγουμε τον μέσvο όρο εκείνων, παίρνουμε την τιμή του

European put,

V̂ E
p = 0.0564,

που είναι σvχεδόν η μίσvη.

Αν και υπεραπλουσvτευμένο, αυτό το αριθμητικό παράδειγμα απεικονίζει τον τρόπο με τον

οποίο παλινδρομούμε δεδομένα διαφορετικών χρονικών σvτιγμών με τη μέθοδο ελαχίσvτων τε-

τραγώνων για να υπολογίσvουμε προσvεγγισvτικά μια σvυνάρτησvη προσvδοκίας. Κατ'επέκτασvη,

αυτή χρησvιμοποιείται για να παρθούν αποφάσvεις περί της σvτρατηγικής εξάσvκησvης του δικαιώ-

ματος, με τρόπο που να μεγισvτοποιεί την αξία του σvε κάθε ημερομηνία εξάσvκησvης, κατά μήκος

κάθε μονοπατιού. ΄Οπως φαίνεται από αυτό το παράδειγμα η μέθοδος LSM εφαρμόζεται με

ευκολία, αφού δεν απαιτείται τίποτα παραπάνω από απλή παλινδρόμησvη.
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Κεφάλαιο 4

Αριθμητικά Αποτελέσvματα

4.1 Ανάλυσvη ευαισvθησvίας

Ο αλγόριθμος που αναπτύχθηκε εφαρμόσvτηκε σvε μια σvειρά από σvενάρια τιμολόγησvης διαφο-

ρετικών παραγώγων. Σκοπός ήταν η διερεύνησvη της επιρροής των διάφορων μεταβλητών του

μοντέλου σvτην τιμή του δικαιώματος, το σvφάλμα και την διασvπορά.

Αρχικά αποτιμήθηκαν 12 διαφορετικά δικαιώματα με χαρακτηρισvτικά τύπου Βερμούδων. Με

κοινό χαρακτηρισvτικό τη μηνιαία εξάσvκησvη και την τιμή άσvκησvης ($40), διερευνήθηκε η σvυ-

μπεριφορά της τιμής του ασvφαλίσvτρου καθώς αλλάζει η μεταβλητότητα (0.2 και 0.4), ο χρόνος

λήξης (1 και 2 έτη) και η αρχική τιμή της υποκείμενης μετοχής. Επίσvης μελετήθηκε η μεταβολή

σvτην τιμή του ασvφαλίσvτρου καθώς εισvάγουμε επιπλέον σvυναρτήσvεις βάσvης σvτην παλινδρόμησvη,

σvε σvύγκρισvη με τις τιμές που προκύπτουν από το Διωνυμικό Δέντρο. Στην εργασvία τους οι

Longsta� και Schwartz [4] επισvημαίνουν ότι τα πολυώνυμα Laguerre μέχρι και τρίτης τάξης

αρκούν για να πετύχουμε ικανοποιητική σvύγκλισvη και πως παραπάνω σvυναρτήσvεις βάσvης δεν

έχουν αξιοσvημείωτο όφελος.

Στον πίνακα 4.1 παρουσvιάζονται τα αποτελέσvματα της αποτίμησvης των 12 αυτών σvεναρίων.

Οι τιμές που προκύπτουν είναι αρκετά σvυνεπείς ως προς τις τιμές που προκύπτουν από το

Διωνυμικό Δέντρο, κάτι που επιβεβαιώνει την ορθή λειτουργία του αλγορίθμου. Σχετικά

με το δόκιμο πλήθος σvυναρτήσvεων βάσvης, για τα σvυγκεκριμένα δεδομένα, ο μέσvος όρος

των αποκλίσvεων από την τιμή του Διωνυμικού Δέντρου είναι πράγματι μικρότερος για τα

L3, με τα L6 να ακολουθούν, επαληθεύοντας τα ευρήματα των Longsta� και Schwartz [4]

και των Glasserman και Yu [14]. Τα L3, δηλαδή τα πολυώνυμα Laguerre τρίτης τάξης, θα

χρησvιμοποιηθούν σvτην αποτίμησvη που θα διενεργηθεί σvτο 4.2.
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L1 L2 L3 L4 L5 L6 Bin. Tree

S0 = $38
σ = 0.2

T = 1 2.177 2.544 2.670 2.507 2.594 2.320 2.7252

T = 2 4.217 4.309 4.676 4.185 4.079 4.286 4.4611

σ = 0.4
T = 1 5.008 5.228 5.090 5.362 4.750 5.301 5.7314

T = 2 8.340 8.542 10.112 7.785 8.187 8.667 8.6206

S0 = $40
σ = 0.2

T = 1 3.130 3.905 3.614 3.674 3.640 3.306 3.7000

T = 2 5.507 5.329 5.552 5.202 5.483 5.816 5.5833

σ = 0.4
T = 1 5.680 6.750 6.159 6.210 6.027 6.822 6.7265

T = 2 9.590 9.484 9.112 8.469 10.176 9.798 9.7707

S0 = $42
σ = 0.2

T = 1 4.800 4.837 5.090 4.703 4.779 4.474 5.1121

T = 2 6.504 7.037 6.321 6.938 5.920 6.736 7.0083

σ = 0.4
T = 1 7.927 7.366 8.204 8.220 7.458 7.777 8.1560

T = 2 11.037 11.238 11.892 11.206 10.761 11.580 11.1876

Πίνακας 4.1: Αποτελέσvματα αποτίμησvης δικαιωμάτων τύπου Βερμούδων, με τιμή άσvκησvης $40,

χωρίς ρίσvκο επιτόκιο r = 3% και μηνιαία δυνατότητα εξάσvκησvης.

Στον πίνακα 4.2 παρατίθενται δεδομένα από την αποτίμησvη ενός δικαιώματος σvε πέντε δια-

φορετικές περιπτώσvεις, όπου ο αριθμός των μονοπατιών που χρησvιμοποιούνται σvτην προσvο-

μοίωσvη δεκαπλασvιάζεται κάθε φορά. Η τάσvη που παρατηρείται είναι πως το σvφάλμα MCE

υποτριπλασvιάζεται κάθε φορά που δεκαπλασvιάζεται το πλήθος των μονοπατιών. Οι αριθμοί

που προκύπτουν είναι σvυνεπείς με τη θεωρία, καθώς οι αριθμοί Μ και MCE εμφανίζονται

αντισvτρόφως ανάλογοι, κάτι σvύμφωνο με τον Νόμο των Μεγάλων Αριθμών.

Μ Value MCE

100 6.0304 1.0718

1000 5.6460 0.3645

10000 5.3845 0.1039

100000 5.3627 0.0327

1000000 5.3903 0.0104

Πίνακας 4.2: Αποτελέσvματα αλγορίθμου για διαφορετικά πλήθη προσvομοιώσvεων με S0 = $38,
R=3, Strike=40, Τ=1, Ν=12, r=3%, σ = 40%.

Στην εικόνα 4.1 φαίνεται η ευαισvθησvία της μεθόδου Cox-Ross-Rubinstein και της μεθόδου

Longsta�-Schwartz σvτην σvταδιακή αύξησvη της μεταβλητότητας. Είναι εμφανές ότι υπάρχει

σvυμφωνία των δύο μεθόδων ως προς την τάξη μεγέθους. Χαρακτηρισvτικό των τιμών της

Longsta�-Schwartz είναι το ότι επηρεάζονται σvε μεγάλο βαθμό από τα μονοπάτια προσvομοίω-

σvης που ακολουθούν κίνησvη Brown, κάτι που διακρίνεται εύκολα από την μπλε καμπύλη, που

είναι παντού σvυνεχής αλλά πουθενά παραγωγίσvιμη. Η αύξησvη της μεταβλητότητας προσvθέ-

τει θόρυβο σvτα αποτελέσvματα, το σvφάλμα της Monte Carlo, το οποίο φαίνεται να εξασvθενεί

καθώς το πλήθος των προσvομοιώσvεων ανεβαίνει. Για το διάγραμμα 4.1(α) χρησvιμοποιήθηκαν

100 μονοπάτια ενώ για το (β) 10000 μονοπάτια. Αξίζει να σvημειωθεί η γραμμικότητα που

παρουσvιάζει η σvχέσvη των τιμών του Διωνυμικού Δέντρου με τη μεταβλητότητα. Η υπόθεσvη

που μπορεί να εξαχθεί εδώ είναι πως αν αυξήσvουμε κατά πολύ τα μονοπάτια, οι τιμές των δύο
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μοντέλων εν τέλη θα σvυγκλίνουν.
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Σχήμα 4.1: Ευαισvθησvία μεθόδου Longsta�-Schwartz και Διωνυμικού Δέντρου σvτη μεταβλη-

τότητα της υποκείμενης μετοχής με (α) Μ=100 και (β) Μ=10000

4.2 Αποτίμησvη παρασvτατικών τίτλων δικαιωμάτων κτή-

σvης μετοχών Alpha Bank και σvυζήτησvη αποτελεσvμά-

των

4.2.1 Το πλαίσvιο της αποτίμησvης

Για την αποτίμησvη τωνWarrants της Alpha Bank σvτην παρούσvα εργασvία χρησvιμοποιήθηκαν οι

δύο μέθοδοι που εξετάσvτηκαν παραπάνω. Συγκεκριμένα, ο σvυνολικός αριθμός των Warrants

που εκδόθηκαν από την τράπεζα ήταν 1.233.503.482. Η διαπραγμάτευσvη των τίτλων ξεκίνη-

σvε την Τρίτη 11 Ιουνίου του 2013 και το Δ.Σ. του Χρηματισvτηρίου Αθηνών[1] αποφάσvισvε

αποτίμησvη τους με τη μεθοδολογία Cox-Ross-Rubinstein[6], όμοια δηλαδή με το Διωνυμικό

Δέντρο που χρησvιμοποιείται σvτην παρούσvα εργασvία. Οι παράμετροι που χρησvιμοποιήθηκαν

για την αποτίμησvη ήταν:

� Μεταβλητότητα 51.2%, σvύμφωνα με τον υπολογισvμό της τιμής του 1ου τεταρτημορίου

(1st Quartile) του κυλιόμενου μέσvου ετησvιοποιημένης μεταβλητότητας 90 εργάσvιμων

ημερών, με σvτοιχεία αποδόσvεων για το διάσvτημα από 1/1/2007 έως 10/6/2013, δηλαδή

έως και την προηγούμενη της εισvαγωγής σvυνεδρίασvη.

� Επιτόκιο δίχως κίνδυνο 1%, σvύμφωνα με το επιτόκιο κύριας αναχρηματοδότησvης της

Ε.Κ.Τ. κατά την 10/6/2013, προσvαυξημένο κατά 50 μονάδες βάσvης.

� Κάθε τίτλος (Warrant) ενσvωματώνει το δικαίωμα αγοράς 7.408683070 μετοχών της

Alpha Bank, κυριότητος του Ταμείου Χρηματοπισvτωτικής Σταθερότητας. Συνεπώς, ο
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τίτλος χαρακτηρίζεται ως Call Warrant και έχει πολλαπλασvιασvτή (Multiplier) ίσvο με

7.408683070. Ως ημερομηνία έκδοσvης των τίτλων (Warrants) ορίζεται η Δευτέρα 10

Ιουνίου 2013.

Επειδή σvαν προιόν το εν λόγω Warrant έχει κάποιες διαφορές από τα Warrant Ευρωπαϊκού

τύπου και επειδή οι προσvαρμογές μάλλον ήταν ατυχείς, το προϊόν κατέληξε να διαπραγματεύ-

εται με χαμηλότερη τιμή που διαμορφώνεται καθημερινά σvτην χρηματισvτηριακή αγορά. Ενώ

εισvήχθηκε με τιμή 1.45 ¿. την 11/06/2013, την αμέσvως επόμενη η μέρα η τιμή διαπραγμάτευ-

σvής του διαμορφώθηκε σvτα 0.560¿. Την 20/6/2013 η τιμή του Warrant ήταν σvτο κλείσvιμο

0.625 ευρώ, έναντι αντίσvτοιχης τιμής της Alpha Bank 0.415 ευρώ.

Ας εξετάσvουμε σvαν επενδυτική κίνησvη την αγορά ενός Warrant σvτις 20 Ιουνίου του 2013. Η

λογική της σvυγκεκριμένης κίνησvης είναι η καταβολή ασvφαλίσvτρου 0.625¿ για την απόκτησvη

του δικαιώματος ο επενδυτής να αποκτήσvει δυνητικά 7.41 μετοχές Alpha Bank 6 μήνες μετά,

την Α΄ Εξάσvκησvη σvτις 10/12/2013. Αυτό σvημαίνει πως η ανά μετοχή επιβάρυνσvη είναι:

0.625 + 7.41· 0.4488

7.41
= 0.508

Η ποσvοσvτιαία προσvαύξησvη θα είναι δηλαδή:

0.508− 0.415

0.415
= 22.4%

Για να προβεί σvε αυτή την επενδυτική κίνησvη ένας επενδυτής θα πρέπει να αναμένει άνοδο

της υποκείμενης μετοχής σvε ένα εξάμηνο κατά 22.4% ώσvτε να αντισvταθμισvτεί το ασvφάλισvτρο

που καταβάλει για το Warrant. Είθισvται, για μια επενδυτική κίνησvη με ορίζοντα 6 μηνών,

να λογίζουμε μεταβλητότητα σvχετική με αυτό τον ορίζοντα, δηλαδή από δεδομένα 6 μηνών

πίσvω. Με ένα σvχετικό σvφάλμα, καθώς υπολογίσvτηκε από εβδομαδιαία δεδομένα, η τιμή της

μεταβλητότητας της Alpha Bank από 1/1/2013 έως 14/6/2013 βρέθηκε 29%. Με αυτά τα

δεδομένα το Warrant έχει λογική σvαν επενδυτική κίνησvη, παρά τον εμφανή κίνδυνο που ενέχει

η μεταβλητότητα καθώς δεν εξασvφαλίζει ανοδική κίνησvη.

Σημαντικό ρόλο σvε τέτοιες επενδυτικές αποφάσvεις παίζει όμως και το επενδυτικό περιβάλλον.

Χαρακτηρισvτική είναι η αναβάθμισvη Ελλάδας και των τεσvσvάρων σvυσvτημικών τραπεζών της,

Alpha Bank, Eurobank, Πειραιώς και Εθνικής, από τον οίκο αξιολογήσvεων Fitch, ένα μή-

να πριν, σvε ῾῾Β-᾿᾿ από ῾῾CCC᾿᾿. ΄Οπως αναφέρει δημοσvίευμα της εφημερίδας ῾῾Το Βήμα᾿᾿ σvτις

16/05/2013:

῾῾Η νέα αξιολόγησvη «ακολουθεί την ανακεφαλαιοποίησvη των τραπεζών και ένα πιο σvταθερό

μακροοικονομικό περιβάλλον σvτην Ελλάδα, το οποίο αντανακλάται σvτην αναβάθμισvη της πι-

σvτοληπτικής ικανότητας της χώρας σvε ’Β-’ από ’CCC ’ με σvταθερές προοπτικές. Το outlook

των μακροπρόθεσvμων IDRs είναι σvταθερό, αντανακλώντας τη σvτενή σvυσvχέτισvή του με αυτό

του κράτους» επισvημαίνει η Fitch.᾿᾿
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4.2.2 Αποτελέσvματα

Σε αυτό το κομμάτι της εργασvίας παρουσvιάζονται αποτελέσvματα από την προσvπάθεια α-

ποτίμησvης των Warrants της Alpha Bank. Η αποτίμησvη διενεργήθηκε ταυτοχρόνως χρη-

σvιμοποιώντας την μέθοδο Longsta�-Schwartz και την μέθοδο Cox-Ross-Rubinstein, δηλαδή

το Διωνυμικό Δέντρο. Στη σvυνέχεια οι τιμές που προέκυψαν τέθηκαν σvε αντιπαράθεσvη με

τις πραγματικές τιμές διαπραγμάτευσvης του Warrant σvτο Χ.Α. Οι τιμές των μεταβλητών που

χρησvιμοποιήθηκαν για την αποτίμησvη είναι:

� r=0.01

� σv=0.512

� R=3

� Μ=100000

Το Warrant τιμολογήθηκε σvε 42 διαφορετικές ημερομηνίες, από 14/6/2013 ως 26/6/2015. Η

διαπραγμάτευσvη του σvυγκεκριμένου Warrant σvτη σvυνέχεια σvταμάτησvε, λόγω εταιρικών πρά-

ξεων (reverse split) αύξησvης της ονομασvτικής αξίας και μείωσvης του αριθμού των μετοχών

της υποχρεωτικής επικείμενης Α.Μ.Κ. του Νοεμβρίου του 2015 και λόγω της πολιτικής α-

σvτάθειας που δημιούργησvε αναταραχή σvτο χρηματισvτήριο. Ενδεικτικό είναι το ότι η τιμή του

έπεσvε κάτω από τα 10 λεπτά του ευρώ σvτις 3/8/2015, την ημέρα που το χρηματισvτήριο άνοιξε

ξανά μετά από 25 μέρες αργείας λόγω της επιβολής των capital controls.

Στην εικόνα 4.2 φαίνεται η πορεία της μετοχής της Alpha Bank τα τελευταία πέντε έτη.

2/7/10 10/6/11 10/6/12 10/6/13 10/6/14 10/6/150

0.5

1

1.5

2

2.5
ALPHA BANK Historical 5-year Graph

Time

Eu
ro

 

 

ALPHA BANK Spot Price

Σχήμα 4.2: Ισvτορικό γράφημα τιμής μετοχής της Alpha Bank της τελευταίας πενταετίας.

Πηγή: https://www.alpha.gr/page/default.asp?la=1&id=54
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Τα σvυγκεκριμένα Warrants, είχαν 9 χρονικές σvτιγμές εξάσvκησvης, ανά εξάμηνο κάθε 10/6 και

10/12 από το 2013 έως το 2017. Στον πίνακα 4.3 παρατίθενται οι ημερομηνίες εξάσvκησvης σvε

αντισvτοιχία με τις τιμές εξάσvκησvης ανά εξάμηνο.

Ημ/νία εξάσvκησvης Τιμή εξάσvκησvης

Α΄ εξάσvκησvη 10/12/2013 0.4488

Β΄ εξάσvκησvη 10/6/2014 0.4576

Γ΄ εξάσvκησvη 10/12/2014 0.4686

Δ΄ εξάσvκησvη 10/6/2015 0.4796

Ε΄ εξάσvκησvη 10/12/2015 0.4928

ΣΤ΄ εξάσvκησvη 10/6/2016 0.5060

Ζ΄ εξάσvκησvη 10/12/2016 0.5214

Η΄ εξάσvκησvη 10/6/2017 0.5368

Θ΄ εξάσvκησvη 10/12/2017 0.5544

Πίνακας 4.3: Ημερομηνίες και τιμές εξάσvκησvης του Warrant.

Η τιμή εισvαγωγής που παράγει ο αλγόριθμος Longsta�-Schwartz για τις 7 Ιουνίου του 2013

όπου η τιμή της υποκείμενης μετοχής ήταν 0.52, είναι 1.47, πολύ κοντά δηλαδή σvτην πραγμα-

τική τιμή εισvαγωγής του 1.45. Αυτό δείχνει σvυμφωνία της μεθοδολογίας που χρησvιμοποίησvε

το Χρηματισvτήριο Αθηνών για την αποτίμησvη με την μεθοδολογία που χρησvιμοποιήθηκε σvτην

παρούσvα εργασvία. Το ίδιο δεν σvυνέβει και με την χρήσvη του Διωνυμικού Δέντρου εδώ, όπου,

παρόλο που οι παράμετροι που χρησvιμοποιήθηκαν ήταν οι ίδιες, πιθανώς υπήρχαν διαφορές

σvτην κατασvκευή του αλγορίθμου. ΄Οπως αναφέρει το ενημερωτικό υλικό για την Ανακεφα-

λαιοποίησvη των Συσvτημικών Τραπεζών και την ΄Εκδοσvη Τίτλων Παρασvτατικών Δικαιωμάτων

προς Κτήσvη Κινητών Αξιών (warrants) [1] που εκδόθηκε από το Χ.Α. σvτις 2/12/2013 σvχετικά

με την μέθοδο αποτίμησvης των Warrants:

῾῾Η αποτίμησvη ενός Bermudan warrant , δηλαδή ενός warrant με σvυγκεκριμένες ημερομηνί-

ες εξάσvκησvης, μπορεί – προσvεγγισvτικά - να υπολογισvτεί ως η μέγισvτη τιμή από τα European

warrants που το αποτελούν. Δηλαδή, υπολογίζουμε πρώτα για κάθε ημερομηνία λήξης και τι-

μή άσvκησvης την αξία του European warrant. Στη σvυνέχεια, επιλέγουμε την μεγαλύτερη αξία

από αυτές και αυτή αποτελεί, κατά προσvέγγισvη, την τιμή του Bermudan warrant . Το μοντέλο

Cox-Ross-Rubinstein, γνωσvτότερο και ως διωνυμικό μοντέλο, μπορεί να χρησvιμοποιηθεί με

μια μικρή προσvαρμογή για την αποτίμησvη ενός Bermudan warrant ᾿᾿

Ο αλγόριθμος που αναπτύχθηκε σvτην εργασvία αυτή διενέργησvε αποτίμησvη κατασvκευάζοντας

ένα Διωνυμικό Δέντρο 9 επιπέδων, όσvων και οι χρονικές σvτιγμές εξάσvκησvης. Η περιγραφή

που δίνει το Χ.Α. παραπέμπει σvε διαφορετική λογική, με διαίρεσvη του Warrant σvε 9 ίσvα

Ευρωπαϊκού τύπου και τιμολόγησvη καθενός από αυτά ξεχωρισvτά.

Στο Σχήμα 4.3 φαίνονται με κόκκινο οι τιμές διαπραγμάτευσvης των Warrant τις χρονικές

σvτιγμές που επιλέχτηκαν, με μπλε τα ασvφάλισvτρα που προκύπτουν μέσvω της αποτίμησvης

Longsta�-Schwartz και με πράσvινο τα ασvφάλισvτρα που προκύπτουν μέσvω της αποτίμησvης

με το Διωνυμικό Δέντρο.
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Σχήμα 4.3: Συγκριτικό διάγραμμα πραγματικών διαπραγματευτικών τιμών των Warrant και

τιμών από τις αποτιμήσvεις Longsta�-Schwartz και Cox-Ross-Rubinstein.

Αν και οι επενδυτικές αποφάσvεις, για ένα τόσvο νέο προϊόν αλλά και σvε μία τόσvο επισvφαλή

επενδυτική σvυγκυρία όπως τελευταία πενταετία της ελληνικής οικονομίας, δεν λαμβάνονται σvε

μεγάλο βαθμό από αποτιμήσvεις σvύνθετων μαθηματικά μοντέλων, η σvύγκρισvη και η προοπτική

που επιτρέπουν τα παρατειθέμενα διαγράμματα είναι δόκιμες για την αποτίμησvη και άλλων

παραγώγων μελλοντικά. Τα δεδομένα βοηθούν σvτο να ερμηνευτούν οι τάσvεις της αγοράς και

η διαμόρφωσvη των τιμών διαπραγμάτευσvης. Στο διάγραμμα 4.3 φαίνεται ξεκάθαρα η εξάρτησvη,

σvε διαφορετικό βαθμό, από την τιμή της μετοχής, και σvτις τρείς καμπύλες, αφού οι υπόλοιπες

παράμετροι παραμένουν σvταθερές. Φαίνεται ότι το δέντρο προσvεγγίζει καλά τις πραγματικές

τιμές κατά την πρώτη σvτιγμή εξάσvκησvης, ενώ η LSM υπερτιμολογεί.

Μετά την πρώτη ημερομηνία εξάσvκησvης και κατά τις 10/1/2014 υπάρχει σvημαντική άνοδος

της μετοχής. Στο διάσvτημα μέχρι την δεύτερη εξάσvκησvη (10/6/2014) η δρασvτηριότητα των

επενδυτών εμφανίζεται πιο μετριοπαθής από την εκτίμησvη των μοντέλων. Συγκεκριμένα το

Διωνυμικό Δέντρο που χρησvιμοποιήθηκε εμφανίζει πολύ μεγάλη ευαισvθησvία σvτην τιμή της

υποκείμενης, κάτι που φαίνεται από τις δραματικές κορυφές της πράσvινης καμπύλης σvτο διά-

γραμμα 4.3. Την περίοδο κατά την τρίτη εξάσvκησvη (10/12/2014) και ύσvτερα, οι τρείς καμπύλες

κατά κάποιον τρόπο σvυγκλίνουν. Φαίνεται πολύ πιθανό οι τιμές παρόμοιων μοντέλων να οδη-

γούσvαν τις αποφάσvεις των επενδυτών εκείνη την περίοδο που η τιμή της μετοχής ακολουθούσvε

πτωτική πορεία και το πολιτικό περιβάλλον ήταν δυσvοίωνο για την οικονομία.

Στο χρονικό διάσvτημα μεταξύ πρώτης και τρίτης εξάσvκησvης οι εκτιμήσvεις των μοντέλων σvε

σvχέσvη με την τιμή διαπραγμάτευσvης πέφτουν αρκετά εκτός, εμφανώς επηρεασvμένα από την

ανοδική πορεία της μετοχής της Alpha Bank. Αν κοιτάξουμε πιο προσvεκτικά τις χρονικές
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σvτιγμές που έχουν επισvημανθεί σvτον οριζόντιο άξονα, θα δούμε πως σvυγκεκριμένες κορυφές

του διαγράμματος προέκυψαν σvε ημερομηνίες θετικών πολιτικών ή εταιρικών ανακοινώσvεων.

Συγκεκριμένα, η μέγισvτη τιμή σvυνέβηκε την ημέρα που ανακοινώθηκε το πακέτο Ντράγκι

(E.L.A.) για βοήθεια σvτην ρευσvτότητα των ευρωπαϊκών τραπεζών. Στις 29/8/2014 είχαμε

ανακοίνωσvη κερδών 267 εκατομμυρίων για την Alpha Bank. Στις 5/12/2014 το peak

οφειλόταν σvτο ῾῾Ναι᾿᾿ της Ε.Ε. σvε νέα εξάμηνη παράτασvη της δανειακής σvύμβασvης της

Ελλάδας, ενώ οι πτώσvεις σvτις 30/1/2015 και 17/4/2015 σvτα περί κρατικοποίησvης των

τραπεζών σvτις προεκλογικές δεσvμεύσvεις της νέας κυβέρνησvης, διαπραγματευτικών

αποτυχιών με την Ε.Ε. και γενικευμένης ασvτάθειας σvτο πολιτικό περιβάλλον. Οι αποκλίσvεις,

λοιπόν μεταξύ τιμών των μοντέλων και πραγματικότητας οφείλονται σvε μεγάλο βαθμό σvτο

γεγονός πως οι επενδυτικές αποφάσvεις είναι ῾῾market driven᾿᾿. Στο διάγραμμα 4.4 φαίνεται η

ανά μετοχή επιβάρυνσvη κάθε σvτιγμής, δηλαδή η παραπάνω ποσvότητα που θα καλούνταν να

πληρώσvει ένας επενδυτής ο οποίος θεωρητικά θα αγόραζε το option και θα το εξασvκούσvε

αμέσvως, αγοράζοντας τις 7.41 μετοχές σvτην ισvχύουσvα τιμή άσvκησvης. Η τιμή αυτή προκύπτει

από τον τύπο:

Per Share Increaset =
V W
t + 7.408683070·Striket

7.408683070
− St

Το διάγραμμα 4.4 μας βοηθάει να μελετήσvουμε καλύτερα το Warrant σvαν επενδυτικό

εργαλείο αλλά και τον μηχανισvμό της αγοράς που τείνει να εξαλείψει τις ευκαιρίες arbitrage.

Γίνεται αντιληπτό ότι, αφού το διάγραμμα απεικονίζει τις προσvαυξήσvεις, η περιοχή που

σvυμφέρει τον επενδυτή να αγοράσvει και να εξασvκήσvει, είναι εκείνη που η κόκκινη καμπύλη

παίρνει αρνητικές τιμές. Εκεί έχουμε αρνητική προσvαύξησvη, άρα θετική χρηματοροή. Οι

θετικές χρηματοροές που μπορούν να προκύψουν τείνουν να εξαλειφθούν όσvο πλησvιάζουμε

σvε ημερομηνία εξάσvκησvης. Η τιμή του Warrant τις ημερομηνίες αυτές πρέπει να είναι ίσvη με

7.408683070· | Strike− S | ώσvτε να μην δημιουργούνται ευκαιρίες μηδενικού ρίσvκου. Στο

διάγραμμα φαίνεται ξεκάθαρα ο μηχανισvμός της αγοράς αυτός καθώς η καμπύλη των

πραγματικών τιμών περνάει από το μηδέν σvτις δύο ημερομηνίες εξάσvκησvης, πριν από τις

οποίες οι προσvαυξήσvεις που προέκυπταν ήταν αρνητικές.
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Σχήμα 4.4: Ανά μετοχή επιβάρυνσvη για τις πραγματικές τιμές, τις τιμές Long sta�-Schwartz
και τις τιμές του Διωνυμικού Δέντρου.
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Σχήμα 4.5: Διαγράμματα των τιμών της υποκείμενης μετοχής (ροζ), των τιμών των μοντέλου

Longsta�-Schwartz (μπλε) kai Cox-Ross-Rubinstein (πράσvινο) για το Warrant.

Αντιπαραθέτοντας τις τιμές αυτές με τις αντίσvτοιχες τιμές της μετοχής της Alpha Bank και

των τιμών εξάσvκησvης του Warrant προκύπτουν τα διαγράμματα 4.4, 4.5 και 4.6. Στα τρία

αυτά διαγράμματα αξίζει να παρατηρηθεί η θέσvη της εκάσvτοτε καμπύλης σvε σvχέσvη με την

καμπύλη της τιμής της υποκείμενης μετοχής. Το σvκιαγραφημένο χωρίο είναι η περιοχή σvτις

οποίες έχει νόημα η αγορά του Warrant σvαν επενδυτική κίνησvη άμεσvης κερδοσvκοπίας.

Φαίνεται πως σvτο χρόνο ζωής του Warrant, το διάσvτημα που υπάρχει αυτή η δυνατότητα

είναι πολύ μικρο, αφού σvε λίγες χρονικές σvτιγμές η τιμή της μετοχής βρίσvκετε ψηλότερα από

την ανά μετοχή επιβάρυνσvη που προκύπτει από τις τιμές του Warrant. Σε δεύτερη ανάλυσvη,

η διατήρησvη του επιπέδου της τιμής του Warrant, και σvτα τρία διαγράμματα, σvταθερά πάνω

από την τιμή της μετοχής, ακόμα και μετά την κατάπτωσvη της κάτω από τιμής εξάσvκησvης,

δείχνει πως η τιμή του παραγώγου διαμορφώνεται σvε μεγάλο βαθμό βάσvη της προσvδοκίας

μελλοντικών χρηματοροών.
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Σχήμα 4.6: Διάγραμμα των τιμών της υποκείμενης μετοχής, των τιμών διαπραγμάτευσvης

του Warrant σvτο Χρηματισvτήριο Αθηνών και των τιμών εξάσvκησvης του δικαιώματος. Με

σvκιαγράφησvη η περιοχή εξάσvκησvης.
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Παρακάτω παρατίθενται αναλυτικά τα δεδομένα των υπολογισvμών.

Ημερομηνία S0 Warrant Per share Disc.% V̂ Per Share Disc.% MCE

5/6/2013 0.52 1.45 0.645 -72% 1.4626 0.646 -72% 0.0147

14/6/2013 0.43 0.710 0.545 -27% 1.040 0.589 -94% 0.0114

21/6/2013 0.39 0.620 0.532 -37% 0.869 0.566 -106% 0.0107

5/7/2013 0.43 0.709 0.544 -27% 1.038 0.589 -94% 0.0116

12/7/2013 0.4 0.650 0.537 -34% 0.899 0.570 -103% 0.0108

19/7/2013 0.45 0.750 0.550 -22% 1.136 0.602 -89% 0.0124

26/7/2013 0.44 0.680 0.541 -23% 1.050 0.591 -90% 0.0111

16/8/2013 0.53 1.060 0.592 -12% 1.501 0.651 -70% 0.0147

30/8/2013 0.51 0.990 0.582 -14% 1.376 0.634 -73% 0.0135

13/9/2013 0.57 1.030 0.588 -3% 1.686 0.676 -62% 0.0149

27/9/2013 0.58 1.120 0.600 -3% 1.713 0.680 -59% 0.0151

18/10/2013 0.66 1.490 0.650 2% 2.124 0.736 -45% 0.0175

1/11/2013 0.66 1.380 0.635 4% 2.145 0.738 -46% 0.0175

22/11/2013 0.64 1.270 0.620 3% 2.037 0.724 -49% 0.0172

6/12/2013 0.6 1.160 0.605 -1% 1.807 0.693 -55% 0.0154

20/12/2013 0.59 1.100 0.606 -3% 1.733 0.692 -58% 0.0145

10/1/2014 0.74 1.510 0.661 11% 2.634 0.813 -36% 0.0197

7/2/2014 0.7 1.500 0.660 6% 2.378 0.779 -41% 0.0176

28/2/2014 0.73 1.520 0.663 9% 2.526 0.799 -36% 0.0186

21/3/2014 0.74 1.570 0.670 10% 2.564 0.804 -35% 0.0185

11/4/2014 0.7 1.810 0.702 0% 2.327 0.772 -40% 0.0171

2/5/2014 0.7 1.710 0.688 2% 2.359 0.776 -41% 0.0172

23/5/2014 0.66 1.630 0.678 -3% 2.057 0.735 -45% 0.0153

6/6/2014 0.76 2.030 0.732 4% 2.633 0.813 -31% 0.0180

27/6/2014 0.68 1.820 0.714 -5% 2.168 0.761 -44% 0.0155

18/7/2014 0.62 1.590 0.683 -10% 1.869 0.721 -54% 0.0141

8/8/2014 0.58 1.310 0.645 -11% 1.634 0.689 -61% 0.0126

29/8/2014 0.67 1.620 0.687 -3% 2.139 0.757 -46% 0.0150

26/9/2014 0.64 1.380 0.655 -2% 1.941 0.731 -50% 0.0137

17/10/2014 0.57 1.200 0.631 -11% 1.519 0.674 -61% 0.0116

14/11/2014 0.5 1.020 0.606 -21% 1.154 0.624 -75% 0.0097

5/12/2014 0.57 1.240 0.636 -12% 1.533 0.675 -62% 0.0113

12/12/2014 0.47 0.990 0.613 -30% 1.018 0.617 -84% 0.0085

9/1/2015 0.44 0.850 0.594 -35% 0.866 0.596 -92% 0.0076

30/1/2015 0.32 0.380 0.531 -66% 0.407 0.535 -135% 0.0048

20/2/2015 0.37 0.516 0.549 -48% 0.569 0.556 -113% 0.0057

6/3/2015 0.35 0.545 0.553 -58% 0.492 0.546 -121% 0.0052

3/4/2015 0.26 0.441 0.539 -107% 0.221 0.509 -170% 0.0033

17/4/2015 0.2 0.324 0.523 -162% 0.096 0.493 -226% 0.0019

8/5/2015 0.33 0.506 0.548 -66% 0.394 0.533 -128% 0.0044

22/5/2015 0.31 0.510 0.548 -77% 0.335 0.525 -138% 0.0040

5/6/2015 0.3 0.485 0.545 -82% 0.307 0.521 -144% 0.0038

26/6/2015 0.32 0.485 0.558 -74% 0.347 0.540 -137% 0.0040

Πίνακας 4.4: Συγκεντρωτικός πίνακας αποτελεσvμάτων αποτίμησvης (1)
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Ημερομηνία S0 Bin Tree Per Share Disc.%

14/6/2013 0.43 0.000 0.449 -61%

21/6/2013 0.39 0.000 0.449 -76%

5/7/2013 0.43 0.000 0.449 -61%

12/7/2013 0.4 0.000 0.449 -72%

19/7/2013 0.45 0.009 0.450 -55%

26/7/2013 0.44 0.000 0.449 -58%

16/8/2013 0.53 0.602 0.530 -47%

30/8/2013 0.51 0.453 0.510 -49%

13/9/2013 0.57 0.898 0.570 -43%

27/9/2013 0.58 0.972 0.580 -42%

18/10/2013 0.66 1.565 0.660 -34%

1/11/2013 0.66 1.565 0.660 -34%

22/11/2013 0.64 1.417 0.640 -36%

6/12/2013 0.6 1.120 0.600 -40%

20/12/2013 0.59 2.366 0.777 -73%

10/1/2014 0.74 3.188 0.888 -46%

7/2/2014 0.7 2.948 0.856 -52%

28/2/2014 0.73 3.101 0.876 -47%

21/3/2014 0.74 3.142 0.882 -45%

11/4/2014 0.7 2.908 0.850 -51%

2/5/2014 0.7 2.895 0.848 -51%

23/5/2014 0.66 2.662 0.817 -58%

6/6/2014 0.76 3.200 0.890 -41%

27/6/2014 0.68 2.597 0.819 -52%

18/7/2014 0.62 2.190 0.764 -61%

8/8/2014 0.58 1.915 0.727 -67%

29/8/2014 0.67 2.500 0.806 -53%

26/9/2014 0.64 2.288 0.777 -57%

17/10/2014 0.57 1.817 0.714 -68%

14/11/2014 0.5 1.343 0.650 -80%

5/12/2014 0.57 1.793 0.711 -68%

12/12/2014 0.47 1.319 0.658 -93%

9/1/2015 0.44 1.149 0.635 -100%

30/1/2015 0.32 0.521 0.550 -140%

20/2/2015 0.37 0.767 0.583 -121%

6/3/2015 0.35 0.657 0.568 -127%

3/4/2015 0.26 0.271 0.516 -173%

17/4/2015 0.2 0.158 0.501 -230%

8/5/2015 0.33 0.523 0.550 -134%

22/5/2015 0.31 0.415 0.536 -142%

5/6/2015 0.3 0.357 0.528 -146%

26/62015 0.32 0.499 0.560 -143%

Πίνακας 4.5: Συγκεντρωτικός πίνακας αποτελεσvμάτων αποτίμησvης (2)
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4.3 Ανασvκόπησvη αποτελεσvμάτων

Η αποτίμησvη έγινε χρησvιμοποιώντας 100.000 μονοπάτια προσvομοίωσvης, τα οποία εξασvφάλισvαν

μέσvο όρο σvφάλματος 0.0121. Το σvφάλμα της προσvομοίωσvης είναι αρκετά μικρότερο του 5% της

διακύμανσvης των τιμών, που είναι το μέγισvτο επιτρεπτό σvφάλμα. Προηγουμένως δοκιμάσvτηκαν

το Μ ίσvο με 10000 και 1000, τα οποία όμως δεν εξασvφάλιζαν ιδιαίτερη ακρίβεια. ΄Οσvον αφορά

το πλήθος των σvυναρτήσvεων βάσvης, χρησvιμοποιήθηκαν πολυώνυμα Laguerre έως και 3ης

τάξης, κάτι που βάσvει βιβλιογραφίας κρίθηκε αρκετό.

Τα δεδομένα που προκύπτουν από τους αλγορίθμους του Διωνυμικού Δέντρου και της με-

θόδου Longsta�-Schwartz αποκλίνουν σvημαντικά από τις πραγματικές τιμές διαπραγμάτευσvης

του δικαιώματος. Ενώ η πραγματική τιμή εισvαγωγής (¿1.45) προσvεγγίζεται αρκετά καλά από

την Longsta�-Schwartz (¿1.45), η μέθοδος σvτη σvυνέχεια υπερτιμολογεί το δικαίωμα. Το

ίδιο σvυμβαίνει και με το Διωνυμικό Δέντρο, το οποίο, αν και προσvεγγίζει αρκετά καλά τις

πραγματικές τιμές κοντά σvτην πρώτη ημερομηνία εξάσvκησvης, σvτη σvυνέχεια αποκλίνει έντονα.

Οι αποκλίσvεις, σvε μεγάλο βαθμό, οφείλονται σvτην επενδυτική σvυμπεριφορά, η οποία ήταν με-

τριοπαθής σvε σvχέσvη με τις αποτιμήσvεις των μοντέλων. Αυτό οφειλόταν σvε μεγάλο βαθμό σvτο

πολιτικό περιβάλλον της Ελλάδας. Κυρίαρχη σvτην ειδησvεογραφία της εποχής ήταν η αδυναμία

ολοκλήρωσvης της αξιολόγησvης του ελληνικού προγράμματος από την Τρόικα. Η γενικότερη

πολιτική ασvτάθεια και η μεταβλητότητα της ελληνικής χρηματισvτηριακής αγοράς την καθι-

σvτούν ακατάλληλη για αναλύσvεις με τέτοιου είδους μοντέλα, καθώς αυτά δεν σvυνυπολογίζουν

πολιτικούς και μακροοικονομικούς παράγοντες. Ενδιαφέρον θα είχε, σvαν επόμενο βήμα της

εργασvίας αυτής, η μελέτη μοντέλων που σvυνυπολογίζουν σvτον παράγοντα της μεταβλητότητας

της υποκείμενης μετοχής για μεγάλα γεγονότα (Big Events) της οικονομίας.

Σαν εργαλεία υποσvτήριξης επενδυτικών αποφάσvεων, τα δύο μοντέλα είναι ελλειπή από μόνα

τους. ΄Ενας επενδυτής θα πρέπει, ανά περίπτωσvη, να σvυμβουλεύεται ένα σvύνολο μοντέλων,

για να έχει έτσvι πιο πλήρη εικόνα της πιθανής κίνησvης της υποκείμενης μετοχής καθώς και

της πραγματικής αξίας του παραγώγου σvτο οποίο θέλει να επενδύσvει.

Συγκριτικά, οι δύο μέθοδοι που χρησvιμοποιήθηκαν έχουν αρκετές διαφορές. Η μέθοδος

Longsta�-Schwartz, λόγω του μεγάλου αριθμού προσvομοιώσvεων Monte Carlo που διενεργεί,

φαίνεται να ακολουθεί με μεγαλύτερη ακρίβεια τις τάσvεις της τιμής της υποκείμενης μετοχής.

΄Εχει όμως και πολύ μεγάλο υπολογισvτικό χρόνο, κάτι που την κάνει δύσvχρησvτη για τη λή-

ψη γρήγορων αποφάσvεων σvε υψίσvυχνες σvυναλλαγές (high frequency trading). Ενδεικτικά, ο

υπολογισvμός που έγινε σvτην παρούσvα εργασvία, για 100.000 προσvομοιώσvεις Monte Carlo, διήρ-

κεσvε κοντά σvτα τριάντα λεπτά. Αντίσvτοιχα, ο υπολογισvμός του αλγορίθμου του Διωνυμικού

Δέντρου διήρκεσvε κλάσvματα του δευτερολέπτου. Το Διωνυμικό Δέντρο όμως δείχνει πολύ

μεγάλη ευαισvθησvία σvτις μεταβολές της τιμής της μετοχής. Στο διάγραμμα 4.3 αυτό φαίνεται

ξεκάθαρα, με την αποτίμησvη του Διωνυμικού Δέντρου να είναι υποτιμητική σvτην αρχή και

υπερθετική έπειτα από ένα πολύ μεγάλο άλμα. Το άλμα αυτό οφείλεται σvε άλμα της τιμής της

μετοχής, το οποίο όμως, όπως φαίνεται σvτο διάγραμμα 4.3, ακολουθούν αρκετά ηπιότερα οι
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άλλες δύο καμπύλες. Η αποτίμησvη δείχνει πως το Διωνυμικό Δέντρο σvτην παρούσvα εφαρμογή

δεν είναι ιδιαίτερα αξιόπισvτη μέθοδος. Η ακρίβεια και η καλύτερη σvυμπεριφορά σvτις μεταβολές

της υποκείμενης μετοχής θα μπορούσvε να βελτιωθεί με την χρήσvη δέντρου περισvσvότερων επι-

πέδων, μοντελοποιώντας σvε ημερήσvια βάσvη την τιμή της μετοχής. Από αυτή την άποψη, σvτην

εφαρμογή που εξετάζεται σvτην παρούσvα διπλωματική εργασvία η μέθοδος Longsta�-Schwartz

φαίνεται να υπερέχει, και οι προσvομοίωσvη Μοντε ἃρλο δείχνει να αποτελεί σvημαντικό εργαλέιο

για τέτοιου είδους προβλήματα.

Στην πραγματικότητα, η μέθοδος Longsta�-Schwartz βρίσvκει εφαρμογή σvτην αποτίμησvη παρα-

γώγων πολλαπλών υποκείμενων τίτλων. Το σvυγκριτικό πλεονέκτημα της μεθόδου βρίσvκεται

σvτο ότι ο υπολογισvτικός χρόνος της μεθόδου αυξάνεται γραμμικά με την αύξησvη των υποκεί-

μενων τίτλων του παραγώγου, ενώ του Διωνυμικού Δέντρου εκθετικά. Υπό αυτό το πρίσvμα,

θα είχε ενδιαφέρον, σvαν σvυνέχεια της σvύγκρισvης αυτής, να εξετασvτεί η επίδοσvη των δύο μεθό-

δων σvτην αποτίμησvη ενός Bermudan spread option, δηλαδή ενός δικαιώματος προαίρεσvης που

τιμολογείται ανάλογα με τη διαφορά σvτην τιμή δύο υποκείμενων τίτλων. ΄Ενα παράδειγμα τέ-

τοιου δικαιώματος είναι το Gasoline spread option, το οποίο τιμολογείται βάσvει της διαφοράς

της τιμής αργού πετρελαίου και βενζίνης.
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Παράρτημα Α: Κώδικας MATLAB

ExerciseDates={'10-Dec-2013','10-Jun-2014','10-Dec-2014','10-Jun-2015','10-Dec-2015',

'10-Jun-2016','10-Dec-2016','10-Jun-2017','10-Dec-2017'};

r=0.01;

Strike=[0.4488,0.4576,0.4686,0.4796,0.4928,0.506,0.5214,0.5368,0.5544];

sigma=0.512;

R=3;

M=100000;

%LeastSquaresMonteCarlo.m

function [value,V,variance,MC_error]=LeastSquaresMonteCarlo(M,R,S0,sigma,Strike,r,

Settle,Maturity,ExerciseDates)

for i=1:numel(ExerciseDates);

DT(i)=daysact(Settle,char(ExerciseDates(i)));

end

T=yearfrac(Settle,Maturity,0); N=numel(find(DT>0));

dt=1:N; V=zeros(M,1);

nu=r-sigma*sigma/2; timestep=T/N;

S = S0*[ones(M,1),cumprod(exp(nu*timestep+sigma*sqrt(timestep)*randn(M,numel(dt))),2)];

V=max(7.408683070*(S(:,N)-Strike(N)),0);

for y=0:N-1

n=N-y;

for i=0:R

for s=0:R

m=1:M;

Bff(i+1,s+1)=sum(LaguerreExplicit(i,S(m,n)).*LaguerreExplicit(s,S(m,n)));

Bff(i+1,s+1)=Mff(i+1,s+1)/M;

end m=1:M;

Bvf(i+1)=sum(V(m).*LaguerreExplicit(i,S(m,n)));
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Bvf(i+1)=Mvf(i+1)/M;

end

Beta(:,n)=inv(Bff)*Bvf.';

Beta(:,n)=Beta(:,n)*exp(-r*T/N);

for m=1:M;

ContinuationVal=0;

for i=0:R;

ContinuationVal=ContinuationVal+LaguerreExplicit(i,S(m,n)*Beta(i+1,n));

end

if ContinuationVal<max(S(m,n)-Strike(numel(find(DT<0))+n),0)

V(m)=max(7.408683070*(S(m,n)-Strike(numel(find(DT<0))+n)),0);

else

V(m)=exp(-r*(T/N))*V(m);

end

end

end

S2=S0*[ones(M,1),cumprod(exp(nu*timestep+sigma*sqrt(timestep)*randn(M,numel(dt))),2)];

V2=exp(-r*T)*max(7.408683070*(S2(:,N)-Strike(N)),0);

for m=1:M

for n=1:N

ContinuationVal=0;

for i=0:R

ContinuationVal=ContinuationVal+LaguerreExplicit(i,S2(m,n))*Beta(i+1,n);

end

if ContinuationVal<max(7.408683070*(S(m,n)-Strike(numel(find(DT<0))+n)),0)

|| m==M

V2(m)=exp(-r*(T*n/N))*max(7.408683070*(S(m,n)-Strike(numel(find(DT<0))+n)),0);

break;

end
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end

end

value=sum(V2)/M;

variance=sum((V2-value).^2)/M;

MC_error=sqrt(variance/M);

V=mean(V);

end

%BinomialFinal.m

P0=BinomialFinal(S0,Strike,r,Settle,Maturity,sigma,ExerciseDates)

for i=1:numel(ExerciseDates);

DT(i)=Settle-datenum(ExerciseDates(i));

end S0=S0*7.408683070;

Strike=Strike*7.408683070;

T=yearfrac(Settle,Maturity,0);

N=numel(find(DT>0));

dt=T/N;

u=exp(r*dt)*(1+sqrt(exp(sigma^2*dt)-1));

d=exp(r*dt)*(1-sqrt(exp(sigma^2*dt)-1));

q=(exp(r*dt)-d)/(u-d); P=zeros(N+1,N+1);

for i=1:N+1

for j=0:i-1

P(i,j+1)=nchoosek(i-1,j)*0.5^j*0.5^(i-1-j);

end

end

S=zeros(N+1,N+1);

S(1,1)=S0;

for i=2:N+1

for j=1:i-1

S(i,j)=S(i-1,j)*d;
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end

S(i,i)=S(i-1,i-1)*u;

end

V=zeros(N+1,N+1);

for i=1:N+1

V(N+1,i)=max(S(N+1,i)-Strike(i),0);

end

for i=N:-1:1

for j=1:i

V(i,j)=max(S(i,j)-Strike(i),0,exp(-r*dt)*(q*V(i+1,j+1)+(1-q)*V(i+1,j)));

end

end

P0=V(1,1);

end
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