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Περίληψη

Η παρούσα διπλωματική εργασία, μελετά τους αριθμούς Catalan, το φαινόμενο
των συχνών εμφανίσεων τους σε διαφορετικούς κλάδους μαθηματικών,καθώς και τις
διάφορες εφαρμογές τους. Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα θεωρητικό πλαί-
σιο,ορίζοντας το διωνυμικό συντελεστή με τις διάφορες ιδιότητές του,ορισμένες ταυ-
τότητες του και το διωνυμικό θεώρημα. Εν συνεχεία, στο δεύτερο κεφάλαιο δίνονται
οι διαφορετικοί ορισμοί των αριθμών Catalan με τις ιδιότητές τους, καθώς επίσης μια
πληθώρα από παραδείγματα τους σε κλάδους των μαθηματικών όπως η συνδυαστική,
η άλγεβρα, τα μονοπάτιαDyck, τα δέντρα και πολλούς άλλους. Σε πολλές περιπτώσεις,
μέσω αναγνώρισης προτύπων και κατασκευή αλγορίθμων, αποδεικνύεται αμφιμονο-
σήμαντη συσχέτιση μεταξύ φαινομενικά διαφορετικών προβλημάτων . Εν κατακλείδι,
το τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζει κάποιες πολύ ενδιαφέρουσες εφαρμογές στην κα-
θημερινή ζωή, ενώ επίσης ασχολείται με κάποιες περιπτώσεις προβλημάτων,που ενώ
αρχικά η λύση τους δείχνει να βρίσκεται στους αριθμούς Catalan, αποδεικνύεται ότι
δεν είναι έτσι.
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Abstract

Catalan numbers have the delightful propensity of popping out unexpectedly in various
branches of mathematics, especially in combinatorial problems. The objective of this thesis is
to study these numbers and their properties,through presenting their fascinating ubiquity and
applications. The first chapter consists of some introductory concepts such as the binomial
coefficient and the binomial theorem. In the second chapter, the different definitions of Catalan
numbers are presented,along with examples of their appearances in combinatorics, algebra,
Dyck paths and other branches of mathematics. In many cases, through algorithms and
pattern recognition, a bijection between the said examples is established. The final chapter,
deals with some some interesting applications outside the world of mathematics. In addition,
examples of problems are presented, where the solution seems to reside in Catalan numbers,
although that is not the case.
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Κεφάλαιο 1

Ένα μαθηματικό υπόβαθρο

1.1 Εισαγωγή στους διωνυμικούς συντελεστές
Στη σύγχρονη μαθηματική βιβλιογραφία, οι αριθμοί Catalan είναι πανταχού παρό-

ντες. Παρότι εμφανίζονται με ποικίλες “μεταμφιέσεις”,είμαστε τόσο συνηθισμένοι να
τους συναντάμε, που είναι δύσκολο να φανταστεί κανείς την εποχή όπου οι αριθμοί
αυτοί ήταν άγνωστοι ή γνωστοί αλλά δυσνόητοι και υποτιμημένοι. Μπορεί λοιπόν να
προκαλέσει έκπληξη το γεγονός ότι οι αριθμοί Catalan έχουν πλούσια ιστορία στο να
τους ξανάανακαλύπτουν.

Ενώ έχουν πάρει το όνομά τους από τον Βέλγο μαθηματικό Eugene C. Catalan(1814-
1894), ο οποίος τους “ανακάλυψε” το 1838 καθώς μελετούσε ακολουθίες παρενθέσεων,
αυτός δεν ήταν ο πρώτος. Το 1751 ο Euler τους ανακάλυψε μελετώντας το πρόβλημα
τριγωνισμού κυρτών πολυγώνων. Παρόλα αυτά, σύμφωνα με ένα άρθρο του Κινέζου
μαθηματικού J.J Luo που εκδόθηκε το 1988, ένας άλλος μαθηματικός, οΜογγόλοςAntu
Ming, τους ανακάλυψε γύρω στο 1730 μέσω των γεωμετρικών του μοντέλων. Όμως η
δουλειά του Ming εκδόθηκε στα κινέζικα οπότε δεν ήταν γνωστή στη Δύση.

Στο επόμενο κεφάλαιο θα κάνουμε μια πιο αναλυτική ιστορική αναδρομή για τις
πολλαπλές ανακαλύψεις αριθμών Catalan. Σε αυτό θα αρκεστούμε στο να δώσουμε
μερικές πληροφορίες και έννοιες που θα αποτελέσουν γνωστικό υπόβαθρο. Αρχικά
θα ορίσουμε τον διωνυμικό συντελεστή ο οποίος θα αποτελέσει τον ακρογωνιαίο λίθο
για ότι συζητήσουμε στα παρακάτω κεφάλαια,ενώ επίσης θα δώσουμε και μερικές
βασικές έννοιες της συνδυαστικής, που θα βοηθήσουν στην κατανόηση των αριθμών
Catalan.

Ορισμός 1.1.1. Έστω n,k μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί. Ο διωνυμικός συντελεστής



2 Ένα μαθηματικό υπόβαθρο(
n
k

)
ορίζεται ως: (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

όπου n! = 1 · 2 · 3 · ... · n και 0! = 1.

Όσοι είναι οικείοι με την συνδυαστική γνωρίζουν ότι ο διωνυμικός συντελεστής
(
n
k

)
εκφράζει τον αριθμό των συνδυασμών(χωρίς διάταξη) n συγκεκριμένων αντικειμένων
σε k-άδες. Παραδείγματος χάρη, μπορούμε να διαμορφώσουμε

(
8
3

)
= 56 υποεπιτροπές

τριών ατόμων κάθε μια από αυτές από μία επιτροπή σύνολο 8 ατόμων. Μπορούμε
επίσης να ζωγραφίσουμε

(
8
2

)
= 28 διαφορετικές ευθείες που περνάνε από 8 σημεία

στο επίπεδο, ανά τρεις όχι συγγραμικές. Επιπλέον,
(
n
0

)
= 1.

Ο όρος διωνυμικός συντελεστής εισήχθη από τον Γερμανό μαθηματικόMichel Stifel
(1486-1567), ο οποίος θεωρείτο ο κορυφαίος αλγεβριστής του 16ου αιώνα. Γεννήθηκε
στο Esslingen, μια πόλη έξω από τη Στουτγάρδη, ενώ εκπαιδεύτηκε στο μοναστήρι της
περιοχής. Το 1555 έγινε καθηγητής στο πανεπιστήμιο της Ιένα. Είναι κυρίως γνωστός
για το βιβλίο του στα μαθηματικά με τίτλο “Arithmetica integra” που δημοσιεύτηκε το
1544. Το βιβλίο είναι χωρισμένο σε τρία μέρη:ρητοί αριθμοί, μη ρητοί αριθμοί και άλ-
γεβρα. Στο πρώτο μέρος, ο Stifel δίνει τον διωνυμικό συντελεστή για n ≤ 17.

Ο Stifel πρόκειται ίσως για την πιο παράξενη προσωπικότητα στην ιστορία των
μαθηματικών. Όντας αρχικά αυγουστινιανός καλόγηρος, υπό την επιρροή του Μαρ-
τίνου Λούθηρου το 1523 έγινε προτεστάντης και μάλιστα φανατικός μεταρρυθμιστής.
Επιπρόσθετα πίστευε στη μυστικιστική αριθμολογία. Μάλιστα, μελετώντας βιβλικά
κείμενα και με χρήση αστρολογικών υπολογισμών προέβλεψε το τέλος του κόσμου για
τις 3 Οκτωβρίου 1533. Αναγκάστηκε να αναζητήσει άσυλο σε φυλακή αφού κατέ-
στρεψε τις ζωές πολλών χωρικών που τον εμπιστεύτηκαν και παράτησαν τις δουλειές
και ιδιοκτησίες τους ούτως ώστε να τον ακολουθήσουν στον παράδεισο.

Ο συμβολισμός του διωνυμικού συντελεστή, η παρένθεση με δύο επίπεδα, εισή-
χθει από τον Γερμανό μαθηματικό και φυσικό Baron Andreas von Ettinghausen (1796-
1878). Γεννημένος στο Heidelberg στη Γερμανία. Σπούδασε στο πανεπιστήμιο της Βιέν-
νης,όπου δούλεψε ως για δυο χρόνια και ως βοηθός στα μαθηματικά και τη φυσική.
Το 1821 έγινε καθηγητής μαθηματικών και το 1835 καθηγητής φυσικής καθώς και
διευθυντής του Ινστιτούτου φυσικής. Δεκατρία χρόνια αργότερα έγινε διευθυντής του
τμήματος μαθηματικών μελετών και μηχανικής της Βιέννης.

Πρωτοπόρος στην μαθηματική φυσική, ο von Ettinghausen δούλεψε πάνω στην άλ-
γεβρα, ανάλυση, διαφορική γεωμετρία, ηλεκτρομαγνητισμό, μηχανική και οπτική.

Μερικές σημαντικές ταυτότητες συνδυαστικής που θα χρησιμοποιήσουμε παρα-
κάτω είναι οι εξής:
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(
n

r

)
= n

r

(
n−1
r−1

)
(1.1)(

n

r

)
= n

n−r

(
n−1
r

)
(1.2)(

n

r

)
= n−r+1

r

(
n

r−1

)
(κανόνας διαδοχής του cardano) (1.3)(

n

k

)(
k

r

)
=

(
n
r

)(
n−r
k−r

)
(ταυτότητα Newton) (1.4)(

n

2

)
+

(
n− 1

2

)
= (n− 1)2 (1.5)

1

n

(
nm

m

)
=

(
nm−1
m−1

)
(1.6)

n

(
n

r

)
= (r + 1)

(
n

r+1

)
+ r

(
n
r

)
(1.7)

Οι διωνυμικοί συντελεστές ικανοποιούν μια ενδιαφέρουσα και χρήσιμη αναδρο-
μική σχέση,όπως θα δούμε στο παρακάτω θεώρημα. Το θεώρημα λέγεται ταυτότητα
του Pascal προς τιμή του μεγάλου μαθηματικού Blaise Pascal

Θεώρημα 1.1.1. (ταυτότητα του Pascal) Έστω n,r θετικοί ακέραιοι με r ≤ n. Τότε

(
n

r

)
=

(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)
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Απόδειξη. Θα ξεκινήσουμε από το δεξί μέλος και θα καταλήξουμε στο αριστερό(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)
=

(n− 1)!

(r − 1)!(n− r)!
+

(n− 1)!

r!(n− r − 1)!

=
r(n− 1)!

r(r − 1)!(n− r)!
+

(n− r)(n− 1)!

r!(n− r)(n− r − 1)!

=
r(n− 1)!

r!(n− r)!
+

(n− r)(n− 1)!

r!(n− r)!

=
(n− 1)![r + (n− r)]

r!(n− r)!

=
(n− 1)n

r!(n− r)!

=
n!

r!(n− r)!

=

(
n

r

)

Για παράδειγμα έχουμε:
(
23

10

)
=

(
22

9

)
+

(
22

10

)
.

Ένα άλλο πολύ σημαντικό θεώρημα είναι
Θεώρημα 1.1.2. Ο διωνυμικός συντελεστής είναι ακέραιος για κάθε ακέραιο n ≥ 0

Απόδειξη. (μέσω της αρχής της επαγωγής) Αφού
(
0

r

)
= 1, για r = 0, είναι ακέ-

ραιος, το θεώρημα ισχύει για n=0. Υποθέτουμε τώρα ότι το θεώρημα ισχύει για όλους
τους μη αρνητικούς ακεραίους ≥ k. Τότε

(
k − 1

r − 1

)
και

(
k − 1

r

)
είναι επίσης ακέ-

ραιοι σύμφωνα με την επαγωγική υπόθεση. Το ίδιο ισχύει και για το άθροισμά τους(
k − 1

r − 1

)
+

(
k − 1

r

)
το οποίο σύμφωνα με την ταυτότητα του Pascal είναι

(
n

r

)
. Συ-

νεπώς σύμφωνα με την αρχή της επαγωγής, κάθε διωνυμικός συντελεστής είναι ακέ-
ραιος.

Το τρίγωνο του Pascal. Οι διάφοροι διωνυμικοί συντελεστές
(
n

r

)
, όπου 0 ≤ r ≤ n,

μπορούν να παραταχθούν σε ένα τριγωνικό πίνακα όπως δείχνουν τα σχήματα 1.1
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Σχήμα 1.1: Το τρίγωνο του Pascal (α)

Σχήμα 1.2: Το τρίγωνο του Pascal(β)
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1.2. Ο πίνακας αυτός έχει πάρει το όνομα του Pascal,ο οποίος έγραψε ένα βιβλίο για
αυτό,”treatise on the arithmetic triangle”, Σε αυτό το βιβλίο, δείχνει τη σχέση μεταξύ
διωνυμικών συντελεστών και πολυωνύμων. Μολονότι το πίνακας αυτός έχει πάρει το
όνομα του Pascal, είχε εμφανιστεί για πρώτη φορά σ'ένα βιβλίο του Γερμανού αστρο-
νόμου Petrus Apianus(1495-1552).

Blaise Pascal Γεννήθηκε στο Clermont-Ferrand της Γαλλίας το 1623. Παρόλο που
έδειξε μεγάλη ικανότητα στα μαθηματικά από μικρή ηλικία, ο πατέρας του,κι αυτός
μαθηματικός, τον παρότρυνε να ακολουθήσει άλλους κλάδους όπως αρχαίες γλώσσες.
Επιπλέον, αρνήθηκε να τον διδάξει θετικές επιστήμες, αλλά υποχώρησε μόλις έμαθε
ότι ο μικρός Pascal είχε σε ηλικία μόλις δώδεκα ετών ήδη κάνει ανακαλύψεις στη γεω-
μετρία. Σε ηλικία δεκατεσσάρων ετών, παρακολουθούσε συναντήσεις ομάδας Γάλλων
μαθηματικών,που μετέπειτα εξελίχθηκε στη Γαλλική ακαδημία το 1666. Στα δεκάξι
του έκανε πολλές ανακαλύψεις στις κωνικές τομές και έγραψε και βιβλίο πάνω σε
αυτές το 1648.

Παρατηρώντας τον πατέρα του να ξοδεύει αμέτρητες ώρες στο να κάνει έλεγχους
πάνω σε λογαριασμούς της διοίκησης,έχοντας και την πεποίθηση ότι οι έξυπνοι άν-
θρωποι δεν θα έπρεπε να σπαταλάνε το χρόνο τους σε απλά πράγματα,στα δεκαεννιά
του εφηύρε το πρώτο μηχανικό μηχάνημα υπολογισμών.

Πέθανε στο Παρίσι σε ηλικία τριάντα εννιά χρονών. Ήταν μια σύντομη αλλά πολύ
παραγωγική ζωή. Η γλώσσα προγραμματισμού Pascal ονομάστηκε έτσι προς τιμήν
του.

1.2 Το διωνυμικό θεώρημα

Ο κεντρικός διωνυμικός συντελεστής. Ο κεντρικός διωνυμικός συντελεστής
(
2n
n

)
εμφανίζεται σε πολλά απροσδόκητα σημεία και γι'αυτό αξίζει να του δοθεί προσοχή.
Έχει γενικά μελετηθεί εκτενώς αλλά σε αυτή την εργασία θααναφέρουμε μόνο μερικές
πληροφορίες που θα μας χρησιμεύσουν στη μελέτη των αριθμών Catalan.

Αν προσέξουμε το σχήμα, θα παρατηρήσουμε ότι οι διωνυμικοί συντελεστές,εμφανίζονται
στο κέντρο των σειρών με άρτια αρίθμηση στο τρίγωνο του Pascal. Το 1988 ο μαθημα-
τικός Richard K. Guy έδωσε δύο στοιχειώδεις αποδείξεις για το ότι ο κεντρικός διωνυ-
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Σχήμα 1.3: Το τρίγωνο του Pascal(γ)

μικός συντελεστής είναι άρτιος ακέραιος :(
2n

n

)
=

2(2n− 1)(2n− 2)!

n!(n− 1)!

= 2(2n− 1)
(2n− 2)!

n!(n− 1)!
[2n− (2n− 1)]

= 2(2n− 1)

[
2

(
2n− 2

n− 1

)
−

(
2n− 1

n− 1

)]

επειδή κάθε διωνυμικός συντελεστής είναι ακέραιος,συνεπάγεται ότι
(
2n

n

)
είναι άρ-

τιος ακέραιος.
Μια μικρή αλλαγή στη δεύτερη γραμμή της παραπάνω απόδειξης,μας δίνει τη

δεύτερη απόδειξη: (
2n

n

)
= 2(2n− 1)

(2n− 2)!

n!(n− 1)!
[n− (n− 1)]

= 2(2n− 1)

[(
2n− 2

n− 1

)
−
(
2n− 2

n− 2

)]
Μια ισοδύναμη απόδειξη με χρήση τηε ταυτότητας του Pascal:(

2n

r

)
=

(
2n− 1

n− 1

)
+

(
2n− 1

n

)
=

(
2n− 1

n

)
+

(
2n− 1

n

)
= 2

(
2n− 1

n

)
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Το διωνυμικό θεώρημα. Οι διωνυμικοί συντελεστές και η ταυτότητα του Pascal παί-
ζουν σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη του διωνυμικού θεωρήματος. Το διωνυμικό θεώ-
ρημα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αναπτύξει μια πληθώρα από ταυτότητες συν-
δυαστικής.

Το διωνυμικό ανάπτυγμα για n = 2 μπορεί να βρεθεί στα έργα του Ευκλείδη (300
π.Χ). Επιπρόσθετα υπάρχουν σοβαρές ενδείξεις ότι ο Ινδός μαθηματικός-αστρονόμος
Aryabhata ήταν εξοικειωμένος με το διωνυμικό θεώρημα για n = 2 και n = 3.

Ο Isaac Newton είχε δείξει πώς να αναπτύξεις το (1 + x)n άμεσα, χωρίς να γνω-
ρίζει το ανάπτυγμα του (1 + x)n−1. Το κατάφερε αυτό,δείχνοντας ότι κάθε συντε-
λεστής μπορεί να υπολογιστεί από τον προηγούμενό του χρησιμοποιώντας τον τύπο(
n
r

)
= n−r+1

r

(
n

r−1

)
όπου r ≤ 1. Ο τύπος αυτός φέρει το όνομα του Ιταλού μαθηματικού

Girolano Cardano,γιατρού στο επάγγελμα.

Θεώρημα 1.2.1. (Διωνυμικό θεώρημα) Έστω x, y αυθαίρετοι πραγματικοί αριθμοί και
n αυθαίρετος μη αρνητικός ακέραιος. Τότε:

(x+ y)n =
n∑

r=0

(
n

r

)
xn−ryr

Απόδειξη. (Μέσω της αρχής της επαγωγής) Έστω P (n) ο παραπάνω ισχυρισμός. Για
n = 0, (x+ y)0 = 1 και

∑0
r=0

(
0
r

)
x0−ryr = x0y0 = 1. Άρα ισχύει για n = 0

Υποθέτουμε ότι P (k) ισχύει για αυθαίρετο ακέραιο k ≥ 0:

(x+ y)k =
k∑

r=0

(
k

r

)
xk−ryr
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τότε

(x+ y)k+1 = (x+ y)k(x+ y)

=

[
k∑

r=0

(
k

r

)
xk−ryr

]
(x+ y)

=
k∑

r=0

(
k

r

)
xk+1−ryr +

k∑
r=0

(
k

r

)
xk−ryr+1

=

[(
k

0

)
xk+1 +

k∑
r=1

(
k

r

)
xk+1−ryr

]
+

[
k−1∑
r=0

(
k

r

)
xk−ryr+1 +

(
k

k

)
yk+1

]

=

(
k + 1

0

)
xk+1 +

k∑
r=1

(
k

r

)
xk+1−ryr +

k∑
r=1

(
k

r − 1

)
xk+1−ryr +

(
k + 1

k + 1

)
yk+1

=

(
k + 1

0

)
xk+1 +

k∑
r=1

[(
k

r

)
+

(
k

r − 1

)]
xk+1−ryr +

(
k

r

)
yk+1

=

(
k + 1

0

)
xk+1 +

k∑
r=1

(
k + 1

r

)
xk+1−ryr +

(
k + 1

k + 1

)
yk+1

=
k+1∑
r=0

(
k + 1

r

)
xk+1−ryr

Άρα σύμφωνα με την αρχή της επαγωγής, η σχέση ισχύει για κάθε n ≥ 0.

Για παράδειγμα,

(3a− 2b)4 =

(
4

0

)
(3a)4(−2b)0 +

(
4

1

)
(3a)3(−2b)1 +

(
4

2

)
(3a)2(−2b)2

+

(
4

3

)
(3a)1(−2b)3 +

(
4

4

)
(3a)0(−2b)4

= (3a)4 + 4(3a)3(−2b) + 6(3a)2(−2b)2 + 4(3a)(−2b)3 + (−2b)4

= 81a4 − 216a3b+ 216a2b2 − 96ab3 + 16b4

Πόρισμα 1.2.2. Το άθροισμα των διωνυμικών συντελεστών
∑n

r=0

(
n
r

)
= είναι 2n, δη-

λαδή
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ ...+

(
n
n

)
= 2n.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται εύκολα αν στο διωνυμικό θεώρημα θέσουμε x = 1 = y.
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Για παράδειγμα:
5∑

r=0

(
5

r

)
=

(
5

0

)
+

(
5

1

)
+

(
5

2

)
+

(
5

3

)
+

(
5

4

)
+

(
5

5

)
= 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1

= 25

Το πόρισμα 1.1.2 έχει πολύ ενδιαφέρουσα ερμηνεία στην θεωρία συνόλων. Αφού
ένα σύνολο n στοιχείων(n-σύνολο) έχει

(
n

r

)
υποσύνολα r στοιχείων, συνεπάγεται ότι

ένα σύνολο με n στοιχεία έχει συνολικά
n∑

r=0

(
n

r

)
= 2n υποσύνολα.



Κεφάλαιο 2

Oι αριθμοί Catalan

2.1 Εισαγωγή στους αριθμούς Catalan

Όπως αναφέραμε και στο προηγούμενο κεφάλαιο οι αριθμοί Catalan πήραν το
όνομά τους από τον Βέλγο μαθηματικό Eugene Catalan, αλλά δεν ήταν ο πρώτος μαθη-
ματικός ο οποίος συνάντησε αυτούς τους αριθμούς στη δουλειά του. Νωρίτερα τους
είχε συναντήσει ο Euler και ακόμα πιο πριν ο Μογγόλος Antu ming.

Ο Eugene Charles Catalan γεννήθηκε στο Bruge του Βελγίου, τότε υπό τηνΟλλανδική
κυριαρχία, παρότι δεν είχε συσταθεί ακόμα το βασίλειο της Ολλανδίας. Σπούδασε
μαθηματικά στο École Polytechnique του Παρισιού. Έπειτα έγινε καθηγητής μαθημα-
τικών πρώτα στο college de chalons-sur marne και αργότερα στο college charlemagne.
Αργότερα έγινε καθηγητής ανάλυσης στο πανεπιστήμιο της Λιέγης στο Βέλγιο. Πεδία
μελέτης του αποτέλεσαν πολλαπλά ολοκληρώματα,θεωρία επιφανειών, μαθηματική
ανάλυση, ανάλυση διαφορικών εξισώσεων και σειρές.

Ο Leonhard Euler(1707-1783) γεννήθηκε στη Βασιλεία. Αρχικά μελέτησε εβραϊκά
και θεολογία ενώ η προσφορά του σε πάρα πολλους τομείς των μαθηματικών θεωρεί-
ται ανεκτίμητη.

Ο Μογγόλος Antu ming(1692-1763) ασχολήθηκε κυρίως με την αστρονομία,τη με-
τεωρολογία και τα μαθηματικά. Το βιβλίο του με τίτλο “efficient methods for the precise
values of circular functions” υποδεικνύει την κατανόηση του στους αριθμούς Catalan.

Σε αυτή την ενότητα θα δώσουμε τους διάφορους ορισμούς των αριθμών Catalan
καθώς και διάφορα παραδείγματα προβλημάτων στα οποία τα συναντάμε. Στο προη-
γούμενο κεφάλαιο εστιάσαμε στο διωνυμικό συντελεστή και στις διάφορες ιδιότητες
του. Εδώ θα γίνει ξεκάθαρο το γιατί.
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Ορισμοί
Ορισμός 2.1.1. Οι αριθμοί catalan Cn ορίζονται ως

Cn =
(2n)!

(n+ 1)!n!

=
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n ≥ 0

(2.1)

Στο προηγούμενο κεφάλαιο αποδείξαμε ότι οι διωνυμικοί συντελεστές είναι ακέ-
ραιοι αριθμοί. Επίσης, επειδή αποδεικνύεται ότι n+ 1

∣∣∣∣(2nn
)
, οι αριθμοί Catalan είναι

και αυτοί ακέραιοι. Μια βασική ιδιότητα των αριθμών Catalan είναι η:(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
=

(2n)!

(n!)2
− (2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!

=
(2n)!

n!(n+ 1)!

= Cn

(2.2)

Οι διάφοροι αριθμοί Catalan είναι:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796....

Υπάρχουν πολλοί χαρακτηρισμοί των Cn όπως θα δούμε στις επόμενες ενότητες.
Θα ξεκινήσουμε από πρόβλημα τριγωνοποίησης του Euler.

Τομήπολυγώνου. Ιστορικά,πολλοί μεγάλοι μαθηματικοί έχουν ασχοληθεί με το πρό-
βλημα της τομής πολυγώνου.Μεταξύ αυτών ήταν ο ίδιος οCatalan, ο ChristianGoldbach,
ο Joseph Louiville, ο Arthur Cayley και πολλοί άλλοι.
Παράδειγμα 2.1.1. Βρείτε τον αριθμό των τρόπων Tn κατά τον οποίον είναι δυνατό
ένα κυρτό n-γωνο* να χωριστεί σε τρίγωνα φέρνοντας διαγώνιους που δεν τέμνονται
μεταξύ τους. (τριγωνοποίηση n-γώνου)

Λύση. Υπάρχει ακριβώς ένας τρόπος να τριγωνοποιήσεις ένα τρίγωνο, δύο διαφορε-
τικοί τρόποι τριγωνισμού ενός τετράγωνου, πέντε διαφορετικοί τρόποι για ένα πεντά-
γωνο και δεκατέσσερις για ένα εξάγωνο όπως βλέπουμε στο σχήμα 2.1. Έτσι έχουμε
τους αριθμούς Catalan 1,2,5 και 14. Ο Euler κατάφερε να αποδείξει ότι

*Ένα κυρτό n-γωνο είναι ένα πολύγωνο με n πλευρές τέτοιο ώστε κάθε διαγώνιος βρίσκεται στο
εσωτερικό του.
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Σχήμα 2.1: τριγωνισμός n-γώνου όπου 3 ≤ n ≤ 6

Tn =
2 · 6 · 10...(4n− 10)

(n− 1)!
, n ≥ 3

παρότι ο τύπος αυτός έχει νόημα μόνο για n ≥ 3 μπορεί να επεκταθεί κατά τέτοιον
τρόπο ώστε να περιλαμβάνει και n = 1, 2. Έτσι, θέτουμε k = n− 3. Τότε η παραπάνω
σχέση γίνεται

Tk+3 =
2 · 6 · 10...(4k + 2)

(k + 2)!

Συνεπώς έχουμε ότι T3 = 1, T4 = 2 και T5 = 5. Αυτοί είναι οι αριθμοί Catalan C1, C2

και C3 αντίστοιχα, μετατοπισμένοι κατά δύο θέσεις δεξιά. ´Ετσι ορίζουμε Tk+2 = Cn,
δηλαδή

Cn =
2 · 6 · 10...(4n− 2)

(n+ 1)!
, n ≥ 1

Το οποίο μπορεί να γραφτεί και ως

Cn =
4n− 2

n+ 1
· 2 · 6 · 10...(4n− 6)

n!

=
4n− 2

n+ 1
Cn−1

Όταν n = 1, ο τύπος δίνει C1=C0. Όμως C1 = 1. Άρα μπορούμε να ορίσουμε C0 = 1.
Κατά συνέπεια, Cn μπορεί να οριστεί αναδρομικά με τον παρακάτω τύπο τον οποίο
δημοσίευσε ο Euler το 1761.
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Σχήμα 2.2: Τομή πολυγώνου

Αναδρομικός τύπος Cn

C0 = 1

Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1, n ≥ 1

(2.3)

Για παράδειγμα,
C4 =

4 · 4− 2

4 + 1
C3

=
14

5
· 5

= 14

Οτύπος του Segner ΟEuler είχε μεταφέρει τους εφτάαριθμούςCatalan 1, 2, 5, 14, 42, 132
και 429 στον Ούγγρο μαθηματικό Johann Von Segner. Το 1761, ο Segner έχοντας χρη-
σιμοποιήσει τους κανόνες του αθροίσματος και του γινομένου, δημοσίευσε έναν δεύ-
τερης τάξης αναδρομικό τύπο για Tn όπου n ≥ 3.

Για την ανάπτυξη του τύπου, αναλογιστείτε ένα n-γωνο με κορυφές A1, A2....An

όπου n ≥ 3 όπως φαίνεται στο σχήμα 2.2. Έστω 1 < k < n. Τότε το △A1AkAn

χωρίζει το n-γωνο σε δύο μικρότερα πολύγωνα. Αν 3 ≤ k ≤ n− 2 τότε παίρνουμε ένα
k-γωνο στα δεξιά με κορυφές A1, A2, ..Ak και ένα (n− k + 1)-γωνο από αριστερά με
κορυφές Ak, Ak+1, ...An. Εάν όμως k = 2, δεν έχουμε πολύγωνο στα δεξιά, παρά μόνο
ένα (n− 1)-γωνο στ'αριστερά. Το ίδιο συμβαίνει και στην περίπτωση όπου k = n− 1.

Το k-γωνο μπορεί να τριγωνιστεί με Tk τρόπους, ενώ το (n − k + 1)-γωνο κατά
Tn−k+1 τρόπους. Σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου,υπάρχουν TkTn−k+1 διαφο-
ρετικοί τρόποι τριγωνισμού οι οποίοι περιέχουν το △A1AkAn. Αφού 2 ≤ k < n, σύμ-
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φωνα με τον κανόνα του αθροίσματος ο συνολικός αριθμός τριγωνισμού ενός n-γώνου
δίνεται από

Tn =
n−1∑
k=2

TkTn−k+1

= T2Tn−1 + T3Tn−2 + ...+ Tn−1T2, n ≥ 3

όπου έχουμε ορίσει T2 = 1. Επειδή όμως Cn = Tn+2, η παραπάνω σχέση μας δίνει τον
αναδρομικό τύπο του Segner για Cn.

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + ...+ Cn−1C0

= (C0, C1, C2, C3, C4) · (C4, C3, C2, C1, C0)
(2.4)

Όπου στη δεύτερη σειρά χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου δια-
νυσμάτων στον R5. Για παράδειγμα,

C5 = (C0, C1, C2, C3, C4) · (C4, C3, C2, C1, C0)

= (1, 1, 2, 5, 14) · (14, 5, 2, 1, 1)
= 1 · 14 + ·1 · 5 + 2 · 2 + 5 · 1 + 14 · 1
= 42

Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουμε ότι ο H. Urban είχε υποθέσει τον αναδρομικό
τύπο (2.3), παρατηρώντας ένα μοτίβο. Πρώτα υπολόγισε τους C3,C4,C5 χρησιμοποιώ-
ντας τον τύπο του Segner (2.4) και έπειτα παρατήρησε το εξής:

C1

C0

=
1

1
=

2

2
=

4 · 1− 2

1 + 1
C2

C1

=
2

1
=

6

3
=

4 · 2− 2

2 + 1
C3

C2

=
5

2
=

10

4
=

4 · 3− 2

3 + 1
C4

C3

=
14

5
=

14

5
=

4 · 4− 2

4 + 1
C5

C4

=
42

14
=

18

6
=

4 · 5− 2

5 + 1

Αφού παρατήρησε αυτό το μοτίβο, απέδειξε ότι Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1 όπου n ≥ 1.

Το πρόβλημα του τριγωνισμού επανεμφανίστηκε το 1930,από τον O. Dunkel. Τη
λύση την έδωσε ο την επόμενη χρονιά ο W.A Bristol. Για συντομία, θα αποφύγουμε τις
λεπτομέρειες και θα δώσουμε μόνο το αποτέλεσμα που φαίνεται στον πίνακα 2.1.
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n Άθροισμα σειράς Tn = Cn−2

3 1 1
4 1+1 2
5 2+2+1 5
6 5+5+3+1 14
7 14+14+9+4+1 42
8 42+42+28+14+5+1 132

Πίνακας 2.1: Τριγωνισμοί n-γώνου Tn = Cn−2 για n ≥ 3

r
c 1 2 3 4 5

1 1
2 1 2
3 1 3 5
4 1 4 9 14
5 1 5 14 28 42

Πίνακας 2.2: Παρατήρηση του Church

Ο W.R Church έκανε μια συναρπαστική παρατήρηση για τη μεσαία στήλη του πί-
νακα 2.1,με τη χρήση της οποίας έφτιαξε ένα σαφή τύπο για Tn. Για να το δούμε
αυτό,σβήνουμε τον πρώτο όρο σε κάθε άθροισμα και έπειτα αντιστρέφουμε τη σειρά με
την οποία προσθέτουμε τους όρους. Τέλος, κάνουμε καινούργια αρίθμηση στις σειρές.
Το αποτέλεσμα φαίνεται στον πίνακα 2.2 όπου η διαγώνιος είναι ο αριθμός τριγωνι-
σμών Tn, n-γώνου.

Έστω T (r, c) το r-οστό στοιχείο της c γραμμής όπου r, c ≥ 1.Μπορεί να οριστεί
αναδρομικά:

T (r, 1) = 1

T (r, c) =
r∑

i=c−1

T (i, c− 1), c ≥ 2

Παρατηρείστε επίσης ότι το T (r, c) δίνεται από

T (r, c) =
c∑

j=1

T (r − 1, j)
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για παράδειγμα,
T (5, 3) = 14

= 2 + 3 + 4 + 5 (βλ. στήλη 2)
= 1 + 4 + 9 (βλ. σειρά 4)

Με χρήση της ταυτότητας
n∑

i=1

i+s−1∏
j=i

j =
1

s+ 1

n+s∏
t=n

t

μπορεί να δειχθεί επαγωγικά ότι

T (r, c) =
r − c+ 2

r + 1

(
r + c− 1

r

)
Συγκεκριμένα,

Tn+2 = T (n, n)

=
2

n+ 1

(
2n− 1

n

)
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
= Cn

όπου n ≥ 1.

Μια προσέγγιση της τιμης του Cn Χρησιμοποιώντας την προσέγγιση για παραγο-
ντικά του Stirling, n! ≈

(
n
e

)n √
2πn :(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2

≈

(
2n
e

2n√
2π2n

)
(
n
e

)2n
2πn

=
22n√
nπ

Για παράδειγμα όταν n = 5:
22n

n
√
nπ

=
210

5
√
5π

≈ 52
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ενώ C5 = 42. Όταν n = 10:
22n

n
√
nπ

=
220

10
√
10π

≈ 18.708

ενώ C10 = 16.796. Προκύπτει από την εξίσωση (2.3) ότι:

lim
n→∞

Cn+1

Cn

= 4

Συνεπώς για n αρκετά μεγάλο ισχύει ότι Cn+1 = 4Cn.

Γενικευμένοι αριθμοί Catalan Οι αριθμοί Catalan είναι μια ειδική περίπτωση μιας
μεγαλύτερης ομάδας αριθμών C(n, k).

Ορισμός 2.1.2. Οι γενικευμένοι αριθμοί Catalan ορίζονται ως:

C(n, k) =
1

kn+ 1

(
(k + 1)n

n

)
(2.5)

όπου k ≥ 0. Προφανώς C(n, 1) = Cn.

Όπως και στην περίπτωση των απλών αριθμών Catalan, κάθε γενικευμένος αριθ-
μός Catalan C(n, k) είναι και αυτός ακέραιος αριθμός.

2.2 Παραδείγματα στη συνδυαστική
Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε συνοπτικά πως οι αριθμοί Catalan υπει-

σέρχονται σε διάφορα προβλήματα συνδυαστικής. Εδώ, θα αρκεστούμε σε κάποια
απλούστερα παραδείγματα. Στις επόμενες ενότητες όμως, θα συναντήσουμε πληθώρα
προβλημάτων τα οποία σχετίζονται και αυτά με τη συνδυαστική. Αρχικά, θα αναφέ-
ρουμε δύο ταυτότητες που εισήγαγε ο A.A. Bennett το 1917, που περιέχουν αριθμούς
Catalan. Επειδή οι αποδείξεις τους είναι μεγάλες και περίπλοκες θα τις αγνοήσουμε.

Οι ταυτότητες του Bennett Έστω ki(m,n) =
∑

j

(
m−i+j
i−j

)(
n−j
j

)
, όπουm+ j ≥ i και

n, i ≥ j. Τότε : ∑
i

(−1)iki(m,n)Cm+n−i =

(
m+ n

m

)
(2.6)



2.2 Παραδείγματα στη συνδυαστική 19

Για παράδειγμα ανm = 3 και n = 2 έχουμε

ki(3, 2) =
∑
j

(
3− i+ j

i− j

)(
2− j

j

)

όπου 0 ≤ i ⩽ 5. Τελικά:

k0(3, 2) =

(
3

0

)(
2

0

)
= 1

k1(3, 2) =
∑
j

(
2 + j

1− j

)(
2− j

j

)
= 3

k2(3, 2) =
∑
j

(
1 + j

2− j

)(
2− j

j

)
= 2

k3(3, 2) =
∑
j

(
j

3− j

)(
2− j

j

)
= 0

k4(3, 2) =
∑
j

(
j − 1

4− j

)(
2− j

j

)
= 0

k5(3, 2) =
∑
j

(
j − 2

5− j

)(
2− j

j

)
= 0

Επομένως, έχουμε

∑
i

ki(3, 2)C5−i = k0(3, 2)C5 − k1(3, 2)C4 + k2(3, 2)C3

− k3(3, 2)C2 + k4(3, 2)C1 − k5(3, 2)C0

= 1 · 42− 3 · 14 + 2 · 5− 0 · 2 + 0 · 1
= 10

=

(
3 + 2

3

)
όπως ήταν αναμενόμενο.

Cm+n =

(
m+ n

m

)
−

∑
i⩾1

(−1)iki(m,n)Cm+n−i (2.7)
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Η δεύτερη ταυτότητα του Bennett είναι:

∑
i

(−1)i
(
m− i

i

)
Cm−n−i (2.8)

όπου n ≤
⌊
m
2

⌋ 1

Το 1918 ο P. Franklin έθεσε ως πρόβλημα μια πολύ ενδιαφέρουσα εφαρμογή των
αριθμών Catalan στη συνδυαστική.Αρχικά όμως, θα αναφέρουμε κάποιες έννοιες.

Μετάθεση n διαφορετικών αντικειμένων είναι μια οποιαδήποτε τοποθέτηση των
n αντικειμένων το ένα δίπλα στο άλλο, πάνω σε μια ευθεία γραμμή. Ο αριθμός όλων
των μεταθέσεων των n αντικειμένων συμβολίζεται μεMn, και ισούται μεMn = n!

Μερικές φορές τα αντικείμενα που μας ενδιαφέρουν δεν είναι διαφορετικά μεταξύ
τους. Για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε όλους τους αναγραμματισμούς της λέξης
ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ, τότε τα αντικείμενα που μας ενδιαφέρουν είναι τα γράμματα Ε, Π, Α,
Ν, Α, Λ, Η, Ψ, Η, τα οποία ασφαλώς περιέχουν επαναλήψεις. Στην περίπτωση αυτή
μιλάμε για μεταθέσεις με επανάληψη.

Θεωρούμε ότι έχουμε n αντικείμενα, όχι διαφορετικά μεταξύ τους. Θέλουμε να
κατατάξουμε τα αντικείμενα αυτά σε ομάδες ίδιων στοιχείων. Έστω ότι υπάρχουν t
τέτοιες ομάδες , που περιέχουν k1, k2, ...., kt ίδια στοιχεία. Προφανώς k1+k2+....+kt =
n. Μετάθεση με επανάληψη n αντικειμένων είναι μια οποιαδήποτε τοποθέτηση των
n αντικειμένων το ένα δίπλα στο άλλο, πάνω σε μια ευθεία γραμμή. Ο αριθμός όλων
των διαφορετικών μεταθέσεων με επανάληψη των n αντικειμένων είναι

Mn
k1,k2...,kt

=
n!

k1!k2!...kt!

Υποθέτουμε ότι ορίζουμε σε μια σειρά n ίδια γράμματα (έστω A) και n − 1 ίδια
γράμματα διαφορετικά από τα προηγούμενα(έστω B). Η διάταξη είναι τέτοια, ώστε
όταν κινούμαστε από τα αριστερά προς τα δεξιά, ανά πάσα στιγμή, ο αριθμός των
γραμμάτων του πρώτου είδους(εδώ A) ξεπερνά τον αριθμό του άλλου. Βρείτε τον
αριθμό f(n) των δυνατών συνδυασμών.

Για παράδειγμα, όταν n = 2,υπάρχουν 3!
2!

= 3 μεταθέσεις τριών γραμμάτων,από
τα οποία δύο είναι ίδια( δύο A). Είναι οι AAB,ABA,BAA, από τις οποίες μόνο η μια
πληρεί τα παραπάνω κριτήρια,η AAB. Άρα f(2) = 1. Για παράδειγμα,όταν n = 2,
υπάρχουν 3!

2!
= 3 μεταθέσεις τριών γραμμάτων, από τα οποία δύο είναι ίδια( δύο A).

Είναι οι AAB,ABA,BAA, από τις οποίες μόνο η μια πληρεί τα παραπάνω κριτήρια,η
AAB. Άρα f(2) = 1.

1όπου ⌊x⌋ είναι η συνάρτηση που δίνει τον μεγαλύτερο δυνατό ακέραιο που δεν ξεπερνά το x
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Όταν n = 3 υπάρχουν 5!
3!2!

= 10 μεταθέσεις πέντε γραμμάτων εκ των οποίων τρία
είναι A και δύο είναι B. Μόνο 2 μεταθέσεις πληρούν τα κριτήρια που τέθηκαν, οι
AAABB και AABAB. Συνεπώς f(3) = 2.

Για n = 4,( 4 A,3 B) έχουμε πέντε αποδεκτές μεταθέσεις:AAAABBB,AAABABB,
AAABBAB,AABAABB,AABABAB,δηλαδή f(4) = 5.

Γενικότερα, το 1919 ο Gummer έδειξε το παραπάνω χρησιμοποιώντας τον αναδρο-
μικό τύπο

f(n) =
1

n

(
2n− 2

n− 1

)
= Cn−1

Στην πραγματικότητα, ο Gummer έλυσε μια γενικευμένη μορφή του προβλήματος
του Franklin. Για να το παρατηρήσουμε αυτό, έστω f(r, s) ο αριθμός των μεταθέσεων r
γραμμάτων, εκ των οποίων κάποια από αυτά είναι ένα είδος(A) και τα υπόλοιπα είναι
άλλο είδος(B) ενώ τα A είναι περισσότερα από τα B σε κάθε χρονική στιγμή κατά s.
Προφανώς, f(r, s) = 0 όταν r − s = 0 και s < 1.

Μια μετάθεση σαν την παραπάνω θα τελειώνει σε A σε f(r−1, s−1) περιπτώσεις
όπου r > 1 και σε B σε f(r − 1, s + 1) περιπτώσεις όταν s ̸= 0. Άρα σύμφωνα με το
γνωστό κανόνα του αθροίσματος,

f(r, s) = f(r − 1, s− 1) + f(r − 1, s+ 1)

Για να μην έχουμε τον περιορισμό s ̸= 0 ορίζουμε

g(r, s) =

{
f(r, s) αν s ≥ 0

−f(r,−s) αλλιώς

Τότε
g(r, s) = g(r − 1, s− 1) + g(r − 1, s+ 1)

όπου r > 1.
Εφαρμόζοντας διαδοχικά τον τύπο, παίρνουμε:

g(r, s) = g(r − 1, s− 1) + g(r − 1, s+ 1)

= g(r − 2, s− 2) + 2g(r − 2, s) + g(r − 2, s+ 2)

= g(r − 3, s− 3) + 3g(r − 3, s− 1) + 3g(r − 3, s+ 1) + g(r − 3, s+ 3)

...

= g(1, s− r + 1) +

(
r − 1

1

)
g(1, s− r + 3) +

(
r − 1

2

)
g(1, s− r + 5) + · · ·

=
∑
j≥0

(
r − 1

j

)
g(1, 1− (r − s− 2j))
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Έτσι τώρα έχουμε ότι g(1, s) = 0,εκτός όταν g(1, 1) = 1 και g(1,−1) = −1. Αφού r−s
είναι άρτιος,

g(r, s) =

(
r − 1
(r−s−2)

2

)
g(1,−1) +

(
r − 1
(r−s)

2

)
g(1, 1)

= −
(

r − 1
(r−s−2)

2

)
+

(
r − 1
(r−s)

2

)
= −

(
r − 1
r−s
2

)
· r − s

r + s
+

(
r − 1
(r−s)

2

)
=

(
r − 1
(r−s)

2

)(
1− r − s

r + s

)
=

2s

r + s

(
r − 1
(r−s)

2

)
Συγκεκριμένα,έστω r = 2n− 1 και s = 1. Τότε

f(r, s) = g(r, s)

=
1

n

(
2n− 2

n− 1

)
= Cn−1

Το πρόβλημα παρενθέσεων Το επόμενο παράδειγμα που θα μελετήσουμε, είναι το
πρόβλημα τωνπαρενθέσεων τουCatalan. Πρώτα, παρατηρείστε ότι η έκφραση ((ab)(cd))
είναι σωστή, ενώ η ((ab)(e)(ab)cd) είναι λάθος.

Παράδειγμα 2.2.1. Βρείτε τον αριθμό των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους
μπορούν να μπουν n + 1 στο πλήθος στοιχεία μέσα σε n ζεύγη παρενθέσεων. Ή αλ-
λιώς, βρείτε τον αριθμό Pn καλά ορισμένων ακολουθιών αριστερών και δεξιών παρεν-
θέσεων που μπορούν να σχηματιστούν από n ζεύγη όταν n ≥ 0

Λύση. Ο πίνακας (2.3) υποδεικνύει τους σωστούς συνδυασμούς για 0 ≤ n ≤ 3 και τις
αντίστοιχες τιμές Pn όπου λ υποδηλώνει το κενό στοιχείο.

Έστω S το σύνολο καλά ορισμένων ακολουθιών που αποτελούνται από n ζευγάρια
παρενθέσων.Τότε το S μπορεί να οριστεί αναδρομικά:

• λϵS

• αν x, yϵS, τότε (x), xyϵS, όπου xy υποδηλώνει την αλληλουχία των συμβόλων x
και y.
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n Σωστές εκφράσεις παρενθέσεων Pn

0 λ 1
1 () 1
2 ()() (()) 2
3 ()()() (()()) (())() ()(()) ((())) 5
4 ()()()() ((()))() (())(()) ()((())) (())()() ()(())()

()()(()) (()())() ()(()()) (()()()) ((()))() (()(()))
((())()) (((())))

14

Πίνακας 2.3: καλώς ορισμένες ακολουθίες από n ζευγάρια παρενθέσεων

Σχήμα 2.3: Καλώς ορισμένες ακολουθίες παρενθέσεων
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Αντίστοιχα, τα διάφορα στοιχεία τουS μπορούμε να τα δούμε μέσω ενός διαγράμματος-
δέντρου όπως φαίνεται στο σχήμα (2.3).Το λ το αγνοήσαμε για ευκολία. Παρατηρείστε
ότι xλ = x = λx για κάθε xϵS,καθώς και ότι το δέντρο περιέχει επαναλαμβανόμενα
στοιχεία.

Τώρα, θα αναπτύξουμε μια αναδρομική σχέση για το Pn. Πρώτα παρατηρείστε ότι
P0 = 1 = P1.

Υποθέτουμε n ≥ 2. Έστω 0 ≤ i ≤ n − 1. Τα πρώτα i ζεύγη μπορούν να συν-
δυαστούν κάτα Pi σωστούς τρόπους και τα υπόλοιπα n − i − 1 ζεύγη, κατά Pn−i−1

σωστούς τρόπους. Σύμφωνα με τον κανόνα του πολλαπλασιασμού, τα δύο αυτά γεγο-
νότα μπορούν να συμβούν ταυτόχρονα κατά PiPn−i−1 διαφορετικούς τρόπους. Επειδή
αυτό ισχύει για κάθε τιμή του i,σύμφωνα με τον κανόνα του αθροίσματος,

n−1∑
i=0

PiPn−i−1

Έτσι Pn ικανοποιεί την ίδια αναδρομική σχέση και την ίδια αρχική συνθήκη με Cn.
Συνεπώς, Pn = Cn.

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσει κανείς, την ομοιότητα στην ανάπτυξη της πα-
ραπάνω σχέσης με αυτήν του αναδρομικού τύπου του Segner.

Ο αλγόριθμος του Forder Έστω T το σύνολο των τριγωνισμών ενός n-γώνου και
P το σύνολο των σωστά ορισμένων ακολουθιών παρενθέσεων αποτελούμενα από n
ζευγάρια. Προκύπτει από τα παραδείγματα (2.1.1) και (2.2.1) ότι |T | = |P | = Cn ,
όπου |S| εκφράζει το πλήθος του συνόλου S. Αφού τα T και P είναι ισοπληθή, πρέπει
να υπάρχει μια "1− 1" αντιστοιχία μεταξύ των δύο συνόλων.

Το 1961 ο H.G Forder από το πανεπιστήμιο του Όκλαντ της Νέας Ζηλανδίας, ανέ-
πτυξε έναν αλγόριθμο για αυτό. Για να το δείξουμε αυτό, σκεφτείτε ένα τριγωνισμένο
εξάγωνο όπως στο σχήμα (2.4), όπου συμβολίσαμε τις πλευρές του, πλην της βάσης, με
τα γράμματα a εώς e. Κάθε διαγώνιος που "εκτείνεται" σε γειτονική πλευρά, συμβολί-
ζεται από την αλληλουχία των συμβολισμών των πλευρών που ενώνει σε παρένθεση.
Για παράδειγμα, η διαγώνιος που "εφάπτεται" στις πλευρές a και b συμβολίζεται με
(ab). Ομοίως συμβολίζονται και οι υπόλοιπες διαγώνιοι, μέχρι να συμβολίσουμε και τη
βάση όπως φαίνεται στην εικόνα (2.5), η οποία δίνει τη σωστή έκφραση (((ab)c)(de))
με ακριβώς 4 ζεύγη παρενθέσεων.

Η διαδικασία αυτή είναι αντιστρέψιμη. Για παράδειγμα σκεφτείτε την έκφραση
(((ab)c)(de)) και το εξάγωνοABCDEF στο σχήμα (2.6), όπου η βάση έχει συμβολιστεί
με (((ab)c)(de)) και οι υπόλοιπες πλευρές με τις μεταβλητές a εώς e. Αντιστοιχίζοντας
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Σχήμα 2.4 Σχήμα 2.5

Σχήμα 2.6 Σχήμα 2.7

με κάθε έγκυρη υποέκφραση (xy),εκτός της αρχικής έκφρασης, σχηματίστε τη δια-
γώνιο ενώνοντας τα μη επαναλαμβανόμενα τελικά σημεία των x και y. Δηλαδή, αντι-
στοιχούμε το (ab) ενώνοντας τις κορυφές A,C. Για το (de) ενώνουμε τις κορυφές D,F.
Τέλος για το (c(de)) ενώνουμε τις C,F. Συνεπώς έχουμε συμβολίσει όλες τις πλευρές
και διαγώνιους. Το εξάγωνο πλέον είναι τριγωνισμένο, όπως φαίνεται στο σχήμα(2.7)

Γενικότερα, κάθε τριγωνισμός ενός (n + 2)-γώνου δίνει μια μοναδική έκφραση
εντός παρενθέσεων αποτελούμενη από n + 1 μεταβλητές και n τελεστές και αντί-
στροφα. Στο σχήμα (2.8) φαίνονται οι διάφοροι τριγωνισμοί πενταγώνου και οι αντί-
στοιχες εκφράσεις παρενθέσεων.

Μεταθέσεις και αριθμοί Catalan Τα επόμενα παραδείγματα που θα μελετήσουμε
είναι πάνω στις μεταθέσεις και κύκλους, πρώτα όμως θα υπενθυμίσουμε κάποια βα-
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Σχήμα 2.8: Τριγωνισμοί πενταγώνου και οι αντίστοιχες εκφράσεις

σικά πράγματα πάνω στον ορισμό τους.2
Μια μετάθεση f των στοιχείων ενός συνόλου S = {a1, a2, a3 · · · an} είναι μια αμ-

φιμονοσήμαντη αντιστοιχία στο S. Έστω f(ai) = bi για κάθε i. τότε η f γράφεται

f =

(
a1 a2 · · · an
b1 b2 · · · bn

)
Συγκεκριμένα, υποθέστε ότι f(ai) = ai+1 για κάθε 1 ≤ i ≤ n− 1 και f(an) = a1. Τότε
χρησιμοποιούμε τον εξής κυκλικό συμβολισμό για να γράψουμε το f :

f = (a1a2 · · · an) :=
(
a1 a2 ... an
a2 a3 ... a1

)
H παρακάτω μετάθεση μετατοπίζει κυκλικά κάθε στοιχείο ai κατά μία θέση δεξιά.

Είναι κύκλος μήκους n.
Για παράδειγμα, έστω S = {1, 2, 3, 4, 5}. Τότε

(12345) =

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
Παρατηρείστε ότι,

(13425) = (34251) = (42513) = (25134) = (51342)

ένα στοιχείο ai αφήνεται σταθερό σε μια μετάθεση f αν f(ai) = ai. Παραδείγματος
χάρη, η μετάθεση g στο σύνολο S:

g = (1435) =

(
1 2 3 4 5
4 2 5 3 1

)
2 Για αναλυτικότερα θέματα ομάδων, δείτε το “Εισαγωγή στην Άλγεβρα” του John B. Fraleigh 7η

έκδοση από Πανεπιστημιακές εκδόσες Κρήτης



2.2 Παραδείγματα στη συνδυαστική 27

Αφήνει το στοιχείο 2 σταθερό :g(2) = 2. Αυτή η μετάθεση είναι κύκλος μήκους 4.
Ένας κύκλος μήκους 2 λέγεται αντιμετάθεση. Για παράδειγμα, ο (3, 5) είναι αντι-

μετάθεση:
(3, 5) =

(
1 2 3 4 5
1 2 5 4 3

)
Αν f, g δύο μεταθέσεις του συνόλου S, ορίζουμε ως γινόμενο μεταθέσεων τη σύν-

θεση των f, g. Σχηματικά :
S

f→ S
g→ S

Δηλαδή αν s ένα στοιχείο του S, τότε η μετάθεση fg(s) ορίζεται ως : fg(s) = g(f(s)).
Όπως όλες οι μεταθέσεις στο S, έτσι και η fg είναι ένα προς ένα και επί στο S. Παρα-
δείγματος χάρη :(

1 2 3 4 5
4 2 5 3 1

)
·
(
1 2 3 4 5
1 5 2 4 3

)
=

(
1 2 3 4 5
4 5 3 2 1

)
Επειδή οι κύκλοι είναι μεταθέσεις ειδικής μορφής,μπορούν να πολλαπλασιαστούν

όπως ακριβώς και οποιεσδήποτε δύο μεταθέσεις. Το γινόμενο κύκλων όμως μπορεί να
μην είναι πάλι κύκλος.

Χρησιμοποιώντας τον κυκλικό συμβολισμό βλέπουμε ότι η παρακάτω μετάθεση f
μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο κύκλων:

f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 6 7 4 1 5 2

)
= (1, 3, 6)(2, 8)(4, 7, 5)

Οι κύκλοι αυτοί λέγονται ξένοι, το οποίο σημαίνει ότι κάθε ακέραιος μετακινείται από,
το πολύ, έναν από αυτούς τους κύκλους. Δηλαδή κανένας αριθμός δεν εμφανίζεται
στον συμβολισμό δύο διαφορετικών κύκλων.

Αν και εν γένει ο πολλαπλασιασμός μεταθέσεων δεν είναι αντιμεταθετικός, ο πολ-
λαπλασιασμός ξένων κύκλων είναι. Παρατηρείστε ότι (135)(24) = (24)(135)

Είμαστε σε θέση τώρα να παρουσιάσουμε τα παραδείγματα μεταθέσεων με αριθ-
μούς Catalan.

Παράδειγμα 2.2.2. Βρείτε τον αριθμό μεταθέσεων a του συνόλου {1, 2, 3...., 2n} με n
αντιμεταθέσεις,ούτως ώστε η μετάθεση ωa να είναι το γινόμενο n + 1 κύκλων,όπου
ω = (12...2n) και n ≥ 1

Λύση. Ο πίνακας (2.4) απαριθμεί τις διάφορες πιθανές μεταθέσεις a για 1 ≤ n ≤ 4.
Παρατηρείστε ότι (1234)(13)(24) = (1432) και άρα (13)(24) δεν είναι τέτοια μετά-
θεση.
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n μετάθεση a ωa Σύνολο
1 (12) (12)(12)=(1)(2) 1

2 (12)(34)
(14)(23)

(1234) · (12)(34) = (1)(24)(3)
(1234) · (14)(23) = (13)(2)(4)

2

3

(12)(34)(56)
(12)(36)(45)
(14)(23)(56)
(16)(23)(45)
(16)(25)(36)

(123456) · (12)(34)(56) = (1)(246)(3)(5)
(123456) · (12)(36)(45) = (1)(26)(35)(4)
(123456) · (14)(23)(56) = (13)(2)(46)(5)
(123456) · (16)(23)(45) = (135)(2)(4)(6)
(123456) · (16)(25)(34) = (15)(24)(3)(6)

5

4

(12)(34)(56)(78)
(12)(34)(58)(67)
(12)(36)(45)(78)
(12)(38)(45)(67)
(12)(38)(47)(56)
(12)(38)(47)(56)
(14)(23)(56)(78)
(16)(23)(45)(78)
(16)(25)(34)(78)
(18)(23)(47)(56)
(18)(25)(34)(67)
(18)(27)(34)(56)
(18)(27)(36)(45)
(18)(23)(45)(67)

(12345678) · (12)(34)(56)(78) = (1)(2468)(3)(5)(7)
(12345678) · (12)(34)(58)(67) = (1)(24)(3)(57)(6)
(12345678) · (12)(36)(45)(78) = (1)(268)(35)(4)(7)
(12345678) · (12)(38)(45)(67) = (1)(28)(357)(4)(6)
(12345678) · (12)(38)(47)(56) = (1)(28)(37)(46)(5)
(12345678) · (12)(38)(47)(56) = (1)(28)(37)(46)(5)
(12345678) · (14)(23)(56)(78) = (13)(2)(468)(5)(7)
(12345678) · (16)(23)(45)(78) = (135)(2)(4)(68)(7)
(12345678) · (16)(25)(34)(78) = (15)(24)(3)(68)(7)
(12345678) · (18)(23)(47)(56) = (137)(2)(46)(5)(8)
(12345678) · (18)(25)(34)(67) = (157)(24)(3)(6)(8)
(12345678) · (18)(27)(34)(56) = (17)(246)(3)(5)(8)
(12345678) · (18)(27)(36)(45) = (17)(26)(35)(4)(8)
(12345678) · (18)(23)(45)(67) = (1357)(2)(4)(6)(8)

14

Πίνακας 2.4: Συνδυασμοί μεταθέσεων

Το επόμενο παράδειγμα μεταθέσεων και αριθμών Catalan μελετήθηκε το 1985 από
τον D.M Jackson του πανεπιστημίου το Βατερλό στο Οντάριο,όντας επισκέπτης στο
MIT. Σύμφωνα όμως με τον Richard P. Stanley του MIT θα μπορούσε να είχε μελετηθεί
αρκετά νωρίτερα.

Παράδειγμα 2.2.3. Βρείτε τον αριθμό διατεταγμένων ζευγών μεταθέσεων α και β,
του συνόλου {1, 2, 3, ...., n} n+ 1 κύκλων, τέτοιους ώστε αβ = (123...n)

Λύση. Ο πίνακας (2.5) δείχνει τα διάφορα δυνατά ζεύγη μεταθέσεων για 1 ≤ n ≤ 4.
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n α β αβ Σύνολο
1 (1) (1) (1) 1

2 (1)(2)
(12)

(12)
(1)(2)

(12)
(12)

2

3

(1)(2)(3)
(123)
(12)(3)
(13)(2)
(1)(23)

(123)
(1)(2)(3)
(13)(2)
(1)(23)
(12)(3)

(123)
(123)
(123)
(123)
(123)

5

4

(1)(2)(3)(4)
(1234)

(12)(3)(4)
(13)(2)(4)
(14)(2)(3)
(1)(23)(4)
(124)(3)
(1)(24)(3)
(12)(34)
(14)(23)
(134)(2)
(123)(4)
(1)(2)(34)
(1)(234)

(1234)
(1)(2)(3)(4)
(134)(2)
(14)(23)
(1)(234)
(124)(3)
(12)(34)
(12)(34)
(13)(2)(4)
(1)(24)(3)
(1)(23)(4)
(14)(2)(3)
(123)(4)
(12)(3)(4)

(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)
(1234)

14

Πίνακας 2.5: Δυνατοί συνδυασμοί ζευγών μεταθέσεων
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Σχήμα 2.9: καταμέτρηση ψηφοφορίας για n = 4 καιm = 2

Το πρόβλημα της κάλπης Στη συνέχεια θα μελετήσουμε πως οι αριθμοί Catalan
υπεισέρχονται στο γνωστό πρόβλημα της κάλπης. Το πρόβλημα αυτό πρώτος εισή-
γαγε το 1887 ο Joseph Bertrand. Αφού ορίσουμε συνοπτικά το πρόβλημα και τη λύση
του, θα δούμε πως οι αριθμοί Catalan αποτελούν λύση αυτού του προβλήματος υπό
συγκεκριμένες συνθήκες.

Έστω ότι υπάρχουν δύο υποψήφιοι για μια ψηφοφορία A και B. O κάθε υποψή-
φιος λαμβάνει n ψήφους, οι οποίες καταμετρούνται μία μία. Θέλουμε να προσδιορί-
σουμε το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορούμε να κάνουμε την καταμέτρηση,
έτσι ώστε οι ψήφοι του υποψήφιουA να είναι περισσότερες ή ίσες από αυτές τουB σε
όλη τη διάρκεια της καταμέτρησης.

Η λύση του προβλήματος αποδεικνύεται ότι είναι n−km
n+m

(
n+m
n

)*. Μπορούμε να δεί-
ξουμε την καταμέτρηση γραφικά για συγκεκριμένες τιμές n,m, k με τον εξής τρόπο:
Σε ένα σύστημα δύο αξόνων,ξεκινώντας από την αρχή σχεδιάζουμε ένα μονοπάτι που
πηγαίνει προς τα πάνω κάθε φορά που μετράμε μια ψήφο για τον υποψήφιο A, ενώ
προς τα κάτω όποτε μετράμε μια ψήφο για τον Β. Το σχήμα (2.9) μας δείχνει γραφικά
την καταμέτρηση.

Παρατηρείστε ότι για n + m = 2 = 2s, s = 1 είναι προφανές ότι ο μοναδικός
συνδυασμός είναι ο AA.Άρα για κάποιο s = 1 προκύπτει C1 = 1 συνδυασμός . Για
n+m = 4 = 2s, s = 2 και για n+m = 6 = 2s, s = 3, όπως φαίνεται στα παρακάτω
σχήματα (2.10) και (2.11), προκύπτουν C2 = 2 συνδυασμοί και C3 = 5 συνδυασμοί
αντίστοιχα.

Στο επόμενο παράδειγμα θα προσπαθήσουμε να κατασκευάσουμε το πρόβλημα με
διαφορετικό τρόπο αλλά θα παρατηρήσουμε ότι ουσιαστικά παραμένει το ίδιο.

Υποθέστε ότι θέλουμε να τοποθετήσουμε 6 ακέραιους a1, a2, a3, b1, b2, b3 σε μια
σειρά ούτως ώστε ai ≺ bi , ai ≺ ai+1, και bi ≺ bi+1 για κάθε i, όπου x ≺ y υποδηλώνει

*Για την απόδειξη, δείτε: Four Proofs of the Ballot Theorem,Marc Renault
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Σχήμα 2.10: καταμέτρηση ψηφοφορίας για n = 3 καιm = 1

Σχήμα 2.11: καταμέτρηση ψηφοφορίας για n = 4 καιm = 2
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ότι το x προηγείται του y. Υπάρχουν 5 = C3 διατάξεις:

a1 a2 a3 b1 b2 b3
a1 a2 b1 a3 b2 b3
a1 a2 b1 b2 a3 b3
a1 b1 a2 a3 b2 b3
a1 b1 a2 b2 a3 b3

Παράδειγμα 2.2.4. Έστω 2n κατά το σύνολο, a1, a2, a3, a4, ...., an, b1, b2, b3, b4, ....bn
αντικείμενα. Να βρεθεί ο αριθμός των τρόπων που μπορούν να διαταχτούν ούτως
ώστε ai ≺ bi , ai ≺ ai+1, και bi ≺ bi+1 για κάθε i, όπου 1 ≤ i ≤ n− 1.

Λύση. Ο πίνακας (2.6) δείχνει τις πιθανές διατάξεις για 1 ≤ i ≤ 4. Για να βρούμε τον

n Δυνατές διατάξεις Σύνολο
0 λ 1

1 a1b1 1

2 a1a2b1b2 a1b1a2b2 2

3 a1a2a3b1b2b3
a1b1a2a3b2b3

a1a2b1a3b2b3
a1b1a2b2a3b3

a1a2b1b2a3b3 5

4

a1a2a3a4b1b2b3b4
a1a2a3b1b2b3a4b4
a1a2b1a3b2b3a4b4
a1b1a2a3a4b2b3b4
a1b1a2b2a3a4b3b4

a1a2a3b1a4b2b3b4
a1a2b1a3a4b2b3b4
a1a2b1b2a3a4b3b4
a1b1a2a3b2a4b3b4
a1b1a2b2a3b3a4b4

a1a2a3b1b2a4b3b4
a1a2b1a3b2a4b3b4
a1a2b1b2a3b3a4b4
a1b1a2a3b2b3a4b4

14

Πίνακας 2.6: Δυνατές διατάξεις 2n αντικειμένων

αριθμό τέτοιων διατάξεων, παρατηρούμε ότι υπάρχουν
(
2n
n

)
συνδυασμοί τέτοιοι ώστε,

ai ≺ ai+1, και bi ≺ bi+1. Πρόκειται για τους διαφορετικούς τρόπους που μπορούμε να
διαλέξουμε n μέσα από 2n ξεχωριστά αντικείμενα. Από αυτούς,αντλούμε όλες επιτρε-
πτές διατάξεις,όπου ai ≺ bi. Έστω P (n) ο αριθμός των επιτρεπτών αυτών διατάξεων
και q(n, j) αυτών των μη επιτρεπτών με το b1 στη j-στη θέση. Έχουμε q(n, 1) =

(
2n−1
n−1

)
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και από επαγωγή ότι q(n, j) =
(
2n−j
n−j

)
.Άρα q(n) = q(n+ 1, 2) =

(
2n
n−1

)
. Οπότε

p(n) =

(
2n

n

)
− q(n)

=

(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
= Cn

Μια ενδιαφέρουσα εφαρμογή του παραπάνω παραδείγματος είναι η εξής: Ας υπο-
θέσουμε ότι έναςφοιτητής οφείλει να περάσειn μαθήματα μαθηματικώνm1,m2....,mn

καιn μαθήματαφυσικής c1, c2....., cn για να μπορέσει να ολοκληρώσει τις σπουδές του.
Το μάθημα mi είναι προαπαιτούμενο μάθημα για το mi+1,το ci προαπαιτούμενο για
το ci+1 και επίσης το mi είναι προαπαιτούμενο για το ci. Είναι προφανές ότι πληρού-
νται τα κριτήρια του παραδείγματος (2.2.4),άρα οι ο φοιτητής έχει Cn διαφορετικούς
τρόπους με τους οποίους μπορεί να περάσει τα απαιτούμενα μαθήματα.

2.3 Μονοπάτια Dyck
Σε αυτή την ενότητα θα δούμε τη σχέση των αριθμώνCatalan με τα μονοπάτιαDyck.

Ουσιαστικά, τα μονοπάτια Dyck είναι ειδική περίπτωση μονοπατιών σε δικτυωτό ή
αλλιώς απλών μονοπατιών. Γενικάως μονοπάτι ορίζουμε μια πεπερασμένη ακολουθία
(xk, yk)0≤k≤n σημείων με ακέραιες συντεταγμένες του καρτεσιανού επιπέδου,τέτοια
ώστε xk ≤ xk+1 για κάθε 0 ≤ k ≤ n. Το σύνολο των βημάτων ενός μονοπατιού
είναι το S = {(xk+1 − xk, yk+1 − yk) : 0 ≤ k ≤ n} ενώ το ύψος του σημείου (xk, yk)
είναι το yk . ́Ενα μονοπάτι αναπαριστάνεται γραφικά σχεδιάζοντας για κάθε ζεύγος
διαδοχικών του σημείων (xk, yk) και (xk+1, yk+1),να ευθύγραμμο τμήμα που τα ενώνει.
Τα ευθύγραμμα αυτά τμήματα αναπαριστάνουν τα βήματα του μονοπατιού. Το ύψος
του βήματος είναι τοmin {yk, yk+1} .

Συνεπώς τα μονοπάτια Dyck ορίζονται ως ένα μονοπάτι στο καρτεσιανό σύστημα
το οποίο ξεκινά από το (x, y) (για απλότητα θεωρούμε τις περισσότερες φορές αρχή
το (0, 0)) και καταλήγει στο (2n). Δεν περνάει κάτω από τον άξονα x. Πήραν το όνομα
τους προς τιμήν του ΓερμανούΜαθηματικούWalther FranzAnton vonDyck(1856-1934),
ο οποίος μεταξύ άλλων, είχε μεγάλη συνεισφορά στη θεωρία συνόλων και τοπολο-
γία,ενώ το όνομά του φέρει επίσης η γλώσσα Dyck, στη θεωρία των τυπικών γλωσσών.

Το σχήμα (2.12) δείχνει πως σχηματίζεται γραφικά ένα μονοπάτι Dyck. Ενώ στο
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Σχήμα 2.12

σχήμα(2.13) τα δυνατά μονοπάτια Dyck για 0 ≤ n ≤ 4. Παρατηρούμε ότι συμπίπτουν
με τους αντίστοιχους αριθμούς Catalan.

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι το παραπάνω παράδειγμα έχει αμφι-
μονοσήμαντη σχέση με το πρόβλημα των καλά ορισμένων ακολουθιών παρενθέσεων
που μελετήσαμε στην προηγούμενη ενότητα. Ουσιαστικά πρόκειται για το ίδιο ακρι-
βώς πρόβλημα. Αυτό μπορούμε να το δείξουμε αντικαθιστώντας κάθε ανοδικό βήμα
(x+ 1, y + 1) με μια αριστερή παρένθεση,ενώ κάθε καθοδικό βήμα, (x+ 1, y − 1) με
μια δεξιά παρένθεση,όπως φαίνεται στο σχήμα(2.14). Προφανώς,η διαδικασία αυτή
είναι αντιστρέψιμη.

Τα επόμενα τρία παραδείγματα, σχετίζονται άμεσα με το προηγούμενο και θα
δούμε ότι και σε αυτά, η λύση τους μας δίνει τους αριθμούς Catalan.

Παράδειγμα 2.3.1. Να βρεθεί ο αριθμός των μονοπατιών Dyck στο καρτεσιανό σύ-
στημα με αρχή το (0, 0) και πέρας το (2n+ 2, 0),nϵZ, που είναι:

• Από το σημείο (x, y) μπορούμε να πάμε είτε στο (x+1, y+1) είτε στο (x+1, y−1)
χωρίς να περάσουμε τον άξονα x.

• Το μήκος της μεγαλύτερης διαδρομής,η οποία τερματίζει πάνω στον άξονα x,
είναι περιττό.

Λύση. Το σχήμα (2.15) μας δίνει τα δυνατά μονοπάτια για 0 ≤ n ≤ 3. Σε κάθε μια
περίπτωση, η λύση αποτελεί ένας αριθμός Catalan.

Παράδειγμα 2.3.2. Να βρεθεί ο αριθμός δυνατών μονοπατιών Dyck με αρχή το (0, 0)
και πέρας το (2n + 2, 0), nϵZ έτσι ώστε από το σημείο (x, y) μπορούμε να πάμε είτε
στο (x + 1, y + 1) είτε στο (x + 1, y − 1) χωρίς να περάσουμε τον άξονα x,ενώ δεν
μπορούν να έχουν κορυφή ύψους 2.

Να υπενθυμίσουμε ότι κορυφή ενός μονοπατιού Dyck προκύπτει όταν ένα βήμα
(x + 1, y + 1) ακολουθείται από ένα (x+1,y-1), ενώ ύψος της κορυφής είναι η συντε-
ταγμένη y του σημείου εκείνου.
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Σχήμα 2.13: Δυνατά μονοπάτια Dyck για 0 ≤ n ≤ 4

Σχήμα 2.14: Μονοπάτια Dyck που αντιστοιχούν σε ακολουθίες παρενθέσεων



36 Oι αριθμοί Catalan

Σχήμα 2.15: Μονοπάτια με περιττό μήκος της μεγαλύτερης καθόδου που καταλήγει
στο x = 0

Λύση. Στο σχήμα (2.16) βλέπουμε τα δυνατά μονοπάτια για 0 ≤ n ≤ 3. Όπως και στο
πρηγούμενο παράδειγμα, η εκάστοτε λύση αποτελεί αριθμό Catalan.

Παράδειγμα 2.3.3. Να βρεθεί ο αριθμός των μονοπατιών Dyck με n−1 κορυφές ,έτσι
ώστε να μην περιέχουν τρεις συνεχόμενες ανόδους ή καθόδους.

Λύση. Η λύση φαίνεται στο σχήμα (2.17) για 0 ≤ n ≤ 4. Όπως και στα προηγούμενα
παραδείγματα, βλέπουμε ότι η κάθε λύση προκύπτει να είναι ο αντίστοιχος αριθμός
Catalan.

2.4 Γενικότερα παραδείγματα
Στις προηγούμενες δύο ενότητες ασχοληθήκαμε με προβλήματα συνδυαστικής και

μονοπατιών Dyck,των οποίων οι λύσεις αποτελούν αριθμούς Catalan. Σε αυτή την ενό-
τητα, θα παρουσιάσουμε και άλλα πιο γενικά παραδείγματα προβλημάτων,των οποία
η λύση βρίσκεται στους αριθμούς Catalan και θα προσδιορίσουμε την αμφιμονοσήμα-
ντη σχέση μεταξύ κάποιων από αυτών. Θα αντιληφθούμε δηλαδή ότι για παράδειγμα,
ένα πρόβλημα κατάταξης δυαδικών λέξεων,αν και φαινομενικά διαφορετικό, είναι το
ίδιο πρόβλημα με τη διαμέριση ενός κύκλου με ευθύγραμμα τμήματα που δεν τέμνο-
νται μεταξύ τους.
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Σχήμα 2.16: Μονοπάτια Dyck χωρίς κορυφές ύψους 2

Σχήμα 2.17: Μονοπάτια Dyck χωρίς τρεις συνεχόμενες ανόδους ή καθόδους
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Σχήμα 2.18: Δυνατές διατάξεις νομισμάτων για 1 ≤ n ≤ 4

Παράδειγμα 2.4.1. Έστω ότι έχουμε άπειρα ίδια νομίσματα (πχ νομίσματα του ενός
ευρώ),τα οποία θέλουμε να τα στοιβάξουμε σε σειρές. Βρείτε τον αριθμό των δυνατών
διατάξεων που πληρούν τις παρακάτω συνθήκες:

• Η τελευταία σειρά αποτελείται από n νομίσματα,όπου το καθένα από αυτά
ακουμπά τα δύο γειτονικά του, εκτός αν βρίσκεται στις άκρες για n ≥ 1.

• Αν η iοστή σειρά αποτελείται από j νομίσματα, η σειρά i+ 1 μπορεί να αποτε-
λείται μόνον από k νομίσματα όπου 0 ≤ k ≤ j − 1.

• Αν ένα νόμισμα δεν ανήκει στη τελευταία σειρά, ακουμπά στα 2 νομίσματα από
κάτω του.

• Δεν παίζει ρόλο αν είναι “κορώνα” ή “γράμματα” το νόμισμα

Λύση. Στο σχήμα (2.18) βλέπουμε τις πιθανές διατάξεις για 1 ≤ n ≤ 4. Σημειώνουμε
ότι για n = 0 υπάρχει μία δυνατή διάταξη,η μηδενική, αφού έχουμε 0 νομίσματα στην
τελευταία σειρά.

Παράδειγμα 2.4.2. Έστω ότι έχουμε 2n τον αριθμό ανθρώπους καθισμένους σε ένα
στρογγυλό τραπέζι. Να βρεθεί ο αριθμός των τρόπων με τους οποίους μπορούν να
κάνουν χειραψίες μεταξύ τους χωρίς διασταυρωθούν τα χέρια τους.

Αυτό το πρόβλημα μπορεί να επαναδιατυπωθεί με διάφορους τρόπους,όπως για
παράδειγμα: Να βρεθεί ο αριθμός των τρόπων με τον οποίο μπορούν να ενωθούν 2n



2.4 Γενικότερα παραδείγματα 39

Σχήμα 2.19: Δυνατές χειραψίες για 0 ≤ n ≤ 4

σημεία ενός κύκλου από n χορδές ούτως ώστε καμία από αυτές να διασταυρώνεται
με άλλη.

Λύση. Το σχήμα (2.19) δείχνει τους δυνατούς συνδυασμούς για 0 ≤ n ≤ 4. Παρατη-
ρείστε ότι για κάθε n η λύση είναι ο n-οστός αριθμός Catalan.

Παράδειγμα 2.4.3. Να βρεθεί ο αριθμός των ακολουθιών που αποτελούνται από n
"1" και απόn "−1", τέτοιες ώστε κάθε μερικό άθροισμα από τα αριστερά προς τα δεξιά,
να είναι μη αρνητικό. Δηλαδή, τον αριθμό των διατεταγμένων 2n-άδων a1a2a3.....a2n
αποτελούμενων από 1,−1 έτσι ώστε a1 + a2 + ...+ ak ≥ 0 και a1 + a2 + ...+ a2n = 0,
όπου 1 ≤ k < 2n και n ≥ 0

Λύση. Στον πίνακα (2.7) φαίνονται οι δυνατές ακολουθίες για 0 ≤ n ≤ 4.

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι αυτό το πρόβλημα είναι ουσιαστικά το
ίδιο με το παράδειγμα 2.2.1 των ακολουθιών παρενθέσεων. Κάθε 1 αντιστοιχεί σε μια
αριστερή παρένθεση ενώ κάθε −1 σε μία δεξιά.
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n Δυνατές ακολουθίες Σύνολο
0 λ 1

1 1− 1 1

2 1− 11− 1 11− 1− 1 2

3 1− 11− 11− 1 11− 11− 1− 1 11− 1− 11− 1 1− 111− 1− 1 111− 1− 1− 1 5

4
1− 11− 11− 11− 1
1− 111− 1− 11− 1
111− 1− 1− 11− 1

111− 1− 1− 11− 1
1− 11− 111− 1− 1
11− 111− 1− 1− 1

11− 1− 111− 1− 1
11− 11− 1− 11− 1
111− 1− 11− 1− 1

1− 1111− 1− 1− 1
1− 111− 11− 1− 1
1111− 1− 1− 1− 1

11− 1− 11− 11− 1
1− 1111− 1− 1− 1

14

Πίνακας 2.7

Σχήμα 2.20

Επιπρόσθετα, μπορεί να μετατραπεί σε ένα πρόβλημα μονοπατιών Dyck, εάν αντι-
καταστήσουμε κάθε 1 με μια άνοδο και −1 με κάθοδο.

Για παράδειγμα, τα μονοπάτια Dyck του σχήματος (2.13) για n = 3 , με τον παρα-
πάνω μετασχηματισμό μετατρέπονται στις 6-άδες 1− 11− 11− 1,1− 111− 1− 1,11−
1− 11− 1,11− 11− 1− 1,111− 1− 1− 1 του πίνακα (2.7).

Αντίστροφα κάθε τέτοια n-άδα δίνει ένα μονοπάτι Dyck. Παραδείγματος χάρη, η
8-άδα 11−11−1−11−1 μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή του μονοπατιού
Dyck που φαίνεται στο σχήμα (2.20). Συνεπώς υπάρχει μια ένα προς ένα αντιστοίχηση
μεταξύ του παραδείγματος 2.4.3 και των μονοπατιών Dyck του σχήματος (2.13).

Παράδειγμα 2.4.4. Να βρεθεί ο αριθμός των ακολουθιών a0a1a2a3...a2n αποτελούμε-
νες από 1 και −1 ούτως ώστε κάθε μερικό άθροισμα a0 + a1 + a2 + a3 + ... + ak > 0,
για 0 ≤ k ≤ 2n και a0 + a1 + a2 + a3 + ...+ a2n = 1

Λύση. Κάθε μερικό άθροισμαπρέπει να ναι θετικό,άρα και το πρώτο μερικό άθροισμα
a0 πρέπει να ναι θετικό. Αυτό συνεπάγεται ότι a0 = 1. Συνεπώς αυτό το πρόβλημα
είναι το ίδιο με το 2.4.3 με ακολουθίες 1a1a2a3...a2n αποτελούμενες από n τον αριθμό
1 και n −1 έτσι ώστε κάθε μερικό άθροισμα a0 + a1 + a2 + a3 + ... + ak ≥ 0 για
0 ≤ k ≤ 2n.

Στον πίνακα (2.8) βλέπουμε τις πιθανές ακολουθίες για 0 ≤ n ≤ 4. Είναι ίδιος με
τον πίνακα (2.7) έχοντας το 1 ως πρόθεμα.
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n Δυνατές ακολουθίες Σύνολο
0 1 1

1 11− 1 1

2 11− 11− 1 111− 1− 1 2

3 11− 11− 11− 1 111− 11− 1− 1 111− 1− 11− 1 11− 111− 1− 1 1111− 1− 1− 1 5

4
11− 11− 11− 11− 1
11− 111− 1− 11− 1
1111− 1− 1− 11− 1

1111− 1− 1− 11− 1
11− 11− 111− 1− 1
111− 111− 1− 1− 1

111− 1− 111− 1− 1
111− 11− 1− 11− 1
1111− 1− 11− 1− 1

11− 1111− 1− 1− 1
11− 111− 11− 1− 1
11111− 1− 1− 1− 1

111− 1− 11− 11− 1
11− 1111− 1− 1− 1

14

Πίνακας 2.8

Θα επιβεβαιώσουμε ότι υπάρχουνCn τέτοιες ακολουθίες κάνοντας χρήση του λήμ-
ματος του Raney. Το λήμμα το ανακάλυψε ο George N. Ranney(1922-) του πανεπιστη-
μίου της Πενσιλβανίας. Για λόγους συντομίας, η απόδειξη παραλείπεται.3

Λήμμα 2.4.1 (Λήμμα του Raney). Έστω a1a2a3...am ακολουθία ακεραίων με άθροισμα
1. Τότε ακριβώς μία από τις κυκλικές μεταθέσεις της a1a2a3...am, a2a3...ama1, ama1a2a3...am−1

έχει την ιδιότητα κάθε μερικό της άθροισμα να είναι θετικό.

Για παράδειγμα έστω η ακολουθία 2 0 −3 3 −1. Οι κυκλικές της μεταθέσεις είναι:

2 0 −3 3 −1
−3 3 −1 2 0
−1 2 0 −3 3
0 −3 3 −1 2
3 −1 2 0 −3

Ακριβώς μία από τις παραπάνω μεταθέσεις έχει την ιδιότητα το κάθε μερικό της
άθροισμα να είναι θετικό. Πρόκειται για τη: 3 −1 2 0 −3.

τώρα θα δείξουμε ότι οι διατεταγμένες (2n + 1)-άδες του παραδείγματος 2.4.4

είναι Cn. Κάθε (2n+1)-άδα περιέχει n+1 (1) και n (−1). Υπάρχουν (2n+1)!
(n+1)!n!

=
(
2n+1
n

)
τον αριθμό τέτοιες ακολουθίες. Κάθε κυκλική μετάθεση μιας διατεταγμένης (2n+1)-
άδας, ανήκει επίσης στην ίδια οικογένεια πλειάδων. Σύμφωνα λοιπόν με το λήμμα του
Raney, ακριβώς μία από αυτές έχει την ιδιότητα το κάθε μερικό της άθροισμα να είναι
πάντα θετικό.

Έστν N ο αριθμός των (2n+ 1)-άδων τέτοιες ώστε το κάθε μερικό τους άθροισμα
να είναι θετικό. Επειδή κάθε τέτοια διατεταγμένη πλειάδα δίνει (n+ 1) κυκλικές με-
ταθέσεις, ο συνολικός αριθμός των (2n + 1)-άδων στην οικογένεια είναι (2n + 1)N .

3Για την απόδειξη βλέπε R.L Graham et. al., Concrete mathematics,Addison-Wesley,Massachusetts,1989
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n Δυνατές δυαδικές λέξεις Σύνολο
0 λ 1

1 10 1

2 1100 1010 2

3 111000 110100 110010 101100 101010 5

4
11110000
11010100
10110100

11101000
11010010
10110010

11100100
11001100
10101100

11100010
11001010
10101010

11011000
10111000

14

Πίνακας 2.9

Συνεπώς:
(2n+ 1)N =

(
2n+ 1

n

)
N =

1

2n+ 1

(
2n+ 1

n

)
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
= Cn

Παράδειγμα 2.4.5. Να βρεθεί ο αριθμός των δυαδικών λέξεων αποτελούμενες από n
τον αριθμό "1" και n ”0”, έτσι ώστε ο αριθμός των ”1” όταν διαβάζουμε κάθε υπα-
κολουθία από τα αριστερά προς τα δεξιά, τα ”1” να είναι περισσότερα ή ίσα από
τα ”0”.Παραδείγματος χάρη, η δυαδική λέξη 1010 έχει 4 τέτοιες υπακολουθίες. Τις:
1,10,101,1010.

Λύση. Η Λύση φαίνεται στον πίνακα (2.9) για 0 ≤ k ≤ 4

Έχει ενδιαφέρον να δούμε επίσης στον πίνακα (2.10) ο οποίος παρουσιάζει τους
δυνατούς τρόπους συσχέτισης ενός μη αντιμεταθετικού γινομένου n + 1 όρων με n
ζεύγη παρενθέσεων για 0 ≤ n ≤ 3.

Το σύνολο των χειραψιών του παραδείγματος 2.4.2,έχει αμφιμονοσήμαντη συσχέ-
τιση με το σύνολο των δυαδικών λέξεων του παραδείγματος 2.4.5. Για να το δείξουμε
αυτό θα χρησιμοποιήσουμε ένα παραστατικό παράδειγμα. Έστω ότι έχουμε ένα μυρ-
μήγκι πάνω στο τραπέζι. Κινείται ξεκινώντας πάντα από το Κάτω μέρος του με φορά
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n Δυνατές δυαδικές λέξεις Σύνολο
0 a 1

1 (ab) 1

2 ((ab)c) (a(bc)) 2

3 (((ab)c)d)
((ab)(cd))

(a(b(cd)))
(a((bc))d)

((a(bc)d) 5

Πίνακας 2.10

ωρολογιακή ή αντιωρολογιακή μέχρι που φτάνει πάλι στην αρχή. Κάθε φορά που
περνά από μια άκρη,4αν είναι η πρώτη φορά που τη συναντά,σημειώνουμε την άκρη
με ”1”. Διαφορετικά με ′0”. Φυσικά, το μυρμήγκι μπορεί να περάσει από κάθε άκρη
ακριβώς δύο φορές.

Το σχήμα (2.21) δείχνει τις δυνατές χειραψίες και τις δυαδικές λέξεις που αντι-
στοιχούν σε κάθε μία από αυτές.

Ο αλγόριθμος αυτός λειτουργεί και αντίστροφα. Παραδείγματος χάρη, έστω η δυα-
δική λέξη 1110011000. Επειδή έχει από πέντε ′1” και ”0”, σχεδιάζουμε δέκα σημεία
πάνω σε ένα κύκλο. Αφού η λέξη ξεκινά από ”111”, το μυρμήγκι πρέπει να συναντήσει
τρεις καινούργιες άκρες μετά τις οποίες μπορεί να ξανασυναντήσει μόνο τις δύο όπως
δείχνει το σχήμα(2.22). Τα δύο επόμενα ”1” υποδηλώνουν ότι πρέπει να συναντήσει
δύο καινούργιες άκρες. Τα τελευταία τρία ”0” απαιτούν το μυρμήγκι να επιστρέψει
στην αρχή συναντώντας τις τρεις άκρες που χει συναντήσει ακριβώς μία φορά προη-
γουμένως. Το σχήμα (2.23) παρουσιάζει τη διαμόρφωση των χειραψιών.

Αν στον αλγόριθμο αυτό, αντικαταστήσουμε κάθε ”1” με μια άνοδο (/) και κάθε
μηδενικό με μια κάθοδο(\), θα δούμε ότι υπάρχει ισομετρία μεταξύ του συνόλου μο-
νοπατιών Dyck και του συνόλου των χειραψιών.

Επιπρόσθετα, αν αντί για ανόδους και καθόδους χρησιμοποιήσουμε αριστερές και
δεξιές παρενθέσεις αντίστοιχα, ο αλγόριθμος παρουσιάζει αμφιμονοσήμαντη σχέση
μεταξύ των χειραψιών, και του προβλήματος καλά ορισμένων παρενθέσεων.

Το τελευταίο παράδειγμα που θα μελετήσουμε σε αυτή την ενότητα, αν και φαινο-
μενικά διαφορετικό, δεν διαφέρει από το παράδειγμα (2.4.5).

Παράδειγμα 2.4.6. Βρείτε τον αριθμό των τρόπων με τον οποίο οι ακέραιοι 1, 2...., 2n
μπορούν να τοποθετηθούν σε ένα 2× n πίνακα ούτως ώστε:

4Ως άκρη θεωρούμε κάθε τόξο που αναπαριστά μια χειραψία,όπως φαίνεται στο σχήμα 2.21
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Σχήμα 2.21: Αντιστοίχηση χειραψιών με δυαδικές λέξεις

Σχήμα 2.22
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Σχήμα 2.23

• Οι αριθμοί κάθε σειράς να είναι τοποθετημένοι κατά αύξουσα σειρά

• Οι αριθμοί κάθε στήλης να είναι και αυτοί τοποθετημένοι κατά αύξουσα σειρά
ξεκινώντας από πάνω.

Λύση. Θέλουμε να βρούμε τον αριθμό των 2× n πινάκων[
a11 a12 ... a1j ... a1n
a21 a22 ... a2j ... a2n

]
που μπορούν να σχηματιστούν όπου 1 ≤ ij ≤ 2n, aij < ai,j+1, a1j < a2j, 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤
j ≤ n

Ο πίνακας (2.11) δείχνει τις διάφορες δυνατές περιπτώσεις για 0 ≤ n ≤ 4

Για να δείξουμε ότι υπάρχει αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση μεταξύ του συνόλου
των δυαδικών λέξεων του παραδείγματος (2.4.5) Και του συνόλου των πινάκων του
παραδείγματος (2.4.6) θα ακολουθήσουμε την εξής διαδικασία: Έστω ο πίνακας

1347
2568

Βάζουμε ”1” στις θέσεις 1, 3, 4 και 7, ενώ στις θέσεις 2, 5, 6 και 8 βάζουμε ”0”. Έτσι
προκύπτει η λέξη 10110010, η οποία έχει την ιδιότητα τα ”1” σε κάθε υπακολουθία να
είναι περισσότερα ή ίσα από τα “0”, όταν διαβάζουμε από τα αριστερά προς τα δεξιά.

Φυσικά η διαδικασία είναι αντιστρέψιμη. Για παράδειγμα παίρνουμε τη λέξη μή-
κους 6 110010,του παραδείγματος 2.4.5. Έχει ”1” στις θέσεις 1, 2 και 5. Αυτά θα απο-
τελέσουν την πρώτη σειρά. Αφού στις θέσεις 3, 4, 5 έχουμε ”0”, αυτά θα αποτελέσουν
τη δεύτερη σειρά. Τελικά ο πίνακας που θα πάρουμε είναι:

125
346
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n Δυνατές διατάξεις Σύνολο
0 λ 1

1 1
2

1

2 12
34

13
24

2

3 123
456

124
356

125
346

134
256

135
246

5

4

1234
5678

1246
3578

1346
2578

1235
4678

1247
3568

1347
2568

1236
4578

1256
3478

1356
2478

1237
4568

1257
3468

1357
2468

1245
3678

1345
2678

14

Πίνακας 2.11
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Σχήμα 2.24

Το παράδειγμα 2.4.6 μπορεί να επαναδιατυπωθεί με τέτοιο τρόπο ώστε να αποτε-
λέσει μια ενδιαφέρουσα εφαρμογή.

Έστω ότι έχουμε 2n φαντάρους διαφορετικών υψών, τους οποίους για τις ανάγκες
μιας παρέλασης θέλουμε να τους κατατάξουμε σε δύο σειρές και n στήλες έτσι ώστε:
Να είναι διατεταγμένοι κατά αύξουσα σειρά ύψους, βλέποντάς τους από τα αριστερά
προς τα δεξιά στις δύο γραμμές,και ταυτόχρονα στις n στήλες. Είναι άμεσο ότι από
το παράδειγμα, υπάρχουν Cn τρόποι να διατάξουμε τους φαντάρους υπό αυτές τις
συνθήκες.

Θα κλείσουμε την ενότητα με δύο ακόμα παραδείγματα.
Παράδειγμα 2.4.7. Βρείτε τον αριθμό των τρόπων με τον οποίο μπορούμε να ενώ-
σουμε 2n σημεία, μεταξύ τους, που βρίσκονται πάνω σε μία ευθεία, χρησιμοποιώντας
n μη τεμνόμενα τόξα

Το παραπάνω παράδειγμα μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής: Βρείτε τον αριθ-
μοό των τρόπων που μπορούμε να διατάξουμε n ημικύκλια, που έχουν τα άκρα τους
πάνω σε μια ευθεία,χωρίς αυτά να τέμνονται μεταξύ τους.
Λύση. Οι πιθανοί τρόποι φαίνονται στο σχήμα (2.24) για 0 ≤ n ≤ 4

Το παράδειγμα 2.4.7 μπορεί να αναχθεί στα παραδείγματα 2.4.3 ή 2.4.5, μέσω ενός
απλού μετασχηματισμού. Για παράδειγμα, έστω πως έχουμε τη διάταξη , δύο
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Σχήμα 2.25

ημικυκλίων μέσα σε ένα τρίτο (σχήμα (2.24), n = 3). Ξεκινώντας από τα αριστερά
και πηγαίνοντας προς τα δεξιά, βάζουμε ”1” κάθε φορά που συναντάμε την αριστερή
πλευρά ενός ημικυκλίου και ”0” τη δεξιά. Έτσι, η διάταξη μας δίνει την δυα-
δική λέξη 110100. Η διαδικασία είναι αντιστρέψιμη, άρα υπάρχει αμφιμονοσήμαντη
συσχέτιση μεταξύ των συνόλων των ημικυκλίου και των δυαδικών λέξεων του παρα-
δείγματος (2.4.5).

Επιπλέον, το πρόβλημα των ημικυκλίων είναι ακριβώς το ίδιο με το πρόβλημα των
παρενθεσεων. Για να φανεί αυτό παίρνουμε πάλι το . Εάν κόψουμε κάθετα κάθε
ημικύκλιο στη μέση, παίρνουμε (()()). Προφανώς, η διαδικασία είναι αντιστρέψιμη.
Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση υπάρχει αμφιμονοσήμαντη σχέση μεταξύ των
των συνόλων των λύσεων των δύο προβλημάτων.

Προτού μελετήσουμε το τελευταίο παράδειγμα της ενότητας αυτής, θα παρουσιά-
σουμε τη σχέση μεταξύ των τριγωνισμών, των εκφράσεων παρενθέσεων και των δυα-
δικών αριθμών που έχουμε δει έως τώρα. Παρατηρήστε τον τριγωνισμό του εξαγώνου
και την έκφραση (((ab)c)(de)) στο σχήμα (2.25). Η έκφραση αυτή έχει τέσσερα ζεύγη
παρενθέσεων. Υποθετικά, αν διαγράψουμε όλες τις δεξιές παρενθέσεις. Η έκφραση
(((ab)c(de έχει νόημα. Αυτό συμβαίνει διότι αν ξεκινήσουμε από αριστερά,βάζοντας
μια δεξιά παρένθεση κάθεφοράπου συναντάμε δύο συνεχόμενους όρους,επιστρέφουμε
στην αρχική έκφραση.

Τώρα, αν αντικαταστήσουμε κάθε αριστερή παρένθεση με ”1” και κάθε όρο της
έκφρασης με ”0”, παίρνουμε τον δυαδικό αριθμό 111000100. Ο αλγόριθμος είναι αντι-
στρέψιμος και έτσι έχουμε μια 1 − 1 αντιστοίχηση μεταξύ του τριγωνισμού κυρτού
n-γώνου, των ακολουθιών παρενθέσεων και των δυαδικών αριθμών. Η αντιστοίχηση
αυτή μάλιστα επεκτείνεται και στα δέντρα, όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα.
Παράδειγμα 2.4.8. Έστω ότι έχουμε μια n×n σκακιέρα κι έναν πύργο τοποθετημένο
στην πάνω αριστερή γωνία. Με πόσους τρόπους μπορεί να φτάσει ο πύργος στην
κάτω δεξιά γωνία χωρίς να περάσει από την κύρια διαγώνιο της σκακιέρας;
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Σχήμα 2.26

Λύση. Στο σχήμα (2.26) φαίνονται οι δυνατοί τρόποι διαδρομής για 1 ≤ n ≤ 5. Επί-
σης βλέπουμε την αντιστοιχία των διαδρομών με τις εκφράσεις παρενθέσεων και τις
δυαδικές λέξεις.

Η αντιστοιχία προσδιορίζεται ως εξής. Ας πάρουμε για παράδειγμα μια 4×4 σκα-
κιέρα και τα πέντε δυνατά μονοπάτια του πύργου.Μπορούν να αναπαρασταθούν με
τις εκφράσεις ((ab(c = 110010, (((abc = 111000, ((a(bc = 110100, (a((bc = 101100, (a(b(c =
101010, όπου κάθε αριστερή παρένθεση ή “1” υποδηλώνει την κίνηση κατά ένα κου-
τάκι κάτω και κάθε όρος ή ”0” κίνηση κατά ένα κουτάκι δεξιά. Γενικότερα, μέσω του
αλγορίθμου αυτού επιβεβαιώνουμε την αμφιμονοσήμαντη σχέση μεταξύ του προβλή-
ματος διαδρομών του πύργου και του παραδείγματος (2.4.5) για τις δυαδικές λέξεις
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Σχήμα 2.27

όπου σε κάθε υπακολουθία της τα “1” είναι περισσότερα ή ίσα των ”0”.

2.5 Δέντρα
Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε πως σχετίζονται οι αριθμοί Catalan με τα

δέντρα, στη θεωρία γραφημάτων. Προτού προχωρήσουμε στα επόμενα παραδείγματα,
θα δώσουμε περιληπτικά κάποιους χρήσιμους ορισμούς.

Ορισμός 2.5.1. ΓράφημαG καλείται ένα διατεταγμένο ζεύγος ξένων μεταξύ τους συ-
νόλων (V,E), όπου V ̸= ∅ και E ένα υποσύνολο του συνόλου των μη διατεταγμένων
ζευγών του V .

Παραδείγματος χάρη, έστωV = {v1, v2, v3, v4, v5} καιE = {(v1, v2), (v1, v3), (v4, v5)} ⊆
V × V . Τα στοιχεία του V Λέγονται κορυφές του γραφήματος ενώ τα στοιχεία του E
καλούνται πλευρές και συμβολίζονται :

e = v1v2 = {v1, v2} = v2v1

Δείτε το σχήμα (2.27): Η πλευρά e = v1v2 συνδέει τις κορυφές v1, v2 μεταξύ τους. Οι
κορυφές v1 και v2 καλούνται άκρα της πλευράς v1v2 επειδή η πλευρά αυτή συνδέει τις
δυο κορυφές, λέμε ότι οι είναι γειτονικές κορυφές του G. Ομοίως, όταν δύο πλευρές
προσπίπτουν στην ίδια κορυφή,λέμε ότι είναι γειτονικές πλευρές.

Ο ορισμός του γραφήματος μας οδηγεί στην απεικόνιση ενός γραφήματος με τη
βοήθεια ενός διαγράμματος. Κάθε κορυφή του γραφήματος vi αντιστοιχεί σε ένα ση-
μείο του διαγράμματος, ενώ κάθε πλευρά του γραφήματος αντιστοιχεί σε ένα κομμάτι
γραμμής, όχι απαραίτητα ευθύγραμμο, με άκρα τις αντίστοιχες κορυφές vi. Είναι προ-
φανές, ότι ο τρόπος σχεδίασης ενός γραφήματος,δεν είναι μοναδικός. Παρατηρήστε
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Σχήμα 2.28

ότι στο σχήμα (2.17) οι κορυφές v1, v2 είναι γειτονικές στο G, ενώ οι v3, v4 δεν είναι.
Ομοίως, οι πλευρές v1v2,v1v3 είναι γειτονικές.

Ο αριθμός κορυφών ενός γραφήματος G(V,E) αποτελεί την τάξη του. Δηλαδή αν
|V | = n, η τάξη θα είναι n. Ο αριθμός των πλευρών ενός γραφήματος αποτελεί το
μέγεθός του. Συνεπώς αν |E| = m, τότε το μέγεθος του G είναιm.
Παράδειγμα. Το γράφημα του σχήματος (2.27) έχει τάξη 5 και μέγεθος 4.

Παρατήρηση: Στα γραφήματα, δεν είναι δυνατό να έχουμε δύο ή περισσότερες
πλευρές με τα ίδια άκρα. Τέτοιες πλευρές, τις καλούμε πολλαπλές πλευρές. Επιπλέον
δεν θεωρούμε πλευρές των οποίων οι άκρες, αποτελούν την ίδια κορυφή. Τέτοιου εί-
δους πλευρές αποτελούν βρόχους.

Τα γραφήματα με βρόχους και πολλαπλές πλευρές καλούνται πολυγραφήματα.
Συχνά στη βιβλιογραφία συναντάται, να χρησιμοποιούνται οι όροι γραφήματα (γρα-
φήματα με πολλαπλές πλευρές και βρόχους) και απλά γραφήματα(γραφήματα χωρίς
πολλαπλές πλευρές και βρόχους). Εμείς εδώ, θα κρατήσουμε τους όρους γράφημα και
πολυγράφημα.
Ορισμός 2.5.2. Ένα γράφημα G′ = (V ′, E ′) καλείται υπογράφημα του G(V,E) αν
V ′ ⊆ V,E ′ ⊆ E. Εάν μάλιστα V ′ = V , το G′ λέγεται παράγον υπογράφημα του G.

Παράδειγμα. Έστωτο γράφημαG(V,E) του σχήματος (2.28) μεV = {v1, v2, v3, v4, v5},
E = {v1v2, v1v3, v2v3, v3v4, v4v5, v5v1}. To γράφημα G′(V ′, E ′) με V ′ = {v′1, v′2, v′3}
και E = {v′1v′2, v′1v′3}, αποτελεί υπογράφημα του G. Επίσης, το G′′(V ′′, E ′′) με V ′′ =
{v′′1 , v′′2 , v′′3 , v′′4 , v′′5} και E = {v′′1v′′2 , v′′2v′′3 , v′′3v′′4 , v′′4v′′5}, είναι παράγον υπογράφημα του
G.

Ως βαθμό (grade) μιας κορυφής v ενός γραφήματος G ορίζουμε το πλήθος των
πλευρών του, που προσπίπτουν στην κορυφή αυτή και συμβολίζεται με d(v). Ένα γρά-
φημα όπου d(v) = k για όλες τις κορυφές του,ονομάζεται k-κανονικό γράφημα. Ο μι-
κρότερος και ο μεγαλύτερος βαθμός των κορυφών ενός γραφήματος, συμβολίζονται
με δ(G) και ∆(G) αντίστοιχα.
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Σχήμα 2.29: k-κανονικά γραφήματα

Παράδειγμα. Στο σχήμα του γραφήματος (2.28) βλέπουμε ότι: d(v1) = 2 d(v5) =
d(v4) = 2, d(v2) = d(v3) = 3. Επιπρόσθετα έχουμε ότι δ(G) = 2 και ∆(G) = 3 Στο
σχήμα (2.29), το γράφημα H1 είναι 2-κανονικό ενώ το H2 είναι 3-κανονικό.

Ένα γράφημα n κορυφών που έχει και τις
(
n
2

)
= n(n−1)

2
πλευρές του, καλείται

πλήρες γράφημα τάξης n και συμβολίζεται ως Kn. Είναι προφανές ότι ένα πλήρες
γράφημα είναι (n− 1)-κανονικό, αφού d(vi) = n− 1 και για τις n κορυφές του.

Θεωρούμε σε ένα γράφημα G, μια πεπερασμένη ακολουθία, όπου οι κορυφές και
οι πλευρές του εναλλάσσονται. Η ακολουθία αυτή ξεκινά και τελειώνει σε κορυφή,ενώ
κάθε πλευρά που περιέχεται σε αυτή, προσπίπτει στην κορυφή που προηγείται και σε
εκείνη που έπεται. Μια τέτοια ακολουθία, καλείται δρόμος στο G. Ένας δρόμος στον
οποίο η κάθε πλευρά εμφανίζεται μόνο μία φορά (ενώ οι κορυφές και παραπάνω),
λέγεται δρομίσκος. Εάν επιπλέον οι κορυφές του δρομίσκου εμφανίζονται ακριβώς
μια φορά,τότε λέγεται μονοπάτι. Ένας δρόμος που έχει ως αρχή και τέλος την ίδια
κορυφή, λέγεται κλειστός δρόμος. Ένα κλειστό μονοπάτι καλείται κύκλος. Ένα γρά-
φημα καλείται συνεκτικό εάν για κάθε ζεύγος {x, y} διακεκριμένων κορυφών, υπάρ-
χει μονοπάτι από το x στο y.

Τέλος το πλήθος των πλευρών ενός δρόμου,ενός μονοπατιού και ενός κύκλου, απο-
τελεί το μήκος του δρόμου,του μονοπατιού,του κύκλου.

Παράδειγμα. Στο γράφημα του σχήματος (2.30), παρατηρείστε ότι η ακολουθία
v1, v1v3, v3, v3v2, v2, v2v3,v3, v3v4, v4, v4v3, v3, v3v6, v6 είναι ένας δρόμος μήκους 6. Ο δρό-
μος v1v3,v3v4,v4v5,v5v6,v6v3,4v3v2, είναι ένας δρομίσκος μήκους 6. Ο δρόμος v1v3,v3v4,
v4v5,v5v6,v6v7, είναι μονοπάτι μήκους 5. Τέλος, ο δρόμος v1v3,v3v4,v4v5,v5v6,v6v7,v7v2,v2v1
αποτελεί έναν κύκλο μήκους 7.

Ορισμός 2.5.3. Δέντρο καλείται ένα συνεκτικό γράφημα χωρίς κύκλους.

Ρίζα ενός δέντρου ονομάζουμε μια διακεκριμένη κορυφή η οποία βρίσκεται στο
τελευταίο επίπεδο και δεν έχει γονέα.Φύλλα καλούνται οι κορυφές οι οποίες βρίσκο-
νται στο ψηλότερο επίπεδο του δέντρου και δεν έχουν παιδιά. Γονέας μιας κορυφής
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Σχήμα 2.30

Σχήμα 2.31: Διαφορετικά δέντρα λογω προσανατολισμού

καλείται η αμέσως προηγούμενη κορυφή της. Αντίστοιχα, παιδί μιας κορυφής, καλεί-
ται η αμέσως επόμενη της. Τα δέντρα με ρίζα έχουν ένα συγκεκριμένο προσανατολι-
σμό, τέτοιον ώστε κάθε πλευρά να απομακρύνεται από τη ρίζα. Ο προσανατολισμός,
αποτελεί χαρακτηριστικό διαχωρισμού δέντρων όπως φαίνεται στο σχήμα (2.31)

Η ορολογία των δέντρων με προσανατολισμό και ρίζα, είναι κατά βάση ίδια με
αυτή των γενεαλογικών δέντρων. Συνεπώς σε ένα δέντρο T με ρίζα v0 και μονοπάτι
v0 − v1 − v2 − ....− vn ισχύουν τα εξής:

• Η κορυφή vi−1 αποτελεί γονέα της vi, όπου i ≥ 1.

• Η κορυφή vi αποτελεί παιδί της vi−1, όπου i ≥ 1.

• Οι κορυφές v1, v2, ...., vn−1 είναι πρόγονοι της vn.

• Μια κορυφή χωρίς παιδιά,καλείται φύλλο

• Μια κορυφή που δεν είναι φύλλο,αποτελεί εσωτερική κορυφή ή κόμβο

• Το πλήθος των πλευρών που προσπίπτουν σε μια κορυφή, αποτελεί το βαθμό
της (όπως και στα γραφήματα).

• Ένα υποδέντρο με ρίζά v αποτείται από την κορυφή v ,τους απογόνους της, και
όλες τις πλευρές της.
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Σχήμα 2.32

Σχήμα 2.33

Δείτε για παράδειγμα το σχήμα (2.32). Η κορυφή b είναι γονέας της κορυφής d. H
κορυφή d έχει τρία παιδιά: Τις g,h, και i. Η κορυφή h έχει τρεις προγόνους : Τις d,b,a.
Οι κορυφές d,b,c αποτελούν εσωτερικές κορυφές και οι g,h,i,e,f αποτελούν φύλλα. Η
τάξη της b είναι 2. Το δέντρο στην εικόνα (2.33) αποτελεί υποδέντρο του T με ρίζα στο
b. Μια ειδική κατηγορία δέντρων αποτελούν τα δυαδικά δέντρα με ρίζα. Δυαδικά
(Binary trees), καλούμε τα δέντρα με ρίζα τα οποία κάθε κορυφή τους έχει το πολύ δύο
παιδιά. Ένα τέτοιο δέντρο φαίνεται στο σχήμα (2.34)

Το επόμενο παράδειγμα αναδεικνύει τη σχέση μεταξύ δυαδικών δέντρων και αριθ-
μών Catalan.

Σχήμα 2.34: Δυαδικό δέντρο
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Σχήμα 2.35: Δυνατά δυαδικά δέντρα για 0 ≤ n ≤ 4

Σχήμα 2.36

Παράδειγμα 2.5.1. Να προσδιορίσετε τον αριθμό των δυαδικών δέντρων με ρίζα που
μπορούν να σχηματιστούν με n κορυφές.

Λύση. H Λύση φαίνεται στο σχήμα (2.35) για 0 ≤ n ≤ 4

Το επόμενο θεώρημα θα επιβεβαιώσει το παράδειγμα 2.5.1.

Θεώρημα 2.5.1. To πλήθος των δυαδικών δέντρων με n κορυφές, ισούται με Cn

Απόδειξη. Έστω bn ο αριθμός των δυαδικών δέντρων με n κορυφές για n ≥ 0. Τότε
b0 = 1 αφού το κενό δέντρο είναι το μοναδικό δέντρο με 0 κορυφές. Για n = 1 το
δέντρο αποτελείται μόνον από τη ρίζα. Συνεπώς b1 = 1.

Θα προσπαθήσουμε να βρούμε μια επαναληπτική σχέση που να ικανοποιεί το bn.
Έστω δέντρο T με n κορυφές όπως στο σχήμα (2.36). Η ρίζα, έχει n−1 απογόνους. Αν
υποθέσουμε ότι το αριστερό υποδέντρο έχει i απογόνους, τότε το δεξί θα έχει n− i− 1
όπου 0 ≤ i ≤ n−1. Εξ'ορισμού, έχουμε bi δέντρα με i κορυφές και αντίστοιχα bn−i−1 με
n− i−1 κορυφές. Σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, υπάρχουν bibn−i−1 δυαδικά
δέντρα με i απογόνους στο αριστερό υποδέντρο και n− i− 1 στο δεξί. Έτσι, από τον
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κανόνα του αθροίσματος προκύπτει ότι ο συνολικός αριθμός των δυαδικών δέντρων
με n κορυφές δίνεται άπο τον τύπο:

bn =
n−1∑
i=0

bibn−i−1

= b0bn−1 + b1bn−2 + ...+ bn−1b0

όπου b0 = 1. H παραπάνω σχέση αποτελεί τον τύπο του Segner με την ίδια αρχική
συνθήκη και άρα bn = Cn.

Τελικά, υπάρχουν ακριβώς Cn δυαδικά δέντρα τα οποία έχουν n κορυφές.

Παραδείγματος χάρη, υπάρχουν :

C10 =
1

11

(
20

10

)
= 16796

δυαδικά δέντρα με 10 στο πλήθος κορυφές.
Ορισμός 2.5.4. Ένα δυαδικό δέντρο του οποίου κάθε εσωτερική κορυφή έχει ακριβώς
δύο παιδιά,καλείται πλήρες δυαδικό δέντρο.

Για παράδειγμα τα δέντρα του σχήματος (2.37) είναι πλήρη δυαδικά δέντρα,σε
αντίθεση με το δέντρο στο σχήμα (2.36). Προτού προχωρήσουμε στο επόμενο παρά-
δειγμα,το οποίο μελετά αυτή την κατηγορία δέντρων, θα κάνουμε την εξής παρατή-
ρηση: Ένα πλήρες δυαδικό δέντρο με l φύλλα, έχει n = 2l − 1 κορυφές.5

Παράδειγμα 2.5.2. Βρείτε το πλήθος των δυαδικών δέντρων με n κορυφές,που είναι
πλήρη.

Λύση. Στο σχήμα (2.37) βλέπουμε τα δυνατά δέντρα με μία,τρεις,πέντε και εφτά κο-
ρυφές. Έστω bn το πλήθος των πλήρων δυαδικών δέντρων με n κορυφές. Τότε:

b1 = 1 = C 1−1
2

b3 = 1 = C 3−1
2

b5 = 2 = C 5−1
2

b7 = 5 = C 1−1
2

Καταλήγουμε λοιπόν στην υπόθεση ότι bn = Cn−1
2
για n περιττό.

5Δείτε T.Koshy,Discrete Mathematics with applications,Elsevier,Burlington,Massachusetts,2004.
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Σχήμα 2.37: Πλήρη δυαδικά δέντρα

Σχήμα 2.38

Την υπόθεση αυτή θα την επιβεβαιώσουμε με το θεώρημα που ακολουθεί.

Θεώρημα 2.5.2. Το πλήθος των πλήρων δυαδικών δέντρων με n κορυφές,είναι Cn−1
2

για n περιττό.

Απόδειξη. Έστω F το σύνολο των πλήρων δυαδικών δέντρων με n κορυφές και B το
σύνολο των δυαδικών δέντρων που έχουν n−1

2
κορυφές. Θα αποδείξουμε ότι τα F,B

σχετίζονται αμφιμονοσήμαντα.
Έστω T ένα πλήρες δυαδικό δέντρο n κορυφών. Το T έχει l − n+1

2
φύλλα όπως

φαίνεται στο σχήμα(2.38). Εάν διαγράψουμε όλα τα φύλλα,παίρνουμε όπως φαίνε-
ται στο σχήμα, ένα δυαδικό δέντρο T ′ με n − l = n − n+1

2
= n−1

2
κορυφές. Αυτή η

διαδικασία, παράγει διαφορετικά δυαδικά δέντρα που αντιστοιχούν σε διαφορετικά
πλήρη δυαδικά δέντρα.

Σχήμα 2.39



58 Oι αριθμοί Catalan

Αντίστροφα, αν στο δυαδικό δέντρο T ′ του σχήματος (2.39), προσθέσουμε δύο
φύλλα σε κάθε φύλλο, και ένα φύλλο σε κάθε εσωτερική κορυφή, παίρνουμε ένα πλή-
ρες δυαδικό δέντρο T .

Απομένει να δείξουμε ότι αν το δέντρο T ′ έχει v κορυφές,τότε το T θα έχει 2v + 1.
Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι τα φύλλα l ενός δυαδικού δέντρου είναι ένα
παραπάνω τον αριθμό, από τις εσωτερικές κορυφές i2 που έχουν ακριβώς δύο παιδιά.
Οπότε l − i2 = 1.

Έστω l ο αριθμός των φύλλων του δέντρου T ′, i1 ο αριθμός των εσωτερικών κο-
ρυφών με ένα παιδί, i2 ο αριθμός των εσωτερικών κορυφών με δύο παιδιά και v ο
αριθμός των κορυφών. Έστω ότι L,I1,I2 και V τα αντίστοιχα πλήθη του πλήρους δυα-
δικού δέντρου T . Έχουμε:

v = l + i1 + i2

L = i1 + 2l

I1 = 0

I2 = v

V = I2 + I1 + L

= 2l + v + i1

= 3l + 2i1 + i2

= 2l + l + 2i1 + i2 − i2 + i2

= 2(l + i1 + i2) + (l − i2)

= 2v + (l − i2)

= 2v + 1

Άρα το πλήρες δυαδικό δέντρο έχει 2v+1 κορυφές και αποδείξαμε ότι bn = Cn−1
2
.

Για παράδειγμα, υπάρχουν

Cn =
2

24

(
22

11

)
= 58786

πλήρη δυαδικά δέντρα με 23 κορυφές.
Στη συνέχεια, θα ασχοληθούμε με μια άλλη κατηγορία δυαδικών δέντρων. Τα δέ-

ντρα αυτά τα μελέτησε εκτενώς ο Arthur Cayley (1821-1895) και έχουν τα εξής χα-
ρακτηριστικά: Πρόκειται για δυαδικά δέντρα τα οποία έχουν ρίζα με βαθμό ένα,ενώ
κάθε εσωτερική τους κορυφή έχει βαθμό τρία. Για ευκολία, θα τα ονομάσουμε εδώ,
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Σχήμα 2.40

Σχήμα 2.41

τρισθενή δυαδικά δέντρα με εμφύτευση(για συντομία θα τα αναφέρουμε απλά ως
τρισθενή). Συνήθως, τα δέντρα αυτά σχεδιάζονται με φορά προς τα πάνω,όπως στο
σχήμα (2.40).

Διαγράφοντας τη ρίζα ενός τρισθενούς δυαδικού δέντρου, παίρνουμε ένα απλό
δυαδικό δέντρο. Αντίστοιχα, προσθέτοντας μια ρίζα σε ένα απλό δυαδικό δέντρο,
παίρνουμε ένα τρισθενές δέντρο. Συνεπώς υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη σχέση με-
ταξύ του συνόλου των δυαδικών δέντρων με n− 1 κορυφές, και αυτού των τρισθενών
δέντρων με n κορυφές. Δηλαδή αν bn το πλήθος των τρισθενών δέντρων με n κορυφές
και dn−1 το πλήθος των δυαδικών δέντρων με n− 1 κορυφές, τότε:

bn = dn−1

= Cn−1

=
1

n

(
2n− 2

n− 1

)
Τριγωνισμοί πολυγώνουκαι τρισθενή δέντρα Στις προηγούμενες ενότητες, είδαμε
πως υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχηση μεταξύ των συνόλων τριγωνισμών ενός
n-γώνου και των καλώς ορισμένων ακολουθιώνn ζευγών παρενθέσεων. Επιπρόσθετα,
είδαμε ότι τα σύνολα αυτά περιέχουν Cn στοιχεία.

Όπως θα δούμε, υπάρχει επίσης αμφιμονοσήμαντη σχέση μεταξύ των τριγωνι-
σμών πολυγώνου και των τρισθενών δέντρων. Θα ακολουθήσουμε την εξής διαδικα-
σία. Έστω για παράδειγμα το εξάγωνο του σχήματος(2.41). Σχεδιάζουμε μια τελεία σε
κάθε πλευρά εξωτερικά του σχήματος, και μια τελεία μέσα σε κάθε τρίγωνο. Έπειτα
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Σχήμα 2.42

Σχήμα 2.43

ενώνουμε κάθε δύο τελείες οι οποίες χωρίζονται από μία μόνο πλευρά τριγώνου. Η
διαδικασία αυτή μας δίνει ένα τρισθενές δέντρο με πέντε φύλλα. Επίσης, στο σχήμα
(2.41) βλέπουμε πως η κατασκευή του δέντρου συμπίπτει με την κατασκευή της πα-
ράστασης (((ab)c(de)) όπως είδαμε στην ενότητα των τριγωνισμών πολυγώνου. Το
δέντρο αυτό μπορεί να ξανασχεδιαστεί όπως στο σχήμα (2.42).

Ουσιαστικά, αυτός ο αλγόριθμος κατασκευάζει ένα τρισθενές δέντρο με n − 1
φύλλα που αντιστοιχεί σε κάθε τριγωνισμό ενός κυρτού n-γώνου, όπου n ≥ 3.

Ο παραπάνω αλγόριθμος είναι αντιστρέψιμος και για να το δούμε αυτό θεωρούμε
το τρισθενές δέντρο του σχήματος (2.43). Το δέντρο έχει πέντε φύλλα, τα a,b,c,d,e. Το-
ποθετούμε μια τελεία ανάμεσα σε κάθε δύο φύλλα. Εν συνεχεία, ενώνουμε τις τελείες
με ευθύγραμμα τμήματα, έτσι ώστε κάθε τμήμα να τέμνει ακριβώς μια φορά κάποια
πλευρά του δέντρου. Το αποτέλεσμα είναι ένας συγκεκριμένος τριγωνισμός ενός εξα-
γώνου.

Έτσι, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το πλήθος των τριγωνισμών ενός κυρτού
n-γώνου,το πλήθος τρισθενών δέντρων με n − 1 κορυφές και το πλήθος των καλώς
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ορισμένων ακολουθιών από n ζεύγη παρενθέσεων, είναι ίσα μεταξύ τους και είναιCn.
Το σχήμα (2.44) δείχνει τις διάφορες αντιστοιχίες.

Επανερχόμαστε για λίγο στη δυαδική λέξη 111000100 που μελετήσαμε στην προη-
γούμενη ενότητα. Η λέξη αυτή αντιστοιχεί στη σχέση γινομένου, όπου έχουμε διαγρά-
ψει τις δεξιές παρενθέσεις, (((abc(de. Είναι αξιοσημείωτο να αναφέρουμε ότι η λέξη
αυτή μπορεί να προκύψει από το τρισθενές δέντρο του σχήματος (2.42). Ο αλγόριθμος
που μας το επιτρέπει αυτό αναπτύχθηκε από τον Πολωνό μαθηματικό, Jan Lukasiewicz.

Σημειώστε κάθε φύλλο με ”0” και κάθε εσωτερική κορυφή με ”1”. Φανταστείτε ένα
μυρμήγκι το οποίο ξεκινά από τη βάση, ανεβαίνει τον κορμό περνάει από κάθε πλευρά
και φτάνει πάλι στη βάση (σχήμα 2.45). Κάθε φορά που περνάει από ένα φύλλο ή
κορυφή για πρώτη φορά,σημειώνει ”0” και ”1” αντίστοιχα.

Στο επόμενο παράδειγμα θα αναδείξουμε τη σχέση των αριθμών Catalan με μια
άλλη κατηγορία δέντρων. Αυτών με προσανατολισμό και ρίζα.
Παράδειγμα 2.5.3. Βρείτε το πλήθος των δέντρων με ρίζα και προσανατολισμό που
έχουν n πλευρές.

Λύση. Το σχήμα (2.46) δείχνει τα διάφορα δέντρα με προσανατολισμό και ρίζα για
0 ≤ n ≤ 3

Το παράδειγμα 2.5.3 μας οδηγεί στην υπόθεση ότι υπάρχουν Cn δέντρα με προσα-
νατολισμό και ρίζα που έχουν n πλευρές. ο F.R Bernhart του ινστιτούτου τεχνολογίας
του Rochester, ανέπτυξε έναν αλγόριθμο που αναδεικνύει μια ένα προς ένα αντιστοί-
χηση μεταξύ του συνόλου των των δέντρων με ρίζα και προσανατολισμό n κορυφών,
με το σύνολο των τρισθενών δέντρων με n − 1 κορυφές. Αυτή την αντιστοίχηση χρη-
σιμοποιεί και το θεώρημα που θα αναφέρουμε, για να επαληθεύσει την υπόθεση του
παραδείγματος 2.5.3

Προτού εξηγήσουμε τον αλγόριθμο, θα δείξουμε ότι κάθε προσανατολισμένο δέ-
ντρο με ρίζα μπορεί να μετατραπεί σε δέντρο με πλευρές κάθετες ή οριζόντιες. Ας
πάρουμε για παράδειγμα το τρισθενές δέντρο του σχήματος (2.47). Το αποτέλεσμα
είναι ένα επίσης τρισθενές δέντρο, με κάθετες και οριζόντιες πλευρές.

Ο αλγόριθμος του Bernhart Τώρα, θα “κλαδέψουμε” δέντρο οριζοντίων πλευρών
στο σχήμα (2.47). Για να το πετύχουμε αυτό, συμπιέζουμε κάθε οριζόντια πλευρά προς
την κορυφή στα αριστερά της. Εάν υπάρχει κορυφή βαθμού τρία στα δεξιά μια οριζό-
ντιας πλευράς, τότε η κορυφή συμπτύσσεται με αυτή στα αριστερά της. Τις κάθετες
πλευρές τις αφήνουμε ως έχουν. Το αποτέλεσμα είναι ένα δέντρο με προσανατολισμό
και ρίζα έξι πλευρών που φαίνεται στο σχήμα (2.48).

Γενικότερα, ο αλγόριθμος αυτός μετατρέπει ένα τρισθενές δέντρο με n φύλλα σε
ένα δέντρο με ρίζα και προσανατολισμό που έχει n πλευρές.
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Σχήμα 2.44

Σχήμα 2.45
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Σχήμα 2.46

Σχήμα 2.47

Σχήμα 2.48: Δέντρο με ρίζα και προσανατολισμό έξι πλευρών
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Σχήμα 2.49

Γενικότερα, ο αλγόριθμος αυτός μετατρέπει ένα τρισθενές δέντρο με n φύλλα σε
ένα δέντρο με ρίζα και προσανατολισμό που έχει n πλευρές.

Αντίστροφα, σε ένα δέντρο με ρίζα και προσανατολισμό, η μετατροπή γίνεται ως
εξής: Κάθε κορυφή βαθμού d μπορεί να επεκταθεί σε μια παράταξη d − 1 κορυφών
βαθμού τρία. Το αποτέλεσμα είναι ένα τρισθενές δέντρο που έχει πλευρές οριζόντιες
και κάθετες. Για παράδειγμα δείτε μια τέτοια μετατροπή στο σχήμα (2.49).

Συνεπώς, υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχηση μεταξύ των δύο αυτών συνό-
λων και άρα υπάρχουν Cn ακριβώς δέντρα με ρίζα και προσανατολισμό n πλευρών,
ή n+ 1 κορυφών.

Θεώρημα 2.5.3. Υπάρχουν Cn δέντρα με ρίζα και προσανατολισμό με n πλευρές.

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι με τον τρόπο που αναφέραμε πιο πάνω,
προκύπτει ότι η δυαδική λέξη που αντιστοιχεί στα δέντρα του σχήματος (2.47) είναι
η 11100011000. Η Ίδια λέξη μπορεί να προκύψει από το σχήμα (2.48) εάν προσαρ-
μόσουμε τον τρόπο που ονομάζουμε τις κορυφές. Όπως και πριν φανταζόμαστε ένα
μυρμήγκι που ανεβαίνει στο δέντρο ξεκινώντας από τη βάση. Κάθε φορά που περ-
νάει από μια κορυφή ενώ ανεβαίνει, σημειώνει την κορυφή με ”1”. Διαφορετικά, αν
συναντά μια κορυφή ενώ κατεβαίνει, σημειώνει με ”0”. Σταματά μόλις επιστρέψει στη
βάση.

Παράδειγμα 2.5.4. Να βρεθεί το πλήθος των δέντρων με ρίζα και προσανατολισμό
που έχουν n+ 1 κορυφές,n ≥ 0

Λύση. Τα δέντρα με ρίζα και προσανατολισμό n+1 κορυφών για 0 ≤ n ≤ 3φαίνονται
στο σχήμα (2.50).

Βλέποντας τις τέσσερις περιπτώσεις τέτοιων δέντρων, υποθέτουμε ότι το πλήθος
που ψάχνουμε είναι Cn. Αυτή την υπόθεση την επαληθεύουμε αποδεικνύοντας μια
αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με το σύνολο των καλώς ορισμένων ακολουθιών n ζευ-
γών παρενθέσεων . Παρατηρείστε το σχήμα (2.51). Συμβολίζουμε το κάθε φύλλο με
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Σχήμα 2.50

Σχήμα 2.51

wi = (). Κάθε εσωτερική κορυφή με παιδιά w1, w2, ..., wk, την συμβολίζουμε με την
αλληλουχία των παιδιών της μέσα σε μια παρένθεση (w1w2...wk).

Αν διαγράψουμε την πρώτη αριστερή και την τελευταία δεξιά παρένθεση, από
την ακολουθία που προκύπτει στη ρίζα του δέντρου, το αποτέλεσμα είναι μια καλώς
ορισμένη ακολουθία n ζευγών παρενθέσεων.

Η διαδικασία αυτή είναι αντιστρέψιμη. Έστω ότι έχουμε την ακολουθία ((()(()))())
πέντε ζευγών παρενθέσεων(και η ακολουθία είναι μέσα σε μια παρένθεση). Με την
αντίστροφη διαδικασία, κατασκευάζουμε το αριστερό δέντρο του σχήματος (2.52).
Αντίστοιχα, η ακολουθία ((()()())(())) δίνει το δέντρο στα δεξιά του σχήματος. Άρα
δείξαμε την αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των συνόλων και συνεπώς υπάρ-

Σχήμα 2.52
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Σχήμα 2.53

χουν Cn δέντρα n+ 1 Κορυφών με ρίζα και κατεύθυνση.

Στην ενότητα 2.4, ισχυριστήκαμε ότι 2n άνθρωποι καθισμένοι σε ένα στρογγυλό
τραπέζι μπορούν να κάνουν χειραψία μεCn διαφορετικούς τρόπους, έτσι ώστε να μην
διασταυρωθούν με τους υπόλοιπους. Παρακάτω θα δείξουμε ότι υπάρχει ένα προς ένα
αντιστοιχία του συνόλου των χειραψιών, με αυτό των δέντρων με n + 1 κορυφές, του
παραδείγματος 2.5.4.

Για να δείξουμε τον αλγόριθμο, θα χρησιμοποιήσουμε τη διαμόρφωση των χει-
ραψιών 2n = 14 ανθρώπων στο σχήμα (2.53). Για να κατασκευάσουμε ένα δέντρο
n + 1 = 8 κορυφών κάνουμε το εξής. Τοποθετούμε μια τελεία μέσα σε κάθε περιοχή
του κύκλου. Ενώνουμε δύο τελείες μεταξύ τους μόνο αν αυτές χωρίζονται από ακριβώς
ένα ευθύγραμμο τμήμα (ή τόξο). Το αποτέλεσμα είναι ένα δέντρο οκτώ κορυφών.

Για την αντίστροφη διαδικασία,θα ξεκινήσουμε από το δέντρο προσανατολισμό
και ρίζα εννιά κορυφών του σχήματος (2.54). Σχεδιάζουμε έναν κύκλο γύρο από το
δέντρο. Τοποθετούμε μια τελεία εκατέρωθεν κάθε πλευράς του δέντρου,έτσι ώστε να
είναι και αυτές πάνω στον κύκλο. Τέλος, ενώνουμε κάθε δύο τελείες μεταξύ τους με
τόξο ή (ευθύγραμμο τμήμα) έτσι ώστε το τόξο να τέμνει μια πλευρά του δέντρου ακρι-
βώς μια φορά. Φυσικά, το που ακριβώς θα τοποθετηθούν οι τελείες επηρεάζουν την
εμφάνιση του δέντρου, αλλά όχι τα χαρακτηριστικά του. Έτσι έχουμε τη συγκεκριμένη
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Σχήμα 2.54

διαμόρφωση χειραψιών δεκαέξι ανθρώπων.
Είναι προφανές λοιπόν ότι αυτός ο αλγόριθμος μπορεί να επεκταθεί σε 2n ανθρώ-

πους και σε δέντρο με προσανατολισμό και ρίζα n+ 1 κορυφών. Συνεπώς, υπάρχει η
ένα προς ένα αντιστοιχία των συνόλων τους και υπάρχουν ακριβώςCn δυνατοί τρόποι
χειραψιών.

2.6 Το τρίγωνο Pascal και αριθμοί Catalan
Στην ενότητα 2.1, αναφέραμε τους διάφορους ορισμούς και τύπους για τους αριθ-

μούς Catalan. Είναι αξιοσημείωτο ότι από όλους τους τύπους που δίνουν αριθμούς
Catalan, υπάρχει μόνο ένας που δεν περιέχει τον διωνυμικό συντελεστή μέσα του, και
αυτός είναι ο τύπος του Segner.

Παρακάτω θα δούμε μερικούς τρόπους με τους οποίους μπορούμε να αντλήσουμε
τους αριθμούς Catalan μέσα από το τρίγωνο του Pascal.

Το σχήμα (2.55) δείχνει το τρίγωνο του Pascal όπου οι κεντρικοί διωνυμικοί συντε-
λεστές έχουν κυκλωθεί για ευκολία. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να εξαγάγουμε τους
αριθμούς Catalan από το τρίγωνο. Ο πιο απλός είναι με χρήση του τύπουCn = 1

1+n

(
2n
n

)
,
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Σχήμα 2.55: Το τρίγωνο του Pascal

δηλαδή διαιρώντας τον διωνυμικό συντελεστή με n + 1. Άρα διαιρώντας τον κάθε
κυκλωμένο αριθμό στο τρίγωνο του Pascal, με το μισό αριθμό της σειράς που βρίσκε-
ται αυξημένο κατά ένα, υπολογίζουμε τον αντίστοιχο αριθμό Catalan. Παραδείγματος
χάρη, για να υπολογίζουμε τοC4, πηγαίνουμε στη σειρά 8.

(
8
4

)
= 70. Αν το διαιρέσουμε

με 1 + 4 = 5 παίρνουμε 70
5
= 14 = C4.

Επειδή

Cn =
(2n)!

(n+ 1)!n!

=
1

n

(2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!

=
1

n

(
2n

n− 1

)
το Cn μπορεί επίσης να υπολογιστεί διαιρώντας τον όρο αμέσως αριστερά(ή δεξιά)
του διωνυμικού συντελεστή με τον μισό αριθμό της σειράς στον οποίο βρίσκεται. Για
παράδειγμα οι αριθμοί που βρίσκονται στο τετράγωνο του σχήματος (2.56). Το C4

προκύπτει ως εξής : C4 =
1
4

(
8
3

)
= 1

4
· 56 = 14

Σύμφωνα με τον ορισμό 2.1.2,

Cn =

(
2n

n

)
−

(
2n

n− 1

)
Άρα μπορούμε να υπολογίσουμε τον εκάστοτε αριθμό Catalan αφαιρώντας από τον
αντίστοιχο διωνυμικό συντελεστή, το γειτονικό του όρο (δεξιά ή αριστερά) όπως δεί-
χνει το σχήμα (2.57). Για παράδειγμα, C4 =

(
8
4

)
−
(
8
3

)
= 70− 56 = 14.
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Σχήμα 2.56

Σχήμα 2.57
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Σχήμα 2.58

Παρατηρείστε ότι

(
2n

n

)
−

(
2n

n− 2

)
=

(2n)!

n!n!
− (2n)!

(n− 2)!(n+ 2)!

=
(2n)!

n!(n+ 1)!

[
(n+ 1)− n(n− 1)

n+ 2

]
=

(2n)!

n!(n+ 1)!
· 2(2n+ 1)

n+ 2

=
(2n)!(2n+ 1)(2n+ 2)

n!(n+ 1)!(n+ 2)

=
(2n+ 2)!

(n+ 1)(n+ 2)!

= Cn−1

Συνεπώς κάθε αριθμός Catalan, πλην τουC0 μπορεί να εξαχθεί από το τρίγωνο Pascal,
αν αφαιρέσουμε από το διωνυμικό συντελεστή

(
2n
n

)
, το

(
2n
n−2

)
. Παρατηρείστε τους ση-

μειωμένους αριθμούς στο σχήμα (2.58). Aν παραδείγματος χάρη θέλουμε να υπολογί-
σουμε το C5,( δηλαδή n = 4) κάνουμε το εξής: Πηγαίνουμε στη σειρά 8. Βρίσκουμε τα(
8
4

)
= 70,

(
8
2

)
= 28. Τότε

C5 =

(
8

4

)
−

(
8

2

)
= 70− 28

= 42
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Σχήμα 2.59

Ένας άλλος τρόπος υπολογισμού του Cn είναι ο παρακάτω:(
2n− 1

n− 1

)
−
(
2n− 1

n− 2

)
=

(2n− 1)!

(n− 1!)n!
− ((2n− 1)!)

(n− 2)!(n+ 1)!

=
(2n− 1)!

(n+ 1!)n!
[n(n+ 1)− n(n− 1)]

=
(2n− 1)!

(n+ 1!)n!
(2n)

=
2n!

(n+ 1)n!

= Cn

Επειδή κάθε περιττή σειρά στο τρίγωνο Pascal έχεi άρτιο αριθμό όρων, αυτές οι σειρές
έχουν δύο μεσαίους όρους. Άρα για να εξαγάγουμε τον Cn που θέλουμε, αρκεί να
αφαιρέσουμε από το πρώτο μεσαίο όρο της 2n − 1 σειράς,τον αμέσως διπλανό του
στα αριστερά. Παραδείγματος χάρη, αν θέλουμε να εξαγάγουμε το C4 από το τρίγωνο
(2.59),

C4 =

(
7

3

)
−

(
7

2

)
= 35− 21

= 14



72 Oι αριθμοί Catalan



Κεφάλαιο 3

Εφαρμογές

3.1 Αριθμοί Catalan και πληροφορική
Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε τους διάφορους τρόπους με τους οποίους μπο-

ρούμε να υπολογίσουμε τους αριθμούς Catalan, καθώς επίσης πως σχετίζονται με δια-
φορετικούς κλάδους μαθηματικών μέσα από μια ποικιλία παραδειγμάτων. Σε αυτό
το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε κάποιες πιο πρακτικές εφαρμογές και επίσης κάποια
παραδείγματα προβλημάτων, όπου, ενώ αρχικά η λύση φαίνεται να βρίσκεται στους
αριθμούς Catalan, τα πράγματα δεν είναι έτσι.

Το πρώτο παράδειγμα που θα αναφέρουμε, ασχολείται με την πληροφορική. Ου-
σιαστικά, αποτελεί ένα πρόβλημα μεταθέσεων. Πρώτα, θα δώσουμε κάποιους ορι-
σμούς εν συντομία.

Στην πληροφορική, στοίβα καλούμε την αφηρημένη δομή δεδομένων η οποία χρη-
σιμοποιείται για την αποθήκευση δεδομένων. Μπορεί να παρομοιαστεί με μια στοίβα
από πιάτα. Όπως τα πιάτα μπορούν να αυξηθούν ή να μειωθούν, έτσι μπορεί και μια
στοίβα δεδομένων. Σε μια στοίβα από πιάτα, είναι φυσικό ότι μπορούμε να προσθέ-
σουμε ή να αφαιρέσουμε ένα πιάτο, μόνο από την κορυφή της στοίβας. Το ίδιο ισχύει
και για τη στοίβα δεδομένων. Μπορούμε να προσθέσουμε ή να διαγράψουμε ένα νέο
στοιχείο μόνο από την κορυφή της στοίβας. Το σχήμα (3.1) δείχνει τη βασική δομή
μιας στοίβας.

Μια άλλη σημαντική ορολογία στην πληροφορική, είναι αυτή της λίστας. Οι λί-
στες χρησιμοποιούνται για την εφαρμογή των στοιβών. Δείτε το σχήμα (3.2) για παρά-
δειγμα. Η δομή της λίστας, είναι αυτό που καλείται LIFO (last in first out) στην πληρο-
φορική. Όταν αποθηκεύεται ένα στοιχείο σε μια στοίβα, η διαδικασία καλείται “push”,
ενώ όταν διαγράφεται καλείται “pop”. Προφανώς, με “input” συμβολίζεται η είσοδος
ενός στοιχείου από το χρήστη,ενώ με “output” το αποτέλεσμα που επιστρέφει ο υπο-
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Σχήμα 3.1: Στοίβα

Σχήμα 3.2: Λειτουργία στοίβας

λογιστής. Εκτός από τη δομή LIFO, υπάρχει και η FIFO (first in first out) που μπορεί
να παρομοιαστεί με μια ουρά στην τράπεζα. Μια στοίβα, δεν μπορεί να έχει τέτοια
δομή. Μπορούμε να αποθηκεύσουμε (push) ή να διαγράψουμε(pop) μόνο από την κο-
ρυφή. Επιπρόσθετα, παρατηρήστε ότι μπορούμε να αποθηκεύσουμε στοιχείο σε μια
κενή στοίβα,αλλά δεν μπορούμε να διαγράψουμε.

Τώρα, έχουμε τη δυνατότητα να προχωρήσουμε στην εφαρμογή.

Παράδειγμα 3.1.1. Κάνοντας χρήση μιας στοίβας, βρείτε το πλήθος των διαφορετι-
κών μεταθέσεων που προκύπτουν από την διατεταγμένη λίστα ακεραίων 1, 2, ....n.

Απόδειξη. Για να κατανοήσουμε καλύτερα το πως λειτουργεί η στοίβα,θα δούμε πρώτα
τις εξής περιπτώσεις:
περίπτωση 1 n = 1. Η λίστα εισαγωγής έχει μόνο ένα στοιχείο, το 1.

Mπορούμε να εισάγουμε το 1 στην άδεια λίστα και μετά να το εξαγάγουμε. Δεν
υπάρχουν άλλα στοιχεία. Το αποτέλεσμα είναι ο υπολογιστής να επιστρέψει το 1. Μια
μόνο δηλαδή μετάθεση. Η διαδικασία φαίνεται στο σχήμα (3.3).
περίπτωση 2 n = 2. Άρα η λίστα εισαγωγής είναι η {1, 2}.

Έχουμε δύο δυνατές μεταθέσεις για αυτό το σύνολο. Τις 12 και 21. Και οι δύο
μπορούν να επιτευχθούν μέσω μιας στοίβας. Όπως φαίνεται στο σχήμα (3.4),για να

Σχήμα 3.3: περίπτωση για n = 1
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Σχήμα 3.4: περίπτωση 2: Μετάθεση 12

Σχήμα 3.5: περίπτωση 2: Μετάθεση 21

πάρουμε την μετάθεση 12 αρκεί να εισαγάγουμε το 1, να το εξαγάγουμε, και έπειτα
να κάνουμε το ίδιο για το 2.

Αντίστοιχα, για την μετάθεση 21 η διαδικασία φαίνεται στο σχήμα (3.5). Εισαγά-
γουμε το 1 και έπειτα το 2. Υπάρχει μόνο ένας τρόπος να αδειάσουμε τη στοίβα και
αυτός είναι να βγει πρώτα το 2 και μετά το 1.
περίπτωση 3 n = 3. Η αντίστοιχη λίστα είναι {1, 2, 3}.

Συνολικά, υπάρχουν 3! δυνατές μεταθέσεις, αλλά μόνο πέντε από αυτές μπορούν
να πραγματοποιηθούν μέσω στοίβας. Το σχήμα (3.6) δείχνει τις μεταθέσεις αυτές και
τα αντίστοιχα βήματα.

Παρατηρήστε ότι η μετάθεση 312, είναι αδύνατο να πραγματοποιηθεί μέσω μιας
στοίβας. Αυτό συμβαίνει διότι για να είναι το 3 πρώτο στη μετάθεση, θα πρέπει να
είναι το πρώτο που θα εξαχθεί. Βλέποντας το σχήμα (3.7) φαίνεται ότι αν είναι το 3
το πρώτο στοιχείο που θα εξαχθεί, η μορφή της λίστας δεν επιτρέπει να βγει το 1 πριν
από το 2
περίπτωση 4 n = 3. Η αντίστοιχη λίστα είναι {1, 2, 3, 4}.

Εδώ έχουμε 4! = 24 δυνατές μεταθέσεις από τις οποίες μόνο οι 14 πραγματοποιού-
νται μέσω στοίβας. Ο πίνακας 3.1 δείχνει τις δυνατές μέσω στοίβας μεταθέσεις. Είναι
κατανεμημένες σε αύξουσα σειρά της θέσης του 1. Η κατανομή αυτή θα μας βοηθήσει
να κατασκευάσουμε έναν τύπο που να υπολογίζει τις μεταθέσεις,παρακάτω.

1234 2134 2314 2341
1243 2143 3214 2431
1324 3241
1342 3421
1432 4321

Πίνακας 3.1
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Σχήμα 3.6: περπτώσεις για n = 3:

Σχήμα 3.7
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Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, μια από τις μεταθέσεις που δεν είναι
δυνατόν να πραγματοποιηθούν είναι η 1423. Αυτό γίνεται διότι για να ναι το 1 πρώτο
στο output, πρέπει να εισαχθεί και να εξαχθεί προτού μπει το επόμενο στοιχείο. Στη
συνέχεια για να είναι το 4 μετά το1, θα πρέπει να κάνουμε “push” τα 2, 3, 4. Αφού
κάνουμε “pop” το 4 και σχηματιστεί το 14, έχουμε το 3 πάνω από το 2 και συνεπώς δεν
μπορεί να εξαχθεί πριν από αυτό.

Τώρα θα κατασκευάσουμε έναν τύπο που να μας δίνει τις δυνατές μέσω στοίβας
μεταθέσεις. Έστω Pn το πλήθος των δυνατών μεταθέσεων με χρήση στοίβας 1, 2, .....n
στοιχείων. Θεωρούμε ότι το i υποδηλώνει τη θέση του 1 σε μια έγκυρη μετάθεση, όπου
1 ≤ i ≤ n. Τότε το Pi−1 υποδηλώνει τον αριθμό των έγκυρων μεταθέσεων που έχουν
i − 1 στοιχεία στα αριστερά του i. Αντίστοιχα το Pn−i−1 υποδηλώνει το πλήθος των
έγκυρων μεταθέσεων με n− i− 1 στοιχεία δεξιά του i. Τέλος, ορίζουμε P0 = 1.

Με χρήση του κανόνα του αθροίσματος και του γινομένου έχουμε ότι:

Pn =
n∑

i=1

Pi−1Pn− i− 1

= P0Pn−1 + P1Pn−2 + ....Pn−1P0

όπου P0 = 1. Ο τύπος αυτός είναι ίδιος με τον τύπο του Segner, που όπως γνωρίζουμε,
δίνει το Cn. Άρα Pn = Cn. για κάθε n ≥ 0

Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουμε ότι το πρόβλημα αυτό είναι εν γένει το ίδιο, όχι
μόνο με αυτό των καλά ορισμένων ζευγών παρενθέσεων, αλλά και με το πρόβλημα
δυαδικών λέξεων όπου κάθε υπακολουθία έχει περισσότερα ή ίσα ”1” από τα ”0”. Για
να δείξουμε την ομοιότητα, ας πάρουμε για παράδειγμα τη μετάθεση 2431 από τον πί-
νακα 3.1. Για να παραχθεί αυτή η μετάθεση ακολουθούμε τον αλγόριθμο push1, push2,
pop2, push3, push4, pop4, pop3, pop1. Έχουμε δηλαδή την εξής ακολουθία πράξεων :

push, push, pop, push, push, pop, pop, pop

Αυτή η ακολουθία δίνει μια συγκεκριμένη μετάθεση. Εάν τώρα αντικαταστήσουμε
κάθε “push” με μια αριστερή παρένθεση και κάθε “pop” με μια δεξιά, παίρνουμε την
καλώς ορισμένη ακολουθία (()(())) από τέσσερα ζεύγη παρενθέσεων. Αντίστοιχα αν
κάθε “push” με ”1” και “pop” με ”0” η ακολουθία μετατρέπεται στη δυαδική λέξη
11011000 με τέσσερα “1” και “0”, της οποίας όλες οι υπακολουθίες έχουν περισσό-
τερα ή ίσα ”1” από ”0”,όταν διαβάζουμε από τα αριστερά. Αυτές οι διαδικασίες είναι
αντιστρέψιμες, συνεπώς έχουμε αμφιμονοσήμαντη σχέση των αντίστοιχων συνόλων.

Μια εφαρμογή βασισμένη στο προηγούμενο πρόβλημα είναι το εξής. Έχουμε n
βαγόνια τα οποία θέλουμε από τη γραμμή ένα, να τα μεταφέρουμε στη γραμμή 2, χρη-
σιμοποιώντας μια τρίτη γραμμή αντικατάστασης όπως δείχνει το σχήμα (3.8). Κάθε
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Σχήμα 3.8: Γραμμές τραίνου

n En

1 1
2 2(1 + pq)
3 3(1 + pq + 2p2q2)
4 4(1 + pq + 2p2q2 + 5p3q3)
5 4(1 + pq + 2p2q2 + 5p3q3 + 14p4q4)

Πίνακας 3.2: Αναμενόμενες τιμές

βαγόνι στη γραμμή ”1”,για να μεταφερθεί στη ”2”, πρέπει πρώτα να περάσει από τη
γραμμή αντικατάστασης. Επίσης μόνο ένα βαγόνι τη φορά, μπορεί από τη γραμμή
αντικατάστασης να μπει στη γραμμή “2”. Να βρούμε το πλήθος των δυνατών συνδυα-
σμών με τους οποίους μπορούμε να μεταφέρουμε n βαγόνια, είναι το ίδιο πρόβλημα
με το παράδειγμα 3.1.1.

3.2 Μια εφαρμογή στον αθλητισμό
Το 1993, οι L.W Saphiro και W. Hamilton μελέτησαν μια ευχάριστη εφαρμογή των

αριθμώνCatalan στους τελικούς του πρωταθλήματος μπάσκετ τουNBA. Βέβαια, ενώ οι
τελικοί του μπάσκετ κρίνονται στις περισσότερες νίκες μετά από εφτά παιχνίδια,στην
εφαρμογή αυτή υποθέτουμε η σειρά κρίνεται μόλις συμπληρώσει κάποια ομάδα, n
νίκες. Φυσικά, ισοπαλίες δεν υπάρχουν. Επίσης, υποθέτουμε ότι σε κάθε παιχνίδι, η
ομάδα A έχει σταθερή πιθανότητα p να κερδίσει την ομάδα και να χάσει από αυτή
q = 1− p. Θέλουμε να υπολογίσουμε τον αναμενόμενο αριθμό, En, παιχνιδιών που θα
παιχτούν.

Ο πίνακας (3.2) δείχνει τις τιμές En για 1 ≤ n ≤ 5
Ο πίνακας αυτός παρουσιάζει ένα ενδιαφέρον μοτίβο. Ο συντελεστής του (pq)k
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στην έκφραση En

n
δίνει τον αριθμό Ck για 0 ≤ k ≤ n. Για παράδειγμα:

E5

5
=

4∑
k=0

Ck(pq)
k

Γενικότερα, οι Shapiro και Hamilton κατέληξαν στο εξής:

Θεώρημα 3.2.1. Έστω ότι δύο ομάδες,A καιB, παίζουν μια σειρά από παιχνίδια, και
νικήτρια κρίνεται η ομάδα που θα φτάσει πρώτη σε n νίκες. Έστω p η πιθανότητα
να κερδίσει η ομάδα A ένα παιχνίδι και q = 1 − p να χάσει. Αν En ο αναμενόμενος
αριθμός παιχνιδιών που θα παιχτούν, τότε:

En

n
=

n−1∑
k=0

Ck(pq)
k

Απόδειξη. Ηαπόδειξη αποτελείται από τρία βασικά σκέλη. Πρώτα, εκφράζουμε το En

n

ως άθροισμα και έπειτα το χρησιμοποιούμε ούτως ώστε να παράγουμε μια ανδρομική
σχέση για το En+1

n+1
. Τέλος, κατασκευάζουμε έναν επαναληπτικό τύπο για το En

n
.

Το δεύτερο σκέλος της απόδειξης χρησιμοποιεί την ταυτότητα του Pascal, το γεγο-
νός ότι

n+1∑
i=1

bi −
n∑

i=1

bi = bn+1

καθώς επίσης ότι p+q = 1. Στο τρίτο σκέλος θα κάνουμε χρησιμοποιήσουμε το γεγονός
ότι: (

2n

n

)
−
(
2n+ 1

n

)
= 2

(2n)!

n!n!
− (2n+ 1)!

n!(n+ 1)!

=
(2n)!

(n+ 1)!n!
[2(n+ 1)− (2n+ 1)]

=
(2n)!

(n+ 1)!n!

= Cn
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Για λόγους σαφήνειας, προτού προχωρήσουμε στο πρώτο σκέλος της απόδειξης,
θα αναφέρουμε το εξής : Το En που εκφράζει τον αναμενόμενο χρόνο παιχνιδιών υπό
τις προϋποθέσεις του προβλήματος,είναι η μέση τιμή που προκύπτει εύκολα, μέσα από
πράξεις πιθανοτήτων και δε χρήζει περαιτέρω ανάλυσης.

Άρα το πρώτο σκέλος της απόδειξης ξεκινά προσπαθώντας να εκφράσουμε ως
άθροισμα το En = n(pn + qn) + (n+ 1)

(
n
1

)
(pnq + pqn) + (n+ 2)

(
n+1
2

)
(pnq2 + p2qn)

+ ...+ (2n− 1)
(
2n−2
n−1

)
(pnqn−1 + pn−1qn):

• Βήμα 1:

En = n(pn + qn) + (n+ 1)

(
n

1

)
(pnq + pqn) + (n+ 2)

(
n+ 1

2

)
(pnq2 + p2qn)

+ ...+ (2n− 1)

(
2n− 2

n− 1

)
(pnqn−1 + pn−1qn)

=
n−1∑
k=0

(n+ k)

(
n− 1 + k

k

)
(pnqk + pkqn)

=
n−1∑
k=0

(n+ k)
(n− k + 1)!

k!(n− 1)!
(pnqk + pkqn)

=
n−1∑
k=0

n · (n+ k)!

k!n!
(pnqk + pkqn)

= n
n−1∑
k=0

(
n+ k

k

)
(pnqk + pkqn)



3.2 Μια εφαρμογή στον αθλητισμό 81

• Bήμα 2:
Έπειτα βρίσκουμε μια σχέση για το En+1

n+1
:

En+1

n+ 1
=

n∑
k=0

(
n+ k + 1

k

)
(pn+1qk + pkqn+1)

=
n∑

k=0

(
n+ k + 1

k

)[
pnqk(1− q) + pkqn(1− p)

]
=

n∑
k=0

(
n+ k + 1

k

)
(pnqk + pkqn)

−
n∑

k=0

(
n+ k + 1

k

)
(pnqk+1 + pk+1qn)

=
n∑

k=0

(
n+ k

k

)
(pnqk + pkqn) +

n∑
k=0

(
n+ k

k − 1

)
(pnqk + pkqn)

−
n+1∑
j=0

(
n+ j

j − 1

)
(pnqj + pjqn)

=
n∑

k=0

(
n+ k

k

)
(pnqk + pkqn)−

(
2n+ 1

n

)
(pnqn+1 + pn+1qn)

=
n−1∑
k=0

(
n+ k

k

)
(pnqk + pkqn) + 2

(
2n

n

)
pnqn

−
(
2n+ 1

n

)
[pnqn(p+ q)]

=
n−1∑
k=0

(
n+ k

k

)
(pnqk + pkqn) + 2

(
2n

n

)
pnqn −

(
2n+ 1

n

)
pnqn

=
En

n
+

[
2

(
2n

n

)
−

(
2n+ 1

n

)]
pnqn

=
En

n
+ Cnp

nqn
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• Βήμα 3:
Τέλος, για να βρούμε τον τύπο που θέλουμε,έχουμε:

En

n
=

En−1

n− 1
+ Cn−1pn−1qn−1

n∑
k=2

Ek

k
=

n−1∑
k=2

Ek−1

k − 1
+

n∑
k=2

Ck−1p
k−1qk−1

=
E1

1
+

n−1∑
k=2

ek
k

+
n−1∑
k=1

Ckp
kqk

οπότε:
En

n
= E1 +

n−1∑
k=1

Ckp
kqk

= 1 +
n−1∑
k=1

Ck(pq)
k

=
n−1∑
k=0

Ck(pq)
k

3.3 Συμπεράσματα
Στα έως τώρα παραδείγματα, η αναγνώριση συγκεκριμένων προτύπων μας οδή-

γησε στην υπόθεση ότι οι αριθμοί Catalan αποτελούν τη λύση για το εκάστοτε πρό-
βλημα. Τα επόμενα παραδείγματα που θα μελετήσουμε ενώ αρχικά δίνουν την ίδια
αίσθηση, εν τέλει η λύση τους δεν βρίσκεται στους αριθμούς Catalan.

Παράδειγμα 3.3.1. Έστω ότι έχουμε n μπαλάκια του τένις διαφορετικού χρώματος
και το πολύ n ίδιες συσκευασίες. Θέλουμε να κατανείμουμε τα μπαλάκια με τον εξής
τρόπο:

• Κάθε συσκευασία μπορεί να έχει το πολύ τρία μπαλάκια

• διάταξη μέσα στη συσκευασία είναι ασήμαντη

Λύση. Έστω dn το πλήθος των δυνατών κατανομών και έστωA,B,C,D... οι διάφορες
μπάλες. Το σχήμα (3.9) δείχνει τις διάφορες περιπτώσεις όταν 0 ≤ n ≤ 4.
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Σχήμα 3.9

Όπως βλέπουμε, έχουμε do = Co = 1, d1 = C1 = 1, d2 = C2 = 2, d3 = C3 = 5
και d4 = C4 = 14. Συνεπώς θα μπορούσε να υποθέσει κανείς ότι dn = Cn για κάθε n.
Όμως ο F.L Miksa απέδειξε ότι d5 = 46 ̸= 42 = C5 και d6 = 166 ̸= 132 = C6.

Το επόμενο παράδειγμα το μελέτησε το 1968 ο J.E Koehler από το πανεπιστήμιο
του Seattle.

Παράδειγμα 3.3.2. Να βρεθεί το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορούμε να
διπλώσουμε n φορές μια δεσμίδα από n+1 γραμματόσημα, χωρίς να έχει σημασία που
βρίσκεται η κάθε πλευρά, όπου n ≥ 0

Λύση. Έστω fn ο αριθμός των πτυχών που κάνουμε. Το σχήμα (3.10) δείχνει τους
δυνατούς συνδυασμούς για 0 ≤ n ≤ 4. Όπως και πριν έχουμε ότι fo = Co = 1,
f1 = C1 = 1, f2 = C2 = 2, f3 = C3 = 5 και f4 = C4 = 14.

Ο J.E Koehler απέδειξε όμως ότι f5 = 39 ̸= 42 = C5 και f6 = 166 ̸= 120 = C6. Η
σωστή ακολουθία για το παράδειγμα αυτό είναι η

1, 1, 2, 5, 14, 39, 120, 358, 1176....

και αποτελεί την ακολουθία με νούμερο 576 στο εγχειρίδιο του Sloane.

Γίνεται λοιπόν αντιληπτό ότι παρότι η αναγνώριση προτύπων αποτελεί πολύ ση-
μαντικό κομμάτι των μαθηματικών, θα πρέπει να είμαστε προσεκτικοί ούτως ώστε να
μην καταλήγουμε σε εσφαλμένα συμπεράσματα.
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Σχήμα 3.10

Όσον αφορά τους αριθμούς Catalan, είναι αναμφίβολα συναρπαστικοί. Εμφανί-
ζονται με ποικίλους τρόπους και σε πολλούς επιστημονικούς κλάδους, όπως τα μα-
θηματικά και πληροφορική, αλλά ακόμα και σε προβλήματα της καθημερινής ζωής.
Παρότι πρόκειται για μια ακολουθία αριθμών που είναι γνωστή για μερικές εκατοντά-
δες χρόνια μόνο, έχει ήδη αντίκτυπο στον κόσμο της επιστήμης και χρήζει περαιτέρω
μελέτης.
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