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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Σκοπός  της  παρούσας  εργασίας  είναι  η  ανάπτυξη  αριθμητικού  προτύπου  με  την

μέθοδο  των  πεπερασμένων  στοιχείων  που  θα  προσομοιώνει  την  συμπεριφορά  ηλωτών

μεταλλικών συνδέσεων σε δυναμικές φορτίσεις καθώς και η μελέτη της επίδρασης των μη

γραμμικοτήτων του υλικού και της τριβής στον συντελεστή απόσβεσης.

Αρχικά γίνεται μια γρήγορη εισαγωγή στις ηλωτές συνδέσεις καθώς και στους πιο

συνηθισμένους τύπους αστοχίας τους. Κατόπιν, σε επόμενο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι μη

γραμμικότητες  που  επηρεάζουν  τον  συντελεστή  απόσβεσης.  Αρχικά  αναλύεται  πως

προσεγγίζεται  αριθμητικά  ένα  μη  γραμμικό υλικό  και  κατόπιν  πως  προσεγγίζονται  οι  μη

γραμμικότητες  των  επαφών  και  της  τριβής.  Στην  συνέχεια  παρουσιάζονται  σχέδια  του

αριθμητικού  προτύπου  όπως  αυτό  αναπτύχθηκε  σε  κατάλληλο  σχεδιαστικό  πρόγραμμα,

καθώς και ο τύπος της διακριτοποίησης του. Γίνεται μία σύντομη μελέτη και αιτιολόγηση της

επιλογής  της  συγκεκριμένης  διακριτοποίησης.  Στο  κεφάλαιο  των  αποτελεσμάτων

παρουσιάζονται  όλες  οι  περιπτώσεις  που μελετήθηκαν,  τα αποτελέσματά τους  καθώς και

μεταξύ τους  συγκρίσεις.  Οι  μελέτες  αφορούσαν  αριθμητικά  πρότυπα με  τριβή  και  χωρίς

τριβή.  Στο  ίδιο  κεφάλαιο  αναλύονται  κάποιες  ιδιαιτερότητες  που  προέκυψαν  κατά  τις

προσομοιώσεις. Τέλος γίνεται αποτύπωση κάποιων συμπερασμάτων που προέκυψαν από τις

διαδικασίες  ανάπτυξης  των  αριθμητικών  προτύπων,  της  επίλυσής  τους  αλλά  και  των

αποτελεσμάτων που έδωσαν.

Για την ανάπτυξη του τρισδιάστατου σχεδίου του αριθμητικού προτύπου έγινε χρήση

του προγράμματος  Autodesk Inventor 2015,  ενώ η πλήρης ανάπτυξη,  διακριτοποίηση και

επίλυση έγινε στο πακέτο πεπερασμένων στοιχείων ANSYS Workbench V16.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -1-
ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ

ΗΛΩΤΩΝ ΣΥΝΔΕΣΕΩΝ
 1.1 Μηχανισμοί Αστοχίας Ηλώσεων σε Διάτμηση 

Οι  συνήθεις  τρόποι  αστοχίας,  για  ηλωτές  συνδέσεις  που  καταπονούνται  σε  καθαρή

διάτμηση, θα παρουσιαστούν στις επόμενες υποπαραγράφους [RIV01], [DIM01]. Ο Πίνακας 1 διαθέτει τις

επεξηγήσεις των συμβολισμών που θα χρησιμοποιηθούν.

Μεταβλητή Σημασία

F Δύναμη που ασκείται στην σύνδεση

Kr συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων

n αριθμός των ήλων της σύνδεσης

t πάχος της κάθε πλάκας

d διάμετρος της οπής

D πλάτος της πλάκας

A 0 θεωρητική διατομή ανάμεσα στους γειτονικούς ήλους (Dt)

A ενεργός διατομή ((D-d)t)

υ συντελεστής μείωσης της διατομής

nr αριθμός των ήλων που βρίσκονται κατά μήκος της αστοχίας

Wo πλάτος του ελάσματος

Sy όριο διαρροής σε εφελκυσμό του υλικού του ελάσματος

Ν συντελεστής ασφαλείας 

Sb επιτρεπόμενη επιφανειακή τάση

Su όριο θραύσης σε εφελκυσμό

P ασκούμενη δύναμη που αντιστοιχεί στους ακραίους ήλους

s−d /2 απόσταση του κέντρου του ήλου από την άκρη του ελάσματος στην διεύθυνση της δύναμης

Ssy όριο διαρροής σε διάτμηση του υλικού του ελάσματος

ns αριθμός των ήλων κοντά στο άκρο του ελάσματος

Νs αριθμός των καταπονούμενων διατομών

Πίνακας 1: Επεξήγηση συμβολισμών
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 1.1 Μηχανισμοί Αστοχίας Ηλώσεων σε Διάτμηση ΚΕΦΑΛΑΙΟ -1-

Αστοχία του ελάσματος, εγκάρσια στο ασκούμενο

φορτίο

Αστοχία από διατμητική απόσχιση του ελάσματος

Αστοχία από διπλή διάτμηση του ελάσματος

Αστοχία από σύνθλιψη του ήλου ή του ελάσματος,

λόγω υπερβολικής επιφανειακής πίεσης

Αστοχία από διάτμηση του ήλου

Σχήμα 1: Περιπτώσεις αστοχίας ηλωτών συνδέσεων κατά την εφαρμογή διατμητικών φορτίων 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -1-  1.1 Μηχανισμοί Αστοχίας Ηλώσεων σε Διάτμηση 

 1.1.1 Συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων

Κατά την καταπόνηση ηλωτών συνδέσεων με δυναμικά φορτία ή με στατικά (για ψαθυρά υλικά) οι

ανομοιόμορφες συνθήκες φόρτισης των ήλων λαμβάνονται υπ' όψη με τη μορφή συγκέντρωσης τάσεων.

Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα οι μεσαίοι ήλοι να λαμβάνουν  μικρότερες φορτίσεις από αυτούς που βρίσκονται

στις άκρες. Οι τιμές του συντελεστή συγκέντρωσης τάσεων  για τους ακραίους ήλους  ηλωτών συνδέσεων

φαίνονται  ενδεικτικά στον  Πίνακα  2, ενώ η δύναμη που  μεταφέρεται από  τον κάθε ήλο  δίνεται από τη

σχέση:

Fn=
K r F

n
(1)

Αριθμός Ήλων (παράλληλα

σε ασκούμενο φορτίο)
1 2 3 4 5 6

Kr 1 1 1,059 1,16 1,3 1,44

Πίνακας 2: Ενδεικτικές τιμές του συντελεστή συγκέντρωσης τάσεων [DIM01]

Επομένως, για εναλλασσόμενη διατμητική φόρτιση, η μέγιστη τάση του κάθε ήλου είναι: 

τmax=
Kr F

nA
(2)

Επίσης πρέπει να αναφερθεί ότι για στατική φόρτιση καθώς και για μονή και διπλή σειρά ήλων ο

συντελεστής  συγκέντρωσης  τάσεων  είναι  πάντα  Kr=1 .  Συγκέντρωση  τάσεων  εμφανίζεται και  στις

συνδεδεμένες πλάκες της ηλωτής σύνδεσης εξαιτίας των οπών, σύμφωνα με τις φωτοελαστικές μελέτες του

Heywood (1965).

Km=
σmax

F
(D−d )

t
=2+(1−d

D )
3

(3)

Όπου m ο δείκτης που δείχνει ότι ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων υπολογίστηκε με τη μέση τάση στην

καθαρή επιφάνεια. Αν ληφθεί υπόψη η πίεση του ήλου στην οπή, ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων

αυξάνει, όπως φαίνεται από την καμπύλη (α) στο Σχήμα 2. 

Για όλκιμα  υλικά  και  σε  στατικά  φορτία  λαμβάνεται  υπ'  όψη  μόνο  η  μείωση  της  διαθέσιμης

διατομής λόγω ανακούφισης τάσεων. Τότε ο συντελεστής μείωσης της διατομής είναι:

 υ=
A
Ao

(4)
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 1.1 Μηχανισμοί Αστοχίας Ηλώσεων σε Διάτμηση ΚΕΦΑΛΑΙΟ -1-

 1.1.2 Αστοχία του ελάσματος, εγκάρσια στο ασκούμενο φορτίο

Μια μορφή αστοχίας  που μπορεί να εμφανιστεί στα συνδεόμενα ελάσματα,  είναι η αποκοπή του

ελάσματος κάθετα στην φόρτιση.  Το κριτήριο για τη μη εμφάνιση αυτού του τύπου αστοχίας της σύνδεσης

εκφράζεται μέσω της  αναπτυσσόμενης εφελκυστικής τάσης στο έλασμα, η οποία δίνεται από τη Σχέση 5: 

σav=
Kr F

t (w0−nr d)
≤

Sy

N
(5)

 

 1.1.3 Αστοχία από σύνθλιψη του ήλου ή του ελάσματος, λόγω υπερβολικής επιφανειακής πίεσης

Άλλη  μια  μορφή  αστοχίας  του  ελάσματος  (ή  του  ήλου  αν  Sb (ήλου)< S b(ελασμ.) ,  με  Sb  την

επιτρεπόμενη  επιφανειακή  τάση)  συμβαίνει  όταν  η  επιφανειακή  πίεση  σb  υπερβεί  την  επιτρεπόμενη

επιφανειακή πίεση του υλικού (των ελασμάτων ή του ήλου). Η επιφανειακή τάση κατά προσέγγιση ισούται

με τη δύναμη  που μεταφέρεται  από τον κάθε ήλο προς την προβολή της επιφάνειας επαφής σε κάθετο

επίπεδο και δίνεται από την Σχέση 6:

 

σb=
K r F

ntd
≤

Sb

N
(6)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -1-  1.1 Μηχανισμοί Αστοχίας Ηλώσεων σε Διάτμηση 

Από πειράματα που διεξήχθησαν για χάλυβες βγήκαν τα εξής συμπεράσματα για την επιτρεπόμενη

τάση επαφής Sb  :

➔ Για οπές από διάτρηση: Sb=1,1Su

➔ Για οπές από διάτρηση και διαμορφωμένα χείλη:  Sb=2Su

 1.1.4 Αστοχία από διπλή διάτμηση του ελάσματος

Πολύ συχνό είναι και το φαινόμενο της διπλής διάτμησης των ελασμάτων. Σε αυτήν την περίπτωση

η διατμητική τάση δίνεται ως εξής:

τ tearout=
Kr P

2t (s−d
2
)ns

≤
Ssy

N (7)

 1.1.5 Αστοχία από διατμητική απόσχιση του ελάσματος

Ένας  ακόμα  τύπος  αστοχίας  της  ηλωτής  σύνδεσης  είναι  η  διατμητική  απόσχιση  ενός  από  τα

συνδεδεμένα ελάσματα.  Αν η διατμητική τάση απόσχισης υπερβεί την επιτρεπόμενη διατμητική τάση του

υλικού του ελάσματος τότε θα έχουμε αστοχία σε απόσχιση. Η τάση απόσχισης δίνεται ως εξής:

τ es=
Kr F

t (s−d
2
)
≤

Ssy

N (8)

Προσεγγιστικά,  η  απόσχιση  υποτίθεται  ότι  οφείλεται  σε  μία  δύναμη  απόσχισης  F .  Αν  δεν  υπάρχουν

στοιχεία για τον συντελεστή συγκέντρωσης τάσεων, τότε S sy=0,3 Sy . Η απόσταση των ήλων μεταξύ τους

πρέπει να είναι 3d , ενώ η απόσταση τους από τα άκρα 2d .

 1.1.6 Αστοχία από διάτμηση του ήλου

 Μια ηλωτή σύνδεση μπορεί να αστοχήσει και εξαιτίας της αστοχίας του ήλου λόγω διάτμησης. Αν

υφίσταται  αστοχία ήλου μόνο κατά  μήκος ενός  επιπέδου τότε  η  ηλωτή σύνδεση χαρακτηρίζεται  μονής

διάτμησης, ενώ αν υφίσταται αστοχία κατά μήκος δύο επιπέδων χαρακτηρίζεται διπλής διάτμησης κλπ.  Η

αντίστοιχη εξίσωση σχεδιασμού είναι η ακόλουθη:

τ av=
4 Kr F

nN s πd2
≤

Ssy

N
(9)
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 1.2 Προ-εντεταμένες Ηλωτές Συνδέσεις

Οι  ηλωτές  συνδέσεις  μπορούν  να  δημιουργηθούν  εν  θερμώ,  δηλαδή  σε  περιβάλλον  αυξημένης

θερμοκρασίας, κάτι το οποίο συνηθίζεται στις ηλώσεις από χάλυβα,  ή εν ψυχρώ, δηλαδή σε  θερμοκρασία

περιβάλλοντος.

Ακόμα όμως και στην περίπτωση ψυχρής ήλωσης (Σχήμα 4), κατά τη διάρκεια της σφυρηλάτησης

παράγεται θερμότητα,  λόγω της πλαστικής παραμόρφωσης της κεφαλής, η οποία αυξάνει τη θερμοκρασία

του ήλου. Ύστερα λοιπόν από τη σφυρηλάτηση ο ήλος εξαιτίας της επίδρασης του άμεσου περιβάλλοντος

ψύχεται και συστέλλεται, με αποτέλεσμα να αναπτύσσονται θερμικές τάσεις, οι οποίες συνήθως βρίσκονται

κάτω από το όριο διαρροής του υλικού.

Αναλύοντας  πιο  λεπτομερώς  την  παραπάνω  διεργασία, στην  αρχή  του  σχηματισμού  της

ημισφαιρικής κεφαλής η δύναμη σφυρηλάτησης είναι Pb , η τάση Sy  και η διάμετρος d . Ύστερα από την

διεργασία, δηλαδή στο τέλος της σφυρηλάτησης, η δύναμη είναι Pe , η διάμετρος περίπου 2d  και η τάση

περίπου ίση με την αντοχή σε εφελκυσμό Su . Επομένως ισχύουν:

Pb=
πd2 Sy

4
(10)

Pe=π d2 Su (11)
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Επίσης είναι δυνατό να υπολογιστεί το μηχανικό έργο που απαιτείται για την ολοκλήρωση της διεργασίας:

W=
(Pb+Pe)Δh

2
(12)

 

όπου,  Δh  η  μεταβολή  στο  ύψος  του  ήλου  (πριν  και  μετά  τη  σφυρηλάτηση)  και  ισούται  με

Δh=5d /3  .

Το  έργο που καταναλώνεται  κατά  τη διαδικασία  δημιουργίας  της  κεφαλής του ήλου μπορεί  να

υποτεθεί  πως μετατρέπεται  σε  θερμότητα,  που αποθηκεύεται  όλη στον ήλο,  αυξάνοντας κατ'  αυτόν τον

τρόπο την θερμοκρασία του, η οποία μπορεί να υπολογιστεί από την Σχέση 13:

ΔΤ=
W

cρV
(13)

Όπου, c  η ειδική θερμότητα του υλικού του ήλου, ρ  η πυκνότητα του υλικού του ήλου, V  ο όγκος του

ήλου. Αντικαθιστώντας στη Σχέση 13 τις Σχέσεις 10-12 προκύπτει:

ΔΤ=
5πd3

6
⋅
(Sy

4
+Su)

c p V
(14)

Η θερμική τάση που αναπτύσσεται μετά την ψύξη του ήλου δίνεται από τη Σχέση 15:

σ=αΕ ΔΤ=
5π αd3 E

6cρ V (Sy

4
+Su) (15)

Όπου, α  ο συντελεστής θερμικής διαστολής.

Σημαντικό ρόλο στις προ-εντεταμένες ηλώσεις παίζει και η τριβή,  καθώς κατά την κατασκευή της

σύνδεσης δημιουργούνται διάφορα φορτία που οφείλονται στην τραχύτητα των επιφανειών που έρχονται σε

επαφή. Έτσι η τριβή σε μία ηλωτή σύνδεση δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

Δύναμη Τριβής=f⋅F rivet=
f Nf σ π d2

4
(16)

Όπου,  f  είναι  ο  συντελεστής  τριβής  στην  κεφαλή  του  ήλου  και  το  έλασμα  και  Nf  ο  αριθμός  των

επιφανειών τριβής που μεταδίδουν τη δύναμη διάτμησης.

Στην περίπτωση της θερμής ήλωσης, ο ήλος θερμαίνεται αρχικά πάνω από το σημείο στο οποίο η

διατμητική αντοχή έχει απότομη κάθοδο. Κατόπιν γίνεται η σφυρηλάτηση προκειμένου να σχηματιστεί η

κεφαλή του ήλου. Καθ' όλη τη διαδικασία η θερμοκρασία των ελασμάτων δεν αυξάνει σημαντικά. Ενώ
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λοιπόν ψύχεται ο ήλος προκαλείται αύξηση της θερμικής τάσης πάνω από το όριο ροής με αποτέλεσμα να

συνεχίζεται η διαρροή κατά τη διάρκεια της ψύξης.

Όταν ο ήλος είναι κρύος η τάση μέσα του είναι περίπου ίση με το όριο διαρροής  Sy  .  Έτσι η

δύναμη ήλωσης είναι  S y πd2/ 4 , ενώ η δύναμη τριβής ανά ήλο είναι  fN f S y πd
2
/4 . Φυσικά γίνεται η

παραδοχή  ότι  όλοι  οι  ήλοι  μεταδίδουν  την  ίδια  δύναμη τριβής.  Σε  περίπτωση που  είναι  απαραίτητο  η

διατμητική δύναμη να μεταδοθεί με τριβή αντί της διατμητικής δύναμης στον ήλο τότε γίνεται χρήση της

ακόλουθης σχέσης:

F=f Nf S u b y π
d2

4
(17)

 1.3 Ηλωτές Συνδέσεις σε Έκκεντρη Φόρτιση

Οι ηλωτές συνδέσεις πολλές φορές καταπονούνται σε σύνθετες φορτίσεις, δηλαδή διάτμηση, κάμψη

και στρέψη. Έκκεντρη φόρτιση σε μια ήλωση έχουμε όταν η δύναμη Q  που την καταπονεί δεν διέρχεται

από το κέντρο βάρους της ήλωσης, αλλά σε μια κάθετη απόσταση e. Έτσι η ήλωση δέχεται διατμητικά

φορτία λόγω της δύναμης Q  και δευτερευόντως λόγω της ροπής M=Qe , που τείνει να περιστρέψει την

ήλωση γύρω από το κέντρο βάρους της.

 Η διαδικασία που ακολουθείται κατά το σχεδιασμό της ήλωσης σε αυτές τις περιπτώσεις είναι η εξής:

α) Προσδιορίζεται το κέντρο βάρους της ήλωσης ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων

xo=
∑Ai xi

∑A i

 Και yo=
∑Αi yi

∑A i

(18)
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Όπου xo  και yo  οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους της ήλωσης, xi  και y i  οι συντεταγμένες του (i)

ήλου, και  Α i  η επιφάνεια του (i) ήλου.  Επειδή οι διάμετροι  των  n  ήλων που χρησιμοποιούμε σε μια

ήλωση είναι συνήθως μεταξύ τους ίσες ισχύει η Σχέση 19,

x0=
∑xi

n
 και y0=

∑yi

n
(19)

β)  Αντικαθίσταται  το φορτίο  Q ,  με μια δύναμη ίδιο μέτρου που διέρχεται  από το κέντρο βάρους  της

ήλωσης , και μια ροπή M=Qe  που τείνει να περιστρέφει την σύνδεση περί το κέντρο βάρους.

γ)  Υπολογίζεται  το  διατμητικό  φορτίο  λόγω της  Q .  Το φορτίο  αυτό  πρέπει  να  είναι  ανάλογο  με  την

επιφάνεια  των  ήλων.  Για  ήλους  με  ίση  διατομή  γενικά  θεωρούμε  ότι  η  συνολική  διατμητική  δύναμη

κατανέμεται ομοιόμορφα ανάμεσα τους. Έτσι η διατμητική δύναμη που αντιστοιχεί σε κάθε ήλο είναι η

εξής:

Pd=
Q
n

(20)

δ) Η ροπή που μεταφέρεται από την σύνδεση οδηγεί στην ανάπτυξη επιπλέον διατμητικών δυνάμεων στους

ήλους. Αυτές οι διατμητικές δυνάμεις  δεν είναι ίδιες μεταξύ τους, κατά μέγεθος ή διεύθυνση. Η τιμή τους

είναι ανάλογη της απόστασης από το κεντροειδές της διατομής. Άρα:

P1

α1

=
P2

α2

=
P3

α3

=...=
Pn

αn
(21)

Όπου α1, α2,. .. ,αn  οι αποστάσεις των ήλων από το κέντρο βάρους της ήλωσης και Ρ1, Ρ2,. .. ,Ρn  οι διατμητικές

δυνάμεις που ενεργούν σε κάθε ήλο λόγω της ροπής. Από ισορροπία ροπών προκύπτει:

M=P1 α1+P2 α2+P3 α3+...+Pn αn (22)

Έτσι το μέγιστο φορτίο που εφαρμόζεται  στον ήλο του οποίου η απόσταση είναι η μεγαλύτερη από το

κέντρο βάρους θα είναι:

P i=
Mai

∑
j

a j
2 (23)

ε) Τελικά η συνολική διατμητική δύναμη στον κάθε ήλο είναι:
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F i=[Pi
2+(Q

n )+2Pi(Q
n )cosφi]

1
2

(24)

Όπου, φi  η γωνία ανάμεσα στη δύναμη P i  και την άμεση διατμητική δύναμη, Q /n  η άμεση διατμητική

δύναμη, P  η δύναμη που ασκείται στον κάθε ήλο. Από τη Σχέση 24 προκύπτει ότι η συνολική διατμητική

δύναμη στον ήλο είναι μέγιστη όταν η γωνία φ  είναι ελάχιστη.

στ) Η δύναμη P i  είναι κάθετη στη γραμμή που συνδέει κάθε ήλο με το κέντρο της επιφάνειας της ήλωσης.

Έτσι οι καρτεσιανές συνιστώσες της δύναμης P1  είναι:

Fy i=
Pi

(1+λ i
2)1/2

 Και Fx i=λ i Fy i (25)

Όπου, λ i=
yi−yG

xi−xG

. Επομένως η συνισταμένη διατμητική δύναμη εκφράζεται και ως εξής:

F i=[(Fx i+
Q
n )

2

+Fy i
2 ]

1
2

(26)

Η εξίσωση σχεδιασμού του ήλου με τη μέγιστη διατμητική τάση είναι:

τav=
Fm ax

π d4

4

≤
Ss y

N (27)

Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι πρέπει πρώτα να βρεθεί ο ήλος με την μέγιστη διατμητική δύναμη

Fmax . Συνήθως αυτό είναι προφανές, εφόσον τις περισσότερες φορές ο συγκεκριμένος ήλος είναι δυνατό να

προσδιοριστεί από την θέση του πάνω στην ηλωτή σύνδεση καθώς και από την διεύθυνση των άμεσων και

έμμεσων διατμητικών δυνάμεων. Τα παραπάνω σημαίνουν ότι όσο μεγαλύτερη είναι η απόσταση του από το

γεωμετρικό  κέντρο  της  ήλωσης,  καθώς  και  όσο  γίνονται  συγγραμικές  οι  διατμητικές  δυνάμεις,  τόσο

μεγαλύτερη είναι η συνισταμένη διατμητική δύναμη. Σε περίπτωση που δεν είναι προφανής ο καθορισμός

του ήλου με την  Fmax   τότε αναγκαστικά πρέπει να βρεθούν όλες οι συνισταμένες διατμητικές δυνάμεις των

ήλων και να εξαχθεί η μέγιστη.
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ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΔΥΝΑΜΙΚΩΝ

ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ

 2.1 Περιγραφή Δυναμικών Συστημάτων

Τα δυναμικά συστήματα πολλών βαθμών ελευθερίας περιγράφονται  από την ακόλουθη εξίσωση

[ΒΑΤ01]:

[Μ] {ü }+[C]{u̇ }+[K ] {u }={F(t)} (28)

Όπου [Μ ]  το μητρώο μάζας, [C]  το μητρώο απόσβεσης, [Κ ]   το μητρώο στιβαρότητας και {u } , {F}  τα

διανύσματα μετατόπισης και φόρτισης αντίστοιχα. Η σχέση αυτή δείχνει ότι οι εξωτερικές δυνάμεις του

δεξιού μέλους εξισορροπούνται από την δύναμη αδράνειας [Μ] {ü } , την δύναμη απόσβεσης [C ]{u̇}  καθώς

και την ελαστική δύναμη [K ] {u } , όλες στο αριστερό μέλος. Στην περίπτωση που το διάνυσμα φορτίσεων

είναι μηδενικό δηλαδή ισχύει η σχέση [ANS02], [ANS03]:

[Μ] {ü}+[C]{u̇ }+[K ] {u }=0 (29)

Τότε έχουμε την περίπτωση της ανάλυσης ιδιομορφών (Modal Analysis),  όπου ουσιαστικά μπορούμε να

πούμε ότι πρόκειται για ελεύθερη ταλάντωση. Βασικό χαρακτηριστικό της ανάλυσης αυτής είναι το γεγονός

ότι οι λύσεις {u}  αποτελούν τις ιδιομορφές της κατασκευής. Κάθε ιδιομορφή αντιστοιχεί σε μία εξωτερική

διέγερση συχνότητας ω , η οποία αποκαλείται και φυσική συχνότητα της κατασκευής.

 2.2 Απόσβεση Βρόγχων Υστέρησης

Γύρω από αυτό το πεδίο έχει γίνει αρκετή έρευνα προκειμένου να βρεθεί ένας μαθηματικός τύπος ο

οποίος  θα  μπορέσει  να  προσεγγίσει  τον  συντελεστή  απόσβεσης  σε  βρόγχους  υστέρησης.  Οι  βρόγχοι

υστέρησης δημιουργούνται εξαιτίας της ύπαρξης μη γραμμικοτήτων όπως είναι οι μη γραμμικότητες του

υλικού και  οι  μη γραμμικότητες  από τριβή  Coulomb.  Ουσιαστικά οι  βρόγχοι  υστέρησης δηλώνουν  την

απώλεια  ενέργειας  η  οποία  μπορεί  να  είναι  μετατρέπεται  σε  θερμότητα  λόγω  τριβής  ή  μπορεί  να

μετατρέπεται  σε  πλαστική  ενέργεια  παραμόρφωσης  (μετακίνηση  καταναγκασμών  και  κρυσταλλικών

ατελειών).  Βάσει των μελετών προέκυψε ότι ο τύπος που προσεγγίζει τον συντελεστή απόσβεσης δίνεται ως

[RS01], [RS02]:
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ξhyst =
1

4π

ΕDiss

Εsto

=
1

2 π

Ahyst

F0 u0

(30)

Όπου EDiss  είναι η συνολική ενέργεια που καταναλώνεται σε κάθε κύκλο λόγω παραμόρφωσης και τριβής,

Εsto  είναι  μέγιστη αποθηκευμένη ενέργεια,  Α hyst  το εμβαδόν του βρόγχου υστέρησης,  F0  το μέγιστο

ασκούμενη φορτίο και u0  η μέγιστη αντίστοιχη μετατόπιση.

Σχηματικά οι βρόγχοι υστέρησης αναπαριστώνται στο Σχήμα 5. Όπως φαίνεται και στο ίδιο σχήμα η

ενέργεια που καταναλώνεται είναι ίση με το εμβαδόν του βρόγχου υστέρησης. Επομένως αν υπολογιστεί το

εμβαδόν είναι εύκολο στην συνέχεια να υπολογιστεί και ο συντελεστής απόσβεσης από την Σχέση 30.
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ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΕΣ

 3.1 Γενικά Στοιχεία Μη Γραμμικοτήτων

Γενικά οι μη γραμμικότητες που συναντούνται σε αριθμητικές προσομοιώσεις συγκεντρώνονται στις

εξής κατηγορίες [ΒΑΤ01], [PAP01]:

• Γεωμετρικές

• Υλικού

• Επαφών

Στην  πρώτη  περίπτωση  δεν  θα  γίνει  αναφορά  διότι  η  σχετική  επιλογή  από  ANSYS  Workbench

απενεργοποιήθηκε συνειδητά προκειμένου να διευκολυνθούν οι αναλύσεις, αλλά επίσης οι παραμορφώσεις

και  οι  μετατοπίσεις  δεν  είναι  αρκετά  μεγάλες  ώστε  να  υπάρξουν  πραγματικά  μη  γραμμικά  φαινόμενα

γεωμετρικής παραμόρφωσης. Επομένως θα γίνει μία σύντομη αναφορά στις επόμενες παραγράφους στις μη

γραμμικότητες που προκύπτουν από το υλικό όταν οι τάσεις περάσουν το όριο διαρροής, καθώς και από τις

επαφές ειδικά όταν υπάρχει μεταξύ τους τριβή. Τα δύο στοιχεία άλλωστε είναι και αυτά που επηρεάζουν τον

συντελεστή απόσβεσης από την στιγμή που ένα μέρος του έργου μετατρέπεται είτε σε ενέργεια πλαστικής

παραμόρφωσης, η οποία δεν ανακτάται κατά την αποφόρτιση, είτε σε θερμότητα λόγω της τριβής.

Στο συγκεκριμένο υπολογιστικό πακέτο έγινε επιλογή ανάμεσα σε δύο μεθόδους ώστε να λυθεί το

σύστημα που προκύπτει. Πρόκειται για τις:

• Άμεση Μέθοδος (Direct method): Η μέθοδος αυτή κάνει χρήση του Sparse Solver του ANSYS. Η

επίλυση του συστήματος γίνεται με αρχική παραγοντοποίηση σε άνω και κάτω τριγωνικά μητρώα

και κατόπιν μία εμπρός και μία πίσω αντικατάσταση.

• Επαναληπτική  Μέθοδος  (Iterative  Method):  Η  μέθοδος  βασίζεται  στον  PCG  (Preconditioned

Conjugate  Gradient)  επιλύτη  και  για  την  προσέγγιση  της  λύσης  εκτελεί  επαναλήψεις  κάνοντας

χρήση και κάποιου κριτηρίου σύγκλισης όπου καθορίζει το πότε θα σταματήσουν οι επαναλήψεις.

Περισσότερες  λεπτομέρειες  και  για  τις  δύο  προηγούμενες  μεθόδους  δεν  αναφέρονται  στην  παρούσα

εργασία. Ωστόσο μπορούν να βρεθούν στο βιβλίο των Griffiths & Smith [GS01]. 

Τέλος  επισημαίνεται  ότι  όλες  οι  επιλύσεις  αριθμητικών προτύπων έγιναν  με την επιλογή  Large

Deflection Of στο ANSYS Workbench Mechanical. Κάποιοι από τους λόγους ήδη αναφέρθηκαν, ωστόσο ο

βασικότερος  είναι  το  γεγονός  πως  λόγω  της  εκκεντρότητας  του  ασκούμενου  φορτίου,  όταν  άλλαζε

διεύθυνση κατά την κυκλική εναλλαγή, προκαλούσε θλίψη η οποία οδηγούσε σε λυγισμό και μεγάλη κάμψη

της κατασκευής. Αυτό είχε σαν αποτέλεσμα να μην είναι δυνατό να μελετηθεί ο συντελεστής απόσβεσης

εφόσον τα διαγράμματα των βρόγχων υστέρησης δεν ανταποκρίνονταν στην πραγματικότητα.  
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 3.2 Αριθμητική Προσέγγιση Μη Γραμμικού Υλικού

 3.2.1 Γενικές πληροφορίες

Τα αριθμητικά πρότυπα υλικών εκφράζουν την μαθηματική αποτύπωση της απόκρισης ενός υλικού

σε ένα ασκούμενο φορτίο, περιγράφοντας, με αρκετά ικανοποιητική ακρίβεια, φαινόμενα όπως οι σχέσεις

τάσεων-παραμορφώσεων,  δυναμικού-παραμορφώσεων,  ροής  θερμότητας-θερμοκρασίας  καθώς  και  πιο

γενικές  συμπεριφορές  όπως  η  διαστολή  λόγω  θερμότητας,  η  τριβή  κ.ά.  Το  ANSYS  Workbench  V16

υποστηρίζει αρκετά μοντέλα προσέγγισης των ιδιοτήτων των υλικών, τα οποία πιο αναλυτικά φαίνονται

στον Πίνακα 3. Για την ολοκλήρωση της εργασίας η κατηγορία αριθμητικών προτύπων που ενδιαφέρει είναι

αυτή που περιγράφει την ελαστοπλαστική περιοχή χωρίς αυτή να εξαρτάται από τον χρόνο (rate independent

plasticity).

 3.2.2 Ελαστοπλαστικά μοντέλα

Η πλαστικότητα εκφράζει την συμπεριφορά μετά το

όριο διαρροής σy . Όπως φαίνεται και από το Σχήμα 6, κατά

την  αποφόρτιση  η  ελαστική  παραμόρφωση  ανακτάται

πλήρως, ενώ η πλαστική παραμένει. Η εξέλιξη της πλαστικής

παραμόρφωσης εξαρτάται από την ιστορία φόρτισης όπως η

τάση,  η  θερμοκρασία,  ο  ρυθμός  παραμόρφωσης  αλλά  και

εσωτερικές παραμέτρους όπως το όριο διαρροής κλπ.

Για  την  προσομοίωση  της  ελαστοπλαστικής

συμπεριφοράς  του  υλικού  υπάρχουν  κάποιοι  καταστατικά

μοντέλα. Από αυτά το ANSYS Workbench V16 υποστηρίζει

τα εξής [HHL01]:

• Bilinear Isotropic Hardening

• Multinear Isotropic Hardening

• Bilinear Kinematic Hardening

• Multinear Kinematic Hardening

• Chaboche Kinematic Hardening

• Anand Viscoplasticity

Τα καταστατικά μοντέλα ξεκινούν με την διάσπαση της συνολικής παραμόρφωσης σε ελαστική και

πλαστική  χρησιμοποιώντας  έτσι  ξεχωριστό  μοντέλο  προσέγγισης  για  την  κάθε  μία.  Τα  βασικά

χαρακτηριστικά των μοντέλων για πλαστική παραμόρφωση είναι τα ακόλουθα:

• Το  κριτήριο  διαρροής  που  καθορίζει  την  κατάσταση  του  υλικού  κατά  την  μετάβαση  από  την

ελαστική στην ελαστοπλαστική περιοχή.

• Ο νόμος ροής που καθορίζει το βήμα στην πλαστική παραμόρφωση από το βήμα φορτίου.

• Ο νόμος κράτυνσης-χαλάρωσης, ο οποίος περιγράφει την εξέλιξη του κριτηρίου διαρροής κατά την

πλαστική παραμόρφωση.
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Σχήμα  6:  Τυπικό  διάγραμμα  τάσεων-
παραμορφώσεων [ANS01]
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Type Behavior Application

Linear elastic

The response is the stresses that are directly proportional 
to the strains and the material will fully recover the 
original shape when unloaded. For isotropic materials, the
relationship is given by Hooke's law and this relationship 
can be generalized to define anisotropic behavior.

Many metals are linear elastic at 
room temperature when the strains 
are small.

Plastic and 
elastic-plastic

The deformation of the material includes a permanent, or 
plastic, component that will not return to the original 
configuration if the load is removed and evolves in 
response to the deformation history. These materials also 
typically have an elastic behavior so that the combined 
deformation includes a part that is recoverable upon 
unloading.

Plastic deformation is observed in 
many materials such as metals, 
alloys, soils, rocks, concrete, and 
ceramics.

Hyperelastic

The behavior of these models is defined by a strain-energy
potential, which is the energy stored in the material due to
strain. The mathematical formulation is convenient for 
large-deformation analyzes.

Hyperelastic models are often used 
for materials that undergo large 
elastic deformation, such as 
polymers and biological materials.

Rate effects 
and time 
dependency

This is a general behavior in which the response of the 
material depends on the rate of deformation, and thus 
also the time. Examples include viscoelasticity, 
viscoplasticity, creep and damping.

Metal alloys that show significant 
creep deformation under elevated 
temperature, rate-dependent metal 
forming applications, polymers 
which typically get stiffer for 
increased deformation rate, and 
structures that damp out high 
frequency waves under dynamic 
loading.

Expansion and 
swelling

Materials often respond to changes in the physical 
environment and this response affects the structural 
behavior. Examples include thermal expansion in which 
changes in material volume depend on changes in 
temperature and swelling behaviors that depend on 
hygroscopic effects or neutron flux.

Radiation environments, bonded 
materials with thermal strain 
mismatch, and soils that absorb 
water.

Interaction
These models produce a response based on the 
interaction of structures.

Gasket and joint materials and also 
models of bonded and separating 
surfaces along interfaces or material 
cleavage.

Shape memory
alloy

An elastic constitutive model with an internal phase 
transformation.

The phase transformation depends 
on the stress and temperature that 
cause an internal transformation 
strain.

Πίνακας 3: Λίστα ιδιοτήτων που μπορούν να προσομοιώσουν τα μοντέλα υλικών του ANSYS [ANS01]
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 3.2.3 Αποσύνθεση παραμόρφωσης

Από το διάγραμμα του Σχήματος  6 φαίνεται ότι η τάση  σ '  η οποία εκφράζει το όριο θραύσης,

αντιστοιχεί σε συνολική παραμόρφωση  ε ' .   Είναι δυνατή η αποσύνθεση της ολικής παραμόρφωσης σε

ελαστική και πλαστική:

ε '=εel+εpl (31)

Η τάση είναι ανάλογη της ελαστικής παραμόρφωσης εel , άρα:

σ=Dεel (32)

Ενώ η εξέλιξη της πλαστικής παραμόρφωσης εpl  είναι αποτέλεσμα του μοντέλου πλαστικότητας. Για ένα

γενικό μοντέλο πλαστικότητας το οποίο περιλαμβάνει αυθαίρετη φόρτιση, η θεωρία ροής της πλαστικότητας

αποσυνθέτει τον τανυστή παραμόρφωσης σε ελαστικά και πλαστικά βήματα ως εξής:

dε=dεel+dεpl (33)

 

Το προσαυξητικό βήμα τάσης τότε είναι ανάλογο του βήματος ελαστικής παραμόρφωσης και τα πλαστικά

καταστατικά μοντέλα δίνουν την πλαστική παραμόρφωση σαν συνάρτηση της κατάστασης του υλικού και

του βήματος φορτίου.

 3.2.4 Κριτήριο διαρροής

Το κριτήριο διαρροής είναι βαθμωτή συνάρτηση της τάσης καθώς και εσωτερικών παραμέτρων.

Γενικά δίνεται ως εξής:

f (σ ,ξ)=0 (34)

Όπου το ξ παριστάνει βαθμωτές και τανυστικές παραμέτρους. Η

εξίσωση αυτή είναι γραμμένη σε μία γενική μορφή η οποία μπορεί

να περιγράψει κριτήριο διαρροής για όλα τα πλαστικά μοντέλα.

Ουσιαστικά  αναπαριστά  μία  επιφάνεια  στον  χώρο  των  τάσεων.

Ένα παράδειγμα φαίνεται στο Σχήμα 7. Οι κατανομή τάσεων εντός

της  επιφάνειας  δίνεται  για  f (σ ,ξ)<0  και  οδηγεί  σε  ελαστική

παραμόρφωση.  Το  υλικό  διαρρέει  όταν  η  αναπτυσσόμενη  τάση

φτάσει την επιφάνεια διαρροής, ενώ περαιτέρω φόρτιση οδηγεί σε

πλαστική  παραμόρφωση.  Τάσεις  εκτός  της  επιφάνειας  διαρροής

δεν υπάρχουν. Η πλαστική παραμόρφωση καθώς και το σχήμα της

επιφάνειας διαρροής, εξελίσσονται ώστε οι τάσεις να βρίσκονται

πάντα είτε εντός, είτε πάνω στην επιφάνεια διαρροής.
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Σχήμα  7:  Επιφάνεια  διαρροής  στον
χώρο των κύριων τάσεων [ANS01]
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 3.2.5 Κανόνας ροής

Η εξέλιξη της πλαστικής παραμόρφωσης καθορίζεται από τον κανόνα ροής:

{dεpl}=dλ{∂Q
∂σ } (35)

Όπου  dλ  είναι  το  μέγεθος  του  βήματος  πλαστικής

παραμόρφωσης  και  Q  είναι  το  δυναμικό.  Όταν  το  πλαστικό

δυναμικό ταυτίζεται με την επιφάνεια διαρροής από την Σχέση 34,

το βήμα πλαστικής παραμόρφωσης είναι κάθετο στην επιφάνεια

διαρροής και το μοντέλο έχει έναν κανόνα  ροής.

Οι  κανόνες  ροής  συνήθως  χρησιμοποιούνται  για  να

μοντελοποιήσουν μέταλλα και να δώσουν το προσαυξητικό βήμα

πλαστικής  παραμόρφωσης το οποίο είναι  ανάλογο του βήματος

τάσης. Αν το πλαστικό δυναμικό δεν είναι ανάλογο της επιφάνειας

διαρροής,  τότε  το  μοντέλο  ακολουθεί  κανόνα  ροής  όπου  δεν

υφίσταται η προηγούμενη ταύτιση και  χρησιμοποιείται συνήθως

για την μοντελοποίηση εδαφών και  κοκκωδών υλικών τα οποία

παραμορφώνονται  πλαστικά  εξαιτίας  εσωτερικών  δυνάμεων

τριβής.  Για  τέτοιους  κανόνες  ροής,  το  βήμα  προσαύξησης  της

πλαστικής  παραμόρφωσης  δεν  είναι  στην  ίδια  διεύθυνση με  το

βήμα προσαύξησης της τάσης.

Οι κανόνες ροής στου οποίους ισχύει  ∂ f/ ∂σ≠∂Q /∂σ  οδηγούν στη δημιουργία μη συμμετρικών

μητρώων δυσκαμψίας.  Για  πλαστικό  δυναμικό,  το  οποίο  είναι  παρόμοιο  με  την  επιφάνεια  διαρροής,  η

διεύθυνση  της  πλαστικής  παραμόρφωσης  δεν  είναι  πολύ  διαφορετική  από  την  διεύθυνση  του  κάθετου

διανύσματος στην επιφάνεια διαρροής και ο βαθμός μη συμμετρίας του μητρώου δυσκαμψίας είναι μικρός.

Σε  αυτήν  την  περίπτωση  είναι  δυνατό  να  γίνει  χρήση  συμμετρικής  ανάλυσης  κατά  την  οποία  θα

δημιουργηθεί ένα συμμετρικό μητρώο δυσκαμψίας χωρίς να επηρεάζεται ιδιαίτερα η σύγκλιση της λύσης.

 3.2.6 Νόμος κράτυνσης

Το κριτήριο διαρροής για πολλά υλικά εξαρτάται από την ιστορία φόρτισης και την εξέλιξη της

πλαστικής  παραμόρφωσης.  Η  αλλαγή  του  κριτηρίου  διαρροής  ανάλογα  με  την  φόρτιση  ονομάζεται

κράτυνση και ορίζεται από τον κανόνα κράτυνσης. Η κράτυνση οδηγεί σε αύξηση του ορίου διαρροής και

δύο  κλασικοί  τύποι  της,  είναι  η  ισότροπη  και  η  κινηματική  κράτυνση.  Για  την  πρώτη  περίπτωση,  η

επιφάνεια διαρροής που δίνεται από την σχέση 34 έχει την μορφή:

F(σ)−σy(ξ)=0 (36)
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Σχήμα  8:  Κανόνας  ροής  για  πλαστική
παραμόρφωση [ANS01]
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Όπου F(σ)  είναι βαθμωτή συνάρτηση της τάσης και σy(ξ)  είναι η τάση διαρροής.

Η  πλαστική  φόρτιση  από  μία  τάση  σ(t1)  σε  σ(t2)  αυξάνει  την  τάση  διαρροής  και  οδηγεί

ταυτόχρονα σε ομοιόμορφη αύξηση της επιφάνειας διαρροής, όπως φαίνεται  και στο  Σχήμα 9. Αυτός ο

τύπος  κράτυνσης  μπορεί  να  μοντελοποιήσει  την  συμπεριφορά  κατά  την  φόρτιση  και  έπειτα  ελαστική

αποφόρτιση, ωστόσο κάποιες φορές δεν δίνει καλά αποτελέσματα για κατασκευές οι οποίες υπόκεινται σε

πλαστική  παραμόρφωση  και  κατόπιν  αντιστροφής  του  φορτίου  που  οδήγησε  σε  αρχική  πλαστική

παραμόρφωση.

Για την κινηματική κράτυνση η επιφάνεια διαρροής έχει την μορφή:

f (σ−α ,ξ)=0 (37)

Όπου α  είναι καταστατική παράμετρος τανυστής (back stress) και εκφράζει την αντίσταση που προκύπτει

από την αλληλεπίδραση εσωτερικών καταναγκασμών μεταξύ τους, με τα όρια των κόκκων κλπ. Αυτός ο

τανυστής είναι το κέντρο ή ορθοκανονικό σύστημα της επιφάνειας παραμόρφωσης. Η αύξηση της πλαστικής

φόρτισης από τάση σ(t1)  σε τάση σ(t2)  έχει σαν αποτέλεσμα την αλλαγή του και κατά συνέπεια αλλαγή

της επιφάνειας παραμόρφωσης όπως φαίνεται και από το Σχήμα 10. 

Κινηματική  κράτυνση  παρατηρείται  στην  κυκλική  καταπόνηση  των  μετάλλων.  Μπορεί  να

χρησιμοποιηθεί για να μοντελοποιήσει συμπεριφορές όπως αυτή του φαινομένου Bauschinger, όπου το όριο

διαρροής σε θλίψη μειώνεται σαν απόρροια στην εφελκυστική διαρροή.

Πολλά υλικά επιδεικνύουν και ισότροπη και κινηματική κράτυνση. Στις περιπτώσεις αυτές είναι

δυνατό να χρησιμοποιηθούν και τα δύο μοντέλα ώστε να δώσουν ένα συνδυασμένο μοντέλο κράτυνσης.

Φυσικά υπάρχουν και άλλα μοντέλα κράτυνσης τα οποία ωστόσο ξεφεύγουν από τον σκοπό της παρούσας

εργασίας.
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Σχήμα  9:  Ισότροπη  κράτυνση  της  επιφάνειας
διαρροής [ANS01]

Σχήμα  10:  Κινηματική  κράτυνση  της
επιφάνειας διαρροής [ANS01]
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 3.2.7 Μεγάλες παραμορφώσεις

Τα προαναφερθέντα μοντέλα μπορούν να χρησιμοποιηθούν τόσο για μικρές όσο και για μεγάλες

παραμορφώσεις.  Για  μικρές  παραμορφώσεις  γίνεται  χρήση  της  ονομαστικής  τάσης  και  παραμόρφωσης

(engineering  stress  and  strain).  Για  μεγάλες  παραμορφώσεις  γίνεται  χρήση  της  τάσης  Cauchy  και  της

πραγματικής  ή  λογαριθμικής  παραμόρφωσης.  Στην  εργασία  οι  μεγάλες  παραμορφώσεις  είναι

απενεργοποιημένες διότι σε περίπτωση που εκτελεστεί ανάλυση με αυτές ενεργοποιημένες τότε είναι εφικτή

η απόκτηση μη γραμμικής  γεωμετρίας.  Το τελευταίο φαινόμενο κατά την αντιστροφή του φορτίου από

εφελκυστικό σε θλιπτικό,  οδηγεί  την κατασκευή σε εκτενή λυγισμό με αποτέλεσμα να είναι  αδύνατη η

κίνηση μόνο στον z άξονα και επομένως τα αποτελέσματα για τον βρόγχο υστέρησης μη αντιπροσωπευτικά.

 3.2.8 Εξαγόμενο αποτέλεσμα

Η συσσωρευμένη πλαστική παραμόρφωση είναι μία άθροιση του ρυθμού πλαστικής παραμόρφωσης

σε όλη την χρονική ιστορία της παραμόρφωσης:

ε̂pl=∫dλ dt (38)

Όπου dλ  είναι το μέγεθος του ρυθμού πλαστικής παραμόρφωσης.

Ο λόγος τάσης είναι ο λόγος της ελαστικής δοκιμαστικής τάσης δια την τωρινή τάση διαρροής και

είναι ένας δείκτης πλαστικής παραμόρφωσης κατά την προσαύξηση ενός βήματος. Αν ο λόγος τάσης είναι:

• >1 τότε κατά την προσαύξηση ενός βήματος υπήρξε πλαστική παραμόρφωση

• <1 τότε κατά την προσαύξηση ενός βήματος υπήρξε ελαστική παραμόρφωση

• =1 η εντατική κατάσταση βρίσκεται στην επιφάνεια διαρροής

Εναλλακτικά  οι  εξαγόμενες  ποσότητες  μπορούν  να  έχουν  εξειδικευμένο  νόημα  σχετικό  με  το  μοντέλο

υλικού. Για παράδειγμα αν το υλικό περιγράφεται από μοντέλο κινηματικής κράτυνσης, τότε η ισοδύναμη

τάση  καθορίζεται  εκτιμώντας  τον  κανόνα  κινηματικής  κράτυνσης  για  καταστάσεις  τάσης-πλαστικής

παραμόρφωσης κάνοντας χρήση της σωρευτικής πλαστικής παραμόρφωσης.

 3.3 Ισότροπη Κράτυνση

Κατά  την  πλαστική  παραμόρφωση,  η  ισότροπη  κράτυνση  προκαλεί  ομοιόμορφη  αύξηση  του

μεγέθους της επιφάνειας διαρροής έχοντας σαν αποτέλεσμα την αύξηση της τάσης διαρροής. Το κριτήριο

διαρροής είναι της μορφής:

F(σ)−σy(ξ)=0 (39)

Όπου F(σ)  βαθμωτή συνάρτηση της τάσης και  σy(ξ)  η τάση διαρροής η οποία εξελίσσεται συναρτήσει
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των  εσωτερικών  μεταβλητών  του  υλικού  ξ .   Αυτός  ο  τύπος  κράτυνσης  είναι  πολύ  χρήσιμος  για  την

μοντελοποίηση καταστάσεων όπου έχουμε μία μονότονη αύξηση του φορτίου και ελαστική αποφόρτιση. Σε

περιπτώσεις κατευθείαν εφαρμογής του αντίστροφου φορτίου, μετά την αποφόρτιση οδηγώντας σε πλαστική

παραμόρφωση,  δεν  είναι  δεδομένο  ότι  θα  δώσει  καλά  αποτελέσματα.  Στο  ANSYS  Workbench  V16

υπάρχουν δύο επιλογές για ισότροπη κράτυνση, η διγραμμική (bilinear)  και η πολυγραμμική (multilinear).

Και  οι  δύο  χρησιμοποιούν  το  κριτήριο  διαρροής  Von  Mises  εκτός  και  αν  οριστεί  διαφορετικά  κάποιο

κριτήριο όπως αυτό του Hill. Στην εργασία πάντως γίνεται χρήση μόνο του πρώτου. 

 3.3.1 Κριτήριο διαρροής Von Mises

Το κριτήριο Von Mises χρησιμοποιείται αρκετά συχνά στα μοντέλα για μεγάλο εύρος υλικών. Είναι

μία  καλή  πρώτη  προσέγγιση  για  υλικά  όπως  μέταλλα,  πολυμερή  και  κορεσμένα  γεωλογικά  υλικά.  Το

κριτήριο είναι ισότροπο και ανεξάρτητο της υδροστατικής πίεσης, κάτι το οποίο μπορεί να δυσχεράνει την

εφαρμογή του σε υλικά με μικροδομή καθώς και σε υλικά που εμφανίζουν πλαστική διαστολή. Το Von Mises

ορίζεται ως εξής:

f (σ , σy )=σe−σy=0 (40)

Όπου σe  είναι η τάση Von Mises η οποία ορίζεται ως:

σe=√ 3
2(σ :σ−

1
3

tr(σ)
2) (41)

Και σy  είναι τάση διαρροής, η οποία αντιστοιχεί σε αυτήν της μονοαξονικής καταπόνησης.

Στον χώρο των κυρίων τάσεων, η επιφάνεια διαρροής

είναι  ένας  κύλινδρος  με  άξονα  συγγραμικό  με  την

υδροστατική  γραμμή  σ1=σ2=σ3  και  δίνει  ένα  κριτήριο

διαρροής το οποίο είναι ανεξάρτητο της υδροστατικής τάσης,

όπως φαίνεται και στο Σχήμα 11.

Για  έναν  σχετιζόμενο  κανόνα  ροής,  το  πλαστικό

δυναμικό είναι το κριτήριο διαρροής στην Σχέση  40 και  το

βήμα πλαστικής παραμόρφωσης είναι ανάλογο του deviatoric

τανυστή τάσεων:

dεpl=dλ(σ−
1
3

tr(σ)) (42)
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Σχήμα  11:  Επιφάνεια  διαρροής  για  το
κριτήριο Von Mises [ANS01]
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 3.3.2 Διγραμμικό και πολυγραμμικό μοντέλο ισότροπης κράτυνσης

Το διγραμμικό μοντέλο ισότροπης κράτυνσης προσεγγίζει το διάγραμμα τάσεων-παραμορφώσεων

με δύο γραμμές. Η πρώτη γραμμή έχει κλίση ίση με το μέτρο ελαστικότητας του υλικού. Πέραν του ορίου

διαρροής σ0 , το οποίο έχει καθορίσει ο χρήστης, αναπτύσσεται πλαστική παραμόρφωση και το διάγραμμα

σε αυτήν την περίπτωση προσεγγίζεται  με μία δεύτερη γραμμή, της οποίας η κλίση δηλώνεται  από τον

χρήστη  ως  ΕΤ .  Η  κλίση  αυτή  δεν  μπορεί  να  είναι  αρνητική  αλλά  ούτε  και  μεγαλύτερη  του  μέτρου

ελαστικότητας του υλικού (κλίση πρώτης γραμμής).

Η συμπεριφορά του πολυγραμμικού μοντέλου είναι παρόμοια με αυτήν του διγραμμικού με την

μόνη  διαφορά  το  γεγονός  ότι  αντί  για  δύο  προσεγγιστικές  γραμμές  εδώ υπάρχουν  περισσότερες.  Έτσι

χρειάζονται  σημεία  του  διαγράμματος  όπου θα  φαίνονται  οι  τάσεις  και  οι  αντίστοιχες  παραμορφώσεις.

Έχοντας αυτές τις  πληροφορίες  και  ξέροντας  ότι  μεταξύ δύο σημείων θα έχουμε γραμμική παρεμβολή,

υπολογίζεται το εκάστοτε μέτρο ελαστικότητας ή κλίση κάθε γραμμής. Στην παρούσα εργασία για λόγους

απλούστευσης και  εξοικονόμησης υπολογιστικού κόστους θα γίνει χρήση του διγραμμικού μοντέλου.
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Σχήμα 13: Διάγραμμα τάσεων-παραμορφώσεων για
πολυγραμμική ισότροπη κράτυνσηΣχήμα  12:  Διάγραμμα τάσεων-παραμορφώσεων

για διγραμμική ισότροπη κράτυνση
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 3.4 Κινηματική Κράτυνση

Κατά την πλαστική παραμόρφωση, η κινηματική κράτυνση προκαλεί μετατόπιση της επιφάνειας

διαρροής στον χώρο των τάσεων. Σε μονοαξονική καταπόνηση, η πλαστική παραμόρφωση προκαλεί αύξηση

του εφελκυστικού ορίου διαρροής και μείωση του θλιπτικού ορίου διαρροής. Αυτός ο τύπος συμπεριφοράς

μπορεί να μοντελοποιήσει υλικά τα οποία φορτίζονται μονότονα αλλά και κυκλικά. Το κριτήριο διαρροής

έχει την μορφή:

F(σ̄)−σy=0 (43)

Όπου F(σ̄)  βαθμωτή συνάρτηση της σχετικής τάσης σ̄  και σy  η τάση διαρροής. Η σχετική τάση δίνεται

ως:

σ̄=σ−α (44)

Με την τάση α  (back stress) να δηλώνει την μετατόπιση της θέσης της επιφάνειας διαρροής στον χώρο των

τάσεων και η οποία εξελίσσεται κατά την διάρκεια της πλαστικής παραμόρφωσης. Στο ANSYS Workbench

V16 υποστηρίζονται δύο περιπτώσεις κινηματικής κράτυνσης. Η διγραμμική και η πολυγραμμική. Όπως στο

μοντέλο της ισότροπης κράτυνσης έτσι κι εδώ το προκαθορισμένο κριτήριο διαρροής που χρησιμοποιείται

είναι το Von Mises.

 3.4.1 Διγραμμικό και πολυγραμμικό μοντέλο ισότροπης κράτυνσης

Τα χαρακτηριστικά του μοντέλου μοιάζουν με αυτά του ισότροπου διγραμμικού.  Έτσι κι  εδώ η

αρχική κλίση της καμπύλης είναι  το μέτρο ελαστικότητας του υλικού και  προχωρώντας στο διάγραμμα

τάσεων-παραμορφώσεων, ο χρήστης ορίζει την αρχική τάση διαρροής  σ0  όπου από αυτό το σημείο και

πέρα η καμπύλη θα έχει μία κλίση πλέον ET . Κι εδώ η κλίση αυτή δεν είναι δυνατό να είναι μικρότερη του

μηδενός αλλά ούτε και μεγαλύτερη του μέτρου ελαστικότητας.

Η τάση α  είναι ανάλογη της μεταβολής της παραμόρφωσης εsh :

α=2Gεsh (45)

Όπου G  είναι το μέτρο ελαστικότητας σε διάτμηση και η παραμόρφωση  εsh  προκύπτει από αριθμητική

ολοκλήρωση της βηματικής παραμόρφωσης:

dεsh
=

C
2G

dεpl  Με C=
2
3

EET

E−ET

(46)
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Για την ολοκλήρωση των απαραίτητων προσομοιώσεων θα χρησιμοποιηθούν κυρίως διγραμμικά

κινηματικά μοντέλα. Αυτό συμβαίνει διότι είναι πιο κατάλληλα για κυκλική φόρτιση. Ωστόσο επειδή για την

δημιουργία των απαραίτητων διαγραμμάτων με τους βρόγχους υστέρησης χρειάζεται μόνο ένας κύκλος, θα

γίνει  μία  σύντομη  σύγκριση  του  ισότροπου  και  κινηματικού  διγραμμικού  μοντέλου.  Τα  ευρήματα  της

σύγκρισης αυτής καθώς και η επίδραση των δύο αυτών μοντέλων στην συμπεριφορά της κατασκευής σε

έναν κύκλο φόρτισης παρουσιάζονται σε επόμενη ενότητα.

31

Σχήμα  14:  Διάγραμμα  τάσεων-
παραμορφώσεων για διγραμμική ισότροπη
κράτυνση

Σχήμα  15:  Διάγραμμα  τάσεων-παραμορφώσεων  για
πολυγραμμική ισότροπη κράτυνση
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 3.5 Βήμα Πλαστικής Παραμόρφωσης

 Αν η υπολογισθεί σα, βάσει των ελαστικών σταθερών, ισοδύναμη τάση ξεπερνά το όριο διαρροής

του υλικού, τότε υφίσταται πλαστική παραμόρφωση.  Οι πλαστικές παραμορφώσεις μειώνουν την εντατική

κατάσταση ώστε να ικανοποιείται το κριτήριο διαρροής.

Ο  κανόνας  κράτυνσης  αναφέρει  ότι  το  κριτήριο  διαρροής  αλλάζει  με  το  έργο  κράτυνσης.

Τοποθετώντας αυτές τις εξαρτήσεις του κριτηρίου διαρροής θα έχουμε:

F ({σ }, κ , {α})=0 (47)

Όπου κ το πλαστικό έργο και {α}  η μεταφορά της επιφάνειας διαρροής και προσδιορίζονται ως εσωτερικές

μεταβλητές ή μεταβλητές κατάστασης. Το πλαστικό έργο είναι το άθροισμα του πλαστικού έργου καθ' όλη

την ιστορία φόρτισης:

κ=∫ {σ }T [M] {dεpl} (48)

Όπου:

[M]=[
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

] (49)

Ενώ και η μεταφορά της επιφάνειας διαρροής εξαρτάται από το ιστορικό φόρτισης και δίνεται ως:

{α}=∫C {dεpl} (50)

Όπου  C  είναι  παράμετρος  του  υλικού  και  {α}  η  οπισθέλκουσα  τάση.  Παραγωγίζοντας  την  Σχέση  47

καταλήγουμε:

dF={∂F
∂σ }[M]{dσ}+

∂F
∂κ

dκ+{∂F
∂α}

Τ

[M ]{dα} (51)

Παρατηρώντας ότι από τις Σχέσεις 48 και 50 έχουμε αντίστοιχα:

dκ={σ}T [M]{dεpl} (52)
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{dα}=C{dεpl} (53)

Τότε αντικαθιστώντας τις δύο τελευταίες στην Σχέση 51 θα έχουμε:

{∂F
∂σ }

Τ

[M] {dσ}+
∂F
∂κ

{σ}T [M] {dεpl}+C{∂F
∂α}

T

[M ]{dεpl}=0 (54)

Και το προσαυξητικό βήμα τάσης μπορεί να υπολογιστεί από τις ελαστικές σχέσεις τάσης-παραμόρφωσης:

 

{dσ }=[D ]{dεel} (55)

Όπου [D] ο πίνακας τάσεων -παραμορφώσεων και αφού η ολική παραμόρφωση μπορεί να διασπαστεί σε

ελαστική και πλαστική τότε:

{dεel}={dε}−{dε pl} (56)

Αντικαθιστώντας την Σχέση  35 στις Σχέσεις  54 και  56 και συνδυάζοντας αυτές που προκύπτουν με την

Σχέση 55 καταλήγουμε στην:

λ=
{∂F
∂σ }

Τ

[M][D ]{dε}

−
∂F
∂ κ

{σ}
T
[M]{∂Q

∂σ }−C{∂F
∂α}

T

[M]{∂Q
∂σ }+{∂F

∂σ }
T

[M][D ]{∂Q
∂σ }

(57)

Το μέγεθος του προσαυξητικού βήματος πλαστικής παραμόρφωσης σχετίζεται, επομένως, με το ολικό βήμα

παραμόρφωσης,  την  τωρινή  εντατική  κατάσταση  καθώς  και  με  συγκεκριμένες  μορφές  των  επιφανειών

διαρροής και δυναμικού. Άρα το βήμα πλαστικής παραμόρφωσης υπολογίζεται από την :

{dεpl}=λ{∂Q
∂σ } (58)
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 3.6 Υλοποίηση Επαναληπτικού Σχήματος

Για την υλοποίηση της μη γραμμικότητας του υλικού χρησιμοποιείται ο ακόλουθος αλγόριθμος με

τα βήματα στην σειρά όπως φαίνονται:

1. Καθορίζεται το όριο διαρροής σy  γι αυτό χρονικό βήμα. Αν για παράδειγμα έχουμε και μεταβολή

θερμοκρασίας τότε το όριο διαρροής αλλάζει και σε σχέση με την θερμοκρασία.

2. Οι τάσεις υπολογίζονται βάσει της δοκιμαστικής παραμόρφωσης {ε tr} , η οποία υπολογίζεται αν από

την ολική παραμόρφωση αφαιρεθεί η πλαστική:

{εn
tr}={εn}−{εn−1

pl } (59)

Όπου  n  οι δείκτες που δηλώνουν την χρονική στιγμή. Και έχοντας υπόψη ότι όταν όλοι οι όροι

αναφέρονται στην παρούσα χρονική στιγμή τότε οι δείκτες απαλείφονται.

{σ tr}−[D ]{ε tr} (60)

3. Η ισοδύναμη τάση σe  εκτιμάται σε αυτό το επίπεδο από την σχέση σe=f({σ }) . Αν σe<σy  τότε το

υλικό είναι ελαστικό και δεν υπολογίζεται πλαστική παραμόρφωση.

4. Αν όμως σe>σy , ο πλαστικός πολλαπλασιαστής λ καθορίζεται από τοπική επαναληπτική διαδικασία

Newton-Raphson.

5. Το {Δεpl}  υπολογίζεται από την Σχέση 58.

6. Η τρέχουσα πλαστική παραμόρφωση, η ελαστική παραμόρφωση καθώς και το διάνυσμα τάσεων

ανανεώνονται ως εξής:

{εn
pl}={εn−1

pl }+{Δεpl} (61)

{εn
el}={εn−1

tr }−{Δεpl} (62)

{σ}=[D] {εel} (63)

7. Τα προσαυξητικά βήματα στο πλαστικό έργο  Δκ  και το κέντρο της επιφάνειας διαρροής  {Δα}

υπολογίζονται από τις Σχέσεις 52 και 53, με τις ανανεωμένες τιμές να δίνονται ως:

κn=κn−1+Δκ (64)

{αn}={α n−1}+{Δα} (65)

8. Για λόγους απλά εξαγωγής δεδομένων υπολογίζονται στο ANSYS τα:

i. Ισοδύναμη πλαστική παραμόρφωση ε̂pl

ii. Ισοδύναμη τάση σ̂e
pl

iii. Ισοδύναμο βήμα πλαστικής παραμόρφωσης:

{Δε̂pl}=(2
3
{Δεpl}T [M ]{Δεpl})

1
2 (66)

iv. Λόγος τάσεων:

Ν=
σe

σy

(67)
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 3.7 Επαφές

Στις περιπτώσεις όπου υφίστανται προσομοιώσεις πολλαπλών σωμάτων τότε είναι πολύ πιθανό κατά

τις  μεταξύ  τους  αλληλεπιδράσεις  να  έρθουν  σε  επαφή.  Στο  ANSYS  Workbench  οι  επαφές

κατηγοριοποιούνται ως εξής:

• Επαφές όπου απλώς εμποδίζουν το ένα σώμα να εισχωρήσει στο άλλο

• Επαφές όπου επιτρέπουν την μεταφορά κάθετων θλιπτικών φορτίων και εφαπτομενικών δυνάμεων

τριβής

• Επαφές που ουσιαστικά δένουν μεταξύ τους δύο σώματα και οι οποίες είναι γραμμικές

• Επαφές που επιτρέπουν την απομάκρυνση των δύο σωμάτων και την σύγκρουσής τους

Πολλές  από τις  προηγούμενες  περιπτώσεις  προσεγγίζονται  με μη γραμμικές  διαδικασίες,  επιβαρύνοντας

ακόμη περισσότερο, ως προς το χρόνο σύγκλισης, ένα μη γραμμικό αριθμητικό πρότυπο.

 3.7.1 Αριθμητική προσέγγιση επαφών

Όταν  υπάρχουν  αλληλεπιδράσεις  μεταξύ  δύο  σωμάτων  τότε,  στην  πραγματικότητα,  το  ένα  δεν

επιτρέπεται να εισχωρήσει στο άλλο. Στις αριθμητικές προσομοιώσεις για να γίνει κατανοητό αυτό από το

υπολογιστικό πακέτο εφαρμόζεται ο κανόνας της συμβατότητας των επαφών όπως φαίνεται και στο Σχήμα

16.  Το  ANSYS  Workbench

Mechanical  προσεγγίζει  την

συμβατότητα  επαφών  μέσω

των εξής σχημάτων:

• Pure Penalty

• Augmented Lagrange

• Normal Lagrange

• MPC

• Beam

Pure Penalty   και   Augmented Lagrange   Μέθοδοι

Πρόκειται για σχήματα τα οποία είναι δυνατό να χρησιμοποιηθούν για μη γραμμικές επαφές και τα οποία

βασίζονται στην μέθοδο ποινής:

Fnormal=k normal xpenetration (68)

Από την Σχέση 35 βγαίνει το συμπέρασμα ότι αν Fn  είναι η δύναμη

που ασκείται στην επαφή τότε για να είναι η εισχώρηση xp  μικρή,

πρέπει η δυσκαμψία k n  της επαφής να είναι μεγάλη. Προφανώς με

απείρως  μεγάλη  δυσκαμψία  η  εισχώρηση  θα  είναι  μηδενική.

Ωστόσο  κάτι  τέτοιο  δεν  είναι  δυνατό  στις  μεθόδους  ποινής  και

επομένως μία πολύ μικρή τιμή είναι  αρκετή για να δώσει σωστά
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Σχήμα 16: Αναπαράσταση του κανόνα συμβατότητας επαφών

Σχήμα  17:  Αναπαράσταση  σχημάτων
επαφής μεθόδων ποινής
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αριθμητικά αποτελέσματα.  Οι διαφορές των δύο αυτών μεθόδων ποινής εντοπίζονται  στο γεγονός ότι  η

Augmented Lagrange ενισχύει την δύναμη επαφής με έναν όρο λ , κάνοντάς την λιγότερο ευαίσθητη στο

μέγεθος του k n . Επομένως για τις δύο μεθόδους πιο αναλυτικά ισχύει:

Pure Penalty:  Fnormal=k normal xpenetration (69)

Augmented Lagrange:  Fnormal=k normal xpenetration+λ (70)

Normal Lagrange   Μέθοδος

Η μέθοδος αυτή προσθέτει επιπλέον ένα βαθμό ελευθερίας, την πίεση επαφής, για την ικανοποίηση της

συμβατότητας επαφών. Επομένως γίνεται επίλυση κατευθείαν (μη πεπλεγμένη) της δύναμης επαφής σαν να

υφίσταται  ένα  ακόμα βαθμός  ελευθερίας  (DOF),  δηλαδή  Fnormal=DOF .  Στα  θετικά  συγκαταλέγεται  το

γεγονός  ότι  η  μέθοδος  αυτή  επιβάλει  εισχώρηση  πολύ  κοντά  στο  μηδέν  και  δεν  χρειάζεται  μητρώο

δυσκαμψίας  k n .  Τα αρνητικά στοιχεία είναι ότι χρειάζεται αναγκαστικά μέθοδο άμεσης επίλυσης (Direct

Solver), κάτι το οποίο σε μεγάλα συστήματα μπορεί να αυξήσει τις απαιτήσεις σε μνήμη καθώς και το

φαινόμενο της ταλάντωσης των σημείων επαφής γνωστό ως  Normal Lagrange Chattering.  Το τελευταίο

μπορεί να δυσκολέψει την σύγκλιση ως προς τον αριθμό επαναλήψεων που χρειάζονται

Multi-Point Constraint (MPC)   Μέθοδος

Η συγκεκριμένη μέθοδος κάνει για καταστάσεις στις οποίες δεν υφίσταται απομάκρυνση του ενός σώματος

από το άλλο ή απλά σε περιπτώσεις όπου τα σώματα είναι δεμένα μεταξύ τους. Επιβάλλονται περιορισμοί

ώστε να δεθούν μεταξύ τους οι μετατοπίσεις μεταξύ των επιφανειών επαφής.

Beam   Μέθοδος

Λειτουργεί μόνο σε συνθήκες όπου τα σώματα πρέπει να είναι δεμένα μεταξύ τους (bonded), επιβάλλοντας

στοιχεία δοκών χωρίς μάζα τα οποία ράβουν τις επιφάνειες επαφής μεταξύ τους.
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Σχήμα 18: Φαινόμενο ταλάντωσης των σημείων επαφής (chattering)
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ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΠΡΟΤΥΠΟΥ

 4.1 Παρουσίαση Αριθμητικού Προτύπου

 4.1.1 Γεωμετρικά στοιχεία κατασκευής

Για τις ανάγκες της εργασίας σχεδιάστηκε μία ηλωτή σύνδεση τόσο στο Design Modeler, το οποίο

αποτελεί σχεδιαστικό κομμάτι (module) του ANSYS Workbench V16, όσο και στο Autodesk Inventor 2015

το οποίο αποτελεί γνωστό CAD πακέτο.  Οι διαστάσεις της ηλωτής σύνδεσης φαίνονται στο  Σχήμα 20.  Η

κατασκευή  υπόκειται  σε  δύο  συνοριακές  συνθήκες.  Το  αριστερό  άκρο  είναι  πακτωμένο  ενώ  στο  δεξί,

ελεύθερο άκρο, δρα μεταβαλλόμενη, με τον χρόνο, μετατόπιση. Η συνάρτηση που περιγράφει την μεταβολή

αυτή παρουσιάζεται στην παράγραφο  5.1. Την χρονική στιγμή  t=0  η ταχύτητα καθώς και η μετατόπιση

του ελεύθερου άκρου είναι μηδέν.

Έμφαση δόθηκε κατά τον σχεδιασμό στις περιοχές των επαφών. Όπως γίνεται αντιληπτό και από το

Σχήμα  19,  οι  ακμές  στις  επαφές  έχουν  όλες  υποστεί  κάποια  καμπύλωση  (fillet).  Είναι  γνωστό  ότι  σε

πραγματικές κατασκευές, γωνίες ακτίνας μηδέν δεν υπάρχουν. Αυτό θα ήταν δυνατό μόνο στην περίπτωση

όπου θα υπήρχαν εργαλειομηχανές άπειρης ακρίβειας. Στα μοντέλα πεπερασμένων στοιχείων ωστόσο καθώς

και  σε  απλά  CAD  μοντέλα,  τέτοιες  γωνίες  είναι  συνηθισμένες.  Κατά  την  επίλυση  των  αριθμητικών

προτύπων (models), οι τάσεις στις περιοχές γύρω από αυτές τις γωνίες, θεωρητικά, μπορούν να απειριστούν

ή  να  αποκτήσουν  πολύ  υψηλές  τιμές,  οδηγώντας  σε  λάθος  εκτιμήσεις.  Για  την  αντιμετώπιση  του

προβλήματος αυτού υπάρχουν δύο τρόποι. Ο πρώτος είναι αρκετά καλή τοπική πύκνωση του πλέγματος και

ο  δεύτερος  είναι  η  δημιουργία  γωνιών  κάποιας,  έστω  αρκετά  μικρής,  ακτίνας.  Οι  προαναφερθείσες

καμπυλώσεις δηλαδή. Στην παρούσα εργασία έγινε χρήση και των δύο τρόπων. Οι καμπυλώσεις των γωνιών

παρατηρούνται στις σχεδιαστικές λεπτομέρειες του Σχήματος 20, ενώ για την πύκνωση του πλέγματος στις

περιοχές επαφών θα γίνει ειδική αναφορά σε επόμενη παράγραφο.

Για λόγους ευκολίας και ταχύτητας επιλέχθηκε οι προσομοιώσεις να γίνουν στο μισό του αρχικού

μοντέλου  ή  αλλιώς  στο  συμμετρικό  κομμάτι  ως  προς  το  επίπεδο  ΖΥ.  Το  Σχήμα  19 παρουσιάζει  τις

λεπτομέρειες. 
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Σχήμα 20: Διαστάσεις ηλωτής σύνδεσης

Σχήμα 19: Συμμετρικό μοντέλο ηλωτής σύνδεσης
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 4.1.2 Υλικό κατασκευής

Όπως ήδη αναφέρθηκε σε προηγούμενη παράγραφο για την προσέγγιση της μη γραμμικότητας του

υλικού θα χρησιμοποιηθεί το μοντέλο κινηματικής κράτυνσης αν και παρακάτω θα γίνει σύγκριση και με το

μοντέλο ισότροπης κράτυνσης. Επιλέχθηκε η διγραμμική περίπτωση για λόγους ταχύτητας και ευκολίας. Το

υλικό είναι τυπικό κράμα αλουμινίου με τις μηχανικές του ιδιότητες να φαίνονται στον Πίνακα  4 και το

διγραμμικό διάγραμμα τάσεων παραμορφώσεων στο Σχήμα 21.

Μέτρο Ελαστικότητας σε Εφελκυσμό 71×109 GPa

Μέτρο Ελαστικότητας σε Διάτμηση 26,692×109 GPa

Μέτρο Ελαστικότητας σε Θλίψης 69,608×109 GPa

Πυκνότητα 2770kg /m3

Λόγος Poisson 0,33

Όριο διαρροής 280 MPa

Εφαπτομενικό Μέτρο Ελαστικότητας 500 MPa

Πίνακας 4: Φυσικές και μηχανικές ιδιότητες κράματος αλουμινίου
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Σχήμα 21: Διάγραμμα τάσεων παραμορφώσεων
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 4.1.3 Ρυθμίσεις αναλύσεων

Προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση έγιναν κάποιες απαραίτητες ρυθμίσεις στο μενού επιλογών του

ANSYS Workbench Mechanical. Οι αλλαγές που έγιναν φαίνονται στον Πίνακα 5. Οι αναλύσεις έγιναν σε

δύο βήματα φορτίου (load steps), με το πρώτο να τελειώνει στο 1 sec και το δεύτερο στα 2 sec. Προφανώς ο

συνολικός χρόνος της δυναμικής φόρτισης είναι 2 sec. Το χρονικό βήμα κατά την εκκίνηση είναι 0,005 sec

με ελευθερία να μειωθεί ως 0,0001 sec σε περίπτωση δυσκολίας σύγκλισης ή να αυξηθεί το πολύ σε 0,02 sec

σε  περίπτωση που κάθε  βήμα συγκλίνει  εύκολα.  Οι  αυξομειώσεις  αυτές  αποφασίζονται  από το  ίδιο  το

πακέτο πεπερασμένων στοιχείων και σε αυτή την εργασία δεν θα γίνει περεταίρω εμβάθυνση στο θέμα αυτό

[ANS05]. 

Ο επιλύτης που επιλέχθηκε ανήκει στις άμεσες μεθόδους επίλυσης (direct method), με κάποια γενικά

στοιχεία να έχουν ήδη αναφερθεί σε προηγούμενη παράγραφο. Ο λόγος για την επιλογή είναι η ταχύτητα

από την στιγμή που το σύστημα είναι δυνατό να χωρέσει ολόκληρο στην μνήμη. Για την επίλυση των μη

γραμμικοτήτων χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος Line Search, η οποία ουσιαστικά είναι παραλλαγή της Newton-

Raphson και βοηθάει αρκετά σε περιπτώσεις μη σύγκλισης [ANS07].

Τέλος  αναφέρεται  ξανά  ότι  οι  μεγάλες  παραμορφώσεις  είναι  απενεργοποιημένες  ώστε  να

αποφευχθούν φαινόμενα λυγισμού και μεγάλης κάμψης, κάτι το οποίο δεν διευκολύνει την μελέτη γύρω από

τους συντελεστές απόσβεσης.

Number of Steps 2

Step End Time Step 1: 1 sec         Step 2: 2 sec

Initial Time Step 0,005 sec

Minimum Time Step 0,0001 sec

Maximum Time Step 0,02 sec

Solver Type Direct

Large Deflection off

Line Search on

Πίνακας 5: Απαραίτητες ρυθμίσεις του ANSYS Workbench Mechanical πριν την επίλυση
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 4.2 Επιλογή πλέγματος

Το πρόβλημα το οποίο μελετάται  στην παρούσα εργασία είναι,  όπως αναφέρθηκε,  μη γραμμικό

δυναμικό. Ειδικά σε αυτές τις περιπτώσεις η κατάσταση του πλέγματος παίζει σημαντικό ρόλο τόσο για την

σύγκλιση  της  λύσης όσο και  για  την ακρίβεια  της.  Ένα πλέγμα φτωχής  ποιότητας  μπορεί  να  έχει  σαν

αποτέλεσμα την αυξημένο χρόνο προκειμένου να επιτευχθεί λύση, ενώ παράλληλα να δίνει λανθασμένα

αποτελέσματα.  Στην  παράγραφο  αυτή  παρουσιάζονται  οι  λόγοι  που  οδήγησαν  στην  επιλογή  αυτής  της

μορφής πλέγματος.

Η  ποιότητα  ενός  πλέγματος  μπορεί  να  ειπωθεί ότι  εξαρτάται  κυρίως  από  τους  ακόλουθους

παράγοντες:

• Πυκνότητα πλέγματος

• Σχήμα πεπερασμένων στοιχείων

• Τάξη πεπερασμένων στοιχείων

 4.2.1 Πυκνότητα πλέγματος

Η πυκνότητα του πλέγματος ουσιαστικά καθορίζει τον αριθμό των συνολικών κόμβων. Ειδικά στις

δύσκολες  γεωμετρίες  με  γωνίες,  σε  σημεία  όπου  επικρατούν  τοπικά  μεγάλα  φορτία  ή  μεγάλες

παραμορφώσεις καθώς και σημεία επαφών είναι απαραίτητο το πλέγμα έστω και τοπικά να είναι σχετικά

πυκνό. Βάσει αυτών, επομένως, συμπεραίνουμε ότι ουσιαστικά όσο αυξάνει ο αριθμός των κόμβων αυξάνει

και η ακρίβεια της λύσης. Ωστόσο παράλληλα αυξάνει και το υπολογιστικό κόστος αφού το τελικό σύστημα

προς  επίλυση  θα  είναι  αρκετά  μεγάλο,  ειδικά  μάλιστα  στην  περίπτωση  στοιχείων  δοκού  τα  οποία

χαρακτηρίζονται από έξι βαθμούς ελευθερίας ανά κόμβο. Άρα η αυθαίρετη αύξηση του αριθμού των κόμβων

μπορεί να μην είναι συμφέρουσα.

Είναι προφανές ότι πρέπει να επιλεγεί η ελάχιστη πυκνότητα πλέγματος ώστε να επηρεάζεται όσο το

δυνατό λιγότερο η ακρίβεια  της λύσης.  Φυσικά κάτι  τέτοιο μπορεί  να βρεθεί  εμπειρικά και  με δοκιμές

εφόσον το πλέγμα εξαρτάται κάθε φορά από την γεωμετρία της κατασκευής και την επιβολή των εκάστοτε

συνοριακών συνθηκών.  Στο Σχήμα 22 φαίνονται αποτελέσματα διάφορων δοκιμών, τα οποία παρουσιάζουν

την επιρροή της πυκνότητας του πλέγματος στην ακρίβεια της λύσης. Τα αποτελέσματα προφανώς αφορούν

την ηλωτή κατασκευή που μελετάται στην παρούσα εργασία. Όπως συμπεραίνουμε τόσο η περίπτωση του

ασκούμενου φορτίου, όσο και η περίπτωση εύρεσης της μέγιστης τάσεως κατά Von Mises για ένα πλέγμα

άνω των 60000 κόμβων παρουσιάζει μικρές μεταβολές. Σε βαθμό μάλιστα που θα μπορούσε να ειπωθεί ότι

μετά τους 60000 κόμβους η το φορτίο τείνει ασυμπτωτικά στην τιμή των 8970 Ν , ενώ η τάση Von Mises

στην τιμή 350 MPa. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι τα αποτελέσματα των δοκιμών βασίζονται σε τετράεδρα

στοιχεία. Περισσότερα για το συγκεκριμένο θέμα θα παρουσιαστούν στην επόμενη ενότητα.
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Σχήμα 22: Επιρροή πυκνότητας πλέγματος στην ακρίβεια της λύσης

 4.2.2 Σχήμα πεπερασμένων στοιχείων

Για  την  διακριτοποίηση  μίας  κατασκευής  μπορούν  να  χρησιμοποιηθούν  στοιχεία  διαφόρων

γεωμετριών  όπως  εξάεδρα,  τετράεδρα  και  πρίσματα.  Είναι  γενικότερα  αποδεκτό  πως  τα  εξάεδρα

προσφέρουν  την  καλύτερη  ακρίβεια  και  ταχύτερη  σύγκλιση.  Ακολουθούν  τα  πρίσματα  και  τέλος  τα

τετράεδρα στοιχεία.

Το  ANSYS Workbench διακριτοποιεί μία  3D  στερεή κατασκευή με στοιχεία  SOLID186  τα οποία

στην  πιο  γενική  μορφή  τους  είναι  20-κομβα  στοιχεία  δεύτερης  τάξεως  με  εξάεδρο  σχήμα.  Με  τον

συνδυασμό  κάποιων  κόμβων  μπορεί  να  αναδιπλωθεί  σε  τετράεδρο  ή  πρίσμα.  Αν  ένα  στερεό  σώμα

διακριτοποιηθεί μόνο με τετράεδρα τότε το  ANSYS κάνει χρήση του στοιχείου SOLID187 το οποίο είναι

ένα 10-κόμβο στοιχείο δεύτερης  τάξεως.  Τα προαναφερθέντα πεπερασμένα στοιχεία  απεικονίζονται  στο

Σχήμα 23. 
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Σχήμα 23: Στοιχείο SOLID186 και SOLID187 [ANS04], [ANS05]
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Τα στοιχεία είναι καλό να κρατούν μία σχετικά καλή μορφή κατά την διακριτοποίηση μίας υπό

μελέτη  κατασκευής.  Για  παράδειγμα  η ιδανική  μορφή για  παραλληλεπίπεδα  στοιχεία  (εξάεδρα)  είναι  ο

κύβος. Ο λόγος είναι ότι όσο πιο κοντά είναι η μορφή τους στην ιδανική τόσο μεγαλύτερες παραμορφώσεις

μπορούν να λάβουν. Η μέτρηση της ποιότητας του σχήματος των πεπερασμένων στοιχείων γίνεται μέσω του

skewness,  το  οποίο  στην  ουσία  μετράει  το  πόσο  κοντά  είναι  η  κάθε  έδρα  ενός  στοιχείου  στο  ιδανικό

δισδιάστατο  σχήμα.  Όπως  φαίνεται  και  στον

Πίνακα  6 τιμές  κοντά στο  μηδέν δηλώνουν ισόπλευρο σχήμα ενώ τιμές  κοντά στην μονάδα δηλώνουν

μεγάλη απόκλιση μεταξύ των μηκών των σχημάτων και επομένως κακή κατάσταση σχήματος.

Το ANSYS μετράει με δύο τρόπους την ποιότητα σχήματος ενός στοιχείου. Ο πρώτος σχετίζεται με

το μέγεθος των ιδανικών και μη εδρών και δίνεται ως εξής:

Skewness=
Optimal Cell Size−Cell Size

Optimal Cell Size
(71)

 

Ο δεύτερος τρόπος υπολογισμού σχετίζεται με τις γωνίες των εδρών ως εξής:

Skewness=max [ θmax−θe

180−θe

,
θe−θmin

θe
] (72)

Όπου:

• θmax : η μεγαλύτερη γωνία της έδρας

• θmin : η μικρότερη γωνία της έδρας

• θe : η γωνία μίας ισογώνιας έδρας

Στις  περιπτώσεις  τετράεδρων  και  εξάεδρων  στοιχείων  όπου  χαρακτηρίζονται  από  καθαρά  τριγωνικές  ή

τετράπλευρες έδρες αντίστοιχα, γίνεται χρήση μόνο της πρώτης μεθόδου. Ωστόσο για πρισματικά στοιχεία

όπου χαρακτηρίζονται τόσο από τρίγωνα όσο και από τετράπλευρα γίνεται χρήση και των δύο μεθόδων και

σαν  skewness  του στοιχείου καταγράφεται η μέγιστη τιμή. Γενικά θεωρείται πως σε περιπτώσεις  2D  μία
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Σχήμα  24:  Ιδανικά  και  μη  τρίγωνα  και
τετράπλευρα

Value of Skewness Cell Quality

1 degenerate

0.9 — <1 bad (sliver)

0.75 — 0.9 poor

0.5 — 0.75 fair

0.25 — 0.5 good

>0 — 0.25 excellent

0 equilateral

Πίνακας  6:  Κλίμακα  μέτρησης  της

ποιότητας του πλέγματος (skewness)
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καλή διακριτοποίηση δίνει τιμές κοντά στο 0,1 ενώ αντίστοιχα  στις  3D  περιπτώσεις γίνονται αποδεκτές

τιμές κοντά στο 0,4. 

Παρακάτω ακολουθούν τα αποτελέσματα τριών από τις πολλές δοκιμές που έγιναν προκειμένου να

εξακριβωθεί  ποιος  συνδυασμός  πλέγματος  είναι  ο  ιδανικότερες  για  την  ολοκλήρωση  της  παρούσας

εργασίας.  Στις  δοκιμές  επιλύθηκε  ένα  απλό  στατικό  πρόβλημα και  κάθε  φορά  γίνονταν  μετρήσεις  που

αφορούν την ποιότητα του πλέγματος, την απόκλιση από την λύση που τέθηκε σαν στόχος στην παράγραφο

4.2.1 και  τον  χρόνο που  χρειάστηκε  για  την  πλήρη επίλυση.  Συμπληρωματικά  αναφέρεται  ότι  όλες  οι

δοκιμές έγιναν με βάση ένα πλέγμα του οποίου ο συνολικός αριθμός κόμβων να είναι περίπου 44000-45000

κόμβοι.

Περίπτωση  1: Σε  αυτή  την  περίπτωση  έχει  δημιουργηθεί

πλέγμα  το  οποίο  αποτελείται  από  εξάεδρα  και  τετράεδρα

στοιχεία. Τα πρώτα διακριτοποιούν μόνο τις πλάκες, ενώ τα

δεύτερα  έχουν  χρησιμοποιηθεί  μόνο  στον  ήλο.  Η  επιλογή

αυτή δεν είναι τυχαία. Σε γεωμετρίες πολύπλοκες ειδικά όπου

επικρατούν  καμπυλωτά  σχήματα,  η  διακριτοποίηση πολλές

φορές  είναι  δύσκολη  ή  και  αδύνατη  μόνο  με  εξάεδρα

στοιχεία. Έτσι λοιπόν και εδώ για τις πλάκες που η γεωμετρία

τους  είναι  σχετικά  απλή,  η  διακριτοποίηση  έγινε  εξ'

ολοκλήρου  με  εξάεδρα  στοιχεία.  Ωστόσο  ο  ήλος

διακριτοποιήθηκε με τετράεδρα. Η ποιότητα των στοιχείων

μπορεί να φανεί στο διάγραμμα του Σχήματος 25. Βάσει και των πληροφοριών του Πίνακα 7, παρατηρούμε

ότι τα αποτελέσματα που δίνει είναι αρκετά κοντά σε αυτά που καθορίστηκαν σαν στόχος. Ένα από τα

αρνητικά σημεία της περίπτωσης αυτής είναι το γεγονός ότι η μέγιστη τιμή  skewness  για τα τετράεδρα

στοιχεία είναι πολύ κοντά στην μονάδα. Ωστόσο ο αριθμός των στοιχείων τέτοιας ποιότητας είναι αρκετά

μικρός. Για την επίλυση  χρειάστηκαν 43 επαναλήψεις, οι οποίες ολοκληρώθηκαν σε 1465 sec.

Σχήμα 25: Απεικόνιση πλέγματος 1ης περίπτωση και μέτρηση ποιότητας του

44

Number of Nodes 45665

Skewness

(Quality of elements)

Av: 0,30974

Min: 1,5201e-003

Max:0,99977

Total Force 8977,1 N

Max. Von Mises Stress 329,65 MPa

Πίνακας  7:  Τιμές  διαφόρων  μεγεθών  που

αφορούν  την  ποιότητα  του  πλέγματος  της

περίπτωσης 1



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -4-  4.2 Επιλογή πλέγματος

Περίπτωση 2: Σε αντίθεση με την προηγούμενη δοκιμή, εδώ

έχει  δημιουργηθεί  πλέγμα  το  οποίο  αποτελείται  μόνο  από

τετράεδρα στοιχεία, τόσο για τις πλάκες όσο και για τον ήλο.

Η ποιότητα των στοιχείων μπορεί να φανεί στο διάγραμμα

του Σχήματος  26 και στον Πίνακα  8. Τα αποτελέσματα που

δίνει  είναι  αρκετά  κοντά  σε  αυτά  που  καθορίστηκαν  σαν

στόχος, ωστόσο κι εδώ το αρνητικό έγκειται στο γεγονός ότι

η  μέγιστη  τιμή  skewness  για  τα  τετράεδρα  στοιχεία  είναι

πολύ κοντά  στην  μονάδα και  η  οποία  πάλι  αφορά αρκετά

μικρό  αριθμό  στοιχείων.  Είναι  εμφανές  ότι  η  μέση  τιμή

skewness  είναι  χειρότερη  σε  σχέση με  την  1η  περίπτωση.

Τέλος αναφέρεται ότι χρειάστηκαν 108 επαναλήψεις, οι οποίες ολοκληρώθηκαν σε 2816 sec. Προφανώς ο

χρόνος είναι σχεδόν ο διπλάσιος σε σχέση με την 1η περίπτωση.

Σχήμα 26: Απεικόνιση πλέγματος 2ης περίπτωση και μέτρηση ποιότητας του

Περίπτωση 3: Στην παρούσα δοκιμή έχει επιλεγεί πλέγμα το

οποίο  αποτελείται  από  τετράεδρα,  πυραμίδες  αλλά  και

εξάεδρα στοιχεία. Η προφανής διαφορά με την περίπτωση 1

είναι  ότι  εδώ χρησιμοποιήθηκαν και  πυραμίδες.  Οι  πλάκες

διακριτοποιούνται  μόνο  από  εξάεδρα.  Τα  περιφερειακά

κομμάτια  των  κεφαλών  του  ήλου  επιλέχθηκε  να

διακριτοποιηθούν  επίσης  με  εξάεδρα.  Ωστόσο  επειδή  το

εσωτερικό του ήλου αναγκαστικά πρέπει να διακριτοποιηθεί

με τετράεδρα, λόγω γεωμετρίας, μπαίνουν στην μέση και οι

πυραμίδες. Οι πυραμίδες είναι απαραίτητες για την μετάβαση

από  τα  εξάεδρα  στα  τετράεδρα,  αφού  η  βάση  τους  είναι

τετράπλευρη. Η ποιότητα των στοιχείων μπορεί να φανεί στο διάγραμμα του Σχήματος 27 και στον Πίνακα

9. Τα αποτελέσματα που δίνει είναι αρκετά κοντά σε αυτά που καθορίστηκαν σαν στόχος, ωστόσο ελαφρώς

χειρότερα από τις άλλες δύο περιπτώσεις. Το μεγάλο πλεονέκτημα είναι ότι η μέγιστη τιμή του  skewness
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Number of Nodes 44446

Skewness

(Quality of elements)

Av: 0,35693

Min: 3,9579e-003

Max: 0,99975

Total Force 8981,6 N

Max. Von Mises Stress 344,74 MPa

Πίνακας  8:  Τιμές  διαφόρων  μεγεθών  που

αφορούν  την  ποιότητα  του  πλέγματος  της

περίπτωσης 2

Number of Nodes 44911

Skewness

(Quality of elements)

Av: 0,36074

Min: 1,3057e-010

Max: 0,80517

Total Force 8909,1 N

Max. Von Mises Stress 319,92 MPa

Πίνακας  9:  Τιμές  διαφόρων  μεγεθών  που

αφορούν  την  ποιότητα  του  πλέγματος  της

περίπτωσης 3
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είναι 0,80517 και αυτό για πολύ λίγα στοιχεία. Ο συνολικός χρόνος που χρειάστηκε για την ολοκλήρωση 47

επαναλήψεων είναι 1020 sec.

Σχήμα 27: Απεικόνιση πλέγματος 3ης περίπτωση και μέτρηση ποιότητας του

 4.2.3 Τάξη πεπερασμένων στοιχείων

Στο  ANSYS  Workbench  είναι  δυνατή  η  χρήση  πεπερασμένων  στοιχείων  υψηλότερης  τάξης.

Πρόκειται  για  στοιχεία  τα  οποία  βασίζονται  σε  συναρτήσεις  μορφής  υψηλότερης  τάξεως  και  δίνουν

καλύτερα αποτελέσματα  [RED01]. Στο συγκεκριμένο πακέτο υποστηρίζονται  γραμμικά και  τετραγωνικά

στοιχεία. Στα πρώτα οι συναρτήσεις μορφής είναι πολυώνυμα πρώτου βαθμού ενώ στα ανώτερης τάξης

πρόκειται για πολυώνυμα δευτέρου βαθμού.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ

 5.1 Παρουσίαση Περιπτώσεων Υπό Μελέτη

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα των δυναμικών φορτίσεων. Σκοπός είναι να

εξακριβωθεί  πόσο  επηρεάζει  η  μη  γραμμικότητα  του  υλικού,  καθώς  και  ο  συντελεστής  τριβής,  τον

συντελεστή απόσβεσης. Για τον λόγο αυτόν εκτελούνται αριθμητικές επιλύσεις για μεταβαλλόμενη με τον

χρόνο μετατόπιση του ελεύθερου άκρου της κατασκευής. Οι περιπτώσεις που μελετήθηκαν χωρίζονται σε

δύο κατηγορίες. Σε αυτές στις οποίες δεν είναι παρούσα η τριβή κατά την επαφή μεταξύ των ξεχωριστών

εξαρτημάτων και σε αυτές που υφίσταται τριβή. Στην δεύτερη κατηγορία μάλιστα μελετώνται για δύο πλάτη

ταλάντωσης  διάφοροι  συντελεστές  τριβής.  Τα  πλάτη  ταλάντωσης  που  ανήκουν  στην  πρώτη  κατηγορία

φαίνονται στο Σχήμα 28, ενώ της δεύτερης στον Πίνακα 10.

Η  παρουσίαση  των  αποτελεσμάτων  γίνεται  μέσω  γραφημάτων,  τα  οποία  αναπαριστούν  την

μεταβολή του ασκούμενου φορτίου συναρτήσει της μετατόπισης, δημιουργώντας τους βρόγχους υστέρησης

από  τους  οποίους  αργότερα  θα  βρεθεί  το  εμβαδόν  ώστε  να  χρησιμοποιηθεί  στον  υπολογισμό  των

συντελεστών  απόσβεσης.  Επίσης  παρουσιάζονται  διαγράμματα  που  αποτυπώνουν  την  μεταβολή  του

ασκούμενου φορτίου με  τον χρόνο,  όπου το  φορτίο μετρήθηκε στο σημείο της  πάκτωσης καθώς και  η

κατανομή των τάσεων Von Mises στις ηλωτές συνδέσεις για χρονικές στιγμές που αντιστοιχούν στα μέγιστα

πλάτη μετατόπισης. Στο τέλος κάθε ενότητας δίνονται κάποια συγκριτικά αποτελέσματα. Στην παράγραφο

5.6 γίνεται  σχολιασμός  τυχόν  ιδιαιτεροτήτων  που  παρουσιάστηκαν  κατά  την  επίλυση  των  αριθμητικών

προτύπων ενώ στο τέλος του κεφαλαίου υπολογίζονται και οι συντελεστές απόσβεσης. 

Εδώ αναφέρεται  ότι  για τον υπολογισμό του εμβαδού των βρόγχων υστέρησης έγινε χρήση της

μεθόδου   αριθμητικής  ολοκλήρωσης  Newton-Cotes  (Trapezoid  Rule  n=2)  η  οποία λειτουργεί  ως  εξής

[GS01]:

∫
A

B

f (x )dx≈
1
2

h1(f (A)+ f(A+h1))+
1
2

h2(f (A+h1)+f (A+h1+h2) )+...+
1
2

hk (f (B−hk )+ f(B)) (73)
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 5.1 Παρουσίαση Περιπτώσεων Υπό Μελέτη ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

Πλάτος Συντελεστής Τριβής

0,5 mm 0,1

0,5 mm 0,2

0,5 mm 0,3

0,5 mm 0,4

0,5 mm 0,5

1 mm 0,1

1 mm 0,2

1 mm 0,3

1 mm 0,4

1 mm 0,5

Πίνακας 10: Περιπτώσεις που μελετήθηκαν για επαφές με τριβή
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Σχήμα 28: Περιπτώσεις οι οποίες επιλύθηκαν αριθμητικά για επαφές χωρίς τριβή
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 5.2 Σύγκριση Κινηματικής και Ισοτροπικής Κράτυνσης Για Ένα Κύκλο 
Φόρτισης

Όπως ήδη αναφέρθηκε σε προηγούμενες ενότητες για κυκλική φόρτιση είναι πιθανό, το μοντέλο της

κινηματικής κράτυνσης να δώσει πιο ακριβή αποτελέσματα. Ωστόσο αυτό ίσως να μην είναι τόσο δεδομένο

στην  περίπτωση  ενός,  πλήρους  βέβαια,  κύκλου  φόρτισης.  Στο  Σχήμα  29 παρουσιάζονται  κάποια

αποτελέσματα από προσομοιώσεις που έγιναν κάνοντας χρήση τόσο του κινηματικού μοντέλου όσο και του

ισοτροπικού.  Οι  συγκριτικές  προσομοιώσεις  αφορούν  περιπτώσεις  όπου  υφίσταται  τριβή  μεταξύ  των

επαφών.

Το συμπέρασμα που βγαίνει συγκρίνοντας τις καμπύλες είναι, ότι στην περίπτωση καταπόνησης με

έναν κύκλο φόρτισης τόσο το κινηματικό μοντέλο όσο και το ισότροπο, θα δώσουν τα ίδια αποτελέσματα,

εφόσον οι καμπύλες φορτίου-μετατόπισης συμπίπτουν. Επομένως τα εμβαδά των βρόγχων υστέρησης θα

είναι ίδια και άρα οι συντελεστές απόσβεσης θα είναι ίδιοι.
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Σχήμα 29: Συγκριτικές καμπύλες βρόγχων υστέρησης για συντελεστή τριβής 0,5

Σχήμα 30: Ποσοστιαία σύγκριση μεταβολής εμβαδού βρόγχου υστέρησης ανάμεσα στο ιοστροπικό και στο
κινηματικό μοντέλο
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 5.3 Επαφές Χωρίς Τριβή

 5.3.1 Φόρτιση πλάτους 0,5 mm

50

Σχήμα 31: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 32: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm χωρίς τριβή, για όλη την χρονική ιστορία
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Σχήμα 33: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm χωρίς τριβή, για τον πρώτο κύκλο φόρτισης

Σχήμα 34: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm χωρίς τριβή, για τον δεύτερο κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 35: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.3.2 Φόρτιση πλάτους 1 mm
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Σχήμα 36: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 37: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm χωρίς τριβή, για όλη την χρονική ιστορία
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Σχήμα 38: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm χωρίς τριβή, για τον πρώτο κύκλο φόρτισης

Σχήμα 39: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm χωρίς τριβή, για τον δεύτερο κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 40: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.3.3 Φόρτιση πλάτους 1,25 mm
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Σχήμα 41: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 42: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1,25 mm χωρίς τριβή, για όλη την χρονική ιστορία
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Σχήμα 43: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1,25 mm χωρίς τριβή, για τον πρώτο κύκλο φόρτισης

Σχήμα  44:  Βρόγχος  υστέρησης  για  μετατόπιση  πλάτους  1,25 mm  χωρίς  τριβή,  για  τον  δεύτερο  κύκλο
φόρτισης
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Σχήμα 45: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.3.4 Φόρτιση πλάτους 1,5 mm
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Σχήμα 46: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 47: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1,5 mm χωρίς τριβή, για όλη την χρονική ιστορία
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Σχήμα 48: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1,5 mm χωρίς τριβή, για τον πρώτο κύκλο φόρτισης

Σχήμα 49: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1,5 mm χωρίς τριβή, για τον δεύτερο κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 50: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.3.5 Συγκριτικά αποτελέσματα για επαφές χωρίς τριβή
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Σχήμα 51: Βρόγχοι υστέρησης για επαφές χωρίς τριβή

Σχήμα 52: Εμβαδό βρόγχων υστέρησης για επαφές χωρίς τριβή
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 5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm

 5.4.1 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,1
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Σχήμα 53: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  54:  Βρόγχος  υστέρησης για  μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,1,  για  όλη την
χρονική ιστορία
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Σχήμα  55: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,1, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 56: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,1, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 57: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.4.2 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,2
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Σχήμα 58: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  59:  Βρόγχος  υστέρησης για  μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,2,  για  όλη την
χρονική ιστορία
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Σχήμα  60: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,2, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 61: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,2, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 62: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.4.3 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,3
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Σχήμα 63: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  64:  Βρόγχος  υστέρησης για  μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,3,  για  όλη την
χρονική ιστορία
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Σχήμα  65: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,3, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 66: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,3, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης
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Σχήμα 67: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.4.4 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,4
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Σχήμα 68: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  69:  Βρόγχος  υστέρησης για  μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,4,  για  όλη την
χρονική ιστορία



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm
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Σχήμα  70: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,4, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 71: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,4, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



 5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

Σχήμα 72: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm

 5.4.5 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,5
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Σχήμα 73: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  74:  Βρόγχος  υστέρησης για  μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,5,  για  όλη την
χρονική ιστορία



 5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
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Σχήμα  75: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,5, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 76: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 0,5 mm με συντελεστή τριβής 0,5, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm

Σχήμα 77: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.4 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 0,5 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

 5.4.6 Συγκριτικά αποτελέσματα ταλαντώσεων πλάτους 0,5 mm με τριβή
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Σχήμα  78: Καμπύλες βρόγχων υστέρησης για  τον πρώτο  κύκλο φόρτισης πλάτους 0,5 mm με τριβή και
συντελεστές όπως απεικονίζονται.

Σχήμα 79: Σύγκριση εμβαδού βρόγχων υστέρησης για κυκλική φόρτιση πλάτους 0,5 mm



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

 5.5.1 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,1
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Σχήμα 80: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 81: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm με συντελεστή τριβής 0,1, για όλη την χρονική
ιστορία



 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
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Σχήμα  82: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής  0,1,  για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα  83: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής 0,1, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

Σχήμα 84: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

 5.5.2 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,2
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Σχήμα 85: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 86: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm με συντελεστή τριβής 0,2, για όλη την χρονική
ιστορία



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm
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Σχήμα  87: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής  0,2,  για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα  88: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής 0,2, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

Σχήμα 89: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

 5.5.3 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,3
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Σχήμα 90: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 91: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm με συντελεστή τριβής 0,3, για όλη την χρονική
ιστορία



 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
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Σχήμα  92: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής  0,3,  για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα  93: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής 0,3, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

Σχήμα 94: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

 5.5.4 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,4
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Σχήμα 95: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα 96: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους 1 mm με συντελεστή τριβής 0,4, για όλη την χρονική
ιστορία



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm
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Σχήμα  97: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής  0,4,  για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα  98: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής 0,4, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

Σχήμα 99: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

 5.5.5 Φόρτιση με συντελεστή τριβής 0,5
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Σχήμα 100: Μεταβολή ασκούμενης δύναμης συναρτήσει του χρόνου

Σχήμα  101:  Βρόγχος  υστέρησης  για  μετατόπιση πλάτους  1 mm με  συντελεστή τριβής  0,5,  για  όλη την
χρονική ιστορία



 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
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Σχήμα  102: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής  0,5, για τον πρώτο
κύκλο φόρτισης

Σχήμα 103: Βρόγχος υστέρησης για μετατόπιση πλάτους  1 mm με συντελεστή τριβής 0,5, για τον δεύτερο
κύκλο φόρτισης



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm

Σχήμα 104: Κατανομή τάσεων Von Mises για τις χρονικές στιγμές 0,25 sec - 0,75 sec - 1,25 sec - 1,75 sec
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 5.5 Επαφές με Τριβή και Πλάτος Ταλάντωσης 1 mm ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

 5.5.6 Συγκριτικά αποτελέσματα ταλαντώσεων πλάτους 1 mm με τριβή
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Σχήμα  105: Καμπύλες βρόγχων υστέρησης για  τον  πρώτο  κύκλο φόρτισης πλάτους 1 mm με τριβή και
συντελεστές όπως απεικονίζονται

Σχήμα 106: Σύγκριση εμβαδού βρόγχων υστέρησης για κυκλική φόρτιση πλάτους 1 mm



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.6 Ιδιαιτερότητες Αποτελεσμάτων

 5.6 Ιδιαιτερότητες Αποτελεσμάτων

Από  τα  γραφήματα  των  βρόγχων  υστέρησης,  όπως  αυτά  παρουσιάστηκαν  στις  προηγούμενες

υποπαραγράφους, παρατηρούνται δύο περιοχές όπου η καμπύλη είναι σχεδόν ευθεία και παράλληλη στον

οριζόντιο άξονα. Σε περιπτώσεις όπου μελετάται ένα απλό στερεό σώμα οι ευθείες αυτές, ως γνωστό, δεν

υφίστανται.  Ωστόσο  στην  συγκεκριμένη  μελέτη  η  παρουσία  τους  εξηγείται  από  το  γεγονός  ότι  εδώ  η

κατασκευή  αποτελείται  από  τρία  διαφορετικά  σώματα.  Κατά  την  διάρκεια  της  φόρτισης  η  οπή

παραμορφώνεται  πλαστικά αποκτώντας ελλειπτικό σχήμα. Όταν ξεκινά η φόρτιση προς την αντίστροφη

κατεύθυνση ο ήλος  πλέον πρέπει  να διανύσει  απόσταση ώστε  να έρθει  σε επαφή πάλι  με το αριστερό

ημικυκλικό μέτωπο της οπής. Όλο αυτό όπως ήδη αναφέρθηκε οφείλεται στην ελλειπτικότητα του σχήματος

της οπής. Η απόσταση που διανύει ο ήλος προς αυτή την κατεύθυνση προφανώς γίνεται χωρίς ιδιαίτερη

αύξηση  του  ασκούμενου  φορτίου,  εφόσον  πρόκειται  για  κίνηση  στερεού  σώματος.  Οι  δύο  ευθείες

αντιστοιχούν επομένως σε δύο κινήσεις στερεού σώματος, οι οποίες μπορούν φανούν οπτικοποιημένες στο

Σχήμα 108.

Το ενδιαφέρον  είναι  ότι,  όπως  φαίνεται  και  στο  Σχήμα 107,  η  αριστερή  ευθεία  είναι  ελαφρώς

μεγαλύτερη σε μήκος από την το μήκος της αντίστοιχης δεξιάς. Αυτό οφείλεται στο γεγονός πως η δεξιά που

αφορά και την πρώτη, χρονικά κίνηση στερεού σώματος, ακολουθεί ύστερα από την άσκηση εφελκυστικών

φορτίων.  Ενώ  η  δεύτερη  κίνηση  στερεού  σώματος  ακολουθεί  ύστερα  από  την  εφαρμογή  τόσο  των

εφελκυστικών  φορτίων  όσο  και  των  θλιπτικών  φορτίων.  Έτσι  η  οπή  έχει  περάσει  χρονικά  από  δύο

καταστάσεις  καταπόνησης  αυξάνοντας  συνεπώς  τις  τελικές  πλαστικές  παραμορφώσεις.  Οι  μεγαλύτερες

πλαστικές παραμορφώσεις οδηγούν σε αύξηση της διαμέτρου της οπής, με αποτέλεσμα ο ήλος στην δεύτερη

κίνηση στερεού σώματος να πρέπει να διανύσει μεγαλύτερη απόσταση ώστε να βρει επαφή με το μέτωπο

της οπής.
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Σχήμα 107: Περιοχές όπου υφίσταται κίνηση στερεού σώματος



 5.6 Ιδιαιτερότητες Αποτελεσμάτων ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

T=0 sec

u=0 mm

T=0,25 sec

u=2 mm

T=0,5 sec

u=0 mm

T=0,75 sec

u=-2 mm

T=1 sec

u=0 mm

Σχήμα 108: Παρουσίαση κατάστασης της σύνδεσης καθώς και των πλαστικών παραμορφώσεων για συγκεκριμένες
χρονικές στιγμές. Όπου u είναι η μετατόπιση, του ελεύθερου (δεξιού) άκρου της κάτω πλάκας, στον z άξονα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.6 Ιδιαιτερότητες Αποτελεσμάτων

Ένα επιπλέον φαινόμενο με ενδιαφέρον είναι ο κλάδος του βρόγχου υστέρησης από 1,5 sec  μέχρι

1,75  sec  του δεύτερου κύκλου φόρτισης.  Για το χρονικό διάστημα αυτό το φορτίο αντιστρέφεται  και  η

σύνδεση καταπονείται  σε  θλίψη.  Ωστόσο όπως  διαπιστώνεται  και  από το  Σχήμα 110,  μόλις  ξεκινάει  η

θλιπτική φόρτιση τα επιμέρους σώματα δεν έρχονται σε πλήρη επαφή μεταξύ τους. Έτσι από το την χρονική

στιγμή t=1,5 sec μέχρι την χρονική στιγμή t=1,6 sec δεν αναπτύσσονται ουσιαστικές τάσεις Von Mises διότι

ακόμη δεν έχει ανακτηθεί η επαφή του ήλου με τις πλάκες. Από t=1,6 sec και μετά η κάτω πλάκα, εξαιτίας

του  φορτίου  που  της  ασκείται,  σπρώχνει  κατά  κάποιο  τρόπο τον  ήλο  οδηγώντας  τον  σε  επαφή με  το

αριστερό μέρος της άνω πλάκας, αλλά χάνοντας τελείως την επαφή με το δεξί μέρος της ίδιας πλάκας. Αυτό

έχει σαν αποτέλεσμα να μην μπορούν να μεταφερθούν φορτία αποτελεσματικά στο δεξί μέρος της άνω

πλάκας και κατ' αυτόν τον τρόπο ο ήλος οδηγείται σε στροφή προκαλώντας στην άνω πλάκα έντονη κάμψη.

Το τελευταίο μπορεί να παρατηρηθεί στο Σχήμα 109 και αφορά την έλλειψη που περιβάλει την καμπύλη με

χαρακτηρισμό joint bending.

Ο  δεύτερος  κύκλος  φόρτισης  έχει  αυτήν  την  σημαντική  διαφορά  με  τον  πρώτο,  εξαιτίας  των

αποτελεσμάτων αυτού πάνω στην σύνδεση του πρώτου κύκλου.  Ο πρώτος κύκλος  φόρτισης προκάλεσε

πλαστικές παραμορφώσεις στις περιοχές γύρω από τις επαφές δίνοντας ένα σχήμα ελλειπτικό στην κυκλική

οπή. Ωστόσο η διατομή του ήλου παραμένει, κατά κανόνα, κυκλική καθιστώντας δύσκολη την διατήρηση

της επαφής με τις πλάκες.
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Σχήμα 109: Περιοχές στον δεύτερο βρόγχο υστέρησης όπου υφίσταται κίνηση στερεού σώματος και έντονη
κάμψη της σύνδεσης



 5.6 Ιδιαιτερότητες Αποτελεσμάτων ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

T=1,5 sec

T=1,55 sec

T=1,6 sec

T=1,65 sec

T=1,7 sec

T=1,75 sec

Σχήμα 110: Τάσεις Von Mises στις επαφές της σύνδεσης για το χρονικό διάστημα 1,5 sec-1,75 sec
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.7 Υπολογισμός Συντελεστών Απόσβεσης

 5.7 Υπολογισμός Συντελεστών Απόσβεσης

Παρακάτω  ακολουθούν  διαγράμματα  και  πίνακες  όπου  παρουσιάζουν  συγκεντρωτικά  τα

αποτελέσματα από τους υπολογισμούς των συντελεστών απόσβεσης.

 5.7.1 Συντελεστές απόσβεσης για επαφές χωρίς τριβή
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Σχήμα 111: Συντελεστές απόσβεσης για διάφορα πλάτη ταλάντωσης και επαφές χωρίς τριβή

Πλάτος Εμβαδόν F0 (Ν) U0 (mm) ξ

0,5 mm 771,01722 12550,4 0,5 0,0195

1 mm 15785,31787 16807,6 1 0,1494

1,25 mm 26032,20176 17201,4 1,25 0,1926

1,5 mm 37140,33942 17481,6 1,5 0,2254

Πίνακας  11:  Εμβαδόν,  μέγιστη  δύναμη,  μέγιστη  μετατόπιση  και  συντελεστής

απόσβεσης για διάφορα πλάτη ταλάντωσης χωρίς τριβή



 5.7 Υπολογισμός Συντελεστών Απόσβεσης ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-

 5.7.2 Συντελεστές απόσβεσης για επαφές με τριβή και πλάτος ταλάντωσης 0,5 mm
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Σχήμα 112: Συντελεστές απόσβεσης για επαφές με τριβή και ταλάντωση πλάτους 0,5 mm

Συντελεστής τριβής Εμβαδόν F0 (Ν) u0 (mm) ξ

frictionless 771,01722 12550,4 0,5 0,0195

0,1 coef 885,34995 12794 0,5 0,0221

0,2 coef 977,25670 13016,8 0,5 0,0239

0,3 coef 1062,30454 13222,2 0,5 0,0256

0,4 coef 1142,89605 13400,2 0,5 0,0271

0,5 coef 1225,15452 13550,4 0,5 0,0288

Πίνακας  12:  Εμβαδόν,  μέγιστη  δύναμη,  μέγιστη  μετατόπιση  και  συντελεστής

απόσβεσης για επαφές με τριβή και πλάτος ταλάντωσης 0,5 mm



ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-  5.7 Υπολογισμός Συντελεστών Απόσβεσης

 5.7.3 Συντελεστές απόσβεσης για επαφές με τριβή και πλάτος ταλάντωσης 1 mm
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Σχήμα 113: Συντελεστές απόσβεσης για επαφές με τριβή και ταλάντωση πλάτους 1 mm

Συντελεστής τριβής Εμβαδόν F0 (N) u0 (mm) ξ

frictionless 15785,31788 16807,6 1 0,1495

0,1 coef 17026,37012 17469,4 1 0,1551

0,2 coef 19103,26054 17937,2 1 0,1695

0,3 coef 20974,14677 18315,2 1 0,1823

0,4 coef 21961,44644 18623,6 1 0,1877

0,5 coef 22973,88744 18892,6 1 0,1935

Πίνακας  13:  Εμβαδόν,  μέγιστη  δύναμη,  μέγιστη  μετατόπιση  και  συντελεστής

απόσβεσης για επαφές με τριβή και πλάτος ταλάντωσης 1 mm



 5.7 Υπολογισμός Συντελεστών Απόσβεσης ΚΕΦΑΛΑΙΟ -5-
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ -6- ΚΕΦΑΛΑΙΟ -6- ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ -6-
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

• Οι προσομοιώσεις αριθμητικών προτύπων με επαφές χρειάζονται πεπερασμένα στοιχεία ανώτερης

τάξης  και  καλής  γεωμετρίας  προκειμένου  να  επιτευχθεί  σύγκλιση.  Το  τελευταίο  μπορεί  να

επιτευχθεί με αρκετά πυκνό πλέγμα στην περιοχή.

• Τα εξάεδρα πεπερασμένα στοιχεία δεν είναι απαραίτητο πως πάντα θα δώσουν το καλύτερο δυνατό

αποτέλεσμα, αφού λόγω γεωμετρίας είναι πιο δύσκολη η τοπική πύκνωση του πλέγματος.

• Για έναν κύκλο φόρτισης τόσο το μοντέλο ισότροπης κράτυνσης όσο και το μοντέλο κινηματικής

κράτυνσης θα δώσουν τα ίδια αποτελέσματα.

• Σε περιπτώσεις εκτεταμένων παραμορφώσεων τα επιμέρους σώματα είναι δυνατό να χάσουν τις

μεταξύ τους επαφές και να υφίσταται κίνηση στερεού σώματος. Συμπέρασμα στο οποίο συνηγορούν

και οι βρόγχοι υστέρησης.

• Η προένταση ηλωτών αλλά και άλλων συνδέσεων με κατεργασία εν θερμώ μπορεί να δημιουργήσει

παραμένουσες  τάσεις  οι  οποίες στην ουσία ενισχύουν τον συντελεστή τριβής  και  επομένως τον

συντελεστή απόσβεσης.

• Η  αύξηση  του  συντελεστή  τριβής  προκαλεί  σταδιακή  στροφή  ανθωρολογιακά  των  βρόγχων

υστέρησης όπως μπορεί να φανεί και από το συγκριτικό διάγραμμα του σχήματος 105. Αυτό δείχνει

ότι  το  μέτρο  ελαστικότητας  της  κατασκευής  αυξάνει.  Ως  ένα  βαθμό  η  τριβή  λειτουργεί  όπως

μπορούν να λειτουργήσουν οι εσωτερικοί καταναγκασμοί ενός υλικού αυξάνοντας την αντίσταση σε

παραμόρφωση.

• Ο συντελεστής απόσβεσης εξαρτάται περισσότερο από το πλάτος της ταλάντωσης παρά από την

τριβή.  Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  πως  όσο  μεγαλύτερο  το  πλάτος  της  ταλάντωσης  τόσο

μεγαλύτερες οι πλαστικές παραμορφώσεις.
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