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ȫɏόλɍγɍς 
 

΢ĲβθΝπαλκτıαΝįδπζπηαĲδεάΝİλΰαıέαΝγαΝαıξκζβγκτηİΝηİΝĲβθΝπαλκυıέαıβΝįδαφσλπθΝ
ǼδįδευθΝ ΟηΪįωθΝ ΠδθΪεωθΝ σππμ,Ν İδįδεσĲİλα, απκĲİζκτθΝ κδΝ ΓİθδεΫμΝ ΓλαηηδεΫμΝ
ΟηΪįİμ,ΝκδΝΟλγκΰυθδİμΝΟηΪįİμΝεαγυμ,Νİπέıβμ, εαδ κδΝΟηΪįİμΝΠδθΪεωθΝLie.  

 

Ǽέθαδ,Ν ίİίαέπμ,Ν απαλαέĲβĲβΝ βΝ αθαφκλΪΝ εαδΝ βΝ İπİιάΰβıβΝ εΪπκδπθΝ ıβηİέπθΝ απσΝ ĲβΝ
ΓλαηηδεάΝ ΆζΰİίλαΝ αζζΪΝ εαδΝ Ĳβθ ǹθαζυĲδεάΝ ΓİωηİĲλέα,Ν αφκτΝ ıĲδμ παλαπΪθπΝ
κηΪįİμΝπδθΪεπθΝΰέθİĲαδΝξλάıβΝεαδΝİπΫεĲαıβΝΰθπıĲυθΝγİπλβηΪĲπθΝεαδΝκλδıηυθΝĲβμΝ
ΓλαηηδεάμΝΆζΰİίλαμΝεαδΝǹθαζυĲδεάμΝΓİπηİĲλέαμέ 
 

ǼδįδεσĲİλα,ΝβΝπαλκτıαΝįδπζπηαĲδεάΝİλΰαıέαΝįδαλγλυθİĲαδ,ΝηİĲΪΝĲβθΝİδıαΰωΰάΝ- πκυΝ
İπΫξİδ γΫıβΝıτθĲκηβμΝδıĲκλδεάμΝαθαφκλΪμΝıĲαΝγΫηαĲα,ΝĲαΝκπκέαΝıξİĲέακθĲαδΝηİΝĲβθΝ
İιΫζδιβΝ Ĳπθ δįİυθΝ ıξİĲδεΪΝ ηİΝ ĲδμΝ ǼδįδεΫμΝ ΟηΪįİμΝΠδθΪεπθΝ πκυΝ αθαφΫλκθĲαδΝ ıĲβθΝ
įδπζπηαĲδεάΝİλΰαıέαΝαυĲά – ıİΝĲλέαΝΧγΨΝεİφΪζαδαέ 
 

΢ĲκΝπλυĲκΝΧ1κΨΝεİφΪζαδκΝκλέαİĲαδΝβΝΫθθκδαΝĲβμΝκηΪįαμΝεαδΝįέθκθĲαδΝπαλαįİέΰηαĲαέΝ
ΟλέακθĲαδ,Ν İπέıβμ,Ν κδΝ ΫθθκδİμΝ ĲκυΝ κηκηκλφδıηκτΝεαδΝ ĲκυΝ δıκηκλφδıηκτ,ΝεαγυμΝεαδΝ
ĲκυΝ ıυηαĲκμ εαδΝ ĲβμΝ κηΪįαμ ĲπθΝ ĲİĲλαįδευθΝ αλδγηυθΝ Χquaternions). ΜİζİĲυθĲαδ, 
İπέıβμ,Ν κδΝ ΰλαηηδεΫμΝ απİδεκθέıİδμ, ĲσıκΝ ΰδαΝ įδαθτıηαĲαΝ σıκΝ εαδΝ ΰδαΝ πέθαεİμέ 
ǼπδπλκıγΫĲπμ,ΝπİλδΰλΪφİĲαδΝαθαζυĲδεΪΝβΝΪζΰİίλαΝπδθΪεπθΝΜ୬ሺȥሻ. ΣΫζκμ,ΝκλέαİĲαδ βΝ
ΓİθδεάΝΓλαηηδεάΝΟηΪįαΝGLሺn, Kሻ εαδΝαπκįİδεθτκθĲαδΝįδΪφκλİμΝδįδσĲβĲİμΝαυĲάμέ 
 

΢ĲκΝ įİτĲİλκΝ ΧβκΨΝ εİφΪζαδκΝ παλκυıδΪαİĲαδΝ ĲκΝ İıπĲİλδεσΝ ΰδθσηİθκΝ εαδΝ įέθκθĲαδΝ κδΝ
ıβηαθĲδεσĲİλİμΝ δįδσĲβĲİμΝ αυĲκτέΝ ΤπİθγυηέακθĲαδΝ ΫθθκδİμΝ σππμΝ αυĲΫμΝ ĲκυΝ ηάεκυμΝ
İθσμΝįδαθτıηαĲκμΝαζζΪΝεαδΝĲκυΝαθαıĲλσφκυΝεαδΝıυαυΰάΝπέθαεαέΝΟλέακθĲαδΝİπέıβμΝβΝ
κλγκΰυθδαΝ κηΪįαΝ O(n), βΝ κλγκηκθαįδαέαΝ κηΪįαΝ U(n) εαδΝ βΝ ıυηπζİεĲδεάΝ κηΪįαΝ
Sp(n),Ν εαγυμ, İπέıβμ, εαδΝ βΝ İδįδεάΝ κλγκΰυθδαΝ κηΪįαΝ SO(n) εαδΝ βΝ İδįδεάΝ
κλγκηκθαįδαέαΝ κηΪįαΝSU(n)έΝΈπİδĲαΝ ΰέθİĲαδΝ ζσΰκμ,Ν ΰδαΝ ĲκΝ πκδİμΝ İεΝ ĲπθΝ παλαπΪθπΝ
κηΪįπθΝİέθαδΝδıκηκλφδεΫμ,Νİθυ ĲκΝεİφΪζαδκΝεζİέθİδ ηİΝαθαφκλΪΝıĲβθΝıυηηİĲλέαΝΧάΝ
εαĲκπĲλδıησμΨΝπκυΝκλέαİĲαδ ıĲκθΝℝ୬. 

 

΢ĲκΝĲλέĲκΝ ΧγκΨΝεİφΪζαδκΝ ΰέθİĲαδΝ βΝ παλκυıέαıβΝ ĲπθΝ κηΪįπθΝπδθΪεπθ δieέΝǹλξδεΪ, 
įέθİĲαδΝ κΝ κλδıησμΝ ĲπθΝ κηΪįπθΝ πδθΪεπθΝ Lie,Ν εαγυμ,Ν İπέıβμ,Ν εαδΝ įδΪφκλαΝ
παλαįİέΰηαĲαΝκηΪįπθΝπδθΪεπθΝLie,ΝσππμΝκδΝΰİθδεΫμ ΰλαηηδεΫμΝκηΪįİμΝGLሺn,ℝሻ εαδΝGLሺn, ℂሻ,Ν κδΝ İδįδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪįİμΝ SLሺn,ℝሻ εαδΝ SLሺn, ℂሻ,Ν κδΝ ΰİθδεİυηΫθİμΝ
κλγκΰυθδİμΝ κηΪįİμΝ εαδΝ κδΝ κηΪįİμΝLorentz εέα. ΣΫζκμ,Ν κλέακθĲαδΝ βΝıυηπΪΰİδαΝ εαδΝ βΝ
ıυθİεĲδεσĲβĲαΝ εαδΝ įέθκθĲαδΝ παλαįİέΰηαĲα,Ν ΰέθİĲαδΝ αθαφκλΪΝ ΰδαΝ κηκηκλφδıησΝ εαδΝ
δıκηκλφδıησΝκηΪįπθΝπδθΪεπθΝδie,Ν İθυΝαθαφΫλİĲαδΝεαδΝβΝπκζδεάΝπαλαΰκθĲκπκέβıβΝ
ΰδαΝĲδμΝSLሺn,ℝሻ εαδΝSLሺn, ℂሻ. 
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Summary 

This thesis is a presentation of Special Groups of Matrices such as General Linear 

Groups, Orthogonal Groups and Matrix Lie Groups. 

Some elements of the theory of linear algebra and analytic geometry are also 

mentioned and explained, in order to make easier the understanding of special groups 

of matrices above, because many of these elements of the theory of linear algebra and 

analytic geometry will be used here. 

 

Specifically, this thesis after the introduction, which is a brief historical report to these 

subjects, which concern the evolution of these mathematical ideas from special groups 

of matrices, which we discuss in this thesis, consists of three chapters. 

 

At the first chapter, theΝmeaningΝofΝ‘group’ is defined and examples are given. Also, 

homomorphism and isomorphism as well as fields and quaternions are defined. Linear 

maps, both for vectors and matrices are presented. Furthermore, the algebra of 

matrices Μ୬ሺȥሻ is presented analytically. In conclusion, the General Linear Group GLሺn, Kሻ is defined and many definitions and propositions of this group are referred 

and proven.  

 

At the second chapter, the inner product is presented and its most important properties 

are mentioned. Furthermore, some elements of linear algebra such as the length of a 

vector or the conjugate matrix, the transpose matrix etc are reminded. The orthogonal 

group O(n), the unitary group U(n) and the symplectic group Sp(n) as well as the 

special orthogonal group SO(n) and the special unitary group SU(n) are also defined. 

Then, it is discussed which of the groups above are isomorphic and, in conclusion, 

reflections in ℝ୬ are presented.  

 

At the third chapter, Matrix Lie Groups are presented. A definition of a Matrix Lie 

Group is given as well as some examples of Matrix Lie Groups, such as the general 

linear groups GLሺn,ℝሻ and GLሺn, ℂሻ, the special linear groups SLሺn,ℝሻ and SLሺn, ℂሻ, 
the generalized orthogonal and Lorentz groups etc. In conclusion, compactness and 

connectedness are defined, homomorphisms and isomorphisms of Matrix Lie Groups 

are mentioned and the polar decomposition for SLሺn,ℝሻ and SLሺn, ℂሻ is referred. 
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ȠισȽγωγɛ 

ǾΝ ΓλαηηδεάΝ ΆζΰİίλαΝ απκĲİζİέΝ ĲκΝ απαλαέĲβĲκΝ υπσίαγλκΝ ΰδαΝ ĲβθΝ ηİζΫĲβΝ πζάγκυμΝ
πλκίζβηΪĲπθΝ απσΝ ĲαΝ ΜαγβηαĲδεΪ,Ν ĲβθΝ Φυıδεά,Ν ĲβΝ ΜβξαθδεάΝ αζζΪΝ εαδΝ ĲδμΝ
ΚκδθπθδεΫμΝİπδıĲάηİμέΝΣκΝγΫηαΝπκυΝπλαΰηαĲİτİĲαδΝβΝıυΰεİελδηΫθβΝįδπζπηαĲδεά,ΝκδΝ
ǼδįδεΫμΝ ΟηΪįİμΝ ΠδθΪεπθΝ ΫξİδΝ πκζζΫμΝ ıβηαθĲδεΫμΝ İφαληκΰΫμΝ ıİΝ ελέıδηκυμΝ
İπδıĲβηκθδεκτμΝĲκηİέμ,ΝσππμΝβΝΆζΰİίλα,ΝβΝΘİπλέαΝΟηΪįπθ,ΝβΝΘİπλέαΝΠδθΪεπθ εζπ 

΢ĲβθΝıυΰεİελδηΫθβΝįδπζπηαĲδεάΝİλΰαıέαΝαθαφİλσηαıĲİΝıİΝĲλİέμ ıβηαθĲδεΫμΝκηΪįİμΝ
πδθΪεπθέΝ΢ĲδμΝΓİθδεΫμΝΓλαηηδεΫμΝΟηΪįİμ,ΝıĲδμΝΟλγκΰυθδİμ ΟηΪįİμ εαδΝıĲδμ ΟηΪįİμΝ
ΠδθΪεπθΝLieέΝΚαδΝαθΝκδΝįτκΝπλυĲİμΝπλκάζγαθΝαπσΝηİζΫĲβΝεαδΝİιİζδεĲδεάΝπκλİέαΝĲβμΝ
ΜαγβηαĲδεάμΝ İπδıĲάηβμ,Ν βΝ ĲλέĲβΝ İέθαδΝ εαĲİικξάθΝ įκυζİδΪΝ εαδΝ απκĲΫζİıηαΝ ĲκυΝ
ΝκλίβΰκτΝ ηαγβηαĲδεκτΝ Sophus Lie (1842-1899),Ν ζέΰαΝ ζσΰδαΝ ΰδαΝ ĲκθΝ κπκέκΝ
αθαφΫλκθĲαδΝπαλαεΪĲπ. 

 

ǹλξδεσμΝ ıεκπσμΝ ΰδαΝ ĲβθΝ αθΪπĲυιβΝ ĲβμΝ γİπλέαμΝ ĲκυΝ άĲαθΝ βΝ ηİζΫĲβΝ ĲπθΝ
απİδλκİζΪξδıĲπθΝįλΪıİπθΝηδαμΝκηΪįαμΝıİΝηδαΝπκζζαπζσĲβĲαέΝǾΝηİζΫĲβΝĲκυΝαυĲάΝĲκθΝ
κįάΰβıİΝ ıĲβθΝ αθΪπĲυιβΝ ĲβμΝ ΫθθκδαμΝ ĲβμΝ κηΪįαμΝ δie,Ν βΝ κπκέαΝ İέξİΝ πμΝ φυıδεσΝ
İπαεσζκυγκΝĲκθΝκλδıησΝĲπθΝǹζΰİίλυθΝLie. 

 

ΠλΫπİδΝθαΝıβηİδπγİέΝσĲδΝεδθβĲάλδαΝįτθαηβΝΰδαΝĲβθΝΫλİυθαΝĲκυΝSophusΝδieΝαπκĲΫζİıİΝ
βΝγİπλέαΝĲκυΝEvariste Galois (1811-1κγβΨΝεαδΝβΝİθįİξσηİθβΝİπΫεĲαıάΝĲβμέ 
 

΢τηφπθαΝηİΝαιδσπδıĲİμΝπβΰΫμ,ΝκΝSophusΝδieΝγİπλκτıİΝĲκΝξİδηυθαΝĲκυΝ1κιγ-ιζΝπμΝ
ĲβθΝİπκξάΝπκυΝΰİθθάγβεİΝβΝγİπλέαΝĲκυέΝΌηπμ,ΝαλεİĲκέΝİλİυθβĲΫμΝĲβμΝ ΙıĲκλέαμΝĲπθΝ
ΜαγβηαĲδευθΝ πδıĲİτκυθΝ σĲδΝ βΝ γİπλέαΝ İέξİΝ άįβΝ κυıδαıĲδεΪΝ αθαπĲυξγİέΝ ĲαΝ
πλκβΰκτηİθαΝĲΫııİλαΝξλσθδαΝıİΝįδΪφκλİμΝİλΰαıέİμΝĲκυΝδieέΝΚΪπκδİμΝαπσΝĲδμΝαλξδεΫμΝ
δįΫİμΝ ĲκυΝδieΝ πλκάζγαθΝ ηΫıπΝ ĲβμΝıĲİθάμΝıυθİλΰαıέαμΝ ĲκυΝηİΝ ĲκθΝηİΰΪζκΝΓİληαθσΝ
ηαγβηαĲδεσΝFelix Klein (1849-1925). 

 

τΝδieΝ ıυθαθĲδσĲαθΝ ıİΝ εαγβηİλδθάΝ ίΪıβΝ ηİΝ ĲκθΝKleinΝ απσΝ ĲκθΝΟεĲυίλβΝ ĲκυΝ 1κθλΝ
ηΫξλδΝĲκΝ1κιβέΝΠαλσζαΝαυĲΪΝσηπμΝκΝέįδκμΝκΝδieΝαθαφΫλİδΝσĲδΝĲαΝετλδαΝαπκĲİζΫıηαĲαΝ
ĲβμΝ γİπλέαμΝ İηφαθέıĲβεαθΝ ıξİįσθΝ įİεαπΫθĲİΝ ξλσθδαΝ αλΰσĲİλα,Ν ĲκΝ 1κκζέΝ ΣκΝ 1κκζΝ
ΫθαμΝ θİαλσμΝ ΓİληαθσμΝ ηαγβηαĲδεσμ,Ν κΝ Friedrich Engel (1861-1λζ1ΨΝ ίκάγβıİΝ Ĳκθ 
δieΝ θαΝ İπİεĲİέθİδΝ εαδΝ θαΝ İεįσıİδ,Ν ıİΝ ĲλİδμΝ Ĳσηκυμ,Ν ĲβθΝ İλΰαıέαΝ ĲκυέΝ ΈθαμΝ ΪζζκμΝ
ηαγβηαĲδεσμΝπκυΝıυηηİĲİέξİΝıĲβΝıυΰΰλαφάΝεαδΝΫεįκıβΝĲπθΝίδίζέπθΝĲκυΝδieΝάĲαθΝκΝ
Georg Scheffers.  

 

ǾΝ αλξδεάΝ δįΫαΝ ĲκυΝ δieΝ άĲαθΝ θαΝ αθαπĲτιİδΝ ηδαΝ γİπλέαΝ ΰδαΝ ĲβΝ ıυηηİĲλέαΝ ĲπθΝ
įδαφκλδευθΝ İιδıυıİπθΝ ıİΝ αθαζκΰέαΝ ηİΝ ĲβΝ γİπλέαΝ ĲκυΝ ύaloisΝ ΰδαΝ ĲδμΝ αζΰİίλδεΫμΝ
İιδıυıİδμέΝǾΝγİυλβıβΝĲπθΝıυθİξυθΝκηΪįπθΝαπσΝĲκθΝRiemann,ΝκδΝ δįΫİμΝĲκυΝύaloisΝ
ΰδαΝ ĲβΝ ıυηηİĲλέα,Ν ĲκΝ ΫλΰκΝ ĲκυΝ JacobiΝ εαδΝ ĲκυΝ Poisson ıĲβΝ ΜβξαθδεάΝ εαδΝ βΝ
εαĲαθσβıβΝĲβμΝΓİπηİĲλέαμΝαπσΝĲβΝıεκπδΪΝĲπθΝΫλΰπθΝĲπθΝMobius , Grassmann εαδΝ
Plucker İπİθΫλΰβıαθΝıĲβΝįβηδκυλΰέαΝĲβμΝγİπλέαμΝĲκυΝδieέ  
 

ΠλΫπİδΝ θαΝ ıβηİδπγİέΝ σĲδΝ βΝ γİπλέαΝ ĲκυΝ δieΝ απκĲİζİέΝ αεσηβΝ İθİλΰσΝ εκηηΪĲδΝ ĲβμΝ
ηαγβηαĲδεάμΝΫλİυθαμέΝǹεσηβ,ΝπλΫπİδΝθαΝαθαφİλγİέΝσĲδΝκΝClaude Chevalley (1904 -

1λκζΨΝİέθαδΝαυĲσμΝπκυΝΫφİλİΝĲβΝγİπλέαΝĲκυΝδieΝıİΝıτΰξλκθβΝηαγβηαĲδεάΝΰζυııαέ 
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ΚİφΪζαδκΝ1 

ΓİθδεΫμΝΓλαηηδεΫμΝΟηΪįİμ 
 

 

 

 

 

 

1.1.ΟηΪįİμ 
 

ΠλδθΝιİεδθάıκυηİΝθαΝαıξκζκτηαıĲİΝηİΝκηΪįİμΝπδθΪεπθΝγαΝıξκζδΪıκυηİΝζέΰκΝ
ĲκΝαάĲβηαΝĲπθΝκηΪįπθΝıİΝΫθαΝΰİθδεσĲİλκΝπζαέıδκέΝǼΪθ,Νζκδπσθ,ΝυπκγΫıκυηİΝ
σĲδΝĲαΝΥΝεαδΝΤΝαπκĲİζκτθΝıτθκζα,ΝĲσĲİΝĲκΝțαȡĲİıȚαȞȩ ĲȠυȢ ȖȚȞȩȝİȞȠ ΥΝx Y 

κλέαİĲαδΝ πμΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ įδαĲİĲαΰηΫθπθ αİυΰυθΝ ሺx, yሻ ηİΝ x א X 

εαδ y א ΑέΝ ΈθαμΝ ίκζδεσμΝ ĲλσπκμΝ ΰδαΝ θαΝ πİλδΰλαφİέΝ αυĲσΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ
įδαĲİĲαΰηΫθπθ αİυΰαλδυθΝİέθαδ 
 X × Α = {ሺx, yሻ| x א X εαδ y א Α} 

 

εαδΝįδαίΪαİĲαδΝ«ΣκΝΚαλĲİıδαθσΝΰδθσηİθκΝΥΝx Y δıκτĲαδΝηİΝĲκΝıτθκζκΝσζπθΝ
ĲπθΝįδαĲİĲαΰηΫθπθΝαİυΰυθΝሺx, yሻ  ΫĲıδΝυıĲİΝĲκΝx θαΝαθάεİδΝıĲκΝΥΝεαδΝĲκΝy θαΝ
αθάεİδΝıĲκΝΤ». 

 

ΧμΝįȚȝİȜȒ πȡȐȟȘ λΝıİΝΫθαΝıτθκζκ S,Νκλέακυηİ ηδαΝıυθΪλĲβıβΝ 
 

λ: S × S → S 
 

ΓδαΝ παλΪįİδΰηα,Ν ΰδαΝ ΫθαΝ įδαĲİĲαΰηΫθκΝ αİτΰκμ ሺsଵ, sଶሻ ıĲκδξİέπθΝ ĲκυΝ S, βΝ λΝ
įέθİδ ΫθαΝ ΪζζκΝ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝ S,Ν ĲκΝ κπκέκΝ ΰλΪφİĲαδΝ πμΝ λሺsଵ, sଶሻ. ΈθαΝ Ϊζζκ 

παλΪįİδΰηα απκĲİζİέ ĲκΝıτθκζκΝℕ = {ͳ,ʹ,͵,ڮ } ĲπθΝφυıδευθΝαλδγηυθ,Ν πκυΝ
ΫξİδΝįτκΝπκζτΝΰθπıĲΫμΝįδηİζİέμ πλΪιİδμ ηΫıαΝĲκυέΝΣβθΝπλσıγİıβ,ΝπκυΝκįβΰİέΝ
ĲκΝ įδαĲİĲαΰηΫθκΝ αİτΰκμΝ ሺa, bሻ σζπθΝ ĲπθΝ φυıδευθΝ αλδγηυθΝ ıĲκθΝ φυıδεσΝ
αλδγησΝ a+b,Ν εαδΝ ĲκθΝ πκζζαπζαıδαıησΝ πκυΝ κįβΰİέΝ ĲκΝ įδαĲİĲαΰηΫθκΝ αİτΰκμΝሺa, bሻ σζπθΝĲπθΝφυıδευθΝαλδγηυθΝıĲκθΝφυıδεσΝαλδγησΝab. 
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Ολδıησμ 1.1.1. 

 

ΜδαΝȠȝȐįα G İέθαδΝΫθαΝıτθκζκΝG İφκįδαıηΫθκΝηİΝηδαΝįδηİζάΝπλΪιβ 

 �: G × G → G, 

 

δεαθκπκδυθĲαμΝıυΰεİελδηΫθİμΝδįδσĲβĲİμέΝΓδαΝθαΝĲκθδıĲκτθΝαυĲΫμΝκδΝδįδσĲβĲİμ,Ν
İέθαδΝ ίκζδεσΝ θαΝ υδκγİĲβγİέΝ ηδαΝ απζάΝ παλαįκξάέΝ ǹθĲέΝ ĲκυΝ �ሺa, bሻ,Ν γαΝ
ΰλΪφκυηİΝαπζυμΝab. 

 

΢υΰεİελδηΫθİμΝδįδσĲβĲİμΝĲβμΝπαλαπΪθπΝįδηİζκτμΝπλΪιβμμ 
 

i. ǾΝįδηİζάμΝπλΪιβ İέθαδΝπȡȠıİĲαȚȡȚıĲȚțȒ,Νįβζαįά, ΰδαΝεΪγİΝa, b, c א G, 

δıξτİδ 
 ሺabሻc = aሺbcሻ 
 

ΧǼΪθ İέξαηİΝ įδαĲβλάıİδΝ ĲβθΝ παλαįκξάΝ �ሺa, bሻ, ĲκΝ παλαπΪθπΝ γαΝ
ΰλΪφκθĲαθΝπμΝĲκυΝ�ሺ�ሺa, bሻ,c)=�ሺa, �ሺb, cሻሻ.) 
 

ii. ΤπΪλξİδΝΫθαΝȠυįȑĲİȡȠ ıĲκδξİέκΝe Ĳβμ GέΝǹυĲσΝıβηαέθİδΝππμΝΰδαΝεΪγİΝa א G,ΝΫξκυηİΝea = ae = a. 
 

iii. ΤπΪλξİδΝ βΝ δįδσĲβĲαΝ ĲβμΝ αȞĲȚıĲȡȠφȒȢ (αθĲδıĲλκφάΝ ΫξκυηİΝ σĲαθΝ πμΝ
πλΪιβΝπαέλθκυηİΝĲκθΝπκζζαπζαıδαıησέΝΓİθδεσĲİλα,ΝζΫηİΝππμΝĲκΝa γαΝ
ΫξİδΝıυȝȝİĲȡȚțȩ ıĲκδξİέκΝπμΝπλκμΝĲβθΝπαλαπΪθπΝįδηİζάΝπλΪιβΨέΝǹυĲσΝ
ıβηαέθİδΝππμΝΰδαΝεΪγİ a א G, υπΪλξİδΝ ΫθαΝıĲκδξİέκΝa′ א G,Ν ΫĲıδΝυıĲİΝaa′ = a′a = e. ΧΓδαΝ εΪγİΝ a א G ĲκΝ ıυηηİĲλδεσΝ ıĲκδξİέκΝ πμΝ πλκμΝ ĲκθΝ
πκζζαπζαıδαıησΝ İέθαδΝ ĲκΝ a′ = a−ଵ א G εαδΝ ζΫΰİĲαδΝ αθĲέıĲλκφκμΝ ĲκυΝa). 

 

iv. ΜδαΝκηΪįαΝG İέθαδΝαȕİȜȚαȞȒ, İΪθΝΰδαΝεΪγİΝa, b א G,ΝΫξκυηİΝab = ba. 
 

΢βηİδυθİĲαδΝσĲδΝ αθΝεαδΝ κδΝ δįδσĲβĲİμΝ (ii) εαδΝ (iii) αφάθκυθΝαθκδεĲσΝ ĲκΝ
İθįİξσηİθκΝθαΝυπΪλξκυθΝπİλδııσĲİλαΝĲκυΝİθσμΝκυįΫĲİλα ıĲκδξİέαΝεαδΝ
ππμΝ ΫθαΝ ıĲκδξİέκΝ ηπκλİέΝ θαΝ ξİδΝ παλαπΪθπΝ ĲκυΝ İθσμΝ ıυηηİĲλδεΪΝ
ıĲκδξİέα,Ν πıĲσıκ,Ν εαθΫθαΝ İεΝ ĲπθΝ İθįİξκηΫθπθΝ πκυΝ ησζδμΝ
αθαφΫλγβεαθΝįİθΝηπκλİέΝθαΝıυηίİέ. 
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ΠλσĲαıβΝ1.1.1  

ΜέαΝ κηΪįαΝG ΫξİδΝ ΫθαΝ αελδίυμΝ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκ εαδ εΪγİΝ a א G ΫξİδΝ Ϋθα    

αελδίυμΝıυηηİĲλδεσΝıĲκδξİέκ. 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ΤπκγΫĲκυηİΝσĲδΝĲαΝe εαδΝf İέθαδΝκυįΫĲİλα ıĲκδξİέαΝĲκυΝGέΝΣσĲİ 

 ef = fe = e ηδαμΝεαδΝĲκΝf İέθαδΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝεαδΝ ef = fe = f ηδαμΝεαδΝĲκΝe İέθαδΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκ 

 

ǼπκηΫθπμ,Νe = ef = f. 
 

ΤπκγΫĲκυηİΝσĲδΝĲαΝb εαδΝc İέθαδΝıυηηİĲλδεΪΝıĲκδξİέα ĲκυΝaέΝΣσĲİ 
 ab = ba = e εαδ ac = ca = e 
 

ǼπκηΫθπμ, b = eb = ሺcaሻb = cሺabሻ = ce = c. 
 

ΠαλαįİέΰηαĲα 

 

1. ΣκΝ ıτθκζκΝ ℤ = ڮ} ,−ʹ,−ͳ,Ͳ,ͳ,ʹ,ڮ } ĲπθΝ αεİλαέπθ, απκĲİζİέΝ ηέαΝ
κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ ĲβΝ įδηİζά πλΪιβ ĲβμΝ πλσıγİıβμΝ ΧĲκΝ ηβįΫθΝ απκĲİζİέΝ
κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝĲκυ ıυθσζκυΝεαδΝĲκΝıυηηİĲλδεσ ĲκυΝa İέθαδΝĲκΝ–a). 

 

2. ΣκΝıτθκζκ ℤ  įİθΝαπκĲİζİέΝηέαΝκηΪįαΝπμΝπλκμΝ ĲβΝįδηİζάΝπλΪιβ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝ Χβ įδηİζάμΝ πλΪιβ İέθαδΝ πλκıİĲαδλδıĲδεά εαδΝ ĲκΝ 1Ν
απκĲİζİέΝ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΨΝ αφκτ, İπέ παλαįİέΰηαĲδ,Ν įİθΝ υπΪλξİδΝ
ıυηηİĲλδεσΝıĲκδξİέκ ΰδαΝĲκΝβέ 

 

3. ΣκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ λβĲυθΝ αλδγηυθΝℚ απκĲİζİέΝ ηέαΝ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβ 

įδηİζάΝπλΪιβΝĲβμΝπλσıγİıβμ. 
 

4. ΣκΝıτθκζκΝℚ− {Ͳ} ΧσζκδΝκδΝηβΝηβįİθδεκέΝαλδγηκέΨ απκĲİζİέΝηέαΝκηΪįαΝ
πμΝπλκμΝĲβ įδηİζάΝπλΪιβΝĲκυΝπκζζαπζαıδαıηκτ. 

 

5. ℝ+ = {x א ℝ|x > Ͳ} İέθαδΝĲκΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝγİĲδευθΝπλαΰηαĲδευθΝ
αλδγηυθέΝ ǹπκĲİζİέΝ ηδαΝ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβ įδηİζάΝ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτ. 
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6. ℝ୬ = ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ įδαĲİĲαΰηΫθπθΝ n-Ϊįπθ πλαΰηαĲδευθΝ
αλδγηυθΝπμΝπλκμΝĲβθ παλαεΪĲπΝπλΪιβμΝ  

 

ǹθ  x = ሺxଵ, xଶ, ڮ , x୬ሻ εαδ 
 y = ሺyଵ, yଶ, ڮ , y୬ሻ,ΝĲσĲİ x + y = ሺxଵ + yଵ, xଶ + yଶ, ڮ , x୬ + y୬ሻ 

 

ΣκΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝ İέθαδΝ ĲκΝℴ = ሺͲ,Ͳ,ڮ ,Ͳሻ εαδΝ κΝ αθĲέγİĲκμ ĲκυΝx 

İέθαδΝΝĲκΝሺ−xଵ, −xଶ, ڮ ,−x୬ሻ 
 

7. ΈıĲπ ĲκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ ηİĲαγΫıİπθΝ ĲπθΝ ĲλδυθΝ ıĲκδξİέπθ S = {a, b, c}. 
ΣκΝS İέθαδΝΫθαΝıτθκζκΝηİΝĲλέαΝıĲκδξİέαΝĲαΝκπκέαΝıυηίκζέακθĲαδΝηİΝa, 

b, cέΝΈıĲπΝG ĲκΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝαηφδηκθκıάηαθĲπθΝαπİδεκθέıİπθ 

ΧıυθαλĲάıİπθΨΝπκυΝπΪθİΝαπσΝĲκΝS ıĲκΝSέΝΓδαΝπαλΪįİδΰηα,ΝβΝ f: S → S 
πκυΝ κλέαİĲαδΝ πμ fሺaሻ = b, fሺbሻ = c, fሺcሻ = a,Ν απκĲİζİέΝ ıĲκδξİέκΝ ĲβμΝ
GέΝ ΟλέακυηİΝ ηδαΝ įȚȝİȜȒ πȡȐȟȘ ıĲκΝG ηİΝ ĲκθΝ αεσζκυγκΝ Ĳλσπκμ ǼΪθΝf, g א G,ΝĲσĲİΝβ 

 f ל g: S → S 
 

κλέαİĲαδ πμΝ ሺf ל gሻሺaሻ = f(gሺaሻ൯ , ሺf ל gሻሺbሻ = f(gሺbሻ൯ , ሺf ל gሻሺcሻ =fሺgሺcሻሻέΝǾΝf ל g ηİĲαφλΪαİĲαδΝπμΝβΝİφαληκΰάΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝg ıĲκΝS 

εαδ, ΫπİδĲα,ΝπμΝβΝİφαληκΰάΝĲβμ f ıĲκΝg(S). ΈıĲπΝi: S → S, απκĲİζİέΝĲκΝ
κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝ Χiሺaሻ = a , iሺbሻ = b , iሺcሻ = cΨέΝ ǹυĲσΝ απκĲİζİέΝ ĲκΝ
κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝ ΰδαΝ ĲβθΝıυΰεİελδηΫθβΝ įδηİζάΝπλΪιβέΝǼπκηΫθπμ, βΝ
ıυθβγδıηΫθβΝαθĲδıĲλκφάΝ Ĳβμ f א G İέθαδΝβΝαθĲδıĲλκφάΝΰδαΝ Ĳβθ f πκυΝ
ıξİĲέαİĲαδΝ ηİΝ ĲβθΝ ıυΰεİελδηΫθβΝ įδηİζάΝ πλΪιβέΝ Άλα,Ν ĲκΝG απκĲİζİέΝ
κηΪįαέΝ ΟθκηΪαİĲαδΝ ıυȝȝİĲȡȚțȒ ȠȝȐįα πΪθπΝ ıĲαΝ {a, b, c} ΧάΝ απζΪΝ
ıυηηİĲλδεάΝκηΪįαΝπΪθπΝıİΝĲλέαΝıĲκδξİέαΨέ 
 

8. ǾΝıυηηİĲλδεάΝκηΪįα n-ĲΪιβμ,ΝıυηίκζδεΪΝS୬ İέθαδΝĲκΝıτθκζκΝĲπθΝ1-1 

εαδΝ İπέΝ απİδεκθέıİπθΝ ĲκυΝ ıυθσζκυΝ T୬ = {ͳ,ʹ,ڮ , n} ηİΝ πλΪιβΝ ĲβθΝ
ıτθγİıβΝαπİδεκθέıİπθέ 

 

ΠαλαĲάλβıβ 

΢ĲαΝπαλαįİέΰηαĲαΝπαλαπΪθπ,ΝĲαΝ(1), (3), (4), (5) εαδΝ(6) απκĲİζκτθΝαίİζδαθΫμΝ
κηΪįİμ,Ν αζζΪΝ βΝ ıυηηİĲλδεάΝ κηΪįαΝ πΪθπΝ ıİΝ ĲλέαΝ ıĲκδξİέαΝ įİθΝ απκĲİζİέΝ
αίİζδαθάΝκηΪįαέ 

 



Ειɷικές Οʅάɷɸς Πιʆάκωʆ 

 

13 

 

Ολδıησμ 1.1.3 

ΈıĲπΝ κδΝ (G, לሻ εαδΝ (H, כሻ απκĲİζκτθΝ κηΪįİμέΝ ΜδαΝ ıυθΪλĲβıβΝ σ: G → H 

απκĲİζİέΝȠȝȠȝȠȡφȚıȝȩ,ΝİΪθΝΰδαΝεΪγİΝa, b ĲκυΝG ΫξκυηİΝ σሺa ל bሻ = σሺaሻ כ σሺbሻ 
 

ǹπζκυıĲİτκθĲαμΝ ĲκθΝ παλαπΪθπΝ κλδıησ,Ν ηπκλκτηİΝ πλυĲαΝ θαΝ
πκζζαπζαıδΪıκυηİΝĲαΝa εαδΝb ΧξλβıδηκπκδυθĲαμΝĲβθΝįδηİζάΝπλΪιβΝıĲκΝGΨΝεαδΝ
ηİĲΪΝθαΝαπİδεκθέıκυηİΝĲκΝπαλαπΪθπΝαπκĲΫζİıηαΝηΫıπΝĲβμΝıυθαλĲάıİπμΝıΝάΝ
ηπκλκτηİΝ θαΝ απİδεκθέıκυηİΝ ĲαΝ a εαδΝ b ıĲκΝ ǾΝ ηΫıπΝ ĲβμΝ ıΝ εαδΝ ΫπİδĲαΝ θαΝ
πκζζαπζαıδΪıκυηİ ηİΝĲβθΝπλΪιβΝĲκυΝǾέΝΣκΝαπκĲΫζİıηαΝİέθαδΝĲκΝέįδκΝεαδΝηİΝ
ĲκυμΝįτκΝĲλσπκυμέΝ 

 

ΠλσĲαıβΝ1.1.2 

Έθαμ κηκηκλφδıησμΝσ: G → H πΪθĲαΝıĲΫζθİδ ĲκΝ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝ İθσμΝ
ıυθσζκυΝ ıĲκ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκ ĲκυΝ ΫĲİλκυΝ ıυθσζκυ εαδΝ ĲκΝ ıυηηİĲλδεσ 

ıĲκδξİέκ ĲκυΝİθσμΝıυθσζκυ ıĲκ ıυηηİĲλδεσ ıĲκδξİέκ ĲκυΝΫĲİλκυΝıυθσζκυ. 

ǹπσįİδιβ 

ΈıĲπΝe, e΄ απκĲİζκτθΝĲαΝκυįΫĲİλα ıĲκδξİέαΝĲπθΝG εαδΝH αθĲέıĲκδξαέΝΈξκυηİΝσሺeሻ = σሺeeሻ = σሺeሻσሺeሻ εαδΝβΝσሺeሻ ΫξİδΝ ΫθαΝıυηηİĲλδεσΝıĲκδξİέκ,Ν ΫıĲπΝh, 

ıĲκΝǾέΝΆλα, e′ = hσሺeሻ = hσሺeሻσሺeሻ = σሺeሻ. 
ΓδαΝa א G,ΝİξκυηİΝ σሺaሻσሺa′ሻ = σሺaa′ሻ = σሺeሻ = e′, 
įİέξθκθĲαμΝΫĲıδΝσĲδΝσሺa′ሻ = ሺσሺaሻሻ′. 
 

ΈθαμΝκηκηκλφδıησμΝκθκηΪαİĲαδΝİπȓ, İΪθΝσሺGሻ = HέΝǼΪθΝκλέıκυηİΝσ:ℝ → ℝଶ 

(ℝ = πλκıγİĲδεάΝκηΪįαΝπλαΰηαĲδευθΝαλδγηυθ,Νℝଶ σππμΝıĲκΝπαλΪįİδΰηαΝΧθΨΝ
παλαπΪθπΨΝΫĲıδΝυıĲİΝσሺxሻ = ሺx, xሻ,ΝĲσĲİΝβΝıΝαπκĲİζİέΝκηκηκλφδıησΝαζζΪΝįİθΝ
İέθαδΝİπέ įδσĲδΝβΝıΧℝΨΝαπκĲİζİέ απζυμΝĲβθΝįδαΰυθδκΝΰλαηηάΝıĲκΝℝଶέΝǹζζΪΝβΝɏ:ℝ ଶ → ℝ  πκυΝκλέαİĲαδΝπμ ɏሺx, yሻ = x,ΝαπκĲİζİδΝΫθαθΝİπέ κηκηκλφδıησέ 
ΈθαμΝ κηκηκλφδıησμΝσ: G → H κθκηΪαİĲαδΝȝȠȞȠȝȠȡφȚıȝȩȢ İΪθΝσሺaሻ = σሺbሻ 
ıυθİπΪΰİĲαδ πΪθĲαΝa = bέΝΧπκĲΫΝįυκΝįδαφκλİĲδεΪΝıĲκδξİέαΝįİθΝαπİδεκθέακθĲαδΝ
ıĲκΝέįδκΝıβηİέκΨΝΜİλδεΫμΝφκλΫμ,ΝαυĲσΝκθκηΪαİĲαδΝΫθαΝπλκμΝΫθα (1-1).  
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ΓδαΝ παλΪįİδΰηα,Ν βΝ απİδεσθδıβΝ σ:ℝ → ℝ ሺσሺxሻ = ሺx, xሻሻ απκĲİζİέΝ
ηκθκηκλφδıησ,Ν İθυ βΝ απİδεσθδıβ  ɏ: ℝ ଶ → ℝ ሺɏሺx, yሻ = x) įİθΝ απκĲİζİέΝ
ηκθκηκλφδıησέ 

ΟΝ κηκηκλφδıησμΝ πκυΝ İέθαδΝ ĲαυĲσξλκθαΝ ηκθκηκλφδıησμΝ εαδΝ İπέΝ κθκηΪαİĲαδΝ
ȚıȠȝȠȡφȚıȝȩȢ. ǹθΝĲκΝγΫıκυηİΝεΪĲπΝαπσΝηδαΝįδαφκλİĲδεάΝκπĲδεάΝΰπθέα,ΝįτκΝ
δıκηκλφδεΫμΝκηΪįİμΝαπκĲİζκτθΝıĲβθΝπλαΰηαĲδεσĲβĲαΝĲβθΝέįδαΝκηΪįα,ΝαεσηαΝ
εαδΝ αθΝ κλέακθĲαδΝ εΪĲπΝ απσ ξĲυπβĲΪΝ įδαφκλİĲδεΫμΝ ıυθγάεİμέΝ ΣκΝ παλαεΪĲπΝ
απκĲİζİέΝΫθαΝεζαııδεσΝπαλΪįİδΰηαΝαυĲκτΝπκυΝησζδμΝζΫξγβεİέ 

ΠαλΪįİδΰηα 

ΈıĲπΝσĲδΝβΝℝ İέθαδΝβΝπλκıγİĲδεάΝκηΪįαΝσζπθΝĲπθΝπλαΰηαĲδευθΝαλδγηυθΝεαδΝ
σĲδ βΝℝ+ ΧίζΫπİΝπαλΪįİδΰηαΝΧηΨΝπαλαπΪθπΨΝİέθαδΝβΝπκζζαπζαıδαıĲδεάΝκηΪįαΝ
σζπθΝĲπθΝγİĲδευθ πλαΰηαĲδευθΝαλδγηυθέΝΈıĲπ,Νİπέıβμ, a ΫθαμΝκπκδκıįάπκĲİΝ
πλαΰηαĲδεσμΝαλδγησμΝηİΰαζτĲİλκμΝĲκυΝ1έΝΟλέαπ σ:ℝ → ℝ+ 

ΫĲıδΝυıĲİ, σሺxሻ = a୶ 
ǼπκηΫθπμ,ΝβΝıυθΪλĲβıβΝıΝαπκĲİζİέΝκηκηκλφδıησΝĲβμΝηκλφάμΝ σሺx + yሻ = a୶+୷ = a୶a୷ = σሺxሻσሺyሻ 
ǼπέıβμΝ βΝ ıΝ απκĲİζİέΝ ηκθκηκλφδıησέΝ Ιıξτİδ,Ν įβζαįά,Ν σሺxሻ = σሺyሻέΝ ǹυĲσΝ
ıβηαέθİδΝ σĲδΝ a୶ = a୷ εαδΝ ΪλαΝ a−୷a୶ = a−୷a୷ = ͳ εαδΝ a୶−୷ = ͳ ĲκΝ κπκέκΝ
ıυθİπΪΰİĲαδΝx − y = Ͳ ɛ x = y. ǼπδπλκıγΫĲπμ,ΝβΝıυθΪλĲβıβΝıΝİέθαδΝİπέέΝǼπέΝ
ĲκτĲκυ,Ν İΪθΝ y İέθαδΝ ΫθαμΝ κπκδκıįάπκĲİ γİĲδεσμΝ πλαΰηαĲδεσμΝ αλδγησμ ΫĲıδΝ
υıĲİΝ x = loga y,Ν ĲσĲİΝ αυĲσμ ΫξİδΝ ĲβθΝ δįδσĲβĲαΝ a୶ = yέΝ ΆλαΝ κδΝ įτκΝ αυĲΫμΝ
κηΪįİμΝİέθαδΝδıκηκλφδεΫμέ 
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1.2.΢υηαĲα,ΝΣİĲλαįδεκέΝαλδγηκέΝΧquaternions) 

 

Ολδıησμ 1.2.1 

 

Σȫȝα Κ κθκηΪαİĲαδΝ ΫθαΝ ıτθκζκΝ ıĲκΝ κπκέκΝ κλέακθĲαδΝ κδ πλΪιİδμΝ Ĳβμ 
πλσıγİıβμΝεαδΝĲκυΝπκζζαπζαıδαıηκτΝδεαθκπκδυθĲαμΝĲαΝαιδυηαĲα: 

 

i. ǾΝκηΪįαΝK απκĲİζİέΝ αίİζδαθάΝ κηΪįα πμΝ πλκμΝ Ĳβ įδηİζάΝ πλΪιβΝ ĲβμΝ
πλσıγİıβμ εαδΝηİΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝĲκΝίέ 
 

ii. ǾΝ Κ − {Ͳ} απκĲİζİέ αίİζδαθάΝ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβ įδηİζάΝ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτ. 

 

iii. ΟΝπκζζαπζαıδαıησμΝİέθαδΝİπδηİλδıĲδεσμΝπμΝπλκμΝĲβθΝπλσıγİıβ,Ναφκτ 

 aሺb + cሻ = ab + ac. 
 

ΠαλαįİέΰηαĲα 

 

ΟδΝλβĲκέΝαλδγηκέΝℚ εαδΝκδΝπλαΰηαĲδεκέΝαλδγηκέΝℝ απκĲİζκτθΝıυηαĲα,ΝηİΝĲδμΝ
ΰθπıĲΫμΝ πλΪιİδμΝ ĲβμΝ πλσıγİıβμΝ εαδΝ ĲκυΝ πκζζαπζαıδαıηκτέ ΜπκλκτηİΝ θαΝ
κλέıκυηİΝ ĲκΝ ıτθκζκ ℝଶ ΫĲıδΝ υıĲİΝ θαΝ ΰέθİδ ıυηα ℂ ΧηδΰαįδεκέΝ αλδγηκέΨΝ ηİΝ
ίΪıβΝĲκθΝαεσζκυγκΝĲλσπκέΝΈıĲπΝሺxଵ, xଶሻ εαδ ሺyଵ, yଶሻ įτκΝįδαĲİĲαΰηΫθαΝαİτΰβΝ
πλαΰηαĲδευθΝαλδγηυθέΝΟλέακυηİΝሺxଵ, xଶሻ + ሺyଵ, yଶሻ = ሺxଵ + yଵ, xଶ + yଶሻ εαδΝ
ίζΫπκυηİΝ σĲδΝ αυĲάΝ βΝ πλΪιβΝ ηİĲαĲλΫπİδΝ Ĳβθ ℝଶ ıİΝ αίİζδαθάΝ κηΪįαέΝ
ΤπκγΫĲκθĲαμΝσĲδΝΰδαΝĲκθΝπκζζαπζαıδαıησΝįκεδηΪακυηİΝ 
 ሺxଵ, xଶሻሺyଵ, yଶሻ = ሺxଵyଵ, xଶyଶሻ. 

 

ΈπİδĲα,ΝγαΝΫξκυηİ 
 ሺͳ,ͲሻሺͲ,ͳሻ = ሺͲ,Ͳሻ 
 

Συλα,ΝĲκΝሺͲ,Ͳሻ İέθαδΝĲκΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝĲβμΝπλσıγİıβμΝεαδΝγαΝΫξκυηİΝįτκΝ
ηβΝ ηβįİθδεΪΝ ıĲκδξİέαΝ ıĲκθΝ  ℝଶ ηİΝ ηβįİθδεσΝ ΰδθσηİθκέΝ ΣκΝ απκĲΫζİıηαΝ įİθΝ
απκĲİζİέ,Νσηπμ,Νıυηα,ΝıτηφπθαΝεαδΝηİΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝπλσĲαıβέ 
 

ΠλσĲαıβΝ1έβέ1 

 

΢İΝıυηα K,ΝİΪθ a ≠ Ͳ  εαδΝb ≠ Ͳ,ΝĲσĲİΝab ≠ Ͳ 
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ǹπσįİδιβ 

 

ǼΪθΝa ≠ Ͳ,Ν ĲσĲİΝa א K − {Ͳ} ĲκΝκπκέκ,ΝηİΝίΪıβΝĲβθΝ δįδσĲβĲαΝ Χii) παλαπΪθπ,Ν
γİπλİέĲαδΝ σĲδΝ απκĲİζİέΝ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβ įδηİζάΝ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτέΝΆλαΝυπΪλξİδΝΫθα a−ଵ πκυΝαθάεİδΝıĲκΝK − {Ͳ},ΝĲΫĲκδκΝυıĲİΝa−ଵa = ͳ ΧπκζζαπζαıδαıĲδεάΝĲαυĲσĲβĲαΨέΝΆλαΝİΪθΝab = Ͳ,ΝΫξκυηİ 
 a−ଵሺabሻ = a−ଵሺͲሻ = Ͳ 

 

αζζΪΝa−ଵሺabሻ = ሺa−ଵaሻb = ͳb = Ͳ ΪλαΝb = Ͳ. 

 

ǾΝπαλαįκξάΝ ĲβμΝ πλσĲαıβμΝ 1έβέ1 İέθαδΝ δıκįτθαηβΝ ηİΝ ĲβθΝ παλαįκξάΝ σĲδΝ ȑȞα 
ıȫȝα įİȞ ȑχİȚ įȚαȚȡȑĲİȢ ĲȠυ ί (ȝȘįİȞȠįȚαȚȡȑĲİȢ). 
 

ΆλαΝĲκΝİλυĲβηαΝπκυΝΪηİıαΝπλκετπĲİδΝΫξİδΝθαΝεΪθİδΝηİΝĲκΝππμ ηπκλκτηİΝθαΝ
ηİĲαĲλΫοκυηİΝ Ĳκ ℝଶ ıİΝ ıυηα. ΓδαΝ θαΝ απαθĲάıκυηİΝ ıİΝ αυĲσΝ πλΫπİδΝ θαΝ
ιİεδθάıκυηİΝθαΝįκυζİτκυηİΝηİΝĲβθΝıξΫıβ 

 ሺa, bሻሺc, dሻ = ሺac − bd, ad + bcሻ. 
 

ΠλΫπİδΝ πλυĲαΝ θαΝ İπδίİίαδυıκυηİΝ σĲδΝ αυĲάΝ İέθαδΝ İπδηİλδıĲδεάΝπμΝ πλκμΝ ĲβθΝΝ
πλσıγİıβ 

 ሺa, bሻ(ሺc, dሻ + ሺe, fሻ൯ = ሺa, bሻ(ሺc + e, d + fሻ൯ = (aሺc + eሻ − bሺd + fሻ, aሺd + fሻ + bሺc + eሻ൯. 
 

ǹυĲσΝ πλΫπİδΝ θαΝ İέθαδΝ έıκΝ ηİΝ ሺa, bሻሺc, dሻ + ሺa, bሻሺe, fሻέΝ ǾΝ ĲİζİυĲαέαΝ ıξΫıβΝ
δıκτĲαδΝ ηİ ሺac − bd, ad + bcሻ + ሺae − bf, af + beሻ εαδΝ ΪλαΝ İτεκζαΝ
απκįİδεθτİĲαδΝ σĲδΝ İέθαδΝ έıαέΝ ǼπκηΫθπμ,Ν πλΫπİδΝ θαΝ įİδξγİέΝ σĲδΝ İΪθΝ ሺa, bሻ ≠ሺͲ,Ͳሻ,  ĲσĲİΝ γαΝ υπΪλξİδΝ πκζζαπζαıδαıĲδεσμΝ αθĲέıĲλκφκμέΝ ΈıĲπ ሺa, bሻ ≠ሺͲ,Ͳሻ ⟺ aଶ + bଶ ≠ Ͳ. ΢İΝ αυĲάθΝ ĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ ξλİδΪαİĲαδΝ θαΝ ίλκτηİΝ
πκζζαπζαıδαıĲδεσΝαθĲέıĲλκφκ ΰδαΝĲαΝሺa, bሻέΝΠλκφαθυμΝεαĲαζαίαέθκυηİΝσĲδΝ
ĲκΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκ İέθαδΝĲκΝሺͳ,Ͳሻ εαδΝ 
 ሺa, bሻ ( aaଶ + bଶ , −baଶ + bଶ) = ሺͳ,Ͳሻ 
 

σππμΝ ηπκλκτηİΝ θαΝ İπδίİίαδυıκυηİέΝΆλαΝ ηİĲαĲλΫοαηİΝ ĲκΝ  ℝଶ ıİΝ ıυηα,Ν ĲκΝ
κπκέκΝεαδΝıυηίκζέακυηİΝηİΝℂ εαδΝκθκηΪαİĲαδΝȝȚȖαįȚțȠȓ αȡȚșȝȠȓ. 
 

ΈθαμΝ απζσμΝ ηθβηκθδεσμ εαθσθαμ,Ν ΫĲıδΝ υıĲİΝ θαΝ γυησηαıĲİΝ ĲκθΝ
πκζζαπζαıδαıησΝıĲκΝℂ,ΝİέθαδΝκΝπαλαεΪĲπέΝΓλΪφκυηİ ሺa, bሻ = a + ib άΝa + bi 
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εαδΝ γİπλκτηİΝ σĲδ αυĲΪΝ İέθαδΝ πκζυυθυηαΝ ĲκυΝ i,Ν İθυΝ ΰθπλέακυηİΝ εαδΝ σĲδ 
δıξτİδ iଶ = −ͳ έΝΆλα, 

 ሺa + ibሻሺc + idሻ = ac + aid + ibc + ibid = ac + iad + ibc + iଶbd = ሺac − bdሻ + iሺad + bcሻ. 
  

ΜπκλκτηİΝθαΝγİπλάıκυηİΝσĲδΝĲκ ℝ απκĲİζİέΝυπσıπηα Ĳκυ ℂ υπκγΫĲκθĲαμ σĲδ 
 

ΣκΝx א ℝ İέθαδΝĲβμ ηκλφάμΝx + iͲ 

 

ΈπİδĲαΝİΪθΝx, y א ℝ,ΝΫξκυηİ 
 x + y = x + iͲ + y + iͲ = ሺx + yሻ + iͲ xy = ሺx + iͲሻሺy + iͲሻ = ሺxyሻ + iͲ. 

 

ΆλαΝΫξκυηİΝπΪλİδΝĲκΝıυηαΝℝ ıαθΝσζαΝİεİέθαΝĲαΝሺx, Ͳሻ πκυΝαθάεκυθΝıĲκ ℝଶ 

εαδΝ İπİεĲİέθαηİΝ ĲδμΝ πλΪιİδμ Ĳκυ ℝ ıĲκ ℝଶ ΰδαΝ θαΝ πΪλκυηİΝ ĲκΝ ıυηα πκυΝ
αβĲκτıαηİέ 
ΠαλαεΪĲπΝ γαΝ πλκıπαγάıκυηİΝ θαΝ İπİεĲİέθκυηİΝ ĲκΝ ıυηα Ĳκυ ℝଶ ıİΝ ıυηα 

ıĲκθ ℝଷ. 

 

ΠλσĲαıβΝ1έβέβ 

 

ΟδΝπλΪιİδμΝıĲκ ℂ įİθΝηπκλκτθΝθαΝİπİεĲαγκτθΝΫĲıδΝυıĲİΝĲκ ℝଷ θαΝηİĲαĲλαπİέΝ
ıİΝıυηα. 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ΠαέλθκυηİΝĲαΝįδαθτıηαĲα ίΪıβμ 1, i, j ΫĲıδΝυıĲİΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝĲκυΝ  ℝଷ θαΝ
ηπκλİέΝθαΝΰλαφİέΝεαĲΪ ηκθαįδεσΝĲλσπκΝπμΝa + ib + jc Ɋɂ a, b, c א ℝ . 
ΆλαΝ İΪθΝ πλκıπαγάıκυηİΝ θαΝ εΪθκυηİΝ ηδαΝ İπΫεĲαıβΝ ĲβμΝ πλΪιβμΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝ απ’Ĳκ ℂ, πλΫπİδΝ θαΝ ΫξκυηİΝ ij = a + ib + jc  ΰδα ĲλİέμΝ
πλαΰηαĲδεκτμΝαλδγηκτμΝa, b, cέΝǹζζΪΝĲσĲİΝiሺijሻ = ia + iଶb + ijc ΪλαΝ 
 −j = ia − b + ijc −j = ia − b + ሺa + ib + jcሻc −j = ሺac − bሻ + iሺa + bሻ + jcଶ. 

 

ǹυĲσΝ ıυθİπΪΰİĲαδΝ σηπμΝ σĲδΝ cଶ = −ͳ  įδαοİτįκθĲαμΝ ΫĲıδΝ ĲβθΝ υπσγİıβΝ σĲδΝc א ℝ. 
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ΣκΝ ευλδσĲİλκΝ ıυηπΫλαıηαΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ απσįİδιβμΝ İέθαδΝ σĲδΝ αθΝ
δıξυλδıĲκτηİΝ ππμΝ ĲκΝ ΰδθσηİθκΝ ij αθάεİδΝ ıĲκθΝ  ℝଷ,Ν γαΝ αθĲδηİĲππέıκυηİΝ
πλκίζάηαĲαέΝ ǹυĲσΝ ίΫίαδαΝ İέθαδΝ ıχİįȩȞ αζβγΫμέΝ ΜπκλκτηİΝ θαΝ κλέıκυηİΝ
πκζζαπζαıδαıησΝıĲκθ ℝସ πκυΝθαΝ δεαθκπκδİέΝ ĲδμΝπαλαπΪθπΝıυθγάεİμ (iΨΝεαδΝ
(iii) ΰδαΝΫθαΝıυηα αζζΪΝγαΝπλΫπİδ θαΝαθĲδεαĲαıĲάıκυηİΝĲβθΝΧiiΨΝαπσΝηέαΝΧiiΨ΄ 
πκυΝ θαΝ ζΫİδΝ σĲδΝ βΝ K − {Ͳ} απκĲİζİέ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβθ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτ,Ν χωȡȓȢ παȡȐȜȜȘȜα Ȟα απȠĲİȜİȓ αȕİȜȚαȞȒ ȠȝȐįα. 

ΠαλαεΪĲπΝπİλδΰλΪφκυηİΝĲκΝπυμΝηπκλİέΝθαΝΰέθİδΝαυĲσέ 
 

ΠαέλθκυηİΝĲαΝįδαθτıηαĲαΝίΪıβμΝ1, i, j, k πκυΝαθάεκυθΝıĲκθΝ ℝସ εαδΝκλέακυηİΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 ΆλαΝĲκΝ1ΝζİδĲκυλΰİέΝπμ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκ,Νij = k, ji = −k, εĲζέ 

ǹυĲσΝηαμΝįİέξθİδΝπυμΝθαΝπκζζαπζαıδΪακυηİΝĲİĲλΪįİμΝπλαΰηαĲδευθΝαλδγηυθ: 

 ሺa + ib + jc + kdሻሺx + iy + jz + kwሻ = ሺax − by − cz − dwሻ 
 +iሺay + bx + cw − dzሻ + jሺaz + cx + dy − bwሻ 
 +kሺaw + dx + bz − cyሻ. 

 

ΣκΝ  ℝସ ηİΝ αυĲκτμ ĲκυμΝ πκζζαπζαıδαıηκτμ κθκηΪαİĲαδΝ ȠȝȐįα ĲİĲȡαįȚțȫȞ 
αȡȚșȝȫȞ (quaternions). Ǽπέıβμ,ΝĲκΝıτθκζκΝ  ℝସ,ΝπμΝįδαθυıηαĲδεσμΝξυλκμ ηİΝ
ĲκθΝ παλαπΪθπΝ πκζζαπζαıδαıησ, ΰέθİĲαδΝ ΪζΰİίλαΝ ηβΝ ηİĲαγİĲδεά. ǼέθαδΝ
İτεκζκΝ θαΝ απκįİέικυηİΝ σĲδΝ σθĲπμΝ İπİεĲİέθİĲαδΝ βΝ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝıĲκ ℂ, παέλθκθĲαμΝc = 0 = d εαδΝz = 0 = w ıĲκθΝπαλαπΪθπΝ
Ĳτπκ. ΣαΝĲλκπκπκδβηΫθαΝαιδυηαĲαΝΰδαΝĲαΝπİįέαΝ(i), (iii), (iiΨ΄ απκįİδεθτκθĲαδ 
İτεκζα, İεĲσμ ησθκΝ απσΝ ĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ ĲκυΝ θαΝ įİέικυηİΝ σĲδΝ εΪγİΝ ηβΝ
ηβįİθδεσμ ĲİĲλαįδεσμΝαλδγησμ Ϋξİδ αθĲέıĲλκφκέΝΧıĲσıκ,ΝİΪθ 

 q = a + ib + jc + bd 

 

įİθΝ İέθαδΝ ĲκΝ ηβįΫθΝ ΧͲ + iͲ + jͲ + kͲΨΝ ĲσĲİΝ aଶ + bଶ + cଶ + dଶ ≠ Ͳ εαδΝ
γΫĲκυηİ 
 

 1 i j k 

1 1 i j k 

i i -1 k -j 

j j -k -1 i 

k k j -i -1 
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q−ଵ = a − ib − jc − kdaଶ + bଶ + cଶ + dଶ 

 

εαδΝΫĲıδΝαπκįİέιαηİΝσĲδ  qq−ଵ = ͳ = q−ଵq  

 

ΤπΪλξκυθΝıυΰεİελδηΫθİμΝ«εαĲαıεİυΫμ» πκυΝγΫζκυηİΝθαΝεΪθκυηİΝΰδαΝĲα ℝ, ℂ 

εαδΝĲκυμΝĲİĲλαįδεκτμΝαλδγηκτμΝΧĲκυμΝκπκέκυμ εαδΝıυηίκζέακυηİΝηİΝℍΨ,ΝκπσĲİΝ
ΰδαΝθαΝαθαφİλγκτηİΝıİΝαυĲΫμΝγαΝΰλΪφκυηİΝ 
 K א {ℝ, ℂ, ℍ}. 

 

1.3.ǻδαθτıηαĲαΝεαδΝΠέθαεİμ 
 

ΓδαΝȥ א {ℝ, ℂ,ℍ} ΫıĲπΝK୬ İέθαδΝĲκΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝįδαĲİĲαΰηΫθπθΝθδκıĲυθΝ
ıĲκδξİέπθΝĲκυ K. ΟλέακυηİΝĲβθΝπλσıγİıβΝıĲκΝK୬ πμ 
  x = ሺxଵ, xଶ, ڮ , x୬ሻ        y = ሺyଵ, yଶ, ڮ , y୬ሻ 

 x + y = ሺxଵ + yଵ, xଶ + yଶ, ڮ , x୬ + y୬ሻ. 
 

ǹπσΝ ĲαΝ παλαπΪθπ,Ν βΝ K୬ ηπκλİέΝ θαΝ ηİĲαĲλαπİέΝ ıİΝ αίİζδαθάΝ κηΪįαΝ ηİΝ
κυįΫĲİλκΝıĲκδξİέκΝĲκΝℴ = ሺͲ,Ͳ,ڮ ,Ͳሻ. 
 

ΓδαΝc א K,Νκλέακυηİ 
 cx = ሺcxଵ, cxଶ, ڮ , cx୬ሻ   
 

εαδΝ ΫĲıδΝ βΝK୬ ηİĲαĲλΫπİĲαδΝ ıİΝ įδαθυıηαĲδεσΝ ξυλκΝ πΪθπΝıĲκΝK ΧΰδαΝK = ℍ 

πλΫπİδΝ θαΝ ĲλκπκπκδάıκυηİΝ ĲκθΝ ıυθάγβΝ κλδıησΝ πκυΝ υπκıĲβλέαİδΝ σĲδΝ Ĳκ K 

απκĲİζİέΝıυηα) 

 

Ολδıησμ 1.3.1 

 

ǾΝ απİδεσθδıβ K୬ �→ K୬ κθκηΪαİĲαδ ȖȡαȝȝȚțȒ, αθΝ ΰδαΝ εΪγİ c, d א K εαδΝx, y א K୬,Νδıξτİδ: 
 �ሺܿݔ + ሻݕ݀ = ܿ�ሺݔሻ + ݀�ሺݕሻ            
 

Ιıκįτθαηα, αθΝδıξτκυθ: 
 �ሺx + yሻ = �ሺxሻ + �ሺyሻ, ΰδαΝεΪγİ x, y א K୬ 

 �ሺcxሻ = ܿ�ሺxሻ,ΝΰδαΝεΪγİΝc א K εαδΝx א K୬ 
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ΠλσĲαıβΝ1έγέ1 

ǼΪθΝK୬ �→ K୬ ψ→K୬ απκĲİζκτθΝ εαδΝ κδΝ įτκΝ ΰλαηηδεΫμΝ απİδεκθέıİδμ,Ν ĲσĲİΝ εαδΝ
 ψ ל � απκĲİζİέΝΰλαηηδεάΝαπİδεσθδıβ. 

ǹπσįİδιβ ሺψ ל �ሻሺcx + dyሻ = οሺc�ሺxሻ + d�ሺyሻሻ = cሺψ ל � ሻሺxሻ + dሺψ ל �ሻሺyሻ. 
 

Ολδıησμ 
 

ΣκΝM୬ሺKሻ İέθαδΝĲκΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝn × n πδθΪεπθΝηİΝıĲκδξİέαΝπκυΝαθάεκυθΝ
ıĲκΝK. 

 

ǼΪθ M א M୬ሺKሻ, M = (m୧୨൯ , ሺm୧୨ א Kሻ ηπκλκτηİΝθαΝκλέıκυηİΝηδαΝΰλαηηδεάΝ
απİδεσθδıβ Ĳβμ ηκλφάμΝ�ሺMሻ ΫĲıδΝυıĲİΝθαΝδıξτİδ 
 �ሺMሻሺxଵ,ڮ , x୬ሻ = ሺxଵ      x୬ሻ(m୧୨൯ ڮ 
 

σπκυΝκΝπκζζαπζαıδαıησμΝπδθΪεπθΝİθĲκπέαİĲαδ ıĲαΝįİιδΪέΝΠκζζαπζαıδΪακυηİΝ
ΫθαθΝ ͳ × n πέθαεαΝ ηİΝ ΫθαθΝ n × n πέθαεαΝ ΫĲıδΝ υıĲİΝ θαΝ įκγİέ Ϋθαμ ͳ × n 

πέθαεαμέΝΠλκφαθυμ,ΝκΝπέθαεαμΝπκυΝπλκετπĲİδΝİέθαδΝΰλαηηδεσμέ 
 �ሺMሻሺcx + dyሻ = ሺcx + dyሻ(m୧୨൯ = cሺxଵڮ x୬ሻ(m୧୨൯ + dሺyଵ   . y୬ሻ(m୧୨൯ ڮ 
 

Υλβıδηκπκδκτηİ,ΝĲυλα,ΝįδαθτıηαĲαΝΰλαηηυθΝαθĲέΝįδαθυıηΪĲπθΝıĲβζυθ įȚȩĲȚ 
įİȞ ȑχȠυȝİ πȚα ĲȘȞ įυȞαĲȩĲȘĲα İπȚȜȠȖȒȢ σĲαθΝK = ℍέΝΜİĲαĲλΫοαηİ,Νζκδπσθ, 
ĲκΝℍ୬ ıİΝįδαθυıηαĲδεσΝξυλκ,ΝκλέακθĲαμΝεζδηαεπĲσΝπκζζαπζαıδαıησΝαπσΝĲα 

αλδıĲİλΪ 

 cሺxଵڮx୬ሻ = ሺcxଵڮcx୬ሻ   
 

ΚαδΝ αυĲσ įİθΝ İέθαδΝ ĲκΝ έįδκΝ ηİΝ ĲκΝ ሺxଵcڮx୬cሻ πκυΝ δıξτİδΝ ΰİθδεΪέΝ ǼΪθΝ
ξλβıδηκπκδάıκυηİ įδαθτıηαĲαΝ ıĲβζυθ εαδΝ πκζζαπζαıδΪıκυηİΝ πέθαεİμΝ απσΝ
ĲαΝ αλδıĲİλΪ,Ν įİȞ παȓȡȞȠυȝİ πȐȞĲα ȖȡαȝȝȚțȑȢ ıχȑıİȚȢέΝ ΓδαΝ q, c, d א  ℍ εαδΝx, y א  ℍ୬ γİπλİέıĲİΝ 
 

൮q Ͳ ڮ ͲͲ q ڮ Ͳڭ ڭ ⋱ Ͳڭ Ͳ ڮ q)(
cxଵ + dyଵڭcx୬ + dy୬) = (qcxଵ + qdyଵڭqcx୬ + qdy୬)  
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πκυΝıέΰκυλαΝįİθΝηπκλκτηİΝθαΝαθαηΫθκυηİΝβΝπαλαπΪθπΝıξΫıβΝθαΝδıκτĲαδΝηİ 
 c (qxଵڭqx୬) + d(qyଵڭqy୬) 

 

(ΘΫıĲİ n = 1, x = 1, y = 1, d = 0, c = i, q = j) 

 

 

ǹθĲδıĲλσφπμ,ΝįκγİέıβμΝΰλαηηδεάμΝαπİδεκθέıİπμ �: ȥ୬ → ȥ୬,ΝİέθαδΝİτεκζκΝθαΝ
ίλİγİέΝ Ϋθαμ n × n πέθαεαμΝ ΜΝ ΫĲıδΝ υıĲİΝ � = �ሺMሻ ΧεαδΝ πλκφαθυμΝ İέθαδΝ
ηκθαįδεάΨέΝǾΝ πλυĲβΝ ΰλαηηάΝ ĲκυΝΜΝ İέθαδΝ βΝ θδκıĲάΝ�ሺͳ,Ͳ,ڮ ,Ͳሻ,Ν βΝ įİτĲİλβΝ
ΰλαηηάΝĲκυΝΜΝİέθαδΝβ �ሺͲ,ͳ,Ͳ,ڮ ,Ͳሻ,ΝεĲζέ 
 

ΝαΝıβηİδπγİέΝ σĲδ İΪθΝ ΫθαμΝπέθαεαμ ǹΝįέθİδΝ ĲβθΝΰλαηηδεάΝαπİδεσθδıβ � εαδΝ
ΫθαμΝ πέθαεαμΝ Ǻ įέθİδΝ ĲβθΝ ΰλαηηδεάΝ απİδεσθδıβ ψ,Ν ĲσĲİΝ κΝ ǹǺΝ įέθİδΝ ĲβθΝ
ΰλαηηδεάΝ απİδεσθδıβ ψ ל �έΝΜέαΝ ΰλαηηδεάΝ ıξΫıβΝ� απκĲİζİέΝ ȚıȠȝȠȡφȚıȝȩ 

İΪθΝ İέθαδΝ ηκθκηκλφδıησμΝ εαδΝ İπέέΝ Ǽπέıβμ,Ν βΝ �−ଵ απκĲİζİέΝ ΰλαηηδεσΝ
δıκηκλφδıησΝ εαδΝ � ל �−ଵ = �−ଵ ל �. ΓδαΝ Ĳκυμ πέθαεİμ,Ν αυĲσΝ ıβηαέθİδΝ σĲδΝΜሺ�−ଵሻΜሺ�ሻ = Ȥ = Μሺ�ሻΜሺ�−ଵሻ,Ν ΫĲıδΝ υıĲİΝ κΝΜሺ�−ଵሻ θαΝ απκĲİζİέΝ Ϋθαθ 

įτκΝįδαıĲΪıİπθΝαθĲέıĲλκφκΝĲκυ Μሺ�ሻέΝΆλα, İȐȞ ࢡ−૚ İȓȞαȚ ȑȞαȢ αȡȚıĲİȡȩȢ 
αȞĲȓıĲȡȠφȠȢ ȖȚα ĲȠȞ Α, ĲȩĲİ İȓȞαȚ İπȓıȘȢ țαȚ įİȟȚȩȢ αȞĲȓıĲȡȠφȠȢ ȖȚα ĲȠȞ Αέ  
 

ΟλέακυηİΝ ĲκΝ ıτθκζκΝΜ୬ሺKሻ πμΝ ΫθαθΝ įδαθυıηαĲδεσΝ ξυλκΝ ηİΝ ĲκθΝ παλαεΪĲπΝ
πλκφαθάΝĲλσπκμ 
 

i. ǼΪθΝA = ሺa୧୨ሻ εαδΝB = ሺb୧୨ሻ  ĲσĲİΝ 
 A + B = ሺa୧୨ + b୧୨ሻ 
 

ii. ǼΪθΝA = ሺa୧୨ሻ εαδΝc א K,ΝĲσĲİΝ cA = ሺca୧୨ሻ 
 

ΟΝπαλαπΪθπΝĲλσπκμΝįİθΝΫξİδΝıĲβθΝπλΪιβΝεαηέαΝįδαφκλΪΝαπσΝĲκθΝĲλσπκΝηİΝĲκθΝ
κπκέκΝηİĲαĲλΫπαηİΝĲκ K୬ ıİΝįδαθυıηαĲδεσΝξυλκ,ΝαπζΪ ĲυλαΝįκυζİτκυηİΝηİΝnଶ ɒɇɊɚςέΝΧıĲσıκ,ΝįİθΝγαΝεİλįέααηİΝĲέπκĲαΝİΪθΝΰλΪφαηİΝnଶ ıĲκδξİέαΝıİΝıİδλΪΝ
παλΪΝıİΝΫθαΝn × n įδΪθυıηαέ 
 

ǹζζΪΝ κΝ Μ୬ሺKሻ įİθΝ απκĲİζİέΝ απζΪΝ Ϋθα įδαθυıηαĲδεσΝ ξυλκ. Ο 

πκζζαπζαıδαıησμΝ ıĲκθ ξυλκΝ αυĲσθ İέθαδ εαδ İπδηİλδıĲδεσμΝ πμΝ πλκμΝ ĲβθΝ
πλσıγİıβΝαφκτ, 
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A(B + C) = AB + AC 

 

(B + C)A = BA + CA 

 

ΣκΝıτθκζκΝΜ୬ሺKሻ κθκηΪαİĲαδΝȐȜȖİȕȡα εαδΝαθαζτİĲαδ ıĲβθΝαηΫıπμΝİπσηİθβΝ
παλΪΰλαφκέ 
 

1.4.ΗΝΪζΰİίλαΝπδθΪεωθΝ��ሺ۹ሻ 
 

ΘİπλκτηİΝĲκυμΝįδαθυıηαĲδεκτμΝξυλκυμ  Υ,ΝΤΝεαδΝǽΝηİΝįδαıĲΪıİδμΝm, n εαδΝr, 
αθĲέıĲκδξα,ΝεαδΝĲδμΝΰλαηηδεΫμΝαπİδεκθέıİδμ 
 f: X → Α,    g: Α → Β. 

 

ΜİΝ ίΪıβΝ ĲβθΝ ΠλσĲαıβΝ 1έγέ1Ν βΝ ıτθγİıβΝ g ל f: X → Β απκĲİζİέΝ ΰλαηηδεάΝ
απİδεσθδıβέΝΤπκγΫĲκυηİΝσĲδΝπμΝπλκμΝĲδμΝίΪıİδμΝ 
 u = {uଵ, uଶ, ڮ , u୬}, v = {vଵ,vଶ, ڮ , v୫}  ɈȽɇ w = {wଵ, wଶ, ڮ ,wr} 
 

ĲπθΝΥ,Ν ΤΝ εαδΝ ǽΝ αθĲέıĲκδξα,Ν κδΝ απİδεκθέıİδμΝ f, g ΫξκυθΝ πέθαεİμΝA = (a୧୨൯ ,Μ୫×୬ሺKሻא B = (b୨୩൯ א Μr×୫ሺKሻ  αθĲέıĲκδξαέ 
 

ΣσĲİΝγαΝδıξτκυθΝκδΝδıσĲβĲİμ 
 fሺu୧ሻ =∑a୨୧v୨୫

୨=ଵ , i = ͳ,ʹ, … , n  
g(v୨൯ =∑b୩୨w୩r

୩=ଵ , j = ͳ,ʹ, … ,m, 
 

κπσĲİΝγαΝΫξκυηİΝ 
 ሺg ל fሻሺu୧ሻ = gሺfሺu୧ሻሻ = gሺ∑a୨୧v୨ሻ୫

୨=ଵ =∑a୨୧gሺv୨ሻ୫
୨=ଵ  

=∑a୨୧ሺ∑b୩୨w୩r
୩=ଵ ሻ୫

୨=ଵ =∑ሺ∑b୩୨a୨୧ሻ୫
୨=ଵ w୩r

୩=ଵ   
 

ǼπİδįάΝΫξκυηİΝĲβθΝδıσĲβĲαΝ 
 ∑b୩୨a୨୧ =୫

୨=ଵ ∑a୨୧b୩୨ =∑ሺȜΤሻ୨୧ሺȝΤሻ୩୨ = ሺȜΤȝΤሻ୧୩ = ሺሺBAሻ୘ሻ୧୩୫
୨=ଵ

୫
୨=ଵ  
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ıυηπİλαέθκυηİΝσĲδΝκΝπέθαεαμΝĲβμΝıτθγİıβμΝg ל f İέθαδΝκΝr × n πέθαεαμ 
 BA =∑b୩୨a୨୧ א Μr×୬ሺKሻ୫

୨=ଵ  

 

įβζαįάΝİέθαδΝ 
 Mሺg ל fሻ = MሺgሻMሺfሻ. 
 

ΠαλαĲβλάıİδμ 
 

1. ǾΝĲİζİυĲαέαΝδıσĲβĲαΝİέθαδΝαυĲάΝαελδίυμΝπκυΝηαμΝκįβΰİέΝıĲκθΝκλδıησΝĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝπδθΪεπθ. 

 

2. ǼδįδεΪΝ ΰδαΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ Μ୬ሺKሻ βΝ πλΪιβΝ ĲκυΝ πκζζαπζαıδαıηκτΝ İέθαδΝ
İıπĲİλδεάΝεαδΝıİΝıυθįυαıησΝηİΝĲβθΝπλΪιβΝĲβμΝπλσıγİıβμΝĲκΝİφκįδΪαİδΝηİΝ
ĲβθΝ αζΰİίλδεά įκηάΝ ĲκυΝ įαțĲυȜȓȠυ ȝİ ȝȠȞȐįα. ΓİθδεσĲİλα,Ν ĲκΝΜ୬ሺKሻ  
İφκįδαıηΫθκΝ ηİΝ ĲδμΝ πλΪιİδμΝ ĲβμΝ πλσıγİıβμ,Ν ĲκυΝ ίαγηπĲκτΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝ εαδΝ ĲκυΝ πκζζαπζαıδαıηκτΝ ΫξİδΝ įκηά: (i) 

įȚαȞυıȝαĲȚțȠȪ χȫȡȠυ πȐȞω ıĲȠ ıȫȝα Κ įȚȐıĲαıȘȢ �૛, (ii) įαțĲυȜȓȠυ 
ȝİ ȝȠȞȐįα εαδΝİπδπζΫκθΝ δεαθκπκδİέΝĲβθΝ δįδσĲβĲαΝΧiii) �ሺࢢࢡሻ = ሺ�ࢡሻࢢ � ሻ, ȖȚα țȐșİࢢ�ሺࢡ= א ࢢ,ࢡ,� א ��ሺ�ሻ. ΈĲıδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ Μ୬ሺKሻ İέθαδΝ
πȡȠıİĲαȚȡȚıĲȚțȒ ȐȜȖİȕȡα ȝİ ȝȠȞȐįα πΪθπΝıĲκΝıυηαΝΚΝįδΪıĲαıβμΝnଶέΝǾΝ
ηκθΪįαΝ ĲβμΝ ΪζΰİίλαμΝ İέθαδΝ αυĲάΝ ĲκυΝ αθĲέıĲκδξκυΝ įαεĲυζέκυΝ įβζαįά κΝ
ηκθαįδαέκμΝn × n πέθαεαμΝI୬. 

 

3. ΢βηİδυθκυηİ,Ν σĲδΝ įİθΝ ΫξκυθΝ σζαΝ ĲαΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝ ΪζΰİίλαμΝ Μ୬ሺKሻ ĲκΝ
αθĲέıĲλκφκΝ ıĲκδξİέκΝ ĲκυμΝ πμΝ πλκμΝ ĲκθΝ πκζζαπζαıδαıησέΝTκΝ υπκıτθκζκΝ
ĲβμΝ ΪζΰİίλαμΝ Μ୬ሺKሻ πκυΝ απκĲİζİέĲαδΝ απσΝ σζκυμΝ ĲκυμΝ αθĲδıĲλΫοδηκυμΝ
απκĲİζİέΝ ηβΝ αίİζδαθάΝ κηΪįαΝ πμΝ πλκμΝ ĲκθΝ πκζζαπζαıδαıησ,Ν βΝ κπκέαΝ
ıυηίκζέαİĲαδΝηİΝGLሺn, ȥሻ εαδΝζΫΰİĲαδΝΓİȞȚțȒ ΓȡαȝȝȚțȒ ΟȝȐįα,Νįβζαįά 

 GLሺn, ȥሻ = {A: A א Μ୬ሺKሻ εαδ detA ≠ Ͳ} 
 

αθαζυĲδεάΝ πλκıΫΰΰδıβΝ ĲβμΝ κπκέαμΝ ΰέθİĲαδΝ ıĲβθΝ αηΫıπμΝ İπσηİθβΝ
παλΪΰλαφκέ 
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1.5.ΓİθδεΫμ ΓλαηηδεΫμΝΟηΪįİμ 
 

Ολδıησμ 1.4.1 

 

ǼΪθ ĲκΝG İέθαδΝηδαΝΪζΰİίλα,ΝĲκΝx א G κθκηΪαİĲαδΝαθĲδıĲλΫοδηκ ıĲκδξİέκ İΪθΝ
υπΪλξİδΝεΪπκδκΝy א G ĲΫĲκδκΝυıĲİΝxy = ͳ = yx ΧİΪθΝΫξİδΝπκζζαπζαıδαıĲδεσΝ
αθĲέıĲλκφκΨ 
 

ΠλσĲαıβ 1.4.1 

 

ǼΪθ βΝG İέθαδΝηέαΝΪζΰİίλαΝİφκįδαıηΫθβΝηİΝĲβθΝπλΪιβΝĲκυΝπκζζαπζαıδαıηκτΝ
ΰδαΝ ĲκθΝκπκέκΝ δıξτİδΝβΝπλκıİĲαδλδıĲδεάΝ δįδσĲβĲα εαδΝU ⊂ G İέθαδΝ ĲκΝıτθκζκΝ
ĲπθΝαθĲδıĲλΫοδηπθ ıĲκδξİέπθ ıĲκ G,Ν ĲσĲİΝ βΝU απκĲİζİέΝκηΪįαΝπμΝπλκμΝ ĲβθΝ
πλΪιβΝĲκυΝπκζζαπζαıδαıηκτ. 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ǾΝπλΪιβΝ İέθαδΝ πλκıİĲαδλδıĲδεάέΝǼπέıβμ,Ν υπΪλξİδΝπμ κυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝ ĲκΝ 1Ν
εαδΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝΫξİδΝıυηηİĲλδεσΝıĲκδξİέκ. 

 

Ολδıησμ 1.4.2 

 

ǾΝκηΪįαΝĲπθΝαθĲδıĲλΫοδηπθ ıĲκδξİέπθ ıĲβθΝΪζΰİίλα Μ୬ሺℝሻ ıυηίκζέαİĲαδΝηİΝGLሺn,ℝሻ,Ν ıĲβθΝ Μ୬ሺℂሻ ηİΝ GLሺn, ℂሻ εαδΝ ıĲβθΝ Μ୬ሺℍሻ ηİΝ GLሺn,ℍሻέΝ ΟδΝ
παλαπΪθπΝκθκηΪακθĲαδΝȖİȞȚțȑȢ ȖȡαȝȝȚțȑȢ ȠȝȐįİȢ. 

ΝαΝ ıβηİδπγİέΝ σĲδΝ αθΝ κΝ A א Μ୬ሺKሻ İέθαδΝ αθĲδıĲλΫοδηκμ πέθαεαμ,Ν ĲσĲİΝ κΝA 

αθĲδπλκıππİτİδΝΫθαθ δıκηκλφδıησΝĲκυΝK୬. 

Ολδıησμ 1.4.3 

ǼΪθΝ βΝ G İέθαδΝ κηΪįαΝ εαδΝ βΝ H υπκıτθκζκΝ ĲκυΝ G,Ν ĲσĲİΝ βΝ H απκĲİζİέ ηδαΝ
υπȠȠȝȐįα ĲκυΝG İΪθΝκδΝπλΪιİδμΝıĲκΝG ηİĲαĲλΫπκυθΝĲκΝH ıİΝκηΪįαέ 
 

ΠλσĲαıβΝ1έ4έβ 

 

ǾΝH İέθαδΝηδαΝυπκκηΪįαΝĲβμΝκηΪįαμΝG İΪθΝH ⊂ G ηβΝεİθσΝεαδ 
 

i. x, y א H ⇒ xy א H ΧεζİδıĲσĲβĲαΝĲκυΝǾΝπμΝπλκμΝĲκθΝπκζζαπζαıδαıησΨ 
 

ii. ΣκΝκυįΫĲİλκΝıĲκδξİέκΝe ĲβμΝG αθάεİδΝıĲβθΝH 

 

iii. x א H ⇒ x−ଵ א H. 
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ǹπσįİδιβ 

 

ΣκΝΰİΰκθσμΝσĲδΝαθΝ� ൑ � ĲσĲİΝκδΝıυθγάεİμΝΧi), (iiΨΝεαδΝΧiiiΨΝπλΫπİδΝθαΝδıξτκυθ,Ν
ΫπİĲαδΝαηΫıπμΝαπσΝĲκθΝκλδıησΝĲβμΝυπκκηΪįαμέ 
 

ǹθĲδıĲλσφπμ,Ν αθΝ υπκγΫıκυηİΝ σĲδΝ H İέθαδΝ ĲκΝ υπκıτθκζκΝ ηδαμΝ κηΪįαμΝ G 

ĲΫĲκδκ,Ν υıĲİΝ κδΝ ıυθγάεİμΝ Χi), (iiΨΝ εαδΝ ΧiiiΨΝ θαΝ δıξτκυθέΝ ǹπσΝ ĲβθΝ (ii), 

ıυθİπΪΰİĲαδΝ σĲδΝ υπΪλξİδΝ κυįΫĲİλκΝ ıĲκδξİέκΝ e Ĳβμ GέΝ Ǽπέıβμ,Ν απσΝ ĲβθΝ (iii) 

δεαθκπκδİέĲαδΝ βΝ τπαλιβΝ ıυηηİĲλδεκτΝ ıĲκδξİέκυέΝ ΜΫθİδΝ θαΝ İζİΰξγİέΝ ĲκΝ
πλκıİĲαδλδıĲδεσΝ αιέπηαέΝ ΌηπμΝ İέθαδΝ ıαφΫμΝ σĲδΝ ΰδα εΪγİΝ a, b, c א H,Ν δıξτİδΝሺabሻc = aሺbcሻ ıĲβθΝǾ,ΝįδσĲδΝıĲβθΝπλαΰηαĲδεσĲβĲαΝηπκλκτηİΝθαΝγİπλάıκυηİΝ
αυĲάθΝĲβθΝδıσĲβĲαΝπμΝδıσĲβĲαΝıĲβθ G,ΝıĲβθΝκπκέαΝκΝπλκıİĲαδλδıĲδεσμΝθσηκμΝ
δıξτİδέΝǼπκηΫθπμ,Ν� ൑ �. 

 

ΈθαμΝ ͳ × ͳ πέθαεαμΝ ıĲκΝ Κ απκĲİζİέΝ απζυμΝ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝ Κ εαδΝ κΝ
πκζζαπζαıδαıησμΝ πδθΪεπθΝ įδΪıĲαıβμΝ įτκΝ απκĲİζİέΝ απζΪΝ πκζζαπζαıδαıησΝ
ıĲκΝΚέΝΆλαΝίζΫπκυηİΝσĲδ 
 GLሺͳ,ℝሻ = ℝ − {Ͳ} GLሺͳ, ℂሻ = ℂ − {Ͳ} GLሺͳ,ℍሻ = ℍ− {Ͳ} 
 

įδσĲδ σζαΝ Ĳα ηβΝ ηβįİθδεΪΝ ıĲκδξİέαΝ İέθαδΝ αθĲδıĲλΫοδηαέΝǾΝGLሺʹ,ℝሻ İέθαδΝ ĲκΝ
ıτθκζκΝĲπθΝαθĲδıĲλσφπθ ıĲκΝįδαθυıηαĲδεσΝξυλκΝMଶሺℝሻ įδΪıĲαıβμΝζέΝΆλα 

 GLሺʹ,ℝሻ = {ቀa bc dቁ |a, b, c, d א ℝad − bc ≠ Ͳ} 
 

ΓδαΝĲαΝℝ εαδΝℂ ΫξκυηİΝκλέακυıİμ πκυΝκλέακθĲαδΝıĲαΝM୬ሺℝሻ  εαδΝM୬ሺℂሻ  εαδΝ
απσΝΰλαηηδεάΝΪζΰİίλαΝιΫλκυηİΝσĲδΝ 

 GLሺn,ℝሻ = {A א M୬ሺℝሻ| det A ≠ Ͳ} 
 GLሺn, ℂሻ = {A א M୬ሺℂሻ| det A ≠ Ͳ} 

 

ΈıĲπΝσĲδ κλέακυηİΝηέαΝκλέακυıα ıĲκΝMଶሺℍሻ ĲβμΝηκλφάμ 
 det ቀa bc dቁ = ad − bc. 
 

ǼπκηΫθπμ,Ν det (i ji j) = k − ሺ−kሻ = ʹk ≠ Ͳ,Ν αζζΪΝ αυĲσμΝ κΝ πέθαεαμΝ įİθΝ
ηπκλİέΝ θαΝ İέθαδΝ αθĲδıĲλΫοδηκμ ά,Ν ηİΝ ΪζζαΝ ζσΰδα,Ν βΝ ıυΰεİελδηΫθβΝ ΰλαηηδεάΝ
απİδεσθδıβ γαΝαπκĲİζκτıİΝδıκηκλφδıησ,Νσπκυ 
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 ሺj − jሻ (i ji j) = ሺͲ Ͳሻ 
 

εαδ βΝαπİδεσθδıβΝįİθΝγαΝİέθαδΝ1-1έΝΜπκλκτηİΝĲυλαΝθαΝκλέıκυηİΝηέαΝȠȡȓȗȠυıα 
ȝȚȖαįȚțȫȞ ĲȚȝȫȞ ηİΝĲβθΝİπδγυηβĲάΝδįδσĲβĲαμ ΟΝA א Μ୬ሺℍሻ ΫξİδΝαθĲέıĲλκφκΝ
αθΝεαδΝησθκθΝαθΝαυĲάΝβΝκλέακυıαΝİέθαδΝηβΝηβįİθδεά. 

 

ΠλσĲαıβΝ1έ4έγ 

 

ΈıĲπΝ�: G → H απκĲİζİέΝκηκηκλφδıησΝκηΪįπθέΝǼπκηΫθπμ,ΝβΝ�ሺGሻ απκĲİζİέΝ
υπκκηΪįαΝĲβμΝH. 

 

ǹπσįİδιβΝ 
 

ΣκΝ�ሺɍɓɁ. ሻ = κυį. ΫĲıδΝυıĲİΝβΝ�ሺGሻ θαΝπİλδΫξİδΝĲκΝκυįΫĲİλκ ıĲκδξİέκΝĲκυΝΗ. 

ǼΪθΝ x, y א �ሺGሻ,Ν ĲσĲİΝ υπΪλξκυθΝ a, b א G ΫĲıδΝ υıĲİ �ሺaሻ = x, �ሺbሻ = y. 
ǼπκηΫθπμ 

 xy = �ሺaሻ�ሺbሻ = �ሺabሻ א �ሺGሻ 
 

ΣΫζκμ,ΝΫıĲπΝx א �ሺGሻέΝΆλα,Νx = �ሺaሻ εαδΝx−ଵ = �ሺa−ଵሻ א �ሺGሻ έΝǼπκηΫθπμ,Ν
βΝ�ሺGሻ απκĲİζİέΝυπκκηΪįαΝĲβμΝH. 

 

ǼΪθΝβΝ�: G → H απκĲİζİέΝ1-1 κηκηκλφδıησ,ΝĲσĲİΝβΝ� απκĲİζİέΝδıκηκλφδıησΝ
ĲκυΝG İπέ ĲβμΝυπκκηΪįαμΝ�ሺGሻ  Ĳβμ H,ΝΪλαΝηπκλκτηİΝθαΝγİπλάıκυηİΝĲβθΝG 

πμΝυπκκηΪįαΝĲβμΝHέΝΚαĲαıεİυΪακυηİΝΫθαθΝ1-1 κηκηκλφδıησΝĲβμΝηκλφάμ 
 ψ: GLሺn,ℍሻ → GLሺʹn, ℂሻ 
 

εαδ ΪλαΝ ΰδαΝ A א GLሺn,ℍሻ,Ν γαΝ γİπλάıκυηİΝ πμΝ ĲβθΝ κλέακυıα ĲκυΝ A,Ν ĲβθΝ
κλέακυıα Ĳκυ ψሺAሻ. 
 

ΞİεδθΪηİΝηİ 
 ψ:ℍ → Μଶሺℂሻ 
 

πκυ κλέαİĲαδΝπμΝ 
 ψሺx + iy + jz + kdሻ = (x + iy −z − iwz − iw x − iy ). 
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ΛάηηαΝ1έ4έ1 

 

i. ψሺa + bሻ = ψሺaሻ + ψሺbሻ 
 

ii. ψሺabሻ = ψሺaሻψሺbሻ 
 

iii. ΣκΝοΝαπκĲİζİέΝȝȠȞȠȝȠȡφȚıȝȩ. 

 

ΈπİδĲα,ΝΰδαΝA א M୬ሺℍሻ,ΝγΫĲκυηİ 
 ψሺȜሻ = ሺψ(a୧୨൯ሻ, 
 

σπκυ ψሺȜሻ İέθαδΝ Ϋθαμ ʹn × ʹn πέθαεαμΝ ηδΰαįδευθΝ αλδγηυθ,Ν ĲκυΝ κπκέκυΝ ĲκΝʹ × ʹ  εκηηΪĲδΝıĲβθΝij-γΫıβΝİέθαδΝĲκΝψ(a୧୨൯. 
 

ΛάηηαΝ1.4.2 

  ΨሺȜȝሻ = ΨሺȜሻΨሺȝሻ 
 

ǹπσįİδιβ 

 

ΘΫĲπΝA = ሺa୧୨ሻ εαδΝB = ሺb୧୨ሻέΝΈπİδĲα 

 ሺABሻ୧୨ = a୧ଵbଵ୨ +ڮ+ a୧୬b୬୨έΝΜİΝίΪıβΝĲκΝΛάηηαΝ1.4.1 

 ሺψሺABሻ୧୨ሻ = ψሺa୧ଵሻψሺbଵ୨ሻ + +ڮ ψሺa୧୬ሻψሺb୬୨ሻ 
 

ΚαδΝαυĲάΝİέθαδΝησθκΝβΝij İέıκįκμΝıĲκθΝΨሺȜሻΨሺȝሻ. 
 

Συλα,Ν γΫĲπΝA א GLሺn,ℍሻ ΫĲıδΝ υıĲİΝ θαΝ υπΪλξİδΝ κΝA−ଵ א GLሺn,ℍሻ  εαδΝ θαΝ
δıξτİδΝ  AA−ଵ = I = A−ଵAέΝǼπκηΫθπμ,ΝκΝΨሺȜሻ ΫξİδΝΨሺA−ଵሻ = ሺΨሺȜሻሻ−ଵ υıĲİΝ
κΝΨሺȜሻ θαΝİέθαδΝαθĲδıĲλΫοδηκμ εαδΝΪλαΝdetΨሺȜሻ ≠ Ͳ. 

 

ǹθĲέıĲλκφα,Ν υπκγΫĲπΝ σĲδΝdetΨሺȜሻ ≠ ͲέΝ ǼπκηΫθπμ,Ν γαΝ υπΪλξİδΝ κΝ ሺΨሺȜሻሻ−ଵ 
εαδΝ αφκτΝ κΝ ΨሺGLሺn,ℍሻሻ απκĲİζİέΝ υπκκηΪįαΝ ĲβμΝ GLሺʹn, ℂሻ,Ν ΫξκυηİΝ σĲδΝሺΨሺȜሻሻ−ଵ א ΨሺGLሺn,ℍሻሻέΝ ΆλαΝ υπΪλξİδΝ A−ଵ א GLሺn,ℍሻ ĲΫĲκδκμΝ υıĲİΝΨሺA−ଵሻ = ሺΨሺȜሻሻ−ଵέΝǼπκηΫθπμ,Ν 
 ΨሺAA−ଵሻ = I 
 

ΚαδΝκΝΦΝİέθαδΝ1-1,ΝΪλαΝAA−ଵ = IέΝǼπκηΫθπμΝκΝA İέθαδΝαθĲδıĲλΫοδηκμ. 
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ΚİφΪζαδκΝβ 

ΟλγκΰυθδİμΝΟηΪįİμ 
 

 

 

 

 

2.1.ǼıωĲİλδεσΝΓδθσηİθκ 

 

ΙıξτκυθΝεΪπκδİμΝıĲαγİλΫμΝπαλαįκξΫμΝ ΰδαΝσζİμΝ ĲδμΝıυαυΰİέμΝπαλαıĲΪıİδμ ΰδα 

εΪγİ ℝ ⊂ ℂ ⊂ ℍέΝ΢υΰεİελδηΫθα,Νκλέακυηİ 
 

ΓδαΝx א ℝ,   x̅ = x. 
 

Γδα a = x + iy א ℂ,   a̅ = x − yi. 
 

Γδα q = x + iy + jz + kw א ℍ,   q̅ = x − iy − jz − kw. 

 

ΠλκφαθυμΝΫξκυηİΝa̅̅ = a ıİΝσζİμΝĲδμΝπİλδπĲυıİδμΝεαδΝ 
 a + b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = a̅ + b̅ . 

 

ΙıξτİδΝ 
 ab̅̅ ̅ = ba̅̅ ̅, 

 

σπκυΝφυıδεΪΝΰδαΝĲκ ℝ άΝĲκΝℂ,ΝĲκΝπαλαπΪθπΝİέθαδΝέįδκΝηİΝ 
 

 ab̅̅ ̅ = ab̅̅ ̅. 
 

. 
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ΟλδıησμΝβέ1έ1 

 

ΈθαμΝ įδαθυıηαĲδεσμΝ ξυλκμΝ πΪθπΝ ıĲκΝ ıυηαΝ Κο ℝ ά ℂ ζΫΰİĲαδΝ χȫȡȠȢ 
İıωĲİȡȚțȠȪ ȖȚȞȠȝȑȞȠυ,Ναθ İέθαδΝİφκįδαıηΫθκμΝηİΝηέαΝαπİδεσθδıβ 

, ۃ  :ۄ V × V → K, ሺx, yሻ → ,xۃ yۄ, 
 

βΝκπκέαΝΰδαΝεΪγİΝx, y, z א V εαδΝɉ, Ɋ א K δεαθκπκδİέΝĲδμΝαεσζκυγİμΝδįδσĲβĲİμμ 
 

(i) ۃɉx + Ɋy, zۄ = ɉۃx, zۄ + Ɋۃy, zۄ, 
 

(ii) ۃy, xۄ = ,xۃ y̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ,ΝσπκυΝۃx, y̅̅ۄ ̅̅ ̅̅  İέθαδΝκΝıυαυΰάμΝηδΰαįδεσμΝĲκυΝۃx, yۄ ,  
 

(iii) ۃx, xۄ ൒ Ͳ  εαδ (ۃx, xۄ = Ͳ ⇒ x = Ͳ). 

 

ΓδαΝΚοΝℝ βΝΧiiΨΝΰέθİĲαδΝۃy, xۄ = ,xۃ yۄ. 
 

ǾΝαπİδεσθδıβΝۃ ,  .κθκηΪαİĲαδΝİıωĲİȡȚțȩ ȖȚȞȩȝİȞȠ ۄ

  

ǹθΝ İέθαδΝ Κο ℝ εαδΝ dimV < +∞,Ν ĲσĲİΝ κΝ ξυλκμΝ İıπĲİλδεκτΝ ΰδθκηΫθκυ V 

κθκηΪαİĲαδΝΕυțȜİȓįİȚȠȢ,Ν İθυΝ αθΝ İέθαδΝΚο ℂ εαδΝdimV < +∞,Ν ĲσĲİΝ κΝ ξυλκμΝ
İıπĲİλδεκτΝΰδθκηΫθκυΝV ζΫΰİĲαδΝȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓȠȢ (unitary). 

 

ǾΝπλσĲαıβΝπκυΝαεκζκυγİέΝİέθαδΝΪηİıβΝıυθΫπİδαΝĲκυΝκλδıηκτ. 

 

ΠλσĲαıβΝβέ1έ1 

 

ǹθΝκΝV İέθαδΝξυλκμΝİıπĲİλδεκτΝΰδθκηΫθκυ ۃ ,  :ĲσĲİ ۄ
 

(i) ۃx, ɉy + Ɋzۄ = ɉ̅ۃx, yۄ + Ɋ̅ۃx, zۄ,ΝΰδαΝεΪγİΝx, y, z א V εαδΝɉ, Ɋ א K, 
 

(ii) ۃx, Ͳۄ = ,Ͳۃ xۄ = Ͳ, ɀɇȽ Ɉəθɂ x א V, 
 

(iii) ۃx, xۄ א ℝ, ɀɇȽ Ɉəθɂ x א V . 
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ǹπσįİδιβ 

 

(i) ۃx, ɉy + Ɋzۄ = ɉyۃ + Ɋz, x̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ɉۃy, xۄ + Ɋۃz, x̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ɉۃy, x̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + Ɋۃz, x̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =ɉ̅ۃx, yۄ + Ɋ̅ۃx, zۄ. 
 

(ii) ۃx, Ͳۄ = ,xۃ Ͳxۄ = Ͳۃx, xۄ = Ͳ ɈȽɇ ۃͲ, xۄ = ,xۃ Ͳ̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ̅ = Ͳ. 
 

(iii) ǹπσΝĲβθΝδıσĲβĲαΝۃx, xۄ = ,xۃ x̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ ,ΝΫπİĲαδΝσĲδΝۃx, xۄ א ℝ. 
 

ΠαλαįİέΰηαĲα 

 

1. ΢ĲκΝįδαθυıηαĲδεσΝ ξυλκΝℝ୬, αθΝx = {xଵ, xଶ, ڮ , x୬} ɈȽɇ y = {yଵ,yଶ, ڮ , y୬} 
πμΝπλκμΝĲβθΝεαθκθδεάΝίΪıβΝ{eଵ, eଶ, ڮ , e୬},ΝĲσĲİΝβΝαπİδεσθδıβ 

, ۃ  :ۄ ℝ୬ × ℝ୬ → ℝ, ሺx, yሻ → ,xۃ yۄ ≔∑x୧y୧୬
୧=ଵ = xଵyଵ + xଶyଶ +ڮ+ x୬y୬ 

 

κλέαİδΝΫθαΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκ,ΝπκυΝζΫΰİĲαδΝțαȞȠȞȚțȩ İıωĲİȡȚțȩ ȖȚȞȩȝİȞȠ 
ά ΕυțȜİȓįİȚȠ İıωĲİȡȚțȩ ȖȚȞȩȝİȞȠ İπέ ĲκυΝ ℝ୬έΝ ΈĲıδΝ κΝ įδαθυıηαĲδεσμΝ
ξυλκμΝℝ୬ ΰέθİĲαδΝǼυεζİέįİδκμΝξυλκμέΝ 
 

ǾΝ İπαζάγİυıβΝ ĲπθΝ δįδκĲάĲπθΝ Χi)-(iiiΨΝ ĲκυΝ κλδıηκτΝ βέ1έ1Ν İέθαδΝ İτεκζβ,Ν
αφκτ ΰδα εΪγİ  x = {xଵ, xଶ, ڮ , x୬},     y = {yଵ,yଶ, ڮ , y୬}   ɈȽɇ   z ={zଵ,zଶ, ڮ , z୬} א ℝ୬ Ϋξκυηİμ 
 

(i) ۃɉx + Ɋy, zۄ = ∑ ሺɉx୧ + Ɋy୧, z୧ሻ୬୧=ଵ = ɉ∑ x୧y୧୬୧=ଵ + Ɋ∑ y୧z୧୬୧=ଵ =ɉۃx, zۄ + Ɋۃy, zۄ, 
  

(ii) ۃy, xۄ = ∑ y୧x୧ =୬୧=ଵ ∑ x୧y୧୬୧=ଵ = ,xۃ y̅̅ۄ ̅̅ ̅̅ , 
 

(iii) ۃx, xۄ = ∑ x୧ଶ୬୧=ଵ ൒ Ͳ ɈȽɇ ሺۃx, xۄ = ∑ x୧ଶ୬୧=ଵ = Ͳ ⇒ xଵ = xଶ ڮ= = x୬ = Ͳ ⇒ x = Ͳሻ. 
 

 

2. ΟΝįδαθυıηαĲδεσμΝξυλκμΝℂ୬ ΰέθİĲαδΝκλγκηκθαįδαέκμ,ΝαθΝİφκįδαıĲİέΝηİΝĲβθΝ
απİδεσθδıβ 

, ۃ  :ۄ ℂ୬ × ℂ୬ → ℂ, ሺx, yሻ → ,xۃ yۄ ≔∑x୧yన̅୬
୧=ଵ = xଵyଵ̅ + xଶyଶ̅̅̅ + +ڮ x୬y୬̅̅ ̅ 
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ΰδαΝ εΪγİΝ x = {xଵ, xଶ, ڮ , x୬}, y = {yଵ,yଶ, ڮ , y୬} πμΝ πλκμΝ ĲβθΝ εαθκθδεάΝ
ίΪıβΝ ĲκυΝℂ୬έΝǾΝ απİδεσθδıβΝ αυĲάΝ ζΫΰİĲαδΝțαȞȠȞȚțȩ İıωĲİȡȚțȩ ȖȚȞȩȝİȞȠ 

İπέ ĲκυΝℂ୬έΝΓδα ĲβθΝİπαζάγİυıβΝĲπθΝδįδκĲάĲπθΝΧi)-(iiiΨ,ΝİλΰαασηαıĲİΝσππμΝ
ıĲκΝπαλΪįİδΰηαΝ1έ 
 

 

ΟλδıησμΝβέ1έβ 

ΜİΝ ίΪıβΝ ĲαΝ παλαπΪθπ,Ν ΫıĲπ ȥ א {ℝ, ℂ,ℍ} εαδΝ κλέακυηİΝ ĲκΝ İıπĲİλδεσΝ
ΰδθσηİθκΝۃ ,  ıĲκθΝȥ୬  πμ ۄ

,xۃ  yۄ = xଵyଵ̅ +ڮ+ x୬y୬̅̅ ̅. 
 

 

ΠλσĲαıβΝβέ1έ2 

 

ΣκΝۃ ,  ĲκυΝκλδıηκτΝβέ1έβΝΫξİδΝĲδμΝπαλαεΪĲπΝδįδσĲβĲİμ ۄ
 

i. ۃx, y + zۄ = ,xۃ yۄ + ,xۃ zۄ 
 

ii. ۃx + y, zۄ = ,xۃ zۄ + ,yۃ zۄ 
 

iii. aۃx, yۄ = ,axۃ yۃ   ,ۄx, ayۄ = ,xۃ yۄa̅ 
 

iv. ۃx, y̅̅ ̅̅ ۄ = ,yۃ xۄ 
 

v. ΣκΝۃx, xۄ İέθαδΝπΪθĲαΝπλαΰηαĲδεσμΝαλδγησμΝ൒ Ͳ εαδΝ ۃx, xۄ = Ͳ ⇔ x = ሺͲ,… ,Ͳሻ. 
 

vi. ǼΪθΝĲκΝeଵ, … , e୬ απκĲİζİέΝįδΪθυıηαΝίΪıβμΝΰδαΝĲκΝK୬   

(e୧ = ሺͲ, … ,Ͳ,ͳ,Ͳ, … ,Ͳሻሻ ĲσĲİ, 
,e୧ۃ  e୨ۄ = Ɂ୧୨ = {ͳ ɂəɋ i = jͲ ɂəɋ i ≠ j 

 

vii. ΣκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκΝİέθαδΝηβΝİεφυζδıηΫθκέΝ΢υΰεİελδηΫθα 

ǼΪθΝۃx, yۄ = Ͳ ΰδαΝσζαΝĲαΝy,ΝĲσĲİΝx = ሺͲ,… ,Ͳሻ. 
ǼΪθΝۃx, yۄ = Ͳ ΰδαΝσζαΝĲαΝx,ΝĲσĲİΝy = ሺͲ,… ,Ͳሻ. 
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Ολδıησμ 2.1.3 

ΣκΝȝȒțȠȢ |x| ĲκυΝx א ȥ୬ İέθαδ |x| = ,xۃ√ xۄ. 
ΘυησηαıĲİΝσĲδΝİΪθΝA א M୬ሺȥሻ,ΝκΝıυȗυȖȒȢ A̅ κλέαİĲαδΝαθĲδεαγδıĲυθĲαμΝεΪγİΝ
ıĲκδξİέκΝ a୧୨ ηİΝ Ĳκ aన఩̅̅ ̅έΝ ΟΝ αȞȐıĲȡȠφȠȢ ȜΤ κλέαİĲαδΝ αθĲδεαγδıĲυθĲαμΝ εΪγİΝ
ıĲκδξİέκΝa୧୨ ηİΝĲκΝa୨୧έΝΟδΝįτκΝπαλαπΪθπΝİθΫλΰİδİμ ıυηίκζέακθĲαδΝĲαυĲσξλκθαΝ
πμΝ Ȝכ = ሺA̅ሻΤ = ȜΤ̅̅̅̅  

εαδΝĲκθΝπέθαεαΝπκυΝπλκετπĲİδΝĲκθΝκθκηΪακυηİΝαȞαıĲȡȠφȠıυȗυȖȒ ĲκυΝǹέ 

 

ΟλδıησμΝβέ1έ4 

ΟΝπέθαεαμΝηİΝıĲκδξİέαΝĲβμΝηκλφάμΝA୨୧=ሺȜ୧୨ሻΤ  ζΫΰİĲαδΝıυȝπȜȘȡωȝαĲȚțȩȢ ĲκυΝ
πέθαεαΝǹΝεαδΝıυηίκζέαİĲαδΝηİΝadjA (adjoint). 

΢υΰεİελδηΫθαΝİέθαδ: 

adjA = ൮Aଵଵ Aଶଵ ڮ A୬ଵAଵଶ Aଶଶ ڮ A୬ଶڭ ڭ ڮ Aଵ୬ڭ Aଶ୬ ڮ A୬୬) . 
ηİΝA୧୨ = ሺ−ͳሻ୧+୨D୧୨,ΝσπκυΝD୧୨ İέθαδΝβΝκλέακυıαΝĲκυΝπέθαεαΝπκυΝαπκηΫθİδΝαθ,Ν
απσΝ ĲκθΝπέθαεαΝπκυΝπλκετπĲİδΝαπσΝ ĲκθΝǹΝηİĲΪΝ ĲδμΝ İθαζζαΰΫμ,Ν įδαΰλΪοκυηİΝ
ĲβθΝπλυĲβΝΰλαηηάΝεαδΝĲβθΝπλυĲβΝıĲάζβέΝǾΝD୧୨ İέθαδΝέįδαΝηİΝĲβθΝκλέακυıαΝĲκυΝ
πέθαεαΝ πκυΝ πλκετπĲİδΝ αθ απσΝ ĲκθΝ ǹΝ įδαΰλΪοκυηİ ĲβθΝ i-ΰλαηηάΝ εαδΝ ĲβθΝ j-
ıĲάζβέΝǾΝκλέακυıαΝD୧୨ ζΫΰİĲαδΝİȜȐııȠȞα κλέακυıαΝĲβθΝD άΝĲκυΝıĲκδξİέκυΝa୧୨. 
 

ΠλσĲαıβΝβέ1έ3 

ΓδαΝεΪγİΝx, y א K୬ εαδ A א M୬ሺKሻ,  Ϋξκυηİ ۃAx, yۄ = ,xۃ Ȝכyۄ. 
ǹπσįİδιβ 

ΈıĲπΝA = ሺa୧୨ሻ. 
Ax = (aଵଵxଵ +ڮ+ aଵ୬x୬ڭa୬ଵxଵ +ڮ+ a୬୬x୬) 
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Ȝכy = (a̅ଵଵyଵ +ڮ+ a̅୬ଵy୬ڭa̅ଵ୬yଵ +ڮ+ a̅୬୬y୬) 

Άλα,ΝĲκΝαλδıĲİλσΝηΫζκμΝۃAx, yۄ δıκτĲαδΝηİ ሺaଵଵxଵ +ڮ+ aଵ୬x୬ሻy̅ଵ +ڮ+ ሺa୬ଵxଵ +ڮ+ a୬୬x୬ሻy̅୬ , 

εαδΝĲκΝįİιδσΝηΫζκμΝۃx, Ȝכyۄ δıκτĲαδΝηİ xଵሺaଵଵy̅ଵ +ڮ+ a୬ଵy̅୬ሻ + +ڮ x୬ሺaଵ୬y̅ଵ +ڮ+ a୬୬y̅୬ሻ. 
ΠαλαĲβλκτηİ,Ν πλκφαθυμ,Ν σĲδΝ κδΝ įτκΝ ĲİζİυĲαέİμΝ ıξΫıİδμΝ πİλδζαηίΪθκυθΝ
αελδίυμΝĲκυμΝέįδκυμΝσλκυμέ 

 

2.2.ΟλγκΰυθδİμΝΟηΪįİμ 
 

ΈıĲπΝK א {ℝ, ℂ,ℍ}. 
 

Ολδıησμ 2.2.1 

 Oሺn, Kሻ = {A א M୬ሺKሻ|ۃAx, Ayۄ = ,xۃ yۄ ɀɇȽ όɉȽ ɒȽ x, y א K୬}.  

 

ΠλσĲαıβ 2.2.1 

 

ǾΝOሺn, Kሻ απκĲİζİέΝκηΪįαέ 
ǹπσįİδιβ 

 

ǼΪθΝȜ, ȝ א Oሺn, Kሻ,ΝĲσĲİ 
,Aȝxۃ  Aȝyۄ = ,Axۃ Ayۄ = ,xۃ yۄ 

 

ΫĲıδ υıĲİ 
 Ȝȝ א Oሺn, Kሻ 

 

Πλκφαθυμ,ΝκΝĲαυĲκĲδεσμΝπέθαεαμ I ίλέıεİĲαδΝηΫıαΝıĲβθ Oሺn, Kሻ. 
ǼΪθΝȜ א Oሺn, Kሻ Ϋξκυηİ 
,Ae୧ۃ  Ae୨ۄ = ,e୧ۃ e୨ۄ = Ɂ୧୨ = {ͳ ɂəɋ i = jͲ ɂəɋ i ≠ j 
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Συλα,ΝĲκΝAe୧ İέθαδΝαπζυμΝβΝi-κıĲβ ıĲάζβΝĲκυΝǹΝεαδΝίζΫπκυηİ σĲδΝĲκΝۃAe୧, Ae୨ۄ 
İέθαδΝαπζυμΝĲκΝij-ıĲκδξİέκΝĲκυΝΰδθκηΫθκυ 

 AȜכ. 
 

ΆλαΝ AȜכ = I. ǹζζΪΝ σηπμ κΝ ȜכA İέθαδΝ İπέıβμ ĲαυĲκĲδεσμΝ πέθαεαμ,Ν αφκτΝሺȜכAሻכ = ሺA̅Ȝ୘ሻ୘ = ሺȜ୘ሻ୘ሺA̅ሻ୘ = AȜכ = IέΝ ΆλαΝ κΝ Ȝכ = A−ଵ απκĲİζİέΝ ΫθαθΝ
απσ ĲαΝįİιδΪΝαθĲέıĲλκφκΝĲκυΝǹέ 
 

ΚζİέθκθĲαμ, 
, A−ଵxۃ  A−ଵy ۄ = , A−ଵȜxۃ A−ଵȜyۄ = ,xۃ yۄ, 

 

 

įİέξθκθĲαμ σĲδΝA−ଵ א Oሺn, Kሻ. 
 

Ολδıησμ 2.2.2 

 

ΓδαΝK = ℝ ΰλΪφκυηİΝ ĲβθΝOሺn, Kሻ πμΝOሺnሻ εαδΝ ĲβθΝ κθκηΪακυηİΝ ȠȡșȠȖȫȞȚα 
ȠȝȐįαέΝ Γδα K = ℂ,Ν ĲβθΝ ΰλΪφκυηİΝ πμΝ Uሺnሻ εαδΝ ĲβθΝ κθκηΪακυηİΝ
ȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓα ȠȝȐįαέΝ Γδα K = ℍ ĲβθΝ ΰλΪφκυηİΝ πμ Spሺnሻ εαδΝ ĲβθΝ
κθκηΪακυηİΝıυȝπȜİțĲȚțȒ ȠȝȐįα. 

 

ΠλσĲαıβ 2.2.2 

 

ΈıĲπΝA א M୬ሺKሻέΝΣσĲİΝκδΝİπσηİθİμΝıυθγάεİμΝİέθαδΝδıκįτθαηİμ 
 

i. Ȝ א Oሺn, ȥሻ 
 

ii. ۃAe୧, Ae୨ۄ = Ɂ୧୨ 
 

iii. ΟΝǹΝıĲΫζθİδΝκλγκεαθκθδεΫμΝίΪıİδμΝıİΝκλγκεαθκθδεΫμΝίΪıİδμέ 
 

iv. ΟδΝΰλαηηΫμΝĲκυΝǹΝαπκĲİζκτθΝκλγκεαθκθδεάΝίΪıβ 

 

v. ΟδΝıĲάζİμΝĲκυΝǹΝαπκĲİζκτθΝκλγκεαθκθδεάΝίΪıβ 

 

vi. Ȝכ = A−ଵ 
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ΠλσĲαıβΝβέβέγ 

ΈıĲπ A א M୬ሺℝሻέΝ ΣσĲİΝ κΝ A א Oሺnሻ ⇔ ɍ A įδαĲβλİέΝ ĲκΝ ηάεκμΝ σππμΝ ĲκΝ
κλέıαηİΝıĲκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκ. 

ǹπσįİδιβ Ο A įδαĲβλİέΝ ĲκΝ ηάεκμΝ σππμΝ ĲκΝ κλέıαηİΝ ıĲκΝ İıπĲİλδεσΝ ΰδθσηİθκ ⇔ ۃAx, Axۄ = ,xۃ xۄ ΰδαΝσζαΝ ĲαΝx א ℝ୬έΝΆλαΝβΝ⇒ İέθαδΝπλκφαθάμέΝǹθĲέıĲλκφα,Ν
Ϋξκυηİ ۃAሺx + yሻ, Aሺx + yሻۄ = xۃ + y, x + yۄ = ,xۃ xۄ + ,xۃ yۄ + ,yۃ xۄ + ,yۃ yۄ = ,Axۃ Axۄ + ,Axۃ Ayۄ + ,Ayۃ Axۄ + ,Ayۃ Ayۄ. 
ǾΝπαλαπΪθπΝıξΫıβΝįέθİδΝ ,xۃ yۄ + ,yۃ xۄ = ,Axۃ Ayۄ + ,Ayۃ Axۄ εαδΝ ηδαμΝ εαδ βΝۃ , ,Axۃ πΪθπΝıĲκΝℝ İέθαδΝıυηηİĲλδεά,ΝαυĲσΝαπκįİδεθτİδ σĲδΝ ۄ Ayۄ = ,xۃ yۄ Ɋɂ A א Oሺnሻ. 
ΠλσĲαıβΝβέβέ4 

ǾΝΠλσĲαıβΝβέβέγΝδıξτİδΝİπέıβμ εαδΝıĲαΝℍ εαδΝℂ. 

ǹπσįİδιβ 

ΤπκζκΰέαπΝĲβθΝıξΫıβΝۃA(e୧ + e୨൯, A(e୧ + e୨൯ۄ σππμΝπλδθ,ΝΫĲıδΝυıĲİΝθαΝπΪλπΝ ۃAe୧, Ae୨ۄ + ,Ae୨ۃ Ae୧ۄ = Ͳ. 

ΈπİδĲα γİπλυΝ x = x୧e୧ + x୨e୨ εαδΝ υπκζκΰέαπΝ ĲβθΝ ,Axۃ AxۄέΝ ΠαέλθκυηİΝx୧x఩̅ۃAe୧, Ae୨ۄ + x୨xన̅ۃAe୨, Ae୧ۄ = Ͳ  εαδΝΪλα ۃAe୧, Ae୨ۄ(x୧x఩̅ − x఩̅x୧൯ = Ͳ 

εαδ αυĲσΝκįβΰİέΝıĲβθΝıξΫıβΝۃAe୧, Ae୨ۄ = Ͳ. 

ǹμΝįδİλİυθάıκυηİΝζέΰκΝıĲδμ Oሺnሻ, Uሺnሻ εαδ Spሺnሻ,ΝĲδμΝπδγαθΫμΝĲδηΫμΝĲκυ nέΝǾ Oሺͳሻ İέθαδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ πλαΰηαĲδευθΝ αλδγηυθΝ ηİΝ ηάεκμΝ 1,Ν ΫĲıδΝ
υıĲİ Oሺͳሻ = {ͳ,−ͳ}. Ǿ Uሺͳሻ İέθαδΝ απζΪΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ ηδΰαįδευθΝ
αλδγηυθΝηİΝηάεκμΝ1έ ǹυĲάΝİέθαδΝβΝευεζδεάΝκηΪįα SଵέΝǾ Spሺͳሻ İέθαδΝβΝκηΪįαΝ
σζπθ ĲπθΝĲİĲλαįδευθΝαλδγηυθΝηİΝηκθαįδαέκ ηάεκμέΝǼΪθΝκλέıκυηİ S୩−ଵ = {x א ℝ୩||x| = ͳ} 
θαΝİέθαδΝβΝηκθαįδαέκυΝηάεκυμ (k-1)-ıφαέλα,ΝίζΫπκυηİΝσĲδ Oሺͳሻ = S଴, Uሺͳሻ = Sଵ, Spሺͳሻ = Sଷ. 
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ΈθαΝπκζτΝ İθįδαφΫλκθΝΰİΰκθσμΝαπκĲİζİέΝ ĲκΝσĲδΝαυĲΫμΝ İέθαδΝκδΝȝȩȞİȢ ıφαέλİμΝ
πκυΝηπκλİέΝθαΝαπκĲİζΫıκυθΝκηΪįİμέ 

ΠλσĲαıβΝβέβέηΝ 

ǼΪθΝȥ א {ℝ, ℂ} εαδΝȜ א Oሺn, ȥሻ,ΝĲσĲİ ሺdetAሻሺdetA̅̅ ̅̅ ̅̅ ሻ = ͳ 

ǹπσįİδιβ AAכ = I = ሺdet AሻሺdetAכሻ = ͳ εαδΝπλκφαθυμ detAכ = detA̅ = detA̅̅ ̅̅ ̅̅  

ΆλαΝİΪθΝȜ א Oሺnሻ ሺ= Oሺn,ℝሻሻ, ĲσĲİΝdetA = {ͳ,−ͳ}. Ολέακυηİ SOሺnሻ = {Ȝ א Oሺnሻ|detA = ͳ} 
εαδΝ ĲκΝκθκηΪακυηİΝ İȚįȚțȒ ȠȡșȠȖȫȞȚα ȠȝȐįα ΧİπέıβμΝκθκηΪαİĲαδΝ εαδ ȠȝȐįα 

πİȡȚıĲȡȠφȒȢΨέΝΟηκέπμ,Νκλέακυηİ SUሺnሻ = {Ȝ א Uሺnሻ|detA = ͳ} 
εαδΝĲβθΝκθκηΪακυηİΝİȚįȚțȒ ȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓα ȠȝȐįα. 

ΓδαΝ παλΪįİδΰηα,Ν ΫθαΝ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝ Oሺʹሻ ≠ SOሺʹሻ İέθαδΝ ĲκΝ ቀͳ ͲͲ −ͳቁέΝ ǹυĲσΝ
ıĲΫζθİδΝ ĲκΝ eଵ = ሺͳ,Ͳሻ ıĲκΝ eଵ εαδΝ ıĲΫζθİδ,Ν İπέıβμ,Ν ĲκΝ eଶ = ሺͲ,ͳሻ ıĲκΝ−eଶ. 

ΣΫζκμ,ΝΫξİδΝκλέακυıαΝέıβ ηİΝ-1. 

 

2.3.ΜδαΝαπκλέαΝπİλέΝδıκηκλφδıηκτ 

 

΢ĲκΝ ĲΫζκμΝ ĲκυΝ εİφαζαέκυΝ 1Ν İέįαηİΝ σĲδΝ įτκΝ κηΪįİμΝ πκυΝ κλέακθĲαθΝ ηİΝ
įδαφκλİĲδεσΝ ĲλσπκΝ άĲαθΝ δıκηκλφδεΫμέΝ ΈξκυηİΝ πζΫκθΝ κλέıİδΝ įδΪφκλİμΝ
εαĲβΰκλέİμΝ κηΪįπθΝ (GLሺn, ȥሻ ΰδαΝ n = ͳ,ʹ, … εαδΝ ȥ א {ℝ, ℂ, ℍ} εαδΝ ĲβθΝOሺn, ȥሻ ΰδαΝ  n = ͳ,ʹ, … εαδΝȥ א {ℝ, ℂ,ℍ}) εαδΝκΝετλδκμΝıĲσξκμΝηαμΝİέθαδΝθαΝ
ίλκτηİΝ πκδİμΝ απσΝ αυĲΫμΝ İέθαδΝ δıκηκλφδεΫμέΝ ǾΝ ίαıδεάΝ δįΫαΝ İέθαδΝ θαΝ
αθαπĲτικυηİΝαθαζζκέπĲİμ ĲπθΝκηΪįπθΝπδθΪεπθΝ ΧįδΪıĲαıβ,ΝίαγησμΝεĲζΨ,Ν πξΝ
įτκΝδıκηκλφδεΫμΝκηΪįİμΝπλΫπİδΝθαΝΫξκυθΝĲδμΝέįδİμ αθαζζκέπĲİμέΝΜİΝαυĲσθΝĲκθΝ
Ĳλσπκ,ΝπδγαθυμΝγαΝκįβΰβγκτηİ ıĲκΝθαΝįİέικυηİΝσĲδΝηİλδεΫμΝκηΪįİμΝįİθΝİέθαδΝ
δıκηκλφδεΫμέ ǹζζΪΝσĲαθΝįτκΝįδαφκλİĲδευμΝκλδıηΫθİμΝκηΪįİμΝİέθαδΝπλΪΰηαĲδΝ
δıκηκλφδεΫμ,ΝκΝδıκηκλφδıησμΝγαΝİέθαδΝįτıεκζκΝθαΝίλİγİέέΝΓδαΝαυĲσθ ĲκθΝζσΰκΝ
γαΝ İέθαδΝ įτıεκζκΝθαΝαθαπĲτικυηİΝαθαζζκέπĲİμέΝΓδαΝθαΝηİδυıκυηİ,Ν įβζαįά,Ν
σıκΝ ĲκΝ įυθαĲσθΝ ΰέθİĲαδΝ πİλδııσĲİλκΝ ĲδμΝ πİλδπĲυıİδμΝ πκυΝ πλΫπİδΝ θαΝ
εκδĲΪικυηİΝ ΰδαΝ δıκηκλφδıηκτμέΝ ΢İΝ αυĲάθΝ ĲβθΝ İθσĲβĲαΝ γαΝ įυıκυηİΝ ΫθαθΝ
δıκηκλφδıησέ 
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ΈıĲπΝσĲδ υπκοδαασηαıĲİΝσĲδΝκδΝSpሺͳሻ εαδΝSUሺʹሻ İέθαδΝ δıκηκλφδεΫμέΝΠπμΝγαΝ
ηπκλκτıαηİΝ θαΝ ίλκτηİΝ ΫθαθΝ δıκηκλφδıησνΝ ǾΝ Spሺͳሻ İέθαδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ
ĲπθΝ ĲİĲλαįδευθΝ αλδγηυθΝ ηκθαįδαέκυ ηάεκυμΝ εαδΝ βΝ SUሺʹሻ İέθαδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ
σζπθΝ ĲπθΝ ʹ × ʹ ηδΰαįδευθΝ πδθΪεπθΝǹΝ ΫĲıδΝ υıĲİΝAȜכ = I εαδΝdetA = ͳέΝ ǾΝ
πλΪιβΝ ıĲβθΝ Spሺͳሻ İέθαδΝ πκζζαπζαıδαıησμΝ ĲİĲλαįδευθΝ αλδγηυθ,Ν İθυΝ ıĲβθΝSUሺʹሻ İέθαδΝπκζζαπζαıδαıησμΝπδθΪεπθέ 
 

ΠλσĲαıβ 2.3.1 

 

ǾΝ ıξΫıβΝ ɔ:M୬ሺℍሻ → Mଶ୬ሺℂሻ πκυΝ κλέαİĲαδΝ ıĲβθΝ παλΪΰλαφκΝ 1έη ĲκυΝ
ΚİφαζαέκυΝ1ΝİδıΪΰİδΝΫθαθΝδıκηκλφδıησΝĲβμΝηκλφάμ 
 ɔ: Spሺͳሻ → SUሺʹሻ. 
 

ǹπσįİδιβ 

 

ΈξκυηİΝįİδΝσĲδΝβΝɔ απκĲİζİέΝΫθαθΝ1-1 κηκηκλφδıησΝĲβμ GLሺn,ℍሻ ηΫıαΝıĲβθΝGLሺʹn, ℂሻ,Ν ΪλαΝ βΝ İφαληκΰά Ĳβμ ɔ ıĲβθΝ Spሺͳሻ απκĲİζİέΝ αεσηαΝ ΫθαθΝ 1-1 

κηκηκλφδıησέ ΆλαΝξλİδΪαİĲαδΝαπζυμΝθαΝįİέικυηİΝσĲδ 
 

A. A א Spሺͳሻ ⇒ ɔሺAሻ א SUሺʹሻ εαδ 
 

B. εΪγİΝB א SUሺʹሻ İέθαδΝέıκΝηİ ɔሺAሻ ηİΝA א Spሺͳሻ. 
 

ǼΪθΝA = a + ib + jc + kd,ΝĲσĲİΝɔሺAሻ = ቀa + ib −c − idc − id a + ib ቁ ΫĲıδΝυıĲİΝ ɔሺAሻሺɔሺAሻሻכ = ቀa + ib −c − idc − id a − ib ቁ ቀ a − ib c + id−c + id a + ibቁ = ቀͳ ͲͲ ͳቁ 
ηδαμΝεαδΝaଶ + bଶ + cଶ + dଶ = ͳέΝǼπέıβμ,ΝdetɔሺAሻ = ͳ ΪλαΝɔሺAሻ א SUሺʹሻ. 
ΈıĲπΝB = (Ƚ Ⱦɀ Ɂ) א SUሺʹሻέΝΥλβıδηκπκδυθĲαμΝ σĲδΝdetB = ͳ εαδΝ ĲκΝ ΰİΰκθσμΝ

σĲδΝκδΝΰλαηηΫμΝİέθαδΝκλγκΰυθδαΝηκθαįδαέα įδαθτıηαĲα,ΝίλέıεκυηİΝσĲδ Ɂ = Ƚ̅ ɈȽɇ ɀ = Ⱦ̅ 

Άλα,ΝİΪθΝȽ = a + ib εαδΝȾ = c − id,ΝĲσĲİΝηπκλκτηİ θαΝπΪλκυηİΝA = a + ib +jc + kd εαδΝΫĲıδΝθαΝΫξκυηİΝɔሺAሻ = B ΧΝεαδΝaଶ + bଶ + cଶ + dଶ = ͳ). 
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2.4.ΚαĲκπĲλδıησμ ıĲκθΝℝ� 

 

ΈıĲπΝu ĲκΝηκθαįδαέκ įδΪθυıηαΝĲκυΝℝ୬ εαδΝΫıĲπ  

 u⊥ = {x א ℝ୬|ۃx, uۄ = Ͳ} 
 

İέθαδΝĲκΝκλγκΰυθδκΝĲκυΝıυηπζάλπηα. 

 

 
 

ǾΝ πȡȠȕȠȜȒ ĲκυΝ įδαθτıηαĲκμΝ v ıĲκΝ u⊥ İέθαδΝ ĲκΝ v − ru,Ν σπκυΝ r א ℝ εαδΝ
İπδζΫΰİĲαδΝ ΫĲıδΝ υıĲİΝ Ĳκ v − ru θαΝ αθάεİδΝ ıĲκθΝ u⊥έΝ ΆλαΝ Ͳ = vۃ − ru, uۄ ,vۃ= uۄ − rۃu, uۄ εαδΝΪλα 

 r = ,vۃ uۄ. 
 

ΠλκφαθυμΝĲκΝıυηηİĲλδεσΝįδΪθυıηα ĲκυΝΝv πμΝπλκμΝĲκ u⊥ İέθαδΝĲβμΝηκλφάμ 
 ɔሺvሻ = v − ʹru = v − ,vۃʹ uۄu. 

 

ǻδαζΫΰκυηİΝ ηέαΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪıβΝ uଵ, … , u୬ ηİΝ uଵ = uέΝ ǼπκηΫθπμ,Ν
εΪθκθĲαμΝξλάıβΝαυĲάμΝĲβμ ίΪıβμ,ΝκΝεαĲκπĲλδıησμ ɔ įέθİĲαδΝαπσΝĲκθΝπέθαεαΝ
൮−ͳ Ͳ ڮ ͲͲ ͳ ڮ Ͳڭ ڭ ⋱ Ͳڭ Ͳ ڮ ͳ). ΈıĲπΝ ǹΝ ηέαΝ ΰλαηηδεάΝ ıξΫıβΝ ıĲκθΝ ℝ୬ πκυΝ κλέαİĲαδΝ

ıĲΫζθκθĲαμΝĲκΝeଵ, … , e୬ ıĲκΝuଵ, … , u୬έΝΚΪθκθĲαμΝξλάıβΝĲβμ ΠλσĲαıβμΝβέβέβ,ΝκΝ
ǹΝ İέθαδΝ κλγκΰυθδκμέΝΆλα,Ν εαδΝ ηİΝ ίΪıβΝ Ĳβθ κλγκεαθκθδεάΝίΪıβΝeଵ, … , e୬, κΝ
εαĲκπĲλδıησμΝįέθİĲαδΝαπσΝĲβθΝıξΫıβ 

 

A൮−ͳ Ͳ ڮ ͲͲ ͳ ڮ Ͳڭ ڭ ⋱ Ͳڭ Ͳ ڮ ͳ)A−ଵ = A൮
−ͳ Ͳ ڮ ͲͲ ͳ ڮ Ͳڭ ڭ ⋱ Ͳڭ Ͳ ڮ ͳ)A୘. 
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ǹθĲέıĲλκφα,Ν ίζΫπκυηİ σĲδΝ ΫθαμΝ ĲΫĲκδκμΝ πέθαεαμΝ αθĲδπλκıππİτİδΝ ĲκΝ
ıυηηİĲλδεσΝ įδΪθυıηαΝ İθσμ κλγκΰυθδκυ ıυηπζβλυηαĲκμ ĲκυΝ įδαθτıηαĲκμΝeଵA. 

 

΢ĲκθΝℝଶ,ΝΫıĲπΝσĲδΝĲκΝηκθαįδαέκ įδΪθυıηα u ΰλΪφİĲαδΝπμ 
 u = ሺcosa, sinaሻ. 
 

ǼπκηΫθπμ,ΝĲκΝሺ−sina, cosaሻ απκĲİζİέΝηκθαįδαέκ įδΪθυıηαΝıĲκθΝu⊥. ΟΝπέθαεαμΝ
ǹ,ΝπκυΝıĲΫζθİδΝĲκΝeଵ ıĲκΝu εαδΝĲκΝeଶ ıĲκ ሺ−sina, cosaሻ,ΝπλΫπİδΝθαΝδεαθκπκδİέΝ
ĲδμΝ 
 ሺͳ Ͳሻ ቀaଵଵ aଵଶaଶଵ aଶଶቁ = ሺcosa sinaሻ 

 ሺͲ ͳሻ ቀaଵଵ aଵଶaଶଵ aଶଶቁ = ሺ−sina cosaሻ 
 

Ϊλα 

 A = ቀ cosa sina−sina cosaቁ. 
 

Άλα,ΝκΝπέθαεαμΝπκυΝįέθİδΝĲκΝıυηηİĲλδεσΝįδΪθυıηαΝπμΝπλκμΝĲκ u⊥ İέθαδΝκ 

 Φ = ቀ cosa sina−sina cosaቁ ቀ−ͳ ͲͲ ͳቁ ቀcosa −sinasina cosa ቁ 
 Φ = ቀ−cosʹa sinʹasinʹa cosʹaቁ. 

 

ΟΝπέθαεαμΝǹΝπλκφαθυμΝαπκĲİζİέΝπέθαεαΝπİλδıĲλκφάμ ĲκυΝℝଶ. 
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ΚİφΪζαδκΝ3 

ΟηΪįİμ ΠδθΪεωθΝLie  

 

 

 

 

 

 

3.1.ΟλδıησμΝĲωθΝκηΪįωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

ΟδΝ κηΪįİμΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ γαΝ ηİζİĲάıκυηİΝ ıİΝ αυĲσΝ ĲκΝ εİφΪζαδκ,Ν απκĲİζκτθΝ
υπκκηΪįİμΝ ηδαμΝ ıυΰεİελδηΫθβμΝ εαĲβΰκλέαμΝ ĲβμΝ ΰİθδεάμ ΰλαηηδεάμΝ κηΪįαμ, 
ıĲβθΝ κπκέαΝ αθαφİλγάεαηİΝ ıĲαΝ πλκβΰκτηİθαΝ εİφΪζαδαέ ǹυĲσΝ ĲκΝ εİφΪζαδκΝ
εΪθİδΝ ξλάıβΝ įδαφσλπθΝ εαθσθπθΝ ĲβμΝ ΰλαηηδεάμΝ Ϊζΰİίλαμ,Ν σππμ İπέıβμΝ
ıυθκοέακθĲαδΝΰİΰκθσĲαΝεαδΝκλδıηκέΝαπσΝĲβμ γİπλέαΝĲπθΝαφβλβηΫθπθ κηΪįπθέ 
 

ΤπİθγυηέαİĲαδΝσĲδμ 
 

ǾΝΰİθδεάΝΰλαηηδεάΝκηΪįαΝπΪθπΝıİΝπλαΰηαĲδεκτμΝαλδγηκτμ,ΝıυηίκζέαİĲαδΝπμΝGLሺn,ℝሻ εαδΝ İέθαδΝ βΝ κηΪįαΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n αθĲδıĲλΫοδηπθ πδθΪεπθΝ ηİΝ
ıĲκδξİέαΝ πλαΰηαĲδεκτμΝ αλδγηκτμέΝ ǾΝ ΰİθδεάΝ ΰλαηηδεάΝ κηΪįαΝ πΪθπΝ ıİΝ
ηδΰαįδεκτμΝαλδγηκτμΝıυηίκζέαİĲαδΝπμΝGLሺn, ℂሻ εαδΝ İέθαδΝβΝκηΪįαΝσζπθΝ ĲπθΝn × n αθĲδıĲλΫοδηπθ πδθΪεπθΝηİΝıĲκδξİέαΝηδΰαįδεκτμΝαλδγηκτμέ 
 

ΟδΝ ΰİθδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪįİμΝ İέθαδΝ ıĲβθΝ πλΪιβΝ κηΪįİμΝ πκυΝ υπσεİδĲαδΝ ıĲβθΝ
πλΪιβΝ ĲκυΝ πκζζαπζαıδαıηκτΝ πδθΪεπθέΝ ΣκΝ ΰδθσηİθκΝ įτκΝ αθĲδıĲλΫοδηπθ 

πδθΪεπθΝΫξİδ,ΝİιΝκλδıηκτ,ΝΫθαθΝαθĲέıĲλκφκΝεαδΝκΝπκζζαπζαıδαıησμΝπδθΪεπθΝ
İέθαδΝπλκıİĲαδλδıĲδεσμ. 
 

ǾΝ M୬ሺℂሻ ıυηίκζέαİδΝ ĲκΝ ξυλκΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n πδθΪεπθΝ ηİΝ ıĲκδξİέαΝ
ηδΰαįδεκτμΝαλδγηκτμέ 
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Ολδıησμ 3.1.1 

 

ΈıĲπΝ A୫ ηδαΝ αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ ηİΝ ıĲκδξİέαΝ ηδΰαįδεκτμΝ αλδγηκτμΝ Ĳβμ M୬ሺℂሻέΝΛΫηİΝσĲδΝβΝA୫ ıυΰεζέθİδ ıİΝΫθαθΝπέθαεαΝǹ,ΝİΪθΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝĲβμ A୫  

ıυΰεζέθİδΝ ΧεαγυμΝ ĲκΝm → ∞ΨΝ ıĲκΝ αθĲέıĲκδξκ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝ ǹέΝ ΧπέξέΝ İΪθΝ ĲκΝሺA୫ሻ୩୪ ıυΰεζέθİδ ıĲκΝA୩୪  ΰδαΝσζαΝĲαΝͳ ൑ k, l ൑ n) 

 

Ολδıησμ 3.1.2 

 

ΜδαΝ ȠȝȐįα πȚȞȐțωȞ Lie İέθαδΝ εΪγİΝ υπκκηΪįαΝ G ĲβμΝ GLሺn, ℂሻ ηİΝ ĲβθΝ
αεσζκυγβΝδįδσĲβĲαμΝǼΪθΝA୫ İέθαδΝεΪγİΝαεκζκυγέαΝπδθΪεπθΝπκυΝαθάεİδΝıĲβθ 

G,Ν εαδΝ βΝ A୫ ıυΰεζέθİδΝ ıİΝ πέθαεαΝ ǹ,Ν ĲσĲİΝ İέĲİΝ κΝ A א G,Ν İέĲİΝ κΝ ǹΝ įİθΝ
αθĲδıĲλΫφİĲαδ. 

ǾΝıυθγάεβΝıĲκθΝG δıκįυθαηİέΝηİΝĲκΝθαΝπκτηİΝσĲδ β G İέθαδ ΫθαΝεζİδıĲσΝΧπμΝ
πλκμΝĲβθΝπλΪιβΝĲβμΝ(G, לሻ ,įβζαįάΝΰδαΝεΪγİΝa ,b א G, a ל b א G ),υπκıτθκζκΝ
ĲβμΝGLሺn, ℂሻέΝ ΧǹυĲσΝįİθΝıβηαέθİδΝαπαλαέĲβĲαΝσĲδ β G İέθαδΝεζİδıĲάΝπμΝπλκμΝ
ĲβθΝM୬ሺℂሻΨέΝΆλαΝκ παλαπΪθπΝκλδıησμΝİέθαδΝ δıκįτθαηκμ ηİΝĲκΝθα πκτηİΝσĲδΝ
ηδαΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLie απκĲİζİέΝεζİδıĲσΝυπκıτθκζκΝĲβμΝGLሺn, ℂሻ. 
 

ǾΝ ıυθγάεβΝ σĲδΝ β G απκĲİζİέΝ εζİδıĲάΝ υπκκηΪįα, ıİΝ αθĲέγİıβΝ ηİΝ ĲδμΝ απζΫμΝ
υπκκηΪįİμ,ΝγαΝπλΫπİδΝθαΝγİπλİέĲαδΝπμΝεΪĲδΝιİξπλδıĲσ,ΝηδαμΝεαδΝησθκΝκδΝπδκΝ
ıβηαθĲδεΫμ υπκκηΪįİμΝ Ĳβμ GLሺn, ℂሻ ΫξκυθΝ αυĲάθΝ ĲβθΝ δįδσĲβĲαέΝ ΧΟδΝ
πİλδııσĲİλκδΝ İεΝ ĲπθΝG κηΪįπθΝπδθΪεπθΝLie,Ν γαΝγİπλάıκυηİΝσĲδ ΫξκυθΝĲβθΝ
παλαπΪθπΝ δįδσĲβĲαΝ ΫĲıδΝ υıĲİΝ İΪθΝ A୫ İέθαδΝ εΪγİΝ αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ
αθάεİδΝıĲβθ G εαδΝβ A୫ ıυΰεζέθİδΝıİΝΫθαθΝπέθαεαΝǹ,ΝĲσĲİΝA א G ΧσĲδ,Νįβζαįά,Ν
β  G İέθαδΝεζİδıĲά πμΝπλκμΝĲβθΝM୬ሺℂሻ).) 
 

3.1.1. ǹθĲδπαλαįİέΰηαĲαΝκηΪįωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

ΈθαΝπαλΪįİδΰηαΝυπκκηΪįαμΝĲβμΝGLሺn, ℂሻ,ΝβΝκπκέαΝįİθΝİέθαδΝεζİδıĲάΝΧεαδΝΪλα 

įİθΝ απκĲİζİέΝ κηΪįαΝ πδθΪεπθΝ LieΨΝ İέθαδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n 

αθĲδıĲλΫοδηπθ πδθΪεπθ ĲπθΝκπκέπθΝĲαΝıĲκδξİέαΝİέθαδ πλαΰηαĲδεκέΝεαδΝλβĲκέ 
αλδγηκέέΝ΢ĲβθΝπλαΰηαĲδεσĲβĲαΝαυĲάΝαπκĲİζİέΝυπκκηΪįαΝĲβμ GLሺn, ℂሻ,ΝβΝκπκέαΝ
σηπμΝ įİθΝ İέθαδΝ εζİδıĲάέΝ ΈĲıδ,Ν γαΝ ηπκλκτıαηİΝ θαΝ ΫξκυηİΝ ηδαΝ αεκζκυγέαΝ
αθĲδıĲλΫοδηπθΝ πδθΪεπθΝ ηİΝ ıĲκδξİέαΝ λβĲκτμ αλδγηκτμΝ πκυΝ θαΝ ıυΰεζέθİδΝ ıİΝ
ΫθαθΝαθĲδıĲλΫοδηκΝπέθαεαΝηİΝηİλδεΪΝİε ĲπθΝıĲκδξİέπθΝĲκυΝθαΝİέθαδΝΪλλβĲκδΝ
αλδγηκέέΝΧ΢ĲβθΝπλΪιβ,ΝεΪγİΝπλαΰηαĲδεσμΝαθĲδıĲλΫοδηκμ πέθαεαμ,ΝİέθαδΝĲκΝσλδκΝ
ηİλδευθΝαεκζκυγδυθΝαθĲδıĲλΫοδηπθΝπδθΪεπθΝηİΝıĲκδξİέαΝλβĲκτμ αλδγηκτμΨέ 

ΓδαΝπαλΪįİδΰηα,ΝΫıĲπ G = GL(2, ℚΨΝβΝκηΪįαΝĲπθΝαθĲδıĲλΫοδηπθΝβΝ× 2 

πδθΪεπθΝηİΝλβĲΪΝıĲκδξİέαέ 
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ǾΝυπκκηΪįα 

 GLሺʹ,ℚሻ = {A = ቀa bc dቁ : a, b, c, d א ℚ, ad − bc ≠ Ͳ} 
 

 

ĲβμΝGLሺn,ℝሻ (ΪλαΝεαδΝĲβμΝGLሺn, ℂሻ) įİθΝİέθαδΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLie įδσĲδ,Νπέξέ,ΝβΝ
αεκζκυγέα 

 A୬ = {((ͳ + ͳn)୬ ͲͲ ͳ) א GLሺʹ,ℚሻ}. 
 

ıυΰεζέθİδΝıĲκθΝαθĲδıĲλΫοδηκΝπέθαεα 

 A = ቀe ͲͲ ͳቁ ב GLሺʹ,ℚሻ 
 

ΈθαΝ ΪζζκΝ παλΪįİδΰηαΝ κηΪįπθΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ įİθΝ İέθαδΝ κηΪįİμΝ πδθΪεπθΝ Lie 

İέθαδΝ βΝ αεσζκυγβΝ υπκκηΪįαΝ ĲβμΝ GLሺʹ, ℂሻέΝ ΈıĲπΝ a İέθαδΝ Ϋθαμ ΪλλβĲκμ 
πλαΰηαĲδεσμΝαλδγησμΝεαδΝΫıĲπΝ 
 G = {(e୧t ͲͲ e୧ta) |t א ℝ} 
 

Πλκφαθυμ,Νβ G απκĲİζİέΝυπκκηΪįαΝĲβμΝGLሺʹ, ℂሻέΝǼπİδįάΝκΝa İέθαδΝΪλλβĲκμ,ΝκΝ
πέθαεαμΝ-I įİθΝαθάεİδΝıĲβθ G,ΝΪλαΝΰδαΝθαΝεΪθκυηİΝĲκΝe୧t έıκΝηİΝ-1,ΝπλΫπİδΝθαΝ
γİπλάıκυηİ σĲδ κΝ t İέθαδΝ Ϋθαμ πİλδĲĲσμΝ αεΫλαδκμΝ πκυΝ ĲαυĲσξλκθαΝ απκĲİζİέ 
πκζζαπζΪıδκΝ ĲκυΝ πΝ εαδΝ ıİΝ αυĲάθΝ ĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ ĲκΝ ta įİθΝ ηπκλİέΝ θαΝ İέθαδΝ
πİλδĲĲσμΝ αεΫλαδκμΝ εαδ πκζζαπζΪıδκΝ ĲκυΝ πέΝ ǹπσ ĲβθΝ Ϊζζβ,Ν αθΝ γİπλάıκυηİΝt = ሺʹn + ͳሻɎ ΰδαΝ ΫθαθΝ εαĲΪζζβζαΝ İπδζİΰηΫθκΝ αεΫλαδκΝ n, ηπκλκτηİΝ θαΝ
εΪθκυηİΝ ĲκΝ ta θαΝ İέθαδΝ αυγαδλΫĲπμΝ εκθĲΪΝ ıİΝ ΫθαθΝ πİλδĲĲσΝ αεΫλαδκΝ εαδΝ
ĲαυĲσξλκθαΝ  πκζζαπζΪıδκΝ ĲκυΝ πέΝ ΆλαΝ ηπκλκτηİΝ θαΝ ίλκτηİΝ ηδαΝ αεκζκυγέαΝ
πδθΪεπθΝıĲκΝG,ΝκδΝκπκέκδ θαΝıυΰεζέθκυθΝıĲκΝ-I εαδΝΪλαΝκΝG θα ηβθ απκĲİζİέΝ
κηΪįαΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.2. ΠαλαįİέΰηαĲαΝκηΪįωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

3.2.1. ΟδΝΰİθδεΫμΝΰλαηηδεΫμΝκηΪįİμΝ�ۺሺ�,ℝሻ εαδΝ�ۺሺ�, ℂሻ 
 

ΟδΝ ΰİθδεΫμ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪįİμΝ ΧπΪθπΝ ıĲαΝ ℝ εαδ ℂΨΝ απκĲİζκτθΝ απσΝ
ησθİμΝ Ĳκυμ κηΪįİμΝ πδθΪεπθΝ LieέΝ ΦυıδεΪ,Ν β  GLሺn, ℂሻ απκĲİζİέ 
υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ İαυĲκτΝ ĲβμέΝ ǼπδπζΫκθ,Ν İΪθΝ βΝ A୫ απκĲİζİέΝ ηδαΝ
αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ ĲβμΝ GLሺn, ℂሻ εαδΝ βΝA୫ ıυΰεζέθİδ ıĲκθΝ ǹ,Ν ĲσĲİ,Ν
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απσΝĲκθΝκλδıησΝĲβμ GLሺn, ℂሻ,ΝİέĲİΝκΝǹΝαθάεİδΝıĲβθ GLሺn, ℂሻ,ΝİέĲİΝκΝǹΝ
įİθΝαθĲδıĲλΫφİĲαδ. 
 

ǼπδπζΫκθ,Ν βΝ GLሺn,ℝሻ İέθαδΝ υπκκηΪįαΝ Ĳβμ GLሺn, ℂሻ εαδΝ İΪθΝ A୫ GLሺn,ℝሻ  εαδΝא βΝA୫ ıυΰεζέθİδ ıĲκθΝǹ,Ν ĲσĲİΝ ĲαΝıĲκδξİέαΝ ĲκυΝǹΝ İέθαδΝ
πλαΰηαĲδεκέΝ αλδγηκέέΝ ΆλαΝ İέĲİΝ κΝ ǹΝ įİθ αθĲδıĲλΫφİĲαδ,Ν İέĲİΝ Ȝ  .GLሺn,ℝሻא
 

3.2.2. ΟδΝİδįδεΫμΝΰλαηηδεΫμΝκηΪįİμΝ�ۺሺ�,ℝሻ εαδΝ�ۺሺ�, ℂሻ 
 

ΟδΝ İδįδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪįİμΝ ΧπΪθπΝıĲαΝℝ εαδ ℂΨΝ İέθαδΝ βΝ κηΪįαΝ ĲπθΝn × n αθĲδıĲλΫοδηπθ πδθΪεπθΝ ΧηİΝ ıĲκδξİέαΝ πλαΰηαĲδεκτμΝ άΝ
ηδΰαįδεκτμΝ αλδγηκτμΨΝ πκυΝ ΫξİδΝ κλέακυıαΝ έıβ ηİΝ 1έΝΚαδΝ κδΝ įτκΝ αυĲΫμΝ
κηΪįİμΝ İέθαδΝ υπκκηΪįİμΝ Ĳβμ GLሺn, ℂሻέΝ Ǽπέıβμ,Ν İΪθΝ A୬ İέθαδΝ ηδαΝ
αεκζκυγέαΝπδθΪεπθΝηİΝκλέακυıαΝέıβΝηİΝ1ΝεαδΝβΝA୬ ıυΰεζέθİδΝıĲκθΝǹ, 

ĲσĲİΝκΝǹΝΫξİδΝİπέıβμ κλέακυıαΝέıβΝηİΝ1,ΝįδσĲδΝβΝκλέακυıα İέθαδΝıυθİξάμΝ
ıυθΪλĲβıβέΝΆλαΝκδΝSLሺn,ℝሻ εαδΝSLሺn, ℂሻ απκĲİζκτθΝκηΪįİμΝπδθΪεπθΝ
Lie. 

 

 

3.2.3. ΟλγκΰυθδİμΝεαδΝİδįδεΫμΝκλγκΰυθδİμΝκηΪįİμΝO(nΨΝεαδΝSO(n) 

 

ΤπİθγυηέακυηİΝ İθΝ ıυθĲκηέαΝ σĲδΝ ΫθαμΝ n × n πέθαεαμΝ πλαΰηαĲδευθΝ
αλδγηυθΝ ǹΝ ζΫΰİĲαδΝ κλγκΰυθδκμ İΪθΝ κδΝ ıĲάζİμΝ ĲκυΝ ǹΝ απκĲİζκτθΝ
κλγκεαθκθδεΪΝįδαθτıηαĲαΝıĲβζυθ,ΝįβζαįάΝİΪθ 

 ∑A୪୨A୪୩୬
୪=ଵ = Ɂ୨୩, ͳ ൑ j, k ൑ n. 

 

ΧǼįυΝĲκΝɁ୨୩ İέθαδΝĲκΝįΫζĲαΝĲκυΝKronecker,ΝĲκΝκπκέκΝδıκτĲαδΝηİΝ1ΝİΪθΝj = k εαδΝδıκτĲαδ ηİΝίΝİΪθΝj ≠ kΨΝΙıκįτθαηα,ΝκΝǹΝİέθαδΝκλγκΰυθδκμΝİΪθΝ
įδαĲβλİέ ĲκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκ,ΝįβζαįάΝİΪθΝۃx, yۄ = ,Axۃ Ayۄ ΰδαΝσζαΝ
ĲαΝįδαθτıηαĲαΝx, y σɒɍɋ ℝ୬έΝΧΟδΝαΰετζİμΝĲβμ ηκλφάμΝۃ , ıυηίκζέακυθΝ ۄ
ĲκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκΝıĲκθΝℝ୬,ΝηİΝ∑ x୩y୩୩ έΨΝΈθαμΝαεσηαΝδıκįτθαηκμΝ
κλδıησμΝİέθαδΝππμΝκΝǹΝİέθαδΝκλγκΰυθδκμΝİΪθΝA୘A = I,ΝάΝηİΝΪζζαΝζσΰδαΝ
İΪθΝ A୘ = A−ଵ ΧΟ A୘ απκĲİζİέΝ ĲκθΝ αθΪıĲλκφκΝ πέθαεαΝ ĲκυΝ ǹΝ εαδΝሺA୘ሻ୩୪ = A୪୩) 

 

ΜδαμΝεαδΝdetA୘ = detA,ΝίζΫπκυηİΝσĲδΝİΪθΝκΝǹ İέθαδΝκλγκΰυθδκμ,ΝĲσĲİΝ
βΝdetሺA୘Aሻ = ሺdetAሻଶ = detI = ͳέΝΆλα,ΝdetA = ±ͳ,Ν ΰδαΝσζκυμΝ ĲκυμΝ
κλγκΰυθδκυμΝπέθαεİμΝǹέ 
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ΟΝ παλαπΪθπΝ ĲλσπκμΝ ηαμΝ įİέξθİδΝ ıυΰεİελδηΫθαΝ σĲδΝ εΪγİΝ κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμΝ πλΫπİδΝ θαΝ İέθαδΝ αθĲδıĲλΫοδηκμέΝ ΌηπμΝ İΪθΝ κΝ ǹΝ İέθαδΝ
κλγκΰυθδκμΝπέθαεαμ, ĲσĲİ 

,A−ଵxۃ  A−ଵyۄ = ,AሺA−ଵxሻۃ AሺA−ଵyሻۄ = ,xۃ yۄ. 
 

Άλα,Ν κΝ αθĲέıĲλκφκμΝ İθσμΝ κλγκΰυθδκυΝ πέθαεαΝ παλαηΫθİδΝ κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμέΝ ǼπδπζΫκθ,Ν ĲκΝ ΰδθσηİθκΝ įτκΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ İέθαδΝ
κλγκΰυθδκμΝ πέθαεαμ,Ν ηδαμΝ εαδΝ İΪθΝ κδΝ ǹΝ εαδΝ ǺΝ įδαĲβλκτθ İıπĲİλδεΪΝ
ΰδθσηİθα,ΝĲσĲİΝĲκΝέįδκΝδıξτİδΝεαδΝηİΝĲκθΝǹǺέΝΆλαΝĲκΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝ
κλγκΰπθέπθΝπδθΪεπθΝαπκĲİζİέΝκηΪįαέ 
 

ΣκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n πλαΰηαĲδευθΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ
απκĲİζİέΝ ĲβθΝ κλγκΰυθδαΝ κηΪįαΝ O(n),Ν βΝ κπκέαΝ İέθαδΝ υπκκηΪįαΝ Ĳβμ GLሺn, ℂሻέΝ ΣκΝ σλδκΝ ηδαμΝ αεκζκυγέαμΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ απκĲİζİέΝ
κλγκΰυθδκΝπέθαεα,ΝηδαμΝεαδΝβΝıξΫıβΝA୘A = I įδαĲβλİέĲαδΝπαέλθκθĲαμΝ
σλδαέΝΆλα,ΝβΝO(nΨΝαπκĲİζİέΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLie. 

 

ΣκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ n × n κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ ηİΝ κλέακυıαΝ 1Ν İέθαδΝ κδΝ
İδįδεκέΝ κλγκΰυθδκδΝ πέθαεİμΝ SO(n)έΝ Πλκφαθυμ,Ν αυĲκέΝ απκĲİζκτθΝ
υπκκηΪįαΝ ĲβμΝ O(n) εαδΝ ΪλαΝ εαδΝ Ĳβμ GLሺn, ℂሻέΝ ǼπδπζΫκθ,Ν ĲσıκΝ βΝ
κλγκΰπθδσĲβĲαΝ σıκΝ εαδΝ βΝ δįδσĲβĲαΝ θαΝ ΫξκυθΝ κλέακυıαΝ έıβΝ ηİΝ 1Ν
įδαĲβλκτθĲαδΝ παέλθκθĲαμ σλδαΝ εαδΝ ΪλαΝ βΝ SO(n) απκĲİζİέΝ κηΪįαΝ
πδθΪεπθΝLie.  

 

ΓİπηİĲλδεΪ,Ν ĲαΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝO(n) απİδεκθέακθĲαδΝ İέĲİΝ πİλδıĲλκφδεΪ 

İέĲİΝ ıİΝ ıυθįυαıησΝ πİλδıĲλκφυθΝ εαδΝ ıυηηİĲλδυθέΝ ΣαΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝ
SO(n) απİδεκθέακθĲαδΝαπζυμΝπİλδıĲλκφδεΪ. 

 

3.2.4. ΟλγκηκθαįδαέİμΝ- İδįδεΫμΝκλγκηκθαįδαέİμΝκηΪįİμΝU(nΨΝεαδΝSU(n) 

 

ΤπİθγυηέακυηİΝ İθΝ ıυθĲκηέαΝ σĲδΝ ΫθαμΝ n × n πέθαεαμΝ ηδΰαįδευθΝ ǹΝ
κθκηΪαİĲαδΝȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓȠȢ (unitary) İΪθΝĲαΝįδαθτıηαĲαΝıĲάζİμΝĲκυΝ
πέθαεαΝǹΝİέθαδΝκλγκεαθκθδεΪΝΫĲıδΝυıĲİΝİΪθ 

 ∑A୪఩̅̅̅̅ A୪୩୬
୪=ଵ = Ɂ୨୩ 

 

Ιıκįτθαηα,Ν κΝ ǹΝ İέθαδΝ κλγκηκθαįδαέκμ İΪθΝ įδαĲβλİέ ĲκΝ İıπĲİλδεσΝ
ΰδθσηİθκ,ΝαθΝۃx, yۄ = ,Axۃ Ayۄ ΰδαΝσζαΝĲαΝįδαθτıηαĲαΝx, y σɒɍɋ ℂ୬έΝΧΟδΝ
αΰετζİμΝĲβμΝηκλφάμΝۃ ,  ,ıυηίκζέακυθΝĲκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκΝıĲκθΝℂ୬ ۄ

ηİΝ ∑ x̅୩y୩୩ .ΤδκγİĲκτηİΝ İπέıβμ ĲβΝ ıτηίαıβ ĲβμΝ ĲκπκγΫĲβıβμΝ Ĳκυ 

ıυαυΰάΝ Ν ηδΰαįδεκτΝ ıĲαΝ αλδıĲİλΪΨέ ΈθαμΝ αεσηαΝ δıκįτθαηκμΝ κλδıησμΝ
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İέθαδΝππμΝκΝǹΝİέθαδΝκλγκηκθαįδαέκμ İΪθΝȜכA = I,ΝάΝηİΝΪζζαΝζσΰδαΝİΪθΝȜכ = A−ଵ ΧΟ Ȝכ απκĲİζİέΝ ĲκθΝ αθαıĲλκφκıυαυΰά πέθαεαΝ ĲκυΝ ǹΝ εαδΝሺȜכሻ୨୩ = A୩఩̅̅ ̅̅ ) 

 

ΜδαμΝεαδΝdetȜכ = detA̅̅ ̅̅ ̅̅ ,ΝίζΫπκυηİΝσĲδΝİΪθΝκΝǹΝİέθαδΝκλγκηκθαįδαέκμ, 
ĲσĲİΝ βΝ detሺȜכAሻ = |detA|ଶ = detI = ͳέΝ Άλα,Ν detȜ = e୧θ,ɀɇȽ Ɉəθɂ θ א [Ͳ,ʹɎ] ɈȽɇ |detA| = ͳ,Ν ΰδαΝσζκυμΝ ĲκυμΝ κλγκηκθαįδαέκυμ 
πέθαεİμΝǹέ 
 

ΟΝ παλαπΪθπΝ ĲλσπκμΝ ηαμΝ įİέξθİδΝ ıυΰεİελδηΫθαΝ σĲδ εΪγİΝ
κλγκηκθαįδαέκμ πέθαεαμΝ πλΫπİδΝ θαΝ İέθαδΝ αθĲδıĲλΫοδηκμέΝΜİΝ ίΪıβΝ ĲκΝ
έįδκΝ İπδξİέλβηαΝ πκυΝ ξλβıδηκπκδάıαηİΝ ΰδαΝ ĲκυμΝ κλγκΰυθδκυμΝ πέθαεİμΝ
ίζΫπκυηİΝ σĲδΝ εαδΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ κλγκηκθαįδαέπθ πδθΪεπθΝ
απκĲİζİέΝκηΪįαέ 
 

ΣκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n κλγκηκθαįδαέπθΝ πδθΪεπθΝ απκĲİζİέΝ ĲβθΝ
ȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓα ȠȝȐįα U(n),Ν βΝ κπκέαΝ ηİΝ ĲβθΝ ıİδλΪΝ ĲβμΝ απκĲİζİέΝ
υπκκηΪįαΝ ĲβμΝGL(n,ℂሻέΝ ΣκΝ σλδκΝ ĲπθΝ κλγκηκθαįδαέπθΝ πδθΪεπθΝ İέθαδΝ
İπέıβμΝ κλγκηκθαįδαέκ,Ν ΪλαΝ βΝU(nΨΝ απκĲİζİέΝ κηΪįαΝ πδθΪεπθΝLieέΝ ΣκΝ
ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ κλγκηκθαįδαέπθ πδθΪεπθΝ ηİΝ κλέακυıαΝ έıβΝ ηİΝ 1Ν
απκĲİζİέΝ ĲβθΝ İȚįȚțȒ ȠȡșȠȝȠȞαįȚαȓα ȠȝȐįα SU(nΨέΝ ǼτεκζαΝ
απκįİδεθτİĲαδΝ σĲδΝ εαδΝ βΝ SU(nΨ,Ν Ν απκĲİζİέΝ κηΪįαΝ πδθΪεπθΝ LieέΝ ΝαΝ
ıβηİδπγİέΝ σĲδΝ Ϋθαμ κλγκηκθαįδαέκμ πέθαεαμΝηπκλİέΝ θαΝ ΫξİδΝ κλέακυıαΝe୧θ ΰδαΝεΪγİΝθ א [Ͳ,ʹɎ] εαδΝ ΪλαΝβΝSU(n) θαΝαπκĲİζİέΝ ΫθαΝηδελσĲİλκΝ
υπκıτθκζκΝĲβμΝU(n). 

 

3.2.5. ΟδΝηδΰαįδεΫμΝκλγκΰυθδİμΝκηΪįİμΝO(n,ℂ) εαδ SO(n,ℂ) 

 

ΘİπλİέıĲİΝ σĲδ βΝ įδΰλαηηδεά ηκλφάΝ ሺ∙,∙ሻ ıĲκθΝ ℂ୬ κλέαİĲαδΝ απσΝ ĲβθΝ
ıξΫıβΝ ሺx, yሻ = ∑ x୩y୩୩ έΝ ǹυĲάΝ βΝ ηκλφάΝ įİθΝ απκĲİζİέΝ İıπĲİλδεσΝ
ΰδθσηİθκΝΰδαĲέ,ΝΰδαΝπαλΪįİδΰηα, İέθαδΝıυηηİĲλδεάΝεαδΝσξδΝıυαυΰάμΝεαδΝ
ıυηηİĲλδεάέΝ ΣκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝ n × n ηδΰαįδευθΝ πδθΪεπθ ǹΝ πκυΝ
įδαĲβλκτθΝ ĲβθΝ έįδαΝ ηκλφάΝ ΧβΝ κπκέαΝ İέθαδΝ βΝሺAx, Ayሻ = ሺx, yሻ ɀɇȽ όɉȽ ɒȽ x, y א ℂ୬ΨΝ απκĲİζİέΝ ĲβθΝ ηδΰαįδεάΝ
κλγκΰυθδαΝ κηΪįαΝ O(n,ℂ),Ν βΝ κπκέα εαδΝ απκĲİζİέΝ ηδαΝ υπκκηΪįαΝ Ĳβμ 
GL(n,ℂ). ΥλβıδηκπκδυθĲαμΝ ĲαΝ έįδαΝ İπδξİδλάηαĲαΝ πκυΝ
ξλβıδηκπκδάıαηİΝεαδΝΰδαΝĲδμΝSO(n) εαδΝO(n) ΧαζζΪΝαπαδĲυθĲαμΝαυĲάθΝ
ĲβθΝφκλΪΝΰδαΝıĲκδξİέαΝηδΰαįδεκτμΝαλδγηκτμΨΝίζΫπκυηİΝσĲδΝΫθαμΝn × n 

πέθαεαμΝηδΰαįδευθΝαλδγηυθΝǹΝαθάεİδΝ ıĲβθΝO(n,ℂ)  αθΝεαδΝ ησθκθΝαθΝA୘A = I,ΝΫĲıδΝυıĲİΝβΝO(n,ℂ)  θαΝαπκĲİζİέΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLie εαδΝΪλαΝdetA = ±ͳ ΰδαΝσζκυμΝĲκυμΝǹΝπκυΝαθάεκυθΝıĲβθΝO(n,ℂ). NαΝıβηİδπγİέΝ
İπέıβμ σĲδΝβΝO(n,ℂ) įİθΝİέθαδΝέįδαΝηİΝĲβθΝκλγκηκθαįδαέα κηΪįαΝU(n). 
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ǾΝ κηΪįαΝSO(n,ℂ) κλέαİĲαδ πμΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ σζπθΝ ĲπθΝǹΝ πκυΝ αθάεκυθΝ
ıĲβθΝO(n,ℂ) ηİΝdetA = ͳ εαδΝαπκĲİζİέΝİπέıβμΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.2.6. ΟδΝΰİθδεİυηΫθİμΝκλγκΰυθδİμΝκηΪįİμΝεαδΝκδΝκηΪįİμΝδorentz 

 

ΈıĲπΝ n εαδΝ k γİĲδεκέΝ αεΫλαδκδέΝ ǹμΝ γİπλάıκυηİΝ ηδαΝ ıυηηİĲλδεάΝ
įδΰλαηηδεάΝηκλφάΝıĲκ ℝ୬+୩  απσΝĲκθΝĲτπκ 

,xۃ  yۄ୬,୩ = xଵyଵ + x୬y୬ − x୬+ଵy୬+ଵ − x୬+୩y୬+୩ , 

 

ΈıĲπΝĲκΝıτθκζκΝ ĲπθΝሺn + kሻ × ሺn + kሻ πλαΰηαĲδευθΝπδθΪεπθΝǹΝΰδαΝ
ĲκΝ κπκέκΝ δıξτİδμΝ ୬,୩ۄȜx,ǹyۃ = ,xۃ yۄ୬,୩ ΰδαΝ εΪγİΝ x, y ℝ୬+୩. ΣκΝ א
ıτθκζκΝ αυĲσΝ απκĲİζİέΝ ĲβθΝ ȖİȞȚțİυȝȑȞȘ ȠȡșȠȖȫȞȚα ȠȝȐįα πκυΝ
ıυηίκζέαİĲαδΝ ηİ ΟΧn,Ν k)έΝ Ǿ κηΪįαΝ αυĲάΝ απκĲİζİέΝ υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ
GL(n+k, ℝ) εαδΝαπκįİδεθτİĲαδΝσĲδΝİέθαδΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝδieέΝ 
 

ǼΪθΝǹΝİέθαδΝΫθαμΝሺn + kሻ × ሺn + kሻ πλαΰηαĲδεσμΝπέθαεαμΝκλέακυηİΝπμΝAሺ୧ሻ ĲβθΝi-κıĲάΝıĲάζβ-įδΪθυıηαΝĲκυΝǹ: 

 Aሺ୧ሻ = ቌ Aଵ,୧ڭA୬+୩,୧ቍ 

 

ΘαΝζΫηİΝσĲδΝκΝǹΝαθάεİδΝıĲβθΝκηΪįαΝΟΧn,ΝkΨΝİΪθΝδıξτκυθΝĲαΝπαλαεΪĲπμ 
 

,Aሺ୪ሻۃ  Aሺ୨ሻۄ୬,୩ = Ͳ, l ≠ j 
,Aሺ୪ሻۃ  Aሺ୪ሻۄ୬,୩ = ͳ, ͳ ൑ l ൑ n 

,Aሺ୪ሻۃ  Aሺ୪ሻۄ୬,୩ = −ͳ, n + ͳ ൑ l ൑ n + k 

 

ΈıĲπΝ g ΫθαμΝ ሺn + kሻ × ሺn + kሻ įδαΰυθδκμΝ πέθαεαμΝ ηİΝ ηκθΪįİμΝ ıĲδμΝ
πλυĲİμΝn įδαΰυθδİμΝγΫıİδμΝεαδΝ -1 ıĲδμΝ ĲİζİυĲαέİμΝk įδαΰυθδİμΝγΫıİδμ. 
ΣσĲİΝκΝǹΝαθάεİδ ıĲβθΝΟΧn,ΝkΨΝαθ εαδΝησθκθΝİΪθΝA୘gA = g. ΠαέλθκθĲαμΝ
κλέακυıİμΝ ıĲβθΝ πλκβΰκτηİθβΝ ıξΫıβΝ πλκετπĲİδ σĲδ ሺdetAሻଶdetg =detg Ϊλα ሺdetAሻଶ = ͳ. Άλα,Νΰδα A א Oሺn, kሻ, detA = ±ͳ. 

 

ΜİΰΪζκΝİθįδαφΫλκθΝıĲβΝΦυıδεάΝΫξİδΝβΝȠȝȐįα δorentz O(3,1). 

 

3.2.7. ΟδΝıυηπζİεĲδεΫμΝκηΪįİμΝ��ሺ૛�,ℝሻ, ��ሺ૛�, ℂሻ εαδΝ��ሺ૛�ሻ 
 

ΟδΝ İδįδεΫμΝ εαδΝ ΰİθδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪįİμ,Ν κδΝ κλγκΰυθδİμΝ εαδΝ κδΝ
κλγκηκθαįδαέİμΝ κηΪįİμΝ εαδΝ κδΝ ıυηπζİεĲδεΫμΝ κηΪįİμΝ απκĲİζκτθΝ ĲδμΝ
țȜαııȚțȑȢ ȠȝȐįİȢέΝ ǹπσΝ ĲδμΝ εζαııδεΫμΝ κηΪįİμ,Ν κδΝ ıυηπζİεĲδεΫμΝ
κηΪįİμΝΫξκυθΝĲκθΝπδκΝπİλέπζκεκΝκλδıησΝįδσĲδΝυπΪλξκυθΝĲλέαΝıτθκζαΝ
απσΝ αυĲΫμΝ ΧSpሺʹn,ℝሻ, Spሺʹn, ℂሻ εαδΝ Spሺʹnሻ) εαδΝ İπİδįάΝ ΫξκυθΝ θαΝ
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εΪθκυθΝ ηİΝ αθĲδıυηηİĲλδεΫμ įδΰλαηηδεΫμΝ ηκλφΫμ παλΪΝ ηİΝ ĲδμΝ
πİλδııσĲİλκ ΰθπıĲΫμΝıυηηİĲλδεΫμΝįδΰλαηηδεΫμΝηκλφΫμ. 
 

ΠλδθΝπλκξπλάıκυηİ,Ν γαΝαθαφİλγκτηİΝıİΝ κλδıηΫθİμΝ ΫθθκδİμΝ απσΝ ĲβθΝ
ΰλαηηδεάΝΪζΰİίλαέ 

 

ΘİπλκτηİΝΫθαθΝįδαθυıηαĲδεσΝξυλκΝVΝİπέΝĲκυΝıυηαĲκμΝό ሺF = ℝ ά ℂሻ. 
ΜδαΝαπİδεσθδıβΝĲβμ ηκλφάμμ 

, ۃ  V :ۄ × V →  F 
 

ηİΝĲβθΝδįδσĲβĲα 

Ƚxۃ  + Ⱦy, zۄ = Ƚۃx, zۄ + Ⱦۃy, zۄ ɈȽɇ 
,xۃ  Ƚy + Ⱦzۄ = Ƚ̅ۃx, yۄ + Ⱦ̅ۃx, zۄ 
 ∀x, y, z א V ߡ�ߢ ∀α, ί א F, 

 

κθκηΪαİĲαδΝ įȚȖȡαȝȝȚțȒ ȝȠȡφȒ (bilinear form). ǼΪθΝȝ = {. . . , e୧, . . . } 
İέθαδΝηδαΝίΪıβΝĲκυΝįδαθυıηαĲδεκτΝξυλκυΝVΝεαδΝg୧୨ = ,e୧ۃ e୨ۄ, ĲσĲİμ ۃx, yۄ = x୧୧∑ۃ e୧,∑y୨e୨୨ ۄ = ∑∑x୧୨୧ y఩̅ۃe୧, e୨ۄ =∑∑x୧୨୧ y఩̅g୧୨= x୘gy̅ 
 

įβζαįάΝβΝįδΰλαηηδεάΝηκλφάΝκλέαİĲαδΝ πζάλπμΝαθΝįκγκτθΝ ĲαΝıĲκδξİέαΝg୧୨,ΝπκυΝαπκĲİζκτθΝĲκθΝπέθαεαΝgΝĲβμΝįδΰλαηηδεάμΝηκλφάμ. 
 

ΓδαΝF = ℝ 

 

ΜδαΝįδΰλαηηδεάΝηκλφάΝζΫΰİĲαδΝıυηηİĲλδεάΝεαδΝγαΝĲβθΝıυηίκζέακυηİΝ
ηİΝۃ ,  σ εαδΝgσ ĲκθΝαθĲέıĲκδξκΝπέθαεαΝİΪθۄ

 ∀x, y א V, ,xۃ yۄσ = ,yۃ xۄσ  άΝδıκįτθαηαΝgσ = gσ୘  
 

εαδΝ αθĲδıυηηİĲλδεάΝ πκυΝ γαΝ ĲβθΝ ıυηίκζέακυηİΝ ηİΝ , ۃ α εαδΝۄ gα ĲκθΝ
αθĲέıĲκδξκΝπέθαεαΝİΪθ 

 ∀x, y א V, ,xۃ yۄα = ,yۃ− xۄα άΝδıκįτθαηαΝgα = −gα୘ 

 

ıĲβθΝ ĲİζİυĲαέαΝ πİλέπĲπıβΝ βΝ įδΪıĲαıβΝ ĲκυΝ įδαθυıηαĲδεκτΝ ξυλκυΝ VΝ
πλΫπİδΝθαΝİέθαδΝΪλĲδκμΝαλδγησμέ 
 

ΠαλΪįİδΰηαΝ αθĲδıυηηİĲλδεάμΝ įδΰλαηηδεάμΝ ηκλφάμΝ İέθαδΝ αυĲάΝ πκυΝ
αθĲδıĲκδξİέΝıĲκθΝπέθαεαμ 
 g = ( Ͳ I୬−I୬ Ͳ) 
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σπκυΝI୬ κΝĲαυĲκĲδεσμΝn × n πέθαεαμ ηİΝ 
,xۃ  yۄα = ሺxଵy୬+ଵ − x୬+ଵyଵሻ + ሺxଶy୬+ଶ − x୬+ଶyଶሻ +  +ڮ

 +ሺxଶyଶ୬ − xଶ୬yଶሻ = x୘gy 
 

ΈθαμΝ ĲİζİıĲάμΝ Σ,Ν πκυΝ İπδįλΪΝ πΪθπΝ ıΥΝ ΫθαθΝ įδαθυıηαĲδεσ ξυλκΝ VΝ
İφκįδαıηΫθκΝηİΝηδα įδΰλαηηδεάΝηκλφάΝۃ ,  ΝγαΝζΫΰİĲαδμ,ۄ
 

1) κλγκΰυθδκμΝ αθΝ βΝ įδΰλαηηδεάΝ ηκλφάΝ İέθαδΝ ıυηηİĲλδεάΝ εαδΝ κΝ
ĲİζİıĲάμΝΣΝδεαθκπκδİέ ĲβθΝıξΫıβμ 
,Txۃ  Tyۄσ = ,xۃ yۄσ ∀x, y א V 
 

įβζέΝαφάθİδΝαθαζζκέπĲβΝĲβθΝįδΰλαηηδεάΝηκλφάέ 
 

2) ıυηπζİεĲδεσμΝαθΝβΝįδΰλαηηδεάΝηκλφάΝİέθαδΝαθĲδıυηηİĲλδεάΝεαδΝκΝ
ĲİζİıĲάμΝΣ δεαθκπκδİέΝĲβθΝıξΫıβμ 
,Txۃ  Tyۄα = ,xۃ yۄα ∀x, y א V 

 

΢ΥΝΫθαΝξυλκ,ΝıĲκθΝκπκέκΝΫξκυηİΝκλέıİδΝηδαΝαθĲδıυηηİĲλδεάΝηκλφά,Ν
ηπκλκτηİΝ θαΝ ίλκτηİ ηδαΝ ίΪıβ 

Ǻ = {eଵ, eଶ, . . . , e୬, e−ଵ, e−ଶ , . . . , e−୬}, βΝ κπκέαΝ κθκηΪαİĲαδΝ
υπİλίκζδεά,ΝĲΫĲκδαΝυıĲİμ 
,e୧ۃ  e୨ۄα = ,e−୧ۃ e−୨ۄ  = Ͳ , ,e୧ۃ e୨ۄα = Ɂ୧୨ 
 

ΥλβıδηκπκδυθĲαμΝ ηδαΝ υπİλίκζδεάΝ ίΪıβ,Ν ηδαΝ αθĲδıυηηİĲλδεάΝ
įδΰλαηηδεάΝηκλφάΝηπκλİέΝθαΝπαλαıĲαγİέΝαπσΝĲκθΝπέθαεαμ 
 J = ( Ͳ I୬−I୬ Ͳ) 
 

σπκυΝJ κΝĲαυĲκĲδεσμΝn πέθαεαμ εαδΝγαΝΫξκυηİΝۃx, yۄα = x୘JyέΝΣσĲİΝΫθαμΝ
ĲİζİıĲάμΝ ΣΝ İέθαδΝ ıυηπζİεĲδεσμΝ İΪθΝ δıξτİδΝ T୘JΣ = J,Ν σπκυΝ J κΝ βnΝ
ĲαυĲκĲδεσμΝ ĲİζİıĲάμέΝ ΠλΪΰηαĲδ,Ν ΫıĲπΝ x,yΝ įυκΝ ĲυξαέαΝ įδαθτıηαĲα,Νۃx, yۄα ηδαΝ αθĲδıυηηİĲλδεάΝ įδΰλαηηδεάΝ ηκλφάΝ εαδΝ ΣΝ ΫθαμΝ
ıυηπζİεĲδεσμΝ ĲİζİıĲάμ,Ν ĲσĲİΝ γαΝ ΫξκυηİΝ ,Txۃ Tyۄα = ,xۃ yۄα ⇒ ሺTxሻ୘J(Ty) = x୘Jy ⇒ x୘(T୘JT)y = x୘Jy ⇒ T୘JΣΝοΝJέ ǼπİδįάΝıİΝεΪγİΝ
ĲİζİıĲάΝΣΝαθĲδıĲκδξİέΝπμΝπλκμΝηδαΝίΪıβΝǺΝΫθαμΝπέθαεαμ,ΝκδΝπαλαπΪθπΝ
ĲİζİıĲΫμΝ ξαλαεĲβλέακυθΝ εαδ ĲκυμΝ αθĲέıĲκδξκυμΝ πέθαεİμέΝ ΈĲıδΝ ΫξκυηİΝ
ĲβθΝİιάμΝκηΪįαΝπδθΪεπθμ 
 

΢υηπζİεĲδεάΝ κηΪįα: ǹπκĲİζİέĲαδΝ απσΝ ĲκυμΝ πέθαεİμΝ πκυΝ αφάθκυθΝ
αθαζζκέπĲβΝ ηδα αθĲδıυηηİĲλδεάΝ įδΰλαηηδεάΝ ηκλφάέΝ ǼΪθΝ ΰδαΝ ηδαΝ
αθĲδıυηηİĲλδεάΝηκλφά ξλβıδηκπκδάıκυηİ ĲβθΝαθĲέıĲκδξβΝυπİλίκζδεάΝ
ίΪıβ,ΝĲσĲİΝΫθαμΝπέθαεαμΝΜΝİέθαδΝıυηπζİεĲδεσμΝİΪθΝΫξκυηİμ  
αۄMx,Myۃ  = ,xۃ yۄα = xJy 
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ΟδΝ πέθαεİμΝ αυĲΫμΝ İπδįλκτθΝ ησθκΝ ıİΝ ξυλκυμΝ ΪλĲδαμΝ įδΪıĲαıβμΝ εαδΝ
ξπλέακθĲαδΝ ıİΝ įυκ υπκκηΪįİμΝ ��ሺ૛�,ℝሻ ɈȽɇ ��ሺ૛�, ℂሻ ΧΰδαΝ ĲβθΝSpሺʹn, ℂሻ ıĲδμΝ παλαπΪθπΝ ıξΫıİδμΝ γİπλİέĲαδΝ F = ℂ εαδΝ ΰέθκθĲαδΝ
ηδελκĲλκπκπκδάıİδμΝ ıİΝ αυĲΫμΝ ηİΝ ίΪıβΝ ĲκθΝ κλδıησΝ ĲκυΝ İıπĲİλδεκτΝ
ΰδθκηΫθκυΝ σππμΝ įσγβεİΝ ıĲκΝ ΚİφΪζαδκΝ βΨ ΰδαΝ πλαΰηαĲδεκτμΝ εαδΝ
ηδΰαįδεκτμΝ ξυλκυμΝ αθĲέıĲκδξαέΝ Ο αλδγησμΝ ĲπθΝ αθİιαλĲάĲπθΝ
παλαηΫĲλπθΝİέθαδμ 
 ሺʹnሻଶ − ቀʹnʹቁ = nሺʹn + ͳሻ,ΝΰδαΝĲβθΝSpሺʹn, ℝሻ 
 ʹሺʹnሻଶ − ʹቀʹnʹቁ = ʹnሺʹn + ͳሻ,Νΰδα Ĳβθ Spሺʹn, ℂሻ 
 

ΟδΝ πέθαεİμΝ ΜΝ ĲβμΝ ıυηπζİεĲδεάμΝ κηΪįαμΝ Spሺʹnሻ δεαθκπκδκτθΝ ĲβθΝ
ıξΫıβΝT୘ΜΣ = Ι ηİΝΣ κπκδκįάπκĲİΝπέθαεαΝεαδΝI κΝĲαυĲκĲδεσμΝπέθαεαμέ 

 

ΟδΝ ıυηπζİεĲδεΫμΝ κηΪįİμ Spሺʹn,ℝሻ ɈȽɇ Spሺʹn, ℂሻ απκĲİζκτθΝ κηΪįİμΝ
πδθΪεπθΝ Lie εαδΝ ξλβıδηκπκδκτθĲαδΝ εαĲΪΝ εσλκθΝ ıĲβθΝ εζαııδεάΝ
ηβξαθδεάέΝ ǼπκηΫθπμΝ įİθΝ γαΝ İπİεĲαγκτηİΝ πİλαδĲΫλπΝ ΰδαΝ ĲδμΝ κηΪįİμΝ
αυĲΫμ,Ν ηδαμΝ εαδΝ πλΫπİδΝ θαΝ ΰέθİδΝ ξλάıβΝ γİπλβηΪĲπθΝ εαδΝ κλδıηυθΝ
εζαııδεάμΝ ηβξαθδεάμΝ πκυΝ ιİφİτΰκυθΝ απσΝ ĲαΝ πζαέıδαΝ αυĲάμΝ ĲβμΝ
įδπζπηαĲδεάμέ 
 

ΚζİέθκθĲαμ,Ν ΫξκυηİΝ ĲβθΝ ıυȝπαȖȒ ıυȝπȜİțĲȚțȒ ȠȝȐįα Sp(2n) πκυΝ
κλέαİĲαδΝπμ 
 Spሺʹnሻ = Spሺʹn, ℂሻ ∩ Uሺʹnሻ. 
 

 

3.2.8. ΗΝκηΪįαΝώeisenbergΝH 

 

ToΝıτθκζκΝσζπθΝĲπθΝγ×γΝπλαΰηαĲδευθΝπδθΪεπθΝǹΝĲβμΝηκλφάμΝμ 
 Ȝ = (ͳ a bͲ ͳ cͲ Ͳ ͳ)           ሺכሻ 
 

ηİΝ a , b , c א ℝ κθκηΪαİĲαδΝ ȠȝȐįα ώeisenbergέΝ ǼτεκζαΝ ηπκλİέΝ θαΝ
İζİΰξγİέΝσĲδΝĲκΝΰδθσηİθκΝįυκΝπδθΪεπθΝĲβμΝηκλφάμΝሺכሻ įέθİδΝπέθαεαΝĲβμΝ
έįδαμΝηκλφάμέΝǹεσηβΝκΝαθĲέıĲλκφκμΝA−ଵ İθσμΝĲΫĲκδκυΝπέθαεαΝǹΝİέθαδΝ
ĲβμΝηκλφάμ 
 A−ଵ = (ͳ −a ac − bͲ ͳ −cͲ Ͳ ͳ ) 

 

ΆλαΝβΝǾΝαπκĲİζİέΝυπκκηΪįαΝĲκυΝGL(3, ℝሻέΝǹεσηβΝαπκįİδεθτİĲαδΝσĲδΝ
ĲκΝσλδκΝπδθΪεπθΝ ĲβμΝηκλφάμΝ ሺכሻ įέθİδΝ πέθαεαΝ έįδαμΝηκλφάμΝΪλαΝβΝǾΝ
απκĲİζİέΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝδieέ 
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3.2.9. ΟδΝκηΪįİμΝℝכ, ℂכ, �૚, ℝ εαδΝℝ� 

 

ΠκζζΫμΝ ıβηαθĲδεΫμΝ κηΪįİμΝ πκυΝ įİθΝ İέθαδΝ İεΝ φυıδεκτΝ ĲκυμΝ κηΪįİμΝ
πδθΪεπθ ηπκλκτθΝθαΝγİπλβγκτθΝıαθΝĲΫĲκδİμέ 
 

ǾΝ κηΪįαΝℝכ ĲπθΝ ηβΝ ηβįİθδευθΝ πλαΰηαĲδευθΝ αλδγηυθΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβθ 

πλΪιβΝĲκυΝπκζζαπζαıδαıηκτΝİέθαδΝδıκηκλφδεάΝηİΝĲβθ GL(1, ℝሻέΝΆλαΝ
γαΝγİπλάıκυηİΝĲβθΝℝכ ıαθΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝLieέΝΟηκέπμ,ΝβΝκηΪįαΝℂכ 
ĲπθΝ ηβΝ ηβįİθδευθΝ ηδΰαįδευθΝ αλδγηυθΝ πμΝ πλκμΝ Ĳβθ πλΪιβΝ ĲκυΝ
πκζζαπζαıδαıηκτΝİέθαδΝ δıκηκλφδεάΝηİΝĲβθ GL(1, ℂሻ εαδΝβΝκηΪįαΝSଵ 

ĲπθΝηδΰαįδευθΝαλδγηυθΝηİΝαπσζυĲβΝĲδηάΝέıβΝηİΝ1ΝİέθαδΝδıκηκλφδεάΝηİΝ
ĲβθΝU(1). 

 

ǾΝκηΪįαΝℝ πμΝπλκμΝĲβθ πλΪιβΝĲβμΝπλσıγİıβμΝİέθαδΝδıκηκλφδεάΝηİΝĲβθ GLሺͳ,ℝሻ+ (ͳ × ͳ πλαΰηαĲδεκέΝπέθαεİμΝηİΝγİĲδεάΝκλέακυıαΨΝηΫıπΝĲβμ 
απİδεσθδıβμΝx → [e୶]έΝǾΝκηΪįαΝℝ୬ ΧηİΝįδαθυıηαĲδεάΝπλσıγİıβΨΝİέθαδΝ
δıκηκλφδεάΝ ηİΝ Ĳβθ κηΪįαΝ ĲπθΝ įδαΰυθδπθΝ πλαΰηαĲδευθΝ πδθΪεπθΝ ηİΝ
γİĲδεΪΝįδαΰυθδαΝıĲκδξİέαΝηΫıπΝĲβμΝαπİδεσθδıβμ 
 ሺݔଵ, … , ሻ�ݔ → (݁�భ  Ͳ ⋱  Ͳ  ݁��). 
 

 

3.2.10. Ǽυεζİέįİδİμ ΟηΪįİμΝεαδΝκηΪįİμΝPoincare 

 

ΜδαΝ ΪζζβΝ ıβηαθĲδεάΝ εαĲβΰκλέαΝ κηΪįπθΝ πδθΪεπθΝ δieΝ İέθαδΝ κδΝ
ΕυțȜİȓįİȚİȢ ȠȝȐįİȢ Ε(n) εαδΝ κδΝ ȠȝȐįİȢ Poincare P(n,1). H 

ǼυεζİέįİδαΝκηΪįαΝǼΧnΨΝİέθαδΝİιΝκλδıηκτΝβΝκηΪįαΝσζπθΝĲπθΝΫθαΝπλκμΝ
ΫθαΝ απİδεκθέıİπθΝ f :ℝ୬ → ℝ୬ πκυΝ įδαĲβλκτθΝ ĲβθΝ απσıĲαıβΝ įβζαįάΝdሺfሺxሻ, fሺyሻሻ  =  dሺx, yሻ ΰδαΝ εΪγİΝ x, y א ℝ୬, σπκυΝ ηİΝ d İθθκİέĲαδΝ βΝ
ıυθάγβμΝηİĲλδεάΝıĲκθΝℝ୬. ΜΫξλδΝıĲδΰηάμΝįİθΝΫξκυηİΝγİπλάıİδΝεαηέαΝ
δįδσĲβĲαΝĲβμΝf İεĲσμΝαπσΝĲβθΝπαλαπΪθπέΝΜπκλİέ βΝf θαΝηβθΝİέθαδΝεαθΝ
ΰλαηηδεάέΝǾΝκλγκΰυθδαΝκηΪįα,ΝİπİδįάΝįδαĲβλİέΝĲκΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκ 

ΧαφκτΝ ,xۃ yۄ  = ,Ȝxۃ  ȜyۄΨ,Ν απκĲİζİέΝ υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ ǼΧnΨΝ εαδΝ İέθαδΝ βΝ
κηΪįαΝσζπθΝĲπθ ΰλαηηδευθΝηİĲαıξβηαĲδıηυθΝαπσΝĲκΝℝ୬ ıĲκθΝİαυĲσΝ
Ĳκυ,Ν πκυΝ įδαĲβλκτθΝ ĲβθΝ απσıĲαıβέ ΈıĲπΝ x א ℝ୬,Ν ĲσĲİΝ κλέαİĲαδΝ βΝ
ηİĲαφκλΪΝεαĲΪΝx, πμ 
 T୶ሺyሻ  =  x + y. 
 

ΣκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ ηİĲαφκλυθΝ εαĲΪΝ x απκĲİζİέ İπέıβμΝ υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ
ǼΧnΨ. ǹπκįİδεθτİĲαδΝ σĲδΝ εΪγİΝ ıĲκδξİέκΝ ΣΝ ĲβμΝ ǼΧnΨΝ ηπκλİέΝ θαΝ ΰλαφİέΝ
εαĲΪΝηκθαįδεσΝĲλσπκΝıĲβθ ηκλφά 

 T = T୶R 

 

ηİΝx א ℝ୬ εαδΝR א Oሺnሻ . 
 

ΘαΝΰλΪφκυηİΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝT = T୶R ĲκυΝǼΧnΨΝıĲβΝηκλφάΝ{x, R}. 
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ΈĲıδ,ΝαθΝy א ℝ୬  

 {x, R}y =  Ry +  x. 
 

ǹεσηβ, 
 {xଵ, Rଵ}{xଶ, Rଶ}y = RଵሺRଶy + xଶሻ + xଵ= 

 = RଵRଶy + ሺxଵ + Rଵ xଶሻ. 
 

ΈĲıδ,ΝκλέακυηİΝπμΝπλΪιβΝĲβμΝǼΧnΨΝĲβθΝ 
 {xଵ, Rଵ}{xଶ, Rଶ}  =  {xଵ + Rଵ xଶ, RଵRଶ} 
 

ΣκΝαθĲέıĲλκφκΝİθσμΝıĲκδξİέκυΝįέθİĲαδΝαπσ 

 {x, R}−ଵ  =  {−R−ଵx , R−ଵ} 
 

ΌππμΝ αθαφΫλγβεİΝ βΝ ǼΧnΨΝ įİθΝ İέθαδΝ υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ GL(n, ℝ) κτĲİΝ
κηΪįαΝ πδθΪεπθΝ δieΝ ηİ ĲβθΝ εζαııδεάΝ ΫθθκδαέΝ ΌηπμΝ βΝ ǼΧnΨΝ İέθαδΝ
δıκηκλφδεάΝ ηİΝ ηδαΝ υπκκηΪįαΝ ĲκυΝ GL(n+1, ℝ) įδαΝ ηΫıκυΝ ĲβμΝ
απİδεσθδıβμΝπκυΝαθĲδıĲκδξέαİδΝĲκΝ{x, R} א Eሺnሻ ıĲκθΝπαλαεΪĲπΝπέθαεα 

 ቌ    xଵ R x୬Ͳ   ڭ  ڮ Ͳ ͳ ቍ 

 

χπκįİδεθτİĲαδΝ σĲδ ĲαΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ ηκλφάμΝ απκĲİζκτθΝ
κηΪįαΝπδθΪεπθΝδieέ 
 

ΜİΝ παλσηκδκΝ ĲλσπκΝ κλέαİĲαδΝ εαδΝ βΝ κηΪįαΝ PoincareΝP(n,1). H P(n,1) 

İέθαδΝβΝκηΪįαΝσζπθΝĲπθΝηİĲαıξβηαĲδıηυθΝĲκυΝℝ୬+ଵ ĲβμΝηκλφάμΝ 
 T୶A 

 

ηİΝ x א ℝ୬+ଵ εαδΝ A א Oሺn, ͳሻέΣαΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝ κηΪįαμΝ αυĲάμΝ İέθαδΝ
κυıδαıĲδεΪΝ κδΝ αφφδθδεκέΝ ΧάΝ κηκπαλαζζβζδεκέΨΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκέΝ
ΧįβζαįάΝ κδΝ απİδεκθέıİδμΝ ĲβμΝ ηκλφάμΝ x→Ax+b σπκυΝ κ ǹΝ απκĲİζİέΝ
πέθαεαΝn × n ΰλαηηδεάμ απİδεσθδıβμ εαδ Ĳκ bΝıĲαγİλΪΨΝĲκυΝℝ୬+ଵ, πκυΝ
įδαĲβλκτθΝ ĲβθΝ ηİĲλδεάΝ δorentz dLሺx, yሻ = ሺxଵ − yଵሻଶ ሺx୬+ڮ+ − y୬ሻଶ − ሺx୬+ଵ − y୬+ଵሻଶ. ǾΝπλΪιβΝĲβμΝκηΪįαμΝPoincareΝκλέαİĲαδΝ
εαĲΪΝ αθαζκΰέαΝ ηİΝ ĲβθΝ πλΪιβΝ Ĳβμ ǼυεζİέįİδαμΝ κηΪįαμέ ǾΝ κηΪįαΝ
Poincare P(n,1) İέθαδΝ δıκηκλφδεάΝ ηİΝ ĲβθΝ κηΪįαΝ ĲπθΝ πδθΪεπθΝ
įδΪıĲαıβμΝሺn + ʹሻ × ሺn + ʹሻ ĲβμΝηκλφάμ 
 ቌ    xଵ A x୬+ଵͲ   ڭ  ڮ Ͳ ͳ ቍ 
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ηİΝ A א Oሺn, ͳሻέΝ ΣκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ πδθΪεπθΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ ηκλφάμΝ
απκĲİζκτθΝκηΪįİμΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.3. ΢υηπΪΰİδα 

 

ΟλδıησμΝγέγ.1  
 

ΜδαΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝδieΝG ζΫηİΝσĲδΝİέθαδΝıυηπαΰάμ,ΝİΪθΝδεαθκπκδκτθĲαδΝκδ 
παλαεΪĲπΝįυκΝıυθγάεİμΝ 

 

1) ǼΪθΝA୫ İέθαδΝ ηδαΝ αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝG εαδΝ βΝA୫ ıυΰεζέθİδΝ ıİΝ ΫθαΝ
πέθαεαΝǹ, ĲσĲİΝκΝǹΝαθάεİδΝıĲβθΝG. 

 

2) ΤπΪλξİδΝ ıĲαγİλΪΝ C ΫĲıδΝ υıĲİΝ ΰδαΝ εΪγİΝ Ȝ א G , ∣ A୧୨ ∣൑ C ΰδαΝ εΪγİΝͳ ൑ i , j ൑ n. 
 

ΠλΫπİδΝθαΝıβηİδπγİέΝσĲδΝκΝπαλαπΪθπΝκλδıησμΝįİθΝıυηπέπĲİδΝηİΝĲκθΝεζαııδεσΝ
ĲκπκζκΰδεσΝκλδıησΝĲβμΝıυηπΪΰİδαμέΝΌηπμΝĲκΝıτθκζκΝM୬ሺℂሻ σζπθΝĲπθΝn × n 

ηδΰαįδευθΝ πδθΪεπθΝ ηπκλİέΝ θαΝ γİπλβγİέΝ πμΝ δıκηκλφδεσΝ ηİΝ ĲκΝ ℂ୬మέΝ ΈθαΝ
İπαεσζκυγκΝĲκυΝπαλαπΪθπΝκλδıηκτΝİέθαδΝσĲδΝβΝύΝİέθαδΝıυηπαΰάμΝαθΝεαδΝησθκΝ
αθΝİέθαδΝΫθαΝεζİδıĲσ,ΝφλαΰηΫθκΝυπκıτθκζκΝĲκυΝℂ୬మ.  

 

ΌζαΝĲαΝπαλαįİέΰηαĲαΝκηΪįπθΝπδθΪεπθΝLie υπαεκτθ ıĲβθΝδįδσĲβĲαΝΧ1ΨΝİεĲσμΝ
ĲπθΝGL(n, ℝ) εαδΝGL(n, ℂ). 

 

3.3.1. ΠαλαįİέΰηαĲαΝıυηπαΰυθΝκηΪįωθ 

 

ΚΪπκδαΝ παλαįİέΰηαĲαΝ ıυηπαΰυθΝ κηΪįπθ πδθΪεπθ δieΝ απκĲİζκτθΝ κδΝ
κηΪįİμΝΟΧnΨΝεαδ SO(n). ǾΝπλυĲβΝδįδσĲβĲαΝĲκυΝκλδıηκτΝδεαθκπκδİέĲαδ,Ν
įδσĲδΝ ĲκΝ σλδκΝ αεκζκυγδυθΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθ İέθαδΝ κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμΝεαδΝĲκΝσλδκΝαεκζκυγδυθΝπδθΪεπθΝηκθαįδαέαμΝκλέακυıαμΝİέθαδ 
πέθαεαμΝ ηκθαįδαέαμΝ κλέακυıαμέ ǾΝ įİτĲİλβΝ δįδσĲβĲαΝ δεαθκπκδİέĲαδ,Ν
įδσĲδΝ İΪθΝ κΝ ǹΝ İέθαδΝ κλγκΰυθδκμ,Ν ĲσĲİΝ ĲαΝ įδαθτıηαĲα ıĲάζβμΝ ĲκυΝ ǹΝ
ΫξκυθΝ θσληαΝ 1 εαδΝ ΪλαΝ ∣ A୩୪ ∣൑ ͳ ΰδαΝ σζαΝ ĲαΝ ͳ ൑ k , l ൑ n. ΜİΝ
παλσηκδκΝİπδξİέλβηαΝαπκįİδεθτİĲαδΝσĲδΝεαδΝκδΝU(n), SU(n) εαδΝSp(n) 

İέθαδΝ ıυηπαΰİέμέΝ Χ΢υηπİλδζαηίαθκηΫθκυΝ εαδΝ ĲκυΝ ηκθαįδαέκυΝ ετεζκυΝSଵ ≅ Uሺͳሻ.)  
 

3.3.2. ΠαλαįİέΰηαĲαΝηβΝıυηπαΰυθΝκηΪįωθ 

 

KΪπκδİμΝκηΪįİμ πδθΪεπθ δie,ΝπκυΝįİθΝİέθαδΝıυηπαΰİέμΝİέθαδΝκδΝκηΪįİμΝ
GL(n, ℝ) εαδΝ GL(n, ℂ) įδσĲδΝ παλαίδΪαİĲαδΝ βΝ πλυĲβΝ απαέĲβıβΝ ĲκυΝ
κλδıηκτ,Ν αφκτΝ σλδκΝ αθĲδıĲλΫοδηπθΝ πδθΪεπθ ηπκλİέΝ θαΝ İέθαδΝ ηβΝ
αθĲδıĲλΫοδηκμΝ πέθαεαμέ ΢ĲδμΝ κηΪįİμΝ SL(n, ℝ) εαδΝ SL(n, ℂ) 

παλαίδΪαİĲαδΝβΝįİτĲİλβΝαπαέĲβıβΝĲκυΝκλδıηκτΝΧİεĲσμΝĲβμΝδįδΪακυıαμΝ
πİλέπĲπıβμΝπκυΝĲκΝnο1ΨΝηδαμΝεαδΝκ 
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A୫ = (  
 m      ͳm      ͳ      ⋱      ͳ)  

 
 

ΫξİδΝ κλέακυıαΝ έıβΝ ηİΝ 1,Ν αθİιαλĲάĲπμΝ ĲβμΝ ĲδηάμΝ ĲκυΝmέΝ ΟδΝ κηΪįİμΝ
O(n, ℂ), SO(n, ℂ), O(n, k), SO(n, k) (ηİ n ൒ ͳ, k ൒ ͳሻ, βΝ κηΪįαΝ
Heisenberg H, Sp(n, ℝ), Sp(n, ℂ), E(n), P(n, ͳ), ℝכ, ℂכ, ℝ εαδ ℝ୬ 

İπέıβμΝπαλαίδΪακυθΝĲβθΝδįδσĲβĲαΝΧβΨΝεαδΝΪλαΝİέθαδΝηβΝıυηπαΰİέμ. 
 

 

3.4. ΢υθİεĲδεσĲβĲα 
 

ΟλδıησμΝγέ4έ1 

 

ΜδαΝκηΪįαΝπδθΪεπθΝδieΝζΫΰİĲαδΝıυθİεĲδεά,ΝİΪθΝΰδαΝεΪγİΝįυκΝπέθαεİμΝǹΝεαδΝǺ,Ν
πκυΝαθάεκυθΝıĲβθΝG υπΪλξİδΝηδαΝıυθİξάμΝıυθΪλĲβıβ-įλσηκμΝȜሺtሻ a ൑ t ൑ b, 

βΝκπκέαΝΫξİδΝĲδηΫμΝıĲβθ G εαδΝȜሺaሻ  =  Ȝ εαδΝȜሺbሻ  =  B. 

 

ΜδαΝκηΪįαΝ πδθΪεπθΝδie,Ν πκυΝ İέθαδΝ ηβΝıυθİεĲδεά,Ν ηπκλİέΝ θαΝ įδαηİλδıγİέΝ ıİΝ
ηδαΝ ΫθπıβΝ πκζζυθΝ ıυθİεĲδευθΝ ıυθσζπθΝ Ĳκυ,Ν ΫĲıδΝ υıĲİΝ εΪγİΝ įυκΝ ıĲκδξİέαΝ
įδαφκλİĲδευθΝıυθσζπθΝθαΝηβθΝηπκλκτθΝθαΝİθπγκτθΝεαĲΪΝαυĲσθΝĲκθΝĲλσπκέ 
 

ΠλσĲαıβΝγέ4έ1 

 

ǾΝκηΪįαΝGL(n, ℂ) İέθαδΝıυθİεĲδεάΝΰδαΝεΪγİΝn ൒ ͳ . 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ΈıĲπΝ n =  ͳέΝ ΈθαμΝ ͳ × ͳ πέθαεαμΝ αθĲδıĲλΫοδηκμΝ εαδΝ ηδΰαįδεσμΝ İέθαδΝ ĲβμΝ
ηκλφάμΝȜ = [ɉ] ηİ ɉ א ℂ כ. ΓδαΝ εΪγİΝ įυκ ĲΫĲκδκυμΝ αλδγηκτμΝ ηπκλκτηİΝ θαΝ
ίλκτηİΝİτεκζαΝηκθκπΪĲδ,ΝπκυΝθαΝĲκυμΝİθυθİδ εαδΝθαΝηβθΝįδΫλξİĲαδΝαπσΝĲκΝ0.  

 

ΓδαΝn ൒ ʹ ,ΝγαΝįİδξĲİέΝσĲδΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝĲκΝGL(n, ℂ) ηπκλİέΝθαΝİθπγİέΝηΫıπΝ
İθσμΝηκθκπαĲδκτΝηİΝĲβθΝηκθΪįαέΝΈĲıδΝεΪγİΝįυκΝıĲκδξİέαΝγαΝİθυθκθĲαδΝηİĲαιτΝ
ĲκυμΝζσΰπΝĲβμΝΫθπıάμΝĲκυμΝηİΝĲβΝηκθΪįαέ  
 

ΘαΝ ξλβıδηκπκδβγİέΝ βΝ πλσĲαıβΝ ĲβμΝ ΓλαηηδεάμΝ Άζΰİίλαμ,Ν σĲδΝ εΪγİΝ πέθαεαμΝ
İέθαδΝ σηκδκμΝ ηİ ΫθαθΝ ΪθπΝ ĲλδΰπθδεσΝ πέθαεαέΝ ΈĲıδ,Ν ΰδαΝ εΪγİΝ n × n ηδΰαįδεσΝ
πέθαεαΝ ǹΝ υπΪλξİδΝ ΫθαμΝ αθĲδıĲλΫοδηκμΝ n × n πέθαεαμΝ C,Ν ΫĲıδΝ υıĲİΝ Ȝ =CBC −ଵ ηİΝĲκθΝǺΝΪθπΝĲλδΰπθδεσ 

 B = (ɉଵ ⋰ כ   Ͳ  ɉ୬). 
 

ǼΪθΝυπκγΫıκυηİΝσĲδΝκΝǹΝİέθαδΝαθĲδıĲλΫοδηκμ,ΝĲσĲİΝσζαΝĲαΝɉ୧ πλΫπİδΝθαΝİέθαδΝ
ηβΝ ηβįİθδεΪ, αφκτΝdetA =  detB =  ɉଵڮ ɉ୬ . ΈıĲπΝ κΝȝሺtሻ βΝ ıυθΪλĲβıβ,Ν
πκυΝ πλκετπĲİδΝ İΪθΝ πκζζαπζαıδΪıκυηİΝ ĲκΝ ΪθπΝ ĲλδΰπθδεσΝ ηΫλκμ ĲκυΝ ǺΝ ηİΝ
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ሺͳ − tሻ ηİ Ͳ ൑ t ൑ ͳ ΧİεĲσμΝĲβμΝįδαΰπθέκυΨέ ΈıĲπΝȜሺtሻ  =  CBሺtሻC −ଵ. ΣσĲİ β 

ǹΧtΨΝ İέθαδΝ ηδαΝ ıυθİξάμΝ ıυθΪλĲβıβΝ ηκθκπΪĲδ,Ν πκυΝ αλξέαİδΝ απσΝ ĲκΝ ǹ εαδΝ
εαĲαζάΰİδΝıĲκΝCDC −ଵ ηİΝ 
 D = (ɉଵ  Ͳ ⋱  Ͳ  ɉ୬). 
 

 

H ıυθΪλĲβıβΝǹΧt) αθάεİδΝ ıĲκΝGL(n, ℂ),Ν αφκτΝdetAሺtሻ = ɉଵڮ ɉ୬ = detሺȜሻ 
ΰδαΝσζαΝĲαΝtέΝ 
 

Συλα,Ν σππμΝ ıĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ ΰδαΝ n = ͳ κλέακυηİΝ ɉ୧ (t) ĲβΝ ıυθΪλĲβıβ,Ν πκυΝ
İθυθİδΝεΪγİΝɉ୧ ηİΝĲκ 1ΝıĲκΝℂ כ εαγυμΝĲκΝt πβΰαέθİδΝαπσΝĲκΝ1 ıĲκΝ2. ΈĲıδΝβΝǹΧtΨΝ
κλέαİĲαδΝıĲκΝįδΪıĲβηαΝͳ ൑ t ൑ ʹ ηİΝμ 
 Aሺtሻ = C(ɉଵሺtሻ  Ͳ ⋱  Ͳ  ɉ୬ሺtሻ) C−ଵ. 
 

ǹυĲάΝ İέθαδΝ ηδαΝ ıυθİξάμΝ ıυθΪλĲβıβΝ įλσηκμ,Ν πκυΝ ιİεδθΪΝ απσΝ ĲκΝ CDC −ଵ ΰδαΝ
εΪγİΝt =  ͳ εαδ εαĲαζάΰİδΝıĲκΝȤ =  CIC −ଵ ΰδαΝt =  ʹ. ǹφκτΝĲκΝɉ୩ሺtሻ İέθαδΝηβΝ
ηβįİθδεσ,ΝβΝǹΧtΨΝαθάεİδΝıĲκΝGL(n, ℂ) εαδΝΪλαΝĲκΝαβĲκτηİθκ απκįİέξĲβεİέΝ 
 

ΠλσĲαıβΝ3.4.2 

 

ǾΝκηΪįαΝSL(n, ℂ) İέθαδΝıυθİεĲδεάΝΰδαΝn ൒ ͳ . 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ǾΝαπσįİδιβΝİέθαδΝπαλσηκδαΝηİΝĲβθΝπλκβΰκτηİθβέΝǹλεİέΝσηπμΝθαΝįδαĲβλβγİέΝβΝ
ıυθγάεβΝdetA = ͳ. ΈıĲπΝǹΝ ĲυξαέκΝ ıĲκδξİέκΝ ĲκυΝSL(n, ℂ)έΝ ΓδαΝn = ͳ İέθαδΝ
πλκφαθάμ. ΓδαΝ n ൒ ʹ κλέακυηİΝ Ȝሺt), σππμΝ πλδθΝ Ͳ ൑ t ൑ ͳ ηİ ȜሺͲሻ  = Ȝ ɈȽɇ Ȝሺͳሻ  = CDC −ଵαφκτΝ detAሺtሻ  =  detA = ͳ. ΣυλαΝ κλέακυηİΝ ɉ୩ሺtሻ 
σππμΝ πλδθΝ ηİΝ ͳ ൑ k ൑ n − ͳ εαδΝ ɉ୬ሺtሻ θαΝ İέθαδΝ κΝ αλδγησμ [ɉଵሺtሻ ڮ ɉ୬−ଵሺtሻ ]−ଵ αφκτΝ ɉଵ ڮ  ɉ୬ = ͳ εαδΝ ɉ୬ሺͳሻ = ɉ୬. ǹυĲσΝ İπδĲλΫπİδΝ ĲβΝ
ıτθįİıβΝηİΝĲβθΝηκθΪįαΝπαλαηΫθκθĲαμΝıĲκΝSL(n, ℂ).  

 

ΠλσĲαıβΝ3.4.3 

 

ǾΝκηΪįαΝU(n) İέθαδΝıυθİεĲδεάΝΰδαΝn ൒ ͳ . 

 

ǹπσįİδιβ 

 

ǹπσΝ πλσĲαıβΝ ĲβμΝ ΓλαηηδεάμΝ Άζΰİίλαμ,Ν εΪγİΝ κλγκηκθαįδαέκμΝ πέθαεαμΝ ΫξİδΝ
ηδαΝκλγκεαθκθδεά ίΪıβΝ δįδκįδαθυıηΪĲπθΝηİΝ δįδκĲδηΫμΝ ĲβμΝηκλφάμΝe୧θ. Άλα,Ν
εΪγİΝκλγκηκθαįδαέκμΝπέθαεαμΝU ΰλΪφİĲαδΝπμΝ 
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U = Uଵ (e୧θభ  Ͳ ⋱  Ͳ  e୧θn)Uଵ−ଵ 
 

ηİΝUଵ κλγκηκθαįδαέκΝ εαδΝθ୧ א ℝ . ǹθĲέıĲλκφαΝεΪγİΝ πέθαεαμΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ
ηκλφάμΝİέθαδ κλγκηκθαįδαέκμέ Ολέακυηİ  
 Uሺtሻ = Uଵ (e୧ሺଵ−tሻθభ  Ͳ ⋱  Ͳ  e୧ሺଵ−tሻθn)Uଵ−ଵ 
 

ΜİΝĲκΝ t θαΝεδθİέĲαδΝαπσΝĲκΝ0 ıĲκΝ1 κλέαİĲαδΝıυθİξάμΝıυθΪλĲβıβΝįλσηκμΝıĲκΝ
U(n) πκυΝİθυθİδ ĲκΝU ηİΝĲκΝΙέΝΆλα,ΝεΪγİΝįυκΝıĲκδξİέαΝĲκυΝU(n) ηπκλκτθΝθαΝ
İθπγκτθΝηΫıπΝηδαμΝıυθİξκτμΝıυθΪλĲβıβμ-įλσηκυ,ΝβΝκπκέαΝγαΝπβΰαέθİδΝαπσΝ
ĲκΝU ıĲκΝΙΝεαδ,ΝΫπİδĲα,ΝαπσΝĲκΝΙΝıĲκΝV. 

 

ΠλσĲαıβΝ3.4.5 

 

ǾΝκηΪįαΝGL(n, ℝ) İέθαδΝηβΝıυθİεĲδεά,ΝαζζΪΝαθαζτİĲαδΝıİΝįυκ ıυθδıĲυıİμ,ΝĲκ GLሺn,ℝሻ + įβζαįάΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ n × n πλαΰηαĲδευθΝ πδθΪεπθΝ ηİ γİĲδεάΝ
κλέακυıα,Ν εαδΝ ĲκΝ GLሺn,ℝሻ −,Ν įβζαįάΝ ĲκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ n × n πλαΰηαĲδευθ 

πδθΪεπθΝηİΝαλθβĲδεάΝκλέακυıαέ 
 

ǹπσįİδιβ 

 

ΣκΝ GL(n, ℝ) įİθΝ ηπκλİέΝ θαΝ İέθαδΝ ıυθİεĲδεσ,Ν įδσĲδΝ İΪθΝ detሺAሻ > Ͳ εαδΝdetሺBሻ < Ͳ,Ν ĲσĲİΝ εΪγİ ıυθİξάμΝ ıυθΪλĲβıβΝ πκυΝ İθυθİδΝ ĲκΝ ǹΝ ηİΝ ĲκΝ ǺΝ ,Ν γαΝ
πİλδζαηίΪθİδΝıĲκδξİέκΝηİΝκλέακυıαΝηβįΫθέ ΜİΝπαλσηκδαΝİπδξİδλάηαĲαΝηİΝπλδθΝ
ίζΫπκυηİΝ σĲδΝ ĲκΝ GLሺn,ℝሻ +  İέθαδΝ ıυθİεĲδεσέ ǼφσıκθΝ ĲκΝ GLሺn,ℝሻ + İέθαδΝ
ıυθİεĲδεσ,Ν ĲσĲİΝ ĲκΝ έįδκΝ δıξτİδΝ εαδΝ ηİΝ ĲκΝ GLሺn,ℝሻ −. ΠλΪΰηαĲδ,Ν ΫıĲπΝ C 

πέθαεαμΝηİΝαλθβĲδεάΝκλέακυıαΝεαδΝΫıĲπΝǹ,ΝǺΝαθάεκυθΝıĲκΝGLሺn,ℝሻ −. ΣσĲİΝC−ଵA εαδΝ C−ଵB αθάεκυθΝ ıĲκΝ GLሺn,ℝሻ + εαδΝ İθυθκθĲαδΝ απσΝ ηδαΝ ıυθİξάΝ
ıυθΪλĲβıβ D(t) ıĲκΝGLሺn,ℝሻ +. ΆλαΝĲκΝCD(t) İέθαδΝıυθİξάμΝıυθΪλĲβıβΝıĲκΝ GLሺn,ℝሻ − πκυΝİθυθİδΝĲκΝǹΝεαδΝǺ.  

 

ΠαλαεΪĲπΝįέθİĲαδΝΫθαμΝπέθαεαμΝαπσΝκηΪįİμΝπδθΪεπθ δieΝπκυΝαθαφΫλİδΝĲκΝαθΝ
İέθαδ ıυθİεĲδεΫμΝεαδΝĲκΝπσıİμΝıυθİεĲδεΫμΝıυθδıĲυıİμΝΫξκυθ 

 

ΟΜǹǻǹ ΢ΤΝǼΚΣΙΚΗ; ΢ΤΝΙ΢ΣΧ΢Ǽ΢ 

GL(n,ℂ) ΝǹΙ 1 

SL(n,ℂ) ΝǹΙ 1 

GL(n,ℝ) ΟΥΙ 2 

SL(n,ℝ) ΝǹΙ 1 

O(n) ΟΥΙ 2 

SO(n) ΝǹΙ 1 

U(n) ΝǹΙ 1 

SU(n) ΝǹΙ 1 

O(n,1) ΟΥΙ 4 

SO(n,1) ΟΥΙ 2 
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Heisenberg H ΝǹΙ 1 

E(n) ΟΥΙ 2 

P(n,1) ΟΥΙ 4 

 

3.5.ΟηκηκλφδıησμΝεαδΝΙıκηκλφδıησμ 
 

Ολδıησμ 3.5.1 

 

ΈıĲπΝG εαδΝH κηΪįİμΝπδθΪεπθΝLieέΝǾΝıυθΪλĲβıβΝΦΝπκυΝαπİδεκθέαİδΝ ĲκθΝǹΝ
απσ ĲκΝG ıĲκΝH κθκηΪαİĲαδΝȠȝȠȝȠȡφȚıȝȩȢ ȠȝȐįαȢ Lie,ΝİΪθΝΧ1ΨΝβΝΦΝαπκĲİζİέΝ
κηκηκλφδıησΝκηΪįαμΝεαδΝΧβΨΝβΝΦΝİέθαδΝıυθİξάμέΝǼΪθ,ΝİπδπζΫκθ,ΝβΝΦΝİέθαδΝ1-1 

εαδΝİπέΝεαδΝβΝαθĲέıĲλκφβΝαπİδεσθδıβΝΦ−ଵ İέθαδΝıυθİξάμ,ΝĲσĲİΝβΝΦΝκθκηΪαİĲαδΝ
ȚıȠȝȠȡφȚıȝȩȢ ȠȝȐįαȢ Lie. 

ǾΝıυθγάεβΝσĲδΝβΝΦΝİέθαδΝıυθİξάμΝγαΝπλΫπİδΝθαΝγİπλβγİέΝεΪĲδ ιİξπλδıĲσΝεαδΝ
įτıĲλκπκ,ΝΰδαΝαυĲσΝεαδΝγİπλİέĲαδΝπκζτΝįτıεκζκΝθαΝηπκλΫıκυηİΝθαΝįυıκυηİΝ
παλΪįİδΰηαΝκηκηκλφδıηκτΝκηΪįαμΝηİĲαιτΝįτκΝκηΪįπθΝπδθΪεπθΝLie πκυΝθαΝ
ηβθΝ İέθαδΝ ıυθİξάμέΝ ΢ĲβθΝ πλΪιβ,Ν İΪθΝ G = ℝ εαδΝ H = ℂכ,Ν ĲσĲİΝ εΪγİΝ
κηκηκλφδıησμΝκηΪįαμΝαπσ Ĳβθ G ıĲβθ H πλΫπİδ θαΝİέθαδΝıυθİξάμέ 

ǼΪθΝ ĲυλαΝ G εαδΝ H απκĲİζκτθΝ κηΪįİμ πδθΪεπθΝ Lie εαδΝ υπΪλξİδΝ Ϋθαμ 
δıκηκλφδıησμΝ κηΪįπθΝLie απσ Ĳβθ G ıĲβθ H,Ν ĲσĲİΝ κδΝG εαδΝH απκĲİζκτθΝ
δıκηκλφδεΫμΝκηΪįİμ εαδΝΰλΪφκυηİΝG ≅ HέΝǻτκΝκηΪįİμΝπδθΪεπθΝLie πκυΝİέθαδΝ
δıκηκλφδεΫμΝγαΝΫπλİπİΝθαΝγİπλκτθĲαδΝαθαΰεαέαΝıαθΝηέαΝεαδΝέįδαΝκηΪįαέ 

ΣκΝ πδκΝ απζσΝ εαδΝ παλΪζζβζαΝ İθįδαφΫλκθΝ παλΪįİδΰηαΝ κηκηκλφδıηκτΝ κηΪįαμΝ
Lie İέθαδΝ βΝ κλέακυıα,Ν βΝ κπκέαΝ απκĲİζİέΝ κηκηκλφδıησΝ Ĳβμ GL(n, ℂ) ıĲβ ℂכ. 
ΈθαΝ ΪζζκΝ απζσΝ παλΪįİδΰηαΝ İέθαδΝ βΝ απİδεσθδıβΝ Φ:ℝ → SOሺʹሻ,Ν βΝ κπκέαΝ
įέθİĲαδΝπμ Φሺθሻ = ቀcosθ −sinθsinθ cosθ ቁ 
ǹυĲάΝ βΝ απİδεσθδıβΝ İέθαδΝ πλκφαθυμΝ ıυθİξάμΝ εαδΝ κΝ υπκζκΰδıησμΝ Ĳβμ, 
ξλβıδηκπκδυθĲαμΝıυΰεİελδηΫθİμΝĲλδΰπθκηİĲλδεΫμΝĲαυĲσĲβĲİμ,  ηαμΝįİέξθİδΝσĲδΝ
απκĲİζİέΝκηκηκλφδıησέ ΠλΪΰηαĲδ,ΝΫξκυηİ ΦሺθଵሻΦሺθଶሻ = (cosθଵ −sinθଵsinθଵ cosθଵ ) (cosθଶ −sinθଶsinθଶ cosθଶ ) = (cosθଵcosθଶ − sinθଵsinθଶ −ሺcosθଵsinθଶ + sinθଵcosθଶሻsinθଵcosθଶ + cosθଵsinθଶ cosθଵcosθଶ − sinθଵsinθଶ ) 

= (cos ሺθଵ + θଶሻ −sinሺθଵ + θଶሻsinሺθଵ + θଶሻ cosሺθଵ + θଶሻ ) = Φሺθଵ + θଶሻ. 
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3.5.1. ΠαλαįİέΰηαĲαΝSUΧβΨΝεαδΝSO(3) 

ΈθαΝπκζτΝıβηαθĲδεσΝγΫηα ΰδαΝİηΪμΝİέθαδΝβΝıξΫıβ ηİĲαιτΝĲπθΝκηΪįπθΝ
SUΧβΨΝεαδΝSO(3)έΝǹυĲσΝĲκΝπαλΪįİδΰηα ıεκπİτİδΝθαΝįİέιİδΝσĲδΝκδΝSU(2) 

εαδΝ SO(3) İέθαδΝ ıξİįσθΝ δıκηκλφδεΫμέΝ ΢υΰεİελδηΫθα,Ν υπΪλξİδΝ Ϋθαμ 
κηκηκλφδıησμΝ κηΪįαμΝ Lie ĲβμΝ ηκλφάμΝ Φ,Ν κΝ κπκέκμΝ απİδεκθέαİδΝ ĲβθΝ
SUΧβΨΝ ıĲβθΝ SO(3) εαδΝ κΝ κπκέκμΝ İέθαδΝ β-1έΝ ΣυλαΝ γαΝ πİλδΰλΪοκυηİ 
αυĲάθΝĲβθΝαπİδεσθδıβέ 

ΘİπλκτηİΝĲκθΝξυλκΝV σζπθΝĲπθΝʹ × ʹ ηδΰαįδευθΝπδθΪεπθ,ΝκδΝκπκέκδΝ
İέθαδΝ αυĲκıυαυΰİέμΝ ΧAכ = AΨΝ εαδΝ ΫξκυθΝ έξθκμΝ ηβįΫθέΝ ǹυĲσμΝ απκĲİζİέΝ
ΫθαθΝ ĲλδıįδΪıĲαĲκΝ πλαΰηαĲδεσΝ įδαθυıηαĲδεσΝ ξυλκ ηİΝ ĲβθΝ αεσζκυγβΝ
ίΪıβ Aଵ = ቀͲ ͳͳ Ͳቁ , Aଶ = ቀ Ͳ i−i Ͳቁ , Aଷ = ቀͳ ͲͲ −ͳቁ 
ΜπκλκτηİΝθαΝκλέıκυηİΝİıπĲİλδεσΝΰδθσηİθκΝıĲκθΝV,ΝπμΝ ۃA, Bۄ = ͳʹ trሺABሻ. 
ǹπİυγİέαμΝ υπκζκΰδıησμΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ ıξΫıβμΝ įİέξθİδΝ σĲδΝ βΝ{Aଵ, Aଶ, Aଷ} απκĲİζİέΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪıβΝ ĲκυΝ VέΝ ΈξκθĲαμ,Ν Ĳυλα,Ν
įδαζΫιİδΝηδαΝκλγκεαθκθδεάΝίΪıβΝĲκυΝV,ΝηπκλκτηİΝθα ĲαυĲκπκδάıκυηİΝ
ĲκθΝV ηİΝĲκθΝℝଷ. 

ΣυλαΝυπκγΫĲκυηİΝσĲδΝκΝU İέθαδΝΫθαΝıĲκδξİέκΝĲβμ SUΧβΨΝεαδΝκ ǹΝİέθαδΝ
ΫθαΝıĲκδξİέκΝĲκυΝV εαδΝγİπλκτηİΝUAU−ଵέΝΣσĲİ trሺUAU−ଵሻ = trሺȜሻ =Ͳ εαδ ሺUAU−ଵሻכ = ሺU−ଵሻכAUכ = UAU−ଵ, 
εαδΝ ΪλαΝ κ UAU−ଵ αθάεİδΝ εαδ αυĲσμ ıĲκθΝ VέΝ ǼπδπζΫκθΝ ΰδαΝ ΫθαθΝ
ıυΰεİελδηΫθκ U,Ν βΝ απİδεσθδıβΝ A → UAU−ଵ İέθαδΝ ΰλαηηδεάΝ ıĲκθΝ ǹ. 

Άλα,Ν ΰδαΝ εΪγİΝ U א SUሺʹሻ,Ν ηπκλκτηİΝ θαΝ κλέıκυηİΝ ηδαΝ ΰλαηηδεάΝ
απİδεσθδıβ Φ୙ ĲκυΝV ıĲκθΝİαυĲσ Ĳκυ ηİΝίΪıβΝĲκθΝĲτπκ Φ୙ሺAሻ = UAU−ଵ. 
ΝαΝ ıβηİδπγİέΝ σĲδΝ UଵUଶAUଶ−ଵUଵ−ଵ = ሺUଵUଶሻAሺUଵUଶሻ−ଵ εαδΝ ΪλαΝΦ୙భ୙మ = Φ୙భΦ୙మέΝ ǼπδπζΫκθ,Ν ΰδαΝ įκγΫθΝ U א SUሺʹሻ εαδΝ A, B א V, 

Ϋξκυηİ ۃΦ୙ሺAሻ,Φ୙ሺBሻۄ = ͳʹ trሺUAU−ଵUBU−ଵሻ = 

= ͳʹ trሺABሻ = ,Aۃ Bۄ. 
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Άλα,ΝβΝΦ୙ απκĲİζİέΝκλγκΰυθδκΝηİĲαıξβηαĲδıησΝĲκυΝV. 

ΜσζδμΝ ĲαυĲκπκδάıκυηİΝ ĲκθΝ V ηİΝ ĲκθΝ ℝଷ ΧξλβıδηκπκδυθĲαμΝ ĲβθΝ
παλαπΪθπΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪıβΨ,Ν ĲσĲİ ηπκλκτηİΝ θαΝ γİπλάıκυηİΝ εαδΝ
ĲβθΝ Φ୙ ıαθΝ ΫθαΝ ıĲκδξİέκΝ Ĳβμ O(3)έΝ ΜδαμΝ εαδΝ Φ୙భ୙మ = Φ୙భΦ୙మ, 
ίζΫπκυηİΝ σĲδΝ βΝ ΦΝ ΧίαıδεΪΝ βΝ απİδεσθδıβΝ U → Φ୙ΨΝ απκĲİζİέΝ
κηκηκλφδıησΝ Ĳβμ SUΧβΨΝ ıĲβθ O(3)έΝ ǼτεκζαΝ παλαĲβλκτηİΝ σĲδΝ βΝ ΦΝ
İέθαδΝ ıυθİξάμΝ εαδΝ ΪλαΝ απκĲİζİέΝ κηκηκλφδıησΝ κηΪįπθΝ Lie. 

ΤπİθγυηέαİĲαδ, Ĳυλα,ΝσĲδΝεΪγİΝıĲκδξİέκΝĲβμ O(3) ΫξİδΝκλέακυıαΝέıβ ηİΝ±ͳέΝΞΫλκθĲαμΝσĲδΝβΝSU(2) İέθαδΝıυθİεĲδεά,ΝβΝΦΝİέθαδΝıυθİξάμΝεαδΝβΝΦI 
İέθαδΝέıβΝηİΝI εαδΝβΝκπκέαΝΫξİδΝκλέακυıαΝέıβΝηİΝ1,ΝΫπİĲαδΝσĲδΝβΝΦΝπλΫπİδΝ
θαΝ απİδεκθέαİδΝ ĲβθΝSUΧβΨΝıĲκΝ ĲαυĲκĲδεσΝıĲκδξİέκΝ Ĳβμ O(3),Ν ĲκΝ κπκέκΝ
εαδΝıυηίκζέαİĲαδΝπμΝSO(3). 

ǾΝ απİδεσθδıβΝ U → Φ୙ įİθΝ İέθαδΝ 1-1,Ν ηδαμΝ εαδΝ ΰδαΝ εΪγİΝ U א SUሺʹሻ, 
δıξτİδΝσĲδΝΦ୙ = Φ−୙ ΧθαΝπαλαĲβλβγİέΝσĲδΝİΪθΝκΝU αθάεİδΝıĲβΝSU(2), 

ĲσĲİΝĲκΝέįδκΝδıξτİδΝεαδΝΰδαΝĲκθΝ-U). Ǽέθαδ πζΫκθΝİφδεĲσΝθαΝįİέικυηİΝσĲδΝ
βΝΦ୙ απκĲİζİέΝηέαΝβ-1ΝαπİδεσθδıβΝĲβμΝSUΧβΨΝıĲβθΝSO(3),ΝεΪĲδΝσηπμΝ
πκυΝ įİθΝ γαΝ εΪθκυηİΝ İįυ,Ν ηδαμΝ εαδΝ ξλİδΪαİĲαδΝ ξλάıβΝ κλδıηυθΝ εαδΝ
υπκγΫıİπθΝ πκυΝ ιİφİτΰκυθΝ απσΝ ĲαΝ πζαέıδαΝ αυĲάμΝ ĲβμΝ įδπζπηαĲδεάμΝ
İλΰαıέαμέ 

3.6.ΗΝπκζδεάΝπαλαΰκθĲκπκέβıβ ΰδαΝĲα �ۺሺ�,ℝሻ εαδΝ�ۺሺ�, ℂሻ 
΢İΝαυĲσΝĲκΝεκηηΪĲδ,ΝαıξκζκτηαıĲİΝηİΝĲδμΝπκζδεΫμΝπαλαΰκθĲκπκδάıİδμ ΰδαΝĲδμ SLሺn,ℝሻ εαδΝ SLሺn, ℂሻέΝ ǹυĲΫμΝ κδΝ παλαΰκθĲκπκδάıİδμΝ ηπκλκτθΝ θαΝ
ξλβıδηκπκδβγκτθΝ ΰδαΝ θαΝ απκįİδξγİέΝ βΝ ıυθİεĲδεσĲβĲαΝ Ĳπθ SLሺn,ℝሻ εαδΝSLሺn, ℂሻ αζζΪΝ εαδ ΰδα θαΝ įİδξγİέ σĲδΝ κδΝ γİηİζδυįİδμ κηΪįİμ (fundamental 

groups) Ĳπθ SLሺn,ℝሻ εαδΝSLሺn, ℂሻ İέθαδΝ έįδİμΝηİΝαυĲΫμΝĲπθ SO(nΨΝεαδΝSU(n) 

αθĲέıĲκδξα ΧΣαΝ πİλέΝ γİηİζδπįυθ κηΪįπθΝ įİθΝ γαΝ ıυαβĲβγκτθΝ ıĲκΝ παλσθΝ
εİφΪζαδκΝ εαδ,Ν ΰİθδεσĲİλα,Ν ıĲβθΝ παλκτıαΝ įδπζπηαĲδεά,Ν įδσĲδΝ απκĲİζκτθ 

πλκξπλβηΫθβΝ ΰθυıβΝ πκυΝ ιİφİτΰİδΝ απσΝ ĲκθΝ ıεκπσΝ ĲβμΝ įδπζπηαĲδεάμΝ αυĲάμέΝ
ΓδαΝ σπκδκθΝ İπδγυηİέΝ πİλδııσĲİλİμΝ πζβλκφκλέİμΝ πİλέ αυĲκτ,Ν ηπκλİέΝ θαΝ
αθαĲλΫιİδΝ ıĲκΝ ίδίζέκ [2]Ν ĲβμΝ ίδίζδκΰλαφέαμΨέ ǹυĲΫμΝ κδΝ παλαΰκθĲκπκάıİδμ, 
İπέıβμ,Ν γİπλκτθĲαδΝ σĲδ İέθαδΝ αθΪζκΰİμΝ ηİΝ ĲβθΝ ηκθαįδεά παλαΰκθĲκπκέβıβ 

İθσμ ηβΝ ηβįİθδεκτΝ ηδΰαįδεκτΝ αλδγηκτΝ z ηδαμΝ εαδΝ z = up,Ν ηİΝ |u| = ͳ εαδΝ p 

πλαΰηαĲδεσΝεαδΝγİĲδεσΝαλδγησ (ĲλδΰπθκηİĲλδεάΝηκλφάΝηδΰαįδεκτΨ.  
 

ΈθαμΝ πλαΰηαĲδεσμΝ ıυηηİĲλδεσμΝ πέθαεαμΝ P γİπλİέĲαδΝ γİĲδεΪΝ κλδıηΫθκμ,Ν İΪθΝۃx, Pxۄ > Ͳ ΰδαΝ σζαΝ ĲαΝ ηβΝ ηβįİθδεΪΝ įδαθτıηαĲαΝ x א ℝ୬έΝ Χ΢υηηİĲλδεσμΝ
ıβηαέθİδΝ P୘ = PΨέΝ Ιıκįτθαηα,Ν ΫθαμΝ ıυηηİĲλδεσμΝ πέθαεαμΝ İέθαδΝ γİĲδεΪΝ
κλδıηΫθκμ İΪθΝσζİμΝκδΝδįδκĲδηΫμΝĲκυΝİέθαδΝγİĲδεΫμέΝǻκγΫθĲκμΝİθσμ ıυηηİĲλδεκτΝ
γİĲδεΪΝκλδıηΫθκυ πέθαεαΝP,ΝυπΪλξİδΝΫθαμ κλγκΰυθδκμΝπέθαεαμΝR ΫĲıδΝυıĲİ P = RDR−ଵ 
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σπκυΝκΝD İέθαδΝįδαΰυθδκμΝηİΝγİĲδεΪΝıĲκδξİέαΝɉଵ, ڮ , ɉ୬έΝ ΧǼΪθΝİπδζΫικυηİΝηδαΝ
κλγκεαθκθδεάΝ ίΪıβΝuଵ, ڮ , u୬ δįδκįδαθυıηΪĲπθΝ ΰδαΝ ĲκθΝP,Ν ĲσĲİΝ κΝR İέθαδΝ κΝ
πέθαεαμΝ ĲκυΝ κπκέκυΝ κδΝ ıĲάζİμΝ İέθαδΝ κδΝ uଵ, ڮ , u୬ΨέΝ Μπκλκτηİ,Ν ΫπİδĲα,Ν θαΝ
εαĲαıεİυΪıκυηİΝηδαΝĲİĲλαΰπθδεάΝλέααΝĲκυΝP πμ Pଵ/ଶ = RDଵ/ଶR−ଵ 

σπκυΝ κΝDଵ/ଶ İέθαδΝ κΝ įδαΰυθδκμΝ πέθαεαμ,Ν ĲκυΝ κπκέκυΝ ĲαΝ γİĲδεΪΝ ıĲκδξİέαΝ ĲβμΝ
įδαΰπθέκυΝİέθαδΝĲαΝɉଵଵ/ଶ, ڮ , ɉ୬ଵ/ଶέΝΈπİδĲα,ΝκΝPଵ/ଶ İέθαδΝİπέıβμ ıυηηİĲλδεσμ εαδΝ
γİĲδεΪΝ κλδıηΫθκμέΝ ΜπκλİέΝ θαΝ įİδξγİέΝ σĲδΝ κΝ Pଵ/ଶ İέθαδΝ κΝ ηκθαįδεσμΝ γİĲδεΪΝ
κλδıηΫθκμ ıυηηİĲλδεσμΝπέθαεαμΝĲκυΝκπκέκυΝĲκΝĲİĲλΪΰπθκΝδıκτĲαδΝηİΝP. 

ΠλσĲαıβΝγέθέ1 

ΈıĲπΝ κΝ ǹΝ πκυΝ αθάεİδΝ ıĲβθΝ SLሺn,ℝሻέΝ ΣσĲİ, υπΪλξİδΝ ΫθαΝ ηκθαįδεσΝ αİτΰκμΝሺR, Pሻ ΫĲıδΝ υıĲİΝ κΝ R א SOሺnሻ,Ν κΝ P θαΝ İέθαδΝ πλαΰηαĲδεσμ, ıυηηİĲλδεσμ εαδΝ
γİĲδεΪΝ κλδıηΫθκμ εαδΝ θαΝ δıξτİδΝA = RPέΝΟΝ πέθαεαμΝP δεαθκπκδİέΝ ĲβθΝ ıξΫıβΝdetP = ͳ. 

ǹπσįİδιβ 

ǼΪθΝ υπάλξİΝ ĲΫĲκδκΝ αİτΰκμ,Ν ĲσĲİΝ γαΝ İέξαηİΝȜΤA = PR−ଵRP = PଶέΝ ΘİπλκτηİΝ
ĲκθΝȜΤA ıυηηİĲλδεσΝεαδΝγİĲδεΪΝκλδıηΫθκ,ΝηδαμΝεαδΝۃx, ȜΤAxۄ = ,Axۃ Axۄ > Ͳ, 

σπκυΝAx ≠ Ͳ ηδαμΝεαδΝκΝǹΝİέθαδΝαθĲδıĲλΫοδηκμέΝΈπİδĲα,ΝκλέακυηİΝĲκθΝP πμ P = ሺȜΤAሻଵ/ଶ 
ΫĲıδΝυıĲİΝκΝP θαΝİέθαδΝπλαΰηαĲδεσμ,ΝγİĲδεΪΝκλδıηΫθκμ εαδΝıυηηİĲλδεσμέΝΜδαμΝ
εαδΝ γΫζκυηİΝ A = RP,Ν πλΫπİδΝ θαΝ γΫıκυηİΝ R = AP−ଵ = ሺሺȜΤAሻଵ/ଶሻ−ଵ. 
ǹπκįİδεθτκυηİΝσĲδΝκΝR İέθαδΝκλγκΰυθδκμ RR୘ = AሺሺȜΤAሻଵ/ଶሻ−ଵሺሺȜΤAሻଵ/ଶሻ−ଵȜΤ = AሺȜΤAሻ−ଵȜΤ = I 
ǹυĲσΝ ηαμ įİέξθİδΝ σĲδΝ κΝ R αθάεİδΝ ıĲβθΝ O(n)έΝ ΓδαΝ θαΝ απκįİέικυηİΝ σĲδ κΝ R 

αθάεİδΝ ıĲβθΝ SO(n),Ν ıβηİδυθκυηİΝ σĲδΝ I = detA = detRdetPέΝ ΜδαμΝ εαδΝ κΝ P 

İέθαδΝγİĲδεΪΝκλδıηΫθκμ,ΝΫξκυηİΝdetP > ͲέΝǹυĲσΝıβηαέθİδΝσĲδΝįİθΝηπκλκτηİΝθαΝ
Ϋξκυηİ detP = −ͳ,ΝΪλαΝπλΫπİδΝθαΝΫξκυηİΝdetP = ͳ.  

ΈξκυηİΝ ĲυλαΝ αθαφİλγİέΝ ıĲβθΝ τπαλιβΝ ĲκυΝ αİτΰκυμ ሺR, Pሻ ηİΝ ĲδμΝ İπδγυηβĲΫμΝ
δįδσĲβĲİμέΝΓδαΝθαΝįİέικυηİΝĲβθΝηκθαįδεσĲβĲαΝĲκυΝαİτΰκυμ,ΝγυησηαıĲİΝσĲδΝİΪθΝ
ΫθαΝ ĲΫĲκδκΝ αİτΰκμΝ υπΪλξİδ,Ν ĲσĲİΝ πλΫπİδΝ θαΝ δıξτİδΝ Pଶ = ȜΤȜέΝ ΌηπμΝ ΫξκυηİΝ
αθαφΫλİδΝθπλέĲİλαΝππμΝΫθαμΝγİĲδεΪΝκλδıηΫθκμ,ΝπλαΰηαĲδεσμΝεαδΝıυηηİĲλδεσμΝ
πέθαεαμΝΫξİδΝηέαΝηκθαįδεά,ΝπλαΰηαĲδεά,ΝγİĲδεάΝεαδΝıυηηİĲλδεάΝĲİĲλαΰπθδεάΝ
λέαα,ΝΪλαΝκΝP İέθαδΝηκθαįδεσμέΝ 



Ειɷικές Οʅάɷɸς Πιʆάκωʆ 

 

60 

 

ǼΪθΝ κΝ P İέθαδΝ αυĲκıυαυΰάμΝ πέθαεαμΝ ηδΰαįδευθΝ αλδγηυθΝ Χįβζαįά,Ν Pכ = P), 

ĲσĲİΝ ζΫηİΝ σĲδΝ κΝ P İέθαδΝ șİĲȚțȐ ȠȡȚıȝȑȞȠȢ İΪθΝ ,xۃ Pxۄ > Ͳ ΰδαΝ σζαΝ ĲαΝ ηβΝ
ηβįİθδεΪΝįδαθτıηαĲαΝx ĲκυΝℂ୬.  

 

ΠλσĲαıβΝγέθέβ 

ΈıĲπΝ κΝ ǹΝ πκυΝ αθάεİδΝ ıĲβθΝ SLሺn, ℂሻέΝ ΣσĲİ,Ν υπΪλξİδΝ ΫθαΝ ηκθαįδεσΝ αİτΰκμΝሺU, Pሻ ηİΝU א SUሺnሻ,Ν εαδΝ κΝ P İέθαδΝ αυĲκıυαυΰάμΝ εαδΝ γİĲδεΪΝ κλδıηΫθκμ εαδΝ
δıξτİδΝA = UPέΝΟΝπέθαεαμΝP δεαθκπκδİέΝĲβθΝıξΫıβΝdetP = ͳ. 
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