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όλ γ ς 
 

 βθΝπαλκτ αΝ δπζπηα δεάΝ λΰα έαΝγαΝα ξκζβγκτη Νη Ν βθΝπαλκυ έα βΝ δαφσλπθΝ
δ δευθΝ ΟηΪ ωθΝ ΠδθΪεωθΝ σππμ,Ν δ δεσ λα, απκ ζκτθΝ κδΝ Γ θδεΫμΝ ΓλαηηδεΫμΝ

ΟηΪ μ,ΝκδΝΟλγκΰυθδ μΝΟηΪ μΝεαγυμ,Ν πέ βμ, εαδ κδΝΟηΪ μΝΠδθΪεωθΝLie.  

 

έθαδ,Ν ί ίαέπμ,Ν απαλαέ β βΝ βΝ αθαφκλΪΝ εαδΝ βΝ π ιάΰβ βΝ εΪπκδπθΝ βη έπθΝ απσΝ βΝ
ΓλαηηδεάΝ Άζΰ ίλαΝ αζζΪΝ εαδΝ βθ θαζυ δεάΝ Γ ωη λέα,Ν αφκτΝ δμ παλαπΪθπΝ
κηΪ μΝπδθΪεπθΝΰέθ αδΝξλά βΝεαδΝ πΫε α βΝΰθπ υθΝγ πλβηΪ πθΝεαδΝκλδ ηυθΝ βμΝ
ΓλαηηδεάμΝΆζΰ ίλαμΝεαδΝ θαζυ δεάμΝΓ πη λέαμέ 
 

δ δεσ λα,ΝβΝπαλκτ αΝ δπζπηα δεάΝ λΰα έαΝ δαλγλυθ αδ,Νη ΪΝ βθΝ δ αΰωΰάΝ- πκυΝ
πΫξ δ γΫ βΝ τθ κηβμΝδ κλδεάμΝαθαφκλΪμΝ αΝγΫηα α,Ν αΝκπκέαΝ ξ έακθ αδΝη Ν βθΝ
ιΫζδιβΝ πθ δ υθΝ ξ δεΪΝ η Ν δμΝ δ δεΫμΝ ΟηΪ μΝΠδθΪεπθΝ πκυΝ αθαφΫλκθ αδΝ βθΝ
δπζπηα δεάΝ λΰα έαΝαυ ά – Ν λέαΝΧγΨΝε φΪζαδαέ 

 

 κΝπλυ κΝΧ1κΨΝε φΪζαδκΝκλέα αδΝβΝΫθθκδαΝ βμΝκηΪ αμΝεαδΝ έθκθ αδΝπαλα έΰηα αέΝ
Ολέακθ αδ,Ν πέ βμ,Ν κδΝ Ϋθθκδ μΝ κυΝ κηκηκλφδ ηκτΝεαδΝ κυΝ δ κηκλφδ ηκτ,ΝεαγυμΝεαδΝ
κυΝ υηα κμ εαδΝ βμΝ κηΪ αμ πθΝ λα δευθΝ αλδγηυθΝ Χquaternions). Μ ζ υθ αδ, 
πέ βμ,Ν κδΝ ΰλαηηδεΫμΝ απ δεκθέ δμ, σ κΝ ΰδαΝ δαθτ ηα αΝ σ κΝ εαδΝ ΰδαΝ πέθαε μέ 
πδπλκ γΫ πμ,Νπ λδΰλΪφ αδΝαθαζυ δεΪΝβΝΪζΰ ίλαΝπδθΪεπθΝΜ . ΣΫζκμ,Νκλέα αδ βΝ

Γ θδεάΝΓλαηηδεάΝΟηΪ αΝGL n, K  εαδΝαπκ δεθτκθ αδΝ δΪφκλ μΝδ δσ β μΝαυ άμέ 
 

 κΝ τ λκΝ ΧβκΨΝ ε φΪζαδκΝ παλκυ δΪα αδΝ κΝ π λδεσΝ ΰδθση θκΝ εαδΝ έθκθ αδΝ κδΝ
βηαθ δεσ λ μΝ δ δσ β μΝ αυ κτέΝ Τπ θγυηέακθ αδΝ Ϋθθκδ μΝ σππμΝ αυ ΫμΝ κυΝ ηάεκυμΝ
θσμΝ δαθτ ηα κμΝαζζΪΝεαδΝ κυΝαθα λσφκυΝεαδΝ υαυΰάΝπέθαεαέΝΟλέακθ αδΝ πέ βμΝβΝ
κλγκΰυθδαΝ κηΪ αΝ O(n), βΝ κλγκηκθα δαέαΝ κηΪ αΝ U(n) εαδΝ βΝ υηπζ ε δεάΝ κηΪ αΝ
Sp(n),Ν εαγυμ, πέ βμ, εαδΝ βΝ δ δεάΝ κλγκΰυθδαΝ κηΪ αΝ SO(n) εαδΝ βΝ δ δεάΝ
κλγκηκθα δαέαΝ κηΪ αΝSU(n)έΝΈπ δ αΝ ΰέθ αδΝ ζσΰκμ,Ν ΰδαΝ κΝ πκδ μΝ εΝ πθΝ παλαπΪθπΝ
κηΪ πθΝ έθαδΝδ κηκλφδεΫμ,Ν θυ κΝε φΪζαδκΝεζ έθ δ η ΝαθαφκλΪΝ βθΝ υηη λέαΝΧάΝ
εα κπ λδ ησμΨΝπκυΝκλέα αδ κθΝℝ . 

 

 κΝ λέ κΝ ΧγκΨΝε φΪζαδκΝ ΰέθ αδΝ βΝ παλκυ έα βΝ πθΝ κηΪ πθΝπδθΪεπθ δieέΝ λξδεΪ, 
έθ αδΝ κΝ κλδ ησμΝ πθΝ κηΪ πθΝ πδθΪεπθΝ Lie,Ν εαγυμ,Ν πέ βμ,Ν εαδΝ δΪφκλαΝ
παλα έΰηα αΝκηΪ πθΝπδθΪεπθΝLie,ΝσππμΝκδΝΰ θδεΫμ ΰλαηηδεΫμΝκηΪ μΝGL n,ℝ  εαδΝGL n, ℂ ,Ν κδΝ δ δεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪ μΝ SL n,ℝ  εαδΝ SL n, ℂ ,Ν κδΝ ΰ θδε υηΫθ μΝ
κλγκΰυθδ μΝ κηΪ μΝ εαδΝ κδΝ κηΪ μΝLorentz εέα. ΣΫζκμ,Ν κλέακθ αδΝ βΝ υηπΪΰ δαΝ εαδΝ βΝ
υθ ε δεσ β αΝ εαδΝ έθκθ αδΝ παλα έΰηα α,Ν ΰέθ αδΝ αθαφκλΪΝ ΰδαΝ κηκηκλφδ ησΝ εαδΝ
δ κηκλφδ ησΝκηΪ πθΝπδθΪεπθΝδie,Ν θυΝαθαφΫλ αδΝεαδΝβΝπκζδεάΝπαλαΰκθ κπκέβ βΝ
ΰδαΝ δμΝSL n,ℝ  εαδΝSL n, ℂ . 
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Summary 

This thesis is a presentation of Special Groups of Matrices such as General Linear 

Groups, Orthogonal Groups and Matrix Lie Groups. 

Some elements of the theory of linear algebra and analytic geometry are also 

mentioned and explained, in order to make easier the understanding of special groups 

of matrices above, because many of these elements of the theory of linear algebra and 

analytic geometry will be used here. 

 

Specifically, this thesis after the introduction, which is a brief historical report to these 

subjects, which concern the evolution of these mathematical ideas from special groups 

of matrices, which we discuss in this thesis, consists of three chapters. 

 

At the first chapter, theΝmeaningΝofΝ‘group’ is defined and examples are given. Also, 

homomorphism and isomorphism as well as fields and quaternions are defined. Linear 

maps, both for vectors and matrices are presented. Furthermore, the algebra of 

matrices Μ  is presented analytically. In conclusion, the General Linear Group GL n, K  is defined and many definitions and propositions of this group are referred 

and proven.  

 

At the second chapter, the inner product is presented and its most important properties 

are mentioned. Furthermore, some elements of linear algebra such as the length of a 

vector or the conjugate matrix, the transpose matrix etc are reminded. The orthogonal 

group O(n), the unitary group U(n) and the symplectic group Sp(n) as well as the 

special orthogonal group SO(n) and the special unitary group SU(n) are also defined. 

Then, it is discussed which of the groups above are isomorphic and, in conclusion, 

reflections in ℝ  are presented.  

 

At the third chapter, Matrix Lie Groups are presented. A definition of a Matrix Lie 

Group is given as well as some examples of Matrix Lie Groups, such as the general 

linear groups GL n,ℝ  and GL n, ℂ , the special linear groups SL n,ℝ  and SL n, ℂ , 

the generalized orthogonal and Lorentz groups etc. In conclusion, compactness and 

connectedness are defined, homomorphisms and isomorphisms of Matrix Lie Groups 

are mentioned and the polar decomposition for SL n,ℝ  and SL n, ℂ  is referred. 
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ισ γωγ  

Ν ΓλαηηδεάΝ Άζΰ ίλαΝ απκ ζ έΝ κΝ απαλαέ β κΝ υπσίαγλκΝ ΰδαΝ βθΝ η ζΫ βΝ πζάγκυμΝ
πλκίζβηΪ πθΝ απσΝ αΝ Μαγβηα δεΪ,Ν βθΝ Φυ δεά,Ν βΝ ΜβξαθδεάΝ αζζΪΝ εαδΝ δμΝ
ΚκδθπθδεΫμΝ πδ άη μέΝΣκΝγΫηαΝπκυΝπλαΰηα τ αδΝβΝ υΰε ελδηΫθβΝ δπζπηα δεά,ΝκδΝ
δ δεΫμΝ ΟηΪ μΝ ΠδθΪεπθΝ Ϋξ δΝ πκζζΫμΝ βηαθ δεΫμΝ φαληκΰΫμΝ Ν ελέ δηκυμΝ
πδ βηκθδεκτμΝ κη έμ,ΝσππμΝβΝΆζΰ ίλα,ΝβΝΘ πλέαΝΟηΪ πθ,ΝβΝΘ πλέαΝΠδθΪεπθ εζπ 

 βθΝ υΰε ελδηΫθβΝ δπζπηα δεάΝ λΰα έαΝαθαφ λσηα Ν Ν λ έμ βηαθ δεΫμΝκηΪ μΝ
πδθΪεπθέΝ δμΝΓ θδεΫμΝΓλαηηδεΫμΝΟηΪ μ,Ν δμΝΟλγκΰυθδ μ ΟηΪ μ εαδΝ δμ ΟηΪ μΝ
ΠδθΪεπθΝLieέΝΚαδΝαθΝκδΝ τκΝπλυ μΝπλκάζγαθΝαπσΝη ζΫ βΝεαδΝ ι ζδε δεάΝπκλ έαΝ βμΝ
Μαγβηα δεάμΝ πδ άηβμ,Ν βΝ λέ βΝ έθαδΝ εα ικξάθΝ κυζ δΪΝ εαδΝ απκ Ϋζ ηαΝ κυΝ
ΝκλίβΰκτΝ ηαγβηα δεκτΝ Sophus Lie (1842-1899),Ν ζέΰαΝ ζσΰδαΝ ΰδαΝ κθΝ κπκέκΝ
αθαφΫλκθ αδΝπαλαεΪ π. 

 

λξδεσμΝ εκπσμΝ ΰδαΝ βθΝ αθΪπ υιβΝ βμΝ γ πλέαμΝ κυΝ ά αθΝ βΝ η ζΫ βΝ πθΝ
απ δλκ ζΪξδ πθΝ λΪ πθΝηδαμΝκηΪ αμΝ ΝηδαΝπκζζαπζσ β αέΝ Νη ζΫ βΝ κυΝαυ άΝ κθΝ
κ άΰβ Ν βθΝ αθΪπ υιβΝ βμΝ ΫθθκδαμΝ βμΝ κηΪ αμΝ δie,Ν βΝ κπκέαΝ έξ Ν πμΝ φυ δεσΝ
παεσζκυγκΝ κθΝκλδ ησΝ πθΝ ζΰ ίλυθΝLie. 

 

ΠλΫπ δΝθαΝ βη δπγ έΝσ δΝεδθβ άλδαΝ τθαηβΝΰδαΝ βθΝΫλ υθαΝ κυΝSophusΝδieΝαπκ Ϋζ Ν
βΝγ πλέαΝ κυΝEvariste Galois (1811-1κγβΨΝεαδΝβΝ θ ξση θβΝ πΫε α άΝ βμέ 
 

τηφπθαΝη Ναιδσπδ μΝπβΰΫμ,ΝκΝSophusΝδieΝγ πλκτ Ν κΝξ δηυθαΝ κυΝ1κιγ-ιζΝπμΝ
βθΝ πκξάΝπκυΝΰ θθάγβε ΝβΝγ πλέαΝ κυέΝΌηπμ,Ναλε κέΝ λ υθβ ΫμΝ βμΝ Ι κλέαμΝ πθΝ
Μαγβηα δευθΝ πδ τκυθΝ σ δΝ βΝ γ πλέαΝ έξ Ν ά βΝ κυ δα δεΪΝ αθαπ υξγ έΝ αΝ
πλκβΰκτη θαΝ Ϋ λαΝξλσθδαΝ Ν δΪφκλ μΝ λΰα έ μΝ κυΝδieέΝΚΪπκδ μΝαπσΝ δμΝαλξδεΫμΝ
δ Ϋ μΝ κυΝδieΝ πλκάζγαθΝ ηΫ πΝ βμΝ θάμΝ υθ λΰα έαμΝ κυΝη Ν κθΝη ΰΪζκΝΓ ληαθσΝ
ηαγβηα δεσΝFelix Klein (1849-1925). 

 

τΝδieΝ υθαθ δσ αθΝ Ν εαγβη λδθάΝ ίΪ βΝ η Ν κθΝKleinΝ απσΝ κθΝΟε υίλβΝ κυΝ 1κθλΝ
ηΫξλδΝ κΝ1κιβέΝΠαλσζαΝαυ ΪΝσηπμΝκΝέ δκμΝκΝδieΝαθαφΫλ δΝσ δΝ αΝετλδαΝαπκ ζΫ ηα αΝ
βμΝ γ πλέαμΝ ηφαθέ βεαθΝ ξ σθΝ εαπΫθ Ν ξλσθδαΝ αλΰσ λα,Ν κΝ 1κκζέΝ ΣκΝ 1κκζΝ
ΫθαμΝ θ αλσμΝ Γ ληαθσμΝ ηαγβηα δεσμ,Ν κΝ Friedrich Engel (1861-1λζ1ΨΝ ίκάγβ Ν κθ 
δieΝ θαΝ π ε έθ δΝ εαδΝ θαΝ ε σ δ,Ν Ν λ δμΝ σηκυμ,Ν βθΝ λΰα έαΝ κυέΝ ΈθαμΝ ΪζζκμΝ
ηαγβηα δεσμΝπκυΝ υηη έξ Ν βΝ υΰΰλαφάΝεαδΝΫε κ βΝ πθΝίδίζέπθΝ κυΝδieΝά αθΝκΝ
Georg Scheffers.  

 

Ν αλξδεάΝ δ ΫαΝ κυΝ δieΝ ά αθΝ θαΝ αθαπ τι δΝ ηδαΝ γ πλέαΝ ΰδαΝ βΝ υηη λέαΝ πθΝ
δαφκλδευθΝ ιδ υ πθΝ Ν αθαζκΰέαΝ η Ν βΝ γ πλέαΝ κυΝ ύaloisΝ ΰδαΝ δμΝ αζΰ ίλδεΫμΝ
ιδ υ δμέΝ Νγ υλβ βΝ πθΝ υθ ξυθΝκηΪ πθΝαπσΝ κθΝRiemann,ΝκδΝ δ Ϋ μΝ κυΝύaloisΝ
ΰδαΝ βΝ υηη λέα,Ν κΝ ΫλΰκΝ κυΝ JacobiΝ εαδΝ κυΝ Poisson βΝ ΜβξαθδεάΝ εαδΝ βΝ
εα αθσβ βΝ βμΝΓ πη λέαμΝαπσΝ βΝ εκπδΪΝ πθΝΫλΰπθΝ πθΝMobius , Grassmann εαδΝ
Plucker π θΫλΰβ αθΝ βΝ βηδκυλΰέαΝ βμΝγ πλέαμΝ κυΝδieέ  
 

ΠλΫπ δΝ θαΝ βη δπγ έΝ σ δΝ βΝ γ πλέαΝ κυΝ δieΝ απκ ζ έΝ αεσηβΝ θ λΰσΝ εκηηΪ δΝ βμΝ
ηαγβηα δεάμΝΫλ υθαμέΝ εσηβ,ΝπλΫπ δΝθαΝαθαφ λγ έΝσ δΝκΝClaude Chevalley (1904 -

1λκζΨΝ έθαδΝαυ σμΝπκυΝΫφ λ Ν βΝγ πλέαΝ κυΝδieΝ Ν τΰξλκθβΝηαγβηα δεάΝΰζυ αέ 
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Κ φΪζαδκΝ1 

Γ θδεΫμΝΓλαηηδεΫμΝΟηΪ μ 
 

 

 

 

 

 

1.1.ΟηΪ μ 
 

ΠλδθΝι εδθά κυη ΝθαΝα ξκζκτηα Νη ΝκηΪ μΝπδθΪεπθΝγαΝ ξκζδΪ κυη ΝζέΰκΝ
κΝαά βηαΝ πθΝκηΪ πθΝ ΝΫθαΝΰ θδεσ λκΝπζαέ δκέΝ Ϊθ,Νζκδπσθ,ΝυπκγΫ κυη Ν
σ δΝ αΝΥΝεαδΝΤΝαπκ ζκτθΝ τθκζα,Ν σ Ν κΝ α α  υ   ΥΝx Y 

κλέα αδΝ πμΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ δα αΰηΫθπθ α υΰυθΝ x, y  η Ν x X 

εαδ y ΑέΝ ΈθαμΝ ίκζδεσμΝ λσπκμΝ ΰδαΝ θαΝ π λδΰλαφ έΝ αυ σΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ
δα αΰηΫθπθ α υΰαλδυθΝ έθαδ 

 X × Α = { x, y | x X εαδ y Α} 
 

εαδΝ δαίΪα αδΝ«ΣκΝΚαλ δαθσΝΰδθση θκΝΥΝx Y δ κτ αδΝη Ν κΝ τθκζκΝσζπθΝ
πθΝ δα αΰηΫθπθΝα υΰυθΝ x, y   Ϋ δΝυ Ν κΝx θαΝαθάε δΝ κΝΥΝεαδΝ κΝy θαΝ
αθάε δΝ κΝΤ». 

 

ΧμΝ  π  λΝ ΝΫθαΝ τθκζκ S,Νκλέακυη  ηδαΝ υθΪλ β βΝ 
 

λ: S × S → S 
 

ΓδαΝ παλΪ δΰηα,Ν ΰδαΝ ΫθαΝ δα αΰηΫθκΝ α τΰκμ s , s  κδξ έπθΝ κυΝ S, βΝ λΝ
έθ δ ΫθαΝ ΪζζκΝ κδξ έκΝ κυΝ S,Ν κΝ κπκέκΝ ΰλΪφ αδΝ πμΝ λ s , s . ΈθαΝ Ϊζζκ 

παλΪ δΰηα απκ ζ έ κΝ τθκζκΝℕ = { , , , } πθΝφυ δευθΝαλδγηυθ,Ν πκυΝ
Ϋξ δΝ τκΝπκζτΝΰθπ ΫμΝ δη ζ έμ πλΪι δμ ηΫ αΝ κυέΝΣβθΝπλσ γ β,ΝπκυΝκ βΰ έΝ
κΝ δα αΰηΫθκΝ α τΰκμΝ a, b  σζπθΝ πθΝ φυ δευθΝ αλδγηυθΝ κθΝ φυ δεσΝ
αλδγησΝ a+b,Ν εαδΝ κθΝ πκζζαπζα δα ησΝ πκυΝ κ βΰ έΝ κΝ δα αΰηΫθκΝ α τΰκμΝa, b  σζπθΝ πθΝφυ δευθΝαλδγηυθΝ κθΝφυ δεσΝαλδγησΝab. 
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Ολδ ησμ 1.1.1. 

 

ΜδαΝ α G έθαδΝΫθαΝ τθκζκΝG φκ δα ηΫθκΝη ΝηδαΝ δη ζάΝπλΪιβ 

 �: G × G → G, 

 

δεαθκπκδυθ αμΝ υΰε ελδηΫθ μΝδ δσ β μέΝΓδαΝθαΝ κθδ κτθΝαυ ΫμΝκδΝδ δσ β μ,Ν
έθαδΝ ίκζδεσΝ θαΝ υδκγ βγ έΝ ηδαΝ απζάΝ παλα κξάέΝ θ έΝ κυΝ � a, b ,Ν γαΝ
ΰλΪφκυη ΝαπζυμΝab. 

 

υΰε ελδηΫθ μΝδ δσ β μΝ βμΝπαλαπΪθπΝ δη ζκτμΝπλΪιβμμ 
 

i. Ν δη ζάμΝπλΪιβ έθαδΝπ α ,Ν βζα ά, ΰδαΝεΪγ Νa, b, c G, 

δ ξτ δ 
 ab c = a bc  

 

Χ Ϊθ έξαη Ν δα βλά δΝ βθΝ παλα κξάΝ � a, b , κΝ παλαπΪθπΝ γαΝ
ΰλΪφκθ αθΝπμΝ κυΝ� � a, b ,c)=� a, � b, c .) 

 

ii. ΤπΪλξ δΝΫθαΝ υ  κδξ έκΝe βμ GέΝ υ σΝ βηαέθ δΝππμΝΰδαΝεΪγ Νa G,ΝΫξκυη Νea = ae = a. 
 

iii. ΤπΪλξ δΝ βΝ δ δσ β αΝ βμΝ α φ  (αθ δ λκφάΝ Ϋξκυη Ν σ αθΝ πμΝ
πλΪιβΝπαέλθκυη Ν κθΝπκζζαπζα δα ησέΝΓ θδεσ λα,ΝζΫη ΝππμΝ κΝa γαΝ
Ϋξ δΝ υ  κδξ έκΝπμΝπλκμΝ βθΝπαλαπΪθπΝ δη ζάΝπλΪιβΨέΝ υ σΝ
βηαέθ δΝππμΝΰδαΝεΪγ  a G, υπΪλξ δΝ ΫθαΝ κδξ έκΝa′ G,Ν Ϋ δΝυ Νaa′ = a′a = e. ΧΓδαΝ εΪγ Ν a G κΝ υηη λδεσΝ κδξ έκΝ πμΝ πλκμΝ κθΝ
πκζζαπζα δα ησΝ έθαδΝ κΝ a′ = a− G εαδΝ ζΫΰ αδΝ αθ έ λκφκμΝ κυΝa). 

 

iv. ΜδαΝκηΪ αΝG έθαδΝα α , ΪθΝΰδαΝεΪγ Νa, b G,ΝΫξκυη Νab = ba. 
 

βη δυθ αδΝσ δΝ αθΝεαδΝ κδΝ δ δσ β μΝ (ii) εαδΝ (iii) αφάθκυθΝαθκδε σΝ κΝ
θ ξση θκΝθαΝυπΪλξκυθΝπ λδ σ λαΝ κυΝ θσμΝκυ Ϋ λα κδξ έαΝεαδΝ
ππμΝ ΫθαΝ κδξ έκΝ ηπκλ έΝ θαΝ ξ δΝ παλαπΪθπΝ κυΝ θσμΝ υηη λδεΪΝ
κδξ έα,Ν π σ κ,Ν εαθΫθαΝ εΝ πθΝ θ ξκηΫθπθΝ πκυΝ ησζδμΝ

αθαφΫλγβεαθΝ θΝηπκλ έΝθαΝ υηί έ. 
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Πλσ α βΝ1.1.1  

ΜέαΝ κηΪ αΝG Ϋξ δΝ ΫθαΝ αελδίυμΝ κυ Ϋ λκ κδξ έκ εαδ εΪγ Ν a G Ϋξ δΝ Ϋθα    

αελδίυμΝ υηη λδεσΝ κδξ έκ. 

 

πσ διβ 

 

ΤπκγΫ κυη Νσ δΝ αΝe εαδΝf έθαδΝκυ Ϋ λα κδξ έαΝ κυΝGέΝΣσ  

 ef = fe = e ηδαμΝεαδΝ κΝf έθαδΝκυ Ϋ λκ κδξ έκΝεαδΝ ef = fe = f ηδαμΝεαδΝ κΝe έθαδΝκυ Ϋ λκ κδξ έκ 

 

πκηΫθπμ,Νe = ef = f. 
 

ΤπκγΫ κυη Νσ δΝ αΝb εαδΝc έθαδΝ υηη λδεΪΝ κδξ έα κυΝaέΝΣσ  

 ab = ba = e εαδ ac = ca = e 
 

πκηΫθπμ, b = eb = ca b = c ab = ce = c. 
 

Παλα έΰηα α 

 

1. ΣκΝ τθκζκΝ ℤ = { ,− ,− , , , , } πθΝ αε λαέπθ, απκ ζ έΝ ηέαΝ
κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ βΝ δη ζά πλΪιβ βμΝ πλσ γ βμΝ Χ κΝ ηβ ΫθΝ απκ ζ έΝ
κυ Ϋ λκ κδξ έκΝ κυ υθσζκυΝεαδΝ κΝ υηη λδεσ κυΝa έθαδΝ κΝ–a). 

 

2. ΣκΝ τθκζκ ℤ  θΝαπκ ζ έΝηέαΝκηΪ αΝπμΝπλκμΝ βΝ δη ζάΝπλΪιβ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝ Χβ δη ζάμΝ πλΪιβ έθαδΝ πλκ αδλδ δεά εαδΝ κΝ 1Ν
απκ ζ έΝ κυ Ϋ λκ κδξ έκΨΝ αφκτ, πέ παλα έΰηα δ,Ν θΝ υπΪλξ δΝ
υηη λδεσΝ κδξ έκ ΰδαΝ κΝβέ 

 

3. ΣκΝ τθκζκΝ πθΝ λβ υθΝ αλδγηυθΝℚ απκ ζ έΝ ηέαΝ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ β 

δη ζάΝπλΪιβΝ βμΝπλσ γ βμ. 
 

4. ΣκΝ τθκζκΝℚ− { } ΧσζκδΝκδΝηβΝηβ θδεκέΝαλδγηκέΨ απκ ζ έΝηέαΝκηΪ αΝ
πμΝπλκμΝ β δη ζάΝπλΪιβΝ κυΝπκζζαπζα δα ηκτ. 

 

5. ℝ+ = {x ℝ|x > } έθαδΝ κΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝγ δευθΝπλαΰηα δευθΝ
αλδγηυθέΝ πκ ζ έΝ ηδαΝ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ β δη ζάΝ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτ. 
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6. ℝ  = κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ δα αΰηΫθπθΝ n-Ϊ πθ πλαΰηα δευθΝ
αλδγηυθΝπμΝπλκμΝ βθ παλαεΪ πΝπλΪιβμΝ  

 

θ  x = x , x , , x  εαδ 
 y = y , y , , y ,Ν σ  x + y = x + y , x + y , , x + y  

 

ΣκΝκυ Ϋ λκ κδξ έκΝ έθαδΝ κΝℴ = , , ,  εαδΝ κΝ αθ έγ κμ κυΝx 

έθαδΝΝ κΝ −x ,−x , , −x  

 

7. Έ π κΝ τθκζκΝ πθΝ η αγΫ πθΝ πθΝ λδυθΝ κδξ έπθ S = {a, b, c}. 
ΣκΝS έθαδΝΫθαΝ τθκζκΝη Ν λέαΝ κδξ έαΝ αΝκπκέαΝ υηίκζέακθ αδΝη Νa, 

b, cέΝΈ πΝG κΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝαηφδηκθκ άηαθ πθΝαπ δεκθέ πθ 

Χ υθαλ ά πθΨΝπκυΝπΪθ ΝαπσΝ κΝS κΝSέΝΓδαΝπαλΪ δΰηα,ΝβΝ f: S → S 
πκυΝ κλέα αδΝ πμ f a = b, f b = c, f c = a,Ν απκ ζ έΝ κδξ έκΝ βμΝ
GέΝ Ολέακυη Ν ηδαΝ  π  κΝG η Ν κθΝ αεσζκυγκΝ λσπκμ ΪθΝf, g G,Ν σ Νβ 

 f g: S → S 
 

κλέα αδ πμΝ f g a = f(g a  , f g b = f(g b  , f g c =f g c έΝ Νf g η αφλΪα αδΝπμΝβΝ φαληκΰάΝ βμΝ υθΪλ β βμΝg κΝS 

εαδ, Ϋπ δ α,ΝπμΝβΝ φαληκΰάΝ βμ f κΝg(S). Έ πΝi: S → S, απκ ζ έΝ κΝ
κυ Ϋ λκ κδξ έκΝ Χi a = a , i b = b , i c = cΨέΝ υ σΝ απκ ζ έΝ κΝ
κυ Ϋ λκ κδξ έκΝ ΰδαΝ βθΝ υΰε ελδηΫθβΝ δη ζάΝπλΪιβέΝ πκηΫθπμ, βΝ
υθβγδ ηΫθβΝαθ δ λκφάΝ βμ f G έθαδΝβΝαθ δ λκφάΝΰδαΝ βθ f πκυΝ
ξ έα αδΝ η Ν βθΝ υΰε ελδηΫθβΝ δη ζάΝ πλΪιβέΝ Άλα,Ν κΝG απκ ζ έΝ
κηΪ αέΝ ΟθκηΪα αδΝ υ  α πΪθπΝ αΝ {a, b, c} ΧάΝ απζΪΝ
υηη λδεάΝκηΪ αΝπΪθπΝ Ν λέαΝ κδξ έαΨέ 

 

8. Ν υηη λδεάΝκηΪ α n- Ϊιβμ,Ν υηίκζδεΪΝS  έθαδΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ1-1 

εαδΝ πέΝ απ δεκθέ πθΝ κυΝ υθσζκυΝ T = { , , , n} η Ν πλΪιβΝ βθΝ
τθγ βΝαπ δεκθέ πθέ 

 

Παλα άλβ β 

 αΝπαλα έΰηα αΝπαλαπΪθπ,Ν αΝ(1), (3), (4), (5) εαδΝ(6) απκ ζκτθΝαί ζδαθΫμΝ
κηΪ μ,Ν αζζΪΝ βΝ υηη λδεάΝ κηΪ αΝ πΪθπΝ Ν λέαΝ κδξ έαΝ θΝ απκ ζ έΝ
αί ζδαθάΝκηΪ αέ 
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Ολδ ησμ 1.1.3 

Έ πΝ κδΝ (G,  εαδΝ (H,  απκ ζκτθΝ κηΪ μέΝ ΜδαΝ υθΪλ β βΝ σ: G → H 

απκ ζ έΝ φ ,Ν ΪθΝΰδαΝεΪγ Νa, b κυΝG Ϋξκυη Ν σ a b = σ a σ b  

 

πζκυ τκθ αμΝ κθΝ παλαπΪθπΝ κλδ ησ,Ν ηπκλκτη Ν πλυ αΝ θαΝ
πκζζαπζα δΪ κυη Ν αΝa εαδΝb Χξλβ δηκπκδυθ αμΝ βθΝ δη ζάΝπλΪιβΝ κΝGΨΝεαδΝ
η ΪΝθαΝαπ δεκθέ κυη Ν κΝπαλαπΪθπΝαπκ Ϋζ ηαΝηΫ πΝ βμΝ υθαλ ά πμΝ ΝάΝ
ηπκλκτη Ν θαΝ απ δεκθέ κυη Ν αΝ a εαδΝ b κΝ Ν ηΫ πΝ βμΝ Ν εαδΝ Ϋπ δ αΝ θαΝ
πκζζαπζα δΪ κυη  η Ν βθΝπλΪιβΝ κυΝ έΝΣκΝαπκ Ϋζ ηαΝ έθαδΝ κΝέ δκΝεαδΝη Ν
κυμΝ τκΝ λσπκυμέΝ 

 

Πλσ α βΝ1.1.2 

Έθαμ κηκηκλφδ ησμΝσ: G → H πΪθ αΝ Ϋζθ δ κΝκυ Ϋ λκ κδξ έκΝ κυΝ θσμΝ
υθσζκυΝ κ κυ Ϋ λκ κδξ έκ κυΝ Ϋ λκυΝ υθσζκυ εαδΝ κΝ υηη λδεσ 

κδξ έκ κυΝ θσμΝ υθσζκυ κ υηη λδεσ κδξ έκ κυΝΫ λκυΝ υθσζκυ. 

πσ διβ 

Έ πΝe, e΄ απκ ζκτθΝ αΝκυ Ϋ λα κδξ έαΝ πθΝG εαδΝH αθ έ κδξαέΝΈξκυη Νσ e = σ ee = σ e σ e  εαδΝβΝσ e  Ϋξ δΝ ΫθαΝ υηη λδεσΝ κδξ έκ,Ν Ϋ πΝh, 

κΝ έΝΆλα, e′ = hσ e = hσ e σ e = σ e . 

ΓδαΝa G,Ν ξκυη Ν σ a σ a′ = σ aa′ = σ e = e′, 
έξθκθ αμΝΫ δΝσ δΝσ a′ = σ a ′. 

 

ΈθαμΝκηκηκλφδ ησμΝκθκηΪα αδΝ π , ΪθΝσ G = HέΝ ΪθΝκλέ κυη Νσ:ℝ → ℝ  

(ℝ = πλκ γ δεάΝκηΪ αΝπλαΰηα δευθΝαλδγηυθ,Νℝ  σππμΝ κΝπαλΪ δΰηαΝΧθΨΝ
παλαπΪθπΨΝΫ δΝυ Νσ x = x, x ,Ν σ ΝβΝ Ναπκ ζ έΝκηκηκλφδ ησΝαζζΪΝ θΝ
έθαδΝ πέ δσ δΝβΝ ΧℝΨΝαπκ ζ έ απζυμΝ βθΝ δαΰυθδκΝΰλαηηάΝ κΝℝ έΝ ζζΪΝβΝ: ℝ → ℝ  πκυΝκλέα αδΝπμ x, y = x,Ναπκ ζ δΝΫθαθΝ πέ κηκηκλφδ ησέ 

ΈθαμΝ κηκηκλφδ ησμΝσ: G → H κθκηΪα αδΝ φ  ΪθΝσ a = σ b  

υθ πΪΰ αδ πΪθ αΝa = bέΝΧπκ ΫΝ υκΝ δαφκλ δεΪΝ κδξ έαΝ θΝαπ δεκθέακθ αδΝ
κΝέ δκΝ βη έκΨΝΜ λδεΫμΝφκλΫμ,Ναυ σΝκθκηΪα αδΝΫθαΝπλκμΝΫθα (1-1).  
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ΓδαΝ παλΪ δΰηα,Ν βΝ απ δεσθδ βΝ σ:ℝ → ℝ σ x = x, x  απκ ζ έΝ
ηκθκηκλφδ ησ,Ν θυ βΝ απ δεσθδ β  : ℝ → ℝ x, y = x) θΝ απκ ζ έΝ
ηκθκηκλφδ ησέ 

ΟΝ κηκηκλφδ ησμΝ πκυΝ έθαδΝ αυ σξλκθαΝ ηκθκηκλφδ ησμΝ εαδΝ πέΝ κθκηΪα αδΝ
φ . θΝ κΝγΫ κυη ΝεΪ πΝαπσΝηδαΝ δαφκλ δεάΝκπ δεάΝΰπθέα,Ν τκΝ

δ κηκλφδεΫμΝκηΪ μΝαπκ ζκτθΝ βθΝπλαΰηα δεσ β αΝ βθΝέ δαΝκηΪ α,ΝαεσηαΝ
εαδΝ αθΝ κλέακθ αδΝ εΪ πΝ απσ ξ υπβ ΪΝ δαφκλ δεΫμΝ υθγάε μέΝ ΣκΝ παλαεΪ πΝ
απκ ζ έΝΫθαΝεζα δεσΝπαλΪ δΰηαΝαυ κτΝπκυΝησζδμΝζΫξγβε έ 

ΠαλΪ δΰηα 

Έ πΝσ δΝβΝℝ έθαδΝβΝπλκ γ δεάΝκηΪ αΝσζπθΝ πθΝπλαΰηα δευθΝαλδγηυθΝεαδΝ
σ δ βΝℝ+ ΧίζΫπ ΝπαλΪ δΰηαΝΧηΨΝπαλαπΪθπΨΝ έθαδΝβΝπκζζαπζα δα δεάΝκηΪ αΝ
σζπθΝ πθΝγ δευθ πλαΰηα δευθΝαλδγηυθέΝΈ π,Ν πέ βμ, a ΫθαμΝκπκδκ άπκ Ν
πλαΰηα δεσμΝαλδγησμΝη ΰαζτ λκμΝ κυΝ1έΝΟλέαπ σ:ℝ → ℝ+ 

Ϋ δΝυ , σ x = a  

πκηΫθπμ,ΝβΝ υθΪλ β βΝ Ναπκ ζ έΝκηκηκλφδ ησΝ βμΝηκλφάμΝ σ x + y = a + = a a = σ x σ y  

πέ βμΝ βΝ Ν απκ ζ έΝ ηκθκηκλφδ ησέΝ Ι ξτ δ,Ν βζα ά,Ν σ x = σ y έΝ υ σΝ
βηαέθ δΝ σ δΝ a = a  εαδΝ ΪλαΝ a− a = a− a =  εαδΝ a − =  κΝ κπκέκΝ
υθ πΪΰ αδΝx − y =   x = y. πδπλκ γΫ πμ,ΝβΝ υθΪλ β βΝ Ν έθαδΝ πέέΝ πέΝ
κτ κυ,Ν ΪθΝ y έθαδΝ ΫθαμΝ κπκδκ άπκ  γ δεσμΝ πλαΰηα δεσμΝ αλδγησμ Ϋ δΝ
υ Ν x = loga y,Ν σ Ν αυ σμ Ϋξ δΝ βθΝ δ δσ β αΝ a = yέΝ ΆλαΝ κδΝ τκΝ αυ ΫμΝ
κηΪ μΝ έθαδΝδ κηκλφδεΫμέ 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ει ικές Ο ά ς Πι άκω  

 

15 

 

1.2.υηα α,ΝΣ λα δεκέΝαλδγηκέΝΧquaternions) 

 

Ολδ ησμ 1.2.1 

 

Σ α Κ κθκηΪα αδΝ ΫθαΝ τθκζκΝ κΝ κπκέκΝ κλέακθ αδΝ κδ πλΪι δμΝ βμ 
πλσ γ βμΝεαδΝ κυΝπκζζαπζα δα ηκτΝδεαθκπκδυθ αμΝ αΝαιδυηα α: 

 

i. Ν κηΪ αΝK απκ ζ έΝ αί ζδαθάΝ κηΪ α πμΝ πλκμΝ β δη ζάΝ πλΪιβΝ βμΝ
πλσ γ βμ εαδΝη Νκυ Ϋ λκ κδξ έκΝ κΝίέ 
 

ii. Ν Κ − { } απκ ζ έ αί ζδαθάΝ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ β δη ζάΝ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτ. 

 

iii. ΟΝπκζζαπζα δα ησμΝ έθαδΝ πδη λδ δεσμΝπμΝπλκμΝ βθΝπλσ γ β,Ναφκτ 

 a b + c = ab + ac. 
 

Παλα έΰηα α 

 

ΟδΝλβ κέΝαλδγηκέΝℚ εαδΝκδΝπλαΰηα δεκέΝαλδγηκέΝℝ απκ ζκτθΝ υηα α,Νη Ν δμΝ
ΰθπ ΫμΝ πλΪι δμΝ βμΝ πλσ γ βμΝ εαδΝ κυΝ πκζζαπζα δα ηκτέ Μπκλκτη Ν θαΝ
κλέ κυη Ν κΝ τθκζκ ℝ  Ϋ δΝ υ Ν θαΝ ΰέθ δ υηα ℂ Χηδΰα δεκέΝ αλδγηκέΨΝ η Ν
ίΪ βΝ κθΝαεσζκυγκΝ λσπκέΝΈ πΝ x , x  εαδ y , y  τκΝ δα αΰηΫθαΝα τΰβΝ
πλαΰηα δευθΝαλδγηυθέΝΟλέακυη Ν x , x + y , y = x + y , x + y  εαδΝ
ίζΫπκυη Ν σ δΝ αυ άΝ βΝ πλΪιβΝ η α λΫπ δΝ βθ ℝ  Ν αί ζδαθάΝ κηΪ αέΝ
ΤπκγΫ κθ αμΝσ δΝΰδαΝ κθΝπκζζαπζα δα ησΝ κεδηΪακυη Ν 
 x , x y , y = x y , x y . 

 

Έπ δ α,ΝγαΝΫξκυη  

 , , = ,  

 

Συλα,Ν κΝ ,  έθαδΝ κΝκυ Ϋ λκ κδξ έκΝ βμΝπλσ γ βμΝεαδΝγαΝΫξκυη Ν τκΝ
ηβΝ ηβ θδεΪΝ κδξ έαΝ κθΝ  ℝ  η Ν ηβ θδεσΝ ΰδθση θκέΝ ΣκΝ απκ Ϋζ ηαΝ θΝ
απκ ζ έ,Νσηπμ,Ν υηα,Ν τηφπθαΝεαδΝη Ν βθΝπαλαεΪ πΝπλσ α βέ 
 

Πλσ α βΝ1έβέ1 

 

 Ν υηα K,Ν Ϊθ a ≠   εαδΝb ≠ ,Ν σ Νab ≠  
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πσ διβ 

 

ΪθΝa ≠ ,Ν σ Νa K − { } κΝκπκέκ,Νη ΝίΪ βΝ βθΝ δ δσ β αΝ Χii) παλαπΪθπ,Ν
γ πλ έ αδΝ σ δΝ απκ ζ έΝ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ β δη ζάΝ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτέΝΆλαΝυπΪλξ δΝΫθα a−  πκυΝαθάε δΝ κΝK − { },Ν Ϋ κδκΝυ Νa− a =  Χπκζζαπζα δα δεάΝ αυ σ β αΨέΝΆλαΝ ΪθΝab = ,ΝΫξκυη  

 a− ab = a− =  

 

αζζΪΝa− ab = a− a b = b =  ΪλαΝb = . 

 

Ν παλα κξάΝ βμΝ πλσ α βμΝ 1έβέ1 έθαδΝ δ κ τθαηβΝ η Ν βθΝ παλα κξάΝ σ δΝ α 
α  χ  α  υ ί ( α ). 

 

ΆλαΝ κΝ λυ βηαΝπκυΝΪη αΝπλκετπ δΝΫξ δΝθαΝεΪθ δΝη Ν κΝππμ ηπκλκτη ΝθαΝ
η α λΫοκυη Ν κ ℝ  Ν υηα. ΓδαΝ θαΝ απαθ ά κυη Ν Ν αυ σΝ πλΫπ δΝ θαΝ
ι εδθά κυη ΝθαΝ κυζ τκυη Νη Ν βθΝ ξΫ β 

 a, b c, d = ac − bd, ad + bc . 

 

ΠλΫπ δΝ πλυ αΝ θαΝ πδί ίαδυ κυη Ν σ δΝ αυ άΝ έθαδΝ πδη λδ δεάΝπμΝ πλκμΝ βθΝΝ
πλσ γ β 

 a, b ( c, d + e, f = a, b ( c + e, d + f  = (a c + e − b d + f , a d + f + b c + e . 
 

υ σΝ πλΫπ δΝ θαΝ έθαδΝ έ κΝ η Ν a, b c, d + a, b e, f έΝ Ν ζ υ αέαΝ ξΫ βΝ
δ κτ αδΝ η  ac − bd, ad + bc + ae − bf, af + be  εαδΝ ΪλαΝ τεκζαΝ
απκ δεθτ αδΝ σ δΝ έθαδΝ έ αέΝ πκηΫθπμ,Ν πλΫπ δΝ θαΝ δξγ έΝ σ δΝ ΪθΝ a, b ≠, ,  σ Ν γαΝ υπΪλξ δΝ πκζζαπζα δα δεσμΝ αθ έ λκφκμέΝ Έ π a, b ≠, ⟺ a + b ≠ .  Ν αυ άθΝ βθΝ π λέπ π βΝ ξλ δΪα αδΝ θαΝ ίλκτη Ν
πκζζαπζα δα δεσΝαθ έ λκφκ ΰδαΝ αΝ a, b έΝΠλκφαθυμΝεα αζαίαέθκυη Νσ δΝ
κΝκυ Ϋ λκ κδξ έκ έθαδΝ κΝ ,  εαδΝ 

 a, b ( aa + b , −ba + b ) = ,  

 

σππμΝ ηπκλκτη Ν θαΝ πδί ίαδυ κυη έΝΆλαΝ η α λΫοαη Ν κΝ  ℝ  Ν υηα,Ν κΝ
κπκέκΝεαδΝ υηίκζέακυη Νη Νℂ εαδΝκθκηΪα αδΝ α  α . 

 

ΈθαμΝ απζσμΝ ηθβηκθδεσμ εαθσθαμ,Ν Ϋ δΝ υ Ν θαΝ γυησηα Ν κθΝ
πκζζαπζα δα ησΝ κΝℂ,Ν έθαδΝκΝπαλαεΪ πέΝΓλΪφκυη  a, b = a + ib άΝa + bi 
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εαδΝ γ πλκτη Ν σ δ αυ ΪΝ έθαδΝ πκζυυθυηαΝ κυΝ i,Ν θυΝ ΰθπλέακυη Ν εαδΝ σ δ 
δ ξτ δ i = −  έΝΆλα, 

 a + ib c + id = ac + aid + ibc + ibid = ac + iad + ibc + i bd = ac − bd + i ad + bc . 

  

Μπκλκτη ΝθαΝγ πλά κυη Νσ δΝ κ ℝ απκ ζ έΝυπσ πηα κυ ℂ υπκγΫ κθ αμ σ δ 
 

ΣκΝx ℝ έθαδΝ βμ ηκλφάμΝx + i  

 

Έπ δ αΝ ΪθΝx, y ℝ,ΝΫξκυη  

 x + y = x + i + y + i = x + y + i  xy = x + i y + i = xy + i . 

 

ΆλαΝΫξκυη ΝπΪλ δΝ κΝ υηαΝℝ αθΝσζαΝ ε έθαΝ αΝ x,  πκυΝαθάεκυθΝ κ ℝ  

εαδΝ π ε έθαη Ν δμΝ πλΪι δμ κυ ℝ κ ℝ  ΰδαΝ θαΝ πΪλκυη Ν κΝ υηα πκυΝ
αβ κτ αη έ 
ΠαλαεΪ πΝ γαΝ πλκ παγά κυη Ν θαΝ π ε έθκυη Ν κΝ υηα κυ ℝ  Ν υηα 

κθ ℝ . 

 

Πλσ α βΝ1έβέβ 

 

ΟδΝπλΪι δμΝ κ ℂ θΝηπκλκτθΝθαΝ π ε αγκτθΝΫ δΝυ Ν κ ℝ  θαΝη α λαπ έΝ
Ν υηα. 

 

πσ διβ 

 

Παέλθκυη Ν αΝ δαθτ ηα α ίΪ βμ 1, i, j Ϋ δΝυ ΝεΪγ Ν κδξ έκΝ κυΝ  ℝ  θαΝ
ηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝεα Ϊ ηκθα δεσΝ λσπκΝπμΝa + ib + jc  a, b, c ℝ . 
ΆλαΝ ΪθΝ πλκ παγά κυη Ν θαΝ εΪθκυη Ν ηδαΝ πΫε α βΝ βμΝ πλΪιβμΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝ απ’ κ ℂ, πλΫπ δΝ θαΝ Ϋξκυη Ν ij = a + ib + jc  ΰδα λ έμΝ
πλαΰηα δεκτμΝαλδγηκτμΝa, b, cέΝ ζζΪΝ σ Νi ij = ia + i b + ijc ΪλαΝ 
 −j = ia − b + ijc −j = ia − b + a + ib + jc c −j = ac − b + i a + b + jc . 

 

υ σΝ υθ πΪΰ αδΝ σηπμΝ σ δΝ c = −   δαο τ κθ αμΝ Ϋ δΝ βθΝ υπσγ βΝ σ δΝc ℝ. 
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ΣκΝ ευλδσ λκΝ υηπΫλα ηαΝ βμΝ παλαπΪθπΝ απσ διβμΝ έθαδΝ σ δΝ αθΝ
δ ξυλδ κτη Ν ππμΝ κΝ ΰδθση θκΝ ij αθάε δΝ κθΝ  ℝ ,Ν γαΝ αθ δη ππέ κυη Ν
πλκίζάηα αέΝ υ σΝ ίΫίαδαΝ έθαδΝ χ  αζβγΫμέΝ Μπκλκτη Ν θαΝ κλέ κυη Ν
πκζζαπζα δα ησΝ κθ ℝ  πκυΝθαΝ δεαθκπκδ έΝ δμΝπαλαπΪθπΝ υθγάε μ (iΨΝεαδΝ
(iii) ΰδαΝΫθαΝ υηα αζζΪΝγαΝπλΫπ δ θαΝαθ δεα α ά κυη Ν βθΝΧiiΨΝαπσΝηέαΝΧiiΨ΄ 
πκυΝ θαΝ ζΫ δΝ σ δΝ βΝ K − { } απκ ζ έ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ βθ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτ,Ν χω  πα α α απ  α α  α. 

ΠαλαεΪ πΝπ λδΰλΪφκυη Ν κΝπυμΝηπκλ έΝθαΝΰέθ δΝαυ σέ 
 

Παέλθκυη Ν αΝ δαθτ ηα αΝίΪ βμΝ1, i, j, k πκυΝαθάεκυθΝ κθΝ ℝ  εαδΝκλέακυη Ν 

 

 

 

 

 

 

 

 ΆλαΝ κΝ1Νζ δ κυλΰ έΝπμ κυ Ϋ λκ κδξ έκ,Νij = k, ji = −k, ε ζέ 

υ σΝηαμΝ έξθ δΝπυμΝθαΝπκζζαπζα δΪακυη Ν λΪ μΝπλαΰηα δευθΝαλδγηυθ: 

 a + ib + jc + kd x + iy + jz + kw = ax − by − cz − dw  

 +i ay + bx + cw − dz + j az + cx + dy − bw  

 +k aw + dx + bz − cy . 

 

ΣκΝ  ℝ  η Ν αυ κτμ κυμΝ πκζζαπζα δα ηκτμ κθκηΪα αδΝ α α  
α  (quaternions). πέ βμ,Ν κΝ τθκζκΝ  ℝ ,ΝπμΝ δαθυ ηα δεσμΝξυλκμ η Ν
κθΝ παλαπΪθπΝ πκζζαπζα δα ησ, ΰέθ αδΝ Ϊζΰ ίλαΝ ηβΝ η αγ δεά. έθαδΝ
τεκζκΝ θαΝ απκ έικυη Ν σ δΝ σθ πμΝ π ε έθ αδΝ βΝ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝ κ ℂ, παέλθκθ αμΝc = 0 = d εαδΝz = 0 = w κθΝπαλαπΪθπΝ
τπκ. ΣαΝ λκπκπκδβηΫθαΝαιδυηα αΝΰδαΝ αΝπ έαΝ(i), (iii), (iiΨ΄ απκ δεθτκθ αδ 
τεκζα, ε σμ ησθκΝ απσΝ βθΝ π λέπ π βΝ κυΝ θαΝ έικυη Ν σ δΝ εΪγ Ν ηβΝ
ηβ θδεσμ λα δεσμΝαλδγησμ Ϋξ δ αθ έ λκφκέΝΧ σ κ,Ν Ϊθ 

 q = a + ib + jc + bd 

 

θΝ έθαδΝ κΝ ηβ ΫθΝ Χ + i + j + k ΨΝ σ Ν a + b + c + d ≠  εαδΝ
γΫ κυη  

 

 1 i j k 

1 1 i j k 

i i -1 k -j 

j j -k -1 i 

k k j -i -1 
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q− = a − ib − jc − kda + b + c + d  

 

εαδΝΫ δΝαπκ έιαη Νσ δ  qq− = = q− q  

 

ΤπΪλξκυθΝ υΰε ελδηΫθ μΝ«εα α ε υΫμ» πκυΝγΫζκυη ΝθαΝεΪθκυη ΝΰδαΝ α ℝ, ℂ 

εαδΝ κυμΝ λα δεκτμΝαλδγηκτμΝΧ κυμΝκπκέκυμ εαδΝ υηίκζέακυη Νη ΝℍΨ,Νκπσ Ν
ΰδαΝθαΝαθαφ λγκτη Ν Ναυ ΫμΝγαΝΰλΪφκυη Ν 
 K {ℝ, ℂ, ℍ}. 

 

1.3. δαθτ ηα αΝεαδΝΠέθαε μ 
 

ΓδαΝ {ℝ, ℂ,ℍ} Ϋ πΝK  έθαδΝ κΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝ δα αΰηΫθπθΝθδκ υθΝ
κδξ έπθΝ κυ K. Ολέακυη Ν βθΝπλσ γ βΝ κΝK  πμ 

  x = x , x , , x         y = y , y , , y  

 x + y = x + y , x + y , , x + y . 
 

πσΝ αΝ παλαπΪθπ,Ν βΝ K  ηπκλ έΝ θαΝ η α λαπ έΝ Ν αί ζδαθάΝ κηΪ αΝ η Ν
κυ Ϋ λκΝ κδξ έκΝ κΝℴ = , , , . 

 

ΓδαΝc K,Νκλέακυη  

 cx = cx , cx , , cx    

 

εαδΝ Ϋ δΝ βΝK  η α λΫπ αδΝ Ν δαθυ ηα δεσΝ ξυλκΝ πΪθπΝ κΝK ΧΰδαΝK = ℍ 

πλΫπ δΝ θαΝ λκπκπκδά κυη Ν κθΝ υθάγβΝ κλδ ησΝ πκυΝ υπκ βλέα δΝ σ δΝ κ K 

απκ ζ έΝ υηα) 

 

Ολδ ησμ 1.3.1 

 

Ν απ δεσθδ β K �→ K  κθκηΪα αδ α , αθΝ ΰδαΝ εΪγ  c, d K εαδΝx, y K ,Νδ ξτ δ: 
 � + = � + �             
 

Ι κ τθαηα, αθΝδ ξτκυθ: 
 � x + y = � x + � y , ΰδαΝεΪγ  x, y K  

 � cx = � x ,ΝΰδαΝεΪγ Νc K εαδΝx K  
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Πλσ α βΝ1έγέ1 

ΪθΝK �→ K ψ→K  απκ ζκτθΝ εαδΝ κδΝ τκΝ ΰλαηηδεΫμΝ απ δεκθέ δμ,Ν σ Ν εαδΝ
 ψ � απκ ζ έΝΰλαηηδεάΝαπ δεσθδ β. 

πσ διβ ψ � cx + dy = ο c� x + d� y = c ψ � x + d ψ � y . 
 

Ολδ ησμ 
 

ΣκΝM K  έθαδΝ κΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝn × n πδθΪεπθΝη Ν κδξ έαΝπκυΝαθάεκυθΝ
κΝK. 

 

Ϊθ M M K , M = (m  , m K  ηπκλκτη ΝθαΝκλέ κυη ΝηδαΝΰλαηηδεάΝ
απ δεσθδ β βμ ηκλφάμΝ� M  Ϋ δΝυ ΝθαΝδ ξτ δ 
 � M x , , x = x   x (m      
 

σπκυΝκΝπκζζαπζα δα ησμΝπδθΪεπθΝ θ κπέα αδ αΝ ιδΪέΝΠκζζαπζα δΪακυη Ν
ΫθαθΝ × n πέθαεαΝ η Ν ΫθαθΝ n × n πέθαεαΝ Ϋ δΝ υ Ν θαΝ κγ έ Ϋθαμ × n 

πέθαεαμέΝΠλκφαθυμ,ΝκΝπέθαεαμΝπκυΝπλκετπ δΝ έθαδΝΰλαηηδεσμέ 
 � M cx + dy = cx + dy (m  = c x  x (m + d y   y (m  .  
 

Υλβ δηκπκδκτη ,Ν υλα,Ν δαθτ ηα αΝΰλαηηυθΝαθ έΝ δαθυ ηΪ πθΝ βζυθ  
 χ υ  π α  υ α α π  σ αθΝK = ℍέΝΜ α λΫοαη ,Νζκδπσθ, 

κΝℍ  Ν δαθυ ηα δεσΝξυλκ,Νκλέακθ αμΝεζδηαεπ σΝπκζζαπζα δα ησΝαπσΝ α 

αλδ λΪ 

 c x x = cx cx    

 

ΚαδΝ αυ σ θΝ έθαδΝ κΝ έ δκΝ η Ν κΝ x c x c  πκυΝ δ ξτ δΝ ΰ θδεΪέΝ ΪθΝ
ξλβ δηκπκδά κυη  δαθτ ηα αΝ βζυθ εαδΝ πκζζαπζα δΪ κυη Ν πέθαε μΝ απσΝ
αΝ αλδ λΪ,Ν  πα υ  π α α  χ έΝ ΓδαΝ q, c, d  ℍ εαδΝx, y  ℍ  γ πλ έ Ν 

 q q ⋱ q)(
cx + dycx + dy ) = (qcx + qdyqcx + qdy )  
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πκυΝ έΰκυλαΝ θΝηπκλκτη ΝθαΝαθαηΫθκυη ΝβΝπαλαπΪθπΝ ξΫ βΝθαΝδ κτ αδΝη  

 c (qxqx ) + d(qyqy ) 

 

(ΘΫ  n = 1, x = 1, y = 1, d = 0, c = i, q = j) 

 

 

θ δ λσφπμ,Ν κγ έ βμΝΰλαηηδεάμΝαπ δεκθέ πμ �: → ,Ν έθαδΝ τεκζκΝθαΝ
ίλ γ έΝ Ϋθαμ n × n πέθαεαμΝ ΜΝ Ϋ δΝ υ Ν � = � M  ΧεαδΝ πλκφαθυμΝ έθαδΝ
ηκθα δεάΨέΝ Ν πλυ βΝ ΰλαηηάΝ κυΝΜΝ έθαδΝ βΝ θδκ άΝ� , , , ,Ν βΝ τ λβΝ
ΰλαηηάΝ κυΝΜΝ έθαδΝβ � , , , , ,Νε ζέ 
 

ΝαΝ βη δπγ έΝ σ δ ΪθΝΫθαμΝπέθαεαμ Ν έθ δΝ βθΝΰλαηηδεάΝαπ δεσθδ β � εαδΝ
ΫθαμΝ πέθαεαμΝ  έθ δΝ βθΝ ΰλαηηδεάΝ απ δεσθδ β ψ,Ν σ Ν κΝ Ν έθ δΝ βθΝ
ΰλαηηδεάΝ απ δεσθδ β ψ �έΝΜέαΝ ΰλαηηδεάΝ ξΫ βΝ� απκ ζ έΝ φ  

ΪθΝ έθαδΝ ηκθκηκλφδ ησμΝ εαδΝ πέέΝ πέ βμ,Ν βΝ �−  απκ ζ έΝ ΰλαηηδεσΝ
δ κηκλφδ ησΝ εαδΝ � �− = �− �. ΓδαΝ κυμ πέθαε μ,Ν αυ σΝ βηαέθ δΝ σ δΝΜ �− Μ � = = Μ � Μ �− ,Ν Ϋ δΝ υ Ν κΝΜ �−  θαΝ απκ ζ έΝ Ϋθαθ 

τκΝ δα Ϊ πθΝαθ έ λκφκΝ κυ Μ � έΝΆλα,  −  α  α  α  
α φ  α  Α,  α  π  α   α φ  α  Αέ  
 

Ολέακυη Ν κΝ τθκζκΝΜ K  πμΝ ΫθαθΝ δαθυ ηα δεσΝ ξυλκΝ η Ν κθΝ παλαεΪ πΝ
πλκφαθάΝ λσπκμ 
 

i. ΪθΝA = a  εαδΝB = b   σ Ν 
 A + B = a + b  

 

ii. ΪθΝA = a  εαδΝc K,Ν σ Ν cA = ca  

 

ΟΝπαλαπΪθπΝ λσπκμΝ θΝΫξ δΝ βθΝπλΪιβΝεαηέαΝ δαφκλΪΝαπσΝ κθΝ λσπκΝη Ν κθΝ
κπκέκΝη α λΫπαη Ν κ K  Ν δαθυ ηα δεσΝξυλκ,ΝαπζΪ υλαΝ κυζ τκυη Νη Νn  ςέΝΧ σ κ,Ν θΝγαΝε λ έααη Ν έπκ αΝ ΪθΝΰλΪφαη Νn  κδξ έαΝ Ν δλΪΝ
παλΪΝ ΝΫθαΝn × n δΪθυ ηαέ 
 

ζζΪΝ κΝ Μ K  θΝ απκ ζ έΝ απζΪΝ Ϋθα δαθυ ηα δεσΝ ξυλκ. Ο 

πκζζαπζα δα ησμΝ κθ ξυλκΝ αυ σθ έθαδ εαδ πδη λδ δεσμΝ πμΝ πλκμΝ βθΝ
πλσ γ βΝαφκτ, 
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A(B + C) = AB + AC 

 

(B + C)A = BA + CA 

 

ΣκΝ τθκζκΝΜ K  κθκηΪα αδΝ α εαδΝαθαζτ αδ βθΝαηΫ πμΝ πση θβΝ
παλΪΰλαφκέ 
 

1.4.ΗΝΪζΰ ίλαΝπδθΪεωθΝ��  

 

Θ πλκτη Ν κυμΝ δαθυ ηα δεκτμΝξυλκυμ  Υ,ΝΤΝεαδΝ Νη Ν δα Ϊ δμΝm, n εαδΝr, 
αθ έ κδξα,ΝεαδΝ δμΝΰλαηηδεΫμΝαπ δεκθέ δμ 
 f: X → Α,    g: Α → Β. 

 

Μ Ν ίΪ βΝ βθΝ Πλσ α βΝ 1έγέ1Ν βΝ τθγ βΝ g f: X → Β απκ ζ έΝ ΰλαηηδεάΝ
απ δεσθδ βέΝΤπκγΫ κυη Νσ δΝπμΝπλκμΝ δμΝίΪ δμΝ 
 u = {u , u , , u }, v = {v ,v , , v }   w = {w ,w , , wr} 
 

πθΝΥ,ΝΤΝ εαδΝ Ν αθ έ κδξα,Ν κδΝ απ δεκθέ δμΝ f, g ΫξκυθΝ πέθαε μΝA = (aΜ × K , B = (b Μr× K   αθ έ κδξαέ 
 

Σσ ΝγαΝδ ξτκυθΝκδΝδ σ β μ 
 f u =∑a v= , i = , , … , n  

g(v =∑b wr
= , j = , , … ,m, 

 

κπσ ΝγαΝΫξκυη Ν 
 g f u = g f u = g ∑a v= =∑a g v=  

=∑a ∑b wr
== =∑ ∑b a= wr

=   
 

π δ άΝΫξκυη Ν βθΝδ σ β αΝ 
 ∑b a == ∑a b =∑ Τ Τ = Τ Τ = BA==  
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υηπ λαέθκυη Νσ δΝκΝπέθαεαμΝ βμΝ τθγ βμΝg f έθαδΝκΝr × n πέθαεαμ 
 BA =∑b a Μr× K=  

 

βζα άΝ έθαδΝ 
 M g f = M g M f . 

 

Παλα βλά δμ 
 

1. Ν ζ υ αέαΝδ σ β αΝ έθαδΝαυ άΝαελδίυμΝπκυΝηαμΝκ βΰ έΝ κθΝκλδ ησΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝπδθΪεπθ. 

 

2. δ δεΪΝ ΰδαΝ κΝ τθκζκΝ Μ K  βΝ πλΪιβΝ κυΝ πκζζαπζα δα ηκτΝ έθαδΝ
π λδεάΝεαδΝ Ν υθ υα ησΝη Ν βθΝπλΪιβΝ βμΝπλσ γ βμΝ κΝ φκ δΪα δΝη Ν
βθΝ αζΰ ίλδεά κηάΝ κυΝ α υ υ  α. Γ θδεσ λα,Ν κΝΜ K   

φκ δα ηΫθκΝ η Ν δμΝ πλΪι δμΝ βμΝ πλσ γ βμ,Ν κυΝ ίαγηπ κτΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝ εαδΝ κυΝ πκζζαπζα δα ηκτΝ Ϋξ δΝ κηά: (i) 

α υ α  χ υ π ω  α Κ α  � , (ii) α υ υ 
 α εαδΝ πδπζΫκθΝ δεαθκπκδ έΝ βθΝ δ δσ β αΝΧiii) � = � =� , α  � �, , �� � . Έ δΝ κΝ τθκζκΝ Μ K  έθαδΝ

π α  α  α πΪθπΝ κΝ υηαΝΚΝ δΪ α βμΝn έΝ Ν
ηκθΪ αΝ βμΝ Ϊζΰ ίλαμΝ έθαδΝ αυ άΝ κυΝ αθ έ κδξκυΝ αε υζέκυΝ βζα ά κΝ
ηκθα δαέκμΝn × n πέθαεαμΝI . 

 

3. βη δυθκυη ,Ν σ δΝ θΝ ΫξκυθΝ σζαΝ αΝ κδξ έαΝ βμΝ Ϊζΰ ίλαμΝ Μ K  κΝ
αθ έ λκφκΝ κδξ έκΝ κυμΝ πμΝ πλκμΝ κθΝ πκζζαπζα δα ησέΝTκΝ υπκ τθκζκΝ
βμΝ Ϊζΰ ίλαμΝ Μ K  πκυΝ απκ ζ έ αδΝ απσΝ σζκυμΝ κυμΝ αθ δ λΫοδηκυμΝ
απκ ζ έΝ ηβΝ αί ζδαθάΝ κηΪ αΝ πμΝ πλκμΝ κθΝ πκζζαπζα δα ησ,Ν βΝ κπκέαΝ
υηίκζέα αδΝη ΝGL n,  εαδΝζΫΰ αδΝΓ  Γ α  Ο α,Ν βζα ά 

 GL n, = {A: A Μ K  εαδ detA ≠ } 
 

αθαζυ δεάΝ πλκ Ϋΰΰδ βΝ βμΝ κπκέαμΝ ΰέθ αδΝ βθΝ αηΫ πμΝ πση θβΝ
παλΪΰλαφκέ 
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1.5.Γ θδεΫμ ΓλαηηδεΫμΝΟηΪ μ 
 

Ολδ ησμ 1.4.1 

 

Ϊθ κΝG έθαδΝηδαΝΪζΰ ίλα,Ν κΝx G κθκηΪα αδΝαθ δ λΫοδηκ κδξ έκ ΪθΝ
υπΪλξ δΝεΪπκδκΝy G Ϋ κδκΝυ Νxy = = yx Χ ΪθΝΫξ δΝπκζζαπζα δα δεσΝ
αθ έ λκφκΨ 
 

Πλσ α β 1.4.1 

 

Ϊθ βΝG έθαδΝηέαΝΪζΰ ίλαΝ φκ δα ηΫθβΝη Ν βθΝπλΪιβΝ κυΝπκζζαπζα δα ηκτΝ
ΰδαΝ κθΝκπκέκΝ δ ξτ δΝβΝπλκ αδλδ δεάΝ δ δσ β α εαδΝU ⊂ G έθαδΝ κΝ τθκζκΝ
πθΝαθ δ λΫοδηπθ κδξ έπθ κ G,Ν σ Ν βΝU απκ ζ έΝκηΪ αΝπμΝπλκμΝ βθΝ
πλΪιβΝ κυΝπκζζαπζα δα ηκτ. 

 

πσ διβ 

 

Ν πλΪιβΝ έθαδΝ πλκ αδλδ δεάέΝ πέ βμ,Ν υπΪλξ δΝπμ κυ Ϋ λκ κδξ έκΝ κΝ 1Ν
εαδΝεΪγ Ν κδξ έκΝΫξ δΝ υηη λδεσΝ κδξ έκ. 

 

Ολδ ησμ 1.4.2 

 

ΝκηΪ αΝ πθΝαθ δ λΫοδηπθ κδξ έπθ βθΝΪζΰ ίλα Μ ℝ  υηίκζέα αδΝη ΝGL n,ℝ ,Ν βθΝ Μ ℂ  η Ν GL n, ℂ  εαδΝ βθΝ Μ ℍ  η Ν GL n,ℍ έΝ ΟδΝ
παλαπΪθπΝκθκηΪακθ αδΝ  α  . 

ΝαΝ βη δπγ έΝ σ δΝ αθΝ κΝ A Μ K  έθαδΝ αθ δ λΫοδηκμ πέθαεαμ,Ν σ Ν κΝA 

αθ δπλκ ππ τ δΝΫθαθ δ κηκλφδ ησΝ κυΝK . 

Ολδ ησμ 1.4.3 

ΪθΝ βΝ G έθαδΝ κηΪ αΝ εαδΝ βΝ H υπκ τθκζκΝ κυΝ G,Ν σ Ν βΝ H απκ ζ έ ηδαΝ
υπ α κυΝG ΪθΝκδΝπλΪι δμΝ κΝG η α λΫπκυθΝ κΝH ΝκηΪ αέ 
 

Πλσ α βΝ1έ4έβ 

 

ΝH έθαδΝηδαΝυπκκηΪ αΝ βμΝκηΪ αμΝG ΪθΝH ⊂ G ηβΝε θσΝεαδ 
 

i. x, y H ⇒ xy H Χεζ δ σ β αΝ κυΝ ΝπμΝπλκμΝ κθΝπκζζαπζα δα ησΨ 
 

ii. ΣκΝκυ Ϋ λκΝ κδξ έκΝe βμΝG αθάε δΝ βθΝH 

 

iii. x H ⇒ x− H. 
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πσ διβ 

 

ΣκΝΰ ΰκθσμΝσ δΝαθΝ� � σ ΝκδΝ υθγάε μΝΧi), (iiΨΝεαδΝΧiiiΨΝπλΫπ δΝθαΝδ ξτκυθ,Ν
Ϋπ αδΝαηΫ πμΝαπσΝ κθΝκλδ ησΝ βμΝυπκκηΪ αμέ 
 

θ δ λσφπμ,Ν αθΝ υπκγΫ κυη Ν σ δΝ H έθαδΝ κΝ υπκ τθκζκΝ ηδαμΝ κηΪ αμΝ G 

Ϋ κδκ,Ν υ Ν κδΝ υθγάε μΝ Χi), (iiΨΝ εαδΝ ΧiiiΨΝ θαΝ δ ξτκυθέΝ πσΝ βθΝ (ii), 

υθ πΪΰ αδΝ σ δΝ υπΪλξ δΝ κυ Ϋ λκΝ κδξ έκΝ e βμ GέΝ πέ βμ,Ν απσΝ βθΝ (iii) 

δεαθκπκδ έ αδΝ βΝ τπαλιβΝ υηη λδεκτΝ κδξ έκυέΝ ΜΫθ δΝ θαΝ ζ ΰξγ έΝ κΝ
πλκ αδλδ δεσΝ αιέπηαέΝ ΌηπμΝ έθαδΝ αφΫμΝ σ δΝ ΰδα εΪγ Ν a, b, c H,Ν δ ξτ δΝab c = a bc  βθΝ ,Ν δσ δΝ βθΝπλαΰηα δεσ β αΝηπκλκτη ΝθαΝγ πλά κυη Ν
αυ άθΝ βθΝδ σ β αΝπμΝδ σ β αΝ βθ G,Ν βθΝκπκέαΝκΝπλκ αδλδ δεσμΝθσηκμΝ
δ ξτ δέΝ πκηΫθπμ,Ν� �. 

 

ΈθαμΝ ×  πέθαεαμΝ κΝ Κ απκ ζ έΝ απζυμΝ κδξ έκΝ κυΝ Κ εαδΝ κΝ
πκζζαπζα δα ησμΝ πδθΪεπθΝ δΪ α βμΝ τκΝ απκ ζ έΝ απζΪΝ πκζζαπζα δα ησΝ
κΝΚέΝΆλαΝίζΫπκυη Νσ δ 

 GL ,ℝ = ℝ− { } GL , ℂ = ℂ − { } GL ,ℍ = ℍ− { } 
 

δσ δ σζαΝ α ηβΝ ηβ θδεΪΝ κδξ έαΝ έθαδΝ αθ δ λΫοδηαέΝ ΝGL ,ℝ  έθαδΝ κΝ
τθκζκΝ πθΝαθ δ λσφπθ κΝ δαθυ ηα δεσΝξυλκΝM ℝ  δΪ α βμΝζέΝΆλα 

 GL ,ℝ = { a bc d |a, b, c, d ℝad − bc ≠ } 
 

ΓδαΝ αΝℝ εαδΝℂ Ϋξκυη Νκλέακυ μ πκυΝκλέακθ αδΝ αΝM ℝ   εαδΝM ℂ   εαδΝ
απσΝΰλαηηδεάΝΪζΰ ίλαΝιΫλκυη Νσ δΝ 

 GL n,ℝ = {A M ℝ |det A ≠ } 
 GL n, ℂ = {A M ℂ |det A ≠ } 

 

Έ πΝσ δ κλέακυη ΝηέαΝκλέακυ α κΝM ℍ  βμΝηκλφάμ 
 det a bc d = ad − bc. 
 

πκηΫθπμ,Ν det (i ji j) = k − −k = k ≠ ,Ν αζζΪΝ αυ σμΝ κΝ πέθαεαμΝ θΝ

ηπκλ έΝ θαΝ έθαδΝ αθ δ λΫοδηκμ ά,Ν η Ν ΪζζαΝ ζσΰδα,Ν βΝ υΰε ελδηΫθβΝ ΰλαηηδεάΝ
απ δεσθδ β γαΝαπκ ζκτ Νδ κηκλφδ ησ,Νσπκυ 
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 j − j (i ji j) =   

 

εαδ βΝαπ δεσθδ βΝ θΝγαΝ έθαδΝ1-1έΝΜπκλκτη Ν υλαΝθαΝκλέ κυη ΝηέαΝ υ α 
α   η Ν βθΝ πδγυηβ άΝδ δσ β αμ ΟΝA Μ ℍ  Ϋξ δΝαθ έ λκφκΝ

αθΝεαδΝησθκθΝαθΝαυ άΝβΝκλέακυ αΝ έθαδΝηβΝηβ θδεά. 

 

Πλσ α βΝ1έ4έγ 

 

Έ πΝ�: G → H απκ ζ έΝκηκηκλφδ ησΝκηΪ πθέΝ πκηΫθπμ,ΝβΝ� G  απκ ζ έΝ
υπκκηΪ αΝ βμΝH. 

 

πσ διβΝ 
 

ΣκΝ� . = κυ . Ϋ δΝυ ΝβΝ� G  θαΝπ λδΫξ δΝ κΝκυ Ϋ λκ κδξ έκΝ κυΝΗ. 

ΪθΝ x, y � G ,Ν σ Ν υπΪλξκυθΝ a, b G Ϋ δΝ υ  � a = x, � b = y. 
πκηΫθπμ 

 xy = � a � b = � ab � G  

 

ΣΫζκμ,ΝΫ πΝx � G έΝΆλα,Νx = � a  εαδΝx− = � a− � G  έΝ πκηΫθπμ,Ν
βΝ� G  απκ ζ έΝυπκκηΪ αΝ βμΝH. 

 

ΪθΝβΝ�: G → H απκ ζ έΝ1-1 κηκηκλφδ ησ,Ν σ ΝβΝ� απκ ζ έΝδ κηκλφδ ησΝ
κυΝG πέ βμΝυπκκηΪ αμΝ� G   βμ H,ΝΪλαΝηπκλκτη ΝθαΝγ πλά κυη Ν βθΝG 

πμΝυπκκηΪ αΝ βμΝHέΝΚα α ε υΪακυη ΝΫθαθΝ1-1 κηκηκλφδ ησΝ βμΝηκλφάμ 
 ψ: GL n,ℍ → GL n, ℂ  

 

εαδ ΪλαΝ ΰδαΝ A GL n,ℍ ,Ν γαΝ γ πλά κυη Ν πμΝ βθΝ κλέακυ α κυΝ A,Ν βθΝ
κλέακυ α κυ ψ A . 

 

Ξ εδθΪη Νη  

 ψ:ℍ → Μ ℂ  

 

πκυ κλέα αδΝπμΝ 
 ψ x + iy + jz + kd = (x + iy −z − iwz − iw x − iy ). 
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ΛάηηαΝ1έ4έ1 

 

i. ψ a + b = ψ a + ψ b  

 

ii. ψ ab = ψ a ψ b  

 

iii. ΣκΝοΝαπκ ζ έΝ φ . 

 

Έπ δ α,ΝΰδαΝA M ℍ ,ΝγΫ κυη  

 ψ = ψ(a , 

 

σπκυ ψ  έθαδΝ Ϋθαμ n × n πέθαεαμΝ ηδΰα δευθΝ αλδγηυθ,Ν κυΝ κπκέκυΝ κΝ×   εκηηΪ δΝ βθΝij-γΫ βΝ έθαδΝ κΝψ(a . 

 

ΛάηηαΝ1.4.2 

  Ψ = Ψ Ψ  

 

πσ διβ 

 

ΘΫ πΝA = a  εαδΝB = b έΝΈπ δ α 

 AB = a b + + a b έΝΜ ΝίΪ βΝ κΝΛάηηαΝ1.4.1 

 ψ AB = ψ a ψ b + + ψ a ψ b  

 

ΚαδΝαυ άΝ έθαδΝησθκΝβΝij έ κ κμΝ κθΝΨ Ψ . 

 

Συλα,Ν γΫ πΝA GL n,ℍ  Ϋ δΝ υ Ν θαΝ υπΪλξ δΝ κΝA− GL n,ℍ   εαδΝ θαΝ
δ ξτ δΝ  AA− = I = A− AέΝ πκηΫθπμ,ΝκΝΨ  Ϋξ δΝΨ A− = Ψ −  υ Ν
κΝΨ  θαΝ έθαδΝαθ δ λΫοδηκμ εαδΝΪλαΝdetΨ ≠ . 

 

θ έ λκφα,Ν υπκγΫ πΝ σ δΝdetΨ ≠ έΝ πκηΫθπμ,Ν γαΝ υπΪλξ δΝ κΝ Ψ −  

εαδΝ αφκτΝ κΝ Ψ GL n,ℍ  απκ ζ έΝ υπκκηΪ αΝ βμΝ GL n, ℂ ,Ν Ϋξκυη Ν σ δΝΨ − Ψ GL n,ℍ έΝ ΆλαΝ υπΪλξ δΝ A− GL n,ℍ  Ϋ κδκμΝ υ ΝΨ A− = Ψ − έΝ πκηΫθπμ,Ν 
 Ψ AA− = I 
 

ΚαδΝκΝΦΝ έθαδΝ1-1,ΝΪλαΝAA− = IέΝ πκηΫθπμΝκΝA έθαδΝαθ δ λΫοδηκμ. 
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Κ φΪζαδκΝβ 

Ολγκΰυθδ μΝΟηΪ μ 
 

 

 

 

 

2.1. ω λδεσΝΓδθση θκ 

 

Ι ξτκυθΝεΪπκδ μΝ αγ λΫμΝπαλα κξΫμΝ ΰδαΝσζ μΝ δμΝ υαυΰ έμΝπαλα Ϊ δμ ΰδα 

εΪγ  ℝ ⊂ ℂ ⊂ ℍέΝυΰε ελδηΫθα,Νκλέακυη  

 

ΓδαΝx ℝ,   x̅ = x. 
 

Γδα a = x + iy ℂ,   a̅ = x − yi. 
 

Γδα q = x + iy + jz + kw ℍ,   q̅ = x − iy − jz − kw. 

 

ΠλκφαθυμΝΫξκυη Νa̅̅ = a Νσζ μΝ δμΝπ λδπ υ δμΝεαδΝ 
 a + b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = a̅ + b̅ . 

 

Ι ξτ δΝ 
 ab̅̅ ̅ = ba̅̅ ̅, 

 

σπκυΝφυ δεΪΝΰδαΝ κ ℝ άΝ κΝℂ,Ν κΝπαλαπΪθπΝ έθαδΝέ δκΝη Ν 
 

 ab̅̅ ̅ = ab̅̅ ̅. 
 

. 
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Ολδ ησμΝβέ1έ1 

 

ΈθαμΝ δαθυ ηα δεσμΝ ξυλκμΝ πΪθπΝ κΝ υηαΝ Κο ℝ ά ℂ ζΫΰ αδΝ χ  
ω  υ,Ναθ έθαδΝ φκ δα ηΫθκμΝη ΝηέαΝαπ δεσθδ β 

  , : V × V → K, x, y → x, y , 
 

βΝκπκέαΝΰδαΝεΪγ Νx, y, z V εαδΝ , K δεαθκπκδ έΝ δμΝαεσζκυγ μΝδ δσ β μμ 
 

(i) x + y, z = x, z + y, z , 

 

(ii) y, x = x, y̅̅ ̅̅ ̅̅ ,ΝσπκυΝ x, y̅̅ ̅̅ ̅̅  έθαδΝκΝ υαυΰάμΝηδΰα δεσμΝ κυΝ x, y  ,  
 

(iii) x, x   εαδ ( x, x = ⇒ x = ). 

 

ΓδαΝΚοΝℝ βΝΧiiΨΝΰέθ αδΝ y, x = x, y . 

 

Ναπ δεσθδ βΝ  ,  κθκηΪα αδΝ ω  . 

  

θΝ έθαδΝ Κο ℝ εαδΝ dimV < +∞,Ν σ Ν κΝ ξυλκμΝ π λδεκτΝ ΰδθκηΫθκυ V 

κθκηΪα αδΝΕυ ,Ν θυΝ αθΝ έθαδΝΚο ℂ εαδΝdimV < +∞,Ν σ Ν κΝ ξυλκμΝ
π λδεκτΝΰδθκηΫθκυΝV ζΫΰ αδΝ α α  (unitary). 

 

Νπλσ α βΝπκυΝαεκζκυγ έΝ έθαδΝΪη βΝ υθΫπ δαΝ κυΝκλδ ηκτ. 

 

Πλσ α βΝβέ1έ1 

 

θΝκΝV έθαδΝξυλκμΝ π λδεκτΝΰδθκηΫθκυ  ,  σ : 

 

(i) x, y + z = ̅ x, y + ̅ x, z ,ΝΰδαΝεΪγ Νx, y, z V εαδΝ , K, 
 

(ii) x, = , x = ,  θ  x V, 
 

(iii) x, x ℝ,  θ  x V . 
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πσ διβ 

 

(i) x, y + z = y + z, x̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = y, x + z, x̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = y, x̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + z, x̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =̅ x, y + ̅ x, z . 

 

(ii) x, = x, x = x, x =   , x = x,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = . 
 

(iii) πσΝ βθΝδ σ β αΝ x, x = x, x̅̅ ̅̅ ̅̅ ,ΝΫπ αδΝσ δΝ x, x ℝ. 
 

Παλα έΰηα α 

 

1.  κΝ δαθυ ηα δεσΝ ξυλκΝℝ , αθΝx = {x , x , , x }  y = {y ,y , , y } 
πμΝπλκμΝ βθΝεαθκθδεάΝίΪ βΝ{e , e , , e },Ν σ ΝβΝαπ δεσθδ β 

  , : ℝ × ℝ → ℝ, x, y → x, y ≔∑x y= = x y + x y + + x y  

 

κλέα δΝΫθαΝ π λδεσΝΰδθση θκ,ΝπκυΝζΫΰ αδΝ α  ω   
ά Ευ  ω   πέ κυΝ ℝ έΝ Έ δΝ κΝ δαθυ ηα δεσμΝ
ξυλκμΝℝ  ΰέθ αδΝ υεζ έ δκμΝξυλκμέΝ 
 

Ν παζάγ υ βΝ πθΝ δ δκ ά πθΝ Χi)-(iiiΨΝ κυΝ κλδ ηκτΝ βέ1έ1Ν έθαδΝ τεκζβ,Ν
αφκτ ΰδα εΪγ   x = {x , x , , x },     y = {y ,y , , y }      z ={z ,z , , z } ℝ  Ϋξκυη μ 
 

(i) x + y, z = ∑ x + y , z= = ∑ x y= + ∑ y z= =x, z + y, z , 
  

(ii) y, x = ∑ y x == ∑ x y= = x, y̅̅ ̅̅ ̅̅ , 
 

(iii) x, x = ∑ x=   x, x = ∑ x= = ⇒ x = x == x = ⇒ x = . 
 

 

2. ΟΝ δαθυ ηα δεσμΝξυλκμΝℂ  ΰέθ αδΝκλγκηκθα δαέκμ,ΝαθΝ φκ δα έΝη Ν βθΝ
απ δεσθδ β 

  , : ℂ × ℂ → ℂ, x, y → x, y ≔∑x y̅= = x y̅ + x y̅̅̅ + + x y̅̅̅ 
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ΰδαΝ εΪγ Ν x = {x , x , , x }, y = {y ,y , , y } πμΝ πλκμΝ βθΝ εαθκθδεάΝ
ίΪ βΝ κυΝℂ έΝ Ν απ δεσθδ βΝ αυ άΝ ζΫΰ αδΝ α  ω   

πέ κυΝℂ έΝΓδα βθΝ παζάγ υ βΝ πθΝδ δκ ά πθΝΧi)-(iiiΨ,Ν λΰαασηα ΝσππμΝ
κΝπαλΪ δΰηαΝ1έ 

 

 

Ολδ ησμΝβέ1έβ 

Μ Ν ίΪ βΝ αΝ παλαπΪθπ,Ν Ϋ π {ℝ, ℂ,ℍ} εαδΝ κλέακυη Ν κΝ π λδεσΝ
ΰδθση θκΝ  ,  κθΝ   πμ 

 x, y = x y̅ + + x y̅̅̅. 
 

 

Πλσ α βΝβέ1έ2 

 

ΣκΝ  ,  κυΝκλδ ηκτΝβέ1έβΝΫξ δΝ δμΝπαλαεΪ πΝδ δσ β μ 
 

i. x, y + z = x, y + x, z  

 

ii. x + y, z = x, z + y, z  

 

iii. a x, y = ax, y ,   x, ay = x, y a̅ 
 

iv. x, y̅̅ ̅̅ = y, x  

 

v. ΣκΝ x, x  έθαδΝπΪθ αΝπλαΰηα δεσμΝαλδγησμΝ  εαδΝ x, x = ⇔ x = ,… , . 

 

vi. ΪθΝ κΝe , … , e  απκ ζ έΝ δΪθυ ηαΝίΪ βμΝΰδαΝ κΝK    

(e = , … , , , , … ,  σ , 
 e , e = = {   i = j  i ≠ j 

 

vii. ΣκΝ π λδεσΝΰδθση θκΝ έθαδΝηβΝ εφυζδ ηΫθκέΝυΰε ελδηΫθα 

ΪθΝ x, y =  ΰδαΝσζαΝ αΝy,Ν σ Νx = ,… , . 

ΪθΝ x, y =  ΰδαΝσζαΝ αΝx,Ν σ Νy = ,… , . 
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Ολδ ησμ 2.1.3 

ΣκΝ  |x| κυΝx  έθαδ |x| = √ x, x . 

Θυησηα Νσ δΝ ΪθΝA M ,ΝκΝ υ υ  A̅ κλέα αδΝαθ δεαγδ υθ αμΝεΪγ Ν
κδξ έκΝ a  η Ν κ a̅̅̅έΝ ΟΝ α φ  Τ κλέα αδΝ αθ δεαγδ υθ αμΝ εΪγ Ν
κδξ έκΝa  η Ν κΝa έΝΟδΝ τκΝπαλαπΪθπΝ θΫλΰ δ μ υηίκζέακθ αδΝ αυ σξλκθαΝ

πμΝ = A̅ Τ = Τ̅̅̅̅  

εαδΝ κθΝπέθαεαΝπκυΝπλκετπ δΝ κθΝκθκηΪακυη Να α φ υ υ  κυΝ έ 

 

Ολδ ησμΝβέ1έ4 

ΟΝπέθαεαμΝη Ν κδξ έαΝ βμΝηκλφάμΝA = Τ  ζΫΰ αδΝ υ π ω α  κυΝ
πέθαεαΝ ΝεαδΝ υηίκζέα αδΝη ΝadjA (adjoint). 

υΰε ελδηΫθαΝ έθαδ: 

adjA = A A AA A AA A A ) . 
η ΝA = − + D ,ΝσπκυΝD  έθαδΝβΝκλέακυ αΝ κυΝπέθαεαΝπκυΝαπκηΫθ δΝαθ,Ν
απσΝ κθΝπέθαεαΝπκυΝπλκετπ δΝαπσΝ κθΝ Νη ΪΝ δμΝ θαζζαΰΫμ,Ν δαΰλΪοκυη Ν
βθΝπλυ βΝΰλαηηάΝεαδΝ βθΝπλυ βΝ άζβέΝ ΝD  έθαδΝέ δαΝη Ν βθΝκλέακυ αΝ κυΝ
πέθαεαΝ πκυΝ πλκετπ δΝ αθ απσΝ κθΝ Ν δαΰλΪοκυη  βθΝ i-ΰλαηηάΝ εαδΝ βθΝ j-
άζβέΝ Νκλέακυ αΝD  ζΫΰ αδΝ α κλέακυ αΝ βθΝD άΝ κυΝ κδξ έκυΝa . 

 

Πλσ α βΝβέ1έ3 

ΓδαΝεΪγ Νx, y K  εαδ A M K ,  Ϋξκυη  Ax, y = x, y . 

πσ διβ 

Έ πΝA = a . 

Ax = (a x + + a xa x + + a x ) 
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y = (a̅ y + + a̅ ya̅ y + + a̅ y ) 

Άλα,Ν κΝαλδ λσΝηΫζκμΝ Ax, y  δ κτ αδΝη  a x + + a x y̅ + + a x + + a x y̅  , 

εαδΝ κΝ ιδσΝηΫζκμΝ x, y  δ κτ αδΝη  x a y̅ + + a y̅ + + x a y̅ + + a y̅ . 
Παλα βλκτη ,Ν πλκφαθυμ,Ν σ δΝ κδΝ τκΝ ζ υ αέ μΝ ξΫ δμΝ π λδζαηίΪθκυθΝ
αελδίυμΝ κυμΝέ δκυμΝσλκυμέ 

 

2.2.Ολγκΰυθδ μΝΟηΪ μ 
 

Έ πΝK {ℝ, ℂ,ℍ}. 
 

Ολδ ησμ 2.2.1 

 O n, K = {A M K | Ax, Ay = x, y   ό   x, y K }.  

 

Πλσ α β 2.2.1 

 

ΝO n, K  απκ ζ έΝκηΪ αέ 

πσ διβ 

 

ΪθΝ , O n, K ,Ν σ  

 A x, A y = Ax, Ay = x, y  

 

Ϋ δ υ  

 O n, K  

 

Πλκφαθυμ,ΝκΝ αυ κ δεσμΝπέθαεαμ I ίλέ ε αδΝηΫ αΝ βθ O n, K . 

ΪθΝ O n, K  Ϋξκυη  

 Ae , Ae = e , e = = {   i = j  i ≠ j 
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Συλα,Ν κΝAe  έθαδΝαπζυμΝβΝi-κ β άζβΝ κυΝ ΝεαδΝίζΫπκυη  σ δΝ κΝ Ae , Ae  

έθαδΝαπζυμΝ κΝij- κδξ έκΝ κυΝΰδθκηΫθκυ 

 A . 
 

ΆλαΝ A = I. ζζΪΝ σηπμ κΝ A έθαδΝ πέ βμ αυ κ δεσμΝ πέθαεαμ,Ν αφκτΝA = A̅ = A̅ = A = IέΝ ΆλαΝ κΝ = A−  απκ ζ έΝ ΫθαθΝ
απσ αΝ ιδΪΝαθ έ λκφκΝ κυΝ έ 
 

Κζ έθκθ αμ, 
 A− x , A− y = A− x , A− y = x, y , 

 

 

έξθκθ αμ σ δΝA− O n,K . 

 

Ολδ ησμ 2.2.2 

 

ΓδαΝK = ℝ ΰλΪφκυη Ν βθΝO n, K  πμΝO n  εαδΝ βθΝ κθκηΪακυη Ν α 
αέΝ Γδα K = ℂ,Ν βθΝ ΰλΪφκυη Ν πμΝ U n  εαδΝ βθΝ κθκηΪακυη Ν

α α α αέΝ Γδα K = ℍ βθΝ ΰλΪφκυη Ν πμ Sp n  εαδΝ βθΝ
κθκηΪακυη Ν υ π  α. 

 

Πλσ α β 2.2.2 

 

Έ πΝA M K έΝΣσ ΝκδΝ πση θ μΝ υθγάε μΝ έθαδΝδ κ τθαη μ 
 

i. O n,  

 

ii. Ae , Ae =  

 

iii. ΟΝ Ν Ϋζθ δΝκλγκεαθκθδεΫμΝίΪ δμΝ ΝκλγκεαθκθδεΫμΝίΪ δμέ 
 

iv. ΟδΝΰλαηηΫμΝ κυΝ Ναπκ ζκτθΝκλγκεαθκθδεάΝίΪ β 

 

v. ΟδΝ άζ μΝ κυΝ Ναπκ ζκτθΝκλγκεαθκθδεάΝίΪ β 

 

vi. = A−  
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Πλσ α βΝβέβέγ 

Έ π A M ℝ έΝ Σσ Ν κΝ A O n ⇔  A δα βλ έΝ κΝ ηάεκμΝ σππμΝ κΝ
κλέ αη Ν κΝ π λδεσΝΰδθση θκ. 

πσ διβ Ο A δα βλ έΝ κΝ ηάεκμΝ σππμΝ κΝ κλέ αη Ν κΝ π λδεσΝ ΰδθση θκ ⇔ Ax, Ax = x, x  ΰδαΝσζαΝ αΝx ℝ έΝΆλαΝβΝ⇒ έθαδΝπλκφαθάμέΝ θ έ λκφα,Ν
Ϋξκυη  A x + y , A x + y = x + y, x + y = x, x + x, y + y, x + y, y  = Ax, Ax + Ax, Ay + Ay, Ax + Ay, Ay . 

Ν παλαπΪθπΝ ξΫ βΝ έθ δΝ x, y + y, x = Ax, Ay + Ay, Ax  εαδΝ ηδαμΝ εαδ βΝ ,  πΪθπΝ κΝℝ έθαδΝ υηη λδεά,Ναυ σΝαπκ δεθτ δ σ δΝ Ax, Ay = x, y   A O n . 

Πλσ α βΝβέβέ4 

ΝΠλσ α βΝβέβέγΝδ ξτ δΝ πέ βμ εαδΝ αΝℍ εαδΝℂ. 

πσ διβ 

ΤπκζκΰέαπΝ βθΝ ξΫ βΝ A(e + e , A(e + e  σππμΝπλδθ,ΝΫ δΝυ ΝθαΝπΪλπΝ Ae , Ae + Ae , Ae = . 

Έπ δ α γ πλυΝ x = x e + x e  εαδΝ υπκζκΰέαπΝ βθΝ Ax, Ax έΝ Παέλθκυη Νx x̅ Ae , Ae + x x̅ Ae , Ae =   εαδΝΪλα Ae , Ae (x x̅ − x̅ x =  

εαδ αυ σΝκ βΰ έΝ βθΝ ξΫ βΝ Ae , Ae = . 

μΝ δ λ υθά κυη ΝζέΰκΝ δμ O n , U n  εαδ Sp n ,Ν δμΝπδγαθΫμΝ δηΫμΝ κυ nέΝ  O  έθαδΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ πλαΰηα δευθΝ αλδγηυθΝ η Ν ηάεκμΝ 1,Ν Ϋ δΝ
υ  O = { , − }.  U  έθαδΝ απζΪΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ ηδΰα δευθΝ
αλδγηυθΝη ΝηάεκμΝ1έ υ άΝ έθαδΝβΝευεζδεάΝκηΪ α S έΝ  Sp  έθαδΝβΝκηΪ αΝ
σζπθ πθΝ λα δευθΝαλδγηυθΝη Νηκθα δαέκ ηάεκμέΝ ΪθΝκλέ κυη  S − = {x ℝ ||x| = } 
θαΝ έθαδΝβΝηκθα δαέκυΝηάεκυμ (k-1)- φαέλα,ΝίζΫπκυη Νσ δ O = S , U = S , Sp = S . 



Ει ικές Ο ά ς Πι άκω  

 

36 

 

ΈθαΝπκζτΝ θ δαφΫλκθΝΰ ΰκθσμΝαπκ ζ έΝ κΝσ δΝαυ ΫμΝ έθαδΝκδΝ  φαέλ μΝ
πκυΝηπκλ έΝθαΝαπκ ζΫ κυθΝκηΪ μέ 

Πλσ α βΝβέβέηΝ 

ΪθΝ {ℝ, ℂ} εαδΝ O n, ,Ν σ  detA detA̅̅ ̅̅ ̅̅ =  

πσ διβ AA = I = det A detA =  εαδΝπλκφαθυμ detA = detA̅ = detA̅̅ ̅̅ ̅̅  

ΆλαΝ ΪθΝ O n  = O n,ℝ , σ ΝdetA = { ,− }. Ολέακυη  SO n = { O n |detA = } 
εαδΝ κΝκθκηΪακυη Ν  α α Χ πέ βμΝκθκηΪα αδΝ εαδ α 

π φ ΨέΝΟηκέπμ,Νκλέακυη  SU n = { U n |detA = } 
εαδΝ βθΝκθκηΪακυη Ν  α α α α. 

ΓδαΝ παλΪ δΰηα,Ν ΫθαΝ κδξ έκΝ κυΝ O ≠ SO  έθαδΝ κΝ − έΝ υ σΝ

Ϋζθ δΝ κΝ e = ,  κΝ e  εαδΝ Ϋζθ δ,Ν πέ βμ,Ν κΝ e = ,  κΝ−e . 

ΣΫζκμ,ΝΫξ δΝκλέακυ αΝέ β η Ν-1. 

 

2.3.ΜδαΝαπκλέαΝπ λέΝδ κηκλφδ ηκτ 

 

 κΝ ΫζκμΝ κυΝ ε φαζαέκυΝ 1Ν έ αη Ν σ δΝ τκΝ κηΪ μΝ πκυΝ κλέακθ αθΝ η Ν
δαφκλ δεσΝ λσπκΝ ά αθΝ δ κηκλφδεΫμέΝ Έξκυη Ν πζΫκθΝ κλέ δΝ δΪφκλ μΝ
εα βΰκλέ μΝ κηΪ πθΝ (GL n,  ΰδαΝ n = , , … εαδΝ {ℝ, ℂ, ℍ} εαδΝ βθΝO n,  ΰδαΝ  n = , , … εαδΝ {ℝ, ℂ,ℍ}) εαδΝκΝετλδκμΝ σξκμΝηαμΝ έθαδΝθαΝ
ίλκτη Ν πκδ μΝ απσΝ αυ ΫμΝ έθαδΝ δ κηκλφδεΫμέΝ Ν ία δεάΝ δ ΫαΝ έθαδΝ θαΝ
αθαπ τικυη Ναθαζζκέπ μ πθΝκηΪ πθΝπδθΪεπθΝ Χ δΪ α β,ΝίαγησμΝε ζΨ,Ν πξΝ
τκΝδ κηκλφδεΫμΝκηΪ μΝπλΫπ δΝθαΝΫξκυθΝ δμΝέ δ μ αθαζζκέπ μέΝΜ Ναυ σθΝ κθΝ
λσπκ,ΝπδγαθυμΝγαΝκ βΰβγκτη  κΝθαΝ έικυη Νσ δΝη λδεΫμΝκηΪ μΝ θΝ έθαδΝ
δ κηκλφδεΫμέ ζζΪΝσ αθΝ τκΝ δαφκλ δευμΝκλδ ηΫθ μΝκηΪ μΝ έθαδΝπλΪΰηα δΝ
δ κηκλφδεΫμ,ΝκΝδ κηκλφδ ησμΝγαΝ έθαδΝ τ εκζκΝθαΝίλ γ έέΝΓδαΝαυ σθ κθΝζσΰκΝ
γαΝ έθαδΝ τ εκζκΝθαΝαθαπ τικυη Ναθαζζκέπ μέΝΓδαΝθαΝη δυ κυη ,Ν βζα ά,Ν
σ κΝ κΝ υθα σθΝ ΰέθ αδΝ π λδ σ λκΝ δμΝ π λδπ υ δμΝ πκυΝ πλΫπ δΝ θαΝ
εκδ Ϊικυη Ν ΰδαΝ δ κηκλφδ ηκτμέΝ  Ν αυ άθΝ βθΝ θσ β αΝ γαΝ υ κυη Ν ΫθαθΝ
δ κηκλφδ ησέ 
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Έ πΝσ δ υπκοδαασηα Νσ δΝκδΝSp  εαδΝSU  έθαδΝ δ κηκλφδεΫμέΝΠπμΝγαΝ
ηπκλκτ αη Ν θαΝ ίλκτη Ν ΫθαθΝ δ κηκλφδ ησνΝ Ν Sp  έθαδΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ
πθΝ λα δευθΝ αλδγηυθΝ ηκθα δαέκυ ηάεκυμΝ εαδΝ βΝ SU  έθαδΝ κΝ τθκζκΝ
σζπθΝ πθΝ ×  ηδΰα δευθΝ πδθΪεπθΝ Ν Ϋ δΝ υ ΝA = I εαδΝdetA = έΝ Ν
πλΪιβΝ βθΝ Sp  έθαδΝ πκζζαπζα δα ησμΝ λα δευθΝ αλδγηυθ,Ν θυΝ βθΝSU  έθαδΝπκζζαπζα δα ησμΝπδθΪεπθέ 
 

Πλσ α β 2.3.1 

 

Ν ξΫ βΝ : M ℍ → M ℂ  πκυΝ κλέα αδΝ βθΝ παλΪΰλαφκΝ 1έη κυΝ
Κ φαζαέκυΝ1Ν δ Ϊΰ δΝΫθαθΝδ κηκλφδ ησΝ βμΝηκλφάμ 
 : Sp → SU . 
 

πσ διβ 

 

Έξκυη Ν δΝσ δΝβΝ  απκ ζ έΝΫθαθΝ1-1 κηκηκλφδ ησΝ βμ GL n,ℍ  ηΫ αΝ βθΝGL n, ℂ ,Ν ΪλαΝ βΝ φαληκΰά βμ  βθΝ Sp  απκ ζ έΝ αεσηαΝ ΫθαθΝ 1-1 

κηκηκλφδ ησέ ΆλαΝξλ δΪα αδΝαπζυμΝθαΝ έικυη Νσ δ 
 

A. A Sp ⇒ A SU  εαδ 
 

B. εΪγ ΝB SU  έθαδΝέ κΝη  A  η ΝA Sp . 

 

ΪθΝA = a + ib + jc + kd,Ν σ Ν A = a + ib −c − idc − id a + ib  Ϋ δΝυ Ν 

A A = a + ib −c − idc − id a − ib a − ib c + id−c + id a + ib =  

ηδαμΝεαδΝa + b + c + d = έΝ πέ βμ,Νdet A =  ΪλαΝ A SU . 

Έ πΝB = ( ) SU έΝΥλβ δηκπκδυθ αμΝ σ δΝdetB =  εαδΝ κΝ ΰ ΰκθσμΝ

σ δΝκδΝΰλαηηΫμΝ έθαδΝκλγκΰυθδαΝηκθα δαέα δαθτ ηα α,Νίλέ εκυη Νσ δ = ̅  = ̅ 
Άλα,Ν ΪθΝ = a + ib εαδΝ = c − id,Ν σ Νηπκλκτη  θαΝπΪλκυη ΝA = a + ib +jc + kd εαδΝΫ δΝθαΝΫξκυη Ν A = B ΧΝεαδΝa + b + c + d = ). 
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2.4.Κα κπ λδ ησμ κθΝℝ� 

 

Έ πΝu κΝηκθα δαέκ δΪθυ ηαΝ κυΝℝ  εαδΝΫ π  

 u⊥ = {x ℝ | x, u = } 
 

έθαδΝ κΝκλγκΰυθδκΝ κυΝ υηπζάλπηα. 

 

 
 

Ν π  κυΝ δαθτ ηα κμΝ v κΝ u⊥ έθαδΝ κΝ v − ru,Ν σπκυΝ r ℝ εαδΝ
πδζΫΰ αδΝ Ϋ δΝ υ Ν κ v − ru θαΝ αθάε δΝ κθΝ u⊥έΝ ΆλαΝ = v − ru, u =v, u − r u, u  εαδΝΪλα 

 r = v, u . 

 

ΠλκφαθυμΝ κΝ υηη λδεσΝ δΪθυ ηα κυΝΝv πμΝπλκμΝ κ u⊥ έθαδΝ βμΝηκλφάμ 
 v = v − ru = v − v, u u. 

 

δαζΫΰκυη Ν ηέαΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪ βΝ u , … , u  η Ν u = uέΝ πκηΫθπμ,Ν
εΪθκθ αμΝξλά βΝαυ άμΝ βμ ίΪ βμ,ΝκΝεα κπ λδ ησμ  έθ αδΝαπσΝ κθΝπέθαεαΝ− ⋱ ). Έ πΝ Ν ηέαΝ ΰλαηηδεάΝ ξΫ βΝ κθΝ ℝ  πκυΝ κλέα αδΝ

Ϋζθκθ αμΝ κΝe , … , e  κΝu ,… , u έΝΚΪθκθ αμΝξλά βΝ βμ Πλσ α βμΝβέβέβ,ΝκΝ
Ν έθαδΝ κλγκΰυθδκμέΝΆλα,Ν εαδΝ η Ν ίΪ βΝ βθ κλγκεαθκθδεάΝίΪ βΝe , … , e , κΝ

εα κπ λδ ησμΝ έθ αδΝαπσΝ βθΝ ξΫ β 

 

A − ⋱ )A− = A − ⋱ )A . 
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θ έ λκφα,Ν ίζΫπκυη  σ δΝ ΫθαμΝ Ϋ κδκμΝ πέθαεαμΝ αθ δπλκ ππ τ δΝ κΝ
υηη λδεσΝ δΪθυ ηαΝ θσμ κλγκΰυθδκυ υηπζβλυηα κμ κυΝ δαθτ ηα κμΝe A. 

 

 κθΝℝ ,ΝΫ πΝσ δΝ κΝηκθα δαέκ δΪθυ ηα u ΰλΪφ αδΝπμ 
 u = cosa, sina . 

 

πκηΫθπμ,Ν κΝ −sina, cosa  απκ ζ έΝηκθα δαέκ δΪθυ ηαΝ κθΝu⊥. ΟΝπέθαεαμΝ
,ΝπκυΝ Ϋζθ δΝ κΝe  κΝu εαδΝ κΝe  κ −sina, cosa ,ΝπλΫπ δΝθαΝδεαθκπκδ έΝ
δμΝ 

  a aa a = cosa sina  

  a aa a = −sina cosa  

 

Ϊλα 

 A = cosa sina−sina cosa . 
 

Άλα,ΝκΝπέθαεαμΝπκυΝ έθ δΝ κΝ υηη λδεσΝ δΪθυ ηαΝπμΝπλκμΝ κ u⊥ έθαδΝκ 

 Φ = cosa sina−sina cosa − cosa −sinasina cosa  

 Φ = −cos a sin asin a cos a . 
 

ΟΝπέθαεαμΝ ΝπλκφαθυμΝαπκ ζ έΝπέθαεαΝπ λδ λκφάμ κυΝℝ . 
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Κ φΪζαδκΝ3 

ΟηΪ μ ΠδθΪεωθΝLie  

 

 

 

 

 

 

3.1.Ολδ ησμΝ ωθΝκηΪ ωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

ΟδΝ κηΪ μΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ γαΝ η ζ ά κυη Ν Ν αυ σΝ κΝ ε φΪζαδκ,Ν απκ ζκτθΝ
υπκκηΪ μΝ ηδαμΝ υΰε ελδηΫθβμΝ εα βΰκλέαμΝ βμΝ ΰ θδεάμ ΰλαηηδεάμΝ κηΪ αμ, 
βθΝ κπκέαΝ αθαφ λγάεαη Ν αΝ πλκβΰκτη θαΝ ε φΪζαδαέ υ σΝ κΝ ε φΪζαδκΝ

εΪθ δΝ ξλά βΝ δαφσλπθΝ εαθσθπθΝ βμΝ ΰλαηηδεάμΝ Ϊζΰ ίλαμ,Ν σππμ πέ βμΝ
υθκοέακθ αδΝΰ ΰκθσ αΝεαδΝκλδ ηκέΝαπσΝ βμ γ πλέαΝ πθΝαφβλβηΫθπθ κηΪ πθέ 

 

Τπ θγυηέα αδΝσ δμ 
 

Νΰ θδεάΝΰλαηηδεάΝκηΪ αΝπΪθπΝ Νπλαΰηα δεκτμΝαλδγηκτμ,Ν υηίκζέα αδΝπμΝGL n,ℝ  εαδΝ έθαδΝ βΝ κηΪ αΝ σζπθΝ πθΝ n × n αθ δ λΫοδηπθ πδθΪεπθΝ η Ν
κδξ έαΝ πλαΰηα δεκτμΝ αλδγηκτμέΝ Ν ΰ θδεάΝ ΰλαηηδεάΝ κηΪ αΝ πΪθπΝ Ν

ηδΰα δεκτμΝαλδγηκτμΝ υηίκζέα αδΝπμΝGL n, ℂ  εαδΝ έθαδΝβΝκηΪ αΝσζπθΝ πθΝn × n αθ δ λΫοδηπθ πδθΪεπθΝη Ν κδξ έαΝηδΰα δεκτμΝαλδγηκτμέ 
 

ΟδΝ ΰ θδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪ μΝ έθαδΝ βθΝ πλΪιβΝ κηΪ μΝ πκυΝ υπσε δ αδΝ βθΝ
πλΪιβΝ κυΝ πκζζαπζα δα ηκτΝ πδθΪεπθέΝ ΣκΝ ΰδθση θκΝ τκΝ αθ δ λΫοδηπθ 

πδθΪεπθΝΫξ δ,Ν ιΝκλδ ηκτ,ΝΫθαθΝαθ έ λκφκΝεαδΝκΝπκζζαπζα δα ησμΝπδθΪεπθΝ
έθαδΝπλκ αδλδ δεσμ. 

 

Ν M ℂ  υηίκζέα δΝ κΝ ξυλκΝ σζπθΝ πθΝ n × n πδθΪεπθΝ η Ν κδξ έαΝ
ηδΰα δεκτμΝαλδγηκτμέ 
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Ολδ ησμ 3.1.1 

 

Έ πΝ A  ηδαΝ αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ η Ν κδξ έαΝ ηδΰα δεκτμΝ αλδγηκτμΝ βμ M ℂ έΝΛΫη Νσ δΝβΝA  υΰεζέθ δ ΝΫθαθΝπέθαεαΝ ,Ν ΪθΝεΪγ Ν κδξ έκΝ βμ A   

υΰεζέθ δΝ ΧεαγυμΝ κΝm → ∞ΨΝ κΝ αθ έ κδξκ κδξ έκΝ κυΝ έΝ ΧπέξέΝ ΪθΝ κΝA  υΰεζέθ δ κΝA   ΰδαΝσζαΝ αΝ k, l n) 

 

Ολδ ησμ 3.1.2 

 

ΜδαΝ α π ω  Lie έθαδΝ εΪγ Ν υπκκηΪ αΝ G βμΝ GL n, ℂ  η Ν βθΝ
αεσζκυγβΝδ δσ β αμΝ ΪθΝA  έθαδΝεΪγ ΝαεκζκυγέαΝπδθΪεπθΝπκυΝαθάε δΝ βθ 

G,Ν εαδΝ βΝ A  υΰεζέθ δΝ Ν πέθαεαΝ ,Ν σ Ν έ Ν κΝ A G,Ν έ Ν κΝ Ν θΝ
αθ δ λΫφ αδ. 

Ν υθγάεβΝ κθΝG δ κ υθαη έΝη Ν κΝθαΝπκτη Νσ δ β G έθαδ ΫθαΝεζ δ σΝΧπμΝ
πλκμΝ βθΝπλΪιβΝ βμΝ(G,  , βζα άΝΰδαΝεΪγ Νa ,b  G, a  b  G ),υπκ τθκζκΝ
βμΝGL n, ℂ έΝ Χ υ σΝ θΝ βηαέθ δΝαπαλαέ β αΝσ δ β G έθαδΝεζ δ άΝπμΝπλκμΝ
βθΝM ℂ ΨέΝΆλαΝκ παλαπΪθπΝκλδ ησμΝ έθαδΝ δ κ τθαηκμ η Ν κΝθα πκτη Νσ δΝ
ηδαΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLie απκ ζ έΝεζ δ σΝυπκ τθκζκΝ βμΝGL n, ℂ . 

 

Ν υθγάεβΝ σ δΝ β G απκ ζ έΝ εζ δ άΝ υπκκηΪ α, Ν αθ έγ βΝ η Ν δμΝ απζΫμΝ
υπκκηΪ μ,ΝγαΝπλΫπ δΝθαΝγ πλ έ αδΝπμΝεΪ δΝι ξπλδ σ,ΝηδαμΝεαδΝησθκΝκδΝπδκΝ
βηαθ δεΫμ υπκκηΪ μΝ βμ GL n, ℂ  ΫξκυθΝ αυ άθΝ βθΝ δ δσ β αέΝ ΧΟδΝ
π λδ σ λκδΝ εΝ πθΝG κηΪ πθΝπδθΪεπθΝLie,Ν γαΝγ πλά κυη Νσ δ ΫξκυθΝ βθΝ
παλαπΪθπΝ δ δσ β αΝ Ϋ δΝ υ Ν ΪθΝ A  έθαδΝ εΪγ Ν αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ
αθάε δΝ βθ G εαδΝβ A  υΰεζέθ δΝ ΝΫθαθΝπέθαεαΝ ,Ν σ ΝA G Χσ δ,Ν βζα ά,Ν
β  G έθαδΝεζ δ ά πμΝπλκμΝ βθΝM ℂ ).) 

 

3.1.1. θ δπαλα έΰηα αΝκηΪ ωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

ΈθαΝπαλΪ δΰηαΝυπκκηΪ αμΝ βμΝGL n, ℂ ,ΝβΝκπκέαΝ θΝ έθαδΝεζ δ άΝΧεαδΝΪλα 

θΝ απκ ζ έΝ κηΪ αΝ πδθΪεπθΝ LieΨΝ έθαδΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ n × n 

αθ δ λΫοδηπθ πδθΪεπθ πθΝκπκέπθΝ αΝ κδξ έαΝ έθαδ πλαΰηα δεκέΝεαδΝλβ κέ 
αλδγηκέέΝ βθΝπλαΰηα δεσ β αΝαυ άΝαπκ ζ έΝυπκκηΪ αΝ βμ GL n, ℂ ,ΝβΝκπκέαΝ
σηπμΝ θΝ έθαδΝ εζ δ άέΝ Έ δ,Ν γαΝ ηπκλκτ αη Ν θαΝ Ϋξκυη Ν ηδαΝ αεκζκυγέαΝ
αθ δ λΫοδηπθΝ πδθΪεπθΝ η Ν κδξ έαΝ λβ κτμ αλδγηκτμΝ πκυΝ θαΝ υΰεζέθ δΝ Ν
ΫθαθΝαθ δ λΫοδηκΝπέθαεαΝη Νη λδεΪΝ ε πθΝ κδξ έπθΝ κυΝθαΝ έθαδΝΪλλβ κδΝ
αλδγηκέέΝΧ βθΝπλΪιβ,ΝεΪγ Νπλαΰηα δεσμΝαθ δ λΫοδηκμ πέθαεαμ,Ν έθαδΝ κΝσλδκΝ
η λδευθΝαεκζκυγδυθΝαθ δ λΫοδηπθΝπδθΪεπθΝη Ν κδξ έαΝλβ κτμ αλδγηκτμΨέ 

ΓδαΝπαλΪ δΰηα,ΝΫ π G = GL(2, ℚΨΝβΝκηΪ αΝ πθΝαθ δ λΫοδηπθΝβΝ× 2 

πδθΪεπθΝη Νλβ ΪΝ κδξ έαέ 
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ΝυπκκηΪ α 

 GL ,ℚ = {A = a bc d : a, b, c, d ℚ, ad − bc ≠ } 
 

 

βμΝGL n,ℝ  (ΪλαΝεαδΝ βμΝGL n, ℂ ) θΝ έθαδΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLie δσ δ,Νπέξέ,ΝβΝ
αεκζκυγέα 

 A = {(( + n) ) GL ,ℚ }. 
 

υΰεζέθ δΝ κθΝαθ δ λΫοδηκΝπέθαεα 

 A = e GL ,ℚ  

 

ΈθαΝ ΪζζκΝ παλΪ δΰηαΝ κηΪ πθΝ πδθΪεπθΝ πκυΝ θΝ έθαδΝ κηΪ μΝ πδθΪεπθΝ Lie 

έθαδΝ βΝ αεσζκυγβΝ υπκκηΪ αΝ βμΝ GL , ℂ έΝ Έ πΝ a έθαδΝ Ϋθαμ Ϊλλβ κμ 
πλαΰηα δεσμΝαλδγησμΝεαδΝΫ πΝ 
 G = {(e t e ta) |t ℝ} 
 

Πλκφαθυμ,Νβ G απκ ζ έΝυπκκηΪ αΝ βμΝGL , ℂ έΝ π δ άΝκΝa έθαδΝΪλλβ κμ,ΝκΝ
πέθαεαμΝ-I θΝαθάε δΝ βθ G,ΝΪλαΝΰδαΝθαΝεΪθκυη Ν κΝe t έ κΝη Ν-1,ΝπλΫπ δΝθαΝ
γ πλά κυη  σ δ κΝ t έθαδΝ Ϋθαμ π λδ σμΝ αεΫλαδκμΝ πκυΝ αυ σξλκθαΝ απκ ζ έ 
πκζζαπζΪ δκΝ κυΝ πΝ εαδΝ Ν αυ άθΝ βθΝ π λέπ π βΝ κΝ ta θΝ ηπκλ έΝ θαΝ έθαδΝ
π λδ σμΝ αεΫλαδκμΝ εαδ πκζζαπζΪ δκΝ κυΝ πέΝ πσ βθΝ Ϊζζβ,Ν αθΝ γ πλά κυη Νt = n +  ΰδαΝ ΫθαθΝ εα ΪζζβζαΝ πδζ ΰηΫθκΝ αεΫλαδκΝ n, ηπκλκτη Ν θαΝ
εΪθκυη Ν κΝ ta θαΝ έθαδΝ αυγαδλΫ πμΝ εκθ ΪΝ Ν ΫθαθΝ π λδ σΝ αεΫλαδκΝ εαδΝ
αυ σξλκθαΝ  πκζζαπζΪ δκΝ κυΝ πέΝ ΆλαΝ ηπκλκτη Ν θαΝ ίλκτη Ν ηδαΝ αεκζκυγέαΝ
πδθΪεπθΝ κΝG,ΝκδΝκπκέκδ θαΝ υΰεζέθκυθΝ κΝ-I εαδΝΪλαΝκΝG θα ηβθ απκ ζ έΝ
κηΪ αΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.2. Παλα έΰηα αΝκηΪ ωθΝπδθΪεωθΝLie 

 

3.2.1. ΟδΝΰ θδεΫμΝΰλαηηδεΫμΝκηΪ μΝ� �,ℝ  εαδΝ� �, ℂ  

 

ΟδΝ ΰ θδεΫμ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪ μΝ ΧπΪθπΝ αΝ ℝ εαδ ℂΨΝ απκ ζκτθΝ απσΝ
ησθ μΝ κυμ κηΪ μΝ πδθΪεπθΝ LieέΝ Φυ δεΪ,Ν β  GL n, ℂ  απκ ζ έ 
υπκκηΪ αΝ κυΝ αυ κτΝ βμέΝ πδπζΫκθ,Ν ΪθΝ βΝ A  απκ ζ έΝ ηδαΝ
αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝ βμΝ GL n, ℂ  εαδΝ βΝA  υΰεζέθ δ κθΝ ,Ν σ ,Ν
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απσΝ κθΝκλδ ησΝ βμ GL n, ℂ ,Ν έ ΝκΝ Ναθάε δΝ βθ GL n, ℂ ,Ν έ ΝκΝ Ν
θΝαθ δ λΫφ αδ. 

 

πδπζΫκθ,Ν βΝ GL n,ℝ  έθαδΝ υπκκηΪ αΝ βμ GL n, ℂ  εαδΝ ΪθΝ AGL n,ℝ   εαδΝ βΝA  υΰεζέθ δ κθΝ ,Ν σ Ν αΝ κδξ έαΝ κυΝ Ν έθαδΝ
πλαΰηα δεκέΝ αλδγηκέέΝ ΆλαΝ έ Ν κΝ Ν θ αθ δ λΫφ αδ,Ν έ ΝGL n,ℝ . 

 

3.2.2. ΟδΝ δ δεΫμΝΰλαηηδεΫμΝκηΪ μΝ� �,ℝ  εαδΝ� �, ℂ  

 

ΟδΝ δ δεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪ μΝ ΧπΪθπΝ αΝℝ εαδ ℂΨΝ έθαδΝ βΝ κηΪ αΝ πθΝn × n αθ δ λΫοδηπθ πδθΪεπθΝ Χη Ν κδξ έαΝ πλαΰηα δεκτμΝ άΝ
ηδΰα δεκτμΝ αλδγηκτμΨΝ πκυΝ Ϋξ δΝ κλέακυ αΝ έ β η Ν 1έΝΚαδΝ κδΝ τκΝ αυ ΫμΝ
κηΪ μΝ έθαδΝ υπκκηΪ μΝ βμ GL n, ℂ έΝ πέ βμ,Ν ΪθΝ A  έθαδΝ ηδαΝ
αεκζκυγέαΝπδθΪεπθΝη Νκλέακυ αΝέ βΝη Ν1ΝεαδΝβΝA  υΰεζέθ δΝ κθΝ , 

σ ΝκΝ ΝΫξ δΝ πέ βμ κλέακυ αΝέ βΝη Ν1,Ν δσ δΝβΝκλέακυ α έθαδΝ υθ ξάμΝ
υθΪλ β βέΝΆλαΝκδΝSL n,ℝ  εαδΝSL n, ℂ  απκ ζκτθΝκηΪ μΝπδθΪεπθΝ

Lie. 

 

 

3.2.3. Ολγκΰυθδ μΝεαδΝ δ δεΫμΝκλγκΰυθδ μΝκηΪ μΝO(nΨΝεαδΝSO(n) 

 

Τπ θγυηέακυη Ν θΝ υθ κηέαΝ σ δΝ ΫθαμΝ n × n πέθαεαμΝ πλαΰηα δευθΝ
αλδγηυθΝ Ν ζΫΰ αδΝ κλγκΰυθδκμ ΪθΝ κδΝ άζ μΝ κυΝ Ν απκ ζκτθΝ
κλγκεαθκθδεΪΝ δαθτ ηα αΝ βζυθ,Ν βζα άΝ Ϊθ 

 ∑A A= = , j, k n. 
 

Χ υΝ κΝ  έθαδΝ κΝ Ϋζ αΝ κυΝKronecker,Ν κΝκπκέκΝδ κτ αδΝη Ν1Ν ΪθΝj = k εαδΝδ κτ αδ η ΝίΝ ΪθΝj ≠ kΨΝΙ κ τθαηα,ΝκΝ Ν έθαδΝκλγκΰυθδκμΝ ΪθΝ
δα βλ έ κΝ π λδεσΝΰδθση θκ,Ν βζα άΝ ΪθΝ x, y = Ax, Ay  ΰδαΝσζαΝ
αΝ δαθτ ηα αΝx, y σ  ℝ έΝΧΟδΝαΰετζ μΝ βμ ηκλφάμΝ  ,  υηίκζέακυθΝ
κΝ π λδεσΝΰδθση θκΝ κθΝℝ ,Νη Ν∑ x y έΨΝΈθαμΝαεσηαΝδ κ τθαηκμΝ
κλδ ησμΝ έθαδΝππμΝκΝ Ν έθαδΝκλγκΰυθδκμΝ ΪθΝA A = I,ΝάΝη ΝΪζζαΝζσΰδαΝ
ΪθΝ A = A−  ΧΟ A  απκ ζ έΝ κθΝ αθΪ λκφκΝ πέθαεαΝ κυΝ Ν εαδΝA = A ) 

 

ΜδαμΝεαδΝdetA = detA,ΝίζΫπκυη Νσ δΝ ΪθΝκΝ  έθαδΝκλγκΰυθδκμ,Ν σ Ν
βΝdet A A = detA = detI = έΝΆλα,ΝdetA = ± ,Ν ΰδαΝσζκυμΝ κυμΝ
κλγκΰυθδκυμΝπέθαε μΝ έ 
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ΟΝ παλαπΪθπΝ λσπκμΝ ηαμΝ έξθ δΝ υΰε ελδηΫθαΝ σ δΝ εΪγ Ν κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμΝ πλΫπ δΝ θαΝ έθαδΝ αθ δ λΫοδηκμέΝ ΌηπμΝ ΪθΝ κΝ Ν έθαδΝ
κλγκΰυθδκμΝπέθαεαμ, σ  

 A− x, A− y = A A− x , A A− y = x, y . 
 

Άλα,Ν κΝ αθ έ λκφκμΝ θσμΝ κλγκΰυθδκυΝ πέθαεαΝ παλαηΫθ δΝ κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμέΝ πδπζΫκθ,Ν κΝ ΰδθση θκΝ τκΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ έθαδΝ
κλγκΰυθδκμΝ πέθαεαμ,Ν ηδαμΝ εαδΝ ΪθΝ κδΝ Ν εαδΝ Ν δα βλκτθ π λδεΪΝ
ΰδθση θα,Ν σ Ν κΝέ δκΝδ ξτ δΝεαδΝη Ν κθΝ έΝΆλαΝ κΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝ
κλγκΰπθέπθΝπδθΪεπθΝαπκ ζ έΝκηΪ αέ 
 

ΣκΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ n × n πλαΰηα δευθΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ
απκ ζ έΝ βθΝ κλγκΰυθδαΝ κηΪ αΝ O(n),Ν βΝ κπκέαΝ έθαδΝ υπκκηΪ αΝ βμ GL n, ℂ έΝ ΣκΝ σλδκΝ ηδαμΝ αεκζκυγέαμΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ απκ ζ έΝ
κλγκΰυθδκΝπέθαεα,ΝηδαμΝεαδΝβΝ ξΫ βΝA A = I δα βλ έ αδΝπαέλθκθ αμΝ
σλδαέΝΆλα,ΝβΝO(nΨΝαπκ ζ έΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLie. 

 

ΣκΝ τθκζκΝ πθΝ n × n κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθΝ η Ν κλέακυ αΝ 1Ν έθαδΝ κδΝ
δ δεκέΝ κλγκΰυθδκδΝ πέθαε μΝ SO(n)έΝ Πλκφαθυμ,Ν αυ κέΝ απκ ζκτθΝ
υπκκηΪ αΝ βμΝ O(n) εαδΝ ΪλαΝ εαδΝ βμ GL n, ℂ έΝ πδπζΫκθ,Ν σ κΝ βΝ
κλγκΰπθδσ β αΝ σ κΝ εαδΝ βΝ δ δσ β αΝ θαΝ ΫξκυθΝ κλέακυ αΝ έ βΝ η Ν 1Ν
δα βλκτθ αδΝ παέλθκθ αμ σλδαΝ εαδΝ ΪλαΝ βΝ SO(n) απκ ζ έΝ κηΪ αΝ
πδθΪεπθΝLie.  

 

Γ πη λδεΪ,Ν αΝ κδξ έαΝ βμΝO(n) απ δεκθέακθ αδΝ έ Ν π λδ λκφδεΪ 

έ Ν Ν υθ υα ησΝ π λδ λκφυθΝ εαδΝ υηη λδυθέΝ ΣαΝ κδξ έαΝ βμΝ
SO(n) απ δεκθέακθ αδΝαπζυμΝπ λδ λκφδεΪ. 

 

3.2.4. Ολγκηκθα δαέ μΝ- δ δεΫμΝκλγκηκθα δαέ μΝκηΪ μΝU(nΨΝεαδΝSU(n) 

 

Τπ θγυηέακυη Ν θΝ υθ κηέαΝ σ δΝ ΫθαμΝ n × n πέθαεαμΝ ηδΰα δευθΝ Ν
κθκηΪα αδΝ α α  (unitary) ΪθΝ αΝ δαθτ ηα αΝ άζ μΝ κυΝ
πέθαεαΝ Ν έθαδΝκλγκεαθκθδεΪΝΫ δΝυ Ν Ϊθ 

 ∑A̅̅̅̅A= =  

 

Ι κ τθαηα,Ν κΝ Ν έθαδΝ κλγκηκθα δαέκμ ΪθΝ δα βλ έ κΝ π λδεσΝ
ΰδθση θκ,ΝαθΝ x, y = Ax, Ay  ΰδαΝσζαΝ αΝ δαθτ ηα αΝx, y σ  ℂ έΝΧΟδΝ
αΰετζ μΝ βμΝηκλφάμΝ  ,  υηίκζέακυθΝ κΝ π λδεσΝΰδθση θκΝ κθΝℂ , 

η Ν ∑ x̅ y .Τδκγ κτη Ν πέ βμ βΝ τηία β βμΝ κπκγΫ β βμΝ κυ 

υαυΰάΝ Ν ηδΰα δεκτΝ αΝ αλδ λΪΨέ ΈθαμΝ αεσηαΝ δ κ τθαηκμΝ κλδ ησμΝ
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έθαδΝππμΝκΝ Ν έθαδΝκλγκηκθα δαέκμ ΪθΝ A = I,ΝάΝη ΝΪζζαΝζσΰδαΝ ΪθΝ= A−  ΧΟ  απκ ζ έΝ κθΝ αθα λκφκ υαυΰά πέθαεαΝ κυΝ Ν εαδΝ= A̅̅̅̅ ) 

 

ΜδαμΝεαδΝdet = detA̅̅ ̅̅ ̅̅ ,ΝίζΫπκυη Νσ δΝ ΪθΝκΝ Ν έθαδΝκλγκηκθα δαέκμ, 
σ Ν βΝ det A = |detA| = detI = έΝ Άλα,Ν det = e θ, θ  θ [ , ]  |detA| = ,Ν ΰδαΝσζκυμΝ κυμΝ κλγκηκθα δαέκυμ 
πέθαε μΝ έ 
 

ΟΝ παλαπΪθπΝ λσπκμΝ ηαμΝ έξθ δΝ υΰε ελδηΫθαΝ σ δ εΪγ Ν
κλγκηκθα δαέκμ πέθαεαμΝ πλΫπ δΝ θαΝ έθαδΝ αθ δ λΫοδηκμέΝΜ Ν ίΪ βΝ κΝ
έ δκΝ πδξ έλβηαΝ πκυΝ ξλβ δηκπκδά αη Ν ΰδαΝ κυμΝ κλγκΰυθδκυμΝ πέθαε μΝ
ίζΫπκυη Ν σ δΝ εαδΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ κλγκηκθα δαέπθ πδθΪεπθΝ
απκ ζ έΝκηΪ αέ 
 

ΣκΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ n × n κλγκηκθα δαέπθΝ πδθΪεπθΝ απκ ζ έΝ βθΝ
α α α α U(n),Ν βΝ κπκέαΝ η Ν βθΝ δλΪΝ βμΝ απκ ζ έΝ

υπκκηΪ αΝ βμΝGL(n,ℂ έΝ ΣκΝ σλδκΝ πθΝ κλγκηκθα δαέπθΝ πδθΪεπθΝ έθαδΝ
πέ βμΝ κλγκηκθα δαέκ,Ν ΪλαΝ βΝU(nΨΝ απκ ζ έΝ κηΪ αΝ πδθΪεπθΝLieέΝ ΣκΝ
τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ κλγκηκθα δαέπθ πδθΪεπθΝ η Ν κλέακυ αΝ έ βΝ η Ν 1Ν
απκ ζ έΝ βθΝ  α α α α SU(nΨέΝ τεκζαΝ
απκ δεθτ αδΝ σ δΝ εαδΝ βΝ SU(nΨ,Ν Ν απκ ζ έΝ κηΪ αΝ πδθΪεπθΝ LieέΝ ΝαΝ
βη δπγ έΝσ δΝ Ϋθαμ κλγκηκθα δαέκμ πέθαεαμΝηπκλ έΝ θαΝ Ϋξ δΝ κλέακυ αΝe θ ΰδαΝεΪγ Νθ [ , ] εαδΝ ΪλαΝβΝSU(n) θαΝαπκ ζ έΝ ΫθαΝηδελσ λκΝ
υπκ τθκζκΝ βμΝU(n). 

 

3.2.5. ΟδΝηδΰα δεΫμΝκλγκΰυθδ μΝκηΪ μΝO(n,ℂ) εαδ SO(n,ℂ) 

 

Θ πλ έ Ν σ δ βΝ δΰλαηηδεά ηκλφάΝ ∙,∙  κθΝ ℂ  κλέα αδΝ απσΝ βθΝ
ξΫ βΝ x, y = ∑ x y έΝ υ άΝ βΝ ηκλφάΝ θΝ απκ ζ έΝ π λδεσΝ
ΰδθση θκΝΰδα έ,ΝΰδαΝπαλΪ δΰηα, έθαδΝ υηη λδεάΝεαδΝσξδΝ υαυΰάμΝεαδΝ
υηη λδεάέΝ ΣκΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ n × n ηδΰα δευθΝ πδθΪεπθ Ν πκυΝ
δα βλκτθΝ βθΝ έ δαΝ ηκλφάΝ ΧβΝ κπκέαΝ έθαδΝ βΝAx, Ay = x, y   ό   x, y ℂ ΨΝ απκ ζ έΝ βθΝ ηδΰα δεάΝ
κλγκΰυθδαΝ κηΪ αΝ O(n,ℂ),Ν βΝ κπκέα εαδΝ απκ ζ έΝ ηδαΝ υπκκηΪ αΝ βμ 
GL(n,ℂ). Υλβ δηκπκδυθ αμΝ αΝ έ δαΝ πδξ δλάηα αΝ πκυΝ
ξλβ δηκπκδά αη ΝεαδΝΰδαΝ δμΝSO(n) εαδΝO(n) ΧαζζΪΝαπαδ υθ αμΝαυ άθΝ
βθΝφκλΪΝΰδαΝ κδξ έαΝηδΰα δεκτμΝαλδγηκτμΨΝίζΫπκυη Νσ δΝΫθαμΝn × n 

πέθαεαμΝηδΰα δευθΝαλδγηυθΝ Ν αθάε δΝ βθΝO(n,ℂ)  αθΝεαδΝ ησθκθΝαθΝA A = I,ΝΫ δΝυ ΝβΝO(n,ℂ)  θαΝαπκ ζ έΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLie εαδΝΪλαΝdetA = ±  ΰδαΝσζκυμΝ κυμΝ ΝπκυΝαθάεκυθΝ βθΝO(n,ℂ). NαΝ βη δπγ έΝ
πέ βμ σ δΝβΝO(n,ℂ) θΝ έθαδΝέ δαΝη Ν βθΝκλγκηκθα δαέα κηΪ αΝU(n). 
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Ν κηΪ αΝSO(n,ℂ) κλέα αδ πμΝ κΝ τθκζκΝ σζπθΝ πθΝ Ν πκυΝ αθάεκυθΝ
βθΝO(n,ℂ) η ΝdetA =  εαδΝαπκ ζ έΝ πέ βμΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.2.6. ΟδΝΰ θδε υηΫθ μΝκλγκΰυθδ μΝκηΪ μΝεαδΝκδΝκηΪ μΝδorentz 

 

Έ πΝ n εαδΝ k γ δεκέΝ αεΫλαδκδέΝ μΝ γ πλά κυη Ν ηδαΝ υηη λδεάΝ
δΰλαηηδεάΝηκλφάΝ κ ℝ +   απσΝ κθΝ τπκ 

 x, y , = x y + x y − x + y + − x + y +  , 

 

Έ πΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ n + k × n + k  πλαΰηα δευθΝπδθΪεπθΝ Ν ΰδαΝ
κΝ κπκέκΝ δ ξτ δμΝ x, y , = x, y ,  ΰδαΝ εΪγ Ν x, y  ℝ + . ΣκΝ
τθκζκΝ αυ σΝ απκ ζ έΝ βθΝ υ  α α πκυΝ
υηίκζέα αδΝ η  ΟΧn,Ν k)έΝ  κηΪ αΝ αυ άΝ απκ ζ έΝ υπκκηΪ αΝ κυΝ

GL(n+k, ℝ) εαδΝαπκ δεθτ αδΝσ δΝ έθαδΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝδieέΝ 
 

ΪθΝ Ν έθαδΝΫθαμΝ n + k × n + k  πλαΰηα δεσμΝπέθαεαμΝκλέακυη ΝπμΝA  βθΝi-κ άΝ άζβ- δΪθυ ηαΝ κυΝ : 

 A = A ,A + ,  

 

ΘαΝζΫη Νσ δΝκΝ Ναθάε δΝ βθΝκηΪ αΝΟΧn,ΝkΨΝ ΪθΝδ ξτκυθΝ αΝπαλαεΪ πμ 
 

 A , A , = , l ≠ j 
 A , A , = , l n 

 A , A , = − , n + l n + k 

 

Έ πΝ g ΫθαμΝ n + k × n + k  δαΰυθδκμΝ πέθαεαμΝ η Ν ηκθΪ μΝ δμΝ
πλυ μΝn δαΰυθδ μΝγΫ δμΝεαδΝ -1 δμΝ ζ υ αέ μΝk δαΰυθδ μΝγΫ δμ. 
Σσ ΝκΝ Ναθάε δ βθΝΟΧn,ΝkΨΝαθ εαδΝησθκθΝ ΪθΝA gA = g. Παέλθκθ αμΝ
κλέακυ μΝ βθΝ πλκβΰκτη θβΝ ξΫ βΝ πλκετπ δ σ δ detA detg =detg Ϊλα detA = . Άλα,Νΰδα A O n, k , detA = ± . 

 

Μ ΰΪζκΝ θ δαφΫλκθΝ βΝΦυ δεάΝΫξ δΝβΝ α δorentz O(3,1). 

 

3.2.7. ΟδΝ υηπζ ε δεΫμΝκηΪ μΝ�� �,ℝ , �� �, ℂ  εαδΝ�� �  

 

ΟδΝ δ δεΫμΝ εαδΝ ΰ θδεΫμΝ ΰλαηηδεΫμΝ κηΪ μ,Ν κδΝ κλγκΰυθδ μΝ εαδΝ κδΝ
κλγκηκθα δαέ μΝ κηΪ μΝ εαδΝ κδΝ υηπζ ε δεΫμΝ κηΪ μΝ απκ ζκτθΝ δμΝ

α  έΝ πσΝ δμΝ εζα δεΫμΝ κηΪ μ,Ν κδΝ υηπζ ε δεΫμΝ
κηΪ μΝΫξκυθΝ κθΝπδκΝπ λέπζκεκΝκλδ ησΝ δσ δΝυπΪλξκυθΝ λέαΝ τθκζαΝ
απσΝ αυ ΫμΝ ΧSp n,ℝ , Sp n, ℂ  εαδΝ Sp n ) εαδΝ π δ άΝ ΫξκυθΝ θαΝ
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εΪθκυθΝ η Ν αθ δ υηη λδεΫμ δΰλαηηδεΫμΝ ηκλφΫμ παλΪΝ η Ν δμΝ
π λδ σ λκ ΰθπ ΫμΝ υηη λδεΫμΝ δΰλαηηδεΫμΝηκλφΫμ. 
 

ΠλδθΝπλκξπλά κυη ,Ν γαΝαθαφ λγκτη Ν Ν κλδ ηΫθ μΝ Ϋθθκδ μΝ απσΝ βθΝ
ΰλαηηδεάΝΪζΰ ίλαέ 

 

Θ πλκτη ΝΫθαθΝ δαθυ ηα δεσΝξυλκΝVΝ πέΝ κυΝ υηα κμΝό F = ℝ ά ℂ . 

ΜδαΝαπ δεσθδ βΝ βμ ηκλφάμμ 
  , : V × V →  F 
 

η Ν βθΝδ δσ β α 

 x + y, z = x, z + y, z   

 x, y + z = ̅ x, y + ̅ x, z  
 ∀x, y, z V �  ∀α, ί F, 

 

κθκηΪα αδΝ α  φ  (bilinear form). ΪθΝ = {. . . , e , . . . } 
έθαδΝηδαΝίΪ βΝ κυΝ δαθυ ηα δεκτΝξυλκυΝVΝεαδΝg = e , e , σ μ x, y = ∑x e ,∑y e =∑∑x y̅ e , e =∑∑x y̅ g= x gy̅ 

 

βζα άΝβΝ δΰλαηηδεάΝηκλφάΝκλέα αδΝ πζάλπμΝαθΝ κγκτθΝ αΝ κδξ έαΝg ,ΝπκυΝαπκ ζκτθΝ κθΝπέθαεαΝgΝ βμΝ δΰλαηηδεάμΝηκλφάμ. 
 

ΓδαΝF = ℝ 

 

ΜδαΝ δΰλαηηδεάΝηκλφάΝζΫΰ αδΝ υηη λδεάΝεαδΝγαΝ βθΝ υηίκζέακυη Ν
η Ν  , σ εαδΝgσ κθΝαθ έ κδξκΝπέθαεαΝ Ϊθ 

 ∀x, y V, x, y σ = y, x σ  άΝδ κ τθαηαΝgσ = gσ   
 

εαδΝ αθ δ υηη λδεάΝ πκυΝ γαΝ βθΝ υηίκζέακυη Ν η Ν  , α εαδΝ gα κθΝ
αθ έ κδξκΝπέθαεαΝ Ϊθ 

 ∀x, y V, x, y α = − y, x α άΝδ κ τθαηαΝgα = −gα  

 

βθΝ ζ υ αέαΝ π λέπ π βΝ βΝ δΪ α βΝ κυΝ δαθυ ηα δεκτΝ ξυλκυΝ VΝ
πλΫπ δΝθαΝ έθαδΝΪλ δκμΝαλδγησμέ 
 

ΠαλΪ δΰηαΝ αθ δ υηη λδεάμΝ δΰλαηηδεάμΝ ηκλφάμΝ έθαδΝ αυ άΝ πκυΝ
αθ δ κδξ έΝ κθΝπέθαεαμ 
 g = ( I−I ) 
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σπκυΝI  κΝ αυ κ δεσμΝn × n πέθαεαμ η Ν 
 x, y α = x y + − x + y + x y + − x + y + + 

 + x y − x y = x gy 
 

ΈθαμΝ ζ άμΝ Σ,Ν πκυΝ πδ λΪΝ πΪθπΝ ΥΝ ΫθαθΝ δαθυ ηα δεσ ξυλκΝ VΝ
φκ δα ηΫθκΝη Νηδα δΰλαηηδεάΝηκλφάΝ  , ,ΝγαΝζΫΰ αδμ 

 

1) κλγκΰυθδκμΝ αθΝ βΝ δΰλαηηδεάΝ ηκλφάΝ έθαδΝ υηη λδεάΝ εαδΝ κΝ
ζ άμΝΣΝδεαθκπκδ έ βθΝ ξΫ βμ 

 Tx, Ty σ = x, y σ ∀x, y V 
 

βζέΝαφάθ δΝαθαζζκέπ βΝ βθΝ δΰλαηηδεάΝηκλφάέ 
 

2) υηπζ ε δεσμΝαθΝβΝ δΰλαηηδεάΝηκλφάΝ έθαδΝαθ δ υηη λδεάΝεαδΝκΝ
ζ άμΝΣ δεαθκπκδ έΝ βθΝ ξΫ βμ 

 Tx, Ty α = x, y α ∀x, y V 

 

ΥΝΫθαΝξυλκ,Ν κθΝκπκέκΝΫξκυη Νκλέ δΝηδαΝαθ δ υηη λδεάΝηκλφά,Ν
ηπκλκτη Ν θαΝ ίλκτη  ηδαΝ ίΪ β = {e , e , . . . , e , e− , e−  , . . . , e− }, βΝ κπκέαΝ κθκηΪα αδΝ
υπ λίκζδεά,Ν Ϋ κδαΝυ μ 
 e , e α = e− , e−  =  , e , e α =  

 

Υλβ δηκπκδυθ αμΝ ηδαΝ υπ λίκζδεάΝ ίΪ β,Ν ηδαΝ αθ δ υηη λδεάΝ
δΰλαηηδεάΝηκλφάΝηπκλ έΝθαΝπαλα αγ έΝαπσΝ κθΝπέθαεαμ 

 J = ( I−I ) 
 

σπκυΝJ κΝ αυ κ δεσμΝn πέθαεαμ εαδΝγαΝΫξκυη Ν x, y α = x JyέΝΣσ ΝΫθαμΝ
ζ άμΝ ΣΝ έθαδΝ υηπζ ε δεσμΝ ΪθΝ δ ξτ δΝ T JΣ = J,Ν σπκυΝ J κΝ βnΝ
αυ κ δεσμΝ ζ άμέΝ ΠλΪΰηα δ,Ν Ϋ πΝ x,yΝ υκΝ υξαέαΝ δαθτ ηα α,Νx, y α ηδαΝ αθ δ υηη λδεάΝ δΰλαηηδεάΝ ηκλφάΝ εαδΝ ΣΝ ΫθαμΝ
υηπζ ε δεσμΝ ζ άμ,Ν σ Ν γαΝ Ϋξκυη Ν Tx, Ty α = x, y α ⇒ Tx J(Ty) = x Jy ⇒ x (T JT)y = x Jy ⇒ T JΣΝοΝJέ π δ άΝ ΝεΪγ Ν
ζ άΝΣΝαθ δ κδξ έΝπμΝπλκμΝηδαΝίΪ βΝ ΝΫθαμΝπέθαεαμ,ΝκδΝπαλαπΪθπΝ
ζ ΫμΝ ξαλαε βλέακυθΝ εαδ κυμΝ αθ έ κδξκυμΝ πέθαε μέΝ Έ δΝ Ϋξκυη Ν
βθΝ ιάμΝκηΪ αΝπδθΪεπθμ 

 

υηπζ ε δεάΝ κηΪ α: πκ ζ έ αδΝ απσΝ κυμΝ πέθαε μΝ πκυΝ αφάθκυθΝ
αθαζζκέπ βΝ ηδα αθ δ υηη λδεάΝ δΰλαηηδεάΝ ηκλφάέΝ ΪθΝ ΰδαΝ ηδαΝ
αθ δ υηη λδεάΝηκλφά ξλβ δηκπκδά κυη  βθΝαθ έ κδξβΝυπ λίκζδεάΝ
ίΪ β,Ν σ ΝΫθαμΝπέθαεαμΝΜΝ έθαδΝ υηπζ ε δεσμΝ ΪθΝΫξκυη μ  
 Mx,My α = x, y α = xJy 



Ει ικές Ο ά ς Πι άκω  

 

49 

 

 

ΟδΝ πέθαε μΝ αυ ΫμΝ πδ λκτθΝ ησθκΝ Ν ξυλκυμΝ Ϊλ δαμΝ δΪ α βμΝ εαδΝ
ξπλέακθ αδΝ Ν υκ υπκκηΪ μΝ �� �,ℝ   �� �, ℂ  ΧΰδαΝ βθΝSp n, ℂ  δμΝ παλαπΪθπΝ ξΫ δμΝ γ πλ έ αδΝ F = ℂ εαδΝ ΰέθκθ αδΝ
ηδελκ λκπκπκδά δμΝ Ν αυ ΫμΝ η Ν ίΪ βΝ κθΝ κλδ ησΝ κυΝ π λδεκτΝ
ΰδθκηΫθκυΝ σππμΝ σγβε Ν κΝ Κ φΪζαδκΝ βΨ ΰδαΝ πλαΰηα δεκτμΝ εαδΝ
ηδΰα δεκτμΝ ξυλκυμΝ αθ έ κδξαέΝ Ο αλδγησμΝ πθΝ αθ ιαλ ά πθΝ
παλαηΫ λπθΝ έθαδμ 
 n − n = n n + ,ΝΰδαΝ βθΝSp n,ℝ  

 n − n = n n + ,Νΰδα βθ Sp n, ℂ  

 

ΟδΝ πέθαε μΝ ΜΝ βμΝ υηπζ ε δεάμΝ κηΪ αμΝ Sp n  δεαθκπκδκτθΝ βθΝ
ξΫ βΝT ΜΣ = Ι η ΝΣ κπκδκ άπκ ΝπέθαεαΝεαδΝI κΝ αυ κ δεσμΝπέθαεαμέ 

 

ΟδΝ υηπζ ε δεΫμΝ κηΪ μ Sp n,ℝ   Sp n, ℂ  απκ ζκτθΝ κηΪ μΝ
πδθΪεπθΝ Lie εαδΝ ξλβ δηκπκδκτθ αδΝ εα ΪΝ εσλκθΝ βθΝ εζα δεάΝ
ηβξαθδεάέΝ πκηΫθπμΝ θΝ γαΝ π ε αγκτη Ν π λαδ ΫλπΝ ΰδαΝ δμΝ κηΪ μΝ
αυ Ϋμ,Ν ηδαμΝ εαδΝ πλΫπ δΝ θαΝ ΰέθ δΝ ξλά βΝ γ πλβηΪ πθΝ εαδΝ κλδ ηυθΝ
εζα δεάμΝ ηβξαθδεάμΝ πκυΝ ι φ τΰκυθΝ απσΝ αΝ πζαέ δαΝ αυ άμΝ βμΝ
δπζπηα δεάμέ 

 

Κζ έθκθ αμ,Ν Ϋξκυη Ν βθΝ υ πα  υ π  α Sp(2n) πκυΝ
κλέα αδΝπμ 
 Sp n = Sp n, ℂ ∩ U n . 
 

 

3.2.8. ΗΝκηΪ αΝώeisenbergΝH 

 

ToΝ τθκζκΝσζπθΝ πθΝγ×γΝπλαΰηα δευθΝπδθΪεπθΝ Ν βμΝηκλφάμΝμ 
 = ( a bc)            

 

η Ν a , b , c ℝ κθκηΪα αδΝ α ώeisenbergέΝ τεκζαΝ ηπκλ έΝ θαΝ
ζ ΰξγ έΝσ δΝ κΝΰδθση θκΝ υκΝπδθΪεπθΝ βμΝηκλφάμΝ  έθ δΝπέθαεαΝ βμΝ
έ δαμΝηκλφάμέΝ εσηβΝκΝαθ έ λκφκμΝA−  θσμΝ Ϋ κδκυΝπέθαεαΝ Ν έθαδΝ
βμΝηκλφάμ 

 A− = ( −a ac − b−c ) 

 

ΆλαΝβΝ Ναπκ ζ έΝυπκκηΪ αΝ κυΝGL(3, ℝ έΝ εσηβΝαπκ δεθτ αδΝσ δΝ
κΝσλδκΝπδθΪεπθΝ βμΝηκλφάμΝ  έθ δΝ πέθαεαΝ έ δαμΝηκλφάμΝΪλαΝβΝ Ν
απκ ζ έΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝδieέ 
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3.2.9. ΟδΝκηΪ μΝℝ , ℂ , � , ℝ εαδΝℝ� 

 

ΠκζζΫμΝ βηαθ δεΫμΝ κηΪ μΝ πκυΝ θΝ έθαδΝ εΝ φυ δεκτΝ κυμΝ κηΪ μΝ
πδθΪεπθ ηπκλκτθΝθαΝγ πλβγκτθΝ αθΝ Ϋ κδ μέ 
 

Ν κηΪ αΝℝ  πθΝ ηβΝ ηβ θδευθΝ πλαΰηα δευθΝ αλδγηυθΝ πμΝ πλκμΝ βθ 

πλΪιβΝ κυΝπκζζαπζα δα ηκτΝ έθαδΝδ κηκλφδεάΝη Ν βθ GL(1, ℝ έΝΆλαΝ
γαΝγ πλά κυη Ν βθΝℝ  αθΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝLieέΝΟηκέπμ,ΝβΝκηΪ αΝℂ  

πθΝ ηβΝ ηβ θδευθΝ ηδΰα δευθΝ αλδγηυθΝ πμΝ πλκμΝ βθ πλΪιβΝ κυΝ
πκζζαπζα δα ηκτΝ έθαδΝ δ κηκλφδεάΝη Ν βθ GL(1, ℂ  εαδΝβΝκηΪ αΝS  

πθΝηδΰα δευθΝαλδγηυθΝη Ναπσζυ βΝ δηάΝέ βΝη Ν1Ν έθαδΝδ κηκλφδεάΝη Ν
βθΝU(1). 

 

ΝκηΪ αΝℝ πμΝπλκμΝ βθ πλΪιβΝ βμΝπλσ γ βμΝ έθαδΝδ κηκλφδεάΝη Ν βθ GL ,ℝ + ( ×  πλαΰηα δεκέΝπέθαε μΝη Νγ δεάΝκλέακυ αΨΝηΫ πΝ βμ 
απ δεσθδ βμΝx → [e ]έΝ ΝκηΪ αΝℝ  Χη Ν δαθυ ηα δεάΝπλσ γ βΨΝ έθαδΝ
δ κηκλφδεάΝ η Ν βθ κηΪ αΝ πθΝ δαΰυθδπθΝ πλαΰηα δευθΝ πδθΪεπθΝ η Ν
γ δεΪΝ δαΰυθδαΝ κδξ έαΝηΫ πΝ βμΝαπ δεσθδ βμ 
 , … , � → ( �   ⋱   ��). 
 

 

3.2.10. υεζ έ δ μ ΟηΪ μΝεαδΝκηΪ μΝPoincare 

 

ΜδαΝ ΪζζβΝ βηαθ δεάΝ εα βΰκλέαΝ κηΪ πθΝ πδθΪεπθΝ δieΝ έθαδΝ κδΝ
Ευ   Ε(n) εαδΝ κδΝ  Poincare P(n,1). H 

υεζ έ δαΝκηΪ αΝ ΧnΨΝ έθαδΝ ιΝκλδ ηκτΝβΝκηΪ αΝσζπθΝ πθΝΫθαΝπλκμΝ
ΫθαΝ απ δεκθέ πθΝ f :ℝ → ℝ  πκυΝ δα βλκτθΝ βθΝ απσ α βΝ βζα άΝd f x , f y  =  d x, y  ΰδαΝ εΪγ Ν x, y ℝ , σπκυΝ η Ν d θθκ έ αδΝ βΝ
υθάγβμΝη λδεάΝ κθΝℝ . ΜΫξλδΝ δΰηάμΝ θΝΫξκυη Νγ πλά δΝεαηέαΝ
δ δσ β αΝ βμΝf ε σμΝαπσΝ βθΝπαλαπΪθπέΝΜπκλ έ βΝf θαΝηβθΝ έθαδΝεαθΝ
ΰλαηηδεάέΝ ΝκλγκΰυθδαΝκηΪ α,Ν π δ άΝ δα βλ έΝ κΝ π λδεσΝΰδθση θκ 

ΧαφκτΝ x, y  =  x, y Ψ,Ν απκ ζ έΝ υπκκηΪ αΝ κυΝ ΧnΨΝ εαδΝ έθαδΝ βΝ
κηΪ αΝσζπθΝ πθ ΰλαηηδευθΝη α ξβηα δ ηυθΝαπσΝ κΝℝ  κθΝ αυ σΝ
κυ,Ν πκυΝ δα βλκτθΝ βθΝ απσ α βέ Έ πΝ x ℝ ,Ν σ Ν κλέα αδΝ βΝ
η αφκλΪΝεα ΪΝx, πμ 
 T y  =  x + y. 
 

ΣκΝ τθκζκΝ πθΝ η αφκλυθΝ εα ΪΝ x απκ ζ έ πέ βμΝ υπκκηΪ αΝ κυΝ
ΧnΨ. πκ δεθτ αδΝ σ δΝ εΪγ Ν κδξ έκΝ ΣΝ βμΝ ΧnΨΝ ηπκλ έΝ θαΝ ΰλαφ έΝ

εα ΪΝηκθα δεσΝ λσπκΝ βθ ηκλφά 

 T = T R 

 

η Νx ℝ  εαδΝR O n  . 

 

ΘαΝΰλΪφκυη ΝεΪγ Ν κδξ έκΝT = T R κυΝ ΧnΨΝ βΝηκλφάΝ{x, R}. 
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Έ δ,ΝαθΝy ℝ   

 {x, R}y =  Ry +  x. 
 

εσηβ, 
 {x , R }{x , R }y = R R y + x + x = 

 = R R y + x + R  x . 
 

Έ δ,Νκλέακυη ΝπμΝπλΪιβΝ βμΝ ΧnΨΝ βθΝ 
 {x , R }{x , R }  =  {x + R  x , R R } 
 

ΣκΝαθ έ λκφκΝ θσμΝ κδξ έκυΝ έθ αδΝαπσ 

 {x, R}−  =  {−R− x , R− } 
 

ΌππμΝ αθαφΫλγβε Ν βΝ ΧnΨΝ θΝ έθαδΝ υπκκηΪ αΝ κυΝ GL(n, ℝ) κτ Ν
κηΪ αΝ πδθΪεπθΝ δieΝ η  βθΝ εζα δεάΝ ΫθθκδαέΝ ΌηπμΝ βΝ ΧnΨΝ έθαδΝ
δ κηκλφδεάΝ η Ν ηδαΝ υπκκηΪ αΝ κυΝ GL(n+1, ℝ) δαΝ ηΫ κυΝ βμΝ
απ δεσθδ βμΝπκυΝαθ δ κδξέα δΝ κΝ{x, R} E n  κθΝπαλαεΪ πΝπέθαεα 

    x R     x  

 

χπκ δεθτ αδΝ σ δ αΝ κδξ έαΝ βμΝ παλαπΪθπΝ ηκλφάμΝ απκ ζκτθΝ
κηΪ αΝπδθΪεπθΝδieέ 
 

Μ ΝπαλσηκδκΝ λσπκΝ κλέα αδΝ εαδΝ βΝ κηΪ αΝ PoincareΝP(n,1). H P(n,1) 

έθαδΝβΝκηΪ αΝσζπθΝ πθΝη α ξβηα δ ηυθΝ κυΝℝ +  βμΝηκλφάμΝ 
 T A 

 

η Ν x ℝ +  εαδΝ A O n, έΣαΝ κδξ έαΝ βμΝ κηΪ αμΝ αυ άμΝ έθαδΝ
κυ δα δεΪΝ κδΝ αφφδθδεκέΝ ΧάΝ κηκπαλαζζβζδεκέΨΝ η α ξβηα δ ηκέΝ
Χ βζα άΝ κδΝ απ δεκθέ δμΝ βμΝ ηκλφάμΝ x→Ax+b σπκυΝ κ Ν απκ ζ έΝ
πέθαεαΝn × n ΰλαηηδεάμ απ δεσθδ βμ εαδ κ bΝ αγ λΪΨΝ κυΝℝ + , πκυΝ
δα βλκτθΝ βθΝ η λδεάΝ δorentz dL x, y = x − y + +x − y − x + − y + . ΝπλΪιβΝ βμΝκηΪ αμΝPoincareΝκλέα αδΝ
εα ΪΝ αθαζκΰέαΝ η Ν βθΝ πλΪιβΝ βμ υεζ έ δαμΝ κηΪ αμέ Ν κηΪ αΝ
Poincare P(n,1) έθαδΝ δ κηκλφδεάΝ η Ν βθΝ κηΪ αΝ πθΝ πδθΪεπθΝ
δΪ α βμΝ n + × n +  βμΝηκλφάμ 

    x A     x +  
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η Ν A O n, έΝ ΣκΝ τθκζκΝ πθΝ πδθΪεπθΝ βμΝ παλαπΪθπΝ ηκλφάμΝ
απκ ζκτθΝκηΪ μΝπδθΪεπθΝLie. 

 

3.3. υηπΪΰ δα 

 

Ολδ ησμΝγέγ.1  
 

ΜδαΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝδieΝG ζΫη Νσ δΝ έθαδΝ υηπαΰάμ,Ν ΪθΝδεαθκπκδκτθ αδΝκδ 
παλαεΪ πΝ υκΝ υθγάε μΝ 

 

1) ΪθΝA  έθαδΝ ηδαΝ αεκζκυγέαΝ πδθΪεπθΝG εαδΝ βΝA  υΰεζέθ δΝ Ν ΫθαΝ
πέθαεαΝ , σ ΝκΝ Ναθάε δΝ βθΝG. 

 

2) ΤπΪλξ δΝ αγ λΪΝ C Ϋ δΝ υ Ν ΰδαΝ εΪγ Ν G , ∣ A ∣ C ΰδαΝ εΪγ Νi , j n. 
 

ΠλΫπ δΝθαΝ βη δπγ έΝσ δΝκΝπαλαπΪθπΝκλδ ησμΝ θΝ υηπέπ δΝη Ν κθΝεζα δεσΝ
κπκζκΰδεσΝκλδ ησΝ βμΝ υηπΪΰ δαμέΝΌηπμΝ κΝ τθκζκΝM ℂ  σζπθΝ πθΝn × n 

ηδΰα δευθΝ πδθΪεπθΝ ηπκλ έΝ θαΝ γ πλβγ έΝ πμΝ δ κηκλφδεσΝ η Ν κΝ ℂ έΝ ΈθαΝ
παεσζκυγκΝ κυΝπαλαπΪθπΝκλδ ηκτΝ έθαδΝσ δΝβΝύΝ έθαδΝ υηπαΰάμΝαθΝεαδΝησθκΝ
αθΝ έθαδΝΫθαΝεζ δ σ,ΝφλαΰηΫθκΝυπκ τθκζκΝ κυΝℂ .  

 

ΌζαΝ αΝπαλα έΰηα αΝκηΪ πθΝπδθΪεπθΝLie υπαεκτθ βθΝδ δσ β αΝΧ1ΨΝ ε σμΝ
πθΝGL(n, ℝ) εαδΝGL(n, ℂ). 

 

3.3.1. Παλα έΰηα αΝ υηπαΰυθΝκηΪ ωθ 

 

ΚΪπκδαΝ παλα έΰηα αΝ υηπαΰυθΝ κηΪ πθ πδθΪεπθ δieΝ απκ ζκτθΝ κδΝ
κηΪ μΝΟΧnΨΝεαδ SO(n). Νπλυ βΝδ δσ β αΝ κυΝκλδ ηκτΝδεαθκπκδ έ αδ,Ν
δσ δΝ κΝ σλδκΝ αεκζκυγδυθΝ κλγκΰπθέπθΝ πδθΪεπθ έθαδΝ κλγκΰυθδκμΝ
πέθαεαμΝεαδΝ κΝσλδκΝαεκζκυγδυθΝπδθΪεπθΝηκθα δαέαμΝκλέακυ αμΝ έθαδ 
πέθαεαμΝ ηκθα δαέαμΝ κλέακυ αμέ Ν τ λβΝ δ δσ β αΝ δεαθκπκδ έ αδ,Ν
δσ δΝ ΪθΝ κΝ Ν έθαδΝ κλγκΰυθδκμ,Ν σ Ν αΝ δαθτ ηα α άζβμΝ κυΝ Ν
ΫξκυθΝ θσληαΝ 1 εαδΝ ΪλαΝ ∣ A ∣  ΰδαΝ σζαΝ αΝ k , l n. Μ Ν
παλσηκδκΝ πδξ έλβηαΝαπκ δεθτ αδΝσ δΝεαδΝκδΝU(n), SU(n) εαδΝSp(n) 

έθαδΝ υηπαΰ έμέΝ Χυηπ λδζαηίαθκηΫθκυΝ εαδΝ κυΝ ηκθα δαέκυΝ ετεζκυΝS ≅ U .)  

 

3.3.2. Παλα έΰηα αΝηβΝ υηπαΰυθΝκηΪ ωθ 

 

KΪπκδ μΝκηΪ μ πδθΪεπθ δie,ΝπκυΝ θΝ έθαδΝ υηπαΰ έμΝ έθαδΝκδΝκηΪ μΝ
GL(n, ℝ) εαδΝ GL(n, ℂ) δσ δΝ παλαίδΪα αδΝ βΝ πλυ βΝ απαέ β βΝ κυΝ
κλδ ηκτ,Ν αφκτΝ σλδκΝ αθ δ λΫοδηπθΝ πδθΪεπθ ηπκλ έΝ θαΝ έθαδΝ ηβΝ
αθ δ λΫοδηκμΝ πέθαεαμέ  δμΝ κηΪ μΝ SL(n, ℝ) εαδΝ SL(n, ℂ) 

παλαίδΪα αδΝβΝ τ λβΝαπαέ β βΝ κυΝκλδ ηκτΝΧ ε σμΝ βμΝδ δΪακυ αμΝ
π λέπ π βμΝπκυΝ κΝnο1ΨΝηδαμΝεαδΝκ 
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A = (  
 m      m           ⋱      )  

 
 

Ϋξ δΝ κλέακυ αΝ έ βΝ η Ν 1,Ν αθ ιαλ ά πμΝ βμΝ δηάμΝ κυΝmέΝ ΟδΝ κηΪ μΝ
O(n, ℂ), SO(n, ℂ), O(n, k), SO(n, k) (η  n , k , βΝ κηΪ αΝ
Heisenberg H, Sp(n, ℝ), Sp(n, ℂ), E(n), P(n, ), ℝ , ℂ ,ℝ εαδ ℝ  

πέ βμΝπαλαίδΪακυθΝ βθΝδ δσ β αΝΧβΨΝεαδΝΪλαΝ έθαδΝηβΝ υηπαΰ έμ. 
 

 

3.4. υθ ε δεσ β α 
 

Ολδ ησμΝγέ4έ1 

 

ΜδαΝκηΪ αΝπδθΪεπθΝδieΝζΫΰ αδΝ υθ ε δεά,Ν ΪθΝΰδαΝεΪγ Ν υκΝπέθαε μΝ ΝεαδΝ ,Ν
πκυΝαθάεκυθΝ βθΝG υπΪλξ δΝηδαΝ υθ ξάμΝ υθΪλ β β- λσηκμΝ t  a t b, 

βΝκπκέαΝΫξ δΝ δηΫμΝ βθ G εαδΝ a  =   εαδΝ b  =  B. 

 

ΜδαΝκηΪ αΝ πδθΪεπθΝδie,Ν πκυΝ έθαδΝ ηβΝ υθ ε δεά,Ν ηπκλ έΝ θαΝ δαη λδ γ έΝ Ν
ηδαΝ Ϋθπ βΝ πκζζυθΝ υθ ε δευθΝ υθσζπθΝ κυ,Ν Ϋ δΝ υ Ν εΪγ Ν υκΝ κδξ έαΝ
δαφκλ δευθΝ υθσζπθΝθαΝηβθΝηπκλκτθΝθαΝ θπγκτθΝεα ΪΝαυ σθΝ κθΝ λσπκέ 

 

Πλσ α βΝγέ4έ1 

 

ΝκηΪ αΝGL(n, ℂ) έθαδΝ υθ ε δεάΝΰδαΝεΪγ Νn  . 

 

πσ διβ 

 

Έ πΝ n =  έΝ ΈθαμΝ ×  πέθαεαμΝ αθ δ λΫοδηκμΝ εαδΝ ηδΰα δεσμΝ έθαδΝ βμΝ
ηκλφάμΝ  = [ ] η  ℂ . ΓδαΝ εΪγ Ν υκ Ϋ κδκυμΝ αλδγηκτμΝ ηπκλκτη Ν θαΝ
ίλκτη Ν τεκζαΝηκθκπΪ δ,ΝπκυΝθαΝ κυμΝ θυθ δ εαδΝθαΝηβθΝ δΫλξ αδΝαπσΝ κΝ0.  

 

ΓδαΝn  ,ΝγαΝ δξ έΝσ δΝεΪγ Ν κδξ έκΝ κΝGL(n, ℂ) ηπκλ έΝθαΝ θπγ έΝηΫ πΝ
θσμΝηκθκπα δκτΝη Ν βθΝηκθΪ αέΝΈ δΝεΪγ Ν υκΝ κδξ έαΝγαΝ θυθκθ αδΝη αιτΝ
κυμΝζσΰπΝ βμΝΫθπ άμΝ κυμΝη Ν βΝηκθΪ αέ  

 

ΘαΝ ξλβ δηκπκδβγ έΝ βΝ πλσ α βΝ βμΝ ΓλαηηδεάμΝ Άζΰ ίλαμ,Ν σ δΝ εΪγ Ν πέθαεαμΝ
έθαδΝ σηκδκμΝ η  ΫθαθΝ ΪθπΝ λδΰπθδεσΝ πέθαεαέΝ Έ δ,Ν ΰδαΝ εΪγ Ν n × n ηδΰα δεσΝ
πέθαεαΝ Ν υπΪλξ δΝ ΫθαμΝ αθ δ λΫοδηκμΝ n × n πέθαεαμΝ C,Ν Ϋ δΝ υ Ν  =CBC −  η Ν κθΝ ΝΪθπΝ λδΰπθδεσ 

 B = (   ⋱   ). 
 

ΪθΝυπκγΫ κυη Νσ δΝκΝ Ν έθαδΝαθ δ λΫοδηκμ,Ν σ ΝσζαΝ αΝ  πλΫπ δΝθαΝ έθαδΝ
ηβΝ ηβ θδεΪ, αφκτΝdetA =  detB =    . Έ πΝ κΝ t  βΝ υθΪλ β β,Ν
πκυΝ πλκετπ δΝ ΪθΝ πκζζαπζα δΪ κυη Ν κΝ ΪθπΝ λδΰπθδεσΝ ηΫλκμ κυΝ Ν η Ν
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− t  η  t  Χ ε σμΝ βμΝ δαΰπθέκυΨέ Έ πΝ t  =  CB t C − . Σσ  β 

ΧtΨΝ έθαδΝ ηδαΝ υθ ξάμΝ υθΪλ β βΝ ηκθκπΪ δ,Ν πκυΝ αλξέα δΝ απσΝ κΝ  εαδΝ
εα αζάΰ δΝ κΝCDC −  η Ν 
 D = (   ⋱   ). 
 

 

H υθΪλ β βΝ Χt) αθάε δΝ κΝGL(n, ℂ),Ν αφκτΝdetA t =  = det  

ΰδαΝσζαΝ αΝtέΝ 
 

Συλα,Ν σππμΝ βθΝ π λέπ π βΝ ΰδαΝ n =  κλέακυη Ν  (t) βΝ υθΪλ β β,Ν πκυΝ
θυθ δΝεΪγ Ν  η Ν κ 1Ν κΝℂ  εαγυμΝ κΝt πβΰαέθ δΝαπσΝ κΝ1 κΝ2. Έ δΝβΝ ΧtΨΝ
κλέα αδΝ κΝ δΪ βηαΝ t  η Νμ 
 A t = C( t   ⋱   t ) C− . 
 

υ άΝ έθαδΝ ηδαΝ υθ ξάμΝ υθΪλ β βΝ λσηκμ,Ν πκυΝ ι εδθΪΝ απσΝ κΝ CDC −  ΰδαΝ
εΪγ Νt =   εαδ εα αζάΰ δΝ κΝ  =  CIC −  ΰδαΝt =  . φκτΝ κΝ t  έθαδΝηβΝ
ηβ θδεσ,ΝβΝ ΧtΨΝαθάε δΝ κΝGL(n, ℂ) εαδΝΪλαΝ κΝαβ κτη θκ απκ έξ βε έΝ 
 

Πλσ α βΝ3.4.2 

 

ΝκηΪ αΝSL(n, ℂ) έθαδΝ υθ ε δεάΝΰδαΝn  . 

 

πσ διβ 

 

Ναπσ διβΝ έθαδΝπαλσηκδαΝη Ν βθΝπλκβΰκτη θβέΝ λε έΝσηπμΝθαΝ δα βλβγ έΝβΝ
υθγάεβΝdetA = . Έ πΝ Ν υξαέκΝ κδξ έκΝ κυΝSL(n, ℂ)έΝ ΓδαΝn =  έθαδΝ
πλκφαθάμ. ΓδαΝ n  κλέακυη Ν t), σππμΝ πλδθΝ t  η   =    = CDC − αφκτΝ detA t  =  detA = . ΣυλαΝ κλέακυη Ν t  

σππμΝ πλδθΝ η Ν k n −  εαδΝ t  θαΝ έθαδΝ κΝ αλδγησμ [ t  − t  ]−  αφκτΝ  =  εαδΝ = . υ σΝ πδ λΫπ δΝ βΝ
τθ βΝη Ν βθΝηκθΪ αΝπαλαηΫθκθ αμΝ κΝSL(n, ℂ).  

 

Πλσ α βΝ3.4.3 

 

ΝκηΪ αΝU(n) έθαδΝ υθ ε δεάΝΰδαΝn  . 

 

πσ διβ 

 

πσΝ πλσ α βΝ βμΝ ΓλαηηδεάμΝ Άζΰ ίλαμ,Ν εΪγ Ν κλγκηκθα δαέκμΝ πέθαεαμΝ Ϋξ δΝ
ηδαΝκλγκεαθκθδεά ίΪ βΝ δ δκ δαθυ ηΪ πθΝη Ν δ δκ δηΫμΝ βμΝηκλφάμΝe θ. Άλα,Ν
εΪγ Νκλγκηκθα δαέκμΝπέθαεαμΝU ΰλΪφ αδΝπμΝ 
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U = U (e θ   ⋱   e θn)U −  

 

η ΝU  κλγκηκθα δαέκΝ εαδΝθ ℝ . θ έ λκφαΝεΪγ ΝπέθαεαμΝ βμΝ παλαπΪθπΝ
ηκλφάμΝ έθαδ κλγκηκθα δαέκμέ Ολέακυη   

 U t = U (e −t θ   ⋱   e −t θn)U −  

 

Μ Ν κΝ t θαΝεδθ έ αδΝαπσΝ κΝ0 κΝ1 κλέα αδΝ υθ ξάμΝ υθΪλ β βΝ λσηκμΝ κΝ
U(n) πκυΝ θυθ δ κΝU η Ν κΝΙέΝΆλα,ΝεΪγ Ν υκΝ κδξ έαΝ κυΝU(n) ηπκλκτθΝθαΝ
θπγκτθΝηΫ πΝηδαμΝ υθ ξκτμΝ υθΪλ β βμ- λσηκυ,ΝβΝκπκέαΝγαΝπβΰαέθ δΝαπσΝ
κΝU κΝΙΝεαδ,ΝΫπ δ α,ΝαπσΝ κΝΙΝ κΝV. 

 

Πλσ α βΝ3.4.5 

 

ΝκηΪ αΝGL(n, ℝ) έθαδΝηβΝ υθ ε δεά,ΝαζζΪΝαθαζτ αδΝ Ν υκ υθδ υ μ,Ν κ GL n,ℝ  + βζα άΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ n × n πλαΰηα δευθΝ πδθΪεπθΝ η  γ δεάΝ
κλέακυ α,Ν εαδΝ κΝ GL n,ℝ  −,Ν βζα άΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ n × n πλαΰηα δευθ 

πδθΪεπθΝη Ναλθβ δεάΝκλέακυ αέ 
 

πσ διβ 

 

ΣκΝ GL(n, ℝ) θΝ ηπκλ έΝ θαΝ έθαδΝ υθ ε δεσ,Ν δσ δΝ ΪθΝ det A >  εαδΝdet B < ,Ν σ Ν εΪγ  υθ ξάμΝ υθΪλ β βΝ πκυΝ θυθ δΝ κΝ Ν η Ν κΝ Ν ,Ν γαΝ
π λδζαηίΪθ δΝ κδξ έκΝη Νκλέακυ αΝηβ Ϋθέ Μ ΝπαλσηκδαΝ πδξ δλάηα αΝη ΝπλδθΝ
ίζΫπκυη Ν σ δΝ κΝ GL n,ℝ  +  έθαδΝ υθ ε δεσέ φσ κθΝ κΝ GL n,ℝ  + έθαδΝ
υθ ε δεσ,Ν σ Ν κΝ έ δκΝ δ ξτ δΝ εαδΝ η Ν κΝ GL n,ℝ  −. ΠλΪΰηα δ,Ν Ϋ πΝ C 

πέθαεαμΝη Ναλθβ δεάΝκλέακυ αΝεαδΝΫ πΝ ,Ν ΝαθάεκυθΝ κΝGL n,ℝ  −. Σσ ΝC− A εαδΝ C− B αθάεκυθΝ κΝ GL n,ℝ  + εαδΝ θυθκθ αδΝ απσΝ ηδαΝ υθ ξάΝ
υθΪλ β β D(t) κΝGL n,ℝ  +. ΆλαΝ κΝCD(t) έθαδΝ υθ ξάμΝ υθΪλ β βΝ κΝ GL n,ℝ  − πκυΝ θυθ δΝ κΝ ΝεαδΝ .  

 

ΠαλαεΪ πΝ έθ αδΝΫθαμΝπέθαεαμΝαπσΝκηΪ μΝπδθΪεπθ δieΝπκυΝαθαφΫλ δΝ κΝαθΝ
έθαδ υθ ε δεΫμΝεαδΝ κΝπσ μΝ υθ ε δεΫμΝ υθδ υ μΝΫξκυθ 

 

ΟΜ  ΤΝ ΚΣΙΚΗ; ΤΝΙΣΧ  

GL(n,ℂ) Ν Ι 1 

SL(n,ℂ) Ν Ι 1 

GL(n,ℝ) ΟΥΙ 2 

SL(n,ℝ) Ν Ι 1 

O(n) ΟΥΙ 2 

SO(n) Ν Ι 1 

U(n) Ν Ι 1 

SU(n) Ν Ι 1 

O(n,1) ΟΥΙ 4 

SO(n,1) ΟΥΙ 2 
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Heisenberg H Ν Ι 1 

E(n) ΟΥΙ 2 

P(n,1) ΟΥΙ 4 

 

3.5.Οηκηκλφδ ησμΝεαδΝΙ κηκλφδ ησμ 
 

Ολδ ησμ 3.5.1 

 

Έ πΝG εαδΝH κηΪ μΝπδθΪεπθΝLieέΝ Ν υθΪλ β βΝΦΝπκυΝαπ δεκθέα δΝ κθΝ Ν
απσ κΝG κΝH κθκηΪα αδΝ φ  α  Lie,Ν ΪθΝΧ1ΨΝβΝΦΝαπκ ζ έΝ
κηκηκλφδ ησΝκηΪ αμΝεαδΝΧβΨΝβΝΦΝ έθαδΝ υθ ξάμέΝ Ϊθ,Ν πδπζΫκθ,ΝβΝΦΝ έθαδΝ1-1 

εαδΝ πέΝεαδΝβΝαθ έ λκφβΝαπ δεσθδ βΝΦ−  έθαδΝ υθ ξάμ,Ν σ ΝβΝΦΝκθκηΪα αδΝ
φ  α  Lie. 

Ν υθγάεβΝσ δΝβΝΦΝ έθαδΝ υθ ξάμΝγαΝπλΫπ δΝθαΝγ πλβγ έΝεΪ δ ι ξπλδ σΝεαδΝ
τ λκπκ,ΝΰδαΝαυ σΝεαδΝγ πλ έ αδΝπκζτΝ τ εκζκΝθαΝηπκλΫ κυη ΝθαΝ υ κυη Ν
παλΪ δΰηαΝκηκηκλφδ ηκτΝκηΪ αμΝη αιτΝ τκΝκηΪ πθΝπδθΪεπθΝLie πκυΝθαΝ
ηβθΝ έθαδΝ υθ ξάμέΝ  βθΝ πλΪιβ,Ν ΪθΝ G = ℝ εαδΝ H = ℂ ,Ν σ Ν εΪγ Ν
κηκηκλφδ ησμΝκηΪ αμΝαπσ βθ G βθ H πλΫπ δ θαΝ έθαδΝ υθ ξάμέ 

ΪθΝ υλαΝ G εαδΝ H απκ ζκτθΝ κηΪ μ πδθΪεπθΝ Lie εαδΝ υπΪλξ δΝ Ϋθαμ 
δ κηκλφδ ησμΝ κηΪ πθΝLie απσ βθ G βθ H,Ν σ Ν κδΝG εαδΝH απκ ζκτθΝ
δ κηκλφδεΫμΝκηΪ μ εαδΝΰλΪφκυη ΝG ≅ HέΝ τκΝκηΪ μΝπδθΪεπθΝLie πκυΝ έθαδΝ
δ κηκλφδεΫμΝγαΝΫπλ π ΝθαΝγ πλκτθ αδΝαθαΰεαέαΝ αθΝηέαΝεαδΝέ δαΝκηΪ αέ 

ΣκΝ πδκΝ απζσΝ εαδΝ παλΪζζβζαΝ θ δαφΫλκθΝ παλΪ δΰηαΝ κηκηκλφδ ηκτΝ κηΪ αμΝ
Lie έθαδΝ βΝ κλέακυ α,Ν βΝ κπκέαΝ απκ ζ έΝ κηκηκλφδ ησΝ βμ GL(n, ℂ) β ℂ . 

ΈθαΝ ΪζζκΝ απζσΝ παλΪ δΰηαΝ έθαδΝ βΝ απ δεσθδ βΝ Φ:ℝ → SO ,Ν βΝ κπκέαΝ
έθ αδΝπμ Φ θ = cosθ −sinθsinθ cosθ  

υ άΝ βΝ απ δεσθδ βΝ έθαδΝ πλκφαθυμΝ υθ ξάμΝ εαδΝ κΝ υπκζκΰδ ησμΝ βμ, 
ξλβ δηκπκδυθ αμΝ υΰε ελδηΫθ μΝ λδΰπθκη λδεΫμΝ αυ σ β μ,  ηαμΝ έξθ δΝσ δΝ
απκ ζ έΝκηκηκλφδ ησέ ΠλΪΰηα δ,ΝΫξκυη  Φ θ Φ θ = (cosθ −sinθsinθ cosθ ) (cosθ −sinθsinθ cosθ ) 

= (cosθ cosθ − sinθ sinθ − cosθ sinθ + sinθ cosθsinθ cosθ + cosθ sinθ cosθ cosθ − sinθ sinθ ) 
= (cos θ + θ −sin θ + θsin θ + θ cos θ + θ ) = Φ θ + θ . 
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3.5.1. Παλα έΰηα αΝSUΧβΨΝεαδΝSO(3) 

ΈθαΝπκζτΝ βηαθ δεσΝγΫηα ΰδαΝ ηΪμΝ έθαδΝβΝ ξΫ β η αιτΝ πθΝκηΪ πθΝ
SUΧβΨΝεαδΝSO(3)έΝ υ σΝ κΝπαλΪ δΰηα εκπ τ δΝθαΝ έι δΝσ δΝκδΝSU(2) 

εαδΝ SO(3) έθαδΝ ξ σθΝ δ κηκλφδεΫμέΝ υΰε ελδηΫθα,Ν υπΪλξ δΝ Ϋθαμ 
κηκηκλφδ ησμΝ κηΪ αμΝ Lie βμΝ ηκλφάμΝ Φ,Ν κΝ κπκέκμΝ απ δεκθέα δΝ βθΝ
SUΧβΨΝ βθΝ SO(3) εαδΝ κΝ κπκέκμΝ έθαδΝ β-1έΝ ΣυλαΝ γαΝ π λδΰλΪοκυη  

αυ άθΝ βθΝαπ δεσθδ βέ 

Θ πλκτη Ν κθΝξυλκΝV σζπθΝ πθΝ ×  ηδΰα δευθΝπδθΪεπθ,ΝκδΝκπκέκδΝ
έθαδΝ αυ κ υαυΰ έμΝ ΧA = AΨΝ εαδΝ ΫξκυθΝ έξθκμΝ ηβ ΫθέΝ υ σμΝ απκ ζ έΝ
ΫθαθΝ λδ δΪ α κΝ πλαΰηα δεσΝ δαθυ ηα δεσΝ ξυλκ η Ν βθΝ αεσζκυγβΝ
ίΪ β A = , A = i−i , A = −  

Μπκλκτη ΝθαΝκλέ κυη Ν π λδεσΝΰδθση θκΝ κθΝV,ΝπμΝ 

A, B = tr AB . 
π υγ έαμΝ υπκζκΰδ ησμΝ βμΝ παλαπΪθπΝ ξΫ βμΝ έξθ δΝ σ δΝ βΝ{A , A , A } απκ ζ έΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪ βΝ κυΝ VέΝ Έξκθ αμ,Ν υλα,Ν
δαζΫι δΝηδαΝκλγκεαθκθδεάΝίΪ βΝ κυΝV,Νηπκλκτη Νθα αυ κπκδά κυη Ν
κθΝV η Ν κθΝℝ . 

ΣυλαΝυπκγΫ κυη Νσ δΝκΝU έθαδΝΫθαΝ κδξ έκΝ βμ SUΧβΨΝεαδΝκ Ν έθαδΝ
ΫθαΝ κδξ έκΝ κυΝV εαδΝγ πλκτη ΝUAU− έΝΣσ  tr UAU− = tr =

 εαδ UAU− = U− AU = UAU− , 
εαδΝ ΪλαΝ κ UAU−  αθάε δΝ εαδ αυ σμ κθΝ VέΝ πδπζΫκθΝ ΰδαΝ ΫθαθΝ
υΰε ελδηΫθκ U,Ν βΝ απ δεσθδ βΝ A → UAU−  έθαδΝ ΰλαηηδεάΝ κθΝ . 

Άλα,Ν ΰδαΝ εΪγ Ν U SU ,Ν ηπκλκτη Ν θαΝ κλέ κυη Ν ηδαΝ ΰλαηηδεάΝ
απ δεσθδ β Φ  κυΝV κθΝ αυ σ κυ η ΝίΪ βΝ κθΝ τπκ Φ A = UAU− . 
ΝαΝ βη δπγ έΝ σ δΝ U U AU− U− = U U A U U −  εαδΝ ΪλαΝΦ = Φ Φ έΝ πδπζΫκθ,Ν ΰδαΝ κγΫθΝ U SU  εαδΝ A, B V, 

Ϋξκυη  

Φ A ,Φ B = tr UAU− UBU− = 

= tr AB = A, B . 
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Άλα,ΝβΝΦ  απκ ζ έΝκλγκΰυθδκΝη α ξβηα δ ησΝ κυΝV. 

ΜσζδμΝ αυ κπκδά κυη Ν κθΝ V η Ν κθΝ ℝ  Χξλβ δηκπκδυθ αμΝ βθΝ
παλαπΪθπΝ κλγκεαθκθδεάΝ ίΪ βΨ,Ν σ  ηπκλκτη Ν θαΝ γ πλά κυη Ν εαδΝ
βθΝ Φ  αθΝ ΫθαΝ κδξ έκΝ βμ O(3)έΝ ΜδαμΝ εαδΝ Φ = Φ Φ , 

ίζΫπκυη Ν σ δΝ βΝ ΦΝ Χία δεΪΝ βΝ απ δεσθδ βΝ U → Φ ΨΝ απκ ζ έΝ
κηκηκλφδ ησΝ βμ SUΧβΨΝ βθ O(3)έΝ τεκζαΝ παλα βλκτη Ν σ δΝ βΝ ΦΝ
έθαδΝ υθ ξάμΝ εαδΝ ΪλαΝ απκ ζ έΝ κηκηκλφδ ησΝ κηΪ πθΝ Lie. 

Τπ θγυηέα αδ, υλα,Νσ δΝεΪγ Ν κδξ έκΝ βμ O(3) Ϋξ δΝκλέακυ αΝέ β η Ν± έΝΞΫλκθ αμΝσ δΝβΝSU(2) έθαδΝ υθ ε δεά,ΝβΝΦΝ έθαδΝ υθ ξάμΝεαδΝβΝΦI 
έθαδΝέ βΝη ΝI εαδΝβΝκπκέαΝΫξ δΝκλέακυ αΝέ βΝη Ν1,ΝΫπ αδΝσ δΝβΝΦΝπλΫπ δΝ
θαΝ απ δεκθέα δΝ βθΝSUΧβΨΝ κΝ αυ κ δεσΝ κδξ έκΝ βμ O(3),Ν κΝ κπκέκΝ
εαδΝ υηίκζέα αδΝπμΝSO(3). 

Ν απ δεσθδ βΝ U → Φ  θΝ έθαδΝ 1-1,Ν ηδαμΝ εαδΝ ΰδαΝ εΪγ Ν U SU , 

δ ξτ δΝσ δΝΦ = Φ−  ΧθαΝπαλα βλβγ έΝσ δΝ ΪθΝκΝU αθάε δΝ βΝSU(2), 

σ Ν κΝέ δκΝδ ξτ δΝεαδΝΰδαΝ κθΝ-U). έθαδ πζΫκθΝ φδε σΝθαΝ έικυη Νσ δΝ
βΝΦ  απκ ζ έΝηέαΝβ-1Ναπ δεσθδ βΝ βμΝSUΧβΨΝ βθΝSO(3),ΝεΪ δΝσηπμΝ
πκυΝ θΝ γαΝ εΪθκυη Ν υ,Ν ηδαμΝ εαδΝ ξλ δΪα αδΝ ξλά βΝ κλδ ηυθΝ εαδΝ
υπκγΫ πθΝ πκυΝ ι φ τΰκυθΝ απσΝ αΝ πζαέ δαΝ αυ άμΝ βμΝ δπζπηα δεάμΝ
λΰα έαμέ 

3.6.ΗΝπκζδεάΝπαλαΰκθ κπκέβ β ΰδαΝ α � �,ℝ  εαδΝ� �, ℂ  

 Ναυ σΝ κΝεκηηΪ δ,Να ξκζκτηα Νη Ν δμΝπκζδεΫμΝπαλαΰκθ κπκδά δμ ΰδαΝ δμ SL n,ℝ  εαδΝ SL n, ℂ έΝ υ ΫμΝ κδΝ παλαΰκθ κπκδά δμΝ ηπκλκτθΝ θαΝ
ξλβ δηκπκδβγκτθΝ ΰδαΝ θαΝ απκ δξγ έΝ βΝ υθ ε δεσ β αΝ πθ SL n,ℝ  εαδΝSL n, ℂ  αζζΪΝ εαδ ΰδα θαΝ δξγ έ σ δΝ κδΝ γ η ζδυ δμ κηΪ μ (fundamental 

groups) πθ SL n,ℝ  εαδΝSL n, ℂ  έθαδΝ έ δ μΝη Ναυ ΫμΝ πθ SO(nΨΝεαδΝSU(n) 

αθ έ κδξα ΧΣαΝ π λέΝ γ η ζδπ υθ κηΪ πθΝ θΝ γαΝ υαβ βγκτθΝ κΝ παλσθΝ
ε φΪζαδκΝ εαδ,Ν ΰ θδεσ λα,Ν βθΝ παλκτ αΝ δπζπηα δεά,Ν δσ δΝ απκ ζκτθ 

πλκξπλβηΫθβΝ ΰθυ βΝ πκυΝ ι φ τΰ δΝ απσΝ κθΝ εκπσΝ βμΝ δπζπηα δεάμΝ αυ άμέΝ
ΓδαΝ σπκδκθΝ πδγυη έΝ π λδ σ λ μΝ πζβλκφκλέ μΝ π λέ αυ κτ,Ν ηπκλ έΝ θαΝ
αθα λΫι δΝ κΝ ίδίζέκ [2]Ν βμΝ ίδίζδκΰλαφέαμΨέ υ ΫμΝ κδΝ παλαΰκθ κπκά δμ, 
πέ βμ,Ν γ πλκτθ αδΝ σ δ έθαδΝ αθΪζκΰ μΝ η Ν βθΝ ηκθα δεά παλαΰκθ κπκέβ β 

θσμ ηβΝ ηβ θδεκτΝ ηδΰα δεκτΝ αλδγηκτΝ z ηδαμΝ εαδΝ z = up,Ν η Ν |u| =  εαδΝ p 

πλαΰηα δεσΝεαδΝγ δεσΝαλδγησ ( λδΰπθκη λδεάΝηκλφάΝηδΰα δεκτΨ.  
 

ΈθαμΝ πλαΰηα δεσμΝ υηη λδεσμΝ πέθαεαμΝ P γ πλ έ αδΝ γ δεΪΝ κλδ ηΫθκμ,Ν ΪθΝx, Px >  ΰδαΝ σζαΝ αΝ ηβΝ ηβ θδεΪΝ δαθτ ηα αΝ x ℝ έΝ Χυηη λδεσμΝ
βηαέθ δΝ P = PΨέΝ Ι κ τθαηα,Ν ΫθαμΝ υηη λδεσμΝ πέθαεαμΝ έθαδΝ γ δεΪΝ
κλδ ηΫθκμ ΪθΝσζ μΝκδΝδ δκ δηΫμΝ κυΝ έθαδΝγ δεΫμέΝ κγΫθ κμΝ θσμ υηη λδεκτΝ
γ δεΪΝκλδ ηΫθκυ πέθαεαΝP,ΝυπΪλξ δΝΫθαμ κλγκΰυθδκμΝπέθαεαμΝR Ϋ δΝυ  P = RDR−  
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σπκυΝκΝD έθαδΝ δαΰυθδκμΝη Νγ δεΪΝ κδξ έαΝ , , έΝ Χ ΪθΝ πδζΫικυη ΝηδαΝ
κλγκεαθκθδεάΝ ίΪ βΝu , , u  δ δκ δαθυ ηΪ πθΝ ΰδαΝ κθΝP,Ν σ Ν κΝR έθαδΝ κΝ
πέθαεαμΝ κυΝ κπκέκυΝ κδΝ άζ μΝ έθαδΝ κδΝ u , , u ΨέΝ Μπκλκτη ,Ν Ϋπ δ α,Ν θαΝ
εα α ε υΪ κυη ΝηδαΝ λαΰπθδεάΝλέααΝ κυΝP πμ P / = RD / R−  

σπκυΝ κΝD /  έθαδΝ κΝ δαΰυθδκμΝ πέθαεαμ,Ν κυΝ κπκέκυΝ αΝ γ δεΪΝ κδξ έαΝ βμΝ
δαΰπθέκυΝ έθαδΝ αΝ / , , / έΝΈπ δ α,ΝκΝP /  έθαδΝ πέ βμ υηη λδεσμ εαδΝ
γ δεΪΝ κλδ ηΫθκμέΝ Μπκλ έΝ θαΝ δξγ έΝ σ δΝ κΝ P /  έθαδΝ κΝ ηκθα δεσμΝ γ δεΪΝ
κλδ ηΫθκμ υηη λδεσμΝπέθαεαμΝ κυΝκπκέκυΝ κΝ λΪΰπθκΝδ κτ αδΝη ΝP. 

Πλσ α βΝγέθέ1 

Έ πΝ κΝ Ν πκυΝ αθάε δΝ βθΝ SL n,ℝ έΝ Σσ , υπΪλξ δΝ ΫθαΝ ηκθα δεσΝ α τΰκμΝR, P  Ϋ δΝ υ Ν κΝ R SO n ,Ν κΝ P θαΝ έθαδΝ πλαΰηα δεσμ, υηη λδεσμ εαδΝ
γ δεΪΝ κλδ ηΫθκμ εαδΝ θαΝ δ ξτ δΝA = RPέΝΟΝ πέθαεαμΝP δεαθκπκδ έΝ βθΝ ξΫ βΝdetP = . 

πσ διβ 

ΪθΝ υπάλξ Ν Ϋ κδκΝ α τΰκμ,Ν σ Ν γαΝ έξαη Ν ΤA = PR− RP = P έΝ Θ πλκτη Ν
κθΝ ΤA υηη λδεσΝεαδΝγ δεΪΝκλδ ηΫθκ,ΝηδαμΝεαδΝ x, ΤAx = Ax, Ax > , 

σπκυΝAx ≠  ηδαμΝεαδΝκΝ Ν έθαδΝαθ δ λΫοδηκμέΝΈπ δ α,Νκλέακυη Ν κθΝP πμ P = ΤA /  

Ϋ δΝυ ΝκΝP θαΝ έθαδΝπλαΰηα δεσμ,Νγ δεΪΝκλδ ηΫθκμ εαδΝ υηη λδεσμέΝΜδαμΝ
εαδΝ γΫζκυη Ν A = RP,Ν πλΫπ δΝ θαΝ γΫ κυη Ν R = AP− = ΤA / − . 

πκ δεθτκυη Νσ δΝκΝR έθαδΝκλγκΰυθδκμ RR = A ΤA / − ΤA / − Τ = A ΤA − Τ = I 
υ σΝ ηαμ έξθ δΝ σ δΝ κΝ R αθάε δΝ βθΝ O(n)έΝ ΓδαΝ θαΝ απκ έικυη Ν σ δ κΝ R 

αθάε δΝ βθΝ SO(n),Ν βη δυθκυη Ν σ δΝ I = detA = detRdetPέΝ ΜδαμΝ εαδΝ κΝ P 

έθαδΝγ δεΪΝκλδ ηΫθκμ,ΝΫξκυη ΝdetP > έΝ υ σΝ βηαέθ δΝσ δΝ θΝηπκλκτη ΝθαΝ
Ϋξκυη  detP = − ,ΝΪλαΝπλΫπ δΝθαΝΫξκυη ΝdetP = .  

Έξκυη Ν υλαΝ αθαφ λγ έΝ βθΝ τπαλιβΝ κυΝ α τΰκυμ R, P  η Ν δμΝ πδγυηβ ΫμΝ
δ δσ β μέΝΓδαΝθαΝ έικυη Ν βθΝηκθα δεσ β αΝ κυΝα τΰκυμ,Νγυησηα Νσ δΝ ΪθΝ
ΫθαΝ Ϋ κδκΝ α τΰκμΝ υπΪλξ δ,Ν σ Ν πλΫπ δΝ θαΝ δ ξτ δΝ P = Τ έΝ ΌηπμΝ Ϋξκυη Ν
αθαφΫλ δΝθπλέ λαΝππμΝΫθαμΝγ δεΪΝκλδ ηΫθκμ,Νπλαΰηα δεσμΝεαδΝ υηη λδεσμΝ
πέθαεαμΝΫξ δΝηέαΝηκθα δεά,Νπλαΰηα δεά,Νγ δεάΝεαδΝ υηη λδεάΝ λαΰπθδεάΝ
λέαα,ΝΪλαΝκΝP έθαδΝηκθα δεσμέΝ 
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ΪθΝ κΝ P έθαδΝ αυ κ υαυΰάμΝ πέθαεαμΝ ηδΰα δευθΝ αλδγηυθΝ Χ βζα ά,Ν P = P), 

σ Ν ζΫη Ν σ δΝ κΝ P έθαδΝ   ΪθΝ x, Px >  ΰδαΝ σζαΝ αΝ ηβΝ
ηβ θδεΪΝ δαθτ ηα αΝx κυΝℂ .  

 

Πλσ α βΝγέθέβ 

Έ πΝ κΝ Ν πκυΝ αθάε δΝ βθΝ SL n, ℂ έΝ Σσ ,Ν υπΪλξ δΝ ΫθαΝ ηκθα δεσΝ α τΰκμΝU, P  η ΝU SU n ,Ν εαδΝ κΝ P έθαδΝ αυ κ υαυΰάμΝ εαδΝ γ δεΪΝ κλδ ηΫθκμ εαδΝ
δ ξτ δΝA = UPέΝΟΝπέθαεαμΝP δεαθκπκδ έΝ βθΝ ξΫ βΝdetP = . 
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