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Περίληψη

Σταπλαίσια αυτής της διπλωµατικής εργασίας µελετάται η δυναµική ενόςφαρµακοκι-
νητικού µοντέλου. Στο µοντέλο αυτόπεριλαµβάνεται (i) η αλληλεπίδραση ενοςφαρµάκου
µε έναν βιολογικό στόχο-υποδοχέα, (ii) η σύνδεσή τους και (iii) το αποτέλεσµα που αυτή
επιφέρει. Το σύστηµα αυτό χαρακτηρίζεται από αργές και γρήγορες χρονοκλίµακες. Η
ανάλυση βασίζεται στον αλγόριθµο Computational Singular Perturbation (CSP) η οποία δίνει
τη δυνατότητα να µελετηθεί ξεχωριστά η γρήγορη και η αργή δυναµική του συστήµα-
τος, οπότε και να γίνει κατανοητή η επιρροή τους και η αλληλεπίδρασή τους. Μέσω της
CSP κατασκευάζονται αλγοριθµικά απλοποιηµένα µοντέλα και παρέχονται ενδείξεις για
την ορθή χρήση των κλασσικών παραδοχών προσέγγισης µερικής ισορροπίας (PEA) και
οιονεί στατικής κατάστασης (QSSA). Μέσω των εργαλείων του αλγορίθµου της CSP ανα-
γνωρίζονται οι αντιδράσεις που (i) παράγουν τις γρήγορες χρονοκλίµακες, (ii) ωθούν το
σύστηµα σε διάφορες φάσεις της εξέλιξης του φαινοµένου και (iii) είναι υπεύθυνες για τη
διαµόρφωση της Αναλοίωτης Αργής Πολλαπλότητας (SIM), πάνω στην οπoία κινείται το
σύστηµα. Τέλος γίνεται διερεύνηση της επίδρασης των παραµέτρων του συστήµατος στην
εξέλιξή του και αναζήτηση δυνατοτήτων να γίνει έλεγχος της διεργασίας.

λέξεις κλειδιά Φαρµακοκινητική, TMDD, Απλοποιηµένα Μονέλα, PEA, QSSA, Singular
Perturbation Analysis, CSP
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Abstract

The dynamics of a multiscale pharmacokinetic model are studied. The model simulates the
interaction of (i) the drug with a biological target, (ii) their binding and (iii) the results of such
an interaction. The analysis is based on theComputational Singular Perturbation (CSP) algorithm,
which allows for (i) the examination of the slow and fast dynamics, and (ii) the understanding
of their interaction. CSP allows the algorithmic construction of simplifiedmodels and provides
directions towards the proper use of the conventional approximations of Partial Equilibrium
(PEA) and Quasi Steady State (QSSA). Through the CSP tools, it is possible to identify the
reactions that (i) generate the fast time scales, (ii) drive the system at various phases and (iii)
are responsible for the formation of the Slow Invariant Manifold (SIM), on which the system
evolves according to the slow scales. Finally, the influence of selected parameters is studied
and an a empt to control the evolution of the process is made.

keywords Pharmacokinetics, TMDD, Model Reduction, PEA, QSSA, Singular Perturbation
Analysis, CSP
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Με τον όρο drug disposition περιγράφονται οι διεργασίες απορρόφησης, διανοµής, µετα-
βολισµού και απέκκρισης ενός φαρµάκου, µετά τη χορήγησή του. Τα περισσότερα βιολο-
γικάφάρµακα, σε αντίθεση µε τις φαρµακευτικές ουσίες µικρών µορίων, χαρακτηρίζονται
απο µη γραµµική φαρµακοκινητική, κυρίως λόγω κορεσµού στις οδούς δέσµευσης, διανο-
µής και αποµάκρυνσής τους. Η κινητική των φαρµάκων αυτών εξαρτάται απο την πρόσ-
δεσή τους σε εναν βιολογικό στόχο (υποδοχέα). Ηαλληλεπίδραση τουφαρµάκουµε το βιο-
λογικό αυτό στόχοακολουθεί κινητικήπου ορίζεται ωςTargetMediatedDrugDisposition. Ένα
φάρµακοπουακολουθεί TMDDδεσµεύεται επιλεκτικά και µε υψηλή συνάφεια από το βιο-
λογικό υποδοχεά, σχηµατίζοντας ένα σύµπλοκο φαρµάκου-υποδοχεα. Η δηµιουργία του
συµπλόκου επηρεάζει έντονα τη συγκέντρωση του φαρµάκου στο σύστηµα.

Στην κατηγορία των φαρµάκων που ακολουθούν TMDD κινητική ανήκουν τα µονο-
κλωνικά αντισώµατα (mAbs), οι κυτοκίνες και ορισµένοι αυξητικοί παράγοντες, πρωτεϊνες
σύντηξης, ορµόνες και µεταβολικοί παράγοντες. Στα πλαίσια της TMDD φαρµακοκινητι-
κής, έχουν µελετηθεί κυρίως τα µονοκλωνικά αντισώµατα [1, 2]. Τα µονκλωνικα αντισώ-
µατα είναι µακροµορια που χαρακτηρίζονται απο την ικανότητα πρόσδεσης µόνο σε συ-
γκεκριµένα µόρια. Η δράση τους είναι δηλαδή στοχευµένη και ακριβής, καθιστώντας τα
αποτελεσµατικότερα απο τα συµβατικά µικροµοριακά φάρµακα. Πρόκειται για αντισώ-
µατα που παράγονται εργαστηριακά (in vitro) απο έναν µόνο τύπο κυττάρων. Χρήση των
µονοκλωνικών αντισωµάτων µπορεί να γίνει για τη θεραπεία νόσων όπως οι αυτοάνοσες
παθήσεις, ενώ έρευνα γίνεται για τη συµβολή τους στην εύρεση θεραπείας του καρκίνου.

Πρώτος ο Levy ασχολήθηκε στις αρχές της δεκαετίας του 90’ µε τη µελέτη φαρµάκων
αυτής της κινητικής και διατύπωσε για πρώτηφορά των όρο TargetMediated DrugDisposition
[3]. Η µοντελοποίηση τέτοιων φαρµάκων αποτέλεσε πεδίο έρευνας, µε τους Bauer et al. να
είναι οι πρώτοι που επιχείρησαν τη σύνταξη µαθηµατικού µοντέλου που να περιλαµβά-
νει φαρµακοκινητικά και φαρµακοδυναµικά δεδοµένα [4]. Θεωρείται ότι το πιο πρόσφατο
πλαίσιο µοντελοποίησης για τη φαρµακοκινητική περιγραφή των TMDDφαρµάκων εισή-
γαγαν οιMager και Jusko [5]. Πρόκειται για µαθηµατικά µοντέλα που περιλαµβάνουν την
εξέλιξη του φαρµάκου, του βιολογικού υποδοχέα και του σχηµατιζόµενου συµπλόκου.

Το ζήτηµα της απλοποίησης των TMDD µοντέλων τέθηκε επειδή υπάρχουν ελάχιστα
πειραµατικά αποτελέσµατα, τα οποία θα µπορούσαν να αποτελέσουν τη βάση για τον κα-
θορισµό των φαρµακοκινητικών σταθερών. Για το λόγο αυτή, η δυναµική των TMDD µο-
ντέλων και η απλοποίησή τους έχει τελευταία µελετηθεί εκτενώς [1, 5–11]. Κατ’ αρχάς, θε-
ωρήθηκε οτι η συγκέντρωση του βιολογικού υποδοχέα είναι σταθερή. Όµως, αποδείχθηκε
ότι µια τέτοια θεώρηση δε δίνει την πλήρη εικόνα της κινητικής ενός TMDD φαρµάκου
και οδηγεί σε εσφαλµένα αποτελέσµατα [9, 10, 12]. Στη συνέχεια µελετήθηκε το απλο-
ποιµένο µοντέλο που προκύπτει από την ισορροπία µεταξύ των ρυθµών δηµιουργίας και
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αποσύνθεσης του συµπλόκου φαρµάκου-υποδοχέα στο χώρο του πλάσµατος. Σύµφωνα
µε τους Mager & Krzyzanski, η ισορροπία αυτή θωρήθηκε οτι αναπτύσσεται αµέσως µετά
τη χορήγηση του φαρµάκου, θεωρώντας τη δηµιουργία και αποσύνθεση του συµπλόκου
φαρµάκου-υποδοχέα πολύ πιο γρήγορη από την αποµάκρυνση του υποδοχέα [6]. Σύµ-
φωνα µε µετέπειτα µελέτες, διατυπώθηκε η άποψη οτι η ισορροπία αυτή λαµβάνει χώρα
στην τελική φάση της εξέλιξης του συστήµατος και είναι το αποτέλεσµα της προσέγγισης
µόνιµης κατάστασης (Quasi Steady State) για το φάρµακο [10, 11]. Τελευταία, µελετήθηκε
και η περίπτωση της QSSA για τον υποδοχέα [8] και για το σύµπλοκο φαρµάκου-υποδοχέα
[1]. Η συστηµατικοποίηση όλων αυτών των θεωριών επιχειρήθηκε πρόσφατα µε τη χρήση
της CSP για ένα απλό TMDD µοντέλο [13].

Η δυσκολία στην ανάλυση του πλήρους TMDDµοντέλου έγκειται στο οτι οι βιολογικές
διεργασίες που περιλαµβάνονται σε αυτό χαρακτηρίζονται απο διαφορετικές χρονοκλί-
µακες. Για παράδειγµα, είναι πλέον δεκτό ότι στην αρχή της εξέλιξης του φαινοµένου, η
διεργασία πρόσδεσης του φαρµάκου µε το βιολογικό του στόχο είναι συνήθως σηµαντικά
ταχύτερη απο τις διεργασίες δηµιουργίας και αποµάκρυνσης του συµπλόκου. Αργότερα
όµως, η δυναµική αυτή αλλάζει και άλλες διεργασίες χαρακτηρίζονται από τις πιο γρήγο-
ρες χρονοκλίµακες.

Για συστήµατα τέτοιας φύσης, η Θεωρία Ιδιαζουσών Διαταραχών (Singular Perturbation
Theory, SPT) αποτελεί ένα σηµαντικό εργαλείο, παρέχοντας (i) µια έγκυρη προσέγγιση της
λύσης και (ii) ικανοποιητική φυσική κατανόηση της διεργασίας που µελετάται [14–17]. Η
ανάλυση µε τη µέθοδο αυτή γίνεται για συστήµατα που χαρακτηρίζονται απο πολλαπλές
χρονοκλίµακες, των οποίων οι ταχύτερες χαρακτηρίζουν συνιστώσες του µοντέλου που
τείνουν να οδηγήσουν το σύστηµασε ισορροπία (αποσβετικές χρονοκλίµακες).Ηανάλυση
τέτοιων συστηµάτων µε την SPT εµφανίζει βασικές δυσκολίες καθώς απαιτείται η εύρεση
της κατάλληλης αδιάστατης µορφής των εξισώσεων που διέπουν το σύστηµα. Κάτι τέτοιο,
δεδοµένου οτι η λύση δεν είναι γνωστή, είναι ιδιαίτερα δύσκολο σε πολύπλοκα συστήµατα
και σε συστήµατα όπου ο αριθµός των εξαντληµένων χρονοκλιµάκων δεν είναι σταθερός.

Ηγεωµετρικήπροσέγγιση της SPT, που εισήχθει κατά τη δεκαετία του 70’ την εκανεπιο
ελκυστική. Η Γεωµετρική Θεωρία Ιδιαζουσών Διαταραχών (Geometric Singular Perturbation
Theory, GSPT) επικεντρώνεται στην ανάλυση της δυναµικής του συστήµατος που χαρα-
κτηρίζει τη “ροή” σε δοµές λίγων σχετικά διαστάσεων που αναπτύσσονται στο χώρο των
φάσεων, οι οποίες έλκουν τις γειτονικές τροχιές. Χαρακτηριστικό αυτής της συµπεριφο-
ράς είναι το γεγονός ότι η µετάβαση σε αυτές τις δοµές χαρακτηρίζεται από τις γρηγορες
χρονοκλίµακες, ενώ η κίνηση πάνω σε αυτές χαρακτηρίζεται από τις αργές [18, 19]. Όµως,
οι ερευνητές που εισήγαγαν την GSPT δεν πρότειναν συγκεκριµένες µεθόδους για την εύ-
ρεση αυτών των δοµών και των αργών µοντέλων που περιγράφουν τη “ροή” πάνω σε αυ-
τές. Τα εργαλεία αυτά προτάθηκαν αργότερα, στα τέλη της δεκαετίας του 80’ και είχαν αλ-
γοριθµικό χαρακτήρα, δεδοµένης της αυξηµένης πολυπλοκότητας των συστηµάτων που
ενδιέφεραν την επιστηµονική κοινότητα.

Οι πιο δηµοφιλείς από τις αλγοριθµικές µεθόδους που αναπτύχθηκαν είναι οι:

• Computational Singular Perturbation (CSP) [20–22]

• Invariant Low Dimensional Method (ILDM) [23]

• Zero Derivative Principle (ZDP) [24]

• Invarient Equation (IE) [25]

• Tangential Stretching Rate method (TSR) [26]
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Αυτές οι αλγοριθµικές µέθοδοι αναπαράγουν ικανοποιητικά τααποτελέσµαταπου δίνει η
κλασσική ανάλυση SPT [17, 27–29]. Ηπιο επιτυχής απο τις µεθόδους αυτές θεωρείται οτι εί-
ναι η CSP των Lam&Goussis καθώς (i) αναγνωρίζει τις δοµές που αναπτύσσονται στο χώρο
των φάσεων, (ii) κατασκευάζει το σχετικό απλοποιηµένο µοντέλο, (iii) δίνει πληροφορίες
απαραίτητες για τη φυσική κατανόηση του προβλήµατος, µέσω των διαγνωστικών εργα-
λείων που περιλαµβάνει, (iv) χρησιµοποιεί µόνο τις πληροφορίες που παρέχονται απο το
µαθηµατικό µοντέλο και (v) επιτρέπει την ακρίβεια ανώτερης τάξης των αποτελεσµά-
των που παρέχει. Συγκριτικά, αναφέρεται οτι ο αλγόριθµος της Invariant LowDimensional
Method τωνMass & Pope επιτυγχάνει µόνο τα σηµεία (i), (ii) και (iv) [27]. Επίσης, η µέθοδος
του Zero Derivative Principle των Gear & Kevrekidis παρέχει µόνο τα σηµεία (i) και (v) [28]
και η µέθοδος Invarient Equation των Fraser & Russel µόνο τα (i) και (v) [29].

Ένας τοµέας που αφοµοίωσε έντονα αυτή τη µέθοδο ανάλυσης είναι αυτός της Βιο-
λογίας. Τα περισσότερα συστήµατα που περιγράφουν βιολογικές διεργασίες χαρακτηρί-
ζονται απο πολλαπλές χρονοκλίµακες και η ανάλυσή τους είναι αρκετά απαιτητική [30–
34]. Η µέθοδος αυτή της ανάλυσης, είδικά µετά την ανάπτυξη της GSPT, έδωσε νέες προ-
οπτικές στη µελέτη τέτοιων συστηµάτων [35–37]. Ιδιαίτερα, η υπολογιστική προσέγγιση
που παρέχει ο αλγόριθµος της CSP έδωσε τη δυνατότητα να συλλεχθούν δεδοµένα που
δε θα µπορούσαν να γίνουν γνωστά πειραµατικά, παρέχοντας σηµαντικές πληροφορίες
για τον τρόπο εξέλιξης και δράσης τους [38–40]. Πρόσφατα, η CSP συµπεριελήφθει στο
πακέτο COPASI, το οποίο χρησιµοποιείται ευρέως από τους βιολόγους και περιλαµβάνει
αλγορίθµους για την ανάλυση βιολογικών δυναµικών συστηµάτων [41].

Σταπλαίσια τηςπαρούσας διπλωµατικής εργασίαςθαµελετηθεί τοπληρέστεροTMDD
µοντέλο που υπάρχει στη βιβλιογραφία σήµερα, µέσω της Υπολογιστικής Μεθόδου Ιδια-
ζουσών Διαταραχών (CSP). Βασικός σκοπός αυτής της εργασίας είναι η αναγνώριση των
συνιστωσών του µοντέλου που επηρεάζουν σηµαντικά την εξέλιξη του συστήµατος. Η
σηµασία της αναγνώρισης αυτών των συνιστωσών έγκειται στο γεγονός ότι µε αυτό τον
τρόπο χρησιµοποιούνται µε τον πιό επωφελή τρόπο τα λιγοστάπειραµατικά δεδοµένα για
τον καθορισµό της τιµής των παραµέτρων του µαθηµατικού µοντέλου. Συγκεκριµένα, τα
κεφάλαια που ακολουθούν περιλαµβάνουν τα ακόλουθα:

• Κεφάλαιο 2: Παρουσιάζεται το µοντέλο του TMDD φαρµάκου, εξετάζεται η εξέλιξη
των συγκεντρώσεων τωνµεταβλητών και γίνεται µία πρώτη αναγνώριση των δοµών
που αναπτύσσονται στο χώρο των φάσεων.

• Κεφάλαιο 3: Δίνεται µία συνοπτική παρουσίαση της Γεωµετρικής Θεωρίας Ιδιαζου-
σών Διαταραχών.

• Κεφάλαιο 4: Παρουσιάζεται η υπολογιστική µέθοδος CSP και τα αλγοριθµικά εργα-
λεία που απορρέουν από αυτήν.

• Κεφάλαιο 5: Δίνεται µία συνοπτική παρουσίαση των κριτηρίων για την εγκυρότητα
των κλασσικών προσεγγίσεων (Μερική Ισορροπία και Οιονεί Στατική Κατάσταση).

• Κεφάλαιο 6: Παρουσίαζονται τααποτελέσµατα τηςανάλυσης τουφαρµακοκινητικού
µοντέλου µε τον αλγόριθµο CSP.

• Κεφάλαιο 7: Αναλύεται µια ιδιόµορφη συµπεριφορά που χαρακτηρίζει µια χρονική
περίοδο της λύσης του συστήµατος.

• Κεφάλαιο 8: Παρουσιάζονται τα γενικά συµπεράσµατα.
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Κεφάλαιο 2

Μοντέλο του TMDD φαρµάκου

Το πλαίσιο για τη µοντελοποίηση της δυναµικής των TMDD φαρµάκων που διατύπω-
σαν οι Manger και Jusko [5] περιλαµβάνει έναν αριθµό συνήθων διαφορικών εξισώσεων,
οι οποίες περιγράφουν την εξέλιξη των συγκεντρώσεων του φαρµάκου, του βιολογικού
υποδοχέα και του σύµπλοκου που σχηµατίζεται από το φάρµακο και τον υποδοχέα. Πρό-
κειται για µοντέλα τριών “χώρων”: (i) του κεντρικού χώρου (central compartment), (ii) ενός
χώρου “αποθήκευσης” (depot compartment) και (iii) του περιφερικού χώρου των ιστών (tissue
compartment). Το µοντέλο αυτό δίνεται στο Σχήµα 2.1.

C R RC

AT

8

9 10

5

6

3

7 4

1

2

Ad

Tissue 
Compartment

Depot 
Compartment

Central
Compartment

Σχήµα 2.1: Κινητική του TMDD φαρµάκου [6]

Το µαθηµατικό µοντέλο αποτελείται αποπέντε µη γραµµικές συνήθεις διαφορικές εξι-
σώσεις:

dy
dt

=
d

dt


Cd

C
CT

R
RC

 =


−r1

r1 + r2 − r3 − r4 − r5 + r6 + r7

r4 − r7

−r5 + r6 + r8 − r9

r5 − r6 − r10

 (2.1)

όπου Cd = Ad/V , CT = AT /V και η σταθερά V δηλώνει το όγκο του κεντρικού χώρου. Oι
µεταβλητές Ad και AT (nmol) δηλώνουν την ποσότητα του φαρµάκου στο χώρο αποθή-
κευσης (depot) και στον ιστικό χώρο (tissue). Οι µεταβλητές C και R (nmol/L) δηλώνουν τις
συγκεντρώσεις του φαρµάκου και του υποδοχέα, αντίστοιχα, στον κεντρικό χώρο (πλά-
σµα του αίµατος) και η µεταβλητή RC (nmol/L) δηλώνει τη συγκέντρωση του συµπλόκου
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στον ίδιο χώρο. Σηµειωτέον ότι πριν τη χορήγηση του φαρµάκου ο υποδοχέας αυτός δη-
µιουργείται και αποµακρύνεται µεσω της 8ης αντιδράσης (µηδενικής τάξης) και της 9ης
αντίδρασης (πρώτης τάξης), µε ρυθµό r8 = ksyn και r9 = kdegR αντίστοιχα. Συνεπώς, στη
µόνιµη κατάσταση η µεταβλητή R παίρνει την τιµή ksyn/kdeg (r8 = r9). Το σύµβολο In(t)
στο Σχ. 2.1 δηλώνει το ρυθµό χορήγησης φαρµάκου στον κεντρικο χώρο και εκφράζεται
στην Εξ. 2.1 µε τον ρυθµό r2. Σύµφωνα µε το Σχήµα 2.1, το µοντέλο περιλαµβάνει πέντε
µεταβλητές και δέκα αντιδράσεις, των οποίων οι ρυθµοί παρατίθενται στον Πίνακα 2.1.

r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10

kaCd In(t)/V kelC kptC konC ·R koffRC ktpCT ksyn kdegR kintRC

Πίνακας 2.1: Οι εκφράσεις των ρυθµών αντίδρασης του συστήµατος.

Θα εξεταστούν 2 περιπτώσεις αρχικών συνθηκών που επιτρέπουν την εξέλιξη του συ-
στήµατος:

1. Eνδοµυϊκή/υποδόρια χορήγηση φαρµάκου, δηλαδή Ad(0) = D1, C(0) = 0, AT (0) = 0,
R(0) = ksyn/kdeg, RC(0) = 0 και In(t) = 0 για t ≥ 0.

2. Ενδοφλέβια χορήγηση και απευθείας έγχυση για ορισµένο διάστηµα του φαρµά-
κου στον κεντρικό χώρο, δηλαδή Ad(0) = 0, C(0) = D2, AT (0) = 0, R(0) = ksyn/kdeg,
RC(0) = 0 και In(t) = Io, όπου Io είναι µία µη µηδενική σταθερά για t ≤ to και µη-
δέν για to < t. Δεδοµένου του µονόδροµου χαρακτήρα της 1ης αντίδρασης, σε αυτή
την περίπτωση η ποσότητα του φαρµάκου στο χώρο αποθήκευσης Ad είναι πάντα
µηδενική.

Στη συνέχεια αυτές οι δύο περιπτώσεις θα αναφέρονται ως Περίπτωση 1 και Περίπτωση
2, αντίστοιχα. Στην Περίπτωση 1 το σύστηµα ισορροπεί για t = 0 όταν D1 = 0, ενώ στην
Περίπτωση 2 το σύστηµα ισορροπεί για t = 0 όταν D2 = 0 και Io = 0.

Στην Περίπτωση 1 το φάρµακο βρίσκεται αρχικά στη µορφή Ad και εν συνεχεία µετα-
φέρεται στο πλάσµα του αίµατος, µέσω της 1ης αντίδρασης µε ρυθµό r1 = kaCd (Cd =
Ad/V ). Στην Περίπτωση 2 Ad = 0 σε όλη τη διάρκεια του φαινοµένου.

Στην Περίπτωση 2 το φάρµακο βρίσκεται αρχικά στη µορφή C και για ένα αρχικό διά-
στηµα παρέχεται µε ρυθµό In(t) στο πλάσµα του αίµατος.

Από τον κεντρικό χώρο (πλάσµα), το φάρµακο C µπορεί να µεταφερθεί αµφίδροµα
στον περιφερικό ιστικό χώρο µέσω της 4ης και 7ης αντίδρασης, µε ρυθµούς r4 = kptC και
r7 = ktpCT από και προς το χώρο των ιστών αντίστοιχα. Το φάρµακo στον κεντρικό χώρο
(πλάσµα) αποµακρύνεται επίσης και µέσω της 3ης αντίδρασης, µε ρυθµό r3 = kelC. Όλοι
οι ρυθµοί που αναφέρθηκαν µέχρι στιγµής είναι ρυθµοί κινητικής πρώτης τάξης.

Στον κεντρικό χώρο (πλάσµα), το φάρµακο C αντιδρά µε τον υποδοχέαR και δηµιουρ-
γείται το σύµπλοκο φαρµάκου-υποδοχεά RC, µέσω της 5ης αντίδρασης µε ρυθµό r5 =
konC.R. Η δράση αυτή εξελίσσεται και αµφίδροµα, µέσω της 6ης αντίδρασης, µε ρυθµό
r6 = koffRC. Tο σύµπλοκο αποµακρύνεται, µε κινητική πρώτης τάξης, µεσω της µονόδρο-
µης 10ης αντίδρασης µε ρυθµό r10 = kintRC [1, 9]. Σηµειωτέον ότι η 5η αντίδραση είναι
δεύτερης τάξης και είναι η µόνη που εισάγει µη-γραµµικότητα στο µαθηµατικό µοντέλο
στην Εξ. (2.1).

Στα πλαίσια του παρόντος φαρµακοκινητικού TMDDµοντέλου γίνονται οι εξής παρα-
δοχές [2, 9]:
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• Η πρόσδεση του φαρµάκου (C) µε το στόχο του (R) στον κεντρικό χώρο (πλάσµα)
είναι µια ένα προς ένα απλή διεργασία πρόσδεσης, απο την οποία δηµιουργείται ένα
µόνο είδος συµπλόκου (RC).

• Το φάρµακο (C) χαρακτηρίζεται απο υψηλή εκλεκτικότητα και δε συνδέεται µε άλλα
βιολογικά προϊόντα, εκτός απο το στόχο-υποδοχεά του (R).

• Η πρόσδεση του φαρµάκου (C) στο στόχο του (R) εξελίσσεται µόνο στον κεντρικό
χώρο του συστήµατος (πλάσµα του αίµατος) και όχι στον περιφερικό χώρο.

• Η αµφίδροµη αντίδραση µεταξύ του φαρµάκου στον κεντρικό χώρο του πλάσµατος
(C) και του φαρµάκου στους ιστούς (CT ), µέσω της 4ης και 7ης αντίδρασης, είναι 1ης
τάξης.

• Ο υποδοχέας-στόχος (R) και το σύµπλοκο φαρµάκου-στόχου (RC) δε διαχέονται στον
χώρο αποθήκευσης και ιστού.

• Κατά την αποβολή του συµπλόκου (RC) απο το χώρο του πλάσµατος, µέσω της 10ης
αντίδρασης, δεν πραγµατοποιείται διάσπασή του σε φάρµακο (C) και υποδοχέα (R),
δεν γίνεται δηλαδή αναγέννηση των ουσιών αυτών.

• Οι αντιδράσεις που συνδέονται µε τη δηµιουργία (8η) και την αποµάκρυνση (9η) του
στόχου (R), είναι 0ης και 1ης τάξης αντίστοιχα, δηλαδή δεν εξαρτώνται απο τη συ-
γκέντρωση του φαρµάκου (C).

Οι τιµές των παραµέτρων στις εκφράσεις των ρυθµών αντίδρασης του µοντέλου στην
Εξ. (2.1) παρατίθενται στον Πίνακα 2.2.

ka kpt ktp kel kdeg ksyn kon koff kint V In(t) D1 D2

1 0.2 0.1 0.1 0.05 0.4166 0.04166 0.5 0.1 1 1 0 100 0

2 0.2 0.1 0.1 0.05 0.4166 0.04166 0.5 0.1 1 1
1 (t ≤ 1hr)

0 1000 (t > 1hr)

Μονάδες hr−1 hr−1 hr−1 hr−1 hr−1 nmol
L · hr

L
nmol.hr

hr−1 hr−1 L nmol
hr

nmol nmol

Πίνακας 2.2: Τιµές παραµέτρων για τις Περιπτώσεις 1 και 2 [1].

Η χρονική µεταβολή των συγκεντρώσεων Cd, C, CT ,R καιRC παρουσιάζεται στο Σχή-
µα 2.2 για τις Περιπτώσεις 1 και 2. Με συνεχόµενη καµπύλη δηλώνονται οι µεταβλητές
για την Περίπτωση 1 και µε διακεκοµµένη καµπύλη δηλώνονται οι µεταβλητές για την
Περίπτωση 2.

Σύµφωνα µε το Σχήµα 2.2, η περίοδος εξέλιξης του συστήµατος µπορεί να διαιρεθεί σε
δύο φάσεις:

1. Στη πρώτη φάση η εξέλιξη των συγκεντρώσεων εξαρτάται από τις αρχικές συνθή-
κες. Και στις δύοπεριπτώσεις παράγονται µε σταθερό εκθετικό ρυθµόφάρµακο στον
ιστό (CT ) και σύµπλοκο στο πλάσµα (RC). Αντίθετα, στηνΠερίπτωση 1 (όπου C(0) =
0) παράγεται το φάρµακο στο πλάσµα (C), ενώ στην Περίπτωση 2 (όπου C(0) > 0)
καταναλώνεται. Συνεπώς, στην Περίπτωση 1 ο ρυθµός µε τον οποίον καταναλώνε-
ται ο υποδοχέας (R) είναι αρχικά αµελητέος και αυξάνει µε το χρόνο, λόγω αύξησης
του C, ενώ στην Περίπτωση 2 η κατανάλωση του R αρχίζει πολύ πιό γρήγορα λόγω
της παρουσίας του φαρµάκου (C) στο πλάσµα από την αρχή του φαινοµένου.

6



10
-2

10
0

10
2

t [hrs]

10
-3

10
0

y
i [

n
m

o
l/

L
]

C
d

C
C

T

R
RC

Σχήµα 2.2: Εξέλιξη της συγκέντρωσης των µεταβλητών του συστήµατος συναρτήσει του
χρόνου. Με συνέχοµενη γραµµή δίνεται η εξέλιξη των συγκεντρώσεων µετά απο ενδο-
µυϊκή ή υποδόρια χορήγηση του φαρµάκου (Περίπτωση 1) και µε διακεκοµµένη οι συγκε-
ντρώσεις µετά απο ενδοφλέβια χορήγηση (Περίπτωση 2).

2. Στη δεύτερη φάση η εξέλιξη των συγκεντρώσεων είναι ανεξάρτητη των αρχικών
συνθηκών. Συγκεκριµένα, οι τέσσερις µεταβλητές C, CT , R και RC στις δύο περι-
πτώσεις συγκλίνουν, ενώ η πέµπτη µεταβλητή Cd λαµβάνει εκθετικά µικρές τιµές
στην Περίπτωση 1 (όπου Cd(0) > 0) και µηδενικές στη Περίπτωση 2 (όπου Cd(0) =
Cd(t) = 0). Στο τέλος της φάσης αυτής, οι τιµές των C, CT και RC τείνουν στο µηδέν,
ενώ η R επανέρχεται στην αρχική τιµή της.

Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµανθεί ότι στο τέλος της πρώτης φάσης και στην αρχή
της δεύτερης φάσης η τιµή της συγκέντρωσης του συµπλόκου RC σταθεροποιείται σε ένα
συγκεκριµένο εύρος τιµών και στις δύο περιπτώσεις. Aυτή η συµπεριφορά είναι ιδιαίτερα
σηµαντική, δεδοµένου ότι στην περίοδο αυτή εκδηλώνεται η δράση του φαρµάκου. Λόγω
των διαφορετικών αρχικών συνθηκών (κυρίως λόγω της τιµής C(0)), η περίοδος αυτή εµ-
φανίζεται αρκετά νωρίτερα στην Περίπτωση 2, ενώ τελειώνει την ίδια χρονική στιγµή και
στις δύο περιπτώσεις.

Στο Σχήµα 2.3 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη των ρυθµών των δέκα αντιδράσεων
(r1, . . . , r10) για τις δύο περιπτώσεις. ΣτηνΠερίπτωση 1 η µεγαλύτερη δραστηριότητα εκδη-
λώνεται αρχικά από την 1η αντίδραση, δηλαδή την εισαγωγή τουφαρµάκου στον κεντρικό
χώρο (πλάσµα). Ακολουθεί η 4η αντίδραση, η οποία δηλώνει τη µεταφορά του φαρµάκου
στο χώρο των ιστών, και αµέσως µετά ακολουθούν οι αντιδράσεις 3 και 5, οι οποίες δηλώ-
νουν την αποµάκρυνση του φαρµάκου και τη δηµιουργία του συµπλόκου. Οι ρυθµοί των
τριών αυτών αντιδράσεων είναι ανάλογοι της συγκέντρωσης του φαρµάκου στο πλάσµα
(C), συνεπώς η δράση τους αρχικά αυξάνεται µε το χρόνο. Λόγω των συγκεκριµένων αρχι-
κών συνθηκών (R(0) = ksyn/kdeg), οι ρυθµοί των αντιδράσεων 8 και 9, οι οποίες δηλώνουν
την παραγωγή και αποµάκρυνση του υποδοχέα από το πλάσµα, είναι αρχικά ίσοι. Στη συ-
νέχεια, το διάστηµα που η συγκέντρωση του συµπλόκου RC παραµένει περίπου σταθερή,
ο ρυθµός αποµάκρυνσης r9 υποχωρεί. Τελικά, όταν η λύση πλησιάζει το σταθερό σηµείο
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Σχήµα 2.3: Η χρονική εξέλιξη των ρυθµών των δέκα αντιδράσεων, r1, . . . , r10, για την Πε-
ρίπτωση 1 (πάνω) και την Περίπτωση 2 (κάτω).

(fixed point), ο ρυθµός αποµάκρυνσης r9 γίνεται ίσος µε το ρυθµό παραγωγής r8. Το ίδιο
διάστηµα, το Σχήµα 2.3 δείχνει ότι οι ρυθµοί παραγωγής του συµπλόκου στο πλάσµα και
αποµάκρυνσης του από αυτό είναι ίσοι (r5 ≈ r10).

Η παρουσία του φαρµάκου στο πλάσµα στην αρχή του φαινοµένου (C(0) > 0) στην
Περίπτωση 2, επιτρέπει την αρχική εκδήλωση έντονης δραστηριότητας από όλες τις αντι-
δράσεις που έχουν το φάρµακο ως αντιδρών (3η, 4η και 5η). Επίσης, έντονη δραστηριότητα
παρουσιάζει αρχικά και η 2η αντίδραση, η οποία δηλώνει τηνπαροχήφαρµάκου στονπλά-
σµα (Io > 0) για περιορισµένη διάρκεια (0 < t < to). Οι συµπεριφορές της 8ης και 9ης
αντίδρασης (που αφορούν την παρουσία του υποδοχέα στο πλάσµα) και της 5ης και 10ης
αντίδρασης (που αφορούν τη σταθερή σχετικά συγκέντρωση του συµπλόκου) που εµφα-
νίστηκαν στην Περίπτωση 1, εµφανίζονται και στην Περίπτωση 2.

Στα διαγράµµατα του Σχήµατος 2.4 αποτυπώνεται η προβολή πέντε τροχιών στα επί-
πεδα του χώρου των φάσεων CT −C, R−C και RC −C. Η κάθε µία από τις πέντε τροχιές
αντιστοιχεί σε διαφορετικές τιµές των CT (0) και C(0). Η αρχή κάθε τροχιάς δηλώνεται
µε ένα µεγάλο σχετικά κύκλο ενώ η κατεύθυνσή τους δηλώνεται µε βέλος. Η απόσταση
µεταξύ των µικρών κύκλων πάνω στις τροχιές υποδηλώνει ίδια χρονικά διαστήµατα. Συ-
νεπώς, στις περιοχές όπου οι κύκλοι αυτοί είναι αραιοί υπάρχουν µεγάλες µεταβολές στις
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τιµές των µεταβλητών (άρα, η δυναµική χαρακτηρίζεται από γρήγορες χρονοκλίµακες),
ενώστις περιοχές που οι κύκλοι είναι πυκνοί υπάρχουνµικρές µεταβολές (άρα, η δυναµική
χαρακτηρίζεται από αργές χρονοκλίµακες).
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Σχήµα 2.4: Η εξέλιξη των µεταβλητών CT , R, RC ως συνάρτηση της µεταβλητής C, για
διαφορετικές αρχικές τιµές των C και CT .

Και στις τρεις προβολές του Σχήµατος 2.4 παρατηρείται ότι στην αρχή υπάρχουν µε-
γάλες µεταβολές στις τιµές των µεταβλητών. Η µεγαλύτερη µεταβολή παρατηρείται στην
τιµή της R, ενώ µικρότερες µεταβολές παρατηρούνται διαδοχικά στις τιµές της RC, της C
και τέλος της CT . Με τη πάροδο του χρόνου, οι µεταβολές αυτές µειώνονται και ελαχιστο-
ποιούνται όταν και οι πέντε τροχιές συγκλίνουν. Ακριβώς ίδια συµπεριφορά παρατηρείται
και στις προβολές των τροχιών αυτών στα υπόλοιπα επίπεδα του 5-διάστατου χώρου των
φάσεων.

Η συµπεριφοράπου αποτυπώνεται στο Σχήµα 2.4 δηλώνει ότι (i) στο χώρο τωνφάσεων
αναπτύσσονται επιφάνειες λίγων σχετικά διαστάσεων, (ii) οι γειτονικές τροχιές κατευθύ-
νονται προς αυτές µε µεγάλη ταχύτητα και (iii) όταν πλησιάσουν αρκετά οι τροχιές πα-
ραµένουν κοντά σε αυτές και κινούνται µε σχετικά µικρή ταχύτητα. Η συµπεριφορά αυτή
δηλώνει την ύπαρξη γρήγορών και αργών χρονοκλιµάκων στην δυναµική του συστήµα-
τος της Εξ. (2.1). Η δυναµική αυτή θα αναλυθεί στη συνέχεια µε την αλγοριθµική µέθοδο
CSP.
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Κεφάλαιο 3

Η Γεωµετρική Θεωρία Ιδιαζουσών
Διαταραχών (GSPT)

3.1 Εισαγωγή

Η Γεωµετρική Θεωρία Ιδιαζουσών Διαταραχών (GSPT) αποτελεί τη γεωµετρική προέ-
κταση τηςΘεωρίας Ιδιαζουσών Διαταραχών (SPΤ) και επικεντρώνεται στις δοµές που ανα-
πτύσσονται στο χώρο των φάσεων (π.χ., µια αναλοίωτη πολλαπλότητα) και στη δυναµική
που χαρακτηρίζει την κίνηση πάνω στις επιφάνειες αυτές (π.χ., ο γρήγορος και ο αργός
υπόχωρος στον εφαπτόµενο χώρο (tangent space)) [19]. Η γεωµετρική προσέγγιση θεµε-
λιώθηκε κατά τη δεκαετία του 1970, µέσω του έργου κυρίως των Takens, Hirsch et al. [42] και
του Fenichel [18].

Όπως και µε την SPT, τα συστήµατα που µελετώνται µε την GSPT χαρακτηρίζονται
απο (i) γρήγορες χρονοκλίµακες των οποίων ο χαρακτήρας είναι αποσβετικός (δηλαδή οι
συνιστώσες του µαθηµατικού µοντέλου που χαρακτηρίζονται από αυτές τείνουν να οδη-
γήσουν το σύστηµα σε ισσοροπία) και (ii) αργές χρονοκλίµακες των οποίων ο χαρακτήρας
µπορεί να είναι αποσβετικός ή εκρηκτικός. Σύµφωνα µε τη GSPT, οι γρήγορες χρονοκλί-
µακες χαρακτηρίζουν τη µετάπτωση της λύσης σε µία επιφάνεια λίγων σχετικά διαστά-
σεων, που αναπτύσσεται στο χώρο των φάσεων. Καθώς η λύση πλησιάζει αρκετά κοντά
στην επιφάνεια αυτή, οι γρήγορες χρονοκλίµακες εξαντλούνται (exhausted timescale). Έτσι,
η “ροή” της λύσης επί αυτής της επιφάνειας χαρακτηρίζεται πλέον απο τις γρηγορότερες
απο τις αργές χρονοκλίµακες του συστήµατος.

3.2 Αυτόνοµα Συστήµατα Διαφορικών Εξισώσεων και GSPT

’Εστω ένα αυτόνοµο σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων της µορφής:

ż = h(z, ϵ) (3.1)

µε 0 < ϵ << 1, z ∈ RN και h : RN → RN ένα µη γραµµικό διανυσµατικό πεδίο. Για ορισµένα
συστήµατα αυτής της µορφής, το σύστηµα της Εξ. (3.1) µπορεί να γραφεί στην κανονική
µορφή Tikhonov, δηλαδή:

ẋ = f(x,y, ϵ) ẏ = ϵg(x,y, ϵ) (3.2)

όπου x ∈ RM δηλώνει τις γρήγορες µεταβλητές, y ∈ RN−M δηλώνει τις αργές µεταβλητές
και f και g είναι λεία διανυσµατικά πεδία. Οι µεταβλητές ż, ẋ και ẏ εκφράζουν την πα-
ράγωγο των µεγεθών z, x και y ως προς το χρόνο t. Το σύστηµα της Εξ. (3.2) ονοµάζεται
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γρήγορο γιατί στην οριακή περίπτωση όπου ϵ→ 0 το σύστηµα απλοποιείται στη µορφή:

ẋ = f(x,y, 0) ẏ = 0 (3.3)

Σε αυτή τη µορφή, το σύστηµα επιτρέπει την εξέλιξη των γρήγορων µεταβλητών, ενώ
διατηρεί τις αργές µεταβλητές στις αρχικές τιµές τους.

Το σύστηµα της Εξ. (3.2) µπορεί να εκφραστεί στην αργή µορφή του, µε την εισαγωγή
της ανεξάρτητης µεταβλητής τ = ϵt:

ϵx′ = f(x,y, ϵ) y′ = g(x,y, ϵ) (3.4)

Τώρα οι µεταβλητές x′ και y′ εκφράζουν τις παραγώγουςως προς τη νέα ανεξάρτητη µετα-
βητή τ , που µπορεί να χαρακτηριστεί και ως αργός χρόνος. Εξετάζοντας πάλι την οριακή
περίπτωση όπου ϵ→ 0 το σύστηµα απλοποιείται στη µορφή:

0 = f(x,y, 0) y′ = g(x,y, 0) (3.5)

Σε αυτή τη µορφή, το σύστηµα επιτρέπει την εξέλιξη των αργών µεταβλητών, ενώ παράλ-
ληλα επιτρέπει και την εξέλιξη των γρήγορων µεταβλητών στα πλαίσια της παραδοχής
ότι η επιροή του όρου x′ είναι αµελητέα.

Όπως φαίνεται απο τις οριακές περιπτώσεις στα συστήµατα των Εξ. (3.3) και (3.5), η
παράµετρος µικρής τιµής ϵ είναι αυτή που προσδίδει τον ιδιάζοντα χαρακτήρα (singular
character), καθώς όταν ϵ = 0 καταλήγουµε σε ένα σύστηµα µε λιγότερους βαθµούς ελευ-
θερίας, σε σχέση µε το αρχικό σύστηµα της Εξ. (3.1).

Ειδικότερα, η οριακή περίπτωση του αργού συστήµατος της Εξ. (3.5), καταλήγει σε ένα
νέο σύστηµα που αποτελείται απο Μ αλγεβρικές εξισώσεις και Ν-Μ διαφορικές. Δηλαδή,
το σύστηµα έχει µικρότερο αριθµό διαφορικών εξισώσεων κατά Μ, οπότε και καλείται
µειωµένο αργό σύστηµα. Οι Μ αλγεβρικές εξισώσεις ορίζουν την επιφάνεια M0 ⊆ RN ,
στην οποία δεσµεύεται να εξελιχθεί το δυναµικό σύστηµα σύµφωνα µε την εξίσωση y′ =
g(x,y, 0). Μέσω της GSPT αποδεικνύεται οτι για ϵ ̸= 0 αλλά πολύ µικρό, υπάρχει πολλα-
πλότηταMϵ επί της οποίας εξελίσσεται το σύστηµα. Η πολλαπλότητα αυτή είναι κατά
O(ϵ) κοντά στηM0. Αυτό ισχύει για πολλαπλότητεςM0 για τις οποίες οι ιδιοτιµές του πί-
νακα ∂f/∂x είναι οµοιόµορφα φραγµένες, µακριά απο τον άξονα των φανταστικών αριθ-
µώνκαι µεαρνητικόπραγµατικόµέρος [18]. Αν ικανοποιείται ηαπαίτησηαυτή, τότε υπάρ-
χει πολλαπλότηταMϵ που είναι γνωστή µε τον όροΑργή Αναλοίωτη Πολλαπλότητα (Slow
Inariant Manifold-SIM).
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Κεφάλαιο 4

Η Υπολογιστική Μέθοδος
Ιδιαζουσών Διαταραχών (CSP)

4.1 Εισαγωγή

Τα αυξανόµενης πολυπλοκότητας µαθηµατικά µοντέλα πολλαπλών κλιµάκων που
έχουν αναπτυχθεί για συστήµατα διαφόρων επιστηµονικών κλάδων, όπως είναι η βιολο-
γία και η φαρµακευτική, απαιτούν αλγοριθµικές µεθόδους ανάλυσης προκειµένου να µε-
λετηθούν οι διεργασίες που διέπουν την λειτουργία τους. Οι µέθοδοι αυτοί στοχεύουν κυ-
ρίωςστηναπλοποίησηήακόµακαι τηµείωση τωνδιαστάσεωναυτών τωνµοντέλων.Μέσω
της αλγοριθµικής επεξεργασίας και απλοποίησης τους γίνεται δυνατή η αναγνώριση των
διεργασιών που επηρεάζουν σηµαντικά τον τρόπο που µεταβάλλεται το σύστηµα, για µε-
γάλα χρονικά διαστήµατα της εξέλιξής τους. Πρόκειται για διεργασίες του µοντέλου που
επιδρούν σηµαντικά είτε στη δηµιουργία της SIM, είτε στην κίνηση του συστήµατος πάνω
στη SIM, είτε και στα δύο.

Η ανάλυση θα βασιστεί στην αλγοριθµική µέθοδο Computational Singular Perturbation
(CSP), η οποία αναπτύχθηκε απο τους Lam & Goussis για τη µελέτη αντιδρώντων ροών
[20, 22, 43].

Ο αλγόριθµος της CSP βρίσκει εφαρµογή και σε βιολογικά µοντέλα, λόγω των πολλα-
πλών χρονικλιµάκων που αναπτύσσονται στη δυναµική τους [39, 44]. Η αλγοριθµική µέ-
θοδος της CSP επιτυγχάνει την κατασκευή των αλγεβρικών εξισώσεων που περιγράφουν
την SIM και του αργού µοντέλου που περιγράφει τη κίνηση πάνω στη SIM. Χαρακτηρι-
στικά αυτής της µεθόδου ανάλυσης είναι (i) ο αυτοµατοποιηµένος της χαρακτήρας, (ii) η
επαναληπτική αύξηση της ακρίβειας, (iii) η βελτίωση της ευστάθειας του απλοποιηµένου
συστήµατος [45], [21] αλλά και (iv) οι πληροφορίες που παρέχει µέσω των διαγνωστικών
εργαλείων της για την επιρροή στην εξέλιξη του συστήµατος των διαφόρων συνιστωσών
του µοντέλου.

4.2 Μαθηµατικό Υπόβαθρο

’Εστω ένα µαθηµατικό µοντέλο διαστάσεων Ν, σαν αυτό που περιλαµβάνει την κινη-
τική ενός TMDD φαρµάκου στην Εξ. 2.1. Στο µοντέλο αυτό περιλαµβάνονται 2Κ αντιδρά-
σεις, απο τις οποίες οι πρώτες Κ είναι οι προς τα εµπρός αντιδράσεις, ενώ οι αντιδράσεις
απο Κ+1 έως 2Κ είναι οι αµφίδροµές τους. Το µοντέλο αυτό µπορεί να γραφεί στην γενική
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µορφή:
dy
dt

= g(y) = s1r1(y) + s2r2(y) + . . . + s2Kr2K(y) (4.1)

όπου y το διάνυσµα Ν-διαστάσεων των µεταβλητών, g(y) το µη γραµµικό διανυσµατικό
πεδίο, sk το σταθερό στοιχειοµετρικό διάνυσµα διαστάσεωνΝτης k αντίδρασης του συστή-
µατος και rk(y) ο ρυθµός αυτής (για k = 1, . . . , 2K). H Ιακωβιανή J(y) του διανυσµατικού
πεδίου g(y) µπορεί να γραφεί ως εξής:

J(y) =
∂g(y)
∂y

= J1(y) + · · ·+ J2K(y) (4.2)

όπου Jk(y) είναι ο δυαδικός που ορίζεται από τη σχέση Jk(y) = sk∇rk(y).
Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η CSP ανάλυση εφαρµόζεται σε συστήµατα που χαρα-

κτηρίζονται απο πολλαπλές χρονοκλίµακες. Οι χρονοκλίµακες σε ένα σύστηµα σαν το
(4.1) προσεγγίζονται απο τη σχέση τn = |λn|−1 (n = 1, . . . N ), µε λn την n-στή ιδιοτιµή της
Ιακωβιανής του συστήµατος. Η ιδιοτιµή αυτή ορίζεται ως λn = qn · J · pn, όπου pn και qn
είναι το δεξίο (στήλη) και αριστερό (γραµµή), αντίστοιχα, ιδιοδιάνυσµα της Ιακωβιανής.

Όταν οιΜγρήγορες χρονοκλίµακεςπαράγονται απο διεργασίες που τείνουν να οδηγή-
σουν τοσύστηµασε ισορροπία (χρονοκλίµακες αποσβετικήςφύσεως), τότε αυτές εξαντλού-
νται γρήγορα (δηλαδή, παύουν να χαρακτηρίζουν τη δυναµική του συστήµατος). Στη πε-
ρίπτωση αυτή, η γρηγορότερη απο τις αργές χρονοκλίµακες αποτελεί την χαρακτηριστική
χρονοκλίµακα για την εξέλιξη του συστήµατος. Το χάσµα µεταξύ της πιο αργής απο τις
γρήγορες χρονοκλίµακες (τM ) και της γρηγορότερης απο τις αργές (τM+1) είναι ενδεικτικό
για το διαχωρισµό της γρήγορης και αργής δυναµικής του συστήµατος. Η επιτυχία του
αλγορίθµου της CSP οφείλεται στην ύπαρξη χάσµατος µεταξύ της γρήγορης και της χα-
ρακτηριστικής χρονοκλίµακας του συστήµατος. Το χάσµα χρονοκλιµάκων (timescale gap)
προσεγγίζεται απο το κλάσµα:

ϵ =
τM
τM+1

(4.3)

όπου εξ ορισµού ϵ < 1. Η παράµετρος ϵ αποτελεί µέτρο της δυσκαµψίας του συστήµατος,
µε µικρές τιµές της να σηµατοδοτούν ένα δύσκαµπτο σύστηµα.

’Εστω οτι για τη δυναµική του συστήµατος (4.1), οιM γρηγορότερες χρονοκλίµακες εί-
ναι αποσβετικής φύσεως και πολύ πιο γρήγορες απο αυτήν που είναι χαρακτηριστική για
την εξέλιξή του. Σύµφωνα µε την GSPT στην περίπτωση αυτή οι Μ χρονοκλίµακες χαρα-
κτηρίζουν τη γρήγορη µετάβαση της λύσης στην SIM, οι διαστάσεις της οποίας είναι N-M
[18, 19]. Η λύση πλησιάζει ασυµπτωτικά την SIM και κινείται σε αυτήν σύµφωνα µε τις
αργές χρονικλίµακες. Το µοντέλο που περιγράφει την κίνηση πάνω στην SIM είναι απλο-
ποιηµένο, καθώς είναι πλήρως απαλλαγµένο απο την επίδραση των γρήγορων χρονο-
κλιµάκων. Το αργό αυτό µοντέλο µπορεί να κατασκευαστεί αναλύοντας το διανυσµατικό
πεδίο g(y) σε µία γρήγορη και µία αργή συνιστώσα:

dy
dt

= arfr + asfs (4.4)

όπου ο πίνακας ar διαστάστεων N ×M αποτελείται απο M διανύσµατα-στήλες am (m =
1, . . . ,M) διαστάσεωνN×1 τα οποία αποτελούν τη βάση του γρήγορου υπόχωρου του εφα-
πτόµενου πεδίου (tangent space), στον οποίο ενεργούν µόνο οι γρήγορες χρονοκλίµακες τm
(m = 1, . . . ,M):

ar = [a1, . . . aM ] (4.5)
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Αντίστοιχα, οπίνακας as διαστάστεωνN×(N−M)αποτελείται αποN−M διανύσµατα-
στήλες am (m = M + 1, . . . , N) διαστάσεων N × 1 που αποτελούν τη βάση του αργού υπό-
χωρου του εφαπτόµενου πεδίου (tangent space), στον οποίο ενεργούν µόνο οι αργές χρο-
νοκλίµακες τm (m = M + 1, . . . , N):

as = [aM+1, . . . aN ] (4.6)

Τα fr και fs είναι τα εύρη (amplitudes) της CSP και αποτελούν προβολές του διανυσµα-
τικού πεδίου g(y) στιςM γρήγορες και N −M αργές διευθύνσεις:

fr =

 f1

:
fM

 fs =

fM+1

:
fN

 (4.7)

όπου:
fr = brg fs = bsg (4.8)

και br και bs είναι πίνακες διαστάσεωνN×M καιN×(N−M), αντίστοιχα, αποτελούµενοι
από διανύσµατα-γραµµες διαστάσεων 1×N :

br =

 b1

:
bM

 bs =

bM+1

:
bN

 (4.9)

Λόγω της ορθογωνιότητας, ικανοποιούνται οι εξής σχέσεις:

arbr + asbs = INN asbs = Iss arbr = Irr (4.10)

όπου INN , Irr, Iss είναι µοναδιαίοι πίνακες διαστάσεωνN ×N ,M ×M και (N −M)× (N −M)
αντίστοιχα.

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, κατά την εξέλιξη της διεργασίας πάνω στην SIM η
συνεισφορά της γρήγορης συνιστώσας του διανυσµατικού πεδίου g(y) είναι αµελητέα:

fr ≈ 0 (4.11)

δεδοµένου ότι ταανύσµαταστον as και τοανυσµατικόπεδίο g(y) εφάπτονται της SIM.Κατά
συνέπεια, η “ροή” πάνω στην SIM περιγράφεται απο το αργό σύστηµα:

dy
dt
≈ asfs = gslow (4.12)

Αξίζει να σηµειωθεί οτι καθώς asbs = INN−arbr, για την κατασκευή του αλγεβρικού συστή-
µατος που προσεγγίζει την πολλαπλότητα και του αργού µοντέλου απαιτούνται τελικά
µόνο τα γρήγορα διανύσµατα ar και br.

4.3 Αλγόριθµος της CSP (CSP refinements)

Τα διανύσµατα-βάσεις της CSP, ar και as, και τα δυϊκά br και bs, προσεγγίζονται απο
τον αλγόριθµο της CSP µέσα απο δύο επαναληπτικές διαδικασίες, τις br και ar CSP βελ-
τιώσεις (CSP refinements). Η br-βελτίωση αφήνει τα διανύσµατα bs και ar αναλλοίωτα, ενώ
τροποποιεί τα διανύσµατα br και as. Αυτή η βελτίωση σχετίζεται µε την ακρίβεια στην
προσέγγιση της πολλαπλότητας και του αργού συστήµατος [21, 28, 43, 46]. Η ar-βελτίωση
τροποποιεί τα διανύσµατα ar και bs, αφήνοντας αναλλοίωτα τα br και as, και σχετίζεται
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µε τη µείωση της δυσκαµψίας του απλοποιηµένου µοντέλου (βελτίωση της ευστάθειας
στο αργό σύστηµα) [21, 28, 43, 46].

Οι δύο αυτές βελτιώσεις εκκινούν από τις εξισώσεις που περιγράφουν τη χρονική εξέ-
λιξη των ευρών fr και fs:

dfr

dt
= λr

rfr + λr
sfs

dfs

dt
= λs

rfr + λs
sfs (4.13)

όπου
λm
k =

(
dbm

dt
+ bmJ

)
ak (4.14)

Με κάθε εφαρµογή του, ο αλγόριθµος της br-βελτίωσης µειώνει την τάξη της λr
s κατά

O(ϵ), ενώ ο αλγόριθµος της ar-βελτίωσης µειώνει την τάξη της λs
r κατά O(ϵ), όπου το ϵ

ορίστηκε στην Εξ. (4.3). Συνεπώς ο αλγόριθµος της br-βελτίωσης αποσυνδέει τα γρήγορα
εύρη fr από τα αργά fs. Με αυτόν τον τρόπο, στην SIM η τάξη του fr µειώνεται, δεδοµένου
ότι οι γρήγορες χρονοκλίµακες εµπεριέχονται στην λr

r [21, 28, 43, 46]. Αντίθετα, ο αλγό-
ριθµος της ar-βελτίωσης αποσυνδέει τα αργά fs εύρη από τα γρήγορα fr. Έτσι, στην SIM η
µεταβολή του fs χαρακτηρίζεται µόνο από τις αργές χρονοκλίµακες, δεδοµένου ότι αυτές
εµπεριέχονται στην λs

s [21, 28, 43, 46].

4.3.1 Πρώτη φάση των CSP βελτιώσεων

Η αρχική εκτίµηση των διανυσµάτων-βάσεις br(0, 0) και ar(0, 0) είναι τα σταθερά δια-
νύσµατα, για τα οποία ισχύει:

dbr(0, 0)

dt
= 0

dar(0, 0)
dt

= 0

Ο αλγόριθµος CSP για την πρώτη br-βελτίωση δίνει [45]:

br(1, 0) = τ r
r(0, 0)br(0, 0)J

ar(1, 0) = ar(0, 0)
bs(1, 0) = bs(0, 0)

as(1, 0) = [I− ar(1, 0)br(1, 0)] as(0, 0) = [I− ar(0, 0)br(1, 0)] as(0, 0)

όπου τ r
r(0, 0) = [λr

r(0, 0)]
−1 και λr

r(0, 0) = br(0, 0)Jar(0, 0).

Το αποτέλεσµααποαυτήν τηνπρώτη br-βελτίωση, είναι να µειωθεί η τάξη τουλr
s κατά

O(ϵ). Με τον τρόπο αυτό, τα γρήγορα εύρη γίνονται πιο ΄΄καθαρά”, καθώς αποσυνδέονται
απο τα αργά εύρη:

λr
s(1, 0) =

[
dbr(1, 0)

dt
+ br(1, 0)J

]
as(1, 0) = O(ϵλr

s(0, 0))

Όµως, στο στάδιο αυτό το επίπεδο αποδέσµευσης των αργών χρονοκλιµάκων απο τις γρή-
γορες µένει αµετάβλητο:

λs
r(1, 0) =

[
dbs(1, 0)

dt
+ bs(1, 0)J

]
ar(1, 0) = bs(0, 0)Jar(0, 0) = λs

r(0, 0)
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Ακολούθως, ο αλγόριθµος CSP για την πρώτη ar-βελτίωση δίνει [45]:

ar(1, 1) = Jar(0, 0)τ r
r(1, 0)

br(1, 1) = br(1, 0)

as(1, 1) = as(1, 0)
bs(1, 1) = bs(1, 0) [I− ar(1, 1)br(1, 1)] = bs(0, 0) [I− ar(1, 1)br(1, 1)]

όπου τ r
r(1, 0) = [λr

r(1, 0)]
−1 και λr

r(1, 0) = br(1, 0)Jar(0, 0). Το αποτέλεσµα αυτής της βελτί-
ωσης είναι µια µείωση της τάξης του λs

r κατά O(ϵ):

λs
r(1, 1) =

[
dbs(1, 1)

dt
+ bs(1, 1)J

]
ar(1, 1) = O(ϵλs

r(1, 0)) = O(ϵλs
r(0, 0))

Τωρα, το επίπεδο της αποδέσµευσης των γρήγορων χρονοκλιµάκων απο τις αργές µένει
αµετάβλητο:

λr
s(1, 1) =

[
dbr(1, 1)

dt
+ br(1, 1)J

]
as(1, 1) =

[
dbr(1, 0)

dt
+ br(1, 0)J

]
as(1, 0)

= λr
s(1, 0) = O(ϵλr

s(0, 0))

4.3.2 Δεύτερη φάση των CSP βελτιώσεων

Κατά τη δεύτερη φάση, τα διανύσµατα-βάσεις του αλγορίθµου θεωρούνται συναρτή-
σεις τωνµεταβλητών του διανυσµατικούπεδίου y, οπότε και είναι χρονικά εξαρτώµενα.Συ-
νεπώς, υπολογίζεται η χρονική τους παράγωγος, η οποία και υπεισέρχεται στην επανα-
ληπτική διαδικασία βελτίωσης, αυξάνοντας την αποτελεσµατικότητα της αποσύνδεσης
των γρήγορων απο τα αργά εύρη. Οι αρχικές εκτιµήσεις των διανυσµάτων στη φάση αυτή
λαµβάνονται απο το τέλος της πρώτης φάσης της διαδικασίας.

Η δεύτερη br-βελτίωση δίνει [45]:

br(2, 1) = τ r
r(1, 1)

[
dbr(1, 1)

dt
+ br(1, 1)J

]
= τ r

r(1, 1)

[
dbr(1, 0)

dt
+ br(1, 0)J

]
ar(2, 1) = ar(1, 1)
bs(2, 1) = bs(1, 1)

as(2, 1) = [I− ar(2, 1)br(2, 1)] as(1, 1) = [I− ar(1, 1)br(2, 1)] as(1, 0)

όπου τ r
r(1, 1) = [λr

r(1, 1)]
−1 και λr

r(1, 1) = [dbr(1, 1)/dt+ br(1, 1)J] ar(1, 1). Το αποτέλεσµα
είναι η επιπλέον µείωση της τάξης της λs

r κατά O(ϵ):

λr
s(2, 1) =

[
dbr(2, 1)

dt
+ br(2, 1)J

]
as(2, 1) = O(ϵλr

s(1, 1)) = O(ϵλr
s(1, 0)) = O(ϵ2λr

s(0, 0))

ενώ πάλι δεν επηρεάζεται το επίπεδο αποδέσµευσης των αργών χρονοκλιµάκων απο τις
γρήγορες:

λs
r(2, 1) =

[
dbs(2, 1)

dt
+ bs(2, 1)J

]
ar(2, 1) =

[
dbs(1, 1)

dt
+ bs(1, 1)J

]
ar(1, 1) = λs

r(1, 1)

= O(ϵλs
r(1, 0)) = O(ϵλs

r(0, 0))
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Η δεύτερη ar-βελτίωση δίνει [45]:

ar(2, 2) =
[
−dar(2, 1)

dt
+ Jar(2, 1)

]
τ r
r(2, 1) =

[
−dar(1, 1)

dt
+ Jar(1, 1)

]
τ r
r(2, 1)

br(2, 2) = br(2, 1)

as(2, 2) = as(2, 1)
bs(2, 2) = bs(2, 1) [I− ar(2, 2)br(2, 2)] = bs(1, 1) [I− ar(2, 2)br(2, 1)]

όπου τ r
r(2, 1) = [λr

r(2, 1)]
−1 και λr

r(2, 1) = [dbr(2, 1)/dt+ br(2, 1)J] ar(2, 1). Αποτέλεσµα της
δεύτερης ar-βελτίωσης είναι η επιπλέον µείωση της τάξης της λs

r κατά O(ϵ):

λs
r(2, 2) =

[
dbs(2, 2)

dt
+ bs(2, 2)J

]
ar(2, 2) = O(ϵλs

r(2, 1)) = O(ϵ2λs
r(1, 0)) = O(ϵ2λs

r(0, 0))

ενώ το επίπεδοαποδέσµευσης τωνγρήγορωναπο τααργάmodes διατήρείται αµετάβλητο:

λr
s(2, 2) =

[
dbr(2, 2)

dt
+ br(2, 2)J

]
as(2, 2) =

[
dbr(2, 1)

dt
+ br(2, 1)J

]
as(2, 1) = λr

s(2, 1)

= O(ϵλr
s(1, 1)) = O(ϵλr

s(1, 0)) = O(ϵ2λr
s(0, 0))

4.3.3 Αριθµός των br και ar-βελτιώσεων

Όπως διατυπώθηκε προηγουµένως, η br-βελτίωση σχετίζεται µε την ακρίβεια στην
προσέγγιση της πολλαπλότητας και συνεπώς την ακρίβεια που παρέχει το αργό σύστηµα
ενώ η ar-βελτίωση σχετίζεται µε τη µείωση της δυσκαµψίας του αργού συστήµατος. Έχει
δειχθεί ότι µία µόνο ar-βελτίωσηαρκεί για να εξαφανίσει τις γρήγορες χρονοκλίµακες από
τη δυναµική του αργού µοντέλου, αρκεί η λύση να βρίσκεται αρκετά µακρυά από τα όρια
του SIM [47, 48]. Στις εργασίες αυτές, έχει αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα όριο στον αριθµό των
br-βελτιώσεων που παρέχουν καλύτερη ακρίβεια. Δεδοµένου ότι οι δύο τύποι βελτιώσεων
µπορούν να γίνουν ανεξάρτητα η µία από την άλλη, στην παρούσα εργασία θα παρουσια-
στούν αποτελέσµατα που προέκυψαν από µία ή δύο br-βελτιώσεις και µία ar-βελτίωση.

4.4 Χρονικές Παράγωγοι της Ιακωβιανής

Προκειµένου να υπολογιστούν τα διανύσµατα-βάσεις του αλγορίθµου κατά τη δεύ-
τερη φάση, απαιτείται ο προσδιορισµός ορισµένων χρονικών παραγώγων [45]. Οι βασικές
εκφράσεις που χρησιµοποιούνται για το σκοπό αυτό δίνονται ακολούθως:

dbr(1, 1)

dt
=

dbr(1, 0)

dt
= τ r

r(0, 0)br(0, 0)
dJ
dt

[I− ar(0, 0)br(1, 0)]

dar(2, 1)
dt

=
dar(1, 1)

dt
= [I− ar(1, 1)br(1, 0)]

dJ
dt
ar(0, 0)τ r

r(1, 0)

dbr(2, 1)

dt
=τ r

r(1, 1)

[
dbr(1, 0)

dt
J+ br(1, 0)

dJ
dt

+
d2br(1, 0)

dt2

]
[I− ar(1, 1)br(2, 1)]

− br(2, 1)
dar(1, 1)

dt
br(2, 1)
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, όπου

d2br(1, 0)

dt2
=

[
dτ r

r(0, 0)

dt
br(0, 0)

dJ
dt

+ τ r
r(0, 0)br(0, 0)

d2J
dt2

]
[I− ar(0, 0)br(0, 0)]

− τ r
r(0, 0)br(0, 0)

dJ
dt
ar(0, 0)

dbr(1, 0)

dt

Οι εκφράσεις αυτές περιλαµβάνουν τη χρονική µεταβολή της Ιακωβιανής, dJ/dt, κα-
θώς και τον υψηλότερης τάξης ρυθµό d2J/dt2. Συγκεκριµένα, κατά την δεύτερη φάση η
br-βελτίωση απαιτεί τη χρονική παράγωγο dJ/dt ενώ η ar-βελτίωση στη φάση αυτή απαι-
τεί τον υπολογισµό της dJ/dt και της d2J/dt2. Οι εκφράσεις που δίνουν τις απαιτούµενες
αυτές τιµές είναι οι εξής:

dJ
dt

=
∑

i=1,...,N

∂J
∂yi

dyi

dt
=

∑
i=1,...,N

∂J
∂yi

gi

d2J
dt2

=
∑

i,j=1,...,N

[
∂2J

∂yiθyj
gi +

∂J
∂yi

J
]
gj

4.5 Κριτήριο αναγνώρισης των εξαντληµένων συνιστωσών

Καθώς εξελίσσεται µε το χρόνο η λύση του συστήµατος, ο αριθµός M των γρήγορων
εξαντληµένων χρονοκλιµάκων και η διάσταση N −M της SIM είναι πιθανό να µεταβλη-
θεί. Το µέγεθος που καθορίζει τη σωστή επιλογή της διάστασης M , είναι η παράµετρος ϵ
που δίνεται στην Εξ. (4.3). Συγκεκριµένα, το κριτήριο για την ορθή επιλογή της διάστασης
Μ είναι:

τM+1 |ar(m, 1)fr(m, 1)| < ϵm|y|+AbsErr (4.15)

όπου ar(m, 1) οN×M πίνακας µε ταΜγρήγορα διανύσµατα-βάσεις της CSP και fr(m, 1) το
διάνυσµαΜ διαστάσεων µε ταΜ γρήγορα εύρη, υπολογισµένα µετά αποm br-βελτιώσεις
και µία ar-βελτίωση. Στο δεξί σκέλος της ανισότητας διατυπώνεται το επιτρεπτό σχετικό
σφάλµα (ϵm|y|) και το απόλυτο σφάλµα (AbsErr), το οποίο στην παρούσα εργασία τίθεται
AbsErri = 10−16 για i = 1, . . . , N . Με το κριτήριο αυτό εξασφαλίζεται οτι η τροχιά παραµέ-
νει κοντά στην SIM, δεδοµένου ότι ο όρος arfr που αφαιρείται από το ανυσµατικό πεδίο g
για τον υπολογισµό του gslow = asfs είναι O(ϵm).

Το κριτήριο στην Εξ. (4.15) βασίζεται στο γεγονός ότι το fr µειώνεται κατά O(ϵ) κάθε
φορά που εφαρµόζεται µία br-βελτιώση, υπό τη προϋπόθεση οτι η λύση είναι αρκετά µα-
κριά από το σύνορο του SIM [47, 48]:

fr(m+ 1, n) = O (ϵfr(m,n)) (4.16)

4.6 Διαγνωστικά εργαλεία του αλγορίθµου

Ηαλγοριθµική ανάλυση CSP, χάρη στα διαγνωστικά εργαλεία που παρέχει, δίνει πλη-
ροφορίες σχετικά µε τη συµµετοχή και συµπεριφορά των αντιδράσεων που περιλαµβάνο-
νται στο σύστηµα που µελετάται, τόσο στην αργή όσο και στη γρήγορη δυναµική. Με τον
τρόπο αυτό µπορεί να µελετηθεί και να γίνει κατανοητή η συµπεριφορά και ο ρόλος των
συστατικών και των αντιδράσεωνπου συµµετέχουν ενεργά στην εξέλιξη του συστήµατος.
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4.6.1 CSP Pointer (PO)

ΟιΜγρήγορες χρονοκλίµακες χαρακτηρίζουν τη µεταβολή ορισµένων από τιςΝµετα-
βλητές του συστήµατος. Παράλληλα, στις συνιστώσες του συστήµατος που εισάγουν στη
δυναµική τις γρήγορες χρονοκλίµακες συµµετέχουν ορισµένες από τις Ν µεταβλητές. Οι
µεταβλητές που ανήκουν και στα δύο αυτά σύνολα αναγνωρίζονται από το αλγοριθµικό
εργαλείο CSP Pointer (PO) [43, 49, 50]:

POm = diag
[
am · bm

]
=

[
a1mbm1 , . . . aNmbmN

]T (4.17)

γιαm = 1, . . . ,M , όπου λόγω της σχέσης ορθογωνιότητας µεταξύ των διανυσµάτων ar και
br (Εξ. (4.10)), ισχύει

a1mbm1 + · · ·+ aNmbmN = 1

Τιµές του anmbmn (n = 1, . . . , N) κοντά στη µονάδα υποδεικνύουν έντονη συσχέτιση της n-
στής µεταβλητής yn µε τηm-στο CSP συνιστώσα (mode) και την αντίστοιχη χρονοκλίµακα
τm [22, 43, 46]. Ουσιατικά, οCSPPointer αναγνωρίζει τους άξονες τωνµεταβλητών οι οποίοι
ευθυγραµµίζονται περισσότερο µε τον γρήγορο υπόχωρο του εφαπτόµενου πεδίου.

4.6.2 CSP Amplitude Participation Index (API)

Ηαµελητέα συνεισφορά των γρήγορων ευρών fM (y) στο αργό µοντέλο, οφείλεται στις
σηµαντικές αλληλοαναιρέσεις (cancellations) που λαµβάνουν χώρα µεταξύ των όρων που
το παράγουν. Συγκεκριµένα, το m-στο εύρος µπορεί να εκφραστεί ως:

fm(y) = bm.g =
(
bm.s1

)
r1 + . . . +

(
bm.s2K

)
r2K

= fm
1 (y) + · · ·+ fm

k (y) ≈ 0 (4.18)

Στην δεξί σκέλος της Εξ. (4.18), ο κάθε όρος του αθροίσµατος (fm
k (y)) δηλώνει τη συµµε-

τοχή που έχει η k αντίδραση στο γρήγορο εύρος fm(y). Οι αντιδράσεις εκείνες που συµµε-
τέχουν σηµαντικά στις αλληλοεξουδετερώσεις που οδηγούν στο αποτέλεσµα fm(y) ≈ 0
αναγνωρίζονται µε τη βοήθεια του CSP Amplitude Participation Index (API):

Pm
k =

fm
k (y)

2K∑
j=1

∣∣ fm
j (y)

∣∣ (4.19)

Εξ ορισµού,
2K∑
k=1

| Pm
k | = 1, οπότε λόγω της Εξ. (4.18)

2K∑
k=1

Pm
k ≈ 0 [22, 43, 46]. Μικρή τιµή του

| Pm
k | υποδεικνύει αµελητέα συνεισφορά της k δράσης στην ισορροπία που εκφράζεται

στην Εξ. ((4.18)), ενώ όσο η τιµή πλησιάζει στην µονάδα τόσο πιο έντονη γίνεται η συµ-
µετοχή τους στην ισορροπία.

4.6.3 CSP Importance Index (II)

Η κίνηση πάνω στη SIM διέπεται απο το αργό σύστηµα της Εξ. (4.12). Δεδοµένων των
2Kαντιδράσεων στο εξεταζόµενο σύστηµα, για κάθε στοιχείο του ανυσµατικού πεδίου του
αργού συστήµατος gnslow(y) ισχύει:

gnslow(y) = gn,1slow(y) + · · ·+ gn,2Kslow (y) (4.20)
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n = 1, . . . , N , όπου gn,kslow(y) δηλώνει τη συνεισφορά της k-στης αντίδρασης στο n-στο στοι-
χείο του gslow(y):

gn,kslow(y) =
N∑

j=M+1

anj (bj · Sk)r
k
y

όπου το anj αποτελεί το n-οστό στοιχείο του διανύσµατος-στήλης aj (µε j = M + 1, . . . , N )
του as.

Μέσω του CSP Importance Index (II) µπορεί να προσδιορισθεί η συνεισφορά της k αντί-
δρασης στην εξέλιξη της n-στής µεταβλητής yn [22, 43, 46]:

Ink =
gn,kslow(y)

2K∑
j=1

∣∣∣ gn,jslow(y)
∣∣∣ (4.21)

Εξ ορισµού
2K∑
k=1

| Ink | = 1. Mεγάλη τιµή του | Ink | υποδεικνύει ποιά αντίδραση k συνεισφέρει

έντονα κατά την κίνηση της µεταβλητής n στο SIM.

4.6.4 CSP Eigenvalue Participation Index (EPI)

Γενικά, όλες οι αντιδράσεις του συστήµατος που περιλαµβάνονται στο διανυσµατικό
πεδίο g(y) συνεισφέρουν στη δηµιουργία των M γρήγορων χρονοκλιµάκων τm. Μέσω του
CSP Eigenvalue Participation Index (EPI) µπορεί να προσδιορισθεί η ακριβής συνεισφορά της
κάθε αντίδρασης στην ανάπτυξη της n-στης ιδιοτιµής λn.

Χρησιµοποιώντας τις Εξ. (4.1) και (4.2), προκύπτει η ακόλουθη σχέση για τη συµµετοχή
των 2K αντιδράσεων στην ιδιοτιµή λn:

λn = λ1
n + · · ·+ λ2K

n (4.22)

όπου λk
n = qnsk∇rkpm για n = (1, . . . , N). Ο CSP Eigenvalue Participation Index ορίζεται ως

εξής:

Λn
k =

λk
n

2K∑
j=1

∣∣ λj
n

∣∣ (4.23)

Εξ ορισµού ισχύει
2K∑
k=1

| Λn
k | = 1 [40, 44, 51, 52]. Η τιµή του Λn

k είναι ένα µέτρο της συνει-

σφοράς που έχει η k αντίδραση στη διαµόρφωση της ιδιοτιµής λn. Προφανώς, οι αντιδρά-
σεις που έχουν σταθερό ρυθµό έχουν µηδενική συνεισφορά στην διαµόρφωση της ιδιοτι-
µής λn. Αρνητική τιµή του Λn

k υποδεικνύει την τάση της k αντίδρασης να ωθήσει το n-στό
CSP mode προς την ισορροπία (fn(y)→ 0). Οι αντιδράσεις αυτές ονοµάζονται αποσβετι-
κές (dissipative). Αντίθετα, θετική τιµή του Λn

k υποδεικνύει την τάση της k αντίδρασης να
απωθήσει το n-στό CSPmode απο την ισορροπία. Οι αντιδράσεις αυτές ονοµάζονται εκρη-
κτικές (explosive) [21].
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Κεφάλαιο 5

Μερική ισορροπία και οιονεί µόνιµη
κατάσταση

Οι κλασσικέςπαραδοχές για την κατασκευή τουαργούσυστήµατος είναι ηπροσέγγιση
µερικής ισορροπίας (Partial EquilibriumApproximation, PEA) και η οιονεί σταθερή κατάσταση
(Quassi Steady State Approximation, QSSA) [49]. Η προσέγγιση QSSA υποδεικνύει οτι το µέγε-
θος του ρυθµού παραγωγής και κατανάλωσης ενός απο τα στοιχεία του διανύσµατος των
µεταβλητών y είναι πολύ µεγαλύτερο απο τον αντίστοιχο ρυθµό µεταβολής τους. Η PEA
υποδεικνύει οτι το µέγεθος της συνεισφοράς που έχει η ευθεία οδός µιας αντίδρασης και
η αµφίδροµή της στο ρυθµό µεταβολής διαφόρων στοιχείων του διανύσµατος y που πε-
ριγράφει το αρχικό σύστηµα είναι πολύ µεγαλύτερο απο οποιαδήποτε άλλη συνεισφορά
αλλά και απο το ρυθµό µεταβολής των στοιχείων αυτών. Η σηµασία των δύο αυτών πα-
ραδοχών έγκειται στο ότι αποτελούν τις κλασσικές µεθόδους για την κατασκευή απλο-
ποιηµένων µοντέλων. Ακολούθως παρουσιάζεται η µαθηµατική διατύπωση των προσεγ-
γίσεων αυτών [49].

’Εστω οι πρώτεςΜ µεταβλητές στο άνυσµα y και οι πρώτεςΜ αντιδράσεις σχετίζονται
εντονότερα µε τις Μ γρήγορες χρονοκλίµακες. Για την περίπτωση αυτή, το σύστηµα της
Εξ. (4.1) παίρνει τη µορφή:

d

dt

 yM

yN−M

 =

 sMM

sN−M
M

 rM +

sM2K−M

sN−M
2K−M

 r2K−M (5.1)

Συνεπώς, η Ιακωβιανή του συστήµατος παίρνει τη µορφή:

J =

 JMM JMN−M

JN−M
M JN−M

N−M


όπου

rM =

 r1

:
rM

 r2K−M =

rM+1

:
r2K

  sMM

sN−M
M

 = [s1, . . . sM ]

sM2K−M

sN−M
2K−M

 = [sM+1, . . . s2K ]

και οι Μ µεταβλητες στο yM =
[
y1, . . . , yM

]T θεωρούνται οι “γρήγορες” µεταβλητές και
οι Μ αντιδράσεις [s1, . . . sM ] θεωρούνται οι “γρήγορες” αντιδράσεις.
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Οι εξισώσεις (4.11) και (4.12) που παράγουν την SIM και το αργό µοντέλο που παριγρά-
φει την αργή “ροή” επί της SIM µπορούν να γραφούν ως εξής:

bMg ≈ 0M
dy
dt
≈ aN−MbN−Mg

Οι γραµµικά ανεξάρτητες αλγεβρικές εξισώσεις που προσεγγίζουν τη SIM παίρνουν
τώρα τη µορφή:

fM = sMM rM +KM
2K−M r2K−M = 0M

όπου για την περίπτωση της PEA

KM
2K−M = (IMM +VM

N−MaN−M
M )−1(sM2K−M +VM

N−MsN−M
2K−M )

και για την περίπτωση της QSSA

KM
2K−M = sM2K−M

όπου

VM
N−M =

(
∂rM

∂yM

)−1
∂rM

∂yN−M
aN−M
M = sN−M

M (sMM )−1

Αντίστοιχα, το αργό µοντέλο που καθορίζει την εξέλιξη επί της SIM παίρνει τη µορφή:

dy
dt

= aN−MΛN−M
N−M r2K−M

όπου για την περίπτωση της PEA:

aN−M =

[
−VM

N−M

IN−M
N−M

]
ΛN−M

N−M = (IN−M
N−M + aN−M

M VM
N−M )−1(−aN−M

M sM2K−M + sN−M
2K−M )

και για την περίπτωση της QSSA:

aN−M =

[
0MN−M

IN−M
N−M

]
ΛN−M

N−M = −aN−M
M sM2K−M + sN−M

2K−M

Οι δυο προσεγγίσεις PEA και QSSA µπορούν να εφαρµοστούν µόνο όταν:

fM = O(ϵM ), µε ϵM = τM/τM+1

Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα συστήµατα που προκύπτουν απο τις δύο προσεγγίσεις είναι
απαλλαγµένα απο τις M γρήγορες αντιδράσεις που διέπουν το σύστηµα. Επίσης προκύ-
πτει οτι για το όριο VM

N−M → 0, η SIM και το αργό σύστηµα που παράγονται απο την PEA
ταυτίζονται µε αυτά που προκύπτουν από την QSSA. Δηλαδή, η QSSA αποτελεί µια περί-
πτωση της PEA [49].
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5.1 Κριτήρια αναγνώρισης της εγκυρότητας των PEAκαιQSSA

Από την ανάλυση των δυο προσεγγίσεων εξάγονται τρία κριτήρια που παρέχουν πλη-
ροφορίες για εγκυρότητά τους [49, 53].

Cs = GN−M
M − aN−M

M = O(ϵM ) (5.2)

Cα1 = GM
N−M −VM

N−M = O(ϵM ) (5.3)

Cα2 = VM
N−M = O(ϵM ) (5.4)

όπου
GM

N−M = (JMM )−1JMN−M GN−M
M = JN−M

M (JMM )−1

Το κριτήριο στην Εξ. (5.2) εξασφαλίζει οτι τα διανύσµατα aM που παράγονται απο την
PEA ή την QSSA παρέχουν πρώτου βαθµού ακρίβειας (leading order) προσεγγίσεις των
αντίστοιχων ar που παράγονται απο τη CSP. Ικανοποιήση του κριτηρίου αυτού εξασφαλί-
ζει την ευστάθεια του αργού συστήµατος για τις δύο προσεγγίσεις.

Όταν ικανοποιούνται τα δύο κριτήρια στις Εξ. (5.2) και (5.3), τα διανύσµατα aM και
aN−M που παράγονται απο την PEA παρέχουν πρώτου βαθµού ακρίβειας (leading order)
προσεγγίσεις των αντίστοιχων ar και as που παράγονται απο τη CSP. Συνεπώς, ικανοποί-
ηση των δύο πρώτων κριτηρίων εξασφαλίζει πρώτου βαθµού ακρίβεια για την SIM και το
απλοποιηµένο σύστηµα που παράγονται από την PEA και ευστάθεια του αργού συστή-
µατος.

Τέλος, όταν ικανοποιούνται και τα τρία κριτήρια στις Εξ. (5.2),(5.3) και (5.4), τα διανύ-
σµατα aM και aN−M που παράγονται απο την QSSA παρέχουν πρώτου βαθµού ακρίβειας
(leading order) προσεγγίσεις των αντίστοιχων ar και as που παράγονται απο τη CSP. Iκα-
νοποιήση και των τριών κριτηρίων εξασφαλίζει πρώτου βαθµού ακρίβεια για την SIM και
το αργό σύστηµα που παράγονται από την QSSA και ευστάθεια για το αργό σύστηµα.
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Κεφάλαιο 6

CSP ανάλυση στο φαρµακοκινητικό
TMDD µοντέλο

6.1 Η περίπτωση της ενδοµυϊκής ή υποδόριας χορήγησης του
φαρµάκου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της ανάλυσης ιδιόµορφων δια-
ταραχών για τηνΠερίπτωσης 1, όπου η χορήγηση του φαρµάκου γίνεται ενδοµυϊκά ή υπο-
δόρια και τοφάρµακο χορηγείται αρχικά στο χώροαποθήκευσης και απο εκεί µεταφέρεται
στον κεντρικό χώρο (Ad(0) = D1 και C(0) = 0).

C R RC

AT

8

9 10

5

6

3

7 4

1
Ad

Tissue 
Compartment

Depot 
Compartment

Central
Compartment

Σχήµα 6.1: Κινητική του TMDD φαρµάκου, για την περίπτωση υποδόριας ή ενδοµυϊκής
χορήγησης

Οι πέντε χρονοκλίµακες που χαρακτηρίζουν τη δυναµική του συστήµατος είναι απο-
σβετικές σε όλη τη διάρκεια της διεργασίας. Στο Σχήµα 6.2 φαίνεται η χρονική εξέλιξη των
χρονοκλιµάκων αυτών. Αρχικά, µόνο η πρώτη χρονοκλίµακα τ1 µεταβάλλεται. Συγκεκρι-
µένα, για χρόνους πολύ κοντά στο µηδέν η τ1 µειώνεται απότοµα, οπότε και δηµιουργείται
ένα µεγάλο χάσµα µεταξύ της τ1 και τ2. Στη συνέχεια η τ1 αυξάνεται οπότε και το χάσµα
µικραίνει. Λίγο πριν τις 200 hrs αρχίζουν να µεταβάλλονται και οι υπόλοιπες χρονοκλί-
µακες του συστήµατος, µε εξαίρεση την τ4 που είναι σταθερή καθ’ όλη τη διάρκεια. Για
χρόνους µεγαλύτερους των 200 hrs πλέον και οι πέντε χρονοκλίµακες έχουν σταθεροποι-
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ηθεί, µε τα χάσµαταχρονοκλιµάκωννα είναι ϵ1 = 0.377, ϵ2 = 0.618, ϵ3 = 0.777 και ϵ4 = 0.184
(όπου ϵ = τi/τi+1).
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10
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τ
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τ
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τ
4

τ
5

Σχήµα 6.2: Εξέλιξη των χρονοκλιµάκων τi µε το χρόνο.

Σύµφωνα µε τα κριτήρια που παρατέθηκαν στην Ενότητα 4.5, προκύπτει οτι ο αριθµός
των εξαντληµένων συνιστωσών είναιM = 1 για t > 1 hr,M = 2 για t > 10 hrs,M = 3 και
M = 4 για t > 30 hrs. Οι χρονικές αυτές περίοδοι απεικονίζονται σχηµατικά στο Σχήµα
6.3.Ολόγος για τον οποίο η 3ηκαι 4ηγρήγορηχρονοκλίµακα εξαντλούνται την ίδια στιγµή
είναι γιατί, όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.2 είναι της ίδιας τάξης µεγέθους.
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Σχήµα 6.3: Ο αριθµός των εξαντληµένων συνιστωσών (exhausted modes) ανα χρονικές
περιόδους.

Στην ανάλυση που θα ακολουθήσει θα µελετηθεί η περίπτωση Μ=1 για το χρονικό
διάστηµα t ∈ [1, 10] hrs, Μ=2 για το χρονικό διάστηµα t ∈ [10, 30] hrs, Μ=3 στην αρχή του
χρονικού διαστήµατος t ∈ [t > 30] hrs και M=4 για µία αργότερη χρονική περίοδο.

6.1.1 Η περίπτωσηM=1

Στην περίπτωση αυτή µόνο η γρηγορότερη απο τις χρονοκλίµακες είναι εξαντληµένη,
οπότε το χάσµα µεταξύ των χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει είναι το ϵ1 = τ1/τ2.
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Η χρονική εξέλιξη του CSP pointer στην περιοχή που ισχύειM = 1 φαίνεται στο Σχήµα
6.4. Παρατηρείται οτι σε όλο το µήκος της περιοχής που µελετάται, η pointed µεταβλητή
είναι το R.

0 10 20
t [hrs]

0,0

0,4

0,8

PO
i

1

R

Σχήµα 6.4: Η εξέλιξη του µεγαλύτερου στοιχείου του PO1, το οποίο συνδέεται µε τη µετα-
βλητή R.

Για Μ=1, το σύστηµα που περιγράφεται στην Εξ. (4.4) παίρνει την εξής µορφή:

dy
dt

= a1f1 + [a2 a3 a4 a5]


f2

f3

f4

f5

 (6.1)

Σύµφωνα µε τις Εξ. (4.11) και (4.12), η SIM και το αργό µοντέλο προσεγγίζονται απο τις
εξισώσεις:

f1 ≈ 0
dy
dt
≈ [a2 a3 a4 a5]


f2

f3

f4

f5

 (6.2)

Για την εύρεση των διανυσµάτων-βασεις ai σύµφωνα µε τον αλγόριθµο της CSP, θεω-
ρούνται τα εξής αρχικά διανύσµατα:

ar =


0
0
0
1
0

 as =


0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0


Οι αρχικές αυτές εκτιµήσεις γίνονται µε βάση τα στοιχεία του CSP pointer, τα οποία

υποδεικνύουν τηνRως τη γρήγορη µεταβλητή.Με αυτό το τρόπο εξασφαλίζεται οτι το αρ-
χικό διάνυσµα ar έχει µιασυνιστώσαστογρήγορουπόχωρο του εφαπτόµενουχώρου.Μετά
απο µία ar και µία br-βελτίωση, προκύπτει:

ar = a1 = X−1
1


0

δ ·X2

0
X2

2

−δ ·X2

 as = [a2 a3 a4 a5] =


0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

κ/X2 −β/X2 0 0
1 0 0 0
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όπου δ = konC, γ = kdeg, κ = koff , β = konR και X1 = (κ+ β) · δ + (γ + δ)2, X2 = γ + δ.
Η χρονική εξέλιξη του εύρους f1, που σχετίζεται µε το πρώτο CSP mode, αποτυπώνε-

ται στο Σχήµα 6.5. Στο Σχήµα αυτό φαίνεται το εύρος f1 µετά απο µία και µετά απο δύο
br-βελτιώσεις, δηλ. f1(1) και f1(2) αντίστοιχα (όπου η πρώτη br-βελτιώση ακολουθείται
πάντα από µια ar-βελτιώση). Μετά από µία σύντοµη αρχική περίοδο, τα δύο εύρη λαµβά-
νουν πολύ µικρές τιµές. Όπως ήταν αναµενόµενο, στην περίοδο αυτή το εύρος f1(2) είναι
κατά O(ϵ1) µικρότερο του f1(1), γεγονός που δείχνει ότι η λύση κινείται πάνω σε µια SIM
4 διαστάσεων (Ν-1=4).
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Σχήµα 6.5: Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών. Με συνεχόµενη γραµµή αποτυπώνε-
ται το γρήγορο εύρος µετά απο µία br βελτίωση, f1(1), και µε διακεκοµµένη το γρήγορο
εύρος µετά απο δύο βελτιώσεις, f1(2).

Πίνακας 6.1: Οι pointed µεταβλητές απο το PO και οι αντιδράσεις µε τα µεγαλύτερα APIs
και EPIs σε τρεις χρονικές στιγµές (t=1, 2, 5 hrs), όταν Μ=1.

Points PO API EPI

1 (t=1 hrs) R (0.986) 1 (0.072), 5 (-0.488),
5 (-0.940)

6 (0.057), 8 (0.339)

2 (t=2 hrs) R (0.992) 5 (-0.481), 6 (0.054)
5 (-0.964)

8 (0.425)

3 (t=5 hrs) R (0.995) 5 (-0.487), 8 (0.448) 5 (-0.977)

Στον Πίνακα 6.1 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που παρέχουν τα διαγνωστικά ερ-
γαλεία της CSP για τρία χρονικά σηµεία, t=1, 2, 5 hrs, όπουM = 1. Απο τα αποτελέσµατα
αυτά προκύπτει οτι η SIM είναι βασικά αποτέλεσµα της ισορροπίας µεταξύ των αντιδρά-
σεων 5 και 8 (λαµβάνοντας υπόψιν τις αντιδράσεις µε τη µεγαλύτερη συνεισφορά στην
ισορροπία, δηλαδή τα µεγαλύτερα APIs). Δηλαδή, σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του API
και τη σχέση (4.8), ισχύει:

f1 ≈ (b1 · s5)r5 + (b1 · s8)r8 ≈ 0 (6.3)

όπου b1 · s5 ≈ −1 και b1 · s8 ≈ 1 (π.χ., για t = 2hr και µία br-βελτίωση b1 · s5 = −1.0069 και

27



b1 · s8 = 1.0000). Άρα τελικά προκύπτει:

−r5 + r8 ≈ 0 (6.4)

Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του EPI που δίνονται επίσης στον Πίνακα 6.1, η γρή-
γορη αποσβετική χρονοκλίµακα δηµιουργείται σχεδόν εξ ολοκλήρου από την αντίδραση
5 (EPI ≈ −0.9), που καταναλώνει την pointed µεταβλητή R (r5 = konC.R).

Δεδοµένου ότι η µεταβλητή R είναι η µόνη µεταβλητή που αναγνωρίζεται από τον
CSP Pointer, εξετάζεται η εγκυρότητα της προσέγγισης QSSA για αυτή τη µεταβλητή. Συ-
γκεκριµένα, µε βάση τα όσο παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 5, γίνεται στην περίπτωση
αυτή κατάλληλη ανακατανοµή των στοιχείων του διανυσµατικού πεδίου, θεωρώντας ως
πρώτη µεταβλητή τη γρηγορότερη (y1) και τη γρηγορότερη αντίδραση πρώτη (s1). Τα µε-
γέθη που ενδιαφέρουν για να ελεγχθεί η εγκυρότητα της QSSA για το R είναι τα aN−M

M ,
VM

N−M , GN−M
M και GM

N−M . Για Μ=1 και δεδοµένου οτι η pointed µεταβλητή για την οποία
γίνεται ο έλεγχος είναι η 4η µεταβλητή του διανυσµατικού πεδίου, προκύπτουν οι εξής
γενικές µορφές:

aN−M
M =


0
1
0
−1

 VM
N−M =

[
0

R

C
0 0

]

GM
N−M =

[
0

konR

kdeg + konC
0

−koff
kdeg + konC

]
GM

N−M =


0

konC

kdeg + konC
0

−konC
kdeg + konC


Ελέγχοντας τα κριτήρια που δίνονται απο τις Εξ. (5.2), (5.3) και (5.4) προκύπτει οτι για

την περιοχή που εξετάζεται, µε µια εξαντληµένη συνιστώσα, η προσέγγιση για την οιονεί
µόνιµη κατάσταση του R είναι έγκυρη.

Ενδεικτικά παρατίθενται τα αποτελέσµατα για µια χρονική στιγµή που ανήκει στην
περιοχή M=1. Για t = 1 hr το χάσµα χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει και καθορίζει την
επιθυµητή ακρίβεια (ως τάξη µεγέθους) είναι ϵ1 = 0.118. Το πρώτο κριτήριο που σχετίζεται
µε την ευστάθεια δίνει:

Cs = GN−M
M − aN−M

M =


0

−0.047
0

0.047

 = O(ϵ1)

Το δεύτερο κριτήριο που σχετίζεται µε την ακρίβεια της προσέγγισης PEA δίνει:

Cα1 = GM
N−M −VM

N−M =
[
0 −2.012 · 10−5 0 −0.011

]
= O(ϵ1)

Τέλος, το τρίτο κριτήριο που σχετίζεται µε την ακρίβεια της προσέγγισης QSSA δίνει:

Cα2 = VM
N−M =

[
0 4.237 · 10−4 0 0

]
= O(ϵ1)

Καθώς τα τρία κριτήρια επιτυγχάνονται, θεωρείται έγκυρη η QSSA για τοR, οπότε και
ισχύει r5 ≈ r6+r8−r9. Δεδοµένου ότι σύµφωνα µε το Σχήµα 2.3 οι τιµές των r6 και r9 είναι
πολύ µικρότερες αυτών των r5 και r8, προκύπτει η σχέση r5 ≈ r8, όπως αναγνωρίστηκε
από τα διαγνωστικά της CSP στον Πίνακα 6.1. Ετσι σύµφωνα µε την προσέγγιση για την
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οιονεί µόνιµη κατάσταση, προκύπτει το αργό σύστηµα που είναι απαλλαγµένο απο (i) τη
διαφορική εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξή της γρήγορης µεταβλητής R και (ii) τον
ρυθµό της 5ης αντίδρασης (r5), η οποία βρέθηκε να είναι αυτή στην οποία οφείλεται η
γρήγορη χρονοκλίµακα τ1:

d

dt


Cd

C
CT

RC

 =


−r1

r1 + r2 − r3 − r4 + r7 − r8 − r9

r4 − r7

r8 − r9 − r10

 (6.5)

Αντίθετα, το αργό σύστηµα που κατασκευάζεται απο τη CSP σύµφωνα µε την εξίσωση
(4.12) περιλαµβάνει διαφορικές εξισώσεις για όλες τις µεταβλητές του συστήµατος. Συ-
γκεκριµένα, όπως προκύπτει απο τα αποτελέσµατα του CSP Importance Index που πα-
ρατίθενται στον Πίνακα 6.2, η εξέλιξη της R επί του SIM οφείλεται αρχικά κυρίως στην
αντίδραση 1 και σε µικρότερο βαθµό στις αντιδράσεις 4 και 10 (βλ. αποτελέσµατα για
t = 1 hr). Αργότερα συµµετέχουν και οι αντιδράσεις 3 και 8 (βλ. αποτελέσµατα για t = 2
hr) και στη συνέχεια συµµετέχει και η αντίδραση 7, ενώ η επιρροή των αντιδράσεων 4, 8
και 10 γίνεται εξίσου σηµαντική µε αυτήν της αντίδρασης 1 (βλ. αποτελέσµατα για t = 5
hr). Το συµπέρασµα αυτό που παρέχεται απο τα διαγνωστικά εργαλεία του CSP αλογρίθ-
µου µπορεί να επιβεβαιωθεί ως ακολούθως. Παραγωγίζοντας τη σχέση της QSSA για το
R (−r5 + r6 + r8 − r9 ≈ 0) ως προς το χρόνο, προκύπτει η εξίσωση:

dR

dt
=

1

c1

[
(c2 + c3)(r

8 − r9) + c3(−r1 − r2 + r3 + r4 − r7)− c2r
10
]

µε c1 = kdeg + konC, c2 = koff , c3 = konR. Δεδοµένου ότι στο υπό εξέταση διαστηµα όπου
M = 1, οι τιµές των ρυθµών r2 και r9 είναι πολύ πιό µικρές από τις τιµές των ρυθµών
r1, r3, r4, r7, r8 και r10, η ανωτέρω εξίσωση απλοποιείται στην σχέση:

dR

dt
=

1

c1

[
(c2 + c3)r

8 + c3(−r1 + r3 + r4 − r7)− c2r
10
]

(6.6)

η οποία επιβεβαιώνει τα αποτελέσµαταπου έδωσαν τα διαγνωστικά εργαλεία τουCSPαλ-
γορίθµου. Ειδικότερα, σύµφωναµε τα αποτελέσµατα στονΠίνακα 6.2 για την εξίσωση της
R, η ανωτέρω εξίσωση δείχνει ότι οι αντιδράσεις 3, 4 και 8 τείνουν να αυξήσουν τηνR, ενώ
οι αντιδράσεις 1, 7 και 10 τείνουν να την µειώσουν. Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί
ότι από αυτές τις έξι αντιδράσεις µόνον η 8η συµπεριλαµβάνει στη στοιχειοµετρία της την
R. Η επιρροή των υπόλοιπων πέντε αντιδράσεων στην εξέλιξη της R είναι δυνατή λόγω
της σχέσης konC.R ≈ ksyn (r5 ≈ r8) που αναπτύσσεται όταν η τ1 αποσβένεται (f1 ≈ 0). Πα-
ραδείγµατος χάριν, η αντίδραση 3 (C →) τείνει να µειώσει το C, οπότε µέσω της σχέσης
konC.R ≈ ksyn επιτυγχάνεται η αύξηση της R.
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Πίνακας 6.2: Αντιδράσεις µη αµελητέας συνεισφοράς στο διανυσµατικό χώρο gslow, όταν
Μ=1, όπως αυτές προσδιορίζονται απο το Importance index (II). Μόνο οι αντιδράσεις µε τιµή
του II µεγαλύτερη του 5% έχουν συµπεριληφθεί, ενώ οι αντιδράσεις µε II µεγαλύτερο του
15% σηµειώνονται µε έντονη γραµµατοσειρά. Το θετικό (αρνητικό) πρόσηµο της συµµετο-
χής των αντιδράσεων στο αργό σύστηµα υποδηλώνει την τάση τους να αυξήσει (µειώσει)
τη συγκέντρωση της αντίστοιχης µεταβλητής.

Μεταβλητή Σηµαντικές Αντιδράσεις Αργό Σύστηµα

t=1 hr

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 1, 4
d[C]

dt
≈ f(+r1,−r4)

CT 4
d[CT ]

dt
≈ f(+r4)

R 1, 4, 10
d[R]

dt
≈ f(−r1,+r4,−r10)

RC 1, 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r1,+r8,−r10)

t=2 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 1, 3, 4
d[C]

dt
≈ f(+r1,−r3,−r4)

CT 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 1, 3, 4, 8, 10
d[R]

dt
≈ f(−r1,+r3,+r4,+r8,−r10)

RC 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r8,−r10)

t=5 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C
1, 3, 4, d[C]

dt
≈ f(+r1,−r3,−r4,+r7)

7

CT 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R
1, 3, 4, 7, d[R]

dt
≈ f(−r1,+r3,+r4,−r7,+r8,−r10)

8, 10

RC 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r8,−r10)
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6.1.2 Η περίπτωσηM=2

Για την περίπτωση Μ=2, οι δύο γρηγορότερες χρονοκλίµακες είναι εξαντληµένες και
το χάσµα µεταξύ των χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει είναι το ϵ2 = τ2/τ3.

Η εξέλιξη τωνδύοπρώτωνpointersφαίνεται στα δυο διαγράµµατα τουΣχήµατος 6.6.Πα-
ρατηρείται οτι σε όλο το µήκος της περιοχής που µελετάται, η πρώτη pointed µεταβλητή
είναι το R και η δεύτερη το RC.

10 20 30
t [hrs]

0,0

0,4

0,8

PO
i

1

R
RC

10 20 30
t [hrs]

0,0

0,4

0,8

PO
i

2

R
RC

Σχήµα 6.6: Η εξέλιξη των µεγαλύτερων στοιχείων των PO1 και PO2 για τις µεταβλητές του
συστήµατος.

Για M=2, το σύστηµα που περιγράφεται στην Εξ. (4.4) παίρνει τη µορφή:

dy
dt

= [a1 a2]
[
f1

f2

]
+ [a3 a4 a5]

f3

f4

f5

 (6.7)

Σύµφωνα µε τις Εξ. (4.11) και Εξ. (4.12) προσεγγίζονται απο τις εξισώσεις:[
f1

f2

]
≈ 0

dy
dt
≈ [a3 a4 a5]

f3

f4

f5

 (6.8)

Για την εύρεση των διανυσµάτων-βάσεις ai σύµφωνα µε τον αλγόριθµο της CSP, δίνο-
νται τα εξής αρχικά διανύσµατα:

ar =


0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

 as =


0 1 0
1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


Οι αρχικές εκτιµήσεις αυτές γίνονται µε βάση τα στοιχεία του CSP pointer, που υποδει-
κνύουν την R και την RC ως τις γρήγορες µεταβλητές. Έτσι εξασφαλίζεται οτι τα δύο δια-
νύσµατα στην ar έχουν συνιστώσες στον γρήγορο υπόχωρο του εφαπτόµενου χώρου, οι
οποίες µπορούν ναπαράγουν τον εφαπτόµενο χώρο.Μετάαποµία ar και µίαbr-βελτίωση,
προκύπτουν τα διανύσµατα που απαρτίζουν το πεδίο as:

as = [a3 a4 a5] =


0 1 0
1 0 0
0 0 1

−K2 · β/K1 0 1
γ · β/K1 0 0

 (6.9)
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όπου K1 = γ · η + δ · K2, µε K2 = η − κ και η = kint + koff , δ = konC, γ = kdeg, κ = koff
και β = konR. Η παράθεση των ανυσµάτων στην ar παραλείπεται επειδή η έκφρασή τους
είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη.

Γραφικά τα δύο γρήγορα εύρη f1 και f2, µετά απο (i) µία ar και µία br-βελτίωση και
(ii) µία ar και δύο br-βελτιώσεις, δίνονται στο Σχήµα 6.7. Όπως φαίνεται, η βελτίωση κατά
O(ϵ2) του εύρους f2 σε σχέση µε το εύρος f1 µετά τη δεύτερη br-βελτίωση, ισχύει για χρό-
νους µεγαλύτερους των 10 hrs. Ηπερίοδος αυτή οριοθετεί και τηνπερίοδο όπου η SIM ειναι
τρισδιάστατη (Ν-2=3).
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Σχήµα 6.7: Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών. Με συνεχόµενη γραµµή αποτυπώνο-
νται τα γρήγορα εύρη µετά απο µία br-βελτιώση, f i(1), και µε διακεκοµµένη µετά απο δύο
br-βελτιώσεις, f i(2).

Σύµφωνα µε τα στοιχεία του Πίνακα 6.3, όπου δίνονται οι τιµές για διάφορα διαγνω-
στικά εργαλεία του αλγορίθµου της CSP, προκύπτει οτι η πρώτη (πιό γρήγορη) CSP συνι-
στώσα, που όπως έδειξε το Σχήµα 6.6 συνδέεται µε τη µεταβλητή R, δηµιουργεί µια ισορ-
ροπία µεταξύ των αντιδράσεων 5 και 8 (όπως υποδεικνύει το API), ενώ η χρονοκλίµακα
τ1 που την χαρακτηρίζει δηµιουργείται αποκλειστικά απο την αντίδραση 5 (σύµφωνα µε
το EPI). Η δεύτερη CSP συνιστώσα, για την οποία το Σχήµα 6.6 έδειξε ότι συνδέεται µε τη
µεταβλητή RC, δηµιουργεί µια ισορροπία µεταξύ των αντιδράσεων 5 και 10, ενώ η χρο-
νοκλίµακα τ2 που την χαρακτηρίζει δηµιουργείται αποκλειστικά απο την αντίδραση 10
(σύµφωνα µε το EPI).

Πίνακας 6.3: Οι pointed µεταβλητές απο το PO και οι αντιδράσεις µε τα µεγαλύτερα APIs
και EPIs σε τρεις χρονικές στιγµές (t=10, 20 και 30 hrs), όταν Μ=2.

Points PO API EPI

2 (t=15 hrs) R (0.994) 5 (-0.485), 8 (0.453), 5 (-0.971)

RC (0.994) 5 (0.499), 10 (-0.454), 10 (-0.991)

2 (t=20 hrs) R (0.993) 5 (-0.482), 8 (0.452), 5 (-0.966)

RC (0.993) 5 (0.498), 10 (-0.453), 10 (-0.989)

Δεδοµένου ότι οι δύο µεταβλητέςR καιRC είναι οι µόνες που αναγνωρίζονται από τον
CSP Pointer, εξετάζεται η εγκυρότητα της προσέγγισης QSSA. Για τον υπολογισµό των µε-
γεθών aN−M

M , VM
N−M , GN−M

M και GM
N−M (βλ. Κεφάλαιο 5), θεωρείται οτι οι δύο µεταβλητές

R και RC είναι οι γρήγορες (y1 και y2) και οι αντιδράσεις 5 και 10 θεωρούνται οι πιό γρή-
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γορες (s1 και s2). Με αυτή την ανακατανοµή των στοιχείων του y και των αντιδράσεων,
ισχύει:

aN−M
M =

0 0
1 0
0 0

 VM
N−M =

[
0

R

C
0

0 0 0

]

Η παράθεση της γενικής µορφής των ανυσµάτων GN−M
M και GM

N−M παραλείπεται καθώς
είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη.

Ελέγχοντας τα κριτήρια που δίνονται απο τις Εξ. (5.2), (5.3) και (5.4) στην περιοχή όπου
M = 2, προκύπτει οτι η προσέγγιση για την οιονεί µόνιµη κατάσταση του R και του RC εί-
ναι έγκυρη. Ενδεικτικάπαρατίθενται τααποτελέσµαταγιαµιαχρονικήστιγµήπουανήκει
στην περιοχήM=2. Συγκεκριµένα, για t = 20 hrs το χάσµα χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει
και καθορίζει την επιθυµητή ακρίβεια (ως τάξη µεγέθους) είναι το ϵ2 = 0.229.

Το πρώτο κριτήριο που σχετίζεται µε την ευστάθεια δίνει:

Cs = GN−M
M − aN−M

M =

 0 0
−0.030 −0.003

0 0

 = O(ϵ2)

Το δεύτερο κριτήριο που σχετίζεται µε την ακρίβεια της προσέγγισης PEA δίνει:

Cα1 = GM
N−M −VM

N−M =

[
0 −2.992 · 10−6 0
0 −4.047 · 10−5 0

]
= O(ϵ2)

Τέλος, το τρίτο κριτήριο που σχετίζεται µε την ακρίβεια της προσέγγισης QSSA δίνει:

Cα2 = VM
N−M =

[
0 1.001 · 10−4 0
0 0 0

]
= O(ϵ2)

Κατά συνέπεια τα κριτήρια που δίνονται απο τις Εξ.(5.2), (5.3) και (5.4) επιβεβαιώνουν
την εγκυρότητα της QSSA για τις µεταβλητές R και RC, οπότε και ισχύει:

r5 ≈ r6 + r8 − r9

r10 ≈ r5 − r6

Το αργό σύστηµα που κατασκευάζεται µε βάση την προσέγγιση για την οιονεί µόνιµη
κατάσταση των δύο µεταβλητών είναι απαλλαγµένο απο τις διαφορικές εξισώσεις που τις
περιγράφουν καθώς και από τους ρυθµούς των δύο αντιδράσεων 5 και 10που θεωρήθηκαν
οι πιο γρήγορες, και έχει την εξής µορφή:

d

dt

Cd

C
CT

 =

 −r1
r1 + r2 − r3 − r4 + r7 − r8 − r9

r4 − r7

 (6.10)

Το αργό µοντέλο που κατασκευάζεται απο τον αλγόριθµο της CSP παρέχει επιπλέον
πληροφορίες σε σχέση µε το σύστηµα που περιγράφεται απο την Εξ. (6.10), καθώς περι-
λαµβάνει τις διαφορικές εξισώσεις και για τις δυο µεταβλητές R και RC. Συγκεκριµένα,
απο τα αποτελέσµατα του Importance Index, που δίνονται στον Πίνακα 6.4 για t = 15 και
20 hr, φαίνεται ότι οι δύο αυτές µεταβλητές µεταβάλλονται αρχικά κυρίως λόγω των αντι-
δράσεων 3, 4 και 7 και δευτερευόντως λόγω της 1 και στη συνέχεια αποκλειστικά λόγω
των αντιδράσεων 3, 4, 7.
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Πίνακας 6.4: Αντιδράσεις µη αµελητέας συνεισφοράς στο διανυσµατικό χώρο gslow, όταν
Μ=2, όπως αυτές προσδιορίζονται απο το Importance index (II). Μόνο οι αντιδράσεις µε τιµή
του II µεγαλύτερη του 5% έχουν συµπεριληφθεί, ενώ οι αντιδράσεις µε II µεγαλύτερο του
15% σηµειώνονται µε έντονη γραµµατοσειρά. Το θετικό (αρνητικό) πρόσηµο της συµµετο-
χής των αντιδράσεων στο αργό σύστηµα υποδηλώνει την τάση τους να αυξήσει (µειώσει)
τη συγκέντρωση της αντίστοιχης µεταβλητής.

Μεταβλητή Σηµαντικές αντιδράσεις Αργό σύστηµα

t=15 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 1, 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(+r1,−r3,−r4,+r7)

CT 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 1, 3, 4, 7
d[R]

dt
≈ f(−r1,+r3,+r4,−r7)

RC 1, 3, 4, 7
d[RC]

dt
≈ f(+r1,−r3,−r4,+r7)

t=20 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,−r4,+r7)

CT 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 3, 4, 7
d[R]

dt
≈ f(+r3,+r4,−r7)

RC 3, 4, 7
d[RC]

dt
≈ f(−r3,−r4,+r7)
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6.1.3 Η περίπτωσηM=3

Για την περίπτωση αυτή οι τρείς πρώτες χρονοκλίµακες είναι εξαντληµένες, οπότε το
χάσµα χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει είναι το ϵ3 = τ3/τ4. Το σύστηµα στην Εξ. (4.4) παίρ-
νει τη µορφή:

dy
dt

= [a1 a2 a3]

f1

f2

f3

+ [a4 a5]
[
f4

f5

]
(6.11)

Σύµφωνα λοιπόν µε τις Εξ. (4.12) και (4.12), η SIM και το αργό µοντέλο προσεγγίζονται
απο τις εξισώσεις: f1

f2

f3

 ≈ 0
dy
dt
≈ [a4 a5]

[
f4

f5

]
(6.12)

Σύµφωναµε τοΣχήµα6.8, oCSPPointer υποδεικνύει ότι οι τρείς εξαντληµένες (exhausted)
CSP συνιστώσες συνδέονται µε τις µεταβλητές R (η πρώτη), RC (η δεύτερη), C και CT (η
τρίτη).
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Σχήµα 6.8: Η εξέλιξη των µεγαλύτερων στοιχείων των PO1, PO2 και PO3 για τις µεταβλη-
τές του συστήµατος.

Με βάση τα στοιχεία αυτά του CSP pointer, δίνονται οι εξής αρχικές εκτιµήσεις για τα
διανύσµατα ai:

ar =


0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 , as =


1 0
0 0
0 1
0 0
0 0


Οι αρχικές αυτές εκτιµήσεις εξασφαλίζουν οτι τα τρία διανύσµατα στην ar έχουν συνι-
στώσες στο γρήγορο υπόχωρο του εφαπτόµενου χώρου, οι οποίες µπορούν να παράγουν
τον εφαπτόµενο χώρο. Η παράθεση των ανυσµάτων στην ar και την as, όπως αυτά προ-
κύπτουν µετά απο µια ar και µια br-βελτίωση, παραλείπεται επειδή η έκφρασή τους είναι
ιδιαίτερα πολύπλοκη.

Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών φαίνεται στο Σχήµα 6.9. Μετά το πέρας των
30 hrs τα γρήγορα εύρη f1, f2 και f3 µετά απο δύο br-βελτιώσεις (f1(2), f2(2) και f3(2))
είναι µειωµένα κατά O(ϵ3) σε σχέση µε αυτά που προκύπτουν µετά απο µία br-βελτίωση
(f1(1), f2(1) και f3(1)). Συνεπώς, στο διάστηµα αυτό αναπτύσσεται SIM η οποία είναι δισ-
διάστατη (Ν-3=2).

Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των διαγνωστικών εργαλείων του αλγορίθµου για t =
60 και 100 hr, τα οποία δίνονται στον Πίνακα 6.5, τα χαρακτηριστικά των δύο πρώτων CSP
συνιστωσών είναι ίδια µε αυτά που παρουσιάστηκαν προηγουµένως για την περιοχή όπου
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Σχήµα 6.9: Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών. Με συνεχόµενη γραµµή αποτυπώνο-
νται τα γρήγορα εύρη µετά απο µία br-βελτιώση, f i(1), και µε διακεκοµµένη µετά απο δύο
br-βελτιώσεις, f i(2).

ίσχυεM = 2. Δηλαδή, (i) η πρώτησυνιστώσασυνδέεται µε τηνµεταβλητήR, την ισορροπία
r5 ≈ r8 και τη χρονοκλίµακα τ1 που δηµιουργείται από την 5η αντίδραση και (ii) η δεύτερη
συνιστώσα συνδέεται µε την µεταβλητή RC, την ισορροπία r5 ≈ r10 και τη χρονοκλίµακα
τ2 που δηµιουργείται από την 10η αντίδραση. Για τη τρίτη CSP συνιστώσα, τα διαγνωστικά
στον Πίνακα 6.5 δείχνουν ότι αυτή συνδέεται µε τη µεταβλητή C και δευτερευόντως µε τη
µεταβλητήCT . Τα αποτελέσµατα του API υποδεικνύουν ότι η συνιστώσα αυτή εισάγει την
ισορροπία µεταξύ των αντιδράσεων 3, 4 και 7 (r3 + r4 ≈ r7) και ότι το EPI συνδέει και τις
τρεις αυτές τις αντιδράσεις µε την τρίτη γρήγορη αποσβετική χρονοκλίµακα τ3.

Πίνακας 6.5: Οι pointed µεταβλητές απο το PO και οι αντιδράσεις µε τα µεγαλύτερα APIs
και EPIs σε δύο χρονικές στιγµές (t=60 και 100 hrs), όταν Μ=3.

Points PO API EPI

1 (t=60 hrs)

R (0.977) 5 (-0.458), 8 (0.453) 5 (-0.909)

RC (0.977) 5 (0.497), 10 (-0.452) 10 (-0.966)

C (0.621), CT (0.378) 3 (-0.108), 4 (-0.383) 3 (-0.136), 4 (-0.485),
7 (0.498) 7 (-0.378)

2 (t=100 hrs)

R (0.913) 5 (-0.403), 8 (0.452) 5 (-0.770), 9 (-0.146)

RC (0.917) 5 (0.492), 10 (-0.449) 10 (-0.890)

C (0.622), CT (0.376) 3 (-0.106), 4 (-0.374) 3 (-0.136), 4 (-0.484),
7 (0.497) 7 (-0.376)

Για την εξέταση της εγκυρότητας τηςQSSAγια τις µεταβλητέςR,RC καιC στηπεριοχή
που ισχύειM=3, µέσω των κριτηρίων που δίνονται στις Εξ. (5.2), (5.3) και (5.4), θεωρείται οτι
αυτές είναι οι πρώτες στο διανυσµατικό πεδίο y και ότι οι τρείς πρώτες αντιδράσεις είναι
οι 5, 10 και 4 (βλ. Κεφάλαιο 5). Με βάση την ανακατανοµή αυτή προκύπτει η γενική µορφή
των πινάκων:

aN−M
M =

[
0 0 0
1 0 −1

]
VM

N−M =

0 0
0 0
0 0
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Και πάλι η παράθεση της γενικής µορφής των πινάκων GN−M
M και GM

N−M παραλείπεται
καθώς είναι πολύπλοκη. Ενδεικτικά, παρατίθενται τα αποτελέσµατα των κριτηρίων για
τη χρονική στιγµή t = 100 hrs της περιοχής Μ=3, όπου ϵ3 = 0.875:

Cs = GN−M
M − aN−M

M =

[
0 0 0

−0.461 −0.011 0.340

]
= O(ϵ3)

Cα1 = GM
N−M −VM

N−M =

 0.005 0.002
−0.002 −0.001
−1.320 −0.660

 = O(ϵ3)

Cα2 = VM
N−M =

0 0
0 0
0 0

 = O(ϵ3)

Από τα αποτελέσµατα αυτά µπορούµε να αποφανθούµε ότι το κριτήριο για την ευ-
στάθεια του απλοποιηµένου µοντέλου (Cs = O(ϵ3)) ικανοποιείται, ενώ το κριτήριο για την
ακρίβεια της PEA (Cα1 = O(ϵ3)) ικανοποιείται µόνο οριακά. Στη περίπτωση που δεχτούµε
τις τρεις αυτές QSSA ισχύουν οι σχέσεις:

• −r5 + r6 + r8 − r9 ≈ 0 λόγω της QSSA για το R

• r5 − r6 − r10 ≈ 0 λόγω της QSSA για το RC

• r1 + r2 − r3 − r4 − r5 + r6 + r7 ≈ 0 λόγω της QSSA για το C

Σύµφωνα µε αυτές τις σχέσεις, κατασκευάζεται το εξής αργό σύστηµα:

d

dt

[
Cd

CT

]
=

[
−r1

r1 + r2 − r3 − r8 + r9

]
(6.13)

το οποίο είναι απαλλαγµένο απο τις µεταβλητές που είναι σε QSSA και απο τις γρήγορες
αντιδράσεις. Σύµφωνα µε αυτό, η µεταβολή της Cd εξαρτάται από τη πρώτη αντίδραση,
ενώ η µεταβολή της CT εξαρτάται από τις αντιδράσεις 1, 2, 3, 8 και 9.

Αντίθετα, το αργό µοντέλο που παρέχει η CSP περιλαµβάνει εξισώσεις για όλες τις
µεταβλητές. Μέσω του Importance Index αναγνωρίζονται οι σηµαντικές αντιδράσεις που
επηρεάζουν - µέσω του αργού µοντέλου - την εξέλιξη όλων των µεταβλητών. Τα αποτελέ-
σµατα που παρατίθενται στον Πίνακα 6.6 για τις χρονικές σιγµές t = 60 και 100 hrs όπου
M = 3, δείχνουν ότι η εξέλιξη όλων των µεταβλητών εξαρτάται από τις αντιδράσεις 3, 4
και 7, εκτός της µεταβλητής Cd η οποία εξελίσσεται σύµφωνα µε την αντίδραση 1. Μια
διαφορά που διακρίνεται στα αποτελέσµατα της Εξ. (6.13) και του Πίνακα 6.6 αφορά την
µεταβλητήCT . Συγκεκριµένα, οΠίνακας 6.6 δηλώνει ότι οι αντιδράσεις 4 και 7 επηρεάζουν
την εξέλιξη της CT , ενώ η Εξ. (6.13) δηλώνει ότι δεν την επηρεάζουν.

Μεταξύ άλλων, τα αποτελέσµατα αυτά δείχνουν ότι η αντίδραση 4 δρά προς την κα-
τεύθυνση της αύξησης της C και ότι η αντίδραση 7 δρά προς την κατεύθυνση της µείωσης
αυτής της µεταβλητής. Δεδοµένου ότι οι αντίδρασεις 4 (C → CT ) και 7 (C ← CT ) δείχνουν
προς την αντίθετη κατεύθυνση (µείωση της C η αντίδραση 4 και αυξηση της C η αντίδραση
7), τα αποτελέσµατα αυτά του Πίνακα 6.6 µπορεί να χαρακτηριστούν παράδοξα. Η δράση
αυτών των αντιδράσεων στη µεταβολή της συγκέντρωσης του C θα µελετηθεί αργότερα
στο Κεφάλαιο 7.
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Πίνακας 6.6: Αντιδράσεις µη αµελητέας συνεισφοράς στο διανυσµατικό χώρο gslow, όταν
Μ=3, όπως αυτές προσδιορίζονται απο το Importance index (II). Μόνο οι αντιδράσεις µε τιµή
του II µεγαλύτερη του 5% έχουν συµπεριληφθεί, ενώ οι αντιδράσεις µε II µεγαλύτερο του
15% σηµειώνονται µε έντονη γραµµατοσειρά. Το θετικό (αρνητικό) πρόσηµο της συµµετο-
χής των αντιδράσεων στο αργό σύστηµα υποδηλώνει την τάση τους να αυξήσει (µειώσει)
τη συγκέντρωση της αντίστοιχης µεταβλητής.

Μεταβλητή Σηµαντικές αντιδράσεις Αργό σύστηµα

t=60 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)

CT 3, 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)

R 3, 4, 7
d[R]

dt
≈ f(+r3,−r4,+r7)

RC 3, 4, 7
d[RC]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)

t=100 hrs

Cd 1
d[Cd]

dt
≈ f(−r1)

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)

CT 3, 4, 7
d[CT ]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)

R 3, 4, 7
d[R]

dt
≈ f(+r3,−r4,+r7)

RC 3, 4, 7
d[RC]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r7)
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Στο σηµείο αυτό µπορεί να εξεταστεί µε περισσότερες λεπτοµέρειες η διαφορά µεταξύ
του απλοποιηµένου µοντέλου που παρέχουν οι QSSA και PEA µε αυτά που παρέχει η
CSP. Ειδικότερα, στον Πίνακα 6.7 παρουσιάζονται οι τιµές των στοιχείων του ανυσµατι-
κού πεδίου που αντιστοιχούν στις µεταβλητές που αναγνωρίζονται από τον CSP Pointer
των τριών γρήγορων CSP συνιστωσών (modes) για τη χρονική στιγµή t = 100 hrs, όπου
M = 3. Δεδοµένων των ρυθµών αντίδρασης r3 έως r10 που παρουσιάζονται στον Πίνακα
6.8 και δεδοµένου ότι r2 = 0 για την Περίπτωση 1 και ότι r1 << 1 για αυτή τη χρονική
στιγµή, τα αποτελέσµατα του Πίνακα 6.7 δείχνουν ότι υπάρχουν µεγάλες αλληλοαναι-
ρέσεις (cancellations) στο RHS των εξισώσεων για τις µεταβλητές R και RC, ενώ δεν ση-
µειώνεται παρόµοια συµπεριφορά στις εξισώσεις για τις C και CT . Σύµφωνα µε τα αποτε-
λέσµατα αυτά προκύπτει ότι η QSSA για τις µεταβλητές R και RC θα µπορούσε να είναι
έγκυρη, ενώ δε θα ήταν έγκυρη για τις µεταβλητές C και CT .

Πίνακας 6.7: Δεδοµένα για τις µεταβλητές που αναγνωρίζονται από τον CSP Pointer των
τριών πρώτων CSP συνιστωσών για t = 100 hrs, όπουM = 3.

CSP
συνιστώσα

1 R = 0.0181 nmol
L

dR
dt

= −r5 + r6 + r8 − r9 = 3.748 · 10−4 nmol
L · hr

2 RC = 0.0338 nmol
L

dRC
dt

= r5 − r6 − r10 = −1.602 · 10−4 nmol
L · hr

3
C = 4.082 nmol

L
dC
dt

= r1 + r2 − r3 − r4 − r5 + r6 + r7 = −0.104 nmol
L · hr

CT = 5.421 nmol
L

dCT
dt

= r4 − r7 = −0.134 nmol
L · hr

Πίνακας 6.8: Δεδοµένα για τα εύρη των τριών πρώτων CSP συνιστωσών για t = 100 hrs, f1,
f2 and f3; όπου f i = (bi • s1)r1 + . . . + (bi • s2K)r2K .

Reactions 3 4 5 6 7 8 9 10
ri 0.2041 0.4082 0.0371 0.0034 0.5421 0.0416 0.0076 0.0339

b1 • si 0 0.0024 -1 1 -0.0024 1 -1 0
b2 • si 0 -0.0010 1 -1 0.0010 0 0 -1
b3 • si -1 -1.6600 -1 1 1.6600 0 0 0

(b1 • si)ri 0 0.0010 -0.0371 0.0034 -0.0013 0.0416 -0.0075 0
(b2 • si)ri 0 -0.0004 0.0371 -0.0034 0.0005 0 0 -0.0340
(b3 • si)ri -0.2041 -0.6776 -0.0371 0.0034 0.8999 0 0 0

P 1
i 0 0.0110 -0.4028 0.0368 -0.0146 0.4522 -0.0822 0

P 2
i 0 -0.0056 0.4922 -0.0449 0.0074 0 0 -0.4494

P 3
i -0.1060 -0.3741 -0.0200 0.0018 0.4969 0 0 0

Μιά καλύτερη εικόνα για την εγκυρότητα των QSSA ή PEA προκύπτει από τα διαγνω-
στικά που παρέχει η CSP και παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.8, σχετικά µε τα εύρη των
τριών γρήγορων CSP συνιστωσών για t = 100 hrs, όπου έχουν τις τιµές f1(1) = 5.34 ×
10−5hr−1, f2(1) = 2.63× 10−5hr−1, f3(1) = 1.55× 10−2hr−1. Τα στοιχεία του Πίνακα 6.8 δεί-
χνουν ότι οι πολύ µικρές τιµές αυτές προέκυψαν µετά από σηµαντικές αλληλοαναιρέσεις
(cancellations) µεταξύ των όρων που συναποτελούν τα f i.
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Η έκφραση που προκύπτει από το πρώτο εύρος f1 όταν λάβουµε υπόψιν τους µεγαλύ-
τερους όρους:

−r5 + r6 + r8 − r9 ≈ 0 (6.14)

αναπαράγει την QSSA για τη µεταβλητή R. Οµοίως, η έκφραση που προκύπτει από το
δεύτερο εύρος f2 όταν λάβουµε υπ όψιν τους µεγαλύτερους όρους:

r5 − r6 − r10 ≈ 0 (6.15)

αναπαράγει την QSSA για τη µεταβλητή RC. Όµως, η έκφραση που προκύπτει από το
τρίτο εύρος f3 όταν λάβουµε υπ όψιν τους µεγαλύτερους όρους:

−r3 − 1.66r4 − r5 + r6 + 1.66r7 ≈ 0 (6.16)

δεν αναπαράγει την QSSA για τη µεταβλητές C ή CT , οι οποίες αναγνωρίζονται από το
CSP Pointer της τρίτης CSP συνιστώσας. Αποδεικνύεται ότι η έκφραση για το τρίτο εύρος
είναι:

r3 + [1 +X1]
(
r4 − r7

)
+ [1 +X2]

(
r5 − r6

)
≈ 0 (6.17)

όπου
X1 =

ktp
kel + kpt

= 0.66 X2 =
koff

kel + kpt
= 0.66 (6.18)

Προφανώς, η έκφραση αυτή δεν αναπαράγει την QSSA για τη µεταβλητές C ή CT :

−r3 − r4 − r5 + r6 + r7 ≈ 0 (6.19)

r4 − r7 ≈ 0 (6.20)

αντίστοιχα, όπου οι ρυθµοί r1 και r2 αγνοήθηκαν για το λόγο που προαναφέρθηκε.

6.1.4 Η περίπτωσηM=4

Για την περίπτωση αυτή οι τέσσερις γρηγορότερες χρονοκλίµακες είναι εξαντληµένες,
οπότε και ενδιαφέρει το χάσµα χρονοκλιµάκων ϵ4 = τ4/τ5. Στη περίπτωση αυτή το σύ-
στηµα µπορεί να γραφεί, σύµφωνα µε την Εξ.(4.4), στη µορφή:

dy
dt

= [a1 a2 a3 a4]


f1

f2

f3

f4

+ a5f5 (6.21)

Συνεπώς, η SIM και το αργό µοντέλο προσεγγίζονται απο τις εξισώσεις:
f1

f2

f3

f4

 ≈ 0
dy
dt
≈ a5f5 (6.22)

Σύµφωνα µε το Σχήµα 6.10, ο CSP Pointer υποδεικνύει ότι οι µεταβλητές που συνδέο-
νται µε τις τέσσερις εξαντληµένες CSP συνιστώσες είναι οιRC (πολύ αρχικά µε τη δεύτερη
συνιστώσα και µετά µε την πρώτη), R (πολύ αρχικά µε την πρώτη και µετά τη δεύτερη), C
και CT (την τρίτη) και Cd (την τέταρτη).
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Σχήµα 6.10: Η εξέλιξη των µεγαλύτερων στοιχείων των PO1, PO2, PO3 και PO4 για τις
µεταβλητές του συστήµατος.

Συνεπώς, για τα αρχικά διανύσµατα ai θεωρούνται τα ακόλουθα:

ar =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 as =


0
0
1
0
0


ώστε τα τέσσερα διανύσµατα στην ar έχουν συνιστώσες στο γρήγορο υπόχωρο του εφα-
πτόµενου χώρου, οι οποίες να µπορούν να παράγουν τον εφαπτόµενο χώρο. Μέσω των
αρχικών αυτών εκτιµήσεων προσδιορίζονται τα διανύσµατα-βάσεις του αλγορίθµου της
CSP.Ηπαράθεση τωνανυσµάτων στην ar και την as, όπως αυτάπροκύπτουν µετάαποµια
ar και µια br-βελτίωση, παραλείπεται επειδή η έκφρασή τους είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη.

Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών φαίνεται στο Σχήµα 6.11, όπου όπως φαίνεται
µετά το πέρας των 30 hrs τα γρήγορα εύρη f1, f2 και f3 µετά απο δύο br-βελτιώσεις (f1(2),
f2(2) και f3(2)) είναι µειωµένα κατάO(ϵ3)σε σχέσηµε αυτάπουπροκύπτουνµετάαποµία
br-βελτίωση (f1(1), f2(1) και f3(1)). Το τέταρτο εύρος f(4) δεν παρουσιάζει βελτίωση κα-
θώς συνδέεται µε τη µεταβλητή Cd, η οποία εξαρτάται µόνο απο τη µονόδροµη αντίδραση
1 και η εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξή της είναι γραµµική και αποσυζευγµένη από
τις άλλες εξισώσεις. Συνεπώς, το εύρος f(4) µειώνεται εκθετικά, σύµφωνα µε τη χρονο-
κλίµακα 1/ka. Στο διάστηµα αυτό αναπτύσσεται SIM η οποία είναι µονοδιάστατη (Ν-4=1).

Σύµφωνα µε τον Πίνακα 6.9, στον οποίον παρουσιάζονται τα διαγνωστικά της CSP για
t = 350 και 1000 hrs, για το χρονικό διάστηµα που ισχύει η περίπτωσηΜ=4 η πρώτη pointed
µεταβλητή είναι το RC και η δεύτερη το R. Ως τρίτη pointed µεταβλητή υποδεικνύεται το
C και δευτερευόντως το CT . Η τέταρτη pointed µεταβλητή είναι το Cd, η οποία ακολουθεί
µια ανεξάρτητη πτωτική γραµµική πορεία και δεν επηρεάζεται απο τις άλλες αντιδρά-
σεις που διέπουν το σύστηµα, παρά µόνο απο την αντίδραση 1, όπως επιβεβαιώνεται και
απο τα αποτελέσµατα των διαγνωστικών εργαλείων. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των
διαγνωστικών εργαλείων της CSP που παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.9, (i) η πρώτη συνι-
στώσα συνδέεται µε τη µεταβλητή RC, την ισορροπία µεταξύ των αντιδράσεων 5 και 10
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Σχήµα 6.11: Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών. Με συνεχόµενη γραµµή αποτυπώ-
νονται τα γρήγορα εύρη µετά απο µία br βελτιώση, f i(1), και µε διακεκοµµένη µετά απο
δύο βελτιώσεις, f i(2).

(σύµφωνα µε τις τιµές του API) και τη χρονοκλίµακα τ1 που δηµιουργείται από την 10η
αντίδραση (σύµφωνα µε τις τιµές του EPI), (ii) η δεύτερη συνιστώσα συνδέεται µε τη µετα-
βλητήR, την ισορροπίαµεταξύ τωναντιδράσεων 8και 9 (σύµφωναµε τις τιµές τουAPI) και
τη χρονοκλίµακα τ2 που δηµιουργείται από την 9η αντίδραση (σύµφωνα µε τις τιµές του
EPI), (iii) η τρίτη συνιστώσα συνδέεται κυρίως µε τη µεταβλητή C και δευτερευόντως µε τη
µεταβλητή CT , την ισορροπία µεταξύ των αντιδράσεων 3, 4, 5 και 7 (σύµφωνα µε τις τιµές
του API) και τη χρονοκλίµακα τ3 που δηµιουργείται από την 3η, 4η, 5η και 7η αντίδραση
(σύµφωνα µε τις τιµές του EPI) και (iv) η τέταρτη συνιστώσα συνδέεται µε τη µεταβλητή
Cd, η οποία όπως αναφέρθηκε συνδέεται µε την απενεργοποίηση της 1ης αντίδρασης και
τη χρονοκλίµακα τ4 που δηµιουργείται από την 1η αντίδραση.

Πίνακας 6.9: Οι pointed µεταβλητές απο το PO και οι αντιδράσεις µε τα µεγαλύτερα APIs
και EPIs σε δύο χρονικές στιγµές (t=350 και 1000 hrs), όταν Μ=4.

Points PO API EPI

1 (t=350 hrs)

RC (0.994) 5 (0.461), 10 (-0.433) 10 (-0.899)

R (0.999) 8 (0.500), 9 (-0.499) 9 (-0.998)

C (0.709), CT (0.286) 3 (-0.095), 4 (-0.307) 3 (-0.134), 4 (-0.438),
5 (-0.095), 7 (0.486) 5 (-0.117), 7 (-0.278)

Cd (1.00) 1 (-1) 1 (-1)

1 (t=1000 hrs)

RC (0.994) 5 (0.461), 10 (-0.433) 10 (-0.899)

R (1.00) 8 (0.500), 9 (-0.500) 9 (-1.00)

C (0.709), CT (0.286) 3 (-0.095), 4 (-0.307) 3 (-0.134), 4 (-0.438),
5 (-0.095), 7 (0.486) 5 (-0.118), 7 (-0.278)

Cd (1.00) 1 (-1) 1 (-1)

Σε σχέση µε τη περίοδο όπου M = 3, τα συµπεράσµατα που εξάγονται τώρα για τις
τρεις πιό γρήγορες CSP συνιστώσες στη περίοδο όπου M = 4 είναι λίγο διαφορετικά. Συ-
γκεκριµένα,
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1. για τη συνιστώσα που συνδέεται µε τη µεταβλητή RC τα συµπεράσµατα είναι ίδια,
δηλαδή η ισορροπία αναπτύσσεται µεταξύ των αντιδράσεων 5 και 10 και η σχετική
γρήγορη χρονικλίµακα δηµιουργείται από την αντίδραση 10,

2. για τη συνιστώσα που συνδέεται µε τη µεταβλητή R, η ισορροπία αφορά τις αντιδρά-
σεις 8 και 9 (σε αντίθεση µε προηγουµένως που αφορούσε τις αντιδράσεις 8 και 5) και
η σχετική γρήγορη χρονικλίµακα δηµιουργείται από την αντίδραση 9 (σε αντίθεση
µε προηγουµένως που αφορούσε την αντίδραση 5),

3. για τη συνιστώσα που συνδέεται µε τις µεταβλητές C και CT , στην ισορροπία που
αναπτύσσοντανµεταξύ τωναντιδράσεων 3, 4 και 7 εµπλέκεται τώρακαι ηαντίδραση
5 και στη δηµιουργία της σχετικής γρήγορης χρονικλίµακας, όπου προηγουµένως
συνεισέφεραν οι αντιδράσεις 3, 4 και 7, συνεισφέρει τώρα και η αντίδραση 5.

Όσοναφορά τοαργόσύστηµαπουπαρέχει ηCSP, τααποτελέσµατα τουCSP Importance
Index που παρουσιάζονται στονΠίνακα 6.10 για t = 350 και 1000 hrs δείχνουν ότι η εξέλιξη
όλων των µεταβλητών (εκτός της Cd, η οποία έχει πλέον εκθετικά µικρές τιµές) εξαρτάται
κυρίως από τις αντιδράσεις 4 και 7 και δευτερευόντως από τις αντιδράσεις 3, 5, 8 και 9.

Όπως και προηγουµένως, τα αποτελέσµατα του Πίνακα 6.10 δείχνουν ότι η αντίδραση
4 δρά προς την κατεύθυνση της αύξησης της C και ότι η αντίδραση 7 δρά προς την κατεύ-
θυνση της µείωσης αυτής της µεταβλητής αντίθετα µε τη δράση των δύο αυτών αντιδρά-
σεων που δείχνουν προς την αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή (4: C → CT ) και (7: C ← CT ).
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Πίνακας 6.10: Αντιδράσεις µη αµελητέας συνεισφοράς στο διανυσµατικό χώρο gslow, όταν
Μ=4, όπως αυτές προσδιορίζονται απο το Importance index (II). Μόνο οι αντιδράσεις µε τιµή
του II µεγαλύτερη του 5% έχουν συµπεριληφθεί, ενώ οι αντιδράσεις µε II µεγαλύτερο του
15% σηµειώνονται µε έντονη γραµµατοσειρά. Το θετικό (αρνητικό) πρόσηµο της συµµετο-
χής των αντιδράσεων στο αργό σύστηµα υποδηλώνει την τάση τους να αυξήσει (µειώσει)
τη συγκέντρωση της αντίστοιχης µεταβλητής.

Μεταβλητή Σηµαντικές αντιδράσεις Αργό σύστηµα

t=350 hrs

Cd − d[Cd]

dt
≈ 0

C 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[C]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)

CT 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[CT ]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)

R 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[R]

dt
≈ f(+r3,−r4,+r5,+r7,+r8,−r9)

RC 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[RC]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)

t=1000 hrs

Cd − d[Cd]

dt
≈ 0

C 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[C]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)

CT 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[CT ]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)

R 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[R]

dt
≈ f(+r3,−r4,+r5,+r7,+r8,−r9)

RC 3, 4, 5, 7, 8, 9
d[RC]

dt
≈ f(−r3,+r4,−r5,−r7,−r8,+r9)
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6.2 Η περίπτωση της ενδοφλέβιας χορήγησης του φαρµάκου

Κατά την περίπτωση αυτή, όπως έχει αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2, η χορήγηση γίνεται
µε ενδοφλέβια έγχυση (µέσω του όρου In(t)) και µε ενδοφλέβια ένεση απευθείας στον
κεντρικό χώρο (µέσω µη µηδενικής ποσότητας D2). Κατά συνέπεια η µεταβλητή Cd, που
έχει σε αυτή την περίπτωση αρχική τιµή Cd(0) = Ad(0)/V = D1/V = 0, παραµένει µηδε-
νική καθ’ όλη την εξέλιξη της διεργασίας. Σχηµατικά, το µοντέλο που περιγράφει τη διερ-
γασία είναι το εξής:

C R RC

AT

8

9 10

5

6

3

7 4

2

(In(t))

Tissue 
Compartment

Central
Compartment

Σχήµα 6.12: Κινητική του TMDD φαρµάκου, για την περίπτωση ενδοφλέβιας χορήγησης

Στο Σχήµα 2.2 αποτυπώνεται η εξέλιξη των συγκεντρώσεων για όλες τις µεταβλητές
του συστήµατος, και για τους δύο τρόπους χορήγησης του φαρµάκου. Οι διαφοροποιή-
σεις των συγκεντρώσεων για τους δύο τρόπους χορήγησης του φαρµάκου παρουσιάζονται
στους αρχικούς χρόνους, δηλαδή στην περιοχή όπουM = 1. Συνεπώς, για την περίπτωση
της ενδοφλέβιας χορήγησηςθαµελετηθεί η εξέλιξη του συστήµατος γιααρχικούς χρόνους
µόνο, θεωρώντας οτι για αργότερους χρόνους η συµπεριφορά του ταυτίζεται µε αυτή της
Περίπτωσης 1 που αναλύθηκε προηγουµένως.
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τ
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Σχήµα 6.13: Εξέλιξη των χρονοκλιµάκων τi µε το χρόνο.
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Στο Σχήµα 6.13 φαίνεται η εξέλιξη των χρονοκλιµάκων για την περίπτωση της εν-
δοφλέβιας χορήγησης. Όπως φαίνεται στο σύστηµα αναπτύσσονται πέντε χρονοκλίµα-
κες παρόλο που η µεταβλητή Cd έχει για την περίπτωση αυτή µηδενική τιµή καθ’ όλη τη
διάρκεια, καθώς για την περίπτωση ενδοφλέβιας χορήγησης ισχύει Cd(0) = 0, (βλ. Κεφά-
λαιο 2). Αυτό συµβαίνει διότι κατά την κατασκευή της Ιακωβιανής η παράγωγός του σχε-
τικού µε την Cd στοιχείου του διανυµατικού πεδίου είναι σταθερή µη µηδενική τιµή, οπότε
και υπάρχει η σταθερή ιδιοτιµή που παράγει την αντίστοιχη σταθερή χρονοκλίµακα.

6.2.1 Η περίπτωσηM=1

Καθώς µόνο η γρηγορότερη απο τις χρονοκλίµακες είναι εξαντληµένη, το χάσµα µε-
ταξύ των χρονοκλιµάκων που ενδιαφέρει είναι το ϵ1 = τ1/τ2. Σύµφωνα µε το Σχήµα 6.14,
σε όλο το µήκος της περιοχής που µελετάται η pointed µεταβλητή είναι και πάλι η R, όπως
και στην Περίπτωση 1 (βλ. Ενότητα 6.1.1).

0 10 20
t [hrs]

0,0

0,4

0,8

PO
i

1

R

Σχήµα 6.14: Η εξέλιξη του µεγαλύτερου στοιχείου του PO1, το οποίο συνδέεται µε τη µε-
ταβλητή R.

Για Μ=1 το σύστηµα που περιγράφεται στην εξίσωση (4.4) παίρνει την εξής µορφή:

dy
dt

= a1f1 + [a2 a3 a4 a5]


f2

f3

f4

f5

 (6.23)

Η SIM και το αργό µοντέλο (Εξ. (4.11) και (4.12))προσεγγίζονται απο τις εξισώσεις:

f1 ≈ 0
dy
dt
≈ [a2 a3 a4 a5]


f2

f3

f4

f5

 (6.24)

Η χρονική εξέλιξη του εύρους f1, που σχετίζεται µε τη πρώτη CSP συνιστώσα (mode),
αποτυπώνεται στο Σχήµα 6.15. Συγκεκριµένα, στο Σχήµα αυτό παρουσιάζεται το εύρος
f1 µετά απο µία και µετά απο δύο br-βελτιώσεις (f1(1) και f1(2) αντίστοιχα). Λίγο πριν
την πρώτη ώρα, επέρχεται βελτίωση του γρήγορου εύρους που προκύπτει µετά απο δύο
br-βελτιώσεις (f1(2)) σε σχέση µε αυτό που προκύπτει µετά απο µία br-βελτίωση (f1(1)),
κατά O(ϵ1). Συνεπώς, τη περίοδο αυτή αναπτύσσεται SIM τεσσάρων διαστάσεων (N-1=4),
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επί της οποίας εξελίσσεται η λύση. Σε σχέση µε τηνΠερίπτωση 1 το Σχήµα 6.15 δείχνει ότι
το SIM αναπτύσσεται τώρα λίγο πιό γρήγορα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι:

τ1 ≈
1

konC + kdeg
=

1

∂(r5 + r9)/∂R
(6.25)

όπως αποδεικνύεται απο τα CSP διαγνωστικά. Στην Περίπτωση 1 όπου C(0) = 0 η τιµή
της τ1 είναι µεγαλύτερη από αυτήν στην Περίπτωση 2 όπου C(0) = D2 > 0. Συνεπώς, το
χάσµα µεταξύ της 1ης και 2ης χρονοκλίµακας δηµιουργείται νωρίτερα στην Περίπτωση 2
σε σύγκριση µε τηνΠερίπτωση 1. Έτσι, η SIM αναπτύσσεται νωρίτερα στηνΠερίπτωση 2, η
οποία δηµιουργείται πάλι κυρίως λόγω της ισορροπίας µεταξύ της 5ης και 8ης αντίδρασης.
όπως δείχνουν τα CSP διαγνωστικά στον Πίνακα 6.11.
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Σχήµα 6.15: Η χρονική εξέλιξη των γρήγορων ευρών. Με συνεχόµενη γραµµή αποτυπώ-
νεται το γρήγορο εύρος µετά απο µία br-βελτίωση, f1(1), και µε διακεκοµµένη µετά απο
δύο βελτιώσεις, f1(2).

Πίνακας 6.11: Οι pointed µεταβλητές απο το PO και οι αντιδράσεις µε τα µεγαλύτερα APIs
και EPIs σε τρεις χρονικές στιγµές (t=1, 2, 5 hrs), όταν Μ=1.

Points PO API EPI

1 (t=1 hrs) R (0.998) 5 (-0.494), 6 (0.065)
5 (-0.988)

8 (0.433)

2 (t=2 hrs) R (0.997) 5 (-0.493), 6 (0.053)
5 (-0.987)

8 (0.446)

3 (t=5 hrs) R (0.996) 5 (-0.490), 8 (0.452) 5 (-0.981)

Ειδικότερα, σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα απο τα διαγνωστικά εργαλεία της CSP που
δίνονται στον Πίνακα 6.11, η πρώτη CSP συνιστώσα συνδέεται µε τη µεταβλητή R και
την ισορροπία µεταξύ των αντιδράσεων r5 και r8 (σύµφωνα µε τις τιµές του API), ενώ η
εξαντληµένη χρονοκλίµακα τ1 δηµιουργείται εξ ολοκλήρου από την αντίδραση 5 (EPI ≈
0.98).

Για τη µοναδική µεταβλητή που αναγνωρίζεται απο τον CSP Pointer (R), εξετάζεται η
εγκυρότητα της προσέγγισης QSSA. Μετά απο κατάλληλη ανακατανοµή των µεταβλη-
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τών του διανυσµατικού πεδίου, θεώρωντας ως πρώτη µεταβλητή τη γρηγορότερη (y1) και
πρώτη τη γρηγορότερη αντίδραση (s1), όπως περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 5, ελέγχονται τα
κριτήρια που δίνονται απο τις Εξ. (5.2), (5.3) και (5.4). Όπως και κατά την ανάλυση στην
Περίπτωση 1, για Μ=1 η γενική µορφή των µεγεθών που ενδιαφέρουν είναι:

aN−M
M =


0
1
0
−1

 , VM
N−M =

[
0

R

C
0 0

]

GM
N−M =

[
0

konR

kdeg + konC
0

−koff
kdeg + konC

]
, GM

N−M =


0

konC

kdeg + konC
0

−konC
kdeg + konC


Με βάση τις εκφράσεις αυτές, για την περιοχή που υπάρχει µία εξαντληµένη συνι-

στώσα, η προσέγγιση για την οιονεί µόνιµη κατάσταση του R είναι έγκυρη. Ενδεικτικά
παρατίθενται τα αποτελέσµατα για t = 1 hr, όπου ϵ1 = 0.023:

Cs = GN−M
M − aN−M

M =


0

−0.009
0

0.009

 = O(ϵ1)

Cα1 = GM
N−M −VM

N−M =


0

−1.175 · 10−7

0
−0.002

 = O(ϵ1)

Cα2 = VM
N−M =

[
0 1.243 · 10−5 0 0

]
= O(ϵ1)

Καθώς τα τρία κριτήρια επιτυγχάνονται, θεωρείται έγκυρη η QSSA για τοR, οπότε και
ισχύει r5 ≈ r6 + r8 − r9. Μπορεί λοιπόν να κατασκευασθεί το αργό µοντέλο που θα είναι
απαλλαγµένο απο τη µεταβλητή που είναι σε QSSA (R) και απο τη γρήγορη αντίδραση
(5η αντίδραση):

d

dt


Cd

C
CT

RC

 =


−r1

r1 + r2 − r3 − r4 + r7 − r8 − r9

r4 − r7

r8 − r9 − r10

 (6.26)

Αντίθεταµε τηνQSSA, τοαργόµοντέλοπουπαρέχει ηCSPπεριλαµβάνει εξισώσεις για
όλες τις µεταβλητές. Μέσω του Importance Index αναγνωρίζονται στο αργό µοντέλο οι ση-
µαντικές αντιδράσεις που επηρεάζουν την εξέλιξη των µεταβλητών. ΣτονΠίνακα 6.12 πα-
ρουσιάζονται οι αντιδράσεις αυτές, οι οποίες συνδέονται µε µεγάλες τιµές του Importance
Index, για τρεις χρονικές στιγµές t = 1, 2 και 5 hrs όπουM = 1. Συγκριση της εξίσωσης για
το αργό µοντέλο της QSSA 6.26 µε τα αποτελέσµατα των διαγνωστικών της CSP, δείχνει
ότι υπάρχει συµφωνία. Προφανώς αυτό είναι αναµενόµενο αποτέλεσµα, δεδοµένης της
ικανοποίησης των κριτηρίων στις Εξ. (5.2), (5.3) και (5.4).
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Πίνακας 6.12: Αντιδράσεις µη αµελητέας συνεισφοράς στο διανυσµατικό χώρο gslow, όταν
Μ=1, όπως αυτές προσδιορίζονται απο το Importance index (II). Μόνο οι αντιδράσεις µε τιµή
του II µεγαλύτερη του 5% έχουν συµπεριληφθεί, ενώ οι αντιδράσεις µε II µεγαλύτερο του
15% σηµειώνονται µε έντονη γραµµατοσειρά. Το θετικό (αρνητικό) πρόσηµο της συµµετο-
χής των αντιδράσεων στο αργό σύστηµα υποδηλώνει την τάση τους να αυξήσει (µειώσει)
τη συγκέντρωση της αντίστοιχης µεταβλητής.

Μεταβλητή Σηµαντικές Αντιδράσεις Αργό Σύστηµα

t=1 hr

Cd − −

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,−r4,+r7)

CT 4, 7
d[AT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 3, 4, 8, 10
d[R]

dt
≈ f(+r3,+r4,+r8,−r10)

RC 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r8,−r10)

t=2 hrs

Cd − −

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,−r4,+r7)

CT 4, 7
d[AT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 3, 4, 7, 8, 10
d[R]

dt
≈ f(+r3,+r4,−r7,+r8,−r10)

RC 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r8,−r10)

t=5 hrs

Cd − −

C 3, 4, 7
d[C]

dt
≈ f(−r3,−r4,+r7)

CT 4, 7
d[AT ]

dt
≈ f(+r4,−r7)

R 3, 4, 7, 8, 10
d[R]

dt
≈ f(+r3,+r4,−r7,+r8,−r10)

RC 8, 10
d[RC]

dt
≈ f(+r8,−r10)
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Κεφάλαιο 7

Έλεγχος και επεµβάσεις στο TMDD
µοντέλο

ΗCSP ανάλυση του TMDD µοντέλου δίνει τη δυνατότητα αναγνώρισης (i) των ισορρο-
πιών που αναπτύσσονται εντός χρονικού διαστήµατος που χαρακτηρίζεται από τις γρή-
γορες χρονοκλίµακες και (ii) των αντιδράσεων που “κινούν” το σύστηµα, το οποίο εξε-
λίσσεται εντός των περιορισµών που επιβάλλουν οι ισορροπίες που έχουν αναπτυχθεί
(fm ≈ 0,m = 1, . . . ,M ). Οι δυνατότητες αυτές που παρέχονται απο την αλγοριθµική ανά-
λυση επιτρέπουν (i) τον εντοπισµό των παραµέτρων του συστήµατος που επιδρούν ση-
µαντικά στην εξέλιξη και (ii) την αναγνώριση τρόπων επέµβασης στο σύστηµα µε σκοπό
τον έλεγχο της εξέλιξής του. Αξιοποιώντας τα αποτελέσµατα που προκύπτουν απο τα
διαγνωστικά εργαλεία της CSP, µπορεί να γίνει στοχευµένα µια προσπάθεια ελέγχου και
επέµβασης στην εξέλιξη του συστήµατος.

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξεταστεί η λύση για την Περίπτωση 1.

7.1 Η επίδραση των ρυθµών kpt και ktp

Στην περιοχή που ισχύει M=3 και Μ=4 η συγκέντρωση του φαρµάκου C είναι η µε-
ταβλητή που αναγνωρίζεται από τον CSP Pointer της 3ης CSP συνιστώσας (βλ. Πίνακες
6.5 και 6.9). Σύµφωνα µε το Importance Index προκύπτει επίσης ότι, για τη χρονική φάση
όπου Μ=3 και Μ=4, η αντίδραση 4 συµµετέχει µε θετικό πρόσηµο στο αργό µοντέλο για
τη µεταβλητή C (βλ. Πινακες 6.6 και 6.10). Το θετικό πρόσηµο υποδηλώνει την τάση της
αντίδρασης να αυξήσει τη συγκέντρωση της µεταβλητής αυτής, σύµφωνα µε το αργό µο-
ντέλο. Όµως η αντίδραση 4 είναι η αντίδραση που, µε αντιδρών το C δηµιουργεί το προϊόν
CT , συνεπώς καταναλώνει το C (C → CT ). Θα έπρεπε λοιπόν η εντατικοποίηση της αντί-
δρασης 4 να µειώνει το C. Όµως, το Σχήµα 7.1 δείχνει ότι διπλασιάζοντας τη σταθερά kpt
του ρυθµού ης 4ης αντίδρασης r4 = kptC (από 0.1 hr−1 σε 0.2), το C αρχικά µειώνεται αλλά
από t > 58 hrs αυξάνει, σε σύγκριση µε το C που υπολογίστηκε µε βάση την αρχική τιµή
της kpt. Η αρχική συµπεριφορά (µείωση της C) είναι σύµφωνη µε τη δράση της 4ης αντί-
δρασης, ενώ η µεταγενέστερη συµπεριφορά είναι αντίθετη. Είναι όµως σύµφωνη µε τα
αποτελέσµατα του II στους Πινακες 6.6 και 6.10 για t = 60, 100, 350 και 1000 hrs.

Κάτι αντίστοιχο συµβαίνει στην ίδια περιοχή και για µε αντίδραση 7. Συγκεκριµένα,
τα αποτελέσµατα του Importance Index (II) στους Πίνακες 6.6 και 6.10 υποδεικνύουν ότι
η αντίδραση αυτή συµµετέχει στο αργό µοντέλο για τη µεταβλητή C µε αρνητικό πρό-
σηµο. Το γεγονός αυτό υποδηλώνει την τάση της 7ης αντίδρασης να µειώσει τη µεταβλητή
αυτή. Όµως η αντίδραση 7 είναι η αντίδραση που µε αντιδρών το CT δηµιουργεί το προϊόν
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Σχήµα 7.1: Επίδραση του ρυθµού r4 = kptC, µε τον οποίο εξελίσσεται η αντίδραση 4. Με
συνεχόµενες γραµµές δίνονται οι συγκέντρωσεις στο αρχικό σύστηµα για kpt = 0.1, ενώ
µε διακκεκοµένες για kpt = 0.2.

C, οπότε τα αποτελέσµατα απο τα διαγνωστικά της CSP µοιάζουν παράδοξα. Θα έπρεπε
λοιπόν η εντατικοποίηση της αντίδρασης 7 να αύξανε το C. Όµως, το Σχήµα 7.2 δείχνει
ότι διπλασιάζοντας τη σταθερά ktp του ρυθµού της 7ης αντίδρασης r7 = ktpCT (από 0.1
hr−1 σε 0.2), το C αρχικά αυξάνεται αλλά από t > 54 hrs µειώνεται, σε σύγκριση µε το C
που υπολογίστηκε µε βάση την αρχική τιµή της ktp. Η αρχική συµπεριφορά (αύξηση της
C) είναι σύµφωνη µε τη δράση της 7ης αντίδρασης, ενώ η µεταγενέστερη συµπεριφορά
είναι αντίθετη. Είναι όµως πάλι σύµφωνη µε τα αποτελέσµατα του II στους Πινακες 6.6
και 6.10 για t = 60, 100, 350 και 1000 hrs.
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Σχήµα 7.2: Επίδραση του ρυθµού r7 = ktpCT , µε τον οποίο εξελίσσεται η αντίδραση 7. Με
συνεχόµενες γραµµές δίνονται οι συγκέντρωσεις στο αρχικό σύστηµα για ktp = 0.1, ενώ
µε διακκεκοµένες για ktp = 0.2.

Στο Σχήµα 7.3, παρουσιάζονται οι προβολές των λύσεων στο επίπεδο CT −C, οι οποίες
υπολογίστηκαν για (i) kpt = ktp = 0.1 (αρχική περίπτωση), (ii) kpt = 0.2, ktp = 0.1 και (iii)
kpt = 0.1, ktp = 0.2. Για όλες τις περιπτώσεις C(0) = CT (0) = 0. Η απόσταση µεταξύ των
κύκλων σε κάθε τροχιά δηλώνει την απόσταση που διανύθηκε στο χώρο των φάσεων σε
ίσα χρονικά διαστήµατα. Όπως φαίνεται, αρχικά η µεταβολή είναι πιο γρήγορη και στη
συνέχεια επιβραδύνει. Το γεγονός αυτό δηλώνει ότι η χρονοκλίµακαπου χαρακτηρίζει την
εξέλιξη της λύσης µειώνεται αυξανοµένου του χρόνου.

Και για τις τρεις καµπύλες σηµειώνονται τα σηµεία που αντιστοιχούν στους χρόνους
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Σχήµα 7.3: Η συγκέντρωση του CT ως συνάρτηση της συγκέντρωσης του C, για (i) kpt =
ktp = 0.1 (αρχική περίπτωση), (ii) kpt = 0.2, ktp = 0.1 και (iii) kpt = 0.1, ktp = 0.2. Κόκκινα
τετράγωνα δηλώνουν τη χρονική στιγµή t = 21 hrs, ενώ κόκκινοι κύκλοι δηλώνουν τη
χρονική στιγµή t = 75 hrs.

t = 21 hrs (όπου Μ=2) και t = 75 hrs (όπου Μ=4). Στο σηµείο t = 21 hrs τα Σχήµατα 7.1 και
7.2 έδειξαν ότι η αύξηση των kpt και ktp παρέχει τιµές της C που συµβαδίζουν µε τη δράση
των αντιδράσεων 4 και 7, αντίστοιχα. Αντίθετα, στο σηµείο t = 75 hrs τα Σχήµατα 7.1 και
7.2 έδειξαν ότι η αύξηση των kpt και ktp καταλήγει σε τιµές της C που έρχονται σε αντίθεση
µε τη δράση των αντιδράσεων 4 και 7, αντίστοιχα.

Ειδικότερα, στο σηµείο t = 21 hrs λαµβάνονται τα αποτελέσµατα:

C(kpt = 0.1, ktp = 0.2) = 35.489
nmol

L

C(kpt = 0.1, ktp = 0.1) = 28.772
nmol

L

C(kpt = 0.2, ktp = 0.1) = 21.780
nmol

L

δηλαδή το C µειώνεται µε την µείωση του ktp (αποδυνάµωση της αντίδρασης C ← CT ) ή
την αύξηση του kpt (ενίσχυση της αντίδρασης C → CT ). Αντίθετα, στο σηµείο t = 75 hrs
λαµβάνονται τα αποτελέσµατα:

C(kpt = 0.1, ktp = 0.2) = 5.914
nmol

L

C(kpt = 0.1, ktp = 0.1) = 7.568
nmol

L

C(kpt = 0.2, ktp = 0.1) = 8.820
nmol

L
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δηλαδή το C αυξάνεται µε την µείωση του ktp (αποδυνάµωση της αντίδρασης C ← CT ) ή
την αύξηση του kpt (ενίσχυση της αντίδρασης C → CT ).

7.1.1 Γεωµετρική ερµηνεία

Η παράδοξη αυτή επίδραση των δυο αντιδράσεων, που εκδηλώνεται σχεδόν αµέσως
µετά την ανάπτυξη της τρίτης ισορροπίας (f3 ≈ 0), µπορεί να ερµηνευθεί γεωµετρικά, ως
ακολούθως. Επί της SIM η εξέλιξη του συστήµατος περιγράφεται µόνο απο τη συνιστώσα
του διανυµατικού πεδίου στον αργό υπόχωρο, δεδοµένου ότι η συνιστώσα του στο γρήγορο
υπόχωρο είναι αµελητέα. Για την περιοχή που ισχύει Μ=4 (εντός της οποίας βρίσκεται η
χρονική στιγµή t = 75 hrs) η εξέλιξη επί της SIM περιγράφεται απο το αργό σύστηµα:

dy
dt

= gslow = a5f5

σύµφωνα µε τη Εξ. (6.22). Αναλύοντας τη συνεισφορά της αντίδρασης 4 στη γρήγορη και
αργή συνιστώσα της προκύπτει:

s4 · r4 = arbrs4 · r4 + asbss4 · r4

Πίνακας 7.1: Το στοιχειοµετρικό άνυσµα της αντίδρασης 4 (s4) και οι προβολές του στον
αργό (asbss4) και στον γρήγορο (arbrs4) υπόχωρο του εφαπτόµενου πεδίου, για t = 75 hrs.

Cd C CT R RC

s4 0 −1 +1 0 0

asbss4 0 +0.171 +0.222 −2.151 · 10−4 +0.917 · 10−4

arbrs4 0 −1.171 +0.778 +2.151 · 10−4 −0.917 · 10−4

Τα στοιχεία του στοιχειοµετρικού ανύσµατος της 4ης αντίδρασης s4 και των προβο-
λών του στον αργό και γρήγορο υπόχωρο του εφαπτόµενου πεδίου, asbss4 και arbrs4 αντί-
στοιχα, παρουσιάζονται στονΠίνακα 7.1. Για τα στοιχείαπουαναφέρονται στηµεταβλητή
C, φαίνεται πώς η τάση της αντίδρασης στον αργό υπόχωρο για το C είναι µε θετικό πρό-
σηµο (+0.171), γεγονός που υποδηλώνει την τάση της αντίδρασης να αυξήσει την τιµή του
C, ενώ ή συνολική τάση της αντίδρασης είναι µε αρνητικό πρόσηµο (-1), γεγονός που υπο-
δηλώνει την τάση της αντίδρασης ναµειώσει την τιµή τουC. Η επιρροή αυτή της αργής συ-
νιστώσας της αντίδρασης 4 επιβραδύνει την κατανάλωση τηςC, όπωςφαίνεται στο Σχήµα
7.3. Η συµπεριφορά αυτή αποτυπώνεται γραφικά στο Σχήµα 7.4.

Οµοίως, αναλύοντας τη συνεισφορά της αντίδρασης 7 στον γρήγορο και αργό υπόχωρο
του εφαπτόµενου πεδίου προκύπτει:

s7 · r7 = arbrs7 · r7 + asbss7 · r7

Τα στοιχεία του στοιχειοµετρικού ανύσµατος της 7ης αντίδρασης s7 και των προβο-
λών του στον αργό και γρήγορο υπόχωρο του εφαπτόµενου πεδίου, asbss4 και arbrs4 αντί-
στοιχα, παρουσιάζονται στονΠίνακα 7.2. Για τα στοιχείαπουαναφέρονται στηµεταβλητή
C, φαίνεται πώς η τάση της αντίδρασης στον αργό υπόχωρο για το C είναι µε αρνητικό
πρόσηµο (-0.171), γεγονός που υποδηλώνει την τάση της αντίδρασης να µειώσει την τιµή
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Σχήµα7.4: Το στοιχειοµετρικόάνυσµα τηςαντίδρασης 4για χρόνο t = 75hrs και ηανάλυση
του διανύσµατος αυτού στο γρήγορο και αργό υπόχωρο; kpt = ktp = 0.1.

Πίνακας 7.2: Το στοιχειοµετρικό άνυσµα της αντίδρασης 7 (s7) και οι προβολές του στον
αργό (asbss7) και στον γρήγορο (arbrs7) υπόχωρο του εφαπτόµενου πεδίου, για t = 75 hrs.

Cd C CT R RC

s7 0 +1 −1 0 0

asbss7 0 −0.171 −0.222 +2.151 · 10−4 +0.917 · 10−4

arbrs7 0 +1.171 −0.778 −2.151 · 10−4 −0.917 · 10−4

του C, ενώ ή συνολική τάση της αντίδρασης είναι µε θετικό πρόσηµο (+1), γεγονός που
υποδηλώνει την τάση της αντίδρασης να αυξήσει την τιµή του C. Η επιρροή αυτή της αρ-
γής συνιστώσας της αντίδρασης 7 επιβραδύνει την παραγωγή της C, όπως φαίνεται στο
Σχήµα 7.3. Η συµπεριφορά αυτή αποτυπώνεται γραφικά στο Σχήµα 7.5.
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Σχήµα7.5: Το στοιχειοµετρικόάνυσµα τηςαντίδρασης 7για χρόνο t = 75hrs και ηανάλυση
του διανύσµατος αυτού στο γρήγορο και αργό υπόχωρο; kpt = ktp = 0.1.
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Κεφάλαιο 8

Συµπεράσµατα

Μελετήθηκεµε τηναλγοριθµικήµέθοδο τηςCSP τοµοντέλο ενόςTMDDφαρµάκου.Αφού
αναγνωρίστηκε ο αριθµός των εξαντληµένων συνιστωσών για τις διάφορες χρονικές πε-
ριόδους, µελετήθηκε η γρήγορη και αργή δυναµική του συστήµατος. Συγκεκριµένα, µέσω
της CSP ανάλυσης έγινε δυνατή αλγοριθµικά η κατασκευή της Αργής Αναλλοίωτης Πολ-
λαπλότητας (SIM) και του αργού συστήµατος για τις διάφορες χρονικές περιόδους. Τα
εργαλεία της CSP παρείχαν σηµαντικές πληροφορίες για τη µελέτη και κατανόηση της
εξέλιξης του συστήµατος και της δυναµικής του. Συγκεκριµένα, το CSP Pointer υπέδειξε
τις µεταβλητές που σχετίζονται µε τις γρήγορες συνιστώσες, στις διαφορες φάσεις της
εξέλιξης. Μέσω του CSP Amplitude Participation Index αναγνωρίστηκαν οι ισορροπίες που
αναπτύσσονται µεταξύ των αντιδράσεων, οι οποίες σχετίζονται µε τις γρήγορες CSP συ-
νιστώσες. Τααποτελέσµατα τουEigenvalue Participation Indexυπέδειξαν τις αντιδράσειςπου
συνεισφέρουν στη δηµιουργία των γρήγορων αποσβετικών χρονοκλιµάκων που χαρακτη-
ρίζουν τη γρήγορη δυναµική του συστήµατος. Τέλος, µέσω του CSP Importance Index ανα-
γνωρίστηκαν οι αντιδράσεις που συµµετέχουν σηµαντικά στην εξέλιξη της κάθε µετα-
βλητής του διανυσµατικού πεδίου, κατά την “κίνηση” επί της SIM, όπως αυτή καθορίζεται
από το αργό σύστηµα.

Στα πλαίσια της GSPT, που αποτελεί τη βάση της υπολογιστικής µεθόδου CSP, γίνεται
δυνατή επίσης η αναγνώριση της εγκυρότητας ή µη των κλασσικών προσεγγίσεων PEA
και QSSA στο αργό σύστηµα, µέσω των κριτηρίων που ελέγχονται αλγοριθµικά. Για το
TMDD µοντέλο που εξατάστηκε, εντοπίστηκε οτι για περιοχές όπου ικανοποιούνται τα
κριτήρια που εξασφαλίζουν την εγκυρότητα της QSSA, τα αποτελέσµατα του Importance
Index αναπαράγουν ικανοποιητικά τις σχέσεις που περιγράφουν τις υπόλοιπες µεταβλη-
τές του συστήµατος στο αργό µοντέλο. Επιπλέον όµως, µέσω τως αποτελεσµάτων του
Important Index λαµβάνονται πληροφορίες που αφορούν και τις pointed µεταβλητές, η
εξέλιξη των οποίων δε συµπεριλαµβάνονται στο αργό σύστηµα που προκύπτει λόγω της
εφαρµογής της QSSA. Για περιοχές που ο αριθµός των εξαντληµένων συνιστωσών είναι
M = 3 καιM = 4 (αργότεροι χρόνοι) η εγκυρότητα των PEA και QSSA µπορεί να θεωρηθεί
µόνο οριακά αποδεκτή για κάποια απο τις pointed µετάβλητές.

Ένα σηµαντικό συµπέρασµα που εξάγεται απο την ανάλυση που έγινε αφορά στους
δύο διαφορετικούς τρόπους χορήγησης τουφαρµάκου (Περίπτωση 1καιΠερίπτωση 2).Όπως
προκύπτει, οι διαφοροποιήσεις που εµφανίζονται αφορούν αρχικούς χρόνους, ενώ για αρ-
γότερους χρόνους η εξέλιξη του συστήµατος δεν επηρεάζεται απο τις αρχικές συνθήκες
και οι λύσεις απο τις δυο περιπτώσεις συµπίπτουν. Η διαφορά που εντοπίζεται στηνΠερί-
πτωση 2σε σχέσηµε τηνΠερίπτωση 1 είναι η νωρίτερη δηµιουργία του ενεργού συµπλόκου
και άρα η αύξηση της αποτελεσµατικότητας του φαρµάκου για χρόνους πριν την πρώτη
ώρα.
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Τέλος, το µεγάλο ενδιαφέρον που εµφανίζει η υπολογιστική ανάλυση του µοντέλου
του TMDD φαρµάκου είναι οτι οι πληροφορίες που συλλέγονται µπορούν να αξιοποιη-
θούν ώστε να γίνουν επεµβάσεις στην εξέλιξη του συστήµατος, οπότε να γίνεται ελεγχό-
µενα η εξέλιξη. Κάτι τέτοιο καθιστάται δυνατό µεταβάλλοντας τις παραµέτρους των αντι-
δράσεων που συνδέονται µε την εξέλιξη των µεταβλητών στο αργό σύστηµα. Συγκεκρι-
µένα, έχοντας τα αποτελέσµατα που προκύπτουν αλγοριθµικά για το ποιές αντιδράσεις
είναι σηµαντικές και πώς επηρεάζουν τις µεταβλητές του συστήµατος για τις διάφορες
χρονικές στιγµές, µπορεί να µελετηθεί πλέον προσανατολισµένα η δυνατότητα επεµβά-
σεων στον τρόπο που δρα το φάρµακο in vivo, µε στόχο να ενταθεί µια επιθυµητή επί-
δραση ή να περιορισθεί µια ανεπιθύµητη.

Ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον αποτέλεσµα που προέκυψε απο την παρούσα ανάλυση είναι
η επίδραση των αντιδράσεων µεταξύ του κεντρικού χώρου και του χώρου των ιστών, κατά
τηνπερίπτωση των τεσσάρωνγρήγορωναποσβετικών χρονοκλιµάκων. Τααποτελέσµατα
αυτά δείχνουν µια παράδοξη συµπεριφορά της συγκέντρωσης του αντιδρώντος (προϊό-
ντος) µιας αντίδρασης, καθώς αυτή αυξάνεται (µειώνεται) κατά την εξέλιξη της αντίδρα-
σης που το καταναλώνει (παράγει). Η συµπεριφορά αυτή είναι αποτέλεσµα του προσανα-
τολισµού της SIM και της συµπεριφοράς της αντίδρασης κατά την κίνηση σε αυτή. Η ανα-
γώριση µιας τέτοιας παράδοξης συµπεριφοράς είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς γίνεται
γνωστό οτι κατά τη χρονική περίοδο αυτή όπουM = 4 υπάρχουν αντιδράσεις των οποίων
η επίδραση είναι η αντίθετη απο αυτή που αναµένεται. Κατά συνέπεια, το σύστηµα στην
χρονική αυτή περίοδο παρουσιάζει µια ιδιοµορφία που πειραµατικά δε θα µπορούσε να
γίνει γνωστή.
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