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Περίληψη

Το ενδιαφέρον για αμιγώς ψηφιακές αρχιτεκτονικές έχει παρουσιάσει αύξηση τα τελευταία χρό-
νια στη βιομηχανία των τηλεπικοινωνιακών ολοκληρωμένων κυκλωμάτων. Αυτό οφείλεται στο
γεγονός ότι η αναλογική σχεδίαση είναι συνήθως πιο δύσκολη, απαιτεί περισσότερο χρόνο, και
έχει μεγαλύτερο κόστος κατά την κατασκευή, ενώ τα ψηφιακά ολοκληρωμένα κυκλώματα έχουν
ως πλεονεκτήματα την φορητότητα, την εύκολη παραμετροποίηση και τον αυτοματοποιημένο
έλεγχο.

Στην παρούσα διπλωματική παρουσιάζεται μία αρχιτεκτονική μείκτη διακοπτικού τύπου, η θύρα
LO του οποίου οδηγείται απευθείας από ενσωματωμένο συνθέτη συχνοτήτων (frequency syn-
thesizer), και λόγω αυτής της φιλοσοφίας σχεδίασης, προσφέρει τα πλεονεκτήματα που προ-
αναφέρθηκαν. Οι μείκτες διακοπτικού τύπου είναι δημοφιλείς σε σχεδιάσεις με διακριτά στοι-
χεία και έχουν υλοποιηθεί σε ολοκληρωμένα κυκλώματα. Ωστόσο, συνήθως οδηγούνται από
κλασσικά PLL ή αρκετά περίπλοκους συνθέτες συχνότητας. Ο μείκτης που μελετάται στην πα-
ρούσα διπλωματική εργασία βασίζεται σε πύλες μετάδοσης που οδηγούνται από το frequency
synthesizer, εφαρμόζοντας και κάποιες τεχνικές dithering για την μετατροπή των ανεπιθύμητων
συχνοτικών συνιστωσών της εξόδου του σε ένα συνεχές κατώφλι θορύβου.

Στο Κεφάλαιο 1 διερευνάται θεωρητικά η ψηφιακή σύνθεση συχνότητας με ένα bit, με χρήση
dithering. Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζεται ένας απλός διακοπτικός μείκτης οδηγούμενος από
ενσωματωμένο frequency synthesizer ενός bit που υλοποιεί τις τεχνικές dithering του προη-
γούμενου κεφαλαίου. Τέλος, στο Κεφάλαιο 3, παρουσιάζεται μία ιδέα για επέκταση σε περισ-
σότερα του ενός bits, βασιζόμενη σε διακοπτόμενους πυκνωτές.
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Abstract

There has been an increasing interest in all-digital architectures in the RFIC industry over
the past few years, mainly due to the higher challenge in the design and the extra cost
of fabrication of RF analog and mixed-signal ICs versus standard digital ones in modern
nano-scale IC technologies. Digital circuit designs offer the advantages of portability, re-
configurability, automated checking and verification.

This thesis proposes a switching RF downconverting mixer whose Local Oscillator (LO)
input is driven by an embedded all-digital frequency synthesizer, offering some of the afore-
mentioned advantages compared to traditional analog mixer architectures. Switching mix-
ers are popular blocks in discrete-component designs and have been implemented in RFICs.
However, they are typically driven by classical PLLs or complex mixed-signal frequency syn-
thesizers. The mixer architecture discussed in this thesis is based on digital transmission
gates which are driven directly by the output stream of the embedded all-digital frequency
synthesizer. Certain dithering techniques are also used to make the synthesizer’s spectrum
sinewave-like and convert spurs to continuous noise floor.

Chapter 1 discusses the theory behind 1-bit frequency synthesis using the optimal dithering
sequence to eliminate spurs. Chapter 2 presents a simple switching mixer driven by an
embedded single-bit frequency synthesizer with dithering. Finally, Chapter 3 presents a
multi-bit switching multiplier/mixer using switched capacitors.

Keywords

Mixer, digital frequency synthesis, dithering, switched capacitors
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Πίνακας συντομογραφιών

CDF Cumulative Density Function
(Αθροιστική Συνάρτηση Κατανομής)

DAC Digital-to-Analog Converter
(Μετατροπέας Ψηφιακού σε Αναλογικό)

DDS Direct Digital Synthesizer

DTFT Discrete-Time Fourier Transform

IID Independent & Identically Distributed
(Ανεξάρτητες & Ταυτόνομα Κατανεμημένες)

LUT Look-Up Table

PSD Power Spectral Density
(Πυκνότητα Φασματικής Ισχύος)

ZOH Zero-Order Hold
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Εισαγωγή & σκοπός της
εργασίας

Ορισμοί

Ένας RF μείκτης, όπως αυτός του Σχ. 1, είναι ένα ενεργό ή παθητικό στοιχείο που έχει στόχο
τη μετατροπή ενός σήματος από μία συχνότητα σε κάποια άλλη. Διαθέτει τρεις θύρες: την
είσοδο RF (radio frequency), την LO (local oscillator) και την IF (intermediate frequency).

Ένας ιδανικός μείκτης λαμβάνει ένα σήμα RF συχνότητα fRF , πραγματοποιεί τη μείξη με ένα
σήμα LO συχνότητας fLO και παράγει ένα σήμα εξόδου IF που αποτελείται από το άθροισμα
και τη διαφορά των δύο συχνοτήτων, δηλαδή fRF ±fLO. Στη συνέχεια, το σήμα αυτό οδηγείται
σε κάποιο αναλογικό φίλτρο ώστε να επιλεγεί μία από τις δύο συχνότητες.

Ιδανικός μείκτης

RF
Είσοδος

IF
Έξοδος

LO
Είσοδος

fRF

fLO

fRF ± fLO

Σχήμα 1: Διαδικασία μείξης σε ιδανικό μείκτη.

Όταν επιλέγουμε ως IF τη διαφορά fRF −fLO, ο μείκτης καλείται downconverter και χρησιμο-
ποιείται συνήθως σε δέκτες. Στην αντίθετη περίπτωση, όπου επιλέγουμε το άθροισμα, καλείται
upconverter και χρησιμοποιείται συνήθως σε πομπούς.

Ένας μείκτης μπορεί να υλοποιηθεί με πολλούς τρόπους. Ωστόσο, όλα τα κυκλώματα που
υλοποιούν μείξη μπορούν να θεωρηθούν ουσιαστικά ως πολλαπλασιαστές επειδή παράγουν
στην έξοδο ένα σήμα που είναι, κατά κάποιον τρόπο, το γινόμενο των δύο εισόδων του.
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Παρακάτω παρουσιάζονται συνοπτικά μερικές κλασσικές τοπολογίες μεικτών που είναι γνω-
στές.

Αναλογικός πολλαπλασιαστής

Ένας πολύ απλοποιημένος RF μείκτης έχει τη μορφή ενός αναλογικού πολλαπλασιαστή, που,
ιδανικά, δεν έχει θόρυβο και παρουσιάζει καθ’ όλα γραμμική συμπεριφορά. Η έξοδός του είναι
τότε απλώς ο πολλαπλασιασμός των δύο σημάτων εισόδου:

sin(ωRF t) sin(ωLOt) =
1

2
[cos(ωRF + ωLO)t+ cos(ωRF − ωLO)t] (1)

H πράξη αυτή φαίνεται, στο πεδίο του χρόνου, στο Σχ. 2.

RF

LO

IF

Σχήμα 2: Σήματα ενός ιδανικού αναλογικού πολλαπλασιαστή ως μείκτη.

Είναι προφανές ότι, στο πεδίο της συχνότητας, θα υφίστανται μόνο δύο κρουστικές συναρτήσεις
στις συχνότητες fRF ± fLO.

Διακοπτικός μείκτης

Στο Σχ. 3 φαίνεται ένας μείκτης που διαλέγει μέσω ενός διακόπτη αν θα οδηγηθεί στην έξοδο
το σήμα RF με φάση 0◦ ή 180◦ [1]. Ο διακόπτης ελέγχεται από το σήμα LO που έχει τη μορφή
τετραγωνικού παλμού.
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+1

−1 LO

RF IF

Σχήμα 3: Ιδανικός διακοπτικός μείκτης.

Αν και η ιδέα είναι ιδιαίτερα απλή, το φάσμα του σήματος IF μπορεί να είναι αρκετά πολύπλοκο,
λόγω της φύσεως του τετραγωνικού παλμού που οδηγεί το διακόπτη.

Παρόμοιες με αυτή τοπολογίες μείκτη θα μελετηθούν διεξοδικά στην παρούσα διπλωματική.

Μείκτης με διόδους σε τοπολογία δακτυλιδιού (diode ring)

Ο μείκτης με διόδους σε τοπολογία δακτυλιδιού ήταν για πολλά χρόνια η προτιμώμενη τοπο-
λογία για υψηλή απόδοση. Μία μορφή του φαίνεται στο Σχ. 4.

LO

R
F

IF

Rout

Σχήμα 4: Μείκτης με διόδους σε τοπολογία δακτυλιδιού.

Στην τοπολογία δακτυλιδιού οι δίοδοι λειτουργούν ως διακόπτες, που ελέγχονται από το LO
σήμα. Εξαιτίας της μη γραμμικής φύσεως των διόδων, το ταίριασμα της εμπέδησης στις τρεις
θύρες είναι δύσκολο. Επίσης, η ισχύς του LO πρέπει να είναι αρκετά υψηλή για να εξασφαλιστεί
ότι οι δίοδοι άγουν επαρκώς. Αυτό, σε συνδυασμό με την έντονη σύζευξη που παρατηρείται
μεταξύ των θυρών, συνεπάγεται ότι θα εμφανίζεται κάποια συνιστώσα του LO, με αρκετή
παραμόρφωση, στην θύρα RF, πράγμα μη επιθυμητό.



18

Ενεργοί μείκτες

Ενεργοί καλούνται οι μείκτες που καταναλώνουν dc ρεύμα για τη λειτουργία τους. Συχνά
προτιμώνται σε σχέση με τους παθητικούς γιατί παρουσιάζουν καλύτερες επιδόσεις, κυρίως
ως προς το κέρδος μετατροπής (conversion gain), το οποίο ελαχιστοποιεί τη συνεισϕορά του
μείκτη στο συνολικό θόρυβο του συστήματος [2]. Ένας τέτοιος μείκτης σε πλήρως διαφορική
μορφή είναι ο μείκτης Gilbert που φαίνεται στο Σχ. 5.

LO

Q2

I

Q6Q5Q4Q3

Q1

RF

IF

Σχήμα 5: Πλήρως διαφορικός μείκτης Gilbert.

Οι ενεργοί μείκτες μπορούν να υλοποιηθούν ως ολοκληρωμένα κυκλώματα σε σύγχρονες τε-
χνολογίες, προσφέρουν κέρδος μετατροπής, απαιτούν λιγότερη ισχύ για την οδήγηση της θύρας
LO και παρουσιάζουν καλύτερη απομόνωση μεταξύ των θυρών.

Σκοπός της εργασίας

Στην παρούσα διπλωματική εργασία, μελετάται η τοπολογία διακοπτικού μείκτη. Το σήμα LO
παρέχεται από έναν ενσωματωμένο ψηφιακό συνθέτη συχνοτήτων, εφαρμόζοντας και κάποιες
τεχνικές dithering για την μετατροπή των ανεπιθύμητων συχνοτικών συνιστωσών της εξόδου
του σε ένα συνεχές κατώφλι θορύβου. Σκοπός είναι η επίτευξη καλών επιδόσεων, σε συνδυασμό
με όλες τις ευκολίες που παρουσιάζει στη σχεδίασή του ένα πλήρως ψηφιακό κύκλωμα (όπως,
φορητότητα, εύκολη παραμετροποίηση, αυτοματοποιημένος έλεγχος).



Κεφάλαιο 1

Ψηφιακή σύνθεση συχνότητας
ενός bit με dithering

Στο κεφάλαιο αυτό, θα μελετήσουμε την αμιγώς ψηφιακή σύνθεση συχνότητας που βασίζεται
στην κβάντιση ενός ημιτόνου, σε ένα bit, στο ρυθμό Nyquist, χρησιμοποιώντας dithering
πλάτους.

1.1 Ορισμοί

Τυχαίο dithering χρησιμοποιείται συχνά σε DDS [3] και μετατροπείς δεδομένων [4] για την
εξάλειψη των ανεπιθύμητων συχνοτικών συνιστωσών (spurs) και για τη διαμόρφωση του θο-
ρύβου κβάντισης. Εδώ, θα εξετάσουμε την περίπτωση ενός DDS με έξοδο ενός bit, χωρίς
υπερδειγματοληψία, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.1.

cos(Ωk)

uk

−1

1
x(t)ZOH

xk
TS−

+

Σχήμα 1.1: Κβάντιση ημιτόνου σε ένα bit, με dithering.

Το ημιτονοειδές σήμα μπορεί να παραχθεί μέσω ενός συσσωρευτή φάσης (phase accumulator)
και ενός LUT. Το ZOH παράγει μία ψηφιακή κυματομορφή ενός bit σε συνεχή χρόνο. Όλα τα
μπλοκ είναι χρονισμένα σε ένα ρολόι αναφοράς συχνότητας fS = 1/TS .
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Η τυχαία ακολουθία {uk} που χρησιμοποιείται ως dithering αφαιρείται από το ημιτονοειδές
σήμα, δημιουργώντας το xk = sgn[cos(Ωk)− uk], ένα διακριτού χρόνου σήμα ενός bit (±1).

Θεωρούμε ότι η τυχαία ακολουθία {uk} αποτελείται από ανεξάρτητες και ταυτόνομα κατανε-
μημένες (IID) μεταβλητές, με συνάρτηση αθροιστικής κατανομής (CDF) G : [−1, 1] → [0, 1],
η οποία είναι συνεχής και έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [−1, 1]. Τότε, για κάθε k ∈ Z

και u ∈ [−1, 1] ισχύει Pr(uk ≤ u) = G(u), άρα υποθέτουμε ότι η {uk} λαμβάνει ουσιαστικά
τιμές μόνο εντός του [−1, 1]. Αυτό είναι λογικό διότι η cos(Ωk) κάνει το ίδιο, άρα οποιαδήποτε
μεγαλύτερη τιμή dithering θα ήταν περιττή.

Επιπλέον, έχει πρακτική σημασία να θεωρήσουμε ότι Ω/(2π) είναι ρητός αριθμός, δηλαδή Ω =

2πw/q για κάποιον ακέραιο w ώστε 0 < w < q/2. Σε αυτήν την περίπτωση

xk = sgn
[
cos
(
2π

kw

q

)
− uk

]
(1.1)

και επειδή η {uk} είναι μία IID τυχαία ακολουθία και η cos(2πkw/q) έχει περίοδο q/ gcd(q, w),
η τυχαία ακολουθία {xk} είναι περιοδικά στάσιμη (cyclostationary) με την ίδια περίοδο. Αφού
το q είναι πολλαπλάσιο του q/ gcd(q, w), η {xk} είναι επίσης περιοδικά στάσιμη με περίοδο q,
πράγμα που θα χρησιμοποιήσουμε ακολούθως για απλούστευση.

Μέση αυτοσυσχέτιση περιόδου της {xk}

Η φασματική πυκνότητα ισχύος (PSD) μιας διαδικασίας διακριτού χρόνου, στάσιμης με την
ευρεία έννοια, είναι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της συνάρτησης
αυτοσυσχέτισής της [5]:

rx(n,m) = E{xnxm} (1.2)

Επειδή όμως η {xk} δεν είναι στάσιμη με την ευρεία έννοια αλλά περιοδικά στάσιμη, η PSD
της, sx(ω), ορίζεται [5][6] ως ο DTFT της μέσης αυτοσυσχέτισης περιόδου. Δηλαδή,

rx(k) =
1

q

q−1∑
m=0

rx(k +m,m) και sx(ω) =
∞∑

k=−∞
rx(k)e

−ikω. (1.3)

Για να υπολογίσουμε την rx(k) εκφράζουμε την CDF G : [−1, 1] → [0, 1] ως σειρά πολυωνύμων
Chebyshev 1ου είδους, δηλαδή,

G(u) =
1

2
+

1

2

∞∑
j=0

ajTj(u). (1.4)
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Οι συντελεστές aj δίνονται από τις σχέσεις [7]:

a0 =
2

π

∫ 1

−1

G(u)√
1− u2

du− 1 aj>0 =
4

π

∫ 1

−1

G(u)Tj(u)√
1− u2

du (1.5)

Επειδή η G είναι συνεχής σύμφωνα με την αρχική μας υπόθεση, το ανάπτυγμά σε σειρά της
Εξ. (1.4) συγκλίνει στην G παντού στο [−1, 1]. Αντίστροφα, η G μπορεί να οριστεί χρησι-
μοποιώντας τους συντελεστές aj εφ’ όσον η σειρά συγκλίνει σε συνεχή συνάρτηση και η G

αντιπροσωπεύει πράγματι μία CDF. Θεωρώντας επιπλέον ότι η σειρά (1.5) είναι σε κάθε όρο
της διαφορίσιμη, μία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να αντιπροσωπεύει η G μία CDF είναι

G(−1) = 0, G(1) = 1 και G′(u) ≥ 0 ∀u ∈ [−1, 1] (1.6)

Επειδή Tj(±1) = (±1)j , j = 0, 1, 2, . . ., και T ′
j(u) = jUj−1(u), για j = 1, 2, 3, . . ., όπου Uj

είναι το j-οστό πολυώνυμο Chebyshev 2ου είδους [7], οι Εξ. (1.6) μπορούν να γραφούν ως
εξής:

∞∑
j=0

(−1)jaj = −1,

∞∑
j=0

aj = 1, και
∞∑
j=1

jajUj−1(u) ≥ 0 ∀u ∈ [−1, 1] (1.7)

1.2 Φασματική πυκνότητα ισχύος & δυναμικό εύρος

Χρησιμοποιώντας τους παραπάνω ορισμούς, μπορούμε να εκφράσουμε την rx(k) ως συνάρτηση
των συντελεστών aj , j = 0, 1, 2, . . .. Συγκεκριμένα, έχουμε ότι η μέση αυτοσυσχέτιση περιόδου
rx(k) της {xk} δίνεται από την Εξ. (1.8) όπου δ0 = 1 και δk ̸=0 = 0 [8].

rx(k) = a20 +
∞∑
j=1

a2j
2

cos
(
2πkjw

q

)
+

1− a20 −
∞∑
j=1

a2j
2

 δk (1.8)

Παρατηρούμε ότι η rx αποτελείται από τον DC όρο a20, αρμονικές του cos(2πkw/q) και μία
κρουστική συνιστώσα για k = 0. Επιπλέον, το πλάτος της j-οστής αρμονικής είναι ίσο με το
μισό του τετραγώνου του συντελεστή aj . Παρατηρώντας τις Εξ. (1.5), βλέπουμε ότι επιλέγο-
ντας κατάλληλα την CDF G μπορούμε να διαμορφώσουμε την συνάρτηση μέσης αυτοσυσχέ-
τισης περιόδου, επομένως και την PSD της {xk}. Ας σημειωθεί ωστόσο ότι αναφερόμαστε σε
διακριτό χρόνο, συνεπώς οι αρμονικές του cos(2πkw/q) υφίστανται αναδίπλωση στο πεδίο της
συχνότητας ω ∈ [0, 2π], λόγω του ότι cos(2πkjw/q) = cos (2πk ((jw) mod q) /q).
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1.2.1 Φασματική πυκνότητα ισχύος του σήματος εξόδου

Η έξοδος x(t) του ZOH στο Σχ. 1.1 είναι ένα σήμα συνεχούς χρόνου που μπορεί να γραφεί
στη μορφή:

x(t) =

∞∑
k=−∞

xk p

(
t

TS
− k

)
(1.9)

όπου TS = 1/fS είναι η περίοδος δειγματοληψίας, και ο παλμός p(t) είναι 1 για t ∈ [0, 1) και 0
αλλού, σύμφωνα με τη λειτουργία του ZOH. Μπορεί να δειχθεί [8] ότι η φασματική πυκνότητα
ισχύος του x(t) είναι

Sx(f) = TS sinc2(fTS) sx(2πfTS) (1.10)

όπου sx είναι ο μετασχηματισμός DTFT της μέσης αυτοσυσχέτισης περιόδου rx, ενώ ο όρος
TS sinc2(fTS) οφείλεται στον παλμό p(t).

Έπειτα από κάποια βήματα, και θεωρώντας ότι gcd(w, q) = 1 καταλήγουμε ότι η PSD του x(t)
είναι [8]:

Sx(f) = sinc2
(

f

fS

)(
SHA(f) + SN (f) + SDC(f)

)
(1.11)

όπου οι όροι αρμονικών (SHA), θορύβου (SN ) και DC (SDC) δίνονται, αντίστοιχα, από τις
σχέσεις:

SHA(f) =
1

4

∞∑
h=1

bh

[
δ

(
f − h

q
fS

)
+ δ

(
f +

h

q
fS

)]
(1.12)

SN (f) =
1

fS

1− a20 −
1

2

∞∑
j=1

a2j

 (1.13)

SDC(f) =
b0 + 3a20

4
δ(f) (1.14)

Για h = 0, 1, 2, . . ., η ισχύς των συνιστωσών στις συχνότητες ±(h/q) fS της Εξ. (1.12) είναι
bh/4, με

bh =
∞∑

r=−∞
a2I(h,r) (1.15)

όπου I(h, r) = |j1h + qr|. Η σταθερά j1 (μαζί με την k1 που, όμως, δεν συμμετέχει στην
παραπάνω εξίσωση) λαμβάνεται λύνοντας τη Διοφαντική εξίσωση wj1+qk1 = 1. Συγκεκριμένα,
ο συντελεστής bw των συνιστωσών στις συχνότητες ±(w/q) fS είναι

bw =

∞∑
r=−∞

a2|1+qr|
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Εξετάζοντας την Εξ. (1.15), παρατηρούμε ότι η συνεισφορά των συντελεστών aj στην ολική
ισχύ των συνιστωσών ±(h/q) fS είναι αθροιστική αφού a2I(h,r) ≥ 0. Επομένως, για να ελαχι-
στοποιήσουμε τα ανεπιθύμητα spurs στην έξοδο θα πρέπει να μηδενίσουμε όσο περισσότερους
από τους συντελεστές aj μπορούμε.

Ας σημειωθεί ότι, για να υπολογίσουμε τον συντελεστή bh, βρίσκουμε πρώτα μία λύση (j1, k1)
της Διοφαντικής εξίσωσης wj1+qk1 = 1. Αυτό είναι πάντα εφικτό λόγω της αρχικής υπόθεσης
gcd(w, q) = 1. Οποιαδήποτε (j1, k1) από τις άπειρες λύσεις είναι αποδεκτή αλλά αυτή με τα
μικρότερα j1, k1 διευκολύνει περισσότερο. Έπειτα, εφαρμόζουμε την Εξ. (1.15) όπου, βέβαια,
μόνον ο συντελεστής j1 χρησιμοποιείται στον όρο |j1h+ qr|.

1.2.2 Κατώφλι θορύβου και δυναμικό εύρος

Τυπικά, η επιθυμητή συνιστώσα στην έξοδο εμφανίζεται στη συχνότητα (w/q) fS με πλάτος
sinc2(f/fS) bw/4. Επίσης, ο θόρυβος, που είναι η μόνη συνιστώσα με συνεχές φάσμα, έχει
φασματική πυκνότητα ισχύος sinc2(f/fS)SN (f). Ορίζουμε τώρα το δυναμικό εύρος (Dynamic
Range, DR) ως το λόγο της ισχύος της επιθυμητής συνιστώσας στην έξοδο προς την PSD
του θορύβου, δηλαδή:

DR = 10 log10

 sinc2
(

f
fS

)
bw
4

sinc2
(

f
fS

)
SN (f)

 (1.16)

και κατόπιν αντικατάστασης των τιμών των bw και SN (f) λαμβάνουμε:

DR = 10 log10


∞∑

r=−∞
a2|1+qr|

1− a20 − 1
2

∞∑
j=1

a2j

+ 10 log10 fS − 6.02 dB (1.17)

Ο ορισμός του δυναμικού εύρους μπορεί να χρησιμοποιηθεί φυσικά και για άλλες συνιστώσες,
χρησιμοποιώντας τον αντίστοιχο συντελεστή bh, h = 0, 1, 2, . . .. Επίσης, ας σημειωθεί ότι ο
όρος 10 log10 fS είναι αναμενόμενος αφού η ισχύς του σφάλματος κβάντισης κατανέμεται σε
εύρος συχνοτήτων ανάλογο της συχνότητας δειγματοληψίας fS .
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1.3 Παραδείγματα και προσομοιώσεις σε MATLAB

Πρώτα θα εξετάσουμε την περίπτωση κβάντισης σε ένα bit, με w = 25 και q = 64, χωρίς
dithering. Αυτή είναι η οριακή περίπτωση όπου η CDF G(u) είναι 0 για u ∈ [−1, 0) και 1 για
u ∈ (0, 1], δηλαδή uk = 0 με πιθανότητα ένα.

0

1

u

G(u)

Σχήμα 1.2: Συνάρτηση αθροιστικής κατανομής G για την περίπτωση χωρίς dithering.

Παρ’ ότι η G είναι ασυνεχής στο u = 0, το ανάπτυγμά της σε σειρά ισχύει για u ̸= 0, με
a2k = 0 και a2k+1 = 4(−1)k/((2k + 1)π) για k = 0, 1, 2, . . .. Στο Σχ. 1.3 φαίνεται το φάσμα
εξόδου αγνοώντας τον παράγοντα sinc2(f/fS). Το φάσμα είναι αποτέλεσμα προσομοίωσης στο
MATLAB και συμφωνεί απόλυτα με τη θεωρία.
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Σχήμα 1.3: Φάσμα ημιτόνου κβαντισμένου σε ένα bit χωρίς dithering, με w = 25 και q = 64,
αγνοώντας τον παράγοντα sinc2(f/fS).

Έπειτα, θεωρούμε την ίδια περίπτωση των w = 25 και q = 64, αλλά με την ακολουθία dithering
{uk} να αποτελείται από ομοιόμορφα κατανεμημένες IID μεταβλητές, δηλαδή η συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας είναι σταθερή και ίση με G′(u) = 1/2 στο [−1, 1] και η CDF
είναι G(u) = (u + 1)/2, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.4. Αφού T1(u) = u, λαμβάνουμε a0 = 0,
a1 = 1 και ak = 0 για k = 2, 3, 4, . . ..
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0−1 1
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u
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0−1 1 u

G'(u)
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(β)

1
2

Σχήμα 1.4: Στατιστικές ιδιότητες (α) και τυχαίο χρονικό στιγμιότυπο (β) του dithering πλάτους.

Για να υπολογίσουμε τους συντελεστές bh, βρίσκουμε μία λύση της Διοφαντικής εξίσωσης
25j1 + 64k1 = 1, όπως για παράδειγμα (j1, k1) = (−23, 9). Για να είναι μη μηδενικοί οι bh, με
h = 0, 1, 2, . . ., πρέπει να υπάρχει κάποιο r ∈ Z για το οποίο να ισχύει

I(h, r) = |j1h+ 64r| = 1 (1.18)

διότι a1 = 1 και a0 = 0, ak = 0 για κάθε k = 2, 3, 4, . . ., επομένως μόνο το a1 μπορεί να
συνεισφέρει στους bh. Αφού 25j1+64k1 = 1, μια λύση της j1h+64r = 1 είναι η (h, r) = (25, k1)

και τελικά η γενική λύση της Εξ. (1.18) είναι

(h, r) = ±(25, 9) + r(64, 23), r ∈ Z (1.19)

Αφού h ≥ 0 συμπεραίνουμε ότι οι μοναδικοί μη μηδενικοί συντελεστές bh είναι οι b25 και
b64n±25, με n = 1, 2, 3, . . .. Επίσης, από την Εξ. (1.15) λαμβάνουμε ότι b25 = b64n±25 = 1, με
n = 1, 2, 3, . . .. Συνεπώς,

SHA(f) =
1

4

∑
h=25, 64n±25
n=1,2,3,...

[
δ

(
f − h

q
fS

)
+ δ

(
f +

h

q
fS

)]
(1.20)

και SN (f) = 1/(2fS), SDC(f) = 0. Το αποτέλεσμα συνάδει απόλυτα με την τιμή που λάβαμε
από την προσομοίωση, που φαίνεται στο Σχ. 1.5, έχοντας αγνοήσει τον παράγοντα sinc2(f/fS).

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν μόνο δύο συνιστώσες στο εύρος συχνοτήτων [0, fS ], με την επι-
θυμητή να βρίσκεται στην (25/64) fS και το είδωλό της στην ((64 − 25)/64) fS , εξαιτίας της
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Σχήμα 1.5: Φάσμα του κβαντισμένου σε ένα bit ημιτόνου με ομοιόμορφα κατανεμημένο dither, όταν
w = 25, q = 64, αγνοώντας τον παράγοντα sinc2(f/fS). fS = 1 GHz, Resolution BW = 3125 Hz και
averaging Nav = 10 επαναλήψεων.

διακριτής φύσεως της {xk}. Το είδωλο δεν μπορεί να εξαλειφθεί χωρίς τη χρήση κάποιου φίλ-
τρου συνεχούς χρόνου. Άλλες ανεπιθύμητες συνιστώσες δεν εμφανίζονται. Επομένως, συμπε-
ραίνουμε πως, όταν χρησιμοποιείται ομοιόμορφη CDF, λαμβάνουμε έξοδο χωρίς ανεπιθύμητες
συνιστώσες (spurs-free). Αυτό φυσικά ισχύει για κάθε ζεύγος ακεραίων w, q που ικανοποιούν
τις αρχικές υποθέσεις.

Εφ’ όσον a0 = 0, a1 = 1 και ak = 0 για k = 2, 3, 4, . . ., το δυναμικό εύρος, που ορίζεται από
την Εξ. (1.17), απλοποιείται τώρα ως εξής:

DR = 10 log10(fS)− 3.01 dB (1.21)

Για fS = 1 GHz λαμβάνουμε DR ≈ 87 dB. Για να λάβουμε υπόψη την ανάλυση εύρους
ζώνης (resolution bandwidth, RBW ) που χρησιμοποιήθηκε στην προσομοίωση, αφαιρούμε
10 log10(RBW ), όπου RBW = 3125 Hz, και λαμβάνουμε τιμή πολύ κοντινή σε αυτή των
52 dB, η οποία σημειώνεται στο Σχ. 1.5 με διακεκομμένη γραμμή, υποδεικνύοντας τη μέση
ισχύ του κατωφλίου θορύβου.



Κεφάλαιο 2

Διακοπτικός μείκτης
οδηγούμενος από ψηφιακό
frequency synthesizer ενός bit

Στο κεφάλαιο αυτό, μελετάται η περίπτωση ενός απλού switching μείκτη, οδηγούμενου από
έναν ενσωματωμένο πλήρως ψηφιακό frequency synthesizer ενός bit. Η μπλοκ αρχιτεκτονική
του μείκτη φαίνεται στο Σχ. 2.1.

Matching
NetworkRF Input Matching

Network IF Output

Single-Bit Output Direct
All-Digital Synthesizer

Switching
Mixer

Σχήμα 2.1: Μπλοκ αρχιτεκτονική του switching μείκτη ενός bit.

Αποτελείται από μία πύλη μετάδοσης (transmission gate) που ελέγχεται ψηφιακά από τον
frequency synthesizer, του οποίου η αρχιτεκτονική περιγράφεται στην επόμενη ενότητα. Επί-
σης, στις θύρες RF και IF χρησιμοποιούνται παθητικά δίκτυα για ταίριασμα της εμπέδησης.
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2.1 Αρχιτεκτονική του frequency synthesizer

Το σήμα LO παρέχεται από ένα PDDS (Pulse Direct Digital Synthesizer). Το PDDS απο-
τελείται από έναν συσσωρευτή φάσης (phase accumulator) μήκους n bits, του οποίου το
πλέον σημαντικό bit (MSB) χρησιμοποιείται ως σήμα εξόδου, με αποκοπή (truncation) των
υπόλοιπων bits.

Random
Number

Generator

w
n−1

fclk

n n

n+1 Truncation
to MSB

Output

Register

n−1

mod n

Σχήμα 2.2: Μπλοκ διάγραμμα του frequency synthesizer ενός bit με dithering φάσης.

Η έξοδος του PDDS, λόγω του κβαντισμού, έχει φάσμα το οποίο παρουσιάζει έντονες ανεπιθύ-
μητες συνιστώσες συχνοτήτων (spurs), όπως δείξαμε στο προηγούμενο Κεφάλαιο. Παρ’ ότι η
ισχυρότερη συνιστώσα είναι τυπικά στην επιθυμητή συχνότητα, η ποιότητα του φάσματος είναι
μη αποδεκτή για αναλογικές και RF εφαρμογές. Για το λόγο αυτό, χρησιμοποιούμε dithering,
και στην συγκεκριμένη περίπτωση, dithering φάσης. Έτσι, η ισχύς των ανεπιθύμητων συ-
χνοτικών συνιστωσών κατανέμεται στο διάστημα δειγματοληψίας [0, fclk] σχηματίζοντας ένα
συνεχές επίπεδο θορύβου.

Για να εφαρμόσουμε dithering, παράγουμε μία τυχαία ψηφιακή ακολουθία αποτελούμενη από
IID τυχαίες μεταβλητές και την προσθέτουμε στην έξοδο του συσσωρευτή φάσης, ακριβώς
πριν την αποκοπή στο MSB [9]. Η CDF των τυχαίων μεταβλητών είναι της μορφής

F (u) =

(
1 + sin

(
πu

2n−1
− π

2

))
με u = 0, 1, 2, . . . , (2n−1 − 1) (2.1)

Έχει αποδειχθεί [8] ότι ένα PDDS με αυτήν την ακολουθία dithering φάσης είναι ισοδύναμο
με την διάταξη που μελετήθηκε στο Κεφάλαιο 1 και παράγει σήμα εξόδου χωρίς spurs [9].
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2.2 Φάσμα εξόδου του frequency synthesizer

Η συχνότητα εξόδου του synthesizer, βασιζόμενη στη συχνότητα ρολογιού fclk, είναι ίση
με fLO = (w/2n)fclk. Η ψηφιακή λέξη w (μήκους n − 1 bits) χρησιμεύει για έλεγχο της
συχνότητας εξόδου και κυμαίνεται στην περιοχή 0 < w < 2n−1. Επομένως, η συχνότητα
εξόδου λαμβάνει τιμές στο εύρος [0, fclk/2], με βήμα fclk/2

n.

Έχει αποδειχθεί ότι η έξοδος του υπό μελέτη PDDS είναι ισοδύναμη με αυτήν ενός ημιτόνου,
κβαντισμένου σε ένα bit, στη συχνότητα Nyquist και με ομοιόμορφο dithering, δηλαδή η
περίπτωση που περιγράψαμε στο προηγούμενο Κεφάλαιο. Επομένως, η PSD της εξόδου v(t)

του synthesizer, λογιζόμενη ως ένα ±1 σήμα (και όχι ως ψηφιακό 0/1) δίνεται από τη σχέση

Sv(f) = sinc2
(

f

fclk

)[
1

4
δ
(
f ± w

2n
fclk

)
+

1

2fclk

]
(2.2)

όπου f ∈ [−fclk, fclk] και το φάσμα είναι περιοδικό, με περίοδο fclk, αν αγνοήσουμε τον
παράγοντα sinc2(f/fclk).

2.3 Αρχιτεκτονική μείκτη & φάσμα εξόδου

Ο μείκτης, όπως φαίνεται στο Σχ. 2.1, έχει μία απλή διακοπτική δομή με παθητικά δίκτυα στις
θύρες RF και IF για ταίριασμα της εμπέδησης. Ο διακόπτης, που ελέγχεται από την έξοδο του
PDDS, δρα ουσιαστικά ως ένας πολλαπλασιαστής με 0 ή 1.

Σε αυτήν την ενότητα θα καταλήξουμε σε εκφράσεις για το φάσμα εξόδου του μείκτη. Θα
συμβολίζουμε το RF σήμα εισόδου ως g(t). Η έξοδος του μείκτη είναι κατ’ ουσίαν το γινό-
μενο y(t) = g(t)x(t) όπου x(t) είναι το 0/1 σήμα ενός bit που λαμβάνεται από το frequency
synthesizer. Γράφουμε λοιπόν x(t) = [v(t) + 1]/2 για να το σχετίσουμε με το ±1 σήμα που
χρησιμοποιήσαμε στον υπολογισμό του φάσματος στην εξίσωση (2.2).

Για να υπολογίσουμε την πυκνότητα φασματικής ισχύος της εξόδου y(t) του μείκτη, υπολογί-
ζουμε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της εξόδου που δίνεται από τη σχέση

Ry(t, t+ τ) =
1

4
E
{[

v(t) + 1
]
g(t)

[
v(t+ τ) + 1

]
g(t+ τ)

}
(2.3)

και παρ’ ότι το g(t) μπορεί να έχει οποιαδήποτε μορφή, το θεωρούμε ντετερμινιστικό, για
παράδειγμα ημιτονικό.
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Τότε, η παραπάνω εξίσωση διαμορφώνεται ως

Ry(t, t+ τ) =
g(t)g(t+ τ)

4
E
{
v(t)v(t+ τ) + v(t) + v(t+ τ) + 1

}
=

g(t)g(t+ τ)

4
E
{
v(t)v(t+ τ) + 1

}
=

g(t)g(t+ τ)

4

[
1 +Rv(t, t+ τ)

]
(2.4)

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι E
{
v(t)

}
= 0 για όλες τις τιμές του t.

Επειδή το y(t) δεν είναι σήμα στάσιμο με την ευρεία έννοια (wide-sense stationary), αντί
της Ry πρέπει να χρησιμοποιηθεί η πιο γενική συνάρτηση μέσης αυτοσυσχέτισης (average-
autocorrelation function) που ορίζεται ως

Ry(τ) = lim
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T
Ry(t, t+ τ)dt

]
(2.5)

Για να απλοποιηθεί η έκφραση, θεωρούμε ότι g(t) = A sin(2πfgt), και έπειτα από μερικά βήματα
προκύπτει

Ry(τ) =
A2

8
cos(2πfgt)

[
1 +Rv(τ)

]
(2.6)

Η φασματική πυκνότητα ισχύος του y(t) είναι ο μετασχηματισμός Fourier της Ry(τ), δηλαδή η
συνέλιξη των μετασχηματισμών Fourier των cos(2πfgt) και

[
1 +Rv(τ)

]
. Η τελευταία έκφραση

γίνεται [δ(f) + Sv(f)] όπου το Sv δίνεται από την Εξ. (2.2). Επομένως,

Sy(f) =
A2

16

[
δ(f − fg) + δ(f + fg)

]
⊗
[
δ(f) + Sv(f)

]
=

A2

16

[
δ(f − fg) + δ(f + fg) + Sv(f − fg) + Sv(f + fg)

] (2.7)

Συνδυάζοντάς και την Εξ. (2.2) λαμβάνουμε

Sy(f) =
A2

16

[
δ(f − fg) + δ(f + fg)

]
+

+
A2

16
sinc2

(
f − fg
fclk

)[
1

4
δ
(
f − fg ±

w

2n
fclk

)
+

1

2fclk

]

+
A2

16
sinc2

(
f + fg
fclk

)[
1

4
δ
(
f + fg ±

w

2n
fclk

)
+

1

2fclk

]
(2.8)
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Αφού ο μείκτης χρησιμοποιείται για μετατροπή προς τα κάτω (down-conversion), η επιθυμητή
συνιστώσα εξόδου είναι στην συχνότητα f = w

2n fclk − fg και έχει πλάτος A2

64 sinc2
(
w
2n

)
(βλ.

Εξ. (2.8)). Από την Εξ. (2.8) η φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου στην εν λόγω
συχνότητα δίνεται από την έκφραση

A2

32fclk

[
sinc2

(
w

2n
− 2fg

fclk

)
+ sinc2

(
w

2n

)]
(2.9)

Επομένως, το επίπεδο θορύβου ως προς την επιθυμητή συχνότητα εξόδου είναι ίσο με

NPower = 10 log10

1 +
sinc2

(
w
2n − 2fg

fclk

)
sinc2

(
w
2n

)
− 10 log10(fclk) + 3.01 dB (2.10)

Αν οι όροι w/2n και fg/fclk είναι μικρότεροι από 0.3 περίπου, τότε μπορούμε κατά προσέγγιση
να θεωρήσουμε τις συναρτήσεις sinc ως μοναδιαίες και να λάβουμε την απλουστευμένη έκφραση

NPower ≈ 6− 10 log10(fclk) (2.11)

2.4 Πειραματική διάταξη & μετρήσεις

Η δοκιμαστική μας διάταξη αποτελείται από το διακοπτικό μείκτη του Σχ. 2.1 με τον αμιγώς
ψηφιακό frequency synthesizer υλοποιημένο σε ένα μικρό FPGA (XuLA-50 / Xilinx Spartan-
3A). Το συγκεκριμένο χαμηλού κόστους FPGA και η πύλη μετάδοσης με χρόνο μετάβασης
on/off περίπου ίσο με 5 ns περιόρισαν τη συχνότητα λειτουργίας του μείκτη σε μερικές δεκάδες
MHz.

Περίπτωση 1η: Η συχνότητα ρολογιού του PDDS είναι fclk = 10 MHz και η παραγόμενη
συχνότητα εξόδου ορίζεται σε fLO = 3 MHz. Το RF σήμα είναι ημίτονο συχνότητας fRF =

2.7 MHz. Το φάσμα εξόδου του μείκτη, κεντραρισμένο στην επιθυμητή συνιστώσα εξόδου
fLO − fRF φαίνεται στο Σχ. 2.3.

Από την Εξ. (2.11) λαμβάνουμε ότι το επίπεδο θορύβου στην περίπτωση αυτή είναι περίπου
−64 dBc, τιμή που επιβεβαιώνεται από τη μέτρηση στο Σχ. 2.3.

Περίπτωση 2η: Η συχνότητα ρολογιού του PDDS είναι fclk = 200 MHz και η παραγόμενη
συχνότητα εξόδου ορίζεται σε fLO = 21.2 MHz. Το RF σήμα είναι ημίτονο συχνότητας fRF =

20 MHz. Το φάσμα εξόδου του μείκτη στο εύρος 0− 50 MHz φαίνεται στο Σχ. 2.4 καθώς και
στο Σχ. 2.5 το οποίο είναι κεντραρισμένο στην επιθυμητή συχνότητα εξόδου fLO − fRF .
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Η κλίση του επιπέδου θορύβου κοντά στο μηδέν οφείλεται πιθανότατα σε λανθασμένη βαθμο-
νόμηση του αναλυτή φάσματος κάτω από τα 10 MHz.

Πάλι, χρησιμοποιώντας την Εξ. (2.11) λαμβάνουμε ότι το επίπεδο θορύβου θα έπρεπε να είναι
περίπου −77 dBc. Η εκτίμηση αυτή επιβεβαιώνεται από την μέτρηση του Σχ. 2.5.

64
 d

B

Σχήμα 2.3: Φάσμα εξόδου του μείκτη, με fclk = 10 MHz, fRF = 2.7 MHz, fLO = 3 MHz.

Σχήμα 2.4: Φάσμα εξόδου του μείκτη, με fclk = 200 MHz, fRF = 20 MHz και fLO = 21.2 MHz, στο
εύρος 0 ως 50 MHz.
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Σχήμα 2.5: Φάσμα εξόδου του μείκτη, με fclk = 200 MHz, fRF = 20 MHz και fLO = 21.2 MHz,
κεντραρισμένο γύρω από την συχνότητα fLO − fRF .

2.5 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, μελετήθηκε ένας απλός διακοπτικός μείκτης οδηγούμενος από έναν
πλήρως ψηφιακό frequency synthesizer ενός bit με dithering. Το φάσμα εξόδου υπολογίστηκε
αναλυτικά και οι μετρήσεις συμφωνούν με τη θεωρία.

Μία επέκταση αυτού του κυκλώματος, που χρησιμοποιεί πολλούς διακόπτες για την επίτευξη
καλύτερης απόδοσης, θα μελετηθεί στο επόμενο κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 3

Επέκταση σε πολλά bits με
διακοπτόμενους πυκνωτές

Στο κεφάλαιο αυτό, θα μελετήσουμε έναν μείκτη πολλών bits, ο οποίος χρησιμοποιεί διακο-
πτόμενους πυκνωτές για τη λειτουργία του. Η τροφοδότηση του LO παραμένει ψηφιακή και
χρησιμοποιεί dithering, κατά τα γνωστά.

Το βασικό μπλοκ του μείκτη αυτού φαίνεται στο Σχ. 3.1.

RF Input Ci Outputs1 s3s2 s'3

Ci s3 ΟΝ

Ci s'3 ΟΝ

Output
(normal polarity)

Output
(inverted polarity)

Ci s1 ΟΝ

RF Input Cis2 ΟΝ

Σχήμα 3.1: Ιδανική αναπαράσταση του πολλαπλασιαστή διακοπτόμενων πυκνωτών.

3.1 Περιγραφή λειτουργίας

Το κύκλωμα του παραπάνω σχήματος αποτελείται από έναν πυκνωτή, μερικούς διακόπτες και
θύρες είσοδου και έξοδου.

Θα αναλύσουμε την λειτουργία του κυκλώματος αυτού για έναν συγκεκριμένο τρόπο λειτουρ-
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γίας. Αυτός ο τρόπος αποτελείται από τα εξής βήματα: μία τάση εισόδου εφαρμόζεται στον
πυκνωτή, έπειτα, ανάλογα με την ψηφιακή τιμή του σήματος που παρέχεται ως LO, κάποιοι
πυκνωτές αναστρέφονται και όλη η συστοιχία συνδέεται στον πυκνωτή εξόδου. Το φορτίο
ανακατανέμεται αμέσως και η τάση εξόδου αναπτύσσεται τελικά στον πυκνωτή εξόδου.

Απαραίτητη προϋπόθεση για την προβλεπόμενη λειτουργία του κυκλώματος είναι να ενεργο-
ποιούνται οι τρεις φάσεις από ρολόγια με αμοιβαία μη επικαλυπτόμενους παλμούς, ώστε να
είναι διακριτές μεταξύ τους οι καταστάσεις.

• Φάση 1 (reset): Ο διακόπτης s1 χρησιμοποιείται για μηδενισμό της τάσης του πυκνωτή,
όπως φαίνεται στο Σχ. 3.2.

RF Input Ci Outputs1 s3s2 s'3

Ci s3 ΟΝ

Ci s'3 ΟΝ

Output
(normal polarity)

Output
(inverted polarity)

Ci s1 ΟΝ

RF Input Cis2 ΟΝ

Σχήμα 3.2: Φάση 1 – Μηδενισμός της τάσης του πυκνωτή.

• Φάση 2 (charge): Το ζεύγος διακοπτών s2 χρησιμοποιείται για εφαρμογή της τάσης
εισόδου στον πυκνωτή Ci, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.3.

RF Input Ci Outputs1 s3s2 s'3

Ci s3 ΟΝ

Ci s'3 ΟΝ

Output
(normal polarity)

Output
(inverted polarity)

Ci s1 ΟΝ

RF Input Cis2 ΟΝ

Σχήμα 3.3: Φάση 2 – Φόρτιση του πυκνωτή από την πηγή εισόδου.

• Φάση 3 (output): Τα ζεύγη διακοπτών s3, s′3 χρησιμοποιούνται για το πέρασμα της
τάσης του πυκνωτή στην έξοδο, με ορθή ή αναστροφή πολικότητα, σύμφωνα με το bit
ελέγχου, που θα λαμβάνεται από το ψηφιακό LO σήμα. Η λειτουργία της φάσης αυτής
φαίνεται στο Σχ. 3.4.
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RF Input Ci Outputs1 s3s2 s'3

Ci s3 ΟΝ

Ci s'3 ΟΝ

Output
(normal polarity)

Output
(inverted polarity)

Ci s1 ΟΝ

RF Input Cis2 ΟΝ

(α)

RF Input Ci Outputs1 s3s2 s'3

Ci s3 ΟΝ

Ci s'3 ΟΝ

Output
(normal polarity)

Output
(inverted polarity)

Ci s1 ΟΝ

RF Input Cis2 ΟΝ

(β)

Σχήμα 3.4: Φάση 3 – Πέρασμα της τάσης του πυκνωτή στην έξοδο (α) με ορθή πολικότητα, ή (β) με
ανάστροφη πολικότητα.

3.2 Ανάλυση με εξισώσεις κατάστασης

Ο μείκτης που μελετάμε χρησιμοποιεί μία συστοιχία από πανομοιότυπα υποκύκλωματα όπως
αυτό που περιγράψαμε του Σχ. 3.1. Όλα τα υποκυκλώματα έχουν ίσης χωρητικότητας πυκνωτές
και ακολουθούν ταυτόχρονα τις τρεις φάσεις λειτουργίας που περιγράφηκαν στην προηγούμενη
ενότητα. Στην τρίτη φάση, το ψηφιακό σήμα LO ορίζει ποιοι πυκνωτές θα περάσουν στην έξοδο
την τάση τους με ορθή ή ανάστροφη πολικότητα. Έτσι, επιτυγχάνεται, σε κάθε υποκύκλωμα,
πολλαπλασιασμός με ±1, ενώ, συνολικά, μετά τις ανακατανομές φορτίου, εμφανίζεται στην
έξοδο ένα κλάσμα της τάσης εισόδου που είναι ανάλογο με το σήμα LO, το οποίο υποδηλώνει
τη διαδικασία του πολλαπλασιασμού του τελευταίου με το σήμα εισόδου.

Έστω ότι ο μείκτης χρησιμοποιείm το πλήθος τέτοια υποκυκλώματα με διακοπτόμενο πυκνωτή.
Συνεπώς, έχουμε στο κύκλωμα m + 1 μεταβλητές κατάστασης, λαμβάνοντας υπόψη και την
τάση του πυκνωτή που συνδέεται ως φορτίο στην έξοδο της συστοιχίας. Θεωρούμε επίσης ότι
οι διακόπτες παρουσιάζουν εσωτερική αντίσταση R.

• Φάση 1 (reset) 0 ≤ t ≤ t1: Έστω v1, v2, v3, . . . , vm οι τάσεις στα άκρα των m πυκνωτών
και vout η τάση του πυκνωτή εξόδου. Γράφοντας τις εξισώσεις κατάστασης για την διαδικασία
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αυτή, παίρνουμε την παρακάτω μητρική μορφή:



v̇1(t)

v̇2(t)

v̇3(t)
...

v̇m(t)

v̇out(t)


= − 1

RC



1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 0





v1(t)

v2(t)

v3(t)
...

vm(t)

vout(t)


(3.1)

Η λύση για το χρονικό διάστημα 0 ≤ t ≤ t1 που διαρκεί η πρώτη φάση είναι:

v1(t)

v2(t)

v3(t)
...

vm(t)

vout(t)


=



e−
t

RC 0 0 · · · 0 0

0 e−
t

RC 0 · · · 0 0

0 0 e−
t

RC · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · e−

t
RC 0

0 0 0 · · · 0 1





v1(0)

v2(0)

v3(0)
...

vm(0)

vout(0)


(3.2)

• Φάση 2 (charge) t1 < t ≤ t2: Έστω u(t) το σήμα της RF εισόδου. Με την προϋπόθεση
ότι η συχνότητα λειτουργίας fS του κυκλώματος είναι αρκετά μεγαλύτερη από την συχνότητα
του u(t), μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η u(t) είναι σταθερή κατά τη διάρκεια της δεύτερης
φάσης. Γράφοντας τις εξισώσεις κατάστασης για τη διαδικασία αυτή, παίρνουμε την παρακάτω
μητρική μορφή:



v̇1(t)

v̇2(t)

v̇3(t)
...

v̇m(t)

v̇out(t)


= − 1

2RC



1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 0





v1(t)

v2(t)

v3(t)
...

vm(t)

vout(t)


+

1

2RC



1

1

1
...
1

0


u(t) (3.3)

Η παραπάνω εξίσωση έχει τη μορφή:

v̇(t) = −Av(t) + bu(t) (3.4)
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με την ακόλουθη λύση, για το διάστημα (t1, t2]:

v(t) = eA(t−t1)v(t1) +

∫ t

t1

eA(t−τ)bu(τ)dτ (3.5)

και επειδή θεωρούμε την u(t) σταθερή και ίση με u(t1), λαμβάνουμε την εξής αναλυτική
λύση:



v1(t)

v2(t)

v3(t)
...

vm(t)

vout(t)


= e−

t−t1
2RC



1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 e
t−t1
2RC





v1(t1)

v2(t1)

v3(t1)
...

vm(t1)

vout(t1)


+ 2RC(1− e−

t−t1
2RC )



1

1

1
...
1

0


u(t1)

(3.6)

• Φάση 3 (output) t2 < t ≤ t3: Ας ορίσουμε πρώτα κάποια μεγέθη για απλοποίηση των
αλγεβρικών αναπαραστάσεων.

Έστω:
pi: η πολικότητα του i-οστού πυκνωτή (+1 για ορθή, ή −1 για ανάστροφη)
k : λόγος χωρητικότητας ενός πυκνωτή της συστοιχίας προς τη χωρητικότητα

του Cout, δηλαδή Ci
Cout

Το διάνυσμα p = [p1 p2 . . . pm]⊤ (μήκους m = 2b) αποτελεί αναπαράσταση σε θερμομε-
τρικό κώδικα της δυαδικής λέξης (μήκους b bits) που δίνεται ως σήμα LO, με την ιδιαιτερό-
τητα ότι κατασκευάζεται με ±1 ώστε να αντιστρέφει ένα μέρος της συστοιχίας πυκνωτών
κάθε φορά.

Γράφοντας τις εξισώσεις κατάστασης σε μητρική μορφή, λαμβάνουμε:



v̇1(t)

v̇2(t)

v̇3(t)
...

v̇m(t)

v̇out(t)


= − 1

2RC



1 0 0 · · · 0 −p1

0 1 0 · · · 0 −p2

0 0 1 · · · 0 −p3
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 −pm

−kp1 −kp2 −kp3 · · · −kpm mk





v1(t)

v2(t)

v3(t)
...

vm(t)

vout(t)


(3.7)
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Σε αυτήν την περίπτωση, ο πίνακας A έχει τη μορφή:

A = − 1

2RC


I −p

−ap⊤ mk

 (3.8)

Επειδή είναι δύσκολο να υπολογιστεί αναλυτικά ο eAt για αυτόν τον πίνακα, μπορούμε να
βρούμε μία έκφραση για τον An και να χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα σε σειρά για την
προσέγγιση του eAt.

Με την παρατήρηση ότι p⊤p = m, προχωράμε σε υπολογισμό του A2:

A2 =

(
− 1

2RC

)2


I + kpp⊤ −(1 +mk)p

−(k +mk2)p⊤ mk + (mk)2


(3.9)

Άρα, η έκφραση που αναζητούμε για τον An είναι η εξής:

An =

(
− 1

2RC

)n


I + αnpp

⊤ βnp

γnp
⊤ δn


(3.10)

Τότε, ο An+1 = AnA θα είναι:

An+1 =

(
− 1

2RC

)n+1


I + (αn − kβn)pp

⊤ (−1−mαn +mkβn)p

(γn − kδn)p
⊤ −mγn +mkδn


(3.11)
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Με απλή επισκόπηση, λαμβάνουμε τα συστήματα:

αn+1

βn+1

 =

 1 −k

−m mk

αn

βn

+

 0

−1


γn+1

δn+1

 =

 1 −k

−m mk


︸ ︷︷ ︸

X

γn
δn

 (3.12)

Για το δεύτερο σύστημα, η λύση είναι:γn
δn

 = Xn−1

γ1
δ1

 = Xn−1

−k

mk

 (3.13)

Για το πρώτο σύστημα, εργαζόμαστε ως εξής:αn

βn

 = Xn−1

α1

β1

+

n−2∑
j=0

Xj

 0

−1

 (3.14)

Όμως:
n−2∑
j=0

Xj = (Xn−1 − I)(X − I)−1 (3.15)

Άρα: αn

βn

 = Xn−1

α1

β1

+ (Xn−1 − I)(X − I)−1

 0

−1

 (3.16)

Διαγωνοποιούμε τον X και, έπειτα από μερικά βήματα, βρίσκουμε:

Xn−1 = (1 +mk)n−2X (3.17)

και

(X − I)−1 =
1

mk

1−mk −k

−m 0

 (3.18)
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Αντικαθιστούμε παραπάνω και λαμβάνουμε:αn

βn

 =

 1
m

[
(1 +mk)n−1 − 1

]
−(1 +mk)n−1


γn
δn

 =

−k(1 +mk)n−1

mk(1 +mk)n−1

 (3.19)

Άρα, ο An θα είναι:

An =

(
− 1

2RC

)n


I + 1

m

[
(1 +mk)n−1 − 1

]
pp⊤ −(1 +mk)n−1p

−k(1 +mk)n−1p⊤ mk(1 +mk)n−1


(3.20)

και μπορεί να χρησιμοποιηθεί στην προσέγγιση του eAt μέσω της έκφρασης:

eAt = I +At+
1

2!
A2t2 +

1

3!
A3t3 + . . . =

∞∑
n=0

1

n!
Antn (3.21)
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3.3 Προσομοίωση με χρήση MATLAB

Για την προσομοίωση της λειτουργίας του κυκλώματος, τα παραπάνω συστήματα διαφορικών
εξισώσεων εισήχθησαν στο περιβάλλον του MATLAB. Τα δύο σήματα εισόδου ήταν ημιτο-
νοειδή, ενώ στο LO εφαρμόστηκε ομοιόμορφα κατανεμημένο dithering πλάτους πριν την κβά-
ντιση, με τις στατιστικές ιδιότητες που περιγράφηκαν στο Κεφ. 1. Το πλάτος του dithering
ήταν σε κάθε περίπτωση το λιγότερο δυνατό για την εξάλειψη των spurs, δηλαδή ίσο με την
διαφορά μεταξύ δύο διαδοχικών σταθμών κβάντισης, όπως φαίνεται και στο Σχ. 3.5.

t
-1

0

1

-1

0

1

t

dithering sequence
to be added

before quantization

quantized
sinewave

Σχήμα 3.5: Απεικόνιση, στο πεδίο του χρόνου, του πλάτους dithering ως προς τις στάθμες κβάντισης,
για την περίπτωση των b = 3 bits.

Στις γραφικές παραστάσεις που ακολουθούν εξετάζουμε την επίδραση της χρήσης πολλών bits
για την αναπαράσταση του LO. Σε όλες, ισχύει fS = 1 GHz, RBW = 100 Hz, fLO = 0.212fS

και fRF = 0.2fS . Επίσης, για τα παθητικά στοιχεία, ορίζουμε τις τιμές R = 100 Ω, Ci = 1 pF,
Cout = 50 fF.

Παρατηρώντας τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων, είναι εμφανές ότι τα spurs λόγω κβα-
ντισμού έχουν μετατραπεί σε συνεχές κατώφλι θορύβου με τη χρήση του dithering, ενώ αυτά
που έχουν απομείνει και εμφανίζονται στις παραπάνω γραφικές παραστάσεις είναι mixer spurs
και αποτελούν λογικό επακόλουθο της μη γραμμικής συμπεριφοράς του μείκτη. Αυξάνοντας
τα bits, δηλαδή την ανάλυση, μειώνεται το σφάλμα κβάντισης, άρα και το επίπεδο θορύβου, σε
βάρος, βέβαια, της πολυπλοκότητας της σχεδίασης.
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Σχήμα 3.6: Φάσματα εξόδου [0, fS ] του μείκτη, για b = 2, 3, 4, με fS = 1 GHz, RBW = 100 Hz,
fLO = 0.212fS , fRF = 0.2fS , R = 100 Ω, Ci = 1 pF, Cout = 50 fF.
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Σχήμα 3.7: Φάσματα εξόδου [0, fS ] του μείκτη, για b = 5, 6, 7, με fS = 1 GHz, RBW = 100 Hz,
fLO = 0.212fS , fRF = 0.2fS , R = 100 Ω, Ci = 1 pF, Cout = 50 fF.
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Ανασκόπηση – Μελλοντική
εργασία

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η διερεύνηση διακοπτικών μεικτών με χρήση
ενσωματωμένου πλήρως ψηφιακού frequency synthesizer.

Σε ένα πρώτο επίπεδο, διερευνάται αναλυτικά η ψηφιακή σύνθεση συχνότητας ενός bit. Στη με-
λέτη αυτή [Κεφάλαιο 1] έγινε αναφορά στα ανεπιθύμητα spurs που παρουσιάζει η συγκεκριμένη
τεχνική λόγω του κβαντισμού σε ένα bit και προτάθηκε η χρήση τυχαίας ακολουθίας dithering
για την αντιμετώπισή τους. Καταλήξαμε σε αναλυτικές εκφράσεις για το φάσμα εξόδου της
τεχνικής αυτής και αποδείξαμε ότι το dithering με ομοιόμορφη κατανομή εξαλείφει πλήρως τα
spurs, δημιουργώντας ένα επίπεδο θορύβου.

Σε ένα δεύτερο επίπεδο, εξετάστηκε η λειτουργία ενός απλού διακοπτικού μείκτη [Κεφάλαιο
2], που χρησιμοποιεί ως σήμα LO ένα πλήρως ψηφιακό frequency synthesizer ενός bit, με τις
ιδιότητες του dithering που αναφέρθηκαν στο πρώτο κεφάλαιο. Το φάσμα εξόδου του μείκτη
υπολογίστηκε αναλυτικά και η θεωρία συμφωνεί με τις μετρήσεις που ελήφθησαν από την
πειραματική διάταξη.

Τέλος, παρουσιάστηκε μία επέκταση του μείκτη σε περισσότερα bits που παρουσιάζει μεγα-
λύτερο ενδιαφέρον, λόγω της χρήσης διακοπτόμενων πυκνωτών [Κεφάλαιο 3]. Η λειτουργία
του κυκλώματος μοντελοποιήθηκε με εξισώσεις κατάστασης και έγιναν προσομοιώσεις στο
MATLAB για να διαπιστωθεί η βελτίωση της απόδοσης. Όπως ήταν αναμενόμενο, η αύξηση
της ανάλυσης μείωσε το θόρυβο κβάντισης και το επίπεδο θορύβου έπεσε σημαντικά ως προς
την επιθυμητή συνιστώσα στην έξοδο.

Το επόμενο βήμα για την μελέτη αυτού του κυκλώματος, που όμως αφήνεται εκτός του πλαι-
σίου της παρούσας διπλωματικής, είναι η προσομοίωση με πραγματικά μοντέλα σύγχρονων
τεχνολογιών. Χρήζει διερεύνησης η επίδραση που θα είχε η τροποποίηση της διάρκειας των
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τριών φάσεων καθώς και η υιοθέτηση παρόμοιων τοπολογιών διακοπτόμενων πυκνωτών. Τέ-
λος, θα πρέπει να γίνει ένας πλήρης χαρακτηρισμός του μείκτη ως προς όλες τις παραμέτρους
(θόρυβος, απώλειες, γραμμικότητα κ.λπ.). Ο συγγραϕέας ελπίζει να του δοθεί η ευκαιρία να
υλοποιήσει το σύστημα αυτό στο μέλλον.
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