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Περίληψη

Κύριο θέμα της μεταπτυχιακής διπλωματικής εργασίας είναι η ανάπτυξη γραμμικών και μη γραμ-
μικών μεθόδων με σκοπό την κατασκευή δικτύων αλληλεπίδρασης εγκεφαλικών περιοχών. Αρχικά,
θα γίνει μια εισαγωγή των βιοϊατρικών σημάτων, βασικό αντικείμενο της εργασίας, στην συνέχεια
θα πραγματοποιηθεί ανάπτυξη των εργαλείων για την ανάπτυξη των μεθόδων στα πεδία του χρόνου
και των συχνοτήτων. Τέλος, θα παρουσιαστούν οι βασικότερες μέθοδοι κατασκευής δικτύων μεταξύ
χρονοσειρών μέσω της θεωρίας πληροφορίας (Mutual Information Theory).

Συγκεκριμένα, στο πρώτο μέρος της μεταπτυχιακής διπλωματικής εργασίας γίνεται μια εισαγωγή των
εγκεφαλικών σημάτων καθώς και η διαδικασία παραγωγής του. Στην συνέχεια παρουσιάζονται χα-
ρακτηριστικά των εγκεφαλικών σημάτων στο χώρο των συχνοτήτων και γίνεται μια αναφορά για τις
διαδικασίες καταγραφής τους. Τέλος, σημειώνονται οι βασικότερες μέθοδοι ανάλυσης των ηλεκτρο-
εγκεφαλογραφημάτων.

Στο δεύτερο και τρίτο μέρος γίνεται παρουσίαση των βασικότερων εργαλείων για την ανάλυση και
την μοντελοποίηση των εγκεφαλικών σημάτων. Συγκεκριμένα, στο δεύτερο μέρος γίνεται μια εκτε-
νέστερη μελέτη των μεθόδων απεικόνισης των σημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων με την ανάπτυξη
του μετασχηματισμού Fourier καθώς και την απεικόνιση στα πεδία του χρόνου και των συχνοτήτων
με την ανάπτυξη του μετασχηματισμούGabor και του συνεχούς μετασχηματισμούWavelet. Στο τρίτο
μέρος γίνεται εισαγωγή στα πολυμεταβλητά αυτοπαλινδρομικά μοντέλα με σκοπό την ανάπτυξη της
παραμετρικής γραμμικής μεθόδου μερικής κατευθυνόμενης συνάφειας (Partial Directed Coherence).

Τέλος, παρουσιάζονται τα μέτρα συσχέτισης που έχουν αναπτυχθεί σύμφωνα με την θεωρία πλη-
ροφορίας. Συγκεκριμένα, εστιάζεται η προσοχή στην ανάπτυξη του δείκτη αμοιβαίας πληροφορίας
βασισμένη στον υπολογισμό κ-κοντινότερων γειτόνων. Στην συνέχεια, γίνεται μια περαιτέρω μελέτη
άλλων δεικτών συσχέτισης που βασίζονται στην αμοιβαία πληροφορία, οι οποίες είναι η μερική αμοι-
βαία πληροφορία, εντροπία μεταφοράς, μερική εντροπία μεταφοράς και η μερική αμοιβαίας πληροφο-
ρίας με μεικτή εμβάθυνσης. Τέλος, πραγματοποιείται αξιολόγηση των μη γραμμικών και γραμμικών
δεικτών συσχέτισης σε ένα γραμμικό σύστημα αυτοπαλινδρόμησης καθώς και σε δυο συζευγμένα μη
γραμμικά συστήματα.

Λέξεις κλειδιά

Βιοϊατρικά Σήματα, Ανάλυση σήματος, Θεωρία Πληροφορίας, Αμοιβαία πληροφορία, Μεταφορά ε-
ντροπίας, MVAR, PDC
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Abstract

The main subject of this thesis is the development of linear and nonlinear methods for the construction
of interaction networks brain regions . Firstly, there will be an introduction to biomedical signals, an
essential focus of this work, and then the study of tools for the development of methods into the time
and frequency domains will be presented. Finally, the main network construction methods between
time series using tools of information theory will be illustrated.

More specifically, in the first part of the thesis there is an introduction to brain signals and their
emergence process. Then, we study the features of brain signals in the frequency domain and their
recording procedures. Finally, the main methods of analysis of electroencephalography signals are
described.

The second and third part are a present the main tools for the analysis and modeling of brain signals.
Specifically, the second part provides a extensive study of the time frequency methods of the brain
signals by applying the textit Fourier, Gabor and continuous Wavelets transformation. In the third
part an introduction to multivariate autoregressive models is made aiming to the presentation of the
parametric linear method of partial directed coherence (PDC).

Finally, we present the relation measures index according to information theory. In particular, our
attention is focused on the development of mutual information index (MI), based on the calculation of
k-nearest neighbors. Then, therewas a further study of other relation index based onmutual information,
which is the partial mutual information (PMI), transfer entropy (TE), partial transfer entropy (PTE)
and partial mutual information with mixed embedding (PMIME). Finally, we evaluate the nonlinear
and linear relation index for a linear autoregressive system as in two coupled nonlinear systems.

Key words

Biomedical signals, Signal Analysis, Information Theory,Mutual Information, Transfer Entropy,MVAR,
PDC
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Κεφάλαιο 1

Βιοϊατρικά Σήματα

1.1 Εγκεφαλικά σήματα: τοπικό δυναμικό πεδίο (Local field
potentials), Ηλεκτροεγκεφαλογραφήματα (EEG),
Μαγνητοεγκεφαλογραφήματα (MEG)

Τα ηλεκτροεγκεφαλογραφήματα (ΗΕΓ) καταγράφονται από ηλεκτρικά σήματα που παράγονται από
συντονισμένη ενεργοποίηση των εγκεφαλικών κυττάρων. Τα ΗΕΓ που καταγράφονται με απουσία
κάποιου ερεθίσματος ονομάζονται αυθαίρετα ΗΕΓ, ενώ το ηλεκτρικό που παράγεται από απάντηση
από εξωτερικό ή εσωτερικό ερέθισμα ονομάζονται προκλητά δυναμικά (event-related potential). Συ-
νήθης τρόπος καταγραφής των ΗΕΓ είναι η εξωτερική τοποθέτηση ηλεκτροδίων επί του κρανίου ή
εσωτερική τοποθέτηση ηλεκτροδίων στην εξωτερική επιφάνεια του εγκεφάλου (Εlectrocorticogram
[ECoG]). Το ηλεκτρικό πεδίο που μετράται ενδοφλοιακά με εμφύτευση ηλεκτροδίων στις επιμέρους
περιοχές του εγκεφάλου ονομάζεται τοπικό δυναμικό (local fields potentials [LPF]). Ηλεκτρόδια το-
ποθετούνται εφόσον είναι αρκετά σε μέγεθος μικρό σε κάποιο νευρώνα, όπου γίνεται καταγραφή του
δυναμικού ενεργοποίησης του (spikes). Το πλάτος των ΗΕΓ σημάτων σε ένα φυσιολογικό άτομο,
καταγράφοντας από το κρανίο, κυμαίνεται από 10− 100µV . Η καταγραφή των κρανιοεγκεφαλικών
δυναμικών είναι ανεξάρτητη από το μέγεθος των ηλεκτροδίων εξαιτίας της σταθερής χωρικής αγωγι-
μότητας μεταξύ του εγκεφάλου και του κρανίου. Ενώ η καταγραφή των ενδοκρανιακών δυναμικών
εξαρτάται από το μέγεθος του ηλεκτροδίου (αρκετά μικρότερο) λόγω της χωρικής ακρίβειας, όπου
μπορεί να φτάσει το πλάτος καταγραφής τέσσερις φορές μεγαλύτερο από μια κρανιοεγκεφαλική κα-
ταγραφή.

Από τις εξισώσεις τουMaxwell γνωρίζουμε ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι κάθετο με το μαγνητικό, όπου
η καταγραφή του από τους νευρώνες του εγκέφαλου αποκαλείται μαγνητοεγκεφαλογράφημα (ΜΕΓ).
Το πλάτος του μαγνητικού πεδίου σε φυσιολογικούς κυμαίνεται στα 0.5pT και το πεδίο συχνοτήτων
είναι με αυτό τωνΗΕΓ. Δεδομένου της ορθογωνιότητας μεταξύ του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου
μια ακτινική πηγή, κάθετη στο κρανίο, είναι καλύτερα ανιχνεύσιμη με καταγραφήΗΕΓ και αντίστοιχα
οι εφαπτόμενες είναι ανιχνεύσιμες με ΜΕΓ. Παρόλο που τα ΜΕΓ εξαρτώνται από την γεωμετρία των
ακτινικών πηγών, το μαγνητικό πεδίο δεν επηρεάζεται από την δομή του εγκεφάλου.

Σχήμα 1.1: Παραγωγή ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου από μια πηγή δίπολου
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1.1.1 Εφαρμογή των ΗΕΓ

Τα ΗΕΓ βρίσκουν εφαρμογή για την μελέτη εγκεφαλικής επεξεργασίας μια πληροφορίας που έχει
επέλθει ύστερα από κάποιο ερέθισμα άλλα και στην ιατρική διάγνωση. Πιο συγκεκριμένα βοηθάει
στην ιατρική διάγνωση των ασθενειών όπως είναι η επιληψία, εγκεφαλικών όγκων, εγκεφαλικών
επεισοδίων, ψυχικών ασθενειών, διαταραχές ύπνου κ.α.

Άλλες εφαρμογές των ΗΕΓ βρίσκονται στο σχεδιασμό ηλεκτρονικών συσκευών όπου πραγματοποιεί-
ται άμεση σύνδεση μεταξύ εγκεφάλου και υπολογιστή και είναι δυνατή η on line ανάλυση των ση-
μάτων με σκοπό μια γρήγορη ιατρική διάγνωση. Συνήθως, για την μελέτη εγκεφαλικών λειτουργιών
εστιάζεται η έρευνα γύρω από τα προκλητά δυναμικά (ERP), όπου παρατηρείται η εγκεφαλική δρα-
στηριότητα σε κάποιο συγκεκριμένο εσωτερικό ή εξωτερικό ερέθισμα. Επίσης τα ERP χρησιμοποιού-
νται για την διάγνωση ψυχικών διαταραχών, αναπτυξιακών διαταραχών, π.χ διάγνωση δυσλεξίας.

1.1.2 Εφαρμογή των ΜΕΓ

Το μαγνητοεγκεφαλογράφημα, είναι η καταγραφή του μαγνητικού πεδίου που παράγεται από την ε-
νεργοποίηση πηγών του εγκεφάλου μετράται εξωτερικά του κεφαλιού και θεωρείται μια από τις ποιο
διαδομένες μεθόδους κλινικής καταγραφή παγκοσμίως. Τα ΜΕΓ χρησιμοποιούνται για προ εγχειρη-
τικές διαγνώσεις σε ασθενείς που πάσχουν από επιληψία είτε για ασθενείς με εγκεφαλικό όγκο. Το
μεγάλο πλεονέκτημα τωνΜΕΓ είναι το μαγνητικό πεδίο που παράγεται εσωτερικά του εγκεφάλου δεν
επηρεάζεται από την αγωγιμότητα του εγκεφαλικού φλοιού και του κρανίου σε σχέση του ηλεκτρι-
κού πεδίου το όποιο παράγεται από τις ίδιες πηγές. Ενδιαφέρον ιδιότητα των ΜΕΓ είναι η ανάπτυξη
μεθοδολογίας εντοπισμού πηγών ενεργοποίησης λύνοντας το αντίστροφο πρόβλημα [Hamalainen,
1993]. Τα προκλητά μαγνητικά πεδία είναι τα αντίστοιχα με αυτά των ηλεκτρικών πεδίων τα ERP, τα
οποία σχετίζονται με εγκεφαλικές λειτουργίες που μπορούν να προκληθούν είτε από οπτικά, ακου-
στικά, αισθητήρια και εσωτερικά ερεθίσματα. Η ανάλυση των ΜΕΓ σχετίζεται με την ανίχνευση των
εγκεφαλικών περιοχών καθώς ενεργοποιούνται ύστερα από κάποιο ερέθισμα.

1.2 Παραγωγή εγκεφαλικών σημάτων

Στον εγκέφαλο υπάρχουν γύρω 1011 νευρικά κύτταρα. Κάθε ένα από αυτά συνδέεται με 104 άλλους
νευρώνες, δια μέσου ηλεκτρικών συνάψεων και η επικοινωνία μεταξύ τους πραγματοποιείται με την
μορφή ηλεκτρικού ρεύματος. Η ηλεκτρικής δραστηριότητας των νευρώνων εκδηλώνεται με την πα-
ραγωγή δυναμικών δράσης, που συμβαίνουν όταν η ηλεκτρική διέγερση της κυτταρικής μεμβράνης
των νευρώνων υπερβαίνει ένα κατώφλι δυναμικού. Η παραγωγή δυναμικών δράσης πραγματοποιεί-
ται με την ταχεία εισροή ιόντων Na+ στο κύτταρο, το οποίο αλλάζει την πόλωση στο εσωτερικό
του νευρώνα από περίπου −80mV έως περίπου +40mV , η επαναπόλωση του κυττάρου αντίστοιχα
γίνεται με την εκροή των ιόντωνK+ στον εξωτερικό κυτταρικό χώρο σχήμα 1.2. Με αυτόν τον τρόπο
ένα δυναμικό δράσης έχει χαρακτηριστική μορφή αιχμής (spike) διάρκειας περίπου 1ms. Η ακριβής
χρονική διάρκεια του δυναμικού δράσης διαμορφώνεται ανάλογα με το τύπο του κάθε νευρώνα.

Η ηλεκτρική δραστηριότητα των νευρώνων παράγει ηλεκτρικά και μαγνητικά πεδία ενός δίπολου το
όποιο δημιουργείται ρεύμα με κατεύθυνση κατά μήκος της κυτταρικής μεμβράνης. Μακροσκοπικά,
για την παρατήρηση αυτών των πεδίων απαιτείται ο συγχρονισμός της ηλεκτρικής δραστηριότητας
ενός μεγάλου αριθμού διπόλων παράλληλα προσανατολισμένων [Nunez, 1981]. Μάλιστα, τα πυρα-
μιδικά κύτταρα του εγκεφαλικού φλοιού είναι σε μεγάλο βαθμό παράλληλα μεταξύ τους και συγχρο-
νίζονται με βάση την κοινή τροφοδοσία από θαλαμοφλοιώδεις συνδέσεις [Lopes da Silva, 1996]. Τα
ΗΕΓ προέρχεται από το άθροισμα των συγχρονισμένων δυναμικών δράσης των νευρώνων. Η συνει-
σφορά στο ηλεκτρικό πεδίο μεταξύ των συγχρονισμένων ενεργών νευρώνων είναι περίπου ανάλογη
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Σχήμα 1.2: Διαδικασία παραγωγής δυναμικού δράσης νευρικού κυττάρου.

προς τον αριθμό τους, καθώς η συνεισφορά των μη-συγχρονισμένων είναι η τετραγωνική ρίζα του
αριθμού τους.

Η διαδικασία παραγωγής δυναμικού δράσης σε κυτταρικό επίπεδο είναι ένα μη-γραμμική φαινόμε-
νο. Επίσης, μη-γραμμικές ιδιότητες παρατηρούνται στην δυναμική συμπεριφορά και των νευρικών
πληθυσμών. Παρόλα αυτά, στο επίπεδο των καταγραφών ΗΕΓ, η μη-γραμμικότητα είναι η εξαίρεση
πάρα ο κάνονας [Achermann et al., 1994; Stam et al., 1999]. Επίσης, στην περίπτωση των LFP κατα-
γραφών όπου γίνεται εμφύτευση ηλεκτροδίων ενδοκρανιακά, όπου η πρόβλεψη των σημάτων γίνεται
καλύτερα με γραμμικά μοντέλα σε σύγκριση με μη γραμμικά [Blinowska andMalinowski, 1991]. Μη
γραμμικά χαρακτηριστικά εμφανίζονται κατά τις καταγραφές ΗΕΓ επιληπτικών κρίσεων [Pijn et al.
1997].

Επιπρόσθετα, οι μη γραμμικοί μέθοδοι είναι αρκετά ευαίσθητη στο θόρυβο των σημάτων, όπου προ-
σθέτεται ένα συστηματικό σφάλμα στα αποτελέσματα, όπως φαίνεται και από την ανάλυση που έχει
γίνει στο 4 κεφάλαιο. Γενικά, συνιστάται για την ανάλυση των ΗΕΓ σημάτων αρχικά να γίνεται έλεγ-
χος των γραμμικών μεθόδων και αν είναι αναγκαίο στην συνέχεια στην εφαρμογή των μη γραμμικών,
διότι οι περισσότερες λειτουργίες είναι τοπικά γραμμικές και οι αντίστοιχοι μέθοδοι είναι αρκετά
αποτελεσματικοί σε σχέση με τους μη γραμμικούς.

1.3 Ρυθμοί ΗΕΓ/ΜΕΓ

Το πρόβλημα της προέλευσης των ΗΕΓ ρυθμών ενεργοποίησης έχει απαντηθεί από ηλεκτροφυσιολο-
γικές μελέτες των εγκεφαλικών νευρικών κυττάρων καθώς και με την μοντελοποίηση των ηλεκτρι-
κών πυροδοτήσεων πληθυσμού νευρώνων[Freeman, 1975; Lopes da Silva, 1996; Wright et al., 2000;
David et al., 2004]. Σημαντικό ρόλο για την διαμόρφωση των ΗΕΓ ρυθμών αποτελεί οι ιδιότητες του
νευρικού δικτύου το οποίο περιέχει σύνολο διεγερμένων και ανασταλτικών νευρώνων που συνδέεται
με βρόχους ανατροφοδότησης. Επίσης, υπάρχουν ενδείξεις ότι οι ταλαντώσεις των νευρώνων συμ-
βάλουν στην διαμόρφωση ρυθμικής συμπεριφοράς των δικτύων στα όποια ανήκουν. Η συχνότητες
ταλάντωσης εξαρτώνται από της εγγενής ιδιότητες της μεμβράνης του νευρικού κυττάρου, από το
δυναμικό δράσης μεμονωμένων νευρώνων και από την ισχύς των συναπτικών αλληλεπιδράσεων. Οι
ρυθμοί που έχουν παρατηρηθεί σε ΗΕΓ σήματα είναι (αντίστοιχα έχουν παρατηρηθεί και σε ΜΕΓ)
[Niedermayer and Lopes da Silva, 2004]: Δέλτα (0.1− 4Hz), Θήτα (4− 8Hz), Άλφα (8− 13Hz),
Βήτα (13− 30Hz) και Γάμμα (πάνω από 30Hz), σχήμα 1.3.

Η συμβολή των διαφορετικών ρυθμών στα ΗΕΓ/ΜΕΓ εξαρτάται από την ηλικία και την συμπεριφο-
ρική κατάσταση του κάθε υποκειμένου όπως επίσης και από τα επίπεδα προσοχής των ερεθισμάτων.
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Σχήμα 1.3: Αδρή παράσταση ρυθμών ηλεκτροεγκεφαλικών σημάτων

Επιπλέον υπάρχουν σημαντικές διαφορές των ρυθμών μεταξύ φυσιολογικών με άτομα που πάσχουν
από μια νευροπαθολογική ασθένεια [Niedermayer and Lopes da Silva, 2004]. Τα γενικά χαρακτηρι-
στικά του κάθε ρυθμού συνοψίζονται ως εξής:

• Ο Δέλτα ρυθμός είναι χαρακτηριστικών των ΗΕΓ που καταγράφονται κατά την διάρκεια βα-
θύ ύπνου. Το πλάτος των Δέλτα κυμάτων συνηθίζεται να είναι γύρω στα (75 − 200µV ) και
παρατηρείται ενισχυμένη συνάφεια σε όλα τα κανάλια καταγραφής.

• Ο Θήτα ρυθμός συσχετίζεται για κάποιες συναισθηματικές καταστάσεις, όπως επίσης σε γνω-
στικές διαδικασίες που αφορούν την λειτουργία της δρώσας μνήμης (workingmemory). OΘήτα
ρυθμός επίσης συνδέεται με την δραστηριότητα του Γάμμα ρυθμού και με τον αργό Άλφα ρυθμό
εξαετίας παθολογικών δυσλειτουργιών.

• ΟΆλφα ρυθμός εμφανίζεται σε καταστάσεις εγρήγορσης στις κροταφικές περιοχές του εγκεφά-
λου. Παρατηρούνται καθαρά όταν το υποκείμενο είναι σε κατάσταση ηρεμίας έχοντας κλειστά
τα μάτια και μπλοκάρεται όταν υπόκεινται σε κάποιο οπτικό ερέθισμα που αφορά την προσοχή.

• Η Βήτα δραστηριότητα είναι κύριο χαρακτηριστικό καταστάσεων άμεσης εγρήγορσης και ε-
στιασμένης προσοχής.

• Η Γάμμα δραστηριότητα συνδέεται με την διαδικασία επεξεργασίας πληροφορίας π.χ, παρατη-
ρείται κατά την διάρκεια εμφάνισης κάποιου ερεθίσματος. Ο Γάμμα ρυθμός συσχετίζεται με
την αλληλεπίδραση μεταξύ των εγκεφαλικών περιοχών που αφορά λειτουργικές δραστηριότη-
τες του.

1.4 Καταγραφή ΗΕΓ

ΗΗΕΓ καταγραφές πραγματοποιούνται με την χρήση ηλεκτροδίων τα όποια τοποθετούνται στην επι-
φάνεια του κεφαλιού. Το πρώτο στοιχείο του συστήματος καταγραφής είναι τα ηλεκτρόδια τα όποια
συνδέονται με διαφορικό ενισχυτή. Σημαντικό ρόλο στην ποιότητα του σήματος παίζει ο λόγος των
αντιστάσεων, των ηλεκτροδίων με με αυτή του ενισχυτή. Η προαπαιτούμενη αντίσταση ενός σύγχρο-
νου ενισχυτή κυμαίνεται γύρω στα 1012Ω και αντίστοιχα η επιθυμητή αντίσταση των ηλεκτροδίων να
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μην ξεπερνά τα 5kΩ. Για τον περιορισμό συστηματικού θορύβου εφαρμόζονται υψηλοπερατό φίλ-
τρο για την αφαίρεση της συχνότητας του ρεύματος (50Hz), καθώς και χαμηλοπερατό φίλτρο για
την αφαίρεση τεχνιτών σημάτων, π.χ καρδιακός παλμός, κίνηση ματιών κ.α. Στην συνέχεια το σήμα
εισάγεται σε μετασχηματιστή όπου γίνεται η μετατροπή από αναλογικό σε ψηφιακό. Κατά την ψηφιο-
ποίηση του αναλογικού σήματος επιπροσθέτεται ένα σφάλμα ποσοτικοποίησης το οποίο εξαρτάται
από την πληθυσμό των bits. Η δειγματοληπτική συχνότητα των σημάτων κυμαίνεται από 100Hz για
μια διαγνωστική καταγραφή ΗΕΓ έως αρκετές χιλιάδεςHz για καταγραφές ερευνητικού ενδιαφέρο-
ντος. Επίσης, σημαντικό για καταγραφή ΗΕΓ είναι ο πληθυσμός των ηλεκτροδίων και η αντίστοιχη
τοποθεσία τους. Συνήθως χρησιμοποιούνται σύστημα 61 ηλεκτροδίων, όπου η σχετική απόσταση
μεταξύ τους να είναι μικρότερη από 10%, σχήμα 1.4.

Σχήμα 1.4: Θέσεις ηλεκτροδίων συστήματος 10− 10 καταγραφής ΗΕΓ.

Τα ΗΕΓ στην ουσία είναι οι μετρήσεις διαφοράς δυναμικού μεταξύ των ηλεκτροδίων και ενός ηλε-
κτροδίου αναφοράς. Για το ηλεκτρόδιο αναφοράς δεν υπάρχει κάποια μόνιμη θέση, διότι πρέπει να
τοποθετηθεί σε σημείο κοντά στο κεφάλι το οποίο δεν επηρεάζεται από διάφορες πηγές θορύβου. Το
κανάλι αναφοράς συνηθίζεται να τοποθετείται στο λοβό του αυτιού ή στο κεντρικό κανάλι της κάσκας
καταγραφής.

1.5 Καταγραφή ΜΕΓ

Η καταγραφές μαγνητοεγκεφαλογραφημάτων είναι τεχνική αρκετά πιο απαιτητική από αυτή των η-
λεκτροεγκεφαλογραφημάτων. Κύριος λόγος είναι ότι το μαγνητικό πεδίο είναι πολύ ασθενέστερο από
το ηλεκτρικό διότι σύμφωνα με την εξίσωση Biot-Savart το μαγνητικό πεδίο μειώνεται τετραγωνικά
με την απόσταση, ενώ το ηλεκτρικό μειώνεται γραμμικά [Hamalainen et al., 1993]. Το μαγνητικό πε-
δίο που παράγεται από το εγκέφαλο είναι της τάξεως των μερικών εκατοντάδων femtotesla το όποιο
είναι αρκετά πιο ασθενέστερο από το μαγνητικό πεδίο της γης. Για την καταγραφή των εγκεφαλι-
κών μαγνητικών πεδίων πρέπει να απομονωθεί το σήμα από τον θόρυβο του περιβάλλοντος με την
θωράκιση των υπεραγώγιμων πηνίων όπου πραγματοποιούνται και οι μετρήσεις. Τρεις τύποι πηνίων
χρησιμοποιούνται για την καταγραφή του μαγνητικού πεδίου: μαγνητόμετρο, αξονικό βαθμονόμετρο
και επίπεδο βαθμονόμετρο. Τα βαθμονόμετρα τοποθετούνται κατά μήκος μιας περιοχής με σκοπό την
μέτρηση της κλίσης του μαγνητικού πεδίου στον χώρο. Σε γενικές γραμμές τα μαγνητόμετρα είναι
προτείνονται σε σχέση με τα βαθμονόμετρα όσον αφορά την καταγραφή βαθύτερων πηγών. Οι δια-
φορές μεταξύ τους βρίσκονται κυρίως στην ευαισθησία στον θόρυβο και στην ενίσχυση των σημάτων
που προέρχονται από εγκεφαλικές πήγες. Αντίθετα τα επίπεδα βαθμονόμετρα ανιχνεύουν πήγες κατά
μήκος της επιφάνειας του εγκεφάλου καθώς σε όλους τους τύπους ανιχνευτών η πηγή είναι ανιχνεύ-
σιμη για κάθε ένα πόλο [Hamalainen et al., 1993].
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1.6 Ανάλυση των ΗEΓ σημάτων

Λόγω της πολυπλοκότητας τους, τα ΗΕΓ σήματα αντιμετωπίζονται ως στοχαστικές διαδικασίες, όπου
στατιστικές ιδιότητες μπορούν να υπολογιστούν χρησιμοποιώντας μεθόδους από την θεωρία στοχα-
στικών σημάτων. Συγκεκριμένα, οι μέθοδοι συμπεριλαμβάνουν τον υπολογισμό των κατανομών πι-
θανότητας, τις στατιστικές ροπές (μέσος, διακύμανση, κυρτότητα κ.α), συναρτήσεις συσχέτισης και
φασματική ανάλυση. Η εκτίμηση των παραπάνω μεγεθών συνήθως προϋποθέτει τα σήματα να είναι
στάσιμα, το όποιο σημαίνει ότι ο μέσος δεν μεταβάλλεται στον χρόνο. Ωστόσο, τα ΗΕΓ σήματα δεν
τηρούν την προϋπόθεση της στασιμότητας καθ’ όλη την διάρκεια της καταγραφής γι’ αυτό κόβονται
τα σήματα χρονικά γύρω από την εμφάνιση του ερεθίσματος. Παρόλα αυτά, το σήμα διάρκειας λί-
γων δευτερολέπτων είναι τμηματικά στάσιμο, όποτε οποιαδήποτε στατιστική ανάλυση καταλήγει να
γίνεται σε χρονικά παράθυρα της τάξεων των millisecond ώστε να τηρείται η στασιμότητα [Ding et
al, 2000].

Τα ΗΕΓ σήματα μπορούν να αναλυθούν στο χρονικό ή στο συχνοτικό ή και στα δύο πεδία ταυτόχρο-
να σε ένα κανάλι ή σε όλα τα κανάλια την ίδια στιγμή. Βασικές μέθοδοι που χρησιμοποιούνται για
την φασματική ανάλυση είναι ο μετασχηματισμός Fourier (κεφάλαιο 2), αυτοπαλινδρομικά ή πολυ-
μεταβλητά αυτοπαλινδρομικά παραμετρικά μοντέλα (κεφάλαιο) και χρόνο συχνοτική ανάλυση που
πραγματοποιείται με τον μετασχηματισμό Gabor, τον συνεχή μετασχηματισμό wavelet, τον Hilbert
μετασχηματισμό κ.α.

1.6.1 Ανάλυση ανά κανάλι

Η εκτίμηση της φασματικής ενέργειας είναι από τις πιο κοινές μεθόδους ανάλυσης ΗΕΓ. Παρέχε-
ται η πληροφορία που αφορά τους ρυθμούς που παρουσιάζονται στα σήματα, καθώς είναι εύκολη
με μηδενικό υπολογιστικό κόστος κατά την εφαρμογή του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier. Ε-
πίσης, μπορεί να γίνει ο υπολογισμός της φασματικής ενέργειας μέγιστης εντροπίας με την χρήση
αυτοπαλινδρομικών μοντέλων, κάτι που επίσης συνιστάται για ανάλυση ΗΕΓ. Οι παράμετροι που
ορίζουν το αυτοπαλινδρομικό μοντέλο δείχνουν άμεσα τις συχνότητες και το αντίστοιχο πλάτος του
ρυθμού δίχως την απεικόνιση του φάσματος. Οι παράμετροι παρέχουν πληροφορίες για κάθε έναν
ρυθμό, το οποίο είναι αρκετά χρήσιμο για την μοντελοποίηση των ΗΕΓ χρονοσειρών [Wright, 1989].
Έχει δειχτεί ότι η συνάρτηση μεταφοράς του αυτοπαλινδρομικού μοντέλου δεν διαφέρει σημαντικά
από την συνάρτηση μεταφοράς από ένα βιολογικό μοντέλο παραγωγής ρυθμών ΗΕΓ [Blinowska and
Franaszczuk, 1989].

Επιπλέον, η φασματική ανάλυση των ΗΕΓ ανά κανάλι βρίσκει εφαρμογή στον εντοπισμό αλλαγών
στους ρυθμούς των ΗΕΓ ύστερα από χορήγηση ψυχοδραστικών ή αντί-επιληπτικών φαρμάκων. Α-
κόμη, η αξιολόγηση της αποδοτικότητας των φαρμακευτικών φαρμάκων μπορεί να γίνει από την
μεταβολή των χαρακτηριστικών των συχνοτικών μπαντών δια μέσου του υπολογισμού της φασματι-
κής ενέργειας. Λόγου χάριν, ο υπολογισμός του μέσου της φασματικής ενέργειας για κάθε συχνοτική
μπάντα είναι ένας χρήσιμος διαγνωστικός δείκτης της κατάθλιψης [Cook et al., 2009].

1.6.2 Ανάλυση σε πολλαπλά κανάλια

Απεικόνιση. Μια από τις πιο συνηθισμένες μεθόδους απεικόνισης των καναλιών στο σύνολο τους εί-
ναι η τοπογραφική παρουσίαση κάποιου χαρακτηριστικού των σημάτων. Η τοπογραφική απεικόνιση
των σημάτων είναι χρήσιμο εργαλείο για την άμεση σύγκριση μεταξύ των συνθηκών που υπόκεινται
σε ένα σύνολο υποκειμένων ή την σύγκριση μεταξύ φυσιολογικών με ασθενείς ώστε να φανούν οι
διαφορές για κάποιο χαρακτηριστικό μέγεθος. Οι περισσότερες κοινές απεικονίσεις για ιατρικές ε-
φαρμογές είναι η μελέτη του πλάτους των σημάτων, ο μετασχηματισμός των σημάτων στο χώρο των
συχνοτήτων και ο υπολογισμός της φασματικής ενέργειας και τις σχετικής φασματικής ενέργειας ανά
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μπάντα και στατιστικά αποτελέσματα που αφορούν συγκεκριμένα χαρακτηριστικά των ΗΕΓ σημά-
των.

Η τοπογραφική απεικόνιση συχνά χρησιμοποιείται για την παρουσίαση συγκρίσεων μεταξύ πολλών
ομάδων σε διαφορετικούς χρόνους π.χ οι αλλαγές που εντοπίζονται ύστερα από μια φαρμακευτική
αγωγή. Οι συγκρίσεις των απεικονίσεων γίνεται συχνά με την χρήση του z-score μετασχηματισμού,
οποίος ορίζεται ως Z = X−X̄

σX
όπου είναι η μεταβλητή για κάθε άτομο, X̄ είναι ο μέσος του συ-

νόλου και σx είναι η τυπική απόκλιση του συνόλου. Επίσης, για την σύγκριση μεταξύ των ομάδων
χρησιμοποιείται και t-στατιστικός έλεγχος το όποιο προϋποθέτει οι μεταβλητές να είναι από κανονική
κατανομή και η διασπορά τους να είναι ίση για κάθε ομάδα. Για τον μετασχηματισμό των κατανο-
μών σε κανονικές μπορεί να γίνει χρήση του Box-Cox μετασχηματισμού [Box and Cox, 1964]. Στην
περίπτωση όπου η διακύμανση των συνόλων είναι διαφορετική μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο Welch
έλεγχος [Welch, 1947]. Τέλος, για μεταβλητές που δεν μπορούν να μετασχηματιστούν σε μεταβλητές
κανονικής κατανομής, καθώς οι διακυμάνσεις είναι άνισες μεταξύ τους, χρησιμοποιούνται μη παρα-
μετρικοί στατιστικοί έλεγχοι (Wilcoxon test, Kruskal–Wallis test κ.α) [Wilcoxon,1945; Kruskal and
Wallis, 1952]

Μέτρηση εξάρτησης μεταξύ ΗΕΓ σημάτων. Η εξάρτηση μεταξύ δύο ΗΕΓ σημάτων μπορεί να υ-
πολογιστεί μέσω της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης στο πεδίο του χρόνου· αντίστοιχα και η συνάφεια
στο πεδίο των συχνοτήτων. Η ανάλυση των διασυνδέσεων μεταξύ των ΗΕΓ σημάτων εκτιμάται κατά
κύριο λόγο στο πεδίο των συχνοτήτων πάρα στο χρονικό, διότι παρέχεται η πληροφορία του συγ-
χρονισμού των συχνοτικών ρυθμών μεταξύ των σημάτων. Ο υπολογισμός της συνάφειας μας δείχνει
την αλληλεξάρτηση μεταξύ δυο καναλιών και χρησιμοποιείται για ΗΕΓ καθώς και για ERP μελέτες.
Παρόλα αυτά, η εκτίμηση της διμεταβλητής συνάφειας συχνά δεν συμφωνεί με τις πραγματικές αλ-
ληλεπιδράσεις των ΗΕΓ σημάτων και γι’ αυτό συνιστάται για τις συγκεκριμένες αναλύσεις η χρήση
της μερικής πολυμεταβλήτης συνάφειας [Franaszczuk et al., 1985].

Η μερική συνάφεια εκτιμά μόνο τις κατευθυνόμενες διασυνδέσεις μεταξύ των καναλιών, μια αρκετά
επιλεκτική πληροφορία που αφορά το πραγματικό δίκτυο των εγκεφαλικών περιοχών. Ο υπολογι-
σμός της συνήθους, μερικής και της πολυμεταβλητής συνάφειας μπορεί να επιτευχθεί στα πλαίσια
των πολυμεταβλητών αυτοπαλινδρομικών μοντέλων. Τα μέτρα που έχουν αναπτυχθεί για την ανί-
χνευση των άμεσων κατευθυνόμενων μοντέλων βάσει των αυτοπαλινδρομικών μοντέλων βασίζονται
στην εκτίμηση της Granger αιτιότητας το όποιο είναι ο δείκτης κατευθυνόμενης συνάρτησης μεταφο-
ράς (Directed transfer function (DTF)) [Kaminski and Blinowka, 1991] και η μερική κατευθυνόμενη
συνάφεια (Partial directed coherence (PDC)) [Baccala, 2004]. Οι δείκτες DTF και PDC βασίζονται
στην διαφορά των φάσεων μεταξύ καναλιών, που σημαίνει ότι έχουν μη μηδενικές τιμές μόνο όταν
υπάρχει διαφορά των φάσεων μεταξύ των καναλιών. Επίσης, αυτοί οι δείκτες προσπερνούν το πρό-
βλημα της χωρικής αγωγιμότητας (volume conduction) λόγω της μηδενικής φάσης των πηγών. Στην
πράξη επηρεάζονται οι δείκτες για μεγάλα επίπεδα θορύβου στο σήματα, ωστόσο δεν επηρεάζουν
σημαντικά τα αποτελέσματα σε σχέση με τις άλλες μεθόδους.
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Κεφάλαιο 2

Ανάλυση Σήματος

2.1 Εισαγωγή στον διακριτό μετασχηματισμό Fourier

Ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier (ΔΜF) είναι ένα από τα πιο διαδεδομένα και χρήσιμα εργαλεία,
πάνω στο πεδίο των διακριτών (ψηφιακών) σημάτων. Ψηφιακά σήματα εννοούμε την διακριτοποίηση
των αντίστοιχων αναλογικών σημάτων. Στην ουσία, παίρνουμε για μια χρονική στιγμή μια συγκε-
κριμένη πληροφορία που μας ενδιαφέρει και με τον διακριτό μετασχηματισμό Fourier μπορούμε να
αντλήσουμε από το σήμα περαιτέρω πληροφορίες πάνω στο πεδίο των συχνοτήτων.

Ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier είναι μια μαθηματική έκφραση που ουσιαστικά μας μεταφέρει
από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο των συχνοτήτων. Ο ΔΜF προέρχεται φυσικά από τον συνεχή
μετασχηματισμό Fourier που ορίζεται ως [Lyons, 2004; Chaparro, 2011]:

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−i2πftdt (2.1)

όπου x(t) είναι ένα συνεχές σήμα (αναλογικό) στο πεδίο του χρόνου. Από την παραπάνω σχέση είμα-
στε σε θέση να εκφράσουμε οποιοδήποτε φυσικό σήμα στον χώρο συχνοτήτων, πράγμα που καθιστά
τον μετασχηματισμό Fourier ένα πολύ εύχρηστο εργαλείο στο πεδίο της μηχανικής αλλά και της φυ-
σικής.

Τέλος, εξίσου χρήσιμος είναι και ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier, όπου γίνεται η αντίστροφη
διαδικασία που προαναφέραμε και ορίζεται ως :

x(t) =
1

2π

∫ +π

−π
X(f)ei2πftdf (2.2)

Έχοντας εν γνώση τους συνεχείς μετασχηματισμούς Fourier που μπορούμε να κάνουμε ανάλυση σε
ένα αναλογικό σήμα, μπορούμε να γράψουμε την παραπάνω έκφραση σε μορφή αναπτύγματος μια
σειράς για ένα διακριτό χρονικό πεδίο, που αντίστοιχα ορίζεται ως εξής:

X(m) =

N−1∑
n=1

x(n)e
i2πnm

M (2.3)

όπου το x(n) είναι το διακριτό (ψηφιακό) σήμα στο πεδίο του χρόνου στο διακριτό χρονικό διάστημα
0, 1, 2, . . . , N − 1 . Η αντίστοιχη τιμή στο συνεχές φάσμα ήταν το x(t)

Επίσης, η παραπάνω έκφραση του διακριτού μετασχηματισμού Fourier γράφεται σύμφωνα με τον
τύπου Euler, όπου έχουμε την εναλλακτική διατύπωση του διακριτού μετασχηματισμού ως:
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X(m) =
N−1∑
n=1

x(n)

(
cos
(
2πnm

N

)
+ i sin

(
2πnm

N

))
(2.4)

όπουm και n είναι οι τιμές των συχνοτήτων και του χρονικού πεδίου αντίστοιχα και παίρνουν τις τιμές
0, 1, 2, .. − 1. Επίσης, σημαντικός είναι ο παράγοντας οποίος μας δείχνει το διάστημα του χρόνου
καθώς και των συχνοτήτων. Αν παραδείγματος χάρη έχουμε ένα σήμα που η συχνότητα του αλλάζει σε
διαφορετικές χρονικές στιγμές και δεν εμπλέκονται μεταξύ τους κατά την διάρκεια του χρόνου, τότε
για να μπορέσουμε να δούμε όλες τις δυνατές συχνότητες τους σήματος πρέπει να εφαρμόσουμε τον
μετασχηματισμό Fourier στο διάστημα (0, N), έτσι ώστε να εντοπίσουμε όλες τις δυνατές συχνότητες
του σήματος.

Το μέγεθος (m) από την σχέση (2.4) αποτελείται από έναν μιγαδικό αριθμό κι αποτελείται από ένα
πραγματικό και ένα φανταστικό μέρος, το μέγεθος, όμως, που συνήθως μας ενδιαφέρει στην ανάλυση
Fourier είναι η απόλυτη τιμή του (m), που συμβολίζεται:

Xmag(m) = |X(m)| =
√
X2
real +XImag2 (2.5)

Επίσης ένα άλλο ενδιαφέρον μέγεθος στην ανάλυση κατά Fourier είναι η φάση (phase) του X(m)
που είναι η γωνία που σχηματίζει το Xmag(m) στο μιγαδικό επίπεδο και ορίζεται ως:

XPhase(m) = arctan
(
XImag

XReal

)
(2.6)

Τα μεγέθη των εξισώσεων (2.5) και (2.6) περιγράφουν τους παράγοντες πλάτους συχνοτήτων της
εκθετικής έκφρασης:

X(m) = Xmage
−iXphase (2.7)

Τέλος ένα σημαντικό μέγεθος είναι η ενέργεια του Χ(m), που αναφέρεται και ως φασματική ενέργεια
(power spectrum) και εκφράζεται ως:

Xps(m) = X2
mag = X2

Real +X2
Imag (2.8)

H φασματική ενέργεια συνήθως αναπαρίσταται με την διαφορά της σε λογαριθμική κλίμακα που η
μονάδα μέτρησης είναι τα dB, το οποίο το χρησιμοποιούμε κατά την ανάλυση φίλτρων. Ένα bel ση-
μαίνει ότι η ενέργεια του σήματος αλλάζει κάθε φορά στο πεδίο των συχνοτήτων κατά ένα παράγοντα
10 και εκφράζεται από:

XdB = 10× log
(

Xps(m)

max(Xps(m))

)
(2.9)
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2.1.1 Ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier

Συμμετρία μετασχηματισμών Fourier

Κοιτώντας την εικόνα 2.1 όπου έχει γίνει μετασχηματισμός Fourier στο σήμα x(t) = 0.5sin(2πt20)+
0.2cos(2πt30) παρατηρούμε μια συμμετρία στον μετασχηματισμό Fourier, ενώ μελετώντας προσε-
κτικά την εικόνα βλέπουμε ότι ο άξονας συμμετρίας είναι το μέσο του άξονα συχνοτήτων. Το πλάτος
συχνότητας (magnitude) δηλαδή, στο πρώτο σημείο είναι ίσο με το πλάτος συχνότητας στο Ν-1 ση-
μείο. Γενικά, μπορούμε να πούμε ότι Xmag(m) = Xmag(N −m) , αυτή η ιδιότητα προκύπτει από:

Xmag(N −m) = |X(N −m)|2 = X(N −m)X∗(N −m) =

=

N−1∑
n=0

x(n)e−i2πn(N−m)/N
N−1∑
n=0

x(n)ei2πn(N−m)/N =

=

N−1∑
n=0

x(n)ei2πnm/Nei2πn
N−1∑
n=0

x(n)e−i2πnm/Ne−i2πn =

=

N−1∑
n=0

x(n)ei2πnm/N
N−1∑
n=0

x(n)e−i2πnm/N = X(m)X∗(m) = Xmag(m)

(2.10)

Από την παραπάνω ιδιότητα, συμπεραίνουμε ότι κατά την ανάλυση Fourier μπορούμε να επιλέξουμε
οποιοδήποτε φάσμα συχνοτήτων, αλλά οι συχνότητες που θα μας δώσουν την ουσιαστική πληροφορία
θα είναι στον μισό άξονα συχνοτήτων.
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Σχήμα 2.1:Μετασχηματισμός Fourier ενός συντονικού σήματος x(t) = 0.5 sin(2πt30) +
0.3 cos(2πt30) (α’) συχνοτήτων 20Hz και 30Hz, παρατηρείτε η συμμετρία του μετα-
σχηματισμού Fourier ως προς τον άξονα συμμετρίας που βρίσκεται στα 50Hz (β’).

Παραδείγματος χάρη, αν θέλουμε να εντοπίσουμε μια συχνότητα που βρίσκεται μεταξύ 0 − 50Hz
θα πρέπει να κάνουμε ανάλυση Fourier μέχρι τα 100Hz ώστε ο άξονας συμμετρίας να βρίσκεται στα
50Hz και έτσι να είναι δυνατός ο εντοπισμός κορυφών στο πρώτο διάστημα συμμετρίας. Από την
συμμετρία του μετασχηματισμού Fourier θα εμφανιστούν οι αντίστοιχες κορυφές στο δεύτερο μισό
διάστημα συμμετρίας, όπου δεν δίνουν καμία επιπλέον πληροφορία στην ανάλυση μας. Με αυτή
την ιδιότητα του μετασχηματισμού μπορούμε να εξοικονομήσουμε χρόνου υπολογισμού και χώρο
δεδομένων, καθώς έχουμε μια επικεντρωμένη ανάλυση στις συχνότητες που μας ενδιαφέρουν και,
επομένως, ταχύτερο υπολογισμό τους. Από την άλλη, πρέπει να προσέχουμε και τον παράγοντα Ν,
δηλαδή τον αριθμό των σημείων που κάνουμε την ανάλυση και που είναι άμεσα συνδεμένος με το
εύρος συχνοτήτων, διότι, αν είναι μικρός, θα χάσουμε πληροφορία στην ανάλυση (resolution) των
πλατών συχνοτήτων.

27



Γραμμικότητα του μετασχηματισμού Fourier

Σημαντική ιδιότητα που ικανοποιεί ο μετασχηματισμός Fourier είναι η γραμμικότητα, διότι μας επι-
τρέπει να κάνουμε τον μετασχηματισμό σε ένα άθροισμα σημάτων και να έχουμε το άθροισμα των
πλατών στο πεδίο των συχνοτήτων . Δηλαδή, στην περίπτωση που έχουμε δυο σήματα x1(n)και x2(n)
που το άθροισμα τους xsum(n) , ο μετασχηματισμός Fourier του αθροίσματος θα είναι:

Xsum(m) = X1(m) +X2(m) (2.11)

Η ιδιότητα αυτή προκύπτει από τον ορισμό του μετασχηματισμού (2.3) ως εξής:

Xsum(m) =
∑

xsum(n)e
−j2πmn/N =

∑
[x1(n) + x2(n)]e

−j2πmn/N =

=
∑

x1(n)e
−j2πmn/N +

∑
x2(n)e

−j2πmn/N = X1(m) +X2(m)
(2.12)

Η ιδιότητα της γραμμικότητας παρατηρείται επίσης στην εφαρμογή στην εικόνα 2.1, όπου το αρχικό
μας σήμα είναι μια επαλληλία δύο συνημίτονων και το τελικό αποτέλεσμα, ύστερα από μετασχημα-
τισμό Fourier, είναι η άθροιση των δύο πλατών συχνοτήτων στο τελικό διάγραμμα.

Επιπλέον, χωρίς την ιδιότητα της γραμμικότητας οι μετασχηματισμοί Fourier θα ήταν ένα μη χρήσι-
μο εργαλείο το οποίο θα εφαρμόζαμε για την ανάλυση μοναχά ενός αρμονικού σήματος. Όμως, τα
πραγματικά σήματα που είμαστε σε θέση να αναλύσουμε αποτελούνται από μία επαλληλία πολλών
αρμονικών σημάτων, όπου η γραμμικότητα καθιστά τον μετασχηματισμό Fourier απαραίτητο.

Χρονική Μετατόπιση

Κάνοντας σε κάποιο σήμα μετατόπιση στον χρόνο η συχνότητα και το πλάτος συχνοτήτων δεν επη-
ρεάζονται. Το μόνο που επηρεάζεται από τον μετασχηματισμό Fourier είναι η φάση του σήματος.
Έστω, ότι έχουμε ένα σήμα x(n) και του εφαρμόζουμε μια χρονική μετατόπιση k, όπου το σήμα θα
γράφεται ως x(n− k). Τότε το πλάτος συχνοτήτων γίνεται:

X(m) =
∑
n

x(n− k)e−j2πmn/N =
∑
z

x(z)e−j2πm(k+z)/N =

=
∑
z

x(z)e−j2πmz/Ne−j2πmk/N = e−j2πmk/N
∑
z

x(z)e−j2πmz/N =

= X(m)e−j2πmk/N

(2.13)

Από την παραπάνω απόδειξη φαίνεται ξεκάθαρα πώς επηρεάζει η χρονική μετατόπιση τον μετασχη-
ματισμό, αλλά το μόνο που «αλλοιώνεται » είναι η φάση του μετασχηματιζόμενου σήματος.

Η ιδιότητα αυτή της μετατόπισης του χρόνου χωρίς να αλλοιώνει τις συχνότητες του σήματος μας
επιτρέπει να κάνουμε ανάλυση των συχνοτήτων συναρτήσει του χρόνου. Αυτή, δηλαδή, η χρήσιμη
ιδιότητα μας επιτρέπει να εντοπίσουμε ποιο είναι το χρονικό πεδίο που αναλογεί για μια από τις
συχνότητες του σήματος και έτσι να κάνουμε μια χρονικό- συνολική ανάλυση του σήματος.

Μετατόπιση συχνότητας

Όπως με την χρονική μετατόπιση έτσι και με την μετατόπιση συχνότητας μπορούμε να μετακινήσουμε
τις συχνότητες στον χώρο των συχνοτήτων πολλαπλασιάζοντας με ένα εκθετικό παράγοντα e−jπnm/N

το αρχικό μας σήμα, έτσι ώστε να κάνουμε μία μετατόπιση κατά στον άξονα των συχνοτήτων.
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x(n)e
−j2πnm0

N
F⇐⇒X(m−m0) (2.14)

H μετατόπιση στον χώρο δεν επηρεάζει το πλάτος των συχνοτήτων, ούτε το πλάτος του εισερχόμενου
σήματος, αφού το πολλαπλασιάζουμε με ένα μιγαδικό αριθμό.

Αντιστροφή μετασχηματισμού Fourier

Εξίσου σημαντικό ρόλο στην ανάλυση Fourier έχει και o αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier
(IDFT), που μας μεταφέρει από τον χώρο των συχνοτήτων στον χώρο του χρόνου. Πάνω σε ένα
πλάτος συχνοτήτων (m) ορίζεται ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier [Lyons, 2004] ως :

x(n) =
1

N

N−1∑
m=0

X(m)e
j2πmn

M (2.15)

Επίσης η παραπάνω σχέση (2.7) γράφεται σύμφωνα με την ταυτότητα Euler:

x(n) =
1

N

N−1∑
m=0

X(m)

(
cos
(
2πnm

N

)
+ i sin

(
2πnm

N

))
(2.16)

Η αντιστροφή αυτή του μετασχηματισμού Fourier μας δείχνει από τι αποτελείται το εισερχόμενο
σήμα. Όπως έχουμε αναφέρει και στα προηγούμενα, το εισερχόμενο σήμα αποτελείται από μία συνι-
σταμένη συχνοτήτων, όπου εκφράζονται από μια σειρά ημιτόνων και συνημίτονων. Για αυτό η παρα-
πάνω εξίσωση (2.8) μας δείχνει τι είναι αυτό που πρόκειται να αναλύσουμε κατά το μετασχηματισμό
Fourier. Τέλος ο τύπος αυτός διαφέρει από το μετασχηματισμό Fourier μόνο κατά ένα παράγοντα
1/N , που σημαίνει ότι το πλάτος συχνοτήτων είναι κατά μεγαλύτερο από το πλάτος του εισερχόμε-
νου σήματος [Lyons, 2004].

xAmplitude ∼
1

N
XMagnitude (2.17)

2.1.2 Ταχύς μετασχηματισμός Fourier

Ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier, ως γνωστόν, έχει πολλά προτερήματα κατά την ανάλυση δε-
δομένων, διότι είναι μια απλή μαθηματική έκφραση. Παρόλα αυτά, όταν έχουμε να κάνουμε ανάλυση
σε πραγματικά φυσικά προβλήματα που πρέπει να επεξεργαστούμε εκατοντάδες χιλιάδες δεδομένα,
όπως είναι φυσικό, ο αριθμός των πράξεων στον διακριτό μετασχηματισμό Fourier είναι αρκετά με-
γάλος και τον καθιστά έναν πολύ αργό αλγόριθμο. Το 1965, από τους Cooley και Tukey δημοσιεύτηκε
ένα άρθρο που περιέγραφε έναν εξίσου αποτελεσματικό αλγόριθμο με αυτόν του διακριτού μετασχη-
ματισμού Fourier, άλλα με την διάφορα ότι ήταν αρκετές τάξεις γρηγορότερος. Ο αλγόριθμος αυτός
ήταν ο ταχύς μετασχηματισμός Fourier (Fast Fourier transform) [Cooley and Tukey, 1965]. Ο FFT
είναι ο πλέον πιο διαδεδομένος αλγόριθμος για να την ανάλυση Fourier και χρησιμοποιείται σε πολλά
επιστημονικά πεδία.

Αρχικά, ο FFT αλγόριθμος για να κάνει την ίδια ανάλυση με αυτή του διακριτού μετασχηματισμού
πρέπει ο αριθμός των σημείων του να είναι ίσος με την δύναμη του δυο. Παραδείγματος χάρη, αν έχω
να κάνω ανάλυση σε 1000 σημεία στον DFT, ο FFT θα πραγματοποιήσει την ιδία ανάλυση σε 1024
σημεία, δηλαδή ο αριθμός των σημείων είναι , όπου k είναι ένας θετικό ακέραιος αριθμός.
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Ο αριθμός των πράξεων που πραγματοποιείται κατά τον DFT είναι (Ν είναι ο αριθμός των σημείων).
Δηλαδή, αν έχουμεN = 32σημεία, οι πράξεις που θα πραγματοποιηθούν είναι 1024, ενώ με τον FFT
ο αριθμός των πράξεων που θα πραγματοποιηθούν θα είναι γύρω στους N2 log2N , δηλαδή αν έχουμε
τον ίδιο αριθμό σημείων με το προηγούμενο παράδειγμα, ο αριθμός των πράξεων θα είναι μόνο 80!
Η διαφορά των δύο αλγορίθμων είναι αισθητή και για πολύ μικρό αριθμό σημείων που έχουμε δυο
τάξεις μεγέθους λιγότερους υπολογισμούς.

Τέλος, πρέπει να διευκρινίσουμε ότι ο ταχύς μετασχηματισμός Fourier δεν είναι μια εκτίμηση του
διακριτού μετασχηματισμού. Οι δυο μετασχηματισμοί ικανοποιούν ακριβώς τις ίδιες ιδιότητες και
παράγουν τα ίδια αποτελέσματα.

2.2 Αρχή της Αβεβαιότητας

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, ο μετασχηματισμός Fourier βρίσκει πολλές εφαρμογές στην ανάλυση
ψηφιακών σημάτων. Παρόλα αυτά, επειδή κατά την ανάλυση πραγματικών δεδομένων έχουμε να κά-
νουμε με μία πληθώρα σημάτων που μπορούν να αλλάζουν συχνότητα ανά χρονικά διαστήματα, η
ανάλυση στο πεδίο των συχνοτήτων τελικά δεν μας βοηθάει ιδιαίτερα. Συνεπώς, πρέπει να αναπτύ-
ξουμε μια άλλη μέθοδο που να βρίσκει λύση σε αυτό το πρόβλημα κάνοντας ταυτόχρονη ανάλυση το
πεδίο του χρόνου με το πεδίο των συχνοτήτων.

Για να κάνουμε ανάλυση και στα δύο πεδία, δηλαδή του χρόνου και της συχνότητας, αυτό που πρέπει
να κάνουμε είναι να κόψουμε το σήμα μας σε διάφορα κομμάτια που στο καθένα θα αντιστοιχεί μια
χρονική περίοδος. Εν συνεχεία, στο κάθε κομμάτι θα εφαρμόσουμε έναν μετασχηματισμό Fourier για
να αποκομίσουμε τις διαφορές συχνότητες του σήματος για αυτή την χρονική περίοδο του κομματιού.
Εν τέλει, θα έχουμε απόκτηση της πληροφορίας του πλάτους συχνοτήτων (magnitude) συναρτήσει του
χρόνου και των συχνοτήτων.

Στην εικόνα 2.2 παρουσιάζεται η προαναφερθείσα ανάλυση όπου ένα συνημιτονικό σήμα x(t) =
0.5 sin(2πt0.5) + cos(2πt0.8) το όποιο διαχωρίζεται εφαρμόζοντας του παράθυρα (windows). Στην
ανάλυση Fourier είναι πολύ διαδεδομένο η χρήση διάφορων παραθύρων, διότι το κάθε παράθυρο έχει
και διαφορετικές ιδιότητες ανάλογα με την ανάλυση που επιθυμούμε να κάνουμε.
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Σχήμα 2.2: Ανάλυση Fourier σε ένα άθροισμα συνημιτονικών σημάτων x(t) = 0.5 sin(2πt0.5) +
cos(2πt0.8) στο οποίο εφαρμόζεται ένα Gaussian Window, που στην (α’) έχει τυπική
απόκλιση 0.05 και στην (β’) περίπτωση είναι 0.3.
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Κοιτώντας την εικόνα 2.2, όπου έχουμε δυο περιπτώσεις διαχωρισμού σήματος με ένα Gaussian πα-
ράθυρο, παρατηρούμε ότι στην πρώτη περίπτωση που έχουμε ένα πλατύ παράθυρο υπάρχει μια κα-
λύτερη προσέγγιση στις συχνότητες, ενώ δεν έχουμε καθόλου καλή ανάλυση στον χρόνο. Ωστόσο,
στην δεύτερη περίπτωση, που έχουμε ένα μικρού μήκους παράθυρο (που σημαίνει ότι έχουμε κα-
λύτερη ανάλυση στο πεδίο του χρόνου), χάνουμε από ακρίβεια στο πεδίο των συχνοτήτων. Γενικά,
παρατηρούμε ότι όσο αυξάνουμε την ακρίβεια στον χρόνο, τόσο χάνουμε σε ακρίβεια στο πεδίο των
συχνοτήτων και αντίστροφα.

Αυτό συμβαίνει λόγω της αρχής της αβεβαιότητας, που στην κβαντομηχανική αναφέρει ότι δεν μπο-
ρούμε να μετρήσουμε ταυτόχρονα την θέση και την ορμή ενός σωματιδίου. Το αντίστοιχο συμβαίνει
εδώ για τον χρόνο και τις συχνότητες, δηλαδή :

∆t · t∆f ≥ 1 (2.18)

Όπου ∆t και ∆f είναι η τυπική απόκλιση του χρόνο και της συχνότητας αντίστοιχα.

2.3 Μετασχηματισμός Gabor

Επειδή ο μετασχηματισμός Fourier το μόνο που μπορεί κάνει είναι να μας μεταφέρει από το χρονικό
πεδίο στο πεδίο των συχνοτήτων, πολλές φορές συναντάται το πρόβλημα το οποίο αναφέρεται στο
χρονικό πεδίο όπου αντιστοιχεί η ενδιαφερόμενη συχνότητα. Η short time Fourier transformation
[Gabor, 1947] είναι η μέθοδος που αντιμετωπίζει το προαναφερόμενο πρόβλημα ώστε εν τέλει να
έχουμε μια σαφή εικόνα στα πεδία των συχνοτήτων και του χρόνου. ΟGabor τροποποίησε το πυρήνα
(kernel) του μετασχηματισμού Fourier και τον αντικατέστησε με τον ακόλουθο πυρήνα:

gt,f (τ) = ei2πftg(τ − t) (2.19)

O καινούργιος όρος στον πυρήνα του Fourier είναι ο όρος g(τ−t), με σκοπός να εντοπίζει συχνότητες
σε ένα χρονικό πεδίο. Συνήθως, την συνάρτηση g(τ − t) τη συναντούμε και ως χρονικά παράθυρα
(time-windows). Τέλος, ορίζουμε τον μετασχηματισμό Gabor ως εξής [Gabor, 1947]:

Xg(t, f) =

∫ +∞

−∞
x(τ)g∗(τ − t)e−i2πfτdτ (2.20)

Στην εικόνα 2.3 φαίνεται η λειτουργία του μετασχηματισμού Gabor σε ένα σήμα που μεταβάλλεται
η συχνότητά του στο χρονικό πεδίο. Ένα παράθυρο πλάτους α κινείται κατά μήκος του σήματος αλ-
λάζοντας το κέντρο τ του παραθύρου. Καθώς γίνεται η χρονική ανάλυση του σήματος, αποσπούμε
τις συχνότητές του που εμπεριέχονται μέσα στο παράθυρο. Με αυτόν τον τρόπο, ξέρουμε ποια συ-
χνότητα αντιστοιχεί σε μια χρονική περίοδο που μπορούμε να ελέγξουμε από το πλάτος του χρονικού
παραθύρου.

Παρακάτω θα αναφέρουμε κάποιες από τις πιο σημαντικές ιδιότητες του μετασχηματισμού Gabor
[Kutz, 2012]:

1) Η διατήρηση στην μετατόπιση στον χρόνο και στις συχνότητες, που είναι

y(t) = x(t)e−i2πf0 ⇒ Xg(t, f) = Xg(t, f − f0)
y(t) = x(t− t0)⇒ Xg(t, f) = Xg(t− t0, f)ej2πt0v

(2.21)
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Σχήμα 2.3: Γραφική αναπαράσταση του μετασχηματισμού Gabor που αποσπάμε τις συνιστώσες του
χρόνου και της συχνότητας ενός S(t) σήματος. Επίσης, το χρονικό παράθυρο g(τ-t) με
κέντρο στο τα και πλάτος a [Nathan Kutz, Computational Methods for Data Analysis,
σελ 224].

2) Διατήρηση της γραμμικότητας

Xg[a(t1, f1) + b(t2, f2)] = aXg(t1, f1) + bXg(t2, f2) (2.22)

3) Διατήρηση της συμμετρίας στον χώρο των συχνοτήτων που συμβαίνει διότι η νόρμα του χρόνο-
παραθύρου ισούται με 1, δηλαδή ||g(t− τ)|| = 1

4) Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Gabor ορίζεται ως :

x(τ) =
1

2π

1

||g||2

∫ ∫ +∞

−∞
X∗
g (t, f)g(τ − t)ei2πftdfdt (2.23)

Κάνοντας ανάλυση κατάGabor, σημαντικός παράγοντας είναι η χρονική ανάλυση του σήματος, που
είναι άμεσα εξαρτημένος από την ακρίβεια των συχνοτήτων. Όπως έχουμε προαναφέρει, όσο περισ-
σότερη ακρίβεια στον χρόνο κερδίζουμε, τόση ακρίβεια στις συχνότητες χάνουμε, λόγω της αρχής
της αβεβαιότητας. Συνεπώς, δεν μπορούμε να έχουμε ένα πολύ μικρό σε πλάτος χρονικό παράθυρο,
διότι θα χάσουμε ακρίβεια στις συχνότητες, άλλα ούτε ένα πολύ μεγάλο σε πλάτος χρονικό παράθυρο
(καλύτερη ακρίβεια στις συχνότητες), γιατί θα χάσουμε από την ανάλυση στον χρόνο. Γι’ αυτό, αρ-
χικά κατά την ανάλυση σήματος κάνουμε διάφορες δοκιμές ως προς το ποιο είναι το πιο κατάλληλο
σε μέγεθος παράθυρο, ώστε να έχουμε την επιθυμητή ακρίβεια στις συχνότητες. Για να βελτιώσουμε
την ακρίβεια στον χρόνο προσπαθούμε να έχουμε μεγάλη αλληλοεπικάλυψη των χρονικών παραθύ-
ρων. Αυτό έχει ως συνέπεια να καθυστερεί ο αλγόριθμος και να χρειαζόμαστε περισσότερη χρονική
διάρκεια ανάλυσης, το αποτέλεσμα όμως θα είναι σίγουρα κατά πολύ πιο βελτιωμένο και ακριβές.

Ας δούμε τον μετασχηματισμό Gabor στην εφαρμογή κάνοντας ένα παράδειγμα. Στην εικόνα 2.4έ-
χουμε ηχογραφήσει την λέξη ‘GABOR’ [Σήμα από τη βάση δεδομένων του Matlab] σε 338 σημεία
με δειγματοληπτική συχνότητα 1KHz.

Στην συνέχεια, κάναμε μια ανάλυση στον χώρο των συχνοτήτων, όπου συμπεράναμε ότι δεν είμαστε
σε θέση να αποφανθούμε για το ποιες συχνότητες αντιστοιχούν σε κάθε συλλαβή της λέξης. Το μόνο
που μπορούμε να πούμε είναι ότι έχουμε μία κορυφή γύρω από την συχνότητα των 140 Hz .

Κάνοντας ανάλυση κατά Gabor στο φωνητικό σήμα, χρησιμοποιώντας ένα Gaussian χρονικό παρά-
θυρο με συνολικό πλάτος 75 σημείων και μία αλληλοεπικάλυψη παραθύρων 87%, παίρνουμε την
εικόνα 2.5. Το πλάτος του παραθύρου είναι κατά 4.5 φορές μικρότερο σε σχέση με το σύνολο των
σημείων, που σημαίνει ότι έχουμε καλή ακρίβεια στις συχνότητες παρόλα αυτά όμως έχουμε και καλή
ακρίβεια στον χρόνο όπως φαίνεται και στην εικόνα 1.2 και αυτό συμβαίνει διότι έχουμε μια υψηλή
αλληλοεπικάλυψη παραθύρων.
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Σχήμα 2.4: Φωνητικό σήμα που αντιστοιχεί στην λέξη ‘GABOR’ [Σήμα από τη βάση δεδομένων του
υπολογιστικού πακέτου TFA]. Το (α’) διάγραμμα είναι το χρονικό σήμα και το (β’) είναι
η φασματική πυκνότητα ενέργειας.

Τέλος, στην εικόνα 2.5 έχουμε μια πιο ξεκάθαρη εικόνα στο πεδίο του χρόνου και των συχνοτήτων.
Τώρα μπορούμε να θέσουμε τις συχνότητες στα διάφορα χρονικά διαστήματα. Δηλαδή, στο διάστημα
των 30 − 60msec που αντιστοιχεί η συλλαβή ‘GA’ οι συχνότητες είναι γύρω στα 150Hz και στο
διάστημα των150 − 250msecπου αντιστοιχεί η δεύτερη συλλαβή ‘BOR’ οι συχνότητες είναι γύρω
στα 110− 150Hz.

2.4 Μέθοδος Multitaper

Όπως είδαμε και στην προηγούμενη παράγραφο, για να κάνουμε μια φασματική ανάλυση των δε-
δομένων πολλαπλασιάζαμε το σήμα με ένα παράθυρό (taper) και στην συνέχεια, υστέρα από ένα
μετασχηματισμό Fourier, παίρναμε την συχνότητα που αντιστοιχούσε. Ανάλογα με την αλληλοεπι-
κάλυψη των παραθύρων παίρναμε μια εικόνα των συχνοτήτων στο χρονικό πεδίο. Όμως, η ανάλυση
που έχουμε πραγματοποιήσει μέχρι στιγμής γίνεται μόνο με ένα παράθυρο (taper), όπως είναι αυτό του
Gauss, Hamming, Hanning και άλλα πολλά. Αντίθετα, στην μέθοδοMultitaper [Thomson, 1982] χρη-
σιμοποιούνται για παράθυρο οι συναρτήσεις Slepian ή οι διακριτές σειρές prolate Spheroidal (DPSS)
[Slepian and Pollak, 1961], οι οποίες είναι ορθογώνιες συναρτήσεις. Οι Slepian συναρτήσεις χαρα-
κτηρίζονται από την παράμετρο W την οποία αποκαλούμε παράμετρο ”εύρος ζώνης” (bandwidth).
Αυτή σχετίζεται με το εύρος ζώνης συχνοτήτων της συνάρτησης και συνδυάζοντάς τη με το μήκος
του σήματος μπορούμε να υπολογίσουμε τον αριθμό των συναρτήσεων-παραθύρων που μπορούμε
να εφαρμόσουμε στο σήμα. ΑνW είναι το εύρος ζώνης των συχνοτήτων και N το μήκος του σήματος,
μπορούμε να κάνουμε ανάλυση με 2NW Slepian συναρτήσεις, όπου θα έχουμε ένα κάλο φασματικό
υπολογισμό των συχνοτήτων στο διάστημα [−W,W ]. Μπορούμε, δηλαδή, να χρησιμοποιήσουμε ως
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Σχήμα 2.5: Φασματική ανάλυση του φωνητικού σήματος κάνοντας χρήση του μετασχηματισμού
Gabor στα πεδία του χρόνου και της συχνότητας.

παράθυραWk(t) {k = 1, 2, ..., 2NW, t = 1, 2, . . . , N} DPSS συναρτήσεις της εικόνας (1.6). για την
εκτίμηση των συχνοτήτων στο σήμα, οι οποίες ορίζονται από την σχέση [Slepian and Pollak, 1961]

Wn(k) =

√
2

N + 1
sin

π(n+ 1)(k + 1)

N + 1
(2.24)

Σημαντικό, για την ανάπτυξη της Multitaper μεθόδου είναι η κατάλληλη επιλογή του αριθμού των
Slepian συναρτήσεων (2W ), καθώς επίσης και το μέγεθος της παραμέτρουW . Δεν υπάρχει κάποιος
συγκεκριμένος τρόπος επιλογής των παραπάνω, παρά αφήνεται στην κρίση του ερευνητή να επιλέξει
τις κατάλληλες παραμέτρους για την καλύτερη εκτίμηση των συχνοτήτων. Η επιλογή της ”εύρους
ζώνης” παραμέτρουW είναι ανάλογη με το πόσο ήπιες (smoothed) θέλουμε τις συχνότητες. Συνήθως,
η στρατηγική που ακολουθούμε είναι να ξεκινάμε με μικρό αριθμό SPSS συναρτήσεων (συνήθως 3
ή 4) και στην συνέχεια να τις αυξάνουμε μέχρι την καλύτερη ανάλυση των συχνοτήτων.

Για το υπολογισμό των συχνοτήτων που αντιστοιχούν για κάθε ένα από τα taperWt(k) για τα δεδο-
μένα xt {t = 1, 2, . . . , N} εφαρμόζουμε ένα μετασχηματισμό Fourier και παίρνουμε το πλάτος που
αντιστοιχεί σε κάθε συχνότητα για κάθε taper.

Xk(f) =

N∑
i=1

Wn(k)x(t)e
−i2πtf (2.25)

Μπορούμε εν συνεχεία να υπολογίσουμε την ενέργεια του σήματος εφαρμόζοντας την εξίσωση (2.25)
βρίσκοντας τον μέσο όρο όλων των tapers που χρησιμοποιήσαμε και να παίρνουμε τελικά την σχέση:
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Smt(f) =
1

K

K∑
k=1

|Xk(f)|2 (2.26)
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Σχήμα 2.6: Τα τέσσερα πρώτα παράθυρα (tapers) που δημιουργούνται από τις DPSS συναρτήσεις
της εξισώσεως (2.24).

όπου είναι ο αριθμός των taper και είναι η ενέργεια του σήματος υπολογισμένη με την multitaper
μέθοδο. Την παραπάνω σχέση μπορούμε να την αναγάγουμε και στο πεδίο του χρόνου βάζοντας τα
tapers να κινηθούν στο σήμα και να ακολουθήσουμε την ίδια λογική με τον μετασχηματισμό Gabor.

Για την καλύτερη κατανόηση των προαναφερθέντων μεθόδων, θα συνεχίσουμε με μια εφαρμογή αυ-
τών. Πιο συγκεκριμένα θα αναλύσουμε ένα τεχνητό ηλεκτροεγκεφαλογραφικό (ΕΕG) σήμα (εικόνα
2.7αʹ) κάνοντας χρήση των χρονοσειρών, που είναι και το κεντρικό ενδιαφέρον της εργασίας. Αρ-
χικά θα εντοπίσουμε τις συχνότητες κάνοντας έναν μετασχηματισμό Fourier στα δεδομένα, όπου θα
πάρουμε μια μη ξεκάθαρη εικόνα για το πού βρίσκεται η κορυφή των συχνοτήτων (εικόνα 2.7βʹ). Α-
ντίθετα, με την μέθοδο Μultitaper, βλέπουμε ξεκάθαρα πού βρίσκονται οι κορυφές των συχνοτήτων.

Ξεκινήσαμε την μελέτη της Multitaper μεθόδου χρησιμοποιώντας αρχικά τέσσεριςDPSS συναρτή-
σεις, όπου έχουμε μια πιο ήπια εικόνα από την FFT μέθοδο και βλέπουμε ότι εντοπίζονται κορυφές
στα 23Hz και στα 26Hz, πληροφορία την οποία δεν έχουμε με την FFT μέθοδο (εικόνα 2.7γʹ). Αν
τώρα αυξήσουμε τον αριθμό των DPSS συναρτήσεων στις οκτώ, οι συχνότητες θα φαίνονται μεν πιο
ήπιες από αυτές τις FFT, άλλα τείνουν να ενωθούν οι κορυφές (εικόνα 2.7δʹ). Αν επιπλέον αυξήσου-
με ακόμη περισσότερο τις DPSS συναρτήσεις, τότε οι δυο κορυφές θα ενωθούν με αποτέλεσμα να
χάσουμε ένα μεγάλο μέρος της πληροφορίας.
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Σχήμα 2.7: Στο γράφημα α είναι μια αναπαράστασή ενός τεχνητού EEG σήματος, στο γράφημα β
είναι το μετασχηματισμένο σήμα κατά Fourier, στο γράφημα γ-δ είναι το μετασχηματι-
σμένο σήμα κάνοντας Multitaper ανάλυση με συνολικό αριθμό παραθύρων (tapers) 4 και
8 αντίστοιχα.
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2.5 Συνεχής Wavelet μετασχηματισμός

Όπως με το μετασχηματισμό Fourier ή με τον STFT, έτσι και με τον συνεχή μετασχηματισμόWavelet
κάνουμε ανάλυση σήματος συγκρίνοντας το προς επεξεργασία σήμα με μια “μητρική” συνάρτηση
wavelet ψ. Κατά τον μετασχηματισμό Fourier, η συνάρτηση κατά την οποία γίνεται η ανάλυση είναι
το εκθετικό e−j2πft και έτσι μεταφερόμαστε από το χρονικό πεδίο στον πεδίο των συχνοτήτων. Πα-
ρόμοια συμβαίνει και κατά την ανάλυση Gabor που η αντίστοιχη συνάρτηση είναι η w(t)e−j2πft και
έχουμε ως αποτέλεσμα μια ανάλυση στις συχνότητες f μέσα στο χρονικό διάστημα του παραθύρου.

Κατά τον συνεχή μετασχηματισμό wavelet συγκρίνουμε το σήμα μας κάνοντας μετατοπίσεις και δια-
στολές ή συστολές της μητρικής συνάρτησηςψ. Κάνοντας μετατοπίσεις την μητρική συνάρτηση παίρ-
νουμε μια ανάλυση στο πεδίο του χρόνου και κάθε φόρα που διαστέλλεται ή συστέλλεται η μητρική
συνάρτηση αλλάζουμε κλίμακα (scale). Εν τέλει, έχουμε μια δισδιάστατη ανάλυση στο πεδίο του χρό-
νου και κλίμακας της μητρικής συνάρτησης. Ορίζουμε τον συνεχής μετασχηματισμό wavelet [Mallat,
1999; Barford et al., 1992] ως:

Cψ(f)(a, b) =

∫ +∞

−∞
f(t)

1√
(a)

ψ∗
(
t− b
a

)
(2.27)

Όπου a είναι ο παράγοντας κλίμακας και b είναι η θέση της μητρική συνάρτησης στον χρόνο. Επίσης
όταν α >0 τότε η μητρική συνάρτηση ψ διαστέλλεται και συμβαίνει το αντίθετο όταν ο παράγοντας
a < 0.

Signal

Wavelet

Transform

Σχήμα 2.8: Παράδειγμα CWT συστολής ή διαστολής σήματος σε διάφορες θέσεις του σήματος μας.

Κατά την ανάλυση wavelet καθοριστικό ρόλο παίζει η κατάλληλη επιλογή της μητρικής συνάρτησης.
Ανάλογα με το τι θέλουμε να εντοπίσουμε ή να αφαιρέσουμε πάνω σε ένα σήμα επιλέγουμε και την
καταλληλότερη συνάρτηση, ύστερα από πολλές δοκιμές. Γενικά, αν επιλέξουμε να κάνουμε ανάλυση
κατά wavelet, υπάρχει μια ποικιλία από μητρικές συναρτήσεις με τις οποίες μπορούμε να λύσουμε
πολλών ειδών προβλήματα, γι’ αυτό και είναι τόσο δημοφιλής.

Υπάρχει μια αλληλεξάρτηση ανάμεσα στον παράγοντα κλίμακας και στις συχνότητες. Διότι, για ένα
σήμα που έχει διασταλεί (υψηλή κλίμακα) θα αντιστοιχούν χαμηλές συχνότητες ενώ για ένα σήμα
που έχει συμπιεστεί θα αντιστοιχούν σε αυτό υψηλές συχνότητες, όπως φαίνεται και στην εικόνα 2.9.
Γι’ αυτό, είναι σαφές ότι υπάρχει σχέση ανάμεσα στην κλίμακα συχνότητα και έτσι μπορούμε να
μετατρέψουμε τον άξονα της κλίμακας σε συχνότητες.

Συμπίεση Διαστολή

Σχήμα 2.9: Αριστερά ένα συμπιεσμένο σήμα (χαμηλή κλίμακα, υψηλές συχνότητες), δεξιά ένα διε-
σταλμένο σήμα (υψηλή κλίμακα, χαμηλές συχνότητες).
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Η σχέση που μας δίνει την αντιστοίχηση της κλίμακας του μετασχηματισμού wavelet με την συχνό-
τητες του σήματος ορίζεται ως [Abry, 1997]:

Fa =
Fc
a · Ts

(2.28)

όπου a είναι η κλίμακα , Ts είναι η δειγματοληπτική περίοδος του σήματος, Fc είναι η κεντρική
συχνότητα της wavelet σε Hz (χαρακτηριστικό των μητρικών συναρτήσεων).

2.5.1 Ιδιότητες μετασχηματισμού Wavelet

Σημαντικό είναι να αναφέρουμε τις ιδιότητες που ικανοποιούνται στον μετασχηματισμός wavelet, οι
οποίες είναι οι ακόλουθες [Kutz, 2012]. :

1) Γραμμικότητα:
Cψ(αf + βg)(a, b) = αCψ(f)(a, b) + βCψ(a, b) (2.29)

όπου α και β είναι κάποιες σταθερές και f ,g είναι τα σήματα.

2) Μετατόπιση:
Cψ(Tτf)(a, b) = Cψ(a, b− τ) (2.30)

3) Διαστολή

Cψ(Dcf)(a, b) =
1√
c
Cψ(

α

c
,
b

c
) (2.31)

4) Αντίστροφος μετασχηματισμός wavelet:

f(t) =
1

Aψ

∫ ∫ +∞

−∞
Cψ(f)(a, b)ψa,b(t)

dadb

a2
(2.32)

όπου είναι σταθερά από την ικανή συνθήκη του μετασχηματισμός wavelet η οποία ορίζεται ως:

Aψ =

∫
−∞

+∞|ψ(ω)|
2

|ω|
dω <∞ (2.33)

Στην σχέση (2.32) έχουμε κάνει μετασχηματισμό Fourier στην συνάρτηση wavelet, η οποία
ισούται με:

ψ(ω) =
1√
α

∫
−∞

+∞e−iωtψ
(
t− b
a

)
dt =

1√
α
e−iωbψ(αω) (2.34)

Αν η παραπάνω συνθήκη ικανοποιείται, τότε ο μετασχηματισμός wavelet είναι καλά ορισμένος.
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2.5.2 Βάση Wavelet

Κατά την ανάλυση Fourier, είναι δυνατό να απεικονίσουμε οποιαδήποτε συνάρτηση με ένα άθροισμα
ημιτόνων και συνημίτονων. Με τον ίδιο τρόπο λειτουργεί και ο μετασχηματισμός wavelet που, αντί
για άθροισμα ημιτόνων και συνημίτονων, χρησιμοποιείται μία μητρική συνάρτηση wavelet. Όμως,
για να ικανοποιούνται όλες οι παραπάνω ιδιότητες πρέπει οι συναρτήσεις wavelet να είναι ορθομο-
ναδιαίες μεταξύ τους, δηλαδή:

(ψα,b, ψc,d) =

∫ +∞

−∞
ψα,b, ψc,ddx = δα,bδc,d (2.35)

όπου δα,b είναι το δέλτα του Dirac.

Συνεπώς, τώρα μπορούμε να εκφράσουμε με ένα ανάπτυγμα σειράς μια συνάρτηση ή ένα σήμα συ-
ναρτήσει της βάσης wavelet ψ(t) δηλαδή:

f(t) =

∞∑
n,m=−∞

cm,nψm,n(t) (2.36)

όπου οι σταθερές μπορούν να δοθούν λόγω τις ορθογωνιότητας από την σχέση:

cm,n = (f, ψm,n) (2.37)

Σύμφωνα με το παραπάνω, μπορούμε να ορίσουμε και τον αντίστροφο μετασχηματισμό wavelet.
Λόγω της ορθοκανονικής βάσης ο μετασχηματισμός wavelet είναι ένα σημαντικό εργαλείο για την
ανάλυση οποιοδήποτε σήματος.

2.5.3 Παράδειγμα

Θα εφαρμόσουμε τα παραπάνω αναλύοντας σήματα της μορφής ηλεκτροεγκεφαλογραφικών σημά-
των. Αρχικά θα κάνουμε χρήση του μετασχηματισμού Fourier έτσι ώστε να έχουμε μια πρώτη εικόνα
του πού βρίσκονται οι ενδιαφερόμενες συχνότητες και στην συνέχεια θα εφαρμόσουμε μετασχημα-
τισμό wavelet στο διάστημα όπου είδαμε τις κορυφές των συχνοτήτων προκειμένου να κάνουμε μια
ανάλυση του σήματος στα πεδία του χρόνου και των συχνοτήτων.

Συγκεκριμένα, θα φτιάξουμε σήμα με την χρήση χρονοσειρών το οποίο θα διαρκεί οκτώ δευτερόλεπτα
με δειγματική συχνότητα 120 σημεία/δευτερόλεπτο, όπως φαίνεται και από την εικόνα 1.10. Κατά την
ανάλυση wavelet θα χρησιμοποιήσουμε την μιγαδική Morlet [Shift et al., 1994] μητρική συνάρτηση
με κεντρική συχνότητα 5 Hz και ο παράγοντας τις κλίμακας θα αυξάνεται με την δύναμη του δυο. Για
την μετατροπή της κλίμακας σε συχνότητα θα κάνουμε χρήση της σχέσης 1.29, όπου θα έχουμε την
ταυτόχρονη ανάλυση στο πεδίο των συχνοτήτων αλλά και του χρόνο (βλ. εικόνα 2.10).

Για την καλύτερη ανάλυση του σήματος ακολουθούμε την μεθοδολογία όπως φαίνεται και από την
εικόνα 2.10. Δηλαδή, αφού εφαρμόσουμε τον μετασχηματισμό Fourier στο σήμα παρατηρούμε ότι η
συχνότητα που μας ενδιαφέρει βρίσκεται ανάμεσα των 20− 30Hz, άλλα δεν γνωρίζουμε πώς κατα-
νέμεται αυτή η κορυφή στο πεδίο του χρόνου. Έτσι, επιλέγουμε το διάστημα των συχνοτήτων που
μας ενδιαφέρει εδώ είναι από 20− 30Hz και εφαρμόζουμε τον συνεχή μετασχηματισμό wavelet για
να πάρουμε την ανάλυση στο πεδίο του χρόνου και των συχνοτήτων. Στην προκειμένη περίπτωση η
κορυφή της δεύτερης εικόνας βρίσκεται ανάμεσα στα 20−25Hz και ενεργείται στα επιμέρους χρονι-
κά διαστήματα των περιοχών του πρώτου και τετάρτου δευτερολέπτου. Με ανάλογο τρόπο δράσαμε
και με την εφαρμογή του μετασχηματισμού Gabor στην προηγούμενη παράγραφο.

39



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

Time(Sec)
Ampl

itude

Signal

(αʹ)

0 50 100 150 200 250 300
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Spec
tral P

ower

FFT Method

(βʹ)

Time(Sec)

Fr
eq

ue
nc

y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

40

50

60

70

80

90

100

110

120

130

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

(γʹ)

Σχήμα 2.10: Ανάλυση τεχνικού EEG σήματος (α’) στο πεδίο των συχνοτήτων (β’) και ταυτόχρο-
νη ανάλυση στα πεδία των συχνοτήτων-χρόνου με την μέθοδο του μετασχηματισμού
wavelet (γ’).

2.6 Συμπεράσματα

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάσαμε μια σειρά από μεθόδους που μπορούμε να κάνουμε ανάλυση στα
πεδία του χρόνου και των συχνοτήτων (εικόνα 2.11). Καμία, όμως, από τις παραπάνω δεν μπορεί
να αποφύγει την απροσδιοριστία Heisenberg και να έχουμε μια τέλεια ανάλυση και στα δύο πεδία. Η
κάθε μέθοδος αναπαριστά με διαφορετικό τρόπο τα δυο πεδία, άλλα πάντοτε ισχύει ότι∆t∆f ≥ 1/2.

Μετασχηματισμός Fourier: Έχουμε πλήρη πληροφορία στο πεδίο των συχνοτήτων αλλά καμία στο
πεδίο του χρόνου. Χρησιμοποιείται για να πάρουμε μια πρώτη εικόνα των συχνοτήτων, διότι ο αλγό-
ριθμος του μετασχηματισμού Fourier είναι πολύ γρήγορος και εξίσου ακριβείς.

Μετασχηματισμός Gabor ή STFT: Προσθέτοντας ένα παράθυρο στον πυρήνα του μετασχηματι-

40



σμού Fourier παίρνουμε πληροφορίες και από τα δυο πεδία. Στην προκειμένη περίπτωση, λόγω αρ-
χής απροσδιοριστίας, πρέπει να επιλέξουμε ένα πλάτος παράθυρου έτσι ώστε να έχουμε την καλύτερη
ανάλυση και στα δυο πεδία (ποτέ τέλεια ανάλυση).

Μέθοδος Multitaper : Έχουμε την ίδια πληροφορία με αυτήν του μετασχηματισμού Fourier, άλλα
σε αυτή την περίπτωση έχουμε καλύτερη ευκρίνεια στις κορυφές των συχνοτήτων με την χρήση των
Slepian σειρών.

Μετασχηματισμός wavelet: Σε αυτήν την περίπτωση αλλάζουμε την βάση του μετασχηματισμού
Fourier με μία μητρική συνάρτηση η οποία συστέλλεται ή διαστέλλεται και μετατοπίζεται. Ανάλογα
με το ποια συχνότητα μας ενδιαφέρει, επιλέγουμε την κατάλληλη κλίμακα, παραδείγματος χάρη αν
θέλουμε να εντοπίσουμε χαμηλές συχνότητες επιλέγουμε να κάνουμε ανάλυση σε υψηλή κλίμακες
και το αντίστροφο. Η ανάλυση, δηλαδή, στο πεδίο του χρόνου μεταβάλλεται με την συχνότητα.

Shannon Fourier

Gabor Wavelet

Frequency

Time
(α’) (β’)

(γ’) (δ’)

Σχήμα 2.11: Διάφορες περιπτώσεις στην ανάλυση στα πεδία του χρόνου και της συχνότητα.χρονική
ανάλυση (α’), Fourier ανάλυση (β’), Gabor ή STFT ανάλυση (γ’), wavelet ανάλυση (δ’)
.
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Κεφάλαιο 3

Πολυμεταβλήτα Μοντέλα Παλινδρόμησης

3.1 Εισαγωγή στα μοντέλα παλινδρόμησης

3.1.1 Εισαγωγή

Μια χρονοσειρά χαρακτηρίζεται ως διανυσματική όταν αποτελείται από Μ επιμέρους χρονοσειρές
(κανάλια) και η κάθε χρονοσειρά εκτείνεται για T χρονικά σημεία. Τα κανάλια x1, x2, . . . , xM που
τα χρονικά σημεία των καναλιών είναι το διάνυσμα xt = [x1t, x2t, . . . , xMt] όπου t = 0, 1, 2,…, T .
Τα παραπάνω μπορούν να εκφραστούν από ένα διανυσματικό γραμμικό αυτοπαλινδρομικό μοντέλο
(MAR) τάξεως p, δηλαδή [Wei, 1999; Lutkepohl, 2011]:

xt = v+
p∑

k=1

Akxt−k + uk (3.1)

όπου v είναι διάνυσμα [1 ×M ] σταθερών συντελεστών, ο πίνακας Ak διαστάσεων [M ×M ] είναι
οι παράμετροι του μοντέλου και uk είναι ο λευκός θόρυβος της διαδικασίας διαστάσεων [1×M ] με
μέση τιμή μηδέν και πίνακα διασποράς Σ διαστάσεων [M ×M ].

uk = N(0,Σ) (3.2)

3.1.2 Χαρακτηριστικά των χρονοσειρών.

Πρώτου περιγράψουμε τις ιδιότητες των διανυσματικών χρονοσειρών, ας αναφέρουμε διάφορα στα-
τιστικά μεγέθη που θα μας χρειαστούν στην ανάλυση τους.

1) Μέση τιμή (mean) των σημείων των επιμέρους καναλιών:

E(xt) = µµµ =


µ1
µ2
...
µM

 (3.3)

2) Πίνακας διακύμανσης καθυστέρησης k (lagk).

ΓΓΓ(k) = Cov(xt, xt+k) = E[(xt −µµµ)(xt+k −µµµ)] (3.4)
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Το παραπάνω ανάπτυγμα (3.4) γράφεται και με μορφή πίνακα ως:

ΓΓΓ(k) =

 γ1,1 . . . γ1,M
... . . . ...

γM,1 . . . γM,M

 (3.5)

όπου γi,j = E[(xi,t −µµµi)(xj,t+k −µµµj)]
Για κ = 0,±1,±2, . . . και j = 1, 2, · · · ,M . H συνάρτηση Γ(κ) ονομάζεται πίνακας διακύμαν-
σης της χρονοσειράς xt. Για i = j, το γi,i λέγεται συνάρτηση αυτό-διακύμανση (auto covariance
function) της διαδικασίας xi,t και για i ̸= j το γi,j είναι συνάρτηση ετεροδιακύμανσης (cross-
covariance function) ανάμεσα στις διαδικασίες xi και xj .

3) Πίνακας συσχέτισης μιας διανυσματικής διαδικασίας, ορίζεται ως:

ρρρ(k) = D
1
2ΓΓΓ(k)D− 1

2 = [ρi,j(k)] (3.6)

για i, j = 1, 2, . . . ,M και ο πίνακας D είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα αυτοσυσχέτισης
ΓΓΓ(0). Συνεπώς, μπορούμε να εκφράσουμε τα στοιχεία του πίνακα συσχέτισης ως:

ρρρi,j(k) =
γi,j(k)√

(γi,i(0)γj,j(0))
(3.7)

Για i = j η ρi,i είναι συνάρτηση αυτό-συσχέτισης (autocorrelation function) της διαδικασίας
xi,t και για i ̸= j η ρi,j λέγεται συνάρτηση ετεροσυσχέτισης (cross correlation function) μεταξύ
των χρονοσειρών xi,t και xj,t .

3.2 Σταθερότητα και ευστάθεια χρονοσειρών

Η στασιμότητα και ευστάθεια είναι μια βασική συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν τα δεδομένα ενός
διανυσματικού αυτoπαλινδρομικού μοντέλου για να κάνουμε μια περαιτέρω ανάλυση. Λέμε ότι μια
χρονοσειρά είναι στάσιμη όταν η μέση τιμή και η συνάρτηση συσχέτισης δεν μεταβάλλονται με τον
χρόνο. Μπορούμε να γράψουμε ότι E(xt) = µ και Γ(k) = Cov(xt, xt+k) είναι ανεξάρτητα από τον
χρόνο τότε η διαδικασία είναι στάσιμη.

Επίσης, λέμε ότι μια χρονοσειρά είναι ευσταθής όταν οι παράμετροι του μοντέλου παίρνουν τιμές
εντός μοναδιαίου κύκλου. Για να ελέγξουμε αν μια χρονοσειρά είναι ευσταθής ακολουθούμε την
εξής διαδικασία:

Βρίσκουμε την ορίζουσα det(I− Az) για |z| < 1 όπου:

AAA =


A1 . . . A1,M−1 A1,M

IM . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . IM 0

 (3.8)

Αν οι ιδιοτιμές του πίνακαA είναι μικρότερες της μονάδας, τότε η διαδικασία είναι ευσταθής [Lutkepohl,
2006]. Ακόμη, είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι αν μια χρονοσειρά είναι ευσταθής, συνεπάγεται ότι
είναι και στάσιμη. Συνεπώς, κάνοντας έναν έλεγχο στις ιδιοτιμές του πίνακα A, καταλαβαίνουμε την
σταθερότητα και την ευστάθεια του μοντέλου.
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3.3 Λευκός Θόρυβος

Στο ανάπτυγμα του διανυσματικού παλινδρομικού μοντέλου (εξίσωση 3.1) (MAR) ορίστηκε το διά-
νυσμα ut του λευκού θορύβου. Ορίζουμε, λοιπόν, ως λευκό θόρυβο μια διαδικασία που τα στοιχεία
του ut να μεταξύ τους ασυσχέτιστα, δηλαδή Cov(ut,ut+k) και ακολουθούν μια κανονική κατανομή
με μέση τιμή μηδέν και η διασπορά του πίνακα Σ υπολογίζεται:

ΣΣΣ =

 cov(u1, u1) . . . cov(u1, uM )
... . . . ...

cov(uM , u1) . . . cov(uM , uM )

 (3.9)

Τα διαγώνια στοιχεία του παραπάνω πίνακα (3.9) είναι cov(ui, ui) = V ar(ui) για i = 1, 2, . . . ,M
η διασπορά των στοιχείων του διανύσματος του λευκού θορύβου. Κάθε στοιχείο του πίνακα είναι
ανεξάρτητο από τον χρόνο, συνεπώς ο λευκός θόρυβος είναι και μια στάσιμη διαδικασία.

3.4 Πολυμεταβλητό μοντέλο p-τάξης

Ορίζεται ένα πολυμεταβλητό αυτοπαλινδρομικό μοντέλο ΜAR(p) p-τάξης με σκοπό την εύρεση των
συντελεστών ως:

xt = v+A1xt−1 +A2xt−2 + · · ·+Apxt−p + ut ⇒ βρίσκω τον μέσο
⇒ E(xt − v) = A1E(xt−1) +A2E(xt−2) + · · ·+ApE(xt−p) + E(ut)
⇒ µµµ− v = A1µµµ+A2µµµ+ · · ·+Apµµµ+ 0

⇒ µµµ = v[I −A1 −A2 − · · · −Ap]−1

(3.10)

Αντικαθιστώντας το διάνυσμα στην αρχική διατύπωση (3.1) του ΜAR(p) καταλήγουμε στην έκφρα-
ση:

ẋt =
p∑
i=1

Aiẋt−k + ut (3.11)

Όπου ẋt = xt − µµµ, για να υπολογίσουμε την εξίσωση Yule-Walker, αρχικά βρίσκουμε τον πίνακα
διακύμανσης του μοντέλου.

ΓΓΓ(k) = E(ẋt, ẋt+k)↔ ΓΓΓ(k) = E(ẋt−k, ẋ′t)⇒

⇒ ΓΓΓ(k) = E

(
ẋt−k

(
p∑
i=1

A′
iẋ′t−i

))
+ E(ẋt−k,u′t)

(3.12)

Η παραπάνω εξίσωση (3.12) είναι η Yule-Walker που αφορά το διανυσματικό αυτοπαλινδρομικό μο-
ντέλο γράφεται με την μορφή πίνακα k ≥ 1και υπολογίζονται οι συντελεστές του μοντέλου.


Γ(1)
Γ(2)
...

Γ(p)

 =


Γ(0) Γ(1)′ Γ(2)′ . . . Γ(p− 1)
Γ(1) Γ(0) Γ(1)′ . . . Γ(p− 2)
...

...
... . . . ...

Γ(p− 1) Γ(p− 2) Γ(p− 3) . . . Γ(0)



A′

1

A′
2
...
A′
p

 (3.13)
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Και για k = 0 υπολογίζεται ο πίνακα διασποράς του λευκού θορύβου.

ΓΓΓ(0) =

p∑
i=1

ΓΓΓ(−i)A′
i +ΣΣΣ⇔

ΣΣΣ = ΓΓΓ(0)−
p∑
i=1

ΓΓΓ(−i)A′
i

(3.14)

Οι παραπάνω εξισώσεις(3.13) και (3.14) γράφονται επίσης, αν θέσουμε όπου ΓΓΓp το πίνακα των δια-
κυμάνσεων, [p × p], ΓΓΓ(p) διάνυσμα των διακυμάνσεων [1 × p] και A το διάνυσμα των συντελεστών
[1× p]. Επομένως η εξίσωση Yule- Walker γράφεται:

ΓΓΓ(p) = ΓΓΓpA⇔ A = ΓΓΓ−1
p ΓΓΓ(p) (3.15)

Και ο πίνακας διασποράς του λευκού θορύβου γράφεται εναλλακτικά ως:

ΣΣΣ = ΓΓΓ(0)−ΓΓΓ′
(p)A⇒ ΣΣΣ = ΓΓΓ(0)−ΓΓΓ′

(p)ΓΓΓpΓΓΓ
−1′

(p) (3.16)

Οι παραπάνω δύο εξισώσεις έχουν λύση με γνώστη την συνάρτηση διακύμανσης των δεδομένων της
διαδικασίας. Την συνάρτηση της διακύμανσης μπορούμε να την αντικαταστήσουμε με την δειγματική
συνάρτηση διακύμανσης, η οποία παράγεται από τα δεδομένα, και να κάνουμε μια εκτίμηση των
συντελεστών και του πίνακα διασποράς. Ως δειγματική συνάρτηση διακύμανσης ορίζουμε:

Γ̂(k)Γ̂(k)Γ̂(k) =
1

T

T−k∑
t=1

(xt−k − x̂)(xt − x̂)′ για k ≥ 0 (3.17)

Όπου x̂ είναι ο μέσος των δεδομένων και ορίζεται ως x̂ = 1
T

∑T
t=1(xt).

Έτσι, μπορούμε να υπολογίσουμε με έναν απλό τρόπο να εκτιμηθούν οι τιμές των συντελεστών του
μοντέλου Â̂ÂA και του Σ̂̂Σ̂Σ πίνακα διασποράς, εντοπίζοντας την δειγματική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης
(σχέση (3.17)) και ύστερα από αντικατάσταση στις (σχέσεις (3.15)-(3.16)) να υπολογίσουμε τους
πίνακες Â̂ÂA και Σ̂̂Σ̂Σ. Η παραπάνω μέθοδος εύρεσης συντελεστών ονομάζεται Yule-Walker και για να
κάνουμε πιο γρήγορους και ακριβείς υπολογισμούς χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο Levinson-Durbin.

Επίσης, πέρα από την μέθοδο Yule-Walker, μπορούμε να υπολογίσουμε του συντελεστές του μοντέ-
λου και τον πίνακα διασποράς με την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (Least Squares) αλλά και με την
μέθοδο Burg.

3.5 Μέθοδοι προσέγγισης συντελεστών

3.5.1 Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων (least squares)

Η μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων προσομοιάζει ένα σύνολο δεδομένων με ένα μαθηματικό μοντέλο.
Στην περίπτωση μας, που θέλουμε τα δεδομένα μας να περιγράφονται από ένα αυτοπαλινδρομικό
μοντέλο, η μέθοδος αυτή προσεγγίζει του συντελεστές του μοντέλου, καθώς επίσης και τον πίνακα
διασποράς.

Το νόημα της μεθόδου είναι ότι προσδιορίζει με τον καλύτερο τρόπο το μοντέλο ελαχιστοποιώντας
το άθροισμα των τετραγώνων της διαφοράς ανάμεσα στις πραγματικές και τις εκτιμητέες τιμές.
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Το υπόλοιπο (residuals) ανάμεσα στην πραγματική τιμή και την εκτιμητέα το γράφουμε ως:

Rt = xt −
p∑
i=1

Aixt−i (3.18)

και το άθροισμα των τετραγώνων του υπολοίπου ως:

S(A) =
T∑
i=1

R2
i (3.19)

Τέλος, η ελαχιστοποίηση του παραπάνω αθροίσματος της εξίσωσης (3.19) ισούται με τον εκτιμητή
των συντελεστών του μοντέλου.

Â = argmax(S(A)) (3.20)

όπου υπολογίστηκε ο καλύτερο δυνατός εκτιμητής των βέλτιστων συντελεστώνως [Lutkepohl, 2006]:

Â = xtZ(ZZ′)−1 (3.21)

Όπου Z = (Z0, . . . , ZT−1) και Zt = [xt, xt−1, . . . , xt−p]′

ΟYule-Walker εκτιμητής προσδιορίζει τους συντελεστές του MAR μοντέλου στα πλαίσια της ευστά-
θειας. Με αλλά λόγια, η εκτιμητέα διαδικασία είναι πάντα ευσταθής. Παρόλο το πλεονέκτημα αυτής
της μεθόδου, στην πραγματικότητα δεν είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε αν μια διαδικασία είναι στά-
σιμη ή όχι κι έτσι ο εκτιμητής Yule-Walker αποκλίνει από την πραγματική διαδικασία. Πολλές φορές
είναι κακή στρατηγική να επιβάλουμε την ευστάθεια σε μια διαδικασία. Έτσι, για μια μη ευσταθή δια-
δικασία η LS μέθοδος προτιμάται από την YW διότι δεν προϋποθέτει στασιμότητα της διαδικασίας
[Reinsel, 1993].

3.5.2 Μέθοδος Burg

Η μέθοδος Burg είναι η πιο διαδομένη για την εκτίμηση συντελεστών. Σε αντίθεση με τις υπόλοιπες
δυο μεθόδους που περιγράψαμε, δεν εντοπίζει άμεσα τους συντελεστές του μοντέλου, αλλά χρησιμο-
ποιεί έναν συνδυασμό της μεθόδου ελαχίστων τετραγώνων και του αλγόριθμου Levinson-Durbin τον
οποίο τροποποιεί έτσι ώστε να έχουμε το ελάχιστο υπόλοιπο ανάμεσα σε πραγματική και εκτιμητέα
τιμή. Σε αυτήν, δηλαδή, την μέθοδο βρίσκουμε το ελάχιστο άθροισμα των τετραγωνικών υπόλοιπων
των δειγματικών συναρτήσεων της διακύμανσης και της μερική διακύμανσης όπου εντοπίζουμε τους
συντελεστές για κάθε μια από της συναρτήσεις και στην συνέχεια εντοπίζουμε τις εκτεινόμενες τιμές
του μοντέλου.

Εν συντομία, ο αλγόριθμος που υπολογίζει του συντελεστές του αυτοπαλινδρομικού μοντέλου εξε-
λίσσεται ως εξής [Burg, 1968; Childers, 1978]:

• Βήμα 1.

– Εντοπισμός του σφάλματος διασποράς σσσ2u(0) = 1
N

∑N−1
t=0 [xtx′t]

– Εντοπισμός του σφάλματος του forward ut και backward bt−1 μοντέλων

ut(0) = xt
bt−1(0) = xt−1

(3.22)
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• Βήμα 2.

– Υπολογισμός των καθρεπτικών παραμέτρων

πm = −2
∑N−1

n=m bn−1(m− 1)un(m− 1)∑N−1
n=m[bn−1(m− 1)b′n−1(m− 1) + un(m− 1)u′n(m− 1)]

(3.23)

– Βρίσκω το νέο σφάλμα διασποράς

σ2u(m) = [1− pi2m]σ2u(m− 1) (3.24)

• Βήμα 3.

– Υπολογισμός των συντελεστών του AR μοντέλου

Ak(m) =

{
Ak(m− 1) + πmAm−k(m− 1) m > 1

πm = Am(m) m = 1
(3.25)

– Νέος υπολογισμός των σφαλμάτων,

un(m) = un(m− 1) + πmbn−1(m− 1)

bn(m) = bn−1(m− 1) + πmun(m− 1)
(3.26)

Τέλος επαναλαμβάνουμε τα βήματα 2 έως 4 ανάλογα με την τάξη του μοντέλου.

3.6 Κριτήρια επιλογής τάξης

Ως γνωστόν, για ένα ΜAR μοντέλο οι συντελεστές του έχουν εκτιμηθεί από τις μεθόδους που έχουμε
περιγράψει στην προηγούμενη παράγραφο. Παρόλο που θέλουμε να έχουμε την καλύτερη δυνατή
εκτίμηση των συντελεστών, εμείς ενδιαφερόμαστε περισσότερο για την καλύτερη προσομοίωση του
μοντέλου ώστε να έχουμε μια καλή πρόβλεψη. Μια καλή πρόβλεψη δεν είναι ανάλογη με την τάξη
μοντέλου. Εμείς επιθυμούμε την καλύτερη δυνατή τάξη μοντέλου ώστε να έχουμε το ελάχιστο σφάλ-
μα πρόβλεψης . Την απάντηση αυτή μπορεί να μας τη δώσουν τα κριτήρια επιλογής τάξης, μερικά εκ
των οποίων είναι 1) AIC (Akaike’s Information Criterion) [Akaike, 1974] 2) HQ (Hannan and Quinn)
[Hannan and Quinn, 1979] 3) BSC (Bayesian Schwarz Criterion) [Schwarz, 1978].

Κριτήρια Διατυπώσεις

Akaike’s Information Criterion AIC(p) = ln|Σ̂ΣΣ(p)|+ 2pM2

T

Hannan & Quinn HQ(p) = ln|Σ̂ΣΣ(p)|+ 2lnlnT
T pM2

Bayesian Schwarz Criterion BSC(p) = ln|Σ̂ΣΣ(p)|+ 2lnT
T pM2

Πίνακας 3.1: Κριτήρια επιλογής τάξης παλινδρομικού μοντέλου.

όπου T είναι το μέγεθος του δείγματος, M είναι η διάσταση του μοντέλου και Σ̂ΣΣ(p) ο εκτιμητέος
πίνακας διασποράς λευκού θορύβου. Η τάξη-p του μοντέλου εντοπίζεται στο ελάχιστο των παραπάνω
κριτηρίων.

Για να γίνει η καλύτερη δυνατή πρόβλεψη τάξης μοντέλου πρέπει να επιλέξουμε και το κατάλληλο
μοντέλο. Το μοντέλο AIC είναι ιδανικό όταν έχουμε ένα μικρό δείγμα (T < 16), ωστόσο μπορούμε να
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βελτιώσουμε την πρόβλεψη κατά AIC και σε μεγαλύτερα δείγματα έχοντας τις κατάλληλες συνθήκες
[Shibata, 1980]. Παρόλα αυτά, για μεγάλα δείγματα είναι προτιμότερη η επιλογή των κριτηρίων HQ ή
BSC και αυτό είναι απόρροια του ότι είναι πλήρη (consistent) κριτήρια, δηλαδή limT→∞ Pr(Pcor =
Psel) = 1 , το οποίο δεν ισχύει για το AIC.

Για την ανάλυση EEG σημάτων συνίσταται η χρήση του AIC κριτηρίου, διότι είναι πιο ξεκάθαρο ποια
είναι η κατάλληλη τάξη του μοντέλου. Επίσης, μπορούμε να πούμε εμπειρικά ότι η τάξη των EEG
είναι 1 < p < 30 και στο 80% των περιπτώσεων η προτεινόμενη τάξη είναι μικρότερη του 14. Τέλος,
επειδή πολλές φορές κανένα από τα κριτήρια δεν είναι σε θέση να μας δώσει μια σαφή εικόνα για το
ποια είναι η κατάλληλη τάξη του μοντέλου, μπορούμε να κάνουμε την ανάλυση των EEG σημάτων
με μη-παραμετρική μέθοδο [Dhamala, 2008], όπου ξεπερνάμε τα προβλήματα επιλογής παραμέτρων
του μοντέλου αλλά και η έχουμε καλύτερη εκτίμηση αυτών.

3.7 Απεικόνιση στον χώρο των συχνοτήτων

Tα υπό επεξεργασία σήματα (EEG) είναι δοσμένα στο χρονικό πεδίο και στην συνέχεια τα προσο-
μοιώνουμε με ένα μοντέλο, που στην περίπτωση μας είναι ΜAR μοντέλο. Μας ενδιαφέρει, όμως, να
κάνουμε μια ανάλυση του σήματος και στο χώρο των συχνοτήτων ώστε να εξάγουμε όσο πιο πολλές
πληροφορίες αφορούν το δίκτυο του εγκεφάλου (coherence, granger causality, PDC, DTF). Προφα-
νώς, η αλλαγή από το πεδίο του χρόνου στις συχνότητες θα πραγματοποιηθεί με ένα μετασχηματισμό
Fourier στο ΜΑR μοντέλο.

Χωρίς να χάσουμε καμιά πληροφορία από το μοντέλο μας, μπορούμε να το γράψουμε την (3.1) ως:

xt =
p∑
i=0

Aixt−i (3.27)

Με A0 = I και Ai = −Ai για i = 1, 2, . . . , p. Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Fourier στην παραπά-
νω σχέση παίρνουμε το μοντέλο στο χώρο των συχνοτήτων.

U(f) = A(f)X(f)

όπου A(f) =
p∑
t=0

A(t)e
−i2πtf

p

⇒ X(f) = A−1(f)U(f)⇒ X(f) = H(f)U(f)

(3.28)

όπου ο πίνακας H(f) ονομάζεται πίνακας μεταφοράς του συστήματος και U(f) είναι ο μετασχημα-
τισμός του πίνακα λευκού θορύβου. Όμως, το μέγεθος το οποίο θα μας απασχολήσει είναι πυκνότητα
συχνοτήτων, δηλαδή η ενέργεια του X(f), η οποία ορίζεται ως:

S(f) = |X(f)2| = H(f)U(f)U(f)∗H(f)∗ ⇒

⇒ S(f) = H(f)ΣΣΣ(f)H(f)∗
(3.29)

ΌπουΣΣΣ(f) είναι ο πίνακας διασποράς του λευκού θορύβου στο πεδίο των συχνοτήτων.

Η πυκνότητα συχνοτήτων χρησιμοποιείται για την ανάλυση EEG σήματος, καθώς και για την μελέτη
κάποιων ενδιαφερόντων μεγεθών, όπως είναι η αιτιότητα των επιμέρους EEG σημάτων, η ροή πληρο-
φοριών σε ένα νευρώνα, η αλληλοσυσχέτιση μεταξύ των νευρώνων, κ.α. Επίσης, από την πυκνότητα
συχνοτήτων μπορούμε να αναπτύξουμε την μη παραμετρική μέθοδο ανάλυσης σημάτων EEG, όπου
έχουμε καλύτερη εικόνα στην κατά Granger αιτιότητα.
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3.8 Μερική κατευθυνόμενη συνάφεια (Partial Directed Coherence)

Από την εξίσωση (3.29) η οποία έχει προκύψει από την παραμετρική πολυμεταβλητή μοντελοποί-
ηση των χρονοσειρών μπορούν να εξαχθούν μέτρα τα όποια υπολογίζεται η αιτιότητα μεταξύ των
εν λόγω χρονοσειρών. Γενικά μια χρονοσείρα xj(n) λέμε ότι αλληλεπιδρά με μια άλλη χρονοσειρά
xi(n), εάν πληροφορία από την χρονοσειρά xj(n) προσδίδει βελτίωση για την εκτίμηση της χρονο-
σειράς xi(n) [Granger, 1969]. Από τον παραπάνω ορισμό της αιτιότητας μεταξύ δυο χρονοσειρών
μπορεί να αναπαρασταθεί και για την μελέτη μεταξύ όλων των χρονοσειρών που αφορά ένα σύστη-
μα. Το πολυμεταβλητό μοντέλο που κατασκευάζεται από την θεωρία πολυδιάστατης παλινδρόμησης
έχει ως αποτέλεσμα του πίνακες της εξίσωσης (3.29) όπου μέσω του πίνακα μεταφοράς μπορούν να
υπολογιστούν Granger-αιτιότητες μεταξύ των χρονοσειρών. Κάνοντας κανονικοποίηση ως προς κάθε
στοιχείο του αντίστροφου πίνακα μεταφοράς A(f) το οποίο είναι συντελεστές του πολυμεταβλητού
αυτοπαλινδρομικού μοντέλου, προκύπτει δείκτης μερικής κατευθυνόμενης συνάφειας μεταξύ των xi
και xj ως [Baccala et al., 2001]:

PDCi→j(f) =
Ai,j√

aHj (f)aj(f)
(3.30)

όπου aj(f) είναι όλα τα στοιχεία του πίνακαA(f) της στήλης j, δηλαδή, aj(f) = [A1,j(f), A2,j(f), . . . AN,j(f)].
Όπου με την παραπάνω διατύπωση της αιτιότητας έχουν αφαιρεθεί οι μικτοί όροι έμμεσης Granger
αιτιότητας διότι δεν έχει συνυπολογιστεί για τον υπολογισμό της συνάφεια ο πίνακας διασποράς Σ.
Όρος που προσδίδει την έμμεση Granger αιτιότητας [Baccala et al., 2001]. Από την κανονικοποίηση
του πίνακα (f) προκύπτουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

0 ≤ |PDCi→j(f)|2 ≤ 1

και
N∑
i=1

|PDCi→j(f)|2 = 1

(3.31)

Η κανονικοποιήμενη συνθήκη PDC μας δείχνει την σχετική ισχύεις συσχέτισης μεταξύ της δομής
του σήματος j σχετικά με την δομή του σήματος i σε σύγκριση με όλες τις υπόλοιπες δομές των
συσχετισμένων σημάτων. Διαφορετικά, ο δείκτης PDC δείχνει την συσχέτιση μεταξύ των xi και xj
σε σχέση με όλες τις διασυνδέσεις που έχει η χρονοσειρά xi.

3.9 Μοντελοποίηση μη στάσιμων σημάτων

Τα EEG σήματα, όπως και κάθε είδος νευρικών σημάτων, είναι μη στάσιμες διαδικασίες, δηλαδή ο
μέσος και η διακύμανση τους είναι εξαρτημένα από τον χρόνο. Συνεπώς, τα συγκεκριμένα σήματα
δεν μπορούν να προσομοιωθούν με ένα γραμμικό αυτοπαλινδρομικό μοντέλο. Η διαδικασία που συ-
νίσταται για την προσομοίωση των EEG σημάτων είναι να μετατρέψουμε το μη στάσιμο σήμα σε
στάσιμο και όχι να χρησιμοποιήσουμε ένα μη γραμμικό αυτοπαλινδρομικό μοντέλο.

Τα περισσότερα μεγέθη (Granger causality, coherence) που μας ενδιαφέρουν στην ανάλυση νευρικών
σημάτων είναι εκφρασμένα στο πεδίο των συχνοτήτων, αλλά, επειδή χρειαζόμαστε και την πληρο-
φορία στο πεδίο του χρόνου, οι τρόποι μετατροπής είναι η παραθυροποίηση [Ding et al., 2000] και η
ανάλυση κατά Wavelet [Dhamala et al., 2008].

Κατά την παραθυροποίηση χωρίζουμε το μη στάσιμο σήμα σε μικρά παράθυρα έτσι ώστε να διατηρεί-
ται η στασιμότητα στα επιμέρους παράθυρα. Σε κάθε κομμάτι του σήματος κάνουμε και την ανάλογη
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ανάλυση των στάσιμων σημάτων αφού πρώτα γίνει έλεγχος της στασιμότητας με το κριτήριο που
αναφέραμε στην αρχή του κεφαλαίου. Επίσης, για να βεβαιωθούμε ότι το διαιρούμενο σήμα είναι
στάσιμο, βρίσκουμε τον συνολικό μέσο των καναλιών και τον διαιρούμε με την αντίστοιχη συνολική
απόκλιση. Έτσι, βελτιώνουμε σημαντικά την τοπική στασιμότητα των δεδομένων [Ding et al., 2000].
Τέλος, επειδή μας ενδιαφέρει η μελέτη του σήματος να γίνει και στο χρονικό πεδίο αυξάνουμε την
αλληλοεπικάλυψη των παραθύρων με αποτέλεσμα να έχουμε μια τελική ανάλυση του σήματος στα
πεδία του χρόνου και των συχνοτήτων.
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Κεφάλαιο 4

Θεωρία Πληροφορίας

4.1 Θεωρία πληροφορίας και νευροεπιστήμες

Η θεωρία πληροφορίας είναι ένας κλάδος της πληροφορικής που ασχολείται με την ποσοτικοποιήση
της πληροφορίας. Αναπτύχθηκε από τον Claude Shannon και αναφέρθηκε σε αυτήν στο επιστημονικό
άρθρο του με τίτλο “The Mathematical Theory of Communication” [Shannon, 1949]. Με την θεω-
ρία πληροφορίας μπορούμε να μετρήσουμε την πληροφορία που πηγάζει από ένα φυσικό σύστημα
και την μετάδοση αυτής σε κάποιο άλλο σύστημα. Ως ποσότητα της πληροφορίας ορίζεται το μέτρο
της αβεβαιότητας να συμβεί ένα γεγονός από ένα δεδομένο σύστημα. Συγκεκριμένα, η διαφορά των
μετρήσεων αβεβαιότητας μεταξύ δύο χρονικών στιγμών ενός συστήματος ορίζει την ποσότητα της
πληροφορίας που μας δίνει αυτή η μέτρηση. Ο Shannon προσέγγισε ως μέτρο αβεβαιότητας την έν-
νοια της εντροπίας, χαρακτηριστικό μέγεθος της Θερμοδυναμικής η οποία θα αναλυθεί εκτενέστερα
στην παρακάτω ενότητα [Baddeley et al., 2000].

Μια από τις προκλήσεις που καλείται να λύσει ο κλάδος της νευροεπιστήμης είναι η αναγνώριση
και ανίχνευση εγκεφαλικών αλληλεπιδράσεων μεταξύ νευρώνων που βρίσκονται σε διαφορετικές ε-
γκεφαλικές περιοχές. Ο πιο κοινός τρόπος παροχής πληροφοριών ενός νευροφυσιολογικού συστήμα-
τος είναι η μελέτη των χαρακτηριστικών των καταγεγραμμένων σημάτων από τον εγκεφαλικό φλοιό
(ηλεκρτοεγκεφαλογραφήματα και μαγνητοεγκεφαλογραφήματα) χρησιμοποιώντας τεχνικές από την
ανάλυση χρονοσειρών [Galka, 2000]. Για την μελέτη των νευροφυσιολογικών σημάτων γίνεται εί-
τε μονομεταβλητή είτε πολυμεταβλητή ανάλυση των χρονοσειρών που η κάθε μια έχει διαφορετική
σημασία και σκοπό. Η εκάστοτε, όμως, ανάλυση έχει σημαντικό κοινό σημείο ότι πραγματοποιείται
χρησιμοποιώντας γραμμικές μεθόδους τόσο στο χρονικό όσο και στο συχνοτικό πεδίο [Bendat and
Pierson, 2000]. Αυτές οι μέθοδοι δεν μπορούν να δώσουν καμία πληροφορία γύρω από την μη γραμμι-
κότητα των εγκεφαλικών σημάτων. Παρόλα αυτά, έχουν πραγματοποιηθεί και αναπτυχθεί αναλύσεις
μονομεταβλητών μη γραμμικών χρονοσειρών πάνω σε νευροφυσιολογικά δεδομένα [Elbert et al.,
1994; Faure and Korn, 2001; Galka, 2000; Segundo et al., 2001; Stam, 2005]. Επίσης, τα τελευταί-
α χρόνια έχουν αναπτυχθεί τεχνικές ανάλυσης μη γραμμικών χρονοσειρών βασισμένες στην θεωρία
πληροφορίας [Kraskov et al., 2004; Schreiber, 2000; Fredor, 2014]. Οι μέθοδοι που είναι βασισμένες
πάνω στην θεωρία πληροφορίας είναι αρκετά χρήσιμες στην νευροφυσιολογία διότι έχουν την ικανό-
τητα ανίχνευσης μη γραμμικών αλληλεπιδράσεων μεταξύ νευρώνων, το οποίο είναι αδύνατο με την
εφαρμογή γραμμικών τεχνικών. Παρόλα αυτά, η εφαρμογή των μη γραμμικών μεθόδων σε νευρο-
φυσιολογικά σήματα δεν είναι μια εύκολη υπόθεση διότι τα σήματα έχουν υψηλό δείκτη θορύβου,
είναι μη στάσιμα και είναι πεπερασμένου μήκους και τα εργαλεία από την θεωρία πληροφορίας είναι
ευαίσθητα στους εν λόγω παράγοντες για την ανίχνευση μη γραμμικών αλληλεπιδράσεων [Pereda et
al., 2005].

Αρκετές μέθοδοι έχουν παρουσιαστεί κατά καιρούς [Blinowska et al., 1991; Baccala et al., 2001;
Stam et al., 2002] για την ανίχνευση γραμμικών και μη αλληλεπιδράσεων ενός νευροφυσιολογικού
συστήματος, άλλα όλες έχουν ως κοινή ρίζα τον εντοπισμό της πληροφορίας η οποία μεταδίδεται
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μεταξύ των χρονοσειρών. Η μετάδοση πληροφορίας μεταξύ των νευροφυσιολογικών σημάτων θα ε-
ντοπιστεί και θα μελετηθεί άμεσα από τον χώρο της θεωρίας πληροφορίας χρησιμοποιώντας εργαλεία
και μεθόδους που έχουν αναπτυχθεί στον εν λόγω επιστημονικό κλάδο.

4.2 Εντροπία

Ένα χαρακτηριστικό μέγεθος της θεωρίας πληροφορίας είναι το μέτρο της εντροπίας με το οποίο
μετράται η ποσότητα της αβεβαιότητας να συμβεί ένα γεγονός, δηλαδή η εντροπία είναι αντιστρόφως
ανάλογη με την πιθανότητα να συμβεί ένα γεγονός. Για παράδειγμα, αν υποθέσουμε ότι έχουμε δύο
τυχαία γεγονότα xi, i = 1, 2 όπου το κάθε ένα συνδέεται με μια πιθανότητα pi. Στο πρώτο πείραμα,
οι δυο πιθανότητες είναι p1 = 0.5, p2 = 0.5 ενώ στο δεύτερο είναι p1 = 0.01, p2 = 0.99. Φαίνεται
καθαρά ότι το αποτέλεσμα του πρώτου πειράματος είναι λιγότερο προβλέψιμο και κατά συνέπεια
περισσότερο αβέβαιο από το αποτέλεσμα του δευτέρου. Μπορούμε να πούμε ότι η αβεβαιότητα Hi

ενός αποτελέσματος xi γράφεται ως:

Hi ∝
1

pi
(4.1)

Είναι επιθυμητό η αβεβαιότητα να κυμαίνεται στο πεδίο τιμών [0,∞] όπου το αντίστοιχο πεδίο ορι-
σμού των πιθανοτήτων είναι [0,∞], όποτε ξαναγράφεται η εξίσωση (4.1) ως εξής:

Hi ∝ log
1

pi
(4.2)

Αν υπολογίσουμε την μέση αβεβαιότητα που συσχετίζεται με το πείραμα το οποίο έχειM αποτελέ-
σματα προκύπτει η εντροπία του πειράματος η οποία γράφεται ως:

H = −
M∑
i=1

pi log pi (4.3)

Όπου η βάση του λογαρίθμου ορίζεται ανάλογα με τις μονάδες μέτρησης των τιμών. Συνήθως στην
εξίσωση (4.3) χρησιμοποιείται ο λογάριθμος με βάση το 2 όπου η εντροπία έχει μονάδα μέτρησης τα
bits. Αξίζει να αναφερθεί ότι ο Shannon υιοθέτησε τον όρο εντροπία από τον ορισμό που είχε δώσει
Von Neumann για το αντίστοιχο θερμοδυναμικό μέγεθος το όποιο έχει τον ίδιο φορμαλισμό με την
εξίσωση (4.3).

Η εκτίμηση της εντροπίας πραγματοποιείται υπολογίζοντας την πιθανότητα pi = ni/N όπου ni είναι
ο αριθμός των τυχαίων συμβάντων xi καιN ο συνολικός αριθμός του δείγματος. Παρόλα αυτά, αν η
εκτίμηση της εντροπίας υπολογίζεται άμεσα την πιθανότητα καθιστά το μέγεθος ευάλωτο στο θόρυβο.
Για την βελτίωση την εκτίμησης της εντροπίας εισάχθηκε ένας όρος διόρθωσης στην εξίσωση (4.3),
ο οποίος συγκλίνει ασυμπτωτικά στο 1/ η οποία ορίζεται ως [Grassberger, 1988]:

H ≈
∑
i

ni
N

(logN − ψ(ni)) (4.4)

με Ψ(x) = d logΓ(x)
dx ≈ logx− 1/2x για αρκετά μεγάλο x. Η εξίσωση (4.4) είναι αρκετά σημαντική

για την ανάπτυξη μεθόδων που βασίζονται στην θεωρία πληροφορίας διότι είναι αρκετά ανθεκτική
(robust) στον θόρυβο των νευροφυσιολογικών σημάτων.
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4.3 Αμοιβαία πληροφορία (Mutual Information)

Υπάρχουν αρκετοί δείκτες που μετράνε την ανεξαρτησία μεταξύ δύο τυχαίων μεταβλητών η αμοι-
βαία πληροφορία [ΑΠ], κυρίως, βασίζεται στην θεωρία πληροφορίας [Cover and Thomas, 1991].
Σε αντίθεση, με τους δείκτες της γραμμικής αυτοσυσχέτισης, οι οποίοι επίσης είναι ευαίσθητοι για
τον εντοπισμό εξαρτήσεων, η ΑΠ δεν εκφράζεται από στατικά μεγέθη όπως αυτό της συνδιακύμαν-
σης (covariance). Ο υπολογισμός της ΑΠ δεν είναι πάντα μια εύκολη διαδικασία για σήματα που
έχουν υψηλό δείκτη θορύβου. Αν υποθέσουμε ότι έχουμε ένα σύνολο N διμεταβλητών μετρήσεων,
zi = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N και υποθέτοντας ότι είναι από ανεξάρτητες ταυτοτικές κατανομές,
τότε έχουμε ένα σύνολο τυχαίων μεταβλητών Z = (X,Y ) με πυκνότητα µ(x, y). Ο πιο απλός και
γενικότερος τρόπος προσέγγισης της ΑΠ είναι η διαμέριση των μεταβλητών X και Y σε παράθυρα
πεπερασμένου μήκους, όπου η ΑΠ γράφεται ως:

I(X,Y ) ≈ Ibinned(X,Y ) ≡
∑
i,j

p(i, j) log
p(i, j)

px(i)py(j)
(4.5)

όπου px(i) =
∫
i dxµx(x), py(i) =

∫
i dyµy(y) και p(i, j) =

∫
j

∫
i dxdyµ(x, y) και όπου

∫
i σημαίνει

ολοκλήρωση πάνω στα παράθυρα i. Η προσέγγιση Ibinned υπολογίζεται μετρώντας των αριθμό των
σημείων σε κάθε ένα παράθυρο. Αν nx(i) και ny(j) είναι ο αριθμός των σημείων που αντιστοιχεί στο
i παράθυρο της μεταβλητήςX και αντίστοιχα του j παραθύρου για την μεταβλητή Y και n(i, j) είναι
ο αριθμός των κοινών σημείων του i και j παραθύρων, τότε υπολογίζονται προσεγγιστικά οι όροι της
εξίσωσης (4.5) px(i) ≈ nx(i)/N, py(j) ≈ ny(j)/N και p(i, j) ≈ n(i, j)/N .

Το μέγεθος του παραθύρου που χρησιμοποιείται στην εξίσωση (4.5) δεν χρειάζεται να είναι σταθε-
ρού μήκους. Μέθοδοι βελτιστοποίησης [Delbellay and Vajda, 1999] έχουν χρησιμοποιηθεί για την
εκτίμηση του μεγέθους αναπροσαρμοστικών παραθύρων ώστε να υπάρχει ίσος αριθμός των n(i, j)
για κάθε ζευγάρι (i, j) έχοντας μη μηδενικές μετρήσεις. Παρόλο που ο υπολογισμός της ΑΠ με ανα-
προσαρμοστικά παράθυρα είναι καλύτερος από ότι με σταθερού μήκους παράθυρα, στον υπολογισμό
της ΑΠ προστίθεται ένα συστηματικό σφάλμα [Kraskov et al., 2005]. Για την ελαχιστοποίηση του
σφάλματος για τον υπολογισμό των nx(i) , ny(j) και n(i, j) χρησιμοποιείται ως διόρθωση μια ασυμ-
πτωτική σειρά η οποία συγκλίνει για πεπερασμένο αριθμό δείγματος N , όπως προαναφερθήκε και
στην εξίσωση (4.4).

Επίσης, θα μπορούσε ο υπολογισμός της ΑΠ να γίνει από την εύρεση των εντροπιών για κάθε μετα-
βλητή X ,Y και από την από κοινού εντροπία των δυο μεταβλητών. Χρησιμοποιώντας την εξίσωση
(4.5) και (4.3) καταλήγουμε στην εξής έκφραση της ΑΠ:

I(X,Y ) =
∑
i,j

p(i, j) log
p(i, j)

px(i)py(j)

=
∑
i,j

p(i, j) (log p(i, j)− log(pxipyj)) =

=
∑
i,j

p(i, j) (log p(i, j)− log pxi log pyj)) =

=
∑
i,j

p(i, j) log p(i, j))−
∑
i

px(i) log px(i)−
∑
j

py(j) log py(j) =

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y )

(4.6)

Όπου H(X,Y ) είναι η από κοινού εντροπία των δυο μεταβλητών X ,Y . Από την εξίσωση (4.6)
φαίνεται ότι αν οι μεταβλητέςX ,Y είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, η από κοινού εντροπία γράφεται
ως: H(X,Y ) = H(X) + H(Y ) και το αποτέλεσμα της ΑΠ είναι μηδέν. Βέβαια, το παραπάνω
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συμπέρασμα φαίνεται και από την εξίσωση (4.5) όπου αν η από κοινού κατανομή είναι p(i, j) =
px(i)py(j) τότε και ο λογάριθμος της εξίσωσης μηδενίζεται, που σημαίνει ότι και οι δυο μεταβλητές
που μετράμε είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους.

Η εκτίμηση των επιμέρους εντροπιών της εξίσωσης (4.6) μπορεί να πραγματοποιηθεί με την μέθοδο
των κ-κοντινότερων γειτόνων [Kraskov, 2005]. Η εκτίμηση της εντροπίας μιας μεταβλητήςX μπορεί
να εκφραστεί ως συνάρτηση των διγάμμα συναρτήσεων ψ(xi) και την Ευκλείδειας απόστασης των
σημείων ϵ(i) με τους κοντινότερους κ-γείτονες ως [Kraskov, 2005]:

Ĥ(X) = ψ(k)− ψ(N)− log cd −
d

N

∑
i=1

N log ϵ(i) (4.7)

όπου d είναι η διάσταση της μεταβλητής και cd είναι ο όγκος της d-διαστατής μοναδιαίας σφαίρας.
Η μέγιστη μοναδιαία νόρμα του cp = 1 όταν Ευκλείδεια νόρμα είναι cp = πd/2/Γ(1 + d/2)/2d.
Αν θεωρήσουμε την από κοινού τυχαία μεταβλητή Z = (X,Y ) με μέγιστη νόρμα, υπολογίσουμε τις
αποστάσεις του σημείου zi με τα υπόλοιπα σημεία του συνόλου ϵ(i) και βρούμε του κ-κοντινότερους
γείτονες παρόμοια με την εξίσωση (4.7), η από κοινού εντροπία των μεταβλητών (X,Y ) γράφεται
ως [Kraskov, 2005]:

Ĥ(X,Y ) = ψ(k)− ψ(N)− log(cdXcdY ) +
dX + dY

N

∑
i=1

N log ϵ(i) (4.8)

Αν τώρα προστεθούν οι εξισώσεις (4.7) και (4.8) σύμφωνα με την (4.6) γίνεται ο προσεγγιστικός
υπολογισμός της ΑΠ. Αν όμως υπολογιστεί άμεσα η (4.7) με τον αριθμό των γειτόνων k να παρα-
μένει σταθερός, τότε θα έχει ως αποτέλεσμα να χρησιμοποιείται διαφορετική κλίμακα αποστάσεων
στους από κοινού και περιθωριακούς χώρους. Για σταθερό k οι αποστάσεις του κ-ου γείτονα στον από
κοινού χώρο είναι μεγαλύτερες από τις αποστάσεις των γειτόνων του περιθωριακού χώρου. Ως αποτέ-
λεσμα να υπάρχει μεροληψία των εκτιμήσεων των μοναδιάστατων H(X), H(Y ) και δισδιάστατων
H(X,Y ) εντροπιών.

Ο αμερόληπτος υπολογισμός της εντροπίας της εξίσωσης (4.7) θα πραγματοποιηθεί υπολογίζοντας
την για κάθε τιμή των κ-γειτόνων. Σύμφωνα, από το σχήμα 4.1 ο κ-ος γείτονας του xi είναι αυτός
που βρίσκεται στην οριζόντια πλευρά του τετραγώνου ϵ(i). Εάν υπάρχουν nx(i) σημεία μέσα στην
οριζόντια γραμμή x = x± ϵ(i)/2, τότε ϵ/2 είναι η απόσταση από το nx(i) + 1-το γείτονα του xi και
η σχέση (4.7) γράφεται για κάθε κ-γείτονα ως:

Ĥ(X) =
1

n

N∑
i=1

ψ(nx(i) + 1)− ψ(N)− log cd −
d

N

∑
i=1

N log ϵ(i) (4.9)

Αντίστοιχα, το ίδιο ισχύει και για την διεύθυνση y. Αν τώρα αντικαταστήσουμε τις εξισώσεις (4.8) και
(4.9) στην (4.6) παίρνουμε την σχέση της προσέγγισης της ΑΠ με την μέθοδο των κ-κοντινότερων
γειτόνων ως:

I(X,Y ) = ψ(k)− 1

N

N∑
i=1

(ψ(nx + 1) + ψ(ny + 1)) + ψ(N) (4.10)

Για τον υπολογισμό της ΑΠ με την μέθοδο των κ-κοντινότερων γειτόνων, αρχικά χρησιμοποιούμε
την μέγιστη νόρμα του συνόλου Z = (X,Y ) που έχει ως:

||z − z’|| = max{||x− x’||, ||y − y’||} (4.11)
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ε(i)

ε(i)i

x

y

Σχήμα 4.1: Ορισμός του ϵ, nx και ny για την εκτίμηση της (4.10), για k = 1 για κάποιο i. Σε αυτό το
παράδειγμα, nx = 5 και ny = 3

Όπου ||x − x’||, ||y − y’|| μπορεί να χρησιμοποιηθεί οποιαδήποτε νόρμα. Αν υποθέσουμε ότι ϵx/2
και ϵy/2 είναι οι αποστάσεις των κ-κοντινότερων γειτόνων για κάθε διάσταση αντίστοιχα, τότε ο-
ρίζεται ως ϵ/2 η απόσταση του κοντινότερου γείτονα από το σημείο zi όπου υπολογίζεται από το
ϵ = max(ϵx, ϵy). Στην συνέχεια μετριέται ο αριθμός των σημείων nx(i) όπου η απόσταση του ση-
μείου xj από το σημείο xi είναι αυστηρά μικρότερη από την απόσταση ϵ/2, αντίστοιχη διαδικασία
ακολουθείται και για τον υπολογισμό του των σημείων στην διάσταση . Η παραπάνω διαδικασία φαί-
νεται και από το σχήμα 4.1. Να σημειωθεί ότι η μεταβλητή ϵ(i) είναι τυχαία μεταβλητή που σημαίνει
ότι τα nx και ny δεν παραμένουν σταθερά για κάθε σημείο.

Επίσης μπορεί να γενικευτεί ο υπολογισμός της ΑΠ όπου η εξίσωση (4.6) γράφεται για υψηλότερες
διαστάσεις ως:

I(X,X2, . . . , Xn) = H(X) + (X2) + . . . ,+H(Xn)− (X1, X2, . . . , Xn). (4.12)

Αντίστοιχα με το ίδιο τρόπο προκύπτει η έκφραση της παραπάνω εξίσωσης με αυτή της (4.11) όπου
γράφεται υπολογίζοντας τον αριθμό των κ-κοντινότερων γειτόνων για κάθε μία διάσταση, όποτε η
εξίσωση (4.12) γράφεται ως:

I(X,X2, . . . , Xn) = ψ(k) + (n− 1)ψ(N)− 1

N

N∑
i=1

(ψ(nx1) + ψ(nx2) + · · ·+ ψ(nxn)) (4.13)

Για την μελέτη της εκτίμησης ΑΠ (4.10) πραγματοποιήθηκε σύγκριση με την αναλυτική λύση της
ΑΠ για κανονική κατανομή. Αν δυο μεταβλητέςX και Y είναι από κανονικές κατανομές με μηδενικό
μέσο και μοναδιαία διακύμανση, και με r η τιμή της αυτοδιακύμανσης. Ορίζεται ο αναλυτικός τύπος
της ΑΠ ως [Darbellay and Vajda, 1999]:

IGauss(X,Y ) = −1

2
log(1− r2) (4.14)

Στο σχήμα 4.2 φαίνονται η διαφορά μεταξύ της εκτίμησης ΑΠ (4.10) με τη ακριβής λύση (4.14),
I(X,Y )−Igauss(X,Y ), για ένα σύνολο τιμών της αυτοδιακύμανσης r, συναρτήσει του αριθμού των
σημείων των μεταβλητών.
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Σχήμα 4.2: Εκτίμηση του I(X,Y )− Iexact(X,Y ) για κανονικές μεταβλητές, μοναδιαίας διακύμαν-
σης και για τιμές της αυτοδιακύμανσης r = 0.1, 0.3, 0.6, 0.9, συναρτήσει των αριθμών
των μεταβλητών για k = 1.

Ένα φανερό χαρακτηριστικό του σχήματος 4.2 είναι ότι για οποιαδήποτε τιμή της αυτοδιακύμαν-
σης r για μεγάλο αριθμό σημείων N → ∞ το σφάλμα εκτιμάται κοντά στο μηδέν, I(X,Y ) −
Igauss(X,Y ) → 0. Επίσης φαίνεται ότι όσο αυξάνεται η σύζευξη των μεταβλητών αυξάνεται και
το σφάλμα εκτίμησης της ΑΠ για μικρό αριθμό σημείων.
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Σχήμα 4.3: Εκτίμησης της ΑΠ για συζευγμένες κανονικές μεταβλητές με μοναδιαία διακύμανση και
τιμή της αυτοδιακύμανση r = 0.9, συναρτήσει του k/N όπου αριθμό των σημείων N
ορίστηκε ωςN = 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000, 10000. Η διακεκομμένη γραμμή είναι
η ακριβής τιμή της ΑΠ, I(X,Y ) = 0.8303.

Στο σχήμα 4.3 έγινε σύγκριση των τιμών της I(X,Y ) για κανονικές μεταβλητές για διαφορετικό
αριθμών σημείων N και για τιμή της αυτοδιακύμανσης r = 0.9. Από την εικόνα 4.3 φαίνεται ότι ο
αριθμός των γειτόνων που επιλέγεται για την εκτίμηση της ΑΠ είναι ανάλογος με των αριθμό των
σημείων ∝ N των μεταβλητών που σημαίνει ότι εκτίμηση της ΑΠ εξαρτάται μόνο από το κλάσμα
k/N .
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4.4 Μερική αμοιβαία πληροφορία (Partial Mutual Information)

Στην πραγματικότητα ο δείκτης που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε για την ανάλυση νευροφυσιο-
λογικών σημάτων είναι αυτός όπου καθιστά δυνατό την ανίχνευση έμμεσων αιτιοτήτων μεταξύ τριών
ή περισσοτέρων συστημάτων. Έμμεση αιτιότητα έχουμε όταν δύο από τα τρία συστήματα προκαλού-
νται μεταξύ τους και στη συνέχεια δημιουργείται μια επιπλέον σύνδεση μεταξύ δυο συστημάτων.
Όπως φαίνεται από το σχήμα 4.4 αν το Σ3 → Σ1 και Σ1 → Σ2 τότε δημιουργείται η έμμεση αι-
τιότητα μεταξύ των συστημάτων Σ1 → Σ3. Υπολογίζοντας την ΑΠ δεν μπορούμε να αποφύγουμε
την ανίχνευση και των έμμεσων αιτιοτήτων άλλα επίσης ΑΠ δεν προσδίδει καμία πληροφορία της
κατεύθυνσης των συνδέσεων μεταξύ των συστημάτων, I(X,Y ) = I(Y,X). Για τον εντοπισμό των
έμμεσων συνδέσεων ορίστηκε το μέγεθος της Μερικής Αμοιβαίας Πληροφορίας [ΜΑΠ] [Hamming,
1986]. Αν θεωρήσουμε μια τρίτη μεταβλητή Z που παίρνει μέρος κατά την μέτρηση της ΑΠ I(X,Y )
τότε ορίζεται η μερική αμοιβαία πληροφόρηση ως:

Σ1 Σ2

Σ3

Σχήμα 4.4: Τρία συζευγμένα συστήματα Σ1,Σ2 και Σ3, όπου τα συνεχής βέλη αφορούν άμεσες συ-
ζεύξεις και το διακεκομμένο την έμμεση σύζευξη

I(X,Y |Z) = H(X,Y ) +H(Y, Z)−H(Z)−H(X,Y, Z) (4.15)

Η παραπάνω εξίσωση γράφεται αν θεωρήσουμε την από κοινού πιθανότητα pxyz των (X,Y, Z) και
τις αντίστοιχες περιθωριακές πιθανότητες pxż =

∑
y pxyz , pẏz =

∑
x pxyz και ṗ̇z =

∑
xy pxyzόπου

η εξίσωση (4.15) γράφεται:

I(X,Y |Z) =
∑
xyz

pxyz log
pxyz ṗ̇z
pxżpẏz

(4.16)

Η ΜΑΠ είναι συμμετρικός δείκτης κάτω από την ίδια συνθήκη Z δηλαδή I(X,Y |Z) = I(Y,X|Z).
Επίσης έχουμε ότι 0 ≤ I(X,Y |Z) όπου συμβαίνει να είναι μηδέν όταν και μόνο όταν το X και Y
είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους υπό την συνθήκη Z.

Η εκτίμηση της ΜΑΠ μπορεί να γίνει με την μέτρηση σημείων παραθύρου ώστε να υπολογιστούν
οι από κοινού και περιθωριακές πιθανότητες. Παρόλο αυτά, επειδή οι από κοινού κατανομές είναι
υψηλών διαστάσεων καθιστά την μεθοδολογία αυτή πάρα πολύ αργή. Για την μείωση του υπολογι-
στικού κόστους εκτιμάται η ΜΑΠ με την μέθοδο των κ-κοντινότερων γειτόνων όπως είχε γίνει και
στην προηγούμενη παράγραφο για τον δείκτη ΑΠ [Frenzel and Pompe, 2007].

Η εκτίμηση MΑΠ με την μέθοδο των κ-κοντινότερων γειτόνων γίνεται με παρόμοιο τρόπο όπως είχε
προτείνει ο [Kraskov, 2005] για την ΑΠ. Αν θεωρήσουμε ένα διάνυσμα ui ≡ (xiyi, zi) όπου xi, yi
και zi είναι τρεις χρονοσειρές με i = 1, 2, . . . , N και k είναι ο αριθμός των γειτόνων με 1 ≤ k ≪ N .
Υπολογίζουμε με την μοναδιαία μέγιστη νόρμα του U = (X,Y, Z) που έχει ως:
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||u− u’|| = max{||x− x’||, ||y − y’||, ||z − z’||} (4.17)

Όπου ορίζεται οι μέγιστες αποστάσεις μεταξύ των τριών χρονοσειρών ϵ(i). Αν τώρα θεωρήσουμε
το περιθωριακό διάνυσμα wi ≡ (xi, zi) , i = 1, 2, . . . , N και υπολογίσουμε τον αριθμό για κάθε
i των αριθμό των σημείων Nx,z όπου είναι αυστηρά μικρότεροι από την απόσταση ϵ(i) αντίστοιχα
υπολογίζεται τα Ny,z καιNz χρησιμοποιώντας ως περιθωριακά διανύσματα τα (yt, zt) και zt. Όποτε
σύμφωνα με τα παραπάνω η ΜΑΠ εκτιμάται ως:

I(X,Y |Z) = 1

N

T∑
t=1

(
hNxy(t)

+ hNyz(t)
− hNz(t)

)
− hNk−1

(4.18)

Όπου hN = −
∑N

n=1 n
−1 είναι γεωμετρική σειρά. Αν μηδενιστεί η συνθήκη Z, δηλαδή Z = ∅ τότε

έχουμε ότι Nxz = Nz και Nyz = Ny όποτε καταλήγουμε από την εξίσωση (4.18) στην (4.10).

4.5 Εντροπία μεταφοράς (Transfer Entropy)

Όπως αναφέραμε προηγούμενος, με τον υπολογισμό της ΑΠ γίνεται ο εντοπισμός της πληροφορίας
που ανταλλάζεται μεταξύ δυο συστημάτων. Δυστυχώς, η ΑΠ δεν παρέχει καμία πληροφορία για τη
δυναμική αλλά και την κατεύθυνση της. Ο δυναμικός χαρακτήρας στην εντροπία έχει γίνει μελετώ-
ντας της χρονοσειρές για διαφορετικές χρονοκαθυστερήσεις όπου γίνεται η εισαγωγή της εντροπίας
μεταφοράς [ΕΜ] στην θεωρία πληροφορίας [Schreiber, 2000].

Μπορούμε να ενσωματώσουμε την δυναμική δομή στην ΑΠ μελετώντας την πιθανότητα μετάβασης
μεταξύ δυο χρονικών σημείων. Θεωρούμε ένα σύστημα το οποίο μπορεί να προσεγγιστεί με μια στά-
σιμηΜαρκοβιανή διαδικασία τάξης κ, που σημαίνει ότι η υπό συνθήκη πιθανότητα να βρεθείX σε μια
κατάστασηXn+1 την χρονική στιγμήn+1 είναιP (Xn+1|Xn, . . . , Xn−k+1) = P (Xn+1|Xn, . . . , Xn−k),
όπου k είναι η διάσταση του διανύσματος χρονοκαθυστερημένης εμβάθυνσης (delay embedding
vector).

Ο μέσος αριθμός των bits που χρειάζεται για την αποκωδικοποίηση μια κατάστασης ενός συστήματος
εάν είναι γνωστές οι προηγούμενες καταστάσεις δίνει το ρυθμό εντροπίας [Schreiber, 2000]:

hX = −
∑

p(Xn+1, X
k
n) log

(
p(Xn+1|X(k)

n )
)

(4.19)

όπου p(Xn+1|X(k)
n ) = Xn+1

X
(k)
n

και X(k)
n = (Xn, . . . , Xn−k+1). Η εξίσωση (4.19) δεν είναι τίποτα

παρά μόνο η διαφορά της Shannon εντροπίας για μεταξύ των χρονοσειρών k + 1 και k διαστάσεων
η οποία επίσης γράφεται: hX = HXk+1 −HXk .

Ο ρυθμός αμοιβαίας πληροφορίας είναι η γενίκευση του ρυθμού εντροπίας hX δυο διαδικασιών
(X,Y ) όπου θα υπολογιστεί μετρώντας την απόκλιση της ΑΠ μεταξύ των χρονοσειρών k + 1 και k
διαστάσεων. Κάνοντας την αντιστοίχιση με την εξίσωση (4.5) ο ρυθμός ΑΠ ή εντροπία μεταφοράς
ορίζεται ως:

TY→X =
∑

p
(
Xn+1, X

(k)
n , Y (j)

n

)
log

p(Xn+1|X(k)
n ), Y

(j)
n

p(Xn+1|X(k)
n )

(4.20)

Η επιλογή των διαστάσεων j συνηθίζεται να είναι είτε j = k ή j = 1. Η εντροπία μεταφοράς TY→X

είναι μη συμμετρικός δείκτης που δείχνει την άμεση εξάρτηση μεταξύ των δυο μεταβλητών (X,Y ).
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Για την εκτίμηση της ΕΜ, αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η διάσταση του διανύσματος χρονοκαθυστε-
ρημένης εμβάθυνσης, συγκεκριμένα χρησιμοποιείται το θεώρημα Takens [Takens, 1981] όπου γίνεται
αναπαράσταση μιας χρονοσειράς σε τροχαίες σταθερή κατάστασης με την υψηλότερη δυνατή διάστα-
ση. Το διάνυσμα σταθερής κατάστασης που χρησιμοποιείται για την δυναμική μελέτη της εντροπίας
γράφεται ως:

Xd
t = (x(t), x(t− 2τ), x(t− 2τ), · · · , x(t− (d− 1)τ))) (4.21)

Ο προσδιορισμός των παραμέτρων τ και d έχει σημαντική επίδραση για την εκτίμηση της ΕΜ. Για
παράδειγμα, χαμηλή διάσταση d, το διάστημα των σταθερών καταστάσεων να είναι ανεπαρκής, ως
αποτέλεσμα την αλλοίωση της μέτρησης της ΕΜ, ενώ για πολύ υψηλό d η εκτίμηση της ΕΜ έχει μι-
κρότερη ακρίβεια και σημαντικό υπολογιστικό κόστος κατά τον υπολογισμό της. Υπάρχουν αρκετοί
τρόποι για την εκτίμηση των παραμέτρων, ο πιο δημοφιλής, για τον υπολογισμό της χρονοκαθυστέρη-
σης τ είναι μέσω της εκτίμησης αυτοσυσχέτισης και στο χρονικό σημείο όπου εντοπίζεται το πρώτο
ελάχιστο ή μηδενική τιμή αντιστοιχεί η παράμετρος τ . Η εκτίμηση της διάστασης του σταθερού χώρου
d γίνεται είτε με την εφαρμογή του Cao κριτηρίου το οποίο βασίζεται στον εντοπισμό λανθασμένων
γειτόνων [Cao, 1997] είτε εναλλακτικά για μη ντετερμινιστικές χρονοσειρές το κριτήριο Ragwitz το
οποίο βασίζεται στην ελαχιστοποίηση σφάλματος πρόβλεψης των χρονοσειρών [Ragwitz and Kantz,
2002].

Αφού έχουν βρεθεί οι παράμετροι όπου οι χρονοσειρές βρίσκονται σε σταθερό πεδίο υπολογίζεται η
ΕΜ μεταξύ τους, γράφοντας την εξίσωση (4.20) συναρτήσει των Shannon εντροπιών ως:

TY→X = H(xdxt , y
dy
t )−H(xt+u, x

dx
t , y

dy
t ) +H(xt+u, x

dx
t )−H(xdxt ) (4.22)

όπου u είναι ο χρόνος πρόβλεψης, dx και dy είναι οι διαστάσεις εμβάθυνσης για την κάθε χρονο-
σειρά αντίστοιχα. Η εκτίμηση των επί κοινού και περιθωριακών πιθανοτήτων της εξίσωσης (4.22)
γίνεται με την είτε εφαρμογή σταθερών ή αναπροσμαρμοστικών παραθύρων είτε με την μέθοδο των
k-κοντινότερων γειτόνων όπως έγινε και για την εκτίμηση της ΑΠ προηγουμένως. Η εξίσωση (4.22)
γράφεται συναρτήσει των κοντινότερων γειτόνων ως [Gomez and Herrero, 2010].

TY→X = ψ(k) +
1

N

∑(
ψ(ndxxt )− ψ(n

dx
xt+u

+ 1)− ψ(ndxxt y
dy
t )
)
t (4.23)

όπου ψ είναι η διγάμμα συνάρτηση και k είναι ο κοντινότερος γείτονας μεταξύ των διανυσμάτων
χρονοκαθυστερημένης εμβάθυνσης. Είναι προτιμότερο ο υπολογισμός της ΕΜ να γίνει με την μέθοδο
των k-κοντινότερων γειτόνων διότι η τεχνική αυτή προσδίδει ομαλές πιθανότητες κατανομών από την
κατανομή των αποστάσεων του κάθε σημείου με τους κοντινότερους γείτονες.

Επίσης σημαντικό μέγεθος για την ανίχνευση των αλληλεπιδράσεων μεταξύ νευροφυσιολογικών ση-
μάτων είναι η μερική εντροπία μεταφοράς [partial transfer entropy], που δείχνει την κατεύθυνση μιας
έμμεση αιτιότητας μεταξύ τριών συστημάτων. Η μερική εντροπία εκτιμάται μεταξύ τριών μεταβλη-
τών , και Z όπου αρχικά έχουν βρεθεί οι παράμετροι της διάστασης εμβάθυνσης k, l και m και
οι χρόνοι καθυστέρησης τ για κάθε μεταβλητή αντίστοιχα. Η μερική εντροπία μεταφοράς συμπε-
ριλαμβάνει την επίδραση της τρέχουσας κατάστασης του Z πάνω στην μελλοντική κατάσταση που
αντιστοιχεί στην X και στην τρέχουσα κατάσταση της Y , οπότε ο ορισμός της μερικής εντροπίας
μεταφοράς γράφεται ως [Vakorin et al., 2009, Kugiumtzis et al., 2012]:

TY→X|Z = I(xt+u; y
dy
t |xdxt , zdzt ) =

= −H(xt+u, y
dy
t , x

dx
t , z

dz
t ) +H(xdxt , y

dy
t , z

dz
t ) +H(xt+u, x

dx
t , z

dz
t )−H(xdxt , z

dz
t )
(4.24)
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4.6 Μερική αμοιβαία πληροφορία με μεικτή εμβάθυνση (Partial
Mutual Information on Mixed Embedding)

Αν θεωρήσουμε ότι {xt, yt, z1,T , . . . , zK−2,t}nt=1 όπου K είναι ο αριθμός των υπολοίπων χρονοσει-
ρών των μεταβλητών X,Y, Z1, Z2, . . . , ZK−2 και θέλουμε να εκτιμηθεί κατά πόσο επηρεάζει η την
Y συναρτήσει των μεταβλητών Z = Z1, . . . , ZK−2. Η μελλοντική τιμή της μεταβλητής Y για κάθε
χρονικό σημείο t αναπαριστάται με διάνυσμα μήκους T όπου η χαρακτηριστική μεταβλητή γράφεται,
yTt = [yt+1, yt+2, . . . , yt+T ]. Η χρονοκαθυστέρηση για κάθε μεταβλητήX,Y καιZ εντοπίζεται μέσα
στο πεδίο που δίνεται από την μέγιστη χρονοκαθυστέρηση για κάθε μεταβλητή, π.χ Lx γιαX και Ly
για την Y . Όταν όλες οι μεταβλητές είναι του ίδιου τύπου, π.χ ηλεκτροεγκεφαλογραφικά σήματα,
θεωρούμε σε όλες τις μεταβλητές την ίδια μέγιστη χρονοκαθυστέρηση L για όλες τις μεταβλητές. Αν
ορίσουμε το σύνολο όλων των χρονοκαθυστερημένων μεταβλητών την χρονική στιγμή t ως Wt, το
όποιο περιέχει τις συνιστώσες τηςX ως xt, xt−1, . . . , xt−Lx όμοια και για τις υπόλοιπες μεταβλητές.

Χρησιμοποιώντας ένα επαναληπτικό σχήμα με διάνυσμα μεικτής εμβάθυνσης wt ∈ Wt ξεκινώντας
με, w0

t = ∅ [Vlachos and Kugiumtzis, 2011]. Στην πρώτη επανάληψη, βρίσκουμε την συνιστώσα του
Wt η οποία είναι περισσότερο συσχετισμένη με την yTt που δίνεται από την εκτίμηση της Αμοιβαίας
Πληροφορίας εκτιμώντας την με την μέθοδο κ-κοντινότερων γειτόνων,w1

t = argmaxw∈WtI(y
T
t , w)

και παίρνοντας το w1
t = [w1

t ]. Στην δεύτερη επανάληψη, βρίσκουμε την δεύτερη συνιστώσα του
διανύσματος μεικτής εμβάθυνσης, w2

t ∈ Wt, το οποίο δίνεται αν παρέχεται περισσότερη πληρο-
φορία για το yTt προσθέτοντας την συνιστώσα της προηγούμενης επανάληψης, w1

t , δηλαδή, w2
t =

argmaxw∈WtI(y
T
t , w|w1

t ), όπου υπολογίζεται εκτιμώντας την μερική αμοιβαία πληροφορία με την
μέθοδο των κοντινότερων γειτόνων. Το νέο διάνυσμα της μεικτής εμβάθυνσης είναι w2

t = [w1
t , w

2
t ].

Το διάνυσμα wjt σταματάει την ανατροφοδότηση από το σύνολόWt εφαρμόζοντας το τερματικό κρι-
τήριο [Vlachos and Kugiumtzis, 2011]:

I(yTt , w
j−1
t )

I(yTt , w
j
t )

> A (4.25)

όπου χρησιμοποιείται ως όριο το A < 1.

Το διάνυσμα μεικτής εμβάθυνσηςwt περιέχει τις χρονοκαθυστερημένες μεταβλητέςX,Y, Z1, . . . , Zk−2,
όπου όροι αλληλεπίδρασηςX ← Y υπάρχουν στις συνιστώσες του wt που αφορά την μεταβλητήX .
Αν ορίσουμε τις συνισταμένες της X στο wt ως wxt , για την Y ως wyt και υπόλοιπες συνισταμένες
της Z ως wzt . Για την μέτρηση της αιτιότητας μεταξύ των μεταξύ τωνX και Y υπό την συνθήκη της
μεταβλητήςZ, ορίζεται η μερική αμοιβαία πληροφορία μεικτής εμβάθυνσης [ΜΑΠΜΕ] [Kugiumtzis
et al., 2013] ως:

RX→Y |Z =
I(yTt , w

x
t |wy, wz)

I(yTt , wt)
(4.26)

Η υπό συνθήκη αμοιβαία πληροφορία που χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό των (4.25) και (4.26)
είναι παρόμοια με αυτή της μερικής εντροπίας μεταφοράς με μοναδιαία χρονοκαθυστέρηση των με-
ταβλητών. Η κανονικοποίηση της εξίσωσης (4.26) με την αμοιβαία εντροπία του διανύσματος μελ-
λοντικών σημείων με ολόκληρο των διάνυσμα μεικτής εμβάθυνσης περιορίζει το πεδίο τιμών της,
Rx→y|z είναι [0, 1], και μηδενίζεται εάν δεν υπάρχει αιτιότητα μεταξύ των συνιστωσών του διανύ-
σματος μεικτών εμβαθύνσεων (wxt = ∅), το οποίο σημαίνει ότι δεν υπάρχει άμεση συνδεσιμότητα
της X πάνω στην Y .

Οι ελεύθεροι παράμετροι της ΜΑΠΜΕ είναι οι μέγιστοι χρόνοι χρονοκαθυστέρησης για κάθε μετα-
βλητή, π.χ Lx, ο χρονικός ορίζοντας T του διανύσματος yTt και το όριοA κριτήριο τερματισμού στην
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διαδικασία κατασκευής των wt . Η επιλογή της μέγιστης χρονοκαθυστέρησης δεν είναι μια κρίσιμη
τιμή μπορεί να είναι αυθαίρετα μεγάλη που το μόνο κόστος θα είναι υπολογιστικό.

4.7 Προσομοιώσεις

Οι παραπάνω δείκτες εκτίμησης της αιτιότητας μεταξύ πολυμεταβλητών συστημάτων θα αξιολογη-
θούν μελετώντας μοντέλα χρονοσειρών. Θα υπολογιστούν τα μέτρα των συζεύξεων μεταξύ των συ-
στημάτων ως προς όλες τις κατευθύνσεις και θα εκτιμηθούν οι στατιστικά σημαντικές για τα μέτρα
της αμοιβαίας πληροφορίας (MI), μερικής αμοιβαίας πληροφορίας (PMI), εντροπίας μεταφοράς (TE),
μερική εντροπία μεταφοράς (PTE) και μερική αμοιβαίας πληροφορία μεικτής εμβάθυνσης (PMIME).
Οι προσομοιώσεις που θα πραγματοποιηθούν αφορούν τα συστήματα:

• Σύστημα 1: Ένα πολυμεταβλητό αυτοπαλινδρομικό μοντέλο πέμπτης τάξης V AR(5) με συζεύ-
ξεις, X1 → X2, X1 → X4, X2 → X4, X4 → X5, X5 → X1, X5 → X2 και X5 → X3 όπως
φαίνεται στο σχήμα 4.5

x1,t = 0.4x1,t−1 − 0.5x1,t−2 + 0.4x5,t−1 + ϵ1,t

x2,t = 0.4x2,t−1 − 0.3x1,t−4 + 0.4x5,t−2 + ϵ2,t

x3,t = 0.5x3,t−1 − 0.7x3,t−2 − 0.3x5,t−3 + ϵ3,t

x4,t = 0.8x4,t−3 + 0.4x1,t−2 + 0.3x2,t−3 + ϵ4,t

x5,t = 0.7x5,t−1 − 0.5x5,t−2 − 0.4x4,t−1 + ϵ5,t

(4.27)

όπου ϵi,t, i = 1, . . . , 5 είναι ο λευκός θόρυβος για κάθε χρονοσειρά με μοναδιαία τυπική από-
κλιση.

X1

X2

X4

X3X5

Σχήμα 4.5: Ποιοτική αναπαράσταση συζεύξεων του γραμμικού συστήματος 1.

• Σύστημα 2: Τρεις μη γραμμικές συζεύξεις από Henon απεικονίσεις, X1 → X2 και X2 → X3,
σχήμα 4.6.

x1,t = 1.4− x21,t−1 + 0.3x1,t−2

x2,t = 1.4− cx1,t−1x2,t−1 − (1− c)x22,t−1 + 0.3x2,t−2

x3,t = 1.4− cx2,t−1x3,t−1 − (1− c)x23,t−1 + 0.3x3,t−2

(4.28)

όπου c είναι συντελεστή σύζευξης του συστήματος και c = 0, 0.05, 0.3, 0.5.

Οι χρονοσειρές του συστήματος (4.28) συγχρονίζονται πλήρως για συντελεστές σύζευξης, c ≥
7. Για να μελετηθεί κατά πόσο επηρεάζει ο θόρυβος την συζεύξεις του συστήματος επιλέχθηκαν
συντελεστές μικρότερες από την τιμή 0.5 και προστέθηκε σε κάθε χρονοσειρά του συστήματος
λευκός θόρυβος με 0.2 τυπική απόκλιση [Stefanski et al., 2009].
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• Σύστημα 3: Τρία συζευγμένα Lorenz συστήματα με μη γραμμικές συζεύξεις, X1 → X2 και
X2 → X3, σχήμα 4.6.

X1 ≡


ẋ1 = 10(y1 − x1)
ẏ1 = 28x1 − y1 − x1z1
ż1 = x1y1 − 8/3z1

X2 ≡


ẋ2 = 10(y2 − x2) + c(x1 − x2)
ẏ2 = 28x2 − y2 − x2z2
ż2 = x2y2 − 8/3z2

X3 ≡


ẋ3 = 10(y3 − x3) + c(x2 − x3)
ẏ3 = 28x3 − y3 − x3z3
ż3 = x3y3 − 8/3z3

(4.29)

Οι πρώτοι μεταβλητές των τριών συζευγμένων συστημάτων υπολογίστηκαν με δειγματοληπτικό
χρόνο 0.05. Οι δεσμοί, X1 → X2 και X2 → X3 έχουν την ίδια ισχύεις, c και εξετάσθηκαν για
c = 0, 1, 3, 5. Οι χρονοσειρές του συστήματος είναι πλήρως συγχρονισμένες για συντελεστές,
c ≥ 8 [Stefanski et al. 2009]

X1

X3X2

X1

X3X2

α΄ β΄

Σχήμα 4.6: Ποιοτική αναπαράσταση σύζευξης του μη γραμμικού συστήματος 2 (α΄) και 3(β΄).

Στο πρώτο σύστημα (4.27) πραγματοποιήθηκε προσομοίωση με μήκος των χρονοσειρών n = 512
και n = 1024 με σκοπό την μελέτη των δεικτών σύζευξης για διαφορετικά μήκη των σημάτων, ενώ
για τα συστήματα 2 και 3 το μήκος των χρονοσειρών είναι n = 1024 με σκοπό την ανάλυση της ι-
σχύς των συζεύξεων. Σε όλα τα συστήματα το χρονικό πεδίο των χρονοσειρών είναι [0, 1]sec. Για τον
υπολογισμό του γραμμικού δείκτη PDC για όλα τα συστήματα έγινε επιλογή της τάξης του πολυμετα-
βλητού αυτοπαλινδρομικού μοντέλου (MVAR) σύμφωνα με το Bayesian information κριτήριο (ΒIC)
για το σύνολο τιμών των τάξεων από [1, 10]. Επίσης ο υπολογισμός του δείκτη PDC έγινε σε ολό-
κληρο το πεδίο τιμών των συχνοτήτων για κάθε σύστημα ([0, 0.5]fs)Hz, όπου η fs δειγματοληπτική
συχνότητα η οποία είναι ίση με το σύνολο των σημείων για κάθε περίπτωση.

Για τον υπολογισμό των δεικτών της αμοιβαίας πληροφορίας και της μερικής αμοιβαίας πληροφορίας
χρησιμοποιήθηκε χρονοκαθυστέρηση k = 1 μεταξύ των δύο χρονοσειρών και l = 4 ως προς την υπό
συνθήκη χρονοσειρά για την εκτίμηση της ΜΑΠ. Ενώ για τον υπολογισμό της εντροπία μεταφοράς
και μερικής εντροπίας μεταφοράς χρησιμοποιήθηκαν χρονοκαθυστερήσεις k = l = 1 και u = 1
συντελεστής που αφορά την μεταφορά της εντροπίας την δεδομένη χρονική στιγμή. Επιπλέον, οι
εκτιμήσεις των εντροπιών και των ΑΠ πραγματοποιήθηκαν μέσω της μεθόδου των k-κοντινότερων
γειτόνων, όπου χρησιμοποιήθηκαν k = 10 για όλα τα συστήματα και για όλους τους δείκτες.

Για τον υπολογισμό του δείκτη μερική αμοιβαίας πληροφορίας μεικτής εμβάθυνσης (PMIME) έγινε
επιλογή μέγιστης χρονοκαθυστέρησηςLmax = 10, ίσο με το πεδίο εύρεσης τάξης τωνMVAR, επίσης
επιλέχθηκαν K = 10 αριθμός κοντινότερων γειτόνων και το κριτήριο παύσης της μεθόδου ισούται
με A = 0.95 [Vlachos et al., 2010].
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Για την στατιστική σημαντικότητα των αποτελεσμάτων όλων των δεικτών πραγματοποιήθηκε ο μη
παραμετρικός έλεγχος bootstrap των χρονοσειρών, με μηδενική υπόθεση 0 την απουσία σύζευξης με-
ταξύ των χρονοσειρών [Quian Quiroga et al., 2010]. Με την bootstrap μέθοδο κατασκευάζονταιM
χρονοσειρές για κάθε μια χρονοσειρά όπου έχει καταστραφεί η σύζευξη μεταξύ των χρονοσειρών και
υπολογίζονται για κάθε επανάληψη οι δείκτες που γίνεται ο στατιστικός έλεγχος. Για την καταστροφή
της αιτιότητας μεταξύ των σημάτων πραγματοποιήθηκε τυχαία μετάθεση χρονικών παραθύρων για το
διάστημα [0.3n, 0.7n], όπου n είναι το μήκος των χρονοσειρών. Αν q0 είναι τιμή πριν την διαδικασία
μετάθεσης και βρίσκεται ακραία της εμπειρικής κατανομής των q1, q2, . . . , qM , τότε απορρίπτεται η
μηδενική υπόθεση H0. Ο αριθμός των επαναληπτικών μεταθέσεων για όλα τα συστήματα ήταν 100
και υπολογίστηκε για τους δείκτες MI , PMI , TE, PTE και PDC όπου για ακραία τιμή για την
απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης θεωρείται το 95% της εμπειρικής κατανομής. Για τον υπολογισμό
των στατικά σημαντικών τιμών της μεθόδου PMIME δεν είναι αναγκαίος, διότι δίνει μηδενικές τιμές
στην περίπτωση μη συζευγμένων χρονοσειρών και θετική τιμή για την αντίθετη περίπτωση. Χρη-
σιμοποιώντας τυχαία μετάθεση χρονικών σημείων για την καταστροφή των συζεύξεων η μέθοδος
PMIME θα δημιουργεί κατανομές μόνο με μηδενικά σημεία, όποτε με την μέθοδο PMIME δεν είναι
αναγκαίος ο στατιστικός έλεγχος [Papana et al., 2013].

4.8 Αποτελέσματα

Για την αξιολόγηση των δεικτών μέτρησης της αιτιότητας των συστημάτων υπολογίστηκε η ποσο-
στιαία απόρριψη των μηδενικών υποθέσεων για 30 επαναλήψεις για κάθε σύζευξη των χρονοσειρών
για όλα τα συστήματα.

Αποτελέσματα για το Σύστημα 1. Εκτίμηση των γραμμικών συζεύξεων του συστήματος 1 (4.27)
(X1 → X2, X1 → X4, X2 → X4, X4 → X5, X5 → X1, X5 → X2 και X5 → X3). Αρχικά
στον πίνακα 4.1 φαίνεται η ποσοστιαία απόδοση των δεικτών ΑΠ και ΜΑΠ για όλες τις υπάρχουσες
συζεύξεις του συστήματος 1 (σχήμα 4.5) με σκοπό την ποιοτική σύγκριση των δεικτών ανάλογα με το
μέγεθος των χρονοσειρών. Στο πίνακα 4.2 φαίνονται όλες οι άμεσες συνδέσεις του συστήματος 1, στο
σύνολο επτά, και έχουν προστεθεί επιπλέον τρεις συνδέσεις με σκοπό τη σύγκριση της διακριτικής
ικανότητας έμμεσων συζεύξεων των δεικτών.

512/1024 MI PMI

x1 ↔ x2 96/90 93/96

x1 ↔ x4 0/0 3/7

x1 ↔ x5 63/87 93/90

x2 ↔ x4 3/16 20/47

x2 ↔ x5 3/0 7/10

x4 ↔ x5 50/50 80/77

x5 ↔ x3 43/60 80/77

Πίνακας 4.1: Εκτίμηση των MI(ΑΠ) και PMI(ΜΑΠ) του γραμμικού συστήματος 1 με κοινές χρονο-
καθυστερήσεις μεταξύ των χρονοσειρών k = 1.

Οι δείκτες ΑΠ και ΜΑΠ υπολογίζουν την αλληλεξάρτηση μεταξύ των χρονοσειρών χωρίς την πλη-
ροφορία της κατεύθυνσης των συζεύξεων. Παραπάνω 4.1 φαίνεται ότι και τα δυο μέτρα χάνουν από
κοινού την διακριτική τους ικανότητα σε τρεις συνδέσεις από τις εφτά ανεξάρτητα από το μέγεθος της
χρονοσειράς. ΜΑΠ είναι ελαφρώς πιο αποδοτική για τις τελευταίες συνδέσεις του πίνακα (X4 ↔ X5
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και X5 ↔ X3), όπου αντίστοιχα οι τιμές της ΑΠ δεν είναι σημαντικά μικρότερες. Εν κατακλείδι, ο
δείκτης της ΜΑΠ είναι πιο αποδοτικός για τον εντοπισμό γραμμικών αλληλεπιδράσεων από τον ΑΠ
άλλα και οι δύο δεν φαίνεται να επηρεάζονται από το μήκος των χρονοσειρών.

512/1024 TE PTE PMIME PDC

x1 → x2 100/100 100/100 100/100 20/90

x1 → x4 80/90 100/100 100/100 83/100

x2 → x4 7/13 7/10 100/100 57/96

x4 → x5 83/90 100/100 100/100 97/100

x5 → x1 100/100 100/100 100/100 67/100

x5 → x2 100/100 100/100 100/100 70/97

x5 → x3 70/63 86/83 100/100 60/100

x4 → x3 7/13 27/27 0/0 0/0

x4 → x1 60/56 73/90 0/0 0/0

x3 → x2 43/36 43/30 7/7 3/16

Πίνακας 4.2: Εκτίμηση των TE, PTE, PMIME και PDC του γραμμικού συστήματος 1.

Οι παραπάνω δείκτες του πίνακα 4.2 υπολογίζουν την κατευθυνόμενη σύζευξη μεταξύ των χρονοσει-
ρών του συστήματος 1. Φαίνεται καθαρά ότι η μη-γραμμικοί δείκτες (ΤΕ, PTE και PMIME) εντοπί-
ζουν με αρκετή ακρίβεια τις συνδέσεις του συστήματος, με εξαίρεση την X2 → X4 για τους δείκτες
ΤΕ και PTE. Αντίθετα ο γραμμικός δείκτης PDC επηρεάζεται από το μέγεθος των χρονοσειρών όπου
δεν για n = 512 είναι αρκετά πιο ασθενής για πολλές συνδέσεις του συστήματος. Παρόλα αυτά, στην
εκτίμηση των έμμεσων συνδέσεων (τρεις τελευταίες σειρές του πίνακα 4.2) οι PTE και ΤΕ δεν φαί-
νεται να τις εντοπίζουν με ακρίβεια σε σύγκριση με τις υπόλοιπες δύο, το οποίο μπορεί να οφείλεται
στην επιλογή των παραμέτρων των δεικτών (αριθμός κοντινότερων γειτόνων, χρονοκαθυστερήσεις
των χρονοσειρών) άλλα και ακόμη στον θόρυβο των χρονοσειρών. Εν κατακλείδι, στην μελέτη των
κατευθυνόμενων δεικτών το μήκος των χρονοσειρών φαίνεται να είναι ανεξάρτητο από την ακρίβεια
των δεικτών με εξαίρεση τον δείκτη PDC όπου για n = 1024 έχει καλύτερη διακριτικότητα.

Αποτελέσματα για το Σύστημα 2.Παρακάτω θα δούμε τα αποτελέσματα της προσομοίωσης μη
γραμμικών συζεύξεων ενός Henon συστήματος (εξίσωση (4.28)) όπου οι αντίστοιχες αλληλεπιδρά-
σεις των χρονοσειρών είναιX1 → X2 καιX3 → X2. Σε αυτή την περίπτωση θα μελετηθεί η απόδοση
των δεικτών σε μη γραμμικά συστήματα όπου οι συζεύξεις των χρονοσειρών είναι μόνο άμεσες και
οι συγκρίσεις θα αφορούν τον εντοπισμό των μη γραμμικών συζεύξεων. Στο πίνακα 4.3 φαίνονται τα
αποτελέσματα των MI και PMI για ένα μήκος των χρονοσειρών n = 1024 για την μέγιστη απόδοση
των δεικτών και στον πίνακα 4.4 είναι οι υπόλοιποι δείκτες που δείχνουν την κατευθυνόμενη σύζευξη
των χρονοσειρών.

Οι δείκτες της αμοιβαίας πληροφορίας ΜΙ και την μερικής αμοιβαίας πληροφορίας PMI υπολογί-
ζουν την μη γραμμική αλληλεξάρτηση μεταξύ των χρονοσειρών εκτός από την ΜΙ στην περίπτωση
X2 ↔ X3 που είναι ποιο αδύναμη από την CMI. Το σημαντικότερο των αποτελεσμάτων του πινάκα
4.3 είναι το αποτέλεσμα της τελευταίας γραμμής, όπου φαίνεται ότι δεν υπάρχει εξάρτηση μεταξύ
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1024 MI PMI

x1 ↔ x2x1 ↔ x2x1 ↔ x2 83 97

x2 ↔ x3x2 ↔ x3x2 ↔ x3 63 97

x3 ↔ x1 13 7

Πίνακας 4.3: Εκτίμηση των CI(ΑΠ) και PCI(ΜΑΠ) του μη γραμμικού συστήματος Henon τριών
χρονοσειρών.

των χρονοσειρών X3 και X1 το οποίο συμφωνεί με την αρχική θεώρηση του συστήματος 2.

1024 TE PTE PMIME PDC

x1 → x2x1 → x2x1 → x2 93 100 100 97

x3 → x2x3 → x2x3 → x2 93 100 100 100

x1 → x3 0 10 0 7

x2 → x1 60 86 0 40

x3 → x1 0 16 0 7

x2 → x3 40 67 0 40

Πίνακας 4.4: Εκτίμηση των TE, PTE, PMIME και PDC του μη γραμμικού συστήματος Henon.

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα του παραπάνω πίνακα φαίνεται ότι όλοι οι δείκτες εντοπίζουν όλες τις
κατευθυνόμενες αλληλεπιδράσεις του μη γραμμικού συστήματος. Ο γραμμικός δείκτης PDC εντοπί-
ζει με αρκετά καλή ακρίβεια τις συνδέσεις του συστήματος, αλλά εντοπίζονται επίσης οι συνδέσεις
X2 → X1 και X2 → X3 οι οποίες είναι αντίθετης κατεύθυνσης από αυτές του συστήματος. Τα ίδια
αποτελέσματα φαίνονται και για τους δείκτες TE και PTE για τις ίδιες συνδέσεις που εντοπίστηκαν
με τον δείκτη PDC. Παρόλο που η PTE θεωρικά έχει αυξημένη διακριτική ικανότητα στην ανίχνευση
έμμεσων συνδέσεων, αποτυγχάνει στη συγκεκριμένη περίπτωση διότι δεν είναι αρκετά σαφές ποιες
πρέπει να είναι οι τιμές των παραμέτρων για τον σωστό υπολογισμό. Σύμφωνα και το προηγούμε-
νο σύστημα όπου είχαμε το ίδιο πρόβλημα, καθιστά τον δείκτη PTE αρκετά αβέβαιο ως προς την
προσέγγιση έμμεσων συζεύξεων, ενώ με την μέθοδο PMIME εντοπίζονται απόλυτα οι συνδέσεις του
συστήματος χωρίς την παρεμβολή άλλων συνδέσεων όπως γίνεται με τις υπόλοιπες μεθόδους.

Στην συνέχεια, στο σχήμα 4.7 φαίνονται τα μέτρα των δεικτών συναρτήσει των συντελεστών σύ-
ζευξης του συστήματος 2 (4.28). Οι τιμές των δεικτών αφορούν κυρίως τις άμεσες συνδέσεις του
συστήματος (X1 → X2 και X3 → X2) και επιπλέον μια σύνδεση X3 → X1 η οποία δεν υφίσταται
θεωρητικά. Επιπρόσθετα, η μελέτη έχει πραγματοποιηθεί σε χρονοσειρές μήκους n = 1024. Σκοπός
της ανάλυσης είναι η μελέτη της ανιχνευτικής ικανότητας των δεικτών σε σχέση με την ισχύ των
συζεύξεων μεταξύ των χρονοσειρών ενός μη γραμμικού συστήματος.

Από τα παραπάνω διαγράμματα φαίνεται ότι όλοι οι δείκτες εντοπίζουν τις μη γραμμικές αλληλε-
πιδράσεις μεταξύ των χρονοσειρών γραμμικά με τις τιμές των συζεύξεων. Οι δείκτες ΜΙ και PMI
σχήματα 4.7αʹ και 4.7βʹ έχουν μια γραμμική συσχέτιση με τις τιμές των συζεύξεων όπου έχουν μέγι-
στη τιμή όταν τον σύστημα είναι πλήρως συγχρονισμένο (c = 0.7) και ταυτόχρονα μηδενικές τιμές
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Σχήμα 4.7: Εκτίμηση των μέτρων αλληλεπίδρασης ΜΙ(α’), PMI(β’), ΤΕ(γ΄), PTE(δ’), PMIME(ε’)
και PDC(στ’) συναρτήσει των τιμών σύζευξης του συστήματος 2 για c = [0.1, 0.7]

για την σύνδεσηX1 ↔ X2, το όποιο συμφωνεί με το θεωρητικό. Τα μέτρα των TE και PTE σχήματα
4.7γʹ και 4.7δʹ φαίνεται ότι έχουν την μέγιστη τιμή για μικρότερες τιμές της ισχύος των συζεύξεων
(c = 0.25) με εμφανής διαφορά στην εκτίμηση της TE και μηδενικές για τις συνδέσεις που δεν υ-
πάρχουν θεωρητικά. Οι εκτιμήσεις της μεθόδου PMIME σχήμα 4.7εʹ των μη-γραμμικών συζεύξεων
φαίνεται να έχουν μια γραμμική σχέση για c = 0.3 και στην συνέχεια μια σταθερή ενίσχυση του
μέτρου για μεγαλύτερες τιμές των συζεύξεων. Τέλος, o γραμμικός δείκτης PDC σχήμα 4.7στʹ όπου
εμφανίζει μια καλή προσέγγιση των μη-γραμμικών συζεύξεων για μικρές τιμές του δείκτη αλληλεπί-
δρασης του συστήματος 2 για c = 0.15 και στη συνέχεια αυξάνει γραμμικά, παρόλα αυτά φαίνεται
ότι υπάρχει μια αύξηση του μέτρου μεταξύ των τιμών c = [0.3 − 0.45] για σύνδεση X3 → X1 η
οποία θεωρείται μηδενική στο υπό μελέτη σύστημα.

Αποτελέσματα για το Σύστημα 3. Παρακάτω θα δούμε τα αποτελέσματα ενός συζευγμένου συστή-
ματος Lorenz (εξίσωση 4.29) όπου οι αντίστοιχες συνδέσεις που θα μελετηθούν θα είναι X1 → X2
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και X2 → X1. Για την περίπτωση του συστήματος 3 δημιουργείται η μη-γραμμική έμμεση σύζευξη
X2 → X3 όπου θα μελετηθεί η απόδοση των υπό συνθήκη δεικτών (PMI, PTE, PMIME, PDC). Στον
πίνακα 4.5 φαίνονται τα μέτρα των MI και CMI για μήκος των χρονοσειρών n = 1024, όπως επί-
σης στον πίνακα 4.6 φαίνονται τα αποτελέσματα των κατευθυνόμενων δεικτών για τις μη γραμμικές
συζεύξεις του συστήματος Lorenz.

1024 MI PMI

x1 ↔ x2x1 ↔ x2x1 ↔ x2 23 13

x2 ↔ x3x2 ↔ x3x2 ↔ x3 96 100

x3 ↔ x1 0 10

Πίνακας 4.5: Εκτίμηση δεικτών MI και PMI του συστήματος Lorenz.

Οι δείκτες MI και PMI φαίνεται να χάνουν την διακριτική τους ικανότητα μεταξύ των χρονοσειρών
X1 καιX2, ενώ έχουν καλύτερα αποτελέσματα για την αλληλεπίδρασηX2 ↔ X3. Επίσης και οι δυο
δείκτες φαίνεται να έχουν σύμφωνα αποτελέσματα για την έμμεση σύζευξη του συστήματος X3 ↔
X1 που σημαίνει από την μια ότι έχουν είναι αρκετά αποδοτικές για την ανίχνευση των έμμεσων
συνδέσεων, αλλά χάνουν ταυτόχρονα και την μια άμεση σύνδεση που μπορεί να είναι η κύρια αιτία
του παραπάνω αποτελέσματος.

1024 TE PTE PMIME PDC

x1 → x2x1 → x2x1 → x2 67 70 51 17

x2 → x3x2 → x3x2 → x3 93 93 41 37

x1 → x3 7 7 0 0

x2 → x1 0 0 0 70

x3 → x1 0 0 0 90

x3 → x2 0 3 0 63

Πίνακας 4.6: Εκτίμηση των TE, PTE, PMIME και PDC του μη-γραμμικού συστήματος Lorenz..

Όπως φαίνεται από τον πίνακα 4.6 οι δείκτες κατευθυνόμενης εκτίμησης αιτιότητας δεν έχουν τα ίδια
αποτελέσματα με τις προηγούμενες προσομοιώσεις με εξαίρεση τους TE και PTE όπου έχουν ελαφρώς
βελτιωμένη απόδοση σε σχέση με τους υπόλοιπους δείκτες. Χαρακτηριστικό είναι τα αποτελέσματα
του δείκτη PDC όπου έχει μειωθεί δραστικά στον εντοπισμό των δυο άμεσων μη γραμμικών συνδέ-
σεων ενώ ταυτόχρονα βλέπουμε μεγάλες τιμές των άμεσων συζεύξεων τους συστήματος X3 → X1

και X2 → X1 που καθιστά την μέθοδο ακατάλληλη για τον εντοπισμό μη-γραμμικών συζεύξεων
με έμμεσες συνδέσεις. Επίσης, ο δείκτης PMIME εντοπίζει της άμεσες συνδέσεις του συστήματος
έχοντας μικρότερη απόδοση από τους υπόλοιπους μη γραμμικούς δείκτες (TE και PTE), αλλά δεν
υπάρχει καμία ένδειξη ανίχνευσης έμμεσων συνδέσεων του μη γραμμικού συστήματος. Από την πα-
ραπάνω ανάλυση του συστήματος ο δείκτης PTE έχει την μεγαλύτερη απόδοση για την ανίχνευση
των μη-γραμμικών αλληλεξαρτήσεων και ταυτόχρονα μηδενικές τιμές για όλες έμμεσες συνδέσεις
στο σημαντικότερο της παραπάνω ανάλυσης.

Στην συνέχεια έχει γίνει ανάλυση των δεικτών συναρτήσει των συντελεστών συζεύξεων του συστή-
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ματος Lorenz σχήμα 4.8. Η ανάλυση έχει γίνει για τις κυρίως για τις άμεσες συνδέσεις του συστήματος
διότι σκοπός είναι να παρατηρηθεί η συσχέτιση των δεικτών με την ισχύ των συνδέσεων για τιμές
c = [0, 5].
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Σχήμα 4.8: Εκτίμηση των μέτρων δεικτών αλληλεπίδρασης ΜΙ(α’), PMI(β’), ΤΕ(γ΄), PTE(δ’),
PMIME(ε’) και PDC(στ’) συναρτήσει των τιμών σύζευξης του συστήματος 3, για c =
[0, 5]

Από τα παραπάνω διαγράμματα 4.8αʹ και 4.8βʹ φαίνεται ότι οι δείκτες MI και PMI εντοπίζουν μονό
την μία σύζευξη του συστήματοςX2 → X3 για τιμές μεγαλύτερες από 1.5 και στη συνέχεια παραμέ-
νουν σταθερά τα μέτρα των δεικτών. Στα σχήματα 4.8γʹ και 4.8δʹ φαίνονται τα μέτρα των εντροπιών
μεταφοράς όπου εντοπίζονται και οι δύο αλληλεπιδράσεις του συστήματος για τιμές μεγαλύτερες από
c = 2 και στην συνέχεια παραμένουν σταθερά τα μέτρα των δεικτών. Επιπλέον, το μέτρο της μεθόδου
PMIME (σχήμα 4.8εʹ) παρουσιάζει μια γραμμική αύξηση του μέτρου για τιμές των συζεύξεων μεγα-
λύτερες από 2, ενώ για τον δείκτη PDC (σχήμα 4.8στʹ) δεν φαίνεται να υπάρχει σταθερή εξάρτηση
μεταξύ των χρονοσειρών συναρτήσει της ισχύος των συζεύξεων, διότι φαίνεται να μηδενίζεται όταν
το σύστημα είναι πλήρως συγχρονισμένο.
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Με σκοπό την ολοκληρωμένη μελέτη των συστημάτων προσομοιώσεων έχει γίνει επιπλέον ανάλυ-
ση του δείκτη PDC στο πεδίο των συχνοτήτων ([0, 0.5]fs)Hz. Για τον εντοπισμό των σημαντικών
συνδέσεων έχει πραγματοποιηθεί μη παραμετρικός στατιστικός έλεγχος τυχαίας μετάθεσης χρονικών
σημείων σύμφωνα με την μέθοδο Bootstrap με 95% διάστημα επιστημοσύνης.
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Σχήμα 4.9: Υπολογισμός του δείκτη PDC στο πεδίο των συχνοτήτων του γραμμικού συστήματος 1.

Στο σχήμα 4.9 έχει υπολογιστεί το μέτρο του δείκτη PDC για το γραμμικό σύστημα των εξισώσεων
4.27. Επίσης, με την τεχνική bootstrap έχουν εκτιμηθεί οι στατιστικά σημαντικές τιμές του δείκτη για
κάθε τιμή των συχνοτήτων για όλες τις συζεύξεις του συστήματος που υποδηλώνεται με την πράσινη
καμπύλη για κάθε γράφημα. Στατιστικά σημαντικές τιμες του δείκτη είναι προφανώς είναι οι τιμές
που βρίσκονται εκτός του διαστήματος εμπιστοσύνης των κατανομών. Οι στατιστικά σημαντικές συ-
ζεύξεις είναι αυτές που έχουν ειπωθεί θεωρητικά, δηλαδή οι X1 → X2, X1 → X4, X2 → X4,
X4 → X5, X5 → X1, X5 → X2 και X5 → X3, όπου επαληθεύεται η διακριτική ικανότητα του
γραμμικού-παραμετρικού δείκτη PDC στο πεδίο των συχνοτήτων για γραμμικά συστήματα.
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Σχήμα 4.10: Υπολογισμός του δείκτη PDC στο πεδίο των συχνοτήτων του μη γραμμικού συστήματος
Henon.
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Σχήμα 4.11: Υπολογισμός του δείκτη PDC στο πεδίο των συχνοτήτων του μη γραμμικού συστήματος
Lorenz.

Στα παραπάνω σχήματα 4.10 και 4.11 φαίνεται η διακριτική ικανότητα του γραμμικού δείκτη PDC
στα μη γραμμικά συζευγμένα συστήματα 2 και 3 στο πεδίο των συχνοτήτων ([0, 0.5]fs)Hz. Για
το σύστημα Henon φαίνεται ότι οι σημαντικές τιμές του δείκτη PDC υπάρχουν για τις συζεύξεις
X1 → X2 και X3 → X1 όπως έχουν ειπωθεί και θεωρητικά, άλλα επίσης φαίνεται ότι υπάρχει ση-
μαντική αιτιότητα στο X2 → X1 στις χαμηλές συχνότητες, το όποιο μπορεί να οφείλεται στην μη
γραμμική αλληλεξάρτηση των χρονοσειρών καθώς και της σταθερότητας των χρονοσειρών. Ίσως το
μεγαλύτερο πρόβλημα της μεθόδου παρουσιάζεται για την εκτίμηση των συζεύξεων του μη γραμ-
μικού συστήματος Lorenz, όπου φαίνονται ως στατιστικά σημαντικές συνδέσεις οι X3 → X1 και
X3 → X2, οι οποίες δεν συμφωνούν με τις θεωρητικές συζεύξεις του συστήματος, οι οποίες είναι
X1 → X2 και X2 → X3. Αυτό μπορεί να οφείλεται στην μη γραμμικότητα των συνδέσεων, στην
υπάρξη έμμεσων συνδέσεων αλλά και στην στασιμότητα των χρονοσειρών.
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4.9 Συμπεράσματα

Στο παρόν κεφάλαιο, που είναι και το κυρίως θέμα της μεταπτυχιακή διπλωματικής εργασίας, μελετή-
θηκε αρχικά η θεωρητική πλευρά των μέτρων αναγνώρισης μη γραμμικών αλληλεπιδράσεων από την
θεωρία πληροφορίας. Εστιάστηκε η προσοχή στην κατανόηση του υπολογισμού της αμοιβαίας πληρο-
φορίας (Mutual Information) με την μέθοδο των κ-κοντινότερων γειτόνων και στην συνέχεια, πάνω σε
αυτή την μεθοδολογία στηριχθήκαν οι υπολογισμοί των υπόλοιπων δεικτών μερικής αμοιβαίας πλη-
ροφορίας, εντροπίας μεταφοράς, μερικής εντροπίας μεταφοράς και μερικής αμοιβαίας πληροφορίας
μεικτής εμβάθυνσης.

Στην συνέχεια, πραγματοποιήθηκε αξιολόγηση των μη γραμμικών δεικτών προσθέτοντας και τον
γραμμικό δείκτη μερικής κατευθυνόμενης συνάφειας (Partial Directer Coherence) σε ένα γραμμικό
μοντέλο πέντε συζευγμένων χρονοσειρών και σε δυο μη γραμμικά μοντέλα. Στο πρώτο μοντέλο προ-
σομοίωσης παρατηρήθηκε καλύτερη απόδοση των γραμμικών δεικτών PDC και PMIME σε σχέση
με του δείκτες από την θεωρία πληροφορίας. Παρόλο που οι δείκτες πληροφορίας είχαν μια σχετικά
καλή απόδοση, παρατηρήθηκε ότι είχε αδυναμία στην ανίχνευση κάποιων συζεύξεων, γεγονός που
μπορεί να οφείλεται στον θόρυβο που προσδόθηκε στο σύστημα που καθιστά τους δείκτες πληροφο-
ρίας ευάλωτους στον θόρυβο. Στην συνέχεια μελετήθηκε η απόδοση των δεικτών σε ένα μη γραμμικό
σύστημα Henon από το όποιο δεν προερχόντουσαν έμμεσες συνδέσεις στο σύστημα όπου παρατη-
ρήθηκε ευστοχία όλων των δεικτών για των εντοπισμό των συνδέσεων του συστήματος. Παρόλα
αυτά, συγκεκριμένα οι δείκτες TE και PTE δεν είχαν την ακρίβεια των υπολοίπων διότι εντοπίστηκαν
εσφαλμένα συζεύξεις του συστήματος οι οποίες δεν υπήρχαν στην πραγματικότητα, γεγονός που μπο-
ρεί να οφείλεται στην ακατάλληλη επιλογή παραμέτρων κατά των υπολογισμό τους (κ-κοντινότερους
γείτονες και χρονοκαθυστερήσεις μεταξύ των χρονοσειρών). Επιπλέον έγινε παραμετρική ανάλυση
ως προς την ισχύ των συνδέσεων του συστήματος, όπου παρατηρήθηκε ότι για μικρές τιμές των συν-
δέσεων όλοι οι δείκτες ήταν αρκετά ευαίσθητοι στον εντοπισμό των αλληλεπιδράσεων. Στην συνέχεια
έγινε η ίδια ανάλυση για την μελέτη του μη γραμμικού συστήματος Lorenz στο οποίο παρατηρήθηκε
κατά κύριο λόγο η αποτυχία ανίχνευσης των συζεύξεων από τον γραμμικό δείκτη PDC σε σχέση με
του υπόλοιπους δείκτες. Στο συγκεκριμένο σύστημα την καλύτερη απόδοση είχαν οι κατευθυνόμενοι
δείκτες πληροφορίας (TE, PTE και PMIME), με την μεγαλύτερη δυνατή απόδοση να έχει ο δείκτης
PTE. Αυτο σημαίνει ότι για μη γραμμικά συστήματα τα οποία περιλαμβάνουν έμμεσες συνδέσεις η
επιλογή δεικτών πληροφορίας είναι καταλληλότερη για την μέτρηση των συζεύξεων.

Παρόλη την αρκετά καλή απόδοση των μη γραμμικών δεικτών στην ανίχνευση των γραμμικών και
μη συζεύξεων σε σχέση με τον γραμμικό δείκτη PDC, ο PDC έχει βασικό πλεονέκτημα ότι υπολογί-
ζεται στο πεδίο των συχνοτήτων. Η ανίχνευση διασυνδέσεων στο πεδίο των συχνοτήτων είναι ίσως η
πιο σημαντική για την ανάλυση σε νευροφυσιολογικά σήματα όπου μελετούνται οι αλληλεπιδράσεις
μεταξύ εγκεφαλικών περιοχών για συγκεκριμένες μπάντες συχνοτήτων. Επίσης, ο δείκτης PDC είναι
αρκετά αποδοτικός για γραμμικά συστήματα τα όποια έχουν υποστεί φθορά από πηγές θορύβου σε
σχέση με τους μη γραμμικούς δείκτες. Γενικότερα, θεωρείται ως στρατηγική εντοπισμού εγκεφαλι-
κών αλληλεπιδράσεων η μελέτη πρωτίστως των γραμμικών δεικτών και αν τότε αν υπάρχει κάποιο
πρόβλημα να προβούμε στην χρήση των μη γραμμικών δεικτών[Pereda et al. 2005].
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