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Περύληψη 
 

Θ κλαςικι μζκοδοσ επίλυςθσ πολυωνυμικϊν ιδιοπροβλθμάτων (προβλθμάτων ιδιοτιμϊν) 

είναι θ γραμμικοποίθςθ (linearization), δθλαδι ο μεταςχθματιςμόσ ενόσ πολυωνυμικοφ 

πίνακα ςε μια δζςμθ (ζναν πρωτοβάκμιο πολυωνυμικό πίνακα) πολλαπλάςιων διαςτάςεων 

με τισ ίδιεσ ακριβϊσ ιδιοτιμζσ και ιςοδφναμα ιδιοδιανφςματα. Για κάκε πολυωνυμικό 

πίνακα υπάρχουν πολλοί γραμμικοποιθτζσ με διαφορετικζσ ιδιότθτεσ αλλά ςυνικωσ 

χρθςιμοποιοφνται οι λεγόμενεσ “ςυνοδεφουςεσ μορφζσ” (companion forms). Ωςτόςο οι 

ςυνοδεφουςεσ μορφζσ δεν μασ ικανοποιοφν πάντα εξ’ ολοκλιρου και τισ περιςςότερεσ 

φορζσ απαιτοφνται γραμμικοποιθτζσ με ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ.                                                                                                   

Θα δείξουμε πωσ μποροφμε με απλό τρόπο να καταςκευάςουμε δφο διανυςματικοφσ 

χϊρουσ δεςμϊν που να γενικεφουν τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ του P και κα αποδείξουμε ότι 

ςχεδόν όλεσ αυτζσ οι δζςμεσ (pencils) είναι γραμμικοποιθτζσ του P. Θ τομι αυτϊν των 

χϊρων δεςμϊν ςυμβολίηεται με (P). Αυτοί οι  διανυςματικοί χϊροι δεςμϊν βοθκοφν 

ςτθν εφρεςθ δομθμζνων γραμμικοποιθτϊν, δομθμζνων πολυωνυμικϊν πινάκων κακϊσ 

επίςθσ και ςτθν προςπάκεια βελτιςτοποίθςθσ του οριςμοφ ςυνκθκϊν των 

γραμμικοποιθτϊν. 

Ρολλζσ εφαρμογζσ ζχουν να κάνουν με μθ-γραμμικά ιδιοπροβλιματα, με ζναν 

ςυγκεκριμζνο δομθμζνο πολυωνυμικό πίνακα.  Κςωσ τα πιο γνωςτά είναι τα ςυμμετρικά και 

τα ερμιτιανά πολυωνυμικά ιδιοπροβλιματα. Θα αςχολθκοφμε επίςθσ με λιγότερο γνωςτά 

είδθ δομθμζνων πολυωνυμικϊν πινάκων όπωσ : οι παλινδρομικοί, οι άρτιοι και οι περιττοί. 

Θα μελετιςουμε τισ μεταξφ τουσ ςχζςεισ και κα αναλφςουμε τθν χριςθ τουσ ςτισ διάφορεσ 

εφαρμογζσ. Επίςθσ ειςάγονται και εξετάηονται ειδικζσ κατθγορίεσ γραμμικοποιθτϊν, που 

αντανακλοφν τθ δομι αυτϊν των πολυωνυμικϊν πινάκων και επομζνωσ διατθροφν τισ 

ςυμμετρίεσ ςτα φάςματα τουσ. Τζλοσ κα αναλφςουμε τθν φπαρξθ και τθν μοναδικότθτα 

αυτϊν των γραμμικοποιθτϊν και κα δείξουμε πωσ μποροφν να καταςκευαςτοφν. 

Οι διάφοροι γραμμικοποιθτζσ κάκε δοςμζνου πολυωνυμικοφ πίνακα P ενδζχεται να ζχουν 

πολφ διαφορετικοφσ δείκτεσ κατάςταςθσ ιδιοτιμϊν. Θα εξετάςουμε τον οριςμό ςυνκθκϊν 

του γραμμικοποιθτι ςτον χϊρο (P), κα αναηθτιςουμε για τον “καλφτερων ςυνκθκϊν” 

γραμμικοποιθτι ςε αυτόν  τον χϊρο και κα ςυγκρίνουμε τον οριςμό ςυνκθκϊν του, με 

αυτόν του αρχικοφ πολυωνυμικοφ πίνακα. Θα αναλφςουμε τον οριςμό ςυνκθκϊν ιδιοτιμϊν 

των πρϊτων και δεφτερων ςυνοδευουςϊν γραμμικοποιθτϊν και κα βροφμε εν τζλει ότι 

μποροφν να είναι πιο “κακϊσ οριςμζνοι” από τον ίδιο τον P.  

 

 

 

 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Ρολυωνυμικόσ πίνακασ, γραμμικοποιθτισ, ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ, 

ςυνοδεφουςεσ μορφζσ, δζςμθ πίνακα, block-ςυμμετρία. 
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Abstract 

 

The classical approach to investigating polynomial eigenvalue problems is linearization, 
where the underlying matrix polynomial is converted into a larger matrix pencil with the 
same eigenvalues. For any polynomial there are infinitely many linearizations with widely 
varying properties, but in practice the companion forms are typically used. However, these 
companion forms are not always entirely satisfactory, and linearizations with special 
properties may sometimes be required. 

Given a matrix polynomial P, we develop a systematic approach to generating large classes 
of linearizations for P. We show how to simply construct two vector spaces of pencils that 
generalize the companion forms of P, and prove that almost all of these pencils are 
linearizations for P. Eigenvectors of these pencils are shown to be closely related to those of 
P. A distinguished subspace, denoted DL(P), is then isolated, and the special properties of 
these pencils are investigated. These spaces of pencils provide a convenient arena in which 
to look for structured linearizations of structured polynomials, as well as to try to optimize 
the conditioning of linearizations. 

Many applications give rise to nonlinear eigenvalue problems with an underlying structured 
matrix polynomial; perhaps the most well-known are symmetric and Hermitian polynomials. 
In this thesis we also identify several less well-known types of structured polynomial (e.g., 
palindromic, even, odd), explore the relationships between them, and illustrate their 
appearance in a variety of applications. Special classes of linearizations that reflect the 
structure of these polynomials, and therefore, preserve symmetries in their spectra, are 
introduced and investigated. We analyze the existence and uniqueness of such 
linearizations, and show how they may be systematically constructed. 

The infinitely many linearizations of any given polynomial P can have widely varying 
eigenvalue condition numbers. We investigate the conditioning of linearizations from DL(P), 
looking for the best conditioned linearization in that space andcomparing its conditioning 
with that of the original polynomial. We also analyze the eigenvalue conditioning of the 
widely used first and second companion linearizations, and find that they can potentially be 
much more ill conditioned than P. These results are phrased in terms of both the standard 
relative condition number and the condition number of Dedieu and Tisseur for the problem 
in homogeneous form, this latter condition number having the advantage of applying to zero 
and infinite eigenvalues. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

KEYWORDS: Matrix polynomial, linearization, strong linearization, companion forms, linear 

pencil, block-symmetry. 
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Κεφϊλαιο 1 
 

Ειςαγωγι 

 

Ρολυωνυμικά προβλιματα ιδιοτιμϊν (ιδιοπροβλιματα) P(λ)x = 0, όπου P(λ) =  

με πραγματικοφσ ι μιγαδικοφσ πίνακεσ ςυντελεςτζσ κζτουν τθ βάςθ για τθν ανάλυςθ 

ταλαντϊςεων κτιρίων, μθχανϊν και οχθμάτων, κακϊσ επίςθσ και αρικμθτικϊν μεκόδων για 

τθν επίλυςθ αυτϊν των προβλθμάτων και ζχουν ενςωματωκεί τόςο ςε εμπορικά όςο και ςε 

μθ-εμπορικά πακζτα λογιςμικοφ ανάλυςθσ δομισ. 

Θ πιο κλαςικι μζκοδοσ επίλυςθσ πολυωνυμικϊν ιδιοπροβλθμάτων είναι θ γραμμικοποίθςθ 

(linearization), δθλαδι ο μεταςχθματιςμόσ του ιδιοπροβλιματοσ P(λ)x = 0 ςε ζνα 

ιςοδφναμο γραμμικό ιδιοπρόβλθμα τθσ μορφισ L(λ)z = (λΧ + Y)z = 0 πολλαπλάςιων 

διατάςεων.  Ζχοντασ μεταςχθματίςει το πολυωνυμικό ιδιοπρόβλθμα ςε γραμμικό, 

χρθςιμοποιοφμε τισ κλαςικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ γραμμικϊν ιδιοπροβλθμάτων. 

Θ πιο διαδεδομζνθ και εφχρθςτθ μζκοδοσ γραμμικοποίθςθσ είναι οι ςυνοδεφουςεσ 

μορφζσ, όπωσ για παράδειγμα: 

L(λ) = λ   + . 

Υπάρχουν πολλοί γραμμικοποιθτζσ και πζρα από τθν ευκολία καταςκευισ τουσ, δεν 

υπάρχει κάποιοσ άλλοσ προφανισ λόγοσ προτίμθςθσ των ςυνοδευουςϊν μορφϊν. Ζνα 

ςθμαντικό μειονζκτθμα των ςυνοδευουςϊν μορφϊν είναι θ μθ-διατιρθςθ δομικϊν 

ιδιοτιτων του P όπωσ θ ςυμμετρία.  Πμωσ ςτα φυςικά προβλιματα ςυχνά οδθγοφμαςτε ςε 

πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, οι οποίοι είναι δομθμζνοι με ςυγκεκριμζνο τρόπο. Για 

παράδειγμα οι πίνακεσ ςυντελεςτϊν μπορεί να είναι όλοι ςυμμετρικοί ι ακόμθ να 

εναλλάςςονται μεταξφ ςυμμετρικοφ και αντι-ςυμμετρικοφ ι τζλοσ να ζχουν παλινδρομικι 

δομι.  

Αρικμθτικζσ μζκοδοι που αγνοοφν αυτι τθ δομι μποροφν να καταςτρζψουν αυτζσ τισ 

ποιοτικά ςθμαντικζσ φαςματικζσ ςυμμετρίεσ ι ακόμθ και να εξάγουν αποτελζςματα που 

δεν ζχουν κάποια φυςικι ςθμαςία ι που να μθν μποροφν να ερμθνευτοφν. Αν οι 

γραμμικοποιθτζσ ςυνοδευουςϊν μορφϊν δεν αντανακλοφν κάποια δομι που εμφανίηεται 

ςτον αρχικό πολυωνυμικό πίνακα, τότε δθμιουργείται πρόβλθμα ςτον αρικμθτικό 

υπολογιςμό.  Ζτςι είναι ςθμαντικό να μποροφμε να καταςκευάςουμε γραμμικοποιθτζσ που 

να αντανακλοφν τθν δομι του δοςμζνου πολυωνυμικοφ πίνακα και ζπειτα να αναπτφξουμε 

αρικμθτικζσ μεκόδουσ για το αντίςτοιχο γραμμικό ιδιοπρόβλθμα. 

Ζνα ςθμαντικό ηιτθμα για κάκε υπολογιςτικό πρόβλθμα είναι θ ευαιςκθςία του 

ιδιοπροβλιματοσ (conditioning). Είναι γνωςτό ότι διαφορετικοί γραμμικοποιθτζσ για ζνα 

δοςμζνο πολυωνυμικό ιδιοπρόβλθμα, μπορεί να ζχουν πολφ διαφορετικό οριςμό 

ςυνκθκϊν. Ζτςι, από τισ αρικμθτικζσ μεκόδουσ εξάγονται διαφορετικά αποτελζςματα για 

κάκε γραμμικοποιθτι.  
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Επομζνωσ κα ιταν χριςιμο να ζχουμε ζναν μεγάλο αρικμό εφκολα καταςκευάςιμων 

γραμμικοποιθτϊν από τουσ οποίουσ, κάποιοσ  κα μποροφςε να επιλεγεί ωσ τόςο, “καλά 

ςυνκθκοποιθμζνοσ”, όςο το αρχικό μασ πρόβλθμα. 

Ζνα επιπλζον ηιτθμα ζχει να κάνει με ιδιοτιμζσ ςτο . Οι περιςςότερεσ αναφορζσ ςε  

πολυωνυμικά ιδιοπροβλιματα εξετάηουν μόνο πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, όπου ο πίνακασ 

κφριων ςυντελεςτϊν  είναι αντιςτρζψιμοσ (ι ακόμθ και ταυτοτικόσ) και ζτςι δεν 

προκφπτει το πρόβλθμα ιδιοτιμϊν ςτο . Πμωσ υπάρχουν πολλζσ εφαρμογζσ όπωσ για 

παράδειγμα θ διζγερςθ κυκλϊματοσ, όπου οι κφριοι ςυντελεςτζσ είναι μθ-αντιςτρζψιμοι. 

Τθν λφςθ δίνουν οι λεγόμενοι “ιςχυροί γραμμικοποιθτζσ” (strong linearizations), οι οποίοι 

εξαςφαλίηουν τθν διατιρθςθ τθσ δομισ των ιδιοτιμϊν ςτο .  

Ρρϊτοσ μασ ςτόχοσ είναι να δείξουμε, πωσ μποροφμε να δθμιουργιςουμε δφο μεγάλεσ 

κλάςεισ γραμμικοποιθτϊν που να ανταποκρίνονται ςε αυτά τα ηθτιματα και ζτςι να 

διευρφνουμε τισ διακζςιμεσ για υπολογιςμοφσ  επιλογζσ γραμμικοποιθτϊν. 

Ραίρνοντασ τισ δφο ςυνοδεφουςεσ μορφζσ ςαν πρότυπεσ, ξεκινάμε με το κεφάλαιο 2 

δείχνοντασ πωσ μποροφμε να ςυςχετίςουμε ςτον γενικό πολυωνυμικό πίνακα P, δφο 

μεγάλουσ διανυςματικοφσ χϊρουσ δεςμϊν (ςυμβολίηονται με  και ). Οι ειδικοί 

υπόχωροι των  και  κα εξεταςτοφν λεπτομερϊσ ςτα κεφάλαια 3 και 4. 

Το δεφτερο κφριο ηιτθμα τθσ παροφςασ εργαςίασ είναι οι δομθμζνοι πολυωνυμικοί πίνακεσ 

και θ διατιρθςθ αυτισ τθσ δομισ ςτουσ γραμμικοποιθτζσ. Οι δφο κφριοι τφποι δομϊν που 

εξετάηονται εδϊ, είναι θ ςυμμετρικι και θ παλινδρομικι. 

Οι ςυμμετρικοί πολυωνυμικοί πίνακεσ ωσ γνωςτόν είναι ςθμαντικοί για εφαρμογζσ που 

ςχετίηονται με τθν ανάλυςθ ταλαντϊςεων μθχανικϊν ςυςτθμάτων. Ζνασ πολυωνυμικόσ 

πίνακασ ο οποίοσ είναι πραγματικά ςυμμετρικόσ ι ερμιτιανόσ ζχει ζνα φάςμα το οποίο 

είναι ςυμμετρικό ωσ προσ τον πραγματικό άξονα και τα ςφνολα των αριςτερϊν και δεξιϊν 

ιδιοδιανυςμάτων ςυμπίπτουν. Αυτζσ οι ιδιότθτεσ διατθροφνται ςε κάκε ςυμμετρικό 

γραμμικοποιθτι λόγω τθσ δομισ του.  

Μια δζςμθ που διατθρεί τθ ςυμμετρία τθσ ζχει πρακτικά οφζλθ. Ριο ςυγκεκριμζνα μειϊνει 

τα αποκθκευτικά και υπολογιςτικά κόςτθ, εφόςον εφαρμοςτεί μια μζκοδοσ θ οποία 

χρθςιμοποιεί τθ ςυμμετρία. Οι ιδιοτιμζσ μια ςυμμετρικισ δζςμθσ L(λ) = λX + Y μποροφν 

να υπολογιςτοφν για μικροφ και μεςαίου μεγζκουσ προβλιματα, πρϊτον ανάγοντασ το 

ηεφγοσ πινάκων (Y, X) ςε τριδιαγϊνια-διαγϊνια μορφι και δεφτερον, χρθςιμοποιϊντασ 

τουσ ΗR ι LR αλγορίκμουσ ι τισ επαναλιψεισ Ehrlich-Aberth. Σε μεγάλα προβλιματα 

μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ο ψευδό-Lanczos αλγόρικμοσ του Parlett και Chen. 

Ραλινδρομικοί πολυωνυμικοί πίνακεσ από τθν άλλθ ςυναντϊνται ςε ςωρεία εφαρμογϊν. 

Πμωσ δεν ζχουν εκτιμθκεί επαρκϊσ ωσ μια ξεχωριςτι κατθγορία προβλθμάτων, θ οποία 

χριηει ξεχωριςτισ ανάλυςθσ.  

Θ ϊκθςθ για τθ ςυγκεκριμζνθ μελζτθ πθγάηει από ζνα project ζρευνασ του κορφβου των 

ςιδθροδρομικϊν μεταφορϊν που προκαλείται από τισ υψθλζσ ταχφτθτεσ των τρζνων. Το 

ιδιοπρόβλθμα που προκφπτει από αυτό το project ζχει τθ μορφι: 
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Α + λΒ + )x = 0,                                                                                                                 (1.0.1) 

όπου Α, Β είναι τετραγωνικοί μιγαδικοί πίνακεσ, με Β ςυμμετρικό μιγαδικό και Α μθ-

αντιςτρζψιμο. Ραρατθροφμε ότι ο πολυωνυμικόσ πίνακασ ςτθν (1.0.1) ζχει τθν ιδιότθτα 

αντιςτρζφοντασ τθν τάξθ των πινάκων ςυντελεςτϊν και παίρνοντασ τον ανάςτροφο 

(transpose), να επιςτρζφουμε ςτον αρχικό πολυωνυμικό πίνακα. Αντίςτοιχα με το γλωςςικό 

παλίνδρομο (διαβάηεται από το τζλοσ προσ τθν αρχι και ανάποδα το ίδιο) καλοφμε αυτοφσ 

τουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ Τ-παλινδρομικοφσ. 

Ρραγματικά τετραγωνικά και μιγαδικά Τ-παλινδρομικά ιδιοπροβλιματα ςυναντϊνται ςτθ 

μακθματικι προτυποποίθςθ και ςτισ αρικμθτικζσ προςομοιϊςεισ ςυμπεριφοράσ 

περιοδικϊν SAW (ακουςτικό κφμα επιφάνειασ) φίλτρων. Ο υπολογιςμόσ του αρικμοφ 

Crawford, που ςχετίηεται με τθν ανάλυςθ διαταραχϊν, γενικευμζνων ςυμμετρικϊν 

ιδιοπροβλθμάτων, παράγει ζνα τετραγωνικό ∗-παλινδρομικό ιδιοπρόβλθμα (∗ ςυμβολίηει 

τον ςυηυγι ανάςτροφο). Ρολυωνυμικοί πίνακεσ μεγαλφτερθσ τάξθσ με ∗-παλινδρομικι 

δομι ςυναντϊνται ςε προβλιματα διακριτοφ βζλτιςτου ελζγχου. 

Εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ, δθλαδι πολυωνυμικοί πίνακεσ όπου οι πίνακεσ 

ςυντελεςτζσ εναλλάςςονται μεταξφ ςυμμετρικϊν και αντι-ςυμμετρικϊν, δθμιουργοφν μια 

άλλθ ςθμαντικι κατθγορία δομθμζνου πολυωνυμικοφ πίνακα. Ωςτόςο οι φαινομενικά 

αςυςχζτιςτεσ παλινδρομικζσ και εναλλαςςόμενεσ δομζσ, τείνουν να ςυνδεκοφν θ μια με 

τθν άλλθ, μζςω μιασ εκδοχισ πολυωνυμικοφ πίνακα του μεταςχθματιςμοφ Cayley. Στο 

κεφάλαιο 6 κα αναπτυχκεί μια ενδιαφζρουςα αναλογία μεταξφ παλινδρομικϊν 

(palindromic) και εναλλαςςόμενων (alternating) πολυωνυμικϊν πινάκων από τθν μια και 

ςυμπλεκτικϊν (symplectic) και χαμιλτονιανϊν (hamiltonian) από τθν άλλθ. Θα δοφμε ότι οι 

εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ μποροφν να μελετθκοφν παράλλθλα με τουσ 

παλινδρομικοφσ  και τζλοσ κα δοφμε ότι οι ιδιότθτεσ και οι δομθμζνοι γραμμικοποιθτζσ, 

αναπτφςςονται χρθςιμοποιϊντασ ίδιεσ τεχνικζσ.  

Ρεριςςότερεσ λεπτομζρειεσ που αφοροφν εφαρμογζσ εναλλαςςόμενων και παλινδρομικϊν 

πολυωνυμικϊν πινάκων κα δοφμε ςτθ παράγραφο 6.4. 

 

1.1 Μερικϊ ειςαγωγικϊ 
 

Αρχικά κα δϊςουμε τουσ απαραίτθτουσ  οριςμοφσ και ςυνκικεσ που κα μασ χρειαςτοφν 

ςτθ ςυνζχεια. Τα βαςικά αντικείμενα τθσ μελζτθσ μασ είναι οι n x n πολυωνυμικοί πίνακεσ 

τθσ μορφισ    

P(λ) =  ,  . . . ,       ≠ 0,                                                          (1.1.1) 

όπου  ςυμβολίηει το ςϊμα των πραγματικϊν ι μιγαδικϊν αρικμϊν και k ο βακμόσ του 

πίνακα. 

Οριςμόσ 1.1.1 (Δεξιό ιδιοδιάνυςμα). Εάν λ  και το μθ μθδενικό x ∈  ικανοποιεί τθν 

P(λ)x = 0, τότε το x καλείται δεξιό ιδιοδιάνυςμα του P που αντιςτοιχεί ςτθ ιδιοτιμι λ. 
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Από εδϊ και ςτο εξισ όταν αναφερόμαςτε ςτο ιδιοδιάνυςμα κα εννοοφμε το δεξιό 

ιδιοδιάνυςμα. Θα αςχολθκοφμε κυρίωσ με regular πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, δθλαδι 

πολυωνυμικοί πίνακεσ, όπου θ det P(λ) δεν είναι μθδζν για όλα τα λ  Για αυτοφσ τουσ 

πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, οι πεπεραςμζνεσ ιδιοτιμζσ είναι ακριβϊσ οι ρίηεσ τθσ det P(λ). 

Οριςμόσ 1.1.2 (Reversal πολυωνυμικοφ πίνακα). Για ζναν πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = 

 βακμοφ k, ο reversal του P(λ) είναι ο  

rev P(λ)  :=  P(1/λ) =  .                                                                                      (1.1.2) 

Ραρατθροφμε εδϊ ότι οι μθ-μθδενικζσ πεπεραςμζνεσ ιδιοτιμζσ του rev P(λ) είναι οι 

αντίςτροφεσ των ιδιοτιμϊν του P. 

Οριςμόσ 1.1.3 (Ιδιοτιμι ςτο άπειρο). Ζςτω P(λ) ζνασ regular πολυωνυμικόσ πίνακασ 

βακμοφ k . Τότε P(λ) κα λζμε ότι ζχει ιδιοτιμι ςτο  με ιδιοδιάνυςμα x, εάν rev P(λ) 

ζχει ιδιοτιμι το 0 με αντίςτοιχο ιδιοδιάνυςμα x. Οι αλγεβρικζσ, γεωμετρικζσ και μερικζσ 

πολλαπλότθτεσ τθσ ιδιοτιμισ  ζχουν οριςτεί να είναι ίδιεσ με τισ αντίςτοιχεσ 

πολλαπλότθτεσ τθσ ιδιοτιμισ 0 του rev P(λ). 

Πταν επιλφουμε πολυωνυμικά ιδιοπροβλιματα τθσ μορφισ P(λ)x = 0 πρϊτα απ’ όλα 

καταςκευάηουμε ζναν γραμμικοποιθτι, δθλαδι μετατρζπουμε τον δοςμζνο πολυωνυμικό 

πίνακα ςε μια δζςμθ γραμμικοφ πίνακα L(λ) = λX + Y με τισ ίδιεσ ιδιοτιμζσ και ςτθ 

ςυνζχεια δουλεφουμε με τθ δζςμθ. 

Οριςμόσ 1.1.4 (Γραμμικοποιθτισ).  Ζςτω  P(λ) ζνασ n x n πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k 

με k . Μια δζςμθ L(λ) = λX + Y με Χ,Y καλείται γραμμικοποιθτισ του P(λ) 

εάν υπάρχουν (unimodular) πολυωνυμικοί πίνακεσ Ε(λ), F(λ) τζτοιοι ϊςτε 

Ε(λ)L(λ)F(λ) = 
(k-1)n

P(λ) 0

0 I
.   

 Μια άμεςθ ςυνζπεια αυτοφ του οριςμοφ είναι ότι γ det(L(λ)) = det(P(λ)) για κάποια μθ-

μθδενικι ςτακερά γ, ζτςι ϊςτε τα L και P να ζχουν το ίδιο φάςμα. Υπάρχουν πολλζσ 

κατθγορίεσ γραμμικοποιθτϊν αλλά θ πιο ςθμαντικι είναι οι λεγόμενεσ ςυνοδεφουςεσ 

μορφζσ ι ςυνοδεφοντεσ πολυωνυμικοί πίνακεσ. 

Οριςμόσ 1.1.5 (Συνοδεφουςεσ μορφζσ). Εάν  

 =  = diag ),                                                                                                       (1.1.3.a) 

     και  ,                       (1.1.3b) 

τότε οι  δζςμεσ πινάκων +  και  +  καλοφνται πρϊτθ 

και δεφτερθ ςυνοδεφουςα μορφι  του P(λ) αντίςτοιχα. 
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Θ ζννοια του γραμμικοποιθτι του οριςμοφ 1.1.4 δθμιουργικθκε κυρίωσ για 

πολυωνυμικοφσ πίνακεσ (1.1.1) με αντιςτρζψιμο κφριο ςυντελεςτι . Σε αυτι τθ 

περίπτωςθ όλεσ οι ιδιοτιμζσ του P(λ) είναι πεπεραςμζνεσ και θ μορφι Jordan τουσ μπορεί 

να ανακτθκεί από κάποιον άλλο γραμμικοποιθτι, ωςτόςο υπάρχει μια μικρι διαφορά όταν 

ο κφριοσ ςυντελεςτισ ενόσ κανονικοφ πίνακα P(λ) είναι μθ-αντιςτρζψιμοσ. Τότε το ∞ είναι 

μια ιδιοτιμι με κάποια πολλαπλότθτα και παρουςιάηει προβλιματα ςτθν καταςκευι τθσ 

μορφισ Jordan. 

Για να ξεπεράςουμε αυτό το εμπόδιο ειςιχκθ μια τροποποίθςθ ςτον οριςμό 1.1.4 που 

ονομάςτθκε “Ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ”. Θ αντιςτοιχία μεταξφ τθσ ιδιοτιμισ του απείρου 

ενόσ πολυωνυμικοφ πίνακα P και τθσ ιδιοτιμισ μθδζν του rev P είναι θ βάςθ αυτοφ του 

οριςμοφ. 

Οριςμόσ 1.1.6 (Ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ). Ζςτω P(λ) =  ο πολυωνυμικόσ πίνακασ 

βακμοφ k με k ≥ 1. Εάν L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ) και rev L(λ) είναι ζνασ 

γραμμικοποιθτισ του rev P(λ) τότε L(λ) λζγεται ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ (strong 

linerazation) του P(λ). 

Για κανονικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ P(λ), θ επιπλζον ιδιότθτα ότι ο rev L(λ) είναι ζνασ 

γραμμικοποιθτισ του rev P(λ) επιβεβαιϊνει ότι θ μορφι Jordan τθσ ιδιοτιμισ του απείρου 

διατθρείται από τον ιςχυρό γραμμικοποιθτι. Οι πρϊτεσ και δεφτερεσ ςυνοδεφουςεσ 

μορφζσ κάκε κανονικοφ πολυωνυμικοφ πίνακα P ζχουν αυτι τθν επιπλζον ιδιότθτα και ζτςι 

είναι πάντα ιςχυροί γραμμικοποιθτζσ του P. Οι περιςςότερεσ δζςμεσ που κα 

καταςκευάςουμε κα αποδειχκεί ότι είναι ιςχυροί γραμμικοποιθτζσ. 

Οριςμόσ 1.1.7 (Unimodular). Ωσ unimodular πολυωνυμικό πίνακα κα ονομάηουμε τον 

πολυωνυμικό πίνακα E(λ) ∈  του οποίου θ ορίηουςα det (E(λ)) είναι μθ-μθδενικι 

και ςτακερι (δθλ., ανεξάρτθτθ του λ). 

Οριςμόσ 1.1.8 (Βακμόσ πολυωνυμικοφ πίνακα). Βακμόσ πολυωνυμικοφ πίνακα P(λ) ∈ 

 ορίηεται ωσ ο μζγιςτοσ βακμόσ των πολυωνφμων που εμφανίηονται μεταξφ των 

ςτοιχείων του πίνακα και ςυμβολίηεται με deg(P(λ)). 

Οριςμόσ 1.1.9 (Γινόμενο Kronecker). Εάν Α ζνασ m x n πίνακασ και B ζνασ p x q πίνακασ, 

τότε το γινόμενο Kronecker Α ⊗ Β είναι ο mp x nq block πίνακασ 

Α ⊗ Β = . 

Επιπλζον I =  είναι ο ταυτοτικόσ πίνακασ, R =  ςυμβολίηει τον k x k αντίςτροφο 

ταυτοτικό και N =  είναι ο ςτακερόσ k x k μθδενοδφναμοσ (nilpotent) Jordan block 

πίνακασ. 

R =  =    και  N =  =                                                   (1.1.4) 
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Το διάνυςμα  των φκινουςϊν δυνάμεων του λ ςυμβολίηεται με 

Λ. Ζτςι  

Λ(r) := .                                                                                                         (1.1.5) 

Συμβολίηουμε το γινόμενο Kronecker με ⨂, οι unimodular πολυωνυμικοί πίνακεσ 

T(λ) =  ⨂ I     και   G(λ) =  ⨂ I.                (1.1.6)                                                                                                                              

χρθςιμοποιοφνται ςε διάφορα ςθμεία τθσ εργαςίασ. Ραρατθροφμε ότι θ τελευταία block-

ςτιλθ του G(λ) είναι Λ  και ότι Τ(λ) μπορεί να παραγοντοποιθκεί ωσ 

T(λ) = G(λ)     (1.1.7) 
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Κεφϊλαιο 2 
 

Στόχοσ αυτοφ του κεφαλαίου είναι να δείξουμε πωσ μποροφμε να αντιςτοιχίςουμε δυο 

μεγάλουσ διανυςματικοφσ χϊρουσ ( (P) και (P)) εφκολα καταςκευάςιμων δεςμϊν, ςε 

ζναν δοςμζνο πολυωνυμικό πίνακα P. Θα δοφμε ότι αυτζσ οι δζςμεσ με τθν ιδιότθτα να 

είναι ςτοιχεία αυτϊν των διανυςματικϊν χϊρων, τείνουν να είναι γραμμικοποιθτζσ του P. 

Ζτςι οι χϊροι αυτοί επιτρζπουν τθν αναηιτθςθ γραμμικοποιθτϊν με ςυγκεκριμζνεσ 

ιδιότθτεσ. 

 

2.1 Διανυςματικού χώροι “εν δυνϊμει” γραμμικοποιητών 
 

Οι  ςυνοδεφουςεσ μορφζσ των πολυωνυμικϊν πινάκων P(λ) =  ζχουν κάποιεσ 

ςθμαντικζσ ιδιότθτεσ που τισ κακιςτοφν τισ πλζον κατάλλθλεσ για γραμμικοποιθτζσ του P. 

Α. Καταςκευάηονται άμεςα από τα δεδομζνα του P. 

Β. Τα ιδιοδιανφςματα του P μποροφν εφκολα να ανακτθκοφν από τα ιδιοδιανφςματα των 

ςυνοδευουςϊν μορφϊν. 

Γ. Είναι πάντα ιςχυροί γραμμικοποιθτζσ του P. 

Ωςτόςο οι ςυνοδεφουςεσ μορφζσ ζχουν ζνα ςθμαντικό μειονζκτθμα. Ρολφ ςυχνά δεν 

αντανακλοφν κάποια δομι ι κάποια ςυμμετρία ιδιοτιμϊν που μπορεί να υπάρχει ςτον 

αρχικό πολυωνυμικό πίνακα P. Ζτςι λοιπόν ειςάγουμε διανυςματικοφσ χϊρουσ δεςμϊν οι 

οποίοι γενικεφουν τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ και ςτθ ςυνζχεια αναλφουμε κάποιεσ κοινζσ 

ιδιότθτεσ αυτϊν των δεςμϊν με τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ. 

Ξανακυμόμαςτε τθν αρχι τθσ πρϊτθσ ςυνοδεφουςασ μορφισ. Ακολουκϊντασ τθν κλαςικι 

μζκοδο μετατροπισ ενόσ ςυςτιματοσ γραμμικϊν, αλγεβρικϊν, διαφορικϊν εξιςϊςεων 

μεγαλφτερθσ τάξθσ ςε ζνα ςφςτθμα πρϊτθσ τάξθσ, ειςάγουμε τισ διανυςματικζσ μεταβλθτζσ 

   ,  . . .  , , ,                                                           (2.1.1) 

ςε ζνα n x n πολυωνυμικό ιδιοπρόβλθμα P(λ)x = ( x = 0, ωσ εκ τοφτου 

μετατρζπεται ςε: 

  +  +  + ⋯ +  +  = 0. 

Τότε μαηί με τισ ςχζςεισ (2.1.1) μεταξφ διαδοχικϊν μεταβλθτϊν, αυτό μπορεί να εκφραςτεί 

ςαν το kn x kn γραμμικό ιδιοπρόβλθμα: 

 = 0.                                   (2.1.2) 
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Αντιςτρόφωσ αν ξεκινιςουμε απο τθν (2.1.2), τότε οι τελευταίεσ k 1 block-γραμμζσ 

αναγκάηουν  κάκε λφςθ τθσ (2.1.2) να ζχει τθν μορφι: 

 =  = Λ ⨂ x 

για κάποιο διάνυςμα x . Συνεπϊσ για να λφςουμε τθν (2.1.2) κα επικεντρωκοφμε ςτα 

γινόμενα τθσ μορφισ (λ) ∙ (Λ  x). Πμωσ 

(λ) ∙ (Λ ) =  για όλα τα x                                                       (2.1.3) 

Ζτςι κάκε λφςθ τθσ (2.1.2) οδθγεί ςτθ λφςθ του αρχικοφ προβλιματοσ P(λ)x = 0. Τϊρα 

παρατθροφμε ότι θ (2.1.3) με τον “για όλα τα x” ποςοδείκτθ ιςοδυναμεί με: 

(λ) ∙ (Λ ) = (λ)  =   =   P(λ).                                                    (2.1.4) 

Συνεπϊσ για να γενικεφςουμε τθν ςυνοδεφουςα μορφι, κεωροφμε το ςφνολο όλων των    

kn x kn πινάκων δεςμϊν L(λ) = λX + Y που ικανοποιοφν τθν ιδιότθτα: 

∙ (Λ ) =  =   = υ  P(λ).                                                 (2.1.5) 

για κάποιο διάνυςμα υ =  . Αυτό το ςφνολο δεςμϊν κα ςυμβολίηεται με 

(P). Ειςάγουμε τον ςυμβολιςμό:  

}                                                                                                             (2.1.6) 

για το ςφνολο όλων των πικανϊν δεξιϊν μελϊν τθσ ςχζςθσ (2.1.5). Ζτςι λοιπόν ζχουμε τον 

ακόλουκο οριςμό: 

Οριςμόσ 2.1.1. (P) := { L(λ) = λX + Y : X,Y , L(λ) ∙ (Λ ) }. 

Συχνά κα χρθςιμοποιοφμε τθν ζκφραςθ ότι θ L(λ) ικανοποιεί το δεξιό ansatz με διάνυςμα υ 

ι το υ είναι το δεξιό ansatz διάνυςμα για τθν L(λ) όταν L(λ)  (P). Λζμε δεξιό ansatz 

διότι L(λ) πολλαπλαςιάηεται από δεξιά με τθν block ςτιλθ Λ .  

Από τισ ιδιότθτεσ του γινομζνου Kronecker βλζπουμε ότι  είναι ζνασ διανυςματικόσ 

χϊροσ ιςομορφικόσ με τον  και ςυνεπϊσ ο (P) είναι και αυτόσ διανυςματικόσ χϊροσ.  

Πρόταςθ 2.1.2. Για κάκε πολυωνυμικό πίνακα P(λ), (P) είναι ζνασ διανυςματικόσ χϊροσ 

ςτο . 
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Εφόςον λοιπόν θ (λ) ανικει ςτον (P), κα δοφμε ότι ο (P) είναι μθ-τετριμμζνοσ 

διανυςματικόσ χϊροσ για κάκε πολυωνυμικό πίνακα P. Επόμενοσ μασ ςτόχοσ είναι να 

δείξουμε, όπωσ και με τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ, ότι οι δζςμεσ ςτον (P) 

καταςκευάηονται εφκολα από τα δεδομζνα του P. Συνζπεια αυτισ τθσ καταςκευισ είναι ο 

χαρακτθριςμόσ όλων των δεςμϊν ςτον (P) και ο υπολογιςμόσ του dim (P). Τϊρα κα 

ειςάγουμε τθν επόμενθ πράξθ πάνω ςτουσ block πίνακεσ θ οποία αποτελεί απαραίτθτο 

εργαλείο για να δουλζψουμε με γινόμενα τθσ μορφισ L(λ) ∙ (Λ ). 

Οριςμόσ 2.1.3 (Μετατοπιςμζνο κατά ςτιλθ άκροιςμα).  Ζςτω Χ και Y τετραγωνικοί k x k 

block πίνακεσ 

X = ,   Y = ,    

με  ,    . Τότε το μετατοπιςμζνο κατά ςτιλθ άκροιςμα (column shifted sum) των 

Χ και Y ορίηεται ωσ: 

  =  + ,    

όπου τα μθδενικά blocks είναι επίςθσ n x n. 

Σαν παράδειγμα για τθν πρϊτθ ςυνοδεφουςα μορφι (λ) = λ  +  του 

 το άκροιςμα   είναι: 

    = . 

Λιμμα 2.1.4. Ζςτω  ζνασ n x n  πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) = λΧ + Y 

μια kn x kn δζςμθ. Τότε για , 

(λX + Y) ∙ (Λ ) = υ  P(λ) ⟺ X   Y =     ],             (2.1.7) 

και ζτςι ο χϊροσ (P) μπορεί εναλλακτικά να χαρακτθριςτεί ωσ  

(P) = {λX + Y : X   Y  =     ],    }.                        (2.1.8)      

Θ απόδειξθ προκφπτει από απευκείασ υπολογιςμό για αυτό και παραλείπεται. 
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Θεώρθμα 2.1.5 (Χαρακτθριςμόσ των δεςμών ςτον (P)). 

Ζςτω  ζνασ n x n  πολυωνυμικόσ πίνακασ και  κάποιο διάνυςμα. 

Τότε το ςφνολο των δεςμϊν ςτον (P) με δεξιά ansatz διανφςματα υ αποτελείται από 

όλεσ τισ L(λ) = λΧ + Y, ζτςι ϊςτε: 

              n       (k 1)n                                              (k 1)n                          n  

X =     και   Y = [ W +     ], 

με  επιλεγμζνο τυχαία. 

Απόδειξθ. 

Θεωροφμε τθν απεικόνιςθ ℳ που είναι πεπλεγμζνθ ςτον οριςμό του (P): 

(P)                   

L(λ)    ⟼ L(λ) ( )                                   (2.1.9)             

ℳ γραμμικι. Για να δοφμε ότι ℳ είναι επί, κεωροφμε ζςτω   ζνα τυχαίο ςτοιχείο 

του  και καταςκευάηουμε  

                 n                 (k 1)n                                                             (k 1)n                     n  

 =            και        = [ W +     ]. 

Τότε   = ], ζτςι από το λιμμα 2.1.4 θ δζςμθ (λ) :=  λ  +  

είναι μια αντίςτροφθ εικόνα του  . Το ςφνολο όλων των αντίςτροφων εικόνων του 

 είναι τότε (λ) + ker ℳ. Από (2.1.7), ο πυρινασ του ℳ αποτελείται από όλεσ τισ 

δζςμεσ λX + Y που ικανοποιοφν τθν X  Y = 0. Ο οριςμόσ του μετατοπιςμζνου 

ακροίςματοσ τότε ςυνεπάγεται ότι X και Y πρζπει να ζχουν τθν μορφι  

           n           (k 1)n                                   (k 1)n          n  

X = [ 0             W ]        και         Y = [ W                 0 ]                        

όπου  επιλεγμζνο τυχαία.                                           □              

 

Πόριςμα 2.1.6. dim (P) = k(k 1)  + k . 

Απόδειξθ. 

Εφόςον ℳ είναι επί, dim (P) = dim ker ℳ + dim  = (k 1)  + k .      □ 

 

Ζτςι βλζπουμε ότι (P) είναι ζνασ ςχετικά μεγάλοσ υπόχωροσ του πλιρουσ χϊρου 

δεςμϊν. Το ακόλουκο πόριςμα εςτιάηει ςε μια ειδικι περίπτωςθ του κεωριματοσ 2.1.5 το 

οποίο κα παίξει ςθμαντικό ρόλο ςτθ παράγραφο 2.2. 
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Πόριςμα 2.1.7. Υποκζτουμε ότι L(λ) = λΧ + Y  (P) ζχει δεξιό ansatz διάνυςμα υ = α .  

Τότε 

k 12αA X
X=

0 -Z
     και  

11 0Y αA
Y=

Z 0
                                    (2.1.10) 

για κάποια . Ραρατθροφμε ότι θ  ταιριάηει με το μοντζλο του 

πορίςματοσ 2.1.7 με υ =  και Ζ = . 

Θ δεφτερθ ςθμαντικι ιδιότθτα τθσ ςυνοδεφουςασ μορφισ είναι θ ςχζςθ μεταξφ των 

ιδιοδιανυςμάτων τθσ και των πολυωνυμικϊν πινάκων P που τθν γραμμικοποιοφν. Ππωσ 

αναφζρκθκε προθγουμζνωσ (2.1.2) κάκε ιδιοδιάνυςμα τθσ  ζχει τθ μορφι Λ , 

όπου x ζνα ιδιοδιάνυςμα του P.  Ζτςι τα ιδιοδιανφςματα του P ανακτϊνται απλά εξάγοντασ 

τισ τελευταίεσ n ςυντεταγμζνεσ από τα ιδιοδιανφςματα τθσ ςυνοδεφουςασ μορφισ. 

Το επόμενο αποτζλεςμα δείχνει ότι οι γραμμικοποιθτζσ ςτον (P) ζχουν και αυτοί τθν ίδια 

ιδιότθτα. 

Θεώρθμα 2.1.8 (Ιδιότθτα ανάκτθςθσ ιδιοδιανφςματοσ για τον (P)). 

Ζςτω P(λ) ζνασ n x n πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k και L(λ) μια δζςμθ ςτον (P) με 

μθ-μθδενικό δεξιό ansatz διάνυςμα υ. Τότε x   είναι ζνα ιδιοδιάνυςμα του 

 με πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι λ  εάν και μόνο εάν Λ είναι ζνα ιδιοδιάνυςμα 

τθσ δζςμθσ L(λ) με ιδιοτιμι λ. Αν επιπλζον P regular και L ∈ (P) γραμμικοποιθτισ του P, 

τότε κάκε ιδιοδιάνυςμα τθσ L με πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι λ είναι τθσ μορφισ Λ  για 

κάποιο ιδιοδιάνυςμα x του P. 

Απόδειξθ. 

Θ πρϊτθ πρόταςθ προκφπτει άμεςα από : 

L(λ) (Λ ) = L(λ) (Λ )(1 ) = ( )(1  x) = x). 

Για τθ δεφτερθ πρόταςθ υποκζτουμε ότι λ   είναι πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι του L(λ) με 

γεωμετρικι πολλαπλότθτα m και ζςτω y   να είναι κάκε ιδιοδιάνυςμα του L(λ) 

αντιςτοιχιςμζνο με λ. Εφόςον L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ), θ γεωμετρικι 

πολλαπλότθτα του λ για P(λ) είναι επίςθσ m. Ζςτω , . . . ,  να είναι γραμμικϊσ 

ανεξάρτθτα ιδιοδιανφςματα του P(λ) αντιςτοιχιςμζνα με λ και ορίηουμε  = Λ  για i = 

1, . . . , m. Τότε , . . . ,   είναι γραμμικϊσ ανεξάρτθτα ιδιοδιανφςματα για L(λ) με 

ιδιοτιμι λ, και ζτςι y πρζπει να είναι γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των , . . . ,  . Συνεπϊσ y 

ζχει τθ μορφι y = Λ  x για κάποιο ιδιοδιάνυςμα x   του P.         □ 

 

Θ παραπάνω ανάλυςθ του χϊρου δεςμϊν (P) ζχει μια παράλλθλθ εκδοχι, θ οποία 

ξεκινάει από τθ δεφτερθ ςυνοδεφουςα μορφι (λ) = λ  +  (1.1.3). Ανάλογα με τθν 

(2.1.4) : 
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[   ⋯  λ    ] ∙  = [P(λ) 0  ⋯   0], 

εκφραςμζνο καλφτερα : ( ) ∙  = P(λ). Αυτό μασ οδθγεί να κεωριςουμε 

τισ δζςμεσ L(λ) = λΧ + Y που ικανοποιοφν το αριςτερό ansatz 

 ( ) ∙ L(λ) =   P(λ),                                                                                                (2.1.11) 

και ςε ζνα αντίςτοιχο διανυςματικό χϊρο (P). Το διάνυςμα w ςτθν (2.1.11) κα 

αναφζρεται ωσ αριςτερό ansatz διάνυςμα τθσ L(λ). 

Οριςμόσ 2.1.9. Με  = {   P(λ) : w }, ορίηουμε  

(P) = {L(λ) = λΧ + Y : Χ, Y , ( ) ∙ L(λ) }. 

Στθν ανάλυςθ του (P) βοικθςε θ ειςαγωγι τθσ ακόλουκθσ πράξθσ block πίνακα. 

Οριςμόσ 2.1.10 (Μετατοπιςμζνο κατά γραμμζσ άκροιςμα). 

 Ζςτω Χ και Y οι πίνακεσ: 

X = ,   Y = ,    

με blocks ,   . Τότε το μετατοπιςμζνο κατά γραμμζσ άκροιςμα (row shifted sum) 

των Χ και Y ορίηεται ωσ: 

X  + , 

όπου τα μθδενικά blocks είναι επίςθσ n x n. Το ακόλουκο λιμμα πιςτοποιεί τθν αντιςτοιχία 

μεταξφ αριςτεροφ ansatz και μετατοπιςμζνου κατά γραμμζσ ακροίςματοσ. 

Λιμμα 2.1.10. Ζςτω P(λ) =  ζνασ n x n πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) = λΧ + Y  

μια kn x kn δζςμθ. Τότε για κάκε w ,  

 ) ∙ (λX + Y) =   P(λ) ⟺ X  =                                                  (2.1.12) 

Χρθςιμοποιϊντασ αυτά τα εργαλεία μποροφμε να χαρακτθρίςουμε αυτζσ τισ δζςμεσ ςτον 

(P) με ζναν ανάλογο τρόπο όπωσ του κεωριματοσ (2.1.5) και ζτςι να καταλιξουμε ςτο 

ότι:  

dim (P) = dim (P) = k(k 1)  + k .                           (2.1.13) 
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Το ανάλογο του κεωριματοσ (2.1.8) για τισ δζςμεσ ςτον (P) περιλαμβάνει περιςςότερο 

αριςτερά ιδιοδιανφςματα του P(λ). Επειδι δεν ζχει διευκρινιςτεί επακριβϊσ ο οριςμόσ  του 

αριςτεροφ ιδιοδιανφςματοσ ενόσ πολυωνυμικοφ πίνακα, τον παρακζτουμε ευκφσ αμζςωσ. 

Οριςμόσ 2.1.12 (Αριςτερά ιδιοδιανφςματα).  

Ζνα αριςτερό ιδιοδιάνυςμα (left eigenvector) ενόσ n x n πολυωνυμικοφ πίνακα P(λ) = 

 αντιςτοιχιςμζνο με μια πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι λ, είναι ζνα μθ-μθδενικό διάνυςμα 

y  τζτοιο ϊςτε P(λ) = 0. Ζνα αριςτερό ιδιοδιάνυςμα του P που αντιςτοιχεί ςτθν 

ιδιοτιμι  είναι ζνα αριςτερό ιδιοδιάνυςμα του rev P αντιςτοιχιςμζνο ςτθν ιδιοτιμι 0. 

Το ακόλουκο αποτζλεςμα δείχνει ότι τα αριςτερά ιδιοδιανφςματα του P εφκολα 

ανακτϊνται από τουσ γραμμικοποιθτζσ ςτον (P). 

Θεώρθμα 2.1.13 (Ιδιότθτα ανάκτθςθσ ιδιοδιανφςματοσ για (P)). 

Ζςτω  P(λ) ζνασ n x n  πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k και L(λ) μία δζςμθ ςτον (P) με 

μθ-μθδενικό αριςτερό ansatz διάνυςμα w. Τότε y  είναι ζνα αριςτερό ιδιοδιάνυςμα 

του P(λ) με πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι λ ℂ, εάν και μόνο εάν   είναι ζνα αριςτερό 

ιδιοδιάνυςμα τθσ L(λ) με ιδιοτιμι λ. Αν επιπλζον P regular και L (P) ζνασ  

γραμμικοποιθτισ του P, τότε κάκε αριςτερό ιδιοδιάνυςμα τθσ L με πεπεραςμζνθ ιδιοτιμι λ 

είναι τθσ μορφισ  για κάποιο αριςτερό ιδιοδιάνυςμα y του P. 

Σε αυτι τθν παράγραφο είδαμε ότι οι δζςμεσ ςτουσ χϊρουσ (P) και (P) μοιάηουν με 

τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ και ζχουν ιδιοδιανφςματα που ςχετίηονται με αυτά του P. Ζτςι 

μπορεί κάποιοσ να δει ότι οι (P) και (P) είναι μεγάλεσ κλάςεισ εν δυνάμει (potential) 

γραμμικοποιθτϊν του P(λ). Ραρακάτω κα δοφμε τισ καλφτερεσ δυνατζσ επιλογζσ 

γραμμικοποιθτϊν. 

 

2.2 Πότε μια δϋςμη ςτον (P) εύναι γραμμικοποιητόσ 
 

Δεν είναι όλεσ οι δζςμεσ ςτουσ χϊρουσ (P) και (P) γραμμικοποιθτζσ του P. Σε αυτι 

τθν παράγραφο κα εςτιάςουμε ςτον (P) και κα προτείνουμε κριτιρια ςτον αν μια δζςμθ 

από τον (P) είναι γραμμικοποιθτισ του P ι όχι. Θα δείξουμε ότι για κάκε δοςμζνθ L ∈ 

(P) υπάρχει μια ςυνκικθ (ειδικά για τθν L) πάνω ςτουσ πίνακεσ ςυντελεςτϊν του P, που 

πρζπει να ικανοποιείται για να μασ εξαςφαλίςει ότι θ L είναι ςτθν πραγματικότθτα ζνασ 

γραμμικοποιθτισ του P. 

2.2.1 Σο θεώρημα ιςχυρού γραμμικοποιητό 

 

Ξεκινάμε με ζνα αποτζλεςμα που αφορά τθν ειδικι περίπτωςθ του δεξιοφ ansatz που 

αναφζρεται ςτο πόριςμα (2.1.7). Ο P εδϊ δεν κεωρείται regular. 

Θεώρθμα 2.2.1. Υποκζτουμε ότι P(λ) =  με  ≠ 0 ζνασ n x n πολυωνυμικόσ 

πίνακασ και  L(λ) = λΧ + Y  (P) ζχει μθ-μθδενικό δεξιό ansatz διάνυςμα υ =  τζτοιο 

ϊςτε: 

L(λ)∙(Λ  =   P(λ).                                                                                                       (2.2.1) 
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Διαμζριςθ Χ και Y όπωσ ςτθν (2.1.10) ζτςι ϊςτε  

L(λ) = λX + Y= 
k 12αA X

0 -Z
+ 

11 0Y αA

Z 0
,                                                                       (2.2.2)  

όπου Ζ . Τότε Ζ αντιςτρζψιμοσ ςυνεπάγεται ότι θ L(λ) είναι ζνασ ιςχυρόσ 

γραμμικοποιθτισ του P(λ). 

Απόδειξθ. 

Θα δείξουμε πρϊτα ότι L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ). Ξεκινάμε τθν αναγωγι 

του L(λ) ςε diag(P(λ), ) χρθςιμοποιϊντασ τουσ unimodular πολυωνυμικοφσ πίνακεσ 

T(λ) και G(λ) όπωσ ορίηονται ςτθν (1.1.6). Στο γινόμενο L(λ)G(λ) οι πρϊτεσ k 1 block 

ςτιλεσ είναι ίδιεσ με αυτζσ του L(λ). Επειδι θ τελευταία block-ςτιλθ του G(λ) είναι θ 

Λ I, βλζπουμε από τθ (2.2.1) ότι θ τελευταία block-ςτιλθ του L(λ)G(λ) είναι θ   

P(λ). Διαμερίηοντασ τον Ζ ςτθ (2.2.2) ςε block-ςτιλεσ (block-columns) [    . . . ], 

όπου  , παίρνουμε           

L(λ)G(λ) =   G(λ), 

                  =  . 

Επιπλζον μεταςχθματιςμόσ από τισ πράξεισ block-ςτιλθσ δίνει 

L(λ)T(λ) = 

L(λ)  

                  = 
* αP(λ)

Z 0
.  

Κλιμακωτζσ και block-ςτθλϊν μετακζςεισ ςτο L(λ)T(λ) μασ δείχνουν ότι υπάρχει ζνασ 

unimodular πολυωνυμικόσ πίνακασ F(λ) τζτοιοσ ϊςτε L(λ)F(λ) = 
P(λ) W(λ)

0 Z
 

για 

κάποιο πολυωνυμικό πίνακα . Τϊρα εάν  αντιςτρζψιμοσ, τότε L(λ) είναι ζνασ 

γραμμικοποιθτισ του , ζτςι 

-1

-1
(k-1)n

P(λ) 0I -W(λ)Z
L(λ)F(λ)=

0 Ι0 Z
. 
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Για να δείξουμε ότι L(λ) είναι επίςθσ ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ του , απομζνει να 

δείξουμε ότι rev  = λX + Y είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του rev . Υπάρχει μια 

μικρι διαφοροποίθςθ του rev  ςτον (rev ). Ραρατθροφμε ότι ∙ Λ(1/λ) = 

 = Λ, όπου  ςυμβολίηει τον k x k αντίςτροφο ταυτοτικό πίνακα. 

Ζτςι αντικακιςτϊντασ το λ με 1/λ ςτθν (2.2.1) και πολλαπλαςιάηοντασ εκατζρωκεν με  

προκφπτει 

λL(1/λ) ∙ ( Λ(1/λ) Ι) =   P(1/λ), 

ι ιςοδφναμα rev L(λ) ∙ (( Λ Ι) =   rev . Ζτςι (λ) := rev L(λ) ∙ ( Ι) 

ικανοποιεί τθν 

(λ) ∙ (Λ Ι) =   rev ,                                                                                                  (2.2.3) 

και ζτςι (λ) ∈ (rev ). (Ραρατθροφμε ότι (λ) είναι rev  = λX + Y με block-ςτιλεσ 

του Y και X αλλαγμζνεσ με αντίςτροφθ ςειρά.) Ζτςι (λ) και rev  είναι ιςοδφναμεσ δζςμεσ, 

θ απόδειξθ κα ολοκλθρωκεί όταν αποδείξουμε ότι λ  +  := (λ) είναι ζνασ 

γραμμικοποιθτισ του rev , Πμωσ  = Y ∙ ( Ι) και ςυνεπϊσ από (2.2.2) 

ςυνεπάγεται ότι 

0 12
ˆαA X

X̂=
ˆ0 -Z

       και     
11 kŶ αΑ

Ŷ=
Ẑ 0

,   

όπου  = Z ∙ ( Ι). Οπότε είναι φανερό ότι  αντιςτρζψιμοσ αν είναι και ο Z και 

από το κεϊρθμα που μόλισ απεδείχκθ  είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του rev .               □               

 

Παρατιρθςθ 2.2.2. Το γεγονόσ ότι θ πρϊτθ ςυνοδεφουςα μορφι κάκε πολυωνυμικοφ 

πίνακα είναι πάντα ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ, είναι μια ειδικι περίπτωςθ του 

κεωριματοσ (2.2.1). Πταν  ζνασ πολυωνυμικόσ πίνακασ P(λ) είναι regular, τότε εφκολα 

βλζπουμε από τον οριςμό (1.1.4) ότι κάκε γραμμικοποιθτισ του P(λ) κα πρζπει να είναι 

regular. Το επόμενο αποτζλεςμα δείχνει πωσ όταν μια δζςμθ L βρίςκεται ςτον χϊρο (P), 

θ ελάχιςτθ απαιτοφμενθ ςυνκικθ κανονικότθτασ αρκεί ςτο να μασ εξαςφαλίςει ότι θ L 

είναι γραμμικοποιθτισ του P. 

Θεώρθμα 2.2.3 (Θεώρθμα ιςχυροφ γραμμικοποιθτι). 

Ζςτω L(λ)  (P) για ζναν κανονικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = , τότε οι 

ακόλουκεσ προτάςεισ είναι ιςοδφναμεσ: 

(i) L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ). 

(ii) L(λ) είναι μια κανονικι δζςμθ. 

(iii) L(λ) είναι ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ του P(λ). 
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Απόδειξθ. 

(i) ⟹ (ii): Αν L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ), τότε υπάρχουν unimodular 

πολυωνυμικοί πίνακεσ E(λ), F(λ) τζτοιοι ϊςτε  

E(λ)L(λ)F(λ) = . 

Ζτςι θ κανονικότθτα του P(λ) ςυνεπάγεται τθ κανονικότθτα του L(λ). 

(ii) ⟹ (iii): Αφοφ L(λ)  (P), γνωρίηουμε ότι L(λ) ∙ (Λ  = υ P(λ) για κάποιο υ  

. Πμωσ L(λ) regular, ζτςι υ μθ-μθδενικό.  

Ζςτω M   κάκε αντιςτρζψιμοσ πίνακασ τζτοιοσ ϊςτε Mυ = α . Τότε θ κανονικι 

δζςμθ (λ) := (M ) ∙ L(λ) ανικει ςτον (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα α , αφοφ 

(λ)(Λ ) = (M )L(λ) )(Λ )  = (M )(υ P(λ)) 

                                                    =  P(λ) 

                 = α P(λ). 

Συνεπϊσ από τθ πρόταςθ 2.1.7 οι πίνακεσ  και  ςτθν (λ) := λ  +  ζχουν τισ μορφζσ  

                                                        

k 12αA X
X=

0 -Z




      και     
11 0Y αA

Y=
Z 0




       

Τϊρα αν  ιταν μθ-αντιςτρζψιμοσ κα υπιρχε ζνα μθ μθδενικό διάνυςμα w   

τζτοιο ϊςτε  = 0. Πμωσ αυτό ςυνεπάγεται ότι 

[0  - (λ  + ) = 0 για όλα τα λ   αντιβαίνοντασ τθν κανονικότθτα του (λ). Ζτςι  

είναι αντιςτρζψιμοσ και από το κεϊρθμα 2.2.1 γνωρίηουμε ότι (λ) (και κατά ςυνζπεια 

L(λ)) είναι ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ του P(λ). 

(iii) ⟹ (i) τετριμμζνο.                            □ 

 

Τϊρα ασ ξανακυμθκοφμε από τουσ οριςμοφσ (1.1.3) και (2.1.12) ότι το διάνυςμα x  

είναι δεξιό ιδιοδιάνυςμα για ζναν πολυωνυμικό πίνακα P με ιδιοτιμι , εάν και μόνο εάν x 

είναι δεξιό ιδιοδιάνυςμα του rev P με ιδιοτιμι 0. Αντικακιςτϊντασ τισ  προτάςεισ για τισ μθ-

πεπεραςμζνεσ ιδιοτιμζσ ςε προτάςεισ για τισ μθδενικζσ ιδιοτιμζσ, μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε τα κεωριματα (2.1.8), (2.1.13) και (2.2.3) για να επεκτείνουμε τισ 

ιδιότθτεσ ανάκτθςθσ ιδιοδιανφςματοσ (eigenvector recovery properties) των (P) και 

(P) ςτθν ιδιοτιμι . 

Θεώρθμα 2.2.4 (Ανάκτθςθ ιδιοδιανφςματοσ ςτο ). 

Ζςτω P(λ) ζνασ n x n πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k και L(λ) κάποια δζςμθ ςτον (P) 

με μθ-μθδενικό δεξιό ansatz διάνυςμα υ. Τότε x  είναι ζνα δεξιό ιδιοδιάνυςμα του 
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P(λ) με ιδιοτιμι , εάν και μόνο εάν,  x είναι δεξιό ιδιοδιάνυςμα τθσ L(λ) με ιδιοτιμι 

. Εάν επιπλζον P regular και L  (P) ζνασ γραμμικοποιθτισ του P, τότε κάκε δεξιό 

ιδιοδιάνυςμα του L με ιδιοτιμι  είναι τθσ μορφισ x, για κάποιο δεξιό ιδιοδιάνυςμα 

x του P με ιδιοτιμι  

Απόδειξθ. 

Δίνουμε τθν απόδειξθ μόνο για τα δεξιά ιδιοδιανφςματα του L  (P). Για κάκε L(λ) 

ορίηουμε  := rev L(λ) ∙ ( Τότε ο ςυλλογιςμόσ που χρθςιμοποιικθκε ςτο 

κεϊρθμα 2.2.1 για να πάρουμε τθν (2.2.3) μασ δείχνει ότι L  (P) ⟹   (rev P), 

με το ίδιο μθ-μθδενικό δεξιό ansatz διάνυςμα υ.  

Από το κεϊρθμα 2.1.8 γνωρίηουμε ότι x είναι ζνα δεξιό ιδιοδιάνυςμα του rev P με ιδιοτιμι 

0 εάν και μόνο εάν Λ x = x είναι ζνα δεξιό ιδιοδιάνυςμα του  με ιδιοτιμι 0. 

Πμωσ x είναι ζνα δεξιό ιδιοδιάνυςμα του  εάν και μόνο εάν x = 

( ) x) είναι ζνα δεξιό ιδιοδιάνυςμα του rev P. Αυτό αποδεικνφει το πρϊτο 

μζροσ του κεωριματοσ. 

Εάν P regular και L  (P) ζνασ γραμμικοποιθτισ του P, τότε από το κεϊρθμα 2.2.3   

 (rev P) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του rev P. Το κεϊρθμα 2.1.8 ςυνεπάγεται ότι κάκε 

δεξιό ιδιοδιάνυςμα του  με ιδιοτιμι 0 είναι τθσ μορφισ x, όπου x ζνα δεξιό 

ιδιοδιάνυςμα του rev P με ιδιοτιμι 0. Ιςοδφναμα κάκε δεξιό ιδιοδιάνυςμα του rev P με 

ιδιοτιμι 0 είναι τθσ μορφισ x για κάποιο δεξιό ιδιοδιάνυςμα x του rev P με ιδιοτιμι 

0. Αυτό αποδεικνφει και το δεφτερο μζροσ του κεωριματοσ.         □ 

 

2.2.2  υνθόκεσ γραμμικοποιητό 

 

Μζκοδοσ προςδιοριςμοφ ςυνκικθσ γραμμικοποιθτι για μια δζςμθ ςτον (P): 

1) Υποκζτουμε ότι P(λ) ζνασ regular πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) = λX + Y  (P) ζχει 

μθ-μθδενικό δεξιό ansatz διάνυςμα υ , δθλαδι L(λ) ∙ (Λ ) = υ  

2) Επιλζγουμε κάποιο αντιςτρζψιμο πίνακα Μ τζτοιο ϊςτε Μ υ = α . 

3) Εφαρμόηουμε τον αντίςτοιχο block-μεταςχθματιςμό Μ  ςτθν L(λ) για να παράγουμε 

 := (Μ )L(λ) που πρζπει να ζχει τθ μορφι: 

11 12 11 12X X Y Y
L(λ)=λX+Y=λ +

0 -Z Z 0

   
   ,                 (2.2.4) 

όπου  και   είναι n x n.  

4) Εξάγουμε det Z ≠ 0, θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για L(λ). 

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ μζκοδοσ αυτι μπορεί να εφαρμοςτεί ωσ ζνασ αρικμθτικόσ 

αλγόρικμοσ ελζγχου, εάν θ δζςμθ ςτον (P) είναι γραμμικοποιθτισ. 
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Παράδειγμα 2.2.5. Θεωροφμε τον γενικό τετραγωνικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = Α + 

λΒ + C και τισ ακόλουκεσ δζςμεσ ςτον (P): 

(λ) = λ  + ,  (λ) = λ  + . 

εφόςον 

 ⊞→  = , 

ζχουμε (λ)  (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα υ = . Αφαιρϊντασ το πρϊτο 

ςτοιχείο από το δεφτερο, ανάγεται το υ ςε  και θ αντίςτοιχθ block-row πράξθ ςτο Y,  

ςυνεπάγεται 

 = . 

Συνεπϊσ Ζ = Α  Β + C και det (Α  Β + C) = det P( 1) ≠ 0 είναι θ ςυνκικθ 

γραμμικοποιθτι. Ζτςι (λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P εάν και μόνο εάν λ = 1 δεν 

είναι μια ιδιοτιμι του P. Από τθν άλλθ για τον (λ) ζχουμε 

 ⊞→  = , 

ζτςι (λ)  (P) με υ = . Μετακζτοντασ τα ςτοιχεία του υ προκφπτει το και 

εφαρμόηοντασ τθν ανάλογθ μετάκεςθ ςε block γραμμζσ ςτο Y προκφπτει 

 = . 

Συνεπϊσ Ζ =  = Β και ζτςι det Β  0 είναι θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για τον (λ). Το 

επόμενο παράδειγμα δείχνει ότι θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για μια δζςμθ ςτον (P) 

ενδεχομζνωσ να εξαρτάται από ζναν μθ-γραμμικό ςυνδυαςμό δεδομζνων του P και ζτςι να 

μθ μποροφμε να εξάγουμε εφκολα ςυμπεράςματα. 

Παράδειγμα 2.2.6. Θεωροφμε το γενικό κυβικό πολυωνυμικό πίνακα Α + Β + λC + D 

και τθ δζςμθ  

(λ) = λX + Y = λ  +  

ςτον (P). Εφόςον X ⊞→ Y =    [A  B  C  D], ζχουμε υ = . 

Ρροςκζτοντασ 2 φορζσ τθν block-ςτιλθ του Y ςτθ δεφτερθ block-ςτιλθ του Y προκφπτει 

Z = , 

και ςυνεπϊσ θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι det Z = det (B + C DA) ≠ 0. 
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Ζχουμε δει ςε αυτι τθν παράγραφο ότι κάκε δζςμθ ςτον (P) ζχει τθν δικι τθσ ςυνκικθ 

γραμμικοποιθτι πάνω ςτουσ πίνακεσ ςυντελεςτϊν του P. Απ’ αυτι τθν οπτικι γωνία 

φαίνεται ότι μποροφν να υπάρξουν πολυωνυμικοί πίνακεσ για τουσ οποίουσ πολφ λίγεσ 

δζςμεσ είναι πραγματικά γραμμικοποιθτζσ του P. Ωςτόςο το επόμενο κεϊρθμα δείχνει ότι 

αυτό δεν ςυμβαίνει ποτζ.  

Θεώρθμα 2.2.7 (Γραμμικοποιθτζσ γενικοί ςτον (P)). 

Για κάκε κανονικό n x n πολυωνυμικό πίνακα P(λ) βακμοφ k, ςχεδόν κάκε δζςμθ ςτον 

(P) είναι γραμμικοποιθτισ του P(λ). 

Απόδειξθ. 

Ζςτω d = dim (P) = k + (k 1)k  και ζςτω (λ), (λ), ⋯ , (λ) κάποια ςτακερι 

βάςθ του (P). Εφόςον κάκε L(λ) (P) μπορεί να εκφραςτεί μοναδικά ςαν ζνασ 

γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ L(λ) = (λ) + (λ) + ⋯ + (λ), μποροφμε να δοφμε τθν 

det L(λ) ςαν ζναν πολυωνυμικό πίνακα του οποίου οι ςυντελεςτζσ , , , . . . ,  είναι 

ςυναρτιςεισ των , . . . , , ζτςι ϊςτε   = ( , . . . , ).  

Από το κεϊρθμα 2.2.3 γνωρίηουμε ότι L(λ) (P) αποτυγχάνει ςαν γραμμικοποιθτισ του 

P(λ) εάν και μόνο εάν det L(λ) ≡ 0, ιςοδφναμα εάν όλοι οι ςυντελεςτζσ  είναι μθδζν. Ζτςι 

το υποςφνολο των δεςμϊν ςτον (P), που δεν είναι γραμμικοποιθτζσ του P(λ), μπορεί να 

χαρακτθριςτεί ςαν το κοινό μθδενικό ςφνολο (common zero set)  των πολυωνυμικϊν 

πινάκων { ( , . . . , ) : 0 ≤ i ≤ kn}, δθλαδι ςαν ζνα αλγεβρικό υποςφνολο του . 

Θ απόδειξθ κα ολοκλθρωκεί εάν δείξουμε ότι  είναι ζνα κατάλλθλο υποςφνολο του  ι 

ιςοδφναμα ότι υπάρχει κάποια δζςμθ ςτον (P) θ οποία είναι γραμμικοποιθτισ του P. 

Άμεςα φαίνεται ότι θ πρϊτθ ςυνοδεφουςα μορφι (λ) του P(λ) ανικει ςτον (P) και 

είναι πάντα ζνασ γραμμικοποιθτισ του P.           □ 

 

Αν και οι (P) και (P) περιζχουν πολλοφσ γραμμικοποιθτζσ του P, υπάρχουν 

γραμμικοποιθτζσ που δεν ανικουν οφτε ςτον (P) οφτε ςτον (P). Για του λόγου το 

αλθκζσ παρακζτουμε ζνα παράδειγμα 

Παράδειγμα 2.2.8. Για τον κυβικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) =  +  + λ  + , θ 

δζςμθ 

L(λ) = λ  +  

αποδεικνφεται ότι είναι γραμμικοποιθτισ του P. Χρθςιμοποιϊντασ μετατοπιςμζνα 

ακροίςματα βλζπουμε εφκολα ότι L(λ) δεν ανικει οφτε ςτον (P) οφτε ςτον (P). 
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2.3 Άλλη όψη των (P) και (P)  
 

Στθν παράγραφο 2.1 ορίςαμε τον χϊρο δεςμϊν (P) γενικεφοντασ μια ςυγκεκριμζνθ 

ιδιότθτα τθσ πρϊτθσ ςυνοδεφουςασ μορφισ  του P. Χρθςιμοποιϊντασ τα τρία πρϊτα 

βιματα τθσ μεκόδου τθσ παραγράφου 2.2.2 μαηί με τον χαρακτθριςμό των (P)-δεςμϊν 

που δίνονται ςτο κεϊρθμα 2.1.5 και ςτο πόριςμα 2.1.7 μποροφμε να δείξουμε ότι κάκε 

  (P) μπορεί να παραγοντοποιθκεί ςτθν μορφι: 

n

n 1

aI U
L(λ)=(K I ) C (λ)

0 -Z
,          (2.3.1) 

όπου  είναι το ίδιο όπωσ ςτο block Ζ του πορίςματοσ 2.1.7 και                  

Κ  αντιςτρζψιμοσ. Είναι επίςθσ εφκολο να ελζγξουμε ότι κάκε δζςμθ τθσ μορφισ 

(2.3.1) ικανοποιεί τθν L(λ) ∙ (Λ ) = αΚ   και ζτςι βρίςκεται ςτον (P) με δεξιό 

ansatz διάνυςμα υ = αΚ . Συνεπϊσ το βακμωτό α   ςτον μεςαίο παράγοντα είναι 

μθδζν, εάν και μόνο εάν το δεξιό ansatz διάνυςμα υ του L(λ) είναι μθδζν. Θ 

παραγοντοποίθςθ αυτι δίνει άλλο ζναν λόγο γιατί τα δεξιά ιδιοδιανφςματα των δεςμϊν 

ςτον (P) ζχουν τθν ίδια δομι γινομζνου Kronecker όπωσ αυτϊν τθσ , και γιατί οι 

δζςμεσ ςτον (P) είναι είτε ιςχυροί γραμμικοποιθτζσ του P είτε μθ-αντιςτρζψιμεσ δζςμεσ, 

εξαρτϊμενεσ από τθν αντιςτρεψιμότθτα ι μθ των block Ζ και του βακμωτοφ α. 

Με ανάλογο τρόπο μπορεί κάποιοσ να παραγοντοποιιςει κάκε δζςμθ   (P) ωσ  

n

2 n

βI 0
L(λ)=C (λ) (H I )

T -V
,                  (2.3.2)                                                                      

Ζτςι παρουςιάηουμε μια διαφορετικι εικόνα τθσ δομισ του αριςτεροφ ιδιοδιανφςματοσ 

των δεςμϊν ςτον (P) και το γεγονόσ ότι ςχεδόν όλεσ οι δζςμεσ ςτον (P) είναι ιςχυροί 

γραμμικοποιθτζσ του P.  

Μασ ενδιαφζρει επίςθσ θ πικανότθτα φπαρξθσ δεςμϊν ταυτόχρονα ςτον (P) και (P). 

Οι παραγοντοποιθμζνεσ μορφζσ (2.3.1) και (2.3.2) κάνουν να φαίνεται περιςςότερο 

απίκανο ότι μπορεί να υπάρξουν μθ-τετριμμζνεσ μορφζσ. Ωςτόςο ςτο επόμενο κεφάλαιο 

κα δοφμε ότι αυτι είναι μια λανκαςμζνθ εντφπωςθ. 
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Κεφϊλαιο 3 
 

(P) και Block-ςυμμετρία 

 

Στόχοσ αυτοφ του κεφαλαίου είναι θ κατανόθςθ του χϊρου (P) := (P) των 

διπλϊν ansatz δεςμϊν για γενικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) =  και το πϊσ 

μποροφν να καταςκευαςτοφν όλεσ οι δζςμεσ ςτον (P). Ξεκινάμε το κεφάλαιο με ζννοιεσ 

όπωσ block-αναςτροφι, block-ςυμμετρία και κάποιεσ βαςικζσ τουσ ιδιότθτεσ. 

 

3.1 Πρϊξη Block-ανϊςτροφου 
 

Αυτι θ παράγραφοσ μασ ειςάγει τθν πράξθ του block-ανάςτροφου και μασ δείχνει πωσ 

αυτι δθμιουργεί μια κεμελιϊδθ ςχζςθ μεταξφ των χϊρων (P) και (P). 

Ξανακυμόμαςτε από το κεφάλαιο 2 ότι οι χϊροι (P) και (P) είναι μεγζκουσ kn x kn, 

όπου k ο βακμόσ του n x n πολυωνυμικοφ πίνακα P(λ). Για τουσ ςκοποφσ αυτισ τθσ 

εργαςίασ κεωροφμε block πίνακεσ ςτουσ οποίουσ όλα τα blocks ζχουν το ίδιο μζγεκοσ, 

όπωσ ςτον ακόλουκο επίςθμο οριςμό. 

Οριςμόσ 3.1.1 (Block-πίνακασ). Ζςτω   , ςυμβολίηουμε τον πίνακα ο οποίοσ είναι 

παντοφ μθδενικόσ εκτόσ από ζνα 1 ςτο (i,j) ςτοιχείο. Τότε ζνασ km x n πίνακασ Α 

γράφεται τθσ μορφισ Α = )  

με ∈  καλείται ο k x  block πίνακασ με m x n blocks . 

Οριςμόσ 3.1.2 (Block-ανάςτροφοσ). Υποκζτουμε Α = ) ζνασ block k x  

πίνακασ με m x n blocks . Τότε ο block-ανάςτροφοσ (block-transpose) του Α είναι ο  x k 

πίνακασ  

 := ), επίςθσ με m x n blocks. 

Ραρατθροφμε ότι εάν ο Α εκφράηεται ωσ άκροιςμα Α = , όπου     και 

∈ , τότε . 

Ο block-ανάςτροφοσ ζχει κάποιεσ, άλλα όχι εξ’ ολοκλιρου ίδιεσ αλγεβρικζσ ιδιότθτεσ με τον 

απλό ανάςτροφο πίνακα. 

Λιμμα 3.1.3. Για κάποιουσ block πίνακεσ A, C που είναι ςφμμορφοι για block-πρόςκεςθ 

(block-addition) ζχουμε  

(A + C  =  +                                                                                                                          (3.1.1) 

Ραρατθροφμε ότι οι block-πίνακεσ A και C δεν ικανοποιοφν γενικά τθν  = . 

Ωςτόςο αν κάκε block του A αντιμετατίκεται με κάκε block του C, τότε το ανάλογο τθσ 

πολλαπλαςιαςτικισ ιδιότθτασ του ανάςτροφου δεν διατθρείται. 
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Λιμμα 3.1.4. Υποκζτουμε ότι Α = ) είναι ζνασ (k x ) block πίνακασ με n x n 

blocks  και C = ) ζνασ (  x m) block πίνακασ με n x n blocks . 

Επιπλζον υποκζτουμε ότι κάκε  αντιμετατίκεται με κάκε .  

Τότε  = .                      (3.1.2) 

Απόδειξθ. 

Ζχουμε 

  =  

  =  

            = ) 

            =  

            = ∙  = .                          □ 

 

Θεώρθμα 3.1.5 (Ζνασ κεμελιώδθσ ιςομορφιςμόσ). 

Για κάκε πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = θ απεικόνιςθ του block-ανάςτροφου: 

(P)     (P) 

L(λ)   ⟼    

είναι ζνασ γραμμικόσ ιςομορφιςμόσ μεταξφ (P) και (P). Συγκεκριμζνα εάν L(λ) ∈ 

(P) ζχει δεξιό ansatz διάνυςμα υ, τότε  ∈ (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα w = 

υ. 

Απόδειξθ. 

Υποκζτουμε ότι L(λ) ∈ (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα υ. Τότε χρθςιμοποιϊντασ τον 

οριςμό 3.1.2 και το λιμμα 3.1.4 ζχουμε 

(L(λ) ∙ (Λ )  = (υ  P(λ)  ⟹ (Λ ∙  =  P(λ) 

 ⟹ ) ∙  =  P(λ) 

Θ τελευταία εξίςωςθ μασ λζει ότι  ∈ (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα υ και ζτςι ο 

block-ανάςτροφοσ  μασ δίνει μια καλά οριςμζνθ απεικόνιςθ  από (P) ςε (P). Από το 

λιμμα 3.1.3 προκφπτει ότι αυτι θ απεικόνιςθ είναι γραμμικι. Ο πυρινασ είναι θ μθδενικι 

δζςμθ αφοφ  = 0 ⇒ L(λ) = 0, ζτςι  αμφιμονοςιμαντθ.  
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 Ζνα ανάλογο όριςμα μασ δείχνει ότι ο block-ανάςτροφοσ δίνει επίςθσ μια καλά οριςμζνθ 1-

1 γραμμικι απεικόνιςθ αντίςτροφα από (P) ςε (P), ζτςι δείξαμε ότι  είναι 

ιςομορφιςμόσ.                   □ 

 

Το ακόλουκο λιμμα δείχνει πωσ θ πράξθ του block-ανάςτροφου αλλθλεπιδρά με τα 

μετατοπιςμζνα ακροίςματα και πϊσ θ Block-αναςτροφι ςυνδζει τα (P) και (P) μεταξφ 

τουσ.                               

 

Λιμμα 3.1.6. Για block k x k πίνακεσ  Χ και Y (με n x n blocks) ζχουμε: 

(X ⊞→ Y  =                                                                                                                    (3.1.3) 

Απόδειξθ. 

Απο τον οριςμό των κατά γραμμζσ και κατά ςτιλεσ μετατοπιςμζνων ακροιςμάτων, 

(X ⊞→ Y   = ([ X | 0 ] + [ 0 | Y ]  =  +  

                 =   +  =              □ 

 

3.2 Block-ςυμμετρύα και εξιςώςεισ μετατοπιςμϋνου αθρούςματοσ 
 

Οριςμόσ 3.2.1 (Block-ςυμμετρία). Ζνασ k x k πίνακασ Α με m x n blocks κεωρείται block-

ςυμμετρικόσ εάν  = Α. 

Για παράδειγμα ζνασ block 2 x 2 πίνακασ είναι block-ςυμμετρικόσ εάν και μόνο αν είναι τθσ 

μορφισ . Ραρατθροφμε ότι εάν κάκε block  ∈  ςε ζναν block-ςυμμετρικό 

πίνακα Α είναι ςυμμετρικό, τότε ο Α είναι από μόνοσ του ςυμμετρικόσ. 

Εφκολα βλζπουμε ότι το ςφνολο όλων των block-ςυμμετρικϊν πινάκων είναι κλειςτό υπό 

γραμμικοφσ ςυνδυαςμοφσ και ςυνεπϊσ αποτελεί διανυςματικό χϊρο. Ζτςι κεωροφμε  

(P) := *λX + Y ∈ (P) :  = X,  = Y+ ⊆ (P)}                                                             (3.2.1) 

ο υπόχωροσ όλων των block-ςυμμετρικϊν δεςμϊν ςτον (P). Σαν άμεςο πόριςμα του 

κεωριματοσ 3.1.5 βλζπουμε ότι κάκε block-ςυμμετρικι δζςμθ ςτον (P) ανικει 

αυτομάτωσ ςτον (P). 

Πρόταςθ 3.2.2. Για κάκε πολυωνυμικό πίνακα P(λ), (P) ⊆ (P).  

Απόδειξθ. 

Ζςτω L(λ) ∈ (P) ⊂ (P). Από το κεϊρθμα 3.1.5 γνωρίηουμε ότι  = L(λ) ανικει ςτον 

(P) και ζτςι L(λ) ∈ (P).         □ 

 

Εξαιτίασ  του λιμματοσ 2.1.4 θ καταςκευι δεςμϊν ςτο (P) μειϊνει τθν εφρεςθ λφςεων 

τθσ εξίςωςθσ Χ ⊞→ Y = Z με block-ςυμμετρικά Χ και Y. 
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3.2.1 Εξιςώςεισ μετατοπιςμζνου ακροίςματοσ 

 

Ερευνοφμε τθν φπαρξθ και τθ μοναδικότθτα των block-ςυμμετρικϊν λφςεων τθσ εξίςωςθσ    

Χ ⊞→ Y = Z, όπου Ζ δοςμζνοσ τυχαίοσ πίνακασ. Θα δείξουμε ότι θ εξίςωςθ Χ ⊞→ Y = Z κα 

λφνεται πάντα με block-ςυμμετρικά Χ και Y και θ μοναδικι block-ςυμμετρικι λφςθ του         

Χ ⊞→ Y = 0 κα είναι θ Χ = Y = 0. 

Ορίηουμε κάποιουσ ςυγκεκριμζνουσ τφπουσ block-ςυμμετρικϊν πινάκων, οι οποίοι παίηουν 

βαςικό ρόλο ςτθ δθμιουργία καταςκευϊν. 

    και    = (Ραρατθροφμε ότι = ). (3.2.2) 

Τότε για ζναν τυχαίο n x n block πίνακα M, ορίηουμε τρείσ block-Hankel, block-

ςυμμετρικοφσ, block  x  πίνακεσ: 

(M) :=  = ⊗ M, 

(M) :=  = ( ) ⊗ M =  ⊗ M, 

(M) :=  = ( ) ⊗ M =  ⊗ M. 

Ο δείκτθσ (0), (1) ι ( 1) ορίηει ότι τα block Μ βρίςκονται πάνω, κάτω ι αντιδιαγϊνια, 

αντίςτοιχα. Ραρατθροφμε ότι αυτοί οι τρείσ block-Hankel πίνακεσ είναι ςυμμετρικοί εάν και 

ο Μ είναι ςυμμετρικόσ. 

Λιμμα 3.2.3. Ζςτω Ζ ζνασ τυχαίοσ block k x (k+1) πίνακασ με n x n blocks. Τότε υπάρχουν 

block-ςυμμετρικοί, block k x k πίνακεσ Χ και Y με n x n blocks τζτοιοι ϊςτε Χ ⊞→ Y = Z. 

Απόδειξθ. 

Ζςτω  ∈  ςυμβολίηουμε τον πίνακα που είναι παντοφ μθδζν εκτόσ από 1 ςτο (i,j) 

ςτοιχείο. Θ απόδειξθ μασ βαςίηεται ςτθ παρατιρθςθ ότι για τυχαίο M, P ∈ , τα 

μετατοπιςμζνα ακροίςματα 

(M) ⊞→ ( (M)) =  =  ⊗ M,             (3.2.3) 
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(P) ⊞→ (P) =  =  ⊗ P               (3.2.4) 

M και P τοποκετθμζνα ςτθ κάτω αριςτερι και πάνω δεξιά γωνία ενόσ  block 

πίνακα αντίςτοιχα. 

Το μετατοπιςμζνο άκροιςμα ⊞→ είναι ςυμβατό με ςυνικθ ακροίςματα, δθλαδι 

) ⊞→ ) = ). 

Συνεπϊσ ςκοπόσ μασ είναι να δείξουμε πωσ μποροφμε να καταςκευάςουμε block-

ςυμμετρικά X και Y τα οποία τοποκετοφν ζνα τυχαίο n x n block ςε ζνα τυχαίο (i, j) block-

ςθμείο ςτο Z. 

Για δείκτεσ i, j τζτοιουσ ϊςτε 1 ≤ i ≤ j ≤ k, ζςτω  = j  I + 1 και ενςωματϊνοντασ 

(M) και (M) ςαν ζναν κφριο υποπίνακα με block γραμμζσ και block ςτιλεσ i 

μζχρι j του k x k μθδενικοφ πίνακα, παίρνουμε 

                                         i            j                                         i               j 

 ⊞→  : =    ⊞→                                         (3.2.5) 

                                            i                                                 j+1 

                       =      

                      =  ⨂ M   (i ≤ j). 

Ραρατθροφμε ότι ενςωματϊνοντασ  και  ςαν κφριουσ block-υποπίνακεσ 

εξαςφαλίηεται ότι  και  είναι block-ςυμμετρικοί. Ομοίωσ ορίηοντασ τουσ block-

ςυμμετρικοφσ πίνακεσ 

                         i                      j                                                   i               j 

 =  ,             =  ,                                       (3.2.6) 

ζχουμε ότι 

 ⊞→  =  ⊗ P       (i ≤ j)                                                                                                (3.2.7) 

Ζτςι ακροίςματα αυτϊν των εκδοχϊν των (3.2.3) και (3.2.4) μποροφν να παράγουν ζναν 

τυχαίο block k x (k+1) πίνακα Z ςαν το μετατοπιςμζνο κατά ςτιλθ άκροιςμα των block-

ςυμμετρικϊν X και Y.        □ 
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Λιμμα 3.2.4. Υποκζτουμε ότι Χ και Y είναι και οι δφο block-ςυμμετρικοί block k x k πίνακεσ 

με n x n blocks. Τότε Χ ⊞→ Y = 0 ⇔ X = Y = 0. 

Απόδειξθ. 

Θ απόδειξθ γίνεται με επαγωγι ςτο k. Θα εςτιάςουμε ςτθ μθ-τετριμμζνθ κατεφκυνςθ (⇒). 

Υπάρχουν δφο βαςικζσ περιπτϊςεισ για να ελεγχκοφν, θ k = 1 και θ k = 2. Θ k = 1 

περίπτωςθ είναι άμεςθ. Επειδι X και Y είναι Block-ςυμμετρικοί, για k = 2 ζχουμε 

Χ ⊞→ Y =  +  = . 

Τότε από Χ ⊞→ Y = 0 ςυνεπάγεται ότι X = Y = 0. 

Τϊρα κεωροφμε k > 2 και X και Y με τα block τουσ ομαδοποιθμζνα όπωσ φαίνεται ςτο 

διάγραμμα: 

Χ ⊞→ Y =  ⊞→  . 

Θ μόνθ ςυνειςφορά ςτθ πρϊτθ block ςτιλθ του Χ ⊞→ Y γίνεται από το (1α) και αντίςτοιχα 

για τθ τελευταία block ςτιλθ του Χ ⊞→ Y από το (1b). Ζτςι από Χ ⊞→ Y = 0 ςυνεπάγεται 

ότι (1α) και (1b) είναι όλα μθδενικά. Θ block-ςυμμετρία των X και Y τϊρα ςυνεπάγεται ότι 

τα blocks ςτα (2α) και (2b) είναι μθδενικά. Τα blocks του (2α) αλλθλεπιδροφν ςτο 

μετατοπιςμζνο άκροιςμα με εκείνων ςτο (3b). Με (2α) να είναι μθδενικά ςυνεπάγεται ότι 

όλα τα (3b) blocks είναι μθδενικά. Ομοίωσ με (2b) blocks όλα μθδενικά, ςυνεπάγεται ότι 

όλα τα (3α) blocks είναι μθδενικά επίςθσ. Τελικά θ block-ςυμμετρία των X και Y μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για ακόμθ μια φορά για να δοφμε ότι όλα τα (4α) και (4b) blocks είναι 

μθδενικά. Σε αυτό το ςθμείο ζχουμε ότι Χ ⊞→ Y = 0, που ςυνεπάγεται  

Χ ⊞→ Y =  ⊞→  =  = 0. 

Εφόςον  = 0, θ υπόκεςθ επαγωγισ ςυνεπάγεται  = 0 και κατά ςυνζπεια X = 

Y = 0.                      □ 

 

Τα αποτελζςματα αυτισ τθσ παραγράφου ςυνοψίηονται ςτο ακόλουκο πόριςμα των 

λθμμάτων 3.2.3 και 3.2.4. 

Πόριςμα 3.2.5. Ζςτω Ζ ζνασ τυχαίοσ block k x (k+1) πίνακασ με n x n blocks. Τότε 

υπάρχουν μοναδικοί block-ςυμμετρικοί block k x k πίνακεσ Χ και Y με n x n blocks όπωσ 

ςτθν εξίςωςθ Χ ⊞→ Y = Z. 
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3.3 Block-ςυμμετρικϋσ δϋςμεσ ςτον (P)  
 

Είμαςτε τϊρα ςε κζςθ να χαρακτθρίςουμε τον υπόχωρο (P) όλων των block-ςυμμετρικϊν 

δεςμϊν ςτον (P). 

3.3.1 Ο υπόχωροσ (P) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τα αποτελζςματα τθσ παραγράφου 3.2.1 μποροφμε τϊρα να 

χαρακτθρίςουμε τον υπόχωρο (P) ⊆ (P). Αργότερα ςτθ παράγραφο 5.3 κα δοφμε ότι 

όλεσ αυτζσ οι δζςμεσ είναι πράγματι γραμμικοποιθτζσ του P. 

Θεώρθμα 3.3.1 (Χαρακτθριςμόσ του (P)).  Για κάκε πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = 

βακμοφ k dim (P) = k και για κάκε διάνυςμα υ ∈  υπάρχει μια μοναδικά 

οριςμζνθ block-ςυμμετρικι δζςμθ ςτον (P). 

Απόδειξθ. 

Το κεϊρθμα κα αποδειχκεί εάν μπορζςουμε και δείξουμε ότι ο περιοριςμόσ ςτον (P) τθσ 

απεικόνιςθσ (2.1.9), ο οποίοσ  είναι 

   := * υ  P(λ) : υ ∈  }            (3.3.1) 

L(λ)    ⟼ L(λ)( ),                     

είναι ζνασ γραμμικόσ ιςομορφιςμόσ. Καταρχιν ξανακυμόμαςτε από το λιμμα 2.1.4 ότι για 

κάκε δζςμθ λX + Y ∈ (P),  

(λX + Y)( ) = υ  P(λ) ⟺ Χ ⊞→ Y = υ ⊗ ,   . . .                                  (3.3.2)                 

Ζτςι λX + Y βρίςκεται ςτο ker ℳ εάν Χ ⊞→ Y = 0. Πμωσ X και Y block-ςυμμετρικοί, ζτςι 

από το λιμμα 3.2.4 βλζπουμε ότι ker ℳ = {0} και ςυνεπϊσ ℳ είναι 1-1. 

Για να δοφμε ότι ℳ είναι 1-1, ζςτω υ  P(λ) με υ ∈  ζνα τυχαίο ςτοιχείο του . Με Z = 

υ ⊗ ,   . . .  , θ καταςκευι του λιμματοσ 3.2.3 μασ δείχνει ότι υπάρχουν block-

ςυμμετρικοί X και Y τζτοιοι ϊςτε X ⊞→ Y = υ ⊗ ,   . . . . Τότε από (3.3.2) ζχουμε 

ℳ(λX + Y) = υ  P(λ) δείχνοντασ ότι ℳ είναι 1-1.                        □ 

 

3.3.2 Η κανονικό βϊςη για (P) 

 

Ππωσ ςτο λιμμα 2.1.4 ο ςτόχοσ μασ είναι να καταςκευάςουμε για κάκε 1 ≤ m ≤ k μια 

block-ςυμμετρικι δζςμθ λ  +  τζτοια ϊςτε         

 ⊞→  =  ⊗ ,   . . .                                                                                          (3.3.3) 

Αυτό μπορεί να γίνει ςε δφο βιματα. Ρρϊτα δείχνουμε πωσ μποροφμε να επιτφχουμε τισ 

αρχικζσ m block-ςτιλεσ ςτο επικυμθτό μετατοπιςμζνο-άκροιςμα, δθλαδι πϊσ να πάρουμε  

 ⊗ ,  . . .    0  . . .  0].  
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Τότε οι τελικζσ block-ςτιλεσ  ⊗ [0 . . . 0  . . . ] παράγονται από 

διαφορετικι δομι. Σε κακεμία από αυτζσ τισ καταςκευζσ χρθςιμοποιοφμε τον ακόλουκο 

ςυμβολιςμό για κφριουσ block υποπίνακεσ. Ζνασ block k x k πίνακασ Χ με ςφνολο δεικτϊν    

α ⊆ *1, 2,  . . .  , k} κα ςυμβολίηεται με Χ(α). 

Για να πάρουμε τισ πρϊτεσ m block-ςτιλεσ ςτο επικυμθτό μετατοπιςμζνο άκροιςμα 

χρθςιμοποιοφμε τθ δομι: 

                                         i                  j                                   i                     j 

 ⊞→  : =  ⊞→                                     (3.2.5) 

                                          i                                               j+1 

                       =   

                       =   ⨂ M   (i ≤ j). 

Για να καταςκευάςουμε block k x k πίνακεσ  και , ενςωματϊνοντασ μια φορά ςε κάκε 

ζναν από τουσ υποπίνακεσ ) και ) για ςφνολο δεικτϊν  = {i, i + 1, . . . , m},             

i = 1 : m, όπωσ ςτο ακόλουκο διάγραμμα: 

         i              m  

                                                                                     (3.3.4) 

Συςςωρεφοντασ αυτοφσ τουσ πίνακεσ παίρνουμε:    

                                                                         m  

Ak

Ak-1

0
X̂

m

A A Ak k-1 k-m+1

0 0
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                                                                                  m 

0Ak

0Ak-1

0
Ŷ

m 0A A Ak k-1 k-m+1

0 0 0

0 0



   



 

 

με τθν ιδιότθτα ότι  ⊞→  =  ⊗ ,  . . .  0 . . . 0]. Για να πάρουμε τισ 

τελευταίεσ k  m + 1 ςτιλεσ χρθςιμοποιοφμε τθ δομι: 

                         i                      j                                                   i               j 

 =  ,             =  ,                                       (3.2.6) 

ζχουμε ότι 

 ⊞→  =  ⊗ P                                                                                                                   (3.2.7) 

k  m + 1 φορζσ για να καταςκευάςουμε k x k block πίνακεσ  και , ενςωματϊνοντασ 

μια φορά ςε κάκε ζναν από τουσ υποπίνακεσ  και  για το ςφνολο δεικτϊν  = 

{m, m+1, . . . , j}, j = m : k όπωσ ςτο διάγραμμα (3.3.5). 

               m             k  

                                                                                 (3.3.5)                                                                                                               

Από εδϊ προκφπτει: 

                            m                                               k 

m

0 0

0 0 0

0 A A Ak-m-1 1 0
X

0

A1

0 A0

 


  

  



 , 
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                        m                                                  k 

m

0 0

A A Ak-m 1 0

Y
0

A1

A A0 0

 

 


   

 

, 

που ικανοποιοφν τθν ⊞→  =  ⊗ ,0 . . .  . . . ]. Με  :=   + και 

 :=  + , ζχουμε ⊞→  =  ⊗ ,   . . . ], ζτςι λ  +  είναι m-

οςτι δζςμθ κανονικισ βάςθσ για (P). 

Για να εκφράςουμε με ζναν πιο ςυνοπτικό τρόπο τθν m-οςτι δζςμθ κανονικισ βάςθσ, 

χρθςιμοποιοφμε τουσ ακόλουκουσ Block-Hankel πίνακεσ. Ζςτω με (P(λ)) ςυμβολίηουμε 

τον κάτω block-αντι-τριγωνικό, block-Hankel, block j x j πίνακα: 

(P(λ)) :=                                                                                       (3.3.6)               

αποτελοφμενο από τουσ πρϊτουσ j πίνακεσ ςυντελεςτζσ   , . . . ,  του P(λ). 

Ομοίωσ με (P(λ)) ςυμβολίηουμε τον άνω block-αντι-τριγωνικό, block-Hankel, block j x j 

πίνακα: 

(P(λ)) :=                                                                                                 (3.3.7)                       

αποτελοφμενο από τουσ τελευταίουσ πίνακεσ ςυντελεςτζσ , . . . ,  του P(λ). 

Τότε οι block-ςυμμετρικοί πίνακεσ  και  ςτθ m-οςτι δζςμθ κανονικισ βάςθσ                 

(m = 1 : k), μποροφν να εκφραςτοφν ωσ ζνα ευκφ άκροιςμα των block-Hankel πινάκων: 

 = (P(λ)) = ,                                                                  (3.3.8a) 

 = (P(λ)) = .                                                        (3.3.8b) 
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Πίνακασ 3.3.1: Δζςμεσ κανονικισ βάςθσ ςτον (Q) για τθ τετραγωνικι Q(λ) = Α + λΒ + 

C. 

υ L(λ) ∈ (Q) 

 
1

0
   

A 0 B C
λ +

0 -C C 0
  

 
0

1
  

0 A -A 0
λ +

A B 0 C
  

 

Από τθν (3.3.8) γίνεται φανερό ότι οι πίνακεσ ςυντελεςτϊν ςτισ δζςμεσ κανονικισ βάςθσ 

ςυνδζονται με τθν   

(P(λ)) =  (P(λ)),    m = 1 : k                                                                                    (3.3.9) 

Ζτςι ζχουμε τον ακόλουκο τφπο για τισ δζςμεσ κανονικισ βάςθσ ςτον (P). 

Θεώρθμα 3.3.2 (Κανονικι βάςθ ςτον (P)). 

Ζςτω P(λ) = ζνασ πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k, τότε για m = 1 : k θ block-

ςυμμετρικι δζςμθ ςτον (P) με ansatz διάνυςμα , είναι λ  , όπου  δίνεται 

από (3.3.8a). 

Οι δζςμεσ κανονικισ βάςθσ ςτον (P) για γενικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ βακμοφ 2 και 3 

υπάρχουν ςτουσ πίνακεσ 3.3.1 και 3.3.2. Μια άμεςθ ςυνζπεια για τθν περίπτωςθ των 

τετραγωνικϊν πολυωνφμων Q(λ) = Α + λΒ + C είναι θ ακόλουκθ περιγραφι όλων των 

block-ςυμμετρικϊν δεςμϊν ςτον (Q). 

(Q) = . 

Πίνακασ 3.3.2: Δζςμεσ κανονικισ βάςθσ ςτον (P) για κυβικό P(λ) = Α +  + λΒ + λC 

+ D 

υ L(λ) ∈ (Q) 

 

1

0

0

   

A 0 0 B C D

λ 0 -C -D + C D 0

0 -D 0 D 0 0

  

 

0

1

0

   

0 A 0 -A 0 0

λ A B 0 + 0 C D

0 0 -D 0 D D

  

 

0

0

1

   

0 0 Α 0 -A 0

λ 0 Α Β + -A -B 0

Α Β C 0 0 D
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3.4 Δϋςμεσ διπλών ansatz για γενικό P 
 

Με ζναν ολοκλθρωμζνο χαρακτθριςμό του (P), μποροφμε τϊρα να αναπτφξουμε τον 

χϊρο (P) των διπλϊν ansatz δεςμϊν. Εξ’ οριςμοφ μια δζςμθ L(λ) ∈ (P) ικανοποιεί  

ταυτόχρονα: 

Ζνα δεξιό ansatz                         L(λ) ∙ (Λ ⨂ Ι) = υ ⨂ P(λ)                                                     (3.4.1) 

και ζνα αριςτερό ansatz         ⨂ Ι) ∙ L(λ) =  ⨂ P(λ)                                                   (3.4.2)     

για κάποια διανφςματα υ και w ∈ . Από το κεϊρθμα 3.1.5, 3.3.1 και τον περιοριςμό (P) 

⊆ (P) τθσ πρόταςθσ 3.2.2 γνωρίηουμε ότι κάκε ηεφγοσ (υ,w) με w = υ επιτυγχάνεται 

από μια block-ςυμμετρικι δζςμθ ςτον (P). Σε αυτι τθν παράγραφο κα δείξουμε ότι 

κάκε δζςμθ ςτον (P) είναι block-ςυμμετρικι, δθλαδι ο περιοριςμόσ (P) ⊆ (P) 

είναι ςτθ πραγματικότθτα μια ιςότθτα. Ξεκινάμε κεωρϊντασ  τθν ειδικι περίπτωςθ των 

(P)-δεςμϊν με δεξιό ansatz διάνυςμα υ = 0, δείχνοντασ ότι w = 0 και ότι θ δζςμθ είναι 

μοναδικι. 

Λιμμα 3.4.1. Υποκζτουμε ότι L(x) = λX + Y ∈ (P) ζχει δεξιό ansatz διάνυςμα υ και 

αριςτερό ansatz διάνυςμα w. Τότε υ = 0 ςυνεπάγεται ότι w μπορεί να είναι επίςθσ 0 και 

ζτςι Χ = Y = 0. 

Απόδειξθ. 

Ρρϊτα κα δείξουμε ότι θ ℓ-ςτθ block-ςτιλθ του X και θ ℓ-ςτθ ςυντεταγμζνθ του w είναι 

μθδζν για ℓ = 1 : k  με επαγωγι ςτο ℓ. 

Υποκζτουμε ότι ℓ = 1. Από το λιμμα 2.1.4 γνωρίηουμε ότι X ⊞→ Y = υ ⨂ [   . . . ]. 

Αφοφ υ = 0 ζχουμε X ⊞→ Y = 0 και ςυνεπϊσ θ πρϊτθ block-ςτιλθ του X είναι μθδζν. Αλλά 

από το κεϊρθμα 3.1.5, θ L(λ) ανικει ςτον (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα w, που 

ςυνεπάγεται ότι  ∈ (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα w, το οποίο μπορεί να γραφτεί με 

όρουσ μετατοπιςμζνου ακροίςματοσ ςαν 

 ⊞→  = w ⨂ [   . . . ].              (3.4.3) 

Το (1-1)-block του δεξιοφ μζλουσ τθσ (3.4.3) είναι , ενϊ ςτο αριςτερό μζροσ το (1-1)-

block του  ⊞→  είναι το ίδιο όπωσ το (1-1)-block του . Συνεπϊσ  = 0. Αλλά ο 

κφριοσ ςυντελεςτι  του P(λ) είναι μθ-μθδενικόσ από υπόκεςθ, άρα  = 0. 

Τϊρα υποκζτουμε ότι θ ℓ-ςτθ block-ςτιλθ του X είναι μθδζν και ότι  = 0. Τότε από 

(3.4.3) θ ℓ-ςτθ block-γραμμι του  ⊞→  είναι μθδζν, θ οποία μαηί με το γεγονόσ ότι θ 

ℓ-ςτθ block-γραμμι του  είναι μθδζν ςυνεπάγεται ότι θ ℓ-ςτθ block-γραμμι του  είναι 

μθδζν ι ιςοδφναμα θ ℓ-ςτθ block-ςτιλθ του Y είναι μθδζν. Συνδυάηοντασ αυτό με X ⊞→ Y 

= 0 ςυνεπάγεται ότι θ (ℓ + 1)-ςτθ block-ςτιλθ του X είναι μθδζν. Τϊρα εξιςϊνοντασ (ℓ + 

1, 1)-blocks και των δφο μελϊν τθσ (3.4.3) προκφπτει  = 0 και ςυνεπϊσ  = 0. 

Αυτό ολοκλθρϊνει τθν επαγωγι και αποδεικνφει ότι X = 0 και w = 0. Τελικά X = 0 και X 

⊞→ Y = 0 που ςυνεπάγεται ότι Y = 0.                       □ 
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Τϊρα μποροφμε να δϊςουμε μια ακριβζςτερθ περιγραφι όλων των δεξιϊν και αριςτερϊν 

διανυςματικϊν ηευγαριϊν (υ,w), τα οποία μποροφν να επιτευχκοφν από κάποια δζςμθ 

(P). Συνεπϊσ ο (P) χαρακτθρίηεται ςαν ταυτοτικόσ ςτον (P). 

Θεώρθμα 3.4.2 (Χαρακτθριςμόσ του (P)). 

Για ζναν πολυωνυμικό πίνακα P(λ) =  βακμοφ k, υποκζτουμε ότι L(λ) ∈ (P) με 

δεξιό ansatz διάνυςμα υ και αριςτερό ansatz w. Τότε υ = w και L(λ) ∈ (P).  Ζτςι (P) = 

(P), dim (P) = k και για κάκε υ ∈  υπάρχει μια μοναδικά οριςμζνθ δζςμθ ςτον 

(P). 

Απόδειξθ. 

Ζςτω ℒ(λ) ∈ (P) μια μοναδικι block-ςυμμετρικι δζςμθ από το κεϊρθμα 3.3.1 με υ ωσ το 

δεξιό ansatz διάνυςμα του.  

Από το κεϊρθμα 3.1.5 γνωρίηουμε ότι  = ℒ(λ) ανικει ςτον (P) με αριςτερό ansatz 

διάνυςμα υ και ζτςι ℒ(λ) ∈ (P) με υ ωσ αριςτερό και δεξιό ansatz διάνυςμα 

ταυτόχρονα.  Ζτςι θ δζςμθ (λ) := L(λ)  ℒ(λ) ανικει ςτον (P) με δεξιό ansatz 

διάνυςμα 0 και αριςτερό ansatz διάνυςμα w  υ. Το λιμμα 3.4.1 τότε ςυνεπάγεται ότι υ = 

w και (λ) = λ ∙ 0 + 0. Ζτςι L(λ) ≡ ℒ(λ) ∈ (P) και ςυνεπϊσ (P) ⊆ (P). Ενόψει του 

πορίςματοσ 3.2.2 μποροφμε να ςυμπεράνουμε ότι (P) = (P). Το υπόλοιπο του 

κεωριματοσ προκφπτει άμεςα από τον χαρακτθριςμό του (P) ςτο κεϊρθμα 3.3.1.       □

                    

3.5 Κϊποιεσ ϊλλεσ καταςκευϋσ block-ςυμμετρικών 

γραμμικοποιητών 
 

Κάποιεσ μζκοδοι καταςκευισ block-ςυμμετρικϊν γραμμικοποιθτϊν πολυωνυμικϊν 

πινάκων αναφζρκθκαν προθγουμζνωσ. Ο Αντωνίου και ο Βολογιαννίδθσ πρόςφατα 

ανακάλυψαν νζουσ γραμμικοποιθτζσ για γενικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ P, γενικεφοντασ 

τα αποτελζςματα του Fiedler πάνω ςτθ παραγοντοποίθςθ του ςυνοδεφοντα πίνακα ενόσ 

βακμωτοφ πολυωνφμου και κάποιων μετακζςεων του. Από αυτι τθ πεπεραςμζνθ 

οικογζνεια των (2 = deg P)! δεςμϊν (όλεσ εκ των οποίων είναι γραμμικοποιθτζσ) 

εντόπιςαν μια διακεκριμζνθ δζςμθ θ οποία είναι ερμιτιανι όταν P ερμιτιανόσ. Πμωσ αυτό 

το παράδειγμα ζχει δομι ακόμθ και για γενικό P. Ρράγματι παρουςιάηει ζνα απλό 

παράδειγμα ενόσ block-ςυμμετρικοφ γραμμικοποιθτι του P(λ) ο οποίοσ δεν ανικει ςτον 

(P). Στθ περίπτωςθ του κυβικοφ πολυωνφμου P(λ) = Α +  + λΒ + λC + D θ δζςμθ 

είναι: 

L(λ) = λ  +                                                                                         (3.5.1)  

Χρθςιμοποιϊντασ το μετατοπιςμζνο κατά ςτιλεσ άκροιςμα βλζπουμε ότι L(λ) δεν ανικει 

ςτον (P) και κατά ςυνζπεια οφτε ςτον (P). 
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Σε αντίκεςθ με τθν προςκετικι δομι που χρθςιμοποιείται ςτθν εργαςία, υπάρχει μια τρίτθ 

πολλαπλαςιαςτικι μζκοδοσ για τθ καταςκευι block-ςυμμετρικϊν γραμμικοποιθτϊν, θ 

οποία περιγράφτθκε από τον Lancaster. Ξεκινάμε με τον ςυνοδεφοντα πίνακα του p(λ) 

C =                                                                   (3.5.2) 

Με αντίςτοιχθ δζςμθ λI C. Στρατθγικι του Lancaster είναι θ αναηιτθςθ ενόσ 

αντιςτρζψιμου ςυμμετρικοφ πίνακα Β τζτοιου ϊςτε BC ςυμμετρικό, ζτςι προκφπτει ζνασ 

ςυμμετρικόσ γραμμικοποιθτισ B(λΙ C) = λB  BC για P(λ). Ο Lancaster μασ δείχνει 

επιπλζον ότι ο Β και BC είναι ςυμμετρικοί, το οποίο ςυνεπάγεται ότι  ςυμμετρικόσ για 

όλα τα j ≥ 1, ενϊ για j ≥ 2 είναι γραμμικοποιθτισ του p(λ) εάν  ≠ 0. Αυτι θ ςτρατθγικι 

εφαρμόηεται και ςτθν ειδικι περίπτωςθ του ςυμμετρικοφ Hankel πίνακα 

B =   ,                                                                                                     (3.5.3) 

ο οποίοσ είναι αντιςτρζψιμοσ όταν  ≠ 0. Ραρατθροφμε ότι ο Β δίνει μια ακολουκία 

ςυμμετρικϊν δεςμϊν  

λΒ B ,     j = 1, ∞                                                                                                              (3.5.4) 

με ιδιαίτερα απλι μορφι για 1 ≤ j ≤ k και με πιο πολφπλοκθ για j > k. 

Εφκολα βλζπουμε ότι αυτζσ οι ςυμμετρικζσ δζςμεσ που καταςκευάςτθκαν για βακμωτά 

πολυϊνυμα p(λ) μποροφν άμεςα να επεκτακοφν ςε block-ςυμμετρικζσ δζςμεσ για γενικοφσ 

πολυωνυμικοφσ πίνακεσ P(λ). Αυτό γίνεται αντικακιςτϊντασ τουσ βακμωτοφσ ςυντελεςτζσ 

του p(λ) ςτο Β, ΒC, B , . . .  με τουσ πίνακεσ ςυντελεςτϊν του P(λ). 

Εφόςον θ καταςκευι δεςμϊν του Lancaster είναι τόςο διαφορετικι από τθ δικι μασ, δεν 

υπάρχει εκ των προτζρων λόγοσ να περιμζνουμε κάποια ςφνδεςθ μεταξφ των δεςμϊν του 

και των δεςμϊν ςτον (P). Το ακόλουκο αποτζλεςμα δείχνει ότι οι πρϊτεσ k δζςμεσ ςτθν 

ακολουκία (3.5.4) παράγουν τον (P).  

Θεώρθμα 3.5.1. Ζςτω P(λ) ζνασ πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k. Τότε για m = 1 : k θ 

δζςμθ λB   B  από τθν ακολουκία (3.5.4) με B και C οριςμζνα από τα ανάλογα 

block πίνακα των (3.5.2) και (3.5.3), είναι ταυτοτικι με τθν λ  , θ m-οςτι δζςμθ 

κανονικισ βάςθσ για (P). 

Απόδειξθ. 

Ζχουμε να δείξουμε ότι  = B  για m = 1 : k, όπου  δίνεται από τθν (3.3.8). Για 

ςθμειωματικι απλότθτα κα εκτελζςουμε τθν απόδειξθ για ζνα βακμωτό πολυωνυμικό 

πίνακα.  
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Θ ίδια απόδειξθ εφαρμόηεται και ςε ζναν πολυωνυμικό πίνακα με κάποιεσ μικρζσ αλλαγζσ 

ςτον ςυμβολιςμό. Θ m = k περίπτωςθ (p(λ)) = (p(λ)) = B, είναι άμεςθ από τισ 

εξιςϊςεισ (3.3.6), (3.3.8) και (3.5.3). Τα υπόλοιπα ακολουκοφν επαγωγικά (προσ τα κάτω) 

από τθ ςχζςθ (p(λ)) =  (p(λ)) ∙ C, 

Για να δοφμε ότι C =  ι ιςοδφναμα ότι  

C =  

διατθρείται για m = 1 : k, κα ιταν βολικό να ξαναγράφαμε τον ςυνοδεφοντα πίνακα (3.5.2) 

ςτθ μορφι 

 

C =   =   [     …  ], 

όπου  ορίηεται ςτθ (3.2.2).  

Τότε   (p(λ))C = (p(λ))   [     . . . ] 

                                 =   [       . . . ]. 

Στον πρϊτο όρο ο πολλαπλαςιαςμόσ από δεξιά με  ζχει ςαν αποτζλεςμα τον 

μετατοπιςμό των ςτθλϊν κατά μια ςτιλθ προσ τα αριςτερά (χάνοντασ τθ πρϊτθ ςτιλθ), 

ζτςι δίνοντασ 

(p(λ))C =  

 

                      =  

                      =  = (p(λ)). 

αυτό ολοκλθρϊνει το επαγωγικό βιμα τθσ απόδειξθσ.        □ 
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Κεφϊλαιο 4 
 

Η γενίκευςθ των γραμμικοποιθτών ςτον (P). 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο ξανακυμόμαςτε τθν ςυμβολικι “ςυνκικθ γραμμικοποιθτι” για τθν 

οποία μιλιςαμε ςτθ παράγραφο 2.2.2. Ππωσ παρουςιάςτθκε με το παράδειγμα 2.2.6 θ 

ουςιαςτικι ςθμαςία αυτισ τθσ ςυνκικθσ κάποιεσ φορζσ είναι πιο δυςνόθτθ. Ωςτόςο κα 

δοφμε ότι για δζςμεσ ςτον (P) αυτι θ ςυνκικθ μπορεί να εκφραςτεί με τρόπο που τθν 

κάνει πιο ξεκάκαρθ. Ρράγματι μια από τισ ςθμαντικότερεσ ιδιότθτεσ του χϊρου (P) 

είναι, ότι θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για κάκε (P)-δζςμθ μπορεί να ςυνδεκεί με το 

ansatz διάνυςμα τθσ υ, όπωσ κα δοφμε παρακάτω. Μια ςθμαντικι ςυνζπεια αυτισ τθσ 

ςφνδεςθσ είναι ότι ςχεδόν κάκε δζςμθ ςτον (P) είναι γραμμικοποιθτισ του P(λ) = 

. 

 

4.1 Παραδεύγματα 
 

Ασ ξεκινιςουμε κεωρϊντασ κάποια ςυγκεκριμζνα παραδείγματα. Οι πίνακεσ 4.1.1 και 4.1.2 

παρουςιάηουν μια δειγματολθψία διπλϊν ansatz δεςμϊν για γενικοφσ τετραγωνικοφσ και 

κυβικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, μαηί με τισ αντίςτοιχεσ ςυνκικεσ γραμμικοποιθτϊν. 

Κοιτάηοντασ ςτισ δζςμεσ κανονικισ βάςθσ ςτουσ πίνακεσ, δεν είναι εφκολο να διακρίνουμε 

ζνα ξεκάκαρο μοντζλο ςτισ ςυνκικεσ γραμμικοποιθτϊν. Ωςτόςο τα τελευταία δφο ςτοιχεία 

του πίνακα 4.1.1 παρουςιάηουν ζνα ςθμαντικό ςτοιχείο. Για τετραγωνικά πολυϊνυμα θ 

ςυνκικθ γραμμικοποιθτι μπορεί να ερμθνευτεί εκτόσ από μια ςυγκεκριμζνθ τιμι λ = 

β/α ςαν ιδιοτιμι του P.  

Ριο ςυγκεκριμζνα θ (P) δζςμθ με ansatz διάνυςμα υ =  είναι γραμμικοποιθτισ του P, 

αν και μόνο αν λ = β/α δεν είναι ιδιοτιμι του P. Αυτι είναι μια ξεκάκαρθ ζνδειξθ μιασ 

ιςχυρισ ςφνδεςθσ μεταξφ τθσ ςυνκικθσ γραμμικοποιθτι τθσ (P)-δζςμθσ και του ansatz 

διανφςματοσ τθσ.  

Ασ εξετάςουμε τϊρα το τζταρτο παράδειγμα πιο προςεκτικά. Για L(λ) ∈ (P) με ansatz 

διάνυςμα υ = , μπορεί κάποιοσ να βρεί εφκολα χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο τθσ 

παραγράφου 2.2.2 ότι θ (4.1.1) είναι θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για L(λ).  

det  ≠ 0                                                                                                               (4.1.1) 

Θ ταυτότθτα: 

   =  = 
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μασ δείχνει ότι θ ςυνκικθ (4.1.1) είναι ιςοδφναμθ με το να ποφμε ότι οφτε το 1 οφτε το 

 δεν αποτελοφν ιδιοτιμι του πολυωνυμικοφ πίνακα P(λ). Ζτςι ςε αυτό το παράδειγμα 

μποροφμε ξανά να ερμθνεφςουμε τθ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι από τθν 2.2.2 ςαν μια 

ςυνκικθ “εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ”. 

Ραρατθροφμε ότι αν ερμθνεφςουμε τισ ςυνιςτϊςεσ του υ ςαν ςυντελεςτζσ του βακμωτοφ 

πολυωνυμικοφ πίνακα, τότε παίρνουμε  1, του οποίου οι ρίηεσ είναι οι ιδιοτιμζσ που 

πρζπει να αποκλειςτοφν για να μασ εξαςφαλίςουν ότι ο L(λ) είναι γραμμικοποιθτισ του 

P(λ). Ομοίωσ ςτθ περίπτωςθ του τετραγωνικοφ πολυωνφμου θ αποκλείουςα τιμι λ = 

β/α είναι θ ρίηα του βακμωτοφ πολυωνφμου αx + β. Ζνασ από  τουσ ςκοποφσ αυτοφ του 

κεφαλαίου είναι να δείξουμε ότι αυτά δεν απλζσ ςυμπτϊςεισ αλλά παραδείγματα ενόσ 

γενικοφ φαινομζνου το οποίο περιγράφεται από το “κεϊρθμα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ”. 

Πίνακασ 4.1.1: Κάποιεσ δζςμεσ ςτον (P) για γενικό τετραγωνικό P(λ) =   + λΒ + C. 

Θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι βρζκθκε με τθ μζκοδο τθσ παραγράφου 2.2.2 

υ L(λ) ∈ (P) για δοςμζνο υ Συνκικθ γραμμικοποιθτι 

 λ  +  det(C) ≠ 0 

 λ  +  det(A) ≠ 0 

 λ  +  det(A  B + C) = det(P( 1)) ≠ 0 

 λ  +  
det( A  αβB + C) ≠ 0 
Ιςοδφναμα, det[P( β/α)- ≠ 0. 

Πίνακασ 4.1.2: Κάποιεσ δζςμεσ ςτον (P) για γενικό κυβικό P(λ) = Α +  + λΒ + λC 

+ D. Θ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι βρζκθκε με τθ μζκοδο τθσ παραγράφου 2.2.2 

υ L(λ) ∈ (P) για δοςμζνο υ Συνκικθ γραμμικοποιθτι 

 λ  
det ≠ 0 

 λ  +  
det A∙det B ≠ 0 

  +  
det A ≠ 0 

  +  det  ≠ 0 

 λ  +  det  ≠ 0 
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4.2 Ορύζουςα των (P)-δεςμών 
 

Αυτό που χρειαηόμαςτε για να αποδείξουμε το “κεϊρθμα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ” είναι ζνασ 

ςυγκεκριμζνοσ τφποσ για τθν ορίηουςα τθσ δζςμθσ L(λ) ςτον (P). Για βροφμε αυτόν τον 

τφπο καταρχιν ειςάγουμε κάποιουσ ςυμβολιςμοφσ. Ππωσ πριν P(λ) =  ζνασ n x n 

πολυωνυμικόσ πίνακασ με μθ-μθδενικοφσ κφριουσ ςυντελεςτζσ . Θ δζςμθ L(λ) ∈ (P) 

ζχει ansatz διάνυςμα  = [  με ζνα αντίςτοιχο βακμωτό πολυϊνυμο όπωσ 

ορίηεται παρακάτω. 

Οριςμόσ 4.2.1 (v-πολυωνυμικόσ πίνακασ). 

Σε ζνα διάνυςμα  = [  ∈  αντιςτοιχίηουμε τον βακμωτό πολυωνυμικό 

πίνακα p(x , ) =  +  + . . . +  + , γνωςτό και ςαν “ -πολυωνυμικό 

πίνακα” του διανφςματοσ . Δεχόμαςτε τθν ςφμβαςθ ότι p(x , ) ζχει μια ρίηα ςτο ∞ όταν 

= 0.  

Επίςθσ κα ειςάγουμε και τον όρο “μετατοπίςεισ Horner” (Horner shifts) του πολυωνυμικοφ 

πίνακα. 

Οριςμόσ 4.2.2 (μετατοπίςεισ Horner).  

Για κάκε πολυωνυμικό πίνακα p(x) =  +  + ⋯  +  και 0 ≤ ℓ ≤ n, θ 

μετατόπιςθ Horner βακμοφ ℓ του p(x) ορίηεται ωσ ) :=  +  + 

⋯ x  + . 

Παρατιρθςθ 4.2.3. Οι πολυωνυμικοί πίνακεσ του οριςμοφ 4.2.2 ικανοποιοφν τθν 

επαναλθπτικι ςχζςθ: 

(x)   =   , 

    =   x (x) +    για    0 ≤ ℓ ≤ n  1, 

(x)  =   p(x), 

και είναι εκείνοι οι πίνακεσ που εμφανίηονται ςτθ μζκοδο Horner για τον υπολογιςμό του 

πολυωνυμικοφ πίνακα p(x). 

Είδαμε ςτο κεϊρθμα 3.4.2 ότι L(λ) ∈ (P) είναι μοναδικά οριςμζνο από το διάνυςμα  

και τον πίνακα P, ζτςι μπορεί κάποιοσ να  ορίςει τισ ςτιλεσ του L(λ) με βάςθ αυτά τα 

δεδομζνα. Αυτό κα δειχκεί ςτο επόμενο λιμμα. Θα κάνουμε εκτενι χριςθ του κανονικοφ      

k x k unimodular Jordan block N από (1.1.4) ςτον πίνακα Ν ⨂ Ι, που χρθςιμοποιείται εδϊ 

ωσ μετατοπιςμζνοσ κατά block τελεςτισ (block-shift operator). 
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Λιμμα 4.2.4 (Δομι block-ςτιλθσ των δεςμών ςτον (P)). 

Υποκζτουμε ότι L(λ) = λΧ + Y ανικει ςτον (P) με ansatz διάνυςμα . Διαμζριςθ Χ και Y 

ςε block-ςτιλεσ 

X =   . . . ] και Y =  [  . . . ],  

όπου  ,  ∈ , ℓ = 1 ,  . . .  , k. Τότε με  := 0, οι block ςτιλεσ  ικανοποιοφν τθν: 

 = (N ⊗ I)(    ⊗ ) +       1 ≤ ℓ ≤ k – 1,                                     (4.2.1) 

 =  ⊗ ,                                                                                                                                      (4.2.2) 

Οι block-ςτιλεσ του Χ ορίηονται από τθ ςχζςθ  

 =   +  ⊗   για 1 ≤ ℓ ≤ k,                                                                                (4.2.3) 

και θ δζςμθ L(λ) ζχει τθν ακόλουκθ περιγραφι 

L(λ) = .                  (4.2.4) 

Τα ανϊτατα (n x n) blocks των block-ςτθλϊν κα δίνονται από τθν: 

(  ⊗ I) =     για  1 ≤ ℓ ≤ k  1.                                                            (4.2.5) 

Απόδειξθ. 

Εφόςον L(λ) ∈ (P), γνωρίηουμε από το λιμμα 2.1.4 ότι    

X ⊞→ Y = υ ⊗ ,    . . . ].             (4.2.6) 

Από τον οριςμό του ⊞→  ςυνεπάγεται ότι  = υ ⊗ ,  =  ⊗  και 

 +  =   ⊗   για 2 ≤ ℓ ≤ k,                                       (4.2.7)             

Συνδυάηοντασ αυτό με τθ παραδοχι ότι  := 0, ζχουμε (4.2.2) και (4.2.3), από τισ οποίεσ θ 

(4.2.4) προκφπτει άμεςα. 

Εφόςον L(λ) ∈ (P), γνωρίηουμε από το λιμμα 2.1.11 ότι                 

X  =   .               (4.2.8) 

Για να εξάγουμε από τθν (4.2.8) μια ςχζςθ ςυμβατι με τθ (4.2.3), χρθςιμοποιοφμε τον 

block-shift τελεςτι N ⊗ I. Ραρατθροφμε ότι ο πολλαπλαςιαςμόσ από αριςτερά μιασ block-

ςτιλθσ  με N ⊗ I προκαλεί μετατοπιςμό των blocks του  προσ τα πάνω κατά ζνα 
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(χάνοντασ το πιο πάνω block). Τϊρα εάν αποκόψουμε τθν πάνω block-γραμμι τθσ (4.2.8), 

τότε εξ οριςμοφ του  βλζπουμε ότι 

(N ⊗ I) + =       για   1 ≤ ℓ ≤ k.                                      (4.2.9)           

Λφνοντασ τθν (4.2.9) για  και αντικακιςτϊντασ ςτθν (4.2.3) για  ςυνεπάγεται θ (4.2.1). 

Τελικά για να αποδείξουμε τθν (4.2.5) πρϊτα ξαναγράφουμε τθν (4.2.7) ςτθ μορφι 

 = (  ⊗ )      για   1 ≤ ℓ ≤ k 1. 

Ζπειτα απαλλαςςόμαςτε από το πιο πάνω (topmost) block πολλαπλαςιάηοντασ από 

αριςτερά με  ⊗ I: 

 ⊗ I)  = (  ⊗ )  (  ⊗ I)  =    ⊗ I) . 

Πμωσ θ (4.2.8) ςυνεπάγεται ότι θ πρϊτθ γραμμι του X πρζπει να είναι ⊗ . Ζτςι  ⊗ 

I)  =   και ςυνεπϊσ  ⊗ I)  = .        □ 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν (4.2.1) μποροφμε να εξάγουμε ζναν ακριβι τφπο που κα περιγράφει 

τθν επίδραςθ των block-γραμμϊν (x) ⨂ I πάνω ςτισ block-ςτιλεσ  όπου x μια 

βακμωτι μεταβλθτι που παίρνει τιμζσ ςτο ℂ  και   := [   . . .   x 1 ].  

Λιμμα 4.2.5. Υποκζτουμε ότι L(λ) ∈ (P) με ansatz διάνυςμα υ και p(x , ) το ν-

πολυϊνυμο. Ζςτω με  ςυμβολίηουμε τθν ℓ-οςτι block ςτιλθ του Y ςτθν L(λ) = λΧ + Y, 

όπου 1 ≤  ≤ k 1. Τότε 

 (  ⨂ I)  = (x , )P(x)  xp(x , ) (x),                                                        (4.2.10) 

όπου (x , ) και (λ) είναι μετατοπίςεισ Horner βακμοφ   1 του p(x , ) και P(λ), 

αντίςτοιχα. 

Απόδειξθ. 

Θ απόδειξθ κα εκτελεςτεί με επαγωγι ςτο . Ραρατθροφμε καταρχιν ότι για k x k 

unimodular Jordan block N οτι είναι εφκολο να ελζγξουμε ότι N = [0  . . .  x] = 

x   . 

 : χρθςιμοποιϊντασ τθν (4.2.1) ζχουμε 

(  ⨂ I)  =  (  ⨂ I) . 

Απλοποιϊντασ τθν ςχζςθ προκφπτει: 

(  ⨂ I)  = (P(x)  )  ( N ⨂ I)( ) 
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                            = P(x)   (   ) 

                            = (x , )P(x)    υ)  + )  

                            = (x , )P(x)    xp(x , )  +  

                            = (x , )P(x)  xp(x , ) (x), 

το οποίο αποδεικνφει τθν (4.2.10) για . Θ υπόκεςθ επαγωγισ είναι τϊρα  

 ⨂ I)  = (x , )P(x) xp(x , ) (x).             (4.2.11) 

 : Ξεκινϊντασ ξανά με τθν (4.2.1), ζχουμε 

 ⨂ I)  =  ⨂ I)  

                            = )   ⨂ I)  

                            = ((x     I)  + (P(x)  ) 

                            = )    I)   (x υ)  +    

                                + P(x)  . 

Ραρατθροφμε ότι   I)  είναι το πιο πάνω (topmost) block  και είναι ίςο με 

   από (4.2.5). Τελικά επικαλοφμενοι τθν υπόκεςθ επαγωγισ θ (4.2.11) δίνει 

 ⨂ I)  = 

                            = x (x , υ)P(x)  p(x , υ) (x)   +  

                                xp(x , υ)  +  + P(x)   

                            = (x (x , υ) + )P(x)  xp(x , υ)(x (x , υ) +  

                            = (x , υ)P(x)  xp(x , υ) (x). 

που ολοκλθρϊνει τθν απόδειξθ           □ 

 

Θεώρθμα 4.2.6 (Τφποσ ορίηουςασ για δζςμεσ ςτον (P)). 

Υποκζτουμε ότι L(λ) βρίςκεται ςτον (P) με μθ-μθδενικό ansatz διάνυςμα  = 

[ . Θεωρϊντασ ότι  ζχει m πρϊτα μθδενικά ςτοιχεία (leading zeroes) με      

0 ≤ m ≤ k 1, ζτςι ϊςτε =  = ⋯ =  = 0,  ≠ 0 είναι ο πρϊτοσ μθ-μθδενικόσ 

ςυντελεςτισ του p(x , ) και p(x , ) ζχει k m 1 πεπεραςμζνεσ ρίηεσ ςτο ℂ, 

υπολογιςμζνεσ με πολλαπλότθτεσ (ςυμβολίηονται εδϊ με  ,  . . .  , ). Τότε ζχουμε: 
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det L(λ) =  

                                                                                                                                                             (4.2.12) 

όπου s = n(m +  + ).  

 

4.3 Σο θεώρημα εξαύρεςησ ιδιοτιμόσ 
 

Θεώρθμα 4.3.1 (κεώρθμα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ). 

Υποκζτουμε ότι P(λ) =  ζνασ regular πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) ανικει ςτον 

(P) με μθ-μθδενικό ansatz διάνυςμα . Τότε L(λ) είναι ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ 

του P(λ) εάν και μόνο εάν καμία ρίηα του v-πολυωνυμικοφ πίνακα p(x , ) δεν είναι κάποια 

ιδιοτιμι του P(λ). (Ραρατθροφμε ότι αυτι θ πρόταςθ περιλαμβάνει το άπειρο ςαν μια από 

τισ πικανζσ ρίηεσ του p(x , ) ι πικανζσ ιδιοτιμζσ του P(λ).) 

Απόδειξθ. 

Από το κεϊρθμα 2.2.3, L(λ) είναι ζνασ ιςχυρόσ γραμμικοποιθτισ του P(λ) εάν και μόνο εάν 

L(λ) regular. Αλλά από τον τφπο τθσ ορίηουςασ (4.2.12) ζπεται ότι L(λ) regular εάν και μόνο 

εάν καμία ρίηα του p(x , υ) δεν είναι κάποια ιδιοτιμι του P(λ).                       □ 

 

Χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα 4.3.1 μποροφμε να δείξουμε ότι ςχεδόν κάκε δζςμθ ςτον 

(P) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P. Αν και θ ίδια ιδιότθτα αποδείχτθκε ςτο κεϊρθμα 

2.2.7 για δζςμεσ ςτον (P), το αποτζλεςμα για (P) δεν αποτελεί ςυνζπεια του 

κεωριματοσ 2.2.7, ζτςι ο (P) είναι από μόνοσ του ζνα κλειςτό, πουκενά πυκνό 

υποςφνολο μζτρου μθδζν ςτον (P).   

Θεώρθμα 4.3.2 (Γενικοί γραμμικοποιθτζσ ςτον (P)). 

Για κάκε κανονικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ),  οι δζςμεσ ςτον (P) είναι γραμμικοποιθτζσ 

του P(λ) για ςχεδόν όλα τα  ∈ . (Εδϊ το “ςχεδόν όλα” αναφζρεται ςε ζνα κλειςτό, 

πουκενά πυκνό ςφνολο μζτρου μθδζν ςτο .) 

Απόδειξθ. 

Ξανακυμόμαςτε ότι το res (f, g) των πολυωνφμων f(x) και g(x) είναι ζνα πολυϊνυμο ςτουσ 

ςυντελεςτζσ του f και g με τθν ιδιότθτα ότι res (f, g) = 0 εάν και μόνο εάν f(x) και g(x) 

ζχουν μια κοινι (πεπεραςμζνθ) ρίηα. Τϊρα κεωροφμε r = res (p(x , υ), det P(x)), το οποίο 

επειδι P(λ) ςτακερόσ μπορεί να κεωρθκεί ςαν πολυϊνυμο r( , , . . . , ) ςτισ 

ςυνιςτϊςεσ του  ∈ . Το μθδενικό ςφνολο (r) = {  ∈  : r( , , . . . , ) = 0} τότε, 

είναι ακριβϊσ το ςφνολο των  ∈  για το οποίο κάποια πεπεραςμζνθ ρίηα του p(x , υ) 

είναι μια ιδιοτιμι του P(λ) μαηί με το ςθμείο υ = 0. Για να δοφμε ότι (r) είναι πάντα ζνα 

κατάλλθλο υποςφνολο του , αρκεί να βροφμε κάποιο  ∈  τζτοιο ϊςτε r(υ) ≠ 0, 

δθλαδι τζτοιο ϊςτε p(x , υ) να μθν ζχει ρίηα που είναι ιδιοτιμι του P. 
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Τϊρα ξανακυμόμαςτε τθ ςφμβαςθ μασ ότι ο v-πολυωνυμικόσ πίνακασ p(x , υ) ζχει το ∞ 

ςαν μια ρίηα  για  ∈ , που υπόκειται (lying) ςτο υπερεπίπεδο (hyperplane)  = 0. Τότε 

από κεϊρθμα 4.3.1 το ςφνολο των διανυςμάτων  ∈  για το οποίο θ αντίςτοιχθ δζςμθ 

L(λ) ∈ (P) δεν είναι γραμμικοποιθτισ του P(λ), είναι είτε το κατάλλθλο αλγεβρικό 

ςφνολο (r) είτε θ ζνωςθ δφο κατάλλθλα αλγεβρικϊν ςυνόλων, (r) και  = 0. Πμωσ θ 

ζνωςθ κάκε πεπεραςμζνου αρικμοφ κατάλλθλων αλγεβρικϊν ςυνόλων είναι πάντα ζνα 

κλειςτό, πουκενά πυκνό ςφνολο βακμοφ μθδζν ςτο .        □ 

 

Μια δζςμθ L ∈ (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα  ζχει τθν “ιδιότθτα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ” 

εάν θ πρόταςθ: “καμία ρίηα του v-πολυωνυμικοφ πίνακα p(x , ) δεν είναι κάποια ιδιοτιμι 

του P(λ)” είναι ιςοδφναμθ με τθ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι του L. Στο παράδειγμα 2.2.5 

βλζπουμε ότι υπάρχουν δζςμεσ ςτον (P) με τθν “ιδιότθτα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ” οι οποίεσ 

δεν ανικουν ςτον (P). 

Παράδειγμα 4.3.3. Για τον γενικό κυβικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) = Α +  + λΒ + λC 

+ D κεωροφμε τθ δζςμθ: 

L(λ) = λX + Y = λ  +  

θ οποία ανικει ςτον (P) αλλά όχι ςτον (P). Ζτςι Χ ⊞→ Y =  ⨂ [A  B  C  D],  

το δεξιό ansatz διάνυςμα είναι  =  με ν-πολυϊνυμο p(x , ) =   2x και ρίηεσ 

0 και 2. Από τθν άλλθ εφαρμόηοντασ τθ μζκοδο που εφαρμόςτθκε ςτθ παράγραφο 2.2.2 

παίρνουμε  Ζ = , 

και ςυνεπϊσ τθ ςυνκικθ γραμμικοποιθτι det ( ) ≠ 0 ι ιςοδφναμα det Α ≠ 0. Ζτςι 

λοιπόν L(λ) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ του P(λ) εάν και μόνο εάν ∞ δεν είναι ιδιοτιμι 

του P(λ). Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα τότε, οι ρίηεσ του v-πολυωνυμικοφ πίνακα δεν 

προβλζπουν ςωςτά τθν ςυνκικθ γραμμικοποιθτι για L. 

Θ πρϊτθ ςυνοδεφουςα μορφι του πίνακα P είναι ζνα άλλο παράδειγμα, όπου θ ιδιότθτα 

ιδιοτιμισ εξαίρεςθσ δεν διατθρείται. Ο χαρακτθριςμόσ του ςυνόλου των δεςμϊν ςτον 

(P) για τισ οποίεσ θ “ιδιότθτα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ” δεν διατθρείται, αποτελεί ζνα ανοιχτό 

πρόβλθμα. 
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Κεφϊλαιο 5 
 

Συμμετρικοί και ερμιτιανοί γραμμικοποιθτζσ 

 

Τϊρα επιςτρζφουμε ςτο πρόβλθμα εφρεςθσ μεγάλων ςυνόλων ςυμμετρικϊν 

γραμμικοποιθτϊν για ςυμμετρικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, P(λ) = . Ρρϊτα κα 

χαρακτθρίςουμε τον υπόχωρο  

S(P) := {λΧ + Y ∈ (P) :  = ,  = }                                                                              (5.0.1)  

όλων των ςυμμετρικϊν δεςμϊν ςτον (P) όταν P ςυμμετρικόσ. Αργότερα ςτθ παράγραφο 

5.3 κα δείξουμε ότι ςχεδόν όλεσ αυτζσ οι ςυμμετρικζσ δζςμεσ είναι πράγματι 

γραμμικοποιθτζσ του P(λ) = . Κάτι ανάλογο για ερμιτιανό P κα αναπτυχκεί ςτθ 

παράγραφο 5.2. 

 

5.1 υμμετρικϋσ δϋςμεσ ςτον (P) για ςυμμετρικό P 
 

Ξεκινάμε με ζνα αποτζλεςμα για ςυμμετρικοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ χρθςιμοποιϊντασ 

περιςςότερο ανάςτροφο πίνακα από ότι block-ανάςτροφο. 

Λιμμα 5.1.1. Υποκζτουμε P(λ) ζνασ ςυμμετρικόσ πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) ∈ (P) 

με δεξιό ansatz διάνυςμα . Τότε (λ) ∈ (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα w = . 

Ομοίωσ L(λ) ∈ (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα  ςυνεπάγεται ότι (λ) ∈ (P) με 

δεξιό ansatz διάνυςμα . 

Απόδειξθ. 

Ασ υποκζςουμε ότι L(λ) ∈ (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα . Τότε  

(L(λ)(Λ ⨂ I)  = (υ ⨂ P(λ)  ⟹ ( ⨂ I) (λ) = ⨂ P(λ). 

Ζτςι (λ) ∈ (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα . Θ απόδειξθ τθσ δεφτερθσ πρόταςθσ 

είναι ανάλογθ.               □ 

 

Ο χϊροσ (P) χαρακτθρίηεται ςτο επόμενο κεϊρθμα ςυςχετιςμζνοσ με τον παραπάνω 

χϊρο (P). 

 

Θεώρθμα 5.1.2 (Χαρακτθριςμόσ του (P)). 

Για κάκε ςυμμετρικό πολυωνυμικό πίνακα P(λ), (P) = (P). 

Απόδειξθ.  

Ασ υποκζςουμε ότι L(λ) ∈ (P) ⊆ (P) με δεξιό ansatz διάνυςμα . Τότε από το λιμμα 

5.1.1 γνωρίηουμε ότι (λ) = L(λ) ανικει ςτον (P) με αριςτερό ansatz διάνυςμα , και 

ζτςι L(λ) ∈ (P). Συνεπϊσ (P) ⊆ (P). 
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Από το λιμμα 5.1.1 L(λ) ∈ (P) με δεξιό/αριςτερό ansatz διάνυςμα  ςυνεπάγεται ότι 

(λ) ∈ (P) με δεξιό/αριςτερό ansatz διάνυςμα . Αλλά από κεϊρθμα 3.4.2 οι δζςμεσ 

ςτον (P) είναι μοναδικά οριςμζνεσ από το ansatz διάνυςμα τουσ, ζτςι L(λ) ≡ (λ) και 

ςυνεπϊσ (P) ⊆ (P). Δθλαδι (P) = (P).          □ 

 

5.2 Ερμιτιανϋσ δϋςμεσ ςτον (P) για ερμιτιανό P 
 

Για ζναν ερμιτιανό πολυωνυμικό πίνακα P(λ) βακμοφ k,  = P( ), ζςτω  

ℍ(P) :=  {ΛX + Y ∈ (P) : , }                                                                           (5.2.1) 

ςυμβολίηουμε το ςφνολο όλων των ερμιτιανϊν δεςμϊν ςτον (P). Εκ των προτζρων το 

δεξιό ansatz διάνυςμα  μιασ δζςμθσ ςτο ℍ(P) μπορεί να είναι κάποιο διάνυςμα ςτο , 

τότε P ζνασ μιγαδικόσ πολυωνυμικόσ πίνακασ. Ωςτόςο, το ακόλουκο αποτζλεςμα μασ 

δείχνει ότι ζνα τζτοιο διάνυςμα  μπορεί να είναι πραγματικό. 

Λιμμα 5.2.1. Υποκζτουμε ότι P(λ) είναι ζνασ ερμιτιανόσ πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) ∈ 

ℍ(P) με δεξιό ansatz διάνυςμα . Τότε υ ∈  και L(λ) ∈ (P), ζτςι ℍ(P) ⊆ (P). 

Απόδειξθ. 

Εφόςον L(λ) ∈ (P), ζχουμε L(λ)(Λ ⨂ I) = υ ⨂ P(λ). Τότε εφόςον P και L ερμιτιανοί  

 =  ⟹ ⨂ I)L(  = ⨂ P( ). 

Θ τελευταία εξίςωςθ διατθρείται για όλα τα λ, ζτςι κα αντικαταςτιςουμε το  με λ για να 

πάρουμε ⨂ I) ∙ L(λ) =  ⨂ P(λ), με αυτό τον τρόπο L(λ) ∈ (P) με αριςτερό ansatz 

διάνυςμα w = . Ζτςι L(λ) ∈ (P). Από το κεϊρθμα 3.4.2 τα δεξιά και αριςτερά 

διανφςματα κάκε (P)-δζςμθσ πρζπει να είναι ίςα. Ζτςι υ = , που ςθμαίνει υ ∈ . 

Εφόςον (P) περιζχει δζςμεσ αντίςτοιχεσ ςε μθ πραγματικά υ, ℍ(P) ⊆ (P).                  □ 

 

Ξανακυμόμαςτε τθν απεικόνιςθ (P)   από τθν (3.3.1), θ οποία γνωρίηουμε από το 

κεϊρθμα 3.3.1 και 3.4.2 ότι είναι ζνασ ιςομορφιςμόσ. Το λιμμα 5.2.1 ςυνεπάγεται ότι ℳ 

μπορεί να περιοριςτεί ςτον υπόχωρο ℍ(P), δίνοντασ μια 1-1 απεικόνιςθ ςτο πραγματικό 

μζροσ του , δθλαδι ςτον υπόχωρο  := { υ ⨂ P(λ) : υ ∈  + ⊆ . Ο χαρακτθριςμόσ 

(characterization) του ℍ(P) ολοκλθρϊνεται παρακάτω δείχνοντασ ότι ℍ(P)   είναι 

πράγματι ζνασ ιςομορφιςμόσ. 

Θεώρθμα 5.2.2 (Χαρακτθριςμόσ του ℍ(P)). 

Για κάκε ερμιτιανό πολυωνυμικό πίνακα P(λ), ℍ(P) το υποςφνολο όλων των δεςμϊν ςτο 

(P) με ζνα πραγματικό ansatz διάνυςμα. Με άλλα λόγια, για κάκε διάνυςμα υ ∈  

υπάρχει μια μοναδικι ερμιτιανι δζςμθ H(λ) ∈ ℍ(P). 
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Απόδειξθ. 

Θα χρειαςτεί να δείξουμε ότι θ απεικόνιςθ ℍ(P)   είναι ζνασ ιςομορφιςμόσ και από τισ 

παρατθριςεισ που οδιγθςαν ςτο κεϊρθμα το μόνο που μζνει, είναι να δείξουμε ότι θ 

απεικόνιςθ  είναι 1-1. Από ανάλογα ορίςματα που χρθςιμοποιικθκαν ςτο λιμμα 5.1.1 

και το κεϊρθμα 5.1.2, εφκολα δείχνουμε ότι για ερμιτιανό P, L(λ) ∈ (P) με 

δεξιό/αριςτερό ansatz διάνυςμα υ ςυνεπάγεται ότι (λ) ∈ (P) με δεξί/αριςτερό ansatz 

διάνυςμα . Τϊρα εάν για ζνα τυχαίο υ ∈  ορίςουμε H(λ) να είναι θ μοναδικι δζςμθ με 

δεξιό/αριςτερό ansatz διάνυςμα υ, τότε (λ) ανικει επίςθσ ςτον (P) με ακριβϊσ το 

ίδιο ansatz διάνυςμα υ. Θ μοναδικότθτα των (P)-δεςμϊν τότε ςυνεπάγεται ότι κα 

πρζπει H(λ) ≡ (λ), δθλαδι H(λ) ∈ ℍ(P), ςυνεπϊσ δείξαμε ότι θ απεικόνιςθ είναι 1-1.   □                  

 

5.3 Γενύκευςη γραμμικοποιητών ςτο (P) και ℍ(P)  
 

Το βαςικό ηιτθμα όςον αφορά τουσ (P) και ℍ(P) είναι ποιεσ δζςμεσ ςε αυτοφσ τουσ 

χϊρουσ είναι πράγματι γραμμικοποιθτζσ του P, όταν P ςυμμετρικόσ ι ερμιτιανόσ 

αντίςτοιχα. Καταρχιν το κεϊρθμα ιςχυροφ γραμμικοποιθτι μασ λζει ότι για κανονικό P, μια 

δζςμθ L ςτο (P) ι ℍ(P), είναι γραμμικοποιθτισ ακριβϊσ όταν θ L είναι από μόνθ τθσ 

κανονικι. Δεφτερον για κάκε δοςμζνθ δζςμθ ςτο (P) ι ℍ(P) θ μζκοδοσ, που 

περιγράφεται ςτθ παράγραφο 2.2.2 μασ επιτρζπει να παράγουμε μια ξεχωριςτι ςυμβολικι 

“ςυνκικθ γραμμικοποιθτι”.  

Τελικά αν κάποια δζςμθ ςτο (P) ι ℍ(P) ανικει επίςθσ ςτον (P), το κεϊρθμα 

εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ εφαρμόηει και δίνει ζνα τρίτο κριτιριο για το αν μια τζτοια δζςμθ είναι 

γραμμικοποιθτισ. Ραρακζτουμε ξανά για ευκολία του αναγνϊςτθ το κεϊρθμα: 

Θεώρθμα 4.3.1 (κεώρθμα εξαίρεςθσ ιδιοτιμισ). 

Υποκζτουμε ότι P(λ) = ζνασ regular πολυωνυμικόσ πίνακασ και L(λ) βρίςκεται 

ςτον (P) με μθ-μθδενικό ansatz διάνυςμα . Τότε L(λ) είναι ζνασ ιςχυρόσ 

γραμμικοποιθτισ για P(λ) εάν και μόνο εάν καμία ρίηα του ν-πολυωνυμικοφ πίνακα p(x , υ) 

δεν είναι κάποια ιδιοτιμι του P(λ). 

Σαν ςυνζπεια του κεωριματοσ 4.3.1 επίςθσ δείξαμε ςτο κεφάλαιο 4 ότι θ φράςθ “ςχεδόν 

κάκε” ςθμαίνει όλα εκτόσ από ζνα κλειςτό, πουκενά πυκνό ςφνολο μζτρου μθδζν. Επειδι 

(P) = (P) όταν P ςυμμετρικόσ το ίδιο αποτζλεςμα διατθρείται και για (P). Ωςτόςο 

όταν P ερμιτιανόσ, ο χϊροσ ℍ(P) είναι ζνα κλειςτό, πουκενά πυκνό υποςφνολο μζτρου 

μθδζν ςτον (P), επομζνωσ δεν μποροφμε άμεςα να εξάγουμε ζνα “ςχεδόν κάκε” 

αποτζλεςμα για ℍ(P). Με μερικζσ τροποποιιςεισ του κεωριματοσ 4.3.2 αποδεικνφουμε το 

ακόλουκο αποτζλεςμα. 

Θεώρθμα 5.3.1 (Γενικοί γραμμικοποιθτζσ ςτο ℍ(P)). 

Ζςτω P(λ) ζνασ regular ερμιτιανόσ πολυωνυμικόσ πίνακασ. Για ςχεδόν κάκε υ ∈  θ 

αντίςτοιχθ δζςμθ ςτο ℍ(P) είναι ζνασ γραμμικοποιθτισ. 
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Απόδειξθ. 

Θεωροφμε ξανά το r = res (p(x , υ), det P(x)), το οποίο επειδι P ςτακερόσ μπορεί να 

κεωρθκεί ςαν πολυωνυμικόσ πίνακασ r( , ,  . . .  , ) ςτα ςτοιχεία του υ ∈ . Εφόςον P 

ερμιτιανόσ, δθλαδι P( ) = P(x), ζχουμε για g(x) := det P(x) ότι  

g(x) = det P(x) = det ( ) =  =  = (x). 

Ζτςι όλοι οι ςυντελεςτζσ του det P(x) είναι πραγματικοί και ςυνεπϊσ r είναι ζνασ 

πραγματικό πολυωνυμικόσ πίνακασ ςτισ πραγματικζσ μεταβλθτζσ , , . . . , . Το 

πραγματικό μθδενικό ςφνολο (r) = {υ ∈  : r( , , . . . , ) = 0+ ⊆  είναι ακριβϊσ το 

ςφνολο όλων των υ ∈  για τα οποία κάποια πεπεραςμζνθ ρίηα του p(x , υ) είναι μια 

ιδιοτιμι του P(λ), μαηί με υ = 0. Από το κεϊρθμα 4.3.2 γνωρίηουμε ότι (r) είναι ζνα 

κατάλλθλο αλγεβρικό υποςφνολο του . 

Τϊρα ξανακυμόμαςτε τθ ςφμβαςθ μασ ότι ο v-πολυωνυμικόσ πίνακασ p(x , υ) ζχει το ∞ 

ςαν μια ρίηα για  ∈  που υπόκειται ςτο υπερεπίπεδο  = 0. Τότε από κεϊρθμα 4.3.1 το 

ςφνολο των διανυςμάτων  ∈  για το οποίο θ αντίςτοιχθ δζςμθ L(λ) ∈ ℍ(P) ⊂ (P) 

δεν είναι γραμμικοποιθτισ του P(λ), είναι είτε το κατάλλθλο αλγεβρικό ςφνολο (r), είτε θ 

ζνωςθ δφο κατάλλθλα αλγεβρικϊν ςυνόλων, (r) και  = 0. Αλλά θ ζνωςθ κάκε 

πεπεραςμζνου αρικμοφ κατάλλθλων αλγεβρικϊν ςυνόλων είναι πάντα ζνα κλειςτό, 

πουκενά πυκνό ςφνολο βακμοφ μθδζν ςτο .        □ 
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Κεφϊλαιο 6 
 

Παλινδρομικοί και εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ 

 

Στο προθγοφμενο κεφάλαιο είδαμε δφο τφπουσ δομθμζνων πολυωνυμικϊν πινάκων, των 

ςυμμετρικϊν και των ερμιτιανϊν, οι οποίοι είναι χρθςιμοποιοφνται ευρζωσ ςτθν δομικι 

μθχανικι. Επίςθσ αποδείχκθκε ότι ο (P), ι πιο ςυγκεκριμζνα ο (P), είναι μια πλοφςια 

πθγι γραμμικοποιθτϊν που διατθροφν τθ δομι τουσ. 

Τϊρα κα μελετιςουμε κάποιουσ άλλουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ διαφορετικισ δομισ, τουσ 

παλινδρομικοφσ και τουσ εναλλαςςόμενουσ. Αφοφ δϊςουμε τουσ ακριβείσ οριςμοφσ και 

μερικά παραδείγματα, κα περιγράψουμε τισ φαςματικζσ ςυμμετρίεσ που ςχετίηονται με 

αυτζσ τισ πολυωνυμικζσ δομζσ και κα δείξουμε πωσ αυτζσ οι δομζσ ςυνδζονται θ μια με τθν 

άλλθ, μζςω του “μεταςχθματιςμοφ πινάκων Cayley”. Επίςθσ κα δοφμε τρόπουσ με τουσ 

οποίουσ οι παλινδρομικοί και εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ κα παρουςιάηονται 

ωσ γενικεφςεισ (ι τουλάχιςτον ανάλογα) των ςυμπλεκτικϊν και χαμιλτονιανϊν πινάκων.  

Τζλοσ κα ολοκλθρϊςουμε το κεφάλαιο με ςφντομεσ περιγραφζσ εφαρμογϊν που ζχουν να 

κάνουν με παλινδρομικοφσ και εναλλαςςόμενουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ. 

 

6.1 Βαςικϋσ δομϋσ: Οριςμού και ςυμβολιςμόσ 
 

Ζνα από τα ερωτιματα που μασ ϊκθςε ςτθ ςυγκεκριμζνθ εργαςία είναι το πρόβλθμα 

ιδιοτιμϊν που προκφπτει από τον κόρυβο τθσ κίνθςθσ ςιδθροδρομικϊν μεταφορϊν που 

προκαλείται από τρζνα υψθλισ ταχφτθτασ. Το πρόβλθμα ζχει τθ μορφι:  

( Α + λΒ + )x = 0,                   (6.1.1)  

όπου Α, Β μιγαδικοί τετραγωνικοί πίνακεσ με Β μιγαδικό ςυμμετρικό και Α μθ-

αντιςτρζψιμο. Ραρατθροφμε ότι ο πολυωνυμικόσ πίνακασ ςτθν (6.1.1) ζχει τθν ιδιότθτα να 

αντιςτρζφει τθν τάξθ των πινάκων ςυντελεςτϊν και παίρνοντασ τον ανάςτροφο 

επιςτρζφουμε ςτον αρχικό πολυωνυμικό πίνακα. Ανάλογα με τα γλωςςικά παλίνδρομα 

χρθςιμοποιοφμε το όνομα Τ-παλινδρομικόσ για ζναν τζτοιο πολυωνυμικό πίνακα. 

Ζνασ διαφορετικόσ τφποσ δομθμζνου προβλιματοσ ιδιοτιμισ, ςυναντάται ςτα γυροςκοπικά 

ςυςτιματα και ςτθ μελζτθ ελαςτικϊν υλικϊν και ζχει τθ μορφι: 

 ( M + λG + Κ)x = 0,                   (6.1.2)  

όπου Μ και Κ είναι πραγματικοί ςυμμετρικοί και G πραγματικόσ αντι-ςυμμετρικόσ. Ο 

πολυωνυμικόσ πίνακασ ςτθν (6.1.2) μασ κυμίηει μια άρτια ςυνάρτθςθ: αντικακιςτϊντασ το λ 

με λ και παίρνοντασ τον ανάςτροφο επιςτρζφουμε ςτον αρχικό πολυωνυμικό πίνακα. Ζτςι 

ςυμβολίηουμε αυτοφσ τουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ με τον όρο Τ-άρτιοσ. 

Επίςθσ μπορεί να ζχουμε αποκλίςεισ από τθ Τ-παλινδρομικι και τθ Τ-άρτια δομι. Για 

παράδειγμα ο ανάςτροφοσ Τ μπορεί να αντικαταςτακεί από τον ςυηυγι ανάςτροφο ∗. Ζτςι 

γίνεται φανερό ότι αυτά τα διαφορετικά είδθ δομισ ςτθ πραγματικότθτα είναι ςτενά 
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ςυνδεδεμζνα και για αυτό μελετάμε τισ ιδιότθτεσ τουσ παράλλθλα με τισ παραλλαγζσ τουσ 

(που κα οριςτοφν παρακάτω). Ρεριςςότερεσ λεπτομζρειεσ εφαρμογϊν που περιλαμβάνουν 

αυτζσ τισ δομζσ κα ςυναντιςουμε ςτθ παράγραφο 6.4. 

Ξεκινάμε ορίηοντασ δφο πράξεισ πολυωνυμικϊν πινάκων, δθλαδι τον ∗-ςυηυγι και τον ∗-

αντίςτροφο. Για ςυντομία το ςφμβολο ∗ κα χρθςιμοποιείται για τον ανάςτροφο Τ για τθν 

πραγματικι περίπτωςθ και είτε Τ, είτε ςυηυγισ ανάςτροφοσ ∗ για τθν αντίςτοιχθ μιγαδικι. 

Οριςμόσ 6.1.1 (Συηυγισ και reversal πολυωνυμικοφ πίνακα). 

Ζςτω Q(λ) = , όπου , . . . ,  ∈ , ζνασ πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k, 

 ≠ 0. Τότε 

(λ) :=     και    rev Q(λ) := Q(1/λ) =                                         (6.1.3) 

ορίηει τον ∗-ςυηυγι (λ) και τον reversal rev Q(λ) του Q(λ) αντίςτοιχα. 

Αν deg(Q(λ)) ςυμβολίηει τον βακμό του πολυωνυμικοφ πίνακα Q(λ), τότε γενικά         

deg(rev Q(λ))≤ deg(Q(λ)) και rev (  ) = rev  rev , όταν το γινόμενο 

∙  είναι οριςμζνο. Χρθςιμοποιϊντασ τισ πράξεισ τθσ (6.1.3), οι διάφοροι 

δομθμζνοι πολυωνυμικοί πίνακεσ μποροφν τϊρα να οριςτοφν ςτον πίνακα 6.1.1 

Πίνακασ 6.1.1: Οριςμοί βαςικϊν δομϊν 

Ραλινδρομικόσ              rev P(λ) = P(λ) 
∗-παλινδρομικόσ          rev (λ) = P(λ) 

αντι-παλινδρομικόσ       rev P(λ) = P(λ) 
∗-αντι-παλινδρομικόσ    rev (λ) = P(λ) 

άρτιοσ                             P( λ) = P(λ) 
∗-άρτιοσ                          ( λ) = P(λ) 

περιττόσ                            P( λ) = P(λ) 
∗-περιττόσ                         ( λ) = P(λ) 

 

Ζνασ βακμωτόσ πολυωνυμικόσ πίνακασ p(x) είναι ίδιοσ είτε είναι Τ-παλινδρομικόσ είτε 

είναι απλά παλινδρομικόσ (rev p(x) = p(x)), ενϊ ο ∗-παλινδρομικόσ είναι ιςοδφναμοσ με 

τον ςυηυγι-παλινδρομικό (rev  = p(x)). Ανάλογεσ απλοποιιςεισ ιςχφουν και για τον Τ-

άρτιο, ∗-άρτιο και γενικά για όλεσ τισ αντι-παραλλαγζσ ςτθν περίπτωςθ του βακμωτοφ 

πολυωνυμικοφ πίνακα. 

Ραρατθροφμε ότι θ εναλλαγι των ςυντελεςτϊν πινάκων μεταξφ ςυμμετρικϊν και αντι-

ςυμμετρικϊν (ι ερμιτιανϊν και αντι-ερμιτιανϊν) ςε ∗-άρτιουσ/περιττοφσ πίνακεσ μασ 

οδιγθςε ςτθ χριςθ του όρου εναλλαςςόμενοσ πολυωνυμικόσ πίνακασ. Ωςτόςο κα 

χρθςιμοποιοφμε τον όρο εναλλαςςόμενοσ για να ςυμβολίςουμε κάκε μια από τισ ζξι άρτιεσ 

ι περιττζσ δομζσ του πίνακα 6.1.1. Ομοίωσ ο όροσ παλινδρομικόσ κα χρθςιμοποιείται 

γενικά και για τισ ζξι δομζσ του πίνακα 6.1.1 που εμπεριζχουν τον όρο παλινδρομικόσ. 

Δφο ειδικοί πίνακεσ που παίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθν ζρευνα μασ είναι οι k x k 

αντίςτροφοι μοναδιαίοι  ςτο πλαίςιο των παλινδρομικϊν δομϊν και οι k x k διαγϊνιοι 

πίνακεσ  των εναλλαςςόμενων προςιμων ςτο πλαίςιο των άρτιων/περιττϊν δομϊν: 
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R =  :=    και     Σ =  :=                     (6.1.4) 

Ο δείκτθσ k κα παραλείπεται όταν εννοείται από τα ςυμφραηόμενα. 

Παρατιρθςθ 6.1.2. Στον οριςμό 6.1.1 ο ςυηυγισ του n x n πολυωνυμικοφ πίνακα κα 

μποροφςε να οριςτεί ωσ προσ τον ςυηυγι ∗ ενόσ πιο γενικοφ βακμωτοφ γινομζνου (από ότι 

περιορίηοντασ το ∗ ςε ανάςτροφουσ και ςυηυγείσ ανάςτροφουσ). Για παράδειγμα το 

διγραμμικό βακμωτό γινόμενο ορίηεται ωσ  := M y για αντιςτρζψιμο πίνακα Μ και ο 

ςυηυγισ ∗ ωσ προσ το βακμωτό γινόμενο κα δίνεται από τθν  =  Μ. (Ομοίωσ ζνα 

γραμμικό-θμιγραμμικό βακμωτό γινόμενο  := M y ζχει ςυηυγι ποφ δίνεται από  = 

Μ). Τότε ο οριςμόσ του ςυηυγι αντίςτοιχου πολυωνυμικοφ πίνακα (λ) κα 

ταυτίηεται με τον οριςμό 6.1.1.  Ζνα παράδειγμα αυτοφ του πιο γενικοφ ςυμβολιςμοφ είναι 

οι αντι-χαμιλτονιανζσ/χαμιλτονιανζσ δζςμεσ, οι οποίεσ είναι ∗-περιττζσ ωσ προσ τθ 

ςυμπλεκτικι μορφι που ορίηεται από: Μ = J = . 

Ωςτόςο όταν το βακμωτό γινόμενο είναι ορκοςυμμετρικό (ςυγκεκριμζνα, εάν Μ ικανοποιεί 

τθν  = εΕ για ε = 1 ι ε = 1 ςτθ διγραμμικι περίπτωςθ ι αντίςτοιχα Μ ικανοποιεί τθν 

 = εΕ,  = 1, ε ∈ ℂ ςτθ γραμμικι-θμιγραμμικι περίπτωςθ) τότε δεν κερδίηουμε πολλά 

από αυτι τθν επιπλζον γενικότθτα. Στθ διγραμμικι περίπτωςθ ζχουμε 

P(λ) είναι ∗-παλινδρομικόσ ⇔ rev (λ) = rev ( (λ)Μ) = P(λ) 

                                                    ⇔  rev  = rev ( (λ)  = εΜP(λ), 

Ζτςι θ ∗-παλινδρομικότθτα του P(λ) είναι ιςοδφναμθ με τθν Τ-(αντί)-παλινδρομικότθτα του 

ΜP(λ). Ομοίωσ θ ∗-αρτιότθτα και ∗-περιττότθτα του P(λ) είναι ιςοδφναμεσ με τθν Τ-

αρτιότθτα και τθ Τ-περιττότθτα του MP(λ). Συνεπϊσ για κάκε ςτακερό βακμωτό γινόμενο 

με ςυηυγι ∗, οι ∗-δομζσ του πίνακα 6.1.1 μποροφν να μεταςχθματιςτοφν ςε μια Τ ι ∗ 

περίπτωςθ. Ραρατθροφμε ότι αυτι θ αναγωγι, μασ αποδεικνφει ότι οι                                                       

αντι-χαμιλτονιανζσ/χαμιλτονιανζσ δζςμεσ είναι ιςοδφναμεσ με τισ Τ-άρτιεσ ι ∗-άρτιεσ 

δζςμεσ. 

 

6.2 Υαςματικό ςυμμετρύα 
 

Ζνα ςθμαντικό χαρακτθριςτικό των δομθμζνων πολυωνυμικϊν πινάκων του πίνακα 6.1.1 

είναι ειδικζσ ιδιότθτεσ ςυμμετρίασ του φάςματοσ τουσ, όπωσ περιγράφεται παρακάτω.  

 

Θεώρθμα 6.2.1 (φαςματικι ςυμμετρία δομθμζνων πολυωνυμικών πινάκων). 

Ζςτω P(λ) = ,  ≠ 0 ζνασ regular πολυωνυμικόσ πίνακασ ο οποίοσ ζχει κάποια 

από τισ παλινδρομικζσ ι εναλλαςςόμενεσ δομζσ που βρίςκονται ςτον πίνακα 6.1.1.Τότε το 

φάςμα του P(λ) ζχει τθν αντιςτοίχιςθ που απεικονίηεται ςτο πίνακα 6.2.1. Επιπλζον οι 

αλγεβρικζσ, γεωμετρικζσ και μερικζσ πολλαπλότθτεσ των δφο ιδιοτιμϊν ςε κάκε ηεφγοσ 



 

62 | Σ ε λ ί δ α  
 

είναι ίςεσ. (εδϊ λ = 0 ςυμπεριλαμβάνεται ωσ πικανι ιδιοτιμι, με 1/λ ι 1/  να λογίηεται 

ςαν ιδιοτιμι ςτο ∞.) 

Πίνακασ 6.2.1: φαςματικζσ ςυμμετρίεσ 

 Δομι του P(λ) Ηεφγθ ιδιοτιμϊν 

(αντι-) παλινδρομικόσ, Τ-(αντι-) παλινδρομικόσ, 
∗-παλινδρομικόσ, ∗-αντι-παλινδρομικόσ 

(λ, 1/λ) 
(λ, 1/ ) 

άρτιοσ, περιττόσ, Τ-άρτιοσ, Τ-περιττόσ,                
∗-άρτιοσ, ∗-περιττόσ 

(λ, λ) 
(λ, ) 

 

Απόδειξθ. 

Ρρϊτα ξανακυμόμαςτε κάποια πολφ ςθμαντικζσ προτάςεισ για τισ ςυνοδεφουςεσ μορφζσ 

 και  ενόσ κανονικοφ πολυωνυμικοφ πίνακα P(λ): 

 P(λ) και  ζχουν τισ ίδιεσ ιδιοτιμζσ (ςυμπεριλαμβανομζνου και του ∞), με τισ 

ίδιεσ αλγεβρικζσ, γεωμετρικζσ και μερικζσ πολλαπλότθτεσ. 

  και  είναι πάντα αυςτθρά ιςοδφναμεσ, δθλαδι υπάρχουν αντιςτρζψιμοι 

ςτακεροί πίνακεσ E και F τζτοιοι ϊςτε  =E ∙  ∙ F. 

 Αυςτθρά ιςοδφναμεσ δζςμεσ ζχουν ίδιεσ ιδιοτιμζσ (ςυμπεριλαμβανομζνου και του 

∞), με τισ ίδιεσ αλγεβρικζσ, γεωμετρικζσ και μερικζσ πολλαπλότθτεσ. 

Με αυτζσ τισ προτάςεισ ανά χείρασ, κεωροφμε πρϊτα τθ περίπτωςθ όταν P(λ) είναι ι ∗-

παλινδρομικόσ ι ∗-αντι-παλινδρομικόσ, ζτςι rev (λ) = P(λ) για   = ± 1, ιςοδφναμα 

 =  για i = 0 : k. Θ ςτρατθγικι μασ είναι να δείξουμε ότι  είναι αυςτθρά 

ιςοδφναμθ με rev (λ), από όπου ζπονται το επικυμθτό ηεφγοσ ιδιοτιμισ και θ ιςότθτα 

πολλαπλοτιτων. Χρθςιμοποιϊντασ τον αντιςτρζψιμο πίνακα 

T :=  , 

Ρρϊτα κα δείξουμε ότι  είναι αυςτθρά ιςοδφναμθ με rev (λ). 

T∙ ∙ (   )  = T ∙  

= λ   

= λ +  
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                                            = rev (λ). 

Πμωσ rev (λ) είναι πάντα αυςτθρά ιςοδφναμοσ με rev (λ), εφόςον είναι και οι  

και  Αυτό ολοκλθρϊνει τθν απόδειξθ για αυτι τθν περίπτωςθ. 

Για τθν περίπτωςθ των αμιγϊσ παλινδρομικϊν και αντι-παλινδρομικϊν πινάκων, δθλαδι 

πινάκων P(λ) που ικανοποιοφν τθν rev P(λ) = P(λ), ζνασ ανάλογοσ υπολογιςμόσ μασ 

δείχνει ότι  

T ∙ ∙ (   ) = rev . 

Ζτςι  είναι αυςτθρά ιςοδφναμθ με rev , το οποίο ξανά ςυνεπάγεται το 

επικυμθτό ηεφγοσ ιδιοτιμισ  και τθν ιςότθτα πολλαπλοτιτων. 

Ζπειτα υπολογίηουμε ότι P(λ) είναι ∗-άρτιοσ ι ∗-περιττόσ, ζτςι ( λ) = P(λ) για  = ± 

1. Θα δείξουμε ότι  είναι αυςτθρά ιςοδφναμθ με ( λ), από όπου ζπονται το 

επικυμθτό ηεφγοσ ιδιοτιμϊν και θ ιςότθτα πολλαπλοτιτων. Ο επόμενοσ υπολογιςμόσ μασ 

δείχνει ότι  είναι αυςτθρά ιςοδφναμθ με ( λ): 

(diag( ,  )  ) ∙  ∙  ) 

= λ  +  

=  λ = ( λ).  

Θ γνιςια ιςοδυναμία των ( λ) και ( λ) ζπεται αυτισ των  και , και θ 

απόδειξθ για αυτι τθν περίπτωςθ ζχει ολοκλθρωκεί. 

Για αμιγϊσ άρτιουσ ι περιττοφσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ P(λ), δθλαδι P( λ) = P(λ), 

ζνασ ανάλογοσ υπολογιςμόσ 

diag( ,  )  ) ∙  ∙  ) =  

δείχνει ότι  είναι αυςτθρά ιςοδφναμθ με  το οποίο ςυνεπάγεται το 

επικυμθτό ηεφγοσ ιδιοτιμισ και τθν ιςότθτα πολλαπλοτιτων.         □

                 

Αν οι πίνακεσ ςυντελεςτϊν του P είναι πραγματικοί, τότε οι ιδιοτιμζσ ενόσ ∗-άρτιου ι ενόσ 

∗-περιττοφ πολυωνυμικοφ πίνακα εμφανίηονται ςε τετράδεσ (λ, , λ, ). Αυτι θ ιδιότθτα 

ςυχνά αναφζρεται ωσ “Χαμιλτονιανι φαςματικι ςυμμετρία”, όταν οι ιδιοτιμζσ των 

πραγματικϊν χαμιλτονιανϊν πινάκων ζχουν αυτι τθ ςυμμετρία.  

Ομοίωσ οι ιδιοτιμζσ των πραγματικϊν ∗-παλινδρομικϊν και αντι-∗-παλινδρομικϊν 

πολυωνυμικϊν πινάκων εμφανίηονται όχι απλά ςε ηεφγθ, αλλά ςε τετράδεσ (λ, , λ, ), 
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αυτι θ ιδιότθτα μερικζσ φορζσ αναφζρεται ςαν “ςυμπλεκτικι φαςματικι ςυμμετρία”, όταν 

οι πραγματικοί ςυμπλεκτικοί πίνακεσ εμφανίηουν αυτι τθν ςυμπεριφορά.  

Παρατιρθςθ 6.2.2. Θ ικανότθτα να μετατρζπουμε ζναν δομθμζνο πίνακα ςε μια 

ιςοδφναμθ δομθμζνθ δζςμθ είναι θ δεφτερθ πτυχι τθσ αναλογίασ μεταξφ 

χαμιλτονιανϊν/ςυμπλεκτικϊν πινάκων και εναλλαςςόμενων/παλινδρομικϊν. Σε κάκε 

πίνακα Α μποροφμε να ςυνδζςουμε τθ δζςμθ λΙ  Α και αντίςτοιχα για τον χαμιλτονιανό 

τθν δζςμθ λΙ  Η. Τότε ιςοδφναμθ με τθν λΙ  Η είναι θ Τ-άρτια δζςμθ J(λΙ  Η) = λJ  JH. 

Αυτι θ απλι μετατροπι μασ δείχνει πωσ εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ 

γενικεφουν χαμιλτονιανοφσ πίνακεσ.  

Ρράγματι μπορεί κάποιοσ να μετατρζψει ζναν πίνακα ςυςχετιςμζνο με ζνα 

ορκοςυμμετρικό βακμωτό γινόμενο ςε μια άρτια ι περιττι δζςμθ με τθν ίδια διαδικαςία. 

Ζτςι δείξαμε ότι οι εναλλαςςόμενοι πολυωνυμικοί πίνακεσ γενικεφουν μια μεγάλθ γκάμα 

γνωςτϊν δομθμζνων πινάκων. 

Θ περίπτωςθ των ςυμπλεκτικϊν πινάκων δεν είναι τόςο απλι. Θ μετατροπι των δεςμϊν    

λΙ  S, με ςυμπλεκτικό S, ςε κάποιο είδοσ παλινδρομικισ δζςμθσ δε μπορεί να επιτευχκεί 

με μια προςαρμοςμζνθ ιςοδυναμία (όπωσ ςυνζβθ με τουσ χαμιλτονιανοφσ πίνακεσ). 

Ωςτόςο τελευταίεσ ζρευνεσ ζδειξαν ότι ςχεδόν όλοι οι ςυμπλεκτικοί πίνακεσ S ζχουν μια 

παραγοντοποίθςθ τθσ μορφισ S =  για κάποιο αντιςτρζψιμο πίνακα Ζ, ςυνεπϊσ 

ςχεδόν όλεσ οι δζςμεσ λΙ  S με ςυμπλεκτικό S είναι ιςοδφναμεσ με μια Τ-αντι-

παλινδρομικι δζςμθ λΖ  . Οι μοναδικοί ςυμπλεκτικοί που δεν ζχουν μια τζτοια 

παραγοντοποίθςθ είναι αυτοί που ζχουν ζναν περιττό αρικμό άρτιου-μεγζκουσ Jordan-

blocks για τθν ιδιοτιμι +1. 

Πςον αφορά τθ μετατροπι του λΙ  S ςε Τ-παλινδρομικι δζςμθ λW + W το μοναδικό μασ 

εμπόδιο είναι θ Jordan δομι του S ςτθν ιδιοτιμι 1. Μια δζςμθ λΙ  S με ςυμπλεκτικό S 

είναι ιςοδφναμθ με τθ Τ-παλινδρομικι δζςμθ, εάν και μόνο εάν, S ζχει ζνα άρτιο αρικμό 

άρτιου-μεγζκουσ Jordan blocks για τθν ιδιοτιμι 1. 

 

6.3 Μεταςχηματιςμού Cayley 
 

Είναι γνωςτό ότι οι μεταςχθματιςμοί Cayley πινάκων και θ γενίκευςθ τουσ ςε δζςμεσ, 

ςυνδζει τθ χαμιλτονιανι με τθ ςυμπλεκτικι δομι και για τουσ πίνακεσ και για τισ δζςμεσ. 

Επεκτείνοντασ τον κλαςικό οριςμό του μεταςχθματιςμοφ ςε πολυωνυμικοφσ πίνακεσ, 

ανακαλφπτουμε ανάλογεσ ςχζςεισ μεταξφ παλινδρομικϊν και εναλλαςςόμενων 

πολυωνυμικϊν πινάκων. Αυτζσ οι ςχζςεισ αποτελοφν τθν τρίτθ πτυχι τθσ αναλογίασ μεταξφ 

χαμιλτονιανϊν/ςυμπλεκτικϊν πινάκων και αντίςτοιχα εναλλαςςόμενων/παλινδρομικϊν. 

Στον οριςμό καταλιξαμε από τθν ακόλουκθ παρατιρθςθ: Οι μοναδικοί Mobius 

μεταςχθματιςμοί του μιγαδικοφ επιπζδου, οι οποίοι απεικονίηουν αντίςτροφα ηευγάρια (μ, 

1/μ) ςε ςυν/πλιν ηευγάρια (λ, λ) είναι οι α( ) και β ( ),  

όπου α,β ∈ ℂ μθ-μθδενικζσ ςτακερζσ. Πταν α = β = 1, οι μεταςχθματιςμοί αυτοί 

απεικονίηουν αναςτροφο-ςυηυγι ηευγάρια (μ, 1/ ) ςε ανάςτροφα ςυν/πλθν ηευγάρια (λ, 
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). Ζτςι μαηί με το κεϊρθμα 6.2.1 κα δοφμε οι Mobius μεταςχθματιςμοί  και  

μετατοπίηουν τισ  φαςματικζσ ςυμμετρίεσ των παλινδρομικϊν πολυωνυμικϊν πινάκων ςε 

ςυμμετρίεσ των εναλλαςςόμενων πινάκων. Συνεπϊσ, περιμζνουμε οι μεταςχθματιςμοί 

Cayley, μοντελοποιθμζνοι ςε Mobius μεταςχθματιςμοφσ, να ζχουν ζνα ανάλογο 

αποτζλεςμα ςτθ δομι ςε επίπεδο πολυωνυμικϊν πινάκων. Αυτζσ οι παρατθριςεισ μασ 

οδιγθςαν ςτον ακόλουκο οριςμό, ςαν φυςικι επζκταςθ του μεταςχθματιςμοφ Cayley ςε 

πολυωνυμικοφσ πίνακεσ. 

Οριςμόσ 6.3.1 (Μεταςχθματιςμοί Cayley πολυωνυμικών πινάκων). 

Ζςτω P(λ) =  ζνασ πολυωνυμικόσ πίνακασ βακμοφ k. Τότε οι πολυωνυμικοί 

πίνακεσ: 

(P)(μ) := P( )    και    (P)(μ) := P( )                                   (6.3.1) 

είναι μεταςχθματιςμοί Cayley του P(λ) με πόλο ςτο 1 ι το +1 αντίςτοιχα. 

Πρόταςθ 6.3.2. Για κάκε n x n πολυωνυμικό πίνακα P βακμοφ k ≥ 1 ζχουμε: 

( (P)) = (P)) =  ∙ P. 

Το επόμενο λιμμα δείχνει πϊσ οι ςυηυγείσ και αντίςτροφεσ πράξεισ του οριςμοφ 6.1.1 

αλλθλεπιδροφν με τουσ μεταςχθματιςμοφσ Cayley  και . Αυτό κα μασ βοθκιςει να 

δείξουμε πωσ θ δομι ςε ζναν πολυωνυμικό πίνακα, οδθγεί ςε δομι του Cayley 

μεταςχθματιςμοφ του. 

Λιμμα 6.3.3. Ζςτω πολυωνυμικόσ πίνακασ P βακμοφ k ≥ 1. Τότε: 

(μ) = ( )(μ),      (μ) = ( ( )(μ),                                              (6.3.2) 

rev (μ) = (- ),            μ ≠ 1,                                                          (6.3.3a) 

rev (μ) = (- ),   μ ≠ 1.                                                             (6.3.3b) 

Απόδειξθ. 

Θ απόδειξθ τθσ (6.3.2) είναι απλι. Θα αποδείξουμε μόνο τθν (6.3.3b), θ απόδειξθ τθσ 

(6.3.3a) είναι παρόμοια. Εφόςον  και κατά ςυνζπεια  είναι πολυωνυμικοί 

πίνακεσ βακμοφ k, 

rev (μ)  = ( ) = )( )     από (6.3.2), (6.1.3) 

= ( )      από (6.3.1) 

= (- ).          □ 
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Τϊρα κα βάλουμε ςτον πίνακα 6.3.1 όλεσ τισ λεπτομζρειεσ μεταξφ 

παλινδρομικισ/εναλλαςςόμενθσ δομισ ςτουσ πίνακεσ και ςτουσ Cayley μεταςχθματιςμοφσ 

τουσ. Ραρατθροφμε ότι αυτζσ οι ςχζςεισ ςυχνά εξαρτϊνται από τθν ιςότθτα του βακμοφ 

του δοςμζνου πίνακα. 

Θεώρθμα 6.3.4 (Αντιςτοιχία δομισ μζςω Cayley). 

Ζςτω P(λ) =  πολυωνυμικόσ πίνακασ P βακμοφ k ≥ 1. Τότε θ αντιςτοιχία μεταξφ 

τθσ δομισ ςτο P του Cayley μεταςχθματιςμοφ του (P) και (P) είναι όπωσ δθλϊνεται 

ςτον πίνακα 6.3.1. (Ραρατθροφμε ότι κάκε αντιςτοιχία δομισ ςε αυτόν τον πίνακα είναι μια 

“εάν και μόνο εάν” πρόταςθ.) 

Πίνακασ 6.3.1: Μεταςχθματιςμοί Cayley δομθμζνων πολυωνυμικϊν πινάκων 

 

P(λ) 
(P)(μ) 

k άρτιοσ                     k περιττόσ 
(P)(μ) 

k άρτιοσ                                                  k περιττόσ 

παλινδρομικόσ 
∗-παλινδρομικόσ 

άρτιοσ                            περιττόσ 
∗-άρτιο                       ∗-περιττόσ 

άρτιοσ 
∗-άρτιοσ 

αντι-παλινδρομικόσ 
∗-αντι-παλινδρομικόσ 

Ρεριττό                           άρτιοσ 
∗-περιττό                       ∗-άρτιοσ 

περιττόσ 
∗-περιττόσ 

άρτιοσ 
∗-άρτιοσ 

παλινδρομικόσ 
  ∗-παλινδρομικό 

Ραλινδρομικόσ                     αντι-παλινδρομικόσ 
∗-παλινδρομικόσ              ∗-αντι-παλινδρομικόσ 

περιττόσ 
∗-περιττόσ 

αντι-παλινδρομικόσ 
   ∗-αντι-παλινδρομικόσ 

αντι-παλινδρομικόσ                     παλινδρομικόσ 
∗-αντι-παλινδρομικόσ              ∗-παλινδρομικόσ 

 
Απόδειξθ. 

Εφόςον οι αποδείξεισ αυτϊν των αντιςτοιχιϊν δομισ είναι όλεσ παρόμοιεσ, κα δϊςουμε 

μόνο μια εδϊ. Θα δείξουμε ότι P(λ) ∗-άρτιοσ εάν και μόνο εάν (P)(μ) ∗-παλινδρομικόσ 

όταν k είναι άρτιοσ και ∗-παλινδρομικόσ όταν k περιττόσ. Τϊρα P(λ) ∗-άρτιοσ είναι 

ιςοδφναμο, εξ οριςμοφ με ( λ) = P(λ) για όλα τα λ. Θζτοντασ λ =  και 

πολλαπλαςιάηοντασ με  ςυνεπάγεται 

P(λ) ∗-άρτιοσ  ⟺ (- ) = ( )   για όλα τα μ ≠ 1 

⟺ rev (μ) = (μ)  από λιμμα 6.3.3  

από το οποίο ζπεται το επικυμθτό αποτζλεςμα.          □ 
 

6.4 Εφαρμογϋσ 
 

Για να επεξθγιςουμε τθ πρακτικι ςθμαςία των παλινδρομικϊν και εναλλαςςόμενων 

πολυωνυμικϊν πινάκων, κλείνουμε το κεφάλαιο με μια δειγματολθψία εφαρμογϊν που 

μασ οδθγεί ςε πολυωνυμικά ιδιοπροβλιματα με κάποια από αυτζσ τισ δομζσ.  
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Ρολλά από αυτά τα προβλιματα ςυναντϊνται ςτθν ανάλυςθ και τθν αρικμθτικι λφςθ 

ςυςτθμάτων μεγαλφτερθσ τάξθσ ςυνικων και μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, όπωσ ςτα 

πρϊτα δφο παραδείγματα. 

Παράδειγμα 6.4.1. (Τετραγωνικοί μιγαδικοί Τ-παλινδρομικοί πολυωνυμικοί πίνακεσ) 

Ζνα project τθσ εταιρείασ SFE GmbH ςτο Βερολίνο ερευνά τον κόρυβο ςιδθροδρομικϊν 

μεταφορϊν που προκαλείται από τρζνα υψθλισ ταχφτθτασ. Θ ταλάντωςθ μιασ άπειρθσ 

ςιδθροτροχιάσ προςομοιϊνεται και αναλφεται για να πάρουμε πλθροφορίεσ για τον 

κόρυβο μεταξφ τροχοφ και ςιδθροτροχιάσ (ράγεσ). Στο μοντζλο θ ςιδθροτροχιά κεωρείται 

άπειρθ και ςτερεωμζνθ ςτο ζδαφοσ ςε ςτρωτιρεσ, όπου οι γειτονικοί ςτρωτιρεσ ζχουν 

απόςταςθ s = 0.6m (ςυμπεριλαμβανομζνου και του πλάτουσ ενόσ ςτρωτιρα). Αυτό το 

τμιμα τθσ άπειρθσ ςιδθροτροχιάσ καλείται φάτνωμα ςτρωτιρα. Το τμιμα τθσ 

ςιδθροτροχιάσ που αντιςτοιχεί ςε ζνα φάτνωμα ςτρωτιρα, ζπειτα διακριτοποιείται 

χρθςιμοποιϊντασ τθ κλαςικι πεπεραςμζνθ μζκοδο ςτοιχείων για το μοντζλο τθσ excited 

ταλάντωςθσ (ςχιμα 6.4.1). 

Σχιμα 6.4.1 : FE διακριτοποίθςθ ςε ζνα φάτνωμα ςτρωτιρα. 

 

Θ διακριτοποίθςθ οδθγεί ςε ζνα απειροδιάςτατο ςφςτθμα δεφτερθσ τάξθσ τθσ μορφισ 

Μ + D  + Sx = F, με μθ-πεπεραςμζνουσ, block-τριδιαγϊνιουσ, πραγματικοφσ, 

ςυμμετρικοφσ πίνακεσ ςυντελεςτϊν M, D, S, όπου  

M = , x ,   F = , 

D, S ζχουν τθν ίδια block δομι όπωσ ο Μ, με blocks , , , , αντίςτοιχα. Εδϊ  

ςυμμετρικόσ, κετικά πεπεραςμζνοσ και ,  ςυμμετρικοί, κετικά  θμι-πεπεραςμζνοι για 

όλα τα j. 
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Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να φτάςουμε ςτθ λφςθ του προβλιματοσ , θ οποία είναι  ζνασ 

ςυνδυαςμόσ μιασ διαφορικισ εξίςωςθσ (χρονικζσ παράγωγοι του x) και μιασ εξίςωςθσ 

διαφορϊν (χωρικζσ διαφορζσ ςτο j). 

Εάν κάποιοσ ενδιαφζρεται να μελετιςει τθ ςυμπεριφορά του ςυςτιματοσ υπό διζγερςθ, 

φτιάχνει τα ansatz  = ,  = , όπου ω θ ςυχνότθτα διζγερςθσ. Αυτό οδθγεί ςε 

μια εξίςωςθσ διαφορϊν δευτζρασ τάξθσ με μεταβλθτοφσ ςυντελεςτζσ για  και δίνεται από 

τθν: 

 +  +  = , 

με πίνακεσ ςυντελεςτζσ: 

 =  + iω  + ,     =  + iω  + . 

Ραρατθροφμε ότι οι ςυςτθμικοί πίνακεσ διαφοροποιοφνται περιοδικά εξαιτίασ τθσ 

ταυτοτικισ μορφισ τθσ ςιδθροτροχιάσ του κάκε φατνϊματοσ ςτρωτιρα. Θα ενϊςουμε τα 

τμιματα που ανικουν ςε ςιδθροτροχιά ενόσ φατνϊματοσ ςτρωτιρα ςε ζνα διάνυςμα. 

 = , 

και ζτςι παίρνουμε μια εξίςωςθ διαφορϊν, δευτζρασ τάξεωσ, ςτακεροφ ςυντελεςτι 

 +  +  =  

με πίνακεσ ςυντελεςτζσ 

 = ,   =  , 

που εξαρτϊνται από τθ ςυχνότθτα ω. Για το ςφςτθμα κα καταςκευάςουμε τα ansatz   = 

k  και ζτςι οδθγοφμαςτε ςτο πρόβλθμα μιγαδικϊν ιδιοτιμϊν: 

(  + κ  + )y = 0. 

Ξεκάκαρα λοιπόν ο πολυωνυμικόσ πίνακασ  + k  +  είναι Τ-παλινδρομικόσ, επειδι 

 είναι μιγαδικόσ ςυμμετρικόσ, δθλαδι  = .  
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Παράδειγμα 6.4.2. (Τετραγωνικά πραγματικά και μιγαδικά Τ-παλινδρομικά πολυώνυμα) 

Τα SAW φίλτρα (surface acoustic wave) είναι πιεηοθλεκτρικοί μθχανιςμοί που 

χρθςιμοποιοφνται ςτισ τθλεπικοινωνίεσ, π.χ. τθλεοράςεισ και κινθτζσ ςυςκευζσ, για 

φιλτράριςμα ςυχνοτιτων. Άλλα είδθ SAW μθχανιςμϊν βρίςκουν εφαρμογι ςε ραντάρ και 

ςε τεχνολογίεσ αιςκθτιρων κακϊσ επίςθσ και ςτο πεδίο τθσ μθ-καταςτροφικισ επίλυςθσ 

(non-destructive evaluation). Θ Floquet-Bloch κεωρία χρθςιμοποιείται για να 

αντικαταςτιςει τθν υποκείμενθ περιοδικι δομι του προβλιματοσ με ψευδό-περιοδικζσ 

ςυνκικεσ. Το bloch-ansatz μειϊνει το πρόβλθμα υπολογιςμοφ του “διαγράμματοσ 

διαςποράσ” (dispersion diagram), δθλαδι τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ μεταξφ ςυχνότθτασ 

διζγερςθσ ω και ςτακεράσ γ.  

Μια πεπεραςμζνθ διακριτοποίθςθ ςτοιχείου οδθγεί ςε ζνα παραμετρο-εξαρτϊμενο 

Galerkin ςφςτθμα, ςτο οποίο θ επιπλζον αναγωγι μετατρζπεται ςε ζνα Τ-παλινδρομικό 

τετραγωνικό πρόβλθμα ιδιοτιμϊν  

( Α + γΒ + )υ = 0,    με  = Β. 

Ραρατθροφμε ότι Α και Β εξαρτϊνται αμφότερα από τθ παράμετρο ω. Αν οι ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ (αναγκαίεσ για ζνταςθ ακτινοβολίασ κυμάτων) ςυμπεριλαμβάνονται ςτο μοντζλο, 

τότε Α και Β μιγαδικοί, ειδάλλωσ πραγματικοί. 

Παράδειγμα 6.4.3. (Τετραγωνικοί ∗-παλινδρομικοί πολυωνυμικοί πίνακεσ) 

Ραρουςιάηονται οι μζκοδοι διχοτόμθςθσ και το level set για τον υπολογιςμό του αρικμοφ 

Crawford: 

γ(A, B) :=  

για δφο ερμιτιανοφσ πίνακεσ Α, Β ∈ . Αποδεικνφεται ότι γ(Α, Β) μετράει τθν απόςταςθ 

ενόσ ερμιτιανοφ ηεφγουσ (Α, Β) προσ το εγγφτερο μθ-πεπεραςμζνο ηεφγοσ ςτθν 2-νόρμα. 

γ(A, B) = max ( , 

Το πρόβλθμα υπολογιςμοφ του αρικμοφ Crawford μπορεί να αναχκεί ςτον υπολογιςμό του: 

max { (M(z))  :  = 1} , 

όπου Μ(z) = C + zC και C = A + iB. Εφκολα ελζγχουμε ότι Μ(z) είναι  ερμιτιανόσ για 

κάκε z ςτον μοναδιαίο κφκλο. Ετςι για ζνα δοςμζνο ξ ∈ ℝ, θ παρακάτω ιςοδυναμία 

διατθρείται. 

det (Μ(z)  ξI) = 0 ⇔ det (C  2ξzI + ) = 0. 
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Παράδειγμα 6.4.4. (Τετραγωνικοί Τ-άρτιοι πολυωνυμικοί πίνακεσ) 

Θ μελζτθ των γωνιακϊν ςθμείων ανωμαλίασ ςε ανιςότροπα, ελαςτικά υλικά μασ οδθγεί ςε 

τετραγωνικά προβλιματα ιδιοτιμϊν τθσ μορφισ: 

P(λ)υ = ( Μ + λG + K)υ = 0, 

με  = ,  = ,  =  ςτο . Οι πίνακεσ ςυντελεςτϊν είναι μεγάλοι και αραιοί, 

ζχοντασ παραχκεί από μια πεπεραςμζνθ διακριτοποίθςθ ςτοιχείου. Εδϊ ο Μ είναι ζνασ 

κετικά πεπεραςμζνοσ πίνακασ μαηϊν (mass matrix) και –Κ ζνασ πίνακασ δυςκαμψίασ 

(stiffness matrix). Αφοφ οι πίνακεσ ςυντελεςτϊν εναλλάςςονται μεταξφ πραγματικϊν 

ςυμμετρικϊν και αντι-ςυμμετρικϊν πινάκων, κα δοφμε ότι ( λ) = (λ) και ζτςι ο 

πολυωνυμικόσ πίνακασ είναι Τ-άρτιοσ. Γυροςκοπικά ςυςτιματα επίςθσ οδθγοφν ςε 

τετραγωνικοφσ Τ-άρτιουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ. 

Παράδειγμα 6.4.5. (∗-άρτιοι πολυωνυμικοί πίνακεσ μεγαλφτερου βακμοφ) 

Το γραμμικό τετραγωνικό πρόβλθμα βζλτιςτου ελζγχου για ςυςτιματα υψθλότερθσ τάξθσ, 

ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων οδθγεί ςτο πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν για                    

2(k  1)-ςτθσ τάξθσ ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων τθσ μορφισ: 

 +  + 

 = 0, 

όπου W και  ερμιτιανοί για j = 1,  . . .  , k  1. Θ αντικατάςταςθ [ ] =  παράγει το 

πρόβλθμα ιδιοτιμϊν P(λ)  = 0 με τον υποκείμενο ∗-άρτιο πολυωνυμικό πίνακα βακμοφ     

2(k  1) που δίνεται από 

. 

Παράδειγμα 6.4.6. (∗-παλινδρομικοί πίνακεσ μεγαλφτερου βακμοφ) 

Θεωροφμε το πρόβλθμα βζλτιςτου ελζγχου διακριτοφ χρόνου για να ελαχιςτοποιιςουμε 

ℋ ,    ℋ =                                                                                               (6.4.1) 

που υπόκειται ςτο διακριτό χρονικό ζλεγχο 

 = B ,                                                                                                                         (6.4.2) 

με αρχικζσ ςυνκικεσ , , . . . ,  δοςμζνεσ. Εδϊ οι πίνακεσ είναι μεγζκουσ Q,  ∈ 

 για i = 0,  . . .  ,k, R ∈  και  Y, Β ∈  και ικανοποιοφν τισ   =  και = . 
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Στθν κλαςικι εφαρμογι από τον γραμμικό τετραγωνικό βζλτιςτο ζλεγχο, ο πίνακασ ℋ ςτθν 

(6.4.1) είναι ςυμμετρικόσ ι ερμιτιανόσ κετικά θμιοριςμζνοσ, με R κετικά οριςμζνο. Στισ 

εφαρμογζσ ελζγχου διακριτοφ χρόνου  ωςτόςο, οι πίνακεσ μπορεί να είναι ταυτόχρονα 

μθ-οριςμζνοι και μθ-αντιςτρζψιμοι. 

Ο ςίγουροσ τρόποσ επίλυςθσ του προβλιματοσ είναι να μετατρζψουμε το ςφςτθμα ςε 

πρϊτου βακμοφ και να εφαρμόςουμε γνωςτζσ τεχνικζσ για τζτοια ςυςτιματα, 

καταλιγοντασ ςτο τζλοσ ςε ζνα πρόβλθμα ςυνοριακϊν τιμϊν του οποίου θ λφςθ μπορεί να 

βρεκεί, λφνοντασ ζνα γενικευμζνο πρόβλθμα ιδιοτιμϊν για (2kn + m) x (2kn + m) δζςμεσ 

τθσ μορφισ: 

ℒ(λ) = λ   .                                                                                   (6.4.3) 

Για προβλιματα βζλτιςτου ελζγχου μεγάλθσ τάξθσ υπάρχει επαρκισ ειδικι δομι εντόσ των 

blocks του ℒ(λ) που μπορεί να αναχκεί ςε ςυμπλεκτικι δζςμθ.  

Από τθν άλλθ, ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ είναι πικανό να αναιρζςουμε τθν μετατροπι ςε 

πρϊτθσ τάξθσ και να το μετατρζψουμε ςε πολυωνυμικό ιδιοπρόβλθμα βακμοφ k για (2n + 

m) x (2n +m) πολυωνυμικοφσ πίνακεσ. 

(λ) =   +  +  

+ ⋯ +  + λ  + . 

Ο πολυωνυμικόσ πίνακασ (λ) δεν είναι παλινδρομικόσ, όμωσ χρθςιμοποιϊντασ ζναν μθ-

ιςοδφναμο μεταςχθματιςμό ο (λ) μπορεί πολφ απλά να μεταςχθματιςτεί ςε ζναν 

παλινδρομικό πολυωνυμικό πίνακα. Ρράγματι πολλαπλαςιάηοντασ (λ) από αριςτερά με 

diag( , , ) και από δεξιά με diag( , , ) καταλιγουμε ςτον ∗-

παλινδρομικό πολυωνυμικό πίνακα βακμοφ k = 2 . 

(λ) =   +  + ⋯ +  

+  +  +  

+  + ⋯ + λ  + . 

Εφόςον det (λ) = , ζπεται ότι (λ) και (λ) ζχουν τισ ίδιεσ πεπεραςμζνεσ ιδιοτιμζσ 

εκτόσ των m επιπλζον μθδενικϊν ιδιοτιμϊν του (λ). 
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Υπάρχει ζνασ εναλλακτικόσ τρόποσ διατφπωςθσ του προβλιματοσ βζλτιςτου ελζγχου 

διακριτοφ χρόνου ςαν ζναν ∗-παλινδρομικό πολυωνυμικό πίνακα. Ππωσ και με τθ δζςμθ 

ℒ(λ) ςτθν (6.4.3) πρϊτα κάνουμε τθν αλλαγι μεταβλθτισ λ =  για να πάρουμε τον 

τετραγωνικό πολυωνυμικό πίνακα: 

(μ) := ℒ( ) =   + .                                                          (6.4.4) 

Ο πίνακασ Q(μ) εξακολουκεί να μθν είναι ∗-παλινδρομικόσ, όμωσ ζνασ μθ-ιςοδφναμοσ 

μεταςχθματιςμόσ όπωσ ο παραπάνω κα τον μετατρζψει ςε ∗-παλινδρομικό. Συγκεκριμζνα 

πολλαπλαςιάηοντασ από αριςτερά το Q(μ) με diag ( , , μ ) και πολλαπλαςιάηοντασ 

από δεξία με diag ( , , ) παίρνουμε τον πολυωνυμικό πίνακα  

(μ) :=  + μ   + .                                                (6.4.5)                                                                                                  

Αφοφ τα blocks G και R είναι ερμιτιανά και ο μεςαίοσ όροσ (μ) είναι ερμιτιανόσ, 

ςυνεπάγεται οτι (μ) είναι ∗-παλινδρομικόσ. Αφοφ det (μ) =  det (μ) ζπεται ότι 

(μ) και (μ) ζχουν τισ ίδιεσ πεπεραςμζνεσ ιδιοτιμζσ εκτόσ από m επιπλζον μθδενικζσ 

ιδιοτιμζσ του (μ). 

Παρατιρθςθ 6.4.7. Το παράδειγμα 6.4.6 παρουςιάηει μια άλλθ οπτικι, με τθν οποία 

βλζπουμε τουσ παλινδρομικοφσ και τουσ εναλλαςςόμενουσ πολυωνυμικοφσ πίνακεσ ςαν 

γενικεφςεισ των ςυμπλεκτικϊν και χαμιλτονιανϊν πινάκων. Δεν είναι μόνο θ ανταλλαγι των 

μακθματικϊν ιδιοτιτων (όπωσ οι φαςματικζσ ςυμμετρίεσ και οι παράλλθλεσ ςχζςεισ μζςω 

Cayley μεταςχθματιςμοφ) που δίνει νόθμα ςε αυτι τθν αναλογία. Είναι επίςθσ και θ 

επζκταςθ τθσ γκάμασ εφαρμοςιμότθτασ ςε με μια μεγαλφτερθ τάξθ πρακτικϊν 

προβλθμάτων  όπου οι παλινδρομικοί πολυωνυμικοί πίνακεσ μποροφν να γενικεφςουν τθν 

ςυμπλεκτικι δομι. 

Παρατιρθςθ 6.4.8. Ραρατθροφμε τθν απουςία τθσ ζκφραςθσ “κακαρά” παλινδρομικόw ι 

“κακαρά” άρτιοι/περιττοί πολυωνυμικοί πίνακεσ, που κα ςιμαινε να μθ 

ςυμπεριλαμβανόταν ο ςυηυγισ ∗ ςτον οριςμό τουσ, ςτισ εφαρμογζσ αυτισ τθσ 

παραγράφου. Στθ παροφςα εργαςία δεν παρακζτουμε κάποια εφαρμογι που να μασ 

οδθγεί ςε κάποια από αυτζσ τισ “κακαρζσ” δομζσ.  

Παρατιρθςθ 6.4.9. Εν κατακλείδι αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ παλινδρομικι δομι ζχει ζνα 

υπολογιςτικό όφελοσ ζναντι τθσ ςυμπλεκτικισ. Θ παλινδρομικότθτα είναι μια γραμμικι 

δομι και ζτςι είναι ευκολότερο αρικμθτικά να διατθρθκεί, αν λάβουμε υπόψθ και τα 

ςφάλματα ςτρογγυλοποίθςθσ, από ότι μια μθ-γραμμικι δομι όπωσ θ ςυμπλεκτικότθτα 

(είτε για πίνακεσ είτε για δζςμεσ). Ζτςι θ διαδικαςία αντικατάςταςθσ ενόσ ςυμπλεκτικοφ 

πίνακα ι δζςμθσ από ζνα παλινδρομικό πίνακα μπορεί να κεωρθκεί ςαν ζνα είδοσ 

γραμμικοποίθςθσ του προβλιματοσ. 
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6.5 Ένα παρϊδειγμα παλινδρόμου 
 

Το παλίνδρομο είναι ζνα είδοσ λογοπαιγνίου που ςυναντάται ςε πολλζσ γλϊςςεσ και ζχει 

αρχαίεσ ρίηεσ. Τα πρϊτα παλίνδρομα αποδίδονται ςτον Σωτάδθ τθσ Μαρϊνειασ ςτθν Θράκθ 

τον τρίτο αιϊνα π.Χ. Για αυτό, πολλζσ φορζσ αναφζρονται ωσ  “Σωταδικά” ι “Σωδατικοί 

ςτίχοι”. 

Αν και θ αγγλικι γλϊςςα είναι υπερπλιρθσ παλινδρόμων, υπάρχει πλθκϊρα παλινδρόμων 

και ςε άλλεσ γλϊςςεσ. Ρράγματι τα φινλανδικά μερικζσ φορζσ αναφζρονται και ωσ 

“γλϊςςα των παλινδρόμων”, ίςωσ επειδι περιζχει πολλά παλίνδρομα μια λζξθσ. Ρράγματι 

θ φινλανδικι λζξθ “saippuakivikauppias” ζχει καταγραφεί ςτο βιβλίο Guinness ωσ θ 

μεγαλφτερθ παλινδρομικι λζξθ.  

Επίςθσ εκτόσ από τα παλίνδρομα κατά γράμμα υπάρχουν και τα παλίνδρομα κατά λζξθ π.χ 

ςτθν αγγλικι: “All for one and one for all”. Κακϊσ επίςθσ και τα φωνθτικά παλίνδρομα όπωσ 

το “ominus cinema”. Κάποιοι το ζχουν προχωριςει τόςο, που ζχουν γράψει παλινδρομικά 

ποιιματα ι παλινδρομικζσ νουβζλεσ και ςε κατά γράμμα και ςε κατά λζξθ μορφι, που 

όμωσ τείνουν να χάςουν τθν ιςχφ τουσ κακϊσ αυξάνεται το μικοσ. Κςωσ θ πιο δραματικι 

εξζλιξθ ςτο πεδίο τθσ παλινδρομικότθτασ είναι θ πρόςφατθ ανακάλυψθ ότι το Y 

χρωμόςωμα περιζχει ζνα τριϊν εκατομμυρίων γραμμάτων παλίνδρομο ςτθν αλλθλουχία 

DNA, κάνοντασ το, το μεγαλφτερο γνωςτό φυςικά-καταςκευαςμζνο παλίνδρομο. 
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