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Ανάλυση καπνοδόχου με τη μέθοδο της Υπολογιστικής Ρευστομηχανικής 

Τσαρπαλής Δ. Α. (Επιβλέπων: Βάγιας I.) 

Περίληψη 

Αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας αποτελεί η ανάπτυξη μιας 
μεθοδολογίας για την πρόβλεψη των φορτίων ανέμου που δρουν πάνω σε κατασκευές 
Πολιτικού Μηχανικού. Ο υπολογισμός των πιέσεων, των διατμητικών τάσεων και των 
αεροελαστικών φαινομένων που αναπτύσσονται στις εύκαμπτες κατασκευές θα γίνει με τη 
χρήση λογισμικού Υπολογιστικής Ρευστομηχανικής για την επίλυση του ρευστού (αέρα) 
και λογισμικού ανάλυσης με τη μέθοδο των Πεπερασμένων Στοιχείων για την επίλυση του 
στερεού.  

 
Αρχικά, παρουσιάζεται μια εισαγωγή στη φύση του ανέμου και τις διάφορες μεθόδους 

που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωσή του. 
 
Στη συνέχεια γίνεται μία σύντομη περιγραφή των χαρακτηριστικών των αέριων μαζών 

που κινούνται εντός του Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος και ορίζεται η έννοια της 
αεροελαστικότητας. 

 
Στη συνέχεια ακολουθεί η μαθηματική διατύπωση των βασικών εξισώσεων που 

διέπουν την κίνηση ενός ρευστού. Αναλύονται οι διάφορες μέθοδοι που χρησιμοποιούνται 
για τη προσομοίωση της τύρβης κι έπειτα γίνεται μια αξιολόγηση για την επιλογή του 
κατάλληλου μοντέλου τύρβης. 

 
Κατόπιν, αναπτύσσεται η αριθμητική μεθοδολογία που χρησιμοποιήθηκε για την 

επίλυση ρευστού. Οι εξισώσεις διακριτοποιούνται χωρικά και χρονικά και καταλήγουμε 
σε ένα σύστημα μη-γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων το οποίο λύνουμε με τη μέθοδο 
Newton-Raphson.  

 
Στα τελευταία κεφάλαια γίνεται εφαρμογή της μεθόδου σε μια χαλύβδινη καπνοδόχο 

εργοστασίου και γίνεται σύγκριση των αποτελεσμάτων με πειραματικές μετρήσεις και το 
κεφάλαιο του Ευρωκώδικα ΕΝ 1991-1-4. 
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Analysis of factory chimney by using CFD simulation 
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Abstract 

Purpose of this thesis is to develop a methodology for predicting the wind loads on civil 
engineering constructions. The calculation of pressure, shear stress and the aeroelastic 
phenomena developed on flexible structures will be done by using a Computational Fluid 
Dynamics software to solve the fluid (air) and a Finite Element Analysis software for 
solving the solid part. 

 
To begin with, there is an introduction to the nature of the wind and the various 

methods used for its simulation. 
 
What follows is a brief description of the characteristics of air masses that move inside 

the Atmospheric Boundary Layer and the definition of aeroelastic phenomena. 
 
In continuation, we describe the mathematical formulation of the basic equations 

governing the motion of a fluid. We analyze the different methods used for the simulation 
of the turbulence, and we make a comparison of the turbulence models in order to find the 
most suitable for civil engineering constructions.  

 
Then, the numerical method used for solving the fluid is developed. The equations are 

being discretized in space and time and end up with a system of nonlinear algebraic 
equations, which we solve using the Newton-Raphson method. 

 
In the final chapters we apply the method of CFD in a steel factory chimney and we 

compare the results with experimental measurements and the chapter of the Eurocode: EN 
1991-1-4.  
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1 Εισαγωγή  

1.1 Αεροελαστικότητα 

Η αεροελαστικότητα είναι η επιστήμη που εξετάζει τα φαινόμενα στα οποία υπάρχει 
αλληλεπίδραση αεροδυναμικών φορτίσεων και ελαστικών μετακινήσεων. Η 
αλληλεπίδραση αυτή γίνεται ισχυρή όταν τα αεροδυναμικά φορτία επιδρούν σε εύκαμπτες 
κατασκευές. Η εξέλιξη της τεχνολογίας, η δημιουργία νέων υλικών και η ανάπτυξη νέων 
κατασκευαστικών μεθόδων, είχαν σαν αποτέλεσμα την κατασκευή ιδιαίτερα ψηλών 
κτηρίων και άλλων εύκαμπτων κατασκευών (κρεμαστές γέφυρες, πύργοι τηλεπικοινωνιών 
κ.λπ.) με συνεπακόλουθο την εμφάνιση έντονων αεροελαστικών φαινομένων. Σε αρκετές 
περιπτώσεις η δυναμική απόκριση αυτών των κατασκευών προσδιορίζεται κυρίως από την 
αλληλεπίδρασή τους με αεροδυναμικές φορτίσεις. Για να αντιμετωπιστούν αυτά τα 
φαινόμενα και να υπολογιστεί η επίδρασή τους στις κατασκευές, αναπτύχθηκε ένας νέος 
σχετικά κλάδος της εφαρμοσμένης μηχανικής, η ανεμομηχανική. Η θεωρητική θεμελίωση 
και η αναλυτική διερεύνηση των αεροελαστικών φαινομένων καθώς και η χρήση νέων 
μεθόδων που εφαρμόζονται στην ανεμομηχανική, επιτρέπουν στο μελετητή μηχανικό να 
αντιμετωπίσει και να επιλύσει τα προβλήματα που παρουσιάζονται στις κατασκευές όταν 
αυτές υποβάλλονται σε ισχυρά αεροδυναμικά φορτία. Η ανάλυση της δυναμικής 
συμπεριφοράς μιας κατασκευής που υπόκειται σε αεροδυναμικά φορτία περιλαμβάνει: 

a) Πληροφορίες για τον άνεμο που πνέει στην περιοχή της κατασκευής (οι οποίες 
δίνονται από τη μικρομετεωρολογία και κλιματολογία της περιοχής). 
 

b) Το είδος των αεροδυναμικών φορτίσεων που επιβάλλει ο άνεμος στην  
κατασκευή. Οι κύριες αεροδυναμικές φορτίσεις είναι η οπισθελκούσα δύναμη 
(drag force) που δρα κατά τη διεύθυνση της ροής του ανέμου (along-wind) και 
η ανυψωτική δύναμη (lift force) που δρα κατά τον εγκάρσιο ως προς τη 
διεύθυνση της ροής άξονα (across-wind). Αν η απόσταση μεταξύ του ελαστικού 
κέντρου της κατασκευής και του αεροδυναμικού κέντρου (σημείου εφαρμογής 
της αεροδυναμικής φόρτισης) δεν είναι αμελητέα τότε αναπτύσσονται 
στρεπτικές ροπές που είναι υπολογίσιμες και σε αρκετές περιπτώσεις μπορούν 
να γίνουν καθοριστικές. 
 

c) Υπολογισμός της δυναμικής απόκρισης της κατασκευής που υπόκειται στις πιο 
πάνω αεροδυναμικές φορτίσεις. Για τον υπολογισμό  μπορούν να εφαρμοστούν 
οι μέθοδοι της δυναμικής των κατασκευών με τη βοήθεια προγραμμάτων Η/Υ 
(SAP, Sofistik, Fespa κ.λ.π.). Σε περιπτώσεις όπου υπάρχει έντονη παρουσία 
αεροελαστικών φαινομένων, γίνεται αεροελαστική ανάλυση της 
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αλληλεπίδρασης μεταξύ των αεροδυναμικών φορτίσεων, με σκοπό τη 
διερεύνηση της αεροελαστικής ευστάθειας της κατασκευής. 

1.2 Διαστασιολόγηση κατασκευών έναντι αεροδυναμικών φορτίσεων  

Τρεις κατευθύνσεις υπάρχουν για τη διαστασιολόγηση κατασκευών Πολιτικού 
Μηχανικού οι οποίες υπόκεινται σε φορτία ανέμου: 

a) Διαστασιολόγηση με βάση τα φορτία που προβλέπει ο Ευρωκώδικας. 
 

b) Διαστασιολόγηση με βάση πειραματικές μετρήσεις σε ανεμοσήραγγα. 
 

c) Διαστοσιολόγηση με βάση τα φορτία που προέκυψαν από την ανάλυση του 
ρευστού (αέρας). 

Από τις τρεις αυτές μεθοδολογίες η τελευταία, η οποία αποτελεί και το αντικείμενο της 
παρούσας εργασίας, βρίσκεται στην αιχμή του δόρατος στον κλάδο της ανεμομηχανικής. 

1.2.1 Διαστασιολόγηση  με βάση τα φορτία που προβλέπει ο Ευρωκώδικας 

Σε κατασκευές οι οποίες δεν είναι επιρρεπείς σε αεροδυναμικές φορτίσεις, όπως είναι 
τα χαμηλά κτήρια από Ω/Σ, μπορεί να γίνει εκτίμηση των δυνάμεων λόγω ανεμοπτώσεων 
με βάση τις διατάξεις που προβλέπει το κεφάλαιο του Ευρωκώδικα ΕΝ 1991-1-4. Στο 
κεφάλαιο αυτό, περιγράφονται τα χαρακτηριστικά του ανέμου (γωνίες πρόσπτωσης, 
τύρβη, ταχύτητα). Επίσης δίνονται κάποιες πρότυπες φορτίσεις ανάλογα με την 
τοπογραφική διαμόρφωση και τη γεωμετρία της κατασκευής. 

   Βασικό μειονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι το περιορισμένο εύρος χρήσης της. Ο 
Ευρυκώδικας καλύπτει κατασκευές μέχρι και 180m ύψος και αυτές με μια επιφύλαξη. Αν 
μια κατασκευή είναι ιδιαίτερα εύκαμπτη (π.χ. είναι κατασκευασμένη από σύνθετα υλικά), 
τότε ακόμη κι αν είναι μικρότερη από 180 m υπάρχει μεγάλη πιθανότητα να είναι 
επιρρεπής σε αεροελαστικά φαινόμενα. Επίσης, οι διατάξεις του Ευρωκώδικα , 
εξαιρουμένων ορισμένων πολύ απλοποιητικών παραδοχών, αδυνατούν να λάβουν υπόψη 
την ρυμοτομία μιας πόλης. Όπως είναι γνωστό, όταν δύο ή περισσότερα ψηλά κτήρια 
βρίσκονται σε κοντινή απόσταση μεταξύ τους, τότε η κίνηση του αέρα γίνεται αρκετά 
πολύπλοκη. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, ο Ευρωκώδικας μας συμβουλεύει να 
ανατρέξουμε σε πιο εξειδικευμένες μεθόδους (π.χ. πείραμα σε ανεμοσήρραγα). 

1.2.2 Διαστασιολόγηση με βάση πειραματικές μετρήσεις σε ανεμοσήραγγα 

Περί τα μέσα το 20ου αιώνα άρχισε να διαφαίνεται η αναγκαιότητα σε πιο 
αποτελεσματικές μεθόδους πρόλεξης της κίνησης του αέρα γύρω από κατασκευές 
Πολιτικού Μηχανικού. Οι κατασκευές, λόγω της αυξημένης απαίτησης σε μείωση του 
κόστους, άρχισαν να γίνονται πιο εύκαμπτες (ουρανοξύστες, κρεμαστές γέφυρες) με 
αποτέλεσμα να αυξηθούν οι ιδιοπερίοδοί και οι μετατοπίσεις που παρουσιάζουν. 
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Κλασσικό παράδειγμα τέτοιας αστοχίας αποτελεί η κατάρρευση το 1940 της 
κρεμαστής γέφυρας στην περιοχή Τακόμα των ΗΠΑ (Σχήμα 1.1). Παρ’ όλο που η γέφυρα 
είχε διαστασιολογηθεί να αντέχει ταχύτητες ανέμου έως και 190χλμ/ώρα , κατέρρευσε σε 
έναν άνεμο 67χλμ/ώρα. Οι ειδικοί εξακολουθούν να διαφωνούν σχετικά με τα ακριβή 
αίτια της καταστροφής της γέφυρας, αλλά οι περισσότεροι συμφωνούν ότι η πτώση 
οφείλεται στο φαινόμενο της αντήχησης, όπου ο ήχος προκαλεί παλμό. 

 

 
Σχήμα 1.1: Τετραώροφο Κατάρρευση κρεμαστής γέφυρας στην περιοχή Τακόμα (1940).  

Ένα άλλο κλασσικό παράδειγμα αστοχίας λόγω ανεμοφόρτισης είναι η κατάρρευση 
ανεμογεννητριών (Σχήμα 1.2). Μάλιστα σε περιπτώσεις όπου η ταχύτητα του ανέμου είναι 
πολύ ισχυρή προτείνεται να απενεργοποιηθούν προσωρινά οι ανεμογεννήτριες για να 
αποφευχθούν τέτοια προβλήματα. Το γεγονός αυτό είναι ιδιαίτερα ζημιογόνο οικονομικά, 
αφού όταν ο άνεμος είναι δυνατός μεταφέρει την περισσότερη ενέργεια κι εμείς 
αδυνατούμε να την εκμεταλλευτούμε. 

 

 
      Σχήμα 1.2: Κατάρρευση ανεμογεννήτριας λόγω φορτίων ανέμου 
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Σαν ένα τελευταίο παράδειγμα μπορούμε να δούμε την αστοχία στεγάστρων εξαιτίας 
αεροδυναμικών φορτίσεων (Σχήμα 1.3).  Οι προσωρινές κατασκευές γενικά 
χαρακτηρίζονται ως ιδιαίτερα εύκαμπτες, αφού θα πρέπει να τοποθετηθούν και να 
αποσυναρμολογηθούν σε μικρό χρονικό διάστημα, ενώ η θεμελίωσή τους είναι 
επιφανειακή. 

 

     

      Σχήμα 1.3: Κατάρρευση μουσικού stage στην Indianapolis 

Τα τρία προηγούμενα παραδείγματα αποτελούν περιπτώσεις όπου ο Ευρωκώδικας δεν 
μπορεί να καλύψει. Σε τέτοιες ιδιόμορφες καταστάσεις χρησιμοποιείται αρκετά συχνά το 
πείραμα σε ανεμοσήραγγα (Σχήμα 1.4).  Το προς μελέτη κτήριο και το γύρω του 
περιβάλλον προσομοιώνονται ως μια μακέτα με  κλίμακα της τάξης 1:1000 . Στη συνέχεια 
ενεργοποιείται ο ανεμιστήρας και ο άνεμος  αφού διασχίσει μια περιοχή με ανώμαλο 
έδαφος, για να δημιουργηθεί επαρκής τύρβη στο ρευστό, προσκρούει επάνω στο μοντέλο. 
Έχοντας τώρα τοποθετήσει στο μοντέλο ειδικά επιμηκυνσιόμετρα μπορούμε να 
μετρήσουμε τα βέλη απόκρισης και ακολούθως να υπολογίσουμε τις κυρίαρχες ιδιομορφές 
που αναπτύσσονται. Τέλος, με κάποιου είδους αναλογία μπορούμε να παραλληλίσουμε τα 
αποτελέσματα του πειράματος με την πραγματική απόκριση της κατασκευής μας. 

Οι μετρήσεις σε ανεμοσήραγγα έχουν το πλεονέκτημα ότι μπορούν να δώσουν αρκετά 
γρήγορα αξιόπιστα αποτελέσματα για πολλούς συνδυασμούς ταχυτήτων και διευθύνσεων 
ανέμου. Είναι επίσης δυνατόν να ελεγχθούν οι συνθήκες ανέμου σε νέες περιοχές που 
είναι ακόμα στο στάδιο του σχεδιασμού και να δοκιμαστούν νέες σχεδιαστικές λύσεις. 
Παρ’ όλα αυτά είναι σημαντικό να γίνει χρήση έμπειρου εργαστηρίου που να έχει την 
κατάλληλη εμπειρία και να κατασκευαστεί πολύ ακριβές μοντέλο (μακέτα) της περιοχής 
και του γύρω περιβάλλοντος. Για το λόγο αυτό οι δομικές σε ανεμοσήρραγγα μπορεί να 
είναι χρονοβόρες και ακριβές. 
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      Σχήμα 1.4: Πείραμα σε ανεμοσήρραγα 

1.2.3 Διαστασιολόγηση με βάση τα φορτία που προέκυψαν από την ανάλυση του 
ρευστού                                                                                  

Η ανάπτυξη των Η/Υ έδωσε τη δυνατότητα της χρήσης ενός νέου εργαλείου για τη 
διαστασιολόγηση των κατασκευών έναντι αεροδυναμικών φορτίσεων: την υπολογιστική 
ρευστομηχανική (CFD).  Κατά τις δεκαετίες του 70’ και 80’ όπου έγιναν οι πρώτες 
προσπάθειες για την ανάπτυξη αριθμητικών μεθόδων για την επίλυση της κίνησης των 
ρευστών υπήρξε έντονη κριτική από την πλευρά των πειραματιστών σε ανεμοσήραγγα. 
Αυτό οφειλόταν στο γεγονός ότι υπήρχαν έντονες διαφορές στα αποτελέσματα μεταξύ των 
ερευνητών, ακόμα και σε περιπτώσεις απλής γεωμετρίας και χαμηλών αριθμών Reynolds. 
Την τελευταία όμως δεκαετία, οι δυνατότητες των Η/Υ σε αποθήκευση δεδομένων και 
ταχύτητες CPU επέτρεψαν τη χρήση των μοντέλων LES για την πρόλεξη της τύρβης, τα 
οποία από πολλούς θεωρούνται το μέλλον στη ρευστομηχανική. Πειραματικές μετρήσεις 
έχουν συγκριθεί με προσομοιώσεις CFD και τα αποτελέσματα είναι πολύ ενθαρρυντικά· 
δε  θα ήταν υπερβολή να πούμε ότι σε μερικά χρόνια η υπολογιστική ρευστομηχανική θα 
αντικαταστήσει όλες τις προηγούμενες μεθόδους για την προσομοίωση των 
αεροδυναμικών φορτίσεων. 
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2 Εισαγωγή στην Ανεμομηχανική   

2.1 Ατμοσφαιρικό οριακό στρώμα 

2.1.1 Εισαγωγή 

Ο ατµοσφαιρικός αέρας, που περιβάλλει τη γη βρίσκεται σε συνεχή κίνηση. Οι 
παράγοντες εκείνοι που δημιουργούν και διαμορφώνουν όλες αυτές τις κινήσεις είναι η 
ηλιακή ακτινοβολία, που προσλαµβάνει τόσο η ατµόσφαιρα όσο και η επιφάνεια του 
εδάφους, η ανοµοιογένεια του ανάγλυφου του εδάφους και η περιστροφική κίνηση της 
γης. Από τις κινήσεις του ατµοσφαιρικού αέρα, εκείνες που παρουσιάζουν ιδιαίτερη 
σηµασία είναι οι οριζόντιες µετακινήσεις του, τις οποίες ονοµάζουµε άνεµο. Δηλαδή, 
άνεµος καλείται κάθε ρεύµα του ατµοσφαιρικού αέρα που έχει κάποια σχετική κίνηση ως 
προς το έδαφος. Επειδή στις ατµοσφαιρικές κινήσεις η κάθετη συνιστώσα, σε σύγκριση µε 
την οριζόντια είναι πολύ µικρή, ο όρος ‘άνεµος’ αναφέρεται συνήθως µόνο στην οριζόντια 
συνιστώσα της κίνησης. Ο άνεµος στα επιφανειακά στρώµατα της ατμόσφαιρας 
παρουσιάζει πολλές µεταβολές, τόσο στη διεύθυνση όσο και στην έντασή του, εξαιτίας της 
κατακόρυφης θερµοβαθµίδας, των στροβίλων και της τριβής µε το ανάγλυφο του 
εδάφους. 

Ο άνεµος αποτελεί µια πολύ βασική µετεωρολογική και κλιµατική παράµετρο και η 
εκτίµηση των χαρακτηριστικών του ανέµου στο ατµοσφαιρικό οριακό στρώµα έχει 
ποικίλες εφαρµογές, όπως στη διασπορά των ρύπων, στην αιολική ενέργεια, ναυσιπλοΐα, 
καθώς επίσης και σε πολλές κατασκευές Πολιτικού Μηχανικού, οι οποίες θα είναι και το 
αντικείμενο της παρούσας εργασίας 

2.1.2 Διαστρωμάτωση κατώτερης ατμόσφαιρας 

Το «ατµοσφαιρικό οριακό στρώµα» (planetary or atmospheric boundary layer) 
εκτείνεται 500-1500 µέτρα από την επιφάνεια του εδάφους (Σχήµα 2.1). Η φύση της 
επιφάνειας του εδάφους είναι ένας από τους παράγοντες που καθορίζουν την κίνηση του 
ατµοσφαιρικού αέρα µέσα στο ατµοσφαιρικό οριακό στρώµα. Διαιρώντας θεωρητικά το 
ατµοσφαιρικό οριακό στρώµα σε ατµοσφαιρικά στρώµατα, που τα όρια τους εκτείνονται 
παράλληλα µε την επιφάνεια του εδάφους, αναφέρονται συνοπτικά τα κυριότερα 
χαρακτηριστικά της κίνησης του αέρα µέσα σε αυτά: 

 Το «επιφανειακό στρώµα» (turbulent surface layer) χαρακτηρίζεται από έντονες 
τυρβώδεις κινήσεις. Κατά τη διάρκεια της ηµέρας, εκτείνεται από  20m έως και 
50m πάνω από την επιφάνεια του εδάφους. Κατά τη διάρκεια της νύχτας, όταν 
περιορίζεται η κατακόρυφη ανάπτυξη του ατµοσφαιρικού οριακού στρώµατος, το 
ύψος του «επιφανειακού στρώµατος» φτάνει µόλις λίγα µέτρα πάνω από το 
έδαφος. 
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 Το «στρώµα τραχύτητας» (roughness layer). Σε αυτό το στρώµα η ροή είναι 

ακανόνιστη, µιας και επηρεάζεται έντονα από τη φύση των στοιχείων τραχύτητας 
(κτήρια, θάµνοι, δέντρα). Τα χαρακτηριστικά των στοιχείων τραχύτητας, 
καθορίζουν εν µέρει την τυρβώδη κίνηση του ανέµου µέσα στο στρώµα 
τραχύτητας. Έχει επικρατήσει να θεωρείται ότι το ύψος επίδρασης των στοιχείων 
τραχύτητας εκτείνεται έως απόσταση 2h-3h πάνω από το έδαφος, θεωρώντας ως h 
το µέσο ύψος τους. 

 
 Μερικά εκατοστά πάνω από το έδαφος εκτείνεται το «στρώµα στρωτής ροής» 

(laminar boundary layer). Σε αυτό το ατµοσφαιρικό στρώµα θεωρείται ότι δεν 
επικρατούν τυρβώδεις αναταράξεις και επικρατεί η στρωτή ροή του ανέµου. 
 

 
 

      Σχήμα 2.1: Διαμόρφωση κατώτερης ατμόσφαιρας 

2.1.3 Καταστάσεις ισορροπίας του ατμοσφαιρικού οριακού στρώματος 

Μπορούν να οριστούν τρεις καταστάσεις του Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος: 
ασταθής, ευσταθής και ουδέτερη. Ο χαρακτηρισμός μπορεί να γίνει με κριτήριο τη 
θερμοκρασία της αέριας μάζας (Σχήμα 2.2). Συγκεκριμένα ( 'T θερμοκρασία δείγματος και 
T  θερμοκρασία περιβάλλοντος): 

1) 'T T> ασταθής. Όταν στην προσπάθεια μετακίνησης ενός δείγματος αέρα 
κατακόρυφα μέσα στην ατμόσφαιρα, ευνοούνται οι επιταχυνόμενες κινήσεις. 
Γενικά παρατηρούνται έντονες ανοδικές κινήσεις, συμπύκνωση υδρατμών, 
νέφη κ.λπ. 
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2) 'T T< ευσταθής. Όταν στην προσπάθεια μετακίνησης ενός δείγματος αέρα 
κατακόρυφα μέσα στην ατμόσφαιρα αναπτύσσεται ροπή επαναφοράς ή απλά 
ευνοούνται οι επιβραδυνόμενες κινήσεις. Γενικά δεν παρατηρούνται 
κατακόρυφες κινήσεις ή αν αυτές παρατηρούνται είναι περιορισμένες. 
 

3) 'T T=  ουδέτερη ισορροπία. Δε συμβαίνει τίποτε από τα προηγούμενα. 

Η τελευταία περίπτωση είναι η πιο σημαντική για τους Πολιτικούς Μηχανικούς αφού 
οι δυνατοί άνεμοι και τα υψηλά επίπεδα τύρβης , μέσω των οποίων θα υπολογιστούν οι 
δυνάμεις λόγω ανεμοπίεσης, αναμειγνύουν επαρκώς τις αέριες μάζες μεταξύ τους έτσι 
ώστε να μπορούμε να θεωρήσουμε ότι βρίσκονται σε θερμική ισορροπία. 

 

 

      Σχήμα 2.2: Ποιοτική διερεύνηση της ισορροπίας της ατμόσφαιρας 

 

2.2 Χαρακτηριστικά ανέμου 

2.2.1 Κατανομή του άνεμου με το ύψος 

Το λογαριθµικό προφίλ του ανέµου είναι µια ηµι-εµπειρική σχέση που χρησιµοποιείται 
για να περιγράψει την κατακόρυφη κατανοµή της οριζόντιας συνιστώσας της ταχύτητας 
του ανέµου µέσα στο ατµοσφαιρικό επιφανειακό στρώµα: 

   0
0

u z dV z n ψ z,z ,L
k z

            


 (2.1) 

Όπου: V(z) η ταχύτητα του ανέµου στο ύψος z, 𝑢𝑢∗ η ταχύτητα τριβής, k (=0.4) η 
σταθερά von Karman, 𝑧𝑧0 το «µήκος τραχύτητας» του εδάφους, d το «επίπεδο µηδενικής 
µετατόπισης», ψ ο όρος ευστάθειας και L η παράµετρος ευστάθειας Monin-Obukhov. Σε 
ουδέτερες ατµοσφαιρικές (όπου z/L=0), ο όρος ευστάθειας ψ παραλείπεται. 
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      Σχήμα 2.3: Λογαριθµική κατανοµή του ανέµου µε το ύψος, όπου d το επίπεδο µηδενικής 
µετατόπισης, 

0
z  το µήκος τραχύτητας και hR το µέσο ύψος των εµποδίων 

Το ‘επίπεδο µηδενικής µετατόπισης’ d (σχήµα 2.3) ορίζεται ως το ύψος πάνω από την 
επιφάνεια του εδάφους, όπου η µέση ταχύτητα του ανέµου είναι µηδενική, εξ' αιτίας της 
ύπαρξης εµποδίων στη ροή του ανέµου (π.χ. δέντρα, κτήρια κλπ). Γενικά εκτιµάται ότι 
φτάνει έως τα 2/3 του µέσου ύψους των εµποδίων. Σε περίπτωση όµως που η πυκνότητα 
των εµποδίων είναι µεγάλη, µπορεί να θεωρηθεί ότι d=h, όπου h το µέσο ύψος των 
εµποδίων. Η τιµή του d δεν επηρεάζει την κατακόρυφη κατανοµή του ανέµου, απλώς την 
µετατοπίζει ψηλότερα κατά d. 

Το «µήκος τραχύτητας» 𝑧𝑧0  (σχήµα 2.3) είναι ένας διορθωτικός όρος, ο οποίος µετρά 
την επίδραση της τραχύτητας της επιφάνειας στη ροή του ανέµου και κυµαίνεται µεταξύ 
του 1/10 και 1/30 του µέσου ύψους των στοιχείων τραχύτητας του εδάφους. Το µήκος 
τραχύτητας υπολογίζεται πάνω από το επίπεδο µηδενικής µετατόπισης και είναι το ύψος 
όπου λαµβάνουν χώρα µερικές διεργασίες της ροής (ανταλλαγές τύρβης) αλλά η µέση 
ταχύτητα της ροής είναι µηδενική. Το µήκος τραχύτητας z0 συσχετίζεται, αλλά δεν είναι 
ισοδύναµο, µε το ύψος των στοιχείων τραχύτητας µιας περιοχής (δένδρα, κτήρια, κ.ο.κ). 
Συγκεκριµένα, εξαρτάται τόσο από το σχήµα, όσο και από την πυκνότητα κατανοµής των 
στοιχείων τραχύτητας. Τυπικές τιµές του µήκους τραχύτητας 𝑧𝑧0 παρουσιάζονται στον 
Πίνακα 2.1. 
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Πίνακας 2.1: Τυπικές τιμές της τραχύτητας του εδάφους 

 

Στο σχήμα 2.4 παρουσιάζεται η κατανοµή του ανέµου µε το ύψος, πάνω και κάτω από 
το επίπεδο µηδενικής µετατόπισης, σε περιοχές µε βλάστηση (Σχήµα 2.4α) και κτήρια 
(Σχήµα 2.4β). 

 

      Σχήμα 2.4: Λογαριθµική κατατοµή του ανέµου µε το ύψος σε ουδέτερες συνθήκες σε περιοχές 
µε α) βλάστηση και β) κτήρια 

 
Ισοδύναµα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί του λογαριθµικού προφίλ ο εκθετικός 

νόµος 𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉1(𝑧𝑧2/𝑧𝑧1)𝑎𝑎,όπου οι τιµές του α λαµβάνονται σαν συνάρτηση της ευστάθειας 
της ατµόσφαιρας και του µήκους τραχύτητας 𝑧𝑧0. Προσεγγιστικά, η τιµή του α µπορεί να 
ληφθεί ίση µε 0.15 για αγροτικές περιοχές, 0.28 για προάστια και 0.45 στο κέντρο της 
πόλης. 

Αναζητώντας στη διεθνή βιβλιογραφία διαπιστώθηκε ότι ο εκθετικός νόμος αν και 
παρουσιάζει σωστή πρόλεξη του προφίλ του ανέμου στην ανώτερη ζώνη του 
ατμοσφαιρικού οριακού στρώματος, στις χαμηλότερες ζώνες παρουσιάζει αδυναμίες, γι’ 
αυτό και γενικά το λογαριθμικό προφίλ προτείνεται από πολλούς ερευνητές. 
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2.2.2 Παράγοντες που επηρεάζουν την κατανομή του ανέμου με το ύψος 

Η κατανοµή του ανέµου µε το ύψος καθορίζεται από α) την τραχύτητα του εδάφους β) 
την ευστάθεια των αερίων στρωµάτων που γειτονεύουν µε το έδαφος και γ) το ανάγλυφο 
του εδάφους. 

 
Η τραχύτητα του εδάφους, επιβραδύνει τη ροή κοντά στο έδαφος προκαλώντας µια 

απότοµη µείωση της µέσης οριζόντιας ταχύτητας του ανέµου. Στην περίπτωση που 
υπάρχουν και θερµικά φαινόµενα, το βάθος µέχρι το οποίο επιδρά η τριβή δεν εξαρτάται 
αποκλειστικά και µόνο από την τραχύτητα του εδάφους. Στα σχήµατα 2.5a, ο άνεµος έχει 
θεωρηθεί ισχυρός και η κατακόρυφη βαθµίδα της µέσης ταχύτητας του ανέµου είναι 
µεγαλύτερη πάνω από λείο έδαφος και µικρότερη πάνω από τραχύ έδαφος. Το ύψος zg 
αποτελεί το ανώτατο όριο του ατµοσφαιρικού οριακού στρώµατος πάνω από το οποίο η 
µέση ταχύτητα του ανέµου είναι περίπου σταθερή µε το ύψος. Το βάθος του 
ατµοσφαιρικού οριακού στρώµατος αυξάνεται όσο αυξάνει η τραχύτητα της επιφάνειας. 
Στην περίπτωση που ο µετρούµενος άνεµος είναι µικρής ταχύτητας, το ύψος zg εξαρτάται 
επίσης και από την επιφανειακή ροή θερµότητας, στην επιφάνεια του εδάφους. Στην 
περίπτωση ισχυρής θέρµανσης του εδάφους το ύψος zg είναι µεγαλύτερο από ό,τι στην 
περίπτωση που το έδαφος είναι λιγότερο θερµό. 

 
Στα σχήµατα 2.5b-2.5d παρουσιάζεται η επίδραση του φαινοµένου της ευστάθειας στη 

µορφή της κατανοµής της ταχύτητας του ανέµου, ενώ στο σχήµα 2.5e απεικονίζεται η 
κατανοµή του ανέµου, για τις διαφορετικές συνθήκες ευστάθειας, σε λογαριθµική 
κλίµακα. Όπως φαίνεται και στα σχήµατα αυτά, όταν η ατµόσφαιρα γίνεται πιο ευσταθής, 
ή πιο ασταθής, η κατανοµή παύει να είναι λογαριθµική. Στην ασταθή ροή έχουµε έντονη 
ανάµιξη µε αποτέλεσµα τη µεταφορά αέρα µε µεγάλη ορµή προς τα κατώτερα στρώµατα. 
Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την εµφάνιση ασθενών διατµητικών τάσεων (µικρή µεταβολή 
της ταχύτητας µε το ύψος). Αντίθετα, σε ευσταθείς καταστάσεις η διατµητική τάση είναι 
σηµαντική που είναι αποτέλεσµα των εξασθενηµένων εντάσεων του ανέµου λόγω τριβής 
κοντά στην επιφάνεια σε σχέση µε αυτά σε υψηλότερα στρώµατα (µεγάλες διαφορές της 
ταχύτητας µε το ύψος). 

 
Όπως φαίνεται στο σχήµα 2.5e, η κατανοµή της ταχύτητας του ανέµου δεν ξεκινάει 

από την αρχή του κατακόρυφου άξονα, αλλά από το ύψος 𝑧𝑧0. 
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      Σχήμα 2.5: Κατανοµές της ταχύτητας του ανέµου για α) διαφορετική τραχύτητα και β) 
διαφορετικές συνθήκες ευστάθειας 

 
 
Η κατανοµή του ανέµου µεταβάλλεται και λόγω ανάγλυφου. Μια περιοχή έχει επίπεδο 

ανάγλυφο εφόσον: α) οι υψοµετρικές διαφορές µέσα σε µία ακτίνα 12 km δεν ξεπερνούν 
τα 60 m ή β) οι κλίσεις του εδάφους είναι ασήµαντες. Οποιοδήποτε ανάγλυφο δεν 
ικανοποιεί τα κριτήρια που χαρακτηρίζουν το επίπεδο ανάγλυφο, θεωρείται ανώµαλο (π.χ. 
βουνά, µεµονωµένοι λόφοι, ορεινές εξάρσεις, ανωφέρειες-κατωφέρειες κλπ). Πάνω από 
την κορυφή ορεινών εξάρσεων, έχουµε πύκνωση των ρευµατογραµµών και άρα 
επιτάχυνση του ανέµου. Η επιτάχυνση αυτή είναι άµεση συνάρτηση του ύψους της 
έξαρσης (όσο µεγαλύτερο το ύψος τόσο µεγαλύτερη η επιτάχυνση) αλλά εξαρτάται και 
από τον προσανατολισµό του σε σχέση µε τη διεύθυνση του ανέµου. Σε σχέση µε τον 
προσανατολισµό της ορεινής έξαρσης ως προς τη διεύθυνση του ανέµου, µέγιστη 
επιτάχυνση έχουµε όταν η ορεινή έξαρση είναι τοποθετηµένη κάθετα στη διεύθυνση του 
ανέµου. 
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2.2.3 Θερμικοί άνεμοι – Τοπικές κυκλοφορίες 

Θερµικοί-ηµερήσιοι ονοµάζονται οι άνεµοι εκείνοι που δηµιουργούνται στη διάρκεια 
του 24ώρου, εξαιτίας της διαφοράς θερµοκρασίας που παρατηρείται, τόσο κατά τη 
διάρκεια της ηµέρας, όσο και κατά τη νύχτα, ανάµεσα σε ξηρά-θάλασσα ή ανάµεσα σε 
πεδινές και ορεινές περιοχές. Συγκεκριµένα, στις κοιλάδες και τα φαράγγια 
παρατηρούνται τοπικές κυκλοφορίες όπως η αύρα κοιλάδας (Σχήµα 2.6β) κατά τη 
διάρκεια της ηµέρας, οπότε η ηλιακή ακτινοβολία θερµαίνει τις πλαγιές των βουνών, κατά 
µήκος των οποίων ο θερµότερος και ελαφρύτερος αέρας ανεβαίνει. Αντίθετα, στο κέντρο 
της κοιλάδας παρατηρείται καθοδική κίνηση του αέρα. Τη νύχτα, αναπτύσσεται η 
αντίστροφη κυκλοφορία, γνωστή ως αύρα ορέων (Σχήµα 2.6α). 

 

 

      Σχήμα 2.6: α) αύρα ορέων β) αύρα κοιλάδας 

 
Σε παράκτιες περιοχές εµφανίζεται το τοπικό σύστηµα της κυκλοφορίας του ανέµου 

που καλείται θαλάσσια αύρα (Σχήµα 2.7α). Οφείλεται στην διαφορετική 
θερµοχωρητικότητα µεταξύ ξηράς και θάλασσας. Συνεπώς η θαλάσσια αύρα αποτελεί 
έναν θερµικό άνεµο. Κατά την διάρκεια της ηµέρας, η στεριά θερµαίνεται γρηγορότερα 
από την θάλασσα θερµαίνοντας και τον υπερκείµενο αέρα, ο οποίος γίνεται ελαφρύτερος 
και ανεβαίνει προς τα πάνω, δηµιουργώντας µια περιοχή χαµηλής πίεσης κοντά στην 
επιφάνεια του εδάφους. Αντίθετα, πάνω από τη θάλασσα ο αέρας είναι ψυχρότερος και 
πυκνότερος µε αποτέλεσµα να παρατηρείται µια περιοχή υψηλής πίεσης πάνω από την 
επιφάνεια της θάλασσας. Κατά συνέπεια ο άνεµος πνέει από την περιοχή των υψηλών 
πιέσεων προς την περιοχή των χαµηλών πιέσεων, δηµιουργώντας ένα κύτταρο τοπικής 
κυκλοφορίας την θαλάσσια απόγεια αύρα. Το µέγιστο εντοπίζεται κατά τις πρώτες 
απογευµατινές ώρες. Η ακριβώς αντίθετη διαδικασία προκαλεί την εµφάνιση της απόγειας 
αύρας το βράδυ (Σχήµα 2.7β). 
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      Σχήμα 2.7: α) θαλάσσια αύρα β)απόγειος αύρα 

 

2.2.4 Ριπή ανέμου 

Ριπή ανέµου (wind gust) είναι µία ξαφνική µικρής διάρκειας αύξηση στην ένταση του 
ανέµου, η οποία στη συνέχεια επανέρχεται στα προηγούµενα επίπεδα (Σχήµα 2.8). Οι 
ριπές οφείλονται στην ταραχώδη κίνηση του ανέµου από την τριβή του στο έδαφος. 
Γενικά ο άνεµος είναι λιγότερο ριπαίος πάνω από εκτεταµένες υδάτινες επιφάνειες και 
περισσότερο πάνω από επιφάνειες µε έντονο ανάγλυφο ή υψηλά κτήρια. 

Σύµφωνα µε την πρακτική των παρατηρήσεων καιρού των ΗΠΑ, ριπές ανέµου 
σηµειώνονται όταν η έξαρση της έντασης φθάσει τουλάχιστον τα 9.3 m/s και διαφέρει από 
τη µέση προηγηθείσα ένταση του ανέµου τουλάχιστον κατά 4.6 m/s. Η διάρκεια της ριπής 
είναι συνήθως µικρότερη από 20 s. 

 
 

 

      Σχήμα 2.8: Ριπή του ανέμου 
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2.2.5 Μέθοδοι εκτίμησης ανέμου 

Οι μέθοδοι εκτίμησης του ανέμου είναι οι εξής: 

a) Πειράματα πεδίου ή μετρήσεις  
 
Οι κύριες πηγές δεδοµένων της ταχύτητας του ανέµου είναι σταθµοί 
επιφανειακοί συνοπτικοί, κλιµατολογικοί, αεροναυτικοί µετεωρολογικοί ή 
γεωργικοί µετεωρολογικοί. Ιδιαίτερης σηµασίας στη µελέτη της εκτίµησης της 
δυναµικής ενέργειας του ανέµου είναι οι παρατηρήσεις του ανέµου πάνω σε 
ιστούς και πάνω σε ‘σταθµούς οριακού στρώµατος’ (δηλ. σταθµοί 
εξοπλισµένοι να παρέχουν λεπτοµερειακά µετεωρολογικά δεδοµένα στο 
ατµοσφαιρικό οριακό στρώµα). Για να µπορούν όµως να είναι αξιοποιήσιµα τα 
δεδοµένα του ανέµου και να καταλήγουν σε ασφαλή αποτελέσµατα, 
απαιτούνται µακροχρόνιες και αναλυτικές µετρήσεις (θα πρέπει να καλύπτουν 
περίοδο τουλάχιστον 5 ετών). Το κόστος των µετρήσεων και η αναπόφευκτη 
καθυστέρηση, σε συνδυασµό µε τη συχνή έλλειψη µακροχρόνιων µετρήσεων 
στις περιοχές ενδιαφέροντος, οδηγούν συχνά στη χρήση αριθµητικών 
µοντέλων. 
 

b) Προσοµοιώσεις ανέµου σε αεροσήραγγα  
 
Η αεροσήραγγα είναι µια διάταξη, µε την οποία δηµιουργούµε ροή αέρα και 
εποµένως µπορούµε να ελέγξουµε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά της ροής. Η 
αεροσήραγγα χρησιµοποιείται σε εργαστηριακές έρευνες µε µεγάλο πλήθος 
εφαρµογών, όπως µελέτη της αεροδυναµικής συµπεριφοράς των οχηµάτων, 
συµπεριφορά των κατασκευών ή των κτηρίων στη ροή του ανέµου, και 
συµπεριφορά των αιολικών µηχανών. Μέσω της αεροσήραγγας µελετώνται 
φαινόµενα όπως της ατµοσφαιρικής ροής και της διάχυσης των αερίων ρύπων. 
Επίσης, η αεροσήραγγα χρησιµοποιείται για την βαθµονόµηση ανεµοµέτρων 
και ανεµοδεικτών. 
 

c) Αριθµητικές προσοµοιώσεις µε µοντέλα ροής 
 
Τα αριθµητικά µοντέλα προσοµοίωσης παρέχουν γνώσεις για το πεδίο του 
ανέµου σε περιοχές απουσίας, ή σποραδικών, µετρήσεων και επιπλέον, έχουν 
τη δυνατότητα πρόγνωσης. Για την προσοµοίωση της ροής του ανέµου, 
υπάρχουν τα αριθµητικά µοντέλα µέσης κλίµακας, τα οποία προσοµοιώνουν 
τοπικές κυκλοφορίες (όπως θαλάσσια/απόγεια αύρα, αναβάτες/καταβάτες 
ανέµους, αύρα κοιλάδας/ορέων) και χωρίζονται στις εξής κατηγορίες: 1) τα 
διαγνωστικά (ή κινηµατικά) µοντέλα, τα οποία αναλύουν και παρεµβάλλουν 
µετρήσεις από συγκεκριµένα σηµεία σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές 2) τα 
δυναµικά µοντέλα, τα οποία περιλαµβάνουν µη γραµµικές υδροδυναµικές 
εξισώσεις κίνησης ή τις παραγώγων τους και 3) τα µοντέλα τετρασδιάστατης 
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προσοµοίωσης δεδοµένων (Four Dimensional Data Assimilation), που 
συνδυάζουν τα καλύτερα χαρακτηριστικά των διαγνωστικών και των 
δυναµικών µοντέλων, µε την ενσωµάτωση µετρήσεων σε όλη την περίοδο 
ολοκλήρωσης. 
 

d) Υπολογιστική Ρευστομηχανική 
 
Στην παρούσα εργασία θα μας απασχολήσουν οι αριθμητικές μέθοδοι για τη 
προσομοίωση του ανέμου και συγκεκριμένα η μέθοδος της υπολογιστικής 
ρευστομηχανικής ή CFD (Computational Fluid Dynamics). Αν και η χρήση της 
σε πρακτικές εφαρμογές είναι ακόμα περιορισμένη (π.χ. σε έργα Πολιτικού 
Μηχανικού), η υπολογιστική ρευστομηχανική έχει κεντρίσει τα τελευταία 
χρόνια το ενδιαφέρον της διεθνούς κοινότητας, με κάποιους να θεωρούν ότι 
στις επόμενες δεκαετίες θα αντικαταστήσει  όλες τις προαναφερθέντες 
μεθόδους εκτίμησης της ροής του ανέμου. 
 

2.3 Βασικές Παραδοχές 

Για να απλουστεύσουμε την κίνηση του ανέμου εντός του Ατμοσφαιρικού Οριακού 
Στρώματος θα πρέπει να κάνουμε κάποιες παραδοχές/απλοποιήσεις οι οποίες όμως δε θα 
αλλοιώνουν αρκετά το χαρακτήρα του πεδίου των ταχυτήτων και τις πίεσης. 
Συγκεκριμένα: 

• Θα θεωρήσουμε ότι το Ατμοσφαιρικό Οριακό Στρώμα βρίσκεται σε ουδέτερη 
ισορροπία στην οποία οι αέριες μάζες αναμειγνύονται μεταξύ τους μέσω των 
ισχυρών ανέμων. Πράγματι, στην Οριακή Κατάσταση Αστοχίας και 
Λειτουργικότητας όπου γίνεται η διαστασιολόγηση των κατασκευών 
παρατηρούνται ιδιαίτερα μεγάλες τιμές του αριθμού Reynolds και άρα δυνατοί 
ρίποι ανέμου.  

 
• Το ρευστό (αέρας) θα θεωρηθεί ασυμπίεστο, δηλαδή η πυκνότητά του θα 

παραμένει αμετάβλητη. 
 

• Στις αστικές περιοχές, όπου το Επιφανειακό Στρώμα φτάνει έως και μερικές 
εκατοντάδες μέτρα, η ροή του ανέμου μπορεί να θεωρηθεί πλήρως τυρβώδης και 
άρα οι δυνάμεις Coriolis μπορούν να αμεληθούν συγκρινόμενες με τις δυνάμεις 
τύρβης. 
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2.4 Αεροελαστικά φαινόμενα 

2.4.1 Εισαγωγή 

Όταν σε μια εύκαμπτη κατασκευή δρουν αεροδυναμικά φορτία, τότε ταυτόχρονα με τις 
παρατηρούμενες μετακινήσεις αλλάζουν και οι συνοριακές συνθήκες της ροής του ανέμου 
οι οποίες επηρεάζουν τις αεροδυναμικές φορτίσεις που με τη σειρά τους επηρεάζουν τις 
αποκρίσεις της κατασκευής. Λόγω του αλληλοεπηρεασμού ροής-κατασκευής αναμένεται 
μεγέθυνση των αεροδυναμικών φορτίων και των αντίστοιχων αποκρίσεων, μεγέθυνση που 
εξαρτάται κυρίως από την κατανομή των μαζών, την ακαμψία (πλάγια και στρεπτική) και 
από την απόσβεση που διαθέτει η κατασκευή. Αυτό ο αλληλοεπηρεασμός δημιουργεί τα 
αεροελαστικά φαινόμενα που θα περιγραφούν στη συνέχεια. Τα φαινόμενα αυτά 
προκαλούν δύο ειδών αλληλοεπηρεαζόμενες αστάθειες: την αεροδυναμική αστάθεια που 
παρατηρείται στη ροή του ανέμου και την αεροελαστική αστάθεια που παρατηρείται  στην 
κατασκευή όταν οι μετακινήσεις λόγω των αεροδυναμικών φορτίων, αποκλίνουν προς όλο 
και μεγαλύτερες τιμές δημιουργώντας μη αρμονικές ταλαντώσεις. 

2.4.2 Διάχυση στροβιλισμών (Vortex shedding) 

Η διάχυση των στροβιλισμών παρατηρείται όταν η ροή του ανέμου προσπέσει σε 
πρισματική κατασκευή (π.χ. ψηλά κτήρια, γέφυρες κ.λ.π.). Σε αυτές τις περιπτώσεις η 
διάχυση των στροβιλισμών δημιουργείται από την επίδραση της κατασκευής πάνω στη 
ροή, με αποτέλεσμα την ανάπτυξη κυμαινόμενων διαφορών πίεσης που προκαλούν στην 
κατασκευή ταλαντώσεις κατά τον εγκάρσιο ως προς τη διεύθυνση της ροής άξονα (Σχήμα 
2.9). 

 

 

      Σχήμα 2.9: Διάχυση Στροβιλισμών 

Η διάχυση των στροβιλισμών χαρακτηρίζεται από τον αριθμό Strouhal: 

s
S ω B / V  (2.2) 

όπου 𝜔𝜔𝑠𝑠 είναι η συχνότητα δράσης των στροβιλσμών, Β η διάσταση της κατασκευής κατά 
τον εγκάρσιο άξονα και V η ταχύτητα ροής. 
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Αν η συχνότητα των κυμαινόμενων διαφορών πίεσης πλησιάζει τη φυσική συχνότητα 
της κατασκευής (κατά τον εγκάρσιο ως προς τη ροή άξονα) τότε θα υπάρξει 
αλληλεπίδραση της δυναμικής απόκρισης της κατασκευής και των δυναμικών 
χαρακτηριστικών της ροής, δηλαδή θα υπάρξει συντονισμός και η κατασκευή θα 
ταλαντωθεί σε εύρη ταλαντώσεων που θα ξεπεράσουν κατά πολύ τις επιτρεπόμενες τιμές. 
Σε αυτήν την περιοχή συχνοτήτων παρατηρείται και το φαινόμενο παγίδευσης των 
συχνοτήτων, όπου οι μηχανικές παράμετροι της κατασκευή ελέγχουν τη δυναμική εξέλιξη 
της αλληλεπίδρασης μεταξύ της συχνότητας διάχυσης των στροβιλισμών και της φυσικής 
συχνότητας της κατασκευής. 

2.4.3 Στρεπτική απόκλιση (Torsional divergence) 

Η στρεπτική απόκλιση παρατηρείται κυρίως σε εύκαμπτες κατασκευές που 
παρουσιάζουν έντονη στρεπτική συμπεριφορά, όταν υποβάλλονται σε ισχυρές 
αεροδυναμικές φορτίσεις. Στο Σχήμα 2.10 θεωρείται μια τέτοια κατασκευή (π.χ. η διατομή 
του καταστρώματος γέφυρας), που υποβάλλεται σε αεροδυναμική φόρτιση λόγω 
πρόσπτωσης ανέμου με ταχύτητα ροής U και αποτελεσματική γωνία πρόσπτωσης α(t). 

 

 

      Σχήμα 2.10: Σχηματική παράσταση διατομής καταστρώματος γέφυρας σε στρεπτική απόκλιση 

Καθώς η κατασκευή φορτίζεται από την επίδραση του ανέμου, αναπτύσσονται η 
οπισθελκούσα δύναμη (drag force), η ανυψωτική δύναμη (lift force) και η ροπή 
περιστροφής περί το ελαστικό κέντρο. Με την αύξηση της ταχύτητας ροής του ανέμου 
αυξάνει η ροπή περιστροφής που τείνει να περιστρέψει το κατάστρωμα. Με τη αύξηση της 
περιστροφής του καταστρώματος αυξάνει συνακόλουθα και η αποτελεσματική γωνία 
πρόσπτωσης α(t) που με τη σειρά της αυξάνει τη ροπή περιστροφής. Τελικά σε κάποια 
τιμή της ταχύτητας ροής, η ροπή περιστροφής σε συνδυασμό με την αντίδραση σε στροφή 
της κατασκευής, δημιουργεί κατάσταση αστάθειας και η κατασκευή περιστρέφεται 
καταστροφικά. Η στρεπτική απόκλιση είναι πρόβλημα αστάθειας και από στατικής 
έννοιας είναι ανάλογο με το λυγισμό των υποστυλωμάτων. Η στρεπτική απόκλιση 
εξαρτάται από τη στρεπτική ευκαμψία της κατασκευής και τον τρόπο που αναπτύσσεται η 
αεροδυναμική ροπή. 
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2.4.4 Πτερυγισμός (Flutter) 

Το φαινόμενο του πτερυγισμού παρατηρείται σε λεπτές, πολύ εύκαμπτες κατασκευές 
(π.χ. αεροναυπηγικές ή καταστρώματα κρεμαστών γεφυρών) όταν βρίσκονται μέσα σε 
ισχυρό ρεύμα ανέμου. Ο κλασσικός πτερυγισμός είναι αποτέλεσμα της σύζευξης των 
ταλαντώσεων ως προς τους δύο βαθμούς ελευθερίας, των στρεπτικών και των 
κατακόρυφων (Σχήμα 2.11). Υπάρχουν περιπτώσεις όπου (για συγκεκριμένη γωνία 
πρόσπτωσης και ταχύτητας ροής του ανέμου) παρατηρείται μόνο στροφικός πτερυγισμός. 

Ο πτερυγισμός είναι τυπική αυτοδιεγειρόμενη ταλάντωση στην οποία ο ταλαντωτής 
παγιδεύει ενέργεια από τη ροή του ανέμου. Μετά την αρχική διέγερση, οι ταλαντώσεις ή 
θα ελαττωθούν σταδιακά (απόσβεση) ή θα αποκλίνουν σε όλο και μεγαλύτερες τιμές, 
ανάλογα με το αν η παγιδευμένη από τη ροή ενέργεια που διεγείρει τις ταλαντώσεις, είναι 
μικρότερη ή μεγαλύτερη της ενέργειας που αναλώνεται από το μηχανισμό απόσβεσης της 
κατασκευής. Η ενδιάμεση κατάσταση μεταξύ της σύγκλισης των ταλαντώσεων 
(απόσβεση) και της απόκλισής τους, είναι η περιοχή των αρμονικών ταλαντώσεων και 
λέγεται κρίσιμη κατάσταση πτερυγισμού. 

 

      Σχήμα 2.11: Συζευγμένες κατακόρυφες και στροφικές ταλαντώσεις σε πτερυγισμό 
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3 Στοιχεία από τη Ρευστομηχανική 

3.1 Διέπουσες εξισώσεις 

Στο υποκεφάλαιο αυτό θα αναλυθούν οι εξισώσεις που διέπουν το ρευστό και θα 
διατυπωθούν σε ολοκληρωματική και διαφορική μορφή. Η πρώτη εξίσωση αναφέρεται 
στην αρχή διατήρησης της μάζας εντός ενός υπολογιστικού πεδίου. Οι άλλες τρεις 
αναφέρονται στον 2ο νόμο του Νεύτωνα, ότι δηλαδή ο ρυθμός μεταβολής της ορμής 
ισούται με το άθροισμα των δρωσών δυνάμεων. 

3.1.1 Εξίσωση διατήρησης μάζας 

Η εξίσωση διατήρησης της μάζας εκφράζει τον πρώτο βασικό νόμο της κλασικής 
Μηχανικής, ότι μάζα δεν καταστρέφεται ούτε δημιουργείται από το μηδέν. 

 
      Ορισμός της πυκνότητας ρευστού 
 
     Εάν με dV συμβολίσουμε το στοιχείο του όγκου του ρευστού και με dm τη μάζα του, 
τότε ορίζουμε  πυκνότητα του ρευστού ρ το μέγεθος:  

              𝜌𝜌 =
 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑉𝑉

                                                              (3.1.1) 

 
      Η πυκνότητα είναι για τα διάφορα ρευστά λιγότερο ή περισσότερο σταθερό μέγεθος. 
Για τα περισσότερα υγρά η πυκνότητα δε μεταβάλλεται πολύ με τη μεταβολή της πίεσης 
και της θερμοκρασίας, γι’ αυτό ονομάζονται ασυμπίεστα. Τα αέρια μεταβάλλουν την 
πυκνότητά τους με μεταβολή της πίεσης και της θερμοκρασίας και λέγονται συμπιεστά.  

Εξίσωση διατήρησης της μάζας σε ολοκληρωματική μορφή 

Ας θεωρήσουμε μια νοητή επιφάνεια Ε μέσα σε πεδίο ροής (σχήμα 3.1). Η επιφάνεια 
αυτή έστω ότι είναι κλειστή και ακίνητη στο σύστημα αναφορά που εκλέξαμε. 

Η νοητή αυτή επιφάνεια λέγεται επιφάνεια ελέγχου. Η επιφάνεια ελέγχου περικλείει 
κάποια περιοχή του πεδίου ροής  (τ). 

Υποθέτουμε ότι στην επιφάνεια Ε ορίζεται το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα 𝑛𝑛�⃗  σε κάθε 
σημείο της με φορά από τα μέσα προς τα έξω. Με dE (ή και dA) θα συμβολίζουμε το 
στοιχείο επιφάνειας της επιφάνειας Ε. Τότε η συνολική μάζα του ρευστού που 
περικλείεται στην επιφάνεια Ε είναι: 
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𝑑𝑑(𝑡𝑡) = � 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑉𝑉                                                              (3.1.2)
 

(𝜏𝜏)
 

όπου το χωρικό ολοκλήρωμα εκτείνεται σε όλη την περιοχή (τ).  

Η μεταβολή της μάζας m ανά μονάδα χρόνου είναι:  
 

         
 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑉𝑉
 

(𝜏𝜏)

                                                          (3.1.3) 

 
Η μεταβολή αυτή οφείλεται στο ότι την ίδια χρονική στιγμή κάποια ποσότητα μάζας 

ανά μονάδα χρόνου εισέρχεται στο χώρο (τ). Η μονάδα αυτή εισέρχεται από την 
επιφάνεια ελέγχου Ε και είναι ανά μονάδα χρόνου: 

 

− � 𝜌𝜌 𝜐𝜐 ��⃗
 

𝛦𝛦

∙ 𝑛𝑛 ���⃗ 𝑑𝑑𝑑𝑑                                                                            (3.1.4) 

 

 

      Σχήμα 3.1: Όγκος Ελέγχου 

 
όπου το επιφανειακό ολοκλήρωμα εκτείνεται σε όλη την έκταση της επιφάνειας ελέγχου. 
Επίσης μπορεί σε διάφορα σημεία του χώρου (τ) να υπάρχουν σημειακές πηγές ή 
καταβόθρες μάζας που συμβάλλουν στην αύξηση της μάζας του χώρου (τ) ανά μονάδα 
χρόνου: 

� 𝑑𝑑𝚤𝚤̇                                                             
𝑛𝑛

1

    (3.1.5) 

 
όπου 𝑑𝑑𝚤𝚤̇  είναι η μάζα ανά μονάδα χρόνου που αναβλύζει (𝑑𝑑𝚤𝚤̇ > 0) ή καταβροχθίζεται 
(𝑑𝑑𝚤𝚤̇ < 0). 
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Κατόπιν αυτού ο ισολογισμός μάζας μπορεί να γραφτεί: 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑉𝑉 = −
 

(𝜏𝜏)

� 𝜌𝜌 𝜐𝜐 ��⃗
 

𝛦𝛦

∙ 𝑛𝑛 ���⃗ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝚤𝚤̇                                 
𝑛𝑛

1

(3.1.6) 

 
Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί την εξίσωση διατήρησης της μάζας σε 

ολοκληρωματική μορφή. 
 
Διαφορική διατύπωση του θεωρήματος διατήρησης της μάζας 
 
Η διαφορική διατύπωση του θεωρήματος διατήρησης της μάζας, που ονομάζεται κι 

εξίσωση της συνέχειας, αποδεικνύεται από την ολοκληρωματική διατύπωση με την 
εφαρμογή του θεωρήματος του Gauss. Υποθέτουμε 

� 𝑑𝑑𝚤𝚤̇   = 0                                                                       
𝑛𝑛

1

 

  

Εισάγοντας το σύμβολο της ολικής χρονικής παραγώγου  
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 μέσα στο ολοκλήρωμα ως 

μερική παράγωγου 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑑𝑑

 και μετατρέποντας το επιφανειακό ολοκλήρωμα σε ογκικό, με βάση 

την πρόταση του Gauss προκύπτει: 
 

�
𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑉𝑉 +
 

(𝜏𝜏)

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌�⃗�𝜐)𝑑𝑑𝑉𝑉 = 0
 

(𝜏𝜏)

                                               (3.1.7) 

 
Βασιζόμενοι σε γνωστή μαθηματική πρόταση προκύπτει: 
 

𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌�⃗�𝜐) = 0                                                       (3.1.8) 

 
που αποτελεί τη διαφορική εξίσωση του θεωρήματος διατήρησης της μάζας ή εξίσωση 
της συνέχειας. 
 

3.1.2 Εξίσωση διατήρησης της ορμής 

Η εξίσωση διατήρηση της ορμής εκφράζει το δεύτερο βασικό νόμο της κλασικής 
Μηχανικής, που ονομάζεται και δεύτερος νόμος του Newton, ότι δηλαδή η χρονική 
μεταβολή της ορμής ισούται με το άθροισμα των δρωσών δυνάμεων. 
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Εξίσωση διατήρησης της ορμής σε ολοκληρωματική μορφή 

Ας θεωρήσουμε μια νοητή επιφάνεια Ε μέσα στο πεδίο ροής (σχήμα 3.1). Η επιφάνεια 
αυτή είναι κλειστή και ακίνητη στο σύστημα αναφοράς που εκλέξαμε. Την επιφάνεια αυτή 
ονομάσαμε επιφάνεια ελέγχου. 

Η ορμή του σωματιδίου του ρευστού μάζας dm είναι  𝑑𝑑𝑑𝑑 �⃗�𝜐 = 𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉�⃗�𝜐 , επομένως η 
συνολική ορμή  𝐽𝐽 της μάζας του ρευστού που περικλείεται στο χώρο (τ) είναι: 

 

𝐽𝐽(𝑡𝑡) = � 𝜌𝜌 �⃗�𝜐
 

(𝜏𝜏)

 𝑑𝑑𝑉𝑉                                                        (3.1.9) 

 
Η μεταβολή της ορμής ανά μονάδα χρόνου είναι: 
 

𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌 �⃗�𝜐
 

(𝜏𝜏)

 𝑑𝑑𝑉𝑉                                                    (3.1.10) 

 
Η εισερχόμενη ορμή ανά μονάδα χρόνου στο χώρο (τ) μέσω της επιφάνειας dE είναι: 
 

−𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑 
 

οπότε η συνολικά εξερχόμενη ορμή ανά μονάδα χρόνου στο χώρο (τ) μέσω της επιφάνειας 
E είναι: 

 

𝑆𝑆 = �  
 

𝐸𝐸

− 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑                                        (3.1.11) 

όπου το επιφανειακό ολοκλήρωμα Ε εκτείνεται σε όλη την έκταση της Ε. 

Επομένως η συνολική αύξηση της ορμής της μάζας m του ρευστού που περικλείεται 
στο χώρο (τ) είναι: 

 
𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑡𝑡

+ 𝑆𝑆 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌 �⃗�𝜐
 

(𝜏𝜏)

 𝑑𝑑𝑉𝑉 +  � 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐
 

𝐸𝐸

∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑                    (3.1.12) 

 
Τότε το θεώρημα διατήρησης της ορμής διατυπώνεται: 
 

𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑡𝑡

+ 𝑆𝑆 = � 𝐹𝐹𝚤𝚤��⃗
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                                                 (3.1.13) 
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ή 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌 �⃗�𝜐
 

(𝜏𝜏)

 𝑑𝑑𝑉𝑉 +  � 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐
 

𝐸𝐸

∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑 =  � 𝐹𝐹𝚤𝚤��⃗
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                       (3.1.14)  

 
όπου    ∑ 𝐹𝐹𝚤𝚤��⃗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1      είναι το διανυσματικό άθροισμα των δυνάμεων που ενεργούν στη μάζα 
m του ρευστού που βρίσκεται κάθε χρονική στιγμή στο χώρο (τ).    

Οι δυνάμεις 𝐹𝐹𝚤𝚤��⃗  που δρουν πάνω στη μάζα του ρευστού, μπορεί να είναι διαφόρου 
φύσεως, όπως: 

 
1. Μαζικές ή ογκικές δυνάμεις που δρουν πάνω στο στοιχείο μάζας dm ή όγκου 

dV του ρευστού. 
Παράδειγμα οι δυνάμεις βαρύτητας: 
 

�⃗�𝐺 = � �⃗�𝑔
 

(𝜏𝜏)

 𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉                                                        (3.1.15) 

 
όπου �⃗�𝑔 είναι το διάνυσμα της επιτάχυνσης της βαρύτητας. 
 

2. Επιφανειακές δυνάμεις που δρουν πάνω στο στοιχείο της επιφάνειας dE κι 
επομένως στη συνολική επιφάνεια Ε. Οι δυνάμεις αυτές γράφονται: 
 

𝐹𝐹𝑠𝑠���⃗ = � 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑                                                            (3.1.16)
 

𝐸𝐸

 

 
όπου 𝑡𝑡 είναι το διάνυσμα των τάσεων. 
 
Το διάνυσμα των τάσεων βρίσκεται από την εφαρμογή του Β’ νόμου της 

μηχανικής του Newton πάνω σ’ ένα στοιχείο του όγκου του ρευστού. 
Σ’ ένα στοιχείο επιφάνειας dE δρα το διάνυσμα των τάσεων με τρεις 

ανεξάρτητες μεταξύ τους συνιστώσες. Επειδή το στοιχείο επιφάνειας έχει τρεις 
ανεξάρτητες κατευθύνσεις, χρειαζόμαστε 9 ανεξάρτητα μεταξύ του μεγέθη 
(βαθμωτά) για να παραστήσουμε την επιφανειακή δύναμη. 

Εκφράζοντας το διάνυσμα 𝑡𝑡 από τη συνθήκη ισορροπίας των δυνάμεων που 
δρουν σε ένα τετραεδρικό στοιχείο ΑΒΓΟ (σχήμα 3.2), προκύπτει: 

 
𝑡𝑡 ��⃗ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑡𝑡𝑥𝑥���⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑦𝑦���⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛𝑦𝑦 + 𝑡𝑡𝑧𝑧���⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑛𝑛𝑧𝑧 = 0                   (3.1.17)  

 
Στη σχέση 3.1.17 αμελείται, σαν υψηλότερης τάξης μεγέθους, η αδρανειακή 

δύναμη ρ/6  dx  dy  dz  𝑏𝑏�⃗  καθώς και η μαζική δύναμη ρ/6 �⃗�𝑔 dx dy dz. Το 
τετράεδρο ΑΒΓΟ λέγεται τετράεδρο Cauchy. 
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      Σχήμα 3.2: Τετράεδρο Cauchy 

Εάν εκφράσουμε τα διανύσματα 𝑡𝑡𝑥𝑥���⃗   𝑡𝑡𝑦𝑦���⃗   𝑡𝑡𝑧𝑧���⃗  βάσει των συνιστωσών τους σε καρτεσιανό 
σύστημα συντεταγμένων, προκύπτει: 

 
𝑡𝑡 = 𝚤𝚤 �𝑛𝑛𝑥𝑥𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑦𝑦𝜎𝜎𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑧𝑧𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥� + 𝚥𝚥 �𝑛𝑛𝑥𝑥𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑛𝑛𝑦𝑦𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑛𝑛𝑧𝑧𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦�

+ 𝑘𝑘�⃗  �𝑛𝑛𝑥𝑥𝜎𝜎𝑥𝑥𝑧𝑧 + 𝑛𝑛𝑦𝑦𝜎𝜎𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑛𝑛𝑧𝑧𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧�                                                                   (3.1.18) 
 

Από την προηγούμενη σχέση είναι φανερό ότι το διάνυσμα 𝑡𝑡 μπορεί να γραφεί: 
 

𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝛵𝛵𝑛𝑛�⃗                                                                (3.1.19) 
 

όπου 𝜎𝜎   είναι ο τανυστής των τάσεων 
 

𝜎𝜎  =
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑧𝑧
𝜎𝜎𝑦𝑦𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑧𝑧
𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧

                                                (3.1.20) 

 

3. Δυνάμεις από στερεό σώμα που περικλείεται στην επιφάνεια Ε. Εάν μέσα στην 
επιφάνεια Ε υπάρχει και στερεό σώμα (Κ) που καταλαμβάνει χώρος (τκ) τότε 
λόγω επαφής με τη μάζα του υγρού εξασκείται πάνω σ’αυτό δύναμη 𝛫𝛫��⃗ . Λόγω του 
αξιώματος δράσης αντίδρασης, αντίθετη δύναμη −𝛫𝛫��⃗  ασκείται στη μάζα του 
ρευστού από το στερεό. Η δύναμη 𝛫𝛫��⃗  είναι της ίδιας φύσης με τις επιφανειακές 
δυνάμεις 𝐹𝐹𝑠𝑠���⃗  και μπορεί να γραφεί για το υγρό ως: 
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−𝛫𝛫��⃗ = � 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝐸𝐸𝐾𝐾

,                �𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝛵𝛵𝑛𝑛�⃗ �                             (3.1.21) 

 
Μετά από ανάλυση της φύσης των διαφόρων δυνάμεων που δρουν πάνω στο ρευστό, η 

ολοκληρωματική διατύπωση του θεωρήματος της ορμής γράφεται: 
 

𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑡𝑡

+ 𝑆𝑆 = �⃗�𝐺 + 𝐹𝐹𝑠𝑠���⃗ − 𝐾𝐾��⃗                                         (3.1.22) 

 
ή 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 𝜌𝜌 �⃗�𝜐
 

(𝜏𝜏)

 𝑑𝑑𝑉𝑉 +  � 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑 =  � 𝜌𝜌 �⃗�𝑔 𝑑𝑑𝑉𝑉 +  � 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝐾𝐾��⃗            (3.1.23)
 

(𝐸𝐸)

 

(𝜏𝜏)

 

(𝐸𝐸)

 

 
Η παραπάνω διατύπωση είναι διανυσματική, έχει δηλαδή τρεις ανεξάρτητες 

συνιστώσες. 

Διαφορική διατύπωση του θεωρήματος διατήρησης της ορμής 

Η διαφορική διατύπωση του θεωρήματος της ορμής προκύπτει από την 
ολοκληρωματική μορφή με κατάλληλη εφαρμογή της πρότασης του Gauss.  

 

� 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 (�⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗ )𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �[𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌�⃗�𝜐)�⃗�𝜐 + 𝜌𝜌�⃗�𝜐 ∙ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑�⃗�𝜐]𝑑𝑑𝑉𝑉                                 (3.1.24)
 

(𝜏𝜏)

 

(𝐸𝐸)

 

 
και 

� 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝜎𝜎𝛵𝛵 �⃖���⃗ 𝑛𝑛�⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜎𝜎
 

(𝜏𝜏)

 

(𝛦𝛦)

 𝑑𝑑𝑉𝑉                                         (3.1.25)

        

 

(𝐸𝐸)

 

Τότε το θεώρημα διατήρησης της ορμής μετατρέπεται στη μορφή: 
 

�
𝜕𝜕(𝜌𝜌�⃗�𝜐)

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑉𝑉 + �[𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌�⃗�𝜐)�⃗�𝜐 + 𝜌𝜌�⃗�𝜐 ∙ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑�⃗�𝜐]𝑑𝑑𝑉𝑉 =  � 𝜌𝜌�⃗�𝑔𝑑𝑑𝑉𝑉 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜎𝜎 𝑑𝑑𝑉𝑉   (3.1.26)

 

(𝜏𝜏)

 

(𝜏𝜏)

 

(𝜏𝜏)

 

(𝜏𝜏)

 

 
Βάσει γνωστής μαθηματικής πρότασης η διαφορική διατύπωση του θεωρήματος της 

ορμής σε διανυσματική μορφή γράφεται: 
 

𝜕𝜕(𝜌𝜌 �⃗�𝜐)
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑( 𝜌𝜌 �⃗�𝜐)�⃗�𝜐 + 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑇𝑇(�⃗�𝜐) ∙ 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 = 𝜌𝜌 �⃗�𝑔 +  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜎𝜎                (3.1.27) 
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3.1.3 Εξίσωση διατήρησης της ενέργειας 

Η αρχή διατήρησης της ενέργειας εκφράζει το γενικευμένο νόμο της Θερμοδυναμικής 
(α΄ αξίωμα). 

Στη μηχανική των ρευστών προσφορότερη μορφή είναι ο ισολογισμός ισχύων, δηλαδή 
ενεργειών ανά μονάδα χρόνου. 

Ολοκληρωματική μορφή του θεωρήματος της ενέργειας 

Ας θεωρήσουμε και πάλι την επιφάνεια ελέγχου Ε ακίνητη στο σύστημα αναφοράς. Η 
ολοκληρωματική διατύπωση εκφράζει ότι η ανά μονάδα χρόνου αύξηση της ενέργειας του 
ρευστού, που βρίσκεται στο χώρο (τ) που περικλείεται από την επιφάνεια Ε, ισούται με 
την ανά μονάδα χρόνου εισερχόμενη ενέργεια από την επιφάνεια Ε, το άθροισμα των 
ισχύων των πάσης φύσεως δυνάμεων που δρουν στο ρευστό, καθώς και των άλλης φύσεως 
ισχύων που προσδίδονται στο ρευστό. 

Η ενέργεια του σωματίδιού μάζας 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉, είναι: 
 

�
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
όπου (𝜐𝜐2 𝑑𝑑𝑑𝑑)/2 είναι η κινηματική ενέργεια και e dm είναι η εσωτερική ενέργεια. 
Επομένως η συνολική ενέργεια που περικλείεται ανά πάσα στιγμή στο χώρο (τ) είναι: 
 

�(
1
2

 

(𝜏𝜏)

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒)𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉 = 𝑑𝑑                                          (3.1.28) 

 
Η ανά μονάδα χρόνου αύξηση της ενέργειας: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

� �
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒�
 

(𝜏𝜏)

𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉                                              (3.1.29) 

 
 
   Η ανά μονάδα χρόνου εξερχόμενη ενέργεια από τη στοιχειώδη επιφάνεια dE είναι: 
 

𝜌𝜌 �
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒� �⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
οπότε από την επιφάνεια Ε εισέρχεται συνολικά ισχύς: 
 

𝛮𝛮𝐸𝐸 = − � 𝜌𝜌 �
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒� �⃗�𝜐 ∙ 𝑛𝑛�⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑                                        (3.1.30)
 

𝐸𝐸
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Οι παραγόμενες ισχείς διαφόρων δυνάμεων είναι: 
 
1. Ισχύς των υλικών δυνάμεων: 

𝑁𝑁𝑔𝑔 = � �⃗�𝜐  ∙ �⃗�𝑔 𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉                                                    (3.1.31)
 

(𝜏𝜏)

 

2. Ισχύς των επιφανειακών δυνάμεων: 
 

𝑁𝑁𝑠𝑠 = � �⃗�𝜐 ∙ 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  � �⃗�𝜐 (𝜎𝜎𝛵𝛵𝑛𝑛�⃗ )                                     (3.1.32)
 

𝐸𝐸

 

𝐸𝐸

 

Επίσης είναι δυνατό να έχουμε πρόσδοση θερμικής ισχύος στο ρευστό με άλλους 
τρόπους: 

1. Μέσω της επιφάνειας Ε δι’ αγωγης 
 

𝑁𝑁𝑐𝑐 = − � �⃗�𝑞 ∙ 𝑛𝑛�⃗  𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (3.1.33)
 

𝐸𝐸

 

όπου �⃗�𝑞 είναι το διάνυσμα της πυκνότητας θερμορροής. 
 

2. Στο στοιχείο μάζας του ρευστού π.χ. από κάποια εξώθερμη αντίδραση 

𝑁𝑁𝑚𝑚 = �  𝑤𝑤 𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉                                                  (3.1.34)
 

𝐸𝐸

 

όπου w είναι το ποσό της ενέργειας του ρευστού που εκλύεται από την αντίδραση 
ανά μονάδα μάζας και χρόνου. 

 
3. Με μηχανή που βρίσκεται μέσα στην επιφάνεια ελέγχου και προσδίδει ή αφαιρεί 

στο ρευστό ισχύ. Την ισχύ αυτή θα τη συμβολίσουμε με Νμ. 

 
Επομένως η ολοκληρωματική μορφή του θεωρήματος διατήρησης της ενέργειας 

γράφεται: 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑁𝑁𝐸𝐸 + 𝑁𝑁𝑔𝑔 + 𝑁𝑁𝑠𝑠 + 𝑁𝑁𝐶𝐶 + 𝑁𝑁𝑚𝑚 + 𝑁𝑁𝜇𝜇                             (3.1.35) 

 
Διαφορική διατύπωση του θεωρήματος διατήρησης της ενέργειας 
 
Η μετάβαση από την ολοκληρωματική στη διαφορική διατύπωση γίνεται μ’ εφαρμογή 

της πρότασης Gauss, οπότε λαμβάνεται υπόψη ότι  
 

�⃗�𝜐 ∙ (𝜎𝜎𝛵𝛵 𝑛𝑛�⃗ ) = (𝜎𝜎 �⃗�𝜐) ∙ 𝑛𝑛�⃗  
 
και άρα:  
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(3.1.36) 
 
Χρησιμοποιώντας κατάλληλη πρόταση των μαθηματικών προκύπτει η διαφορική 

έκφραση του θεωρήματος διατήρησης της ενέργειας: 
 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

�𝜌𝜌 �
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒�� + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝜌𝜌�⃗�𝜐 �
1
2

𝜐𝜐2 + 𝑒𝑒�� = 𝜌𝜌 �⃗�𝜐 ∙ �⃗�𝑔 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜎𝜎 ∙ �⃗�𝜐) − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�⃗�𝑞 + 𝑤𝑤𝜌𝜌     (3.1.37) 

 

3.2 Υλικές και καταστατικές εξισώσεις 

Το σύστημα των εξισώσεων διατήρησης της μάζας , της ορμής και της ενέργειας είναι 
σύστημα 5 βαθμωτών εξισώσεων που περιέχουν 17 αγνώστους (τα μεγέθη ρ, υ, v ,w ,𝜎𝜎 , e, 
�⃗�𝑞 , αν φυσικά υποθέσουμε ότι η παροχή ενέργειας δ’ αντιδράσεως w=0). 

Το σύστημα εξισώσεων δηλαδή δεν είναι πλήρες. 
Απαιτούνται επιπλέον 17-5=12 εξισώσεις (εννοιολογικές εξισώσεις) για να 

κατασκευαστεί ένα πλήρες σύστημα. Οι επιπλέον εξισώσεις είναι δύο κατηγοριών: 
 
1. Υλικές εξισώσεις  (συνδέουν μηχανικά μεγέθη). 
2. Καταστατικές εξισώσεις (συνδέουν θερμικά μεγέθη). 

Οι παραπάνω δύο κατηγορίες αποτελούν εμπειρικές σχέσεις, οι οποίες θα πρέπει όμως 
να υπόκεινται σε ορισμένα βασικά αξιώματα (αρχές), στα οποία όμως δε θ’ αναφερθούμε 
στην παρούσα διαπραγμάτευση. 

1. Υλικά που ακολουθούν την υλική εξίσωση: 

𝜎𝜎 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 + �⃡�𝜏                                           (9 εξισώσεις, 10 άγνωστοι) 
�⃡�𝜏 = 𝑓𝑓𝚤𝚤�⃖⃗ ��⃖⃗�𝐷�                                              (9 εξισώσεις, 0 άγνωστοι) 

 
λέγονται υλικά Stokes. 
 
Τα συνήθη ρευστά (νερό, λάδι, αέρας) αποτελούν ειδική περίπτωση των υλικών Stokes, 
είναι γραμμικά υλικά και λέγονται νευτώνια: 

 
𝜎𝜎 = −𝑝𝑝𝛪𝛪 + �⃡�𝜏                                                        (3.2.1) 

�⃡�𝜏 = 2𝜇𝜇�⃖⃗�𝐷 + 𝜇𝜇′𝑡𝑡𝑔𝑔�⃖⃗�𝐷𝑝𝑝,         𝑡𝑡𝑔𝑔�⃖⃗�𝐷 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�⃗�𝜐                     (3.2.2) 

όπου μ είναι ο δυναμικός συντελεστής συνεκτικότητας ή ιξώδες, 𝜇𝜇′ είναι το ιξώδες όγκου 
και 𝑡𝑡𝑔𝑔�⃖⃗�𝐷 συμβολίζει το ίχνος του τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης �⃖⃗�𝐷. Όταν απλουστευτικά 

2 2

( τ ) ( τ ) ( τ ) ( τ ) ( τ ) ( τ )

1 1υ e ρ dV div υ υ e ρ dV υ gρdV div( σ υ )dV div( q )dV wρdV
t 2 2
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θεωρήσουμε ότι μ=0 και 𝜇𝜇′ = 0 το ρευστό λέγεται μη συνεκτικό. Ειδάλλως λέγεται 
συνεκτικό. 
2. Μερικές καταστατικές εξισώσεις που θα μας φανούν χρήσιμες είναι οι εξής: 

 
1. Ασυμπίεστο ρευστό: είναι το ρευστό που ρ=const. Ρευστά που συμπεριφέρονται 

περίπου σαν ασυμπίεστα είναι το νερό και τα λάδια. Ο αέρας είναι συμπιεστό 
ρευστό. 

2. Τέλειο αέριο: είναι το αέριο που ακολουθεί την καταστατική εξίσωση: 
𝑝𝑝 = 𝑅𝑅 𝜌𝜌 𝛵𝛵 

όπου R είναι σταθερά του αερίου. Αυτή την καταστατική εξίσωση ακολουθούν τ’ 
αδρανή αέρια σε χαμηλές θερμοκρασίες. 

Σε πιο γενική μορφή μπορούμε να θεωρήσουμε την καταστατική 
𝑝𝑝 = 𝑓𝑓2(𝑇𝑇, 𝜌𝜌) 

3. Άλλη καταστατική εξίσωση συνδέει την εσωτερική ενέργεια με τη θερμοκρασία : 
𝑒𝑒 = 𝑐𝑐𝑣𝑣𝑇𝑇 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑡𝑡. για αέρια 

𝑒𝑒 = 𝑐𝑐 𝑇𝑇 , για υγρά 
όπου cv είναι ο συντελεστής των τέλειων αερίων υπό το σταθερό όγκο και c o 

συντελεστής θερμοχωρητικότητας. 
 

3.3 Εξισώσεις Navier-Stokes 

Με την εισαγωγή των υλικών και καταστατικών εξισώσεων στις εξισώσεις διατήρησης 
το σύστημα εξισώσεων γίνεται πλήρες. Όταν θεωρήσουμε ότι το υλικό είναι συμπιεστό 
και νευτώνιο με μ=const. , τότε προκύπτει το περίφημο σύστημα εξισώσεων Navier-
Stokes για νευτώνιο ρευστό: 

 
𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌�⃗�𝜐) = 0 

 
𝜕𝜕(𝜌𝜌�⃗�𝜐)

𝜕𝜕𝑡𝑡
+ (𝜌𝜌�⃗�𝜐 ∙ ∇)�⃗�𝜐 = −∇𝑝𝑝 + �⃗�𝐹 + 𝜇𝜇 𝛥𝛥�⃗�𝜐 + (𝜇𝜇′ + 𝜇𝜇) ∇(∇ ∙ �⃗�𝜐) 

 

�
𝜕𝜕(𝜌𝜌𝜌𝜌)

𝜕𝜕𝑡𝑡
+ �⃗�𝜐 ∙ ∇(ρ𝜌𝜌)� − ∇ ∙ (𝛫𝛫𝛨𝛨∇𝛵𝛵) + 𝑝𝑝∇ ∙ �⃗�𝜐 = 0                                    (3.3.1) 

 
 
Όταν θεωρήσουμε την επιπλέον καταστατική, ότι το ρευστό είναι ασυμπίεστο τότε το 

πεδίο μπορεί να λυθεί χωρίς τη χρήση της εξίσωσης ενέργειας: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�⃗�𝜐 = 0 
 

𝜌𝜌
𝐷𝐷�⃗�𝜐
𝐷𝐷𝑡𝑡

= 𝜌𝜌�⃗�𝑔 − ∇𝑝𝑝 + 𝜇𝜇∆�⃗�𝜐                                          (3.3.2) 
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Αν γράψουμε την 3.3.2 αναλυτικά σε καρτεσιανές συντεταγμένες τότε προκύπτει: 
 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0 

𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑢𝑢
𝐷𝐷𝑡𝑡

= 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑥𝑥 + 𝜇𝜇 𝛥𝛥𝑢𝑢 −
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑑𝑑
𝐷𝐷𝑡𝑡

= 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑦𝑦 + 𝜇𝜇 𝛥𝛥𝑑𝑑 −
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑤𝑤
𝐷𝐷𝑡𝑡

= 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑧𝑧 + 𝜇𝜇 𝛥𝛥𝑤𝑤 −
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑧𝑧

                                             (3.3.3) 

 
Οι εξισώσεις 3.3.1 και 3.3.2 είναι μη γραμμικές δευτέρας τάξης. Πέραν απλών 

περιπτώσεων πεδίου, οι εξισώσεις είναι ιδιαίτερα πολύπλοκες για να λυθούν αναλυτικά. 
Επιπλέον η ανάπτυξη των υπολογιστικών μηχανών μας δίνει τη δυνατότητα να λύνουμε 
γρήγορα και αξιόπιστα συστήματα ΜΔΕ με τη χρήση αριθμητικών μεθόδων.  

 

3.4 Τύρβη και χαρακτηριστικά τυρβώδων ροών 

Η τύρβη είναι ένα φαινόμενο μεγάλης σημασίας για πολλές περιοχές της επιστήμης και 
της μηχανική των ρευστών. Οι τυρβώδεις ροές είναι ακόμη στα περισσότερα σημεία 
ανεξιχνίαστες ως προς τη φυσική τους αλλά και πολύπλοκες στη μελέτη και τις εφαρμογές 
τους. Γι’ αυτό το λόγο η τύρβη αποτελεί ακόμη και σήμερα μέτωπο έρευνας και θεωρείται 
«το άλυτο πρόβλημα της μηχανικής των ρευστών». Ίσως δεν είναι σκόπιμο να 
προσπαθήσει κανείς να ορίσει την τύρβη. Περισσότερο αντιληπτό για το τι είναι τύρβη 
γίνεται από την περιγραφή των ιδιοτήτων της. Έτσι, θα προσπαθήσουμε να 
αποσαφηνίσουμε τη τύρβη με την περιγραφή των χαρακτηριστικών της ιδιοτήτων. 

Οι τυρβώδεις ροές είναι μη μόνιμες ροές που έχουν ακανόνιστες διακυμάνσεις της 
ταχύτητας στις τρεις κατευθύνσεις. Η ένταση των διακυμάνσεων είναι μεταβλητή, αλλά 
συνήθως είναι κάτω από 10% της μέσης ταχύτητας. Γενικά οι διακυμάνσεις είναι ναι μεν 
ακανόνιστες, όμως δεν είναι στοχαστικές, αλλά αντίθετα έχουν δομή και  συνειρμό.  

Οι αταξίες στο πεδίο ταχυτήτων δημιουργούν χωρικές δομές που ονομάζονται 
μικροδίνες. Ο όρος μικροδίνη είναι κάπως ακαθόριστος και ορίζεται ως κάποια χωρική 
δομή που διατηρείται για σύντομο χρονικό διάστημα. Η μικροδίνη είναι κάτι είτε ως μικρή 
δίνη ή κάτι σαν μικροδέσμη είτε ως μορφή μανιταριού είτε κάποια άλλη αναγνωρίσιμη 
μορφή, όπως βλέπουμε στο Σχήμα 3.3. 
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      Σχήμα 3.3: Μικροδίνες Τύρβης 

Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά της τύρβης είναι η συνεχής κατανομή του 
μεγέθους των μικροδινών. Ροές με αταξίες που περιορίζονται σε συγκεκριμένες 
συχνότητες δεν εκτιμώνται ως τυρβώδεις.  

Η τύρβη είναι αυτοδιατηρούμενη. Διαδικασίες που δεν είναι πλήρως κατανοητές 
δημιουργούν τύρβη και συντηρούν την ακανόνιστη κίνηση. Επομένως η τύρβη, αφού 
δημιουργηθεί, δε μειώνεται και δε σταματά.  

Ένα άλλο χαρακτηριστικό της τύρβης είναι να διεισδύει στο μη τυρβώδες ρευστό, 
επομένως η τυρβώδης περιοχή αυξάνει. Κλασικό παράδειγμα η δέσμη, η οποία συνεχίζει 
να διεισδύει καθώς απλώνει από την έξοδο της (Σχήμα 3.4). 

 

 

      Σχήμα 3.4: Διείσδυση τύρβης στο μη τυρβώδες ρευστό 

Ο βασικός τρόπος για να διαχωρίσει κανείς εάν μια ροή είναι στρωτή ή τυρβώδης είναι 
η στροβιλότητα. Οι τυρβώδεις ροές είναι ροές υψηλής στροβιλότητας. Αυτό επίσης έχει 
ως αποτέλεσμα στις στρωτές ροές να εμφανίζονται εν γένει μεγάλες δίνες και στις 
τυρβώδεις μικροδίνες. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα τα όρια μεταξύ μιας ροής μικρής 
στροβιλότητας και μιας μεγάλης στροβιλότητας να είναι πολύ σαφή. 

Ένα τελευταίο χαρακτηριστικό των τυρβώδων ροών είναι ότι είναι καταστροφικές. 
Κάθε συνεκτική ροή έχει συνεκτική καταστροφή, όμως οι τυρβώδεις ροές έχουν πολύ 
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περισσότερη λόγω της απότομης κλίσης της ταχύτητας. Προεξέχει η ενέργεια που 
καταστρέφεται στις μικροδίνες από εκείνη των μεγάλων δινών. 

 

3.5 Απ’ ευθείας λύση των εξισώσεων Navier-Stokes (DNS) 

Όπως έχει περιγραφεί προηγουμένως , οι εξισώσεις διατήρησης σε συνδυασμό με τις 
υλικές και καταστατικές εξισώσεις επαρκούν για την επίλυση του πεδίου ροής. Επειδή οι 
αναλυτικές λύσεις  μπορούν να βρεθούν μόνο σε περίπτωση απλού πεδίου οδηγούμαστε 
υποχρεωτικά στην εύρεση προσεγγιστικών λύσεων μέσω αριθμητικών μεθόδων. 

Οι αριθμητικές μέθοδοι που λύνουν απ’ ευθείας τις εξισώσεις Navier-Stokes 
ονομάζονται Direct Navier-Stokes και αποτελούν την καλύτερη προσέγγιση του πεδίου 
μέσω χρήσης ηλεκτρονικού υπολογιστή. Πάραυτα, απαιτούν πολύ πυκνό χωρικό πλέγμα 
και το χρονικό βήμα θα πρέπει να είναι ιδιαίτερα μικρό για να είναι η μέθοδος ευσταθής. 
Ακόμα και σήμερα οι υπολογιστές δεν έχουν ικανοποιητική ισχύ (μνήμα και ταχύτητα) 
ώστε να διαπραγματευτούμε τις τυρβώδεις ροές ως κατευθείαν λύση των εξισώσεων 
Navier-Stokes στη μη μόνιμη μορφή τους. Εξάλλου, στα περισσότερα έργα Μηχανικού 
και ιδιαίτερα του Πολιτικού Μηχανικού δε μας ενδιαφέρουν οι μικροδιακυμάνσεις της 
τύρβης αλλά εξετάζουμε μακροσκοπικά τα φαινόμενα, ενδιαφερόμενοι για  μια πιο 
προσεγγιστική λύση του φαινομένου. Για το λόγο αυτό, αν και συναντώνται συχνά στη 
βιβλιογραφία σε πρακτικό επίπεδο οι DNS έχουν εγκαταληφθεί. 

 

3.6 Η κατά Reynolds ολοκλήρωση των εξισώσεων (RANS) 

Εξαιτίας των δυσκολιών επίλυσης των Navier-Stokes απ’ ευθείας, έγινε προσπάθεια 
για τη μοντελοποίηση της τύρβης ώστε να υπολογίσουμε την τύρβη μεγάλης κλίμακας. 
Έτσι προσπαθούμε να υπολογίσουμε χρονικά μέσες τιμές των βασικών και άλλων 
μεγεθών. Η βασική ιδέα είναι αυτή που προτάθηκε από τον O.Reynolds (1895), η οποία 
εξακολουθεί να χρησιμοποιείται και σήμερα στη μηχανική των ρευστών. Ο Reynolds 
διέσπασε την ταχύτητα και τα υπόλοιπα βασικά μεγέθη στη μέση χρονική τιμή �̅�𝛢 και τη 
διακύμανση Α′. 

 
𝑢𝑢 = 𝑢𝑢� + 𝑢𝑢′          𝑢𝑢′ = 0��������                                           3.6.1 (𝑔𝑔) 
𝑑𝑑 = �̅�𝑑 + 𝑑𝑑′          𝑑𝑑′ = 0��������                                           3.6.1 (𝛽𝛽) 

                            𝑤𝑤 = 𝑤𝑤� + 𝑤𝑤′       𝑤𝑤′ = 0���������                                            3.6.1 (𝛾𝛾) 
𝑝𝑝 = �̅�𝑝 + 𝑝𝑝′          𝑝𝑝′ = 0��������                                           3.6.1 (𝛿𝛿) 

 
Η μέση τιμή αναφέρεται σε χρονικά μέση τιμή, η οποία ορίζεται ως: 
 

𝑢𝑢� =
1
𝜏𝜏

� 𝑢𝑢(𝑔𝑔, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡                                                 (3.6.2)
𝑑𝑑+𝜏𝜏

𝑑𝑑
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όπου τ είναι το χρονικό διάστημα ολοκλήρωσης και t είναι η χρονική στιγμή 
ολοκλήρωσης. Από τις σχέσεις (3.6.1) προκύπτει ότι τα μέσα μεγέθη �̅�𝛢 είναι χρονικές και 
τοπικές συναρτήσεις στην περίπτωση μόνιμης ροής 𝑢𝑢�(𝑔𝑔, 𝑡𝑡), όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.5 
αριστερά και της μη μόνιμης στο Σχήμα 3.5 δεξιά. 

 

 

      Σχήμα 3.5: Κατά Reynolds ολοκλήρωση 

Βασικό είναι να τονισθεί ότι το χρονικό διάστημα ολοκλήρωσης θα πρέπει να είναι 
αρκετά μεγάλο ως προς τη χρονική περίοδο των τυρβώδων διακυμάνσεων (𝜏𝜏 ≫ 𝑡𝑡1), όμως 
πρέπει επίσης να προσεχθεί να είναι και αρκετά μικρότερο από τη χρονική διάρκεια των 
μη τυρβώδων διακυμάνσεων της ροής (𝜏𝜏 ≪ 𝑡𝑡2). 

Για το σχηματισμό των μέσων τιμών των βασικών εξισώσεων της ροής απαιτούνται 
κανόνες μετασχηματισμού τιμών, οι οποίοι παρατίθενται στη συνέχεια: 

 
𝛢𝛢 = �̅�𝛢 + 𝛢𝛢′                 𝛢𝛢′� = 0                                    3.6.3 (𝛼𝛼) 

 
�̅�𝛢 = �̅�𝛢 �  ,   �̅�𝛢𝛣𝛣���� = 𝛢𝛢𝛣𝛣���� ,   𝛢𝛢′𝛣𝛣������ = 0  ,   𝛢𝛢 + 𝛣𝛣�������� = �̅�𝛢 + 𝛣𝛣�         3.6.3 (𝛽𝛽) 

 
𝛢𝛢𝛣𝛣���� = 𝛢𝛢𝛣𝛣���� + 𝛢𝛢′𝛣𝛣′������                                            3.6.3  (𝛾𝛾) 

 
𝜕𝜕𝛢𝛢����
𝜕𝜕𝑡𝑡

=
𝜕𝜕�̅�𝐴
𝜕𝜕𝑡𝑡

    ,     
𝜕𝜕𝛢𝛢����
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕�̅�𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                     3.6.3 (𝛿𝛿) 

 

� 𝛢𝛢  𝑑𝑑𝑆𝑆
����������

= � �̅�𝐴 𝑑𝑑𝑆𝑆                                                3.6.3 (𝜌𝜌) 

 
Οι τελικές (σε αδιάστατη διαφορική μορφή) για τις μέσες τιμές των μεγεθών της ροής 

ασυμπίεστου ρευστού είναι: 
 

𝜕𝜕𝑢𝑢�
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕�̅�𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤�
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0                                                 (3.6.4)  

𝜕𝜕𝑢𝑢�
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑢𝑢�)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑𝑢𝑢�)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤�𝑢𝑢�)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕�̅�𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑥𝑥����
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑥𝑥
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
 (3.6.5) 
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𝜕𝜕�̅�𝑑
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢��̅�𝑑)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑�̅�𝑑)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤��̅�𝑑)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕�̅�𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦�����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑦𝑦����
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦

𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑦𝑦
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
 (3.6.6) 

 
𝜕𝜕𝑤𝑤�
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑤𝑤�)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑𝑤𝑤�)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤�𝑤𝑤�)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕�̅�𝑝
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧����
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧����
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧

𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
 (3.6.7) 

 
όπου:  

𝜏𝜏𝚤𝚤𝚤𝚤��� =
1

𝑅𝑅𝑒𝑒
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

�                                                 (3.6.8) 

 
𝜏𝜏𝐼𝐼𝑗𝑗

𝑑𝑑 = −𝜐𝜐𝚤𝚤
′𝜐𝜐𝚤𝚤

′�����                                                                  (3.6.9) 
 
Για την αδιαστατοποίηση των εξισώσεων, χρησιμοποιήθηκε ένα μήκος αναφοράς 

"𝐿𝐿𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟" και μια ταχύτητα "𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟". Ως χρόνος αναφοράς χρησιμοποιήθηκε το 𝑡𝑡𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝐿𝐿𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. Ως πίεση αναφοράς 𝑃𝑃𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

2  και τάση αναφοράς 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
2  .Το 

σύμβολο "𝑅𝑅𝑒𝑒" είναι ο αριθμός Reynolds ο οποίος ορίζεται ως 𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐿𝐿𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝜈𝜈𝑚𝑚 όπου 
𝜈𝜈𝑚𝑚 = 𝜇𝜇/𝜌𝜌 είναι η κινηματική συνεκτικότητα του υγρού και ρ, μ η πυκνότητα και η 
δυναμική συνεκτικότητα του ρευστού αντίστοιχα. 

Από την κατά Reynolds ολοκλήρωση προέκυψαν ο επιπλέον τυρβώδης τανυστής των 
τάσεων 𝜏𝜏𝐼𝐼𝑗𝑗

𝑑𝑑  . Αυτές θα τις εκφράσουμε με τη χρήση της υπόθεσης του J. Boussinesq (1877) 
η οποία εισάγει την έννοια της τυρβώδους συνεκτικότητας "𝜇𝜇𝑑𝑑". Σε αδιάστατη μορφή η 
υπόθεση Boussinesq (με 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

2 ) είναι: 
 

𝜏𝜏𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑑𝑑 = −𝜐𝜐𝚤𝚤

′𝜐𝜐𝚤𝚤
′����� =

𝑔𝑔𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑒𝑒
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

� −
2
3

𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔{1, 1, 1}            (3.6.10) 

 
όπου 𝛼𝛼𝑑𝑑 = 𝜈𝜈𝑑𝑑/𝜈𝜈 𝑚𝑚 και  𝑘𝑘 = 1/2�𝜐𝜐𝚤𝚤 

′ 𝜐𝜐𝚤𝚤
′������ 

Το k ονομάζεται τυρβώδης κινητική ενέργεια και 𝜈𝜈𝑑𝑑 o συντελεστής τυρβώδους 
κινηματικής συνεκτικότητας. 

Οπότε αφού αντικαταστήσουμε τις εξισώσεις Boussinesq στις εξισώσεις μέσης ροής 
προκύπτει: 

 
𝜕𝜕𝑢𝑢�
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕�̅�𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤�
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0                                                 3.6.11(𝛼𝛼) 

𝜕𝜕𝑢𝑢�
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑢𝑢�)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑𝑢𝑢�)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤�𝑢𝑢�)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕𝑝𝑝eff

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑧𝑧
                      3.6.11(𝛽𝛽) 

𝜕𝜕�̅�𝑑
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢��̅�𝑑)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑�̅�𝑑)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤��̅�𝑑)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕𝑝𝑝eff

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑧𝑧
                      3.6.11(𝛾𝛾) 

𝜕𝜕𝑤𝑤�
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑤𝑤�)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕(�̅�𝑑𝑤𝑤�)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕(𝑤𝑤�𝑤𝑤�)

𝜕𝜕𝑧𝑧
=

𝜕𝜕𝑝𝑝eff

𝜕𝜕𝑧𝑧
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑧𝑧
                   3.6.11(𝛿𝛿) 
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όπου: 

𝜏𝜏𝑖𝑖𝑗𝑗 =
1 + 𝑔𝑔𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑒𝑒
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝜐𝜐𝚤𝚤�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

�                                              (3.6.12) 

𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = �̅�𝑝 +
2
3

𝑘𝑘                                                             (3.6.13) 

Μετά από την υπόθεση Boussinesq για να είναι το σύστημα επιλύσιμο θα πρέπει θα 
μοντελοποιήσουμε τους όρους 𝑔𝑔𝑑𝑑 και 𝑘𝑘. 

Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί πολλοί τρόποι για να μοντελοποιήσει κανείς τους 
επιπλέον όρους από την υπόθεση Boussinesq. Η βασική τους κατηγοριοποίηση έγκειται 
στον αριθμό των εξισώσεων που χρησιμοποιούν. Έτσι έχουμε μοντέλα μιας εξίσωσης και 
μοντέλα δύο εξισώσεων. Προφανώς τα μοντέλα μιας εξίσωσης έχουν μικρότερη ακρίβεια 
όμως μπορούν να μας δώσουν αρκετά πιο γρήγορα αποτελέσματα σε σχέση με αυτά των 
δύο εξισώσεων. Γι’ αυτό το λόγο συναντώνται ακόμα και σήμερα στη διεθνή 
βιβλιογραφία, όμως η χρήση τους σε πρακτικές εφαρμογές περιορίζεται όσο αυξάνει η 
υπολογιστική δυνατότητα των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Τα μοντέλα που λύνουν τις 
εξισώσεις Navier-Stokes με χρήση της κατά Reynolds ολοκλήρωσης λέγονται Reynolds 
Averaged Navier-Stokes equations (RANS). 

3.6.1 Μοντέλο τύρβης μιας εξίσωσης Spalart-Allmaras 

Το μοντέλο Spalart-Allmaras αναπτύχθηκε αρχικά για αεροδυναμικές ροές και 
είναι αρκετά επιτυχημένο, ειδικά για την πρόλεξη του συντελεστή αντίστασης σε 
εφαρμογές της αεροδυναμικής. Είναι μοντέλο χαμηλών αριθμών Reynolds και 
αριθμητικά είναι ιδιαίτερα ευσταθές. Είναι ανταγωνιστικό των μοντέλων τύρβης δύο 
εξισώσεων, λύνοντας μία μόνο εξίσωση.  Το γεγονός αυτό είναι ευπρόσδεκτο ειδικά 
στις τρεις διαστάσεις όπου ο χρόνος προσομοίωσης μπορεί να γίνει πολύ μεγάλος. 
Γενικά απαιτεί πυκνό υπολογιστικό πλέγμα αλλά δεν είναι πολύ ευαίσθητο σ’αυτό. Το 
μοντέλο απαιτεί τον υπολογισμό συναρτήσεων απόσβεσης. Απαιτεί επίσης τον 
υπολογισμό και αποθήκευση των αποστάσεων των κόμβων του πλέγματος από τα 
στερεά όρια, κάτι που προσθέτει υπολογιστικό φορτίο και μνήμη κυρίως στις τρεις 
διαστάσεις. Η εξίσωση του μοντέλου σε διαφορική μορφή είναι:  

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝜕𝜕(𝜐𝜐𝑗𝑗𝜕𝜕)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
=

1
𝑅𝑅𝑒𝑒

1
𝜎𝜎

�∇((1 + 𝜕𝜕)∇𝜕𝜕) + 𝑐𝑐𝑏𝑏2(∇𝜕𝜕)2� + 𝑐𝑐𝑏𝑏1�̌�𝑆𝜕𝜕 −
1

𝑅𝑅𝑒𝑒
𝑐𝑐𝑤𝑤1𝑓𝑓𝑤𝑤 �

𝜕𝜕
𝑑𝑑

�
2

 (3.6.14) 

 
οι διάφοροι όροι της εξίσωσης 3.6.14 είναι: 
 

𝜕𝜕 =
�̌�𝜈

𝜈𝜈𝑚𝑚
                                                                   (3.6.15) 

 
𝜈𝜈𝑑𝑑 = �̌�𝜈𝑓𝑓𝑢𝑢1                                                                  (3.6.16) 

 

𝑔𝑔𝑑𝑑 =
𝜈𝜈𝑑𝑑

𝜈𝜈𝑚𝑚
= 𝜕𝜕 𝑓𝑓𝑢𝑢1                                                           (3.6.17) 
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𝑓𝑓𝑢𝑢1 =
𝜕𝜕3

𝜕𝜕3 + 𝑐𝑐𝑢𝑢1
3                                                            (3.6.18) 

 

�̌�𝑆 = 𝑆𝑆 +
1

𝑅𝑅𝑒𝑒
�

𝜕𝜕
𝜅𝜅2𝑑𝑑2� 𝑓𝑓𝑢𝑢2                                                (3.6.19) 

 
𝜔𝜔��⃗ = ∇ × 𝑈𝑈��⃗                                                                (3.6.20) 

 
𝑆𝑆 = |𝜔𝜔��⃗ |                                                                   (3.6.21) 

 

𝑓𝑓𝑢𝑢2 = 1 −
𝜕𝜕

1 + 𝜕𝜕𝑓𝑓𝑢𝑢1

                                                     (3.6.22) 

 

𝑓𝑓𝑤𝑤 = 𝑔𝑔 �
1 + 𝑐𝑐𝑤𝑤3

6

𝑔𝑔6 + 𝑐𝑐𝑤𝑤3
6 �

1/6

                                                (3.6.23) 

 
𝑔𝑔 = 𝑔𝑔 + 𝑐𝑐𝑤𝑤2(𝑔𝑔6 − 𝑔𝑔)                                                   (3.6.24) 

 

𝑔𝑔 =
1

𝑅𝑅𝑒𝑒
 

𝜕𝜕
�̌�𝑆𝜅𝜅2𝑑𝑑2                                                              (3.6.25) 

με “d” η απόσταση από του κάθε κόμβου από το κοντινότερο στερεό τοίχωμα. 
Οι σταθερές του μοντέλου είναι: 

𝑐𝑐𝑢𝑢1 = 7.1   𝑐𝑐𝑏𝑏1 = 0.1355   𝑐𝑐𝑏𝑏2 = 0.622   𝜅𝜅 = 0,41   𝜎𝜎 =
2
3

    𝜎𝜎𝑤𝑤2 = 0.3   𝜎𝜎𝑤𝑤3 = 2  

 

𝑐𝑐𝑤𝑤1 =
𝑐𝑐𝑏𝑏1

𝜅𝜅2 +
1 + 𝑐𝑐𝑏𝑏2

𝜎𝜎
                                                                                                       (3.6.26) 

3.6.2 Μοντέλo k-ω-SST 

Το μοντέλο k-ω SST (Shear Stress Transport) είναι ένα μοντέλο τύρβης χαμηλών 
αριθμών Reynolds, με μεταβλητές επίλυσης την τυρβώδη κινητική ενέργεια “k” και το 
ρυθμό διάχυσης της τυρβώδους κινητικής ενέργειας “ω”. Το μοντέλο αυτό συνδυάζει τα 
πλεονεκτήματα των μοντέλων τύρβης k-ε και k-ω, με τη βοήθεια μιας συνάρτησης 
ανάμειξης “F1”. Η συνάρτηση “F1” παίρνει την τιμή 1 μέσα στο οριακό στρώμα και 0 
έξω από αυτό. Με αυτόν τον τρόπο αξιοποιούνται τα πλεονεκτήματα του μοντέλου k-ω 
στις περιοχές των στερεών τοιχωμάτων (λιγότερο δύσκαμπτο σε σχέση με το k-ε και 
πιο ακριβές), ενώ παράλληλα τα αποτελέσματα δεν είναι πλέον ευαίσθητα από τις επ’ 
άπειρον τιμές του “ω”. Στον ορισμό του συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας του 
μοντέλου αυτού, λαμβάνεται υπ’ όψιν το σημαντικό φαινόμενο της μεταφοράς της 
κύριας τυρβώδους διατμητικής τάσης. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την ορθότερη 
πρόβλεψη της έναρξης της περιοχής αποκόλλησης για περιπτώσεις ροής κάτω από 
δυσμενείς συνθήκες κλίσης πίεσης. Αριθμητικά είναι αρκετά ευσταθές. Το μοντέλο 
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απαιτεί τον υπολογισμό συναρτήσεων ανάμειξης. Ένα ακόμα μειονέκτημα του μοντέλου 
είναι η απαίτηση για τον υπολογισμό και αποθήκευση των αποστάσεων των κόμβων του 
πλέγματος από τα στερεά όρια. Οι εξισώσεις του μοντέλου σε διαφορική μορφή είναι: 

 
𝜕𝜕𝑄𝑄𝑑𝑑

𝜕𝜕𝑡𝑡
+ ∇𝐹𝐹𝚤𝚤𝑛𝑛𝑣𝑣�������⃗ 𝑑𝑑

= ∇𝐹𝐹𝑣𝑣𝚤𝚤𝑠𝑠������⃗ 𝑑𝑑
+ 𝑆𝑆𝑑𝑑                                         (3.6.27) 

Όπου οι διάφοροι όροι της (3.6.27) είναι: 

𝑄𝑄𝑑𝑑 = �𝑘𝑘
𝜔𝜔� το διάνυσμα των μεταβλητών της τύρβης                                          (3.6.28) 

𝐹𝐹𝚤𝚤𝑛𝑛𝑣𝑣�������⃗ 𝑑𝑑
= �𝑢𝑢 𝑘𝑘

𝑢𝑢 𝜔𝜔� 𝚤𝚤 + �𝑑𝑑 𝑘𝑘
𝑑𝑑 𝜔𝜔� 𝚥𝚥 + �𝑤𝑤 𝑘𝑘

𝑤𝑤 𝜔𝜔� 𝑘𝑘�⃗    τα διανύσματα μη συνεκτικής ροής     (3.6.29) 

 

𝐹𝐹𝑣𝑣𝚤𝚤𝑠𝑠������⃗ 𝑑𝑑
= 1

𝑅𝑅𝑟𝑟
�

(1 + 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑔𝑔𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥

(1 + 𝜎𝜎𝜔𝜔𝛼𝛼𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝜔𝜔
𝜕𝜕𝑥𝑥

� 𝚤𝚤 + 1
𝑅𝑅𝑟𝑟

�
(1 + 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑔𝑔𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑦𝑦

(1 + 𝜎𝜎𝜔𝜔𝛼𝛼𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝜔𝜔
𝜕𝜕𝑦𝑦

� 𝚥𝚥 + 1
𝑅𝑅𝑟𝑟

�
(1 + 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑔𝑔𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑧𝑧

(1 + 𝜎𝜎𝜔𝜔𝛼𝛼𝑑𝑑) 𝜕𝜕𝜔𝜔
𝜕𝜕𝑧𝑧

� 𝑘𝑘�⃗            (3.6.30)                            

 

τα διανύσματα της συνεκτικής ροής                                                                     

𝑆𝑆 = � 𝑃𝑃𝑘𝑘 − 𝐷𝐷𝑘𝑘
𝑃𝑃𝜔𝜔 − 𝐷𝐷𝜔𝜔 + 𝐶𝐶𝐷𝐷𝜔𝜔

�    οι όροι πηγής                                                              (3.6.31) 

 

 

𝑃𝑃𝑘𝑘 =
𝑔𝑔𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑟𝑟
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
+

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
        όρος παραγωγής                                                    (3.6.32) 

 

 

𝑃𝑃𝜔𝜔 = 𝛾𝛾 �
𝜕𝜕𝜐𝜐𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
+

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
�

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
      όρος παραγωγής                                                         (3.6.33) 

 

 

𝐷𝐷𝜔𝜔 = 𝛽𝛽𝜔𝜔2        όρος καταστροφής                                                                            (3.6.34)  

 

𝐷𝐷𝑘𝑘 = 𝛽𝛽∗𝜔𝜔 𝑘𝑘       όρος καταστροφής                                                                          (3.6.35) 
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Ο όρος  𝐶𝐶𝐷𝐷𝜔𝜔 (cross diffusion) ορίζεται ως: 

𝐶𝐶𝐷𝐷𝜔𝜔 = 2(1 − 𝐹𝐹1)𝜎𝜎𝜔𝜔2

1
𝜔𝜔

 
𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

 
𝜕𝜕𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

                                                                                (3.6.36) 

 
Οι σταθερές του μοντέλου είναι γραμμικός συνδυασμός των σταθερών του 

μοντέλου k-ω του Wilcox και του standard μοντέλου k-ε. Ο γραμμικός συνδυασμός για 
την τυχαία σταθερά “φ” του μοντέλου γίνεται με βάση τη συνάρτηση ανάμειξης “ F1 ” ως 
𝜑𝜑 = 𝐹𝐹1𝜑𝜑1 + (1 − 𝐹𝐹1)𝜑𝜑2, όπου “𝜑𝜑1” σταθερά του μοντέλου k-ω-Wilcox και “𝜑𝜑2” 
σταθερά του μοντέλου standard-k-ε.  Οι  σταθερές των  μοντέλων k-ω-Wilcox και 
standard-k-ε είναι αντίστοιχα: 
 

• k-ω-Wilcox 

𝜎𝜎𝜅𝜅1 = 0.85    𝜎𝜎𝜔𝜔1 = 0.5    𝛽𝛽1 = 0.075    𝛼𝛼1 = 0.31    𝛽𝛽∗ = 0.09    𝜅𝜅 = 0.41    𝛾𝛾1 =

𝛽𝛽1 𝛽𝛽∗⁄ − 𝜎𝜎𝜔𝜔1𝜅𝜅2/�𝛽𝛽∗                                                                                                                    
(3.6.37) 

• standard-k-ε 

𝜎𝜎𝜅𝜅2 = 1.0    𝜎𝜎𝜔𝜔2 = 0.856    𝛽𝛽2 = 0.0828    𝛽𝛽∗ = 0.09    𝜅𝜅 = 0.41 

𝛾𝛾2 = 𝛽𝛽2 𝛽𝛽∗⁄ − 𝜎𝜎𝜔𝜔2𝜅𝜅2/�𝛽𝛽∗                                                                                  (3.6.38)                                            

Η συνάρτηση ανάμειξης «𝐹𝐹1» δίνεται από της τύπους: 

)tanh(arg4
11 =F , 





















= 221

2
4

,
Re

500,
09.0

maxminarg
dCD
k

d
k

kω

ωσ

ω
              (3.6.39)        

                     















∂
∂

∂
∂

= −2010,12max
1

jj
k xx

kCD ω
ω

σωω  (3.6.40) 

Η τυρβώδης συνεκτικότητα δίνεται από τη σχέση: 

t 1
t

m 1 2

ν a k
a Re

v max( α ω,ΩF )
   (3.6.41) 

 
   Όπου έχει ληφθεί υπ’ όψιν και το φαινόμενο μεταφοράς της κύριας  τυρβώδους 
διατμητικής τάσης u v  μέσω του όρου 

2
ΩF . Η συνάρτηση ανάμειξης 

2
F  δίνεται από 

τον τύπο: 
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2
22 2 2

2 k 500F tanh(arg ) , arg max ,
0.09ωd Red ω

       
 (3.6.42) 

Ως d ορίζουμε την απόσταση κάθε κόμβου του πλέγματος από το πλησιέστερο στερεό 
τοίχωμα. 

 

3.6.3 Μοντέλo k-ω-TNT 

Το μοντέλο k-ω-TNT είναι μια παραλλαγή του μοντέλου k-ω. Ως μοντέλο τύπου k-ω 
είναι λιγότερο δύσκαμπτο σε σχέση με το k-ε και πιο ακριβές στις περιοχές των στερεών 
τοιχωμάτων, ενώ παράλληλα λόγω του όρου 

ω
CD (cross diffusion) που περιέχει, τα 

αποτελέσματα δεν είναι πλέον ευαίσθητα στις επ’ άπειρον τιμές του ω. Αριθμητικά είναι 
αρκετά ευσταθές. Επιπλέον το μοντέλο δεν απαιτεί τον υπολογισμό και αποθήκευση των 
αποστάσεων των κόμβων του πλέγματος από τα στερεά όρια. Δεν απαιτεί τον υπολογισμό 
συναρτήσεων απόσβεση. Οι εξισώσεις του μοντέλου είναι: 

t
t t t

inv vis

Q F F S
t


  



 

                                   (3.6.43) 

 
Όπου: 

t k
Q

ω
     

 το διάνυσμα των μεταβλητών της τύρβης (3.6.44) 

 

t
inv

uk vk wk
F i j k

uω vω wω
                             



  

 τα διανύσματα μη συνεκτικής ροής (3.6.45) 

 
 

k tk t k t
t

vis

ω t ω t ω t

kk k(1 σ α )(1 σ α ) (1 σ α )y1 1 1x zF i j k
ω ω ωRe Re Re(1 σ α ) (1 σ α ) (1 σ α )
x y z

                                             



    (3.6.46) 

τα διανύσματα συνεκτικής ροής 

k k

ω ω ω

P D
S

P D CD

        



 οι όροι πηγής (3.6.47) 
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Ο όρος παραγωγής 
k

P ορίζεται ως: 

jt i i
k

j i j

uα u u
P

Re x x x

         
  (3.6.48) 

 
Ο όρος καταστροφής 

k
D ορίζεται ως: 

*
k

D β ωk   (3.6.49) 

Ο όρος παραγωγής 
ω

P ορίζεται ως: 

ji i
ω

j i j

uu u
P γ

x x x

         
  (3.6.50) 

Ο όρος παραγωγής 
ω

D ορίζεται ως: 

2
ω

D βω   (3.6.51) 

 
Ο όρος παραγωγής 

k
P ορίζεται ως: 

jt i i
k

j i j

uα u u
P

Re x x x

         
  (3.6.52) 

 
Ο όρος 

ω
CD ορίζεται ως: 

ω d
j j

1 k ωCD σ max ,0
ω x x

        
  (3.6.53) 

 
Οι σταθερές του μοντέλου είναι: 

k

2σ
3

 , 
ω

σ 0.5 , β 0.075  , *β 0.09 , κ 0.41   

* 2 *
ω

γ β / β σ κ / β    (3.6.54) 
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Ο συντελεστής τυρβώδους κινηματικής συνεκτικότητας υπολογίζεται από τη σχέση: 

t
t

m

v kα Re
v ω

    (3.6.55) 

3.6.4 Μοντέλο k-ε (standard, LK, MMK) με χρήση συναρτήσεων τοιχώματος 

Το μοντέλο k-ε είναι μοντέλο τύρβης υψηλών αριθμών Reynolds. Οι μεταβλητές 
επίλυσης που χρησιμοποιεί είναι η τυρβώδης κινητική ενέργεια και η ισότροπη 
καταστροφή της τυρβώδους κινητικής ενέργειας ανά μονάδα μάζας. Είναι περισσότερο 
δύσκαμπτο σε σχέση με το k-ω και λιγότερο ακριβές στις περιοχές των στερεών 
τοιχωμάτων, ενώ τα αποτελέσματα δεν είναι ευαίσθητα στις τιμές των k, ε στο άπειρο. Με 
τον όρο “μοντέλο υψηλών αριθμών Reynolds” εννοούμε ότι έχει ισχύ για κάποιες τιμές 
Reynolds και πάνω. Αυτό σημαίνει ότι στις περιοχές κοντά στα στερεά όρια όπου η ροή 
είναι σχεδόν στρωτή θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε συναρτήσεις, γεγονός που επιτρέπει 
τη χρήση αραιότερων πλεγμάτων κοντά στα στερεά τοιχώματα σε σχέση με τα μοντέλα 
Low-Reynolds. Αυτό συνεπάγεται μείωση του υπολογιστικού χρόνου. Οι εξισώσεις του 
standard μοντέλου είναι: 

I V
j jkε

kε
j j

F FQ
S

t x x

 
  

  

 





                                  (3.6.56) 

 

Όπου:  Τ

kε
Q k ,ε


  (3.6.57) 

 

jI
j

j

u k
F

u ε

      



   τα διανύσματα μη συνεκτικής ροής (3.6.58) 

 

 

 

k t
jV

j

ε t
j

k1 σ a
x1F
εRe 1 σ a
x

                    



   τα διανύσματα συνεκτικής ροής (3.6.59) 
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k
2

kε
1ε k 2ε

P ε
S ε εc P c

k k

          



   οι όροι πηγής-καταστροφής (3.6.60) 

 

i
k ij

j

u1P τ
Re x





   ο όρος πηγής (3.6.61) 

 

k
σ 1  ,  

ε
σ 0.769  ,  

μ
σ 0.09  ,  

1ε
σ 1.44  , 

2ε
σ 1.92   (3.6.62) 

2
t

t μ
m

v ka c Re
v ε

    (3.6.63) 

 
   Στις περιοχές των στερεών τοιχωμάτων χρησιμοποιούνται συναρτήσεις τοιχώματος 

οι οποίες είναι οι εξής: 

t

τ

y , y 11.6V
u 1u ny B, y 11.6

k

 


 

    


  (3.6.64) 

Όπου: 

2 3
2 τ τ

1 / 2wall τ τ
μ

u u
τ ρu , y Re y u , k , ε

c ky
        (3.6.65) 

Με τη βοήθεια των συναρτήσεων τοιχώματος συνδέεται η παράλληλη συνιστώσα της 
ταχύτητας 

t
"V " με την ταχύτητα τριβής 

τ
" u " . Από την 

τ
" u " προκύπτει η διατμητική τάση 

στο τοίχωμα 
wall

" τ "  με βάση την οποία κλείνει ο ισολογισμός των εξισώσεων ορμής. 

Επιβάλλουμε επιπλέον τη συνθήκη μη εισχώρησης στο τοίχωμα χρησιμοποιώντας ασθενή 
τρόπο διατύπωσης. Στο οριακό διάνυσμα μη συνεκτικής ροής μηδενίζουμε την κάθετη στο 
τοίχωμα συνιστώσα της ταχύτητας. Οι συνιστώσες του διανύσματος της ταχύτητας στα 
τοιχώματα προκύπτουν από ισολογισμό οπότε επιτρέπουμε την ολίσθηση. Θεωρούμε ότι 
οι κόμβοι των στερεών τοιχωμάτων βρίσκονται σε απόσταση “δ” από το τοίχωμα. Οπότε 

οι οριακές συνθήκες για τα k, ε γίνονται: 
2
τ

1 / 2
μ

u
k

c
  , 

3
τ

u
ε

κδ
  όπου η 

τ
" u "  έχει υπολογιστεί 

για τ
y Re δ u    . Η εξίσωση για το 

τ
" u " είναι μη γραμμική και λύνει με τη μέθοδο του 
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σταθερού σημείου. Δηλαδή για γνωστά 
t

"V "  , " δ"  και αρχική εκτίμηση k
τ

" u "  

κατασκευάζουμε την εξής επαναληπτική διαδικασία: 
 

k
τ

y Re δ u     

y , y 11.6
u 1 ny B, y 11.6

k

 


 

   


 

k 1 t
τ

V
u

u


  

Αν ικανοποιείται η συνθήκη k 1 k
τ τ

u u ε    όπου “ε” κάποιος μικρός αριθμός (π.χ. 

0.0001) τότε θεωρούμε ότι η μέθοδος συγκλίνει. Αν δεν ικανοποιείται η παραπάνω 
συνθήκη τότε η διαδικασία επαναλαμβάνεται αφού θέσουμε k k 1

τ τ
u u  . Στην περίπτωση 

χρήσης συναρτήσεων τοιχώματος, τροποποιείται ο υπολογισμός των δυνάμεων, καθώς οι 
διατμητικές τάσεις δεν πρέπει να υπολογιστούν πλέον από τις παραγώγους των ταχυτήτων 
οι οποίες δεν είναι ακριβείς, αλλά από την 

wall
" τ " . Η διαδικασία που χρησιμοποιούμε για 

να πάρουμε τον τανυστή των τάσεων από την 
wall

" τ " είναι η εξής: 

Αρχικά γράφουμε τον τανυστή των τάσεων στο σύστημα αξόνων που σχηματίζεται 
από τις κατευθύνσεις της εφαπτομενικής και κάθετης ταχύτητας και του εξωτερικού τους 
γινομένου ( t n ce ,e ,e αντίστοιχα): 

wall

mn wall

0 τ 0

τ τ 0 0

0 0 0

          

  (3.6.66) 

Στη συνέχεια ο τανυστής 
mn

" τ "  μετασχηματίζεται στο καρτεσιανό σύστημα αξόνων με 

βάση τη σχέση: 

T
ij min

τ C τ C   (3.6.67) 

Όπου “C” ορίζεται ως εξής: 

t t t
x y z
n n n
x y z
c c c
x y z

e e e

C e e e

e e e

            

  (3.6.68) 

 
Σημαντικό ρόλο στην προσομοίωση του πεδίου ροής παίζει η κατανομή του τανυστή 

του ρυθμού παραμόρφωσης. Η ροή γύρω από μη αεροδυναμικά σώματα όπως είναι τα 
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κτήρια, χαρακτηρίζεται από ισχυρά ανισότροπη κατανομή του τανυστή του ρυθμού 
παραμόρφωσης (σχήμα 3.6). Οι όροι αυτοί συνεισφέρουν στην παραγωγή κινητικής 
ενέργειας και τυχόν σφάλματα στο υπολογισμό τους οδηγεί σε εσφαλμένη εκτίμηση των 
όρων παραγωγής. Το γεγονός αυτό αποτελεί και το σημαντικότερο μειονέκτημα του k-ε, 
αφού κοντά στο στερεό όριο η ταχύτητα (και άρα οι κλίσεις της και ο τανυστής των 
τάσεων) δεν προκύπτει από την επίλυση των Navier-Stokes αλλά από της συναρτήσεις 
σχήματος. 

 

 

      Σχήμα 3.6: Ροή γύρω από μη αεροδυναμικά σώματα 

 
 
Γενικά στη βιβλιογραφία έχει σχολιαστεί ότι τα γραμμικά μοντέλα τυρβώδους 

συνεκτικότητας ,όπως το k-ε, υπερεκτιμούν τους όρους παραγωγής κινητικής ενέργειας 
τύρβης λόγω διάτμησης 2

k t
P v S με άμεση συνέπεια την αλλοίωση του χαρακτήρα της 

ροής.  
Για να αντιμετωπιστούν αυτές οι δυσκολίες έχουν προταθεί δύο τροποποιημένα 

μοντέλα του k-ε: 
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• Το μοντέλο k-ε LK το οποίο προτείνει την τροποποίηση των όρων παραγωγής 
κινητικής ενέργειας τύρβης λόγω διάτμησης 

k t
P v SΩ  το οποίο όμως οδηγεί σε 

μαθηματική ανακολουθία ανάμεσα στις εκφράσεις της 
k

P  και των τάσεων 

Reynolds. 
 

• Το μοντέλο k-ε MMK προτείνει την τροποποίηση στην έκφραση της τυρβώδους 
κινηματικής συνεκτικότητας: 

 
2

*
t μ

kv C
ε

    ,   *
μ μ

Ω ΩC C 1
S S

     
 ή *

μ μ

ΩC C 1
S

     
 

 

Στο σχήμα 3.7 εικονίζεται η παραγωγή τυρβώδους κινητικής ενέργεια γύρω από κύβο. 
Μπορούμε να δούμε τη σύγκριση των πειραμάτων σε wind tunnel και των μοντέλων k-ε. 
Το standard k-ε δημιουργεί μια λανθασμένη εκτίμηση των όρων παραγωγής, ενώ τα 
τροποποιημένα μοντέλα LK και MMK κάνουν μια καλύτερη προσέγγιση. 

Μια άλλη τροποποιημένη έκδοση του standard k-ε θα πρέπει να αναφερθεί εδώ. Το 
μοντέλο RNG k-ε. Η βασική του ιδέα είναι ότι αφαιρεί από τις εξισώσεις μεταφοράς την 
επιρροή των μικρότερης κλίμακας φαινομένων και την εκφράζει μέσω μεγαλύτερης 
κλίμακας κινήσεις της μάζας και της ορμής. Στην αρχή το μοντέλο αυτό ήταν αρκετά 
υποσχόμενο όμως το γεγονός ότι έχουν αναφερθεί στη βιβλιογραφία μεγάλες διαφορές 
στα αποτελέσματα, σήμερα έχει εγκαταλειφθεί. 

 

 

      Σχήμα 3.7: Σύγκριση μοντέλων k-ε 
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3.7 Μοντέλα LES (Large Eddy Simulation) 

3.7.1 Διέπουσες εξισώσεις 

Τα μοντέλα  LES βασίζονται στην ιδέα ότι οι μεγάλες δίνες, που μεταφέρουν και το 
μεγαλύτερο μέρος της συνολικής ενέργειας, εξαρτώνται από τη γεωμετρία του πεδίου και 
τις συνοριακές συνθήκες ενώ οι μικρότερες έχουν μια πιο ισότροπη συμπεριφορά.  

Για το λόγο αυτό στα μοντέλα LES οι μεγάλης κλίμακας δίνες , οι οποίες εξαρτώνται 
άμεσα από την test case που εξετάζεται, θα υπολογίζονται απ’ ευθείας από τις εξισώσεις 
Navier-Stokes, ενώ οι μικρότερης κλίμακας θα μοντελοποιούνται όπως στα RANS. Για να 
γίνει αυτό εφικτό είναι απαραίτητο να κατασκευαστεί ένα χωρικό φίλτρο που θα 
διαχωρίζει τις μικρές δίνες από τις μεγάλες. Το φιλτράρισμα μια μεταβλητής " φ" μπορεί 
να γραφεί ως εξής: 

' ' '

Domain

φ( x,t ) φ( x ,t )G( x,x ,Δ )dx    (3.7.1) 

όπου το φ( x )  είναι η χωρικά φιλτραρισμένη μεταβλητή, φ( x )η αφιλτράριστη 
μεταβλητή, G η συνάρτηση φίλτρου και Δ είναι το μήκος κάτω από το οποίο οι δίνες θα 
μοντελοποιούνται. Το Δ θα το ονομάσουμε μήκος αποκοπής και είναι η βασική 
παράμετρος του LES. 

Το μήκος αποκοπής Δ συνήθως λαμβάνεται ίδιας τάξης με τις διαστάσεις των κελιών 
του χωρικού πλέγματος με το οποίο έχουμε διακριτοποιήσει  το πεδίο. Εάν επιλέγαμε Δ 
μικρότερο θα ήταν ανούσιο αφού κάθε λεπτομέρεια που αφορά δίνες μικρότερες από το 
μέγεθος του πλέγματος χάνεται, εφόσον κάθε πληροφορία του πεδίου αποθηκεύεται σε 

κελιά του πλέγματος. Συχνά το Δ λαμβάνεται  1 / 3ΔxΔyΔz όπου Δx ,Δy , Δz αποτελούν 

τις διαστάσεις των κελιών του πλέγματος στους X , Y και Z άξονες αντίστοιχα. 
Αφού φιλτραριστούν οι μεταβλητές του πεδίου ροής η εξίσωση της ορμής μπορεί να 

γραφεί ως εξής: 

  i j iji
i

j i j

ρu u τρu p μdiv grad u
t x x x

  
   

   
  (3.7.2) 

όπου η αλληλεπίδραση μεταξύ των μεγάλης κλίμακας δινών και των μικρής , η οποία 
ονομάζεται Subgrid Scale eddies (SGS eddies), περιέχεται μέσα στον όρο ij

τ ο οποίος 

ισούται με: 

ij i j i j
τ ρu u ρu u    

' ' ' '
ij i j i j i j i j i j

τ ( ρu u ρu u ) ( ρu u ρu u ) ( ρu u )       (3.7.3) 
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ij ij ij ij
τ L C R      

όπου με ' συμβολίζουμε τις μικρές δίνες και: 

• 
ij

L  ονομάζονται Leonard stresses και περιέχουν αποκλειστικά τις πληροφορίες για 

τις μεγάλες δίνες. 
• 

ij
C  ονομάζονται Cross-Stresses και εκφράζουν την αλληλεπίδραση μεταξύ των 

μικρών και των μεγάλων δινών. 
• 

ij
R  ονομάζονται LES Reynolds stresses και προέρχονται από τη μεταφορά ορμής 

μεταξύ των SGS  eddies. Αφορούν μόνο τις μικρής κλίμακας δίνες και γι’ αυτό θα 
πρέπει να μοντελοποιηθούν. Τα διάφορα μοντέλα LES χρησιμοποιούν 
διαφορετικούς τρόπους για τη μοντελοποίηση των SGS. Οι σημαντικότεροι θα 
αναλυθούν στη συνέχεια. 

3.7.2 Μοντέλα SGS 

Το πρώτο μοντέλο SGS που προτάθηκε ήταν το standard Smagorinsky-Lilly .Η βασική 
του ιδέα είναι ότι οι τοπικές τάσεις Rij των μικρών δινών είναι ανάλογες με το ρυθμό 
μεταβολής των τοπικών τάσεων ijS των μεγάλων δινών και μπορούν να εκφραστούν ως: 

ji
ij SGS ii ii

j i

uu 1R μ R δ
x x 3

          
  (3.7.4) 

όπου 
SGS

μ ονομάζεται συνεκτικότητα δινών (eddy viscosity) και ορίζεται ως: 

2
SGS s

μ ρL S   (3.7.5) 

με 
s SGS

L min( κd ,C Δ ) , όπου κ η σταθερά Von Karman , d η απόσταση από το 

πλησιέστερο τοίχωμα, και το 
SGS

C είναι σταθερά (
ij ij

S 2S S ). 

Ο όρος 
SGS

C στο standard μοντέλο λαμβάνεται ως σταθερά με τιμές 0.1-0.25. Το 

γεγονός όμως ότι γύρω από μη αεροδυναμικά σώματα ,όπως είναι τα κτήρια, η ροή 
παρουσιάζει μεγάλη ανομοιογένεια καθιστά προβληματική την επιλογή του 

SGS
C  ως 

σταθερά. Επιπλέον έχει αποδειχτεί ότι το standard μοντέλο είναι υπερβολικά 
καταστροφικό (dissipative). Αυτό ίσως να οφείλεται στο γεγονός ότι το μοντέλο ενέργεια 
μεταφέρεται μόνο από τις μεγάλες δίνες στις μικρότερες κι όχι το αντίθετο. 

Εξαιτίας των αδυναμιών του standard SGS που περιγράφηκαν προηγουμένως 
προτάθηκαν δυναμικά μοντέλα για την πρόλεξη του 

SGS
C το οποίο πλέον δεν είναι 

σταθερά, αλλά εξαρτάται από το χώρο και το χρόνο.  
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Το δυναμικό μοντέλο Smagorinsky-Lilly  επιτρέπει το 
SGS

C  να αλλάζει δυναμικά 

ανάλογα με τα χαρακτηριστικά των μεγάλων δινών. Μια διαδικασία που προτάθηκε από 
τους Germano et al χρησιμοποιεί διπλό φίλτρο: 

ij ij
2SGS
kl

L M1C
2 M

   (3.7.6) 

με ij
L τις τάσεις Leonard (εξίσωση 3.7.3) και: 

2 2
ij ij ij

M Δ S S Δ S S    (3.7.7) 

Παρόλο που το δυναμικό μοντέλο Smagorinsky-Lilly δίνει καλύτερα αριθμητικά 
αποτελέσματα από το standard θα πρέπει να επισημανθεί ότι δεν είναι τόσο σταθερό ενώ 
συχνά υπερεκτιμά τη μεταφορά ενέργειας από τις μικρές δίνες στις μεγάλες (πράγμα που 
το standard δεν υπολογίζει καθόλου).  

3.7.3 Σύγκριση LES με άλλα μοντέλα τύρβης 

Τα μοντέλα LES αν και πιο δαπανηρά σε υπολογιστικό κόστος έχουν κάποια 
πλεονεκτήματα σε σχέση με τα RANS και γι’ αυτό τα καθιστά ανταγωνιστικά: 

• Σε αντίθεση με τα k-ε , τα LES μπορούν να υπολογίσουν τη ροή γύρω από μη 
αεροδυναμικά σώματα με εξαιρετική ακρίβεια, ακόμα και για προσπτώσεις ανέμου 
που δεν είναι κάθετες στην κατασκευή. 

• Το γεγονός ότι τα RANS μοντέλα υπολογίζουν τις μέσες τιμές των μεταβλητών τις 
ροής συχνά δεν μπορούν να δώσουν μη μόνιμη κατάσταση στο πεδίο. Σε αντίθεση 
τα LES μπορούν να παράγουν αποκολλήσεις δινών και άλλες διακυμάνσεις , 
δίνοντας στη ροή μη μόνιμο χαρακτήρα. 
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Σχήμα 3.8: Σύγκριση μοντέλων k-ε με LES 

Μια πρόσφατη εργασία από τους Huang et al. (2007) συγκρίνει τα μοντέλα k-ε και 
LES για τον υπολογισμό της ροής γύρω από ένα ψηλό μεταλλικό κτήριο. Συγκρίνοντας τα 
δύο μοντέλα συμπέραναν ότι τα LES μπορούσαν να παράγουν πολύ καλύτερες 
λεπτομέρειες γύρω από την κατασκευή ενώ τα k-ε έδιναν μια πιο θολή εικόνα. Τα 
αποτελέσματα του LES ήταν μάλιστα πολύ κοντά σε αυτά του wind-tunnel πειράματος, το 
οποίο είναι πού ενθαρρυντικό για την αξιοπιστία της υπολογιστικής ρευστομηχανικής. Στο 
σχήμα 3.8 μπορούμε να δούμε τις συγκρίσεις των δύο μοντέλων. 

 

3.8 Υβριδικά Μοντέλα RANS/LES 

Αξίζει βιβλιογραφικά να σημειωθεί ότι τα τελευταία χρόνια γίνονται προσπάθειες για 
τη δημιουργία ενός υβριδικού μοντέλου που θα διαχωρίζει τη ροή σε τμήματα, όπου κοντά 
στα στερεά όρια χρησιμοποιούνται τα RANS μοντέλα (όπως το k-ω) ενώ στο υπόλοιπο 
πεδίο τα LES. Με αυτόν τον τρόπο αξιοποιούνται τα θετικά που έχει το κάθε μοντέλο 
τύρβης. Το πιο διαδεδομένο υβριδικό μοντέλο είναι το DES (Detached Eddy Simulation). 
Μια από τις δυσκολίες των μοντέλων αυτών είναι η ανταλλαγή πληροφορίας μεταξύ 
τμημάτων της ροής που χρησιμοποιούν διαφορετικό μοντέλο τύρβης. 
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4 Αριθμητική μεθοδολογία 

Η επίλυση ενός πεδίου ροής με τη χρήση του CFD μπορεί να διακριτοποιηθεί σε 
τέσσερα βήματα: 

• Γεωμετρία: Στο βήμα αυτό ορίζονται οι διαστάσεις του πεδίου καθώς και όλες οι 
λεπτομέρειες που περιέχονται σε αυτό, όπως το έδαφος, η κατασκευή κ.α. 

 
• Χωρική διακριτοποίηση: Το πεδίο χωρίζεται σε τμήματα δημιουργώντας ένα 

χωρικό πλέγμα. 
 

• Καθορισμός μοντέλου: Στο βήμα αυτό καθορίζονται οι συνοριακές συνθήκες, το 
μοντέλο τύρβης, οι ιδιότητες τον υλικών, οι αρχικές συνθήκες κ.α. 

 
 

• Επιλύτης CFD: Ο κώδικας CFD διακριτοποιεί τις εξισώσεις Navier-Stokes και τις 
επιλύει σε όλο το διακριτοποιημένο πεδίο. 
 

4.1 Ανασκόπηση βιβλιογραφίας 

Τα τμήματα που απαρτίζουν την επίλυση του πεδίου ροής είναι η χωρική και η χρονική 
διακριτοποίηση των μερικών διαφορικών εξισώσεων Navier-Stokes και ο τρόπος επίλυσης 
του προκύπτοντος  συστήματος μη γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων. Στο υποκεφάλαιο 
αυτό θα εξεταστούν οι μέθοδοι που έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία για την επίλυση του 
πεδίου ροής. 

4.1.1 Χωρική διακριτοποίηση 

Οι βασικές μεθοδολογίες που έχουν προταθεί για τη χωρική διακριτοποίηση του πεδίου 
είναι τρεις: 

• Η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (FDM) 
• Η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων (FEM) 
• Η μέθοδος πεπερασμένων όγκων (FVM) 

Από τις τρεις αυτές προσεγγίσεις, η μέθοδος πεπερασμένων όγκων έχει δειχθεί ότι 
είναι η ταχύτερη από άποψη CPU και γι’ αυτό είναι και η δημοφιλέστερη. 

Μια δεύτερη κατηγοριοποίηση αφορά τον τρόπο αποθήκευσης των μεταβλητών της 
ροής στο αριθμητικό πλέγμα. Έτσι έχουμε: 
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• Ομόθετο πλέγμα (collocated grid): όλες οι μεταβλητές αποθηκεύονται στο ίδιο 
σημείο. 

• Μετατοπισμένο πλέγμα (staggered grid): οι μεταβλητές δεν αποθηκεύονται στο 
ίδιο σημείο. 

Τέλος, μια τρίτη κατηγοριοποίηση (που αφορά τη μέθοδο FVM) έχει να κάνει με τον 
τύπο στοιχείων που χρησιμοποιείται. Έτσι έχουμε: 

• Δομημένο πλέγμα (structured grid): Κάθε κόμβος του πλέγματος μπορεί να 
εκφραστεί από τρεις συντεταγμένες i, j, k που για κάθε έναν είναι μοναδικές. Έτσι 
όταν λύνουμε τις εξισώσεις Navier-Stokes στον κόμβο i, j, k οι γειτονικοί κόμβοι 
προκύπτουν προσθέτοντας ή αφαιρώντας τη μονάδα στις συντεταγμένες. Στο 
Σχήμα 4.1 φαίνεται η αρίθμηση των κόμβων σε ένα δισδιάστατο δομημένο πλέγμα.  

 

Σχήμα 4.1: Δομημένο πλέγμα σε φυσικό και υπολογιστικό χώρο 

• Μη δομημένο πλέγμα (unstructured mesh): Η αρίθμηση των κόμβων γίνεται με 
τυχαίο τρόπο κι έτσι θα πρέπει να αποθηκευτεί η πληροφορία κελί-προς- κελί. 
Αυτό οδηγεί σε μεγαλύτερες απαιτήσεις σε CPU και άρα μεγαλύτερο υπολογιστικό 
χρόνο. Όμως η πράξη έχει δείξει ότι τα μη δομημένα πλέγματα χειρίζονται 
καλύτερα πολύπλοκες γεωμετρίες και γι’ αυτό συχνά προτιμούνται παρά το 
μειονέκτημά τους. 

4.1.2 Χρονική διακριτοποίηση 

Μετά τη χωρική διακριτοποίηση των εξισώσεων ροής, το σύστημα των μη γραμμικών 
μερικών διαφορικών εξισώσεων Navier-Stokes μετατρέπεται σε μη γραμμικό σύστημα 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Για την επίλυση του συστήματος των συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων θα πρέπει να εφαρμοστεί ένα χρονικό σχήμα διακριτοποίησης. 

Τα πιο απλά σχήματα χρονικής διακριτοποίησης είναι τα ρητά σχήματα. Η πιο 
δημοφιλής κατηγορία αυτών των μεθόδων είναι οι πολυβηματικές μέθοδοι Runge-
Kutta. Στη βιβλιογραφία έχουν αναφερθεί αρκετές εφαρμογές των μεθόδων Runge-
Kutta για μόνιμες αλλά και μη μόνιμες ροές. Mέθοδοι Runge-Kutta 3÷5 βημάτων είναι 
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συνηθισμένες στην υπολογιστική ρευστομηχανική. Οι ρητές μέθοδοι έχουν το 
πλεονέκτημα ότι είναι πιο απλές στην υλοποίησή τους σε σχέση με τις πεπλεγμένες 
μεθόδους, καθώς αποφεύγουν το δύσκολο υπολογισμό του Ιακωβιανού πίνακα των 
διανυσμάτων ροής και τις μεγάλες απαιτήσεις μνήμης για την αποθήκευση αυτού. 
Αποφεύγουν επίσης την επίλυση του γραμμικού συστήματος που προκύπτει από τη 
γραμμικοποίηση των διακριτοποιημένων εξισώσεων ροής. Για τον υπολογισμό του 
πλήθους των βημάτων και των σταθερών των μεθόδων Runge-Kutta έχουν προταθεί 
διάφορες τιμές στη βιβλιογραφία, ανάλογα με το σχήμα διακριτοποίησης (κεντρικό ή 
ανάντι) ή το είδος του πλέγματος (δομημένο, μη δομημένο).  

Τα σοβαρά μειονεκτήματα των ρητών μεθόδων είναι το μικρό χρονικό βήμα που 
απαιτούν για να παραμείνουν ευσταθείς και η αργή σύγκλιση. Η βελτιστοποίηση των 
αριθμητικών παραμέτρων της μεθόδου που αναφέραμε δεν είναι αρκετή για να λύσει το 
πρόβλημα, γι’αυτό το λόγο επινοήθηκαν διάφορες τεχνικές οι οποίες αυξάνουν τα 
περιθώρια ευστάθειας της μεθόδου και επιταχύνουν τη σύγκλιση. Ανάμεσα στις τεχνικές 
αυτές, είναι η πεπλεγμένη ομαλοποίηση του υπολοίπου των εξισώσεων (implicit 
residual smoothing), οι τεχνικές πολυπλεγμάτων (multigrid) και η διπλή χρονοπροέλαση 
των εξισώσεων (dual time stepping) σε συνδυασμό με την εισαγωγή τοπικού χρονικού 
βήματος (local time step). Οι τεχνικές αυτές αν και βελτιώνουν την ευστάθεια και την 
ταχύτητα σύγκλισης των ρητών μεθόδων δεν θεραπεύουν τελείως αυτά τα προβλήματα. 

Η χρήση πεπλεγμένων μεθόδων, είναι αυτή που δίνει απάντηση στα προβλήματα 
ευστάθειας και ταχύτητας σύγκλισης των χρονικών μεθόδων διακριτοποίησης των 
εξισώσεων ροής. Τυπικοί εκπρόσωποι των μεθόδων αυτών είναι η πεπλεγμένη μέθοδος 
“fractional step”, η πεπλεγμένη μέθοδος Euler και η πεπλεγμένη μέθοδος Crank-
Nicholson. 

4.1.3 Μεθοδολογία επίλυσης του μη γραμμικού συστήματος αλγεβρικών εξισώσεων 

Από την εφαρμογή των βημάτων της χωρικής και χρονικής διακριτοποίησης των 
εξισώσεων ροής, προκύπτει ως αποτέλεσμα ένα σύστημα μη γραμμικών αλγεβρικών 
εξισώσεων. Για την αποτελεσματική επίλυση αυτού του συστήματος έχουν αναπτυχθεί 
διάφορες μέθοδοι. 

Από τις πρώτες μεθόδους που εφαρμόστηκαν ευρύτατα ήταν η μέθοδος της 
προσεγγιστικής παραγοντοποίησης (Approximate Factorization) σε συνδυασμό με τη 
μέθοδο ADI (Alternating Direction Implicit) για την επίλυση του προκύπτοντος 
γραμμικού συστήματος.  

Μία κλασική μέθοδος επίλυσης μη γραμμικών συστημάτων είναι η μέθοδος Newton-
Raphson. Κατά τη μέθοδο αυτή γραμμικοποιείται το μη γραμμικό αλγεβρικό σύστημα 
εξισώσεων και κατασκευάζεται μία μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων της λύσης, όπου 
για να περάσει κανείς από τη μία προσέγγιση στην αμέσως επόμενη πρέπει να λύσει 
ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων. Για την επίλυση του συστήματος αυτού 
χρησιμοποιείται συνήθως η επαναληπτική μέθοδος Jacobi καθώς και η μέθοδος Gauss-
Seidel.  
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Εναλλακτική της μεθόδου Newton για την επίλυση μη γραμμικών συστημάτων 
εξισώσεων είναι η μέθοδος των επαναλήψεων Picard. Η μέθοδος αυτή ουσιαστικά 
κάνει χρήση του θεωρήματος σταθερού σημείου της πραγματικής ανάλυσης. Η μέθοδος 
Picard είναι πεπλεγμένη μέθοδος και λύνει απ’ευθείας τις μη γραμμικές εξισώσεις 
χωρίς την ανάγκη γραμμικοποίησης. Γι’αυτό το λόγο είναι πιο απλή από τη μέθοδο 
Newton αλλά έχει γραμμική σύγκλιση σε αντίθεση με την τετραγωνική σύγκλιση της 
μεθόδου Newton. 

Μία άλλη σημαντική κατηγορία μεθόδων η οποία έχει αναπτυχθεί τόσο για 
γραμμικά όσο και για μη γραμμικά συστήματα αλγεβρικών εξισώσεων είναι η μέθοδος 
“GMRES”. Η μέθοδος αυτή σχετίζεται με τη μέθοδο των υποχώρων Krylov και 
αναπτύχθηκε από τους Saad Y. & Schultz H. (1986). Άρρηκτα συνδεδεμένη με τη 
μέθοδο GMRES είναι η έννοια της προδιάθεσης (preconditioning) του προς επίλυση 
συστήματος εξισώσεων, καθώς είναι καθοριστική για την ανταγωνιστικότητα και την 
αποτελεσματικότητα της μεθόδου GMRES.  

4.1.4 Μεθοδολογίες επίλυσης εξισώσεων ασυμπίεστου ρευστού 

Οι εξισώσεις ροής για ασυμπίεστο ρευστό, έχουν την ιδιαιτερότητα να απουσιάζει η 
πίεση από την εξίσωση συνέχειας, με αποτέλεσμα να μην είναι δυνατή η άμεση 
συσχέτιση του πεδίου ταχυτήτων με αυτό της πίεσης. Γι’αυτό το λόγο απαιτείται 
κάποιο τέχνασμα που να συνδέει την πίεση με το πεδίο ταχυτήτων ώστε να 
ικανοποιείται η εξίσωση συνέχειας. Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί διάφορες 
αριθμητικές μεθοδολογίες που αντιμετωπίζουν αυτό το πρόβλημα. Δύο από τις 
κυριότερες μεθόδους επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes για ασυμπίεστο ρευστό 
είναι η μέθοδος της προβολής (projection method) και η μέθοδος της τεχνητής 
συμπιεστότητας (artificial compressibility) ή ψευδοσυμπιεστότητας. 

Η μέθοδος της προβολής εισήχθηκε ως μέθοδος αριθμητικής επίλυσης των 
εξισώσεων Navier-Stokes ανεξάρτητα από τους Chorin (1968) και Temam (1968). Η 
μέθοδος αυτή βασίζεται στο διαχωρισμό του πεδίου ταχυτήτων σε ένα πεδίο με μηδενική 
απόκλιση και σε ένα αστρόβιλο πεδίο. Η συνήθης εφαρμογή της μεθόδου αυτής 
γίνεται σε δύο βήματα. Το πρώτο βήμα είναι η επίλυση ενός βοηθητικού πεδίου 
ταχυτήτων χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις ορμής όπου η κλίση της πίεσης μπορεί να 
υπολογιστεί από το προηγούμενο φυσικό χρονικό βήμα ή να απουσιάσει τελείως. Στο 
δεύτερο βήμα η πίεση υπολογίζεται έτσι ώστε να απεικονίσει το βοηθητικό πεδίο 
ταχυτήτων σε ένα πεδίο ταχυτήτων με μηδενική απόκλιση (σωληνοειδές). Η απαίτηση 
για μηδενική απόκλιση του πεδίου ταχυτήτων, οδηγεί σε μία εξίσωση Poisson για την 
πίεση με όρο πηγής την απόκλιση του βοηθητικού πεδίου ταχυτήτων. Μία παραλλαγή 
της μεθόδου του Chorin είναι η μέθοδος ταχύτητας-πίεσης.  Η μέθοδος αυτή υπολογίζει 
επίσης το ενδιάμεσο πεδίο ταχυτήτων από τις εξισώσεις ορμής αλλά περιλαμβάνει και 
τους όρους πίεσης. Η πίεση διορθώνεται κατά ένα ποσό ανάλογο με την απόκλιση του 
πεδίου ταχυτήτων και ένα καινούργιο πεδίο ταχυτήτων υπολογίζεται μέχρι η απόκλιση να 
γίνει μηδέν. Το κύριο μειονέκτημα της μεθόδου προβολής είναι το μεγάλο υπολογιστικό 
κόστος που απαιτεί η επίλυση της εξίσωσης Poisson για την πίεση. Οι εξισώσεις ροής δεν 
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είναι συζευγμένες στο ίδιο βαθμό που είναι στη μέθοδο της τεχνητής συμπιεστότητας. Αυτό 
επιδρά στην ευρωστία της μεθόδου και στο μέγιστο επιτρεπόμενο χρονικό βήμα. 

Άλλη μια μέθοδος πρωτευουσών μεταβλητών τύπου διόρθωσης πίεσης είναι η μέθοδος 
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) . Η μέθοδος αυτή με τις 
παραλλαγές της SIMPLEC και SIMPLER είναι η πιο διαδεδομένη μέθοδος πρωτευουσών 
μεταβλητών και αποτελεί τον πυρήνα πολλών εμπορικών πακέτων υπολογιστικής 
ρευστομηχανικής. Η κεντρική ιδέα της μεθόδου SIMPLE είναι ότι σε οποιοδήποτε φυσικό 
χρονικό βήμα οι πρωτεύουσες μεταβλητές μπορούν να διασπαστούν ως άθροισμα μιας 
αρχικής εκτίμησης της λύσης και μιας διόρθωσης. Οι εκφράσεις αυτές αντικαθιστώνται 
στις εξισώσεις Navier-Stokes και προκύπτει μια εξίσωση τύπου Poisson για τις διορθώσεις 
της πίεσης ώστε το καινούργιο πεδίο ταχυτήτων να ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας. 

Η δεύτερη μεγάλη κατηγορία μεθόδων για την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes 
όπως αναφέραμε είναι η μέθοδος της ψευδοσυμπιεστότητας. Στη μέθοδο αυτή προστίθεται 
στην εξίσωση συνέχειας η χρονική παράγωγος της πίεσης διαιρεμένη με μία παράμετρο 
που παίζει το ρόλο τεχνητής συμπιεστότητας και στις εξισώσεις ορμής προστίθενται 
αντίστοιχα οι χρονικές παράγωγοι των ταχυτήτων. Οι χρονικές αυτές παράγωγοι δε 
θεωρούνται στο φυσικό χρόνο αλλά σε μια άλλη χρονική κλίμακα που ονομάζεται 
ψευδοχρόνος. Η λογική της μεθόδου αυτής  είναι ότι αν αποκατασταθεί μόνιμη κατάσταση 
στον ψευδοχρόνο (δηλαδή μηδενιστούν οι προαναφερθέντες ψευδοχρονικές παράγωγοι) 
τότε ανακτώνται οι αρχικές εξισώσεις του ασυμπίεστου ρευστού. Με την εισαγωγή της 
ψευδοσυμπιεστότητας υπάρχει άμεση σύζευξη του πεδίου ταχυτήτων και της πίεσης και 
μπορούν να εφαρμοστούν τα σχήματα χρονοπροέλασης που εφαρμόζονται και στο 
συμπιεστό ρευστό. Με την αποκατάσταση της ψευδομόνιμης κατάστασης, τα πεδία 
πιέσεων και ταχυτήτων έχουν τις τιμές του προλεγόμενου φυσικού χρονικού βήματος. Οι 
εξισώσεις αποκτούν υπερβολικό χαρακτήρα και μπορούν να εισαχθούν χαρακτηριστικές 
κατευθύνσεις και να εφαρμοστούν αντίστοιχα σχήματα διακριτοποίησης. 

 

4.2 Χωρική διακριτοποίηση της εξίσωσης ροής 

Ολοκληρώνουμε τις  εξισώσεις μέσης ροής (σύστημα 3.6.11) , σε έναν υπολογιστικό 
όγκο ελέγχου 

i
"V " γύρω από τον τυχαίο κόμβο i του πλέγματος. Οι τρισδιάστατες 

εξισώσεις μέσης ροής μετά την προσθήκη της ψευδοσυμπιεστότητας γράφονται σε 
αδιάστατη ολοκληρωματική μορφή ως: 

i i i i

inv vis

V V V V

R QdV E QdV F dV F dV
τ t
 

    
    

 

  (4.2.1) 

   Η κατασκευή του  υπολογιστικού όγκου ελέγχου σε δύο και σε τρεις διαστάσεις 
φαίνεται στα σχήματα (4.2 , 4.3). Η εξίσωση (4.2.1)  πολλαπλασιάζεται με τον 

1R diag( β,1,1,1)  και η χωρική ολοκλήρωση γίνεται ως εξής: 
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i i i i

inv vis

V V V V

QdV E QdV F dV F dV
τ t
 

    
    

 

  (4.2.2) 

 

όπου 1R R diag(1,1,1,1)  , 1R E E  , το πρώτο στοιχείο του inv
" F "


πολλαπλασιάζεται 

με " β"  ενώ τα άλλα στοιχείο μένουν ίδια και 1
vis vis

R F F 
 

. Για λόγους απλότητας δεν 

αλλάζουμε το συμβολισμό inv
" F "


. 

Όταν εφαρμόσουμε το θεώρημα απόκλισης στην (4.2.2) έχουμε: 

 

i i i i

inv vis

V V V V

QdV E QdV F ndS F ndS
τ t

 

 
   

    
 

 

  (4.2.3) 

 

   
 

i i

i i i i
inv vis

V V

QV QV
E F ndS F ndS

τ t
 

 
  

   
 

 

  (4.2.4) 

όπου: 



  

  

  

  

x y z

2
x y z

inv
2

x y z

2
x y z

β( u n v n w n )

( u p ) n u v n u w n
F n

v u n ( v p ) n v w n

w u n w v n ( w p ) n

                                             



  (4.2.5) 

 



  

  

  

xx x xy y xz z
vis

yx x yy y yz z

zx x zy y zz z

0

τ n τ n τ n
F n

τ n τ n τ n

τ n τ n τ n

                                  



  (4.2.6) 

 

Από τη χωρική ολοκλήρωση των εξισώσεων, προέκυψαν με την εφαρμογή του 
θεωρήματος απόκλισης, επιφανειακά ολοκληρώματα για τους συνεκτικούς και μη 
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συνεκτικούς όρους. Ο υπολογισμός γίνεται με σάρωση πάνω σε όλες τις ακμές 
" nedge( i )" που διέρχονται από τον κόμβο i: 

        
i

nedge( i ) nedge( i )

inv inv inv L R j j iij ijj 1 j 1jV

F ndS F nΔS F Q ,Q ;n ΔS INV ( Q )
 

      
  

  



 (4.2.7) 

 
  

       
i

nedge( i ) nedge( i )

vis vis inv j jij ijj 1 j 1jV

F ndS F nΔS F Q, Q n ΔS VIS( Q, Q )
 

         
  

  



 

(4.2.8) 
 

Τα ανωτέρω επιφανειακά ολοκληρώματα απαιτούν τον υπολογισμό των μη συνεκτικών 
και συνεκτικών διανυσμάτων ροής στο μέσον της τυχαίας ακμής " ij" . Επίσης από το 
συμβολισμό που χρησιμοποιούμε είναι φανερό ότι θεωρούμε το συνεκτικό διάνυσμα ροής 
ως συνάρτηση τόσο των μεταβλητών επίλυσης όσο και των παραγώγων αυτών. Ακολουθεί 
η περιγραφή του τρόπου υπολογισμού των μη συνεκτικών και συνεκτικών διανυσμάτων 
ροής. 
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4.2.1 Υπολογισμός μη συνεκτικού διανύσματος ροής στο μέσον μιας ακμής " ij"  

Για τον υπολογισμό του μη συνεκτικού διανύσματος ροής στο μέσον της ακμής " ij"
θα χρησιμοποιηθεί το σχήμα του Roe. Με τον τρόπο αυτόν αποφεύγονται οι αριθμητικές 
αστάθειες και η ανάγκη χρήσης τεχνητής συνεκτικότητας. Το σχήμα Roe για την ακμή 
" ij" είναι: 



 

69 

        
  inv inv invL R L R L R L Rij

1 1F Q ,Q ;n F Q ;n F Q ;n A( Q ,Q );n Q Q
2 2

   
  

  (4.2.9) 

 

όπου  inv L
F Q ;n


,  inv R
F Q ;n


είναι τα διανύσματα μη συνεκτικής ροής υπολογισμένα 

αντίστοιχα από τα αριστερά και δεξιά  ανακατασκευασμένα διανύσματα κατάστασης, 
εκατέρωθεν του μέσου της ακμής " ij" , 

L R
A( Q ,Q )  είναι ο πίνακας του Roe, ο οποίος 

ορίζεται ως      1
A T Λ T


   . " A" είναι ο Ιακωβιανός πίνακας του διανύσματος μη 

συνεκτικής ροής, " Λ" είναι ο διαγώνιος πίνακας ιδιοτιμών του πίνακα " A" . " Τ " και 
1" Τ " είναι αντίστοιχα οι πίνακες των δεξιών και αριστερών ιδιοδιανυσμάτων του πίνακα 

" A" .Το σύμβολο " " υποδηλώνει ότι οι διάφορες ποσότητες είναι υπολογισμένες με την 
αλγεβρική μέση τιμή των 

L R
" Q " , " Q " .  Ο υπολογισμός των διαφόρων μεγεθών στο 

σχήμα του Roe μπορεί να βρεθεί στη βιβλιογραφία. Για την ανακατασκευή των 
διανυσμάτων κατάστασης εκατέρωθεν του μέσου της ακμής “ij” χρησιμοποιήθηκαν δύο 
σχήματα. Το δεύτερο τάξης ακρίβειας: 

L i i L j j

1 1Q Q Q ij , Q Q Q ij
2 2

       
 

  (4.2.10) 

και το τρίτης τάξης ακρίβειας ανάντι σχήμα παρεμβολής: 

   L i i i R j j j

1 1Q Q 1 k ij Q kΔ , Q Q 1 k ij Q kΔ
2 2

                 
 

  (4.2.11) 

όπου i j j i
Δ Δ Q Q    και k=1/3 για τρίτης τάξης ακρίβεια. Το διάνυσμα ij



 είναι το 

διάνυσμα κατά μήκος της ακμής " ij" από τον κόμβο i στον κόμβο j. Αυτό το σχήμα 
ανακατασκευής απαιτεί τον υπολογισμό των παραγώγων των μεταβλητών επίλυσης στους 
κόμβους του πλέγματος. Εδώ θα χρησιμοποιηθούν δύο εναλλακτικές μέθοδοι: η μέθοδος 
των ελαχίστων τετραγώνων και το θεώρημα απόκλισης Green-Gauss. 

4.2.2 Υπολογισμός των παραγώγων των μεταβλητών επίλυσης στους κόμβους του 
πλέγματος με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

Στη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων υποθέτουμε μια γραμμική μεταβολή των 
μεταβλητών ροής στην άμεση γειτονιά του κόμβου i που εξετάζουμε. Ως άμεση γειτονιά 
εννοούμε το σύνολο των κόμβων του πλέγματος που συνδέονται με τον κόμβο i μέσω 
ακμών πλέγματος. Με αυτές τις παραδοχές, η τιμή μιας ποσότητας q στον κόμβο j που 
ανήκει στη γειτονιά του κόμβου i εκφράζεται ως: 

i ij i x j i y j i
q q q ( x x ) q ( y y )       (4.2.12) 
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Γράφοντας παρόμοιες τέτοιες εξισώσεις για κάθε έναν από τους N κόμβους που 
ανήκουν στη άμεση γειτονιά του κόμβου i μορφώνεται ένα N 2 γραμμικό σύστημα 
εξισώσεων του οποίου η επίλυση μας δίνει τις παραγώγους του μεγέθους q στον κόμβο i: 

i

i

1 i1 1

2 2 2 i
x

y

N N N i

q qΔx Δy

Δx Δy q qq
. . .q
. . .

Δx Δy q q

                                                             

  (4.2.13) 

Το προκύπτον γραμμικό σύστημα είναι υπερκαθορισμένο και λύνεται με τη μέθοδο 
των ελαχίστων τετραγώνων. Οι τελικές εξισώσεις στις οποίες καταλήγουμε για τον 
υπολογισμό των παραγώγων στον κεντρικό κόμβο i είναι: 

 
i

N
x

x j j i
j 1

q W q q


    (4.2.14) 

 

 
i

N
y

y j j i
j 1

q W q q


    (4.2.15) 

όπου η άθροιση πραγματοποιείται πάνω σε όλες τις ακμές " ij"  οι οποίες διέρχονται από 
τον κόμβο i και τα βάρη δίνονται από τις σχέσεις: 

 

   j ix 12 12
2 2j j i j i

11 11 22 11

x x r r
W y y x x

r r r r

        
  

  (4.2.16) 

 

   y 12
2j j i j i

22 11

r1W y y x x
r r

 
     
  

  (4.2.17) 

όπου: 

 
1

2 2N

11 j i
j 1

r x x


 
   
  
   (4.2.18) 

  
N

j i j i
i 1

12
11

x x y y
r

r


 



  (4.2.19) 
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1

2 2N
12

22 j i j i
j 1 11

r
r y y x x

r

              
   (4.2.20) 

 
Αντίστοιχα σε τρεις διαστάσεις έχουμε: 
 

 

12
ij ,1 ij ,2 ij ,3

11

N
23

i ij ,2 ij ,3 ij
j 1 22

ij ,3

r
a a Ψa

r

r
φ a a Δφ

r

a


                            

   (4.2.21) 

 

 
     ij j i

Δ . . .                                                 (4.2.22) 

 

 

ij
2ij ,1

11

Δx
a

r
   (4.2.23) 

 

 

12
2ij ,2 ij ij

22 11

r1a Δy Δx
r r

       
  (4.2.24) 

 

 

23
2ij ,3 ij ij ij

33 22

r1a Δz Δy ΨΔx
r r

        
  (4.2.25) 
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12 23 13 22

11 22

r r r r
Ψ

r r


   (4.2.26) 

 

 
N

2
11 ij

j 1

r Δ x


    (4.2.27) 

 

N

12 ij ij
j 111

1r Δx Δy
r 

    (4.2.28) 

 

N

13 ij ij
j 111

1r Δx Δz
r 

    (4.2.29) 

 

N
2 2

22 ij 12
j 1

r Δ y r


    (4.2.30) 

 

N

23 ij ij 12 13
i22

1r Δy Δz r r
r

         (4.2.31) 

 

 
N

2 2
33 ij ij 13 23

j 1

r Δy Δz r r


     (4.2.32) 

 
Ας σημειωθεί ότι η εξίσωση (4.2.13) οδηγεί σε μια μη σταθμισμένη διαδικασία 

ελαχίστων τετραγώνων στη οποία όλοι οι κόμβοι στην άμεση γειτονιά του κόμβου i 
λαμβάνονται υπ’ όψιν με την ίδια βαρύτητα. Αριθμητικά πειράματα έχουν διεξαχθεί, τα 
οποία δείχνουν ότι για την ανακατασκευή μη γραμμικών δεδομένων σε πολύ στρεβλά 
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πλέγματα χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.2.10), η μη σταθμισμένη διαδικασία 
ελαχίστων τετραγώνων είναι μακράν ανώτερη είτε σε σχέση με το θεώρημα “inverse 
distance weighting”, είτε με παραγώγους υπολογισμένες με το θεώρημα Green. Βρέθηκε 
όμως ότι για τον υπολογισμό των πραγματικών τιμών των παραγώγων, το “inverse 
distance weighting” και το θεώρημα του Green δίνουν παρόμοια αποτελέσματα, τα οποία 
είναι πιο ακριβή από τα αποτελέσματα που δίνει η μη σταθμισμένη μέθοδος των 
ελαχίστων τετραγώνων. Η αποτυχία τους να αναπαράγουν επακριβώς τα δεδομένα των 
γειτονικών κόμβων μέσω της εξίσωσης (4.2.10), οφείλεται στην ελαττωματική υπόθεση 
της γραμμικής μεταβολής των δεδομένων. Ερευνητές προτείνουν ότι όταν πρόκειται για 
την ανακατασκευή δεδομένων στα όρια υπολογιστικών κυψελών, χρησιμοποιείται η 
μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. Όταν απαιτούνται οι ακριβείς τιμές των παραγώγων 
(π.χ. όροι διάχυσης και όροι πηγής των μοντέλων τύρβης), χρησιμοποιείται το θεώρημα 
του Green.  

4.2.3 Υπολογισμός συνεκτικού διανύσματος ροής στο μέσον μιας ακμής " ij"  

Ο υπολογισμός του διανύσματος συνεκτικής ροής απαιτεί τον υπολογισμό των πρώτων 
παραγώγων των ταχυτήτων. Σε μη δομημένα τετραεδρικά πλέγματα, ο υπολογισμός αυτός 
μπορεί να γίνει άμεσα με παραγώγιση των συναρτήσεων παρεμβολής των πεπερασμένων 
στοιχείων. Το ίδιο ισχύει και στις δύο διαστάσεις για τριγωνικά πλέγματα. Σε υβριδικά 
πλέγματα, ο υπολογισμός του συνεκτικού διανύσματος ροής είναι λίγο πιο περίπλοκος. 
Διάφοροι ερευνητές έχουν προτείνει κάποιες προσεγγιστικές μεθόδους για τον υπολογισμό 
των συνεκτικών διανυσμάτων ροής σε υβριδικά πλέγματα, οι οποίες διατηρούν την απλή 
και διαφανή στο πλέγμα δομή δεδομένων. 

Οι Haselbacher & Blazek, χρησιμοποίησαν μια εξίσωση τροποποιημένου αριθμητικού 
μέσου όρου για να υπολογίσουν τις παραγώγους των ταχυτήτων στο μέσον μιας ακμής 
“ij”: 

 

      ij ijij ij ij
ij

ΦΦ Φ Φ t t
l

              

    (4.2.33) 

όπου: 

     ij i j

1Φ Φ Φ
2
        (απλός μέσος όρος)  (4.2.34) 

 

j i

ij ij

Φ ΦΦ
l l

     
    (κατευθυντική παράγωγος στην ακμή “ij”)  (4.2.35) 
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ij
l  το μήκος της ακμής “ij”, ij

ij

ijt
l





  το μοναδιαίο διάνυσμα κατά μήκος της ακμής “ij” και 

Φ=(u,v,w).  
Οι Kallinderis & Ahn χρησιμοποίησαν επίσης μια τεχνική σταθμισμένου μέσου όρου 

για τον υπολογισμό των παραγώγων στο μέσον μια ακμής. Εφήρμοσαν το θεώρημα 
απόκλισης στο δικό τους κατάλληλα ορισμένο ακμοδυϊκό (edge-dual) όγκο ελέγχου 
“Vedge”: 

  

edge

edge
Vedge

1Φ ΦndS
V



     (4.2.36) 

Το θεώρημα απόκλισης απαιτεί τον υπολογισμό των επιφανειακών ολοκληρωμάτων 
πάνω στις έδρες του εκάστοτε κελιού. Οι Kallinderis & Ahn χρησιμοποίησαν στις τρεις 
διαστάσεις μια αποδοτική σάρωση κατά έδρες, ώστε να υπολογίσουν τις παραγώγους σε 
κάθε κελί. Με αυτόν τον τρόπο απέφυγαν επαναλαμβανόμενες επισκέψεις στις έδρες των 
κελιών, καθώς μια έδρα ανήκει τυπικά σε πολλούς ακμοδυϊκούς όγκους ελέγχου. 
Χρησιμοποίησαν επίσης κι ένα δεύτερο βήμα όπου τα υπολογισμένα επιφανειακά 
ολοκληρώματα στις έδρες των κελιών συσσωρεύονται για κάθε ακμή μέσω μιας σάρωσης 
κατά ακμές. Αυτή η σάρωση κατά ακμές απαιτεί την επιπλέον πληροφορία ακμές-προς-
κελιά. Στις δύο διαστάσεις η πληροφορία αυτή απαιτεί την αποθήκευση δύο ακεραίων σε 
κάθε ακμή. Στις τρεις διαστάσεις η πληροφορία ακμές-προς-κελιά δεν είναι φραγμένη κι 
εξαρτάται πολύ από το είδος των γειτονικών κελιών. Η απ’ ευθείας εφαρμογή του 
θεωρήματος απόκλισης πάνω σε έναν ακμοδυϊκό όγκο ελέγχου, όπως αναφέρουν οι 
Kallinderis & Ahn έχει δύο σοβαρά μειονεκτήματα. Πρώτον, απαιτεί την πληροφορία 
συνδεσιμότητας ακμές-προς-έδρες η οποία μπορεί να φτάσει στις τρεις διαστάσεις μέχρι 
και τους 18 ακέραιους για μια ακμή σε μια πρισματική περιοχή. Δεύτερον, απαιτεί 
επαναλαμβανόμενες επισκέψεις στις έδρες των κελιών. Οι Kallinderis & Ahn, καταλήγουν 
ότι η αποδοτικότητα του αλγορίθμου τους έρχεται από το χρόνο CPU, ενώ οι απαιτήσεις 
σε μνήμη είναι συγκρίσιμες με την απ’ ευθείας εφαρμογή του θεωρήματος απόκλισης. 

Στη μέθοδο που θα ακολουθήσουμε θα συνδυάσουμε τις δύο προαναφερθέντες 
μεθόδους Haselbacher & Blazek και Kallinderis & Ahn. Διατηρήσαμε την αποδοτική 
σάρωση κατά έδρες των Kallinderis & Ahn, αλλά αντικαταστήσαμε την ακολουθούσα 
σάρωση κατά ακμές με σκοπό να αποφύγουμε την επιπλέον πολυπλοκότητα της 
πληροφορίας ακμές-προς-κελιά. Πιο συγκεκριμένα πραγματοποιούμε μια σάρωση κατά 
έδρες όπου υπολογίζουμε τη συνεισφορά κάθε έδρας στο επιφανειακό ολοκλήρωμα κάθε 
κελιού. Για τριγωνική έδρα (σχήμα 4.4) αυτή η συνεισφορά είναι 

   ABCA B C ABC

1 Φ Φ Φ n S
3

    , όπου 
A B C

Φ ,Φ ,Φ είναι οι τιμές του μεγέθους που 

ενδιαφερόμαστε στους κόμβους της έδρας,  ABC" n " είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα 
στην έδρα και SABC είναι το εμβαδό της επιφάνειας της έδρας. 

   Για μια τετραπλευρική έδρα (σχήματα 4.5 α,β και 4.6) χρησιμοποιούμε τοπικό 
σύστημα καμπυλόγραμμων συντεταγμένων ξ-η. Η τετραπλευρική επιφάνεια περιγράφεται 
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με τη βοήθεια του ισοπαραμετρικού μετασχηματισμού 
4

i i
i 1

r r N



 

, όπου ir , i 1,2,3,4


είναι τα διανύσματα θέσης των κόμβων της έδρας και 
i

N , i 1,2,3,4  είναι τα τμηματικά 

διαγραμμικά πολυώνυμα     i i i

1N ξ ,η 1 ξξ 1 ηη
4

   με 
1 1 2 2

( ξ ,η ) ( 1, 1) , ( ξ ,η ) (1, 1) ,    

3 3 4 4
( ξ ,η ) (1,1) , ( ξ ,η ) ( 1,1)   .  

Παρεμβάλουμε τις ποσότητες “Φ” και τη γεωμετρία “ r


” χρησιμοποιώντας τα 

πολυώνυμα “Ni” ως 
4

i i
i 1

Φ( ξ ,η ) Φ N ( ξ ,η )


 και 
4

i i
i 1

r( ξ ,η ) r N ( ξ ,η )



 

 αντίστοιχα, όπου 

Φi i=1,2,3,4 είναι οι τιμές του μεγέθους στους κόμβους της έδρας. Έχοντας παρεμβάλει το 
μέγεθος “Φ” και τη γεωμετρία “ r



” μπορούμε να προβούμε στη αριθμητική ολοκλήρωση 
διακριτοποιώντας το χώρο ξ-η και χρησιμοποιώντας τον ορισμό του επιφανειακού 
ολοκληρώματος: 

  max max1 1 i 1 j 1

ξ η ξ ηij iji 1 j 1face 1 1

Φ n dS Φ r( ξ ,η ) r r dξdη Φ r r ΔξΔη
 

  

            
    



  (4.2.37) 

 

   
4 4 4

i iξ i i i i i
i 1 i 1 i 1

1r ξ ,η r N ( ξ ,η ) r Ν ( ξ ,η ) r ξ (1 ηη )
ξ ξ 4  

           
   

  (4.2.38) 

 

   
4 4 4

i iη i i i i i
i 1 i 1 i 1

1r ξ ,η r N ( ξ ,η ) r Ν ( ξ ,η ) r η (1 ξξ )
η η 4  

           
   

  (4.2.39) 

Τυπικές τιμές που χρησιμοποιήσαμε για το πλήθος των γραμμών της επιφανειακής 
διαμέρισης ήταν (imax,jmax)=(2,2) ή (4,4). Εναλλακτικά θα μπορούσαμε να 
χρησιμοποιήσουμε ολοκλήρωση με αναλυτικές σχέσεις από τη βιβλιογραφία. Επειδή όμως 
αυτές οι αναλυτικές σχέσεις είναι πολύπλοκες, στην πράξη βρήκαμε πιο απλή την 
αριθμητική ολοκλήρωση. Μετά τον υπολογισμό της συνεισφοράς της έδρας στο 
επιφανειακό ολοκλήρωμα, μοιράζουμε με κατάλληλο πρόσημο αυτήν τη συνεισφορά στα 
κελιά στα οποία μοιράζεται η συγκεκριμένη έδρα. Αυτή η σάρωση κατά έδρες, 
συγκρινόμενη με τον απ’ ευθείας υπολογισμό των ολοκληρωμάτων των κελιών, 
αντιστοιχεί σε ένα συντελεστή επιτάχυνσης δύο για αυτό το τμήμα υπολογισμού. Στο 
τέλος αυτής της σάρωσης κατά έδρες, σε κάθε κελί έχουν συσσωρευτεί τα επιφανειακά 
ολοκληρώματα από όλες τις έδρες του. Διαιρώντας το άθροισμα αυτών των επιφανειακών 
ολοκληρωμάτων ενός κελιού, με τον όγκο του κελιού βρίσκουμε το Φ για το 
συγκεκριμένο κελί. Δηλαδή: 
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cell

nface( cell )

cell
k 1V facecell cell k

1 1Φ Φ n dS Φ n dS
V V 

            
  

  (4.2.40) 

 
Μετά τον υπολογισμό των παραγώγων των κελιών, πραγματοποιούμε μια σάρωση 

κατά κελιά (η οποία απαιτεί την πληροφορία κελιά-προς-κόμβους), ώστε να υπολογίσουμε 
τις παραγώγους στους κόμβους με σταθμισμένο μέσο όρο. Δηλαδή: 

 

 
  

ncell( i )

kk
k 1

ncell( i )i

k
k 1

V Φ
Φ

V





 
 




  (4.2.41) 

 
Αξίζει να σημειωθεί ότι η πληροφορία κελιά-προς-κόμβους είναι φραγμένη (μέγιστο 8 

ακέραιοι για ένα εξάεδρο) σε αντίθεση με την πληροφορία κόμβοι-προς-κελιά. Με τη 
μέθοδό μας έχουμε ένα επιπλέον κέρδος σε χρόνο CPU καθώς αποφεύγουμε την 
επαναλαμβανόμενη επίσκεψη των ίδιων κελιών, που θα είχαμε αν δοκιμάζαμε την απ’ 
ευθείας εφαρμογή του θεωρήματος απόκλισης σε κάθε κόμβο με όγκο ελέγχου τα κελιά 
στα οποία μοιράζεται ο κάθε κόμβος.  

Επιπλέον κέρδος σε χρόνο CPU μπορεί να επιτευχθεί, αν χρησιμοποιήσουμε τις 
παραγώγους στους κόμβους που βρήκαμε για την ανακατασκευή των μεγεθών QL και QR, 
αντί για τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
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4.3 Χρονική διακριτοποίηση-γραμμικοποίηση των εξισώσεων ροής 

Χρησιμοποιούμε ένα σχήμα διπλής χρονοπροέλασης στο φυσικό χρόνο και στον 
ψευδοχρόνο, για τη χρονική διακριτοποίηση των χωρικά διακριτοποιημένων εξισώσεων. Η 
εξίσωση (4.2.4) γράφεται για τον κόμβο “i” και για σταθερό πλέγμα ως: 

   i i i i
i i

QV QV
E INV ( Q ) VIS ( Q, Q )

τ t
 

   
 

  (4.3.1) 

i i
i i i i

Q Q
V EV VIS ( Q, Q ) INV ( Q )

τ t
 

   
 

  (4.3.2) 

Οι πρώτες προσπάθειες που εμφανίστηκαν για τη χρονική ολοκλήρωση, 
χρησιμοποιούσαν μια ρητή μέθοδο ολοκλήρωσης (συνήθως μια πολυβηματική μέθοδο 
Runge-Kutta), ενισχυόμενη από μια τεχνική πεπλεγμένης ομαλοποίησης των υπολοίπων. 
Αυτές οι μέθοδοι όμως δε θεράπευσαν το πρόβλημα των αυστηρών περιορισμών του 
αριθμού CFL (Courant Friedrichs Lewy Number) που σχετίζονται με ρητά σχήματα 
ολοκλήρωσης. Γι’ αυτό το λόγο διαλέξαμε ένα πλήρως πεπλεγμένο σχήμα ολοκλήρωσης 
τόσο στο φυσικό χρόνο όσο και στον ψευδοχρόνο. Χρησιμοποιούμε ένα πεπλεγμένο 
σχήμα πίσω διαφορών δεύτερης τάξης ακρίβειας για να προβλέψουμε το πεδίο ροής σε 
κάθε φυσική χρονική στιγμή “t”. Προκειμένου να επιτύχουμε ταχεία σύγκλιση σε μόνιμη 
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κατάσταση στον ψευδοχρόνο, χρησιμοποιούμε ένα πεπλεγμένο σχήμα Euler πίσω 
διαφορών πρώτης τάξης ακρίβειας (καθώς ενδιαφερόμαστε μόνο για την ψευδομόνιμη 
κατάσταση). Με βάση τα παραπάνω η χρονική διακριτοποίηση της εξίσωσης (4.3.2) είναι: 

 

    (4.3.3) 

Με “m” τα βήματα στον ψευδοχρόνο και “n” τα βήματα στο φυσικό χρόνο.  Με “Δt” 
συμβολίζουμε το χρονικό βήμα στο φυσικό χρόνο και “ *

i
Δτ ” είναι το τοπικό χρονικό βήμα 

στον ψευδοχρόνο για τον κόμβο “i”. Για τον υπολογισμό του “ *
i

Δτ ” χρησιμοποιήσαμε μια 

έκφραση που προτάθηκε αρχικά από τον Kallinderis η οποία λαμβάνει υπ’ όψιν της και τη 
συναγωγή και τη συνεκτικότητα: 

* i
i

x y z

Vol
Δτ CFL

A A A D


  
  (4.3.4) 

όπου: 

     x x x y y y z z z
A u c S , A u c S , A u c S        (4.3.5) 

 

i

x y z

Vol2D
Re S S S


 

  (4.3.6) 

 

2 2 2
x y z

c u β , c v β , c w β        (4.3.7) 

 

x x y y z z
e e ee e e

1 1 1S S , S S , S S
2 2 2

       (4.3.8) 

Τα αθροίσματα στις σχέσεις (4.3.8) σαρώνουν όλες τις ακμές “e” που διέρχονται από 
τον κόμβο “i”. Η εξίσωση (4.3.3) αποτελεί μη γραμμική εξίσωση με άγνωστο το “ n 1,m 1

i
Q  

”, την οποία την επιλύουμε με τη μέθοδο Newton. Έστω ότι έχουμε μια προσέγγιση “ kq ” 

για το άγνωστο “ n 1,m 1
i

Q   ”. Θέλουμε να βρούμε μια διόρθωση “ k 1 kδq q q  ” η οποία 

   
n 1,m 1 n 1,m n 1,m 1 n n 1

n 1,m 1 n 1,m 1 n 1,m 1i i i i i
*i i i i
i

Q Q 3Q 4Q Q
V EV VIS Q , Q INV Q

Δτ 2Δt
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προστιθέμενη στην “ kq ”, θα μας δώσει μια καλύτερη προσέγγιση “ k 1 kq q δq   ”. Για 

να βρούμε το “ δq ”, αντικαθιστούμε στην εξίσωση (4.3.3) το “ n 1,m 1
i

Q   ” με την έκφραση “
k 1 kq q δq   ” και προκύπτει: 

   
k 1 n 1,m k 1 n n 1

k 1 k 1 k 1i i i i i
*i i i i
i

q Q 3q 4Q Q
V EV VIS q , q INV q

Δτ 2Δt

   
  

                     
 

  

   
k n 1,m k n n 1

k 1 k 1 k 1 n 1,k 1i i i i i
*i i i i i
i

q δq Q 3( q δq ) 4Q Q
V EV VIS q , q INV q RHS

Δτ 2Δt

 
    

                       
 

   (4.3.9) 

 
Για τους όρους του δεξιού μέλους χρησιμοποιούμε ανάπτυγμα Taylor πρώτης τάξης 

ακρίβειας γύρω από τη γνωστή προσέγγιση “ kq ” οπότε προκύπτει: 
 

             n 1,k 1 k 1 k 1 k 1 k k k k k k
i i i i

RHS VIS q , q INV q VIS q , q δ VIS q , q INV q δ INV q                       
 

 

          
nedge( i ) nedge( i )

k k k k k k k
vis inv ji j j L R jij ijj 1 j 1

VIS q , q δ F q , q n ΔS INV q δ F q ,q ;n ΔS
 

                                             
 

   

 

            
nedge( i ) nedge( i )

k k k k k k k
vis inv ji j j L R jij ijj 1 j 1

VIS q , q δ F q , q n ΔS INV q δ F q ,q ;n ΔS
 

                          
 

   

(4.3.10) 

  
Όπου: 

    
n 1,kn 1,k n 1,kn 1,k

k k n 1,k V V V V
vis j v x y zij

x y z

F F F F
δ F q , q n δF δq δq δq δq

q q q q

 


                                             

  

(4.3.11) 
 
Στις τρεις διαστάσεις οι Ιακωβιανοί πίνακες για το διάνυσμα συνεκτικής ροής είναι:             
                                          

v

0 0 0 0
F 0 0 0 0

0 0 0 0q
0 0 0 0

              

  4.3.12(α) 
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x y z
v t

xx

x

0 0 0 0

0 2n n nF 1 a
q Re 0 0 n 0

0 0 0 n

                  

  4.3.12(β) 

 



  



y
v t

x y zy

y

0 0 0 0

0 n 0 0F 1 a
q Re 0 n 2n n

0 0 0 n

                  

  4.3.12(γ) 

 





  

z
v t

zy

x y z

0 0 0 0

0 n 0 0F 1 a
q Re 0 0 n 0

0 n n 2n

                  

  4.3.12(δ) 

 
Για τη διαδικασία της γραμμικοποίησης και μόνο, “παγώνουμε” όλους τους όρους στο 

δεξί μέλος της εξίσωσης (4.2.33), εκτός από την κατευθυντική παράγωγο. Παίρνοντας το 
διαφορικό της εξίσωσης (4.2.33), προκύπτει για την ακμή “ij”: 

 

     
 j i

middle of edge ij ij ij
ij ij ij

q qq qδ q δ q δ q t t 0 0 δ t δ t
l l l

                                 

   

 j i

ij

δq δq
t

l


                                                                                                               (4.3.13) 

 
 

Όπου  x y z ij
ij

ijt t ,t ,t , l ij
l

  





     . Από αυτή τη διανυσματική εξίσωση παίρνουμε τρεις 

βαθμωτές εξισώσεις: 

     j i j i j i
x y zx y z

ij ij ij

δq δq δq δq δq δq
δq t , δq t , δq t

l l l

  
       (4.3.14) 
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Με αυτό το τέχνασμα καταφέραμε να συσχετίσουμε τα 
x y z

δq , δq , δq στο μέσον της 

ακμής “ij” με τα 
j

δq και 
i

δq των κόμβων που ενώνει. 

Για τη γραμμικοποίηση του διανύσματος μη-συνεκτικής ροής   inv jL R ij
F q ,q ;n


χρησιμοποιούμε μια προσεγγιστική διαδικασία γραμμικοποίησης, καθώς η σχέση του Roe 
για τον υπολογισμό του μη συνεκτικού διανύσματος ροής δεν είναι διαφορίσιμη. Η 
γραμμικοποίηση γίνεται ως εξής: 

  k k n 1,k n 1,k
inv jL R d i o jij

δ F q ,q ;n B δq B δq  
    

  



  (4.3.15) 

Όπου  
     

    1
j j jij ijd 0 j

B A q ;n , B A q ;n A q ;n , A T Λ T , Λ
          είναι ο 

διαγώνιος πίνακας του οποίου τα διαγώνια στοιχεία είναι τα θετικά τμήματα των ιδιοτιμών 
του Ιακωβιανού πίνακα Α. Οι πίνακες 

d 0
B , B  είναι αντίστοιχα τα διαγώνια και μη-

διαγώνια στοιχεία της εξίσωσης που κατασκευάζεται για τον κόμβο “i”. Το σύμβολο “ ” 
σημαίνει ότι η αντίστοιχη ποσότητα έχει υπολογιστεί με αριθμητική μέση τιμή. 
Χρησιμοποιήσαμε μια πρώτης τάξης ακρίβειας προσέγγιση 

L i R j
( q q ,q q )  , για τη 

διαδικασία της γραμμικοποίησης και μόνο. Αυτή η τεχνική επιτρέπει τη χρήση της απλής 
δομής δεδομένων ακμές-προς-κόμβους, η οποία είναι συμβατή με τα υβριδικά πλέγματα. 

Αντικαθιστώντας όλες τις παραπάνω γραμμικοποιήσεις στην εξίσωση (4.3.10) 
προκύπτει: 

  (4.3.16) 

Όπου ορίσαμε ως 
   

n 1,k
i

i

RHS
δq δ RHS

q





 και ως  *n 1,k

i
RHS   το μη μόνιμο 

υπόλοιπο των εξισώσεων της μέσης ροής (το οποίο περιέχει και την παράγωγο στον 

ψευδοχρόνο). Το  *n 1,k
i

RHS   επιθυμούμε να μηδενιστεί με την αποκατάσταση μόνιμης 

κατάστασης στον ψευδοχρόνο. 
Καταλήγουμε έτσι σε ένα γραμμικό σύστημα μπλοκ-εξισώσεων για τον κόμβο “i”, το 

οποίο μπορεί να γραφεί στην ακόλουθη μορφή: 

 *n 1,k n 1,k n 1,k
i i ij j i

j nedge( i )

D δq O δq RHS  



      (4.3.17) 

Όπου με το συμβολισμό “ j nedge( i ) εννοούμε το σύνολο όλων των γειτονικών 
κόμβων “j” που συνδέονται με τον κόμβο “i”, μέσω μιας αντίστοιχης ακμής “ij”. 

   
n 1,k k n 1,m k n n 1

*n 1,k n 1,kii i i i i i i
* *i i i i
i i

RHSV 3V q Q 3q 4Q Q
E δq RHS V EV RHS

Δτ 2Δt q Δτ 2Δt
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4.4 Χρονοπροέλαση των εξισώσεων 

Το πεπλεγμένο σχήμα διπλής χρονοπροέλασης επιτρέπει τη χρήση μεγάλων αριθμών 
CFL, προκειμένου να επιτύχουμε γρήγορη σύγκλιση στον ψευδροχρόνο. Το κόστος είναι 
οι αυξημένες απαιτήσεις για την αποθήκευση των Ιακωβιανών πινάκων στις ακμές του 
πλέγματος (στις τρεις διαστάσεις οι πίνακες της εξίσωσης (4.3.17) είναι 4x4, γι’ αυτό 
χρειαζόμαστε 2x4x4=32 θέσεις μνήμης για κάθε ακμή). Για τους μοντέρνους υπολογιστές, 
η μνήμη δεν είναι και τόσο μεγάλο πρόβλημα. 

Στο προηγούμενο υποκεφάλαιο γραμμικοποιήσαμε τις εξισώσεις ροής στον 
ψευδοχρόνο και βρήκαμε ότι μια γραμμική εξίσωση της μορφή (4.3.17) ισχύει για κάθε 
κόμβο του πλέγματος. Αυτές οι εξισώσεις απαρτίζουν ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων, 
το οποίο επιλύεται με μια σημειακά πεπλεγμένη μέθοδο Jacobi ή με μια μέθοδο τύπου 
Gauss-Seidel. Για να περάσουμε από το επίπεδο “m” του ψευδοχρόνου στο επόμενο 
“m+1”, πρέπει πρώτα να εκτελέσουμε τα βήματα της μεθόδου Newton. Για να περάσουμε 
από το ένα βήμα Newton στο άλλο πρέπει να λύσουμε το γραμμικό σύστημα εξισώσεων 
(4.3.17). Χρησιμοποιούμε 5-25 επαναλήψεις της μεθόδου Jacobi για την επίλυσή του. 
Όταν εκτελεστεί ο προκαθορισμένος αριθμός βημάτων της μεθόδου Newton, θέτουμε 

n 1,m n 1,m 1Q Q    και προχωράμε στον υπολογισμό του καινούργιου n 1,m 1Q   . 
Υπολογισμοί με τιμές του αριθμού CFL έως 1000 (ή και παραπάνω) παρέμειναν 

σταθεροί. Παρ’ όλα αυτά στις περισσότερες περιπτώσεις χρησιμοποιήσαμε τιμές για τον 
αριθμό CFL στην περιοχή 100-200. Όταν η άπειρη νόρμα των μεταβολών ροής στον 
ψευδοχρόνο n 1,m 1 n 1,mQ Q  


 , πέσει κάτω από ένα προκαθορισμένο όριο σύγκλισης 

(π.χ. 10-5) υποθέτουμε ότι έχει επέλθει μόνιμη κατάσταση στον ψευδοχρόνο και θέτουμε 
n 1,m 1 n 1Q Q    . Έχοντας υπολογίσει με την παραπάνω διαδικασία το n 1Q  , θέτουμε 
n 1 n n n 1Q Q , Q Q   και προχωράμε στον υπολογισμό του επόμενου n 1Q   κ.ο.κ. 

Συνήθως χρησιμοποιούμε 2 βήματα Newton και 6 επαναλήψεις για την επίλυση του 
γραμμικού συστήματος (4.3.17) ή εναλλακτικά 1 βήμα Newton και 12 επαναλήψεις για 
την επίλυση του γραμμικού συστήματος. Το μέγιστο όριο βημάτων που θέτουμε στον 
ψευδοχρόνο είναι συνήθως 100. Η τυπική συμπεριφορά του κώδικα είναι να εξαντλεί στα 
πρώτα φυσικά χρονικά βήματα όλα τα διαθέσιμα βήματα στον ψευδοχρόνο καθώς το 
αρχικό πεδίο ροής που δίνουμε απέχει πολύ από το πραγματικό. Όσο τα φυσικά χρονικά 
βήματα προχωρούν, τα απαιτούμενα βήματα για σύγκλιση στον ψευδοχρόνο μειώνονται 
και φτάνουν ένα κατώτατο όριο. 

 

4.5 Αριθμητική μεθοδολογία για τις εξισώσεις των μοντέλων τύρβης 

Στα προηγούμενα υποκεφάλαια περιγράψαμε τις λεπτομέρειες της χωρικής-χρονικής 
διακριτοποίησης των εξισώσεων μέσης ροής καθώς και την επίλυση του προκύπτοντος 
συστήματος εξισώσεων. Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τις αντίστοιχες διαδικασίες για τις 
εξισώσεις των μοντέλων τύρβης. Ακολουθούμε σχεδόν την ίδια διαδικασία με τις 
εξισώσεις μέσης ροής και για τις εξισώσεις τύρβης. Θα αναφερθούμε μόνο στα σημεία που 
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διαφοροποιείται η μεθοδολογία για τις εξισώσεις τύρβης από τη μεθοδολογία για τις 
εξισώσεις μέσης ροής. 

4.5.1 Χωρική διακριτοποίηση εξισώσεων μοντέλων τύρβης 

Οι εξισώσεις των μοντέλων τύρβης γράφονται σε αντίστοιχη μορφή με τις εξισώσεις 
μέσης ροής ως εξής: 

t t t t t
inv vis

Q Q F F S
τ t

 
   

 

 

  (4.5.1) 

Όπου ο εκθέτης “t” υποδηλώνει τυρβώδη μεγέθη και tQ είναι το διάνυσμα των 
τυρβώδων μεταβλητών. Μια ουσιαστική διαφορά σε σχέση με τις εξισώσεις μέσης ροής 
είναι η παρουσία του όρου πηγής. Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις (4.4.1) στον όγκο “

i
V ” 

του τυχαίου κόμβου “i” προκύπτει: 

i i i i i

t t Gausst t t
inv vis i

V V V V V

Q dV Q dV F dV F dV S dV
τ t
 

      
     

   (4.5.2) 

 

i i i i

t tt t t
inv vis i i

V V V V

Q dV Q dV F ndS F ndS S V
τ t

 

 
       

    
 

 

  (4.5.3) 

   
 

i i

t t
t ti i i i t
inv vis i i

V V

Q V Q V
F ndS F ndS S V

τ t
 

 
      

   
 

 

  (4.5.4) 

Για τη διαδικασία της ολοκλήρωσης θεωρήσαμε τον όρο πηγής σταθερό σε όλη την 
έκταση του όγκου ελέγχου του κόμβου “i” και ίσο με την τιμή του στον κόμβο αυτό. Την 
ίδια παραδοχή κάναμε και για τους όρους με τις χρονικές παραγώγους των 
ολοκληρωμάτων. Από την εφαρμογή του  θεωρήματος απόκλισης στη διαδικασία της 
ολοκλήρωσης, προέκυψαν επιφανειακά ολοκληρώματα για τα μη συνεκτικά και συνεκτικά 
διανύσματα τυρβώδους ροής, τα οποία τα υπολογίζουμε με τον ίδιο τρόπο που 
υπολογίσαμε τους αντίστοιχους όρους της μέσης ροής: 

        
i

nedge( i ) nedge( i )t t t t t t t
inv inv inv jL R j iijj 1 j 1 ijV j

F ndS F ndS F Q ,Q ,n ΔS INV Q
 

 
     
  

 
  



  (4.5.5) 

 

         
i

nedge( i ) nedge( i )t t t t t t t t
vis vis vis j j iijj 1 j 1 ijV j

F ndS F ndS F Q , Q n ΔS VIS Q , Q
 

 
        
  

 
  



  (4.5.6) 

Τα ανωτέρω επιφανειακά ολοκληρώματα απαιτούν τον υπολογισμό των μη συνεκτικών 
και συνεκτικών διανυσμάτων τυρβώδους ροής στο μέσον μιας τυχαίας ακμής “ij”. Επίσης 
από το συμβολισμό που χρησιμοποιούμε είναι φανερό ότι θεωρούμε το συνεκτικό 



84 

διάνυσμα τυρβώδους ροής ως συνάρτηση τόσο των τυρβώδων μεταβλητών επίλυσης όσο 
και των παραγώγων αυτών. Ακολουθεί η περιγραφή του τρόπου υπολογισμού των μη 
συνεκτικών και συνεκτικών διανυσμάτων τυρβώδους ροής. 

4.5.1.1 Υπολογισμός μη συνεκτικού διανύσματος τυρβώδους ροής στο μέσον μιας 
ακμής “ij” 

Για τον υπολογισμό του μη συνεκτικού διανύσματος τυρβώδους ροής χρησιμοποιούμε 
πρώτης τάξης ανάντι σχήμα καθώς έτσι προτείνεται στη βιβλιογραφία για λόγους 
ευστάθειας. Παρουσιάζουμε τον υπολογισμό όπως χρησιμοποιείται στον ισολογισμό της 
ροής για τον κόμβο “i”: 

    
nedge( i ) nedge( i )t t t t t

inv jL R j ne L ne R j
j 1 j 1ij ij

F Q ,Q ,n ΔS V Q V Q ΔS 

 

     


  (4.5.7) 

όπου: 

 ne ne
V max V ,0    (4.5.8) 

 

 ne ne
V min V ,0    (4.5.9) 

 

     j j jne e e ex y z
V u n v n w n        (4.5.10) 
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e e e

u u v v w w
u , v , w
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     (4.5.11) 

 

t t t t
L i R j

Q Q , Q Q    (4.5.12) 
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4.5.1.2 Υπολογισμός συνεκτικού διανύσματος τυρβώδους ροής στο μέσον μιας ακμής 
“ij” 

Για τον υπολογισμό του συνεκτικού διανύσματος τυρβώδους ροής χρησιμοποιούμε τον 
ίδιο τρόπο υπολογισμού με τις εξισώσεις μέσης ροής. Χρειάζεται μόνο να διευκρινίσουμε 
πως υπολογίζονται οι διάφοροι συντελεστές τυρβώδους διάχυσης. Οι συντελεστές αυτοί 
υπολογίζονται απλά με αριθμητικό μέσο όρο των τιμών τους στους κόμβους “i” και “j” 
που συνδέει την ακμή “ij”. Στις εξισώσεις που ακολουθούν, τα μεγέθη που υπολογίζονται 
στο μέσον της ακμής “ij”, τα συμβολίζουμε με το δείκτη “e”. Η τυρβώδης κινηματική 
συνεκτικότητα για όλα τα μοντέλα τύρβης υπολογίζεται ως: 

 
    t ti j

t e

a a
a

2


   (4.5.13) 

Για τον υπολογισμό των συνεκτικών όρων του μοντέλου Spalart-Allmaras, γράφουμε 
τους όρους διάχυσης του μοντέλου αυτού στη εξής εναλλακτική μορφή: 

        2 2

2

b b2 2
b

1 c c1 1 1 χ χ c χ 1 χ χ 1 χ χ
Re σ σ Re σ Re

                  
  (4.5.14) 

Η εξίσωση (4.5.14) αποφεύγει τη διακριτοποίηση του όρου 2( χ )  η οποία δεν οδηγεί 
εύκολα στην κατασκευή σχημάτων διατήρησης θετικότητα του “χ”. Για το ζήτημα αυτό 
διατήρησης της τύρβης θα αναφερθούμε στη συνέχεια. Η ολοκλήρωση των όρων της 
εξίσωσης (4.5.14) στον όγκο ελέγχου του κόμβου “i” γίνεται με κεντρικό σχήμα δεύτερης 
τάξης ακρίβειας ως εξής: 
 

         2 2 2 2

i i i

b b b b2
i

V V V

1 c c 1 c c
1 χ χ 1 χ χ dV 1 χ χ ndS 1 χ χ n dS

σ Re σ Re σ Re σ Re
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              2
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1 c
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              2
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j j ji x y z je ex y zej 1

c
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                 (4.5.13) 
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Το 
e

χ υπολογίζεται ως 
 i j

e

χ χ
χ

2


 . Το    e x y z e

χ χ , χ , χ  υπολογίζεται με τον 

τροποποιημένο μέσο όρο (4.2.33). 
 
   Ως προς το μοντέλο τύρβης k-ω-SST, χρειάζεται κάποια επεξήγηση για τον 

υπολογισμό των συντελεστών 
k ω

σ ,σ . Οι συντελεστές αυτοί απαιτούν τον υπολογισμό 

του συντελεστή  
1

F  στο μέσος της ακμής “e”. Ο υπολογισμός του 
1

F  γίνεται ως εξής: 

      
 

2ω e4 e
2e e1 2e

e e e e kω ee

4σ kk 500F tanh arg 1 , arg 1 min max , ,
0.09ω d Re d ω CD d

                  
  (4.5.14) 

όπου: 

 
2

20
kω ωe

e j je e

1 k ωCD max 2σ ,10
ω x x


                                   

  (4.5.15) 

 

     i j i j i j

e e e

k k ω ω d d
k , ω , d

2 2 2

  
     (4.5.16) 

Τα 
j je e

k ω,
x x

                    
υπολογίζονται με τον τροποποιημένο μέσο όσο (εξίσωση 4.2.33). 

Στο μοντέλο k-ω-ΤΝΤ οι συντελεστές 
k ω

σ ,σ  είναι σταθεροί οπότε δεν υπάρχει δυσκολία 

στον υπολογισμό. 

4.5.1.3 Υπολογισμός όρων πηγής τυρβώδους ροής στον κόμβο “i” 

Όπως αναφέραμε, τους όρους πηγής τους θεωρούμε σταθερούς σε όλη την έκταση του 
όγκου ελέγχου του κόμβου “i” και ίσους με την τιμή τους στον κόμβο “i”. Σε πολλούς 
όρους πηγής, εμφανίζεται η απόσταση “d” του κόμβου “i” από το πλησιέστερο στερεό 
τοίχωμα. Αυτήν την απόσταση “d” την υπολογίζουμε ως τη μικρότερη απόσταση του 
κόμβου “i” από όλους τους κόμβους των στερεών τοιχωμάτων. Επίσης, όλα τα υπόλοιπα 
μεγέθη όπως: τυρβώδης κινηματική συνεκτικότητα, παράγωγοι ταχυτήτων-στροβιλότητα, 
μεταβλητές τύρβης και παράγωγοι αυτών παίρνουν τις τιμές που έχουν στον κόμβο “i”. 

4.5.2 Χρονική διακριτοποίηση εξισώσεων μοντέλων τύρβης 

Με την εφαρμογή της χωρικής διακριτοποίησης οι εξισώσεις των μοντέλων τύρβης 
γράφονται στη μορφή: 
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t t
i i i i t t t t t t

i i i i

Q V Q V
INV Q VIS Q , Q S V

τ t
 

      
 

  (4.5.17) 

   
t t

t t t t t t ti i
i i i i i i i

Q Q
V V VIS Q , Q INV Q S V RHS

τ t
 

      
 

  (4.5.18) 

Η χρονική διακριτοποίηση των εξισώσεων των μοντέλων τύρβης είναι η ίδια με αυτήν 
που ακολουθήσαμε για τις εξισώσεις μέσης ροής. Στο φυσικό χρόνο χρησιμοποιούμε 
πεπλεγμένο σχήμα προς τα πίσω διαφορών δεύτερης τάξης ακρίβειας, ενώ στον 
ψευδοχρόνο χρησιμοποιούμε πεπλεγμένο σχήμα Euler προς τα πίσω διαφορών πρώτης 
τάξης ακρίβειας. Με αυτήν τη χρονική διακριτοποίηση, η εξίσωση (4.5.18) γράφεται: 

   t ,n 1,m 1 t ,n 1,m t ,n 1,m 1 t ,n t ,n 1
i i i i i t ,n 1,m 1

*i i i
i

Q Q 3Q 4Q Q
V V RHS

Δτ 2Δt

     
 

  
    (4.5.19) 

Η εξίσωση (4.5.19) είναι μια μη γραμμική εξίσωση ως προς t ,n 1,m 1
i

Q   . Για την επίλυσή 

της, εφαρμόζουμε τη μέθοδο Newton με τον ίδιο τρόπο που εφαρμόσαμε και στις 
εξισώσεις μέσης ροής. Έχοντας δηλαδή μια προσέγγιση t ,kq του t ,n 1,m 1

i
Q   , ψάχνουμε μια 

διόρθωση tδq ώστε να προκύψει μια καλύτερη προσέγγιση t ,k 1 t ,k tq q δq   . 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.5.19) όπου t ,n 1,m 1
i

Q    το t ,k 1 t ,k tq q δq   , προκύπτει: 

   t ,k 1 t ,n 1,m t ,k 1 t ,n t ,n 1
i i i i i t ,k 1

*i i i
i

q Q 3q 4Q Q
V V RHS

Δτ 2Δt

   


  
     

 

    t ,k t t ,n t ,n 1t ,k t t ,n 1,m
i i ii i t ,k t ,k

*i i i i
i

3 q δq 4Q Qq δq Q
V V RHS δRHS

Δτ 2Δt

    
      

 
    

(4.5.20) 
 
Μια σημαντική διαφορά των εξισώσεων των μοντέλων τύρβης από τις εξισώσεις μέσης 

ροής είναι όροι πηγής, οι οποίοι είναι έντονα μη γραμμικοί και παίζουν σημαντικό ρόλο 
στη σύγκλιση των εξισώσεων τύρβης. Επιπλέον από τη φυσική της τύρβης, οι διάφορες 
χρησιμοποιούμενες μεταβλητές (π.χ. k,ω,ε,χ) πρέπει να είναι πάντα θετικές. Αυτός είναι 
ένας πολύ σοβαρός περιορισμός και το αριθμητικό σχήμα πρέπει να είναι έτσι 

     t ,k t ,k t ,n 1,m t ,k t ,n t ,n 1
i i i i i it t ,k ti i

* *i i i
i i

RHS q Q 3q 4Q QV 3V
δq RHS q V V

Δτ 2Δt q Δτ 2Δt

                     

       
t ,k t ,k t ,n 1,m t ,k t ,n t ,n 1

*i i i i i it t ,k t ,ki i
* *i i i i
i i

RHS q Q 3q 4Q QV 3V
δq RHS V V RHS

Δτ 2Δt q Δτ 2Δt
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σχεδιασμένο ώστε να σέβεται απολύτως αυτόν τον περιορισμό. Εφαρμόζοντας τις 
κλασσικές αριθμητικές μεθόδους διακριτοποίησης-γραμμικοποίησης των εξισώσεων 
τύρβης όπως κάναμε παραπάνω μπορεί να οδηγήσει σε αριθμητικές αστάθειες η οποίες 
μπορεί να οδηγήσουν σε απόκλιση της λύσης. Συνήθως αυτές οι αριθμητικές αστάθειες 
οδηγούν σε απώλεια της θετικότητας των μεταβλητών τύρβης ακόμα κι αν υπάρχει 
αναλυτική λύση η οποία εξασφαλίζει ότι η λύση παραμένει θετική. 

Η γραμμικοποίηση των μη συνεκτικών όρων των μοντέλων τύρβης, γίνεται 
διαφορίζοντας την εξίσωση (4.5.7) ως προς t t

L R
Q ,Q  θεωρώντας τα 

ne ne
V ,V   παγωμένα στη 

διάρκεια της γραμμικοποίησης. Η γραμμικοποίηση των συνεκτικών όρων των μοντέλων 
τύρβης γίνεται με παρόμοιο τρόπο όπως με τις εξισώσεις μέσης ροής. Στις ενότητες που 
ακολουθούν αναλύουμε τα ζητήματα της γραμμικοποίησης των όρων πηγής για κάθε 
μοντέλο τύρβης και την τεχνική διατήρησης της θετικότητας των μεταβλητών της τύρβης. 

4.5.2.1 Γραμμικοποίηση των όρων πηγής του μοντέλου Spalart-Allmaras 

Στο μοντέλο Spalart-Allmaras, υπολογίζουμε την ακριβή παράγωγο του όρου πηγής 
και κρατάμε το αρνητικό της μέρος: 

kt
t ,k 1 t ,k k 1 k

i i i i
i

SS S neg δχ , neg( x ) min( x,0 ) , δχ χ χ
χ

 
           

  (4.5.21) 

όπου για τον υπολογισμό της παραγώγου 
tS

χ



 είναι αναγκαίος ο υπολογισμός κάποιων 

επιμέρους παραγώγων, τις οποίες και παραθέτουμε: 
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  (4.5.22) 
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  (4.5.23) 
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  (4.5.24) 
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  (4.5.25) 
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  (4.5.26) 
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  (4.5.27) 
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  (4.5.28) 
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  (4.5.29) 

Ο όρος 
kt

i
i

Sneg δχ
χ

       
 μεταφέρεται στο αριστερό μέλος της εξίσωσης (4.5.20) κι 

ενισχύει την κύρια διαγώνιο. 
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4.5.2.2 Γραμμικοποίηση όρων πηγής των μοντέλων k-ω-ΤΝΤ και k-ω-SST 

Οι όροι πηγής των μοντέλων k-ω γράφονται στην εξής μορφή: 

k kt

ω ω ω

P D
S

P D C

        
  (4.5.30) 

Για την γραμμικοποίηση των όρων πηγής των μοντέλων k-ω πρώτα χωρίζουμε τους 
όρους πηγής σε θετικό και αρνητικό τμήμα: 

   t t tS S S
 

    (4.5.31) 

Στη συνέχεια γραμμικοποιούμε προσεγγιστικά μόνο το αρνητικό τμήμα στη μορφή: 

 
k

k 1t ,k 1 t ,k t
ti i i

i

SS S δ Q
Q




       
  (4.5.32) 

Όπου: 

     k 1 k 1 kt t t
i i i

δ Q Q Q
 

    (4.5.33) 
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  (4.5.34) 

 

4.5.2.3 Σύζευξη εξισώσεων μέσης ροής και εξισώσεων μοντέλων τύρβης 

Χρησιμοποιούμε χαλαρή σύζευξη των εξισώσεων μέσης ροής και των εξισώσεων των 
μοντέλων τύρβης. Οι δύο αυτές ομάδες εξισώσεων συνδέονται μέσω του συντελεστή 
τυρβώδους συνεκτικότητας και του πεδίου ταχυτήτων. Συγκεκριμένα σε κάθε βήμα της 
μεθόδου Newton λύνονται χωριστά οι εξισώσεις μέσης ροής από τις εξισώσεις τύρβης, με 
βάση τις τιμές των μεγεθών (συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας και πεδίο ταχυτήτων 
αντίστοιχα) από το προηγούμενο βήμα Newton. Οι εξισώσεις μέσης ροής “δίνουν” στις 
εξισώσεις τύρβης το πεδίο των ταχυτήτων, ενώ οι εξισώσεις τύρβης “δίνουν” στις 
εξισώσεις μέσης ροής το συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας. Η χαλαρή αυτή σύζευξη 
επιτρέπει την εύκολη εναλλαγή-προσθήκη μοντέλων τύρβης. Επιπλέον επιτρέπει την 
επίλυση του μοντέλου τύρβης με διαφορετική μεθοδολογία από τις εξισώσεις μέσης ροής. 
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Έτσι η απαίτηση για ένα σχήμα διατήρησης της θετικότητας για την τύρβη είναι 
ανεξάρτητη της αριθμητικής μεθοδολογίας που χρησιμοποιείται για τη μέση ροή. 

 

4.5.3 Διατήρηση θετικότητας των μεταβλητών τύρβης 

Στη  βιβλιογραφία έχουν αναφερθεί διάφορα σχήματα για τη διατήρηση της 
θετικότητας των μεταβλητών τύρβης (positive preserving schemes), των πιο συχνά 
χρησιμοποιούμενων μοντέλων k-ε, k-ω και Spallart-Allmaras. 

Η θετικότητα ενός μοντέλου τύρβης δύο εξισώσεων μπορεί να διατηρηθεί 
περιορίζοντας το χρονικό βήμα. Για ευσταθείς υπολογισμούς οι Merci et al. (2000) 
κατέληξαν σε μια μέθοδο για την επιλογή κατάλληλου σχήματος το οποίο εξασφάλιζε μια 
ευσταθή επαναληπτική μέθοδο. Παρ’ όλα αυτά, στην πράξη αποδείχτηκε ότι το χρονικό 
βήμα που προκύπτει από τους περιορισμούς των αριθμών CFL και VN (Von Neumann) 
είναι πιο αυστηρό. 

Ένα σχήμα διατήρησης της θετικότητας βασισμένο σε ένα σχήμα TVD (Total 
Variation Diminishing) χρησιμοποιήθηκε ανεξάρτητα από τους Jongen & Marx (1997) 
και Lanerolle (2001). Οι Jongen & Marx (1997) έδειξαν ότι όταν οι εξισώσεις της 
τύρβης λύνονται ξεχωριστά από τις εξισώσεις μέσης ροής, το κλασσικό σχήμα TVD 
μπορεί να παύσει να ισχύει αφού οι μη συνεκτικές ροές των τυρβωδών ποσοτήτων 
εξαρτώνται επίσης από ένα πεδίο ταχυτήτων το οποίο δεν είναι μέρος του αγνώστου 
διανύσματος. Ως συνέπεια, έδειξαν ότι οι εξισώσεις μεταφοράς της τύρβης δεν μπορεί 
να ικανοποιούν τη συνθήκη TVD για ένα αυθαίρετο πεδίο ταχυτήτων. Γι’αυτό το λόγο 
οι Jongen & Marx (1997) και Lanerolle (2001) μπόρεσαν να κατασκευάσουν μόνο ένα 
υπό συνθήκες σχήμα διατήρησης της θετικότητας. 

Οι Huang & Coakely (1992) διεξήγαγαν προσομοιώσεις τυρβώδους ροής 
χρησιμοποιώντας το μοντέλο k-ε των Launder & Sharma  και το αρχικό μοντέλο k-
ω του Wilcox. Σχεδίασαν ένα άνευ συνθηκών ευσταθές πεπλεγμένο σχήμα 
διαγωνοποιώντας τις Ιακωβιανές των μη συνεκτικών όρων και των όρων διάχυσης. 
Επιπλέον, στους όρους πηγής έγινε πεπλεγμένος χειρισμός μόνο του αρνητικού τους 
μέρους. 

Ο Menter παρουσίασε το μοντέλο k-ω SST, το οποίο ήταν σχεδιασμένο να ξεπερνάει 
κάποιες από τις αδυναμίες των μοντέλων k-ε και k-ω. Για να κατασκευάσει ένα εύρωστο 
πεπλεγμένο σχήμα, ο Menter γραμμικοποίησε το αρνητικό τμήμα των όρων πηγής και 
προσέθεσε την απόλυτη τιμή του όρου “cross-diffusion” στη διαγώνιο του αριστερού 
μέλους. Έπρεπε όμως να κάνει χρήση περιοριστή για τον όρο παραγωγής για να 
εμποδίσει την εσφαλμένη απεριόριστη αύξηση των επιπέδων της τυρβώδους 
συνεκτικότητας. 

Οι Mavriplis & Martinelli (1994) υπολόγισαν τη συμπιεστή τυρβώδη ροή γύρω από 
αεροτομές, χρησιμοποιώντας υβριδικά πλέγματα. Χρησιμοποίησαν διαφορετικές 
μεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης για τις εξισώσεις μέσης ροής και για τις εξισώσεις 
τύρβης σε συνδυασμό με μεθόδους πολυπλεγμάτων. Για τις εξισώσεις μέσης ροής 
χρησιμοποίησαν μία πολυβηματική μέθοδο Runge-Kutta, ενώ για τις εξισώσεις της 
τύρβης χρησιμοποίησαν μία σημειακά πεπλεγμένη μέθοδο. Βασισμένοι σε ανάλυση 
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ευστάθειας, μπόρεσαν να βρουν έναν περιορισμό για το χρονικό βήμα το οποίο 
εξασφάλιζε τη θετικότητα των τυρβωδών μεταβλητών. 

Οι Liu & Zheng (1996), ανέπτυξαν μία ισχυρά συζευγμένη ρητή μέθοδο χρονικής 
ολοκλήρωσης για την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes χρησιμοποιώντας το 
μοντέλο k-ω του Wilcox. Αύξησαν την ευρωστία του επιλύτη της ροής χειριζόμενοι 
πεπλεγμένα το αρνητικό μέρος του όρου πηγής. Από τις αριθμητικές τους 
προσομοιώσεις, βρήκαν ότι το “ω” έφτανε σε πολύ μικρές μη φυσιολογικές τιμές, 
έχοντας ως αποτέλεσμα εξαιρετικά μεγάλες τιμές της τυρβώδους συνεκτικότητας. 
Εφήρμοσαν ένα κάτω φράγμα το οποίο προσδιορίστηκε από φυσικά επιχειρήματα, ώστε 
να εμποδίσουν το “ω” να φτάσει σε εξαιρετικά χαμηλές τιμές ή να γίνει αρνητικό. 

Μία διαφορετική προσέγγιση είναι αυτή των Ilinca & Pelletier. Πρότειναν τη 
διατήρηση της θετικότητας των μεταβλητών τύρβης χρησιμοποιώντας λογαριθμικές 
μεταβλητές π.χ. Κ=ln(k), Ω=ln(ω), επιλύοντας τις εξισώσεις τύρβης ως προς αυτές. 
Έδειξαν ότι οι λογαριθμικές μεταβλητές έχουν ομαλότερη μεταβολή οδηγώντας σε πιο 
ακριβείς προλέξεις ροής και αυξάνουν την ευρωστία της μεθόδου τους. Επειδή όμως οι 
λογαριθμικές μεταβλητές δεν είναι κατάλληλες για ομογενείς οριακές συνθήκες όπως 
για παράδειγμα για την τυρβώδη κινητική ενέργεια k=0, χρησιμοποίησαν συναρτήσεις 
τοιχώματος. Επίσης όπως αναφέρουν οι Moryossef και Levy, η ιδέα των Ilinca και 
Peletier αντικαθιστά το πρόβλημα του κάτω φράγματος με το πρόβλημα ενός άνω 
φράγματος. Πιο συγκεκριμένα, ενώ η θετικότητα των μεταβλητών της τύρβης είναι 
εξασφαλισμένη, η τυρβώδης συνεκτικότητα μπορεί να φτάσει μη ρεαλιστικές μεγάλες 
τιμές. Η ανάγκη για χρήση άνω φράγματος αντικατοπτρίζεται και στην εργασία των 
Luo et al. (2003) ,οι οποίοι υιοθέτησαν τις λογαριθμικές μεταβλητές για ένα μοντέλο k-ε 
χρησιμοποιώντας συναρτήσεις τοιχώματος. Χρειάστηκε να εφαρμόσουν ένα άνω 
φράγμα στην τυρβώδη συνεκτικότητα για να διατηρήσουν τους υπολογισμούς τους 
σταθερούς. 

Οι Moryossef & Levy (2006), ανέπτυξαν μία γενική πεπλεγμένη διαδικασία η 
οποία εξασφαλίζει τη θετικότητα των μεταβλητών τύρβης για οποιοδήποτε χρονικό 
βήμα. Παρουσίασαν μία ενοποιημένη προσέγγιση για το χειρισμό των όρων συναγωγής, 
διάχυσης και όρων πηγής. Τη θετικότητα του σχήματός τους, εξασφάλιζε ο ειδικός 
σχεδιασμός του πεπλεγμένου τελεστή του αριστερού μέλους της μορφής “δέλτα” των  
εξισώσεων τύρβης.  Ο ειδικός αυτός σχεδιασμός συνίστατο στο να είναι ο τελεστής 
αυτός πίνακας τύπου “M”. Εφήρμοσαν το σχήμα τους σε γραμμικά μοντέλα k-ω και 
διεξήγαγαν υπολογισμούς μόνιμης ροής. Η διατήρηση της θετικότητας των μεταβλητών 
των μοντέλων τύρβης αποδείχτηκε μέσα από διεξοδικά αριθμητικά πειράματα. Τα 
χαρακτηριστικά της σύγκλισης του σχήματός τους, βρέθηκαν πολύ καλά. 

Οι Moryossef & Levy, επέκτειναν τη μέθοδό τους και για μη μόνιμες ροές όπου 
χρησιμοποιείται το σχήμα διπλής χρονοπροέλασης. Στην εργασία αυτή προκύπτει πως 
όταν χρησιμοποιούνται σχήματα χρονικής διακριτοποίησης υψηλής τάξης, η φυσική 
χρονική παράγωγος μπορεί να λειτουργήσει ως αρνητικός όρος πηγής και γι’αυτό το 
λόγο υιοθετείται πεπλεγμένος χειρισμός αυτού του όρου προκειμένου να διατηρηθεί η 
θετικότητα του αριθμητικού σχήματος. Αποδεικνύουν αναλυτικά τη θετικότητα του 
αριθμητικού τους σχήματος και την εφαρμόζουν σε ένα μοντέλο τύπου k-ε. Οι 
Wasserman M. et al. επέκτειναν τη μέθοδο των Moryossef & Levy (2006)] ώστε να 
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μπορούν να εφαρμοστούν τεχνικές πολυπλεγμάτων. Οι Kidron Y. et al. (2010), 
εφήρμοσαν τη μέθοδο των Moryossef & Levy σε καρτεσιανά πλέγματα. 

Οι Lorin et al. παρουσίασαν μία μεθοδολογία για τη διατήρηση της θετικότητας της 
μεταβλητής τύρβης του μοντέλου Spalart-Allmaras. Κύριο χαρακτηριστικό  της  
μεθοδολογίας  τους  ήταν  ένα υβριδικό σχήμα  πεπερασμένων όγκων-πεπερασμένων 
στοιχείων για την επίλυση της εξίσωσης του μοντέλου Spalart- Allmaras. Η μέθοδός τους 
διασπά την εξίσωση του μοντέλου Spalart-Allmaras σε δύο εξισώσεις. Η πρώτη εξίσωση 
περιλαμβάνει τους μη συνεκτικούς όρους και τους όρους πηγής και επιλύεται με 
ανάντι μεθοδολογία πεπερασμένων όγκων. Η δεύτερη εξίσωση περιλαμβάνει τους 
συνεκτικούς όρους και επιλύεται με χρήση πεπερασμένων στοιχείων. Οι δύο εξισώσεις 
επιλύονται στο ίδιο πλέγμα. Η ανταλλαγή των μεταβλητών από το ένα σχήμα στο άλλο και 
αντιστρόφως γίνεται με κατάλληλα σχήματα παρεμβολής. Παραθέτουν μαθηματική 
ανάλυση για την ευστάθεια και τη θετικότητα του  σχήματός τους, τόσο για το 
συνεχές όσο και για το αριθμητικό μοντέλο. Παρουσιάζουν επίσης αριθμητικά 
αποτελέσματα για οριακό στρώμα πάνω από τρισδιάστατη πλάκα, τα οποία 
αποδεικνύουν τη σύγκλιση και ευρωστία της μεθόδου τους και επιβεβαιώνουν τη 
θεωρητική ανάλυση. 

Από τις μεθόδους της βιβλιογραφίας που αναφέραμε, δοκιμάσαμε τη μέθοδο των 
Ilinca&Peletier αλλά δεν μπορέσαμε να κρατήσουμε τους υπολογισμούς σταθερούς. Αν 
και η μέθοδος των Moryossef&Levy  στηρίζεται σε αυστηρές μαθηματικές αποδείξεις, δεν 
την υιοθετήσαμε λόγω της προσέγγισης TSL (Thin Shear Layer) που χρησιμοποιεί για 
τους συνεκτικούς όρους των μοντέλων τύρβης. Από την ανασκόπηση της βιβλιογραφίας, 
είδαμε ότι η συνήθης πρακτική είναι ο ρητός χειρισμός του θετικού τμήματος των όρων 
πηγής και ο πεπλεγμένος χειρισμός του αρνητικού μέρους. Την ίδια στρατηγική 
ακουληθήσαμε κι εμείς. Αυτή η μέθοδος όμως δεν εξασφαλίζει τη θετικότητα των 
μεταβλητών τύρβης, γι’ αυτό χρησιμοποιήσαμε επιπλέον δύο τεχνάσματα. Το πρώτο 
τέχνασμα ήταν κάθε φορά που κάποια μεταβλητή τύρβης γινόταν αρνητική μετά το τέλος 
κάθε βήματος Newton να την αντικαθιστούμε με την τιμή της από το προηγούμενο βήμα. 
Newton. Αυτή η διαδικασία εξασφάλιζε τη θετικότητα των τυρβώδων μεταβλητών και αν 
εφαρμοστεί αναδρομικά καταλήγει στις αρχικές συνθήκες, τις οποίες καθορίζουμε εμείς 
δίνοντας κάποια θετική τιμή. Η άλλη διαδικασία ήταν η αντικατάσταση μιας αρνητικής 
τιμής μεταβλητής τύρβης ενός κόμβου “i”, με το μέσο όρο των τιμών των κόμβων της 
άμεσης γειτονιάς του “i”. Από τους κόμβους της άμεσης γειτονιάς συμμετέχουν στο 
σχηματισμό του μέσου όρου μόνο όσοι έχουν θετικές τιμές για τις μεταβλητές τύρβης και 
η συνεισφορά τους γίνεται με “inverse distance interpolation”. Δεν παρατηρήσαμε κάποια 
σημαντική διαφορά μεταξύ των δύο μεθόδων, γι’ αυτό επικράτησε τελικά η πρώτη 
μέθοδος η οποία είναι και απλούστερη. Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζεται ρητά η 
θετικότητα των μεταβλητών τύρβης. Η μέθοδος είναι αρκετά εύρωστη και παρουσιάζει 
μόνο στην αρχή κάποιες ταλαντώσεις στις διορθώσεις των μεταβλητών τύρβης λόγω 
κακών αρχικών συνθηκών. Οι ταλαντώσεις αυτές με την πάροδο του φυσικού χρόνου 
εξαφανίζονται και ο κώδικας παρουσιάζει ομαλή συμπεριφορά. Επίσης οι εξισώσεις 
συγκλίνουν μόνες τους σε κάποια θετική τιμή και δε φράζονται τεχνητά από κάποιο 
συγκεκριμένο φράγμα. 
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4.6 Επιβολή οριακών συνθηκών 

Στο υποκεφάλαιο αυτό αναλύουμε τον τρόπο επιβολής των οριακών συνθηκών τόσο 
για τις εξισώσεις μέσης ροής όσο και για τις εξισώσεις των μοντέλων τύρβης. 

4.6.1 Επιβολή οριακών συνθηκών εξισώσεων μέσης ροής 

Όπως έχει αναφερθεί προηγουμένως, κατά την εφαρμογή του σχήματος Newton στις 
χωρικά και χρονικά διακριτοποιημένες εξισώσεις απαιτείται η επίλυση του γραμμικού 
συστήματος εξισώσεων (4.3.17). Η επαναληπτική μέθοδος Jacobi για τη επίλυση του 
γραμμικού συστήματος (4.3.17) οδηγεί στην επίλυση για κάθε κόμβο “i” και για κάθε 
επανάληψη, σε ένα γραμμικό σύστημα της μορφής: 

 n 1,kn 1,k * n 1,k n 1,k
i i ij j ii

j nedge( i )

D δQ RHS O δQ R
  



       (4.6.1) 

Αν η εξίσωση (4.6.1) αναπτυχθεί, τότε προκύπτει η ακόλουθη μορφή: 

11 12 13 14 i 1

21 22 23 24 i 2

331 32 33 34 i

441 42 43 44 i

D D D D δp R

D D D D δu R

RD D D D δv

RD D D D δw

                                                       

  (4.6.2) 

Το σύστημα (4.6.2) επιλύεται με τη μέθοδο απαλοιφής Gauss. Μετά την ολοκλήρωση 
όλων των επαναλήψεων της μεθόδου Jacobi, οι μεταβλητές ανανεώνονται σύμφωνα με την 
εξίσωση: 

n 1,k 1 n 1,kQ Q δQ      (4.6.3) 

Αν ο κόμβος “i” ανήκει σε στερεό τοίχωμα, τότε εφαρμόζουμε ρητά συνθήκες μη 
εισχώρησης-μη ολίσθησης για τις συνιστώσες της ταχύτητας (u=v=w=0), ενώ για τις 
μεταβολές προκύπτει δu=δv=δw=0. Οι σχέσεις για τις μεταβολές των ταχυτήτων 
επιβάλλονται πεπλεγμένα θέτοντας τα κατάλληλα στοιχεία του πίνακα της εξίσωσης 
(4.6.2) ίσα με μηδέν: 

i11 12 13 14 1

i

i

i

δpD D D D R
δu 00 1 0 0
δv 00 0 1 0

00 0 0 1 δw

                                         

  (4.6.4) 

Σε στερεό τοίχωμα η πίεση καθορίζεται από τις εξισώσεις ροής σύμφωνα με την 
εξίσωση (4.6.3), όπου η μεταβολή της πίεσης προσδιορίζεται από τη εξίσωση (4.6.4). 
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Παρόμοια, σε ένα όριο εξόδου της ροής θέτουμε ρητά τη συνθήκη p=0, ενώ για τη 
μεταβολή της πίεσης προκύπτει δp=0 η οποία επιβάλλεται πεπλεγμένα: 

i

21 22 23 24 2i

331 32 33 34 i

441 42 43 44 i

δp1 0 0 0 0
D D D D Rδu

RD D D D δv
RD D D D δw

                                                

  (4.6.5) 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας σε ένα όριο εξόδου της ροής υπολογίζονται από τις 
εξισώσεις ροής σύμφωνα με τη σχέση (4.6.3), όπου οι μεταβολές των συνιστωσών των 
ταχυτήτων υπολογίζονται από την εξίσωση (4.6.5). 

Σε ένα όριο εισόδου της ροής, οι οριακές συνθήκες για τις συνιστώσες της ταχύτητας 
επιβάλλονται ρητά (π.χ. u=1, v=w=0). Οι οριακές συνθήκες για τις μεταβολές των 
συνιστωσών των ταχυτήτων (δu=δv=δw=0) επιβάλλονται πεπλεγμένα: 

i11 12 13 14 1

i

i

i

δpD D D D R
δu 00 1 0 0
δv 00 0 1 0

00 0 0 1 δw

                                         

  (4.6.6) 

Σε ένα όριο εισόδου της ροής, η πίεση προσδιορίζεται από τις εξισώσεις ροής 
σύμφωνα με τη σχέση (4.6.3), όπου η μεταβολής της πίεσης προσδιορίζεται από την 
(4.6.6). 

 

4.6.2 Επιβολή οριακών συνθηκών εξισώσεων μέσης ροής 

4.6.2.1 Μοντέλα τύρβης δύο εξισώσεων k-ω-ΤΝΤ και k-ω-SST 

Με παρόμοιο τρόπο όπως αυτόν που αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο 
εφαρμόζουμε τις οριακές συνθήκες για τα μοντέλα τύρβης. Η αντίστοιχη της (4.6.2) για τις 
μεταβλητές τύρβης k και ω είναι: 

t t t
i11 12 1

t t t
i21 22 2

δkD D R
δωD D R

                        
  (4.6.7) 

   Το σύστημα (4.6.7) επιλύεται με τη μέθοδο απαλοιφής Gauss. Μετά την 
ολοκλήρωση όλων των επαναλήψεων Jacobi, οι μεταβλητές ανανεώνονται σύμφωνα με 
την εξίσωση: 

   n 1,k 1 n 1,kt t tQ Q δQ
  

    (4.6.8) 
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   Αν ο κόμβος “i” ανήκει σε στερεό τοίχωμα, τότε εφαρμόζουμε ρητά συνθήκες 

Dirichlet για τις μεταβλητές τύρβης (k=0, 
 2

1

6ω 10
β Re Δy

 ), ενώ για τις μεταβολές 

προκύπτει (δk=δω=0). Οι σχέσεις για τις μεταβολές των μεταβλητών τύρβης επιβάλλονται 
πεπλεγμένα θέτοντας τα κατάλληλα στοιχεία του πίνακα της εξίσωσης (4.6.7) ίσα με 
μηδέν: 

i

i

δk1 0 0
0 1 δω 0

                 
  (4.6.9) 

   Σε ένα όριο εξόδου της ροής αφήνουμε τις μεταβλητές της τύρβης να 
προσδιορισθούν από την εξίσωση (4.6.8) όπου οι διορθώσεις δk, δω υπολογίζονται από 
την εξίσωση (4.6.7) χωρίς καμία τροποποίηση ( δηλαδή υπολογίζονται από τις εξισώσεις 
ροής). 

   Σε όριο εισόδου, οι οριακές συνθήκες για τις μεταβλητές της τύρβης επιβάλλονται 
ρητά και συνήθως παίρνουμε τις τιμές της επ’ άπειρον ροής  

(   2
t t

U
k k a ω , ω 1 10 , a 10

L 


  

     ). Οι οριακές συνθήκες για τις 

μεταβολές των μεταβλητών τύρβης (δk=δω=0) επιβάλλονται πεπλεγμένα: 

i

i

δk1 0 0
0 1 δω 0

                 
  (4.6.10) 

   Ένας εναλλακτικός τύπος ορισμού των μεταβλητών της τύρβης στην είσοδο του 
πεδίου ροής μπορεί να γίνει αν δίνεται η ένταση της τύρβης “Tu” και η αδιάστατη 

κινηματική συνεκτικότητα t
t

v
a

v
 . Ο υπολογισμός γίνεται ως εξής:  

2
t

3k Tu , ω Re k / a
2

    

4.6.2.2 Μοντέλα τύρβης μιας εξίσωσης Spalart-Allmaras 

Για το μοντέλο τύρβης μιας εξίσωσης Spalart-Allmaras η διαδικασία είναι παρόμοια με 
τα μοντέλα k-ω-ΤΝΤ και k-ω-SST. Η αντίστοιχη της εξίσωσης (4.6.9) για τη μεταβλητή 
τύρβης “χ” του μοντέλου Spalart-Allmaras είναι: 

   t t
11 1

D δχ R       (4.6.11) 

Το σύστημα (4.6.11) επιλύεται άμεσα. Η μεταβλητή “χ” ανανεώνεται σύμφωνα με την 
εξίσωση: 
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n 1,k 1 n 1,kχ χ δχ      (4.6.12) 

Αν ο κόμβος “i” ανήκει σε στερεό τοίχωμα, τότε εφαρμόζουμε ρητά τη συνθήκη 
Dirichlet χ=0 ενώ για τη μεταβολή δχ προκύπτει δχ=0. Η σχέση για τη μεταβολή της 
μεταβλητής τύρβης επιβάλλεται πεπλεγμένα γράφοντας την εξίσωση (4.6.11) ως 

    1 δχ 0   (4.6.13) 

Σε όριο εξόδου της ροής αφήνουμε τη μεταβλητή τύρβης να προσδιορισθεί από την 
εξίσωση (4.6.12) όπου η διόρθωση “δχ” υπολογίζεται από την εξίσωση (4.6.11) χωρίς 
καμία τροποποίηση (δηλαδή υπολογίζεται από τις εξισώσεις ροής). 

   Σε όριο εισόδου, η οριακή συνθήκη για τη μεταβλητή της τύρβης επιβάλλεται ρητά 
και συνήθως παίρνουμε την τιμή της επ’ άπειρον ροής ( χ χ


 ). Η τιμή “ χ


” 

προσδιορίζεται από την τιμή της αδιάστατης κινηματικής συνεκτικότητας  “ t
t

v
a

v
 ” . Η 

οριακή συνθήκη για τη μεταβολή της μεταβλητής τύρβης (δχ=0) επιβάλλεται πεπλεγμένα: 

    1 δχ 0   (4.6.14) 

 

4.6.3 Οριακές συνθήκες συμμετρίας 

Η επιβολή οριακών συνθηκών συμμετρίας απαιτεί το μηδενισμό της καθέτου 
ταχύτητας στο όριο συμμετρίας του χωρίου της ροής καθώς και στο μηδενισμό των 
παραγώγων των μεταβλητών της ροής κατά την κάθετη κατεύθυνση στο όριο. Επειδή το 
πλέγμα είναι μη δομημένο, είναι πιο εύκολο να επιβληθούν οι οριακές συνθήκες 
συμμετρίας έμμεσα (ασθενής διατύπωση), τροποποιώντας τον ισολογισμό των ροών που 
γίνονται στους οριακούς κόμβους που βρίσκονται πάνω στο όριο συμμετρίας. 
Συγκεκριμένα για έναν οριακό κόμβο επιβάλουμε οριακές συνθήκες συμμετρίας, στο 
τμήμα της επιφάνειας του όγκου ελέγχου που ταυτίζεται με το όριο συμμετρίας του 
χωρίου, αμελούμε το συνεκτικό διάνυσμα ροής. Για το μη συνεκτικό διάνυσμα ροής: 





n

I xn

yn

βV

F uV pn

vV pn

             



  (4.6.15) 

μηδενίζουμε την κάθετη ταχύτητα “
n

V ”, οπότε αυτό τελικά γίνεται: 
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I x

y

0

F pn

pn

          



  (4.6.16) 

   Η πίεση στην εξίσωση (4.6.16) είναι η πίεση του οριακού κόμβου “P” όπου γίνεται ο 
ισολογισμός (σχήμα 4.7). Στις εξισώσεις των μοντέλων τύρβης, αμελούμε επίσης το 
συνεκτικό διάνυσμα ροής, ενώ το μη συνεκτικό διάνυσμα ροής με το μηδενισμό της 
καθέτου ταχύτητας γίνεται τελικά μηδενικό καθώς δεν υπεισέρχεται η πίεση. Ο 
υπολογισμός των μεγεθών της ροής γίνεται όπως και για τους εσωτερικούς κόμβους με 
βάση την εξίσωση (4.6.3), όπου οι διορθώσεις των μεταβλητών υπολογίζονται από την 
εξίσωση (4.6.2). Οι οριακές ακμές “AP” και “BP” συνεισφέρουν ξεχωριστά στον 
ισολογισμό των ροών, με τα αντίστοιχα κάθετα διανύσματα 1 2n ,n

 

. 

 

Σχήμα 4.7: Ο τρόπος ορισμού οριακού όγκου ελέγχου για κόμβο πάνω σε όριο συμμετρίας του 
πεδίου ροής και ορισμός κάθετων διανυσμάτων 

 

4.6.4 Οριακή συνθήκη μηδενισμού της παραγώγου κατά την κατεύθυνση εξόδου της 
ροής                                                                                      

Εκτός από τις οριακές συνθήκες εξόδου για τη μέση ροής και τα μοντέλα τύρβης που 
αναφέρθηκαν, εφαρμόσαμε και μια εναλλακτική συνθήκη εξόδου. Η εναλλακτική αυτή 
συνθήκη είναι ο μηδενισμός της παραγώγου των ταχυτήτων της μέσης ροής και των 
μεταβλητών τύρβης κατά την κατεύθυνση εξόδου της ροής ενώ η πίεση παίρνει την τιμή 
μηδέν. Συγκεκριμένα, για έναν κόμβο που βρίσκεται πάνω στο όριο εξόδου της ροής, 
αμελούμε το συνεκτικό διάνυσμα ροής πάνω στο όριο εξόδου. Στον υπολογισμό των 

οριακών μη συνεκτικών διανυσμάτων ροής λαμβάνεται έμμεσα η συνθήκη Φ 0
x





(αν 

π.χ. “x” είναι η κατεύθυνση εξόδου της ροής). Αυτό γίνεται χρησιμοποιώντας 
αποκλειστικά τις τιμές των μεγεθών στον κόμβο εξόδου της ροής “P” (σχήμα 4.8). Οι 
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οριακές ακμές “AP” και “BP” συνεισφέρουν ξεχωριστά στον ισολογισμό των ροών, με τα 
αντίστοιχα κάθετα διανύσματα 1 2n ,n

 

. 
 

 

Σχήμα 4.8: Ο τρόπος ορισμού οριακού όγκου ελέγχου για κόμβο πάνω σε όριο συμμετρίας του 
πεδίου ροής και ορισμός κάθετων διανυσμάτων 

 

4.6.5 Οριακά διανύσματα ροής-Γραμμικοποίηση 

Σε έναν οριακό κόμβο, ο υπολογισμός των διανυσμάτων ροής στο τμήμα της 
επιφάνειας ελέγχου που ταυτίζεται με το υπολογιστικό χωρίο διαφοροποιείται σε σχέση με 
τον υπολογισμό των διανυσμάτων ροής στην υπόλοιπη επιφάνεια ελέγχου. Στο σχήμα 
(4.9) φαίνεται ο οριακός κόμβος “P” πάνω στο σύνορο του υπολογιστικού χωρίου μαζί με 
τον όγκο ελέγχου του. Τα τμήματα “AP” και “BP” συνεισφέρουν ξεχωριστά στον 
ισολογισμό των μη συνεκτικών και συνεκτικών ροών του κόμβου “P”. Ο υπολογισμός των 
μη συνεκτικών διανυσμάτων ροής στα τμήματα “AP” και “BP” γίνεται με βάση τις τιμές 
των μεγεθών της ροής στον κόμβο “P”. Για τα συνεκτικά διανύσματα ροής 
χρησιμοποιούνται οι τιμές των παραγώγων στα μέσα των ακμών “AP” και “BP”. Κάθε 
τμήμα συμμετέχει με το δικό του κάθετο διάνυσμα 1 2n ,n

 

 αντίστοιχα. Στις τρεις διαστάσεις 
χρησιμοποιούνται οι τιμές των μεγεθών της ροής στον κόμβο “P” και στα μη συνεκτικά 
και στα συνεκτικά οριακά διανύσματα ροής. Κάθε οριακή έδρα που περιέχει τον κόμβο 
“P” συμμετέχει με το δικό της κάθετο διάνυσμα. 

Η γραμμικοποίηση των μη συνεκτικών οριακών διανυσμάτων ροής που απαιτεί το 
σχήμα Newton γίνεται για την ακμή “AP” ως εξής: 
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k

k 1 k inv
inv inv pAP AP

p

FF F δq
q




            



 

  (4.6.17) 

όπου: 

inv 1
p p p p

p

F A T Λ T
q



  
         



  (4.6.18) 

Δηλαδή μόνο οι θετικές ιδιοτιμές λαμβάνονται υπόψη, ώστε να ενισχύεται η κύρια 
διαγώνιος του αριστερού μέλους του τελικού γραμμικού συστήματος. Η γραμμικοποίηση 
αυτή γίνεται για τα τμήματα “AP” και “BP” ξεχωριστά χρησιμοποιώντας το κάθετο 
διάνυσμα του κάθε τμήματος και τις τιμές των μεγεθών της ροής του κόμβου “P”. Στις 
τρεις διαστάσεις ακολουθείται ακριβώς η ίδια διαδικασία για κάθε οριακή έδρα που 
περιέχει τον κόμβο “P”, χρησιμοποιώντας το αντίστοιχο κάθετο διάνυσμα κάθε έδρας και 
τις τιμές των μεγεθών της ροής του κόμβου “P”. Παρόμοια διαδικασία ακολουθείται και 
για τα μοντέλα τύρβης (κυρίως στα όρια εξόδου της ροής). 

 

 

Σχήμα 4.9: Τρόπος ορισμού όγκου ελέγχου για κόμβο στο όριο του πεδίου ροής 
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5 Test Cases 

5.1 Πιστοποίηση της αριθμητικής μεθοδολογίας 

5.1.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται πιστοποίηση της αριθμητικής μεθοδολογίας για την επίλυση 
αντιπροσωπευτικών προβλημάτων ροής σε τρεις διαστάσεις. Εξετάζονται στρωτά και 
τυρβώδη πεδία ροής, μόνιμα και μη μόνιμα. 

5.1.2 Μόνιμη, στρωτή ροή σε κυβική κοιλότητα 

Η τρισδιάστατη ροή σε κυβική κοιλότητα είναι μια τυπική περίπτωση ροής για την 
πιστοποίηση επιλυτών ασυμπίεστης ροής, η οποία έχει μελετηθεί εκτενώς από διάφορους 
ερευνητές. Λόγω των πολύπλοκων φυσικών φαινομένων και της απλής γεωμετρίας που 
χαρακτηρίζουν το πρόβλημα, είναι μια ελκυστική περίπτωση ροής για την πιστοποίηση 
επιλυτών των εξισώσεων Navier-Stokes. Εδώ εξετάζουμε την τρισδιάστατη μόνιμη 
στρωτή ροή σε κυβική κοιλότητα όπου η ροή οδηγείται από τη σταθερή ταχύτητα του 
πάνω τοιχώματος της κοιλότητας. Η περιγραφή του προβλήματος (σε αδιάστατη μορφή) 
απεικονίζεται στο σχήμα (5.1). Η διαδικασία κατασκευής του αριθμητικού πλέγματος που 
χρησιμοποιήσαμε έχει ως εξής: Πρώτα κατασκευάσαμε ένα αρχικό 51x51x51 ομοιόμορφο 
καρτεσιανό πλέγμα. Μετά διαιρέσαμε κάθε εξαεδρικό κελί που ανήκε στο εσωτερικό 
43x43x43 τμήμα του πλέγματος, σε έξι πυραμίδες. Οι πυραμίδες που προέκυψαν είχαν 
τετραγωνική βάση όπου το κέντρο του διαιρεμένου κελιού αποτελούσε την κορυφή της 
πυραμίδας. Το τελικό υβριδικό πλέγμα αποτελείτο από 206379 κόμβους και 495440 κελιά. 

 

 

Σχήμα 5.1 Σχηματική αναπαράσταση προβλήματος 
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Χρησιμοποιήθηκε φυσικό χρονικό βήμα Δt=1.0 και ο αριθμός CFL τέθηκε ίσος με 
CFL=100. Για τον υπολογισμό των παραγώγων για την ανακατασκευή των μεγεθών της 
ροής, χρησιμοποιήσαμε το θεώρημα Green. Η ροή προσομοιώθηκε για τρεις αριθμούς 
Reynolds: Re=100,400 και 1000. Ο αριθμός Reynolds ορίστηκε με βάση τη σταθερή 
ταχύτητα του πάνω τοιχώματος και την ακμή της κυβικής κοιλότητας. Στα σχήματα (5.2) , 
(5.3) , (5.4) συγκρίνουμε την κατανομή της u-συνιστώσας της ταχύτητας κατά μήκος της 
κάθετης κεντρικής γραμμής (x=0.5) και την κατανομή της v-συνιστώσας της ταχύτητας 
κατά μήκος της οριζόντιας κεντρικής γραμμής (y=0.5), του επιπέδου συμμετρίας (z=0.5). 
Η σύγκριση γίνεται με αριθμητικά αποτελέσματα της ψευδοφασματικής μεθόδου. 

 

 

Σχήμα 5.2 Τρισδιάστατη οδηγούμενη ροή σε κυβική κοιλότητα (α) u-συνιστώσα της ταχύτητας στο 
επίπεδο z=0.5 πάνω στην κεντρική γραμμή x=0.5, (β) v-συνιστώσα της ταχύτητας στο επίπεδο 

z=0.5 πάνω στη γραμμή y=0.5, (γ) γραμμές ροής στο επίπεδο z=0.5, (δ) γραμμές ροής στο επίπεδο 
x=0.5, (ε) γραμμές ροής στο επίπεδο y=0.5, για Re=100. 
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Σχήμα 5.3 Τρισδιάστατη οδηγούμενη ροή σε κυβική κοιλότητα (α) u-συνιστώσα της ταχύτητας 
στο επίπεδο z=0.5 πάνω στην κεντρική γραμμή x=0.5, (β) v-συνιστώσα της ταχύτητας στο 

επίπεδο z=0.5 πάνω στη γραμμή y=0.5, (γ) γραμμές ροής στο επίπεδο z=0.5, (δ) γραμμές ροής 
στο επίπεδο x=0.5, (ε) γραμμές ροής στο επίπεδο y=0.5, για Re=400. 
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Σχήμα 5.4 Τρισδιάστατη οδηγούμενη ροή σε κυβική κοιλότητα (α) u-συνιστώσα της ταχύτητας 
στο επίπεδο z=0.5 πάνω στην κεντρική γραμμή x=0.5, (β) v-συνιστώσα της ταχύτητας στο 

επίπεδο z=0.5 πάνω στη γραμμή y=0.5, (γ) γραμμές ροής στο επίπεδο z=0.5, (δ) γραμμές ροής 
στο επίπεδο x=0.5, (ε) γραμμές ροής στο επίπεδο y=0.5, για Re=1000. 
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5.1.3 Μη μόνιμη, τυρβώδης ροή γύρω από κύβο τοποθετημένο σε κανάλι 

Στην ενότητα αυτή εξετάζουμε τη ροή γύρω από κύβο τοποθετημένο σε κανάλι. 
Πρόκειται για μη μόνιμη τυρβώδη περίπτωση ροής και αποτελεί έναν καλό έλεγχο για 
την ποιότητα των αποτελεσμάτων του επιλύτη. Η περιγραφή του προβλήματος 
φαίνεται στο σχήμα (5.5). Η ροή χαρακτηρίζεται από πολλές περιοχές ανακυκλοφορίας 
όπως φαίνεται στο σχήμα (5.6). Τα κύρια χαρακτηριστικά του μέσου πεδίου ροής είναι 
ένας πεταλοειδής δινοσωλήνας κοντά στο έδαφος, ο οποίος διέρχεται εκατέρωθεν 
του κύβου και καταλήγει στον ομόρρου. Άλλος ένας πεταλοειδής δινοσωλήνας 
σχηματίζεται στην κατάντη επιφάνεια του κύβου, του οποίου τα δύο άκρα 
καταλήγουν στο έδαφος. Κάποιοι μικρότεροι δινοσωλήνες σχηματίζονται στις πλευρικές 
επιφάνειες και στην οροφή του κύβου. Η ροή είναι μη μόνιμη με περιοδική έκλυση δινών 
στον ομόρρου. 

Χρησιμοποιήσαμε ένα αριθμητικό πλέγμα (σχήματα 5.7 α-λ) 1919828 κελιών και 
614536 κόμβων. Η απόσταση των κόμβων της πρώτης πλεγματικής γραμμής από την 
επιφάνεια όλων των στερεών τοιχωμάτων λήφθηκε ίση με 55 10−⋅ . Το πλέγμα ήταν 
υβριδικό, δομημένο κοντά σε όλα τα στερεά τοιχώματα και μη δομημένο στις υπόλοιπες 
περιοχές. Το πάχος της δομημένης περιοχής του πλέγματος ήταν περίπου 0.1. Οι 
αποστάσεις των εξωτερικών ορίων είναι από τις μεγαλύτερες που βρήκαμε στη 
βιβλιογραφία. 

Οι οριακές συνθήκες που χρησιμοποιήσαμε είναι παρόμοιες με αυτές που 
περιγράφονται στο Lakehal & Rodi. Στη είσοδο της ροής θεωρήσαμε πλήρως ανεπτυγμένη 
τυρβώδη ροή με προφίλ ταχύτητας: 

1
7

max

y Hu u 1
H

       
  (5.1.1) 

Το προφίλ αυτό θεωρείται ομοιόμορφο κατά την κατεύθυνση “z” οπότε από την 

απαίτηση διατήρησης της παροχής προκύπτει max
8
7 bu u= . Για την μοντελοποίηση της 

τύρβης, χρησιμοποιήθηκε το μοντέλο τύρβης k-ωSST. Η ένταση της τύρβης στην είσοδο 
της ροής και στο ύψος του κύβου είχε την τιμή 0.03. Ελλείψει περισσοτέρων πληροφοριών 
θεωρήσαμε ομοιόμορφη κατανομή για την ένταση της τύρβης και ίση με την τιμή 0.03. Η 

τιμή για το “k” προέκυψε ως ( )23 0.03
2ink = . Η τιμή για το “ω” προέκυψε από την 

απαίτηση 0.01 Re 0.01 Re
0.01

t in in
in

in in

v k k
v

ω
ω

  = ⇒ = ⇒ = 
 

. Στην έξοδο της ροής επιβάλαμε 

μηδενική πίεση ενώ για όλα τα υπόλοιπα μεγέθη μηδενίσαμε την παράγωγο κατά την 
κατεύθυνση “x”. Στα πλευρικά τοιχώματα του καναλιού επιβάλαμε οριακές συνθήκες μη 
εισχώρησης-μη ολίσθησης για την ταχύτητα και τις συνθήκες Dirichlet που προβλέπονται 
για το μοντέλο τύρβης k-ω-SST. Ως αρχικές συνθήκες λάβαμε ομοιόμορφο πεδίο ροής και 
ίσο με τη μέση ταχύτητα εισόδου, ενώ για τις μεταβλητές τύρβης χρησιμοποιήσαμε τις 
τιμές τους από τις οριακές συνθήκες εισόδου. 
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Χρησιμοποιήσαμε αδιάστατο φυσικό χρονικό βήμα 25 10t −∆ = ⋅  ενώ ο αριθμός CFL 
κλιμακώθηκε στο πεδίο 1÷10 μέσα στα πρώτα 100 φυσικά χρονικά βήματα. Για τον 
υπολογισμό των παραγώγων για την ανακατασκευή των μεγεθών της ροής, 
χρησιμοποιήσαμε τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Προσομοιώσαμε τη ροή για 
αριθμό Reynolds Re=40000. Ο αριθμός Reynolds ορίστηκε με βάση τη μέση ταχύτητα της 
ροής εισόδου “ bu ” και το ύψος του κύβου “H”. 

Στα σχήματα (5.8α,β,γ) παρουσιάζουμε τις γραμμές ροής στο επίπεδο συμμετρίας z=0 
και στο επίπεδο “xz” στο ύψος ( 55 10−⋅ ) του πρώτου κελιού από το τοίχωμα. Στο σχήμα 
(5.8α) φαίνονται τα πειραματικά αποτελέσματα ενώ στα σχήματα (5.8β,γ) φαίνονται τα 
δικά μας πειραματικά αποτελέσματα. Το σημείο ανακοπής στην ανάντι επιφάνεια του 
κύβου προέκυψε από την προσομοίωση  ως / 0.71s refy L = . Στα σχήμα (5.9α-ζ) βλέπουμε 

τις κατανομές της οριζόντιας μέσης ταχύτητας σε διάφορες θέσεις στο επίπεδο συμμετρίας 
και συγκρίνουμε με τα αντίστοιχα πειραματικά δεδομένα. Από το σχήμα (5.9α) βλέπουμε 
πως η κατανομή εισόδου που επιλέξαμε, δε δημιουργεί μεγάλη απόκλιση από τα 
πειραματικά δεδομένα. Από τα υπόλοιπα σχήματα παρατηρούμε καλή συμφωνία των 
αποτελεσμάτων μας μέχρι τη θέση x=1 ενώ από εκεί και πέρα (δηλαδή στην περιοχή 
ανακυκλοφορίας) παρατηρείται σημαντική απόκλιση. 

 
 

Σχήμα 5.5 Ροή γύρω από κύβο-περιγραφή προβλήματος (α) επίπεδο xz, (β) επίπεδο xy. 
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Σχήμα 5.6 Τρισδιάστατη ροή γύρω από κύβο μέσα σε κανάλι: Σχηματική αναπαράσταση του 

πεδίου ροής και μεγέθη σύγκρισης 
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Σχήμα 5.7 Τρισδιάστατη ροή γύρω από κύβο μέσα σε κανάλι: (α-β-γ) όψεις πλέγματος κατά το 
επίπεδο xz, (δ-ε-ζ) όψεις πλέγματος κατά το επίπεδο xy, (η-θ-ι) όψεις πλέγματος κατά το 

επίπεδο yz, (κ-λ) επιφανειακό πλέγμα. 
 

 

 
Σχήμα 5.8 Τρισδιάστατη ροή γύρω από κύβο μέσα σε κανάλι: Μέσο πεδίο ροής (α) στο επίπεδο 

συμμετρίας και πάνω από το έδαφος, (β)-(γ) παρούσα μεθοδολογία. 
 

Στον Πίνακα (5.1) γίνεται ποσοτική σύγκριση των μηκών ανακυκλοφορίας για το μέσο 
πεδίο ροής, ανάντι και κατάντι του κύβου στο επίπεδο συμμετρίας. Συγκρίνουμε επίσης 
και τον αριθμό Strouhal. Η σύγκριση γίνεται με τα αντίστοιχα αριθμητικά αποτελέσματα 
στη βιβλιογραφία, καθώς και τα αντίστοιχα πειραματικά των Martinuzzi & Tropea (1993) 
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και Hussein & Martinuzzi (1996). Παρατηρείται σημαντική απόκλιση μεταξύ των 
αποτελεσμάτων για τα μήκη ανακυκλοφορίας και μικρότερη για τον αριθμό Strouhal. 

Πίνακας 5.1: Σύγκριση μηκών ανακυκλοφορίας μέσου πεδίου ροής στο 
επίπεδο συμμετρίας, ανάντι “ X f  ” και κατάντι “ Xb  ” του κύβου 

X f X b Str 

Παρούσα εργασία (k-ω-SST) 1.3 2.5 0.10 
Experiment (Martinuzzi & Tropea 1993) [Mar93] 1.04 1.612 0.145 
Experiment (Hussein & Martinuzzi 1996) [Hus96] 1.04 1.67  

[Lak97] LESa 0.998 1.432 - 
[Lak97] RANSb 0.950 2.731 - 
[Sha98] LES 1.080 1.690 - 

[Iac03] RANS unsteady 0.732 1.876 0.17 
[Hau07] k-ω 0.60 3.0 0.10 

[Hau07] SST Grid 1 (88000 κόμβοι) 0.65 1.75 0.11 
[Hau07] SST Grid 2 (130000 κόμβοι) 0.73 1.87 0.11 
[Hau07] SST Grid 3 (306000 κόμβοι) 0.74 1.9 0.11 
[Hau07] SST Grid 4 (440000 κόμβοι) 0.70 1.8 0.11 

[Hau07] SSG 0.65 2.98 0.11 
[Hau07] LES 1.1 1.7 0.11 

[Hau07] SAS-SST 0.75 1.7 0.13 
[Ari09] Std k-ε WF 0.69 1.98 - 

[Αri09] Std k-ω 0.68 2.05 - 
[Ari09] RSM 0.70 2.40 - 
[Ari09] SA 0.68 2.12 - 

[Ari09] RNG k-ε 0.72 2.54 - 
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 Σχήμα 5.9 Τρισδιάστατη ροή γύρω από κύβο μέσα σε κανάλι: Κατανομές μέσης οριζόντιας  

συνιστώσας της ταχύτητας σε διάφορες διατομές στο επίπεδο συμμετρίας (α) x=-1, (β) x=0.5, (γ) 
x=1, (δ) x=1.5, (ε) x=2.5, (ζ) x=4. 

 
 

Οι αποκλίσεις που παρατηρούνται στα αποτελέσματα μπορεί να οφείλονται στις 
ελλιπείς συνθήκες εισόδου για τις μεταβλητές τύρβης, στις οριακές συνθήκες συμμετρίας 
στα πλευρικά τοιχώματα σε σύγκριση με το πείραμα σε σήραγγα, καθώς επίσης και το 
γεγονός ότι χρησιμοποιήσαμε μοντέλου τύρβης τύπου RANS για μη μόνιμη τυρβώδη ροή. 
Πιο κατάλληλα θα ήταν τα μοντέλα τύρβης LES ή υβριδικά μοντέλα τύρβης RANS/LES. 
Επίσης δεν έγινε μελέτη ανεξαρτησίας πλέγματος και χρονικού βήματος. Παρόμοιες 
αποκλίσεις παρατηρούμε και σε άλλα αριθμητικά αποτελέσματα τις βιβλιογραφίας. 
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5.2 Εφαρμογή της αριθμητικής μεθοδολογίας σε χαλύβδινη καπνοδόχο 

5.2.1 Εισαγωγή 

Ως μια πρώτη εφαρμογή της αριθμητικής μεθόδου που αναπτύχθηκε στα προηγούμενα 
κεφάλαια, επιλέχθηκε μια απλή γεωμετρικά, κατασκευή Πολιτικού Μηχανικού: μια 
χαλύβδινη καμινάδα εργοστασίου (σχήμα 5.10). Η επιλογή ήταν τέτοια ώστε να μπορεί να 
γίνει άμεση σύγκριση με τη βιβλιογραφία καθώς και με τα κεφάλαια του Ευρωκώδικα που 
αναφέρονται στα φορτία ανέμου. 

 

 
 

Σχήμα 5.10 Χαλύβδινη καμινάδα εργοστασίου  

5.2.2 Ανάλυση με την παραδοχή στρωτής ροής και ομοιόμορφης ταχύτητας στην 
είσοδο 

Το πρόβλημα που έχουμε να αντιμετωπίσουμε είναι η ροή του ανέμου γύρω από έναν 
κύλινδρο σταθερής διαμέτρου καθ’ ύψος, ο οποίος είναι εδρασμένος στο έδαφος.  Αν δεν 
υπήρχε αυτός ο γεωμετρικός περιορισμός και η καμινάδα ήταν άπειρου μήκους τότε το 
πρόβλημα θα εκφυλιζόταν σε πρόβλημα δύο διαστάσεων, αφού η γεωμετρική συμμετρία 
κατά τον κατακόρυφο άξονα θα οδηγούσε σε συμμετρία όλης της ροής. Η ανάλυση αυτού 
του πεδίου ροής έχει γίνει εκτενώς στη βιβλιογραφία (σχήμα 5.11) και δεν είναι τίποτε 
άλλο από αποβολή δινών Von-Karman γύρω από κυλινδρική διατομή. 
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Σχήμα 5.11 Αποβολή δινών Von-Karman γύρω από κύλινδρο άπειρου μήκους 
 
Παρ’ όλο που η περίπτωση μας δεν παρουσιάζει τέτοιου είδους συμμετρία κατά τον 

κατακόρυφο άξονα, είναι λογικό να αναμένουμε αποβολή δινών, οι οποίες όμως θα έχουν 
έναν πιο τρισδιάστατο χαρακτήρα. Για το λόγο αυτό, σαν μια πρώτη προσέγγιση, κάναμε 
ανάλυση με τη θεώρηση στρωτής ροής και ομοιόμορφο πεδίο ταχυτήτων στην είσοδο της 
ροής. Σημειώνεται όμως ότι οι δύο αυτές απλοποιήσεις υπονομεύουν τη ρεαλιστικότητα 
του προβλήματός μας ως κατασκευή Πολιτικού Μηχανικού η οποία βρίσκεται εντός του 
Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος, αφού συνήθως οι ανεμοπτώσεις έχουν έντονα 
τυρβώδη χαρακτήρα.  

Το πρόβλημα επιλύθηκε με αδιάστατα μεγέθη ροής. Συγκεκριμένα, το ύψος της 
καμινάδας επιλέχθηκε ίσο με 10 διαμέτρους. Τα υπόλοιπα γεωμετρικά μεγέθη φαίνονται 
στα σχήματα (5.12α,β). Ο αριθμός Reynolds επιλέχθηκε Re=1000, για το λόγο ότι υπάρχει 
εκτεταμένη βιβλιογραφία που ασχολείται με τη συγκεκριμένη τιμή γύρω από κυλίνδρους. 
Η ταχύτητα στην είσοδο επιλέχθηκε τέτοια ώστε να προκύπτει ο αντίστοιχος αριθμός 
Re=1000.  

Η ανάλυση έγινε με μη-δομημένο πλέγμα τετραεδρικών στοιχείων με σταδιακή 
πύκνωση των στοιχείων προς την επιφάνεια της καμινάδας (σχήμα 5.13).    
Χρησιμοποιήσαμε  149938 κόμβους και 847370 τετράεδρα για την ανάλυση. Έγινε μια 
ανάλυση με το διπλάσιο αριθμό στοιχείων, όμως τα αποτελέσματα ήταν σχεδόν 
ταυτόσημα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η ροή είναι στρωτή και  άρα οι απαιτήσεις σε 
πυκνό πλέγμα είναι περιορισμένες. Επιπλέον το φυσικό χρονικό βήμα ήταν 21 10−⋅  και ο 
αριθμός CFL κλιμακωνόταν από 1 σε 10 εντός 100 φυσικών χρονικών βημάτων. 

Οι συνοριακές συνθήκες επιλέχθηκαν τέτοιες ώστε να προσομοιάζουν όσο καλύτερα 
γίνεται ένα πείραμα σε ανεμοσήραγγα. Συγκεκριμένα, στην έξοδο επιλέξαμε μηδενισμό 
της πίεσης ενώ στα υπόλοιπα πλευρικά όρια συνθήκες συμμετρίας, δηλαδή οι ταχύτητες 
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καθώς και οι παράγωγοι των ταχυτήτων κατά τις διευθύνσεις y και z να είναι ίσες με 
μηδέν. Τέλος, στα στερεά όρια (έδαφος και καμινάδα) χρησιμοποιήσαμε συνοριακή 
συνθήκη μη εισχώρησης – μη ολίσθησης της ροής. 

 
 

 
 

Σχήμα 5.12α Κάτοψη υπολογιστικού χωρίου 
 
 

 
Σχήμα 5.12 β Τομή υπολογιστικού χωρίου στο x=0 
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Σχήμα 5.13 Χωρικό μη-δομημένο πλέγμα τετραεδρικών στοιχείων 
 
Στα σχήματα 5.14 μπορούμε να δούμε την κατάσταση του πεδίου των ταχυτήτων σε 4 

χρονικές στιγμές , ανά 200 φυσικά χρονικά βήματα (δηλαδή αδιάστατη χρονική απόσταση 
ίση με 2). Η αναπαράσταση του πεδίου έγινε με τη μέθοδο του ψευδοχρώματος κι άρα 
μπορούμε να διακρίνουμε μόνο τα μεγέθη των ταχυτήτων κι όχι τις διευθύνσεις των 
διανυσμάτων. Η τομή έγινε στο ύψος z=5D από την επιφάνεια του εδάφους, δηλαδή στο 
μέσο ύψος της καμινάδας. Όπως γίνεται αντιληπτό, παρατηρείται μια περιοδικότητα στο 
φαινόμενο, όπου σχηματίζεται κατάντη της καμινάδας μια περιοχή στροβιλισμού της ροής 
(έντονο μπλε) η οποία όταν μεγαλώσει και γίνει τάξη μεγέθους ίση με τη διάμετρο της 
καμινάδας αποβάλλεται.  

 
 

 



116 

 

 

 
 

Σχήμα 5.14 Αποβολή δινών από την καμινάδα (z=5D) 
 

 
Στο σχήμα 5.15 αναπαρίστανται οι ροϊκές γραμμές των ταχυτήτων σε διάφορες 

υψομετρικές θέσεις. Όπως μπορούμε να διακρίνουμε το φαινόμενο είναι έντονα 
τρισδιάστατο, αφού δεν υπάρχει σαφής δημιουργία δίνης στα κατάντη της καμινάδας. 
Προφανώς αυτή η συμπεριφορά οφείλεται στη μη-συμμετρία του πεδίου, και ιδιαίτερα 
στην παρουσία του εδάφους, όπου εκεί οι ταχύτητες είναι εξ ορισμού μηδέν. 
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Σχήμα 5.15 Αποβολή δινών από την καμινάδα (z=5D) 
 
Μια καλύτερη κατανόηση του πεδίου ροής μπορεί να γίνει μη τη βοήθεια του 

συντελεστή πίεσης 
p

C  ο οποίος ορίζεται ως: 

 

p
2

p p
C 1 ρ V

2



 


   (5.1.2) 

 
όπου p η πίεση στο σημείο που υπολογίζεται ο συντελεστής πίεσης, p∞ η πίεση σε 
συνθήκες άπειρης ροής, δηλαδή εκεί όπου η ροή δεν επηρεάζεται από καμία διαταραχή, 
ρ∞ και V∞  αντίστοιχα η πυκνότητα και η ταχύτητα του πεδίου άπειρης ροής. 
 

Στα Σχήματα 5.16 (α,β,γ) δίνονται τα διαγράμματα του συντελεστή πίεσης pC σε 

συνάρτηση με την γωνία “θ” για τρεις χαρακτηριστικές διατομές της καμινάδας (z=5D, 
z=7D, z=9D). Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε, τα τρία διαγράμματα παρουσιάζουν 
μεγάλες διαφορές. Πιο κοντά στα αποτελέσματα της δισδιάστατης ροής βρίσκεται η 
διατομή 1 (z=5D), όπως είναι πιο “κοντά” στη συμμετρία από όλες τις υπόλοιπες. 
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Σχήμα 5.16 Κατανομή του συντελεστή πίεσης pC συναρτήσει της γωνίας θ [0]: α) διατομή 1, 

z=5D β) διατομή 2, z=7D γ) διατομή 3, z=9D 
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5.2.3 Ανάλυση εντός Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος 

 
Μετά από την ανάλυση με  θεώρηση στρωτής ροής και ομοιόμορφης ταχύτητας στην 

είσοδο, μπορούμε να προχωρήσουμε στο πραγματικό πρόβλημα: τη διαστασιολόγηση 
χαλύβδινης καμινάδας υπό τα φορτία ανέμου εντός Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος. 

  

 Διαστάσεις προβλήματος 
 
Οι διαστάσεις του πεδίου επιλέχθηκαν παρόμοιες με αυτές της ανάλυσης με στρωτή 

ροή (σχήματα 5.17α,β).  
 

 
Σχήμα 5.17α Κάτοψη υπολογιστικού χωρίου 

 

 
Σχήμα 5.17β Τομή υπολογιστικού χωρίου 
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 Προσομοίωση Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος (ΑΟΣ) 
 
Για τη προσομοίωση του Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος επιλέχθηκε το εκθετικό 

προφίλ ανέμου. Στο ύψος της καμινάδας η ταχύτητα επιλέχθηκε ίση με 30 m/s και το 
υπόλοιπο προφίλ υπολογίζεται με βάση τον εκθετικό νόμο: 

 
max

0.19

z
0

zu z u
z

      
  (5.1.3) 

όπου 0
2 13,3
3

z H m= =  το χαρακτηριστικό ύψος της κατασκευής και 
max

30 /zu m s=     η 

χαρακτηριστική ταχύτητα ανέμου. 
Πολύ σημαντικό ρόλο για τη σωστή πρόλεξη της ροής του ανέμου εντός του 

Ατμοσφαιρικού Οριακού Στρώματος έχει η επιλογή του κατάλληλου μοντέλου τύρβης. Το 
μοντέλου LES κρίθηκε ότι είναι το καταλληλότερο, αφού τα μοντέλα τύπου RANS 
συνήθως δεν μπορούν να δώσουν τη μη μόνιμη κατάσταση που επικρατεί στη 
πραγματικότητα εντός του ΑΟΣ. Επίσης, επειδή το πλέγμα είναι μη-δομημένο σε όλον τον 
υπολογιστικό χώρο χρησιμοποιήσαμε συναρτήσεις τοιχώματος (wall functions). Έτσι, ο 
υπολογισμός των τυρβώδων διατμητικών τάσεων στα στερεά τοιχώματα δεν θα γίνει με 
βάση τις κλίσεις της ταχύτητας (u,v,w) αλλά με την ταχύτητα τοιχώματος uτ (βλέπε 
κεφάλαιο 3.6.4). Τέλος ,στην είσοδο της ροής δόθηκε ένα ποσοστό αρχικής τυρβώδους 
κινητικής ενέργειας ( )/ / Rein in tk v vω= ⋅ , ( )/ 0.01tv v = .  

 Χωρικό πλέγμα 
 
Επειδή στη στρωτή ροή παρατηρήσαμε ότι  από ένα ύψος και πέρα (περίπου 13 

διαμέτρους) η ροή δεν επηρεάζεται από την καμινάδα και το έδαφος, καταλήξαμε στην 
επιλογή μικρότερου μέγιστου ύψος για να εξοικονομήσουμε υπολογιστικό κόστος. Η 
ανάλυση έγινε με μη-δομημένο πλέγμα τετραεδρικών στοιχείων. Συγκεκριμένα, 
χρησιμοποιήθηκαν 356177 κόμβοι και 1989754 τετράεδρα. Η πύκνωση των στοιχείων σε 
σχέση με την ανάλυση στρωτής ροής έγινε για να μπορέσουμε να “εντοπίσουμε” τις 
διακυμάνσεις της τύρβης. Η απαίτηση αυτή ήταν ακόμη υψηλότερη λόγω της χρήσης του 
μοντέλου LES. Στα σχήματα 5.18 (α,β,γ) αναπαρίστανται οι τομές του πλέγματος κατά 
τους κύριους άξονες x,y και z αντίστοιχα, ενώ τα σχήματα 5.18 (δ,ε) αποτελούν προοπτικά 
σχέδια.  
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Σχήμα 5.18 α) Τομή χωρικού πλέγματος κάθετη στον κύριο άξονα x (άξονας παράλληλος στη 

διεύθυνση του ανέμου) β) Τομή χωρικού πλέγματος κάθετη στον κύριο άξονα y (άξονας κάθετος 
στη διεύθυνση του ανέμου και οριζόντιος) γ) Τομή χωρικού πλέγματος κάθετη στον κύριο άξονα z 
(κατακόρυφος άξονας) δ) Μεγέθυνση στον “καπάκι” της καπνοδόχου ε) τρισδιάστατο προοπτικό 

εδάφους και καπνοδόχου 
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Σημαντική πύκνωση των στοιχείων , όπως μπορούμε να διακρίνουμε στα σχήματα 5.18 
υπάρχει κοντά στο έδαφος και το στερεό όριο της καπνοδόχου. Αυτό είναι λογικό αφού σε 
εκείνες τις περιοχές οι κλίσεις της ταχύτητας γίνονται ιδιαίτερα υψηλές και άρα οι 
τυρβώδεις τάσεις , οι οποίες σχετίζονται άμεσα με την ποιότητα του πλέγματος, παίζουν 
σημαντικό ρόλο στην ακριβή πρόλεξη του πεδίου της ροής. 

 Συνοριακές συνθήκες 
 
Η επιλογή των συνοριακών συνθηκών έγινε με βάση την καλύτερη δυνατή προσέγγιση 

ενός πειράματος σε ανεμοσήραγγα: 

• Είσοδος ροής: Στους κόμβους του πεδίου που βρίσκονται στην είσοδο της ροής 
επιλέξαμε το εκθετικό προφίλ για την ταχύτητα κατά τη διεύθυνση του ανέμου, 
ενώ τις άλλες δύο τις μηδενίσαμε. Επίσης δόθηκε κι ένα ποσοστό αρχικής τύρβης 

/ 0.01tν ν = . Η πίεση προκύπτει από τις εξισώσεις μέσης ροής με σχήμα 
προεκβολής πρώτης τάξης ακρίβειας. 

• Έξοδος ροής: u,v και w από εξισώσεις μέσης ροής και p=0 
• Πλευρικά όρια: Επιλέχθηκαν συνθήκες συμμετρίας. 
• Οροφή πλέγματος: Επιλέχθηκαν συνθήκες συμμετρίας 
• Στερεά όρια: u=v=w=0 από τις εξισώσεις μέσης ροής. Επιπλέον έγινε χρήση 

συναρτήσεων σχήματος (wall-functions). 
 

5.2.3.1 Επίλυση του πεδίου ροής 

Το πρόβλημα επιλύθηκε με διαστατά μεγέθη. Παρ’ όλα αυτά, για να γίνει σύγκριση με 
τη βιβλιογραφία χρειαζόταν ένας ισοδύναμος αριθμός Reynolds ο οποίος για τους 
κυλίνδρους συνήθως λαμβάνεται ως: 

0z
U B

Re
ν


   (5.1.4) 

όπου 
0

27.8zU = m/s , η ταχύτητα του ανέμου στο ύψος 0
2 13.3
3

z H= = m, B=2m η 

διάμετρος του κυλίνδρου και 6
215 10 s

m
ν − Ν ⋅
= ⋅  η δυναμική συνεκτικότητα του αέρα. 

Για τα δικά μας δεδομένα προέκυψε 6Re 3.71 10= ⋅ . 
 

Για την επίλυση του πεδίου ροής πρέπει να επιλεχθούν οι παράμετροι του 
προβλήματος: 

• Φυσικό χρονικό βήμα: Η επιλογή του φυσικού χρονικού βήματος είναι τέτοια 
ώστε να ικανοποιούνται όσο το δυνατόν καλύτερα δύο αντικρουόμενες απαιτήσεις: 



 

123 

η απαίτηση σε σύγκλιση του πεδίου και η απαίτηση σε εξοικονόμηση χρόνου και 
υπολογιστικού κόστους. Παρ’ όλο που η δυναμική ανάλυση μιας κατασκευής σαν 
αυτής της καπνοδόχου μπορεί να γίνει πολύ ικανοποιητικά με φυσικό χρονικό 
βήμα της τάξη του δεκάτου του δευτερολέπτου, το ίδιο δεν ισχύει για την ανάλυση 
του πεδίου. Επιλέξαμε λοιπόν χρονικό βήμα ίσο με 310− sec για το ρευστό, όμως 
στη συνέχεια θα επιβάλουμε στην κατασκευή τα φορτία ανά 0.2 sec. 

 
• Σύγκλιση μεταβλητών ροής: Η επιλογή των κριτηρίων σύγκλισης των 

μεταβλητών του πεδίου ροής είναι ανάλογη με την ακρίβεια των αποτελεσμάτων 
που επιθυμούμε. Επιλέξαμε για τις ταχύτητες u,v και w σύγκλιση στο 510−  αλλά 
για την πίεση 310− . Η επιλογή αυτή έγινε επειδή είναι γνωστό ότι η πίεση είναι 
πολύ πιο δύσκολο να συγκλίνει από τις ταχύτητες και άρα η σύγκλιση όλου του 
πεδίου θα καθυστερούσε σε μη αποδεκτούς χρόνους. Τέλος για τις παραμέτρους 
τύρβης επιλέξαμε σύγκλιση στο 410− . 

 
• Μεταβλητή “δ” συναρτήσεων σχήματος: 0.01 όπως προτείνεται συνήθως. 

 
• Επιλογή μοντέλου LES: Επιλέξαμε το μοντέλο standard Smagorinsky-Lilly. 

 
• Αριθμός CFL: Συντηρητικά, ο αριθμός CFL επιλέχθηκε ίσος με 1 χωρίς να 

μεταβάλλεται στο φυσικό χρόνο. 
 
Στα σχήματα 5.19 (α,β) αναπαρίστανται οι ροϊκές γραμμές του στιγμιαίου πεδίου σε 

οριζόντια και κατακόρυφη τομή αντίστοιχα. 
 
 

 
Σχήμα 5.19α Γραμμές ροής του στιγμιαίου πεδίου ροής στο οριζόντιο επίπεδο z=10m 
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Σχήμα 5.19β Γραμμές ροής του στιγμιαίου πεδίου ροής στο κατακόρυφο επίπεδο  
 
 
 
  

 
 

Σχήμα 5.19γ Τρισδιάστατες γραμμές ροής  
 

 
Στο Σχήμα 5.19 (γ) αναπαρίστανται οι τρισδιάστατες γραμμές ροής για το στιγμιαίο 

πεδίο. Όπως γίνεται σαφές, η παρουσία του εδάφους, η τύρβη και το γεγονός ότι ο 
κύλινδρος είναι περιορισμένου μήκους δημιουργούν ένα αρκετά πολύπλοκο φαινόμενο, 
παρ’ όλο που η γεωμετρία είναι σχετικά απλή.  
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Σχήμα 5.20α Στιγμιαία πίεση στην προσήνεμη πλευρά της καπνοδόχου 
 
 

 
 

Σχήμα 5.20β Στιγμιαία πίεση στην πλάγια όψη της καπνοδόχου 
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Σχήμα 5.20γ Στιγμιαία πίεση στην υπήνεμη πλευρά της καπνοδόχου 
 
Στα σχήματα 5.20 (α,β,γ) αναπαρίσταται η κατανομή της πίεσης σε διάφορες όψεις της 

καπνοδόχου.  

5.2.4 Δυναμική ανάλυση καπνοδόχου χωρίς αλληλεπίδραση ροής-κατασκευής 

Η πρώτη ανάλυση έγινε με τη θεώρηση ότι η παραμόρφωση της καπνοδόχου δεν 
επηρεάζει το πεδίο ροής. Η παραδοχή αυτή σε πολλές περιπτώσεις, όπου δεν 
παρατηρούνται αεροελαστικά φαινόμενα, είναι αποδεκτή και δεν αλλοιώνει σημαντικά 
την ποιότητα των αποτελεσμάτων.  

Αφού γίνει η επίλυση του ρευστού καλούμαστε να μεταφέρουμε τα φορτία σε ένα 
πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων όπου και θα εκτελέσει τη δυναμική ανάλυση. Όπως 
έχει σχολιαστεί και προηγουμένως, κατά την ανάλυση του ρευστού χρησιμοποιήθηκε 
φυσικό χρονικό βήμα ίσο με 10-3 sec, κάτι που θα ήταν παράλογο να εφαρμόσουμε και 
στην ανάλυση της καπνοδόχου. Αφού υπολογίστηκαν οι ιδιομορφές της κατασκευής 
καταλήξαμε ότι η ανανέωση των φορτίων που επιβάλλονται από τον άνεμο κάθε 0.2 sec 
είναι επαρκής. 

Επίσης καλούμαστε να επιλέξουμε το χρονικό διάστημα απ’ όπου θα αντλήσουμε 
πληροφορίες από το ρευστό και θα τις μεταφέρουμε στην καπνοδόχο. Επειδή 
χρησιμοποιήθηκε το μοντέλο τύρβης LES δεν έχουμε μια αρκετά σαφή εικόνα του πότε 
έχει σταθεροποιηθεί η ροή και ποία είναι η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση των 
μεταβλητών. Στο σχήμα 5.21 αναπαρίσταται η εξέλιξη της συνολικής δύναμης που δρα 
στην κατασκευή στο χρόνο. Θεωρήσαμε λοιπόν ότι από τα 5 sec η ροή έχει 
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σταθεροποιηθεί και αρχίσει να “ταλαντώνεται” γύρω από μια μέση τιμή συνολικής 
δύναμης κατά τη διεύθυνση του ανέμου ίση με 13603 N. 

    

Σχήμα 5.21 Διάγραμμα συνολικής δύναμης που δρα στην κατασκευή λόγω ανέμου κατά τη 
διεύθυνση του ανέμου 

 

Στη συνέχεια εκτελούμε τη δυναμική ανάλυση της καπνοδόχου στο πρόγραμμα 
πεπερασμένων στοιχείων Sofistik. Το πλέγμα που χρησιμοποιήθηκε ήταν ακριβώς το ίδιο 
με αυτό του ρευστού παρ’ όλο που ο φορέας είναι απλός και δε χρειάζεται τόσο μεγάλη 
πύκνωση. Η επιλογή αυτή έγινε επειδή στη συνέχεια θα ακολουθήσει η αλληλεπίδραση 
ροής– κατασκευής όπου οι κόμβοι των δύο υπολογιστικών χωρίων θα πρέπει να 
ταυτίζονται. Μια βελτίωση του κώδικα θα ήταν η δημιουργία ανεξάρτητου πλέγματος στη 
δυναμική ανάλυση της κατασκευής από αυτή του ρευστού και η επικοινωνία των κόμβων 
μέσω συναρτήσεων παρεμβολής. 

 

            
 

Σχήμα 5.22 α) (αριστερά) κορυφή της καπνοδόχου β) (δεξιά) η θεμελίωση της καπνοδόχου 
θεωρήθηκε ότι έγινε επάνω στο μεταλλική βάση και προσομοιώθηκε ως αρθρώσεις περιμετρικά 
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Το πάχος της καπνοδόχου επιλέχθηκε 28mm (οριακά κατηγορία 3) και το υλικό που 
χρησιμοποιήθηκε είναι σύνθετο με μέτρο ελαστικότητας 2 28 10 / mmΕ = ⋅ Ν . Η επιλογή 
του υλικού ήταν τέτοια ώστε τα φορτία ανέμου να προκαλούν σημαντικές παραμορφώσεις 
και να μπορούν να αντληθούν χρήσιμα συμπεράσματα από την αλληλεπίδραση ροής - 
κατασκευής.  

Ταυτόχρονα με τη ρευστομηχανική ανάλυση έγιναν και προσομοιώσεις των δυνάμεων 
λόγω ανέμου σύμφωνα με τις διατάξεις του Ευρωκώδικα. Η πρότυπη φόρτιση που 
προτείνεται εξαρτάται από τη χαρακτηριστική ταχύτητα του ανέμου, την κατηγορία 
εδάφους και τα δυναμικά χαρακτηριστικά της κατασκευής. Επίσης, ανάλογα με την 
ακρίβεια τον αποτελεσμάτων που θέλουμε, μπορούμε να επιλέξουμε μεταξύ 
κατανεμημένης καθ’ ύψος της κατασκευής φόρτιση και σημειακή φόρτιση στο 
χαρακτηριστικό ύψος της κατασκευής. Στα σχήματα 5.23(α) και 5.23(β) αναπαρίστανται 
οι μετακινήσεις ενός κόμβου της κορυφής στους δύο οριζόντιους κύριους άξονες για τις 
αναλύσεις που έγιναν.  

 

 

Σχήμα 5.23α Μετατόπιση της κορυφής της καπνοδόχου κατά τη διεύθυνση του ανέμου 
 

 

Σχήμα 5.23β Μετατόπιση της κορυφής της καπνοδόχου κατά τον οριζόντιο άξονα y 
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Επίσης στα σχήμα 5.24 (α) και (β) αναπαρίστανται οι συνολικές δράσεις στην 
καπνοδόχο κατά τους κύριους άξονες. Όπως διαπιστώνεται, ο Ευρωκώδικας υπερεκτιμά 
τις δράσεις λόγω ανέμου σε σημείο που οδηγεί σε υπερδιαστασιολόγηση των κατασκευών. 
Επίσης δεν δίνει μπορεί να δώσει πληροφορίες για την κίνηση της κατασκευής κατά τον 
άξονα y ούτε για τις ταλαντώσεις που πιθανόν να εμφανίζονται. 

 

 

Σχήμα 5.24α Συνολικές δράσεις ανέμου στην καπνοδόχο κατά τη διεύθυνση x 
 

 

Σχήμα 5.24β Συνολικές δράσεις ανέμου στην καπνοδόχο κατά τη διεύθυνση y 
 

5.2.5 Δυναμική ανάλυση καπνοδόχου με αλληλεπίδραση ροής-κατασκευής 

Στην ενότητα αυτή θα αναπτύξουμε τη μεθοδολογία της αλληλεπίδρασης του πεδίου 
ροής με την κατασκευή και θα μελετήσουμε τα αεροελαστικά φαινόμενα που 
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αναπτύσσονται. Σημειώνεται ότι η αλληλεπίδραση δεν είναι σημαντική για κάθε 
κατασκευή και πολλές αναλύσεις μπορούν να γίνουν με τη θεώρηση ότι οι συνοριακές 
συνθήκες του πεδίου ροής δεν αλλάζουν. Υπάρχουν όμως και κατασκευές, όπως είναι οι 
κρεμαστές γέφυρες, όπου η παραμορφωμένη γεωμετρία του στερεού δημιουργεί επιπλέον 
παραμορφώσεις και ταλαντώσεις κι εγκλωβίζεται ενέργεια στο σύστημα. Η καπνοδόχος 
που εξετάζουμε ενδέχεται να μην είναι επιρρεπής σε τέτοιου είδος φαινόμενα, όμως στα 
πλαίσια της παρούσας εργασίας θα περιοριστούμε στην ανάλυσή της. 

Η μεθοδολογία της αλληλεπίδρασης ροής-κατασκευής (Fluid-Structure Interaction) 
απαιτεί τη χρήση δύο λογισμικών: ένα για την ανάλυση του ρευστού κι ένα για την 
ανάλυση του στερεού. Τα δύο αυτά λογισμικά δεν λειτουργούν ανεξάρτητα μεταξύ τους 
αλλά αλληλεπιδρούν το ένα με το άλλο. Συγκεκριμένα, οι δυνάμεις από την ανάλυση του 
ρευστού μεταφέρονται στο στατικό πρόγραμμα και φορτίζεται δυναμικά η κατασκευή. Στη 
συνέχεια οι παραμορφώσεις μεταφέρονται στο ρευστό, παραμορφώνεται το πλέγμα και 
συνεχίζει η επίλυση. Η μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε για την παραμόρφωση του 
πλέγματος είναι η Arbitrary Lagranian-Eulerian method. Στα σχήματα 5.25(α) και 5.25(β) 
μπορούμε να διακρίνουμε την παραμόρφωση του πλέγματος λόγω της κίνησης της 
καπνοδόχου από τα φορτία του ρευστού. 

 
 

Σχήμα 5.25 α)(αριστερά) τομή πλέγματος στην απαραμόρφωτη γεωμετρία β)(δεξιά) τομή 
πλέγματος στην παραμορφωμένη γεωμετρία    

 
Τα αποτελέσματα που προέκυψαν με την αλληλεπίδραση ροής-κατασκευής είναι 

παρόμοια με αυτά της ανάλυσης στην ενότητα 5.2.3 (μέγιστη παραμόρφωση, διακύμανση 
συνολικής δύναμης κατά τους κύριους άξονες κ.λπ.). Αυτό όμως δε θα έπρεπε να μας 
παραξενεύει αφού όπως έχει σχολιαστεί και προηγουμένως, οι καπνοδόχοι δεν είναι 
επιρρεπείς σε αεροελαστικά φαινόμενα κι επομένως η παραμορφωμένη γεωμετρία δεν 
απέχει πολύ από την απαραμόρφωτη.  
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Σχήμα 5.26α Τρισδιάστατες γραμμές ροής χρωματισμένες με την πίεση  
 

 
 

Σχήμα 5.26β Τρισδιάστατες γραμμές ροής χρωματισμένες με την πίεση 2 sec ύστερα από την 
κατάσταση του σχήματος 5.26 (α). Το πλέγμα έχει παραμορφωθεί με τη μέθοδο ALE (Arbitrary 

Lagranian-Eulerian) 
 
 

Τέλος, προκειμένου να πιστοποιήσουμε την αριθμητική μεθοδολογία και για 
μεγαλύτερες παραμορφώσεις εκτελέσαμε την ίδια ανάλυση αλλά με το μέτρο 
ελαστικότητας του υλικού τρεις φορές μικρότερο. Οι παραμορφώσεις που προέκυψαν 
ήταν της τάξης των 2-2,5 μέτρων , όπου σε καμία περίπτωση δεν είναι ρεαλιστικές, αλλά 
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οδηγούν σε ενθαρρυντικά συμπεράσματα για μελλοντικές αναλύσεις: το πλέγμα 
παραμορφώθηκε χωρίς να δημιουργηθούν αστάθειες ή κόμβοι να υπερπηδήσουν κάποια 
γειτονική τους ακμή. Στο σχήμα 5.27 (α) φαίνεται η παραμόρφωση του πλέγματος ενώ στα 
σχήμα 5.27(β) και 5.27(γ) οι γραμμές ροής και η εκτροπή της καπνοδόχου κατά τους δύο 
κύριους άξονες. 

 

                
Σχήμα 5.27α Παραμόρφωση του πλέγματος με μέτρο ελαστικότητας τρεις φορές μικρότερο 

από  το αρχικό. Το πλέγμα συμπεριφέρεται άριστα: δεν παρατηρείται υπερπήδηση ακμών και οι 
αναλογίες των πλευρών των τετράεδρων δεν αλλάζουν ιδιαίτερα 

 
 

 
 

Σχήμα 5.27β Κατανομή της πίεσης της καπνοδόχου τη στιγμή της μέγιστη πλάγιας εκτροπής 
της 
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Σχήμα 5.27γ Τρισδιάστατες γραμμές ροής χρωματισμένες με την πίεση (πλάγια όψη) 
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6 Σύνοψη 

6.1 Συμπεράσματα 

Ανακεφαλαιώνοντας, η σωστή πρόλεξη των φορτίων ανέμου που επιδρούν σε 
κατασκευές Πολιτικού Μηχανικού , απαιτεί τη χρήση προγραμμάτων υπολογιστικής 
ρευστομηχανικής. Ο Ευρωκώδικας, όπως έχει διαπιστωθεί και από άλλους ερευνητές, 
προτείνει φορτίσεις που έχουν προκύψει από εμπειρικές μεθόδους ή  πειραματικές 
μετρήσεις που όμως δεν μπορούν να εφαρμοστούν καθολικά σε κάθε κατασκευή. Επίσης, 
οι δυναμικές ταλαντώσεις δεν μπορούν να ληφθούν υπ’ όψιν με αποτέλεσμα να υπάρχει 
αμφιβολία σχετικά με την ορθή διαστασιολόγηση των εύκαμπτων κατασκευών, όπως είναι 
οι κρεμαστές γέφυρες και οι πύργοι τηλεπικοινωνιών. Στην παρούσα εργασία, έγινε 
προσπάθεια για την ανάπτυξη μιας γενικής μεθοδολογίας με την οποία εισάγοντας ως 
δεδομένα του προβλήματος τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της κατασκευής (γεωμετρία, 
υλικό κ.α.) αλλά και τις πληροφορίες από το εξωτερικο της περιβάλλον (ταχύτητα ανέμου, 
ανάγλυφο κ.α.) να μπορούμε με αξιοπιστία να προβλέψουμε τις φορτίσεις που 
δημιουργούνται λόγω ανεμοπτώσεων. Όσο εξελίσσονται οι υπολογιστές σε δυνατότητες 
αποθήκευσης μνήμης και ταχύτητας CPU είναι σίγουρο ότι νέοι μέθοδοι θα 
ανακαλύπτονται που θα οδηγούν σε μεγαλύτερης τάξης ακρίβειας αποτελεσμάτων, σε 
βαθμό όπου θα θεωρούνται περισσότερο αξιόπιστες από τα κλασσικά πειράματα σε 
ανεμοσήραγγα. 

6.2 Προτάσεις για μελλοντική έρευνα 

 

• Η σύνδεση του τυρβώδους άνεμου που δρα στις κατασκευές με μεγαλύτερης τάξης 
μετεωρολογικά  φαινόμενα. 

 
• Η χρήση ως είσοδο της ροής πραγματικών φασμάτων ριπών ανέμου που έχουν 

παρατηρηθεί στην περιοχή όπου σκοπεύουμε να τοποθετήσουμε την κατασκευή. 
 

• Η αυτόματη μεταφορά δεδομένων μεταξύ πλέγματος CFD (Computational Fluid 
Dynamics) και CSD (Computational Structural Dynamics). 

 
• Η χρήση των μοντέλων k-ε και k-w για την περίπτωση της καπνοδόχου και η 

σύγκριση των αποτελεσμάτων. 
 

• Η αύξηση-μείωση του υπολογιστικού χώρου στην περίπτωση της τυρβώδους ροής 
και η σύγκριση των αποτελεσμάτων. 
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Παράρτημα 

Στο σημείο αυτό θα αναλυθεί η μέθοδος που εφαρμόστηκε στην αλληλεπίδραση ροής–
κατασκευής όσον αφορά την παραμόρφωση του πλέγματος και το μετασχηματισμό των 
εξισώσεων Navier-Stokes για κινούμενο πλέγμα. 

Π.1 Εισαγωγή 

Η επίλυση ενός προβλήματος αλληλεπίδρασης ροής-κατασκευής αποτελείται από τρία 
στοιχεία: το ρευστό , την κατασκευή και το πλέγμα. Οι τάσεις και οι μετακινήσεις της 
κατασκευής υπολογίζονται από την επίλυση του ρευστού. Στη συνέχεια το πλέγμα του 
ρευστού παραμορφώνεται σύμφωνα με την παραμόρφωση του στερεού και τα 
αποτελέσματα των μετακινήσεων αυτών λαμβάνονται υπ’ όψιν από το πρόγραμμα-
επιλύτη. 

Οι εξισώσεις που διέπουν το ρευστό είναι οι Navier-Stokes ενώ για την κατασκευή 
χρησιμοποιήθηκε η κλασσική εξίσωση της δυναμικής: 

 

s
Mu Cu Ku F ( t )                                  (Π.1) 

 
όπου u είναι το διάνυσμα των μετακινήσεων της κατασκευής, M το μητρώο μάζας, C το 
μητρώο απόσβεση, K το μητρώο δυσκαμψίας και 

s
F ( t )  η δυναμική φόρτιση λόγω 

ανέμου. 

Π.2 Σύζευξη πεδίου ροής και κίνησης-παραμόρφωσης του πλέγματος 

Το τρίτο στοιχείο που πρέπει να ληφθεί υπ’ όψιν στην αλληλεπίδραση ροής-
κατασκευής είναι η κίνηση του πλέγματος. Ουσιώδης σημασίας είναι ο τρόπος με τον 
οποίο χειριζόμαστε την κίνηση του ρευστού κατά την παραμόρφωση του πλέγματος. Η 
μέθοδος που χρησιμοποιείται κατά κόρον σε αυτές τις περιπτώσεις είναι η Arbitary 
Lagrangian Eulerian (ALE). 

Η βασική ιδέα της μεθόδου ALE είναι ότι συνδυάζει τη Lagrangian και την Eulerian 
προσέγγιση των προβλημάτων. Η Lagrangian μέθοδος χρησιμοποιείται συνήθως στη 
Μηχανική Στερεού Σώματος αλλά και στη Μηχανική των Ρευστών όταν κανείς θέλει να 
ακολουθήσει την κίνηση συγκεκριμένων σωματιδίων του χώρου και το πλέγμα 
παραμορφώνεται μαζί με την κίνηση των στοιχείων αυτών. Η προσέγγιση αυτή όμως είναι 
γενικά πολύ δύσχρηστη στα συνήθη πεδία ροής αφού το ρευστό έχοντας μικρή 
συνεκτικότητα μπορεί να οδηγήσει σε υπερβολικές παραμορφώσεις του πλέγματος. 
Αντιθέτως, η Eulerian μέθοδος θεωρεί το πλέγμα σταθερό στο χώρο, με το ρευστό να 
κινείται εντός αυτού και να μεταφέρει πληροφορίες στους κόμβους μέσω των 
υπολογιστικών κελιών. Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να εξασφαλιστεί η διατήρηση της 
μάζας. 
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Στη μέθοδο ALE  οι κόμβοι μπορούν να κινηθούν κατά τη Lagrangian προσέγγιση, να 
παραμείνουν σταθεροί κατά την Eulerian μέθοδο, ή και να κινηθούν αυθαίρετα 
προκειμένου να βελτιστοποιήσουν το σχήμα (αναλογίες πλευρών, γωνίες) των κελιών 
κατά την κίνησή τους. Στο σχήμα Π.1 συγκρίνονται οι τρεις μέθοδοι: στη Lagrangian 
μέθοδο οι κόμβοι του πλέγματος μετακινούνται μαζί με τα υλικά σωματίδια, ενώ στη 
Eulerian παραμένουν σταθεροί. Στην ALE προσέγγιση, οι κόμβοι δεν είναι ακίνητοι αλλά 
ούτε κινούνται όσο και τα υλικά σωματίδια. 

 

 
 

Σχήμα Π.1 Μονοδιάστατο παράδειγμα κίνησης πλέγματος με τη Lagrangian, Eulerian και ALE 
προσέγγιση αντίστοιχα 

 

Π.3  Γενικευμένος επιλύτης CFD με τη δυνατότητα να χειρίζεται χωρία 
ροής με κινούμενα σύνορα 

Η μετατόπιση των κόμβων του πλέγματος εξαιτίας της επαναδημιουργίας του 
πλέγματος σε ένα χρονικό βήμα, αντιστοιχεί σε κάθε έναν από αυτούς ένα διάνυσμα 
ταχύτητας, το οποίο θα πρέπει να ληφθεί υπόψη στις εξισώσεις ροής, κατά τρόπο ώστε να 
σέβεται το νόμο διατήρησης χώρου. Στην παρούσα εργασία ακολουθήσαμε τη 
μεθοδολογία των Ahn et al. 
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Π.3.1 Γεωμετρικός νόμος διατήρησης (Geometric Conservation Law) 

Ένας απλός τρόπος για τη απόδειξη του γεωμετρικού νόμου διατήρησης είναι αυτός 
που αναφέρεται στο Ahn et al. Αν εφαρμόσουμε την ολοκληρωματική εξίσωση της 
συνέχεις με χρονικά μεταβαλλόμενο όγκο ελέγχου (Σχήμα Π.2) σε ομοιόμορφη μόνιμη 
ροή ασυμπίεστου ρευστού τότε προκύπτει: 

 

                    

ρ ρ

V V
g

V ( t ) S( t )

d ρdV ρ(V V ) ndS 0
dt







       



g
V ( t ) S( t )

d dV V ndS
dt

    

  (Π.2) 

 

 
 

Σχήμα Π.2 Κινούμενος όγκος ελέγχου για διατύπωση του γεωμετρικού νόμου διατήρησης του 
χώρου 

Π.3.2 Οι εξισώσεις Navier-Stokes 

Σ’ αυτήν την ενότητα, παρουσιάζουμε τις αλλαγές που υπεισέρχονται στις εξισώσεις 
Navier-Stokes προκειμένου να υποστηριχθεί η κίνηση/παραμόρφωση του πλέγματος. 

Στις εξισώσεις για το διάνυσμα μη συνεκτικής ροής υπεισέρχεται η ταχύτητα 
μετατόπισης του πλέγματος  g g g g

V u ,v ,w . Τα διανύσματα μη συνεκτική ροής τώρα 

γράφονται ως εξής: 

 
 

 

I I Ig

g

g

u v w
uv uwu u u p

F , G , H vwv v vvu
w w w pwu wv

                                                                                         

  

  (Π.3) 
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Τα διανύσματα συνεκτικής ροής παραμένουν αναλλοίωτα. 
Αλλαγές υπεισέρχονται και στο χρονικό σχήμα ολοκλήρωσης των χωρικά 

διακριτοποιημένων εξισώσεων ροής. Πιο συγκεκριμένα μετά τη χωρική διακριτοποίηση 
των εξισώσεων ροής προκύπτει: 

 
V

d UdV R Q,x,x 0
dt

     (Π.4) 

όπου ο όρος  R Q,x,x είναι ο όρος που περιλαμβάνει τον ισολογισμό των μη συνεκτικών 

και συνεκτικών διανυσμάτων ροής. Οι όροι “ x ” και “ x ” είναι αντίστοιχα τα διανύσματα 
θέσεως και ταχύτητας των κόμβων του πλέγματος. Με τον όρο “Q” συμβολίζουμε το 
διάνυσμα των μεταβλητών επίλυσης:  TQ p,u,v,w . Με “U” συμβολίζουμε 

 TU 1,u,v,w . Ορίζοντας τη χωρική μέση τιμή για το διάνυσμα “U” σε έναν όγκο 

ελέγχου 
V

1U UdV
V

  , η εξίσωση (Π.4) γράφεται: 

   d UV R Q,x,x 0
dt

    (Π.5) 

Θεωρούμε ότι οι χρονικές συναρτήσεις  V t ,  U t , μεταβάλλονται ομαλά στο χρόνο 

οπότε μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα του γινομένου στη χρονική παράγωγο της 
εξισώσεως (Π.5) και να πάρουμε: 

 

 dU dVV U R Q,x,x 0
dt dt

     (Π.6) 

Αντικαθιστώντας τον όρο dV
dt

στην εξίσωση (Π.6) από το γεωμετρικό νόμο 

διατήρησης (Π.2) προκύπτει: 

  

b
S

dU V R Q,x,x U V ndS
dt

  



  (Π.7) 

Εισάγοντας στην εξίσωση (Π.7) και τη χρονική παράγωγο στον ψευδοχρόνο όπως 
προβλέπει η μέθοδος της ψευδοσυμπιεστότητας, προκύπτει: 

 *
*

V

dP QdV R Q,x,x 0
dt

     (Π.8) 
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όπου: 

     
n 1

*

1 / β 0 0 0
0 1 0 0 dUP , R Q,x,x V R Q,x,x S Q,x,x
0 0 1 0 dt
0 0 0 1



                      

     (Π.9) 

Εμφανίζονται όροι τύπου πηγής οι οποίοι σχετίζονται με την κίνηση/παραμόρφωση 
του πλέγματος: 

  

g
S

S Q,x,x U V ndS    (Π.10) 

Όταν δεν υπάρχει κίνηση του πλέγματος (δηλαδή  g
V 0,0,0 ) αυτοί οι όροι είναι 

μηδέν. 
Η χρονική παράγωγος διακριτοποιείται στο φυσικό χρόνο με παρόμοιο όπως 

περιγράφηκε στο κεφάλαιο 4, για ακίνητο πλέγμα: 

n 1 n 1 n n 1
n 1dU 3U 4U UV V

dt 2Δt

  


              

  (Π.11) 

Όπου “n” ο δείκτης των βημάτων στο φυσικό χρόνο, ενώ παρόμοιο σχήμα 
ακολουθείται για τον υπολογισμό των ταχυτήτων των κόμβων του πλέγματος: 

 
n 1 n n 1

n 1 3x 4x xx
2Δt

 
  

   (Π.12) 

Ορίζοντας τη μέση τιμή του διανύσματος “Q” σε έναν όγκο ελέγχου ως: 

V

1Q QdV
V

  , η εξίσωση (Π.8) γράφεται: 

 
 *

*

d QV
P R Q,x,x 0

dt
    (Π.13) 

Στην εξίσωση (Π.13) ο όγκος ελέγχου “V” είναι συνάρτηση μόνο του φυσικού χρόνου 
 V V t και δεν εξαρτάται από τον ψευδοχρόνο “ *t ” , οπότε μπορεί να βγει έξω από την 

παράγωγο στον ψευδοχρόνο. Έτσι η εξίσωση (Π.13) γράφεται: 
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 *

*

d Q
PV R Q,x,x 0

dt
    (Π.14) 

Από την εξίσωση (Π.14) κατασκευάζεται το ακόλουθο πρόβλημα μόνιμης κατάστασης 
στον ψευδοχρόνο: 

 
n 1,m 1

n 1,m 1n 1,m 1 1 * n 1,m 1 n 1,m 1
*

dQV P R Q ,x ,x 0
dt

 
       

       
   (Π.15) 

όπου “m” είναι ο δείκτης των βημάτων στον ψευδοχρόνο. Για την επίλυση του 
συστήματος των συνήθως διαφορικών εξισώσεων (Π.16) ακολουθείται παρόμοια 
διαδικασία επίλυσης με αυτήν που αναφέρεται στο κεφάλαιο 4 για την περίπτωση 
ακίνητου πλέγματος. Η μορφή της εξίσωσης (Π.15) είναι πλήρως πεπλεγμένη στο φυσικό 
χρόνο και στον ψευδοχρόνο και είναι κατάλληλη για την περίπτωση που η 
κίνηση/παραμόρφωση του πλέγματος εξαρτάται από το πεδίο ροής. Αν η 
κίνηση/παραμόρφωση του πλέγματος δεν εξαρτάται από το πεδίο ροής τότε τα μεγέθη 
“V”, “ x ” και “ x ” είναι σταθερά στον ψευδοχρόνο και ο δείκτης “m” του ψευδοχρόνου 
μπορεί να παραληφθεί. Σε αυτήν την περίπτωση η εξίσωση (Π.15) γίνεται: 

     
n 1,m 1

n 1,m 1n 1 1 * n 1 n 1
*

dQV P R Q ,x ,x 0
dt

 
    

       
   (Π.16) 

Με αυτόν τον τρόπο παραμόρφωσης του πλέγματος, οι μετατοπίσεις των κόμβων που 
βρίσκονται κοντά σε στερεά όρια ακολουθούν τις μετατοπίσεις του στερεού ορίου. Οι 
απομακρυσμένοι από τα στερεά τοιχώματα μετατοπίζονται λιγότερο.  
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