
Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Σχολή Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών

Θεωρήματα Σταθερού Σημείου και

Εφαρμογές τους

Γεωργίου Αλέξανδρος

Επιβλέπων Καθηγητής : Σπυρίδων Αργυρός

26 Οκτωβρίου 2016





Εισαγωγή.

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη µερικών από τα
ϐασικότερα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου και κάποιων εφαρµογών τους.

Στο κεφάλαιο 1, αναφέρουµε τα αναγκαία µαθηµατικά προαπαιτούµενα
που ϑα µας χρειαστούν για την απόδειξη των εν λόγω ϑεωρηµάτων καθώς και
άλλων αποτελεσµάτων.

Στο κεφάλαιο 2, παρουσιάζουµε δυο συνδυαστικά λήµµατα, αυτά των
Sperner και Tucker, τα οποία αποτελούν και τη ϐάση για την απόδειξη των
ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου αυτής της εργασίας.

Στο κεφάλαιο 3, µελετάµε το ϑεώρηµα Κ.Κ.Μ, των Knaster, Kuratowski
και Mazurkiewicz, το οποίο αποτελεί συνέπεια του λήµµατος του Sperner
αλλά επίσης και µια ισοδύναµη µορφή στο ϑεώρηµα του Brouwer. Το ϑε-
ώρηµα αυτό αποτέλεσε αφετηρία για τη µελέτη µιας κατηγορίας πλειότιµων
απεικονίσεων, των απεικονίσεων Κ.Κ.Μ, οι οποίες ϐρίσκουν εφαρµογή σε πο-
λυάριθµα προβλήµατα. Κεντρικό ϱόλο στην εργασία κατέχει η γενίκευση του
ϑεωρήµατος από τον Fan.

Τέλος, στα κεφάλαια 4 και 5, παρουσιάζουµε και αποδεικνύουµε το ϑε-
ώρηµα σταθερού σηµείου του Brouwer όπως και µερικές από τις µετέπει-
τα γενικεύσεις του, καθώς επίσης και το ϑεωρήµατα των Markov-Kakutani
και Borsuk-Ulam, δίνοντας στη συνέχεια µερικές από τις εφαρµογές που
ϐρίσκουν τα ϑεωρήµατα αυτά.
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1 Προαπαιτούµενα.

1.1 Τοπολογικοί χώροι Hausdorff.

Ορισµός 1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,T ) καλείται Hausdorff ή Τ2 αν
για κάθε x, y ∈ X µε x , y, υπάρχουν U, V ανοιχτά και ξένα υποσύνολα του
X , τέτοια ώστε x ∈ U , y ∈ V .

Πρόταση 1.2. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, K συµπαγές υποσύνολο του
X και F κλειστό υποσύνολο του K, τότε το F είναι συµπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω {Vi}i∈I ανοιχτό κάλυµµα του F , τότε το F c ∪
(⋃

i∈I Vi
)
είναι

ανοιχτό κάλυµµα του Κ και εποµένως υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I τέτοια ώστε
K ⊂ F c ∪

(⋃n
k=1 Vik

)
. Τότε F ⊂

⋃n
k=1 Vik . �

Πρόταση 1.3. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff, K συµπαγές υ-
ποσύνολο του X και p ∈ Kc. Τότε υπάρχουν U,W ⊂ X ανοιχτά και ξένα
υποσύνολα του X , τέτοια ώστε p ∈ U και K ⊂ W .

Απόδειξη. ΄Εστω q ∈ K, τότε υπάρχουν ξένα ανοιχτά σύνολα Up και Vq τέτοια
ώστε p ∈ Uq και q ∈ Vq. Τότε K ⊂

⋃
q∈K Vq και άρα υπάρχουν q1, . . . , qn ∈ K

ώστε K ⊂
⋃n
i=1 Vqi . Τα σύνολα U =

⋂n
i=1 Uqi και W =

⋃n
i=1 Vqi ικανοποιούν το

Ϲητούµενο. �

Πόρισµα 1.3.1. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff και K συµπαγές
υποσύνολο του X . Τότε το K είναι κλειστό.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ Kc, τότε από την πρόταση 1.3 υπάρχει ανοιχτό σύνολο
Vx ώστε Vx ∩K = ∅. Παρατηρούµε ότι το Kc =

⋃
x∈Kc Vx είναι ανοιχτό και άρα

το K είναι κλειστό στον X . �

Πόρισµα 1.3.2. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff, K συµπαγές και
F κλειστό υποσύνολο του X . Τότε το F ∩ K είναι συµπαγές.

Απόδειξη. Από το 1.3.1 το K ως συµπαγές είναι κλειστό και άρα το F∩K είναι
κλειστό υποσύνολο του K. Από την πρόταση 1.2 το F ∩K είναι συµπαγές. �

Πρόταση 1.4. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff και {Ki}i∈I οικο-
γένεια συµπαγών υποσυνόλων του X , µε

⋂
i∈I Ki = ∅. Τότε υπάρχει I ′ ⊂ I ,

πεπερασµένο και τέτοιο ώστε
⋂
i∈I ′ Ki = ∅.

Απόδειξη. Θέτουµε Vi = Kci και έστω Ki0, για κάποιο i0 ∈ I. Το {Vi}i∈I είναι
ανοιχτό κάλυµµα του Ki0, αφού για κάθε x ∈ Ki0 υπάρχει ix ∈ I τέτοιο ώστε
x < Kix , δηλαδή x ∈ Vix . Τότε υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I ώστε Ki0 ⊂

⋃n
k=1 Vik ,

δηλαδή Ki0 ⊂
⋃n
k=1 K

c
ik . Εποµένως Ki0 ∩

(⋂n
k=1 Kik

)
= ∅. �
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1.2 Φυσιολογικοί τοπολογικοί χώροι.

Ορισµός 1.5. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, αν A, B είναι ξένα υποσύνολα
του X , τότε ϑα λέµε ότι τα A και B

α) διαχωρίζονται από ανοιχτά σύνολα, αν υπάρχουν U, V ανοιχτά και ξένα
υποσύνολα του X , τέτοια ώστε A ⊂ U και B ⊂ V .

ϐ) διαχωρίζονται από συνεχή συνάρτηση, αν υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : X → [0,1], τέτοια ώστε f (x) = 0, για κάθε x ∈ A και f (x) = 1, για
κάθε x ∈ B.

Λήµµα 1.6. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A, B ξένα υποσύνολα του X .
Αν τα A, B διαχωρίζονται από συνεχή συνάρτηση, τότε διαχωρίζονται και από
ανοιχτά σύνολα.

Απόδειξη. ΄Εστω A, B υποσύνολα του X και f : X → [0,1] συνεχής συνάρτη-
ση, µε f (x) = 1, για κάθε x ∈ A και f (x) = 0, για κάθε x ∈ B. Τότε τα σύνολα
f −1([0, 1

2 )
)
, f −1((1

2 ,1]
)
είναι ανοιχτά και διαχωρίζουν τα A, B. �

Ορισµός 1.7. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,T ) καλείται ϕυσιολογικός αν
κάθε Ϲεύγος K1, K2 κλειστών και ξένων υποσυνόλων του X , διαχωρίζονται από
ανοιχτά σύνολα.

Πρόταση 1.8. ΄Εστω (X,T ) ϕυσιολογικός τοπολογικός χώρος, K κλειστό και
U ανοιχτό υποσύνολο του X µε K ⊂ U , τότε υπάρχει V ⊂ X ανοιχτό ώστε
K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

Απόδειξη. Επειδή ο X είναι ϕυσιολογικός υπάρχουν V,W ξένα ανοιχτά µε
K ⊂ V , U c ⊂ W . Τότε αν x ∈ W ∩V υπάρχει περιοχή Ox του x µε Ox ⊂ W και
Ox ∩ V , ∅ το οποίο είναι άτοπο, δηλαδή W ∩ V = ∅. ΄Αρα V ⊂ W c ⊂ U . �

Θεώρηµα 1.9 (Λήµµα του Urysohn). ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, τότε ο
X είναι ϕυσιολογικός αν και µόνο αν κάθε Ϲεύγος K1, K2 κλειστών υποσυνόλων
του, διαχωρίζεται από συνεχή συνάρτηση.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι ϕυσιολογικός και K1, K2 ξένα, κλειστά υποσύνο-
λα του. ΄Εστω ακόµη

{
rn

}
n∈N µια αρίθµηση του I = Q∩[0,1], µε r1 = 0, r2 = 1.

Από την πρόταση 1.8, υπάρχουν Vr1 , Vr2 ανοιχτά, τέτοια ώστε

K1 ⊂ Vr2 ⊂ V r2 ⊂ Vr1 ⊂ V r1 ⊂ K
c
2.

Επαγωγικά, έστω ότι έχουµε επιλέξει τα ανοιχτά σύνολα Vr1 , . . . , Vrn , ώστε
αν ri < rj να ισχύει ότι K1 ⊂ Vrj ⊂ V rj ⊂ Vri . Τότε κάποιος αριθµός από τους
r1, . . . , rn, έστω r ′, είναι ο µεγαλύτερος µεταξύ τους, ο οποίος είναι µικρότερος
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από το rn+1. Αντίστοιχα, υπάρχει κάποιος r ′′, ο οποίος είναι ο µικρότερος
αριθµός που είναι µεγαλύτερος από το rn+1, δηλαδή

r ′ = max{rk : rk < rn+1, 0 ≤ k ≤ n}

και
r ′′ = min{rk : rk > rn+1, 0 ≤ k ≤ n}.

Τότε από την πρόταση 1.8, υπάρχει ανοιχτό σύνολο Vrn+1 µε

V r′′ ⊂ Vrn+1 ⊂ V rn+1 ⊂ Vr′.

΄Ετσι κατασκευάζουµε οικογένεια ανοιχτών συνόλων (Vr)r∈I µε K1 ⊂ Vr ⊂ Kc2,
για κάθε r ∈ I και V s ⊂ Vr για s, r ∈ I µε s > r και ορίζουµε f : X → [0,1] µε

f (x) =

{
sup{r : x ∈ Vr}, x ∈ Vr1
0

Παρατηρούµε ότι αν x ∈ K1 ⊂ Vr2 ⊂ Vr1, τότε f (x) = r2 = 1. Αν x ∈ K2,
τότε x < Vr1 και άρα f (x) = 0. ∆ηλαδή η f διαχωρίζει τα K1, K2 και είναι
επίσης συνεχής. Πράγµατι έστω x ∈ X και ε > 0. Υποθέτουµε αρχικά ότι
0 ≤ f (x) < 1 και επιλέγουµε s, t ∈ I ώστε f (x) < s < t < f (a) + ε. Τότε αφού
V t ⊂ Vs και f (x) < s, δηλαδή x < Vs, προκύπτει ότι x < V t.

Αν f (x) > 0, επιλέγουµε r ∈ I ώστε f (x)−ε < r < f (x) και x ∈ Vr . Θέτουµε
U = Vr \ V t, το οποίο είναι προφανώς περιοχή του x και επιπλέον αν z ∈ U
τότε ισχύει ότι r ≤ f (z) ≤ t και εποµένως η f είναι συνεχής στο x αφού

f (x) − ε < r ≤ f (z) ≤ t < f (x) + ε =⇒ |f (z) − f (x)| < ε.

Αν f (x) = 0, ϑέτουµε U = X \ V t. Τότε το U είναι περιοχή του x και για
κάθε z ∈ U ισχύει ότι 0 ≤ f (z) ≤ t. ΄Οµοια µε πρίν προκύπτει ότι η f είναι
συνεχής στο x.

Τέλος, αν f (x) = 1, επιλέγουµε r ∈ I ώστε x ∈ Vr και 1− ε < r. Το Vr είναι
περιοχή του x και αν z ∈ Vr τότε r ≤ f (z) ≤ 1. ΄Αρα |f (z) − f (x)| < ε, για κάθε
z ∈ Vr , δηλαδή η f είναι συνεχής στο x σε κάθε περίπτωση. �

Ορισµός 1.10. ΄Ενα κάλυµµα {Ui}i∈I ενός συνόλου X καλείται σηµειακά πε-

περασµένο αν για κάθε x ∈ X , υπάρχει F ⊂ I πεπερασµένο τέτοιο ώστε x < Ui ,
για κάθε i ∈ I \ F .

Θεώρηµα 1.11. ΄Εστω (X,T ) ϕυσιολογικός τοπολογικός χώρος και {Ui}i∈I
ένα σηµειακά πεπερασµένο ανοιχτό κάλυµµα του X . Τότε ο X έχει σηµειακά
πεπερασµένο, ανοιχτό κάλυµµα {Vi}i∈I τέτοιο ώστε Vi ⊂ Ui , για κάθε i ∈ I.
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Απόδειξη. Θεωρούµε καλή διάταξη του I. Τότε επειδή το {Ui}i∈I είναι σηµεια-
κά πεπερασµένο, για κάθε x ∈ X ορίζουµε ix = max{i : i ∈ I, x ∈ Ui}. Θα
κατασκευάσουµε το {Vi}i∈I επαγωγικά και ώστε για κάθε i ∈ I να ισχύει ότι

α) V i ⊂ Ui.

ϐ) Το {Vj : j ≤ i} ∪ {Uj : j > i} είναι κάλυµµα του X .

Θέτουµε F1 = X \
⋃
i >1 Ui, όπου 1 το ελάχιστο στοιχείο στην καλή διάταξη

του I. Τότε το F1 είναι κλειστό και F1 ⊂ U1, άρα από την πρόταση 1.8 υπάρχει
V1 ανοιχτό ώστε F1 ⊂ V1 ⊂ V 1 ⊂ U1. Τότε είναι άµεσο ότι το V1 ∪

(⋃
i >1 Ui

)
είναι κάλυµµα του X .

Επαγωγικά, αν έχουµε ορίσει τα Vj για κάθε j < i, παρατηρούµε ότι το
{Vj : j < i} ∪ {Uj : j ≥ i} είναι επίσης κάλυµµα του X . Πράγµατι, αν x ∈ X και
ix ≥ i τότε x ∈

⋃
j ≥i Uj, ενώ αν ix < i τότε x < {Uj : j ≥ i} καθώς και x < Vi,

εποµένως από το ϐ) έχουµε ότι x ∈ {Vj : j < i}. Θέτουµε

Fi = X \
[(⋃

j<i

Vj
)
∪

(⋃
k >i

Uk
)]
⊂ Ui

και αν Fi = ∅ τότε το αντικαθιστούµε µε ένα σηµείο του Ui. Το Fi είναι κλειστό,
εποµένως από την πρόταση 1.8 υπάρχει ανοιχτό σύνολο Vi µε Fi ⊂ V i ⊂ Ui
και παρατηρούµε ότι οι συνθήκες α) και ϐ) ικανοποιούνται άµεσα από το Vi.

΄Εστω x ∈ X , τότε x <
⋃
j >ix Uj και άρα από το ϐ), x ∈ Vj, για κάποιο j ≤ ix .

Επιπλέον υπάρχει Fx ⊂ I πεπερασµένο ώστε x < Ui, για κάθε i ∈ I \ Fx . Αν
υπάρχει i0 ∈ I \ Fx µε x ∈ Vi0, τότε x ∈ Ui0 το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως το
{Vi}i∈I είναι ένα σηµειακά πεπερασµένο κάλυµµα του X . �

Ορισµός 1.12. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και f : X → C, ορίζουµε ως
στήριγµα της f το σύνολο

supp(f ) =
{
x ∈ X : f (x) , 0

}
Θεώρηµα 1.13 (∆ιαµέριση της µονάδας). ΄Εστω (X,T ) ϕυσιολογικός τοπολο-
γικός χώρος και {Ui}i∈I ένα σηµειακά πεπερασµένο ανοιχτό κάλυµµα του, τότε
υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις {fi}i∈I στον X , µε

α) 0 ≤ fi(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ X και i ∈ I.

ϐ) supp(fi) ⊂ Ui για κάθε i ∈ I.

γ) Για κάθε x ∈ X υπάρχει Vx , µια περιοχή του, και F ⊂ I πεπερασµένο
τέτοια ώστε fi(Vx) = 0, για κάθε i ∈ I \ F .

δ)
∑
i∈I fi(x) = 1, για κάθε x ∈ X .
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Απόδειξη. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ο X έχει σηµειακά πεπερασµένο
ανοιχτό κάλυµµα {Vi}i∈I , µε Vi ⊂ Ui, για κάθε i ∈ I. Τότε από το ϑεώρηµα
1.9, για κάθε i ∈ I, υπάρχει συνεχής συνάρτηση φi : X → [0,1] µε φi(Vi) = 1
και φi(X \ Ui) = 0, δηλαδή supp(fi) ⊂ Ui. Επιπλέον για κάθε x ∈ X , έχουµε
ότι φi(x) , 0, για πεπερασµένα το πλήθος i ∈ I.

Ορίζουµε απεικόνιση ψ : X → R µε ψ(x) =
∑
i∈I φi(x) και παρατηρούµε

ότι αν x ∈ X , τότε υπάρχειWx περιοχή του x, η οποία συναντάει πεπερασµένα
το πλήθος Ui, έστω Ui1 , . . . , Uin . ∆ηλαδή ψ(z) =

∑n
k=1 φik (z), για κάθε z ∈ Wx .

Εποµένως η ψ είναι συνεχής στο Wx και άρα συνεχής στο X . Για κάθε i ∈ I
ορίζουµε fi : X → [0,1] µε fi(x) = φi(x)/ψ(x), για κάθε x ∈ X . �

1.3 Τοπικά συµπαγείς τοπολογικοί χώροι.

Ορισµός 1.14. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,T ) καλείται τοπικά συµπαγής

αν για κάθε x ∈ X , υπάρχει περιοχή του µε συµπαγή κλειστότητα.

Στα ϑεωρήµατα 1.17 και 1.18 αποδεικνύουµε τις αντίστοιχες µορφές του
λήµµατος του Urysohn και του ϑεωρήµατος της διαµέρισης της µονάδας, για
τοπικά συµπαγείς χώρους. ∆ίνουµε όµως πρώτα ένα παράδειγµα ενός τοπικά
συµπαγούς χώρου Hausdorff, ο οποίος δεν είναι ϕυσιολογικός.

Παράδειγµα. [50] ΄Εστω ω ο πρώτος άπειρος διατακτικός και ω1 ο πρώτος
υπεραριθµήσιµος διατακτικός, ϑεωρούµε τους διατακτικούς χώρους [0, ω]
και [0, ω1] εφοδιασµένους µε την τοπολογία που ορίζει η καλή διάταξη. Τότε
το γινόµενο τους ονοµάζεται Tychonoff plank και είναι ένας συµπαγής Haus-
dorff τοπολογικός χώρος.

Θεωρούµε το σύνολο X το οποίο προκύπτει αφαιρώντας το σηµείο (ω, ω1).
Τότε το X είναι ένας τοπικά συµπαγής Hausdorff χώρος, ως ανοιχτός υπόχω-
ϱος συµπαγή Hausdorff χώρου, στον οποίο τα σύνολα A = [0, ω) × {ω1} και
B = {ω}× [0, ω1) δε µπορούν να διαχωριστούν από ανοιχτά σύνολα. ∆ηλαδή ο
X είναι ένας τοπικά συµπαγής Hausdorff χώρος που δεν είναι ϕυσιολογικός.

Λήµµα 1.15. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, n ∈ N και
{
Ai

}n
i=1 οικογένεια

υποσυνόλων του X . Τότε αν A =
⋃n
i=1 Ai , ισχύει ότι A =

⋃n
i=1 Ai.

Απόδειξη. Για κάθε i, ισχύει ότι Ai ⊂ A και άρα Ai ⊂ A. ∆ηλαδή
⋃n
i=1 Ai ⊂ A.

Αρκεί να δείξουµε ότι X \
⋃n
i=1 Ai ⊂ X \ A. ΄Εστω x ∈ X \

⋃n
i=1 Ai, τότε για

κάθε i υπάρχει περιοχή Ui,x του x ώστε Ui,x ∩ Ai = ∅. Παρατηρούµε ότι το
σύνολο Ux =

⋂n
i=1 Ui,x είναι µια περιοχή του x τέτοια ώστε Ux ∩ A = ∅. ΄Αρα

x ∈ X \ A. �

Πρόταση 1.16. ΄Εστω (X,T ) τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff, U ανοιχτό
και K συµπαγές υποσύνολα του X , µε K ⊂ U . Τότε υπάρχει V ⊂ X ανοιχτό µε
V συµπαγές και τέτοιο ώστε K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .
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Απόδειξη. Κάθε x ∈ K έχει περιοχή Vx µε V x συµπαγές και το (Vx)x∈K είναι
ανοιχτό κάλυµµα του K, άρα υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K ώστε K ⊂

⋃n
i=1 Vxi .

Εποµένως για το G =
⋃n
i=1 Vxi , έχουµε ότι K ⊂ G ⊂ G όπου το G =

⋃n
i=1 V xi

είναι συµπαγές ως πεπερασµένη ένωση συµπαγών. Αν U = X , το Ϲήτουµενο
ικανοποιείται για V = G.

∆ιαφορετικά από την πρόταση 1.3, για κάθε p ∈ U c υπάρχει Wp ⊂ X
ανοιχτό ώστε K ⊂ Wp και p < W p. Τότε η οικογένεια

(
U c ∩ G ∩ W p

)
p∈U c

αποτελείται από συµπαγή σύνολα τα οποία έχουν κενή τοµή. Εποµένως από
την πρόταση 1.4 υπάρχουν p1, . . . , pn ∈ U c, ώστε U c ∩ G ∩

(⋂n
i=1W pi

)
= ∅.

Τότε το σύνολο V = G ∩
(⋂n

i=1Wpi

)
αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �

Θεώρηµα 1.17. ΄Εστω (X,T ) τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff, V ανοιχτό
και K συµπαγές υποσύνολα του X . Τότε υπάρχει f : X → [0,1] µε f ∈ Cc(X ),
τέτοια ώστε f (x) = 1 για κάθε x ∈ K και f (x) = 0 για κάθε x ∈ V c.

Απόδειξη. Επαναλαµβάνουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος 1.9 χρησιµοποι-
ώντας την πρόταση 1.16. �

Θεώρηµα 1.18. ΄Εστω (X,T ) τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff, K συµπαγές
και V1, . . . , Vn ανοιχτά υποσύνολα του X µε K ⊂

⋃n
i=1 Vi. Τότε υπάρχουν

πραγµατικές συναρτήσεις f1, . . . , fn ∈ Cc(X ), τέτοιες ώστε

α) 0 ≤ fi(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ X και 1 ≤ i ≤ n.

ϐ) supp(fi) ⊂ Vi για κάθε 1 ≤ i ≤ n.

γ) f1(x) + · · · + fn(x) = 1, για κάθε x ∈ K.

Απόδειξη. Από την πρόταση 1.16, για κάθε x ∈ K υπάρχει περιοχή Ux µε συ-
µπαγή κλειστότητα, ώστε U x ⊂ Vix για κάποιο ix ∈ {1, . . . , n}. Τότε υπάρχουν
x1, . . . , xm ∈ K τέτοια ώστε K ⊂

⋃m
i=1 Uxi και ορίζουµε τα σύνολα

Wi =

n⋃
j=1

{
U xj : U xj ⊂ Vi}.

Από το ϑεώρηµα 1.17, για κάθε 1 ≤ i ≤ n, υπάρχει πραγµατική συνάρτηση
gi : X → [0,1] µε gi ∈ Cc(X ) ώστε gi(x) = 1 για κάθε x ∈ Wi και gi(x) = 0 για
κάθε x ∈ V c

i . Ορίζουµε τις συναρτήσεις f1, . . . , fn : X → [0,1] µε

f1 = g1

f2 = (1 − g1)g2

. . . . . . . . .

fn = (1 − g1)(1 − g2) · · · (1 − gn−1)gn
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Τότε, επειδήWi ⊂ Vi, supp(fi) ⊂ supp(gi) ⊂ Vi και fi ∈ Cc(X ) αφού gi ∈ Cc(X ).
Επαγωγικά είναι επίσης άµεσο να δούµε ότι

f1 + · · · + fn = 1 − (1 − g1)(1 − g2) · · · (1 − gn−1)gn.

Τέλος, αφού K ⊂
⋃n
i=1Wi, τότε για κάθε x ∈ K, υπάρχει ix ώστε gix (x) = 1 και

άρα
∑n
i=1 fi(x) = 1. �

1.4 Τοπικά συµπαγείς οµάδες.

Ορισµός 1.19. ΄Ενα σύνολο G εφοδιασµένο µε διµελή πράξη · : G × G → G
καλείται ηµιοµάδα αν

α) x · (y · z) = (x · y) · z, για κάθε x, y, z ∈ G.

Ενώ καλείται οµάδα, αν επιπλέον

ϐ) Υπάρχει eG ∈ G, τέτοιο ώστε eG · g = g · eG, για κάθε g ∈ G.

γ) Για κάθε g ∈ G, υπάρχει g−1 ∈ G τέτοιο ώστε g · g−1 = g−1 · g = eG.

Ορισµός 1.20. ΄Εστω (G, ·) ηµιοµάδα ή οµάδα, αν x · y = y · x, για κάθε
x, y ∈ G, τότε η G καλείται αβελιανή.

Ορισµός 1.21. ΄Εστω G οµάδα εφοδιασµένη µε µια τοπολογία T τέτοια ώστε

α) Η απεικόνιση (x, y) 7→ x · y είναι συνεχής στην τοπολογία γινόµενο του
G × G.

ϐ) Η απεικόνιση x 7→ x−1 είναι συνεχής.

γ) Ο (G,T ) είναι ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff .

Τότε το Ϲεύγος (G,T ) καλείται τοπολογική οµάδα και αν επιπλέον είναι τοπικά
συµπαγής χώρος, τότε καλείται τοπικά συµπαγής οµάδα.

Λήµµα 1.22. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα και O ⊂ G ανοιχτό µε eG ∈ O. Τότε
υπάρχει ανοιχτό σύνολο U µε eG ∈ U τέτοιο ώστε U = U−1 και U · U · U ⊂ O.

Απόδειξη. Η πράξη της οµάδας είναι συνεχής στο eG, εποµένως υπάρχουν
περιοχές W1,W2 του eG µε W1 ·W2 ⊂ O. Τότε το W = W1 ∩W2 είναι ανοιχτό
και W ·W ⊂ O. Επαναλαµβάνοντας την διαδικασία αντικαθιστώντας το O µε
το W υπάρχει ανοιχτό σύνολο V µε e ∈ V τέτοιο ώστε V · V ⊂ W και άρα

V · V · V ⊂ V · V · V · V ⊂ W ·W ⊂ O.

Τότε σύνολο U = V ∩ V−1 αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �
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Λήµµα 1.23. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα και K1, K2 ⊂ G ξένα συµπαγή
σύνολα. Τότε υπάρχει ανοιχτή περιοχή U του eG, τέτοια ώστε κάθε µετατόπισή
της να µην τέµνει ταυτόχρονα τα K1 και K2.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ K1, από το λήµµα 1.3 υπάρχει ανοιχτό σύνολο Ox µε
Ox ∩ K2 = ∅. Θέτουµε O =

⋃
x∈K1 Ox , τότε K1 ⊂ O, O ∩ K2 = ∅ και για κάθε

x ∈ K1, eG ∈ x−1O. ΄Εστω x ∈ K1, από το λήµµα 1.22 υπάρχει ανοιχτό σύνολο
Ux µε Ux = U−1

x , Ux · Ux · Ux ⊂ x−1O και eG ∈ Ux . Θέτουµε Vx = x · Ux ∩ Ux · x
και παρατηρούµε ότι το

(
Vx

)
x∈K1

είναι ανοιχτό κάλυµµα του K1. Εποµένως
υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K1 τέτοια ώστε K1 ⊂

⋃n
i=1 Vxi και ορίζουµε U =

⋂n
i=1 Vxi .

Θεωρούµε ότι κάποια µετατόπιση του U τέµνει ταυτόχρονα τα K1, K2, δη-
λαδή υπάρχει g ∈ G ώστε το g ·U ή το U ·g να τέµνει τα K1, K2. ΄Εστω ότι αυτό
συµβαίνει για το g · U , τότε υπάρχουν u, v ∈ U , k1 ∈ K1, k2 ∈ K2 τέτοια ώστε
g · u = k1 και g · v = k2. Εποµένως k2 = k1 · u−1 · v και k1 ∈ Vxi ⊂ xi · Uxi για
κάποιο i ∈ {1, . . . , n}, τότε

k2 ∈ xi · Uxi · U
−1 · U ⊂ xi · Uxi · (xi · Uxi )

−1 · xi · Uxi = xi · Uxi · U
−1
xi · Uxi

Αφού Ux = U−1
x και Ux · Ux · Ux ⊂ x−1O, για κάθε x ∈ K1, τελικά έχουµε ότι

k2 ∈ xi · x
−1
i O = O

το οποίο είναι άτοπο καθώς k2 ∈ K2. Αντίστοιχα καταλήγουµε σε άτοπο αν το
U · g τέµνει τα K1, K2, όπου τότε υπάρχουν u, v ∈ U µε k2 = v · u−1 · k1. �

1.5 Στοιχεία ϑεωρίας µέτρου.

Ορισµός 1.24. ΄Εστω X ένα σύνολο, µια συνολοσυνάρτηση µ∗ : 2X → [0,∞]
καλείται εξωτερικό µέτρο στο X αν

α) µ∗(∅) = 0.

ϐ) Αν A ⊂ B ⊂ X , τότε µ∗(A) ≤ µ∗(B).

γ) Αν (An)n είναι ακολουθία υποσυνόλων του X , τότε

µ∗
( ∞⋃
n=1

An
)

=

∞∑
n=1

µ∗(An).

Ορισµός 1.25. ΄Εστω µ∗ ένα εξωτερικό µέτρο στον X , τότε ένα σύνολο B ⊂ X
καλείται µ∗-µετρήσιµο αν για κάθε A υποσύνολο του X , ισχύει ότι

µ∗(A) = µ∗(A ∩ B) + µ∗(A ∩ Bc).

Συµβολίζουµε Σµ∗ την οικογένεια όλων των µ∗-µετρήσιµων υποσυνόλων του X .
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Θεώρηµα 1.26 (Καραθεοδωρή). ΄Εστω µ∗ ένα εξωτερικό µέτρο στον X , τότε η
Σµ∗ είναι σ-άλγεβρα στο X και το µ = µ∗|Σµ∗ είναι µέτρο στον X .

Απόδειξη. [4], σελ. 380. �

Σηµείωση. Συµβολίζουµε B(X ), τη σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του X .

Ορισµός 1.27. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff και A µια σ-
άλγεβρα στον X τέτοια ώστε B(X ) ⊂ A. Τότε ένα µέτρο µ στον (X,A) καλείται
κανονικό αν

α) είναι εσωτερικά κανονικό σε κάθε A ∈ A, δηλαδη

µ(A) = inf{µ(U ) : A ⊂ U, U ⊂ X ανοιχτό}

ϐ) είναι εξωτερικά κανονικό σε κάθε U ⊂ X ανοιχτό, δηλαδή

µ(U ) = sup{µ(K) : K ⊂ U, K ⊂ X συµπαγές}

γ) µ(K) < ∞, για κάθε K ⊂ X συµπαγές.

Λήµµα 1.28. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff και K η οικογένεια
των συµπαγών υποσυνόλων του X . Αν ψ : K → [0,∞) είναι τέτοια ώστε

α) ψ(K1) ≤ ψ(K2), για κάθε K1, K2 ∈ K µε K1 ⊂ K2.

ϐ) ψ(K1 ∪ K2) = ψ(K1) + ψ(K2), για κάθε K1, K2 ∈ K µε K1 ∩ K2 = ∅.

Τότε υπάρχει κανονικό µέτρο µ στον X , τέτοιο ώστε για κάθε U ⊂ X ανοιχτό

µ(U ) = sup{ψ(K) : K ⊂ U, K ∈ K}.

Απόδειξη. Ορίζουµε µ∗ : 2X → [0,∞], ώστε για κάθε U ⊂ X ανοιχτό

µ∗(U ) = sup{ψ(K) : K ⊂ U, K ∈ K}

και για κάθε A ⊂ X

µ∗(A) = inf{µ∗(V ) : A ⊂ V, V ανοιχτό}

και παρατηρούµε ότι οι δύο αυτοί ορισµοί συµπίπτουν στα ανοιχτά υποσύνο-
λα του X . Θα δείξουµε ότι το µ∗ είναι ένα εξωτερικό µέτρο στον X .

΄Εχουµε ότι µ∗(∅) = ψ(∅) = 0. ΄Εστω A ⊂ B ⊂ X , τότε κάθε V ⊂ X
ανοιχτό µε B ⊂ V είναι και A ⊂ V , εποµένως είναι άµεσο ότι µ∗(A) ≤ µ∗(B).
Τέλος, έστω (An)n ακολουθία υποσυνόλων του X και ε > 0, επιλέγουµε (Un)n
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ανοιχτά στο X , µε µ∗(Un) ≤ µ∗(An) + ε
2 και An ⊂ Un, για κάθε n ∈ N. ΄Εστω

K ⊂ U =
⋃∞
n=1 Un συµπαγές, τότε µέσω µια αναδιάταξης αν απαιτείται, έχουµε

ότι K ⊂
⋃k
n=1 Un. Από το ϑεώρηµα 1.18, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

{fn}kn=1, τέτοιες ώστε suppfn ⊂ Un και
∑k
n=1 fi(x) = 1, για κάθε x ∈ K. Για

κάθε n, ϑέτουµε Kn =
{
x ∈ X : fn(x) ≥ 1

k

}
. Τότε τα K ∩ Kn είναι συµπαγή,

K ∩ Kn ⊂ Un και K ⊂
⋃k
n=1 K ∩ Kn, αφού διαφορετικά ϑα ήταν

∑k
n=1 fi(x) < 1,

για κάποιο x ∈ K. Εποµένως προκύπτει ότι

ψ(K) ≤
k∑
n=1

ψ(K ∩ Kn) ≤
k∑
n=1

µ∗(Un) ≤
∞∑
n=1

µ∗(Un) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An) + ε.

∆ηλαδή για κάθε K ∈ K µε K ⊂ U , έχουµε ότι ψ(K) ≤
∑∞
n=1 µ

∗(An) και άρα

µ∗(U ) = sup
{
ψ(K) : K ⊂ U, K ∈ K

}
≤

∞∑
n=1

µ∗(An)

΄Οµως
⋃∞
n=1 An ⊂

⋃∞
n=1 Un = U , εποµένως µ∗(

⋃∞
n=1 An) ≤ µ∗(U ) ≤

∑∞
n=1 µ

∗(An),
το οποίο αποδεικνύει τη σ-υποαθροιστικότητα του µ∗ και τελικά το ότι είναι
εξωτερικό µέτρο.

Από το ϑεώρηµα 1.26, το µ = µ∗|Σµ∗ είναι µέτρο στον X και επιπλέον
τα ανοιχτά υποσύνολα του X είναι µ∗-µετρήσιµα. Πράγµατι, έστω U ⊂ X
ανοιχτό, B ⊂ X και ε > 0. Επιλέγουµε A ⊂ X ανοιχτό µε µ∗(A) ≤ µ∗(B) + ε,
καθώς και συµπαγή σύνολα K1 ⊂ A ∩ U και K2 ⊂ A ∩ Kc1, τέτοια ώστε

µ∗(A ∩ U ) ≤ ψ(K1) + ε και µ∗(A ∩ Kc1) ≤ ψ(K2) + ε.

Τότε

µ∗(B ∩ U ) + µ∗(B ∩ U c) ≤ µ∗(A ∩ U ) + µ∗(A ∩ U c)
≤ ψ(K1) + ψ(K2) + 2ε
≤ ψ(K1 ∪ K2) + 2ε
≤ µ∗(A) + 2ε
≤ µ∗(B) + 3ε.

∆ηλαδή η Σµ∗ περιέχει τη σ-άλγεβρα Borel. Επιπλέον αν K ∈ K , τότε για κάθε
K ⊂ V ανοιχτό, ισχύει ότι µ∗(V ) ≥ ψ(K) και εποµένως

µ∗(K) = inf{µ∗(V ) : K ⊂ V, V ανοιχτό} ≥ ψ(K).

Λόγω της µονοτονίας της ψ, έχουµε επίσης ότι

µ∗(K◦) = sup{ψ(H) : H ∈ K , H ⊂ K◦ ⊂ K} ≤ ψ(K)
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και άρα για κάθε K ∈ K

µ∗(K◦) ≤ ψ(K) ≤ µ∗(K).

Το µ είναι εκ κατασκευής εξωτερικά κανονικό µέτρο. ΄Εστω U ⊂ X ανοιχτό,
τότε για κάθε K ⊂ U συµπαγές ισχύει ότι ψ(K) ≤ µ∗(K) ≤ µ∗(U ) και άρα

sup{ψ(K) : K ∈ K , K ⊂ U } ≤ sup{µ∗(K) : K ∈ K , K ⊂ U } ≤ µ∗(U ).

Εποµένως sup{µ∗(K) : K ∈ K , K ⊂ U } = µ∗(U ), δηλαδή το µ∗ είναι και
εσωτερικά κανονικό. Τέλος, έστω K ∈ K , τότε από την πρόταση 1.16, υπάρχει
V ⊂ X ανοιχτό µε V συµπαγές, ώστε K ⊂ V ⊂ V ⊂ G και άρα

µ∗(K) ≤ µ∗(V ) ≤ µ∗
(
V
◦)
≤ ψ(V ) < ∞.

∆ηλαδή το µ είναι ένα κανονικό µέτρο στον X . �

1.6 Πλειότιµες απεικονίσεις.

Ορισµός 1.29. ΄Εστω X, Y µη κενά σύνολα. Μια απεικόνιση f : X → 2Y η
οποία αντιστοιχεί σε κάθε x ∈ X ένα υποσύνολο f (x) του Y καλείται πλειότιµη.

Για µια πλειότιµη απεικόνιση f : X → 2Y ϑα συµβολίζουµε f : X � Y .
΄Οµοια µε τις συναρτήσεις, ϑα αναφερόµαστε στο σύνολο X ως το πεδίο ορι-
σµού της f και το Y ως το πεδίο τιµών της. Επιπλέον, η εικόνα ενός συνόλου
A ⊂ X µέσω της f είναι το σύνολο f (A) =

⋃
x∈A f (x).

Σε πλήρη αναλογία µε την αντίστροφη εικόνα µιας συνάρτησης, κατά
ϕυσιολογικό τρόπο δίνουµε για µια πλειότιµη απεικόνιση τον εξής ορισµό.

Ορισµός 1.30. ΄Εστω X, Y µη κενά σύνολα, A ⊂ Y και f : X � Y , ορίζουµε

α) άνω ή ισχυρή αντίστροφη εικόνα του A

f u(A) =
{
x ∈ X : f (x) ⊂ A

}
.

ϐ) κάτω ή ασθενής αντίστροφη εικόνα του A

f `(A) =
{
x ∈ X : f (x) ∩ A , ∅

}
.

Παρατήρηση. Αν οι τιµές της f είναι µονοσύνολα, τότε τα σύνολα f u(A)
και f `(A) συµπίπτουν µε την αντίστροφη εικόνα του A, ϑεωρώντας την f ως
συνάρτηση. Επίσης αν η f έχει µόνο µη κενές τιµές, τότε είναι άµεσο ότι
f u(A) ⊂ f `(A), για κάθε µη κενό A ⊂ Y .
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Λήµµα 1.31. ΄Εστω X, Y µη κενά σύνολα, A ⊂ Y και f : X � Y , τότε
f u(A)c = f `(Ac) και f `(A)c = f u(Ac).

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω ορισµούς έχουµε ότι

f u(A)c =
{
x ∈ X : f (x) ∩ Ac , ∅

}
= f `(Ac)

και αντίστοιχα το συµπλήρωµα της ασθενούς αντίστροφης εικόνας του A

f `(A)c =
{
x ∈ X : f (x) ⊂ Ac

}
= f u(Ac).

�

Ορισµός 1.32. ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) τοπολογικοί χώροι και f : X � Y , τότε
η f καλείται

α) upper hemicontinuous στο x ∈ X αν για κάθε περιοχή U του f (x), η
άνω αντίστροφη εικόνα f u(U ) είναι περιοχή του x, ενώ ϑα λέµε ότι η f
είναι upper hemicontinuous στον X , αν είναι upper hemicontinuous σε
κάθε x ∈ X .

ϐ) lower hemicontinuous στο x ∈ X αν για κάθε ανοιχτό σύνολο U ⊂ Y
τέτοιο ώστε U ∩ f (x) , ∅, η κάτω αντίστροφη εικόνα του f `(U ) του U είναι
περιοχή του x. Θα λέµε ότι η f είναι lower hemicontinuous στον X , αν
είναι lower hemicontinuous σε κάθε x ∈ X .

γ) συνεχής στο x ∈ X αν είναι upper και lower hemicontinuous στο x. Θα
λέµε ότι η f είναι συνεχής στον X αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X .

Πρόταση 1.33. ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) τοπολογικοί χώροι και f : X � Y , τότε
τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Η f είναι upper hemicontinuous.

ϐ) Το f u(V ) είναι ανοιχτό, για κάθε ανοιχτό υποσύνολο V του Y .

γ) Το f `(W ) είναι κλειστό, για κάθε κλειστό υποσύνολο W του Y .

Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). ΄Εστω V ανοιχτό στον Y και x ∈ f u(V ), δηλαδή f (x) ⊂ V
και άρα το V είναι περιοχή του x. Αφού η f είναι upper hemicontinuous, το
f u(V ) είναι περιοχή του x, εποµένως το f u(V ) είναι ανοιχτό.
ϐ) =⇒ γ). ΄Εστω W ⊂ Y κλειστό, τότε από το λήµµα 1.31 προκύπτει ότι
f `(W )c = f u(W c), όπου το f u(W c) είναι ανοιχτό από το ϐ) και άρα το f `(W )
είναι κλειστό στον X .
γ) =⇒ α). ΄Εστω x ∈ X και V ⊂ Y ανοιχτό µε f (x) ⊂ V , δηλαδή f (x) ∩ V c = ∅

και άρα x < f `(V c). Εποµένως από το γ) έπεται ότι x ∈ f `(V c)c = f u(V ), όπου
το f u(V ) είναι ανοιχτό, δηλαδή είναι περιοχή του x. �
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Ορισµός 1.34. ΄Εστω (X,TX ) τοπολογικός χώρος, (Y,TY ) τοπολογικός γραµ-
µικός χώρος και f : X � Y , τότε η f καλείται

α) upper demicontinuous αν για κάθε y∗ ∈ Y ∗ και a ∈ R το σύνολο
f u

({
y ∈ Y : 〈y, y∗〉 < a

})
είναι ανοιχτό στον X . ∆ηλαδή η άνω αντίστροφη

εικόνα κάθε ανοιχτού ηµιχώρου του Y είναι ανοιχτό σύνολο στον X .

ϐ) lower demicontinuous αν για κάθε y∗ ∈ Y ∗ και a ∈ R το σύνολο
f `

({
y ∈ Y : 〈y, y∗〉 < a

})
είναι ανοιχτό στονX . ∆ηλαδή η κάτω αντίστροφη

εικόνα κάθε ανοιχτού ηµιχώρου του Y είναι ανοιχτό σύνολο στον X .

Ορισµός 1.35. ΄Εστω X, Y µη κενά σύνολα και f : X � Y , ορίζουµε ως
γράφηµα της f το σύνολο

Grf =
{
(x, y) ∈ X × Y : y ∈ f (x)

}
Ορισµός 1.36. ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) τοπολογικοί χώροι και f : X � Y , ϑα
λέµε ότι η f έχει κλειστό γράφηµα αν το σύνολο Grf είναι κλειστό στο X × Y .

Παρατήρηση. Μία πλειότιµη απεικόνιση µε κλειστό γράφηµα έχει κλειστές
τιµές, δηλαδή το σύνολο f (x) είναι κλειστό στον Y για κάθε x ∈ X . Το
αντίστροφο δεν ισχύει, έστω φ : [0,1] � [0,1] µε φ(x) = {0}, x > 0 και
φ(0) = {1}. Η φ έχει κλειστές τιµές αλλά όχι κλειστό γράφηµα.

Θεώρηµα 1.37 (Θεώρηµα Κλειστού Γραφήµατος). ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) το-
πολογικοί χώροι, όπου ο Y είναι συµπαγής και Hausdorff, και έστω f : X � Y .
Τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Η f έχει κλειστό γράφηµα.

ϐ) Η f είναι upper hemicontinuous και έχει κλειστές τιµές.

Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). ΄Εστω ότι η f δεν είναι upper hemicontinuous, τότε
υπάρχει x ∈ X και ανοιχτό σύνολο V ⊃ f (x), ώστε για κάθε περιοχή U του x
υπάρχει xU ∈ U και yU ∈ f (xU ) µε yU < V . Κατασκευάζουµε έτσι ένα δίκτυο
{yU } ⊂ V c, το οποίο λόγω συµπάγειας του Y έχει υποδίκτυο που συγκλίνει,
έστω στο y ∈ Y . Επειδή το V c είναι κλειστό, τότε y < f (x) ⊂ V . ∆ηλαδή
{(xU , yU )} ⊂ Grf και ένα υποδίκτυο του {(xU , yU )} συγκλίνει στο (x, y) < Grf ,
το οποίο είναι άτοπο καθώς το γράφηµα της f είναι κλειστό.
ϐ) =⇒ α). Οι τιµές της f είναι συµπαγείς, ως κλειστά υποσύνολα του συµπα-
γούς χώρου Y . ΄Εστω (x, y) < Grf , δηλαδή y < f (x), τότε υπάρχουν περιοχές
V του y και W του f (x) µε V ∩W = ∅. Επειδή η f είναι upper hemiconti-
nuous, το σύνολο U = f u(W ) είναι ανοιχτό και το U × V είναι περιοχή του
(x, y) µε Grf ∩

(
U × V

)
= ∅. Εποµένως το Grf είναι κλειστό. �

13



1.7 Γεωµετρικά Simplicial Complex.

Ορισµός 1.38. ΄Εστω x1, . . . , xn ∈ Rd, τότε αυτά καλούνται αφφινικά ανεξάρ-

τητα αν για κάθε λ1, . . . , λn ∈ R τέτοια ώστε

n∑
i=1

λixi = 0 και
n∑
i=1

λi = 0,

έπεται ότι λ1 = · · · = λn = 0.

Λήµµα 1.39. ΄Εστω x1, . . . , xn ∈ Rd, τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναµα

α) Τα x1, . . . , xn είναι αφφινικά ανεξάρτητα.

ϐ) Τα x2 − x1, x3 − x1, . . . , xn − x1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). ΄Εστω λ2, . . . , λn ∈ R, τέτοια ώστε
∑n
i=2 λi(xi − x1) = 0.

Θέτουµε λ1 = −
∑n
i=2 λi, τότε

∑n
i=1 λixi = 0 και

∑n
i=1 λi = 0. Λόγω αφφινικής

ανεξαρτησίας, έπεται ότι λ1 = λ2 = · · · = λn.
ϐ) =⇒ α). ΄Εστω λ1, . . . , λn ∈ R, τέτοια ώστε

∑n
i=1 λixi = 0 και

∑n
i=1 λi = 0. Τότε

λ1 = −
∑n
i=2 λi, δηλαδή

∑n
i=1 λixi =

∑n
i=2 λi(xi − x1). ΄Αρα λ2 = · · · = λn = 0,

από όπου είναι άµεσο ότι λ1 = 0. �

Ορισµός 1.40. ΄Εστω A ⊂ Rd, ορίζουµε ως αφφινική ϑήκη του A το σύνολο

aff(A) =

{ n∑
i=0

λixi : n ∈ N, xi ∈ A,
n∑
i=0

λi = 1
}
.

Ορισµός 1.41. ΄Εστω A ⊂ Rd, τότε το A καλείται αφφινικά εξαρτηµένο αν
υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ A και λ1, . . . , λn ∈ R, τα οποία δεν είναι όλα µηδέν,
ώστε

∑n
i=1 λixi = 0 και

∑n
i=1 λi = 0. Αν το A δεν είναι αφφινικά εξαρτηµένο,

τότε αυτό καλείται αφφινικά ανεξάρτητο.

Παρατήρηση. ΄Εστω A ⊂ Rd αφφινικά ανεξάρτητο, τότε από το λήµµα ;;
έπεται ότι |A| ≤ d + 1.

Λήµµα 1.42. ΄Εστω A ⊂ Rd αφφινικά ανεξάρτητο, τότε αν x ∈ Rd \ aff(A), το
σύνολο A ∪ {x} είναι αφφινικά ανεξάρτητο.

Απόδειξη. ΄Εστω A = {x1, . . . , xn} µε n ≤ d+1 και ϑεωρούµε ότι το A∪{x} είναι
αφφινικά εξαρτηµένο. Τότε, επειδή επιπλέον το A είναι αφφινικά ανεξάρτητο,
υπάρχουν λ, λ1, . . . , λm, m ≤ n, µε λ , 0 ώστε λx +

∑m
i=1 λixi = 0 και

λ +
∑m
i=1 λi = 0. Παρατηρούµε ότι υπάρχει 1 ≤ i0 ≤ m ώστε λi0 , 0. Τότε

έχουµε ότι x =
∑m
i=1

λi
λ xi ∈ aff(A), το οποίο είναι άτοπο. �

14



Ορισµός 1.43. ΄Εστω x0, . . . , xn ∈ Rd αφφινικά ανεξάρτητα, τότε η κυρτή τους
ϑήκη, έστω σ, καλείται simplex

σ = co
(
{x0, . . . , xn}

)
=

{ n∑
i=0

λixi : λi ≥ 0,
n∑
i=0

λi = 1
}
.

Τα στοιχεία x0, . . . , xn καλούνται κορυφές του σ και ϑα συµβολίζουµε το
σύνολο τους ως V (σ). Η διάσταση του ορίζεται ως dim(σ) = |V (σ)| − 1 και ένα
simplex διάστασης n ϑα καλείται n-simplex. Το κενό σύνολο ∅ είναι simplex
και ϑεωρούµε ότι dim(∅) = −1.

Ορισµός 1.44. ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα n-simplex, τότε η κυρτή ϑήκη ενός
αυθαίρετου υποσυνόλου του V (σ) καλείται face του σ.

Κάθε face τ του σ είναι ένα simplex διάστασης k, µε k ≤ dim(σ), και για
να δηλώσουµε τη διάστασή του τ, ϑα λέµε ότι είναι ένα k-face του σ. ΄Ενα
face διάστασης dim(σ) − 1 καλείται facet του σ.

Αν σ, τ είναι simplex και τ είναι face του σ τότε ϑα συµβολίζουµε τ � σ,
ενώ αν το τ είναι γνήσιο face του σ τότε τ ≺ σ.

Ορισµός 1.45. ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα simplex, τότε ορίζουµε το σχετικό

εσωτερικό του σ να είναι το σύνολο

ri(σ) = σ \
⋃
τ≺σ

τ.

Παρατήρηση. ΄Ενα simplex σ είναι η ξένη ένωση των σχετικών εσωτερικών
των face του, δηλαδή σ =

⋃
τ�σ ri(τ).

Ορισµός 1.46. Μια µη κενή οικογένεια ∆ ⊂ 2Rd , η οποία αποτελείται από
simplex, καλείται sipmlicial complex αν ισχύουν

α) Αν σ ∈ ∆ και τ � σ, τότε τ ∈ ∆.

ϐ) Αν σ, τ ∈ ∆ τότε η τοµή σ ∩ τ είναι ένα κοινό face των σ και τ.

Το σύνολο ‖∆‖ =
⋃
σ∈∆ σ καλείται πολύεδρο του ∆. Ορίζουµε ως διάσταση

του ∆ την ποσότητα dim(∆) = maxσ∈∆ dim(σ) και ως σύνολο κορυφών του, το
σύνολο V (∆) =

⋃
σ∈∆ V (σ). Τέλος ϑα συµβολίζουµε µ(∆) = maxσ∈∆ diam(σ).

Πρόταση 1.47. ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα simplex, τότε το σύνολο όλων των
face του σ αποτελεί simplicial complex.
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Απόδειξη. Το α) του ορισµού είναι άµεσο. ΄Εστω V ⊂ Rd αφφινικά ανεξάρτητο
και F, G ⊂ V . Αρκεί να δείξουµε ότι co(F ) ∩ co(G) ⊂ co(F ∩ G). ΄Εστω
x ∈ co(F ) ∩ co(G), τότε x =

∑
y∈F λyy =

∑
z∈G µzz. όπου λy, µz ≥ 0 και∑

y∈F λy =
∑
z∈G µz = 1. Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε ότι∑

y∈F\G

λyy −
∑
z∈G\F

µzz +
∑

w∈F∩G

(λw − µw)w = 0.

Τα στοιχεία του F ∪G είναι αφφινικά ανεξάρτητα, εποµένως όλοι συντελεστές
στην παραπάνω σχέση είναι µηδενικοί. ∆ηλαδή τα λw, µw µπορεί να είναι µη
µηδενικά µόνο αν w ∈ F ∩ G και άρα x ∈ co(F ∩ G). �

Ορισµός 1.48. ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) τοπολογικοί χώροι. Τότε µια απεικόνι-
ση f : X → Y καλείται οµοιοµορφισµός αν είναι 1-1, επί και αµφισυνεχής.
Αν υπάρχει τέτοια απεικόνιση, λέµε ότι οι X και Y είναι οµοιοµορφικοί και
συµβολίζουµε X � Y .

Ορισµός 1.49. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, ένα simplicial complex ∆

τέτοιο ώστε ‖∆‖ � X καλείται τριγωνοποίηση του X .

Σηµείωση. Θα ϑεωρούµε ότι ένα simplicial complex περιέχει πεπερασµένα
το πλήθος simplex. Από τοπολογικής άποψης η υπόθεση αυτή είναι περιο-
ϱιστική, καθώς το πολύεδρό του είναι συµπαγές και εποµένως δε µπορούµε
να εκφράσουµε, µέσω τριγωνοποίησης, χώρους που δεν είναι συµπαγείς.

Είναι όµως αρκετή για να αποδείξουµε τα συνδυαστικά αποτελέσµατα
που µας ενδιαφέρουν και µε αυτό τον τρόπο αποφεύγουµε να επεκταθούµε
σε περαιτέρω τοπολογικά αποτελέσµα, από ότι µας είναι αρκετό.

Ορισµός 1.50. ΄Εστω ∆1, ∆2 ⊂ 2Rd είναι simplicial complex, το ∆2 καλείται
υποδιαίρεση του ∆1 αν ισχύουν τα παρακάτω

α) ‖∆1‖ = ‖∆2‖.

ϐ) Για κάθε τ ∈ ∆2 υπάρχει σ ∈ ∆1 ώστε τ ⊂ σ.

Παρατήρηση. Κάθε υποδιαίρεση ενός simplicial complex ∆ αποτελεί τριγω-
νοποίησή του, καθώς και κάθε χώρου του οποίου το ∆ είναι τριγωνοποίηση.

Θεώρηµα 1.51 (Baire). ΄Ενας µη κενός, πλήρης µετρικός χώρος δεν είναι
αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων µε κενό εσωτερικό.

Λήµµα 1.52. ΄Εστω ∆1, ∆2 ⊂ 2Rd είναι simplicial complex και το ∆2 αποτελεί
υποδιαίρεση του ∆1. Τότε dim(∆2) = dim(∆1).
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Απόδειξη. Επειδή το ∆2 είναι υποδιαίρεση του ∆1, από το ϐ) έπεται άµεσα ότι
dim(∆2) ≤ dim(∆1). Υποθέτουµε ότι dim(∆2) < dim(∆1) και έστω σ ∈ ∆1 µε
dim(σ) = dim(∆), τότε υπάρχουν τ1, . . . , τn ∈ ∆2 ώστε σ =

⋃n
i=1 τi. Εποµένως

από το ϑεώρηµα του Baire έπεται ότι υπάρχει i0 ώστε int(τi0) , ∅, το οποίο
είναι άτοπο αφού dim(τi0) < dim(σ) ≤ d. �

Ορισµός 1.53. ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα n-simplex µε V (σ) = {x0, . . . , xn}, τότε
ορίζουµε το ϐαρύκεντρο του σ ως το στοιχείο

σ̂ =
1

n + 1

n∑
i=0

xi.

Ορισµός 1.54. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, ονοµάζουµε
πρώτη ϐαρυκεντρική υποδιαίρεση του ∆ την οικογένεια

∆′ =
{
co({σ̂1, . . . , σ̂n}) : n ∈ N, σ1, . . . , σn ∈ ∆, σ1 ≺ · · · ≺ σn

}
Λήµµα 1.55. ΄Εστω σ1, . . . σn ⊂ Rd, n ∈ N, είναι simplex µε σ1 ≺ · · · ≺ σn,
τότε τα σ̂1, . . . , σ̂n είναι αφφινικά ανεξάρτητα και σ = co

(
{σ̂1, . . . , σ̂n}

)
⊂ σn.

Απόδειξη. Θεωρούµε V (σi) = {x0, . . . , xki }, όπου ki > kj όταν i > j. Τότε πα-
ϱατηρούµε ότι aff

(
V (σj)

)
( aff

(
V (σi)

)
και επειδή τα x0, . . . , xkn είναι αφφινικά

ανεξάρτητα, ότι σ̂i ∈ aff
(
V (σi)

)
\ aff

(
V (σj)

)
, για κάθε 1 ≤ j < i ≤ n. Εποµένως

από το λήµµα 1.42 έχουµε ότι τα σ̂1, . . . , σ̂n είναι αφφινικά ανεξάρτητα. Επι-
πλέον {σ̂1, . . . , σ̂n} ⊂ σn και άρα co({σ̂1, . . . , σ̂n}) ⊂ σn, λόγω κυρτότητας. �

Πρόταση 1.56. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, τότε το ∆′ είναι
simplicial complex.

Απόδειξη. Το α) του ορισµού 1.46 είναι άµεσο ότι ικανοποείται από το ∆′.
Θα αποδείξουµε ότι το ∆′ είναι ένα simplicial complex, επαγωγικά ως προς
το πλήθος των simplex που περιέχονται στη ∆.

΄Εστω ότι το ∆ αποτελείται από ένα µόνο simplex, τότε αυτό πρέπει να είναι
ένα µονοσύνολο, αφού διαφορετικά το ∆ ϑα περιείχε και κάθε γνήσιο face
του. Εποµένως ∆′ = ∆. Στη γενική περίπτωση έστω ένα αυθαίρετο complex
∆ και ϑεωρούµε ότι η ϐαρυκεντρική υποδιαίρεση, για κάθε complex που
περιέχει λιγότερα simplex από το ∆, είναι ένα simplicial complex.

΄Εστω σ ∈ ∆, τέτοιο ώστε dim(σ) = dim(∆), και ∆0 = ∆ \ {σ}. Τότε το ∆0

είναι ένα simplicial complex αφού το σ δεν αποτελεί γνήσιο face σε κάποιο
simplex του ∆ και επιπλέον το ∆0 περιέχει λιγότερα simplex από το ∆. Από
την επαγωγική υπόθεση το ∆′0 είναι simplicial complex. Παρατηρούµε ότι το
∆′ αποτελείται από τα εξής simplex
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• Τα simplex του ∆′0.

• Το ϐαρύκεντρο σ̂ του σ.

• Τα simplex τ µε V (τ) = {σ̂} ∪ V (ρ), όπου ρ ∈ ∆′0 και του οποίου οι
κορυφές είναι ϐαρύκεντρα γνήσιων face του σ. Συµβολίζουµε τ = σ̂ρ.

΄Εστω σ1, σ2 ∈ ∆′, τότε διακρίνουµε τρείς περιπτώσεις. Αν σ1, σ2 ∈ ∆′0, δηλαδή
δεν έχουν το σ̂ ως κορυφή τους, τότε από την επαγωγική υπόθεση η τοµή
σ1 ∩ σ2 είναι είτε κενή είτε κάποιο κοινό τους face. Αν σ1 = σ̂ρ1 και σ2 = σ̂ρ2

για κατάλληλα ρ1, ρ2 ∈ ∆′0, τότε σ1 ∩ σ2 = σ̂
(
ρ1 ∩ ρ2

)
, όπου το ρ1 ∩ ρ2 είναι

ένα κοινό face των ρ1, ρ2 από την επαγωγική υπόθεση. Τέλος αν σ1 ∈ ∆′0 και
σ2 = σ̂ρ, για κατάλληλο ρ ∈ ∆′0, τότε σ1 ∩ σ2 = σ1 ∩ ρ. Εποµένως σε κάθε
περίπτωση η τοµή δυο simplex του ∆′ είναι είτε κενή είτε ένα κοινό face τους,
δηλαδή το ∆′ είναι ένα simplicial complex. �

Πρόταση 1.57. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, τότε το ∆′ είναι
µια υποδιαίρεση του ∆.

Απόδειξη. Από το λήµµα 1.55 ισχύει ότι για κάθε τ ∈ ∆′, υπάρχει σ ∈ ∆ ώστε
τ ⊂ σ και άρα ‖∆′‖ ⊂ ‖∆‖. ΄Εστω σ ∈ ∆ µε V (σ) = {x0, . . . , xn}, τότε χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι x =

∑n
i=1 λixi µε 1 ≥ λ0 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0

και
∑n
i=1 λi = 1. Τότε για i = 0, . . . , n, ορίζουµε σi να είναι το simplex µε

V (σi) = {x0, . . . , xi} και παρατηρούµε ότι x =
∑n
i=1

(
λi − λi+1

)
(i + 1)σ̂i, όπου

λn+1 = 0, δηλαδή x ∈ co
(
{σ̂0, . . . , σ̂n}

)
. �

Λήµµα 1.58. ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα n-simplex µε V (σ) = {x0, . . . , xn}, τότε

diam(σ) = max
0≤i, j≤n

‖xi − xj‖

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ σ µε y =
∑n
i=0 λixi, όπου

∑n
i=0 λi = 1, τότε

‖x − y‖ =
∥∥∥∥ n∑
i=0

λix −
n∑
i=0

λixi
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ n∑
i=0

λi(x − xi)
∥∥∥∥

≤

n∑
i=0

λi‖x − xi‖

≤ max
0≤i≤n

‖x − xi‖

Εποµένως για κάθε x ∈ σ και 0 ≤ i ≤ n, έχουµε ότι

‖x − xi‖ = max
0≤j≤n

‖xi − xj‖

και άρα
‖x − y‖ ≤ max

0≤i, j≤n
‖xi − xj‖, ∀x, y ∈ σ.

�
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Λήµµα 1.59. ΄Εστω σ, τ ⊂ Rd είναι simplex µε τ � σ, τότε

‖σ̂ − τ̂‖ ≤
dim(σ)

1 + dim(σ)
diam(σ).

Απόδειξη. ΄Εστω V (τ) = {x0, . . . , xm} και V (σ) = {x0, . . . , xm , xm+1, . . . , xn}, µε
dim(σ) = n. Τότε σ̂ − τ̂ = 1

n+1

∑n
i=0

(
xi − τ̂

)
και

∑m
i=0

(
xi − τ̂

)
= 0, εποµένως

‖σ̂ − τ̂‖ =
∥∥∥∥ 1
n + 1

n∑
i=m+1

(
xi − τ̂

) ∥∥∥∥
≤

1
n + 1

n∑
i=m+1

‖xi − τ̂‖

≤
1

n + 1

n∑
i=m+1

diam(σ) =
n −m

n + 1
diam(σ).

�

Πρόταση 1.60. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, τότε

µ(∆′) ≤
dim(∆)

1 + dim(∆)
µ(∆).

Απόδειξη. ΄Εστω τ ∈ ∆′, υπάρχουν σ1, . . . , σn ∈ ∆ µε σ1 ≺ · · · ≺ σn και τέτοια
ώστε V (τ) = {σ̂1, . . . , σ̂n}. Από τα λήµµατα 1.58 και 1.59 έχουµε ότι

diam(τ) = max
0≤i, j≤n

‖σ̂i − σ̂j‖ ≤
dim(σn)

1 + dim(σn)
diam(σn)

≤
dim(∆)

1 + dim(∆)
µ(∆).

�

Ορισµός 1.61. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, τότε ορίζουµε
επαγωγικά την k-οστή ϐαρυκεντρική υποδιαίρεση ∆(k) του ∆ ως εξής

• ∆(1) = ∆′, δηλαδή η πρώτη ϐαρυκεντρική υποδιαίρεση του ∆.

• ∆(k) =
(
∆(k−1)

)′
, δηλαδή η πρώτη ϐαρυκεντρική υποδιαίρεση του ∆(k−1).

Η επόµενη πρόταση ϑα µας επιτρέψει να ϑεωρήσουµε τριγωνοποιήση ενός
συνόλου, έτσι ώστε η µέγιστη διάµετρος των simplex που την αποτελούν να
είναι αυθαίρετα µικρή.

Πρόταση 1.62. ΄Εστω ∆ ⊂ 2Rd είναι ένα simplicial complex, τότε

µ(∆(k)) ≤
( dim(∆)
1 + dim(∆)

)k
µ(∆).

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 1.60. �
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2 Τα λήµµατα των Sperner και Tucker.

2.1 Το λήµµα του Sperner.

Το 1928, ο Emanuel Sperner [43] δηµοσίευσε το παρακάτω συνδυαστικό
λήµµα, το οποίο χρησιµοποίησε αρχικά για να δώσει µια εναλλακτική απόδει-
ξη σε ένα ϑεώρηµα που χαρακτηρίζει τη διάσταση των Ευκλείδειων χώρων.

Στη συνεχεία παρατηρήθηκε ότι το ϑέωρηµα του σταθερού σηµείου του
Brouwer µπορεί να αποδειχτεί άµεσα από το λήµµα του Sperner, χωρίς τη
χρήση της ϑεωρίας τοπολογικού ϐαθµού ή άλλων εργαλείων της αλγεβρικής
τοπολογίας, όπως στην αρχική απόδειξη του Brouwer.

Λήµµα 2.1 (Sperner). ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ένα simplex µε V (σ) = {x0, . . . , xd}
και T µια τριγωνοποίηση του. Θεωρούµε χρωµατισµό f : V (T ) → {0,1, . . . , d}
στις κορυφές της T τέτοιο ώστε

α) Η απεικόνιση f
∣∣∣
V (σ)

είναι αµφιµονοσήµαντη. ∆ηλαδή οι κορυφές του σ
χρωµατίζονται µε διαφορετικό χρώµα η κάθε µία.

ϐ) ΄Εστω x ∈ V (T ), τότε για κάθε I ⊂ {0, . . . , d} µε x ∈ co
(
{xi : i ∈ I}

)
,

ισχύει ότι f (x) ∈ f
(
{xi : i ∈ I}

)
. ∆ηλαδή κάθε κορυφή της τριγωνοποίησης

που ανήκει σε κάποιο face του σ χρωµατίζεται µόνο µε κάποιο από τα
χρώµατα των κορυφών που το ορίζουν.

Τότε η T περιέχει περιττό το πλήθος d-simplex, των οποίων οι κορυφές χρωµα-
τίζονται µε διαφορετικό χρώµα η κάθε µία, ακριβώς όπως αυτές του σ.

Απόδειξη. Αν η τριγωνοποίηση T είναι τετριµµένη, δηλαδή περιέχει µόνο το
σ και τα face του, τότε το αποτέλεσµα είναι άµεσο. ΄Αρα υποθέτουµε διαφο-
ϱετικά. Η απόδειξη ϑα γίνει επαγωγικά ως προς τη διάσταση του simplex.

΄Εστω ότι το σ είναι 1-simplex, δηλαδή ένα ευθύγραµµο τµήµα, µε άκρα
V (σ) = {x0, x1}, όπου x0 < x1. Μια τριγωνοποίηση T του σ αποτελείται από
ευθύγραµµα τµήµατα που διαµερίζουν το αρχικό, δηλαδή

T =
(
{ai}

)m
i=0 ∪

(
[ai−1, ai]

)m
i=1, a0 = x0, am = x1, m ∈ N

Θεωρούµε ένα χρωµατισµό f που ικανοποιεί τα παραπάνω και χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας έστω ότι f (x0) = 0 και f (x1) = 1. Παρατηρούµε ότι το
ϐ) ικανοποιείται µε όποιο τρόπο και αν χρωµατιστούν οι υπόλοιπες κορυφές,
αφού δεν ανήκουν σε κανένα γνήσιο face του σ.

Θα αποδείξουµε επαγωγικά ως προς το πλήθος των ευθυγράµµων τµη-
µάτων από τα οποία αποτελείται η τριγωνοποίηση, ότι περιττό πλήθος από
αυτά έχουν άκρα χρωµατισµένα ως «0» και «1».
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΄Εστω µια τριγωνοποίηση T του σ σε δύο ευθύγραµµµα τµήµατα, δηλαδή

T =
{
{a0}, {a1}, {a2}, [a0, a1], [a1, a2]

}
, a0 = x0, a2 = x1.

Τότε αν f (a1) = 0 το [a1, a2] είναι χρωµατισµένο µε «0» στο αριστερό του άκρο
και «1» στο δεξί του. ∆ιαφορετικά αν f (a1) = 1 ίσχυει το ίδιο για το [a0, a1].

΄Εστω m ∈ N, υποθέτουµε ότι µια διαµέριση του σ σε k το πλήθος ευ-
ϑύγραµµα τµήµατα, µε k < m, περιέχει περιττό πλήθος τµήµατα µε άκρα
χρωµατισµένα ως «0» και «1». ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις

• Αν f (ai) = 0 για κάθε 1 ≤ i < m, τότε

f ({am−1, am}) = {0,1} και f ({ai−1, ai}) = {0}, 1 ≤ i < m

• Αν υπάρχει 1 ≤ i < m µε f (ai) = 1 ϑέτουµε i0 = max{i : f (ai) = 1}.
Τότε από την επαγωγική υπόθεση το [a0, ai0] περιέχει περιττό πλήθος
ευθύγραµµα τµήµατα της τριγωνοποίησης µε άκρα χρωµατισµένα ως
«0» και «1». Αν i0 = m − 1 τότε το Ϲητούµενο αποδείχθηκε. ∆ιαφορετικά
παρατηρούµε ότι τα τµήµατα [ai0 , ai0+1] και [am−1, am] έχουν επίσης
άκρα χρωµατισµένα µε τα δύο χρώµατα. Εποµένως το συνολικό πλήθος
των εν λόγω ευθυγράµµων τµηµάτων είναι περιττό σε κάθε περίπτωση.

΄Εστω σ ένα 2-simplex, δηλαδή ένα τρίγωνο, και T µια τριγωνοποίησή του.
Θεωρούµε χρωµατισµό f : V (T ) → {0,1,2}, ο οποίος ικανοποιεί τις παρα-
πάνω ιδιότητες, καθώς και τις ποσότητες

• R να είναι το πλήθος των τριγώνων της T , των οποίων οι κορυφές χρω-
µατίζονται και µε τα τρία χρώµατα.

• Q να είναι το πλήθος των τριγώνων της T , των οποίων είτε δύο κορυφές
χρωµατίζονται ως «1» και η τρίτη ως «2», είτε δύο κορυφές χρωµατίζονται
ως «2» και η τρίτη ως «1».

• X να είναι το πλήθος των ευθυγράµµων τµηµάτων της T , που ϐρίσκονται
στο σύνορο του σ και τα άκρα τους χρωµατίζονται ως «1» και «2».

• Y να είναι το πλήθος των ευθυγράµµων τµηµάτων της T , που ϐρίσκονται
στο εσωτερικό του σ και τα άκρα τους χρωµατίζονται ως «1» και «2».

Θα µετρήσουµε το πλήθος των ευθυγράµµων τµηµάτων της T µε άκρα χρω-
µατισµένα ως «1» και «2» µε δύο τρόπους. Πρώτον παρατηρούµε ότι κάθε
τρίγωνο τύπου Q έχει δύο πλευρές (facet) µε άκρα χρωµατισµένα ως «1» και
«2», ενώ κάθε τρίγωνο τύπου R έχει ακριβώς µία τέτοια πλευρά. Επιπλέον τα
ευθύγραµµα τµήµατα τύπου Y αποτελούν κοινή πλευρά δύο τριγώνων της T
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ενώ αντίστοιχα κάθε ευθύγραµµο τµήµα τύπου X αποτελεί πλευρά ενός µόνο
τριγώνου. Εποµένως καταλήγουµε στη σχέση

2Q + R = X + 2Y

Από τη συνθήκη ϐ) για τον χρωµατισµό f έπεται ότι κάθε ευθύγραµµο
τµήµα τύπου X ανήκει στην πλευρά του σ της οποίας τα άκρα είναι χρωµα-
τισµένα ως «1» και «2». Αποδείξαµε όµως στη µονοδιάσταση περίπτωση ότι το
πλήθος τους είναι περιττό. ΄Αρα το R είναι περιττό.

Στη γενική περίπτωση έστω ότι σ είναι ένα n-simplex, T µια τριγωνοποίη-
σή του και f : V (T )→ {0, . . . , n} ένας συνεπής µε τις υποθέσεις χρωµατισµός.
Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε (n − 1)-simplex και ορίζουµε

• R να είναι το πλήθος των n-simplex της T , των οποίων οι κορυφές
χρωµατίζονται και µε τα n + 1 χρώµατα.

• Q να είναι το πλήθος των n-simplex της T , των οποίων οι κορυφές
χρωµατίζονται µε τα «1»,«2»,. . .,«n», έτσι ώστε για κάθε simplex κάποιο
χρώµα να χρησιµοποιείται δυο ϕορές και τα υπόλοιπα από µία.

• X να είναι το πλήθος των (n − 1)-simplex της T , που ϐρίσκονται στο
σύνορο του σ και οι κορυφές τους χρωµατίζονται ακριβώς µε τα χρώµατα
«1»,«2»,. . .,«n».

• Y να είναι το πλήθος των (n−1)-simplex της T , που ϐρίσκονται στο εσω-
τερικό του σ και οι κορυφές τους χρωµατίζονται ακριβώς µε τα χρώµατα
«1»,«2»,. . .,«n».

Θα µετρήσουµε µε δύο τρόπους το πλήθος των (n − 1)-simplex της T µε κο-
ϱυφές χρωµατισµένες χρησιµοποιώντας ακριβώς τα χρώµατα «1»,«2»,. . .,«n».
Παρατηρούµε ότι κάθε simplex τύπου Q έχει δύο facet µε κορυφές χρωµα-
τισµένες µε τα χρώµατα «1»,«2»,. . .,«n», ενώ κάθε simplex τύπου R έχει ένα
τέτοιο facet. Επιπλέον τα simplex τύπου Y αποτελούν κοινό facet σε δύο
n-simplex της T ενώ αντίστοιχα κάθε simplex τύπου X αποτελεί facet ενός
µόνο simplex. Εποµένως όµοια µε πριν καταλήγουµε ότι

2Q + R = X + 2Y

Από την επαγωγική υπόθεση και το γεγονός ότι κάθε simplex τύπου X
ανήκει στο facet του σ που ορίζουν οι κορυφές οι οποίες ειναι χρωµατισµένες
µε τα χρώµατα «1»,«2»,. . .,«n», λόγω του ϐ), προκύπτει ότι το X είναι περιττό.
Εποµένως το ίδιο ισχύει και το R. �
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Εκτός από το ϑεώρηµα του Brouwer, το λήµµα του Sperner καθώς και οι
µετέπειτα γενικεύσεις του, ϐρήκαν εφαρµογή σε διάφορα προβλήµατα όπως
η κατασκευή αλγορίθµων για την εύρεση ϱιζών και δίκαιων µοιρασµάτων (fair
division), καθώς και το ϑεώρηµα του Monsky. Στο [44], ο Sperner πενήντα
χρόνια αργότερα από την απόδειξη του λήµµατος του, παρουσίασε διάφορες
γενικεύσεις και εφαρµογές του.

2.2 Το λήµµα του Tucker.

΄Οµοια µε το λήµµα του Sperner, το λήµµα του Tucker [46] αποτελεί το
συνδυαστικό ανάλογο ενός κλασσικού ϑεωρήµατος της τοπολογίας, του ϑεω-
ϱήµατος Borsuk-Ulam, το οποίο ϑα αποδείξουµε στη συνέχεια.

Ορισµός 2.2. Ονοµάζουµε µη κατευθυνόµενο γράφο ένα διατεταγµένο Ϲεύγος
G = (V, E), όπου το V είναι ένα σύνολο, του οποίου τα στοιχεία καλούνται
κορυφές και το E ένα σύνολο το οποίο αποτελείται από δισύνολα κορυφών
του V , τα οποία ονοµάζουµε ακµές. Αν δύο κορυφές του V σχηµατίζουν ένα
δισύνολο στο E, τότε ϑα λέµε ότι συνδέονται µε µια ακµή.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω G = (V, E) είναι ένα µη κατευθυνόµενος γράφος, τότε για
κάθε κορυφή v ∈ V ορίζουµε τον ϐαθµό της v, deg(v), να είναι το πλήθος των
στοιχείων του E που περιέχουν τη v.

Λήµµα 2.4. Κάθε µη κατευθυνόµενος γράφος G = (V, E), όπου το V είναι
πεπερασµένο, έχει άρτιο πλήθος κορυφών περιττού ϐαθµού.

Απόδειξη. Μετράµε τα Ϲεύγη (v, e), όπου e είναι µία ακµή του γράφου και v
µια κορυφή της που ϐρίσκεται στην e, µε δυο διαφορετικούς τρόπους. Είναι
άµεσο ότι η v ανήκει σε deg(v) το πλήθος ακµές του γράφου και άρα το
άθροισµα των ϐαθµών όλων των κορυφών του γράφου ισούται µε το πλήθος
των εν λόγω Ϲευγών. ΄Οµως κάθε ακµή του γράφου ανήκει σε ακριβώς δύο
τέτοια Ϲεύγη και εποµένως το πλήθος τους είναι 2|E|, δηλαδή∑

v∈V

deg(v) = 2|E|.

�

Σηµείωση. α). Θα συµβολίζουµε B̂n = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi | ≤ 1} και Ŝn−1 = ∂B̂n.

ϐ). Θα συµβολίζουµε T̂n την τριγωνοποίηση της B̂n, η οποία επάγεται κατά
ϕυσιολογικό τρόπο από τα υπερεπίπεδα

(
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xk = 0}

)n
k=1.
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Θεώρηµα 2.5 (Λήµµα του Tucker). ΄Εστω T µια τριγωνοποίηση της B̂n ώστε

α) Η οικογένεια
{
σ ∈ T : σ ⊂ Ŝn−1

}
είναι τριγωνοποίηση της Ŝn−1.

ϐ) Αν σ ∈ T µε σ ⊂ Ŝn−1, τότε −σ ∈ T .

γ) Για κάθε σ ∈ T , υπάρχει τ ∈ T̂n τέτοιο ώστε σ ⊂ τ.

Αν λ : V (T ) → {±1, . . . ,±n} είναι ένας χρωµατισµός στις κορυφές της T , ο
οποίος είναι περιττός στο Ŝn−1, δηλαδή λ(−x) = −λ(x) για κάθε x ∈ Ŝn−1, τότε
υπάρχει σ ∈ T µε V (σ) = {x1, x2}, τέτοιο ώστε λ(x1) = −λ(x2).

Παρατήρηση. Το γ) µας εξασφαλίζει ότι αν σ ∈ T , τότε το πρόσηµο σε κάθε
συντεταγµένη, διατηρείται µεταξύ των στοιχείων του ri(σ).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η T δεν περιέχει ένα τέτοιο ευθύγραµµο τµήµα, τότε για
κάθε σ ∈ T επιλέγουµε x ∈ ri(σ) και ορίζουµε τα σύνολα

λ(σ) = {λ(y) : y ∈ V (σ)},

S(σ) = {i : xi > 0} ∪ {−i : xi < 0}.

Η παραπάνω παρατήρηση µας εξασφαλίζει ότι το S(σ) είναι καλά ορισµένο
και ϑεωρούµε επιπλέον ότι S(∅) = ∅. Για κάθε σ ∈ T , ϑα συµβολίζουµε
kσ = |S(σ)|, λσ = |λ(σ)| και Lσ =

〈{
ei : i ∈ S(σ) ∨ −i ∈ S(σ)

}〉
.

Θα λέµε ότι ένα σ ∈ T είναι ένα happy simplex, αν S(σ) ⊂ λ(σ). ΄Εστω
σ ∈ T ένα τέτοιο simplex, τότε αυτό ϐρίσκεται στον υπόχωρο Lσ , ο οποίος
είναι διάστασης kσ . ∆ηλαδή dim(σ) ≤ kσ . Επιπλέον το σ έχει τουλάχιστον k
διαφορετικούς χρωµατισµούς µεταξύ των κορυφών του και άρα έχει τουλάχι-
στον έχει kσ το πλήθος κορυφές, δηλαδή dim(σ) ≥ kσ − 1. Τέλος, ένα happy
simplex σ ∈ T ϑα καλείται

• tight, αν dim(σ) = kσ − 1.

• loose, αν dim(σ) = kσ .

Παρατηρούµε ότι αν σ ∈ T είναι tight, τότε έχουµε ότι λσ ≥ kσ = dim(σ) + 1
και λσ ≤ dim(σ) + 1, δηλαδή kσ = λσ . ΄Αρα οι κορυφές του σ χρωµατίζονται
µε διαφορετικό χρώµα η κάθε µία, µε κάθε ένα από τα στοιχεία του S(σ).
Αντίστοιχα αν το σ ∈ T είναι loose, είτε οι κορυφές του χρωµατίζονται µε
διαφορετικά χρώµατα η κάθε µία, εκτός από ένα Ϲευγάρι κορυφών οι οποίες
έχουν κοινό χρώµα, χρησιµοποιώντας πάλι κάθε ένα από τα στοιχεία του S(σ),
είτε υπάρχει ένα επιπλέον χρώµα που µαζί µε αυτά του S(σ) χρωµατίζουν
ακριβώς τις κορυφές του σ. Για το {0} έχουµε ότι S({0}) = ∅ ⊂ {λ(0)}, δηλαδή
είναι είναι ένα happy και loose simplex.
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΄Εστω σ ∈ T µε σ ⊂ Ŝn−1, αν το σ είναι happy τότε είναι tight. Πράγµατι
το σ ανήκει στον Lσ ο οποίος είναι διάστασης kσ , όµως στην τοµή Lσ ∩ Ŝn−1

υπάρχουν το πολύ kσ αφφινικά ανεξάρτητα στοιχεία και άρα dim(σ) ≤ kσ −1.
Θα ορίσουµε ένα µη κατευθυνόµενο γράφο, ώστε οι κορυφές του να είναι

τα happy simplex της T και δύο τέτοιες κορυφές του σ, τ, ϑα συνδέονται µε
µία ακµή αν ισχύει ένα από τα παρακάτω

• σ = −τ και σ, τ ⊂ Ŝn−1.

• Το σ είναι facet του τ και S(τ) = λ(σ).

΄Οπως είδαµε το {0} είναι happy και deg(0) = 1, διότι συνδέεται ακριβώς
µε το ευθύγραµµο τµήµα της T , το οποίο έχει το 0 σαν άκρο και εκτείνεται
στον άξονα του eλ(0), προς την κατεύθυνση που ορίζει το πρόσηµο του λ(0).
΄Εστω σ ∈ T είναι ένα tight simplex, τότε διακρίνουµε δυο περιπτώσεις

• Αν σ ⊂ Ŝn−1, τότε το −σ ανήκει στην T και συνδέεται µε ακµή µε
το σ. Θεωρούµε το Lσ ∩ B̂n και παρατηρούµε ότι τα simplex της T
το τριγωνοποιούν. Τότε το σ ϐρίσκεται στο σύνορο του Lσ ∩ B̂n και
εποµένως αποτελεί facet σε ένα ακριβώς kσ-simplex τ της T µε το οποίο
είναι άµεσο ότι συνδέεται, αφού λ(σ) = S(σ) = S(τ).

• Αν σ ⊂ B̂n \ Ŝn−1, τότε µε παρόµοια επιχειρήµατα µε προηγουµένως
παρατηρούµε ότι το σ αποτελεί facet σε δύο ακριβώς simplex τ1, τ2 ∈ T
και αφού S(σ) = λ(σ) έχουµε ότι S(τ1) = S(τ2) = λ(σ).

Αντίστοιχα αν σ ∈ T είναι loose, τότε

• Αν S(σ) = λ(σ), τότε υπάρχουν x1, x2 ∈ V (σ) ώστε λ(x1) = λ(x2). Ε-
ποµένως τα τ1, τ2 ∈ T µε V (τ1) = V (σ) \ {x1} και V (τ2) = V (σ) \ {x2}

αποτελούν facet του σ και είναι άµεσο ότι S(σ) = λ(τ1) = λ(τ2).

• ΄Εστω ότι υπάρχει i ∈ λ(σ) \ S(σ), τότε −i < S(σ) αφού διαφορετικά ϑα
είχαµε ένα ευθύγραµµο τµήµα στην T µε άκρα χρωµατισµένα αντίθετα.
Τότε το σ συνδέεται µε το τ ∈ T το οποίο ορίζεται από τις κορυφές του
σ, πλήν αυτής που είναι χρωµατισµένη ως i. Τέλος το σ αποτελεί facet
ενός simplex τ ∈ T , το οποίο είναι loose και τέτοιο ώστε S(τ) = S(σ)∪{i},
δηλαδή S(τ) = λ(σ). Παρατηρούµε ότι ένα τέτοιο τ, υπάρχει λόγω του
ότι kσ < n. ∆ιαφορετικά λσ = n + 1, το οποίο είναι άτοπο αφού τότε
το σ ϑα περιείχε ένα ευθύγραµµο τµήµα, χρωµατισµένο µε αντίθετα
χρώµατα στα άκρα του.

Εποµένως deg(σ) = 2, για κάθε σ ∈ T \ {0} και το οποίο είναι happy. ∆ηλαδή
µόνο µία κορυφή του γράφου έχει περιττό ϐαθµό και όλες οι άλλες έχουν
άρτιο, το οποίο από το λήµµα 2.4 είναι άτοπο. �
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3 Το ϑεώρηµα Κ.Κ.Μ.

Το 1929, οι Knaster, Kuratowski και Mazurkiewicz [28] χρησιµοποίησαν το
λήµµα του Sperner και απέδειξαν το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1 (K.K.M.). ΄Εστω σ ⊂ Rd είναι ενα simplex µεV (σ) = {x0, . . . , xd}.
Αν F0, . . . , Fd είναι κλειστά υποσυνόλα του σ, τέτοια ώστε για κάθε I ⊂ {0, . . . , d}
να ισχύει ότι

co
(
{xi : i ∈ I}

)
⊂

⋃
i∈I

Fi ,

τότε
⋂d
i=0 Fi , ∅.

Απόδειξη. Θεωρούµε ακολουθία (Tn)n τριγωνοποιήσεων του σ, ώστε για κάθε
n ∈ N, η Tn να είναι υποδιαίρεση της Tn−1 και diam(τ) ≤ 1

n για κάθε τ ∈ Tn.
΄Εστω x ∈ V (Tn), για n ∈ N, ϑέτουµε Ix ώστε το co

(
{xi : i ∈ Ix}

)
να είναι το

µικρότερο, ως προς τη διάσταση, face του σ στο οποίο ανήκει το x. Τότε από
την υπόθεση, υπάρχει ix ∈ Ix ώστε x ∈ Fix .

Ορίζουµε χρωµατισµό ` : V (Tn) → {0, . . . , d} στις κορυφές της Tn, µε
`(x) = mini∈Ix

{
i : x ∈ Fi

}
και παρατηρούµε ότι αν xi ∈ V (σ) τότε Ixi = {i}, αφού

το co
(
{xi}

)
= {xi} είναι το µικρότερο face που περιέχει το xi. ∆ηλαδή `(xi) = i,

για κάθε i ∈ {0, . . . , d}. Επιπλέον αν x ∈ V (Tn), τότε `({xi : i ∈ Ix}) = Ix και εξ
ορισµού `(x) ∈ Ix .

∆ηλαδή ο χρωµατισµός που ορίσαµε ικανοποιεί τις υποθέσεις του λήµµα-
τος του Sperner. Εποµένως υπάρχει τ ∈ Tn µε V (τ) =

{
vn0 , . . . , v

n
d

}
, έτσι ώστε

χωρίς ϐλάβη της γενικότητας `(vni ) = i. ∆ηλαδή vni ∈ Fi για κάθε i ∈ {0, . . . , d}.
Τότε η ακολουθία (vn0)n έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, λόγω συµπάγειας

του S, και χάριν ευκολίας ας υποθέσουµε ότι η ίδια είναι συγκλίνουσα. ΄Εστω
το όριό της limn vn0 = v∗, τότε για i ∈ {1, . . . , d} έχουµε ότι

‖vni − v
∗‖ ≤ ‖vni − v

n
0‖ + ‖vn0 − v

∗‖ ≤
1
n

+ ‖vn0 − v
∗‖ −−−−→

n→∞
0.

∆ηλαδή limn vni = v∗, όπου (vni )n ⊂ Fi για κάθε i ∈ {0, . . . , d}. ΄Αρα αφού κάθε
Fi είναι κλειστό, έχουµε ότι v∗ ∈ Fi και άρα v∗ ∈

⋂d
i=0 Fi. �

Παρότι είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του
Brouwer άµεσα από το λήµµα του Sperner, το παραπάνω ϑεώρηµα µας δίνει
µια γεωµετρική µορφή του 2.1, η οποία είναι καταλληλότερη για εφαρµογές.

Από το ϑεώρηµα, µε τελείως ϕυσιολογικό τρόπο δίνουµε στη συνέχεια τον
ορισµό των απεικονίσεων ΚΚΜ. Τέτοιες απεικονίσεις ϑα αποδειχτούν χρήσιµες
στη συνέχεια και στο ιδιαίτερα σηµαντικό ϑεώρηµα 3.3, όπου ο Ky Fan [19],
απέδειξε µια απειροδιάσταστη µορφή του 3.1.
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Ορισµός 3.2. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και K ⊂ X , µια πλειότιµη απει-
κόνιση f : K � X καλείται απεικόνιση KKM αν για κάθε F ⊂ K πεπερασµένο

co(F ) ⊂
⋃
x∈F

f (x).

Θεώρηµα 3.3 (Fan-K.K.M.). ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός γραµµικός χώρος και
K υποσύνολο του X . Αν f : K � X είναι απεικόνιση KKM και για κάθε x ∈ K,
το f (x) είναι κλειστό στον X , τότε η οικογένεια

{
f (x)

}
x∈K έχει την ιδιότητα της

πεπερασµένης τοµής.

Απόδειξη. ΄Εστω {x1, . . . , xn} ⊂ K, ϑεωρούµε το (n − 1)-simplex σ µε σύνολο
κορυφών {ei}ni=1, τη συνήθη ϐάση του Rn και ορίζουµε φ : σ → X µε

φ
( n∑
i=1

λiei
)

=

n∑
i=1

λixi , για
n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0

καθώς και για κάθε 1 ≤ i ≤ n, το κλειστό σύνολο Gi = φ−1(f (xi)
)
. ΄Εστω

I ⊂ {1, . . . , n}, αν x ∈ F = co
(
{ei : i ∈ I}

)
, τότε φ(x) = φ

(∑
i∈I λiei

)
=

∑
i∈I λixi

και άρα φ(x) ∈
⋃
i∈I f (xi). Εποµένως προκύπτει ότι

φ(F ) ⊂
⋃
i∈I

f (xi)⇔ F ⊂ φ−1
(⋃
i∈I

f (xi)
)

=
⋃
i∈I

φ−1(f (xi)
)

=
⋃
i∈I

Gi.

∆ηλαδή για κάθε I ⊂ {1, . . . , n} έχουµε ότι co
(
{ei : i ∈ I}

)
⊂

⋃
i∈I Gi. Από

το ϑεώρηµα 3.1 έπεται ότι
⋂n
i=1 Gi , ∅ και άρα

⋂n
i=1 f (xi) , ∅ για κάθε

πεπερασµένο υποσύνολο {x1, . . . , xn} του K. �

Παρατήρηση. Αν επιπλέον υπάρχει x0 ∈ X , ώστε το f (x0) να είναι συµπαγές
υποσύνολο του X , τότε η τοµή {f (x)}x∈K είναι µη κενή.

Ο Fan [19],[20] έδωσε στη συνέχεια το παρακάτω ϑεµελιώδες πόρισµα του
ϑεωρήµατός του και παρουσίασε µερικά πορίσµατα που προκύπτουν.

Πόρισµα 3.3.1. Εστω (X,T ) τοπολογικός γραµµικός χώρος και K µη κενό,
κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X . Αν A ⊂ K × K κλειστό και τέτοιο ώστε

α) (x, x) ∈ A για κάθε x ∈ K.

ϐ) Για κάθε x ∈ K το σύνολο
{
z ∈ K : (z, x) < A

}
είναι κυρτό.

Τότε υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε K × {x0} ⊂ A.
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Απόδειξη. Ορίζουµε πλειότιµη απεικόνιση f : K � X µε

f (x) = {z ∈ K : (x, z) ∈ A}.

Επειδή το A είναι κλειστό, παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ K το f (x) είναι
κλειστό υποσύνολο του K, δηλαδή συµπαγές. ΄Εστω F ⊂ K πεπερασµένο και
x ∈ co(F ), τότε ορίζουµε το σύνολο

f ∗(x) =
{
z ∈ K : x < f (z)

}
=

{
z ∈ K : (z, x) < A

}
.

το οποίο από το ϐ) είναι κυρτό και από το α) προκύπτει ότι

x ∈ f (x)⇒ x < f ∗(x)⇒ co(F ) 1 f ∗(x).

Εποµένως επειδή το f ∗(x) είναι κυρτό, υπάρχει y ∈ F τέτοιο ώστε

y < f ∗(x)⇒ x ∈ f (y)⇒ co(F ) ⊂
⋃
z∈F

f (z).

∆ηλαδή η f είναι απεικόνιση KKM και από το προηγούµενο ϑεώρηµα έπεται
ότι

⋂
x∈K f (x) , ∅, το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �

΄Αµεση συνέπεια του 3.3.1 είναι το παρακάτω αποτέλεσµα για χώρους µε
νόρµα µέσω του οποίου ϑα αποδείξουµε, σχεδόν τετριµµένα, τα ϑεωρήµατα
σταθερού σηµείου των Brouwer και Schauder.

Πόρισµα 3.3.2. ΄Εστω (X, ‖·‖) χώρος µε νόρµα, K µη κενό, κυρτό και συµπαγές
υποσύνολο του X . Τότε αν f : K → X συνεχής, υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε

‖x0 − f (x0)‖ = min
x∈K
‖x − f (x0)‖ = d(f (x0), K)

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

A =
{
(x, y) ∈ K × K : ‖f (y) − y‖ ≤ ‖f (y) − x‖

}
και έστω ακολουθία

(
(xn, yn)

)
n στο A ώστε limn(xn, yn) = (x, y), τότε

‖f (yn) − yn‖ ≤ ‖f (yn) − xn‖ =⇒ ‖f (y) − y‖ ≤ ‖f (y) − x‖

λόγω συνέχειας της νόρµας και της f . ∆ηλαδή (x, y) ∈ A και άρα το A είναι
κλειστό. ΄Εστω z1, z2 ∈

{
z ∈ K : (z, x) < A

}
, δηλαδή ‖f (x)− zi‖ < ‖f (x)− x‖ για

i = 1,2, τότε αν λ ∈ (0,1)

‖f (x) −
(
λz1 + (1 − λ)z2

)
‖ = ‖

(
λf (x) + (1 − λ)f (x)

)
−

(
λz1 + (1 − λ)z2

)
‖

≤ λ‖f (x) − z1‖ + (1 − λ)‖f (x) − z2‖

< λ‖f (x) − x‖ + (1 − λ)‖f (x) − x‖
= ‖f (x) − x‖
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∆ηλαδή το σύνολο
{
z ∈ K : (z, x) < A

}
είναι κυρτό. Τέλος για x ∈ K, τότε

τετριµµένα (x, x) ∈ A. Εποµένως από το πόρισµα 3.3.1 υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο
ώστε K × {x0} ⊂ A, ή ισοδύναµα

‖f (x0) − x0‖ ≤ ‖f (x0) − x‖, για κάθε x ∈ K

΄Αρα ‖f (x0) − x0‖ = d(f (x0), K). �

Η µελέτη των απεικονίσεων ΚΚΜ και των περαιτέρω αποτελεσµάτων του
ϑεωρήµατος 3.1 έχουν ϐρει εφαρµογές σε ϑέµατα οικονοµικών µαθηµατι-
κών, ϑεωρίας παιγνίων, µη γραµµικής ανάλυσης, ϑεωρήµατα minmax και
άλλα. Στο [52] παρουσιάζονται αναλυτικά αποτελέσµατα και γενικεύσεις που
έπονται του 3.1, καθώς και εφαρµογές του, και προσφέρεται εκτενής ϐιβλιο-
γραφία.
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4 Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου.

Σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουµε, κάνοντας χρήση των ληµµάτων 3.3.1
και 3.3.2 του Fan, το ϑεώρηµα του σταθερού σηµείου του Brouwer και τις
µετέπειτα γενικεύσεις αυτού, των Schauder και Tychonoff, καθώς και µια
γενίκευση του για πλειότιµες απεικονίσεις.

Επιπλέον αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου των Markov και
Kakutani και τέλος χρησιµοποιούµε το λήµµα του Tucker για να αποδείξου-
µε το ϑεώρηµα Borsuk-Ulam.

Ορισµός 4.1. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και f : X → X . ΄Ενα x ∈ X
καλείται σταθερό σηµείο της f αν f (x) = x και ϑα συµβολίζουµε

Fix(f ) = {x ∈ X : f (x) = x}.

Ορισµός 4.2. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και f : X � X , ένα x ∈ X καλείται
σταθερό σηµείο της πλειότιµης απεικόνισης f αν x ∈ f (x).

Ορισµός 4.3. Θα λέµε ότι ένας τοπολογικός χώρος (X,T ) έχει την ιδιότητα

του σταθερού σηµείου, αν κάθε συνεχής συνάρτηση f : X → X έχει σταθερό
σηµείο.

Στην επόµενη πρόταση αποδεικνύουµε ότι η ιδιότητα του σταθερού ση-
µείου είναι µια τοπολογική ιδιότητα, δηλαδή παραµένει αναλλοίωτη µέσω
οµοιοµορφισµών.

Πρόταση 4.4. ΄Εστω (X,TX ), (Y,TY ) οµοιοµορφικοί τοπολογικοί χώροι. Αν ο
X έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου, τότε την έχει και ο Y .

Απόδειξη. ΄Εστω f : Y → Y συνεχής συνάρτηση και h : X → Y οµοιοµορφι-
σµός. Παρατηρούµε ότι η h−1f h : X → X είναι συνεχής και αφού ο X έχει
την ιδιότητα του σταθερού σηµείου, υπάρχει x ∈ X ώστε x = h−1f h(x). ΄Αρα
f
(
h(x)

)
= h(x) και εποµένως το h(x) είναι σταθερό σηµείο για την f . �

4.1 Το ϑεώρηµα του Brouwer.

Η µελέτη του ϑεωρήµατος του Brouwer, ξεκίνησε µε τη γενίκευση που εδώσε
ο Poincaré [36],[37] στο ϑεώρηµα του Bolzano, ώστε µελετήσει το πρόβληµα
των τριών σωµάτων [8]. Στη συνέχεια ο Miranda [33] απέδειξε το ϑεώρηµα
του Poincaré καθώς και την ισοδυναµία του µε το ϑεώρηµα του Brouwer.

Μερικά χρόνια µετά το επίσης ισοδύναµο ϑεώρηµα του Bohl [6], ο Brouw-
er [11] µε τη ϐοήθεια του Hadamard [24], απέδειξε το παρακάτω αποτέλεσµα.
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Θεώρηµα 4.5 (Brouwer). Για κάθε n ∈ N, η Bn έχει την ιδιότητα του σταθερού
σηµείου.

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το πόρισµα 3.3.2. �

Ισοδύναµα το ϑεώρηµα του Brouwer µπορεί να διατυπωθεί και στη µορφή
του ϑεωρήµατος 4.6, το οποίο οφείλεται στο ότι η ιδιότητα του σταθερού
σηµείου είναι µια τοπολογική ιδιότητα.

Θεώρηµα 4.6. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα πεπερασµένης διάστασης, τότε
κάθε µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X έχει την ιδιότητα του
σταθερού σηµείου.

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το πόρισµα 3.3.2. �

Παρατηρήσεις. α). Η υπόθεση της κυρτότητας δεν είναι απαραίτητη στο ϑε-
ώρηµα 4.6. Στο [42] περιγράφονται αναλυτικότερα το ϑεώρηµα του Lefschetz
καθώς και άλλα παραδείγµατα συνόλων που έχουν την ιδιότητα του σταθερού
σηµείου χωρίς την υπόθεση της κυρτότητας.
ϐ). Η υπόθεση της συµπάγειας είναι απαραίτητη, το οποίο αποδεικνύεται στο
ϑεώρηµα 4.9. Για παράδειγµα ϑεωρούµε την f : R → R µε f (x) = x + 1, η
οποία δεν έχει σταθερά σηµεία.

Ο Yoseloff [51] απέδειξε ότι το λήµµα του Sperner, και εποµένως και το
ϑεώρηµα KKM, είναι τελικά ισοδύναµα µε το ϑεώρηµα του Brouwer.

Μια άλλη ισοδύναµη µορφή του 4.5 ϐρίσκεται στο 4.7, η οποία αποδείχτη-
κε από τον Borsuk και χαρακτηρίζει τους χώρους πεπερασµένης διάστασης.

Θεώρηµα 4.7 (Borsuk). Για κάθε n ≥ 1, δεν υπάρχει f : Bn → Sn−1 τέτοια
ώστε f (x) = x, για κάθε x ∈ Sn−1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει τέτοια f , τότε η g : Bn → Sn−1 µε g(x) = −f (x)
είναι άµεσο ότι δεν έχει σταθερό σηµείο, το οποίο είναι άτοπο από το 4.5. �

4.2 Το ϑεώρηµα του Schauder.

Το 1930, ο Schauder [41] απέδειξε το ϑεώρηµα 4.10 γενικεύοντας πλέον το
ϑεώρηµα του Brouwer σε απειροδιάστατους χώρους µε νόρµα.

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του, παραθέτουµε το παρακάτω πα-
ϱάδειγµα του Kakutani, το οποίο παρουσιάζει το κεντρικό ϱόλο της συ-
µπάγειας στο ϑεώρηµα του Schauder και το γεγονός ότι δεν είναι δυνατή
η γενίκευση του ϑεωρήµατος του Brouwer στη µορφή του ϑεωρήµατος 4.5.
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Θεώρηµα 4.8 (Riesz). ΄Εστω (X, ‖·‖) χώρος µε νόρµα, τότε ηBX είναι συµπαγής
αν και µόνο αν ο X έχει πεπερασµένη διάσταση.

Απόδειξη. [4], σελ. 180. �

Παράδειγµα (Kakutani). Ορίζουµε απεικόνιση fε : B`2 → B`2, ε ∈ (0,1], µε

fε(x) =
(
ε(1 − ‖x‖), x1, x2, . . .

)
.

Η fε είναι Lipschitz και άρα συνεχής, πράγµατι για κάθε x, y ∈ B`2

‖fε(x) − fε(y)‖ ≤
√

1 + ε2‖x − y‖.

Η B`2 είναι κλειστό, ϕραγµένο και κυρτό σύνολο αλλά όχι συµπαγές. ΄Εστω
ότι η fε έχει σταθερό σηµείο, έστω x̂ = (x̂1, x̂2, . . .) ∈ B`2, τότε

(x̂1, x̂2, . . .) =
(
ε(1 − ‖x̂‖), x̂1, x̂2, . . .

)
.

∆ηλαδή x̂n = ε(1 − ‖x̂‖), για κάθε n ∈ N, και άρα

1 ≥ ‖x̂‖ =

( ∞∑
n=1

|ε(1 − ‖x̂‖)|2
) 1

2

,

το οποίο είναι άτοπο, αφού η σειρά αποκλίνει. Εποµένως η B`2 δεν έχει την
ιδιότητα του σταθερου σηµείου.

΄Ενα ϕυσιολογικό ερώτηµα που προκύπτει είναι πότε µια συνεχής συνάρ-
τηση f : X → X , όπου το X είναι ένα µη κενό, κυρτό, κλειστό και ϕραγµένο
υποσύνολο ενός χώρου µε νόρµα, έχει σταθερό σηµείο. Το ϑεώρηµα 4.6 µας
το εξασφαλίζει στην περίπτωση ενός χώρου πεπερασµένης διάστασης, καθώς
τέτοια υποσύνολα του είναι συµπαγή. Το επόµενο ϑεώρηµα του Klee [27]
δίνει απάντηση στο ερώτηµα στην απειροδιάστατη περίπτωση.

Θεώρηµα 4.9 (Klee). ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και K µη κενό, κυρτό
υποσύνολο του X , τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Το K είναι συµπαγές.

ϐ) Το K έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου.

Το ϑεώρηµα του Klee µας εξασφαλίζει ουσιαστικά την ύπαρξη µιας συνε-
χούς συνάρτησης f : BX → BX χωρίς σταθερά σηµεία, σε έναν απειροδιάστατο
χώρο µε νόρµα X . Αυτό µας επιτρέπει να δώσουµε, σε αντιστοιχία µε το ϑε-
ώρηµα 4.7, ένα χαρακτηρισµό για τέτοιους χώρους.
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Πόρισµα 4.9.1. ΄Εστω (X, ‖·‖) απειροδιάστατος χώρος µε νόρµα. Τότε υπάρχει
συνεχής απεικόνιση f : BX → SX τέτοια ώστε f (x) = x, για κάθε x ∈ SX .

Απόδειξη. ΄Εστω g : BX → BX µια συνεχής συνάρτηση χωρίς σταθερά σηµεία.
Τότε επεκτείνουµε την g στη f1 : 2Bx → 2Bx ως

f1(x) =


(
2 − ‖x‖

)
g
(
x
‖x‖

)
, 1 < ‖x‖ ≤ 2

g(x)

και ϑεωρούµε την απεικόνιση f2 : BX → Bx µε f2(x) = 1
2 f1(2x). Παρατηρούµε

ότι η f2 δεν έχει σταθερά σηµεία και για κάθε x ∈ SX είναι f2(x) = 0. Τότε η
συνάρτηση f : Bx → Sx µε

f (x) =
x − f2(x)
‖x − f2(x)‖

αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �

Θεώρηµα 4.10 (Schauder). ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα, τότε κάθε µη
κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X έχει την ιδιότητα του σταθερού
σηµείου.

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το πόρισµα 3.3.2. �

Θεώρηµα 4.11. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και F µη κενό, κυρτό υπο-
σύνολο του X . ΄Εστω K ⊂ F συµπαγές και συνεχής συνάρτηση f : F → K, τότε
η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα αποδεικνύεται στο 4.20 στην γενικότερη περίπτωση,
όπου ο X είναι ένας τοπικά κυρτός χώρος. �

4.3 Τα ϑεωρήµατα των Fan-Glicksberg και Tychonoff.

Ο Tychonoff [47] γενίκευσε περαιτέρω το αποτέλεσµα του Schauder αποδει-
κνύοντας ότι κάθε κυρτό, συµπαγές υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου
έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου.

Θα αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Tychonoff ως ειδική περίπτωση του ϑε-
ωρήµατος 4.17 των Fan [18] και Glicksberg [21], ακολουθώντας το [4]. Τα
παρακάτω αποτελέσµατα ϐασίζονται σε τεχνικές που ανέπτυξαν οι Fan και
Browder χρησιµοποιώντας τις απεικονίσεις ΚΚΜ.

Τέτοια ϑεωρήµατα για πλειότιµες απεικονίσεις ϐρίσκουν πολλές εφαρ-
µογές σε ϑέµατα των οικονοµικών µαθηµατικών, της ϑεωρίας παιγνίων, του
ϐέλτιστου ελέγχου καθώς και άλλων σχετικών κλάδων. Η πιο γνωστή τέτοια
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εφαρµογή είναι στην απόδειξη του Nash [34], για την ύπαρξη ισορροπίας σε
ένα µη συνεργατικό παιχνίδι δύο ή περισσότερων παικτών.

Θα ξεκινήσουµε δίνοτας µια σύντοµη απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.13 χρη-
σιµοποιώντας το λήµµα 3.3.1 του Fan.

Ορισµός 4.12. ΄Εστω (X1,T1), . . . , (Xn,Tn), (X,TX ) τοπολογικοί χώροι, µια
απεικόνιση f : X1 × · · · × Xn → X καλείται jointly continuous αν

α) Η f είναι συνεχής στον X1 × · · · × Xn ως προς την τοπολογία γινόµενο.

ϐ) Αν (Y,TY ) είναι ένας τοπολογικός χώρος και gi : Y → Xi είναι συνεχείς
απεικονίσεις, τότε η απεικόνιση g(x) = f (g1(x), . . . , gn(x)) είναι συνεχής.

Θεώρηµα 4.13 (Browder-Hartman-Stampacchia). ΄Εστω X τοπικά κυρτός
χώρος Hausdorff, K ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X και
f : K → X ∗. Αν η απεικόνιση (x, y) 7→ 〈y, f (x)〉 είναι jointly continuous στο
K × K, τότε υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε

〈x0, f (x0)〉 ≤ 〈y, f (x0)〉, για κάθε y ∈ K.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο A =
{
(x, y) ∈ K × K : 〈y, f (y)〉 ≤ 〈x, f (y)〉

}
.

΄Εστω x ∈ K, τότε τετριµµένα (x, x) ∈ A. Θεωρούµε το σύνολο

A′x =
{
z ∈ K : (z, x) < A

}
=

{
z ∈ K : 〈z, f (x)〉 < 〈x, f (x)〉

}
και έστω z1, z2 ∈ A′x , δηλαδή 〈zi , f (x)〉 < 〈x, f (x)〉 για i = 1,2. Τότε

〈x, f (x)〉 = λ〈x, f (x)〉 + (1 − λ)〈x, f (x)〉 > λ〈z1, f (x)〉 + (1 − λ)〈z2, f (x)〉
= 〈λz1, f (x)〉 + 〈(1 − λ)z2, f (x)〉
= 〈(λz1 + (1 − λ)z2), f (x)〉

για λ ∈ (0,1), δηλαδή το A′x είναι κυρτό για κάθε x ∈ K. Επιπλέον λόγω
συνέχειας των απεικονίσεων

(x, y) 7→ (y, x − y) 7→ 〈x − y, f (y)〉

έπεται ότι η απεικόνιση g : K × K → R µε g(x, y) = 〈x − y, f (y)〉 είναι jointly
continuous στο K × K. Τότε A = g−1([0,∞)

)
και άρα το A είναι κλειστό.

Από το πόρισµα 3.3.1 υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε K × {x0} ⊂ A, το οποίο
αποδεικνύει και το Ϲητούµενο. �

Ορισµός 4.14. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και K ⊂ X . Μια πλειότιµη
απεικόνιση f : K � X καλείται inward (αντ. outward) pointing αν για
κάθε x ∈ K υπάρχει y ∈ f (x) και λ > 0 (αντ. λ < 0) ώστε x + λ(y − x) ∈ K.
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Θεώρηµα 4.15 (Halpern-Bergman). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος Haus-
dorff και K ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X . ΄Εστω επιπλέον
f : K � X inward pointing και upper demicontinuous πλειότιµη απεικόνιση
µε κλειστές και κυρτές τιµές. Τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι x < f (x) για κάθε x ∈ K, τότε από διαχωριστικό ϑεώρηµα(
[4], σελ. 208

)
, για κάθε x ∈ K υπάρχει qx ∈ X ∗ το οποίο διαχωρίζει ισχυρά

το x από το f (x), δηλαδή υπάρχει πραγµατικός αριθµός ax ώστε qx(z) < ax
για κάθε z ∈ f (x) και qx(x) > ax . Αφού η f είναι upper demicontinuous το
σύνολο

Ux = f u
(
{z ∈ K : qx(z) < ax}

)
∩ {z ∈ K : qx(z) > ax}

είναι ανοιχτή περιοχή του x στο K και η οικογένεια
(
Ux

)
x∈K είναι ανοιχτό

κάλυµµα του K. Τότε υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K τέτοια ώστε K ⊂
⋃n
i=1 Ux1. Από

το ϑεώρηµα 1.13 υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις fi : X → [0,1], i = 1, . . . , n,
τέτοιες ώστε supp(fi) ⊂ Uxi , για κάθε i = 1, . . . , n και f1(x) + . . . + fn(x) = 1,
για κάθε x ∈ K. Ορίζουµε απεικόνιση g : K → X ∗

g(x) =

n∑
i=1

fi(x)qxi

και εφόσον κάθε qxi ∈ X ∗, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

(x, y) 7→ 〈y, g(x)〉 =

n∑
i=1

fi(x)qxi (y)

είναι jointly continuous στο K × K. Εποµένως εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα
4.13 για την g, υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε για κάθε y ∈ K

〈y, g(x0)〉 ≥ 〈x0, g(x0)〉 (∗)

Επιπλέον, για x ∈ K, παρατηρούµε ότι αν fi(x) > 0 τότε x ∈ Uxi και άρα
qxi (x) > axi και qxi (z) < axi , για κάθε z ∈ f (x). Εποµένως για κάθε x ∈ K και
y ∈ f (x) προκύπτει ότι

〈x, g(x)〉 =

n∑
i=1

fi(x)qxi (x) =

n∑
i=1

fi (x),0

fi(x)qxi (x) +

n∑
i=1

fi (x)=0

fi(x)qxi (x)

=

n∑
i=1

fi (x),0

fi(x)qxi (x)

>
n∑
i=1

fi(x)axi

>
n∑
i=1

fi(x)qxi (y) = 〈y, g(x)〉.

(∗∗)
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Αφού η f είναι inward pointing, υπάρχει y0 ∈ f (x0) και λ > 0 τέτοια ώστε
x0 + λ(y0 − x0) ∈ K. Θέτοντας y = x0 + λ(y0 − x0) στην (∗) έχουµε

〈x0 + λ(y0 − x0), g(x0)〉 ≥ 〈x0, g(x0)〉 =⇒ 〈y0, g(x0)〉 ≥ 〈x0, g(x0)〉.

Το οποίο είναι άτοπο λόγω της (∗∗), εποµένως υπάρχει x ∈ K µε x ∈ f (x). �

Λήµµα 4.16. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff, K ένα µη κενό
υποσύνολο του X και f : K � X , η οποία έχει κλειστό γράφηµα. Τότε το
σύνολο των σταθερών σηµείων της f είναι κλειστό στο K.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι ένα σηµείο x είναι σταθερό σηµείο της f αν και
µόνο αν (x, x) ∈ Grf , τότε το σύνολο

F = Grf ∩
{
(x, x) : x ∈ K

}
είναι κλειστό στο K ×K και η συνάρτηση g : K → K ×K µε g(x) = (x, x) είναι
συνεχής. Εποµένως το Fix(f ) = g−1(F ) είναι κλειστό στο K. �

Ο Kakutani [26] απέδειξε το ϑεώρηµα 4.17 στην περίπτωση των πεπε-
ϱασµένων διαστάσεων και στη συνέχεια οι Bohnenblust και Karlin [7] το
επέκτειναν σε χώρους Banach. Τέλος οι Fan και Glicksberg εδώσαν την
παρακάτω µορφή του για τοπικά κυρτούς χώρους.

Θεώρηµα 4.17 (Kakutani-Fan-Glicksberg). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος
Hausdorff και K ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X . ΄Εστω
επιπλέον µια πλειότιµη απεικόνιση f : K � K η οποία έχει κλειστό γράφηµα
και µη κενές, κυρτές τιµές. Τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα 1.37 η f είναι upper hemicontinuous και άρα
upper demicontinuous. Επιπλέον επειδή η f απεικονίζει το K στο K είναι
άµεσο ότι είναι inward pointing. Από το ϑεώρηµα 4.15 η f έχει σταθερό
σηµείο. Τέλος, παρατηρούµε από το λήµµα 4.16, ότι το Fix(f ) είναι ένα
κλειστό υποσύνολο του K και άρα είναι συµπαγές. �

Παρατήρηση. Μπορούµε να δούµε µια συνάρτηση f : K → K ως πλειότιµη
απεικόνιση f : K � K όπου η εικόνα του κάθε στοιχείου είναι µονοσύνολο.
Επιπλέον αν η f είναι συνεχής συνάρτηση τότε ορίζει upper hemicontinuous
πλειότιµη απεικόνιση. Βάσει αυτού έπεται άµεσα το επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.18 (Tychonoff). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος Hausdorff, τότε
κάθε µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του έχει την ιδιότητα του σταθε-
ϱού σηµείου.
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Στη συνέχεια δίνουµε στο ϑεώρηµα 4.20 την απόδειξη του Singbal [8] για
µια διαφορετική µορφή του ϑεωρήµατος του 4.18, η οποία χρησιµοποιεί την
τεχνική της προβολής του Schauder προσασρµοσµένη σε τοπικά κυρτό χώρο.

Λήµµα 4.19 (Nagumo). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος Hausdorff, K µη κενό,
συµπαγές υποσύνολο του X και V µια περιοχή του 0. Τότε υπάρχει F ⊂ K
πεπερασµένο και συνεχής απεικόνιση P : K → co(F ), ώστε για κάθε x ∈ K

P(x) − x ∈ V.

Απόδειξη. ΄ΕστωW ανοιχτή, κυρτή και συµµετρική περιοχή του 0 µεW ⊂ V .
Τότε υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K τέτοια ώστε K ⊂

⋃n
i=1(xi + W ). ΄Εστω pW το

συναρτησιακό Minkowski του W . Αφού το W είναι ανοιχτό, ισχύει ότι

x ∈ W ⇔ pW (x) < 1.

Εποµένως, για κάθε x ∈ K υπάρχει ix ∈ {1, . . . , n} µε

x ∈ xix +W ⇔ pW (x − xix ) < 1.

Θέτουµε για κάθε 1 ≤ i ≤ n

qi(x) = max{1 − pW (x − xi),0}, ∀x ∈ K.

Τότε για κάθε x ∈ K, qix (x) , 0. Ορίζουµε την απεικόνιση P : K → X µε

P(x) =

[ n∑
i=1

qi(x)
]−1 n∑

i=1

qi(x)xi , ∀x ∈ K.

Παρατηρούµε ότι αν qi(x) , 0, τότε pW (x − xi) < 1 και άρα x − xi ∈ W .
Εποµένως αφού το W είναι κυρτό, προκύπτει ότι για κάθε x ∈ K

x − P(x) = x −
[ n∑
i=1

qi(x)
]−1 n∑

i=1

qi(x)xi

= x −
[ n∑

i=1
qi (x),0

qi(x)
]−1 n∑

i=1
qi (x),0

qi(x)xi

=

[ n∑
i=1

qi (x),0

qi(x)
]−1 n∑

i=1
qi (x),0

qi(x)
(
x − xi

)
∈ W ⊂ V.

�

38



Θεώρηµα 4.20 (Singbal). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος Hausdorff και F µη
κενό, κυρτό υποσύνολο του X . Αν K ⊂ F συµπαγές και f : F → K είναι µια
συνεχής απεικόνιση, τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Από το λήµµα 4.19, για κάθε περιοχή V του 0, υπάρχει KV ⊂ K
πεπερασµένο και συνεχής απεικόνιση PV : K → co(KV ), ώστε για κάθε x ∈ K

PV (x) − x ∈ V, ∀x ∈ K.

Θέτουµε fV : co(KV ) → co(KV ) µε fV (x) = PV
(
f (x)

)
, για κάθε x ∈ co(KV ).

Από το ϑεώρηµα 4.5, η fV έχει σταθερό σηµείο xV ∈ co(KV ) ⊂ K, δηλα-
δή fV (xV ) = xV . Τότε το (xV )V αποτελεί ένα δίκτυο στο K, το οποίο λόγω
συµπάγειας έχει συγκλίνον υποδίκτυο και χάριν ευκολίας ας ϑεωρήσουµε
ότι συγκλίνει το ίδιο, δηλαδή xV → x ∈ K. Λόγω συνέχειας της f είναι
xV − f (xV )→ x − f (x) και επιπλέον για κάθε περιοχή V του 0 έχουµε ότι

PV
(
f (xV )

)
− f (xV ) = xV − f (xV ) ∈ V.

∆ηλαδή xV − f (xV )→ 0 και άρα x − f (x) = 0.
�

4.4 Το ϑεώρηµα των Markov-Kakutani.

΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και f : X → X και έστω ότι η f έχει σταθερό
σηµείο, έστω x, στο X . Τότε είναι άµεσο ότι το x µένει σταθερό για κάθε
δύναµη της f . ΄Οµοια, ένα σηµείο x ∈ X µένει σταθερό για κάθε f ∈ F , όπου
F είναι µια οικογένεια συναρτήσεων από το X στο X , αν και µόνο αν το x
είναι σταθερό σηµείο για κάθε ©i∈I fi, µε fi ∈ F και I πεπερασµένο.

∆εν είναι όµως γνωστό, στη γενική περίπτωση, πότε δύο συνεχείς συναρ-
τήσεις που αντιµετατίθενται έχουν κοινό σταθερό σηµείο. Οι Markov [31] και
Kakutani [25] δώσαν απάντηση στην ειδική περίπτωση, όπου οι συναρτήσεις
αυτές είναι αφφινικές απεικονίσεις.

Η απόδειξη που παρουσιάζουµε στο ϑεώρηµα 4.21 είναι αυτή του Markov
στο [31], στην οποία κάνει χρήση του ϑεώρηµατος του Tychonoff. Ο Kaku-
tani δίνει στο [25] τη σκιαγράφηση µιας πιο άµεσης απόδειξης και στη συ-
νέχεια αποδεικνύει ως εφαρµογή το ϑεώρηµα Hahn-Banach. Στο [49] δίνεται
από τον Werner µια τρίτη απόδειξη, στην οποία κάνει χρήση του ϑεωρήµατος
Hahn-Banach, αποδεικνύοντας έτσι την ισοδυναµία τους.

Θεώρηµα 4.21 (Markov-Kakutani). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος Hausdorff
και K ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X . Αν F είναι µια
αντιµεταθετική οικογένεια συνεχών αφφινικών απεικονίσεων από το K στο K,
τότε υπάρχει x ∈ X τέτοιο ώστε f (x) = x, για κάθε f ∈ F .
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Απόδειξη (Markov). Θα δείξουµε επαγωγικά ότι η οικογένεια
{
Fix(f )

}
f ∈F έχει

την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής. Από το ϑεώρηµα 4.18 το σύνολο Fix(f )
είναι συµπαγές και µη κενό, για κάθε f ∈ F . Υποθέτουµε ότι για κάποιο
n ∈ N και κάθε επιλογή f1, . . . , fn−1 ∈ F είναι Fix(f1, . . . , fn−1) , ∅. ΄Εστω
fn ∈ F , τότε επειδή η οικογένεια F είναι αντιµεταθετική έπεται ότι

fn
(
Fix(f1, . . . , fn−1)

)
⊂ Fix(f1, . . . , fn−1)

διότι αν x ∈ Fix(f1, . . . , fn−1), τότε για κάθε 1 ≤ i < n

fi
(
fn(x)

)
= fn

(
fi(x)

)
= fn(x)

΄Εστω f ∈ F , παρατηρούµε ότι επειδή η f είναι αφφινική το σύνολο Fix(f )
είναι κυρτό. Εποµένως το Fix(f1, . . . , fn−1) µένει αναλλοίωτο υπό την fn, ε-
ίναι κυρτό και συµπαγές ως τοµή κυρτών και συµπαγών συνόλων, και από
την επαγωγική υπόθεση είναι µη κενό. Εφαρµόζοντας πάλι το ϑεώρηµα
σταθερού σηµείου του Tychonoff έπεται ότι η fn έχει σταθερό σηµείο στο
Fix(f1, . . . , fn−1).

∆ηλαδή η
{
Fix(f )

}
f ∈F έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής και αφού

το K είναι συµπαγές η οικογένεια έχει µη κενή τοµή. �

Παρατηρούµε ότι το παραπάνω αποτέλεσµα παραµένει σωστό, αν αντικα-
ταστήσουµε την οικογένεια F µε τη Σ(F ), τη µικρότερη ηµιοµάδα (ως προς
τη σύνθεση συναρτήσεων) συνεχών αφφινικών µετασχηµατισµών από το K στο
K, η οποία περιέχει την F . Επίσης είναι άµεσο ότι η αντιµεταθετικότητα της
F µεταφέρεται στην Σ(F ).

Στο [12] ο Day δίνει δυο γενικεύσεις του παραπάνω ϑεωρήµατος κάνοντας
χρήση των αναλλοίωτων µέσων και των amenable ηµιοµάδων, τα οποία ϑα
παρουσιάσουµε στη συνέχεια.

4.5 Το ϑεώρηµα Borsuk-Ulam.

Το ϑεώρηµα Borsuk-Ulam 4.23, διατυπώθηκε από τον S. Ulam και στη συ-
νέχεια αποδείχτηκε από τον Borsuk [10], και παρότι δεν αποτελεί ένα κλασ-
σικό ϑεώρηµα σταθερού σηµείου, σχετίζεται άµεσα µε τη ϑεωρία τους. Στη
συνηθέστερη µορφή του, το ϑεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός «αντιποδι-
κού» σηµείου για κάθε συνεχή συνάρτηση f : Sn → Rn, δηλαδή ενός x ∈ Sn
τέτοιου ώστε f (x) = f (−x).

Το ϑεώρηµα ϐρίσκει και αυτό πολλές εφαρµογές σε ϑέµατα συνδυαστικής,
ϑεωρίας γράφων, διαφορικών εξισώσεων και οικονοµικών.

Αποδεινκύουµε αρχικά µια ισοδύναµη µορφή του ϑεωρήµατος, κάνοντας
χρήση του λήµµατος του Tucker και στη συνέχεια στο ϑεώρηµα 4.23 δίνουµε
περισσότερες ισοδύναµες διατυπώσεις του.
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Θεώρηµα 4.22. ∆εν υπάρχει απεικόνιση f : Bn → Sn−1, η οποία είναι συνεχής
και τέτοια ώστε f (−x) = −f (x), για κάθε x ∈ Sn−1.

Απόδειξη. ΄Εστω συνεχής συνάρτηση f : B̂n → Ŝn−1, περιττή στο Ŝn−1 και
ε = 1

n . Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής ως συνεχής συνάρτηση σε συµπαγές
σύνολο. Εποµένως υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για x, x ′ ∈ B̂n µε |x − x ′| < δ να
ισχύει ότι ‖f (x) − f (x ′)‖∞ < 2ε.

Θεωρούµε τριγωνοποίηση T της B̂n όπως στην απόδειξη του λήµµατος του
Tucker µε diam(σ) ≤ δ, για κάθε σ ∈ T και ορίζουµε για κάθε x ∈ V (T )

kx := min{i : |f (x)i | ≥ ε}

Το kx είναι καλά ορισµένο αφού για κάθε y ∈ Ŝn−1 ισχύει ότι ‖y‖∞ ≥ ε,
δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον µια συντεταγµένη του y µεγαλύτερη από ε,
αφού διαφορετικά ‖y‖1 < 1. Ορίζουµε λ : V (T )→ {±1, . . . ,±n} µε

λ(x) =

{
kx , f (x)kx > 0
−kx , f (x)kx < 0

Αφού η f είναι περιττή στο ∂B̂n, τότε ισχύει ότι λ(x) = −λ(−x) για κάθε
x ∈ Ŝn−1 ∩ V (T ) και άρα ο χρωµατισµός λ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του
λήµµατος του Tucker. Εποµένως υπάρχει σ ∈ T µε V (σ) = {x1, x2} ώστε
i0 = λ(x1) = −λ(x2) > 0. Τότε fi0(x1) ≥ ε και fi0(x2) ≤ −ε, δηλαδή

‖f (x1) − f (x2)‖∞ ≥ 2ε

το οποίο είναι άτοπο αφού x1, x2 ∈ σ και άρα ‖x1 − x2‖ ≤ diam(σ) < δ.
΄Εστω g : Bn → B̂n οµοιοµορφισµός και υποθέτουµε ότι υπάρχει συνεχής

συνάρτηση f : Bn → Sn−1 τέτοια ώστε f (x) = −f (−x), για κάθε x ∈ ∂Bn. Τότε
ϑέτουµε h : B̂n → Ŝn µε h(x) = gf g−1(x). Η g είναι περιττή και g(∂Bn) = ∂B̂n,
εποµένως η h είναι συνεχής και περιττή στο ∂B̂n, το οποίο είναι άτοπο. �

Θεώρηµα 4.23 (Borsuk-Ulam). Για κάθε n ∈ N, τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f : Sn → Rn, υπάρχει x ∈ Sn τέτοιο ώστε
f (x) = f (−x).

ϐ) Για κάθε περιττή, συνεχή συνάρτηση f : Sn → Rn, υπάρχει x ∈ Sn µε
f (x) = 0.

γ) ∆εν υπάρχει περιττή συνεχής συνάρτηση f : Sn → Sn−1.

δ) ∆εν υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : Bn → Sn−1, ώστε f (−x) = −f (x), για
κάθε x ∈ Sn−1.
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Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). Είναι προφανές.
ϐ) =⇒ γ). ΄Εστω περιττή συνεχής συνάρτηση f : Sn → Sn−1 ⊂ R

n, τότε υπάρχει
x ∈ Sn µε f (x) = 0, το οποίο είναι όµως άτοπο.
γ) =⇒ ϐ). ΄Εστω f : Sn → Rn περιττή συνεχής συνάρτηση µε f (x) , 0, για
κάθε x ∈ Sn. Ορίζουµε τότε g : Sn → Sn−1 µε g(x) = f (x)/‖f (x)‖, η οποία
είναι περιττή και συνεχής το οποίο είναι άτοπο.
γ) =⇒ δ). ΄Εστω ότι υπάρχει συνάρτηση f όπως στο δ), τότε η g : Sn → Sn−1 µε
g(x) = f

(
π(x)

)
και g(−x) = −f

(
π(x)

)
, για x ∈ U , είναι περιττή και συνεχής.

δ) =⇒ γ). ΄Εστω ότι υπάρχει συνάρτηση όπως στο γ), ορίζουµε g : Bn → Sn−1

µε g(x) = f
(
π−1(x)

)
, για x ∈ Bn. Τότε η g είναι περιττή στο ∂Bn, το οποίο είναι

άτοπο. �

΄Ενα επίσης ισοδύναµο ϑεώρηµα µε αυτό του Borsuk είναι το ϑεώρηµα
4.24 των Lyusternik και Shnirel’man [30].

Θεώρηµα 4.24. Για κάθε n ∈ N, τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f : Sn → Rn, υπάρχει x ∈ Sn τέτοιο ώστε
f (x) = f (−x).

ϐ) Αν F1, . . . , Fn+1 είναι ένα κλειστό κάλυµµα της Sn, τότε υπάρχει i0 τέτοιο
ώστε Fi0 ∩ (−Fi0) , ∅.

γ) Αν U1, . . . , Un+1 είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα της Sn, τότε υπάρχει i0 τέτοιο
ώστε Ui0 ∩ (−Ui0) , ∅.

Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). Θεωρούµε τη συνεχή απεικόνιση f : Sn → Rn µε

f (x) =
(
dist(x, F1), . . . ,dist(x, Fn)

)
.

Τότε από το α), υπάρχει x ∈ Sn µε f (x) = f (−x). Αν η i-οστή συντεταγµένη
του f (x) είναι µηδέν, τότε τα x και −x ανήκουν στο Fi, ενώ διαφορετικά αν
είναι κάθε συντεταγµένη του είναι µη µηδενική ανήκουν στο Fn+1.
ϐ) =⇒ γ). Από την πρόταση 1.11, µπορούµε να ϐρούµε ένα κλειστό κάλυµµα
F1, . . . , Fn+1 της Sn, ώστε Fi ⊂ Ui για κάθε i. Εποµένως το συµπέρασµα είναι
άµεσο από το ϐ).

[32], σελ. 24-25. �

Στο [32] παρουσιάζεται αναλυτικότερα η ιστορία του ϑεωρήµατος Borsuk-
Ulam καθώς και δίνεται µια σειρά από εφαρµογές του, καθώς και εκτενής
ϐιβλιογραφία.
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5 Εφαρµογές.

5.1 Το ϑεώρηµα Perron-Frobenius.

Παρουσιάζουµε ως εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Brouwer, µια γεωµετρική
απόδειξη του ϑεωρήµατος Perron-Frobenius, των Borobia και Trías [9].

Το ϑεώρηµα ϐρίσκει εφαρµογή σε ϑέµατα ϑεωρίας πιθανοτήτων, οικονο-
µικών, δυναµικών συστηµάτων και άλλων. Η πιο διάσηµη από αυτές είναι η
χρήση του ϑεωρήµατος στη ϑεωρία του αλγορίθµου PageRank της Google.

Ορισµός 5.1. ΄Εστω A = (aij) ∈ Rn×n ένας n × n πίνακας, τότε ο A καλείται
reducible αν υπάρχει πίνακας µετάθεσης P τέτοιος ώστε

PAPT =

[
B 0
C D

]
(∗)

όπου οι B και D είναι τετραγωνικοί πίνακες. Ισοδύναµα αν δεν υπάρχει δια-
µέριση του {1, . . . , n} σε δυο ξένα σύνολα I και J ώστε aij = 0 για κάθε i ∈ I ,
j ∈ J . ΄Ενας πίνακας ο οποίος δεν είναι reducible καλείται irreducible.

Ορισµός 5.2. Μία ηµιευθεία στον Rn, κατά την κατεύθυνση x ∈ Rn \ {0}, ϑα
είναι το σύνολο r[x] =

{
λx : λ > 0

}
. Ταυτίζουµε την κλάση των ηµιευθειών του

Rn µε τη σφαίρα Sn−1.

Θεώρηµα 5.3 (Perron-Frobenius). ΄Εστω A ∈ Rn×n ένας irreducible n × n
πίνακας µε µη αρνητικές τιµές. Τότε ο A έχει µια απλή ϑετική ιδιοτιµή, της
οποίας το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι ϑετικό, δηλαδή κάθε συντεταγµένη του
έχει ϑετική τιµή. Επιπλέον η λ έχει τη µεγαλύτερη τιµή µεταξύ των ιδιοτιµών
του A.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα C+ =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
και R+ =

{
r[x] : x ∈ C+ ∩ Sn−1}. Επειδή ο A έχει µη αρνητικές τιµές, αφήνει

αναλλοίωτο το R+ και επιπλέον 0 < A(r) για κάθε r ∈ R+, αφού διαφορετικά
ο A ϑα είχε τουλάχιστον µια µηδενική στήλη, το οποίο είναι άτοπο καθώς ο
A είναι irreducible.

΄Εστω r = r[x] ∈ R+ µε r ⊂ ∂C+ και τέτοιο ώστε A(r) = r. ∆ηλαδή
x ∈ C+ και άρα υπάρχει 0 < k < n, ώστε οι k πρώτες συντεταγµένες του
x να είναι µηδενικές, µετά από µια µετάθεση των στοιχείων της ϐάσης αν
αυτό απαιτείται. Εποµένως, επειδή A(r) = r, παρατηρούµε ότι ο A ϑα είναι
ισοδύναµος, µέσω µετάθεσης, µε ένα πίνακα της µορφής (∗), όπου B ∈ Rk×k.

Εποµένως, από το ϑεώρηµα 4.10 υπάρχει r = r[x] ∈ R+ µε A(r) = r και
xi > 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Θεωρούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι ‖x‖ = 1
και εποµένως υπάρχει λ ώστε A(x) = λx. Επιπλέον είναι άµεσο ότι λ > 0,
αφού r ⊂ C+. �
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5.2 Το πρόβληµα του αναλλοίωτου υπόχωρου.

΄Ενα από τα µεγαλύτερα προβλήµατα στη ϑεωρία τελεστών είναι αυτό του
αναλλοίωτου υπόχωρου. Το ερώτηµα είναι κάτω υπό ποιες προϋποθέσεις οι
συνεχείς γραµµικοί τελεστές ενός χώρου Banach αφήνουν ένα µη τετριµµένο,
κλειστό υπόχωρό του αναλλοίωτο.

Ο Enflo [17] κατασκεύασε ένα αντιπαράδειγµα, στο οποίο αποδείκνυε την
ύπαρξη ενός χώρου Banach και ενός τελεστή σε αυτόν, για τον οποίο δεν
υπάρχει µη τετριµµένος αναλλοίωτος υπόχωρος.

Μεταξύ άλλων αποτελεσµάτων, τα οποία αποδεικνύουν την ύπαρξη τέτοιων
υποχώρων για τελεστές που ικανοποιούν ορισµένες κατάλληλες ιδιότητες,
ϐρίσκεται και αυτό του Lomonosov. Το ϑεώρηµα του είναι το είναι γενι-
κότερο αποτέλεσµα που αφορά το εν λόγω πρόβληµα και ο Lomonosov, στην
απλή αλλά ευφυέστατη απόδειξή του, κάνει χρήση του ϑεωρήµατος σταθερού
σηµείου του Schauder.

Ορισµός 5.4. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και K ∈ L(X ), τότε ο K καλείται
συµπαγής αν για κάθε F ⊂ X ϕραγµένο, η εικόνα K(F ) είναι συµπαγής. Θα
συµβολίζουµε το σύνολο των συµπαγών τελεστών στο X ως K(X ).

Πρόταση 5.5. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα, K ∈ K(X ) και λ µια ιδιοτιµή
του K. Τότε ο ιδιόχωρος Eλ =

{
x ∈ X : K(x) = λx

}
έχει πεπερασµένη διάσταση.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι K( 1
λBEλ) = BEλ , δηλαδή η BEλ είναι συµπαγής

καθώς ο K είναι συµπαγής. Από το ϑεώρηµα 4.8 προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Σηµείωση. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y ένας υπόχωρος του. Είναι άµεση
συνέπεια της συνέχειας των πράξεων στον X ότι και ο Y είναι υπόχωρος.

Ορισµός 5.6. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και T ένας γραµµικός τελεστής
στον X . ΄Ενας υπόχωρος Y του X τέτοιος ώστε T (Y ) ⊂ Y καλείται αναλλοίωτος
υπόχωρος του T .

Παρατήρηση. Οι τετριµµένοι υπόχωροι του X , δηλαδή το {0} και ο X , απο-
τελούν αναλλοίωτους υπόχωρους για κάθε γραµµικό τελεστή στον X .

Θεώρηµα 5.7 (Lomonosov). ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach και
T ∈ L(X ), K ∈ K(X ) τέτοιοι ώστε TK = KT . Τότε ο T έχει µη τετριµµένο,
κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο T δεν έχει µη τετριµµένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο
και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε ότι ‖K‖ = 1.

Επιλέγουµε x0 ∈ X τέτοιο ώστε ‖K(x0)‖ > 1 και ϑέτουµε B = B(x0,1) και
C = K(B). Παρατηρούµε ότι 0 < B και άρα 0 < C, και ϑεωρούµε το σύνολο

A =
{
A ∈ L(X ) : TA = AT }.
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Το A είναι µη κενό αφού T ∈ A και για A1, A2 ∈ A και ϐαθµωτά λ, µ είναι

T (λA1 + µA2) = λTA1 + µTA2 = λA1T + µA2T = (λA1 + µA2)T.

Εποµένως για κάθε x ∈ C το σύνολο Ax =
{
A(x) : A ∈ A

}
είναι υπόχωρος

του X και επιπλέον Ax , {0}, αφού x , 0 και I ∈ A. Τότε παρατηρούµε ότι
το Ax είναι κλειστός αναλλοίωτος υπόχωρος για κάθε A ∈ A. Πράγµατι έστω
y ∈ Ax , τότε υπάρχει ακολουθία (An)n ⊂ A ώστε y = limn An(x) και για κάθε
A ∈ A είναι άµεσο ότι AAn ∈ A για κάθε n ∈ N. Εποµένως έχουµε ότι

A(y) = A
(

lim
n
An(x)

)
= lim

n
A
(
An(x)

)
= lim

n
AAn(x) ∈ Ax

∆ηλαδή για κάθε x ∈ C, ο Ax είναι ένας κλειστός αναλλοίωτος υπόχωρος για
τον T και άρα Ax = {0} ή Ax = X , αλλά επειδή Ax , {0} έπεται ότι Ax = X .
΄Αρα για κάθε x ∈ C υπάρχει Ax ∈ A τέτοιο ώστε ‖Ax(x) − x0‖ < 1, δηλαδή

x ∈ Ux =
{
z ∈ X : ‖Ax(z) − x0‖ < 1

}
Η οικογένεια

{
Ux

}
x∈C αποτελεί ανοικτό κάλυµµα του C και επειδή ο K είναι

συµπαγής τελεστής, δηλαδή το C είναι συµπαγές, υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ C
τέτοια ώστε C ⊂

⋂n
i=1 Uxi .

Από το ϑεώρηµα 1.13 υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις fi : C → [0,1],
τέτοιες ώστε supp(fi) ⊂ Uyi , για κάθε 1 ≤ i ≤ n και

∑n
i=1 fi(x) = 1, για κάθε

x ∈ C. Τότε ορίζουµε την απεικόνιση φ : B → X µε

φ(x) =

n∑
i=1

fi
(
K(x)

)
Axi

(
K(x)

)
και παρατηρούµε ότι

fi
(
K(x)

)
, 0 =⇒ K(x) ∈ Uxi

=⇒ ‖Axi
(
K(x)

)
− x0‖ < 1

=⇒ Axi
(
K(x)

)
∈ B

∆ηλαδή φ(B) ⊂ B. ΄Εστω (zn)n ⊂ B, τότε η
(
K(zn)

)
n έχει συγκλίνουσα υπα-

κολουθία,
(
K(znk )

)
k και άρα οι ακολουθίες

(
AxiK(znk )

)
k,

(
fi(znk )

)
k συγκλίνουν

για κάθε i. Τότε η
(
φ(znk )

)
k είναι συγκλίνουσα και εποµένως το φ(B) είναι

συµπαγές. Από το ϑεώρηµα 4.11 η φ έχει σταθερό σηµείο x̂ ∈ B, δηλαδή
φ(x̂) = x̂, µε x̂ , 0. Ορίζουµε το γραµµικό τελεστή S : X → X µε

S(x) =

n∑
i=1

fi
(
K(x̂)

)
Axi

(
K(x)

)
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Με παρόµοια επιχειρήµατα µε αυτά για τη φ είναι άµεσο ότι ο K είναι
συµπαγής. Επιπλέον S(x̂) = φ(x̂) = x̂, δηλαδή το x̂ είναι ιδιοδιάνυσµα του S
µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ = 1. ΄Αρα από την πρόταση 5.5 έπεται ότι ο ιδιόχωρος
V = {x ∈ X : S(x) = x} είναι πεπερασµένης διάστασης, δηλαδή V , X καθώς
και V , {0}, αφού x̂ ∈ V . Παρατηρούµε ότι ο S αντιµετατίθενται µε τον T ,
εποµένως για κάθε x ∈ V έχουµε ότι

S
(
T (x)

)
= T

(
S(x)

)
= T (x).

∆ηλαδή T (x) ∈ V , το οποίο είναι άτοπο καθώς υποθέσαµε ότι ο T δεν έχει µη
τετριµµένους, κλειστούς αναλλοίωτους υποχώρους. �

Παρατηρώντας την απόδειξη του Lomonosov αποδεικνύουµε στο 5.11,
µια επέκταση του παραπάνω ϑεωρήµατος για µιγαδικούς χώρους Banach.

∆ίνουµε αρχικά µια απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγε-
ϐρας κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος του Brouwer, ώστε να αποδείξουµε
τελικά στην πρόταση 5.9, ένα γνωστό αποτέλεσµα για µιγαδικούς χώρους
πεπερασµένης διάστασης.

Θεώρηµα 5.8 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας). ΄Εστω p ∈ C[X ] µε
deg(p) ≥ 1, τότε το p έχει ϱίζα στο C.

Απόδειξη. ΄Εστω p(z) = a0 + a1z + · · · + anzn, n ≥ 1, a0, . . . , an ∈ C και χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε επιπλέον ότι an = 1. Τότε ϑέτουµε

r = 2 + |a0| + |a1| + · · · + |an−1|.

και ορίζουµε τη συνεχή απεικόνιση f : C→ C µε

f (z) =

{
z − p(z)

r e
i(1−n)θ, |z| ≤ 1

z − p(z)
r z

(1−n)

όπου θ = arg(z) ∈ [0,2π). Παρατηρούµε ότι αν |z| ≤ 1, τότε

|f (z)| ≤ |z| +
|p(z)|
r
≤ 1 +

1 + |a0| + · · · + |an−1|

r
≤ 2 ≤ r

ενώ αν 1 < |z| ≤ r

|f (z)| ≤
∣∣∣∣z − p(z)

rzn−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣z − z

r
−
a0 + a1z + · · · + an−1zn−1

rzn−1

∣∣∣∣
≤ r − 1 +

|a0| + |a1|r + · · · + |an−1|rn−1

rn

≤ r − 1 +
|a0| + · · · + |an−1|

r
≤ r − 1 +

r − 2
r
≤ r.

∆ηλαδή f
(
B(0, r)

)
⊂ B(0, r). Εποµένως από το ϑεώρηµα 4.6 η f έχει σταθερό

σηµείο το οποίο είναι και ϱίζα του p. �
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Πρόταση 5.9. ΄Εστω X µιγαδικός διανυσµατικός χώρος, πεπερασµένης δι-
άστασης. Τότε κάθε γραµµικός τελεστής στον X έχει ιδιοτιµή.

Απόδειξη. ΄Εστω γραµµικός τελεστής T : X → X και x ∈ X µε x , 0. Τότε
παρατηρούµε ότι τα στοιχεία x, Tx, . . . , T nx, όπου n = dimX , είναι γραµµικώς
εξαρτηµένα καθώς είναι n+1 το πλήθος. Εποµένως υπάρχουν λ0, . . . , λn ∈ C,
τα οποία δεν είναι όλα µηδέν, τέτοια ώστε

λ0x + λ1Tx + · · · + λnT
nx = 0

Επιπλέον τα λ1, . . . , λn δεν µπορούν να είναι όλα µηδέν, αφού διαφορετικά
ϑα είχαµε λ0x = 0 και άρα λ0 = λ1 = . . . = λn = 0. Τότε το πολυώνυµο

p(z) = λ0 + λ1z + · · · + λnz
n

από το ϑεώρηµα 5.8, έχει παραγοντοποίηση

p(z) = z0(z − z1) · · · (z − zm)

όπου z0, . . . , zm ∈ C µε z0 , 0 και m ≤ n, όπου δεν ισχύει απαραίτητα m = n
καθώς µπορεί το λn να είναι µηδέν. Εποµένως έχουµε ότι

0 = λ0x + λ1Tx + · · · + λnT
nx

= (λ0I + λ1T + · · · + λnT
n)x

= z0(T − λ1I) · · · (T − λmI)x.

∆ηλαδή για κάποιο 1 ≤ i ≤ m το λi είναι ιδιοτιµή του T . �

Ορισµός 5.10. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και T ∈ L(X ) µε αναλλοίωτο
υπόχωρο Y . Αν για κάθε S ∈ L(X ) µε TS = ST ισχύει ότι S(Y ) ⊂ Y , τότε ο Y
καλείται υπεραναλλοίωτος υπόχωρος του T .

Θεώρηµα 5.11. ΄Εστω X απειροδιάστατος µιγαδικός χώρος Banach, T ∈
L(X ) και K ∈ K(X ) τέτοιοι ώστε KT = TK. Τότε ο T έχει µη τετριµµένο
κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. Θεωρούµε T , λI για κάθε λ ∈ C, καθώς επίσης και ότι δεν
υπάρχει τέτοιος υπόχωρος για τον T και ϑέτουµε

A =
{
A ∈ L(X ) : TA = AT }.

Ακολουθώντας την απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.7, ο T έχει µη τετριµµένο
κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο πεπερασµένης διάστασης. Εποµένως από την
πρόταση 5.9, ο T έχει ιδιοτιµή λ ∈ C και ϑεωρούµε τον ιδιόχωρο Eλ της λ

Eλ = {x ∈ X : T (x) = λx}.
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΄Εστω x ∈ Eλ και A ∈ A, τότε

T
(
A(x)

)
= A

(
T (x)

)
= A(λx) = λA(x)

δηλαδή A(x) ∈ Eλ. ΄Αρα ο Eλ είναι αναλλοίωτος υπόχωρος για κάθε A ∈ A
και Eλ , X καθώς υποθέσαµε ότι T , λI για κάθε λ ∈ C, το οποίο είναι
ατόπο. �

Πόρισµα 5.11.1. ΄Εστω X ένας απειροδιάστατος µιγαδικός χώρος Banach και
K ∈ K(X ). Τότε ο K έχει µη τετριµµένο, κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

5.3 Amenability.

Με αφετηρία τον Lebesgue και στη συνέχεια το ϑεώρηµα των Banach-Tarski
[35], ο Von Neuman εισήγαγε την έννοια των amenable οµάδων, µε σκοπό
να δώσει µια απάντηση στο γιατί το παράδοξο εµφανιζόταν µόνο σε χώρους
διάστασης µεγαλύτερης ή ίσης του τρία.

Τα µετέπειτα αποτελέσµατα του Day [13], [14], ϑεµελίωσαν τη µελέτη των
amenable οµάδων και ηµιοµάδων και το ϑεωρήµα του, δίνει έναν ισοδύναµο
χαρακτηρισµό για αυτές τις οµάδες µέσω της ύπαρξης σταθερών σηµείων.

5.3.1 Αναλλοίωτοι µέσοι και amenable ηµιοµάδες.

΄Εστω X µη κενό σύνολο, συµβολίζουµε
(
`∞(X ), ‖ · ‖∞

)
το χώρο Banach των

πραγµατικών ϕραγµένων συναρτήσεων στο X , όπου ‖f ‖∞ := supx∈X |f (x)|.

`∞(X ) =
{
f : X → R : ‖ f ‖∞ < ∞

}
.

Σηµείωση. Θα συµβολίζουµε 1 ∈ `∞(X ), τη σταθερή συνάρτηση 1(x) = 1,
για κάθε x ∈ X .

Ορισµός 5.12. ΄Εστω X µη κενό σύνολο, τότε ένα µ ∈ `∞(X )∗ καλείται µέσος
στον `∞(X ) αν για κάθε f ∈ `∞(X ) ισχύει ότι

inf
x∈X

f (x) ≤ 〈f, µ〉 ≤ sup
x∈X

f (x),

ή ισοδύναµα αν ‖µ‖ = 〈1, µ〉 = 1.

Παρατήρηση. Το σύνολο M(Σ) =
{
µ ∈ `∞(Σ)∗ : ‖µ‖ = 〈1, µ〉 = 1

}
των µέσων

στον `∞(X ) είναι ένα κυρτό και w∗-συµπαγές υποσύνολο του `∞(X )∗.

Ορισµός 5.13. ΄Ενα στοιχείο f ∈ `∞(X ) καλείται ϑετικό, συµβολικά f ≥ 0,
αν f (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ X . Επιπλέον ένα µ ∈ `∞(X )∗ καλείται ϑετικό αν
〈f, µ〉 ≥ 0, για κάθε ϑετικό f ∈ `∞(X ).
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Λήµµα 5.14. ΄Εστω X µη κενό σύνολο και µ ∈ `∞(X )∗ ένας µέσος στον `∞(X ).
Τότε το µ είναι ϑετικό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πως το µ δεν είναι ϑετικό, δηλαδή υπάρχει f ∈ `∞(X ),
f ≥ 0, τέτοιο ώστε 〈f, µ〉 = c < 0. Τότε για 0 < ε < ‖f ‖−1, έχουµε ότι

‖1 − εf ‖ = sup
x∈X
|1 − εf (x)| ≤ 1

και εποµένως

1 < 1 − εc < |1 − εc| = |〈(1 − εf ), µ〉| ≤ ‖1 − εf ‖ ≤ 1,

το οποίο είναι άτοπο. �

Ορισµός 5.15. ΄Εστω Σ ηµιοµάδα, τότε για κάθε s ∈ Σ ορίζουµε τους τελεστές
αριστερής λs και αντίστοιχα δεξιάς ρs µετατόπισης στον `∞(Σ) µε

λs
(
f
)
(x) = f (sx) και ρs

(
f
)
(x) = f (xs)

για κάθε f ∈ `∞(Σ) και x ∈ Σ.

Ορισµός 5.16. ΄Εστω Σ ηµιοµάδα, τότε ένας µέσος µ ∈ `∞(Σ)∗ καλείται αρι-
στερά (αντ. δεξιά) αναλλοίωτος µέσος αν για κάθε s ∈ Σ και f ∈ `∞(Σ)

〈λs(f ), µ〉 = 〈f, µ〉.

Σηµείωση. Στην περίπτωση του (N,+), `∞(N) = `∞, ένας αναλλοίωτος µέσος
ονοµάζεται όριο Banach. Ο λόγος είναι ότι αν µ ∈ `∗∞ είναι ένας αναλλοίωτος
µέσος και x = (xn)n ∈ `∞ τέτοια ώστε limn xn = c ∈ R, τότε 〈x, µ〉 = c.
Πράγµατι, έστω ε > 0, επιλέγουµε n0 ∈ N τέτοιο ώστε |xn − c| ≤ ε, για κάθε
n ≥ n0. Ορίζουµε y = (yn)n ∈ `∞ µε yn = xn+n0, τότε 〈x, µ〉 = 〈y, µ〉 και

c − ε = 〈c − ε, µ〉 ≤ 〈y, µ〉 ≤ 〈c + ε, µ〉 = c + ε

από όπου προκύπτει άµεσα ότι 〈y, µ〉 = c. Ο Banach απέδειξε την ύπαρξη
αναλλοίωτου µέσου για συγκεκριµένες ηµιοµάδες χρησιµοποιώντας το ϑε-
ώρηµα Hahn-Banach.

Ορισµός 5.17. Μια ηµιοµάδα Σ καλείται αριστερά (αντ .δεξία) amenable αν
υπάρχει µ ∈ `∞(Σ)∗ αριστερά (αντ. δεξιά) αναλλοίωτος µέσος. Επιπλέον, η Σ

καλείται amenable αν είναι αριστερά και δεξιά amenable.

Στο επόµενο ϑεώρηµα, ο Day, κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος των Markov-
Kakutani, απέδειξε ότι κάθε αβελιανή ηµιοµάδα είναι amenable.
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Θεώρηµα 5.18 (Day). ΄Εστω Σ αβελιανή ηµιοµάδα, τότε η Σ είναι amenable.

Απόδειξη. Ορίζουµε οικογένεια (Ts)s∈Σ γραµµικών τελεστών στο `∞(Σ)∗, ώστε
για κάθε f ∈ `∞(Σ) και µ ∈ `∞(Σ)∗ να είναι

〈f, Ts(µ)〉 = 〈λs(f ), µ〉.

΄Εστω V περιοχή του 0 ∈ `∞(Σ)∗, δηλαδή

V =
{
µ ∈ `∞(Σ)∗ : |〈fi , µ〉| < εi , i = 1, . . . , n

}
για ε1, . . . , εn > 0 και f1, . . . , fn ∈ `∞(Σ). Τότε για s ∈ Σ το

T−1
s (V ) =

{
µ ∈ `∞(Σ)∗ : |〈fi , Ts(µ)〉| < εi , i = 1, . . . , n

}
=

{
µ ∈ `∞(Σ)∗ : |〈λs(fi), µ〉| < εi , i = 1, . . . , n

}
,

είναι επίσης περιοχή του 0 και εποµένως για κάθε s ∈ Σ, ο Ts είναι ϕραγµένος
τελεστής. ΄Εστω µ ∈ M(Σ) και s ∈ Σ, τότε

〈1, Ts(µ)〉 = 〈λs(1), µ〉 = 〈1, µ〉 = 1.

Παρατηρούµε ότι ‖λs(f )‖ ≤ ‖f ‖, για κάθε f ∈ `∞(Σ) αφού

{f (sx) : x ∈ Σ} ⊂ {f (x) : x ∈ Σ}

και τότε

‖Ts(µ)‖ = sup
f ∈`∞(Σ)
‖f ‖≤1

|〈f, Ts(µ)〉| = sup
f ∈`∞(Σ)
‖f ‖≤1

|〈λs(f ), µ〉| ≤ sup
f ∈`∞(Σ)
‖f ‖≤1

|〈f, µ〉| = ‖µ‖ = 1.

∆ηλαδή για κάθε s ∈ Σ, Ts
(
M(Σ)

)
⊂ M(Σ). Επιπλέον, αν s, t ∈ Σ, επειδή η Σ

είναι αβελιανή έχουµε ότι για κάθε x ∈ Σ

λst
(
f
)
(x) = f (stx) = f (tsx) = λts

(
f
)
(x).

Τότε για κάθε s, t ∈ Σ έχουµε ότι

TsTt(µ) = Ts(µ ◦ λt) = µ ◦ λt ◦ λs = µ ◦ λst = µ ◦ λts = TtTs(µ).

Από το ϑεώρηµα 4.21 υπάρχει µ ∈ M(Σ) ώστε Ts(µ) = µ για κάθε s ∈ Σ,
δηλαδή 〈λs(f ), µ〉 = 〈f, µ〉 για κάθε s ∈ Σ και f ∈ `∞(Σ). �

Ο Day απέδειξε στο [12] µια γενίκευση του ϑεωρήµατος 4.21 των Markov-
Kakutani, όπου αντικατέστησε την υπόθεση η F να είναι αβελιανή ηµιοµάδα,
µε την ύπαρξη τουλάχιστον ενός αριστερού αναλλοίωτου µέσου στον `∞(Σ).
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5.3.2 Το µέτρο Haar σε τοπικά συµπαγείς οµάδες.

Το µέτρο Haar είναι ένα αναλλοίωτο µέτρο σε συµπαγείς η τοπικά συµπαγείς
οµάδες, το οποίο ορίζει κατ΄ επέκταση ένα ολοκλήρωµα για τις συναρτήσεις
τους. Η χρήση του µέτρου Haar συναντάται συχνά στην αρµονική ανάλυση,
τη ϑεωρία οµάδων ακόµη και τη στατιστική.

Η ύπαρξη του µέτρου Haar για συµπαγείς οµάδες, αποδεικνύεται άµεσα
µε τη χρήση ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου, όπως αυτά του Kakutani η του
Ryll-Nardzewski, όµως η απόδειξη αποτυγχάνει στην περίπτωση των τοπικά
συµπαγών οµάδων.

∆ίνουµε στο 5.20, ως εφαρµογή του ϑεωρήµατος 5.18 του Day, την ύπαρ-
ξη του µέτρου σε τοπικά συµπαγείς οµάδες.

Ορισµός 5.19. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα, ένα αριστερό (αντ. δεξιό)
µέτρο Haar στη G είναι ένα µη τετριµµένο κανονικό µέτρο µ, τέτοιο ώστε
µ(B) = µ(g · B)

(
αντ. µ(B) = µ(B · g)

)
, για κάθε g ∈ G και B µετρήσιµο

υποσύνολο της G.

Θεώρηµα 5.20. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα, τότε υπάρχει αριστερό (αντ.
δεξιό) µέτρο Haar στη G.

Απόδειξη. ΄Εστω K η οικογένεια των συµπαγών υποσυνόλων της G και U η
οικογένεια των ανοιχτών υποσυνόλων της G που περιέχουν το eG. Αν K ∈ K
και U ∈ U, µπορούµε να καλύψουµε το K, ως συµπαγές σύνολο, από πεπε-
ϱασµένες το πλήθος µετατοπίσεις του U . Συµβολίζουµε [K : U ] το ελάχιστο
πλήθος των µετατοπίσεων του U που απαιτούνται για να καλυφθεί το K. Στα-
ϑεροποιούµε ένα K0 ∈ K µε eG ∈ K◦0 και ορίζουµε για κάθε K ∈ K

ξ (K, U ) =
[K : U ]
[K0 : U ]

, ∀U ∈ U.

Τότε παρατηρούµε ότι [K : U ] ≤ [K : K◦0] · [K0 : U ], αφού µπορούµε να
καλύψουµε το K από [K : K◦0] µετατοπίσεις του K◦0 και το K0 από [K0 : U ] το
πλήθος µετατοπίσεις του U , εποµένως για κάθε K ∈ K έχουµε ότι

0 ≤ ξ (K, U ) ≤ [K : K0], ∀U ∈ U.

ξ (K1, U ) ≤ ξ (K2, U ), ∀K1, K2 ∈ K , K1 ⊂ K2. (α)

ξ (g · K, U ) = ξ (K, U ), ∀U ∈ U, g ∈ G. (ϐ)

ξ (K1 ∪ K2, U ) ≤ ξ (K1, U ) + ξ (K2, U ), ∀K1, K2 ∈ K , U ∈ U.

Αν K1, K2 ∈ K µε K1 ∩ K2 = ∅, τότε από το λήµµα 1.23 υπάρχει V ∈ U
ώστε καµία µετατόπιση του V να µην τέµνει ταυτόχρονα τα K1, K2. ΄Αρα κάθε
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κάλυµµα του K1∪K2 από µετατοπίσεις του V ϑα πρέπει να είναι η ξένη ένωση
ενός καλύµµατος του K1 και ενός του K2, δηλαδή

ξ (K1 ∪ K2, V ) ≥ ξ (K1, V ) + ξ (K2, V ).

Εποµένως για κάθε K1, K2 ∈ K µε K1 ∩ K2 = ∅, υπάρχει V ∈ U ώστε

ξ (K1 ∪ K2, U ) = ξ (K1, U ) + ξ (K2, U ), ∀U ∈ U, U ⊂ V. (γ)

Το Ϲεύγος
(
U,∩

)
είναι αβελιανή ηµιοµάδα, εποµένως από το ϑεώρηµα

5.18 υπάρχει αναλλοίωτος µέσος Λ στο U. Αφού ξ (K, ·) ∈ `∞(U), ορίζουµε

ψ(K) = 〈ξ (K, ·),Λ〉, ∀K ∈ K .

Τότε ψ(∅) = 〈0,Λ〉 = 0 και από τις (α) και (ϐ) έπεται ότι

ψ(K1) ≤ ψ(K2), ∀K1, K2 ∈ K , K1 ⊂ K2,

ψ(g · K) = ψ(K), ∀K ∈ K , g ∈ G.

Επιπλέον, ξ (K0, U ) = 1, για κάθε U ∈ U προκύπτει ότι

ψ(K0) = 〈ξ (K0, ·),Λ〉 = 〈1,Λ〉 = 1

και αφού ξ (K, ·) ≤ [K : K◦0], έχουµε ότι

ψ(K) ≤ [K : K0], ∀K ∈ K .

΄Εστω K1, K2 ∈ K µε K1 ∩ K2 = ∅, ϑέτουµε

ξ (·) = ξ (K1 ∪ K2, ·) − ξ (K1, ·) − ξ (K2, ·).

Τότε ξ ∈ `∞(U) και από την (γ) υπάρχει Uξ ∈ U ώστε ξ (U ) = 0, για κάθε
U ∈ U µε U ⊂ Uξ . ΄Οµως 〈ξ,Λ〉 = 〈RUξ

(
ξ
)
,Λ〉 και RU

(
ξ
)
(V ) = ξ (V ∩ Uξ ) = 0

για κάθε V ⊂ U, άρα

0 = 〈ξ,Λ〉 = 〈ξ (K1 ∪ K2, ·) − ξ (K1, ·) − ξ (K2, ·),Λ〉
= 〈ξ (K1 ∪ K2, ·),Λ〉 − 〈ξ (K1, ·),Λ〉 − 〈ξ (K2, ·),Λ〉
= ψ(K1 ∪ K2) − ψ(K1) − ψ(K2).

∆ηλαδή η ψ ικανοποιεί τις υποθέσεις του λήµµατος 1.28 και εποµένως υπάρ-
χει κανονικό µέτρο µ τέτοιο ώστε για κάθε U ⊂ G ανοιχτό

µ(U ) = sup{ψ(K) : K ⊂ U, K ∈ K}
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και για κάθε B ∈ B(G)

µ(B) = inf{µ(V ) : B ⊂ V, V ανοιχτό}.

΄Εστω U ⊂ X ανοιχτό και g ∈ G, τότε

µ(gU ) = sup{ψ(K) : K ⊂ gU, K ∈ K}
= sup{ψ(gK) : K ⊂ U, K ∈ K}
= sup{ψ(K) : K ⊂ U, K ∈ K} = µ(U ).

Εποµένως για κάθε B ∈ B(G), g ∈ G, προκύπτει ότι

µ(gB) = inf{µ(V ) : gB ⊂ V, V ανοιχτό}
= inf{µ(gV ) : B ⊂ V, V ανοιχτό}
= inf{µ(V ) : B ⊂ V, V ανοιχτό} = µ(B).

�

Σηµείωση. Το µέτρο Haar είναι µοναδικό, δηλαδή αν και µ, ν αριστερά (αντ.
δεξιά) µέτρα Haar στη G, τότε υπάρχει c > 0, τέτοιο ώστε µ = cν.

5.3.3 Amenable τοπικά συµπαγείς οµάδες.

΄Εχοντας πλέον αποδείξει την ύπαρξη του µέτρου Haar για τοπικά συµπαγείς
οµάδες, δίνουµε σε πλήρη αντιστοιχία µε την περίπτωση των ηµιοµάδων, τους
παρακάτω ορισµούς.

Ορισµός 5.21. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα και µG ένα µέτρο Haar σε
αυτή, τότε ένα µ ∈ L∞(G, µG)∗ καλείται µέσος στον L∞(G, µG) αν

‖µ‖ = 〈1, µ〉 = 1.

Αντίστοιχα δίνουµε τους ορισµούς του αναλλοίωτου µέσου στον L∞(G, µG)
και της amenable οµάδας. Μια αρκετά χρήσιµη ιδιότητα ϐρίσκεται στο
επόµενο λήµµα.

Λήµµα 5.22. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα, τα επόµενα είναι ισοδύναµα

α) Η G είναι amenable.

ϐ) Η G έχει αναλλοίωτο µέσο στον Cb(G), το χώρο των ϕραγµένων, συνεχών
πραγµατικών συναρτήσεων στη G.

Απόδειξη. [40], σελ. 21. �
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Ορισµός 5.23. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και K κυρτό υποσύνολο του X .
Το x ∈ K καλείται ακραίο σηµείο του K, αν δεν υπάρχουν y, z ∈ K µε y , z
και 0 < λ < 1 ώστε x = λy + (1 − λ)z. Το σύνολο των ακραίων σηµείων του K
συµβολίζεται ex(K).

Θεώρηµα 5.24 (Krein-Milman). ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος και K µη κενό,
κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του X . Τότε K = co

(
ex(K)

)
.

Απόδειξη. [4], σελ. 297. �

Λήµµα 5.25. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα, τότε το σύνολο

D = co
(
{δg : g ∈ G}

)
(∗)

όπου 〈f, δg〉 = f (g), f ∈ Cb(G), είναι w∗-πυκνό στο σύνολο των µέσων στο Cb(G).

Απόδειξη. ΄Εστω g ∈ G και δg = λµ1 + (1 − λ)µ2 για µ1, µ2 µέσους στο Cb(G)
µε µ1 , µ2 και 0 < λ < 1. Τότε για κάθε U ⊂ G ανοιχτό µε x < U έπεται
ότι 〈1U , δg〉 = 0, εποµένως µ1(U ) = µ2(U ) = 0 και άρα το δg είναι ακραίο
σηµείο. ΄Εστω µ µέσος στο Cb(G) και µ < {δg : g ∈ G}, τότε υπάρχει U ⊂ G µε
0 < c = 〈1Ui , µ〉 < 1. Ορίζουµε τα µ1, µ2, ώστε για κάθε f ∈ Cb(G)

〈f, µ1〉 =
1
c
〈f · 1U , µ〉 και 〈f, µ2〉 =

1
1 − c

〈f · 1U c , µ〉,

και τα οποία είναι µέσοι στον Cb(G). Τότε µ = cµ1 + (1 − c)µ2, δηλαδή το µ
δεν είναι ακραίο σηµείο.

Παρατηρούµε ότι το σύνολο M των µέσων στο Cb(G) είναι ένα κυρτό και
w∗-συµπαγές υποσύνολο του Cb(G)∗, εποµένως από το ϑεώρηµα 5.24 έχουµε
ότι M = co

(
ex(M)

)
= co

(
{δg : g ∈ G}

)
. �

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του Day,
στο οποίο δίνεται ένας ισοδύναµος χαρακτηρισµός για το πότε µια τοπικά
συµπαγής οµάδα είναι amenable.

Θεώρηµα 5.26 (Day). ΄Εστω G τοπικά συµπαγής οµάδα, τα επόµενα είναι
ισοδύναµα

α) Η G είναι amenable.

ϐ) ΄Εστω ότι η G δρά αφφινικά σε ένα συµπαγές, κυρτό υποσύνολο K ενός
τοπικά κυρτού χώρου X , δηλαδή για κάθε g ∈ G, x, y ∈ K και t ∈ [0,1]

g ·
(
tx + (1 − t)y

)
= t(g · x) + (1 − t)(g · y)

έτσι ώστε η απεικόνιση (g, x) 7→ g · x να είναι συνεχής και ως προς τις
δύο µεταβλητές της, τότε υπάρχει x ∈ K ώστε g · x = x, για κάθε g ∈ G.

54



Απόδειξη. α) =⇒ ϐ). ΄Εστω x0 ∈ K. Θέτουµε A(K) το σύνολο των συνεχών,
αφφινικών συναρτήσεων στο K. Για κάθε ψ ∈ A(K) ορίζουµε φψ : G → C
µε φψ(g) = ψ(gx0), τότε ψψ ∈ Cb(G) αφού η απεικόνιση (g, x) 7→ g · x είναι
συνεχής ως προς τις δυο µεταβλητές της και το K είναι συµπαγές.

΄Εστω m ∈ Cb(G)∗ ένας µέσος, τότε από το λήµµα 5.25 υπάρχει δίκτυο
(ma)a στοιχείων του συνόλου (∗), µε ma → m. Είναι άµεσο ότι για κάθε
ma υπάρχει xa ∈ K ώστε 〈φψ, ma〉 = ψ(xa). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
ϑεωρούµε ότι xa → x ∈ K. Τότε για κάθε ψ ∈ A(K)

ψ(x) = lim
a
ψ(xa) = lim

a
〈φψ, ma〉 = 〈φψ, m〉

Για g ∈ G και ξ ∈ X ∗ ορίζουµε ψg,ξ : K → C µε ψg,ξ (z) = 〈gz, ξ 〉. Πάλι
από τη συνέχεια της απεικόνισης (g, x) 7→ g ·x ως προς τη δεύτερη µεταβλητή
προκύπτει ότι ψg,ξ ∈ A(K). Παρατηρούµε ότι

φψg,ξ (h) = ψg,ξ (hx0) = 〈ghx0, ξ 〉 = δg−1φψe,ξ (h), g, h ∈ G, ξ ∈ X ∗

Εποµένως έχουµε ότι για κάθε g ∈ G και ξ ∈ X ∗

〈gx, ξ 〉 = ψg,ξ (x)
= 〈φψg,ξ , m〉

= 〈δg−1φψe,ξ , m〉

= 〈φψe,ξ , m〉

= φψe,ξ (x) = 〈x, ξ 〉.

Αφού ο X ∗ διαχωρίζει τα στοιχεία του X , έπεται ότι το x είναι το Ϲητούµενο
σταθερό σηµείο.
ϐ) =⇒ α). Θεωρούµε τον Cb(G)∗ εφοδιασµένο µε τη w∗ τοπολογία. Το σύνολο
των µέσων του Cb(G) είναι κυρτό και w∗-συµπαγές υποσύνολο του Cb(G)∗.
Θεωρούµε την αφφινική δράση της G σε αυτό ώστε

〈x, gf 〉 = 〈xg, f 〉, g ∈ G, x ∈ Cb(G), f ∈ Cb(G)∗

Τότε υπάρχει f ∈ Cb(G)∗ µε gf = f , για κάθε g ∈ G, δηλαδή

〈x, f 〉 = 〈x, gf 〉 = 〈xg, f 〉, g ∈ G, x ∈ Cb(G)

�

Τέλος, ως εφαρµογή του ϑεωρήµατος 5.26 και του ϑεωρήµατος των Markov-
Kakutani 4.21, δίνουµε την απόδειξη ότι οι τοπικά συµπαγείς αβελιανές
οµάδες είναι amenable.
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Πόρισµα 5.26.1. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής αβελιανή οµάδα, τότε η G είναι
amenable.

Απόδειξη. ∆οθείσης µιας αφφινικής δράσης της G σε ένα µη κενό, κυρτό και
συµπαγές υποσύνολο K ενός τοπικά κυρτού χώρου X , ορίζουµε για κάθε
n ∈ N, g ∈ G, ένα συνεχή αφφινικό µετασχηµατισµό An(g) : K → K µε

An(g)
(
x
)

=
1

n + 1

n+1∑
i=0

gix, x ∈ K.

΄Εστω G η ηµιοµάδα των συνεχών αφφινικών µετασχηµατισµών του K που
παράγεται από το σύνολο {An(G) : n ∈ N, g ∈ G}. Λόγω συµπάγειας του K, το
γ(K) είναι κλειστό υποσύνολο του K για κάθε γ ∈ G.

Ισχυριζόµαστε ότι
⋂
γ∈G γ(K) , ∅ και παρατηρούµε ότι αρκεί να δείξουµε

ότι
⋂n
i=1 γi(K) , ∅ για κάθε n ∈ N, γ1, . . . , γn ∈ G. Θέτουµε γ = γ1γ2 · · · γn ∈ G

και παρατηρούµε τότε, επειδή η G είναι αβελιανή, ότι γ(K) ⊂ γi(K) για κάθε
i = 1, . . . , n. Εποµένως

⋂n
i=1 γi(K) ⊃ γ(K) , ∅.

΄Εστω x0 ∈
⋂
γ∈G γ(K), τότε το x0 είναι σταθερό σηµείο για την δράση της

G. Πράγµατι για κάθε g ∈ G και n ∈ N υπάρχει x ∈ K ώστε x0 = An(g)(x).
΄Αρα για κάθε f ∈ X ∗, αν C = supz∈K f (z), έχουµε ότι

|〈x0 − gx0, f 〉| =
1

n + 1
|〈x, f 〉 − 〈gn+1x, f 〉| ≤

2C
n + 1

.

Επειδή η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε n ∈ N έχουµε ότι

〈x0, f 〉 = 〈gx0, f 〉, ∀g ∈ G, f ∈ X
∗

και άρα x0 = gx0, για κάθε g ∈ G. �

Μια εκτενέστερη ανάλυση των amenable οµάδων και ηµιοµάδων, και των
αναλλοίωτων µέσων δίνεται στα [23], [35], [40], [48].

5.4 Κατά σηµείο και οµοιόµορφη προσέγγιση τελεστών.

΄Εστω X χώρος Banach, W ένα ‖ · ‖-συµπαγές υποσύνολο του L(X ), A ∈ L(X )
και ε > 0, έτσι ώστε για κάθε x ∈ BX , υπάρχει Bx ∈ W µε ‖(A −Bx)x‖ < ε. Το
ερώτηµα που τίθεται είναι αν υπάρχει c > 0 και B ∈ W ώστε ‖A − B‖ < cε.

Το παρακάτω παράδειγµα, το οποίο υποδείχτηκε από τον W. B. Johnson,
δίνει αρνητική απάντηση στο ερώτηµα, στη γενική του αυτή µορφή.

Παράδειγµα 1. ΄Εστω ε > 0, τότε για κάθε x, x∗ ∈ R2, ορίζουµε το γραµµικό
τελεστή x∗ ⊗ x : R2 → R2, τέτοιο ώστε για κάθε y ∈ R2

x∗ ⊗ x (y) = 〈y, x∗〉 x
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και ϑεωρούµε το σύνολο

W = co
({
x∗ ⊗ x : x, x∗ ∈ BR2

})
.

΄Εστω y ∈ BR2, τότε από γνωστό πόρισµα του ϑεωρήµατος Hahn-Banach,
υπάρχει x∗ ∈ R2, µε ‖x∗‖ = 1, τέτοιο ώστε 〈y, x∗〉 = ‖y‖. Εποµένως για
x =

y
‖y‖ , προκύπτει ότι x

∗ ⊗ x (y) = y και άρα ‖(I − x∗ ⊗ x)y‖ = 0 < ε.
΄Εστω B ∈ W , από το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή, το B είναι ένας κυρ-

τός συνδυασµός το πολύ πέντε ακραίων σηµείων του W , δηλαδή υπάρχουν
B1, . . . , B5 ∈ W και λ1, . . . , λ5 ∈ R, ώστε B =

∑5
n=1 λnBn και

∑5
n=1 λn = 1.

Τότε, µέσω µίας αναδιάταξης αν αυτή απαιτείται, λ5 ≥
1
5 . Επιλέγουµε

x ∈ ker x∗5 µε ‖x‖ = 1, όπου B5 = x∗5 ⊗ x5 και παρατηρούµε ότι

‖(I − B)x‖ =
∥∥∥∥(I − 5∑

n=1

λnBn
)
x
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(I − 4∑
n=1

λnBn
)
x
∥∥∥∥

≥ ‖Ix‖ −
∥∥∥∥( 4∑

n=1

λnBn
)
x
∥∥∥∥

≥ ‖x‖ −
4∑
n=1

λn‖Bnx‖

≥ 1 −
4∑
n=1

λn = λ5 ≥
1
5
.

∆ηλαδή ‖I − B‖ ≥ 1
5 , για κάθε B ∈ W .

Σηµείωση. ΄Εστω x = (xn)n είναι µία ακολουθία, τότε ϑα συµβολίζουµε

x
∣∣∣M
m

=

xn, m ≤ n ≤ M

0
x
∣∣∣
m

=

xn, m ≤ n

0
x
∣∣∣M =

xn, n ≤ M

0

Παράδειγµα 2. ΄Εστω ε > 0, ϑεωρούµε τον `2 µε τη συνήθη ϐάση του (en)n,
καθώς και τους υπόχωρους Y = 〈{en : n > 2}〉 και Z = `2 \Y , όπου `2 = Z ⊕Y .
Θεωρούµε το σύνολο

W = co
({
z∗ ⊗ z + I |Y : z ∈ BZ , z∗ ∈ BZ∗

})
.

΄Εστω x ∈ B`2, όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, υπάρχουν z∗ ∈ Z ∗,
z ∈ Z τέτοια ώστε z∗ ⊗ z (x |2) = x |2 και άρα(

z∗ ⊗ z + I |Y
)
x = z∗ ⊗ z (x |2) + x |3 = x |2 + x |3 = x.
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∆ηλαδή για κάθε x ∈ B`2, υπάρχει B ∈ W µε ‖(I − B)x‖ = 0 < ε. Είναι τότε
άµεσο ότι για κάθε B ∈ W , έχουµε ότι ‖(I − B)|Y ‖ = 0 < ε.

Το προηγούµενο παράδειγµα µας οδηγεί πλέον να διατυπώσουµε διαφο-
ϱετικά το αρχικό ερώτηµα, δηλαδή αν υπάρχει Y , ένας υπόχωρος πεπερα-
σµένης διάστασης του X , c > 0 και B ∈ W τέτοια ώστε ‖A − B|Y ‖ < cε.

Στην περίπτωση που το W είναι ένα σύνολο το οποίο αποτελείται από
συµπαγείς τελεστές σε ένα χώρο µε την approximation property, τότε όπως
αποδεικνύουµε στο ϑεώρηµα 5.30, η απάντηση στο ερώτηµα είναι ϑετική.

Ορισµός 5.27. ΄Εστω X χώρος Banach, τότε ϑα λέµε ότι ο X έχει την appro-

ximation property αν κάθε συµπαγής τελεστής στον X είναι όριο τελεστών
πεπερασµένης τάξης.

Πρόταση 5.28. ΄Εστω X χώρος Banach µε ϐάση (xn)n∈N, τότε ο X έχει την
approximation property.

Ορισµός 5.29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και ε > 0. ΄Ενα υποσύνολο Y
του X καλείται ε-net αν για κάθε x ∈ X , υπάρχει y ∈ Y µε ρ(x, y) < ε.

Θεώρηµα 5.30. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος έχει την approximation
property, W ένα ‖ · ‖-συµπαγές υποσύνολο του K(X ), A ∈ L(X ) και ε > 0. Αν
για κάθε x ∈ BX , υπάρχει Bx ∈ W µε ‖(A − Bx)x‖ < ε, τότε για κάθε δ > 0
υπάρχει υπόχωρος πεπερασµένης συνδιάστασης Yδ του X , ώστε ‖(A − B)|Yδ‖ <
ε + δ.

Απόδειξη. ΄Εστω δ > 0, ϑεωρούµε ένα δ
4-net στο W , έστω {B1, . . . , Bn}. Τότε

υπάρχουν F1, . . . , Fn ∈ K(X ), τελεστές πεπερασµένης τάξης στον X , τέτοιοι
ώστε ‖Bi − Fi‖ < δ

4 , για κάθε i. Τότε ο Y =
⋂n
i=1 ker Fi είναι ένας υπόχωρος

πεπερασµένης συνδιάστασης και για κάθε B ∈ W έχουµε ότι

‖B|Y ‖ ≤ ‖(B − Bi)|Y ‖ + ‖Bi |Y ‖ = ‖(B − Bi)|Y ‖ + ‖(Bi + Fi)|Y ‖ <
δ

2
.

Εποµένως για κάθε x ∈ BY , υπάρχει B ∈ W µε ‖(A − B)x‖ < ε και άρα

‖Ax‖ ≤ ‖(A − B)x‖ + ‖Bx‖ < ε +
δ

2
.

∆ηλάδη τελικά έχουµε ότι

‖(A − B)|Y ‖ ≤ ‖A|Y ‖ + ‖B|Y ‖ < ε + δ.

�
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Ειδικότερα για τους χώρους `p, µε 1 < p < ∞, αποδεικνύουµε µε χρήση
του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου των Fan-Glicksbgerg, το ϑεώρηµα 5.31
και επιπλέον παρουσιάζουµε ένα παράδειγµα όπου το ϑεώρηµα δεν ισχύει
στην περίπτωση του `1.

Θεώρηµα 5.31. ΄Εστω 1 < p < ∞,W ένα κυρτό και ‖ ·‖-συµπαγές υποσύνολο
του L(`p), A ∈ L(`p) και ε > 0. Αν για κάθε x ∈ B`p , υπάρχει B ∈ W ώστε
‖(A−B)x‖ < ε, τότε για κάθε δ > 0, υπάρχουν Nδ ∈ N και Bδ ∈ W , τέτοια ώστε
‖(A − Bδ)|Yδ‖ < ε + δ, όπου Yδ = 〈{en : n ≥ Nδ}〉.

Παράδειγµα 3. ΄Εστω ε, δ > 0 µε ε + δ < 1
2 . Θεωρούµε τον `1 µε τη συνήθη

ϐάση του (en)n και το τελεστή A ∈ L(`1) µε

A(x) =

∞∑
n=1

x2n−1e1 +

∞∑
n=1

x2ne2.

Για κάθε z ∈ `1, ορίζουµε τους τελεστές B+
z , B

−
z ∈ L(`1) µε

B+
z (x) =

∞∑
i=1

xnz και B−z (x) =

( ∞∑
i=1

x2n−1 −

∞∑
i=1

x2n

)
z

και ϑεωρούµε το σύνολο

W = co
({
B±z : z ∈ B〈e1,e2〉

})
.

΄Εστω x ∈ B`1, τότε A(x) = λ1e1+λ2e2, όπου λ1 =
∑∞
n=1 x2n−1 και λ2 =

∑∞
n=1 x2n.

Αν A(x) , 0, ϑεωρούµε την ποσότητα

λ = max
{
|λ1 + λ2|, |λ1 − λ2|

}
= |λ1| + |λ2|.

Αν λ = |λ1 + λ2|, τότε για z = 1
λ1+λ2

A(x) έχουµε ότι

‖z‖ =
1

|λ1 + λ2|
‖λ1e1 + λ2e2‖ =

|λ1| + |λ2|

|λ1 + λ2|
= 1

και
B+
z (x) =

∑∞
i=1 xn

λ1 + λ2
A(x) = A(x).

∆ιαφορετικά αν λ = |λ1 − λ2|, τότε για z = 1
λ1−λ2

A(x) είναι ‖z‖ = 1 και

B−z (x) =

∑∞
i=1 x2n−1 −

∑∞
i=1 x2n

λ1 − λ2
A(x) = A(x).

Αν A(x) = 0, παρατηρούµε ότι 0 ∈ W και εποµένως για κάθε x ∈ B`1, υπάρχει
B ∈ W µε ‖(A − B)x‖ = 0 < ε.
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΄Εστω B ∈ W , τότε υπάρχουν {λi}`i=1, {µi}
m
i=1 στο R και {yi}`i=1, {zi}

m
i=1 στη

B〈e1,e2〉, µε B = (1 − µ)B+
yi + µB−zi , όπου µ =

∑m
i=1 µi και

∑`
i=1 λi +

∑m
i=1 µi = 1.

Για κάθε k, k′ ∈ N έχουµε ότι

B(e2k−1) =
∑̀
i=1

λiyi +

m∑
i=1

µizi και B(e2k′) =
∑̀
i=1

λiyi −
m∑
i=1

µizi.

΄Αρα, ∥∥∥∥(A − B)e2k−1 + e2k′

2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥e1 + e2

2
− B

(e2k−1 + e2k′

2

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥e1 + e2

2
−

∑̀
i=1

λiyi
∥∥∥∥

≥ 1 −
∥∥∥∥ ∑̀
i=1

λiyi
∥∥∥∥ ≥ 1 −

∑̀
i=1

λi = µ

και αντίστοιχα∥∥∥∥(A − B)e2k−1 − e2k′

2

∥∥∥∥ ≥ 1 −
∥∥∥∥ m∑
i=1

µizi
∥∥∥∥ ≥ 1 −

m∑
i=1

µi = 1 − µ.

Εποµένως αν Y είναι ένας υπόχωρος του `1 της µορφής 〈{en : n ≥ N}〉, για
κάποιο N ∈ N, τότε υπάρχουν ka ∈ N άρτιος και kπ ∈ N περιττός, τέτοιοι ώστε
eka , ekπ ∈ Y . Παρατηρούµε ότι αν µ ≥ 1

2 , είναι
∥∥∥(A − B)∣∣∣

Y

ekπ+eka
2

∥∥∥ ≥ ε + δ, ένω
αν µ < 1

2 έχουµε ότι
∥∥∥(A − B)∣∣∣

Y

ekπ−eka
2

∥∥∥ ≥ ε + δ. ∆ηλαδή ‖(A − B)|Y ‖ ≥ ε + δ.
Παρατηρούµε ότι το W αποτελείται από συµπαγείς τελεστές, εποµένως

το ϑεώρηµα 5.30 µας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός υπόχωρου πεπερασµένης
συνδιάστασης Y , του `1, ώστε ‖(A − B)|Y ‖ < ε + δ. Εποµένως είναι ανοιχτό το
ερώτηµα, αν το ϑεώρηµα 5.31 ισχύει στην περίπτωση για p = 1, όπου ο Yδ
να είναι ένας υπόχωρος πεπερασµένης συνδιάστασης του `1.

Ορισµός 5.32. ΄ΕστωX διανυσµατικός χώρος, (xn)n µια ϐάση του και (kn)n µια
γνησίως αύξουσα ακολουθία, µη αρνητικών ακεραίων. Τότε µια µη µηδενική
ακολουθία (yn)n ⊂ X καλείται block, ως προς την (xn)n, αν είναι της µορφής

yn =

kn+1∑
i=kn+1

λixi , λi ∈ R, n ∈ N.

Παρατήρηση. (1). Αν η (yn)n είναι µια block ακολουθία, τότε yn
w
−→ 0, αφού

η ίδια συγκλίνει κατά συντεταγµένη στο µηδέν.

(2). Αν η (yn)n ⊂ `p είναι block ακολουθία, τότε ‖(λnyn)n‖ =
(∑∞

n=1 λ
p
n‖yn‖p

) 1
p .
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Ορισµός 5.33. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος, (xn)n µια ϐάση του και y ∈ X .
Τότε ορίζουµε ως ϕορέα του y το σύνολο

supp(y) = {n : yn , 0}.

Θα συµβολίζουµε m(y) = min
(
supp(y)

)
και M(y) = sup

(
supp(y)

)
.

Απόδειξη του 5.31. ΄Εστω δ > 0, ϑεωρούµε ότι για κάθε N ∈ N και κάθε
B ∈ W ισχύει ότι ‖(A −B)|Y ‖ ≥ ε + δ, όπου Y = 〈{en : n ≥ N}〉. Εποµένως, για
κάθε m ∈ N, υπάρχει x ∈ B`p µε m(x) ≥ m και ‖(A − B)x‖ ≥ ε + 3δ

4 .
΄Εστω B1, . . . , B` ∈ W µε W ⊂

⋃`
i=1 B

(
Bi ,

δ
4

)
. Για κάθε i, κατασκευάζουµε

την ακολουθία (x in)n ⊂ `p, η οποία είναι block και ‖(A − Bi)x in‖ ≥ ε + δ
2 .

΄Εστω 1 ≤ i ≤ `, υπάρχει x ∈ B`p µε ‖(A − Bi)x‖ ≥ ε + 3δ
4 . Λόγω συνέχειας

του A − Bi, υπάρχει δ′ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ′ ∈ B(x, δ′) να ισχύει ότι
‖
(
A−Bi

)
(x −x ′)‖ ≤ δ

4 . Τότε επειδή ο c00 είναι πυκνός στον `p, υπάρχει N i
1 ∈ N,

ώστε ‖x − x i1‖ < δ
′, µε x i1 = x |N

i
1. ∆ηλαδή M(x i1) = N i

1 και∥∥∥(A − Bi)x i1
∥∥∥ ≥ ∥∥∥(A − Bi)x

∥∥∥ − ∥∥∥(A − Bi)(x − x i1)
∥∥∥ ≥ ε +

δ

2
.

΄Εστω ότι έχουµε ορίσει την x in, τότε υπάρχει y ∈ B`p ώστε m(y) ≥ M(x in) + 1
και ‖(A − Bi)y‖ ≥ ε + 3δ

4 . ΄Αρα όµοια µπορούµε να ορίσουµε την x in+1 = y|N
i
n+1

µε ‖(A − Bi)x in+1‖ ≥ ε + δ
2 και επιπλέον m(x in+1) = m(y) > M(x in). Εποµένως

για κάθε B ∈ B
(
Bi ,

δ
4

)
, έχουµε ότι για κάθε n ∈ N∥∥∥(A − B)x in

∥∥∥ ≥ ∥∥∥(A − Bi)x in
∥∥∥ − ∥∥∥(B − Bi)x in

∥∥∥ ≥ ε +
δ

4
.

Θεωρούµε για κάθε i, ένα δi-net της B
(
Bi ,

δ
4

)
, έστω Fi = {Bi1, . . . , BiNi },

όπου κάθε τέτοιο net είναι πεπερασµένο λόγω της συµπάγειας του W και
τα δi ϑα επιλεγούν κατάλληλα στην συνέχεια. Επιπλέον για κάθε i, j, ϑα
συµβολίζουµε ως (yijn)n την ακολουθία µε yijn = (A −Bij)x in, n ∈ N, και η οποία
λόγω συνέχειας είναι ασθενώς µηδενική.

Για κάθε i, j κατασκευάζουµε την ακολουθία (zijn)n∈M , η οποία είναι block
και τέτοια ώστε ‖yijn − z

ij
n‖ ≤

1
n , για κάθε n ∈ M, όπου M ⊂ N αριθµήσιµο.

΄Εστω 1 ≤ i ≤ `, 1 ≤ j ≤ Ni και n1 ∈ N, τότε µε παρόµοια επιχειρήµατα µε
προηγουµένως µπορούµε να ορίσουµε τη zijn1 ∈ c00 µε ‖yijn1 − z

ij
n1‖ ≤

1
n1
. ΄Εστω

ότι έχουµε ορίσει την zijnk , επειδή η (yijn)n συγκλίνει ασθενώς στο µηδέν, υπάρ-
χει nk+1 ∈ N, ώστε ‖y

ij
nk+1 |

m(zijnk )‖ < 1
2nk+1

και nk+1 > nk. Τότε ορίζουµε τη zijnk+1,
η οποία είναι τελικά µηδενική και ‖yijnk+1 |m(zijnk )+1 − z

ij
nk+1‖ <

1
2nk+1

. Εποµένως
έχουµε ότι ‖yijnk+1 − z

ij
nk+1‖ <

1
nk+1

και m(zijnk+1) > M(zijnk+1). Συνεχίζοντας επαγω-
γικά, κατασκευάζουµε τη (zijn)n∈M , όπου M = {nk : k ∈ N}. Χρησιµοποιώντας
ένα διαγώνιο επιχείρηµα, µπορούµε να επιλέξουµε το M κοινό για κάθε i, j.
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Για κάθε ε1 > 0 και κάθε επιλογή j1, υπάρχει K1 ∈ M ώστε ‖y1j1
n −z

1j1
n ‖ < ε1,

για κάθε n ≥ K1. Θέτουµε k1 = maxj1 K1. ΄Οµοια, για κάθε ε2 > 0 και κάθε
επιλογή j2, υπάρχει K2 ∈ M µε ‖y2j2

n − z
2j2
n ‖ < ε2, για κάθε n ≥ K2. Τότε

επιλέγουµε k2 ∈ M µε k2 ≥ maxj2 K2, ώστε minj2 m(z2j2
k2

) > maxj1 M(z1j1
k1

) και
m(x2

k2
) > M(x1

k1
), αξιοποιώντας το γεγονός ότι οι (zijn)n∈M και (x in)n∈M είναι block

ακολουθίες. Με παρόµοιο τρόπο επιλέγουµε επαγωγικά τα k3, . . . , k` ώστε
για κάθε επιλογή ji και εi, οι ακολουθίες

(
x iki

)`
i=1,

(
zijiki

)`
i=1 να είναι block και

‖yijiki − z
iji
ki
‖ < εi, για κάθε i. Τότε έχουµε ότι για κάθε 1 ≤ i ≤ ` και 1 ≤ j ≤ Ni∥∥∥zijki∥∥∥ ≥ ∥∥∥yijki∥∥∥ − ∥∥∥yijki − zijki∥∥∥ ≥ ε +

δ

4
− εi.

Από το ϑεώρηµα 1.13, υπάρχουν συνεχείς συνάρτησεις fi : W → [0,1] µε
supp(fi) ⊂ Bi, για κάθε 1 ≤ i ≤ ` και

∑`
i=1 fi = 1. Για κάθε B ∈ W ορίζουµε το

x(B) =
∑̀
i=1

f
1
p
i (B)x iki

και παρατηρούµε ότι x(B) ∈ B`p αφού

‖x(B)‖ =

( ∑̀
i=1

fi(B)‖x iki‖
p

) 1
p

≤

( ∑̀
i=1

fi(B)
) 1
p

= 1.

Επιπλέον, λόγω συνέχειας των fi, η απεικόνιση B 7→ x(B) είναι συνεχής.
΄Εστω B ∈ W , ϑέτουµε IB =

{
i : B ∈ B

(
Bi ,

δ
4

)}
και για κάθε i ∈ IB επιλέγουµε

1 ≤ ji ≤ Ni τέτοιο ώστε ‖B − Biji‖ < δi. Αν fi(B) , 0 τότε i ∈ IB και∥∥∥(A − B)
x(B)

∥∥∥ =
∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

[(
A − B

)
x iki

]∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

[(
A − Biji

)
x iki

]∥∥∥∥ − ∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

[(
B − Biji

)
x iki

]∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)yijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

∥∥∥∥(B − Biji )x iki∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)yijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

f
1
p
i (B)δi

≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)yijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

δi

≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)zijiki

∥∥∥∥ − ∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

(
yijiki − z

iji
ki

)∥∥∥∥ −∑
i∈IB

δi
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≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)zijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

f
1
p
i (B)

∥∥∥∥yijiki − zijiki∥∥∥∥ −∑
i∈IB

δi

≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)zijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

f
1
p
i (B)εi −

∑
i∈IB

δi

≥

∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)zijiki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

εi −
∑
i∈IB

δi.

Εποµένως ϑέτοντας εmax = maxi εi και δmax = maxi δi, έχουµε ότι∥∥∥(A − B)
x(B)

∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥∑
i∈IB

f
1
p
i (B)zijki

∥∥∥∥ −∑
i∈IB

(
εi + δi

)
≥

(∑
i∈IB

fi(B)
∥∥∥zijki∥∥∥p)

1
p

− `
(
εmax + δmax

)
≥

(∑
i∈IB

fi(B)
(
ε +

δ

4
− εi

)p) 1
p

− `
(
εmax + δmax

)
≥

(∑
i∈IB

fi(B)
(
ε +

δ

4
− εmax

)p) 1
p

− `
(
εmax + δmax

)
≥

(
ε +

δ

4
− εmax

)(∑
i∈IB

fi(B)
) 1
p

− `
(
εmax + δmax

)
= ε +

δ

4
− (` + 1) εmax − ` δmax.

Επιλέγοντας κατάλληλα τα {εi}`i=1, {δi}
`
i=1, για κάθε B ∈ W έχουµε ότι∥∥∥(A − B)

x(B)
∥∥∥ ≥ ε +

δ

8
. (∗)

Θεωρούµε την πλειότιµη απεικόνιση φ : W � W µε

φ(B) =
{
B′ ∈ W :

∥∥∥(A − B′)x(B)
∥∥∥ ≤ ε}.

Τότε για κάθε B ∈ W , επειδή x(B) ∈ B`p , από την υπόθεση η φ έχει µη κενές
τιµές, οι οποίες είναι και κυρτές. ΄Εστω (Bn)n, (B′n)n ⊂ W µε Bn → B και
B′n → B′ τέτοιες ώστε B′n ∈ φ(Bn), για κάθε n ∈ N, τότε∥∥∥(A − B′)x(B)

∥∥∥ = lim
n→∞

∥∥∥(A − B′n)x(Bn)
∥∥∥ ≤ ε.

∆ηλαδή η φ έχει κλειστό γράφηµα. Εποµένως από το ϑεώρηµα 4.17 υπάρχει
B ∈ W τέτοιο ώστε B ∈ φ(B), το οποίο είναι άτοπο λόγω της (∗). �

Παρατήρηση. Η απόδειξη µπορεί να προσαρµοστεί κατάλληλα και στην
περίπτωση κάθε απειροδιάστατου υπόχωρου του `p, 1 < p < ∞, ή του c0.
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5.5 Το ϑεώρηµα Ham Sandwich.

Το ϑεώρηµα Ham Sandwich εµφανίστηκε πρώτη ϕορά στο [45], προτάθηκε
από τον Steinhaus και αποδείχτηκε από τον Banach στη τριδιάστατη πε-
ϱίπτωσή του, κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος Borsuk-Ulam.

Θεώρηµα 5.34 (Ham Sandwich). ΄Εστω K1, . . . , Kd ϕραγµένα, Borel υπο-
σύνολα του Rd, τότε υπάρχει υπερεπίπεδο το οποίο χωρίζει κάθε Ki σε δύο
σύνολα ίσου µέτρου Lebesgue.

Απόδειξη. ΄Εστω u = (u0, . . . , un) ∈ Sn, αν τουλάχιστον ένα από τα u1, . . . , un
είναι µη µηδενικό, τότε αντιστοιχούµε στο u τον ηµίχωρο

h+(u) = {(x1, . . . , xn) ⊂ Rn : u1x1 + · · · + unxn < u0}.

Επιπλέον h+
(
(1,0, . . . ,0)

)
= Rn και h+

(
(−1,0, . . . ,0)

)
= ∅. Παρατηρούµε

ότι h+(−u) = X \ h+(u). Για κάθε 1 ≤ i ≤ n ϑέτουµε µi(B) = µ(B ∩ Ki) και
ορίζουµε την απεικόνιση f : Sn → Rn µε

f (u) =
(
µ1(h+(u)), . . . , µn(h+(u)

)
Η f είναι συνεχής. Πράγµατι, έστω (uk)k∈N ⊂ Sn και u ∈ Sn µε uk → u.
Ορίζουµε ακολουθία (gk)k∈N µε gk = 1h+(uk ), k ∈ N. Τότε gk → g όπου
g = 1h+(u). Πράγµατι, έστω x ∈ h+(u), δηλαδή x1u1 + · · · + xnun < u0.
Θέτουµε δ = u0 −

∑n
i=1 uixi, τότε υπάρχει N1 ∈ N ώστε για κάθε k ≥ N1

|uki − ui | ≤
δ

2nxi
.

Εποµένως προκύπτει ότι

uk1x1 + · · · + uknxn < x1
(
u1 +

δ

2nx1

)
+ · · · + xn

(
un +

δ

2nxn
)

= u1x1 + · · · + unxn +
δ

2

= u1x1 + · · · + unxn + δ −
δ

2
= u0 −

δ

2
= uk0 .

΄Αρα για κάθε k ≥ N1 ισχύει ότι x ∈ h+(uk). ΄Εστω x < h+(u), τότε ϑέτοντας
δ =

∑n
i=1 uixi − u0, καταλήγουµε όµοια ότι υπάρχει N2 ∈ N ώστε για κάθε

k ≥ N2 να ισχύει ότι x < h+(uk).
Από το ϑεώρηµα 4.23 υπάρχει u0 ∈ Sn τέτοιο ώστε f (u0) = f (−u0). Παρα-

τηρούµε επιπλέον ότι u0 , (1,0, . . . ,0) και u0 , (−1,0, . . . ,0) αφού ισχύει
ότι f

(
(1,0, . . . ,0)

)
, f

(
(−1,0, . . . ,0)

)
. Εποµένως το Ϲητούµενο υπερεπίπεδο

είναι το σύνορο του h+(u0). �
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5.6 ΄Υπαρξη υπόχωρων πεπερασµένης διάστασης µε καλή
unconditional ϐάση.

Το ϑεώρηµα 5.39 αποτελεί µια συνέπεια του ϑεωρήµατος του Dvoretzky [15].
Ο J. Elton [16] έδωσε µια απλή, αλλά κατασκευαστική απόδειξη του, χρησι-
µοποιώντας το ϑεώρηµα Borsuk-Ulam.

Λήµµα 5.35. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάσταστης και

ε > 0, τότε υπάρχει ε-net ∆ της BX , µε |∆| ≤
(

3
ε

)n
, όπου n = dimX .

Απόδειξη. ΄Εστω ∆, ένα µεγιστικό ε-διαχωρισµένο υποσύνολο της BX .
Αν y1, y2 ∈ ∆, τότε η τοµή των B(y1,

ε
2 ), B(y2,

ε
2 ) είτε είναι κενή, είτε περι-

έχει το πολύ σηµεία της τοµής των συνόρων τους. Επιπλέον και τα δύο αυτά
συνολά περιέχονται στο

(
1 + ε

2

)
BX και άρα

vol
( ε
2
BX

)
|∆| ≤ vol

((
1 +

ε

2

)
BX

)
=⇒

( ε
2

)n
|∆| vol(BX ) ≤

(
1 +

ε

2

)n
vol(BX )

=⇒ |∆| ≤

(
1 + ε

2

)n(
ε
2

)n =

(
1 +

2
ε

)n
≤

(
3
ε

)n
.

�

Λήµµα 5.36. ΄Εστω X χώρος Banach, ε > 0 και Y, Z, υπόχωροι του X πεπε-
ϱασµένης διάστασης, τέτοιοι ώστε

dimY < logb dimZ, b =
3
ε2 .

Τότε υπάρχει z ∈ Z , µε ‖z‖ = 1, ώστε για κάθε y ∈ Y

1 − ε
1 + ε

‖y − z‖ ≤ ‖y + z‖ ≤
1 + ε

1 − ε
‖y − z‖.

Απόδειξη. Από το λήµµα 5.35 υπάρχει ε2-net ∆ για την BY µε |∆| ≤ ( 3
ε2 )m,

όπου m = dimY . Τότε το 1
ε∆ είναι ε-net της 1

εBY . Πράγµατι, αν x ∈ 1
εBY , τότε

υπάρχει x0 ∈ BY µε x = 1
ε x0. Επιπλέον υπάρχει y0 ∈ ∆ µε ‖x0 − y‖ < ε2 και

άρα για y = 1
εy0 ∈

1
ε∆, ισχύει ότι ‖x − y‖ = 1

ε ‖x0 − y0‖ < ε. Τότε έχουµε ότι

dimY < logb dimZ
=⇒ m < logb dimZ

=⇒

( 3
ε2

)m
< dimZ.
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΄Εστω n = dimZ , προσθέτουµε στοιχεία της BY στο ∆ αν αυτό απαιτείται ώστε
|∆| = n − 1. ∆ηλαδή ∆ = {yi}n−1

i=1 και ορίζουµε απεικόνιση Φ : SZ → Rn−1 µε

Φ(z) =
(
‖yi − z‖ − ‖yi + z‖

)n−1
i=1 .

Από το ϑεώρηµα 4.23 υπάρχει z0 ∈ Z µε ‖z0‖ = 1, τέτοιο ώστε

Φ(z0) = 0⇔ ‖yi − z0‖ = ‖yi + z0‖, i = 1, . . . , n − 1.

Τότε για κάθε 1 ≤ i ≤ n − 1

1 = ‖z0‖ =
1
2
‖yi + z0 − (yi − z0)‖

≤
1
2
(
‖yi + z0‖ + ‖yi − z0‖

)
= ‖yi + z0‖ = ‖yi − z0|.

΄Εστω y ∈ 1
εBY , επιλέγουµε yi0 ∈

1
ε∆ τέτοιο ώστε ‖yi0 − y‖ < ε και τότε

‖y + z0‖ ≤ ‖yi0 + z0‖ + ‖y − yi0‖

≤ ‖yi0 + z0‖ + ε = ‖yi0 − z0‖ + ε

≤ ‖y − z0‖ + ‖y − yi0‖ + ε

≤ ‖y − z0‖ + 2ε.

΄Εχουµε ότι

1 + ε ≤ ‖yi0 + z0‖ + ε ≤ ‖y − z0‖ + 2ε =⇒ ‖y − z0‖ ≥ 1 − ε

και εποµένως

‖y + z0‖ ≤ ‖y − z0‖ + 2ε
‖y − z0‖

1 − ε
=

1 + ε

1 − ε
‖y − z0‖.

΄Οµοια δείχνουµε ότι

1 + ε ≤ ‖yi − z0‖ + ε ≤ ‖y + z0‖ + 2ε
=⇒ ‖y + z0‖ ≥ 1 − ε

και

‖y − z0‖ ≤ ‖y + z0‖ + 2ε

=⇒
1 − ε
1 + ε

‖y − z0‖ ≤ ‖y + z0‖.
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΄Εστω y < 1
εBY , δηλαδή ‖y‖ ≥

1
ε , τότε

‖y + z0‖ ≥ ‖y‖ − ‖z0‖ ≥
1
ε
− 1⇔

1
‖y + z0‖

≤
ε

1 − ε

και
‖y − z0‖ ≥ ‖y‖ − ‖z0‖ ≥

1
ε
− 1⇔

1
‖y − z0‖

≤
ε

1 − ε
.

Εποµένως, έχουµε ότι

‖y + z0‖ − ‖y − z0‖ ≤ ‖y‖ + ‖z0‖ − (‖y‖ − ‖z0‖) = 2

=⇒
‖y + z0‖

‖y − z0‖
≤

2
‖y − z0‖

+ 1 ≤
2ε

1 − ε
+ 1 =

1 + ε

1 − ε

και όµοια

‖y + z0‖ − ‖y − z0‖ ≥ −2

=⇒
‖y − z0‖

‖y + z0‖
≤

2
‖y + z0‖

+ 1 ≤
1 + ε

1 − ε
.

�

Ορισµός 5.37. ΄Εστω X χώρος Banach , τότε µια ϐάση (xn)n του X καλείται
unconditional αν για κάθε µετάθεση σ του N ισχύει ότι η σειρά

∑∞
n=1 xσ(n)

συγκλίνει. Ισοδύναµα αν για κάθε (εn)n ⊂ {−1,1} η σειρά
∑∞
n=1 εnxn συγκλίνει.

Ορισµός 5.38. ΄Εστω X χώρος Banach , τότε µια ϐάση (xn)n του X ϑα λέµε
ότι έχει unconditional σταθερά K αν για κάθε (εn)n ⊂ {−1,1} και (λn)n ∈ R∥∥∥∥ ∞∑

n=1

εnλnxn
∥∥∥∥ < K∥∥∥∥ ∞∑

n=1

λnxn
∥∥∥∥.

Θεώρηµα 5.39. Για κάθε n ∈ N, K > 1, υπάρχει N = N(n, K) < ∞ ώστε
κάθε χώρος Banach X , µε dimX ≥ N , να περιέχει υπόχωρο διάστασης n και ο
οποίος έχει ϐάση µε unconditional σταθερά µικρότερη ίση του K.

Απόδειξη. Επιλέγουµε ε > 0 τέτοιο ώστε

K =

(1 + ε

1 − ε

)n
Θέτουµε a = 1+ε

1−ε , b = 3
ε2 και ορίζουµε τη σχέση

c1 ∼a c2 ⇔
1
a
≤
c1

c2
≤ a, c1, c2 > 0.
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΄Εστω X1 υπόχωρος του X µε dimX1 =
[
logb dimX

]
, τότε από το λήµµα 5.36,

υπάρχει z1 ∈ X µε ‖z1‖ = 1, τέτοιο ώστε

‖x + z1‖ ∼a ‖x − z1‖, ∀x ∈ X1.

΄Εστω X2 υπόχωρος του X1+〈{z1}〉 τέτοιος ώστε z1 ∈ X2 και dimX2 = [logb dimX1].
Τότε υπάρχει z2 ∈ X1 µε ‖z2‖ = 1, τέτοιο ώστε

‖x + z2‖ ∼a ‖x − z2‖, ∀x ∈ X2.

Θεωρούµε τον X3, υπόχωρο του X2 + 〈{z2}〉, τέτοιον ώστε z1, z2 ∈ X3 και µε
dimX3 = [logb dim

(
X2 − 1

)
]. Τότε υπάρχει z3 ∈ X1 ∩ X2 µε ‖z3‖ = 1, ώστε

‖x + z3‖ ∼a ‖x − z3‖, ∀x ∈ X3.

Εποµένως επαγωγικά, έχοντας ορίσει τον Xk παρατηρούµε ότι

Xk ⊂ Xk−1 + 〈{zk−1}〉 ⊂ . . . ⊂ X1 + 〈{z1}〉 + · · · + 〈{zk−1}〉,

δηλαδή dim(X1 ∩ · · · ∩ Xk) ≥ dimXk − (k − 1). Θεωρούµε τον Xk+1 υπόχωρο
του Xk + 〈{zn}〉 τέτοιο ώστε zi ∈ Xk+1, i = 1, . . . , k και µε διάσταση

dimXk+1 = [logb(dimXk − (k − 1)].

Τότε υπάρχει zk+1 ∈ X1 ∩ · · · ∩ Xk µε ‖zk+1‖ = 1, τέτοιο ώστε

‖x + zk+1‖ ∼a ‖x − zk+1‖, ∀x ∈ Xk+1.

Επιλέγουµε το N = dimX ώστε

[logb . . . [logb[logb N] − 1] − 2] . . . − (n − 2)] ≥ 1,

όπου εµφανίζονται n επαναλήψεις του logb στην παραπάνω έκφραση.
Η {zi}ni=1 είναι η Ϲητούµενη ϐάση. Πράγµατι, παρατηρούµε αρχικά ότι

{z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn} ⊂ Xk, k = 1, . . . , n

και για κάθε x ∈ K
‖x + zk‖ ∼a ‖x − zk‖.

΄Εστω {λi}ni=1 ⊂ R, τότε∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ n∑
i=1
i,k

λizi + λkzk
∥∥∥∥
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= |λk |
∥∥∥∥ n∑
i=1
i,k

λi
λk
zi + λkzk

∥∥∥∥
∼a |λk |

∥∥∥∥ n∑
i=1
i,k

λi
λk
zi − λkzk

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ n∑
i=1
i,k

λizi − λkzk
∥∥∥∥

Εποµένως τελικά επαγωγικά έχουµε ότι για κάθε {εi}ni=1 ⊂ {−1,1}

∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥ ∼an ∥∥∥∥ n∑

i=1

εiλizi
∥∥∥∥ =⇒

∥∥∥∥ n∑
i=1

εiλizi
∥∥∥∥ ≤ an∥∥∥∥ n∑

i=1

λizi
∥∥∥∥ = K

∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥

΄Εστω F ⊂ {1, . . . , n}, τότε∥∥∥∥∑
i∈F

λizi‖ =
1
2

∥∥∥∥∑
i∈F

λizi +
∑
i∈F

λizi +
∑
i∈F c

λizi −
∑
i∈F c

λizi
∥∥∥∥

≤
1
2

(∥∥∥∥∑
i∈F

λizi +
∑
i∈F c

λizi
∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∑
i∈F

λizi −
∑
i∈F c

λizi
∥∥∥∥)

≤
1
2

(
K
∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥ + K

∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥) =

∥∥∥∥ n∑
i=1

λizi
∥∥∥∥

Εποµένως αν
∑n
i=1 λizi = 0 τότε λi = 0, για κάθε i = 1, . . . , n και άρα τα {zi}ni=1

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. �

69





Αναφορές.

[1] http://math.mit.edu/~fox/MAT307-lecture03.pdf.

[2] https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~marin/une_autre_crypto/Livres/
Fathi-Plane_topology/chap1.pdf.

[3] http://old.mate.polimi.it/viste/pagina_personale/pp/121/FPT.pdf.

[4] C. Aliprantis and K. Border. Infinite dimensional analysis. Springer,
2006.

[5] C. Aliprantis and O. Burkinshaw. Principles of real analysis. Academic
Press, 1998.

[6] P. Bohl. Über die bewegung eines mechnischen systems in der nähe
einer gleichgewichtslage. Journal für die reine und angewandte Ma-
thematik, 127:179–276, 1904.

[7] H. F. Bohnenblust and S. Karin. Contributions to the Theory of Games,
volume 24. Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1950.

[8] F. Bonsall and K.B. Vedak. Lectures on some fixed point theorems of
functional analysis. (26), 1962.

[9] A. Borobia and U. Trías. A geometric proof of the perron-frobenius the-
orem. Revista Matemática de la Universidad Complutense de Madrid,
5(1):57–63, 1992.

[10] K. Borsuk. Drei sätze über die n-dimensionale euklidische sphäre.
Fund. Math., 20:177–190, 1933.

[11] L.E.J. Brouwer. Über abbildung von mannigfaltigkeiten. Mathemati-
sche Annalen, 71:97–115, 1911.

[12] Mahlon M. Day. Fixed-point theorems for compact convex sets. Illinois
J. Math., 5(4):585–590, 12 1961.

[13] M.M. Day. Ergodic theorems for abelian semigroups. Trans. Amer.
Math. Soc., 51:399–412, 1942.

[14] M.M. Day. Amenable semigroups. Illinois J. Math., 1:509–544, 1957.

http://math.mit.edu/~fox/MAT307-lecture03.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~marin/une_autre_crypto/Livres/Fathi-Plane_topology/chap1.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~marin/une_autre_crypto/Livres/Fathi-Plane_topology/chap1.pdf
http://old.mate.polimi.it/viste/pagina_personale/pp/121/FPT.pdf


[15] A. Dvoretzky. Some results on convex bodies and banach spaces.
Proc. Symp. on Linear Spaces, 1961.

[16] J. Elton. On the existence of finite-dimensional subspaces with go-
od unconditional basis. Longhorn Notes, Texas Functional Analysis
Seminar, 1982-1983.

[17] Per Enflo. On the invariant subspace problem for banach spaces. Acta
Mathematica, 158(1):213–313, 1987.

[18] K. Fan. Fixed-point and minimax theorems in locally convex topolo-
gical linear spaces. Proceedings of the National Academy of Sciences
of the United States of America, 38(2):121–126.

[19] K. Fan. A generalization of tychonoff’s fixed point theorem. Mathema-
tische Annalen, 142:305–310, 1961.

[20] K. Fan. Extensions of two fixed point theorems of f.e. browder. Ma-
thematische Zeitschrift, 112:234–240, 1969.

[21] I.L. Glicksberg. A further generalization of the kakutani fixed point
theorem, with application to nash equilibrium points. Proceedings of
the American Mathematical Society, 3(1):170–174, 1952.

[22] A. Granas and J. Dugundji. Fixed point theory. Springer, New York
London, 2003.

[23] F.P. Greenleaf. Invariant means on topological groups and their appli-
cations. Van Nostrand mathematical studies. Van Nostrand Reinhold
Co., 1969.

[24] M.J. Hadamard. Sur quelques applications de l’indice de kronecker.
1910.

[25] S. Kakutani. Two fixed-point theorems concerning bicompact convex
sets. Proc. Imp. Acad., 14(7):242–245, 1938.

[26] S. Kakutani. A generalization of brouwer’s fixed point theorem. Duke
Math. J., 8(3):457–459, 09 1941.

[27] V.L. Klee. Some topological properties of convex sets. Transactions of
the American Mathematical Society, 78:30–45, 1955.

[28] B. Knaster, C. Kuratowski, and S. Mazurkiewicz. Ein beweis des
fixpunktsatzes für n-dimensionale simplexe. Fundamenta Mathema-
ticae, 14(1):132–137, 1929.



[29] V. I. Lomonosov. Invariant subspaces for the family of operators which
commute with a completely continuous operator. Functional Analysis
and Its Applications, 7(3):213–214, 1973.

[30] L. Lyusternik and S. Shnirel’man. Topological methods in variational
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