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Δςσαπιζηίερ 
Με αθνξκή ηελ εθπόλεζε ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο, ζα ήζεια λα εθθξάζσ ηηο 

εηιηθξηλείο κνπ επραξηζηίεο ζε όινπο εθείλνπο ηνπο αλζξώπνπο πνπ ζπλέβαιαλ ζηελ 

νινθιήξσζε ηεο παξνύζεο εξγαζίαο αιιά θαη γεληθόηεξα ησλ ζπνπδώλ κνπ ζην ίδξπκα, 

θαζέλαο κε ην δηθό ηνπ μερσξηζηό ηξόπν.  

Πξσηίζησο ηελ επηβιέπνπζα θαζεγήηξηά κνπ, θα. Δπαγγειία Κνληνύ, θαζεγήηξηαο ηνπ ηνκέα 

Μεραληθήο ηνπ Δ.Μ.Π., γηα ηελ αλάζεζε ηνπ ζέκαηνο θαη ηε ρείξα βνεζείαο πνπ απιόρεξα 

κνπ ελέηεηλε ζε κία ηδηαίηεξα δύζθνιε ρξνληθή ζπγθπξία άγρνπο θαη πίεζεο, ηηο πιεξνθνξίεο 

πνπ κνπ παξείρε ζρεηηθά κε ην ζπγθεθξηκέλν ζέκα, ηελ επνπηεία ηεο εξγαζίαο, ηελ 

θαζνδήγεζή, ηελ ελζάξξπλζε, ην ρξόλν θαη ηε δηάζεζε πνπ επέδεημε γηα ηελ επηηπρή 

νινθιήξσζή ηεο.  

Δπίζεο, επραξηζηώ πνιύ όινπο ηνπο θαζεγεηέο  ηεο ζρνιήο κνπ γηα ηηο γλώζεηο θαη ηηο 

εκπεηξίεο πνπ κνπ πξνζέθεξαλ όια ηα ρξόληα ηεο θνίηεζεο κνπ θαζώο επίζεο θαη ηνπο 

ζπκθνηηεηέο κνπ γηα ηε ζπλεξγαζία, ηε ζπλερή ελζάξξπλζε θαη ηελ αληδηνηειή πξνζθνξά 

ηνπο από ηα πξώηα εθπαηδεπηηθά κνπ βήκαηα έσο ζήκεξα.  

Σέινο, επραξηζηώ πνιύ θαη από θαξδηάο ηελ νηθνγέλεηά κνπ θαη ηνπο ζηελνύο κνπ θίινπο γηα 

ηελ αγάπε, ηε δηαξθή ζηήξημε θαη ηελ θάζε είδνπο βνήζεηα, πιηθή θαη θπξίσο ςπρνινγηθή θαη 

ζπλαηζζεκαηηθή, πνπ κνπ πξνζέθεξαλ θαη κνπ πξνζθέξνπλ όια απηά ηα δύζθνια ρξόληα.  
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Πεπίλητη  
Σα πεξηζζόηεξα πιηθά εκθαλίδνπλ εμάξηεζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπο από ην ρξόλν όηαλ 

βξίζθνληαη θάησ από νξηζκέλεο ζπλζήθεο. πλεπώο, ε εμάξηεζε ησλ ηδηνηήησλ από ην ρξόλν 

είλαη κηα ζεκαληηθή παξάκεηξνο πνπ πξέπεη λα ιακβάλεηαη ππόςε ζηηο εθαξκνγέο.  Καη' 

εμνρήλ πιηθά κε ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά είλαη ηα πνιπκεξηθά ζπζηήκαηα, αιιά αθόκε 

θαη ηα κέηαιια ζε πςειέο ζεξκνθξαζίεο. ηελ παξνύζα εξγαζία κειεηάηαη ην πξόβιεκα ηεο 

ζηξέςεο θπθιηθήο αηξάθηνπ από θξάκα αινπκηλίνπ ζε εξππζκό. Σα πεηξακαηηθά δεδνκέλα 

ειήθζεζαλ από ηε βηβιηνγξαθία θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζνκνηώζεθαλ κε δηάθνξα εκπεηξηθά θη 

ημσδνειαζηηθά κνληέια.  

Αλαπηύζζεηαη ε έλλνηα ηεο γξακκηθήο ημσδνειαζηηθόηεηαο πνπ απαηηεί ε κεραληθή ησλ 

πιηθώλ ησλ ζύγρξνλσλ θαηαζθεπώλ ζε αληίζεζε κε παιηά, ζπκβαηηθά πιηθά.  Αξρηθά γίλεηαη 

εηδηθή κλεία ζηα θαηλόκελα θαη ζηα πεηξάκαηα εξππζκνύ θαη ραιάξσζεο πνπ ζρεηίδνληαη 

άκεζα κε ηελ ημσδνειαζηηθόηεηα. Καηόπηλ, έρνπκε ηα απιά κεραληθά κνληέια, ην ειαηήξην 

θαη ηνλ απνζβεζηήξα, πνπ απνηεινύλ ηε βάζε ηεο ζεσξίαο ηεο ημσδνειαζηηθόηεηαο θαη ζηε 

ζπλέρεηα ηα απιά ζηνηρεία πνπ πξνθύπηνπλ από ηε ζεηξηαθή θαη παξάιιειε ζύλδεζε κεηαμύ 

ηνπο, Maxwell θαη Kelvin-Voigt αληηζηνίρσο. ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδνληαη ηα ζύλζεηα, 

πνιππαξακεηξηθά κνληέια πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ ζε απηή ηελ εξγαζία: ην 

ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν (ζηνηρείν Μaxwell παξάιιεια κε ειαηήξην), ην ηξηπαξακεηξηθό 

ζηεξεό, ην  ηξηπαξακεηξηθό πγξό θαη ην ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν (Burgers) κε ηηο 

θαηαζηαηηθέο ηνπο εμηζώζεηο, ηηο ζπλαξηήζεηο ελδνηηθόηεηαο ηνπο ζηε κνλναμνληθή 

θαηαπόπνλεζε θαη ζηε δηάηκεζε γηα λ=0.5. Έπεηηα, παξνπζηάδεηαη ε κέζνδνο εύξεζεο ηεο 

γεληθήο ζρέζεο ησλ νινθιεξσκάησλ κλήκεο θαη γξάθνληαη νη γλσζηέο θαηαζηαηηθέο ησλ 

ημσδνειαζηηθώλ κνληέισλ ζε νινθιεξσηηθή κνξθή. Γίλεηαη επίζεο αλαθνξά ζηελ αξρή ηεο 

αληηζηνηρίαο ζηε γξακκηθή ημσδνειαζηηθόηεηα, πνπ καο βνεζά ζηελ εύξεζε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ελδνηηθόηεηαο γηα ηε δηάηκεζε. Μεηά παξνπζηάδνληαη θαηλόκελα εξππζκνύ 

θαη ραιάξσζεο ζηηο δηάθνξεο θαηαζθεπέο θαζώο επίζεο θαη ε θάκςε θαη ε απόθξηζε 

εξππζκνύ θάκςεο ησλ ημσδνειαζηηθώλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ-ζηειώλ. Δλ 

ζπλερεία, έρνπκε ηελ παξνπζίαζε ηνπ κεραληθνύ πξνβιήκαηνο ηεο ζηξέςεο ζηελ 

ειαζηηθόηεηα θπθιηθήο αηξάθηνπ, ζηξέςεο θπθιηθήο κεηαβιεηήο δηαηνκήο θαη ηεο ζηξέςεο 

ζηηο ιεπηόηνηρεο δηαηνκέο.  

ηελ πεηξακαηηθή δηαδηθαζία πξνζνκνίσζεο ησλ απνηειεζκάησλ, πξώηα έρνπκε 

πξνζνκνίσζε ηεο εμίζσζεο Bredt, βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ησλ ζηαζεξώλ ηεο εμίζσζεο θαη 

ζρεδηάδνπκε ηα δηαγξάκκαηα κε ηα πεηξακαηηθά ζεκεία θαη ηε ζπλερή γξακκή ηεο εμίζσζεο 

γηα θάζε κία από ηηο ηξεηο ξνπέο πνπ πήξακε ζηα πεηξάκαηα πνπ θάλακε.  
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Σέινο, έρνπκε ηελ πξνζνκνίσζε ζε θάζε έλα από ηα ημσδνειαζηηθά κνληέια πνπ 

εμεηάδνπκε, μεθηλώληαο από ηελ απόδεημε ηεο γεληθήο ζρέζεο ηεο γσλίαο ζηξνθήο αλά 

κνλάδα κήθνπο θαη ηελ εθαξκνγή ηεο γηα θάζε κνληέιν μερσξηζηά θαη θαηαιήγνληαο κε ηνπο 

πίλαθεο ησλ ηηκώλ ησλ παξακέηξσλ θαη ηε ράξαμε ησλ δηαγξακκάησλ γηα θάζε ξνπή, ησλ 

πεηξακαηηθώλ ζεκείσλ κε ηε ζπλερή θακπύιε ζην θάζε ημσδνειαζηηθό κνληέιν.                                                          

Ιθαλνπνηεηηθή πξνζνκνίσζε δηαπηζηώζεθε κε ην ηξηπαξακεηξηθό πγξό θαη ην κνληέιν 

Burgers.  
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Abstract 
Most of the materials display dependence of their properties on time when they are under 

determinate conditions. Consequently, the dependence of properties on time is a significant 

parameter, that should be taken into consideration in the implementations. Characteristic 

materials with viscoelastic behavior are the polymeric systems but also metals in high 

temperatures. In the current discourse, the problem of torsion creep of circular shaft by 

aluminium alloy is studied. The experimental data were received from the literature and 

afterwards they were simulated with several experimental and viscoelastic models. So, the 

acceptation of linear viscoelasticity, that requires the mechanics of the materials of the 

contemporary constructions in contrast with conventional materials, is developed.  

First, the phenomena and the tests of creep and relaxation, nearly  connected with 

viscoelasticity, are especially mentioned. In continue, we introduce the simple mechanical 

models, the spring and the dashpot, that are the base of the theory of viscoelasticity and also 

the simple elements which arise from the ordinal and the parallel connection between them, 

Maxwell and Kelvin-Voigt respectively. Afterwards, the complicated, multiparametric 

models we will delve into in this discourse, are featured: the three-parametric model 

(Maxwell element parallel to spring), the three-parametric solid, the three-parametric liquid 

and the four-parametric model (Burgers), all accompanied with their constitutional equations, 

their creep compliances both in uniaxial strain and in shear for λ=0.5. In continue, the method 

of finding of general equation of integrals of memory is featured, and thus the acknowledged 

constitutional equations of the viscoelastic models are written in integral form. Additionally, 

the principle of correspondence in linear viscoelasticity is referred, a procedure that help us 

find the creep compliances for the shear.  

We also cite phenomena of creep and relaxation in several constructions as well as bending 

and creep buckling response of viscoelastic functionally graded beam-columns.                                                                               

Furthermore,  the mechanical problem of torsion in the elasticity of circular shafts, torsion of 

circular, changeable cross-section and torsion of thin-walled hollow shafts are described. 

In the experimental procedure of simulation of the results, we initially have the simulation of 

Bredt's equation, find the values of constants of the equation, and finally we chart the 

diagrams with both the experimental points we found and the continuous line of the equation 

for each one of the three torques we considered in the tests we made. 

                                                                                                                                                     

Finally, the simulation of each one of the viscoelastic models we examine, is exhibited, 

started from the demonstration of the general relation of the angle of twist per unit length and 
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it's application on each model individually, and ended up with the tables of the values of these 

parameters and the charting of the diagrams for each one of the three torques, with both the 

experimental points and the continuous line for each viscoelastic model. 

Adequate simulation is ascertained with the tree-parametric liquid and the four-parametric 

model. 
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A. Ππόλογορ  
Σν απμαλόκελν ελδηαθέξνλ ηεο κεραληθήο ησλ ηειεπηαίσλ εηώλ γηα πιηθά πνπ δελ 

ζπκπεξηθέξνληαη ειαζηηθά, ζε αληίζεζε κε ηα παξαδνζηαθά κεηαιιηθά πιηθά, έρεη νδεγήζεη 

ζηελ απαίηεζε γλώζεο ησλ ημσδνειαζηηθώλ ζηεξεώλ ζσκάησλ. Σέηνηνπ ηύπνπ πιηθά είλαη ηα 

πνιπκεξή, ηα ζπλζεηηθά ειαζηνκεξή, ηα ζύλζεηα πιηθά, κεηαιιηθά πιηθά πνπ ππόθεηληαη ζε 

πςειέο ζεξκνθξαζίεο, βηνϋιηθά θιπ.  

ηελ πξαγκαηηθόηεηα όια ηα πιηθά απνθιίλνπλ από ην λόκν ηνπ Ηννke γηα παξάδεηγκα, 

εκθαλίδνληαο ηόζν ειαζηηθή όζν θαη ημώδε ζπκπεξηθνξά. Η θαηαζηαηηθή εμίζσζε ησλ 

ημσδνειαζηηθώλ πιηθώλ πνπ ζπλδέεη ηελ εθαξκνδόκελε ηάζε κε ηελ παξακόξθσζε, 

εμαξηάηαη από ην ρξόλν. 

Καζώο ινηπόλ ην κεγαιύηεξν κέξνο ησλ θαηαζθεπώλ καο απνηειείηαη από απηά ηα πιηθά θαη 

δεδνκέλνπ όηη ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο αθόκε θαη ε κηθξόηεξε ημσδνειαζηηθή απόθξηζε 

κπνξεί λα έρεη ζεκαληηθό αληίθηππν, θξίλεηαη επηβεβιεκέλε ε αλαιπηηθή κειέηε ηεο 

ημσδνειαζηηθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ πιηθώλ.  

Ιζηνξηθά, ε ζεσξία ηεο ημσδνειαζηηθόηεηαο άξρηζε λα εμειίζζεηαη από ηνλ 19ν αηώλα από 

θπζηθνύο όπσο ν Maxwell, ν Boltzmann θαη ν Κelvin, νη νπνίνη έθαλαλ πεηξάκαηα εξππζκνύ 

κε πιηθά όπσο ην γπαιί θαη δηάθνξα κέηαιια. Πξαγκαηηθή αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο, όκσο, 

έγηλε ζηα ηέιε ηνπ 20
νύ

 αηώλα όπνπ ε κειέηε ηεο θαηέζηε αλαγθαία δεδνκέλνπ ηεο επξείαο 

ρξήζεο ζπλζεηηθώλ πνιπκεξώλ ζηε βηνκεραλία. [1] 
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1 Διζαγυγή   

Σν απιό πείξακα ηνπ εθειθπζκνύ απνηειεί ηνλ βαζηθό ηξόπν ειέγρνπ ηεο ζρέζεο ηάζεσλ- 

παξακνξθώζεσλ γηα όια ηα πιηθά. Η κεγάιε πνηθηιία ηεο κεραληθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ 

πιηθώλ, ιόγσ δηαθνξώλ ζηελ κηθξνδνκή θαη ιόγσ ηεο επίδξαζεο παξαγόλησλ όπσο 

ζεξκνθξαζία, ρξόλνο, ξπζκόο θόξηηζεο, θαζώο θαη νη αλάγθεο ηνπ ζρεδηαζκνύ ησλ 

θαηαζθεπώλ απν δηαθόξνπο ηύπνπο πιηθώλ, ζε ζπλδπαζκό κε ηελ αδπλακία πεξηγξαθήο 

όισλ κε εληαίν θαηαζηαηηθό λόκν, 

νδεγεί ζηελ αλάγθε δεκηνπξγίαο πξνηύπσλ, πνπ πξνζεγγίδνπλ θαηά ην δπλαηό ηελ 

πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πιηθώλ.             

Σα πξόηππα απηά αληηζηνηρνύλ ζε κνλναμνληθό πείξακα εθειθπζκνύ, ''κηθξνύ'' ξπζκνύ 

θόξηηζεο θαη ζε κέηξηα ζεξκνθξαζία.  

Σα επόκελα ζρήκαηα παξνπζηάδνπλ δηαδνρηθά ηα εμηδαληθεπκέλα δηαγξάκκαηα ηάζεσλ-

παξακνξθώζεσλ:  

 

ρήκα 1.1:  Σέιεην ζηεξεό 

 

ρήκα 1.2:  Γξακκηθό ειαζηηθό 
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ρήκα 1.3: ηεξεό, ηέιεην πιαζηηθό 

 

 

ρήκα 1.4: Γξακκηθό-ειαζηηθό, ηέιεην πιαζηηθό 

Γε ραξαθηεξίδνληαη όκσο όια ηα πιηθά από απηό ην γξακκηθό ηκήκα ηεο θακπύιεο ηάζεσλ- 

παξακνξθώζεσλ. Σππηθό παξάδεηγκα απνηεινύλ ηα ειαζηνκεξή, ησλ νπνίσλ αληίζηνηρν 

δηάγξακκα θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.5. Όηαλ ην ειαζηνκεξέο απνθνξηίδεηαη, επηζηξέθεη ζηελ 

αξρηθή ηνπ γεσκεηξία, αθνινπζώληαο ηελ αξρηθή θακπύιε θόξηηζεο. ηελ πεξίπησζε απηή 

ηα πιηθά ζπκπεξηθέξνληαη σο ηέιεηα ειαζηηθά. Δάλ έλα πιηθό ζηελ απνθόξηηζε επηζηξέθεη 

ζηελ αξρηθή ηνπ γεσκεηξία αθνινπζώληαο δηαθνξεηηθή πνξεία (ζρ. 1.6) ιέγεηαη αλειαζηηθό. 

ηηο πεξηπηώζεηο θαηά ηηο νπνίεο εάλ απνθνξηίζνπκε κε κεδεληζκό ηεο ηάζεο ππάξρεη 

παξακέλνπζα παξακόξθσζε, ην πιηθό ζπκπεξηθέξεηαη πιαζηηθά.                 
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ρήκα 1.5: Διαζηνκεξή 

 

 

ρήκα 1.6: Αλειαζηηθή ζπκπεξηθνξά 

ηε ζπλέρεηα ζα ζπκπεξηιεθζνύλ πην ζύλζεηεο κνξθέο κεραληθήο ζπκπεξηθνξάο πέξα από 

απηή ηεο ηδαληθήο ηνπ ηέιεηνπ ειαζηηθνύ θαη ηνπ ηέιεηνπ πιαζηηθνύ. Γηα ην ιόγν απηό ζα 

εηζάγνπκε κεραληθά πξόηππα (κνληέια), πξνθεηκέλνπ λα ηαμηλνκήζνπκε ηα πιηθά κε 

ζπζηεκαηηθό ηξόπν. Οη πξνϋπνζέζεηο γηα ηελ ηαμηλόκεζε είλαη:  

• ε απιή κνλνδηάζηαηε θόξηηζε κε εθειθπζηηθό θνξηίν ζηνλ άμνλα z (ζzz > 0, εzz > 0).  

• ε θόξηηζε δελ είλαη θαη’ αλάγθε ζηαηηθή, αιιά κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ρξνληθά  

• ε ζεξκνθξαζία επεξεάδεη ηηο κεραληθέο απνθξίζεηο  

• ν ρξόλνο απνηειεί νξγαληθό παξάγνληα ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπο  [1,2] 
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2 Μησανικά Μονηέλα 

Η ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ πιηθώλ απαηηεί λα δηαηππσζνύλ νη 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο πνπ ζπλδένπλ ηηο ηάζεηο κε ηηο παξακνξθώζεηο, ώζηε λα 

ζπλππνινγηζηεί θαη ε εμάξηεζε  ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπο από ην ρξόλν. Παξά ηελ πνηθηιία ηεο 

ζπκπεξηθνξάο, ηα κνληέια θαηαζθεπάδνληαη κε ηνλ ζπλδπαζκό δύν απινύζηεξσλ κνληέισλ 

πνπ ραξαθηεξίδνληαη σο δνκηθά, ηνπ ειαηεξίνπ θαη ηνπ απνζβεζηήξα, ηα νπνία θαη ζα 

παξνπζηαζηνύλ αλαιπηηθά θαη ζα πξνρσξήζνπκε ζηα παξάγσγά ηνπο. [1,2] 

2.1 Δλαηήπιο  

Σν κνληέιν ηνπ ειαηεξίνπ (ζρ.1.7.Α ) ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πεξηγξάςεη ηελ ειαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ησλ πιηθώλ. Τιηθά πνπ όπσο έρεη αλαθεξζεί κεηά ηελ απνθόξηηζε ηνπο            

επαλέξρνληαη ζηελ αξρηθή ηνπο γεσκεηξία αθνινπζώληαο ηελ ίδηα θακπύιε. Μαζεκαηηθά 

εθθξάδεηαη από ηε ζρέζε ηνπ λόκνπ ηνπ Hooke:  

ζ= Δε
  

όπνπ Δ ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο.  

Δάλ από ην απιό πείξακα ηνπ εθειθπζκνύ πξνθύςεη όηη ην πιηθό δηέπεηαη από ην λόκν ηνπ 

Hooke: 
ζ= Δε

, ηόηε ην πιηθό είλαη γξακκηθό ειαζηηθό, ελώ ζηελ πεξίπησζε πνπ 
ζ≠ Δε

, 

θαιείηαη κε-γξακκηθό ειαζηηθό (βιέπε ζρ.1.7.Β)  [1,2] 

 

ρήκα 1.7: Διαζηηθά κνληέια: Α) Γξακκηθό ειαζηηθό Hookean  B) κε- γξακκηθό ειαζηηθό 

hencky Γ) Γηαγξάκκαηα    
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2.2 Αποζβεζηήπαρ  

Όηαλ θαηά ηε κνλναμνληθή θόξηηζε εκθαλίδεηαη εμάξηεζε ηνπ ξπζκνύ ηεο παξακόξθσζεο 

από ηελ επηβαιιόκελε ηάζε ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 
ζ= η ε̇

 

ην πιηθό νλνκάδεηαη ημώδεο θαη έρεη αλάινγε ζπκπεξηθνξά κε ηα πγξά θαη ην γξαθηθό 

κνληέιν ηνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.8.Α  

Η παξακόξθσζε ζηελ πεξίπησζε απηή δελ απνκαθξύλεηαη ηαπηόρξνλα κε ηελ αθαίξεζε ηνπ 

θνξηίνπ, εθόζνλ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ. ε ηδαληθό πιηθό όπνπ ηζρύεη 
ε̇=

ζ

η  όπνπ ε 

είλαη ν ζπληειεζηήο εθειθπζηηθνύ ημώδνπο, έρνπκε Νεπηώλεηα ή γξακκηθή ημώδε 

ζπκπεξηθνξά. Αληίζηνηρα εάλ 
ε̇≠

ζ

η  , έρνπκε κε-Νεπηώλεηα ή κε-γξακκηθή ημώδε 

ζπκπεξηθνξά (πιηθό Stokes) (Βιέπε ζρ.1.8.Β).  [1,2] 

 

ρήκα 1.8: Ιμώδε κνληέια: Α) Ιμώδεο Newtonian  B )Με- γξακκηθό ημώδεο Stokes  Γ) 

Γηαγξάκκαηα 
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3 Γπαμμική Ιξυδοελαζηικόηηηα  

3.1 Δππςζμόρ  

Γηα ηελ εηζαγσγή ζηε γξακκηθή ημσδνειαζηηθόηεηα εμεηάδεηαη ην απιό πείξακα ηνπ 

εξππζκνύ, δειαδή ε κεηαβνιή ηεο παξακόξθσζεο ιόγσ εξππζκνύ, ζε ζπλάξηεζε κε ην 

ρξόλν όπνπ παξαηεξνύληαη νη ραξαθηεξηζηηθέο πεξηνρέο ηνπ παξαθάησ δηαγξάκκαηνο:                                                                         

1.Αξρηθή ειαζηηθή απόθξηζε. Με ηελ αθαξηαία επηβνιή θνξηίνπ πξνθαιείηαη αθαξηαία 

ειαζηηθή παξακόξθσζε εe 

2. Πξσηνγελήο εξππζκόο. Δίλαη ε πεξηνρή πνπ παξαηεξείηαη κία ζπλερή κείσζε ηεο 

ηαρύηεηαο παξακόξθσζεο  

3. Γεπηεξνγελήο εξππζκόο. Η ηαρύηεηα εξππζκνύ είλαη ζρεδόλ ζηαζεξή. Η πεξηνρή απηή 

είλαη θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο γηα ηε ζπλνιηθή θακπύιε εξππζκνύ  

4. Σξηηνγελήο εξππζκόο. ηελ πεξηνρή απηή ε ηαρύηεηα απμάλεηαη κέρξη ηελ αζηνρία ηνπ 

πιηθνύ ιόγσ εξππζκνύ. Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ε ζπλνιηθή παξακόξθσζε είλαη: 

ε( t)= εe+ ε p+ εc(t)   

 

ρήκα 1.9: Κακπύιε εξππζκνύ 

 

κε εp κέξνο ηεο αθαξηαίαο παξακόξθσζεο θαη εθθξάδεη ηελ πιαζηηθή παξακόξθσζε όηαλ ε 

επηβαιιόκελε ηάζε ππεξβαίλεη ηελ ηάζε δηαξξνήο ηνπ πιηθνύ θαη εc(t) ηε ζπλνιηθή 

παξακόξθσζε ιόγσ εξππζκνύ ζε ρξόλν t.  [1-4] 
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4 Απλά ιξυδοελαζηικά ππόηςπα ζε μία διάζηαζη 

 

Πξνεγνπκέλσο έγηλε αλαθνξά ζηα βαζηθά κεραληθά κνληέια ηνπ ειαηεξίνπ θαη ηνπ 

απνζβεζηήξα. Γηα λα γίλνπλ θαηαλνεηά ηα ημσδνειαζηθά πξόηππα ζα πξέπεη λα 

ζπγθξαηήζνπκε ηηο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ηνπ ειαηεξίνπ θαη ηνπ απνζβεζηήξα.                                                                                                                                                      

Γηα ην ειαηήξην ην λόκν ηνπ Ηooke:  

ε=
ζ

Δ  

Γηα ηνλ απνζβεζηήξα:  

ζ= η ε̇
 

Γηα ηελ πξνηππνπνίεζε ηεο ημσδνειαζηηθήο ζπκπεξηθνξάο θαη ηελ δηαηύπσζε ησλ ζρέζεσλ 

κεηαμύ ηάζεσλ θαη παξακνξθώζεσλ, ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλδπαζκνί ησλ παξαπάλσ 

πξνηύπσλ, πνπ νδεγνύλ ζε ζπγθεθξηκέλε ημσδνειαζηηθή απόθξηζε. [1-4] 

4.1 ηοισείο Maxwell  

 

Σν (γξακκηθό) ζηνηρείν Maxwell απνηειείηαη από ηε, ζε ζεηξά, ζύλδεζε ελόο γξακκηθνύ 

ειαηεξίνπ θαη ελόο ημώδνπο απνξξνθεηήξα (Νεπηώλεηνπ ζηνηρείνπ). Σν κεραληθό ηνπ 

κνληέιν θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα 1.10.  

 

ρήκα 1.10: ηνηρείν Maxwell 

Η ελ ζεηξά ζύλδεζε πξνϋπνζέηεη όηη:  
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ζ= ζD= ζ s    (1.1) 

ε= εD+ ε s   (1.2) 

Με ηνπο δείθηεο s θαη D λα ζεκαίλνπλ ειαηήξην θαη dashpot αληίζηνηρα γηα ηα νπνία ηζρύεη:  

ζ s= εs E
γηα ην ειαηήξην  (1.3)  θαη  

ε̇D=
ζ D

η   γηα ηνλ απνξξνθεηήξα (1.4)                                                                       

Παξαγσγίδνληαο ηελ (1.2) σο πξνο ην ρξόλν έρνπκε: 
ε̇= ε̇ s+ ε̇D                                                

(1.5)  

Όπνπ θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ (1.5) ηελ (1.6) πξνθύπηεη ε θαηαζηαηηθή εμίζσζε γηα ην 

ζηνηρείν Maxwell: 

 

ε̇=
ζ̇ s

Δ
+
ζ D

η                                                                                                            (1.6)  

Σν δηάγξακκα εξππζκνύ γηα ην ζηνηρείν Maxwell δίλεηαη ζην ζρήκα 1.11  [1-4] 

 

ρήκα 1.11: Κακπύιε εξππζκνύ γηα ην ζηνηρείν Maxwell 

4.2 ηοισείο Kelvin  

 

Σν ζηνηρείν Kelvin απνηειείηαη από έλα ειαηήξην θαη από έλαλ ημώδε απνζβεζηήξα 

παξάιιεια κεηαμύ ηνπο ζπλδεδεκέλα. Σν κεραληθό ηνπ κνληέιν θαίλεηαη ζην παξαθάησ 

ζρήκα 1.12.   
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                                                 ρήκα 1.12: ηνηρείν Κelvin 

ην κνληέιν ηνπ Kelvin ε παξάιιειε ζύλδεζε ησλ ζηνηρείσλ καο δίλεη:                                                                              

ε= ε s= εD (1.7) 

ζ= ζ s+ ζD  (1.8) 

Καη από ηηο εμηζώζεηο (1.3),(1.4) πξνθύπηεη:  

ζ= ε s E+ η ε̇D  (1.9)  

απ’ όπνπ πξνθύπηεη θαη ε θαηαζηαηηθή εμίζσζε γηα ην ζηνηρείν Kelvin: 
ζ= εΔ+ η ε̇ ⇒

ζ= εΔ+ η (
ζ̇ s

Δ
+
ζ D

η
)

  (1.10)  

Η θακπύιε εξππζκνύ ηνπ ζηνηρείνπ Kelvin δίλεηαη ζην επόκελν δηάγξακκα:  

 

                                ρήκα 1.13: Κακπύιε εξππζκνύ ζηνηρείνπ Κelvin 
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5 Πείπαμα Δππςζμού  

Απνηειεί ηελ πιένλ δηαδεδνκέλε δηαδηθαζία εθειθπζηηθήο θόξηηζεο. Πεξηιακβάλεη ηελ 

αθαξηαία επηβνιή ηάζεο ζ0 ηελ ρξνληθή ζηηγκή t=0 ε νπνία κπνξεί λα γξαθηεί ζα ζπλάξηεζε 

ηνπ ρξόλνπ κε ηε βνήζεηα ηεο ζπλάξηεζεο βήκαηνο u(t) :  
ζ ( t)= ζ0 u( t)

 (1.11) 

Γηα ην ζηνηρείν Maxwell, αληηθαζηζηνύκε ηε ζρέζε (1.11) ζηε ζρέζε (1.5) θαη γίλεηαη:  

ε̇=
ζ0

Δ
(
du( t)

dt
)+

ζ 0

η
u (t)

 ⇒ 

ε̇=
ζ0

Δ
δ(t)+

ζ0

η
u (t)

 (1.12)  όπνπ δ(t) ε ζπλάξηεζε δέιηα.                                                                             

Oινθιεξώλνληαο ηε ζρέζε (1.12) κε όξηα t = 0
−
 θαη ε(0

−
) = 0 έρνπκε:  

ε (t)= ζ0(
1

Δ
+

t

η
)u( t)

 (1.13) 

Από ην ζρήκα ηεο θακπύιεο εξππζκνύ γηα ην ζηνηρείν Maxwell θαίλεηαη όηη ηε ρξνληθή 

ζηηγκή t = 0 ην ζηνηρείν ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ ειαζηηθό ζηεξεό κε παξακόξθσζε ίζε κε ζ0/E 

θαη πξνζεγγίδεη ηε ζπκπεξηθνξά ημώδνπο πγξνύ θαζώο t → ∞ . Δθαξκόδνληαο ην πείξακα 

ηνπ εξππζκνύ ζε έλα ζηνηρείν Kelvin πξνθύπηεη κηα δηαθνξηθή, κε-νκνγελήο γξακκηθή 

εμίζσζε 

 

ε̇+
Δ

η
ε=

ζ0

η
u (t)

 ε νπνία ιύλεηαη εύθνια εάλ γξαθεί σο εμήο:  

e
− (

E

η
) t

(
d (ε e

(
E
η

) t

)

dt
)=

ζ 0

η
u (t)

 ⇒ 
d (ε e

(
Δ

η
)t

)=
ζ0

η
e

(
Δ

η
)t

u (t)dt
                                         (1.14)  

αληίζηνηρα νινθιεξώλνληαο πξνθύπηεη: 
ε (t)=

ζ 0

Δ
(1− e

− (
Δ

η
)t

)u (t)
                               (1.15) 

ην δηάγξακκα θακπύιεο εξππζκνύ γηα ην ζηνηρείν Kelvin θαίλεηαη ε ζρέζε (1.15) γηα ηελ 

νπνία ηζρύεη επίζεο ε(0) = 0. Δπίζεο, θαζώο t → ∞ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ ηείλεη λα 

πξνζνκνηάζεη ηε ζπκπεξηθνξά ελόο γξακκηθνύ ειαζηηθνύ ζηεξενύ. Ο ιόγνο 

η

Δ  ηεο 

εμίζσζεο έρεη δηαζηάζεηο ρξόλνπ. Η πνζόηεηα απηή ζεσξείηαη ζηαζεξά ηνπ πιηθνύ θαη 

ιέγεηαη ρξόλνο θαζπζηέξεζεο θαη ζα ζπκβνιίδεηαη σο tε .  [1-4] 
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6 Πείπαμα Υαλάπυζηρ  

ηε δηαδηθαζία ηεο ραιάξσζεο επηβάιιεηαη αθαξηαία κία παξακόξθσζε ε0 ηε ρξνληθή 

ζηηγκή      t = 0  ε νπνία παξακέλεη ζηαζεξή θαη κπνξεί λα γξαθεί ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ 

σο εμήο: 
ε (t)= ε0 u( t)

                                                                                       (1.16) 

Δθαξκόδνληαο ζην ζηνηρείν Maxwell θαη ζηελ θαηαζηαηηθή ηνπ εμίζσζε (1.6) έρνπκε: 

 
ε 0(

du(t )

dt
)=

ζ̇

Δ
+
ζ

η ⇒ 
ζ̇=

Δ

η
ζ= ε0 Δ δ(t )

⇒ 
d (ζ e

(
E
η

)t

)= ε0 Δe
(

E
η

)t

δ(t)dt
⇒   

ζ ( t)= ε0 Δe
− (

Δ
η

)t

u(t )
                                                                                                  (1.17)                                                                                               

H εμίζσζε απεηθνλίδεηαη ζην επόκελν δηάγξακκα όπνπ πξνθύπηεη όηη θαζώο t → ∞ ε ηάζε 

από αξρηθή ηηκή ε0E ηείλεη ζην κεδέλ. Ο ιόγνο 

η

Δ  ιέγεηαη ρξόλνο ραιάξσζεο θαη απνηειεί 

ζηαζεξά ηνπ πιηθνύ.  

 

ρήκα 1.14: Κακπύιε ραιάξσζεο ζηνηρείνπ Maxwell 

 

Δθαξκόδνληαο αληίζηνηρα γηα ην ζηνηρείν Kelvin πξνθύπηεη: 
ζ= ε 0(ηδ( t)+ E u (t))

             

(1.18) 

Η αύμεζε ηεο παξακόξθσζεο θαηά έλα βήκα ε0 νδεγεί ζε κία αθαξηαία αύμεζε ηεο ηάζεο 

πνπ πεξηγξάθεηαη κε κία ζπλάξηεζε δέιηα θαη ζηε ζπλέρεηα αθνινπζείηαη από κία ζηαζεξή 

ηηκή ηάζεο. Η αλνξζόδνμε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζηνηρείνπ Kelvin ζην πείξακα ραιάξσζεο καο 

νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη ηα πξόηππα απηά απνηεινύλ εμηδαληθεύζεηο κίαο πνιύπινθεο 

ζπκπεξηθνξάο θαη δελ είλαη δπλαηόλ λα πεξηγξάςνπλ ηελ καθξνζθνπηθή ζπκπεξηθνξά ησλ 

πξαγκαηηθώλ πιηθώλ. Γηα ην ιόγν απηό απαηηείηαη ε ρξήζε πην ζπλζεηώλ κνληέισλ. [1-4] 
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7 Μέηπο Ένδοζηρ και Μέηπο Υαλάπυζηρ  

Από ηηο εμηζώζεηο (1.13) θαη (1.15) πνπ απνηεινύλ ιύζεηο γηα ην πείξακα ηνπ εξππζκνύ ζηα 

πξόηππα Maxwell θαη Kelvin παξαηεξνύκε όηη ε εμάξηεζε ηεο παξακόξθσζεο από ην ρξόλν 

κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 
ε (t)= ζ0 J ( t)u(t )

(1.19)  όπνπ J(t) είλαη κηα ραξαθηεξηζηηθή 

ζπλάξηεζε ηνπ πιηθνύ θαη ιέγεηαη ζπλάξηεζε ηνπ κέηξνπ έλδνζεο.  

Σν κέηξν έλδνζεο γηα ηα κνληέια Maxwell θαη Kelvin αληίζηνηρα είλαη:                                                                                                                                                   

J (t)= (
1

E
+

t

η
)

                                                                           (1.20) 

J (t)=
1

E
(1− e

− (
E

η
)t

)
                                                                   (1.21) 

Με αλάινγν ηξόπν κπνξνύκε γηα ην πείξακα ραιάξσζεο λα γξάςνπκε γηα ηε κεηαβνιή ηεο 

ηάζεο σο πξνο ην ρξόλν: 
ζ ( t)= ε0Υ (t)u (t)

 (1.22) όπνπ Y (t) νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ηνπ 

κέηξνπ ραιάξσζεο θαη έρεη δηαζηάζεηο κέηξνπ. Έηζη από ηελ ζρέζε (1.17) πξνθύπηεη όηη ην 

κέηξν ραιάξσζεο γηα ην ζηνηρείν Maxwell είλαη: Y ( t)= E e
− (

E
η

)t

                          (1.23) 

Γηα γξακκηθό ειαζηηθό πιηθό όπνπ ε επίδξαζε ηνπ ρξόλνπ είλαη κεδεληθή ηζρύνπλ νη θάησζη 

αλαινγίεο:  

J (t)→
1

E ,
Y ( t)→E

                                             (1.24)  όπνπ Δ ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο.  

Οη ζπλαξηήζεηο κέηξνπ έλδνζεο θαη ραιάξσζεο κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ θαη γηα πην 

ζύλζεηα κνληέια από απηά ηνπ Maxwell θαη Kelvin πνπ πξνθύπηνπλ από ην ζπλδπαζκό 

απηώλ ησλ δύν ζηνηρείσλ, κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε παξαπάλσ. [1-4] 
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8 ύνθεηα μονηέλα 

  

ε απηό ην ζεκείν παξνπζηάδνληαη ηα πην γλσζηά θη επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελα ζύλζεηα 

κνληέια ημσδνειαζηηθόηεηαο ζπλνδεπόκελα από ηηο θαηαζηαηηθέο ηνπο εμηζώζεηο ζε 

δηαθνξηθή κνξθή θαζώο θαη από ηηο ζπλαξηήζεηο ελδνηηθόηεηάο ηνπο ζηε κνλναμνληθή 

θαηαπόλεζε θαη ζηε δηάηκεζε (κε ιόγν Poisson λ=0.5):  

8.1 3-παπαμεηπικό μονηέλο 

 

                                                                                        

ΚΑΣΑΣΑΣΙΚΗ ΔΞΙΧΗ:  

1. 
ε= ε s2+ εD ⇒ 

ε̇= ˙ε s2+ ε̇D ⇒ 
ε̇ Δ2= ζ̇2+

ζ2

η  (ζηνηρείν Maxwell)                                             

2.   
ζ1= Δ1 ε ⇒ 

ζ̇1= Δ1 ε̇  (γξακκηθό ειαηήξην) 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο δύν ζρέζεηο καδί κε ηνλ όξν 

ε

η
Δ1

 παίξλνπκε 

  

ε̇ (Δ1+ Δ2)+
ε

η
Δ1= ζ̇1+ ζ̇2+

ζ 2

η
+
ζ 1

η  ⇒ 

ε̇ (Δ1+ Δ2)+
ε
η
Δ1=

ζ
η

+ ζ̇
  ⇒ 

ζ+ η ζ̇= Δ1 ε+ η (Δ1+ Δ2) ε̇  

ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΜΟΝΟΑΞΟΝΙΚΗ ΚΑΣΑΠΟΝΗΗ: 

Με κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε θαη κε πξάμεηο έρνπκε 
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(1+ ηs) ̄ζ (s)= (E1+ η (Δ1+ Δ2)s) ̄ε(s) ⇒ 
̄ε (s)=

1+ ηs

E1+ η (Δ1+ Δ2)s
̄ζ (s)

 θη επεηδή ζηνλ 

εξππζκό έρνπκε 
ζ ( t)= ζ0 u( t) ⇒ 

ζ̄ (s )=
ζ0

s   είλαη: 

̄ε(s)= (
1

E1 s+ η (Δ1+ Δ2)s
2
+

η

Δ1+ η (Δ1+ Δ2) s
)ζ 0

 

Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace από ηελ ηειεπηαία ζρέζε  πξνθύπηεη ηειηθά:  

ε (t)= [
1

E1

(1− e
− (

E 1

η (Δ 1+ Δ 2)
t )

)+
1

E1+ E2

e
− (

Δ 1

η( Δ1+ Δ2 )
t)

]ζ 0

 ⇒

J (t)=
1

E1

(1− e
− (

E 1

η (Δ 1+ Δ 2)
t )

)+
1

E1+ E2

e
− (

Δ 1

η(Δ1+ Δ2 )
t)

 

 

ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΓΙΑΣΜΗΗ (λ=0.5): 

 

Q̄
E
(s)

P̄
E
(s)

→E

   (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηελ ειαζηηθόηεηα) 

                                                                                

Q̄
G(s)

P̄
G

(s)
→2G

 (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηε δηάηκεζε) 

Πξνθύπηεη: P̄G(s)= 1+ η s  θαη  
Q̄

G
( s)=

2

3
[ E1+ η (Δ1+ Δ2) s ]

 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ κνληέινπ γηα δηάηκεζε: 
ζ xy+ η ˙ζ xy=

2

3
E1 ε xy+

2

3
η (Δ1+ Δ 2) ˙ε xy

 

Με κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζε απηήλ παίξλνπκε: 

ε̄ xy=
3

2
(

1

E1 s+ η (Δ1+ Δ 2) s
2
+

η

Δ1+ η (Δ1+ Δ2)s
)ζ0
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Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace έρνπκε: 

ε xy(t )=
3

2
[

1

E1

(1− e
− (

E1

η (Δ 1+ Δ 2)
t )

)+
1

E1+ E 2

e
− (

Δ 1

η (Δ1+ Δ 2)
t)

]ζ 0

, νπόηε ε δεηνύκελε ζπλάξηεζε 

είλαη ηειηθά: 

J
G
(t)=

3

2
[

1

E1

(1− e
− (

E 1

η (Δ1 + Δ 2)
t)

)+
1

E1+ E2

e
− (

Δ 1

η( Δ1+ Δ2 )
t)

]
 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

8.2 3-παπαμεηπικό ζηεπεό 

                                                                                        

ΚΑΣΑΣΑΣΙΚΗ ΔΞΙΧΗ: 

1. ζ= ζ s1= ζΚ   

2. ε= ε s1+ εΚ  

3. 
Dεs1=

Dζ s1

E1

→ε s1=
ζ s1

Δ1  (θαηαζηαηηθή εμίζσζε γηα ην ειαηήξην) 

4. ζΚ= ζ s2+ ζD ⇒ 
ζΚ= εΚ Δ2+ ηD εΚ ⇒ 

εΚ=
ζ Κ

Δ2+ ηD
 (ζηνηρείν Kelvin) 

ε= ε s1+ εΚ ⇒ 

ε=
ζ s1

E1

+
ζΚ

Δ2+ ηD ⇒ 

ε=
ζ

Δ1

+
ζ

Δ2+ ηD
⇒ 

ζ+
η

Δ1+ Δ2

ζ̇=
Δ1 Δ2

Δ1+ Δ2

ε+
Δ1η

Δ1+ Δ2

ε̇
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ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΜΟΝΟΑΞΟΝΙΚΗ ΚΑΣΑΠΟΝΗΗ: 

Mε κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε παίξλνπκε: 

(1+
ηs

E1+ Δ2

) ζ̄ (s)=
E1(Δ2+ ηs )

E1+ Δ2

̄ε(s)
 θη επεηδή ζηνλ εξππζκό έρνπκε 

ζ ( t)= ζ 0 u(t ) ⇒

̄ζ (s )=
ζ0

s  

πξνθύπηεη 
̄ε (s)= (

1

E1 s
+

1

(Δ2+ ηs )s
)ζ0

 

Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ ηειεπηαία ζρέζε πξνθύπηεη: 

ε (t)= [
1

E1

+
1

Δ 2

(1− e
− (

Δ 2

η
)t

)]ζ0

 ⇒ 
J (t)=

1

E1

+
1

Δ 2

(1− e
− (

Δ 2

η
)t

)
 

ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΓΙΑΣΜΗΗ (λ=0.5): 

Q̄
E
(s)

P̄
E
(s)

→E

  (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηελ ειαζηηθόηεηα) 

Q̄
G(s)

P̄
G

(s)
→2G

  (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηε δηάηκεζε) 

Πξνθύπηεη:  

P̄
G
(s)= 1+

Δ1

Δ2+ ηs
 ,  

Q̄
G
( s)=

2

3
E1

 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ κνληέινπ γηα δηάηκεζε: 
(1+

E1

η
e
− (

Δ 2

η
) t

)ζ xy=
2

3
E1 ε xy

   

ηνλ εξππζκό έρνπκε  
ζ ( t)= ζ 0 u(t ) ⇒  

̄ζ (s )=
ζ0

s , νπόηε πξνθύπηεη  

                                                                                  

ε̄ xy=
3

2

1+
E1

Δ2+ ηs

E1 s
ζ0

, όπνπ κε αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace παίξλνπκε ηειηθά: 

ε xy(t )=
3

2 E1

(1+
E1

Δ2

(1− e
− (

Δ 2

η
)t

))ζ0

 ⇒  
J

G
(t)=

3

2 E1

(1+
E1

Δ2

(1− e
− (

Δ2

η
)t

))
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8.3 3-παπαμεηπικό ςγπό                                                                   

 

 

ΚΑΣΑΣΑΣΙΚΗ ΔΞΙΧΗ: 

 

 ζ= ζD1= ζΚ  

 ε= εD1+ εΚ  

 

 
DεD1=

ζD1

η1

→εD1=
ζD1

ηD1   (θαηαζηαηηθή εμίζσζε γηα ηνλ απνζβεζηήξα) 

 ζΚ= ζ s1+ ζD2 ⇒ 

εΚ=
ζ Κ

E1+ η2 D
  (ζηνηρείν Kelvin) 

                                                                      

ε= εD1+ εΚ ⇒ 

ε=
ζD1

ηD1

+
ζ Κ

Δ1+ η2 D
 ⇒ 

ε=
ζ

ηD1

+
ζ

Δ1+ η2 D
 ⇒ 

ζ+
η2+ η1

Δ1

ζ̇= η1 ε̇+
η1η2

Δ1

ε̈
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ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΜΟΝΟΑΞΟΝΙΚΗ ΚΑΣΑΠΟΝΗΗ: 

Με κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε παίξλνπκε 

(Δ1+ (η2+ η1)s) ̄ζ (s)= (Δ1+ η2 s)η1 s ̄ε(s)
 θη επεηδή ζηνλ εξππζκό έρνπκε 

ζ ( t)= ζ 0 u(t )
 

⇒
̄ζ (s )=

ζ0

s  πξνθύπηεη  

̄ε (s)= (
Δ1

Δ1η1 s
2+ η1η2 s

3
+

η2+ η1

Δ1η1 s+ η2η1 s
2
)ζ 0

 

Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace από ηελ ηειεπηαία ζρέζε παίξλνπκε 

ε (t)= [
t

η1

+
η2

Δ1η1

(e
− (

Δ1

η2

) t

− 1)+
η1+ η2

Δ1η2

(1− e
− (

Δ 1

η2

)t

)]ζ0

 ⇒ 

J (t)=
t

η1

+
η2

Δ1η1

(e
− (

Δ1

η2

)t

− 1)+
η1+ η2

Δ1η2

(1− e
− (

Δ 1

η2

)t

)
 

 

ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΓΙΑΣΜΗΗ (λ=0.5): 

Q̄
E
(s)

P̄
E
(s)

→E

  (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηελ ειαζηηθόηεηα) 

Q̄
G(s)

P̄
G

(s)
→2G

  (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηε δηάηκεζε) 

Πξνθύπηεη:  

P̄
G
(s)= 1+

(η1+ η2) s

E1  ,  

Q̄
G
( s)=

2

3
(η1 s+

η1η2

Δ1

s
2
)

 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ κνληέινπ γηα δηάηκεζε: 

ζ xy+
η1+ η2

Δ1

˙ζ xy=
2

3
η1 ˙ε xy+

2

3

η1η2

Δ1

¨ε xy

 

ηνλ εξππζκό έρνπκε 
ζ ( t)= ζ 0 u(t ) ⇒  

̄ζ (s )=
ζ0

s
  νπόηε πξνθύπηεη 

ε̄ xy=
3Ε1+ 3(η1+ η2)s

2Ε1η1 s
2+ 2η1η2 s

3
ζ0

 , όπνπ κε αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace παίξλνπκε 

ηειηθά: 

ε xy(t )= [
3t

2η1

+
3η2

2Ε1η1

(e
− (

Δ 1

η2

)t

− 1)+
3(η1+ η2)

2Ε1η1

(1− e
− (

Δ1

η2

) t

)]ζ 0

 ⇒
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J
G
(t)=

3t

2η1

+
3η2

2Ε1η1

(e
− (

Δ1

η2

) t

− 1)+
3(η1+ η2)

2Ε1η1

(1− e
− (

Δ 1

η2

)t

)
⇒ 

J
G
(t)=

3t

2η1

−
3

2 E1

(e
− (

E1

η2

) t

− 1)
 

                                                                                                                  

8.4 4-παπαμεηπικό μονηέλο (Burgers)   

 

ΚΑΣΑΣΑΣΙΚΗ ΔΞΙΧΗ:  

1. ζ= ζΜ= ζΚ  

2. ε= εΜ+ εΚ  

3. 

DεΜ=
DζΜ

Δ1

+
ζΜ

η1

→εΜ=
ζΜ

Δ1

+
ζΜ

ηD1   (ζηνηρείν Maxwell) 

4. ζΚ= ζ s+ ζα  ⇒ 

εΚ=
ζΚ

Δ2+ η2 D
 (ζηνηρείν Kelvin) 

                                                                            

ε= εΜ+ εΚ ⇒ 

ε=
ζΜ

Δ1

+
ζΜ

ηD1

+
ζ Κ

Δ 2+ η2 D
 ⇒ 

ε=
ζ

Δ1

+
ζ

ηD1

+
ζ

Δ2+ η2 D
 ⇒ 

 

ζ+ (
η1

Δ1

+
η2

Δ 2

+
η1

Δ2

) ζ̇+
η1η2

Δ1 Δ2

ζ̈= η1 ε̇+
η1η2

Δ 2

ε̈
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ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΜΟΝΟΑΞΟΝΙΚΗ ΚΑΣΑΠΟΝΗΗ: 

Με κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε παίξλνπκε 

[1+ (
η1

Δ1

+
η2

Δ2

+
η1

Δ2

) s+
η1η2

Δ1 Δ2

s
2] ̄ζ (s)= (η1 s+

η1η2 s
2

Δ2

) ̄ε (s )

  θη επεηδή ζηνλ εξππζκό 

έρνπκε 

 
ζ ( t)= ζ 0 u(t )

 ⇒
̄ζ (s )=

ζ0

s   πξνθύπηεη 

                                                                                 

̄ε (s)=

(1+ (
η1

Δ1

+
η2

Δ 2

+
η1

Δ2

) s+
η1η2

Δ1 Δ2

s
2
)E2

η1Δ 2 s
2
+ η1η2 s

3
ζ0

 

Με αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace από ηελ ηειεπηαία ζρέζε παίξλνπκε: 

ε (t)= [
t

η1

+
η2

η1 Δ2

(e
− (

Δ 2

η1

)t

− 1)+ (
1

E1

+
η2

η1 Δ2

+
1

Δ2

)(1− e
− (

Δ2

η2

)t

)+
1

Δ1

e
− (

Δ2

η2

)t

]ζ0

  ⇒ 

J (t)=
t

η1

+
η2

η1 Δ2

(e
− (

Δ 2

η1

)t

− 1)+ (
1

E1

+
η2

η1 Δ2

+
1

Δ2

)(1− e
− (

Δ2

η2

)t

)+
1

Δ1

e
− (

Δ2

η2

)t

 

ΤΝΑΡΣΗΗ ΔΝΓΟΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΗ ΓΙΑΣΜΗΗ (λ=0.5): 

Q̄
E
(s)

P̄
E
(s)

→E

  (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηελ ειαζηηθόηεηα) 

Q̄
G(s)

P̄
G

(s)
→2G

 (Αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηε δηάηκεζε) 

Πξνθύπηεη: 

P̄
G
(s)= 1+ (

η1

Δ1

+
η2

Δ2

+
η1

Δ2

)s+
η1η2

Δ1Δ2

s
2

 ,  

Q̄
G
( s)=

2

3
(η1 s+

η1η2

Δ2

s
2
)

 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ κνληέινπ γηα δηάηκεζε:  

ζ xy+ (
η1

Δ1

+
η2

Δ2

+
η1

Δ2

) ˙ζ xy+
η1η2

Δ1Δ2

¨ζ xy=
2

3
η1 ˙ε xy+

2

3

η1η2

Δ2

¨ε xy
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ηνλ εξππζκό έρνπκε 
ζ ( t)= ζ 0 u(t ) ⇒  

̄ζ (s )=
ζ0

s   νπόηε πξνθύπηεη 

ε̄ xy=
3

2

E1 E2+ (η1 Δ2+ η2 Δ1+ η1η2)s+ η1η2 s
2

η1Δ1 Δ2 s
2
+ η1η2 Δ1 s

3
ζ0

 , όπνπ κε αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό 

Laplace παίξλνπκε ηειηθά:  

ε xy(t )= [
3t

2η1

+
3η2

2η1Δ2

(e
− (

Δ 2

η2

)t

− 1)+
3(η1 Δ2+ η2Δ1+ η1Δ1)

2η1 Δ1Δ 2

(1− e
− (

Δ 2

η2

) t

)+
3

2 E1

e
− (

Δ 2

η2

)t

]ζ0

 

⇒ 

J
G
(t)=

3t

2η1

+
3η2

η1Δ 2

(e
− (

Δ2

η2

)t

− 1)+
3(η1 Δ2+ η2 Δ1+ η1 Δ1)

2η1Δ1 Δ2

(1− e
− (

Δ2

η2

) t

)+
3

2E1

e
− (

Δ 2

η2

)t
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9 Oλοκληπώμαηα Boltzmann   

Έζησ όηη ε εθαξκνδόκελε ηάζε είλαη ηεο κνξθήο: 
ζ ( t)= ζ0(u (t)− u( t− t1))                           

(1.25) 

όπνπ πεξηγξάθεηαη ε εθαξκνγή κηαο ζηαζεξήο ηάζεο ζ0  γηα t=0 θαη ε αθαίξεζε απηήο ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t1.  

Βαζηδόκελνη ζηελ αξρή ηεο ππέξζεζεο Boltzmann, ζύκθσλα κε ηελ νπνία ην απνηέιεζκα 

πνπ πξνθύπηεη από ην ζπλδπαζκό πνιιώλ αηηηώλ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ 

απνηειεζκάησλ πνπ πξνθύπηεη από θάζε έλα από απηά ηα αίηηα μερσξηζηά, θαηαιήγνπκε: 

ε (t)= ζ0(J (t)− J ( t− t1))   (1.26) 

ηε γεληθή πεξίπησζε ινηπόλ όπνπ εθαξκόδεηαη κηα ηπραία ηάζε ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ ζ(t) 

κε κεδεληθή ηηκή γηα t<0,  ζεσξνύκε όηη ε ηάζε γηα ην ρξνληθό δηάζηεκα από t-η έσο  

t-η+Γη  κπνξεί λα εθθξαζηεί από ηε ζρέζε:  

ζ ( t)= ζ (η )(u(t− η)− u(t− η+ Γη ))
   (1.27) όπνπ ε(η) ε ηηκή ηε ρξνληθή ζηηγκή t=η. 

Δπνκέλσο ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (1.26) ε κεηαβνιή ηεο παξακόξθσζεο ιόγσ ηνπ παικνύ ηεο 

ηάζεο πνπ εθαξκόζηεθε όπσο πεξηγξάθεθε από ηελ (1.27)  ζα είλαη κε βάζε ηελ αξρή 

Boltzmann:  

𝑑𝜀 𝑡 = 𝜎 𝜏 (𝐽 𝑡 − 𝜏 − 𝐽 𝑡 − 𝜏 + 𝛥𝜏 )             (1.28)  θη επεηδή ηζρύεη: 

𝑑𝐽(𝑡 − 𝜏)

𝑑𝜏
= lim

𝛥𝜏→0

𝐽 𝑡 − 𝜏 + 𝛥𝜏 − 𝐽(𝑡 − 𝜏)

𝛥𝜏
 

 ε (1.28) κπνξεί λα γξαθεί σο : 

𝑑𝜀 𝑡 = −𝜎(𝜏)
𝑑𝐽 (𝑡−𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏      (1.29) 

Απνζπλζέηνληαο ην ζύλνιν ηεο εθαξκνδόκελεο ηάζεο ζ(t) έσο ηε ρξνληθή ζηηγκή t, ζε 

ζηνηρεηώδεηο βεκαηηθέο ζπλαξηήζεηο, ε ζπλνιηθή παξακόξθσζε ηε ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή 

ζηηγκή ζα είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ησλ εθάζηνηε ζηνηρεησδώλ κεηαβνιώλ dε(t). ηελ νξηαθή 

πεξίπησζε όπνπ ην Γη είλαη πνιύ κηθξό ην άζξνηζκα απηό κεηαηξέπεηαη ζε νινθιήξσκα θη 

επνκέλσο ζα είλαη: 

ε (t)=−∫
0

t

ζ (η )
dJ (t− η)

dη
dη+ J (0)ζ ( t)

 (1.30)   
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όπνπ ν όξνο J(0)ζ(t)  πξνθύπηεη από ην γεγνλόο όηη ελώ κεηά ηελ αθαίξεζε θάζε παικνύ 

ηάζεο ή ζεηξάο παικώλ ε ηάζε είλαη κεδεληθή, ζηε γεληθή πεξίπησζε ηεο εθαξκνγήο κηαο 

ηπραίαο ηάζεο απηή δελ είλαη κεδέλ ηε ρξνληθή ζηηγκή t.  Δπνκέλσο,  ε ηειηθή αύμεζε ηεο 

παξακόξθσζεο από κεδέλ έσο  ζ(t)  ηζνύηαη κε ηνλ παξαπάλσ όξν θαζώο ε παξακόξθσζε 

δελ πξνιαβαίλεη λα ραιαξώζεη. Μεηά από ηελ εθηέιεζε ηεο παξαγνληηθήο νινθιήξσζεο ζηε 

ζρέζε (1.30) πξνθύπηεη ε ηειηθή κνξθή γηα ηελ παξακόξθσζε ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ:                                                                             

ε (t)= ∫
0

t

J (t− η)
dζ (t )

dη
dη

 (1.31) [5] 
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10 Καηαζηαηικέρ Δξιζώζειρ Συν Ιξυδοελαζηικών Μονηέλυν ε 

Ολοκληπυηική Μοπθή 

 

Με βάζε ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε θαη ηηο ηηκέο πνπ πξνέθπςαλ γηα ηα ζύλεζηα κνληέια 

ημσδνειαζηηθόηεηαο, έρνπκε: 

 

 3-παξακεηξηθό κνληέιν 

 

ε (t)= ∫
0

t

[
1

Δ1

(1− e
− [

Δ 1

η(Δ1+ Δ 2)
(t− η)]

)+
1

E1+ E2

e
− [

Δ 1

η (Δ 1+ Δ 2)
(t− η)]

] [− (
ζ (η )

η
)+

Δ1 ε(η)

η
+ (Δ1+ Δ2) ε̇(η)]dη

 

 3-παξακεηξηθό ζηεξεό 

 

ε (t)= ∫
0

t

[
1

E1

+
1

E2

(1− e
−

E2

η
(t− η )

)][− (
Δ1+ E2

η
)ζ (η )+

Δ1 E2

η
ε(η)+ E1 ε̇(η )]dη

 

 

 3-παξακεηξηθό πγξό 

 

ε (t)= ∫
0

t

[
t− η

η1

+ (
η2

Δ1η1

−
η1+ η2

Δ1η2

)(e
− (

Δ1

η2

(t− η ))

− 1)][− (
Δ1

η2+ η1

)ζ (η)+
η1 Δ1

η2+ η1

ε̇(η )+
η1η2

η1+ η2

ε̈(η)]dη
 

 

 4-παξακεηξηθό κνληέιν (Burgers) 

 

ε (t)=
1

η1 Δ2+ η2 Δ1+ η1 Δ1

∫
0

t

[
t− η

η1

+
η2

η1 Δ2

(e
−
Δ 2

η2

(t− η)

− 1)+ (
1

Δ1

+
η2

η1Δ2

+
1

Δ2

)(1− e
−
Δ2

η2

(t− η )

)+
1

Δ1

e
−
Δ 2

η2

(t− η)

]

 

(− E1 E2ζ (η )− η1η2ζ̈ (η )+ η1Δ1 Δ2 ε̇(η )+ η1η2 Δ1)dη  
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AΡΥΗ ΣΗ ΑΝΣΙΣΟΙΥΙΑ ΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΙΞΧΓΟΔΛΑΣΙΚΟΣΗΣΑ   

Θεσξνύκε έλα γξακκηθό ημσδνειαζηηθό θνξέα πνπ δέρεηαη εμσηεξηθά θνξηία. Ιζρύνπλ 

θαηαξρήλ   νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο θαη νη ζρέζεηο ζπκβηβαζκνύ ησλ παξακνξθώζεσλ, νη 

νπνίεο ζηε γεληθή κνξθή ηνπο είλαη: 

  
ζ ij , j+ Bi= 0

 (1.32)  

  
εij=

1

2
(ui , j+ u j ,i)

 (1.33) 

όπνπ  Βi   είλαη νη καδηθέο  δπλάκεηο πνπ αζθνύληαη ζε θάζε ζεκείν ηνπ ζηεξενύ. Η ηξίηε 

νκάδα εμηζώζεσλ είλαη νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο, νη νπνίεο ζηελ ημσδνειαζηηθόηεηα έρνπλ 

ηε κνξθή: 

P
k
ζ̄= Q

k
̄ε  (1.34α) 

PG sij= QG eij  (1.34β) 

Όπσο είδακε, νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ησλ κνληέισλ πνπ εμεηάζακε κπνξνύλ λα γξαθνύλ 

κε ζπλνπηηθό ηξόπν σο εμήο: P ζ=Q ε. 

Οη  P, Q είλαη γξακκηθνί δηαθνξηθνί ηειεζηέο θαη κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ηελ αθόινπζε 

γεληθή κνξθή: 

P=∑
j= 0

m

p j
∂

j

∂ t
j
=∑

j= 0

m

p j D
j

 (1.35α) 

Q=∑
j= 0

n

q j
∂

j

∂ t
j
=∑

j= 0

n

q j D
j

  (1.35β) 

όπνπ D
0   

ζεκαίλεη παξαγώγηζε κεδεληθήο ηάμεο θαη ηα p θαη q ζεσξνύληαη θαηαξρήλ 

ζηαζεξέο. πλήζσο ζέηνπκε p0 =1 ζηε ζρέζε (1.35α) δειαδή θαλνληθνπνηνύκε ηε δηαθνξηθή 

εμίζσζε δηαηξώληαο ηα κέιε ηεο κε ην ζπληειεζηή ηεο κεδεληθήο παξαγώγνπ ηάζεο. 

Οη εθζέηεο k, G ζηηο (1.34) δείρλνπλ ην είδνο ηεο θόξηηζεο δειαδή κεηαβνιή όγθνπ θαη 

δηάηκεζε αληίζηνηρα. 

Γηα λα επηιπζεί ην γεληθό πξόβιεκα ηεο ημσδνειαζηηθόηεηαο απαηηνύληαη επηπιένλ νη 

νξηαθέο ζπλζήθεο: 

ui= F i  (1.36α) 
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ζ ij ni= Gi  (1.36β) 

όπνπ Fi  είλαη γλσζηέο κεηαηνπίζεηο ζε ηκήκα S1  ηεο επηθάλεηαο ηνπ ζηεξενύ θαη Gi  είλαη 

γλσζηέο ζε άιιν ηκήκα S2 ηεο επηθάλεηαο. ηελ πεξίπησζε όκσο ηνπ ημσδνειαζηηθνύ 

ζώκαηνο, ιόγσ ηεο εμάξηεζήο ηνπ από ην ρξόλν ρξεηάδνληαη θαη αξρηθέο ζπλζήθεο. πλήζσο 

γίλεηαη ε παξαδνρή όηη ηα θνξηία εθαξκόδνληαη ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0, ζε θνξέα ν νπνίνο 

αξρηθά είλαη ειεύζεξνο ηάζεσλ θαη παξακνξθώζεσλ. Οπόηε ηε ρξνληθή ζηηγκή  t=0
-   

όιεο νη 

κεηαβιεηέο θαζώο θαη νη παξάγσγνη απηώλ σο πξνο ην ρξόλν ζα είλαη κεδέλ, δειαδή: 

ζ ij=
∂ ζ ij

∂ t
= 0

  γηα t=0
- 
   (1.37α) 

εij=
∂ εij

∂ t
= 0

  γηα t=0
-       

(1.37β) 

u ij=
∂ u i

∂ t
= 0

  γηα t=0
-        

(1.37γ) 

Oη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (1.32), (1.33), (1.34)  ηνπ πξνβιήκαηνο απνηεινύλ έλα ζύζηεκα 15 

εμηζώζεσλ κε αγλώζηνπο ηηο ηάζεηο (6 άγλσζηνη), παξακνξθώζεηο (6 άγλσζηνη) θαη 

κεηαηνπίζεηο  (3 άγλσζηνη). Γηα ηε ιύζε ησλ εμηζώζεσλ απηώλ απαηηείηαη θαη ε ηθαλνπνίεζε 

ησλ νξηαθώλ ζπλζεθώλ (1.36) θαη ησλ αξρηθώλ ζπλζεθώλ (1.37).  Η ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

απηνύ ζπλδέεηαη ζηελά κε ηε ιύζε αληίζηνηρνπ πξνβιήκαηνο γηα ειαζηηθό ζπλερέο κέζνλ 

πνπ δέρεηαη ηελ ίδηα θόξηηζε θαη ηζρύνπλ γη απηό νη ίδηεο νξηαθέο ζπλζήθεο. Απηή ε ζρέζε 

πνπ ζα παξνπζηαζηεί ζηε ζπλέρεηα είλαη γλσζηή σο αξρή ηεο αληηζηνηρίαο ζηε γξακκηθή 

ημσδνειαζηηθόηεηα. 

ηε ζπλέρεηα απηή ε ζρέζε αλαπηύζζεηαη κε ηε ρξήζε κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace. ην 

αληίζηνηρν ειαζηηθό πξόβιεκα νη ζρέζεηο (1.34) γξάθνληαη: 

̄ζ= 3Κ ̄ε   (1.38α)                                                                               

sij= 2Geij  (1.38β) 

                                                                                                                                                                                                                   

ηελ εθαξκνγή κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ρξεζηκνπνηνύκε σο θάησ όξην νινθιήξσζεο ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t=0
- 
, όπνπ νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη νκνγελείο. Με κεηαζρεκαηηζκό Laplace 

ησλ ζρέζεσλ (1.32), (1.33) παίξλνπκε: 

ζ̄ ij , j+ B̄i= 0
 (1.39α) 
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ε̄ij=
1

2
( ūi , j+ ū j , i)

 (1.39β) 

θαη νη νξηαθέο ζπλζήθεο (1.36) γίλνληαη: 

ūi= F̄ i   (1.40α) 

ζ̄ ij n j= Ḡi  (1.40β) 

                                                                                                                                                                  

Δλώ νη ζρέζεηο (1.34) γξάθνληαη: 

P̄
k ̄ζ̄= Q̄

k ̄̄ε  (1.41α) 

P̄
G

s̄ij= Q̄
G
ēij  (1.41β) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηεο ειαζηηθόηεηαο (1.37) γίλνληαη: 

̄̄ζ= 3k ̄̄ε   (1.42α) 

s̄ij= 2G ēij  (1.42β) 

 

πγθξίλνληαο ηηο ζρέζεηο (1.41) θαη (1.42) πξνθύπηεη ε εμήο αληηζηνηρία: 

3k→
Q̄

k
(s)

P̄
k
(s)

  (1.43α) 

2G →
Q̄

G (s)

P̄
G
(s )

 (1.43β) 

Παξαηεξνύκε όηη νη ειαζηηθέο ζηαζεξέο ζην ειαζηηθό πξόβιεκα αληηθαζίζηαληαη ζην 

ημσδνειαζηηθό πξόβιεκα κε ζπλαξηήζεηο ηεο κεηαβιεηήο s. Γειαδή ν κεηαζρεκαηηζκόο 

Laplace ηεο ημσδνειαζηηθήο ιύζεο πξνθύπηεη από ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο ειαζηηθήο 

ιύζεο ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (1.43). 
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Με αλάινγν ηξόπν, εάλ νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηεο ειαζηηθόηεηαο γξαθνύλ ζπλαξηήζεη ησλ  

ειαζηηθώλ ζηαζεξώλ Δ θαη λ, πξνθύπηεη ε αληηζηνηρία: 

Δ→
Q̄

E
(s)

P̄
E
(s)

  (1.44α) 

ν→
Q̄

ν
(s)

P̄
ν
(s)   (1.44β) 

Με γλσζηή ηελ ειαζηηθή ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο κπνξνύκε λα θηάζνπκε ζηε ιύζε ηνπ 

ημσδνειαζηηθνύ πξνβιήκαηνο σο εμήο: 

1. παίξλνπκε ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο ειαζηηθήο ιύζεο 

2. αληηθαζηζηνύκε ζηε κεηαζρεκαηηζκέλε ιύζε ηα κεγέζε Δ, λ από ηηο ζρέζεηο (1.44). 

Δλαιιαθηηθά εάλ αληί γηα ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηεο ημσδνειαζηηθόηεηαο 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηζνδύλακεο νινθιεξσηηθέο, ηζρύνπλ νη θάησζη αληηζηνηρίεο: 

                                                                                                                                                                                                                                    

3k→
1

s J̄
k
(s)

= s Ȳ
k
(s)

 (1.45α) 

2G→
1

s J̄
G
(s)

= sȲ
G
(s )

 (1.45β) 

 

3. θάλνπκε ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace θαη νδεγνύκαζηε ζηελ 

ημσδνειαζηηθή ιύζε 

 

Σα ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα πνπ καο απνθέξεη ε αξρή ηεο αληηζηνηρίαο είλαη ηα εμήο: 

1. Θεκειηώδε ζεσξήκαηα ηεο γξακκηθήο ειαζηηθόηεηαο ηζρύνπλ θαη ζηε γξακκηθή 

ημσδνειαζηηθόηεηα 

2. Μέζνδνη επίιπζεο πξνβιεκάησλ ζηελ ειαζηηθόηεηα κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

θαη ζηελ ημσδνειαζηηθόηεηα (π.ρ. Δλεξγεηαθέο κέζνδνη ζηα πιηθά) 

3. Οη πξνζεγγίζεηο πνπ γίλνληαη ζηελ ειαζηηθόηεηα ηζρύνπλ θαη ζηελ 

ημσδνειαζηηθόηεηα  [1-4] 
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11 Φαινόμενα Δππςζμού και Υαλάπυζηρ ζε Γιάθοπερ Καηαζκεςέρ 

 

Η αλάιπζε ησλ ηάζεσλ ζηνλ εξππζκό έρεη καθξά ηζηνξία ζηε κεραλνινγία θαζνδεγνύκελε 

από ηηο απαηηήζεηο γηα ζρεδηαζκό ζε πςειή ζεξκνθξαζία. Σα παξαδείγκαηα ζηνηρείσλ 

κεραλώλ πςειήο θόξηηζεο απνηεινύλ ηα ειαηήξηα θαηαζθεπαζκέλα από αηζάιη. Σα 

αηζάιηλα ειαηήξηα είλαη ηππηθά ζηνηρεία απνζήθεπζεο ελέξγεηαο ζηα πηζηόληα ησλ κεραλώλ, 

ζηνπο ζπκπιέθηεο θαη ζηα απηόκαηα θηβώηηα ηαρπηήησλ ησλ απηνθηλήησλ. Σν θσληθνύ 

δίζθνπ ειαηήξην, ην ειαηήξην Belleville, ή ε ξνδέια ειαηεξίνπ ή νη ξνδέιεο Belleville 

ρξεζηκνπνηνύληαη ηππηθά σο ειαηήξηα ή γηα ηελ εθαξκνγή κηαο αξρηθήο θόξηηζεο ή γηα ηελ 

ειαζηηθή πνηόηεηα ζε έλα βηδσκέλν αξκό ή ζε έλα έδξαλν. Όζνλ αθνξά ζηηο βαζηθέο 

ηδηόηεηεο ησλ ξνδέισλ  Belleville, απηέο πεξηιακβάλνπλ  πςειή δηάξθεηα δσήο ζηελ θόπσζε, 

θαιύηεξε αμηνπνίεζε ησλ θελώλ, ρακειή ηάζε εξππζκνύ, πςειή ηθαλόηεηα θόξηηζεο κε 

κηθξή εθηξνπή ηνπ ειαηεξίνπ. Σν θπζηθό θαηλόκελν κε ηα κεηαιιηθά ειαηήξηα είλαη όηη ζε 

ηάζε ρακειόηεξε από ηελ ηάζε ιπγηζκνύ ηνπ πιηθνύ, ιακβάλεη ρώξα κηα αξγή αλειαζηηθή 

παξακόξθσζε. ην ηκήκα ηνπ ειαηεξίνπ απηό νλνκάδεηαη  εξππζκόο, όηαλ έλα ειαηήξην 

θάησ από ζηαζεξή θόξηηζε κεγαιώλεη ην κήθνο θαη ραιάξσζε όηαλ ην ειαηήξην θάησ από 

ζηαζεξή ζιίςε  ράλεη ην  θνξηίν ηνπ.                                                                                                                                                                                                                                                                   

Οη ξπζκνί εξππζκνύ θαη ραιάξσζεο εμαξηώληαη από ηε ζεξκνθξαζία, από ηελ ηάζε ζην 

κέηαιιν, από ηελ ηάζε ιπγηζκνύ θαη ην ρξόλν. Όζν απμάλνληαη ζεξκνθξαζία, ηάζε θαη 

ρξόλνο, ηόζν απμάλνληαη θαη νη ξπζκνί εξππζκνύ θαη ραιάξσζεο. Δηδηθά ε ζεξκνθξαζία θαη 

ε ηάζε έρνπλ ηε κεγαιύηεξε επίδξαζε. Η αθξηβήο πεξηγξαθή ηνπ εξππζκνύ είλαη απαξαίηεηα 

ζεκαληηθή γηα ηε ζσζηή δηαζηαζηνιόγεζε ησλ ειαηεξίσλ. 

Σα ειαηήξηα απνζεθεύνπλ ηελ ειαζηηθή ελέξγεηα είηε κέζσ κεζόδσλ θάκςεο είηε ζηξέςεο. 

Αληηζηνίρσο, ζην πιηθό επηβάιιεηαη είηε ε κνλναμνληθή είηε θαηάζηαζε ακηγνύο δηαηκεηηθήο 

ηάζεο. Έηζη, ε απαξαίηεηε δνπιεηά πνπ πξναπαηηείηαη είλαη ε πξνέιεπζε ησλ αθξηβώλ 

εθθξάζεσλ ησλ ηύπσλ γηα ηε ζηξέςε θαη γηα ηνλ εξππζκό ζε θάκςε γηα ηα ηζόηξνπα πιηθά 

ηα νπνία ππαθνύλ ζηνπο θνηλώο απνδεθηνύο Norton-Bailey [7], Garofalo[8-9] θαη 

Naumenko-Altenbach-Gorash[10] ζεκειηώδεηο λόκνπο. Απηά ηα βαζηθά, ζεκειηώδε κνληέια 

βαζίζηεθαλ ζηηο βαζηθέο εμηζώζεηο ρξόλνπ θαη θαηαπόλεζεο ζθιήξπλζεο γηα ρξόλν-

κεηαβαιιόκελε ηάζε. Σα κνληέια πεξηγξάθνπλ ηθαλνπνηεηηθά ην ζηάδην ηνπ δεπηεξνγελνύο 

εξππζκνύ από ηα κνλναμνληθά πεηξάκαηα ζηαζεξήο  ηάζεο όπνπ ν ξπζκόο ηνπ εξππζκνύ 

είλαη πξνζεγγηζηηθά ζηαζεξόο.  

Μεηαμύ άιισλ, ην πην επξέσο δηαδεδνκέλν κνληέιν δεπηεξνγελνύο εξππζκνύ είλαη ν λόκνο  

Norton-Bailey ν νπνίνο παξέρεη ηζρπξό λόκν κεηαμύ ηνπ ξπζκνύ εξππζκνύ θαη ηεο ηάζεο. Οη 

ραξαθηεξηζηηθέο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο ηνπ ηζρπξνύ λόκνπ επέηξεςαλ ηελ αλάπηπμε 
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αλαιπηηθώλ κεζόδσλ, πνιιέο από ηηο νπνίεο κπνξνύλ λα απαληεζνύλ ζε ζρεδηαζηηθνύο 

θώδηθεο πςειώλ ζεξκνθξαζηώλ. Σα βαζηθά κνληέια θαη κέζνδνη επίιπζεο πξνβιεκάησλ 

εξππζκνύ θαζώο θαη κία ζύλνςε ησλ λόκσλ εξππζκνύ γηα θνηλά κεραλνινγηθά πιηθά 

παξέρνληαη ζηε βηβιηνγξαθία [11-13]. Σα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο εξππζκνύ 

εθαξκόδνληαη ζε έλα ζεκαληηθό ζηελ πξάμε πξόβιεκα ηεο κεραλνινγίαο, δειαδή ζηελ 

πξνζνκνίσζε ηνπ εξππζκνύ θαη ηεο ραιάξσζεο ειηθνεηδώλ θαη δηζθνεηδώλ ειαηεξίσλ.  

Σα ειηθνεηδή ειαηήξηα θαηαζθεπάδνληαη από ζύξκα πεξηηπιηγκέλν ζην ζρήκα ηεο έιηθαο θαη 

πξννξίδνληαη θαηά θύξην ιόγν γηα ζιηπηηθά θη εθειθπζηηθά θνξηία. Η δηαηνκή ηνπ ζύξκαηνο 

από ην νπνίν θαηαζθεπάδεηαη ην ειαηήξην κπνξεί λα είλαη θπθιηθή, ηεηξάγσλε ή νξζνγώληα. 

Σα ειηθνεηδή ζιηπηηθά ειαηήξηα βξίζθνπλ εθαξκνγέο ζηελ αληίζηαζε ζηηο εθαξκνζκέλεο 

ζιηπηηθέο δπλάκεηο. Μηα ζπλεζηζκέλε ηερληθή γηα ηελ πξόβιεςε ηεο ραιάξσζεο ηεο ηάζεο 

γηα ηα ζιηπηηθά θαη ζηξεπηηθά ειαηήξηα αλαπηύζζεηαη ζηε βηβιηνγξαθία [14] . Η ηερληθή 

απηή ρξεζηκνπνηεί δεδνκέλα αλαπηπζζόκελεο ραιάξσζεο ηάζεο κνλναμνληθνύ εθειθπζκνύ 

γηα ηα ζύξκαηα ησλ ειαηεξίσλ.                                                                               

Βαζηδόκελε ζε δεδνκέλα ραιάξσζεο ηάζεο  από πξόθιεζε θόξηηζεο, ε ηερληθή 

εθαξκόζηεθε ζε ειαηήξηα ζιίςεο, όπνπ ε δηαηκεηηθή ηάζε επηθξαηεί ζηελ πξόβιεςε ηεο 

ραιάξσζεο ηάζεο. Η θακπύιε έληαζεο ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο θαηαζθεπάδεηαη βαζηδόκελε 

πξώηα ζηελ θακπύιε έληαζεο κνλναμνληθήο θόξηηζεο. Καηόπηλ, απνδεηθλύεηαη ε άπνςε όηη 

ε ραιάξσζε ηάζεο είλαη έλα θαηλόκελν ζην νπνίν κέξνο ηεο ειαζηηθήο ηάζεο ππεύζπλεο γηα 

ηελ αξρηθή ηάζε αληηθαζίζηαηαη από ηάζε εξππζκνύ.  

Ο ζηόρνο απηήο ηεο αλαθνξάο είλαη ε πεξαηηέξσ ιεπηνκεξήο εμέηαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο 

απιώλ δνκώλ κε θνηλνύο λόκνπο εξππζκνύ. Η ραιάξσζε ησλ ηάζεσλ γηα ηα ζεκειηώδε 

κνληέια ησλ Norton-Bailey, Garofalo θαη Naumenko-Altenbach-Gorash κειεηήζεθε γηα 

βαζηθά ζηνηρεία ζηε ζηξέςε θαη ζηελ θάκςε. Οη δνκέο πνπ εμεηάδνληαη είλαη ζηνηρεηώδεηο -

κία δνθόο ζηελ θάκςε, κία ξάβδνο ζηε ζηξέςε θη ειηθνεηδή θαη δηζθνεηδή ειαηήξηα-αιιά 

έρνπλ εδώ θαη θαηξό ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίδεημε ησλ βαζηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ κε 

γξακκηθνύ εξππζκνύ.  
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Δλώ ε θάκςε θαη ε ζηξέςε ηαθηηθά ζπκβαίλνπλ ζε δνκηθά ζηειέρε, ηα απνηειέζκαηα 

ακέζσο θαζίζηαληαη εθαξκόζηκα. Η εθαξκνγή ησλ ιύζεσλ επηηξέπεη ηελ αθξηβή αλαιπηηθή 

πεξηγξαθή ηνπ εξππζκνύ θαη ηεο ραιάξσζεο ζεκαληηθώλ πξαθηηθώλ πξνβιεκάησλ ηεο 

κεραλνινγίαο. 

Αθνινπζώληαο ηε δηαδηθαζία, εγθαζηδξύνπκε θιεηζηνύ ηύπνπ ιύζεηο γηα ηνλ εξππζκό θαη ηε 

ραιάξσζε ζηα ειηθνεηδή, όιθηκα θαη δηζθνεηδή ειαηήξηα.  

Οη θιεηζηνύ ηύπνπ ιύζεηο κε θνηλά απνδεθηά κνληέια εξππζκνύ επηηξέπνπλ ηε βαζύηεξε 

θαηαλόεζε ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο ελόο ηέηνηνπ ζηνηρεηώδνπο κνληέινπ ζηελ ηάζε θαη 

ζηελ παξακόξθσζε θαη ησλ ζπλεπεηώλ ζηε ζρεδίαζε γηα πςειέο ζεξκνθξαζίεο. [6] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



40 

 

12 Βιβλιογπαθική Αναζκόπηζη Για Κάμτη & Απόκπιζη Δππςζμού 

Κάμτηρ 

 

Η ρξήζε ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ πιηθώλ (FGMs) ζε έλα πιαηύ εύξνο κεραλνινγηθώλ 

εθαξκνγώλ απμάλεηαη ηαρέσο, κε πνιινύο ηνκείο απηήο ηεο ηδέαο λα εξεπλώληαη ζε 

παγθόζκην επίπεδν. ηηο δνκηθέο εθαξκνγέο, ε ηδέα ησλ FGMs είλαη ειθπζηηθή θπξίσο ιόγσ 

ησλ πιενλεθηεκάησλ απηώλ ησλ δνκώλ έλαληη ησλ επηζηξσκαηηθώλ-ηύπνπ Sandwich-δνκώλ, 

όζνλ αθνξά ζηελ εμάιεηςε ησλ πξνβιεκάησλ δηαζύλδεζεο θαη πεξηνξηζκνύ ηεο 

ζπγθέληξσζεο ηάζεσλ. Πξόζθαηα, έρνπλ αλαθεξζεί εθαξκνγέο γηα αηζζεηήξεο, ζώξαθεο, 

νδνληηαηξηθά εκθπηεύκαηα θαη πεξηζηξεθόκελα πηεξύγηα [16-18], θη ε ηδέα έρεη εμεηαζηεί 

πξνζθάησο αθόκα θαη γηα δύζθακπηα, ηζηκεληέληα ζπζηήκαηα πεδνδξνκίσλ [19]. Έρνπλ 

επίζεο εμεξεπλεζεί ρσξίζκαηα Sandwich θηηαγκέλα από ππξήλεο ιεηηνπξγηθά 

δηαβαζκηζκέλσλ πιηθώλ θαζώο επίζεο θαη ζύλζεηα θύιια θαη ηζηκεληέληα ζύλζεηα κε ίλεο 

κεηαβιεηνύ ιόγνπ έληαζεο [20-22]. 

Πνιιέο εξεπλεηηθέο κειέηεο αλαθνξηθά κε ηηο ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλεο δνκέο (FGSs) 

δηελεξγήζεθαλ κε εζηίαζε ζηε δόλεζε ησλ δνθώλ πνπ θάκπηνληαη, ζηε ζπκπεξηθνξά 

δηαξξνήο θαη ζηε κε-γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πιαθώλ θαη ησλ πεξηβιεκάησλ [17,18, 23-

28]. Όκσο, ε ημσδνειαζηηθή απόθξηζε ησλ FGSs, όπσο θαη ε αλάπηπμε αλαιπηηθώλ 

κνληέισλ γηα ηελ αλάιπζή ηνπο, δελ έρεη κέρξη ζηηγκήο εμεξεπλεζεί πιήξσο. ε πνιιέο 

πεξηπηώζεηο, ηα ημσδνειαζηηθά πιηθά πνπ πθίζηαληαη εξππζκό ζε ζεξκνθξαζίεο 

πεξηβάιινληνο ρξεζηκνπνηνύληαη ζε κία FGS, όπσο πνιπκεξή θαη πιηθά ηζηκέληνπ. Καη ζε 

άιιεο πεξηπηώζεηο, νη εθαξκνγέο γίλνληαη γηα δνκέο εθηεζεηκέλεο ζε πςειέο ζεξκνθξαζίεο, 

ηα νπνία εηζάγνπλ ηνλ εξππζκό ζε πνιιά κέηαιια θη άιια πιηθά. Απηή ε εξγαζία εζηηάδεη 

ζηελ ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά εξππζκνύ εύθακπησλ δνθώλ θαηαζθεπαζκέλσλ από 

ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλα πιηθά, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ ζπλεπεηώλ ησλ γεσκεηξηθώλ 

δηαθνξηθνηήησλ, όπνπ νη επηδξάζεηο εξππζκνύ πιηθώλ πνπ θάκπηνληαη κπνξεί λα 

επηθξαηήζνπλ ζηε δνκηθή απόθξηζε (δνθνί-ζηήιεο).  

Η ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά εξππζκνύ ησλ δνθώλ θαη δνθώλ-ζηειώλ θηηαγκέλσλ από 

FGMs ζρεηίδεηαη κε θάπνηα κνλαδηθά θπζηθά θαηλόκελα πνπ απνξξένπλ από ηελ 

πξννδεπηηθή κεηαβνιή ηνπ ιόγνπ έληαζεο ηνπ πιηθνύ θαη ηελ αληίζηνηρε κεηαβνιή ησλ 

ημσδνειαζηηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ κέζσ ηνπ πάρνπο ηνπ κέινπο.  

 

Παξόιν πνπ ε θιηκαθσηή δνκή εμαιείθεη ηηο ζπγθεληξώζεηο ηάζεσλ ζηε δηαρσξηζηηθή 

επηθάλεηα, πνπ κπνξεί λα πξνθαιέζνπλ ζπλδεζκηθέο αζηνρίεο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ ζηηο 
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επηζηξώζεηο ησλ δνθώλ [29-31], ν εξππζκόο κπνξεί λα πξνμελήζεη παξακνξθώζεηο θαη 

πεξηζηξνθέο ηεο δηαηνκήο όπσο επίζεο θαη βαζκηαίεο κεηαβνιέο ζηηο δπζθακςίεο ιπγηζκνύ 

θαη ζηελ θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ κε ην ρξόλν [21]. Δπηπξόζζεηα, εμαηηίαο ηεο δπλεηηθήο, πνιύ 

ηζρπξήο κε-γξακκηθόηεηαο ζηηο ηππηθέο βαζηθέο ζρέζεηο εξππζκνύ (π.ρ. ν βαζηθόο λόκνο 

εξππζκνύ κε δηαθνξεηηθέο δπλάκεηο ) [17] πνπ κεηαβάιινπλ ηε κηθξνδνκή από έλα πιηθό ζε 

άιιν, νδεγεί ζε κεηαβνιέο ζηηο ημσδνειαζηηθέο ηδηόηεηεο νη νπνίεο κπνξεί λα κελ 

αθνινπζνύλ ππνρξεσηηθά ην ίδην κνλνπάηη πνπ αθνινπζεί ε κεηαβνιή ηνπ ιόγνπ έληαζεο 

ησλ πιηθώλ ή νη ειαζηηθέο ηδηόηεηεο (π.ρ. ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ή ν ιόγνο Poisson). Έηζη, ε 

ημσδνειαζηηθή απόθξηζε ζηελ θάκςε, ησλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ θαη ε δνκηθή 

ηνπο κνληεινπνίεζε ρξεηάδεηαη λα δηεπθξηληζηεί γηα θαιύηεξε αμηνπνίεζε ηέηνησλ δνκώλ.                                                                            

Κάησ από θόξηηζε αμνληθήο ζιίςεο (ζηειώλ ή δνθώλ-ζηειώλ), ε δνκηθή απόθξηζε κπνξεί 

λα θπξηαξρεζεί από ηελ θάκςε ηνπ ζηειέρνπο πνπ γίλεηαη πην θξίζηκε όηαλ ην θνξηίν είλαη 

ζηαζεξό κε ην ρξόλν. ε ηέηνηεο πεξηπηώζεηο, νη παξακνξθώζεηο πνπ πξνμελνύληαη από 

εξππζκό, όπσο επίζεο θαη ε επαθόινπζε αύμεζε ή κεηαηξνπή ησλ εζσηεξηθώλ ηάζεσλ 

κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ ζε απώιεηα ηζνξξνπίαο θάησ από κία ζπλερή θόξηηζε, ε νπνία είλαη 

ζεκαληηθά κηθξόηεξε από ηελ ειαζηηθή θόξηηζε θάκςεο (επνλνκαδόκελνπ θαη σο εξππζκνύ 

θάκςεο). Δλαιιαθηηθά, νη παξακνξθώζεηο εξππζκνύ κπνξεί λα κελ νδεγνύλ αλαγθαζηηθά ζε 

αζηνρία θάκςεο αιιά κπνξεί λα απμάλνπλ ηηο εζσηεξηθέο ηάζεηο θαη λα ειαηηώλνπλ ηελ 

παξακέλνπζα ηάζε ηνπ ζηειέρνπο, όηαλ πξόθεηηαη λα εθαξκνζηνύλ ζε απηό πξόζζεηα 

θνξηία. Η εμάξηεζε ησλ θαηαπνλήζεσλ ηνπ εξππζκνύ ζην επίπεδν ησλ ηάζεσλ, πνπ 

πνηθίιινπλ αλάινγα κε ην ρξόλν καδί κε ηε δνκηθή επαηζζεζία ζε γεσκεηξηθέο αηέιεηεο νη 

νπνίεο δελ κπνξνύλ λα απνθεπρζνύλ ζηελ πξάμε, θάλνπλ ηελ αθξηβή πξόβιεςε ηεο κε-

γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ-ζηειώλ κηα απαηηεηηθή 

θαη δύζθνιε δνπιεηά.                                                                              

Κάπνηεο εξεπλεηηθέο κειέηεο έρνπλ εζηηάζεη ζηελ ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ FGSs. Oη 

Paulino θαη Jin [32,33] θαη Mukherjee θαη Paulino [34] έδεημαλ όηη ε αξρή ηεο αληηζηνηρίαο 

ειαζηηθόηεηαο-ημσδνειαζηηθόηεηαο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλάιπζε ησλ FGSs. 

Χζηόζν, απηή ε αξρή βξήθε εθαξκνγή κόλν ζηηο απιέο δνκέο κε εληαίν ρξόλν ραιάξσζεο θη 

όπνπ ππάξρεη θιεηζηνύ ηύπνπ ιύζε ηνπ αληίζηνηρνπ ειαζηηθνύ πξνβιήκαηνο.  

Όκσο, ε εθαξκνγή ηεο αληίζηνηρεο αξρήο γηα πιηθά κε πνιιαπινύο ρξόλνπο ραιάξσζεο 

(απαηηείηαη λα εθαξκνζηνύλ πεηξακαηηθά δεδνκέλα) ή γηα πεξηπηώζεηο όπνπ νη θιεηζηνύ 

ηύπνπ ιύζε ηνπ ειαζηηθνύ πξνβιήκαηνο είλαη δύζθνιν λα επηηεπρζεί, κπνξεί λα εκθαλίζεη 

πξνβιήκαηα. Πεξαηηέξσ όξηα ηεο αξρήο ηεο ημσδνειαζηηθήο αληηζηνηρίαο πνπ 

πεξηιακβάλνπλ πεξηνξηζκνύο πάλσ ζηα ημσδνειαζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ πιηθώλ θαη ζηηο 

νξηαθέο ζπλζήθεο ζπδεηήζεθαλ από ηνπο  Jin [35] θαη Paulino θαη Jin [32], νη νπνίνη 
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απνθαιύπηνπλ ηελ αλάγθε γηα γεληθή κνληεινπνίεζε θαη πξνζεγγίζεηο επίιπζεο. Ο Hilton 

κόλνο ηνπ [21] θαη κε άιινπο [36] κειέηεζαλ ηελ πιηθή κνληεινπνίεζε ησλ ημσδνειαζηηθώλ 

FGMs ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο αλάπηπμεο κηαο δηαδηθαζίαο βειηηζηνπνίεζεο γηα ην 

ζρεδηαζκό ηνπο. Αθόκα, ρσξίο αθξηβή αλαθνξά ζηε δνκηθή κνληεινπνίεζε θαη ζηελ 

αλάιπζε, ν Pan θη άιινη [37] ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ πξνζέγγηζε ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ 

γηα λα δηεξεπλήζνπλ ηε δηαξξνή θαη ζπκπεξηθνξά ζξαύζεο ησλ ημσδνειαζηηθώλ  FGMs, θαη 

νη Khan θαη Muliana [38] κειέηεζαλ ην ραξαθηεξηζκό ησλ  ζεξκν-ημσδνειαζηηθώλ  πιηθώλ 

ησλ FGMs, όπνπ ε ζπλερήο κεηαβνιή ησλ ζεξκηθώλ θαη κεραληθώλ ηδηνηήησλ πξνζεγγίδεηαη 

ζα ζπλάζξνηζε νκνγελώλ επηζηξώζεσλ.                                                                             

Ο Chen θη άιινη [39] παξνπζίαζαλ κία ηκεκαηηθή αλάιπζε δνθνύ θηηαγκέλεο από 

ημσδνειαζηηθά FGMs. Αθόκα, ρσξίο γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ γηα δηάθνξνπο λόκνπο 

εξππζκνύ θαη ρσξίο εμέηαζε ηεο γεσκεηξηθήο κε-γξακκηθόηεηαο, ν Hilton [40] δηεξεύλεζε 

ηελ πηζαλόηεηα αζηνρίαο ησλ ημσδνειαζηηθώλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ ζηειώλ θάησ 

από δπλακηθή θόξηηζε αιιά ρσξίο ιεπηνκεξή πεξηγξαθή ηεο κεηαβνιήο ησλ ηάζεσλ θαη ησλ 

παξακνξθώζεσλ κε ην ρξόλν θάησ από ζπλερή θόξηηζε. Άιιεο εξεπλεηηθέο κειέηεο έρνπλ 

επηθεληξσζεί ζηελ απόθξηζε εξππζκνύ θάκςεο ησλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ 

πεξηβιεκάησλ [41]. 

Απηή ε εξγαζία ζηνρεύεη λα παξάζρεη γλώζε γηα ηελ ημσδνειαζηηθή θακπηηθή θη εξππζκνύ 

από θάκςε ζπκπεξηθνξά ησλ δνθώλ-ζηειώλ πνπ θαηαζθεπάδνληαη από  FGMs κέζσ ηεο 

αλάπηπμεο ελόο γεληθνύ ζεσξεηηθνύ κνληέινπ θαη αξηζκεηηθώλ εξγαιείσλ γηα ηελ 

ημσδνειαζηηθή ηνπο αλάιπζε. Ο ραξαθηεξηζκόο ησλ ηδηνηήησλ ησλ πιηθώλ βαζίδεηαη ζηε 

βαζηθή ππόζεζε όηη ε κηθξνζθνπηθή θιίκαθα κήθνπο είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από ηε κνξηαθή 

θιίκαθα, αιιά ηαπηνρξόλσο πνιύ κηθξόηεξε από ην ραξαθηεξηζηηθό κήθνο ηνπ 

καθξνζθνπηθνύ δείγκαηνο [16]. Έηζη, ην εηεξνγελέο FGM κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί ζα 

ζπλερέο ζηε κηθξνζθνπηθή θιίκαθα, ελώ νη καθξνζθνπηθέο δξαζηηθέο ηδηόηεηεο κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα θάζε ζεκείν ηνπ πιηθνύ δηακέζνπ ηνπ πάρνπο, καδί κε ηελ ππνηηζέκελε 

κεηαβνιή ηεο νκαιόηεηαο ζηελ θαηεύζπλζε ηεο δηαβάζκηζεο.  

ην κηθξνζθνπηθό επίπεδν ν θιαζηθόο ξόινο ηνπ κίγκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη εδώ είλαη ε 

αμηνιόγεζε ησλ δξαζηηθώλ ηδηνηήησλ ησλ πιηθώλ, ελώ ε ζεσξία ηεο πιαζηηθνπνίεζεο 

πηνζεηείηαη γηα ην καθξνζθνπηθό επίπεδν. Με απηή ηε ινγηθή ην κνληέιν ζεσξεί ην 

ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλν ζηέιερνο ζα ζύλζεην κέινο κε βαζκηαία δηαθύκαλζε ηνπ ιόγνπ 

έληαζεο ησλ ζπζηαηηθώλ ηνπ δηα κέζνπ ηνπ βάζνπο. Ο εξππζκόο ππνινγίδεηαη κέζσ ηεο 

αξρήο ηεο ππέξζεζεο ηνπ Boltzmann [42], ε νπνία απνθέξεη έλα γεληθεπκέλν ξενινγηθό 

κνληέιν Maxwell, κεηά ηελ επέθηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ραιάξσζεο ζε αθνινπζία Dirichlet. 

Σν κνληέιν επεμεγεί ηε γεσκεηξηθή κε-γξακκηθόηεηα κέζσ ησλ θηλεκαηηθώλ ζρέζεσλ 
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κεγάισλ παξακνξθώζεσλ. Δπηπξόζζεηα, ε εξγαζία επηθεληξώλεη ζηε δηαβάζκηζε ησλ 

πιηθώλ κέζσ ηνπ βάζνπο ηνπ ηκήκαηνο κόλν. ηε βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ θη άιιεο 

παξαδνρέο γηα ηε κνληεινπνίεζε θαη ηελ αλάιπζε ηνπ εξππζκνύ. 

Οη δνθηκαζίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ ημσδνειαζηηθή κνληεινπνίεζε θαη ηελ αλάιπζε ησλ 

ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ θαη δνθώλ-ζηειώλ έρεη ζπδεηεζεί, θη έρεη αλαπηπρζεί 

έλα γεληθό ζεσξεηηθό κνληέιν γηα ηε κε-γξακκηθή ηνπο αλάιπζε. Έλα ξενινγηθό 

ημσδνειαζηηθό κνληέιν πνπ βαζίδεηαη ζε κία δηαθνξηθή κνξθή ηεο αξρήο ηνπ Boltzmann 

αθνύ πξώηα είρε πηνζεηεζεί ε δηεύξπλζε ηεο ζπλάξηεζεο  ζε αθνινπζία Dirichlet. 

Δπηπξνζζέησο, εμαηηίαο ηεο πηζαλήο, ηζρπξήο κε-γξακκηθόηεηαο ζρεηηδόκελεο κε δηάθνξα 

ημσδνειαζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ έρεη πξνηαζεί λα αμηνινγεζνύλ νη 

ζηαζεξέο ηνπ ειαηεξίνπ θαη ηνπ απνζβεζηήξα ζην ξενινγηθό κνληέιν ρξεζηκνπνηώληαο ηε 

κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ζε έλαλ αξηζκό επηιεγκέλσλ ζεκείσλ θαηά βάζνο ηεο δνθνύ 

κε ζπλάξηεζε παξεκβνιήο. Οη δπλαηόηεηεο ηνπ κνληέινπ λα δηαρεηξίδεηαη δηάθνξα 

ημσδνειαζηηθά πιηθά, ηε γεσκεηξηθή κε-γξακκηθόηεηα θαη δηάθνξα ζπζηήκαηα θόξηηζεο 

έρνπλ επηδεηρζεί κέζσ αξηζκεηηθώλ παξαδεηγκάησλ.   

Σα απνηειέζκαηα ηεο αξηζκεηηθήο κειέηεο έρνπλ δείμεη όηη ε απόθξηζε εξππζκνύ ησλ 

ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ ππό θάκςε ζρεηίδεηαη κε ηε κεηαηόπηζε ηνπ νπδέηεξνπ 

άμνλα, ε νπνία νδεγεί ζε κία ζεκαληηθή αλαθαηαλνκή ησλ πηέζεσλ θαη ησλ ηάζεσλ κε ην 

ρξόλν. Δπίζεο νδεγεί ζε δηαθνξεηηθή ελίζρπζε εξππζκνύ ησλ πηέζεσλ θαη ησλ ηάζεσλ κε ην 

ρξόλν, νη νπνίεο απαηηνύλ ηδηαίηεξε πξνζνρή ζην ζρεδηαζκό θαη ζηελ αλάιπζε ησλ 

ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ.  

Δπηπιένλ, έρεη δεηρζεί όηη ζε αληίζεζε κε ηηο δνκέο πνπ θαηαζθεπάδνληαη από νκνγελή πιηθά, 

ε απόθξηζε εξππζκνύ θάκςεο ησλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ-ζηειώλ κπνξεί λα 

εμαξηεζεί απνθαζηζηηθά από ηελ θαηεύζπλζε ηεο εθθεληξηθόηεηαο ηεο ζιηπηηθήο θόξηηζεο ζε 

ζρέζε κε ην ζηηγκηαίν νπδέηεξν άμνλα. Έηζη, νη ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλεο δνθνί-ζηήιεο 

κπνξνύλ λα ζρεδηαζηνύλ απνηειεζκαηηθά έηζη ώζηε λα απνθεπρζνύλ αζηνρίεο εξππζκνύ 

θάκςεο όηαλ είλαη γλσζηή ε εθθεληξηθόηεηα ηεο θόξηηζεο. Ο ινγάξηζκνο ηνπ ρξόλνπ γηα ηελ 

πξόθιεζε αζηνρίαο εξππζκνύ θάκςεο έρεη βξεζεί ζρεδόλ δηγξακκηθά αλάινγνο  ηνπ 

επηπέδνπ ηεο εθαξκνδόκελεο θόξηηζεο. 

πκπεξαζκαηηθά, ην αλαιπηηθό κνληέιν πνπ πξνηείλεηαη, ηνπνζεηεί κηα ζεσξεηηθή 

πιαηθόξκα γηα ηελ ημσδνειαζηηθή αλάιπζε ησλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνθώλ-ζηειώλ 

θη άιισλ ιεηηνπξγηθά δηαβαζκηζκέλσλ δνκώλ. Δπίζεο επεμεγεί γλσξίζκαηα ηεο δνκηθήο 

ζπκπεξηθνξάο θαη ξίρλεη θσο ζηα ραξαθηεξηζηηθά εξππζκνύ ησλ ιεηηνπξγηθά 

δηαβαζκηζκέλσλ πιηθώλ. Αθόκα, πξέπεη λα δηεξεπλεζνύλ πεξεηαίξσ όςεηο ηεο ζπκπεξηθνξάο 

πνπ πεξηιακβάλνπλ κε-γξακκηθόηεηα ηνπ πιηθνύ, ζεξκνθξαζία θη άιιεο επηδξάζεηο νη νπνίεο 
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κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ ζηηο ηδέεο θαη ζηα απνηειέζκαηα ηεο κνληεινπνίεζεο απηήο ηεο 

εξγαζίαο. [15] 
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13 Πποβλήμαηα ηπέτηρ ηην Δλαζηικόηηηα Κςκλικήρ Αηπάκηος 

 

Γεληθά γηα ηε ζηξέςε: Η ζηξέςε είλαη έλα από ηα είδε ησλ απιώλ θαηαπνλήζεσλ ζηα νπνία 

θαηαπνλνύληαη ζπλήζσο ξάβδνη, αιιά θαη δνθνί. Μηα ξάβδνο θαηαπνλείηαη ζε ζηξέςε, όηαλ 

επάλσ ζε απηήλ επελεξγνύλ δεύγε δπλάκεσλ ίζσλ κέηξσλ θαη αληίζεησλ θνξώλ πνπ ηα 

επίπεδα ηνπο είλαη θάζεηα ζηνλ θεληξνβαξηθό ηεο άμνλα.  

Σα δεύγε ησλ δπλάκεσλ απηώλ πξνθαινύλ ζε θάζε δηαηνκή ηεο ξάβδνπ ξνπή πνπ νλνκάδεηαη 

ξνπή ζηξέςεο ή θαη ζηξεπηηθή ξνπή. Η ξνπή ζηξέςεο ζπκβνιίδεηαη κε ην θακπύιν δηάλπζκα 

Μt .Θέηνληαο ηα δάθηπια ηνπ δεμηνύ ρεξηνύ ώζηε λα δείρλνπλ θαηά ηε θνξά ηεο, ν αληίρεηξαο 

δείρλεη θάζεηα ζην επίπεδν ηνπ θακπύινπ ηεο δηαλύζκαηνο. Έηζη πξνθύπηεη ην 

ραξαθηεξηζηηθό δηάλπζκα ηεο ξνπήο, ην νπνίν επεηδή έρεη ηε δηεύζπλζε ηνπ δηακήθνπο άμνλα 

ρ ηεο ξάβδνπ, ζπκβνιίδεηαη θαη Μx. Η θνξά ηεο Μx ζπκπίπηεη κε ηε θνξά ηνπ αληίρεηξα ηνπ 

δεμηνύ ρεξηνύ. Αξθεί βέβαηα έλαο από ηνπο δύν ζπκβνιηζκνύο.                                                                                                                                                               

ηελ πεξίπησζε πνπ ηα δεύγε απηά είλαη πεξηζζόηεξα από έλα, ε ξνπή ζηξέςεο ζε κία 

δηαηνκή πξνθαλώο κε ην αιγεβξηθό άζξνηζκα ησλ ξνπώλ όισλ ησλ δεπγώλ πνπ είλαη 

αξηζηεξά ή δεμηά ηεο δηαηνκήο απηήο.  

ηε ζηξεπηηθή θαηαπόλεζε, ε ξάβδνο ηείλεη λα πεξηζηξαθεί πεξί ηνλ άμνλα ηεο. Η ξνπή 

ζηξέςεο Μt πξνθαιεί ζην πιηθό ηεο ειαζηηθήο ξάβδνπ κόλνλ δηαηκεηηθέο ηάζεηο κε 

απνηέιεζκα λα δεκηνπξγείηαη κηα ζηξνθή κεηαμύ ησλ δηαηνκώλ πνπ νλνκάδεηαη γσλία 

ζηξνθήο.  

Η παθησκέλε ξάβδνο, ζηελ νπνία επελεξγεί ην δεύγνο ησλ δπλάκεσλ Ρ, θαηαπνλείηαη ζε 

ζηξέςε ,από ξνπή ζηξέςεο 𝑀𝑡 = 𝑃 𝑑 = M t= Pa
. Σν Γ.Δ. παξέρεη ην πιενλέθηεκα, ε 

ζηξεπηηθή ξνπή ζην αξηζηεξό ηεο άθξν λα θαίλεηαη ζαλ εμσηεξηθή ξνπή. Αλ ζηε ξάβδν 

αζθείηαη ε κηα κόλνλ από ηηο δύν δπλάκεηο Ρ, ε αξηζηεξόζηξνθε ξνπή ζηξέςεο Μt΄ , ζα ήηαλ  

𝑀𝑡′ = 𝑃  
𝑑

2
 =

𝑀𝑡

2
. 

Σα δύν πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπκε ζηελ θαηαπόλεζε ηεο ζηέςεο είλαη ηόζν ν 

πξνζδηνξηζκόο ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ η, νη νπνίεο νλνκάδνληαη εηδηθόηεξα θαη ηάζεηο 

ζηξέςεο, όζν θαη ν ππνινγηζκόο ηεο γσλίαο ζηξνθήο ησλ δηαηνκώλ, πνπ αληηπξνζσπεύεη ηελ 

πξνθαινύκελε παξακόξθσζε. Πξνθεηκέλνπ λα κειεηεζεί θαη αλαιπηηθά ε θαηαπόλεζε 

απηή, γίλνληαη νη εμήο απινπνηεηηθέο παξαδνρέο:                                                                                                                                                         

 Όιεο νη δηαηνκέο ηεο ξάβδνπ παξακέλνπλ επίπεδεο θαη κεηά ηελ παξακόξθσζε. 

Δπίζεο δηαηεξνύλ ην ζρήκα , ην κέγεζνο, θαζώο θαη ηε κεηαμύ ηνπο απόζηαζε. 

 Κάζε δηαηνκή πεξηζηξέθεηαη ζαλ απόιπηα ζηεξεόο δίζθνο, δειαδή ζαλ ζύλνιν, 
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επνκέλσο νη αθηίλεο παξακέλνπλ επζείεο.  

 Σν πιηθό ηεο ξάβδνπ είλαη νκνγελέο θαη ηζόηξνπν, ώζηε νη ηδηόηεηεο ηνπ πιηθνύ λα 

είλαη νκνηόκνξθεο ζε θάζε ζεκείν θαη δηεύζπλζε.  

 

Η δηαηκεηηθή ηάζε η, ζπλδέεηαη κε ηε γσλία δηάηκεζεο γ κέζσ ηνπ κέηξνπ δηάηκεζεο G κε 

ην λόκν ηνπ Ηννke: 
η= G γ

  , γ ζε rad  (1.46)                                                                                          

Όπσο ππάξρνπλ δηαγξάκκαηα ζ-ε, ππάξρνπλ θαη αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα η-γ.  

Σν κέηξν δηάηκεζεο ή νιίζζεζεο G, ζπλδέεηαη κε ην Δ θαη κε ην ιόγν ηνπ Poisson λ κε ηε 

ζρέζε: 

G=
E

2(1+ ν)            (1.47) 

Παξαδείγκαηα θαηαπόλεζεο ζε ζηξέςε, έρνπκε ζε άμνλεο( αηξάθηνπο) κεραλώλ θνίινπο ή 

κε , όπσο επίζεο θαη νιόθιεξσλ θηηξίσλ ζε πεξίπησζε νξηδόληησλ ζεηζκηθώλ δπλάκεσλ.                                                                             

Η θαηαπόλεζε ζε ζηξέςε παξαηεξείηαη επίζεο ζηελ πεξίπησζε πνπ επζείεο επελέξγεηαο ησλ 

δπλάκεσλ δελ δηέξρνληαη από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα ηεο ξάβδνπ, όπσο ζπκβαίλεη ζε κία 

έθθεληξα θνξηηδόκελε δνθό. Πνιιέο θνξέο επίζεο, ζπλππάξρεη κε άιιεο θαηαπνλήζεηο, όπσο 

κε θάκςε, εθειθπζκό. Η θαηαπόλεζε ζε ζηξέςε ζηε γεληθή ηεο πεξίπησζε είλαη αξθεηά 

πνιύπινθε. Σελ εληαηηθή θαηάζηαζε ξάβδνπ ηπραίαο δηαηνκήο πνπ θαηαπνλείηαη ζε ζηξέςε 

ηελ πξώην κειέηεζε ν Saint Venant (1853)   [43]  

 (α)  Αλάπηπμε ζηξεπηηθήο ξνπήο ζε παθησκέλε ξάβδν  (β) Γηάγξακκα ειεπζέξνπ ζώκαηνο  

[44]    
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14 ηπέτη Ράβδος Κςκλικήρ Γιαηομήρ 

Η δηαηκεηηθή ηάζε η, θαζώο θαη ε παξακόξθσζε γ ζε ξάβδν θπθιηθήο δηαηνκήο ηπραίαο 

αθηίλαο r θαη εμσηεξηθήο R, ιόγσ ζηεπηηθήο Μt ,είλαη:  

𝜏 =
𝑀𝑡

𝐼𝑝
,     𝛾 =

𝜑

𝑙 𝑟
 ,      0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 

 

όπνπ Ιξ είλαη ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο θπθιηθήο δηαηνκήο , πνπ αλαιόγσο είλαη :  

− Γηα ζπκπαγή δηαηνκή αθηίλαο R: 
I p=

πR
4

2  

− Γηα θνίιε, εζσηεξηθήο αθηίλαο ξ θαη εμσηεξηθήο R:  
I p=

π (R
4− ρ

4)
2  

− Γηα ιεπηόηνηρν ζσιήλα πάρνπο t θαη κέζεο αθηίλαο rm :  
Ι p≈ 2πr3mt

 

Σν παξακνξθσζηαθό απνηέιεζκα ηεο ζηξέςεο, είλαη ε ζπζηξνθή ησλ δηαηνκώλ κεηαμύ ηνπο 

θαηά γσλία θ. Έηζη ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο θ γηα δπν δηαδνρηθά ζεκεία Α,Β πνπ απέρνπλ l 

είλαη:                                                                                   

θ=
M t l

G I p  (θ ζε rad) ή  

θΒ− θΑ

χ Β− χ Α

=
M t

G I p  

Καιείηαη αλεγκέλε γσλία ζηξνθήο ζ (ζε rad/m): 

θ=
dθ

dx
=
θ

l
=

M t

G I p                                                                                                                                                                                                                           

 

ηξέςε από δεμηόζηξνθε ξνπή δεύγνπο       [44] 
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Η κέγηζηε δηαηκεηηθή ηάζε παξαηεξείηαη ζηε κεγαιύηεξε αθηίλα R, δειαδή ζηα ζεκεία ηεο 

πεξηθέξεηαο, θαη επεηδή 
W p=

I p

R  είλαη ε πνιηθή ξνπή αληίζηαζεο ηεο δηαηνκήο κε βάζε ηε 

ζρέζε: 

η max=
M t

W p  

Γηα ζπκπαγή θπθιηθή δηαηνκή ε κέγηζηε ηηκή ηεο ηmax θαζώο θαη ε γmax αληηθαζηζηώληαο ηελ  

W p=
π R

3

2  αλ D ε δηάκεηξνο, είλαη:  

η max=
2Mt

π R
3
=

16 M t

π D
3

 γηα  
γmax=

θ

l R  

Η η ζηελ ηπραία αθηίλα r, ζπλαξηήζεη ηνπ G θαη ηεο ζ, είλαη: 
η= Gθr

, (ζ ζε rad/m) δηόηη 

γ= θ r
 

 

ηξέςε ξάβδνπ θπθιηθήο δηαηνκήο θαη αλαπηπζζόκελεο δηαηκεηηθέο ηάζεηο    [44] 

                                                                                                                                                                  

Απόδεημε: 

Γηα ζηνηρεηώδε δίζθν, ε γ είλαη  arc(ΓΓ ' )≈ γ(ΓΓ)= γdx= r dθ => 

γ≈ tan (γ)=
r dθ

dx
= rθ

 

Η δηαηκεηηθή δύλακε ζε δηαηνκή dA είλαη  
η dA

θαη ε ξνπή ηεο σο πξνο ην Κ είλαη  

(η dA)r
 

Η ζπλνιηθή ξνπή πξνθύπηεη νινθιεξώλνληαο. Από ηελ ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ έρνπκε:  

M t− ∫
A

(η dA)r= 0
=> 

Μ t= ∫
A

r(GrθdA)= Gθ∫
Α

r
2
dA= Gθ I p
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ηξέςε ζε ζηνηρεηώδε ξάβδν θπθιηθήο δηαηνκήο  [44] 

Αλ ε δηαηνκή είλαη θνίιε θπθιηθή ,ε ηmax εκθαλίδεηαη θαη πάιη ζηελ εμσηεξηθή πεξηθέξεηα 

αθηίλαο R ελώ ε ηmin (≠ 0) ζηελ εζσηεξηθή αθηίλαο ξ. Η θΒ-θΑ ζπκβνιίδεηαη θαη θΒ/Α ή θΑΒ. Η 

πάθησζε ζεσξείηαη ακεηαθίλεηε αιιά θαη άζηξεπηε. Γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ, δερόκαζηε ηε 

ζύκβαζε πνπ ηζρύεη θαη γηα ηηο ζηξεπηηθέο ξνπέο ,όηη ε ζεηηθή ξνπή δεκηνύξγεη ζεηηθή γσλία 

ζηξνθήο, ελώ ε αξλεηηθή δεκηνπξγεί αξλεηηθή. Έηζη γηα δεμην εμεηαδόκελν άθξν ε ζεηηθή 

ξνπή δεκηνπξγεί αξηζηεξόζηξνθε γσλία, ελώ ε αξλεηηθή δεμηόζηξνθε. Γηα λα πξνθύπηνπλ 

κεγάιεο ηηκέο ηεο Ip πξέπεη ε θαηαλνκή ηεο επηθάλεηαο λα είλαη όζν γίλεηαη πιεζηέζηεξα 

ζηελ πεξηθέξεηα ηεο παξά ζην θέληξν ηεο. Γηα ην ιόγν απηό, νη θνίιεο δηαηνκέο είλαη αηζζεηά 

νηθνλνκηθόηεξεο έλαληη ησλ ζπκπαγώλ, θαζόζνλ επηηπγράλνπλ θαιύηεξε εθκεηάιιεπζε 

πιηθνύ. Σν G εθθξάδεη ηελ πνηνηηθή αληίζηαζε ηνπ πιηθνύ αθνύ εμαξηάηαη κόλνλ από απηό, 

ε δε Ιξ ηελ πνζνηηθή ηνπ αληίζηαζε. Σν γηλόκελν GIp εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή αληίζηαζε ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο ξάβδνπ. Σν γηλόκελν 
G I p νλνκάδεηαη κέηξν δπζηξεςίαο, ελώ ην 

M t '

θ
=

G I p

l  (Nm/rad) νλνκάδεηαη δπζηξεςία. Σν κέηξν δπζηξεςίαο δειαδή, είλαη ε 

αλεγκέλε δπζηξεςία κήθνπο l=1m. εκεηώλνπκε όηη ελδηαθέξεη ην κέηξν ηεο η, θαη όρη ην 

πξόζεκν ηεο. Γηεπθξηλίδνπκε όκσο, n όηη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο γσλίαο ζηξνθήο θ, ε Mt 

αληηθαζηζηάηαη ζηηο αλάινγεο ζρέζεηο κε ην πξόζεκν ηεο.  

 

Αθξόηαηεο δηαηκεηηθέο ηάζεηο         [45] 
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Σν απνηέιεζκα ηεο επηβνιήο ζηξεπηηθήο ξνπήο ζε ξάβδν θπθιηθήο δηαηνκήο, είλαη αθελόο ε 

αλάπηπμε δηαηκεκαηηθώλ ηάζεσλ η (κε κέγηζηε ηηκή ζηα ζεκεία ηεο πεξηθέξεηαο) θαη 

αθεηέξνπ ε δεκηνπξγία γσλίαο ζηξνθήο θ κεηαμύ ησλ δύν άθξσλ ηεο, πνπ είλαη ην 

παξακνξθσζηαθό απνηέιεζκα ηεο ζηξέςεο. Οξζέο ηάζεηο δελ αλαπηύζζνληαη ζηε ζηξέςε. Η 

ξνή ησλ δηαηκεηηθώλ γηα δηακήθε ηνκή, ζρεδηάδεηαη έηζη ώζηε λα ηζρύεη ν θαλόλαο 

ακνηβαηόηεηαο ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ.  

Γηα λα κελ αζηνρεί κηα ξάβδνο ιόγσ ζηξέςεο, ζα πξέπεη ε ηmax (πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ 

πεξηθέξεηα) λα κελ ππεξβαίλεη κηα επηηξεπόκελε ηηκή ηεπ (πνπ εμαξηάηαη από ην πιηθό ηεο) , 

δειαδή: ηmax≤ηεπ  (ζπλζήθε αληνρήο).Δπίζεο ζα πξέπεη θαη ε αλεγκέλε γσλία ζηξνθήο ζ, λα 

κελ ππεξβαίλεη κία επηηξεπόκελε ηηκή ζεπ δειαδή: ζ≤ ζεπ ( παξακνξθσηηθή ζπλζήθε).  

Πξέπεη δειαδή λα ηθαλνπνηνύληαη ζπγρξόλσο νη δύν παξαθάησ ζπλζήθεο: η=ηεπ θαη ζ≤ηεπ    

(1.48)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

Σηκέο ησλ ηεπ θαη ζεπ δίλνληαη από Πίλαθεο. Γηα ηνλ ράιπβα γηα παξάδεηγκα ε ζεπ είλαη 

0.25°/m Δηδηθά γηα ηελ ηεπ ειιείςεη άιισλ ζηνηρείσλ γηα όιθηκα πιηθά κπνξνύκε ζε πξώηε 

πξνζέγγηζε λα ιακβάλνπκε: ηεπ=(0.55 εώο 0.8) ζεπ  (1.49) 

Αλ ζηελ (1.48) αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ηεπ θαη ζεπ θαη ηηο ιύζνπκε σο πξνο Μt,πξνθύπηνπλ δύν 

ηηκέο ηεο, από ηηο νπνίεο πξνθαλώο επηιέγνπκε ηε δπζκελέζηεξε πεξίπησζε, δειαδή ηε 

κηθξόηεξε Μt. Απηή είλαη θαη ε κέγηζηε επηηξεπόκελε ηηκή ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο πνπ κπνξεί 

κε αζθάιεηα λα θέξεη ε ξάβδνο, θαη πνπ ζπλεπώο ραξαθηεξίδεη ηελ θνξηνη̈θαλόηεηα ηεο ζε 

ζηξέςε. Αληίζηξνθα, κε γλσζηά ηα ηεπ , ζεπ ε απαηηνύκελε ηηκή ηεο δηακέηξνπ ώζηε ε ξάβδνο 

λα θέξεη κε αζθάιεηα ηελ Mt ,νλνκάδεηαη δηαζηαζηνιόγεζε. [43] 

 

Ρνή επηκεθώλ θαη εγθάξζησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ ζηε ξάβδν  [45] 
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15 ηπέτη Κςκλικήρ Μεηαβληηήρ Γιαηομήρ 

 

ηξέςε ζε θαηά ηκήκαηα ζηαζεξή θπθιηθή δηαηνκή:  

Όηαλ ξάβδνο είλαη θαηά ηκήκαηα πξηζκαηηθή (ρ. α), ε MtΓ  θαηαπνλεί ηόζν ην ηκήκα ΑΒ ή 

(1), όζν θαη ην ΒΓ ή (2), ελώ ε MtΒ θαηαπνλεί κόλνλ ην (1). Η ζπλνιηθή γσλία ζηξνθήο ηνπ 

άθξνπ Γ σο πξνο ην (άζηξεπην) Α, είλαη:  

θΓ / Α= θΓ− θΒ=∑
i=1

n

(
M ti

l i

Gi I pi

)

,  i=1,2,3,... 

Με ηνλ όξν Mti  ελλννύκε ηε ζηξεπηηθή ξνπή ηνπ i ηκήκαηνο, πνπ είλαη ελ γέλεη δηαθνξεηηθή 

ηεο  Mti+1. Oη  Mti  πξνζδηνξίδνληαη κε ηε κέζνδν ησλ ηνκώλ. Έηζη, γηα ηνκή κεηαμύ Β θαη Γ, 

εμεηάδνληαο ην δεμηά ηεο ηνκήο όπνπ δξα ε MtΓ , πνπ επεηδή ‘’θαίλεηαη ζαλ λα εθειθύεη’’ 

ζεσξείηαη ζεηηθή.  Άξα Mt2=MtΓ . Γηα ηνκή κεηαμύ Α,Β, εμεηάδνληαο ην δεμηό ηκήκα, ε MtΓ 

είλαη ζεηηθή, ελώ ε MtΒ  ''θαίλεηαη ζαλ λα ζιίβεη ηε δηαηνκή''.  Έηζη είλαη:  
M t1

= M t Γ
−Μ tB . 

Η αληίδξαζε MtΑ  ππνινγίδεηαη από ηελ ηζνξξνπία ησλ ζηξεπηηθώλ ξνπώλ:  

∑ M t : M t A
− M t Γ

+ Μ t B
= 0

 

Οη κέγηζηεο ηάζεηο βέβαηα, πξνθύπηνπλ δηαθνξεηηθέο ζηα (1) θαη (2) θαη είλαη:  

η1=
Μ t1

R1

J 1 ,  

η 2=
Μ t 2

R2

J 2   [43] 

 

α) αγσγόο κε θαηά ηκήκαηα ζηαζεξή δηαηνκή  β) αγσγόο κε κεηαβιεηή δηαηνκή 
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ηξέςε ξάβδνπ κεηαβιεηήο δηαηνκήο:  

Όηαλ κεηαβάιιεηαη ε δηαηνκή (ρ. β), κεηαβάιιεηαη θαη ε πνιηθή ξνπή αδξαλείαο ηεο, 

δειαδή είλαη Ip(x). ε ηπραία απόζηαζε x ζεσξνύκε ζηνηρεηώδε θπθιηθό δίζθν κήθνο dx θαη 

(κεηαβιεηήο) αθηίλαο r(x) (πνπ εμαξηάηαη δειαδή από ηελ απόζηαζε x). Αλ αζθείηαη θαη 

κεηαβιεηή ξνπή Μt(x), έρνπκε:  

-Η δηαηκεηηθή ηάζε, είλαη: 

η ( χ )=
Μ t(x )

I p( x)
r (x )=

M t(x )

W p(x )
 

Η κέγηζηε δηαηκεηηθή ηάζε, παξαηεξείηαη εθεί πνπ ν ζπλδπαζκόο  

M t (x )

W p(x )
 δίλεη κέγηζηε 

ηηκή.  

Γηα Μt(x)=ζηαζεξό, απηό πξνθαλώο πξνθύπηεη ζηελ ειάρηζηε αθηίλα, πνπ είλαη ζην ειεύζεξν 

άθξν ηνπ πξνβόινπ (ρ. β). 

 -Η ζηνηρεηώδεο γσλία ζηξνθήο dθ, είλαη 

dθ=
Μ t(x )

G I p( x)
dx

, νπόηε ζε κήθνο l είλαη: 

θ= ∫
0

l

(
M t( x)

G I p(x)
)dx

 

 Αλ πξνέξρεηαη από θαηαλνκή ζηξεπηηθώλ ξνπώλ m(x) ζε κήθνο x, είλαη: 

M t( x)= m( x) x
 

 Αλ ε m0=ζηαζ. (ρ. α,β), είλαη: 
M t( x)= m0 x

 (ρ. γ).  

 Γηα ηξηγσληθή θόξηηζε (ρ. δ,ε) κε κέγηζηε ηηκή m0, είλαη: 
m(x )= (

m0

l
) x

  [43] 
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Οκνηόκνξθε θόξηηζε:  m0= ζηαζεξό 

 

 

Σξηγσληθή θόξηηζε: m0=max 
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16 Άηπακηοι Με Κλειζηή Λεπηόηοιση Γιαηομή 

 

Έρνπκε κάζεη όηη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ηάζεσλ ζε κε θπθιηθά ζηειέρε γεληθά απαηηείηαη 

ε ρξήζε αλαπηπγκέλσλ καζεκαηηθώλ κεζόδσλ. ηελ πεξίπησζε όκσο ησλ ιεπηόηνηρσλ 

θνίισλ κε θπθιηθώλ αγσγώλ, κία θαιή πξνζέγγηζε ηεο θαηαλνκήο ησλ ηάζεσλ κεο ζηνλ 

αγσγό κπνξεί λα επηηεπρζεί κε έλαλ απιό ππνινγηζκό. 

Θεσξνύκε έλα θνίιν θπιηλδξηθό ζηέιερνο ελόο κε θπθιηθνύ ηκήκαηνο πνπ ππνβάιιεηαη ζε 

ζηξεπηηθή θόξηηζε. Δλώ ην πάρνο t ηνπ ηνηρώκαηνο κπνξεί λα πνηθίιιεη κέζα ζε κία 

εγθάξζηα ηνκή εκείο ζα ζεσξήζνπκε όηη απηό παξακέλεη κηθξό ζπγθξηλόκελν κε ηηο άιιεο 

δηαζηάζεηο ηνπ ζηειέρνπο. Θα απνζπάζνπκε από απηό ην ηκήκα ΑΒ ηνπ ηνηρώκαηνο πνπ 

νξηνζεηείηαη από δύν εγθάξζηα επίπεδα ζε απόζηαζε Γx κεηαμύ ηνπο θη από δύν επηκήθε 

επίπεδα θάζεηα ζην ηνίρσκα. Από ηε ζηηγκή πνπ ην θνκκάηη ΑΒ βξίζθεηαη ζε ηζνξξνπία, ην 

ζύλνιν ησλ δπλάκεσλ πνπ αζθνύληαη πάλσ ηνπ θαηά κήθνο ηεο θαηεύζπλζεο x πξέπεη λα 

είλαη κεδέλ. Όκσο νη κόλεο δπλάκεηο πνπ εκπιέθνληαη είλαη νη δηαηκεηηθέο δπλάκεηο FA θαη 

FB .πνπ αζθνύληαη ζηα άθξα ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ.                                                                             

Έρνπκε ινηπόλ 

ΣF x= 0
:  

F A− F B= 0
 (3.45)                                                                             

Σώξα ζα εθθξάζνπκε ηελ FA  σο γηλόκελν ηεο επηκήθνπο δηαηκεηηθήο ηάζεο ηΑ  ζηε κηθξή 

πιεπξά ηνπ Α θαη ηεο πεξηνρήο tA Γx απηήο ηεο πιεπξάο: 

F A= η Α(t A Γx)
 (3.46) 

Παξαηεξνύκε όηη ελώ ε δηαηκεηηθή ηάζε είλαη αλεμάξηεηε από ηε ζπληεληαγκέλε x ηνπ 

ζεκείνπ πνπ ζεσξνύκε, κπνξεί σζηόζν λα δηαθέξεη θαηά πιάηνο ηνπ ηνηρώκαηνο. Η η Α  

επνκέλσο αληηπξνζσπεύεη ηε κέζε ηηκή ηεο ηάζεο πνπ ππνινγίδεηαη ζε όιν ην ηνίρσκα. 

Δθθξάδνληαο νκνίσο ηελ FB  θη αληηθαζηζηώληαο ηηο FA θαη FB  ζηελ εμίζσζε (3.45) γξάθνπκε 

η Α(t A Γx )− η Β( tB Γx )= 0
ή
η Α tA= η Β tB  (3.47) 

Από ηε ζηηγκή πνπ ηα Α θαη Β επηιέρηεθαλ απζαίξεηα, ε εμίζσζε (3.47) εθθξάδεη όηη ην 

γηλόκελν η t ηεο επηκήθνπο δηαηκεηηθήο ηάζεο η θαη ηνπ πάρνπο ηνπ ηνηρώκαηνο t είλαη 

ζηαζεξό ζηελ έθηαζε ηνπ ζηειέρνπο. Ολνκάδνληαο απηό ην γηλόκελν q, έρνπκε 

q= η t= const
 (3.48). 
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Tώξα απνζπνύκε έλα κηθξό ζηνηρείν από ην ηκήκα ΑΒ ηνπ ηνηρώκαηνο. Απ' ηε ζηηγκή πνπ νη 

πάλσ θαη θάησ πιεπξέο ηνπ ζηνηρείνπ είλαη κέιε ηεο ειεύζεξεο επηθάλεηαο ηνπ θνίινπ 

ζηειέρνπο, νη ηάζεηο ζε απηέο ηηο πιεπξέο είλαη ίζεο κε κεδέλ. 

Ιζρύεη όηη ε δηαηκεηηθή ηάζε ζε θάζε ζεκείν ηεο εγθάξζηαο ηνκήο ηνπ θνύθηνπ κέινπο είλαη 

παξάιιειε πξνο ηελ επηθάλεηα ηνπ ηνηρώκαηνο θαη ε κέζε ηηκή ηεο ππνινγηδόκελε ζε όιν ην 

ηνίρσκα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε (3.48). 

ε απηό ην ζεκείν κπνξεί λα παξαηεξήζνπκε κηα αλαινγία κεηαμύ ηεο θαηαλνκήο ηεο 

δηαηκεηηθήο ηάζεο η ζηελ εγθάξζηα ηνκή ηνπ ιεπηόηνηρνπ θνίινπ άμνλα θαη ηεο θαηαλνκήο 

ησλ ηαρπηήησλ v ζην λεξό πνπ ξέεη κέζα ζε θιεηζηό θαλάιη κνλάδαο βάζνπο θαη κεηαβιεηνύ 

πιάηνπο. Δλώ ε ηαρύηεηα v ηνπ λεξνύ πνηθίιιεη από ζεκείν ζε ζεκείν εμαηηίαο ηεο 

κεηαβνιήο ζην πιάηνο t ηνπ θαλαιηνύ, ν ξπζκόο ηεο ξνήο q= v t  παξακέλεη ζηαζεξόο κέζα 

ζην θαλάιη όπσο ε πνζόηεηα η t ηεο εμίζσζεο (3.48). Δμαηηίαο απηήο ηεο αλαινγίαο, ην 

γηλόκελν q= η t αλαθέξεηαη θαη σο ξνή ηάζεο ηνπ ηνηρώκαηνο ηνπ θνύθηνπ άμνλα. 

Σώξα ζα εμαγάγνπκε κία ζρέζε κεηαμύ ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο Μ πνπ εθαξκόδεηαη ζε έλα 

θνίιν ζηέιερνο θαη ηεο ξνήο ηάζεο q ζην ηνίρσκα απηνύ. Θεσξνύκε έλα κηθξό ζηνηρείν ηνπ 

ηκήκαηνο ηνπ ηνηρώκαηνο, κήθνπο ds.                                                                               

H επηθάλεηα ηνπ ζηνηρείνπ είλαη 
dA= t ds

θαη ην κέγεζνο ηεο δηαηκεηηθήο δύλακεο dF πνπ 

αζθείηαη ζην ζηνηρείν είλαη                                                                            

dF= η dA= η ( t ds)= (η t)ds= q ds
   (3.49)                                                                            

H ζηνηρεηώδεο  dM0  απηήο ηεο δύλακεο γύξσ από έλα απζαίξεην ζεκείν Ο κέζα ζηελ 

θνηιόηεηα ηνπ ζηειέρνπο κπνξεί λα ππνινγηζηεί πνιιαπιαζηάδνληαο ην dF επί ηελ 

θαηαθόξπθε απόζηαζε p από ην ζεκείν Ο κέρξη ην θνξέα ηεο dF. Έρνπκε 

dM 0= p dF= p(qds)= q ( p ds)
 (3.50) 

Όκσο ην γηλόκελν p ds είλαη ίζν κε ην δηπιάζην ηνπ ρσξίνπ dQ  ηνπ ηξηγώλνπ πνπ 

ζρεκαηίδεηαη από ην ds θαη ηηο απνζηάζεηο ησλ άθξσλ ηνπ ζηνηρείνπ από ην ζεκείν Ο. Έηζη 

έρνπκε 

dM 0= q (2dQ)
 (3.51) 

Από ηε ζηηγκή πνπ ην νινθιήξσκα γύξσ απ' ην ηκήκα ηνπ ηνηρώκαηνο ζην αξηζηεξό κέινο 

ηεο εμίζσζεο (3.51) αληηπξνζσπεύεη ην άζξνηζκα όισλ ησλ ζηνηρεησδώλ δηαηκεηηθώλ 
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δπλάκεσλ πνπ αζθνύληαη πάλσ ζην ηκήκα ηνπ ηνηρώκαηνο θη απ' ηε ζηηγκή πνπ απηό ην 

άζξνηζκα είλαη ίζν κε ηε ξνπή πνπ εθαξκόδεηαη ζην θνύθην ζηέιερνο, έρνπκε 

𝛭 =  𝑑𝑀0 =  𝑞(2𝑑𝑄) 

Η ξνή ηάζεο q είλαη ζηαζεξά, άξα γξάθνπκε 

𝑀 =  2 𝑞 𝑄 (3.52) 

όπνπ Q  είλαη ε πεξηνρή πνπ εζσθιείεηαη από ηε κέζε γξακκή ηεο δηαηνκήο ηνπ ηνηρώκαηνο. 

Η δηαηκεηηθή ηάζε ζε θάζε δεδνκέλν ζεκείν ηνπ ηνηρώκαηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί 

ζπλαξηήζεη ηεο ξνπήο Μ εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ην q από ηελ  εμίζσζε (3.48) ζηελ (3.52) θη 

επηιύζνπκε σο πξνο η ζηελ πξνθύπηνπζα εμίζσζε. Έρνπκε ινηπόλ 

𝜏 =
𝛭

2𝑡𝑄
 (3.53) 

όπνπ t είλαη ην πάρνο ηνπ ηνηρώκαηνο ζην ζεκείν πνπ ζεσξήζακε θαη Q όπσο νξίζηεθε 

πξνεγνπκέλσο. Τπελζπκίδνπκε όηη ε η αληηπξνζσπεύεη ηε κέζε ηηκή ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο 

ζε όιε ηελ έθηαζε ηνπ ηνηρώκαηνο. Όκσο, ζηηο ειαζηηθέο παξακνξθώζεηο ε θαηαλνκή ησλ 

ηάζεσλ ζην ηνίρσκα κπνξεί λα ζεσξεζεί εληαία  θαη ε εμίζσζε (3.53) ζα απνθέξεη ηελ 

πξαγκαηηθή ηηκή ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο ζε θάζε ζεκείν ηνπ ηνηρώκαηνο. Η γσλία ζηξνθήο 

ελόο ιεπηόηνηρνπ θνύθηνπ άμνλα κπνξεί λα βξεζεί ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηεο 

ελέξγεηαο. Θεσξώληαο ειαζηηθή παξακόξθσζε, ζα δεηρζεί όηη ε γσλία ζηξνθήο ελόο 

ιεπηόηνηρνπ άμνλα κήθνπο L θαη κέηξνπ δπζθακςίαο G είλαη                                                                             

𝜑 =
𝛭𝐿

4𝑄2𝐺
   

𝑑𝑠

𝑡
  (3.54) 

όπνπ ην νινθιήξσκα ππνινγίδεηαη ζε όιν ην κήθνο ηεο κέζεο γξακκήο ηεο δηαηνκήο ηνπ 

ηνηρώκαηνο. [46] 

 

Υαξαθηεξηζηηθά ιεπηόηνηρεο δηαηνκήο θαη ηκήκαηνο απηήο   [43] 
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17 ηπέτη Κλειζηήρ Λεπηόηοισηρ Γιαηομήρ 

 

 Δηζαγσγή 

Πεηξάκαηα ζηξέςεο ιεπηόηνηρσλ αγσγώλ παξέρνπλ πιήζνο πιενλεθηεκάησλ ζρεηηθώλ κε 

ηνπο ειέγρνπο ειαζηηθόηεηαο γηα ηνλ θαζνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εξππζκνύ. Σν πην 

ζεκαληηθό απ' όια είλαη όηη ε κέηξεζε ηεο θαηαπόλεζεο ζηα πεηξάκαηα ηεο ζηξέςεο δελ 

επεξεάδεηαη νπζηαζηηθά από ηηο ζεξκηθέο δηαζηνιέο θαη ζπζηνιέο νη νπνίεο ζπλνδεύνπλ 

ήζζνλεο ζεξκνθξαζηαθέο δηαθπκάλζεηο. Δπίζεο, αλ  ην πάρνο ηνπ ηνηρώκαηνο είλαη κηθξό 

ζπγθξηλόκελν κε ηε δηάκεηξν απηνύ, ε δηαηκεηηθή ηάζε πάλσ ζην ηκήκα κπνξεί λα ζεσξεζεί 

εληαία θαη γηα ζηαζεξή ζηξεπηηθή ξνπή, απηή ε ηάζε παξακέλεη ζηαζεξή παληνύ θαζόιε ηε 

δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο. Έλα ηειεπηαίν πιενλέθηεκα γηα ζπγθεθξηκέλνπο εξεπλεηηθνύο 

ζηόρνπο είλαη πσο είλαη ζπγθξηηηθά εύθνιν λα αληηζηξέςεηο ηελ θαηεύζπλζε ηεο ηάζεο.  

Παξ' όια απηά ηα πιενλεθηήκαηα, ηα πεξηζζόηεξα πεηξάκαηα εξππζκνύ δηεμάγνληαη κε 

θόξηηζε. Απ' ηελ άιιε πιεπξά, όια ηα δνκηθά κέιε ππνβάιινληαη ζε πνιπαμνληθέο ζπλζήθεο 

ηάζεσλ. Δίλαη απαξαίηεην, ινηπόλ, λα ζπζρεηίδνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ εξππζκνύ ππό 

ζπλζήθεο πνιπαμνληθώλ ηάζεσλ κε ηε κνλναμνληθή ζπκπεξηθνξά εξππζκνύ ε νπνία 

ζπλαληάηαη ζπλήζσο ζην εξγαζηήξην. Ο ζθνπόο απηήο ηεο παξνπζίαζεο είλαη λα βξεζεί έλαο 

ηξόπνο ππνινγηζκνύ ηεο ζηξεπηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ εξππζκνύ ησλ κε θπθιηθώλ αγσγώλ 

από ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ειαζηηθνύ εξππζκνύ ησλ πιηθώλ ησλ αγσγώλ. 

Σα πξώηα θαηαγεγξακκέλα πεηξάκαηα εξππζκνύ ζηξέςεο θνύθησλ αγσγώλ 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ απ' ηνλ  Bailey [48,49] ην 1929. Άιινη πξσηνπόξνη ζηνλ ηνκέα ηεο 

έξεπλαο ήηαλ νη Everett [50,51] θαη Lea [52].  O Α. Δ. Johnson [53-57] έρεη θάλεη πηζαλώο 

ηελ πεξηζζόηεξε δνπιεηά ζε απηό ην πεδίν από νπνηνλδήπνηε άιιν θαη κάιηζηα κε ηελ 

εμαίξεζε κηαο ζρεηηθήο έξεπλαο [58]. Ο Johnson ήηαλ ν κόλνο εξεπλεηήο ζηελ ηζηνξία πνπ 

αζρνιήζεθε κε κειέηεο εξππζκνύ ζηξέςεο κεηαμύ ηνπ 1940 θαη 1960. Πξόζθαηα όκσο έρεη 

αλαπηπρζεί έλα δηεζλέο απμαλόκελν ελδηαθέξνλ πάλσ ζην αληηθείκελν όπσο απνδεηθλύεηαη θη 

απ' ηελ εκθάληζε 6 εξγαζηώλ [59-64] ηα ηειεπηαία 3 ρξόληα. Απηό κπνξεί λα απνδνζεί, ελ 

κέξεη ηνπιάρηζηνλ, ζε αλακελόκελα πξνβιήκαηα παξακόξθσζεο ιόγσ εξππζκνύ ζηα 

πηεξύγηα ππεξερεηηθώλ αεξνζθαθώλ.                                                                             

Σα ζσιελνεηδή δείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο παξαπάλσ έξεπλεο ήηαλ ζε θάζε 

πεξίπησζε  θπθιηθά. Απηή ε έξεπλα πηζηεύεηαη όηη ήηαλ ε πξώηε κειέηε εξππζκνύ ζηξέςεο 

ζε κε θπθιηθνύο αγσγνύο. 

Σα πεξηζζόηεξα απ' ηα πεηξάκαηα εξππζκνύ ζηξέςεο πνπ αλαθέξνληαη ζηε βηβιηνγξαθία, 

παξνπζηάζηεθαλ ζε κηθξνύ κεγέζνπο δείγκαηα ειέγρσλ κε δηακέηξνπο πεξίπνπ κηζήο ίληζαο 

θαη ππνινγηζκέλα κήθε πεξίπνπ 2 ηληζώλ. ηελ πξαγκαηηθόηεηα, κέρξη πξόζθαηα [64] δελ 
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είραλ αλαθεξζεί ζηνηρεία εξππζκνύ ζηξέςεο ζε ζσιελνεηδή δείγκαηα καθξύηεξα από 8 

ίληζεο ή κεγαιύηεξα από 1.6 ίληζεο ζε δηάκεηξν.  [47] 

Η ζεσξία ηεο ειαζηηθήο ζηξέςεο ζε ιεπηόηνηρνπο αγσγνύο, όπσο αλαπηύρζεθε απ' ηνλ Bredt 

[65] ην 1896 αληηπξνζσπεύεη κηα πξνζέγγηζε ζηε γεληθή ζεσξία ειαζηηθήο ζηξέςεο ηνπ 

Saint-Venant. Η αλάιπζε ηνπ Bredt βαζίζηεθε ζε δεδνκέλεο παξαδνρέο ζρεηηθά κε ηε θύζε 

ηεο θαηαλνκήο ησλ ηάζεσλ θαη θαηέιεμε ζε δύν γλσζηέο εμηζώζεηο. Η πξώηε εμ απηώλ πνπ 

δίλεη ηελ θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ είλαη                                                                                                                                                            

η=
M

2Qh
    (1) όπνπ:  

- η  ε  δηαηκεηηθή ηάζε   

- Μ ε ζηξεπηηθή ξνπή  

- Q ην ρσξίν πνπ εζσθιείεηαη από ηε κέζε γξακκή ηνπ πάρνπο ηεο θακπύιεο C ηεο                     

εγθάξζηαο δηαηνκήο ηνπ αγσγνύ 

-h ην πάρνο ηνπ ηνηρώκαηνο                                                                             

Απηή ε εμίζσζε πξνέξρεηαη απνθιεηζηηθά από κειέηεο ηζνξξνπίαο  θαη γη απηό ην ιόγν 

ζεσξείηαη όηη εθαξκόδεηαη ζε ζπλζήθεο εξππζκνύ θαζώο επίζεο θαη ζε ειαζηηθέο ζπλζήθεο. 

Η δεύηεξε εμίζσζε ηνπ Bredt, πνπ δίλεη ηε γσλία ζηξνθήο ηνπ αγσγνύ ηζρύεη κόλν ζηα 

ειαζηηθά πιηθά. Όκσο ε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο ηνπ Bredt εθαξκόδεηαη 

ζε πιηθό πνπ λα αθνινπζεί νπνηαδήπνηε ζεκειηώδε εμίζσζε. Απηή ε γεληθή κνξθή ηεο 

δεύηεξεο εμίζσζεο ηνπ  Bredt είλαη ε εμήο 

θ=
γm P

2Q     (2) 

όπνπ:   -ζ  ε γσλία ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο 

            -γm  κέζε δηαηκεηηθή θόξηηζε 

            -P ε πεξίκεηξνο ηεο θακπύιεο C                                                                                                                     

Δίλαη απαξαίηεην λα βάδνπκε ηε ζσζηή έθθξαζε γηα ην γm  ζε απηή ηελ εμίζσζε ώζηε λα 

θαηαζηεί εθαξκόζηκε ζηε ζπκπεξηθνξά ζπγθεθξηκέλσλ πιηθώλ θάησ από εμέηαζε.  

ηελ παξνύζα πεξίπησζε, αο ππνζέζνπκε όηη ε ζπκπεξηθνξά ειαζηηθνύ εξππζκνύ ηνπ 

πιηθνύ ηνπ αγσγνύ κπνξεί λα εθθξαζηεί από ηνλ θνηλό ηύπν: 
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ε= k ζ
m
t

n

 (3) 

όπνπ:   -ε  ε παξακόξθσζε ηνπ ειαζηηθνύ εξππζκνύ 

            -ζ  ε κνλναμνληθή εθειθπζηηθή ηάζε  

            -t ν ρξόλνο 

            -k, m θαη n είλαη ζηαζεξέο εμαξηώκελεο κόλν απ' ην πιηθό θαη ηε ζεξκνθξαζία 

 Η εμίζσζε απηή εθαξκόδεηαη κόλν γηα ζηαζεξή ηάζε θαη ζηαζεξέο ζεξκνθξαζηαθέο 

ζπλζήθεο. Δάλ εθαξκνζηεί ε ζεσξία ηεο νθηαεδξηθήο δηαηκεηηθήο ηάζεο ηνπ πνιπαμνληθνύ 

εξππζκνύ, κπνξεί απηό λα απνδεηρηεί γηα πιηθό πνπ ππαθνύεη ζηε ζρέζε (3), ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ εξππζκνύ δηάηκεζεο δίλνληαη από ηε ζρέζε                                                                            

𝛾 =  3𝑘 ( 3 𝜏)𝑚 𝑡𝑛  (4) όπνπ:    

- γ  ε παξακόξθσζε ηνπ εξππζκνύ δηάηκεζεο  

- k, m θαη n είλαη νη ζηαζεξέο εθειθπζηηθνύ εξππζκνύ όπσο νξίζηεθαλ από ηε ζρέζε (3) 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ εμίζσζε (1) ζηελ εμίζσζε (4) πξνθύπηεη: 

𝛾 =  3𝑘 (
 3

2
 
𝑀

𝑄ℎ
)𝑚𝑡𝑛                                                                              

ηελ πεξίπησζε ηεο ζηξέςεο ελόο ιεπηόηνηρνπ αγσγνύ, κηα κέζε ηηκή γηα ηελ παξακόξθσζε 

ηνπ  εξππζκνύ δηάηκεζεο κπνξεί λα βξεζεί εθηειώληαο νινθιήξσζε απηήο ηεο έθθξαζεο 

πάλσ ζην κήθνο ηεο θακπύιεο C.  Απηή είλαη                                                                                                                                                       

𝛾𝑚 =  (
𝛾  𝑑𝑠

𝑃
)

 

𝑐
=  3

𝑘

𝑃
 (

 3 

2

𝑀

𝑄
)𝑚 𝑡𝑛  (

𝑑𝑠

ℎ𝑚 )
 

𝑐
     (5) 

όπνπ: ds ζηνηρεηώδεο ηόμν κήθνπο ηεο θακπύιεο C 

H εμίζσζε (5) κπνξεί ηώξα λα ππεηζέιζεη ζηελ εμίζσζε (2) γηα λα δώζεη ηε γσλία ζηξνθήο                                                                             

𝜃 =
 3

2

𝑘

𝑄
 (

 3 

2

𝑀

𝑄
)𝑚 𝑡𝑛  (

𝑑𝑠

ℎ𝑚 )
 

𝑐
      (6) 

Aπηή αληηπξνζσπεύεη ηελ αληίζηνηρε γηα ηνλ εξππζκό ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο ηνπ Βredt. Aλ 

ν αγσγόο ηνπ δεηήκαηνο έρεη εληαίν πάρνο ηνηρώκαηνο h, ε εμίζσζε (6) απινπνηείηαη σο εμήο: 

𝜃 =
 3

2

𝑃

𝑄
 𝑘(

 3 

2

𝑀

𝑄ℎ
)𝑚 𝑡𝑛               (7) 

Γηα θπιηλδξηθό ζσιήλα κε κέζε αθηίλα rm  απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα γξαθεί σο: 
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𝜃 =  3
 𝑘

𝑟𝑚
(
 3 

2

𝑀

𝑄ℎ
)𝑚 𝑡𝑛                (8) 

Δλώ ε εμίζσζε (7) είλαη πξνζέγγηζε απ' ηελ άπνςε όηη πξνέξρεηαη από ηηο παξαδνρέο ηνπ 

Bredt ζρεηηθά κε ηε θύζε ηεο θαηαλνκήο ησλ ηάζεσλ, ε εμίζσζε (8) είλαη αθξηβήο απ' ηελ 

άπνςε όηη ηαπηίδεηαη κε ηε ιύζε ε νπνία δελ απαηηεί απηέο ηηο παξαδνρέο.  [47] 

 Πεηξακαηηθή δηαδηθαζία 

Έλα πξόγξακκα ειέγρνπ ζρεδηάζηεθε γηα λα εθηηκεζεί ε εθαξκνζηκόηεηα ηεο εμίζσζεο (7) 

γηα δηάθνξα ζρήκαηα ιεπηόηνηρσλ αγσγώλ. Πεηξάκαηα ηάζεο ηνπ εξππζκνύ ησλ πιηθώλ ησλ  

αγσγώλ πξαγκαηνπνηήζεθαλ γηα λα θαζνξίζνπκε ηηο ζηαζεξέο k,l θαη m θαη πεηξάκαηα 

ζηξέςεο εξππζκνύ ησλ αγσγώλ εθηειέζηεθαλ γηα λα εμαρζνύλ πεηξακαηηθά δεδνκέλα γηα ηε 

ζύγθξηζε κε ηελ εμίζσζε (7).  [47] 

-Γείγκαηα 

ρεδηαζκέλν, ζπλερέο θξάκα αινπκηλίνπ 2024-T3 εηδηθά γηα αγσγνύο απνθηάηαη γηα ρξήζε 

ζα δείγκα ειέγρνπ. Απηό ην θξάκα επηιέρηεθε εμαηηίαο ηεο δεδνκέλεο ππαθνήο ηνπ ζηελ 

νθηαδεξηθή ζεσξία  ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ [66-67] θαη ιόγσ ηεο δπλαηόηεηαο εθαξκνγήο 

ηνπ ζε ζθειεηoύο αεξνπιάλσλ. Σέζζεξηο αγσγνί γηα θάζε έλα από ηα ηέζζεξα δηαθνξεηηθά 

ζρήκαηα απνθηήζεθαλ: θπθιηθό, ηεηξάγσλν κε ζηξνγγπιεκέλεο γσλίεο κε δύν (δηαθνξεηηθά) 

πάρε θαη νξζνγώλην κε ζηξνγγπιεκέλεο γσλίεο.  

Η δηάκεηξνο ησλ θπθιηθώλ αγσγώλ, νη πιεπξέο ησλ ηεηξάγσλσλ αγσγώλ  θαη ε κεγαιύηεξε 

πιεπξά ησλ νξζνγώλησλ αγσγώλ ήηαλ νλνκαζηηθά 3 ίληζεο θαη ηα κήθε ησλ ζσιήλσλ ήηαλ 

από 7 πόδηα.  Γηα θάζε αγσγό μερσξηζηά, νη απνθιίζεηο ζηηο εμσηεξηθέο δηαζηάζεηο θαη ζηα 

πάρε δελ ππεξέβαηλαλ ηηο 0.01 θαη 0.004 ίληζεο αληίζηνηρα.  [47]                         

Σα γεσκεηξηθά ζηνηρεία ηεο δαθηπιηνεηδνύο αηξάθηνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην πείξακα είλαη 

ηα εμήο: 

  𝑟𝑚 ≅ 37.5𝑚𝑚 

 h= 2.1mm= 0.083in
 

 Q= π Rm
2 = 0.004417m2

 

 R1= 38.1mm
 

 R2= 37.05mm
 

   𝐼0 =
𝜋𝑅1

4

2
−

𝜋𝑅2
4

2
= 0.35 ∙ 10−6𝑚4 
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B. Πειπαμαηική Γιαδικαζία Πποζομοίυζηρ 

Αποηελεζμάηυν 
 

1  Πποζομοίυζη ηηρ εξίζυζηρ Bredt 

-Έιεγρνη ζηξέςεο εξππζκνύ 

Γώδεθα πεηξάκαηα ζηξέςεο εξππζκνύ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζηνπο 400
ν
F, ηξία γηα θάζε έλα 

από ηα ηέζζεξα ζρήκαηα αγσγώλ πνπ είδακε παξαπάλσ. Κάζε δείγκα αγσγνύ ήηαλ κήθνπο 7 

πνδηώλ θαη ηνπνζεηήζεθε έηζη ώζηε λα κπαίλεη ζπκκεηξηθά κέζα ζε έλα πεηξακαηηθό θιίβαλν 

6 πνδηώλ. 

Οη κεηξήζεηο ηεο ζπζηξνθήο κεηαβηβάζηεθαλ ζε έλα κέηξν 3 πνδηώλ ζην θέληξν.Σν ζύζηεκα 

κέηξεζεο ηεο ζηξνθήο πεξηιακβάλεη ζθάικαηα πνπ δελ ππεξβαίλνπλ ην 1% θη 

επαλαιήθζεθαλ μερσξηζηέο κεηξήζεηο αθξηβέζηεξεο από 3 ∙ 10−6αθηίληα αλά ίληζα. 

Οη ζεξκνθξαζίεο ήηαλ ζηαζεξέο εληόο 1 
o
F κέζα ζε θάζε πείξακα θαη εληαίεο κέζα ζην κέηξν 

εληόο 3 
o
F. O παξαθάησ πίλαθαο απαξηζκεί ηηο πξνδηαγξαθέο ησλ δεηγκάησλ, ηηο ξνπέο θαη ηα 

επίπεδα ησλ ηάζεσλ ππνινγηζκέλα από ηελ εμίζσζε (1) γηα θάζε πείξακα. Σα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα ηνπ εξππζκνύ παξνπζηάδνληαη ζηα δηαγξάκκαηα ηεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην 

ρξόλν. Δπίζεο δίδνληαη ζηα δηαγξάκκαηα ζεσξεηηθέο θακπύιεο εξππζκνύ ζηξέςεο 

ππνινγηζκέλεο κε ηελ εμίζσζε (7).                                                                             

Γηα ηνπο θπθιηθνύο θαη ηνπο νξζνγώληνπο αγσγνύο ε ζπλάθεηα κεηαμύ ζεσξίαο θαη 

πεηξάκαηνο είλαη ηθαλνπνηεηηθή γηα ηηο ρακειόηεξεο ηηκέο ηάζεσλ.                                                                                                                                                        

ηα πςειόηεξα επίπεδα ηάζεσλ ε ζεσξία πξνβιέπεη ζεκαληηθά κηθξόηεξν εξππζκό απ' όηη 

παξαηεξείηαη ζηα πεηξάκαηα.  

Γηα ηνπο ηεηξάγσλνπο αγσγνύο ηνηρώκαηνο 0.083 ηληζώλ ε ζεσξία πξνβιέπεη κηθξόηεξν 

εξππζκό ζε όια ηα επίπεδα ησλ ηάζεσλ απ' όηη πξαγκαηηθά, ελώ γηα ηνπο ηεηξάγσλνπο 

αγσγνύο ηνηρώκαηνο 0.109 ηληζώλ ε ζεσξία πξνβιέπεη ζεκαληηθά πεξηζζόηεξν εξππζκό ζε 

όια ηα επίπεδα ηάζεσλ απ' όηη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα. Παξόιν πνπ ε ζρέζε ζεσξίαο θαη 

πεηξάκαηνο είλαη ινγηθά ζύκθσλε γηα θάζε ζρήκα αγσγνύ, θακία γεληθή ζρέζε δελ έηλαη 

πξνθαλήο από όια ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέρζεθαλ. 

Οη απνθιίζεηο κεηαμύ ππνινγηζηηθώλ θαη πεηξακαηηθώλ απνηειεζκάησλ εθηηκήζεθαλ 

αλαθνξηθά κε ηελ ηάζε. Με άιια ιόγηα, γηα θάζε πείξακα ε ηάζε ζα έθεξλε ηελ 

ππνινγηδόκελε θακπύιε ζε κία θαηά πξνζέγγηζε ζύκπησζε κε ηα πεηξακαηηθά ζηνηρεία πνπ 

ππνινγίζηεθαλ. Η δηαθνξά κεηαμύ απηήο ηεο ηηκήο θαη ηεο ζεσξεηηθήο ηάζεο 

εθπεθξαζκέλεο ζε πνζνζηό επί %  δίλεηαη ζηνλ πίλαθα ζα ''ζθάικα ηάζεο''.  [47] 



62 

 

Specimen  No Torque Shear stress Stress error 

 in*lb lb/in
2
 Percent 

Κπθιηθνί αγσγνί 

1 9,93 8,94 2 

2 11,8 10,6 -25 

3 10,9 9,82 -23 

Σεηξάγσλνη αγσγνί ηνηρώκαηνο 0.083 ηληζώλ 

4 11,8 8,08 -15 

5 13,8 9,38 -18 

6 15,6 10,7 -12 

Tεηξάγσλνη αγσγνί ηνηρώκαηνο 0.109 ηληζώλ 

7 16,6 8,92 31 

8 18,5 9,94 30 

9 14,7 7,9 23 

Οξζνγώληνη αγσγνί 

10 11,8 11,8 -13 

11 9,35 9,35 0 

12 12,8 12,8 -23 

Σα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα εξππζκνύ γηα ην ζσιήλα θπθιηθήο δηαηνκήο κε βάζε ηε 

ζρέζε (8) 

ηα πξνζαξκόζακε κε ηε κέζνδν κε-γξακκηθήο πξνζαξκνγήο ηνπ ινγηζκηθνύ Mathematica. 

Οη ζπληειεζηέο  k, m θαη n ηεο ελ ιόγσ εμίζσζεο παξνπζηάδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα  

γηα θάζε ξνπή μερσξηζηά:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

M (N*m) k m n 

1121 0.00022  0.0049  0.5  

1231 0.0003  0.0049  0.5  

1335 0.00034  0.0049  0.5  
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ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην ρξόλν 

κε ηα ζεκεία πνπ πξνέθπςαλ από ηα πεηξάκαηα γηα θαζεκία από ηηο  ηξεηο ξνπέο: 

 Μ=1121 Νm 

 

ρήκα 1: Πεηξακαηηθά ζεκεία αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1121 Νm 

 M=1231 Nm 

 

ρήκα  2: Πεηξακαηηθά ζεκεία αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1231 Νm 
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 M=1335 Nm 

 

ρήκα 3:  Πεηξακαηηθά ζεκεία αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1335 Νm 

ηε ζπλέρεηα, καδί κε ηα πεηξακαηηθά απηά ζεκεία γηα ηελ θάζε ξνπή, ραξάζζεηαη ε 

αληίζηνηρε θακπύιε πνπ αληηπξνζσπεύεη ηελ πξνζνκνίσζε ηεο εμίζσζεο (8) ηνπ Bredt:                                                                

 Μ=1121 Νm 

 

ρήκα 1.1: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα  Μ=1121 Νm 

α) ζεκεία: πείξακα   β) ζπλερήο γξακκή: πξνζνκνίσζε ηεο εμίζσζεο (8) ηνπ Bredt 
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 M=1231 Nm 

 

ρήκα 1.2: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα  M=1231 Nm 

α) ζεκεία: πείξακα   β) ζπλερήο γξακκή: πξνζνκνίσζε ηεο εμίζσζεο (8) ηνπ Bredt 

 

 M=1335 Nm 

 

ρήκα 1.3:  Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα  M=1335 Nm 

α) ζεκεία: πείξακα   β) ζπλερήο γξακκή: πξνζνκνίσζε ηεο εμίζσζεο (8) ηνπ Bredt 
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2 Μεηαβολή Μέηπος Δλαζηικόηηηαρ ςναπηήζει Σηρ Θεπμοκπαζίαρ  

 

Παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν πεηξακαηηθό ελδηαθέξνλ ε κεηαβνιή ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο 

ζπλαξηήζεη ηεο ζεξκνθξαζίαο γηα δηάθνξα κέηαιια θαηαζθεπήο ησλ πιηθώλ. ην αθόινπζν 

δηάγξακκα παξνπζηάδεηαη ε κεηαβνιή ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο νθηώ δηαθνξεηηθώλ 

κεηάιισλ  ζπλαξηήζεη ηεο ζεξκνθξαζίαο. Όπσο είλαη αλακελόκελν, απμαλνκέλεο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ζε θάζε πιηθό κεηώλεηαη, αθνύ κεηώλεηαη ε ηάζε 

ιπγηζκνύ. Σα κέηξα ειαζηηθόηεηαο ζην δηάγξακκα κεηξνύληαη ζε εθαηνκκύξηα psi όπνπ 1 

psi=6894.8 Pa θαη νη ζεξκνθξαζίεο ζε F όπνπ 
ν
F=9(

o
C)/5 +32 

 

Σα πεηξακαηηθά δεδνκέλα πνπ επεμεξγαζηήθακε αλαθέξνληαη ζε  θξάκα αινπκηλίνπ ζηνπο 

400
ν
F.  Από ην παξαπάλσ δηάγξακκα πεγαίλνληαο ζηελ κπιε θακπύιε ηνπ αινπκηλίνπ θαη 

γηα 400
ν
F  βιέπνπκε όηη αληηζηνηρεί ζε κέηξν ειαζηηθόηεηαο  πεξίπνπ:  

Δ=9*10
6 
psi=6.2053*10

10 
Pa=62.053 GPa. 

Αθόκα βιέπνπκε όηη ζε ζρέζε κε ηα ππόινηπα θξάκαηα, ην θξάκα αινπκηλίνπ θπκαίλεηαη ζε 

ζεκαληηθά κηθξόηεξεο ηηκέο κέηξσλ ειαζηηθόηεηαο θαηά ηε ζεξκνθξαζηαθή ηνπ δηαθύκαλζε.  
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Σέινο παξαηίζεηαη πίλαθαο κε ηηκέο ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο δηαθόξσλ θξακάησλ 

ζπλαξηήζεη ηεο ζεξκνθξαζίαο ζε 
o
C θαη ζε 

ν
F:                        
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3 Πποζομοίυζη με ιξυδοελαζηικά μονηέλα 

 

 Γξακκηθνί ημσδνειαζηηθνί θπιηλδξηθνί άηξαθηνη 

Η παξακόξθσζε ησλ θπιηλδξηθώλ αηξάθησλ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

ε xθ=
1

2
γ xθ=

1

2
r
dθ

dx
        

(2.1) 

H θαηαζηαηηθή εμίζσζε ηεο ζηξέςεο ζηνπο αηξάθηνπο είλαη: 
PG η xθ= QG ε xθ

                         

(2.2) 

Η αλαπηπζζόκελε ζηξεπηηθή ξνπή είλαη: 

Μ t= ∫
R

η xθ r dA
 όπνπ 

dA= r dr dθ
                           

(2.3) 

Δθαξκόδσ ηνπο ηειεζηέο  P
G 

, Q
G
  ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε θη επεηδή ε άηξαθηνο βξίζθεηαη 

ζε ηζνξξνπία έρνπκε ηελ παξαθάησ ζρέζε πνπ ηζρύεη γηα ηελ ημσδνειαζηηθόηεηα: 

P
G
M t= ∫

R

P
G
η xθ r dA=∫

R

Q
G
ε xθ r dA

  =>                                                                                                                                                                                

P
G
M t= ∫

R

Q
G(

1

2
r
dθ

dx
)rdA=

1

2
Q

G dθ

dx
∫
R

r
2
dA

=> 

P
G

M t=
I 0

2
Q

G dθ

dx
=

I 0

2
Q

G
α

  (2.4)                                                                               

όπνπ 

α=
dθ

dx
=
Μ t( x)

G I 0  o ξπζκόο ηεο ζηξνθήο, απ' όπνπ πξνθύπηεη γηα ηελ ειαζηηθόηεηα: 

M t( x)= G
dθ

dx
I 0

  

πγθξίλνληαο ειαζηηθή κε ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά κέζσ ησλ δύν πξνεγνύκελσλ 

ζρέζεσλ πξνθύπηεη ν λόκνο ηεο αληηζηνηρίαο: 

Q
G

P
G
→2G

 

Η ξνπή  κπνξεί λα παξαζηαζεί ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ κε ηε ζρέζε 
Μ t( x , t)= M 0 u (t)

, 

νπόηε εθθξάδνπκε ην ξπζκό ηεο ζηξνθήο ζε κνξθή νινθιεξώκαηνο Boltzmann: 
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α(x , t)=
∂θ( x , t)

∂ x
=

2

I 0

∫
0

t

J
G( t− t ' )

∂M 0( x , t ' )

∂ t '
dt '

=> 

∂θ
∂ x

=
2M0

I 0

∫
0

t

J
G (t− t ' )δ(t ')dt=

2M0

I 0

J
G(t)u (t)

  (2.5)  

 όπνπ γηα νκνηόκνξθε ξνπή Μt   ην 

∂θ
∂ x

 είλαη ζπλάξηεζε κόλν ηνπ ρξόλνπ 

Aπό ηηο ζρέζεηο (2.1) θαη (2.4) πξνθύπηεη ε ειαζηηθή ιύζε: 

P
G

M t=
I 0

2
Q

G
(
2ε xθ

r
)=

I 0

r
Q

G
ε xθ=

I 0

r
P

G
η xθ

 => 

P
G
(M t−

I 0 η xθ

r
)= 0

 => 

 =>

η xθ=
Μ t r

I 0   (2.6)        

Δθαξκόδνληαο κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηε ζρέζε (2.5) θαη ζηε ζρέζε 

η xθ (x , r , t)=
M t (x , t)r

I 0  έρνπκε: 

𝜕𝜑 (𝑥 ,𝑠)

𝜕𝑥
=

2

𝐼0
𝐽  𝐺 𝑠 𝑠 𝑀  𝑥, 𝑠       (2.7α)  

η̄ xθ (x , r , s)=
̄η ( x , s )r

I 0        (2.7β) 

                                                                                                                                                                                                                                    

πγθξίλνληαο ηηο εμηζώζεηο (2.7) κε ηηο αληίζηνηρεο γηα ηελ ειαζηηθόηεηα πξνθύπηεη ε 

παξαθάησ αληηζηνηρία 

1

2G
→s J̄

G (s)
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 Δθαξκνγή γηα ζηνηρείν Μaxwell 

Γηα ην ζηνηρείν Maxwell έρνπκε 

J G(t)=
1

2G
+

t
ζ

 

Άξα από ην ξπζκό ηεο ζηξνθήο έρνπκε δηαδνρηθά: 

dθ

dx
=

2Mt

I 0

J
G
(t )u (t)

=>

dθ

dx
=

2Mt

I 0

(
1

2G
+

t

ζ
)u( t)

=>

θ(x , t)=
2Mt x

I 0

(
1

2G
+

t

ζ
)u( t)+ f (t)

            (2.8) 

Δπεηδή γηα θ=0 έρνπκε θαη x=0  πξνθύπηεη απ' ηε  (2.8)  
f (t)= 0

, νπόηε ε γεληθή κνξθή ηεο 

εμίζσζεο ηεο γσλίαο είλαη: 

θ(x , t)=
2Mt x

I 0

(
1

2G
+

t

ζ
)u( t)

(2.9)   όπνπ   

 γηα t= 0   έρνπκε  

θ(x ,0)=
M t x

G I 0   (ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά) 

 γηα 
t →∞

 έρνπκε  
θx ,t →∞

 

Kάλνπκε ηελ πξνζαξκνγή κε ηελ εληνιή NonlinearModelfit ηνπ ινγηζκηθνύ Mathematica θαη 

ππνινγίδνπκε ηηο παξακέηξνπο ηνπ θάζε κνληέινπ. Η πξνζαξκνγή γίλεηαη θαη γηα ηα ηέζζεξα 

ημσδνειαζηηθά κνληέια κε βάζε ηελ εμίζσζε ηνπ ξπζκνύ ζηξνθήο. 

3.1 Tπιπαπαμεηπικό μονηέλο 

 

Από ην βηβιίν ησλ Shames-Cozzarelli γηα εξππζκό ζε ζηξέςε [2], ε γσλία ζηξνθήο αλά 

κνλάδα κήθνπο απνδεηθλύεηαη όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε

dθ

dt
=

2Mt

I 0

J
G
( t)u(t )

 ,  όπνπ είλαη: 

-Mt  ε ζηαζεξή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ αζθείηαη 

-Ι0 ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο ηνπ δνθηκίνπ  

-J
G
(t) ε ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ 
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Δθαξκόδνληαο ζηε ζρέζε ηε γλσζηή ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ, γξάθεηαη 

ηειηθά: 

 

dθ

dt
=

2Mt

I 0

3

2
[

1

E1

(1− e
− (

E1

η (Δ 1+ Δ 2)
t )

)+
1

E1+ E2

e
− (

Δ 1

η (Δ 1+ Δ 2)
t )

] u(t )
 (2.10)                                                                             

ηνλ παξαθάησ πίλαθα παξνπζηάδνληαη γηα θάζε πείξακα νη ηηκέο Δ1, Δ2,  ε θαη η ηνπ 

ηξηπαξακεηξηθνύ κνληέινπ: 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηεο αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην ρξόλν 

γηα θάζε πείξακα κε δεδνκέλε ξνπή:                                                                                                                                                                               

 Μ=1121 Nm 

 

ρήκα 2.1.1:  Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1121Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν 

 

 

Μt  (N*m) E1 (*10
11

N/m
2
) E2 (*10

11
N/m

2
)  ε(*10

12
Pa

2
*hr) η=ε/Δ2(Pa*hr) 

1121 1,5 9,82 1,76 1,8 

1231 1,085 12,33 1,65 1,346 

1335 1,19 16,94 1,22 0,72 
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 Μ=1231 Νm                                                                            

 

ρήκα 2.1.2: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1231Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν 

 M=1335 Nm  

 

ρήκα 2.1.3: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1335 Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν 
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3.2 Σπιπαπαμεηπικό ζηεπεό 

 

Από ην βηβιίν ησλ Shames-Cozzarelli γηα εξππζκό ζε ζηξέςε [2], ε γσλία ζηξνθήο αλά 

κνλάδα κήθνπο απνδεηθλύεηαη όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε

dθ

dt
=

2Mt

I 0

J
G
( t)u(t )

 ,  όπνπ είλαη: 

-Mt  ε ζηαζεξή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ αζθείηαη 

-Ι0 ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο ηνπ δνθηκίνπ  

-J
G
(t) ε ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ 

Eθαξκόδνληαο ζηε ζρέζε ηε γλσζηή ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ, γξάθεηαη 

ηειηθά: 

dθ

dt
=

2Mt

I 0

3

2 E1

[1+
E1

Δ2

(1− e
− (

Δ2

η
)t

)]u (t)
 (2.11) 

ηνλ παξαθάησ πίλαθα παξνπζηάδνληαη γηα θάζε πείξακα νη ηηκέο Δ1, Δ2, ε θαη η ηνπ 

ηξηπαξακεηξηθνύ ζηεξενύ: 

                                                                          

Μt  (N*m) E1 (*10
11

N/m
2
) E2 (*10

11
N/m

2
) ε(*10

11 
Pa

2
*hr) η=ε/Δ2(Pa*hr) 

1121 5,79 0,86 11,74 13,65 

1231 13,54 1,18 0,07 0,06 

1335 18,16 1,28 14,09 11 

 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηεο αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην ρξόλν 

γηα θάζε πείξακα κε δεδνκέλε ξνπή: 
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 M=1121 Nm 

 

ρήκα 2.2.1: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1121Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό  α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό 

 M=1231 Nm     

 

ρήκα 2.2.2: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1231Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό 
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 M=1335 Nm 

 

ρήκα 2.2.3: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1335 Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό 

 

3.3 Σπιπαπαμεηπικό ςγπό 

 

Aπό ην βηβιίν ησλ Shames-Cozzarelli γηα εξππζκό ζε ζηξέςε [2] , ε γσλία ζηξνθήο αλά 

κνλάδα κήθνπο απνδεηθλύεηαη όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε

dθ

dt
=

2Mt

I 0

J
G
( t)u(t )

 ,  όπνπ είλαη: 

-Mt  ε ζηαζεξή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ αζθείηαη 

-Ι0 ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο ηνπ δνθηκίνπ  

-J
G
(t) ε ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ 

Eθαξκόδνληαο ζηε ζρέζε ηε γλσζηή ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ, γξάθεηαη 

ηειηθά: 

dθ

dt
=

2Mt

I 0

[
3t

2η1

−
3

2 E1

(e
− (

E 1

η2

)t

− 1)]u (t)
 (2.12)       
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ηνλ παξαθάησ πίλαθα παξνπζηάδνληαη γηα θάζε πείξακα νη ηηκέο Δ1, ε1, ε2 θαη η ηνπ 

ηξηπαξακεηξηθνύ πγξνύ:   

Mt (N*m) E1 (*10
11 

N/m
2
) ε1(*10

12
Pa

2
*hr) ε2(*10

11
Pa

2
*hr) η=ε2/Δ1(Pa*hr) 

1121 3,5 9,61 3,75 1,07 

1231 3,29 6,25 2,43 0,74 

1335 4 4,44 4 1 

 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηεο αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην ρξόλν 

γηα θάζε πείξακα κε δεδνκέλε ξνπή: 

 M=1121 Nm 

 

ρήκα 2.3.1: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1121Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό πγξό α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό πγξό 
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 M=1231 Nm

 

ρήκα 2.3.2: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1231Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό πγξό α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό πγξό                                                                                    

 Μ=1335 Νm 

 

ρήκα 2.3.3: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1335 Νm ζην 

ηξηπαξακεηξηθό  πγξό α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηξηπαξακεηξηθό πγξό 
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3.4 Σεηπαπαπαμεηπικό μονηέλο (Burgers) 

 

Aπό ην βηβιίν ησλ Shames-Cozzarelli γηα εξππζκό ζε ζηξέςε [2], ε γσλία ζηξνθήο αλά 

κνλάδα κήθνπο απνδεηθλύεηαη όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε

dθ

dt
=

2Mt

I 0

J
G
( t)u(t )

 , όπνπ είλαη: 

-Mt  ε ζηαζεξή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ αζθείηαη 

-Ι0 ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο ηνπ δνθηκίνπ  

-J
G
(t) ε ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ 

Eθαξκόδνληαο ζηε ζρέζε ηε γλσζηή ζπλάξηεζε ελδνηηθόηεηαο ηνπ κνληέινπ, γξάθεηαη 

ηειηθά: 

dθ

dt
=

2Mt

I 0

[
3t

2η1

+
3η2

η1Δ2

(e
− (

Δ 2

η2

)t

− 1)+
3(η1 Δ2+ η2Δ1+ η1Δ1)

2η1 Δ1Δ2

(1− e
− (

Δ 2

η2

)t

)+
3

2 E1

e
− (

Δ 2

η2

)t

]u(t )
             

(2.13) 

ηνλ παξαθάησ πίλαθα παξνπζηάδνληαη γηα θάζε πείξακα νη ηηκέο Δ1, Δ2,  ε1, ε2 θαη η ηνπ 

ηεηξαπαξακεηξηθνύ κνληέινπ:                        

Mt (N*m) E1 (
 
N/m

2
) ε1(*10

12
Pa

2
*hr

 
) E2 (*10

11 
N/m

2
) ε2(*10

11
 Pa

2
*hr

 
) η=ε2/Δ2(Pa*hr) 

1121 3*10
15

 12 3 3 1 

1231 2,21*10
15

 6,25 3,3 3,23 0,98 

1335 6*10
18

 4,44 4 4,08 1,02 

                                                                                                                                                                                                                                 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηεο αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ην ρξόλν 

γηα θάζε πείξακα κε δεδνκέλε ξνπή: 
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 M=1121 Nm 

 

ρήκα 2.4.1: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1121Νm ζην 

ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηεηξαπαξακεηξηθό 

κνληέιν 

 

 Μ=1231 Νm 

 

ρήκα 2.4.2: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1231Νm ζην 

ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηεηξαπαξακεηξηθό 

κνληέιν 
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 M=1335Nm

 

ρήκα 2.4.3: Γηάγξακκα αλεγκέλεο γσλίαο ζηξνθήο σο πξνο ρξόλν γηα Μ=1335 Νm ζην 

ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν α) ζεκεία: πείξακα  β) ζπλερήο γξακκή: ηεηξαπαξακεηξηθό 

κνληέιν 
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4 ςγκενηπυηικόρ Πινάκαρ Παπαμέηπυν Όλυν Συν Μονηέλυν 

 

ε απηό ην ζεκείν παξνπζηάδεηαη ν ζπγθεληξσηηθόο πίλαθαο κε ηηο παξακέηξνπο όισλ ησλ 

κνληέισλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηελ εξγαζία: 

ΣΡΙΠΑΡΑΜΔΣΡΙΚΟ 

ΜΟΝΣΔΛΟ 

E1(*10
11

N/m
2
) E2 (*10

11
N/m

2
)  ε(*10

12
Pa

2
*hr) η=ε/Δ2(Pa*hr)  

Μt=1121 Nm  1,5 9,82 1,76 1,8  

Mt=1231 Nm 1,085 12,33 1,65 1,346  

Mt=1335  Nm 1,19 16,94 1,22 0,72  

ΣΡΙΠΑΡΑΜΔΣΡΙΚΟ 

ΣΔΡΔΟ 

E1(*10
11

N/m
2
) E2 (*10

11
N/m

2
) ε(*10

11 
Pa

2
*hr) η=ε/Δ2(Pa*hr)  

Μt=1121 Nm  5,79 0,86 11,74 13,65  

Mt=1231 Nm 13,54 1,18 0,07 0,06  

Mt=1335  Nm 18,16 1,28 14,09 11  

ΣΡΙΠΑΡΑΜΔΣΡΙΚΟ 

ΤΓΡΟ 

E1(*10
11 

N/m
2
) ε1(*10

12
Pa

2
*hr) ε2(*10

11
Pa

2
*hr) η=ε2/Δ1(Pa*hr)  

Μt=1121 Nm  3,5 9,61 3,75 1,07  

Mt=1231 Nm 3,29 6,25 2,43 0,74  

Mt=1335  Nm 4 4,44 4 1  

ΣΔΣΡΑΠΑΡΑΜΔΣΡΙ

ΚΟ  ΜΟΝΣΔΛΟ  

E1(
 
N/m

2
) ε1(*10

12
Pa

2
*hr

 
) E2(*10

11
N/m

2
) ε2(*10

11
Pa

2
*hr

 
) η=ε2/Δ2(Pa*hr) 

Μt=1121 Nm  3*10
15

 12 3 3 1 

Mt=1231 Nm 2,21*10
15

 6,25 3,3 3,23 0,98 

Mt=1335  Nm 6*10
18

 4,44 4 4,08 1,02 

 

Παξαηεξείηαη θαιή πξνζαξκνγή ζηελ πεηξακαηηθή πξνζνκνίσζε ηνπ λόκνπ ηνπ Bredt: 

𝜃 =  3
 𝑘

𝑟𝑚
(
 3 

2

𝑀

𝑄ℎ
)𝑚 𝑡𝑛                 
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 ην ηξηπαξακεηξηθό κνληέιν δελ έρνπκε ηδηαίηεξα ηθαλνπνηεηηθή πνηόηεηα fitting. 

 ην ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό νκνίσο, δελ έρνπκε πνιύ ηθαλνπνηεηηθή πoηόηεηα fitting, 

δελ πεξηγξάθνληαη θαιά νη ιεπηνκέξεηεο ζηα άθξα. 

 ην ηξηπαξακεηξηθό πγξό έρνπκε πνιύ θαιή πνηόηεηα fitting.                                                                              

 ην ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν έρνπκε πνιύ θαιή πνηόηεηα fitting  ζηηο δύν πςειέο 

ξνπέο, ζηε ρακειή όκσο όρη ην ίδην θαιή. 
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C. ςμπεπάζμαηα 
 

ηελ εξγαζία απηή αλαιύζεθαλ ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα εξππζκνύ θπθιηθήο αηξάθηνπ 

(δαθηπιηνεηδνύο δηαηνκήο) ζε ζηξέςε γηα ηξεηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζηξεπηηθήο ξνπήο. Η 

άηξαθηνο είλαη θαηαζθεπαζκέλε από θξάκα αινπκηλίνπ θαη ηα πεηξάκαηα έγηλαλ ζηε 

ζεξκνθξαζία ησλ 400
ν
F. Η πεηξακαηηθή δηαδηθαζία αλαθέξεηαη ζηελ εξγαζία ηνπ Leonard 

Mordfin.  

Η πξνζνκνίσζε ησλ απνηειεζκάησλ έγηλε κε ηελ αληίζηνηρε εκηεκπεηξηθή εμίζσζε ηνπ 

Bredt θαζώο θαη κε ηέζζεξα δηαθνξεηηθά ημσδνειαζηηθά κνληέια, ην ηξηπαξακεηξηθό, ην 

ηξηπαξακεηξηθό ζηεξεό, ην ηξηπαξακεηξηθό πγξό θαη ην ηεηξαπαξακεηξηθό (Burgers). 

Με βάζε ηελ αξρή ηεο αληηζηνηρίαο πνπ ηζρύεη ζηε γξακκηθή ημσδνειαζηηθόηεηα, νη 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ησλ κνληέισλ κεηαηξάπεθαλ γηα ηελ θαηαπόλεζε ηεο δηάηκεζεο πνπ 

ηζρύεη ζηε ζηξέςε. Η επηπιένλ ζπλζήθε πνπ απαηηείηαη είλαη ε ππόζεζε όηη ν ιόγνο Poisson 

είλαη ίζνο κε 0.5.  

Η πξνζνκνίσζε έγηλε κε ην ινγηζκηθό Mathematica θαη δηαπηζηώζεθε όηη ε θαιύηεξε 

πξνζαξκνγή πξνθύπηεη κε ην ηξηπαξακεηξηθό πγξό θαη ην ηεηξαπαξακεηξηθό κνληέιν. 

Από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ ππνινγίζηεθαλ πξνθύπηεη όηη ν ρξόλνο ραιάξσζεο η=ε/Δ  

ζε όια ηα κνληέια θαη ηηο εμεηαδόκελεο ζηξέςεο είλαη θαηά κέζν όξν ζηαζεξόο θαη ίζνο κε 

ηε κνλάδα. Οη ηηκέο ησλ κέηξσλ ειαζηηθόηεηαο ησλ κνληέισλ ζε κεκνλσκέλεο πεξηπηώζεηο  

είλαη παξόκνηεο  κε ηηο ηηκέο ηνπ πίλαθα ησλ κέηξσλ ειαζηηθόηεηαο σο πξνο ηε ζεξκνθξαζία. 

Η πξόηαζε πνπ κπνξεί λα γίλεη γηα πεξαηηέξσ έξεπλα πάλσ ζηα επξήκαηα ηεο εξγαζίαο είλαη 

ε παξακεηξηθή αλάιπζε σο πξνο ηηο κειεηώκελεο ηηκέο ησλ ξνπώλ ζηξέςεο, δειαδή 

εμάξηεζε ησλ παξακέηξσλ ησλ κνληέισλ κε ηε ξνπή ζηξέςεο, ώζηε λα ειεγρζεί αλ ππάξρεη 

δπλαηόηεηα πξόβιεςεο.  

 

 

 

 

 



84 

 

D. Βιβλιογπαθία 
 

1. Κνληνύ, Δ. & παζήο, Γ. (2001). Αλειαζηηθή πκπεξηθνξά ησλ πιηθώλ. Δζληθό Μεηζόβην 

Πνιπηερλίν.  

2. Irving H. Shames and Francis A. Cozzarelli, Elastic and Inelastic Stress Analysis, Prentice 

Hall International Inc., 1992 

3. Viscoelasticity,  Wilhelm Flugge,  Blaisdell Publishing  Company,  London, 1967 

4.  Theory of Viscoelasticity,  R.M. Christensen,  Academic Press,  London,  1971 

5.  Καηζνπξίλεο ηπιηαλόο, Θεσξεηηθή κειέηε ησλ ζεκειησδώλ ημσδνειαζηηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ηεο αιιεινκεηαηξνπήο ηνπο,  Γ.Π.Μ.. '' Δθαξκνζκέλε Μεραληθή'',  

Μεηαπηπρηαθή Δξγαζία 

6.  V. Kobelev, Relaxation and Creep in Twist and Flexure, Multidiscipline Modeling in 

Materials and Structures, No.2, 2014  

7. Odquist F.K.G, Hult J. (1962) Kriechfestigkeit metallischer Werkstoffe, Springer-Verlag, 

Berlin/Göttingen/Heidelberg  

8. Garofalo F.: (1963) An empirical relation defining the stress dependence of minimum creep 

rate in metals. Trans. Metall. Soc. AIME 227, 351-356 

9.  Abu-Haiba, M.S., Fatemi A., Zoroufi, M. (2002) Creep deformation and monotonic stress-

strain behavior of Haynes alloy 556 at elevated temperatures, J. Mat. Sci., 37, p. 2899-2907  

10. Naumenko, K., Altenbach, H., Gorash, Y. (2009) Creep analysis with a stress range 

dependent constitutive model. Arch. Appl. Mech. 79, 619–630  

11.  Kassner M.,(2008) Fundamentals of Creep in Metals and Alloys, 2nd Edition, Elsevier                                                                           

12.  Naumenko, K., Altenbach, H.: Modelling of Creep for Structural Analysis. Springer, 

Berlin (2007)  

13.  Yao, H.-T., Xuan F.-Z., Wang Z., Tu S.-T. (2007) A review of creep analysis and design 

under multi-axial stress states, Nuclear Engineering and Design, 237, 1969–1986                                                                              

14.  Chang D. J. (1995) Prediction of Stress Relaxation for Compression and Torsion Springs, 

TR-96(8565)-l , The Aerospace Corporation Technology Operations, El Segundo, CA 90245-

4691                                                                              



85 

 

15.  Ehab Hamed, Composite structures,  Bending and creep buckling response of viscoelastic 

functionally graded beam-columns, Centre for Infrastructure Engineering and Safety, School 

of Civil and Environmental Engineering, The University of New South Wales, UNSW 

Sydney, NSW 2052, Australia, 8 May 2012                                                                                   

16. Miyamoto Y, Kaysser WA, Rabin BH, Kawasaki A, Ford RG. Functionally graded 

materials: design, processing and application. London: Kluwer Academic Publishes; 1999                                                                                                                                                                   

17. Shen HS. Functionally graded materials: nonlinear analysis of plates and shells. New 

York: CRC Press; 2009                                                                                   

18.  Birman V, Byrd LW. Vibration of damaged cantilevered beams manufactured from 

functionally graded materials. AIAA J 2007;45(11):2747–57 

19.  Roesler J, Paulino G, Gaedicke C, Bordelon A, Park K. Fracture behavior of functionally 

graded materials for rigid pavements. Transport Res Record: J Transport Res Board 

2007;2037:40–9. 

20. Venkataraman S, Sankar BV. Elasticity solution for stresses in a sandwich beam with 

functionally graded core. AIAA J 2003;41(12):2501–5.   

21. Hilton HH. Optimum linear and nonlinear viscoelastic designer functionally graded 

materials – characterization and analysis. Compos Part A: Appl Sci Manuf 

2005;36(10):1329–34.  

22.  Shen B, Hubler M, Paulino GH, Struble LJ. Functionally-graded fiber-reinforced cement 

composites: processing, microstructure, and properties. Cem Concr Compos 2008;30(8):663–

73                                                                               

23.  Librescu L, Oh SY, Song O. Spinning thin-walled beams made of functionally graded 

materials: modeling, vibration and instability. Eur J Mech A/Solids 2004;23(3):499–515  

24.  Simsek M. Vibration analysis of a functionally graded beam under a moving mass by 

using different beam theories. Compos Struct 2010;92(4):904–17.                                                                               

25.  Ke LL, Yang J, Kitipornchai S, Xiang Y. Flexural vibration and elastic buckling of a 

cracked Timoshenko beam made of functionally graded materials. Mech Adv Mater Struct 

2009;16(6):488–502  

26.  Cai H, Bao G. Crack bridging in functionally graded coatings. Int J Solids Struct 1998;35   

(7–8):701–17. 



86 

 

27.  Emam SA. A static and dynamic analysis of the postbuckling of geometrically imperfect 

composite beams. Compos Struct 2009;90(2):247–53 

28.  Ke L-L, Yang J, Kitipornchai S. Postbuckling analysis of edge cracked functionally 

graded Timoshenko beams under end shortening. Compos Struct 2009;90(2):152–60. 29. 

Hamed E. Creep response of sandwich beams with a viscoelastic core and composite 

laminates. In: Kollar L, Czigany T, Karger-Kocsis J, editors. 14th European conference on 

composite materials, 7–10 June, Budapest, Hungary; 2010 [Cd version]                                                                 

30.  Hamed E, Bradford MA. Creep in concrete beams strengthened with composite materials. 

Eur J Mech – A/Solids 2010;29(6):951–65.                                                                                    

31. Hamed E, Rabinovitch O. Modeling and dynamics of sandwich beams with a viscoelastic 

soft core. AIAA J 2009;47(9):2194–211.                                                                                               

32.  Paulino GH, Jin ZH. Correspondence principle in viscoelastic functionally graded 

materials. J Appl Mech 2001;68(1):129–32.                                                                                                   

33.  Paulino GH, Jin ZH. Viscoelastic functionally graded materials subjected to antiplane 

shear fracture. J Appl Mech 2001;68(2):284–93                                                                                      

34.  Mukherjee S, Paulino GH. The elastic–viscoelastic correspondence principle for 

functionally graded materials, revisited. J Appl Mech 2003;70(3):359–63                                                        

35. Jin ZH. Some notes on the linear viscoelasticity of functionally graded materials. Math 

Mech Solids 2006;11(2):216–24                                                                                                               

36. Hilton HH, Lee DH, El Fouly ARA. Generalized viscoelastic designer functionally graded 

auxetic materials engineered/tailored for specific task performances. Mech Time-Dependent 

Mater 2008;12(2):151–78                                                                                                               

37.  Pan F, Li W, Wang B, Zhang X. Viscoelastic fracture of multiple cracks in functionally 

graded materials. Comput Methods Appl Mech Eng 2009;198(33– 36):2643–9                           

38.  Khan KA, Muliana AH. A multi-scale model for coupled heat conduction and 

deformations of viscoelastic functionally graded materials. Composites: Part B 

2009;40(6):511–21.                 

39.  Chen J, Xuan F, Wang Z, Tu S-T. Creep behavior of functionally graded material under 

in-plane bending moment. Key Eng Mater 2007;335–358:449–52.                                                   

40. Hilton HH. Tailored designer functionally graded materials for minimizing probabilistic 

creep buckling failures in linear viscoelastic columns with large deformations and follower 

loads. In: 47th AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC structures, structural dynamics, and materials 

conference; 1–4 May 2006, Newport, Rhode Island; 2006.                                                                               

41. Mao YQ, Fu YM, Dai HL. Creep buckling and post-buckling analysis of the laminated 

piezoelectric viscoelastic functionally graded plates. Eur J Mech – A/Solids 2011;30(4):547–

58. 42.  Findley WN, Lai JS, Onran K. Creep and relaxation of nonlinear viscoelastic 



87 

 

materials (with an introduction to linear viscoelasticity). Amsterdam: NorthHolland 

Publishing Company; 1976.  

43.  Κσλζηαληίλνο  Ι. Γηαλλαθόπνπινο, Πεηξακαηηθή αληνρή πιηθώλ,  Δλόηεηα: ηξέςε, ζ. 5-

13, Σκήκα Μεραλνινγίαο, ΑΔΙ Πεηξαηά                                                                                                                                                           

44. Κώζηαο Γαιηώηεο, ηξέςε, Μεραληθή ησλ Τιηθώλ, Σκήκα Υεκηθώλ Μεραληθώλ, 2015       

45.  Γξ .Π. Φηιόπνπινο, ηξέςε, ρνιή Σερλνινγηθώλ Δθαξκνγώλ, Σκήκα Ναππεγηθήο,. 

ΣΔΙ Αζήλαο                                                                                                                                            

46.  Francis A. Cozzarelli, Μechanics of Materials, p 141-143                                                        

47.  Leonard Mordfin, Torsion Creep of Circular and Noncircular Tubes, 21 March  1967, 

Journal of Research of the National Bureau of Standards- C. Engineering and Instrumentation 

Vol. 71C, No. 3,  July-September 1967                                                                                                           

48.  R. W. Bailey, Creep of steel under simple and compound stresses and the use of high 

initial temperature in steam power plant, Trans. Tokyo Sectional Meeting, World Power 

Conf. 3, 1089 (1929)                                                                                                                                              

49. R. W. Bailey,  The utilization of creep test data in engineering design, Proc. Inst. Mech. 

Eng. 131, 131 (1935)                                                                                                                               

50.  F. L. Everett, Strength of materials subjected to shear at high temperatures, Trans. Am. 

Soc. Mech. Eng. 53, 117 (1931)                                                                                                              

51.  F. L. Everett and C. L. Clarc, Report on torsion creep tests for comparison with tension 

creep tests on a carbon-molybdenum steel, Proc. Am. Soc. Testing Materials 39, 215 (1939)                 

52.  F. C. Lea, discussion of [49]. Pronc. Inst. Mech. Eng 131, 334  (1935)                                   

53.  H. J. Tapsell and A. E. Johnson, Creep  ander combined tension and torsion , part 1, the 

behavior of a 0.17 percent carbon  steel at 455 deg C., Engineering (London) 150, 24 (1940)     

54.  A. E. Johnson. Behavior of cast steel at elevated temperatures, Engineer (London) 188, 

126 (1949)                                                                                                                                              

55.  A. E. Johnson, The creep of a nominally isotropic aluminum alloy under combined stress 

systems at elevated temperatures, Metallurgia (Manchester) 40, 125, (1949)                                

56.  A. E. Johnson, The creep of a nominally isotropic magnesiun alloy at normal and 

elevated under complex stress systems, Metallurgia (Manchester) 42, 249, (1950)                                       

57.  A. E. Johnson, Creep under complex stress systems at elevated temperatures, Proc. Inst. 

Mech. Eng. 164, 432, (1951)                                                                                                           

58.  G. Gerard and A. C. Gilbert . A critical strain approach to creep buckling of plates and 

shells. J. Aero/Space Sci.25, 429  (1958)                                                                                                   

59.  I. Finnie, An experimental study of multiaxial creep in tubes, Proc. Joint Intern. Conf on 

Creep, p. 2/21 (Inst. Mech. Eng., London, 1963)                                                                                                                                                                                                       



88 

 

60.  J. L. Gubser. O. M. Sidebottom and M. R. Shammamy, Creep torsion of prismatic 

bars,Proc.Joint Intern. Conf. On Creep, p.2/99 (Inst. Mech. Eng., London, 1963)                         

61. V. P. Sdobyrev, Creep and durable strength under combined tensile and torsion stress, 

Enginnering J., No 2, p. 391 (NBS Joint Publ. Research Service, 1963). Translated from 

Inzhenernyy Zhurnal (Moscow) 3, 413 (1963)                                                                                 

62.  S. Taira, R. Koterazawa and R. Mamiya, Creep under the changing combined tension-

torsion stress system, Pronc. 7
th
 Jap. Cong. Testing Materials, p. 56 (1964)                                                

63. N. R. Bauld, Jr., and O. M. Sidebottom, Experimental and theoretical evaluation of 

several creep theories for creep torsion of circular bars. Developments in Theoretical and 

Applied Mechanics 2, 557 (1965)                                                                                                                  

64.  E. Z. Stowell and R. K. Gregory, Steady-state biaxial creep. Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 

[E] 32, 37 (1965)                                                                                                                                     

65.  R. Bredt, Critical observations on elastic torsion (in German), Z. Ver. Deut. Ingenieure 

40, 785 (1986)                                                                                                                                         

66.  G. I. Taylor and H. Quinney. The plastic distortion of metals, Trans. Roy. Soc. London 

[A] 230, 323  (1931)                                                                                                                                 

67.  W. T. Lankford, J. R. Low and M. Gensamer.  The plastic flow of aluminum alloy sheet  

under combined loads, Trans. Am. Inst. Mining Met. Eng. 171, 574 (1947)                                                            

 


