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Περίληψη

Το αντικείμενο αυτής της διδακτορικής διατριβής είναι η ύπαρξη λύσεων ομοιό-
τητας ειδικών μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με εφαρμογές στην εξε-
λικτική θεωρία παιγνίων. Στην παρούσα διδακτορική διατριβή μελετάται μια
οικογένεια διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους και μη τοπικούς ό-
ρους. Οι εξισώσεις αυτές προέρχονται από την εξελικτική θεωρία παιγνίων και
ανήκουν στην κατηγορία των εξισώσεων/μοντέλων αναπαραγόμενης δυναμικής.
Η μορφή των εξισώσεων είναι

ut = [Au− (u,Au)] u, t > 0,

όπου ο A είναι ένας γραμμικός διαφορικός μη συμμετρικός και χρονοεξαρτώμε-
νος τελεστής. Ο A είναι πυκνά ορισμένος σε έναν χώρο Hilbert L2(S), όπου
S είναι ένα ανοικτό χωρίο του R

d. Στα συγκεκριμένα μοντέλα το σύνολο S
αναπαριστά τον χώρο των καθαρών στρατηγικών.
Στο πρώτο κεφάλαιο αυτής της διδακτορικής διατριβής παρουσιάζεται η

γενική μορφή της αναπαραγόμενης δυναμικής στην περίπτωση όπου το σύνολο
S είναι πεπερασμένο ή μη. Επιπρόσθετα, στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρεται η
σύνδεση της Nash ισορροπίας με τα παίγνια αναπαραγόμενης δυναμικής.
Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται η μελέτη της εξίσωσης της αναπαραγόμενης

δυναμικής στην περίπτωση που το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι το
R και ο τελεστής αμοιβής A είναι ένας μη συμμετρικός και χρονοεξαρτώμενος
τελεστής, και είναι ο εξής

Au(t, x) := uxx + αtγxux, t > 0, x ∈ R,
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όπου γ = −2/3 ενώ α > 0 είναι μία παράμετρος. Τότε, η εξίσωση του αναπα-
ραγόμενου δυναμικού μοντέλου γίνεται

ut =

[

uxx + αtγxux −
∫ ∞

−∞
(uuxx + αtγxuux) dx

]

u,

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R. Η εξίσωση αυτή είναι μία ολοκληροδια-
φορική εξίσωση με μη τοπικούς όρους. Αποδεικνύεται ότι η εξίσωση αυτή έχει
μία μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων ομοιότητας της μορφής

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

,

που όλες προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t → 0+. Ως συναρτή-
σεις του x, όλες αυτές οι λύσεις είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον
χώρο R, για κάθε t > 0 και μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως χρονοεξελισσό-
μενες μεικτές στρατηγικές για έναν παίκτη. Επιπλέον, μελετώνται οι ιδιότητες
της συνάρτησης g και γενικά η δομή αυτής της μονοπαραμετρικής οικογένειας
λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής.
Στο τρίτο κεφάλαιο αυτής της διδακτορικής διατριβής γίνεται η μελέτη της

εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής στην περίπτωση που το σύνολο των
καθαρών στρατηγικών S είναι ο Ευκλείδειος d-διάστατος χώρος Rd με d ≥ 2,
ενώ ο τελεστής αμοιβής A είναι ένας μη συμμετρικός και χρονοεξαρτώμενος
τελεστής, και είναι ο εξής

Au(t, x) := ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), t > 0, x ∈ R
d

όπου γ = − 2
d+2 , ενώ α > 0 είναι μία παράμετρος και οι τελεστές ∆ και ∇

δρούν πάνω στη μεταβλητή x. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η αντίστοιχη εξίσωση
του αναπαραγόμενου δυναμικού μοντέλου γίνεται

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

(u∆u+ αtγux · ∇u) dx
]

u,

όπου t > 0, x ∈ R
d.

Η παραπάνω εξίσωση είναι μία ολοκληροδιαφορική εξίσωση με μη τοπικούς ό-
ρους. Αποδεικνύεται ότι η εξίσωση έχει μία μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων
ομοιότητας της μορφής

u(t, x) = t−
d

d+2 gd

(

rt−
1

d+2

)

, όπου r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d,

που όλες προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t → 0+. Ως συναρτή-
σεις του x, όλες αυτές οι λύσεις είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον
χώρο Rd, για κάθε t > 0 και μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως χρονοεξελισσό-
μενες μεικτές στρατηγικές για έναν παίκτη. Στο τρίτο κεφάλαιο αποδεικνύονται
επιπλέον οι ιδιότητες της συνάρτησης gd και γενικά η δομή αυτής της μονοπα-
ραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης του αναπαραγόμενου
δυναμικού μοντέλου.



Abstract

The topic of this doctoral dissertation is the existence of self-similar solutions
for special nonlinear differential equations with applications in evolutionary
game theory. We consider a nonlinear differential equation containing a non-
local term. These equations come from evolutionary game theory and belong
to the category of equations/models of replicators dynamics.

The form of these equations is

ut = [Au− (u,Au)] u, t > 0,

where A is a linear differential nonsymmetric and time-dependent operator.
The operator A is dense defined in Hilbert space L2(S), where S is an open
set of Rd. In these models S represents the set of pure strategies.

In the first chapter we present the general form of the replicator dynamic
equation where the set S of pure strategies is finite or continuum. Also, we
refer to the connection between the Nash equilibrium and the games of the
replicators dynamics.

In the second chapter we consider the replicator dynamic equation when
the set S = R and the payoff operator A is the linear differential nonsymme-
tric and time-dependent operator

Au(t, x) := uxx + αtγxux, t > 0, x ∈ R,

where γ = −2/3 and α > 0 is a parameter. Then, the replicator dynamic
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10 ABSTRACT

equation becomes

ut =

[

uxx + αtγxux −
∫ ∞

−∞
(uuxx + αtγxuux) dx

]

u,

where u = u(t, x) with t > 0 and x ∈ R. This equation is an integrodifferen-
tial equation containing a nonlocal term. We prove that the above equation
possesses an one-parameter familly of self-similar solutions, namely solutions
u of the form

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

,

where all solutions approach Dirac delta function δ(x) as t→ 0+. Viewed as
function of x, all those solutions are probability densities on R, for each t > 0
and can serve as time-evolving mixed strategies of a player. Also, we prove
the properties of the function g and generally we consider the construction
of this one-parameter familly of self-similar solutions for the above replicator
dynamic model.

Finally, in the third chapter of this doctoral dissertation we consider
the replicator dynamic equation when the set S = R

d with d ≥ 2, and the
payoff operator A is the linear differential nonsymmetric and time-dependent
operator

Au(t, x) := ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), t > 0, x ∈ R
d,

where γ = − 2
d+2 , α > 0 is a parameter, while the operators ∆ and ∇ are

acting on the x variable. In this case, the corresponding replicator dynamic
problem takes the form

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

(u∆u+ αtγux · ∇u) dx
]

u,

where t > 0, x ∈ R
d. This equation is an integrodifferential equation con-

taining a nonlocal term. We prove that the above equation possesses an
one-parameter familly of self-similar solutions, namely solutions u of the form

u(t, x) = t−
d

d+2 gd

(

rt−
1

d+2

)

, where r := |x| =
√

x21 + · · · + x2d,

where all solutions approach Dirac delta function δ(x) as t→ 0+. Viewed as
function of x, all those solutions are probability densities on R

d, for each t > 0
and can serve as time-evolving mixed strategies of a player. Furthermore,
we prove the properties of the function gd and generally we consider the
construction of this one-parameter familly of self-similar solutions for the
above replicator dynamic model.
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Εισαγωγή

Το αντικείμενο αυτής της διδακτορικής διατριβής είναι η ύπαρξη λύσεων ομοιό-
τητας ειδικών μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με εφαρμογές στην εξελι-
κτική θεωρία παιγνίων.
Στην παρούσα διδακτορική διατριβή μελετάται μια οικογένεια διαφορικών

εξισώσεων με μερικές παραγώγους και μη τοπικούς όρους. Οι εξισώσεις αυτές
προέρχονται από την εξελικτική θεωρία παιγνίων και ανήκουν στην κατηγορία
των εξισώσεων/μοντέλων αναπαραγόμενης δυναμικής (replicators dynamics).
Η μορφή των εξισώσεων είναι

ut = [Au− (u,Au)] u, t > 0, (1)

όπου ο A είναι ένας γραμμικός διαφορικός μη συμμετρικός και χρονοεξαρτώμε-
νος τελεστής. Ο A είναι πυκνά ορισμένος σε έναν χώρο Hilbert L2(S), όπου
S είναι ένα ανοικτό χωρίο του R

d. Στα συγκεκριμένα μοντέλα το σύνολο S
αναπαριστά τον χώρο των καθαρών στρατηγικών (pure strategies).
Τα μοντέλα της αναπαραγόμενης δυναμικής (replicators dynamics) εμφανί-

ζονται συχνά στην εξελικτική θεωρία παιγνίων και έχουν σημαντικές εφαρμογές
στις οικονομικές επιστήμες, στην πληθυσμιακή βιολογία όπως και σε άλλες ε-
πιστήμες [3, 4, 10, 11].
Η εξελικτική θεωρία παιγνίων σχετίζεται με ολόκληρους πληθυσμούς παι-

κτών, που είναι όλοι προγραμματισμένοι να χρησιμοποιήσουν κάποια στρατηγι-
κή (ή τύπο συμπεριφοράς). Τα παίγνια αναπαραγόμενης δυναμικής αποτελούν
σημαντικό μέρος της σύγχρονης θεωρίας παιγνίων, η οποία προσπαθεί να εξη-
γήσει, πως ένας πληθυσμός από παίκτες ανανεώνουν τις στρατηγικές τους κατά
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τη διάρκεια του παιγνίου, ώστε να επιτευχθεί η στρατηγική επιτυχίας. Οι αμοι-
βές εξαρτώνται από τις ενέργειες των συμπαικτών και επομένως εξαρτώνται από
τις συχνότητες των στρατηγικών που προκύπτουν μέσα στον πληθυσμό. Δε-
δομένου ότι οι αμοιβές εξαρτώνται από τις συχνότητες με τις οποίες οι διάφορες
στρατηγικές προκύπτουν και εφ’ όσον αυτές οι συχνότητες αλλάζουν σύμφωνα
με τις αμοιβές, αυτό μας οδηγεί σ’ έναν βρόχο ανάδρασης, η δυναμική του ο-
ποίου θα καθορίσει τη συμπεριφορά του παιγνίου για μεγάλο χρονικό διάστημα.
Το θέμα της αναπαραγόμενης θεωρίας παιγνίων είναι ακριβώς η δυναμική αυτού
του αναδραστικού βρόχου. Η αναδραστική δυναμική έχει ισχυρή εξάρτηση από
τη δομή του πληθυσμού, από το παίγνιο και από τον τρόπο με τον οποίο οι
στρατηγικές εξαπλώνονται.
Στο πρώτο κεφάλαιο αυτής της διδακτορικής διατριβής παρουσιάζεται η γε-

νική μορφή της αναπαραγόμενης δυναμικής στην περίπτωση της πεπερασμένης
διάστασης, δηλαδή στην περίπτωση όπου το σύνολο S των καθαρών στρατη-
γικών (pure strategies) είναι πεπερασμένο. ΄Εστω S = {1, 2, ...,m} το σύνο-
λο των καθαρών στρατηγικών (ή επιλογών) και A = (aij) ο πίνακας αμοιβής
(payoff matrix), ο οποίος είναι ένας m × m πίνακας και το στοιχείο aij είναι
η αμοιβή του παίκτη που χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική i ενάντια στον
παίκτη που χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική j με i, j ∈ S. Το διάνυσμα

u = (u1(t), ..., um(t))T ,

είναι μία κατανομή πιθανότητας στο σύνολο των καθαρών στρατηγικών S, το
οποίο αντιπροσωπεύει μία μεικτή στρατηγική (mixed strategy) ως κυρτός συν-
δυασμός των καθαρών στρατηγικών. Οπότε ισχύουν

uj(t) ≥ 0, για κάθε j = 1, ...,m (2)

και
m
∑

j=1

uj(t) = 1. (3)

Το διάνυσμα u δηλώνει τη μεικτή στρατηγική ενός μέλους του πληθυσμού,
δηλαδή τη στρατηγική ενός παίκτη, ενάντια στους υπόλοιπους παίκτες του πλη-
θυσμού. Η εξάρτηση του u από τον χρόνο t επιτρέπει στον παίκτη να ανανεώνει
τη στρατηγική του με στόχο την αύξηση της αμοιβής του.
Η τυπική εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής [3] είναι

u′i(t) =





m
∑

j=1

αijuj(t)−
m
∑

i=1

m
∑

j=1

αijui(t)uj(t)



ui(t), (4)

για κάθε i = 1, 2, ...,m, η οποία μπορεί να γραφεί και ως εξής

ut = [Au− (u,Au)] u, (5)

όπου το (u,Au) είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων u και
Au, με ut δηλώνεται η παράγωγος της u ως προς τη μεταβλητή του χρόνου t και
το (Au)u είναι το διάνυσμα του οποίου η j-οστή συνιστώσα είναι το γινόμενο
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των j-οστών συνιστωσών των διανυσμάτων (Au) και u (δηλαδή είναι το κατά
σημείο γινόμενο των δύο διανυσμάτων). Η ποσότητα

m
∑

j=1

αijuj(t)−
m
∑

i=1

m
∑

j=1

αijui(t)uj(t), για κάθε i = 1, 2, ...,m,

που εμφανίζεται στην (4) είναι η διαφορά του μέσου όρου της αμοιβής του
πληθυσμού από την αμοιβή του παίκτη που χρησιμοποιεί την καθαρή στρατη-
γική i ∈ S. Συνεπώς, η διαφορά αυτή είναι ένα μέτρο επιτυχίας της καθαρής
στρατηγικής i με i ∈ S. Το μοντέλο της εξίσωσης (4) υποθέτει ότι η λογα-
ριθμική παράγωγος της ui(t), δηλαδή η παράγωγος της σύνθεσης της ui(t) με
τη λογαριθμική συνάρτηση, είναι ίση με τη διαφορά της αμοιβής του παίκτη που
χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική i από τον μέσο όρο της αμοιβής του πλη-
θυσμού. Οπότε, οι παίκτες ανανεώνουν τις στρατηγικές τους ανάλογα με το
μέτρο επιτυχίας της καθαρής στρατηγικής i. Αυτό το μοντέλο αναπαραγόμενης
δυναμικής το εισήγαγαν στην εργασία τους [11] οι P. D. Taylor, L. B. Jonker
το 1978.
Επιπρόσθετα, στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρεται η σύνδεση της Nash ισορ-

ροπίας με τα παίγνια αναπαραγόμενης δυναμικής. Σε περίπτωση που το παίγνιο
έχει n παίκτες και με Si συμβολίσουμε το σύνολο των καθαρών στρατηγικών
του i παίκτη με i ∈ {1, 2, ..., n}, τότε το S = S1×S2× ...×Sn είναι το σύνολο
όλων των στρατηγικών επιλογών. Θεωρούμε f = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) με
x ∈ S τη συνάρτηση αμοιβής για τη στρατηγική επιλογή x ∈ S. ΄Εστω xi η
στρατηγική του i παίκτη και x−i η στρατηγική επιλογή όλων των άλλων παι-
κτών εκτός του i παίκτη. ΄Οταν κάθε παίκτης i ∈ {1, 2, ..., n} επιλέγει την xi
στρατηγική καταλήγοντας στη στρατηγική επιλογή x = (x1, x2, ..., xn), τότε ο
παίκτης i επιτυγχάνει πληρωμή fi(x). Η αμοιβή εξαρτάται από τη στρατηγική
επιλογή x, δηλαδή από τη στρατηγική που έχει επιλέξει ο παίκτης i, καθώς και
από τις στρατηγικές όλων των άλλων παικτών. Μία στρατηγική επιλογή x∗ ∈ S
είναι μία Nash ισορροπία εάν καμία μονομερής απόκλιση στη στρατηγική από
οποιοδήποτε παίκτη είναι κερδοφόρα για αυτόν τον παίκτη, δηλαδή

fi(x
∗
i , x

∗
−i) ≥ fi(xi, x

∗
−i), για κάθε xi ∈ Si, για κάθε i ∈ {1, 2, ..., n}. (6)

΄Οταν η παραπάνω ανισότητα (6) ισχύει αυστηρά για όλους τους παίκτες και για
όλες τις εφικτές εναλλακτικές στρατηγικές, τότε η ισορροπία χαρακτηρίζεται ως
μία αυστηρή Nash ισορροπία. Αντίθετα, εάν για κάποιον παίκτη ισχύει η ισότητα
μεταξύ x∗i και κάποιας άλλης στρατηγικής στο σύνολο S, τότε η ισορροπία
χαρακτηρίζεται ως ασθενής Nash ισορροπία.
Ο Nash απέδειξε ότι, εάν επιτρέψουμε μεικτές στρατηγικές, τότε κάθε παί-

γνιο αναπαραγόμενης δυναμικής με πεπερασμένο πλήθος παικτών στο οποίο
κάθε παίκτης μπορεί να επιλέξει από πεπερασμένο πλήθος στρατηγικών έχει
τουλάχιστον μία Nash ισορροπία.
Στη συνέχεια του πρώτου κεφαλαίου παρουσιάζεται η γενίκευση αυτού του

εξελικτικού μοντέλου για μη πεπερασμένο σύνολο καθαρών στρατηγικών S,
η οποία έχει μελετηθεί [1, 3, 7, 8] σε συνδυασμό με κάποιες οικονομικές και
βιολογικές εφαρμογές. Σ’ αυτά τα μοντέλα έχει υποτεθεί πως το σύνολο των
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καθαρών στρατηγικών S είναι ένα τυχαίο Borel σύνολο S ⊂ R
n και οι καθαρές

στρατηγικές των παικτών ταυτίζονται με τα στοιχεία x ∈ S. Στην περίπτωση
ενός συμμετρικού παιγνίου με δύο παίκτες, η συνάρτηση αμοιβής (payoff), που
είναι το συνεχές ανάλογο του πίνακα αμοιβής A (payoff matrix), είναι μία Borel
μετρήσιμη συνάρτηση f : S × S → R, όπου f(x, y) είναι η αμοιβή (payoff)
για τον πρώτο παίκτη όταν υιοθετεί την x καθαρή στρατηγική καθώς ο δεύ-
τερος παίκτης ακολουθεί την y καθαρή στρατηγική. Στις εργασίες [1, 7], η
συνάρτηση f είναι φραγμένη. Η μεικτή στρατηγική περιγράφεται από ένα μέτρο
πιθανότητας P στον μετρήσιμο χώρο (S,B), όπου B είναι η σ-άλγεβρα των
Borel υποσυνόλων του S. Ακολουθώντας την εργασία [7], η μέση αμοιβή του
P ενάντια στην Q δίνεται από τη διγραμμική μορφή

E(P,Q) =

∫

S

∫

S
f(x, y)Q(dy)P (dx).

Η επιτυχία της καθαρής στρατηγικής x ενάντια στην Q στρατηγική δίνεται από
τη διαφορά

σ(x,Q) = E(δx, Q)− E(Q,Q),

όπου δx είναι το μέτρο Dirac στην καθαρή στρατηγική x.
Η γενίκευση της εξίσωσης (4) της αναπαραγόμενης δυναμικής στην άπειρη διά-
σταση είναι η διαφορική εξίσωση στον χώρο των μέτρων

dQt(B)

dt
=

∫

B
σ(x,Qt)Qt(dx), για κάθε B ∈ B, (7)

(εδώ ο δείκτης t δηλώνει τη χρονοεξάρτηση της Q). Στην περίπτωση που η
f είναι φραγμένη, η καλή τοποθέτηση της συγκεκριμένης εξίσωσης καθώς και
τα θέματα ευστάθειας και ορισμένα οικονομικά παραδείγματα έχουν μελετηθεί
[7, 8].
Η εξίσωση (7) είναι μία πολύ γενική εξίσωση απ’ την οποία κάποιος δεν μπο-

ρεί να εξάγει περισσότερα, όπως τη μορφή των λύσεων και τις ιδιότητές τους.
΄Εχοντας ως στόχο να συγκεκριμενοποιηθεί το μοντέλο που περιγράφεται από
την εξίσωση (7), η εργασία [5] και οι μετέπειτα εργασίες [9, 14, 15] επικεντρώ-
θηκαν σε μέτρα Qt τα οποία είναι απολύτως συνεχή ως προς το μέτρο Lebesgue
με πυκνότητα u(t, x). Τότε, η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής με βάση
την πυκνότητα u γράφεται

∂u(t, x)

∂t
=

[∫

S
f(x, y)u(t, y)dy −

∫

S

∫

S
f(z, y)u(t, y)u(t, z)dydz

]

u(t, x).

(8)
Η εξίσωση (8) είναι μια ολοκληροδιαφορική εξίσωση με μη τοπικούς όρους. Ο
πυρήνας f(x, y) ορίζει έναν γραμμικό τελεστή A, δηλαδή

Au(t, x) :=

∫

S
f(x, y)u(t, y)dy.

Ο τελεστής A είναι ο τελεστής αμοιβής (payoff). Στις εργασίες [5, 9], ο A επι-
λέχθηκε να είναι ένας συγκεκριμένος διαφορικός τελεστής, άρα μη φραγμένος,
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και αργότερα στις εργασίες [14, 15] επιλέχθηκε να είναι και χρονοεξαρτώμενος.
Υποθέτοντας πως ο τελεστής A είναι κάποιος διαφορικός τελεστής, η εξίσωση
της αναπαραγόμενης δυναμικής γίνεται

∂u(t, x)

∂t
= [Au(t, x)− (u,Au)] u(t, x), (9)

όπου (· , ·) είναι ένα κατάλληλο εσωτερικό γινόμενο.
Ειδικότερα, η εργασία [5] εστίασε στη μελέτη της περίπτωσης όπου το σύνολο
των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος R και ο τελεστής αμοιβής A είναι
ο διαφορικός τελεστής

A =
d2

dx2
.

Τότε, η εξίσωση (9) της αναπαραγόμενης δυναμικής γράφεται

ut = [uxx − (u, uxx)] u, t > 0 (10)

όπου με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος της u ως προς τον χρόνο t και το
(· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον χώρο Hilbert L2(R) των
τετραγωνικά ολοκληρώσιμων πραγματικών συναρτήσεων που ορίζονται στον
χώρο R, δηλαδή

(u, v) :=

∫ ∞

−∞
u(x)v(x)dx.

Η εξίσωση (10) είναι μία μη γραμμική παραβολική μερική διαφορική εξίσωση με
μη τοπικούς όρους. Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε,
ότι είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, επομένως

∫ ∞

−∞
u(0, x)dx = 1 (11)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R. (12)

Στην εργασία [5] αποδείχθηκε ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιό-
τητας

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

(13)

της εξίσωσης (10) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (11) και (12). Η συ-
νάρτηση g, που παρουσιάζεται στην (13), είναι θετική στο R, ικανοποιεί την
ολοκληρωτική συνθήκη

∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1,

και επαληθεύει την εξίσωση

g(s)g′′(s) +
1

3
sg′(s) +

1

3
g(s) +K[g]g(s) = 0,

όπου

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds = β.
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Στη συνέχεια, στην εργασία [9] έγινε μελέτη της περίπτωσης όπου το σύ-
νολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος Rd με d ≥ 2 και ο τελεστής
αμοιβής A είναι ο Λαπλασιανός τελεστής ∆. Τότε, η εξίσωση (9) της αναπαρα-
γόμενης δυναμικής γίνεται

ut = [∆u− (u,∆u)] u, t > 0 (14)

όπου με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος της u ως προς τον χρόνο t και
το (· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον χώρο Hilbert L2(Rd)
των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων που ορίζονται στον χώρο R

d

με d ≥ 2, δηλαδή

(u, v) :=

∫

Rd

u(x)v(x)dx.

Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι είναι συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, άρα

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 (15)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

d. (16)

Στην εργασία [9] αποδείχθηκε ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιό-
τητας

u(t, x) = t−
d

d+2 gd

(

rt−
1

d+2

)

, (17)

με

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d,

της εξίσωσης (14) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (15) και (16). Η συ-
νάρτηση gd, που παρουσιάζεται στην (17), είναι θετική στο (0,∞), ικανοποιεί
την ολοκληρωτική συνθήκη

σd

∫ ∞

0
gd(s)s

d−1ds = 1,

και επαληθεύει την εξίσωση

gd(s)g
′′
d(s) +

d− 1

s
gd(s)g

′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s) +

d

d+ 2
gd(s) +Kd[gd]gd(s) = 0,

όπου

Kd[gd] := σd

∫ ∞

0
g′d(s)

2sd−1ds = β.

Οι εργασίες [5] και [9] επικεντρώθηκαν στο ειδικό πρόβλημα της ύπαρξης καθώς
και της δομής μιας μονοπαραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας για τις
εξισώσεις (10) και (14), αντίστοιχα. ΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό αυτών των
λύσεων είναι ότι όλες είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον χώρο Rd,
για κάθε t > 0 και προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.
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Για το γενικό πρόβλημα ύπαρξης λύσεων σχετικά με την εξίσωση (14), α-
ξίζει να τονίσουμε, ότι, εάν θεωρήσουμε την εξίσωση (14) σε ένα φραγμένο
χωρίο S του Rd με τις Dirichlet συνοριακές συνθήκες και μία αρχική συνθήκη
u(0, x) που είναι πυκνότητα πιθανότητας και δεν μηδενίζεται εντός του S, έχει
πρόσφατα αποδειχθεί [12, 13], ότι η u(t, x) υπάρχει για κάθε t > 0 και προ-
σεγγίζει, καθώς t→ ∞, τη λύση ισορροπίας, που είναι, επίσης, μία συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας (σημειώνουμε ότι υπάρχει ακριβώς μία τέτοια λύση ι-
σορροπίας). Βέβαια, στην περίπτωση που το σύνολο των καθαρών στρατηγικών
S είναι ολόκληρος ο Ευκλείδειος χώρος Rd τέτοιες λύσεις ισορροπίας δεν υπάρ-
χουν. Αυτός είναι ένας λόγος που επιβεβαιώνει πως οι λύσεις ομοιότητας είναι
σημαντικές.

Και στις δύο αυτές περιπτώσεις παρατηρούμε, ότι οι τελεστές A = d2

dx2 και
A = ∆ είναι συμμετρικοί τελεστές ως προς το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του
χώρου Hilbert L2(Rd) με d ≥ 1 και ανεξάρτητοι από τον χρόνο t. Στις εργασίες
[14, 15] μελετήθηκε η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής χρησιμοποιώντας
ως τελεστές αμοιβής A δύο μη συμμετρικούς ως προς το εσωτερικό γινόμενο
(· , ·) στον χώρο Hilbert L2(Rd) με d ≥ 1 και χρονοεξαρτώμενους τελεστές.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αυτής της διδακτορικής διατριβής γίνεται η μελέτη

της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής (9) στην περίπτωση που το σύνολο
των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος R χρησιμοποιώντας ως τελεστή
αμοιβής A έναν μη συμμετρικό και χρονοεξαρτώμενο τελεστή, που είναι ο εξής

Au(t, x) :=
∂2u(t, x)

∂x2
+ αtγx

∂u(t, x)

∂x
, t > 0, x ∈ R, (18)

όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά (συγκεκριμένα γ = −2/3), ενώ

α > 0,

είναι μία θετική παράμετρος. Τότε, με χρήση του τελεστή A που δίνεται από
την (18), η εξίσωση του αναπαραγόμενου δυναμικού μοντέλου (9) γίνεται

ut =

[

uxx + αtγxux −
∫ ∞

−∞
(uuxx + αtγxuux) dx

]

u, (19)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R. Η εξίσωση (19) είναι μία ολοκληροδιαφο-
ρική εξίσωση με μη τοπικούς όρους.
Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι είναι συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, επομένως

∫ ∞

−∞
u(0, x)dx = 1 (20)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R. (21)

Στη συνέχεια του δεύτερου κεφαλαίου αποδεικνύεται ότι η εξίσωση (19)
έχει μία μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων ομοιότητας που όλες προσεγγί-
ζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t → 0+. Ως συναρτήσεις του x, όλες
αυτές οι λύσεις είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον χώρο R, για
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κάθε t > 0. Ειδικότερα, στο δεύτερο κεφάλαιο αποδεικνύεται ότι για κάθε
β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

, (22)

της εξίσωσης (19) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (20) και (21). Η συνάρ-
τηση g, που παρουσιάζεται στην (22), ικανοποιεί την ολοκληρωτική συνθήκη

∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1,

είναι αυστηρά θετική στο R, δηλαδή

g(s) > 0, για κάθε s ∈ R,

και επαληθεύει την εξίσωση

g(s)g′′(s) + αsg(s)g′(s) +K[g]g(s) +
α

2
Λ[g]g(s) +

1

3
g(s) +

1

3
sg′(s) = 0,

με

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds,

και

Λ[g] :=

∫ ∞

−∞
g(s)2ds,

όπου

K[g] +
α

2
Λ[g] = β.

Επιπρόσθετα, στο δεύτερο κεφάλαιο μελετώνται οι ιδιότητες της συνάρτησης g
και γενικά η δομή αυτής της μονοπαραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας
της εξίσωσης (19).
Στο τρίτο κεφάλαιο αυτής της διδακτορικής διατριβής γίνεται η μελέτη της

εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής (9) στην περίπτωση που το σύνολο
των καθαρών στρατηγικών S είναι ο Ευκλείδειος d-διάστατος χώρος R

d με
d ≥ 2, ενώ ο τελεστής αμοιβής A είναι της μορφής

Au(t, x) := ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), t > 0, x ∈ R
d (23)

όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά (συγκεκριμένα γ = − 2
d+2), ενώ

α > 0

είναι μία θετική παράμετρος και οι τελεστές ∆ και ∇ δρούν πάνω στη μετα-
βλητή x. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η αντίστοιχη εξίσωση του αναπαραγόμενου
δυναμικού μοντέλου (9) γίνεται

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

(u∆u+ αtγux · ∇u) dx
]

u, (24)
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όπου t > 0, x ∈ R
d.

Η εξίσωση (24) είναι μία ολοκληροδιαφορική εξίσωση με μη τοπικούς όρους.
Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 (25)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

d. (26)

Επιπρόσθετα, στο τρίτο κεφάλαιο αποδεικνύεται ότι η εξίσωση (24) έχει μία
μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων ομοιότητας που όλες προσεγγίζουν τη συ-
νάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+. Ως συναρτήσεις του x, όλες αυτές οι λύσεις
είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον χώρο Rd, για κάθε t > 0. Ει-
δικότερα, στο τρίτο κεφάλαιο αποδεικνύεται ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει
μία λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−
d

d+2 gd

(

rt−
1

d+2

)

, (27)

όπου

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d,

της εξίσωσης (24) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (25) και (26). Η συνάρ-
τηση gd, που παρουσιάζεται στην (27), ικανοποιεί την ολοκληρωτική συνθήκη

σd

∫ ∞

0
gd(s)s

d−1ds = 1,

είναι αυστηρά θετική στο (0,+∞), δηλαδή

gd(s) > 0, για κάθε s ∈ (0,+∞),

και επαληθεύει την εξίσωση

gd(s)g
′′
d (s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

gd(s)g
′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s) +

d

d+ 2
gd(s)

+Kd[gd]gd(s) +
dα

2
Λd[gd]gd(s) = 0,

με

Kd[gd] := σd

∫ ∞

0
g′d(s)

2sd−1ds

και

Λd[gd] := σd

∫ ∞

0
gd(s)

2sd−1ds,

όπου

Kd[gd] +
dα

2
Λd[gd] = β.

Στο τρίτο κεφάλαιο αποδεικνύονται επιπλέον οι ιδιότητες της συνάρτησης gd και
γενικά η δομή αυτής της μονοπαραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας της
εξίσωσης (24).





Κεφάλαιο 1

Μοντέλο
Αναπαραγόμενης
Δυναμικής

1.1 Εξελικτική Θεωρία Παιγνίων-
Μοντέλο Αναπαραγόμενης Δυναμικής

Τα αναπαραγόμενα (ανατροφοδοτούμενα) δυναμικά μοντέλα (replicators dyna-
mics) εμφανίζονται συχνά στην εξελικτική θεωρία παιγνίων. ΄Εχουν σημαντικές
εφαρμογές στις οικονομικές επιστήμες, στην πληθυσμιακή βιολογία όπως και σε
άλλες επιστήμες [3, 4, 10, 11]. Η εξελικτική θεωρία παιγνίων που προέκυψε με
βάση τον πληθυσμό έχει πολλές εφαρμογές και σε μη βιολογικούς τομείς όπως
η οικονομία ή η θεωρία μάθησης και παρουσιάζει έναν σημαντικό εμπλουτισμό
της κλασικής θεωρίας παιγνίων, η οποία επικεντρώνεται στην ιδέα ενός ορθο-
λογικού ατόμου. Η αντικατάσταση της τυπικής σκέψης από την πληθυσμιακή
σκέψη είναι μία μεγάλη εννοιολογική επανάσταση που συνέβη στη θεωρία παι-
γνίων αλλά και σε άλλους επιστημονικούς τομείς όπως η βιολογία. Μάλιστα,
σύμφωνα με τον περίφημο βιολόγο Ernst Mayr, αυτή η αντικατάσταση ήταν η
μεγαλύτερη εννοιολογική επανάσταση που πραγματοποιήθηκε στη βιολογία.
Η έρευνα που πραγματοποιήθηκε από τους Josef Hofbauer και Karl Sig-

mund [3] εστιάζεται στον μαθηματικό πυρήνα της εξελικτικής θεωρίας παιγνί-
ων και επικεντρώνεται στην αιτιοκρατική εξελικτική δυναμική παιγνίου, μιας
δυναμικής που περιγράφει, πως οι συχνότητες των στρατηγικών μέσα σ’ έναν
πληθυσμό αλλάζουν με τον χρόνο, σύμφωνα με τη στρατηγική επιτυχίας. Αυ-
τό απαιτούσε κάποιες τροποποιήσεις στη βασική εννοιολογική προσέγγιση της

23
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θεωρίας παιγνίων.
Με τον κίνδυνο της υπεραπλούστευσης θα μπορούσαμε να πούμε, πως η

κλασική θεωρία παιγνίων ασχολείται με ένα ορθολογικό άτομο ή παίκτη, που
συμμετέχει σε μια δεδομένη αλληλεπίδραση ή σε ένα παίγνιο μαζί με άλλα άτομα
ή παίκτες και πρέπει να επιλέξει ανάμεσα σε διάφορες προοπτικές ή στρατηγικές
έχοντας ως σκοπό τη μεγιστοποίηση της αμοιβής του, η οποία εξαρτάται από
τις στρατηγικές των άλλων παικτών, οι οποίοι, με τη σειρά τους, στοχεύουν
στη μεγιστοποίηση της δικής τους αμοιβής.
Αντίθετα, η εξελικτική θεωρία παιγνίων σχετίζεται με ολόκληρους πληθυ-

σμούς παικτών, που είναι όλοι προγραμματισμένοι να χρησιμοποιήσουν κάποια
στρατηγική (ή τύπο συμπεριφοράς). Τα παίγνια αναπαραγόμενης δυναμικής α-
ποτελούν σημαντικό μέρος της σύγχρονης θεωρίας παιγνίων, η οποία προσπαθεί
να εξηγήσει, πως ένας πληθυσμός από παίκτες ανανεώνουν τις στρατηγικές τους
κατά τη διάρκεια του παιγνίου, ώστε να επιτευχθεί η στρατηγική επιτυχίας. Οι
στρατηγικές με υψηλή αμοιβή, σύμφωνα με τους Hofbauer και Sigmund [3], θα
εξαπλωθούν μέσα στον πληθυσμό μέσω της εκμάθησης, μέσω της μίμησης ή μέ-
σω της κληρονομιάς της στρατηγικής. Οι αμοιβές εξαρτώνται από τις ενέργειες
των συμπαικτών και επομένως εξαρτώνται από τις συχνότητες των στρατηγικών
που προκύπτουν μέσα στον πληθυσμό.
Δεδομένου ότι οι αμοιβές εξαρτώνται από τις συχνότητες με τις οποίες οι

διάφορες στρατηγικές προκύπτουν και εφ’ όσον αυτές οι συχνότητες αλλάζουν
σύμφωνα με τις οφειλές, αυτό μας οδηγεί σ’ έναν βρόχο ανάδρασης, η δυναμι-
κή του οποίου θα καθορίσει τη συμπεριφορά του παιγνίου για μεγάλο χρονικό
διάστημα. Το θέμα της αναπαραγόμενης θεωρίας παιγνίων είναι ακριβώς η δυ-
ναμική αυτού του αναδραστικού βρόχου. Η αναδραστική δυναμική έχει ισχυρή
εξάρτηση από τη δομή του πληθυσμού, από το παίγνιο και από τον τρόπο με
τον οποίο οι στρατηγικές εξαπλώνονται. Επομένως, υπάρχουν πολλά παίγνια
δυναμικής που μπορεί να είναι διακριτά ή συνεχή, στοχαστικά ή αιτιοκρατικά.
΄Ενα ιδιαίτερα δημοφιλές δυναμικό μοντέλο ανανέωσης είναι το αναπαραγό-

μενο δυναμικό σχήμα (replicator dynamics). Σύμφωνα με αυτό το σχήμα, ο
πληθυσμός ανανεώνει τη στρατηγική του ρυθμίζοντας τον λογαριθμικό ρυθμό
μεταβολής της κατανομής των στρατηγικών κατ’ αναλογία με τη διαφορά ανά-
μεσα στην πραγματική αμοιβή για μία δεδομένη στρατηγική και τη μέση αμοιβή
[11]. Αυτή η στρατηγική ανανέωσης του σχήματος οδηγεί σε ένα δυναμικό σύ-
στημα, η δυναμική του οποίου έχει πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες και εφαρμογές
[3].

1.2 Η Εξίσωση της Αναπαραγόμενης Δυναμικής

Ο πιο απλός τύπος παιγνίου έχει μόνο δύο παίκτες, τον I και τον II, και
ο κάθε παίκτης έχει πεπερασμένο σύνολο επιλογών ή καθαρών στρατηγικών,
Strat(I) και Strat(II), αντίστοιχα (η ακόμα πιο απλή περίπτωση παιγνίου είναι με
έναν μόνο παίκτη και ανάγεται σε πρόβλημα βελτιστοποίησης). Συμβολίζουμε
με αij και με βij τις αμοιβές για τους παίκτες I και II αντίστοιχα, όταν ο
παίκτης I χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική i ∈ Strat(I) και ο παίκτης II
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χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική j ∈ Strat(II). Συνεπώς, οι αμοιβές των
παικτών I και II δίνονται από δύο n×m πίνακες A και B, όπου n καιm είναι οι
πληθάριθμοι των συνόλων των καθαρών στρατηγικών Strat(I) και Strat(II) των
παικτών I και II, αντίστοιχα. Μπορούμε, επίσης, να περιγράψουμε την αμοιβή
και των δύο παικτών με έναν n×m πίνακα ζευγών, του οποίου το στοιχείο που
βρίσκεται στην i-οστή γραμμή και στην j-οστή στήλη είναι το ζεύγος (αij , βij),
όπου i = 1, 2, ..., n και j = 1, 2, ...,m.
Η μεικτή στρατηγική του παίκτη I συνίσταται στη χρήση της καθαρής

στρατηγικής i ∈ Strat(I) με πιθανότητα ui και δηλώνεται από το διάνυσμα
(στήλη) u με u = (u1, u2, ..., un)

T , όπου ui ≥ 0 για κάθε i = 1, 2, ..., n και
u1 + u2 + ... + un = 1. Συμβολίζουμε το σύνολο όλων αυτών των μεικτών
στρατηγικών του παίκτη I με ∆n. Το σύνολο ∆n αποτελεί ένα simplex του Rn

και παράγεται από τα διανύσματα ei της κανονικής μοναδιαίας βάσης του R
n.

Τα διανύσματα ei μπορούν να ταυτιστούν με τα στοιχεία του αρχικού συνόλου
των καθαρών στρατηγικών Strat(I).
Με παρόμοιο τρόπο, μία μεικτή στρατηγική του παίκτη II δηλώνεται από

το διάνυσμα (στήλη) w = (w1, w2, ..., wm)T με wj ≥ 0 για κάθε j = 1, 2, ...,m
και w1 + w2 + ... + wm = 1, όπου wj είναι η πιθανότητα χρήσης της καθαρής
στρατηγικής j με j = 1, 2, ...m. Συμβολίζουμε με ∆m το σύνολο των μεικτών
στρατηγικών για τον παίκτη II, όπου το σύνολο ∆m είναι ένα simplex του Rm

που παράγεται από τα διανύσματα fj της κανονικής μοναδιαίας βάσης του Rm.
Τα διανύσματα fj μπορούν να ταυτιστούν με τα στοιχεία του αρχικού συνόλου
των καθαρών στρατηγικών Strat(II).
Εάν ο παίκτης I χρησιμοποιεί την καθαρή στρατηγική ei και ο παίκτης II

χρησιμοποιεί τη μεικτή στρατηγική w ∈ ∆m, τότε ο πρώτος έχει ως αναμενό-
μενη αμοιβή (για την ακρίβεια, η αναμενόμενη τιμή της ei στρατηγικής) είναι

(Aw)i =

m
∑

j=1

αijwj. (1.1)

Εάν ο παίκτης I χρησιμοποιεί τη μεικτή στρατηγική u ∈ ∆n και ο παίκτης II
χρησιμοποιεί τη μεικτή στρατηγική w ∈ ∆m, τότε ο πρώτος έχει ως αναμενό-
μενη αμοιβή

uTAw =

n
∑

i=1

ui(Aw)i =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

αijuiwj, (1.2)

ενώ ο δεύτερος έχει ως αναμενόμενη αμοιβή

uTBw =
n
∑

i=1

ui(Bw)i =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

βijuiwj. (1.3)

΄Ενα παίγνιο λέγεται συμμετρικό, όταν οι αμοιβές για τη χρήση μιας συγκε-
κριμένης στρατηγικής εξαρτώνται μόνο από τις άλλες στρατηγικές που χρη-
σιμοποιούνται και όχι από τα άτομα που χρησιμοποιούν τη στρατηγική αυτή.
Ουσιαστικά, όταν οι ταυτότητες των παικτών μπορούν να αλλαχθούν χωρίς να
αλλάξει η αμοιβή της στρατηγικής, τότε το παίγνιο είναι συμμετρικό. Στα συμ-
μετρικά παίγνια τα σύνολα των καθαρών στρατηγικών των παικτών ταυτίζονται,
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δηλαδή Strat(I) = Strat(II) και μεταξύ των πινάκων αμοιβής ισχύει A = BT

ενώ οι παίκτες δεν μπορούν να διακριθούν.
Ας υποθέσουμε ότι έχουμε έναν πληθυσμό N ατόμων και κάθε ένα ά-

τομο χρησιμοποιεί κάποια καθαρή στρατηγική από τον χώρο των καθαρών
στρατηγικών S = {1, 2, ..., n} καθώς αλληλεπιδρά με ένα άλλο άτομο του ί-
διου πληθυσμού. Εάν xi είναι η συχνότητα της καθαρής στρατηγικής i, τότε
N =

∑n
i=1 xi και ui =

xi

N είναι η πιθανότητα χρήσης της i καθαρής στρατηγι-
κής με i ∈ S. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η κατάσταση του πληθυσμού δίνεται
από το διάνυσμα u = (u1, u2, ..., un)

T ∈ ∆n και ουσιαστικά από το διάνυσμα
x = (x1, x2, ..., xn)

T ∈ R
n. Υποθέτουμε, ότι οι xi είναι παραγωγίσιμες συναρ-

τήσεις του χρόνου t. Εάν τα άτομα τυχαία συναντώνται και συμμετέχουν σε
ένα συμμετρικό παίγνιο με πίνακα αμοιβής A, τότε (Ax)i είναι η αναμενόμενη
αμοιβή του ατόμου που χρησιμοποιεί την i καθαρή στρατηγική και xTAx είναι
η μέση αμοιβή για τον πληθυσμό με κατάσταση x.
Υποθέτοντας ότι ο ρυθμός ανάπτυξης για κάθε τύπο xi, δηλαδή η λογα-

ριθμική παράγωγος της xi, που είναι η παράγωγος της σύνθεσης της xi με τη
λογαριθμική συνάρτηση

(log xi)
′ =

x′i
xi
, (1.4)

δίνεται από τη διαφορά ανάμεσα στην αμοιβή του τύπου i και τη μέση αμοιβή
στον πληθυσμό, οδηγούμαστε στην εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής

x′i =
(

(Ax)i − xTAx
)

xi, (1.5)

για κάθε i = 1, 2, ..., n.
Σύμφωνα με τα παραπάνω, η εξίσωση διαμορφώνεται ως εξής

x′i(t) =





m
∑

j=1

αijxj(t)−
n
∑

i=1

m
∑

j=1

αijxi(t)xj(t)



 xi(t), (1.6)

για κάθε i = 1, 2, ..., n.
Με όρους πιθανοτήτων, η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής είναι

u′i =
(

(Au)i − uTAu
)

ui, (1.7)

για κάθε i = 1, 2, ..., n, η οποία γράφεται και ως εξής

u′i(t) =





m
∑

j=1

αijuj(t)−
n
∑

i=1

m
∑

j=1

αijui(t)uj(t)



ui(t), (1.8)

για κάθε i = 1, 2, ..., n.
Η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής, η οποία εισήχθη από τους P.D.

Taylor και L. Jonker [11] και ονομάστηκε από τους P. Schuster και K. Sigmund
[18], περιγράφει μία διαδικασία επιλογής: οι περισσότερο επιτυχημένες στρατη-
γικές εξαπλώνονται στον πληθυσμό. (Αυτή η διαφορική εξίσωση εμφανίστηκε
νωρίτερα σε διάφορους τομείς, όπως στην πληθυσμιακή γενετική και στα χημικά
δίκτυα [16, 17].)
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1.3 Η Nash Ισορροπία και η Αναπαραγόμενη Δυναμική

Η στρατηγική x ∈ ∆n λέγεται καλύτερη ανταπόδοση (best reply) στη στρατη-
γική y ∈ ∆m εάν

zTAy ≤ xTAy, για κάθε z ∈ ∆n. (1.9)

Το (συμπαγές, κυρτό και μη κενό) σύνολο όλων των καλύτερων ανταποδόσεων
στη στρατηγική y συμβολίζεται ως BR(y) (ομοίως, με BR(x) συμβολίζουμε
το σύνολο των καλύτερων ανταποδόσεων στη στρατηγική x).
Το ζεύγος (x, y) ∈ ∆n×∆m είναι μίαNash ισορροπία (NE) εάν x ∈ BR(y)

και y ∈ BR(x).
Το ζεύγος (x, y) ∈ ∆n × ∆m είναι μία αυστηρή Nash ισορροπία εάν το

x ∈ BR(y) είναι η μοναδική καλύτερη ανταπόδοση για το y και το y ∈ BR(x)
είναι η μοναδική καλύτερη ανταπόδοση για το x.
Εάν δύο στρατηγικές σχηματίζουν μια Nash ισορροπία (NE), κανένας από

τους δύο παίκτες δεν έχει κίνητρο να αποκλίνει μονομερώς. Με αυτήν την
έννοια, ένα τέτοιο αποτέλεσμα συνιστά μία συνθήκη ισορροπίας.
Προκειμένου να μεταφερθεί αυτό σ’ έναν πληθυσμό, ήταν βολικό να περιορι-

στούμε στην περίπτωση που οι δύο παίκτες I και II είναι άτομα του πληθυσμού
που εναλλάσσονται, δηλαδή να μελετήσουμε μόνο την περίπτωση που οι δύο
παίκτες δεν εμφανίζονται σε διαφορετικούς ρόλους, αλλά έχουν την ίδια στρα-
τηγική και τον ίδιο πίνακα αμοιβής. Πιο συγκεκριμένα, πρώτα μελετήθηκαν
τα συμμετρικά παίγνια στα οποία ενδιαφέρον έχουν μόνο τα συμμετρικά ζεύγη
(x, x). Οπότε, λέμε ότι η στρατηγική x ∈ ∆n είναι μία Nash ισορροπία εάν

zTAx ≤ xTAx, για κάθε z ∈ ∆n, (1.10)

δηλαδή, το x είναι η καλύτερη ανταπόδοση για τον εαυτό του. Η ισορροπία
λέγεται αυστηρή, εάν η ισότητα ισχύει μόνο όταν z = x.
Σε περίπτωση που το παίγνιο έχει n παίκτες και με Si συμβολίσουμε το

σύνολο των καθαρών στρατηγικών του i παίκτη με i ∈ {1, 2, ..., n}, τότε το S =
S1×S2× ...×Sn είναι το σύνολο όλων των στρατηγικών επιλογών. Θεωρούμε
f = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) με x ∈ S τη συνάρτηση αμοιβής για τη στρατηγική
επιλογή x ∈ S. ΄Εστω xi η στρατηγική του i παίκτη και x−i η στρατηγική
επιλογή όλων των άλλων παικτών εκτός του i παίκτη. ΄Οταν κάθε παίκτης i ∈
{1, 2, ..., n} επιλέγει την xi στρατηγική καταλήγοντας στη στρατηγική επιλογή
x = (x1, x2, ..., xn), τότε ο παίκτης i επιτυγχάνει πληρωμή fi(x). Η αμοιβή
εξαρτάται από τη στρατηγική επιλογή x, δηλαδή για τη στρατηγική που έχει
επιλέξει ο παίκτης i καθώς και από τις στρατηγικές όλων των άλλων παικτών.
Μία στρατηγική επιλογή x∗ ∈ S είναι μία Nash ισορροπία εάν καμία μονομερής
απόκλιση στη στρατηγική από οποιοδήποτε παίκτη είναι κερδοφόρα για αυτόν
τον παίκτη, δηλαδή

fi(x
∗
i , x

∗
−i) ≥ fi(xi, x

∗
−i), για κάθε xi ∈ Si, για κάθε i ∈ {1, 2, ..., n}. (1.11)

΄Οταν η παραπάνω ανισότητα (1.11) ισχύει αυστηρά (δηλαδή ισχύει με > αντί για
≥) για όλους τους παίκτες και για όλες τις εφικτές εναλλακτικές στρατηγικές,
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τότε η ισορροπία χαρακτηρίζεται ως μία αυστηρή Nash ισορροπία. Αντίθετα, εάν
για κάποιον παίκτη ισχύει η ισότητα μεταξύ x∗i και κάποιας άλλης στρατηγικής
στο σύνολο S, τότε η ισορροπία χαρακτηρίζεται ως ασθενής Nash ισορροπία.
Αποδεικνύεται το παρακάτω Θεώρημα ύπαρξης μιας Nash ισορροπίας σε όρους
πληθυσμιακής δυναμικής.

Θεώρημα 1.1 Κάθε παίγνιο αναπαραγόμενης δυναμικής έχει τουλάχιστον μία
Nash ισορροπία.

Ο Nash απέδειξε ότι, εάν επιτρέψουμε μεικτές στρατηγικές, τότε κάθε παίγνιο
με πεπερασμένο πλήθος παικτών στο οποίο κάθε παίκτης μπορεί να επιλέξει από
πεπερασμένο πλήθος στρατηγικών έχει τουλάχιστον μία Nash ισορροπία.

1.4 Η Εξίσωση της Αναπαραγόμενης Δυναμικής
σε μη Πεπερασμένο Χώρο Στρατηγικής

Η γενίκευση αυτού του εξελικτικού μοντέλου για μη πεπερασμένο σύνολο κα-
θαρών στρατηγικών S έχει μελετηθεί [1, 3, 7, 8] σε συνδυασμό με κάποιες
οικονομικές και βιολογικές εφαρμογές.
Σ’ αυτά τα μοντέλα έχει υποτεθεί, πως το σύνολο των καθαρών στρατη-

γικών S είναι ένα τυχαίο Borel σύνολο S ⊂ R
n και επομένως, οι καθαρές

στρατηγικές των παικτών ταυτίζονται με τα στοιχεία x ∈ S. Στην περίπτωση
ενός συμμετρικού παιγνίου με δύο παίκτες, η συνάρτηση αμοιβής, που είναι το
συνεχές ανάλογο του πίνακα αμοιβής payoff matrix, είναι μία Borel μετρήσιμη
συνάρτηση f : S × S → R, όπου f(x, y) είναι η αμοιβή για τον πρώτο παίκτη
όταν ακολουθεί την x καθαρή στρατηγική καθώς ο δεύτερος παίκτης υιοθετεί
την y καθαρή στρατηγική. Στις εργασίες [1, 7], η συνάρτηση f είναι φραγμένη.
Η μεικτή στρατηγική περιγράφεται από ένα μέτρο πιθανότητας P στον μετρή-
σιμο χώρο (S,B), όπου B είναι η σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του S.
Ακολουθώντας την εργασία [7], η μέση αμοιβή του P ενάντια στην Q δίνεται
από τη διγραμμική μορφή

E(P,Q) =

∫

S

∫

S
f(x, y)Q(dy)P (dx). (1.12)

Η επιτυχία της x στρατηγικής ενάντια στην Q στρατηγική δίνεται από τη δια-
φορά

σ(x,Q) = E(δx, Q)− E(Q,Q) (1.13)

όπου δx είναι το μέτρο Dirac στην καθαρή στρατηγική x.
Η γενίκευση της εξίσωσης (1.8) της αναπαραγόμενης δυναμικής σε μη πεπερα-
σμένους χώρους καθαρών στρατηγικών είναι η διαφορική εξίσωση στον χώρο
των μέτρων

dQt(B)

dt
=

∫

B
σ(x,Qt)Qt(dx), για κάθε B ∈ B, (1.14)

όπου ο δείκτης t δηλώνει τη χρονοεξάρτηση της Q. Στην περίπτωση που η
f είναι φραγμένη, η καλή τοποθέτηση της συγκεκριμένης εξίσωσης καθώς και
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τα θέματα ευστάθειας και ορισμένα οικονομικά παραδείγματα έχουν μελετηθεί
[7, 8]. Για παράδειγμα, υπάρχουν καταστάσεις όπου οι (καθαρές) στρατηγικές
αντιστοιχούν σε γεωγραφικά σημεία και άρα είναι φυσικό να χρησιμοποιηθεί ένα
διάστημα για τον χώρο των στρατηγικών.
Η εξίσωση (1.14) είναι μία πολύ γενική εξίσωση απ’ την οποία κάποιος δεν

μπορεί να εξάγει περισσότερα, όπως τη μορφή των λύσεων και τις ιδιότητές
τους. ΄Εχοντας ως στόχο να συγκεκριμενοποιηθεί το μοντέλο που περιγράφε-
ται από την εξίσωση (1.14), η εργασία [5] και οι μετέπειτα εργασίες [9, 14, 15]
επικεντρώθηκαν σε μέτρα Qt τα οποία είναι απολύτως συνεχή ως προς το μέτρο
Lebesgue με πυκνότητα u(t, x). Τότε, η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμι-
κής με βάση την πυκνότητα u γράφεται

∂u(t, x)

∂t
=

[∫

S
f(x, y)u(t, y)dy −

∫

S

∫

S
f(z, y)u(t, y)u(t, z)dydz

]

u(t, x).

(1.15)
Η εξίσωση (1.15) είναι μια ολοκληροδιαφορική εξίσωση με μη τοπικούς όρους.
Ο πυρήνας f(x, y) ορίζει έναν γραμμικό τελεστή A, δηλαδή

Au(t, x) :=

∫

S
f(x, y)u(t, y)dy.

Ο τελεστής A είναι ο τελεστής αμοιβής (payoff). Στις εργασίες [5, 9], ο A επι-
λέχθηκε να είναι ένας συγκεκριμένος διαφορικός τελεστής, άρα μη φραγμένος,
και αργότερα στις εργασίες [14, 15] επιλέχθηκε να είναι και χρονοεξαρτώμενος.
Υποθέτοντας πως ο τελεστής A είναι κάποιος διαφορικός τελεστής, η εξίσωση
της αναπαραγόμενης δυναμικής γίνεται

∂u(t, x)

∂t
= [Au(t, x)− (u,Au)] u(t, x), (1.16)

όπου (· , ·) είναι ένα κατάλληλο εσωτερικό γινόμενο.
Ειδικότερα, η εργασία [5] εστίασε στη μελέτη της περίπτωσης όπου το σύνολο
των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος R και ο τελεστής αμοιβής A είναι
ο διαφορικός τελεστής

A =
d2

dx2
. (1.17)

Τότε, η εξίσωση (1.16) της αναπαραγόμενης δυναμικής γράφεται

ut = [uxx − (u, uxx)] u, (1.18)

όπου με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος της u ως προς το χρόνο t και το
(· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον χώρο Hilbert L2(R) των
τετραγωνικά ολοκληρώσιμων πραγματικών συναρτήσεων που ορίζονται στον
χώρο R, δηλαδή

(u, v) :=

∫ ∞

−∞
u(x)v(x)dx.

Η εξίσωση (1.18) είναι μία μη γραμμική παραβολική μερική διαφορική εξίσωση με
μη τοπικούς όρους. Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε,
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ότι είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, επομένως
∫ ∞

−∞
u(0, x)dx = 1 (1.19)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R. (1.20)

Στην εργασία [5] αποδείχθηκε ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιό-
τητας

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

(1.21)

της εξίσωσης (1.18) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (1.19) και (1.20). Η
συνάρτηση g, που παρουσιάζεται στην (1.21), είναι θετική στο R, ικανοποιεί
την ολοκληρωτική συνθήκη

∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1, (1.22)

και επαληθεύει την εξίσωση

g(s)g′′(s) +
1

3
sg′(s) +

1

3
g(s) +K[g]g(s) = 0, (1.23)

όπου

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds = β. (1.24)

Στη συνέχεια, στην εργασία [9] έγινε μελέτη της περίπτωσης όπου το σύ-
νολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος Rd με d ≥ 2 και ο τελεστής
αμοιβής A είναι ο Λαπλασιανός τελεστής ∆. Τότε, η εξίσωση (1.16) της ανα-
παραγόμενης δυναμικής γίνεται

ut = [∆u− (u,∆u)] u, t > 0 (1.25)

όπου με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος της u ως προς το χρόνο t και το
(· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον χώρο Hilbert L2(Rd) των
τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων που ορίζονται στο R

d με d ≥ 2,
δηλαδή

(u, v) :=

∫

Rd

u(x)v(x)dx. (1.26)

Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι είναι συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, άρα

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 (1.27)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

d. (1.28)

Στην εργασία [9] αποδείχθηκε ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιό-
τητας

u(t, x) = t−
d

d+2 gd

(

rt−
1

d+2

)

, (1.29)
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με

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d, (1.30)

της εξίσωσης (1.25) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (1.27) και (1.28). Η
συνάρτηση gd, που παρουσιάζεται στην (1.29), είναι θετική στο (0,∞), ικανο-
ποιεί την ολοκληρωτική συνθήκη

σd

∫ ∞

0
gd(s)s

d−1ds = 1, (1.31)

και επαληθεύει την εξίσωση

gd(s)g
′′
d(s) +

d− 1

s
gd(s)g

′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s) +

d

d+ 2
gd(s) +Kd[gd]gd(s) = 0,

(1.32)
όπου

Kd[gd] := σd

∫ ∞

0
g′d(s)

2sd−1ds = β. (1.33)

Οι εργασίες [5] και [9] επικεντρώθηκαν στο ειδικό πρόβλημα της ύπαρξης καθώς
και της δομής μιας μονοπαραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας για τις
εξισώσεις (1.18) και (1.25), αντίστοιχα. ΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό αυτών
των λύσεων είναι ότι όλες είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον Rd,
για κάθε t > 0 και προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.
Για το γενικό πρόβλημα ύπαρξης λύσεων σχετικά με την εξίσωση (1.25)

αξίζει να τονίσουμε, ότι, εάν θεωρήσουμε την εξίσωση (1.25) σε ένα φραγμένο
χωρίο S του R

d με τις Dirichlet συνοριακές συνθήκες και μία αρχική συνθή-
κη u(0, x) που είναι πυκνότητα πιθανότητας και δεν μηδενίζεται εντός του S,
έχει πρόσφατα αποδειχθεί [12, 13], ότι η u(t, x) υπάρχει για κάθε t > 0 και
προσεγγίζει, καθώς t → ∞ τη λύση ισορροπίας που είναι επίσης μία συνάρτη-
ση πυκνότητας πιθανότητας (σημειώνουμε ότι υπάρχει ακριβώς μία τέτοια λύση
ισορροπίας). Βέβαια, στην περίπτωση που το σύνολο των καθαρών στρατηγι-
κών S είναι ολόκληρος ο Ευκλείδειος χώρος Rd τέτοιες λύσεις ισορροπίας δεν
υπάρχουν. Αυτός είναι ένας λόγος που επιβεβαιώνει πως οι λύσεις ομοιότητας
είναι σημαντικές.

Και στις δύο αυτές περιπτώσεις παρατηρούμε, ότι οι τελεστές A = d2

dx2 και
A = ∆ είναι συμμετρικοί τελεστές ως προς το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του
χώρου Hilbert L2(Rd) με d ≥ 1 και ανεξάρτητοι από τον χρόνο t. Στις εργασίες
[14, 15] μελετήθηκε η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής χρησιμοποιώντας
ως τελεστές αμοιβής A δύο μη συμμετρικούς ως προς το εσωτερικό γινόμενο
(· , ·) στον χώρο Hilbert L2(Rd) με d ≥ 1 και χρονοεξαρτώμενους τελεστές.





Κεφάλαιο 2

Η Μονοδιάστατη
Περίπτωση
Αναπαραγόμενης
Δυναμικής

2.1 Εισαγωγή

Η αναπαραγόμενη δυναμική έχει μελετηθεί εκτενώς στην περίπτωση όπου το
σύνολο των καθαρών στρατηγικών είναι πεπερασμένο ή μη [1, 3, 7, 8] σε συν-
δυασμό με κάποιες οικονομικές, βιολογικές και άλλες εφαρμογές. Παρ’ όλα
αυτά, η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής είναι μία πολύ γενική εξίσωση
απ’ την οποία κάποιος δεν μπορεί να εξάγει περισσότερα, όπως τη μορφή των
λύσεων και τις ιδιότητές τους.
΄Εχοντας ως στόχο να συγκεκριμενοποιηθεί το μοντέλο που περιγράφεται

από την εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής, η εργασία [5] εστίασε στη
μελέτη της περίπτωσης όπου το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο

χώρος R και ο τελεστής αμοιβής A είναι ο διαφορικός τελεστής d2

dx2 . Τότε, η
εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u (2.1)

διαμορφώνεται ως εξής

ut = [uxx − (u, uxx)] u, (2.2)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R και με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος
της u ως προς το χρόνο t και το (· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμε-
νο στον χώρο Hilbert L2(R) των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων πραγματικών

33



34 Η ΜΟΝΟΔΙ�ΑΣΤΑΤΗ ΠΕΡ�ΙΠΤΩΣΗ ΚΕΦ. 2

συναρτήσεων που ορίζονται στο R, δηλαδή

(u, v) :=

∫ ∞

−∞
u(x)v(x)dx.

Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι είναι συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, επομένως

∫ ∞

−∞
u(0, x)dx = 1 (2.3)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R. (2.4)

Η εργασία [5] επικεντρώθηκε στο ειδικό πρόβλημα της δομής μιας μονοπαραμε-
τρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας (self-similar solutions) για την εξίσωση
(2.2), δηλαδή για λύσεις u της μορφής

u(t, x) = t−κg
(

xt−λ
)

. (2.5)

Ειδικότερα, στην εργασία [5] αποδείχθηκε ότι για κάθε β ∈ (0,∞) υπάρχει μία
λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−
1
3 g
(

xt−
1
3

)

, (2.6)

της εξίσωσης (2.2) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (2.3) και (2.4). Η
συνάρτηση g, που παρουσιάζεται στην (2.6), ικανοποιεί την ολοκληρωτική συν-
θήκη

∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1,

είναι θετική στο R, δηλαδή

g(s) > 0, για κάθε s ∈ R

και επαληθεύει την εξίσωση

g(s)g′′(s) +
1

3
sg′(s) +

1

3
g(s) +K[g]g(s) = 0,

με

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds,

και επιπλέον ισχύει
K[g] = β.

΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των λύσεων της μορφής (2.6) είναι ότι όλες είναι
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον R, για κάθε t > 0 και προσεγγίζουν
τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.

Ο τελεστής A = d2

dx2 είναι ανεξάρτητος από τον χρόνο t και επιπλέον είναι
συμμετρικός ως προς το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του χώρου Hilbert L2(R)
των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων πραγματικών συναρτήσεων.
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Στο δεύτερο κεφάλαιο μελετάμε την εξίσωση (2.1) του αναπαραγόμενου
δυναμικού μοντέλου χρησιμοποιώντας ως τελεστή αμοιβής A έναν χρονοεξαρ-
τώμενο και μη συμμετρικό τελεστή ως προς το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο
(· , ·) του χώρου Hilbert L2(R) των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων πραγματικών
συναρτήσεων που ορίζονται στο R. Ο τελεστής αυτός είναι ο εξής

Au(t, x) =
∂2u(t, x)

∂x2
+ αtγx

∂u(t, x)

∂x
, t > 0, x ∈ R (2.7)

όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά (συγκεκριμένα γ = −2/3), ενώ α > 0
είναι μία θετική παράμετρος. Τότε, με χρήση του τελεστή A που δίνεται από την
(2.7), η εξίσωση (2.1) του αναπαραγόμενου δυναμικού μοντέλου διαμορφώνεται
ως εξής

ut =

[

∂2u

∂x2
+ αtγx

∂u

∂x
−
∫ ∞

−∞

(

u
∂2u

∂x2
+ αtγxu

∂u

∂x

)

dx

]

u, (2.8)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αποδεικνύεται, ότι η εξίσωση (2.8) έχει μία μονοπαραμε-
τρική οικογένεια λύσεων ομοιότητας της μορφής (2.5) που όλες προσεγγίζουν
τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+. Ως συναρτήσεις του x, όλες αυτές οι
λύσεις είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον χώρο R, για κάθε t > 0.

2.2 Το Μονοδιάστατο Πρόβλημα Αναπαραγόμενης
Δυναμικής

Θεωρούμε το αναπαραγόμενο δυναμικό μοντέλο (replicator dynamics) που πε-
ριγράφεται από την εξίσωση

ut = [Au− (u,Au)] u, t > 0, x ∈ R (2.9)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R.
Στο μονοδιάστατο πρόβλημα του αναπαραγόμενου δυναμικού μοντέλου που με-
λετάμε θεωρούμε ότι το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος R
και ο τελεστής αμοιβής (payoff) A ορίζεται ως εξής

Au(t, x) :=
∂2u(t, x)

∂x2
+ αtγx

∂u(t, x)

∂x
, t > 0, x ∈ R

ή πιο απλά
Au := uxx + αtγxux, (2.10)

όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά (συγκεκριμένα γ = −2/3), ενώ

α > 0, (2.11)

είναι μία θετική παράμετρος. Τότε, με χρήση του τελεστή A που δίνεται από την
(2.10), η εξίσωση (2.9) του αναπαραγόμενου δυναμικού μοντέλου διαμορφώνεται
ως εξής

ut =

[

uxx + αtγxux −
∫ ∞

−∞
(uxx + αtγxux)u dx

]

u. (2.12)
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Στο συγκεκριμένο μοντέλο αναπαραγόμενης δυναμικής, ο τελεστής αμοιβής A
είναι ένας χρονοεξαρτώμενος και μη συμμετρικός τελεστής ως προς το σύνηθες
εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του χώρου Hilbert L2(R) των τετραγωνικά ολοκλη-
ρώσιμων πραγματικών συναρτήσεων που ορίζονται στο R. Μας ενδιαφέρουν οι
λύσεις u(t, x) της εξίσωσης (2.12) που είναι θετικές και το ολοκλήρωμά τους
ως προς x πάνω σε ολόκληρο τον χώρο R είναι 1 για κάθε t > 0, δηλαδή ισχύει

∫

R

u(t, x)dx = 1. (2.13)

Αυτές οι λύσεις u(t, x), ως συναρτήσεις του x, είναι συναρτήσεις πυκνότητας
πιθανότητας στον χώρο R για κάθε t > 0, μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως
χρονο-εξελισσόμενες μεικτές στρατηγικές ενός παίκτη.
Σκοπός του δεύτερου κεφαλαίου είναι να αποδείξουμε την ύπαρξη μιας μονοπα-
ραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας (self-similar solutions) u(t, x) για
την εξίσωση (2.12), που είναι της μορφής

u(t, x) = t−κg
(

xt−λ
)

. (2.14)

και που όλες προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.
Πρώτα όμως θα μελετήσουμε ένα βοηθητικό πρόβλημα ως προς την ύπαρξη
λύσης του και τις ιδιότητες της λύσης αυτής.
΄Ομως, προκειμένου η εξίσωση (2.9) να είναι όντως ένα αναπαραγόμενο δυναμικό
μοντέλο, πρέπει αρχικά να βεβαιωθούμε πως εάν ξεκινήσουμε με μία αρχική
συνθήκη, που είναι μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, δηλαδή εάν ισχύουν

u(0, x) = f(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R, (2.15)

και
∫

R

f(x)dx = 1, (2.16)

τότε, η λύση u(t, x) θα παραμένει, ως συνάρτηση του x, μία συνάρτηση πυκνό-
τητας πιθανότητας για κάθε t > 0 (για τα x για τα οποία υπάρχει).
Για τον λόγο αυτό, θεωρούμε τη συνάρτηση

U(t) :=

∫ ∞

−∞
u(t, x)dx, (2.17)

οπότε, η παράγωγός της ως προς t είναι

U ′(t) =

∫ ∞

−∞
ut(t, x)dx. (2.18)

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη της (2.9) ως προς x προκύπτει,

∫ ∞

−∞
utdx =

∫ ∞

−∞
[Au− (u,Au)] udx,
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συνεπώς, η (2.18), γίνεται

U ′(t) =

∫ ∞

−∞
ut(t, x)dx

=

∫ ∞

−∞
[Au− (u,Au)]udx

=

∫ ∞

−∞
[(Au)u− (u,Au)u]dx

=(u,Au) − (u,Au)

∫ ∞

−∞
u(t, x)dx

=(u,Au) − (u,Au)U(t).

Τελικά, προκύπτει η εξίσωση

U ′(t) = (u,Au)[1 − U(t)], (2.19)

καθώς έχουμε υποθέσει ότι η εναλλαγή του ολοκληρώματος ως προς x και της
παραγώγισης ως προς t είναι επιτρεπτή.
Από τις (2.15), (2.16) έπεται ότι

U(0) =

∫ ∞

−∞
u(0, x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

Οπότε, από την (2.19) και από το γεγονός ότι U(0) = 1 συμπεραίνουμε ότι
U(t) ≡ 1 και με βάση την (2.17), προκύπτει ότι

∫ ∞

−∞
u(t, x)dx = 1.

΄Αρα, το ολοκλήρωμα της u(t, x), ως προς x, στον χώρο R είναι 1 για κάθε
t > 0.
Επίσης, εάν η συνάρτηση u(t, x) είναι μία λύση της (2.9), η οποία υπάρχει

για κάθε t > 0 και ως συνάρτηση του x είναι ολοκληρώσιμη στο R και θετική
για μικρά t, τότε, εξαιτίας της μορφής της εξίσωσης (2.9), έχουμε ότι η u(t, x)
παραμένει θετική για κάθε t > 0. Μπορούμε, επομένως, να συμπεράνουμε
πως το σύνολο των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας στον χώρο R είναι
αμετάβλητο κάτω από την επιρροή της (2.9).

2.3 Ειδικές Λύσεις Ομοιότητας

Θεωρούμε την εξίσωση (2.9) της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u,

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R και ο τελεστής A ορίζεται στην (2.10) ως
εξής

Au = uxx + αtγxux,
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όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά, α > 0 είναι μία θετική παράμετρος, x ∈ R

και t > 0.
Ας υποθέσουμε ότι η λύση u(t, x) ικανοποιεί τα εξής

u(t, · ) ∈ H1(R) και lim
x→±∞

xu(t, x)2 = 0. (2.20)

Από την (2.10) προκύπτει

(u,Au) =

∫ ∞

−∞
(Au)udx

=

∫ ∞

−∞
[uxx + αtγxux]udx

=

∫ ∞

−∞
[uxxu+ αtγxuxu]dx

=

∫ ∞

−∞
uxxudx+ αtγ

∫ ∞

−∞
xuxudx.

Με παραγοντική ολοκλήρωση και λόγω της (2.20), έχουμε

(u,Au) = −
∫ ∞

−∞
u2xdx− α

2
tγ
∫ ∞

−∞
u2dx, (2.21)

οπότε η (2.9), από τις (2.10) και (2.21), καταλήγει στη μορφή

ut =

[

uxx + αtγxux +

∫ ∞

−∞
u2xdx+

α

2
tγ
∫ ∞

−∞
u2dx

]

u

ή

ut = [uxx + αtγxux]u+

[∫ ∞

−∞
u2xdx+

α

2
tγ
∫ ∞

−∞
u2dx

]

u. (2.22)

Αναζητούμε λύσεις ομοιότητας u(t, x) (self-similar solutions), δηλαδή για λύ-
σεις της μορφής

u(t, x) =
1

tκ
g(
x

tλ
)

ή πιο απλά
u(t, x) = t−κg(xt−λ). (2.23)

Θεωρούμε τον μετασχηματισμό ομοιότητας

s = xt−λ (οπότε x = stλ). (2.24)

Οπότε, η u(t, x) της (2.23) μπορεί επίσης να γραφτεί ως εξής

u(t, x) = t−κg(s). (2.25)

Παραγωγίζοντας ως προς x την u(t, x) και χρησιμοποιώντας τον μετασχηματι-
σμό (2.24), έχουμε

ux(t, x) = t−κg′(s)t−λ
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ή

ux(t, x) = t−(κ+λ)g′(s). (2.26)

Παραγωγίζοντας ως προς x την ux(t, x) και χρησιμοποιώντας τον μετασχημα-
τισμό (2.24), έχουμε

uxx(t, x) = t−(κ+λ)g′′(s)t−λ

ή

uxx(t, x) = t−(κ+2λ)g′′(s). (2.27)

Επιπλέον, παραγωγίζοντας ως προς t την u(t, x), έχουμε

ut(t, x) = −κt−κ−1g(s)− λt−λ−1xt−κg′(s)

ή

ut(t, x) = −κt−(κ+1)g(s)− λxt−λt−(κ+1)g′(s)

οπότε, λόγω του μετασχηματισμού (2.24), έπεται ότι

ut(t, x) = −κt−(κ+1)g(s)− λst−(κ+1)g′(s)

ή

ut(t, x) = −t−(κ+1)
[

κg(s) + λsg′(s)
]

. (2.28)

Συνεπώς, η (2.21), από τις (2.26) και (2.25), γράφεται ως εξής

(u,Au) = −
∫ +∞

−∞
[t−(κ+λ)g′(s)]2dx− α

2
tγ
∫ +∞

−∞
[t−κg(s)]2dx

και χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό x = stλ της (2.24), έχουμε

(u,Au) = −
∫ +∞

−∞
[t−(κ+λ)g′(s)]2tλds− α

2
tγ
∫ +∞

−∞
[t−κg(s)]2tλds

ή

(u,Au) = −t−(2κ+λ)

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds− α

2
tγ+λ−2κ

∫ ∞

−∞
g(s)2ds. (2.29)

Θέτοντας

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds (2.30)

και

Λ[g] :=

∫ ∞

−∞
g(s)2ds, (2.31)

η ισότητα (2.29) διαμορφώνεται ως εξής

(u,Au) = −t−(2κ+λ)K[g]− α

2
tγ+λ−2κΛ[g]

οπότε, από την (2.21) προκύπτει ότι
∫ ∞

−∞
u2xdx+

α

2
tγ
∫ ∞

−∞
u2dx = t−(2κ+λ)K[g] +

α

2
tγ+λ−2κΛ[g]. (2.32)
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Αντικαθιστώντας τις (2.25), (2.26), (2.27), (2.28), (2.32) στην εξίσωση (2.22),
έχουμε

−t−(κ+1)[κg(s) + λsg′(s)] =
[

t−(κ+2λ)g′′(s) + αtγxt−(κ+λ)g′(s)
]

t−κg(s)

+
[

t−(2κ+λ)K[g] +
α

2
tγ+λ−2κΛ[g]

]

t−κg(s)

οπότε

−κg(s)− λsg′(s) =
[

t−(κ+2λ)g′′(s) + αtγxt−(κ+λ)g′(s)
]

tg(s)

+
[

t−(2κ+λ)K[g] +
α

2
tγ+λ−2κΛ[g]

]

tg(s)

ή

−κg(s)− λsg′(s) =
[

t1−(κ+2λ)g′′(s) + αxt−λt1+γ−κg′(s)
]

g(s)

+
[

t1−(2κ+λ)K[g] +
α

2
t1+γ+λ−2κΛ[g]

]

g(s)

και χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό (2.24) καταλήγουμε στην εξίσωση

−κg(s)− λsg′(s) = t1−κ−2λg′′(s)g(s) + αst1+γ−κg′(s)g(s)

+t1−2κ−λK[g]g(s) +
α

2
t1+γ+λ−2κΛ[g]g(s). (2.33)

Ο μόνος τρόπος για να έχει νόημα η εξίσωση (2.33) είναι να μην περιέχει τη
μεταβλητή t, οπότε πρέπει

1−κ−2λ = 0, 1+γ−κ = 0, 1−2κ−λ = 0, 1+γ+λ−2κ = 0. (2.34)

Από τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι

γ = −2

3
, κ =

1

3
, λ =

1

3
. (2.35)

Η εξίσωση (2.33), από την (2.35), διαμορφώνεται ως εξής

−1

3
g(s) − 1

3
sg′(s) = g′′(s)g(s) + αsg′(s)g(s) +K[g]g(s) +

α

2
Λ[g]g(s)

ή

g′′(s)g(s)+αsg′(s)g(s)+K[g]g(s)+
α

2
Λ[g]g(s)+

1

3
g(s)+

1

3
sg′(s) = 0. (2.36)

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι, από τις (2.35) και (2.23), έχουμε
∫ ∞

−∞
u(t, x)dx =

∫ ∞

−∞
t−κg(xt−λ)dx

=

∫ ∞

−∞
t−1/3g(xt−1/3)dx

=

∫ ∞

−∞
t−1/3g(s)t1/3ds

=

∫ ∞

−∞
g(s)ds, (2.37)
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που είναι ανεξάρτητο της μεταβλητής t.
Οπότε, εάν θεωρήσουμε

∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1, (2.38)

από τις (2.37), (2.38) έχουμε
∫ ∞

−∞
u(t, x)dx = 1,για κάθε t ≥ 0.

Το Λήμμα 2.1 συγκεντρώνει όλα όσα έχουμε κάνει μέχρι τώρα.

Λήμμα 2.1 Εάν η συνάρτηση

u(t, x) = t−κg(xt−λ) με t > 0, x ∈ R (2.39)

είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x και ικανοποιεί την εξίσωση

ut =

[

uxx + αtγxux +

∫ ∞

−∞
(uxx + αtγxux)udx

]

u, (2.40)

τότε

γ = −2

3
, κ =

1

3
, λ =

1

3
, (2.41)

και για τη συνάρτηση g ισχύουν τα εξής

g(s) ≥ 0, s ∈ R, (2.42)
∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1, (2.43)

και

g′′(s)g(s)+αsg′(s)g(s)+K[g]g(s)+
α

2
Λ[g]g(s)+

1

3
g(s)+

1

3
sg′(s) = 0, (2.44)

όπου

K[g] =

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds (2.45)

και

Λ[g] =

∫ ∞

−∞
g(s)2ds. (2.46)

Αντιστρόφως, εάν ισχύουν οι (2.41)–(2.46), τότε η συνάρτηση u(t, x), που
δίνεται από την (2.39), είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x και
ικανοποιεί την εξίσωση (2.40). �

Παρατήρηση. Από την (2.10), το γεγονός ότι γ = −2/3 μας δείχνει ότι
μακροπρόθεσμα και καθώς το x θα παραμένει φραγμένο, ο τελεστής A(t) του
συγκεκριμένου μοντέλου αναπαραγόμενης δυναμικής προσεγγίζει τον συμμετρι-
κό τελεστή ∂2/∂x2.

Το επόμενο βήμα είναι να αποδείξουμε ότι υπάρχει συνάρτηση g(s) που
ικανοποιεί τις (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) και (2.46).
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2.4 Το Βοηθητικό Πρόβλημα

Η εξίσωση (2.44) γράφεται και ως εξής

g′′(s)g(s) + αsg′(s)g(s) +

(

K[g] +
α

2
Λ[g] +

1

3

)

g(s) +
1

3
sg′(s) = 0,

όπου

K[g] +
α

2
Λ[g] +

1

3
>

1

3
,

εφ’ όσον α > 0, K[g] > 0 και Λ[g] > 0.
Επομένως, θεωρούμε την εξίσωση

q′′(s)q(s) + αsq′(s)q(s) + µq(s) +
1

3
sq′(s) = 0, (2.47)

με

µ >
1

3
.

Σκοπός μας είναι να αποδείξουμε την ύπαρξη λύσης g(s) που ικανοποιεί τις
εξισώσεις (2.42)–(2.46). Πρώτα, όμως, θα αποδείξουμε, ότι υπάρχει λύση q(s)
που ικανοποιεί την (2.47) και θα μελετήσουμε τις ιδιότητες της λύσης αυτής.
Οπότε, θα συνεχίσουμε με τη μελέτη του παρακάτω βοηθητικού προβλήματος.
Ας υποθέσουμε ότι έχουμε το εξής πρόβλημα αρχικών τιμών

q′′(s)q(s) + αsq′(s)q(s) + µq(s) +
1

3
sq′(s) = 0, s ∈ R (2.48)

q(0) = A > 0, q′(0) = 0, (2.49)

όπου µ είναι μία πραγματική παράμετρος για την οποία ισχύει

µ >
1

3
. (2.50)

Η εξίσωση (2.48) μπορεί να γραφεί και ως εξής

q′′(s) +

[

1

3q(s)
+ α

]

sq′(s) + µ = 0, (2.51)

εφ’ όσον ισχύει q(s) 6= 0.
Επειδή q(0) = A > 0, από το Θεώρημα ΄Υπαρξης και Μοναδικότητας λύσης για
τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις [2], αποδεικνύεται ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε το πρόβλημα αρχικών τιμών (2.48)–(2.49) έχει μοναδική λύση q(s) με
s ∈ (−δ, δ).
Επιπλέον, από το γεγονός ότι η (2.48) παραμένει αμετάβλητη χρησιμοποιώντας
τον μετασχηματισμό s 7→ −s και εφ’ όσον q′(0) = 0, πρέπει να ισχύει

q(−s) = q(s), s ∈ (−δ, δ),
δηλαδή η λύση q(s) με s ∈ (−δ, δ) είναι μία άρτια συνάρτηση.
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Το Λήμμα 2.2 [5] που ακολουθεί είναι ιδιαίτερα σημαντικό και χρησιμοποιεί-
ται στο Λήμμα 2.3 για την απόδειξη της ύπαρξης λύσης του προβλήματος των
εξισώσεων (2.48)–(2.49) σε όλο το R καθώς και στη μελέτη βασικών ιδιοτήτων
αυτής της λύσης.

Λήμμα 2.2 ΄Εστω f μία γνησίως αύξουσα συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα διά-
στημα (0, b) για κάποιο b > 0, με

lim
x→b−

f(x) = ∞. (2.52)

Τότε, ισχύει

lim
x→b−

[

xf(x)−
∫ x

0
f(ξ)dξ

]

= ∞. (2.53)

Απόδειξη. ΄Εστω ω ∈ (0, x) ⊂ (0, b). Εφ’ όσον η f είναι γνησίως αύξουσα
συνάρτηση στο (0, b) ισχύει

xf(x) ≥ ω [f(x)− f(ω)] +

∫ x

0
f(ξ)dξ. (2.54)

Επομένως, από την (2.54) προκύπτει ότι

lim inf
x→b−

[

xf(x)−
∫ x

0
f(ξ)dξ

]

≥ lim inf
x→b−

ω [f(x)− f(ω)] = ∞ (2.55)

αφού ισχύει η (2.52).
Οπότε, συμπεραίνουμε ότι

lim
x→b−

[

xf(x)−
∫ x

0
f(ξ)dξ

]

= ∞

που είναι η (2.53).
Η απόδειξη του Λήμματος 2.2 έχει ολοκληρωθεί. �

Λήμμα 2.3 Η λύση q(s) του προβλήματος αρχικών τιμών (2.48)–(2.49) υπάρ-
χει για κάθε s ∈ R και είναι μία (άρτια), αυστηρά θετική και γνησίως φθίνουσα
συνάρτηση στο [0,∞).
Επιπλέον, για τη λύση q(s) ισχύουν

lim
s→∞

q(s) = 0, (2.56)

lim
s→∞

q′(s) = 0, (2.57)
∫ ∞

−∞
q′(s)2ds <∞, (2.58)

∫ ∞

−∞
q(s)2ds <∞, (2.59)

και η παρακάτω ισότητα
(

µ− 1

3

)∫ ∞

−∞
q(s)ds =

∫ ∞

−∞
q′(s)2ds+

α

2

∫ ∞

−∞
q(s)2ds. (2.60)
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Απόδειξη. Εφ’ όσον η q είναι μία άρτια συνάρτηση, αρκεί να αποδείξουμε ότι η
q(s) υπάρχει για κάθε s ∈ [0,∞).
Εάν αυτό δεν ισχύει, τότε θα ισχύει ακριβώς μία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

1. υπάρχει s1 ∈ (0,∞) τέτοιος ώστε q(s1) = 0, ενώ q(s) > 0 για κάθε
s ∈ [0, s1) (εξαιτίας του παρονομαστή q(s) που εμφανίζεται στην (2.51)),

2. από γνωστό Θεώρημα της θεωρίας των συνήθων διαφορικών εξισώσεων
[2], υπάρχει b > 0 τέτοιος ώστε

lim
s→b−

[∣

∣q′(s)
∣

∣+ |q(s)|
]

= ∞.

Ας αποκλείσουμε πρώτα την περίπτωση 1.
΄Εστω ότι υπάρχει s1 > 0 τέτοιος ώστε q(s1) = 0, ενώ q(s) > 0 για κάθε
s ∈ [0, s1). Τότε, η q′(s) είναι αρνητική στο (0, s1).
Εάν αυτό δεν είναι αληθές, τότε πρέπει να υπάρχει s2 ∈ (0, s1) τέτοιο ώστε
q′(s2) = 0, ενώ q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0, s2). Επομένως, ισχύει ότι q′′(s2) ≥ 0.
΄Ομως, από την (2.51) προκύπτει ότι

q′′(s2) = −µ < 0,

που είναι άτοπο.
΄Αρα, δεν υπάρχει s2 ∈ (0, s1) τέτοιο ώστε q′(s2) = 0 και q′(s) < 0 για κάθε
s ∈ (0, s2). Επομένως, q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0, s1).

Ολοκληρώνοντας την ισότητα (2.51) από 0 έως s ∈ (0, s1) και χρησιμο-
ποιώντας ότι q′(0) = 0 και q(s) > 0 για κάθε s ∈ [0, s1), έχουμε

∫ s

0

[

q′′(ξ) +
ξq′(ξ)

3q(ξ)
+ αξq′(ξ) + µ

]

dξ = 0

ή
∫ s

0
q′′(ξ)dξ +

1

3

∫ s

0

ξq′(ξ)

q(ξ)
dξ + α

∫ s

0
ξq′(ξ)dξ +

∫ s

0
µdξ = 0

ή

q′(s) +
1

3

∫ s

0
ξ [ln q(ξ)]′ dξ + αsq(s)− α

∫ s

0
q(ξ)dξ + µs = 0

ή

q′(s) +
1

3
s ln q(s)− 1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ + αsq(s)− α

∫ s

0
q(ξ)dξ + µs = 0

ή

q′(s) = α

∫ s

0
q(ξ)dξ − αsq(s)− µs+

1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ − 1

3
s ln q(s). (2.61)

Εφ’ όσον q′(s) < 0 για s ∈ (0, s1), η q(s) είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, s1).
Συνεπώς και η συνάρτηση ln q(s) είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, s1), οπότε η
συνάρτηση

f(s) := −1

3
ln q(s) (2.62)
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είναι γνησίως αύξουσα στο [0, s1) και

lim
s→s−1

f(s) = lim
s→s−1

−1

3
ln q(s) = −1

3
lim
s→s−1

ln q(s) = ∞.

Τότε, χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.2 για την f , έπεται ότι

lim
s→s−1

(

sf(s)−
∫ s

0
f(ξ)dξ

)

= ∞,

οπότε, από την (2.62) έχουμε

lim
s→s−1

(

−1

3
s ln q(s) +

1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ

)

= ∞. (2.63)

Επομένως, από τις (2.61) και (2.63) προκύπτει ότι

lim
s→s−1

q′(s) = lim
s→s−1

[

α

∫ s

0
q(ξ)dξ − αsq(s)− µs+

1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ − 1

3
s ln q(s)

]

ή
lim
s→s−1

q′(s) = ∞,

που είναι αδύνατο, αφού, όπως αποδείξαμε, η q′ παραμένει αρνητική στο (0, s1).
΄Αρα, τέτοιος αριθμός s1 δεν υπάρχει, δηλαδή η q δεν μηδενίζεται και επομένως,
η q′ επίσης δεν μηδενίζεται.
Συνεπώς, η περίπτωση 1 δεν ισχύει. Ειδικότερα, για κάθε s > 0 για τους
οποίους οι q(s) και q′(s) υπάρχουν, ισχύουν

q(s) > 0, q′(s) < 0

οπότε, η q είναι γνησίως φθίνουσα και γι’ αυτό ισχύει 0 < q(s) < q(0) = A,
για κάθε s > 0 για τα οποία η q(s) υπάρχει.
Τώρα, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η περίπτωση 2.

Τότε, υπάρχει b > 0 τέτοιο ώστε

lim
s→b−

[∣

∣q′(s)
∣

∣+ |q(s)|
]

= ∞. (2.64)

Από όσα έχουν προηγηθεί, συμπεραίνουμε ότι για να ισχύει η (2.64) πρέπει

lim
s→b−

q′(s) = −∞,

άρα και,
lim inf
s→b−

q′′(s) = −∞,

που αντιβαίνει στην (2.51).
Οπότε,

lim
s→b−

q′(s) 6= −∞.

Επομένως, τέτοιος θετικός αριθμός b > 0 δεν υπάρχει. Συνεπώς, η περίπτωση
2 δεν ισχύει.
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΄Αρα, η λύση q υπάρχει για κάθε s ∈ [0,∞) και επειδή η q είναι άρτια, τότε
η λύση q υπάρχει και για κάθε s < 0. Οπότε, η λύση υπάρχει για κάθε s ∈ R.
Επιπλέον, η q είναι αυστηρά θετική στο [0,∞) (με q(0) = A > 0) ενώ

η q′ παραμένει αυστηρά αρνητική στο (0,∞) (με q′(0) = 0). ΄Αρα, η q είναι
γνησίως φθίνουσα στο [0,∞). Εφ’ όσον η q είναι άρτια, πρέπει, επίσης, να
ισχύει q(s) > 0 για κάθε s < 0. Επομένως, η q είναι θετική για κάθε s ∈ R.
Από τα παραπάνω έπεται ότι

lim
s→∞

q(s) = L,

δηλαδή
q(s) = L+ o(1), καθώς s→ ∞, (2.65)

όπου L ∈ [0, A).
Ας υποθέσουμε ότι L > 0. Τότε, από την παραπάνω ισότητα, καθώς s → ∞,
έχουμε

ln q(s) = ln (L+ o(1)) = lnL (1 + o(1)) = lnL+ o(1). (2.66)

Χρησιμοποιώντας τις (2.65) και (2.66) στην (2.61), καθώς s → ∞, προκύπτει
ότι

q′(s) = α

∫ s

0
[L+ o(1)] dξ − αs [L+ o(1)]

−µs+
1

3

∫ s

0
[lnL+ o(1)] dξ − 1

3
s [lnL+ o(1)] ,

ή

q′(s) = αs [L+ o(1)]−αs [L+ o(1)]−µs+
1

3
s [lnL+ o(1)]− 1

3
s [lnL+ o(1)]

ή

q′(s) = αsL+ o(s)− αsL+ o(s)− µs+
1

3
s lnL+ o(s)− 1

3
s lnL+ o(s),

οπότε
q′(s) = −µs+ o(s), καθώς s→ ∞,

που έρχεται σε αντίφαση με την (2.65).
Συνεπώς, L = 0, δηλαδή

lim
s→∞

q(s) = 0,

που είναι η (2.56).
Συνεχίζοντας, παρατηρούμε ότι,

∫ ∞

0
q′(s)ds = lim

s→∞
q(s)− q(0) = −A, (2.67)

και επειδή η q′ είναι περιττή (και αρνητική), έπεται ότι η q′ ∈ L1(R).
Υποθέτουμε ότι

lim inf
s→∞

q′(s) < 0. (2.68)
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Τότε, υπάρχει μία ακολουθία sn → ∞ τέτοια ώστε, η q′ παρουσιάζει τοπικό
ελάχιστο στο sn, για κάθε n και

lim
n→∞

q′(sn) = −ǫ, για κάποιο ǫ > 0. (2.69)

Εφ’ όσον η q′(sn) είναι ένα τοπικό ελάχιστο της q′, πρέπει να ισχύει q′′(sn) = 0,
οπότε η (2.51) δίνει

[

1

3q(sn)
+ α

]

snq
′(sn) = −µ

ή

q′(sn) = − 3µq(sn)

[1 + 3αq(sn)] sn
,

οπότε
lim
n→∞

q′(sn) = 0,

που αντιβαίνει στην (2.69), συνεπώς και στην (2.68).
Επομένως, ισχύει

lim
s→∞

q′(s) = 0,

που είναι η (2.57).
Από το παραπάνω όριο και το γεγονός ότι η q′ είναι περιττή και ολοκληρώσιμη,
συμπεραίνουμε ότι q′ ∈ L2(R), δηλαδή

∫ ∞

−∞
q′(s)2ds <∞,

που είναι η (2.58).
Ολοκληρώνοντας κατά μέλη την (2.48) από 0 έως s για s > 0 έχουμε
∫ s

0
q(ξ)q′′(ξ)dξ +

1

3

∫ s

0
ξq′(ξ)dξ + α

∫ s

0
ξq(ξ)q′(ξ)dξ + µ

∫ s

0
q(ξ)dξ = 0

και χρησιμοποιώντας ότι q′(0) = 0 προκύπτει ότι

q(s)q′(s)−
∫ s

0
q′(ξ)2dξ +

1

3
sq(s)−1

3

∫ s

0
q(ξ)dξ +

α

2
sq(s)2

−α
2

∫ s

0
q(ξ)2dξ + µ

∫ s

0
q(ξ)dξ = 0,

ή

q(s)q′(s)−
∫ s

0
q′(ξ)2dξ +

1

3
sq(s)+

α

2
sq(s)2 − α

2

∫ s

0
q(ξ)2dξ

+

(

µ− 1

3

)
∫ s

0
q(ξ)dξ = 0

οπότε

(µ− 1

3
)

∫ s

0
q(ξ)dξ =

∫ s

0
q′(ξ)2dξ+

α

2

∫ s

0
q2(ξ)dξ − q(s)q′(s)

−[
1

3
sq(s) +

α

2
sq2(s)].
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Εφ’ όσον α > 0, s ≥ 0 και q(s) > 0, από την παραπάνω ισότητα έχουμε
(

µ− 1

3

)∫ s

0
q(ξ)dξ ≤

∫ s

0
q′(ξ)2dξ +

α

2

∫ s

0
q(ξ)2dξ − q(s)q′(s). (2.70)

1. Εάν υποθέσουμε ότι
∫ ∞

0
q(ξ)dξ = ∞, (2.71)

τότε από την (2.70), μέσω των (2.56), (2.57) και (2.58), συμπεραίνουμε
ότι

∫ ∞

0
q(ξ)2dξ = ∞.

Θέτοντας

M :=

∫ ∞

0
q′(ξ)2dξ <∞,

η ανισότητα (2.70) μπορεί να γραφεί ως εξής
(

µ− 1

3

)
∫ s

0
q(ξ)dξ ≤M +

α

2

∫ s

0
q(ξ)2dξ − q(s)q′(s).

Επιπρόσθετα, q(ξ) > 0, για όλα τα ξ ∈ (0,∞). Οπότε, από την παραπάνω
ανισότητα έχουμε

µ− 1

3
≤ M + α

2

∫ s
0 q(ξ)

2dξ − q(s)q′(s)
∫ s
0 q(ξ)dξ

. (2.72)

Από την (2.71), τον κανόνα De L’ Hospital και το γεγονός ότι η q(s)q′(s)
είναι φραγμένη, προκύπτει ότι

lim
s→∞

M + α
2

∫ s
0 q(ξ)

2dξ − q(s)q′(s)
∫ s
0 q(ξ)dξ

≤ lim
s→∞

α
2 q(s)

2

q(s)
=
α

2
lim
s→∞

q(s) = 0.

Αλλά, τότε, από την (2.72) έχουμε µ ≤ 1/3, που είναι αδύνατον αφού
µ > 1/3.
Κατά συνέπεια,

∫ ∞

0
q(ξ)dξ <∞. (2.73)

2. Η συνάρτηση q είναι αυστηρά θετική και γνησίως φθίνουσα στο (0,∞)
με 0 < q(s) < A, για κάθε s > 0.
Εφ’ όσον

lim
s→∞

q(s) = 0,

υπάρχει s0 > 0 τέτοιος ώστε, 0 < q(s)2 < q(s) για κάθε s ≥ s0.
Συνεπώς,

lim
s→∞

q(s)2 = 0 και 0 <

∫ ∞

s0

q(s)2ds <

∫ ∞

s0

q(s)ds.
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Οπότε, από την (2.73) έπεται ότι
∫ ∞

0
q(s)2ds <∞,

και επειδή η q2 είναι άρτια, τότε
∫ ∞

−∞
q(s)2ds <∞,

που είναι η (2.59).

Από τις (2.58), (2.59) και (2.73) έχουμε

lim
s→∞

[

1

3
sq(s) +

α

2
sq(s)2

]

=

∫ ∞

0
q′(ξ)2dξ+

α

2

∫ ∞

0
q(ξ)2dξ

−
(

µ− 1

3

)∫ ∞

0
q(ξ)dξ <∞.

Επομένως,

lim
s→∞

[

1

3
sq(s) +

α

2
sq2(s)

]

= L̃ ∈ R. (2.74)

Εάν L̃ 6= 0, τότε από το παραπάνω όριο της (2.74) προκύπτει ότι η συνάρτηση

T (s) :=
1

3
q(s) +

α

2
q(s)2

είναι ασύμπτωτη της L̃/s, που είναι άτοπο αφού η T (s) είναι ολοκληρώσιμη.
Γι’ αυτό,

L̃ = 0.

Τότε,
(

µ− 1

3

)∫ ∞

0
q(s)ds =

∫ ∞

0
q′(s)2ds+

α

2

∫ ∞

0
q(s)2ds,

από την οποία προκύπτει άμεσα ότι

(µ − 1

3
)

∫ +∞

−∞
q(s)ds =

∫ +∞

−∞
q′(s)2ds+

α

2

∫ +∞

−∞
q(s)2ds,

που είναι η (2.60).
Η απόδειξη του Λήμματος 2.3 έχει ολοκληρωθεί. �

2.5 Η Δομή των Λύσεων του Βοηθητικού Προβλήματος

Στην προηγούμενη ενότητα μελετήσαμε ένα βοηθητικό πρόβλημα αρχικών τι-
μών (2.48)–(2.49), που συνδέεται με το αρχικό πρόβλημα της εξίσωσης (2.12)
της αναπαραγόμενης δυναμικής με αρχικές συνθήκες (2.15) και (2.16). Για το
βοηθητικό πρόβλημα αποδείξαμε την ύπαρξη μοναδικής λύσης q(s) για κάθε
s ∈ R και κάποιες βασικές ιδιότητες της λύσης αυτής. Σε αυτήν την ενότητα
θα μελετήσουμε επιπρόσθετες ιδιότητες της λύσης q(s), συνεπώς και τη δομή
των λύσεων του βοηθητικού προβλήματος αρχικών τιμών (2.48)–(2.49) για την
εξίσωση (2.12) της αναπαραγόμενης δυναμικής.
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Λήμμα 2.4 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) με q(0) = A > 0. Τότε

∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ µ

√

3A

1 + 3αA
, (2.75)

όπου ‖·‖∞ είναι η sup-norm, ως συνήθως.
Επιπλέον,

∫ ∞

0
q(s)ds ≥ A3/2

√
1 + 3αA

2
√
3µ

, (2.76)

και
∫ ∞

0
q(s)2ds ≥ A5/2

√
1 + 3αA

3
√
3µ

. (2.77)

Απόδειξη. Η συνάρτηση q′ είναι περιττή, οπότε
∥

∥q′
∥

∥

∞ = sup
{∣

∣q′(s)
∣

∣ : s ≥ 0
}

.

Εφ’ όσον q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0,∞) με

q′(0) = 0 = lim
s→∞

q′(s),

έπεται ότι η q′ επιτυγχάνει το απόλυτο ελάχιστό της σε κάποιον sm ∈ (0,∞),
και έτσι

∥

∥q′
∥

∥

∞ = sup
{

−q′(s) : s ≥ 0
}

= −q′(sm) =
∣

∣q′(sm)
∣

∣ .

Τότε, q′′(sm) = 0, οπότε από την εξίσωση (2.51) έχουμε

q′(sm) = − µ
[

1
3q(sm) + α

]

sm
,

άρα
∥

∥q′
∥

∥

∞ = −q′(sm) =
µ

[

1
3q(sm) + α

]

sm
. (2.78)

Αλλά η q(s) είναι θετική και γνησίως φθίνουσα στο [0,∞), ενώ q(0) = A και
sm ∈ (0,∞), επομένως

0 < q(sm) < A

άρα

α <
1

3A
+ α <

1

3q(sm)
+ α

οπότε
µ

[ 1
3q(sm) + α]sm

<
µ

[ 1
3A + α]sm

<
µ

αsm
.

Από την παραπάνω ανίσωση και από την (2.78) έχουμε

∥

∥q′
∥

∥

∞ <
3µA

(1 + 3αA)sm
<

µ

αsm
. (2.79)
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Επίσης, από την (2.51) προκύπτει

q′′(s) + µ = −
[

1

3q(s)
+ α

]

sq′(s) ≥ 0, για κάθε s ≥ 0,

ενώ q′(0) = 0.
Συνεπώς, ισχύει

q′(s) ≥ −µs, για κάθε s ≥ 0,

και ειδικότερα,
∥

∥q′
∥

∥

∞ = −q′(sm) ≤ µsm. (2.80)

Συνδυάζοντας τις (2.79) και (2.80), καταλήγουμε στο εξής

∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ min

{

3µA

(1 + 3αA)sm
, µsm

}

.

Αλλά, όποιος και εάν είναι ο θετικός αριθμός sm, η ποσότητα

min

{

3µA

(1 + 3αA)sm
, µsm

}

είναι πάντα το πολύ N , όπου

N := µs∗ =
3µA

(1 + 3αA)s∗
,

για κάποιον αριθμό s∗ > 0, καθώς η συνάρτηση 3µA(1 + 3αA)−1s−1
m είναι

γνησίως φθίνουσα ως προς sm ενώ η συνάρτηση µsm είναι γνησίως αύξουσα
ως προς sm. Συνεπώς,

s∗ =

√

3A

1 + 3αA
και N = µ

√

3A

1 + 3αA

και
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ N,

δηλαδή
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ µ

√

3A

1 + 3αA
,

που είναι η (2.75).
Επιπλέον, ισχύει

∥

∥q′
∥

∥

∞ ≥ −q′(s), για κάθε s ≥ 0,

οπότε
q(s) ≥ q(0)− s

∥

∥q′
∥

∥

∞ = A− s
∥

∥q′
∥

∥

∞ , για κάθε s ≥ 0.

Τότε, από την (2.75) έχουμε

q(s) ≥ A− sµ

√

3A

1 + 3αA
, για κάθε s ≥ 0. (2.81)
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Ειδικότερα, για

0 ≤ s ≤
√

(1 + 3αA)A

µ
√
3

,

(εφ’ όσον q(s) > 0 για κάθε s ≥ 0), από την (2.81) προκύπτει

∫ ∞

0
q(s)ds ≥

∫

√
(1+3αA)A

µ
√

3

0
q(s)ds

≥
∫

√
(1+3αA)A

µ
√

3

0

(

A− sµ

√

3A

1 + 3αA

)

ds

=A

√

(1 + 3αA)A

µ
√
3

− µ

2

√

3A

1 + 3Aα

(1 + 3αA)A

3µ2

=
A3/2

√
1 + 3αA

2
√
3µ

,

άρα
∫ ∞

0
q(s)ds ≥ A3/2

√
1 + 3αA

2
√
3µ

που είναι η (2.76).
Επίσης, από την (2.81) έχουμε

∫ ∞

0
q(s)2ds ≥

∫

√
(1+3αA)A

µ
√

3

0
q(s)2ds

≥
∫

√
(1+3αA)A

µ
√

3

0

(

A− sµ

√

3A

1 + 3αA

)2

ds

=
A5/2

√
1 + 3αA

3
√
3µ

,

οπότε
∫ ∞

0
q(s)2ds ≥ A5/2

√
1 + 3αA

3
√
3µ

που είναι η (2.77).
Η απόδειξη του Λήμματος 2.4 έχει ολοκληρωθεί. �

Πόρισμα 2.1 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) με q(0) = A > 0. Τότε για τη συνάρτηση q ισχύουν τα εξής

lim
A→∞

∫ ∞

−∞
q(s)ds = ∞, (2.82)

lim
A→∞

∫ ∞

−∞
q(s)2ds = ∞, (2.83)
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lim
A→0+

∫ ∞

−∞
q′(s)2ds = 0 (2.84)

και
lim

A→0+
q(s) = 0. (2.85)

Απόδειξη. Η συνάρτηση q(s) είναι άρτια, οπότε ισχύει
∫ ∞

−∞
q(s)ds = 2

∫ ∞

0
q(s)ds,

και από την (2.76) έπεται ότι

∫ ∞

−∞
q(s)ds = 2

∫ ∞

0
q(s)ds ≥ 2A3/2

√
1 + 3αA

2
√
3µ

,

επομένως
∫ ∞

−∞
q(s)ds ≥ A3/2

√
1 + 3αA√
3µ

. (2.86)

Εφ’ όσον

lim
A→∞

A3/2
√
1 + 3αA√
3µ

= ∞,

από την (2.86) συμπεραίνουμε ότι

lim
A→∞

∫ ∞

−∞
q(s)ds = ∞,

που είναι η (2.82).
Η συνάρτηση q είναι άρτια, οπότε και η συνάρτηση q2 είναι επίσης άρτια. Συνε-
πώς, ισχύει

∫ ∞

−∞
q(s)2ds = 2

∫ ∞

0
q(s)2ds,

και από την (2.77) έπεται ότι

∫ ∞

−∞
q(s)2ds = 2

∫ ∞

0
q(s)2ds ≥ 2A5/2

√
1 + 3αA

3
√
3µ

. (2.87)

Εφ’ όσον

lim
A→+∞

2A
5
2

√
1 + 3αA

3
√
3µ

= +∞,

από την (2.87) έχουμε

lim
A→∞

∫ ∞

−∞
q(s)2ds = ∞,

που είναι η (2.83).
Εφ’ όσον q′(s) < 0, για κάθε s > 0, τότε −q′(s) > 0, για κάθε s > 0.
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Επιπλέον, −q′(s) ≤ ‖q′‖∞, για κάθε s ≥ 0 και q′(s)2 ≥ 0, για κάθε s ≥ 0.
Επομένως, από τα παραπάνω και την (2.56), προκύπτει ότι

0 ≤
∫ ∞

0
q′(s)2ds ≤ −

∥

∥q′
∥

∥

∞

∫ ∞

0
q′(s)ds

= −
∥

∥q′
∥

∥

∞

(

lim
s→∞

q(s)− q(0)
)

= −
∥

∥q′
∥

∥

∞ (−A) = A
∥

∥q′
∥

∥

∞

και, συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (2.75) έχουμε

0 ≤
∫ ∞

0
q′(s)2ds ≤ Aµ

√

3A

1 + 3αA
=

√

3A3µ2

1 + 3αA
. (2.88)

Επειδή η q′(s) είναι περιττή, τότε η q′(s)2 είναι άρτια. Επιπλέον, q′(s)2 ≥ 0, για
κάθε s ∈ R οπότε χρησιμοποιώντας την (2.88) έχουμε

0 ≤
∫ ∞

−∞
q′(s)2ds = 2

∫ ∞

0
q′(s)2ds ≤ 2

√

3A3µ2

1 + 3αA
, (2.89)

και εφ’ όσον

lim
A→0+

2

√

3A3µ2

1 + 3αA
= 0,

από την (2.89) έπεται ότι

lim
A→0+

∫ ∞

−∞
q′(s)2ds = 0.

που είναι η (2.84).
Επιπλέον, για κάθε s ∈ R ισχύει |q′(s)| ≤ ‖q′‖∞, οπότε από την (2.75) προκύ-
πτει ότι

∣

∣q′(s)
∣

∣ ≤ µ

√

3A

1 + 3αA
, για κάθε s ∈ R.

Εφ’ όσον, για κάθε s ∈ R ισχύει

|q(s)| =
∣

∣

∣

∣

∫ s

0
q′(ξ)dξ + q(0)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ s

0
q′(ξ)dξ +A

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ s

0
q′(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

+A ≤
∫ s

0

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ +A (2.90)

≤
∫ s

0

∥

∥q′
∥

∥

∞ dξ +A ≤
∥

∥q′
∥

∥

∞

∫ s

0
1dξ +A (2.91)

≤µ
√

3A

1 + 3αA
s+A (2.92)

και q(s) > 0 για κάθε s ∈ R, τότε

0 < q(s) ≤ µ

√

3A

1 + 3αA
s+A.
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Επειδή

lim
A→0+

(

µ

√

3A

1 + 3αA
s+A

)

= 0,

τότε και
lim

A→0+
q(s) = 0.

που είναι η (2.85).
Η απόδειξη του Πορίσματος 2.1 έχει ολοκληρωθεί. �

Λήμμα 2.5 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) με q(0) = A > 0. Τότε ισχύει

q(1)e3αq(1)s−3µ

exp
(

3µ + 3µ
s

√

3A
1+3αA

) < q(s)e3αq(s) ≤ Ae3A(1+α)s−3µ

exp
(

3µ − 3µ
s

√

3A
1+3αA

) , (2.93)

για κάθε s ≥ 1.

Απόδειξη. Η συνάρτηση q είναι θετική στο R. Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (s) := −1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ, s ∈ R.

Εφ’ όσον η q(s) είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,∞), για 0 ≤ ξ ≤ 1 έχουμε

q(1) ≤ q(ξ) ≤ q(0) = A (2.94)

οπότε
ln q(1) ≤ ln q(ξ) ≤ ln q(0) = lnA

και
∫ 1

0
ln q(1)dξ ≤

∫ 1

0
ln q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
lnAdξ

ή
ln q(1) ≤ −3F (1) ≤ lnA. (2.95)

Επιπλέον, από την (2.94) προκύπτει ότι
∫ 1

0
q(1)dξ ≤

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
Adξ

και α > 0 οπότε

αq(1) ≤ α

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≤ αA. (2.96)

Από την (2.61), έχουμε

q′(s) = α

∫ s

0
q(ξ)dξ − αsq(s)− µs+

1

3

∫ s

0
ln q(ξ)dξ − 1

3
s ln q(s)
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ή

q′(s) = α

∫ s

0
q(ξ)dξ − αsq(s)− µs− F (s) + sF ′(s), (2.97)

άρα

sF ′(s)− F (s) = q′(s) + µs+ αsq(s)− α

∫ s

0
q(ξ)dξ.

Συνεπώς, για s 6= 0 έχουμε

sF ′(s)− F (s)

s2
=
q′(s)

s2
+
µ

s
+
αq(s)

s
− α

s2

∫ s

0
q(ξ)dξ

ή
(

F (s)

s

)′
=
q′(s)

s2
+
µ

s
+ α

(

1

s

∫ s

0
q(ξ)dξ

)′
. (2.98)

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης (2.98) από 1 έως s ≥ 1 και αυτό
έχει ως αποτέλεσμα το εξής
∫ s

1

(

F (ξ)

ξ

)′
dξ =

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ + µ

∫ s

1

1

ξ
dξ + α

∫ s

1

(

1

ξ

∫ ξ

0
q(w)dw

)′

dξ.

ή

F (s)

s
− F (1) =

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ + µ ln s+ α

1

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − α

∫ 1

0
q(ξ)dξ,

ή
∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ =

F (s)

s
− F (1)− µ ln s− α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ + α

∫ 1

0
q(ξ)dξ. (2.99)

Εφ’ όσον q′(s) < 0, για κάθε s ∈ (0,∞) και 1 ≤ ξ ≤ s, τότε

0 ≥
∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ ≥

∫ s

1
q′(ξ)dξ

≥
∫ ∞

0
q′(ξ)dξ = lim

s→∞
q(s)− q(0) = −A,

οπότε

0 ≥
∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ ≥ −A,

και μέσω της (2.99) έχουμε

0 ≥ F (s)

s
− F (1)− µ ln s− α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ + α

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≥ −A,

ή

F (1) + µ ln s+
α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − α

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≥ F (s)

s

≥ F (1) + µ ln s+
α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − α

∫ 1

0
q(ξ)dξ −A. (2.100)
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Επίσης, από την (2.97) προκύπτει ότι

F (s) = α

∫ s

0
q(ξ)dξ − αsq(s)− µs+ sF ′(s)− q′(s)

και για s 6= 0 έχουμε

F (s)

s
=
α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − αq(s)− µ+ F ′(s)− q′(s)

s
. (2.101)

Επομένως, από την (2.100) σε συνδυασμό με την (2.101) για s ≥ 1, έπεται ότι

F (1) + µ ln s+
α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − α

∫ 1

0
q(ξ)dξ

≥α
s

∫ s

0
q(ξ)dξ − αq(s)− µ+ F ′(s)− q′(s)

s

≥ F (1) + µ ln s+
α

s

∫ s

0
q(ξ)dξ − α

∫ 1

0
q(ξ)dξ −A.

ή

F (1) + µ ln s− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≥ F ′(s)− αq(s)− µ− q′(s)

s

≥ F (1) + µ ln s− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ −A,

ή

q′(s)

s
+ F (1)+µ ln s− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≥ F ′(s)− αq(s)− µ

≥ q′(s)

s
+ F (1) + µ ln s− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ −A. (2.102)

Επειδή q′(s) < 0, για κάθε s ∈ (0,+∞), είναι

q′(s)

s
< 0 < −q

′(s)

s
, για κάθε s > 0.

Από την (2.75) και το γεγονός ότι ‖q′‖∞ ≥ −q′(s) για κάθε s ∈ (0,∞), έχουμε

−q′(s) ≤
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ µ

√

3A

1 + 3αA
, για κάθε s > 0,

οπότε από τα παραπάνω έπεται ότι

−µ
s

√

3A

1 + 3αA
≤ q′(s)

s
< 0 < −q

′(s)

s
≤ µ

s

√

3A

1 + 3αA
. (2.103)

Συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (2.103) στην (2.102) έχουμε

µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ > F ′(s)− αq(s)− µ

≥ −µ
s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)− α

∫ 1

0
q(ξ)dξ −A,
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για κάθε s ≥ 1.
Από τα παραπάνω και την (2.96) προκύπτει

µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)−αq(1) > F ′(s)− αq(s)− µ

≥− µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)− αA−A.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης F (s), οι παραπάνω ανισότητες
μπορούν να γραφούν ως εξής

µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)−αq(1) > −1

3
ln q(s)− αq(s)− µ

≥− µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ F (1) + ln(sµ)− αA−A.

ή

3αq(1) − 3F (1)−3µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ ln s−3µ < ln q(s) + 3αq(s) + 3µ

≤3αA+ 3A+
3µ

s

√

3A

1 + 3αA
− 3F (1) + ln s−3µ.

Από την (2.95), για s ≥ 1 οι παραπάνω ανισότητες γίνονται

3αq(1) + ln q(1) − 3µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ ln(s−3µ)− 3µ < ln q(s) + 3αq(s)

≤ 3αA+ 3A+
3µ

s

√

3A

1 + 3αA
+ lnA+ ln(s−3µ)− 3µ,

οπότε

q(1)

s3µ
exp

(

3αq(1) − 3µ

s

√

3A

1 + 3αA
− 3µ

)

< q(s)e3αq(s)

≤ A

s3µ
exp

(

3αA+ 3A+
3µ

s

√

3A

1 + 3αA
− 3µ

)

ή
q(1)e3αq(1)s−3µ

exp
(

3µ+ 3µ
s

√

3A
1+3αA

) < q(s)e3αq(s) ≤ Ae3A(1+α)s−3µ

exp
(

3µ − 3µ
s

√

3A
1+3αA

)

και έτσι αποδείχθηκε η (2.93).
Η απόδειξη του Λήμματος 2.5 έχει ολοκληρωθεί. �

Πόρισμα 2.2 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) με q(0) = A > 0. Τότε, ως συνάρτηση του A, η ποσότητα

I(A) :=

∫ ∞

−∞
q(s)ds (2.104)

είναι συνεχής ως προς A στο (0,∞).
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Απόδειξη. ΄Εστω q(s,A) := q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών
τιμών (2.48)–(2.49) με q(0) = A > 0. Από βασικό Θεώρημα των συνήθων
διαφορικών εξισώσεων για τη συνεχή εξάρτηση από τις παραμέτρους συμπεραί-
νουμε ότι η q(s,A) είναι συνεχής ως προς A για κάθε A > 0.
Σταθεροποιώντας τα A1, A2 με 0 < A1 < A2 < ∞, η δεύτερη ανισότητα

στην (2.93), η μονοτονία της q και η συνθήκη µ > 1/3 οδηγούν στο συμπέρασμα
ότι η οικογένεια συναρτήσεων {q(· , A) : A ∈ [A1, A2]} είναι φραγμένη από την
ολοκληρώσιμη συνάρτηση H(s) = h(|s|), s ∈ R, όπου

h(s) :=







A2e
3αA2 , 0 ≤ s < 1

A2e3A2(1+α)

s3µ exp
(

3µ−3µ
√

3A2
1+3αA1

) , s ≥ 1.

Οπότε, από γνωστό Θεώρημα της Ανάλυσης, η I(A) είναι συνεχής ως προς A
στο (0,∞).
Η απόδειξη του Πορίσματος 2.2 έχει ολοκληρωθεί. �

2.6 ΄Υπαρξη Μονοπαραμετρικής Οικογένειας
Λύσεων Ομοιότητας

Στις προηγούμενες ενότητες μελετήσαμε το βοηθητικό πρόβλημα αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49), το οποίο συνδέεται με το αρχικό πρόβλημα της εξίσωσης (2.12)
της αναπαραγόμενης δυναμικής με αρχικές συνθήκες (2.15)–(2.16), και αποδεί-
ξαμε την ύπαρξη μοναδικής λύσης q(s) για κάθε s ∈ R. Επιπλέον, μελετήσαμε
βασικές ιδιότητες και γενικά τη δομή της λύσης q(s) του βοηθητικού προβλή-
ματος. Σ’ αυτήν την ενότητα θα αποδείξουμε την ύπαρξη μονοπαραμετρικής
οικογένειας λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής
(2.12).

Θεώρημα 2.1 ΄Εστω η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u, (2.105)

όπου το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος R και ο τελεστής
αμοιβής A είναι ο εξής

Au = uxx + αtγxux, (2.106)

όπου γ = −2/3 και α είναι μία θετική παράμετρος.
Τότε, για κάθε αριθμό β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−1/3g(xt−1/3)

της εξίσωσης (2.105), όπου η συνάρτηση g ικανοποιεί τα εξής

g(s) > 0, για κάθε s ∈ R, (2.107)
∫ ∞

−∞
g(s)ds = 1, (2.108)
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και

g′′(s)g(s)+αsg′(s)g(s)+K[g]g(s)+
α

2
Λ[g]g(s)+

1

3
g(s)+

1

3
sg′(s) = 0, (2.109)

με

K[g] :=

∫ ∞

−∞
g′(s)2ds, (2.110)

Λ[g] :=

∫ ∞

−∞
g(s)2ds (2.111)

και επιπλέον ισχύει

β = K[g] +
α

2
Λ[g]. (2.112)

Απόδειξη. Δεδομένου του β ∈ (0,∞), θεωρούμε τη συνάρτηση q(s), όπου
q(s) = q(s,A), η οποία είναι η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) με µ = β + 1

3 . ΄Αρα, ισχύουν τα εξής

q′′(s)q(s) + αsq′(s)q(s) + βq(s) +
1

3
q(s) +

1

3
sq′(s) = 0, s ∈ R,

q(0) = A > 0, q′(0) = 0.

και
q(s) > 0, για κάθε s ∈ R.

Θέτουμε

Q(A) :=

∫ ∞

−∞
q′(s,A)2ds+

α

2

∫ ∞

−∞
q(s,A)2ds. (2.113)

Από την (2.60) του Λήμματος 2.3 ισχύει
(

µ− 1

3

)
∫ ∞

−∞
q(s,A)ds =

∫ ∞

−∞
q′(s,A)2ds+

α

2

∫ ∞

−∞
q(s,A)2ds.

Οπότε

Q(A) =

(

µ− 1

3

)∫ ∞

−∞
q(s,A)ds = β

∫ ∞

−∞
q(s,A)ds.

Από την (2.104) έχουμε

I(A) =

∫ ∞

−∞
q(s,A)ds

άρα
Q(A) = βI(A).

Από το Πόρισμα 2.2 συμπεραίνουμε ότι η Q(A) είναι συνεχής στο (0,∞). Συ-
νεπώς, από την (2.85) έπεται ότι

lim
A→0+

Q(A) = lim
A→0+

∫ ∞

−∞
q(s,A)ds =

∫ ∞

−∞
lim

A→0+
q(s,A)ds = 0,
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άρα
lim

A→0+
Q(A) = 0.

Επιπλέον, από την (2.82) του Πορίσματος 2.1 έχουμε

lim
A→∞

Q(A) = ∞.

Συνεπώς, η συνάρτηση Q(A) λαμβάνει όλες τις τιμές μεταξύ 0 και∞. ΄Αρα, για
τον αριθμό β ∈ (0,∞) υπάρχει ένα A = Aβ τέτοιο ώστε

Q(Aβ) = β. (2.114)

Θέτουμε g(s) := q(s,Aβ). Τότε, από τις (2.110), (2.111), (2.113) και (2.114),
έχουμε

K[g] +
α

2
Λ[g] =

∫ ∞

−∞
q′(s,Aβ)

2ds+
α

2

∫ ∞

−∞
q(s,Aβ)

2ds

=Q(Aβ) = β,

οπότε αποδείχθηκε η (2.112).
Επιπλέον, g(s) = q(s,Aβ) > 0, για κάθε s ∈ R, άρα η g ικανοποιεί την
(2.107) και εφ’ όσον η g(s) = q(s,Aβ) ικανοποιεί την (2.48) για µ = β+ 1

3 και
β = K[g] + α

2Λ[g], τότε η g επαληθεύει την (2.109).
Από την ισότητα (2.60) του Λήμματος 2.3 και την (2.114) έπεται ότι

∫ ∞

−∞
g(s)ds =

∫ ∞

−∞
q(s,Aβ)ds

=
1

β

[
∫ ∞

−∞
q′(s,Aβ)

2ds+
α

2

∫ ∞

−∞
q(s,Aβ)

2ds

]

=
1

β
Q(Aβ) = 1,

οπότε η g(s) ικανοποιεί επίσης την (2.108).
΄Αρα, για κάθε β ∈ (0,∞), υπάρχει μοναδική λύση g(s) της εξίσωσης

g′′(s)g(s) + αsg′(s)g(s) +K[g]g(s) +
α

2
Λ[g]g(s) +

1

3
g(s) +

1

3
sg′(s) = 0,

όπου οι K[g],Λ[g] δίνονται από τις (2.110) και (2.111), με g(s) > 0 για κάθε
s ∈ R και

∫∞
−∞ g(s)ds = 1.

Οπότε, σύμφωνα με το Λήμμα 2.1, υπάρχει μοναδική λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−1/3g(xt−1/3)

της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής (2.105), όπου ο τελεστής αμοιβής
A ορίζεται στην (2.106), και η οποία είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
ως προς x.
Η απόδειξη του Θεωρήματος 2.1 έχει ολοκληρωθεί. �

Οπότε, η δομή των λύσεων του βοηθητικού προβλήματος αρχικών τιμών
(2.48)–(2.49) είναι η δομή των λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης της αναπαρα-
γόμενης δυναμικής (2.105).
Είναι προφανές, ότι όλες οι λύσεις ομοιότητας u(t, x) είναι συναρτήσεις πυκνό-
τητας πιθανότητας στον χώρο R. ΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό όλων αυτών
των λύσεων είναι ότι προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t → 0+.





Κεφάλαιο 3

Η πολυδιάστατη
Περίπτωση
Αναπαραγόμενης
Δυναμικής

3.1 Εισαγωγή

Η εργασία [5] έκανε την αρχή και μελέτησε την εξίσωση της αναπαραγόμενης
δυναμικής στην περίπτωση που το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο

χώρος R και ο τελεστής αμοιβής A είναι ο διαφορικός τελεστής d2

dx2 .
Στην ίδια ακριβώς κατεύθυνση κινήθηκε και η εργασία [9] στην οποία έγινε

μελέτη της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής στην περίπτωση που το
σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο χώρος Rd με d ≥ 2 και ο τελεστής
αμοιβής A είναι ο Λαπλασιανός τελεστής∆. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η εξίσωση
της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u

διαμορφώνεται ως εξής
ut = [∆u− (u,∆u)] u, (3.1)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R
d και με ut συμβολίζεται η μερική παράγωγος

της u ως προς το χρόνο t και το (· , ·) δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο
στον χώρο Hilbert L2(Rd) των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων που
ορίζονται στον χώρο Rd με d ≥ 2, δηλαδή

(u, v) :=

∫

Rd

u(x)v(x)dx.

63
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Για την αρχική συνθήκη, δηλαδή την u(0, x) υποθέτουμε, ότι είναι συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, άρα

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 (3.2)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

d. (3.3)

Η εργασία [9] επικεντρώθηκε στο ειδικό πρόβλημα της δομής μιας μονοπαραμε-
τρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας για την εξίσωση (3.1), δηλαδή για λύσεις
u της μορφής

u(t, x) = t−κg
(

rt−λ
)

, (3.4)

με

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d, (3.5)

όπου x ∈ R
d.

΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των λύσεων της μορφής (3.4) είναι, ότι ό-
λες είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον R

d, για κάθε t > 0 και
προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.
Αξίζει να τονίσουμε, ότι, εάν θεωρήσουμε την εξίσωση (3.1) σε ένα φραγ-

μένο χωρίο S του R
d με τις Dirichlet συνοριακές συνθήκες και μία αρχική

συνθήκη u(0, x), που είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και δεν μηδε-
νίζεται εντός του S, έχει πρόσφατα αποδειχθεί [12, 13], ότι η u(t, x) υπάρχει
για κάθε t > 0 και προσεγγίζει, καθώς t → ∞, τη λύση ισορροπίας που εί-
ναι, επίσης, μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (παρατηρούμε ότι υπάρχει
ακριβώς μία τέτοια λύση ισορροπίας). Βέβαια, στην περίπτωση που το σύνολο
των καθαρών στρατηγικών S είναι ολόκληρος ο χώρος Rd, τέτοιες λύσεις ισορ-
ροπίας δεν υπάρχουν. Αυτός είναι ένας λόγος που επιβεβαιώνει πως οι λύσεις
ομοιότητας είναι σημαντικές.
Ο τελεστής A = ∆ είναι ανεξάρτητος από τον χρόνο και επιπλέον είναι

συμμετρικός ως προς το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του L2(Rd).
Στο τρίτο κεφάλαιο μελετάμε την εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής

στην περίπτωση που το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο Ευκλείδειος
d-διάστατος χώρος S = R

d με d ≥ 2, ενώ ο τελεστής αμοιβής A είναι ένας μη
συμμετρικός τελεστής ως προς το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του L2(Rd), ο
οποίος εξαρτάται από τον χρόνο t και είναι ο εξής

Au(t, x) = ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), (3.6)

όπου t > 0, x ∈ R
d και α > 0 είναι μία θετική παράμετρος, γ είναι μία πραγμα-

τική σταθερά (συγκεκριμένα γ = − 2
d+2), ενώ οι τελεστές ∆ και ∇ δρούν πάνω

στη μεταβλητή x.
Σ’ αυτήν την περίπτωση, η αντίστοιχη εξίσωση του αναπαραγόμενου δυναμικού
προβλήματος παίρνει τη μορφή

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

u(∆u+ αtγx · ∇u) dx
]

u, (3.7)
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όπου t > 0, x ∈ R
d και

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 και u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R
d. (3.8)

Μας ενδιαφέρουν, για τη συγκεκριμένη εξίσωση, οι λύσεις ομοιότητας u(t, x)

της μορφής u(t, x) = t−κgd
(

rt−λ
)

με r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d, για κάθε

x ∈ R
d και t > 0, οι οποίες είναι θετικές και το ολοκλήρωμά τους, ως προς x,

στον χώρο Rd είναι 1. Ως συναρτήσεις του x, όλες αυτές οι λύσεις ομοιότητας
είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στον Rd, για κάθε t > 0. Αυτές οι
λύσεις καθώς είναι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας ως προς x, μπορούν να
χρησιμοποιηθούν ως χρονοεξαρτώμενες μεικτές στρατηγικές ενός παίκτη. Θα
αποδείξουμε, ότι το συγκεκριμένο μοντέλο αναπαραγόμενης δυναμικής έχει μία
μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων ομοιότητας u(t, x), που όλες προσεγγίζουν
τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.

3.2 Το Πολυδιάστατο Πρόβλημα Αναπαραγόμενης Δυ-
ναμικής

Θεωρούμε το αναπαραγόμενο δυναμικό μοντέλο που περιγράφεται από την εξί-
σωση

ut = [Au− (u,Au)] u, (3.9)

όπου u = u(t, x) με t > 0 και x ∈ R
d.

Στο πολυδιάστατο πρόβλημα της αναπαραγόμενης δυναμικής που θα μελετήσου-
με θεωρούμε ότι το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο Ευκλείδειος
d-διάστατος χώρος S = R

d με d ≥ 2 και ο τελεστής αμοιβής A ορίζεται ως
εξής

Au(t, x) := ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), (3.10)

όπου t > 0, x ∈ R
d και

α > 0 (3.11)

είναι μία θετική παράμετρος, γ είναι μία πραγματική σταθερά (συγκεκριμένα
γ = − 2

d+2 ), ενώ οι τελεστές ∆ και ∇ δρούν πάνω στη μεταβλητή x.
Σ’ αυτήν την περίπτωση, η αντίστοιχη εξίσωση του αναπαραγόμενου δυναμικού
μοντέλου (3.9) παίρνει τη μορφή

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

u(∆u+ αtγx · ∇u) dx
]

u, (3.12)

με t > 0, x ∈ R
d και

∫

Rd

u(0, x)dx = 1 (3.13)

και
u(0, x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

d. (3.14)

Στο συγκεκριμένο μοντέλο ο τελεστής αμοιβής A είναι μη συμμετρικός ως προς
το εσωτερικό γινόμενο (· , ·) του L2(Rd) και εξελλίσσεται ως προς το χρόνο t.
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Ας παρατηρήσουμε εδώ πως η (3.12), όπως και οι (3.1) και (2.12), μπορούν να
θεωρηθούν ως μη γραμμικές (και μη τοπικές) Fokker-Planck εξισώσεις.
Ο σκοπός μας είναι να αποδείξουμε την ύπαρξη μιας μονοπαραμετρικής οικο-
γένειας λύσεων ομοιότητας για την εξίσωση (3.12) με τις αρχικές συνθήκες
(3.13), (3.14), δηλαδή να αποδείξουμε την ύπαρξη λύσεων u της μορφής

u(t, x) = t−κgd

(

rt−λ
)

,

με

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d,

όπου x ∈ R
d.

Το μοντέλο αυτό επεκτείνει την περίπτωση του αναπαραγόμενου δυναμικού
προβλήματος για d = 1 που μελετήθηκε στο Κεφάλαιο 2.

3.3 Ειδικές Λύσεις Ομοιότητας

Θεωρούμε την εξίσωση (3.9) της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u,

όπου ο τελεστής A ορίζεται στην (3.10) και είναι ο εξής

Au(t, x) = ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x),

όπου γ είναι μία πραγματική σταθερά, α > 0 είναι μία θετική παράμετρος και
t > 0, x ∈ R

d.
Αναζητούμε λύσεις u(t, x) της μορφής

u(t, x) = t−κgd

(

rt−λ
)

, (3.15)

όπου t > 0, x ∈ R
d και

r := |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d. (3.16)

Θεωρούμε τον μετασχηματισμό ομοιότητας

s = rt−λ (οπότε r = stλ). (3.17)

Τότε, η συνάρτηση u(t, x) της (3.15) μπορεί επίσης να γραφεί ως εξής

u(t, x) = t−κgd(s) (3.18)

(τονίζουμε ότι 0 < s <∞).
Παραγωγίζοντας την u ως προς t έχουμε

ut = −κt−(κ+1)gd(s)− λrt−κg′d(s)t
−(λ+1)

και χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό ομοιότητας (3.17) έπεται ότι

ut = −κt−(κ+1)gd(s)− λt−(κ+1)sg′d(s)
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ή

ut = −t−(κ+1)
[

κgd(s) + λsg′d(s)
]

. (3.19)

Εφ’ όσον η συνάρτηση u είναι ακτινική ως προς x, έχουμε

∆u = urr +
d− 1

r
ur (3.20)

και
∇u =

ur
r
x. (3.21)

Παραγωγίζοντας την u ως προς r προκύπτει

ur = t−κg′d(s)t
−λ

ή

ur = t−(κ+λ)g′d(s). (3.22)

Παραγωγίζοντας την ur ως προς r έπεται ότι

urr = t−(κ+λ)g′′d(s)t
−λ

ή

urr = t−(κ+2λ)g′′d(s). (3.23)

Από τις (3.22) και (3.23), η (3.20) γίνεται

∆u =t−(κ+2λ)g′′d(s) +
d− 1

r
t−(κ+λ)g′d(s)

=t−(κ+2λ)[g′′d(s) +
d− 1

r
tλg′d(s)]

ή

∆u = t−(κ+2λ)

(

g′′d(s) +
d− 1

s
g′d(s)

)

. (3.24)

Από τον ορισμό (3.10) του τελεστή A προκύπτει

(u,Au) =

∫

Rd

u(Au) =

∫

Rd

u[∆u+ αtγx · ∇u]

=

∫

Rd

u∆u+

∫

Rd

αutγx · ∇u

οπότε

(u,Au) =

∫

Rd

u∆u+ αtγ
∫

Rd

ux · ∇u. (3.25)

Από την (3.21) έχουμε

x · ∇u = x · ur
r
x =

ur
r
x2 =

ur
r
|x|2 = ur

r
r2 = rur,

δηλαδή
x · ∇u = rur. (3.26)
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Συνεπώς, ισχύει
∫

Rd

ux · ∇u =

∫

Rd

u(rur) =

∫

Sd−1

∫ ∞

0
ururr

d−1drdσ

=

∫

Sd−1

∫ ∞

0
uurr

ddrdσ = σd

∫ ∞

0
uurr

ddr, (3.27)

όπου Sd−1 είναι η μοναδιαία σφαίρα στον χώρο Rd, σ είναι το μέτρο στον χώρο
Sd−1 που προέρχεται από το d-διάστατο μέτρο Lebesgue, ενώ το σd είναι το
μέτρο του Sd−1. Επισημαίνουμε ότι

σd =
2πd/2

Γ(d/2)
, (3.28)

όπου Γ(·) είναι η συνάρτηση Γάμμα.
Συνδυάζοντας την (3.27) μαζί με τις (3.17), (3.18) και (3.22), καταλήγουμε στο
εξής

∫

Rd

ux · ∇u =σd

∫ ∞

0
uurr

ddr

=σd

∫ ∞

0
t−κgd(s)t

−(κ+λ)g′d(s)(st
λ)ddr

=σd

∫ ∞

0
t−κgd(s)t

−(κ+λ)g′d(s)s
dtλdtλds

=tλd−2κσd

∫ ∞

0
gd(s)g

′
d(s)s

dds. (3.29)

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι lims→∞ gd(s)
2sd = 0 και με παραγοντική ολοκλήρω-

ση προκύπτει

αtγ
∫

Rd

ux · ∇u = −dα
2
tγ+λd−2κσd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)

2ds. (3.30)

Χρησιμοποιώντας την πρώτη ταυτότητα του Green, έχουμε
∫

Rd

u∆u = −
∫

Rd

∇u · ∇u = −
∫

Rd

|∇u|2, (3.31)

υπό την προϋπόθεση

lim
R→∞

∫

Sd−1(R)
u
∂u

∂η
= 0,

όπου η Sd−1(R) είναι η σφαίρα ακτίνας R στον χώρο Rd με κέντρο το 0 και η το
μοναδιαίο, κάθετο στην επιφάνεια, με φορά εξωτερική της επιφάνειας, κανονικό
διάνυσμα.
Με εύκολους υπολογισμούς προκύπτει, ότι για ακτινικές συναρτήσεις, όπως η
u, ισχύει

|∇u|2 = u2r, (3.32)
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άρα, από τις (3.17), (3.31) και (3.32), προκύπτει ότι
∫

Rd

u∆u = −
∫

Rd

u2r = −
∫

Sd−1

∫ ∞

0
u2rr

d−1drdσ = −σd
∫ ∞

0
rd−1u2rdr

ή
∫

Rd

u∆u == −σd
∫ ∞

0
(stλ)d−1(t−(κ+λ)g′d(s))

2tλds

ή
∫

Rd

u∆u = −tλd−2λ−2κσd

∫ ∞

0
sd−1g′d(s)

2ds. (3.33)

Θέτουμε

Kd[gd] := σd

∫ ∞

0
sd−1g′d(s)

2ds (3.34)

και

Λd[gd] := σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)

2ds. (3.35)

Οπότε, από τις (3.30), (3.33), (3.34), (3.35), η ισότητα (3.25) γίνεται

(u,Au) = −tλd−2κ−2λKd[gd]−
dα

2
tγ−2κ+λdΛd[gd]

ή

(u,Au) = −tλd−2κ

(

t−2λKd[gd] +
dα

2
tγΛd[gd]

)

. (3.36)

Από την (3.26) ο τελεστής A γράφεται

Au = ∆u+ αtγrur

και από τις (3.22), (3.24) ο τελεστής A παίρνει την εξής μορφή

Au = t−(κ+2λ)

(

g′′d(s) +
d− 1

s
g′d(s)

)

+ αtγ−κsg′d(s). (3.37)

Αντικαθιστώντας τις (3.18), (3.19), (3.36), (3.37) στην εξίσωση (3.9) της ανα-
παραγόμενης δυναμικής, έχουμε

ut = (Au)u− (u,Au) u

ή

−t−(κ+1)
[

κgd(s) + λsg′d(s)
]

=t−(κ+2λ)

(

g′′d(s) +
d− 1

s
g′d(s)

)

t−κgd(s)

+αtγ−κsg′d(s)t
−κgd(s)

+tλd−2κ

(

t−2λKd[gd] +
dα

2
tγΛd[gd]

)

t−κgd(s)
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ή

−κgd(s)− λsg′d(s) =t
1−(κ+2λ)

(

g′′d(s) +
d− 1

s
g′d(s)

)

gd(s)

+αt1+γ−κsg′d(s)gd(s)

+t1+λd−2κ

(

t−2λKd[gd] +
dα

2
tγΛd[gd]

)

gd(s)

ή

−κgd(s)− λsg′d(s) =t
1−κ−2λgd(s)g

′′
d(s) +

d− 1

s
t1−κ−2λgd(s)g

′
d(s)

+αt1+γ−κsgd(s)g
′
d(s) + t1−2κ−2λ+λdgd(s)Kd[gd]

+
dα

2
t1+γ+λd−2κgd(s)Λd[gd]. (3.38)

Ο μόνος τρόπος για να έχει νόημα η εξίσωση (3.38) είναι να μην περιέχει τη
μεταβλητή t. Γι’ αυτό απαιτούμε να ισχύουν τα εξής

1−κ−2λ = 0, 1+γ−κ = 0, 1−2κ−2λ+λd = 0, 1+γ+λd−2κ = 0.

Από τις παραπάνω ισότητες προκύπτουν ότι

κ =
d

d+ 2
, λ =

1

d+ 2
, γ = − 2

d+ 2
. (3.39)

Η εξίσωση (3.38), από την (3.39), διαμορφώνεται ως εξής

− d

d+ 2
gd(s)−

1

d+ 2
sg′d(s) =gd(s)g

′′
d (s) +

d− 1

s
gd(s)g

′
d(s) + αsgd(s)g

′
d(s)

+gd(s)Kd[gd] +
dα

2
gd(s)Λd[gd].

ή

gd(s)g
′′
d(s)+

d− 1

s
gd(s)g

′
d(s) + αsgd(s)g

′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s)

+gd(s)Kd[gd] +
dα

2
gd(s)Λd[gd] +

d

d+ 2
gd(s) = 0.

Επιπλέον, από την (3.39), η (3.15) γίνεται

u(t, x) = t−
d

d+2 gd(rt
− 1

d+2 ) (3.40)

και ο τελεστής A γράφεται

Au = ∆u+ αt−
2

d+2x · ∇u. (3.41)

Από την (3.40), προκύπτει ότι
∫

Rd

u(t, x)dx =

∫

Sd−1

∫ ∞

0
urd−1drdσ

=σd

∫ ∞

0
t−

d
d+2 gd(s)(t

1
d+2 s)d−1t

1
d+2ds

=σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)ds,
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που είναι ανεξάρτητο του t.
΄Ετσι, εάν θεωρήσουμε

σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)ds = 1,

τότε
∫

Rd

u(t, x)dx = 1, για κάθε t ≥ 0

και αντίστροφα.
Το Λήμμα 3.1 συνοψίζει όλα όσα έχουμε κάνει μέχρι τώρα.

Λήμμα 3.1 ΄Εστω d ∈ N με d ≥ 2. Εάν η συνάρτηση

u(t, x) = t−κgd(rt
−λ), (3.42)

όπου t > 0, x ∈ R
d και

r = |x| =
√

x21 + · · · + x2d, (3.43)

είναι μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x και ικανοποεί την εξί-
σωση

ut =

[

∆u+ αtγx · ∇u−
∫

Rd

u(∆u+ αtγx · ∇u) dx
]

u, (3.44)

τότε

κ =
d

d+ 2
, λ =

1

d+ 2
, γ = − 2

d+ 2
, (3.45)

και για τη συνάρτηση gd ισχύουν τα εξής

gd(s) ≥ 0, για κάθε s > 0, (3.46)

σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)ds = 1 (3.47)

και

gd(s)g
′′
d(s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

gd(s)g
′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s)

+
d

d+ 2
gd(s) +Kd[gd]gd(s) +

dα

2
Λd[gd]gd(s) = 0, (3.48)

όπου

Kd[gd] = σd

∫ ∞

0
sd−1g′d(s)

2ds (3.49)

και

Λd[gd] = σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)

2ds. (3.50)

Αντίστροφα, εάν ισχύουν οι (3.45)–(3.50), τότε η συνάρτηση u(t, x) που δί-
νεται από την (3.42) είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x και
ικανοποιεί την (3.44). �

Τώρα πρέπει να αποδείξουμε, ότι υπάρχει συνάρτηση gd(s) που ικανοποιεί
τις (3.46)–(3.50). Για να γίνει αυτό, πρέπει πρώτα να μελετήσουμε ένα βοηθη-
τικό πρόβλημα.
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3.4 Το Βοηθητικό Πρόβλημα

Η εξίσωση (3.48) γράφεται και ως εξής

gd(s)g
′′
d(s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

gd(s)g
′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s)

+

(

d

d+ 2
+Kd[gd] +

dα

2
Λd[gd]

)

gd(s) = 0,

όπου
d

d+ 2
+Kd[gd] +

dα

2
Λd[gd] >

d

d+ 2
,

εφ’ όσον α > 0, K[g] > 0 και Λ[g] > 0.
Θεωρούμε την εξίσωση

q(s)q′′(s) +

(

d− 1

s
+ αs

)

q(s)q′(s) +
s

d+ 2
q′(s) + µq(s) = 0, (3.51)

με µ > d
d+2 .

Σκοπός μας είναι να αποδείξουμε την ύπαρξη λύσης g(s) που ικανοποιεί
τις εξισώσεις (3.46)–(3.50). Πρώτα, όμως, θα αποδείξουμε την ύπαρξη λύσης
q(s) που ικανοποιεί την εξίσωση (3.51) και θα μελετήσουμε τις ιδιότητες της
λύσης αυτής. Οπότε, θα συνεχίσουμε με τη μελέτη του παρακάτω βοηθητικού
προβλήματος.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε το πρόβλημα

q(s)q′′(s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

q(s)q′(s)+
s

d+ 2
q′(s)+µq(s) = 0, s > 0 (3.52)

q(0) = A > 0, q′(0) = 0 (3.53)

όπου α > 0 είναι μία θετική παράμετρος, d ≥ 2 είναι ένας φυσικός αριθμός και
µ είναι μία πραγματική παράμετρος για την οποία ισχύει

µ >
d

d+ 2
. (3.54)

Τονίζουμε ότι οι παραπάνω αρχικές συνθήκες (3.53) θεωρούνται με την έννοια
των ορίων καθώς s→ 0+.
Η εξίσωση (3.52) μπορεί να γραφεί και με την εξής μορφή

q′′(s) +

(

d− 1

s
+ αs

)

q′(s) +
s

d+ 2

q′(s)

q(s)
+ µ = 0, s > 0 (3.55)

όταν q(s) 6= 0.

Με το Λήμμα 3.2, που ακολουθεί, αποδεικνύουμε, ότι υπάρχει ǫ > 0 τέτοιο,
ώστε το πρόβλημα των εξισώσεων (3.52) – (3.53) έχει μία και μοναδική λύση
q(s) με s ∈ [0, ǫ].
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Λήμμα 3.2 Υπάρχει ǫ > 0 τέτοιο ώστε το πρόβλημα αρχικών τιμών (3.52) –
(3.53) έχει μοναδική λύση q(s) με s ∈ [0, ǫ].

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (3.55) με sd−1 και έχουμε

sd−1q′′(s) +

(

sd−1 d− 1

s
+ αsd

)

q′(s) +
1

d+ 2
sd
q′(s)

q(s)
+ µsd−1 = 0.

΄Επειτα ολοκληρώνουμε από 0 έως s > 0 και χρησιμοποιώντας την αρχική συν-
θήκη q′(0) = 0 προκύπτει το ισοδύναμο πρόβλημα

sd−1q′(s) + αsdq(s)− αd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

1

d+ 2

∫ s

0
ξd
q′(ξ)

q(ξ)
dξ +

µ

d
sd = 0,

(3.56)

q(0) = A. (3.57)

Θέτουμε w = q′ και καταλήγουμε στο εξής σύστημα

q(s) =

∫ s

0
w(ξ)dξ +A, (3.58)

w(s) =
αd

sd−1

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − 1

(d+ 2)sd−1

∫ s

0
ξd
w(ξ)

q(ξ)
dξ − αsq(s)− µ

d
s,

(3.59)

το οποίο είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα των εξισώσεων (3.52) και (3.53).
Θα αποδείξουμε ότι για κάποιο ǫ > 0, το παραπάνω σύστημα έχει μία μοναδική
λύση (w(s), q(s)), για s ∈ [0, ǫ].
Σταθεροποιούμε ένα ǫ > 0 και θεωρούμε τον γραμμικό χώρο C[0, ǫ] όλων των
πραγματικών συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται στο διάστημα [0, ǫ], ο οποίος
είναι ένας Banach χώρος εφοδιασμένος με την supnorm ‖·‖∞. Επιπλέον, ο
χώρος C[0, ǫ] × C[0, ǫ] είναι, επίσης, ένας Banach χώρος εφοδιασμένος με τη
νόρμα

‖(u, v)‖ = ‖u‖∞ + ‖v‖∞ . (3.60)

Θέτουμε

Yǫ =

{

(q, w) ∈ C[0, ǫ]× C[0, ǫ] : ‖q −A‖∞ ≤ A

2
, ‖w‖∞ ≤ 1

}

.

Τοτε, το Yǫ είναι ένα κλειστό υποσύνολο του C[0, ǫ] × C[0, ǫ] και επομένως,
είναι ένας πλήρης μετρικός χώρος εφοδιασμένος με τη μετρική που προέρχεται
από τη νόρμα (3.60).
Ορίζουμε την απεικόνιση Φǫ : Yǫ → C[0, ǫ]× C[0, ǫ] ως εξής

Φǫ[q, w](s) := (χ[q, w](s), ψ[q, w](s)) .

όπου

χ[q, w](s) :=

∫ s

0
w(ξ)dξ +A
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και

ψ[q, w](s) :=
αd

sd−1

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ− 1

(d+ 2)sd−1

∫ s

0
ξd
w(ξ)

q(ξ)
dξ−αsq(s)− µ

d
s.

Αποδεικνύεται εύκολα παίρνοντας ένα ǫ > 0 αρκετά μικρό, πως η απεικόνιση
Φǫ είναι μία συστολή από τον χώρο Yǫ στον εαυτό του. Γι’ αυτό η απεικόνιση
Φǫ έχει ένα μοναδικό σταθερό σημείο που είναι η λύση του συστήματος των
εξισώσεων (3.58) – (3.59) στο διάστημα [0, ǫ].
΄Αρα, η εξίσωση (3.52) με τις αρχικές συνθήκες (3.53) έχει μοναδική λύση q(s)
για κάθε s ∈ (0, ǫ].
Η απόδειξη του Λήμματος 3.2 έχει ολοκληρωθεί. �

Το Λήμμα 3.3 [9], που ακολουθεί, είναι ιδιαίτερα σημαντικό και χρησιμο-
ποιείται στο Λήμμα 3.4 για την απόδειξη της ύπαρξης λύσης του προβλήματος
αρχικών τιμών (3.52)–(3.53) στο [0,∞).

Λήμμα 3.3 ΄Εστω f μία παραγωγίσιμη συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα διάστημα
(0, b), για κάποιο b > 0, για την οποία ισχύουν

f ′(x) > 0, για κάθεx ∈ (0, b) και lim
x→b−

f(x) = ∞.

Τότε, για κάθε d > 0 ισχύει

lim
x→b−

[

xdf(x)− d

∫ x

0
ξd−1f(ξ)dξ

]

= ∞.

Απόδειξη. ΄Εστω γ ∈ (0, b). Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (x) = xdf(x)− d

∫ x

0
ξd−1f(ξ)dξ − γd[f(x)− f(γ)], για κάθεx ∈ (0, b).

Η F είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα (0, b) με παράγωγο

F ′(x) = (xd − γd)f ′(x), για κάθεx ∈ (0, b)

και εφ’ όσον f ′(x) > 0, για κάθεx ∈ (0, b), η συνάρτηση F (x) παρουσιάζει το
ολικό ελάχιστό της για x = γ ∈ (0, b). Επομένως, για κάθε x ∈ (0, b) ισχύει

F (x) ≥ F (γ) = γdf(γ)− d

∫ γ

0
ξd−1f(ξ)dξ =

∫ γ

0
ξdf ′(ξ)dξ ≥ 0,

όπου η τελευταία ισότητα έπεται μέσω παραγοντικής ολοκλήρωσης.
Συνεπώς, προκύπτει ότι

xdf(x)− d

∫ x

0
ξd−1f(ξ)dξ ≥ γd[f(x)− f(γ)], για κάθεx ∈ (0, b),

και
lim
s→b−

γd[f(x)− f(γ)] = ∞,

οπότε

lim
s→b−

[

xdf(x)− d

∫ x

0
ξd−1f(ξ)dξ

]

= ∞.
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Η απόδειξη του Λήμματος 3.3 έχει ολοκληρωθεί. �

Παρατήρηση. Για d = 1, παρατηρούμε ότι, το συμπέρασμα του Λήμματος 3.3
συμπίπτει με το συμπέρασμα του Λήμματος 2.2.

Λήμμα 3.4 Η λύση q(s) του προβλήματος αρχικών τιμών (3.52) – (3.53)
υπάρχει για κάθε s > 0 και είναι μία αυστηρά θετική και γνησίως φθίνουσα
συνάρτηση στο (0,+∞).
Επιπλέον, ισχύουν τα εξής

lim
s→∞

q(s) = 0, (3.61)

lim
s→∞

q′(s) = 0, (3.62)

∫ ∞

0
q′(s)2ds <∞, (3.63)

∫ ∞

0
q(s)ds <∞, (3.64)

και
∫ ∞

0
q(s)2ds <∞. (3.65)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το διάστημα [0, b) με 0 < b ≤ ∞ είναι το μέγιστο διάστημα
ύπαρξης της λύσης q. Θα αποδείξουμε ότι b = ∞.
Ας υποθέσουμε ότι 0 < b <∞. Τότε, από γνωστό Θεώρημα της θεωρίας των
συνήθων διαφορικών εξισώσεων [2], ισχύει

lim
s→b−

[∣

∣q′(s)
∣

∣+ |q(s)|
]

= ∞. (3.66)

Ισχυρισμός 1: Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση q είναι θετική σε κάποιο διάστημα
(0, s1) με 0 < s1 < b. Τότε, η q′ πρέπει να παραμένει αρνητική στο (0, s1).
΄Εστω ότι η q′ δεν παραμένει αρνητική στο διάστημα (0, s1).
Θεωρούμε s2 = inf{s ∈ [0, s1) : q′(s) ≥ 0}. Εάν s2 = 0, τότε q′(s) > 0
για κάθε s ∈ (0, r), για κάποιο r > 0. Επομένως η (3.55) δίνει q′′(s) < 0
για κάθε s ∈ (0, r). Οπότε, η q′ είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, r) και τότε
q′(s) < q′(0) = 0 για s ∈ (0, r), που είναι άτοπο. Γι’ αυτό, s2 > 0. Εφ’ όσον
q′(s2) = 0, από την (3.55) έχουμε q′′(s2) < 0. Επιπλέον, q′(s) < 0 για κάθε
s ∈ (0, s2) και τότε q′′(s2) ≥ 0, που είναι άτοπο. Συνεπώς, η q′ παραμένει
αρνητική στο (0, s1).
Ισχυρισμός 2: Η συνάρτηση q είναι θετική και γνησίως φθίνουσα στο [0, b) ενώ
η q′ είναι αρνητική στο (0, b).
Από τον ισχυρισμό 1 έπεται ότι, αρκεί να αποδείξουμε ότι η q είναι θετική στο
[0, b). Υποθέτουμε ότι η q δεν είναι θετική στο [0, b). ΄Εστω s1 > 0 τέτοιο
ώστε q(s1) = 0 ενώ q(s) > 0, για κάθε s ∈ (0, s1). Από τον ισχυρισμό 1 είναι
q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0, s1).
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (3.55) με sd−1, έχουμε

sd−1q′′(s) + sd−1

(

d− 1

s
+ αs

)

q′(s) + sd−1 s

d+ 2

q′(s)

q(s)
+ µsd−1 = 0
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ή

sd−1q′′(s) + (d− 1)sd−2q′(s) + αsdq′(s) +
sd

d+ 2

q′(s)

q(s)
+ µsd−1 = 0. (3.67)

Ολοκληρώνουμε την (3.67) από 0 έως s ∈ (0, s1) και χρησιμοποιώντας ότι
q′(0) = 0 και q(s) > 0 για κάθε s ∈ (0, s1), προκύπτει ότι

∫ s

0
ξd−1q′′(ξ)dξ+(d− 1)

∫ s

0
ξd−2q′(ξ)dξ + α

∫ s

0
ξdq′(ξ)dξ

+
1

d+ 2

∫ s

0
ξd
q′(ξ)

q(ξ)
dξ + µ

∫ s

0
ξd−1dξ = 0

ή

sd−1q′(s)−(d− 1)

∫ s

0
ξd−2q′(ξ)dξ + (d− 1)

∫ s

0
ξd−2q′(ξ)dξ + αsdq(s)

−αd
∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

1

d+ 2

∫ s

0
ξd
q′(ξ)

q(ξ)
dξ +

µ

d
sd = 0

ή

sd−1q′(s)+αsdq(s)− αd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ

+
1

d+ 2

∫ s

0
ξd
q′(ξ)

q(ξ)
dξ +

µ

d
sd = 0. (3.68)

Αφού q(s) > 0, για κάθε s ∈ (0, s1), τότε ορίζεται η συνάρτηση ln q(s), για
κάθε s ∈ (0, s1) και η (3.68) γίνεται

sd−1q′(s) + αsdq(s) − αd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

sd

d+ 2
ln q(s)

− d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ +

µ

d
sd = 0

ή

sd−1q′(s) =αd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − αsdq(s)− sd

d+ 2
ln q(s)

+
d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ − µ

d
sd. (3.69)

Παρατηρούμε ότι, καθώς q(s) > 0 για κάθε s ∈ (0, s1), τότε q′(s) < 0 για κάθε
s ∈ (0, s1) και ορίζεται η συνάρτηση

f(s) := − 1

d+ 2
ln q(s), για κάθε s ∈ (0, s1) (3.70)

η οποία είναι παραγωγίσιμη στο (0, s1) με παράγωγο

f ′(s) := − 1

d+ 2

q′(s)

q(s)
> 0, για κάθε s ∈ (0, s1).
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Επιπλέον,

lim
s→s−1

f(s) = − 1

d+ 2
lim
s→s−1

ln q(s) = ∞.

Επομένως, η συνάρτηση f έχει θετική παράγωγο στο (0, s1) ενώ τείνει στο ∞
καθώς s→ s−1 . Τότε, από το Λήμμα 3.3, έπεται

lim
s→s−1

[

sdf(s)− d

∫ s

0
ξd−1f(ξ)dξ

]

= ∞,

οπότε χρησιμοποιώντας την (3.70) ισχύει

lim
s→s−1

[

− sd

d+ 2
ln q(s) +

d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ

]

= ∞. (3.71)

Επομένως, από τις (3.69) και (3.71), συμπεραίνουμε ότι

lim
s→s−1

sd−1q′(s) = ∞,

που είναι αδύνατο, εφ’ όσον η q′ παραμένει αρνητική στο (0, s1) ⊂ (0, b).
Κατά συνέπεια, τέτοιος s1 > 0 δεν μπορεί να υπάρξει.
΄Αρα, q(s) > 0 για κάθε s ∈ [0, b) και q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0, b), από

τον ισχυρισμό 1. Επομένως, η q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, b), και άρα
0 < q(s) ≤ q(0) = A για κάθε s ∈ [0, b).
Συνεπώς,

lim
s→b−

q(s) 6= ∞,

οπότε, από την (3.66) συμπεραίνουμε ότι

lim
s→b−

∣

∣q′(s)
∣

∣ = ∞

και εφ’ όσον q′(s) < 0 για κάθε s > 0, έχουμε

lim
s→b−

q′(s) = −∞.

Επιπλέον,
lim
s→b−

inf q′′(s) = −∞

που αντιβαίνει στην (3.55).
Κατά συνέπεια, η (3.66) δεν είναι αληθής.
΄Αρα, b = ∞ και η λύση q(s) των (3.52), (3.53) υπάρχει για κάθε s ≥ 0.

Επιπλέον, η q είναι αυστηρά θετική στο [0,+∞) ενώ η q′ είναι αρνητική στο
(0,+∞).
Επομένως, η q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞), άρα για κάθε s > 0

ισχύει 0 < q(s) < q(0) = A και έπεται ότι

lim
s→∞

q(s) = L,

δηλαδή
q(s) = L+ o(1), καθώς s→ ∞, (3.72)
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όπου L ∈ [0, A).
Ας υποθέσουμε ότι L > 0. Τότε, από την (3.72) έχουμε ότι, καθώς s→ ∞,

ln q(s) = ln (L+ o(1)) = lnL (1 + o(1)) = lnL+ o(1). (3.73)

Χρησιμοποιώντας τις (3.72), (3.73) στην (3.69), καθώς s→ ∞, προκύπτει

sd−1q′(s) =αd

∫ s

0
ξd−1 (L+ o(1)) dξ − αsd (L+ o(1))

− sd

d+ 2
(lnL+ o(1)) +

d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 (lnL+ o(1)) dξ − µ

d
sd

ή

sd−1q′(s) =αLsd + o(s)− αLsd + o(s)− 1

d+ 2
sd lnL

+o(s) +
1

d+ 2
sd lnL+ o(s)− µ

d
sd

απ’ το οποίο έπεται ότι

sd−1q′(s) = −µ
d
sd + o(s)

δηλαδή,

q′(s) = −µ
d
s+ o(s), καθώς s→ ∞,

το οποίο αντιβαίνει στην (3.72).
Συνεπώς, L = 0, άρα

lim
s→∞

q(s) = 0,

που είναι η (3.61).
Επιπλέον, παρατηρούμε ότι

∫ ∞

0
q′(s)ds = lim

s→∞
q(s)− q(0) = −A, (3.74)

άρα q′ ∈ L1(0,+∞).
Υποθέτουμε ότι

lim
s→∞

inf q′(s) < 0. (3.75)

Τότε, από την (3.61) και την (3.75) συμπεραίνουμε ότι υπάρχει μία ακολουθία
(sn) τέτοια ώστε sn → ∞ και η q′ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο sn για
κάθε n και

lim
n→∞

q′(sn) = −δ, για κάποιο δ > 0. (3.76)

Αλλά, εφ’ όσον q′(sn) είναι ένα τοπικό ελάχιστο της q′, πρέπει q′′(sn) = 0, άρα
η (3.55) δίνει

(

d− 1

sn
+ αsn

)

q′(sn) +
sn
d+ 2

q′(sn)

q(sn)
+ µ = 0
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ή
[

d− 1 + αs2n
sn

+
sn

(d+ 2)q(sn)

]

q′(sn) = −µ.

Επομένως,

q′(sn) =
−µ(d+ 2)snq(sn)

(d− 1)(d + 2)q(sn) + α(d+ 2)s2nq(sn) + s2n

οπότε,

∣

∣q′(sn)
∣

∣ =
µ(d+ 2)snq(sn)

(d− 1)(d+ 2)q(sn) + [α(d+ 2)q(sn) + 1] s2n
. (3.77)

Αλλά α > 0, d ≥ 2, µ > d
d+2 και 0 < q(s) < A, για κάθε s ∈ (0,+∞), οπότε

(d− 1)(d+ 2)q(sn) + [α(d+ 2)q(sn) + 1] s2n ≥ [α(d+ 2)q(sn) + 1] s2n

άρα

µ(d+ 2)snq(sn)

(d− 1)(d + 2)q(sn) + [α(d+ 2)q(sn) + 1] s2n
≤ µ(d+ 2)q(sn)

[α(d + 2)q(sn) + 1] sn

≤ µ(d+ 2)A

[α(d + 2)q(sn) + 1] sn
.

Συνεπώς, από τα παραπάνω και την (3.77), καταλήγουμε στο ότι

∣

∣q′(sn)
∣

∣ ≤ µ(d+ 2)A

[α(d+ 2)q(sn) + 1] sn
.

Τότε,
lim
n→∞

q′(sn) = 0

που αντιβαίνει στην (3.76).
Επομένως,

lim
s→∞

q′(s) = 0,

που είναι η (3.62).
Αυτό, μαζί με το γεγονός ότι η q′ είναι ολοκληρώσιμη, μας οδηγεί στο συμπέ-
ρασμα ότι η q′ ∈ L2(0,+∞), δηλαδή,

∫ ∞

0
q′(s)2ds <∞,

που είναι η (3.63).
Ολοκληρώνοντας κατά μέλη την (3.52) από 1 έως s με s > 1, έχουμε

∫ s

1
q(ξ)q′′(ξ)dξ+

∫ s

1

(

d− 1

ξ
+ αξ

)

q(ξ)q′(ξ)dξ

+
1

d+ 2

∫ s

1
ξq′(ξ)dξ + µ

∫ s

1
q(ξ)dξ = 0
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ή

q(s)q′(s)− q(1)q′(1)−
∫ s

1
q′(ξ)2dξ + (d− 1)

∫ s

1

q(ξ)q′(ξ)

ξ
dξ

+α

∫ s

1
ξq(ξ)q′(ξ)dξ +

1

d+ 2
sq(s)− 1

d+ 2
q(1)

− 1

d+ 2

∫ s

1
q(ξ)dξ + µ

∫ s

1
q(ξ)dξ = 0

οπότε,

q(s)q′(s)−q(1)q′(1) −
∫ s

1
q′(ξ)2dξ +

d− 1

2

q(s)2

s
− (d− 1)q(1)2

2

+
d− 1

2

∫ s

1

q(ξ)2

ξ2
dξ +

α

2
sq(s)2 − αq(1)2

2
− α

2

∫ s

1
q(ξ)2dξ

+
s

d+ 2
q(s)− q(1)

d+ 2
+

(

µ− 1

d+ 2

)∫ s

1
q(ξ)dξ = 0

ή
(

µ− 1

d+ 2

)∫ s

1
q(ξ)dξ =q(1)q′(1)− q(s)q′(s) +

∫ s

1
q′(ξ)2dξ +

(d− 1)q(1)2

2

−d− 1

2

q(s)2

s
− d− 1

2

∫ s

1

q(ξ)2

ξ2
dξ +

αq(1)2

2

−α
2
sq(s)2 +

α

2

∫ s

1
q(ξ)2dξ +

q(1)

d+ 2
− s

d+ 2
q(s).

Αφού α > 0, d ≥ 2 και q(s) > 0, q′(s) < 0 για κάθε s > 0, από την παραπάνω
ισότητα προκύπτει

(

µ− 1

d+ 2

)∫ s

1
q(ξ)dξ ≤

∫ s

1
q′(ξ)2dξ − q(s)q′(s) +

(d− 1)q(1)2

2

+
αq(1)2

2
+
α

2

∫ s

1
q(ξ)2dξ +

q(1)

d+ 2
.

Ειδικότερα,
(

µ− 1

d+ 2

)
∫ s

1
q(ξ)dξ ≤

∫ s

1
q′(ξ)2dξ − q(s)q′(s) +

α

2

∫ s

1
q(ξ)2dξ

+
(d− 1)A2

2
+
αA2

2
+

A

d+ 2
, (3.78)

εφ’ όσον 0 < q(s) < A, q′(s) < 0 για κάθε s ∈ (0,+∞).
Εάν υποθέσουμε ότι

∫ ∞

1
q(ξ)dξ = ∞, (3.79)

τότε, από τις (3.61), (3.62), (3.63) και (3.78), έχουμε
∫ ∞

1
q(ξ)2dξ = ∞.
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Θέτουμε

M :=

∫ ∞

1
q′(ξ)2dξ +

(d− 1)A2

2
+
αA2

2
+

A

d+ 2
<∞,

και χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι q(ξ) > 0 για κάθε ξ > 0, οπότε από την
ανισότητα (3.78) έχουμε

(µ − 1

d+ 2
)

∫ s

1
q(ξ)dξ ≤M − q(s)q′(s) +

α

2

∫ s

1
q2(ξ)dξ

άρα

µ− 1

d+ 2
≤ M − q(s)q′(s) + α

2

∫ s
1 q(ξ)

2dξ
∫ s
1 q(ξ)dξ

. (3.80)

Χρησιμοποιώντας την (3.79), τον κανόνα De L’ Hospital και το γεγονός ότι η
q(s)q′(s) είναι φραγμένη, έχουμε

lim
s→∞

M − q(s)q′(s) + α
2

∫ s
1 q(ξ)

2dξ
∫ s
1 q(ξ)dξ

≤ lim
s→∞

α
2 q(s)

2

q(s)
=
α

2
lim
s→∞

q(s) = 0

και με την (3.80) συμπεραίνουμε µ − 1
d+2 ≤ 0, που είναι άτοπο, αφού µ > d

d+2
και d ≥ 2.
Συνεπώς,

∫ ∞

1
q(ξ)dξ <∞,

έτσι η q είναι ολοκληρώσιμη στο [1,+∞), οπότε η q είναι ολοκληρώσιμη και
στο [0,+∞), δηλαδή,

∫ ∞

0
q(ξ)dξ <∞,

που είναι η (3.64).
Η συνάρτηση q είναι αυστηρά θετική και γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞) με
0 < q(s) ≤ A, για κάθε s ≥ 0. Επειδή

lim
s→∞

q(s) = 0,

υπάρχει s0 > 0 τέτοιο ώστε 0 < q2(s) < q(s), για κάθε s ≥ s0

0 <

∫ ∞

s0

q(s)2ds <

∫ ∞

s0

q(s)ds.

Αλλά q ∈ L1(0,+∞), οπότε
∫ ∞

0
q(s)2ds <∞,

που είναι η (3.65).
Η απόδειξη του Λήμματος 3.4 έχει ολοκληρωθεί. �
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Λήμμα 3.5 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53). Τότε, ισχύουν τα εξής

(i)

∫ ∞

0
sdq′(s)ds = −d

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds <∞, (3.81)

(ii) lim
s→∞

sdq(s) = 0, (3.82)

(iii)

∫ ∞

0
sdq′(s)2ds <∞, (3.83)

(iv)

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds <∞, (3.84)

(v) lim
s→∞

[

sdq(s)

d+ 2
+
α

2
sdq(s)2

]

= 0, (3.85)

(vi)

∫ ∞

0

[

sdq′(s)

d+ 2
+ αsdq′(s)q(s)

]

ds = − d

d+ 2

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds

− αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds. (3.86)

Απόδειξη. Στο Λήμμα 3.4 αποδείχθηκε ότι η συνάρτηση q′ είναι αρνητική και

lim
s→∞

q′(s) = 0,

οπότε η (iii) έπεται άμεσα από την (i).
Θα χρησιμοποιήσουμε τη μαθηματική επαγωγή για να αποδείξουμε ότι για

κάθε n ∈ {1, 2, ...d} ισχύουν τα εξής

(i)′
∫ ∞

0
snq′(s)ds = −n

∫ ∞

0
sn−1q(s)ds <∞

(ii)′ lim
s→∞

snq(s) = 0

(iii)′
∫ ∞

0
snq′(s)2ds <∞

Από το Λήμμα 3.4 έχουμε
∫ ∞

0
q(s)ds <∞ και lim

s→∞
q(s) = 0,

και επιπλέον q(s) > 0, για κάθε s ∈ [0,+∞) και q είναι γνησίως φθίνουσα στο
[0,+∞). Οπότε συμπεραίνουμε ότι

lim
s→∞

sq(s) = 0, (3.87)

δηλαδή η (ii)′ ισχύει για n = 1. Επομένως,
∫ ∞

0
sq′(s)ds = lim

s→∞
sq(s)−

∫ ∞

0
q(s)ds = −

∫ ∞

0
q(s)ds <∞.

΄Αρα και η (i)′ ισχύει για n = 1 και συνεπώς η (iii)′ ισχύει για n = 1, δηλαδή,
∫ ∞

0
sq′(s)2ds <∞.
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Συνεπώς, για n = 1 ισχύουν οι (i)′, (ii)′ και (iii)′.
Σταθεροποιούμε έναν n ∈ {2, 3, ..., d} και υποθέτουμε ότι οι (i)′, (ii)′ και

(iii)′ ισχύουν για κάθε k ∈ {1, 2, ..., n−1}, δηλαδή για κάθε k ∈ {1, 2, ..., n−1}
έχουμε

∫ ∞

0
skq′(s)ds = −k

∫ ∞

0
sk−1q(s)ds <∞,

lim
s→∞

skq(s) = 0,

∫ ∞

0
skq′(s)2ds <∞.

Ειδικότερα, για k = n− 1 ισχύουν

(a)

∫ ∞

0
sn−1q′(s)ds = −(n− 1)

∫ ∞

0
sn−2q(s)ds <∞, (3.88)

(b) lim
s→∞

sn−1q(s) = 0, (3.89)

(c)

∫ ∞

0
sn−1q′(s)2ds <∞. (3.90)

Θα αποδείξουμε ότι οι (i)′, (ii)′ και (iii)′ ισχύουν και για k = n.
Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (3.52) με sn−1 και έχουμε

sn−1q(s)q′′(s) + sn−1

(

d− 1

s
+ αs

)

q(s)q′(s) +
sn

d+ 2
q′(s) + µsn−1q(s) = 0.

΄Επειτα ολοκληρώνουμε από 0 έως s > 0 και χρησιμοποιώντας τη συνθήκη
q′(0) = 0, καταλήγουμε στο εξής
∫ s

0
ξn−1q(ξ)q′′(ξ)dξ+(d− 1)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ + α

∫ s

0
ξnq(ξ)q′(ξ)dξ

+
1

d+ 2

∫ s

0
ξnq′(ξ)dξ + µ

∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ = 0

οπότε

sn−1q(s)q′(s)−
∫ s

0
ξn−1q′(ξ)2dξ − (n− 1)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ

+(d− 1)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ + α

∫ s

0
ξnq(ξ)q′(ξ)dξ

+
1

d+ 2

∫ s

0
ξnq′(ξ)dξ + µ

∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ = 0

ή

sn−1q(s)q′(s)−
∫ s

0
ξn−1q′(ξ)2dξ + (d− n)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ

+
α

2
snq(s)2 − αn

2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)2dξ +

sn

d+ 2
q(s)

− n

d+ 2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ + µ

∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ = 0
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άρα,
(

µ− n

d+ 2

)
∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ =

∫ s

0
ξn−1q′(ξ)2dξ − sn−1q(s)q′(s)

−(d− n)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ − α

2
snq(s)2

+
αn

2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)2dξ − sn

d+ 2
q(s). (3.91)

Εφ’ όσον q(s) > 0 για κάθε s ≥ 0 και q′(s) < 0 για κάθε s > 0, από την (3.91)
έχουμε

(

µ− n

d+ 2

)∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ ≤

∫ s

0
ξn−1q′(ξ)2dξ − sn−1q(s)q′(s)

− (d− n)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ

+
αn

2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)2dξ. (3.92)

Από την (3.89) και το γεγονός ότι

lim
s→∞

q′(s) = 0

έχουμε
lim
s→∞

sn−1q(s)q′(s) = 0. (3.93)

Εάν n ≥ 3, η υπόθεσή μας (i)′ μπορεί να εφαρμοστεί για k = n − 2 και
χρησιμοποιώντας ότι q′(s) < 0, για κάθε s > 0 και q(s) ≤ A, για κάθε s ≥ 0,
έχουμε

∫ ∞

0
ξn−2

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ = −
∫ ∞

0
ξn−2q′(ξ)dξ <∞

και

(d− n)

∫ ∞

0
ξn−2q(ξ)

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ ≤ A(d− n)

∫ ∞

0
ξn−2

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ <∞.

Οπότε,

−(d− n)

∫ ∞

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ ≤ −A(d− n)

∫ ∞

0
ξn−2q′(ξ)dξ <∞. (3.94)

Για n = 2, η παραπάνω ανισότητα επίσης ισχύει. Πράγματι, για s > 0 έχουμε
∫ s

0
q(ξ)

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ = −
∫ s

0
q(ξ)q′(ξ)dξ = −q(s)

2

2
+
q(0)2

2
=
A2

2
− q(s)2

2

και τότε
∫ ∞

0
q(ξ)

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ =
A2

2
− 1

2
lim
s→∞

q(s)2 =
A2

2
< A2 = A

∫ ∞

0

∣

∣q′(ξ)
∣

∣ dξ <∞.
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΄Αρα, για n ≥ 2 ισχύει
∫ ∞

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ <∞.

Υποθέτουμε ότι
∫ ∞

0
ξn−1q(ξ)dξ = ∞, (3.95)

τότε από τις (3.90), (3.92), (3.93) και (3.94) έπεται ότι
∫ ∞

0
ξn−1q(ξ)2dξ = ∞.

Θέτουμε

T :=

∫ ∞

0
ξn−1q′(ξ)2dξ − (d− n)

∫ ∞

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ <∞.

Τότε, η ανισότητα (3.92) μπορεί να γραφεί ως εξής
(

µ− n

d+ 2

)
∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ ≤ T − sn−1q(s)q′(s) +

αn

2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)2dξ.

Επιπλέον, ξd−1q(ξ) > 0 για κάθε ξ > 0 και από την παραπάνω ανισότητα
προκύπτει

µ− n

d+ 2
≤ T − sn−1q(s)q′(s) + αn

2

∫ s
0 ξ

n−1q(ξ)2dξ
∫ s
0 ξ

n−1q(ξ)dξ
. (3.96)

Συνεπώς, από την (3.95), τον κανόνα De L’ Hospital μαζί με το γεγονός ότι η
sn−1q(s)q′(s) είναι φραγμένη, προκύπτει ότι

lim
s→∞

T − sn−1q(s)q′(s) + αn
2

∫ s
0 ξ

n−1q(ξ)2dξ
∫ s
0 ξ

n−1q(ξ)dξ
≤ lim

s→∞

αn
2 s

n−1q(s)2

sn−1q(s)

=
αn

2
lim
s→∞

q(s) = 0.

΄Ομως, τότε, από την (3.96) προκύπτει ότι µ − n
d+2 ≤ 0, που αντιβαίνει στο

γεγονός ότι µ > d
d+2 ≥ n

d+2 .
Συνεπώς,

∫ ∞

0
ξn−1q(ξ)dξ <∞. (3.97)

Εφ’ όσον η q είναι γνησίως φθίνουσα και θετική συνάρτηση στο [0,+∞) και
ισχύει

lim
s→∞

q(s) = 0,

τότε
∫ ∞

0
sn−1q(s)2ds <∞. (3.98)
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Οπότε, από την (3.97), το δεύτερο σκέλος της (i)′ ισχύει και για n. ΄Αρα, θα
ισχύει και για n = d, δηλαδή

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds <∞.

Επιπλέον, από την (3.98) για n = d, έπεται ότι
∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds <∞,

και αυτό αποδεικνύει την (iv).
Από την (3.91) έχουμε

α

2
snq(s)2 +

sn

d+ 2
q(s) =−

(

µ− n

d+ 2

)∫ s

0
ξn−1q(ξ)dξ

+

∫ s

0
ξn−1q′(ξ)2dξ − sn−1q(s)q′(s)

−(d− n)

∫ s

0
ξn−2q(ξ)q′(ξ)dξ +

αn

2

∫ s

0
ξn−1q(ξ)2dξ,

και από τις (3.90), (3.93), (3.94), (3.97), (3.98) έπεται ότι

lim
s→∞

[

α

2
snq(s)2 +

sn

d+ 2
q(s)

]

= N ∈ R.

Εάν υποθέσουμε ότι N 6= 0, τότε από το παραπάνω όριο προκύπτει ότι η συνάρ-
τηση N(s) := α(d+2)sn−1q(s)2 +2sn−1q(s) είναι ασύμπτωτη της συνάρτησης
P (s), όπου P (s) = 2(d + 2)Ns−1. Αυτό όμως είναι αδύνατον, αφού η N(s)
είναι ολοκληρώσιμη. ΄Αρα,

lim
s→∞

[

α

2
snq(s)2 +

sn

d+ 2
q(s)

]

= 0.

Εφ’ όσον q(s) > 0, για κάθε s ≥ 0 τότε

0 ≤ sn

d+ 2
q(s) ≤ α

2
snq(s)2 +

sn

d+ 2
q(s)

και επομένως
lim
s→∞

snq(s) = 0

και αυτό σημαίνει ότι η (ii)′ ισχύει για n.
Συνεπώς, η (ii)′ ισχύει για κάθε n ∈ {1, 2, ..., d}. Οπότε, από την (ii)′ για
κάθε n ∈ {1, 2, ..., d} προκύπτει
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
snq′(s)ds

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

lim
s→∞

snq(s)− n

∫ ∞

0
sn−1q(s)ds

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−n
∫ ∞

0
sn−1q(s)ds

∣

∣

∣

∣

<∞.

Επομένως, η (i)′ ισχύει για κάθε n ∈ {1, 2, ..., d}, οπότε και η (iii)′ ισχύει για
κάθε n ∈ {1, 2, ..., d}.
Ειδικότερα, για n = d προκύπτουν τα εξής

∫ ∞

0
sdq′(s)ds = −d

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds <∞,
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lim
s→∞

sdq(s) = 0,

∫ ∞

0
sdq′(s)2ds <∞,

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds <∞

και επιπλέον

lim
s→∞

[

sdq(s)

d+ 2
+
α

2
sdq(s)2

]

= 0.

Οπότε,
∫ ∞

0

[

sdq′(s)

d+ 2
+ αsdq′(s)q(s)

]

ds = lim
s→∞

[

sdq(s)

d+ 2
+
α

2
sdq(s)2

]

− d

d+ 2

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds− αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds

Συνεπώς,
∫ ∞

0

[

sdq′(s)

d+ 2
+ αsdq′(s)q(s)

]

ds =− d

d+ 2

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds

−αd
2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds,

που είναι η (vi).
Η απόδειξη του Λήμματος 3.5 έχει ολοκληρωθεί. �

Πόρισμα 3.1 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53). Τότε ισχύει
(

µ− d

d+ 2

)
∫ ∞

0
sd−1q(s)ds =

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds +

αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds.

(3.99)

Απόδειξη. Για n = d, από την (3.91) προκύπτει
(

µ− d

d+ 2

)∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ =

∫ s

0
ξd−1q′(ξ)2dξ − sd−1q(s)q′(s)

−α
2
sdq(s)2 +

αd

2

∫ s

0
ξd−1q(ξ)2dξ − sd

d+ 2
q(s)

και χρησιμοποιώντας την (3.85), έχουμε
(

µ− d

d+ 2

)
∫ ∞

0
sd−1q(s)ds =

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds +

αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds,

που είναι η (3.99).
Η απόδειξη του Πορίσματος 3.1 έχει ολοκληρωθεί. �
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3.5 Η Δομή των Λύσεων του Βοηθητικού Προβλήματος

Στην προηγούμενη ενότητα, δημιουργήσαμε ένα βοηθητικό πρόβλημα με εξισώ-
σεις (3.52)–(3.53), το οποίο συνδέεται με το αρχικό πρόβλημα της εξίσωσης
(3.12) της αναπαραγόμενης δυναμικής με αρχικές συνθήκες (3.13) και (3.14).
Για το βοηθητικό πρόβλημα, αποδείξαμε την ύπαρξη λύσης q(s) με s ∈ (0,+∞)
και κάποιες βασικές ιδιότητες της λύσης. Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσου-
με επιπρόσθετες ιδιότητες της λύσης q(s), οπότε θα μελετήσουμε τη δομή των
λύσεων του βοηθητικού προβλήματος.

Λήμμα 3.6 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53). Τότε

(i)
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ µ

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
, όπου ‖·‖∞ είναι η sup-norm, (3.100)

(ii)

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds ≥ A1+ d

2

µdd(d+ 1)

[
√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

, (3.101)

(iii)

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≥ 2A2+ d

2

µdd(d + 1)(d+ 2)

[

√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

. (3.102)

Απόδειξη. Εφ’ όσον η q′ είναι αρνητική στο (0,+∞) με

q′(0) = 0 = lim
s→∞

q′(s)

και
∥

∥q′
∥

∥

∞ = sup
{∣

∣q′(s)
∣

∣ : s ≥ 0
}

= sup
{

−q′(s) : s ≥ 0
}

,

έπεται ότι η q′ παρουσιάζει το απόλυτο ελάχιστό της για s = sm ∈ (0,+∞).
Συνεπώς,

∥

∥q′
∥

∥

∞ =
∣

∣q′(sm)
∣

∣ = −q′(sm), (3.103)

και ισχύει q′′(sm) = 0, οπότε από την (3.55) έχουμε
(

d− 1

sm
+ αsm

)

q′(sm) +
sm

(d+ 2)q(sm)
q′(sm) + µ = 0

ή

q′(sm)

[

d− 1

sm
+ αsm +

sm
(d+ 2)q(sm)

]

= −µ

οπότε

q′(sm) =
−µ

d−1
sm

+
[

α+ 1
(d+2)q(sm)

]

sm
. (3.104)

Αλλά η q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞), q(0) = A, sm ∈ (0,+∞) και
d ≥ 2, συνεπώς

0 < q(sm) ≤ A
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άρα

α <
1

(d+ 2)A
+ α ≤ 1

(d+ 2)q(sm)
+ α

και τότε

d− 1

sm
+αsm <

d− 1

sm
+

[

1

(d+ 2)A
+ α

]

sm ≤ d− 1

sm
+

[

1

(d+ 2)q(sm)
+ α

]

sm.

Επιπλέον,
d− 1

sm
> 0,

[

1

(d+ 2)A
+ α

]

sm > 0 και µ > 0,

οπότε
[

1

(d+ 2)A
+ α

]

sm <
d− 1

sm
+

[

1

(d+ 2)A
+ α

]

sm

≤d− 1

sm
+

[

1

(d+ 2)q(sm)
+ α

]

sm

άρα

µ

d−1
sm

+
[

1
(d+2)q(sm) + α

]

sm
≤ µ

d−1
sm

+
[

1
(d+2)A + α

]

sm
<

µ
[

1
(d+2)A + α

]

sm

και από την (3.104) συμπεραίνουμε ότι

−q′(sm) =
µ

d−1
sm

+
[

1
(d+2)A + α

]

sm
<

µ
[

1
(d+2)A + α

]

sm
=

µ(d+ 2)A

[1 + α(d+ 2)A] sm
,

συνεπώς

−q′(sm) <
µ(d+ 2)A

[1 + α(d+ 2)A] sm
.

Από την παραπάνω ανισότητα και την (3.103) προκύπτει

∥

∥q′
∥

∥

∞ <
µ(d+ 2)A

[1 + α(d+ 2)A] sm
. (3.105)

Εφ’ όσον q(s) > 0, q′(s) < 0, για κάθε s > 0, από την (3.55) έχουμε

q′′(s) + µ = −
(

d− 1

s
+ αs

)

q′(s)− s

d+ 2

q′(s)

q(s)
≥ 0 για κάθε s > 0.

Συνεπώς ισχύει
q′′(s) ≥ −µ, για κάθε s > 0,

οπότε
q′(s) ≥ −µs για κάθε s ≥ 0.

Επομένως,
∥

∥q′
∥

∥

∞ = −q′(sm) ≤ µsm. (3.106)
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Συνδυάζοντας τις (3.105), (3.106), έχουμε

∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ min

{

µsm,
µ(d+ 2)A

[1 + α(d + 2)A] sm

}

.

Αλλά, όποιος και είναι ο θετικός αριθμός sm, η ποσότητα

min

{

µsm,
µ(d+ 2)A

[1 + α(d + 2)A] sm

}

είναι το πολύ S, όπου

S := µs0 =
µ(d+ 2)A

[1 + α(d+ 2)A] s0
, για κάποιον αριθμό s0 > 0,

καθώς η συνάρτηση µsm είναι γνησίως αύξουσα ως προς sm ενώ η συνάρτηση
µ(d+ 2)A [1 + α(d+ 2)A]−1 sm

−1 είναι γνησίως φθίνουσα ως προς sm.
Συνεπώς,

s0 =

√

(d+ 2)A

1 + α(d + 2)A
και S = µ

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
.

Επομένως,

∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ µ

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
,

που είναι η (3.100).
Επιπλέον, ισχύει

−
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≤ q′(s), για κάθε s ≥ 0,

άρα
q(s) ≥ q(0) −

∥

∥q′
∥

∥

∞ s, για κάθε s ≥ 0.

Χρησιμοποιώντας την (3.100) και τη συνθήκη q(0) = A, από την παραπάνω
ανισότητα έχουμε

q(s) ≥ A− sµ

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
, για κάθε s ≥ 0.

Ειδικά για 0 ≤ s ≤ A
µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2) , αφού q(s) > 0, για κάθε s ≥ 0, ισχύει

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds ≥

∫ A
µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2)

0
sd−1q(s)ds

≥
∫ A

µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2)

0
sd−1

[

A− sµ

√

(d+ 2)A

1 + α(d + 2)A

]

ds

=
A1+ d

2

µdd(d+ 1)

[

√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

.
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Οπότε,
∫ ∞

0
sd−1q(s)ds ≥ A1+ d

2

µdd(d+ 1)

[

√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

,

που είναι η (3.101).

Επιπλέον, για 0 ≤ s ≤ A
µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2) , ισχύει

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≥

∫ A
µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2)

0
sd−1q(s)2ds

≥
∫ A

µ

√

1+α(d+2)A
A(d+2)

0
sd−1

[

A− sµ

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A

]2

ds

=
2A2+ d

2

µdd(d+ 1)(d+ 2)

[

√

1 + α(d+ 2)A

d+ 2

]d

.

Οπότε,

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≥ 2A2+ d

2

µdd(d+ 1)(d + 2)

[

√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

,

που είναι η (3.102).
Η απόδειξη του Λήμματος 3.6 έχει ολοκληρωθεί. �

Λήμμα 3.7 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53). Τότε ισχύει

q(1)eα(d+2)q(1)

sµ(d+2)e
µ(d+2)

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A e

µ(d+2)
d

≤ q(s)eα(d+2)q(s)

≤ Ade(d+α)(d+2)Ae
µ(d+2)

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

sµ(d+2)e
µ(d+2)

d

,

(3.107)

για κάθε s ≥ 1.

Απόδειξη. Η συνάρτηση q είναι θετική και γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞),
οπότε ισχύει 0 < q(s) ≤ q(0) = A, για κάθε s ≥ 0.
Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (s) := − d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ, s ≥ 0. (3.108)

Η εξίσωση (3.68), από την (3.108), γίνεται

sd−1q′(s) + αsdq(s)−αd
∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

sd

d+ 2
ln q(s)

− d

d+ 2

∫ s

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ +

µ

d
sd = 0
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ή

sd−1q′(s) + αsdq(s)− αd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − s

d
F ′(s) + F (s) +

µ

d
sd = 0

ή

dsd−1q′(s) + αdsdq(s)− αd2
∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − sF ′(s) + dF (s) + µsd = 0

ή

sF ′(s)− dF (s) = dsd−1q′(s) + αdsdq(s)−αd2
∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ + µsd (3.109)

οπότε
(

F (s)

sd

)′
=
dq′(s)

s2
+

(

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ

)′
+
µ

s
. (3.110)

Ολοκληρώνοντας την ισότητα (3.110) από 1 έως s, για s ≥ 1, έχουμε
∫ s

1

(

F (ξ)

ξd

)′
dξ = d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ+αd

∫ s

1

(

1

ξd

∫ ξ

0
wd−1q(w)dw

)′

dξ+µ

∫ s

1

1

ξ
dξ

ή

F (s)

sd
−F (1) = d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ+

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ−αd

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ+µ ln s

ή

F (s)

sd
= F (1)+d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ +

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ

−αd
∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ + µ ln s. (3.111)

Επιπρόσθετα, από την (3.109) έπεται ότι

F ′(s)

dsd−1
− F (s)

sd
=
q′(s)

s
+ αq(s)− αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

µ

d

ή

− ln q(s)

d+ 2
− F (s)

sd
=
q′(s)

s
+ αq(s)− αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ +

µ

d

ή

F (s)

sd
= − ln q(s)

d+ 2
− q′(s)

s
− αq(s) +

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − µ

d
. (3.112)

Από την (3.111) και την (3.112), προκύπτει ότι

F (1) + d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ+

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − αd

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ + µ ln s

=− ln q(s)

d+ 2
− q′(s)

s
− αq(s) +

αd

sd

∫ s

0
ξd−1q(ξ)dξ − µ

d
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ή

d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ =αd

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ − F (1) − µ ln s− ln q(s)

d+ 2

−q
′(s)

s
− αq(s)− µ

d
. (3.113)

Εφ’ όσον η q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞), τότε για 0 ≤ ξ ≤ 1 έχουμε

q(1) ≤ q(ξ) ≤ q(0) = A

οπότε
∫ 1

0
ξd−1 ln q(1)dξ ≤

∫ 1

0
ξd−1 ln q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
ξd−1 lnAdξ ≤

∫ 1

0
lnAdξ = lnA

άρα

ln q(1)

∫ 1

0
ξd−1dξ ≤ −d+ 2

d
F (1) ≤

∫ 1

0
ξd−1 lnAdξ ≤ lnA,

δηλαδή,
ln q(1) ≤ −(d+ 2)F (1) ≤ lnAd (3.114)

και επιπλέον
∫ 1

0
q(1)ξd−1dξ ≤

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
Aξd−1dξ,

δηλαδή,

q(1) ≤ d

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ ≤ A. (3.115)

Εφ’ όσον q′(s) ≤ 0, για κάθε s ∈ [0,+∞) και −q′(s) ≤ ‖q′‖∞ για κάθε
s ∈ [0,+∞), από την (3.100) έπεται ότι

q′(s) ≥ −
∥

∥q′
∥

∥

∞ ≥ −µ
√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
, για κάθε s ≥ 0.

Επομένως, για s > 0 έχουμε

−µ
s

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
≤ q′(s)

s
< 0 < −q

′(s)

s
≤ µ

s

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
. (3.116)

Για 1 ≤ ξ ≤ s ισχύει

0 ≥ q′(ξ)

ξ2
≥ q′(ξ)

ξ
≥ q′(ξ)

άρα,

0 ≥
∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ ≥

∫ s

1
q′(ξ)dξ ≥

∫ +∞

0
q′(ξ)dξ = lim

s→+∞
q(s)− q(0) = −A
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οπότε,

0 ≥ d

∫ s

1

q′(ξ)

ξ2
dξ ≥ −Ad. (3.117)

Από τις (3.117) και (3.113), καταλήγουμε στο εξής

0 ≤ −αd
∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ + F (1) + µ ln s+

ln q(s)

d+ 2
+
q′(s)

s
+ αq(s) +

µ

d
≤ Ad

ή

αd

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ−F (1)− µ ln s− q′(s)

s
− µ

d

≤ ln q(s)

d+ 2
+ αq(s)

≤Ad+ αd

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ − F (1) − µ ln s− q′(s)

s
− µ

d
.

Οπότε, από την παραπάνω ανισότητα σε συνδυασμό με τις (3.114) και (3.115),
έχουμε

α(d+ 2)d

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ−(d+ 2)F (1) − µ(d+ 2) ln s− (d+ 2)

q′(s)

s
− (d+ 2)

µ

d

≤ ln q(s) + α(d+ 2)q(s)

≤Ad(d + 2) + α(d+ 2)d

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ − (d+ 2)F (1)

− µ(d+ 2) ln s− (d+ 2)
q′(s)

s
− (d+ 2)

µ

d

ή

α(d+ 2)q(1)+ ln q(1) + ln s−µ(d+2) − (d+ 2)
q′(s)

s
− (d+ 2)µ

d
≤ ln q(s) + α(d + 2)q(s)

≤(d+ α)(d+ 2)A+ lnAd + ln s−µ(d+2) − (d+ 2)
q′(s)

s
− (d+ 2)µ

d
,

και από την (3.116) προκύπτει

α(d + 2)q(1)+ ln q(1) + ln s−µ(d+2) − (d+ 2)µ

s

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
− (d+ 2)µ

d

≤ ln q(s) + α(d+ 2)q(s)

≤ (d+ α)(d + 2)A+ lnAd + ln s−µ(d+2)

+
(d+ 2)µ

s

√

(d+ 2)A

1 + α(d+ 2)A
− (d+ 2)µ

d
. (3.118)
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Από την (3.118) προκύπτει

eα(d+2)q(1)q(1)s−µ(d+2)e
− (d+2)µ

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

− (d+2)µ
d

≤ q(s)eα(d+2)q(s)

≤ e(d+α)(d+2)AAds−µ(d+2)e
(d+2)µ

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

− (d+2)µ
d .

Συνεπώς, για κάθε s ≥ 1 ισχύει

q(1)eα(d+2)q(1)

sµ(d+2)e
µ(d+2)

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A e

µ(d+2)
d

≤ q(s)eα(d+2)q(s)

≤ Ade(d+α)(d+2)Ae
µ(d+2)

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

sµ(d+2)e
µ(d+2)

d

και αυτό αποδεικνύει την (3.107).
Η απόδειξη του Λήμματος 3.7 έχει ολοκληρωθεί. �

Πόρισμα 3.2 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53). Τότε ισχύουν τα εξής

(i) lim
A→∞

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds = ∞ (3.119)

(ii) lim
A→∞

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds = ∞, (3.120)

(iii) lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds = 0, (3.121)

(iv) lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds = 0, (3.122)

(v) lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds = 0. (3.123)

Απόδειξη. Από την (3.102) έχουμε

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≥ 2A2+ d

2

µdd(d+ 1)(d + 2)

[
√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

,

και εφ’ όσον ισχύει

lim
A→∞

2A2+ d
2

µdd(d + 1)(d + 2)

[

√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

= ∞,

έπεται ότι

lim
A→∞

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds = ∞
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και αυτό αποδεικνύει την (3.119).
Επιπλέον, από την (3.101), έχουμε

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds ≥ A1+ d

2

µdd(d+ 1)

[
√

1 + α(d + 2)A

d+ 2

]d

.

Εφ’ όσον ισχύει

lim
A→∞

A1+ d
2

µdd(d+ 1)

[

√

1 + α(d+ 2)A

d+ 2

]d

= ∞

προκύπτει ότι

lim
A→∞

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds = ∞

και αυτό αποδεικνύει την (3.120).
΄Επειτα, για 0 ≤ ξ ≤ 1 έχουμε

∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
q(ξ)dξ ≤

∫ 1

0
q(0)dξ =

∫ 1

0
Adξ = A,

οπότε
∫ 1

0
ξd−1q(ξ)dξ ≤ A. (3.124)

Από την (3.107), για s ≥ 1 ισχύει

q(s)eα(d+2)q(s) ≤ Ade(d+α)(d+2)Ae
µ(d+2)

s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

sµ(d+2)e
µ(d+2)

d

και
0 < q(s) ≤ q(1),

αφού η q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞), άρα

0 < α(d+ 2)q(s) ≤ α(d + 2)q(1), για κάθε s ≥ 1.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, για κάθε s ≥ 1 ισχύει

q(s) < q(s)eα(d+2)q(s) ≤A
de(d+α)(d+2)Ae

µ(d+2)
s

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

sµ(d+2)e
µ(d+2)

d

≤A
de(d+α)(d+2)Ae

µ(d+2)
√

(d+2)A
1+α(d+2)A

sµ(d+2)e
µ(d+2)

d

.

Οπότε,

∫ s

1
ξd−1q(ξ)dξ ≤

∫ s

1

Ade(d+α)(d+2)Ae
µ(d+2)

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

ξµ(d+2)e
µ(d+2)

d

ξd−1dξ

=
Ade(d+α)(d+2)Ae

µ(d+2)
√

(d+2)A
1+α(d+2)A

e
µ(d+2)

d

∫ s

1

1

ξµ(d+2)−d+1
dξ.

(3.125)
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Εφ’ όσον µ > d
d+2 , τότε µ(d+ 2)− d+ 1 > 1 και γι’ αυτό

∫ s

1

1

ξµ(d+2)−d+1
dξ <∞.

Επίσης,

lim
A→0+

Ade(d+α)(d+2)Ae
µ(d+2)

√

(d+2)A
1+α(d+2)A

e
µ(d+2)

d

= 0,

και τότε από την (3.125) έχουμε

lim
A→0+

∫ s

1
ξd−1q(ξ)dξ = 0. (3.126)

Συνδυάζοντας τις (3.124), (3.126), προκύπτει ότι

lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds = 0

και αυτό αποδεικνύει την (3.121).
Επιπλέον,

0 ≤
∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds ≤

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds+

αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds,

και από την (3.99) ισχύει

(µ − d

d+ 2
)

∫ +∞

0
sd−1q(s)ds =

∫ +∞

0
sd−1q′(s)2ds+

αd

2

∫ +∞

0
sd−1q(s)2ds

άρα από τα παραπάνω έπεται ότι

0 ≤
∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds ≤

(

µ− d

d+ 2

)
∫ ∞

0
sd−1q(s)ds.

Από την (3.121) και την παραπάνω ανισότητα, καταλήγουμε στο ότι

lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds = 0,

και αυτό αποδεικνύει την (3.122).
Επιπλέον,

0 ≤ αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≤

∫ ∞

0
sd−1q′(s)2ds+

αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds,

άρα, από την (3.99) έχουμε

0 ≤ αd

2

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds ≤

(

µ− d

d+ 2

)∫ ∞

0
sd−1q(s)ds.

Από την (3.121) και την παραπάνω ανισότητα, έχουμε

lim
A→0+

∫ ∞

0
sd−1q(s)2ds = 0

και αυτό αποδεικνύει την (3.123).
Η απόδειξη του Πορίσματος 3.2 έχει ολοκληρωθεί. �
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Πόρισμα 3.3 ΄Εστω q(s) η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52) – (3.53) και ειδικότερα για την q ισχύει q(0) = A. Τότε, ως συνάρτηση
του A, η ποσότητα

I(A) =

∫ ∞

0
sd−1q(s)ds (3.127)

είναι συνεχής ως προς A στο (0,+∞).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η συνάρτηση q(s) = q(s,A) είναι η μοναδική λύση του
προβλήματος των εξισώσεων (3.52) – (3.53). Η συνάρτηση q(s,A) είναι συ-
νεχής ως προς A, για A > 0. Τότε η συνάρτηση q̄(s,A) = sd−1q(s,A) είναι
επίσης συνεχής ως προς A, για A > 0.
Για σταθεροποιημένα A1, A2 με 0 < A1 < A2 < +∞, από το Λήμμα 3.7, τη
μονοτονία της q και τη συνθήκη µ > d

d+2 έπεται ότι η οικογένεια συναρτήσε-
ων {q̄(·, A) : A ∈ [A1, A2]} είναι φραγμένη από την ολοκληρώσιμη συνάρτηση
h(s), s ≥ 0, όπου

h(s) =

{

A2e
α(d+2)A2 , 0 ≤ s < 1

A2
de(d+α)(d+2)A2

s(d+2)µ−d+1 exp
(

(d+ 2)µ
√

(d+2)A2

1+α(d+2)A1

)

, s > 1.

Οπότε, από γνωστό θεώρημα της Ανάλυσης, η συνάρτηση I(A) είναι συνεχής
ως προς A στο (0,+∞).
Η απόδειξη του Πορίσματος 3.3 έχει ολοκληρωθεί. �

3.6 ΄Υπαρξη Μονοπαραμετρικής Οικογένειας
Λύσεων Ομοιότητας

Στις προηγούμενες ενότητες δημιουργήσαμε ένα βοηθητικό πρόβλημα με τις
εξισώσεις (3.52)–(3.53), το οποίο συνδέεται με το αρχικό πρόβλημα της εξί-
σωσης (3.12) της αναπαραγόμενης δυναμικής με αρχικές συνθήκες (3.13) και
(3.14) και αποδείξαμε την ύπαρξη μοναδικής λύσης q(s) με s ∈ (0,∞). Επι-
πλέον, μελετήσαμε βασικές ιδιότητες της λύσης q(s) και γενικά τη δομή των
λύσεων του βοηθητικού προβλήματος. Σ’ αυτήν την ενότητα θα αποδείξουμε
την ύπαρξη μονοπαραμετρικής οικογένειας λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης της
αναπαραγόμενης δυναμικής (3.12).

Θεώρημα 3.1 ΄Εστω η εξίσωση της αναπαραγόμενης δυναμικής

ut = [Au− (u,Au)] u, (3.128)

όπου το σύνολο των καθαρών στρατηγικών S είναι ο Ευκλείδειος d-διάστατος
χώρος Rd με d ≥ 2 και ο τελεστής αμοιβής A είναι ο εξής

Au(t, x) = ∆u(t, x) + αtγx · ∇u(t, x), με t > 0, x ∈ R
d, (3.129)

όπου γ = − 2
d+2 και a > 0 είναι μία θετική παράμετρος.

Τότε, για κάθε αριθμό β ∈ (0,∞) υπάρχει μία λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−
d

d+2 gd(rt
− 1

d+2 ) (3.130)
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της εξίσωσης (3.128), με

r = |x| =
√

x21 + · · ·+ x2d

και η συνάρτηση gd(s) ικανοποιεί τα εξής

gd(s) > 0, για κάθε s > 0, (3.131)

σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)ds = 1 (3.132)

και

gd(s)g
′′
d (s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

gd(s)g
′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s) +

d

d+ 2
gd(s)

+Kd[gd]gd(s) +
dα

2
Λd[gd]gd(s) = 0, (3.133)

όπου

Kd[gd] := σd

∫ ∞

0
sd−1g′d(s)

2ds, (3.134)

Λd[gd] := σd

∫ ∞

0
sd−1g(s)2ds (3.135)

και επιπλέον ισχύει

β = Kd[gd] +
αd

2
Λd[gd]. (3.136)

Απόδειξη. Δεδομένου του β ∈ (0,∞), θεωρούμε τη συνάρτηση q(s) = q(s,A)
η οποία είναι η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών (3.52) – (3.53)
με µ = β + d

d+2 . ΄Αρα ισχύουν

q(s)q′′(s) +

(

d− 1

s
+ αs

)

q(s)q′(s) +
s

d+ 2
q′(s) + µq(s) = 0, s > 0,

q(0) = A > 0, q′(0) = 0,

Θέτουμε

Q(A) := σd

∫ ∞

0
sd−1q′(s,A)2ds+

αd

2
σd

∫ ∞

0
sd−1q(s,A)2ds.

Από την (3.99) του Πορίσματος 3.1 ισχύει

(µ − d

d+ 2
)

∫ +∞

0
sd−1q(s,A)ds =

∫ +∞

0
sd−1q′(s,A)2ds

+
αd

2

∫ +∞

0
sd−1q(s,A)2ds

άρα

Q(A) = (µ − d

d+ 2
)σd

∫ ∞

0
sd−1q(s,A)ds,
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οπότε

Q(A) = βσd

∫ ∞

0
sd−1q(s,A)ds.

Από την (3.127) έχουμε

I(A) =

∫ +∞

0
sd−1q(s,A)ds

επομένως

Q(A) = βσdI(A).

Από το Πόρισμα 3.3, προκύπτει ότι η Q(A) είναι συνεχής στο (0,+∞).
Επιπλέον, από τις ισότητες (3.120) και (3.121) του Πορίσματος 3.2, έχουμε

lim
A→0+

Q(A) = 0 και lim
A→∞

Q(A) = ∞.

Συνεπώς, η Q(A) λαμβάνει όλες τις τιμές μεταξύ 0 και ∞.
Ειδικότερα, για κάθε αριθμό β ∈ (0,+∞) υπάρχει ένα A = Aβ τέτοιο ώστε

Q(Aβ) = β.

Θέτουμε gd(s) := q(s,Aβ). Τότε,

Kd[gd] +
αd

2
Λd[gd] =σd

∫ ∞

0
sd−1g′d(s)

2ds+
αd

2
σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)

2ds

=Q(Aβ) = β,

οπότε η gd(s) ικανοποιεί την (3.136).
Επιπλέον, gd(s) = q(s,Aβ) > 0, για κάθε s ∈ (0,∞), άρα η gd ικανοποιεί την
(3.131) και εφ’ όσον η gd(s) = q(s,Aβ) είναι η λύση της (3.52) για µ = β+ d

d+2

και β = Kd[gd] +
αd
2 Λd[gd], τότε η gd επαληθεύει την (3.133).

Επιπλέον, από την (3.99) του Πορίσματος 3.1 προκύπτει

σd

∫ ∞

0
sd−1gd(s)ds =σd

∫ ∞

0
sd−1q(s,Aβ)ds

=
1

β

[

σd

∫ ∞

0
sd−1q′(s,Aβ)

2ds+
αd

2
σd

∫ ∞

0
sd−1q(s,Aβ)

2ds

]

=
1

β
Q(Aβ) = 1,

και, συνεπώς, η gd επίσης ικανοποιεί την (3.132).
΄Αρα, για κάθε β ∈ (0,∞), υπάρχει μοναδική λύση gd(s) της εξίσωσης

gd(s)g
′′
d (s)+

(

d− 1

s
+ αs

)

gd(s)g
′
d(s) +

s

d+ 2
g′d(s) +

d

d+ 2
gd(s)

+Kd[gd]gd(s) +
dα

2
Λd[gd]gd(s) = 0,
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όπου οι Kd[gd],Λd[gd] δίνονται από τις (3.134) και (3.135) με gd(s) > 0 για
κάθε s ∈ (0,∞) και σd

∫∞
0 sd−1gd(s)ds = 1.

Οπότε, σύμφωνα με το Λήμμα 3.1, υπάρχει μοναδική λύση ομοιότητας

u(t, x) = t−
d

d+2 gd(rt
− 1

d+2 )

της εξίσωσης της αναπαραγόμενης δυναμικής (3.128), που είναι συνάρτηση πυ-
κνότητας πιθανότητας ως προς x.
Η απόδειξη του Θεωρήματος 3.1 έχει ολοκληρωθεί. �

Οπότε, η δομή των λύσεων του βοηθητικού προβλήματος αρχικών τιμών
(3.52)–(3.53) είναι η δομή των λύσεων ομοιότητας της εξίσωσης της αναπαρα-
γόμενης δυναμικής (3.128).
Είναι προφανές, ότι όλες οι λύσεις ομοιότητας u(t, x) είναι συναρτήσεις πυ-
κνότητας πιθανότητας στο R. ΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό όλων αυτών των
λύσεων είναι ότι προσεγγίζουν τη συνάρτηση Dirac δ(x) καθώς t→ 0+.
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