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Περίληψη

Στη παρούσα διπλωµατική παρουσιάζεται το ευθύ και αντίστροφο πρόβληµα της ηλεκτροεγκε-

ϕαλογραφίας και της µαγνητοεγκεφαλογραφίας για ελλειψοειδή αγωγό µε µία διπολική πηγή

στο εσωτερικό. Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό σε ότι αφορά τη ϕυσιολογία του εγκεφάλου

µακροσκοπικά και µικροσκοπικά, τη χρήση των τεχνικών ιατρικής απεικόνισεις ηεγ και µεγ,

την διαδιασία εφαρµογής τους καθώς και την χρησιµότητά τους σε κλινικές εφαρµογές. Το δε-

ύτερο κεφάλαιο αφορά το µαθηµατικό υπόβαθρο του ϐιοηλεκτρισµού και του ϐιοµαγνητισµού

µέσω της σχεδόν στατικής ϑεώρησης των εξισώσεων Maxwell. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η

προτυποποίηση των προβληµάτων ηεγ και µεγ στο πλάισιο αυτό διατυπώνοντας το πρόβληµα

διαπερατότητας που χωρίζεται στην επίλυση ενός εσωτερικού προβλήµατος Neumann και ενός

εξωτερικού προβλήµατος Dirichlet. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται συνοπτικά η επίλυση

των προβληµάτων ηεγ και µεγ για οµογενή σφαιρικό αγωγό µε µία διπολική πηγή στο εσωτερικό

καθώς και οι αντίστοιχοι αλγόριθµοι αντιστροφής που δίνουν την ϑέση και τη ϱοπή της διπολι-

κής πηγής. Επίσης γίνεται αναφορά στην µη αντιστρεψιµότητα του προβλήµατος της µεγ για

την περίπτωση του σφαιρικού και του αστρόµορφου αγωγού στη γενική περίπτωση που το δίπο-

λο αντικατασταθεί από µία συνεχή κατανοµή ϱεύµατος. Το τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζεται το

ελλειψοειδές σύστηµα συντεταγµένων, η αναπαράσταση του τελεστή Laplace σε ελλειψοειδείς

συντεταγµένες και η εξίσωση Lamé από την οποία προκύπτει το πλήρες και ορθοκανονικό σύνο-

λο των ελλειψοειδών αρµονικών αποτελούµενο από τις εσωτερικές, επιφανειακές και εξωτερικές

ελλειψοειδείς αρµονικές. Στο πέµπτο κεφάλαιο το ευθύ πρόβληµα των ηεγ και µεγ διατυπώνε-

ται και επιλύεται για έναν ελλειψοειδή αγωγό µε µία διπολική πηγή. Τέλος στο έκτο κεφάλαιο

επιλύεται το αντίστροφο πρόβληµα της ηεγ για ελλειψοειδή αγωγό µε µία διπολική πηγή και

το αντίστροφο πρόβληµα των ηεγ και µεγ για την περίπτωση του προτύπου των ανοµοιογενών

ϕλοιών.
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Abstract

In this thesis the direct and inverse problem of electroencephalography and magnetoenchefalog-

raphy for an ellipsoidal conductor with a single dipole source is presented. The first chapter

is introductory to the physiology of macroscopic and microscopic brain, the techniques of

medical imaging of EEG and MEG, their application process and their utility in clinical ap-

plications. The second chapter deals with the mathematical background of bioelectricity and

biomagnetism via the quasi-static theory of Maxwell equations. Then the mathematical for-

mulation of EEG and MEG problems is established in the context of a permeability problem

divided into an interior Neumann problem and an exterior Dirichlet problem. In the third

chapter the forward EEG and MEG problems for spherical conductor with a single dipole

source in the interior are presented as well as the corresponding inversion algorithms that

give the position and moment of dipolar source are summarized. Reference is also made

to the irreversibility of MEG problem for the case of spherical and starlike conductor in the

general case where the dipole is replaced by a continuous current distribution. The fourth

chapter presents the ellipsoidal coordinate system, the representation of the Laplace opera-

tor in ellipsoidal coordinates and Lamé equation which leads to the complete and orthogonal

set of ellipsoidal harmonics consisting of interior, surface and exterior ellipsoidal harmonics.

In the fifth chapter the direct problem of EEG and MEG for an ellipsoidal conductor and also

for the realistic model of a three shell conductor with one dipole source is presented. Finally

in the sixth chapter the inverse problem of EEG for ellipsoidal conductor with a single dipole

source and the inverse problem of EEG and MEG for the case of the three shell conductor is

presented.

vii



viii



Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή 1

1.1 Φυσιολογία του Εγκεφάλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Μακροσκοπική Προσέγγιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.2 Μικροσκοπική Προσέγγιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Τεχνικές Ιατρικής Απεικόνισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 Ηλεκτροεγκεφαλογραφία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.2 Μαγνητοεγκεφαλογραφία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Βιοηλεκτρισµός και Βιοµαγνητισµός 15

2.1 Οι εξισώσεις Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Η σχεδόν στάσιµη ϑεωρία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Μαθηµατική τοποθέτηση των προβλήµατων ΗΕΓ / ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις του Geselowitz . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Ανασκόπηση στα ΗΕΓ και ΜΕΓ σε σφαιρική γεωµετρία 26

3.1 Το ευθύ πρόβληµα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1.2 ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

ix



x ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

3.2 Αλγόριθµοι αντιστροφής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.2 ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 Μη αντιστρεψιµότητα του προβλήµατος της ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3.1 Ο οµογενής σφαιρικός αγωγός . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3.2 Ο οµογενής αστρόµορφος αγωγός . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Ελλειψοειδείς Αρµονικές 44

4.1 Το ελλειψοειδές σύστηµα και η γεωµετρία του . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2 Η ελλειψοειδής αναπαράσταση του τελεστή Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.3 Εξίσωση Lamé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.4 Συναρτήσεις Lamé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.5 Ελλειψοειδείς αρµονικές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 Τα ευθέα προβλήµατα ΗΕΓ και ΜΕΓ σε ελλειψοειδή γεωµετρία 61

5.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.1.1 Το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.1.2 Το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2 ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.1 Το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.2 Το εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.2.3 Το διανυσµατικό δυναµικό . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.2.4 Το ϐαθµωτό µαγνητικό δυναµικό . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.3 Το πρότυπο των ανοµοιογενών ϕλοιών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



5.3.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.3.2 ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6 Τα αντίστροφα προβλήµατα ΗΕΓ και ΜΕΓ σε ελλειψοειδή γεωµετρία 86

6.1 Το οµογενές πρότυπο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.1.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.2 Το πρότυπο των ανοµοιογενών ϕλοιών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.2.1 ΗΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.2.2 ΜΕΓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Βιβλιογραφία 93

xi



xii



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Φυσιολογία του Εγκεφάλου

1.1.1 Μακροσκοπική Προσέγγιση

Ιστορική αναδροµή

Οι πρώτες ϑεωρίες εντοπισµού των λειτουργιών του εγκεφάλου επικεντρώνονται στην καρδιά. Ο

Αριστοτέλης (324 - 322 π.Χ.) υποστήριζε ότι τα όργανα που ϐρίσκονταν κοντά στον εγκέφαλο

συνδέονταν µε την καρδιά µέσω αγγείων και οτι ο εγκέφαλος επειδή ήταν κρύος σε σχέση µε την

καρδιά, λειτουργούσε ως ϱυθµιστής της ϑερµοκρασίας της. Η προσέγγιση αυτή αµφισβητήθηκε

από τον Ιπποκράτη (430 - 350 π.Χ.) ο οποίος υποστήριξε ότι ο εγκέφαλος είναι υπεύθυνος για

την συµπεριφορά και τις λειτουργίες που αποδίδονταν στην καρδιά. Η αναζήτηση για τον εντοπι-

σµό των λειτουργιών συνεχίστηκε µε διάφορες µορφές, όπως εκείνη του Rene Descartes (1596

- 1650) που πρότεινε στα πλαίσια του προβλήµατος σώµατος-πνεύµατος, ότι η επίφυση, µια

µικρή δοµή στο εσωτερικό του εγκεφάλου, ήταν η περιοχή όπου οι αισθητήριες πληροφορίες

ϑα συνέκλιναν και ϑα κατευθύνονταν προς την ψυχή. Σε ό,τι αφορά τις εγκεφαλοκεντρικές ϑεω-

ϱίες για την εγκεφαλική λειτουργία, το 1664 ο γιατρός Thomas Willis δηµοσιεύει το ϐιβλίο του

Cerebri Anatome όπου υποστηρίζει ότι οι ϐουλητικές λειτουργίες διεξάγονται στα εγκεφαλικά

ηµισφαίρια. Τον επόµενο αιώνα, η ανακάλυψη του Luigi Galvani ότι τα νευρικά κύτταρα πα-

ϱάγουν ηλεκτρισµό οδήγησε τον 19ο αιώνα τον Emil DuBois - Reymond και τον Herman Von

1



2 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Helmholtz στην ανακάλυψη ότι τα νευρικά κύτταρα επικοινωνούν µεταξύ τους µε ηλεκτρικά

σήµατα.

∆οµή του εγκεφάλου

Σχήµα 1.1: Περιοχές του εγκεφάλου, [1].

Το µεγαλύτερο και εξωτερικό µέρος του εγκε-

ϕάλου ονοµάζεται εγκεφαλικός ϕλοιός ή ϕλοι-

ός και χωρίζεται σε δύο σχετικά συµµετρικά

ίσα µέρη τα ηµισφαίρια, ενώ περιβάλλεται α-

πό το εγκεφαλονωτιαίο υγρό. Ο ϕλοιός αποτε-

λείται από την ϕαιά ουσία και περιέχει τις πη-

γές των σηµάτων που είναι µετρήσιµα από τις

απεικονιστικές τεχνικές. Κάτω από τον ϕλοι-

ό ϐρίσκεται η λευκή ουσία όπου περιέχονται

οι συνδέσεις µεταξύ των πηγών αυτών. Οι α-

ναδιπλώσεις του ϕλοιού καλούνται έλικες και

οι πτυχώσεις µεταξύ τους αύλακες. Οι µεγα-

λύτεροι αύλακες καλούνται σχισµές οι ϐασι-

κότερες από τις οποίες είναι η διαµήκης σχισµή που χωρίζει τον ϕλοιό σε δύο ηµισφαίρια και

η πλευρική σχισµή που χωρίζει κάθε ηµισφαίριο σε δύο µισά. Ο ϕλοιός κάθε ηµισφαιρίου

χωρίζεται σε τέσσερις λοβούς : κροταφικό, µετωπιαίο, ϐρεγµατικό και ινιακό. Η περιγραφή

των λειτουργιών που εκτελούνται σε κάθε έναν από τους λοβούς δεν είναι απόλυτη καθώς τα

πραγµατικά λειτουργικά χαρακτηριστικά τους αλληλεπιδρούν µε εκείνα των γειτονικών λοβών.

Περιγραφικά όµως µπορεί να γίνει αναφορά στα εξής [1]:

• Ο κροταφικός λοβός περιέχει τον ακουστικό ϕλοιό ο οποίος είναι εξαιρετικά υπεύθυνος για

την ακοή και την περιοχή Wernicke υπεύθυνη για την κατανόηση της γλώσσας. Επιπλέον

συµβάλλει στη µνήµη, στη µάθηση, πιθανόν στην οσφρητική αντίληψη, ανίχνευση και

κατανόηση.

• Ο µετωπιαίος λοβός περιέχει τον κινητικό ϕλοιό που είναι υπεύθυνος για την κίνηση , την

αλληλουχία εκτέλεσης πολύπλοκων κινήσεων , την επεξεργασία της σκέψης ενώ περιέχει
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και την περιοχή Broca υπεύθυνη για τον έλεγχο των µυών της οµιλίας.

• Ο ϐρεγµατικός λοβός περιέχει τον σωµατοαισθητικό ϕλοιό που είναι υπεύθυνος για τις

σωµατικές αισθήσεις και την κίνηση.

• Ο ινιακός λοβός είναι υπεύθυνος για την πρωτογενή επεξεργασία της πληροφορίας των

οπτικών νεύρων και την επιπλέον επεξεργασία του οπτικού ερεθίσµατος µε χρωµατισµό

και κίνηση (π.χ. συνειδητή αντίληψη και ερµηνεία).

Κάτω από τον εγκεφαλικό ϕλοιό ϐρίσκεται η παρεγκεφαλίτιδα η οποία µεσολαβεί για τις ϱυθ-

µιστικές λειτουργίες όπως η τροφή και η κίνηση. Στο κάτω και µπροστινό µέρος της παρεγκε-

ϕαλίτιδας ϐρίσκεται το εγκεφαλικό στέλεχος το οποίο συνδέεται µε το νωτιαίο µυελό υπεύθυνο

για την αποστολή σηµάτων στους µυς και ακολουθεί η σπονδυλική στήλη.

Αυτή η τριµερής διαίρεση του εγκεφάλου είναι χρήσιµη εξελικτικά, ανατοµικά και λειτουργικά.

Εξελικτικά καθώς τα Ϲώα µε νωτιαίο µυελό προηγήθηκαν αυτών µε παρεγκεφαλίτιδα και στη

συνέχεια αναπτύχθηκε ο πρόσθιος εγκέφαλος. Ανατοµικά καθώς στην προγεννητική ανάπτυ-

ξη ο νωτιαίος µυελός σχηµατίζεται σε πρώτο στάδιο και ακολουθούν η παρεγκεφαλίτιδα και

ο πρόσθιος εγκέφαλος. Τέλος, λειτουργικά καθώς ο πρόσθιος εγκέφαλος µεσολαβεί για της

γνωσιακές λειτουργίες, η παρεγκεφαλίτιδα για τις ϱυθµιστικές και ο νωτιαίος µυελός για την

αποστολή σηµάτων στους µυς.

1.1.2 Μικροσκοπική Προσέγγιση

Ιστορικά στοιχεία

Οι νευρώνες είναι τα κύτταρα που συλλέγουν και επάγουν την πληροφορία στο νευρικό σύστηµα

µέσω ηλεκτρικής διέγερσης. Ορόσηµο στην ιστορία της νευροεπιστήµης αποτέλεσε η έρευνα του

ανατόµου Santiago Ramon y Cajal ο οποίος το 1897 χρησιµοποίησε την τεχνική χρώσης Golgi

για να διατύπωσει την ιδέα ότι ο νευρώνας είναι η ϐασική µονάδα του νευρικού συστήµατος

και αποτελείται από τους δενδρίτες, το σώµα (κυτταρικό σώµα) και τον άξονα. Η ηλεκτρική

δραστηριότητα του νευρώνα µελετήθηκε πειραµατικά το 1952 από τους νευροεπιστήµονες Alan

Hodgkin και Andrew Huxley που σε µια σειρά από πειράµατα ϑέλησαν να προσδιορίσουν τους
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νόµους που καθορίζουν την κίνηση των ιόντων σε ένα νευρικό κύτταρο κατά την διάρκεια ενός

δυναµικού δράσης.

Νευρώνας

Σχήµα 1.2: Ο νευρώνας και τα δοµικά του στοι-

χεία, [1].

Ο ϕλοιός έχει πάχος λίγων mm και απο-

τελείται από τουλάχιστον 1010 νευρώνες σε

µία έκταση περίπου 2500cm2 οι οποία αναδι-

πλώνεται δηµιουργώντας έλικες και αύλακες.

Οι νευρώνες είναι το δοµικό στοιχείο του εγκε-

ϕάλου και αποτελούνται από το σώµα µε τον

πυρήνα, τους δενδρίτες και τον άξονα. Στους

δενδρίτες γίνεται η είσοδος τους σήµατος που

προέρχεται από την ηλεκτροχηµική διέγερση

των άλλων νευρώνων και το σήµα στέλνεται

στο σώµα του κυττάρου. Ο άξονας εξάγει το

σήµα στέλνοντας ηλεκτρικούς παλµούς µέσω

του σώµατος στους υπόλοιπους νευρώνες. Τα

δύο ϐασικά είδη ϕλοιωδών κυττάρων είναι τα

πυραµιδικά και τα αστεροειδή. Τα πυραµι-

δικά κύτταρα, τα οποία έχουν λάβει το όνοµά

τους από το τριγωνικού σχήµατος σώµα, έχουν

σχετικά µακριούς δενδρίτες που ευθυγραµ-

µίζονται κάθετα στην επιφάνεια του εγκεφα-

λικού ϕλοιού άρα και η ϱοή ϱεύµατος κάτι

που είναι εξαιρετικά σηµαντικό στις τεχνικές

απεικόνισης. Κάθε δενδρίτης και σώµα έχουν

χιλιάδες συνάψεις από άλλους νευρώνες. Ο

νευρώνας πυροδοτείται όταν το δυναµικό στον

άξονα ϕτάσει ένα συγκεκριµένο κατώφλι. ΄Ο-

ταν ο παλµός ϕτάσει στον άξονα του προσυ-
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ναπτικού κυττάρου απελευθερώνονται διαβιβαστές που διαχέονται και προσαρτώνται στην επι-

ϕάνεια του µετασυναπτικού κυττάρου. Τότε ανοίγουν τα κανάλια ιόντων της µεµβράνης και η

εισερχόµενη ϱοή ιόντων αλλάζει το δυναµικό µεµβράνης στο µετασυναπτικό κύτταρο. Αυτό είναι

το µετασυναπτικό δυναµικό (PSP - PostSynaptic Potential).

Μηχανισµοί ιόντων

Ο νευρώνας περιβάλλεται από την κυτταρική µεµβράνη που διαχωρίζει το εσωκυτταρικό από

το εξωκυτταρικό υγρό τα οποία έχουν διαφορετικές συγκεντρώσεις ιόντων. Τα ιόντα αυτά είναι

Na+, K+, Ca++ και Cl− εκ των οποίων τα σηµαντικότερα είναι τα Na+ και K+. Η διαφορά

στην συγκέντρωση ιόντων διατηρείται λόγω της εισροής τριών ιόντων Na+ και της εκροής δύο

ιόντων K+ στο κύτταρο ανά κύκλο λειτουργίας [9].

Μετασυναπτικό δυναµικό

΄Οταν οι διαβιβαστές ϕτάσουν στο µετασυναπτικό κύτταρο αλλάζει η διαπερατότητα της µεµ-

ϐράνης σε συγκεκριµένα ιόντα καθώς και το δυναµικό της. Αυτό δηµιουργεί ηλεκτρικό πεδίο

και ϱεύµα στο εσωτερικό του µετασυναπτικού κυττάρου. Το ϱεύµα ϱέει στο κύτταρο αν είναι

ανοικτά τα κανάλια νατρίου, εκπολώνοντας το και δηµιουργώντας ένα διεγερτικό µετασυναπτι-

κό δυναµικό (EPSP - Excitatory PostSynaptic Potential). Σε αντίθετη περίπτωση, το ϱεύµα

ϱέει εκτός του κυττάρου αν ενεργοποιηθούν τα κανάλια καλίου ή χλωρίου υπερπολώνοντας το

και δηµιουργώντας ένα ανασταλτικό µετασυναπτικό δυναµικό (IPSP - Inhibitory PostSynaptic

Potential) [9].

∆υναµικό δράσης

Η διαφορά δυναµικού µεταξύ των δύο πλευρών της µεµβράνης είναι της τάξης των 80–100mV

και ονοµάζεται δυναµικό ηρεµίας. ΄Οταν ένας παλµός µεταφέρεται κατα µήκος του άξονα,

προέρχεται από ένα κύµα εκπόλωσης ακολουθούµενο από ένα κύµα επαναπόλωσης της µεµ-

ϐράνης. Το δυναµικό δράσης συµβαίνει όταν η τάση στον άξονα ϕτάσει τα -40µV . Η αλλαγή

αυτή στο δυναµικό ενεργοποιεί τις γειτονικές περιοχές και το δυναµικό δράσης διαδίδεται κατά
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µήκος του άξονα. Το δυναµικό δράσης είναι διφασικό µε διάρκεια περίπου ίση µε 1ms. Το

µετασυναπτικό δυναµικό είναι µονοφασικό µε διάρκεια περίπου ίση µε 10s του ms. Λόγω της

πολύ µικρής τάξης µεγέθους τα µετασυναπτικά δυναµικά δεν µπορούν να παράγουν ισχυρά

ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία ώστε να είναι εύκολη η καταγραφή τους από τα µέσα που χρη-

σιµοποιούνται στις τεχνικές απεικόνισης. Επιπλέον, τα δυναµικά δράσης µπορεί να µην είναι

µετρήσιµα επειδή αλληλοεξουδετερώνονται αν δεν είναι απόλυτα συγχρονισµένα λόγω της πολύ

σύντοµης διάρκειας τους και της διφασικής τους ϕύσης. Παρόλα αυτά, παρατηρήσιµες δια-

ϕορές στα δυναµικά προκαλούνται από αθροισµένα µετασυναπτικά ϐαθµωτά δυναµικά χάρη

στη µεγαλύτερη διάρκεια Ϲωής και την µονοφασικότητά τους. Αυτά προκαλούνται από τα πυ-

ϱαµιδικά κύτταρα που δηµιουργούν ηλεκτρικά δίπολα µεταξύ του σώµατος και των κορυφαίων

δενδριτών. Η ευθυγράµµιση των δενδριτών σε συνδυασµό µε την συγχρονισµένη δράση τους

οδηγεί στα απαιτούµενα αθροιστικά δυναµικά για την καταγραφή των ΗΕΓ και ΜΕΓ [9].

Σχήµα 1.3: Αναπαράσταση του δυναµικού δράσης, [9].
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1.2 Τεχνικές Ιατρικής Απεικόνισης

1.2.1 Ηλεκτροεγκεφαλογραφία

Ιστορία του ΗΕΓ

Η ιστορία της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας ξεκινά το 1875 όταν ο ϕυσιολόγος Richard Gaton πα-

ϱατηρεί την ύπαρξη ηλεκτρικών ϱευµάτων στον εγκέφαλο και εδραιώνεται το 1924 όταν ο νευρο-

λόγος Hans Berger ενισχύοντας τα σήµατα αυτά µε απλό εξοπλισµό ϱαδίου και αποτυπώνοντας

σε µία λωρίδα χαρτιού παρατηρεί ότι εξαρτώνται από την εκάστοτε εγκεφαλική λειτουργία. Την

µέθοδο αυτή χαρακτήρισε ως ηλεκτροεγκεφαλογραφία. Στη συνέχεια, το 1934 οι Adrian και

Mathews εισάγουν την έννοια των ανθρώπινων εγκεφαλικών κυµάτων µε συχνότητα από 10 έως

12Hz, τον αποκαλούµενο ϱυθµό άλφα, του πρώτου ϱυθµού που µελετήθηκε.

Νευρωνική ϐάση του ΗΕΓ

Η ηλεκτροεγκεφαλογραφία είναι µια απόλυτα µη επεµβατική τεχνική ιατρικής απεικόνισης

που στηρίζεται στην καταγραφή των διαφορών δυναµικού πάνω στην εξωτερική επιφάνεια του

κρανίου τα οποία λαµβάνονται µε την χρήση ηλεκτροδίων και αγώγιµων µέσων. Τα δυναµικά

αντιστοιχούν σε ηλεκτρικά δυναµικά στο εσωτερικό του εγκεφάλου. Το αποτέλεσµα αυτής της

απεικόνισης καλείται ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα (ΗΕΓ). Η ενεργοποίηση των νευρώνων παράγει

τοπικές ϱοές ϱευµάτων. Το ΗΕΓ µετρά κυρίως τα ϱεύµατα ϱοών κατά την διέγερση συνάψεων

στους δενδρίτες των πυραµιδικών νευρώνων στον εγκεφαλικό ϕλοιό. Οι διαφορές του ηλεκτρικού

δυναµικού προκαλούνται από αθροιστικά µετασυναπτικά ϐαθµωτά δυναµικά στα πυραµιδικά

κύτταρα που δηµιουργούν ηλεκτρικά δίπολα µεταξύ του σώµατος και των κορυφαίων δενδριτών.

Η καταγραφή της ηλεκτρικής δραστηριότητας απαιτεί µεγάλο αριθµό ενεργών νευρώνων ίσο

περίπου µε 104 νευρώνες, ενώ η ύπαρξη του δέρµατος, του κρανίου και άλλων στρωµάτων

µεταξύ ηλεκτροδίου και νευρωνικών στοιβάδων εξασθενεί το ηλεκτρικό σήµα που είναι περίπου

ίσο µε 50µV και έτσι απαιτείται να ενισχυθεί. Η µεγαλύτερη επίδραση στο ΗΕΓ προέρχεται από

την ηλεκτρική δραστηριότητα του εγκεφαλικού ϕλοιού λόγω της επιφανειακής του ϑέσης.
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Εγκεφαλικά κύµατα

Σχήµα 1.4: Εγκεφαλικά κύµατα, [1].

Βασικό χαρακτηριστικό µελέτης του ΗΕΓ ε-

ίναι τα εγκεφαλικά κύµατα. Τα κύµατα αυτά

έχουν ηµιτονοειδή µορφή µε εύρος από 0,5

έως και 100µV . Από το ϕάσµα ισχύος του Η-

ΕΓ γίνεται εµφανές ότι η εκάστοτε εγκεφαλική

κατάσταση αναδεικνύει ορισµένες συχνότητες

που είναι τα εν λόγω κύµατα και κατηγοριο-

ποιούνται σε τέσσερις οµάδες [5]:

Κύµατα ϐ (13 - 30Hz): Συνήθως έχουν χα-

µηλή τάση 5 - 30 µV . Σχετίζονται µε δρα-

στήρια σκέψη, εστίαση προσοχής στον εξωτε-

ϱικό κόσµο ή επίλυση προβληµάτων.

Κύµατα α (8 - 13Hz): ΄Εχουν τάση 30 - 50

µV . Υποδεικνύουν χαλαρή συγκέντρωση που εξασθενεί µετά το άνοιγµα των µατιών.

Κύµατα ϑ (4 - 8Hz): ΄Εχουν τάση συνήθως µεγαλύτερη από 20 µV . Σχετίζεται µε συναισθηµα-

τικό άγχος, ϐαθύ στοχασµό και δηµιουργικότητα.

Κύµατα δ (0,5 - 4Hz): ΄Εχουν µεταβλητή τάση. Σχετίζονται µε ϐαθύ ύπνο. Με κυρίαρχες τις

πιο ήπιες συχνότητες η αποκρισιµότητα σε ερεθίσµατα ελαττώνεται.

∆ιαδικασία εφαρµογής του ΗΕΓ

Για την µέτρηση των ηλεκτρικών σηµάτων που προέρχονται από τον εγκέφαλο, χρησιµοποιο-

ύνται Ϲεύγη ηλεκτροδίων, αποτελούµενα από το συνδυασµό ενός µετάλλου µε το αντίστοιχο άλας

του. ΄Ενα από τα συνηθέστερα ηλεκτρόδια είναι από άργυρο και χλωριούχο άργυρο. Στα σηµεία

στα οποία ϑα τοποθετηθούν τα ηλεκτρόδια, το δέρµα πρέπει να καθαριστεί καλά µε οινόπνευµα

για να υπάρχει χαµηλή αντίσταση επαφής. Η επαφή τους µε το δέρµα γίνεται µέσω µιας κολ-

λώδους ουσίας ή µέσω ενός µικρού δακτυλίου που από τη µία µεριά προσκολλάται στο δέρµα

και από την άλλη στο κυρίως ηλεκτρόδιο.
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Σχήµα 1.5: Τοποθέτηση ηλεκτροδίων κατά την

10-20 τεχνική, [5].

Για την επιλογή των ϑέσεων του κάθε ηλεκτρο-

δίου πάνω στο κεφάλι έχουν δηµιουργηθεί δι-

άφορα πρότυπα, το δηµοφιλέστερο εκ των ο-

ποίων είναι το σύστηµα τοποθέτησης 10-20.

Το πρότυπο αυτό οφείλει την ονοµασία του

στην επιλογή του 20 τοις εκατό της αποστάσε-

ως µεταξύ των δύο αυτιών ως την απόσταση

ανάµεσα σε δύο οποιαδήποτε ηλεκτρόδια και

επίσης στην επιλογή του 10 τοις εκατό της α-

ποστάσεως µεταξύ των δύο αυτιών ως την α-

πόσταση από το αυτί στο κοντινότερο προς αυ-

τό ηλεκτρόδιό του . Στην συνέχεια το σήµα ε-

νισχύεται και αποθορυβοποιείται µε τη χρήση

κατάλληλου εξοπλισµού, ενώ τέλος προβάλλεται στην οθόνη του υπολογιστή µε την χρήση ενός

µετατροπέα A/D [5].

Εφαρµογές του ΗΕΓ

Η χρήση του ΗΕΓ στην έρευνα και τις κλινικές εφαρµογές είναι ευρύτατη µεταξύ άλλων στην

παρακολούθηση της εγρήγορσης, κώµατος ή εγκεφαλικού ϑανάτου, στον εντοπισµό περιοχών

ϐλάβης µετά από τραυµατισµό, εγκεφαλικό επεισόδιο ή όγκο, στη διερεύνηση της επιληψίας και

στον εντοπισµό της πηγής της, στον έλεγχο της σπασµωδικής επίδρασης ϕαρµάκων ,στον έλεγχο

επίδρασης ϕαρµάκων για την επιληψία, στον έλεγχο των προσαγωγών οδών (µέσω προκλητών

δυναµικών) και στη διερεύνηση διαταραχών ύπνου και ϕυσιολογίας. Ειδικότερες εφαρµογές

του ΗΕΓ είναι :

• Τα γνωστικά προκλητά δυναµικά (ERP - Event Related Potential ): Είναι σηµαντικές

διακυµάνσεις στην τάση ως αποτέλεσµα προκλητής νευρωνικής δραστηριότητας από µία

εξωτερική ή εσωτερική διέγερση. Χρησιµοποιούνται στη µελέτη γνωσιακών λειτουργιών

όπως η αντίληψη, η επεξεργασία λόγου και η µνήµη. Οι λειτουργίες αυτές εξελίσσονται σε

διαστήµατα της τάξης των 10 του ms. Η ένταση ενός ERP είναι πολύ µικρότερη ενός ΗΕΓ
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και για να απαλλαχθεί το σήµα του από το ΗΕΓ και περιβαλλοντικούς ϑορύβους πρέπει

να εξαχθέι ο µέσος όρος τους αναδεικνύοντας έτσι την απάντηση στο ερέθισµα (time -

locked event). ∆εδοµένου ότι τα ερεθίσµατα αυτά προκαλούνται από επαναλαµβανόµενα

αισθητηριακά , γνωσιακά και κινησιακά συµβάντα, τα ERPs χρησιµοποιούνται στην αξιο-

λόγηση της εγκεφαλικής λειτουργίας ασθενών µε ψυχιατρικές διαταραχές όπως σύνδροµο

αλκοολικής εξάρτησης, διπολική συναισθηµατική διαταραχή ή κατάθλιψη και νευρωτικές

διαταραχές όπως ϕοβία, διαταραχές πανικού, ιδεοψυχαναγκαστική διαταραχή, µετατραυ-

µατική αγχώδης διαταραχή, διασχιστική διαταραχή ή διαταραχή προσωπικότητας [7].

• Η διεπαφή εγκέφαλου υπολογιστή (BCI - Brain Computer Interface): Είναι σύστηµα ε-

πικοινωνίας που αναγνωρίζει την εντολή του χρήστη αποκλειστικά µέσω των εγκεφαλικών

του κυµάτων. Αυτό γίνεται µέσω εκµάθησης του υπολογιστή και του ατόµου. Τα χαρα-

κτηριστικά των κυµάτων που προκύπτουν χρησιµοποιούνται για την αναγνώριση εντολών

του χρήστη από τον υπολογιστή (π.χ. κύµατα που σχετίζονται µε κίνηση και πρόθεση για

κίνηση ή συγκεκριµένα ERPs. Οι περισσότερες µελέτες για τις κλινικές εφαρµογές του

BCI έχουν γίνει µε δεδοµένα ΗΕΓ και έχουν δείξει οτι µπορεί να επιτραπέι σε ένα άτοµο

να ελέγξει τον κέρσορα υπολογιστή, να επιλέξει γράµµατα για την επεξεργασία λέξεων, να

εκτελέσει προγράµµατα υπολογιστή και να ελέγξει τον περιβάλλοντα χώρο. Για αυτό το

λόγο ιδιαίτερο κίνητρο για την µελέτη του είναι η αποκατάσταση της ανεξαρτησίας ατόµων

µε σοβαρή αναπηρία κυρίως λόγω αµυατροφικής πλάγιας σκλήρυνσης, εγκεφαλικής πα-

ϱάλυσης, τραυµατισµού σπονδυλικής στήλης και µυικής δυστροφίας [6].

1.2.2 Μαγνητοεγκεφαλογραφία

Ιστορία του ΜΕΓ

Η πρώτες µετρήσεις σηµάτων ΜΕΓ έγιναν από τον ϕυσικό David Cohen το 1968, χρησιµοποι-

ώντας ως ανιχνευτές πηνία χαλκού, σε έναν µαγνητικά µονωµένο χώρο. Αυτό οδήγησε στην

ύπαρξη ϑορύβου κάτι που ϐελτίωσε µε την ανάπτυξη των ανιχνευτών SQUID (Superconducting

Quantum Interference Device) ο Jamex E. Zimmerman. Τα µαγνητικά σήµατα του εγκε-

ϕάλου κυµαίνονται από 50 έως 500 fT που είναι της τάξης του 10−9 του γεωµαγνητικού πεδίου

της Γης, γεγονός που καταστεί την υπεραγώγιµη συσκευή κβαντικής παρεµβολής (SQUID) τον
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µοναδικό ανιχνευτή αυτών τον πεδίων µέχρι και σήµερα. Η τεχνολογία των µαγνητόµετρων

SQUID ϐασίζεται στα υπεραγώγιµα ηλεκτρικά κυκλώµατα που εντοπίζουν ασθενή ηλεκτροµα-

γνητικά πεδία από τα οποία όµως µόνο τα εφαπτοµενικά δίπολα µπορούν να ανιχνευθούν και

όχι τα ακτινικά όπως στο ΗΕΓ.

Νευρωνική ϐάση του ΜΕΓ

Η µαγνητοεγκεφαλογραφία (ΜΕΓ) είναι επίσης µία µη επεµβατική νευροαπεικονιστική τεχνι-

κή που χαρτογραφεί την δραστηριότητα του εγκεφάλου µετρώντας τα µαγνητικά πεδία που

δηµιουργούνται από τα νευρωνικά ϱεύµατα. Το ΜΕΓ συχνά χρησιµοποιείται επιπλέον ή συγ-

χρόνως µε το ΗΕΓ καθώς και οι δύο τεχνικές έιναι ευαίσθητες στα ίδια νευροφυσιολογικά

ϕαινόµενα. ΄Οπως περιγράφηκε για το ΗΕΓ η συναπτική επίδραση σε µία περιοχή του εγκε-

ϕάλου ενεργοποιεί µία πηγή ϱεύµατος. Η µετακίνηση των ιόντων µέσα στους νευρώνες οδηγεί

στην παθητική εµφάνιση χωρικών ϱευµάτων στον περιβάλλοντα χώρο του νευρώνα. Η κίνηση

των ιόντων στον εσωτερικό χώρο και η επαγόµενη κίνηση στον εξωτερικό χώρο δηµιουργούν ένα

ϐρόχο ιοντικής ϱοής. Το µαγνητικό πεδίο που παράγεται από το κύριο και το επαγόµενο ϱεύµα

καταγράφεται µε το ΜΕΓ.

∆ιαδικασία εφαρµογής του ΜΕΓ

Η ϐασική µέτρηση ΜΕΓ εξαρτάται από τον εντοπισµό του ηλεκτρικού ϱεύµατος σε ένα µικρό

ϐρόχο καλωδίου επαγόµενο από την αλλαγή της κάθετης στην επιφάνεια του ϐρόχου συνιστώσας

του µαγνητικού πεδίου. Με τη χρήση πηνίων ενισχύονται τα σήµατα που είναι κοντά στον

εγκέφαλο. Ο εντοπισµός του µαγνητικού πεδίου στο εξωτερικό γίνεται µεσω της σύζευξης των

πηνίων ανίχνευσης µε τα µαγνητόµετρα SQUID τα οποία είναι τοποθετηµένα σε κρυογόνο ϕιάλη

µε υγρό ήλιο σε ϑερµοκρασία σχεδόν απόλυτου µηδέν. Τυπικά, σε σύγχρονο εξοπλισµό ΜΕΓ

µερικές εκατοντάδες πηνία ανίχνευσης είναι συζευγµένα το κάθε ένα µε ένα µαγνητόµετρο και

οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο κάτω µέρος της κρυογόνου ϕιάλης που έχει σχήµα κράνους. Για

να είναι αξιόπιστη η συλλογή των µετρήσεων µια επιπλεόν απαίτηση είναι η αποθορυβοποίηση

του σήµατος που εξασφαλίζεται µε παθητική µόνωση (π.χ. επένδυση τοίχων του δωµατίου ή του

ίδιου του µαγνήτη µε ϕερροµαγνητικά υλικά), µε κατάλληλο σχεδιασµό του εξοπλισµού των
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Σχήµα 1.6: Αναπαράσταση τρόπου λειτουργίας του µαγνητικού τοµογράφου ϐάση των ανιχνευ-
τών SQUID.

πηνίων και των µαγνητόµετρων καθώς και µε την επιλογή της τεχνικής για την επεξεργασία του

σήµατος [8].

Εφαρµογές του ΜΕΓ

Το ΜΕΓ χρησιµοποιείται στην νευροχειρουργική µε έµφαση στα περιστατικά επιληψίας, κα-

ϑώς δίνει τη δυνατότητα εντοπισµού της πηγής των ηλεκτρικών εκκενώσεων προκαλουµένων

από τις επιληπτικές κρίσεις και προχειρουργικά εφαρµόζεται για τον µη επεµβατικό εντοπισµό

των κέντρων γλώσσας στον εγκέφαλο. Επιπλέον, εφαρµόζεται στην έρευνα για την µελέτη των

κατανοµών της εγκεφαλικής δραστηριότητας που σχετίζονται µε την γνωσιακή λειτουργία, στη

νόσο του Πάρκινσον καθώς µπορεί να ποσοτικοποιήσει τα αποτελέσµατα των τεχνικών που χρη-

σιµοποιούνται για την υποχώρηση των συµπτωµάτων και σε ψυχιατρικές διαταραχές όπου η

εγκεφαλική λειτουργία µε κύµανση σε χαµηλές συχνότητες είναι εντονότερη από ότι σε ϕυσιο-

λογικά άτοµα.
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Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα των τεχνικών

Οι πηγές των σηµάτων των ΗΕΓ και ΜΕΓ, τα ηλεκτρικά δυναµικά που καταγράφονται µετρώντας

εξωτερικά της δερµατικής επιφάνειας του κρανίου µε το ΗΕΓ είναι ίδιες µε τα νευρωνικά ϱεύµα-

τα που δηµιουργούν τα µαγνητικά πεδία που καταγράφονται από το ΜΕΓ. Ως κοινά πλεονε-

κτήµατα έχουν την µη επεµβατικότητα, την κοινή προέλευση των σηµάτων τους , την δυνατότητα

καταγραφής ταχύτατων µεταβολών ηλεκτρικής δραστηριότητας και την χρονική τους ανάλυση.

• Πλεονεκτήµατα ΗΕΓ:

– ΄Εχει ταχύτατη χρονική ανάλυση που το καθιστά αποτελεσµατικό σε πειράµατα πραγ-

µατικού χρόνου ακόµα και ενώ το άτοµο εκτελεί διάφορες δραστηριότητες.

– Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον άµεσο έλεγχο συσκευών (µέσω ϐιοανάδρασης).

– Πολύ οικονοµικό και απλό στην χρήση του.

• Μειονεκτήµατα ΗΕΓ:

– Χαµηλή χωρική ανάλυση που µπορεί όµως να ξεπερστεί µε πυκνή κατανοµή ηλε-

κτροδίων.

• Πλεονεκτήµατα ΜΕΓ:

– Παρέχει ταυτόχρονα εξαιρετική χρονική ανάλυση και ακριβή εντοπισµό δραστηρι-

ότητας σε διαφορετικές εγκεφαλικές περιοχές.

– Εξαρτάται ελάχιστα από τις αλλαγές αγωγιµότητας στον εγκέφαλο και εποµένως απλά

µοντέλα παρέχουν πολύ ακριβείς εκτιµήσεις του µαγνητικού πεδίου που γεννάται

από µια πηγή στον εγκέφαλο.

• Μειονεκτήµατα ΜΕΓ:

– ∆εν επηρεάζεται από τα ακτινικά ϱεύµατα και άρα αν πηγή ϐρίσκεται στο κέντρο του

κεφαλιού τότε µπορεί να µην παράγει µετρήσιµο ηλεκτροµαγνητικό σήµα (σιωπηλές

πηγές).

– Λόγω έλλειψης ανατοµικού περιεχοµένου το ΜΕΓ πρέπει να συνδυάζεται µε MRI

(Magnetic Resonance Imaging).
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– Το άτοµο πρέπει να παραµένει ακίνητο.

– Η απαίτηση ϑωράκισης καθώς και η χρήση υγρού ηλίου αυξάνουν το κόστος του

ΜΕΓ.



Κεφάλαιο 2

Βιοηλεκτρισµός και Βιοµαγνητισµός

2.1 Οι εξισώσεις Maxwell

Στη γενική περίπτωση τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία σε ένα µέσο περιγράφονται από το σύστηµα

των εξισώσεων Maxwell:

∇× E = − ∂

∂t
B, Νόµος Faraday, (2.1)

∇×H =
∂

∂t
D + J, Νόµος Ampere - Maxwell, (2.2)

∇ ·D = ρ, Νόµος Gauss για την ηλεκτρική µετατόπιση, (2.3)

∇ ·B = 0, Νόµος Gauss για την µαγνητική επαγωγή, (2.4)

όπου E η ηλεκτρική ένταση, H η µαγνητική επαγωγή, D η ηλεκτρική µετατόπιση, B η µαγνη-

τική επαγωγή, ρ η πυκνότητα ϕορτίου και J η πυκνότητα ϱεύµατος. Τα E και H απευθύνονται

στις εντάσεις των πεδίων στο κενό, ενώ τα D και B στις εντάσεις των πεδίων παρουσία ύλης και

εποµένως εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά του µέσου. Σε ένα οµογενές και ισότροπο µέσο

οι παράµετροι που περιγράφουν την ηλεκτροµαγνητική του συµπεριφορά είναι η διηλεκτρική

σταθερά ε, η µαγνητική διαπερατότητα µ και η αγωγιµότητα σ γα τα οποία ισχύουν οι σχέσεις :

D = εE, (2.5)

B = µH, (2.6)

15
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και είναι οι καταστατικές εξισώσεις του µέσου. Σε ένα αγώγιµο µέσο µε αγωγιµότητα σ > 0 η

ύπαρξη ηλεκτρικού πεδίου E δηµιουργεί µέσα στο υλικό ένα δευτερέυον ϱεύµα που καλείται

επαγωγικό ϱεύµα και συµβολίζεται µε Ji για το οποίο ισχύει :

Ji = σE, (2.7)

εποµένως,

J = Jp + Ji

= Jp + σE, (2.8)

όπου Jp είναι το πρωτεύον ϱεύµα δηλαδή το επιβαλλόµενο ϱεύµα. Αντικαθιστώντας τις σχέσεις

(2.5), (2.6) και (2.8) στις εξισώσεις Maxwell (2.1) - (2.4), προκύπτει η ισοδύναµη µορφή τους :

∇× E = − ∂

∂t
B, (2.9)

∇×B = µ

(
σ + ε

∂

∂t

)
E + µJp, (2.10)

∇ · E =
ρ

ε
, (2.11)

∇ ·B = 0. (2.12)

Παίρνοντας τον στροβιλισµό της σχέσης (2.9), εφαρµόζοντας την ταυτότητα:

∇× (∇× f) = ∇ (∇ · f)−∆f , (2.13)

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.11) και (2.12) προκύπτει η κυµατική εξίσωση [12]:

∆E− εµ ∂
2

∂t2
E− µσ ∂

∂t
E =

1

ε
∇ρ+ µ

∂

∂t
Jp. (2.14)

Με ανάλογο τρόπο προκύπτει η κυµατική εξίσωση:

∆B− εµ ∂
2

∂t2
B− µσ ∂

∂t
B = −µ∇× Jp. (2.15)
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Αν το µέσο δεν έχει πηγές, τότε τα E, B ικανοποιούν την ίδια οµογενή κυµατική εξίσωση:

∆f = εµ
∂2

∂t2
f − µσ ∂

∂t
f , (2.16)

η οποία εκφυλίζεται στην αλγεβρική µορφή:

k2 = εµω2 + iωµσ, (2.17)

που ονοµάζεται εξίσωση διασποράς, όταν η f έχει τη ϕασµατική µορφή:

f(r, t) = aek·r−iωt, (2.18)

όπου a, ένα σταθερό διάνυσµα πόλωσης, k το διάνυσµα διάδοσης, |k| = k, ο κυµατικός αριθµός

και ω η κυκλική συχνότητα, ενώ η ϕασική ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι : όπου T , η

περίοδος του κύµατος.

2.2 Η σχεδόν στάσιµη ϑεωρία

Ο εγκέφαλος προτυποποιείται ως µία οµογενής αγώγιµη µάζα µε πυκνότητα 1,3 αυτής του

νερού και µε µαγνητική διαπερατότητα µ0 ίση µε αυτή του κενού. Η περιγραφή αυτή αφορά

καθαρά τον εγκεφαλικό ιστό, ο οποίος όµως περιβάλλεται από το εγκεφαλονωτιαίο υγρό που

έχει επίσης το ίδιο µ0, αλλά διαφορετική αγωγιµότητα από τον εγκεφαλικό ιστό. Το όλο σύστηµα

περιβάλλεται από το κρανίο και στη συνέχεια από το δέρµα τα οποία έχουν ίδιο µ0 και διαφορε-

τικές αγωγιµότητες. Εδώ ϑα µελετηθεί η περίπτωση όπου το εγκεφαλονωτιαίο υγρό, το κρανίο

και το δέρµα έχουν ίδιο µ0 και ίδιες αγωγιµότητες. Η τυπική συχνότητα που έχουν τα αναπτυσ-

σόµενα σήµατα στον εγκέφαλο είναι περίπου της τάξης των 100Hz. Εισάγοντας τις τιµές των

ϕυσιολογικών σταθερών ε, µ0 και σ στην (2.18), προκύπτει λ ≈ 400m, συνεπώς το κύµα δεν έχει

χώρο να εξελιχθεί και άρα η µεταβολή των αντίστοιχων πεδίων ϑα είναι σχετικά µικρή. Λόγω

της αναλογίας του χώρου µε τον χρόνο µέσω της ϕασικής ταχύτητας και η αντίστοιχη χρονική

µεταβολή ϑα είναι σχετικά µικρή. Για αυτό το λόγο οι χρονικές παράγωγοι στις εξισώσεις (2.9)
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- (2.12) ϑεωρούνται αµελητέες οδηγώντας στην σχεδόν στάσιµη ϑεωρία των εξισώσεων Maxwell:

∇× E = 0, (2.19)

∇×B = µJ, (2.20)

∇ · E =
ρ

ε
, (2.21)

∇ ·B = 0. (2.22)

2.3 Μαθηµατική τοποθέτηση των προβλήµατων ΗΕΓ / ΜΕΓ

Το δυναµικό δράσης που ενεργοποιεί τις συνάψεις των νευρώνων, προκαλεί την µετακίνηση

ιόντων στους νευρώνες δηµιουργώντας ένα αρχικό ϱεύµα και έχει ως επακόλουθο την πρόκληση

ηλεκτροµαγνητικών πεδίων, αλλά και επαγωγικού ϱεύµατος.

Στα πλαίσια της σχεδόν στάσιµης ϑεωρίας του

ηλεκτροµαγνητισµού, έστω V − ⊂ R3 ένα α-

νοικτό συνεκτικό και ϕραγµένο χωρίο, µε λείο

σύνορο S και εξωτερικό χωρίο V +. Η υπόθεση

του λείου συνόρου εξασφαλίζει την ύπαρξη και

τη συνεχή µεταβολή της εξωτερικής µοναδια-

ίας καθέτου n̂ επάνω στο S. Η αγωγιµότητα

του χωρίου V − συµβολίζεται µε σ− και αυτή

του χωρίου V + µε σ+, ενώ η µαγνητική διαπερατότητα µ0 των V − και V + ϑεωρείται η ίδια.

Επιπλέον, το πρωτεύον ϱεύµα Jp ϑεωρείται να έχει το ϕορέα του στο χωρίο V −. Αν το συνολικό

ϱεύµα αντιστοιχηθεί σε ένα δίπολο J(r) στη ϑέση r0 του V − τότε, το ϱεύµα αυτό αναλύεται ως :

J(r) = Jp(r) + Ji(r), (2.23)

Jp(r) = Qδ(r− r0) πρωτεύον ϱεύµα, (2.24)

Ji(r) = σE(r) επαγωγικό ϱεύµα, (2.25)
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όπου Q η ϱοπή του διπολικού ϱεύµατος και δ(r − r0) η συνάρτηση Dirac. Η εξίσωση (2.20)

χαρακτηρίζει το ηλεκτρικό πεδίο ως αστρόβιλο και άρα:

E = −∇u, (2.26)

όπου u είναι το ηλεκτρικό δυναµικό. Παίρνοντας την απόκλιση της σχέσης (2.20):

∇ · (∇×B) = ∇ · (µJ)

= µ∇ · (Jp + Ji)

= µ∇ · Jp + σµ∇ · E

= µ∇ · Jp − σµ∆u, (2.27)

και επειδή ∇ · (∇×B) = 0, προκύπτει τελικά:

σ∆u = ∇ · Jp, (2.28)

που είναι η εξίσωση Poisson για το ηλεκτρικό δυναµικό. Ειδικότερα, αν µε u− συµβολίσουµε το

εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό στο χωρίο V − τότε εφόσον το πρωτεύον ϱεύµα είναι µη µηδενικό

ικανοποιείται η εξίσωση Poisson:

σ−∆u−(r) = ∇ · Jp(r), (2.29)

ενώ αν µε u+ συµβολίσουµε το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό στο χωρίο V + όπου το ϱεύµα

είναι µηδενικό, παίρνουµε την εξίσωση Laplace:

∆u+(r) = 0. (2.30)

Υποθέτοντας ότι το εξωτερικό χωρίο έχει αγωγιµότητα σ+, µε σ+ 6= σ, τότε σε αυτή την περίπτωση

ο υπολογισµός της απόκλισης της σχέσης (2.20), δίνει :

∇ · (σ∇u) = ∇ · Jp, (2.31)
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και επειδή η σχεδόν στάσιµη ϑεώρηση µεταφέρεται και στην εξίσωση συνέχειας :

∇ · Jp +
∂

∂t
ρ = 0, (2.32)

προκύπτει ότι η παραγωγικότητα της πηγής ϑα είναι περίπου ίση µε το µηδέν :

∇ · Jp ≈ 0, (2.33)

όχι όµως µηδενική, καθώς αυτό ϑα σήµαινε συσσώρευση ϕορτίου στο V −. Εποµένως, αντικα-

ϑιστώντας στην (2.31) και εφαρµόζοντας νόµο Gauss:

∫
V −
∇ · (σ∇u) dv =

∫
S

n̂(σ · ∇u) ds. (2.34)

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για στοιχειώδη όγκο που διαπερνάται κάθετα από την

επιφάνεια S και λαµβάνοντας το όριο στο οποίο ο στοιχειώδης όγκος συρρικνώνεται σε ένα

σηµείο προκύπτει :

σ−
∂

∂n
u−(r) = σ+ ∂

∂n
u+(r). (2.35)

Η ύπαρξη των κάθετων παραγώγων ∂
∂n
u− και ∂

∂n
u+ έχει ως άµεση συνέπεια την συνέχεια του

ηλεκτρικού δυναµικού στο σύνορο S, δηλαδή:

u−(r) = u+(r). (2.36)

Τέλος, για την καλή τοποθέτηση του προβλήµατος απαιτείται το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό

να ικανοποιεί τη συνθήκη:

u+(r) = O
(

1

r2

)
, r →∞ (2.37)

Συνοψίζοντας τις παραπάνω σχέσεις, το ηλεκτρικό δυναµικό u± ικανοποιεί το λεγόµενο πρόβλη-
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µα διαπερατότητας [12]:

σ−∆u−(r) = ∇ · Jp(r), r ∈ V − (2.38)

∆u+(r) = 0, r ∈ V + (2.39)

u−(r) = u+(r), r ∈ S (συνέχεια δυναµικού), (2.40)

σ−
∂

∂n
u−(r) = σ+ ∂

∂n
u+(r), r ∈ S (συνέχεια κάθετης συνιστώσας ϱεύµατος), (2.41)

u+(r) = O
(

1

r2

)
, r →∞, (ασυµπτωτική συνθήκη εξωτερικού δυναµικού), (2.42)

όπου ∂
∂n

η κάθετη εξωτερική παράγωγος επάνω στο V −. Στην περίπτωση του εγκεφάλου το

χωρίο V − είναι ο αγώγιµος εγκέφαλος µε αγωγιµότητα σ− = σ 6= 0 και το χωρίο V + το µη

αγώγιµο εξωτερικό του εγκεφάλου µε αγωγιµότητα σ+ = 0. ΄Ετσι, το πρόβληµα (2.38) - (2.42)

διασπάται σε δυο προβλήµατα συνοριακών τιµών:

Στο εσωτερικό πρόβληµα Neumann:

σ−∆u−(r) = ∇ · Jp(r), r ∈ V − (2.43)

∂

∂n
u−(r) = 0, r ∈ S (2.44)

και στο εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet:

∆u+(r) = 0, r ∈ V + (2.45)

u+(r) = u−(r), r ∈ S (2.46)

u+(r) = O
(

1

r2

)
, r →∞. (2.47)

Πρώτα επιλύεται το προβληµα Neumann και στη συνέχεια, εφόσον είναι γνωστά τα δεδοµένα Di-

richlet u− στο σύνορο S, επιλύεται το πρόβληµα Dirichlet. Η εύρεση του ηλεκτρικού δυναµικού

όταν δίνεται το πρωτεύον ϱεύµα Jp αποτελεί το ευθύ πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας,

ενώ η εύρεση του πρωτεύοντος ϱεύµατος Jp όταν είναι γνωστό το ηλεκτρικό πεδίο E αποτελεί το

αντίστροφο πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας.

Εφόσον έχει ϐρεθεί το δυναµικό u− στη συνέχεια υπολογίζεται το µαγνητικό πεδίο B ως εξής.

Από την σχέση (2.22) έπεται ότι το µαγνητικό πεδίο είναι σωληνοειδές και από την σχέση (2.20)
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προκύπτει ότι υπάρχει ένα διανυσµατικό δυναµικό A τέτοιο ώστε :

∇ ·A = 0⇒ B = ∇×A. (2.48)

Τότε :

∇×B = 0⇒ ∇× (∇×A) = µ0J

⇒ ∇(∇ ·A)−∆A = µ0J

⇒ ∆A = −µ0J, (2.49)

η οποία είναι µία εξίσωση Poisson µε λύση που ϐασίζεται στην ϑεµελιώδη λύση:

F (r, r′) = − 1

4π

1

|r− r′|
, (2.50)

του τελεστή Laplace:

∆rF (r, r′) = δ(r− r′), (2.51)

και είναι :

∆r

(
− 1

4π

1

|r− r′|

)
= δ(r− r′)

∆r

(
1

4π

1

|r− r′|
µ0J

)
= −δ(r− r′)µ0J∫ +∞

−∞
∆r

(
1

4π

1

|r− r′|
µ0J

)
dv(r′) =

∫ +∞

−∞
−δ(r− r′)µ0J dv(r′)

∆r

∫
V −

(
1

4π

1

|r− r′|
µ0J

)
dv(r′) = −µ0J, (2.52)

Συνεπώς,

A(r) =
µ0

4π

∫
V −

J(r′)

|r− r′|
dv(r′). (2.53)
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Εποµένως αντικαθιστώντας την (2.53) στην (2.48):

B(r) = ∇r ×A(r)

=
µ0

4π

∫
V −

(
∇r

1

r− r′

)
× J(r′) dv(r′)

= −µ0

4π

∫
V −

r− r′

|r− r′|3
× J(r′) dv(r′)

=
µ0

4π

∫
V −

J(r′)× r− r′

|r− r′|3
dv(r′), (2.54)

που είναι ο Νόµος Biot - Savart και αφορά το συνολικό ϱεύµα J. Ο υπολογισµός της µαγνητικής

επαγωγής στο χωρίο V + από τη γνώση του ολικού ϱεύµατος J αποτελεί το ευθύ πρόβληµα της

µαγνητοεγκεφαλογραφίας, ενώ η εύρεση του πρωτεύοντος ϱεύµατος Jp από τις µετρήσεις του

B στο χωρίο V + αποτελεί το αντίστροφο πρόβληµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας. Η δυσκολία

στην επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος παρουσιάζεται επειδή κατά την αντιστροφή των

δεδοµένων ϑα πρέπει να αφαιρεθεί το ϱεύµα επαγωγής Ji.

2.4 Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις του Geselowitz

Αντικαθιστώντας την έκφραση για το ϱεύµα (2.23) και την σχέση που εκφράζει τον αστρόβιλο

χαρακτήρα του ηλεκτρικού πεδίου (2.26) στην σχέση (2.54), προκύπτει [12]:

B(r) =
µ0

4π

∫
V −

Jp(r′)× r− r′

|r− r′|3
dv(r′) +

µ0

4π

∫
V −
−σ∇r′u

−(r′)× r− r′

|r− r′|3
dv(r′)

=
µ0

4π

∫
V −

Qδ(r′ − r0)×
r− r′

|r− r′|3
dv(r′)− µ0σ

4π

∫
V −

(
∇r′u

−(r′)
)
× r− r′

|r− r′|3
dv(r′)

=
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σ

4π

∫
V −

(
∇r′u

−(r′)
)
× r− r′

|r− r′|3
dv(r′), (2.55)

όπου ο όρος αριστερά περιγράφει την συνεισφορά του νευρωνικού ϱεύµατος από ένα δίπολο µε

ϱοπή Q στην ϑέση r0, ενώ το ολοκλήρωµα δεξιά περιγράφει την συνεισφορά του επαγωγικού

ϱεύµατος. Το δυναµικό u− δηµιουργεί ένα δίπολο επαγωγικού ϱεύµατος σε κάθε σηµείο r′

του V − µε ϱοπή ίση µε −σ∇r′u
−(r′). Ολοκληρώνοντας την συνεισφορά κάθε τέτοιου διπόλου



24 Κεφάλαιο 2. Βιοηλεκτρισµός και Βιοµαγνητισµός

προκύπτει η συνολική συνεισφορά του επαγωγικού ϱεύµατος. Παρατηρώντας ότι για r 6= r′:

∇r′ ×
(
u−(r′)

r− r′

|r− r′|3

)
= u−(r′)∇r′ ×

r− r′

|r− r′|3
+∇r′u

−(r′)× r− r′

|r− r′|3

= ∇r′u
−(r′)× r− r′

|r− r′|3
, (2.56)

τότε αντικαθιστώντας στην σχέση (2.55) και εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Gauss για r στο V +

δηλαδή µε r 6= r′ προκύπτει :

B(r) =
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σ

4π

∫
V −
∇r′ ×

(
u−(r′)

r− r′

|r− r′|3

)
dv(r′)

=
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σ

4π

∮
S

u−(r′)n̂(r′)× r− r′

|r− r′|3
ds(r′) για κάθε r /∈ S, (2.57)

που είναι η ολοκληρωτική αναπαράσταση Geselowitz για τη µαγνητική επαγωγή [19]. Ο τύπος

Geselowitz µεταφέρει την συνεισφορά της χωρικής κατανοµής των διπόλων στον αγωγό V −, σε

µια επιφανειακή κατανοµή διπόλων µε ϱοπές κάθετες επάνω στο σύνορο του αγωγού µε ένταση

ίση µε −σu−(r′)n̂(r′). Ο τύπος του Geselowitz για το ηλεκτρικό δυναµικό προκύπτει παρόµοια.

Εφαρµόζοντας τον τύπο του Green:

∫
V −

(f∆g − g∆f) =

∮
S

(
f
∂

∂n
g − g ∂

∂n
f

)
ds, (2.58)

για f = u− και g = 1
|r−r′| :

∫
V −

(
u−(r′)∇r′

1

|r− r′|
− 1

|r− r′|
∇′ru−(r′)

)
dv(r′)

=

∮
S

(
u−(r′)n̂(r′) · ∇r′

1

|r− r′|
− 1

|r− r′|
∂

∂n′
u−(r′)

)
ds(r′). (2.59)

Βάζοντας τις παρακάτω σχέσεις στην (2.59):

∆r′
1

|r− r′|
= −4πδ(r− r′), (2.60)

∆r′u
−(r′) =

1

σ
∇ · Jp(r′) =

1

σ
∇ ·Qδ(r′ − r0), (2.61)

n̂(r′) · ∇r′
1

r− r′
= n̂(r′) · r− r′

|r− r′|3
, (2.62)

∂

∂n′
u−(r′) = 0, r′ ∈ S, (2.63)



2.4. Οι ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις του Geselowitz 25

λαµβάνουµε:

u−(r) =
1

4πσ
Q · r− r0
|r− r0|3

− 1

4π

∮
S

u−(r′)n̂(r′) · r− r′

|r− r′|3
ds(r′), για κάθε r /∈ S, (2.64)

που είναι ο τύπος του Geselowitz για το ηλεκτρικό δυναµικό, όπου η συνεισφορά του επαγωγι-

κού ϱεύµατος αντιπροσωπεύεται από µια επιφανειακή κατανοµή διπόλων ϱεύµατος κάθετων στο

σύνορο του αγωγού µε ϱοπή ανάλογη της τιµής του ηλεκτρικού πεδίου στο αντίστοιχο σηµείο

(−u−(r′)n̂(r′)).



Κεφάλαιο 3

Ανασκόπηση στα ΗΕΓ και ΜΕΓ σε

σφαιρική γεωµετρία

3.1 Το ευθύ πρόβληµα

Η µαθηµατική ϐάση των προβληµάτων της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και της ηλεκτροεγκεφα-

λογραφίας έγινε από τον D. B. Geselowitz το 1969 ο οποίος παρουσίασε σε ολοκληρωτική

µορφή το ηλεκτρικό δυναµικό και το µαγνητικό πεδίο που παράγονται από µία ισοδύναµη

κατανοµή ϱεύµατος στο εξωτερικό ενός κατά τµήµατα µη οµογενούς και ισότροπου αγωγού. Οι

ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις του Geselowitz έγιναν η ϐάση πάνω στην οποία υπολογίστηκε

το µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό σφαιρικού, σφαιροειδούς και ηµιάπειρου αγωγού µε στρώµα-

τα διαφορετικής αγωγιµότητας. Η πλήρης λύση σε σφαιρική γεωµετρία δόθηκε το 1984. Από

τις σηµαντικότερες µελέτες απότελεσε αυτή του J. Sarvas το 1987 ο οποίος παρουσίασε σε κλει-

στή µορφή το µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό ενός σφαιρικού οµογενούς αγωγού που παράγεται

από σηµειακή διπολική πηγή στο εσωτερικό του. Στο ευθύ πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλο-

γραφίας έχει συµβάλλει η εργασία του J. C. Munck το 1988 ο οποίος υπολόγισε αναλυτικά την

κατανοµή του ηλεκτρικού δυναµικού στην περίπτωση των οµογενών σφαιρών και οµοεστιακών

σφαιροειδών µε διαφορετική αγωγιµότητα κατά στρώµατα.

΄Εστω ένας οµογενής σφαιρικός αγωγός ακτίνας a και αγωγιµότητας σ. Τότε το εσωτερικό

26
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ηλεκτρικό δυναµικό u− επιλύει το εσωτερικό πρόβληµα Neumann:

σ∆u−(r) = Q · ∇δ(r− r0), r > a, (3.1)

∂nu
−(r) = 0, , r = a, (3.2)

και το εξωτερικό u+ επιλύει το εξωτερικό Dirichlet:

∆u+(r) = 0, r > a, (3.3)

u+(r) = u−(r), r = a, (3.4)

u+(r) = O
(

1

r2

)
, r →∞, (3.5)

τότε το u− ή το u+ χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του B από τον τύπο Geselowitz.

3.1.1 ΗΕΓ

Το u− ως λύση της εξίσωσης Laplace έχει τη µορφή:

u−(r) =
1

4πσ
Q · r− r0
|r− r0|3

+ w(r), (3.6)

όπου w(r) είναι µία αρµονική συνάρτηση που ικανοποιεί την :

∂nw(r) = − 1

4πσ
∂nQ ·

r− r0
|r− r0|3

, r = a. (3.7)

Χρησιµοποιώντας σφαιρικές αρµονικές η λύση γράφεται [15]:

u−(r) =
1

4πσ
Q · ∇r0

[
1

|r− r0|
+ 4π

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n+ 1

n(2n+ 1)

rn0 r
n

a2n+1
· Y m∗

n (r̂0)Y
m
n (r̂)

]
, r < a, (3.8)

όπου r̂ το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα και η παράγωγος κατά κατεύθυνση Q · ∇r0 εξαρτάται

µόνο από την διπολική πηγή. Επιπλέον, Y m
n είναι οι κανονικοποιηµένες µιγαδικές σφαιρικές

αρµονικές :

Y m
n (r̂) =

√
2n+ 1

4π

(n− |m|!)
(n+ |m|!)

P |m|n (cosθ)eimφ, (3.9)
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µε Pm
n να είναι οι συναρτήσεις Legendre πρώτου είδους που ικανοποιούν την σχέση ορθογωνι-

ότητας : ∮
S2

Y m∗
n (r̂)Y m′

n′ (r̂) ds(r̂) = δnn′δmm′ , (3.10)

όπου S2 η µοναδιαία σφαίρα.

Προκειµένου να ληφθεί µία κλειστή µορφή του ηλεκτρικού δυναµικού (3.8) χρησιµοποιείται

αρχικά για το άθροισµα των όρων m = −n, . . . , n, το ϑεώρηµα άθροισης που είναι :

4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y m∗
n (r̂0)Y

m
n (r̂) = Pn(r̂ · r̂0), (3.11)

µε Pn να είναι το πολυώνυµο Legendre ϐαθµού n και r̂·r̂0 ορίζει το συνηµίτονο της γωνίας µεταξύ

των δύο διευθύνσεων r̂ και r̂0. Το ϑεώρηµα άθροισης εκφράζει κάθε πολυώνυµο Legendre

ϐαθµού n ως προς τη γωνία των διευθύνσεων r̂, r̂0 συναρτήσει των επιφανειακών σφαιρικών

αρµονικών που αντιστοιχούν στις διευθύνσεις r̂ και r̂0. Βάση του ϑεωρήµατος η (3.8) γράφεται

[15]:

u−(r) =
1

4πσ
Q · ∇r0

[
1

|r− r0|
+
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
rn0 r

n

a2n+1
Pn(r̂ · r̂0)

]
. (3.12)

Το άπειρο άθροισµα που αποµένει αθροίζεται ορίζοντας την συνάρτηση:

f(ρ) =
∞∑
n=1

ρn

n
Pn(cosθ), ρ < 1, (3.13)

όπου cosθ = r̂ · r̂0. Επειδή τα πολυώνυµα Legendre είναι ϕραγµένα από την µονάδα άρα η

σειρά συγκλίνει απόλυτα (άρα και απλά) και σχεδόν οµοιόµορφα (δηλαδή σε κάθε συµπαγές

υποσύνολο του διαστήµατος σύγκλισης). Εποµένως για ρ < 1 µπορεί να εφαρµοστεί κατά όρους

παραγώγιση και ολοκλήρωση. Εφαρµόζοντας τον τελεστή ρ d
dρ

και παραγωγίζοντας κατά όρους

προκύπτει :

ρf ′(ρ) =
∞∑
n=1

ρnPn(cosθ), (3.14)

και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Laplace:

1√
1− 2rcosγ + r2

=
∞∑
n=0

rnPn(cosγ), (3.15)

που συγκλίνει απόλυτα και σχεδόν οµοιόµορφα για r < 1, η f τελικά επιλύει το πρόβληµα
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αρχικών τιµών:

ρf ′(ρ) = (1− 2ρcosθ + ρ2)−1/2 − 1, (3.16)

f(0) = 0, (3.17)

µε λύση:

f(ρ) = −ln1− ρcosθ +
√

1− 2ρcosθ + ρ2

2
(3.18)

Τέλος, χρησιµοποιείται η αναπαράσταση της ϑεµελιώδους λύσης του τελεστή Laplace σε σφαι-

ϱικές αρµονικές που είναι :

1

|r− r0|
=
∞∑
n=0

rn0
rn+1

Pn(r̂ · r̂0) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

4π

2n+ 1

rn0
rn+1

Y m∗
n (r̂0)Y

m
n (r̂), για r0 < r, (3.19)

και αντικαθιστώντας στην (3.12) η κλειστή µορφή για το ηλεκτρικό δυναµικό είναι [15]:

u−(r) =
1

4πσ
Q · ∇r0

[
1

P
+
a

r

1

R
− 1

a
ln
rR + r ·R

2a2

]
, ή εφαρµόζοντας Q · ∇r0 , (3.20)

=
Q

4πσ
·
[

P

P 3
+
a

r

R

R3
+

1

aR

Rr + rR

Rr + r ·R

]
, r < a. (3.21)

όπου P = r − r0, P = |P| και R = a2

r2
r − r0, R = r. Επάνω στο σύνορο r = a το ηλεκτρικό

δυναµικό είναι :

u−(ar̂) =
1

4πσ
Q · ∇r0

[
2

|ar̂− r0|
− 1

a
ln
|ar̂− r0|+ r̂ · (ar̂− r0)

2a

]
, ή εφαρµόζοντας Q · ∇r0 ,

(3.22)

=
Q

4πσ
·
[
2
ar̂− r0
|ar̂− r0|3

+
1

a|ar̂− r0|
|ar̂− r0|r̂ + (ar̂− r0)

|ar̂− r0|+ r̂ · (ar̂− r0)

]
, r = a. (3.23)

Η λύση του προβλήµατος Neumann είναι µοναδική συν µία σταθερά c η οποία µπορεί να τεθεί

µηδενική καθώς οι µετρήσεις του ΗΕΓ είναι πάντα διαφορές δυναµικού από κάποιο σηµείο

αναφοράς. Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα (3.22) και µε παρόµοια επιχειρήµατα προκύπτει ότι

το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό που επιλύει το εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet είναι :

u+(r) =
1

σ
Q · ∇r0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

1

n

rn0
rn+1

Y m∗
n (r̂0)Y

m
n (r̂), r > a, (3.24)
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ενώ η κλειστή µορφή του είναι :

u+(r) =
1

4πσ
Q · ∇r0

[
2

r− r0
− 1

r
ln

F (r, r0)

2r2|r− r0|

]
, ή εφαρµόζοντας Q · ∇r0 , (3.25)

=
Q

4πσ
·
[
2

P

P 3
+

1

rP

Pr + rP

Pr + ρ ·P

]
, r > a. (3.26)

Προφανώς u+(ar̂) = u−(ar̂).

3.1.2 ΜΕΓ

Περνώντας τώρα στο ευθύ πρόβληµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας, αυτό αποτελείται από την

εύρεση του εξωτερικού µαγνητικού δυναµικού του οποίου η ευρεσή απαιτεί την εύρεση του

µαγνητικού πεδίου που δίνεται από τον γνωστό τύπο Geselowitz για ένα δίπολο:

B(r) =
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σ

4π

∮
S

u(r′)n̂′ × r− r′

|r− r′|3
ds(r′), r /∈ S, (3.27)

ϑυµίζοντας ότι ο όρος αριστερά είναι η συνεισφορά του πρωτεύοντος ϱεύµατος ενώ ο ολοκλη-

ϱωτικός όρος δεξιά είναι η συνεισφορά του επαγωγικού ϱεύµατος και λόγω της µορφής του

εµπεριέχει όλη την πληροφορία για την γεωµετρία του αγωγού. Στην περίπτωση της σφαιρικής

γεωµετρίας, η ακτινική συνιστώσα του B που δίνεται από την (3.27) για n̂′ = r̂′ προκύπτει

n̂′ × (r− r′) · r̂ = 0 και άρα ο όρος του ολοκληρώµατος µηδενίζεται, δίνοντας :

− r̂′ ·B(r) =
µ0

4π

Q× r0 · r̂
|r− r0|3

. (3.28)

Εποµένως η ακτινική συνιστώσα του B στο εξωτερικό της σφαίρας εξαρτάται απόκλειστικά από

το δίπολο εσωτερικά και είναι ανεξάρτητη του ηλεκτρικού δυναµικού u άρα και ανεξάρτητη

της ακτίνας της αγώγιµης σφαίρας. ΄Ετσι ο υπολογισµός του µαγνητικού δυναµικού το οποίο

επειδή ∇ × B = J = 0 είναι αστρόβιλο (J = 0 εξωτερικά) άρα ανεξάρτητο της διαδροµής

ολοκλήρωσης και επειδή ∇ · B = 0 είναι και σωληνοειδές, ϑα δίνεται από την κλίση µιάς

αρµονικής συνάρτησης µ0
4π
U , περιορίζεται στον υπολογισµό της έκφρασης:

B(r) =
µ0

4π
∇U(r), r > a. (3.29)



3.1. Το ευθύ πρόβληµα 31

Ολοκληρώνοντας κατά µήκος µίας ευθείας από το r έως το άπειρο και χρησιµοποιώντας το ότι

το µαγνητικό δυναµικό µηδενίζεται στο άπειρο :

U(r) = −
∫ ∞
r

∂

∂r′
U(r′) dr′ = −

∫ ∞
r

r̂′ · ∇r′U(r′) dr′ (3.30)

= −4π

µ0

∫ ∞
r

r̂′ ·B(r′) dr′ = Q× r0 · r̂
∫ ∞
r

dr′

|r′r̂− r0|3
(3.31)

= Q× r0 · r̂
r

F (r, r0)
=

Q× r0 · r
F (r, r0)

, r > a, (3.32)

όπου F (r, r0) = |r− r0|(r|r− r0|+ r · (r− r0)) και άρα η µαγνητική επαγωγή είναι [15]:

B(r) =
µ0

4π

Q× r0
F 2(r, r0)

· [Ĩ− r⊗∇]F (r, r0) (3.33)

=
µ0

4π

Q× r0
F (r, r0)

− µ0

4π

Q× r0 · r
F 2(r, r0)

∇F (r, r0), (3.34)

όπου Ĩ είναι ο ταυτοτικός δυαδικός τελεστής και :

∇F (r, r0) = |r− r0|(r + |r− r0|)r̂

+ [|r− r0|2 + 2r|r− r0|+ r · (r− r0)]
r− r0
|r− r0|

. (3.35)

Γράφοντας το µαγνητικό δυναµικό (3.32) και τη µαγνητική επαγωγή (3.34) στις ισοδύναµες

µορφές [15]:

U(r) = Q · r̂× P̂

P (1 + r̂ · P̂)
, (3.36)

B(r) =
µ0

4π

Q× (r−P)

rP 2(1 + r̂ · P̂)
− µ0

4π
Q · r̂× P̂

P 2(1 + r̂ · P̂)2
×
[(

1 +
P

r

)
r̂ +

(
2 +

P

r
+ r̂ · P̂

)
P̂

]
(3.37)

=
µ0

4π

Q× (r−P)

rP 2(1 + r̂ · P̂)
− µ0

4π

U(r)

P

[
P̂ +

r + P

r(1 + r̂ · P̂)
(r̂ + P̂)

]
, (3.38)

µε P = r − r0 που ορίζει το σηµείο παρατήρησης r που ϐρίσκεται εξωτερικά του αγωγού, ως

προς το κέντρο 0 του αγωγού και ως προς τη ϑέση της διπολικής πηγής r0.

Τέλος, µία πιό συµπαγής πληροφοριακή µορφή του µαγνητικού δυναµικού U προκύπτει

γράφοντας το ως ανάπτυγµα εξωτερικών σφαιρικών αρµονικών χρησιµοποιώντας την µορφή
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Σχήµα 3.1: ∆ιαδροµή ολοκλήρωσης για τον υπολογισµό του µαγνητικού δυναµικού, [15].

(3.31) ως εξής :

U(r) = Q× r0 · r̂
∫ ∞
r

dr′

|r′r̂− r0|3

= Q× r0 ·
∫ ∞
r

r′r̂− r0
|r′r̂− r0|3

dr′

r′

= Q× r0 · ∇r0

∫ ∞
r

1

|r′r̂− r0|
dr′

r′
, ϑέτοντας r′ = r/t,

= Q× r0 · ∇r0

∫ 1

0

dt

|r− tr0|
, χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα (3.19),

= Q× r0 · ∇r0

∫ 1

0

∞∑
n=1

(tr0)
n

rn+1
Pn(r̂ · r̂0) dt

= Q× r0 · ∇r0

∞∑
n=1

1

n+ 1

rn0
rn+1

Pn(r̂ · r̂0), χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα άθροισης,

= Q× r0 · ∇r0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

4π

(n+ 1)(2n+ 1)

rn0
rn+1

Y m∗
n (r̂0)Y

m
n (r̂), (3.39)

όπου παρατηρείται ότι U(r) = O
(

1
r2

)
, r → ∞ και ότι ο γωνιακός διαφορικός τελεστής

Q × r0 · ∇r0 εξαρτάται µόνο από την ϑέση της διπολικής πηγής. Η σχέση (3.39) δίνει το Ϲητο-

ύµενο ανάπτυγµα της αρµονικής συνάρτησης U σε σφαιρικές αρµονικές. ΄Υστερα, γράφοντας

το παραπάνω άθροισµα (3.39) χρησιµοποιώντας τον ορισµό της εφαπτοµενικής διανυσµατικής

σφαιρικής αρµονικής Cm
n :

r0 ×∇r0Y
m
n (r̂0) = Cm

n (r̂0), (3.40)

προκύπτει η µορφή:

U(r) = Q ·
∞∑
n=1

n∑
m=−n

4π

(n+ 1)(2n+ 1)

rn0
rn+1

Cm∗
n (r̂0)Y

m
n (r̂). (3.41)

Από εδώ παρατηρείται ότι η πηγή του U που είναι το r0, εκφράζεται αποκλειστικά σε όρους των
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διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών Cm
n οι οποίες εξ ορισµού είναι εφαπτοµενικές επάνω στη

µοναδιαία σφαίρα, και εποµένως το µέρος του ϱεύµατος που χρειάζεται για να δηµιουργηθεί το

U ϐρίσκεται µόνο µέσα στον υπόχωρο των Cm
n , ενώ το µέρος που ϐρίσκεται στο ορθογώνιο συ-

µπλήρωµα του Cm
n και απότελείται από τις ακτινικές Pm

n και εφαπτοµενικές Bm
n διανυσµατικές

σφαιρικές αρµονικές, είναι µαγνητικά σιωπηλό. Αυτό έρχεται σε συµφωνία µε τα αποτελέσµατα

που ϑα παρουσιαστούν στην παράγραφο για την µη αντιστρεψιµότητα του προβλήµατος της

ΜΕΓ και είναι χαρακτηριστικό της ϕυσικής του προβλήµατος, ανεξάρτητο από την γεωµετρία

του αγωγού.

∆ύο τελευταίες παρατηρήσεις οι οποίες ϑα µας ϐοηθήσουν να συγκρίνουµε τα αντίστοιχα αποτε-

λέσµατα που ϑα δοθούν για τον ελλειψοειδή αγωγό είναι : πρώτον, ότι κάθε δίπολο µε ακτινική

ϱοπή Q είναι µαγνητικά σιωπηλό αφού τότε Q × r0 = 0 και τότε δεν µπορεί να ανιχνευθεί

µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό της σφαίρας και δεύτερον, ότι το µαγνητικό δυναµικό U άρα και

το B είναι ανεξάρτητα της ακτίνας της σφαίρας µε αποτέλεσµα η έκταση της αγώγιµης περιοχής

να είναι επίσης µαγνητικά σιωπηλή για την σφαίρα.

3.2 Αλγόριθµοι αντιστροφής

3.2.1 ΗΕΓ

Υποθέτουµε ότι εντός της αγώγιµης οµογενούς σφαίρας ακτίνας a υπάρχει ένα δίπολο µε ϱοπή

Q στην ϑέση r0. Σύµφωνα µε τη λύση του ευθέος προβλήµατος το προκαλούµενο ηλεκτρικό

δυναµικό επάνω στην επιφάνεια της σφαίρας δίνεται από την σχέση (3.8) υπολογισµένη στο

r = a δηλαδή είναι :

u−(ar̂) =
1

σ

∞∑
n=1

n∑
m=−n

Q · ∇r0 (rn0Y
m∗
n (r̂0))

nan+1
Y m
n (r̂). (3.42)

Τότε η u− µπορεί να αναπτυχθεί σε πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα επιφανειακών σφαιρικών

αρµονικών Y m
n όπως αυτές δίνονται από την (3.9) µε τη µορφή:

u−(ar̂) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

Cm
n Y

m
n (r̂), (3.43)
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όπου οι συντελεστές είναι γνωστοί και ίσοι µε :

Cm
n =

∮
|r̂|=1

u−(ar̂)Y m∗
n (r̂) ds(r̂), n = 1, 2, . . . , |m| ≤ n. (3.44)

Επιπλέον, λόγω της ορθογωνιότητας ισχύει ότι :

Cm
n =

1

σnan+1
Q · ∇r0 (rn0Y

m∗
n (r̂0)) . (3.45)

Για το αντίστροφο πρόβληµα της ΗΕΓ, από τη γνώση της u−(ar̂) υπολογίζονται οι σταθερές Cm
n

και από τη γνώση της λύσης του ευθέως προβλήµατος οι σταθερές αυτές ϑα έχουν την µορφή

(3.45) που εξαρτάται µόνο από το δίπολο. Η γνώση του διπόλου απαιτεί τον υπολογισµό έξι

αριθµών, τριών για τις συντεταγµένες του r0 και τριών για τις συντεταγµένες του Q. Επειδή

στο ανάπτυγµα (3.43) για n = 1 υπάρχουν 3 συντελεστές και για n = 2 πέντε συντελεστές,

περιοριζόµαστε µόνο στους 8 όρους για n = 1, 2. ΄Ετσι από τις σχέσεις (3.9), (3.45) προκύπτει

ένα σύστηµα από 8 συντελεστές το οποίο επιλύεται χρησιµοποιώντας µόνο τους 6 δίνοντας [15]:

Q =

√
2π

3
σa2

[
C−11 + C1

1 , i
(
C−11 − C1

1

)
,
√

2C0
1

]
, (3.46)

r0 =
a√
5

[
C−22

C−11

+
C2

2

C1
1

, i

(
C−22

C−11

− C2
2

C1
1

)
, 2
C1

2

C1
1

−
√

2
C0

1

C1
1

C2
2

C1
1

]
, C1

1 6= 0. (3.47)

Οι δύο σχέσεις που δεν χρησιµοποιούνται κατά την επίλυση του συστήµατος αποτελούν κριτήριο

για τον αριθµό των διπόλων που παράγουν το δυναµικό. Συγκεκριµένα, επειδή η λύση που

δίνει το σύστηµα ικανοποιεί όλες τις εξισώσεις αν δεν επαληθεύει κάθε ϕορά τις δύο επιπλέον

σχέσεις τότε το δυναµικό δεν προέρχεται από ένα δίπολο.

3.2.2 ΜΕΓ

΄Οπως και στη περίπτωση του ΗΕΓ ϑεωρούµε ότι η νευρωνική διέγερση οφείλεται σε ένα δίπολο

µε ϱοπή Q στη ϑέση r0 και στόχος είναι να ϐρεθεί η ϑέση και η ϱοπή του διπόλου από της

µετρήσεις του µαγνητικού πεδίου στο εξωτερικό του εγκεφάλου ή ισοδύναµα από τη γνώση του

εξωτερικού µαγνητικού δυναµικού.

Το µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό του εγκεφάλου δίνεται από την σχέση (3.39) η οποία γράφεται
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στη µορφή:

U(r) = 4π
∞∑
n=1

n∑
m=−n

1

(n+ 1)(2n+ 1)

Q× r0 · ∇r0 (rn0Y
m∗
n (r̂0))

rn+1
Y m
n (r̂), (3.48)

όπου οι Y m
n δίνονται από την σχέση (3.9). Αν αναπτύξουµε τη γνωστή συνάρτηση U που πήραµε

από τα µετρούµενα δεδοµένα της ΜΕΓ σε επιφανειακές σφαιρικές αρµονικές παίρνουµε:

U(r) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

Dm
n

1

rn+1
Y m
n (r̂), (3.49)

όπου:

Dm
n =

∮
|r̂|=1

U(r)Y m∗
n (r̂) ds(r̂), n = 1, 2, . . . , |m| ≤ n. (3.50)

Ταυτίζοντας τις σχέσεις (3.48) και (3.49) προκύπτει ότι οι γνωστοί συντελεστές Dm
n ικανοποιούν

τις σχέσεις :

Dm
n =

4π

(n+ 1)(2n+ 1)
Q× r0 · ∇r0 (rn0Y

m∗
n (r̂0)) , (3.51)

όπου τα Q και r0 είναι άγνωστα. ΄Οπως και στην περίπτωση της ΗΕΓ επιλέγονται οι οκτώ πρώτοι

όροι του αναπτύγµατος (3.49) που αντιστοιχούν στους όρους µε n = 1 και n = 2 και προκύπτουν

8 εξισώσεις µε 6 αγνώστους. Επιλύοντας το σύστηµα προκύπτουν οι τρείς συνιστώσες της ϑέσης

και οι δύο εφαπτοµενικές συνιστώσες της ϱοπής του διπόλου [15]:

r0 =

√
5

4

[
D−22

D−11

+
D2

2

D1
1

, i

(
D−22

D−11

− D2
2

D1
1

)
, 2
D1

2

D1
1

−
√

2
D0

1

D1
1

D2
2

D1
1

]
, (3.52)

Qθ0 =

√
3

2π

D−11 +D1
1

r0 sinφ0

+

√
3

π

D0
1

r0 tan θ0 tanφ0

, (3.53)

Qφ0 = −
√

3

π

D0
1

r0 sin θ0
. (3.54)

Οι δύο σχέσεις που δεν χρησιµοποιούνται αποτελούν όπως και στην ΗΕΓ κριτήριο για τον αριθµό

των διπόλων.
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3.3 Μη αντιστρεψιµότητα του προβλήµατος της ΜΕΓ

Σε αυτή την παράγραφο ϑα αναφερθούµε στη µη αντιστρεψιµότητα του προβλήµατος της ΜΕΓ

στη γενική περίπτωση που το ϱεύµα ϑεωρείται ως συνεχής κατανοµή µέσα στο σφαιρικό α-

γωγό. Το αντίστροφο πρόβληµα της ΜΕΓ συνοψίζεται στην εύρεση του πρωτεύοντος ϱεύµατος

εσωτερικά του εγκεφάλου από τη γνώση του µαγνητικού πεδίου εξωτερικά του κεφαλιού. Η µη

µοναδικότητα στο αντίστροφο προβλήµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας αποδείχθηκε από τον H-

elmholtz ήδη από το 1853 ο οποίος έδειξε ότι οι εξωτερικές µετρήσεις του µαγνητικού πεδίου δεν

καθορίζουν µε µοναδικό τρόπο τις πηγές που το παράγουν. Το αποτέλεσµα αυτό επιβεβαιώθηκε

πολύ αργότερα το 2004 [4] αποδεικνύοντας οτι από την γνώση του µαγνητικού δυναµικού στο

εξωτερικό σφαιρικού, οµοιογενούς αγωγού που παράγεται από αυθαίρετη κατανοµή ϱεύµατος

µπορεί να κατασκευαστεί µόνο το σωληνοειδές τµήµα της εφαπτοµενικής συνιστώσας της κατα-

νοµής της πηγής. Το αστρόβιλο τµήµα της εφαπτοµενικής συνιστώσας και το ακτινικό κοµµάτι

της δεν συνεισφέρουν στο µαγνητικό πεδίο που µετριέται εξωτερικά. Τελικά δηλαδή από την

γνώση του µαγνητικού πεδίου µπορεί να ανακτηθεί µόνο η µία από τις τρείς συνιστώσες που

προσδιορίζουν το πρωτεύον ϱεύµα. Επιπλέον, ο τρόπος προσδιορισµού αυτής της συνιστώσας

γίνεται µέσω της ελαχιστοποίησης της L2-νόρµας. ΄Ελλειψη µοναδικότητας έχει αποδειχθεί [16]

και για αστρόµορφο πρότυπο ενώ η µη µοναδικότητα είναι εγγενές χαρακτηριστικό της ϕυσικής

του προβλήµατος.

3.3.1 Ο οµογενής σφαιρικός αγωγός

Εναλλακτική αναπαράσταση του µαγνητικού δυναµικού

΄Εστω Jp(r′) το πρωτεύον ϱεύµα που έχει στήριγµα στο εσωτερικό της σφαίρας r′ < 1 και ένα

σηµείο r εξωτερικά της σφαίρας. Τότε η µαγνητική επαγωγή δίνεται από τον τύπο που απέδειξε

ο Sarvas:

B(r) =
µ0

4π
∇U(r), r > 1, (3.55)

όπου όπως δείχθηκε το µαγνητικό δυναµικό είναι :

U(r) =

∫
r′≤1

Jp(r′)× r′ · r
|r− r′|(|r||r− r′|+ r · (r− r′))

dv(r′), (3.56)
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και είναι µία αρµονική συνάρτηση για r > 1 ώστε U(r) = O
(

1
r2

)
καθώς r →∞. Η συνάρτηση

πυρήνα που παρουσιάζεται στην έκφραση (3.56) και είναι :

K(r, r′) =
r

|r− r′|(|r||r− r′|+ r · (r− r′))
, (3.57)

έχει ιδιάζοντα όλα τα σηµεία της ευθείας από το 0 µέχρι το r′ δηλαδή στην tr̂′ µε t ∈ [0, r′] ,

όπου το r̂′ είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα του r′. Εποµένως, πρέπει να εφαρµοστεί µία

επέκταση της δράσης του τελεστή Laplace υπό την έννοια των κατανοµών. Μια αναπαράσταση

της ∆U µε:

U(r, r′) =
Jp(r′)× r′ · r

|r− r′|(|r||r− r′|+ r · (r− r′))
, (3.58)

είναι η [4]:

∫
R3

(
∆rU(r, r′)

)
Φ(r) dv(r) = − 4π

|r′|

∫ |r′|
0

[
(Jp(r′)× r) · (∇rΦ(r))

]∣∣∣
r=|r|r̂′

d|r|, (3.59)

όπου Φ(r) ∈ C∞0 (R3). Ο ∆U είναι ιδιάζων στο r = r̂′ και άρα το ολοκλήρωµα στο αριστερό

µέρος της (3.59) πρέπει να ερµηνεύεται υπό την έννοια των κατανοµών. Χρησιµοποιώντας την

ασθενή µορφή (3.59) απόδεικνύεται ότι το µαγνητικό δυναµικό U στην σχέση (3.56) έχει την

εναλλακτική αναπαράσταση [4]:

U(r) = −
∫
r′≤1

1

|r− r′|

(
1

|r′|2

∫ 1

|r′|

[
(∇z × Jp(z)) · z

]∣∣∣
z=|z|·r̂′

|z| d|z|
)

dv(r′), |r| > 1. (3.60)

Το πλεονέκτηµα εδώ είναι οτι η αναπαράσταση (3.60) χρησιµοποιεί την ϑεµελιώδη λύση του

τελεστή Laplace που είναι ανεξάρτητη της γεωµετρίας. Πλέον η σφαιρική γεωµετρία αφορά

την συνάρτηση στο εσωτερικό της παρένθεσης στην (3.60) και όχι του πυρήνα. Σκοπός πλέον

είναι να ϐρεθεί µία αναπαράσταση για την ποσότητα (∇z × Jp(z)) · z που ϑα υποδεικνύει τις

συνιστώσες του ϱεύµατος που µετέχουν. Καταρχήν, από την αναπαράσταση Helmholtz ισχύει

ότι :

Jp(r) = ∇Φp(r) +∇×Ap(r), (3.61)

και άρα παίρνοντας το∇×Jp(r), το∇× (∇Φp(r)) µηδενίζεται αφού είναι αστρόβιλο. Εποµένως

το ερώτηµα είναι τι συµβαίνει µε Ap. Στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων το διάνυσµα Jp(r)
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µπορεί να γραφεί µοναδικά [4] στη µορφή:

Jp(r) = Jr(r)r̂ + Jθ(r)θ̂ + Jφ(r)φ̂, (3.62)

όπου r̂, θ̂, φ̂ είναι τα µοναδιαία κάθετα διανύσµατα των σφαιρικών µεταβλητών r > 0, 0 ≤ θ ≤

π, 0 ≤ φ < 2π και οι ϐαθµωτές συναρτήσεις Jθ, Jφ µπορούν να αναπαρασταθούν από τις [4]:

Jθ =
1

r

(
∂G

∂θ
− 1

sinθ

∂F

∂φ

)
, Jφ =

1

r

(
1

sin θ

∂G

∂φ
+
∂F

∂θ

)
, (3.63)

όπου οι G(r, θ, φ), F (r, θ, φ) είναι ϐαθµωτές συναρτήσεις. Τότε απο τις σχέσεις (3.62), (3.62) και

τον τελεστή κλίσης σε σφαιρικές συντεταγµένες :

∇ = r̂
∂

∂r
+
θ̂

r

∂

∂θ
+

φ̂

r sin θ

∂

∂φ
, (3.64)

προκύπτει :

(
∇× Jp(r)

)
· r =

1

|r|

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂F

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2F

∂φ2

)
=

1

|r|
BF (r), (3.65)

όπου B = ∆θ,φ είναι ο τελεστής Beltrami. ΄Αρα τελικά η αναπαράσταση για το µαγνητικό

δυναµικό (3.60) γράφεται στη µορφή:

U(r) = −
∫
|r′|≤1

1

|r− r′|

(
1

|r′|2

∫ 1

|r′|
BF (z, θ, φ) dz

)
dv(r′), |r| > 1. (3.66)

Εποµένως, µόνο η ϐαθµωτή συνάρτηση F της εφαπτοµενικής συνιστώσας απαιτείται για τον

υπολογισµό του δυναµικού. Οι άλλες δύο συνιστώσες δηλαδή η ακτινική Jr και η εφαπτοµενική

G δεν υπεισέρχονται και άρα δεν µπορούν να ανακτηθούν κατά την αντιστροφή.

Ελαχιστοποίηση της L2- νόρµας

΄Ενας τρόπος να αρθεί η µη αντιστρεψιµότητα είναι η συνθήκη της ελαχιστοποίησης της L2-

νόρµας του Jp εντός της σφαίρας. Από την σχέση (3.66) εφαρµόζοντας τον τελεστή Laplace
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προκύπτει :

∆U =
1

|r|2

∫
|r|
BF (z, θ, φ) dz, |r| < 1, (3.67)

∆U = 0, |r| > 1, (3.68)

τότε αν οι F,U επιδέχονται τα αναπτύγµατα σφαιρικών αρµονικών:

F (r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

fmn (r)Y m
n (θ, φ), (3.69)

U(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

umn (r)Y m
n (θ, φ), (3.70)

αντικαθιστώντας στις (3.67), (3.68) προκύπτει [4]:

um
′′

n +
2

r
um
′

n −
n(n+ 1)

r2
umn =


−n(n+1)

r2

∫ 1

r
fmn (r′) dr′ r < 1

0 r > 1

. (3.71)

Η λύση της οµογενούς είναι arn + br−(n+1) για a, b σταθερές και n ϑετικό ακέραιο. Επειδή

umn → 0 καθώς r → ∞ προκύπτει umn = cmn r
−(n+1) και αντικαθιστώντας στο ανάπτυγµα του U

(3.70):

U(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

cmn r
−(n+ 1)Y m

n (θ, φ). (3.72)

Η λύση της µη οµογενούς προκύπτει µε την µέθοδο µεταβολής παραµέτρων για umn (r) =

Amn (r)rn και δίνει [4]:

n

∫ 1

0

rn+1fmn (r) dr = (2n+ 1)cmn , (3.73)

που είναι ένα πρόβληµα προσδιοριµού των ϱοπών fmn για την F που πρέπει να επιλυθεί ώστε

να ϐρεθεί το πρωτεύον ϱεύµα Jp και οι συντελεστές cmn δίνονται από το ανάπτυγµα (3.72). Για

να επιλύθεί το πρόβληµα χρησιµοποιείται η µέθοδος ελαχιστοποίησης της L2- νόρµας. ΄Εστω το

ενεργειακό συναρτησιακό:

W =

∫
r≤1
|Jp|2 dr =

∫
r≤1
|Jr|2 + |Jθ|2 + |Jφ|2 dr, (3.74)
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τότε αντικαθιστώντας τα Jp, Jθ, Jφ από τις (3.62), (3.63):

W =

∫
r≤1

[
(Jr)2 +

1

r2

(
∂G

∂θ

)2

+
1

r2sin2θ

(
∂G

∂φ

)2

+
1

r2sin2θ

(
∂F

∂φ

)2

+
1

r2

(
∂F

∂θ

)2
]

dr.

(3.75)

Επειδή ο περιορισµός αφορά µόνο την F , άρα η (3.75) ελαχιστοποιείται για Jr = G = 0 και η

ελάχιστη τιµή είναι :

H =

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
1

r2sin2θ

(
∂F

∂φ

)2

+
1

r2

(
∂F

∂θ

)2
]
r2sinθ drdθdφ

=

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
|∇F |2 −

(
∂F

∂r

)2
]
r2sinθ drdθdφ, (3.76)

εφαρµόζοντας παραγοντική ολοκλήρωση και επειδή το στήριγµα της F ϐρίσκεται στο εσωτερικό

της σφαίρας αρα F (r) = 0 στο r = 1 και προκύπτει :

H = −
∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
F∆F +

(
∂F

∂r

)2
]
r2sinθ drdθdφ (3.77)

όπου:

∆F =
∂2F

∂r2
+

2

r

∂F

∂r

1

r2
BF. (3.78)

Χρησιµοποιώντας την αναπαράσταση της F (3.69) σε σφαιρικές αρµονικές, την ιδιότητα του

τελεστή Beltrami ότι οι Y m
n για m = −n, . . . , n είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του B για την ιδιοτιµή

−n(n+ 1) δηλαδή οτι :

BY m
n (r) = −n(n+ 1)Y m

n (r), (3.79)

καθώς και την σχέση ορθογωνιότητας των σφαιρικών αρµονικών:

∫ π

0

∫ 2π

0

Y m
n Y

m′

n′ sinθ dφ dθ = δnn′δmm′ , (3.80)

τότε αντικαθιστώντας η ελάχιστη τιµή είναι [4]:

H = −
∞∑
n=0

n∑
m=−n

∫ 1

0

([
fm
′′

n (r) +
2

r
fm
′

n (r)− n(n+ 1)

r2
fmn (r)

]
fmn (r) + (fmn (r))2

)
r2 dr, (3.81)

= −
∞∑
n=0

n∑
m=−n

∫ 1

0

([
fmn (r)fm

′

n (r)r2
]′
− n(n+ 1) (fmn (r))2

]
dr, (3.82)
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εκτελώντας παραγοντική και επειδή fmn (1) = 0 και fm′n (1) = 0 αφού το στήριγµα του Jp (άρα

και της fmn (r)) ϐρίσκεται στο εσωτερικό της σφαίρας :

H = −
∞∑
n=0

n∑
m=−n

n(n+ 1)

∫ 1

0

(fmn (r))2 dr. (3.83)

Εποµένως το πρόβληµα ελαχιστοποίησης του H ως προς την F (r) υποβιβάστηκε σε πρόβληµα

ελαχιστοποίησης του H ως προς τις ϱοπές fmn (r) που είναι µονοδιάστατο. Η ελαχιστοποίηση

της H υπό τον περιορισµό (3.73)γίνεται µε την µέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange και

καταλήγει στις [4]:

Jr = G = 0, (3.84)

F =
∞∑
n=0

∑
m=−n

(2n+ 1)(2n+ 3)

n
cmn r

n+1Y m
n (θ, φ), r > 1, (3.85)

όπου το ανάπτυγµα του F ξεκινά µε n = 1 αφού το δυναµικό U(r) έχει συµπεριφορά O
(

1
r2

)
για

r →∞ άρα από την αναπαράσταση (3.72) του U ϑα είναι n > 0 και επειδή c00 = 0 άρα n ≥ 1.

3.3.2 Ο οµογενής αστρόµορφος αγωγός

΄Εστω ένα C1 λείο και ϕραγµένο χωρίο V που αναριστά ένα αστρόµορφο αγωγό. Τότε επιλέγο-

ντας ένα σηµείο στο εσωτερικό του αγωγού ως το κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων, κάθε

άλλο σηµείο του V ϑα προσδιορίζεται ως προς το κέντρο αυτό συναρτήσει των σφαιρικών συντε-

ταγµένων (r, θ, φ) , 0 ≤ π, 0 ≤ 2π για κάθε κατεύθυνση r̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) όπου

r είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα του r = (r, θ, φ) µε r ∈ [0, R(r̂)] µε R(r̂) να συµβολίζει

την ακτινική απόσταση από το κέντρο 0 έως το σύνορο ∂V . Αν r είναι ένα σηµείο εξωτερικά του

αγωγού και r′ ένα σηµείο στο εσωτερικό του αγωγού που συµβολίζει τη διπολική πηγή, τότε το
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µαγνητικό δυναµικό κατά µήκος της ευθείας : l(r) = r + tr̂, t ∈ [0,∞) είναι [16]:

U(r) =

∫
V

U(r, r′) dv(r′)

=

∫
V

(
−
∫ ∞
r

r̂ · ∇r′′U(r′′, r′)

)
dv(r′), όπου χρησιµοποιώντας τον τύπο Geselowitz,

=
1

4π

∫
V

Jp(r′)(r′ × r̂)

[∫ ∞
0

dt

|r + tr̂− r′)3

]
dv(r′)

− σ

4π

∫
∂V

u(r′)n̂′ · (r′ × r̂)

[∫ ∞
0

dt

|r + tr̂− r′|3

]
ds(r′), (3.86)

όπου χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση:

∫ ∞
0

dt

|r + tr̂− r′|3
=

r

F(r, r′)
, (3.87)

τελικά το µαγνητικό δυναµικό είναι :

U(r, r′) =
r

4π

∫
V

Jp(r′)× r′

F(r, r′)
dv(r′)− σr

4π

∫
∂V

u(r′)
n̂′ × r′

F(r, r′)
ds(r′), (3.88)

όπου η u είναι το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό που ικανοποιεί το γνωστό πρόβληµα Neumann.

Από τη σχέση (3.88) ϕαίνεται ότι ο πυρήνας K(r, r′) = 1/F(r, r′) είναι εγγενές χαρακτηριστι-

κό της ϕύσης του προβλήµατος, ενώ το δεύτερο ολοκλήρωµα στα δεξιά µηδενίζεται µόνο στην

περίπτωση που n̂′ × r′ = 0 που ισχύει στην σφαιρική περίπτωση και άρα αποτελεί ένα µέτρο

απόκλισης από την σφαιρική γεωµετρία. Ακόµη και στην περίπτωση που παρέχονται τα δεδο-

µένα ΗΕΓ και ΜΕΓ δηλαδή το u(r) στην επιφάνεια και το U(r) εξωτερικά τότε η συνάρτηση Ug

είναι γνωστή όπου [16]:

Ug(r) = U(r) +
σr

4π

∫
∂V

u(r′)
n̂′ × r′

F(r, r′)
ds(r′)

=
r

4π

∫
V

Jp(r′)× r′

F(r, r′)
dv(r′). (3.89)

Για να αντιστραφεί αυτή η σχέση και εποµένως να ϐρεθεί το Jp τότε ακολουθώντας παρόµοια

µέθοδο µε πρίν, η Ug καταλήγει να έχει την αναπαράσταση:

Ug(r) = −
∫
V

1

|r− r′|

(
1

|r′|2

∫ R(r̂′)

|r′|

[(
∇z × Jp(z)

)
· z
]∣∣∣

z=|z|r̂′
|z| d|z|

)
dv(r′). (3.90)
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Τότε χρησιµοποιώντας την αναπαράσταση Helmholtz Jp(r) = ∇Φ(r) +∇×A(r) και το γεγονός

ότι ∇B = 0 άρα το B είναι σωληνοειδές άρα εκφράζεται µέσω ενός διανυσµατικού δυναµικού

A στη µορφή:

B(r) = ∇×A(r)→ ∇ ·A(r) = 0, (3.91)

προκύπτει :

(∇× Jp(r)) · r = − (∆A(r)) · r, (3.92)

και χρησιµοποιώντας την ταυτότητα:

∆(f · g) = (∆f) · g + f · (∆g) + 2(∇f) · (∇g), (3.93)

γράφεται :

(∇× Jp(r)) · r = −∆ (r ·A(r)) , (3.94)

άρα η Ug εξάρτάται τελικά µόνο από την ακτινική συνιστώσα του διανυσµατικού δυναµικού

A(r).

Τελικά, η µορφή του µαγνητικού δυναµικού στην αστρόµορφη γεωµετρία είναι ίδια µε αυτήν

στην σφαιρική γεωµετρία που σηµαίνει ότι υπάρχει ο ίδιος ϐαθµός ακαθοριστίας όπως και στην

σφαιρική περίπτωση, παρά το γεγονός ότι παρέχονται τα δεδοµένα από το ΗΕΓ.



Κεφάλαιο 4

Ελλειψοειδείς Αρµονικές

4.1 Το ελλειψοειδές σύστηµα και η γεωµετρία του

Στον τρισδιάστατο Ευκλείδιο χώρο οι επιφάνειες δευτέρου ϐαθµού περιγράφονται από την τε-

τραγωνική µορφή:
3∑
i=1

3∑
j=1

aijxixj +
3∑
i=1

bixi + c = 0, (4.1)

ή ισοδύναµα στη µορφή πίνακων:

x>Ax + b>x + c = 0 (4.2)

όπου A ένας πραγµατικός και συµµετρικός πίνακας διάστασης 3 × 3, b ∈ R3 και x> =

(x1, x2, x3). Θεωρώντας ότι η µορφή (4.2) είναι µη εκφυλισµένη προκύπτει η κανονική µορφή

της (4.1) που είναι :

µ1x
2
1 + µ2x

2
2 + µ3x

2
3 = 1, (4.3)

και αυτή µπορεί να εκφράσει όλες τις επιφάνειες δευτέρου ϐαθµού, καθώς η διερεύνηση της

σχέσης (4.3) οδηγεί στις περιπτώσεις του τριαξονικού ελλειψοειδούς για µ1 > 0, µ2 > 0, µ3 > 0,

του µονόχωνου υπερβολοειδούς για µ1 > 0, µ2 > 0, µ3 < 0 και του δίχωνου υπερβολοειδούς

για µ1 > 0, µ2 < 0, µ3 < 0. Στο ελλειψοειδές σύστηµα συντεταγµένων, το ελλειψοειδές ανα-

ϕοράς είναι το ανάλογο την µοναδιαίας σφαίρας στην περίπτωση του σφαιρικού συστήµατος

44
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Σχήµα 4.1: Το ελλειψοειδές, το µονόχωνο υπερβολοειδές και το δίχωνο υπερβολοειδές είναι οι
επιφάνειες που ορίζουν το ελλειψοειδές σύστηµα συντεταγµένων, [26].

συντεταγµένων και αναπαρίσταται από την εξίσωση [10]:

x21
a21

+
x22
a22

+
x23
a23

= 1, 0 < a3 < a2 < a1 <∞, (4.4)

και τα a1, a2, a3 είναι οι σταθερές παράµετροι που καλούνται ηµιάξονες αναφοράς. Οι σταθερές :

h21 = a22 − a23, (4.5)

h22 = a21 − a23, (4.6)

h23 = a21 − a22, (4.7)

ορίζουν τα h1, h2, h3 που καλούνται ηµιεστιακές αποστάσεις του συστήµατος. Καθώς:

h21 − h22 + h33 = 0, (4.8)

το ελλειψοειδές σύστηµα έχει τις δύο ανεξάρτητες ηµιεστιακές αποστάσεις h2, h3 ενώ οι έξι

συνολικά εστίες του είναι οι (±h2, 0, 0), (±h3, 0, 0) και (0,±h1, 0) γεγονός που χαρακτηρίζει

το εν λόγω σύστηµα ως συνεστιακό. Η συνεστιακή οικογένεια επιφανειών δευτέρου ϐαθµού

περιγράφεται από την εξίσωση:

x21
a21 − λ

+
x22

a22 − λ
+

x23
a23 − λ

= 1, λ ∈ R, (4.9)

και αναπαριστά :
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1. ελλειψοειδές για −∞ < λ < a23,

2. εστιακή έλλειψη για λ = a23,

3. µονόχωνο υπερβολοειδές για a23 < λ < a22,

4. εστιακή υπερβολή για λ = a22,

5. δίχωνο υπερβολοειδές για a22 < λ < a21,

ενώ για λ ≥ a21 δεν αναπαριστά πραγµατική επιφάνεια. Μέσω της σχέσης (4.9) ορίζεται µία ένα

προς ένα απεικόνιση:

f : R0 = {(x1, x2, x3)|x1x2x3 6= 0} → P = (−∞, a23)× (a23, a
2
2)× (a12, a

2
1), (4.10)

µε

f(λ) =
3∑
i=1

x2i
a2i − λ

− 1. (4.11)

Καθώς κάθε οικογένεια ελλειψοειδών, µονόχωνων και δίχωνων υπερβολοειδών καλύπτει όλο

το χώρο µία ϕορα, κάθε σηµείο του χώρου διαπερνάται από ακριβώς ένα ελλειψοειδές, ένα

µονόχωνο και ένα δίχωνο υπερβολοειδές. Τα καρτεσιανά επίπεδα τα οποία και καλύπτονται δύο

ϕορές, ϑεωρούνται ιδιάζουσες επιφάνειες για αυτό και εξαιρούνται από τον ορισµό της παραπάνω

απεικόνισης. Επιπλέον, το συνεστιακό ελλειψοειδές σύστηµα είναι ορθοκανονικό εφόσον σε

κάθε σηµείο r = (x1, x2, x3) η επιφάνεια του ελλειψοειδούς, του µονόχωνου υπερβολοειδούς

και του δίχωνου υπερβολοειδούς που το διαπερνούν, είναι κάθετες µεταξύ τους καθώς ορίζοντας :

E(r) =
3∑
i=1

x2i
a2i − λ3

− 1, λ3 ∈ (−∞, a23), (ελλειψοειδές), (4.12)

H1(r) =
3∑
i=1

x2i
a2i − λ2

− 1, λ2 ∈ (a23, a
2
2), (µονόχωνο υπερβολοειδές), (4.13)

H2(r) =
3∑
i=1

x2i
a2i − λ1

− 1, λ1 ∈ (a22, a
2
1), (δίχωνο υπερβολοειδές), (4.14)
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προκύπτει ∇E(r) · ∇H1(r) = 0 και ∇E(r) · ∇H2(r) = 0 [10]. ΄Εστω (ρ, µ, ν) οι ελλειψοειδείς

συντεταγµένες µε :

ρ2 = a21 − λ3, (4.15)

µ2 = a21 − λ2, (4.16)

ν2 = a21 − λ1, (4.17)

όπου:

0 ≤ ν2 ≤ h23 ≤ µ2 ≤ h22 ≤ ρ2 < +∞ (4.18)

΄Εστω (ρ, µ, ν) η ελλειψοειδής αναπαρασταση ενός καρτεσιανού σηµείου (x1, x2, x3), τότε

η ρ ∈ (h22,+∞) ορίζει το ελλειψοειδές :

x21
ρ2 − λ

+
x22

ρ2 − h23
+

x23
ρ2 − h22

= 1, (4.19)

η µ2 ∈ (h23, h
2
2) ορίζει το µονόχωνο υπερβολοειδές :

x21
µ2 − λ

+
x22

µ2 − h23
+

x23
µ2 − h22

= 1, (4.20)

η ν2 ∈ (0, h23) ορίζει το δίχωνο υπερβολοειδές :

x21
ν2 − λ

+
x22

ν2 − h23
+

x23
ν2 − h22

= 1. (4.21)

Επιλύοντας το σύστηµα των εξισώσεων (4.19) - (4.21), ως προς x21, x22, x23, προκύπτει [10]:

x21 =
ρ2µ2ν2

h22h
2
3

, (4.22)

x22 =
(ρ2 − h23)(µ2 − h23)(h23 − ν2)

h21h
2
3

, (4.23)

x23 =
(ρ2 − h22)(h22 − µ2)(h22 − ν2)

h21h
2
2

, (4.24)



48 Κεφάλαιο 4. Ελλειψοειδείς Αρµονικές

και αποτετραγωνίζοντας, τότε στο πρώτο ογδοηµόριο, όπου x1 > 0, x2 > 0 x3 > 0, ισχύουν

οι σχέσεις :

x1 =
ρµν

h2h3
, h2 < ρ <∞, (4.25)

x2 =

√
ρ2 − h23

√
µ2 − h23

√
h23 − ν2

h1h3
, h3 < µ < h2, (4.26)

x3 =

√
ρ2 − h22

√
h22 − µ2

√
h22 − ν2

h1h2
, 0 < ν < h3. (4.27)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.25) - (4.27), η αναπαράσταση ενός σηµείου στον R2 µέσω ελ-

λειψοειδών συντεταγµένων είναι :

r(ρ, µ, ν) =

(
ρµν

h2h3
,

√
ρ2 − h23

√
µ2 − h23

√
h23 − ν2

h1h3
,

√
ρ2 − h22

√
h22 − µ2

√
h22 − ν2

h1h2

)
, (4.28)

µε µετρικούς συντελεστές :

hρ = ‖rρ‖ =

∥∥∥∥∂r

∂ρ

∥∥∥∥ =

√
ρ2 − µ2

√
ρ2 − ν2√

ρ2 − h23
√
ρ2 − h22

, (4.29)

hµ = ‖rµ‖ =

∥∥∥∥ ∂r

∂µ

∥∥∥∥ =

√
ρ2 − µ2

√
µ2 − ν2√

µ2 − h23
√
h22 − µ2

, (4.30)

hν = ‖rν‖ =

∥∥∥∥∂r

∂ν

∥∥∥∥ =

√
ρ2 − ν2

√
µ2 − ν2√

h23 − ν2
√
h22 − ν2

. (4.31)

Το τοπικό ελλειψοειδές σύστηµα δίνεται από τα διανύσµατα:

ρ̂ =
rρ
‖rρ‖

=
ρ

hρ

3∑
i=1

xi
ρ2 − a21 + a2i

x̂i, (4.32)

µ̂ =
rµ
‖rµ‖

=
µ

hµ

3∑
i=1

xi
µ2 − a21 + a2i

x̂i, (4.33)

ν̂ =
rν
‖rν‖

=
ν

hν

3∑
i=1

xi
ν2 − a21 + a2i

x̂i, (4.34)

και ορίζουν ένα δεξιόστροφο, ορθοκανονικό σύστηµα ρ→ ν → µ→ ρ.
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4.2 Η ελλειψοειδής αναπαράσταση του τελεστή Laplace

Ο τελεστής Laplace στο ελλειψοειδές σύστηµα έχει την µορφή [10]:

∆u =
1

hρhµhν

[
∂

∂ρ

(
hµhν
hρ

∂

∂ρ
u

)
+

∂

∂µ

(
hνhρ
hµ

∂

∂µ
u

)
+

∂

∂ν

(
hρhµ
hν

∂

∂ν
u

)]
. (4.35)

Υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους από τις σχέσεις (4.29) - (4.31) και αντικαθιστώντας στην

σχέση (4.35), η ακριβής µορφή του τελεστή Laplace στο ελλειψοειδές σύστηµα συντεταγµένων

είναι :

∆ =
1

h2ρ

[
∂2

∂ρ2
+

(
ρ

ρ2 − h23
+

ρ

ρ2 − h22

)
∂

∂ρ

]
+

1

h2µ

[
∂2

∂µ2
+

(
µ

µ2 − h23
+

µ

µ2 − h22

)
∂

∂µ

]
+

1

h2ν

[
∂2

∂ν2
+

(
ν

ν2 − h23
+

ν

ν2 − h22

)
∂

∂ν

]
, (4.36)

ή σε ισοδύναµη µορφή:

∆ =
1

(ρ2 − µ2)(ρ2 − ν2)

(√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22

∂

∂ρ

)(√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22

∂

∂ρ

)
+

1

(ρ2 − µ2)(µ2 − ν2)

(√
µ2 − h23

√
h22 − µ2

∂

∂µ

)(√
µ2 − h23

√
h22 − µ2

∂

∂µ

)
+

1

(ρ2 − ν2)(µ2 − ν2)

(√
h23 − ν2

√
h22 − ν2

∂

∂ν

)(√
h23 − ν2

√
h22 − ν2

∂

∂ν

)
. (4.37)

4.3 Εξίσωση Lamé

Παρατηρώντας την µορφή (4.37) του τελεστή του Laplace εισάγονται οι µεταβλητές ξ, η, ζ. Η

µεταβλητές αυτές καλούνται ϑερµοµετρικές παράµετροι και επιλέγονται έτσι ώστε να ικανοποιο-

ύνται οι σχέσεις [10]:

∂

∂ξ
=
√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22

∂

∂ρ
, (4.38)

∂

∂η
=
√
µ2 − h23

√
h22 − µ2

∂

∂µ
, (4.39)

∂

∂ζ
=
√
h23 − ν2

√
h22 − ν2

∂

∂ν
, (4.40)
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εφαρµόζοντας κανόνα αλυσίδας και ολοκληρώση προκύπτουν οι µεταβλητές ξ, η, ζ σε µορφή

ελλειπτικών ολοκληρωµάτων :

ξ(ρ) =

∫ ρ

h2

1√
t2 − h23

√
t2 − h22

dt, h2 ≤ ρ ≤ ∞, (4.41)

η(µ) =

∫ µ

h3

1√
t2 − h23

√
h22 − t2

dt, h3 ≤ µ ≤ h2, (4.42)

ζ(ν) =

∫ ν

0

1√
h23 − t2

√
h22 − t2

dt, 0 ≤ ν ≤ h3, . (4.43)

Οι ϑερµοµετρικές παράµετροι µέσω των ελλειπτικών ολοκληρωµάτων (4.41) - (4.43) εξαρτώνται

κάθε ϕορά αποκλειστικά από µία ελλειψοειδή µεταβλητή, ενώ τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα

ϐοηθούν στο να εξοµαλυνθούν οι ανισοτροπίες του ελλειψοειδούς συστήµατος δρώντας ως πα-

ϱάγοντες κλιµακοποιήσης των ελλειψοειδών µεταβλητών. Πλέον ο τελεστής του Laplace γράφε-

ται στη µορφή:

∆ =
1

(ρ2 − µ2)(ρ2 − ν2)
∂2

∂ξ2
+

1

(ρ2 − µ2)(µ2 − ν2)
∂2

∂2η
+

1

(ρ2 − ν2)(µ2 − ν2)
∂2

∂ζ2
, (4.44)

και η εξίσωση του Laplace γράφεται στη µορφή:

(µ2 − ν2)∂
2u

∂ξ2
+ (ρ2 − ν2)∂

2u

∂η2
+ (ρ2 − µ2)

∂2u

∂ζ2
= 0. (4.45)

Η λαπλασιανή είναι γραµµικός συνδυασµός των δεύτερων µερικών παραγώγων, αλλά µε άνισους

συντελεστές. Αυτό έχει ως συνέπεια η εξίσωση (4.45) να µην είναι διαχωρίσιµη. ΄Εστω οι

ταυτότητες :

(µ2 − ν2) + (ν2 − ρ2) + (ρ2 − µ2) = 0, (4.46)

ρ2(µ2 − ν2) + µ2(ν2 − ρ2) + ν2(ρ2 − µ2) = 0, (4.47)

τότε πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (4.46) µε Au και την εξίσωση (4.47) µε Bu [10], όπου

A,B σταθερές, και προσθέτοντας κατα µέλη τις σχέσεις (4.45), (4.46) και (4.47), προκύπτει η
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εξίσωση:

(µ2 − ν2)
(
∂2

∂ξ2
+ Aρ2 +B

)
u+ (ν2 − ρ2)

(
− ∂2

∂η2
+ Aµ2 +B

)
u

+ (ρ2 − µ2)

(
∂2

∂ζ2
+ Aν2 +B

)
u = 0, (4.48)

η οποία είναι πλέον διαχωρίσιµη ως προς τους αντίστοιχους συντελεστές ρ, µ, ν. Χρησιµοποι-

ώντας την µέθοδο χωριζοµένων µεταβλητών, εισάγεται ως λύση της (4.45) η συνάρτηση της

µορφής:

u(ρ, µ, ν) = R(ρ)M(µ)N(ν), (4.49)

οπότε αντικαθιστώντας στην (4.45):

(µ2 − ν2)
R(ρ)

(
∂2

∂ξ2
+ Aρ2 +B

)
R(ρ) +

(ν2 − ρ2)
M(µ)

(
− ∂2

∂η2
+ Aµ2 +B

)
M(µ)

+
(ρ2 − µ2)

N(ν)

(
∂2

∂ζ2
+ Aν2 +B

)
N(ν) = 0,

(4.50)

και η παραπάνω εξίσωση ικανοποιείται αν :

∂2R(ρ

∂ξ2
+
(
Aρ2 +B

)
R(ρ) = 0, (4.51)

−∂
2M(µ)

∂η2
+
(
Aµ2 +B

)
M(µ) = 0, (4.52)

∂2N(ν)

∂ζ2
+
(
Aν2 +B

)
N(ν) = 0. (4.53)
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Υπολογίζοντας τις παραγώγους ∂2

∂ξ2
, ∂2

∂η2
και ∂2

∂ζ2
από τις σχέσεις (4.38) - (4.40) και αντικαθι-

στώντας στις σχέσεις (4.51) - (4.53):

(ρ− h23)(ρ2 − h22)
d2R(ρ)

dρ2
+ ρ

(
2ρ2 − h23 − h22

) dR(ρ)

dρ
+
(
Aρ2 +B

)
R(ρ) = 0, ρ ∈ (h2,+∞),

(4.54)

(µ− h23)(µ2 − h22)
d2R(µ)

dµ2
+ µ

(
2µ2 − h23 − h22

) dR(µ)

dµ
+
(
Aµ2 +B

)
R(µ) = 0, µ ∈ (h3, h2),

(4.55)

(ν − h23)(ν2 − h22)
d2R(ν)

dν2
+ ν

(
2ν2 − h23 − h22

) dR(ν)

dν
+
(
Aν2 +B

)
R(ν) = 0, ν ∈ (h2,+∞),

(4.56)

και επειδή οι εξισώσεις (4.54) - (4.56) έχουν την ίδια µορφή για κάθε µία από τις αντίστοιχες

µεταβλητές, ϑέτοντας E(x) στην ϑέση των R(ρ),M(µ), N(ν) προκύπτει η εξίσωση Lamé:

(x2 − h23)(x2 − h22)
d2E(x)

dx2
+ x(2x2 − h23 − h22)

dE(x)

dx
+ (Ax2 +B)E(x) = 0, (4.57)

όπου τα A,B ∈ R ειναι σταθερές και ικανοποιείται από την συνάρτηση E(ρ) στο διάστηµα

(h2,+∞), από την E(µ) στο διάστηµα (h3, h2) και από την E(ν) στο διάστηµα (0, h3). Η

επίλυση της εξίσωσης Lamé απαιτεί και την εύρεση των συντελεστών A,B. Υποθέτοντας ότι η

λύση της (4.57) στο σφαιροκωνικό σύστηµα συντεταγµένων είναι της µορφής:

u(ρ, µ, ν) = R(ρ)V (µ, ν), (4.58)

και υπολογίζοντας τον τελεστή και την εξίσωση Laplace στο σφαιροκωνικό σύστηµα, προκύπτει

A = n(n + 1) για n = 0, 1, 2, .... Η εύρεση της σταθεράς B εξαρτάται από την εκάστοτε κλάση

στην οποία ανήκει η συνάρτηση Lamé.

4.4 Συναρτήσεις Lamé

Η επίλυση του τελεστή Laplace στο ελλειψοειδές σύστηµα συντεταγµένων οδηγεί στην εξίσω-

ση Lamé (4.57) η οποία ικανοποιείται από τις συναρτήσεις E(ρ), E(µ), E(ν) στα αντίστοιχα

διαστήµατα που ορίζονται οι µεταβλητές ρ, µ, ν. Οι σταθερές A και B εκφράζονται µέσω των
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ακέραιων αριθµών n και m όπου το n καθορίζει τον ϐαθµό και το m την τάξη κάθε λύσης της

εξίσωσης, όπως στις σφαιρικές αρµονικές. Η εξίσωση έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις

για κάθε n = 0, 1, 2, . . . και m = 1, 2, . . . 2n + 1. Η µία λύση συµβολίζεται µε Em
n , είναι οµαλή

στο µήδέν και καλείται συνάρτηση Lamé πρώτου είδους ή εσωτερική λύση, ενώ η δεύτερη λύση

συµβολίζεται µε Fm
n είναι οµαλή στο άπειρο και καλείται συνάρτηση Lamé δεύτερου είδους ή

εξωτερική λύση.

Συναρτήσεις Lamé πρώτου είδους

Για την εύρεση των εσωτερικών λύσεων Em
n αρχικά συγκρίνεται το αρµονικό ανάπτυγµα των

εσωτερικών ελλειψοειδών αρµονικών E(µ)E(ν) µε το αυτό των σφαιρικών αρµονικών οι οποίες

δίνονται από τη σχέση:

rnY m
n (θ, φ) = rnPm

n (cosθ)eimφ, (4.59)

όπου Pm
n οι συναρτήσεις Legendre. Προκύπτουν έτσι τέσσερις κλάσεις συναρτήσεων Lamé [10]

που συµβολίζονται µε K,L,M,N και έχουν την µορφή:

Kn(x) = Pn(x), Pn(x) =
∞∑
k=0

akx
n−2k, (4.60)

Ln(x) =
√
x2 − h23Rn−1(x), (4.61)

Mn(x) =
√
x2 − h22Rn−1(x), Rn−1(x) =

∞∑
k=0

bkx
n−1−2k, (4.62)

Nn(x) =
√
x2 − h23

√
x2 − h22Sn−2(x), Sn−2(x) =

∞∑
k=0

ckx
n−2−2k. (4.63)

Με αυτόν τον τρόπο παράγονται 2n + 1 συναρτήσεις από όλες τις κλασεις όταν το n είναι άρτιο

και όταν το n είναι περιττό. Αναλυτικά αποτελέσµατα για την κλειστή µορφή των συναρτήσεων

Lamé υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία για ϐαθµό n ≤ 3 , ενώ για ϐαθµό n ≥ 8 είναι ϑεωρητικά

αδύνατη [10] η εύρεση κλειστής µορφής. Στην παρούσα εργασία ϑα χρειαστούν οι συναρτήσεις

Lamé για ϐαθµό n = 0, 1, 2, 3 οι οποίες και είναι για x = ρ, µ, ν [10]:
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από την κλάση K

n = 0 K1
0(x) = 1, (4.64)

n = 1 K1
1(x) = x, (4.65)

n = 2 K1
2(x) = x2 + Λ− a21, K2

2(x) = x2 + Λ′ − a21, (4.66)

n = 3 K1
3(x) = x3 + (Λ1 − a21)x, K2

3(x) = x3 + (Λ′1 − a21)x, (4.67)

όπου

Λ,Λ′ = a21 −
h23 + h22

3
±
√
h41 + h23h

3
2

3
, (4.68)

Λ1,Λ
′
1 = a21 −

2h23 + 2h22
5

±
√

4h21 + h23h
3
2

5
, (4.69)

από την κλάση L

n = 1 L1
1(x) =

√
x2 − h23, (4.70)

n = 2 L1
2(x) = x

√
x2 − h23, (4.71)

n = 3 L1
3(x) =

√
x2 − h23(x2 + Λ2 − a21), L2

3(x) =
√
x2 − h23(x2 + Λ′2 − a21), (4.72)

όπου

Λ2,Λ
′
2 = a21 −

h23 + 2h22
5

±
√

3h42 + h41h
2
3h

2
2

5
, (4.73)

από την κλάση M

n = 1 M1
1 (x) =

√
x2 − h22, (4.74)

n = 2 M1
2 (x) = x

√
x2 − h22, (4.75)

n = 3 M1
3 (x) =

√
x2 − h22(x2 + Λ3 − a21), M2

3 (x) =
√
x2 − h22(x2 + Λ′3 − a21), (4.76)

όπου

Λ3,Λ
′
3 = a21 −

2h23 + h22
5

±
√

3h43 + h41h
2
3h

2
2

5
, (4.77)



4.4. Συναρτήσεις Lamé 55

και από την κλάση N

n = 2 N1
2 (x) =

√
x2 − h23

√
x2 − h22, (4.78)

n = 3 N1
3 (x) = x

√
x2 − h23

√
x2 − h22. (4.79)

Συναρτήσεις Lamé δεύτερου είδους

Για την εύρεση της εξωτερικής συνάρτησης Lamé Fm
n χρησιµοποιείται η µέθοδος υποβιβασµού

τάξης και αναζητούνται λύσεις της µορφής:

Fn(x) = Ψn(x)En(x), (4.80)

όπου En(x) είναι η αντίστοιχη εσωτερική συνάρτηση. Αντικαθιστώντας την σχέση (4.80) στην

εξίσωση Lamé (4.57) και εφαρµόζοντας ολοκλήρωση δύο ϕορές προκύπτει η Ψ(x) από την οποία

καταλήγουµε στην εξωτερική λύση [10]:

Fn(x) = En(x)

∫ x

x0

dt

(En(t))2
√
t2 − h23

√
t2 − h22

. (4.81)

Καθώς η ελλειψοειδής µεταβλητή ρ τείνει στο άπειρο το ελλειψοειδές τείνει να µετασχηµατιστεί

σε σφαίρα και άρα τα ρ, r είναι ασυµπτωτικά ίσα. Επίσης, η ακτινική εξάρτηση της εσωτε-

ϱικής αρµονικής En(ρ) και της εξωτερικής αρµονικής Fn(ρ) είναι rn και r−n+ 1 αντίστοιχα.

Εποµένως για να γίνεται κατα την αναγωγή του ελλειψοειδούς σε σφαίρα και η αντίστοιχη ανα-

γωγή τοης εξωτερικής ελλειψοειδούς αρµονικής στην εξωτερική σφαιρική αρµονική πρέπει οι

συναρτήσεις Fn(ρ) να κανονικοποιούνται µε την συνθήκη:

lim
ρ→∞

ρn+1Fn(ρ) = 1, n = 0, 1, 2, . . . , (4.82)

οπότε απαιτώντας :

Fn(ρ) = cEn(ρ)

∫ +∞

ρ

dt

(En(t))2
√
t2 − h23

√
t2 − h22

, (4.83)
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και λαµβάνοντας το όριο καθώς το ρ τείνει στο r, τότε οι ηµιεστιακές αποστάσεις h2, h3 τείνουν

στο µηδέν και προκύπτει η σταθερά c = 2n+ 1. Οπότε η εξωτερική συνάρτηση Lamé είναι :

Fn(ρ) = (2n+ 1)En(ρ)

∫ +∞

ρ

dt

(En(t))2
√
t2 − h23

√
t2 − h22

, ρ > h2, n = 0, 1, 2, . . . . (4.84)

4.5 Ελλειψοειδείς αρµονικές

Εσωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές

Οι εσωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές ορίζονται από τα γινόµενα των εσωτερικών συναρτήσεων

Lame και είναι :

Emn (ρ, µ, ν) = Em
n (ρ)Em

n (µ)Em
n (ν), n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n+ 1, (4.85)

για το πρώτο ογδοηµόριο όπου ρ ∈ [h2,∞), µ ∈ [h3, h2], ν ∈ [0, h3]. Χρησιµοποιώντας τις

σχέσεις (4.64) - (4.79), υπολογίζονται οι εσωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές για n ≤ 3 και είναι

[10]:

για n = 0

E1
1(ρ, µ, ν) = 1, (4.86)

για n = 1

E1
1(ρ, µ, ν) = ρµν, (4.87)

E2
1(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h23

√
µ2 − h23

√
h23 − ν2, (4.88)

E3
1(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h22

√
h22 − µ2

√
h22 − ν2, (4.89)



4.5. Ελλειψοειδείς αρµονικές 57

για n = 2

E1
2(ρ, µ, ν) = (ρ2 + Λ− a21)(µ2 + Λ− a21)(ν2 + Λ− a21), (4.90)

E2
2(ρ, µ, ν) = (ρ2 + Λ′ − a21)(µ2 + Λ′ − a21)(ν2 + Λ′ − a21), (4.91)

E3
2(ρ, µ, ν) = ρ

√
ρ2 − h23µ

√
µ2 − h23ν

√
h23 − ν2, (4.92)

E4
2(ρ, µ, ν) = ρ

√
ρ2 − h22µ

√
h22 − µ2ν

√
h22 − ν2, (4.93)

E5
2(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22

√
µ2 − h23

√
h22 − µ2

√
h23 − ν2

√
h22 − ν2, (4.94)

για n = 3

E1
3(ρ, µ, ν) = ρ(ρ2 + Λ1 − a21)µ(µ2 + Λ1 − a21)ν(ν2 + Λ1 − a21), (4.95)

E2
3(ρ, µ, ν) = ρ(ρ2 + Λ′1 − a21)µ(µ2 + Λ′1 − a21)ν(ν2 + Λ′1 − a21), (4.96)

E3
3(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h23(ρ2 + Λ2 − a21)

√
µ2 − h23(µ2 + Λ2 − a21)

√
h23 − ν2(ν2 + Λ2 − a21), (4.97)

E4
3(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h23(ρ2 + Λ′2 − a21)

√
µ2 − h23(µ2 + Λ′2 − a21)

√
h23 − ν2(ν2 + Λ′2 − a21), (4.98)

E5
3(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h22(ρ2 + Λ3 − a21)

√
h22 − µ2(µ2 + Λ3 − a21)

√
h22 − ν2(ν2 + Λ3 − a21), (4.99)

E6
3(ρ, µ, ν) =

√
ρ2 − h22(ρ2 + Λ′3 − a21)

√
h22 − µ2(µ2 + Λ′3 − a21)

√
h22 − ν2(ν2 + Λ′3 − a21),

(4.100)

E7
3(ρ, µ, ν) = ρ

√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22µ

√
µ2 − h23

√
h22 − µ2ν

√
h23 − ν2

√
h22 − ν2. (4.101)

Εξωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές

Οι εξωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές ορίζονται από τα γινόµενα των εξωτερικών συναρτήσεων

Lame και είναι :

Fmn (ρ, µ, ν) = Fm
n (ρ)Em

n (µ)Em
n (ν), (4.102)

= (2n+ 1)Em
n (ρ)Imn (ρ), n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n+ 1, (4.103)
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για το πρώτο ογδοηµόριο όπου ρ ∈ [h2,∞), µ ∈ [h3, h2], ν ∈ [0, h3]. Τα ελλειπτικά ολοκλη-

ϱώµατα δίνονται από την σχέση:

Imn (ρ) =

∫ +∞

ρ

dt

(En(t))2
√
t2 − h23

√
t2 − h22

, ρ ≥ h2. (4.104)

Επειδή

Em
n (t) = O(tn), t→∞, (4.105)

και

Fm
n (ρ) = O

(
1

ρn+1

)
, ρ→∞, (4.106)

άρα όλες οι εξωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές συναρτήσεις είναι οµαλές στο άπειρο.

Επιφανειακές ελλειψοειδείς αρµονικές

Οι επιφανειακές ελλειψοειδείς αρµονικές ορίζονται από τα γινόµενα των εσωτερικών συναρτήσε-

ων Lame που αφορούν όµως µόνο τις γωνιακές µεταβλητές µ και ν και είναι :

Smn (ρ, µ, ν) = Em
n (µ)Em

n (ν), n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n+ 1. (4.107)

Το σύνολο των επιφανειακών ελλειψοειδών αρµονικών είναι ορθογώνιο στην επιφάνεια οποιου-

δήποτε συνεστιακού ελλειψοειδούς µε σταθερό ρ = a1, ως προς την συνάρτηση ϐάρους :

lρ(µ, ν) =
1√

ρ2 − µ2
√
ρ2 − ν2

. (4.108)

µε σχέση ορθογωνιότητας :

∮
Sa1

Smn (µ, ν)Sm
′

n′ (µ, ν)dΩ(µ, ν) = γmn δnn′δmm′ , (4.109)

για n, n′ = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n+ 1, m′ = 1, 2, . . . , 2n′ + 1, όπου οι σταθερές γmn είναι οι

σταθερές κανονικοποίησης :

γmn =

∮
Sa1

[Smn (µ, ν)]2 dΩ(µ, ν), (4.110)
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για n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n + 1, και dΩ είναι η στερεά γωνία του στοιχειώδους ελλει-

ψοειδούς µε :

lρ(µ, ν) dSρ(µ, ν) =
hµhν√

ρ2 − µ2
√
ρ2 − ν2

dµ dν

=
µ2 − ν2√

µ2 − h23
√
h22 − µ2

√
h23 − ν2

√
h22 − ν2

dµ dν

= dΩ(µ, ν). (4.111)

Πράγµατι, έστω οι εσωτερικές αρµονικές συναρτήσεις Emn και Em′n′ . Τότε εφαρµόζοντας την

δεύτερη σχέση του Green στο ελλειψοειδές χωρίο Vρ που ϕράσσεται από την επιφάνεια Sρ:

∫
Vρ

[
Emn (ρ, µ, ν)∆Em′n′ (ρ, µ, ν)− Em′n′ (ρ, µ, ν)∆Emn (ρ, µ, ν)

]
dv(ρ, µ, ν)

=

∮
Sρ

[
Emn (ρ, µ, ν)

∂

∂n
Em′n′ (ρ, µ, ν)− Em′n′ (ρ, µ, ν)

∂

∂n
Emn (ρ, µ, ν)

]
dSρ(µ, ν). (4.112)

Η κάθετη παραγώγιση πάνω στο ελλειψοειδές είναι :

∂

∂n
= ρ̂ · ∇ =

1

hρ

∂

∂ρ
=

√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22√

ρ2 − µ2
√
ρ2 − ν2

∂

∂ρ

=
√
ρ2 − h23

√
ρ2 − h22lρ(µ, ν)

∂

∂ρ
, (4.113)

και επειδή η Emn ,Em
′

n′ ικανοποιούν την εξίσωση Laplace η (4.112) γράφεται :

∮
Sρ

[
Emn (ρ, µ, ν)

∂

∂ρ
Em′n′ (ρ, µ, ν)− Em′n′ (ρ, µ, ν)

∂

∂ρ
Emn (ρ, µ, ν)

]
lρ(µ, ν) dSρ(µ, ν)

=

[
Em
n (ρ)

∂

∂ρ
Em′

n′ (ρ)− Em′

n′ (ρ)
∂

∂ρ
Em
n (ρ)

] ∮
Sa1

Smn (µ, ν)Sm
′

n′ (µ, ν) dΩ(µ, ν)

= 0. (4.114)

Ο συντελεστής
[
Em
n (ρ) ∂

∂ρ
Em′

n′ (ρ)− Em′

n′ (ρ) ∂
∂ρ
Em
n (ρ)

]
µήδενίζεται µόνο όταν οι δύο συναρτήσεις

Lamé είναι γραµµικά εξαρτηµένες. Αυτό σηµαίνει ότι n = n′ και m = m′. Σε κάθε άλλη πε-

ϱίπτωση, µηδενίζεται το ολοκλήρωµα και αυτό αποδεικνύει την σχέση ορθογωνιότητας (4.109).

Στα προβλήµατα συνοριακών τιµών είναι αυτή η σχέση καθετότητας που εξασφαλίζει τον προσ-

διορισµό των συνοριακών δεδοµένων σε ελλειψοειδή χωρία, καθώς µια οµαλή συνάρτηση F
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πάνω στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς σταθερού ρ, που έχει την αναράσταση:

F (µ, ν) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

fmn S
m
n (µ, ν), (4.115)

τότε οι συντελεστές fmn ϑα δίνονται από την [10]:

fmn =
1

γmn

∮
Sa1

F (µ, ν)Smn (µ, ν)dΩ(µ, ν). (4.116)

Η πληρότητα του αναπτύγµατος εξασφαλίζεται από την πληρότητα του συνόλου των σφαιρικών

αρµονικών [10] καθώς κάθε σφαιρική αρµονική µπορεί να αναπαρασταθεί από µια ελλειψοειδή

αρµονική και αντίστροφα. Συγκεκριµένα, η σχέση που εξασφαλίζει την πληρότητα είναι η σχέση

κλειστότητας :
δ(µ− µ′)δ(ν − ν ′)

hµhν
=
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

1

γmn
Smn (µ′, ν ′)Smn (µ, ν), (4.117)

µε δ να συµβολίζει το µέτρο Dirac.

Εκτός από την ορθογωνιότητα και την πληρότητα του συνόλου των επιφανειακών ελλειψοειδών

αρµονικών ϐασική για την επίλυση συνοριακών προβληµάτων σε χωρία µε ελλειψοειδές σύνορο

είναι η ϑεµελιώδης λύση του τελεστή Laplace. Η αναπαράσταση ϑεµελιώδους λύσης του τελεστή

Laplace σε ελλειψοειδείς συντεταγµένες ϐασίζεται στο ανάλογο του ϑεωρήµατος άθροισης για

τις ελλειψοειδείς αρµονικές που είναι [10]:

Pn(r̂ · r̂0) =
4π

(2n+ 1

2n+1∑
m=1

1

γmn
Smn (µ, ν)Smn (µ0, ν0), (4.118)

για δύο οποιαδήποτε σηµεία r0 = (ρ0, µ0, ν0) και r = (ρ, µ, ν), όπου Pm
n το πολυώνυµο Legendre

n ϐαθµού. Τότε αποδεικνύεται ότι [10]:

1

|r− r0|
=
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
Emn (ρ0, µ0, ν0)Fmn (ρ, µ, ν), ρ0 < ρ, (4.119)

1

|r− r0|
=
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
Emn (ρ, µ, ν)Fmn (ρ0, µ0, ν0), ρ0 > ρ. (4.120)



Κεφάλαιο 5

Τα ευθέα προβλήµατα ΗΕΓ και ΜΕΓ σε

ελλειψοειδή γεωµετρία

Στην µελέτη των προβληµάτων της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και µαγνητοεγκεφαλογραφίας σε

ελλειψοειδή γεωµετρία, αναφέρονται οι εργασίες των Γ. ∆άσσιος και Φ. Καριώτου το 2003 [18]

και 2004 [11] στις οποίες υπολογίζεται αναλυτικά το ηλεκτρικό δυναµικό και το µαγνητικό

δυναµικό σε µορφή σειράς ελλειψοειδών αρµονικών, στο εξωτερικό του οµογενούς ελλειψοει-

δούς αγωγού, που παράγεται από σηµειακό ηλεκτρικό δίπολο στο εσωτερικό του αγωγού. Η

αναπαράσταση µε αυτόν τον τρόπο προβάλλει τον ανισοτροπικό χαρακτήρα της ελλειψοειδούς

γεωµετρίας και την εξάρτηση των πεδίων από την γεωµετρία του προτύπου.

∆ιατύπωση του προβλήµατος

΄Εστω S η επιφάνεια του τριαξονικού ελλειψοειδούς :

x21
a21

+
x22
a22

+
x23
a23

= 1, (5.1)

µε τις ηµιεστιακές αποστάσεις :

h1 =
√
a22 − a23, h2 =

√
a21 − a23, h3 =

√
a21 − a22. (5.2)

61
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Οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες ρ, µ, ν συνδέονται µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες µέσω των

µετασχηµατισµών:

x1 =
ρµν

h2h3
, (5.3)

x2 =

√
ρ2 − h23

√
µ2 − h23

√
h23 − ν

h1h3
, (5.4)

x3 =

√
ρ2 − h22

√
h22 − µ2

√
h22 − ν2

h1h2
, (5.5)

για ρ ∈ [h2,+∞), µ ∈ [h3, h2] και ν ∈ [−h3, h3]. Η επιφάνεια S που δίνεται για ρ = a1

αναπαριστά το σύνορο του εγκεφάλου. Ο εσωτερικός του S χώρος V − που δίνεται για ρ ∈ [h2, a1)

έχει ηλεκτρική αγωγιµότητα σ και µαγνητική διαπερατότητα µ0. Ο εξωτερικός του S χώρος V +

που δίνεται για ρ ∈ (a1,+∞) είναι µη αγώγιµος µε ίδια µαγνητική διαπερατότητα µ0. Η

πυκνότητα ϱεύµατος είναι :

J = Jp + σE. (5.6)

Στο πλαίσιο της σχεδόν στάσιµης ϑεωρίας οι εξισώσεις Maxwell είναι :

∇× E = 0, (5.7)

∇×B = µ0J, (5.8)

∇ · E = 0, (5.9)

∇ ·B = 0, (5.10)

και άρα το πεδίο E είναι αστρόβιλο, συνεπώς:

E(r) = −∇u(r). (5.11)

Στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς ρ = a1 το ηλεκτρικό δυναµικό u = u− ικανοποιεί το εσωτερικό

πρόβληµα Neumann:

σ−∆u−(r) = ∇ · Jp(r), r ∈ V −, (5.12)

∂

∂n
u−(r) = 0, r ∈ S, (5.13)
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ενώ στο εξωτερικό το ηλεκτρικό δυναµικό ικανοποιεί το εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet:

∆u+(r) = 0, r ∈ V +, (5.14)

u+(r) = u−(r), r ∈ S, (5.15)

u+(r) = O
(

1

r2

)
, r →∞. (5.16)

5.1 ΗΕΓ

5.1.1 Το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό

Πρώτα επιλύεται το πρόβληµα Neumann (5.12)-(5.13). Η εξίσωση Poisson (5.12) έχει ως λύση

το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό που είναι άθροισµα µίας αρµονικής συνάρτησης Φ που ι-

κανοποιεί την εξίσωση Laplace στο εσωτερικό h2 ≤ ρ ≤ a1 και µίας ειδικής λύσης, δηλαδή

είναι :

u−(r) = Φ(r) +
1

4πσ
Q · r− r0
|r− r0|3

,

= Φ(r) +
1

4πσ
Q · ∇r0

1

|r− r0|
, (5.17)

και η Φ ικανονοποιεί την συνοριακή συνθήκη (5.13):

∂

∂ρ
Φ(r) = − 1

4πσ

∂

∂ρ
Q · r− r0
|r− r0|3

, ρ = a1. (5.18)

Λόγω της πληρότητας του συνόλου των ελλειψοειδών αρµονικών, υπάρχει ακολουθία όρων

{bmn }, n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n + 1, ώστε η συνάρτηση Φ(r) να γράφεται ως γραµ-

µικός συνδιασµός εξωτερικών και εσωτερικών ελλειψοειδών αρµονικών, επειδή όµως η Φ έχει

εσωτερικό χαρακτήρα χρησιµοποιούνται µόνο οι εσωτερικές αρµονικές, άρα:

Φ(r) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

bmn Emn (ρ, µ, ν), ρ ∈ [h2, a1). (5.19)
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Για την έκφραση της ποσότητας 1
r−r0 σε ελλειψοειδείς αρµονικές χρησιµοποιείται η αναπα-

ϱάσταση [11]:

1

r− r0
=
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
Emn (ρ0, µ0, ν0)Fmn (ρ, µ, ν), ρ0 < ρ, (5.20)

όπου r0 = (ρ0, µ0, ν0) είναι η ϑέση της διπολικής πηγής και γmn είναι οι σταθερές κανονικοπο-

ίησης και χρησιµοποιείται στη µορφή [11]:

r− r0
|r− r0|3

= ∇r0

1

|r− r0|
=
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
(∇r0Emn (ρ0, µ0, ν0))Fmn (ρ, µ, ν),

=
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
(∇r0Emn (ρ0, µ0, ν0)) |ρ0=a1Fm

n (ρ)Smn (µ, ν), (5.21)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.19), (5.20) στην σχέση για το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό

(5.17) προκύπτει :

u−(ρ, µ, ν) =
∞∑
n=0

m=2n+1∑
m=1

[
bmn Emn (ρ, µ, ν) +

Q · ∇r0Emn (ρ0, µ0, ν0)

(2n+ 1)σγmn
Fmn (ρ, µ, ν)

]
, (5.22)

η οποία χρησιµοποιώντας τις σχέσεις :

Emn (ρ, µ, ν) = Em
n (ρ)Em

n (µ)Em
n (ν), (5.23)

Fmn (ρ, µ, ν) = (2n+ 1)Emn (ρ, µ, ν)Imn (ρ),

= (2n+ 1)Em
n (ρ)Em

n (µ)Em
n (ν)Imn (ρ), (5.24)

E1
0(ρ, µ, ν) = 1, (5.25)

το ηλεκτρικό δυναµικό γράφεται [11]:

u−(ρ, µ, ν) = b10 +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

[
bmn +

1

σγmn
(Q · ∇r0Emn (r0)) I

m
n (ρ)

]
Emn (ρ, µ, ν). (5.26)

Εφαρµόζοντας την συνοριακή συνθήκη (5.13) στην σχέση (5.22) και χρησιµοποιώντας ιδιότητες

καθετότητας, οι συντελεστές υπολογίζονται να είναι [11]:

bmn =
1

γmn
(Q · ∇r0Emn (r0))

[
1

a2a3Em
n (a1)Em′

n (a1)
− Imn (a1)

]
, (5.27)
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για n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n + 1. Αντικαθιστώντας τους συντελεστές bmn στην (5.26) και

ϑεωρώντας b10 = 0, προκύπτει :

u−(ρ, µ, ν) =
1

4πσ
Q · r− r0
|r− r0|3

−
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

1

(2n+ 1)σγmn
(Q · ∇r0Emn (r0))

Fm′
n (a1)

Em′
n (a1)

Emn (r). (5.28)

και είναι το ηλεκτρικό δυναµικό στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς ρ = a1. Για την εύρεση του

εξωτερικού ηλεκτρικού δυναµικού u+ επιλύεται το πρόβληµα Dirichlet (5.14)-(5.16). Η συνο-

ϱιακή συνθήκη (5.15) απαιτεί την γνώση του u− το οποίο ϐρέθηκε να δίνεται από τη σχέση

(5.28). Για να εφαρµοστεί η συνοριακή συνθήκη στο πρόβληµα Dirichlet για το u+ ϑα πρέπει

το u− να εκφραστεί µε επιφανειακές ελλειψοειδείς αρµονικές. Από την σχέση (5.28) και χρησι-

µοποιώντας την ϑεµελιώδη αναπαράσταση του τελεστή του Laplace (5.20) προκύπτει [11]:

u−(r) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

1

σγmn
(Q · ∇r0Emn (r0))

·
[
Imn (ρ)− Imn (a1) +

1

a2a3Em
n (a1)Em′

n (a1)

]
Emn (r) (5.29)

=
1

4πσ
(Q · ∇r0)

·

[
1

r− r0
+ 4π

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

1

γmn

(
1

a2a3Em
n (a1)Em′

n (a1)
− Imn (a1)

)
· Emn (r0)Emn (r)

]
, (5.30)

όπου η πρώτη έκφραση ισχύει στο ρ0 < ρ < a1 και η δεύτερη έκφραση ισχύει παντού στο εσωτε-

ϱικό του ελλειψοειδούς. Επειδή δεν υπάρχει τεχνική άθροισης των σειρών αυτών, δεν υπάρχει

και κλειστή µορφή της λύσης για το εσωτερικό δυναµικό. Εκτελώντας πράξεις προκύπτουν οι

τρείς διπολικοί όροι για n = 1 και οι πέντε τετραπολικοί όροι για n = 2.

Είναι ενδιαφέρουσα η αναπαράσταση της λύσης σε καρτεσιανές συντεταγµένες. Αυτό γίνεται

υπολογίζοντας τους όρους n = 1 και n = 2 στη σχέση (5.29). ΄Υστερα, εφαρµόζοντας τον τελεστή
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κλίσης και υπολογίζοντας την παράγωγο Em′
n [11]:

u−(r) =
3

4πσ

3∑
m=1

Qmxm

[
Im1 (ρ)− Im1 (a1) +

1

a1a2a3

]

− 5

4πσ(Λ− Λ′)

3∑
m=1

Qmx0m

[
I12 (ρ)− I12 (a1) +

1

2a1a2a3Λ

]
E1

2(r)

Λ− a2m

+
5

4πσ(Λ− Λ′)

3∑
m=1

Qmx0m

[
I22 (ρ)− I22 (a1) +

1

2a1a2a3Λ′

]
E2

2(r)

Λ′ − a2m

+
15

4πσ

3∑
i,j=1,i 6=j

Qix0jxixj

[
I i+j2 (ρ)− I i+j2 (a1) +

1

a1a2a3(a2i + a2j)

]
+O(el3)

=
3

4πσ

3∑
m=1

Qmxm

[
Im1 (ρ)− Im1 (a1) +

1

a1a2a3

]

− 5L
4πσ(Λ− Λ′)

3∑
k=1

Qkx0k
Λ− a2k

[
I12 (ρ)− I12 (a1) +

1

2a1a2a3Λ

] [ 3∑
m=1

x2m
Λ− a2m

+ 1

]

+
5L′

4πσ(Λ− Λ′)

3∑
k=1

Qkx0k
Λ′ − a2k

[
I22 (ρ)− I22 (a1) +

1

2a1a2a3Λ′

][ 3∑
m=1

x2m
Λ′ − a2m

+ 1

]

+
15

4πσ

3∑
i,j=1,i 6=j

Qix0jxixj

[
I i+j2 (ρ)− I i+j2 (a1) +

1

a1a2a3(a2i + a2j)

]
+O(el3), (5.31)

όπου L = (Λ − a21)(Λ − a22)(Λ − a23) και L′ = (Λ′ − a21)(Λ
′ − a22)(Λ

′ − a23), O(el3) είναι οι

ελλειψοειδείς όροι τάξης µεγαλύτερης ή ίσης του τρία και Qm, xm, x0m,m = 1, 2, 3 είναι οι

καρτεσιανές συνιστώσες των διανυσµάτων Q, r, r0. Σε σχέση µε την συµπαγή αναπαράσταση

(5.29) σε ελλειψοειδείς συντεταγµένες, η αντίστοιχη καρτεσιανή µορφή (5.31) προβάλλει τις

συµµετρίες της γεωµετρίας. Αυτή η συµπεριφορά αντανακλά τον συµµετρικό τρόπο µε τον

οποίο οι καρτεσιανές συντεταγµένες εισάγονται στην σχέση (5.1) σε αντίθεση µε το ελλειψοειδές

σύστηµα όπου η επιφάνεια (5.1) ορίζεται από το ρ = a1, που είναι µία εξίσωση που περιλαµβάνει

µόνο την ρ - εξάρτηση του συστήµατος.

5.1.2 Το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό

Το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό είναι η λύση της εξίσωσης Laplace (5.14) και είναι µία ε-

ξωτερική αρµονική συνάρτηση που αναπαρίσταται µε ένα ανάπτυγµα εξωτερικών ελλειψοειδών
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αρµονικών της µορφής:

u+(ρ, µ, ν) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

cmn Fmn (ρ, µ, ν). (5.32)

Εφαρµόζοντας την συνοριακή συνθήκη (5.15), χρησιµοποιώντας την σχέση (5.24) και επιχει-

ϱήµατα ορθογωνιότητας, το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό γράφεται τελικά στη µορφή [11]:

u+(ρ, µ, ν) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

(Q · ∇r0Emn (r0))

σγmn a2a3E
m
n (a1)Em′

n (a1)

Imn (ρ)

Imn (a1)
Emn (ρ, µ, ν), (5.33)

ή εφαρµόζοντας τον τελεστή κλίσης επί του Emn και τις αντίστοιχες παραγώγους στις συναρτήσεις

Em
n προκύπτει η αναλυτική µορφή [11]:

u+(ρ, µ, ν) =
3

4πσa1a2a3

3∑
m=1

Qmxm
Im1 (ρ)

Im1 (a1)

− 5

8πσa1a2a3(Λ− Λ′)

3∑
m=1

Qmx0m

[
I12 (ρ)

I12 (a1)

E1
2(r)

Λ(Λ− a2m)
− I22 (ρ)

I22 (a1)

E2
2(r)

Λ′(Λ′ − a2m)

]

+
15

4πσa1a2a3

3∑
i,j=1,i 6=j

Qix0jxixj
a2i + a2j

I i+j2 (ρ)

I i+j2 (a1)
+O(el3). (5.34)

5.2 ΜΕΓ

5.2.1 Το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο

Η µέθοδος υπολογισµού του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου που περιγράφεται εδώ, υιοθετεί

την µέθοδο του Sarvas για τον υπολογισµό στο σφαιρικό µοντέλο. Στο ελλειψοειδές σύστηµα

συντεταγµένων (ρ, µ, ν) το ηλεκτρικό δυναµικό που δηµιουργείται από ένα ηλεκτρικό δίπολο

στη ϑέση r0 = (ρ0, µ0, ν0) στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς µε ϱοπή Q επιλύει το εσωτερικό

πρόβληµα Neumann και είναι :

u(r) =
1

4πσ
Q · r− r0
|r− r0|3

− 1

σ

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇r0Emn (r0)

(2n+ 1)γmn

Fm′
n (a1)

Em′
n (a1)

Emn (r). (5.35)
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Τα δεδοµένα Dirichlet του ηλεκρικού δυναµικού πάνω στο ελλειψοειδές ρ = a1, παρέχουν το

εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό πεδίο µέσω της ολοκληρωτικής αναπαράστασης του Geselowitz:

B(r) =
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σ

4π

∮
ρ=a1

u(r′)ρ̂′ × r− r′

|r− r′|3
ds(r′), (5.36)

όπου

n̂′ = ρ̂′ =
a1a2a3
h1h2h3

la1(µ
′, ν ′)

3∑
m=1

hm
am

Sm1 (µ′, ν ′)x̂m, (5.37)

είναι το εξωτερικό µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα του ελλειψοειδούς ρ = a1 και la1 είναι η συνάρτη-

ση ϐάρους πάνω στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς. Η διαδικασία υπολογισµού του εξωτερικού

µαγνητικού πεδίο ξεκινάει από το οτι οι συνοριακές τιµές του ηλεκτρικού δυναµικού στο εξωτε-

ϱικό του αγωγού είναι :

u−(a1, µ, ν) =
1

σa2a3

−n∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇r0Emn (ρ0, µ0, ν0)

γmn E
m′
n (a1)

Smn (µ, ν). (5.38)

Επιπλέον :

r− r′

|r− r′|3
= ∇r′

1

|r− r′|
=
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
(∇r′Emn (r′)) |ρ′=a1Fm

n (ρ)Smn (µ, ν). (5.39)

Στον τύπο Geselowitz ο πρώτος όρος οφείλεται στο διπολικό ϱεύµα και ο δέυτερος όρος στην κα-

τανοµή διπόλων στο σύνορο της ελλειψοειδούς επιφάνειας. Επειδή το ολοκλήρωµα του δεύτερο

όρου περιλαµβάνει γινόµενα ελλειψοειδών αρµονικών, η εµφάνιση της συνάρτησης ϐάρους la1

υποδεικνύει την χρήση των ιδιοτήτων ορθογωνιότητας για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος.

΄Οµως, δεν υπάρχει γενικός τύπος που να εκφράζει το γινόµενο δυο επιφανειακών ελλειψοει-

δών αρµονικών ως επιφανειακή ελλειψοειδή αρµονική και άρα ο υπολογισµός γίνεται µόνο για
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κάποιους όρους χαµηλού ϐαθµού, συγκεκριµένα εδώ για n = 1, 2. ΄Ετσι υπολογίζεται ότι [10]:

ρ̂′ × r− r′

|r− r′|3

∣∣∣∣
ρ′=a1

= a1a2a3la1(µ
′, ν ′)

×

[
1

3

3∑
m=1

(x̂m × F̃(r)x̂m) +
3

h1h2h3

3∑
m=1

3∑
k=1

hmxk
am

Ik1 (ρ)(x̂m × x̂k)S
m
1 (µ′, ν ′)

− 1

3(Λ− Λ′)

3∑
m=1

(x̂m × F̃(r)x̂m)

(
S1
2(µ′, ν ′)

Λ− a2m
− S2

2(µ′, ν ′)

Λ′ − a2m

)

+
1

h1h2h3

3∑
i=1

3∑
i 6=j=1

aj
ai

1

h6−(i+j)
(x̂i × F̃(r)x̂j)S

i+j
2 (µ′, ν ′)

]
+O(el′3), (5.40)

όπου:

F̃(r) = − 1

Λ− Λ′

3∑
m=1

(
F1
2(r)

Λ− a2m
− F2

2(r)

Λ′ − a2m

)
x̂m ⊗ x̂m + 15

3∑
i=1

∑
i 6=j=1

xixjI
i+j
2 (ρ)x̂j ⊗ x̂j. (5.41)

Αντικαθιστώντας στον τύπο του Geselowitz προκύπτει :

∮
S

u(r′)n̂′ × r− r′

|r− r′|3
ds(r′) =

3∑
m=1

ζmβmγ
m
1 +

5∑
m=1

θmδmγ
m
2 +O(el′3), (5.42)

όπου οι συντελεστές που περιλαµβάνουν όρους πρώτης τάξης είναι :

ζm =
3amhmQm

4πa1a2a3h1h2h3
, m = 1, 2, . . . , (5.43)

βm = 3
a1a2a3
h1h2h3

hm
am

3∑
k=1

xkI
k
1 (ρ)(x̂m × x̂k), m = 1, 2, . . . (5.44)

ενώ οι συντελεστές θm, δm m = 1, 2, 3, 4, 5, που περιλαµβάνουν όρους δεύτερης τάξης δίνονται

στο [18]. Περαιτέρω πράξεις δίνουν την έκφραση:

3∑
m=1

ζmβmγ
m
1 =

3

σ

3∑
m=1

xmI
m
1 (ρ)(Q× x̂m). (5.45)

Ο αντίστοιχος όρος του αναπτύγµατος (5.39) είναι :

r− r′

|r− r′|3
= 3

3∑
m=1

xmI
m
1 (ρ)x̂m +O(el2), (5.46)
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που αν συνδιαστεί µε τη σχέση (5.45) προκύπτει οτι η έκφραση του µαγνητικού πεδίου απο τον

τύπο του Geselowitz δεν περιλαµβάνει όρους πρώτου ϐαθµού, διότι κάνοντας πράξεις προκύπτει

ότι οι όροι πρώτου ϐαθµού είναι :

B(r) =
µ0

4π
Q×

(
3

3∑
m=1

xmI
m
1 (ρ)x̂m

)
− µ0σ

4π

(
3

σ

3∑
m=1

xmI
m
1 (ρ)(Q× x̂m)

)
+O(el2)

= O(el2). (5.47)

Οι επόµενοι όροι που είναι δευτέρου ϐαθµού είναι :

B(r) =
µ0

4π
d ·

[
1

Λ− Λ′

3∑
m=1

(
F1
2(r)

Λ− a2m
− F2

2(r)

Λ′ − a2m

)
x̂m ⊗ x̂m

− 3

h21h
2
2h

2
3

3∑
i,j=1,i 6=j

hihjFi+j2 (r)x̂i ⊗ x̂j

]
+O(el3), (5.48)

όπου:

d =
a22Q2x03 − a23Q3x02

a22 + a23
x̂1 +

a23Q3x01 − a21Q1x03
a21 + a23

x̂2 +
a21Q1x02 − a22Q2x01

a21 + a22
x̂3, (5.49)

και είναι το διάνυσµα που ανάλογό του είναι το γινόµενο Q × r0 για το σφαιρικό µοντέλο. Η

διαφορά είναι οτι στην ελλειψοειδή περίπτωση οι συντελεστές του διανύσµατος ϑέσης r0 έχουν

συναρτήσεις ϐάρους τις
a2j

a2j+a
2
k
. Συγκρίνοντας την δυαδική αναπαράσταση (5.48) του µαγνητικού

πεδίου του ελλειψοειδούς µε αυτή που προκύπτει για το σφαιρικό πρότυπο και είναι :

B(r) =
µ0

4π

Q× (r−P)

rP 2(1 + r̂P̂)
− µ0

4π
Q

r̂× P̂

P 2(1 + r̂ · P̂)2
×
[(

1 +
P

r

)
r̂ +

(
2 +

P

r
+ r̂ · P̂

)
P̂

]
, (5.50)

παρατηρείται ότι πρώτον, στη σφαιρική περίπτωση η ακτίνα της αγώγιµης σφαίρας δεν εµφα-

νίζεται στην έκφραση του B, ενώ στον ελλειψοειδή αγωγό εξαρτάται από τους ηµιάξονες του

a1, a2, a3 και εποµένως ο ανισοτροπικός χαρακτήρας εκφράζεται ϱητά στο αποτέλεσµα. ∆εύτε-

ϱον, παρόλο που συνεισφέρει ο όρος του ολοκληρώµατος από τον τύπο του Geselowitz, ο οποίος

εξαρτάται από το ηλεκτρικό δυναµικό, το µαγνητικό πεδίο είναι ανεξάρτητο της αγωγιµότητας.

Τρίτον, τουλάχιστον για τον τετραπολικό όρο, οι ακτινικές πηγές που ήταν πριν σιωπηλές για

τη σφαίρα δεν είναι για το ελλειψοειδές. Αντιθέτως, οι σιωπηλές πηγές της τετραπολικής λύσης

καθορίζονται από το διάνυσµα d.
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Μαγνητικά σιωπηλές πηγές

Γισ τον τετραπολικό όρο οι ακτινικές πηγές που ήταν σιωπηλές για τη σφαίρα δεν είναι για

το ελλειψοειδές. Αντί αυτού, οι σιωπηλές πηγές για την τετραπολική λύση του ελλειψοειδούς

αγωγού καθορίζονται από το διάνυσµα d, που µε τη ϐοήθεια δυαδικών γράφεται στη µορφή:

d = (Q · M̃(a1)× r0) · Ñ(a1), (5.51)

όπου:

M̃(a1) =
3∑
i=1

a2i x̂i ⊗ x̂i, (5.52)

Ñ(a1) =
3∑
i=1

x̂i ⊗ x̂i
a21 + a22 + a23 − a2i

. (5.53)

Χρησιµοποιώντας τον τελεστή M̃, ο ελλειψοειδής αγωγός γράφεται :

r · M̃−1 · r = 1, (5.54)

και παίρνοντας την κλίση, προκύπτει η απεικόνιση Gauss:

ρ̂(r) =
M̃−1(a1) · r
||M̃−1(a1) · r||

. (5.55)

Εποµένως το δυαδικό M̃−1(a1) απεικονίζει διανύσµατα ϑέσης του ελλειψοειδούς σε εξωτερικά

Σχήµα 5.1: Σιωπηλές πηγές του ελλειψοειδούς. [27]

διανύσµατα που είναι κάθετα στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς. ΄Αρα το δυαδικό M̃(a1) απει-

κονίζει κάθετες διευθύνσεις στην επιφάνεια στα αντίστοιχα διανύσµατα ϑέσης στην επιφάνεια.
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Αυτό σηµαίνει ότι το διάνυσµα QM̃(a1) είναι παράλληλο στο r0 όταν το Q είναι παράλληλο στη

εικόνα Gauss του σηµείου όπου η διεύθυνση r0 συναντά την συνοριακή επιφάνεια ρ = a1, όπως

ϕαίνεται στο σχήµα. Σε αυτή την περίπτωση d = 0 και η πηγή γίνεται σιωπηλή.

Στην περίπτωση της σφαίρας M̃ = a2Ĩ και η απεικόνιση Gauss διατηρεί τον προσανατολισµό

του διανύσµατος ϑέσης άρα µόνο οι ακτινικές συνιστώσες του Q είναι σιωπηλές.

Σε ότι αφορά τον οκταπολικό όρο του µαγνητικού πεδίου σε ελλειψοειδή γεωµετρία για τον οµο-

γενή αγωγό, αριθµητικά απότελέσµατα δείχνουν ότι µία σιωπηλή πηγή του τετραπολικού όρου

δεν είναι σιωπηλή για τον οκταπολικό όρο [14]. Το αποτέλεσµα αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα

ότι οι πηγές µε διπολική ϱοπή οποιασδήποτε κατεύθυνσης και διεύθυνσης συνεισφέρουν στο

µαγνητικό πεδίο. Εποµένως η προσέγγιση του µαγνητικού πεδίου µε οκταπολικό όρο εµπερι-

έχει αρκετή πληροφορία για την αντιστροφή καθώς δεν παρουσιάζει µαγνητικά σιωπηλή πηγή.

Συνεπώς κατά την αντιστροφή του προβλήµατος ΜΕΓ στην περίπτωση του οµογενούς προτύπου

σε ελλειψοειδή γεωµετρία δεν χάνουµε καµία πληροφορία αλλά ανακατασκευάζονται όλες οι

πηγές που παράγουν το µαγνητικό πεδίο.

Σε ότι αφορά τον τετραπολικό όρο του µαγνητικού πεδίου στο πρότυπο των ανοµοιογενών ϕλοιών

σε ελλειψοειδή γεωµετρία, αριθµητικά αποδεικνύονται τα εξής [13]: Πρώτον, µία σιωπηλή πηγή

της σφαίρας δεν είναι σιωπηλή για το ελλειψοειδές πρότυπο των ϕλοιών, δεύτερον, µία σιωπηλή

πηγή του οµογενούς ελλειψοειδούς προτύπου δεν είναι σιωπηλή για το ανοµοιογενές πρότυπο.

Τα αποτελέσµατα αυτά αρκούν πλέον για την εύρεση και των τριών συνιστωσών της διπολικής

ϱοπής, όπως αυτή ϑα γίνει κατά την επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος της ΜΕΓ που ϑα

παρουσιαστεί στο τελευταίο κεφάλαιο.

5.2.2 Το εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό

Εδώ παρουσιάζεται η µέθοδος µε την οποία είναι δυνατο να προκύψει το πλήρες ανάπτυγµα

του µαγνητικού δυναµικού. Από τη σχέση (5.30), χρησιµοποιώντας τη ϑεµελιώδη αναπαράσταση

του τελεστή του Laplace για ρ0 < ρ το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό γράφεται [25]:

u−(ρ, µ, ν) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇r0Emn (r0)

σ(2n+ 1)γmn

[
Fm
n (ρ)

Em
n (ρ)

− Fm′
n (a1)

Em′
n (a1)

]
Emn (ρ, µ, ν), (5.56)
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για ρ0 < ρ ≤ a1. Εφαρµόζοντας τη συνοριακή συνθήκη Neumann αυτή ικανοποιείται καθώς

επαληθεύεται η σχέση:
∂

∂ρ

[
Fm
n (ρ)− Fm′

n (a1)

Em′
n (a1)

Em
n (ρ)

] ∣∣∣∣
ρ=a1

= 0. (5.57)

Ειδικότερα, επειδή:
Fm
n (a1)

Em
n (a1)

− Fm′
n (a1)

Em′
n (a1)

=
2n+ 1

Em′
n (a1)Em′

n (a1)a2a3
, (5.58)

τότε αντικαθιστώντας, στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς το ηλεκτρικό δυναµικό γράφεται :

u(a1, µ, ν) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇r0Emn (r0)

σγmn

[
1

Em′
n (a1)Em′

n (a1)a2a3

]
Emn (ρ, µ, ν) (5.59)

δηλαδή έχει τη µορφή:

u(a1, µ, ν) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Amn (r0)E
m
n (µ)Em

n (ν), (5.60)

όπου:

Amn (r0) =
Q · ∇r0Emn (r0)

σa2a3γmn E
m′
n (a1)

. (5.61)

Αναπτύσσοντας το πεδίο των διπόλων ως προς την µεταβλητή r′ για ρ > ρ′ = a1:

r− r′

|r− r′|3

∣∣∣∣
ρ′=a1

= −∇r
1

|r− r′|

∣∣∣∣
ρ′=a1

= −
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1

1

γmn
(∇rFmn (r))Emn (r′)

∣∣∣∣
ρ′=a1

= −
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

Bm
n (r)Em

n (µ′)Em
n (ν ′), (5.62)

όπου:

Bm
n (r) =

4π

(2n+ 1)γmn
(∇rFmn (r))Em

n (a1). (5.63)

Τότε ο όρος του ολοκληρώµατος στον τύπο του Geselowitz γράφεται :

−
∫
ρ′=a1

u(r′)ρ̂′ × r− r′

|r− r′|3
ds(r′) =

∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

∞∑
κ=1

2κ+1∑
λ=1

Aλκ(r0)C
mλ
nκ ×Bm

n (r), (5.64)
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όπου:

Cmλ
nκ =

∫
ρ′=a1

Em
n (µ′)Em

n (ν ′)Eλ
κ(µ′)Eλ

κ(ν ′)ρ̂(µ′, ν) ds(µ′, ν ′). (5.65)

Η χρησιµότητα του αναπτύγµατος (5.64) είναι οτι διαχωρίζει την r0 εξάρτηση, δηλαδή την ϑέση

της πηγής, από την r εξάρτηση, δηλαδή την ϑέση που παρατηρείται το µαγνητικό πεδίο. Περαι-

τέρω, η r0 εξάρτηση, η οποία εισάγεται στο ηλεκτρικό δυναµικό u, εδώ γίνεται ακριβής µέσω του

παράγοντα Q∇r0Eλκ(r0) που περιέχεται στην έκφραση του Amn (r0). Σε ότι αφορά τον πρώτο όρο

του τύπου Geselowitz που είναι το µαγνητικό πεδίο που οφείλεται στη διπολική πηγή, αυτός

γράφεται στη µορφή:

Q× r− r0
|r− r0|3

= −Q×∇r
1

|r− r0|
= −

∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

4π

2n+ 1
Emn (r0)Q×∇rFmn (r). (5.66)

Εισάγοντας τις σχέσεις (5.64) και (5.66) στον τύπο Geselowitz και αντικαθιστώντας τις σχέσεις

(5.61) και (5.63) προκύπτει :

B(r) =µ0

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

∇rFmn (r)

(2n+ 1)γmn

×

[
QEmn (r0)−

1

a2a3

∞∑
κ=1

2κ+1∑
λ=1

Cmλ
nκ

Em
n (a1)

Eλ′
κ (a1)

· Q · ∇r0Eλκ(r0)
γλκ

]
, (5.67)

όπου ο όρος n = 0 µηδενίζεται. Πράγµατι, για n = 0:

B0(r) = µ0
∇rI

1
0 (ρ)

γ10
×

[
Q− 1

a2a3

∞∑
κ=1

2κ+1∑
λ=1

C1λ
0κ

1

Eλ′
κ (a1)

Q · ∇r0Eλκ(r0)
γλκ

]
, (5.68)

και :

C1λ
0κ =

a1a2a3
h1h2h3

3∑
i=1

hi
ai

x̂i

∫
ρ′=a1

Eλ
κ(µ′)Eλ

κ(ν ′)Ei
1(µ
′)Ei

1(ν
′)l(µ′, ν ′) ds′

=
a1a2a3
h1h2h3

3∑
i=1

hi
ai

x̂iγ
i
1δκ1δiλ

=
4π

3
a1a2a3h1h2h3

3∑
i=1

x̂i
aihi

δκ1δiλ

=
4π

3
a1a2a3h1h2h3

x̂λ
aλhλ

δκ1. (5.69)
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Εισάγοντας την σχέση (5.69) στην σχέση (5.68):

B0(r) =
µ0

4π
∇rI

1
0 (ρ)×

[
Q−

3∑
λ=1

x̂λ
hλ

h1h2h3
Q · ∇r0

(
h1h2h3
hλ

x0λ

)]

=
µ0

4π
∇rI

1
0 (ρ)×

[
Q−

3∑
λ=1

Q · x̂λx̂λ

]
= 0. (5.70)

Το παραπάνω αποδεικνύει ότι η συµβολή της διπολικής κατανοµής από την πηγή στο r0 και

αυτή από το σύνορο ρ = a1 αλληλοεξουδετερώνονται και άρα το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο

ξεκινά µε τετραπολικό όρο δηλαδή:

∇rF
i
1(r) = O

(
1

r3

)
. (5.71)

Παρατηρώντας οτι τα Cmλ
1κ για κ ≥ 3 µηδενίζονται λόγω ορθογωνιότητας, επειδή τα γινόµενα των

επιφανειακών ελλειψοειδών αρµονικών Em
n (µ)Em

n (ν)Ei
1(µ)Ei

1(ν) ανήκουν στον υπόχωρο που

δηµιουργείται από τις επιφανειακές αρµονικές ϐαθµού µικρότερου ή ίσου του n + 1 και άρα

από ορθογωνιότητα Cmλ
nκ = 0, κ ≥ n + 2, επειδή κάθε επιφανειακή αρµονική Eλ

κ(µ)Eλ
κ(ν) µε

κ ≥ n + 2 ανήκει στο ορθογώνιο συµπλήρωµα του παραπάνω υποχώρου. ΄Αρα η σχέση (5.67)

γράφεται :

B(r) =µ0

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

∇rFmn (r)

(2n+ 1)γmn

×

[
QEmn (r0)−

1

a2a3

n+1∑
κ=1

2κ+1∑
λ=1

Cmλ
nκ

Em
n (a1)

Eλ′
κ (a1)

· Q · ∇r0Eλκ(r0)
γλκ

]
, (5.72)

και µπορεί επιπλέον να αναπαρασταθεί µε την συµπαγή δυαδική µορφή:

B(r) = µ0

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · D̃m
n (r0)×∇rFmn (r), (5.73)

όπου το εξαρτώµενο από την πηγή δυαδικό δίνεται από:

D̃m
n (r0) =

1

(2n+ 1)γmn[
−Emn (r0)Ĩ +

1

a2a3

n+1∑
κ=1

2κ+1∑
λ=1

1

γλκ

Eλ
κ(a1)

Eλ′
κ (a1)

(∇r0Eλκ(r0))⊗Cmλ
nκ

]
. (5.74)
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Η σχέση (5.73) δίνει το πολυπολικό ανάπτυγµα του µαγνητικού πεδίο στο εξωτερικού του ελ-

λειψοειδούς και διαχωρίζει ϱητά την γραµµική εξάρτηση της ϱοπής Q, την εξάρτηση από την

ϑέση r0 και την εξάρτηση από την ϑέση r του σηµείου παρατήρησης.

5.2.3 Το διανυσµατικό δυναµικό

Το επαγόµενο πεδίο B είναι σωληνοειδές και άρα περιγράφεται ως :

B(r) = ∇×A(r), (5.75)

όπου A(r) είναι το διανυσµατικό δυναµικό του B(r). Γράφοντας τον τύπο Geselowitz στην

µορφή:

B(r) = ∇r ×
[
µ0

4π

Q

|r− r0|
− µ0σ

4π

∮
ρ′=a1

u(r′)
ρ̂′

|r− r′|
ds(r′)

]
. (5.76)

Τότε το διανυσµατικό δυναµικό είναι :

A(r) =
µ0

4π

Q

|r− r0|
− µ0σ

4π

∮
ρ′=a1

u(r′)
ρ̂′

|r− r′|
ds(r′). (5.77)

5.2.4 Το ϐαθµωτό µαγνητικό δυναµικό

Καθώς το B είναι αστρόβιλο στο εξωτερικό του ελλειψοειδούς, άρα µπορεί να περιγραφεί από

την σχέση:

B(r) = µ0∇rU(r), (5.78)

όπου U(r) είναι µία αρµονική συνάρτηση που αναπαριστά το µαγνητικό πεδίο και πρέπει να

µηδενίζεται στο άπειρο. Στην περίπτωση της σφαίρας αυτό το µαγνητικό δυναµικό έχει υπολο-

γιστεί κατά µήκος µίας διαδροµής στην κατεύθυνση του r̂, από το σηµείο r όπου υπολογίζεται

το δυναµικό, έως το άπειρο. Η συγκεκριµένη επιλογή διαδροµής ολοκλήρωσης αντιστοιχεί

στην (θ, φ), καµπύλη συντεταγµένων του σφαιρικού συστήµατος που γεννάται από την τοµή του

κυκλικού κώνου θ = σταθερό και του ηµιεπιπέδου φ =σταθερό. Το εφαπτόµενο διάνυσµα r̂

είναι η κατεύθυνση που καθορίζεται από τις γωνίες (θ, φ). Για τον υπολογισµό του δυναµικού

χρειάστηκε µόνο η ακτινική συνιστώσα του B και επειδή το r̂ είναι συνεχώς εφαπτόµενο στη δια-
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δροµή ολοκλήρωσης οι υπολογισµοί απλοποιούνται. Για την περίπτωση του ελλειψοειδούς, η

Σχήµα 5.2: ∆ιαδροµή ολοκλήρωσης για το ελλειψοειδές σύστηµα [10].

διαδροµή ολοκλήρωσης είναι η (µ, ν) καµπύλη συντεταγµένων του ελλειψοειδούς συστήµατος,

µε παραµετρική µορφή:

C(t) = t
µν

h2h3
x̂1 +

√
t2 − h23

√
µ2 − h23

√
h23 − ν

h1h3
x̂2 +

√
t2 − h22

√
h22 − µ2

√
h22 − ν2

h1h2
x̂3, (5.79)

για t ∈ [ρ,∞) και ορίζεται από την τοµή του µονόχωνου υπερβολοειδούς µ =σταθερό και του

δίχωνου υπερβολοειδούς ν =σταθερού, όπου το (µ, ν) καθορίζει τη ϑέση του σηµείου παρα-

τήρησης r = (ρ, µ, ν) πάνω στο ελλειψοειδές ρ =σταθερό. Τότε η εφαπτοµένη της C σε κάθε

σηµείο συµπίπτει µε την κατεύθυνση ρ̂ σε κάθε σηµείο. Επειδή το ελλειψοειδές σύστηµα είναι

ορθογώνιο η εφαπτοµένη του ρ̂ παραµένει κάθετη στα µ̂, ν̂ κατά µήκος της καµπύλης C. ΄Αρα

επειδή:

∇ =
ρ̂

hρ

∂

∂ρ
+
µ̂

hµ

∂

∂µ
+
ν̂

hν

∂

∂ν
, (5.80)

τότε :
∂

∂ρ
= hρρ̂ · ∇, (5.81)

και εποµένως το δυναµικό ϑα δίνεται από την :

U(r) = −
∫ ∞
ρ

∂

∂ρ′
U(ρ, µ, ν) dρ′ = −4π

µ0

∫ ∞
ρ

hρ′ρ̂
′ ·B(ρ′, µ, ν) dρ′. (5.82)
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Χρησιµοποιώντας την σχέση:

∇Fmn (ρ, µ, ν) = ∇ (Fm
n (ρ)Em

n (µ)Em
n (ν))

= (∇Fm
n (ρ))Em

n (µ)Em
n (ν) + Fm

n (ρ) (∇Em
n (µ)Em

n (ν))

=

(
ρ̂

hρ

∂

∂ρ
Fm
n (ρ)

)
Em
n (µ)Em

n (ν) + Fm
n (ρ)

(
µ̂

hµ

∂

∂µ
+
ν̂

hν

∂

∂ν

)
Em
n (µ)Em

n (ν),

(5.83)

οπότε και είναι :

ρ̂′ · (Q · D̃m
n )×∇Fmn (ρ′, µ, ν) = Fm

n (ρ′)

((
ν̂

hν

∂

∂ν
− µ̂

hµ

∂

∂µ

)
Smn (µ, ν)

)
· (Q · D̃m

n ). (5.84)

Χρησιµοποιώντας την σχέση [25]:

(
ν̂

hν

∂

∂ν
− µ̂

hµ

∂

∂µ

)
Smn (µ, ν) =

3∑
i=1

Ei
1(ρ
′)√

ρ′2 − µ2
√
ρ′2 − ν2

fmni(µ, ν)x̂i, (5.85)

όπου:

fmni(µ, ν) =
hiS

5
2(µ, ν)

h1h2h3(µ2 − ν2)
(Ei

1(µ)Ei′

1 (ν)Em′

n (µ)Em
n (ν)− Ei′

1 (µ)Ei
1(ν)Em

n (µ)Em′

n (ν)). (5.86)

και αντικαθιστώντας στην σχέση (5.82) προκύπτει το µαγνητικό δυναµικό του ελλειψοειδούς

[25]:

U(ρ, µ, ν) = − 1

4π

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

3∑
i=1

(Q · D̃m
n (r0) · x̂i)

(∫ ∞
ρ

Fm
n (ρ′)Ei

1(ρ
′)√

ρ′2 − h23
√
ρ′2 − h22

dρ′

)
× fmni(µ, ν),

(5.87)

το οποίο δινεται από συντελεστές που εξαρτώνται από την πηγή, δηλαδή τους (Q · D̃m
n (r0) · x̂i),

επιπλέον από τις ακτινικές (λόγω της εµφάνισης του ρ) ελλειψοειδείς συναρτήσεις που δίνονται

από τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα καθώς και τις ελλειψοειδείς συναρτήσεις fmni(µ, ν) οι οποίες

εξαρτώνται από την κατεύθυνση. Η ρ εξάρτηση του U εισάγεται µέσω του ολοκληρώµατος, η

(µ, ν) εξάρτηση µέσω αποκλειστικά των fmni και η εξάρτηση από την διπολική πηγή µέσω των

Q · D̃m
n . ΄Αρα η µορφή αυτή παρέχει ένα διαχωρίσιµο ανάπτυγµα του µαγνητικού πεδίου σε

ελλειψοειδείς συντεταγµένες. Το κρίσιµο σηµείο εδώ είναι η διαδροµή που επιλέχθηκε για τον

υπολογισµό του U , όπου µιµείται η σφαιρίκή περίπτωση και χρησιµοποιείται µόνο η µεταβλητή
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ρ του µαγνητικού πεδίου για την κατασκευή του U . Από τη άλλη µεριά, αυτή η διαδικασία δεν

εξαλείφει τον όρο του ολοκληρώµατος στον τύπο Gezelowitz, όπως δηλαδή γίνεται στην σφαιρική

περίπτωση λόγω ακτινικής συµµετρίας, και έτσι ο υπολογισµός του ηλεκτρικού δυναµικού δεν

µπορεί να αποφευχθεί.

5.3 Το πρότυπο των ανοµοιογενών ϕλοιών

5.3.1 ΗΕΓ

Χάρην πληρότητας αναφέρουµε σύντοµα το πρότυπο των τριών ανοµοιογενών ϕλοιών µε διαφο-

ϱετική αγωγιµότητα που αποτελεί ϱεαλιστικότερο µοντέλο προσέγγισης του εγκεφάλου. ΄Εστω

Σχήµα 5.3: Ο χώρος Vc (εγκέφαλος), ϕραγµένος από το Sc, ο χώρος Vf (εγκεφαλονωτιαίο υγρό),
από τα Sc, Sf , ο χώρος Vb (οστό) από τα Sf , Sb και ο χώρος Vs (δέρµα) από τα Sb, Ss.

Ss, Sb, Sf , Sc οι ελλειψοειδείς επιφάνειες των ϕλοιών οι οποίες δίνονται αντίστοιχα από τα εξής

ελλειψοειδή αναφοράς :

x21
s21

+
x22
s22

+
x23
s23

= 1, 0 < s3 < s2 < s1 <∞, (5.88)

x21
b21

+
x22
b22

+
x23
b23

= 1, 0 < b3 < b2 < b1 <∞, (5.89)

x21
f 2
1

+
x22
f 2
2

+
x23
f 2
3

= 1, 0 < f3 < f2 < f1 <∞, (5.90)

x21
c21

+
x22
c22

+
x23
c23

= 1, 0 < c3 < c2 < c1 <∞, (5.91)
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όπου ci < fi < bi < si, i = 1, 2, 3 οι ηµιάξονες αναφοράς. Τα ελλειψοειδή είναι συνεστιακά και

αντιστοιχούν στο ελλειψοειδές σύστηµα ρ, µ, ν µε ηµιεστιακές απόστάσεις h1, h2, h3 όπου:

h21 = c22 − c23 = f 2
2 − f 2

3 = b22 − b23 = s22 − s23, (5.92)

h22 = c21 − c23 = f 2
1 − f 2

3 = b21 − b23 = s21 − s23, (5.93)

h23 = c21 − c22 = f 2
1 − f 2

2 = b21 − b22 = s21 − s22, (5.94)

και οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες συνδέονται µε τις καρτεσιανές µέσω των σχέσεων (5.4). Οι

συνοριακές επιφάνειες Ss, Sb, Sf , Sc αντιστοιχούν στις σχέσεις ρ = s1, ρ = b1, ρ = f1, ρ = c1.

Το εσωτερικό χωρίο του Sc, Vc αντιστοιχεί στο διάστηµα ρ ∈ [h2, c1) και έχει αγωγιµότητα σc. Το

χωρίο µεταξύ των Sc και Sf , Vf αντιστοιχεί στο ρ ∈ (c1, f1) µε σf . Το χωρίο µεταξύ Sf και Sb ,

Vb στο ρ ∈ (f1, b1) µε σb. Το χωρίο µεταξύ Sb και Ss , Vs στο ρ ∈ (b1, s1) µε σs. Ο εξωτερικός

χώρος του Ss, V στο ρ ∈ (s1,∞) είναι µη αγώγιµος. Στο σηµείο r0 ∈ Vc υπάρχει διπολική πηγή

µε ϱοπή Q και άρα η συνάρτηση πυκνότητας ϱεύµατος είναι :

Jp(r) = Qδ(r− r0). (5.95)

Το επαγώµενο ϱέυµα είναι :

J i(r) = σcEc(r)XVc(r) + σfEf (r)XVf (r) + σbEb(r)XVb(r) + σsEs(r)XVs(r), (5.96)

όπου XA(r) η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου A. ΄Αρα το συνολικό ϱεύµα σε κάθε

σηµείο του αγωγού είναι :

J(r) = Jp(r) + J i(r). (5.97)
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Τα ηλεκτρικά δυναµικά ικανοποιούν τα παρακάτω προβλήµατα:

∆uc(r) =
1

σ
∇ · Jp(r), r ∈ Vc, (5.98)

∆uf (r) = 0 r ∈ Vf , (5.99)

∆ub(r) = 0 r ∈ Vb, (5.100)

∆us(r) = 0 r ∈ Vs, (5.101)

∆u(r) = 0 r ∈ V, (5.102)

µε τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες σε κάθε διεπιφάνεια, οι οποίες εξασφαλίζουν τη συνέχεια

της συνάρτησης δυναµικού και την συνέχεια της κάθετης παραγώγου του ηλεκτρικού πεδίου σε

κάθε επιφάνεια και είναι :

uf (r) = uc(r), r ∈ Sc, (5.103)

σf∂nuf (r) = σc∂nuc(r), r ∈ Sc, (5.104)

ub(r) = uf (r), r ∈ Sf , (5.105)

σb∂nub(r) = σf∂nuf (r), r ∈ Sf , (5.106)

ub(r) = us(r), r ∈ Sb, (5.107)

σb∂nub(r) = σs∂nus(r), r ∈ Sb, (5.108)

us(r) = u(r), r ∈ Ss, (5.109)

∂nus(r) = 0, r ∈ Ss, (5.110)

και τέλος η ασυµπτωτική συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται από το εξωτερικό ηλεκτρικό

δυναµικό για την µοναδικότητα και είναι :

u(r) = O
(

1

r2

)
. (5.111)
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Σε κάθε περιοχή µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα αντίστοιχα ηλεκτρικά δυναµικά επιδέχονται

αναπτύγµατα ελλειψοειδών αρµονικών και γράφονται στη µορφή:

uc(r) =
1

4π
Q · ∇r0

1

|r− r0|
+
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

tmn Emn (ρ, µ, ν), ρ < c1, (5.112)

uf (r) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

[pmn Emn (ρ, µ, ν) + qmn Fmn (ρ, µ, ν)] , c1 < ρ < f1, (5.113)

ub(r) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

[kmn Emn (ρ, µ, ν) +mm
n Fmn (ρ, µ, ν)] , f1 < ρ < b1, (5.114)

us(r) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

[gmn Emn (ρ, µ, ν) + hmn Fmn (ρ, µ, ν)] , c1 < ρ < f1, (5.115)

u+(r) =
∞∑
n=0

2n+1∑
m=1

fmn Emn (ρ, µ, ν), ρ > s1. (5.116)

Χρησιµοποιώντας την αναπαράσταση (5.20) και περνώντας στο εσωτερικό την παραγώγιση η

σχέση (5.112) γράφεται [22]:

uc(r) = t10 +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

[
tmn +

Q · ∇r0Emn (r0)

σcγmn
Imn (ρ)

]
Emn (ρ, µ, ν). (5.117)

΄Υστερα επειδή η έκφραση (5.117) ισχύει για ρ > ρ0 άρα ισχύει σε όλους στους εξωτερικούς

ϕλοιούς και µπορούν να εφαρµοστούν οι συνοριακές συνθήκες. Αντικαθιστώντας τις συνοριακές

συνθήκες (5.103)-(5.110) µετά από αρκετούς υπολογισµούς προκύπτει [22]:

g10 = k10 = p10 = t10 = f 1
0 I

1
0 (s1),

h10 = m1
0 = q10 = 0, (5.118)

ενώ για n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , 2n + 1 προκύπτουν εκφράσεις για τις σταθερές fmn ,gmn ,

hmn , kmn , lmn , pmn , qmn , tmn που περιλαµβάνουν συναρτήσεις Lamé πρώτου και δεύτερου είδους.

Ορίζοντας το ολοκλήρωµα:

Imn (x, y) = Imn (x)− Imn (y) =

∫ y

x

dt

[Em
n (t)]2

√
t2 − h22

√
t2 − h23

, (5.119)
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το ηλεκτρικό δυναµικό είναι [22]:

u(r) = g10
I10 (ρ)

I10 (s1)
+
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Imn (ρ)

Imn (s1)

1

Smn G
m
3,n

Q · ∇Emn (r0)

γmn
Emn (ρ, µ, ν), ρ > s1, (5.120)

us(r) = u(s1) +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Imn (ρ, s1)
1

Gm
3,n

Q · ∇Emn (r0)

γmn
Emn (ρ, µ, ν), b1 < ρ < s1, (5.121)

ub(r) = us(b1) +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Imn (ρ, b1)
Gm

1,n

σbGm
3,n

Q · ∇Emn (r0)

γmn
Emn (ρ, µ, ν), f1 < ρ < b1, (5.122)

uf (r) = ub(f1) +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Imn (ρ, f1)
Gm

2,n

σfGm
3,n

Q · ∇Emn (r0)

γmn
Emn (ρ, µ, ν), c1 < ρ < f1, (5.123)

uc(r) = uf (c1) +
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Imn (ρ, c1)
1

σc

Q · ∇Emn (r0)

γmn
Emn (ρ, µ, ν), ρ < c1, (5.124)

όπου Smn , Gm
1,n, Gm

2,n G
m
3,n είναι πολύπλοκες σταθερές που εξαρτώνται από τις αγωγιµότητες και

τις εσωτερικές και εξωτερικές ελλειψοειδείς αρµονικές. ΄Οπως και στα προηγούµενα υπάρχει

µία άγνωστη σταθερά f 1
0 την οποία µπορούµε να ϑεωρήσουµε όµως µηδενική καθώς µας ενδια-

ϕέρουν µόνο οι διαφορές δυναµικού. Ερµηνεύοντας τις εκφράσεις (5.120)-(5.124) αναφέρουµε

τα εξής. Η έκφραση (5.120) παρέχει το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό παντού εξωτερικά. Η

έκφραση (5.121) που υπολογίζει το ηλεκτρικό δυναµικό στον εξώτερικό ϕλοιό Vs είναι το ε-

ξωτερικό δυναµικό u υπολογισµένο πάνω στην επιφάνεια Sc του δέρµατος που είναι το κοινό

τους σύνορο συν ένα ανάπτυγµα που υπολογίζεται στο σηµείο παρατήρησης που αναπαριστά

τη συνεισφορά από τον εξωτερικό ϕλοιό Vs. Με τον ίδιο τρόπο ερµηνεύονται και οι υπόλοιπες

εκφράσεις. Η µορφή τους παραµένει η ίδια και αλλάζουν µόνο οι λόγοι των αγωγιµοτήτων και τα

αντίστοιχα ελλειπτικά ολοκληρώµατα που υπολογίζονται κάθε ϕορά σε διαφορετική επιφάνεια.

Οι αγωγιµότητες κανονικοποιούνται κάθε ϕορά ως προς την επιρροή όλων των αγωγιµοτήτων

του µοντέλου Gm
3,n.

5.3.2 ΜΕΓ

΄Εστω δύο συνεστιακά ελλειψοειδή διαφορετικής αγωγιµότητας :

Sb :
x21
b21

+
x22
b22

+
x23
b23

= 1, 0 < b3 < b2 < b1 <∞, (5.125)

Sa :
x21
a21

+
x22
a22

+
x23
a23

= 1, 0 < a3 < a2 < a1 <∞, (5.126)
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όπου το Sb αντιστοιχεί στην ρ = b1 και το Sa αντιστοιχεί στην ρ = ba µε b1 < a1. Τότε ο τύπος

Geselowitz γράφεται στη µορφή:

B(r) =
µ0

4π
Q× r− r0

|r− r0|3
− µ0σa

4π

∮
Sa

ua(r
′)ρ̂′ ×

(
∇r′

1

|r− r′|

)
ds(r′)

+
µ0

4π

∮
Sb

(σaua(r
′)− σbub(r′))ρ̂′ ×

(
∇r′

1

|r− r′|

)
ds(r′). (5.127)

Τα ua, ub δίνονται από τις (5.120)-(5.124) ϑέτοντας σc = σf = σb = σa και σs = σb. Τότε

παίρνουµε [27]:

ua(r) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇Emn (r0)

γmn C
m
n

×
(
Imn (ρ)− Imn (a1) +

1

Em
n (a1)Em′

n (a1)a2a3

)
Emn (ρ, µ, ν), r ∈ Va, (5.128)

ub(r) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇Emn (r0)

γmn C
m
n

[
Cm
n

σb
(Imn (b1)− Imn (ρ))

+

(
Imn (b1)− Imn (a1) +

1

Em
n (a1)Em′

n (a1)a2a3

)]
Emn (ρ, µ, ν), r ∈ Vb, (5.129)

όπου οι σταθερές Cm
n δίνονται από [27]:

Cm
n = σa + (σb − σa)

[
Imn (b1)− Imn (a1) +

1

Em
n (a1)Em′

n (a1)a2a3

]
× Em

n (b1)E
m′

n (b1)b2b3. (5.130)

΄Οπως και πρίν η σταθερά που αντιστοιχεί στο πρόβληµα Neumann ϑεωρείται µηδενική. Μετά

από πράξεις που αφορούν τα ολοκληρώµατα στον τύπο Geselowitz προκύπτει [27]:

B(r) = (d−db+da)·

[
F1
2(r)

Λ− Λ′
Λ̃− F2

2(r)

Λ− Λ′
Λ̃′ − 15

3∑
i,j=1,i 6=j

xixjI
i+j
2 (ρ)x̂i ⊗ x̂j

]
+O(el3), (5.131)

όπου

d = (Q · M̃(b1)× r0) · Ñ(b1), db = (Q · M̃(b1)× r0) · Ñc(b1), da = (Q · M̃(a1)× r0) · Ñc(a1)

(5.132)
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M̃(b1) =
3∑
i=1

b2i x̂i ⊗ x̂i, M̃(a1) =
3∑
i=1

a2i x̂i ⊗ x̂i, (5.133)

Ñ(b1) =
3∑
i=1

x̂i ⊗ x̂i
b21 + b22 + b23 − b2i

, Ñc(b1) =
3∑
i=1

C6−i x̂i ⊗ x̂i
b21 + b22 + b23 − b2i

,

Ñc(a1) =
3∑
i=1

C6−i x̂i ⊗ x̂i
a21 + a22 + a23 − a2i

, (5.134)

C6−i =
σa

C6−i
2

=
σa

σa + (σb − σa)T
, i = 1, 2, 3, (5.135)

T = (I6−i2 (b1)− I6−i2 (a1))(b
2
1 + b22 + b23 − b2i ) +

(b21 + b22 + b23 − b2i )b1b2b3
(a21 + a22 + a23 − a2i )a1a2a3

, (5.136)

και C6−i
2 να δίνονται από την (5.135).

Συγκρίνοντας την λύση του ανοµοιογενούς µοντέλου για το µαγνητικό πεδίο (5.131) µε την

αντίστοιχη για το οµοιογενές (5.48) παρατηρείται ότι η µόνη διαφορά ϐρίσκεται στον όρο (d −

db + da) ο οποίος αφορά τις αγωγιµότητες σa, σb, τις γεωµετρικές παραµέτρους ai, bi, i =

1, 2, 3 και τα χαρακτηριστικά της πηγής Q, r0. Επιπλέον, οι ϕλοιοί διαφορετικές αγωγιµότητας

αναγνωρίζονται από την ΜΕΓ καθώς η λύση (5.131) εξαρτάται από την αγωγιµότητα σa και την

διαφορά (σb−σa) πάνω στην διεπιφάνεια ρ = b1 µέσω των σταθερώνC6−1
2 που τις περιλαµβάνουν.

Αυτή η ιδιότητα δεν ισχύει για την σφαιρική γεωµετρία.



Κεφάλαιο 6

Τα αντίστροφα προβλήµατα ΗΕΓ και ΜΕΓ

σε ελλειψοειδή γεωµετρία

6.1 Το οµογενές πρότυπο

6.1.1 ΗΕΓ

΄Εστω ότι ο εγκέφαλος αναπαρίσταται από το ελλειψοειδές αναφοράς :

x21
a21

+
x22
a22

+
x23
a23
, (6.1)

και ένα δίπολο στην ϑέση r0 µε ϱοπή Q. εσωτερικά του εγκεφάλου. Στην επιφάνεια του

ελλειψοειδούς το ηλεκτρικό δυναµικό δίνεται από την σχέση (5.31) υπολογισµένη στο ρ = a1

είναι [10]:

u(r) =
3

4πσa1a2a3

3∑
m=1

Qmxm

− 5

8πσa1a2a3(Λ− Λ′

3∑
m=1

Qmx0m

(
E1

2(a1, µ, ν

Λ(Λ− a2m)
− E2

2(a1, µ, ν

Λ′(Λ′ − a2m)

)

+
15

4πσa1a2a3

3∑
i=1

∑
j=1,j 6=i

Qix0j
xixj
a2i + a2j

+O(el3), (6.2)

86
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όπου οι καρτεσιανές συντεταγµένες xi, i = 1, 2, 3 είναι υπολογισµένες στο ρ = a1. ΄Ενα

εγκεφαλογράφηµα πάνω στην επιφάνεια του εγκεφάλου παρέχει δεδοµένα µε τη µορφή του

αναπτύγµατος :

U(a1, µ, ν) =
2∑

n=1

2n+1∑
m=1

Um
n S

m
n (µ, ν) +O(el3), (6.3)

όπου οι συντελεστές Um
n είναι γνωστοί. Οι εκφράσεις για τις καρτεσιανές συντεταγµένες στο

ρ = a1 είναι :

xm

∣∣∣
ρ=a1

=
amhm
h1h2h3

Sm1 (µ, ν), m = 1, 2, 3, (6.4)

x1x2x3
xm

∣∣∣
ρ=a1

=
a1a2a3
h1h2h3

1

amhm
S6−m
2 (µ, ν), m = 1, 2, 3. (6.5)

Οποτε αντικαθιστώντας στην σχέση (6.2) και χρησιµοποιώντας επιχειρήµατα ορθογωνιότητας

προκύπτει [10]:

3Qm

4πσa1a2a3

amhm
h1h2h3

= Um
1 , m = 1, 2, 3, (6.6)

− 5

8πσa1a2a3(Λ− Λ′)

3∑
m=1

Qmx0m
Λ− a2m

= U1
2 , (6.7)

5

8πσa1a2a3(Λ− Λ′)

3∑
m=1

Qmx0m
Λ′ − a2m

= U2
2 , (6.8)

15

4πσh1h2h3

Q1x02
(a21 + a22)a3h3

= U3
2 , (6.9)

15

4πσh1h2h3

Q3x01
(a23 + a21)a2h2

= U4
2 , (6.10)

15

4πσh1h2h3

Q2x03
(a22 + a23)a1h1

= U5
2 . (6.11)

Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν, από την πρώτη, οι συντελεστές της διπολικής ϱοπής

που είναι :

Q =
4πσa1a2a3h1h2h3

3

(
U1
1

a1h1
,
U2
1

a2h2
,
U3
1

a3h3

)
, (6.12)

και εισάγοντάς την στις επόµενες εξισώσεις προκύπτει η πλήρης περιγραφή της ϑέσης της

διπολικής πηγής :

r0 =
h1h2h3

5

(
a21 + a23
a1h1

U4
2

U3
1

,
a21 + a22
a2h2

U3
2

U1
1

,
a22 + a23
a3h3

U5
2

U2
1

)
, (6.13)
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και οι εκφράσεις αυτές παρέχουν την µοναδική λύση για το αντίστροφο πρόβληµα της ηλεκτρο-

εγκεφαλογραφίας για µία διπολική πηγή στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς αγωγού.

6.2 Το πρότυπο των ανοµοιογενών ϕλοιών

΄Εστω Ss, Sb, Sf , Sc οι ελλειψοειδείς επιφάνειες των ϕλοιών οι οποίες δίνονται από τα ελλειψοειδή

αναφοράς (5.88) - (5.91), µε ηµιάξονες αναφοράς ci < fi < bi < si, i = 1, 2, 3 και ηµιεστιακές

απόστάσεις h1, h2, h3 που ικανοποιούν τις (5.92) - (5.94). Υποθέτουµε ότι το πρωτεύον ϱεύµα

δηµιουργείται από ένα δίπολο µε ϱοπή Q στη ϑέση r0:

Jp(r) = Qδ(r− r0). (6.14)

6.2.1 ΗΕΓ

΄Οπως παρουσιάστηκε το ηλεκτρικό δυναµικό στο χωρίο Vc ικανοποιεί το πρόβληµα:

σc∆uc(r) = ∇ · Jp(r), r ∈ Vc, (6.15)

σc∂nuc(r) = σf∂nuf (r), r ∈ Sc. (6.16)

Οι συναρτήσεις uf (r), ub(r), us(r) ικανοποιούν προβλήµατα (5.99) - (5.102) µε τις αντίστοι-

χες συνθήκες (5.105) - (5.110) αντίστοιχα. Επιλύοντας τα προβλήµατα και υπολογίζοντας το

δυναµικό us στο Ss αυτό προκύπτει να είναι [21]:

us(r
′, r0) =

1

s2s3

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Q · ∇r0Emn (r0)

γmn G
m
3,nE

m′
n (s1)

Em
n (M)Em

n (N), r′ ∈ Sc, r0 ∈ Vc, (6.17)

όπου οι σταθερές Gm
3,n είναι συναρτήσει των αγωγιµοτήτων σc, σf , σb, σs και των ηµιαξόνων

ci, fi, bi, si για i = 1, 2, 3 και µπορούν να ϐρεθούν στο [22] και (s1,M,N) είναι οι ελλειψοειδείς

συντεταγµένες του r′ ∈ Ss Οι συντελεστές τωνEm
n (M)Em

n (N) στο ανάπτυγµα (6.17) καθορίζονται

από τις µετρήσεις του ΗΕΓ. Θέτοντας αυτοί να είναι Um
n προκύπτει :

Um
n =

1

s2s3

Q · ∇r0Emn (r0)

γmn G
m
3,nE

m′
n (s1)

⇒ Um
n s2s3γ

m
n G

m
3,nE

m′

n (s1) = Q · ∇r0Emn (r0), (6.18)
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όπου τέλος ϑέτουµε :

gmn = Um
n s2s3γ

m
n G

m
3,nE

m′

n (s1). (6.19)

Οπότε αν το ανάπτυγµα (6.17) γραφεί στη µορφή:

us(r
′, r0) =

∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Um
n E

m
n (M)Em

n (N), r′ ∈ Sc, r0 ∈ Vc, (6.20)

και οι σταθερές Um
n δίνονται από τις µετρήσεις του ΗΕΓ τότε υπολογίζοντας τις σταθέρές gmn από

την σχέση (6.19) µπορούν να υπολογιστούν η ϑέση και η ϱοπή της διπολικής πηγής από την

σχέση:

gmn = Q · ∇r0Emn (r0), (6.21)

Τελικά, προκύπτει ότι τα Q, r0 δίνονται συναρτήσει των g11, g21, g31, g32, g42, g52 η καρτεσιανή µορφή

των οποίων είναι [21]:

Q =

(
g11
h2h3

,
g21
h1h3

,
g31
h1h2

)
, (6.22)

r0 =

(
1

2h2h3

[
g32
g21

+
g42
g31
− g11g

5
2

g21g
3
1

]
,

1

2h1h3

[
g32
g11

+
g52
g31
− g21g

4
2

g11g
3
1

]
,

1

2h1h2

[
g42
g11

+
g52
g21
− g31g

3
2

g11g
2
1

])
. (6.23)

.

6.2.2 ΜΕΓ

Γράφοντας το E στην µορφή:

E(r) = −∇uj(r), r ∈ Vj, j = c, f, b, s, (6.24)

και επιλύοντας την εξίσωση ∇×B = µ0(J
p + σE), προκύπτει οτι το µαγνητικό πεδίο εξωτερικά

του αγωγού για ένα δίπολο ϑα είναι :

4π

µ0

B(r) = Q(r0)×∇r0

1

|r− r0|
+

4∑
i=1

∫
V +

σj∇uj(r′)×∇r
1

|r− r′|
dv(r′), (6.25)
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όπου V είναι ο εξωτερικός χώρος. Τότε η ακτινική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου εξωτερικά

του κεφαλιού, που δηµιουργείται από ένα δίπολο είναι [21]:

1

µ0

r̂ ·B(r, r0) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

1

(2n+ 1)γmn

[
r̂ ·Q×∇r0Emn (r0)

− 1

4π

2n+1∑
l=1,l 6=m

(
r̂ ·Hml

n

)
(Q · ∇r0Emn (r0))

]
Fmn (r), r ∈ V +, r0 ∈ Vc, (6.26)

όπου οι καρτεσιανοί συντελεστές των διανυσµάτων Hml
n είναι συναρτήσεις των αγωγιµοτήτων σc,

σf , σb, σs και των ηµιαξόνων ci, fi, bi, si για i = 1, 2, 3 και µπορούν να ϐρεθούν στο [23]. Ο

διπολικός όρος που αντιστοιχεί στο n = 1 του αναπτύγµατος (6.26) µηδενίζεται [18] και άρα

το ανάπτυγµα ξεκινά µε τετραπολικό όρο. Οι συντελεστές των Fmn (r) στο ανάπτυγµα (6.26)

καθορίζονται από τις µετρήσεις του ΜΕΓ. Θέτοντας αυτοί να είναι Bm
n προκύπτει οτι η ϑέση και

η ϱοπή του διπόλου ικανοποιούν τις αλγεβρικές εξισώσεις :

r̂ ·Q×∇r0Emn (r0)−
1

4π

2n+1∑
l=1,l 6=m

(
r̂ ·Hml

n

)
(Q · ∇r0Emn (r0)) = (2n+ 1)γmn B

m
n , (6.27)

για n = 2,m = 1, 2, 3, 4, 5 και n = 3,m = 7. Παρατηρούµε ότι από τη γνώση των Bm
n προ-

κύπτουν σχέσεις ανάµεσα στις σταθερές gmn και τις σταθερές Gm
n που είναι οι :

Gm
n = Q×∇r0Emn (r0), r0 ∈ Vc, (6.28)

και ένα κατάλληλο υποσύνολο από αυτές είναι επαρκές για τον προσδιορισµό των χαρακτηρι-

στικών του διπόλου. Οπότε αν το ανάπτυγµα (6.26) γραφεί στη µορφή:

1

µ0

r̂ ·B(r, r0) =
∞∑
n=1

2n+1∑
m=1

Bm
n Fmn (r), r ∈ V, (6.29)

και οι σταθερές Bm
n δίνονται από τις µετρήσεις του ΜΕΓ τότε προκύπτουν η ϑέση και η ϱοπή

του διπόλου από τις εξισώσεις (6.27).

Εποµένως, σε ό,τι αφορά το ΗΕΓ, δοθέντων των δεδοµένων για το ηλεκτρικό δυναµικό us,

και υποθέτοντας ότι είναι δυνατόν να εκτιµηθούν οι συντελεστές του διπολικού (n = 1) και

του τετραπολικού (n = 2) όρου του ελλειψοειδούς αναπτύγµατος του us τότε είναι δύνατόν

να υπολογιστούν οι έξι σταθερές που καθορίζουν τη ϑέση και τη ϱοπή της διπολικής πηγής.
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Σε ό,τι αφορά το ΜΕΓ, δοθέντων των δεδοµένων για την ακτινική συνιστώσα του µαγνητικού

πεδίου r̂ · B εξωτερικά και υποθέτοντας οτι είναι δυνατόν να καθοριστούν οι συντελεστές του

τετραπολικού (n = 2) και του οκταπολικού (n = 3) όρου του ελλειψοειδούς αναπτύγµατος του

r̂ ·B, τότε είναι δυνατόν να προσδιοριστούν οι έξι σταθερές που καθορίζουν τη ϑέση και τη ϱοπή

της διπολικής πηγής. Επιπλέον, για την περίπτωση της ΜΕΓ τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι

δεν υπάρχουν σιωπηλές πηγές στην περίπτωση της ελλειψοειδούς γεωµετρίας, δηλαδή και οι

τρείς συνιστώσες της ϱοπής Q συµβάλλουν στο µαγνητικό πεδίο σε αντίθεση µε την σφαιρική

περίπτωση γεωµετρίας όπου η ακτινική συνιστώσα της ϱοπής δεν συµβάλλει στο µαγνητικό

πεδίο.



Συµπεράσµατα

Σε αυτή την εργασία παρουσιάστηκε η λύση για το ευθύ και αντίστροφο πρόβληµα των ΗΕΓ

και ΜΕΓ σε ελλειψοειδή γεωµετρία στα πλαίσια της σχεδόν στάσιµης ϑεωρίας υπό δύο υπο-

ϑέσεις : οτι ο ανθρώπινος εγκέφαλος προσεγγίζεται ως οµογενής ελλειψοειδής αγωγός ή ως

ανοµοιογενής αγωγός τριών οµοεστιακών ελλειψοειδών και ότι το πρωτεύον ϱέυµα προέρχεται

από µία διπολική πηγή στο εσωτερικό του αγωγού. Η υπόθεση της διπολικής πηγής απλοποιεί

αρκετά το πρόβληµα αλλά παρόλα αυτά παρέχονται χρήσιµες πληροφορίες από τις εκφράσεις

που προκύπτουν µελετώντας τις λύσεις του εσωτερικού και εξωτερικού ηλεκτρικού δυναµικού

καθώς και τον τετραπολικό όρο του πολυπολικού αναπτύγµατος του µαγνητικού πεδίου επα-

γωγής. Αρχικά, παρατηρούµε ότι η µη αντιστρεψιµότητα είναι οριστική τόσο για την ΗΕΓ όσο

και την ΜΕΓ, εποµένως δεν µπορεί να ανακτηθεί το πλήρες πρωτεύον ϱεύµα δηλαδή και οι

τρείς συνιστώσες του ακόµη και αν έχουµε πλήρη γνώση για τα δεδοµένα που παρέχονται και

από τις δύο απεικονιστικές µεθόδους. Ο τρόπος µε τον οποίο µπορεί η µη αντιστρεψιµότητα

να παρακαµφθεί είναι η µεθοδος ελαχιστοποίησης της Λ2-νόρµας. Επίσης, παρατηρούµε ότι

παρά το µηδενισµό του πρώτου όρου στο ανάπτυγµα του µαγνητικού πεδίου δηλαδή ο όρος

n = 0 είναι µαγνητικά σιωπηλός άρα υπάρχει διεύθυνση στην οποία δεν µπορεί να ανιχνευθεί,

τα αριθµητικά αποτελέσµατα που συναντώνται στη ϐιβλιογραφία δείχνουν ότι ο όρος O(el3) δεν

µηδενίζεται στην ίδια διεύθυνση. Αυτό σηµαίνει ότι στο ελλειψοειδές µοντέλο µε ένα δίπολο δεν

υπάρχουν σιωπηλές πηγές. ΄Αρα η συµπληρωµατικότητα του ηλεκτρικού και του µαγνητικού

πεδίου που ισχύει στην περίπτωση της σφαιρικής γεωµετρίας δεν ισχύει πλέον στην ελλειψοειδή

οδηγώντας στο συµπέρασµα ότι τόσο η ΗΕΓ όσο και η ΜΕΓ παρέχουν ουσιώδη δεδοµένα για την

µελέτη του εγκεφάλου. Επιπλέον, η εξάρτηση του µαγνητικού πεδίου από την αγωγιµότητα του

ϕλοιού αλλά και από την διαφορά αγωγιµότητας που παρουσιάζεται επάνω στις διεπιφάνειες

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η ΜΕΓ µπορεί να ανιχνεύσει αυτή τη διαφορά στην αγωγιµότητα
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και πάλι σε αντίθεση µε την περίπτωση της σφαιρικής γεωµετρίας. Τέλος, ο µη µηδενισµός του

οκταπολικού όρου στην περίπτωση που ϑεωρηθεί µηδενισµός του τετραπολικού όρου για µία

τυχαία αλλά σιωπηλή πηγή οδηγεί στην επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος στο ανοµοιογε-

νές πρότυπο µε µία διπολική πηγή χωρίς να υπάρχουν πλέον σιωπηλές πηγές. Τα παραπάνω

υποδεικνύουν οτι εφόσον ο ανθρώπινος εγκέφαλος προσεγγίζεται µε πιό ϱεαλιστικό τρόπο από

ένα ελλειψοειδές ϑα πρέπει να λαµβάνονται υπόψη οι ανοµοιογένειές του καθώς µε αυτό τον

τρόπο αίρονται οι περιορισµοί που παρέχονται από το σφαιρικό πρότυπο.
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