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Πρόλογος 
 
Στην παρούσα εργασία αρχικά γίνεται μία εκτεταμένη μελέτη σχετικά με το θεώρημα 
κατηγορίας του Baire και ισοδύναμες μορφές του. Στην συνέχεια γίνεται αναλυτική αναφορά 
σε γνωστές εφαρμογές του. Τέλος αποδεικνύονται λιγότερο γνωστές εφαρμογές του 
θεωρήματος κατηγορίας του Baire. 
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Βιογραφικό Σημείωμα του Baire 
 
Στο École Normale Supérieure o Baire παρακολούθησε διαλέξεις από Jules Taneri και 
Goursat και, επιπλέον, παρακολούθησε διαλέξεις από Hermite , Émile Picard και Poincaré 
στη Σορβόννη. 
Ενώ ήταν φοιτητής βοήθησε στην συγγραφή των διαλέξεων του Poincaré, για τη διάδοση της 
θερμότητας. 
Απέκτησε την πρώτη θέση του ως καθηγητής στο λύκειο Bar-le-Duc  Στο Lycée Bar-le-Duc 
Baire εργάστηκε πάνω στη θεωρία των συναρτήσεων και στην έννοια του ορίου. 
Σε αυτό το διάστημα ανακάλυψε τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες μια συνάρτηση είναι το 
όριο μίας ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων. Αμέσως μετά από αυτό ο Baire ταξινόμησε τις 
συναρτήσεις σε κατηγορία 1, κατηγορία 2 και κατηγορία 3. Οι συναρτήσεις κατηγορίας 1 
είναι αυτές που είναι το όριο μίας ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων και οι συναρτήσεις 
κατηγορίας 2 είναι εκείνες που είναι το όριο μίας ακολουθίας συναρτήσεων κατηγορίας 1. 
Τέλος η κλάση 3 αποτελείται από συναρτήσεις οι οποίες είναι το όριο μιας ακολουθίας 
συναρτήσεων κατηγορίας 2. 
Ο Baire, έλαβε μια υποτροφία για να του επιτρέψει να συνεχίσει τις σπουδές του στην Ιταλία 
και εκεί γνωρίστηκε με τον Volterra. Καθώς εργαζόταν στο λύκειο, ο Baire έγραψε 
παράλληλα τη διδακτορική διατριβή του πάνω στις ασυνεχείς συναρτήσεις. Εξετάστηκε 
επιτυχώς στις 24 Μαρτίου 1899 από τους Darboux , Appell και Émile Picard. 
Το 1901 ο Baire διορίστηκε στο Πανεπιστήμιο του Μονπελιέ ως "Maitre des συνέδρια". Το 
1904 τιμήθηκε με το Ίδρυμα Peccot με υποτροφία και εντάχθηκε στην Σχολή Επιστημών στο 
Ντιζόν. Το 1907 προήχθη σε καθηγητή της Ανάλυσης στο Ντιζόν. 
Ο Baire είχε αναπτύξει αλληλογραφία με τον Émile Borel. Στις επιστολές ο Baire γράφει με 
μεγάλη λεπτομέρεια σχετικά με την έρευνα και τις ιδέες του, πάνω στην ταξινόμηση των 
συναρτήσεων Baire, στα σύνολα πρώτης και δεύτερης κατηγορία, και στην ημισυνέχεια. 
Ο Baire έγραψε μια σειρά σημαντικών βιβλίων ανάλυσης συμπεριλαμβανομένων των 
Théorie des nombres irrationels, des limites et de la continuité (1905) και Leçons sur les 
théories générales de l'analyse, 2 Vols. (1907-8). Ο Baire έκανε ένα αποφασιστικό βήμα για 
την απομάκρυνση από την διαισθητική ιδέα των συναρτήσεων και της συνέχειας και είδε 
ξεκάθαρα ότι η θεωρία συνόλων ήταν θεμελιώδους σημασίας για την αυστηρή πραγματική 
ανάλυση.  
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Εισαγωγικά στοιχεία για μετρικούς χώρους 
 
Ορισμός-Έστω (Χ, ߄ μετρικός χώρος και (ߩ ⊆ Χ. Η σχετική μετρική στον ߄ ως προς την 
μετρική ρ είναι ο περιορισμός της συνάρτησης ρ στο ܼݔ߄. 
 
Πρόταση-Έστω (Χ, ߄ ,μετρικός χώρος (ߩ ⊆ Χ και σ η σχετική μετρική στο ߄. Για κάθε ݖ ∈  ߄
και ߝ > 0 ισχύει ߀ఙ(ݖ, (ߝ = ,ݖ)ఘ߀ (ߝ ⋂  .߄
Απόδειξη-Είναι άμεσο από τον ορισμό της ανοικτής σφαίρας ߀ఘ(ݖ, (ߝ = ሼݔ ∈ Χ|ݔ)ߩ, (ݖ <           ሽߝ
στον μετρικό χώρο (Χ, ,ݖ)ఙ߀ και τον ορισμό της ανοικτής σφαίρας (ߩ (ߝ = ሼݔ ∈ ,ݔ)ߩ|߄ (ݖ <
,߄) ሽ στον μετρικό χώροߝ  .(ߪ
 
 
Πρόταση- Έστω (Χ, ߄ ,μετρικός χώρος (ߩ ⊆ Χ, σ η σχετική μετρική στο ߄ και ܩ ⊆ ܼ. Το ܩ 
είναι ανοικτό υποσύνολο του (߄,  ανοικτό υποσύνολο του Χ  έτσι  αν και μόνο αν υπάρχει (ߪ
ώστε ܩ =  ⋂  .߄
Απόδειξη-Εφόσον το ܩ είναι ανοικτό υποσύνολο του (߄, ݖ για κάθε (ߪ ∈ ௭ߝ υπάρχει ܩ > 0 
έτσι ώστε ߀ఙ(ݖ, (௭ߝ ⊆ ܩ Άρα έχουμε ότι .߄ = ⋃ ,ݖ)ఙ߀ ீ∋௭)௭ߝ . Συνεπώς από την προηγούμενη 
πρόταση, έχουμε ότι ܩ = ⋃ ൛߀ఘ(ݖ, (௭ߝ ⋂ ீ∋ൟ௭߄ = ߄ ⋂ ⋃ ,ݖ)ఘ߀ ீ∋௭)௭ߝ . Θέτοντας  =
⋃ ,ݖ)ఘ߀ ீ∋௭)௭ߝ  έχουμε το ζητούμενο.           
Αντίστροφα έστω ݖ ∈  Εφόσον ισχύει ότι .ܩ ⊇  ,είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ  και το ܩ
υπάρχει ߝ௭ > 0 έτσι ώστε  ߀ఘ(ݖ, (௭ߝ ⊆  Συνεπώς από την προηγούμενη πρόταση, έχουμε .
ότι ߀ఙ(ݖ, (௭ߝ = ,ݖ)ఘ߀ (௭ߝ ⋂ ߄ ⊆  ⋂ ߄ =  είναι ανοικτό υποσύνολο στο ܩ Δηλαδή Το .ܩ
μετρικό χώρο (߄,  .(ߪ
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ, ߄ ,μετρικός χώρος (ߩ ⊆ Χ, σ η σχετική μετρική στο ߄ και ܨ ⊆ ܼ. Το ܨ 
είναι κλειστό υποσύνολο του (߄,  κλειστό υποσύνολο του Χ  έτσι ܭ αν και μόνο αν υπάρχει (ߪ
ώστε ܨ = ܭ ⋂  .߄
Απόδειξη-Εφόσον το ܨ είναι κλειστό υποσύνολο του (߄,  είναι ܨ\ܼ συνεπάγεται ότι ,(ߪ
ανοικτό υποσύνολο του (߄,  Συνεπώς από την προηγούμενη πρόταση υπάρχει ανοικτό .(ߪ
σύνολο  στο (Χ, ܨ\ܼ έτσι ώστε το (ߩ =  ⋂ ܭ Θέτουμε .߄ = Χ\ . Το ܭ είναι κλειστό στο 
(Χ, ܨ και ισχύει (ߩ = ܨ\ܼ\ܼ = ܼ\ሼ ⋂ ሽ߄ = ሼܼ\ሽ ⋃ ∅ = ܼ ⋂ሼΧ\ ሽ = ܼ ⋂  που είναι και ܭ
το ζητούμενο.         
Αντίστροφα έστω ότι ισχύει ܨ = ܭ ⋂ ܨ\߄ Τότε έχουμε ότι .߄ = ܭሼ\߄ ⋂ ሽ߄ = ܭ\߄ =
ܼ ⋂ሼΧ\ܭሽ. Εφόσον το Χ\ܭ είναι ανοικτό υποσύνολο στο μετρικό χώρο (Χ,  από την ,(ߩ
προηγούμενη πρόταση συνεπάγεται ότι και το ܨ\߄ είναι ανοικτό στο μετρικό χώρο (߄,  .(ߪ
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Συνεπώς το υποσύνολο ܨ είναι κλειστό στον μετρικό χώρο (߄,  που είναι και το ,(ߪ
ζητούμενο. 
 
Ορισμός-Έστω Ε ένα μη κενό υποσύνολο του μετρικού χώρου (ߕ,  Η διάμετρος του Ε .(ߩ
ορίζεται ως ݀݅ܽ݉(߃) = ,ݔ)ߩሼݑݏ ,ݔ|(ݖ ݖ ∈  .ሽܧ
 
Ορισμός-Έστω (Χ, ∅ μετρικός χώρος και (ߩ ≠  ⊆ X. Το  είναι φραγμένο αν και μόνο αν 
()݉ܽ݅݀ < ∞. 
 
Πρόταση-Έστω (Χ, ()݉ܽ݅݀ μετρικός χώρος και (ߩ =   .(̅)݉ܽ݅݀
Απόδειξη-Εφόσον το  ⊆ ()݉ܽ݅݀ εξορισμού έχουμε ότι ̅ ≤   .(̅)݉ܽ݅݀
Αντίστροφα έστω ݔ, ݖ ∈ ߝ και ̅ > 0. Από τον ορισμό της κλειστότητας υπάρχουν ݔଵ, ଵݖ ∈  
έτσι ώστε ݔ)ߩ, (ଵݔ < ఌ

ଶ και ݖ)ߩ, (ଵݖ < ఌ
ଶ. Συνεπώς ισχύουν τα ακόλουθα, ݔ)ߩ, (ݖ ≤ ,ݔ)ߩ (ଵݔ +

,ଵݔ)ߩ (ଵݖ + ,ݖ)ߩ (ଵݖ < ߝ +   .()݉ܽ݅݀
Δεδομένου ότι το ߝ > 0 είναι τυχαίο συνεπάγεται ότι ݔ)ߩ, (ݖ ≤  Επίσης επειδή και .()݉ܽ݅݀
τα ݔ, ݖ ∈ (̅)݉ܽ݅݀ είναι τυχαία, συνεπάγεται ότι η ̅ = ,ݔ)ߩሼݑݏ ,ݔ|(ݖ ݖ ∈ ሽ̅ ≤  .()݉ܽ݅݀
Συνεπώς η ݀݅ܽ݉() =  .(̅)݉ܽ݅݀
 
Ορισμός-Έστω (Χ,  μετρικός χώρος και (ߩ ⊆ X. 

1. Το  είναι ܩఋ σύνολο αν υπάρχει ακολουθία ሼܩሽ∈ℕ ανοικτών υποσυνόλων του Χ, 
ώστε  = ⋂ ∈ℕܩ . 

2. Το  είναι ܨఙ σύνολο αν υπάρχει ακολουθία ሼܨሽ∈ℕ κλειστών υποσυνόλων του Χ, 
ώστε  = ⋃ ∈ℕܨ . 
 

Από τον ορισμό προκύπτει άμεσα ότι το συμπλήρωμα ενός ܩఋ συνόλου είναι ܨఙ σύνολο και 
αντίστροφα. 
 
Πρόταση-Αν (Χ, ∅ ,μετρικός χώρος (ߩ ≠  ⊆ X και ݔ ∈ X, τότε ݔ ∈  αν και μόνο αν ̅
,ݔ)ߩ ( = 0. 
Απόδειξη-Έστω ότι το ݔ)ߩ, ( = ߜ > 0. Αυτό συνεπάγεται ότι ݔ)ߩ, (ݖ ≥ ݖ για κάθε ߜ ∈  .
Συνεπώς ισχύει ότι ߀ ቀݔ, ఋ

ଶቁ ⋂  = ∅. Άτοπο διότι το ݔ ∈  .̅
Αντίστροφα έστω ߝ > 0, τότε από τον ορισμό του infimum υπάρχει ݖ ∈  έτσι 
ώστε ݔ)ߩ, (ݖ < ߝ Δηλαδή για κάθε .ߝ > 0 ισχύει ότι ݔ)߀, (ߝ ⋂  ≠ ∅. Συνεπώς το ݔ ∈  .̅
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Πρόταση-(i) Κάθε κλειστό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Χ,   .ఋ σύνολοܩ είναι  (ߩ
 (ii) Κάθε ανοικτό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Χ,  .ఙ σύνολοܨ είναι  (ߩ
Απόδειξη-(i) Έστω (Χ, ܩ κλειστό υποσύνολο του Χ. Θέτουμε ܨ μετρικός χώρος και (ߩ =
ቄݔ ∈ X|ݔ)ߩ, (ܨ < ଵ

ቅ. Εφόσον η συνάρτηση ݂(ݔ) = ,ݔ)ߩ  είναι ομοιόμορφα συνεχής (ܨ
συνεπάγεται ότι το σύνολο ܩ είναι ανοικτό. Από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει ότι 
ܨ = ⋂ ∈ℕܩ . Δηλαδή το ܨ είναι ܩఋ σύνολο. 
(ii) Έστω (Χ,  είναι ܩ\ανοικτό υποσύνολο του Χ. Συνεπώς το Χ ܩ μετρικός χώρος και (ߩ
κλειστό στο (Χ, ,ሽ∈ℕ του (ΧܩΔηλαδή υπάρχει ακολουθία ανοικτών υποσυνόλων ሼ .(ߩ  (ߩ
έτσι ώστε Χ\ܩ = ⋂ ∈ℕܩ . Από το θέωρημα De Morgan προκύπτει ότι ܩ = ⋃ Χ\ܩ∈ℕ , 
όπου το Χ\ܩ είναι κλειστό στο (Χ, ݊ για κάθε (ߩ ∈ ℕ. Δηλαδή το ܩ είναι ܨఙ σύνολο. 
 
Πρόταση (Χαρακτηρισμός Cantor πλήρων μετρικών χώρων)-Έστω (Χ,  μετρικός (ߩ
χώρος τα επόμενα είναι ισοδύναμα, 

1) Ο (Χ,   .είναι πλήρης μετρικός χώρος (ߩ
2) Αν (ܨ)∈ℕ είναι φθίνουσα ακολουθία κλειστών μη κενών υποσυνόλων του Χ με 

(ܨ)݉ܽ݅݀ → 0 τότε υπάρχει  ݔ ∈ ⋂  έτσι ώστε  ߕ ∈ℕܨ = ሼݔሽ. 
Απόδειξη-Θεωρούμε ότι ο (Χ,  ∈ℕ είναι μία(ܨ) είναι πλήρης μετρικός χώρος και ότι η (ߩ
φθίνουσα ακολουθία κλειστών μη κενών υποσυνόλων του Χ με ݀݅ܽ݉(ܨ) → 0. Για κάθε  
݊ ∈ ℕ επιλέγεται τυχαίο ݔ ∈   . ܨ
Ισχυρισμός, η ακολουθία  (ݔ)∈ℕ είναι βασική.  
Πράγματι έστω ε > 0, τότε υπάρχει ݊(ߝ) ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε ݊ ≥ ݊(ߝ) ισχύει ότι  
(ܨ)݉ܽ݅݀ < ݉ ∈ℕ είναι φθίνουσα για κάθε(ܨ) Εφόσον η .ߝ > ݊ ≥ ݊(ߝ) τα ݔ, ݔ ∈
݉ (ఌ). Δηλαδή για κάθεܨ > ݊ ≥ ݊(ߝ)  το  ݔ)ߩ, (ݔ <  .ߝ
Επειδή ο (Χ, ݔ είναι πλήρης, υπάρχει (ߩ ∈ X έτσι ώστε ݔ →  Εξορισμού της κατασκευής .ݔ
της ακολουθίας προκύπτει ότι για κάθε ݉ ∈ ℕ το (ݔ)ஹ ⊂ ݉ . Αλλά για κάθεܨ ∈ ℕ το 
 .∈ℕ(ݔ) ως υπακολουθία της ݔ ஹ συγκλίνει στο(ݔ)  είναι κλειστό και η ακολουθίαܨ
Συνεπώς το ݔ ∈ ݉  για κάθεܨ ∈ ℕ. Δηλαδή ݔ ∈ ⋂ ∈ℕܨ . 
Έστω ݖ ∈ ⋂ ∈ℕܨ  με ݔ ≠ τότε συνεπάγεται ότι το 0 ݖ < ,ݔ)ߩ (ݖ =   Αλλά για ε > 0 υπάρχει .ߝ
݊(ߝ) ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε ݊ ≥ ݊(ߝ), ισχύει ότι ݀݅ܽ݉(ܨ) <  Συνεπώς για κάθε .ߝ
݊ ≥ ݊(ߝ) η ݀݅ܽ݉(ܨ) < ,ݔ)ߩ ݊ Δηλαδή για κάθε .(ݖ ≥ ݊(ߝ) είτε ݔ ∉ ݖ  είτεܨ ∉  .ܨ
Άτοπο. Συνεπώς ⋂ ∈ℕܨ = ሼݔሽ. 
Αντίστροφα, έστω (ݔ)∈ℕ βασική ακολουθία, τότε για κάθε ݊ ∈ ℕ θέτουμε ܨ = ሼݔሽஹതതതതതതതതതത. 
Συνεπώς η (ܨ)∈ℕ είναι φθίνουσα ακολουθία κλειστών μη κενών υποσυνόλων του Χ.  
Ισχυρισμός, Αν η ݀݅ܽ݉(ሼݔሽஹ) → 0 συνεπάγεται ότι ݀݅ܽ݉(ܨ) → 0.  
Πράγματι έστω ݔ, ݖ ∈ ݊  για κάποιοܨ ∈ ℕ, τότε υπάρχουν (ݔ)∈ℕ,(ݖ)∈ℕ ⊂ ሼݔሽஹ 
ακολουθίες έτσι ώστε  ݔ → ݖ και ݔ →   .ݖ
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Έστω ߝ > 0, τότε υπάρχει ݊ఖ(ߝ) ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε ݊ ≥ ݊ఖ(ߝ) η ݀݅ܽ݉(ሼݔሽஹ) <  .ߝ
Τότε υπάρχουν ݈ఖ(ߝ), ݉(ߝ), ݇(ߝ) ∈ ℕ έτσι ώστε ݔ)ߩ, (ݔ < ఌ

ଷ για κάθε ݉ ≥ ݈ఖ(ߝ), 
,ݖ)ߩ (ݖ < ఌ

ଷ για κάθε ݉ ≥ ݉ఖ(ߝ) και ݔ)ߩ , (ݖ < ఌ
ଷ  για κάθε ݉, ݉ ≥ ݇(ߝ) ≥ ݊ఖ(ߝ) .  

Από τα προαναφερόμενα είναι άμεσο ότι για κάθε ݉, ݉ ≥ ,(ߝ)ሼ݊ݔܽ݉ ݉(ߝ), ݇(ߝ)ሽ ισχύει 
ότι ݔ)ߩ, (ݖ ≤ ݔ)ߩ , (ݔ + ݔ)ߩ , (ݖ + ,ݖ)ߩ (ݖ < ఌ

ଷ + ఌ
ଷ + ఌ

ଷ = ሽஹതതതതതതതതതത൯ݔΣυνεπώς ݀݅ܽ݉൫ሼ .ߝ <
(ܨ)݉ܽ݅݀ Άρα ισχύει ότι .ߝ → 0. 
Από την υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει ݔ ∈ Χ έτσι ώστε η ⋂ ∈ℕܨ = ሼݔሽ.  
Ισχυρισμός, η ݔ →   .ݔ
Πράγματι εφόσον ݔ ∈ ⋂ ∈ℕܨ , τότε ݔ ∈ ݊  για κάθεܨ ∈ ℕ. Άρα για κάθε ݊ ∈ ℕ υπάρχει 
ݔ ∈ ሼݔሽஹ έτσι ώστε το ߩ൫ݔ , ൯ݔ < ଵ

 . Εφόσον η ݔ →  ,∈ℕ είναι βασική(ݔ) και η ݔ
έχουμε ότι ݔ →  .ݔ
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Θεώρημα κατηγορίας του Baire 
 
Θεώρημα κατηγορίας του Baire-Έστω (Χ,   είναι πλήρης μετρικός χώρος και (ܷ)∈ℕ (ߩ
αριθμήσιμη οικογένεια ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του Χ. Τότε η ⋂ ܷ∈ℕ  είναι 
πυκνό υποσύνολο του Χ. 
Απόδειξη-Αρκεί να δείξουμε ότι αν ݔఖ ∈ Χ και ߝఖ > 0 τότε η ݔ)߀, (ఖߝ ⋂ ⋂ ܷ∈ℕ ≠ ∅. 
Εφόσον το υποσύνολο ଵܷ είναι πυκνό στον χώρο (Χ, ,ݔ)߀⋂τότε η ଵܷ ,(ߩ (ఖߝ ≠ ∅. Συνεπώς 
υπάρχει ݔଵ ∈ ଵܷ⋂ݔ)߀, ఖ). Επίσης το ଵܷ είναι ανοικτό, άρα υπάρχει 0ߝ < ଵᇱߝ < ଵ

ଶ έτσι ώστε 
߀ ቀݔଵ, ఌభᇲ

ଶ ቁതതതതതതതതതതതത ⊂ ,ଵݔ)߀ ଵᇱߝ ) ⊂ ଵܷ⋂ݔ)߀, ଵߝ ఖ). Θέτουμεߝ = ఌభᇲ
ଶ . Τότε ισχύει ότι ݔ)߀ଵ, ଵ)തതതതതതതതതതതߝ ⊂

ଵܷ⋂ݔ)߀,   .(ఖߝ
Με τον ίδιο κατασκευαστικό τρόπο, για κάθε 1 < ߢ ≤ ݊ ισχύει ότι 
ݔ)߀ , )തതതതതതതതതതതതߝ ⊂ ܷ⋂ݔ)߀ିଵ, ିଵ) με  0ߝ < ᇱߝ < ଵ

ଶ  και ߝ = ఌഉᇲ
ଶ . 

Από υπόθεση το υποσύνολο ܷାଵ είναι ανοικτό και πυκνό στον χώρο (Χ,  Συνεπώς .(ߩ
υπάρχει ݔାଵ ∈ ܷାଵ⋂ݔ)߀, ) και 0ߝ < ାଵᇱߝ < ଵ

ଶ(ାଵ) έτσι ώστε ݔ)߀ାଵ, ାଵ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതߝ ⊂
,ାଵݔ)߀ ାଵᇱߝ ) ⊂ ܷାଵ⋂ݔ)߀, ାଵߝ ) όπουߝ = ఌశభᇲ

ଶ . 
Άρα ισχύουν τα ακόλουθα, 
,ݔ)߀ .1 (ఖߝ ⊃ ,ଵݔ)߀ ଵ)തതതതതതതതതതതߝ ⊃ ,ଵݔ)߀  (ଵߝ ⊃ ⋯ ⊃ ,ݔ)߀ )തതതതതതതതതതതതߝ ⊃ ,ݔ)߀  (ߝ ⊃

,ାଵݔ)߀ ାଵ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതߝ ⊃ ,ାଵݔ)߀ (ାଵߝ …  
,ݔ)߀ .2 )തതതതതതതതതതതതߝ ⊂ ܷ για κάθε ݊ ∈ ℕ.  
3. Εφόσον για κάθε ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι ݔ)߀, )തതതതതതതതതതതതߝ ⊂ ߀ ቀݔ, ଵ

ଶቁ συνεπάγεται ότι 
݀݅ܽ݉൛ݔ)߀, )തതതതതതതതതതതതൟߝ ≤ ݀݅ܽ݉ ቄ߀ ቀݔ, ଵ

ଶቁቅ ≤ ଵ
. Δηλαδή  ݀݅ܽ݉൛ݔ)߀, )തതതതതതതതതതതതൟߝ → 0.  

Δεδομένου ότι ο (Χ,  είναι πλήρης μετρικός χώρος από τον Χαρακτηρισμό Cantor (ߩ
πλήρων μετρικών χώρων, υπάρχει ݔ ∈ X έτσι ώστε η ⋂ ,ݔ)߀ )തതതതതതതതതതതത∈ℕߝ = ሼݔሽ.  
Επειδή ݔ)߀, (ఖߝ ⊃ ⋂ ,ݔ)߀ )തതതതതതതതതതതത∈ℕߝ  συνεπάγεται ότι ݔ ∈ ,ݔ)߀  ఖ). Επίσης από ταߝ
προαναφερόμενα ισχύει ότι ⋂ ,ݔ)߀ )തതതതതതതതതതതത∈ℕߝ ⊂ ⋂ ܷ∈ℕ . Συνεπώς ݔ ∈ ⋂ ܷ∈ℕ .  Δηλαδή  η 
⋂ ܷ∈ℕ ,ݔ)߀⋂ (ఖߝ ≠ ∅. 
 
Ορισμός-Ένα υποσύνολο Ε ενός μετρικού (ߕ, ߃ݐ݊݅  καλείται αραιό όταν το (ߩ = ∅. 
Ορισμός-Ένα υποσύνολο Ε ενός μετρικού (ߕ,  καλείται πουθενά πυκνό όταν η (ߩ
κλειστότητα του ߃ത δεν περιέχει ανοικτά σύνολα. Δηλαδή ݅݊߃ݐത = ∅. 
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1η Ισοδύναμη μορφή του θεωρήματος κατηγορίας του Baire- Ένας πλήρης μετρικός 
χώρος (Χ,  δεν μπορεί να είναι η ένωση ενός αριθμήσιμου το πλήθος πουθενά πυκνών (ߩ
(ܷ)∈ℕ υποσυνόλων του. 
Απόδειξη- 
1ος τρόπος-Έστω (Χ, πλήρης μετρικός χώρος και Χ (ߩ = ⋃ ܷ∈ℕ  με ܷ πουθενά πυκνό για 
κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Ισχυρισμός, αν το ଵܷ είναι πουθενά πυκνό τότε ଵܷതതത ⊊ Χ.  
Πράγματι, δεδομένου ότι το Χ είναι ανοικτό, αν ଵܷതതത = Χ τότε το ݅݊ݐ ଵܷതതത = X. Άτοπο διότι το 
ݐ݊݅ ଵܷതതത = ∅. 
Από τον ισχυρισμό υπάρχει ݔଵ ∈ Χ\ ଵܷതതത. Κατά συνέπεια υπάρχει 1 > ଵߝ > 0 έτσι ώστε 
,ଵݔ)߀ ⋂(ଵߝ ଵܷ = ∅. Εφόσον το ଶܷ είναι πουθενά πυκνό τότε υπάρχει ݔଶ ∈ ,ଵݔ)߀ \(ଵߝ ଶܷതതത και 
ଵ
ଶ > ଶߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀ଶ, ଶ)തതതതതതതതതതതതߝ ⊂ ,ଵݔ)߀ \(ଵߝ ଶܷതതത και άρα ݔ)߀ଶ, ⋂(ଶߝ ଶܷ = ∅.  
Επαγωγικά αν ݔ ∈ ,ିଵݔ)߀ ିଵ)\ܷതതതത, τότε υπάρχει ଵߝ

ଶషభ > ߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, )തതതതതതതതതതതതߝ ⊂
,ିଵݔ)߀ ,ݔ)߀ ିଵ)\ܷതതതത και άραߝ )⋂ܷߝ = ∅.  
Ισχυρισμός, η ακολουθία ሼݔሽ∈ℕ είναι Cauchy.  
Πράγματι, από τα προαναφερόμενα ισχύει ότι ݔ)߀ଵ, (ଵߝ ⊃ ,ଶݔ)߀ ଶ)തതതതതതതതതതതതߝ ⊃ ,ଶݔ)߀ (ଶߝ ⊃ ⋯ ⊃
௺ݔ)߀ , തതതതതതതതതതതതത(௺ߝ ⊃ ௺ݔ)߀ , (௺ߝ ⊃ ,ାଵ௺ݔ)߀ ାଵ)തതതതതതതതതതതതതതതതതത௺ߝ ⊃ ,ାଵ௺ݔ)߀ (ାଵ௺ߝ ⊃ ⋯, συνεπώς για κάθε ݊, ݉ ∈
ℕ με ݊, ݉ ≥ ,ݔ ισχύει ότι ߋ ݔ ∈ ௺ݔ)߀ , ,ݔ)ߩ Άρα έχουμε ότι .(௺ߝ (ݔ ≤ ,ݔ)ߩ (௺ݔ +
௺ݔ)ߩ , (ݔ < ଵ

ଶೲషభ + ଵ
ଶೲషభ = ଶ

ଶೲషభ = ସ
ଶೲ. 

Εφόσον για ߋ → ∞ συνεπάγεται ότι ݊, ݉ → ∞, τότε ισχύει ότι 0 ≤ ݈݅݉ே→ஶݔ)ߩ, (ݔ ≤
݈݅݉ே→ஶ ସ

ଶೲ = 0. Δηλαδή lim→ஶ ݈݅݉→ஶݔ)ߩ, (ݔ = lim→ஶ ݈݅݉→ஶݔ)ߩ, (ݔ = 0. Άρα 
η ακολουθία ሼݔሽ∈ℕ είναι Cauchy.  
Δεδομένου ότι ο (Χ, ρ) είναι πλήρης μετρικός χώρος, συνεπάγεται ότι υπάρχει ݔ ∈ Χ έτσι 
ώστε ݈݅݉→ஶݔ)ߩ, (ݔ = 0.  
Από τα προαναφερόμενα αν ߋ ∈ ℕ τότε ሼݔሽஹ௺ ⊆ ௺ݔ)߀ , ݔ Συνεπώς το .(௺ߝ ∈ ௺ݔ)߀ ,  .തതതതതതതതതതതതത(௺ߝ
Δηλαδή για κάθε ߋ ∈ ℕ το ݔ ∈ ௺ݔ)߀ ,   .തതതതതതതതതതതതത(௺ߝ
Αλλά ݔ)߀௺ିଵ, ଵ)⋂ܷ௺ିଵି௺ߝ = ∅ και ݔ)߀௺ , തതതതതതതതതതതതത(௺ߝ ⊂ ,ଵି௺ݔ)߀  ݔ ଵ). Δηλαδήି௺ߝ ∉ ܷ௺ିଵ. 
Εφόσον το ߋ είναι τυχαίο τότε το ݔ ∉ ܷ για κάθε ݊ ∈ ℕ. Δηλαδή ݔ ∉ Χ. Άτοπο.  
2ος τρόπος- Έστω (Χ, πλήρης μετρικός χώρος και υποθέτουμε ότι Χ (ߩ = ⋃ ܷ∈ℕ  με ܷ 
πουθενά πυκνό για κάθε ݊ ∈ ℕ. Θέτουμε ܩ = Χ\ܷതതതത  για κάθε ݊ ∈ ℕ. Προφανώς το ܩ είναι 
ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του (Χ, ݊ για κάθε (ߩ ∈ ℕ.  
 Από το θεώρημα κατηγορίας του Baire έχουμε ότι η ⋂ ∈ℕܩ  είναι πυκνό υποσύνολο στον 
(Χ, ρ). Συνεπώς ισχύουν τα ακόλουθα, 
 Χ = ⋂ ∈ℕതതതതതതതതതതതܩ = ⋂ Χ\ܷതതതത∈ℕതതതതതതതതതതതതതത = Χ\ ⋃ ܷതതതത∈ℕതതതതതതതതതതതതതതത ⊆ Χ\ ⋃ ܷ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതത = ∅. 
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 Άτοπο.  
  
 
Πρόταση- Έστω (Χ, ܧݐ݊݅  είναι μετρικός χώρος και Ε υποσύνολο. Τότε (ߩ = ∅ αν και μόνο 
αν  Χ\ܧതതതതത = Χ. 
Απόδειξη- υποθέτουμε ότι το ݅݊ܧݐ = ∅ και Χ\ܧതതതതത ⊊ Χ τότε υπάρχουν ݔ ∈ X και ߝ > 0 έτσι 
ώστε ݔ)߀, (ߝ ∩ ሼΧ\߃ሽ = ∅. Συνεπώς ݔ)߀, (ߝ ⊂ ݔ Δηλαδή .߃ ∈ ܧݐ݊݅ Άτοπο εφόσον .ܧݐ݊݅ =
∅. 
Αντίστροφα έστω ότι Χ\ܧതതതതത = Χ και ݔ ∈ ߝ Τότε υπάρχει .ܧݐ݊݅ > 0  έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊂  .߃
Συνεπώς ݔ)߀, (߃\Χ)⋂(ߝ = ∅. Δηλαδή  ݔ ∉ Χ\ܧതതതതത = X. Άτοπο.  
 
 
Πρόταση-Ένα υποσύνολο Ε του μετρικού (Χ,  είναι πουθενά πυκνό αν και μόνο αν για (ߩ
κάθε Ο ανοικτό υποσύνολο του Χ, το σύνολο ߃ ⋂ ,ߍ) δεν είναι  πυκνό στον ߍ   ఖ) όπουߩ
ఖߩ = ߍ|ߩ × ߍ → ℝ είναι ο περιορισμός της μετρικής ρ στο υποσύνολο Ο του Χ.  
Απόδειξη-Έστω Ο ανοικτό υποσύνολο του Χ με το σύνολο ߍ⋂߃തതതതതതത = ఘഎ   .ߍ
Από υπόθεση έχουμε ότι Χ\߃തതതതതത  = Χ. Συνεπώς ߍ⋂(Χ\߃ത)  ≠ ∅. Έστω ݖ ∈  Εφόσον .(ത߃\Χ)⋂ߍ
τα ߍ, Χ\߃ത  είναι ανοικτά τότε το ߍ⋂(Χ\߃ത) είναι επίσης ανοικτό στον Χ. Άρα υπάρχει ߜ > 0 
έτσι ώστε ݖ)߀, (ߜ ⊂  ,Από τα προαναφερόμενα προκύπτουν τα ακόλουθα .(തܧ\Χ)⋂ߍ

,ݖ)߀ (ߜ ⊂ ߍ = തതതതതതതߍ⋂߃ ⊂ തതതതതതതߍ⋂߃ ⊂ ത ఘഎ߃  
Άτοπο διότι το ݅݊ݐΕത = ∅. 
1ος τρόπος-Αντίστροφα έστω ότι το ߃ ≠ ∅ δεν είναι πουθενά πυκνό. Τότε το εσωτερικό της 
κλειστότητας του  ݅݊ܧݐത, δεν είναι κενό. Συνεπώς το ݅݊߃ݐ ≠ ∅. Αν όχι τότε ݅݊ݐ ത ⊆  .߃\തܧ
Τότε υπάρχει ݔ ∈ ߝ και ߃\തܧ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊆ ,ݔ)߀ Δηλαδή .߃\തܧ (ߝ ⋂ ߃ = ∅.  
Εφόσον ݔ ∈ ,ݔ)߀ ത συνεπάγεται ότιܧ (ߝ ⋂ ߃ ≠ ∅. Άτοπο. Θέτουμε ܷ =  Άρα ισχύει ότι .߃ݐ݊݅
ܷ ⋂ ߃ = ܷ. Συνεπώς ܷ ⋂ തതതതതതതതఘഎ߃ = ഥܷఘഎ = ܷ. Άτοπο διότι για κάθε μη κενό ανοικτό ܱ 
υποσύνολο του Χ, το σύνολο ߃ ⋂ ,ߍ) δεν είναι  πυκνό στον ߍ   .(ఖߩ
 
2ος τρόπος-Αντίστροφα θεωρούμε ότι για κάθε Ο ανοικτό υποσύνολο του Χ, το σύνολο 
߃ ⋂ ,ߍ) δεν είναι  πυκνό στον ߍ  .(ఖߩ
Έστω ότι το υποσύνολο Ε δεν είναι πουθενά πυκνό. Συνεπώς το Χ\߃ത  δεν είναι πυκνό στον 
(Χ, ߳ݔ Άρα υπάρχει .(ߩ ത και ߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ  ⊆   .ത߃ 
Από υπόθεση ισχύει ότι ݔ)߀, (ߝ ∩ തതതതതതതതതതതതതത ఘഎ߃ ⊊ ,ݔ)߀ ݖ Έστω .(ߝ ∈ ,ݔ)߀ ,ݔ)߀\(ߝ (ߝ ∩ തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ఘഎ߃ , τότε 
υπάρχει δ>0 έτσι ώστε ߀ఘഎ(ݖ, (ߜ ⊆ ,ݔ)߀ ,ݔ)߀\(ߝ (ߝ ∩   .തതതതതതതതതതതതതത ఘഎ߃
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Επειδή το ݖ ∈ ,ݔ)߀ ଵߜ συνεπάγεται ότι υπάρχει (ߝ > 0 έτσι ώστε ݖ)߀, (ଵߜ ⊆ ,ݔ)߀ (ߝ ⊆   .ത߃
Εφόσον, 

,ݖ)߀ (ߜ ⊇ ,ݖ)߀ (ߜ ሩ ,ݔ)߀ (ߝ = ,ݖ)ఘഎ߀  (ߜ
προκύπτει ότι, 

,ݖ)߀ (ߜ ∩ ,ݔ)߀ (ߝ ∩ തതതതതതതതതതതതതതఘഎ߃ = ∅, διαφορετικά ߀ఘഎ(ݖ, (ߜ ⋂ ,ݔ)߀ (ߝ ∩ തതതതതതതതതതതതതതఘഎ߃ ≠ ∅. 
Είναι άμεσο ότι ݔ)߀, (ߝ ∩ ߃ ⊆ ,ݔ)߀ (ߝ ∩ തതതതതതതതതതതതതതఘഎ߃ . Δηλαδή ݖ)߀, (ߜ ∩ ,ݔ)߀ (ߝ ∩ ߃ = ∅. 
Θέτουμε ߜଶ = ݉݅݊ሼߜ, ,ݖ)߀ ଵሽ, τότεߜ (ଶߜ ⊆ ,ݔ)߀ (ߝ ⊆ ,ݖ)߀ ത και߃ (ଶߜ ∩ ,ݔ)߀ (ߝ ∩ ߃ = ∅. 
Αλλά ισχύει ότι, (ݔ)߀, (ߝ ∩ ,ݔ)߀൫⋃(߃ (ߝ ∩ ൯(ܧ\തܧ) = ,ݔ)߀ ,ݖ)߀ Άρα .(ߝ (ଶߜ ⋂ ,ݔ)߀ (ߝ ∩
(ܧ\തܧ) ≠ ∅.   
Εφόσον ݖ)߀, (ଶߜ ⊆ ,ݔ)߀ ,ݖ)߀ και (ߝ (ଶߜ ⊆ ,ݖ)߀ ത ισχύει ότι߃ (ଶߜ ∩ ߃ = ∅ και ݖ)߀, (ଶߜ =
,ݖ)߀ (ଶߜ (ܧ\തܧ)⋂ ≠ ∅. Δεδομένου ότι το ݖ ∈  ത καταλήγουμε σε άτοπο διότι ισχύει߃
ταυτόχρονα ότι ݖ)߀, (ଶߜ ∩ ߃ = ∅ και ݖ)߀, (ଶߜ ∩ ߃ ≠ ∅. 
  
 
2η Ισοδύναμη μορφή Θεωρήματος Κατηγορίας Baire-Έστω (Χ,  είναι πλήρης μετρικός (ߩ
χώρος και (ܨ)∈ℕ μία αριθμήσιμη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του Χ με ݅݊ܨݐ = ∅ για 
κάθε ݊ ∈ ℕ. Τότε ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨ ሽ = ∅. 
Απόδειξη- Έστω ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨ ሽ ≠ ∅. Τότε υπάρχει ݔ ∈ ⋃ሼݐ݊݅ ∈ℕܨ ሽ και  ߝ > 0 έτσι ώστε 
,ݔ)߀ (ߝ ⊂ ⋃ ∈ℕܨ . Συνεπώς ݔ)߀, \ሼΧ⋂(ߝ ⋃ ∈ℕܨ ሽ = ∅. Δηλαδή ݔ)߀, ⋂ሼ⋂(ߝ (Χ\∈ℕܨ)ሽ = ∅.  
Εφόσον  ܨ  είναι κλειστό, τότε Χ\ܨ  είναι ανοικτό για κάθε ݊ ∈ ℕ. Επίσης εφόσον ݅݊ܨݐ =
∅ τότε Χ\ܨതതതതതത = Χ. Από το Θεώρημα Κατηγορίας του Baire προκύπτει ότι  ⋂ Χ\ܨ∈ℕതതതതതതതതതതതതത = Χ. 
Συνεπώς ݔ)߀, ⋂(ߝ ⋂ Χ\ܨ∈ℕ ≠ ∅. Άτοπο. Άρα ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨ ሽ = ∅. 
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ,  ∈ℕ μία αριθμήσιμη οικογένεια(ܨ) πλήρης μετρικός χώρος και (ߩ
κλειστών υποσυνόλων του Χ.  Εάν ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨ ሽ ≠ ∅ τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ܨഎ με 
ܨݐ݊݅ ≠ ∅. 
Απόδειξη-Έστω ότι για κάθε  ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι  ݅݊ܨݐ = ∅. Συνεπώς για κάθε ݊ ∈ ℕ, θα 
έχουμε ότι Χ\ܨതതതതതത = Χ και Χ\ܨ ανοικτό.  
Εφόσον ο (Χ,  είναι πλήρης μετρικός χώρος από το Θεώρημα κατηγορίας του Baire ισχύει (ߩ
ότι ⋂ Χ\ܨ∈ℕതതതതതതതതതതതതത = Χ.  
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Ωστόσο, δεδομένου ότι το ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨ ሽ ≠ ∅, συνεπάγεται ότι X\ ⋃ ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതܨ = ⋂ Χ\ܨ∈ℕതതതതതതതതതതതതത ⊊ Χ. 
Άτοπο. Συνεπώς υπάρχει τουλάχιστον ένα ܨഎ με ݅݊ܨݐ ≠ ∅. 
 Θεώρημα-Έστω (Χ, πλήρης μετρικός χώρος και έστω Χ (ߩ = ⋃ ∈ℕܨ  όπου ܨ ρ-κλειστό 
υποσύνολο του Χ για κάθε ݊ ∈ ℕ. Τότε υπάρχει ݊ ∈ ℕ έτσι ώστε  ݅݊ݐ  ≠ ∅. 
Απόδειξη-Έστω ότι για κάθε  ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι  ݅݊ݐ  = ∅. Συνεπώς  Χ\ܨതതതതതത = Χ και Χ\ܨ  
είναι ρ-ανοικτό για κάθε  ݊ ∈ ℕ.  
Εφόσον ο (Χ,  είναι πλήρης μετρικός χώρος, από το Θεώρημα κατηγορίας του Baire ισχύει (ߩ
ότι ⋂ Χ\ܨ∈ℕതതതതതതതതതതതതത = Χ. Συνεπώς η ⋂ Χ\ܨ∈ℕ ≠ ∅.  
Εφόσον το Χ = ⋃ ∈ℕܨ , από τις σχέσεις De Morgan έχουμε ότι  ∅ = X\X = X\ ⋃ ܨ =∈ℕ  
⋂ Χ\ܨ∈ℕ . Άτοπο. Άρα υπάρχει ݊ ∈ ℕ έτσι ώστε  ݅݊ܨݐ ≠ ∅. 
 
Ορισμός-Έστω (Χ, ,Ζ) ,(ߩ ݀) μετρικοί χώροι και ℒ = ሼ݂|(X, (ߩ → (Ζ, ݀)ሽ οικογένεια 
συναρτήσεων. Η ℒ καλείται ισοσυνεχής στο ݔ αν για κάθε ߝ > 0 υπάρχει ߜ > 0 ώστε για 
κάθε ݔ ∈ ,ݔ)ఘܤ ݂ και για κάθε (ߜ ∈ ℒ να ισχύει ݂(ݔ) ∈ ,(ݔ)݂)ௗܤ  .(ߝ
 
Πρόταση-Έστω (Χ,  ∈ℕ μία αριθμήσιμη οικογένεια(ܨ) πλήρης μετρικός χώρος και (ߩ
κλειστών υποσυνόλων του Χ.  Τότε ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨܾ݀ ሽ = ∅. 
Απόδειξη-Έστω Ε κλειστό υποσύνολο του Χ και έστω ݅݊߃ܾ݀ݐ ≠ ∅, τότε υπάρχουν ݔ και 
ߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊆ ߃ܾ݀ = ,ݔ)߀ തതതതത. Συνεπώςܧ\ത⋂Xܧ (ߝ ⊆ X\ܧതതതതത και ݔ)߀, (ߝ ⊆ തܧ =  .ܧ
Τότε ݔ)߀, ߃\Χ⋂(ߝ = ∅. Δηλαδή ݔ ∉ Χ\߃തതതതത. Άτοπο. Συνεπώς έχουμε ότι ݅݊߃ܾ݀ݐ = ∅. 
Άρα για κάθε ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι ݅݊ܨܾ݀ݐ = ∅ και προφανώς το ܾ݀ܨ είναι κλειστό. Από την 
ισοδύναμη μορφή του θεωρήματος Baire προκύπτει ότι ݅݊ݐሼ⋃ ∈ℕܨܾ݀ ሽ = ∅. 
 
 
Θεώρημα-Έστω (Χ, πλήρης μετρικός χώρος και ℒ (ߩ = ሼ݂|(X, (ߩ → (ℝ, | |)ሽ μία οικογένεια 
συνεχών συναρτήσεων έτσι ώστε για κάθε ݔ ∈ X υπάρχει ߊ௫ > 0 με |݂(ݔ)| <  ௫ για κάθεܯ
݂ ∈ ℒ. Τότε υπάρχει ܷ ανοικτό υποσύνολο του Χ και ܯ > 0, έτσι ώστε για κάθε  ݔ ∈ ܷ για 
κάθε  ݂ ∈ ℒ  να ισχύει ότι |݂(ݔ)| ≤  .ܯ
Απόδειξη-Θέτουμε ߃ = ሼݔ ∈ X| |݂(ݔ)| ≤ ݊ , ∀݂ ∈ ℒሽ. Συνεπώς ߃ = ⋂ ݂ିଵ (ሾ−݊, ݊ሿ)∈ℒ  
είναι κλειστό. Έστω ݔ ∈ X.  
Τότε από υπόθεση υπάρχει ݊ ∈ ℕ έτσι ώστε |݂(ݔ)| ≤ ௫ܯ ≤ ݊ για κάθε ݂ ∈ ℒ. Συνεπώς  
ݔ ∈ . Άρα  X߃ = ⋃ ∈ℕܧ .   
Συνεπώς υπάρχει ݊ ∈ ℕ έτσι ώστε ݅݊  ≠ ∅. Συνεπώς υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε ܧ ⊇
,ݔ)߀ ݔ Τότε για κάθε .(ߝ ∈ ,ݔ)߀ ݂ και για κάθε (ߝ ∈ ℒ έχουμε ότι |݂(ݔ)| ≤ ݊. 
 



13  

Θεώρημα-Έστω (Χ, ,πλήρης μετρικός χώρος, συνάρτηση ݂|(X (ߩ (ߩ → (ℝ, | |) και 
ሼ ݂|(X, (ߩ → (ℝ, | |)ሽ∈ℕ μία ακολουθία συνεχών συναρτήσεων για την οποία ισχύει ότι  

݂(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ ݔ για κάθε (ݔ)݂ ∈ Χ. Τότε υπάρχει πυκνό υποσύνολο D του Χ στο οποίο η 
ሼ ݂ሽ∈ℕ είναι ισοσυνεχής και η  f είναι συνεχής. 
Απόδειξη-Έστω ݉, ݊ ∈ ℕ. Ορίζουμε ߃(݉, ݊) = ቄݔ ∈ X|ห ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห ≤ ଵ

  ∀ ݇, ݆ ≥ ݊ቅ. 
Είναι άμεσο ότι η απεικόνιση ݔ → ൫ ݂ − ݂൯(ݔ) είναι συνεχής και ότι ߃(݉, ݊) =
⋂ ቄ൫ ݂ − ݂൯ିଵ  ቀቂ− ଵ

 , ଵ
ቃቁቅ,ஹ . Συνεπώς το υποσύνολο ߃(݉, ݊) είναι κλειστό. Τέλος είναι 

προφανές ότι ⋃ ,݉)߃ ݊),∈ℕ = Χ. 
Εφόσον το ሼ߃(݉, ݊)ሽ,∈ℕ είναι ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του πλήρη μετρικού  
χώρου (Χ, ⋃൛ݐ݊݅ τότε ,(ߩ ,݉)߃ܾ݀ ݊),∈ℕ ൟ = ∅.  
Θέτουμε  ܦ = X\ ⋃ ,݉)߃ܾ݀ ݊),∈ℕ . Εφόσον ݅݊ݐ൛⋃ ,݉)߃ܾ݀ ݊),∈ℕ ൟ = ∅, έχουμε ܦഥ = Χ.  
Ισχυρισμός-Έστω ݔ ∈ ݔ και ܦ ∈ ,ఖ݉)߃ ݊ఖ). Τότε το ݔ είναι εσωτερικό σημείο του 
,ఖ݉)߃ ݊ఖ).   
Πράγματι εφόσον ݔ ∈ ݔ τότε ܦ ∉ ⋃ ,݉)߃ܾ݀ ݊),∈ℕ . Συνεπώς ݔ ∉ ,݉)߃ܾ݀ ݊) για κάθε 
݉, ݊ ∈ ℕ. Αυτό συνεπάγεται ότι ݔ ∉ ,݉)߃ ݊)⋂Χ\߃(݉, ݊)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത για κάθε ݉, ݊ ∈ ℕ.  
Για ݉ఖ, ݊ఖ ∈ ℕ είτε ݔ ∈ Χ\߃(݉ఖ, ݊ఖ) είτε ݔ ∈ Χ\Χ\߃(݉ఖ, ݊ఖ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത. Τότε είτε υπάρχει ߝ > 0 
έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊆ Χ\߃(݉ఖ, ݊ఖ)είτε υπάρχει ߜ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߜ ⊆ Χ\Χ\߃(݉ఖ, ݊ఖ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത.  
Εφόσον το ݔ ∈ ,ఖ݉)߃ ݊ఖ), έχουμε ότι  ݔ)߀, (ߜ ⊆ Χ\Χ\߃(݉ఖ, ݊ఖ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ⊆ ,ఖ݉)߃ ݊ఖ). Άρα το ݔ 
είναι εσωτερικό σημείο του ߃(݉ఖ, ݊ఖ).   
Θα δείξουμε ότι η ሼ ݂ሽ∈ℕ  είναι ισοσυνεχής στο D.  
Έστω ݔ ∈ ߝ Αν .ܦ > 0 τότε υπάρχει ݉ ∈ ℕ έτσι ώστε ఌ

ସ > ଵ
. Εφόσον η ሼ ݂ሽ∈ℕ είναι κατά 

σημείο συγκλίνουσα, η ሼ ݂(ݔ)ሽ∈ℕ είναι Cauchy. Συνεπώς υπάρχει  ݊(ߝ) ∈ ℕ έτσι ώστε 
ห ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห ≤ ଵ

   για κάθε ݇, ݆ ≥ ݔ Δηλαδή το .(ߝ)݊ ∈ ,൫݉߃   .൯(ߝ)݊
Από τον ισχυρισμό υπάρχει ߜ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߜ ⊆ ,൫݉߃  ൯. Συνεπώς για κάθε(ߝ)݊
ݔ ∈ ,ఖݔ)ܤ έχουμε ότι ห (ߜ ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห ≤ ଵ

  για κάθε ݇, ݆ ≥  .(ߝ)݊
Εφόσον η ݂(ఌ)|(X, (ߩ → (ℝ, | |) είναι συνεχής στο ݔ υπάρχει 0 < ݎ <  έτσι ώστε ߜ
ห ݂(ఌ)(ݔఖ) − ݂(ఌ)(ݔ)ห < ଵ

 για κάθε ݔ ∈ ,ఖݔ)ܤ   .(ݎ
Συνεπώς για κάθε ݔ ∈ ,ఖݔ)ܤ ݆ και για κάθε (ݎ ≥ ισχύουν τα ακόλουθα, ห (ߝ)݊ ݂(ݔ) −

݂(ݔ)ห ≤ ห ݂(ݔ) − ݂(ఌ)(ݔ)ห + ห ݂(ఌ)(ݔ) − ݂(ఌ)(ݔ)ห + ห ݂(ఌ)(ݔ) − ݂(ݔ)ห < ଷ
 < ଷ

ସ ߝ <  .ߝ
Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι για την πεπερασμένη οικογένεια 
൛ ݂ൟଵஸஸ(ఌ)ିଵ ισχύει ห ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห < ݔ για κάθε ߝ ∈ ,ఖݔ)ܤ  ,ఖ είναι τυχαίοݔ Εφόσον το .(ݎ
η οικογένεια ሼ ݂ሽ∈ℕ είναι ισοσυνεχής στο D. 
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Συνεπώς έχουμε ότι ห ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห < ݆ για κάθε ߝ ≥ ݔ και για κάθε (ߝ)݊ ∈ ,ఖݔ)ܤ  Άρα .(ݎ
από υπόθεση έχουμε ότι,  
 ݈݅ ݉→ஶห ݂(ݔ) − ݂(ݔ)ห = ห݈݅ ݉→ஶ ݂(ݔ) − ݈݅ ݉→ஶ ݂(ݔ)ห = (ݔ)݂| − |(ݔ)݂ ≤  για κάθε ߝ
ݔ ∈ ,ఖݔ)ܤ   είναι τυχαίο η ݂ είναιݔ  . Εφόσον τοݔ Δηλαδή η ݂ είναι συνεχής στο .(ݎ
συνεχής στο (Χ,  .(ߩ
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1ο Εφαρμογές του Θεωρήματος Κατηγορίας Baire σε χώρους Banach 
 
Θεώρημα (Αρχή Ομοιόμορφου Φράγματος)-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) χώρος Banach, (Ζ, ‖ ‖) 
χώρος με νόρμα και (ߒ)∈ூ μία οικογένεια φραγμένων γραμμικών τελεστών από τον Χ στον 
Ζ. Θεωρούμε ότι η οικογένεια (ߒ)∈ூ είναι κατά σημείο φραγμένη. Δηλαδή για κάθε ݔ ∈ X 
ισχύει ότι ݑݏሼ‖ ܶ(ݔ)‖ | ݅ ∈ ሽܫ < ∞. Τότε η οικογένεια (ߒ)∈ூ είναι ομοιόμορφα φραγμένη. 
Δηλαδή το ݑݏ൛‖ ܶ‖(ଡ଼,) | ݅ ∈ ൟܫ < ∞. 
Απόδειξη- Για κάθε ݊ ∈ ℕ θέτουμε  ܣ = ሼݔ ∈ X| ‖ ܶ(ݔ)‖ ≤ ݊ , ∀ ݅ ∈   είναιߒ ሽ. Εφόσον οܫ
φραγμένος γραμμικός τελεστής για κάθε ݅ ∈ ܣ και ܫ = ⋂ ିߒ ଵ(߀ሾ0, ݊ሿ)∈ூ  συνεπάγεται ότι 
το ܣ είναι κλειστό ως τομή κλειστών συνόλων. 
Το Χ = ⋃ ∈ℕܣ . Πράγματι έστω ݔ ∈ Χ. Από υπόθεση έχουμε ότι ݑݏሼ‖ ܶ(ݔ)‖ | ݅ ∈ ሽܫ <
∞. Συνεπώς υπάρχει ݊ ∈ ℕ έτσι ώστε ݑݏሼ‖ ܶ(ݔ)‖ | ݅ ∈ ሽܫ ≤ ݊. Δηλαδή το ݔ ∈  . Ηܣ
σχέση Χ ⊃ ⋃ ∈ℕܣ  είναι προφανής. 
Εφόσον ο (Χ, ‖ ‖எ) είναι πλήρης από το Θεώρημα Κατηγορίας του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ 
έτσι ώστε ݅݊ݐ൫ܣ൯ ≠ ∅. Συνεπώς υπάρχει ݔఖ ∈ X και  ߝ > 0 έτσι ώστε ߀எሾݔ, ሿߝ ⊂  .ܣ
Άρα για κάθε ݔ ∈ ,ݔ)எ߀ ‖ሼݑݏ το (ߝ ܶ(ݔ)‖ | ݅ ∈ ሽܫ ≤ ݊ఖ. 
Έστω ݅ ∈ ݔ και ܫ ∈ X  με  ‖ݔ‖ଡ଼ ≤ 1 τότε ισχύουν τα ακόλουθα,       

‖ ܶ(ݔ)‖ = 1
ߝ ‖(ݔ)ܶ ߝ‖ = 1

ߝ ‖ ܶ(ݔߝ + ఖݔ − ఖ)‖ݔ ≤ 1
ߝ (‖ ܶ(ݔߝ + ఖ)‖ݔ + ‖ ܶ(ݔఖ)‖) 

Εφόσον ‖ ݔߝ + ఖݔ − ఖ‖எݔ = எ‖ݔ ‖ߝ ≤ ݔߝ τότε ,ߝ + ఖݔ ∈ ,ݔஎሾ߀   ሿ. Άραߝ

‖ ܶ(ݔ)‖ ≤ 1
ߝ (‖ ܶ(ݔߝ + ఖ)‖ݔ + ‖ ܶ(ݔఖ)‖) ≤ 1

ߝ (݊ఖ + ݊ఖ) = 2݊ఖ
ߝ  

Εφόσον το  ݔ ∈ X  με  ‖ݔ‖ଡ଼ ≤ 1 είναι τυχαίο, συνεπάγεται ότι, 

‖ ܶ‖(ଡ଼,) = ‖ሼݑݏ ܶ(ݔ)‖ | ‖ݔ‖ଡ଼ ≤ 1 ሽ ≤ 2݊ఖ
ߝ  

Επίσης εφόσον το ݅ ∈  ,είναι τυχαίο προκύπτει ότι ܫ

‖൛ݑݏ ܶ‖(ଡ଼,) | ݅ ∈ ൟܫ ≤ 2݊ఖ
ߝ  

Συνεπώς η οικογένεια (ߒ)∈ூ είναι ομοιόμορφα φραγμένη. 
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) χώροι με νόρμα. Τότε η γραμμική απεικόνιση 
,Χ)|ߒ ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής αν και μόνο αν το 
ሽ(ሾ0,1ሿ௳߀)ଵିߒሼݐ݊݅ ≠ ∅. 
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Απόδειξη- έστω ότι ο ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τότε για 
κάθε ݔ ∈ X ισχύει ότι ‖(ݔ)ߒ‖ ≤ ݔ ଡ଼. Συνεπώς για κάθε‖ݔ‖ ‖ܶ‖ ∈ ଡ଼(0ఄ߀ , 1) ισχύει ότι 
‖(ݔ)ߒ‖ < ‖ܶ‖.  
Η ισότητα των συνόλων ߑଵ = ቄ ௫

‖்‖ ∈ Χ|‖ݔ‖ଡ଼ < 1ቅ = ቄݓ ∈ X|‖ݓ‖ଡ଼ < ଵ
‖்‖ቅ =  ଶ προκύπτειߑ

άμεσα. Πράγματι είναι προφανές ότι ߑଵ ⊆ ݓ ଶ. Έστωߑ ∈ ฮଡ଼ݓ‖ܶ‖ଶ τότε ฮߑ < 1 και ݓ =
‖்‖௪
‖்‖ . Δηλαδή ݓ ∈ ଵߑ ଵ. Άραߑ ⊇ ଵߑ ଶ.  Άραߑ =  .ଶߑ

Συνεπώς, εφόσον το ߑଵ είναι ανοικτό και ߑଵ ⊆  συνεπάγεται ότι ,(ሾ0,1ሿ௳߀)ଵିߒ
ሽ(ሾ0,1ሿ௳߀)ଵିߒሼݐ݊݅ ≠ ∅. 
Αντίστροφα έστω ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) γραμμική με ݅݊ݐሼିߒଵ(߀௳ሾ0,1ሿ)ሽ ≠ ∅. Δηλαδή 
υπάρχουν ݔ ∈ Χ και ߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊆   .ሽ(ሾ0,1ሿ௳߀)ଵିߒሼݐ݊݅
Aν ‖ݔ‖எ < ௳‖(ݔ)ߒ‖ ,τότε ισχύουν τα ακόλουθα ߝ ≤ ݔ)ߒ‖ + ௳‖(ݔ + ௳‖(ݔ)ߒ‖ ≤ 2, 
δεδομένου ότι ݔ + ,ݔ ݔ ∈ ߝ ሽ. Έστω(ሾ0,1ሿ௳߀)ଵିߒሼݐ݊݅ > ఖߝ > 0. Συνεπώς για κάθε ݔ ∈ Χ 
ισχύει ότι ቛ ௫ఌഎ

‖௫‖ቛஎ = ఖߝ < ߒΕφόσον ισχύει ότι ቛ . ߝ ቀ ௫ఌഎ
‖௫‖ቁቛ௳ ≤ 2, συνεπάγεται ότι η 

௳‖(ݔ)ߒ‖ ≤ ଶ
ఌഎ ݔ ଡ଼ για κάθε‖ݔ‖ ∈ Χ. Δηλαδή ο ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι φραγμένος 

γραμμικός τελεστής.   
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) χώροι με νόρμα και έστω ߀|(ΧxZ, ‖ ‖எx‖ ‖) →
(ℂ, | |ଶ) μία φραγμένη διγραμμική απεικόνιση. Τότε αν ݔ → 0 και  ݖ → 0 συνεπάγεται ότι 
,ݔ)߀ (ݖ → 0.  
Απόδειξη-Έστω ݊ ∈ ℕ, τότε για κάθε ݖ ∈ ܼ θέτουμε ߒ(ݖ) = ,ݔ)߀  ߒ Από υπόθεση ο .(ݖ
είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής. 
Επίσης από υπόθεση και ο τελεστής ߀(  , ݖ είναι φραγμένος γραμμικός για κάθε ( ݖ ∈ ܼ. 
Συνεπώς ισχύει ότι |ݔ)߀, ଶ|(ݖ ≤ ,  )߀‖   .‖ଡ଼ݔ‖‖( ݖ
Εφόσον η ακολουθία ݔ → 0, συνεπάγεται ότι ‖ݔ‖ଡ଼ → 0. Δηλαδή υπάρχει ߊ > 0 έτσι ώστε 
‖ଡ଼ݔ‖ ≤ ݊ για κάθε ߊ ∈ ℕ. Συνεπώς |ߒ(ݖ)|ଶ = ,ݔ)߀| ଶ|(ݖ ≤ ,  )߀‖ ߊ‖( ݖ =  ௭ για κάθε߉
݊ ∈ ℕ. Άρα ݑݏሼ|ߒ(ݖ)|ଶ|݊ ∈ ℕሽ ≤   .௭߉
Εφόσον ο χώρος (Ζ, ‖ ‖) είναι Banach, από την Αρχή Ομοιόμορφου Φράγματος έχουμε ότι 
το ݑݏሼ‖ߒ‖|݊ ∈ ℕሽ ≤ ܭ < ∞.  
Για κάθε ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι |ߒ(ݖ)|ଶ = ,ݔ)߀ (ݖ ≤ ‖ݖ‖‖ߒ‖ ≤ ‖ݖ‖ ‖. Εφόσονݖ‖ܭ →
0 έχουμε ότι και το ݔ)߀, (ݖ → 0. 
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Θεώρημα (Banach-Steinhaus)-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) χώρος Banach, (Ζ, ‖ ‖) χώρος με νόρμα και 
 ∈ℕ μία οικογένεια φραγμένων γραμμικών τελεστών από τον Χ στον Ζ έτσι ώστε για(ߒ)
κάθε ݔ ∈ X να υπάρχει το ݈݅݉→ஶߒ(ݔ). Θέτοντας (ݔ)ߒ = ݈݅݉→ஶߒ(ݔ), προκύπτει ότι ο ߒ 
είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής. 
 Απόδειξη-O ߒ είναι γραμμικός. Πράγματι ισχύει ότι ݔߙ)ߒଵ + (ଶݔܾ = ݈ܽ݅݉→ஶߒ(ݔଵ) +
ܾ݈݅݉→ஶߒ(ݔଶ) = (ଵݔ)ߒܽ +    .(ଶݔ)ߒܾ
Λόγω της σύγκλισης της ακολουθίας ൫ߒ(ݔ)൯∈ℕ, προκύπτει άμεσα ότι για κάθε ݔ ∈ X 
υπάρχει ߊ௫ > 0 έτσι ώστε ݑݏሼ‖ߒ(ݔ)‖|݊ ∈ ℕሽ ≤   .௫ߊ
Εφόσον η οικογένεια (ߒ)∈ℕ είναι κατά σημείο φραγμένη, τότε από την Αρχή Ομοιόμορφου 
Φράγματος είναι και Ομοιόμορφα Φραγμένη, δηλαδή υπάρχει ߊ > 0 έτσι ώστε  
݊|‖ߒ‖ሼݑݏ ∈ ℕሽ ≤ ݔ Συνεπώς αν .ߊ ∈ Χ με ‖ݔ‖ଡ଼ ≤ 1, τότε ‖ߒ(ݔ)‖ ≤ ݊ για κάθε ߊ ∈
ℕ.  
Εφόσον ισχύει ότι |‖ߒ(ݔ)‖ − |‖(ݔ)ߒ‖ ≤ (ݔ)ߒ‖ − ‖(ݔ)ߒ‖, τότε ݈݅݉→ஶ‖(ݔ)ߒ =
ݔ  για κάθε‖(ݔ)ߒ‖ ∈ Χ. Συνεπώς για ݔ ∈ Χ με ‖ݔ‖ଡ଼ ≤ 1 έπεται ότι ‖(ݔ)ߒ‖ =
݈݅݉→ஶ‖ߒ(ݔ)‖ ≤ ‖ܶ‖ Δηλαδή η .ߊ = ௫‖ݔ‖ |‖(ݔ)ߒ‖ሼݑݏ ≤ 1ሽ ≤  ܶ Ισοδύναμα ο .ܯ
είναι γραμμικός τελεστής. 
 
 
Λήμμα-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) χώρος Banach και (Ζ, ‖ ‖) χώρος με νόρμα. Έστω επίσης 
,Χ)|ߒ ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) φραγμένος γραμμικός τελεστής.   
(a) Αν για ݎ > ߝ > 0 ισχύει ότι ߀(0, (ݎ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  τότε συνεπάγεται ότι (ߝ
,(0߀ (ݎ ⊆ ߒ ൭߀ଡ଼ ൬0, ଵ

ଵିഄ
ೝ
൰൱.  

(b) Ειδικότερα αν ߀(0, (ݎ ⊆ ,(0߀ ଡ଼(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത τότε߀൫ߒ (ݎ ⊆  .ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ
Απόδειξη-(α) Λόγω της γραμμικότητας του τελεστή ߒ και του χώρου Χ, για κάθε  ߠ > 0 
ισχύει ότι ߀(0, (ߠ ⊆ ߒ ൬߀ଡ଼ ቀ0, ఏ

ቁ൰ + ߀ ቀ0, ఌఏ
 ቁ. 

Έστω ݖ ∈ ,(0߀ ݖ Τότε .(ݎ ∈ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀ ଵݔ Συνεπώς υπάρχει .(ߝ ∈  ଡ଼(0,1) και߀
ݓ ∈ ,(0߀ ݖ έτσι ώστε (ߝ − (ଵݔ)ߒ = ݖ‖ Άρα .ݓ − ‖(ଵݔ)ߒ = ‖ݓ‖ < ଵ‖எݔ‖ και ߝ < 1 =
ቀఌ

ቁ.   

Έστω ότι έχουν κατασκευαστεί ሼݔሽଵஸஸ ώστε ‖ݔ‖எ < ቀఌ
ቁିଵκαι ‖ݖ − ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ‖ <

ఌഉ
ഉషభ. Συνεπώς  ݖ − ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ∈ ߀ ቀ0, ఌ

షభቁ. 

Θέτουμε στην αρχική μας σχέση ߠ = ఌ
షభ. Άρα ߀ ቀ0, ఌ

షభ ቁ ⊆ ߒ ൬߀ଡ଼ ቀ0, ఌ
 ቁ൰ +

߀ ቀ0, ఌశభ
  ቁ. Δηλαδή υπάρχει ݔାଵ ∈ ଡ଼߀ ቀ0, ఌ

 ቁ έτσι ώστε ‖ݖ − ∑ (ݔ)ߒ − ୀଵ(ାଵݔ)ߒ ‖ <
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ఌశభ
 . Συνεπώς προκύπτει επαγωγικά ότι υπάρχει ακολουθία (ݔ)∈ℕ έτσι ώστε για κάθε 

݊ ∈ ℕ να ισχύει ‖ݖ − ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ‖ < ఌ
షభ και ‖ݔ‖எ < ቀఌ

ቁିଵ. 

Εφόσον το ∑ ‖ଡ଼ஶୀଵݔ‖ < ∑ ቀఌ
ቁିଵ = ଵ

ଵିഄ
ೝ

ஶୀଵ < ∞, υπάρχει ݔ ∈ X έτσι ώστε ‖∑ ୀଵݔ −
எ‖ݔ → 0. Δηλαδή ݔ = ∑ ஶୀଵݔ . Συνεπώς έχουμε ότι, 

எ‖ݔ‖ = ‖∑ ஶୀଵݔ ‖எ = ‖݈݅݉→ஶ ∑ ୀଵݔ ‖எ = ݈݅݉→ஶ‖∑ ୀଵݔ ‖எ ≤
݈݅݉→ஶ ∑ ‖ଡ଼ୀଵݔ‖ = ∑ ‖ଡ଼ஶୀଵݔ‖ < ଵ

ଵିഄ
ೝ
. 

Εφόσον ο ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής ισχύουν τα 
ακόλουθα, 

ݖ‖ − ‖(ݔ)ߒ = ะݖ − ߒ ൭ ݔ
ஶ

ୀଵ
൱ะ


= ݈݅݉→ஶ ะݖ −  (ݔ)ܶ



ୀଵ
ะ

எ
≤ ݈݅݉→ஶ

ߝ
ିଵݎ = 0 

Δηλαδή ݖ = ݖ Συνεπώς .(ݔ)ߒ ∈ ߒ ൭߀ଡ଼ ൬0, ଵ
ଵିഄ

ೝ
൰൱. Δηλαδή  

(b) Έστω ότι ισχύει ߀(0, (ݎ ⊆  எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത, τότε προκύπτει από τον ορισμό της κλειστότητας߀൫ߒ
ενός συνόλου ότι για κάθε ߝ > 0 έχουμε ߀(0, (ݎ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀   .(ߝ
Πράγματι έστω ߝ > 0 και ݖ ∈ ߀ எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത, τότε߀൫ߒ ቀݖ, ఌ

ଶቁ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ⋂ ≠ ∅. Δηλαδή 
υπάρχει (ݓ)ߒ ∈ ߀ ቀݖ, ఌ

ଶቁ ݖ ଡ଼(0,1)൯. Συνεπώς߀൫ߒ⋂ ∈ ,(ݓ)ߒ)߀ (ݓ)ߒ και (ߝ ∈  .ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ
Άρα ݖ ∈ (ݓ)ߒ + ,(0߀ (ߝ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  είναι τυχαίο τότε ݖ Εφόσον το .(ߝ
எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത߀൫ߒ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  .(ߝ

Από το (a) προκύπτει ότι για κάθε ݎ > ߝ > 0 το ߀(0, (ݎ ⊆ ߒ ൭߀ଡ଼ ൬0, ଵ
ଵିഄ

ೝ
൰൱. Συνεπώς για 

κάθε ߊ > 1 ισχύει ߀(0, (ݎ ⊆ ,ଡ଼(0߀൫ߒ ݖ ൯. Έστω(ܯ ∈ ,(0߀ ‖ݖ‖ τότε ,(ݎ < ߠ <  για ݎ
κάποιο 0 < ݖ Τότε .ߠ ∈ ,(0߀ (ߠ = ఏ

 ,(0߀ (ݎ ⊆ ఏ
 ߒ ൬߀ଡ଼ ቀ0, 

ఏቁ൰ =  ݖ ଡ଼(0,1)൯. Εφόσον το߀൫ߒ
είναι τυχαίο, τότε ߀(0, (ݎ ⊆  .ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ
 
 
Θεώρημα (Ανοικτής Απεικόνισης)-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) χώροι Banach και 
,Χ)|ߒ ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖)  φραγμένος γραμμικός τελεστής που είναι επί. Τότε ο ߒ είναι ανοικτή 
απεικόνιση. Δηλαδή για κάθε ܷ ανοικτό υποσύνολο του Χ το ߒ(ܷ) είναι ανοικτό υποσύνολο 
του Ζ. 
Απόδειξη 
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1ος τρόπος-Δεδομένου ότι ο ߒ είναι επί και Χ = ⋃ ,எ(0߀ ݊)∈ℕ  τότε Ζ = ⋃)ߒ ,எ(0߀ ݊)∈ℕ ) =
⋃ ,எ(0߀൫ߒ ݊)൯∈ℕ . Εφόσον Ζ ⊇ ,எ(0߀൫ߒ ݊)൯തതതതതതതതതതതതതതത για κάθε ݊ ∈ ℕ τότε Ζ = ⋃ ,எ(0߀൫ߒ ݊)൯തതതതതതതതതതതതതതത∈ℕ . 
Εφόσον ο (Ζ, ‖ ‖) είναι πλήρης χώρος, από το Θεώρημα Κατηγορίας του Baire υπάρχει 
݊ ∈ ℕ ώστε ݅݊ߒݐ൫߀எ(0, ݊ఖ)൯തതതതതതതതതതതതതതതതത ≠ ∅. Είναι άμεσο ότι ݊ఖ ݅݊ߒݐ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത = ,எ(0߀൫ߒݐ݊݅ ݊ఖ)൯തതതതതതതതതതതതതതതതത.  
Δηλαδή ݅݊ߒݐ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ≠ ∅. Συνεπώς υπάρχει ݖ ∈ ߝ எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത και߀൫ߒ > 0 έτσι ώστε 
,ݖ)߀ (ߝ ⊆   . எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത߀൫ߒ
Εφόσον το ߀எ(0,1) είναι συμμετρικό και κυρτό τότε λόγω της γραμμικότητας του ߒ και το 
  .எ(0,1)൯ είναι συμμετρικό και κυρτό߀൫ߒ
Θα δείξουμε ότι το ߒ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത είναι συμμετρικό, η κυρτότητα είναι άμεση. 
Πράγματι έστω (ݔ)ߒ ∈ ሽ∈ℕ(ݔ)ߒஎ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത. Τότε υπάρχει ሼ߀൫ߒ ⊂  எ(0,1)൯ έτσι ώστε߀൫ߒ
(ݔ)ߒ‖ − ‖(ݔ)ߒ → 0. Λόγω συμμετρίας ሼ−ߒ(ݔ)ሽ∈ℕ ⊂ (ݔ)ߒ−எ(0,1)൯. Συνεπώς ฮ߀൫ߒ −
൫−ߒ(ݔ)൯ฮ = (ݔ)ߒ‖ − ‖(ݔ)ߒ → 0. Άρα το −(ݔ)ߒ ∈  எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത. Με  παρόμοιο τρόπο߀൫ߒ
αποδεικνύεται και η κυρτότητα.            
Συνεπώς λόγω συμμετρίας ισχύουν τα ακόλουθα, −߀(ݖ, (ߝ = ,ݖ−)߀ (ߝ ⊆  .எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത߀൫ߒ
Έστω ݖ ∈ ,(0߀ ݖ τότε ,(ߝ + ݖ ∈ ,ݖ)߀ ݖ− και (ߝ + ݖ ∈ ,ݖ−)߀             . .(ߝ
Λόγω της κυρτότητας του συνόλου ߒ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത έχουμε ότι το ݖ = ଵ

ଶ ݖ) + (ݖ + ଵ
ଶ ݖ−) +

(ݖ ∈ ,(0߀ είναι τυχαίο ισχύει ότι ݖ எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത. Εφόσον το߀൫ߒ (ߝ ⊆   .எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത߀൫ߒ
Συνεπώς για κάθε ߜ > 0 έχουμε ότι ߀(0, (ߝ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀          .(ߜ
Πράγματι έστω ߜ > 0 και (ݔ)ߒ ∈ ߀ எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത, τότε߀൫ߒ ቀ(ݔ)ߒ, ఋ

ଶቁ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ⋂ ≠ ∅. Δηλαδή 
υπάρχει (ݓ)ߒ ∈ ߀ ቀ(ݔ)ߒ, ఋ

ଶቁ (ݔ)ߒ ଡ଼(0,1)൯. Συνεπώς߀൫ߒ⋂ ∈ ,(ݓ)ߒ)߀ (ݓ)ߒ και (ߜ ∈
(ݔ)ߒ ଡ଼(0,1)൯. Άρα߀൫ߒ ∈ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  είναι τυχαίο συνεπάγεται (ݔ)ߒ Εφόσον το .(ߜ
ότι  ߒ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  .(ߜ
Εφόσον ισχύει ότι ߀(ݖ, (ߝ ⊆ ଡ଼(0,1)൯߀൫ߒ + ,(0߀  από το λήμμα προκύπτει ότι ,(ߜ
,(0߀ (ߝ ⊆   .எ(0,1)൯߀൫ߒ
Έστω ܷ ένα μη κενό ανοικτό υποσύνολο του Χ και ݖ ∈ ܶ(ܷ). Τότε υπάρχει ݔ ∈ ܷ έτσι ώστε 
ݖ = ߜ Εφόσον το ܷ είναι ανοικτό υπάρχει .(ݔ)ܶ > 0 έτσι ώστε ߀எ(ݔ, (ߜ ⊂ ܷ. Επομένως 
,ݖ)߀ (ߝߜ = ݖ + ,(0߀ߜ (ߝ ⊆ (ݔ)ܶ + எ(0,1)൯߀൫ߒߜ = ,ݔ)எ߀൫ߒ ൯(ߜ ⊆  Συνεπώς έχουμε .(ܷ)ߒ
ότι το σύνολο ߒ(ܷ) είναι ανοικτό.  
 
2ος τρόπος-Λόγω της γραμμικότητας της ߒ αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ανοικτή σφαίρα 
,0எ)߀ ᇱݎ στο Χ, υπάρχει (ݎ > 0 έτσι ώστε ߒ൫0)߀எ, ൯(ݎ ⊇ ,0)߀ ,0)߀ ᇱ), όπουݎ  ᇱ) ανοικτήݎ
σφαίρα στο Ζ.  
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Εφόσον ο φραγμένος γραμμικός τελεστής ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι επί, ισχύει ότι 
Ζ = ⋃ ,எ(0߀൫ߒ ݊)൯തതതതതതതതതതതതതതത∈ℕ . Από το Θεώρημα του Baire προκύπτει ότι ݅݊ߒݐ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ≠ ∅. 
Συνεπώς υπάρχει ߀(ݖ, (ߝ ⊆  எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത. Λόγω της συμμετρικότητας και της κυρτότητας߀൫ߒ
του ߒ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത ισχύει ότι ߀(−ݖ, (ߝ ⊆ ,(0߀  எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത και߀൫ߒ (ߝ ⊆  .எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത߀൫ߒ
Αρκεί να δείξουμε ότι ߒ൫߀எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത ⊆   .எ(0,2)൯ και καταλήγουμε στο ζητούμενο߀൫ߒ
Πράγματι έστω ݖ ∈ (ଵݔ)ߒ எ(0,1)൯തതതതതതതതതതതതതതത τότε υπάρχει߀൫ߒ ∈ ,எ(0எ߀൫ߒ 1)൯ έτσι ώστε ߒ(ݔଵ) ∈
,ݖ)߀ ߝ 2⁄ ,எ(0எ߀൫ߒ⋂( 1)൯. Δηλαδή το ݖ ∈ ,(ଵݔ)ߒ)߀ ߝ 2⁄ ). Συνεπώς είναι άμεσο ότι το 
ݖ − (ଵݔ)ߒ ∈ ,௳0)߀ ߝ 2⁄ ) ⊆ ,எ(0எ߀൫ߒ 1 2⁄ )൯തതതതതതതതതതതതതതതതതതതത.  
Τότε υπάρχει ߒ(ݔଶ) έτσι ώστε ߒ(ݔଶ) ∈ ݖ)߀ − ,(ଵݔ)ߒ ߝ 4⁄ ,எ(0எ߀൫ߒ⋂( 1 2⁄ )൯. Συνεπώς 
προκύπτει άμεσα ότι ݖ − (ଵݔ)ߒ − (ଶݔ)ߒ ∈ ,௳0)߀ ߝ 4⁄ ) ⊆ ,எ(0எ߀൫ߒ 1 4⁄ )൯. Επαγωγικά 
έχουμε ότι για κάθε ݊ ∈ ℕ το ݖ − ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ∈ ,௳0)߀ ߝ 2⁄ ) ⊆ ,எ(0எ߀൫ߒ 1 2⁄ )൯ όπου 
ݔ ∈ ,எ(0எ߀ 1 2ିଵ⁄ ). 
Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι ∑ ‖ଡ଼ஶୀଵݔ‖ ≤ ∑ ଵ

ଶஶୀଵ = ଵ
ଶ < ∞. Εφόσον ο (Χ, ‖ ‖எ) 

είναι χώρος Banach η σειρά ∑ ஶୀଵݔ  συγκλίνει. Έστω ݔ = ∑ ஶୀଵݔ . Επειδή ‖∑ ஶୀଵݔ ‖ఄ ≤
∑ ‖ଡ଼ஶୀଵݔ‖ ≤ ଵ

ଶ , τότε το ݔ ∈ ,எሾ0எ߀ 1 2⁄ ሿ ⊂ ,எ(0எ߀ 2). 
Επίσης από τα προαναφερόμενα ισχύει ότι 0 ≤ ݈݅݉→ஶ‖ݖ − ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ‖௳ = ݖ‖ −
݈݅݉→ஶ ∑ ୀଵ(ݔ)ߒ ‖௳ = ݖ‖ − ∑ ஶୀଵ(ݔ)ߒ ‖௳ ≤ ݈݅݉→ஶߝ 2⁄ = 0. Δηλαδή  ݖ = ∑ ஶୀଵ(ݔ)ߒ . 
Εφόσον ο ߒ είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής ισχύει ότι  ݖ = ∑ ஶୀଵ(ݔ)ߒ = ∑)ߒ ஶୀଵݔ ) =
ݖ Δηλαδή το .(ݔ)ߒ ∈ ,எ(0எ߀൫ߒ 2)൯. Δεδομένου ότι το ݖ είναι τυχαίο τότε ߒ൫߀எ(0எ, 1)൯തതതതതതതതതതതതതതതതത ⊆
,எ(0எ߀൫ߒ 2)൯. Συνεπώς δείξαμε ότι  ߀(0, (ߝ ⊆ ,எ(0எ߀൫ߒ 2)൯. 
Αν G είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ και ݑ ∈ ݔ τότε υπάρχει ,(ܩ)ܶ ∈ ݑ έτσι ώστε ܩ =  .(ݔ)ߒ
Εφόσον το G είναι ανοικτό τότε υπάρχει ߜ > 0 έτσι ώστε ߀எ(ݔ, (ߜ ⊆ (ܩ)ߒ Τότε .ܩ ⊇
,ݔ)எ߀൫ߒ ൯(ߜ = (ݔ)ߒ + ,எ(0எ߀൫ߒߜ 1)൯ ⊇ (ݔ)ߒ + ,(0߀ߜ ߝ 2⁄ ) = ,(ݔ)ߒ)߀ ߜߝ 2⁄ ). Συνεπώς 
το (ܩ)ߒ είναι ανοικτό υποσύνολο του Z.  
 
Στην συνέχεια παρουσιάζονται το Θεώρημα Αντιστροφής και το  το οποίο είναι μία άμεση 
εφαρμογή του Θεωρήματος Ανοικτής απεικόνισης και κατ ‘επέκταση του Θεωρήματος 
Κατηγορίας του Baire.  
 
 
Θεώρημα Αντιστροφής-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) χώροι Banach και ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) →
(Ζ, ‖ ‖) 1-1 και επί φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τότε ο ߒ είναι ισομορφισμός.  
Απόδειξη-Από το Θεώρημα Ανοικτής Απεικόνισης, αν ܩ είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ 
τότε το (ܩ)ߒ είναι ανοικτό υποσύνολο του Ζ.  
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Εφόσον ο ߒ είναι 1-1 και επί ορίζεται ο αντίστροφός τελεστής του ିߒଵ|(Ζ, ‖ ‖) → (Χ, ‖ ‖எ) 
και για κάθε ܩ ανοικτό υποσύνολο του Χ ισχύει ότι (ିߒଵ)ିଵ(ܩ) =   .(ܩ)ܶ
Επίσης είναι άμεσο ότι ισχύουν τα ακόλουθα, ିߒଵ(ݖ ߙଵ + (ଶݖ ܾ = (ଵݔ)ߒ ߙଵ൫ିߒ +
൯(ଶݔ)ߒ ܾ = ଵݔߙ)ߒଵ൫ିߒ + ଶ)൯ݔܾ = (ଵݔ)ଵିߒߙ +  .(ଶݔ)ଵିߒܾ
Συνεπώς ο τελεστής ିߒଵ|(Ζ, ‖ ‖) → (Χ, ‖ ‖எ) είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής. Δηλαδή 
ο τελεστής ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι ισομορφισμός. 
 
 
Θεώρημα Κλειστού Γραφήματος-Έστω (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) χώροι Banach και 
,Χ)|ߒ ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) γραμμικός τελεστής. Το γράφημα (ߒ)߁ = ሼ(ݔ, (ݖ ∈ XxZ|(ݔ)ߒ =  ሽݖ
του ߒ είναι κλειστό στον χώρο (XxZ, ‖ ‖எ) αν και μόνο αν ο ߒ είναι φραγμένος γραμμικός 
τελεστής. (Επιλέγετε η νόρμα του XxZ να είναι ‖(ݔ, எ‖(ݖ = எ‖ݔ‖ +  (.‖ݖ‖
Απόδειξη-Είναι άμεσο ότι το (ߒ)߁ είναι υπόχωρος του XxZ. Εφόσον ο (XxZ, ‖ ‖எ) είναι 
χώρος Banach και το (ߒ)߁ κλειστό, τότε ο ((ߒ)߁, ‖ ‖எ) είναι χώρος Banach. 
Έστω ߨଵ|XxZ → Χ η προβολή του XxZ στον X και ߨଶ|XxZ → Ζ η προβολή του XxZ στον Z. 
Από τον ορισμό της ‖ ‖எ προκύπτει ότι ‖ݔ‖எ ≤ ,ݔ)‖ ,ݔ) எ για κάθε‖(ݖ (ݖ ∈ XxZ. Συνεπώς 
η ߨଵ είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής. Για τον ίδιο λόγο η ߨଶ είναι φραγμένος γραμμικός 
τελεστής. 
Είναι προφανές ότι ο περιορισμός της ߨଵ στον (ߒ)߁ είναι 1-1 και επί του Χ. Εφόσον ο Χ 
είναι χώρος Banach από το Θεώρημα Αντιστροφής έπεται ότι η ߨଵ είναι ισομορφισμός στο 
ߒ Συνεπώς ο .(ߒ)߁ =  ଵ|௰(ఁ)൯ିଵ είναι  φραγμένος γραμμικός τελεστής ως σύνθεσηߨଶ  ⃘൫ߨ
συνεχών συναρτήσεων.  
Αντίστροφα έστω ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής και 
൛൫ݔ,   .(ߒ)߁ ൯ൟ∈ℕ μία Cauchy ακολουθία στοιχείων του(ݔ)ܶ
Εφόσον ισχύει ότι ฮ൫ݔ − ,ݔ (ݔ)ܶ − ൯ฮஎ(ݔ)ܶ = ݔ‖ − ‖எݔ + (ݔ)ܶ‖ −  ,‖(ݔ)ܶ
τότε οι ακολουθίες ሼݔሽ∈ℕ και ሼܶ(ݔ)ሽ∈ℕ είναι Cauchy στους χώρους Χ και Ζ αντίστοιχα. 
Επειδή οι χώροι (Χ, ‖ ‖எ) και (Ζ, ‖ ‖) είναι Banach υπάρχουν ݔ ∈ X και ݖ ∈ Z, έτσι ώστε 
ݔ → (ݔ)ܶ και ݔ →    .ݖ
Εφόσον ο ߒ|(Χ, ‖ ‖எ) → (Ζ, ‖ ‖) είναι συνεχής συνάρτηση, τότε ܶ(ݔ) →  Από την .(ݔ)ܶ
μοναδικότητα της σύγκλισης του ορίου σε μετρικούς χώρους έπεται ότι ݖ =  Δηλαδή το .(ݔ)ܶ
,ݔ) (ݖ ∈  .είναι κλειστό στο XxZ (ߒ)߁ Συνεπώς το .(ߒ)߁
 
 
Πρόταση-Το σύνολο ℚ των ρητών αριθμών δεν είναι ܩఋ υποσύνολο του μετρικού χώρου 
(ℝ, | |) των πραγματικών αριθμών. 
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Απόδειξη-Πράγματι έτω ότι το ℚ είναι ܩఋ υποσύνολο του ℝ. Συνεπώς το ℝ \ℚ των 
αρρήτων είναι ܨఙ υποσύνολο του ℝ. Δηλαδή υπάρχει ακολουθία ሼܨሽ∈ℕ κλειστών 
υποσυνόλων του ℝ, έτσι ώστε το  ℝ \ℚ = ⋃ ∈ℕܨ . Συνεπώς ισχύει ότι το ܨ είναι 
πουθενά πυκνό στο ℝ για κάθε ݊ ∈ ℕ.  
Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι το  ℝ = ℚ ⋃ሼℝ \ℚሽ = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ ⋃ ⋃ ∈ℕܨ . 
Επίσης για κάθε ݊ ∈ ℕ το ሼݍሽ είναι πουθενά πυκνό στο ℝ. Δηλαδή ο μετρικός χώρος 
(ℝ, | |) είναι πρώτης κατηγορίας.  
Εφόσον ο (ℝ, | |) είναι πλήρης, από προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι είναι δεύτερης 
κατηγορίας. Άτοπο. 
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2ο Εφαρμογές του Θεωρήματος Κατηγορίας Baire γενικότερα σε 
μετρικούς χώρους 
 
Ορισμός-Έστω (X, ρ) μετρικός χώρος και συνάρτηση ݂|(X, ρ) → (ℝ, | |). Η συνάρτηση ݂ 
είναι άνω ημισυνεχής στο σημείο ݔ ∈ X αν για κάθε ߙ ∈ ℝ με ݂(ݔ) < ܽ να υπάρχει (ߙ)ߜ > 0 
έτσι ώστε για κάθε ݖ ∈ X με ݔ)ߩ, (ݖ < (ݖ)݂ να ισχύει ότι (ߙ)ߜ < ܽ. 
 
Πρόταση- Έστω (X, ρ) μετρικός χώρος και συνάρτηση ݂|(X, ρ) → (ℝ, | |). Η συνάρτηση ݂ 
είναι άνω ημισυνεχής στο X αν και μόνο αν για κάθε ߙ ∈ ℝ η αντίστροφη εικόνα 
݂ିଵ൫(−∞,  .൯ είναι ανοικτό υποσύνολο του X(ߙ
Απόδειξη-Έστω ݔ ∈ ݂ିଵ൫(−∞, (ݔ)݂ ൯. Τότε(ߙ <  Εφόσον η ݂ είναι άνω ημισυνεχής στο .ߙ
ߙ συνεπάγεται ότι για ,ݔ > 0 υπάρχει (ߙ)ߜ > 0 έτσι ώστε για κάθε ݖ ∈ ,ݔ൫ܤ  ൯ το(ߙ)ߜ
(ݖ)݂ < ,ݔ൫ܤ Δηλαδή ισχύει ότι .ߙ ൯(ߙ)ߜ ⊆ ݂ିଵ൫(−∞, ,∞−)൯. Συνεπώς το ݂ିଵ൫(ߙ  ൯ είναι(ߙ
ανοικτό. 
Αντίστροφα έστω ότι το ݂ିଵ൫(−∞, ݔ ൯ είναι ανοικτό υποσύνολο του ℝ. Τότε αν(ߙ ∈
݂ିଵ൫(−∞, (ߙ)ߜ ൯ υπάρχει(ߙ > 0 έτσι ώστε ܤ൫ݔ, ൯(ߙ)ߜ ⊆ ݂ିଵ൫(−∞,  ൯. Συνεπώς για κάθε(ߙ
ݖ ∈ ,ݔ൫ܤ (ݖ)݂ ൯ το(ߙ)ߜ <  .ݔ Δηλαδή η ݂ είναι άνω ημισυνεχής στο .ߙ
 
 
Θεώρημα- Έστω ݂|(X, ρ) → (Ζ, d) συνάρτηση. Το σύνολο των σημείων συνέχειας της ݂ 
είναι ένα ܩఋ σύνολο. Επίσης δεν υπάρχει πραγματική συνάρτηση ݂|(ℝ, | |) → (ℝ, | |), της 
οποίας τα σημεία συνέχειας να είναι μόνο οι ρητοί αριθμοί. 
Απόδειξη- Έστω ݂|(ܺ, (ߩ → ,߄) ݀) μία συνάρτηση μεταξύ δύο μετρικών χώρων και ݔ ∈ Χ. 
Θέτουμε ως ߬(ݔ) = ݅݊ ఋ݂வ ቄ݀݅ܽ݉൛݂൫ݔ)ܤ, ൯ൟቅ(ߜ = ݅݊ ఋ݂வ ቄݑݏ(௫,ఋ) ቀ݀൫݂(́ݔ),  ൯ቁቅ(ݔ)݂
όπου ́ݔ, ݔ ∈ ,ݔ)ܤ   .(ߜ
Ισχυρισμός-Από τον ορισμό της συνέχειας προκύπτει ότι ߬(ݔ) = 0 αν και μόνο αν το ݔ 
είναι σημείο συνέχειας της ݂.  
Πράγματι έστω ότι ߬(ݔ) = 0 και  ߝ > 0, τότε από τον ορισμό του infimum υπάρχει 
(ߝ)ߜ > 0 ώστε ݑݏഐ൫௫,ఋ(ఌ)൯ ቀ݀൫݂(́ݔ), ൯ቁ(ݔ)݂ <   .ߝ

Συνεπώς το ݑݏഐ൫௫,ఋ(ఌ)൯ ቀ݀൫݂(ݔ), ൯ቁ(ݔ)݂ < ߝ Δηλαδή για .ߝ > 0 υπάρχει (ߝ)ߜ > 0 έτσι 
ώστε για κάθε ݔ ∈ ,ݔఘ൫ܤ ,(ݔ)൯ ισχύει ότι ݀൫݂(ߝ)ߜ ൯(ݔ)݂ <  Συνεπώς η ݂ είναι συνεχής .ߝ
στο ݔ.  
Το αντίστροφο είναι άμεσο από τον ορισμό της συνέχειας στο ݔ. Πράγματι αν ݂ είναι 
συνεχής στο ݔ συνεπάγεται ότι για κάθε ߝ > 0 υπάρχει (ߝ)ߜ > 0 έτσι ώστε 
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݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁ(ߝ)ߜ ⊆ ,(ݔ)݂)ௗܤ ݉ܽ݅݀ Δηλαδή η .(ߝ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁቅ(ߝ)ߜ ≤ ߝ για κάθε ߝ > 0. 
Συνεπώς ισχύει ότι, 

߬(ݔ) = ݅݊ ఋ݂வ ൜݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ(ݔ, ቁቅൠ(ߜ ≤ ݅݊ ఌ݂வ ൜݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁቅൠ(ߝ)ߜ ≤  ߝ
για κάθε ߝ > 0. Άρα το ߬(ݔ) = 0. 
 
Από τον ορισμό του ߬(ݔ) προκύπτει άμεσα ότι το ݔ είναι σημείο συνέχειας της ݂ αν και 
μόνο αν το ݔ ∈ ⋂ ቄݔ ∈ X| ߬(ݔ) < ଵ

ቅ∈ℕ .         
Ισχυρισμός-Παρατηρούμε ότι η ߬ είναι άνω ημισυνεχής.  

Πράγματι έστω ߙ ∈ ℝ και ݔ ∈ Χ, με ߬(ݔ) < ݊݅ Τότε .ߙ ఋ݂வ ൜݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ(ݔ, ቁቅൠ(ߜ < ܽ. 
Συνεπώς από τον ορισμό του infimum, υπάρχει (ߙ)ߜ > 0 έτσι ώστε 

߬(ݔ) ≤ ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁቅ(ߙ)ߜ <   .ߙ
Έστω ݖ ∈ ,ݔఘ൫ܤ (ߙ)௭ߜ ൯, τότε υπάρχει(ߙ)ߜ > 0, έτσι ώστε ܤఘ൫ݔ, ൯(ߙ)ߜ ⊇ ,ݖఘ൫ܤ  .൯(ߙ)௭ߜ
Συνεπώς ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁቅ(ߙ)ߜ ≥ ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݖ,   .൯ቁቅ(ߙ)௭ߜ
Κατ ‘επέκταση, 
ߙ > ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݔ, ൯ቁቅ(ߙ)ߜ ≥ ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ൫ݖ, ൯ቁቅ(ߙ)௭ߜ ≥ ݅݊ ఋ݂வ݀݅ܽ݉ ቄ݂ ቀܤఘ(ݖ, ቁቅ(ߜ =

߬(ݖ).  
Δηλαδή για κάθε ݖ ∈ ,ݔఘ൫ܤ ߙ ൯ ισχύει ότι(ߙ)ߜ > ߬(ݖ). Συνεπώς ܤఘ൫ݔ, ൯(ߙ)ߜ ⊆

߬ିଵ(ሾ0, ,είναι τυχαίο, προκύπτει ότι το ߬ିଵ(ሾ0 ݔ Εφόσον το .((ߙ  .είναι ανοικτό ((ߙ
Δεδομένου ότι το ߙ είναι τυχαίο, από την προηγούμενη Πρόταση προκύπτει ότι η ߬ είναι 
άνω ημισυνεχής. 
Συνεπώς για κάθε ݊ ∈ ℕ το ߬ିଵ ቀቂ0, ଵ

ቁቁ = ቄݔ ∈ X| ߬(ݔ) < ଵ
ቅ είναι ανοικτό. Άρα η 

⋂ ߬ିଵ ቀቂ0, ଵ
ቁቁ∈ℕ  είναι ܩఋ σύνολο. Δηλαδή το σύνολο των σημείων συνέχειας της ݂ είναι 

 .ఋ σύνολοܩ
Θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση ݂|(ℝ, | |) → (ℝ, | |) της οποίας το σύνολο των 
σημείων συνέχειας της ݂ να περιέχει μόνο τους ρητούς αριθμούς. 
Πράγματι παρατηρούμε ότι οι ρητοί αριθμοί είναι ܨఙ σύνολο εφόσον ℚ = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ . Αν 
υποθέσουμε ότι τα σημεία συνέχειας της ݂ είναι μόνο οι ρητοί τότε το ℚ είναι ܩఋ. Άρα το 
συμπλήρωμα τους ℝ\ℚ, που είναι οι άρρητοι, είναι ܨఙ σύνολο.  
Αυτό έχει ως συνέπεια ℝ\ℚ = ⋃ ∈ℕܥ  όπου ܥ είναι κλειστό για κάθε ݊ ∈ ℕ. Συνεπώς, 
εφόσον ℝ = ℚ ⋃ ℝ\ℚ = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ ⋃ ⋃ ∈ℕܥ  και ο χώρος (ℝ, | |) είναι πλήρης, τότε από το 
Θεώρημα Κατηγορίας του Baire προκύπτει ότι υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݅݊ܥݐ ≠ ∅. 
Δηλαδή υπάρχει ݔ ∈ ఖߝ  καιܥ > 0, έτσι ώστε ܥ ⊇ ݔ) − ,ఖߝ ݔ +  ఖ). Άτοπο διότι τοߝ
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σύνολο ܥ είναι υποσύνολο των άρρητων, ενώ το (ݔ − ,ఖߝ ݔ +  ఖ) περιέχει και ρητούςߝ
αριθμούς. 
 
 
Πρόταση-Κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο του χώρου (ℝ, | |) μπορεί να γραφτεί ως 
αριθμήσιμη ένωση ξένων ανά δύο ανοικτών διαστημάτων.  
Απόδειξη-Πράγματι έστω V ένα ανοικτό υποσύνολο στον (ℝ, | |) και ݔ ∈ V. θέτουμε 
Ι௫ = ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ⊂ Vሽ.  
Ισχυρισμός, (ߙ௫ , ܾ௫) = ⋃ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ∈ Ι௫ሽ, με ߙ௫ = ݂݅݊ሼݖ < ,ݖ)|ݔ ሿݔ ⊂ Vሽ και 
ܾ௫ = ݔሼݑݏ < (ݖ,ݔሾ|ݖ ⊂ Vሽ.  
Έστω ݖ ∈ ௫ߙ) , ܾ௫) με ݖ ≠ ௫ߙ Είναι άμεσο ότι είτε .ݔ < ݖ < ݔ < ܾ௫ είτε ߙ௫ < x < z < ܾ௫. 
Συνεπώς υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε είτε ݖ = ௫ߙ + ݖ είτε ߝ = ܾ௫ −  ௫ߙ Από τον ορισμό των .ߝ
και ܾ௫ είναι άμεσο ότι υπάρχουν είτε ߙ௫ < ܿଵ < ݖ < ݔ < ܿଶ < ܾ௫ είτε ߙ௫ < ܿଵ < x < z <
ܿଶ < ܾ௫. Δηλαδή το ݖ ∈ (ܿଵ, ܿଶ). Από τα προαναφερόμενα το (ܿଵ, ܿଶ) ∈ Ι௫. Δηλαδή το 
ݖ ∈ ⋃ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ∈ Ι௫ሽ. Συνεπώς (ߙ௫ , ܾ௫) ⊂ ⋃ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ∈ Ι௫ሽ.  
Αντίστροφα έστω ݖ ∈ ⋃ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ∈ Ι௫ሽ. Τότε υπάρχει (ߙ, ܾ) ∈ Ι௫ έτσι ώστε το 
ݖ ∈ ,ߙ) ܾ). Δηλαδή ισχύει είτε ότι ߙ௫ ≤ ߙ < ݖ < ݔ < ܾ ≤ ܾ௫ είτε ότι ߙ௫ ≤ ߙ < ݔ < ݖ < ܾ ≤
ܾ௫. Συνεπώς ݖ ∈ ௫ߙ) , ܾ௫). Άρα ⋃ሼ(ߙ, ݔ|(ܾ ∈ ,ߙ) ܾ) ∈ Ι௫ሽ ⊂ ௫ߙ) , ܾ௫).  
Ισχυρισμός, έστω ݔଵ, ଶݔ ∈ V, τότε είτε τα ൫ߙ௫భ , ܾ௫భ൯, ൫ߙ௫మ , ܾ௫మ൯ ταυτίζονται είτε 
൫ߙ௫భ , ܾ௫భ൯ ⋂൫ߙ௫మ , ܾ௫మ൯ = ∅.  
Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι ߙ௫భ < ௫మߙ < ܾ௫భ < ܾ௫మ. Τότε τα ݔଵ, ଶݔ ∈
൫ߙ௫భ , ܾ௫మ൯. Δηλαδή το ܾ௫భ = ଵݔሼݑݏ < (ݖ,ଵݔሾ|ݖ ⊂ Vሽ < ܾ௫మ και το ߙ௫భ < ௫మߙ =
݂݅݊ሼݖ < ,ݖ)|ଶݔ ଶሿݔ ⊂ Vሽ. Άτοπο διότι από τον ορισμό του infimum και του supremum 
υπάρχουν ݖଵ, ଶݖ ∈ V με ߙ௫భ < ଵݖ < ௫మ και ܾ௫భߙ < ଶݖ < ܾ௫మ. 
 
 
Θεώρημα-Έστω (Χ,  μετρικός χώρος. Ο Χ είναι συμπαγής αν και μόνο αν για κάθε (ߩ
οικογένεια (ܨ)∈ூ κλειστών υποσυνόλων του Χ με την ιδιότητα της πεπερασμένης τομής 
ισχύει ⋂ ܨ ≠ ∅∈ூ .  
Απόδειξη-Έστω ότι ο (Χ,  ∈ூ μία οικογένεια κλειστών(ܨ) είναι συμπαγής  και (ߩ
υποσυνόλων του Χ με την ιδιότητα της πεπερασμένης τομής. Θεωρούμε ότι ⋂ ∈ூܨ = ∅. 
Συνεπώς ⋃ (X\ܨ)∈ூ = X. Λόγω της συμπάγειας της (Χ,  ೖ൯ଵஸஸܨ\υπάρχει οικογένεια ൫Χ (ߩ
έτσι ώστε ⋃ ൫X\ܨೖ൯ୀଵ = X. Δηλαδή η ⋂ ೖܨ

ୀଵ = ∅. Άτοπο εφόσον η οικογένεια (ܨ)∈ூ 
έχει την ιδιότητα της πεπερασμένης τομής. Επομένως ⋂ ܨ ≠ ∅∈ூ . 
Έστω ότι ισχύει αν οικογένεια (ܨ)∈ூ κλειστών υποσυνόλων του Χ με την ιδιότητα της 
πεπερασμένης τομής τότε να ισχύει ⋂ ܨ ≠ ∅∈ூ . Έστω ότι ο (Χ,  δεν είναι συμπαγής, τότε (ߩ
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υπάρχει ሼ ܷሽ∈ூ ανοικτό κάλυμμα του Χ χωρίς πεπερασμένο υποκάλυμμα. Δηλαδή για κάθε 
ܬ ⊆ ⋂ πεπερασμένο ισχύει ότι ܫ ൫X\ ܷ൯∈ ≠ ∅. Από υπόθεση έχουμε ότι ⋂ (X\ ܷ)ఐ∈௶ ≠ ∅. 
Δηλαδή ⋃ ܷ∈ூ ≠ X. Άτοπο. 
 
 
Θεώρημα- Έστω ݂|(ℝ, | |) → (ℝ, | |) μία συνεχής συνάρτηση με ݂ ∈  ஶ(ℝ). Αν για κάθεܥ
ݔ ∈ ℝ υπάρχει ݊(ݔ) ∈ ℕ έτσι ώστε ݂(௫)(ݔ) = 0, τότε η ݂ είναι πολυώνυμο. 
Απόδειξη- Έστω ݂|(ℝ, | |) → (ℝ, | |) η συνεχής συνάρτηση της υπόθεσης. Θέτουμε ως 
 = ሼݔ ∈ ℝ | ݂(ݔ) = 0ሽ. Εφόσον η  ݂ ∈   είναι κλειστό για κάθε ஶ(ℝ) τότε το σύνολοܥ
݊ ∈ ℕ. Είναι άμεσο ότι το ℝ = ⋃ ∈ℕ  και δεδομένου ότι ο (ℝ, | |) είναι πλήρης, από το 
Θεώρημα Κατηγορίας του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ܦ = ݐ݊݅ ≠ ∅.  
Από την προηγούμενη Πρόταση κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο του χώρου (ℝ, | |) μπορεί 
να γραφτεί ως αριθμήσιμη ένωση ξένων ανά δύο ανοικτών διαστημάτων.  
Συνεπώς αν ܦ = ⋃ ∈ℕܫ , εφόσον τα ܫ είναι ανοικτά διαστήματα συνεπάγεται ότι 
ܫ ⊆ ାଵܦ = ݅ ାଵ για κάθεݐ݊݅ ∈ ℕ. Δηλαδή ισχύει ότι ܦ ⊆  ାଵ. Επαγωγικάܦ
προκύπτει ότι για κάθε ݊ ≤ ݊ < ݉ ισχύει ότι ܦ ⊆ ܦ. Συνεπώς η ακολουθία ሼܦ =
  .ሽ∈ℕ είναι αύξουσαݐ݊݅
Τα ανοικτά διαστήματα ܫ ⊆   δεν μπορούν να είναι διαδοχικά είτε μεταξύ τους είτεܦ\ܦ
με αυτά της ܦ. Επίσης είναι αναγκαστικά ξένα με αυτά της ܦ.  
Πράγματι έστω ότι υπάρχουν δύο διαδοχικά ανοικτά διαστήματα (ݍଵ, ,(ଶݍ ,ଶݍ) (ଷݍ ⊆  .ܦ
Εφόσον η ݂() είναι συνεχής και ݂()(ݍ) = 0 για κάθε ݍ ∈ ,ଵݍ) ,ଶݍ)⋃(ଶݍ  ଷ), τότεݍ
݂()(ݍଶ) = 0. Άτοπο διότι ݍଶ ∉   .ܦ
Θεωρούμε ότι ݊ < ݉. Αν (ݍଵ, (ଶݍ ⊆ ,ଶݍ)  καιܦ (ଷݍ ⊆  ଶ είναιݍ , συνεπάγεται ότι τοܦ\ܦ
σημείο ασυνέχειας της ݂(), εφόσον ݂()|(భ,మ) = 0 και ݂()|(మ,య) ≠ 0. Άτοπο εφόσον η 
݂() ∈   .ஶ(ℝ)ܥ
Συνεπώς για κάθε i ∈ ℕ ισχύει ότι είτε ܦାଵ\ܦ ⊇ ܦ ାଵ είτεܫ ⊇   .ାଵܫ
 
Ισχυρισμός1-ℝ = ⋃ ∈ℕܦ .   
Θέτουμε ܦ = ⋃ ∈ℕܦ  και έστω ℝ\ܦ ≠ ∅. Εφόσον το ℝ\ܦ είναι κλειστό, ο χώρος (ℝ\
,ܦ | |) είναι πλήρης και το (ℝ\ܦ)⋂ είναι κλειστό στον χώρο (ℝ\ܦ, | |) για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Είναι άμεσο ότι ισχύει (ℝ\ܦ) = ℝ⋂(ℝ\ܦ) = (⋃ ∈ℕ )⋂(ℝ\ܦ) = ⋃ ሼ⋂(ℝ\ܦ)ሽ∈ℕ . 
Από το Θεώρημα Κατηγορίας του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݅݊ݐ൛എ⋂(ℝ\ܦ)ൟ ≠ ∅. 
Δηλαδή υπάρχει ανοικτό διάστημα (ܽ, ܾ) στο χώρο (ℝ, | |), έτσι ώστε ∅ ≠ (ܽ, ܾ)⋂(ℝ\ܦ) ⊆
(ܦ\ℝ)⋂ ⊆ ,ܽ) . Το ܾ)⋂(ℝ\ܦ) είναι ανοικτό διάστημα στο (ℝ\ܦ, | |). 
Θα δείξουμε ότι το (ℝ\ܦ, | |)  δεν έχει μεμονωμένα σημεία.  
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Πράγματι αν ݔ είναι μεμονωμένο σημείο του (ℝ\ܦ, | |), τότε υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε 
ℝ\ܦ ⊇ ݔ) − ,ߝ ݔ + (ߝ = ሼݔሽ. Εφόσον το ሼݔሽ είναι ανοικτό στον (ℝ\ܦ, | |) και ο χώρος 
(ℝ, | |) δεν έχει μεμονωμένα σημεία, υπάρχει ανοικτό διάστημα (ܿ, ݀) με ܿ < ݀, έτσι ώστε 
(ܿ, ݀)⋂(ℝ\ܦ) = ሼݔሽ. Δηλαδή το (ܿ, ,ݔ)⋃(ݔ ݀) ⊆   .ܦ
Εφόσον η ακολουθία ሼܦሽ∈ℕ είναι αύξουσα συνεπάγεται ότι θα υπάρχει ݊ଵ ∈ ℕ έτσι ώστε 
(ܿ, ,ݔ)⋃(ݔ ݀) ⊆   .భܦ
Πράγματι υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει τέτοιο ݊ ∈ ℕ. Δεδομένου ότι (ܿ, (ݔ ⊆  θα υπάρχει ܦ
݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε (ܿ, (ݔ ⊆ ⋃ ஹഎܦ . Συνεπώς για κάθε ݊ ≥ ݊ ισχύει ότι (ܿ, (ݔ ⋂ ܦ ≠ ∅. 
Από τα προαναφερόμενα αν ߇ ⊆ (ܿ, (ݔ ⋂ ݊ ανοικτό διάστημα, τότε υπάρχειܦ > ݊ και 
ܬ ⊆ (ܿ, (ݔ ⋂ ܬ  έτσι ώστεܦ ⋂(ܿ, (ݔ ⋂ ܦ = ∅ και ߇ ⋂ ܬ ≠ ∅. Άτοπο.             
Δεδομένου ότι η ݂(భ) είναι συνεχής στο ݔ και ݂(భ)|(,௫)⋃(௫,ௗ) = 0 συνεπάγεται ότι 
݂(భ)(ݔ) = 0. Δηλαδή (ܿ, ݀) ⊆ ݔ భ. Aυτό συνεπάγεται ότι τοܦ ∈  భ. Άτοπο εφόσον τοܦ
ݔ ∉ ⋃ ∈ℕܦ  . 
Στην συνέχεια θα δείξουμε ότι (ܽ, ܾ)\ሼℝ\ܦሽ ⊆  . Αν ισχύει η τελευταία σχέση
καταλήγουμε σε άτοπο.  
Πράγματι σε αυτή την περίπτωση το (ܽ, ܾ) = ൛(ܽ, ܾ)\ሼℝ\ܦሽൟ⋃ሼ(ܽ, ܾ)⋂(ℝ\ܦ)ሽ ⊆  .ܦ
Δηλαδή ܦ⋂ሼℝ\ܦሽ ≠ ∅. Άτοπο. 
Εφόσον το (ܽ, ܾ)\(ℝ\ܦ) = (ܽ, ܾ)⋂(ℝ\ܦ) = (ܽ,  είναι ανοικτό στο ℝ μπορεί να ܦ⋂(ܾ
εκφραστεί ως ένωση αριθμήσιμου το πλήθος ανοικτών διαστημάτων.  
Έστω I ⊆ (ܽ, ߤ ένα τέτοιο ανοικτό διάστημα. Τότε υπάρχει ܦ⋂(ܾ ∈ ℕ (παίρνουμε το 
ελάχιστο) ώστε I ⊆ ఓܦ . To τελευταίo συμπέρασμα έχει αποδειχθεί προηγουμένως. 
Επιλέγουμε το I έτσι ώστε το ݔ που είναι ένα από τα δύο άκρα του δεν είναι άκρο του (ܽ, ܾ). 
Συνεπώς ݔ ∈ (ܽ, ܦ⋂(ܾ ⊆ ݔ ,എ ∉ I και ݂(എ)(ݔ) = 0. 
Εφόσον ο χώρος (ܦ , | |) δεν περιέχει μεμονωμένα σημεία το ݔ είναι σημείο επαφής του. 
Συνεπώς υπάρχει (ݔ)∈ℕ ⊆ ݔ|  έτσι ώστεܦ − |ݔ → 0. Εφόσον το σύνολο (ܽ,   είναιܦ⋂(ܾ
ανοικτό στον (ܦ , | |) συνεπάγεται ότι υπάρχει ݇ ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε ݇ ≥ ݇ το 
ݔ ∈ (ܽ, ,ܽ) . Επίσης εφόσον ισχύει ότιܦ⋂(ܾ ܦ⋂(ܾ ⊆  എ, συνεπάγεται ότι για κάθε
݇ ≥ ݇ το ݂(എ)(ݔ) = 0. 
Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Rolle στα κλειστά διαστήματα ሼሾݔ ,  ሿሽஹ, προκύπτει ηݔ
ακολουθία ሼߦሽஹ, με ߦ ∈ ݔ) , (ߦ)και ݂(എାଵ) (ݔ = 0. Εφόσον |ݔ − |ݔ → 0 ,τότε και 
ߦ| − |ݔ → 0.  
Επειδή η ݂(എାଵ) είναι συνεχής στο ℝ τότε για κάθε ߝ > 0 υπάρχει  (ߝ)ߜ > 0 και ݇൫(ߝ)ߜ൯ ∈
ℕ έτσι ώστε για κάθε ݇ ≥ ݇൫(ߝ)ߜ൯ να ισχύει ότι |ߦ − |ݔ <  και κατ’ επέκταση (ߝ)ߜ
ห݂(എାଵ)(ߦ) − ݂(എାଵ)(ݔ)ห < ߝ Δηλαδή για κάθε .ߝ > 0 έχουμε ότι ห݂(എାଵ)(ݔ)ห <  .ߝ
Συνεπώς ݂(എାଵ)(ݔ) = 0. Επαγωγικά προκύπτει ότι   ݂(എା)(ݔ) = 0 για κάθε ݉ ∈ ℕ.  
Εφόσον η ݂ στο διάστημα I είναι πολυώνυμο βαθμού ߤఖ − 1 τότε το ݊ఖ ≥   .ఖߤ



28  

Πράγματι δεν μπορεί να ισχύει ݊ఖ < ఖߤ ఖ, διότι ηߤ − 1 παράγωγος του πολυωνύμου είναι 
μία σταθερά διάφορη του μηδενός στο I και το σημείο ݔ είναι άκρο του I. Άρα αν ݊ఖ ≤
ఖߤ − 1 συνεπάγεται ότι η ݂(ఓഎିଵ) θα είναι ασυνεχής στο σημείο ݔ, διότι ݂(ఓഎିଵ)|୍ = ܿ ≠ 0 
και  ݂(ఓഎିଵ)(ݔ) = 0 από τα προαναφερόμενα. Άτοπο. 
Άρα I ⊆ ,ܽ) എ. Εφόσον το I είναι τυχαίο τότεܦ ܦ⋂(ܾ ⊆ എܦ ⊆   .എܣ
Από τα προαναφερόμενα συνεπάγεται ότι (ܽ, ܾ) ⊆ ,ܽ) എ και κατ’ επέκτασηܣ ܾ) ⊆  .എܦ
Άτοπο διότι ισχύει ταυτόχρονα ότι (ܽ, ܦ⋂(ܾ = ∅ και (ܽ, ܦ⋂(ܾ ≠ ∅.  
Συνεπώς ℝ = ⋃ ∈ℕܦ  και όπως ήδη δείξαμε υπάρχει ݉ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ܦ = ℝ. Άρα η ݂ 
είναι πολυώνυμο βαθμού ݉ఖ − 1.  
 
Ισχυρισμός2-Αν ℝ = ⋃ ∈ℕܦ , τότε συνεπάγεται ότι υπάρχει ݉ ∈ ℕ έτσι ώστε ܦ = ℝ. 
Πράγματι έστω ݇ ∈ ℕ. Τότε ሾ−݇, ݇ሿ ⊊ ⋃ ∈ℕܦ . Δεδομένου ότι το ሾ−݇, ݇ሿ είναι συμπαγές 
υποσύνολο του (ℝ, | |) υπάρχει πεπερασμένο ߇ ⊆ ℕ έτσι ώστε  ሾ−݇, ݇ሿ ⊊ ⋃ ௶∋ܦ . Επειδή η 
ακολουθία των ሼܦሽ∈ℕ είναι αύξουσα θα υπάρχει ݉ ∈ ܦ έτσι ώστε ߇ ⊆ ݅  για κάθεܦ ∈  .߇
Κατά συνέπεια ሾ−݇, ݇ሿ ⊊   .ܦ
Εφόσον ܦ = ⋃ ∈ℕܫ  είναι μία αριθμήσιμη ένωση ξένων και φραγμένων ανά δύο ανοικτών 
διαστημάτων τότε θα ισχύει ότι και το ሾ−݇, ݇ሿ ⊊ ⋃ ∈ℕܫ . Πάλι λόγω της συμπάγειας του 
ሾ−݇, ݇ሿ θα υπάρχει ܬ ⊆ ℕ πεπερασμένο έτσι ώστε ሾ−݇, ݇ሿ ⊊ ⋃ ∈ܫ . Από τα 
προαναφερόμενα υπάρχει μοναδικό ανοικτό διάστημα ܫ με ݅ ∈  το οποίο να περιέχει το ,ܬ
ሾ−݇, ݇ሿ ⊊  .ܫ
Συνεπώς η συνάρτηση ݂ είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ ݉ − 1 στο  ܫ. Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι το ݉ είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός που 
ικανοποιεί την προαναφερόμενη πρόταση. Δηλαδή η συνάρτηση ݂ είναι πολυώνυμο βαθμού 
݉ − 1 στο  ܫ. Αυτό συνεπάγεται ότι η συνάρτηση ݂ είναι πολυώνυμο βαθμού ݉ − 1 στο 
ሾ−݇, ݇ሿ, της μορφής  ߙିଵݔିଵ + ⋯ + ݔଵߙ + ିଵߙ  μεߙ ≠ 0. 
Έστω ݇ᇱ ∈ ℕ με ݇ < ݇ᇱ, τότε με παρόμοιο τρόπο θα υπάρχει ανοικτό και φραγμένο διάστημα 
,ᇲᇲ, με ሾ−݇ᇱܫ ݇ᇱሿ ⊆ ᇲᇲ προφανώς με ݉ᇱܫ ≥ ݉. Επομένως χωρίς βλάβη της γενικότητας 
μπορούμε να υποθέσουμε ότι το ݉ᇱ είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός που ικανοποιεί την 
προαναφερόμενη πρόταση. Δηλαδή η συνάρτηση  ݂ είναι πολυώνυμο βαθμού ݉ᇱ − 1 στο  
ᇲᇲ. Αυτό συνεπάγεται ότι η συνάρτηση ݂ είναι πολυώνυμο βαθμού ݉ᇱܫ − 1 στο ሾ−݇ᇱ, ݇ᇱሿ, 
της μορφής ܾᇲିଵݔᇲିଵ + ⋯ + ܾଵݔ + ܾ με ܾᇲିଵ ≠ 0. 
Συνεπώς για κάθε ݔ ∈ ሾ−݇, ݇ሿ έχουμε ότι ߙభିଵݔభିଵ + ⋯ + ݔଵߙ + ߙ = ܾିଵݔିଵ +
⋯ + ܾଵݔ + ܾ.  
Άρα για κάθε ݔ ∈ ሾ−݇, ݇ሿ ισχύει ότι ߙభିଵݔభିଵ + ⋯ + ൫ߙିଵ − ܾିଵ൯ݔିଵ + ⋯ +
ଵߙ) − ܾଵ)ݔ + ߙ − ܾ = 0. Εφόσον οι ρίζες είναι το πολύ ݊ଵ − 1, συνεπάγεται ότι ߙഎ =
⋯ = భିଵߙ = 0 και ߙ = ܾ, … , ିଵߙ = ܾିଵ. Άτοπο. 
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Συνεπώς ισχύει ότι ݉ = ݉ᇱ. Δηλαδή το ݉ είναι ανεξάρτητο του ݇. Άρα για κάθε ݇ ∈ ℕ 
ሾ−݇, ݇ሿ ⊆ . Εφόσον το ℝܦ = ⋃ ሾ−݇, ݇ሿ∈ℕ , συνεπάγεται ότι ܦ = ℝ. 
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ,  ,μετρικός χώρος. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα (ߩ

a. Το σύνορο ενός ανοικτού υποσυνόλου του Χ έχει κενό εσωτερικό. 
b. Το σύνορο ενός κλειστού υποσυνόλου του Χ έχει κενό εσωτερικό. 

Απόδειξη-  
a. Έστω  ≠ ∅ ανοικτό υποσύνολο του X και υποθέτουμε ότι ݅݊(\̅)ݐ ≠ ∅. Συνεπώς 
υπάρχει ߝ > 0 και ݔ ∈ ̅ ⋂ ,ݔ)ఘ߀ തതതതതത έτσι ώστε\ߕ (ߝ ⊆ ̅ ⋂  είναι ανοικτό  തതതതതത. Εφόσον το\ߕ
υποσύνολο του X τότε ߀ఘ(ݔ, (ߝ ⊆ ̅ ⋂ ,ݔ)ఘ߀ Άρα το .\ߕ ܣ⋂(ߝ = ∅. Δηλαδή ݔ ∉  και  ̅
κατ’ επέκταση ݔ ∉  .Άτοπο .\̅
b. Έστω ܨ ≠ ∅ κλειστό υποσύνολο του X. Τότε το Χ\ܨ είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ. 
Ισχύει ότι ߲ܨ = തതതതതത൯ܨ\ത⋂൫ܺܨ = തതതതതത൯ܨ\൫ܺ⋂ܨ = ߲(X\ܨ). Από το a έχουμε ότι το ݅݊ݐ൫߲(X\ܨ)൯ =
∅. Συνεπώς ισχύει ότι το ݅݊(ܨ߲)ݐ = ∅. 
 
 
Πρόταση-Έστω (Χ,  ∈ℕ ακολουθία αραιών υποσυνόλων() πλήρης μετρικός χώρος και (ߩ
του Χ. Τότε το ݅݊ݐ(⋃ ∈ℕܣ ) = ∅, δηλαδή το υποσύνολο ⋃ ∈ℕܣ  είναι αραιό στον (Χ,  .(ߩ
Συνεπώς κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο του Χ είναι δεύτερης κατηγορίας. 
Απόδειξη- Έστω  αραιό και κλειστό υποσύνολο του Χ για κάθε ݊ ∈ ℕ. Συνεπώς το \ߕ 
είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο για κάθε ݊ ∈ ℕ.  
Εφόσον ο (Χ,  είναι πλήρης μετρικός χώρος, από το θεώρημα Κατηγορίας του Baire (ߩ
προκύπτει ότι και η ⋂ ∈ℕ\ߕ  είναι πυκνό σύνολο στον Χ.  
Το ζητούμενο έπεται από την σχέση Χ = ⋂ (Χ\ܣ)∈ℕതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത = Χ\ ⋃ ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതതܣ = Χ\݅݊ݐ(⋃ ∈ℕܣ ). 
Δηλαδή το ݅݊ݐ(⋃ ∈ℕܣ ) = ∅.  
Αν τα  δεν είναι κλειστά, τότε επιλέγουμε την ακολουθία (തതതത)∈ℕ.  
Εφόσον το  είναι αραιό για κάθε ݊ ∈ ℕ, τότε και το തതതത είναι αραιό για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Πράγματι αν όχι τότε εφόσον το തതതത = (\തതതത) ⋃ ܣݐ݊݅  και το = ∅ συνεπάγεται ότι  
(\തതതത)ݐ݊݅ ≠ ∅. Έστω ݔ ∈ ݔ τότε (\തതതത)ݐ݊݅ ∈ ߝ തതതത και ταυτόχρονα υπάρχει > 0 έτσι 
ώστε ݔ)߀, (ߝ ⊆ ,ݔ)߀ . Συνεπώς ισχύει ταυτόχρονα ότι\തതതത (ߝ ⋂  ≠ ∅ και 
,ݔ)߀ (ߝ ⋂  = ∅. Άτοπο.  
Δηλαδή για κάθε ݊ ∈ ℕ το υποσύνολο Χ\തതതത είναι πυκνό στο Χ. Από το θεώρημα κατηγορίας 
του Baire η ⋂ (Χ\ܣതതതത)∈ℕ  είναι πυκνό υποσύνολο στο Χ. Συνεπώς καταλήγουμε στο ότι 
⋃)ݐ݊݅ തതതത∈ℕܣ ) = ∅.  
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Εφόσον ισχύει ότι ݅݊ݐ(⋃ തതതത∈ℕܣ ) ⊇ ⋃)ݐ݊݅ ∈ℕܣ ), συνεπάγεται ότι ݅݊ݐ(⋃ ∈ℕܣ ) = ∅. 
Αν  ≠ ∅ ανοικτό υποσύνολο του Χ είναι πρώτης κατηγορίας τότε θα γράφεται ως 
αριθμήσιμη ένωση αραιών υποσυνόλων του Χ. Εφόσον το  είναι ανοικτό, θα έχει μη κενό 
εσωτερικό σύνολο. Από τα προαναφερόμενα αυτό είναι άτοπο. 
 
 
Θεώρημα-Έστω ݂|(ሾ0,1ሿ, | |) → (ℝ, | |) συνάρτηση. Ορίζουμε αναδρομικά την ݊ −τάξης 
παράγουσα ܨ της ݂ στο ሾ0,1ሿ όπως αποτυπώνεται ακολούθως, ܨ(ݔ) =  ିଵ௫ܨ

  με ݐ݀(ݐ)
(ݔ)ܨ = ݔ Τότε η ݂ είναι μηδενική στο ሾ0,1ሿ αν και μόνο αν για κάθε .(ݔ)݂ ∈ ሾ0,1ሿ υπάρχει  
(ݔ)݊ ∈ ℕ έτσι ώστε ܨ(௫)(ݔ) = 0. 
Απόδειξη-Το ευθύ πρόβλημα είναι άμεσο.  
Αντίστροφα έστω ότι για κάθε ݔ ∈ ሾ0,1ሿ υπάρχει  ݊(ݔ) ∈ ℕ με ܨ(௫)(ݔ) = 0.  
Εφόσον η ܨ είναι διαφορίσιμη και άρα συνεχής, τότε το ܨି ଵ(ሼ0ሽ) είναι κλειστό για κάθε 
݊ ∈ ℕ. Από την υπόθεση προκύπτει άμεσα ότι ⋃ ିܨ ଵ(ሼ0ሽ)∈ℕ = ሾ0,1ሿ. 
Λόγω της συνέχειας της ݂, αρκεί να δείξουμε ότι η ݂ είναι μηδενική στο (0,1).  
Έστω ότι υπάρχει ݔ ∈ (0,1) ώστε ݂(ݔ) ≠ 0. Από υπόθεση υπάρχει ݊(ݔ) ∈ ℕ έτσι ώστε 
ݔ ∈ (௫)ିଵܨ (ሼ0ሽ). Αν ݔ ∈ (௫)ିଵܨ൛ݐ݊݅ (ሼ0ሽ)ൟ τότε υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε ሾݔ − ,ߝ ݔ + ሿߝ ⊆
(௫)ିଵܨ (ሼ0ሽ). Με διαδοχικές παραγωγίσεις προκύπτει ότι το ݂(ݖ) = 0 για κάθε ݖ ∈
ሾݔ − ,ߝ ݔ + ݔ ሿ. Άτοπο. Άρα τοߝ ∈ (௫)ିଵܨ߲ (ሼ0ሽ). Δηλαδή ݔ ∈ ⋃ ିܨ߲ ଵ(ሼ0ሽ)∈ℕ .  
Εφόσον έχουμε υποθέσει ότι ݂(ݔ) ≠ 0 και επειδή η ݂ είναι συνεχής, από τον ορισμό της 
συνέχειας, θα υπάρχει ανοικτό διάστημα (ݔ − ,ߜ ݔ + (ߜ ⊆ (0,1) έτσι ώστε η ݂ να είναι 
διάφορη του μηδενός. Από τα προαναφερόμενα το ανοικτό διάστημα θα περιέχεται στο 
⋃ ିܨ߲ ଵ(ሼ0ሽ)∈ℕ .  
Από προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι το ߲ܨି ଵ(ሼ0ሽ) είναι αραιό υποσύνολο του ሾ0,1ሿ ως 
σύνορο του κλειστού συνόλου ܨି ଵ(ሼ0ሽ), για κάθε ݊ ∈ ℕ. Από προηγούμενη πρόταση, 
εφόσον τα ሼ߲ܨି ଵ(ሼ0ሽ)ሽ∈ℕ είναι αραιά υποσύνολα του ሾ0,1ሿ, προκύπτει ότι 
ݐ݊݅ ⋃ ିܨ߲ ଵ(ሼ0ሽ)∈ℕ = ∅. Άτοπο. 
 
 
Θεώρημα-Για κάθε φυσικό αριθμό n, στον μετρικό χώρο (ሾ0,1ሿ, | |) υπάρχει ένα πουθενά 
πυκνό κλειστό υποσύνολο του, το οποίο έχει μέτρο Lebesgue 1 − 1ൗ݊ . Αυτό συνεπάγεται την 
ύπαρξη ενός υποσυνόλου του ሾ0,1ሿ, το οποίο είναι Πρώτης Κατηγορίας και έχει Lebesgue 
μέτρο 1. 
Απόδειξη-(i) Το πρώτο μέρος του Θεωρήματος θα δειχθεί γενικότερα για 0 < ߙ < 1.     
Κατασκευάζουμε μία φθίνουσα ακολουθία κλειστών συνόλων παρόμοια με αυτή του 
συνόλου Cantor, μόνο που τώρα στο 1ο βήμα της κατασκευής δεν αφαιρούμε από το 
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Β ட = ሾ0,1ሿ το ανοικτό διάστημα ቀଵ
ଷ , ଶ

ଷቁ, αλλά το ανοικτό διάστημα ߇ଵ,ଵ = ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷ , ଵ
ଶ + 

ଶ∙ଷቁ 
μήκους 3/ߙ του οποίου το μέσο είναι το  ଵଶ . 
Συνεπώς προκύπτουν τα κλειστά διαστήματα  ܬଵ,ଵ = ቂ0, ଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቃ  και  ܬଵ,ଶ = ቂଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷ , 1ቃ. 

Θέτουμε  Βଵ = ଵ,ଵܬ ⋃   ,ଵ,ଶ . Το μέτρο Lebesgue του Βଵ είναιܬ
݉(Βଵ) = ݉ ቀቂ0, ଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቃቁ + ݉ ቀቂଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷ , 1ቃቁ = ଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷ + ଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷ = 1 − 

ଷ. 
Στο 2ο βήμα αφαιρούμε τα ανοικτά διαστήματα 
ଶ,ଵ߇  = ቀଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ − 
ଶ∙ଽ , ଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ + 
ଶ∙ଽቁ  

ଶ,ଶ߇  = ቀଵ
ଶ ቀ1 + ଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷቁ − 

ଶ∙ଽ , ଵ
ଶ ቀ1 + ଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷቁ + 

ଶ∙ଽቁ  
μήκους 3/ߙଶ των οποίων τα μέσα ταυτίζονται με αυτά των διαστημάτων ܬଵ,ଵ ,  ଵ,ଶ. Συνεπώςܬ
προκύπτουν τα ακόλουθα κλειστά διαστήματα,  
ଶ,ଵܬ  = ቂ0, ଵ

ସ ቀ1 − 
ଷቁ − ఈ

ଶ∙ଽቃ  
ଶ,ଶܬ  = ቂଵ

ସ ቀ1 − 
ଷቁ + ఈ

ଶ∙ଽ , ଵ
ଶ ቀ1 − ఈ

ଷቁቃ  
ଶ,ଷܬ  = ቂଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷ , ଵ

ଶ + ଵ
ସ ቀ1 + 

ଷቁ − ఈ
ଶ∙ଽቃ 

ଶ,ସܬ  = ቂଵ
ଶ + ଵ

ସ ቀ1 + 
ଷቁ + ఈ

ଶ∙ଽ , 1ቃ  
με Βଶ = ଶ,ଵܬ ⋃ ଶ,ଶܬ ⋃ ଶ,ଷܬ ⋃   .ଶ,ସܬ
 
Το αντίστοιχο μέτρο Lebesgue του Βଶ είναι,     
 ݉(Βଶ) = ݉൫ܬଶ,ଵ ⋃ ଶ,ଶܬ ⋃ ଶ,ଷܬ ⋃ ଶ,ସ൯ܬ = ݉൫ܬଶ,ଵ൯ + ݉൫ܬଶ,ଶ൯ + ݉൫ܬଶ,ଷ൯ + ݉൫ܬଶ,ସ൯ = 4 ∙
ቀ ଵ

ଶమቁ ቂ1 − ఈ
ଷ − ఈ

ଷ ∙ ଶ
ଷቃ = 1 − ఈ

ଷ ቀ1 + ଶ
ଷቁ         

 
Στο 3ο βήμα αφαιρούμε τα ανοικτά διαστήματα 
ଷ,ଵ߇ = ቀଵ

ଶ ቄଵ
ଶ ቀଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቁ − 

ଶ∙ଽቅ − ఈ
ଶ∙ଶ , ଵ

ଶ ቄଵ
ଶ ቀଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቁ − 

ଶ∙ଽቅ + ఈ
ଶ∙ଶቁ  

ଷ,ଶ߇  = ቀଵ
ଶ ቄଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷ + ଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ + 
ଶ∙ଽቅ − ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ଶ ቄଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷ + ଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ + 
ଶ∙ଽቅ + ఈ

ଶ∙ଶቁ 

ଷ,ଷ߇ = ቀଵ
ଶ ቄଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ − 
ଶ∙ଽ + ଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷቅ − ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ଶ ቄଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ − 
ଶ∙ଽ + ଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷቅ +

ఈ
ଶ∙ଶቁ  

ଷ,ସ߇  = ቀଵ
ଶ ቄ1 + ଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ + 
ଶ∙ଽቅ − ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ଶ ቄ1 + ଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ + 
ଶ∙ଽቅ + ఈ

ଶ∙ଶቁ 
μήκους 3/ߙଷ των οποίων τα μέσα ταυτίζονται με αυτά των διαστημάτων ܬଶ,ଵ, ,ଶ,ଶܬ ,ଶ,ଷܬ  .ଶ,ସܬ
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Συνεπώς προκύπτουν τα ακόλουθα κλειστά διαστήματα,  
ଷ,ଵܬ  = ቂ0, ଵ

ଶ ቄଵ
ଶ ቀଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቁ − 

ଶ∙ଽቅ − ఈ
ଶ∙ଶቃ  

ଷ,ଶܬ  = ቂଵ
ଶ ቄଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ − 
ଶ∙ଽቅ + ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ସ ቀ1 − 

ଷቁ − ఈ
ଶ∙ଽቃ  

ଷ,ଷܬ  = ቂଵ
ସ ቀ1 − 

ଷቁ + ఈ
ଶ∙ଽ , ଵ

ଶ ቄଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷ + ଵ
ଶ ቀଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷቁ + 

ଶ∙ଽቅ − ఈ
ଶ∙ଶቃ 

ଷ,ସܬ  = ቂଵ
ଶ ቄଵ

ଶ − 
ଶ∙ଷ + ଵ

ଶ ቀଵ
ଶ − 

ଶ∙ଷቁ + 
ଶ∙ଽቅ + ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ଶ ቀ1 − ఈ

ଷቁቃ  
ଷ,ହܬ  = ቂଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷ , ଵ

ଶ ቄଵ
ଶ ൬1 + ଵ

ଶ ቀ1 + ఈ
ଷቁ൰ − 

ଶ∙ଽ + ଵ
ଶ + 

ଶ∙ଷቅ − ఈ
ଶ∙ଶቃ  

ଷ,ܬ  = ቂଵ
ଶ ቄଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ − 
ଶ∙ଽ + ଵ

ଶ + 
ଶ∙ଷቅ + ఈ

ଶ∙ଶ , ଵ
ଶ + ଵ

ସ ቀ1 + 
ଷቁ − ఈ

ଶ∙ଽቃ 

ଷ,ܬ  = ቂଵ
ଶ + ଵ

ସ ቀ1 + 
ଷቁ + ఈ

ଶ∙ଽ , ଵ
ଶ ቄ1 + ଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ + 
ଶ∙ଽቅ − ఈ

ଶ∙ଶቃ  

଼,ଷܬ  = ቂଵ
ଶ ቄ1 + ଵ

ଶ ൬1 + ଵ
ଶ ቀ1 + ఈ

ଷቁ൰ + 
ଶ∙ଽቅ + ఈ

ଶ∙ଶ , 1ቃ  
με Βଷ = ଷ,ଵܬ ⋃ ଷ,ଶܬ ⋃ ଷ,ଷܬ ⋃ ଷ,ସܬ ⋃ ଷ,ହܬ ⋃ ଷ,ܬ ⋃ ଷ,ܬ ⋃   .଼,ଷܬ
 
Το αντίστοιχο μέτρο Lebesgue του Βଷ είναι,     
 ݉(Βଷ) = ݉൫ܬଷ,ଵ ⋃ ଷ,ଶܬ ⋃ ଷ,ଷܬ ⋃ ଷ,ସܬ ⋃ ଷ,ହܬ ⋃ ଷ,ܬ ⋃ ଷ,ܬ ⋃ ଷ,଼൯ܬ = ݉൫ܬଷ,ଵ൯ + ݉൫ܬଷ,ଶ൯ +
݉൫ܬଷ,ଷ൯ + ݉൫ܬଷ,ସ൯ + ݉൫ܬଷ,ହ൯ + ݉൫ܬଷ,൯ + ݉൫ܬଷ,൯ + ݉൫ܬଷ,଼൯ = 8 ∙ ቀ ଵ

ଶయቁ ቂ1 − ఈ
ଷ − ଶఈ

ଽ − ସఈ
ଶቃ =

1 − ఈ
ଷ ൬1 + ଶ

ଷ + ቀଶ
ଷቁଶ൰ 

 
Επαναλαμβάνουμε την διαδικασία μέχρι το n-1-οστό βήμα. Από τα κλειστά διαστήματα 
ିଵ, του σύνολο Βିଵܬ = ⋃ ିଵ,ଶషభܬ

ୀଵ  αφαιρούμε τα ανοικτά διαστήματα ߇,, με 1 ≤ ݇ ≤
2ିଵ, τα οποία έχουν μήκος 3/ߙ και το ίδιο μέσο με τα αντίστοιχα ܬିଵ,. κλειστά 
διαστήματα.  
Για κάθε 1 ≤ ݇ ≤ 2ିଵ από το διάστημα ܬିଵ, προκύπτουν τα κλειστά διαστήματα ܬ,ଶିଵ 
και  ܬ,ଶ. Το ܬ,ଶିଵ έχει το ίδιο αριστερό άκρο με το ܬିଵ, και το  ܬ,ଶ έχει το ίδιο δεξιο 
άκρο με το ܬିଵ,. Συνεπώς προκύπτει το ακόλουθο σύνολο κλειστών και ξένων ανά δύο 
διαστημάτων ൛ܬ,ൟୀଵ

ଶ . Το μέτρο Lebesgue του ܬ, ,για κάθε 1 ≤ ݇ ≤ 2, είναι 

݉൫ܬ,൯ = ൬ 1
2൰ ቈ1 − ߙ

3 ቆ1 + 2
3 + ൬2

3൰
ଶ

+ ⋯ + ൬2
3൰

ିଵ
ቇ = 1

2 − ܽ
2 + ܽ

3 
Το σύνολο Β = ,ଵܬ ⋃ ,ଶܬ ⋃∙∙∙ ⋃  ,ଶ προκύπτει από το Βିଵ αν αφαιρέσουμε από τοܬ
τελευταίο τα 2ିଵ το πλήθος ανοικτά και ξένα ανά δύο διαστήματα ߇,, μήκους ఈ

ଷ.  

Το μέτρο Lebesgue των ൛߇,ൟୀଵ
ଶషభ είναι 
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݉(ሾ0,1ሿ\Β) =  ݉൫ܫ,൯
ଶషభ

ୀଵ
= 2ିଵ ܽ

3 = ܽ
2  ∙ ൬2

3൰


 

Τα αντίστοιχα κλειστά και ξένα ανά δύο διαστήματα ൛ܬ,ൟୀଵ
ଶ  έχουν μέτρο Lebesgue  

݉(Β) =  ݉൫ܬ,൯ =
ଶ

ୀଵ
2 ൬ 1

2 − ܽ
2 + ܽ

3൰ = 1 − ܽ + ܽ ൬2
3൰


 

Θέτουμε Cఈ = ⋂ Β∈ℕ . Εφόσον η ሼΒሽ∈ℕ είναι φθίνουσα και ݉(ሾ0,1ሿ) = 1 < ∞ 
συνεπάγεται ότι, 

݉ ൭ሩ Β
∈ℕ

൱ = lim→ஶ ݉(Β) = 1 −  .ߙ

Συνεπώς το μέτρο Lebesgue του συμπληρώματος του ܥ είναι, 

ܽ = 1 − (1 − ܽ) = ݉(ሾ0,1ሿ) − ݉ ൭ሩ Β
∈ℕ

൱ = ݉ ൭ሾ0,1ሿ\ ሩ Β
∈ℕ

൱ = ݉ ቌራ ራ ,߇
ଶషభ

ୀଵ∈ℕ
ቍ

=   ݉൫߇,൯ ଶషభ

ୀଵ∈ℕ
= ܽ

2 ∙  ൬2
3൰



∈ℕ
 

Το Cఈ είναι πουθενά πυκνό, δηλαδή το ݅݊ݐCఈ = ∅.  
Πράγματι έστω ότι υπάρχει ανοικτό διάστημα (ߙ, ܾ) ⊆ Cఈ ≠ ∅, όπου ܾ > ܽ. Tότε από 
κατασκευή υπάρχει φθίνουσα ακολουθία ൛ܬ,()ൟ∈ℕ έτσι ώστε (ߙ, ܾ) ⊆ ⋂ ,()∈ℕܬ . 
Συνεπώς  

0 ≤ ݉൫(ߙ, ܾ)൯ ≤ ݉൫⋂ ,()∈ℕܬ ൯ = lim→ஶ ݉൫ܬ,()൯ = lim→ஶ
ଵ

ଶ − 
ଶ + 

ଷ = 0. 
Άρα ܾ − ߙ = ݉൫(ߙ, ܾ)൯ = 0. Άτοπο.  
Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι για κάθε 0 < ߙ < 1 υπάρχει ένα πουθενά πυκνό 
κλειστό σύνολο Cఈ υποσύνολο του ሾ0,1ሿ, το οποίο έχει μέτρο Lebesgue 1 −  .ߙ
(ii) Από το (i) έχουμε ότι υπάρχει ακολουθία ሼሽ∈ℕ πουθενά πυκνών και κλειστών 
υποσυνόλων του (ሾ0,1ሿ, | |), με μέτρο Lebesgue ݉() = 1 − ଵ

. Συνεπώς ισχύει ότι το 
ݐ݊݅ = ∅ και άρα ሾ0,1ሿ\തതതതതതതതതതത = ሾ0,1ሿ για κάθε ݊ ∈ ℕ.  
Εφόσον ⋂(ሾ0,1ሿ\) = ∅, συνεπάγεται ότι το ݉(ሾ0,1ሿ\) = 1ൗ݊ .  
Πράγματι άμεσα προκύπτει ότι ݉(ሾ0,1ሿ\) + ()݉ = )݉ ⋃ሼሾ0,1ሿ\ሽ) = ݉(ሾ0,1ሿ) =
1. Δηλαδή ݉(ሾ0,1ሿ\) + 1 − ଵ

 = 1 αν και μόνο αν ݉(ሾ0,1ሿ\) = 1ൗ݊  για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Ορίζουμε ܥ = ⋃ ୀଵ . Το ܥ είναι κλειστό για κάθε ݊ ∈ ℕ ως πεπερασμένη ένωση των 
κλειστών υποσυνόλων ሼሽଵஸஸ. Είναι άμεσο ότι ⋃ ∈ℕ = ⋃ ∈ℕܥ . 
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Πράγματι έστω ݔ ∈ ⋃ ∈ℕ  τότε υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݔ ∈ ݔ എ. Δηλαδή ∈  എ. Άραܥ
⋃ ∈ℕ ⊆ ⋃ ∈ℕܥ . Αντίστροφα έστω ݔ ∈ ⋃ ∈ℕܥ . Τότε υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε 
ݔ ∈ ݔ  എ. Άραܥ ∈ ⋃ എୀଵ . Δηλαδή ⋃ ∈ℕܥ ⊆ ⋃ ∈ℕ . 
Αν δείξουμε ότι το ܥ είναι πουθενά πυκνό σύνολο για κάθε ݊ ∈ ℕ, τότε το σύνολο ⋃ ∈ℕܥ  
θα είναι Πρώτης Κατηγορίας. 
Από τα προαναφερόμενα για κάθε ݊ ∈ ℕ το ሾ0,1ሿ\ είναι ανοικτό και πυκνό στο (ሾ0,1ሿ, | |). 
Συνεπώς από το θεώρημα Κατηγορίας του Baire το σύνολο ሾ0,1ሿ\ܥ = ⋂ ሾ0,1ሿ\ୀଵ  είναι 
ανοικτό και πυκνό υποσύνολο στο (ሾ0,1ሿ, | |) για κάθε ݊ ∈ ℕ. Δηλαδή ισχύει ότι ݅݊ܥݐ = ∅. 
Άρα το ܥ είναι πουθενά πυκνό σύνολο για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Θα δείξουμε ότι το ݉(⋃ ∈ℕܥ ) = 1.  
Θέτουμε ߀ଵ = ሾ0,1ሿ\ଵ, ߀ଶ = ሼሾ0,1ሿ\ଵሽ⋂ሼሾ0,1ሿ\ଶሽ, … , ߀ = ⋂ ሼሾ0,1ሿ\ሽୀଵ , … . Από 
το θεώρημα Κατηγορίας του Baire το σύνολο ⋂ ሼሾ0,1ሿ\ሽ∈ℕ  είναι πυκνό στο (ሾ0,1ሿ, | |). 
Συνεπώς η ⋂ ሼሾ0,1ሿ\ሽ∈ℕ ≠ ∅.  
Εφόσον η (߀)∈ℕ είναι φθίνουσα και ݉(߀ଵ) = ݉(ሾ0,1ሿ) = 1 < ∞, συνεπάγεται ότι το 
݉(⋂ ∈ℕ߀ ) = ݈݅݉→ஶ݉(߀). Αλλά ݉(߀) ≤ ݉(ሾ0,1ሿ\) = 1ൗ݊  για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
Συνεπώς 0 ≤ ݉(⋂ ∈ℕ߀ ) ≤ ݈݅݉→ஶ 1ൗ݊ = 0. Άρα ݉(⋂ ∈ℕ߀ ) = 0. 
Είναι άμεσο ότι ισχύει ሾ0,1ሿ = ሼ⋃ ∈ℕܥ ሽ ⋃ሼሾ0,1ሿ\ ⋃ ∈ℕܥ ሽ = ሼ⋃ ∈ℕܥ ሽ ⋃ሼ⋂ ∈ℕ߀ ሽ και 
ሼ⋃ ∈ℕܥ ሽ ⋂ሼ⋂ ∈ℕ߀ ሽ=∅. Συνεπώς προκύπτει ότι το ݉(⋃ ∈ℕܥ ) + ݉(⋂ ∈ℕ߀ ) =
݉(ሼ⋃ ∈ℕܥ ሽ ⋂ሼ⋂ ∈ℕ߀ ሽ) = ݉(ሾ0,1ሿ) = 1. Εφόσον το ݉(⋂ ∈ℕ߀ ) = 0, έχουμε ότι  
݉(⋃ ∈ℕܥ ) = 1. 
 
 
Θεώρημα-Έστω ݂|(ℝ, | |) → (ℝ, | |) συνεχής συνάρτηση, έτσι ώστε για κάθε ݔ ∈ ℝ να 
ισχύει ότι ݈݅݉→ஶ݂(݊ݔ) = 0. Τότε ݈݅݉௫→ஶ݂(ݔ) = 0. 
Απόδειξη-Έστω ߝ > 0, τότε για κάθε ݊ ∈ ℕ θέτουμε ܨ = ⋂ ൛ݔ ∈ ℝ | |݂(݉ݔ)| ≤ ߝ 2ൗ ൟஶୀ . 
Από την υπόθεση το ܨ είναι κλειστό για κάθε ݊ ∈ ℕ.  
Πράγματι, εφόσον η ݂ είναι συνεχής, το ݂ିଵ൫ൣ− ߝ 2ൗ , ߝ 2ൗ ൧൯ είναι κλειστό και άρα και το 
ଵ
 ݂ିଵ൫ൣ− ߝ 2ൗ , ε 2ൗ ൧൯ είναι κλειστό για κάθε ݉ ∈ ℕ. Συνεπώς το ܨ = ⋂ ቄݔ ∈ ℝ | ݔ ∈ஶୀ
ଵ
 ݂ିଵ൫ൣ− ߝ 2ൗ , ߝ 2ൗ ൧൯ቅ είναι κλειστό ως τομή κλειστών.  
Επίσης από την υπόθεση ισχύει ότι ℝ = ⋃ ∈ℕܨ .  
Πράγματι έστω ݔ ∈ ℝ τότε για ߝ > 0 υπάρχει ݊(ݔ, (ߝ ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε  ݉ ≥ ,ݔ)݊  η (ߝ
|(ݔ݉)݂| < ε 2ൗ  . Δηλαδή ݔ ∈ (௫,ఌ). Άρα ℝܨ ⊆ ⋃ ∈ℕܨ . Συνεπώς ℝ = ⋃ ∈ℕܨ . 
Εφόσον ο (ℝ, | |) είναι πλήρης, από το θεώρημα Κατηγορίας του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι 
ώστε ݅݊ݐ൫ܨ൯ ≠ ∅. Δηλαδή υπάρχει (ܽ, ܾ) ⊆ ݔ . Συνεπώς για κάθεܨ ∈ (ܽ, ܾ) και για κάθε 
݉ ≥ ݊ఖ ισχύει ότι η |݂(݉ݔ)| ≤ ε 2ൗ . Δηλαδή ⋃ (݉ܽ, ܾ݉)ஶୀഎ ⊆ ൛ݔ ∈ ℝ | |݂(ݔ)| ≤ ε 2ൗ ൟ. 
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1) Υποθέτουμε ότι 0 < ܽ < ܾ. Οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν με παρόμοιους τρόπους. 
Είναι άμεσο ότι για ߊ > ݔܽ݉ ቄ݊ఖ, 

ିቅ, με Μ ∈ ℕ, ισχύει ότι ൫(M + ݈)ܽ, (M + ݈)ܾ൯⋂൫(M +
݈ + 1)ܽ, (M + ݈ + 1)ܾ൯ ≠ ∅ για κάθε ݈ ∈ ℕ.  
Πράγματι αν ݉ ≥ Μ τότε ݉ > 

ି αν και μόνο αν (ܾ − ܽ)݉ > ܽ αν και μόνο αν ܾ݉ >
(1 + ݉)ܽ > ݉ܽ. Δηλαδή (݉ܽ, ܾ݉)⋂൫(݉ + 1)ܽ, (݉ + 1)ܾ൯ ≠ ∅. 
Από τα προαναφερόμενα ισχύει ότι (Μܽ, ∞) = ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ .  
1ος τρόπος. Έστω ݔ ∈ (Μܽ, ∞) και θέτουμε ݊ = ݉݅݊ሼߢ ≥ Μ − ݔ|1 < ߢ) + 1)ܾሽ. Τότε είτε 
ܾ݊ = ܾ݊ είτε ݔ < Όπως έχει ήδη αποδειχθεί ισχύει ότι (1 .ݔ + ݊)ܾ > ܾ݊ > (1 + ݊)ܽ. 
Συνεπώς το ݔ ∈ ൫(1 + ݊)ܽ, (1 + ݊)ܾ൯. Δηλαδή το ݔ ∈ ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ .  
Αντίστροφα έστω ݔ ∈ ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ , τότε υπάρχει ߢ ≥ M έτσι ώστε ݔ ∈ ,ఖܽߢ)  .(ఖܾߢ
Δηλαδή ισχύει ότι ∞ > ఖܾߢ > ݔ > ఖܽߢ > Μߙ. Δηλαδή το ݔ ∈ (Μܽ, ∞). 
2ος τρόπος. Έστω ότι δεν ισχύει η ισότητα, τότε για κάθε ݅ ≥ M υπάρχει ݔ > ݅ܽ με ݔ ∈
(݅ܽ, ∞)\ ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ . Δηλαδή, η ακολουθία ሼݔሽஹ συγκλίνει στο ݔ → ∞, εφόσον η 
ακολουθία συγκλίνει στο ݅ܽ → ∞.  
Έστω ݅ ≥ M, τότε από τα προαναφερόμενα υπάρχει ݔ > ݅ܽ. Εφόσον το ݔ < ∞, συνεπάγεται 
ότι υπάρχει ݅ ≥ ݅, έτσι ώστε ݅ܽ < ݔ < ܾ݅. Από τα προαναφερόμενα έχουμε ότι ݅ ≥ ݅ ≥ Μ 
και για κάθε ݅ ≤ ݈ ≤ ݆ ≤ ݅ ισχύει ότι (݈ܽ, ݈ܾ)⋂(݆ܽ, ݆ܾ) ≠ ∅. Δηλαδή ݔ ∈ (݅ܽ, ܾ݅) =
⋃ (݈ܽ, ݈ܾ)ୀ . Άτοπο. 
Συνοψίζοντας ισχύει ότι,  

(Μܽ, ∞) = ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ ⊆ ⋃ (݉ܽ, ܾ݉) ⊆ஶୀഎ ൛ݔ ∈ ℝ | |݂(ݔ)| ≤ ε 2ൗ ൟ. 
Δηλαδή για ߝ > 0 υπάρχει Μܽ > 0 έτσι ώστε για κάθε ݔ > Μܽ η |݂(ݔ)| <   .ߝ
2) Για την περίπτωση που ߙ < 0 < ܾ, είναι άμεσο ότι για κάθε ݉ ∈ ℕ ισχύει ότι (݉ܽ, ܾ݉) ⊆
൫(݉ + 1)ܽ, (݉ + 1)ܾ൯. Συνεπώς προκύπτει άμεσα ότι ℝ = ⋃ (݉ܽ, ܾ݉)ஶୀഎ ⊆
൛ݔ ∈ ℝ | |݂(ݔ)| ≤ ε 2ൗ ൟ. Δηλαδή αν ߝ > 0 για κάθε ݔ ∈ ℝ η |݂(ݔ)| <    .ߝ
3)Τέλος για την περίπτωση που ߙ < ܾ < 0, είναι άμεσο ότι για ߊ > ݔܽ݉ ቄ݊ఖ, 

ିቅ, με 
Μ ∈ ℕ, ισχύει ότι ൫(M + ݈)ܽ, (M + ݈)ܾ൯⋂൫(M + ݈ + 1)ܽ, (M + ݈ + 1)ܾ൯ ≠ ∅ για κάθε ݈ ∈ ℕ.  
Πράγματι αν ݉ ≥ Μ τότε ݉ ≥ 

ି αν και μόνο αν (ܽ − ܾ)݉ < ܾ αν και μόνο αν (1 +
݉)ܽ < ݉ܽ < (1 + ݉)ܾ < ܾ݉. Δηλαδή (݉ܽ, ܾ݉)⋂൫(݉ + 1)ܽ, (݉ + 1)ܾ൯ ≠ ∅. 
Από τα προαναφερόμενα ισχύει ότι (−∞, Μܾ) = ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ .  
Έστω ݔ ∈ (−∞, Μܾ) και θέτουμε ݊ = ݉݅݊ሼߢ ≥ Μ − ݔ | 1 > ߢ) + 1)ܽሽ. Τότε είτε ݊ܽ =  ݔ
είτε ݊ܽ > Όπως έχει ήδη αποδειχθεί ισχύει ότι (1 .ݔ + ݊)ܽ < ݊ܽ < (1 + ݊)ܾ. Συνεπώς το 
ݔ ∈ ൫(1 + ݊)ܽ, (1 + ݊)ܾ൯. Δηλαδή το ݔ ∈ ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ .  
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Αντίστροφα έστω ݔ ∈ ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ , τότε υπάρχει ߢ ≥ M έτσι ώστε ݔ ∈ ,ఖܽߢ)  .(ఖܾߢ
Δηλαδή ισχύει ότι −∞ < ఖܽߢ < ݔ < ఖܾߢ < Μܾ. Συνεπώς το ݔ ∈ (−∞, Μܾ). 
Συνοψίζοντας ισχύει ότι,  

(−∞, Μܾ) = ⋃ ,ܽߢ) ஶୀ(ܾߢ ⊆ ⋃ (݉ܽ, ܾ݉)ஶୀഎ = ൛ݔ ∈ ℝ | |݂(ݔ)| ≤ ε 2ൗ ൟ. 
Δηλαδή για ߝ > 0 υπάρχει Μܾ < 0 έτσι ώστε για κάθε ݔ < Μܾ η |݂(ݔ)| <   .ߝ
Συνεπώς για την περίπτωση που θέλουμε να δείξουμε ότι το ݈݅݉௫→ାஶ݂(ݔ) = 0 εφαρμόζουμε 
το θεώρημα του Baire στον χώρο (ሾ0,+∞), | |) με ܨ = ⋂ ൛ݔ ∈ ሾ0,+∞) | |݂(݉ݔ)| ≤ ߝ 2ൗ ൟஶୀ  
για κάθε ݊ ∈ ℕ. Για την περίπτωση που θέλουμε να δείξουμε ότι το ݈݅݉௫→ିஶ݂(ݔ) = 0 
εφαρμόζουμε το θεώρημα του Baire στον χώρο ൫(−∞,0ሿ, | |൯ με ܨ = ⋂ ൛ݔ ∈ஶୀ
(−∞,0ሿ | |݂(݉ݔ)| ≤ ߝ 2ൗ ൟ για κάθε ݊ ∈ ℕ. 
 
 
Θεώρημα-Δεν υπάρχει συνεχής συνάρτηση ݂| ℝ → ℝ ώστε ݂(ℚ) ⊆ ℝ\ℚ και ݂(ℝ\ℚ) ⊆ ℚ.  
Απόδειξη-Προς απαγωγή σε άτοπο θεωρούμε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση ݂| ℝ → ℝ που 
να πληρή τις υποθέσεις της εκφώνησης.  
Εφόσον η απεικόνιση ݂| ℝ → ℝ είναι συνάρτηση το υποσύνολο ݂(ℚ) είναι αριθμήσιμο και 
δεδομένου ότι το ݂(ℝ\ℚ) ⊆ ℚ και το υποσύνολο ݂(ℝ\ℚ) είναι αριθμήσιμο. Τέλος επειδή 
ℚ ⋂(ℝ\ℚ) = ∅ συνεπάγεται ότι ݂(ℚ) ⋂ ݂(ℝ\ℚ) = ∅.  
Είναι άμεσο ότι ݂(ℝ) = ݂(ℚ) ⋃ ݂(ℝ\ℚ) και επίσης είναι προφανές ότι το  ݂ିଵ൫݂(ℝ)൯ = ℝ. 
Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι το ݂(ℝ) είναι αριθμήσιμο και κατεπέκταση ισχύουν 
τα ακόλουθα ℝ = ݂ିଵ൫⋃ ௭∈(ℝ)ݖ ൯ = ⋃ ݂ିଵ(ݖ)௭∈(ℝ) .  
Εφόσον ο (ℝ, | |) είναι πλήρης και το ሼݖሽ είναι κλειστό για κάθε ݖ ∈ ݂(ℝ), τότε από το 
θεώρημα κατηγορίας του Baire υπάρχει ሼݖఖሽ έτσι ώστε ݅݊ݐሼ݂ିଵ(ݖఖ)ሽ ≠ ∅. Αυτό συνεπάγεται 
ότι υπάρχει ανοικτό διάστημα (ߙ, ܾ) ⊆ ݂ିଵ(ݖఖ) με ߙ < ܾ. Συνεπώς ισχύει ότι ݂൫(ߙ, ܾ)൯ ⊆
݂൫݂ିଵ(ݖఖ)൯ ⊆ ሼݖఖሽ. Αλλά υπάρχει ݍ ∈ ,ߙ) ܾ) ⋂ ℚ ≠ ∅ και ݎ ∈ ,ߙ) ܾ) ⋂ሼℝ\ℚሽ ≠ ∅. Δηλαδή 
,(ݍ)݂ (ݎ)݂ ∈ ሼݖఖሽ. Όμως ݂(ݍ) ≠ (ݍ)݂ διότι (ݎ)݂ ∈ ݂(ℚ), ݂(ݎ) ∈ ݂(ℝ\ℚ) και ݂(ℚ) ⋂ ݂(ℝ\
ℚ) = ∅. Άτοπο. 
 
 
Θεώρημα- Έστω (Χ, ,πλήρης μετρικός χώρος και ݂| (Χ (ߩ (ߩ → (ℚ, | |) συνεχής συνάρτηση. 
Τότε υπάρχει μη κενό ανοικτό υποσύνολο Α ⊆ Χ, ώστε ο περιορισμός της ݂ στο Α να είναι 
σταθερή συνάρτηση. 
Απόδειξη-Θέτουμε ℚ = ሼݍሽ∈ℕ. Συνεπώς ισχύει ότι X = ሼx ∈ X | ݂(ݔ) ∈ ℚሽ = ݂ିଵ(ℚ) =
⋃ ݂ିଵ∈ℕ (ሼݍሽ).  
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Εφόσον η ݂| (Χ, (ߩ → (ℚ, | |) είναι συνεχής το υποσύνολο ݂ିଵ(ሼݍሽ)  είναι κλειστό, 
δεδομένου ότι το ሼݍሽ είναι ταυτόχρονα κλειστό και ανοικτό στον χώρο (ℚ, | |).  
Από το θεώρημα κατηγορίας του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݅݊ݐ൛݂ିଵ൫൛ݍൟ൯ൟ ≠ ∅. 
Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει ανοικτό υποσύνολο A ⊆ ݂ିଵ൫൛ݍൟ൯. Άμεσα προκύπτει ότι 
݂(A) ⊆ ݂ ቀ݂ିଵ൫൛ݍൟ൯ቁ = ൛ݍൟ. Δηλαδή για κάθε ݔ ∈ A  το ݂(ݔ) =  . Συνεπώς η ݂ είναιݍ
σταθερή συνάρτηση στο ανοικτό υποσύνολο A του μετρικού χώρου (Χ,  .(ߩ
 
 
Θεώρημα- Έστω μία συνεχής και 1-1 συνάρτηση ݂|ℚ → ℝ, τότε το αριθμήσιμο σύνολο 
݂(ℚ) δεν έχει μεμονωμένα σημεία και η ݂(ℚ)തതതതതതത είναι υπεραριθμήσιμο σύνολο.  
Απόδειξη-Προς απαγωγή σε άτοπο θεωρούμε ότι υπάρχει μεμονωμένο σημείο ݂(ݍ) στο 
݂(ℚ) με ݍ ∈ ℚ. Δηλαδή υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε (݂(ݍ) − ,ߝ (ݍ)݂ + (ߝ ⋂ ݂(ℚ) =  .(ݍ)݂
Εφόσον η ݂ είναι συνεχής συνάρτηση υπάρχει ߜ > 0  έτσι ώστε ݂൫(ݍ − ,ߜ ݍ + (ߜ ⋂ ℚ൯ ⊆
(ݍ)݂) − ,ߝ (ݍ)݂ + ݍ)Επομένως έχουμε τα ακόλουθα ݂൫ .(ߝ − ,ߜ ݍ + (ߜ ⋂ ℚ൯ =
݂൫(ݍ − ,ߜ ݍ + (ߜ ⋂ ℚ൯ ⋂ ݂(ℚ) ⊆ (ݍ)݂) − ,ߝ (ݍ)݂ + (ߝ ⋂ ݂(ℚ) = ሼ݂(ݍ)ሽ. Άτοπο 
δεδομένου ότι το σύνολο (ݍ − ,ߜ ݍ + (ߜ ⋂ ℚ είναι άπειρο αριθμήσιμο και η ݂ είναι 1-1.  
Το σύνολο ݂(ℚ)തതതതതതത δεν έχει μεμονωμένα σημεία. 
Πράγματι έστω ݖ μεμονωμένο σημείο του ݂(ℚ)തതതതതതത. Από τα προηγούμενα έχουμε ότι ݖ ∈
݂(ℚ)തതതതതതത\݂(ℚ).  Δηλαδή υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε (ݖ − ,ߝ ݖ + (ߝ ⋂ ݂(ℚ)തതതതതതത = ሼݖሽ. Εφόσον το 
ݖ ∈ ݂(ℚ)തതതതതതത, τότε για κάθε ߜ > 0 ισχύει ότι (ݖ − ,ߜ ݖ + (ߜ ⋂ ݂(ℚ) ≠ ∅. Συνεπώς για τυχαίο 
ߜ > 0 υπάρχει ݖ ≠ ݖ  μεݖ ∈ ݖ) − ,ߜ ݖ + (ߜ ⋂ ݂(ℚ) ⊆ ݖ) − ,ߜ ݖ + (ߜ ⋂ ݂(ℚ)തതതതതതത = ሼݖሽ. 
Άτοπο. Άρα το ݖ δεν είναι μεμονωμένο σημείο του ݂(ℚ)തതതതതതത.  
Αν (ݖ − ,ߜ ݖ + (ߜ ⋂ ݂(ℚ) = ሼݖሽ τότε το ݖ είναι μεμονωμένο σημείο του ݂(ℚ). Άτοπο 
από τα προαναφερόμενα. 
Έστω ότι το ݂(ℚ)തതതതതതത δεν είναι υπεραρθμήσιμο. Θέτουμε ݂(ℚ)തതതതതതത = ⋃ ሼݖሽ∈ℕ . Εφόσον ο χώρος 
(ℝ, | |) είναι πλήρης τότε και ο χώρος ൫݂(ℚ)തതതതതതത, | |൯ είναι πλήρης.  
Δεδομένου ότι το ݂(ℚ)തതതതതതത δεν περιέχει μεμονωμένα σημεία στον χώρο (ℝ, | |), τότε για κάθε 
ݖ ∈ ݂(ℚ)തതതതതതത το ሼݖሽ είναι κλειστό στον χώρο (ℝ, | |). Συνεπώς και το ሼݖሽ = ݂(ℚ)തതതതതതത ⋂ሼݖሽ είναι 
κλειστό στο χώρο ൫݂(ℚ)തതതതതതത, | |൯. 
Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι το ݂(ℚ)തതതതതതത\ሼݖሽ είναι ανοικτό και πυκνό στον πλήρη 
μετρικό χώρο ൫݂(ℚ)തതതതതതത, | |൯ για κάθε ݊ ∈ ℕ. Από το θεώρημα κατηγορίας του Baire το σύνολο 
⋂  ݂(ℚ)തതതതതതത\ሼݖሽ∈ℕ = ݂(ℚ)തതതതതതത\ ⋃ ሼݖሽ = ݂(ℚ)തതതതതതത\݂(ℚ)തതതതതതത∈ℕ = ∅ είναι πυκνό υποσύνολο στον χώρο 
൫݂(ℚ)തതതതതതത, | |൯. Άτοπο. Άρα το ݂(ℚ)തതതതതതത είναι υπεραρθμήσιμο.  
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Θεώρημα- Έστω (ߕ, πλήρης μετρικός χώρος και ℒ (ߩ = ሼ݂|(X, (ߩ → (ℝ, | |)ሽ μία οικογένεια 
συνεχών συναρτήσεων έτσι ώστε για κάθε ݔ ∈ ܺ υπάρχει ߊ௫ > 0 με |݂(ݔ)| <  ௫ για κάθεܯ
݂ ∈ ℒ, τότε υπάρχει Ο ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του (Χ, ݔ τέτοιο ώστε για κάθε ,(ߩ ∈ Ο 
υπάρχει ανοικτή περιοχή ܷ  του  ݔ στην οποία το ℒ = ሼ݂|(X, (ߩ → (ℝ, | |)ሽ είναι ομοιόμορφα 
φραγμένο. 
Απόδειξη-Για κάθε ݊ ∈ ℕ θέτουμε ߃ = ሼݔ ∈ X | |݂(ݔ)| ≤ ݊ , ∀݂ ∈ ℒሽ. Εφόσον το σύνολο 
݊  είναι πουθενά πυκνό για κάθε߃ܾ݀  είναι κλειστό τότε το߃ ∈ ℕ. Συνεπώς από 
προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι το σύνολο ݅݊ݐ ⋃ ∈ℕ߃ܾ݀ = ∅. Δηλαδή το X\ ⋃ ∈ℕ߃ܾ݀  
είναι πυκνό στο χώρο X. 
Όπως αποδείχθηκε στο προηγούμενο θεώρημα το X = ⋃ ∈ℕܧ . Άρα ισχύει ότι X\
⋃ ∈ℕ߃ܾ݀ ⊆ ⋃ ∈ℕ߃ݐ݊݅ .  
Πράγματι έστω ݔ ∈ X\ ⋃ ܾ݀ ∈ℕ , τότε ݔ ∉ ⋃ ∈ℕ߃ܾ݀ , δηλαδή για κάθε ݊ ∈ ℕ ισχύει ότι 
ݔ ∉ ݊ . Συνεπώς για κάθε߃ܾ݀ ∈ ℕ ισχύει ότι ݔ ∉ ߃ ⋂ Χ\߃തതതതതതത.  
Επίσης εφόσον το ݔ ∈ ⋃ ∈ℕܧ  υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݔ ∈ ݔ . Δηλαδή έχουμεܧ ∈  ܧ
και ݔ ∉ ܾ݀ എ. 
Αν το ݔ ∉ ݅݊  τότε για κάθε ߜ > 0 θα ισχύει ότι ݔ)߀, (ߜ ⋂ X\ܧ ≠ ∅. Δηλαδή το 
ݔ ∈ X\ܧതതതതതതതത. Αυτό συνεπάγεται ότι ݔ ∈ ܧ ⋂ X\ܧതതതതതതതത = ݔ . Άτοπο. Συνεπώςܧܾ݀ ∈   .ܧݐ݊݅
Εφόσον το σύνολο ܾ݀߃ είναι κλειστό και πουθενά πυκνό για κάθε ݊ ∈ ℕ, από την 
ισοδύναμη μορφή του θεωρήματος Baire έχουμε ότι ݅݊ݐ ⋃ ∈ℕ߃ܾ݀ = ∅. Συνεπώς  ισχύουν 
τα ακόλουθα Χ = X\ ⋃ ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതതതതത߃ܾ݀ ⊆ ⋃ ଓ݊߃ݐ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതത ⊆ Χ. Συνεπώς ⋃ ଓ݊߃ݐ∈ℕതതതതതതതതതതതതതതത = Χ. Δηλαδή το 
υποσύνολο ⋃ ∈ℕ߃ݐ݊݅  είναι ανοικτό και πυκνό στον (Χ,   .(ߩ
Έστω ݔ ∈ ⋃ ∈ℕ߃ݐ݊݅  τότε υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ και ߝ > 0 έτσι ώστε η ݔ)߀, (ߝ ⊆ എ߃ =
ሼݔ ∈ X | |݂(ݔ)| ≤ ݊ఖ , ∀݂ ∈ ℒሽ. Δηλαδή υπάρχει σταθερά M௫ > 0 έτσι ώστε για κάθε 
ݖ ∈ ,ݔ)߀ ݂ και για κάθε (ߝ ∈ ℒ να ισχύει ότι |݂(ݖ)| ≤ M௫. Συνεπώς το σύνολο ℒ είναι 
ομοιόμορφα φραγμένο στο ݔ)߀,   .(ߝ
Το Ο = ⋃ ∈ℕ߃ݐ݊݅  είναι το ζητούμενο σύνολο του θεωρήματος.  
 
 
Θεώρημα-Έστω (Χ,  είναι αριθμήσιμος πλήρης μετρικός χώρος. Τότε το σύνολο των (ߩ
μεμονωμένων σημείων Μ του Χ είναι Gஔ πυκνό στο Χ. 
Απόδειξη-Αρχικά θα δείξουμε ότι ο (Χ,   .περιέχει μεμονωμένα σημεία (ߩ
Πράγματι αν όχι τα Χ\ሼݔሽ είναι ανοικτά και πυκνά στον (Χ, ,Εφόσον ο (Χ .(ߩ  είναι πλήρης (ߩ
από το θεώρημα Baire ισχύει ότι το σύνολο ⋂ Χ\ሼݔሽ௫∈  είναι πυκνό στον X. Δηλαδή 
⋂ Χ\ሼݔሽ௫∈ ≠ ∅. Έστω ݔ ∈ ⋂ Χ\ሼݔሽ௫∈ . Τότε ݔ ∈ Χ\ሼݔሽ. Άτοπο.  
Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι το σύνολο των μεμονωμένων σημείων του Χ είναι πυκνό.  
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Έστω ένα μη κενό ανοικτό υποσύνολο V του Χ και έστω ότι δεν περιέχει μεμονωμένα σημεία. 
Τότε και η κλειστότητα του Vഥ δεν περιέχει μεμονωμένα σημεία.  
Πράγματι έστω ݔ ∈ Vഥ μεμονωμένο σημείο του. Τότε υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε ݔ)߀, (ߝ ⋂ Vഥ =
ሼݔሽ. Εφόσον ισχύει ότι ݔ)߀, (ߜ ⋂ V ≠ ∅ για κάθε ߜ > 0 συνεπάγεται ότι ∅ ≠ ,ݔ)߀ (ߝ ⋂ V ⊂
,ݔ)߀ (ߝ ⋂ Vഥ = ሼݔሽ. Δηλαδή ݔ)߀, (ߝ ⋂ V = ሼݔሽ. Άτοπο.  
Εφόσον ο (Χ, ,είναι πλήρης μετρικός χώρος τότε και ο (Vഥ (ߩ  .είναι πλήρης μετρικός χώρος (ߩ
Δεδομένου ότι το Vഥ δεν έχει μεμονωμένα σημεία είναι υπεραριθμήσιμο. 
Πράγματι αν όχι τότε Vഥ = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ .  
Δεδομένου ότι το σύνολο Vഥ δεν περιέχει μεμονωμένα σημεία στον (Χ,  συνεπάγεται ότι ο ,(ߩ
χώρος (Vഥ, ሽݔδεν περιέχει μεμονωμένα σημεία. Αν όχι, θα έχουμε ሼ (ߩ = ,ݔ)ഥ߀ (ߜ =
,ݔ)߀ (ߝ ⋂ Vഥ. Δηλαδή το ݔ είναι μεμονωμένο σημείο του Vഥ. Άτοπο. Συνεπώς για κάθε ݊ ∈ ℕ 
το μονοσύνολο ሼݍሽ είναι μόνο κλειστό στον (Vഥ,   .(ߩ
Εφόσον ο (Vഥ, είναι πλήρης μετρικός χώρος από το θεώρημα Baire υπάρχει ݊ఖ (ߩ ∈ ℕ έτσι 
ώστε ݅݊ݐ൛ݍൟ ≠ ∅. Δηλαδή υπάρχει ߝ > 0 έτσι ώστε  ߀൫ݍ , ൯ߝ ⊆ ൛ݍൟ . Άτοπο διότι το 
 . δεν είναι μεμονωμένο σημείοݍ
Άρα το V περιέχει μεμονωμένα σημεία. Δηλαδή το σύνολο των μεμονωμένων σημείων Μ του 
Χ είναι πυκνό στον (Χ,  Τέλος εφόσον ο Χ είναι αριθμήσιμος, τότε το Μ είναι η .(ߩ
αριθμήσιμη ένωση των μεμονωμένων σημείων. Εφόσον τα μεμονωμένα σημεία είναι ανοικτά 
σύνολα συνεπάγεται ότι το Μ είναι ανοικτό. Δηλαδή το Μ είναι Gஔ.   
 
 
Θεώρημα-Δεν υπάρχει ακολουθία ሼ ݂ሽ∈ℕ συνεχών πραγματικών συναρτήσεων, η οποία να 
συγκλίνει κατά σημείο στην συνάρτηση Dirichlet Χℚ = ൜1 ݔ ∈ ℚ0 ݔ ∉ ℚ .  
Απόδειξη-Έστω ότι υπάρχει ακολουθία πραγματικών συνεχών συναρτήσεων ሼ ݂ሽ∈ℕ έτσι 
ώστε lim→ஶ ݂ (ݔ) = Χℚ(ݔ) για κάθε ݔ ∈ ℝ.  
Θα δείξουμε ότι ℝ\ℚ = ⋃ ⋂ ሼݔ ∈ ℝ || ݂(ݔ)| ≤ ሽஶୀ∈ℕߙ  για κάθε 0 < ߙ < 1. 
Πράγματι έστω ݔ ∈ ℝ\ℚ τότε εφόσον lim→ஶ ݂ (ݔ) = 0, υπάρχει ݉ఖ(ߙ) ∈ ℕ έτσι ώστε για 
κάθε ݉ ≥ ݉ఖ(ߙ) να ισχύει ότι | ݂(ݔ)| ≤ ݔ Δηλαδή.ߙ ∈ ⋂ ሼݖ ∈ ℝ | | ݂(ݖ)| ≤ ሽஹ(ఈ)ߙ . 
Συνεπώς ݔ ∈ ⋃ ⋂ ሼݔ ∈ ℝ || ݂(ݔ)| ≤ ሽஶୀ∈ℕߙ . Άρα 
ℝ\ℚ ⊆ ⋃ ⋂ ሼݔ ∈ ℝ | | ݂(ݔ)| ≤ ሽஶୀ∈ℕߙ . 
Αντίστροφα έστω ݔ ∈ ⋃ ⋂ ሼݖ ∈ ℝ || ݂(ݖ)| ≤ ሽஹ∈ℕߙ . Τότε υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε 
ݔ ∈ ⋂ ሼݖ ∈ ℝ || ݂(ݖ)| ≤ ሽஹߙ . Συνεπώς lim→ஶ ݂ (ݔ) = Χℚ(ݔ) ≤ ߙ < 1. Από τον 
ορισμό της Χℚ και εφόσον το 0 < ߙ < 1, συνεπάγεται ότι lim→ஶ ݂ (ݔ) = 0. Δηλαδή το 
ݔ ∈ ℝ\ℚ. Άρα ⋃ ⋂ ሼݖ ∈ ℝ || ݂(ݖ)| ≤ ሽஹ∈ℕߙ ⊂ ℝ\ℚ. 
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Εφόσον τα ሼ ݂ሽ∈ℕ είναι συνεχείς συναρτήσεις το υποσύνολο ⋂ ሼݔ ∈ ℝ || ݂(ݔ)| ≤ ሽஶୀߙ  
είναι κλειστό για κάθε ݊ ∈ ℕ ως τομή των κλειστών υποσυνόλων ሼݔ ∈ ℝ || ݂(ݔ)| ≤  ሽ μεߙ
݉ ≥ ݊. 
Δεδομένου ότι το ℚ γράφεται ως ℚ = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ , συνεπάγεται ότι το ℝ εκφράζεται ως ένωση 
κλειστών υποσυνόλων του, δηλαδή το ℝ = ℚ ⋃(ℝ\ℚ) = ⋃ ሼݍሽ∈ℕ ⋃ ⋃ ⋂ ሼݔ ∈ஶୀ∈ℕℝ || ݂(ݔ)| ≤ ሽߙ = ⋃ ∈ℕܫ .  
Aπό το θεώρημα του Baire υπάρχει ݊ఖ ∈ ℕ έτσι ώστε ݅݊ܫݐ ≠ ∅. Αν το ܫ = ൛ݍൟ 
καταλήγουμε σε άτοπο διότι το ൛ݍൟ δεν περιέχει εσωτερικά σημεία. Αν το ܫ =
⋂ ሼݔ ∈ ℝ | | ݂(ݔ)| ≤ ሽஶୀഎߙ , τότε υπάρχει (ߙ, ܾ) ⊆ ߙ  μεܫ < ܾ. Επειδή ⋂ ሼݔ ∈ஶୀഎℝ || ݂(ݔ)| ≤ ሽߙ ⊆ ℝ\ℚ, συνεπάγεται ότι (ߙ, ܾ) ⊆ ℝ\ℚ. Άτοπο. 
Συνεπώς δεν υπάρχει ακολουθία ሼ ݂ሽ∈ℕ συνεχών πραγματικών συναρτήσεων, η οποία να 
συγκλίνει κατά σημείο στην συνάρτηση Dirichlet Χℚ = ൜1 ݔ ∈ ℚ0 ݔ ∉ ℚ.  
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