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Περίληψη 

Ο βαζηθόο ζηόρνο ηεο παξνύζεο εξγαζίαο, είλαη ε αλάπηπμε θαη εθαξκνγή 

κεζνδνινγίαο ηύπνπ ζπδεπγκέλωλ ηδηνκνξθώλ ζε ζπλδπαζκό κε κεζόδνπο 

ζπλνξηαθώλ ζηνηρείωλ, γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάηωλ δηάδνζεο αθνπζηηθώλ 

θπκάηωλ κέζα ζε πδάηηλν θπκαηνδεγό. Ο θπκαηνδεγόο κπνξεί λα παξνπζηάδεη 

ξήρωζε πξνζνκνηάδνληαο ην ζαιάζζην-παξάθηην πεξηβάιινλ, λα πεξηέρεη 

πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή ή ζπλδπαζκό θαη ηωλ δύν. 

Σην εηζαγωγηθό θεθάιαην αλαπηύζζνληαη ηα αίηηα δηέγεξζεο αθνπζηηθώλ θπκάηωλ θαη 

ηνλίδνληαη νη εθαξκνγέο ηνπο, νη ιόγνη κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο ηνπ ήρνπ, ην 

θαηλόκελν ηεο θαλαινπνίεζεο ηνπ αθνπζηηθνύ θύκαηνο θαη πηζαλά αίηηα γηα ηελ 

παξνπζία απωιεηώλ θαηά ηε δηάδνζή ηνπ. 

Σην δεύηεξν θεθάιαην γίλεηαη ε καζεκαηηθή πξνζέγγηζε ηεο δηάδνζεο αθνπζηηθώλ 

θπκάηωλ. Αλαθέξνληαη πεξηπηώζεηο νκνγελνύο θαη εηεξνγελνύο κέζνπ δηάδνζεο, 

θαζώο θαη νη γξακκηθέο θαη ζεκεηαθέο πεγέο ζε θαξηεζηαλή θαη θπιηλδξηθή γεωκεηξία 

αληίζηνηρα. Σε αξθεηά κεγάιν κέξνο ηνπ θεθαιαίνπ, καο απαζρνιεί ε δηάδνζε ζε 

ξερό θπκαηνδεγό θαη νη δηάθνξεο κέζνδνη πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί κε ζθνπό ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ δπλακηθνύ ζε έλα ηέηνην πεξηβάιινλ. Παξνπζηάδεηαη ε κέζνδνο 

ππνινγηζκνύ ηεο επηινγήο καο, δειαδή ηωλ θαλνληθώλ ηδηνκνξθώλ ζε ρώξν 2-D, κε 

δνθηκή ηεο ζε πεξηβάιινλ ζηαζεξήο ηαρύηεηαο δηάδνζεο, αιιά θαη θαηαθόξπθα 

κεηαβαιιόκελεο ηαρύηεηαο. 

Αθνινύζωο, ζην θεθάιαην ηξία αζρνινύκαζηε κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή ζε άπεηξν 

ρώξν δηάδνζεο. Οη ζθεδαζηέο ζα είλαη ηύπνπ Dirichlet, Neumann θαη κηθηνύ ηύπνπ. 

Πξνο ην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ζα δνζεί βάζε ζε 2-D πξνβιήκαηα όπνπ κπνξνύκε λα 

δνύκε ηε κέζνδν αλαιπηηθήο αιιά θαη αξηζκεηηθήο ιύζεο, κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ 

δπλακηθνύ, γηα θπθιηθό πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή. Σθνπόο καο είλαη ε ζύγθξηζε ηωλ 

απνηειεζκάηωλ γηα επηβεβαίωζε ηεο ηζρύνο ηεο αξηζκεηηθήο ιύζεο. 

Τέινο, ζην θεθάιαην ηέζζεξα πξαγκαηνπνηνύκε έλαλ ζπλδπαζκό ηωλ δύν 

πξναλαθεξζέληωλ θεθαιαίωλ θαη νδεγνύκαζηε ζην πξόβιεκα κειέηεο ηνπ 

αθνπζηηθνύ δπλακηθνύ, ζε πεδίν κε πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή ηνπνζεηεκέλν κέζα ζε 

θπκαηνδεγό πνπ κπνξεί λα παξνπζηάδεη θαη ξήρωζε.  
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Abstract 

The basic purpose of this thesis is to explicate and apply the methodology of 

conjugated modes, combined with methods of boundary elements, in order to solve 

problems of spreading acoustic waves inside a waveguide. The waveguide can 

present shallowness simulating the sea-offshore environment, contain a finite 

scatterer or a combination of both of them. 

In the introductory chapter we are analyzing the reasons of acoustic waves 

stimulation and we emphasize on their applications, the causes of changes in sound 

speed, the phenomenon of the acoustic wave channeling and the probable causes 

for losses during its propagation. 

In the second chapter a mathematical approach on the propagation of acoustic 

waves is made. Occasions of homogenous and heterogeneous transmission 

mediums are mentioned, as well as the linear and point sources in cartesian and 

cylindrical coordinate systems respectively. In a wide range of the chapter, we work 

on the transmission in a shallow waveguide and we mention the methods evolved in 

order to calculate the dynamic field in such an environment. The method of normal 

modes in a 2-D environment, which is the one of our choice, is presented and tested 

in a medium of constant sound speed as well as in a vertical speed changing one. 

Following, on the third chapter we deal with the presence of a scatterer in an infinite 

area of transmission. The scattering bodies will be Dirichlet, Neumann and mixed 

type. Towards the end of the chapter we will deal more with 2-D problems where we 

have the ability to get both analytical and numerical solutions, by the use of the 

dynamic method, for a circular finite scatterer. Our goal is to evaluate, through the 

comparison of the results, the correctness of the numerical solution. 

Finally, on the fourth chapter we combine the above two chapters and we are led to 

the problem of the acoustic dynamic field study, in a space under the presence of a 

finite scatterer inside the waveguide which can also presents shallowness. 
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Κεφάλαιο 1 

Ειςαγωγή 

 

1.1. Γεληθά ζηνηρεία 

Τα αθνπζηηθά θχκαηα είλαη δηαηαξαρέο ηεο πίεζεο πνπ δηαδίδνληαη κέζα ζε έλα 

αθνπζηηθφ κέζν. Τν κέζν δηάδνζεο κπνξεί λα είλαη πγξφ, αέξην, ζηεξεφ ή 

ζπλδπαζκφο ησλ πξναλαθεξζέλησλ. Αλάινγα ησλ αθνπζηηθψλ θπκάησλ είλαη ηα 

ππεξερεηηθά θαη ππνερεηηθά θχκαηα κε ηε δηαθνξά φηη ηα ηειεπηαία βξίζθνληαη εθηφο 

ηνπ εχξνπο ηεο αλζξψπηλεο αθνήο. 

Σην ζαιάζζην πεξηβάιινλ ηα ειεθηξνκαγλεηηθά θχκαηα παξνπζηάδνπλ πςεινχο 

ξπζκνχο απφζβεζεο κε απνηέιεζκα λα κελ είλαη δπλαηή ε ρξήζε ηνπο ζε κεγάιε 

θιίκαθα γηα εθαξκνγέο πνπ αθνξνχλ ην ζαιάζζην ρψξν, φπσο ζηφρεπζε, 

δηεξεχλεζε ζαιάζζηαο ζηήιεο θαη ππζκέλα, επηθνηλσλία θ.α. Σε φηη αθνξά ηηο 

εθαξκνγέο, ηε ζέζε πνπ θαηέρνπλ ηα ειεθηξνκαγλεηηθά θχκαηα ζηελ αηκφζθαηξα θαη 

ζην θελφ έρνπλ ηα αθνπζηηθά ζηελ πεξίπησζε ηνπ ζαιάζζηνπ πεξηβάιινληνο. 

 

1.2. Γηεγείξνληα αίηηα ηνπ ήρνπ ζηε ζάιαζζα 

Η δεκηνπξγία ερεηηθψλ θπκάησλ κπνξεί λα έρεη ηα εμήο δηεγείξνληα αίηηα: 

Θφξπβνο πεξηβάιινληνο. Δίλαη ην απνηέιεζκα θπζηθψλ ή αλζξσπνγελψλ αηηηψλ, 

πνπ φκσο δελ είλαη πξντφλ πδξναθνπζηηθήο (ηερλνινγηθήο) εθαξκνγήο. Πεξηέρεη 

πιήζνο πιεξνθνξηψλ γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο ζαιάζζηαο πεξηνρήο φπνπ παξάγεηαη, 

γηα ηηο ηεθηνληθέο δηεξγαζίεο ζηνλ ππζκέλα ηεο ζάιαζζαο, θαζψο θαη γηα ηελ 
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θαηάζηαζε ηεο αλσηέξσ ηεο επηθάλεηαο ηνπ λεξνχ αηκφζθαηξαο. Τα ραξαθηεξηζηηθά 

ηνπ ερεηηθνχ ζνξχβνπ είλαη πεξηζζφηεξν αθαλφληζηα ησλ δηακνξθσκέλσλ ερεηηθψλ 

ζεκάησλ. Αλάινγα κε ηε κπάληα ησλ ζπρλνηήησλ πνπ εμεηάδνπκε, κειεηάκε θαη 

άιια αίηηα δηέγεξζεο. Απηφ ζεκαίλεη πσο ζε αθνπζηηθά θχκαηα ζπρλφηεηαο απφ: 

o 0.1 έσο 10 Hz έρνπκε σο αίηην δηέγεξζεο θπξίσο ηηο εθξήμεηο ππνζαιάζζησλ 

εθαηζηείσλ θαη ηνπο ζεηζκνχο. 

o 50 έσο 300 Hz ην αίηην θαηά θχξην ιφγσ είλαη νη ζαιάζζηνη πιφεο. 

o 1 έσο 100 Hz ην θχξην αίηηφ είλαη νη αλεκνγελείο θπκαηηζκνί θαη νη κεηαβνιέο 

ηεο πίεζεο ζην πεδίν ησλ θπκαηηζκψλ. 

o 100 Hz έσο 10 kHz έρνπλ σο πεγή δηέγεξζεο, ηε γέλεζε θαη ηε ζξαχζε ησλ 

θπκαηηζκψλ, ηελ αιιειεπίδξαζε ηεο αηκφζθαηξαο κε ηε ζάιαζζα θαη ηε 

ζξαχζε θπζαιίδσλ αέξα πνπ παγηδεχνληαη ζην επηθαλεηαθφ ζηξψκα λεξνχ. 

Υδξναθνπζηηθέο ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο. Δίλαη δηαδηθαζίεο πνπ αθνξνχλ έλα κεγάιν 

εχξνο ζπρλνηήησλ αλάινγα κε ηνπο ζηφρνπο ηεο εθάζηνηε εθαξκνγήο. Οη θαηεγνξίεο 

ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη: 

o Πνιχ ρακειέο ζπρλφηεηεο (0.1 Hz - 10 Hz). Φξεζηκνπνηνχληαη ζε ζεηζκηθέο 

εθαξκνγέο κε ζθνπφ ηε κειέηε ησλ ππνζηξσκάησλ ηνπ ζαιάζζηνπ ππζκέλα, 

ψζηε λα βξεζνχλ ηπρφλ ξήγκαηα, ε ζχζηαζε ηνπ ππζκέλα κε απψηεξν ζηφρν 

ηνλ έιεγρν δπλαηφηεηαο ζεκειίσζεο θαηαζθεπψλ, θαη ε χπαξμε 

ππνζαιάζζησλ θνηηαζκάησλ πεηξειαίνπ.   

o Μεζαίεο ζπρλφηεηεο (10 Hz - 1 KHz). Η πξψηε εθαξκνγή ηνπο, είλαη ε 

παζεηηθή αθξφαζε, δειαδή ε εθκεηάιιεπζε κέζσ παζεηηθψλ ζπζηεκάησλ 

αθξφαζεο ησλ ήρσλ πνπ ιακβάλεη έλαο δέθηεο θαη έρνπλ παξαρζεί απφ ην 

ζαιάζζην πεξηβάιινλ, κεηαθέξνληαο πιεξνθνξίεο απφ απνζηάζεηο 

εθαηνληάδσλ ρηιηνκέηξσλ γηα εθαηζηεηαθή ή ζεηζκηθή δξαζηεξηφηεηα, 

καθξηλέο θαηαηγίδεο, θηλήζεηο πινίσλ θ.α. Η δεχηεξε εθαξκνγή ησλ κεζαίσλ 

ζπρλνηήησλ είλαη ε αθνπζηηθή ηνκνγξαθία, δειαδή ε ρξήζε ερεηηθψλ 

εθπνκπψλ ζπγθεθξηκέλσλ ραξαθηεξηζηηθψλ θαη ε αλάιπζε ηνπ 

επηζηξέθνληνο ζήκαηνο κε ζθνπφ ηελ απνθξππηνγξάθεζε ηεο πιεξνθνξίαο 

πνπ έρεη θαηαγξάςεη. Τέηνηνπ ηχπνπ φξγαλα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο 

ζήκεξα είλαη ηα sparker, ηα airgun θ.α. Σε απηά ηα φξγαλα ε δηαηξεηηθφηεηα 

θαη ε δηαθξηηηθφηεηα είλαη κεγέζε πνπ έρνπλ αληίζηξνθε ζπζρέηηζε κεηαμχ 

ηνπο. Με ηελ αχμεζε ηεο ζπρλφηεηαο ηνπ παικνχ ηνπ εθπεκπφκελνπ 

θχκαηνο, παξνπζηάδεηαη αχμεζε θαη ηεο δηαθξηηηθφηεηαο αιιά κείσζε ηεο 

δηαηξεηηθφηεηαο. 
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Σρήκα 1. Παζεηηθό θαη ελεξγό ζύζηεκα αθξόαζεο. 

 

o Υςειέο ζπρλφηεηεο (1 KHz – κεξηθέο δεθάδεο KHz): Φξεζηκνπνηνχληαη γηα 

ηελ αλίρλεπζε αληηθεηκέλσλ απφ «ελεξγά» ζπζηήκαηα (SONAR), γηα 

βαζπκεηξήζεηο (echo sounding) θαη ζρεηηθά θαιέο απνηππψζεηο ηνπ 

ζαιάζζηνπ ππζκέλα κε φξγαλα φπσο ην multibeam echosounder, γηα ηελ 

αλίρλεπζε ηρζπνπιεζπζκψλ, πιαγθηφλ θαη άιισλ νξγαληζκψλ, ζηελ ελάιηα 

αξραηνινγία, γηα ακπληηθνχο ζθνπνχο (ππνβξχρην πφιεκν), φπσο θαη γηα ηνλ 

εληνπηζκφ ζηφρσλ πνπ βξίζθνληαη πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ππζκέλα. Πιένλ 

κπνξνχλ λα αμηνπνηεζνχλ θαη ζηε κέηξεζε ηεο ηαρχηεηαο ησλ ζαιάζζησλ 

ξεπκάησλ εθκεηαιιεπφκελα ην θαηλφκελν Doppler. 

o Πνιχ πςειέο ζπρλφηεηεο (σο 300 KHz). Με απηέο ηηο ζπρλφηεηεο 

επηηπγράλεηαη ε ππνζαιάζζηα επηθνηλσλία θαη ε κεηάδνζε πιεξνθνξηψλ. 

Φξεζηκνπνηνχληαη ζηε ζπλνκηιία ζην ππνζαιάζζην πεξηβάιινλ θαη ζηε 

κεηαθνξά δεδνκέλσλ απφ θαηάιιεια φξγαλα.  

 

 

 



 
 

~ 4 ~ 
 

Γηέγεξζε ζνξχβνπ απφ ηε ζαιάζζηα λαπζηπινΐα θαη απφ άιιεο αλζξσπνγελείο 

πεγέο, επηπηψζεηο θαη θαλνληζκνί (IMO) 

Πιένλ είλαη γλσζηφ πσο νη αλζξσπνγελείο ζφξπβνη, κπνξεί λα πξνθαιέζνπλ 

πξνβιήκαηα ζηε ζαιάζζηα άγξηα δσή. Τν είδνο ηεο βιάβεο εμαξηάηαη απφ ηελ 

έληαζε, ηε δηάξθεηα, ηε ζπρλφηεηα ηνπ ήρνπ θαζψο θαη απφ ηελ αθνπζηηθή ηθαλφηεηα 

ηνπ ππφ εμέηαζε είδνπο. Η δηεζλήο επηζηεκνληθή επηηξνπή γηα ηελ πξνζηαζία ησλ 

θαιαηλψλ, αλεζπρεί γηα ζαλάηνπο αιιά θαη ηξαπκαηηζκνχο δψσλ ιφγσ έθζεζήο ηνπο 

ζε έληνλνπο ήρνπο, πνπ παξνπζηάδνπλ επηβιαβείο ζπλέπεηεο ζην αλνζνπνηεηηθφ 

αιιά θαη ζην αλαπαξαγσγηθφ ζχζηεκα ηνπο. Σπγθεθξηκέλα θαη αλάινγα κε ηελ 

έληαζε ηνπ ήρνπ γλσξίδνπκε ηα παξαθάησ:  

o Ήρνη ηζρπξφηεξνη ησλ 240dB: Πηζαλή πξφθιεζε ζαλάηνπ εηδψλ ηεο 

ζαιάζζηαο δσήο. 

o Ήρνη ηζρπξφηεξνη ησλ 220dB: Πξφθιεζε ηξαπκαηηζκνχ. 

o Ήρνη ηζρπξφηεξνη ησλ 130dB: Πηζαλή δεκηά ζηελ αθνή απφ έλα κφλν ζπκβάλ, 

θάιπςε ζεκαληηθψλ ζεκάησλ γηα ηελ επηβίσζή ηνπο (ήρνη επηθνηλσλίαο θαη 

ερνεληνπηζκνχ). 

o Ήρνη ηζρπξφηεξνη ησλ 90dB: Ιζρπξέο αληηδξάζεηο γηα ηελ απνθπγή ηνπο 

πξαθηηθά απφ φια ηα είδε, κηθξή έσο ζεκαληηθή αιιαγή ζπκπεξηθνξάο 

(ζειαζκφο, δηαηξνθή), αιιαγή ζε δηαδξνκέο κεηαλάζηεπζεο θαη πεξηνρέο 

εχξεζεο ηξνθήο. 

o Ήρνη ηζρπξφηεξνη ησλ 75dB: Η πιεηνλφηεηα ηεο ζαιάζζηαο δσήο ηα 

απνθεχγεη ζεκαληηθά. 

Ωο απνηέιεζκα θαη γηα ηελ πξνζηαζία ηεο ζαιάζζηαο δσήο, έρνπκε ηε δεκηνπξγία 

θαλφλσλ σο πξνο ηνλ πεξηνξηζκφ ηνπ ήρνπ ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ. Η Δπξσπατθή 

Έλσζε δεκηνχξγεζε ηελ νδεγία-πιαίζην γηα ηε ζαιάζζηα ζηξαηεγηθή 2008/56/EC. Η 

νδεγία είρε σο ζηφρν ηελ απνηειεζκαηηθή πξνζηαζία ηνπ ζαιάζζηνπ πεξηβάιινληνο 

ζε φιε ηελ Δπξψπε. Τν λνκνζρέδην πνπ έρεη δεκηνπξγεζεί απνζθνπεί ζην λα 

αθνινπζεζνχλ θαη λα επηηεπρζνχλ ζπγθεθξηκέλνη ζηφρνη απφ ηα θξάηε κέιε. Τν ελ 

ιφγσ έγγξαθν απνηειεί έλα λνκνζεηηθφ εξγαιείν πεξηβαιινληηθήο θχζεο πνπ 

πεξηγξάθεη σο ξχπαλζε ηνλ ππνζαιάζζην ζφξπβν, ν νπνίνο ζα πξέπεη λα 

πεξηνξηζηεί ψζηε λα επηηεπρζνχλ νη ζηφρνη ηνπ GES. Όκσο δελ ππάξρεη πεξηγξαθή 

ζπγθεθξηκέλσλ νξίσλ, αθήλνληαο ηελ θάζε ρψξα λα ηα νξίζεη θαζνδεγνχκελε απφ 

ηελ αλαθνξά ησλ IMO-MEPC, Noise Regulation. 

Σπγθεθξηκέλα κε ηνλ θαλνληζκφ MEPC.1/Circ.833 ηνπ IMO “Οδεγίεο γηα ηε κείσζε 

ηνπ ππνζαιάζζηνπ ζνξχβνπ απφ ηελ εκπνξηθή λαπζηπινΐα γηα λα πεξηνξηζηνχλ νη  
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Σρήκα 2. Υπνινγηζκόο αθνπζηηθνύ πεδίνπ από εγθαηάζηαζε πξόωζεο πινίνπ. 

 

δπζκελείο επηδξάζεηο ζηε ζαιάζζηα δσή-κε επηηαθηηθέο ηερληθέο ζπκβνπιέο”, 

παξέρνληαη ζπκβνπιέο γηα ηελ θαζνδήγεζε ησλ ζρεδηαζηψλ, θαηαζθεπαζηψλ θαη 

ρεηξηζηψλ πινίσλ, ηερλνινγίεο θαη κέηξα ψζηε λα ειαηηψζνπλ ηελ εθπνκπή ζνξχβνπ 

ζηνλ ππνζαιάζζην ρψξν (βι. ζρήκα 2). Σπγθεθξηκέλα ζηξέθνληαη πξνο ηέζζεξηο 

ηνκείο: ηηο πξνπέιεο, ηηο κεραλέο ηνπ πινίνπ, ην ζρεδηαζκφ ηνπ θήηνπο θαη ηνλ 

ρεηξηζκφ θαη ηε ζπληήξεζε. Σην κέιινλ αλακέλεηαη λα εηζαρζεί θαη έλα θαλνληζηηθφ 

πιαίζην γηα ηνλ θαζνξηζκφ νξίσλ ζνξχβνπ γηα θάζε ηχπν πινίνπ θάησ απφ 

δηαθνξεηηθέο ζπλζήθεο ρξήζεο θαζψο θαη ε πνζνηηθνπνίεζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηνπ 

ήρνπ πνπ ζα δχλαηαη λα εθπέκπεη ην θάζε ζθάθνο αλάινγα κε ην ζαιάζζην 

πεξηβάιινλ ζην νπνίν θηλείηαη. 

 

 

1.3. Καλαινπνίεζε θαηά ηε δηάδνζε ηνπ ερεηηθνύ θύκαηνο 

Η δηάδνζε ηνπ ήρνπ ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ δελ γίλεηαη νκνηφκνξθα πξνο φιεο ηηο 

δηεπζχλζεηο, θαζψο επεξεάδεηαη ζεκαληηθά απφ ηηο παξαθάησ παξακέηξνπο: 

Τελ θαηαθφξπθε θαηαλνκή ηεο ζεξκνθξαζίαο, πνπ ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ είλαη 

κηα απφ ηηο παξακέηξνπο επεξεαζκνχ ηεο δηάδνζεο ηνπ ήρνπ ζην λεξφ. 
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Σρήκα 3. Καηαθόξπθε θαηαλνκή ζεξκνθξαζίαο ζε δηαθνξεηηθά γεωγξαθηθά πιάηε. 

 

Σηελ πεξίπησζε ησλ κεζαίσλ γεσγξαθηθά πιαηψλ, ρσξίδνπκε ην ππνζαιάζζην 

πεξηβάιινλ ζε ηξία ζηξψκαηα-δψλεο. Τν πξψην ζηξψκα θάησ απφ ηελ επηθάλεηα ηεο 

ζάιαζζαο, πάρνπο κεξηθψλ δεθάδσλ κέηξσλ, κε ηελ νλνκαζία «ζηξψκα 

αλακίμεσο», είλαη ε πεξηνρή φπνπ ε δξάζε ησλ ζαιάζζησλ θπκαηηζκψλ νδεγεί ζε 

κηα εμηζνξξφπεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ζε γεληθψο ζηαζεξά επίπεδα. Τα επίπεδα απηά 

δηαθνξνπνηνχληαη αλάινγα κε ηελ επνρή θαη ηελ ψξα ηεο εκέξαο. Αθνινπζεί ην 

επφκελν ζηξψκα πνπ είλαη ε «θχξηα ζεξκνθιηλήο δψλε» κε πάρνο εθαηνληάδσλ 

κέηξσλ θαη δηαξθή ζηαδηαθή ειάηησζε ηεο ζεξκνθξαζίαο, ειάηησζε πνπ έρεη σο 

αίηην ηελ απνκάθξπλζε απφ ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα. Τέινο, έρνπκε ηελ «ηζνζεξκηθή 

δψλε», φπνπ ιφγσ ηεο ζεξκνδπλακηθήο ηζνξξνπίαο ηνπ λεξνχ ζε πνιχ κεγάιε πίεζε 

δηαηεξείηαη ζηαζεξή ε ζεξκνθξαζία ηνπ ζηνπο 3 ˚C. 

Έλα άιιν αίηην πνπ απνηειεί παξάγνληα επεξεαζκνχ ηεο δηάδνζεο ησλ αθνπζηηθψλ 

θπκάησλ είλαη θαη ε αιαηφηεηα. Η αιαηφηεηα έρεη έλα εχξνο ηηκψλ απφ 30‰ έσο 45‰ 

κε κεηαβιεηφηεηα θαηά θχξην ιφγν αλάινγα κε ηελ πεξηνρή κέηξεζεο θαη κηθξή 

κεηαβνιή αλάινγα κε ην βάζνο. Με ηε ζηαδηαθή αχμεζε ηνπ βάζνπο παξαηεξείηαη ε 

ειάηησζε ηεο αιαηφηεηαο. 

Η ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ ζηε ζάιαζζα είλαη θαη απηή έλα απφ ηα αίηηα πνπ θαζνξίδνπλ ηε 

δηάδνζε ηνπ ήρνπ θαη ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηελ ππθλφηεηα θαη ηε ζπκπηεζηφηεηα ηνπ 

κέζνπ. Η ππθλφηεηα ηνπ ζαιαζζηλνχ λεξνχ είλαη πξνθαλέο πσο επεξεάδεηαη απφ 

ηελ αιαηφηεηα θαη ηε ζεξκνθξαζία πνπ ήδε αλαθέξακε, θαζψο θαη απφ ηε ζηαηηθή 

πίεζε.  Έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο ζρέζεηο πνπ παξέρνπλ ηελ ηαρχηεηα δηάδνζεο  
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Σρήκα 4. Γεληθό πξνθίι ηεο ηαρύηεηαο ηνπ ήρνπ 

 

ηνπ ήρνπ ζηε ζάιαζζα αλάινγα κε ηελ αιαηφηεηα (S), ηε ζεξκνθξαζία (Τ) θαη ην 

βάζνο (z), π.ρ.1:   

   2 31449.2 4.6 0.055 0.00029 1.34 0.01 35 0.016 .c T T T T T S z         

Όπσο εχθνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί θαη απφ ηνλ παξαπάλσ καζεκαηηθφ ηχπν, νη 

ηαρχηεηεο ηνπ ήρνπ ζηε ζαιάζζηα ζηήιε θπκαίλνληαη απφ 1450 m/s έσο 1570 m/s. 

Δπίζεο, κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ θαη νη ηξεηο πξναλαθεξζείζεο αηηίεο κεηαβνιήο 

ηεο δηάδνζεο ηνπ ήρνπ κέζα ζηνλ ίδην ηχπν. Οη κεηαβνιέο ηεο ηαρχηεηαο κπνξεί λα 

κελ παξνπζηάδνπλ έληνλεο δηαθπκάλζεηο, αιιά απηέο είλαη νη δεκηνπξγνί ηεο 

δηαδξνκήο πνπ αθνινπζεί ν ήρνο ζε κεγάιν βαζκφ κέζσ ησλ ζπλερψλ δηαζιάζεψλ 

ηνπ θαζψο δηαθνξνπνηείηαη ε ηαρχηεηά ηνπ. Η κεηαβιεηφηεηα ηεο ηαρχηεηαο ησλ 

ερεηηθψλ θπκάησλ είλαη έληνλε θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εκέξαο θαη ηε κεηαβνιή ησλ 

επνρψλ θαηά θχξην ιφγν ζην ζηξψκα αλακίμεσο, φπνπ ε ζεξκνθξαζία δέρεηαη 

κεγαιχηεξεο κεηαβνιέο (βι. ζρήκα 4).  

 

 

                                                
1
 Clay & Medwin, 1977. 
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Η ηαρχηεηα δηάδνζεο ηνπ ήρνπ παξνπζηάδεη δχν ραξαθηεξηζηηθά ειάρηζηα ζην 

ζαιάζζην πεξηβάιινλ. Τν πξψην παξνπζηάδεηαη ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα θαη ην 

δεχηεξν παξαηεξείηαη ζην βαζχηεξν φξην ηεο θχξηαο ζεξκνθιηλνχο δψλεο. Σηηο ζέζεηο 

ησλ δχν απηψλ ειαρίζησλ έρνπκε αληίζηνηρα ην επηθαλεηαθφ ερεηηθφ θαλάιη θαη ην 

βαζχ ππνβξχρην αθνπζηηθφ θαλάιη. Όπσο πξναλαθέξακε, ηα ερεηηθά θαλάιηα έρνπλ 

σο αίηην ηηο ζπλερείο δηαζιάζεηο ησλ ερεηηθψλ αθηηλψλ, πνπ νδεγνχλ ζε εγθισβηζκφ 

ηνπ ερεηηθνχ ζήκαηνο. Μπνξνχκε λα ηα ραξαθηεξίζνπκε σο πεξηνρέο φπνπ ε έληαζε 

ζπγθεθξηκέλσλ ερεηηθψλ θπκάησλ ζα είλαη εληνλφηεξε, κε απνηέιεζκα ηελ θαιχηεξε 

θαη ζε κεγαιχηεξε απφζηαζε δηάδνζε ηνπ ερεηηθνχ ζήκαηνο, θαζψο ε δηαδηθαζία ηεο 

απφζβεζήο ηνπο ζα θαζπζηεξήζεη. Παξάιιεια κε ηα ερεηηθά θαλάιηα 

δεκηνπξγνχληαη θαη δψλεο ζθηάο, δειαδή πεξηνρέο πνπ ιφγσ ηεο ηδηφκνξθεο θίλεζεο 

ηνπ ήρνπ ζην ζαιάζζην ρψξν, δελ εκθαλίδνληαη αθηίλεο δηάδνζεο.  Αθνινπζεί ζηε 

ζπλέρεηα ν λφκνο ηνπ Snell:  

cos
,const

c


  

φπνπ ζ ε γσλία σο πξνο ηελ νξηδφληην ησλ ερεηηθψλ αθηίλσλ θαη c   ε ηνπηθή ηηκή 

ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ήρνπ. Σχκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ λφκν νη ερεηηθέο αθηίλεο ζα 

ζηξέθνληαη δηαξθψο πξνο πεξηνρέο ρακειφηεξεο ηαρχηεηαο δηάδνζεο ηνπ ήρνπ, θαη 

απηφ απνηειεί ηε βαζηθή αηηία δεκηνπξγίαο ησλ ερεηηθψλ θαλαιηψλ θαη δσλψλ ζθηάο 

ζην αλνκνηνγελέο κέζν, ιφγσ θαηλνκέλσλ ζπλερνχο δηαζιάζεσο. Σην βαζχ ερεηηθφ 

θαλάιη κπνξεί λα παξνπζηαζηεί δηάδνζε ρσξίο ζεκαληηθή απφζβεζε ιφγσ ηεο κε 

αιιειεπίδξαζεο ηνπ θχκαηνο κε ηα ραιαξά ηδήκαηα ηνπ ππζκέλα. Σην ζεκείν απηφ 

ζεκαληηθφ είλαη λα αλαθεξζεί ε έλλνηα ηνπ νξηαθνχ βάζνπο, ην νπνίν είλαη ην ζεκείν 

ηεο ηζνζεξκηθήο δψλεο κε ηαρχηεηα δηάδνζεο ηνπ ήρνπ ίζε κε ηεο επηθάλεηαο. Σε 

πεξίπησζε πνπ ε ηηκή ηνπ είλαη αξλεηηθή, ηφηε ν ππζκέλαο είλαη ην θαηψηεξν φξην 

ηνπ βαζέσο ερεηηθνχ θαλαιηνχ. Απηφ κπνξεί λα ζπκβεί φηαλ ε πεγή είλαη θνληά ζηελ 

επηθάλεηα, κε ηηο αθηίλεο δηάδνζεο επζπγξακκηζκέλεο πξνο ηνλ ππζκέλα θαη ηηο 

γσλίεο δηάδνζεο κεγαιχηεξεο απφ απηέο ζην βαζχ θαλάιη, ή  ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

βάζνο δελ είλαη αξθεηφ ψζηε λα έρνπκε ζεηηθφ νξηαθφ βάζνο. Σηε δεχηεξε πεξίπησζε 

δελ παίδεη ηφζν ζεκαληηθφ ξφιν απηή ε θαλαινπνίεζε, θαζψο ην βάζνο ηνπ λεξνχ 

ειαηηψλεηαη θαη ζηε δηάδνζε ηνπ ήρνπ αξρίδεη λα δηαδξακαηίδεη ζεκαληηθφ ξφιν ν 

ζαιάζζηνο ππζκέλαο θαη ε ειεχζεξε επηθάλεηα σο θπζηθά φξηα ηνπ ζαιάζζηνπ 

θπκαηνδεγνχ (βι. ζρήκα 5). Τα ζχλνξα ηνπ ζαιάζζηνπ πεξηβάιινληνο κε ηηο 

πνιιαπιέο αλαθιάζεηο ηνπ ήρνπ νδεγνχλ ζηε δηάδνζή ηνπ ζε κεγάιεο νξηδφληηεο 

απνζηάζεηο, θαηλφκελν πνπ παξαηεξείηαη έληνλν ζηελ πεξηνρή ηεο πθαινθξεπίδαο. 

Η ειεχζεξε επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο ιεηηνπξγεί σο έλαο πνιχ θαιφο αλαθιαζηήξαο  



 
 

~ 9 ~ 
 

 

Σρήκα 5. Γηάδνζε ερεηηθνύ πεδίνπ από πεγή κε ηηο επηδξάζεηο θαηαθόξπθεο δηαζηξωκάηωζεο 
θαη ππνζαιάζζηνπ πθάινπ. 

 

κε ζρεδφλ πιήξε αλάθιαζε ηνπ αθνπζηηθνχ θχκαηνο. Τν απνηέιεζκα είλαη ε 

πεξηνδηθή επαλαζπγθέληξσζε ησλ αθηηλψλ δηάδνζεο ιφγσ ηεο δηάζιαζεο ηνπ 

ερεηηθνχ θχκαηνο πξνο ηα αλσηέξσ ζηξψκαηα. Σηελ πεξίπησζε χπαξμεο 

θπκαηηζκψλ θαη θπζαιίδσλ παγηδεπκέλσλ θνληά ζηελ επηθάλεηα, δειαδή 

ηαξαγκέλεο ζάιαζζαο, παξνπζηάδεηαη ζθέδαζε ελφο κέξνπο ηεο αθνπζηηθήο 

ελέξγεηαο αιιά κεγάιν κέξνο ηεο επηζηξέθεη μαλά αλαθιψκελν ζηε ζαιάζζηα κάδα. 

Γηα ην θάζε ερεηηθφ θαλάιη, ππάξρεη θαη έλα θαηψηεξν φξην γηα ηε ζπρλφηεηα ηνπ 

ήρνπ πνπ αλ ην μεπεξάζνπκε δελ κπνξνχκε λα έρνπκε δηάδνζε ηνπ θχκαηνο.  

Όζνλ αθνξά ηψξα ην θάησ ζχλνξν ηνπ ζαιάζζηνπ πεξηβάιινληνο, δειαδή ηνλ 

ζαιάζζην ππζκέλα, παξνπζηάδεη ζηελ επξχηεξε πεξηνρή ηεο πθαινθξεπίδαο θιίζεηο 

κηθξέο, ηεο ηάμεο ηνπ 2% κε 3%. Η δνκή ηνπ εμαξηψκελε απφ ηα γεσινγηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο εμεηαδφκελεο πεξηνρήο δελ καο επηηξέπεη ηελ εμαγσγή ελφο 

γεληθνχ θαλφλα, αιιά ρξεηάδεηαη κειέηε ζηελ εθάζηνηε πεξίπησζε, ψζηε λα 

εμαθξηβσζνχλ ηα πιηθά πνπ δεκηνπξγνχλ ηε δηαζηξσκάησζε ηνπ ππζκέλα. Τα πιηθά 

εμεηάδνληαη γηα ηελ πεξηεθηηθφηεηά ηνπο ζε άκκν, πειφ θαη άξγηιν, κε απνηέιεζκα 

ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ γηα ηε δηαπεξαηφηεηα θαη ηελ 

αλαθιαζηηθφηεηα ηνπ. 

 

1.4. Απώιεηεο θαηά ηε δηάδνζε 

Σηελ πδξναθνπζηηθή καο απαζρνιεί ε δηάδνζε ηνπ ήρνπ ζε κεγάιεο απνζηάζεηο, 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο νπνίαο παξαηεξνχληαη απψιεηεο ζε κεγάιν βαζκφ. Μεξηθά απφ  
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Σρήκα 6. Απώιεηεο ιόγω γεωκεηξηθήο δηάδνζεο ζε ζθαηξηθή θαη θπιηλδξηθή δηάδνζε 
αληίζηνηρα. 

 

ηα αίηηα απηψλ ησλ απσιεηψλ είλαη ε απφζβεζε ιφγσ ηεο αχμεζεο ηνπ φγθνπ, φπνπ 

πξαγκαηνπνηείηαη ε δηάδνζε, δειαδή ιφγσ ηεο γεσκεηξηθήο εμαζζέλεζεο, ε 

αλάθιαζε ηνπ ππζκέλα θαη ε  απψιεηα ιφγσ ζθέδαζεο ζην πεδίν θαη ζηα ζχλνξα.  

Σε ηδαληθφ, νκνγελέο κέζν ζα παξαηεξήζνπκε αληίζηξνθε ζπζρέηηζε ηεο έληαζεο 

ηνπ ήρνπ κε ηελ απφζηαζε απφ ηελ πεγή, θαζψο ε επηθάλεηα απφ ηελ νπνία 

εμέξρεηαη ε αθνπζηηθή ελέξγεηα απμάλεη αλαινγηθά (βι. ζρήκα 6). Καηά ηε δηάξθεηα 

ηεο δηάδνζεο ησλ αθνπζηηθψλ θπκάησλ, κέξνο ηεο ελέξγεηαο απνζβέλεηαη κε ηε 

κεηαηξνπή ηεο ζε ζεξκηθή ελέξγεηα, ελψ έρεη παξαηεξεζεί πσο ηα πςίζπρλα θχκαηα 

απνζβέλνληαη κε γξεγνξφηεξν ξπζκφ απφ ηα αληίζηνηρα ρακειφζπρλα. Ο 

ζπληειεζηήο απνξξφθεζεο (attenuation coefficient) πεξηγξάθεη ην πνζνζηφ 

απνξξφθεζεο ηεο αθνπζηηθήο ελέξγεηαο αλά κνλάδα απνζηάζεσο δηάδνζεο, έρεη 

κνλάδεο dB/km θαη πξνθχπηεη απφ ηνλ εκπεηξηθφ ηχπν2: 

   
22 3

1 2 32 2

2 3

,
² ²

F F
A A A f

F f F f


 
      

 

φπνπ: 

Α1= επηδξάζεηο γιπθνχ λεξνχ 

Α2 θαη F2= επηδξάζεηο MgSO4 

A3 θαη F3= επηδξάζεηο βνξηθνχ νμέσο 

                                                
2
 Francois & Garrison, 1982. 
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Η απψιεηα ζηε κεηάδνζε είλαη ην άζξνηζκα ησλ απσιεηψλ ιφγσ γεσκεηξηθήο 

δηάδνζεο θαη ιφγσ απφζβεζεο. Ο ηχπνο πνπ καο δίλεη ηελ απψιεηα κεηάδνζεο 

(Transfer Loss) είλαη3: 

 ,
20 log  .

o

P r z
TL

P
   

Με ηνλ φξν ζθέδαζε, ηελ νπνία αλαθέξακε σο κηα απφ ηηο αηηίεο ηεο απψιεηαο θαηά 

ηε δηάδνζε ηνπ αθνπζηηθνχ θχκαηνο, πεξηγξάθνπκε ηε θπζηθή δηαδηθαζία θαηά ηελ 

νπνία θάπνην είδνο αθηηλνβνιίαο, θαη ζηελ πεξίπησζή καο ν ήρνο, απνθιίλεη απφ ηελ 

επζχγξακκε πνξεία δηάδνζεο θαηά έλα ή πεξηζζφηεξνπο δξφκνπο ιφγσ 

αλνκνηνγελεηψλ ζην κέζνλ φπνπ δηαδίδεηαη. Η ζθέδαζε κπνξεί λα είλαη απιή ή θαη 

πνιιαπιή αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ, ηηο δηαζηάζεηο θαη ηηο ινηπέο γεσκεηξηθέο 

ιεπηνκέξεηεο ησλ ζθεδαζηψλ θαζψο θαη ησλ ηδηνηήησλ ησλ αλαθιαζηηθψλ 

επηθαλεηψλ – ζπλφξσλ. Φπζηθέο αλνκνηνγέλεηεο πνπ είλαη ηθαλέο λα πξνθαιέζνπλ 

ζθέδαζε είλαη θπζαιίδεο αέξα, δσληαλνί νξγαληζκνί, φπσο ςάξηα ή πιαγθηφλ, 

αλνκνηνγέλεηεο ζηελ ππθλφηεηα ηνπ πγξνχ, πξνεμνρέο θαη γεσκεηξηθέο κεηαβνιέο 

ζηελ επηθάλεηα ηνπ ππζκέλα, πάγνο ζηε ζάιαζζα, αλαηαξάμεηο ζην ζαιάζζην 

πεξηβάιινλ θ.α.4 Η ζθέδαζε ρξεζηκνπνηείηαη ζε κεγάιε θιίκαθα γηα ηηο ζαιάζζηεο 

εθαξκνγέο ηεο πδξναθνπζηηθήο, πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, θαη αλάινγα κε ηε 

ρξήζε/εθαξκνγή  εθκεηαιιεπφκαζηε δηαθνξεηηθέο κπάληεο ζπρλνηήησλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
3
 Jensen et al, 2011, p.14. 

4
 Σπγθεθξηκέλα, φζνλ αθνξά ηηο ζθεδάζεηο πνπ κπνξεί λα ππάξμνπλ έρεη πξαγκαηνπνηεζεί κειέηε γηα 

ην θαηά πφζν είλαη δπλαηφο ν δηαρσξηζκφο ησλ ζθεδάζεσλ ιφγσ αλαηάξαμεο ηεο ζάιαζζαο απφ ηηο 
ζθεδάζεηο πνπ νθείινληαη ζηελ απιή χπαξμε πιαγθηφλ, θαζψο πηζαλέο δηαηαξαρέο ζηε ζαιάζζηα κάδα 
ζα πξνζέιθπαλ θαη κηθξννξγαληζκνχο. Τν ζπκπέξαζκα πνπ πξνέθπςε ήηαλ πσο απφ κφλε ηεο ε 
δηαηαξαρή κπνξεί κέζσ ησλ κεηαβνιψλ ζηε ζεξκνθξαζία θαη ζηελ αιαηφηεηα λα πξνθαιέζεη ζθέδαζε. 
Τν απνηέιεζκα ηεο έξεπλαο είλαη ζεκαληηθφ θαζψο κε ηελ πεξεηαίξσ δηεμαγσγή κειεηψλ ζα κπνξνχκε 
λα έρνπκε δηνξζψζεηο γηα ηελ θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ πιεζπζκψλ ηνπ 
ζαιάζζηνπ πεξηβάιινληνο. 
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Κεφάλαιο 2 

Διάδοςη του ήχου από ςημειακή πηγή 

 

2.1. Γεληθά ζηνηρεία δηάδνζεο 

Γλσξίδνπκε πσο γηα έλα ηδαληθφ ξεπζηφ ε θπκαηηθή εμίζσζε ζηελ απινχζηεξε ηεο 

εθδνρή παξάγεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο δηαηήξεζεο κάδαο, νξκήο (Euler) θαη ηελ 

αδηαβαηηθή εμίζσζε. Θεσξψληαο αλάιπζε ησλ πεδηαθψλ πνζνηήησλ ζε ηηκέο 

ππνβάζξνπ θαη αθνπζηηθήο δηαηαξαρήο, θαη αθαηξψληαο θαηά κέιε ηηο εμηζψζεηο 

Euler (δηαηήξεζε νξκήο θαη κάδαο) θαη γξακκηθνπνηψληαο νδεγνχκαζηε ζηελ 

αθφινπζε θπκαηηθή εμίζσζε σο πξνο ηελ αθνπζηηθή πίεζε  ,p tr  ζηηο ππνπεξηνρέο 

ηνπ ρψξνπ ρσξίο δηεγέξηεο (πεγέο)5: 

 
2

2 2

1 1
0 ,                                                                                                                2.1p

p

c t




  
    

 

 

φπνπ  ην c ζπκβνιίδεη ηελ ηαρχηεηα ηνπ θχκαηνο (ήρνπ). Η αλσηέξσ εμίζσζε γηα 

κέζν κε ζηαζεξή ππθλφηεηα ιακβάλεη ηε κνξθή:  

 
2

2

2 2

1
0 .                                                                                                                2.2

p
p

c t


  



 

Η ίδηα αθξηβψο εμίζσζε ηζρχεη θαη γηα ην δπλακηθφ ηεο ηαρχηεηαο Ψ, θαζψο θαη γηα ηα 

ινηπά αθνπζηηθά κεγέζε. Σηελ πεξίπησζε δηεγεξηψλ απφ πεγή(έο) ε εμίζσζε είλαη 

κε νκνγελήο:  

                                                
5
 Jensen et al,  2011, p.67. 
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 
2

2

2 2

1
,  ,      (2.3)

p
p f t

c t


  


r

 

θαη ν φξνο ζην δεμί κέινο  ,  f tr   αλαπαξηζηά ηελ δηέγεξζε ζηε ζέζε r ηνπ κέζνπ. 

Όπσο παξαηεξνχκε ε  ,  f tr  είλαη κηα ζπλάξηεζε ρσξνρξνληθή θαη κε ηελ 

εηζαγσγή ηεο νδεγνχκαζηε ζηελ κε νκνγελή θπκαηηθή εμίζσζε. 

Έλα εξγαιείν πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ηεο θπκαηηθήο 

εμίζσζεο κε χπαξμε πεγήο, είλαη ν κεηαζρεκαηηζκφο  Fourier: 

     
1

 ,                                                                                                          2.4
2

i tp t p e d 








   

      .                                                                                                                   2.5i tp p t e dt




   

Η ρξήζε ηνπ καο νδεγεί ζηελ θπκαηηθή εμίζσζε Helmholtz ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζηα κνληέια γηα ηε δηάδνζε ηνπ ήρνπ: 

       ² ² ; ; .                                                                                                       2.6k p f     r r r  

φπνπ  k r  ν ηνπηθφο αθνπζηηθφο θπκαηάξηζκνο γηα δεδνκέλε γσληαθή ζπρλφηεηα σ 

θαη ηνπηθή ηηκή  c r  ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ήρνπ ζην κέζν.   

Γηα ηελ επίιπζε ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ ππάξρνπλ δηάθνξα καζεκαηηθά θαη 

αξηζκεηηθά κνληέια πνπ κπνξνχλ λα εθαξκνζζνχλ. Γχν απφ απηά βξίζθνπλ 

εθαξκνγέο ζε ζεηζκηθά θχκαηα πνπ έρνπλ κεγάιν εχξνο ζπρλνηήησλ θαη είλαη ε 

Finite Difference Method, πνπ άκεζα δηαρσξίδεη ζε ρψξν θαη ρξφλν ηηο πξνζεγγίζεηο 

ηνπ δηαθνξηθνχ ηειεζηή, θαη ε Finite Element Method πνπ δηαρσξίδεη ζε κηθξά 

ηκήκαηα ηνλ ρψξν θαη ην ρξφλν κε ζθνπφ λα εθαξκφζνπκε κηα πξνζέγγηζε ηεο 

ιχζεο κέζσ απιψλ ζπλαξηήζεσλ (ρακεινηάμησλ ηνπηθψλ πνιπσλχκσλ). Οη δχν 

κέζνδνη πξνυπνζέηνπλ ηνλ θαηαθεξκαηηζκφ ηνπ ρψξνπ ζε πεξηνρέο θιάζκαηα ηνπ 

κήθνπο θχκαηνο, γεγνλφο πνπ θάλεη ππεξβνιηθά απαηηεηηθή θαη πςειή ζε 

ππνινγηζηηθφ θφζηνο ηε ρξήζε ηνπο ζε πξνβιήκαηα δηάδνζεο ζε απνζηάζεηο 

πνιιψλ ρηιηνκέηξσλ, φπσο είλαη θαη ην πξφβιεκα δηάδνζεο ηνπ ήρνπ. Γηα ηέηνηαο 

κνξθήο πξνβιήκαηα ζα ρξεηαζηνχλ αξηζκεηηθέο κέζνδνη επίιπζεο πνπ είλαη ζίγνπξν 

πσο ράλνπλ ζε γεληθφηεηα αιιά έρνπλ ηε δπλαηφηεηα επίιπζήο ηνπο. Σηε ζπλέρεηα 

ηνπ θεθαιαίνπ, αζρνινχκαζηε κε ηα πξνβιήκαηα ζαιάζζηαο αθνπζηηθήο απφ ηε 

ζθνπηά ηεο παξαγσγήο ηνπο κέζσ αξηζκεηηθψλ ιχζεσλ. 
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Η εμίζσζε (2.6) καο δηεπθνιχλεη ζηε ιχζε, θαζψο κεηψλεη ηε (ρξνληθή) δηάζηαζε ηεο 

PDE (κεξηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο), κε ππνινγηζηηθφ αληίβαξν ηελ εχξεζε ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier. Βαζηθέο αξηζκεηηθέο κέζνδνη πνπ επηιχνπλ ηελ εμίζσζε 

Helmholtz ζε αθνπζηηθνχο θπκαηνδεγνχο, είλαη νη νινθιεξσηηθέο κέζνδνη Fourier 

(Wavenumber Integration), ε παξαβνιηθή πξνζέγγηζε θαη ε κέζνδνο ησλ θαλνληθψλ 

ηδηνκνξθψλ (Normal Modes). Λφγσ ηεο ηνπηθήο παξνπζίαο ησλ πεγψλ ζην 

ζαιάζζην πεξηβάιινλ, έρνπκε ηελ ηθαλνπνίεζε ηεο νκνγελνχο εμίζσζεο Helmholtz 

ζην κεγαιχηεξν κέξνο ηνπ πεδίνπ: 

     ² ² , 0 .                                                                                                               2.8k p     r r  

Η νκνγελήο εμίζσζε Helmholtz είλαη κηα ειιεηπηηθή, κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε, πνπ 

είλαη επηιχζηκε αλαιπηηθά ή αξηζκεηηθά ή θαη κε ζπλδπαζκφ ησλ δχν κεζφδσλ 

αλάινγα κε: 

 Τηο δηαζηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Τε κεηαβνιή ηνπ θπκαηαξηζκνχ ζην κέζν (  k r ), πνπ επάγεηαη απφ ηελ κεηαβνιή 

ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ήρνπ. 

 Τηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 

 Τε γεσκεηξία θαη ζχλζεζε ηνπ πνκπνχ ή ηνπ δέθηε. 

 Τε ζπρλφηεηα θαη ην εχξνο ηεο εθαξκνγήο. 

Τν απνηέιεζκα δηαθνξνπνηείηαη έληνλα απφ ηε κέζνδν, παξφιν πνπ έρνπκε σο 

αθεηεξία ηε ζρεηηθά απιή εμίζσζε Helmholtz, θαζψο δηαδξακαηίδεη ζεκαληηθφ ξφιν 

ν βαζκφο ρξήζεο ηεο αξηζκεηηθήο ή ηεο αλαιπηηθήο κεζφδνπ. 

Σηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηαζηνχλ θάπνηεο απφ ηηο αλαιπηηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο 

ιχζεο ηεο εμίζσζεο Helmholtz πνπ ζε δηάθνξνπο βαζκνχο ζρεκαηίδνπλ ηε 

καζεκαηηθή βάζε γηα ηηο ππνινγηζηηθέο κεζφδνπο πνπ ζα αθνινπζήζνπλ. 

 

2.2. Πεγέο ζε νκνγελή κέζα άπεηξεο έθηαζεο 

 

2.2.1 Σεκεηαθή πεγή ζε νκνγελέο κέζν άπεηξεο έθηαζεο 

Σηελ απινχζηεξε πεξίπησζε πνπ κπνξεί λα αληηκεησπίζνπκε, δειαδή νκνγελνχο 

κέζνπ πνπ θαιχπηεη φγθν V, θαη ραξαθηεξίδεηαη απφ θπκαηάξηζκν  k kr  

(ζηαζεξφ), εηδηθέο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαηαζθεπάδνληαη κε ηε κέζνδν 

ρσξηζκνχ κεηαβιεηψλ. Αλάινγα κε ηηο αλάγθεο ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξνχκε λα 

επηιέμνπκε θαη δηαθνξεηηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Σηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε 
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νκνηφκνξθή δηάδνζεο πξνο φιεο ηηο δηεπζχλζεηο απφ ζεκεηαθή κνλνρξσκαηηθή 

πεγή, επηιέγνπκε ηε ρξήζε ζθαηξηθψλ ζπληεηαγκέλσλ {r,ζ,θ} κηαο θαη ην απνηέιεζκα 

εμαξηάηαη κφλν απφ ηελ απφζηαζε πνπ έρεη ην ζεκείν ηνπ πεδίνπ απφ ηελ πεγή. Ο 

Λαπιαζηαλφο ηειεζηήο πάλσ ζην θπκαηηθφ πεδίν, ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη ζηε 

ζπλέρεηα γεληθά σο   r , γξάθεηαη ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο σο αθνινχζσο: 

 
2

2

2 2 2 2 2

1 1 1
2 9

θ
r sin , .

r r r r sin r sin

 
 

   

      
       

       
 

νπφηε, αλαδεηψληαο ζπκκεηξηθέο ιχζεηο πνπ παξνπζηάδνπλ αλεμαξηεζία απφ ηε 

γσλία αδηκνπζίνπ (ζ) θαη ηελ πνιηθή γσλία ( ) θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε: 

   2 2

2

1
0 .                                                           2.10r k r

r r r

  
   

  
 

Η αλσηέξσ εμίζσζε έρεη σο γεληθή ιχζε: 

        .                        2.11
ikr ikre e

A B
r r




 r

Έρνληαο ππνζέζεη αξκνληθή ζην ρξφλν εμάξηεζε ηεο κνξθήο   exp i t , ζα 

ζέζνπκε ην 0   ψζηε λα κελ έρνπκε ζην άπεηξν εηζεξρφκελα θχκαηα θαη ε ιχζε 

ζα είλαη: 

    .                                                                                                                2.12
ikre

A
r

 r  

Απφ ηελ αλσηέξσ ζρέζε ιακβάλνπκε γηα ηελ αθνπζηηθή ηαρχηεηα: 

 
 

2

, 1
   .       ikr

r

r t ik
u r e

r r r

  
    

  
                                                              (2.13) 

Η ζηαζεξά  κπνξεί λα ππνινγηζζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζηε 

γεηηνλία παιιφκελεο ζθαίξαο πνπ κνληεινπνηεί ηελ αθνπζηηθή πεγή:  

     ,                                                                                    2.14ru U   

φπνπ U  ην πιάηνο ηεο αθηηληθήο ηαρχηεηαο. Η απιή ζεκεηαθή κνλνρξσκαηηθή  πεγή 

αληηζηνηρεί ζηε θαηάζηαζε φπνπ  ε αθηίλα ηεο παιιφκελεο ζθαίξαο (α) είλαη κηθξή 

σο πξνο ην αληίζηνηρν κήθνο θχκαηνο  (kα<<1), νπφηε απφ ηηο αλσηέξσ ζρέζεηο 

ζηελ γεηηνληά ( r =α) ηεο πεγήο πξνθχπηεη πξνζεγγηζηηθά : 
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 2                                                                           2.   .15A a U   

Οξίδνληαο ηελ αθνπζηηθή παξνρή ηεο πεγήο σο  4 ²S U    πξνθχπηεη ε 

αθφινπζε έθθξαζε  γηα ην πεδίν απφ ζεκεηαθή πεγή:  

     ,0  ,                                                                2.16
4

ikre
r S S G r

r
  


     

φπνπ ν ηειεπηαίνο φξνο ζην δεμί κέινο αληηζηνηρεί ζηελ ζπλάξηεζε Green. Η 

ζπλάξηεζε εχθνια γεληθεχεηαη γηα ηπραίν ζέζε πεγήο ( or ) ζην ηξηζδηάζηαην νκνγελή 

ρψξν  ζηελ αθφινπζε κνξθή: 

   , ,      .                                                                             2.17
4

ikR

o

e
G R

R



  or r r r  

Γηαπηζηψλεηαη φηη ε αλσηέξσ ιχζε απεηθνλίδεη ζθαηξηθά εμεξρφκελα θχκαηα θαη 

ηθαλνπνηεί ηελ  κε νκνγελή εμίζσζε Helmholtz: 

        ² ² ,  .                                                                           2.18ok G     or r r r  

Δπίζεο, ηζρχεη: 

     0 0, ,  ,                                                                                     2.19G G r r r r  

πνπ θαηαδεηθλχεη ηε ζπκκεηξία πνπ παξνπζηάδεη ην πεδίν σο πξνο ην r θαη r0. 

 

2.2.2  Γξακκηθή πεγή ζε νκνγελέο κέζν δηάδνζεο άπεηξεο έθηαζεο 

Μηα αληίζηνηρε ιχζε  πνπ παξνπζηάδεη θπιηλδξηθή ζπκκεηξία κπνξεί λα παξαρζεί 

απφ ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz ρξεζηκνπνηψληαο ηελ αλάπηπμε ηνπ ηειεζηή 

Laplace ζε θπιηλδξηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ( , ,z r  ):  

1 1 ² ²
² . (2.20)

² ² ²
r

r r r r z

  




   
   

   
 

Σηελ πεξίπησζε ιχζεσλ πνπ παξνπζηάδνπλ αλεμαξηεζία απφ ηε γσλία αδηκνχζηνπ ζ 

θαζψο θαη απφ ηελ z-κεηαβιεηή ε νπνία δηαηξέρεη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα θπιηλδξηθήο 

ζπκκεηξίαο έρνπκε ηελ αθφινπζε απινπζηεπκέλε εμίζσζε: 

 
1

² 0 .                                                                                     r k r
r r r


  

    
                (2.21) 
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Η αλσηέξσ εμίζσζε Bessel δηαζέηεη ηελ αθφινπζε γεληθή  ιχζε:         

     0 0 ,        r AJ kr BY kr                                                                (2.22) 

ε  νπνία εθθξάδεηαη ηζνδχλακα κε ρξήζε ησλ ζπλαξηήζεσλ Hankel σο αθνινχζσο: 

         2

0 0

1
.r CH kr DH kr                                                                (2.23) 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο παξνπζηάδνπλ εμεξρφκελα θαη εηζεξρφκελα θπιηλδξηθά θχκαηα 

ζην r  , αληίζηνηρα, θαζψο νη ζπλαξηήζεηο Hankel δηαζέηνπλ ηηο αθφινπζεο 

αζπκπησηηθέο πξνζεγγίζεηο γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ νξίζκαηνο: 

   
 

 1 4
0

2
  ,                                                                         2.24

i kr
H kr e

kr






  

   
 

 2 4
0

2
  .                                                       2.25

i kr
H kr e

kr





 
  

Αληίζηνηρα κε ηα πξνεγνχκελα, δηαπηζηψλεηαη φηη ε αλσηέξσ ιχζε 

     0

1
,

4
o o

i
G r r H k r r  -  απεηθνλίδεη θπιηλδξηθά εμεξρφκελα θχκαηα θαη ηθαλνπνηεί 

ηελ  κε νκνγελή εμίζσζε Helmholtz ζηηο δχν δηαζηάζεηο: 

       ² ² , - .                                    2.26o ok G r r r r      

Η αλσηέξσ ιχζε παξνπζηάδεη εμαζζέλεζε ηνπ θπιηλδξηθνχ θχκαηνο αλάινγε κε ηελ 

απφζηαζε απφ ηελ πεγή 
1/2

  - or r


. Δπίζεο, θαηά ηελ πξνζέγγηζε ηεο πεγήο ην πεδίν 

παξνπζηάδεη  ινγαξηζκηθή ηδηνκνξθία (βι. ζρήκα 7). 
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Σρήκα 7. Γξαθηθή απεηθόληζε ηωλ δύν γξακκηθά αλεμάξηεηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο Bessel, κε 
θαλεξή ηε ινγαξηζκηθή ηδηνκνξθία ηεο Y0. 

 

2.3 Πεγή ζε πεπεξαζκέλν ρωξίν 

Αληίζηνηρα κε ην πξνεγνχκελν εδάθην, ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε πεγέο ηζρχνο 

  f r , δηαζθνξπηζκέλεο ζε πεξηνξηζκέλν ρσξίν V κε ζχλνξν S, ην πεδίν ζα πξέπεη 

λα ηθαλνπνηεί ηε κε νκνγελή εμίζσζε Helmholtz: 

     2²  .                                                                            2.27k f     r r  

Η G  πνπ παξνπζηάζακε πην πάλσ έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ζεκειηψδνπο ιχζεο ηεο 

εμίζσζεο  Helmholtz, ελψ παξάιιεια είλαη  ζχκθσλε κε ηε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο 

πνπ αθνξά εμεξρφκελα θχκαηα πνπ εμαζζελνχλ ζε κεγάιεο απνζηάζεηο. Σηελ 

πεξίπησζε δηάδνζεο ζε  πεξηνξηζκέλν ρσξίν (κέζν δηάδνζεο ην νπνίν είλαη 

νκνγελέο), ε θπζηθή ιχζε απαηηείηαη λα ηθαλνπνηήζεη επηπξνζζέησο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο, θαη αλαπαξίζηαηαη σο  άζξνηζκα ηεο ζεκειηψδνπο ιχζεο G  θαη κηαο 

θαηάιιειεο ιχζεο ηεο νκνγελνχο εμίζσζεο Helmholtz H . Με απηφ ηνλ ηξφπν είλαη 

δπλαηφ λα θαηαζθεπαζηνχλ γεληθφηεξεο ζπλαξηήζεηο Green ηεο κνξθήο 

J0(x) 

Y0(x) 

x 
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   ,  , G H or r r  ζα ηθαλνπνηεί πιένλ ηε κε νκνγελή Helmholtz θαη ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο.  

 

2.4 Πεγή ζε νξηδόληηα  ζηξωκαηνπνηεκέλν κέζν δηάδνζεο 

Σε αλνκνηνγελή κέζα ε ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ θαη ε ππθλφηεηα κεηαβάιινληαη θαηά 

κήθνο ησλ δηαθφξσλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σηηο πεξηπηψζεηο πνπ ε 

κεηαβνιή έρεη ηε κνξθή δηαθξηηήο αζπλέρεηαο ζηηο ηδηφηεηεο ηνπ κέζνπ, δελ ηζρχεη ε 

παξαγψγηζε ζηα ζεκεία αζπλέρεηαο γηα ηελ θπκαηηθή εμίζσζε, νπφηε ην πξφβιεκα 

πξέπεη λα αληηκεησπηζηεί σο πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ. Δάλ ην κέζν δηαζέηεη 

κφλν νξηδφληηα δηαζηξσκάησζε θαη ε ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ εμαξηάηαη κφλν απφ ηε 

θαηαθφξπθε z-κεηαβιεηή, είλαη εθαξκφζηκε ε κέζνδνο νινθιεξσηηθψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ. Σηελ πεξίπησζε απηή ε εμίζσζε Helmholtz θαη ε ζπλνξηαθή 

ζπλζήθε ζα έρνπλ ηηο παξαθάησ κνξθέο αληίζηνηρα: 

     ² ²  ,                       k z f     r r                                                             (2.38) 

θαη 

  0 ,              1    
nz z

B n N


     r                                                                   (2.39) 

Όπνπ B  είλαη ζπλνξηαθφο ηειεζηήο θαη zn είλαη ην βάζνο πνπ βξίζθεηαη ε ληνζηή 

δηεπηθάλεηα. Η επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ 

εθάζηνηε πεξίπησζε πξαγκαηνπνηείηαη κε βάζε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, θαζψο ζα 

πξέπεη λα επηιεγεί ζχζηεκα κε έλαλ άμνλα θάζεην ζηελ νξηδφληηα δηεπηθάλεηα. 

Σην ζχλεζεο πξφβιεκα ζεκεηαθήο πεγήο ρξεζηκνπνηνχκε ην θπιηλδξηθφ ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ. Τνπνζεηνχκε ηνλ άμνλα z έηζη ψζηε λα δηαπεξλά ηελ πεγή, θαη ηνλ 

άμνλα r παξάιιειν ζηηο δηεπηθάλεηεο ηνπ κέζνπ δηάδνζεο. Σηε ζπλέρεηα 

νινθιεξψλνπκε ηελ εμίζσζε Helmholtz (2.38) σο πξνο ηε αδηκνπζηαθή ζπληεηαγκέλε 

ζ θαη εθαξκφδνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ Hankel, σο αθνινχζσο: 

     
0

, ,  ,                                      r o r r rr z k z J k r k dk 


                                    (2.40) 

     
0

, ,  .                                                      r o r rk z r z J k r rdk 


                      (2.41) 
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Σθνπφο καο είλαη λα θηάζνπκε ζηελ εχξεζε ηεο θαηά βάζνο δηαρσξηζκέλεο 

θπκαηηθήο εμίζσζεο γηα κνλαδηαία έληαζε πεγήο (Sσ=1), ζε θπιηλδξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο: 

   
 2 2²

,    .                       
² 2

s

r r

z zd
k k k z

dz






 
   

 
                                       (2.42)                

Η ππνβίβαζε ηεο εμίζσζεο ηξηψλ δηαζηάζεσλ ηνπ Helmholtz ζε εμίζσζε κίαο 

δηάζηαζεο επηηπγράλεηαη έρνληαο σο αληίβαξν θφζηνπο ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

νινθιεξψκαηνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Hankel. Η αζπκπησηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ππξήλα ηνπ νινθιεξψκαηνο θάλεη δπλαηή ηελ πεξηθνπή ηνπ κε 

κηθξφ ζθάικα  θαη ππάξρνπλ αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ιχζεο 

ηνπ αλεμάξηεηα απφ ηελ απφζηαζε πξνβιήκαηνο. Τέηνηεο κέζνδνη είλαη ε 

Wavenumber Integration Method, κε κεγάιε αθξίβεηα ζην απνηέιεζκα, ή 

πξνζεγγηζηηθέο κέζνδνη φπσο ε αλάιπζε κε Normal Mode ή ε κέζνδνο ζηάζηκεο 

θάζεο.6 

 

2.5 Γηάδνζε ζε ξερό ζαιάζζην πεξηβάιινλ 

Σε πεξίπησζε δηάδνζεο ηνπ αθνπζηηθνχ θχκαηνο ζε ξερφ πεξηβάιινλ, φπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηελ πθαινθξεπίδα, ππάξρεη αιιειεπίδξαζε ηνπ θχκαηνο κε ηελ 

επηθάλεηα αιιά θαη ηνλ ππζκέλα. Θα ζεσξήζνπκε νκνγελή θπκαηνδεγφ ζηηο ηξεηο 

δηαζηάζεηο πνπ εθηείλεηαη απφ ηελ επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο (z=0) κέρξη ηνλ ππζκέλα 

( z h ). 

 

2.5.1 Μέζνδνο θαηνπηξηζκνύ 

Όηαλ ε ζεκεηαθή πεγή  O01  βξίζθεηαη ζηε ζέζε (0, zs=z1) (βι. ζρήκα 8),  ην πεδίν 

ηεο πεγήο ρσξίο ηηο επηδξάζεηο ησλ ζπλφξσλ είλαη: 

   01

1
21 2 2

01 01 01 1, ,      ,        
ikR

z R e R z z      
 

r r                                              (2.43) 

Τν ζπλνιηθφ πεδίν  , z r  ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο:  

 ,0 0 ,          r                                                                                                  (2.44) 

 

                                                
6
 Jensen et all, 2011, p.102-118. 
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Σρήκα 8. Απεηθόληζε ηνπ πεδίνπ κε ηε κέζνδν πνιιαπιώλ θαηνπηξηζκώλ 

 

ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα,  θαη: 

 ,
0 ,                                                 

z h

z

  




r
                                                           (2.45) 

ζηνλ απφιπηα ζπκπαγή ππζκέλα, αληίζηνηρα.  

Γηα λα επηηχρνπκε θαη ηελ ηθαλνπνίεζε απηψλ ησλ ζπλζεθψλ, ζα πξέπεη λα ιάβνπκε 

ππφςε καο θαη ηηο αλαθιάζεηο ησλ νξίσλ. Η αλάθιαζε ηνπ ππζκέλα ζα είλαη: 

   
02 1/2

2

02 02 1

02

, ,        2 ,               
ikR

e
z R h z z

R
        r r                                 (2.46) 

Τν αλαθιψκελν θχκα κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη πξνθχπηεη απφ κηα εηθνληθή πεγή Ο02 

επξηζθφκελε ζηνλ ππζκέλα. Οη επφκελεο εηθνληθέο πεγέο ζα βξίζθνληαη ζηελ 

επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο θαη ζα είλαη θαηνπηξηζκνί ησλ δχν πξναλαθεξζέλησλ 

πεγψλ Ο01, Ο02 κε κεηαβνιή ζηε θάζε ηνπο (βι. ζρήκα 8). Η ιχζε ιακβάλεη ζε 

πξψηε πξνζέγγηζε ηε κνξθή: 

 
01 02 03 04

01 02 03 04

,  ,                
ikR ikR ikR ikR

e e e e
z

R R R R
    r                                                    (2.47) 

κε      
1/2 1/2

2 2

03 1 04 1²        και      2 ²  R z z R h z z            r r . 

Παξαηεξνχκε πσο ηψξα δελ έρνπκε πιήξε ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλζήθεο ππζκέλα. Τν 

ίδην επαλαιακβάλεηαη δηαξθψο κε ελαιιαγέο ησλ θαηνπηξηζκψλ σο πξνο ην 

ζεσξνχκελν ζχλνξν, θαη ηειηθά ε έθθξαζε ηεο ιχζεο γηα ην ζπλνιηθφ πεδίν ιακβάλεη 

ηε  κνξθή: 
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   
1 2 3 4

0 1 2 3 4

, 1  ,         
l l l likR ikR ikR ikR

l

l l l l l

e e e e
z

R R R R






 
     

 
r                                           (2.48) 

 

φπνπ 

 
 

 

1/2
2 2

1 1 2 1

3 1 4 1

,      0,1,2, , ,   1,2,3,4

2 ,             2 1

2 ,             2 1

lj lj

l l

l l

R z l j

z hl z z z h l z z

z hl z z z h l z z

      



      
       


r

 . 

Η γελίθεπζε ηεο (2.48) γηα κεξηθψο αλαθιαζηηθφ ππζκέλα είλαη7: 

   
1 2 3 4

0 1 2 3 4

,  ,               
l l l likR ikR ikR ikR

l

l l l l l

e e e e
z V V V

R R R R






 
     

 
r                             (2.49) 

φπνπ V  ν θαηάιιεινο ζπληειεζηήο αλάθιαζεο, ν νπνίνο εμαξηάηαη γεληθά απφ ηελ 

ζπρλφηεηα θαη ηηο αθνπζηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ ηνπ ππζκέλα.  

 

2.5.2 Μέζνδνο νινθιεξωηηθήο αλαπαξάζηαζεο  

Σην ίδην πξφβιεκα πνπ αθνξά ηξηζδηάζηαην πεξηβάιινλ δηάδνζεο (3D) παξέρεηαη 

ιχζε κε ηελ κέζνδν νινθιεξσηηθήο αλαπαξάζηαζεο (Integral representation)8. Σηνλ 

ειεχζεξν ρψξν έλα ζθαηξηθφ θχκα κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο ππέξζεζε 

επίπεδσλ θπκάησλ ηεο κνξθήο   1x y zexp i k x k y k z z  





. Όπσο 

πξναλαθέξζεθε, ζε πεξίπησζε πνπ έρνπκε ππζκέλα ζε βάζνο z h , ζα 

παξνπζηαζηεί θαη κηα δεχηεξε κνξθή πνπ ζα αλαπαξηζηά ην αλαθιψκελν θχκα κε ηε 

κνξθή   12x y zVexp i k x k y k h z z   
 

. Σπλερίδνληαο κε ηελ ίδηα ινγηθή ζα 

έρνπκε κηα άπεηξε ζεηξά θπκάησλ κε δηαθνξεηηθνχο αξηζκνχο αλάθιαζεο θαη θάζε 

γηα θάζε θχκα ηεο αλάιπζεο, ν φξνο zlj καο δείρλεη αληίζηνηρα ηε δηαδξνκή πνπ 

αθνινχζεζε ην εθάζηνηε θχκα. Γηα l =0 θαη j =1 έρνπκε ην άκεζν απφ ηελ πεγή 

θχκα, γηα l =0 θαη j =2 έρνπκε ην θχκα πνπ έρεη αλαθιαζηεί ζηνλ ππζκέλα, γηα l =0 

θαη j =3 έρνπκε ην θχκα πνπ αλαθιάζηεθε ζηελ επηθάλεηα ηνπ ξεπζηνχ θαη ηέινο γηα 

l =0 θαη j =4 έρνπκε ην θχκα πνπ έρεη ππνζηεί αλάθιαζε απφ ηνλ ππζκέλα θαη ζηε 

ζπλέρεηα απφ ηελ επηθάλεηα. Αθνινχζσο, αζξνίδνπκε φια ηα παξαπάλσ θχκαηα κε 

ζθνπφ λα βξνχκε ην ζπλνιηθφ αθνπζηηθφ πεδίν θαη κεηά νινθιεξψλνπκε σο πξνο ηα 

xk  θαη yk .  Καζ’ φιε ηε δηάξθεηα ησλ ππνινγηζκψλ καο δελ μερλάκε πσο ηα πιάηε 

                                                
7
 Brekhovskikh & Lysanov,  2001, p. 101-105. 
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ησλ θπκάησλ αλαθιψκελα ζηνλ ππζκέλα ζα πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηνλ ζπληειεζηή 

αλάθιαζεο V, ελψ ηα αλαθιψκελα ζηελ επηθάλεηα κε ηνλ ζπληειεζηή -1. Βξίζθνπκε 

ινηπφλ ηελ παξαθάησ ζρέζε γηα 1z z : 

       1 1, { 2
2

x y z z

i
z exp i k x k y exp ik z z Vexp ik h z z







               
r ∬  

       1 1

0

2 } exp 2  ,
l x y

z z z

l z

dk dk
exp ik z z Vexp ik h z z V ik hl

k





                       (2.50) 

θαη αληίζηνηρε έθθξαζε γηα 1z z . Μεηά απφ πξάμεηο θαη ηελ εηζαγσγή λέσλ φξσλ, 

φπσο ηνπ νξηδφληηνπ θπκαηάξηζκνπ rk κε ζρέζε   
1/2

2 2

z rk k k a   , ε αλσηέξσ 

αλαπαξάζηαζε έξρεηαη ηειηθά ζηε κνξθή:  

 
    

   
   

1 1 1

0

sin (
,  ,  

1 exp 2
r r r

az exp ia h z Vexp ia h z
z H k k dk

aexp iah V iah






     


   
r r            (2.51) 

γηα 1z z . Σηελ πεξίπησζε φπνπ 1z z  ηφηε ζα έρνπκε ην ίδην απνηέιεζκα, 

αιιάδνληαο ηε ζέζε ησλ 1z  θαη  z  ζηε ζπλάξηεζε. 

 

2.5.3 Μέζνδνο θαλνληθώλ ηδηνκνξθώλ (Normal Modes) 

Η κέζνδνο θαλνληθψλ ηδηνκνξθψλ ζα καο απαζρνιήζεη πεξηζζφηεξν, θαζψο ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηα αξηζκεηηθά κνληέια πνπ ζα θαηαζθεπαζηνχλ ζε πεξηβάιινλ  

Matlab γηα λα απεηθνλίζνπκε ην ερεηηθφ πεδίν. Η πξναλαθεξζείζα κέζνδνο 

πεξηιακβάλεη ηελ επίιπζε κηαο εμαξηψκελεο απφ ην βάζνο εμίζσζεο πνπ πξνθχπηεη 

απφ ην ρσξηζκφ κεηαβιεηψλ. Τν πεδίν απνδίδεηαη ηειηθά απφ έλα ζχλνιν απφ 

παιιφκελεο ηδηνκνξθέο (modes). Οη ηαιαλησηηθφηεηα ηεο θάζε ηδηνκνξθήο ζηελ 

νξηδφληηα θαη θαηαθφξπθε δηάζηαζε ραξαθηεξίδεηαη απφ αληίζηνηρν νξηδφληην θαη 

θαηαθφξπθν θπκαηάξηζκν πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε δηάδνζε ηεο ηδηνκνξθήο, ελψ ην 

ηειηθφ αθνπζηηθφ πεδίν θαηαζθεπάδεηαη κε ηελ ππέξζεζε φισλ ησλ ηδηνκνξθψλ. 

Σεκεηαθή πεγή ζε θπκαηνδεγό κε επίπεδα ζύλνξα 

Σε απηή ηελ πεξίπησζε αλαθεξφκαζηε ζε θπιηλδξηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε ηελ 

πεγή πάλσ ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλα (θπιηλδξηθήο ζπκκεηξίαο) (βι. ζρήκα 9).  
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Σρήκα 9. Σεκεηαθή πεγή ζε θπιηλδξηθή γεωκεηξία 

 

Ξεθηλψληαο απφ ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz (θαζψο αλαδεηάκε ιχζε γηα ηε κε 

εμαλαγθαζκέλε κνξθή ηεο Helmholtz) θαη γηα νξηδφληηα ζηξσκαηνπνηεκέλν κέζν:  

 
   

2

2

1 1
0 ,                        r z

r r r z z z c z

  
 



     
            

                    (2.52) 

θαη εθαξκφδνληαο ηε κέζνδν ρσξηδφκελσλ κεηαβιεηψλ, αλαδεηνχκε ιχζε ηεο 

κνξθήο: 

     , Φ  .                   r z r Z z                                                                          (2.53) 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ (2.52), θαη δηαηξψληαο κε    Φ  r Z z βξίζθνπκε: 

 
   

2

2

1 1 1 1
       

d d d dZ
r z

r dr dr Z dz z dz c z






    
              

                                (2.54) 

Τν πεξηερφκελν ησλ αγθπιψλ είλαη ζπλαξηήζεηο σο πξνο ην z θαη ην r, άξα γηα λα 

ηθαλνπνηείηαη ε εμίζσζε ζα πξέπεη λα είλαη ν θάζε φξνο ίζνο κε κηα ζηαζεξά ηελ 

νπνία ζπκβνιίδνπκε σο 2

rmk , θαηαιήγνληαο ζηελ εμίζσζε: 

 
 

 

 
 

2
2

2

1
0,    

m

rm m

dZ zd
z k Z z

dz z dz c z






   
     

      

                                         (2.55) 

θαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 
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 0 0,         0 .                  m
m

z h

dZ
Z

dz 

                                                       (2.56) 

Οη δχν ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ ζέζακε πξνζνκνηάδνπλ ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα 

απειεπζέξσζεο θαη ηνλ απφιπηα ζπκπαγή ππζκέλα ζε βάζνο h . 

Η (2.55) είλαη έλα θιαζηθφ Sturm-Liouville πξφβιεκα, έρεη άπεηξεο ιχζεηο, 

παξνπζηάδεη ηδηνηηκέο rmk  πνπ ππνδειψλνπλ νξηδφληηεο ζηαζεξέο δηάδνζεο αλάινγεο 

κε ηε ζπρλφηεηα ηαιάλησζεο θαη ηδηνζπλαξηήζεηο  mZ z . Όηαλ έρνπκε ηελ m 

ηδηνκνξθή αλακέλνπκε θαη m ζεκεία κεδεληζκνχ απφ ηελ επηθάλεηα κέρξη ηνλ 

ππζκέλα. Αληίζηνηρα νη ηδηνηηκέο ζα είλαη φιεο πξαγκαηηθέο θαη ζα παξνπζηάδνπλ 

θζίλνπζα πνξεία απφ ηελ ηηκή 1 έσο ηελ m  θαη ζε θακία πεξίπησζε δελ ζα 

παξνπζηαζηεί ηδηνηηκή πνπ ζα μεπεξλάεη ηνλ ιφγν ω/cmin (φπνπ cmin  ε ρακειφηεξε 

ηηκή ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ήρνπ). Δπίζεο, φιεο νη ηδηνκνξθέο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

νξζνγψληεο σο πξνο ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ξεπζηνχ  z  (ζηελ εηδηθή 

πεξίπησζε νκνγελνχο ξεπζηνχ (λεξνχ)    1z  ) 

   

 0

0,   για   ,           

h

m nZ z Z z
dz m n

z
                                                                (2.57) 

ελψ ηηο ζεσξνχκε θαη θαλνληθνπνηεκέλεο: 

 

 

2

0

1 .                                 

h

mZ z
dz

z
                                                                      (2.58) 

Τέινο, φιεο νη ηδηνκνξθέο ζρεκαηίδνπλ έλα πιήξεο ζχλνιν, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη 

πσο κπνξνχκε λα γξάςνπκε ηελ πίεζε σο άζξνηζκα φισλ ησλ normal modes: 

     
1

, Φ  .                                 m m

m

r z r Z z




                                                   (2.59) 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ αξρηθή Helmholtz εμίζσζε (2.52) θαη απινπνηψληαο κε ηελ 

πεξαηηέξσ ρξήζε ηεο (2.54), θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε: 

 
 2

Φ1
Φ 0                        

n

rn n

d rd
r k r

r dr dr

 
  

 
                                                    (2.60) 

ε νπνία έρεη ιχζεηο πνπ εθθξάδνληαη απφ ηε ζπλάξηεζε Hankel σο αθνινχζσο: 

 
 

     1,2

0Φ  .          
4

n n s rn

s

i
r Z z H k r

z
                                                           (2.61) 
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Οη θαηαθφξπθεο ηδηνζπλαξηήζεηο έρνπλ ηελ ηδηφηεηα λα απνδίδνπλ ηελ γεληθεπκέλε 

ζπλάξηεζε Dirac: 

     
1

1
m s m s

m

Z z Z z z z






  ,                                                                           (2.62) 

θαη κε βάζε απηή ηελ ηδηφηεηα απνδεηθλχεηαη φηη ε ππέξζεζε ησλ αλσηέξσ 

ηδηνκνξθψλ ζπλζέηεη ην πεδίν ηεο πεγήο εληφο ηνπ ζεσξνχκελνπ θπκαηνδεγνχ:  

 
 

       1

0

1

,  .           
4

m s m rm

ms

i
r z Z z Z z H k r

z








                                            (2.63) 

Λακβάλνληαο ηελ αζπκπησηηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο Hankel, νδεγνχκαζηε 

ζηελ αθφινπζε έθθξαζε: 

 
 

   4

1

,  ,           ,    
8

rmi ik r

m s m

ms rm

i e
r z e Z z Z z r

z r k




 






                         (2.64) 

απφ φπνπ αλαγλσξίδεηαη φηη ην ζπλνιηθφ πεδίν ζε καθξηλέο απνζηάζεηο απφ ηελ 

πεγή ζπληίζεηαη απφ εμεξρφκελα θπιηλδξηθά θχκαηα. 

 

Γξακκηθή πεγή ζε θπκαηνδεγό κε επίπεδα ζύλνξα 

Σηελ πεξίπησζε ελφο πεξηβάιινληνο πνπ δελ κεηαβάιιεηαη θαηά κήθνο ελφο (έζησ 

εγθάξζηνπ Υ) άμνλα (βι. ζρήκα 10),  ππάξρεη ε δπλαηφηεηα ζεψξεζεο απινχζηεξσλ 

2D ιχζεσλ πνπ παξακέλνπλ αλεμάξηεηεο απφ ηελ εγθάξζηα κεηαβιεηή. Τέηνηεο 

ιχζεηο αληηζηνηρνχλ ζε πεδία πνπ πξνθχπηνπλ απφ ζπλερψο θαηαλεκεκέλεο 

ζεκεηαθέο πεγέο θαηά κήθνο ηνπ εγθάξζηνπ άμνλα. 

Με κηθξέο ηξνπνπνηήζεηο ζχκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα, ζα εμεηάζνπκε θαη ηελ 

παξνχζα πεξίπησζε. Γηα άιιε κηα θνξά ζεκείν αθεηεξίαο ζα είλαη ε εμίζσζε 

Helmholtz: 

 
   

   
2

2

² 1
 .      

²
sz x z z

x z z z c z

  
   



   
         

                            (2.65) 
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Σρήκα 10. Γξακκηθή πεγή ζε επίπεδε γεωκεηξία. 

 

Θεσξψληαο ξ=ζηαζεξφ, αλαδεηνχκε ιχζε ηεο κνξθήο: 

     
1

, Φ   ,                  m m

m

x z Z zx




                                                                (2.66) 

φπνπ  mZ z  νη ίδηεο φπσο πξνεγνπκέλσο ιχζεηο ηνπ θαηαθφξπθνπ πξνβιήκαηνο 

ηδηνηηκψλ , θαη αληηθαζηζηψληαο ζηελ εμίζσζε (2.65) ιακβάλνπκε: 

 
   

 
   

1

²Φ
Φ  .  

²

m m

m m s

m

d x dZ zd
Z z x x z z

dx dz dz
 





    
       

     
                    (2.67) 

Φξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (2.55) ε νπνία ζηελ παξνχζα πεξίπησζε γξάθεηαη 

 

 
 

2
2

2
0,   

m

xm m

dZ zd
k Z z

dz dz c z

  
    
    

  

φπνπ 
2

xmk  ηψξα νη νξηδφληηνη θπκαηαξηζκνί, θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε: 

 
         

2

2

2
1

Φ
Φ  .  

m

m xm m m s

m

d x
Z z k x Z z x z z

dx
 





 
    

 
                              (2.68) 

Φξεζηκνπνηψληαο θαη πάιη ηελ  ηδηφηεηα ησλ θαηαθφξπθσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ λα 

απνδίδνπλ ηελ γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε Dirac πξνθχπηεη: 

 
     2

²Φ
Φ .      

²

n

xn n n s

d x
k x x Z z

dx
                                                                (2.69) 

Η ιχζε ηεο εμίζσζεο (2.69) είλαη ε: 
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   Φ  .               
2

xnik x

n n s

xn

i e
x Z z

k
                                                                          (2.70) 

Οπφηε ην πεδίν ηεο  γξακκηθήο πεγήο, γεληθεχνληαο γηα πεγή ζηε ζέζε  ,s sx z  

παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε: 

     
1

,  .         
2

xm sik x x

m s m

m xm

i e
x z Z z Z z

k






                                                           (2.71) 

Σε θάζε πεξίπησζε (πεδίν απφ ζεκεηαθή πεγή ή γξακκηθή πεγή) ην ζεκαληηθφ 

ζηνηρείν ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πεδίνπ είλαη ε θαηαζθεπή ησλ θαηαθφξπθσλ 

ηδηνζπλαξηήζεσλ  mZ z  θαζψο θαη ε εχξεζε ησλ αληηζηνίρσλ ηδηνηηκψλ xmk . Σε 

εηδηθέο (απιέο) πεξηπηψζεηο φπσο  =const,  c=const απηφ είλαη εθηθηφ αλαιπηηθά. 

Σηελ γεληθφηεξε πεξίπησζε ( )c z  απαηηείηαη αξηζκεηηθφο ππνινγηζκφο θαη κηα ηέηνηα 

κέζνδνο πνπ βαζίδεηαη ζηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκψλ κε 

πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο παξνπζηάδεηαη θαησηέξσ ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ 2. 

 

Γηάδνζε ζε πεξηβάιινλ ζηαζεξήο ηαρύηεηαο ήρνπ 

Σηελ πεξίπησζε πνπ αληηκεησπίδνπκε κηα ηδεαηή πεξίπησζε ελφο πεξηβάιινληνο κε 

ζηαζεξή ππθλφηεηα (έζησ ρ=1gr/cm3) πνπ παξνπζηάδεη νκνηνκνξθία ζην δείθηε 

δηάζιαζεο, ψζηε ε ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ λα παξακέλεη ακεηάβιεηε ζε φιν ην ρσξίν, ε 

γεληθή ιχζε ηεο εμίζσζεο ηνπ θαηαθφξπθνπ πξνβιήκαηνο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

     Αsin Bcos  ,             m z zZ z k z k z                                                               (2.72) 

φπνπ ν θαηαθφξπθνο θπκαηάξηζκνο kz δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

2 2

2 2   (        )     xz r zk k ή k k ή ή
c c

 
  

   
      

   
                    (2.73) 

Η ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα επηβάιεη ην B λα είλαη 0, ελψ ε 

ζπλζήθε ππζκέλα νδεγεί ζην κεδεληζκφ ηεο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο (2.72) πνπ 

νδεγεί ζηε ζρέζε: 

 cos 0 ,                                   z zk k h                                                                 (2.74) 

κε ην h  λα είλαη ην βάζνο ηεο ππφ κειέηε πεξηνρήο, ε νπνία καο νδεγεί ζηελ ιχζε: 
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Σρήκα 11. Απεηθόληζε ηωλ 4 πξώηωλ ηδηνκνξθώλ ηνπ πξνβιήκαηνο ζηαζεξήο ηαρύηεηαο. 

 

1
 ,   1, 2,   ,                  

2
zk h m m

 
    
 

                                                            (2.75) 

πνπ ζπλεπάγεηαη πσο ην rk  (ή ην xk  ζηε πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο πεγήο) ζα 

πξέπεη λα ιάβεη ηηο αθφινπζεο ηηκέο γηα ηελ θάζε ηδηνκνξθή (mode): 

22
1

,   1,2,   ,                          
2

xmrmk k m m
c h

ή
     

        
    

                       (2.76) 

ελψ νη αληίζηνηρεο ηδηνζπλαξηήζεηο δίλνληαη απφ ηε ζπλάξηεζε (βι. ζρήκα 11): 

   
2

 sin  ,                m zmZ z k z
h

                                                                         (2.77) 

Δπηιέμακε ηε ζηαζεξά A έηζη ψζηε νη ηδηνκνξθέο (modes) λα είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο  

( 1mZ  ). Η εμίζσζε (2.76) πνπ καο δίλεη κηα ζπζρέηηζε κεηαμχ γσληαθήο 

ζπρλφηεηαο θαη νξηδφληηνπ θπκαηάξηζκνπ είλαη γλσζηή θαη σο ζρέζε δηαζπνξάο. 

Αληίζηνηρα νη πνζφηεηεο ( ) /m rmV k   θαη ε ( ) /m rmd dk    είλαη ε θαζηθή θαη ε 

νκαδηθή ηαρχηεηα ηεο m ηδηνκνξθήο.  

Οη ηδηνηηκέο ρσξίδνληαη ζε δχν θαηεγνξίεο αλάινγα κε ην αλ αθνξνχλ δηαδηδφκελεο ή 

απνζβελνχκελεο ηδηνκνξθέο, θάηη πνπ εμαξηάηαη θαζαξά απφ ην αλ ην ππφξηδν ηεο 

ζρέζεο (2.76) είλαη ζεηηθφ ή αξλεηηθφ αληίζηνηρα (βι ζρήκα 12). Δίλαη εχθνιν λα 

δηαπηζηψζνπκε φηη ζηε δεχηεξε πεξίπησζε (απνζβελνχκελεο ηδηνκνξθέο) ε 

νξηδφληηα εμάξηεζε ηεο θάζε κνξθήο εμαζζελεί εθζεηηθά ζε κεγάιεο απνζηάζεηο απφ 

ηελ πεγή. 
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Σρήκα 12. Απεηθόληζε ηωλ ηδηνηηκώλ ηνπ πξνβιήκαηνο ζην κηγαδηθό επίπεδν 

 

Γηα άιιε κηα θνξά ε επηινγή καο γηα ρξνληθή εμάξηεζε ηεο κνξθήο exp( )i t , καο 

επηβάιιεη ηε ρξήζε ηεο ζεηηθήο rmk  ιχζεο, ψζηε λα έρνπκε θχκαηα πνπ δηαδίδνληαη 

απφ ηελ πεγή πξνο ην άπεηξν θαη φρη ην αληίζεην. Σην ζρήκα 12 παξνπζηάδνληαη κε 

γεκηζκέλν θχθιν θαη βξίζθνληαη ζην ζεηηθφ πξαγκαηηθφ άμνλα νη δηαδηδφκελεο 

ηδηνκνξθέο. Αληίζηνηρα, γηα ηηο απνζβελνχκελεο ηδηνκνξθέο ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε 

αλάκεζα ζε ιχζεηο ηεο (2.76) κε κνξθή κηγαδηθνχ i  θαη i . Δπηιέγνπκε ηειηθά, κε 

απψηεξν ζθνπφ ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο ιχζεο κέζα ζε ζχλνξα, ηε κνξθή rmk i  κε 

0  . Οη ηηκέο απηέο παξνπζηάζηεθαλ ζην παξαπάλσ ζρήκα πάιη κε γεκηζκέλνπο 

θχθινπο σο ζχκβνιν, αιιά ζηνλ ζεηηθφ θαληαζηηθφ άμνλα. 

Ο αξηζκφο ησλ δηαδηδφκελσλ ηδηνκνξθψλ θαζνξίδεηαη εχθνια ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

νκνηφκνξθνπ πεξηβάιινληνο c const  απφ ην αθφινπζν αθέξαην κέξνο: 

 0.5 0.5 2 /p

h
N hf c

c





 
     

.                                                                         (2.78) 

Απφ φπνπ θαίλεηαη φηη ν αξηζκφο ησλ δηαδηδφκελσλ ηδηνκνξθψλ απμάλεηαη αλαινγηθά 

κε ηελ ζπρλφηεηα ηεο πεγήο θαη ην βάζνο ηνπ θπκαηνδεγνχ, θαη ειαηηψλεηαη κε ηελ 

αχμεζε ηεο θαζηθήο ηαρχηεηαο.  Τν αλψηεξν φξην ησλ πξαγκαηηθψλ (δηαδηδφκελσλ) 

ηδηνηηκψλ είλαη ζην / c  . Σε αξθεηά ρακειή ζπρλφηεηα κπνξεί φιεο νη ηδηνκνξθέο λα 
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γίλνπλ απνζβελνχκελεο. Η ζπρλφηεηα απηή νλνκάδεηαη “ζπρλφηεηα απνθνπήο” 

(cutoff frequency) ηνπ θπκαηνδεγνχ θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

0  .                                                                     
4

c
f

h
                                             (2.79) 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ γεληθνχ νξηδφληηα ζηξσκαηνπνηεκέλνπ πεξηβάιινληνο κε 

κεηαβαιιφκελν δείθηε δηάζιαζεο ( )c z  ν αξηζκφο ησλ δηαδηδφκελσλ ηδηνκνξθψλ 

θαζνξίδεηαη απφ ην πξφζεκν ησλ ηδηνηηκψλ mrm xk ή k  νη νπνίεο ππνινγίδνληαη 

αξηζκεηηθά. Σε θάζε πεξίπησζε ε αλσηέξσ ζρέζε εθαξκνδφκελε κε ραξαθηεξηζηηθή 

(κέζε ή ειάρηζηε) ηηκή ηνπ ( )c z  πξνζεγγίδεη ηνλ αξηζκφ ησλ δηαδηδφκελσλ 

ηδηνκνξθψλ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (2.77) ζηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ βξίζθνπκε γηα ην 

πξφβιεκα ζεκεηαθήο πεγήο ζε νκνγελή θπκαηνδεγφ ζηαζεξήο ηαρχηεηαο: 

         1

0

1

, sin sin  ,    
2

zm s zm rm

m

i
r z k z k z H k r

h






                                               (2.80) 

θαη γηα ηελ γξακκηθή πεγή: 

     
 

1

exp
, sin sin   .        

xm

zm s zm

m xm

iki
x z k z k z

h

x

k






                                               (2.81) 

Πνιιέο απφ ηηο ηδηφηεηεο πνπ είδακε ζην ηζνηαρέο πξφβιεκα (isovelocity) ζα έρνπλ 

ηζρχ θαη ζε πην ζχλζεηα πεξηβάιινληα. Αιιά ελψ είλαη ρξήζηκν λα κηιάκε γηα 

δηαδηδφκελεο θαη απνζβελνχκελεο ηδηνκνξθέο ζε ηδαληθφ πεξηβάιινλ, ε δηαθνξά 

κεηαμχ ηνπο θαζίζηαηαη θάπσο δπζδηάθξηηε φηαλ ππάξρεη απφζβεζε.  

Σην ζρήκα 13 εηθνλίδεηαη έλα παξάδεηγκα ππνινγηζκνχ πεδίνπ απφ γξακκηθή πεγή 

ζε νκνγελέο ζαιάζζην πεξηβάιινλ ζηαζεξήο ηαρχηεηαο 1500 /c m s  θαη ζηαζεξήο 

βαζπκεηξίαο 100h m  απφ γξακκηθή πεγή ζπρλφηεηαο 100f Hz . Οη δηαδηδφκελεο 

ηδηνκνξθέο ζα είλαη 13 θαη νη απνζβελνχκελεο 50. 

Παξαηεξνχκε δχν απεηθνλίζεηο, ε πξψηε αθνξά ην πξαγκαηηθφ κέξνο ηνπ ζπλνιηθνχ 

πεδίνπ θαη ε δεχηεξε ην θαληαζηηθφ κέξνο ηνπ. Σηε ζπγθεθξηκέλε απεηθφληζε έρνπλ 

ρξεζηκνπνηεζεί φιεο νη θαζαξά δηαδηδφκελεο ηδηνκνξθέο (modes), θαζψο θαη 50 

επηπιένλ πνπ ζα είλαη απνζβελνχκελεο (βι. ζρήκα 13).Τν αξρείν Μatlab πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ παξαθάησ απεηθφληζε είλαη ην g2d.m. 
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Σρήκα 13. Απεηθόληζε δηάδνζεο ερεηηθνύ πεδίνπ από ζεκεηαθή πεγή ζε ζπρλόηεηα 100Hz  

ζε ξερό νκνγελέο πεξηβάιινλ  

 

Γηάδνζε ζε πεξηβάιινλ θαηαθόξπθα κεηαβαιιόκελεο ηαρύηεηαο ηνπ ήρνπ 

Με ζθνπφ ηελ εχξεζε ησλ ηδηνηηκψλ ζε έλα πεξηβάιινλ, φπνπ έρνπκε 

κεηαβαιιφκελε θαηά βάζνο ηαρχηεηα δηάδνζεο ηνπ ήρνπ, ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν 

πεπεξαζκέλσλ δηαθνξψλ. Γηα λα θαηαθέξνπκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηε 

δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, αξρηθά ρσξίδνπκε ην πεδίν απφ ηνλ ππζκέλα έσο 

ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ζε N  ίζα ηκήκαηα, θαηαζθεπάδνληαο έλα πιέγκα απφ N +1 

ζεκεία, κε αθεηεξία ηνλ ππζκέλα. Ο αξηζκφο ησλ ηκεκάησλ δηακέξηζεο Ν ζα πξέπεη 

λα είλαη αξθεηά κεγάινο, ψζηε λα έρνπκε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ησλ ηδηνκνξθψλ, 

Σπλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη  10 ζεκεία (ή πεξηζζφηεξα) αλά ραξαθηεξηζηηθφ κήθνο 

ηαιαλησηηθφηεηαο ηεο ιχζεο. Δθφζνλ ζεσξνχκε πσο ην ζαιάζζην πεξηβάιινλ ζα 

είλαη ζηαζεξήο βαζπκεηξίαο ίζεο κε h , ηα ηκήκαηα ηεο δηακέξηζεο ζα έρνπλ κήθνο 

πνπ ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

  .                                                 
h

z
N

                                                                (2.82) 
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Σρήκα 14. Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πιέγκαηνο 

 

Σπλερίδνληαο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ζπκβνιηζκφ     j jz   θαη ζεσξψληαο 

πσο ε ππθλφηεηα ηνπ κέζνπ είλαη ζηαζεξή θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ δηαθνξηθή 

εμίζσζε: 

  2 2'' 0 ,        n xn nk z k Z                                                                                (2.83) 

φπνπ ην     /k z c z  θαη ν ηφλνο δειψλεη παξάγσγν σο πξνο ην z . 

Αθνινπζψληαο ηελ θιαζηθή δηαδηθαζία γηα ηελ κέζνδν πεπεξαζκέλσλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ, ρξεζηκνπνηνχκε ην αλάπηπγκα ηεο ζεηξάο Taylor νδεγνχκελνη ζηε 

ζρέζε: 

2 3

1 ' '' ''' ,   
2! 3!

j j j j j

z z
Z Z Z Z Z

 
                                                                (2.84) 

απφ φπνπ κε αλαδηάηαμε ησλ φξσλ βξίζθνπκε ηελ πξνο ηα κπξνο δηαθνξηθή 

πξνζέγγηζε8 γηα ηελ πξψηε παξάγσγν ζε πξψηεο ηάμεσο πξνζέγγηζε: 

1
'  .                                  

j j

jZ
z

 
                                                                   (2.85) 

Αληίζηνηρα, απφ ηε πξνο ηα πίζσ δηαθνξηθή πξνζέγγηζε, μεθηλψληαο απφ ην 

αλάπηπγκα ηεο ζεηξάο Taylor: 

                                                
8
 Η πξνζέγγηζε ζα είλαη Ο(δz), δειαδή φξνη ηέηνηαο ηάμεο ζεσξνχληαη κηθξνί θαη απαιείθνληαη. 
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2 3

1   ,  
2! 3!

j j j j j

z z
h

 


                                                                       (2.86) 

βξίζθνπκε ηε πξνζεγγηζηηθή ζρέζε : 

1
'  .                                  

j j

j
z

 
                                                                    (2.87) 

Τέινο, κε ηελ πξφζζεζε ησλ αλαπηπγκάησλ Taylor θαη ηελ αλαδηάηαμε ησλ φξσλ 

βξίζθνπκε ηελ θεληξηθή δηαθνξηθή πξνζέγγηζε ζε δεχηεξεο ηάμεσο πξνζέγγηζε9 γηα 

ηε δεχηεξε παξάγσγν: 

 

1 1

2

2
'' ,              

j j j

j

Z Z Z
Z

z

  
                                                                           (2.88) 

φπνπ ηα zj δίλνληαη απφ ηε ζρέζε: 

,   2, ,    .            jz j z j N                                                                                (2.89) 

Σπκπεξαίλνπκε ινηπφλ πσο γηα ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ πιέγκαηνο πνπ 

θαηαζθεπάζακε, δίρσο ηηο ζπλνξηαθέο ηηκέο επηθάλεηαο θαη ππζκέλα, ζα ηζρχεη κε 

αληηθαηάζηαζε ηεο (2.88) ζηελ εμίζσζε (2.83) ε ζρέζε: 

 
 1 1 2

2

2
0 .      

j j j

j j

Z Z Z
k z Z

z

  
                                                                     (2.90) 

Παξαηεξψληαο ηελ εμίζσζε (2.90), κπνξνχκε λα δηαθξίλνπκε ηελ παξάβιεςε ηνπ 

φξνπ 
2

xnk  θαζψο απηφο ν φξνο ζα αλαδεηεζεί σο ιχζε ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο ηδηνηηκψλ. Οη φξνη αλ ηνπο ηαμηλνκήζνπκε ειαθξψο δηαθνξεηηθά, ζα 

καο νδεγήζνπλ ζηε ζρέζε: 

   
 

 
2

1 12 2 2

1 2 1
0 ,          1, 2,3,...  ,j j j jk z j N

z z z  
 

 
        
 
 

              (2.91) 

κε βάζε ηελ νπνία ζα δεκηνπξγεζεί ν δηαγψληνο πίλαθαο ηνπ πξνβιήκαηφο, φπνπ κε 

( )d j ζα ζπκβνιίδεηαη ν ζπληειεζηήο ηνπ κεζαίνπ αγλψζηνπ jZ  ζηελ εμίζσζε (2.91), 

ελψ ν ζπληειεζηήο ησλ επφκελσλ θαη πξνεγνχκελσλ φξσλ απφ ηνλ jZ  ζα 

ζπκβνιίδεηαη κε ( )e j . Ο αλσηέξσ δηαθξηηφο πίλαθαο C  ζα ηθαλνπνηεί γεληθψο ηελ 

εμίζσζε ηδηνηηκψλ: 

                                                
9
 Η πξνζέγγηζε ζα είλαη O(δz

2
).  



 
 

~ 36 ~ 
 

0 .      C I                                                                                                       (2.92) 

Σηνλ δηαθξηηφ πίλαθα ζα πξνζηεζνχλ θάπνηεο ηξνπνπνηεηηθέο αιιαγέο, πξνθεηκέλνπ 

λα εηζαρζνχλ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Αξρηθά ζα εηζαγάγνπκε ηε ζπλζήθε 

ειεχζεξεο επηθάλεηαο  1 1 0 0N Nz z       , νδεγνχκελνη ηειηθά ζε έλαλ 

δηαθξηηφ πίλαθα δηαζηάζεσο Ν. Σπλερίδνπκε κε ηελ εηζαγσγή θαη ηεο ζπλζήθεο 

ππζκέλα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ παξαθάησ νινθιήξσζε ηεο ζρέζεο (2.83): 

  2 2' 0

h z

n xn n

h

Z k z k Z dz

 



     

   2 2

2 12 1
1 0

2

k z k zZ Z
Z z

z





    

 2

1 1 2

1 1
0 .  k z z Z Z

z z


 

 
    
 

                                                                     (2.93) 

Η αλσηέξσ ζρέζε ρξεζηκνπνηνχκελε γηα  1z z h   , ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ζρέζε 

(2.91), φπνπ ηε ζέζε ηνπ (1)d   ζα ηε ιάβεη ν ζπληειεζηήο   2

1

1
k z z

z




 
  
 

 θαη ν 

ζπληειεζηήο 
1

z
  ζα ιάβεη ηε ζέζε ηνπ φξνπ (2)e  , θαζνξίδεη ηελ ηειηθή κνξθή ηνπ 

δηαθξηηνχ πίλαθα C . Οη ηδηνηηκέο n  ηεο εμίζσζεο (2.92) πξνζεγγίδνπλ ηηο 

αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο ηνπ θαηαθφξπθνπ πξνβιήκαηνο 
2

xnk  θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα  ηηο 

αληίζηνηρεο ηδηνζπλαξηήζεηο ζηα ζεκεία ηνπ πιέγκαηνο  n jz z  , νη νπνίεο 

θαλνληθνπνηνχληαη     /n j n j nz z z z       δηαηξνχκελεο κε ηελ λφξκα nZ , ε 

νπνία ππνινγίδεηαη κε αξηζκεηηθή νινθιήξσζε:   

0
2 2   .    n n

h

Z Z dz


                                                                                                  (2.94) 

Δηδηθά ζηελ πεξίπησζε coc nst  ζα νδεγεί ζην γλσζηφ απνηέιεζκα: 

0 0 0
2 2 22 1 2

cos   .    
2 2

n n

h h h

n z n z h
Z Z dz sin dz dz

h h h

 

  

 
     

 
                             (2.95) 

θαη ζα δψζεη σο απνηέιεζκα ηηο θαλνληθνπνηεκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο  nZ z . 
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Σρήκα 15. Καηαθόξπθν πξνθίι ηαρύηεηαο (ζηα αξηζηεξά) θαη απεηθόληζε ηωλ 4 πξώηωλ 
ηδηνκνξθώλ ζην πξόβιεκα ζηαζεξήο ηαρύηεηαο γηα ζπρλόηεηα 30Hz θαη ζύγθξηζε αλαιπηηθήο 
θαη αξηζκεηηθήο ιύζεο (ζηα δεμηά) 

 

Σρήκα 16. Καηαθόξπθν πξνθίι ηαρύηεηαο (ζηα αξηζηεξά) θαη απεηθόληζε ηωλ 4 πξώηωλ 
ηδηνκνξθώλ ηνπ πξνβιήκαηνο VEP γηα ζπρλόηεηα 30Hz  κε ηελ ζύγθξηζε αλαιπηηθήο 
(πεξηβάιινλ ζηαζεξήο ηαρύηεηαο δηάδνζεο) θαη αξηζκεηηθήο ιύζεο (θαηαθόξπθα κεηαβαιόκελε 
ηαρύηεηα). 
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Τα απνηειέζκαηα ζα εηζαρζνχλ ζηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ, ην νπνίν ζηελ 

πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο πεγήο ιακβάλεη ηε κνξθή  δπλακηθνχ: 

     
 0

0

1

exp
,  ,    

2

pN m
xn

n n

n xn

ik x xi
x z Z z Z z

k







                                                 (2.96) 

φπνπ m δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ απνζβελνχκελσλ ηδηνκνξθψλ πνπ δηαηεξνχληαη 

ζην άζξνηζκα πάλσ απφ ηηο 
pN  δηαδηδφκελεο ηδηνκνξθέο. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο θαηαζθεπήο ηνπ θαηαθφξπθνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκψλ (Vertical 

Eigenvalue Problem) ζην πξφγξακκα Μatlab θαη γηα ηνλ έιεγρν ηεο νξζφηεηάο ηνπ, 

ζπγθξίλνπκε ηηο αξηζκεηηθέο ιχζεηο ηνπ κε ηελ αλαιπηηθή ιχζε γηα νκνγελέο (c=const) 

πεξηβάιινλ ζηαζεξήο βαζπκεηξίαο. Η ζπκθσλία αξηζκεηηθήο θαη αλαιπηηθήο ιχζεο 

παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα 15 γηα ζπρλφηεηα 30 Hz , φπνπ ηα ζχκβνια (+) 

απεηθνλίδνπλ ηελ αξηζκεηηθή ιχζε ελψ νη ζπλερείο γξακκέο ηελ αλαιπηηθή. Ο θάζεηνο 

άμνλαο δίλεη ηελ ηηκή ηνπ βάζνπο, ν νξηδφληηνο ζηα αξηζηεξά, ην εχξνο ησλ ηηκψλ ηεο 

ηαρχηεηαο (1500 /m s  ζηαζεξά ζηελ πεξίπησζή καο) θαη ην πιάηνο ησλ ηδηνκνξθψλ 

ζην ζρήκα ζηα δεμηά.  

Σηε ζπλέρεηα, εμεηάδνπκε έλα κεηαβαιιφκελν θαηαθφξπθν πξνθίι γηα ηελ ηαρχηεηα 

παξαβνιηθήο κνξθήο: 

   
2

0 0 ,c z c b z z    

όπνπ 0 1500 /c m s  ε ειάρηζηε ηηκή ηεο θαζηθήο ηαρχηεηαο κεηάδνζεο θαη 

0 25z m   ε ζέζε ηνπ ειαρίζηνπ. Δπίζεο έρεη ιεθζεί  
10.1 /b m s . Τν πξνθίι 

εηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 16, φπνπ επίζεο παξαηεξνχκε ηηο δηαθνξνπνηήζεηο ησλ 

αξηζκεηηθψλ ιχζεσλ απφ ηελ αλαιπηηθή, πνπ αλαθέξεηαη γηα πεξηβάιινλ ζηαζεξήο 

ηαρχηεηαο 0 1500 /c m s  γηα ηελ ίδηα ζπρλφηεηα 30 Hz .  Παξαηεξνχκε ζην ζρήκα 16 

φηη κεγαιχηεξεο ηξνπνπνηήζεηο πξνθχπηνπλ ζηηο πξψηεο θαηαθφξπθεο 

ηδηνδπλαξηήζεηο,  ελψ φζν ν δείθηεο ηεο ηδηνκνξθήο απμάλεηαη νη ηδηνζπλαξηήζεηο 

ηείλνπλ λα ζπκπέζνπλ ζηηο αληίζηνηρεο ηνπ νκνγελνχο πξνβιήκαηνο. 

Τν ππνινγηδφκελν θπκαηηθφ πεδίν απφ γξακκηθή πεγή ζε ζπρλφηεηα 30 Hz  ζην 

νκνγελέο θαη αλνκνηνγελέο πεξηβάιινλ παξνπζηάδεηαη ζηα ζρήκαηα 17 θαη 18, 

αληίζηνηρα. Οη δηαδηδφκελεο ηδηνκνξθέο ζα είλαη 4 θαη νη απνζβελνχκελεο 10. Οη 

δηαθνξέο δελ είλαη εχθνια εκθαλείο θαζψο αζρνινχκαζηε κε κηθξφ ζρεηηθά βάζνο, 

πάλησο παξνπζηάδνληαη δηαθνξνπνηήζεηο. Τα αξρεία Μatlab πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

είλαη ηα: veps.m, g2dvep.m θαη g2da.m. 
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Σρήκα 17. Οκνγελέο πεξηβάιινλ δηάδνζεο. 

 

Σρήκα 18. Αλνκνηνγελέο πεξηβάιινλ δηάδνζεο. 
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Κεφάλαιο 3 

Σκέδαςη ςε άπειρο χώρο 

 

3.1. Δηζαγωγηθά ζηνηρεία 

Καηά ηε δηάξθεηα δηάδνζεο αθνπζηηθψλ θπκάησλ ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ ππάξρεη 

ε πηζαλφηεηα ην θχκα λα ζπλαληήζεη κεγάια ή κηθξφηεξα εκπφδηα ζηελ πνξεία ηνπ, 

πνπ ζα δηεγείξνπλ θαηλφκελα ζθέδαζεο, φπσο αλαθέξακε θαη ζην θεθάιαην 1. Σε 

απηή ηελ πεξίπησζε ην ζπλνιηθφ πεδίν γξάθεηαη ζηε κνξθή αζξνίζκαηνο δχν 

δηαθνξεηηθψλ δπλακηθψλ, έλα πνπ ζα πεξηγξάθεη ην δπλακηθφ πνπ πξνέξρεηαη απφ 

ηελ πεγή ή ην παξάιιειν θχκα (ζε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη πεγή κέζα ζην 

πεξηβάιινλ καο) θαη έλα πνπ ζα αθνξά ην δπλακηθφ ζθέδαζεο, δειαδή ην δπλακηθφ 

πνπ δεκηνπξγείηαη ιφγσ ηεο αιιειεπίδξαζεο κε ηνλ ζθεδαζηή. Τν ζπλνιηθφ 

δπλακηθφ ζα δίλεηαη απφ ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

  ,                                                                                    T I S                         (3.1) 

φπνπ ην I  ζα ζπκβνιίδεη ην δπλακηθφ ιφγσ πεγήο ή παξάιιεινπ θχκαηνο θαη ην 

S  ζα ζπκβνιίδεη ην δπλακηθφ ζθέδαζεο. 

Ο ζηφρνο καο ζε απηφ ην θεθάιαην ζα είλαη λα δψζνπκε θάπνηεο καζεκαηηθέο βάζεηο 

γηα ηελ πξνζέγγηζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο ζθέδαζεο. Γηα λα πεηχρνπκε ηελ αλάιπζε 

ηεο ζθέδαζεο αθνπζηηθψλ θπκάησλ απφ έλα εκπφδην ζα πξέπεη λα γίλεη ε παξαγσγή 

ησλ ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο θαη ε αλαδηαηχπσζε ηνπ κε 

ρξήζε ζπλνξηαθψλ νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ. Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ 

αλαπαξάζηαζε ηεο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ, σο δπλακηθνχ απφ 
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ζπλερείο θαηαλνκέο ηδηνκνξθηψλ δηαλεκεκέλεο ζην ζχλνξν. Αθνινχζσο, κε ηε ρξήζε 

ησλ ηδηνηήησλ ζπλέρεηαο ηέηνησλ δπλακηθψλ, νδεγνχκαζηε ζηελ νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε.  

Σην παξφλ ππνθεθάιαην, ζα δνζνχλ θάπνηεο εηζαγσγηθέο έλλνηεο γηα ηελ θαιχηεξε 

θαηαλφεζε ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ζα αθνινπζήζνπλ, ζα αλαθεξζνχκε ζηηο 

γεσκεηξηθέο  ηδηφηεηεο ησλ θιεηζηψλ επηθαλεηψλ ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν, ζηελ 

έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο Hölder θαη ησλ ρψξσλ απνηεινχκελσλ απφ Holder ζπλερείο 

ζπλαξηήζεηο, νξηζκέλεο ζε ππνζχλνια ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ ή ηνπ δηζδηάζηαηνπ 

ρψξνπ, θαζψο θαη ζηηο αξκνληθέο εμηζψζεηο πνπ αλαπαξηζηνχλ ηα θπκαηηθά πεδία. 

Καζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο αλάιπζεο ζα ρξεζηκνπνηνχκε ην D  αλαθεξφκελνη ζε 

πεπεξαζκέλν αλνηρηφ ρσξίν, ην ζχλνξν ηνπ ζα ζπκβνιίδεηαη κε D  θαη κε ην 

D D D   ζα ζπκβνιίδνπκε ην θιεηζηφ ρσξίν. Με ηνλ φξν  kC D   κε k N , 

πεξηγξάθνπκε ην γξακκηθφ ρψξν ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ κε k ζπλερείο παξαγψγνπο. 

Σηελ πεξίπησζε πνπ γξάςνπκε  kC D , ζα πεξηγξάθνπκε ηνλ ππφρσξν ηνπ 

 kC D  πνπ καδί κε φιεο ηηο παξαγψγνπο ηνπ, κέρξη θαη k βαζκνχ, κπνξνχλ λα 

επεθηαζνχλ ζπλερψο απφ ηνλ D  ζην D .  

 

3.1.1. Γεωκεηξία θιεηζηώλ επηθαλεηώλ 

Τν ρσξίν D  ζεσξνχκε φηη απνηειείηαη απφ πεπεξαζκέλα ζε αξηζκφ θιεηζηά  ιεία 

ηκήκαηα ηάμεο ²C . Τν ²D C  ζεκαίλεη πσο γηα θάζε ζεκείν ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ρσξίνπ ζα ππάξρεη ηξηζδηάζηαηε γεηηνλία ηεο νπνίαο ε ηνκή κε ην ζχλνξν ζα κπνξεί 

λα πεξηγξαθεί ακθηκνλνζήκαληα ζε έλα αλνηρηφ ππνζχλνιν ηνπ ℝ2. Η ζπλάξηεζε 

πνπ ζα ην πεξηγξάθεη ζα είλαη δηπιά ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε θαη δίλεηαη ζηε 

ζπλέρεηα: 

        1 1 2 2 1 2 3 1 2, ,  , , ,  ,       x u u x u u x u uux                                                       (3.2) 

φπνπ  1 2,u uu  ζην  παξακεηξηθφ ρψξν U. 

Η απεηθφληζε ελφο ηέηνηνπ ρψξνπ παξακέηξσλ πνπ νλνκάζακε U, κέζσ απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο, νλνκάδεηαη ζηνηρείν επηθαλείαο. Τν ζπλνιηθφ ζχλνξν κπνξνχκε λα ην 

βξνχκε ελψλνληαο φια ηα επηκέξνπο ζηνηρεία. Δπεηδή ε απεηθφληζε είλαη 

ακθηκνλνζήκαληε ηα , j j

x

u





x  , φπνπ j=1,2, είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα θαη 

πεξηγξάθνπλ δηαλχζκαηα εθαπηφκελα ζηελ επηθάλεηα ζην θάζε ζεκείν, νξίδνληαο ην 
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εθαπηφκελν επίπεδν ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Τα ζηνηρεία ηνπ κεηξηθνχ πίλαθα 

ζηελ επηθάλεηα δίλνληαη απφ ηε ζρέζε: 

 , ,, ,     με  , 1,2  ,       jk j k j k g x x                                                                        (3.3) 

θαη ε νξίδνπζα ηνπ ζπκκεηξηθνχ πίλαθα 
jkg  ζα παξέρεη ηε κεηξηθή 

 
2

,1 ,2, 0jkdet     g g x x . 

Σηελ παξαπάλσ πεξίπησζε, ην γξακκηθφ ζηνηρείν κηαο επηθάλεηαο ζην θάζε ζεκείν 

ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 , ,,  ,                                                     j k j k

j k jkdu du du dux x g                              (3.4) 

φπνπ ζην παξφλ θεθάιαην  ,  a b a b  δειψλεη ην εζσηεξηθφ γηλφκελν. Αληίζηνηρα 

ην επηθαλεηαθφ ζηνηρείν ζην ζεκείν x  ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

1 2  .                                                                    ds du du g                                    (3.5) 

Τέινο, ην θάζεην κνλαδηαίν δηάλπζκα n  ζηελ επηθάλεηα D , πνπ ζα καο 

ρξεζηκεχζεη ζηε ζπλέρεηα θαη ζηα ζεσξήκαηα αλαπαξάζηαζεο, ζην θάζε ζεκείν ζα 

είλαη: 

,1 ,2

1
,  ,                                                     n x x

g
                                                  (3.6) 

νπφηε θαηαιήγνπκε λα έρνπκε ηξία γξακκηθψο αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα ζε θάζε 

ζεκείν ηεο επηθάλεηαο, ηα ,1 ,2,x x   θαη n . 

Γηα ζχλνξν δχν θνξέο ζπλερέο θαη δηαθνξίζηκν, ππάξρεη ζεηηθή ζηαζεξά L  ηέηνηα 

ψζηε: 

  
2

, ,                             x L  n x y x y                                                           (3.7) 

γηα θάζε x , y  πάλσ ζην ∂D. Η αληζφηεηα απηή εθθξάδεη ην γεγνλφο πσο ην 

δηάλπζκα x - y , γηα x  θνληά ζην y , είλαη ζρεδφλ νξζνγψλην ζην θάζεην δηάλπζκα n . 

 

3.1.2. Φώξνο Hölder 

Φηάζακε ινηπφλ ζην ζεκείν αλαθνξάο ζηνλ ρψξν Hölder. Ο ρψξνο νκνηφκνξθα 

ζπλερψλ Hölder ζπλαξηήζεσλ, είλαη βαζηθήο ζεκαζίαο ζηελ έξεπλα γηα ηηο ζπλζήθεο 

θαλνληθφηεηαο ηνπ απινχ θαη ηνπ δηπινχ ζηξψκαηνο δπλακηθνχ. Οξίδνπκε ην ρψξν 
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ζπλαξηήζεσλ Hölder-ζπλερψλ ζε έλα πεπεξαζκέλν θιεηζηφ ππνζχλνιν ηνπ 

ηξηζδηάζηαηνπ ή ηνπ δηζδηάζηαηνπ ρψξνπ G , θαη ζπκβνιίδνπκε σο  0, ,aC G  

0 1a  , ηνλ γξακκηθφ ρψξν φισλ ησλ κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ u  πνπ νξίδνληαη 

ζην ρψξν G   θαη ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε: 

    .                                                    
a

u u c  x y x y                                      (3.8) 

Όπνπ c  είλαη κηα ζεηηθή ζηαζεξά πνπ εμαξηάηαη απφ ην u  αιιά φρη απφ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ,x y . Σηελ πεξίπησζε πνπ ην G  είλαη κε πεπεξαζκέλν, κε ηνλ φξν  

 0,u C G  πεξηγξάθνπκε ην πεδίν ησλ κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ u  πνπ είλαη 

πεπεξαζκέλν θαη ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (3.8). Δίλαη πξνθαλέο πσο ηφηε ν ρψξνο u  

ζα είλαη νκνηφκνξθα ζπλερήο ζην G . Ο ρψξνο   0,aC G  νλνκάδεηαη Holder θαη ζα 

ηνλ ζπλαληήζνπκε ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ην G  ζα είλαη ην θιεηζηφ ρσξίν D  , ην 

αλνηρηφ χωρίο D  ή ην ζχλνξν D . 

 

3.1.3. Αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο 

Γηα λα γίλεη δπλαηή ε αλαθνξά ζηα ρξήζηκα ζεσξήκαηα Green, ζα εμεγεζεί πφηε κηα 

ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη αξκνληθή θαη ζα αθνινπζήζνπλ ηα ζεσξήκαηα Green θαη νη 

αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο. Μηα ζπλάξηεζε u είλαη αξκνληθή φηαλ είλαη δηπιά ζπλερψο 

παξαγσγίζηκε κε πξαγκαηηθέο ηηκέο, νξηζκέλε ζε πεδίν D , ππνζχλνιν ηνπ 
mR  κε 

ηηκέο m=2,3 θαη ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Laplace: 

0 ,    ζηο χωρίο  ,                                            u D                                                  (3.9) 

φπνπ ην u  ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε:  

2
1

²
 .                                                    

m

j j

u
u

x


 


                                                      (3.10) 

Οη αξκνληθέο εμηζψζεηο είλαη θαηάιιειεο κεηαμχ άιισλ θαη γηα ηελ πεξηγξαθή 

δπλακηθψλ ηαρχηεηαο αζηξφβηισλ ξνψλ πγξψλ. Σρεηίδνληαη άκεζα κε ηηο κηγαδηθέο 

αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο, θαζψο νη ηειεπηαίεο έρνπλ σο πξαγκαηηθφ θαη θαληαζηηθφ 

κέξνο αξκνληθέο εμηζψζεηο. 

Οη πην πνιιέο απφ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ αξκνληθψλ ζπλαξηήζεσλ κπνξνχλ λα 

εμαρζνχλ απφ ηε ζεκειηψδε ιχζε ηεο εμίζσζεο Laplace πνπ είλαη ε: 
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 

1 1
ln ,   2

2
,  ,                                                              

1 1
,   3

4

m

G

m






 

 
 
 

x y
x y

x y

             (3.11) 

θαη νλνκάδεηαη θαη ζπλάξηεζε Green γηα ρψξν ησλ 2 θαη 3 δηαζηάζεσλ, αληίζηνηρα.  

Σπλερίδνληαο, ζα αλαθεξζνχκε ζε δχν ζεκαληηθά εξγαιεία ζηε κειέηε ησλ κεξηθψλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, ζηα ζεσξήκαηα ηνπ Green: 

Δάλ D  είλαη έλα θιεηζηφ ρσξίν ηάμεο 
1C  θαη αλ παξάιιεια ζεσξήζνπκε πσο ην n  

νξίδεη ην κνλαδηαίν, θάζεην ζην ζχλνξν D  δηάλπζκα, πνπ θαηεπζχλεηαη πξνο ην 

εμσηεξηθφ ηνπ D , ηφηε γηα  1u C D  θαη  2C D  ζα ηζρχεη ην πξψην ζεψξεκα ηνπ 

Green: 

    ,                              
D D

u u dx u ds
n


 




   

                                            (3.12) 

γηα  2,u C D  ζα ηζρχεη ην δεχηεξν ζεψξεκα ηνπ Green: 

   .                    
D D

u
u u u ds

n n


  



  
     

  
                                                 (3.13) 

Απφδεημε: Δθαξκφδνπκε ην ζεψξεκα απφθιηζεο ηνπ Gauss: 

D D

dx ds


   A n A  

ζην δηαλπζκαηηθφ πεδίν  1C DΑ  νξηδφκελν απφ ην   u  A  θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε: 

  u u u          

θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε (3.12).  

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα πνξεία, κε ηε κφλε δηαθνξά πσο αληηθαζηζηνχκε ην u  κε   

θαη κεηά αθαηξνχκε ηηο δχν ζρέζεηο θαηά κέιε, ζα βξνχκε ηε ζρέζε (3.13).  

Ωο θπζηθή ζπλέπεηα ησλ παξαπάλσ έρνπκε πσο γηα  2u C D  αξκνληθή ζην ρσξίν , 

ζα ηζρχεη: 
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0 .                                                                                 
D

u

n






                              (3.14) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε D  θιεηζηφ ζχλνιν ηάμεο 
1C  θαη  2u C D  λα είλαη 

αξκνληθή ζην πεδίν D , ηφηε έρνπκε ην ζεψξεκα νινθιεξσηηθήο αλαπαξάζηαζεο ηνπ 

Green: 

 
 

     
 

 
 

,
,  .                                    

D

Gu
u G u ds

n n


  
  

   


x y
x y x y y y

y y
  (3.15) 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε άκεζα ζπκπεξαίλνπκε πσο θάζε αξκνληθή ζπλάξηεζε 

είλαη θαη αλαιπηηθή. H ζρέζε Green (3.15) αλαπαξηζηά θάζε αξκνληθή ζπλάξηεζε, 

έρνληαο σο φξνπο ηα ζηνηρεία Cauchy πνπ είλαη νη ζπλνξηαθέο ηηκέο ηεο θαη ηελ 

θάζεηε παξάγσγφ ζην ζχλνξν. Τέινο, ζεκαληηθφ είλαη λα αλαθέξνπκε ηελ αξρή ηνπ 

Μεγίζηνπ-Διαρίζηνπ, ζχκθσλα κε ηελ νπνία κηα αξκνληθή ζπλάξηεζε δελ κπνξεί λα 

ιάβεη ηε κέγηζηε ή ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο εληφο ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ παξά κφλν πάλσ 

ζην ζχλνξν (εθηφο αλ είλαη ζηαζεξή). Πνιιά απφ ηα παξαπάλσ ζεσξήκαηα 

ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο ζε απνδείμεηο γηα ζεσξήκαηα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ θαη ζηε 

ζεσξία δπλακηθνχ. 

 

3.2. Πξόβιεκα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ γηα ηε εμίζωζε Helmholtz 

Η εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ θαη εηδηθά ησλ δχν ζεσξεκάησλ Green 

ζπλαληάηαη θαη ζηελ εμίζσζε Helmholtz πνπ καο αθνξά, θαζψο ε δηάδνζε ησλ 

αθνπζηηθψλ θπκάησλ πνπ κειεηάκε γίλεηαη κε βάζε ηε ζπγθεθξηκέλε. Τν βαζηθφ 

πιενλέθηεκα ηεο παξαπάλσ κεζφδνπ ζηε κειέηε πξνβιεκάησλ εμσηεξηθψλ 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ έγθεηηαη ζην φηη ε πξνζέγγηζε απηή ειαηηψλεη ηε δηάζηαζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, κεηαηξέπνληάο ην απφ νξηζκέλν ζε αλνηθηφ ρσξίν ζε νξηζκέλν ζην 

ζχλνξν-επηθάλεηα ηνπ ζψκαηνο-ζθεδαζηή. Τν γεγνλφο απηφ είλαη πςειήο ζεκαζίαο 

γηα ηελ αξηζκεηηθή αλάιπζε αιιά έρεη θαη ηα κεηνλεθηήκαηά ηνπ. Η απεπζείαο ρξήζε 

ηεο ζεσξίαο δπλακηθνχ κε ζθνπφ ην ζρεκαηηζκφ ζπλνξηαθψλ νινθιεξσηηθψλ 

εμηζψζεσλ γηα ην θιαζηθφ πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηεο ζεσξίαο ζθέδαζεο, 

νδεγεί ζε ηδηφκνξθεο εμηζψζεηο. Έλα πνιχ ζεκαληηθφ θαη δχζθνιν έξγν είλαη ε 

εχξεζε αλαιπηηθψλ κεζφδσλ γηα ηελ αληηκεηψπηζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο. Η 

αξηζκεηηθή εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ κεζφδσλ νδεγεί ζε πεξαηηέξσ δπζθνιίεο, 

θαζψο νη ηδηνηηκέο δελ είλαη γλσζηέο εθ ησλ πξνηέξσλ θαη απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ 

νδεγεί ζηελ αλάγθε ρξήζεο πην εθιεπηπζκέλσλ κεζφδσλ. 
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Αξρηθά, ζα ζρνιηαζηνχλ νη θπζηθέο θαηαβνιέο ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ  γηα ηελ εμίζσζε Helmholtz, ε έλλνηα ηεο αξρήο ηεο αθηηλνβνιίαο 

(radiation condition) θαη ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο 

Helmholtz πνπ ηθαλνπνηνχλ απηή ηελ αξρή. Απηή ε ζπδήηεζε καο επηηξέπεη ηελ 

ηθαλνπνίεζε ηεο κνλαδηθφηεηαο ηεο ιχζεο γηα ηα πξνβιήκαηα εμσηεξηθψλ ηηκψλ 

Dirichlet θαη Neumann. Σπλερίδνληαο, ζα αλαδεηήζνπκε ηελ χπαξμε ιχζεο γηα ηα δχν 

πξναλαθεξζέληα πξνβιήκαηα θαη ζα θαηαιήμνπκε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

ρξεζηκνπνηψληαο ζρέζεηο ηεο κνξθήο επηθαλεηαθψλ δπλακηθψλ απινχ θαη δηπινχ 

ζηξψκαηνο. Σθεπηφκελνη δηάθνξεο κεηαηξνπέο ζηελ παξαπάλσ πξνζέγγηζε, κε 

ζθνπφ ηελ εχξεζε νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ πνπ είλαη κνλαδηθά επηιχζηκεο γηα 

θάζε ηηκή ηνπ θπκαηηθνχ αξηζκνχ, θαηαιήγνπκε ζε κεζφδνπο φπσο απηή ησλ Jones 

(1974) θαη Ursell (1973,1978) πνπ νδεγεί ζε ειαθξψο ηδηφκνξθεο νινθιεξσηηθέο 

εμηζψζεηο ή ηε κέζνδν Panich (1965)10, πνπ ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Neumann νδεγεί ζε ηζρπξά ηδηφκνξθε νινθιεξσηηθή εμίζσζε, ε νπνία ζα ρξεηάδεηαη 

εηδηθφ ρεηξηζκφ (regularization).  

Αξσγφο ζηελ πξνζπάζεηά καο κπνξεί λα είλαη ην ζεψξεκα νινθιεξσηηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ Green, ην νπνίν δχλαηαη λα αμηνπνηεζεί κε ζθνπφ ηελ εχξεζε 

νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ γηα ην πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηεο ζεσξίαο 

ζθέδαζεο, απνηειέζκαηα πνπ ζπκθσλνχλ κε απηά πνπ βξίζθνπκε κέζσ ηεο 

ζεσξίαο δπλακηθνχ.  

 

3.2.1. Λύζεηο ηεο εμίζωζεο Helmholtz θαη ην ζεώξεκα νινθιεξωηηθήο 

αλαπαξάζηαζεο Green 

Σεκαληηθή εθαξκνγή ησλ ζπλαξηήζεσλ Green είλαη ε ηθαλφηεηά ηνπο λα καο 

πξνζθέξνπλ, κέζσ θαηάιιεισλ νινθιεξσηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ, ηηο γεληθέο 

ιχζεηο θπκαηηθψλ πξνβιεκάησλ, ζηηο δχν θαη ηξεηο δηαζηάζεηο (ιχζεηο πξνβιεκάησλ 

αξρηθψλ θαη ζπλνξηαθψλ ηηκψλ), παξνπζία δηαθφξσλ αλνκνηνγελεηψλ, φπσο 

πεπεξαζκέλνη ζθεδαζηέο.   

 

                                                
10

 Colton & Kress, 1983, ch. 3. 
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Σρήκα 19. Σθέδαζε αξκνληθνύ θπκαηηθνύ πεδίνπ, δηεγεηξόκελνπ από ζεκεηαθή πεγή ζηε ζέζε 
r=Φ0, από αδηαπέξαην πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή D. 

 

Δμεηάδνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε11 πνπ αθνξά ηε ζθέδαζε αξκνληθνχ θπκαηηθνχ 

πεδίνπ πνπ δηεγείξεηαη απφ ζεκεηαθή αξκνληθή πεγή ζηε ζέζε 0r X  (βι. ζρήκα 

19), απφ πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή (ζψκα D ), κε ζχλνξν S D . Γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ην  n  είλαη ην κνλαδηαίν θάζεην δηάλπζκα ζην ζχλνξν ηνπ 

ζθεδαζηή  κε δηεχζπλζε πξνο ηνλ εμσηεξηθφ ηνπ ζψκαηνο ρψξν. 

Σηελ πεξίπησζε απηή,  ην θπκαηηθφ δπλακηθφ    r  ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 

Helmholtz: 

     2

0k    r r r Χ ,      *Dr  ,                        (3.16) 

φπνπ *D  ην ρσξίν ζην νπνίν νξίδνληαη ε ζπλάξηεζε   r , δειαδή 
3

*D IR \ D  

ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο,  θαη  
2

*D IR \ D  ζηηο δχν δηαζηάζεηο. Γειαδή ν ρψξνο εθηφο 

ηεο πεξηνρήο πνπ θαηαιακβάλεη ν πεπεξαζκέλνο ζθεδαζηήο.  

Σην πξφβιεκα απηφ ζα ζεσξνχκε ην κέζν δηάδνζεο νκνγελέο, δειαδή k ζηαζεξφ 

ζε φιν ην ρψξν.  Δλψ ζα ηζρχεη ε ηδαληθή πεξίπησζε αδηαπέξαηνπ ζθεδαζηή.  Η 

ηειεπηαία ππφζεζε κνληεινπνηείηαη απφ ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηεο κνξθήο: 

 
 

0, S
n


 


  



r
r r ,                 (3.17) 

                                                
11

 Αζαλαζνχιεο & Μπειηκπαζάθεο, 2003, ζει. 2.2-1 - 2.2-3. 
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φπνπ , IR   ,  θαη   / n, S  r r ,  δειψλεη ηελ ηνπηθή παξάγσγν ηνπ 

δπλακηθνχ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζπλφξνπ ζθεδαζηή S D ,  θαηά ηελ δηεχζπλζε ηνπ 

θαζέηνπ δηαλχζκαηνο n . 

Δπίζεο, επηβάιινπκε ηελ απαίηεζε ε ιχζε λα ζπκπεξηθέξεηαη σο εμεξρφκελα 

θχκαηα ζε πνιχ καθξηλέο απνζηάζεηο απφ ηελ πεγή, δειαδή: 

  r   αλαπαξηζηά εμεξρφκελα θχκαηα,  φηαλ 0 r r .                              (3.18) 

Τν ζεψξεκα Green πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ δηαθνξηθφ ηειεζηή Laplace, ν νπνίνο 

εκπιέθεηαη ζηελ εμίζσζε Helmholtz (2.28), θαη ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ ζπλέρεηα γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηεο ιχζεσο ηνπ ζχλζεηνπ θπκαηηθνχ πξνβιήκαηνο (3.16), 

(3.17),(3.18) είλαη ην αθφινπζν: 

 
   

 2 1
1 2 2 1 1 2

*D D*

d dS
n n

 
     



  
      

 x r
r r

           (3.19) 

φπνπ 
*D  ην ρσξίν ζην νπνίν νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο    1 2και r r . 

Υπελζπκίδνπκε φηη εθ θαηαζθεπήο ε ζπλάξηεζε Green ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζηνλ 

ειεχζεξν ρψξν, ηθαλνπνηεί 

     2 3

0 0 0 0G k G , , IR     r r r r r r r r r ,                       (3.20)                    

φπνπ ν δείθηεο r  ζηνλ δηαθνξηθφ ηειεζηή  Γ  έρεη πξνζηεζεί γηα λα καο ππελζπκίδεη 

ηελ ρσξηθή κεηαβιεηή σο πξνο ηελ νπνία πξαγκαηνπνηείηαη ε δηαθφξηζε. Σηνλ 

δηδηάζηαην άπεηξν ρψξν, ζε νκνγελέο κέζν δηάδνζεο κε θπκαηξαξηζκφ /k c ε 

εμίζσζε Green ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

     1

0 0 0
4

i
G H k  r r r r . 

Τελ εμίζσζε (3.20) ζα κπνξνχζακε λα ηε γξάςνπκε θαη ζηελ παξαθάησ κνξθή: 

     
0

2

0 0 0G k G    r r r r r r r ,             (3.21) 

θαη κε ρξήζε ηεο ηδηφηεηαο ηεο ακνηβαηφηεηαο θαη ζπκκεηξίαο θαηαιήγνπκε ζηε: 

     
0

2

0 0 0G k G    r r r r r r r .             (3.22) 

Η εμίζσζε (3.16) κπνξεί λα γξαθεί επίζεο ζηελ αθφινπζε  ηζνδχλακε κνξθή:  

     2

0 0 0 0k    r r r X               (3.23) 
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Πνιιαπιαζηάδνπκε ζηελ ζπλέρεηα ηελ (3.22) κε ηε ζπλάξηεζε θπκαηηθνχ δπλακηθνχ 

 0 r  θαη ηελ (3.23) κε ηε ζπλάξηεζε Green  0G x x  θαη αθαηξνχκε θαηά κέιε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ γηλνκέλσλ. Σπλερίδνληαο, νινθιεξψλνπκε ην απνηέιεζκα ζην 

ρσξίν 
*D   ιακβάλνληαο:  

        
 

0 0

0

0 0 0 0 0

*

H

D

G G d     x x

r

r r r r r r r  

        
 

   
0

0 0 0 0 0 0

*D

G d G            
r

r r X r r r X r r r X .         (3.24) 

Κάλνληαο ρξήζε ηψξα ηνπ ζεσξήκαηνο Green (3.19) γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 1 G   θαη 

2   ιακβάλνπκε απφ ηελ εμίζσζε (3.23): 

     
 

 
 

 
 

 
00

0 0 0 0

0 0D

G
G G dS .

n n



 


 



  
   

   


r rr
r r X r r r r

r r
           (3.25) 

Η ηειεπηαία ζρέζε  απνηειεί ζηελ εμεηαδφκελε πεξίπησζε ηελ νινθιεξσηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο ιχζεσο ηνπ αλσηέξσ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο κε ρξήζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο Green. Δλαιιαθηηθά ε ιχζε ηνπ ηδίνπ πξνβιήκαηνο δχλαηαη λα 

θαηαζθεπαζηεί κέζσ απιψλ θαηαλνκψλ πεγψλ ζην ζχλνξν πνπ πξνζθέξνπλ ηελ 

νινθιεξσηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ζθέδαζεο (δεχηεξνο φξνο ζην δεμί κέινο 

ηεο αλσηέξσ εμίζσζεο). Η αλαπαξάζηαζε απηή ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ κέζνδν ησλ 

ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ ζα παξνπζηαζηεί γηα ην εμεηαδφκελν πξφβιεκα ζθέδαζεο απφ 

πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή ζε άπεηξν ρσξίν ζην Κεθάιαην 3. Πεξαηηέξσ ε ίδηα κέζνδνο 

ζα επεθηαζεί γηα πξνβιήκαηα δηάδνζεο-ζθέδαζεο ζε ζαιάζζην  θπκαηνδεγφ κε 

αλνκνηφκνξθν ππζκέλα ζην Κεθάιαην 4. 

 

3.2.2. Πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ηεο εμίζωζεο Helmholtz 

Δάλ ην D πνπ ζα είλαη ππνζχλνιν ηνπ ρψξνπ καο είλαη έλα θιεηζηφ ρσξίν κε απιφ 

θαη ιείν ζχλνξν θιάζεο C2, θαη κε \n D , n=2,3, νξίδνπκε ην ζπκπιεξσκαηηθφ 

αλνηρηφ ρσξίν ηνπ D. Τφηε ζα καο παξνπζηαζηνχλ ηέζζεξεηο πεξηπηψζεηο 

ζπλνξηαθψλ πξνβιεκάησλ, δχν απφ απηέο αθνξνχλ ην εζσηεξηθφ πξφβιεκα πνπ 

δελ καο απαζρνιεί θαη άιιεο δχν ην εμσηεξηθφ πξφβιεκα πνπ παξνπζηάδεη 

ελδηαθέξνλ ζηελ πεξίπησζή καο, θαη πεξηγξάθνληαη παξαθάησ (ζηε θιαζζηθή ηνπο 

δηαηχπσζε): 
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Δμσηεξηθφ πξφβιεκα Dirichlet 

Πξέπεη λα βξνχκε κηα ζπλάξηεζε    2 \ \n nu C D C D  πνπ λα απνηειεί ιχζε 

ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Helmholtz ζην πεδίν \n D  θαη λα ηθαλνπνηεί ηε ζπλνξηαθή 

ζπλζήθε: 

 ζηο ζύνορο   ,                                            u f D                                                 (3.26) 

 

φπνπ ε f  είλαη κηα δνζκέλε ζπλερήο ζπλάξηεζε θαη λα ηθαλνπνηεί  ηε ζπλζήθε 

αθηηλνβνιίαο γηα  x :     

 

    0,            u iku   
x

x x x
x

,                                                                (3.27) 

 

νκνηφκνξθα γηα θάζε θαηεχζπλζε /x x . Τα n=2,3 ζρεηίδνληαη κε ην αλ ν ρψξνο είλαη 

δχν ή ηξηψλ δηαζηάζεσλ αληίζηνηρα. 

 

Δμσηεξηθφ πξφβιεκα Neumann 

Πξέπεη λα βξνχκε κηα νκαιή ζπλάξηεζε    2 1\ \n nu C D C D  πνπ λα είλαη 

ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Helmholtz ζην πεδίν \n D  θαη λα ηθαλνπνηεί ηε 

ζπλνξηαθή ζπλζήθε: 

  ζηο ζύνορο   ,                                
u

u g D
n


   


n                                              (3.28) 

κε ηελ έλλνηα ηεο νκνηφκνξθεο ζχγθιηζεο ζην ζχλνξν, φπνπ ην g είλαη κηα δνζκέλε 

ζπλερήο ζπλάξηεζε. Γηα x  απαηηείηαη θαη πάιη ε ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλζήθεο 

αθηηλνβνιίαο (3.27) νκνηφκνξθα γηα φιεο ηηο θαηεπζχλζεηο /x x . 

Σηφρνο καο ζε απηφ ην ζεκείν είλαη λα επηβεβαηψζνπκε πσο ην θάζε έλα απφ ηα 

παξαπάλσ πξνβιήκαηα έρεη κνλαδηθή ιχζε. Η ιχζε απηή ζα εμαξηάηαη ζπλερψο 

απφ ηα ζπλνξηαθά δεδνκέλα. Η κνλαδηθφηεηα ησλ ιχζεσλ ζην πξφβιεκα Dirichlet 

απνδεηθλχεηαη12 κέζσ ηεο κέγηζηεο-ειάρηζηεο αξρήο, ελψ γηα ην πξφβιεκα Neumann 

ε κνλαδηθφηεηα ηζρχεη γηα ηα φξηα γηα ηα νπνία ηζρχεη ην ζεψξεκα ηνπ Green.  

                                                
12

 Ο αλαγλψζηεο κπνξεί λα αλαδεηήζεη ηελ απφδεημε ζην βηβιίν Kress R., 1989, 64. 
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Δπίζεο ε κνλαδηθφηεηα θαη ησλ δχν εμσηεξηθψλ πξνβιεκάησλ κπνξεί λα έξζεη ζαλ 

θπζηθφ επαθφινπζν ηνπ ζεσξήκαηνο πνπ αθνινπζεί, φπσο δηαηππψλεηαη απφ ηνπο 

Colton θαη Kress. 

Αο ζεσξήζνπκε πσο u  είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζην εμσηεξηθφ ρσξίν 

\ Dn
πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο θαη επηπιένλ ηζρχεη πσο: 

 

D

Im ds 0 .
u

k u
n



 
 

 
  

Τφηε 
3u 0 ζηο χώρο  \ D  13.  

 

3.2.3. Σπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld 

Όζνλ αθνξά ηε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld ζα παξαηεξήζνπκε πσο 

ραξαθηεξίδεη εμ νινθιήξνπ ηε ζπκπεξηθνξά ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο Helmholtz 

ζην άπεηξν. Σπγθεθξηκέλα ηφζν ην δπλακηθφ απινχ φζν θαη ην δπλακηθφ δηπινχ 

ζηξψκαηνο, πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζηε ζπλέρεηα, ζα ηθαλνπνηνχλ ηε ζπλζήθε 

αθηηλνβνιίαο Sommerfeld: 

   
1

,                u iku o
 

    
 

x
x x x

x x
 .                                                  (3.29) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ε u  απνηειεί ιχζε ηεο νκνγελνχο εμίζσζεο Helmholtz ζην 

ρσξίν 
3 \ D , ελψ παξάιιεια ηθαλνπνηεί θαη ηε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld 

σο πξνο θάζε θαηεχζπλζε   /x x , ηφηε: 

 
 

 
     

  3

0,  ,
,   ,      

  ,         \
D

x DG u
u G ds

u x x Dn n


    
   

    


x y
y y x y y

y
            (3.30) 

ηζρχεη θαη ζηελ πξναλαθεξζείζα πεξίπησζε πσο ε ζπλάξηεζε   ,G x y  είλαη ε 

ζπλάξηεζε Green ζηελ νπνία αλαθεξζήθακε ζην πξνεγνχκελν ππνθεθάιαην.14 

Δίλαη πξνθαλέο, πσο θάζε ιχζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζην 
3 \ D , πνπ ηθαλνπνηεί 

ηε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld, ζα ηθαλνπνηεί θαη ηε ζρέζε: 

                                                
13

 Colton D. & Kress R., 1983, p.78. 
14

 Ο αλαγλψζηεο κπνξεί λα αλαδεηήζεη ηελ απφδεημε ηεο ζρέζεο 3.30 ζην βηβιίν Colton D., 
Kress R., 1983, p. 69-70. 
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 
1

 ,      ,    u O
 

   
 

x x
x

                                                                               (3.31) 

νκνηφκνξθα γηα θάζε θαηεχζπλζε /x x . 

Γλσξίδνπκε πσο ε θπζηθή εξκελεία ηεο ζπλάξηεζεο Green είλαη ε πεξηγξαθή ελφο 

ζθαηξηθνχ (ή θπιηλδξηθνχ γηα n=2) θχκαηνο πνπ ηαμηδεχεη πξνο ην άπεηξν. Απηφο είλαη 

θαη ν ιφγνο πνπ ε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο απνηειεί ηε καζεκαηηθή πεξηγξαθή 

θπκάησλ απνκαθξπλφκελσλ απφ ηελ πεγή. Δίλαη δπλαηφ αιιάδνληαο απιά ην 

αξλεηηθφ πξφζεκν ζε ζεηηθφ ηεο ζρέζεο Sommerfeld λα βξνχκε ηε ζεσξία γηα 

εηζεξρφκελα θχκαηα. Η αιιαγή ζηελ ζπλάξηεζε Green ζα νδεγήζεη ζηελ παξαθάησ 

κνξθή ηεο: 

 ,  ,
4

ik
e

G


 




x y

x y
x y

 

θαη αληίζηνηρα ζηε λέα ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld: 

   
1

,                u iku o
 

    
 

x
x x x

x x
 

Απφ ηελ αλαπαξάζηαζε (3.30) αληηιακβαλφκαζηε, πσο θάζε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

Helmholtz πνπ είλαη δχν θνξέο ζπλερψο παξαγσγίζηκε είλαη θαη αλαιπηηθή, θαη 

έρνπκε ην παξαθάησ ζεψξεκα  επέθηαζεο15:  

Αλ  2 3 \u C D  είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαη ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

αθηηλνβνιίαο θαη r, θ, φ είλαη νη ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ x , ην u  ζα παξνπζηάδεη 

αλάπηπγκα ηεο κνξθήο: 

 
 

0

,
 ,                             

ikr
n

n
n

Fe
u

r r

 



 x                                                           (3.32) 

ζρέζε πνπ ηζρχεη γηα θάζε or R  θαη πνπ ζπγθιίλεη απφιπηα θαη νκνηφκνξθα ζε 

ζπλάξηεζε κε ηηο r, ζ, φ. Η ζεηξά κπνξεί λα παξαγσγηζζεί φξν πξνο φξν φζεο θνξέο 

ρξεηαζηεί θαη ην απνηέιεζκα ζα είλαη πάιη απφιπηα θαη νκνηφκνξθα ζπγθιίλνλ. 

Ωο θπζηθή ζπλέπεηα αθνινπζεί ην φηη θάζε ιχζε u  ηεο εμίζσζεο Helmholtz πνπ 

επαιεζεχεη ηελ ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld έρεη ηελ παξαθάησ αζπκπησηηθή 

ζπκπεξηθνξά: 

                                                
15

 Colton D. & Kress R., 1983, p.72. 
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   0 2

1
,  ,                 

ikre
u F

r r
 

 
  

 
x                                                              (3.33) 

φπνπ ε 0F  νλνκάδεηαη radiation pattern ηνπ u . 

Οη ζπληειεζηέο nF  πνπ ζπλαληήζακε ζην αλάπηπγκα (3.32), νξίδνληαη αλαδξνκηθά 

ζε φξνπο ηνπ πεδίνπ αθηηλνβνιίαο 0F  κέζσ ηεο ζρέζεο: 

  1 12 1 ,      1,2,3    ,         n n niknF n n F F n     B                                            (3.34) 

κε ηνλ φξν B  λα είλαη ν ηειεζηήο Beltrami γηα ζθαίξα: 

2 2

1 1 ²
:  .                     sin

sin sin


    

   
  

   
B                                             (3.35) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο θαη γηα 

ηε ζπγθεθξηκέλε ιχζε, γηα ηελ νπνία ην radiaton pattern εμαθαλίδεηαη παλνκνηφηππα, 

ηφηε 0u   ζην 
3 \R D . 

 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ ρψξνπ δχν δηαζηάζεσλ, ζα πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί ε 

ζπλζήθε Sommerfeld απφ ηε ζρέζε: 

   
1

,    ,                  u iku o

 
    
 
 

x
x x x

x x

                                         (3.36) 

νκνηφκνξθα πξνο θάζε θαηεχζπλζε /x x . Δίλαη μεθάζαξν πσο ε αζπκπησηηθή 

αλαιπηηθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο Hankel πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην ρψξν δχν 

δηαζηάζεσλ ζα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο Sommerfeld. 

 

3.2.4. Γπλακηθά Απινύ θαη Γηπινύ Σηξώκαηνο 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε Laplace φπνπ έρνπκε ηελ εμίζσζε Helmholtz κε ηε 

κεηαβιεηή 0k  , έηζη θαη ζηελ πεξίπησζε Helmholtz κπνξνχκε λα ειαηηψζνπκε ην 

πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ζε νινθιεξσηηθέο εμηζψζεηο δεχηεξνπ ηχπνπ, 

αλαδεηψληαο ηηο ιχζεηο ζε κνξθή θαηάιιεινπ επηθαλεηαθνχ δπλακηθνχ. Σηε 

ζπλέρεηα, κε ζθνπφ ηε κειέηε ησλ πξνβιεκάησλ ζπλνξηαθψλ ηηκψλ παξνπζηάδνληαη 

ηα απινχ θαη δηπινχ ζηξψκαηνο δπλακηθά.  
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Κπκαηηθφ δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο 

Γνζκέλεο κηαο ζπλάξηεζεο  C D  , κε ηε φ λα πεξηγξάθεη ηελ ππθλφηεηα, ε 

ζρέζε: 

        3, ,     \  ,      
D

u G ds D


  x x y y y x                                                  (3.37) 

νξίδεη ην δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο κε ζπλερή ππθλφηεηα φ. Η ζπλάξηεζε (3.37) 

είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαη άξα είλαη αλαιπηηθή ζην πεδίν νξηζκνχ ηνπ x . 

Τν παξαπάλσ δπλακηθφ (3.37) ζα είλαη ιχζε ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο Neumann 

εάλ ε φ είλαη ιχζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

   
 

 
   

,
2 2 ,     .              

D

G
ds g D

n
 




   


x y

x y y x x
x

                              (3.38) 

Η g  πνπ παξνπζηάδεηαη ζηνλ ηχπν ζα είλαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ αλαθέξζεθε 

ζηελ παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann. Παξάιιεια γλσξίδνπκε πσο ην 

εμσηεξηθφ πξφβιεκα Neumann είλαη κνλαδηθψο επηιχζηκν. 

Σηελ πεξίπησζε ρψξνπ δχν δηαζηάζεσλ, δειαδή n=2, ζα πξέπεη λα ηζρχεη επηπιένλ 

ε πξνυπφζεζε:  

0 .                                                (3.39)
D

ds




Δπίζεο, γηα ην δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο u  κε ζπλερή ππθλφηεηα φ, γλσξίδνπκε 

πσο είλαη νκνηφκνξθα Hölder ζπλερέο γηα ην 
3
 , ελψ ηζρχεη ε ζρέζε: 

3 ,,
 ,                                     Da

u C                                                                  (3.40) 

γηα 0< a <1 γηα κηα ζηαζεξά aC  εμαξηψκελε απφ ην ζχλνξν D  θαη ην a . Όπνπ 

, D   είλαη ε κέγηζηε λφξκα ηεο ππθλφηεηαο πάλσ ζην ζχλνξν ηνπ ζθεδαζηή. 

 

Κπκαηηθφ δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο 

Αληίζηνηρα, δνζκέλεο κηαο ζπλάξηεζεο   C D   , ε ζρέζε: 

 
 

 
    3

,
,    \  ,             

D

G
ds D

n
 







x y

x y y x
y

                                           (3.41) 
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νξίδεη ην δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο, κε ζπλερή ππθλφηεηα  . Θεσξνχκε ην 

κνλαδηαίν δηάλπζκα n  θάζεην θαη θαηεπζπλφκελν πξνο ηα εμσηεξηθά ηνπ ηνκέα 

3 \ D . Τν θπκαηηθφ δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο είλαη θαη απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ ιχζε 

ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαη άξα αλαιπηηθφ ζην πεδίν 
3 \ D .  

To δπλακηθφ   ζα είλαη ιχζε ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο Dirichlet ζην ρψξν 

3 \ D , ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ε ζπλερήο ππθλφηεηα   ζα είλαη ιχζε ηεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

   
 

 
   

,
2 2 ,    .       

D

G
ds f D

n
 




  


x y

x x y x x
y

                                       (3.42) 

Η f  πνπ παξνπζηάδεηαη ζηε ζρέζε (3.42) ζα είλαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ 

αλαθέξζεθε ζηελ παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet, απ’ φπνπ γλσξίδνπκε 

πσο ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet ζα είλαη κνλαδηθή. Τέινο, πξέπεη λα 

αλαθέξνπκε πσο θάζε ιχζε ηνπ Dirichlet πξνβιήκαηνο κε ζχλνξα πνπ αλήθνπλ ζην 

 1,C D   είλαη απηνκάησο νκνηφκνξθα Hölder ζπλερψο παξαγσγίζηκε κέρξη ην 

ζχλνξν. Σπγθεθξηκέλα ε ιχζε ζα αλήθεη ζηνλ ρψξν ιχζεσλ ηνπ εμσηεξηθνχ 

πξνβιήκαηνο. 

 

Σρέζεηο άικαηνο16 

Με ζθνπφ ηελ θαηαλφεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ ιχζεσλ, θαζψο πξνζεγγίδνληαη ηα 

ζχλνξα, ζα παξνπζηάζνπκε ηηο ζρέζεηο άικαηνο. Γηα λα είλαη θαηαλνεηέο νη ζρέζεηο 

πνπ αθνινπζνχλ, ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε πσο ηελ πξνζέγγηζε ηεο ζπλνξηαθήο 

επηθάλεηαο απφ ηα εζσηεξηθά ηνπ ζπλφξνπ, ηε ζπκβνιίδνπκε κε ( ) x  θαη απφ ηα 

εμσηεξηθά ηνπ ζπλφξνπ κε ( ) x . 

Γηα ην δπλακηθφ   δηπινχ ζηξψκαηνο ζπλερνχο ππθλφηεηαο  , ζα ηζρχεη ε ζρέζε 

άικαηνο, ε νπνία καο δίλεη κηα ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ δπλακηθψλ, θαζψο 

πξνζεγγίδνπκε  ην ζχλνξν απφ ηα εζσηεξηθά θαη ηα εμσηεξηθά: 

 ,      ζηο ζύνορο   .            D                                                                     (3.43) 

Η ζρέζε (3.41) πνπ καο δίλεη άκεζα ηελ ηηκή ηνπ δπλακηθνχ δηπινχ ζηξψκαηνο ζην 

ζχλνξν ηεο επηθάλεηαο κε ζπλερή ππθλφηεηα  , αληηπξνζσπεχεη κηα νκνηφκνξθα 

ζπλερή Hölder εμίζσζε ζην ζχλνξν ηεο επηθάλεηαο D  κε: 

                                                
16

 Colton D. & Kress R., 1983, p. 47-51. 
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, ,  ,                     D a DC                                                                                   (3.44) 

γηα 0< a <1 θαη ζηαζεξά aC  εμαξηψκελε απφ ην ζχλνξν D θαη ην a . 

Σε πεξίπησζε πνπ έρνπκε δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο κε νκνηφκνξθα ζπλερή 

Hölder ππθλφηεηα  0, ,  0 1aC D a    , ηφηε ην δπλακηθφ ζα είλαη νκνηφκνξθα 

ζπλερέο Hölder ζην πεδίν 
3 \ D  θαη ζην ζχλνξν D  κε: 

3 , ,,,
 ,             .                  D DDR

C C   
                                                      (3.45) 

Όζνλ αθνξά ηελ παξαγσγηζηκφηεηα ησλ επηθαλεηαθψλ δπλακηθψλ πάλσ ζην 

ζχλνξν, ε πξψηε παξάγσγνο ελφο δπλακηθνχ απινχ ζηξψκαηνο κε νκνηφκνξθα 

ζπλερή Holder ππθλφηεηα   0,C D  , 0< a <1, κπνξεί λα επεθηαζεί νκνηφκνξθα 

κε ζπλερή Holder κέζνδν απφ  
3 \R D  ζε  

3 \R D  θαη ζε D  απφ D  κε νξηαθέο ηηκέο: 

           
1

, ,      . 
2

D

u G ds D 



    xx x y y y n x x x                             (3.46) 

Η ζρέζε άικαηνο πνπ ηζρχεη γηα δπλακηθφ u  απινχ ζηξψκαηνο, κε νκνηφκνξθα 

ζπλερή Hölder ππθλφηεηα   ζα είλαη: 

      ζηο  ζύνορο   .                u u D    n                                                    (3.47) 

Αληίζηνηρα, γηα ηε δεχηεξε πεξίπησζε απινχ ζηξψκαηνο δπλακηθνχ κε απιά ζπλερή 

ππθλφηεηα  , ε ζρέζε άικαηνο ζα έρεη ηε κνξθή: 

  ζηο ζύνορο    .            
u u

D
n n

  
   

 
                                                              (3.48) 

Γηα ην δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο   κε ζπλερή ππθλφηεηα  , ε ζρέζε ηεο θάζεηεο 

ζην ζχλνξν παξαγψγνπ κεηαμχ ηνπ δπλακηθνχ εζσηεξηθήο θαη εμσηεξηθήο 

πξνζέγγηζεο ζα είλαη: 

   ζηο   .                                              D
n n

   
 

 
                                              (3.49) 

Τέινο, γλσξίδνπκε πσο νη ηηκέο πνπ ιακβάλνπκε απφ ηελ ζρέζε (3.41), γηα ην 

ζχλνξν κε νκνηφκνξθα ζπλερή Hölder ππθλφηεηα  0,  C D  , 0< a <1, 

αληηπξνζσπεχνπλ κηα νκνηφκνξθα ζπλερή Hölder παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην 

ζχλνξν κε: 

, ,   ,                D a DC                                                                                      (3.50) 
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κε aC  ζηαζεξά, εμαξηψκελε απφ ην ζχλνξν θαη ηελ ηηκή ηνπ a . 

Οινθιεξσηηθνί Τειεζηέο 

Οη νινθιεξσηηθνί ηειεζηέο ζα απνηειέζνπλ ρξήζηκν εξγαιείν γηα ηελ ζπλέρηζε ηεο 

κειέηεο, θαζψο ζα κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζε πξνβιήκαηα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

Neumann θαη Dirichlet. 

Αξρηθά παξνπζηάδνπκε ηνπο νινθιεξσηηθνχο ηειεζηέο Κ  θαη Κ ΄:     C D C D   :  

  
 

 
   

,
: 2 ,     ,        

D

G
ds D

n
 




 


x y

Κ x y y x
y

                                            (3.51) 

θαη 

  
 

 
   

,
' : 2 ,     ,     

D

G
ds D

n
 




 


x y

Κ x y y x
y

                                              (3.52) 

θαη ζηηο δχν παξαπάλσ ζρέζεηο αιιά θαη ζε απηέο πνπ ζα αθνινπζήζνπλ, κε   θαη 

  ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ ππθλφηεηα ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή γηα ηελ πεξίπησζε 

απινχ θαη δηπινχ δπλακηθνχ αληίζηνηρα. 

Δίλαη εκθαλέο πσο νη ηειεζηέο Κ θαη Κ ΄ είλαη ζπδπγείο. Οη ηειεζηέο Κ , Κ ΄ είλαη 

ζπκπαγείο17 ζηα πεδία ( )C D  θαη 
0, ( )aC D , ελψ απεηθνλίδνπλ ην ( )C D  ζην ρψξν 

0, ( )aC D . Ο ηειεζηήο Κ  απεηθνλίδεη θαη ην 
0, ( )aC D  ζην 

1, ( )aC D . 

Τέινο, εηζάγνπκε ηνπο νινθιεξσηηθνχο ηειεζηέο S  θαη Τ . Ο ηειεζηήο S : 

   C D C D    πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε: 

        : 2 , ,    .             
D

G ds D 


 S x x y y y x                                              (3.53) 

Ο παξαπάλσ ηειεζηήο είλαη απηνζπδπγήο πνπ ζεκαίλεη πσο      S S  γηα θάζε 

 , C D   , γεγνλφο πνπ καο επηηξέπεη λα ζπκπεξάλνπκε πσο ν S  είλαη θαη απηφο 

ζπκπαγήο θαη έρεη ίδηεο ηδηφηεηεο απεηθφληζεο κε ηνλ Κ . 

Γηα ηνλ νξηζκφ ηνπ ηειεζηή Τ  νξίδνπκε ην ρψξν ( )D  . Ο γξακκηθφο απηφο ρψξνο 

φισλ ησλ ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ  , έρεη ηελ ηδηφηεηα φηη ην δηπινχ ζηξψκαηνο 

δπλακηθφ  , κε ππθλφηεηα  , έρεη ζπλερείο θάζεηεο παξαγψγνπο θαη ζηηο δχν 

                                                
17

 Colton D. & Kress R., 1983, p. 61. 
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πιεπξέο ηνπ ζπλφξνπ D . Αθνινχζσο, νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή Τ :    D C D     

κε ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

  
 

 

 
   

,
: 2 ,   .       

D

G
ds x D

n n
 




 

 
x y

Τ x y y
x y

                                    (3.54) 

Παξαηεξνχκε πσο θαη ν ηειεζηήο Τ  είλαη απηνζπδπγήο γηα θάζε  , D    , δελ 

είλαη πεξηθξαγκέλνο απφ ζχλνξα, αιιά ν Τ - oΤ  είλαη ζπκπαγήο ζην  C D  θαη 

0, ( )aC D  γηα 0< a <1, φπνπ ν oΤ  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (3.39) κε αληηθαηάζηαζε ηνπ 

   απφ ην  
1

4
G




x y
 . 

Σπκπεξαίλνπκε ινηπφλ πσο νη ηειεζηέο S  θαη Τ - oΤ  είλαη ζπκπαγείο ζην  C D  θαη 

ζην 
0, ( )aC D  γηα 0< <1, ελψ ηζρχεη πσο νη S  θαη Τ - oΤ  απεηθνλίδνπλ ην 

 C D ζην πεδίν 
0, ( )aC D  θαη ν S  απεηθνλίδεη ην 

0, ( )aC D  ζην πεδίν 
1, ( )aC D . 

Πιένλ, ηηο νινθιεξσηηθέο εμηζψζεηο (3.38) θαη (3.42) πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ αξρή 

ηνπ ππνθεθαιαίνπ, κπνξνχκε λα ηηο γξάςνπκε ελ ζπληνκία κε ηε ρξήζε ησλ 

νινθιεξσηηθψλ ηειεζηψλ σο: 

2  ,                                      f  Κ                                                                  (3.55) 

γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο Dirichlet, θαη: 

2  ,                                                    g   Κ                                                  (3.56) 

γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο Neumann. 

 

3.2.5. Σπλνξηαθέο νινθιεξωηηθέο εμηζώζεηο πξώηνπ είδνπο 

Δίλαη δπλαηφ λα ειαηηψζνπκε ην βαζκφ ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηεο 

εμίζσζεο Helmholtz θαη ζε νινθιεξσηηθή εμίζσζε πξψηνπ ηχπνπ. Σπγθεθξηκέλα γηα 

ην πξφβιεκα Dirichlet ζα ηζρχεη φηη ηo δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο u , κε ζπλερή 

ππθλφηεηα  , ζα απνηειεί ιχζε ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο Dirichlet κε ηελ 

πξνυπφζεζε ην   λα είλαη ιχζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

       , ,    ,    
D

G ds f D


  x y y y x  x                                                             (3.57) 
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ή ζε πην ζπλεθηηθή κνξθή κε ηε ρξήζε ηειεζηψλ: 

2  .                                             f S                                                                  (3.58) 

Γηα θάζε αλνκνηνγελή  f D   ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε πξψηνπ ηχπνπ ηνπ 

πξνβιήκαηνο Dirichlet έρεη κνλαδηθή ιχζε, αξθεί ην k  λα κελ είλαη ηδηνηηκή ηνπ 

εζσηεξηθνχ Dirichlet πξνβιήκαηνο. 

Καζψο γλσξίδνπκε πσο ην δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο κε ζπλερή ππθλφηεηα έρεη 

ζπλερείο θάζεηεο παξαγψγνπο ζην ζχλνξν, ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε (3.57) είλαη 

επηιχζηκε κφλν γηα ζπλαξηήζεηο f , ησλ νπνίσλ νη ιχζεηο γηα ην εμσηεξηθφ 

πξφβιεκα αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή 
3 \ D . 

Σηε ζπλέρεηα, ελζπκνχκελνη ηνλ γξακκηθφ ππφρσξν  D   φισλ ησλ ζπλερψλ 

ζπλαξηήζεσλ   ,C D   απφ φπνπ ην δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο   ζα έρεη 

ζπλερείο, θάζεηεο παξαγψγνπο θαη απφ ηηο δχν πιεπξέο ηνπ ζπλφξνπ, κπνξνχκε λα 

αλαθέξνπκε ην αθφινπζν ζεψξεκα:  

Μία ιχζε u  ζην εμσηεξηθφ πξφβιεκα Dirichlet, κε ζπλνξηαθέο ηηκέο u f  ζην 

ζχλνξν D , έρεη ζπλερείο θάζεηεο ζην ζχλνξν παξαγψγνπο, πνπ ζεκαίλεη πσο 

3 \u D  αλ θαη κφλν αλ   f D  . 

Σηελ πεξίπησζε πνπ αλαδεηήζνπκε ιχζε ζην πξφβιεκα Neumann ζε κνξθή δηπινχ 

ζηξψκαηνο δπλακηθνχ, αληηκεησπίδνπκε ηελ εμήο δπζθνιία. Η θάζεηε ζην ζχλνξν 

παξάγσγνο ηνπ δηπινχ ζηξψκαηνο δπλακηθνχ κε ζπλερή ππθλφηεηα, ζε γεληθέο 

γξακκέο δελ ππάξρεη, νπφηε νδεγνχκαζηε ζηελ ππφζεζε πσο ε ππθλφηεηα αλήθεη 

ζηνλ ππφρσξν  D   θαη κπνξνχκε λα αλαθέξνπκε πσο:  

Tν δπλακηθφ δηπινχ ζηξψκαηνο , κε ππθλφηεηα  D   , επηιχεη ην εμσηεξηθφ 

πξφβιεκα Neumann κε ηελ πξνυπφζεζε πσο ην   είλαη ιχζε ηεο ηδηφκνξθεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

 

 

 
     

,
,    ,   

D

G
ds g D

n n





 

 
x y

y y x x
x y

                                              (3.59) 

ή κε ρξήζε ησλ ηειεζηψλ ζα γξάςνπκε: 

2  .                                                     g Τ                                                         (3.60) 
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Γηα θάζε αλνκνηνγελή ζπλάξηεζε  g C D  ε παξαπάλσ νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

(3.59) έρεη κνλαδηθή ιχζε, αξθεί ν k  λα κελ είλαη ηδηνηηκή ηνπ εζσηεξηθνχ Neumann 

πξνβιήκαηνο.  

Παξαδνζηαθά, νη νινθιεξσηηθέο εμηζψζεηο πξψηνπ ηχπνπ γηα ηε κειέηε 

πξνβιεκάησλ ζθέδαζεο θαηά ηελ αθνπζηηθή δηάδνζε είραλ παξακειεζεί. Ο βαζηθφο 

ιφγνο είλαη νη ειιείςεηο ζηε ζεσξία ησλ εμηζψζεσλ πξψηνπ ηχπνπ θαη νη εζθαικέλνη 

νξηζκνί ηνπο. Όια ηα παξαπάλσ έρνπλ σο απνηέιεζκα κηθξέο κεηαβνιέο ζην δεμηφ 

κέινο ηεο εμίζσζεο 2 f S  λα πξνθαιέζνπλ κεγάιεο κεηαβνιέο ζηε ιχζε   ή θαη 

λα ηελ θαηαζηήζνπλ άιπηε ζε πεξίπησζε πνπ νη αιιαγέο νδεγήζνπλ ηελ f  εθηφο 

ηνπ πεδίνπ ( )D  . Παξά ηηο δπζθνιίεο πνπ αλαθέξζεθαλ, έρεη πξαγκαηνπνηεζεί 

ζεκαληηθή πξφνδνο ζηελ αξηζκεηηθή αλάιπζε νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ πξψηνπ 

είδνπο θαη ζπγθεθξηκέλα ζηελ πεξηνξηζηηθή ζεσξεηηθή πεξίπησζε ηνπ 0k  . 

 

3.2.6. Σθιεξνί θαη Μαιαθνί ζθεδαζηέο 

Υπάξρνπλ δχν αθξαίεο πεξηπηψζεηο ζθεδαζηψλ, ν καιαθφο θαη ν ζθιεξφο 

ζθεδαζηήο. Σηελ πεξίπησζε ηνπ καιαθνχ ζψκαηνο (πξφβιεκα Dirichlet) ην ζπλνιηθφ 

πεδίν (πίεζε) πξέπεη λα κεδελίδεηαη ζηελ επηθάλεηα, δειαδή s iu u  . Αληίζηνηρα, 

ζηελ πεξίπησζε πνπ αζρνινχκαζηε κε ηελ πεξηγξαθή ηεο θάζεηεο ζηελ επηθάλεηα 

παξαγψγνπ ηνπ u , πνπ ζαλ θπζηθφ κέγεζνο αληηζηνηρεί ζηελ πεξηγξαθή ηεο θάζεηεο 

ζηελ επηθάλεηα ζπληζηψζαο ηεο ηαρχηεηαο ηνπ αθνπζηηθνχ θχκαηνο, παξνπζηάδεηαη 

ην πξφβιεκα Neumann πνπ πεξηγξάθεη ζθέδαζε απφ ζθιεξφ ζψκα  s iu u

n n

 
 

 
 . 

Μηα θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο (ζε φηη αθνξά ηε πξνζνκνίσζε ησλ 

ζθεδαζηηθψλ ηδηνηήησλ θπζηθψλ ζσκάησλ) γίλεηαη κε ζπλδπαζκφ ησλ ζπλζεθψλ 

Neumann θαη Dirichlet ζε κία κηθηή ζρέζε: 

 ζηο   ,                        
u

u g D
n




  


                                                                      (3.61) 

φπνπ ( )i i      θαη   είλαη ε θπκαηηθή (αθνπζηηθή) αληίζηαζε (αληηζηξφθσο 

αλάινγε ηεο αγσγηκφηεηαο) ηνπ ζψκαηνο, ε νπνία είλαη κεηαβιεηή, εμαξηψκελε 

ζπλήζσο απφ ηελ ζπρλφηεηα θαη νξίδεηαη πάλσ ζην ζχλνξν ηνπ ζψκαηνο, θαη g  

είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην ζχλνξν (ζπλνξηαθά δεδνκέλα). 

Σηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπκε ην πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ γηα ηελ εμίζσζε 

Helmholtz. Σθνπφο καο είλαη ε εχξεζε κηαο ιείαο ζπλάξηεζεο u  πνπ λα ηθαλνπνηεί 
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ηεο εμίζσζε Helmholtz ζην ρψξν 
3 \ D  ή 

2 \ D  αληίζηνηρα, ηε ζπλζήθε 

αθηηλνβνιίαο Sommerfeld ζην άπεηξν θαζψο θαη ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε (3.61). 

Τν εμσηεξηθφ κηθηφ πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ έρεη ην πνιχ κηα ιχζε, αξθεί λα 

ηζρχεη πσο: 

  0Im k  , γηα ηηκέο ζην ζχλνξν ηνπ ζθεδαζηή.                                                (3.62)                                        

Αλάινγα κε ην εμσηεξηθφ πξφβιεκα Neumann, πνπ είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ (γηα 0  ), ην δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο ( )u x  

ζα απνηειεί ιχζε θαη ηνπ εμσηεξηθνχ πξνβιήκαηνο αληίζηαζεο, κε ηελ πξνυπφζεζε 

ε ζπλερήο ππθλφηεηα   λα είλαη ιχζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

2  .                          g      Κ S                                                                 (3.63) 

Φσξίο λα ζρνιηάζνπκε πεξεηαίξσ ηελ παξαπάλσ εμίζσζε ζα πξνρσξήζνπκε ζε 

κνλαδηθψο επηιχζηκε νινθιεξσηηθή εμίζσζε. Τν ζπλδπαζηηθφ δπλακηθφ: 

   
 

 
    3,

, ,   \  ,   
D

G
u G i ds D

n
 



  
   

  


x y
x x y y y x

y
                            (3.64) 

φπνπ   είλαη κηα ηηκή δηαθνξεηηθή ηνπ κεδελφο. Τν ( )u x  επηιχεη ην εμσηεξηθφ 

πξφβιεκα, αξθεί ε ππθλφηεηα  D    λα είλαη ιχζε ηεο ηδηφκνξθεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 

   1 2  .    i i i g           Κ T K S                                                  (3.65) 

Η νκνγελήο κνξθή ηεο (3.65) παξνπζηάδεη ηελ ηεηξηκκέλε ιχζε 0   κφλν ζηελ 

πεξηνρή  D  . Η ζπλδπαζηηθή νινθιεξσηηθή εμίζσζε κνλνχ θαη δηπινχ 

ζηξψκαηνο είλαη κνλαδηθά επηιχζηκε γηα θάζε θπκαηαξηζκφ   0Im k   θαη 

αληηζηάζεηο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε ηνπ αθνπζηηθνχ δπλακηθνχ απινχ ζηξψκαηνο. 

Πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο παξέρνληαη ζην Κεθ. 3.6 Colton & Kress (1983). 

 

3.3. Σθεδαζηήο πεπεξαζκέλωλ δηαζηάζεωλ ζε άπεηξν δηζδηάζηαην 

ρώξν (εμωηεξηθό πξόβιεκα)   

Σε εηδηθέο πεξηπηψζεηο ην πξφβιεκα ζθέδαζεο απφ έλαλ  πεπεξαζκέλν δηζδηάζηαην 

ζθεδαζηή δηαζέηεη αλαιπηηθή ιχζε, ε νπνία εθθξάδεηαη κέζσ γλσζηψλ 

ζπλαξηήζεσλ. Η θαηαζθεπή ησλ ιχζεσλ απηψλ έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία γηα ηελ έιεγρν 
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ηεο αθξίβεηαο θαη ηελ αμηνιφγεζε αξηζκεηηθψλ επηιπηψλ ηεο εμίζσζεο Helmholtz πνπ 

είλαη ζε ζέζε λα δηαρεηξηζηνχλ επηθάλεηεο ζθεδαζηή – ζχλνξα γεληθνχ ζρήκαηνο. Μηα 

ηέηνηα πεξίπησζε είλαη ν θπθιηθφο ζθεδαζηήο. Γηα ηε θαηαζθεπή ηεο ιχζεο ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο.  

Δλδηαθεξφκελνη γηα αθνπζηηθά πξνβιήκαηα απφ ηνχδε θαη ζην εμήο ρξεζηκνπνηνχκε 

σο βαζηθφ θπκαηηθφ πεδίν ηελ αθνπζηηθή πίεζε P . Ξεθηλάκε ζεσξψληαο, ζχκθσλα 

κε ηα πξνεγνχκελα, ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz γηα ην πεδίν ζθέδαζεο ηεο 

αθνπζηηθήο πίεζεο sP  ζε δηζδηάζηαην εμσηεξηθφ κε θξαγκέλν ρσξίν: 

2 0 ,                              s sP k P                                                                           (3.66) 

ε  νπνία γξάθεηαη ζε  πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 

2

2

²1 1
0 .              

²

s s
s

P P
r k P

r r r r 

   
   

   
                                                           (3.67) 

Σπλερίδνπκε εθαξκφδνληαο γηα ηελ επίιπζε ηε Μέζνδν Xσξηδνκέλσλ Μεηαβιεηψλ: 

   .sP R r T                                                                                                     (3.68) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζηελ εμίζσζε (3.67) ζα θαηαιήμνπκε ζηε 

ζρέζε: 

2 2
2 2

2

1 1
 ,

r d dR d T
r k R n

R R dr dr T d

  
     

  
                                                            (3.69) 

φπνπ n  είλαη ε ζηαζεξά ρσξηζκνχ κεηαβιεηψλ. Σπλερίδνληαο ζα θαηαιήμνπκε ζε 

δχν δηαθνξεηηθέο ζρέζεηο, ε πξψηε ζα αθνξά ηνλ φξν T: 

   ,inT Ce    

κε C  λα είλαη κηα ζηαζεξά θαη ην n =0,1,2…, επηινγή πνπ εμαζθαιίδεη ηελ 

πεξηνδηθφηεηα ηεο ιχζεο. Αληίζηνηρα ιακβάλνπκε θαη κηα ζρέζε γηα ην R : 

 2 2 2 0 ,
d dR

r r k r n R
dr dr

 
   

 
 

φπνπ ζέηνπκε z kr   θαη     R z R kr , θαη θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε Bessel 

ηάμεσο n: 

 2 2 2

2

²
0 .            

d R dR
z z z n R

dz dz
                                                                   (3.70) 
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Η ιχζε ηεο εμίζσζεο (3.70) είλαη έλα άζξνηζκα ζπλαξηήζεσλ Hankel ηεο κνξθήο: 

             1 2
 ,        n n n nR z AJ z BY z AH z BH z                                            (3.71) 

γλσξίδνληαο πσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο Hankel ηζρχεη: 

 1,2
  ,                                    n n nJ iY                                                                  (3.72) 

φπνπ nJ ,  nY  νη γξακκηθά αλεμάξηεηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο Bessel. 

Η γεληθή αλαπαξάζηαζε πεδίνπ ζηα εμσηεξηθά ηνπ θπιηλδξηθνχ ζθεδαζηή πνπ ζα 

εθηείλεηαη σο ην άπεηξν ζα δίλεηαη απφ ην άζξνηζκα: 

             1 1

0 1

, cos sin   .  s n n n n

n n

P r A H kr n B H kr n  
 

                                   (3.73) 

Όπσο παξαηεξνχκε ζηε ζρέζε (3.73) απνπζηάδεη εληειψο ε Hankel δεχηεξνπ 

είδνπο, απηφ ζπκβαίλεη δηφηη απνξξίπηεηαη ιφγσ ηεο απαίηεζεο ηεο ζπλζήθεο 

αθηηλνβνιίαο (δειαδή λα αλαπαξηζηά εμεξρφκελα θχκαηα) θαη ηεο ζεψξεζεο καο: 

    , ; Re , i t

s sP r t P r e     

γηα ηελ αξκνληθή απφ ην ρξφλν εμάξηεζε ηνπ θπκαηηθνχ πεδίνπ. 

Απφδεημε: Η αζπκπησηηθή κνξθή ησλ ζπλαξηήζεσλ  Hankel γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ 

νξίζκαηνο ζα είλαη: 

   1,2 22 i kr n

n
r

H kr e
kr






 
   
 


  

θαη ιφγσ ηεο ηπραίαο επηινγήο καο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ ρξνληθά αξκνληθνχ 

πξνβιήκαηνο ε κνξθή ηεο ιχζεο κε ηελ Hankel πξψηνπ είδνπο  
   1 i t

nH kr e 
 ζα 

πεξηγξάθεη εμεξρφκελα θχκαηα πνπ έρνπλ θπζηθφ λφεκα. Η ζπλάξηεζε Hankel 

δεπηέξνπ είδνπο ζα απνξξηθζεί, θαζψο πεξηγξάθεη θχκαηα εηζεξρφκελα απφ ην 

άπεηξν πξνο ηελ πεγή.  
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Σρήκα 20. Ο θύθινο αθηίλαο R πνπ πεξηθιείεη ην ζώκα θαη ηα ζθεδαδόκελα θύκαηα ζηελ 
επηθάλεηά ηνπ. 

 

Με δεδνκέλν ην πεδίν  ,sP r  , γηα θάζε θχθιν αθηίλαο R> δηακέηξνπ ζψκαηνο, ψζηε 

λα ην πεξηθιείεη ζην εζσηεξηθφ ηνπ φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 20, νη ζπληειεζηέο nA  

θαη nB  ηεο ζρέζεο (3.73) ζα θαζνξίδνληαη απφ ηελ αλάιπζε ζε ζεηξέο Fourier πάλσ 

ζηνλ εθάζηνηε θχθιν, φπσο θαίλεηαη ζηε ζπλέρεηα: 

     1

0 0 0

1
;  ,             

2
sa A H kR P R d





 






                                                         (3.74) 

       1

0

1
; cos  ,         n n sa A H kR P R n d





  






                                                  (3.75) 

       1

0

1
; sin  .      n n sB H kR P R n d





   






                                                     (3.76) 

Γηα κεγάιεο απνζηάζεηο απφ ηελ πεγή (r→ ) ζα ηζρχεη θαη ε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο 

Sommerfeld, δειαδή ε ζρέζε (3.36) θαη επεηδή γλσξίδνπκε πσο ηζρχεη: 

 
1

, ,                              ikr

sP r e
r

                                                              (3.77) 

ε ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο ζα έρεη ηε κνξθή: 
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3

2  .                                     s
s

P
ikP O r

r

 
   

  
                                                        (3.78) 

Σηε ζπλέρεηα ζα βξνχκε ηελ αλαιπηηθή ιχζε ζε πξφβιεκα δχν δηαζηάζεσλ γηα 

θπθιηθφ ζθεδαζηή θαη ζα αθνινπζήζεη ε εχξεζε ηεο αξηζκεηηθήο ιχζεο. Σθνπφο καο 

είλαη ε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ απφ ηηο δχν κεζφδνπο, ψζηε λα ειέγμνπκε ηελ 

ηζρχ ηεο αξηζκεηηθήο ιχζεο γηα κεηέπεηηα ρξήζε ζε πεξηπηψζεηο φπνπ δελ ππάξρεη 

αλαιπηηθή ιχζε.  

 

Σεκεηψλεηαη φηη ε αλσηέξσ δηαδηθαζία επεθηείλεηαη θαη ζε άιια γεσκεηξηθά 

ζπκκεηξηθά ζψκαηα, φπσο ε έιιεηςε θιπ, απαηηεί φκσο πην ζχλζεηεο ζπλαξηήζεηο. 

 

3.3.1. Δύξεζε αλαιπηηθήο ιύζεο ζε θπθιηθό ζθεδαζηή 

Η δηέγεξζε ζηα ζχλνξα ηνπ ζθεδαζηή κπνξεί λα πξνθιεζεί απφ παξάιιειν θχκα ή 

απφ ζεκεηαθή πεγή. Σηελ πξψηε πεξίπησζε θαη ρσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο 

ιακβάλνπκε ην δηαδηδφκελν θχκα κε θαηεχζπλζε ηνλ θαξηεζηαλφ 1x -άμνλα σο πξνο 

ηνλ ζθεδαζηή, ην νπνίν πεξηγξάθεηαη απφ ηελ εμίζσζε ηεο κνξθήο: 

 1exp  ,                                    IP ikx                                                                   (3.79) 

ζηε δεχηεξε πεξίπησζε, κε ηελ χπαξμε πεγήο ζηε ζέζε  21 , 0sx x x   ζε 

ζχζηεκα κε αξρή ην θέληξν ηνπ θπθιηθνχ ζθεδαζηή, ην εηζεξρφκελν θχκα ζα δίδεηαη 

απφ: 

   1

0 1  .                          I sP H k x x                                                                     (3.80) 

Τν ζρήκα πνπ αθνινπζεί (βι. ζρήκα 21) ζα καο βνεζήζεη λα έρνπκε κηα θαιχηεξε 

εηθφλα γηα ην πεξηγξαθφκελν πξφβιεκα. 

Τν ζπλνιηθφ πεδίν ζα είλαη έλα άζξνηζκα ηνπ πεδίνπ ζθέδαζεο  sP  θαη ηνπ 

εηζεξρφκελνπ πεδίνπ IP : 

 .                                                    T I sP P P                                                        (3.81) 
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Σρήκα 21. Σθέδαζε από θπθιηθό ζθεδαζηή. 

 

Σε πεξίπησζε πνπ ππάξρεη πεγή ην ζπλνιηθφ πεδίν ζα ηθαλνπνηεί ηελ κε νκνγελή 

Helmholtz: 

 2  ,T TP k P     sx x  

ελψ ζηελ πεξίπησζε εηζεξρφκελνπ παξάιιεινπ θχκαηνο απφ ην άπεηξν ζα 

ηθαλνπνηείηαη ε νκνγελήο κνξθή ηεο Helmholtz, δειαδή ε: 

2 0 ,T TP k P    

γηα θάζε ζεκείν ,r a  δειαδή εμσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή. 

Σην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ζα πξέπεη λα ηζρχνπλ επηπιένλ ε ζπλζήθε 

Sommerfeld: 

0 ,                                                    s
s

P
ikP

r


 


                                                   (3.82) 

πνπ είλαη ε ζπλζήθε γηα εμεξρφκελα θχκαηα ζην άπεηξν ( )r  , θαζψο θαη νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή ( r a ), πνπ έρνπλ αλαθεξζεί 

θαη ζην ππνθεθάιαην 3.2.6.: 

 ,     0 sT I
T s I

PP P
P P P g

n n n
     

  
        

   
                                  (3.83) 

φπνπ g  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ πεξηγξάθεη ηα δεδνκέλα ηνπ πεδίνπ ζην 

ζχλνξν. Σηελ παξαπάλσ ζρέζε έρνπκε αληηθαηαζηήζεη ηελ παξαγψγηζε σο πξνο ην 
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θάζεην δηάλπζκα n  κε παξαγψγηζε σο πξνο ηελ αθηίλα r  πνπ ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

θχθινπ δελ έρεη θάπνηα δηαθνξά. 

 

Ωο πξνο ηελ ζπλνξηαθή ζπλζήθε έρνπκε: 

 Dirichlet κε α=1 θαη β=0 ζηε ζρέζε (3.83), αληηπξνζσπεχεη καιαθφ ζθεδαζηή.  

 Neumann κε α=0 θαη β=1 ζηε ζρέζε (3.83), αληηπξνζσπεχεη ζθιεξφ 

ζθεδαζηή.  

Βεβαίσο ππάξρνπλ νη ελδηάκεζεο πεξηπηψζεηο πνπ δεκηνπξγνχλ ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο Robin πνπ πξνζνκνηάδνπλ αγψγηκν ζχλνξν. Σηελ γεληθή πεξίπησζε νη 

αλσηέξσ ζπληειεζηέο είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο ζπρλφηεηαο θαη θαζνξίδνληαη απφ ην 

πιηθφ ηνπ ζθεδαζηή, ηελ αγσγηκφηεηα ηνπ θαζψο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

επηθάλεηάο ηνπ (επηζηξψζεηο, ηξαρχηεηα θιπ). 

Σηε ζπλέρεηα αθνινπζνχλ δχν ζεσξήκαηα πνπ καο βνεζάλε ζηελ παξαγσγή ηεο 

αλαιπηηθήο ιχζεο είηε απφ παξάιιειν πξνζπίπηνλ θχκα είηε απφ θχκα 

εθπεκπφκελν απφ ζεκεηαθή πεγή. 

 

Θεψξεκα 1 

Η αλάπηπμε παξάιιεινπ θχκαηνο κε θαηεχζπλζε ηνλ θαξηεζηαλφ 1x -άμνλα ζε 

θπιηλδξηθά θχκαηα είλαη ε παξαθάησ: 

     
0

exp cos ,           m

m m

m

ikx i J kr m 




                                                          (3.84) 

φπνπ m  είλαη ην ζχκβνιν ηνπ Neumann κε ηηκέο 1 γηα m=0 θαη 2 γηα 1m .  

Όπσο παξαηεξνχκε ζηε ζρέζε (3.84) δελ ππάξρεη ν φξνο ηνπ εκηηφλνπ, θαζψο  ην 

πεδίν είλαη ζπκκεηξηθφ φπσο θαη ν θπθιηθφο ζθεδαζηήο. 
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Σρήκα 22. Τν ζύζηεκα πεγήο-ζθεδαζηή κε ην ζεκείν αλαδήηεζεο ηεο ιύζεο. 

 

Θεψξεκα 2 (άζξνηζεο ζπλαξηήζεσλ Graf)18 

Ιζρχεη: 

             1 1

0

0

1 cos  ,    .   
m

m m m s

m

kw H ks J kr m r s x  




                          (3.85) 

Σηελ παξαπάλσ ζρέζε ην r  ζπκβνιίδεη ηελ απφζηαζε ηνπ ζθεδαζηή απφ ην ζεκείν 

πνπ αλαδεηάκε ην πεδίν θαη ην s  ηε ζέζε πνπ βξίζθεηαη ε πεγή σο πξνο ηνλ 

ζθεδαζηή (βι. ζρήκα 22). 

Η γεληθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (3.73) πνπ ιφγσ 

ζπκκεηξίαο ηνπ θχθινπ, φπσο έρνπκε αλαθέξεη θαη πην πάλσ, ζα ράλεη ηνλ φξν ηνπ 

εκηηφλνπ θαη ζα ιακβάλεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 

       1

0

, cos  .               s m m

m

P r A m kr 




                                                          (3.86) 

 

Πξφβιεκα δηέγεξζεο απφ παξάιιειν θχκα 

Η πξψηε πεξίπησζε φπνπ ζα αλαδεηήζνπκε ηνλ ζπληειεζηή mA  ζα είλαη γηα ην 

πξφβιεκα Dirichlet (α=1, β=0) κε απνηέιεζκα: 

                                                
18

 Abramowitz M., Stegun I.A., 1970, p. 363 
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   
   1

 ,                
D mm

m m

m

J ka
i

H ka
                                                                           (3.87) 

φπνπ ην 
 D

m  δειψλεη φηη είλαη ν ζπληειεζηήο γηα ην πξφβιεκα Dirichlet. 

Απφδεημε: Αξρηθά απφ ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε Dirichlet γλσξίδνπκε πσο ηζρχεη: 

 0   ,T s IP P P r a      

δειαδή ζα πξέπεη λα εμηζψλνπκε ηηο ζρέζεηο (3.86) θαη (3.84) ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή πνπ είλαη αθηίλαο a : 

           1

0 0

cos cos
Dm

m m m m

m m

i J kr m A m H kr  
 

 

     

       1Dm

m m m mi J kr A H kr     

   
   1

 .  

m

D m m

m

m

i J ka
A

ka




   

Δξγαδφκελνη αληίζηνηρα ζα βξνχκε ην ζπληειεζηή θαη γηα ην πξφβιεκα Neumann 

(α=0, β=1)19: 

   
   1

 ,                        
Φ

N mm

m m

m

J ka
i

ka
 


                                                                   (3.88) 

φπνπ  ην N  δειψλεη πσο είλαη ν ζπληειεζηήο γηα ην πξφβιεκα Neumann, κε:  

 
 m

m

dJ x
J x

dx
    θαη     

   1

1
Φ m

m

dH x
x

dx
  .  

Απφδεημε: Θα μεθηλήζνπκε ηελ απφδεημε απφ ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε Neumann: 

 ,S I
P P

g
n n

 
  

 
 

Παξαγσγίδνπκε σο πξνο ην δηάλπζκα n , πνπ ζα είλαη θάζεην ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή, ηηο ζρέζεηο (3.84) θαη (3.86) θαη ηηο αληηθαζηζηνχκε ζηελ παξαπάλσ ζρέζε: 

   
0

sin  ,              mI
m m

m

P
i J ka m m

n
 






  


                                                            (A) 

                                                
19

 Γελ πξέπεη ζε θακηά πεξίπησζε λα γίλεη ζχγρπζε ησλ φξσλ α πνπ ζηελ πεξίπησζε ηνπ 
ηχπνπ δειψλνπλ αθηίλα, ελψ ζηελ παξέλζεζε είλαη έλαο εθ ησλ ζπληειεζηψλ ηεο ζπλνξηαθήο 
ζπλζήθεο (3.83). 
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θαη γηα ην ζθεδαδφκελν θχκα: 

     1

0

Φ sin   .                            S
m m

m

P
A ka m m

n







 


                                                 (B) 

Τέινο, εμηζψλνπκε ηελ (Α) θαη ηε (Β) ζρέζε θαη θαηαιήγνπκε ζηε δεηνχκελε (3.88).  

 

Πξφβιεκα δηέγεξζεο απφ ζεκεηαθή πεγή 

Αληίζηνηρα εξγαδφκαζηε γηα ηελ εχξεζε ησλ ζρέζεσλ πνπ ζα καο δίλνπλ ηνπο 

ζπληειεζηέο mA , ζηελ πεξίπησζε ηεο δηέγεξζεο απφ ζεκεηαθή πεγή. Η ζρέζε πνπ 

ζα καο δίλεη πιένλ ην εηζεξρφκελν θχκα ζα έρεη αιιάμεη θαη ζα είλαη ε (3.80) ζε 

ζπλδπαζκφ κε ηελ (3.85) θαη ην εμεξρφκελν θχκα ζα δίλεηαη θαη πάιη απφ ηε ζρέζε 

(3.86). 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet (α=1, β=0) ζα ηζρχεη: 

   
     

   

1

1
1  .      

mD m m

m m

m

H ks J ka
A

H ka
                                                                   (3.89) 

Απφδεημε: Η απφδεημε είλαη απιή θαζψο ζα ρξεηαζηεί λα εμηζψζνπκε ηηο ζρέζεηο 

(3.85) θαη (3.86) πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ θπθιηθνχ ζθεδαζηή αθηίλαο a , φπσο θαη 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ παξάιιεινπ θχκαηνο γηα ηελ πεξίπησζε Dirichlet. 

Αληίζηνηρα ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann (α=0, β=1) ε ζρέζε πνπ 

δίλεη ηνλ ζπληειεζηή mA  ζα είλαη: 

   
     

   

1

1
1  .             

Φ

mN m m

m m

m

H ks J ka
A

ka



                                                            (3.90) 

Απφδεημε: Η απφδεημε είλαη φκνηα κε ηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann γηα 

παξάιιειν εηζεξρφκελν θχκα. Η κνλαδηθή δηαθνξά είλαη πσο παξαγσγίδνπκε ηε 

ζρέζε (3.85) αληί γηα ηελ (3.84), θαζψο πιένλ ρξεηαδφκαζηε ην εηζεξρφκελν θχκα λα 

πξνέξρεηαη απφ πεγή, σο πξνο ην n  θαη ζπλερίδνπκε νκνίσο εμηζψλνληαο ηα δχν 

απνηειέζκαηα ηεο παξαγψγνπ. 
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Γεληθνί ζπληειεζηέο α, β γηα αγψγηκν ζχλνξν 

Έρνπκε ζπδεηήζεη θαη ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα ηελ πεξίπησζε χπαξμεο κηαο 

ελδηάκεζεο θαηάζηαζεο κεηαμχ ησλ δχν αθξαίσλ, Neumann-Dirichlet, ε νπνία ζα 

κπνξνχζε λα πεξηγξαθεί απφ ηελ αξρηθή ζπλνξηαθή ζπλζήθε (3.83) ζε ζπλδπαζκφ 

κε ηα απνηειέζκαηα πνπ βξήθακε γηα ηνπο ζπληειεζηέο mA  ζηα δχν παξαπάλσ 

ζπλνξηαθά πξνβιήκαηα. Καηαιήγνπκε ινηπφλ ζε έλαλ λέν ζπληειεζηή κηαο γεληθήο 

κνξθήο: 

   
 ,                       

D N

m m mA A A                                                                         (3.91) 

φπνπ a ,   ζα είλαη γλσζηνί ζπληειεζηέο αλάινγα κε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ εθάζηνηε 

ζθεδαζηή, ελψ νη ζπληειεζηέο 
 D

mA  θαη 
 N

mA  ζα δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (3.89), 

(3.90) ζε πεξίπησζε πξνβιήκαηνο ζεκεηαθήο πεγήο θαη απφ ηε ζρέζε (3.87), (3.88) 

ζηελ πεξίπησζε εηζεξρφκελνπ παξάιιεινπ θχκαηνο. 

 

3.3.2. Αξηζκεηηθή ιύζε ζε ζώκα γεληθνύ ζρήκαηνο πεπεξαζκέλωλ 

δηαζηάζεωλ κε ηε κέζνδν ζπλνξηαθώλ ζηνηρείωλ 

Σηελ πεξίπησζε ηεο γεληθήο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο έρνπκε αλαθεξζεί 

αλαιπηηθά ζε φιν ην ηξίην θεθάιαην. Δδψ απιά ζα ζπγθεληξψζνπκε φιεο ηηο 

πιεξνθνξίεο πνπ έρνπκε αλαιχζεη κε ζθνπφ λα ηηο ζπλδπάζνπκε κε ηε κέζνδν 

ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ (Bountary Element Method) θαη λα δψζνπκε κηα αξηζκεηηθή 

απάληεζε ζην πξφβιεκα ηνπ ζθεδαζηή. Τν πιενλέθηεκα ηεο αξηζκεηηθήο ιχζεο είλαη 

φηη έρεη εθαξκνγή γηα ζθεδαζηή γεληθνχ ζρήκαηνο (πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ 

ζψκα). Όπσο έρεη αλαθεξζεί ππάξρνπλ δχν δηαθνξεηηθέο κέζνδνη πξνζέγγηζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ε κέζνδνο ησλ ζεσξεκάησλ Green θαη ε κέζνδνο δπλακηθνχ. Σηελ 

παξνχζα εξγαζία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε δεχηεξε. 

Η ζπλάξηεζε Green ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Helmholtz ζηηο δχν δηαζηάζεηο πνπ 

καο ελδηαθέξνπλ ζα είλαη ε ζρέζε: 

     1

0|  .
4

i
G H k x y x y                                                                                  (3.92) 
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Σπλερίδνληαο ζα αληηθαηαζηήζνπκε ηε ζρέζε Green ζηελ νινθιεξσηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ αθνπζηηθνχ δπλακηθνχ ζθέδαζεο20, γλσζηφ θαη σο δπλακηθφ 

απινχ ζηξψκαηνο, δειαδή ζηε ζρέζε (3.37) κε ηελ παξαθάησ κνξθή: 

        2|  ,  για  \ ,     s

D

P G ds D


 x y x y y x                                                 (3.93) 

δειαδή γηα φιν ην ρψξν εθηφο απφ ην εζσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή. Σηελ αλσηέξσ 

ζρέζε   y  πεξηγξάθεη ηελ έληαζε ησλ πεγψλ πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή 

πνπ είλαη ζπλερψο θαηαλεκεκέλεο,  |G x y  ζα είλαη ε ζπλάξηεζε Green γηα ρψξν 

δχν δηαζηάζεσλ θαη ην δηάλπζκα y  ζα δειψλεη ηε ζέζε ηνπ ζθεδαζηή. 

Αληίζηνηρα πξνο ηελ αλσηέξσ αλαπαξάζηαζε ε παξάγσγνο ηνπ αθνπζηηθνχ πεδίνπ 

δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

        2|  ,  για  \ ,        x s

D

P G ds D


  x y x y y x  

Τν δπλακηθφ ηεο ζρέζεο (3.93) ζα είλαη ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann φπσο 

έρνπκε αλαθέξεη ζην ππνθεθάιαην 3.2.4 εάλ ζην ζχλνξν ηνπ ζθεδαζηή ηθαλνπνηείηαη 

ε αθφινπζε νινθιεξσηηθή εμίζσζε σο πξνο ηελ άγλσζηε έληαζε   y : 

 
 

 
   

|
 ,    για   ,

2

I
N

D

G P
ds g D

n n






 
     

 
x x y

y y x x                        (3.94) 

φπνπ Ng  ζα είλαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην ζχλνξν ηνπ ζθεδαζηή πνπ έρνπκε ήδε 

αλαθέξεη γηα ην πξφβιεκα Neumann.  

Η ζπλάξηεζε Green ηεο εμίζσζεο Helmholtz (θαη ηεο εμίζσζεο Laplace) 

παξνπζηάδεη ινγαξηζκηθή ηδηνκνξθία φηαλ x y : 

 (1)

0

2
ln

2

i k
H k



 
   

 
x y x y , 

πξάγκα πνπ θαζηζηά ηα νινθιεξψκαηα (3.93) θαη (3.94) ηδηφκνξθα θαη ν 

ππνινγηζκφο ηνπο απαηηεί εηδηθφ ρεηξηζκφ. Η εθαξκνδφκελε κέζνδνο ζηελ παξνχζα 

εξγαζία ζα ζρνιηαζηεί θαησηέξσ ζε ζπλδπαζκφ κε ηε ρακεινηάμηα κέζνδν 

ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ πνπ ζα αλαπηπρζεί.   

                                                
20

 Η νινθιεξσηηθή αλαπαξάζηαζε ζα καο δίλεη ην δπλακηθφ ζθέδαζεο ζε νπνηνδήπνηε 
εμσηεξηθφ ζεκείν ηνπ ζθεδαζηή. 
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Αλ ρξεηαδφκαζηαλ ζπλζήθε Dirichlet πάλσ ζην ζψκα ζα ρξεζηκνπνηνχζακε ηε 

ζρέζε: 

           |  ,    για   .     s D I

D

P G ds g P D


    x y x y y x x x                      (3.95) 

Απφδεημε: Με δηαθφξηζε ηεο ζρέζεο (3.93) ζην ζχλνξν ηεο επηθάλεηαο ηνπ ζθεδαζηή 

ζα θαηαιήμνπκε ζηε ζρέζε: 

    2( | ) ,  για  \ , s

D

P G ds D


   y x y y x  

ε νπνία θαζψο πξνζεγγίδεηαη ην ζχλνξα ηνπ ζθεδαζηή, ιφγσ ηεο παξνπζηαδφκελεο 

ηδηνκνξθίαο ηνπ νινθιεξσηηθνχ ππξήλα, ηξνπνπνηείηαη ζηελ αθφινπζε κνξθή21: 

   
   ( | ) ,  για  . 

2
s

D

P G ds D





    
x n x

y x y y x  

Δπνκέλσο ε θάζεηε παξάγσγνο ηνπ δπλακηθνχ ζθέδαζεο ζην ζχλνξν πνπ ζα 

πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηα δεδνκέλα Neumann δίλεηαη απφ: 

 
     ( | )  ,

2

s
s D

D D

P
g P G ds


 

 


      

 
x

n y n x x y y
n

 

πνπ είλαη αθξηβψο ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε δεπηέξνπ είδνπο (3.94). 

 

Αληίζηνηρα, γηα ην πξφβιεκα  Dirichlet έρνπκε κε απεπζείαο εθαξκνγή ηεο ζρέζεο  

(3.93) ηελ αθφινπζε νινθιεξσηηθή εμίζσζε πξψηνπ είδνπο (σο πξνο ηελ άγλσζηε 

θαηαλνκή πεγψλ): 

       |  ,  για  ,                         D

D

g G ds D


 x y x y y x   

Δλαιιαθηηθά κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην δπλακηθνχ δηπινχ ζηξψκαηνο22, ζρέζε 

(3.41) θαη λα έρνπκε ηελ νινθιεξσηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ζθέδαζεο κέζσ 

εληάζεσο δηπφισλ: 

 
 

 
    2

|
 ,  για   \ ,   s

D

G
P ds D

n








x y

x y y x
y

                                                (3.96) 

                                                
21

 Colton & Kress, 1983, ch. 3. 
22

 Πξνηηκάηαη ε ρξήζε ηνπ δπλακηθνχ απινχ ζηξψκαηνο θαζψο δηεπθνιχλεη ζηελ εμαγσγή ηεο 
ζρέζεο Neumann. 
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ε νπνία νδεγεί ζηελ  νινθιεξσηηθή εμίζσζε23: 

 
 

 
 

 
 

|
,    .  

2
D

D

G
g ds D

n







   


x x y

x x y x
y

                                          (3.97) 

 

Φακεινηάμηα Μέζνδνο Σπλνξηαθψλ Σηνηρείσλ (Boundary Element Method) 

Γηα λα γίλεη δπλαηή ε πξνζέγγηζε νπνηνπδήπνηε ζρήκαηνο ζα ρξεηαζηεί λα 

ρσξίζνπκε ηελ επηθάλεηά ηνπ ζψκαηνο ζε ζηνηρεηψδε ηκήκαηα (elements ή panels). 

Σηελ απινχζηεξε πεξίπησζε ρξεζηκνπνηνχκε ρακεινηάμηα ζηνηρεία πνπ ζηηο δχν 

δηαζηάζεηο είλαη επζχγξακκα ηκήκαηα θαη έηζη ην ζχλνξν πξνζεγγίδεηαη απφ κηα 

θιεηζηή πνιπγσληθή γξακκή. Τν πνιχγσλν ζα πξνζεγγίδεη κε ηελ αχμεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ ζηνηρείσλ ην πξαγκαηηθφ ζχλνξν ηνπ ζθεδαζηή (βι. ζρήκα 23). 

Αθνινχζσο ζα  ηζρχεη: 

 , για ηην περίπηωζη που     ,ND D N     

φπνπ N   είλαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ κεξηζκνχ ηνπ ζπλφξνπ-επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή D . Τα θέληξα ησλ ζηνηρείσλ φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 23 δελ 

επξίζθνληαη απαξαίηεηα ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή.  

Σε φηη αθνξά ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε πνπ είλαη ε έληαζε πεγψλ     s s  y  

πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή απηή πξνζεγγίδεηαη ηκεκαηηθψο ζηαζεξή ζε θάζε 

έλα απφ ηα ζηνηρεία (panels) ηνπ ζπλφξνπ ( 1,2,...i N  ζην ζρήκα 23), φπνπ ζα έρεη 

θαη δηαθνξεηηθή ηηκή  , 1,2,...i i N   θαη πξνζεγγίδεη ηελ πξαγκαηηθή έληαζε πεγψλ 

ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή,  

  0 .s 


   

Σηελ ρακεινηάμηα κέζνδν ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ ζεσξνχκε φηη ε έληαζε πεγψλ   

δηαηεξείηαη ζηαζεξή ζε θάζε ζηνηρεηψδεο ηκήκα (βι. ζρήκα 24) γεγνλφο πνπ 

ππνβνεζεί ηελ νινθιήξσζε ζηελ επηθάλεηα πνπ πξνζεγγίδεη ην ζχλνξν. To i  ζα 

δείρλεη ηελ ηηκή ζην θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλφξνπ θαη ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε ζα 

ηθαλνπνηεζεί ζην θέληξν θάζε ζηνηρείνπ ην νπνίν ζα αξηζκείηαη κε ηνλ ίδην δείθηε  

                                                
23

 Colton & Kress, 1983. 
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Σρήκα 23. Σθεδαζηήο πεπεξαζκέλωλ δηαζηάζεωλ κεηά από εθαξκνγή ηεο Panel Method 

 

Σρήκα 24. Ππθλόηεηα ηωλ panel ηνπ ζθεδαζηή κε ηε γξακκή θαηαλνκήο 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σρήκα 25.  Δπαγόκελν δπλακηθό από επζύγξακκν ζπλνξηαθό ζηνηρείν ΑΒ 

Α 

Β 

ρ 

s 
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1,2,...i N . Με απηφ ην ηξφπν έρνπκε δεκηνπξγήζεη ινηπφλ έλα πξφβιεκα   

δηαθξηηψλ αγλψζησλ.  

Γηα έλα ζηνηρείν ΑΒ, κε άθξα ηα Α θαη Β, ζα ηζρχεη πσο ην δπλακηθφ ζθέδαζεο πνπ 

παξάγεη ζε θάπνην ζεκείν ηνπ ρψξνπ ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (3.93), θαζψο 

επηιέμακε δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο: 

       |  .

B

s

A

P G ds x y x y y  

Γλσξίδνληαο πσο ε ζπλάξηεζε Green γηα δπζδηάζηαην ρψξν ζα δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε (3.92) θαη ζε ζπλδπαζκφ κε ην παξαπάλσ δπλακηθφ, θαη ιακβάλνληαο ππφςε 

φηη ε έληαζε πεγψλ είλαη ζηαζεξή εληφο θάζε ζηνηρείνπ, νδεγνχκαζηε ζηελ αθφινπζε 

ζρέζε πνπ ζα καο δίλεη ην δπλακηθφ ζθέδαζεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζηνηρείνπ AB: 

       1

0            ,        
4

B

s AB AB AB

A

i
P H k ds U   x x y y                                       (3.98) 

φπνπ 

       
2 21 2

0 1 1 2 2  ,    για   \      ,  
4

B

AB

A

i
U H k x y x y ds D ή x D      

 x x        (3.99) 

ην επαγφκελν δπλακηθφ ζην ζεκείν x  απφ ην ζηνηρείν . 

Σπλερίδνληαο, κε παξαγψγηζε ηεο (3.98) θαηαιήγνπκε ζηελ ζρέζε: 

 
     ,                                         

s

AB AB

P
F

n







x
x                                                (3.100) 

φπνπ 

       
2 21

1 1 1 2 2       ,    ,      
4

B

AB

A

ik
F H k x y x y Qds D       

 x x                  (3.101) 

θαη 

       

1 1 2 2
1 22 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

         
x y x y

Q n n
x y x y x y x y

 
   

       

 

ε επαγφκελε θάζεηε ηαρχηεηα απφ ην ζηνηρείν ΑΒ ζην ζεκείν x  πάλσ ζην ζχλνξν. 

Όπσο αλαθέξζεθε ήδε, ηα νινθιεξψκαηα ζηε ζρέζε (3.99) θαη (3.101) είλαη 

ηδηφκνξθα φηαλ ην x  αλήθεη πάλσ ζην επζχγξακκν ζηνηρείν ΑΒ. Σχκθσλα κε ηε 
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εθαξκνδφκελε κέζνδν BEM-collocation απηφ ζα ζπκβεί ζηε πεξίπησζε ησλ 

απηεπαγσκελσλ ζπλεηζθνξψλ απφ ην θάζε ζηνηρείν ζηνλ θέληξν ηνπ, φηαλ δειαδή 

ην ζηνηρείν ειέγρνπ ζα ζπκπίπηεη κε ην θέληξν ηνπ εθάζηνηε ζηνηρείνπ. 

Όκσο ζηελ εμεηαδφκελε πεξίπησζε ην ηδηφκνξθν νινθιήξσκα (3.98) παξνπζηάδεη 

αζζελή νινθιεξψζηκε ηδηνκνξθία (ινγαξηζκηθφ απεηξηζκφ) θαη ππνινγίδεηαη εχθνια 

κε απιφ κεηαζρεκαηηζκφ. Αληηζέησο ην νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (3.101) είλαη ηζρπξά 

ηδηφκνξθν θαζφηη ε ζπλάξηεζε: 

 (1)

1

2 1
H k

k
  


x y

x y
  

φηαλ x y  παξνπζηάδεη ηζρπξή ηδηνκνξθία. Καηά ζπλέπεηα ην ηδηφκνξθν 

νινθιήξσκα (3.101) ππάξρεη κφλν θαηά ηελ έλλνηα ηεο θχξηαο θαηά Cauchy ηηκήο. 

Όκσο απηφ ζα ζπκβεί φηαλ ππνινγίδεηαη ε επαγφκελε θάζεηε ηαρχηεηα (3.101) απφ 

ην θάζε επζχγξακκν ζηνηρείν ΑΒ ζην θέληξν ηνπ, δειαδή φηαλ ην ζεκείν ζην ζρήκα 

25 ιακβάλεηαη ζην κέζν Μ ηνπ ίδηνπ ηνπ ζηνηρείνπ ΑΒ. Όκσο, απφ ηελ εηδηθή κνξθή 

ηνπ νινθιεξψκαηνο (3.101) παξαηεξνχκε πσο νη ζπλεηζθνξέο απφ ηηο 

θαηαλεκεκέλεο πεγέο εθαηέξσζελ ηνπ θέληξνπ ηνπ ζηνηρείνπ  απεηξίδνληαη γηα x y  

(ζην κέζνλ ηνπ ζηνηρείνπ) αιιά είλαη ζπκκεηξηθά αληίζεηεο. Οπφηε ιφγσ ζπκκεηξίαο 

πξνθχπηεη φηη ην ηδηφκνξθν νινθιήξσκα (3.101) σο ζπλνιηθή ζπλεηζθνξά ζηελ 

θάζεηε ηαρχηεηα ζην θέληξν ηνπ ζηνηρείνπ απφ ηε θαηαλεκεκέλε πεγή ζηαζεξήο 

έληαζεο ζην θέληξν ηνπ ίδηνπ ζηνηρείνπ ζα κεδελίδεηαη. 

Σε θάζε άιιε πεξίπησζε, φηαλ x y  ηα αλσηέξσ νινθιεξψκαηα δελ παξνπζηάδνπλ 

ηδηνκνξθία θαη κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ κε θιαζζηθέο κεζφδνπο. Σηελ παξνχζα 

εξγαζία έρνπκε ζεσξήζεη ζθεδαζηέο-ζχλνξα ζσκάησλ πεπεξαζκέλνπ πάρνπο (κε 

ιεπηφγξακκα ζρήκαηα) θαη ζρεηηθά κηθξνχο θπκαηαξηζκνχο, θαη έρεη ρξεζηκνπνηεζεί 

θαλφλαο Simpson κε δεδνκέλν (ηθαλνπνηεηηθά κεγάιν) αξηζκφ ζεκείσλ γηα ην 

αξηζκεηηθφ ππνινγηζκφ ησλ νινθιεξσκάησλ. 

Δπνκέλσο ε θάζεηε παξάγσγνο ηνπ πεδίνπ ζην ζχλνξν απφ φιε ηελ θαηαλνκή 

πεγψλ ζηαζεξήο έληαζεο , 1,2,...i i N  , ππνινγηδφκελε ζηα θέληξα , 1,2,...i i Nx  

ησλ  ζηνηρείσλ ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

   
1

N

i j j i

j

Fg 


 x x ,    , 1,2,...i ND i N x .                                               (3.102) 
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Πνπ απνηειεί έλα γξακκηθφ αιγεβξηθφ ζχζηεκα N  εμηζψζεσλ κε N  αγλψζηνπο, 

απφ φπνπ ππνινγίδεηαη ε έληαζε ησλ πεγψλ , 1,2,...i i N  , ζηα ζηνηρεία ηνπ 

ζπλφξνπ. 

Αθνινχζσο ην δπλακηθφ ζε θάζε ζεκείν ηνπ ρψξνπ θαη πάλσ ζην ζχλνξν 

ππνινγίδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ σο: 

   
1

N

s j j

j

P U


x x ,     
2 \ Dx .                                                                   (3.103) 

 

Πξφβιεκα Dirichlet 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζρέζε πνπ 

παξέρεη ην δπλακηθφ πνπ πξνθαιείηαη απφ ην ζηνηρεηψδεο ζπλνξηαθφ ζηνηρείν ΑΒ ζην 

ζεκείν x , ιακβάλνπκε απφ ηελ ππέξζεζε: 

     
1

     1,2   ,    
N

i j j

j

D

ig i NU 


  x x                                                         (3.104) 

φπνπ 

     D

Ii ig P x x ,     , 1,2,... ,i ND i N x                                                    (3.105) 

ηα δεδνκέλα Dirichlet πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. 

 

Σηηο πξναλαθεξζείζεο πεξηπηψζεηο ε θαηαγξαθή ησλ δπλακηθψλ ζθέδαζεο πνπ 

πξνθαιείηαη απφ ην θάζε ζηνηρείν γίλεηαη δηαδνρηθά ζηα παξαπάλσ αζξνίζκαηα. 

Αθνινπζνχκε θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο δηαδηθαζίαο θαηαγξαθήο ησλ απνηειεζκάησλ 

ηνπ θάζε ζηνηρείνπ ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ, γηα ηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή. Σην αξρείν Matlab πνπ ρξεζηκνπνηνχκε έρνπκε νξίζεη σο ζθεδαζηή 

θπθιηθφ ζψκα αθηίλαο 10m , ζηαζεξή ηαρχηεηα δηάδνζεο ήρνπ 1500 /m s  θαη 

ζπρλφηεηα 100Hz . Τα αξρεία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ήηαλ: fhankel.m, 

soursegh.m, helm2d.m. 

Απφ ην πξφγξακκα ζα βξνχκε ην πεδίν δπλακηθνχ ζε δχν δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα: 

 Πξφβιεκα Dirichlet κε εηζεξρφκελν θχκα απφ πεγή. 

 Πξφβιεκα Neumann κε εηζεξρφκελν παξάιιειν θχκα. 
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Σρήκα 26. Γηάηαμε πξνο ηα εμωηεξηθά ηνπ ζθεδαζηή ηωλ θάζεηωλ δηαλπζκάηωλ n 

 

Οη ζπλδπαζκνί πνπ παξνπζηάδνληαη είλαη κφλν νη δχν απφ ηνπο ηέζζεξηο δπλαηνχο. 

Τα απνηειέζκαηα ζηελ θάζε πεξίπησζε αθνινπζνχλ ζηε ζπλέρεηα: 

 

Μαιαθφο ζθεδαζηήο πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ (πξφβιεκα Dirichlet) κε πεγή ζε 

απφζηαζε 50 m 

 

Σρήκα 27. Σύγθξηζε αλαιπηηθήο (ζπλερήο γξακκή)-αξηζκεηηθήο ιύζεο (δηαθεθνκέλε γξακκή κε 
(+)) γηα ην πξόβιεκα Dirichlet. 
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Σρήκα 28α. Απνηειέζκαηα ζε 2D ηεο ζθέδαζεο από καιαθό θπθιηθό ζθεδαζηή (θύκα από πεγή, 
πξαγκαηηθό κέξνο πξνπίπηνληνο πεδίνπ, ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ θαη ζπλνιηθνύ πεδίνπ) 

PI 

PS 

PTOT 
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Σρήκα 28β. Απνηειέζκαηα ζε 2D ηεο ζθέδαζεο από καιαθό θπθιηθό ζθεδαζηή (θύκα από πεγή, 
θαληαζηηθό  κέξνο πξνπίπηνληνο πεδίνπ, ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ θαη ζπλνιηθνύ πεδίνπ) 

 

PI 

PS 

PΤΟΤ 
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Σθιεξφο ζθεδαζηήο πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ (πξφβιεκα Neumann) κε 

παξάιιειν θχκα 

 

Σρήκα 29. Σύγθξηζε αλαιπηηθήο (ζπλερήο γξακκή)-αξηζκεηηθήο ιύζεο(δηαθεθνκέλε γξακκή κε 
(+)) γηα ην πξόβιεκα Neumann 

 

Σηα ζρήκαηα 27 θαη 29 γηα ηα πξνβιήκαηα Dirichlet θαη Neumann αληίζηνηρα, 

παξαηεξνχκε πσο κε ηα 30 ζε αξηζκφ ζηνηρεία πνπ επηιέμακε γηα ηελ αξηζκεηηθή 

επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ, έρνπκε ηθαλνπνηεηηθή ηαχηηζε ησλ αξηζκεηηθψλ 

(δηαθεθνκκέλε γξακκή κε ζηαπξνχο) κε ηηο αλαιπηηθέο ιχζεηο (ζπλερήο γξακκή) γηα 

ην δπλακηθφ, φζνλ αθνξά ην πξαγκαηηθφ θαη ην θαληαζηηθφ ηνπ ηκήκα. Σε πεξίπησαε 

πνπ απνθαζίζνπκε λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ ζηνηρείσλ πνπ ζα ζθηαγξαθνχλ ην 

ζχλνξν ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή, αλακέλεηαη βειηησκέλε πξνζζέγγηζε ηεο 

αλαιπηηθήο ιχζεο. Τν απνηέιεζκα καο απνδεηθλχεη πσο ε κέζνδνο ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ είλαη θαηάιιειε γηα ηελ αλαδήηεζε αξηζκεηηθψλ ιχζεσλ. Σχγθξηζε ησλ 

δπλακηθψλ ζην ζχλνξν ηεο επηθάλεηαο γηα ζψκα Dirichlet θαη Neumann δελ είλαη 

δπλαηή θαζψο ην εηζεξρφκελν θχκα έρεη σο πξνέιεπζε ζηελ πξψηε πεξίπησζε 

ζεκεηαθή πεγή ελψ ζηε δεχηεξε είλαη παξάιιειν θχκα.  
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Σρήκα 30α.  Απνηειέζκαηα ζε 2D ηεο ζθέδαζεο από ζθιεξό θπθιηθό ζθεδαζηή (παξάιιειν 
θύκα). Πξαγκαηηθό  κέξνο πξνπίπηνληνο πεδίνπ, ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ θαη ζπλνιηθνύ πεδίνπ, 

αληίζηνηρα. 

 

PI 

PS 

PTOT 
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Σρήκα 30β.   Απνηειέζκαηα ζε 2D ηεο ζθέδαζεο από ζθιεξό θπθιηθό ζθεδαζηή (παξάιιειν 
θύκα). Φαληαζηηθό  κέξνο πξνπίπηνληνο πεδίνπ, ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ θαη ζπλνιηθνύ πεδίνπ, 

αληίζηνηρα. 

 

PI 

PS 

PTOT 
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Σηα ζρήκαηα 28α θαη 30α παξαηεξνχκε ην πξαγκαηηθφ κέξνο ηνπ πεδίνπ ηνπ 

δπλακηθνχ. Σηηο πξψηεο γξακκέο ζπλαληάκε ην πεδίν πνπ δεκηνπξγείηαη απφ ηελ 

πεγή ή ην παξάιιειν θχκα αληίζηνηρα, δειαδή ην εηζεξρφκελν δπλακηθφ. Σηε 

δεχηεξε γξακκή παξνπζηάδεηαη ην δπλακηθφ ζθέδαζεο ηνπ θπθιηθνχ ζψκαηνο. Τέινο, 

ζηελ ηξίηε γξακκή παξαηεξνχκε ηελ ππέξζεζε ησλ δχν δπλακηθψλ θαη ηε 

δεκηνπξγία ηνπ ζπλνιηθνχ δπλακηθνχ, θαη ζηα δχν ζρήκαηα είλαη εκθαλήο ε δψλε 

ζθίαζεο πνπ δεκηνπξγείηαη ζην πίζσ κέξνο ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ελψ ζηελ 

πιεπξά πξφζπησζεο έρνπκε αχμεζε ηεο έληαζεο ηνπ πεδίνπ ιφγσ θαηλνκέλσλ 

εληζρπηηθήο ζπκβνιήο. Τα ίδηα θαηλφκελα παξαηεξνχληαη θαη ζηα ζρήκαηα 28β θαη     

30 β, φπνπ απεηθνλίδεηαη ην θαληαζηηθφ κέξνο ηνπ δπλακηθνχ γηα εηζεξρφκελν θχκα 

απφ πεγή ή παξάιιειν θχκα αληίζηνηρα. 

Όπσο ήδε έρνπκε αλαθέξεη ε πξναλαθεξζείζα κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

θαη γηα πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή ηπραίαο γεσκεηξίαο (ζρήκαηνο) θαη φρη κφλν ζε 

θπθιηθφ ζψκα. Τα απνηειέζκαηα ηεο ζθέδαζεο απφ ηπραίν ζψκα αθνινπζνχλ ζηε 

ζπλέρεηα, φπνπ παξαηεξνχκε ηελ ππέξζεζε ηνπ παξάιιεινπ θχκαηνο κε ηνπ 

δπλακηθνχ ζθέδαζεο πνπ νδεγεί ζην ζπλνιηθφ δπλακηθφ ηεο ηξίηεο εηθφλαο (βι. 

ζρήκα 31). 
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(α) πξνζπίπηνλ παξάιιειν θχκα  (β) ζθεδαδφκελν πεδίν 

 

 

(γ) ζπλνιηθφ πεδίν 

 

Σρήκα 31. Απνηειέζκαηα ζε 2D ηεο ζθέδαζεο από ζθεδαζηή γεληθνύ ζρήκαηνο όπωο 
ππνινγίδεηαη κε ηε κέζνδν ΒΔΜ  (δηέγεξζε από παξάιιειν πξνζπίπηνλ  θύκα)

24
 

 

                                                
24

 Φίιηππαο Δ, 2011. 
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Κεφάλαιο 4 

Πεπεραςμένοσ ςκεδαςτήσ μέςα ςε 

κυματοδηγό 

 

4.1. Δηζαγωγηθά ζηνηρεία 

Μέρξη ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν έρνπκε κειεηήζεη ηε δηάδνζε ηνπ ήρνπ απφ πεγή θαη 

ζε θπκαηνδεγφ, κε νκνγελέο θαη κε νκνγελέο κέζν δηάδνζεο ζην θεθάιαην  2, ελψ 

αληίζηνηρα ζην θεθάιαην 3 κειεηήζακε ηελ αιιειεπίδξαζε ηνπ ήρνπ ζε πεξηβάιινλ 

φπνπ ππάξρεη  πεπεξαζκέλνο ζθεδαζηήο, φηαλ ην ρσξίν δηάδνζεο ήηαλ άπεηξν ζηηο 

2 δηαζηάζεηο, ρσξίο ηελ χπαξμε ζπλφξσλ θαη πεξηνξηζκψλ.  

Σην παξφλ θεθάιαην ζα αζρνιεζνχκε κε ηε δηάδνζε ηνπ ήρνπ ζε θπκαηνδεγφ κε θαη 

ρσξίο αλνκνηφκνξθν ζχλνξν, ρσξίο αιιά θαη κε παξνπζία πεπεξαζκέλνπ 

ζθεδαζηή. Φάξηλ απιφηεηαο, ζα ζεσξήζνπκε φηη ην πεξηβάιινλ καο ζα έρεη ζηαζεξή 

ηαρχηεηα δηάδνζεο (isovelocity problem), ψζηε ηα απνηειέζκαηα λα κελ γίλνπλ 

ππεξβνιηθά πεξίπινθα γηα ηε δηεμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ. Γειαδή ζα 

ηζρχεη εληφο ηνπ θπκαηνδεγνχ: 

   και   c const k const
c


    

Σε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο πνπ αθνινπζνχλ ην θπκαηηθφ δπλακηθφ ζα δηεγείξεηαη απφ 

γξακκηθή πεγή πνπ ζα βξίζθεηαη βπζηζκέλε ζηνλ θπκαηνδεγφ, ηνπ νπνίνπ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά παξακέλνπλ αλαιινίσηα ζηελ εγθάξζηα y-δηεχζπλζε,. 
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Αξρηθά, ζην ππνθεθάιαην 4.2 ζα καο απαζρνιήζεη ν αλνκνηφκνξθνο θπκαηνδεγφο 

(π.ρ. ξήρσζε). Σπλερίδνληαο, ζην ππνθεθάιαην 4.3 ζα αζρνιεζνχκε κε νκνηφκνξθν 

θπκαηνδεγφ κε παξνπζία πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή θαη ζα θαηαιήμνπκε ζην 

ππνθεθάιαην 4.4, ζην πην ζχλζεην πξφβιεκα αιιά θαη πην ξεαιηζηηθφ, ελφο 

αλνκνηφκνξθνπ θπκαηνδεγνχ κε χπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή. Όιεο νη 

πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο έρνπλ πξνγξακκαηηζηεί ζην Matlab θαη ζα 

παξνπζηαζηνχλ αληίζηνηρα ηα απνηειέζκαηά ηνπο ζην θάζε ππνθεθάιαην. 

 

4.2. Δπίδξαζε αλνκνηνκνξθνπ ππζκέλα ζηε δηάδνζε ερεηηθώλ θπκάηωλ 

Σηελ πεξίπησζε κειέηεο θπκαηνδεγνχ αλνκνηφκνξθνπ ππζκέλα κεηαβαιιφκελεο 

βαζπκεηξίαο  ην πξφβιεκα ζα επηιπζεί κε δηαρσξηζκφ ηνπ θπκαηνδεγνχ ζε ηξία 

ππνρσξία. Τν πξψην ζα απνηειείηαη απφ ηελ πεξηνρή φπνπ ζα ζεσξεζεί ε δηέγεξζε 

απφ ηελ ζεκεηαθή πεγή, ζην δεχηεξν ππνρσξίν ζα ππάξρεη ε αλνκνηνκνξθία 

ππζκέλα, θαη ζην ηξίην ππνρσξίν ζα έρνπκε νκνηφκνξθν πεξηβάιινλ ζηαζεξνχ αιιά 

πηζαλψο δηαθνξεηηθνχ βάζνπο απφ ην πξψην, φπνπ ζπλερίδεηαη ε δηάδνζε θαη πάιη 

ζε νκνηφκνξθε πεξηνρή, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 32 πνπ αθνινπζεί (ην νπνίν 

αλαθέξεηαη ε εηδηθή πεξίπησζε ξήρσζεο). 

 

Υπνρσξίν (Ι) 

Σην ππνρσξίν (Ι) (αξηζηεξή εκηάπεηξε ισξίδα) ην ζπλνιηθφ πεδίν απνηειείηαη απφ 

έλα άζξνηζκα δχν θπκάησλ, ελφο θχκαηνο ιφγσ ηεο εθπνκπήο ηεο πεγήο θαη ηνπ 

ζθεδαδφκελνπ πνπ επηζηξέθεη απφ ην ππνρσξίν (ΙΙ) ζην (Ι). Σχκθσλα κε ην Κεθ.2, ε 

ζρέζε πνπ παξέρεη ην πεδίν ηεο πεγήο  ζην ζεκείν  ,s sx z  ζα είλαη: 

     
  
 

1

1
1

exp
,  ,     

2

N
xn s

w n n s

n xn

ik x xi
G x z Z z Z z

k


                                                  (4.1) 

φπνπ    
 1 2 2  xn znk k k  ,   

1

1

2
zn

n

k
h


 

 
    θαη  

      1 1

1

2
sinn znz k z

h
  ,25  

νη  θαλνληθνπνηεκέλεο θαηαθφξπθεο ηδηνκνξθέο ζηελ πεξηνρή (Ι). 

                                                
25

 Ο εθάζηνηε άλσ δείθηεο ζε παξέλζεζε ζπκβνιίδεη ην ππνρσξίν φπνπ εξγαδφκαζηε. 
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Σρήκα 32. Αλνκνηόκνξθνο θπκαηνδεγόο 

 

Αληίζηνηρα, ην πεδίν ιφγσ ζθέδαζεο (απφ ηελ αιιειεπίδξαζε κε ηελ κεηαβαιιφκελε 

βαζπκεηξία, π.ρ. ξήρσζε) ζα έρεη ηε κνξθή ελφο θχκαηνο πνπ αλαθιάηαη θαη 

επηζηξέθεη ζηελ πεξηνρή (Ι): 

            1 1 1 1

1

, exp ,   
N

scat n n xn

n

x z z ik x


                                                                   (4.2) 

φπνπ 
 1
n  είλαη απξνζδηφξηζηνη ζπληειεζηέο ηεο αλσηέξσ αλαπαξάζηαζεο πνπ 

πξφθεηηαη λα ππνινγηζηνχλ. Τν αξλεηηθφ πξφζεκν κέζα ζηνλ εθζεηηθφ φξν δείρλεη 

ηελ θαηεχζπλζε ηνπ θχκαηνο πξνο ηνλ αξλεηηθφ εκηάπεηξν ρψξν εληφο ηνπ 

θπκαηνδεγνχ. 

Τν νιηθφ δπλακηθφ ζην ππνρσξίν (Ι) ζα παξέρεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ πεδίσλ(4.1) 

θαη (4.2): 

       1
, , , ,     I w scatP x z G x z x z                                                                          (4.3) 

 

Υπνρσξίν (ΙΙΙ) 

Σηε δεμηά εκηάπεηξε ισξίδα ζα ππάξρεη κφλν ε δηάδνζε ηνπ πεδίνπ πνπ έρεη δερζεί 

ηηο επηδξάζεηο ζθέδαζεο απφ ηελ πεξηνρή ξήρσζεο ην νπνίν  δηαδίδεηαη πξνο ηα 

ζεηηθά x ζε κεγάιεο απνζηάζεηο απφ ηελ πεγή. Τν πεδίν ζηελ πεξηνρή απηή ζα 

δίλεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε: 

          3 3 3

1

, exp ,       
N

III n n xn

n

P x z z ik x


                                                                 (4.4) 
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φπνπ 
 3

n
 είλαη επίζεο απξνζδηφξηζηνη ζπληειεζηέο πνπ πξφθεηηαη λα ππνινγηζηνχλ. 

Σην ππνρσξίν (ΙΙΙ) ην δπλακηθφ ζθέδαζεο θαη δηάδνζεο (  ,IIIP x z ) ζα αληηζηνηρεί ζην 

νιηθφ δπλακηθφ θαζψο δελ ππάξρεη άιιν πέξα απφ ην ζθεδαδφκελν. 

 , .                          III TP x z P                                                                                 (4.5) 

 

Υπνρσξίν (ΙΙ) 

Η πην απαηηεηηθή ζε ππνινγηζκνχο πεξηνρή ηνπ θπκαηνδεγνχ είλαη ε (ΙΙ), θαζψο εθεί 

παξνπζηάδεηαη ε κεηαβαιιφκελε βαζπκεηξία θαη άξα ε αλνκνηνκνξθία ηνπ 

πεξηβάιινληνο. Απηφο είλαη θαη ν ιφγνο πνπ αθέζεθε λα αλαθεξζεί ζην ηέινο απφ 

ηνπο επθνιφηεξνπο (Ι) θαη (ΙΙΙ) ππφρσξνπο. Γηα ηε κειέηε ηεο ελδηάκεζεο πεξηνρήο ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ε Μέζνδνο Σπλνξηαθψλ Σηνηρείσλ (ΒΔΜ), πνπ έρνπκε κειεηήζεη ηελ 

εθαξκνγή ηεο ζην ηέινο ηνπ πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ ζε πξνβιήκαηα ζθέδαζεο ζε 

άπεηξν εμσηεξηθφ ρσξίν. Όπσο γίλεηαη θαλεξφ (βι. ζρήκα 32), ε ελδηάκεζε πεξηνρή 

ζα ρσξηζζεί ζε Nelem ζηνηρεία πνπ ζα αληηζηνηρνχλ ζην άζξνηζκα ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ ηεο θάζε κηα απφ ηηο ηέζζεξηο ζπλνιηθά επηθάλεηεο πνπ πεξηθιείνπλ ην 

ππνρσξίν (ΙΙ): 

1 2 3 4  ,              elem                                                                             (4.6) 

φπνπ 1 2 3 4,  ,   ,       είλαη αληίζηνηρα ηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία ησλ ζπλφξσλ 1D  (ει. 

επηθάλεηα), 2D (έμνδνο) , 3  D (ππζκέλαο)  θαη 4D  (είζνδνο – πξνζπίπησλ 

θπκαηηζκφο), αληίζηνηρα. 

Σην ππνρσξίν (ΙΙ) δελ ππάξρεη πεγή, άξα ε δηάδνζε ηνπ θχκαηνο πεξηγξάθεηαη απφ 

ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz26: 

2 0 ,                                          P k P                                                                   (4.7) 

ελψ  ε επίδξαζε ηνπ άλσ ζπλφξνπ (ει. επηθάλεηα) θαη θάησ ζπλφξνπ (ππζκέλαο) ζα 

ιακβάλεηαη ππφςε απφ ηηο αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

 0 , για   δηλαδή  0  ,          FP D z  x                                                                 (4.8) 

θαη 

                                                
26

 Τν ζχκβνιν πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ην νιηθφ δπλακηθφ ηνπ ππνρσξίνπ (ΙΙ) ζα είλαη ην 

P  ρσξίο θάπνηνλ άιιν δείθηε. 
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 0 ,        .                   B

P
D z h

n



   


x                                                               (4.9) 

Φξεζηκνπνηψληαο ην δπλακηθφ απινχ ζηξψκαηνο ζα έρνπκε ηε νινθιεξσηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνχ ζε φιν ην ππνρσξίν (ΙΙ), λα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

        2, | ,   \ .     
D

P G ds D 


 x y y x y y  x                                              (4.10) 

Γλσξίδνπκε πσο ε δηαθφξηζε ηεο (4.10) παξέρεη ηελ παξάγσγν ηεο αθνπζηηθήο 

πίζεο πνπ είλαη αλάινγε ηεο αθνπζηηθήο ηαρχηεηαο, θαη ε αληίζηνηρε ζρέζε 

παξνπζηάδεη ηδηνκνξθία θαζψο πξνζεγγίδνπκε ην ζχλνξν ηνπ ρψξνπ, θαη άξα: 

           

 
     

2| | ,      \

 .

|  ,    
2

x x

D D

x

D

G ds G ds D

P

G ds D

  


 

 




   


  


  



 



xy x y y y x y y

x n
y x y y x

  (4.11) 

Σπλερίδνληαο ππνινγίδνπκε γηα ζεκεία Dx  ην εζσηεξηθφ γηλφκελν ηεο (4.11) κε ην 

θάζεην ζηελ επηθάλεηα κνλαδηαίν δηάλπζκα n  θαη θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε: 

 
     |  ,   

2
x

D D

P
P G ds

n




 


    

 
x

n y n x y y                                           (4.12) 

φπνπ ν φξνο   |x

G
G

n


 


n x y   δειψλεη ηελ θάζεηε παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο 

Green. 

Με ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (4.8), (4.9) θαη ησλ (4.10) θαη (4.12) δηαηππψλνπκε ηηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα θαη ησλ ππζκέλα ζηνλ ππνρσξίν (ΙΙ). 

Η ζπλζήθε καιαθνχ ζπλφξνπ (νκνγελήο Dirichlet) πνπ ζα ηζρχεη ζηελ ειεχζεξε 

επηθάλεηα  είλαη: 

        1, | 0 ,  για   .       
D

P G ds D


  x y y x y y x                                          (4.13) 

Αληίζηνηρα, γηα ηνλ ππζκέλα ζεσξνχκελν σο απφιπηα ζπκπαγή ζα ηζρχεη ε ζπλζήθε 

ζθιεξνχ ζπλφξνπ (νκνγελήο Neumann) πνπ είλαη: 

 
     

3 3

3 | 0 ,  για  . 
2

x

D D

P
n P G ds D

n




 


      

 
x

y n x y y x                    (4.14) 
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Τέινο, ζα ρξεηαζηνχλ ζρέζεηο πνπ ζα ηθαλνπνηνχλ ηελ νκαιή ζχλδεζε (ζπλέρεηα 

ηηκήο θαη παξαγψγνπ) ηνπ πεδίνπ κεηαμχ ησλ ππνρσξίσλ (Ι) θαη (ΙΙ), θαζψο θαη 

κεηαμχ ησλ ππνρσξίσλ (ΙΙ) θαη (ΙΙΙ) πάλσ ζηηο θαηαθφξπθεο δηεπηθάλεηεο x a  θαη 

x b , νη νπνίεο  εηθνλίδνληαη κε δηαθεθνκκέλεο γξακκέο ζην ζρήκα 32.  

Σηελ πξψηε θαηαθφξπθε δηεπηθάλεηα ζην ax  ( 4D ), νη ζρέζεηο ζπλαξκνγήο ζα 

ιακβάλνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή ψζηε λα εμαζθαιηζηεί ε ζπλέρεηα ηνπ δπλακηθνχ: 

      1, , ,  για   και 0,       IP a z P a z x a h a h z                                          (4.15) 

θαη 

        1, , , ,  για   και 0.I IP P P
a z a z a z x a h h z

n n x


  
        

  
              (4.16) 

Οη αλσηέξσ ζρέζεηο ζα εθαξκνζζνχλ ζηα θέληξα nz  , 41,2...n N , ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ (collocation points) ζην θαηαθφξπθν ζχλνξν-δηεπηθάλεηα ax . Η 

παξάγσγνο σο πξνο ην x  εκθαλίδεη αξλεηηθφ πξφζεκν θαζψο ην x  έρεη αληίζεηε 

θνξά απφ ην κνλαδηαίν δηάλπζκα n . 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ ζρέζεσλ (4.1) θαη (4.2) ζηηο (4.15) θαη (4.16) βξίζθνπκε ηηο 

παξαθάησ ζρέζεηο ζπλαξκνγήο: 

             
  
 

4

1

1 1

1
1

|                          
2

xn s

n n

nD xn

s

exp ik a xi
G ds Z z Z z

k





  y x y y  

                                        
        

4
1 1 1

1

 ,   
N

n n xn

n

Z z exp ik a


                                        (4.17) 

φπνπ   ,s sx z  ε ζέζε ηεο πεγήο, θαη 

 
 

     
4

4 4

|                                     
2

I I
I D

D D

P P
P G ds

n x





 

 
       

 
x

n y n x y y  

   (1) (1) (1)
(1) (1) (1)

1 1

11
( ) ( )exp ( ( )exp( )

2
n n ns xn s xn xn

n

n

n

Z z Z z ik a x i k Z z ik a
 

 
      

 
  .  (4.18)

  

Γηα λα βξνχκε ηελ ηηκή ηνπ φξνπ 
 1
n  ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ζρέζε 

απαιεηθήο: 
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 
   

  

1

1

1

, ,
 ,                                              

exp

n

n

xn

P a z

ik a





                                            (4.19) 

φπνπ        

1

0
1 1

      , , ,  .                                              n n nm

h

P a z P a z dz 


     

Απφδεημε: Ξεθηλψληαο απφ ην εζσηεξηθφ γηλφκελν: 

         1 1 1
, , , ,n na z P a z     

θαη αληηθαζηζηψληαο ην δπλακηθφ 
   1

,a z  απφ ηε ζρέζε (4.2) ζα βξνχκε γηα n m  

κνλαδηθή ηηκή θαζψο γηα θάζε άιιε ηηκή ην 0nm  , δειαδή 

        1 1 1
, , expn n xnP a z ik a   , 

θαηαιήγνληαο ζηε ζρέζε: 

 
   

  

1

1

1

, ,
 .

exp

n

n

xn

P a z

ik a





 

Αμηνπνηψληαο ηε ζρέζε (4.19) ζα βξνχκε ηηο ηειηθέο κνξθέο ησλ ζρέζεσλ 

ζπλαξκνγήο ζηε θαηαθφξπθε δηεπηθάλεηα ax .  

           
1

0
1 1

1

, ,               n n

n h

P a z Z z P a z Z z dz
 

    

                  
       

  
 

1

1 1

1
1

 ,                    
2

xn s

n n s

n xn

exp ik a xi
Z z Z z

k


                           (4.20) 

κε ην     4 1 2 3 4

1

, , ,
N

k k

k

U DP z N N N N N


      x x , απφ ηε ζρέζε  

(3.103). 

 

Πεξαηηέξσ, έρνληαο σο αθεηεξία ηε ζρέζε (4.15) μεθηλάκε ηηο αληηθαηαζηάζεηο απφ 

ηηο (4.1) θαη (4.2) θαη βξίζθνπκε: 

         
  
 

    

1

1 1 1 1

1
1

, exp 0
2

xn s

n n s xn n

n xn

exp ik a xi
P a z Z z Z z ik a

k

  
    

  

  
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Σπλερίδνπκε κε αληηθαηάζηαζε ηεο ηηκήο 
 1
n

 απφ ηε ζρέζε (4.19): 

         
  
     

1

1 1 1

1
1

, , , 0
2

xn s

n n s n

n xn

exp ik a xi
P a z Z z Z z P a z

k

  
    

  

  

         
  
       

1

1
0

1 1 1

1
1

, , 0
2

xn s

n n s n n

n hxn

exp ik a xi
P a z Z z Z z P a z Z z dz

k 

  
   

  

   

Η κνξθή ηεο ζρέζεο ζπλαξκνγήο, πνπ εκπιέθεη ην πεδίν θαη ηε θάζεηε παξαγσγφ 

ηνπ πάλσ ζηελ δηεπηθάλεηα ax ,  δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε εμίζσζε: 

                   
    1

1 1 1 1

1 1

1
,    , ,

2

xn s

xn n n nn

n n

s

exp ik a xP
a z i k P a z Z z ZZ z z

n  


  


     (4.21)  

Απφδεημε: Με αθεηεξία ηε ζρέζε (4.16) θαη αληηθαηάζηαζε ησλ (4.1) θαη (4.2) ζα 

νδεγεζνχκε ζηελ εμίζσζε: 

         
    

 

1

1 1

1
1

,           
2

xn s

n n s xn

n xn

exp ik a xP i
a z Z z Z z ik

n k


 


  

                 
            11 1 1

1

0.       n xn n

n

n xi k ez p ik aZ x


     

Με αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο πνπ έρνπκε γηα ην 
 1
n , θαηαιήγνπκε ζηε δεηνχκελε 

ζρέζε (4.21).  

Η αλσηέξσ ζπλζήθε εμαζθαιίδεη ηε ζπλαξκνγή ηνπ πεδίνπ ζηε θαηαθφξπθε 

δηεπηθάλεηα 4D  θαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ αξηζκεηηθνχ ζρήκαηνο ζα επηιεγεί ε 

ηθαλνπνίεζε ηεο  ζηα ζεκεία 4, 1,2,..kz k N   θέληξα ησλ ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ ζην 

δηάζηεκα    0,h a z x a    . 

 

Αληίζηνηρα, ζην δεχηεξν θαηαθφξπθν ζχλνξν δηεπηθαλεηψλ x b  ( 2D -έμνδνο), ζα 

ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο ζπλαξκνγήο: 

      2, , ,  για   και 0,   IIIP b z P b z x b h b h z                                             (4.22) 

θαη 
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        2, , , ,  για   και h b 0. III IIIP PP
b z b z b z x b h z

n n x

 
       

  
               (4.23) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (4.3) ζηηο (4.22) θαη (4.23) ζρέζεηο ζα βξνχκε ηηο εμηζψζεηο 

ζπλαξκνγήο γηα ην ζχλνξν δηεπηθαλεηψλ 2D : 

              
2

3 3 3

1

|    ,    n n xn

nD

G ds Z z exp ik b


 y x y y                                             (4.24) 

θαη 

 
     

2

2 2

|      
2

III III
III D

D D

P P
P G ds

n x





 

 
      

 
x

n y n x y y  

                                              
          3 3 3 3

1

 .     n xn n xn

n

i k Z z exp ik b


                           (4.25) 

Γηα ηελ εχξεζε ηνπ 
 3

n  ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ζρέζε: 

 
   

  

3

3

3

, ,
 ,             

exp

n

n

xn

P b z

ik b


                                                                               (4.26) 

φπνπ        

3

0
3 3

      , , ,   .                                            n n

h

P b z P b z dz


    

Απφδεημε: Ξεθηλψληαο απφ ην εζσηεξηθφ γηλφκελν: 

         3 3 3
, , , ,n nP b z P b z    

Καη αληηθαζηζηψληαο ην δπλακηθφ 
   3

,P b z  απφ ηε ζρέζε (4.4) ζα βξνχκε  

        3 3 3
, , expn n xnP b z ik b   

θαηαιήγνληαο ζηε ζρέζε: 

 
   

  

3

3

3

, ,
 .

exp

n

n

xn

P b z

ik b


  

Με ζπλδπαζκφ ησλ ζρέζεσλ (4.22) θαη (4.26) νδεγνχκαζηε ζηε ζρέζε ζπλαξκνγήο: 

           
3

0
3 3

1

, , 0,   n n

n h

P b z z P b z z dz
 

                                                            (4.27) 
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κε ην     2

1

,   ,
N

k k

k

DP b z U


  x x  απφ ηε ζρέζε (3.103), 

θαη 1 2 3 4N N N N N     ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ πνπ θαιχπηεη 

ζην ζχλνξν ηεο ελδηάκεζεο πεξηνρήο. 

Απφδεημε: Έρνληαο σο αθεηεξία ηε ζρέζε (4.22) θαη αληηθαζηζηψληαο ηελ (4.4) ζα 

νδεγεζνχκε ζηελ εμίζσζε: 

          3 3 3

1

, exp 0n n xn

n

P b z z ik b


    

Με ρξήζε ηεο (4.26) ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε θαηαιήγνπκε ζηε: 

         3 3

1

, , , 0.n n

n

P b z z P b z


     

Αληίζηνηρα, κε ζπλδπαζκφ ησλ ζρέζεσλ (4.23) θαη (4.26) πξνθχπηεη ε κνξθή ηεο 

ζρέζεο ζπλαξκνγήο, πνπ εκπιέθεη ην πεδίν θαη ηε θάζεηε παξαγσγφ ηνπ πάλσ ζηελ 

δηεπηθάλεηα 2D  ( bx ),  ε νπνία δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε εμίζσζε: 

             
3

3 3 3

1

, , 0.   xn n n

n h

P
b z i k Z z P b z Z z dz

n  


 


                                                (4.28) 

Απφδεημε: Με αθεηεξία ηε ζρέζε (4.23) θαη αληηθαζηζηψληαο ηελ (4.4) ζα νδεγεζνχκε 

ζηελ εμίζσζε: 

            3 3 3 3

1

, 0xn n n xn

n

P
b z ik Z z exp ik b

n 


 


  

Απφ ηε ζρέζε (4.26) αληηθαζηζηνχκε ηε 
 3

n θηάλνληαο ζηε (4.28). 

Η αλσηέξσ ζπλζήθε εμαζθαιίδεη ηε ζπλαξκνγή ηνπ πεδίνπ ζηε θαηαθφξπθε 

δηεπηθάλεηα 2D  θαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ αξηζκεηηθνχ ζρήκαηνο ζα επηιεγεί ε 

ηθαλνπνίεζε ηεο  ζηα ζεκεία 2, 1,2,..kz k N   θέληξα ησλ ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ ζην  

δηάζηεκα   0,h b z x b    . 

Με ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο Matlab θαη ζπγθεθξηκέλα ησλ αξρείσλ: cresol.m, 

geom.m, soursegh.m, fhankel.m, helm2db.m. Δηζάγνληαο ηηκέο: ζπρλφηεηαο 

25f Hz , ηαρχηεηαο ήρνπ ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ 1500 /c m s , κεγίζηνπ 

βάζνπο 1 100h m , ειαρίζηνπ βάζνπο 3 50h m  ιακβάλνπκε ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα: 
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Σρήκα 33. Αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνύ ρωξίο ηελ ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή γηα κήθνο 
400m. 

 

Μειεηψληαο ην ζρήκα 33, δηαθξίλνπκε πσο αξρηθά  ζηε δηάδνζε ηνπ ερεηηθνχ 

θχκαηνο ππάξρνπλ ηξεηο ηδηνκνξθέο ζηα 100m  γηα ηε ζπρλφηεηα 25Hz , φπσο 

πξνβιέπεη θαη ε ζεσξία πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 2. Σηε ζπλέρεηα θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο ξήρσζεο έρνπκε κηα ζπκπίεζε ησλ γξακκψλ δπλακηθνχ πνπ νδεγεί 

ηειηθά ζηελ απψιεηα κηαο ηδηνκνξθήο γηα ην βάζνο ησλ 50m  Σηελ επηθάλεηα ηνπ 

θπκαηνδεγνχ δηαθξίλνπκε ραξαθηεξηζηηθά ηηο δπλακηθέο γξακκέο λα είλαη 

παξάιιειεο κε ηελ επηθάλεηα, δειαδή εθαξκφδεηαη ε ζπλζήθε Dirichlet, αληίζηνηρα 

ζηνλ ππζκέλα κε ηελ εθαξκνγή ηεο ζπλζήθεο Neumann νη δπλακηθέο γξακκέο έρνπλ 

ζηξαθεί θάζεηα πξνο απηφλ. Σε απηφ ην ζεκείν πξέπεη λα ηνληζηεί πσο, απφ ηνλ 

επηβιέπσληα θαζεγεηή (Κ. Α. Μπειηκπαζάθε), έρεη πξαγκαηνπνηεζεί ζχγθξηζε κε 

θαιή ζπζρέηηζε απνηειεζκάησλ ηεο πξναλαθεξζείζαο κεζφδνπ κε ηε κέζνδν 

ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθψλ.27 

                                                
27

 Athanassoulis G.A. et al, 2008, p. 83-116. 
   Belibassakis K.A. & Athanassoulis G.A., 2014. 
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Σρήκα 34. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 10m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 35. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 20m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

R 

I 

R 
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Σρήκα 36. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 50m(real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα)  . 

 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο κειέηεο ηνπ δπλακηθνχ γηα φιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνχ (βι. 

ζρήκα 34, 35, 36), παξαηεξνχκε ζηε ζέζε 0x m  θαη γεληθφηεξα ζηελ πεξηνρή ηεο 

ξήρσζεο κηα έληνλε κεηαβνιή, ε νπνία νκαινπνηείηαη πξνο ην ππνρσξίν (III). 

Αληίζεηα, ζην ππνρσξίν (Ι) φπνπ ππάξρεη ε πεγή αιιά θαη ην ζθεδαδφκελν θχκα 

παξαηεξείηαη κηα κεγαιχηεξε αλσκαιία ζηηο θακπχιεο θαη ζπγθεθξηκέλα ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ πξαγκαηηθνχ κέξνπο. 

 

4.3. Δπίδξαζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζε νκνηόκνξθν θπκαηνδεγό 

Σηελ πεξίπησζε νκνηφκνξθνπ θπκαηνδεγνχ 2 ( )h x = ζηαζεξφ, θαη 1 2 3h h h  . 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο επηθάλεηαο θαη ππζκέλα ζα παξακείλνπλ ίδηεο κε απηέο ηνπ 

πξνεγνχκελνπ ππνθεθαιαίνπ. Γειαδή ζα ηζρχνπλ νη (4.13) θαη (4.14). Δλψ νη 

ζρέζεηο ζπλαξκνγήο δελ ζα ηξνπνπνηεζνχλ κε απνηέιεζκα λα είλαη ζε ηζρχ ε ζρέζε 

(4.27) θαη ε (4.28).  

Τέινο ζην ππνρσξίν (ΙΙ) ζα πξέπεη λα εηζαρζεί θαη ε ζρέζε πνπ ζα θαιχπηεη ηε 

ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή: 

0,  για  ,     scat

P
P D

n
 


  


x                                                                             (4.29) 

R 

I 
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Σρήκα 38. Οκνγελήο θπκαηνδεγόο κε ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή. 

 

κε   θαη   λα είλαη ζπληειεζηέο εμαξηψκελνη απφ ην είδνο (θχζε) ηνπ ζθεδαζηή. Η 

επηθάλεηα-ζχλνξν ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζα είλαη ε 5 scatDD   (βι. ζρήκα 

38). Φξεζηκνπνηψληαο ηηο εθθξάζεηο  
1

N

j j i

j

U


 x   γηα ην επαγφκελν δπλακηθφ απφ 

ηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία θαη   
1

N

j j i

j

F


 x  γηα ηελ αληίζηνηρε επαγφκελε θάζεηε 

ηαρχηεηα ζε φια ηα θέληξα ησλ ζηνηρείσλ   1 2 3 4 5,i D D D D D    x ε 

ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζην ζθεδαζηή γξάθεηαη ζηελ κνξθή: 

    
1

0
N

j j i j i

j

F U  


  x x ,      5.i Dx                                                        (4.30) 

Τα ζπλνξηαθά ζηνηρεία ζηα νπνία πιένλ ζα έρνπκε ρσξίζεη ην ρψξν ζα δίλνληαη απφ 

ηε ζρέζε: 

1 2 3 4 5,       N N N N N N                                                                               (4.31) 

φπνπ 5N  ζα είλαη ηα κέξε ζηα νπνία ζα έρνπκε δηαρσξίζεη ην ζχλνξν ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή 5.D    

Με αληίζηνηρε εηζαγσγή ησλ εμηζψζεσλ θαη ησλ ζηνηρείσλ ζπρλφηεηαο, ηαρχηεηαο, ηα 

νπνία δηαηεξήζεθαλ φκνηα κε ηνπ πξνεγνχκελνπ ππνθεθαιαίνπ, γηα λα ππάξρεη ε 

δπλαηφηεηα ζχγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ θαη κε δηαηήξεζε ζηαζεξνχ βάζνπο 

(100 )m . Λάβακε ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα απφ ηε ρξήζε ηνπ Matlab θαη ησλ 

ίδησλ πξνγξακκάησλ πνπ αλαθέξζεθαλ ζην ππνθεθάιαην 4.2. 
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Γηα ηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηχπνπ Dirichlet κε δηαηήξεζε ζηαζεξήο 

βαζπκεηξίαο 100m. 

 

Σρήκα 39. Αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνύ κε ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή γηα κήθνο 400m 
ζε ζηαζεξή βαζπκεηξία 100m. 

 

Παξαηεξνχκε ζην ζρήκα 39 ηελ ειάηησζε ηεο έληαζεο ηνπ δπλακηθνχ κεηά ηελ 

αιιειεπίδξαζε ηνπ αθνπζηηθνχ θχκαηνο κε ηνλ πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή. Πάλσ ζηα 

φξηα ηνπ ζθεδαζηή βιέπνπκε φζν είλαη δπλαηφλ λα δηαθξηζεί απφ ηελ αλάιπζε ηεο 

εηθφλαο καο, ην κεδεληζκφ ηνπ δπλακηθνχ φπσο επηβάιινπλ νη ζπλζήθεο Dirichlet. Σε 

ηζρχ βξίζθεηαη επίζεο ε ζπλζήθε Neumann ζε φιν ηνλ ππζκέλα θαη αληίζηνηρα ε 

ζπλζήθε Dirichlet θαηά κήθνο ηεο επηθάλεηαο ηνπ θπκαηνδεγνχ.  
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Σρήκα 40. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ πάλω ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηύπνπ 
Neumann (real part κε καύξν ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 41. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 10m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα) . 

 

R 

R 

I 
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Σρήκα 42. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 20m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 43. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 50m(real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα)  . 

 

Σην ζρήκα 40 παξαηεξνχκε ην δπλακηθφ πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ 

ζθεδαζηή, είλαη φλησο ζρεδφλ κεδεληθφ θαζψο αλ θνηηάμνπκε ηνλ άμνλα ηνπ 

δπλακηθνχ (θάζεην άμνλα) νη ελδείμεηο είλαη πνιιαπιαζηαζκέλεο κε ην 10-16. Αλ 

κειεηήζνπκε ηα δηαγξάκκαηα γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνχ ζε φιν ην κήθνο 

ηνπ θπκαηνδεγνχ (βι. ζρήκα 41, 42, 43) ζα δηαθξίλνπκε πσο ππάξρεη κηα εκθαλήο 

ειάηησζή ηνπ κεηά απφ ηε ζχγθξνπζε ηνπ ερεηηθνχ θχκαηνο κε ην ζψκα. 

R 

R 

I 
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Γηα ηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηχπνπ Neumann κε δηαηήξεζε 

ζηαζεξήο βαζπκεηξίαο 100m. 

 

Σρήκα 44. Αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνύ κε ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή γηα κήθνο 400m 
ζε ζηαζεξή βαζπκεηξία 100m.  

 

Απφ ην ζρήκα 44 δελ παξαηεξνχκε θακηά κεηαβνιή ζηνλ αξηζκφ ησλ ηδηνκνξθψλ 

πξηλ θαη κεηά ηνλ πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή, φκσο δηαθξίλεηαη φπσο είλαη αλακελφκελν 

κηα απψιεηα ζηελ έληαζή ηνπο κεηά ηελ αιιειεπίδξαζή ηνπο κε ηνλ ζθεδαζηή. Οη 

δπλακηθέο γξακκέο ηνπ πεδίνπ είλαη θάζεηεο ζηνλ ζθεδαζηή, θαζψο είλαη ηχπνπ 

Neumann. Ο ππζκέλαο παξνπζηάδεη ζπλζήθε Neumann φπσο είλαη θαλεξφ, ελψ ε 

επηθάλεηα ζπλζήθε Dirichlet κε παξάιιειεο ηηο δπλακηθέο γξακκέο ζε απηή. 
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Σρήκα 45. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ πάλω ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηύπνπ 
Dirichlet (real part κε καύξν ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 46. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 10m(real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

R 

R 

I 
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Σρήκα 47. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 20m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 48. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε βάζνο 50m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ Dirichlet ζθεδαζηή έηζη θαη ζηελ 

πεξίπησζε Neumann παξαηεξνχκε κηα ζεκαληηθή κείσζε ζηελ ηζρχ ηνπ δπλακηθνχ 

πξηλ θαη κεηά απφ ηελ αιιειεπίδξαζε κε ηνλ ζθεδαζηή. 

 

 

R 

R 

I 
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4.4. Δπίδξαζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζε αλνκνηόκνξθν θπκαηνδεγό 

 

Σρήκα 49. Αλνκνηόκνξθνο θπκαηνδεγόο κε ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή. 

 

Τέινο, κπνξνχκε λα νδεγεζνχκε ζηελ πην ζχλζεηε πεξίπησζε πνπ απνηειεί 

ζπλδπαζκφ ησλ ππνθεθαιαίσλ 4.2 θαη 4.3. Αλαθεξφκαζηε βεβαίσο ζην πξφβιεκα 

αλνκνηφκνξθνπ θπκαηνδεγνχ κε παξάιιειε χπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζην 

ππνρσξίν ΙΙ. Πιένλ ζε ηζρχ ζα είλαη φιεο νη πξναλαθεξζείζεο ζρέζεηο, δειαδή γηα ηα 

ππνρσξία Ι θαη ΙΙΙ ζα εθαξκφδνπκε ηηο 4.3 θαη 4.5 αληίζηνηρα. Σην ππνρσξίν ΙΙ ζα 

βξίζθνληαη ζε ηζρχ νη 4.13 θαη 4.14 γηα ηελ επηθάλεηα θαη ηνλ ππζκέλα, νη ζρέζεηο 

ζπλαξκνγήο 4.27 θαη 4.28, θαζψο θαη ε ζρέζε 4.29 απφ ην ππνθεθάιαην 4.3 φζνλ 

αθνξά ηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή. Όια ηα παξαπάλσ 

παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 42 πνπ αθνινπζεί. 

Όπσο αλαθέξακε θαη πξηλ κε ηελ εηζαγσγή ησλ ίδησλ ηηκψλ γηα ζπρλφηεηα, ηαρχηεηα 

δηάδνζεο ηνπ ήρνπ αιιά θαη ηελ χπαξμε ηεο ίδηαο βαζπκεηξίαο κε ηνπ ππνθεθαιαίνπ 

4.2 ζην πξφγξακκα Matlab θαη κε ρξήζε ησλ αξρείσλ πνπ αλαθέξζεθαλ αλαιπηηθά 

ζην ππνθεθάιαην 4.2, νδεγνχκαζηε ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

~ 110 ~ 
 

Γηα ηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηχπνπ Dirichlet 

 

Σρήκα 50. Αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνύ κε πεπεξαζκέλν Dirichlet ζθεδαζηή γηα κήθνο 400m. 

 

Σην ζρήκα 50, φπνπ έρνπκε πιένλ ζπλδπαζκφ ξήρσζεο κε παξάιιειε χπαξμε 

πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή (ηχπνπ Dirichlet), δηαθξίλνπκε ηελ έληνλε κείσζε ησλ 

ηδηνκνξθψλ απφ ηξεηο ζε δχν κεηά ηελ παξνπζία ηεο ξήρσζεο θαη ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή, ελψ θαίλεηαη λα έρεη ραζεί κεγάιν κέξνο ηεο  έληαζεο ηνπ 

δπλακηθνχ. Τν ζψκα πνπ ιεηηνπξγεί σο ζθεδαζηήο παξνπζηάδεη κεδεληθφ δπλακηθφ 

ζηελ επηθάλεηά ηνπ, ελψ νη ζπλζήθεο Dirichlet ζηελ επηθάλεηα θαη Neumann ζηνλ 

ππζκέλα θαίλνληαη λα είλαη ζε ηζρχ. 
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Σρήκα 51. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ πάλω ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηύπνπ 
Dirichlet (real part κε καύξν ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 52. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 10m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 
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Σρήκα 53. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 20m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα) . 

 

Δηθόλα 54. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 50m (real 
part κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

Σην ζρήκα 51 παξαηεξείηαη γηα άιιε κηα θνξά ην κεδεληθφ (ζρεδφλ) δπλακηθφ ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ Dirichlet πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή. Σηα ακέζσο επφκελα ζρήκαηα (βι. 

ζρήκα 52, 53, 54) δηαθξίλνπκε ηελ έληνλε ειάηησζε ζηελ ηζρχ ηνπ δπλακηθνχ κεηά ηε 

ξήρσζε πνπ είλαη πνιχ εληνλφηεξε απφ ηελ αληίζηνηρε ζηα ππνθεθάιαηα 4.2 θαη 4.3 

θαζψο πιένλ έρνπκε ηελ χπαξμε δχν δηαθνξεηηθψλ ιφγσλ ζθέδαζεο, ηνλ ππζκέλα 

πνπ παξνπζηάδεη ξήρσζε θαη ηνλ πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή.  
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Γηα ηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηχπνπ Neumann 

 

Σρήκα 55. Αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνύ κε πεπεξαζκέλν Neumann ζθεδαζηή γηα κήθνο 400m. 

 

Η ειάηησζε ησλ ηδηνκνξθψλ απφ ηξεηο ζε δχν κεηά ηε δηέιεπζε απφ ην ζεκείν 

ξήρσζεο, είλαη εκθαλήο θαη ζην ζρήκα 54. Οη δπλακηθέο γξακκέο φζν ην επηηξέπεη 

πάιη ε αλάιπζε ηνπ πιέγκαηνο δείρλνπλ λα ηέκλνληαη θάζεηα κε ηελ επηθάλεηα ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή, έλδεημε ζπλζήθεο Neumann. Δλψ δηαθξίλνληαη θαη νη 

ζπλζήθεο Dirichlet θαη Neumann ζε επηθάλεηα θαη ππζκέλα αληίζηνηρα. Η απψιεηα 

ηεο έληαζεο ηνπ δπλακηθνχ είλαη κηθξφηεξε ζηελ πεξίπησζε Neumann απφ ηελ 

Dirichlet. 
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Σρήκα 56. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ πάλω ζηελ επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ηύπνπ 
Neumann (real part κε καύξν ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 57. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 10m(real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα)  . 
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Σρήκα 58. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 20m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα). 

 

 

Σρήκα 59. Αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ ζε όιν ην κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ γηα βάζνο 50m (real part 
κε κωβ ρξώκα, imaginary part κε γαιάδην ρξώκα) . 

Μειεηψληαο ηα παξαπάλσ ζρήκαηα (βι. ζρήκα 57, 58, 59) παξαηεξνχκε ηελ έληνλε 

αιιαγή ζην δπλακηθφ ζην ζεκείν φπνπ βξίζθεηαη ν ζθεδαζηήο θαη ακέζσο κεηά ηελ 

κείσζή ηνπ. Δμαίξεζε απνηειεί ην δπλακηθφ ζε βάζνο 50m   φπνπ ην πξαγκαηηθφ 

κέξνο έρεη δηαηεξήζεη ζρεδφλ ηελ ίδηα ηηκή πξηλ θαη κεηά ην ζθεδαζηή, κε ηε ζέζε 

πνπ έρεη επηιερζεί λα βξίζθεηαη ζηνλ ππζκέλα ηνπ θπκαηνδεγνχ κεηά ηελ πεξηνρή 

ξήρσζεο. 
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Κεφάλαιο 5 

Συμπεράςματα 

Σηελ παξνχζα εξγαζία έγηλε ε αλάπηπμε θαη εθαξκνγή κεζνδνινγίαο ηχπνπ 

ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθψλ ζε ζπλδπαζκφ κε κεζφδνπο ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ, γηα ηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ δηάδνζεο αθνπζηηθψλ θπκάησλ κέζα ζε πδάηηλν  θπκαηνδεγφ 

(αθνπζηηθή δηάδνζε ζην ζαιάζζην/παξάθηην πεξηβάιινλ). Σηηο δηάθνξεο πεξηπηψζεηο 

πνπ κειεηήζεθαλ, ν θπκαηνδεγφο ήηαλ ζηαζεξήο ή κεηαβαιιφκελεο βαζπκεηξίαο, 

ελψ εμεηάζζεθε επηπξφζζεηα ε επίδξαζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή.  

Δμεηάζζεζαλ νη δηαθνξνπνηήζεηο κεηαμχ ελφο νκνγελνχο πεξηβάιινληνο δηάδνζεο 

θαη ελφο εηεξνγελνχο, φπνπ παξνπζηάζηεθαλ κεηαβνιέο ζην δπλακηθφ νη νπνίεο 

δχλαηαη λα εληαζνχλ κε ηελ κεηαβνιή ηεο βαζπκεηξίαο.  

Πεξαηηέξσ αζρνιεζήθακε ηδηαίηεξα κε ηα πξνβιήκαηα ζθέδαζεο απφ ζψκαηα 

πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ ζε άπεηξν ρψξν δηάδνζεο θαη ζηνλ ζαιάζζην/παξάθηην 

θπκαηνδεγφ ζε απιέο εθδνρέο (πξνζεγγίζεηο) πνπ αληηπξνζσπεχνληαη απφ 

δηζδηάζηαηα πξνβιήκαηα. Απηφ επεηεχρζε κε ηηο αθφινπζεο ππνζέζεηο: 

 ακεηάβιεην γεσκεηξηθψλ θαη θπζηθψλ παξακέηξσλ θαηά ηελ εγθάξζηα 

δηεχζπλζε, θάηη πνπ απνηειεί θπζηθή πξνζέγγηζε θνληά ζε κηα νκαιή 

ξήρσζε 

 ηε ζεψξεζε κηαο γξακκηθήο κνλνρξσκαηηθήο πεγήο (line source)  γηα ηελ 

κνληεινπνίεζε ηεο αθνπζηηθήο δηέγεξζεο 
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Μειεηήζεζαλ ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο κε ηε κέζνδν ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ πνπ αλαπηχρζεθε γχξσ απφ ζψκαηα πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ, θαη 

έγηλε ζχγθξηζε κε αλαιπηηθέο ιχζεηο ζηελ πεξίπησζε απινχ ζθεδαζηή θπθιηθήο 

γεσκεηξίαο. Απφ ηα παξαδείγκαηα πνπ παξνπζηάζηεθαλ   πξνθχπηεη πνιχ θαιή 

ζχγθξηζε αξηζκεηηθψλ πξνβιέςεσλ θαη αλαιπηηθψλ απνηειεζκάησλ, ελψ 

παξνπζηάζηεθαλ θαη απνηειέζκαηα ππνινγηζκψλ πεδίνπ γχξσ απφ ζθεδαζηή 

γεληθήο γεσκεηξίαο. 

Σην ηειεπηαίν κέξνο ηεο  εξγαζίαο ζπλδπάζακε ηηο κεζφδνπο αλαπαξαζηάζεσλ ηνπ 

πεδίνπ ζε ζεηξέο θαλνληθψλ ηδηνκνξθψλ θαη ζπλνξηαθψλ νινθιεξσηηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ, κε ζθνπφ ηελ εχξεζε ηνπ αθνπζηηθνχ δπλακηθνχ ζε θπκαηνδεγφ  

κε κεηαβαιιφκελα ζχλνξα, θαη κε πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή ζην εζσηεξηθφ ηνπ, ζε 

νκνηνγελέο κέζν δηάδνζεο. Σην πξφβιεκα απηφ παξαηεξήζεθαλ ηδηαίηεξα 

θαηλφκελα, φπσο αχμεζε ηεο αλαθιψκελεο ελέξγεηαο ιφγσ ηεο ζηέλσζεο ηνπ 

θπκαηνδεγνχ θαη ηεο παξνπζίαο ηνπ ζθεδαζηή, πνπ πξνζνκνηψλνληαη κε επάξθεηα 

κε ηε παξνχζα κέζνδν. 

Η παξνχζα εξγαζία κπνξεί λα βξεί ρξήζηκε εθαξκνγή ζηε δηαθξίβσζε ησλ 

αλαθιαζηηθψλ ηδηνηήησλ ζπγθεθξηκέλσλ ππνζαιάζζησλ ζσκάησλ/ζηφρσλ. Δπίζεο, 

ε φιε αλάιπζε κπνξεί λα επεθηαζεί ζηε πεξίπησζε αλνκνηνγελνχο θπκαηνδεγνχ κε 

κεηαβαιιφκελν δείθηε δηάζιαζεο, θαζψο θαη ζε αληίζηνηρα πξνβιήκαηα ζηηο ηξείο 

δηαζηάζεηο (κε αξθεηά απμεκέλν ππνινγηζηηθφ θφζηνο).  
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Παράρτημα 

Προγράμματα Matlab 

g2d.m 

clear all;close all; 

imu=sqrt(-1); 
freq=100;om=2*pi*freq;h=100;cc=1500;ka=om/cc; 
Np=floor(0.5+(ka*h/pi)) 

  
Nm=Np+50; 
n=1:Nm; 
kzn=(n-0.5)*pi/h;kxn=sqrt(ka^2-kzn.^2); 

  
xs=0;zs=-25; 
x=linspace(-5*h,5*h,1001); 
z=linspace(-h,0,101); 

  
[xx,zz]=meshgrid(x,z);ff=0*xx; ff1=ff; 

  
for n=1:Nm 
    ff=ff+(2/h)*sin(kzn(n)*zs)*sin(kzn(n)*zz).*exp(imu*kxn(n)*abs(xx-

xs))/kxn(n); 
end 
ff=0.5*imu*ff;fm=max(max(abs(ff))); 

 
figure 
subplot(2,1,1);pcolor(xx,zz,real(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-0.2 0.2]);xlabel('x(m)');ylabel('z(m)'); title('HOM - 

freq=100Hz,SD=-25m. Real part')%caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 
subplot(2,1,2);pcolor(xx,zz,imag(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-0.2 0.2]);xlabel('x(m)');ylabel('z(m)');title('HOM - 

freq=100Hz,SD=-25m. Imag part')%caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 

 

 

 

veps.m 

clear all;close all; 
Nm=5;  
freq=10;om=2*pi*freq;om2=om^2; 
h=100; 

  
N=160; dz=h/N;dz2=dz^2;  
z=linspace(-h,-dz,N);  bb=0;c=1500+bb*(z+25).^2; k2=om2./(c.^2); 

   
CC=zeros(N); 
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CC(1,1)=(-1/dz)+0.5*(k2(1)+k2(2))*dz; 
CC(1,2)=1/dz; 

  
for i=2:N  
CC(i,i-1)=1/dz2; 
CC(i,i)=((-2/dz2)+k2(i)); 

  
if i<N, CC(i,i+1)=1/dz2; end  
end 

  

  
[vv,dd]=eig(CC);  
dd1=diag(dd); [dd2 ii2]=sort(dd1,'descend');  

  
z=[z 0]; c=1500+bb*(z+25).^2; 

  
Z=zeros(N+1,N);  
for m=1:N 
    Z(1:N,m)=vv(:,m); 
    Z(N+1,m)=0; 
end 

  
%methodos trapeziou 
co=2*ones(size(z));co(1)=1;co(N+1)=1; 

  
ZZ=zeros(N+1,Nm); 
for m=1:Nm 

  
    f=Z(:,ii2(m)); 

     
    In=(dz/2)*sum(co'.*f.^2)  

     
    f=f/sqrt(In); 

     
    topderiv=f(N+1)-f(N);  
    sig=1; if topderiv<=0 sig=-1;end  

     
    ZZ(:,m)=sig*f;  

  
end 

    
kxn_numer=dd2((1:Nm))  
disp('analytic only for isospeed') 
mi=1:Nm; 
kxn_anal=sqrt(mean(k2)-((mi-0.5)*pi/h).^2) 

  
%plot 
figure 
subplot(1,2,1) 
plot(c,z);  

  
ylabel('h(m)');xlabel('c(m/s)'); 
subplot(1,2,2) 
plot(ZZ(:,1),z) 
hold on  
plot(sqrt(2/h)*sin(0.5*pi*z/h),z,'c+') 

  
plot(ZZ(:,2),z,'c');%arithmitikh 
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plot(sqrt(2/h)*sin(1.5*pi*z/h),z,'+')%analutikh 

  
plot(ZZ(:,3),z,'r');plot(sqrt(2/h)*sin(2.5*pi*z/h),z,'+') 
plot(ZZ(:,4),z,'w');plot(sqrt(2/h)*sin(3.5*pi*z/h),z,'+') 

  
ylabel('h(m)');xlabel('Amplitude(m)'); 

 

 

 

g2dvep.m 
clear all;%close all; 
imu=sqrt(-1); 
freq=30;om=2*pi*freq;h=100;cc=1500;ka=om/cc; 
Np=floor(0.5+(ka*h/pi)) 

  
Nm=Np+10; 
n=1:Nm; 
kzn=(n-0.5)*pi/h;kxn=sqrt(ka^2-kzn.^2); 

  
xs=0;zs=-25; 
x=linspace(-5*h,5*h,1001); 
load vepsol30Hz ; %z=linspace(-h,0,101); 

  
[xx zz]=meshgrid(x,z); 
ff=0*zz; ff1=ff; 

  
for i=1:length(x) 
for n=1:Nm 

     
        la=interp1(z',ZZ(:,n),zs)*ZZ(:,n)*exp(imu*kxn(n)*abs(x(i)-

xs))/kxn(n); 
    ff(:,i)=ff(:,i)+la; 
end 
end 
ff=0.5*imu*ff;fm=max(max(abs(ff))); 

  
figure 
subplot(2,1,1);pcolor(xx,zz,real(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 
title('INHOM - freq=30Hz, SD=-25m. Real 

part');xlabel('x(m)');ylabel('z(m)'); 

  
%caxis([-0.2 0.2]);%caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 
subplot(2,1,2);pcolor(xx,zz,imag(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-1.2*fm 1.2*fm]);%caxis([-0.2 0.2]);%caxis([-1.2*fm 

1.2*fm]); 
title('INHOM - freq=30Hz, SD=-25m. Imag 

part');xlabel('x(m)');ylabel('z(m)'); 

 

 

 

g2da.m 
clear all;close all; 
imu=sqrt(-1); 
freq=30;om=2*pi*freq;h=100;cc=1500;ka=om/cc; 
Np=floor(0.5+(ka*h/pi)) 

  
Nm=Np+10; 
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n=1:Nm; 
kzn=(n-0.5)*pi/h;kxn=sqrt(ka^2-kzn.^2); 

  
xs=0;zs=-25; 
x=linspace(-5*h,5*h,1001); 
z=linspace(-h,0,101); 

  
[xx,zz]=meshgrid(x,z);ff=0*xx; ff1=ff; 

  
for n=1:Nm 
    ff=ff+(2/h)*sin(kzn(n)*zs)*sin(kzn(n)*zz).*exp(imu*kxn(n)*abs(xx-

xs))/kxn(n); 
end 
ff=0.5*imu*ff;fm=max(max(abs(ff))); 

  
figure 
subplot(2,1,1);pcolor(xx,zz,real(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 
title('ISO - freq=30Hz, SD=-25m. Real 

part');xlabel('x(m)');ylabel('z(m)'); 
subplot(2,1,2);pcolor(xx,zz,imag(ff));shading interp;axis 

equal;caxis([-1.2*fm 1.2*fm]); 
title('ISO - freq=30Hz, SD=-25m. Imag 

part');xlabel('x(m)');ylabel('z(m)'); 

  
veps; 

  
g2dvep; 

 

 

 

fhankel.m 
function f=fhankel(order,kind,x) 
fi=0; 
if order==0,  
    fi=-besselh(1,kind,x);  
else, 
    fi=besselh(order-1,kind,x)-(order./x).*besselh(order,kind,x); 
end 
f=fi; 

 

 

 

soursegh.m 

function f=sourseg(x1,y1,x2,y2,xp,yp,k); 
      imu=sqrt(-1);lakis=(2*pi/real(k)); 
      uu=0.; 
      vv=0.; 
      ll=sqrt((x2-x1)^2+(y2-y1)^2); 
      N=61;dll=ll/(N-1); 
      co=3+(-1).^(1:N);co(1)=1;co(N)=1; 
      ss=linspace(0,1,N);dss=ss(2)-ss(1); 
      x=x1+(x2-x1)*ss;y=y1+(y2-y1)*ss; 

  

       
       R=sqrt((xp-x).^2+(yp-y).^2)+0.001*lakis; 
       po=0.25*imu*besselh(0,1,k*R); 
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       RR=-k*besselh(1,1,k*R);ui=0.25*imu*RR.*(xp-

x)./R;vi=0.25*imu*RR.*(yp-y)./R; 

  
       pot=(dll/dss)*(dss/3)*sum(co.*po); 
       potx=(dll/dss)*(dss/3)*sum(co.*ui); 
       poty=(dll/dss)*(dss/3)*sum(co.*vi); 

       

        
      f(1)=potx; 
      f(2)=poty; 
      f(3)=pot; 

 

 

 

helm2d.m 

%bdry --> clockwise 
clear all; %close all;clc 

  
imu=sqrt(-1);  

  
N=30;N1=N+1; % BOUNDARY ELEMENTS  in iso spacing 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
t=linspace(0,2*pi,N1); x=zeros(1,length(t)); y=zeros(1,length(t)); 

  
aa=10;x=aa*cos(-t);y= aa*sin(-t);%%  scatterer circle radius aa 

  
freq=100;c=1500;om=2*pi*freq;k=om/c; kx=k;ky=0;  % plane x-incident 

wave 

  

  
figure 

  
plot(x,y,'k') 
fill(x,y,'g');hold on 
axis equal 
axis(aa*[-5  5  -5  5 ]) 
title('Exterior Helmholtz Problem') 

  
isp=input('source-D or plane-N (1/0)...='); 

  
if isp==0, 
%%%%%  analytical solution plane wave + hard circ.body %%%%%%%%% 
   for i=1:N 
    xp=0.5*(x(i)+x(i+1));yp=0.5*(y(i)+y(i+1)); thp=atan2(yp,xp); 

%arctan(y/x) 
    pinc=exp(+imu*(kx*xp+ky*yp)); %3.90 
    psc=0; 
    for n=0:10 
        en=2;if n==0,en=1;end 
        An=-(imu^n)*en*real(fhankel(n,1,k*aa))/fhankel(n,1,k*aa); 
        psc=psc+An*besselh(n,1,k*aa)*cos(n*thp); 
    end 
    potan(i)=0*pinc+psc; 
   end 

  
else 
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%%%%%  analytical solution source emission + soft circ.body %%%%%%%%% 
   xs=-50; 

  
    N101=301; 
    thi=linspace(-pi,pi,N101);dthi=thi(2)-thi(1); 
    xthi=aa*cos(thi);ythi=aa*sin(thi);rthi=sqrt((xthi-

xs).^2+ythi.^2);  
    co=3+(-1).^(1:N101);co(1)=1;co(N101)=1; 
    pinth=besselh(0,1,k*rthi);  

     
    for n=0:6 
    A(n+1)=-(dthi/3/pi)*sum(co.*pinth.*cos(n*thi))/besselh(n,1,k*aa); 
    A1(n+1)=-2*((-

1)^n)*besselh(n,1,k*abs(xs))*besselj(n,k*aa)/besselh(n,1,k*aa); 
    if n==0, A(n+1)=0.5*A(n+1); A1(n+1)=0.5*A1(n+1);end 

         
    end 

  
    for i=1:N 
    xp=0.5*(x(i)+x(i+1));yp=0.5*(y(i)+y(i+1)); thp=atan2(yp,xp); 

rp=sqrt((xp-xs)^2+yp^2); 
    pinc=besselh(0,1,k*rp); 
    psc=0; 
    for n=0:6 
    psc=psc+A1(n+1)*besselh(n,1,k*aa)*cos(n*thp); 
    end 

  
    potan(i)=0*pinc+psc; 
    end 

  
end 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
for i=1:N 
    dy=y(i+1)-y(i);dx=x(i+1)-x(i);dl=sqrt(dx^2+dy^2); 
    nx(i)=-dy/dl; 
    ny(i)= dx/dl; 
     ccx(i)=0.5*(x(i)+x(i+1)); 
    ccy(i)=0.5*(y(i)+y(i+1)); 

     
   if i==1; ll(i)=dl/2;, else ll(i)=ll(i-1)+0.5*dlo+0.5*dl;end 
   dlo=dl; 
end 

  

  
quiver(ccx,ccy,nx,ny,'k') 

  

 
for i=1:N; 
    dy=y(i+1)-y(i);dx=x(i+1)-x(i);dlo=sqrt(dx^2+dy^2); 
   if i==1; la(i)=0.5*dlo; 
   else, 
     la(i)=la(i-1)+0.5*(dlok+dlo); 
   end   
   dlok=dlo; 
end 

  
%%%%%%%%%%%%%%% Matrix coefficient & system solution 
for i=1:N 
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    xp=0.5*(x(i)+x(i+1));yp=0.5*(y(i)+y(i+1));xp1(i)=xp;yp1(i)=yp; 

  
 if isp==0, 
    % plane incident waves + Neumann bc 
      ui= imu*kx*exp(+imu*(kx*xp+ky*yp));vi= 

imu*ky*exp(+imu*(kx*xp+ky*yp)); 
         %%R=sqrt((xp-xs).^2+(yp ).^2); 
         %%RR=-k*besselh(1,1,k*R);ui=0.25*imu*RR.*(xp-

xs)./R;vi=0.25*imu*RR.*(yp )./R; 
      Bv(i)=-(ui*nx(i)+vi*ny(i)); 
 else 
    % source emission + Dirichlet bc 
    rdist=sqrt((xp-xs)^2+yp^2); 
    Bv(i)= -besselh(0,1,k*rdist); 
 end 

     
     for j=1:N 

         
        xi1=x(j);xi2=x(j+1);yi1=y(j);yi2=y(j+1); 
        f=soursegh(xi1,yi1,xi2,yi2,xp,yp,k);Potm(i,j)=f(3);          
        up=f(1);vp=f(2);un(i,j)=up*nx(i)+vp*ny(i);if i==j, un(i,j)=-

0.5;end 
     if isp==0,    
         Am(i,j)=un(i,j);  
     else, 
         Am(i,j)=Potm(i,j); 
     end 
    end 
end 

  
S1=Am\conj(Bv');Pot1=Potm*S1; 

  
%%%%   comparison potential on bdry ********** 

  
figure 
subplot(2,1,1) 
plot(la,real(potan),'k');hold on; 
plot(ll,real(Pot1),'k+');plot(ll,real(Pot1),'k--');grid on 
xlabel('bdry length from (1,0) clockwise') 
ylabel('Boundary Potential ') 
title('Cyan line = analytical solution | Red line (+) numerical at 

c.p. UNIFORM GRID') 
subplot(2,1,2) 
plot(la,imag(potan),'k');hold on; 
plot(ll,imag(Pot1),'k+');plot(ll,imag(Pot1),'k--');grid on 
title('Imaginary') 

  
%%%%%%   
disp('Press enter...'); 
pause; 

  
%%%%   field plot ********** 
bb=2*pi/k; 
xx=linspace(-5*bb,5*bb,61);yy=xx; 
[XX YY]=meshgrid(xx,yy); 
for jj=1:length(yy) 
    jj 
        ypi=yy(jj); 
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    for ii=1:length(xx) 
        xpi=xx(ii); 

         
     if isp==0, 
          potinc=exp(imu*(kx*xpi+ky*ypi));% plane incident wave 
     else 
          R=sqrt((xpi-xs).^2+(ypi ).^2); % point source emission 
          potinc= besselh(0,1,k*R); 
     end 
        %wx(jj,ii)=Ux; wy(jj,ii)=Uy; 
        pot2(jj,ii)=0; 
        for j=1:N 
        xi1=x(j);xi2=x(j+1);yi1=y(j);yi2=y(j+1); 
        f=soursegh(xi1,yi1,xi2,yi2,xpi,ypi,k); 
        potp=f(3)*S1(j); 
        %up=f(1)*S1(j);vp=f(2)*S1(j); 
        pot2(jj,ii)=pot2(jj,ii)+potp; 

  
        end 
        potI(jj,ii)=potinc; 
        potD(jj,ii)=pot2(jj,ii); 
    end 
end 

  
figure 
subplot(3,2,1) 
pcolor(XX,YY,real(potI));hold on 
shading interp 
caxis([-1.5 1.5]) 
%axis([-15 15 -15 15]) 
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Real part of the potential field') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
subplot(3,2,2) 
pcolor(XX,YY,imag(potI));hold on 
shading interp 

  
caxis([-1.5 1.5]) 

  
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Imaginary part of the potential field') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
subplot(3,2,3) 
pcolor(XX,YY,real(potD));hold on 
shading interp 
caxis([-1 1]) 

  
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Real part of the potential field') 
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xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
subplot(3,2,4) 
pcolor(XX,YY,imag(potD));hold on 
shading interp 

  
caxis([-1 1]) 

  
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Imaginary part of the potential field') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
subplot(3,2,5) 
pcolor(XX,YY,real(potI+potD));hold on 
shading interp 
caxis([-1 1]) 

  
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Real part of the potential field') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
subplot(3,2,6) 
pcolor(XX,YY,imag(potI+potD));hold on 
shading interp 

  
caxis([-1 1]) 

  
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
fill(x,y,'r') 
title(' Imaginary part of the potential field') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

 

 

 

cresol.m 
%% CALCULATION OF EXCITING FORCES & HYDRODYNAMIC COEFFS IN THE 

FREQUENCY RANGE  
% sections: REVERSE 1=body, 2=FSleft, 3=Left,  4=Bottom, 5=Right, 

6=FSright 
% exp(-imu*om*t) harmonic time dependence %%%%%%%%!!!!!!!!!!!!!! 
clear all;%close all; 
load geodat 

  
N1=N+1;Nel=sum(N); 
   Ao=A;Bo=B;xo4=xi(4,1:N1(4));yo4=yi(4,1:N1(4)); 

  
denom=[1 h h h^2 
       1 h^2 h^2 h^3 
       1 h^2 h^2 h^3 
       1 h^3 h^3 h^4];  
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A0=A;B0=B; 

  
%%% wave data  
    om=2;AA=9.81/om/om; 
mi=om*om*h/9.81;imu=sqrt(-1); 
Str=mi*h; 
kh0=Str; 
d1=0.6666666666; 
d2=0.3555555555; 
d3=0.1608465608; 
d4=0.0632098765; 
d5=0.0217540484; 
d6=0.0065407983; 
den=1+d1*kh0+d2*kh0.^2+d3*kh0.^3+d4*kh0.^4+d5*kh0.^5+d6*kh0.^6; 
kappa=sqrt((kh0.^2)+(kh0./den))./h;lamh =2*pi/kappa/h 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Str=mi*h1; 
kh0=Str; 
den=1+d1*kh0+d2*kh0.^2+d3*kh0.^3+d4*kh0.^4+d5*kh0.^5+d6*kh0.^6; 
kappa1=sqrt((kh0.^2)+(kh0./den))./h1; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Str=mi*h2; 
kh0=Str; 
den=1+d1*kh0+d2*kh0.^2+d3*kh0.^3+d4*kh0.^4+d5*kh0.^5+d6*kh0.^6; 

kappa2=sqrt((kh0.^2)+(kh0./den))./h2; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%% GEOMETRY CORRECTION %% 
lama=2*pi/kappa;lama1=2*pi/kappa1;A1=2*lama1;lama2=2*pi/kappa2;B1=2*l

ama2;A2=-Rb-A1;B2=Rb+B1; 
A=min([A2 min(xo4)]);B=max([B2 max(xo4)]); 
x2=linspace(Rb,B,51);y2=zeros(size(x2));N(2)=length(x2)-1; 
y3=linspace(0,-h2,11);x3=B*ones(size(y3));N(3)=length(x3)-1; 
x42=xo4;y42=yo4;dxo=xo4(2)-xo4(1); 
x41=[];y41=[];dxo1=2*pi/kappa1/20;dxo2=2*pi/kappa2/20;dxo11=max([dxo 

dxo1]);dxo22=max([dxo dxo2]); 
if B>x42(1),Nko=ceil((B-(x42(1)-dxo))/dxo11);x41=linspace(B,x42(1)-

dxo,Nko);y41=-h1*ones(size(x41));end 
x43=[];y43=[]; 
if A<x42(length(x42)),Nko=ceil((x42(length(x42))+dxo-

A)/dxo22);x43=linspace(x42(length(x42))+dxo,A,Nko);y43=-

h2*ones(size(x43));end 
x4a=[x41 x42 x43];y4a=[y41 y42 y43];N1a(4)=length(x4a); 
%x4=linspace(min(x4a),max(x4a),101);y4=interp1(x4a,y4a,x4); 
x4=x4a;y4=y4a;N1(4)=length(x4);N(4)=N1(4)-1; 
max(abs(gradient(y42,x42(2)-x42(1)))) 
y5=linspace(-h1,0,11);x5=A*ones(size(y5));N(5)=length(x5)-1; 
x6=linspace(A,-Rb,51);y6=zeros(size(x6));N(6)=length(x6)-

1;N1=N+1;Nel=sum(N); 
x1=xi(1,1:(N1(1)));y1=yi(1,1:(N1(1))); 

  
%figure 
xall=[x1 x2 x3 x4 x5 x6];yall=[y1 y2 y3 y4 y5 y6]; 
%plot(xall,yall);hold on;plot(xall,yall,'ro');axis equal; 

  
xi(2,1:N1(2))=x2;yi(2,1:N1(2))=y2; 
xi(3,1:N1(3))=x3;yi(3,1:N1(3))=y3; 
xi(4,1:N1(4))=x4;yi(4,1:N1(4))=y4; 
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xi(5,1:N1(5))=x5;yi(5,1:N1(5))=y5; 
xi(6,1:N1(6))=x6;yi(6,1:N1(6))=y6; 

  
%disp('....');pause 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  
Bv=zeros(Nel,4);icp=0;clear Am Potm; 
for isec=1:6 
    clear th 
    for i=1:N(isec) 
        th(i)=atan2(yi(isec,i+1)-yi(isec,i),xi(isec,i+1)-xi(isec,i))-

0.5*pi; 
        icp=icp+1; 
        npx(icp)=-cos(th(i));npy(icp)=-sin(th(i)); 
        xm(icp)=0.5*(xi(isec,i)+xi(isec,i+1)); 
        ym(icp)=0.5*(yi(isec,i)+yi(isec,i+1)); 
        np4(icp)=-(npy(icp)*xm(icp)-npx(icp)*ym(icp));         
        for ipro=1:4 
        if isec==1 & ipro==1, Bv(icp,ipro)= 0;end 
        if isec==3 & ipro==1, Bv(icp,ipro)= 

2*imu*kappa1*AA*cosh(kappa1*(ym(icp)+h1))/cosh(kappa1*h1);end 
        if isec==1 & ipro==2, Bv(icp,ipro)= npx(icp);end 
        if isec==1 & ipro==3, Bv(icp,ipro)= npy(icp);end 
        if isec==1 & ipro==4, Bv(icp,ipro)= np4(icp);end 
        end 
    end  
    end 

  
 %Matrix coefficient & system solution 

  
 icp=0; 
 for isec=1:6   
    for i=1:N(isec) 
    icp=icp+1; 
    xp=0.5*(xi(isec,i)+xi(isec,i+1));  

yp=0.5*(yi(isec,i)+yi(isec,i+1)); 

     
    jel=0; 
    for jsec=1:6 
    for j=1:N(jsec) 
        jel=jel+1; 
        xi1=xi(jsec,j);yi1=yi(jsec,j); 
        xi2=xi(jsec,j+1);yi2=yi(jsec,j+1); 
        f=-sourseg(xi1,yi1,xi2,yi2,xp,yp);Potm(icp,jel)=f(3);%change 

sign for sink         
        up=f(1);vp=f(2);un(icp,jel)=up*npx(icp)+vp*npy(icp);if 

icp==jel, un(icp,jel)=0.5;end 
        if isec==1|isec==4,Am(icp,jel)=un(icp,jel);end 
        if isec==2|isec==6,Am(icp,jel)=un(icp,jel)-

mi*Potm(icp,jel);end 
        if isec==3,Am(icp,jel)=un(icp,jel)-

imu*kappa1*Potm(icp,jel);end 
        if isec==5,Am(icp,jel)=un(icp,jel)-

imu*kappa2*Potm(icp,jel);end 
    end 
    end 
end 
end 

  
S1=Am\Bv(:,1);Pot1=Potm*S1; 
S2=Am\Bv(:,2);Pot2=Potm*S2; 
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S3=Am\Bv(:,3);Pot3=Potm*S3; 
S4=Am\Bv(:,4);Pot4=Potm*S4; 
save res 

  
plotsol; 

 

 

 

geom.m 
%%%% DOMAIN  GEOMETRY %%%% sections:REVERSE 1=body, 2=FSleft, 3=Left,  

4=Bottom, 5=Right, 6=FSright 
clear all;close all; 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%% rectangle  
%Rb=1;h=1*Rb;h2=1*h;A=-4*Rb;B=4*Rb; 
%t=linspace(0,pi,37); 
%Rb1=Rb*ones(size(t));ila1=find(t<0.25*pi);ila2=find(t>=0.25*pi&t<0.5

*pi);ila3=find(t>=0.5*pi&t<0.75*pi);ila4=find(t>=0.75*pi); 
%Rb1(ila1)=Rb./cos(t(ila1));Rb1(ila2)=Rb./cos(0.5*pi-t(ila2)); 
%Rb1(ila4)=Rb./cos(pi-t(ila4));Rb1(ila3)=Rb./cos(0.5*pi-t(ila3)); 
%x1=Rb1.*cos(t);y1=-Rb1.*sin(t);N(1)=length(x1)-1; 
%%% circle ------------------------------------------------------- 
%Rb=1;h=1*Rb;h2=1*h;A=-4*Rb;B=4*Rb; 
%t=linspace(0,pi,37); 
%Rb1=Rb*ones(size(t)) 
%x1=Rb1.*cos(t);y1=-Rb1.*sin(t);N(1)=length(x1)-1; 
%%%% pontoon B/h=bih, T/h=tih------------------------------------- 
h1=100;h2=100; 
%h1=1.2;h2=0.8;%slope=12.5% 
%h1=1.4;h2=0.6;%slope=25% 

  
Rb1=10;  B=200; A=-B; % BOUNDARY ELEMENTS  in iso spacing 

  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
t=linspace(0,2*pi,31); x=zeros(1,length(t)); y=zeros(1,length(t)); 
x5=-Rb1.*cos(t);y5=-25-Rb1.*sin(t);N(5)=length(x5)-1; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
x1=linspace(-B,B,51);y1=zeros(size(x1));N(1)=length(x1)-1; 
y2=linspace(0,-h2,15);x2=B*ones(size(y2));N(2)=length(x2)-1; 

  
y4=linspace(-h1,0,15);x4=A*ones(size(y4));N(4)=length(x4)-1; 

  
%tanh botom profile 
x3=linspace(B,-B,51); 
y3=-0.5*(h1+h2)-0.5*(h1-h2)*cos(1.*pi*(x3-A)/(B-A));N(3)=length(x3)-

1; 
%linear (almost) sloping bottom 
% load xnyn;y4=-h1+(h1-h2)*interp1(xn,yn,(x4-A-0.15*(B-A))/0.7/(B-

A));N(4)=length(x4)-1; 
% %sinusoidal bottom profile 
% y4=-h1*ones(size(x4)); 
% y4=-h1*(1-0.30*cos(6.*pi*(x4-A-0.00*(B-A))/1/(B-A)).*exp(-10*((x4-

A)/(B-A)-0.5).^2 ));N(4)=length(x4)-1; 
% max(abs(gradient(y4,x4(2)-x4(1)))) 

  
N1=N+1;Nel=sum(N);Bv=zeros(1,Nel)'; 
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xall=[x1 x2 x3 x4 x5 ];yall=[y1 y2 y3 y4 y5 ]; 
plot(xall,yall);hold on;plot(xall,yall,'wo');axis equal; 
xi=zeros(6,101);yi=xi; 
xi(1,1:N1(1))=x1;yi(1,1:N1(1))=y1; 

  
xi(2,1:N1(2))=x2;yi(2,1:N1(2))=y2; 
xi(3,1:N1(3))=x3;yi(3,1:N1(3))=y3; 
xi(4,1:N1(4))=x4;yi(4,1:N1(4))=y4; 
xi(5,1:N1(5))=x5;yi(5,1:N1(5))=y5; 

  
plot([x1 x2 x3 x4 x5 ],[y1 y2 y3 y4 y5 ],'w');hold on; 

  
icp=0; 
for isec=1:5 
    clear th 
    for i=1:N(isec) 
        th(i)=atan2(yi(isec,i+1)-yi(isec,i),xi(isec,i+1)-xi(isec,i))-

0.5*pi;        
    end     
        nx=-cos(th);ny=-sin(th); 
        

xm=0.5*(xi(isec,1:N(isec))+xi(isec,2:N1(isec)));ym=0.5*(yi(isec,1:N(i

sec))+yi(isec,2:N1(isec))); 
        quiver(xm,ym,nx,ny);                
end 
axis equal 
x=xi;y=yi; 
save geodat x y N   
disp('Press enter to calculate...'); 

 

 

 

helm2db.m 
%%%  HELMHOLTZ equ scattering problem in sea acousic waveguide 
% sections: 1=FS, 2=Right, 3=Bottom, 4=Left, 5=BODY %bdry --> 

clockwise 
clear all; %close all;%clc 
load geodat 
aa=input('BBC a*dphi/dn + b*phi.  a...='); 
bb=input('BBC a*dphi/dn + b*phi.  b...='); 

  
Nsec=4; if sqrt(aa^2+bb^2)>0, Nsec=5;end 

   
imu=sqrt(-1);  

  
xin=x(1,1);xout=x(1,N(1)+1);h=abs(y(4,1)); h3=abs(y(2,N(2)+1)); 
zz1=linspace(-h,0,101);zz3=linspace(-h3,0,101);dz1=zz1(2)-zz1(1); 
co=3+(-1).^(1:101);co(1)=1;co(101)=1;dz3=zz3(2)-zz3(1); 

  
freq=25;c=1500;om=2*pi*freq;kk=om/c;   Nm=10; xsour=-1000; z0=-h/10;% 

source x-incident wavefield 
for n=1:Nm 
    kzn(n)=(n-0.5)*pi/h;kzn3(n)=(n-0.5)*pi/h3; 
    kxn(n)=sqrt(kk^2-kzn(n)^2);kxn3(n)=sqrt(kk^2-kzn3(n)^2); 
    Znz0(n)=sqrt(2/h)*sin(kzn(n)*z0); 
    An(n)=0.5*imu*Znz0(n)*exp(-imu*kxn(n)*xsour)/kxn(n); 
end 
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Np1=length(find((kxn.^2)>0)); 
%%  length on body = sec 5 

 
isec=5; 
for i=1:N(isec); 
    dy=y(isec,i+1)-y(isec,i);dx=x(isec,i+1)-

x(isec,i);dlo=sqrt(dx^2+dy^2); 
   if i==1; la(i)=0.5*dlo; 
   else, 
     la(i)=la(i-1)+0.5*(dlok+dlo); 
   end   
   dlok=dlo; 
end 

  
%%%%%%%% DtN setup & system solution 
ii=0; 
for isec=1:Nsec 
for i=1:N(isec) 
    ii=ii+1; 
    

xp=0.5*(x(isec,i)+x(isec,i+1));yp=0.5*(y(isec,i)+y(isec,i+1));xp1(ii)

=xp;yp1(ii)=yp; 
    th=atan2(y(isec,i+1)-y(isec,i),x(isec,i+1)-x(isec,i))-0.5*pi;   
    nx(ii)=-cos(th);ny(ii)=-sin(th); 
    Bv(ii)=0; 

  
jj=0; 
    for jsec=1:Nsec 
     for j=1:N(jsec) 
        jj=jj+1; 
        xi1=x(jsec,j);xi2=x(jsec,j+1);yi1=y(jsec,j);yi2=y(jsec,j+1); 
        f=soursegh(xi1,yi1,xi2,yi2,xp,yp,kk);Potm(ii,jj)=f(3);          
        up=f(1);vp=f(2);un(ii,jj)=up*nx(ii)+vp*ny(ii); 
        if ii==jj, un(ii,jj)=0.5;end %%  Note normal vector directed 

to the exterior of the domain!! 
%      if isp==0,    
%          Am(ii,jj)=un(ii,jj);  
%      else, 
%          Am(ii,jj)=Potm(ii,jj); 
%      end 
    end 
    end 
end 
end 

  
    %Tau=un*inv(Potm); 
    is2=N(1)+1;  ie2=N(1)+N(2);  is4=N(1)+N(2)+N(3)+1; 

ie4=N(1)+N(2)+N(3)+N(4); 
    Nel=sum(N);if Nsec==4, Nel=N(1)+N(2)+N(3)+N(4);end 

  
    ii=0; 
for isec=1:Nsec 
for i=1:N(isec) 
    ii=ii+1; 

     
    jj=0; 
    for jsec=1:Nsec 
     for j=1:N(jsec) 
        jj=jj+1;  
        if isec==1, Am(ii,jj)=Potm(ii,jj); end 



 
 

~ 135 ~ 
 

        if isec==3, Am(ii,jj)=un(ii,jj); end 
        if isec==5, Am(ii,jj)=aa*un(ii,jj)+bb*Potm(ii,jj); end 
        if isec==2,  Am(ii,jj)=un(ii,jj); end 
        if isec==4,  Am(ii,jj)=un(ii,jj); end 
     end 
    end 
        if isec==2,  
                for jj=1:Nel 
                zic= yp1(is2:ie2)' ; fic=Potm(is2:ie2,jj); 

fic1=interp1(zic,fic,zz3,'linear','extrap');     
                for n=1:Nm 
                

olon=(dz3/3)*sqrt(2/h3)*sum(co.*fic1.*sin(kzn3(n)*zz3));               
                Am(ii,jj)=Am(ii,jj)-

imu*kxn3(n)*olon*(sqrt(2/h3)*sin(kzn3(n)*yp1(ii))); 
                end 
                end 
        end 
        if isec==4,  

                 
                for jj=1:Nel 
                zic= yp1(is4:ie4)' ; fic=Potm(is4:ie4,jj); 

fic1=interp1(zic,fic,zz1,'linear','extrap');     
                for n=1:Nm 
                

olon=(dz1/3)*sqrt(2/h)*sum(co.*fic1.*sin(kzn(n)*zz1)); 
                Am(ii,jj)=Am(ii,jj)-

imu*kxn(n)*olon*(sqrt(2/h)*sin(kzn(n)*yp1(ii))); 
                end 
                end 

                 
                for n=1:Nm 
                Bv(ii)=Bv(ii)-

2*imu*An(n)*kxn(n)*exp(imu*kxn(n)*xin)*(sqrt(2/h)*sin(kzn(n)*yp1(ii))

); 
                end 
        end   
end 
end 

                  
S1=Am\conj(Bv');Pot1=Potm*S1; 

  
%%%%   comparison potential on bdry ********** 
if Nsec==5, 
figure 
is5=N(1)+N(2)+N(3)+N(4)+1; ie5=N(1)+N(2)+N(3)+N(4)+N(5); 
 potan=Pot1(is5:ie5); 
plot(la,real(potan),'y');hold on; title('Field on bdry (Neumann 

scatterer)') 

  
plot(la,imag(potan),'c');hold on; xlabel('length along bdry (m)') 
end  

  
%%%%%%   
disp('Press enter...'); 
pause; 

  
%%%%   field plot **********  
xx=linspace(xin,xout,61);yy=linspace(-h,0,21); 
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[XX YY]=meshgrid(xx,yy); 
for jj=1:length(yy) 
    jj 
        ypi=yy(jj); 

        
    for ii=1:length(xx) 
        xpi=xx(ii); 

  
        pot2(jj,ii)=0;jk=0; 
        for jsec=1:Nsec 
        for j=1:N(jsec) 
            jk=jk+1; 
         xi1=x(jsec,j);xi2=x(jsec,j+1);yi1=y(jsec,j);yi2=y(jsec,j+1); 
        f=soursegh(xi1,yi1,xi2,yi2,xpi,ypi,kk); 
        potp=f(3)*S1(jk); 
        %up=f(1)*S1(j);vp=f(2)*S1(j); 
        pot2(jj,ii)=pot2(jj,ii)+potp; 
        end 
        end 

  
    end 
end 

  
figure 

  
xibot=x(3,1:N(3)+1);yibot=y(3,1:N(3)+1); 

  
subplot(2,1,1) 
%pcolor(XX,YY,real(pot2));hold on;shading interp;caxis([-1.5 1.5]) 
contourf(XX,YY,real(pot2),31,'k');hold on 
%axis([-15 15 -15 15]) 
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
if Nsec==5,fill(x(5,1:N(5)+1),y(5,1:N(5)+1),'w');end 
title(' Real part of the potential field, freq=25Hz, c=1500m/s, 

Neumann scatterer') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 
plot(xibot,yibot,'w','linewidth',2) 
fill([xibot xibot(1)  xibot(1)],[yibot yibot(end) yibot(end)],'w') 
subplot(2,1,2) 
%pcolor(XX,YY,imag(pot2));hold on;shading interp;caxis([-1.5 1.5]) 
contourf(XX,YY,imag(pot2),31,'k');hold on 
axis equal 
colorbar 
colormap jet 
if Nsec==5,fill(x(5,1:N(5)+1),y(5,1:N(5)+1),'w');end 
plot(x(3,1:N(3)+1),y(3,1:N(3)+1),'w','linewidth',2) 
fill([xibot xibot(1)  xibot(1)],[yibot yibot(end) yibot(end)],'w') 
title(' Imaginary part of the potential field, freq=25Hz, c=1500m/s, 

Neumann scatterer') 
xlabel('x(m)');ylabel('y(m)') 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     
zzp=[-10 -20 -50]; 

  
zic= yp1(is2:ie2)' ; fic=Pot1(is2:ie2); 

fic1=interp1(zic,fic,zz3,'linear','extrap'); 
for n=1:Nm 
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olo=(dz3/3)*sqrt(2/h3)*sum(co.*fic1.*sin(kzn3(n)*zz3))*exp(-

imu*kxn3(n)*xout);               
Cout(n)=olo; 
end 
zic= yp1(is4:ie4)' ; fic=Pot1(is4:ie4); 

fic1=interp1(zic,fic,zz1,'linear','extrap'); 
for n=1:Nm 
olo=(dz1/3)*sqrt(2/h)*sum(co.*fic1.*sin(kzn(n)*zz1))*exp(imu*kxn(n)*x

in); 
Cin(n)=olo-An(n)*exp(2*imu*kxn(n)*xin); 
end 

  
xa1=linspace(xsour+100,xin,301); 
xa2=linspace(xin,xout,301); 
xa3=linspace(xout,1000,301); 

  
for ni=1:length(zzp) 
    figure 
fa1=0*xa1;fa2=0*xa2;fa3=0*xa3; 
for n=1:Nm 
    Anna=An(n);%if N>Np1,Anna=0;end 
fa1=fa1+(Cin(n)*exp(-

imu*kxn(n)*xa1)+Anna*exp(imu*kxn(n)*xa1))*sqrt(2/h)*sin(kzn(n)*zzp(ni

)); 
fa3=fa3+(Cout(n)*exp(imu*kxn3(n)*xa3))*sqrt(2/h3)*sin(kzn3(n)*zzp(ni)

) ; 
end 
fa2=interp2(XX,YY,pot2,xa2,zzp(ni)); 

  
plot([xa1 xa2 xa3],real([fa1 fa2 fa3]));hold on; 
plot([xa1 xa2 xa3],imag([fa1 fa2 fa3]),'c');title('Potential on 50m 

depth, Neumann scatterer') 
xlabel('x(m)');ylabel('Potential(J)') 
end 

 

 


