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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στην παρούσα εργασία, προσεγγίζουμε τη συνάρτηση 

παραγωγή χρησιμοποιώντας νευρωνικά δίκτυα. Στη συνέχεια, 

εφαρμόζουμε τη νευρωνική συνάρτηση παραγωγής στην 

οικονομία των Η.Π.Α, κατά την περίοδο 1957-2006, και 

καταλήγουμε σε αποτελέσματα για την ελαστικότητα και τις 

αποδόσεις κλίμακας, τα οποία συνάδουν με τις περισσότερες 

έρευνες που έχουν πραγματοποιηθεί στη βιβλιογραφία. 

Συγκεκριμένα, η ελαστικότητα υποκατάστασης μεταξύ 

κεφαλαίου και εργασίας κυμαίνεται μεταξύ 0,65 και 0,9 και οι 

αποδόσεις κλίμακας μεταξύ 1,09 και 1,15.  

Λέξεις κλειδιά: συνάρτηση παραγωγής, νευρωνικά δίκτυα, 

προσέγγιση συναρτήσεων 
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ABSTRACT 
 

This paper proposes a globally flexible functional form for the 

production function. The Neural Production Function satisfies 

the theoretical properties of a production function and is a 

global approximator to any production function. Next, we 

continue with an application for the US economy (1957-2006) 

and the results are consistent with the empirical literature. 

Analytically, the elasticity of substitution between capital and 

labor ranges between 0.65 and 0.9 and the returns to scale 

between 1.09 and 1.15.  

Key words: production function, neural networks, global 

approximation 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η 

προσέγγιση συναρτήσεων παραγωγής με νευρωνικά δίκτυα.  

Η προτεινόμενη συνάρτηση παραγωγής, πληροί τα 

κριτήρια που θέτει η βιβλιογραφία και μπορεί να προσεγγίσει 

ικανοποιητικά οποιαδήποτε συνάρτηση. Επίσης, υπολογίζονται 

τα μεγέθη που σχετίζονται με την παραγωγή όπως, 

ελαστικότητα τεχνικής υποκατάστασης, οριακός λόγος τεχνικής 

υποκατάστασης και αποδόσεις κλίμακας όπως προκύπτουν για 

τη νευρωνική συνάρτηση παραγωγής.  

Όσον αφορά στο πλαίσιο της εφαρμογής της νευρωνικής 

συνάρτησης παραγωγής, αξιοποιήθηκαν δεδομένα για την 

οικονομία των Η.Π.Α, που αφορούν στην περίοδο 1957-2006, 

πριν την μεγάλη κρίση, και τα αποτελέσματα είναι συνεπή με 

τις περισσότερες από τις προηγούμενες έρευνες που έχουν 

πραγματοποιηθεί στη βιβλιογραφία, τόσο για την ελαστικότητα 

τεχνικής υποκατάστασης μεταξύ κεφαλαίου και εργασίας, όσο 

και για τις αποδόσεις κλίμακας.  

Για την εκτίμηση της νευρωνικής συνάρτησης παραγωγής 

χρησιμοποιήθηκαν η επαναληπτική μέθοδος BFGS, τα κριτήρια 

AIC και BIC και η λογιστική συνάρτηση ως συνάρτηση 

ενεργοποίησης φ. 
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Η ανάλυση παραγωγής κατέχει δεσπόζουσα θέση στην 

οικονομική θεωρία λόγω του ρόλου που διαδραματίζει στις 

αποφάσεις των δρώντων στην οικονομία. Για τον λόγο αυτό, η 

προσπάθεια προσέγγισης της συνάρτησης παραγωγής, και στην 

συνέχεια η εκτίμησή της, καθίστανται απαραίτητες, όχι μόνο 

όσον αφορά στην πληροφορία για την μορφή της και τα μεγέθη 

που απορρέουν από αυτήν, όπως η ελαστικότητα και οι 

αποδόσεις κλίμακας, αλλά κυρίως γιατί με βάση αυτές τις 

εκτιμήσεις λαμβάνονται αποφάσεις και εφαρμόζονται 

πολιτικές που έχουν μακροχρόνιες επιπτώσεις στην οικονομία. 

Η προσέγγιση και εκτίμησή της, όμως, μπορεί να 

χαρακτηριστεί ως ένα δύσκολο έργο λόγω των παραγόντων από 

τους οποίους εξαρτάται, ο καθένας από τους οποίους αποτελεί 

αντικείμενο συστηματικής συζήτησης και έρευνας. Μερικοί από 

τους πιο σημαντικούς παράγοντες είναι η συνέπεια με την 

οικονομική θεωρία, δηλαδή η μορφή της να επιβεβαιώνει τους 

κανόνες που θέτει η θεωρία, η ποιότητα των δεδομένων 

(αξιοπιστία πηγής, ακρίβεια στην μέτρηση των μεγεθών), το 

επίπεδο εξέτασης (ατομικό, κλαδικό, συνολικό) και βέβαια η 

στατιστική μέθοδος που επιλέγεται για να έχουμε όσο το 

δυνατό πιο αξιόπιστα αποτελέσματα. Στην παρούσα εργασία θα  

προχωρήσουμε στην εισαγωγή μίας νέας συνάρτησης, της 

Νευρωνικής Συνάρτησης Παραγωγής.  
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Η συνάρτηση που προτείνεται μέσα από αυτήν την 

εργασία ανήκει στις ημι-παραμετρικές (semi-parametric) 

μεθόδους εκτίμησης, δηλαδή δεν είναι ούτε παραμετρική, ούτε 

μη-παραμετρική. Από την μία πλευρά, διατηρεί την ερμηνεία 

των παραμέτρων του υποδείγματος και από την άλλη πλευρά 

είναι ευέλικτη (flexible). Επίσης, χαρακτηρίζεται από 

πλεονεκτήματα, όπως (Michaelides et al., 2014): 

  

i. Μπορεί να προσεγγίσει κάθε τυχαία συνάρτηση 

παραγωγής.  

ii. Ικανοποιεί όλα τα θεωρητικά κριτήρια.  

iii. Επιτρέπει τυχαίες αποδόσεις κλίμακας.  

iv. Προσαρμόζεται ικανοποιητικά στα πραγματικά 

δεδομένα.  

v. Εκτιμάται σχετικά εύκολα.  

 

Η παρούσα εργασία έχει οργανωθεί ως εξής: Αρχικά, θα 

αναφερθούμε στην οικονομική θεωρία και τις ιδιότητες που h 

συνάρτηση παραγωγής οφείλει να πληροί. Έπειτα, θα 

προχωρήσουμε σε θεωρήματα που αποδεικνύουν ότι αυτή η 

συνάρτηση μπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε συνάρτηση 

παραγωγής και κάτω από ποιες προϋποθέσεις είναι και η ίδια 

μία καλά ορισμένη συνάρτηση παραγωγής. Στη συνέχεια, θα 
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προτείνουμε έναν τρόπο εκτίμησής της, τον οποίο θα 

εφαρμόσουμε στην οικονομία των Η.Π.Α. Τέλος, θα 

καταλήξουμε στα συμπεράσματα που προκύπτουν από το 

θεωρητικό και εμπειρικό μέρος της εργασίας. 
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1.1 ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 
 

Η αποτελεσματικότητα πολλών υποδειγμάτων εξαρτάται 

από τον τρόπο με τον οποίο ο ερευνητής, θα επιλέξει να χτίσει 

το μοντέλο του. Μέσα από αυτή τη διαδικασία, καλείται να 

υιοθετήσει, συνήθως, μία συγκεκριμένη συναρτησιακή μορφή, 

η οποία θα εκφράζει φυσικές ή/και οικονομικές σχέσεις πάνω 

στις οποίες θα στηρίξει τη θεωρία του. Φυσικά, δεν είναι σε 

θέση να γνωρίζει την “πραγματική” συναρτησιακή μορφή, 

εντούτοις προσπαθεί μέσα από τα εργαλεία που του παρέχουν 

η μαθηματική και η οικονομική θεωρία να έρθει, όσο το 

δυνατόν, πιο κοντά στην ΄΄πραγματικότητα΄΄. Οι διάφορες 

μορφές συναρτήσεων παραγωγής, οι οποίες έχουν προταθεί 

κατά καιρούς, πρέπει να πληρούν τα περισσότερα από τα 

μαθηματικά, στατιστικά και οικονομικά κριτήρια ώστε να 

επιλεχθούν από τον ερευνητή.  

Ιστορικά, ο πρώτος που  διατύπωσε αλγεβρικά τη σχέση 

μεταξύ εισροών και εκροών φαίνεται να είναι ο Philip Wicksteed 

(1894), αν και υπάρχουν κάποιες ενδείξεις ότι νωρίτερα, το 

1840, ο Johann Von Thünen είχε σχηματίσει, πρώτος, την 

εκθετική συνάρτηση παραγωγής. Επίσης, ήταν ο πρώτος που 

χρησιμοποίησε τον λογισμό για να λύσει οικονομικά 

προβλήματα αριστοποίησης και ο πρώτος που συνέδεσε τις 

μερικές παραγώγους της συνάρτησης με τις οριακές 
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παραγωγικότητες (Blaug, 1985). Με την εκθετική συνάρτηση 

παραγωγής ασχολήθηκαν, μετέπειτα, οι Mitscherlich (1909) και 

Spillman (1924). Μία, αρκετά, όμοια σε μορφή συνάρτηση με 

αυτήν που πρότεινε ο Von Thünen, προτάθηκε από τους Cobb 

and Douglas (1928), οι οποίοι μελέτησαν την σχέση μεταξύ 

προϊόντος, εργασίας και κεφαλαίου, χρησιμοποιώντας 

χρονολογικές σειρές, και κατέληξαν στην πασίγνωστη 

συνάρτηση παραγωγής Cobb-Douglas, με κύριο γνώρισμά της 

τη μοναδιαία, σταθερή ελαστικότητα.  

Αργότερα, οι Halter et al. (1957) περιέγραψαν την 

υπερβατική (transcendental) συνάρτηση παραγωγής, η οποία 

είναι μία γενίκευση της Cobb-Douglas, διατηρώντας τα θετικά 

οριακά προϊόντα και τον φθίνοντα οριακό λόγο τεχνικής 

υποκατάστασης. Μολονότι επέτρεπε η ελαστικότητα να 

μεταβάλλεται, δεν περιέλαβε την γραμμική συνάρτηση 

παραγωγής, συνάρτηση εξαιρετικά σημαντική για το υπόδειγμα 

Harrod-Domar (Harrod, 1939; Domar, 1946). Λόγω του 

τελευταίου χαρακτηριστικού της υπερβατικής συνάρτησης και 

της μοναδιαίας ελαστικότητας που χαρακτηρίζει την Cobb-

Douglas, οι Arrow et al. (1961) πρότειναν την CES ή σταθερής 

ελαστικότητας υποκατάστασης συνάρτηση παραγωγής. Για τη 

συνάρτηση, αυτή, προέκυψαν δύο προβλήματα που 

αφορούσαν στις ελαστικότητες μεταξύ των εισροών και στο πως 
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μεταβάλλονται αυτές όταν οι εισροές γίνουν περισσότερες από 

δύο. Με αυτά τα προβλήματα ασχολήθηκαν εκτενέστατα οι 

Uzawa (1962) και McFadden (1962, 1963) και απέδειξαν ότι δεν 

υπάρχει συνάρτηση παραγωγής σταθερών ελαστικοτήτων όταν 

οι εισροές είναι περισσότερες από δύο.  

Λόγω του παραπάνω θεωρήματος, προτάθηκαν διάφορες 

παραλλαγές της CES συνάρτησης παραγωγής που να 

επιτρέπουν μεταβαλλόμενη ελαστικότητα υποκατάστασης, 

όπως των Lu και Fletcher (1968), η οποία δεν είχε ικανοποιητικά 

εμπειρικά αποτελέσματα, των Zellner και Revankar (1969), η 

οποία χαρακτηρίζεται μόνο από γραμμικές αποδόσεις κλίμακας 

και του Bruno (1968), στην οποία η οριακή παραγωγικότητα της 

εργασίας δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές σε όλο το πεδίο 

όπου εργασία και κεφάλαιο παίρνουν θετικές τιμές.  

Έπειτα, ο Diewert (1971) προχώρησε σε μία γενικευμένη 

μορφή της γραμμικής συνάρτησης παραγωγής και σε μία 

γενικευμένη μορφή της Leontief συνάρτησης παραγωγής, οι 

οποίες συμπεριλαμβάνουν μεγάλο αριθμό εισροών και μη 

σταθερές ελαστικότητες υποκατάστασης, έτσι ώστε να 

υπερπηδήσει το εμπόδιο που έθεσαν με το θεώρημά τους οι 

Uzawa (1962) και McFadden (1962, 1963). Ακολουθώντας το 

ίδιο σκεπτικό, οι Griliches and Ringstad (1971), οι Berndt and 

Chrinstensen (1973), και Chrinstensen, Jorgenson and Lau 
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(1973), πρότειναν μία  συνάρτηση παραγωγής που να επιτρέπει 

ταυτόχρονα την ύπαρξη πολλών εισροών και τις 

μεταβαλλόμενες ελαστικότητες υποκατάστασης. Ένα, όμως, 

από τα σημαντικά μειονεκτήματα της τελευταίας είναι ότι οι 

εκτιμητές που προκύπτουν από αυτή αντιμετωπίζουν το 

πρόβλημα της πολυσυγγραμμικότητας.  

Γενικότερα, οι γενικεύσεις των Cobb-Douglas και CES 

συναρτήσεων παραγωγής, μέχρι το τέλος της δεκαετίας του ΄70 

είχαν ολοκληρωθεί, ωστόσο, είχε ήδη ξεκινήσει η συζήτηση για 

το αν υπάρχει συνάρτηση παραγωγής που να αντιπροσωπεύει 

το σύνολο της οικονομίας. Το επιχείρημα στο οποίο 

στηρίχθηκαν οι οικονομολόγοι εναντίον της ύπαρξης μίας 

συνολικής συνάρτησης παραγωγής, από το 1953 μέχρι τα μέσα 

του ΄70, ήταν ότι δεν μπορούμε να εξάγουμε από το κεφάλαιο 

ποσότητα η οποία θα είναι ανεξάρτητη από επιτόκια και 

μισθούς, μιας και οι τιμές τους θα πρέπει να είναι γνωστές εκ 

των προτέρων για να σχηματίσουμε την καμπύλη και την κλίση 

της συνολικής συνάρτησης παραγωγής.  

Εξαιτίας, αυτής, της αντιπαράθεσης, πολλοί 

οικονομολόγοι προσπάθησαν να αποδείξουν ότι υπάρχει μία 

συνολική συνάρτηση παραγωγής, η οποία αποτελεί το 

άθροισμα των μερών που την απαρτίζουν. Ο Solow (1957) με 

μία εμπειρική μελέτη του πάνω στην οικονομία των Η.Π.Α από 
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το 1909 μέχρι το 1949, έδειξε ότι υπάρχει συνολική συνάρτηση 

παραγωγής για την εξεταζόμενη οικονομία και ότι η συνολική 

συνάρτηση παραγωγής είναι ένα απαραίτητο εργαλείο 

οικονομικής ανάλυσης. Ο Samuelson (1962), πρότεινε μία 

αντιπροσωπευτική συνάρτηση παραγωγής, η οποία μπορεί να 

προβλέψει την συμπεριφορά μισθών και περιθωρίου κέρδους.  

Η τελική εικόνα αυτής της αντιπαράθεσης είναι ότι, οι μεν 

υπέρμαχοι της ύπαρξης συνολικής συνάρτησης παραγωγής 

ανέπτυξαν θεωρίες πάνω στις οποίες στήριξαν την άποψή τους, 

οι δε αντίπαλοι της άποψης αυτής δεν προχώρησαν στην 

ανάπτυξη αντίστοιχων θεωριών. Οπότε, στην παρούσα 

εργασία, θα θεωρήσουμε ότι υπάρχει συνάρτηση παραγωγής 

που να περιγράφει το σύνολο της οικονομίας και η νευρωνική 

συνάρτηση παραγωγής μπορεί να το κάνει αυτό σε 

ικανοποιητικό βαθμό.  

Όλες οι μορφές των συναρτήσεων παραγωγής που 

επισημάνθηκαν παραπάνω, έχουν μειονεκτήματα και 

πλεονεκτήματα. Χάριν παραδείγματος, η γενικευμένη Cobb-

Douglas συνάρτηση παραγωγής ικανοποιεί τα μαθηματικά και 

οικονομικά κριτήρια, αλλά αποτυγχάνει, εν μέρει, στα 

στατιστικά (Fraser, 2002). Επιπλέον, ένα ακόμη διάσημο 

παράδειγμα συνάρτησης παραγωγής είναι η CES (Σταθερής 

Ελαστικότητας Υποκατάστασης), η οποία ενώ οι υποθέσεις της 
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είναι λιγότερο αυστηρές από την Cobb-Douglas οι εκτιμητές που 

αφορούν στην ελαστικότητα και προέρχονται από αυτήν 

παράγουν ασυνεπή, ως προς την εμπειρική πραγματικότητα 

αποτελέσματα (Miller, 2008). Τέλος, η Spillman (Spillman, 1923) 

συνάρτηση παραγωγής δεν πληροί από τα μαθηματικά-

οικονομικά κριτήρια την ομογένεια και την ομοθετικότητα, και 

από τα στατιστικά εμφανίζει παρόμοια μειονεκτήματα με τη 

γενικευμένη Cobb-Douglas (Griffin et al., 1987). Ο λόγος για τον 

οποίον αναφερθήκαμε στα παραπάνω παραδείγματα δεν είναι 

άλλος από το να αντιληφθούμε ότι η επιλογή της συνάρτησης 

παραγωγής δεν είναι διόλου εύκολη υπόθεση. Γενικά, δεν 

υπάρχει συνάρτηση με μόνο καλές ιδιότητες και οι συνέπειες 

αυτής της επιλογής πιθανόν να επηρεάσουν ολόκληρο το 

οικονομικό μοντέλο στο οποίο, ενδεχομένως, η συνάρτηση 

παραγωγής να αποτελεί απλά ένα μέρος του.  

Ένα επόμενο θέμα το οποίο προκύπτει, σύμφωνα και με 

την προηγούμενη ανάλυση, είναι αυτό της ευελιξίας της 

συνάρτησης παραγωγής. Με τον όρο “ευελιξία” (flexibility) 

εννοούμε κατά πόσο μία συναρτησιακή μορφή μπορεί να 

προσεγγίσει αποτελεσματικά οποιαδήποτε άλλη συνάρτηση και 

τις παραγώγους αυτής. Μεταβαίνοντας στα νευρωνικά δίκτυα 

και λαμβάνοντας υπόψιν το προηγούμενο ζήτημα της ευελιξίας, 

μιας και αποτελεί κομμάτι της ανάλυσής μας, καταλήγουμε στο 
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γεγονός ότι η χρήση τους στην προσέγγιση μίας συνάρτησης 

παραγωγής θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιμη. Έχει αποδειχθεί, ότι τα 

νευρωνικά δίκτυα μπορούν να προσεγγίσουν συναρτήσεις πολύ 

ικανοποιητικά, διότι η προσεγγιστική τους δυνατότητα 

εξαρτάται περισσότερο από την αρχιτεκτονική τους και όχι τόσο 

από την επιλογή της συνάρτησης ενεργοποίησης (Hornik, 1991). 

Επίσης, δεν χρειάζεται να κάνουμε χρήση προκαθορισμένων 

μοντέλων, διότι μπορούν αποτελεσματικά να ταυτοποιήσουν 

και να ελέγξουν άγνωστα συστήματα.  

Επιπροσθέτως, η δομή του συστήματος των νευρωνικών 

δικτύων χαρακτηρίζεται από δύο σημαντικά πλεονεκτήματα. 

Πρώτον, η απεικόνιση πολυδιάστατων μη-γραμμικών σχέσεων 

γίνεται ευκολότερη και δεύτερον, επιτρέπεται ο διαχωρισμός 

της γραμμικότητας των κρυμμένων κόμβων με τη γραμμική 

δραστηριότητα στα επίπεδα των εισροών και εκροών. Με βάση 

το δεύτερο πλεονέκτημα, οι εξισώσεις αντιμετωπίζονται σαν 

μία συλλογή από αλγεβρικά συστήματα, τα οποία διατηρούν 

την αρχική συναρτησιακή μορφή και ο έλεγχος της 

προσεγγιστικής ικανότητας τους μπορεί να γίνει μέσω 

γραμμικής άλγεβρας (Ferrari and Stengel, 2005). Τέλος, μας 

προσφέρουν διαφορίσιμες κλειστής μορφής λύσεις, οι οποίες 

έχουν πολύ καλές ιδιότητες και έχουν εφαρμοστεί σε ευρεία 

κλίμακα (Lagaris et al., 1998).  
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Οι εφαρμογές των Νευρωνικών Δικτύων όσον αφορά στην 

οικονομική θεωρία είναι σχετικά περιορισμένες και 

διακρίνονται κυρίως σε δύο: σε αυτές που αφορούν στην 

ταξινόμηση οικονομικών μονάδων και σε αυτές που αφορούν 

στην πρόβλεψη χρονολογικών σειρών. Στην πρώτη κατηγορία 

ανήκουν μοντέλα όπως: πρόβλεψης χρεοκοπίας (Fletcher and 

Goss, 1993), πιστωτικής αξιολόγησης (Huang et al., 2004) και 

τμηματοποίησης της αγοράς (Vellido et al., 1999; Herbrich et al., 

1999). Στην δεύτερη κατηγορία ανήκουν μοντέλα όπως, 

πρόβλεψης συναλλαγματικών ισοτιμιών (Kuan and Liu, 1995), 

μακροοικονομικών μεγεθών (Swanson and White, 1995; 

Herbrich et al., 1999), χρηματιστηριακού δείκτη (Kimoto et al., 

1990) και οικονομικής μεγέθυνσης (Huang et al., 2007; Kaastra 

and Boyd, 1996).  

Στην αμέσως επόμενη παράγραφο θα περιγράψουμε τα 

βασικά στοιχεία της δομής των νευρωνικών δικτύων και θα 

προχωρήσουμε στην περαιτέρω ανάλυσή τους.  

Υποθέτουμε ότι υπάρχουν δεδομένες εισροές Χ΄=[Χ1, Χ2,…, 

Χn], οι οποίες παράγουν προϊόν Υ. Αυτές οι εισροές, λοιπόν, 

συνδυάζονται καταλλήλως ώστε να σχηματίσουν Κ ενδιάμεσες 

μεταβλητές Ζ1, Ζ2, …, ΖΚ με τον εξής τρόπο:  
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𝜡𝜿 = 𝜲′𝜷𝜿          𝜿 = 𝟏, … , 𝜥 

 

όπου 𝛽𝜅 ∈ ℝ𝛫 το διάνυσμα των παραμέτρων. Οι ενδιάμεσες 

μεταβλητές μετασχηματίζονται μη γραμμικά ώστε να παράξουν 

το προϊόν Υ:  

 

𝒀 = ∑ 𝜶𝜿𝝋(𝜡𝜿)

𝑲

𝜿=𝟏

 

 

όπου φ είναι η συνάρτηση ενεργοποίησης, 𝛼𝜅 ∈ ℝ𝛫 οι 

παράμετροι και Κ ο αριθμός των κόμβων. 

 

 

1.2 ΝΕΥΡΩΝΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ (ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ)  
 

Έστω (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏) ∈ ℝ+
𝑵 το διάνυσμα των εισροών, 

δηλαδή των αγαθών τα οποία χρησιμοποιούνται στην 

παραγωγή κάποιων άλλων αγαθών. Επίσης, έστω 

(𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝒎) ∈ ℝ+
𝑴 το διάνυσμα των αγαθών τα οποία 

παράγονται από τις παραπάνω εισροές. Σε όλη την παρακάτω 

ανάλυση θεωρούμε ότι 𝑿 = {(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏) ∈ ℝ+
𝑵}, 𝒀 =

{(𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝒎 ∈ ℝ+
𝑴)} είναι φραγμένα σύνολα.  
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Για να ορίσουμε τη συνάρτηση παραγωγής θα ορίσουμε 

ένα σύνολο, το σύνολο των εισροών. Σύμφωνα με τον Shephard 

(1969), για το σύνολο αυτό, θα πρέπει να υποθέσουμε ότι έχει 

κάποιες ιδιότητες, οι οποίες θα μας εξασφαλίσουν την ύπαρξη 

μιας συνάρτησης παραγωγής με συγκεκριμένες ιδιότητες.  

Ορισμός 1 (Σύνολο εισροών): Συμβολίζουμε L(y) το σύνολο 

των εισροών, το οποίο περιλαμβάνει όλα εκείνα τα 𝒙 ∈ ℝ+
𝑵 τα 

οποία αντιστοιχούν τουλάχιστον σε ένα y στον ℝ+
𝑴.  

Για τις ιδιότητες των συνόλων αυτών, παραπέμπουμε στον 

Sephard (1969). Οι υποθέσεις αυτές μας εξασφαλίζουν την 

ύπαρξη συνάρτησης παραγωγής, την οποία θα ορίσουμε 

αμέσως, με κάποιες ιδιότητες στις οποίες θα αναφερθούμε 

στον Ορισμό 3.  

Ορισμός 2 (Συνάρτηση παραγωγής): Η συνάρτηση 

παραγωγής f(x), για μία τεχνολογία η οποία αναπαριστάται από 

το σύνολο των εισροών παραγωγής L(y), ορίζεται ως εξής:  

 

𝒇(𝒙) = 𝒎𝒂𝒙{𝒚 ∈ ℝ+
𝑴: 𝒙 ∈ 𝑳(𝒚)}, 𝒙 ∈ ℝ+

𝑵 

 

Θα προχωρήσουμε τώρα στη διατύπωση ενός πολύ 

σημαντικού θεωρήματος των νευρωνικών δικτύων.  
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Θεώρημα 1: Έστω 𝑋 ⊆ ℝ𝑁ένα συμπαγές σύνολο του για 

κάποιο 𝑁 ∈ ℕ και C(X) ο χώρος όλων των πραγματικών 

συναρτήσεων, ο οποίος παράγεται από τον Χ. Επίσης, έστω 

𝜑: 𝛸 → ℝ μία μη σταθερή, φραγμένη, συνεχής συνάρτηση. Τότε 

η οικογένεια: 

 

𝜱 = {𝑭(𝒙) = ∑ 𝒂𝒊𝝋(𝒘𝒊
′𝒙 + 𝒃𝒊), 𝒂𝒊, 𝒃𝒊 ∈ ℝ, 𝒙, 𝒘 ∈ ℝ𝑵

𝑵

𝒊=𝟏

} 

 

είναι πυκνή στον C(X).  

Απόδειξη: Αποτελεί ευθεία εφαρμογή του θεωρήματος 

Hornik (1991).  

Η σημασία του παραπάνω θεωρήματος είναι ότι μας 

εξασφαλίζει ότι κάθε πραγματική συνάρτηση μπορεί να γραφεί 

στην μορφή που έχει η F. Παρακάτω, θα εξασφαλίσουμε τις 

προϋποθέσεις του Θεωρήματος 1, με τη νευρωνική συνάρτηση 

παραγωγής (ΝΣΠ) στη θέση της F και με το σύνολο των 

συναρτήσεων παραγωγής, που ορίζουμε στον Ορισμό 3, στην 

θέση του X, ώστε η ΝΣΠ να μπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε 

συνάρτηση παραγωγής.  
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Ορισμός 3 (Σύνολο συναρτήσεων παραγωγής): Εάν η 

συνάρτηση παραγωγής ορίζεται ως εξής: 

 

𝒇(𝒙) = 𝒎𝒂𝒙{𝒚 ∈ ℝ+
𝑴: 𝒙 ∈ 𝑳(𝒚)}, 𝒙 ∈ 𝑿 

 

τότε το σύνολο των συναρτήσεων παραγωγής θα ορίζεται ως  

 

∪𝒊∈𝑰 𝒎𝒂𝒙{𝒚𝒊 ∈ ℝ+
𝑴: 𝒙 ∈ 𝑳(𝒚𝒊)}, 𝒙 ∈ 𝑿 

 

Θεώρημα 2 (Το σύνολο των συναρτήσεων παραγωγής 

είναι συμπαγές): Το σύνολο των συναρτήσεων παραγωγής 

  

∪𝒊∈𝑰 𝒎𝒂𝒙{𝒚𝒊: 𝒙 ∈ 𝑳(𝒚𝒊)}, 𝒙 ∈ ℝ+
𝑵 

 

είναι συμπαγές.  

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα) 

Με το Θεώρημα 2, εξασφαλίζουμε τις ιδιότητες που έχει 

το αντίστοιχο σύνολο Χ στο Θεώρημα 1. 
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Θεώρημα 3 (ΝΣΠ είναι συνεχής, φραγμένη και μη-

σταθερή) : Αν το σύνολο συναρτήσεων παραγωγής είναι ένα 

συμπαγές σύνολο του ℝ𝛭 και 𝜑: ℝ+
𝛮 → ℝ μία μη σταθερή, 

φραγμένη και συνεχής συνάρτηση, τότε όλες οι συναρτήσεις της 

μορφής 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)𝛫
𝜅=1 , όπου 𝑥𝑎 =

∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖𝑁

𝑖=1  𝜇휀 𝛼 ∈ ℝ𝛮 το διάνυσμα των παραμέτρων και 𝑥𝛽𝜅 =

∏ 𝑥𝑖
𝛽𝑖𝑁

𝑖=1  𝜇휀 𝛼𝜅 , 𝛽𝜅 ∈ ℝ𝛫, οι νευρωνικές παράμετροι, είναι 

συνεχείς, μη σταθερές και φραγμένες.  

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα) 

Με το Θεώρημα 3, εξασφαλίζουμε τις ιδιότητες που έχει 

η αντίστοιχη συνάρτηση φ στο Θεώρημα 1 και το Θεώρημα 4 

αποδεικνύει ότι η νευρωνική συνάρτηση παραγωγής μπορεί να 

προσεγγίσει οποιαδήποτε συνάρτηση παραγωγής.  

 

Θεώρημα 4: Εάν το σύνολο των συναρτήσεων παραγωγής 

είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του ℝ𝛭,τότε η οικογένεια των 

συναρτήσεων  

𝐹 = {𝑓(𝑥) ∈ ℂ(ℝ𝑀): 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅), 𝑎 ∈ ℝ𝑁 , 𝑎𝜅 , 𝛽𝜅

𝐾

𝜅=1

∈ ℝ𝛫}  

είναι πυκνή στο σύνολο των συναρτήσεων παραγωγής.  

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα)  
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Στην συνέχεια, με τον Ορισμό 4, συγκεντρώνουμε τις 

ιδιότητες που πρέπει να πληροί η νευρωνική συνάρτηση για να 

θεωρείται μία συνάρτηση παραγωγής. 

 

Ορισμός 4 (Καλώς ορισμένη συνάρτηση παραγωγής): Αν η 

συνάρτηση παραγωγής, έστω f, ικανοποιεί τις παρακάτω 

ιδιότητες τότε τη θεωρούμε καλώς ορισμένη (Mas-Colell et al., 

1995; Varian, 1992):  

i. 𝑓(0𝑛) = 0𝑚. 

ii. Η f παίρνει πεπερασμένες τιμές για κάθε 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 

πεπερασμένο.  

iii. 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥′) 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥 ≥ 𝑥′.  

iv. Αν 𝑥 ≥ 0 ή 𝑥 > 0 𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝜆∗𝑥) > 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜋𝜊𝜄𝛼 𝜆∗ >

0 𝜏ό𝜏휀 lim
𝜆→∞

𝑓(𝜆𝑥) = ∞. 

v. H f είναι δεξιά συνεχής για κάθε 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 .  

vi. 𝑓((1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑦) ≥

𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+
𝑁 𝜅𝛼𝜄 0 ≤ 𝜃 ≤

1 (𝜂 𝑓 휀ί𝜈𝛼𝜄 𝜊𝜄𝜊𝜈휀ί 𝜅𝜊ί𝜆𝜂). 

vii. 𝑓(𝑥 + 𝑧) ≥ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑧) 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥, 𝑧 ∈ ℝ+
𝑁 . 
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Στο Θεώρημα 5 θα δείξουμε κάτω από ποιες 

προϋποθέσεις η νευρωνική συνάρτηση παραγωγής είναι μία 

καλώς ορισμένη συνάρτηση παραγωγής.  

 

Θεώρημα 5: Εάν ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες 

για την συνάρτηση ενεργοποίησης και τις παραμέτρους, κάθε 

συνάρτηση παραγωγής της μορφής 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅), 𝑎 ∈ ℝ𝑁 , 𝑎𝜅 , 𝛽𝜅
𝐾
𝜅=1 ∈ ℝ𝛫 είναι καλώς ορισμένη:  

i. Η 𝜑: 𝑋 → ℂ𝑚[0,1], 𝑚 = {1, … , 𝑁} είναι η συνάρτηση 

ενεργοποίησης η οποία είναι i) μη σταθερή ii) 

φραγμένη iii) συνεχής iv) αύξουσα και v) οιονεί κοίλη.  

ii. 𝑎𝑖 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑖 ∈ {1, … , 𝑁} 𝜅𝛼𝜄 

iii. 𝑎𝜅 , 𝛽𝜅 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝜅 ∈ {1, … , 𝛫} 

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα) 

Συμπερασματικά, η νευρωνική συνάρτηση παραγωγής 

είναι καλώς ορισμένη διότι ικανοποιεί όλες τις παραπάνω 

συνθήκες, οι οποίες προτείνονται από την οικονομική θεωρία.  
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1.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

  

Κάποια από τα μεγέθη τα οποία απορρέουν από την 

συνάρτηση παραγωγής παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον 

και αξίζει υπολογιστούν για τη νευρωνική συνάρτηση 

παραγωγής, διότι αποκαλύπτουν στοιχεία για τις διάφορες 

οικονομίες, τα οποία εκ πρώτης όψεως δεν είναι ορατά, και 

βοηθούν στην άσκηση οικονομικών πολιτικών.  

Πρόταση 1: Ο λογαριθμικός μετασχηματισμός της 

νευρωνικής συνάρτησης παραγωγής έχει ως εξής: 

 

𝒍𝒏𝒇(𝒙) = ∑ 𝒂𝒊𝒍𝒏𝒙𝒊 + ∑ 𝒂𝜿𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊

𝜨

𝒊=𝟏

𝑲

𝜿=𝟏

𝑵

𝒊=𝟏

) 

 

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα)  

Ένα από αυτά τα μεγέθη είναι ο οριακός λόγος τεχνικής 

υποκατάστασης (ΟΛΤΥ), στον οποίο αναφέρθηκαν για πρώτη 

φορά οι Allen (1938) και Hicks (1932). Ο ΟΛΤΥ εκφράζει τη σχέση 

υποκατάστασης μεταξύ δύο συντελεστών παραγωγής, δηλαδή 

πόσο εύκολα υποκαθίσταται ένας συντελεστής με έναν άλλον 

έτσι ώστε η ποσότητα του προϊόντος να παραμείνει σταθερή.  
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Πρόταση 2: Ο οριακός λόγος τεχνικής υποκατάστασης 

(ΟΛΤΥ) , ο οποίος εξάγεται από την νευρωνική συνάρτηση 

παραγωγής, ανάμεσα σε δύο εισροές n και z με 𝑛, 𝑧 ∈

{1, … , 𝑁} είναι ο εξής: 

 

𝜪𝜦𝜯𝜰𝒙𝒏𝒙𝒛
=

𝒂𝒏 + ∑ 𝜶𝜿𝜷𝜿
𝝏𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊

𝜨
𝒊=𝟏 )

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒏

𝑲
𝜿=𝟏

𝒂𝒛 + ∑ 𝜶𝜿𝜷𝜿
𝝏𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊

𝜨
𝒊=𝟏 )

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒛

𝑲
𝜿=𝟏

 

 

 

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα) 

Ένα επόμενο μέγεθος, η ελαστικότητα τεχνικής 

υποκατάστασης, την οποία πρώτος όρισε ο Hicks (1932) μας 

δείχνει πόσο μία μεταβολή του λόγου των τιμών ή του ΟΛΤΥ σε 

μία ανταγωνιστική οικονομία επηρεάζει το μείγμα των εισροών 

που χρησιμοποιείται στην παραγωγή. Διαδραματίζει σημαντικό 

ρόλο σε πολλά πεδία των οικονομικών, κυρίως η ελαστικότητα 

υποκατάστασης μεταξύ κεφαλαίου και εργασίας, όπως, στην 

κατανομή του εισοδήματος, στη θεωρία οικονομικής 

μεγέθυνσης, στην αγορά εργασίας και σε θέματα που αφορούν 

την ισορροπία.  
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Πρόταση 3: Η ελαστικότητα τεχνικής υποκατάστασης της 

νευρωνικής συνάρτησης παραγωγής δίνεται από τον τύπο: 

 

𝝈 = −
𝜜(𝒙𝒏)𝑨(𝒙𝒛)[𝒍𝒏𝒙𝒏𝑨(𝒙𝒏) + 𝒍𝒏𝒙𝒛𝑨(𝒙𝒛)]

𝒍𝒏𝒙𝒏𝒍𝒏𝒙𝒛 {∑ 𝜶𝜿𝜷𝜿
𝟐𝑲

𝜿=𝟏 [
𝝏𝟐𝒍𝒏𝝋

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒏
𝟐 𝜜(𝒙𝒛)𝟐 + ∑ 𝜶𝜿𝜷𝜿

𝟐𝑲
𝜿=𝟏 [

𝝏𝟐𝒍𝒏𝝋

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒛
𝟐 𝜜(𝒙𝒏)𝟐 − 𝟐

𝝏𝟐𝒍𝒏𝝋
𝝏𝒍𝒏𝒙𝒏𝝏𝒍𝒏𝒙𝒛

𝜜(𝒙𝒏)𝑨(𝒙𝒛)}

 

 

Με 

 

𝜜(𝒙𝒏) = 𝒂𝒏 + ∑ 𝒂𝜿𝜷𝜿

𝝏𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊)𝜨
𝒊=𝟏

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒊

𝑲

𝜿=𝟏

, 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒏 ∈ {𝟏, … , 𝑵} 

 

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα).  

Τέλος, ένα ακόμη μέγεθος, οι αποδόσεις κλίμακας, μας 

δείχνουν τι συμβαίνει στο προϊόν όταν αυξηθούν ισόποσα όλες 

οι εισροές. Αν το προϊόν αυξηθεί περισσότερο, λιγότερο ή το 

ίδιο με τις εισροές, τότε η συνάρτηση παραγωγής παρουσιάζει 

αύξουσες, φθίνουσες ή σταθερές αποδόσεις κλίμακας, 

αντιστοίχως. Ακόμη, οι αποδόσεις κλίμακας μας αποκαλύπτουν 

τη σχέση μεταξύ κόστους και προϊόντος, π.χ. αν η συνάρτηση 

παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας 

τότε η σχέση κόστους με το προϊόν είναι γραμμική.  
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Υπάρχουν διάφορες ισοδύναμες συνθήκες που πρέπει να 

ικανοποιούνται έτσι ώστε μία συνάρτηση να είναι ομογενής 

κάποιου βαθμού. Στην περίπτωση της θεωρίας της παραγωγής 

ο βαθμός ομογένειας της συνάρτησης παραγωγής εκφράζεται 

από τις αποδόσεις κλίμακας. Εδώ για ευκολία, θα ορίσουμε την 

ελαστικότητα κλίμακας στον Ορισμό 5, θα χρησιμοποιήσουμε 

την συνθήκη με την οποία ομογένεια και ελαστικότητα 

κλίμακας συσχετίζονται και θα την εφαρμόσουμε στην 

νευρωνική συνάρτηση παραγωγής στην Πρόταση 4 . 

Ορισμός 5: Αν 𝑓: ℝ+
𝑀 → ℝ μία συνάρτηση παραγωγής με 

𝑥: ℝ+
𝑁 → ℝ να είναι οι εισροές, τότε η ελαστικότητα κλίμακας 

ορίζεται ως εξής:  

𝜺 = ∑

𝝏𝒇(𝒙)
𝝏𝒙𝒊

𝒙𝒊

𝒇(𝒙)

𝜨

𝒊=𝟏

 

και εκφράζει τη συνολική ποσοστιαία μεταβολή στην τιμή της 

συνάρτησης, όταν οι ανεξάρτητες μεταβλητές (εισροές) 

μεταβάλλονται κατά το ίδιο ποσοστό.  

Η τιμή της ελαστικότητας κλίμακας θα είναι και ο βαθμός 

ομογένειας της συνάρτησης.  
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Πρόταση 4: Οι αποδόσεις κλίμακας (Α.Κ) της νευρωνικής 

συνάρτησης παραγωγής δίνονται από τον τύπο  

 

𝜜. 𝜥 = ∑
(𝒂𝒏 + ∑ 𝒂𝜿

𝝏𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊)𝜨
𝒊=𝟏

𝝏𝒍𝒏𝒙𝒏

𝑲
𝜿=𝟏 𝜷𝜿)𝒍𝒏𝒙𝒊

∑ 𝒂𝒊𝒍𝒏𝒙𝒊
𝑵
𝒊=𝟏 + ∑ 𝜶𝜿𝒍𝒏𝝋(𝜷𝜿 ∑ 𝒍𝒏𝒙𝒊)𝜨

𝒊=𝟏
𝜥
𝜿=𝟏

𝑵

𝒊=𝟏

 

 

 

Απόδειξη: Βλέπε ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Παράρτημα) .  
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 
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Στην εκτίμηση ενός μοντέλου με την χρήση νευρωνικών 

δικτύων, βασικό ρόλο παίζουν δύο παράγοντες (Suzuki, 2011):  

1. Το κριτήριο που θα καθορίσει ποιες εισροές έχουν την 

μεγαλύτερη επιρροή, και ποιος είναι ο κατάλληλος 

συνδυασμός των υποψήφιων ανεξάρτητων μεταβλητών. 

2. Ο αλγόριθμος ο οποίος θα επιλεγεί έτσι ώστε το μοντέλο 

να είναι πιο εύχρηστο υπολογιστικά.  

Στο πλαίσιο επιλογής των κατάλληλων ανεξάρτητων 

μεταβλητών, δηλαδή εκείνων που μας δίνουν σημαντική 

πληροφορία για το πώς λειτουργεί το μοντέλο μας, έχουν 

προταθεί διάφορα κριτήρια όπως: MSE (Leung and Yu, 1996), 

AIC (Akaike, 1973), Cp Mallows (Mallows, 1973), BIC (Schwartz, 

1978), mR-MR (Peng et al., 2005). Επίσης, όσον αφορά στις 

στρατηγικές επιλογής των κατάλληλων μεταβλητών, έχουν 

προταθεί πολλές όπως, ενδελεχής έρευνα (exhaustive search), 

επιλογή κατά βήμα (stepwise selection), επιλογή προς τα μπρος 

(forward selection) και ευρετική έρευνα (heuristic search) 

(Efroymson, 1960; Hocking, 1976; Draper and Smith, 1981; SAS 

Institute Inc., 1989).  

Ακόμη και όταν καταλήξουμε σε πόσες και ποιες 

μεταβλητές θα χρησιμοποιήσουμε στο μοντέλο μας η λύση του 

συστήματος μπορεί να γίνει μια απαιτητική υπόθεση. Η λύση, 

ειδικά, συστημάτων μη γραμμικών εξισώσεων μπορεί να γίνει 
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υπολογιστικά πολύ περίπλοκη. Ωστόσο, κατάλληλες 

επαναληπτικές μέθοδοι έχουν προταθεί, κύριος στόχος των 

οποίων είναι η μείωση του αριθμού των εξισώσεων προς 

εκτίμηση. Οποιαδήποτε επαναληπτική μέθοδος με μία καλή 

αρχική εκτίμηση μπορεί να μας δώσει το προσδοκώμενο κατά 

προσέγγιση αποτέλεσμα. Η πιο γνωστή από αυτές είναι, ίσως, η 

μέθοδος Newton.  

Στο πλαίσιο των κριτηρίων επιλογής των κατάλληλων 

μεταβλητών, στην παρούσα εργασία θα κάνουμε χρήση των 

κριτηρίων AIC (Akaike Information Criteria) και BIC (Bayesian 

Information Criteria), από πλευράς επιλογής μεταβλητών, τα 

οποία προτάθηκαν αντιστοίχως από τον Akaike (1973) και τον 

Schwarz (1978). Σύμφωνα με τον Akaike (1973), οι διαστάσεις 

του μοντέλου μας δεν είναι δεδομένες εκ των προτέρων αλλά 

καθορίζονται από τα δεδομένα και η επιλογή των μεταβλητών 

με την εκτίμηση των παραμέτρων μπορούν να επιτευχθούν 

ταυτόχρονα. Το AIC κριτήριο λειτουργεί πάντα συγκριτικά 

μεταξύ μοντέλων με διαφορετικό αριθμό μεταβλητών και όσο 

μεγαλύτερη είναι η απόλυτη τιμή του τόσο καλύτερο είναι το 

μοντέλο μας.  

Στο ίδιο πλαίσιο κινείται και ο Schwarz (1978) με το BIC 

κριτήριο, με δύο από τις σημαντικότερες διαφορές τους να 

είναι: Πρώτον, το BIC ενσωματώνει και «τιμωρεί» αναλόγως, 
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την αναλογία μεταξύ παραμέτρων και μεγέθους του δείγματος 

σε μεγαλύτερο βαθμό από το AIC κριτήριο και δεύτερον, η BIC 

εκτιμήτρια είναι συνεπής αλλά ασυμπτωτικά μη 

αποτελεσματική, ενώ η AIC είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική 

αλλά ασυνεπής.  

Από πλευράς επαναληπτικής μεθόδου θα αξιοποιήσουμε 

μία από τις μεθόδους τύπου Newton (quasi Newton Methods), 

την BFGS μέθοδο (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno 

Algorithm) (Broyden, 1970; Fletcher, 1970; Goldfarb, 1970; 

Shanno, 1970). Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιεί μία προσέγγιση 

της Ιακωβιανής μήτρας ενώ μειώνει, παράλληλα, τον αριθμό 

των εξισώσεων προς εκτίμηση. Προτιμάται συχνά από τους 

ερευνητές διότι δεν είναι υπολογιστικά χρονοβόρα. Αναλυτικά 

η μέθοδος BFGS είναι η εξής:  

Έστω ότι θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε, χωρίς 

περιορισμούς, μία συνάρτηση f. Δηλαδή, 

𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥),     𝑥 ∈ ℝ𝑛 

με f να είναι μία μη κυρτή συνάρτηση, με δεύτερες, συνεχείς 

παραγώγους.  

Η λύση του προβλήματος αριστοποίησης θα βρεθεί μέσω 

της επαναληπτικής μορφής 

𝑥𝜅+1 = 𝑥𝜅 − 𝛼𝜅𝛨𝜅𝑔𝜅 
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με 𝑥1 να είναι το αρχικό σημείο, 𝛨𝜅 να είναι μία προσέγγιση του 

αντίστροφου Εσσιανού πίνακα [∇2𝑓(𝑥𝑘)]−1, 𝑔𝜅 = ∇𝑓(𝑥𝜅) και 

𝛼𝜅 να είναι ο αριθμός των βημάτων του αλγόριθμου, τον οποίο 

βρίσκουμε με την μέθοδο Wolfe Line Search (Wolfe, 1969). 

Αναλυτικά, η μέθοδος Wolfe Line Search για μία διάσταση 

λειτουργεί ως εξής: 

 

𝝍𝜿(𝜶) = 𝒇(𝒙𝜿 − 𝜶𝜢𝜿𝒈𝜿),     𝜶 ≥ 𝟎 

 

θα είναι η σχετική συνάρτηση και το 𝛼𝜅 θα είναι αυτό το οποίο 

ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες: 

 

𝝍𝜿(𝜶𝜿) ≤ 𝝍𝜿(𝟎) + 𝝁𝝍′
𝜿

(𝟎)𝜶𝜿 

και 

 

𝝍′
𝜿

(𝜶𝜿) ≥ 𝜼𝝍′
𝜿

(𝟎) 

 

με μ, η να είναι σταθερές και 0 < 𝜇 ≤ 𝜂 < 1. 

Σύμφωνα με την BFGS επαναληπτική μέθοδο, η επόμενη 

προσέγγιση του Εσσιανού πίνακα 𝛨𝜅+1 θα είναι η εξής: 
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𝛨𝜅+1 = 𝛨𝜅 −
𝛿𝜅𝛾𝜅

𝛵𝛨𝜅 + 𝛨𝜅𝛾𝜅𝛿𝜅
𝛵

𝛿𝜅
𝛵𝛾𝜅

+ (1 +
𝛾𝜅

𝛵𝛨𝜅𝛾𝜅

𝛿𝜅
𝛵𝛾𝜅

)
𝛿𝜅𝛿𝜅

𝛵

𝛿𝜅
𝛵𝛾𝜅

 

 

και 

𝛿𝜅 = 𝑥𝜅+1 − 𝑥𝜅 

𝛾𝜅 = 𝑔𝜅+1 − 𝑔𝜅 

 

με 𝛿𝜅
𝛵𝛾𝜅 > 0. 

Η BFGS επαναληπτική μέθοδος με τη Wolfe Line Search 

(Wolfe, 1969) μέθοδο για τον αριθμό των βημάτων λειτουργεί 

ικανοποιητικά για κυρτές και μη κυρτές συναρτήσεις.  

Ένα επόμενο σημαντικό θέμα στην διαδικασία εκτίμησης 

της νευρωνικής συνάρτησης παραγωγής είναι η επιλογή της 

συνάρτησης ενεργοποίησης φ, η οποία θα πρέπει να πληροί 

κάποιες ιδιότητες σύμφωνα και με το Θεώρημα 5. Στην 

παρούσα εργασία, θα υποθέσουμε ότι η συνάρτηση 

ενεργοποίησης φ είναι η λογιστική συνάρτηση με τον γνωστό 

τύπο: 

𝜑(𝑧) =
𝑒𝑧

1 + 𝑒𝑧
, 𝑧 ∈ ℝ 
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Η συνάρτηση αυτή ονομάστηκε λογιστική από τον Pierre-

Francois Verhulst το 1845, ο οποίος την χρησιμοποίησε για να 

περιγράψει την ανάπτυξη του πληθυσμού σε μία 

νεοσυσταθείσα χώρα. Η χρήση αυτής της σχέσης επεκτάθηκε 

στη Χημεία (αυτοκαταλυτικές αντιδράσεις), στην Επιδημιολογία 

και στις Κοινωνικές Επιστήμες.  

Σε υποδείγματα συνεχούς χρόνου χρησιμοποιείται 

ευρέως ως η λύση μίας συγκεκριμένης διαφορικής εξίσωσης 

(εντροπία), ενώ σε υποδείγματα διακριτού χρόνου η επιλογή 

της βασίζεται στο γεγονός ότι η λογιστική συνάρτηση 

συμπεριφέρεται ομαλά και συμπυκνώνει την απεικόνιση 

πραγματικών τιμών σε ένα φραγμένο διάστημα με μονοτονικό 

τρόπο. Ακόμη, εισάγει τη μη γραμμικότητα στο μοντέλο μας και 

μία άξια αναφοράς αλγεβρική ιδιότητα της λογιστικής 

κατανομής πιθανότητας είναι ότι μιμείται, σε συμπεριφορά 

καμπύλης, την κανονική κατανομή σε ένα μεγάλο εύρος 

πιθανότητας από 0.3 μέχρι 0.7. Επίσης, η λογιστική συνάρτηση 

παίζει μεγάλο ρόλο στην θεωρία της στατιστικής ταξινόμησης 

(statistical classification). Εν κατακλείδι, η λογιστική συνάρτηση 

είναι μία από τις συναρτήσεις οι οποίες πληρούν τα κριτήρια 

που έχουμε θέσει και η επιλογή της έγινε λόγω των παραπάνω 

χαρακτηριστικών της (Cramer, 2002; Press and Wilson, 1978; 

Michael, 1995).  
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Συνοψίζοντας, με συνάρτηση ενεργοποίησης τη λογιστική 

συνάρτηση, με την χρήση των κριτηρίων AIC και BIC, και με την 

αξιοποίηση της επαναληπτικής μεθόδου BFGS η διαδικασία 

εκτίμησης του μοντέλου σε μορφή βημάτων είναι η ακόλουθη: 

 

 

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ 

ΒΗΜΑ 1: Για m=1, όπου m ο αριθμός των κόμβων, διαλέγουμε 

τυχαία ένα διάνυσμα παραμέτρων 𝛽𝜅
𝑙̅̅ ̅, 𝜅 = 1, … , 𝑚, που να 

ανήκει στο σύνολο .  

ΒΗΜΑ 2: Για αυτές τις τιμές των διανυσμάτων των παραμέτρων 

𝛽𝜅
𝑙̅̅ ̅, 𝜅 = 1, … , 𝑚 εκτιμούμε τις παραμέτρους 𝑎0, 𝛼𝑖 , 𝑎𝜅 , 𝜅 =

1, … , 𝑚 𝜅𝛼𝜄 𝑖 = 1, … , 𝑁 με χρήση ελαχίστων τετραγώνων 

(O.L.S.) στην ακόλουθη εξίσωση : 

𝑙𝑛𝑦𝑡 = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑖𝑙𝑛𝑥𝑡,𝑖 + ∑ 𝑎𝜅𝜑(𝛽𝜅
𝑙̅̅ ̅

𝑚

𝜅=1

𝑁

𝑖=1

𝑙𝑛𝑥𝑡,𝑖) + 𝑢𝑡 

𝑡 = 1, … , 𝑇, ό𝜋𝜊𝜐 𝛵 휀ί𝜈𝛼𝜄 𝜊 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍 𝜏𝜔𝜈 𝜋𝛼𝜌𝛼𝜏𝜂𝜌ή𝜎휀𝜔𝜈. 

ΒΗΜΑ 3: Για τις εκτιμηθείσες παραμέτρους 𝑎0, 𝛼𝑖 , 𝑎𝜅 , 𝜅 =

1, … , 𝑚 𝜅𝛼𝜄 𝑖 = 1, … , 𝑁, οι οποίες είναι γνωστές από το 

προηγούμενο βήμα, θεωρούμε τις 𝛽𝜅
𝑙 , 𝜅 = 1, … , 𝑚 ως άγνωστες 
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παραμέτρους και βρίσκουμε τις αριθμητικές τιμές τους 

χρησιμοποιώντας την BFGS επαναληπτική μέθοδο.  

ΒΗΜΑ 4: Για τις αλγεβρικές τιμές των διανυσμάτων των 

παραμέτρων 𝛽𝜅
𝑙̅̅ ̅, 𝜅 = 1, … , 𝑚 εκτιμούμε τις 

παραμέτρους𝑎0, 𝛼𝑖 , 𝑎𝜅 , 𝜅 = 1, … , 𝑚 𝜅𝛼𝜄 𝑖 = 1, … , 𝑁, με χρήση 

OLS.  

ΒΗΜΑ 5: Για το σύνολο των παραμέτρων 𝑎0, 𝛼𝑖 , 𝑎𝜅 , 𝜅 =

1, … , 𝑚 𝜅𝛼𝜄 𝑖 = 1, … , 𝑁 και 𝛽𝜅
𝑙 , 𝜅 = 1, … , 𝑚, υπολογίζουμε το 

άθροισμα των τετραγωνικών καταλοίπων 𝑆𝑆𝑅 = 𝑆𝑆𝑅(𝑙) που 

αντιστοιχούν σε αυτό το σύνολο παραμέτρων.  

ΒΗΜΑ 6: Για το παραπάνω υπόδειγμα εκτιμούμε τα κριτήρια 

AIC (Akaike 1973)και BIC (Schwarz, 1978).  

ΒΗΜΑ 7: Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 1-6 για m = 2, 3, 4... και 

κρατάμε την τιμή των κόμβων m που ελαχιστοποιεί την τιμή του 

κριτηρίου AIC. Για τον βέλτιστο αριθμό κόμβων 𝑚∗ ∈ {1, … , 𝐾} 

που επιλέγεται από το κριτήριο AIC, κρατάμε τις τιμές του 

συνόλου των παραμέτρων 𝛽𝑚∗̅̅ ̅̅ ̅, και των εκτιμούμενων 

παραμέτρων 𝛼0𝑚∗ , 𝛼𝑖𝑚∗ , 𝛼𝜅𝑚∗   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
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ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  
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3.1 ΔΕΔΟΜΕΝΑ 
 

Στην παρούσα εργασία χρησιμοποιούμε ένα σύνολο 

δεδομένων τα οποία αφορούν στην οικονομία των Η.Π.Α κατά 

την περίοδο 1957-2006. Ο λόγος για τον οποίο εξετάζουμε 

αυτήν την περίοδο είναι η δραματική αλλαγή η οποία 

παρατηρείται, τόσο στην οικονομία των Η.Π.Α όσο και στην 

παγκόσμια οικονομία μετά το 2006. Οι επιπτώσεις, εκτός των 

άλλων, αυτής της σημαντικής εξέλιξης αναμένεται να  

επηρεάσουν τα αποτελέσματα των εκτιμήσεών μας και να 

παράγουν μεροληπτικούς εκτιμητές.  

Η ανάλυσή μας περιλαμβάνει δεδομένα από 14 βασικούς 

τομείς οικονομικής δραστηριότητας. Με (R) συμβολίζουμε τις 

συνολικές δαπάνες για έρευνα και ανάπτυξη (R&D), με (Y) το 

ακαθάριστο προϊόν κάθε τομέα, με (L) τους εργαζόμενους κάθε 

τομέα υπό το καθεστώς πλήρους απασχόλησης και με (K) το 

καθαρό απόθεμα φυσικού κεφαλαίου. Η εργασία (L) μετράται 

σε χιλιάδες εργαζόμενους, οι δαπάνες για έρευνα και ανάπτυξη 

(R) μετράται σε εκατομμύρια δολάρια Η.Π.Α (τιμές 1957)  και τα 

υπόλοιπα μεγέθη μετρώνται σε δισεκατομμύρια δολάρια Η.Π.Α 

(τιμές 1957) και η προέλευσή τους είναι από τις εξής πηγές: τα 

(Κ),(Υ) προέρχονται από το Bureau of Economic Activity, το (L) 

από το Bureau of Labor Statistics και το (R&D) από το National 

Scientific Foundation of USA. Στον ΠΙΝΑΚΑ 3.1 γίνεται 
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λεπτομερής περιγραφή των δεδομένων, τα οποία 

χρησιμοποιούνται στην εργασία. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1: Δεδομένα 

ΤΟΜΕΙΣ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 

1 Γεωργία, Δασοκομία 

και Αλιεία 
 

NACE 

ταξινόμηση 

ΔΙΑΘΕΣΙΜΕΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

ΠΗΓΗ 

2 Εξόρυξη, πετρελαίου και 

κάρβουνου 

A01, A02, A03 ΠΡΟΙΟΝ (Y) Bureau of 

Economic 

Activity 

3 Ηλεκτρισμός, Αέριο, 

Νερό 

B, C10-C12, C13-

C15, C16, C17, 

C18, C19, C20, 

C21, C22, C23, 

C24, C25, C26, 

C27, C28, C29, 

C30, C31-C32, 

C33 

  

4 Κατασκευές D, E36, E37-39   

5 Τρόφιμα, Ποτά, Ξύλινα 

προϊόντα και Έπιπλα, 

Μεταλλικά προϊόντα 

F   

6 Χονδρική Πώληση I ΚΕΦΑΛΑΙΟ (Κ) Bureau of 

Economic 

Activity 

7 Λιανεμπόριο G45, G46   

8 Μεταφορές και 

Αποθήκευση 

G47   

9 Βιομηχανία Πληροφορίας 

και Τεχνολογίας 

H49, H50, H51, 

H52, H53 

  

10 Ακίνητα και 

Επιχειρηματικές 

Υπηρεσίες, 

J58, J59-60, J61, 

J62-63, S95 

Δαπάνες για 

Έρευνα και 

Ανάπτυξη (R&D) 

National 

Scientific 

Foundation 
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Χρηματοοικονομικές και 

Ασφαλιστικές Υπηρεσίες 

11 Επικοινωνία κοινωνικές 

και ιδιωτικές υπηρεσίες 

K64, K65, K66, L, 

L68A, M71, 

M72, N77 

  

12 Υπηρεσίες Διοίκησης 

Επιχειρήσεων 

M73, M74-M75, 

N79, N80-N82, 

O, Q87-Q88, 

R90-R92, R93, 

S94, S96, T, U 

  

13 Εκπαιδευτικοί 

Οργανισμοί 

M69-M70, N78 Εργασία (L) Bureau of 

Labor 

Statistics 

14 Υπηρεσίες Υγείας P   

 

3.2 ΕΚΤΙΜΗΣΗ 
 

Με συνάρτηση ενεργοποίησης τη λογιστική συνάρτηση, 

ακολουθώντας κατά βήμα τον αλγόριθμο εκτίμησης της 

συνάρτησης παραγωγής και με την υπόθεση ότι όλες οι 

παράμετροι του μοντέλου είναι θετικές, εκτιμήσαμε την 

παρακάτω συνάρτηση παραγωγής για έναν κόμβο (ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4): 

 

𝒍𝒏𝒚𝒕 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒍𝒏𝑲𝒕 + 𝒂𝟐𝒍𝒏𝑹𝒕 + 𝒂𝟑𝒍𝒏𝑳𝒕

+ 𝜸𝟏𝝋(𝜷𝟏𝟏𝒍𝒏𝑲𝒕 + 𝜷𝟏𝟐𝒍𝒏𝑹𝒕 + 𝜷𝟏𝟑𝒍𝒏𝑳𝒕) + 𝒖𝒕 

 

και τα αποτελέσματα αυτής συνοψίζονται στους παρακάτω 

πίνακες: 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.2: Οι εκτιμήσεις των β 

 𝜷𝟏𝟏 𝜷𝟏𝟐 𝜷𝟏𝟑 

Τιμές παραμέτρων 

(t-στατιστική) 

0,012 

(2,156) 

0,025 

(3,213) 

0,121 

(5,004) 

Αρχική τιμή Τυχαίες κανονικές αποκλίσεις 

Επαναλήψεις προς 

σύγκλιση 

64 

Μέθοδος Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon 

Εκτίμηση: Κ. Κωσταντάκης, Π. Μιχαηλίδης 

 

Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 3.2 μας δείχνει τις εκτιμήσεις των νευρωνικών 

παραμέτρων 𝛽11, 𝛽12, 𝛽13 της νευρωνικής συνάρτησης 

παραγωγής, οι οποίες προήλθαν από την BFGS επαναληπτική 

μέθοδο. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3: Οι εκτιμήσεις των α με μη γραμμικό OLS και 1 κόμβο 

 𝒂𝟎 𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑 𝜸𝟏 

Εκτιμήσεις 16,67 0,837 0,294 0,290 5,28 

Τυπική 

Απόκλιση 

2,35 0,064 0,051 0,071 3,856 

z-τιμή 7,07 13,551 5,210 4,350 6,720 

p-τιμή 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

Προσαρμοσμένο 

𝑹𝟐 

0,995 

Εκτίμηση: Κ. Κωσταντάκης, Π. Μιχαηλίδης 
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Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 μας δείχνει τις εκτιμήσεις των παραμέτρων 

των συντελεστών παραγωγής K, L, R&D, και της παραμέτρου της 

συνάρτησης ενεργοποίησης, οι οποίες προήλθαν από τη 

μέθοδο μη γραμμικών ελαχίστων τετραγώνων. Επίσης, το 

μοντέλο μας εξηγεί κατά 99,5% τη συνολική μεταβλητότητα των 

μεγεθών, σύμφωνα με το προσαρμοσμένο 𝑅2, αποτέλεσμα 

πολύ ικανοποιητικό. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4: Μοντέλο με 1 κόμβο έναντι μοντέλου με 2 κόμβους 

 1 κόμβος 2 κόμβοι 

AIC -254,95 -201,32 

BIC -245,34 -200,55 

Εκτίμηση: Κ. Κωσταντάκης, Π. Μιχαηλίδης 

 

Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4 μας δείχνει ότι το μοντέλο με τον 1 κόμβο 

μας παρέχει περισσότερη πληροφόρηση απ’ ότι το μοντέλο με 

τους 2 κόμβους, σύμφωνα με τα κριτήρια AIC και BIC, οπότε θα 

διεξάγουμε την εκτίμηση υποθέτοντας έναν μόνο κόμβο.  

Οπότε, η συνάρτηση παραγωγής των Η.Π.Α με τρεις 

συντελεστές παραγωγής κατά την περίοδο 1957-2006, και με 

έναν κόμβο είναι η παρακάτω: 
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𝒍𝒏𝒚𝒕 = 𝟏𝟔, 𝟔𝟕 + 𝟎, 𝟖𝟑𝟕𝒍𝒏𝑲𝒕 + 𝟎, 𝟐𝟗𝟒𝒍𝒏𝑹𝒕 + 𝟎, 𝟐𝟗𝟎𝒍𝒏𝑳𝒕

+ 𝟓, 𝟐𝟖𝝋(𝟎, 𝟎𝟏𝟐𝒍𝒏𝑲𝒕 + 𝟎, 𝟎𝟐𝟓𝒍𝒏𝑹𝒕 + 𝟎, 𝟏𝟐𝟏𝒍𝒏𝑳𝒕) 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.5: Ελαστικότητα τεχνικής υποκατάστασης και αποδόσεις 

κλίμακας 

ΜΕΓΕΘΗ MIN(ΕΤΟΣ) MAX(ΕΤΟΣ) ΔΙΑΧΡΟΝΙΚΗ 

ΠΟΡΕΙΑ 

𝝈𝑲𝑳 0,6455 (2006) 0,8985 (1957) ΦΘΙΝΟΥΣΑ 

𝝈𝑲𝑹 1,333 (2006) 2,126 (1957) ΦΘΙΝΟΥΣΑ 

𝝈𝑳𝑹 0,804 (2006) 1,3 (1957) ΦΘΙΝΟΥΣΑ 

Α.Κ(RTS) 1,0954 (1957) 1,1515 (2006) ΑΥΞΟΥΣΑ 

 

Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 3.5 μας δείχνει την ελάχιστη και μέγιστη τιμή 

καθώς και τη διαχρονική συμπεριφορά των ελαστικοτήτων 

τεχνικής υποκατάστασης και τις αποδόσεις κλίμακας της 

νευρωνικής συνάρτησης παραγωγής. Οι τιμές των 

ελαστικοτήτων τεχνικής υποκατάστασης αποκαλύπτουν ότι οι 

σχέσεις μεταξύ των συντελεστών παραγωγής, την περίοδο 

1957-2006, γίνονται όλο και πιο ανελαστικές και οι αποδόσεις 

κλίμακας είναι αύξουσες. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
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Με μία πρώτη ματιά στην εκτιμηθείσα συνάρτηση 

παραγωγής, παρατηρούμε ότι η παραγωγή των Η.Π.Α είναι 

εντάσεως κεφαλαίου και εξαρτάται σε μικρότερο βαθμό από τις 

δαπάνες για έρευνα και ανάπτυξη και την εργασία. Εντούτοις, 

τα μεγέθη που απορρέουν από τη συνάρτηση παραγωγής 

παρουσιάζουν μεγαλύτερο ενδιαφέρον και χρήζουν περαιτέρω 

ανάλυσης.  

4.1ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΕΣ 
 

Όσον αφορά στις ελαστικότητες των συντελεστών 

παραγωγής, δύο είναι τα γενικά χαρακτηριστικά τους. Πρώτον, 

η ελαστικότητα ανεξάρτητα του ζεύγους των εισροών 

κυμαίνεται μεταξύ 0,645 και 2,126 και δεύτερον, η πορεία της 

διαχρονικά φαίνεται να είναι φθίνουσα. Το εύρος τιμών είναι 

αρκετά μεγάλο και δε μπορούμε να καταλήξουμε σε 

συμπεράσματα όπως, σημεία συγκέντρωσης, αν και η 

ελαστικότητα υποκατάστασης μεταξύ κεφαλαίου και εργασίας 

που, συνήθως, απασχολεί τους ερευνητές κυμαίνεται σταθερά 

κάτω από τη μονάδα.  

Σε αντίθεση με το εύρος, η διαχρονική της συμπεριφορά 

μας οδηγεί σε πολλαπλά συμπεράσματα. Σύμφωνα με τον 

ορισμό, ελαστικότητα είναι ο λόγος της ποσοστιαίας μεταβολής 

του λόγου των εισροών προς την ποσοστιαία μεταβολή του 

οριακού λόγου τεχνικής υποκατάστασης. Όσο πιο μικρή είναι η 
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μεταβολή του ΟΛΤΥ στις μεταβολές του μείγματος των εισροών 

τόσο πιο εύκολη είναι η υποκατάσταση μεταξύ τους. Στα 

παρακάτω διαγράμματα φαίνεται ξεκάθαρα η φθίνουσα 

πορεία της ελαστικότητας κατά την περίοδο 1957-2006 που 

καθιστά την υποκατάσταση μεταξύ τους όλο και πιο δύσχερη. 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.1: Οι ελαστικότητες τεχνικής υποκατάστασης μεταξύ 

των εισροών 

 

 

Ας επικεντρωθούμε, κυρίως, στην ελαστικότητα μεταξύ 

κεφαλαίου και εργασίας που απασχολεί περισσότερο τους 

ερευνητές. Όπως φαίνεται στο ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.1 η ελαστικότητα 

φθίνει σε όλη την περίοδο 1957-2016 και η τιμή της βρίσκεται 

σταθερά κάτω από τη μονάδα. Το μέγεθος της ελαστικότητας σε 
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σχέση με τη μονάδα παίζει καθοριστικό ρόλο σε πολλούς τομείς 

των οικονομικών και κυρίως σε αυτόν των δυναμικών 

μακροοικονομικών. Οι La Grandville (1989) και Klump and de La 

Grandville (2000) απέδειξαν ότι η υψηλή ελαστικότητα μεταξύ 

κεφαλαίου και εργασίας αποτελεί τον μοχλό ανάπτυξης της 

οικονομίας. Επίσης, ο Chirinko (2002) έδειξε ότι όσο πιο χαμηλή 

είναι η τιμή της ελαστικότητας, τόσο περισσότερο μειωμένη θα 

είναι η αντίδραση των ιδιωτικών επενδύσεων σε μεταβολές του 

επιτοκίου από νομισματικές και δημοσιονομικές επεμβάσεις.  

Τα αποτελέσματα κάποιων εργασιών ευνοούν την 

υπόθεση της μη μοναδιαίας ελαστικότητας και κάποιων όχι. Στις 

δύο επόμενες παραγράφους παραθέτουμε κάποιες εργασίες 

και από τις δύο πλευρές.  

Από την μία πλευρά οι Maddala (1965), Coen (1969), Eisne 

and Nadir (1968), χρησιμοποιώντας χρονολογικές σειρές, 

εκτίμησαν την ελαστικότητα αρκετά μικρότερη από την μονάδα 

και οι David and van de Klundert (1965) και Kalt (1970) βρήκαν 

ότι η ελαστικότητα κυμαίνεται ανάμεσα στο 0,32 και 0,76 όπως 

και ο Lucas (1969), με μικρότερο εύρος από 0,3 μέχρι 0,5. Ο 

Berndt (1976), με CES συνάρτηση παραγωγής και με τη χρήση 

χρονολογικών σειρών, βρήκε ότι 𝜎 ≪ 1. Ακόμη, ο Levy (1989) με 

δεδομένα ανά τρίμηνο από το 1948 μέχρι 1983 και δύο 

συντελεστές παραγωγής, βρήκε ότι η ελαστικότητα παραγωγής 
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κυμαίνεται μεταξύ 0,44 και 0,55. Ο Hamermesh (1993), με CES 

και δεδομένα ωρών εργασίας, βρήκε ότι 0,32 < 𝜎 < 1,16 και ο 

Pereira (2003), με χρονολογικές σειρές ή πάνελ, βρήκε ότι 

γενικότερα κυμαίνεται κάτω από τη μονάδα. Επιπροσθέτως, ο 

Antras (2004), χρησιμοποιώντας δεδομένα από το 1948 μέχρι το 

1998 για τον ιδιωτικό τομέα των ΗΠΑ και υποθέτοντας CES 

συνάρτηση παραγωγής, εξήγαγε αποτελέσματα με την βοήθεια 

διαφόρων στατιστικών μεθόδων τα οποία δείχνουν ότι 𝜎 ≪ 0,5, 

όπως και ο Chirinko (2008) βρήκε ότι 0,4 < 𝜎 < 0,6. Τέλος, οι 

Oberfield and Raval (2014), με διακλαδικά δεδομένα από 

εργοστάσια παραγωγής από το 1972 μέχρι το 2007, βρήκαν ότι 

𝜎 ≈ 0,7. 

Από την άλλη πλευρά, οι Dhrymes and Zarembka (1970) 

χρησιμοποιώντας κλασική ανάλυση παλινδρόμησης και 

χρονολογικές σειρές βρήκαν ότι 𝜎 = 1, ενώ και ο Berndt (1976), 

με CES συνάρτηση παραγωγής και διακλαδικά δεδομένα, 

κατέληξε στο ίδιο αποτέλεσμα. Ακόμη, ο Antras (2004), 

χρησιμοποιώντας δεδομένα από το 1948 μέχρι το 1998 για τον 

ιδιωτικό τομέα των ΗΠΑ, παρήγαγε αποτελέσματα με τη 

βοήθεια διαφόρων στατιστικών μεθόδων, τα οποία δείχνουν 

ότι 𝜎 ≈ 1. 

Συμπερασματικά, τα εμπειρικά ευρήματα πολλών 

μελετών συνάδουν με τα αποτελέσματα της παρούσας 
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εργασίας, ότι δηλαδή η ελαστικότητα μεταξύ κεφαλαίου και 

εργασίας κυμαίνεται κάτω από τη μονάδα, και μας αποκαλύπτει 

ένα χαρακτηριστικό της οικονομίας των Η.Π.Α, το οποίο 

διαφαίνεται και από τα παρακάτω διαγράμματα. 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.2: Η πορεία των εισροών και του προϊόντος μεταξύ των 

ετών 1957 και 2006 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.3: Οριακές παραγωγικότητες των εισροών
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1989). Εν κατακλείδι, η βάση για οικονομική μεγέθυνση των 

Η.Π.Α φαίνεται να είναι η αύξηση των παραγωγικοτήτων των 

συντελεστών παραγωγής. Η ανάλυση και η αντιμετώπιση των 

παραγόντων που οδηγούν σε μείωση παραγωγικότητας αλλά 

και η περαιτέρω αύξηση των δαπανών για έρευνα και ανάπτυξη 

φαίνεται να οδηγούν προς αυτήν την κατεύθυνση. 

 

4.2 ΑΠΟΔΟΣΕΙΣ ΚΛΙΜΑΚΑΣ 
 

Ένα άλλο σημαντικό μέγεθος που προκύπτει από την 

συνάρτηση παραγωγής είναι οι αποδόσεις κλίμακας. Για τις 

Η.Π.Α, εν προκειμένω, η παραγωγή χαρακτηρίζεται από 

αύξουσες αποδόσεις κλίμακας από 1,095 μέχρι 1,152. Mολονότι 

οι αποδόσεις κλίμακας αυξάνονται, ο ρυθμός αύξησης τους από 

το 1979 και μετά είναι συνεχώς μειούμενος. 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.4: Αποδόσεις κλίμακας 

 



57 
 

 Όσον αφορά στις αποδόσεις κλίμακας έχουν διεξαχθεί 

αρκετές έρευνες, οι περισσότερες οι οποίες καταλήγουν ότι οι 

Η.Π.Α παρουσιάζουν αύξουσες αποδόσεις κλίμακας, σε πλήρη 

αντιστοιχία με την παρούσα εργασία. Ο Levy (1989), 

χρησιμοποιώντας τριμηνιαία δεδομένα από το 1948 μέχρι το 

1983 για δύο συντελεστές παραγωγής, βρήκε ότι η οικονομία 

των ΗΠΑ παρουσιάζει αύξουσες αποδόσεις κλίμακας με 

Α.Κ=1,1. Ακόμη, οι Basu and Fernald (1997) χρησιμοποιώντας 

δεδομένα από 34 βιομηχανίες, 21 κατασκευαστικές και 13 μη 

κατασκευαστικές, οι οποίες συνιστούν τον ιδιωτικό τομέα των 

ΗΠΑ κατά την περίοδο 1959-1989, κατέληξαν στο συμπέρασμα 

ότι ενώ σε επίπεδο μίας βιομηχανίας παρουσιάζονται σταθερές 

ή φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας, σε κλαδικό επίπεδο 

εμφανίζονται αύξουσες αποδόσεις. Οι Laitner και Stolyarov 

(2003), με τη χρήση διαφόρων στατιστικών τεχνικών κατέληξαν 

ότι 1,09 ≤ 𝛢. 𝛫 ≤ 1,11. Τέλος, ο Xi Chen (2015), αξιοποιώντας 

την KLEMS βάση δεδομένων από το 1949-2001, βρήκε ότι 1,1 <

𝛢. 𝛫 < 1,6. 

Υπάρχουν, βέβαια, και κάποιες έρευνες οι οποίες δείχνουν 

ότι οι Η.Π.Α παράγουν με σταθερές ακόμη και φθίνουσες 

αποδόσεις κλίμακας. Ο Hall (1990), βρήκε ότι οι αποδόσεις 

κλίμακας είναι φθίνουσες και συγκεκριμένα έχουν τιμή ίση με 

0,3. Ακόμη, οι Basu and Fernald (1994), είχαν καταλήξει ότι οι 
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αποδόσεις κλίμακας είναι σταθερές. Επίσης, οι Oberfield and 

Raval (2014), με διακλαδικά δεδομένα από εργοστάσια 

παραγωγής κατά την περίοδο 1972-2007 και CES συνάρτηση 

παραγωγής, βρήκαν ότι η οικονομία των ΗΠΑ παράγει με 

σταθερές αποδόσεις κλίμακας. 

Συνοψίζοντας, η νευρωνική συνάρτηση παραγωγής, η 

οποία προτείνεται μέσα από αυτήν την εργασία, χαρακτηρίζεται 

από τις ιδιότητες που πρέπει να έχει μία συνάρτηση παραγωγής 

σύμφωνα με την οικονομική θεωρία. Το βασικό της 

πλεονέκτημα είναι ότι μπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε 

συνάρτηση παραγωγής. Η εφαρμογή της στην οικονομία των 

Η.Π.Α μας αποκαλύπτει στοιχεία τα οποία έρχονται σε πλήρη 

αντιστοιχία με τις περισσότερες έρευνες πάνω στην οικονομία 

των Η.Π.Α. Πρώτον, η ελαστικότητα κεφαλαίου και εργασίας 

βρίσκεται σταθερά κάτω από τη μονάδα από 0,65 μέχρι 0,9, και 

δεύτερον οι αποδόσεις κλίμακας είναι αύξουσες από 1,09 μέχρι 

1,15. Τέλος, τα επιμέρους χαρακτηριστικά των δύο μεγεθών 

δείχνουν ότι οι ασκούντες την οικονομική πολιτική θα πρέπει να 

εστιάσουν στην αύξηση της παραγωγικότητας, κυρίως του 

κεφαλαίου και της εργασίας, και θα πρέπει να δώσουν 

μεγαλύτερη βαρύτητα στις δαπάνες για έρευνα και ανάπτυξη 

μιας και η οριακή τους παραγωγικότητα συνεχίζει να αυξάνει. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

  



60 
 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 
 

Θεώρημα 2 

Επειδή X,Y είναι φραγμένα σύνολα, το L(y) θα είναι 

φραγμένο και από τις ιδιότητές του θα είναι και κλειστό. Το 

σύνολο ∪𝑖∈𝐼 𝑚𝑎𝑥{𝑦𝑖: 𝑥 ∈ 𝐿(𝑦𝑖)}, 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 είναι ένα υποσύνολο 

του 𝑌 ⊂ ℝ+
𝑀 . Κάθε κλειστό και φραγμένο υποσύνολο του 

ℝ+
𝑀 είναι συμπαγές σύνολο, οπότε το σύνολο ∪𝑖∈𝐼 𝑚𝑎𝑥{𝑦𝑖: 𝑥 ∈

𝐿(𝑦𝑖)}, 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 είναι συμπαγές. 

 

Θεώρημα 3 

Για κάθε 𝑥𝑗 ∈ ℝ+
𝑁 υπάρχει ένα 𝑦𝐽 ∈ ℝ+

𝑀 τέτοιο ώστε 

𝑓(𝑥𝑗) = 𝑦𝐽 , ∀𝑗 ∈ 𝐽, οπότε το γινόμενο 𝑥𝑗
𝑎 = ∏ 𝑥𝑖𝑗

𝑎𝑖 ∈𝑁
𝑖=1

ℝ+ , ∀𝑗 ∈ 𝐽. Ως εκ τούτου η 𝑓(𝑥𝑗) = 𝑥𝑗
𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝑗

𝛽𝜅) 𝐾
𝜅=1  είναι 

συνεχής συνάρτηση αφού η φ είναι συνεχής εξ ορισμού. 

Για να δείξουμε ότι η f δεν είναι σταθερή συνάρτηση αρκεί 

να δείξουμε ότι 

∀𝑥1𝑥2 ∈ ℝ+
𝑁 𝜇휀 𝑥1 ≠ 𝑥2, 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) 

Έστω 𝑥1𝑥2 ∈ ℝ+
𝑁, τα οποία αντιστοιχούν στα 𝑦1, 𝑦2 στο Y 

αντίστοιχα. Επειδή η φ είναι μη σταθερή συνάρτηση, ισχύει 

∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥1
𝛽𝜅)𝛫

𝜅=1 ≠ ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥2
𝛽𝜅)𝛫

𝜅=1 , το οποίο μας δείχνει, με τη 
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σειρά του , ότι: 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) και συνεπώς η f είναι μη σταθερή 

συνάρτηση. 

Η f είναι το γινόμενο δύο όρων, του 𝑥𝑎 = ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖  𝑁

𝑖=1 και του 

∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)𝐾
𝜅=1 . Ο πρώτος όρος είναι ένα πεπερασμένο 

γινόμενο πεπερασμένων πραγματικών στοιχείων, οπότε 

προφανώς είναι φραγμένος. Ο δεύτερος όρος είναι το 

πεπερασμένο γινόμενο φραγμένων συναρτήσεων, οπότε είναι 

και αυτός φραγμένος. Ως εκ τούτου, η f είναι φραγμένη. 

 

Θεώρημα 4 

Από το Θεώρημα 2, το σύνολο των συναρτήσεων 

παραγωγής είναι συμπαγές. Επίσης, από το Θεώρημα 3, οι 

συναρτήσεις της μορφής 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)𝐾
𝜅=1 , 𝛼 ∈

ℝ𝛮, 𝛼𝜅 , 𝛽𝜅 ∈ ℝ𝛫 είναι μη σταθερές, συνεχείς και φραγμένες. 

Από το Θεώρημα 1, η οικογένεια 𝐹 = {𝑓(𝑥) ∈ ℂ(ℝ𝑀): 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅), 𝑎 ∈ ℝ𝑁 , 𝑎𝜅 , 𝛽𝜅
𝐾
𝜅=1 ∈ ℝ𝛫} είναι πυκνή στον 

ℂ(𝛸) για κάθε 𝛸 ⊆∪𝑖∈𝐼 𝑚𝑎𝑥{𝑦𝑖: 𝑥 ∈ 𝐿(𝑦𝑖)}, 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁. 

 

Θεώρημα 5 

i. 𝑓(0) = 0. Επειδή η φ είναι μη σταθερή για κάθε 𝜅 ∈

{1, … , 𝛫}, 𝜑𝛼𝜅(0) = 0. Επομένως, 𝑓(0) = ∏ 0𝑎𝑖0 = 0.𝑁
𝑖=1  
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ii. Η f παίρνει πεπερασμένες τιμές για κάθε 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 

πεπερασμένο. Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ+
𝑁 

πεπερασμένο η 𝑓(𝑥) φράσσεται από κάποιο πραγματικό 

αριθμό. Επειδή, x πεπερασμένο, δηλαδή κάθε στοιχείο 

του 𝑥𝑖 του διανύσματος είναι ένας πραγματικός, θετικός 

αριθμός, θα ισχύει ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖  𝑁

𝑖=1 = 𝛫, ό𝜋𝜊𝜐 𝛫 ∈ ℝ+. Η f εξ’ 

ορισμού, είναι φραγμένη, δηλαδή υπάρχει 𝛭 > 0 τέτοιο 

ώστε 𝜑(𝑥) ≤ 𝑀, ∀𝑥 ∈ ℝ+
𝑁. Άρα η 𝑓(𝑥) ≤ 𝐾𝑀. 

iii. Έστω 𝑥′ ≥ 𝑥 ⇒ 𝑥′
𝑖 ≥ 𝑥𝑖∀ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑁}. Αν 𝛼𝜄 ≥ 0 ∀ 𝑖 ∈

{1, … , 𝑁} τότε ∏ 𝑥′𝑖
𝑎𝑖 ≥ ∏ 𝑥𝑖

𝑎𝑖  𝑁
𝑖=1  𝑁

𝑖=1 . Επειδή η φ είναι 

αύξουσα και 𝛼𝜅 , 𝛽𝜅 ≥ 0 ∀ 𝜅 ∈ {1, … , 𝛫}, η f θα είναι 

αύξουσα ως γινόμενο δύο αυξουσών συναρτήσεων. 

iv. Έστω 𝑥 ≥ 0 𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝜆𝑥) > 0. 𝛵ό𝜏휀  

lim
𝜆→∞

𝑓(𝜆𝑥) = lim
𝜆→∞

∏ 𝜆𝛼𝑖𝑥𝑖
𝑎𝑖

𝛮

𝑖=1

∏ 𝜑𝛼𝜅(𝜆𝑥𝛽𝜅)

𝛫

𝜅=1

= lim
𝜆→∞

∏ 𝜆𝛼𝑖𝑥𝑖
𝑎𝑖

𝛮

𝑖=1

𝛭𝛫 = 𝛭𝛫 lim
𝜆→∞

∏ 𝜆𝛼𝑖𝑥𝑖
𝑎𝑖

𝛮

𝑖=1

= 𝛭𝛫 lim
𝜆→∞

∏ 𝜆𝛼𝑖

𝛮

𝑖=1

∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

= 𝛭𝛫 ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖 lim

𝜆→∞
∏ 𝜆𝛼𝑖

𝛮

𝑖=1

= ∞

𝑁

𝑖=1

. 

Επειδή η φ είναι φραγμένη από κάποιο πραγματικό, 

θετικό αριθμό, έστω Μ. 

v. Είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 
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vi. Αρκεί να δείξουμε ότι 𝑓((1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑧) ≥ min {𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)}. 

Επειδή η φ είναι οιονεί κοίλη για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑁 ισχύει 

∏ 𝜑𝛼𝜅(((1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑧)𝛽𝜅) ≥ min {∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)𝐾
𝜅=1 , ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑧𝛽𝜅)𝐾

𝜅=1 }𝐾
𝜅=1 . 

Άρα  

𝑓((1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑧)

= ∏((1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑧)𝛼𝑖  

𝑁

𝑖=1

∏ 𝜑𝛼𝜅(((1 − 𝜃)𝑥

𝐾

𝜅=1

+ 𝜃𝑧)𝛽𝜅)

≥ min {𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)

𝐾

𝜅=1

, 𝑧𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑧𝛽𝜅)

𝐾

𝜅=1

}

= min{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑧)}. 

vii. Έστω 𝑢 = max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} , 𝑢 ∈ ℝ+
𝑀, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+

𝑁 . 

Από ομογένεια της f έχουμε ότι 𝑓 (
𝑢

𝑓(𝑥)
𝑥) ≥ 𝑢, 𝑓(

𝑢

𝑓(𝑦)
𝑦) ≥

𝑢. 

Από οιονεί κοιλότητα της f, με 𝜃 =
𝑓(𝑦)

𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)
  έχουμε ότι 

𝑓 ((1 − 𝜃)
𝑢

𝑓(𝑥)
𝑥 +

𝑢

𝑓(𝑦)
𝑦) ≥ min {𝑓 (

𝑢

𝑓(𝑥)
𝑥) , 𝑓 (

𝑢

𝑓(𝑦)
𝑦)}

= 𝑢 ⇒ 𝑓 (
(𝑥 + 𝑦)

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
) ≥ 𝑢 (1) 

 

Από ομογένεια της f έχουμε ότι 

 𝑓 (
(𝑥+𝑦)

𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)
) ≤

𝑢

𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)
𝑓(𝑥 + 𝑦) (2) 

 

Από (1), (2) έχουμε ότι 
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𝑢 ≤
𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑢

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
⇒ 𝑓(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦). 

Πρόταση 1 

Ο λογαριθμικός μετασχηματισμός της νευρωνικής συνάρτησης 

παραγωγής  

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 ∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅), 𝑎 ∈ ℝ𝑁 , 𝑎𝜅 , 𝛽𝜅

𝐾

𝜅=1

∈ ℝ𝛫  

θα είναι 

𝑙𝑛𝑓(𝑥) = ln (∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖  

𝑁

𝑖=1

) + ln [∏ 𝜑𝛼𝜅(𝑥𝛽𝜅)

𝐾

𝜅=1

]

= ∑ 𝑎𝑖𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑ 𝛼𝜅𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)

𝛮

𝑖=1

𝛫

𝜅=1

 

 

 

Πρόταση 2 

Η παράγωγος της 𝑙𝑛𝑓(𝑥) ως προς τον λογάριθμο μιας εισροής 

𝑥𝑛 είναι 

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
= 𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅 

Αντίστοιχα, για τον λογάριθμο της εισροής 𝑥𝑧 
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𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧
= 𝑎𝑧 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅 

Οπότε ο ΟΛΤΥ θα είναι ο λόγος των δύο εισροών 

𝛰𝛬𝛵𝛶 =
𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾
𝜅=1 𝛽𝜅

𝑎𝑧 + ∑ 𝑎𝜅
𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾
𝜅=1 𝛽𝜅

 

Πρόταση 3 

Ο τύπος της ελαστικότητας τεχνικής υποκατάστασης μίας 

συνάρτησης παραγωγής χρησιμοποιώντας μερικές 

παραγώγους είναι ο εξής: 

𝜎 =

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

(𝑙𝑛𝑥𝑛
𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
+ 𝑙𝑛𝑥𝑧

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

)

𝑙𝑛𝑥𝑛𝑙𝑛𝑥𝑧(
𝜕2𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
2 (

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

)
2

− 2
𝜕2𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

+
𝜕2𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧
2 (

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

)
2 

 

Ο αριθμητής του κλάσματος, εφαρμόζοντας την νευρωνική 

συνάρτηση παραγωγής, θα είναι ο: 

(𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅) (𝑎𝑧

+ ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅) [𝑙𝑛𝑥𝑛 (𝑎𝑛

+ ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅)

+ 𝑙𝑛𝑥𝑧 (𝑎𝑧 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅)] 
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Η δεύτερη παράγωγος της 𝑙𝑛𝑓(𝑥) ως προς τον λογάριθμο της 

εισροής 𝑥𝑛 είναι: 

𝜕2𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
2 = ∑ 𝛼𝜅𝛽𝜅

2
𝜕2𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
2

𝐾

𝜅=1

 

Και η σταυροειδής παράγωγος της 𝑙𝑛𝑓(𝑥) ως προς τον 

λογάριθμο της εισροής 𝑥𝑛  και μετά ως προς τον λογάριθμο της 

εισροής 𝑥𝑧 είναι η: 

𝜕2𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧
= ∑ 𝛼𝜅𝛽𝜅

2
𝜕2𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝛫

𝜅=1

 

 

Οπότε, ο παρονομαστής του κλάσματος θα είναι: 

𝑙𝑛𝑥𝑛𝑙𝑛𝑥𝑧 {∑ 𝛼𝜅𝛽𝜅
2 [

𝜕2𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)
𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛
2 (𝑎𝑧 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅)

2𝛫

𝜅=1

+
𝜕2𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧
2 (𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)
𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅)

2

− 2
𝜕2𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧
(𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)
𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅) (𝑎𝑧

+ ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)
𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑧

𝐾

𝜅=1

𝛽𝜅)]} 
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Πρόταση 3 

Από τον Ορισμό 5, η ελαστικότητα κλίμακας ισούται με το 

βαθμό ομογένειας της συνάρτησης, οπότε: 

𝛢. 𝛫 = ∑

𝜕𝑙𝑛𝑓(𝑥)
𝜕𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑙𝑛𝑓(𝑥)

𝑁

𝑖=1

= ∑
(𝑎𝑛 + ∑ 𝑎𝜅

𝜕𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮
𝑖=1

𝜕𝑙𝑛𝑥𝑛

𝐾
𝜅=1 𝛽𝜅)𝑙𝑛𝑥𝑖

∑ 𝑎𝑖𝑙𝑛𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1 + ∑ 𝛼𝜅𝑙𝑛𝜑(𝛽𝜅 ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖)𝛮

𝑖=1
𝛫
𝜅=1

𝑁

𝑖=1
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