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Πρόλογος

Ο σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η παρουσίαση νέων και

αποτελεσματικών αλγορίθμων εκμάθησης πολλαπλοτήτων που βρίσκουν εφαρ-

μογή στη Βιολογία, την Ιατρική και συναφείς επιστήμες και η ανάδειξη της

χρησιμότητάς τους στο πεδίο της ανάλυσης μικροσυστοιχιών γονιδίων (mi-
croarray analysis). Για την επίτευξη του σκοπού αυτού, αρχικά γίνεται μια

σύντομη επισκόπηση του ορισμού της εκμάθησης πολλαπλοτήτων και παρουσία-

ση κάποιων από τους πιο αντιπροσωπευτικούς και ευρέως χρησιμοποιούμενους

αλγορίθμους της, εμβαθύνοντας σε αποδείξεις- μαθηματικές και διαισθητικές.

Στη συνέχεια, περιγράφουμε τον τρόπο χρήσης αυτών των αλγορίθμων στην

εξόρυξη δεδομένων, πρώτα παραθέτοντας ένα απλό παράδειγμα από τον χώρο

των μαθηματικών και κάνοντας μία σύντομη σύγκριση της αποδοτικότητας με-

ρικών από αυτούς. Στο δεύτερο μέρος επικεντρωνόμαστε στην τεχνολογία και

την ανάλυση των μικροσυστοιχιών γονιδιακής έκφρασης. Δίνεται μία σύντομη

περιγραφή των βιολογικών διαδικασιών στις οποίες βασίζεται η τεχνολογία μι-

κροσυστοιχιών. Οι πληροφορίες αυτές είναι απαραίτητες σε έναν αναγνώαστη,

μη εξοικειωμένο με τον χώρο της Βιολογίας, ώστε να μπορεί να κατανοήσει σε

μεγαλύτερο βαθμό τη συνέχεια της εργασίας. Επιπλέον, γίνεται- για λόγους

πληρότητας- μια λεπτομερής αναφορά τόσο στην τεχνολογία και στον τρόπο

κατασκευής μιας μικροσυστοιχίας γονιδιακής έκφρασης (η οποία είναι πολύ ε-

ξειδικευμένη και μπορεί να παραληφθεί), όσο και στην μαθηματική επεξεργασία

που πρέπει να εφαρμοστεί στα δεδομένα ώστε να είναι ικανά να παρέχουν κατά το

δυνατόν ακριβέστερα αποτελέσματα, όταν τα αναλύσουμε με κάποιον αλγόριθ-

μο αναγωγής μεγάλης κλίμακας. Επικεντρωνόμαστε στις μικροσυστοιχίες της

Affymetrix, της οποίας χρησιμοποιούμε το πρωτόκολλο στο πειραματικό μέρος

της εργασίας. Το τελευταίο κεφάλαιο βασίζεται στη δημοσίευση των Dawson,
Rodriguez και Malyj (Dawson et al. 2005). Με την αναπαραγωγή ενός μέρους

των αποτελεσμάτων των τελευταίων, αποδεικνύεται πως ο αλγόριθμος Isomap-
όπως αυτός εφαρμόζεται σε μία τέτοια μικροσυστοιχία- μπορεί να ανταποκρι-

θεί άψογα στην πρόκληση της ανακάλυψης υποκείμενων δομών στα βιολογικά

δεδομένα. Με άλλα λόγια, γίνεται σαφές οτι ο Isomap αποτελεί έναν αποτε-

λεσματικό αλγόριθμο αναγωγής δεδομένων μεγάλης κλίμακας, ο οποίος μπορεί
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να αποδειχτεί ένα ισχυρό εργαλείο στην ανάλυση βιολογικών/ιατρικών δεδο-

μένων. Παραθέτουμε, τέλος, παράρτημα που περιλαμβάνει κάποιες παραπάνω

πληροφορίες για τους αλγόριθμους που αναφέρονται ακροθιγώς στην εργασία

και τη σχετική βιβλιογραφία σε αλφαβητική σειρά.
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Abstract

The purpose of this study is to present new and effective manifold learn-
ing algorithms that can be applied in Biology, Medicine and related science
fields and to highlight their utility in the field of microarray analysis. To
achieve this goal, in the first part, we give the definition of the manifold
and we present some of the most famous and frequently used linear (PCA,
MDS) and non-linear (LLE, Isomap , Spectral Clustering , Diffusion Maps)
dimensionality reduction methods. In order to gain insight to the core of
dimensionality reduction methods, we also give both intuitive and mathe-
matical proof for some of them. Furthermore, we compare their efficiency by
applying them on the Swiss roll benchmark problem. In the second part, we
focus on the technology and the analysis of gene expression microarrays. We
use Affymetrix’ s GeneChip® microarrays and shortly describe their con-
struction method. We give little biological information, which is essential to
a reader unfamiliar with the field of Biology, in order to be able to deeply
understand the rest of this study. We describe the entire process, from the
manufacture of the chip until the export of the raw intensity values, which
are to be analyzed. Moreover, we reproduce the results step by step of such
an experiment with the Isomap algorithm, proving that it can perfectly re-
spond to the challenge of finding interesting structures in big biological data
sets and provide important and essential information about the importance
of those structures in different biological procedures. In this way, the Isomap
algorithm is proved to be one of the most effective algorithms for the analysis
of large data sets, such as gene expression microarrays. In the end of this
paper, one can find the relevant bibliography.
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Εισαγωγή

Η εκμάθηση πολλαπλοτήτων (manifold learning) είναι μία από τις πιο ευρέως

χρησιμοποιούμενες μεθόδους ανάλυσης δεδομένων που χρησιμοποιείται για την

ακριβή ομαδοποίηση των δεδομένων μεγάλης κλίμακας. Αποτελεί ένα σημαντι-

κό πρόβλημα σε μια μεγάλη ποικιλία τομέων επεξεργασίας πληροφοριών (in-
formation processing) όπως η αναγνώριση προτύπων (pattern recognition),
η συμπίεση δεδομένων (data compression) και η μηχανική μάθηση (machine
learning). Σε πολλές περιπτώσεις τα διανύσματα δεδομένων (μετρήσεις) είναι

πολύ μεγάλων διαστάσεων, αλλά μπορεί να έχουμε λόγο να πιστεύουμε οτι τα

δεδομένα βρίσκονται κοντά σε μία μικρότερης διάστασης πολλαπλότητα (man-
ifold). Με άλλα λόγια, μπορεί να πιστεύουμε πως τα μεγάλων διαστάσεων

δεδομένα είναι πολλαπλές, έμμεσες μετρήσεις μιας υποκείμενης πηγής, η οποία

κατά κανόνα, δεν μπορεί να μετρηθεί απευθείας. Το να γνωρίσουμε μία μικρών

διαστάσεων πολλαπλότητα από μεγάλης κλίμακας δεδομένα, είναι στην ουσία η

κατανόηση της υποκείμενης πηγής. Η αναγωγή δεδομένων μεγάλης κλίμακας

(dimensionality reduction) μπορεί να θεωρηθεί ως η διαδικασία άντλησης ενός

συνόλου βαθμών ελευθερίας που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την αναπα-

ραγωγή του μεγαλύτερου μέρους της μεταβλητότητας ενός συνόλου δεδομένων

(data set). Οι τεχνικές εκμάθησης πολλαπλοτήτων μπορούν να χρησιμοποιη-

θούν με διάφορους τρόπους, όπως:

• Αναγωγή δεδομένων μεγάλης κλίμακας: παραγωγή μιας συμπαγούς χα-

μηλής διάστασης κωδικοποίησης ενός μεγάλης διάστασης συνόλου δεδο-

μένων.

• Οπτικοποίηση δεδομένων: «μετάφραση» ενός δεδομένου συνόλου δεδο-

μένων ως προς τους βαθμούς ελευθερίας, συνήθως σαν υποπροϊόν της

αναγωγής μεγάλων δεδομένων.

• Προεπεξεργασία για επιβλεπόμενη μάθηση(supervised learning).

• Απλοποίηση, μείωση και εκκαθάριση δεδομένων για μεταγενέστερη επι-

βλεπόμενη μάθηση.

11



Αυτή η διαδικασία επεξεργασίας και ανάλυσης των δεδομένων μπορεί να προ-

σφέρει τη δυνατότητα σε ερευνητές άλλων επιστημονικών κλάδων(βιολόγων,

ιατρών, στατιστικολόγων, φυσικών κλπ) να αποκτήσουν μία πιο ολοκληρωμένη

εποπτεία της εγγενούς δομής των δεδομένων και να τους βοηθήσουν στην πε-

ραιτέρω ανάλυσή τους στο μέτρο και για τους σκοπούς που επιβάλλει ο δικός

τους τομέας εξειδίκευσης.

΄Ενα πιο συγκεκριμένο παράδειγμα τέτοιας μορφής δεδομένων μεγάλης κλίμα-

κας που προερχεται από τον χώρο της Βιοπληροφορικής, αποτελούν τα σύνολα

δεδομένων μικροσυστοιχιών (microarrays). Πρόκειται για μια μεγάλη πηγή γε-

νετικών δεδομένων, η οποία, μετά από κατάλληλη ανάλυση, θα μπορούσε να

ενισχύσει την κατανόηση των βιολογικών διεργασιών και να βοηθήσει στην

εξέλιξη κλάδων όπως η ιατρική και η φαρμακευτική . Οι μικροσυστοιχίες γο-

νιδιακής έκφρασης αποτελούν μία δοκιμασία που μετρά τα επίπεδα έκφρασης

δεκάδων χιλιάδων γονιδίων παράλληλα σε ένα μόνο τσιπ. Οι μικροσυστοιχίες

μπορούν να κατασκευαστούν από μια πολύ μικρή ποσότητα ενός βιολογικού

δείγματος, επιτρέποντας έτσι, έναν πειραματικό σχεδιασμό που περιλαμβάνει

πολλές ομάδες δειγμάτων, επαναλήψεις, πυκνές χρονοσειρές, και δείγματα που

συλλέγονται σε υψηλή διακριτότητα από διάφορες ανατομικές θέσεις. Σήμερα,

το κόστος των μικροσυστοιχιών είναι ο κύριος παράγοντας που περιορίζει τον

αριθμό των δειγμάτων που μπορούν να εξεταστούν σε ένα συγκεκριμένο πε-

ίραμα. Με την ευρεία χρήση των μικροσυστοιχιών στη βασική έρευνα και την

αυξανόμενη χρήση τους στην ιατρική διάγνωση, οι ερευνητές των τομέων αυτών

προβλέπουν τη μείωση του κόστους των τσιπς που θα οδηγήσει σε περισσότερες

μελέτες που θα κάνουν χρήση εκατοντάδων, αν όχι χιλιάδων δειγμάτων. Αυτή

η επέκταση του μεγέθους του δείγματος θα προσφέρει στους ερευνητές μία κα-

λύτερη επίγνωση των βιολογικών διαδικασιών, όπως αυτές αντανακλώνται σε

χρονικά, χωρικά και λειτουργικά μοτίβα σε σύνολα δεδομένων μικροσυστοιχιών.

Για να αποκαλυφθούν αυτά τα μοτίβα, διάφοροι τύποι των τεχνικών αναγνώρι-

σης προτύπων και ομαδοποίησης έχουν αναπτυχθεί και προσαρμοστεί για την

κάλυψη των αναγκών της ανάλυσης δεδομένων μικροσυστοιχιών.

Οι βιολογικές διαδικασίες καθορίζονται από το γενετικό προφίλ του κάθε ορ-

γανισμού και των πολλαπλών περιβαλλοντικών μεταβλητών. Ωστόσο, η αλληλε-

πίδραση μεταξύ αυτών των παραγόντων είναι εγγενώς μη-γραμμική (Nicholson
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et al. 2004). Οι βάσεις δεδομένων μικροσυστοιχιών αποτελούν μία αναπαράστα-

ση των μη γραμμικών αλληλεπιδράσεων ανάμεσα στα ίδια τα γονίδια, αλλά και

μεταξύ γονιδίων και περιβαλλοντικών παραγόντων. Ακόμα περισσότερες με-

λέτες μικροσυστοιχίας χρησιμοποιούν γραμμικές μεθόδους για την ερμηνεία

μη-γραμμικών δεδομένων. Μια προσέγγιση για μείωση των διαστάσεων που

μπορούν να λάβουν υπόψη την ενδεχόμενη μη- γραμμικότητα των δεδομένων

βασίζεται στην υπόθεση ότι τα δεδομένα (γονίδια ενδιαφέροντος) βρίσκονται σε

μία εμφυτευμένη (embedded), μη γραμμική πολλαπλότητα που έχει χαμηλότερη

διάσταση από τον χώρο των ακατέργαστων δεδομένων και βρίσκεται μέσα σε

αυτόν. Αλγόριθμοι που βασίζονται στην εκμάθηση πολλαπλοτήτων έχουν καλή

απόδοση όταν προκειται για ένα τεχνητά κατασκευασμένο σύνολο δεδομένων

υψηλής διάστασης. Αν και κάθε σημείο ορίζεται από χιλιάδες μεταβλητές, μπο-

ρεί να χαρακτηριστεί με ακρίβεια λαμβάνοντας υπ’όψιν μόνο μερικές από αυτές.

Σε ορισμένες μελέτες δείγματα έχουν ληφθεί από μία χαμηλών διαστάσεων

πολλαπλότητα εμφυτευμένη σε ένα χώρο υψηλής διάστασης (Staunton et al.
2001).

Μια συνηθισμένη εργασία για την ανάλυση μεγάλων συνόλων δεδομένων

μικροσυστοιχιών είναι η ταξινόμηση του δείγματος με βάση τα πρότυπα γονι-

διακής έκφρασης. Αυτή η διαδικασία μπορεί να διαιρεθεί σε δύο βήματα: την

πρόβλεψη κλάσης (class prediction) και την ανακάλυψη κλασης (class discov-
ery). Κατά τη διάρκεια της πρόβλεψης της κλάσης τα δείγματα ταξινομούνται

σε προκαθορισμένες κατηγορίες. Αντίθετα, η ανακάλυψη κλάσεων αφορά στην

εύρεση νέων κλάσεων στο δείγμα. Για παράδειγμα, όταν οι συστοιχίες γονιδια-

κής έκφρασης χρησιμοποιούνται για την ταξινόμηση του καρκίνου, η πρόβλεψη

κλάσεων ταξινομεί τα δείγματα όγκων σε προϋπάρχουσες ομάδες κακοηθειών,

ενώ η ανακάλυψη κλάσης αποκαλύπτει προηγουμένως άγνωστους υποτύπους

καρκίνου (Golub et al. 1999). Οι υποτύποι του όγκου μπορεί να έχουν δια-

φορετικές κλινικές μορφές, να αντιδρούν διαφορετικά σε ορισμένα φάρμακα,

και να απαιτούν περισσότερο ή λιγότερο επιθετική χειρουργική και ραδιολογική

θεραπεία. Η ανακάλυψη κλάσεων μπορεί επίσης να αποκαλύψει άγνωστες διαδι-

κασίες στη βιολογία του καρκίνου και να καθορίσει πιο συγκεκριμένες ενδείξεις

για ορισμένα φάρμακα. Ειδικά φάρμακα που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για

να στοχεύουν συγκεκριμένους υποτύπους όγκου ανακαλύφθηκαν πρόσφατα με
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τη χρήση παρόμοιων τεχνολογιών, διευκολύνοντας έτσι τον φαρμακογονιδιω-

ματικό σχεδιασμό και την ανάπτυξη φαρμάκων. Οι στόχοι αυτοί θα γίνουν

σύντομα εφικτοί με τα αποτελέσματα από τις μελέτες των μικροσυστοιχιών που

χρησιμοποιούν μεγάλα δείγματα. Η πρόβλεψη και η ανακάλυψη κλάσεων με τη

χρήση μεγάλων συνόλων δεδομένων θα απαιτήσει την αξιολόγηση, την προσαρ-

μογή και την ανάπτυξη ισχυρών μαθηματικών, στατιστικών και υπολογιστικών

εργαλείων.

Πολλά πειράματα μικροσυστοιχιών έχουν σχεδιαστεί για τη διερεύνηση των

γενετικών μηχανισμών του καρκίνου, και έχουν εφαρμοστεί αναλυτικές προσεγ-

γίσεις για την ταξινομηση διάφορων τύπων καρκίνου ή για τη διάκριση μεταξύ

καρκινικών και μη-καρκινικών ιστών. Ωστόσο, οι μικροσυστοιχίες είναι σύνο-

λα δεδομένων μεγάλων διαστάσεων με υψηλά επίπεδα θορύβου, γεγονός που

προκαλεί προβλήματα κατά τη χρήση μεθόδων μηχανικής εκμάθησης (machine
learning). Μια δημοφιλής προσέγγιση σε αυτό το πρόβλημα είναι η αναζη-

τηση μιας σειράς από χαρακτηριστικά που θα απλοποιήσουν τη δομή και σε

κάποιο βαθμό θα αφαιρέσουν το θόρυβο από τα δεδομένα. Αρκετοί μαθημα-

τικοί αλγόριθμοι και υπολογιστικές μεθόδοι έχουν εφαρμοστεί στην πρόβλεψη

και ανακάλυψη κλάσεων σε μεγάλα σύνολα δεδομένων γονιδιακής έκφρασης. Οι

μέθοδοι που χρησιμοποιούνται πιο συχνά βασίζονται σε τεχνικές ομαδοποίησης

όπως:

• Ιεραρχική Συσταδοποίηση (HC Hierarchical Clustering)(Eisen et al. 1998).
Η HC χρησιμοποιήθηκε για χρονική ταξινόμηση σε συνδυασμό με την

ανάλυση Fourier για την ανίχνευση γονιδίων που συσχετίζονται με πε-

ριοδικές αλλαγές στα συγχρονισμένα κύτταρα S. cerevisiae (Spellman
et al. 1998). Η HC εφαρμόστηκε επίσης στην ταξινόμηση του καρκίνου

(π.χ.ταξινόμηση του καρκίνου του μαστού) (Perou et al. 2000).

• Μη δομημένη συσταδοποίηση k-μέσων (unstructured k-means cluster-
ing)(Tavazoie et al. 1999),

• Αναζήτηση συγγενών ομάδων (CAST: Cluster Affinity Search) (Ben-
Dor et al. 1999),

• Ασαφής συσταδοποίηση c-μέσων (fuzzy c-means clustering) (Wang et al.
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2003),

• Αμφίδρομη ομαδοποίηση (two-way clustering)(Alon et al. 1999) που χρη-

σιμοποιηθηκε για την ανάλυση των αλληλεπιδράσεων φαρμάκων-όγκου

(Scherf et al. 2000).

• Χάρτες αυτο-οργάνωσης (SOM: Self- Organizing Maps) είναι μια άλλη

τεχνική που είναι κατάλληλη για διερευνητική ανάλυση των δεδομένων.

Σε αντίθεση με την HC, η SOM δεν επιβάλλει μια στέρεη δομή στα δεδο-

μένα (Tamayo et al. 1999). Η χρησιμότητα των SOM αποδείχθηκε στην

ταξινόμηση της λευχαιμίας, χρησιμοποιώντας μια σταθμισμένη διαδικασία

εκλογής (weighted voting procedure)(Golub et al. 1999)].

• Η σταθμισμένη ταξινόμηση εκλογής χρησιμοποιήθηκε επίσης για την πρόβλε-

ψη της χημειοευαισθησίας της συλλογής όγκων NCI-60 (Staunton et al.
2001) και ανθρώπινων καρκίνων του μαστού (Perou et al. 2000).

Οι μέθοδοι με επίβλεψη, όπως η γραμμική διακριτική ανάλυση του Fisher( Fish-
er’s linear discriminant analysis), έχουν το πλεονέκτημα ότι οι κλάσεις του

δείγματος ορίζονται συνήθως με βάση κάποιον άλλον «χρυσό κανόνα» (π.χ.,

γνώσεις που προέρχονται από της ιστολογία, την κλινικη έκβαση πειραμάτων,

τον χρόνο επιβίωσης, κλπ). Στην επιβλεπόμενη ταξινόμηση (sypervised clas-
sification), η επιλογή των ταξινομητών βασίζεται συχνά σε άλλες θεωρήσεις,

π.χ., γονίδια που παίζουν ρόλο στον παθομηχανισμό μιας ορισμένης ασθένειας ή

εκφράζονται σε ένα συγκεκριμένο ιστό. Αυτές οι μέθοδοι ¨εμπλουτισμού’ μπο-

ρούν να βελτιώσουν την ισχυρότητα της πρόβλεψης κλάσης και να μειώσουν τον

αριθμό δειγμάτων που απαιτούνται για την ανάπτυξη ενός μοντέλου πρόβλεψης.

Ωστόσο εισάγουν επίσης μεροληψία (bias) που μπορεί να οδηγήσει σε υπερβο-

λικό χειρισμό, γεγονός που εγκυμονεί τον κίνδυνο μιας ενδεχόμενης αποτυχίας

ανακάλυψης μη αναμενόμενων/άγνωστων κλάσεων που μπορεί να υπάρχουν στο

δείγμα και θα μπορούσαν να προσφέρουν περισσότερες πληροφορίες γι’ αυτό.

Κάποιες μέθοδοι μείωσης διάστασης με επίβλεψη είναι:

• Μηχανές Διανυσμάτων Υποστήριξης (SVM Support Vector Machines):
έχει το πλεονέκτημα ότι δεν κάνει υποθέσεις σχετικά με την κατανομή
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των δεδομένων (Brown et al. 2000). Η SVM δοκιμάστηκε σε σύνολα

δεδομένων για καρκίνο των ωοθηκών, λευχαιμία, και όγκων του παχέος

εντέρου (Furey et al. 2000) και αποδείχθηκε επίσης ότι είναι χρήσιμη για

την ταξινόμηση καρκίνου που ανήκει σε πολλές κλάσεις (Ramaswamy
et al. 2001, Su et al. 2001, Yeang et al. 2001).

• Τεχνητά νευρωνικά δίκτυα (ANN :Artificial neural networks): μια άλ-

λη μέθοδος μηχανικής μάθησης που χρησιμοποιήθηκε για να ταξινομήσει

αδιαφοροποίητα κακοήθη κύτταρα( μικροκυτταρικοί όγκοι με σφαιρικά α-

διαφοροποίητα κύτταρα που βάφονται με μπλε στη χρώση αιματοξυλίνης-

ηωσίνης. SRBCT: small round blue-cell tumors) (Khan et al. 2001).

• Δένδρο συγκομιδής (Harvesting tree), εφαρμόστηκε πρόσφατα για τα

δεδομένα γονιδιακής έκφρασης (Hastie et al. 2001). Σε αντίθεση με

αυτές τις πολύπλοκες διαδικασίες, πολύ απλούστεροι ταξινομητές μπορούν

επίσης να έχουν εξίσου καλή απόδοση σε ορισμένα σύνολα δεδομένων.

• Τα πλησιέστερα συρρικνωμένα κεντροειδή (nearest shrunken centroids):
Εφαρμόστηκε σε κύτταρα SRBCT και λευχαιμίες (Tibshirani et al. 2002).
Οι μέθοδοι μείωσης διάστασης είναι χρήσιμες για την πρόβλεψη της υπο-

κείμενης πραγματικής διάστασης ενός συνόλου δεδομένων μικροσυστοι-

χιών και μειώνουν τον αριθμό των μεταβλητών που δίνονται ως είσοδοι

σε οποιαδήποτε από τις διαδικασίες ταξινόμησης.

• Η πολυδιάστατη κλιμάκωση (MDS: MultiDimensional Scaling) Χρησι-

μοποιήθηκε για την ταξινόμηση του κυψελιδικόύ ραβδομυοσρκώματος

(Khan et al. 1998), κακοήθων δερματικών μελανώματων (Bittner et al.
2000), και καρκίνων του μαστού (Hedenfalk et al. 2001).

• Η πιο ευρέως χρησιμοποιούμενη προσέγγιση για να χαρακτηρίσει την ε-

ξόρυξη είναι η ανάλυση κύριων συνιστωσών (PCA: Principal Compo-
nents Analysis), η οποία προϋποθέτει ένα πολυμεταβλητό Γκαουσσιανό

μοντέλο δεδομένων, χρησιμοποιήθηκε για την οπτικοποίηση χαρτών γο-

νιδιακής έκφρασης της ανάπτυξης του κεντρικού νευρικού συστήματος

(ΚΝΣ) (Wen et al. 1998) και την ταξινόμηση όγκων του ΚΝΣ σε έμβρυα

(Pomeroy et al. 2002).
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• Η πιθανολογική PCA (Probabilistic PCA): αποτελεί μια μέθοδο ενσω-

μάτωσης βιολογικών υποθέσεων εργασίας σε μοντέλα γραμμικών συντε-

λεστών και εφαρμόστηκε πρόσφατα σε δύο σύνολα δεδομένων μικροσυ-

στοιχιών ζυμομηκύτων (Girolami & Breitling 2004).

• Η αποσύνθεση ιδιαζουσών τιμών (SVD: Singular Value Decomposition),
εφαρμόστηκε σε όγκους μαλακών ιστών (Nielsen et al. 2002), στον κυτ-

ταρικο κύκλο του S. Cerevisiae (ζυμομήκυτας), και σύνολα δεδομένων

και ινοβλάστες που προέρχονται από ορό αίματος (Holter et al. 2000,
2001).

• Η γενικευμένη SVD (GSVD: generalized SVD) αναπτύχθηκε για να εξα-

χθούν πρότυπα γονιδιακής έκφρασης δύο διαφορετικών οργανισμών που

είναι κοινά και συγκρίσιμα (Alter et al. 2003). ΄Ολες αυτές οι γραμμικές

μέθοδοι είναι εγγενώς ευαίσθητες σε ακραίες και σε μη διαθέσιμες τιμές,

και σε κατανομές διαφορετικές από την κανονική.

• Μια παραλλαγή της SVD, η ισχυρή SVD (rSVD: robust SVD), ανα-

πτύχθηκε πρόσφατα για την ελαχιστοποίηση της επίδρασης αυτών των

αλλοιώσεων στο σύνολο δεδομένων (Liu et al. 2003).

Η Sammon χαρτογράφηση (Sammon mapping), μια μη γραμμική μέθοδος χαρ-

τογράφησης (Sammon 1969) ενσωματώθηκε στο πακέτο multiv της R καθώς

και λογισμικό διερευνητικής ανάλυσης και επεξεργασίας των δεδομένων γονι-

διακής έκφρασης, όπως το ENGENE (De La Nava et al. 2003).
Μια συχνά χρησιμοποιούμενη μέθοδος για την εξεύρεση μιας κατάλληλης

πολλαπλότητας, έχει εφαρμοστεί για την αντιμετώπιση παρόμοιων ζητημάτων.

Ο Isomap (Tenenbaum et al. 2000), μια μη γραμμική τεχνική μείωσης διάστα-

σης που αρχικά είχε σχεδιαστεί για την επίλυση κλασικών προβλήματων της

αναγνώρισης προτύπων, όπως η οπτική αντίληψη και η αναγνώριση γραφικού

χαρακτήρα, που έχει ως στόχο την προβολή των δεδομένων από ένα υψηλότε-

ρο διαστάσεων χώρο σε έναν άλλον, μικρότερης διάστασης έχει εφαρμοστεί.

Ο συγκεκριμένος αλγόριθμος κατασκευάζει την πολλαπλότητα ενώνοντας κάθε

σημείο μόνο με τους κοντινότερους γείτονές του. Οι αποστάσεις μεταξύ των
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σημείων τότε λαμβάνονται μέσω των γεωδαισιακών αποστάσεων του γραφήμα-

τος που προκύπτει.

• Ο Isomap (Tenenbaum et al. 2000) εφαρμόστηκε πρόσφατα στην ανα-

κάλυψη βιολογικά σχετικών δομών στις μικροσυστοιχίες cDNA(Nilsson
et al. 2004). ΄Εχει, επίσης, εφαρμοστεί στην ανάλυση δύο συνόλων δεδο-

μένων μικροσυστοιχιών καρκίνου του μαστού και πρωτεομικών φασμάτων

καρκίνου του προστάτη και αποδείχτηκε ότι ξεπέρασε σταθερά την PCA
στην αποκάλυψη βιολογικά σχετιζόμενων χαμηλών διαστάσεων δομών σε

σύνολα δεδομένων μεγάλης κλίμακας. Οι Nilsson et al. ανεξαρτητα α-

πέδειξαν την χρησιμότητα του Isomap χρησιμοποιώντας ένα λέμφωμα και

μια cDNA μικροσυστοιχία που αντιστοιχούσε σε ένα σύνολο δεδομένων

αδενοκαρκίνωματος του πνεύμονα (Nilsson et al. 2004).

• Πολλές παραλλαγές του Isomap έχουν επίσης χρησιμοποιηθεί. Για πα-

ράδειγμα οι Balasubramanian και Schwartz (Balasubramanian & Schwartz
2002) παρουσίασαν μία εκδοχή ενός συνεκτικού δέντρου η οποία διαφέρει

στον τρόπο κατασκευής του γράφου γειτνίασης. Τα k-κοντινότερα σημε-

ία βρέθηκαν κατασκευάζοντας ένα ελάχιστο γεννητικό δένδρο κάνοντας

χρήση μιας υπερσφαίρας(δηλ, ενός συνόλου σημείων που βρίσκονται σε

μία συγκεκριμένη απόσταση από ένα δεδομένο σημείο, το κέντρο της)

ακτίνας ε. Ο Isomap έχει δοκιμαστεί σε δεδομένα μικροσυστοιχιών με

μερικά πολύ καλά αποτελέσματα (Dawson et al. 2005, Orsenigo & Ver-
cellis 2012), μερικά εκ των οποίων θα αναλυθούν παρακάτω ( Κεφ. 11).

Σε σύγκριση με την PCA, ο Isomap ήταν σε θέση να αποσπάσει περισ-

σότερες πληροφορίες σχετικές με τη δομή των δεδομένων.
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Μέρος I

Τεχνικές Αναγωγής

Δεδομένων Μεγάλης

Κλίμακας

19



Σε αυτό το κεφάλαιο δίνουμε έναν σύντομο ορισμό της πολλαπλότητας και

παρουσιάζουμε τις ιδέες που οδήγησαν σε κάποιες από τις πιο χαρακτηριστικές

γραμμικές μεθόδους αναγωγής δεδομένων μεγάλης κλίμακας. Δίνονται επίσης

οι μαθηματικές ή διαισθητικές- και οι αλγόριθμοι γραμμένοι σε ψευδοκώδικα

για μια πιο σύντομη και περιεκτική εποπτεία τους.

Ορισμός της πολλαπλότητας (manifold)

Στα Μαθηματικά η πολλαπλότητα ορίζεται ως ένας τοπολογικός χώρος που

τοπικά προσιδιάζει στον Ευκλείδειο χώρο (π.χ. κάθε σημείο μιας ν- διάστατης

παλλαπλότητας έχει μία γειτονιά που είναι ομοιομορφική με τον ν –διάστατο

Ευκελίδειο χώρο). Ο πιο συνηθισμένος τρόπος να περιγραφεί μία πολλαπλότητα

είναι ένα παράδειγμα κάποιας μαθηματικής δομής που περιέχεται μέσα σε μια

άλλη δομή, όπως μια ομάδα η οποία είναι μια υποομάδα. Η διαδικασία αυτή

ονομάζεται εμφύτευση(embedding).
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Η γραμμική περίπτωση
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Κεφάλαιο 1

Ανάλυση Κύριων

Συνιστωσών(PCA: Principal
Components Analysis)

Η Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών (PCA: Principal Components Analysis) (Jol-
liffe 2002) είναι μια πολύ διάσημη τεχνική αναγωγής μεγάλων δεδομένων, με

εφαρμογές όπως η αναγνώριση προσώπων (face recognition) και η συμπίεση

εικόνας (image compression).
Δοθέντος ενός συνόλου δεδομένων διάστασης n , η PCA στοχεύει στην

εύρεση του πιο ουσιαστικού γραμμικού υπόχωρου διάστασης d, μικρότερης του

n, τέτοιου ώστε τα σημεία των δεδομένων να βρίσκονται κατά κύριο λόγο σε

αυτόν τον γραμμικό υπόχωρο. ΄Ενας τέτοιος μειωμένος υπόχωρος επιδιώκει να

διατηρήσει στο μέγιστο δυνατό βαθμό τη μεταβλητότητα των δεδομένων.( Με

άλλα λόγια, η PCA ψάχνει τον καταλληλότερο πίνακα αλλαγής βάσης, ώστε

να ξαναεκφράσει τα δεδομένα χωρίς απώλεια πληροφορίας και χωρίς εξωτερικές

αλλοιώσεις των μετρήσεων.) Ο γραμμικός υπόχωρος μπορεί να οριστεί από d

ορθογώνια διανύσματα που σχηματίζουν ένα νέο σύστημα συντεταγμένων,και

καλούνται κύριες συνιστώσες (principal components). Οι κύριες συνιστώσες

είναι ορθογώνιοι, γραμμικοί μετασχηματισμοί των αρχικών σημείων δεδομένων,

επομένως μπορούν να είναι το πολύ n το πλήθος.

Με αυτόν τον τρόπο λύνουμε το πρόβλημα του πλεονασμού δεδομένων/
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μετρήσεων- που οφείλεται είτε σε μετρήσεις παραγόντων οι οποίοι δε συμβάλ-

λουν στην καλύτερη κατανόηση των δεδομένων ή που μπορούν να εκφραστούν

συναρτήσει άλλων παραγόντων, είτε σε θόρυβο-και εργαζόμαστε μόνο με τους

παράγοντες που έχουν σημαντική επίδραση στο εκάστοτε πρόβλημα.

Ο συνηθέστερος ορισμός της PCA είναι πως για δοσμένο σύνολο διανυ-

σμάτων δεδομένων xi, i ∈ 1, . . . ,m, οι d κυρίαρχοι άξονες (principal axes)
είναι εκείνοι οι ορθοκανονικοί άξονες πάνω στους οποίους η διακύμανση που

διατηρείται υπό προβολή είναι η μέγιστη.

1.1 Η ιδέα της PCA

΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, οι κύριοι στόχοι της PCA είναι

i Η μεγιστοποίηση του σήματος (ουσιώδη δεδομένα που λαμβάνουμε από τις

μετρήσεις )

ii Η ελαχιστοποίηση των πλεοναζουσών μεταβλητών

Για την επίτευξη του πρώτου στόχου είναι προφανές πως πρέπει να είμαστε κατά

το δυνατόν σίγουροι πως τα δεδομένα δεν αλλοιώνονται απο το θόρυβο. Κοινό

μέτρο για τον θόρυβο αποτελεί ο λόγος SNR (signal-to-noise ratio).

SNR =
σ2
signal

σ2
noise

Μεγάλη τιμή SNR � 1 φανερώνει μεγάλη ακρίβεια στα δεδομένα, ενώ

μικρή τιμή δείχνει πως τα δεδομένα δεν είναι αξιόπιστα εξαιτίας μεγάλου θο-

ρύβου. Συνεπώς, ένας παράγοντας που πρέπει να εξεταστεί είναι η διακύμανση

του σήματος, δηλαδή, στις περιπτώσεις που μας αφορούν, οι διακυμάνσεις των

διαφόρων μεταβλητών .

Αντίστοιχα, είναι εύκολο να αντιληφθούμε πως για την ελαχίστοποίηση των

πλεοναζουσών μεταβλητών, αρκεί να βρεθεί ένα μέτρο συσχέτισης όλων των

μεταβλητών μεταξύ τους, το οποίο είναι φυσικά η συνδιασπορά, η οποία πρέπει

στην ιδανική περίπτωση να είναι μηδενική.
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Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να αντιληφθούμε πως το καταλληλότε-

ρο μέγεθος που συγκεντρώνει τα μεγέθη που θέλουμε να εξετάσουμε είναι ο

πίνακας συνδιασποράς Πράγματι, ας θεωρήσουμε πως τα δεδομένα μας εισάγο-

νται m × n σε έναν πίνακα X, όπου x1, ..., xm τα διανύσματα-γραμμές του X.

Θεωρούμε ακόμη πως κάθε γραμμή του X αποτελεί τις μετρήσεις ενός συγκε-

κριμένου τύπου μεταβλητής, ενώ κάθε στήλη του αποτελεί τις μετρήσεις των

διαφόρων μεταβλητών για μία συγκεκριμένη δοκιμή. Τότε ορίζεται ο πίνακας

συνδιασποράς CX ,όπου

CX ≡
1

n
XXT

Ο πίνακας συνδιασποράς CX έχει τα εξής χαρακτηριστικά:

• Είναι τετραγωνικός συμμετρικός m×m πίνακας.

• Τα διαγώνια στοιχεία του είναι οι διακυμάνσεις των m μεταβλητών.

• Τα στοιχεία εκτός της διαγωνίου είναι οι συνδιακυμάνσεις μεταξύ όλων

των τύπων των μεταβλητών, που όπως αναφέρθηκε, πρέπει να είναι μηδε-

νικές.

΄Αρα ο πίνακας πρέπει να είναι διαγώνιος και μάλιστα οι διακυμάνσεις πρέπει

να είναι ταξινομημένες κατά φθίνουσα σειρά, ώστε να είναι εύκολο να συμπε-

ράνουμε ποιές μεταβλητές είναι σημαντικές. Για να γίνει αυτό, αρκεί να ταξινο-

μηθούν οι γραμμές του X κατά φθίνουσα διακύμανση.

1.2 Υποθέσεις για την PCA

΄Εχουμε πλέον εξάγει τις υποθέσεις στις οποίες υπόκειται η PCA

1. Γραμμικότητα: το πρόβλημα ανάγεται στην εύρεση της κατάλληλης αλ-

λαγής βάσης

2. Οι μεγάλες διακυμάνσεις έχουν σημαντικές δομές: Αυτή η υπόθεση περι-

λαμβάνει επίσης την πεποίθηση πως τα δεδομένα έχουν υψηλό SNR� 1

)*. ΄Ετσι, οι κύριες συνιστώσες με της μεγαλύτερες σχετικές διακυ-

μάνσεις αντιπροσωπεύουν ενδιαφέρουσες δομές, ενώ αυτοί με μικρότερες
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αντιπροσωπεύουν θόρυβο. Αξίζει να σημειωθεί οτι αυτή είναι μία ισχυρή

και αρκετές φορές λανθασμένη υπόθεση.

Και μία επιπλέον,

3. Οι κύριες συνιστώσες είναι ορθογώνιοι: Αυτή η υπόθεση δίνει μία διαισθη-

τική απλοποίηση που κάνει την PCA επιλύσιμη με τεχνικές αποσύνθεσης

από τη Γραμμική ΄Αλγεβρα.

1.3 Η λύση της PCA- Γιατί δουλεύει η PCA

΄Εστω οτι τα δεδομένα είναι στη μορφή ενόςm×n πίνακα X, όπουm το πλήθος

των μεταβλητών και n ο αριθμός των δειγμάτων. Ψάχνουμε έναν ορθοκανονικό

πίνακα P με Y = PX τέτοιον ώστε ο CY να είναι διαγώνιος. Οι γραμμές του

P είναι οι κύριες συνιστώσες.

Δεδομένου οτι κάθε συμμετρικός πίνακας διαγωνοποιείται από έναν πίνακα

με τα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματά του. Επιλέγουμε ως πίνακα P τον πίνακα

του οποίου οι γραμμές είναι τα ιδιοδιανύσματα του CX , και επειδή ο αντίστροφος

ενός ορθογώνιου πίνακα είναι ο ανάστροφός του (P−1 = P T
),

CY =
1

n
Y Y T

=
1

n
PX(PXT )

=
1

n
PXXTP T

=
1

n
PCXP

T

(1.1)

Και επομένως δείξαμε γιατί η PCA δουλεύει.
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1.4 Ο αλγόριθμος PCA

Ο παρακάτω αλγόριθμος δίνει την πρακτική εφαρμογή της PCA

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Οργανώνουμε τα δεδομένα σε ένα m× n πίνακα X.

Βήμα 1: Αφαίρεσε το μέσο κάθε μεταβλητής από όλες της μετρήσεις για τη συ-

γκεκριμένη μεταβλητή.

Βήμα 2: Υπολόγισε τον m×m πίνακα συνδιασποράς CX = 1
N−1

XXT

Βήμα 3: Υπολόγισε τα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα του CX και ταξινόμησέ τα

κατά φθίνουσα σειρά ιδιοτιμής.

Βήμα 4: Επίλεξεm ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στιςm μεγαλύτερες ιδιοτιμές

να αποτελούν τη νέα βάση.

΄Εξοδος: Προβολή του αρχικού συνόλου δεδομένων σε μικρότερη διάστα-

ση
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Κεφάλαιο 2

Πολυδιάστατη Κλιμάκωση

(MDS: MultiDimensional Scaling)

Μια διαφορετική άποψη της αναγωγής μεγάλων δεδομένων αποτελεί η Multi-
dimensional Scaling (MDS) (Jolliffe 2002). Η MDS είναι άλλη μία κλασσική

προσέγγιση που αντιστοιχίζει τον αρχικό μεγάλων διαστάσεων χώρο σε έναν

χώρο μικρότερων διαστάσεων προσπαθώντας να διατηρήσει τις αποστάσεις ανά

ζεύγη δεδομένων. Αυτό σημαίνει πως η MDS αντιμετωπίζει το πρόβλημα της

κατασκευής μιας δομής από σημεία του Ευκλείδειου χώρου χρησιμοποιώντας

πληροφορίες σχετικά με τις αποστάσεις ανάμεσα στα πρότυπα. Παρόλο που η

μαθηματική προσέγγιση της MDS διαφέρει πολύ από αυτήν της PCA, οι δύο τε-

χνικές είναι τελικά πολύ στενά συνδεδεμένες και η MDS παράγει μια γραμμική

ενσωμάτωση (embedding).

2.1 Η ιδέα και τα μαθηματικά πίσω από την

MDS

΄Ενας t× t πίνακας D καλείται πίνακας απόστασης ή πίνακας συνάφειας αν είναι

συμμετρικός, dii = 0 και dij 6= 0 ,i 6= j . Δεδομένου ενός πίνακα απόστασης D,

η MDS προσπαθεί να βρει t σημεία δεδομένων y1, ..., yt σε d διαστάσεις , τέτοια

ώστε, αν το dij υποδηλώνει την Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των yi και yj ,

τότε ο (̂D) να είναι παρόμοιος με τον D. Συγκεκριμένα, θεωρούμε τη μετρική
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ή κλασική MDS, η οποία ελαχιστοποιεί το

min
Y

t∑
i=1

t∑
j=1

(d
(X)
ij − d

(Y )
ij )2

(2.1)

όπου d
(X)
ij = ‖xi − xj‖2

και d
(Y )
ij = ‖yi − yj‖2

. Ο πίνακας απόστασης D(X)

μπορεί να μετατραπεί σε έναν πυρήνα πίνακα εσωτερικών γινομένων XTX ως

εξής:

XTX =
1

2
HD(X)H, (2.2)

όπου H = I − 1
t
eeT και e είναι ένα διάνυσμα-στήλη με όλα τα στοιχεία του ίσα

με 1. Τώρα η 2.1 μπορεί να συμπτυχθεί στην

min
Y

t∑
i=1

t∑
j=1

(xTi xj − yTi yj)2
(2.3)

Αποδεικνύεται οτι η λύση είναι Y = Λ
1
2V T

, όπου V είναι τα ιδιοδιανύσματα

του XTX που αντιστοιχούν στις πρώτες d ιδιοτιμές , και Λ είναι οι πρώτες d

ιδιοτιμές του XTX. Προφανώς η λύση της MDS είναι ίδια με αυτήν της PCA
και όσο αφορά στις Ευκλείδειες αποστάσεις, οι δύο μέθοδοι παράγουν τα ίδια

αποτελέσματα.

2.2 Ο αλγόριθμος MDS

Ψευδοκώδικας

Βήμα 1: Κατασκεύασε τον πίνακα των τετραγώνων των αποστάσεων

Βήμα 2: Υπολόγισε τον

XTX =
1

2
HD(X)H

χρησιμοποιώντας τον πίνακα H = I − 1
t
eeT , όπου t το πλήθος των δεδο-

μένων σημείων.
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Βήμα 3: Βρες τις m μεγαλύτερες θετικές ιδιοτιμές λ1, ..., λm και τα m αντίστοιχα

ιδιοδιανύσματα e1, ..., em .

Βήμα 4: Μία m -διάστατη χωρική διάταξη των t σημείων των δεδομένων, προ-

κύπτει από τον πίνακα συντεταγμένων Y = Λ
1
2
mV T

m , όπου Λ
1
2
m ο διαγώνιος

πίνακας των m πρώτων ιδιοτιμών και Vm ο πίνακας των αντίστοιχων m

ιδιοδιανυσμάτων.
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Η μη-γραμμική περίπτωση
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Κεφάλαιο 3

Απεικόνιση Ισομετρικών

Συνιστωσών (Isomap:
ISOmetric feature MAPping)

Ο αλγόριθμος Isomap (Tenenbaum et al. 2000) βασίζεται στην MDS και πιο

συγκεκριμένα αποτελεί μία μη γραμμική γενίκευσή της. Χρησιμοποιείται για την

επεξεργασία μεγάλων όγκων δεδομένων μεγάλης κλίμακας όπως τα παγκόσμια

κλιματικά πρότυπα, τα αστρικά φάσματα ή οι διανομές ανθρώπινων γονιδίων.

Αντίθετα με τις PCA και MDS, η προσέγγιση του Isomap είναι ικανή να βρίσκει

μη γραμμικούς βαθμούς ελευθερίας που διέπουν τις πολύπλοκες φυσικές παρα-

τηρήσεις.

3.1 Η ιδέα του αλγόριθμου Isomap

Η βασική ιδέα είναι να εφαρμόσουμε την MDS, όχι στον πολλών διαστάσεων

χώρο εισόδου (input space), αλλά στον γαιωδαισιακό χώρο της μη γραμμικης

πολλαπλότητας των δεδομένων (data manifold). Οι γεωδαισιακές αποστάσεις

αναπαριστούν τα συντομότερα μονοπάτια (paths) κατά μήκος της καμπύλης της

επιφάνειας της πολλαπλότητας, μετρημένων ωσάν η επιφάνεια να ήταν επίπεδη.

Αυτό μπορεί να προσεγγιστεί με μία ακολουθία μικρών βημάτων ανάμεσα σε

γειτονικά σημεία του δείγματος. Ο Isomap τότε εφαρμόζει την MDS στις γεω-
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δαισιακές και όχι στις Ευκλείδειες αποστάσεις για να βρει έναν μικρής διάστασης

μετασχηματισμό που να διατηρεί τις αποστάσεις αυτές.

3.2 Ο αλγόριθμος Isomap

Ο αλγόριθμος Isomap δέχεται ως παραμέτρους τις αποστάσεις dX(i, j) μεταξύ

όλων των ζευγαριών i, j από τα N δεδομένα σημεία στον υψηλών διαστάσεων

χώρο εισόδου X, μετρημένων είτε στην κλασική Ευκλείδια μετρική, είτε σε

κάποια (domain-specific) μετρική. Ο αλγόριθμος εξάγει διανύσματα συντεταγ-

μένων yi σε έναν d -διάστατο Ευκλείδειο χώρο Y που αναπαριστούν καλύτερα

την εγγενή γεωμετρία των δεδομένων και δουλεύει σε τρία βήματα.

Βήμα 1: Καθορίζει ποιά σημεία είναι γειτονικά με βάση τις αποστάσεις dX(i, j)

των ζευγαριών σημείων i, j του χώρου των δεδομένων X με έναν από

τους παρακάτω τρόπους:

• Συνδέουμε κάθε σημείο με όλα τα σημεία εντός μίας καθορισμένης

ακτίνας ε ( ε-Isomap) , ή

• Συνδέουμε κάθε σημείο i με τους k πλησιέστερους γείτονές του, j

(k-Isomap)

Αυτές οι σχέσεις γειτνίασης αναπαριστώνται σε έναν σταθμισμένο γράφο

Γ των δεδομένων σημείων με κορυφές βάρους (αρχικοποίηση)

dX(i, j) αν τα i, j συνδέονται με μία ακμή

dG(i, j) =∞, αλλιώς

Βήμα 2: Εκτιμούμε τις γεωδαισιακές αποστάσεις dM(i, j) μεταξύ όλων των ζευ-

γαριών σημείων M , υπολογίζοντας τα συντομότερα μονοπάτια στον

γράφο G (Floyd’s algorithm). Στην πράξη, για κάθε μία από τις τι-

μές k = 1, ..., N με τη σειρά, αντικαθιστούμε τις καταχωρήσεις dG(i, j) ,

με το

min{dG(i, j), dG(i, k) + dG(k, j)}. (3.1)

Ο πίνακας των τελικών τιμών DG = {dG(i, j)} θα περιέχει τα συντομότε-

ρα μονοπάτια μεταξύ όλων των ζευγαριών i, j των σημείων του G.
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Βήμα 3: Εφαρμόζουμε κλασική MDS στον πίνακα των αποστάσεων του γραφήμα-

τος DG = {dG(i, j)} , κατασκευάζοντας μία εμφύτευση των δεδομένων

σε έναν d -διάστατο Ευκλείδειο χώρο Y , που διατηρεί καλύτερα την εκτι-

μώμενη εγγενή γεωμετρία του δείγματος. Τα διανύσματα συντεταγμένων

yi επιλέγονται ώστε να ελαχιστοποιείται η συνάρτηση κόστους

E =

∥∥∥∥(τ(DG)− τ(DY )

)∥∥∥∥
L2

, (3.2)

όπου

• DY : ο πίνακας ευκλειδείων αποστάσεων {dy(i, j) = ‖yi − yj‖}

• ‖A‖L2 : η L2
νόρμα πίνακα

√∑
i,j A

2
ij

• τ : τελεστής που μετατρέπει αποστάσεις σε εσωτερικά γινόμενα που

χαρακτηρίζουν κατά μοναδικό τρόπο τη γεωμετρία των δεδομένων,

σε μορφή που υποστηρίζει την αποτελεσματική βελτιστοποίηση.

Το ολικό ελάχιστο της 3.2 επιτυγχάνεται ορίζοντας τις συντεταγμένες yi

στα d πρώτα ιδιοδιανύσματα του πίνακα τ(DG) . Δηλαδή, αν λp η p-οστή

ιδιοτιμή σε φθίνουσα σειρά του πίνακα τ(DG) και νip η i-οστή συνιστώσα

του p-οστού ιδιοδιανύσματος, ο αλγόριθμος θέτει την p-οστή συνιστώσα

του d-διάστατου διανύσματος συντεταγμένων yi ίση με
√
λpν

i
p .

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Σημεία δεδομένων x1, ..., xn ∈ Rm.

Βήμα 1: Κατασκεύασε τον γράφο γειτνίασης G = (V,E).

Βήμα 2: Υπολόγισε {dy(i, j) = ‖yi − yj‖} για (i, j) ∈ E.

Βήμα 3: Υπολόγισε d̃ij, (i, j) /∈ G, από το συντομότερο μονοπάτι D̃ij = d̃ij
2
.

Βήμα 4: Εφάρμοσε κλασική MDS.

΄Εξοδος: Μικρής διάστασης συντεταγμένες y1, ..., yn ∈ Rd.
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Κεφάλαιο 4

Τοπικά Γραμμική Εμφύτευση

(LLE: Locally Linear Embedding)

Ο αλγόριθμος LLE (Roweis & Saul 2000) βασίζεται στην ίδια ιδέα με τον

Isomap, δηλαδή στον υπολογισμό χαμηλών διαστάσεων εμφυτεύσεων που να

διατηρούν τις γειτονιές των σημείων των αρχικών μεγάλων διαστάσεων χώρων.

Η διαφορά του LLE είναι πως δεν προσπαθεί να διατηρήσει τις αποστάσεις α-

νά ζεύγη δεδομένων, αλλά ανακτά την μη γραμμική δομή της πολλαπλότητας

από τοπικά συνεχείς περιοχές της. Με αυτόν τον τρόπο δεν είναι πια αναγκα-

ίος ο υπολογισμός αποστάσεων ανά ζεύγη πολύ απομακρυσμένων δεδομένων,

γεγονός που καθιστά τον LLE υπολογιστικά «φθηνότερο» του Isomap.
Για την καλύτερη κατανόηση της ερμηνείας του LLE αλγόριθμου, παρουσι-

άζουμε πρώτα τα βήματά του.

4.1 Ο αλγόριθμος LLE

Βήμα 1: Καθορίζει τους γείτονες κάθε σημείου Xi , για παράδειγμα χρησιμοποι-

ώντας τους k-πλησιέστερους γείτονες.

Βήμα 2: Υπολογίζει τα βάρη Wij που ανακατασκευάζουν γραμμικά με τον καλύτε-

ρο δυνατό τρόπο το Xi, από τους γείτονές του . Ελαχιστοποιούμε την
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συνάρτηση κόστους

ε(W ) =
∑
i

∣∣ ~Xi −
∑
j

Wij
~Xj

∣∣2 (4.1)

υπό τους ακόλουθους περιορισμούς:

• Κάθε σημείο Xi ανακατασκευάζεται μόνο από τους γείτονές του,

οπότε αναγκάζουμε το Wij = 0 αν το σημείο Xj δεν ανήκει στο

σύνολο των γειτόνων του Xi.

• Το άθροισμα των βαρών κάθε γραμμής του πίνακα των βαρών είναι

ίσο με 1, δηλ.
∑
j

Wij = 1.

΄Ετσι, τα βέλτιστα βάρη βρίσκονται με την επίλυση ενός προβλήματος

ελαχίστων τετραγώνων.

Βήμα 3: Υπολογίζει τα μικρών διαστάσεων διανύσματα ~Yi που αντιπροσωπεύουν

την ολική εγγενή γεωμετρία της πολλαπλότητας.

Αυτό γίνεται επιλέγοντας τις d-διάστατες συντεταγμένες των ~Yi (που ανα-

κατασκευάζονται από τα βάρηWij ώστε να ελαχιστοποιούν τη συνάρτηση

κόστους

Φ(Y ) =
∑
i

∣∣~Yi −∑
j

Wij
~Yj
∣∣2. (4.2)

Και αυτή η συνάρτηση κόστους, όπως η προηγούμενη βασίζεται σε τοπικά

γραμμικά σφάλματα ανακατασκευής, με τη διαφορά οτι εδώ σταθεροποιο-

ύμε τα βάρη (όπως υπολογίστηκαν παραπάνω) και βελτιστοποιούμε τα

V ecYi. Το κόστος (4.2) ορίζει μία τετραγωνική μορφή στα διανύσματα

V ecYi. Υπό περιορισμούς που κάνουν το πρόβλημα καλά ορισμένο, μπο-

ρεί να ελαχιστοποιηθεί λύνοντας ένα αραιό N × N πρόβλημα ιδιοτιμών,

του οποίου τα τελευταία d μη μηδενικά ιδιοδιανύσματα παρέχουν ένα δια-

τεταγμένο σύνολο ορθογώνιων συντεταγμένων με κέντρο την αρχή των

αξόνων.

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Σημεία δεδομένων x1, ..., xn ∈ Rm
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Βήμα 1: Εφάρμοσε τον αλγόριθμο k-μέσων και βρες τους γείτονες του ~Xi για

i = 1, ..., n.

Βήμα 2: Υπολόγισε τα βάρη Wij που ανακατασκευάζουν καλύτερα κάθε ~Xi από

τους γείτονές του, λύνοντας το πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων με πε-

ριορισμούς (4.1).

Βήμα 3: Υπολόγισε τα χαμηλής διάστασης εμφυτευμένα διανύσματα ~Yi που ανα-

κατασκευάζονται από τα Wij ελαχιστοποιώντας τη (4.2), λύνοντας ένα

αραιό N ×N πρόβλημα ιδιοτιμών, του οποίου τα τελευταία d μη μηδενικά

ιδιοδιανύσματα παρέχουν ένα διατεταγμένο σύνολο ορθογώνιων συντε-

ταγμένων με κέντρο την αρχή των αξόνων.

΄Εξοδος: Μικρής διάστασης συντεταγμένες y1, ..., yn ∈ Rd.

4.2 Η βασική ιδέα του LLE

Θεωρώντας πως έχουμε επαρκή δεδομένα που αποτελούνται από N διανύσματα

~Xi με πραγματικές τιμές, διαστατικότητας (dimensionality) D το καθένα, που

έχουν εξαχθεί από μία υποκείμενη πολλαπλότητα, περιμένουμε κάθε σημείο

δεδομένων και τα γειτονικά του να βρίσκοντα πάνω ή κοντά σε μία τοπικά

γραμμική περιοχή της πολλαπλότητας. Χαρακτηρίζουμε την τοπική γεωμετρία

των περιοχών αυτών με γραμμικούς συντελεστές οι οποίοι ανακατασκευάζουν

κάθε σημείο από τα γειτονικά του. Τα σφάλματα ανακατασκευής μετρώνται από

τη συνάρτηση κόστους

ε(W ) =
∑
i

∣∣ ~Xi −
∑
j

Wij
~Xj

∣∣2, (4.3)

που αθροίζει τα τετράγωνα των αποστάσεων των σημείων των δεδομένων από

τις αντίστοιχες ανακατασκευές τους. Τα βάρη Wij συνοψίζουν τη συμβολή του

j-οστού σημείου δεδομένων στην i-οστή ανακατασκευή.

Τα βάρη υπό τους περιορισμούς που αναφέρθηκαν, που ελαχιστοποιούν τα σφάλ-

ματα ανακατασκευής, παρουσιάζουν μία σημαντική συμμετρία: για κάθε ξεχωρι-

στό σημείο των δεδομένων, είναι αναλλοίωτα σε περιστροφές, αλλαγές κλίμακας
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και μεταφράσεις (translations) του συγκεκριμένου σημείου και των γειτόνων

του. Λόγω συμμετρίας προκύπτει οτι τα βάρη ανακατασκευής χαρακτηρίζουν

τις εγγενείς γεωμετρικές ιδιότητες κάθε γειτονιάς.

Ας υποθέσουμε οτι τα δεδομένα μίας περιοχής που βρίσκονται πάνω ή κοντά

σε μία ομαλή γραμμική πολλαπλότητα χαμηλότερων διαστάσεων d << D .

Τότε, σε μια καλή προσσέγγιση, υπάρχει μια γραμμική απεικόνιση, που απο-

τελείται από μια μετάφραση, περιστροφή και αλλαγή κλίμακας που αποδίδει

τις μεγάλων διαστάσεων συντεταγμένες της κάθε γειτονιάς στις πραγματικές

συντεταγμένες της πολλαπλότητας. Λόγω του σχεδιασμού τους, τα βάρη α-

ντανακλούν τις γεωμετρικές ιδιότητες των στοιχείων που είναι αναλλοίωτες σε

τέτοιους μετασχηματισμούς. Βάσει αυτού περιμένουμε οτι ο χαρακτηρισμός της

τοπικής γεωμετρίας του αρχικού χώρου των δεδομένων θα είναι εξίσου έγκυ-

ρος για τοπικές περιοχές της πολλαπλότητας. Ειδικότερα, τα ίδια βάρη Wij

που ανακατασκευάζουν το i-οστό σημείο δεδομένων στις D θα πρέπει επίσης

να ανακατασκευάζει τις εμφυτευμένες συντεταγμένες της πολλαπλότητας στις

d διαστάσεις. Σε αυτήν ακριβώς την ιδέα βασίζεται ο LLE.
Στην παρακάτω εικόνα (εικ. 4.1) δίνεται μία γραφική αναπαπαράσταση της δια-

δικασίας ανάλυσης με τη χρήση του αλγορίθμου LLE.
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Σχήμα 4.1: Βήματα τοπικά γραμμικής εμφύτευσης: (1) Εκχώρηση γειτόνων

σε κάθε δεδομένα σημείο ~Xi (για παράδειγμα με χρήση των k πλησιέστερων

γειτόνων). Υπολογίσμός των βαρών Wij που ανακατασκευάζουν γραμμικά τα

~Xi από τους γείτονές τους, με επίλυση του υπό περιορισμούς προβλήματος

ελαχίστων τετραγώνων της εξίσωσης 4.1. (3) Υπολογισμός των χαμηλών δια-

στάσεων διανυσμάτων εμφύτευσης ~Yi που ανακατασκευάζονται καλύτερα από

τα βάρηWij ελαχιστοποιώντας την 4.2 με την εύρεση των μικρότερων ιδιοτιμών

του αραιού συμμετρικού πίνακα της 4.1.Παρά το γεγονός ότι τα βάρηWij και τα

διανύσματα ~Yi υπολογίζονται με μεθόδους γραμμικής άλγεβρας, ο περιορισμός

ότι τα σημεία ανακατασκευάζονται μόνο από τους γείτονες μπορεί να οδηγήσει

σε μη γραμμικές εμφυτεύσεις.(Roweis & Saul 2000)
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Κεφάλαιο 5

Φασματική Ομαδοποίηση

(Spectral Clustering)

5.1 Εισαγωγή

Οι αλγόριθμοι ομαδοποίησης (clustering) αποτελούν έναν γρήγορα αναπτυσ-

σόμενο κλάδο υπολογιστικών μεθόδων στον τομέα της διερευνητικής ανάλυσης

δεδομένων (exploratory data analysis) που τα τελευταία χρόνια έχουν συγκε-

ντρώσει το ενδιαφέρον πολλών επιστημόνων στον τομέα της αναγωγής μεγάλων

όγκων δεδομένων. Η ομαδοποίηση δεδομένων είναι ένα σημαντικό πρόβλημα

με πολλές εφαρμογές σε τομείς όπως οι μηχανική μάθηση (machine learning),
μηχανική όραση (computer vision), επιστήμη υπολογιστών (computer science)
και ανάλυση σήματος (signal processing), βρίσκει όμως εφαρμογές και σε ευ-

ρύτερους τομείς όπως η Βιολογία, οι κοινωνικές επιστήμες και η Ψυχολογία.

Ο σκοπός της είναι να χωρίζει ένα σύνολο δεδομένων σε ομάδες που προ-

κύπτουν με φυσικό τρόπο από τα ίδια τα δεδομένα ώστε τα σημεία που ανήκουν

στην ίδια ομάδα (cluster) να είναι παρόμοια, ενώ αυτά που ανήκουν σε διαφο-

ρετικές ομάδες να μην παρουσιάζουν ομοιότητες.

΄Εχοντας ενα συνολο δεδομένων σημείων x1, ..., xn) και κάποιον δείκτη ο-

μοιότητας sij, ένας ωραίος τρόπος να εκφράσουμε τα δεδομένα είναι ο γράφος

ομοιότητας G = (V,E) . ΄Οπου

• κάθε κορυφή υi αναπαριστά ένα δεδομένο σημείο xi
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• δύο κορυφές ενώνονται αν η ομοιότητα sij μεταξύ των xi αντίστοιχων

σημείων xi και xj είναι θετική ή μεγαλύτερη από ένα συγκεκριμένο όριο

και η ακμή σταθμίζεται από το sij.

΄Ετσι το πρόβλημα ανάγεται στην εύρεση μιας διαμέρισης του γραφήματος,

τέτοιας ώστε οι ακμές μέσα σε μία ομάδα να έχουν υψηλά βάρη (δηλαδή τα

σημεία του ίδιου cluster είναι όμοια μεταξύ τους) ενώ οι ακμές σε διαφορετικές

ομάδες να έχουν πολύ χαμηλά βάρη (Von Luxburg 2007).

5.2 Βασικά μαθηματικά εργαλεία των αλ-

γορίθμων φασματικής ομαδοποίησης

5.2.1 Περί γράφων

΄Εστω G = (V,E) ένας μη προσανατολισμένος γράφος με σύνολο κορυφών

V = {υ1, ..., υn} . Παρακάτω υποθέτουμε οτι ο γράφος είναι σταθμισμένος,

δηλ. κάθε ακμή μεταξύ δύο κορυφών έχει ένα μη αρνητικό βάρος wij ≥ 0.

• Ο σταθμισμένος πίνακας γειτνίασης του γράφου είναι ο πίνακας

W = (wij)i,j=1,..,n.

• Αν wij = 0, οι κορυφές υi, υj} , δε συνδέονται με ακμή.

• Αφού ο G είναι μη προσανατολισμένος, απαιτούμε wij = wji.

Ο βαθμός κάθε κορυφής ορίζεται ως dij =
n∑
j=1

wij.

Ο πίνακας βαθμού D ορίζεται ως ο διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχε-

ία τους βαθμούς των κορυφων di, dj} . Ορίζουμε το διάνυσμα-δείκτη 1A =

(f1, ..., fn)′ ∈ Rn
, με

fi =

1 , αν υi ∈ A

0 , αλλιως.

Για δύο, όχι απαραίτητα ξένα σύνολα, A,B ⊂ V , ορίζουμε W (A,B) :=∑
i∈A,j∈B

wij . ΄Ενα υποσύνολο A ⊂ V είναι συνδεδεμένο αν οποιεσδήποτε δύο
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κορυφές στο A μπορούν να ενωθούν με ένα μονοπάτι, τέτοιο ώστε όλα τα

ενδιάμεσα σημεία να βρίσκονται επίσης πάνω στο A .

΄Ενα υποσύνολο A ⊂ V είναι connected component αν είναι συνδεδεμένο

και δεν υπάρχουν ενώσεις μεταξύ κορυφών στα A και Ā .

Τα μη κενά σύνολα A1, ..., Ak αποτελούν μία διαμέριση του γράφου αν

Ai ∩ Aj = ∅ και A1 ∪ ... ∪ Ak = V .

Διαφορετικοί γράφοι ομοιότητας

Στόχος των γράφων ομοιότητας είναι να μοντελοποιήσουν τις σχέσεις τοπι-

κών γειτονιών των δεδομένων, χρησιμοποιώντας είτε τις ομοιότητες sij είτε τις

αποστάσεις dij ανά ζεύγη δεδομένων σημείων.

i Ο γράφος ε-γειτονιάς (ε-neighborhood graph): συνδέουμε όλα τα σημεία

των οποίων οι αποστάσεις ανά ζεύγη είναι μικρότερες από ε. Αφού οι

αποστάσεις μεταξύ όλων των συνδεδεμένων σειμείων είναι περίπου ίδιας

κλίμακας (το πολυ ε), το να σταθμίσουμε τον γράφο δε δίνει περαιτέρω

πληροφορίες για τα δεδομένα. Γι’αυτο ο γράφος αυτός θεωρείται μη σταθ-

μισμένος.

ii Ο γράφος των k-πλησιέστερων γειτόνων (k-neighborhood graph»: Εδώ συν-

δέουμε την κορυφή υi με την υj αν η δεύτερη είναι μεταξύ των k πλησιέστε-

ρων γειτόνων της υi . Αυτός ο ορισμός οδηγεί σε προσανατολισμένο γράφο,

αφού η σχέση γειτνίασης δεν είναι συμμετρική. Υπάρχουν δύο τρόποι να

τον μετατρέψουμε σε μη προσανατολισμένο:

• Απλώς αγνοούμε τις κατευθύνσεις των ακμών και συνδέουμε τα υi και

υj με μία μη προσανατολισμένη ακμή, αν το υi είναι μεταξύ των k πλη-

σιέστερων γειτόνων του υj ή αν το υj είναι μεταξύ των k πλησιέστερων

γειτόνων του υi (k-nearest neighbor graph).

• Συνδέουμε τα υi και υj αν και το υi είναι μεταξύ των k πλησιέστερων

γειτόνων του υj και το υj είναι μεταξύ των k πλησιέστερων γειτόνων

του υi (mutual k-nearest neighbor graph).

Σταθμίζουμε τις ακμές βάσει της ομοιότητας των καταληκτικών σημείων.
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iii Πλήρως συνδεδεμένος γράφος (Fully connected graph): απλώς ενώνουμε

όλα τα σημεία με θετική ομοιότητα μεταξύ τους και σταθμίζουμε όλες τις ακ-

μές με το sij . Αυτή η κατασκευή είναι χρήσιμη μόνο αν η ίδια η συνάρτηση

ομοιότητας μοντελοποιεί τοπικές γειτονιές (π.χ. η γκαουσιανή συνάρτηση

ομοιότητας exp(−‖xi − xj‖2 /(2σ2)).

Οι παραπάνω γράφοι ομοιότητας χρησιμοποιούνται συχνά σε αλγόριθμους φα-

σματικής ομαδοποίησης χωρίς ωστόσο να υπάρχει θεωρητική γνώση για το πώς

η επιλογή του εκάστοτε γραφήματος επηρεάζει το αποτέλεσμα.

5.2.2 Γράφος Λαπλασιανού πίνακα

Το βασικό εργαλείο των αλγορίθμων spectral clustering είναι οι γράφοι των

Λαπλασιανών πινάκων. Παρακάτω, θεωρούμε πάντα οτι το G είναι ένας μη

προσανατολισμένος, σταθμισμένος γράφος, με πίνακα βάρους W , όπου wij =

wji ≥ 0 . ΄Οταν χρησιμοποιούμε τα ιδιοδιανύσματα ενός πίνακα, δε θεωρούμε

οτι αυτά είναι απαραίτητα κανονικοποιημένα (π.χ. το σταθερό διάνυσμα 1 και

το πολλαπλάσιό του a1 a 6= 0 δε θα θεωρούνται ως τα ίδια ιδιοδιανύσματα).

Οι ιδιοτιμές θα διατάσσονται πάντα κατά αύξουσα σειρά. Με τον όρο «k πρώτα

ιδιοδιάνύσματα» θα αναφερόμαστε στα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις k
μικρότερες ιδιοτιμές.

1. Μη κανονικόποιημένος γράφος Λαπλασιανού πίνακα (un-
normalised graph Laplacian)

Πίνακας γράφου: L = D−W ) , όπου D ο πίνακας με διαγώνια στοιχεία

τα αντίστοιχα di.

Πρόταση 1: Ιδιότητες του πίνακα L

• ∀f ∈ Rn, f ′Lf = 1
2

n∑
i,j=1

wij(fi − fj)
2
, (αποδ.: ΄Αμεσα από ορισμό

των di)

• Ο L xTLx ≥ 0 είναι συμμετρικός και θετικά ημι-ορισμένος ( ) (αποδ.:

άμεσα από προηγούμενη).

• Η μικρότερη ιδιοτιμή του L είναι 0. Το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα, το

σταθερό διάνυσμα 1. (αποδ.: προφανής)
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• Ο L έχει n μη αρνητικές, πραγματικές ιδιοτιμές 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤
λn.(αποδ.: από τα προηγούμενα)

Πρόταση 2: ΄Εστω G ένας μη προσανατολισμένος γράφος με μη αρνητικά

βάρη. Τότε η πολλαπλότητα k της ιδιοτιμής 0 του L ισούται με τον

αριθμό των κύριων συνιστωσών A1, ..., Ak στον γράφο. Ο ιδιοχώρος της

ιδιοτιμής 0, παράγεται από τα διανύσματα δείκτες 1A1 , ...,1Ak
.

Απόδειξη

΄Οταν k = 1, ενας γράφος αποτελείται μόνο από έναν connected compo-
nent έτσι έχουμε μόνο το διάνυσμα 1 σαν ιδιοδιάνυσμα με ιδιοτιμή 0, που

προφανώς είναι το διάνυσμα-δείκτης του connected component.
΄Οταν k > 1, ο L μπορεί να γραφεί σαν block διαγώνιος πίνακας. Το

φάσμα του L δίνεται από την ένωση των φασμάτων Li , και τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσματα του L είναι τα ιδιοδιανύσματα των Li όπου έχουμε γεμίσει

με 0 τις θέσεις των άλλων blocks.

2. Κανονικοποιημένος γράφος Λαπλασιανού πίνακα

Στη βιβλιογραφία υπάρχουν δύο πίνακες που καλούνται έτσι, είναι στενά

συνδεδεμένοι και ορίζονται ως:

Lsym := D−
1
2LD−

1
2 = I −D− 1

2WD−
1
2

Lrw := D−1L = I −D−1W

Πρόταση 3: (Ιδιότητες των Lsym και Lrw )

• ∀f ∈ Rn, f ′Lf = 1
2

n∑
i,j=1

wij(
fi√
di
− fj√

dj
) (αποδ.: ΄Αμεσα από ορισμό

των di)

• Το λ είναι ιδιοτιμή του Lrw με ιδιοδιάνυσμα ~υ αν και μόνο αν το λ

είναι ιδιοτιμή του Lsym με ιδιοδιάνυσμα ~w = D
1
2~υ .

• Το λ είναι ιδιοτιμή του L με ιδιοδιάνυσμα ~υ αν και μόνο αν τα λ και

~υ λύνουν το γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών L~υ = λD~υ .

• Το 0 είναι ιδιοτιμή του  Lrw με το σταθερό μοναδιαίο ιδιοδιάνυσμα 1.

Το 0 είναι ιδιοτιμή του  Lsym με ιδιοδιάνυσμα D
1
21.
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• Οι Lsymκαι Lrw είναι θετικά ημιορισμένοι και έχουν n μη αρνητικές

πραγματικές ιδιοτιμές 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn.

Πρόταση 4: ΄Εστω G ένα μη προσανατολισμένος γράφος με μη αρνητικά

βάρη. Τότε η πολλαπλότητα k της ιδιοτιμής 0 και του Lsym και του Lrw,

ισούται με τον αριθμό των κύριων συνιστωσών A1, ..., Ak του γράφου.

Για τον Lrw, ο ιδιοχώρος του 0 ορίζεται από τα διανύσματα-δείκτες 1Ai

αυτών των components. Για τον Lsym ο ιδιοχώρος παράγεται από τα

διανύσματα D
1
21Ai

Απόδειξη: Ανάλογη πρότασης 2.

5.3 Αλγόριθμοι Φασματικής ομαδοποίη-

σης

Θεωρούμε οτι τα δεδομένα μας αποτελούνται από n σημεία x1, ..., xn .

Μετράμε τις ανά ζεύγη ομοιότητές τους sij = s(xi, xj) , μέσω κάποιας

συμμετρικής, μη αρνητικής συνάρτησης ομοιότητας και φτιάχνουμε τον

αντίστοιχο πίνακα ομοιότητας .

I Μη κανονικοποιημένο Spectral clustering:

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Πίνακας ομοιότητας S ∈ Πn×n
, αριθμός k των προς

κατασκευή clusters.

• Κατασκεύασε έναν γράφο ομοιότητας. ΄Εστω W ο πίνακας

σταθμισμένης γειτνίασης του γραφήματος.

• Υπολόγισε τον μη κανονικοποιημένο Λαπλασιανό πίνακα L.

• Υπολόγισε τα πρώτα k ιδιοδιανύσματα ~υi, ..., ~υk του

L .

• ΄Εστω U ∈ Πn×k
ο πίνακας που περιέχει τα διανύσματα ~υi, ..., ~υk

ως στήλες.

• Για i = 1, ..., n , έστω yi ∈ Rk
το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην

i-οστή γραμμή του U .
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• Εφάρμοσε τον αλγόριθμο k-μέσων για την ομαδοποίηση των

σημείων (yi)i=1,...,n στον Rk
στα clusters C1, ..., Ck.

΄Εξοδος: Clusters A1, ..., Ak όπου Ai = {j|yj ∈ Ci}

II Κανονικοποιημένο Spectral Clustering (Shi &Malik 2000)

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Πίνακας ομοιότητας S ∈ Πn×n
, αριθμός k των προς

κατασκευή clusters.

• Κατασκεύασε έναν γράφο ομοιότητας. ΄Εστω W ο πίνακας

σταθμισμένης γειτνίασης του γραφήματος.

• Υπολόγισε τον μη κανονικοποιημένο Λαπλασιανό πίνακα L.

• Υπολόγισε τα πρώτα k γενικευμένα ιδιοδιανύσματα

~υi, ..., ~υk του γενικευμένου προβλήματος ιδιοτιμών

(eigenproblem) Lυ = λDυ .

• ΄Εστω U ∈ Πn×k
ο πίνακας που περιέχει τα διανύσματα ~υi, ..., ~υk

ως στήλες.

• Για i = 1, ..., n , έστω yi ∈ Rk
το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην

i-οστή γραμμή του U .

• Εφάρμοσε τον αλγόριθμο k-μέσων για την ομαδοποίηση των

σημείων (yi)i=1,...,n στον Rk
στα clusters C1, ..., Ck.

΄Εξοδος: Clusters A1, ..., Ak όπου Ai = {j|yj ∈ Ci}.

III Κανονικοποιημένο Spectral Clustering (Ng et al. 2001)

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Πίνακας ομοιότητας S ∈ Πn×n
, αριθμός k των προς

κατασκευή clusters.

• Κατασκεύασε έναν γράφο ομοιότητας. ΄Εστω W ο πίνακας

σταθμισμένης γειτνίασης του γραφήματος.

• Υπολόγισε τον μη κανονικοποιημένο Λαπλασιανό πίνακα Lsym.

• Υπολόγισε τα πρώτα k γενικευμένα ιδιοδιανύσματα

~υi, ..., ~υk του Lsym .
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• ΄Εστω U ∈ Πn×k
ο πίνακας που περιέχει τα διανύσματα ~υi, ..., ~υk

ως στήλες.

• Κατασκεύασε τον πίνακα T ∈ Πn×n
από τον U , με

κανονικοποίηση των γραμμών, δηλ. θέσε tij = uij(
∑

k u
2
ik)

1
2 .

• Για i = 1, ..., n , έστω yi ∈ Rk
το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην

i-οστή γραμμή του T

• Εφάρμοσε τον αλγόριθμο k-μέσων για την ομαδοποίηση των

σημείων (yi)i=1,...,n στον Rk
στα clusters C1, ..., Ck.

΄Εξοδος: Clusters A1, ..., Ak όπου Ai = {j|yj ∈ Ci}.

5.4 Γιατί δουλεύουν οι αλγόριθμοι φασμα-

τικής ομαδοποίησης·

Παρακάτω εξετάζονται οι τρείς διαφορετικές ερμηνείες που έχουν δοθεί για την

εξήγηση των αλγορίθμων φασματικής ομαδοποίησης.

5.4.1 ΤΟΜΕΣ ΓΡΑΦΗΜΑΤΟΣ

Η βασική ιδέα της ομαδοποίησης είναι να χωρίσουμε σε διαφορετικές ομάδες τα

δεδομένα ανάλογα με τις ομοιότητές του. Αυτό το πρόβλημα, δεδομένων των

ομοιοτήτων υπό τη μορφή γράφου ομοιότητας, μπορεί να αναχθεί στο εξής:

Βρες μία διαμέριση του γράφου ώστε τα σημεία της ίδια ομάδας να έχουν

υψηλά βάρη και τα σημεία διαφορετικών ομάδων πολύ χαμηλά βάρη.

Αυτό μπορεί να γίνει επιλύοντας ένα εύκολο mincut πρόβλημα, δηλαδή

(για δεδομένο αριθμό k υποσυνόλων) επιλέγοντας την κατάλληλη διαμέριση

A1, ..., Ak που ελαχιστοποιεί την

cut(A1, ..., Ak) :=
1

2

k∑
i=1

W (Ai, Āi)

. Για να αποφύγουμε το πρόβλημα τις απομόνωσης μεμονομένων κορυφών

που προκύπτει συχνά, χρησιμοποιούμε κάποιες αντικειμενικές συναρτήσεις που
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επιβάλλουν στα clusters να περιέχουν ισορροπημένα μεγάλο αριθμό κορυφών.

Οι συνηθέστερες είναι οι παρακάτω:

• RationCut(A1, ..., Ak) := 1
2

k∑
i=1

W (Ai,Āi)
|Ai| =

k∑
i=1

cut(Ai,Āi)
|Ai| ,

όπου |Ai|,ο αριθμός των κορυφών στο Ai.

• RationCut(A1, ..., Ak) := 1
2

k∑
i=1

W (Ai,Āi)
vol(Ai)

=
k∑
i=1

cut(Ai,Āi)
vol(Ai)

,

όπου vol(Ai) =
∑
j∈Ai

dj.

Αυτοί οι επιπλέον περιορισμοί όμως, κάνουν το πρόβλημα σε κλάση δυ-

σκολίας μη ντετερμινιστικού πολυωνυμικού χρόνου (NP) Η φασματική ομα-

δοποίηση αποτελεί έναν τρόπο να λύνουμε χαλαρωμένες εκδοχές αυτών των

προβλημάτων.

Προσεγγίζοντας το RatioCut

Για k = 2:

Θέλουμε να λύσουμε το πρόβλημα βελτιστοποίησης min
A⊂V

RatioCut(A, Ā).

Δεδομένου ενός υποσυνόλου A ⊂ V , ορίζουμε το διάνυσμα

f = (fi, ..., fn)′ ∈ Rn
, όπου

fi =


√
|Ā|
|A| , αν υi ∈ A√
|A|
|Ā| , αν υi ∈ Ā
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Τώρα έχουμε:

f ′Lf =
1

2

n∑
i,j=1

wij(fi − fj)

=
1

2

∑
i∈A,j∈barA

wij(

√
|Ā|
|A|

+

√
|A|
|Ā|

)2 +
∑

i∈barA,j∈A

wij(−

√
|Ā|
|A|
−

√
|A|
|Ā|

)2

= cut(A, Ā)(
|Ā|
|A|

+
|A|
|Ā|

+ 2)

= cut(A, Ā)(
|A|+ Ā

|A|
+
|Ā|+ |A|

¯|A|
)

= |V |RatioCut(A, Ā)

(5.1)

Επιπλέον,
n∑
i=1

fi =
∑
i∈A

√
|Ā|
|A| −

∑
i∈Ā

√
|A|
|Ā| = |A|

√
|Ā|
|A| + |Ā|

√
|A|
|Ā| , και

‖f‖2 =
n∑
i=1

f 2
i = |A| |Ā||A| + |Ā| |A||Ā| = |A|+ |Ā| = n.

΄Αρα το πρόβημα τώρα γίνεται:

min
A∈V

f ′Lf υπό τους περιορισμούς f⊥1, ‖f‖ = n, f όπως ορίστηκε παραπάνω.

Μία προφανής χαλάρωση είναι να αγνοήσουμε τον περιορισμό διακριτότητας

και τότε

min
A∈V

f ′Lf υπό τους περιορισμούς f⊥1, ‖f‖ = n.

Τότε από το θεώρημα Rayleigh-Ritz προκύπτει οτι το f είναι το ιδιοδιάνυ-

σμα που αντιστοιχεί στην δεύτερη μικρότερη ιδιοτιμή του L(Θυμηθείτε οτι η

πρώτη μικρότερη ιδιοτιμή του L είναι το 0 που αντιστοιχεί το διάνυσμα- δείκτη

1). Χρειαζόμαστε ένα διακριτό διάνυσμα-δείκτη για να πάρουμε μία διαμέριση
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του γράφου, οπότε θεωρούμε ως δείκτρια-συνάρτηση την

f =

υi ∈ A , αν fi ≥ 0

υi ∈ Ā , ανfi < 0.

.

Πιο γενική μορφή, η οποία δουλεύει για κάθε k > 2, είναι να θεωρηθούν

οι συντεταγμένες fi ως σημεία του R και να ομαδοποιηθούν με τον αλγόριθμο

k-μέσων στα clusters C, C̄ . Τότε επιλέγουμευi ∈ A , αν fi ≥ 0

υi ∈ Ā , ανfi < 0.

. Αυτός ακριβώς είναι ο μη κανονικοποιημένος αλγόριθμος spectral clustering για k = 2.

Για k > 2:

Δεδομένης μίας διαμέρισης του V σε k σύνολα A1, A2, ..., Ak,

• Ορίζουμε τα διανύσματα-δείκτες

hij = (h1,j, ..., hn,j)
′ :=


1√
|Aj |

, αν υi ∈ Aj

0 , αλλιώς

με i = 1, ..., n και j = 1, ..., k.

• Θεωρούμε τον πίνακα H ∈ Πn×k
που περιέχει τα k διανύσματα-δείκτες

ως στήλες (τα διανύσματα-δείκτες είναι ορθοκανονικά μεταξύ τους, δηλ.

H
′
H = I) και με υπολογισμούς , όμοιους με πριν , έχουμε h

′
iLhi =

cut(Ai,Āi)
|Ai| .

Επιπλέον, εύκολα διαπιστώνεται οτι h
′
iLhi = (H ′LH)ii και επομένως

RationCut(A1, ..., Ak) =
k∑
i=1

(H ′LH)ii = Tr(H ′LH).
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Το πρόβλημά μας ανάγεται στο

min
A1,...,Ak

Tr(H ′LH) υπό τους περιορισμούς H ′H = I,H όπως ορίστηκε.

Το αντίστοιχο χαλαρωμένο πρόβλημα είναι το

min
A1,...,Ak

Tr(H ′LH) υπό τον περιορισμό H ′H = I.

Και πάλι (Θ. Rayleigh-Ritz) η λύση δίνεται επιλέγοντας τον H ως τον

πίνακα με στήλες τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα του L. Διακριτοποιούμε

και πάλι τον πραγματικό πίνακα λύσης σε διαμέριση με τον αλγόριθμο

k-μέσων. Σημειώνεται οτι ο πίνακας λύση είναι ο U που θεωρήσαμε στον

μη κανονικοποιημένο αλγόριθμο (Ι).

Προσεγγίζοντας το Ncut

Για k = 2:

• Ορίζουμε το διάνυσμα-δείκτη f ως

hij = (h1,j, ..., hn,j)
′ :=


√

vol(Ā)
vol(A)

, αν υi ∈ A

−
√

vol(A)

vol(Ā)
, αν υi ∈ Ā

όπου i = 1, ..., n και j = 1, ..., k.

• ΄Οπως και πριν, εύκολα βλέπουμε οτι

(Df)′1 = 0 f ′Df = vol(V ), f ′Lf = vol(V )Ncut(A, Ā).

Ξαναγράφουμε ισοδύναμα το πρόβλημα ως min
A
f ′Lf υπό τους περιορι-

σμούς: f όπως ορίστηκε , Df⊥1, f ′Df = vol(V ).

• Χαλαρώνουμε το πρόβλημα, επιτρέποντας στο f να πάρει αυθαίρετες

πραγματικές τιμές:
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min
f∈Rn

f ′Lf υπό τους περιορισμούς: Df⊥1, f ′Df = vol(V ).

• Αντικαθιστούμε g := D
1
2f και το πρόβλημα ανάγεται στο:

min
g∈Rn

g′D−
1
2LD

1
2 g υπό τους περιορισμούς g⊥D 1

2 1, ‖g‖2 = vol(V ).

(Σημειώνεται οτι D−
1
2LD

1
2 = Lsym, D

1
2 1 είναι το πρώτο ιδιοδιάνυσμα

του πίνακα Lsym, vol(V ) σταθερά.) ΄Ετσι το πρόβλημα είναι στην κλασική

μορφή του θεωρήματος Rayleigh-Ritz και η λύση g δίνεται από το δεύτερο

ιδιοδιάνυσμα του Lsym .

• Αντικαθιστούμε εκ νέου f := D
1
2 g και βλέπουμε οτι το f είναι το δεύτερο

ιδιοδιάνυσμα του Lrw (αντίστοιχα το γενικευμένο ιδιοδιάνυσμα του Lυ =

λDυ).

Για k > 2:

• Ορίζουμε τα διανύσματα-δείκτες

hij = (h1,j, ..., hn,j)
′ :=


1√

vol(Aj)
, αν υi ∈ Aj

0 , αλλιώς

με i = 1, ..., n και j = 1, ..., k.

• Θεωρούμε τον πίνακα H ∈ Πn×k
που περιέχει τα k διανύσματα-δείκτες

ως στήλες. Παρατηρούμε οτι H ′H = I, h′iDhi = 1, h
′
iLhi = cut(Ai,Āi)

vol(Ai)
Το

πρόβλημά μας ανάγεται στο

min
A1,...,Ak

Tr(H ′LH) υπό τους περιορισμούς H ′DH = I,H όπως ορίστηκε.

Το αντίστοιχο πρόβλημα, χαλαρώνοντας τον περιορισμό διακριτότητας και

αντικαθιστώντας T = D
1
2H , γίνεται

min
T∈Πn×k

Tr(T ′D−
1
2LD−

1
2T ) υπό τον περιορισμό T ′T = I.

Και πάλι (Θ. Rayleigh-Ritz) η λύση δίνεται επιλέγοντας τον T ως τον
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πίνακα με στήλες τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα του Lsym. Ξαναντικαθιστο-

ύμεH = D
1
2T και τότε η λύση αποτελείται από τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα

του πίνακα Lrw(αντίστοιχα τα k πρώτα γενικευμένα ιδιοδιανύσματα του

Lυ = λDυ) ).

5.4.2 ΤΥΧΑΙΟΣ ΠΕΡΙΠΑΤΟΣ

΄Ενας τυχαίος περίπατος σε έναν γράφο είναι μία στοχαστική διαδικασία όπου

τυχαία πηδάμε από κορυφή σε κορυφή. Το spectral clustering μπορεί να ερ-

μηνευθεί ως προσπάθεια να βρούμε μια διαμέριση του γράφου τέτοια ώστε ο

τυχαίος περίπατος να παραμένει επί μακρόν στο ίδιο cluster και σπάνια να με-

ταπηδά σε άλλα clusters. Η πιθανότητα μεταπήδησης pij από τη υi στη υj

κορυφή σε ένα βήμα είναι ανάλογη με το βάρος wij της ακμής, pij = wij/di.

΄Ετσι ο πίνακας μετάβασης του τυχαίου περιπάτου P = (pij)i,j=1,...,n ορίζεται

ως P = D−1W . Αν ο γράφος είναι συνδεόμενος και μη διχοτομήσιμος, ο

τυχαίος περίπατος ακολουθεί πάντα μια στάσιμη κατανομή (π1, ..., πn) , όπου

πi = di/vol(V ). Η σχέση μεταξύ Lrw και P είναι στενή αφού Lrw = I −P και

κατά συνέπεια, το λ είναι ιδιοτιμή του Lrw με ιδιοδιάνυσμα υ αν και μόνο άν το

1− λ είναι ιδιοτιμή του P με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα υ .

Τυχαίος περίπατος και Ncut

1η εκδοχή

Πρόταση: ΄Εστω G συνδεδεμένος, μη διχοτομήσιμος γράφος. Υποθέτουμε

οτι ξεκινάμε τον τυχαίο περίπατο (Xt)t∈R ξεκινώντας από το X0 στη σταθερή

κατανομή π . Για τα ξένα υποσύνολα A,B ⊂ V , ορίζουμε P (A|B) := P (X1 ∈
B|X0 ∈ A) . Τότε: Ncut(A, Ā) = P (Ā|A) + P (A|Ā).

Απόδειξη: Παρατηρούμε οτι

P (X0 ∈ A,X1 ∈ B)
∑

i∈A,j∈B
P (X0 = i,X1 = j) =

=
∑

i∈A,j∈B
πpij
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=
∑

i∈A,j∈B

di
vol(V )

wij

di
= 1

vol(V )

∑
i∈A,j∈B

wij

Και από τον ορισμό τουNcut

Ncut(A, Ā) =
1

2

∑W (A, Ā)

vol(A)
=
∑ cut(A, Ā

vol(A)

=

∑
i∈A,j∈Ā

wij

vol(A)
+

∑
i∈Ā,j∈A

wij

vol(A)

= P (Ā|A) + P (A|Ā)

(5.2)

Και επομένως, όταν ελαχιστοποιούμε το Ncut, στην πραγματικότητα ψάχνουμε

μία τομή στον γράφο ώστε ο τυχαίος περίπατος σπάνια να μεταβαίνει από το A

στο Ā και αντίστροφα.

2η εκδοχή

Η απόσταση μετακίνησης (commute distance) cij έιναι ο αναμενόμενος

χρόνος που χρειάζεται ο τυχαίος περίπατος για να ταξιδέψει από την κορυφή υi

στην υj και πίσω. Η απόσταση μετακίνησης , σε αντίθεση με την απόσταση του

συντομότερου μονοπατιού, έχει την ιδιότητα να μειώνεται αν υπάρχουν πολλοί

διαφορετικοί σύντομοι δρόμοι να βρεθεί ο τυχαίος περίπατος από τη υi στην υj

. ΄Ετσι η απόσταση μετακίνησης αντί να ψάχνει για το συντομότερο μονοπάτι,

ψάχνει για ένα σύνολο συντομότερων μονοπατιών. Σημεία που συνδέονται με

ένα σύντομο μονοπάτι στον γράφο και βρίσκονται στην ίδια περιοχή υψηλής

πυκνότητας του γράφου θεωρούνται πιο κοντινά σε σχέση με σημεία που συν-

δέονται με ένα σύντομο μονοπάτι αλλά βρίσκονται σε διαφορετικές περιοχές

υψηλής πυκνότητας. Η ιδιότητα αυτή καθιστά την απόσταση μετακίνησης κα-

τάλληλη για σκοπούς ομαδοποίησης.

Υπολογισμος της απόσταση μετακίνησης

Η απόσταση αυτή μπορεί να υπολογιστεί με τη βοήθεια του γενικευμένου α-

ντιστρόφου ενός Λαπλασιανου γράφου cij = vol(V ) ‖zi − zj‖2 (Moore-Penrose
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pseudo inverse). Συμβολίζουμε ei = (0, ..., 1., , , 0) το i-οστό μοναδιαίο διάνυ-

σμα. Υπενθυμίζουμε οτι ο L μπορεί να γραφτεί ως L = UΛU ′ , όπου U ο

πίνακας που περιέχει όλα τα ιδιοδιανύσματα του L ως στήλες και Λ ο διαγώνιος

πίνακας με τις αντίστοιχες ιδιοτιμές λ1, ..., λn . Καθώς τουλάχιστον μία από

τις ιδιοτιμές του L είναι 0, ο L δεν είναι αντιστρέψιμος. Γι’ αυτό ορίζουμε τον

γενικευμένο αντίστροφο Λ† = UΛ†U ′ , όπου ο πίνακας με διαγώνιες τιμές 1
λi

, αν λi 6= 0

0 , αλλιώς.

Οι τιμές του Λ† υπολογίζονται σύμφωνα με τον τύπο λ†ij =
n∑
k=2

1
λi
uikukj.

Ο Λ† έιναι συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος.

Πρόταση ΄Εστω G = (V,E) ένας συνδεδεμένος, μη προσανατολισμένος

γράφος. Συμβολίζουμε με cij την απόσταση μετακίνησης μεταξύ των δυο κορυ-

φων υi, υj και με  L† = (l†ij)i,j=1,...,n τον γενικευμένο αντίστροφο του  L . Τότε

cij = vol(G)(l†ii − 2l†ij + l†jj = vol(G)(ei − ej)′  L†(ei − ej) .

Συνέπεια Η
√
cij μπορεί να θεωρηθεί ως μια συνάρτηση Ευκλείδειας α-

πόστασης των κορυφών του γράφου. Δηλαδή, μπορούμε να κατασκευάσου-

με μια εμφύτευση που να αντιστοιχίζει τις κορυφές υi του γράφου σε σημεία

zi ∈ Rn
ώστε οι Ευκλείδειες αποστάσεις μεταξύ των zi να συμπίπτουν με τις

αποστάσεις μετακίνησης στον γράφο. Καθώς ο Λ† είναι συμμετρικός και θετικά

ημιορισμένος επάγει ένα εσωτερικό γινόμενο στον Rn
. Επιλέγουμε το zi ως το

σημείο του Rn
που αντιστοιχεί στην i-οστή γραμμη του πίνακα U(Λ†)

q
2 . Τότε

από την πρόταση και την κατασκευή του L† έχουμε < zi, zj >= e′i  L
†ei και

‖zi − zj‖2 = cij.

5.4.3 ΘΕΩΡΙΑ ΔΙΑΤΑΡΑΧΩΝ

Η θεωρία διαταραχών μελετά το πώς οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα ενός

πίνακα μεταβάλλονται αν προσθέσουμε μία μικρή διαταραχή H ( διαταραγμενος

πίνακας A := A+H ). Τα περισσότερα θεωρήματα διαταραχών αναφέρουν πως
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μια συγκεκριμένη απόσταση μεταξύ ιδιοτιμών ή ιδιοδιανυσμάτων των A και Ã

φράσσεται από μια σταθερά επί μία νόρμα τουH .Η σταθερά συνήθως εξαρτάται

από την ιδιοτιμή την οποία εξετάζουμε και από το κατά πόσο αυτή η ιδιοτιμή

είναι απομακρυσμένη από το υπόλοιπο φάσμα. Η δικαιολόγηση της φασματικής

ομαδοποίησης είναι τότε η ακόλουθη:

Ας θεωρήσουμε πρώτα την ιδανική περίπτωση όπου η εντός του cluster η ο-

μοιότητα είναι ακριβώς 0. Τότε, όπως έχουμε δει, τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα

του L ή του Lrw είναι τα διανύσματα- δείκτες των clusters. Σε αυτήν την

περίπτωση, τα σημεία yi ∈ Rk
που κατασκευάζονται στα clusters έχουν τη μορ-

φή (0, ..., 1, ..., 0)′ όπου η θέση του 1 υποδεικνύει τον connected component
στον οποίο ανήκει το σημείο. Συγκεκριμένα όλα τα yi που αντιστοιχούν στον

ίδιο connected component συμπίπτουν. Ο αλγόριθμος k-μέσων θα βρει κα-

τά τετριμμένο τρόπο τη σωστή διαμέριση, τοποθετώντας ένα κεντρικό σημείο

σε κάθε σημείο (0, ..., 1, ..., 0)′ ∈ Rk
. Σε μια σχετικά ιδανική περίπτωση όπου

έχουμε ακόμα διακεκριμένα clusters αλλά η ομοιότητα εντός του cluster δεν

είναι ακριβώς 0, θεωρούμε οτι οι Λαπλασιανοί πίνακες είναι διαταραγμένες εκ-

δοχές αυτών της ιδανικής περίπτωσης. Η θεωρία διαταραχών μας λέει τότε πως

τα ιδιοδιανύσματα θα είναι κοντά στα ιδανικά διανύσματα- δείκτες. Τα σημεία

yi μπορεί να μην συμπίπτουν απολύτως με τα (0, ..., 1, ..., 0)′ , αλλά τα προσεγ-

γίζουν υπό έναν μικρό όρο σφάλματος. ΄Ετσι, εάν οι διαταραχές δεν είναι πολύ

μεγάλες, ο αλγόριθμος k-μέσων θα διαχωρίσει και πάλι τις ομάδες μεταξύ τους.

Το τυπικό επιχείρημα της διατραχής

Η τυπική βάση της προσέγγισης μέσω της θεωρίας διαταραχών για τη φασματι-

κή ομαδοποίηση είναι το θεώρημα Davis-Kahan. Αυτό το θεώρημα οριοθετεί τις

διαφορές μεταξύ ιδιοχώρων συμμετρικών πινάκων υπό διαταραχές. Στη θεωρία

διαταραχών, οι αποστάσεις μεταξύ υπόχωρων συνήθως μετρώνται με τη χρήση

κανονικών (κύριων) γωνιών. Για να ορίσουμε τις κανονικές γωνίες, έστωσαν

X1 και X2 δύο p- διάστατοι υπόχωροι του Rd
και V1 και V2 δύο πίνακες τέτοιοι

ώστε οι στήλες τους να σχηματίζουν ορθοκανονικά συστήματα για τους X1,

X2, αντίστοιχα. Τότε τα συνημίτονα cos Θi των κύριων γωνιών Θi είναι οι

ιδιάζουσες τιμές του V ′1V2 . Για p = 1, οι ως άνω ορισμένες κανονικές γωνίες
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συμπίπτουν με τον κλασικό ορισμό της γωνίας. Οι κανονικές γωνίες μπορούν

επίσης να οριστούν αν οι X1, X2 δεν έχουν την ίδια διάσταση. Ο πίνακας sin Θi

θα δηλώνει τον διαγώνιο πίνακα με τα ημίτονα των κανονικών γωνιών στη δια-

γώνιο.

Θεώρημα Davis-Kahan :

΄Εστωσαν A,H ∈ Rn×n
συμμετρικοί πίνακες και ‖.‖ η νόρμα Frobenius ή η 2-

νόρμα των πινάκων αντίστοιχα. Θεωρούμε τον Ã := A+H ως τη διαταραγμένη

εκδοχή του A. ΄Εστω διάστημα S ⊂ R. Συμβολίζουμε σS1(A)το σύνολο των

ιδιοτιμών του A που περιέχονται στο S1 και με V1 τον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί

σε όλες αυτές τις ιδιοτιμές ( τυπικότερα, το V1 είναι η εικόνα της φασματικής

προβολής που επάγεται από το σS1(A) ). Συμβολίζουμε με σS1(Ã) και Ṽ1 τις

αντίστοιχες ποσότητες για τον Ã . Ορίζουμε την απόσταση ως

δ = min{|λ− s|;λ ιδιοτιμή του A, λ /∈ S1, s ∈ S1}.

Τότε η απόσταση d(V1, Ṽ1) :=
∥∥∥sin Θ(V1, Ṽ1)

∥∥∥ μεταξύ των δύο υποχώρων

V1καιṼ1 φράσσεται από το d(V1, Ṽ1) ≤ ‖H‖
δ

. Προσπαθώντας να αποκρυπτο-

γραφήσουμε αυτό το θεώρημα , για ευκολία θα εργαστούμε με τον Λαπλασιανό

γράφο. Ο πίνακας A θα αντιστοιχεί στο γράφο L στην ιδανική περίπτωση όπου

ο L έχει k κύριες συνιστώσες. Ο πίνακας Ã αντιστοιχεί σε μία διαταραγμένη

περίπτωση όπου, λόγω θορύβου, οι k συνιστώσες δεν είναι πλέον εντελώς α-

σύνδετοι, αλλά είναι μόνο συνδεδεμένοι, μέσω μερικών ακμών με χαμηλά βάρη.

Ο αντίστοιχος Λαπλασιανός γράφος είναι τότε ο L̃ . Για τη φασματική ομαδο-

ποίηση πρέπει να θεωρήσουμε τις k πρώτες ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του L̃ .

Συμβολίζουμε τις ιδιοτιμές του L ως λ1, ...λn και του L̃ ως λ̃1, ...λ̃n . Το κρίσι-

μο σημείο είναι τώρα να επιλέξουμε το διάστημα S1 . Θέλουμε να το επιλέξουμε

έτσι ώστε τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα και του L και του L̃ να ανήκουν στο S1.

Αυτό είναι ευκολότερο όσο μικρότερη είναι η διαταραχή H = L − L̃ και όσο

μεγαλύτερο είναι το ιδιοκενό |λk − λk+1| . Εάν καταφέρουμε να βρούμε τέτοιο

διάστημα, το θεώρημα Davis-Kahan μας λέει οτι τα ιδιοκενά που αντιστοιχούν

στις k πρώτες ιδιοτιμές του ιδανικού πίνακα L και στις k πρώτες ιδιοτιμές του

διαταραγμένου πίνακα L̃ είναι πολύ κοντά μεταξύ τους , δηλαδή οτι η απόσταση
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φράσσεται από το
‖H‖
δ

. Τότε καθώς τα ιδιοδιανύσματα στην ιδανική περίπτωση

είναι κατά ζεύγη σταθερά στις κύριες συνιστώσες, το ίδιο θα ισχύει προσεγγι-

στικά για την διαταραγμένη περίπτωση. Το πόσο καλή θα είναι η προσέγγιση

εξαρτάται από την νόρμα της διαταραχής ‖H‖ και την απόσταση δ ανάμεσα στο

S1 και στο (k+ 1)-οστό ιδιοδιάνυσμα του L . Αν επιλέξουμε S1 = [0, λk] , τότε

η δ συμπίπτει με το φασματικό κενό |λk+1−λk|. Από το θεώρημα βλέπουμε πως

όσο μεγαλύτερο είναι το ιδιοκενό, τόσο κοντινότερα είναι τα ιδιοδιανύσματα της

ιδανικής και της διαταραγμένης περίπτωσης και κατά συνέπεια, τόσο καλύτερα

δουλεύει η φασματική ομαδοποίηση.

Αν η διαταραχή H είναι πολύ μεγάλη ή το ιδιοκενό πολύ μικρό, ίσως δεν

μπορούμε να βρούμε ένα σύνολο S1 τέτοιο ώστε τόσο οι k πρώτες ιδιοτιμές

τόσο του L όσο και του L̃ να βρίσκονται μέσα σε αυτό. Σε αυτήν την περίπτω-

ση, πρέπει να κάνουμε έναν συμβιβασμό επιλέγοντας το S1 να περιέχει τις k

πρώτες ιδιοτιμές του L, μα ίσως περισσότερες ή λιγότερες ιδιοτιμές του L̃ . Το

πόρισμα του θεωρήματος γίνεται τότε ασθενέστερο, με την έννοια οτι είτε δεν

συγκρίνουμε τα ιδιοκενά που αντιστοιχούν στα k πρώτα ιδιοδιανύσματα του L

και του L̃ , αλλά τα ιδιοκενά που αντιστοιχούν στα k πρώτα ιδιοδιανύσματα του

L και τα k̃ πρώτα ιδιοδιανύσματα του L̃ ( όπου k̃ το πλήθος των ιδιοτιμών του

L̃ που ανήκουν στο S1 ). Είτε μπορεί η απόσταση δ να μικρύνει τόσο που το

όριο της απόστασης d(V1, Ṽ1) μεγαλώνει τόσο πολύ που είναι άχρηστο.

Αυτή είναι μία αδρή παρουσίαση του πώς η θεωρία διαταραχών εξηγεί τους

αλγόριθμους φασματικής ομαδοποίησης που δίνεται για λόγους πληρότητας και

δε θα σχολιαστεί περαιτέρω.
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Κεφάλαιο 6

Πίνακες Διάχυσης (Diffusion
Maps)

Οι συναρτήσεις διάχυσης(diffusion maps)(Nadler et al. 2006) είναι μια μη-

γραμμική τεχνική που κατορθώνει την αναγωγή δεδομένων μεγάλης κλίμακας

αναδιοργανώνοντάς τα σύμφωνα με την υποκείμενη γεωμετρία τους. Η συν-

δεσιμότητα του συνόλου δεδομένων, μετρημένη με κάποιο μέτρο τοπικής ο-

μοιότητας, χρησιμοποιείται για την δημιουργία μιας διαδικασίας διάχυσης που

εξαρτάται από τον χρόνο. Καθώς η διαδικασία εξελίσσεται, ενσωματώνει την

τοπική γεωμετρία, για να αποκαλύψει γεωμετρικές κατασκευές του συνόλου δε-

δομένων σε διαφορετικές κλίμακες. Ορίζοντας μια χρονικά εξαρτώμενη μετρική

διάχυσης, μπορούμε τότε να μετρήσουμε την ομοιότητα μεταξύ δύο σημείων σε

μία συγκεκριμένη κλίμακα (ή χρόνο), βασιζόμενοι στην γεωμετρία που έχουμε

βρει. Μια συνάρτηση διάχυσης αντιστοιχεί (ή μετατρέπει) σημεία σε έναν χώρο

μικρότερης διάστασης, τέτοιου ώστε η ευκλείδεια απόσταση μεταξύ σημείων να

προσεγγίζει την απόσταση διάχυσης στον αρχικό χώρο. Η διάσταση του χώρου

διάχυσης καθορίζεται από τη γεωμετρική κατασκευή στην οποία υπόκεινται τα

δεδομένα και στην ακρίβεια με την οποία προσεγγίζεται η απόσταση διάχυσης

(Nadler et al. 2005)
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6.1 ΗΜαθηματική Προσέγγιση της συνάρ-

τησης διάχυσης

΄Εστω ένας τυχαίος περίπατος στο αρχικό σύνολο δεδομένων μας. Εύκολα

αντιλαμβανόμαστε οτι ο τυχαίος περίπατος είναι πιθανότερο να μεταπηδήσει

σε κοντινό σημείο δεδομένων, παρά σε κάποιο απομακρυσμένο κι έτσι μπο-

ρούμε να συσχετίσουμε την έννοια της απόστασης στον αρχικό χώρο με την

έννοια της πιθανότητας. Η συνδεσιμότητα μεταξύ δύο σημείων x και y ο-

ρίζεται ως η πιθανότητα μεταπήδησης του τυχαίου περιπάτου από το x στο

y σε ένα βήμα (connectivity(x, y) = p(x, y) ) και την εκφράζουμε σαν μία

μη-κανονικοποιημένη συνάρτηση πιθανότητας γνωστής ως πυρήνα διάχυσης

connectivity(x, y) ∝ k(x, y). Ο πυρήνας καθορίζει ένα τοπικό μέτρο ομοι-

ότητας μέσα σε μία συγκεκριμένη γειτονιά. ΄Εξω από τη γειτονιά, η συνάρτηση

γρήγορα μηδενίζεται. Για παράδειγμα, μπορούμε να θεωρήσουμε τον Γκαουσια-

νό πυρήνα,

k(x, y) = exp (−‖x− y‖
2

α
)

.

Η γειτονιά τού x μπορεί να οριστεί ως όλα εκείνα τα στοιχεία y για τα

οποία k(x, y) ≥ ε με 0 < ε << 1. Αυτά ορίζουν μία περιοχή μέσα στην

οποία είμαστε σίγουροι οτι η μέτρηση της τοπικής μας ομοιότητας (π.χ. η

Ευκλείδεια απόσταση) είναι ακριβής. Μεταβάλλοντας ελάχιστα την κλίμακα

του πυρήνα (στην περίπτωσή μας το α) επιλέγουμε το μέγεθος της γειτονιάς,

βασιζόμενοι στην εκ των προτέρων γνώση της δομής και της πυκνότητας των

δεδομένων. Για πολύπλοκες, χαμηλής διάστασης δομές, επιλέγεται μια μικρή

περιοχή. Για αραιά δεδομένα, μια μεγαλύτερη γειτονιά είναι καταλληλότερη. Ο

πυρήνας διάχυσης ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

• Ο k είναι συμμετρικός: k(x, y) = k(y, x).

• Ο k είναι μη αρνητικός: k(x, y) ≥ 0.

. Η πρώτη ιδιότητα είναι αναγκαία για να εκτελέσουμε φασματική ανάλυση

σε έναν πίνακα απόστασης Kij = k(xi, xj) . Η δεύτερη επιτρέπει στον πυ-

ρήνα διάχυσης να ερμηνευθεί ως κλιμακωτή πιθανότητα (πάντα θετική), έτσι
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ώστε
1
dX

∑
y∈X

k(x, y) = 1. Τότε η σχέση μεταξύ του πυρήνα διάχυσης και της

συνδεσιμότητας είναι

connectivity(x, y) = p(x, y) =
1

dX
k(x, y)

όπου
1
dX
, η σταθερά κανονικοποίησης.

Κατασκευάζουμε έναν πίνακα διάχυσης P , με στοιχεία pij = p(Xi, Xj).

Κάθε στοιχείο δίνει την συνδεσιμότητα μεταξύ οποιωνδήποτε δύο σημείων Xi

και Xj των δεδομένων και συνοψίζει τις γνώσεις μας σε τοπικό επίπεδο. Α-

ναλογικά με τον τυχαίο περίπατο, ο πίνακας αυτός δίνει τις πιθανότητες ενός

βήματος από το i στο j . Παίρνοντας δυνάμεις του πίνακα διάχυσης, αυξάνου-

με τον αριθμό των βημάτων. Ο πίνακας διάχυσης μπορεί να ερμηνευθεί ως ο

πίνακας μεταβασης μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας που ορίζεται στα δεδομένα. Για

παράδειγμα, έστω ένας 2× 2 πίνακας διάχυσης,

P =

[
p11 p12

p21 p22

]
.

Κάθε στοιχείο pij , είναι η πιθανότητα μεταπήδησης μεταξύ των i και j . Τότε

ο P 2
, είναι

P 2 =

[
p11p11 + p12p21 p12p22 + p11p12

p21p12 + p22p12 p22p22 + p21p12

]
.

Παρατηρείστε οτι P11 = p11p11 + p12p21 , που αθροίζει δύο πιθανότητες: να

παραμείνει ο τυχαίος περίπατος στο σημείο 1 και να μετακινηθεί από το 1 στο

2 και πίσω. Κάνοντας δύο μεταπηδήσεις, αυτά είναι όλα τα μονοπάτια από το i

στο j . ΄Ομοια, ο P t
ij αθροίζει όλα τα μονοπάτια μήκους t από το i στο j.
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6.1.1 Συνδεσιμότητα

Καθώς υπολογίζουμε τις πιθανότητες P t
για αυξανόμενη τιμή του t , παρατη-

ρούμε το σύνολο δεδομένων σε διαφορετικές κλίμακες. Αυτή είναι η διαδικασία

διάχυσης, όπου η τοπική συνδεσιμότητα παρέχει την ολική συνδεσιμότητα του

συνόλου των δεδομένων. ( Θεωρητικά, ο τυχαίος περίπατος είναι μία στοχαστι-

κή διαδικασία διακριτού χρόνου, ενώ η διαδικασία διάχυσης θεωρείται στοχαστι-

κή διαδικασία συνεχούς χρόνου. Εδώ εξετάζουμε μόνο τη διακριτή περίπτωση,

θεωρώντας τον τυχαίο περίπατο και τη διαδικασία διάχυσης ισοδύναμα.) Για αυ-

ξανόμενες τιμές του t(προς τα εμπρός διαδικασία διάχυσης) (forward diffusion
process), η πιθανότητα να ακολουθηθεί ένα μονοπάτι κατά μήκος της υποκείμε-

νης γεωμετρίας αυξάνεται. Αυτό συμβαίνει διότι κατά μήκος της γεωμετρικής

δομής τα σημεία είναι πυκνά και κατά συνέπεια πλήρως συνδεδεμένα, σχημα-

τίζοντας σύντομα μονοπάτια και μεγάλης πιθανότητας μεταπηδήσεις. Αντίθετα,

τα μονοπάτια που δεν ακολουθούν τη γεωμετρική δομή περιλαμβάνουν μία ή

περισσότερες μικρής πιθανότητας μεταπηδήσεις, μειώνοντας έτσι τη συνολική

πιθανότητα του μονοπατιού.

6.1.2 Απόσταση Διάχυσης

΄Ειδαμε πώς η διαδικασία διάχυσης αποκαλύπτει την ολική γεωμετρική δομή των

δεδομένων. Παρακάτω ορίζουμε μία μετρική διάχυσης βασισμένη σε αυτή τη

δομή. Η μετρική υπολογίζει την ομοιότητα μεταξύ δύο σημείων στον χώρο των

παρατηρήσεων ως την συνδεσιμότητα μεταξύ τους (πιθανότητα μεταπήδησης).

Σχετίζεται με τον πίνακα διάχυσης και είναι

D2
t (Xi, Xj) =

∑
u∈X

‖pt(Xi, u)− pt(Xj, u)‖2

=
∑
k

∥∥P t
ik − P t

kj

∥∥2
(6.1)

Η απόσταση διάχυσης είναι μικρή αν υπάρχουν πολλά υψηλής πιθανότητας

μονοπάτια μήκους t μεταξύ δύο σημείων. Καθώς η διαδικασία διάχυσης προχω-

ρά αποκαλύπτοντας τη γεωμετρική δομή των δεδομένων, οι κύριοι παράγοντες

που συμβάλλουν στην απόσταση διάχυσης είναι μονοπάτια κατά μήκος της δο-
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μής αυτής.

Ο όρος pt(x, u) στην απόσταση διάχυσης είναι η πιθανότητα μεταπήδησης

από το x στο u σε t μονάδες χρόνου (βήματα), και αθροίζει τις πιθανότητες

όλων των δυνατών μονοπατιών μήκους t μεταξύ των x και u . Για να παραμείνει

μικρή η απόσταση διάχυσης πρέπει οι πιθανότητας των μονοπατιών μεταξύ των

x και u και x και y να είναι περίπου ίσες, πράγμα που συμβαίνει όταν τα x και

y είναι καλά συνδεδεμένα μεσω του u .

6.1.3 Συνάρτηση Διάχυσης

Ο υπολογισμός των αποστάσεων διάχυσης είναι υπολογιστικά ακριβός, γι’αυτό

είναι πιο εύκολο να αντιστοιχίσουμε τα σημεία των δεδομένων στον ευκλείδειο

χώρο, σύμφωνα με τη μετρική διάχυσης. Η απόσταση διάχυσης στον χώρο των

δεδομένων γίνεται απλά η Ευκλείδεια απόσταση σ’αυτόν τον νέο χώρο διάχυσης.

΄Ενας diffusion map, που αντιστοιχίζει τις συντεταγμένες μεταξύ του χώρου

δεδομένων και του χωρου διάχυσης, στοχεύει στην αναδιοργάνωση των δεδο-

μένων σύμφωνα με τη μετρική διάχυσης. Γι’ αυτό τον εκμεταλλευόμαστε για τη

μείωση της διαστατικότητας. Ο diffusion map διατηρεί την εγγενή γεωμετρία

του συνόλου δεδομένων και καθώς ο μετασχηματισμός μετράει τις αποστάσεις

σε μια μικρότερης διάστασης δομή, περιμένουμε να βρούμε οτι είναι απαραίτητες

λιγότερες συντεταγένες για να αναπαραστήσουμε τα δεδομένα στον καινούριο

χώρο. Μένει να βρούμε ποιές διαστάσεις να αγνοήσουμε, προκειμένου να δια-

τηρήσουμε τις αποστάσεις διάχυσης, και επομένως τη γεωμετρία, στον βέλτιστο

δυνατό βαθμό. Εξετάζουμε τον μετασχηματισμό

Yi :=


pt(Xi, X1)

pt(Xi, X2)
...

pt(Xi, XN)

 = P T
i∗ . (6.2)

Γι’αυτόν τον μετασχηματισμό, η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ δύο σημείων
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Xi και Xj είναι

‖Yi − Yj‖ =
∑
u∈X

|pt(Xi, u)− pt(Xj, u)|2

=
∑
|P t
ik − P t

kj|2 = D2
t (Xi, Xj)

(6.3)

που είναι η απόσταση διάχυσης μεταξύ των σημείων Xi και Xj. ΄Εχουμε

βρει λοιπόν έναν τρόπο να εκφράσουμε τα δεδομένα σύμφωνα με την απόσταση

διάχυσης.

Η μείωση της διαστατικότητας γίνεται αγνοώντας κάποιες διαστάσεις στον χώρο

διάχυσης. Παίρνουμε τον κανονικοποιημένο πίνακα διάχυσης P = D−1K, όπου

D ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία τα αθροίσματα των γραμμών του K. Οι

αποστάσεις διάχυσης μπορούν να εκφραστούν με τη βοήθεια των ιδιοτιμών και

ιδιοδιανυσμάτων του P ως εξής:

Y ′i =


λ1
tψ

(i)
1

λ2
tψ

(i)
2

...

λnt ψ
(i)
n

 = P T
i∗ . (6.4)

΄Οπου το ψ
(i)
1 υποδεικνύει το i-οστό στοιχείο του πρώτου ιδιοδιανύσματος του

P . Και πάλι η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των σημείων Y ′i και Y ′j είναι η

απόσταση διάχυσης . Το σύνολο των ορθογώνιων αριστερών ιδιοδιανυσμάτων

του P σχηματίζουν μια βάση για τον χώρο διάχυσης και οι αντίστοιχες ιδιοτιμές

λi δείχνουν τη σημαντικότητα κάθε διάστασης. Η μείωση διαστάσεων γίνεται

κρατώντας τις m διαστάσεις που σχετίζονται με τα κυρίαρχα ιδιοδιανύσματα,

γεγονός που εξασφαλίζει οτι το
∥∥Y ′i − Y ′j∥∥ προσεγγίζει κατά βέλτιστο τρόπο

την απόσταση διάχυσης Dt(Xi, Xj). Επομένως , ο diffusion map 6.2 διατηρεί

κατά βέλτιστο τρόπο την εγγενή γεωμετρία των δεδομένων.
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6.2 Βασικός αλγόριθμος Diffusion Mapping

Ο βασικός αλγόριθμος για diffusion mapping σε μορφή ψευδοκώδικα είναι ο

παρακάτω:

Ψευδοκώδικας

Είσοδος: Σύνολο δεδομένων υψηλής διάστασης {Xi}Ni=1.

Βήμα 1: ΄Ορισε έναν πυρήνα k(x, y) και κατασκεύασε έναν πίνακα πυρήναK, τέτοιο

ώστε Ki,j = k(Xi, Xj).

Βήμα 2: Κατασκέυασε τον πίνακα διάχυσης κανονικοποιώντας τις γραμμές του

πίνακα πυρήνα.

Βήμα 3: Υπολόγισε τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα διάχυσης.

Βήμα 4: Μετασχημάτισε στον d-διάστατο χώρο διάχυσης σε χρόνο t, χρησιμο-

ποιώντας τα d κυρίαρχα ιδιοδιανύσματα και ιδιοτιμές, όπως φαίνεται στο

(1).

΄Εξοδος: Μικρότερης διάστασης σύνολο δεδομένων {Yi}Ni=1
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Κεφάλαιο 7

Εφαρμογές των αλγορίθμων

και σύγκριση της

αποτελεσματικότητάς τους

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εφαρμόσουμε τους αλγόριθμους που αναλύθηκαν για

το ίδιο πρόβλημα και θα συγκρίνουμε την αποτελεσματικότητά τους.

Για την ανάλυση χρησιμοποιήθηκε το πρόγραμμα του ToddWhitman "mani.m"
που είναι διαθέσιμο στον παρακάτω σύνδεσμο:

https://ocw.mit.edu/courses/earth-atmospheric-and-planetary-sciences/12-s990-
quantifying-uncertainty-fall-2012/tools/mani.m.

Σύνολο Δεδομένων

΄Εχουμε ένα τυχαίο δείγμα μεγέθους N = 2000 από μία σπειροειδή ζώνη

(“Swiss roll”).
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Σχήμα 7.1: Τρισδιάστατη μορφή δείγματος δεδομένων από το σύνολο ’Swiss
Roll’ μεγέθους N = 2000 σημεία.

74



7.1 Αποτελεσματικότητα αλγορίθμων PCA-

MDS

Σχήμα 7.2: Αποτελέσματα αλγορίθμου PCA μετά από εφαρμογή στο σύνολο

’"Swiss Roll" με N = 2000 σημεία.

(αʹ) k = 8. (βʹ) k = 12.

Σχήμα 7.3: Αποτελέσματα αλγορίθμου MDS μετά από εφαρμογή στο σύνολο

’"Swiss Roll" με N = 2000 (εικ. 7.1) σημεία και παραμέτρους k = 8 (εικ.

7.3αʹ) και k = 12 (εικ. 7.3βʹ) πλησιέστερους γείτονες
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7.2 Αποτελεσματικότητα αλγορίθμου LLE

(αʹ) k = 8 (βʹ) k = 12

(γʹ) k = 25 (δʹ) k = 50

Σχήμα 7.4: Αποτελέσματα αλγορίθμου LLE μετά από εφαρμογή στο σύνολο

"Swiss Roll" με N = 2000 σημεία και παραμέτρους k = 8 (εικ. 7.4αʹ) , k = 12
(εικ. 7.4βʹ), k = 25 (εικ. 7.4γʹ) και k = 50 (εικ.7.4δʹ) πλησιέστερους γείτονες.
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7.3 Αποτελεσματικότητα αλγορίθμου Isomap

(αʹ) k = 8 (βʹ) k = 20

(γʹ) k = 50

Σχήμα 7.5: Αποτελέσματα αλγορίθμου απεικόνισης Ισομετρικών Χαρακτηρι-

στικών (Isomap) μετά από εφαρμογή στο σύνολο ’"Swiss Roll" με N = 2000
(εικ.7.1) σημεία και παραμέτρους k = 8 (εικ.7.5αʹ) , k = 20 (εικ. 7.5βʹ) , k = 50
(εικ. 7.5γʹ) πλησιέστερους γείτονες.
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7.4 Αποτελεσματικότητα αλγορίθμων [(Spec-

tral Clustering(Laplacian Eigenmaps)]

(αʹ) k = 12 (βʹ) k = 15

(γʹ) k = 25 (δʹ) k = 50

Σχήμα 7.6: Αποτελέσματα αλγορίθμου φασματικής ομαδοποίησης Spectral
Clustering μετά από εφαρμογή στο σύνολο ’"Swiss Roll" με N = 2000 ση-

μεία και παραμέτρους k = 12 (εικ. 7.6αʹ), k = 15 (εικ.7.6βʹ) , k = 25 (εικ.

7.6γʹ) και k = 50 (εικ. 7.6δʹ) πλησιέστερους γείτονες.
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7.5 Αποτελεσματικότητα αλγορίθμου Συ-

ναρτήσεων Διάχυσης (Diffusion Maps)

(αʹ) k = 12 (βʹ) k = 25

(γʹ) k = 50

Σχήμα 7.7: Αποτελέσματα αλγορίθμου Συναρτήσεων Διάχυσης (Diffusion
Maps) μετά από εφαρμογή στο σύνολο ’"Swiss Roll" με N = 2000 σημεία

και παραμέτρους k = 12 (εικ. 7.7αʹ), k = 25 (εικ. 7.7βʹ), k = 50 (εικ. 7.7γʹ)

πλησιέστερους γείτονες.
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7.6 Σύγκριση αλγορίθμων

Σχήμα 7.8: Συνοπτικός πίνακας σύγκρισης επιδόσεων αλγορίθμων PCA, MDS,
LLE, Isomap, Spectral Clustering, Diffusion Mapping. Περιλαμβάνει τον

χρόνο (στήλη 1) που χρειάστηκε ο κάθε αλγόριθμος εφ΄όσον αποκάλυ-

ψε με επιτυχία την εγγενή γεωμετρία των δεδομένων(στήλη 3)

για να εκτελέσει με τον καλύτερο δυνατό τρόπο την αναγωγή δεδομένων, και

τον ελάχιστο δυνατό αριθμό γειτόνων στον οποίο το κατάφερε(στήλη 2).

Στην εικόνα 7.8 παρατηρούμε πως οι αλγόριθμοι που κατάφεραν να απεικο-

νίσουν την εγγενή γεωμετρία των δεδομένων στο επίπεδο είναι η γραμμική MDS
(εικ.7.3) και οι μη- γραμμικοί αλγόριθμοι Isomap (εικ. 7.5) και οι αλγόριθμοι

που βασίζονται στις Λαπλασιανές ιδιοσυναρτήσεις (εικ. 7.6) και σε συναρτήσεις

διάχυσης (εικ. 7.7). Η MDS κατάφερε σε 24” και χρησιμοποιώντας μόλις 8

πλησιέστερους γείτονες (εικ.7.3αʹ) να απεικονίσει το σύνολο "swiss roll" σε

μία σπείρα στο επίπεδο. Από την άλλη μεριά, ο Isomap χρειάστηκε 25 γείτονες

και 10” λιγότερα για να φτάσει στο ίδιο αποτέλεσμα (εικ.7.5βʹ). ΄Οσο και αν

αυξήσουμε το πλήθος των γειτόνων που ζητάμε από τον αλγόριθμο να υπολο-

γίσει, το αποτέλεσμα εξακολουθεί να είναι επιτυχημένο και ο χρόνος απόκρισης

δε μεταβάλλεται σημαντικά. Ενδεικτικά, βλέπουμε πως η χρονική διαφορά μιας

εφαρμογής του Isomap με αριθμό γειτόνων τέτοιο ώστε για πρώτη φορά βρίσκει

τη δομή των δεδομένων (k = 25) (εικ. 7.5βʹ) από μία εφαρμογή με διπλάσιο(!)

αριθμό γειτόνων( k = 50) (εικ. 7.5γʹ) διαφέρει μόνο κατα 0,20”.
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Ο αλγόριθμος φασματικής ομαδοποίησης (spectral clustering) αν και α-

παιτεί 50 γείτονες ωστε να αρχίσει να προσεγγίζει το ζητούμενο, εν τούτοις

αποδεικνύεται πολύ αποτελεσματικός καθώς χρειάζεται μόλις 2” για να το κάνει

(εικ. 7.6δʹ). ΄Ενα πρόβλημα, ωστόσο, του αλγόριθμου αυτού είναι πως αν ξε-

περάσουμε ένα συγκεκριμενο εύρος για το πλήθος k, τότε ο αλγόριθμος δεν

καταφέρνει πια να αναγνωρίσει τη δομή των δεδομένων και αποτυγχάνει. Ο

πραγματικά αποτελεσματικότερος αλγόριθμος αποδεικνύεται αυτός που κάνει

χρήση συναρτήσεων διάχυσης, καθώς καταφέρνει να προβάλλει με επιτυχία τα

3D δεδομένα στο επίπεδο σε μόλις 0,49”(!) και κάνοντας χρήση 12 πλησιέστε-

ρων γειτόνων (εικ. 7.7αʹ).
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Μέρος II

Η τεχνολογία των

μικροσυστοιχιών (microarrays)
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Κεφάλαιο 8

Βιολογικό υπόβαθρο

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται μία σύντομη αναφορά σε κάποιες βιολογικές διαδι-

κασίες για την ευκολότερη περαιτέρω παρακολούθηση της παρούσας εργασίας.

8.1 Λίγα λόγια για το DNA

Το DNA, όπως και το RNA, είναι ένα μακρομόριο, που αποτελείται από νου-

κλεοτίδια. Κάθε νουκλεοτίδιο του DNA αποτελείται από μία πεντόζη, τη δε-

οξυριβόζη, ενωμένη με μία φωσφορική ομάδα και μία αζωτούχο βάση. Στα

νουκλεοτίδια του DNA η αζωτούχος βάση μπορεί να είναι μία από τις: αδενίνη

(A), γουανίνη (G), κυτοσίνη (C) και θυμίνη (T). Οι δύο αλυσίδες ενός μορίου

DNA είναι συμπληρωματικές, και αυτό υποδηλώνει ότι η αλληλουχία της μιας

καθορίζει την αλληλουχία της άλλης. Οι αζωτούχες βάσεις της μιας αλυσίδας

συνδέονται με δεσμούς υδρογόνου με τις αζωτούχες βάσεις της απέναντι αλυ-

σίδας με βάση τον κανόνα της συμπληρωματικότητας. Η αδενίνη συνδέεται μόνο

με θυμίνη και αντίστροφα, ενώ η κυτοσίνη μόνο με γουανίνη και αντίστροφα.

Οι δεσμοί υδρογόνου που αναπτύσσονται μεταξύ των βάσεων σταθεροποιούν

τη δομή του μορίου.
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8.2 Γονίδια και Γονιδίωμα

΄Ενα γονίδιο είναι ένα τμήμα DNA με συγκεκριμένη ακολουθία που κωδικοποιεί

μια συγκεκριμένη πρωτεΐνη (δηλ. μία συγκεκριμένη αλληλουχία αμινοξέων).

Το μέγεθός της συνήθως μετριέται σε ζεύγη βάσεων (bp: base pairs) που

αναφέρεται ως δομή διπλής έλικας του μορίου DNA. Το τυπικό μήκος του

ανθρώπινου γονίδιου είναι περίπου 10.000 bp, αλλά μπορεί να φθάσει έως και

2,4 εκατομμύρια bp. Το σύνολο των γονιδίων ενός οργανισμού ονομάζεται

γονιδίωμα. Το ανθρώπινο γονιδίωμα περιλαμβάνει περίπου 35.000 γονίδια ή 3

δισεκατομμύρια ζεύγη βάσεων.

8.3 Γονιδιακή έκφραση

Η γονιδιακή έκφραση είναι η διαδικασία μετατροπής των γενετικών πληροφο-

ριών(μεταγραφής γονιδίων σε RNA αντίγραφα )σε πρωτεΐνες οι οποίες στη

συνέχεια εξυπηρετούν μία βιολογική λειτουργία και αποτελείται από δύο (2)

φάσεις:

• Σε ένα πρώτο στάδιο, το καλούπι DNA ενός γονιδίου μεταγράφεται στο

αγγελιαφόρο- RNA (messenger- RNA: mRNA), χρησιμοποιώντας ένα

ένζυμο που ονομάζεται RNA πολυμεράση. Κατά την έναρξη της μετα-

γραφής ενός γονιδίου η RNA προκαλεί τοπικό ξετύλιγμα της διπλής έλι-

κας του DNA. Στη συνέχεια, τοποθετεί ριβονουκλεοτίδια απέναντι από

τα δεοξυριβονουκλεοτίδια μίας αλυσίδας του DNA σύμφωνα με τον κα-

νόνα της συμπληρωματικότητας των βάσεων(εδώ όμως απέναντι από την

αδενίνη τοποθετείται το ριβονουκλεοτίδιο που περιέχει ουρακίλη).

• Το δεύτερο βήμα περιλαμβάνει τη μετάφραση της αλληλουχίας mRNA σε

μια πρωτεΐνη.

Αυτή η διαδικασία δύο σταδίων είναι επίσης γνωστή ως το θεμελιώδες δόγμα

της Μοριακής Βιολογίας (Crick 1958). Φυσικά, το επίπεδο έκφρασης ενός συ-

γκεκριμένου γονιδίου μεταβάλλεται με την πάροδο του χρόνου.
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Οι αλλαγές των συνθηκών οδηγούν σε μια αλλαγή της κατάστασης έκφρα-

σης του γονιδίου ενός κυττάρου. ΄Οταν ένα γονίδιο ρυθμίζεται προς τα πάνω(η

έκφρασή του αυξανεται) σε σχέση με μία προηγούμενη κατάσταση, τότε το

mRNA μεταγράφεται σε ένα υψηλότερο ποσοστό. Ομοίως, μια κάτω ρύθμι-

ση(η έκρασή του μειώνεται) οδηγεί σε λιγότερες μεταγραφές mRNA. ΄Ετσι, η

μέτρηση του επίπεδουmRNA ενός γονιδίου υπό μεταβαλλόμενες συνθήκες είναι

ένα κατάλληλο μέσο για τη διερεύνηση της λειτουργίας του εν λόγω γονιδίου.

Ο σκοπός των πειραμάτων μικροσυστοιχιών είναι να καθορίσουν ταυτόχρονα τα

επίπεδα έκφρασης χιλιάδων γονιδίων ή - ενδεχομένως - ολόκληρο το γονιδίωμα

ενός οργανισμού.
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Κεφάλαιο 9

Μικροσυστοιχίες γονιδιακής

έκφρασης

Παρουσιάζεται επίσης ο τρόπος κατασκευής μια μικροσυστοιχίας Affymetrix
καθώς επίσης και της διαδικασίας εξαγωγής των προς ανάλυση δεδομένων.

9.1 Τι ειναι οι μικροσυστοιχίες (microarrays;)

Οι μικροσυστοιχίες (microarrays) αποτελούν μια πολύ ενδιαφέρουσα και ακόμα

εξελισσόμενη τεχνολογία που έχει γίνει πλέον ένα ευρέως χρησιμοποιούμενο ερ-

γαλείο έρευνας εντός των βιολογικών επιστημών . Προσφέρουν ένα εξαιρετικό

μέσο συλλογής άνευ προηγουμένου μεγάλων ποσοτήτων δεδομένων γονιδια-

κής έκφρασης κατά τη διάρκεια ενός μόνο πείραματος. Ωστόσο, προκαλούν

επίσης τους βιολόγους, στατιστικολόγους, και επιστήμονες υπολογιστών να

αναπτύξουν κατάλληλες τεχνικές και μεθόδους και να επιλύσουν τις εναπο-

μένουσες δυσκολίες.

Ο στόχος των πειραμάτων μικροσυστοιχιών είναι η μέτρηση της αφθονίας

των μεταγραφημάτων RNA ενός γονιδίου σε ένα ορισμένο είδος ιστού. Αυτό

γίνεται ταυτόχρονα για ένα μεγάλο αριθμό γονιδίων ενός οργανισμού. Προ-

κειμένου να ληφθεί μια τέτοια τιμή γονιδιακής έκφρασης για κάθε υπό έρευνα

γονίδιο, ακολουθούνται πολλά διαφορετικά στάδια συμπεριλαμβανομένης της

παραγωγής του τσιπ, της προετοιμασίας του δείγματος, της υβριδοποίησης, της
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απόκτησης εικόνας, και προεπεξεργασίας. Η τεχνολογία μικροσυστοιχιών α-

ναπτύχθηκε στα μέσα της δεκαετίας 1990-2000 (Schena et al. 1995) και έχει

γίνει πλέον ένα ευρέως χρησιμοποιούμενο εργαλείο έρευνας. Μια μικροσυστοι-

χία DNA είναι κατασκευασμένη από ένα μικρό γυάλινο slide που φέρει έναν

μεγάλο αριθμό μορίων DNA (ανιχνευτές) σε διατεταγμένο και συστηματικό

τρόπο. Σκοπός του είναι να μετρηθεί η αφθονία των σημασμένων νουκλε-

ϊκών οξέων(DNA, RNA) (στόχοι) που λαμβάνονται από βιολογικά δείγματα.

Οι στόχοι εντοπίζουν τους ανιχνευτές που τους αντιστοιχούν και δημιουργούν

σταθερό δεσμό υδρογόνου,δηλ. υβριδοποιούνται. Κατά συνέπεια, οι στόχοι

μπορούν να ταυτοποιηθούν από τις ετικέτες τους σε συνδυασμό με τη γνωστή

θέση των αντίστοιχων ανιχνευτών τους.

9.2 Affymetrix GeneChips

Παρουσιάζουμε εδώ κάποιες λεπτομέρειες της διαδικασίας παρασκευής ενός τσιπ

της εταιρίας Affymetrix καθώς θα ασχοληθούμε παρακάτω με μία μικροσυστοι-

χία τέτοιου πρωτοκόλου. Η παρούσα παράγραφος παρατίθεται για λόγους πλη-

ρότητας των πληροφοριών σχετικά με την συγκεκριμένη εταιρία κατασκευής

μικροσυστοιχιών και μπορεί να παραληφθεί διότι οι πληροφορίες αυτές είναι πο-

λύ εξειδικευμένες και τεχνικές.

(Πηγή:

https://www.vsni.co.uk/software/genstat/htmlhelp/marray/AffymetrixChips.htm)

Τα Affymetrix GeneChips κατασκευάζονται από τον καθορισμό των αλλη-

λουχιών βάσεων με χρήση ενός συνδυασμού φωτολιθογραφίας που βασίζεται σε

ημιαγωγούς και τεχνολογίες χημικής σύνθεσης στερεάς φάσης(χημική μέθο-

δος κατά την οποία τα μόρια δεσμεύονται σε ένα σφαιρίδιο και συντίθενται

βήμα-βήμα σε ένα αντιδρών διάλυμα). Τα ολιγονουκλεοτίδια (oligos), συνήθως
25-μερή (μήκους 25 βάσεων), συντίθενται απευθείας πάνω σε αντικειμενοφόρο

πλάκα. Κάθε συστοιχία περιέχει έως 900.000 διαφορετικά ολιγονουκλεοτίδια

και κάθε ολιγονουκλεοτίδιο είναι παρόν σε εκατομμύρια αντίγραφα. Δεδομένου

ότι οι ολιγονουκλεοτιδικοί ανιχνευτές συντίθενται σε γνωστές θέσεις στη συ-

στοιχία, τα μοτίβα υβριδισμού και οι εντάσεις σήματος μπορούν να ερμηνευθούν
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με βάση την ταυτότητα των γονιδίων και των σχετικών επιπέδων έκφρασης με

το Λογισμικό Λειτουργίας της Affymetrix GeneChip. Η παρακάτω εικόνα 9.1

δίνει μια σχηματική παράσταση αυτής της διαδικασίας.

Σχήμα 9.1: Διαδικασία κατασκευής μιας μικροσυστοιχίας Affymetrix
GeneChip [https://www.vsni.co.uk/software/genstat/htmlhelp/marray/AffymetrixChips.htm]

Κάθε γονίδιο στη μικροσυστοιχία Affymetrix , αντιπροσωπεύεται από μια

σειρά διαφορετικών ολιγονουκλεοτιδικών ανιχνευτών. Κάθε ζεύγος ανιχνευτή

αποτελείται από μία τέλεια αντιστοιχισμένη ακολουθία ολιγονουκλεοτιδίων(PM
perfect match) και από μία ολιγονουκλεοτιδική ανακολουθία(MM MisMatch).
Ο PM ανιχνευτής έχει μία ακολουθία ακριβώς συμπληρωματική προς το συγκε-

κριμένο γονίδιο και έτσι μετρά την έκφραση του γονιδίου. Ο MM ανιχνευτής
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διαφέρει από τον PM σε μία μόνο αντικατάσταση βάσης, στην θέση της κε-

ντρικής βάσης(13η θέση), διαταράσσοντας τη σύνδεση του μεταγραφήματος

του γονιδίου-στόχου 9.2. Αυτό βοηθά να προσδιοριστεί το υπόβαθρο(που προ-

σθέτει θορυβο στα δεδομένα) και η μη ειδική υβριδοποίηση που συμβάλλει στο

σήμα που μετράται για τον PM ανιχνευτή . Ο αλγόριθμος MAS του Λογισμικού

Λειτουργίας GeneChip (GeneChip Operating Software) αφαιρεί τις εντάσεις

υβριδισμού των MM ανιχνευτών από εκείνες των PM για να προσδιοριστεί η

απόλυτη ή συγκεκριμένη τιμή έντασης για κάθε σετ ανιχνευτών. ΄Ολα τα ζεύγη

ανιχνευτών ενός γονιδίου συνθέτουν ένα σετ ανιχνευτών που συνήθως περιλαμ-

βάνει 16 ή 20 τέτοια ζεύγη. Οι ανιχνευτές επιλέγονται με βάση τις τρέχουσες

πληροφορίες από την Genebank και άλλες αποθήκες νουκλεοτιδίων.

Σχήμα 9.2: Διαδικασία κατασκευής PM και MM ανιχνευτών

[https://www.vsni.co.uk/software/genstat/htmlhelp/marray/AffymetrixChips.htm]

Το slide στην συνέχεια υβριδοποιείται με RNA από τον επιλεγμένο στόχο.

Μετά την υβριδοποίηση, το τσιπ χρωματίζεται με ένα φθορίζον μόριο (στρεπταβιδίνη-

φυκοερυθρίνη) που δεσμεύεται με βιοτίνη. Το πρωτόκολλο χρώσης περιλαμ-

βάνει ένα βήμα ενίσχυσης σήματος που χρησιμοποιεί αντίσωμα κατσίκας αντι-

στρεπταβιδίνης και βιοτινυλιωμένο αντίσωμα κατσίκας IgG (Η σειρά των πλύσε-
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ων και τους λεκέδες με το προαναφερθέν αντιδραστήρια δεσμεύει την βιοτίνη

και παρέχει μία ενισχυμένη πούδρα που εκπέμπει φως όταν το τσιπ στη συνέχεια

σαρώνεται με ένα συνεστιακό λέιζερ και καταγράφεται το πρότυπο κατανομής

του σήματος στη συστοιχία.
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Κεφάλαιο 10

Από τα βιολογικά δείγματα

στις ανεπεξέργαστες εντάσεις

10.1 ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ ΚΑΙ

ΣΗΜΑΝΣΗ

1. Οι ανιχνευτές αποτελούνται από βραχέα ολιγονουκλεοτίδια( μικρά τμήμα-

τα (DNA/RNA) με συνέπεια, κάθε προς εξέταση γονίδιο να αντιπροσω-

πεύεται από αρκετούς ανιχνευτές γνωστούς ως σετ ανιχνευτών (probe
set).

2. Τρόπος κατασκευής: Τα ολιγονουκλεοτίδια συντίθενται in-situ, είναι δη-
λαδή κατασκευασμένα απευθείας στην επιφάνεια ενός τσιπ, εφαρμόζοντας

φυσικές και χημικές τεχνικές. Ως αποτέλεσμα, οι συστοιχίες παρέχουν

πολύ υψηλής πυκνότητας ανιχνευτές και ως εκ τούτου, σημαντικά μεγα-

λύτερος αριθμός γονιδίων μπορεί να εξεταστεί με μία και μόνο συστοιχία.

10.1.1 Σήμανση

Μετά την κατασκευή (ή την αγορά) ένα συνόλου μικροσυστοιχιών το πείρα-

μα ξεκινά. Το πρώτο βήμα σε ένα τέτοιο πείραμα, φυσικά, είναι να συλλεχθεί

το mRNA από τον ιστό που πρέπει να εξεταστεί. Πρόκειται για μια περίπλο-

κη διαδικασία η οποία περιλαμβάνει την εκχύλιση του RNA και τον διαχωρισμό
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mRNA από tRNA και rRNA. Συνήθως, το mRNA στη συνέχεια μεταγράφεται

αντίστροφα σε cDNA το οποίο είναι πιο σταθερό από το mRNA. Ως επόμενο

βήμα, το ληφθέν cDNA σημαίνεται με μια φθορίζουσα χρωστική ουσία. Αυτό

γίνεται με την μεταγραφή πίσω σε RNA που ενσωματώνει σημασμένα νουκλε-

οτίδια. Υπάρχουν διαθέσιμες διαφορετικές φθορίζουσες χρωστικές, αλλά όλες

μοιράζονται την ιδιότητα να είναι σε θέση να συνδεθούν με ορισμένα νουκλεο-

τίδια. Επιπλέον, μπορούν να απορροφούν το φως ενός ορισμένου μήκους κύμα-

τος και στη συνέχεια εκπέμπουν φως ενός συγκεκριμένου, γνωστού μήκους

κύματους εντός της ορατής περιοχής του φάσματος.

Στην περίπτωση χρησιμοποίησης ολιγονουκλεοτιδικών συστοιχιών όπως τα

τσιπ που κατασκευάζονται από την Affymetrix, RNA από ένα μόνο είδος ιστού

εφαρμόζεται σε κάθε τσιπ. Κατά συνέπεια, χρησιμοποιείται μόνο ένας τύπος

σήμανσης. Για να συγκριθούν διαφορετικοί ιστοί, τουλάχιστον δύο τσιπ είναι

απαραίτητα. Το πρωτόκολλο Affymetrix καθορίζει τον τυχαίο κατακερματισμό

του σημασμένου RNA σε κομμάτια των 50 έως 100 βάσεων για τη μείωση των

παρεμβολών που οφείλονται στη δευτερεύουσα δομή του στόχου και για την

ελαχιστοποίηση πολλαπλών αλληλεπιδράσεων με γειτονικους ανιχνευτές.

10.1.2 Υβριδοποίηση και καθαρισμός

Το επόμενο βήμα μετά την προετοιμασία και την σήμανση του δείγματος είναι

η υβριδοποίηση των ανιχνευτών και των στόχων.

Η υβριδοποίηση είναι μια από τις βασικές έννοιες στην ανάλυση μικροσυ-

στοιχιών. Επιτρέπει στον ερευνητή να διαχωρίζει φυσικά τις διαφορετικές αλ-

ληλουχίες RNA που ήταν πρωτύτερα αδιακρίτως μπερδεμένες. Επιπλέον, οι

διαφορετικές μεταγραφές τώρα μπορούν να ποσοτικοποιηθούν δεδομένου ότι ο

αριθμός των ζευγών ανιχνευτή-στόχου αναμένεται να είναι ανάλογος του συ-

νολικού αριθμού των αντίστοιχων μεταγραφημάτων που υπάρχουν στο δείγμα.

Μόλις ολοκληρωθεί η υβριδοποίηση τα τσιπς πλένονται με σκοπό την εξάλειψη

περισσευμάτων RNA. ΄Ενας άλλος σκοπός πλύσης είναι η μείωση της διασταυ-

ρούμενης υβριδοποίησης. Τα δίκλωνα μόρια που δεν ταιριάζουν τέλεια είναι

λιγότερο σταθερά και ως εκ τούτου, αναμένεται να σπάσουν κατά τη διάρκεια
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της διαδικασίας πλύσης.

Κατά την υβριδοποίηση, μια αλληλουχία-στόχος προσδένεται στην συμπλη-

ρωματικη της αλληλουχία- ανιχνευτή για την κατασκευή ενός δικλωνου μορίου.

Η συστοιχία γεμίζεται με το προετοιμασμένο δείγμα και τοποθετείται σε έναν

επωαστήρα για 12 έως 24 ώρες. Ο επωαστήρας εγγυάται τη σωστή θερμο-

κρασία και άλλες συνθήκες σε κάθε χρονική στιγμη. Η υβριδοποίηση είναι μια

αντιστρεπτή διαδικασία και εξαρτάται από πολλές παραμέτρους, π.χ. θερμο-

κρασία, ανιχνευτής και μήκος του στόχου, το περιεχόμενο γουανίνης και κυ-

τοσίνης (GC-content), συγκέντρωση άλατος, και συγκέντρωση φορμαμιδίου.

Μια υψηλότερη θερμοκρασία διευκολύνει τον υβριδισμό όσο είναι κάτω από

το σημείο τήξης των διπλών-κλώνων. Τυπικές θερμοκρασίες υβριδοποίησης ε-

ίναι μεταξύ 45
0C και 65

0C. Μακρύτεροι στόχοι και ανιχνευτές έχουν επίσης

υψηλότερη τάση υβριδοποίησης λόγω του αυξημένου αριθμού των δεσμών υ-

δρογόνου. Από την άλλη μεριά, οι μικρότεροι ανιχνευτές μειώνουν το ποσό

της διασταυρούμενης υβριδοποίησης. Το GC-περιεχόμενο είναι επίσης ένας ση-

μαντικός παράγοντας για την αποτελεσματικότητα υβριδισμού, δεδομένου ότι

τα ζευγη G-C περιέχουν τρεις δεσμούς υδρογόνου, ενώ τα ζευγη A-T έχουν

μόνο δύο δεσμούς υδρογόνου. Η παρουσία χημικών ουσιών, όπως φορμαμι-

δίου και άλατος μειώνει τη θερμοκρασία και ελαχιστοποιεί την ηλεκτροστατική

άπωση, αντίστοιχα, αυξάνοντας έτσι την αποδοτικότητα του υβριδισμού.Αξίζει

να σημειωθεί πως ο υβριδισμός λαμβάνει χώρα ακόμη και αν μερικές βάσεις

δεν ταιριάζουν όταν οι κλώνοι είναι αρκετά μεγάλοι. Ωστόσο, αυτές οι ατελείς

διπλές έλικες είναι λιγότερο ευσταθείς.

10.1.3 Σάρωση και ανάλυση εικόνας

Τέλος, επιτυγχάνεται μια δισδιάστατη εικόνα της συστοιχίας. Για αυτόν τον

σκοπό, η συστοιχία τοποθετείται σε μια ακόμη συσκευή - το σαρωτή(scanner).
Ο τελευταίος περιέχει ένα ή περισσότερα λέιζερ και έναν φωτο-πολλαπλασιαστικό

σωλήνα (PMT). Το λέιζερ εστιάζεται επάνω σε ένα συγκεκριμένο σημείο της

συστοιχίας και διεγείρει τα φθορίζοντα σήματα που εκπέμπουν φως στο κατάλ-

ληλο μήκος κύματος. Τώρα, ο PMT ανιχνεύει την ένταση φθορισμόυ. ΄Οσο

υψηλότερη είναι η ένταση τόσο πιο πολύ έχουν υβριδοποιηθεί τα σημασμένα
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μεταγραφήματα RNA με τους ανιχνευτές εκείνου του σημείου. Αυτή η δια-

δικασία επαναλαμβάνεται για κάθε σημείο στη συστοιχία δημιουργώντας μια

εικόνα ένταση της συστοιχίας που αποθηκεύεται για περαιτέρω ανάλυση. Μετά

τη σάρωση, η εικόνα της συστοιχίας υφίσταται περαιτέρω επεξεργασία, προ-

κειμένου να αποκτηθεί μια ενιαία τιμή έντασης για κάθε γονίδιο ή αλληλουχία

ανιχνευτή, αντίστοιχα.

Στην περίπτωση συστοιχιών Affymetrix αυτό γίνεται ως εξής: Πρώτον,

ορίζεται ένα πλέγμα με βάση τα χαρακτηριστικά ευθυγράμμισης που έχουν το-

ποθετηθεί πάνω στο τσιπ από τον κατασκευαστή. Κάθε τμήμα πλέγματος πε-

ριέχει πολλά εικονοστοιχεία (pixels) και μπορεί εύκολα να χαρτογραφηθεί με

την αντίστοιχη αλληλουχία του ανιχνευτή του, αφού η θέση του και το μέγεθός

του είναι γνωστά. Στη συνέχεια, τα οριακά εικονοστοιχεία αφαιρούνται. Τέλος,

το 75ο εκατοστημόριο υπολογίζεται για κάθε τμήμα του δικτύου το οποίο α-

ναφέρεται ως πρώτη τιμή έντασης (raw intensity value) για την αντίστοιχη

αλληλουχία του ανιχνευτή. Οι τιμές έντασης αποθηκεύονται σε 16 bits. Ως

εκ τούτου, κυμαίνονται από 0 έως 216 − 1. Σημειώνεται ότι αυτές οι τιμές δεν

είναι ίδιες με τον αριθμό των μεταγραμμένων RNA που υβριδοποιήθηκαν στο

εικονοστοιχείο. Αυτοί οι αριθμοί είναι στην καλύτερη περίπτωση αναλογικοί

λαμβάνοντας υπόψη ότι οι τιμές έντασης εξαρτώνται από πολλές παραμέτρους,

συμπεριλαμβανομένων των ρυθμίσεων του λέιζερ και της αποτελεσματικότητας

της σήμανσης.

10.2 ΠΡΟΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ ΠΡΩΤΩΝ ΤΙΜΩΝ

ΕΝΤΑΣΗΣ

΄Ενα βήμα πριν την ανάλυση

Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται το στάδιο ενός πειράματος μικροσυστοιχιών

που ακολουθεί την εξαγωγή των αυθεντικών δεδομένων. Εξηγούμε γιατί είναι

απαραίτητο να γίνει κάποια επεξεργασία των δεδομένων πριν αυτά να είναι έτοιμα

να δοθούν ως είσοδοι σε οποιονδήποτε αλγόριθμο για την εξαγωγή συμπερα-

σμάτων και περιγράφουμε αυτή τη διαδικασία επεξεργασίας από μαθηματική

σκοπιά παρουσιάζοντας κάποιους από τους πιο διαδεδομένους αλγόριθμους που
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χρησιμεύουν σε αυτήν την επεξεργασία.

Περίληψη διαδικασίας προεπεξεργασίας δεδομένων

Η προεπεξεργασία χειρίζεται ανεπεξέργαστα δεδομένα που προέκυψαν από το

βήμα επεξεργασίας εικόνας και τελικά υπολογίζει μία τιμή έκφρασης για κάθε

γονίδιο. Στην περίπτωση συστοιχιών ολιγονουκλεοτιδίων, αυτή υποδιαιρείται

σε τέσσερα καθήκοντα:

• Διόρθωση υποβάθρου ( background correction): προσπαθεί να

εξαλείψει τον απροσδιόριστο θόρυβο του περιβάλλοντος και των τοπικών

διακυμάνσεων του συνολικού επιπέδου σήματος για τα μεμονωμένα τσιπς

• Κανονικοποίηση: διορθώνει τις αλλοιώσεις που προκύπτουν από δια-

φορετικές ποσότητες RNA, αλλαγές των ρυθμίσεων του σαρωτή και άλ-

λες πηγές που επηρεάζουν τις μετρούμενες εντάσεις σήματος

• (Ειδικά για την επεξεργασία των μικροσυστοιχιών τεχνολογίας Affymetrix)
Διόρθωση PM ανιχνευτών και περίληψη: βήματα προεπεξερ-

γασίας κατά τα οποία αρκετές μετρήσεις ανά γονίδιο συγχωνεύονται σε

μία ενιαία (σχετική) τιμή έκφρασης.

΄Ενας μεγάλος αριθμός μεθόδων έχει προταθεί για κάθε ένα από τα βήματα

προεπεξεργασίας και δεν είναι σαφές ποιά θα πρέπει να εφαρμόζει ο ερευνητής.

10.2.1 Διόρθωση υποβάθρου (background correction)

Τα σήματα των ανιχνευτών μετρούν την αφθονία των ειδικών σημασμένων αλ-

ληλουχιων RNA αλλά επηρεάζονται επίσης από εξωτερικούς παράγοντες, όπως

ο φθορισμός της ίδιας της επιφάνειας του τσιπ. Οι μέθοδοι διόρθωσης υπο-

βάθρου εκτιμούν την ποσότητα του σήματος του ανιχνευτή που οφείλεται στην

επιφάνεια του τσιπ και την αφαιρούν αναλόγως. Δυστυχώς, αυτό δεν είναι δυ-

νατό για τα Affymetrix τσιπς γιατί είναι τόσο πυκνά που δεν υπάρχει χώρος

μεταξύ δύο ανιχνευτών. Ως εκ τούτου, το φόντο θα πρέπει να εκτιμηθεί από τα

ίδια τα σήματα των ανιχνευτών.
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10.2.2 Διόρθωση υποβάθρου RMA (Robust Multi-

array Average)

Η RMA είναι μια διαδικασία προεπεξεργασίας μία προϋπόθεση της RMA είναι να

χρησιμοποιούν αποκλειστικά PM ανιχνευτές και να αγνοήσει τους ανιχνευτές

MM. Η συγκεκριμένη μέθοδος διόρθωσης υποβάθρου βασίζεται στην υπόθεση

ότι το παρατηρούμενο σήμα του PM ανιχνευτή (O) αποτελείται από υπόβαθρο

ή συνιστώσα θορύβου (N) που ακολουθεί την κανονική κατανομή και ένα «α-

ληθινό» σήμα (S) που ακολουθεί την εκθετική κατανομή. Συγκεκριμένα,

O = N + S,N ∼ N(µ, σ2), S ∼ Exp(α)

.

Οι παράμετροι α, µ και σ2
θεωρούνται ίσοι για όλους τους ανιχνευτές MM σε

ένα τσιπ και μπορούν συνεπώς να εκτιμηθούν από τα δεδομένα. Δυνητικά αρ-

νητικές τιμές για το N περικόπτονται.

Δεδομένου αυτού του μοντέλου, οι παρατηρούμενες εντάσεις μπορούν να προ-

σαρμοστούν με την αντικατάσταση τους με το αναμενόμενο πραγματικό σήμα

E(s|O = o

E(s|O = o) = a+ σ
φ(α)
σ
− φ(o−α)

σ
Φ(α)
σ
− Φ(o−α)

σ
− 1

όπου a = o − µ − σ2α, φ και Φ είναι η συνάρτηση πυκνότητας της τυπο-

ποιημένης κανονικής κατανομής και η συνάρτηση κατανομής της τυποποιημένης

κανονικής κατανομής , αντίστοιχα. Η διαδικασία αυτή εξασφαλίζει ότι δεν πα-

ράγεται καμία αρνητική τιμή έντασης καθώς το S δεν μπορεί να είναι μεγαλύτερο

από το O το οποίο αντικατοπτρίζεται στην αναμενόμενη τιμή E(s|O = o). Οι

υψηλότερες εντάσεις διορθώνονται απλά αφαιρώντας μια τιμή κοντά στο ∼ M

ενώ οι χαμηλότερες παρατηρούμενες εντάσεις ρυθμίζονται σε μία τιμή κοντά

στο μηδέν.
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10.2.3 Μέθοδοι κανονικοποίησης

Γιατί κανονικοποιούμε τα δεδομένα·

Σε πολλές περιπτώσεις οι διαφορές στην επεξεργασία δύο δειγμάτων, ιδιαίτερα

κατά τη διάρκεια παραγωγής cDNA, σήμανσης και ιχνηθέτησης επηρεάζουν

συστηματικά τα σήματα στις συστοιχίες, στις οποίες μετρώνται οι γονιδιακές

εκφράσεις των δειγμάτων. Μερικές συστηματικές διαφοροποιήσεις ανάμεσα στα

τσιπς που συχνά επηρεάζουν τα δεδομένα είναι:

• Χρήση διαφορετικών ποσοτήτων RNA.

• Η μία χρωστική ενσωματώνεται καλύτερα από την άλλη( σε συστήματα 2

χρωμάτων).

• Η διαδικασία υβριδοποίησης μπορεί να μεταβεί πιο ολοκληρωμένα σε κα-

τάσταση ισορροπίας στη μία μικροσυστοιχία σε σχέση με την άλλη.

• Οι συνθήκες υβριδοποίησης μπορεί να ποικίλλουν κατά το φυσικό εύρος

μια μικροσυστοιχίας.

• Οι ρυθμίσεις των σκάννερς είναι συχνά διαφορετικές.

Με σκοπό την αναγνώριση των πραγματικών βιολογικών διαφορών ανάμεσα

στα δείγματα, προσπαθούμε να αντισταθμίσουμε τα συστηματικά τεχνικά λάθη

στις μετρήσεις

10.2.4 Ποσοστημοριακή Κανονικοποίηση (Quantile

Normalisation)

Η μέθοδος ποσοστημοριακής κανονικοποίησης έχει περιγραφεί από τον B. Bol-
stad (Bolstad 2001, Bolstad et al. 2003) και είναι επίσης μέρος της διαδικασίας

προεπεξεργασίας RMA. Είναι, πιθανώς, η πιο δημοφιλής μέθοδος κανονικοπο-

ίησης μεταξύ των ερευνητών, διότι είναι γρήγορη και δεν στηρίζεται σε πολλές

υποθέσεις. Η μόνη παραδοχή του Bolstad είναι ότι οι εντάσεις κάθε τσιπ προ-

έρχονται από τον ίδιο υποκείμενο τύπο κατανομής. Η έννοια της ποσοστημο-

ριακής κανονικοποίησης είναι απλή. Βασίζεται στη λογική των QQ-plots όπου
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τα ποσοστιαία σημεία (δηλ., οι ταξινομημένες μετρήσεις ή τιμές) από ένα σύνο-

λο δεδομένων Xσχεδιάζονται έναντι των ποσοστιαίων σημείων άλλου συνόλου

δεδομένων U . Αν τα Q και U προέρχονται από την ίδια κατανομή τότε το QQ-
plot τους δείχνει μια γραμμή περίπου κατά μήκος της διαγωνίου. Ωστόσο, στην

περίπτωση του επίπεδου έντασης του ανιχνευτή τα ποσοστιαία σημεία των δύο

συστοιχιών συνήθως δεν εκτείνονται κατά μήκος της διαγωνίου παρότι οι πραγ-

ματικές τιμές έκφρασης ακολουθούν την ίδια κατανομή σε επαναλαμβανόμενα

δείγματα. Κάποιος θα μπορούσε να ισχυριστεί ότι οι αντίστοιχες συναρτήσεις

κατανομής μεταμορφώθηκαν κατά τη διάρκεια των πειραμάτων μικροσυστοιχι-

ών εξαιτίας τεχνικών λόγων. Για να ανακτήθει μια κοινή κατανομή, μπορούμε

απλά να προβάλουμε τα ποσοστιαία σημεία πάνω στη διαγώνιο του QQ-plot. Η

προβολή στη διαγώνιο είναι ισοδύναμη με την αντικατάσταση κάθε συνιστώσας

ενός ποσοστημοριακού διανύσματος από τη μέση τιμή τού εν λόγω διανύσμα-

τος. Η εφαρμογή αυτής της ιδέας σε υψηλότερες διαστάσεις (δηλ. περισσότερες

από δύο συστοιχίες) είναι απλή.

Η κεντρική ιδέα είναι να ενοποιήσουμε τις εντάσεις όλων των ανιχνευτών

ενός τσιπ συγκεντρώνοντας σε ένα σχήμα της τυποποιημένης κανονικής κατα-

νομής, η οποία καθορίζεται συγκεντρώνοντας τις επιμέρους κατανομές εντάσε-

ων των τσιπς. Ο αλγόριθμος αντιστοιχίζει κάθε τιμή οποιουδήποτε τσιπ στο

αντίστοιχο τεταρτημόριο της κανονικής κατανομής. Για τον λόγο αυτό η μέθο-

δος ονομάζεται ποσοστημοριακή κανονικοποίηση. Ο αντίστοιχος τύπος είναι

xnorm = F−1
i (Fref (x)), όπου Fi είναι η συνάρτηση κατανομής των παρατηρήσε-

ων του τσιπ i και Fref είναι η συνάρτηση κατονομής του τσιπ αναφοράς. Αν

τα Fi και Fref είναι αρκετά όμοια σε σχήμα, τότε πρακτικά αυτός ο μετασχη-

ματισμός δε διαφέρει πολύ από μια ευθεία. Αυτός ο τύπος κανονικοποίησης

ελαττώνει επίσης τον θόρυβο ανάμεσα σε επαναλαμβανόμενες μετρήσεις των

ίδιων δειγμάτων.

Πλεονεκτήματα και Μειονεκτήματα της μεθόδου

Το κύριο πλεονέκτημα της μεθόδου ποσοστημοριακής κανονικοποίησης είναι

το χαμηλό υπολογιστικό της κόστος. ΄Αλλες μέθοδοι κανονικοποίησης μερικές

φορές απαιτούν αρκετές ώρες του χρόνου της CPU, ενώ η ποσοστημοριακή
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κανονικοποίηση μπορεί να γίνει μέσα σε λίγα λεπτά. Μια τόσο θετική όσο και

αρνητική ιδιότητα της εκατοστημοριακής κανονικοποίησης είναι ότι δεν επιβάλ-

λει κανένα στατιστικό μοντέλο για τα δεδομένα. Θετική επειδή τέτοια μοντέλα

μπορεί να μην ταιριάζουν πάντα στα δεδομένα, αρνητική γιατί χωρίς ένα τέτοιο

μοντέλο δεν φαίνεται να υπάρχει σωστός τρόπος για να εξηγηθει ποια ακριβώς

είναι η επίδραση της μεθόδου στα δεδομένα. Η υπόθεση μιας κοινής υποκείμε-

νης κατανομής φαίνεται να δικαιολογείται στην περίπτωση των επαναλαμβανόμε-

νων δειγμάτων, αλλά είναι προφανές ότι παραβιάζεται όταν υπάρχουν διαφορικά

εκφραζόμενα γονίδια. Στην τελευταία περίπτωση δεν είναι σαφές πόσο καλά α-

ποδίδει η συγκεκριμένη μέθοδος. Το κύριο μειονέκτημα αυτής της προσέγγισης

για την κανονικοποίηση είναι η ισχυρή υπόθεση ότι οι κατανομές των εντάσεων

των ανιχνευτών είναι πανομοιότυπες (ακόμη και εάν οι επιμέρους ανιχνευτές

διαφέρουν ως προς τις θέσεις τους στην κατανομή). Αυτό ισχύει για γονίδια

περιορισμένης επάρκειας, και σε μια αρκετά καλή προσέγγιση για τα γονίδια

μέτριας επάρκειας, αλλά σίγουρα δεν είναι αλήθεια για τα λίγα γονίδια υψηλής

επάρκειας, της οποίας τυπικά επίπεδα ποικίλει αισθητά από δείγμα σε δείγμα.

10.2.5 Διόρθωση ΡΜ ανιχνευτών (μόνο για μικρο-

συστοιχίες Affymetrix)

Κάθε γονίδιο στη μικροσυστοιχία Affymetrix, αντιπροσωπεύεται από μια σει-

ρά διαφορετικών ολιγονουκλεοτιδικών ανιχνευτών. Κάθε ζεύγος ανιχνευτή α-

ποτελείται από μία τέλεια αντιστοιχισμένη ακολουθία ολιγονουκλεοτιδίων(PM
perfect match) και από μία ολιγονουκλεοτιδική ανακολουθία (MM MisMatch).
Ο PM ανιχνευτής έχει μία ακολουθία ακριβώς συμπληρωματική προς το συγκε-

κριμένο γονίδιο και έτσι μετρά την έκφραση του γονιδίου. Ο MM ανιχνευτής

διαφέρει από τον PM σε μία μόνο αντικατάσταση βάσης, στην θέση της κεντρι-

κής βάσης(13η θέση), διαταράσσοντας τη σύνδεση του μεταγραφήματος του

γονιδίου-στόχου. Αυτό βοηθά να προσδιοριστεί το υπόβαθρο(που προσθέτει

θορυβο στα δεδομένα) και η μη ειδική υβριδοποίηση που συμβάλλει στο σήμα

που μετράται για τον PM ανιχνευτή. Ο αλγόριθμος MAS του Λογισμικού

Λειτουργίας GeneChip (GeneChip Operating Software) αφαιρεί τις εντάσεις

υβριδισμού των MM ανιχνευτών από εκείνες των PM για να προσδιοριστεί η
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απόλυτη ή συγκεκριμένη τιμή έντασης για κάθε σετ ανιχνευτών.

΄Οπως προαναφέρθηκε, οι συστοιχίες Affymetrix είναι τόσο πυκνές ώστε

οι συνεισφορές κάθε μη ειδικού σήματος, όπως κάποιας μη ειδικής σύνδεσης,

ενδεχόμενου διασταυρούμενου υβριδισμού και αυτό- φθορισμού της επιφάνειας

πρέπει να εκτιμάται από τις ίδιες τις τιμές έντασης. Για την αντιμετώπιση αυτών

των προβλημάτων, η Affymetrix αποφάσισε να συμπληρώσει τους ανιχνευτές

PM με τους MM ανιχνευτές. Η Affymetrix αρχικά προσάρμοσε τις εντάσεις

PM αφαιρώντας τις αντίστοιχες εντάσεις MM . Δυστυχώς, οι MM ανιχνευτές

δεν συμπεριφέρονται όπως αναμενόταν. Για παράδειγμα, Chudin et al. (Chudin
et al. 2001) δείχνουν ότι οι ανιχνευτές ΜΜ παρέχουν επίσης ένα συγκεκριμένο

σήμα. Οι Naef et al. (Naef, Lim, Patil & Magnasco 2002) επισημαίνουν ότι

περίπου το 30 τοις εκατό των MM ανιχνευτών σταθερά μετρούν υψηλότερη

αφθονία mRNA από τους αντίστοιχους PM ανιχνευτές. Αυτό οδηγεί σε ένα

σημαντικό αριθμό αρνητικών προσαρμοσμένων τιμών ανιχνευτή. Τέλος, έχει

βρεθεί ότι η ευαισθησία κάθε ανιχνευτή εξαρτάται από το περιεχόμενο γουα-

νίνης και κυτοσίνης (GC-content), ότι οι MM ανιχνευτές είναι πιο ευαίσθητοι

από τους αντίστοιχους PM αν η μεσαία βάση τους είναι μια βάση πουρίνης (α-

δενίνη, γουανίνη), και ότι αυτή η σχέση αντιστρέφεται για βάσεις πυριμιδίνης

(κυτοσίνη, θυμίνη) (Binder et al. 2004, Naef & Magnasco 2003, Wu et al. 2004,
Zhang et al. 2003). Κατά συνέπεια, μερικοί ερευνητές (π. χ. Ομάδα Speed, UC
Berkeley) προτιμούν να αγνοήσουν απλά τους ανιχνευτές MM . Με το MAS
5.0, η Affymetrix άλλαξε τη μέθοδο διόρθωσης των MM . Για να αποφευχθούν

αρνητικές τιμές των αισθητήρων, οι ανιχνευτές MM έχουν πλέον αντικατα-

σταθεί από μία ιδανική εκτιμώμενη αναντιστοιχία (IM Ideal Mismatch). Η

Affymetrix διακρίνει τρεις περιπτώσεις:

1. Η ένταση τουMM ανιχνευτή είναι μικρότερη από την ένταση του αντίστοι-

χου PM. Σε αυτήν την περίπτωση, IM = MM.

2. Η ένταση MM είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη ένταση του PM αλλά

οι περισσότερες άλλες εντάσεις MM από το σετ ανιχνευτών δεν είναι.

Σε αυτήν την περίπτωση, η IM εκτιμάται από τους άλλους PM και MM
ανιχνευτές από αυτό το σετ ανιχνευτών. Ειδικότερα, η Affymetrix υ-

πολογίζει έναν ισχυρό λόγο μέσων μεταξύ των PM και MM του σετ
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ανιχνευτών ο οποίος στη συνέχεια χρησιμοποιείται για τη βαθμονόμηση

των PM των οποίων οι MM εντάσεις είναι μεγαλύτερες, προκειμένου να

ληφθεί η αντίστοιχη IM .

3. Οι περισσότερες εντάσεις των MM σε ένα σύνολο ανιχνευτών είναι με-

γαλύτερες από αυτές των αντίστοιχων PM. Στην περίπτωση αυτή, η τιμή

ΙΜ προσαρμόζεται σε κάποια τιμή λίγο μικρότερη από του PM. Η προ-

σαρμοσμένη τιμή του ανιχνευτή στη συνέχεια λαμβάνεται με την αφαίρεση

της IM από την PM.

10.2.6 Περίληψη δεδομένων

Προκειμένου να καθοριστεί μια ενιαία τιμή έκφρασης για κάθε γονίδιο που α-

ξιολογείται σε ένα τσιπ Affymetrix, όλες οι εντάσεις του αντίστοιχου συνόλου

του ανιχνευτή πρέπει να συνοψιστούν. Αρκετές προσεγγίσεις έχουν προταθεί

(Irizarry et al. 2003, Li & Wong 2001a). Παρουσιάζουμε εδώ μια από τις πιο

συνηθισμένες μεθόδους περίληψης των δεδομένων.

Καθαρισμός διαμέσου (Medianpolish)

Οι Li και Wong (Li & Wong 2001a,b) έδειξαν για πρώτη φορά ότι οι ανιχνευτές

ενός σετ ανιχνευτών παρουσιάζουν συστηματικές διαφορές με τους συγγενείς

ανιχνευτές τους. Προκειμένου να αιτιολογήσουν το γεγονός αυτό και να διε-

ρευνήσουν τις συγκεκριμένες συγγένειες προτείνουν ένα δείκτη έκφρασης που

βασίζεται σε κάποιο μοντέλο (MBEI Model- Based Expression Index) που

περιλαμβάνει όλα τα δείγματα ενός πειράματος κατά την εκτίμηση μιας τιμής

έκφρασης. Το μοντέλο πίσω από τη συνοπτική μέθοδο καθαρισμού διαμέσου

είναι παρόμοιο με τον MBEI, δηλ. αντιπροσωπεύει επίσης συγγένειες ειδικών

ανιχνευτών, αλλά είναι λιγότερο πολύπλοκη. Η μέθοδος καθαρισμού διαμέσου

είναι μέρος της διαδικασίας προεπεξεργασίας RMA. Οπως αναφέρθηκε παρα-

πάνω, οι MM εντάσεις απλά αγνοούνται στο πλαίσιο της RMA. Συνεπώς, μια

RMA τιμή έκφρασης καθορίζεται μόνο από PM εντάσεις. Βασίζεται στο α-

κόλουθο γραμμικό προσθετικό μοντέλο:

log2(yij) = ai + µj + εij (10.1)
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όπου ai είναι η επίδραση της συγγένειας ανιχνευτών για τον ανιχνευτή i,
∑
i

ai =

0, το µj αντιπροσωπεύει το επίπεδο έκφρασης της συστοιχίας j και εij είναι ένας

όρος ανεξάρτητων σφαλμάτων που προέρχονται από την ίδια κατανομή με μη-

δενικό μέσο (Irizarry et al. 2003). Το εκτιμώμενο µj είναι η ζητούμενη τιμή

έκφρασης του αντιπροσωπευτικού σετ ανιχνευτών για τη συστοιχία j. Για να

εκτιμηθεί το µj εφαρμόζεται ο αλγόριθμος καθαρισμού διαμέσου. Αυτός ο αλ-

γόριθμος παρέχει αξιόπιστες εκτιμήσεις για δύο λόγους. Πρώτον, χρησιμοποι-

ώντας διαμέσους και όχι μέσους όρους καθίσταται λιγότερο ευαίσθητος έναντι

ακραίων τιμών, και, δεύτερον, οι εκτιμήσεις γίνονται με βάση το σύνολο των

συστοιχιών. Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να ¨δανειστούμε’ πληροφορίες από

άλλα τσιπς. Το μοντέλο που προσαρμόζει ο αλγόριθμος καθαρισμού διαμέσου

είναι παρόμοιο με το μοντέλο 10.1,

yij = µ+ α + βj + εij

όπου yij είναι ένας πίνακας, στην περίπτωσή μας ο πίνακας ένταση του συγκε-

κριμένου ανιχνευτή, τέτοιος ώστε το i δείχνει τους ανιχνευτές και το j υποδει-

κνύει τα τσιπς. Ο πίνακας βij λαμβάνεται με εναλλάξ αφαίρεση των διαμέσων

των γραμμών και στηλών από τα στοιχεία του πίνακα. ΄Ενα διάνυσμα-γραμμή α

και ένα διάνυσμα-στήλη b ενημερώνονται κατά τη διάρκεια της κάθε επανάληψης

προσθέτοντας τη διάμεσο των γραμμών και στηλών, αντίστοιχα. Αυτή η δια-

δικασία επαναλαμβάνεται μέχρις ότου ο πίνακας να αλλάξει κατά λιγότερο από

ένα μικρό περιθώριο ή μέχρις ότου ολοκληρωθεί ένας προκαθορισμένος μέγι-

στος αριθμός επαναλήψεων. Το µ̂ μπορεί τώρα να προσδιοριστεί προσθετοντας

τη διάμεσο του διανύσματος α στη διάμεσο του b, και οι εκτιμητές α̂i και β̂j

υπολογίζονται ως ai − µ̂ και βj − µ̂ , αντίστοιχα (Ihaka & Gentleman 1996).
Οι εκτιμήσεις για τα µ̂j στην εξίσωση 10.1 υπολογίζονται προσθέτοντας µ̂+ β̂j

Παρατηρήστε ότι οι εκτιμήσεις αυτές εξακολουθούν να είναι στη λογαριθμική

κλίμακα.
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Κεφάλαιο 11

΄Ενα πείραμα μικροσυστοιχιών

Εισαγωγή

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να αναδείξουμε πως ο αλγόριθμος Isomap
αποτελεί ένα ισχυρό μαθηματικό εργαλείο αναγωγής δεδομένων μεγάλης κλίμα-

κας, το οποίο καταφέρνει να ανταποκριθεί σε ένα πρόβλημα γονιδιακής έκφρα-

σης μικροσυστοιχιών Affymetrix, αποκαλύπτοντας δομές βάσει χαρακτηριστι-

κών που του ορίζουμε. Για τον σκοπό αυτό, αναπαρήγαμε ένα μέρος των α-

ποτελεσμάτων των Kevin Dawson, Raymond L Rodriguez και Wasyl Malyj ,
«Sample phenotype clusters in high-density oligonucleotide microarray data
sets are revealed using Isomap, a nonlinear algorithm» (DOI: 10.1186/1471-
2105-6-195© Dawson et al; licensee BioMed Central Ltd. 2005). Αρχικά

φτιάχνουμε κάποια διαγνωστικά γραφήματα ώστε να αποκτήσουμε μια γενική

εικόνα της μορφής των δεδομένων, δηλ. των εντάσεων γονιδιακής έκφρασης

όπως έχουν προκύψει από την επεξεργασία μιας μικροσυστοιχίας Affymetrix
και στη συνέχεια ακολουθώντας την ενδεικνυόμενη διαδικασίας επεξεργασίας

των δεδομένων, συνεχίζουμε με γραφήματα των κανονικοποιημένων δεδομένων.

Στη συνέχεια περνάμε στη διαδικασία της ανάλυσης με τον αλγόριθμο Isomap
όπου περιγράφουμε αναλυτικά τα βήματα που ακολουθήθηκαν για την εξαγωγή

των αποτελεσμάτων. Τέλος, οπτικοποιούμε και σχολιάζουμε τα αποτελέσματα.
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Περιγραφή των δεδομένων και μεθόδων

167 υψηλής πυκνότητας μικροσυστοιχίες (microarrays) ολιγονουκλεοτιδίων πο-

ντικών (samples) του είδους Rattus Norvegicus τύπου U34A με 8.799 γο-

νίδια σε κάθε συστοιχία ήταν προσβάσιμα στο Gene Expression Omnibus
(GEO) GSE 464. Το σύνολο δεδομένων περιέχει δείγματα από ποντικούς

ελέγχου/ψευδο- εγχειρισμένους (sham-operated) και ποντικούς που υπέστη-

σαν τραυματισμό του νωτιαίου μυελού. Τα δείγματα εξετάζονται ως προς 3

χαρακτηριστικά:

1. Ως προς τη θέση, έχουμε τρία (3) διαφορετικά σημεία τραυματισμού:

• ακριβώς στη θέση του σπονδύλου Τ T9( GEO Accession Num-
ber:GDS63),

• πάνω (GEO Accession Number: GDS872) και

• κάτω (GEO Accession Number: GDS896) από αυτόν.

2. Ως προς τη σοβαρότητα του τραυματισμού, έχουμε τέσσερις(4)

διαβαθμίσεις:

• έλεγχος(καμία βλάβη),

• ήπιος,

• μέτριος,

• σοβαρός τραυματισμός

3. Η τρίτη κατηγορία ταξινόμησης είναι το χρονικό διάστημα που με-

σολάβησε από τον τραυματισμό έως τη συλλογή του δείγματος. Αυτά

τα χρονικά σημεία είναι τα εξής: 0 λεπτά, 30 λεπτά, 4 ώρες, 24 ώρες, 2

ημέρες, 3 ημέρες, 7 ημέρες, 14 ημέρες και 28 ημέρες.

Και τα 167 δείγματα υποβλήθηκαν σε ανάλυση Isomap με έναν ανεπίβλεπτο

τρόπο χωρίς a priori γνώση των κλάσεων στις οποίες ανήκει το κάθε δείγμα. Ο

Isomap προσαρμόζει μια μη γραμμική πολλαπλότητα στα 167 δείγματα. Αυτή

η πολλαπλότητα χρησιμοποιείται για να εκφράσει τις αποστάσεις μεταξύ των
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δειγμάτων ως αποστάσεις μονοπατιών (path distances) πάνω στην επιφάνεια

της πολλαπλότητας και όχι τις άμεσες Ευκλείδειες αποστάσεις που δε λαμβάνουν

υπόψη την ύπαρξή της. Οι αποστάσεις υπολογίστηκαν για όλα τα ζεύγη των 167

δειγμάτων και υποβλήθηκαν σε πολυδιάστατη κλιμάκωση (multi-dimensional
scaling). Το αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας παρουσιάζεται στα παρακάτω

σχήματα σε ένα τρισδιάστατο σύστημα συντεταγμένων όπως προέκυψαν από την

εφαρμογή του αλγορίθμου Isomap στα δεδομένα. Κάθε σφαίρα αντιπροσωπεύει

ένα δείγμα. Τα δείγματα ομαδοποιήθηκαν και χρωματίστηκαν σύμφωνα με μία εκ

των τριών κύριων ιδιοτήτων: χρόνος, θέση και σοβαρότητα του τραυματισμού.
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11.1 ΠΡΟΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝΔΕΔΟΜΕ-

ΝΩΝ

Διαγνωστικά γραφήματα

Αρχικά, φτιάχνουμε κάποια διαγνωστικά διαγράμματα ώστε να αποκτήσουμε μία

γενική εικόνα για τη φύση των δεδομένων.

• Ιστόγραμμα

Σχήμα 11.1: Ιστόγραμμα πρώτων(ανεπεξέργαστων) τιμών έντασης
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• Θηκόγραμμα (Boxplot)

Σχήμα 11.2: Θηκόγραμμα πρώτων(ανεπεξέργαστων) τιμών έντασης

Παρατηρούμε οτι εν γένει τα δείγματα ακολουθούν πανομοιότυπες κα-

τανομές (που προσιδιάζουν στην κανονική) (εικ. 11.1), (εικ.11.2) ενώ

λίγα μόνο από αυτά εμφανίζουν έκτροπες τιμές. Βρίσκοντας, μέσω του

παραπάνω θηκογράμματος (εικ. 11.2) ποιά είναι εκείνα τα δείγματα που

εμφανίζονται ως έκτροπες τιμές, μπορούμε να δούμε ποια εικόνα παρου-

σιάζουν τα αντίστοιχα τσιπς. Η αναμενόμενη εικόνα ενός τσιπ είναι η

εξής:

• Εικόνες τσιπς που δεν παρουσιάζουν ανομοιομορφίες και περιμένουμε πως

δεν επηρεάζονται σημαντικά από θόρυβο

111



Σχήμα 11.3: Αναμενόμενες εικόνες τσιπς που παρουσιάζουν ομοιομορφία, έν-

δειξη ¨σωστής’ έκβασης του πειράματος

Για τα παρακάτω δείγματα, μπορούμε να εικάσουμε οτι οι ανομοιομορφίες

που εμφανίζουν μπορεί να προέρχονται από θόρυβο (όπως αναφέρθηκε

παραπάνω) και επομένως αντιλαμβανόμαστε πως η διαδικασία της διόρ-

θωσης υποβάθρου είναι ενα πολύ σημαντικό βήμα για να αποκομίσουμε

τη δυνατόν περισσότερη και, φυσικά, ακριβέστερη πληροφορία.
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Σχήμα 11.4: Ανομοιώμορφα τσιπς που επιτρέπουν να υποθέσουμε την ύπαρξη

θορύβου και άλλων αλλοιώσεων
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Ποσοστημοριακή διόρθωση υποβάθρου και RMA κανονι-

κοποίηση των δεδομένων

Με βάση τα παραπάνω, προχωράμε στην διόρθωση υποβάθρου και κα-

νονικοποίηση των δεδομένων με χρήση του αλγορίθμου RMA. Τότε, η

εικόνα των παραπάνω διαγραμμάτων έχει ως εξής:

• Ιστόγραμμα κανονικοποιημένων δεδομένων

Σχήμα 11.5: Ιστόγραμμα κανονικοποιημένων πρώτων τιμών έντασης

Παρατηρούμε πως πλέον όλα τα δείγματα ακολουθούν προσεγγιστικά την

τυποποιημένη κανονική κατανομή και πως ελάχιστα πλέον δείγματα (2-

3) εμφανίζουν μεγάλες διαφοροποιήσεις από τα υπόλοιπα (εικ. 11.5),

γεγονός που οδηγεί στην πεποίθηση πως κατά βάση τα δεδομένα μας

είναι πια έτοιμα να εισαχθούν στον αλγόριθμο για περαιτέρω επεξεργασία,

έχοντας απομονώσει τον θόρυβο-στον μέγιστο δυνατό βαθμό- από αυτα.
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Αντίστοιχα συμπεράσματα βγάζουμε και από το παρακάτω θηκόγραμμα

(εικ. 11.6).

• Θηκόγραμμα κανονικοποιημένων δεδομένων

Σχήμα 11.6: Θηκόγραμμα κανονικοποιημένων πρώτων τιμών έντασης
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11.2 ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ

11.2.1 Εφαρμογή αλγορίθμου Isomap

– Αποθηκεύουμε τις κανονικοποιημένες τιμές της γονιδιακής έκφρα-

σης για τα δείγματα σε έναν πίνακαM με 8799 γραμμές που αντιστοι-

χούν στα γονίδια και 167 στήλες που αντιστοιχούν στα δειγματα.

Σχήμα 11.7: Μορφή αρχείου δεομένων όπως αυτά εισήχθησαν το Matlab για

την ανάλυσή τους με εφαρμογή του αλγορίθμου Isomap

– Υπολογίσαμε τις Ευκλείδειες αποστάσεις μεταξύ των δειγμάτων με

χρήση της συνάρτησης

1 D = L2_distance (M, M) ;

– Ορίσαμε στον αλγόριθμο Isomap να κάνει ανάλυση για διαστάσεις

από 1 έως 20 αποθηκεύοντας αυτό το εύρος στην μεταβλητή dims:
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1 opt ions . dims=1:20;

– Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο Isomap χρησιμοποιώντας τη μέθοδο

των k- πλησιέστερων γειτόνων με παραμέτρους D ( πίνακας Ευ-

κλίδειων αποστάσεων), k = 5 (πλήθος προς εύρεση πλησιέστερων

γειτόνων), options (χρησιμοποιείται η μεταβλητή dims=1 : 20 που

ορίσαμε πρωτύτερα)

1 [Y, R] = Isomap (D, ’ k ’ , 5 , opt ions ) ;

Οι συντεταγμένες που υπολόγισε ο Isomap αποθηκεύτηκαν στο δι-

άνυσμα Y.coords ενώ οι διακυμάνσεις υπολοίπων στο διάνυσμα R.
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11.2.2 Αποτελέσματα εφαρμογής αλγορίθμου Isomap

Παρακάτω παρουσιάζουμε γραφικά τα αποτελέσματα του αλγορίθμου Isomap
αποκτώντας έτσι μια πρώτη εικόνα για την μορφή της εμφύτευσης των δε-

δομένων σε ένα δισδιάστατο χώρο.

• Διάγραμμα Διαστατικότητας- Διακύμανσης υπολοίπων

Σχήμα 11.8: Διάγραμμα διαστάσεων της εμφύτευσης που παρήγαγε ο Isomap
ως προς τη διακύμανση υπολοίπων όπως υπολογίστηκε από τον αλγόριθμο σε

κάθε βήμα της διαδικασίας

Στο παραπάνω γράφημα (εικ. 11.8) παρατηρούμε οτι όσο αυξάνεται η

διάσταση, τόσο μειώνεται η διαφορά υπολοίπων των διασπορών ανάμεσα

στα μοντέλα που προκύπτουν από την εφαρμογή του αλγορίθμου. Επο-

μένως, γίνεται σαφές οτι έχει νόημα να αναζητούμε ένα μοντέλο μέχρι

διάστασης 4, εφ’όσον από εκεί και πέρα δεν κερδίζουμε σημαντικές πλη-

ροφορίες από την προσθήκη περαιτέρω μεταβλητών στην ανάλυσή μας.
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• Γράφος γειτνίασης

Σχήμα 11.9: Γράφος γειτνίασης όπως υπολογίστηκε από τον αλγόριθμο Isomap

Ο γράφος γειτνίασης (εικ. 11.9) που προέκυψε από την εφαρμογή το-

ύ αλγορίθμου μας δίνει μία πρώτη εικόνα για τον τρόπο με τον οποίο

διατάσσονται τα δείγματα των δεδομένων με βάσει κάποια κοινά τους χα-

ρακτηριστικά.
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11.2.3 Οπτικοποίηση αποτελεσμάτων

Inputs

– Αποθηκεύουμε σε ένα διάνυσμα (samples) τα ονόματα των δειγ-

μάτων.

– Δημιουργούμε 3 διανύσματα (phenoTime, phenoSeverity, phenoLo-
cation) που περιλαμβάνουν τους 3 διαφορετικούς φαινότυπους ως

προς τους οποίους γίνεται η ανάλυση, δηλαδή χρόνος, σοβαρότητα,

θέση. Οι φαινότυποι του κάθε δείγματος παρέχονται μαζί με άλλες

πληροφορίες από την ιστοσελίδα https://www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/.

Σχήμα 11.10: Μορφή αρχείου που περιλαμβάνει μία κωδικοποίηση των φαινο-

τύπων με βάση το χρονικό διάστημα μετά τον τραυματισμό κατά το οποίο έγινε

η μέτρηση,δηλ. 0 ώρες, 0,5 ώρες, 4 ώρες, 1 ημέρα, 2 μέρες, 3 μέρες, 7 μέρες,

14 μέρες και 28 μέρες μετά τον τραυματισμό.
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Σχήμα 11.11: Μορφή αρχείου που περιλαμβάνει μία κωδικοποίηση των φαινο-

τύπων με βάση τη σοβαρότητα του τραυματισμού, δηλ. δείγμα ελέγχου (κα-

θόλου τραυματισμός), ήπιος, μέτριος και σοβαρός τραυματισμός.

Σχήμα 11.12: Μορφή αρχείου που περιλαμβάνει μία κωδικοποίηση των φαι-

νοτύπων με βάση την ανατομική θέση του τραυματισού, δηλ, πάνω, κάτω και

ακριβώς στη θέση του σπονδύλου Τ9.Για τα δείγματα ελέγχου(καθόλου τραυ-

ματισμός, θέση του τραυματισμού θεωρείται ακριβώς ο σπόνδυλος Τ9, όπως

προκύπει από τον σχολιασμό που παρέχει η Affymetrix για τα δείγματα.
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΄Ετσι μπορούμε να δούμε σε κάθε ένα από αυτά τα διανύσματα τον α-

ντίστοιχο φαινότυπο για το κάθε δείγμα. Από τις παρακάτω εικόνες μπο-

ρούμε να δούμε ποια είναι η μορφή των διανυσμάτων αυτών. Για παράδειγ-

μα, το δείγμα GSM1136(1η στήλη σε κάθε αρχείο φαινοτύπων) μπορούμε

να δούμε πως προήλθε από δείγμα που ελήφθη από ποντικό

– 1 ημέρα μετά τον τραυματισμό (τιμή phenoT ime = 9)

– Αφορά σε ήπιο τραυματισμό (τιμή phenoSeverity = 2)

– Σε θέση κάτω από το σημείο τραυματισμού (τιμή phenoLocation =

17)

Στα συγκεκριμένα αρχεία γίνεται μία κωδικοποίηση, όπως φαίνεται και

στο τέλος του αρχείου που συνίσταται στην αντιστοίχιση συγκεκριμένων

ακεραίων σε κάθε ένα από τα χαρακτηριστικά. ΄Εχει επίσης σημειωθεί

το πλήθος των δειγμάτων που αντιστοιχεί σε κάθε φαινότυπο. Αυτό θα

αποτελέσει έναν ακόμη έλεγχο της ορθότητας του αλγορίθμου Isomap,
όταν θα οπτικοποιήσουμε τα δεδομένα, οπότε και θα είναι εμφανές το

πλήθος των δειγμάτων κάθε κατηγορίας.

Στη συνέχεια, συνοψίζουμε τα δεδομένα σε μία δομή μονέλου (Model
structure) ώστε να επιτύχουμε μια τρισδιάσταση απεικόνιση των ομαδο-

ποιήσεων που έχει επιτύχει ο Isomap, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση

Makemodel. ΄Ετσι έχουμε τρία μοντέλα, ένα για κάθε κατηγορία φαι-

νότυπου.

1 Model1 = makemodel (M,Y, opt ions , samples , phenoTime , ’ i
’ , 3 , 5 ) ;

2 Model2 = makemodel (M,Y, opt ions , samples ,
phenoSever ity , ’ i ’ , 3 , 5 ) ;

3 Model3 = makemodel (M,Y, opt ions , samples ,
phenoLocation , ’ i ’ , 3 , 5 ) ;

οπου τα

– M ,Y (Y.coords), options(options.dims), samples, phenoTime, pheno-
Severity, phenoLocation όπως ορίστηκαν νωρίτερα και
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– ’i’ υποδεικνύει το είδος του αλγορίθμου που χρησιμοποιείται (Isomap),

– 3 υποδεικνυει οτι το μοντέλο μας είναι τρισδιάστατο και

– 5 το πλήθος των πλησιέστερων γειτόνων που ορισαμε στον αλγόριθ-

μο να αναζητήσει.

Χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση showmodel για να οπτικοποιήσουμε τα

μοντέλα που προέκυψαν από τα παραπάνω

1 showmodel (model , dim , p , q , maxrad ) ,

,

όπου model τα μοντέλα model1, model2, model3 που αναφέρονται στους

φαινότυπους για τον χρόνο, τη σοβαρότητα και τη θέση αντίστοιχα,

dim η διάσταση στην οποία θέλουμε να αναπαράστήσουμε γραφικά τα

δεδομένα,

p οι διάμετροι των σφαιρών (προκαθορίζεται στο 0.95),

Η διάμετρος μιας σφαίρας ορίζεται (εδώ) ως το 95-εκατοστημόριο της

κατανομής των αποστάσεων από τον πλησιέστερο γείτονα μέσα σε μια

κλάση.

Οι διάμετροι των σφαιρών εκφράζουν τη συμπάγεια της ομάδας: όσο

πιο συμπαγής είναι η ομάδα, τόσο μικρότερη είναι η διάμε-

τρος της σφαίρας. Αν τα μέλη μιας ομάδας εκτείνονται σε

μεγαλύτερο χώρο, τότε εμφανίζονται σφαίρες μεγαλύτε-

ρης διαμέτρου. q: η ποιότητα της εικόνας (προκαθορίζεται στο 50).

maxrad: μέγιστη διάμετρος σφαίρας

Το μοντέλο που προσαρμόζεται από τον Isomap ομαδοποιεί επιτυχώς

τα όμοια δείγματα σε ομάδες που βρίσκονται σε σαφώς καθορισμένες

θέσεις του τρισδιάστατου μοντέλου. Τα λιγότερο επηρεασμένα ψευδο-

εγχειρισμένα (sham operated) δείγματα φαίνονται στον κεντρικό εσω-

τερικό πυρήνα του μοντέλου. Αντιθέτως, τα πιο επηρεασμένα δείγματα,

δηλαδή στις 24 ώρες μετά από μέτριο ως σοβαρό τραυματισμό( η πιο ε-

νεργή φάση του τραυματισμου του νωτιαίου μυελού) εμφανίζονται στα

περιφερειακά σημεία του μοντέλου.

123



11.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουμε γραφικά την ομαδοποίηση που έκα-

νε ο Isomap για κάθε χαρακτηριστικό(φαινότυπο). Με άλλα λόγια, οι

εντολές που χρησιμοποιούμε στο Matlab, χρησιμοποιούν-σε επίπεδο γρα-

φικής απεικόνισης-τον γράφο γειτνίασης(ομαδοποίηση)που παρήγαγε ο

αλγόριθμος, αποδίδοντας σε καθε σημείο το αντίστοιχο προς εξέταση χα-

ρακτηριστικό, το οποίο είναι χρωματισμένο με διαφορετικό χρώμα. ΄Ετσι

βλέπουμε εν τέλει με σαφήνεια τον βαθμό στον οποίο έχει καταφέρει ο

Isomap να ομαδοποιήσει σωστά τα δεδομένα αυτά. Αυτό σημαίνει πως

κάθε γειτονιά του γράφου πρέπει να είναι τέτοια ώστε τα κοινά χαρακτη-

ριστικά για κάθε έναν από τους φαινότυπους να είναι συγκροτημένα σε

ομάδες ίδιου χρώματος κατά μήκος του γραφήματος. Και αυτό συμβα-

ίνει, αποδεικνύοντας της αποτελεσματικότητα του Isomap στην ανάλυση

βιολογικών δεδομένων μικροσυστοιχιών.
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I Γραφική απεικόνιση της ομαδοποίησης του Isomap ως προς το χρο-

νικό διάστημα που μεσολάβησε μεταξύ τραυματισμού και μέτρη-

σης.

Σχήμα 11.13: Ανάλυση Isomap ως προς τον φαινότυπο του χρόνου που με-

σολάβησε μεταξύ τραυματισμού και μέτρησης(χρόνος) για 167 συστοιχίες ολι-

γονουκλεοτιδίων υψηλής πυκνότητας που προέκυψαν από ποντίκια όπως περι-

γράφεται στην αρχή του κεφαλαίου.

Εικ. 11.13: Δείχνει έναν ξεκάθαρα χρονικά εξαρτώμενο διαχωρισμό

των δειγμάτων κατά μήκος του άξονα x. Η δεξιά πλευρά του μο-

ντέλου δείχνει δείγματα στα 30 λεπτά, 4 ώρες, 1 μέρα μετά τον τραυ-

ματισμό. Τα νωρίτερα συλλεγμένα δείγματα βρίσκονται στο κέντρο

τού μοντέλου. Αντίθετα, δείγματα από μεταγενέστερες χρονικές
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στιγμές εντοπίζονται σε πιο απομακρυσμένες θέσεις στη δεξιά πλευ-

ρά του μοντέλου. Ο Isomap διαχωρίζει αποτελεσματικά την πρώτε-

ρη ενεργή φάση της μετατραυματικής καταστροφής από την ύστερη

φάση των 48 ωρών-28 ημερών. Δείγματα από την τελευταία φάση

αναγέννησης (2, 3, 7, 14, 28 μέρες) φαίνονται στην αριστερή πλευρά

τού μοντέλου. Κατά τη διάρκεια της αναγέννησης, τα νωρίτερα δε-

ίγματα βρίσκονται σε πιο απομακρυσμένες θέσεις και τα πιο μεταγε-

νέστερα σε πιο κεντρικές θέσεις του μοντέλου. Είναι αξιοπρόσεκτο

το γεγονός ότι κάποια δείγματα βρίσκονται στην περιφέρεια του μο-

ντέλου ακόμα και 28 μέρες μετά τον τραυματισμό. Αυτό μπορεί να

αποδοθεί σε μη ολοκληρωμένη αναγέννηση και μόνιμη βλάβη που

προκλήθηκε από έναν πιο σοβαρό τραυματισμό τού νωτιαίου μυελού

Το δεξί μέρος του μοντέλου περιλαμβάνει δείγματα από την πρώτη

φάση τής μετατραυματικής ζημιάς(30 λεπτά-24 ωρες). Σε αυτά τα

δείγματα τα κυρίαρχα γεγονότα είναι ο τραυματισμός, οι δευτερογε-

νείς βιοχημικές μεταβολές και οι διαδικασίες αυτοκαταστροφής. Από

την άλλη μεριά, το αριστερό μέρος του μοντέλου περιλαμβάνει μετα-

γενέστερα δείγματα (48 ωρες-28 μερες) όπου νευροπροστατευτικά

φαινόμενα ανάρρωσης αντιπαρέρχονται τα προηγούμενα.
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II Γραφική απεικόνιση της ομαδοποίησης του Isomap ως προς τη θέση

του τραυματισμού.

Σχήμα 11.14: Ανάλυση Isomap ως προς τον φαινότυπο της θέσης του τραυ-

ματισμού για 167 συστοιχίες ολιγονουκλεοτιδίων υψηλής πυκνότητας που προ-

έκυψαν από ποντίκια όπως περιγράφεται στην αρχή του κεφαλαίου.

Εικ. 11.14: Δείχνει πως τα δείγματα που προέρχονται από τα ση-

μεία πάνω και κάτω από τον τραυματισμό βρίσκονται στον κεντρικό

πυρήνα του μοντέλου. Παράλληλα, τα δείγματα από την ίδια τη

θέση τού τραυματισμού εμφανίζονται στα περιφερειακά σημεία τού

μοντέλου. Δεν υπάρχει εμφανής διαχωρισμός ανάμεσα στα μη επη-

ρεασμένα δείγματα και αυτά που προήλθαν από τις περιοχές πάνω

και κάτω από τη θέση του τραυματισμού.
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III Γραφική απεικόνιση της ομαδοποίησης του Isomap ως προς τη σο-

βαρότητατου τραυματισμού.

Σχήμα 11.15: Ανάλυση Isomap ως προς τον φαινότυπο της σοβαρότητας του

τραυματισμού για 167 συστοιχίες ολιγονουκλεοτιδίων υψηλής πυκνότητας που

προέκυψαν από ποντίκια όπως περιγράφεται στην αρχή του κεφαλαίου.

Εικ. 11.15: Τα δείγματα εικονικά χειρουργημένων ποντικιών (sham-
operated) βρίσκονται στον κεντρικό πυρήνα του μοντέλου που περι-

βάλλεται από ένα κέλυφος δειγμάτων από ποντικούς με ήπια κάκωση

νωτιαίου μυελού. Τα πιο απομακρυσμένα δείγματα στους δύο λοβο-

ύς του μοντέλου είναι εκείνα που εκπροσωπούν μέτρια έως σοβαρή

βλάβη. Στο δεξιό λοβό τού μοντέλου, ο οποίος εκπροσωπεί τα χρονι-

κά σημεία από 30 λεπτά ως 24 ώρες, δεν υπάρχει σαφής διαχωρισμός
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μεταξύ τού μέτριου και τού σοβαρού τραυματισμού. Απροσδόκητα,

στον αριστερό λοβό που αντιπροσωπεύει τα μεταγενέστερα χρονικά

σημεία, τα δείγματα με μέτριο τραυματισμό είναι πιο απομακρυσμένα

από εκείνα με σοβαρό τραυματισμό. Παρά το γεγονός ότι αυτός

ο διαχωρισμός μεταξύ της μέτριας και σοβαρής ζημίας δεν ήταν α-

ναμενόμενος, ο διαχωρισμός μεταξύ ήπιας και μέτριας έως σοβαρής

ζημίας είναι πολύ σαφής. Ο διαχωρισμός αυτός απαντά επίσης σε μια

ερώτηση που τέθηκε στον πίνακα χρόνου. Στον αριστερό λοβό τού

μοντέλου, έξι δείγματα είναι ορατά στις 28 ημέρες μετά την κάκωση.
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Κεφάλαιο 12

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1:Λίγα λόγια

για τους αλγόριθμους

εκμάθησης πολλαπλοτήτων

Σε αυτό το παράρτημα παρουσιάζουμε πολύ συνοπτικά τις ιδέες πάνω στις ο-

ποίες βασίστηκαν κάποιες από τις μεθόδους εκμάθησης πολλαπλοτήτων και

ομαδοποίησης που έχουν χρησιμοποιηθεί κατά καιρούς για την αναγωγή δεδο-

μένων μεγάλης κλίμακας σε σύνολα δεδομένων μικροσυστοιχιών και οι οποίες

αναφέρονται στην εισαγωγή.

1. Η Ιεραρχική ομαδοποίηση (HC Hierarchical Clustering) είναι μια μέθο-

δος ανάλυσης κατά συστάδες που επιζητά να φτιάξει μια ιεραρχία των

συστάδων. Οι στρατηγικές της HC γενικά εμπίπτουν σε δύο κατηγορίες:

• Συσσωρευτικός (Agglomerative):Αυτή είναι μια «από κάτω-προς-τα-

πάνω» προσέγγιση. Κάθε παρατήρηση ξεκινά από τη δική του ομάδα

και ζεύγη ομάδων συγχωνεύονται καθώς προχωράμε παραπάνω στην

ιεραρχία.

• Διαίρετικός (Divisive): Αυτή είναι μία «από-πανω-προς-τα-κάτω»

προσέγγιση. ΄Ολες οι παρατηρήσεις ξεκινούν σε μια ομαδα και γίνο-

νται διαχωρισμοί αναδρομικά καθώς προχωρά κανείς προς τα κάτω

στην ιεραρχία.
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Γενικά οι συγχωνεύσεις και διαιρέσεις γίνονται με άπληστο (greedy)
τρόπο(αναζήτηση δραστηριότητας με ελάχιστο χρόνο ολοκλήρωσης ο-

δηγεί σε συνολικά βέλτιστη λύση) και τα αποτελέσματα του αλγόριθμου

συνήθως παρουσιάζονται σε ένα δενδρόγραμμα (dendogram).

2. Το τεχνητό νευρωνικό δίκτυο ANN: Artificial Neural Network είναι ένα

δίκτυο από απλούς υπολογιστικούς κόμβους (νευρώνες, νευρώνια), δια-

συνδεδεμένους μεταξύ τους. Οι νευρώνες είναι τα δομικά στοιχεία του

δικτύου. Κάθε τέτοιος κόμβος δέχεται ένα σύνολο αριθμητικών εισόδων

από διαφορετικές πηγές (είτε από άλλους νευρώνες, είτε από το περιβάλ-

λον), επιτελεί έναν υπολογισμό με βάση αυτές τις εισόδους και παράγει

μία έξοδο. Η εν λόγω έξοδος είτε κατευθύνεται στο περιβάλλον, είτε

τροφοδοτείται ως είσοδος σε άλλους νευρώνες του δικτύου. Υπάρχουν

τρεις τύποι νευρώνων: οι νευρώνες εισόδου, οι νευρώνες εξόδου και οι

υπολογιστικοί νευρώνες ή κρυμμένοι νευρώνες. Οι νευρώνες εισόδου δεν

επιτελούν κανέναν υπολογισμό, μεσολαβούν απλώς ανάμεσα στις περι-

βαλλοντικές εισόδους του δικτύου και στους υπολογιστικούς νευρώνες.

Οι νευρώνες εξόδου διοχετεύουν στο περιβάλλον τις τελικές αριθμητικές

εξόδους του δικτύου. Οι υπολογιστικοί νευρώνες πολλαπλασιάζουν κάθε

είσοδό τους με το αντίστοιχο συναπτικό βάρος και υπολογίζουν το ολικό

άθροισμα των γινομένων. Το άθροισμα αυτό τροφοδοτείται ως όρισμα

στη συνάρτηση ενεργοποίησης, την οποία υλοποιεί εσωτερικά κάθε κόμ-

βος. Η τιμή που λαμβάνει η συνάρτηση για το εν λόγω όρισμα είναι και η

έξοδος του νευρώνα για τις τρέχουσες εισόδους και βάρη.

3. Δένδρο συγκομιδής (Harvesting tree): μια νέα μέθοδος της επιβλεπόμε-

νης μάθησης Αυτή η τεχνική ξεκινά με την ιεραρχική ομαδοποίηση των

γονιδίων, και στη συνέχεια μοντελοποιεί την μεταβλητή που έχει προ-

κύψει ως ένα άθροισμα των μέσων προφίλ έκφρασης επιλεγμένων ομάδων

και των προϊόντων τους.

4. Τα πλησιέστερα συρρικνωμένα κεντροειδή (nearest shrunken centroids)
Εν συντομία, η μέθοδος υπολογίζει ένα τυποποιημένο κεντροειδές για

κάθε κλάση. Αυτή είναι η μέση τιμή γονιδιακής έκφρασης για κάθε γο-
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νίδιο σε κάθε κατηγορία διαιρεμένη με την τυπική απόκλιση ολόκληρης

της κλάσης για το συγκεκριμένο γονίδιο. Η ταξινόμηση πλησιέστερων

κεντροειδών λαμβάνει το προφίλ γονιδιακής έκφρασης ενός νέου δείγ-

ματος, και το συγκρίνει με καθένα από αυτά τα κέντροειδή της κλάσης.

Η κλάση της οποίας το κέντροειδές είναι πιο κοντά, ως τετράγωνο της

απόστασης, είναι η προβλεπόμενη κλάση για το νέο δείγμα.

5. Η πιθανολογική PCA (Probabilistic PCA). Θεωρεί πως οι κύριοι άξο-

νες ενός συνόλου διανυσμάτων παρατηρήσεων(σύνολο δεδομένων) μπο-

ρούν να προσδιορίζονται μέσω της εκτίμησης μέγιστης πιθανοφάνειας των

παραμέτρων ενός μοντέλου λανθανουσών μεταβλητών (latent variable
model) στενά συνδεδεμένου με την παραγοντική ανάλυση.

6. Η αποσύνθεση ιδιαζουσών τιμών (Singular Value Decomposition SVD),
Τα δεδομένα γονιδιακής έκφρασης n γονιδίων, καθενός μετρημένου σε

μ διακριτά χρονικά σημεία οργανώνονται σε ένα n × m πίνακα A. λαμ-

βάνεται με εφαρμογή της SVD. Τα δεδομένα έκφρασης για κάθε γονίδιο

μπορούν να θεωρηθούν ως ένα μοναδιαίο διάνυσμα σε εναν χώρο υψη-

λών διαστάσεων, οι άξονες καθενός εκ των οποίων αντιπροσωπεύουν το

επίπεδο έκφρασης μιας μέτρησης στα χρονικά του πειράματος. Η κατα-

σκευή μέσω της SVD εξασφαλίζει ότι οι μέσοι αντιστοιχούν σε γραμμικώς

ανεξάρτητα διανύσματα βάσης, ένας γραμμικός συνδυασμός των οποίων

περιγράφει ακριβώς το μοτίβο έκφρασης του κάθε γονιδίου.

7. Ο αλγόριθμος k-μέσων (k-means) είναι ένας από τους απλούστερους

αλγόριθμους μάθησης χωρίς επίβλεψη που μπορεί να λύσει το γνωστά

πρόβλημα της ομαδοποίησης. Η ομαδοποίηση k-μέσων είναι μια μέθοδος

κβαντισμού διανυσμάτων, αρχικά από το πεδία της επεξεργασίας σήματος

(signal processing) που είναι δημοφιλής για την ανάλυση κατά συστάδες

στην εξόρυξη δεδομένων. Η συσταδοποίηση k - μέσων είναι μια μέθο-

δος που χρησιμοποιείται για να ταξινομήσει ημι δομημένα ή μη-δομημένα

σύνολα δεδομένων. Αποτελεί μία από τις συνηθέστερες και πιο αποτελε-

σματικές μεθόδους για την ταξινόμηση δεδομένων λόγω της απλότητάς

της και της ικανότητας να χειριστεί τα ογκώδη σύνολα δεδομένων. Δέχε-
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ται ως παραμέτρους τον αριθμό των συστάδων και το αρχικό σύνολο των

κεντροϊδών. Υπολογίζεται η απόσταση του κάθε στοιχείου στο σύνολο

δεδομένων από κάθε ένα από τα κεντροϊδή της αντίστοιχης συστάδας.

Το αντικείμενο τότε τοποθετείται στη συστάδα από την οποία απέχει μι-

κρότερη απόσταση Το κεντροϊδές της συστάδας στην οποία το στοιχείο

εντάχθηκε υπολογίζεται εκ νέου.

8. CAST:. Ο Η τεχνική CAST είναι ένας αλγόριθμος που προτείναν οι [Ben-
Dor et al. 1999] για την ομαδοποίηση δεδομένων γονιδιακής έκφρασης. Η

είσοδος του αλγόριθμο περιλαμβάνει τα ζεύγη ομοιότητας των γονιδίων,

και μια παράμετρο αποκοπής (threshold) (Η οποία είναι ένας πραγματι-

κός αριθμός μεταξύ 0 και 1 και μπορεί να θεωρηθεί ως το αντίστροφο

της απόστασης μετρική μεταξύ δύο γονιδίων). Οι ομάδες κατασκευάζο-

νται μία-μία. Ο αλγόριθμος λειτουργεί και με προσθήκη και με αφαίρε-

ση γονιδίων από μια ομάδα, προσαρμόζοντας κάθε φορά τις συγγένειες

των γονιδίων στην τρέχουσα ομάδα, και συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία

μέχρις ότου δεν μπορούν να γίνουν περαιτέρω αλλαγές στην τρέχουσα

ομάδα.Η συγγένεια (affinity) ενός γονιδίου ορίζεται ως τα άθροισμα των

τιμών ομοιότητας (similarity values) και όλων των γονιδίων στην υπό

κατασκευή συστάδα.

9. Ασαφής συσταδοποίηση c-μέσων (fuzzy c-means clustering): είναι μια

τεχνική ομαδοποίησης δεδομένων στην οποία ένα σύνολο δεδομένων ο-

μαδοποιούνται σε n συστάδες με κάθε σημείο του συνόλου δεδομένων

να ανήκει σε κάθε συστάδα σε έναν ορισμένο βαθμό. Για παράδειγμα,

ένα ορισμένο σημείο δεδομένων που βρίσκεται κοντά στο κέντρο της συ-

στάδας θα ανήκει σε μεγάλο βαθμό στη συγκεκριμένη ομάδα και κάποιο

άλλο σημείο που βρίσκεται μακρυά από το κέντο θα έχει μικρότερη συμ-

μετοχή στη συγκεκριμένη συστάδα. Ο FCMC ομαδοποιεί τα δεδομένα

σε ασαφείς συστάδες ελαχιστοποιώντας το άθροισμα της αντικειμενικής

συνάρτησης τετραγωνικού σφάλματος μέσα σε μια ομάδα.

10. Αμφίδρομη Ομαδοποίηση Two-way clustering μία τεχνική εξόρυξης δε-

δομένων που επιτρέπει την ταυτόχρονη ομαδοποίηση των γραμμών και
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των στηλών ενός πίνακα. Δοθέντος ενός m × n πίνακα δεδομένων, οι

αλγόριθμοι biclustering παράγουν biclusters - ένα υποσύνολο γραμμών

που εμφανίζουν παρόμοια συμπεριφορά σε ένα υποσύνολο στηλών, ή το

αντίστροφο.

11. Αυτοοργανωνόμενοι Χάρτες (SOM: Self- Organizing Maps) είναι ένα α-

πό τα πιο δημοφιλή μοντέλα νευρωνικών δικτύων. Ο αλγόριθμος ΣΟΜ

βασίζεται σε μη επιβλεπόμενη, ανταγωνιστική (competitive) μάθηση. Πα-

ρέχει μια χαρτογράφηση διατηρεί τις τοπολογικές ιδιότητες από τον χώρο

υψηλών διαστάσεων σε μονάδες χάρτη (map units)(μονάδα μετρησης α-

πόστασης γονιδίων σε έναν χρωμόσωμα) . Οι μονάδες χάρτη, ή νευρώνες,

συνήθως σχηματίζουν ένα δισδιάστατο πλέγμα και έτσι η χαρτογράφηση

είναι μια χαρτογράφηση από τον χώρο υψηλής διάστασης πάνω σε ένα

επίπεδο. Η ιδιότητα να διατηρεί την τοπολογία σημαίνει ότι η χαρτο-

γράφηση διατηρεί τη σχετική απόσταση μεταξύ των σημείων. Τα σημεία

που βρίσκονται κοντά μεταξύ τους στο χώρο εισόδου αντιστοιχίζονται σε

κοντινές μονάδες χάρτη στον SOM. Ο SOM μπορεί να χρησιμεύσει ως

εργαλείο για την ανάλυση διασποράς των υψηλών διαστάσεων των δεδο-

μένων. Επίσης, ο SOM έχει την ικανότητα να γενικεύει. Αυτό σημαίνει

ότι το δίκτυο μπορεί να αναγνωρίσει ή να χαρακτηρίσει εισροές που δεν

έχει αντιμετωπίσει ποτέ πριν. Μια νέα είσοδος εξομοιώνεται με τη μονάδα

χάρτη στην οποία έχει αντιστοιχιστεί.

12. Μηχανές Διανυσμάτων Υποστήριξης (SVM Support Vector Machines):
Αποτελούν έναν τρόπο εκπαίδευσης των νευρωνικών δικτύων. Πιο συ-

γκεκριμένα, μια μηχανή διανυσμάτων υποστήριξης κατασκευάζει ένα υ-

περεπίπεδο ή ένα σύνολο από υπερεπίπεδα σε έναν υψηλής ή άπειρης

διαστασης χώρο, που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ταξινόμηση, παλιν-

δρόμηση, ή άλλες εργασίες. Διαισθητικά, ένας καλός διαχωρισμός επι-

τυγχάνεται από το υπερεπίπεδο που έχει τη μεγαλύτερη απόσταση από το

πλησιέστερο σημείο των εκπαιδευμένω-δεδομένων οποιασδήποτε κλάσης

το λεγόμενο λειτουργικό περιθώριο (functional margin), δεδομένου ότι

σε γενικές γραμμές όσο μεγαλύτερο είναι το περιθώριο τόσο χαμηλότερη

είναι η λάθος γενίκευση του ταξινομητή.
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