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Πεξίιεςε 

 Η παξνύζα εξγαζία αθνξά ζηελ αλάπηπμε θαη εθαξκνγή κεζνδνινγίαο γηα ηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ θπκαηηθήο δηάδνζεο ζε ειεθηξνκαγλεηηθνύο (ΗΜ) θπκαηνδεγνύο 

κε νκνηόκνξθα ή αλνκνηόκνξθα ζύλνξα θαη κεηαβαιιόκελεο παξακέηξνπο θαη ηελ 

εθαξκνγή ηεο ζηελ κειέηε απσιεηώλ δηάδνζεο θακπύισλ ΗΜ θπκαηνδεγώλ πνπ 

ιεηηνπξγνύλ ζε κηθξνθπκαηηθέο ζπρλόηεηεο. Η ζεκαζία κειέηεο ησλ ζρεηηθώλ 

πξνβιεκάησλ είλαη πνιύ κεγάιε κηαο θαη εθαξκνγέο πνπ βαζίδνληαη ζηελ θπκαηνδήγεζε 

ζπλαληώληαη επξύηαηα ζηελ ζύγρξνλε επηζηήκε θαη ηερλνινγία, Elmore & Heald (1969). 

Ιδηαίηεξα ζε όηη αθνξά ηηο εθαξκνγέο, ΗΜ θπκαηνδεγνί ηύπνπ θιεηζηνύ ζσιήλα 

κεηαιιηθνύ πεξηβιήκαηνο βξίζθνπλ ζεκαληηθέο εθαξκνγέο σο γξακκέο κεηαθνξάο 

ελέξγεηαο θαη πιεξνθνξίαο ζηελ πεξηνρή ησλ κηθξνθπκαηηθώλ ζπρλνηήησλ (1GHz-

300GHz), Balanis (1989), Collin (1991). Γίθηπν ηέηνησλ θπκαηνδεγώλ ζπλζέηεη ηηο πεγέο 

εηδηθνύ ηύπνπ θεξαηώλ (spatial antennas). Αληίζηνηρα, νπηηθέο ίλεο, Sodha&Ghatak (1977), 

Cronin(1995), σο θπκαηνδεγνί ηεηξαγσληθήο ή/θαη θπθιηθήο  δηαηνκήο από ζύλζεην 

δηειεθηξηθό πιηθό, ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ ΗΜ θπκαηνδήγεζε ζηηο ζπρλόηεηεο ηνπ 

νξαηνύ θσηόο (>300THz). Πέξαλ ησλ αλσηέξσ εθαξκνγώλ ηα θαηλόκελα ΗΜ 

θπκαηνδήγεζεο ζε πεξηβαιινληηθή θιίκαθα, ππνζηεξηδόκελα από ηνλ θπζηθό θπκαηνδεγό, 

βξίζθνπλ επξύηαηε εθαξκνγή ζηελ ηερλνινγία radar θαη ξαδην/ηειεπηθνηλσληώλ, Balanis 

(1982).  

ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο αλαπηύρζεθε κέζνδνο ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ, 

θαηάιιειε γηα ηελ κειέηε ησλ πξνβιεκάησλ δηάδνζεο-αλάθιαζεο-ζθέδαζεο ΗΜ 

θπκάησλ ζε θιεηζηνύο ηξηζδηάζηαηνπο θπκαηνδεγνύο νξζνγσληθήο, θπθιηθήο θαη 

ειιεηπηηθήο δηαηνκήο, κε θακπύια ζύλνξα,  ζηε δώλε ησλ κηθξνθπκαηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

 Παξνπζηάδνληαη απνηειέζκαηα ζηε πεξίπησζε H-plane bend θπκαηνδεγώλ 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο  θαη ζπγθξίλνληαη κε αληίζηνηρα απνηειέζκαηα από ηελ εθαξκνγή 

ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ ε νπνία αλαπηύρζεθε από Athanassoulis et al 

(2002). Πεξαηηέξσ δηεξεπλήζεθε ε επίδξαζε κηθξώλ ηνπηθώλ ζθεδαζηώλ εληόο ηνπ 

θπκαηνδεγνύ ζηηο απώιεηεο δηάδνζεο. 
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  Abstract 

 The objective of this thesis is the development and implementation of a 

methodology to solve electromagnetic propagating problems in waveguides with even or 

uneven borders and changing parameters and its application in the study of curved 

propagation losses of electromagnetic waveguides that are operating at microwave 

frequencies. There is great need of developing solutions in such problems as many 

applications are based on the guidance of waves and are found widely in modern science 

and technology, Elmore & Heald (1969). Particularly, in terms of applications, 

electromagnetic waveguides, closed - metal casing pipe type, have important applications 

in energy and information transmission lines in the microwave frequency range (1GHz-

300GHz), Balanis (1989), Collin (1991). A network of such waveguides exist in the 

source of spatial antennas. Accordingly, optical fibers are used, Sodha & Ghatak (1977), 

Cronin (1995), as the waveguides are of square and / or circular section of dielectric 

material, for the electromagnetic waveguiding in the frequencies of visible light (greater 

than 300THz). In addition to the above applications electromagnetic waveguiding 

phenomena in environmental scale, supported by natural waveguide, find extensive 

applications in radar technology and radio / telecommunications, Balanis (1982). 

 As part of this thesis the boundary element method is being developed, suitable 

for the study of diffusion problems-reflectance-scattering of electromagnetic waves in 

enclosed three-dimensional rectangular waveguides, circular and elliptical cross-section, 

with curved boundaries, in the zone of microwave frequencies. 

 Results are presented in the case of H-plane bend waveguides of rectangular 

section and compared with corresponding results of the coupled mode method application 

developed by Athanassoulis et al (2002). Furthermore, the effect of small local scatterers 

within the waveguide to the propagation losses is investigated. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 4 

Πεξηερόκελα 

1. Δηζαγσγή .................................................................................................................... 5 

2. Γεσκεηξία θακπύισλ θπκαηνδεγώλ ......................................................................... 10 

3. Κπκαηνδεγόο νξζνγσληθήο δηαηνκήο ....................................................................... 14 

4. Γηαθνξηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο .................................................................. 19 

4.1 E-plane bend, ε γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηνπο  εκη-άπεηξνπο 

νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο ................................................................................................ 20 

4.2 Η-plane bend, ε γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηνπο  εκη-άπεηξνπο 

νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο ................................................................................................ 21 

4.3 Δμηζώζεηο Maxwell ζε θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο ....................................... 23 

5. Η κέζνδνο ησλ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ ................................................................ 27 

5.1 E-plane bend ππν-πξόβιεκα, ηνπηθή αλαπαξάζηαζε θαη ζύζηεκα ζπδεπγκέλσλ 

ηδηνκνξθώλ ........................................................................................................................ 28 

5.2 H-plane bend ππν-πξόβιεκα, ηνπηθή αλαπαξάζηαζε θαη ζύζηεκα ζπδεπγκέλσλ 

ηδηνκνξθώλ ........................................................................................................................ 33 

5.3 Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ ....................... 36 

6. Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ θαη Πξνβιήκαηα θέδαζεο ................................. 45 

6.1 πλαξηήζεηο Green ..................................................................................................... 45 

6.2 Πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ηεο εμίζσζεο Helmholtz ........................................ 46 

6.3 Πξόβιεκα ζθέδαζεο – ζώκα γεληθνύ ζρήκαηνο πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ ........... 47 

6.3.1. Δπίιπζε πξνβιήκαηνο κε ην ζεώξεκα νινθιεξσηηθήο αλαπαξάζηαζεο Green .... 47 

6.3.2. Δπίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε θαηαλνκέο επηθαλεηαθώλ δπλακηθώλ ..................... 50 

6.3.3 Υακεινηάμηα Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ ...................................................... 52 

6.3.4 Δθαξκνγή κεζόδνπ πλνξηαθώλ ηνηρείσλ ............................................................ 56 

7. Δθαξκνγή Μεζόδνπ πλνξηαθώλ ηνηρείσλ ζε Κακπύιν Κπκαηνδεγό .................. 63 

7.1 Μαζεκαηηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ................................................................ 65 

7.2  Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ κε θαηαλνκέο πεγώλ ............................................. 69 

7.3 Απνηειέζκαηα εθαξκνγήο κεζόδνπ BEM ζηνλ θπκαηνδεγό WR75 H90° ................ 76 

8. Δπίδξαζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζε νκνγελή θπκαηνδεγό .................................. 81 

9. πκπεξάζκαηα κειέηεο - Πξνηάζεηο ........................................................................ 89 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ .............................................................................................................. 90 



 
 5 

1. Δηζαγσγή 

 Ο θπκαηνδεγόο είλαη έλα κέζν γηα λα επηηεπρζεί ε θαζνδήγεζε 

ειεθηξνκαγλεηηθήο ελέξγεηαο από έλα ζεκείν ζε έλα άιιν. Δίλαη ζσιήλαο εηδηθά 

θαηαζθεπαζκέλνο γηα ηε κεηαθνξά ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ ζηηο κηθξνθπκαηηθέο 

ζπρλόηεηεο. Η ζπκπεξηθνξά ησλ γξακκώλ κεηαθνξάο είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή ζηηο 

ρακειέο ζπρλόηεηεο ιεηηνπξγίαο, εκθαλίδεη όκσο πνιιά πξνβιήκαηα ζηηο πνιύ πςειέο 

ζπρλόηεηεο ιόγσ απμεκέλσλ απσιεηώλ θαη έηζη ε κεηαθνξά ηεο ειεθηξνκαγλεηηθήο 

ελέξγεηαο γίλεηαη κε ηε βνήζεηα δηαηάμεσλ θπκαηνδεγώλ. Κπκαηνδεγνί 

θαηαζθεπάζηεθαλ γηα πξώηε θνξά ηε δεθαεηία ηνπ 1930. Αξρηθά ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο 

αγσγνί παξνρήο ζε θεξαίεο. Έθηνηε, κε ηελ πεξαηηέξσ έξεπλα θαη ηελ ηαρύηαηε 

αλάπηπμε ησλ ηερληθώλ θαηαζθεπήο, ε ρξεζηκνπνίεζε ησλ θπκαηνδεγώλ επεθηάζεθε 

θαη ζε άιιεο εθαξκνγέο, όπνπ απαηηείηαη ρξήζε κηθξνθπκάησλ (ξαδηνηειεζθόπηα, 

ξαδηνκεηεσξνινγία, θαζκαηνζθνπία, θνύξλνη κηθξνθπκάησλ θα). ηηο πεξηζζόηεξεο 

ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο ρξεζηκνπνηείηαη κία αθνινπζία θπκαηνδεγώλ, θαηάιιεια 

ζρεδηαζκέλε γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζθέδαζεο, ησλ απσιεηώλ ιόγσ κεηάδνζεο θαη 

αλάθιαζεο. Γεληθόηεξα απνηειεί έλα ζύλζεην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Έλα 

παξάδεηγκα πνπ επηβεβαηώλεη ηνλ πξνεγνύκελν ηζρπξηζκό απνηειεί ην δίθηπν 

θπκαηνδεγώλ πνπ ηξνθνδνηεί ηηο πεγέο θεξαηώλ πνπ βξίζθνληαη ζε ζηαζκνύο ζην 

δηάζηεκα. ε κία ηέηνηα πεξίπησζε ην δίθηπν πεξηιακβάλεη πιήζνο από θπκαηνδεγνύο 

κε δηαθνξεηηθέο γσλίεο θιίζεο καδί κε επζύγξακκνπο θπκαηνδεγνύο, όινη νξζνγσληθήο 

δηαηνκήο, κε ην βάξνο, ηελ απόδνζε θαη ηηο απώιεηεο λα δηαδξακαηίδνπλ ζεκαληηθόηαην 

ξόιν. 

 Σν βαζηθό ζηνηρείν ελόο ηππηθνύ δηθηύνπ θπκαηνδεγώλ είλαη ν θπξηόο 

θπκαηνδεγόο νξζνγσληθήο δηαηνκήο, ζηαζεξνύ ύςνπο θαη πιάηνπο. ε θάπνηεο 

εθαξκνγέο ην πιάηνο κεηαβάιιεηαη θαηά ηελ θαηεύζπλζε ηεο δηάδνζεο. Γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ θπκαηνδεγώλ ρξεζηκνπνηνύληαη αξηζκεηηθέο 

πξνζνκνηώζεηο κε εθαξκνγή εμηζώζεσλ αλάθιαζεο, κεηάδνζεο, ζθέδαζεο. Η γλώζε ηνπ 

ειεθηξνκαγλεηηθνύ πεδίνπ εληόο ηνπ θπκαηνδεγνύ κε αλαιπηηθό ηξόπν, επηηξέπεη ηελ 

δηαηύπσζε θαη ιύζε πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ηνπ ζρήκαηνο ησλ ελώζεσλ θαη ηνπ 

ζπλόινπ ηνπ δηθηύνπ. 

 ε κία ηππηθή πεξίπησζε ηέηνηνπ δηθηύνπ, ην επζύ ειεθηξνδπλακηθό πξόβιεκα 

είλαη ην εμήο: θύκα κνλαδηαίνπ πιάηνπο θαη δεδνκέλεο αλάζηξνθεο δνκήο ηνπ πεδίνπ 

πξνζπίπηεη ζε αλνκνηνγελή θπκαηνδεγό (θακπύιν ηκήκα), ηνπνζεηεκέλν αλάκεζα ζε 

δύν επζύο νκνηνγελείο θπκαηνδεγνύο. Σν αθξηβώο αληίζηξνθν ειεθηξνδπλακηθό 

πξόβιεκα απνηειεί ε εύξεζε ησλ γεσκεηξηθώλ δηαζηάζεσλ ηνπ δηθηύνπ θαη ησλ 

ελώζεσλ γηα κία ζπγθεθξηκέλε έμνδν ζηελ ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο. 

 Πνηθίιεο ηερληθέο έρνπλ πξνηαζεί κε ζηόρν ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ ησλ 

θπκαηνδεγώλ. Κάπνηεο από απηέο εκηαλαιπηηθέο, cross-section method “Theory of Non-

uniform Waveguides” B.Z. Katsenelenbaum (1998), mitred-bent element method by  
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Δηθ.1 Σύπνη θπκαηνδεγώλ 

 Cornet et al (1999), θαη άιιεο αλαιπηηθέο, όπσο ε κέζνδνο πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ, Chung (1994), Gopalakrishnan & Doyle (1994), Guillaume & Masmoudi 

(1997). 

 Γηα ηελ αλάιπζε ησλ πξνβιεκάησλ ηεο θπµαηνδήγεζεο, αλαδεηνύκε ιύζεηο ησλ 

θπκαηηθώλ εμηζώζεσλ ησλ δηαλπζκάησλ ειεθηξηθνύ θαη καγλεηηθνύ πεδίνπ, Δ θαη H, 

πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρεηηθέο νξηαθέο ζπλζήθεο. Οη νξηαθέο απηέο ζπλζήθεο αλαθέξνληαη 

ζηελ θαζεηόηεηα ηνπ δηαλύζκαηνο E θαη ηελ εθαπηνµεληθόηεηα ηνπ H πάλσ ζηα 

αγώγηκα ηνηρώκαηα ησλ θπκαηνδεγώλ. Καζώο απαηηείηαη ε νδήγεζε ηνπ θύκαηνο κέζσ 

ζηξνθήο θαη εθηξνπήο ηνπ θπκαηνδεγνύ, είλαη απαξαίηεην λα εμαζθαιηζηεί πσο ε 

ζηξνθή ζα επηηεπρζεί κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα κελ επεξεαζηνύλ ηα ειεθηξηθά θαη 

καγλεηηθά πεδία θαηά κε επηζπκεηό ηξόπν. Κάηη ηέηνην ζα νδεγνύζε ζε κεγάιεο 

απώιεηεο θαη αλαθιάζεηο. 

 Τπάξρνπλ αξθεηνί ηύπνη θπκαηνδεγώλ ζηξέςεο ηνπ θύκαηνο νη νπνίνη 

ρξεζηκνπνηνύληαη αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε θαη ηελ εθάζηνηε εθαξκνγή. Έλαο 

θπκαηνδεγόο κπνξεί λα πάξεη νπνηαδήπνηε κνξθή, κε νκνγελή όκσο δηαηνκή. ηελ 

εηθόλα 1 παξνπζηάδνληαη θάπνηνη θνηλνί ηύπνη θπκαηνδεγώλ. Με ηε ζεηξά, θπθιηθήο 

δηαηνκήο, νξζνγσληθήο δηαηνκήο, θπκαηνδεγόο ζηξέςεο, θπκαηνδεγόο γσλίαο 90°.  

 Οη θπκαηνδεγνί ηύπνπ ζηξέςεο E-plane bend θαη H-plane bend δηαθνξνπνηνύληαη 

όπσο θαίλεηαη ζε αθόινπζν ζρήκα (εηθόλα 2).  
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Δηθ.2 E-plane bend – H-plane bend 

 

 Έλαο θπκαηνδεγόο επηηξέπεη ηελ ιεηηνπξγία ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηώλ, 

κνξθώλ ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ θύκαηνο. Οη δηαθνξεηηθέο ιεηηνπξγίεο είλαη γλσζηέο θαη 

σο ξπζκνί. Έλαο ξπζκόο εμαξηάηαη από ηελ ζπρλόηεηα, ηε ζέζε θαη ην είδνο ηεο πεγήο 

δηέγεξζεο. Η θσδηθνπνίεζε ησλ ξπζκώλ κπνξεί λα γίλεη κόλν γηα απιέο γεσκεηξίεο ησλ 

θπκαηνδεγώλ. Απηή βαζίδεηαη ζηελ εμέηαζε ησλ ζπληζησζώλ ηνπ ειεθηξηθνύ θαη 

καγλεηηθνύ πεδίνπ ζηελ δηεύζπλζε δηάδνζεο ηνπ θύκαηνο. Η ηαμηλόκεζε ησλ ξπζκώλ 

είλαη ε αθόινπζε: 

 Δγθάξζηνο ειεθηξνκαγλεηηθόο, ΣΔΜ (Transverse Electro-Magnetic) 

 Δγθάξζηνο ειεθηξηθόο ξπζκόο, ΣΔ (Transverse Electric) 

 Δγθάξζηνο καγλεηηθόο ξπζκόο, ΣM (Transverse Magnetic) 

 Τβξηδηθνί ξπζκνί, HE θαη EH 

 ηνπο νξζνγσληθήο δηαηνκήο θπκαηνδεγνύο νη εθθξάζεηο απηέο ζα ζπλνδεύνληαη 

από δύν δείθηεο, m θαη n. Οη δείθηεο απηνί είλαη αθέξαηνη πνπ δείρλνπλ ηνλ αξηζκό κηζώλ 

κεθώλ θύκαηνο αλάκεζα ζε θάζε δεύγνο θπκάησλ, ην m κεηξάηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα 

X ηνπ θπκαηνδεγνύ , ελώ ην n θαηά κήθνο ηνπ άμνλα Τ. Όπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 2, ν 

δείθηεο 1 ζπκβνιίδεη, ζηελ δηάζηαζε Υ ζηελ κία θαη Τ ζηελ δεύηεξε πεξίπησζε, ην έλα 

κηζό κήθνο θύκαηνο (1·ι/2) πνπ είλαη ε κία δηάζηαζε ηνπ θπκαηνδεγνύ. 
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Δηθ.3 θπκαηνδεγόο νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

 

Δηθ.4 θπκαηνδεγόο θπθιηθήο δηαηνκήο 

 

 Η δηάδνζε ησλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ θαη ζηα δύν είδε θπκαηνδεγώλ 

ππαθνύεη ζηνπο ίδηνπο λόκνπο, νη νπνίνη είλαη αλεμάξηεηνη ηνπ ζρήκαηνο ηεο δηαηνκήο 

θαη ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ θπκαηνδεγνύ. πγθξηηηθά κε ηνπο νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

θπκαηνδεγνύο, ζε απηνύο κε θπθιηθή δηαηνκή έρνπκε θαη δηαθνξεηηθή νλνκαζία ησλ 

δηακνξθώζεσλ. Ο αθέξαηνο δείθηεο m ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκό δηαθνξνπνηήζεσλ ησλ 

εληάζεσλ πιήξνπο κήθνπο θύκαηνο ηεο πεξηθέξεηαο, ελώ ν αξηζκόο n ηνλ αξηζκό 

ελαιιαγώλ ηνπ κηζνύ κήθνπο θύκαηνο ζηελ αθηίλα από ην θέληξν πξνο ην ηνίρσκα. 

Όπσο είλαη εκθαλέο από ηελ πεξηγξαθή ησλ ξπζκώλ (δηακνξθώζεσλ), ζηνπο θπθιηθήο 

δηαηνκήο θπκαηνδεγνύο γίλεηαη ρξήζε θπιηλδξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ. 

 Σέινο, είλαη ζεκαληηθό λα αλαθέξνπκε ηελ ύπαξμε θαηλνκέλσλ ζθέδαζεο ζηελ 

δηάδνζε ηνπ θύκαηνο κέζα ζηνλ θπκαηνδεγό. Με ηνλ όξν ζθέδαζε πεξηγξάθνπκε ηελ 

θπζηθή δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία ε ειεθηξνκαγλεηηθή αθηηλνβνιία, ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε, απνθιίλεη από ηελ επζύγξακκε πνξεία δηάδνζεο θαηά κία ή πεξηζζόηεξεο 
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δηεπζύλζεηο ιόγσ αλνκνηνγελεηώλ ηνπ κέζνπ (θπκαηνδεγόο).  Σα θαηλόκελα ζθέδαζεο 

πνπ κπνξεί λα ππάξρνπλ εληόο ηνπ θπκαηνδεγνύ είλαη πνηθίισλ γεσκεηξηώλ θαη 

κεγεζώλ. Γηα λα γίλεη ππνινγηζκόο ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ πεδίνπ ελόο θπκαηνδεγνύ, 

εληόο ηνπ νπνίνπ εκθαλίδνληαη θαηλόκελα ζθέδαζεο, είλαη απαξαίηεην λα ππνινγηζηεί ην 

πξόζζεην πεδίν ζθέδαζεο. Σν νιηθό πεδίν, ειεθηξηθό θαη καγλεηηθό, πξνθύπηεη ζαλ 

άζξνηζκα ηνπ αξρηθνύ (ρσξίο ην εκπόδην) θαη ηνπ πεδίνπ ζθέδαζεο. 

 ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο αλαπηύρζεθε κέζνδνο ζπλνξηαθώλ 

ζηνηρείσλ, θαηάιιειε γηα ηελ κειέηε ησλ πξνβιεκάησλ δηάδνζεο-αλάθιαζεο-ζθέδαζεο 

ΗΜ θπκάησλ ζε θιεηζηνύο ηξηζδηάζηαηνπο θπκαηνδεγνύο νξζνγσληθήο, θπθιηθήο θαη 

ειιεηπηηθήο δηαηνκήο, κε θακπύια ζύλνξα,  ζηε δώλε ησλ κηθξνθπκαηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

 Παξνπζηάδνληαη απνηειέζκαηα ζηε πεξίπησζε H-plane bend θπκαηνδεγώλ 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο  θαη ζπγθξίλνληαη κε αληίζηνηρα από ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ 

ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ ε νπνία αλαπηύρζεθε από Athanassoulis et al (2002). Πεξαηηέξσ 

δηεξεπλήζεθε ε επίδξαζε κηθξώλ ηνπηθώλ ζθεδαζηώλ εληόο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζηηο 

απώιεηεο δηάδνζεο. 

 Οη ππνινγηζκνί θαη νη πξνζνκνηώζεηο θαζώο θαη νη εηθόλεο πνπ πξνέθπςαλ από 

απηά έγηλαλ ζην πξόγξακκα MATLAB R2012a από The MathWorks, Inc. 
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2. Γεσκεηξία θακπύισλ θπκαηνδεγώλ  

 Θεσξνύκε θακπύιν θπκαηνδεγό νξζνγσληθήο δηαηνκήο ΑxB, όπσο θαίλεηαη θαη 

ζην αθόινπζν ζρήκα (εηθόλα 5) κε θαηά κήθνο άμνλα ζπκκεηξίαο x1x2. Η δηάζηαζε Α, 

πνπ ζπκβνιίδεη ην πιάηνο ηνπ θπκαηνδεγνύ, παξακέλεη ζηαζεξή ζε όιν ην κήθνο απηνύ. 

Γεδνκέλνπ απηνύ, ν θπκαηνδεγόο βξίζθεηαη αλάκεζα ζε δύν παξάιιεια όξηα ηα νπνία 

βξίζθνληαη ζε ζεκεία 3 / 2x A  , όπσο θαίλεηαη ραξαθηεξηζηηθά ζηελ Δηθόλα 5. ηελ 

δηάζηαζε ηνπ πιάηνπο Β, ν θπκαηνδεγόο κπνξεί λα παξνπζηάδεη δηαθνξνπνηήζεηο, λα 

πνηθίιεη κε ηελ αύμεζε ηνπ κήθνπο, ηελ είζνδν ηνπ θπκαηνδεγνύ ην πιάηνο έρεη ηελ 

ηηκή Β1, ελώ ζηελ έμνδν θαηαιήγεη ζε πιάηνο Β2. 

 O άπεηξνο θπκαηνδεγόο, πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθόλα 5, κπνξεί λα αλαιπζεί 

ζε ηξεηο επηκέξνπο θπκαηνδεγνύο: ζε δύν εκη-άπεηξνπο νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο θαη 

έλαλ κε άπεηξν θακπύιν. Σα εκη-άπεηξα άθξα ηνπ θπκαηνδεγνύ πεξηγξάθνληαη από ηηο 

θακπύιεο u
1
(s), u

2
(s) θαη l1(s), l2(s). Με απηό ηνλ ηξόπν νξίδνληαη θαη ηα ηόμα U1U2 γηα 

ηελ κία πιεπξά ηνπ θπκαηνδεγνύ θαη D1D2 γηα ηελ άιιε. Ωο s νξίδεηαη ην θπζηθό κήθνο 

ηνπ θπκαηνδεγνύ κεηξνύκελν ζηνλ άμνλα απηνύ κε ηηκέο 0≤s≤L, όπνπ L ην κέζν κήθνο 

ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ. Λόγσ ηνπ θακπύινπ ζρήκαηνο ην ζπλνιηθό κήθνο ηνπ 

θπκαηνδεγνύ δηαθέξεη γηα δηαθνξεηηθέο ζέζεηο ζην πιάηνο απηνύ. ηελ παξνύζα 

αλάιπζε πεξηνξηδόκαζηε ζηελ πεξίπησζε πνπ ην πιάηνο B(s) παξνπζηάδεη γλεζίσο 

κνλόηνλε ζπκπεξηθνξά θαηά κήθνο ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο, πεξίπησζε πνπ ζπλαληάηαη 

ζε όιεο ηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο. 

 Σα άθξα (ηνηρώκαηα) ηνπ θπκαηνδεγνύ U1U2 θαη D1D2 ζεσξνύληαη παξάιιεια 

κεηαμύ ηνπο ζηελ αξρή θαη ην ηέινο ηνπ κε άπεηξνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ. Δπίζεο, 

πξηλ ηελ είζνδν U1D1 ζηνλ θακπύιν θπκαηνδεγό θαη ηελ έμνδν U2D2 ζεσξείηαη 

γξακκηθή επέθηαζε ησλ άθξσλ, όπσο είλαη εκθαλέο θαη ζηελ εηθόλα 6. 

 Σα ζεκείν Ο1, Ο2 κε Ο1 = (0,0,0) θαη Ο2 = 
1

 
2

(u
1
(L) + l 1

(L), u
2
(L) + l 2

(L),0) 

νξίδνπλ ηα θέληξα ηεο εηζόδνπ θαη ηεο εμόδνπ αληίζηνηρα, όπσο θαίλεηαη πάιη ζηελ 

εηθόλα 6. Δπηπιένλ, ρξεζηκνπνηείηαη έλα δεύηεξν Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

 x 
i
}, κε θέληξν Ο2, όπνπ ν κεηαζρεκαηηζκόο κεηαμύ ησλ ζπζηεκάησλ  x

i
} θαη  x 

i
} 

δίλεηαη από ηηο αθόινπζεο εμηζώζεηο: 

1 1
1 1 2( ) ( )

    
2

u L L
x x cos x sin 


      

2 2
2 1 2( ) ( )

  
2

u L L
x x sin x cos 


     

3 3x x   

 όπου θ η κλίση των τοιχωμάτων του κυματοδηγού σε σχέση με τον άξονα 

Ο1x1 από την έξοδο του καμπύλου κυματοδηγού και έπειτα. 
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Δηθ.5 Γεσκεηξηθή δηακόξθσζε ελόο θακπύινπ θπκαηνδεγνύ – νξηζκόο ζπληεηαγκέλσλ 

 

Δηθ.6 Σνκή θαηά κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ 

 

Δηθ.7 Κακπύινο θπκαηνδεγόο – νξηζκόο ζπληεηαγκέλσλ  μ
i
} 
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 Δπηπιένλ, ζηελ εηθόλα 7 εηζάγεηαη έλα λέν νξζνγώλην θακππιόγξακκν ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ  μ
i
}, πνπ νξίδεηαη σο εμήο: 

 μ
1
   δηαηξέρεη ηνλ άμνλα ηνπ θπκαηνδεγνύ, ηέηνην ώζηε μ

1∊ ,
2 2

 
 
 

, 

βξίζθεηαη ζπλερώο ζην κέζν ησλ ηνηρσκάησλ UiDi. 

 μ
2
 άμνλαο ζπλερώο θάζεηνο ζηνλ μ1 θαη ηαπηόρξνλα δηαηξέρεη ηηο θακπύιεο 

  UiDi, ηέηνην ώζηε ην άλσ όξην λα νξίδεηαη από ηελ θακπύιε U1U2 κε ηηκή  

  μ
2 

=  
2

b
 = ζηαζεξό θαη ην θάησ όξην από ηελ θακπύιε D1D2 κε ηηκή                

  μ
2 

 =  
2

b
 = ζηαζεξό. 

 μ
3
 = x

3   
ν ηξίηνο άμνλαο μ

3
 ηαπηίδεηαη κε ηνλ ηξίην άμνλα ησλ θαξηεζηαλώλ 

   ζπληεηαγκέλσλ όπσο θαίλεηαη θαη από ηελ εηθόλα 5. 

 ηελ γεληθή πεξίπησζε, όπνπ ν θακπύινο θπκαηνδεγόο έρεη κεηαβιεηό πιάηνο, ν 

νξηζκόο ηνπ νξζνγώληνπ θακππιόγξακκνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ  μ
i
} 

πξαγκαηνπνηείηαη κε ζύκκνξθε απεηθόληζε ηνπ νξζνγώληνπ ηεηξάπιεπξνπ U1U2D2D1, 

κε κέζν κήθνο L θαη πιάηνο πνπ πνηθίιεη από B1=U1D1 έσο B2=U2D2, ζην νξζνγώλην 

πνπ αθνινπζεί κε δηαζηάζεηο lxb, εηθόλα 8. Ο κεηαζρεκαηηζκόο νξίδεηαη από ηελ 

παξαθάησ εμίζσζε: 

 1 2 1 2     ( )   w x ix F z F i       
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Δηθ.8 Οξζνγώλην lxb – Μεηαζρεκαηηζκόο ζπληεηαγκέλσλ 

 

Δηθ.9α Οξηζκόο γεσκεηξίαο θπκαηνδεγνύ θπθιηθήο δηαηνκήο 

Με παξόκνην ηξόπν νξίδεηαη θαη ην ζύζηεκα γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ θπθιηθήο δηαηνκήο 

θπκαηνδεγνύ. Αο ππνζέζνπκε θπκαηνδεγό ζηαζεξήο δηαηνκήο α ζε όιν ην κήθνο απηνύ, 

ν νπνίνο δηαηξέρεη ηξνρηά κε απόζηαζε R από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ γηα ηηο θπιηλδξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα πνπ αθνινπζεί (Δηθ.9α). Η δηαηνκή παξακέλεη 

ζηαζεξή ζε όιν ην κήθνο, θαη κε απηό ηνλ ηξόπν πεξηγξάθεηαη ην ζρήκα κε θπθιηθά 

ηόμα θαη θέληξν ζεκεία ηεο ίδηαο γξακκήο, ηνλ άμνλα z ησλ θπιηλδξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ 

{r,ζ,y}. Δπνκέλσο γηα ζηαζεξή γσλία ζ ην επίπεδν ηέκλεη ηνλ θακπύιν θπκαηνδεγό θαηά 

κήθνο θπθιηθώλ θπκαηνδεγώλ αθηίλαο α. Ο θακπύινο θπκαηνδεγόο νξίδεηαη αλάκεζα 

ζηα επίπεδα ζ=Θin (είζνδνο) θαη ζ=Θout (έμνδνο). Δθηόο ησλ θπιηλδξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ 

{r,ζ,y}, νξίδνληαη θαη νη ηνπηθέο θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο {x,y,z} κε θέληξν ηνλ άμνλα 

ηνπ θπκαηνδεγνύ, όπσο είλαη εκθαλέο θαη ζηελ εηθόλα 9α. 
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3. Κπκαηνδεγόο νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

 Γεδνκέλνπ ελόο επζύγξακκνπ θπκαηνδεγνύ νξζνγσληθήο δηαηνκήο AxB, όπσο 

θαίλεηαη ζηελ αθόινπζε εηθόλα, ζα παξνπζηαζζεί ε αξκνληθή κε ηνλ ρξόλν ιύζε ησλ 

εμηζώζεσλ Maxwell ζε απηή ηελ πεξίπησζε. Σν κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζεσξείηαη 

άπεηξν (δηαηξέρεη ηνλ άμνλα x
1
 – Δηθόλα 9β). 

 

Δηθ.9β Δπζύγξακκνο θπκαηνδεγόο νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

 

 ην παξόλ πξόβιεκα γίλεηαη ε ζεώξεζε πσο επίπεδα ειεθηξνκαγλεηηθά θύκαηα 

δηαδίδνληαη ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ άμνλα x
1
. Θα επηθεληξσζνύκε ζηελ παξαγσγή ησλ 

ιύζεσλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζε αλάζηξνθα ειεθηξηθά TE θύκαηα, θαζώο ν ρεηξηζκόο θαη ε 

παξαγσγή ησλ ιύζεσλ ζε αλάζηξνθα καγλεηηθά θύκαηα TM είλαη παξόκνηα. 

 ε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ν κεηξηθόο ηαλπζηήο ππνινγίδεηαη από ηελ 

εμίζσζε gjk=δjk θαη σο απνηέιεζκα νη εμηζώζεηο Maxwell, γξακκέλεο γηα ην ειεθηξηθό 

πεδίν, απινπνηνύληαη ζηηο εμηζώζεηο Helmholtz ηεο αθόινπζεο κνξθήο: 

     

2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

0,            1,2,3
k k k

kE E E
k E k

x x x

  
    

  
   (3.1) 

 Δπίζεο, ε παξαπάλσ εμίζσζε, ζπλδέεηαη ηαπηόρξνλα θαη κε ηελ εμίζσζε 

ζπλέρεηαο (ρσξίο απόθιηζε), όπνπ ηζρύνπλ ηα αθόινπζα: 

1 2 3

1 2 3
0

E E E

x x x

  
  

  
        (3.2) 

 ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο κε k ζπκβνιίδεηαη ν θπκαηαξηζκόο ηνπ θύκαηνο, 

αξηζκόο πνπ ππνινγίδεηαη από ηελ ζρέζε k=σ/c. Η νξηαθή ζπλζήθε ζην ζηαζεξό 
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κεηαιιηθό ηνίρσκα (Γ) ηνπ θπκαηνδεγνύ απαηηεί ην ειεθηξηθό πεδίν λα έρεη κεδεληθή, 

παξάιιειε ζην ηνίρσκα, ζπληζηώζα. 

     0j k

ijk n E     ,   

ζην Γ, όπνπ κε n
j
 = (0, n

2
, n

3
) ζπκβνιίδεηαη ην θάζεην δηάλπζκα ζην ηνίρσκα Γ. 

Η ιύζε ηεο δηακόξθσζεο TE βαζίδεηαη ζηελ αθόινπζε αλαπαξάζηαζε: 

   2 3

1̂exp   ,i

ijk j
x x i x e

x
  


   
 

    1, 2,3i     (3.3) 

Όπνπ 1̂e =(1,0,0) ππνδειώλεη ην κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά κήθνο ηνπ x
1
 άμνλα. Η 

παξαπάλσ εμίζσζε ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο. Αλ αλαπηύμνπκε ηελ εμίζσζε 

απηή, έρνπκε: 

TE field:  
1 11 2 3

3 2
0                     i x i xe E e

x x

   
     

 
 ,    (3.4) 

Όπνπ θ ε ζηαζεξά πνπ πξέπεη λα θαζνξηζζεί. Από ηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο ζπλέρεηαο ην 

καγλεηηθό πεδίν H
r
 πξνζδηνξίδεηαη από ηνλ ηειεζηή αλάδειηα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, 

όπσο θαίλεηαη ζηε ζπλέρεηα: 

 
r rst t

s

Ei
H

x








 , r=1,2,3      (3.5) 

Η πνξεία ηεο ιύζεο πνπ νδεγεί ζε ΣΜ δηακόξθσζε είλαη παξόκνηα θαη βαζίδεηαη ζηελ 

παξαδνρή ηεο αλαπαξάζηαζεο ηεο ιύζεο (3.3) κε βάζε όκσο ην καγλεηηθό πεδίν: 

   2 3

1̂expi

ijk j
x x i x e

x
  


   
 

   ,   1, 2,3i      (3.6) 

Καη αλαπηύζζνληαο ηελ εμίζσζε πξνθύπηεη: 

TΜ field:  
1 11 2 3

3 2
0                     i x i xe e

x x

   
      

 
 ,   (3.7) 

ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε ην ειεθηξηθό πεδίν E
r
 πξνζδηνξίδεηαη από ηνλ ηειεζηή 

αλάδειηα ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ: 

2
r rst t

s

Hi c
E

x










 , r=1,2,3      (3.8) 

Με ρξήζε ησλ αλσηέξσ εμηζώζεσλ νδεγνύκαζηε ζην αθόινπζν ππό-πξόβιεκα δύν 

δηαζηάζεσλ ηνπ δπλακηθνύ θ: 

 2 2

2 0k       , γηα ηηο δηαζηάζεηο: 
2 3,  

2 2 2 2

B B A A
x x       (3.9) 
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2 3

2 3
0n n

n x x

    
  

  
 ,  κε x

2 
= ±B/2 θαη x

3 
= ±Α/2   (3.10) 

Όπνπ 

   
2 2 2

2 3x x

 
  

 
 , ππνδειώλεη ηνλ δηδηάζηαην Λαπιαζηαλό ηειεζηή ζηηο 

δηαζηάζεηο ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

Με ρξήζε ηεο κεζόδνπ ρσξηζκνύ ησλ κεηαβιεηώλ, ε γεληθή ιύζε ησλ εμηζώζεσλ (3.10) 

θαη (3.11) πξνθύπηεη σο ην αθόινπζν άζξνηζκα: 

 
3 2

2 3

0 0

, cos cos
2 2

lm

n m

n x n m x m
x x

A B

   
 

 

   
     

   
  ,   (3.11) 

Όπνπ νη ζηαζεξέο k θαη θ ηθαλνπνηνύλ ηνλ πεξηνξηζκό: 

2 2

2 2 n m
k

 


   
     

    
 , 

Καη σο απνηέιεζκα ε ζηαζεξά θ νξίδεηαη σο εμήο: 

1/2
2 2

2  nm

n m
k 

 
 

    
     

      

, n,m=0,1,2,3…    (3.12) 

Με βάζε ηηο ηειεπηαίεο εμηζώζεηο, ε ιύζε ηεο δηακόξθσζεο ΣΔ θαηαιήγεη ζηελ 

αθόινπζε αλαπαξάζηαζε ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζε κνξθή αλαπηπγκάησλ ζεηξώλ (3.13): 

 1 1 2 3, , 0E x x x   

   
3 2

2 1 2 3 2 1

0 0 0 0

, , exp sin cos
2 2

nm nm nm

n m n m

n n x n m x m
E x x x E i x

A B

    
 

   

   
         

    
 

   
3 2

3 1 2 3 3 1

0 0 0 0

, , exp cos sin
2 2

nm nm nm

n m n m

m n x n m x m
E x x x E i x

B A B

    
 

   

   
       

   
 

 

Όπνπ θnm ην πιάηνο ησλ ΣΔnm δηακνξθώζεσλ θαη θ00 ζηαζεξά πνπ κπνξεί λα 

παξαιεθζεί. Οη θπκαηαξηζκνί ησλ δηακνξθώζεσλ θnm, νξίδνληαη κέζα από ηελ εμίζσζε 

(3.12) θαη ηαμηλνκνύλ ηηο αληίζηνηρεο δηακνξθώζεηο ζε δηαδηδόκελεο θαη απνζβελύκελεο. 

Όπσο είλαη πξνθαλέο, ην θnm
2
 > 0 νδεγεί ζε δηαδηδόκελεο θαη κάιηζηα ζηελ θαηεύζπλζε 

ηεο δηάδνζεο ζηνλ άμνλα x
1
, θαη ην θnm

2
 < 0 νδεγεί ζε απνζβελύκελεο δηακνξθώζεηο. 
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Δηθ.10 Γηάγξακκα ζπρλνηήησλ απνθνπήο γηα νξζνγώλην θπκαηνδεγό 

 Η ζπρλόηεηα απνθνπήο ηεο θάζε δηακόξθσζεο  2 30, ,nm nmE  εμαξηάηαη από ην 

κέγεζνο ηεο δηαηνκήο ηνπ θπκαηνδεγνύ. Γηα απηό ηνλ ιόγν, γηα ηε ζεκειηώδεο 

δηακόξθσζε n=1, m=0 (TE10), ε ζπρλόηεηα απνθνπήο νξίδεηαη σο: 

0
10

c c

A


    

0
10

2

c c
f

A
  

 
Οη ζπρλόηεηεο απνθνπήο ησλ ππόινηπσλ δηακνξθώζεσλ ηθαλνπνηνύλ ηελ 

αθόινπζε εμίζσζε:  

 

2

2 2

10

c

nm

c

A
n m

B





 
   

 
       (3.14) 

 

 Ωο απνηέιεζκα, ζηελ πεξίπησζε νξζνγώληνπ θπκαηνδεγνύ κε δηαζηάζεηο Α/Β≥2, 

ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη γηα θπθιηθή ζπρλόηεηα κεηαμύ ησλ ηηκώλ 
10 20

c c    , 

δηαδίδεηαη κόλν ε κηθξόηεξε ΣΔ10 δηακόξθσζε (θπξίαξρε δηακόξθσζε). ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ην θάζκα ζπρλνηήησλ πνπ ππνζηεξίδεη ηελ θπξίαξρε δηακόξθσζε ΣΔ10 

κεγηζηνπνηείηαη ζε κία νιόθιεξε κπάληα ζπρλνηήησλ, 
10 20 102c c c      . 

 Αθνινπζώληαο παξόκνηα πξνζέγγηζε, από ηηο εμηζώζεηο (3.7), (3.8) 

δηακνξθώλεηαη ε γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

εγθάξζην καγλεηηθή δηακόξθσζε ΣΜ ζε επίπεδν, νξζνγσληθήο δηαηνκήο θπκαηνδεγό. 
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ηελ πεξίπησζε απηή, ην ειεθηξηθό πεδίν δίλεηαη από ηα αθόινπζα αλαπηύγκαηα ζεηξώλ 

(3.15): 

   
3 2

1 1 2 3 1

nm nm

n 0m 0

nπx nπ mπx mπ
E x , x , x exp iθ x ς sin sin

A 2 B 2 

   
      

   
  

   
3 2

2 1 2 3 1

nm nm

n 0m 0

nπ nπx nπ mπx mπ
E x , x , x exp iθ x ς sin cos

Α A 2 B 2 

   
       

   
  

   
3 2

3 1 2 3 1

nm nm

n 0m 0

mπ nπx nπ mπx mπ
E x , x , x exp iθ x ς cos sin

B A 2 B 2 

   
       

   
  

Όπνπ ςnm ην πιάηνο ησλ ΣΜnm δηακνξθώζεσλ θαη ς00 ζηαζεξά πνπ κπνξεί λα 

παξαιεθζεί. 

 ηελ πεξίπησζε ηνπ E-plane bend ππνπξνβιήκαηνο, όπνπ ν θακπύινο 

θπκαηνδεγόο δηεγείξεηαη κε δηακόξθσζε ΣΔ10 ζηελ πεξηνρή ζπρλνηήησλ 
2 2

c c
f

A B
   , 

ε παξαγσγή ηνπ ζπλδπαζκνύ δηακνξθώζεσλ ΣΔ1n θαη ΣΜ1n είλαη εθηθηή. ε απηή ηελ 

πεξίπησζε ην ηειηθό ειεθηξηθό πεδίν παξνπζηάδεηαη από ηα αλαπηύγκαηα ησλ 

αθόινπζσλ ζεηξώλ (3.16): 

1E 0  

 
3 2

2 1

n 1n

n 0 1

πx π nπx nπ
E θ sin cos exp iθ x

A 2 B 2





  
      

   
  

 
3 2

3 1

n 1n

n 1 1

πx π nπx nπ
E cos sin exp iθ x

A 2 B 2






  
     

   
  

 ηελ πεξίπησζε ηνπ ππνπξνβιήκαηνο H-plane bend, όπνπ ν θακπύινο 

θπκαηνδεγόο δηεγείξεηαη κε δηακόξθσζε ΣΔ01 ζηελ πεξηνρή ζπρλνηήησλ 
2

c c
f

B
 


 , 

έρνπκε παξαγσγή κόλν δηακνξθώζεηο ΣΔ0n. ε απηή ηελ πεξίπησζε νη όξνη Δ
2
 θαη Δ

3
 

από ηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο αιιειναλαηξνύληαη θαη ην ηειηθό ειεθηξηθό πεδίν 

παξνπζηάδεηαη από ηα αλαπηύγκαηα ησλ αθόινπζσλ ζεηξώλ (3.17): 

1E 0  

2E 0  

 
2

3 1

n 0n

n 1 2

nπx nπ
E θ sin exp iθ x

B 2
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4. Γηαθνξηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε, έλαο άπεηξνο θπκαηνδεγόο κπνξεί λα αλαιπζεί ζε ηξεηο 

επηκέξνπο θπκαηνδεγνύο: ζε δύν εκη-άπεηξνπο νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο θαη έλαλ κε 

άπεηξν θακπύιν. Η γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ θαη καγλεηηθνύ πεδίνπ ζηα 

δύν εκη-άπεηξα κέξε (νξηδόληηα) ηνπ θπκαηνδεγνύ, πνπ ελώλνληαη κε ηνλ κε άπεηξν 

θακπύιν, κπνξνύλ λα παξαζηαζνύλ κε ζπληεηαγκέλεο  x
i
} θαη  x 

i
} αληίζηνηρα, σο 

ζπλδπαζκόο ηεο θαηάιιειεο θπξίαξρεο ιύζεο (δηακόξθσζεο) ζε νξηδόληην θπκαηνδεγό 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο πνπ είλαη απνηέιεζκα ησλ θαηάιιεισλ δηακνξθώζεσλ ΣΔmn 

m,n=0,1,2… θαη ΣΜmn m,n=0,1,2… δηάδνζεο θαη απόζβεζεο. ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ 

ειεθηξν-καγλεηηθνύ πεδίνπ ζηελ πεξηνρή εηζόδνπ ηνπ θπκαηνδεγνύ ζα πξέπεη λα 

ζπκπεξηιεθζνύλ νη ξπζκνί δηάδνζεο-απόζβεζεο θαη πξνο ηα εκπξόο θαη πξνο ηα πίζσ 

θαηά κήθνο ηνπ άμνλα x
1
, θαζώο ιακβάλνληαη ππόςηλ ηόζν ηα πξνζπίπηνληα όζν θαη ηα 

αλαθιώκελα θύκαηα ζε απηή ηελ πεξηνρή. ηελ έμνδν κόλν νη εμεξρόκελνη ξπζκνί 

δηάδνζεο θαη απόζβεζεο θαηά κήθνο ηνπ άμνλα x
1
 πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ αληίζηνηρνπ πεδίνπ θαζώο κόλν ην δηεξρόκελν θύκα ζπκβάιεη ζε 

απηή.  

 Οη δηακνξθώζεηο πνπ κπνξνύλ λα εκθαληζζνύλ ζε έλαλ επζύγξακκν θπκαηνδεγό 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο ζε δεδνκέλν ζύζηεκα εμαξηώληαη από ηηο δηαζηάζεηο ηεο 

δηαηνκήο θαη ην κέζν πνπ ππάξρεη κέζα ζηνλ θπκαηνδεγό. Οη δηαζηάζεηο δηαηνκήο θαη ην 

κέζν θαζνξίδνπλ επίζεο θαη ηηο ζπρλόηεηεο απνθνπήο γηα ηηο δηάθνξεο δηακνξθώζεηο. ε 

έλαλ πνιιαπινύ ηύπνπ θπκαηνδεγό (πνιιαπινί ξπζκνί) ε ζπλνιηθή ελέξγεηα δηαλέκεηαη 

ζε όινπο ηνπο εθάζηνηε ξπζκνύο θαη σο απνηέιεζκα ν απαηηνύκελνο εμνπιηζκόο γηα 

έιεγρν θαη εληνπηζκό ηεο κεηαδηδόκελεο ελέξγεηαο είλαη πην αθξηβόο. Ο θπκαηνδεγόο 

απινύ ηύπνπ παξνπζηάδεη πιενλέθηεκα ζην γεγνλόο όηη νη κηθξέο αζπλέρεηεο δελ 

κεηαηξέπνπλ ηελ ελέξγεηα ζε άιιεο δηακνξθώζεηο κε αλεμέιεγθην ηξόπν θαη έηζη είλαη 

πξνηηκόηεξν ν θπκαηνδεγόο λα ρξεζηκνπνηείηαη κε έλαλ ξπζκό (απιόο ηύπνο), όπσο 

επηζεκαίλεηαη θαη από Balanis, K.A., 1989, Advanced Engineering Electromagnetics. 

 ηελ πξάμε ρξεζηκνπνηνύληαη νη θπξίαξρνη ξπζκνί ΣΔ10 θαη ΣΔ01. Θα 

πεξηνξηζηνύκε ζηελ πεξίπησζε ησλ θπκάησλ ζηνλ θπξίαξρν ξπζκό ΣΔ10 γηα E-plane 

bend θαη ΣΔ01 γηα H-plane bend, αλ θαη ε πξνζέγγηζε πνπ εμήρζε κπνξεί λα επεθηαζεί 

ηθαλνπνηεηηθά ζε πην γεληθέο πεξηπηώζεηο E-plane θαη Η-plane bend θπκαηνδεγώλ.  
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4.1  E-plane bend, ε γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηνπο 

 εκη-άπεηξνπο νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο 

 

 Θεσξνύκε θπκαηνδεγό κε δηάζηαζε δηαηνκήο Α>Β θαη ιεηηνπξγία ζε θάζκα 

ζπρλνηήησλ: 

1 2

c c 1 1
f min ,

2A 2 B B

 
   

 
 

 Με c ζπκβνιίδεηαη ε ηαρύηεηα ηνπ θσηόο (ζην θελό ή ζηνλ μεξό αέξα c=2.99·10
8
 

m/s). Ο θακπύινο θπκαηνδεγόο ιεηηνπξγεί ζηνλ θπξίαξρν ξπζκό TE10. Ο αληίζηνηρνο 

θπκαηαξηζκόο k ηζνύηαη κε: 

2πf
k

c
  

 ηελ είζνδν ηνπ νξηδόληηνπ θπκαηνδεγνύ, ε αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ E
r
 κε κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ, γηα μ

1≤-l/2, θαηαιήγνπκε κε ρξήζε 

ηεο εμίζσζεο (3.16) θαη ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ 
r

r s r s

x ss

x
E 




   


 ζηα αθόινπζα: 

23
1 R Ι 11

n 1 n

n 11 1

nπα μ1 πμ π nπ l
E sin ς sin exp( iα k μ )

Α 2 Β 2 2



 

      
           

     
  

 
23

2 1 R Ι 11
0 1 0 n 1 n

n 01 1

nπα μ1 πμ π l nπ l
E sin exp i ( θ cos exp( iα k μ ))

Α 2 2 Β 2 2

I Ik
a



  


         
                

        


 

3E 0            (4.1) 

Όπνπ 

22

2

1

I

n

n
k k

   
    

    
 ,  n=0,1,2,3…. 

 ηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο κε θ0
Ι
 ζπκβνιίδεηαη ην (γλσζηή ζηαζεξά) πιάηνο 

ηεο πξνζπίπηνπζαο δηακόξθσζεο ΣΔ10, ελώ κε θ0
R
 ζπκβνιίδεηαη ην πιάηνο ηεο 

αλαθιώκελεο ΣΔ10 δηακόξθσζεο. Οη δηακνξθώζεηο κε πιάηνο (ςn,θn), n=1,2… είλαη 

όιεο απνζβελύκελεο. Απηέο κπνξνύλ ηζνδύλακα λα παξαζηαζνύλ ζαλ ζπλδπαζκόο ΣΔ1n 

θαη ΣΜ1n ηαπηόρξνλσλ ξπζκώλ ζην κέξνο ηεο εηζόδνπ ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

 ηελ έμνδν ηνπ νξηδόληηνπ θπκαηνδεγνύ, ε αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ E
r
 κε κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ, γηα μ

1≥-l/2 παίξλεη ηελ αθόινπζε 

κνξθή: 
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23
1 T T 12

n 2 n

n 12 2

nπα μ1 πμ π nπ l
E sin ς sin exp( iα k μ )

Α 2 Β 2 2



 

      
           

     
  

23
2 T T 12

n 2 n

n 02 2

nπα μ1 πμ π nπ l
E sin cos exp( iα k μ )

Α 2 Β 2 2




 

      
           

     
  

3E 0            (4.2) 

Όπνπ 

22

2

2

n

n
k k

    
    

    
 ,  n=0,1,2,3….     

 Mε θ0
T
 ζπκβνιίδεηαη ην πιάηνο ηεο κεηαδηδόκελεο δηακόξθσζεο ΣΔ10. Οη 

δηακνξθώζεηο κε πιάηνο (ςn,θn), n=1,2… είλαη όιεο απνζβελύκελεο. Απηέο κπνξνύλ 

ηζνδύλακα λα παξαζηαζνύλ ζαλ ζπλδπαζκόο ΣΔ1n θαη ΣΜ1n ηαπηόρξνλσλ ξπζκώλ ζηελ 

έμνδν ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

 

4.2  Η-plane bend, ε γεληθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηνπο 

 εκη-άπεηξνπο νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο 

 

 Θεσξνύκε θπκαηνδεγό κε δηάζηαζε δηαηνκήο Β>Α θαη ιεηηνπξγία ζε θάζκα 

ζπρλνηήησλ: 
1 2 1 2

c 1 1 1 1
max , f c min ,

2 B B B B

   
    

   
 

 ηελ πεξίπησζε ηεο εηζόδνπ ηνπ θπκαηνδεγνύ ε αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ E
r
 κε κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ είλαη απινύζηεξε θαη θαηαιήγεη γηα 

μ
1≤-l/2 ζηηο αθόινπζεο εμηζώζεηο (4.3): 

1E 0  

2E 0
2 2

3 Ι Ι 1 R I 11 1
1 1 n n 1 n

n 11 1

πα μ π l nπα μ nπ l
E θ sin exp iα k μ θ sin exp( iα k μ

Β 2 2 Β 2 2





       
             

       
  

(4.3) 

όπνπ 

2

2

1

I

n

n
k k

 
  

 
 ,  n=1,2,3…. 

 ηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο κε θ1
Ι
 ζπκβνιίδεηαη ην (γλσζηή ζηαζεξά) πιάηνο 

ηεο πξνζπίπηνπζαο δηακόξθσζεο ΣΔ01, ελώ κε θ1
R
 ζπκβνιίδεηαη ην πιάηνο ηεο 



 
 22 

αλαθιώκελεο ΣΔ01 δηακόξθσζεο. Οη δηακνξθώζεηο κε πιάηνο θn
R
, n=2,3… είλαη όιεο 

απνζβελύκελεο ΣΔ0n δηακνξθώζεηο ζην κέξνο ηεο εηζόδνπ ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

 ηελ έμνδν ηνπ νξηδόληηνπ θπκαηνδεγνύ, ε αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ E
r
 κε κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ, γηα μ

1≥-l/2 παίξλεη ηελ αθόινπζε 

κνξθή : 

1E 0  

2E 0  

2
3 Σ Σ 11

n 2 n

n 1 2

nπα μ nπ l
E θ sin exp(iα k μ

Β 2 2





   
     

  
  ,     (4.4) 

όπνπ 

2

2

2

n

n
k k

  
  

 
 ,  n=1,2,3…. 

 Mε θ1
T
 ζπκβνιίδεηαη ην πιάηνο ηεο κεηαδηδόκελεο (δηαδηδόκελεο) δηακόξθσζεο 

ΣΔ01. Οη δηακνξθώζεηο κε πιάηνο θn
Σ
, n=1,2… είλαη όιεο απνζβελύκελεο ΣΔ0n 

δηακνξθώζεηο ζηελ έμνδν ηνπ θπκαηνδεγνύ. 
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4.3  Δμηζώζεηο Maxwell ζε θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο 

 

Πξνθεηκέλνπ λα πξνρσξήζνπκε ζηελ πεξαηηέξσ επεμεξγαζία ηνπ πξνβιήκαηνο  

δηάδνζεο θαη ππνινγηζκνύ ησλ απσιεηώλ δηάδνζεο ζε H-plane bend θπκαηνδεγνύο 

θαησηέξσ παξνπζηάδνληαη νη εμηζώζεηο Maxwell ζε θαξηεζηαλό θαη ζε νξζνγώλην 

θακππιόγξακκν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 

 Η γεληθή κνξθή ησλ εμηζώζεσλ Maxwell ζε δηαθνξηθή κνξθή είλαη ε αθόινπζε: 

E
t




  


 

ε
E

H J
t


  


 

/E     

/H m    

 Θεσξώληαο ρξνληθά αξκνληθό πεδίν, κε εμάξηεζε ηεο κνξθήο e
-iσt

, νη εμηζώζεηο 

ηνπ Maxwell δηακνξθώλνληαη σο εμήο: 

E j     

j J     

/E     

/H m    

 Με κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ ζε θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο  δ
i
} 

θαηαιήγνπκε, ζύκθσλα θαη κε McConnel (1957, Sec. 19), Balanis (1989, Ch.6), ζηα 

αθόινπζα (4.5): 

,

rst r

s tE i H    

,

rst r r

s tH J i      

 1 e
r

r

Q
gE

g  





 

 1 m
r

r

Q
gH

g  





 

(4.5) 
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Δ
r
: δηάλπζκα ειεθηξηθνύ πεδίνπ 

Η
r
: δηάλπζκα καγλεηηθνύ πεδίνπ 

g:  κεηξηθόο ηαλπζηήο 

ε:  δηειεθηξηθή ζηαζεξά ηνπ κέζνπ, ζην θελό ε0=10
-9
/36π farad/m 

κ: καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα ηνπ κέζνπ, ζην θελό κ=κ0=4π·10
-7

 henry/m 

e
Q:  ειεθηξηθό θνξηίν 

m
Q:  καγλεηηθό θνξηίν 

J
r
: ππθλόηεηα ξεύκαηνο 

 ε πεξηνρέο όπνπ δελ ππάξρνπλ πεγέο θαη ξεύκαηα, όπσο ζην εζσηεξηθό ελόο 

θπκαηνδεγνύ, ηζρύεη 
e
Q=

 m
Q=J

r
=0. ε κία ηέηνηα πεξίπησζε θαη γηα νκνγελή ηζνηξνπηθό 

κέζν, εμάγνπκε γηα ην ειεθηξηθό πεδίν ζε θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο ηα εμήο: 

 2 2

, ,0 0mn mn

r mn r r mn rg E E g E k E           (4.6) 

g
mn 

 - αλαιινίσηνο κεηξηθόο ηαλπζηήο 

k
c

    - ραξαθηεξηζηηθόο θπκαηαξηζκόο 

1c


  - ηαρύηεηα ηνπ θσηόο 

 Μαδί κε ηελ εμίζσζε (4.6) ζπκπεξηιακβάλνπκε θαη ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο, ε 

νπνία θαηαιήγεη ζηελ απαίηεζε, ην ειεθηξηθό πεδίν λα παξακέλεη ζηαζεξό, λα κελ έρεη 

δειαδή δηαθύκαλζε, όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ αθόινπζε εμίζσζε: 

 1
0r

r
gE

g 





         (4.7) 

 Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ δύν εμηζώζεσλ (4.6) θαη (4.7), κπνξνύκε ζηε ζπλέρεηα 

λα ππνινγίζνπκε ην καγλεηηθό πεδίν από ην αλάδειηα ηνπ ειεθηξηθνύ: 

 , /r rst

s tH i E   

 Θεσξώληαο σο n
i
 ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ζην ζύλνξν ηνπ πξνβιήκαηνο, ζηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε ε κεηαιιηθή επηθάλεηα Γ ηνπ θπκαηνδεγνύ, κε θνξά πξνο ηα έμσ. 

Δπηπιένλ, αλ ζεσξήζνπκε ηα ηνηρώκαηα ηέιεηνπο αγσγνύο, ε εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα 

ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ κεδελίδεηαη, Balanis (1989). 

0j k

ijkn E   ,   ζην ζύλνξν Γ 
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 ε κεγάιε απόζηαζε από ηα άθξα (Ο1) θαη (Ο2) ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ (ζην 

x1→∞ θαη   1→+∞), ην ειεθηξηθό πεδίν ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ ππέξζεζε ησλ 

δηαδηδόκελσλ θαη ησλ αλαθιώκελσλ θπκάησλ θαζώο ην x ηείλεη ζην -∞ (x→ ∞), ηα 

νπνία εθθξάδνληαη από ηηο εμηζώζεηο γηα ηελ είζνδν ηνπ θπκαηνδεγνύ (4.1) θαη (4.3) 

πεξηνξηζκέλεο γηα n=1. ην κέξνο ηεο εμόδνπ ηνπ θπκαηνδεγνύ ην ειεθηξηθό πεδίν 

ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ κεηαδηδόκελν θύκα ζην   1→∞, θαη γηα ηνπο δύν θακπύινπο 

θπκαηνδεγνύο εθθξάδεηαη όπσο ππνινγίζζεθε από ηηο εμηζώζεηο (4.2) θαη (4.4), επίζεο 

κε ηνλ πεξηνξηζκό n=1.  

 ηελ πεξίπησζε νξζνγώληνπ θακππιόγξακκνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ {μ
i
}, 

ιακβάλνληαο ππόςε πσο ν κεηξηθόο ηαλπζηήο gsp είλαη δηαγώληνο 

(
2

11 22 33 ,  1g g a g    ) θαη θάλνληαο ρξήζε ηεο εμίζσζεο ζπλέρεηαο, 

     2 1 2 2 2 3

2 1 2 3

1
0

a E

a

 

  

     
   
   
 

 ,     (4.8) 

νη εμηζώζεηο Maxwell γηα ην ειεθηξηθό πεδίν απινπνηνύληαη σο εμήο: 

 

 

2 1 2 1 2 1 2 2 2 2
2 2 1 2

21 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1
3

1 1 1 1
0k a E

   


           

              
      

        

 

 

 

2 2 2 2 2 2 2 1 2 1
2 2 2 2

21 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2
3

1 1 1 1
0k a E

   


           

              
      

        

 

     

2 3 2 3 2 3
2 2 3 2

2 2 2
1 2 3

0k a E 
  

     
   

  
      (4.9) 

 

ηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο H-plane bend ζε θακπύιν ΗΜ θπκαηνδεγό 

νξζνγσληθήο δηαηνκήο (βι Δηθόλα 5), ν νπνίνο δηεγείξεηαη ζηελ είζνδν από ηελ ΣΔ01 

κνξθή, νη ζπληζηώζεο ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 
1 2 0    , θαη ε κνλαδηθή κε κεδεληθή 

ζπληζηώζα είλαη ε 3 , νη γξακκέο ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ θαηεπζύλνληαη παξάιιεια 

πξνο ηελ πιεπξά Α ηεο δηαηνκήο ηνπ θπκαηνδεγνύ θαη ην πεδίν παξακέλεη αλεμάξηεην 

ηεο εγθάξζηαο ζπληεηαγκέλεο  3 3 1 2,   . ηελ πεξίπησζε απηή, νη αλσηέξσ 

εμηζώζεηο εμαπινπζηεύνληαη ζηελ αθόινπζε κνξθή: 
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2 3 2 3
2 2 3

2 2
1 2

0k a E
 

   
  

 
                                                                                   (4.10) 

 

θαη ζπλεπώο ην πξόβιεκα αλάγεηαη ζε επίιπζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζηηο δύν 

δηαζηάζεηο, γηα ηελ ζπληζηώζα  3 1 2,   ζην θεληξηθό επίπεδν ηνπ θπκαηνδεγνύ 

 3 0x  . Η αλσηέξσ εμίζσζε κπνξεί λα επηιπζεί είηε ζην ζύζηεκα ησλ νξζνγσλίσλ 

θακππιόγξακκσλ ζπληεηαγκέλσλ  1 2,  , όπνπ ηα κεηαιιηθά ζύλνξα (άλσ θαη θάησ 

επηθάλεηεο) είλαη παξακεηξηθέο θακπύιεο ηνπ ζπζηήκαηνο (βι. Κεθ. 2), όπσο γίλεηαη κε 

ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ πδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ πνπ ζα παξνπζηαζηεί ζπλνπηηθά 

ζην Κεθ.5,  είηε ζηελ ηζνδύλακε κνξθή πνπ ιακβάλεη ε αλσηέξσ εμίζσζε  Helmholtz 

ηεο ζην θαξηεζηαλό ζύζηεκα  1 2,x x  ζην θεληξηθό επίπεδν ζπκκεηξίαο ηνπ 

θπκαηνδεγνύ       

 

   

2 3 2 3
2 3

2 2
1 2

0
E E

k E
x x

 
  

 
,                                                                                  (4.11) 

ζπλνδεπόκελε από ηηο θαηάιιειεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ άλσ θαη θάησ κεηαιιηθή 

επηθάλεηα θαη ηηο ζπλζήθεο ζην ζηόκην εηζόδνπ (δηέγεξζε θπκαηνδεγνύ) θαη εμόδνπ 

(ζύλνξν αθηηλνβνιίαο).  ηελ παξνύζα εξγαζία ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο H-plane 

bend ζην θπκαηνδεγό κε δηέγεξζε από ηελ ΣΔ01 κνξθή ζα γίλεη κε ηελ κέζνδν ησλ 

ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ (ΒΔΜ) γηα ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο (4.11) γηα ην δπλακηθό 

     3 3 1 2
1 2 1 2, , ,x x E x x E x x    ζην Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζην θεληξηθό επίπεδν 

ζπκκεηξίαο ηνπ θπκαηνδεγνύ 

 

 

 

 

 
 1 2

2 2

2

2 2

1 2

1 2

1 2

, ,
, 0

x x x x
x x

x
k

x

 


 
  

 
                                                                (4.12) 

 

όπσο παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ζηελ ζπλέρεηα ζην Κεθ.7. Η κέζνδνο ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζηνηρείσλ επηηξέπεη πέξα από ηελ αλάιπζε ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ θαη ηελ 

ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ππνινγηζκνύ κε ηε κέζνδν ησλ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ,  

επηπξνζζέησο θαη ηελ δηεξεύλεζε ηεο επίδξαζεο πεπεξαζκέλσλ ζθεδαζηώλ ζε ζέκαηα 

πνπ αθνξνύλ ηηο απώιεηεο δηάδνζεο εμαηηίαο πξόζζεησλ αλαθιάζεσλ πνπ ζα 

δεκηνπξγεζνύλ από ζώκαηα ή αηέιεηεο πνπ κπνξεί λα ππάξμνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ 

θπκαηνδεγνύ. 
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5. Η κέζνδνο ησλ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ 

 Μηα εηδηθή εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ αλαπηύρζεθε από 

Athanassoulis et al (2002) θαη ζα πεξηγξαθεί ζηελ ζπλέρεηα κε απώηεξν ζθνπό λα 

ζπγθξηζεί κε ηελ κέζνδν ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ζηελ πεξηγξαθή ηνπ πεδίνπ. 

 Η κέζνδνο απηή βνεζά ζεκαληηθά ηελ ζπζηεκαηηθή αλάιπζε θακπύισλ ΗΜ 

θπκαηνδεγώλ αιιά δελ κπνξεί λα ρεηξηζηεί ζηελ απιή ηεο κνξθή πξόζζεηεο 

αλνκνηνκνξθίεο από πεπεξαζκέλνπο ζθεδαζηέο εληόο ηνπ θπκαηνδεγνύ. Σν εηδηθό απηό 

πξόβιεκα είλαη εύθνια δηαρεηξίζηκν κε ηε βνήζεηα ηεο κεζόδνπ ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζηνηρείσλ πνπ ζα αλαπηπρζεί ζην επόκελν εδάθην, θαη κπνξεί λα απνηειέζεη ηελ βάζε 

γηα ηελ κειινληηθή αλάπηπμε πβξηδηθώλ πξνζεγγηζηηθώλ ζρεκάησλ πνπ βαζίδνληαη ζε 

ζπλδπαζκό θαη θαηάιιειε ζπλαξκνγή ησλ αλσηέξσλ κεζόδσλ. 

 Θα παξνπζηαζζεί κία εκη-δηαθξηηή ηνπηθή ζεηξά αλαπαξάζηαζεο ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ ζηνπο δύν θακπύινπο θπκαηνδεγνύο, γεγνλόο πνπ καο επηηξέπεη λα 

κεηαηξέςνπκε ηηο εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηα δύν πξνβιήκαηα ζε ηζνδύλακα couple-mode 

ζπζηήκαηα κε βάζε ην πιάηνο ηεο κεζόδνπ. 

 Δπηπιένλ, πξέπεη λα ζεκεησζεί πσο παξόκνηα είδε αλαπαξαζηάζεσλ, πνπ 

νδεγνύλ ζε ζπζηήκαηα ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ, έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί επξύηαηα ζε 

πξνβιήκαηα αθνπζηηθήο ζε αγσγνύο, Abrahamsson & Kreiss (1994), επηθαλεηαθά 

θύκαηα βαξύηεηαο, Massel (1993), Athanassoulis & Belibassakis (1999), ζε πξνβιήκαηα 

πδξν-αθνπζηηθήο, Fawcett (1992), Athanassoulis et al (1997, 2000), όπσο θαη ζε 

πξνβιήκαηα δηάδνζεο ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ ζηελ αηκόζθαηξα, Larsson (1999). 
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5.1 E-plane bend ππν-πξόβιεκα, ηνπηθή αλαπαξάζηαζε θαη ζύζηεκα 

ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ 

 Παξαηεξώληαο ηελ δνκή ησλ γεληθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζε θακππιόγξακκεο 

ζπληεηαγκέλεο  μ
k
} ζηνπο δύν εκηάπεηξνπο θπκαηνδεγνύο πνπ ζπλζέηνπλ ηα δύν από ηα 

ηξία κέξε ηνπ θπκαηνδεγνύ, εηζάγνπκε ηελ αθόινπζε ηνπηθή ζεηξά αλαπαξαζηάζεσλ 

ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ kIE , k=1,2, ζηα ηκήκαηα ηνπ θακπύινπ 

θπκαηνδεγνύ  D=  1 22 2 2 2/ / , b / b /       , 

         1 11 1 2 1 2 1

1

n n

n

IE , Z ;     




        (5.1.1) 

         2 22 1 2 1 2 1

0

n n

n

IE , Z ;     




                                                                        (5.1.2) 

 ηηο εμηζώζεηο (5.1.1) θαη (5.1.2) νη ζπλαξηήζεηο 
    1 2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


 θαη  

    2 2 1

0 1 2 3
n

n , , , ...
Z ; 


, ειέγρνληαο ηελ εγθάξζηα δνκή ηεο θάζε ιεηηνπξγίαο, ηνπηθά ζε 

ζπγθεθξηκέλε ζηαζεξή ζέζε μ
1
, νξίδνληαη σο νη ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ αθόινπζνπ Sturm-

Liouville πξνβιήκαηνο κε ζπλερείο ζπληειεζηέο: 

 

 
    

212 2
1 12 2

2
2

0n
n n

d Z
k Z

Ad


 



   
           

,      (5.1.3) 

   1 2 0nZ   , ζην 
2

2

b
   ,        (5.1.4) 

θαη 

 

 
    

222 2
2 22 2

2
2

0n
n n

d Z
k Z

Ad


 



   
           

,     (5.1.5) 

   2 2

2
0

nZ 







, ζην 

2

2

b
                                                                                      (5.1.6) 

 Μπνξεί λα επηβεβαησζεί πσο νη αλαπαξαζηάζεηο (5.1.1) θαη (5.1.2), πνπ αθνξνύλ 

ην ειεθηξηθό πεδίν, εμαηηίαο ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ από ην ζύζηεκα 
    1 2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


 and  

    2 2 1

0 1 2 3
n

n , , , ...
Z ; 


αληίζηνηρα, ηθαλνπνηνύλ ηηο αθόινπζεο 

νξηαθέο ζπλζήθεο: 

1 0E  , ζην 
2

2

b
     12 2/ /             
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θαη κε βάζε ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο:                                                                   

2

2
0

E







, ζην 

2

2

b
    12 2/ /                                                                              

 Με βάζε ηελ ζεώξεζε γηα νκαιόηεηα ζηα ηνηρώκαηα ηνπ θπκαηνδεγνύ θαη κε 

ρξήζε ησλ απινπνηεκέλσλ ζπληειεζηώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε γεσκεηξία, 

θαηαιήγνπκε ζηελ αθόινπζε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πξνεγνύκελσλ Sturm-

Liouville ζπζηεκάησλ ζηα δύν άθξα ζην ηέινο ησλ θακππιώλ: 

- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εηζόδνπ 

 1

1 1 2 3I I

n n nk , n , , ......      ,    
    

2
1 2 1 1

1 2 3
1 2

n
n , , ...

n n
Z ; sin

B

  
 



 
  

 
,           

 όπνπ, θαη 

 2

1 0 1 2 3I I

n n nk , n , , , ...      ,     
    

2
2 2 1 1

0 1 2 3
1 2

n
n , , , ...

n n
Z ; cos

B

  
 



 
  

 
,      

 

- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εμόδνπ 

 1

2 1 2 3T T

n n nk , n , , ......      ,    
    

2
1 2 1 2

1 2 3
2 2

n
n , , ...

n n
Z ; sin

B

  
 



 
  

 
,            

όπνπ 

22

2

2

n

n
k k

A B

    
    

   
, θαη 

 2

2 0 1 2 3n n nk , n , , , ......       ,  
    

2
2 2 1 2

0 1 2 3
2 2

n
n , , , ...

n n
Z ; cos

B

  
 



 
  

 
.       

 Σν ζύζηεκα ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ, ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο E-

plane bend, θαηαζθεπάδεηαη αθνινπζώληαο ηελ πξνζέγγηζε Galerkin, απνηεινύκελν από 

ηηο παξαζηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, ηηο νπνίεο πξνβάινπκε ζηε ζπλέρεηα ζηηο ηνπηθέο 

βάζεηο 
    1 2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


θαη 

    2 2 1

0 1 2 3
n

n , , , ...
Z ; 


: 

21 2
1 2 2 1

1 2 1

21 2
2 2 2 2

2 2 1

0

0

E E
E p k

E E
E p k




 




 

     
                 

     
                 

  (5.1.7) 
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όπνπ 

   

2 2

2 2
1 2 

 
  

 
 είλαη ν δηδηάζηαηνο Λαπιαζηαλόο ηειεζηήο θαη νη παξάκεηξνη 

p1 θαη p2 νξίδνληαη σο εμήο: 

 

 

2
1 2 2

1 2

2
1 2 2

2 1

,

,

p

p


  




  

















 

 Πην ζπγθεθξηκέλα, ε θαηαζθεπή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ 

επηηπγράλεηαη κε ηηο αθόινπζεο ελέξγεηεο: 

- κε αληηθαηάζηαζε ησλ αλαπαξαζηάζεσλ (5.1.1) θαη (5.1.2) ζηηο εμηζώζεηο (5.1.7) 

- πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (5.1.1) κε    1 2 1 1 2 3mZ ; ,m , , ...   θαη ηελ (5.1.2) κε 

   2 2 1 0 1 2 3mZ ; ,m , , , ...    

- νινθιεξώλνληαο ηηο εμηζώζεηο ζην δηάζηεκα 22 2b / b /    

 Σν απνηέιεζκα ηεο εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ νδεγεί ζηα 

επόκελα απνηειέζκαηα: 

     
 

   
1

1 1 1 1 1

1

1

2 n
n m n m n

n

Z
Z ,Z ,Z 



           
  

   
 

 

 
          

1 12 2
1 1 1 1 11

12 2
1

n n
m m n n m n

Z Z
,Z p ,Z Z ,Z 
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0

0n
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n
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p Z ,Z p ,Z 



            
 ,       m=1,2,3…        

 (5.1.8) 

θαη 

     
 

       
2

2 2 2 2 2 2 2
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1

2 n
n m n m n m n

n

Z
Z ,Z ,Z p Z ,Z 
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1

2 1

2 2

1

0n
m n

n

Z
p ,Z 




  
 

 ,       m=0,1,2,3,…               

(5.1.9)       

 Οη ζπλαξηήζεηο πνπ παξνπζηάδνληαη κε ηόλν ζηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο 

ππνδειώλνπλ δηαθόξηζε κε βάζε ην μ
1
. Σν ζύκβνιν f ,g  δειώλεη ην νινθιήξσκα ηνπ 

εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ ησλ ζπλαξηήζεσλ    2 2f , g  , κεηαμύ ησλ νξίσλ 

22 2b / b /    , 

   
2

2

2
2 2 2

2

b /

b /

f ,g f g d




  




   

 Δπηπιένλ, ζα απαηηήζνπκε ηελ ηαύηηζε ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 

Δ
k
, k=1,2 κεηαμύ ησλ ηνπηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηνλ θακπύιν θπκαηνδεγό θαη ησλ 

γεληθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν ησλ δύν 

εκη-άπεηξσλ θπκαηνδεγώλ. 

 Σν ηξνπνπνηεκέλν ειεθηξηθό πεδίν γηα 1 / 2   : 

2
1 11

1

1 1

sin exp( ( / 2))
2

R I

n n

n

n n
E i k

  
 





 
     

 
   

θαη 

2
2 1 11

0 1 0 1

0 1

exp( ( / 2)) cos exp( ( / 2))
2

I I R I

n n

n

n n
E i k i k

  
   





 
        

 
  

όπνπ 
0 1 0

I I   θαη 
1 1, , 1,2,3...R R R R

n n n n n       

 Δπίζεο, γηα 1 / 2    νδεγνύκαζηε ζηηο αλαπαξαζηάζεηο: 

2
1 12

2

1 2

sin exp( ( / 2))
2

T T

n n

n

n n
E i k

  
 





 
     

 
   

θαη 
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n
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όπνπ 
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T T    θαη 
2 2, , 1,2,3...T T T T
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 Αλαθεξόκαζηε ζηελ πεξίπησζε E-plane bend κε είζνδν ΣΔ10 δηακόξθσζε θαη 

πιάηνο 
0 1I   θαη νη νξηαθέο ζπλζήθεο πνπ αθνξνύλ ην εύξνο ιεηηνπξγίαο ππνινγίδνληαη 

από ηα αθόινπζα: 

- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εηζόδνπ 

        
2

22 2 2 0

0 1 2 3

I
I n

n n n

i , n
i

, n , , .....


  


  
  

 

     (5.1.10) 

 
      21 1

0 1 2 3I

n n ni , n , , ......  

        (5.1.11) 

- ζην 2 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εμόδνπ 

      22 2
0 0 1 2 3n n ni , n , , , .....  


         (5.1.12) 

      21 1
0 1 2 3n n ni , n , , ......  


          (5.1.13) 

 Ωο απνηέιεζκα, ε αξηζκεηηθή ιύζε ηνπ Δ-plane ππνπξνβιήκαηνο κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί ηζνδύλακα από ηελ ιύζε ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ, κε 

δεδνκέλεο ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο, όπσο απηέο νξίζζεθαλ ζηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 33 

5.2  H-plane bend ππν-πξόβιεκα, ηνπηθή αλαπαξάζηαζε θαη ζύζηεκα 

ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ 

 ε απηή ηελ πεξίπησζε, ηνπ H-plane bend ππνπξoβιήκαηνο, ην ειεθηξηθό πεδίν 

είλαη απινύζηεξν, θαζώο πεξηέρεη κόλν κία κε κεδεληθή ζπληζηώζα. Παξαηεξώληαο ηελ 

θαηαζθεπή ησλ γεληθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ησλ δύν εκηάπεηξσλ θπκαηνδεγώλ γηα ην H-

plane bend ππνπξόβιεκα ζε θακππιόγξακκν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ  μ
k
}, εηζάγνπκε 

ηελ αθόινπζε ηνπηθή ζεηξά αλαπαξαζηάζεσλ ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 3IE , ζηα ηκήκαηα 

ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ  D=  1 22 2 2 2/ / , b / b /       , 

     3 1 2 1 2 1

1

n n

n

IE , Z ;     




         (5.2) 

 ηελ ηειεπηαία εμίζσζε νη εθθξάζεηο   2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


νξίδνληαη σο νη 

ηδηνζπλαξηήζεηο, ειέγρνληαο ηελ εγθάξζηα δνκή θάζε ξπζκνύ, ηνπηθά ζε νξηζκέλν 

ζεκείν μ
1
=ζηαζεξό, θαηά κήθνο ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ θαη νη αξηζκνί  

1 2 3n n , , ....



 

σο νη ηδηνηηκέο ησλ ηνπηθώλ Sturm-Liouville πξνβιεκάησλ πνπ αθνινπζνύλ, κε ζπλερείο 

ζπληειεζηέο: 

 
  

2
2

2 2

2
2

0n
n n

d Z
k Z

d
 


            

 2 0nZ   , ζην ζεκείν 
2

2

b
              

 Μπνξεί λα απνδεηρζεί απεπζείαο πσο ε αλαπαξάζηαζε (5.2.1), εμαηηίαο ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ νξηαθώλ ζπλζεθώλ πνπ πιεξνύληαη από ην ζύζηεκα   2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


, 

ηθαλνπνηεί απηόκαηα ηελ νξηαθή ζπλζήθε Δ
3
=0, πνπ αθνξά ην ηξνπνπνηεκέλν ειεθηξηθό 

πεδίν. ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδεηαη ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ παξαπάλσ 

ζπζηεκάησλ ζηα δύν άθξα ηεο θακπύιεο, κε βάζε ηηο ππνζέζεηο γηα ηελ νκαιόηεηα ησλ 

ηνηρσκάησλ ζηνλ θακπύιν θπκαηνδεγό.  

- ζην 
1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εηζόδνπ 

1 1 2 3I I

n n nk , n , , ......      ,      
2

2 1 1

1 2 3
1 2

n
n , , ...

n n
Z ; sin

B

  
 



 
  

 
 , 

όπνπ 

2

2

1

I

n

n
k k

B

 
  

 
   

θαη 
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- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εμόδνπ 

2 1 2 3T T

n n nk , n , , ......      ,      
2

2 1 2

1 2 3
2 2

n
n , , ...

n n
Z ; sin

B

  
 



 
  

 
 , 

όπνπ 

2

2

2

n

n
k k

B

  
  

 
 

 ηελ πεξίπησζε ηνπ H-plane ππνπξνβιήκαηνο, ην ζύζηεκα ζπδεπγκέλσλ 

ηδηνκνξθώλ (CMS) ππνινγίδεηαη κε πξνβνιή ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζηελ ηνπηθή βάζε 

  2 1

1 2 3
n

n , , ...
Z ; 


. Η θαηαζθεπή ηεο κεζόδνπ CMS επηηπγράλεηαη αθνινπζώληαο ηελ 

πξνζέγγηζε Galerkin: 

(i) κε αληηθαηάζηαζε ηεο αλαπαξάζηαζεο (5.2.1) ζηελ εμίζσζε Helmholtz, 

(ii) πνιιαπιαζηάδνληαο απηή κε 
   1 2 1 1 2 3mZ ; , m , , .......    θαη  

(iii) νινθιεξώλνληαο ζην δηάζηεκα 22 2b / b /    .   

 

 Σν απνηέιεζκα ηεο εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ όζσλ 

αθνξά ηε ζπληζηώζα 3IE  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ αθνινπζεί: 

 

2
2

21
1

1

2 0n n
n m n m n n n m n

n

Z Z
Z ,Z ,Z Z ,Z   

 

 
    

 
 ,  m=1,2,3,… ,          (5.2.1)   

όπνπ ν ηόλνο ππνδειώλεη ηελ δηαθόξηζε κε βάζε ην 1 , θαη f ,g  ην L2 εζσηεξηθό 

γηλόκελν ζην δηάζηεκα 22 2b / b /    . 

 Δπηπξόζζεηα, ππάξρεη ε απαίηεζε γηα ηαύηηζε ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ 3IE , όπσο δίλεηαη από ηηο ηνπηθέο αλαπαξαζηάζεηο ζηηο θακππιόγξακκεο θαη ζηηο 

γεληθέο αλαπαξαζηάζεηο, ηόζν ζηελ είζνδν όζν θαη ζηελ έμνδν ησλ εκηάπεηξσλ 

θπκαηνδεγώλ. αληίζηνηρα. Όια απηά ηζρύνπλ ζηελ πεξίπησζε H-plane bend ππό ηελ 

επίδξαζε δηάδνζεο κε ξπζκό ΣΔ01, πιάηνπο 1 1I  , θαη κε βάζε απηά πξέπεη λα 

ηθαλνπνηνύληαη νη αθόινπζεο νξηαθέο ζπλζήθεο: 

- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εηζόδνπ 

   
2

2 2 1

0 2 3

I
I n

n n n

i , n
i

, n , ,...


  


 

   
 

       (5.2.2) 

- ζην 1 2/    , άθξν ζην ηέινο ηνπ θπκαηνδεγνύ εμόδνπ 
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2

0T

n n ni     ,        1 2 3n , , ,...        (5.2.3) 

 

 Ωο απνηέιεζκα, ε αξηζκεηηθή ιύζε ηνπ H-plane bend ππνπξνβιήκαηνο κπνξεί 

ηζνδύλακα λα ππνινγηζζεί κε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ, κε βάζε 

ηηο πξνεγνύκελεο νξηαθέο ζπλζήθεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 36 

5.3 Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηεο κεζόδνπ ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ 

 ε απηό ην εδάθην ζα παξνπζηαζζνύλ αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ αθνξνύλ ην 

ειεθηξηθό πεδίν ζην εζσηεξηθό ησλ δύν θακπύισλ θπκαηνδεγώλ νξζνγσληθήο δηαηνκήο 

νη νπνίνη θάκπηνληαη θαηά κήθνο κίαο πεξηθέξεηαο ηόμνπ 90°, πνπ παξνπζηάζηεθαλ  

ζηελ εξγαζία Athanassoulis et al (2002). ηελ εξγαζία απηή παξνπζηάδνληαη επηιύζεηο 

θαη γηα ην E-plane bend θαη ην H-plane bend ππνπξόβιεκα, θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο 

ζπγθξίλνληαη θαη ζπκθσλνύλ ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθό βαζκό κε δεδνκέλα από ηε 

βηβιηνγξαθία. 

 Όζνλ αθνξά ηε γεσκεηξία, επηιέρζεθε ν ηππνπνηεκέλνο θπκαηνδεγόο ηύπνπ 

WR-75 γηα ηνπε ππνινγηζκνύο. Οη δηαζηάζεηο ησλ πιεπξώλ είλαη: 

E-plane  90
o
 bend :      A=1.905cm,     B=0.9525cm 

H-plane 90
o
 bend :       A=0.9525cm,   B=1.905cm 

 

Οη θακπύινη απηνί θπκαηνδεγνί παξνπζηάδνληαη θαη ζηηο επόκελεο εηθόλεο. 

 

Δηθ.11 Κπκαηνδεγόο ηύπνπ WR-75 E-plane 90° bend 
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Δηθ.12 Κπκαηνδεγόο ηύπνπ WR-75 H-plane 90° bend 

 Η δηαθξηηνπνίεζε επηηπγράλεηαη κέζσ κεηαηξνπήο ησλ ηνπηθώλ ζεηξώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ζε πεπεξαζκέλν αξηζκό N από όξνπο, δηαηεξώληαο έλα κηθξό αξηζκό 

από απνζβελύκελνπο όξνπο. Η θαηαζθεπή ηνπ δηαθξηηνύ ζπζηήκαηνο νινθιεξώλεηαη 

θάλνληαο ρξήζε ηνπ κέζνπ ησλ δεπηέξνπ βαζκνύ πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ γηα λα 

πξνζεγγηζζνύλ νη παξαγώγνη ζηα ζπζηήκαηα ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ, ηόζν γηα ην E-

plane bend πξόβιεκα, όζν θαη γηα ην H-plane bend πξόβιεκα. Οη δηαθξηηέο νξηαθέο 

ζπλζήθεο ππνινγίδνληαη γηα ην E-plane bend πξόβιεκα κε ζπλδπαζκό ησλ εμηζώζεσλ 

(5.1.8) έσο (5.1.13) θαη γηα ην H-plane bend πξόβιεκα κε απηώλ από ηηο ζρέζεηο (5.2.1) 

έσο (5.2.3) θαη ζηε ζπλέρεηα θάλνληαο ρξήζε θεληξηθώλ δηαθνξώλ γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ησλ παξαγώγσλ. Με απηό ηνλ ηξόπν, ην δηαθξηηό ζρήκα πνπ πξνθύπηεη είλαη 

νκνηόκνξθν δεπηέξαο ηάμεο ζηελ δηεύζπλζε μ
1
.  

 Με βάζε ηηο παξαπάλσ ζεσξήζεηο, ην ζύζηεκα ζπδεπγκέλσλ ηδηνκνξθώλ ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ κεηώλνληαη ζην αληίζηνηρν γξακκηθό αιγεβξηθό ζύζηεκα. Οη 

πίλαθεο ζπληειεζηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ηξηδηαγώληνη, πίλαθεο κε κε κεδεληθά κόλν 

ηα ζηνηρεία ηεο θύξηαο δηαγσλίνπ θαη ηεο δηαγσλίνπ πάλσ θαη θάησ από ηελ θύξηα. Οη 

πίλαθεο ζπληειεζηώλ έρνπλ δηαζηάζεηο αλάινγεο κε ηνλ αξηζκό ησλ δηακνξθώζεσλ πνπ 

δηαηεξνύληαη ζηηο αλαπαξαζηάζεηο θαη ηνλ αξηζκό ησλ ηκεκάησλ ησλ ππνδηαηξέζεσλ 

ηνπ δηαζηήκαηνο 12 2/ /   . Η ιύζε εκθαλίδεηαη κόλν ζε κία εμίζσζε θαη 

αληαπνθξίλεηαη ζε αξηζηεξή δηακόξθσζε ΣΔ10, ζηελ πεξίπησζε ηνπ E-plane bend 

πξνβιήκαηνο θαη ζε αξηζηεξή TE01 δηακόξθσζε, ζηελ πεξίπησζε ηνπ H-plane bend 

πξνβιήκαηνο, αληίζηνηρα, ζην αξηζηεξό άθξν, 1 2/   . 

 Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηνπ WR-75, νδεγνύκελν από ηελ TE10 

δηακόξθσζε πνπ αλαθέξζεθε, παξνπζηάδνληαη ζηηο επόκελεο εηθόλεο. ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ηόζν ε εγθάξζηα όζν θαη ε δηακήθεο ζπληζηώζα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 
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ιακβάλνπλ ρώξα. Σα πξαγκαηηθά θαη θαληαζηηθά κέζε ησλ ζπληζησζώλ ηνπ ειεθηξηθό 

πεδίνπ, θαζώο θαη ην κέηξν απηώλ, παξνπζηάδνληαη ζηε ζπλέρεηα, κε δηπιαλέο 

θσηνγξαθίεο ώζηε λα είλαη άκεζε ε ζύγθξηζε, γηα ζπρλόηεηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ 

θπκαηνδεγνύ ζηελ πεξηνρή ησλ 10 GHz θαη ησλ 15 GHz. 

 

Δηθ.13 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
2  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10 GHz 

 

Δηθ.14 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
2  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 15 GHz 



 
 39 

 

Δηθ.15 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
1  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10 GHz 

 

 

Δηθ.16 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
1  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 15 GHz 
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Δηθ.17 Μέηξν ησλ ζπληζησζώλ 
2 (αξηζηεξά) θαη 

1 (δεμηά) ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10 GHz 

 

Δηθ.18 Μέηξν ησλ ζπληζησζώλ 
2 (αξηζηεξά) θαη 

1 (δεμηά) ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη E-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 15 GHz 
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 ηελ εηθόλα πνπ αθνινπζεί εκθαλίδεηαη ην κέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο ηνπ 

WR75 θπκαηνδεγνύ γηα ηελ πεξίπησζε E-plane bend 90°. Σν θάζκα ζπρλνηήησλ 

παίξλεη ηηκέο από 10GHz έσο 15GHz. Με θύθιν ζπκβνιίδνληαη ηα ζεκεία ηεο παξνύζεο 

κεζόδνπ, κε αζηεξίζθν ηα απνηειέζκαηα από Cornet et al (1999), ηα νπνία εμππεξεηνύλ 

ηε ζύγθξηζε. Σα απνηειέζκαηα απηά είλαη επίζεο ζύκθσλα θαη κε δεδνκέλα κεηξήζεσλ 

θαη πεηξακάησλ. 

 

Δηθ.19 Μέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο ηνπ WR75 θπκαηνδεγνύ γηα ηελ πεξίπησζε E-plane 

bend 90°, γηα θάζκα ζπρλνηήησλ 10GHz έσο 15GHz. Με θύθιν ζπκβνιίδνληαη ηα ζεκεία ηεο 

παξνύζεο κεζόδνπ, κε αζηεξίζθν ηα απνηειέζκαηα από Cornet et al (1999) γηα ζύγθξηζε 

 Σα αληίζηνηρα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75 γηα ηελ 

πεξίπησζε H-plane bend 90°, ππό ηνλ πξνζπίπησλ εμ αξηζηεξώλ TE01 ξπζκό, 

παξνπζηάδνληαη ζηηο επόκελεο εηθόλεο. ε απηή ηελ πεξίπησζε δηεγείξεηαη κόλν ε 

εγθάξζηα ζπληζηώζα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, Δ
3
. Σν πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο 

θαη ην κέηξν ηεο Δ
3 
ζπληζηώζαο ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηνλ θπκαηνδεγό 

παξνπζηάδνληαη ζπγθξηηηθά γηα ζπρλόηεηεο ιεηηνπξγίαο 10GHz θαη 15GHz. Δπίζεο, 

γίλεηαη απνηύπσζε θαη ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα 

από Cornet et al (1999), όζσλ αθνξά ην κέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο ηνπ WR75 

θπκαηνδεγνύ γηα ηελ πεξίπησζε H-plane bend 90° θαη θάζκα ζπρλνηήησλ ιεηηνπξγίαο 

10GHz θαη 15GHz. 
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Δηθ.20 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
3  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη H-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10 GHz 

 

Δηθ.21 Πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηεο ζπληζηώζαο 
3  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 θαη H-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 15 GHz 
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Δηθ.22 Μέηξν ηεο ζπληζηώζαο 
3  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 

θαη H-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10 GHz 

 

Δηθ.23 Μέηξν ηεο ζπληζηώζαο 
3  ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, θπκαηνδεγόο WR75 

θαη H-plane bend 90
o
, ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 15 GHz 
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Δηθ.24 Μέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο ηνπ WR75 θπκαηνδεγνύ γηα ηελ πεξίπησζε H-plane 

bend 90°, γηα θάζκα ζπρλνηήησλ 10GHz έσο 15GHz. Με θύθιν ζπκβνιίδνληαη ηα ζεκεία ηεο 

παξνύζεο κεζόδνπ, κε αζηεξίζθν ηα απνηειέζκαηα από Cornet et al (1999) γηα ζύγθξηζε 
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6. Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ θαη Πξνβιήκαηα 

θέδαζεο 

 6.1 πλαξηήζεηο Green 

 ηελ αξρή απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ ζα γίλεη κία αλαθνξά ζηηο ζπλαξηήζεηο Green 

γηα ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz ζηηο δύν δηαζηάζεηο : 

   

2 2
2

2 2
1 2

0k
x x

 


 
  

 
        (6.1) 

 Υξεζηκνπνηώληαο αλαπαξαζηάζεηο αθνπζηηθώλ πεγώλ ε γεληθή ιύζε ηεο 

εμίζσζεο Helmholtz  είλαη: 

         1

0
4

S

i
H k ds  x y x y y  ,         (6.2) 

 

όπνπ 
 1

0H είλαη ε ζπλάξηεζε Hankel πξώηνπ είδνπο θαη κεδεληθήο ηάμεο. 

          1

0 0 0 ;
4 4

i i
H k J k iY k G     x y x y x y x y   ,                                  (6.3) 

ε αληίζηνηρε ζπλάξηεζε Green, ε νπνία αλαπαξηζηά ην πεδίν ζε θάζε ζεκείν ζην 

επίπεδν  1 2,x xx  από κηα ζεκεηαθή πεγή πνπ βξίζθεηαη ζηε ζέζε  1 2,y yy , όπσο 

παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθ. 25. 

 

Δηθ.25  Δπαγόκελν πεδίν (πξαγκαηηθό κέξνο) από ηε πεγή ζην επίπεδν ζηε ζέζε 

 1 20, 0y y   γηα θπκαηαξηζκό  k=3   
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Η αλσηέξσ ζρέζε νξίδεη ην πεδίν ζην επίπεδν ζην ζεκείν x  πνπ παξάγεηαη από 

ζεκεηαθή κνλνρξσκαηηθήο πεγήο πνπ βξίζθεηαη ζην ζεκείν y  πνπ αθηηλνβνιεί 

εμεξρόκελα θύκαηα, ηθαλνπνηώληαο ζε κεγάιεο απνζηάζεηο r  x y από ηελ πεγή 

0,ik r
r





   


.                                                                                                   (6.4) 

                                                                                                  

 6.2 Πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ηεο εμίζσζεο Helmholtz 

 Μέζσ θαηάιιεισλ νινθιεξσηηθώλ εθθξάζεσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ ηηο 

ζπλαξηήζεηο Green νδεγνύκαζηε ζε αλαπαξαζηάζεηο ησλ γεληθώλ ιύζεσλ ησλ 

θπκαηηθώλ πξνβιεκάησλ πνπ δηέπνληαη από ηελ νκνγελή εμίζσζε Helmholtz θαη 

ηθαλνπνηνύλ επηπξόζζεηεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (π.ρ. ζηηο επηθάλεηεο ζύλνξα ελόο 

ζθεδαζηή ε/θαη ελόο θπκαηνδεγνύ θιπ). Πεξηνξηδόκαζηε ζηε ζπλέρεηα, ράξηλ απιόηεηαο, 

ζε δηδηάζηαηα πξνβιήκαηα, θαη ζεσξνύκε πεπεξαζκέλν αλνηρηό ρσξίν D (π.ρ. απιόο 

ζθεδαζηήο), θαη ην ιείν ζύλνξν απηνύ σο ∂D. Με D  ζπκβνιίδνπκε ην θιεηζηό ρσξίν θαη 

κε C
k
(D) ηνλ k-θνξέο παξαγσγίζηκν γξακκηθό ρώξν ζπλαξηήζεσλ κε πεδίν νξηζκνύ ην 

ζην D. Αλαδεηνύκε σο ιύζε ηεο νκνγελνύο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Helmholtz  

 

 2 2 0k    ,   ζην εμσηεξηθό ρσξίν D,                                                                  (6.5) 

 

όπνπ  

   

2 2
2

2 2
1 2x x

 


 
  

 
  θαη ε ζπλάξηεζε θ ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε αθηηλνβνιίαο 

(6.4) ζην άπεηξν, θαη θάπνηα (ή θαηά ηκήκαηα θάπνηεο) από ηηο παξαθάησ ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο: 

 

Δμσηεξηθό πξόβιεκα Dirichlet : 

 

 = Dg   ζην ζύλνξν ∂D,                                                                                                 (6.6) 

 

όπνπ Dg  γλσζηή ζπλερήο ζπλάξηεζε πάλσ ζην ζύλνξν 

 

Δμσηεξηθό πξόβιεκα Neumann : 

 

Ng
n





 ,   ζην ζύλνξν ∂D,                                                                                          (6.7) 

 

όπνπ Ng  γλσζηή ζπλερήο ζπλάξηεζε πάλσ ζην ζύλνξν 
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 Μηθηή ζπλζήθε (πνπ κνληεινπνηεί αγώγηκν ζύλνξν) : 

 

Mg
n


 


 


,                                                                                                         (6.8) 

 

όπνπ Mg  επίζεο γλσζηή ζπλερήο ζπλάξηεζε πάλσ ζην ζύλνξν ∂D, θαη ,   

πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο, νη νπνίεο  κνληεινπνηνύλ θαηάιιεια ηηο αλαθιαζηηθέο ηδηόηεηεο 

ηεο ζπλνξηαθήο επηθάλεηαο. 

 

6.3 Πξόβιεκα ζθέδαζεο – ζώκα γεληθνύ ζρήκαηνο πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ 

 εκαληηθή εθαξκνγή ησλ ζπλαξηήζεσλ Green είλαη ε ηθαλόηεηά ηνπο λα καο 

πξνζθέξνπλ, κέζσ θαηάιιεισλ νινθιεξσηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ, ηηο γεληθέο ιύζεηο 

θπκαηηθώλ πξνβιεκάησλ, ζηηο δύν θαη ηξεηο δηαζηάζεηο (ιύζεηο πξνβιεκάησλ αξρηθώλ 

θαη ζπλνξηαθώλ ηηκώλ), παξνπζία δηαθόξσλ αλνκνηνγελεηώλ, όπσο πεπεξαζκέλνη 

ζθεδαζηέο.   

 

6.3.1. Δπίιπζε πξνβιήκαηνο κε ην ζεώξεκα νινθιεξσηηθήο αλαπαξάζηαζεο Green 
 

 Δμεηάδνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ αθνξά ηε ζθέδαζε αξκνληθνύ θπκαηηθνύ 

πεδίνπ πνπ δηεγείξεηαη από ζεκεηαθή αξκνληθή πεγή ζηε ζέζε 0r X , από πεπεξαζκέλν 

ζθεδαζηή (ζώκα D ), κε ζύλνξν S D  . Γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα n είλαη ην 

κνλαδηαίν θάζεην δηάλπζκα ζην ζύλνξν ηνπ ζθεδαζηή  κε δηεύζπλζε πξνο ηνλ εμσηεξηθό 

ηνπ ζώκαηνο ρώξν. 

 ε απηή ηελ εηδηθή πεξίπησζε, ην ζπλνιηθό (κηγαδηθό) θπκαηηθό δπλακηθό  T x  

ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Helmholtz: 

     22

0T Tk     x x x Χ ,      *Dx  ,     (6.9)  

όπνπ 2

*D IR \ D  ην ρσξίν ζην νπνίν νξίδνληαη ε ζπλάξηεζε   x  ζηηο δύν δηαζηάζεηο, 

πνπ απνηειεί ην ρώξν εθηόο ηεο πεξηνρήο πνπ θαηαιακβάλεη ν πεπεξαζκέλνο ζθεδαζηήο.  

 ην πξόβιεκα απηό ζεσξνύκε ην κέζν δηάδνζεο νκνγελέο, δειαδή k ζηαζεξό 

ζε όιν ην ρώξν, ελώ ζα ηζρύεη ε ηδαληθή πεξίπησζε αδηαπέξαηνπ ζθεδαζηή θαη νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο   (6.6), (6.7) ή (6.8), αλαιόγσο. 

 



 
 48 

 

Δηθ.26 θέδαζε αξκνληθνύ θπκαηηθνύ πεδίνπ, δηεγεηξόκελνπ από ζεκεηαθή πεγή ζηε ζέζε r=Υ0, 

από αδηαπέξαην πεπεξαζκέλν ζθεδαζηή D 

 

 Δπηπιένλ, επηβάιινπκε ηελ απαίηεζε ε ιύζε λα ζπκπεξηθέξεηαη σο εμεξρόκελα 

θύκαηα ζε πνιύ καθξηλέο απνζηάζεηο από ηελ πεγή. 

 Σν ζεώξεκα Green πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ δηαθνξηθό ηειεζηή Laplace, ν νπνίνο 

εκπιέθεηαη ζηελ εμίζσζε Helmholtz θαη ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ ζπλέρεηα γηα ηελ 

θαηαζθεπή ηεο ιύζεσο ηνπ θπκαηηθνύ πξνβιήκαηνο  είλαη ην αθόινπζν: 

  2 1
1 2 2 1 1 2

*D D*

d ds
n n

 
     



  
   

  
 x                               (6.10) 

όπνπ *D  ην ρσξίν ζην νπνίν νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο 1 2θαη  . Τπελζπκίδνπκε όηη 

εθ θαηαζθεπήο ε ζπλάξηεζε Green G  ηεο εμίζσζεο Helmholtz ζηνλ ειεύζεξν ρώξν, 

ηθαλνπνηεί 

     2 2

x kG ; G , ; IR;    x y x y x yx y ,                       (6.11)                    

όπνπ ν δείθηεο x ζηνλ δηαθνξηθό ηειεζηή  2

x x   ζηηο δύν δηαζηάζεηο  έρεη πξνζηεζεί 

γηα λα καο ππελζπκίδεη ηελ ρσξηθή κεηαβιεηή σο πξνο ηελ νπνία πξαγκαηνπνηείηαη ε 

δηαθόξηζε. ύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα, ζε νκνγελέο κέζν δηάδνζεο κε θπκαηαξηζκό 

/k c   δίδεηαη από ηε ζρέζε      1

0
4

i
H kG ; x y x y   ζηνλ δηδηάζηαην ρώξν. 

Σελ εμίζσζε (6.13) ζα κπνξνύζακε λα ηε γξάςνπκε θαη ζηελ παξαθάησ κνξθή: 
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     2 2

y kG ; G , ; IR;    y x y x y x x y ,                            (6.12) 

θαη κε ρξήζε ηεο ηδηόηεηαο ηεο ακνηβαηόηεηαο θαη ζπκκεηξίαο θαηαιήγνπκε ζηε: 

 

     2 2

y kG ; G , ; IR;    x y x y x y x y                                (6.13) 

 

Η εμίζσζε (6.9) κπνξεί λα γξαθεί επίζεο ζηελ αθόινπζε  ηζνδύλακε κνξθή:  

 

     2

0y T Tk     y y Xy                   (6.14) 

 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ζηελ ζπλέρεηα ηελ (6.13) κε ηε ζπλάξηεζε θπκαηηθνύ δπλακηθνύ 

  y  θαη ηελ (6.14) κε ηε ζπλάξηεζε Green  G ;x y  0G ,x x  θαη αθαηξνύκε θαηά 

κέιε ηα απνηειέζκαηα ησλ γηλνκέλσλ. πλερίδνληαο, νινθιεξώλνπκε ην απνηέιεζκα 

ζην ρσξίν *D , ιακβάλνληαο:  

        
 0*

y y

D

G G d; ;    
r

x y y y x y y  

        
 

   
0

0 0

*D

d G ,G ;         
r

Xy x y x y y x x Xy              (6.15) 

θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ ζρέζε (6.10) ιακβάλνπκε ηειηθά: 

     
 
 

 
 
 

 0

T

T T

D

G , ds
n

G ;
G ;

n


 



   
   

   


y x y
x x x y y

y y
X y   .                  (6.16) 

 

Η ηειεπηαία ζρέζε  απνηειεί ζηελ εμεηαδόκελε πεξίπησζε ηελ νινθιεξσηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο ιύζεσο ηνπ αλσηέξσ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο κε ρξήζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο Green, ε νπνία καο πεξηγξάθεη όηη ην ζπλνιηθό πεδίν δίδεηαη από ηνλ όξν 

πεγήο   0G ,x X  πνπ απνηειεί ηε δηέγεξζε  θαη ην ζπλνξηαθό νινθιεξσηηθό όξν  

 
 

   
 
 

 T

T

D

G ;
s

n
G d;

n






   
 

   


y x y
x y y y

y y
,                                                        (6.16) 



 
 50 

 

γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ, ην νπνίν ζπλίζηαηαη από ηελ ππέξζεζε 

ζπλερνύο θαηαλνκήο πεγώλ  (πξώηνο όξνο ζην νινθιήξσκα) κε έληαζε   

 
 
 

,
n








y
y

y
 Dy ,                                                                                          (6.17) 

θαη ζπλερή θαηαλνκή δηπόισλ (δεύηεξνο όξνο ζην νινθιήξσκα) κε έληαζε 

 

 m y   y   ,   Dy ,                                                                                            (6.18) 

 

πάλσ ζην ζύλνξν- επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. 

 

Δλαιιαθηηθά, ε ιύζε ηνπ ηδίνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο δύλαηαη λα θαηαζθεπαζηεί κέζσ 

απιώλ θαηαλνκώλ πεγώλ ζην ζύλνξν πνπ πξνζθέξνπλ ηζνδύλακα ηελ νινθιεξσηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ζε πξνβιήκαηα ζθέδαζεο όπσο ζα παξνπζηαζηεί ζηελ 

ζπλέρεηα, θαη ζα εθαξκνζηεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο H-plane bend δηάδνζεο 

ζηνλ θακπύιν ΗΜ θπκαηνδεγό. 

 

6.3.2. Δπίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε θαηαλνκέο επηθαλεηαθώλ δπλακηθώλ 

 

 ηελ πεξίπησζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz κπνξνύκε λα αλάγνπκε ην πξόβιεκα 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ζε ζπλνξηαθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο πξώηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο, 

αλαδεηώληαο ιύζεηο ζε κνξθή θαηάιιεινπ επηθαλεηαθνύ δπλακηθνύ.  

 Πεξηγξάθνπκε αθνινύζσο ηελ κέζνδν πνπ βαζίδεηαη ζε επηθαλεηαθέο θαηαλνκέο 

απιώλ πεγώλ (πνπ ζπλζέηνπλ ην δπλακηθό απινύ ζηξώκαηνο).  Γνζκέλεο κίαο 

ζπλάξηεζεο ζην ζύλνξν ζ∊C(∂D), κε ηελ ζ λα πεξηγξάθεη ηελ θαηαλνκή απιώλ πεγώλ, 

ην δπλακηθό απινύ ζηξώκαηνο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

        2,  ,   \
D

G ds D 


 x x y y y x       (6.19) 

 Η ηειεπηαία ζρέζε απνηειεί ιύζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαη άξα είλαη 

αλαιπηηθή ζην πεδίν νξηζκνύ. Σν δπλακηθό απηό είλαη ιύζε ηνπ εμσηεξηθνύ 

πξνβιήκαηνο Neumann ζην ρώξν  εάλ ε ππθλόηεηα ζ απνηειεί ιύζε ηεο αθόινπζεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο: 



 
 51 

   
 

 
   

,
2   2  ,  N

D

G
ds g D

n
 




   


x y

x y y x x
x

    (6.20) 

Η ζπλάξηεζε gN είλαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ αθνξά ηα ζπλνξηαθά δεδνκέλα γηα ηελ 

θάζεηε παξάγσγν πνπ παξνπζηάζζεθε ζην εμσηεξηθό πξόβιεκα Neumann. Δπηπιένλ 

γλσξίδνπκε όηη γηα ηελ κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο ηνπ εμσηεξηθνύ πξνβιήκαηνο Neumann 

ηζρύεη ε επηπξόζζεηε πξνϋπόζεζε 0 N

D

g ds


 . 

Γηα λα νδεγεζνύκε ζηελ εμίζσζε (6.20) ζα δηαθνξίζνπκε αξρηθά ηελ ζρέζε (6.19): 

        2,  ,     \
D

G ds D 


   x y x y y x  

θαη παξαηεξνύκε όηη θαζώο πξνζεγγίδνπκε ην ζύλνξν ηνπ ζθεδαζηή από ην ρσξίν ε 

παξαπάλσ ζρέζε ιακβάλεη νξηαθά ηελ κνξθή: 

 
 

     ,  ,    
2

D

n
G ds D


 




     

x
x y x y y x  (6.21) 

 Πνιιαπιαζηάδνληαο, ζε θάζε ζεκείν x  πάλσ ζην ζύλνξν,  ηελ ηειεπηαία ζρέζε 

κε ην θάζεην δηάλπζκα n βξίζθνπκε ην εζσηεξηθό γηλόκελν κε ην θάζεην ζηελ 

επηθάλεηα, ηνπ ζθεδαζηή, κνλαδηαίν δηάλπζκα. Μπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηελ 

ζπλνξηαθή ζπλζήθε Neumann θαη λα θαηαιήμνπκε ζηελ εμίζσζε (6.20). Σν αξλεηηθό 

πξόζεκν ζηνλ πξώην όξν ηνπ δεύηεξνπ κέινπο νθείιεηαη ζηελ εηδηθή κνξθή ηεο 

ζπλάξηεζεο Green ε νπνία αληηζηνηρεί ζε πεγή αξλεηηθήο έληαζεο. 

 Αληίζηνηρα κε ηα πξνεγνύκελα, ζηε ζπλέρεηα πεξηγξάθεηαη ε κέζνδνο πνπ 

βαζίδεηαη ζην δπλακηθό δηπινύ ζηξώκαηνο θαη ε εθαξκνγή ηεο ζηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο Dirichlet. Γνζκέλεο κίαο ζπλάξηεζεο m∊C(∂D), κε ηελ m λα πεξηγξάθεη 

ηελ ππθλόηεηα δηπόισλ, ην δπλακηθό δηπινύ ζηξώκαηνο κε ζπλερή ππθλόηεηα δηπόισλ 

m δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 
 
 

    2,
 ,  \

D

G
m ds D

n





  


x y

x y y x
y

      (6.22) 

 Σν δπλακηθό δηπινύ ζηξώκαηνο είλαη θαη απηό ιύζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz θαη 

επνκέλσο αλαιπηηθό ζην πεδίν 
2 \ D . Σν δπλακηθό θ ζα είλαη ιύζε ηνπ εμσηεξηθνύ 

πξνβιήκαηνο Dirichlet ζην ρώξν  κε ηελ πξνϋπόζεζε ε ζπλερήο ζπλάξηεζε m λα είλαη 

ιύζε ηεο εμίζσζεο: 

   
 

 
   2 2  ,  D

D

G
m m ds g D

n



  


x,y

x x y x x
y

     (6.23) 
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6.3.3 Υακεινηάμηα Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ 

 

 Αλαδεηώληαο ιύζε κε ηε κέζνδν ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ (Boundary Element 

Method, βι. π.ρ., Beer et al 2008), γηα ηελ πεξίπησζε ζθεδαζηή γεληθνύ ζρήκαηνο 

πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ θαηαιήγνπκε ζε δηάθνξεο κεζόδνπο πξνζέγγηζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, όπσο ζηελ κέζνδν πνπ βαζίδεηαη ζηα ζεσξήκαηα Green θαη ζηηο κεζόδνπο 

πνπ βαζίδνληαη ζηηο ζπλνξηαθέο θαηαλνκέο δπλακηθνύ απινύ ζηξώκαηνο (πεγέο) θαη 

δηπινύ ζηξώκαηνο (δίπνια). Λόγσ ηεο απιόηεηαο ηεο ζα εζηηαζηνύκε ζηελ παξνύζα 

εξγαζία ζηελ κέζνδν ησλ πεγώλ (αλαπαξάζηαζε δπλακηθνύ απινύ ζηξώκαηνο) γηα ηελ 

επίιπζε ησλ εμεηαδόκελσλ πξνβιεκάησλ ζθέδαζεο ζε δηδηάζηαην άπεηξν ρσξν, 

εμσηεξηθά ελόο ζθεδαζηε (ζώκαηνο) πεπεξαζκέλσλ δηαζηαζεσλ. 

 Γηα λα επηηεπρζεί ε πξνζέγγηζε ελόο ζρήκαηνο ρσξίδνπκε ηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζώκαηνο ζε ζηνηρεηώδε ηκήκαηα. Η κέζνδνο απηή θαιείηαη “panel method” θαη ηα 

ζηνηρεηώδε ηκήκαηα ζηελ πην απιή ηνπο εθδνρή είλαη επζύγξακκα θαη ζπλζέηνπλ κηα 

θιεηζηή  πνιπγσληθή γξακκή, πνπ πξνζεγγίδεη ηε γεσκεηξία ηνπ ζώκαηνο. Πξάγκαηη, 

νζν απμάλνληαη ζην πιήζνο ηα ζηνηρεία, ηόζν πξνζεγγίδεηαη θαιύηεξα ην πξαγκαηηθό 

ζώκα, ην πξαγκαηηθό δειαδή ζύλνξν ηνπ ζθεδαζηή. Όια απηά γίλνληαη εκθαλή ζην 

ζρήκα πνπ αθνινπζεί. 

 

Δηθ.27 θεδαζηήο πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ κε ζηνηρεηώδε ηκήκαηα 

 Σν κέζν ησλ ζηνηρεησδώλ ηκεκάησλ, όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ πξνεγνύκελε 

εηθόλα, δελ αλήθεη απαξαίηεηα ζηελ πξαγκαηηθή επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. Καηά ηελ 

ρακεινηάμηα κέζνδν, ε ηηκή ηεο ππθλόηεηαο πεγώλ ζ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή ζα 

ιακβάλεηαη δηαθνξεηηθή αιιά ζηαζεξή ζε θάζε ζηνηρεηώδεο ηκήκα. Η ππθλόηεηα ζ 

ζεσξνύκε πσο δηαηεξείηαη ακεηάβιεηε ζε θάζε ηκήκα κε ζθνπό λα επηηεπρζεί αλαιπηηθά 

ε νινθιήξσζε πνπ παξέρεη ην επαγόκελν πεδίν. Σν ζi δείρλεη ηελ ηηκή ζην θάζε ζηνηρείν 

ηνπ ζπλόξνπ θαη ν δείθηεο ζα παίξλεη ηηκέο i=1,2,3,…N
(BEM)

. Με απηό ηνλ ηξόπν 

νδεγνύκαζηε ζε έλα πξόβιεκα κε Ν δηαθξηηώλ αγλώζησλ. Αθνινύζσο, ηζρύεη: 

 ND D   , γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ  N  , 

κε N  ζπκβνιίδεηαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ κεξηζκνύ ηνπ ζπλόξνπ - επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή D . ε όηη αθνξά ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε πνπ είλαη ε έληαζε πεγώλ 
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    s s  y  πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή απηή πξνζεγγίδεηαη ηκεκαηηθώο 

ζηαζεξή ζε θάζε έλα από ηα ζηνηρεία (panels) ηνπ ζπλόξνπ ( 1, 2,...i N  ζην ζρήκα 26), 

όπνπ ζα έρεη θαη δηαθνξεηηθή ηηκή  , 1,2,...i i N   θαη πξνζεγγίδεη ηελ πξαγκαηηθή 

έληαζε πεγώλ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή,  

  0 .s 


   

ηελ ρακεινηάμηα κέζνδν ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ζεσξνύκε όηη ε έληαζε πεγώλ   

δηαηεξείηαη ζηαζεξή ζε θάζε ζηνηρεηώδεο ηκήκα (ζηνηρείν), όπνπ i  ζα δείρλεη ηελ ηηκή 

ζην θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλόξνπ, θαη ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο (αλάινγα κε ην πξόβιεκα) ζα ηθαλνπνηεζεί ζην 

θέληξν θάζε ζηνηρείνπ ην νπνίν ζα αξηζκείηαη κε ηνλ ίδην δείθηε ( 1, 2,...i N ). Με απηό 

ην ηξόπν έρνπκε δεκηνπξγήζεη ινηπόλ έλα πξόβιεκα   δηαθξηηώλ αγλώζησλ 

, 1,2,...i i N  , όπνπ Ν ν βαζκόο κεξηζκνύ ηνπ ζπλόξνπ. 

 

Δηθ.28 Ππθλόηεηα ησλ ηκεκάησλ ηνπ ζθεδαζηή κε ηε γξακκή θαηαλνκήο 

 

Δηθ.29 Δπαγόκελν δπλακηθό από επζύγξακκν ζπλνξηαθό ζηνηρείν ΑΒ 
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 Γηα έλα ζηνηρείν ΑΒ, κε άθξα Α θαη Β, ζα ηζρύεη πσο ην δπλακηθό ζθέδαζεο πνπ 

παξάγεη ζε θάπνην ζεκείν ηνπ ρώξνπ ζα δίλεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε, θαζώο 

επηιέμακε δπλακηθό απινύ ζηξώκαηνο: 

       ,  

B

A

G ds  x y x y y  

 Γεδνκέλνπ όηη ε ζπλάξηεζε Green γηα δηδηάζηαην ρώξν δίλεηαη από ηε ζρέζε 

     1

0
4

i
H kG ; x y x y θαη ζε ζπλδπαζκό κε ην παξαπάλσ δπλακηθό, θαη 

ιακβάλνληαο ππόςε όηη ε έληαζε πεγώλ είλαη ζηαζεξή εληόο θάζε ζηνηρείνπ, 

νδεγνύκαζηε ζηελ αθόινπζε ζρέζε πνπ ζα καο δίλεη ην δπλακηθό ζθέδαζεο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ ζηνηρείνπ AB: 

       1

0            ,        
4

B

AB AB AB

A

i
H k ds U    x x y y  (6.24) 

όπνπ  1 2, yy AB y   θαη 

       

 

2 21

0 1 1 2 2

2

1 2

 ,    
4

γηα  , \    ,  

B

AB

A

i
U H k x y x y ds

x x D ή D

     
 

  

x

x x

 (6.25) 

ην επαγόκελν δπλακηθό από ην ζηνηρείν  κε ζηαζεξή έληαζε πεγώλ AB  ζην πεδηαθό 

ζεκείν x . πλερίδνληαο, κε παξαγώγηζε ηεο (6.24) θαηαιήγνπκε ζηελ ζρέζε: 

 
        ,   AB AB ABD F

n





 


n

x
x                                                                (6.26) 

όπνπ  1 2,n nn  ην θάζεην δηάλπζκα ζην ζεκείν ππνινγηζκνύ x πάλσ ζην ζύλνξν 

  1/ 2ABD    αλ  ,ABx   θαη     0ABD x  ζε άιιε πεξίπησζε,                          

       
2 21

1 1 1 2 2       ,        
4

B

AB

A

ik
F H k x y x y Q ds      

 x                                       (6.27α) 

ε επαγόκελε θάζεηε ηαρύηεηα από ην ζηνηρείν ΑΒ ζην ζεκείν x  πάλσ ζην ζύλνξν θαη 

       

1 1 2 2
1 22 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

         
x y x y

Q n n
x y x y x y x y

 
   

       

                    (6.27β) 
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 Όπσο αλαθέξζεθε ήδε, ηα νινθιεξώκαηα ζηηο ζρέζεηο (6.25) θαη (6.27) είλαη 

ηδηόκνξθα όηαλ ην x  αλήθεη πάλσ ζην επζύγξακκν ζηνηρείν ΑΒ. ύκθσλα κε ηε 

εθαξκνδόκελε κέζνδν Boundary Element Method – collocation, θάηη ηέηνην ζα ζπκβεί 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζηνηρείν ειέγρνπ ζα ζπκπίπηεη κε ην θέληξν ηνπ εθάζηνηε 

ζηνηρείνπ. Όκσο ηόηε ην ηδηόκνξθν νινθιήξσκα (6.24) παξνπζηάδεη αζζελή 

νινθιεξώζηκε ηδηνκνξθία (ινγαξηζκηθό απεηξηζκό), ππνινγίδεηαη εύθνια κε απιό 

κεηαζρεκαηηζκό. Αληηζέησο ην νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (6.27) είλαη ηζρπξά ηδηόκνξθν 

θαζόηη ε ζπλάξηεζε: 

 (1)

1

2 1
H k

k
  


x y

x y
  

όηαλ x y  παξνπζηάδεη ηζρπξή ηδηνκνξθία θαη ην ηδηόκνξθν νινθιήξσκα ππάξρεη 

κόλν θαηά ηελ έλλνηα ηεο θύξηαο θαηά Cauchy ηηκήο απηήο. Απηό ζα ζπκβεί όηαλ 

ππνινγίδεηαη ε επαγόκελε θάζεηε ηαρύηεηα (ζρέζε 6.27) από ην θάζε επζύγξακκν 

ζηνηρείν ΑΒ ζην θέληξν ηνπ, δειαδή όηαλ ην ζεκείν, ζηελ εηθόλα 28, ιακβάλεηαη ζην 

θνηλό κέζν Μ ηνπ ζηνηρείνπ ΑΒ. Από ην νινθιήξσκα ηεο ζρέζεσο (6.27) παξαηεξνύκε 

πσο νη ζπλεηζθνξέο απεηξίδνληαη γηα θάζε x y  αιιά είλαη ζπκκεηξηθά αληίζεηεο από 

ηηο θαηαλεκεκέλεο πεγέο εθαηέξσζελ ηνπ θέληξνπ ηνπ ζηνηρείνπ. Δπνκέλσο, ιόγσ 

ζπκκεηξίαο πξνθύπηεη όηη ην ηδηόκνξθν νινθιήξσκα (6.27) κεδελίδεηαη σο ζπλεηζθνξά 

ζηελ θάζεηε ηαρύηεηα ζην θέληξν ηνπ ζηνηρείνπ από ηελ θάζε πεγή ζηαζεξήο έληαζεο 

ζην θέληξν ηνπ ίδηνπ ζηνηρείνπ. 

 

Πξόβιεκα Neumann 

 Η θάζεηε παξάγσγνο ηνπ πεδίνπ ζην ζύλνξν από όιε ηελ θαηαλνκή πεγώλ 

ζηαζεξήο έληαζεο , 1,2,...i i N  , ππνινγηδόκελε ζηα θέληξα , 1,2,...i i Nx  ησλ  

ζηνηρείσλ ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

       
1

ˆ
N

j j i N i i I i

j

gF 


   x x n x x , , 1,2,...i ND i N x ,       (6.28) 

όπνπ  I x  ην δπλακηθό ηνπ πξνζπίπηνληνο θύκαηνο. Η ηειεπηαία ζρέζε απνηειεί έλα 

γξακκηθό αιγεβξηθό ζύζηεκα N  εμηζώζεσλ κε N  αγλώζηνπο, από όπνπ ππνινγίδεηαη ε 

έληαζε ησλ πεγώλ , 1,2,...i i N  , ζηα ζηνηρεία ηνπ ζπλόξνπ. Από ηελ αλάιπζε πνπ 

πξνεγήζεθε γλσξίδνπκε όηη  ε απηεπαγώκελε ζπλεηζθνξά ηνπ θάζε ζηνηρείνπ ζηαζεξήο 

θαηαλνκήο πεγώλ  ζηελ θάζεηε ηαρύηεηα ζην θέληξν ηνπ ζα είλαη   0.5j iF x  (κε ηελ 

επηινγή ηνπ θαζέηνπ δηαλύζκαηνο κε θνξά πξνο ηα εμσηεξηθά ηνπ ρσξίνπ). 

Αθνινύζσο, ην δπλακηθό ζε θάζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ θαη πάλσ ζην ζύλνξν ππνινγίδεηαη 

κε ηε βνήζεηα ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ σο: 
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1

N

j j

j

D U 


 x x ,     
2 \ Dx .                                                                   (6.29) 

 

Πξόβιεκα Dirichlet 

ηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε πνπ παξέρεη ην 

δπλακηθό πνπ πξνθαιείηαη από ην ζηνηρεηώδεο ζπλνξηαθό ζηνηρείν ΑΒ ζην ζεκείν x , 

ιακβάλνπκε από ηελ ππέξζεζε: 

   
1

ˆ     1,2   ,    
N

j j i D i

j

U g i N  


   x x                                                       (6.30) 

όπνπ 

   ˆ
D i I ig  x x ,     , 1,2,... ,i ND i N x                                                    (6.31) 

ηα δεδνκέλα Dirichlet πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. 

 

Μηθηό πξόβιεκα 

Πξνθαλώο ε ιύζε ηνπ κηθηνύ πξνβιήκαηνο παξέρεηαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

      
1

ˆ   ,   1,2      
N

j j i j i M i

j

gF i NU   


   x x x  

όπνπ 

        ˆ
M i i I i I ig      x n x x x ,     , 1,2,... ,i ND i N x           

 

κε α,β θαηάιιεια νξηζκέλνπο ζπληειεζηέο ζην ζύλνξν-επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. 

    

6.3.4 Δθαξκνγή κεζόδνπ πλνξηαθώλ ηνηρείσλ 

 

Πξνθεηκέλνπ λα παξνπζηαζηεί ε αμηνπηζηία ηεο κεζόδνπ ΒΔΜ ζηελ κνληεινπνίεζε 

πξνβιεκάησλ ζε θξαγκέλα ρσξία, κε ζύλνξα ηεο κνξθήο ησλ ζεσξνύκελσλ ΗΜ 

θπκαηνδεγώλ, εμεηάδνπκε ζηε ζπλέρεηα ηε δηαθξηηνπνίεζε θακπύινπ 90° θπκαηνδεγνύ, 

ηύπνπ WR75 ζε ζπλνξηαθά ζηνηρεία, όπσο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 30. Λεπηνκέξεηεο 

γηα ηηο γεσκεηξηθέο δηαζηάζεηο θαη ινηπά ζηνηρεία ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ 

παξέρνληαη ζην επόκελν θεθάιαην. Γηα παξαγσγή ελδεηθηηθώλ απνηειεζκάησλ ηα 

ζπλνξηαθά ζηνηρεία ζηα νπνία έρνπκε ρσξίζεη ην ζύλνξν είλαη:  
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1 2 3 4N N N N N    ,           

θαη ε θαηαλνκή είλαη 

Πιεπξά (1) ,  N1 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (2) ,  N2 → 72 ζηνηρεία 

Πιεπξά (3) ,  N3 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (4) ,  N4 → 56 ζηνηρεία 

ύλνιν , N → 168 ζηνηρεία 

 

 Δμεηάδνπκε ζηελ ζπλέρεηα ππνινγηζκνύο πεδίσλ κε ηελ κέζνδν ΒΔΜ ζε 

αληηπξνζσπεπηηθέο ζπρλόηεηεο 10GHz θαη 15GHz πνπ αληηζηνηρνύλ ζηα όξηα ηνπ 

δηαζηήκαηνο ζπρλνηήησλ όπνπ ν θπκαηνδεγόο ιεηηνπξγεί ζηελ πεξηνρή Η-single mode 

bend.  

 

 

Δηθ.30. Γηαθξηηνπνίεζε ηκήκαηνο ΗΜ θπκαηνδεγνύ WR75-90° ζε ζπλνξηαθά ζηνηρεία θαη 

απεηθόληζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ θαζέηνπ δηαλύζκαηνο κε δηεύζπλζε πξνο ηα εμσηεξηθά ηνπ 

ζώκαηνο 

(1) 
(2) 

(3) 

(4) 

πεγή 

interior Helmholtz problem k=210.14 m-1 
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 Γηα ηελ θαηαζθεπή αλαιπηηθώλ ιύζεσλ θαη ζύγθξηζε κε ηνπο ππνινγηζκνύο ζην 

θξαγκέλν ρσξίν, ζεσξνύκε ηα πεδία από ζεκεηαθή κνλνρξσκαηηθή πεγή εθηόο ηνπ 

ρσξίνπ πνπ αληηπξνζσπεύεη ην θπκαηνδεγό, ε ζέζε ηεο νπνίαο είλαη 

 0, 3.1s s sx y cm  x  πνπ εηθνλίδεηαη ζηελ εηθόλα 30. Γηαζέηνπκε ινηπόλ ηελ 

αλαιπηηθή δνκή ηνπ πεδίνπ: 

     1

0
4

s s

i
| H k , k / c   x x x x  

από ηελ νπνία κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε αλαιπηηθά ζπλνξηαθά δεδνκέλα Dirichlet, 

Neumann, κηθηά θιπ, πξνθεηκέλνπ λα δηαηππώζνπκε πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ζην 

θιεηζην ρσξίν θαη ζηε ζπλερεηα λα ηα επηιύζνπκε κε ηε κέζνδν ΒΔΜ θαη λα 

ζπγθξίλνπκε κε ηελ αλσηέξσ αλαιπηηθή ιύζε εληόο ηνπ ρσξίνπ θαη ζην ζύλνξν (από ηελ 

εζσηεξηθή πιεπξά). Πξνθαλώο κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί ζπλδπαζηηθά πιεζώξα ιύζεσλ 

γηα ην έιεγρν ηεο κεζόδνπ. Η αλσηέξσ επηινγή δεκηνπξγεί απόηνκε κεηαβνιή ησλ 

ζπλνξηαθώλ δεδνκέλσλ ζηελ γεηηνληά ηεο πεγήο θαη κπνξεί λα δεκηνπξγήζεη ζεκαληηθή 



 
 59 

 

Δηθ.31 Απνηειέζκαηα ζην ζύλνξν S ζηελ πεξίπησζε πεγήο, ζπρλόηεηα 10GHz 

 

Δηθ.32 Απνηειέζκαηα ζην ζύλνξν S ζηελ πεξίπησζε πεγήο, ζπρλόηεηα 10GHz 

 

δπζθνιία ζηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ιόγσ ηδηνκνξθίαο θαζώο ε πεγή πξνζεγγίδεη 

ην ζύλνξν. Δλδεηθηηθά απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηηο Δηθόλεο 31-32 γηα ζπρλόηεηα 

10GHz (c=10
9
m/s). 
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Δηθ.33 ύγθξηζε αξηζκεηηθήο θαη αλαιπηηθήο ιύζεο ζε ρσξίν πνπ αληηζηνηρεί ζε ΗΜ 

θπκαηνδεγό WR75-90° ζε ζπρλόηεηα 10GHz 
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Δηθ.34 ύγθξηζε αξηζκεηηθήο θαη αλαιπηηθήο ιύζεο ζε ρσξίν πνπ αληηζηνηρεί ζε ΗΜ 

θπκαηνδεγό WR75-90° ζε ζπρλόηεηα 15GHz 

 

 

 Από ηα παξαπάλσ ζρήκαηα πνπ επηιέμακε γηα ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε ησλ 

πξνβιεκάησλ, παξαηεξνύκε πσο έρνπκε πνιύ θαιή ηαύηηζε ησλ αξηζκεηηθώλ 

(δηαθεθνκκέλε γξακκή κε ζηαπξνύο) κε ηηο αλαιπηηθέο ιύζεηο (ζπλερήο γξακκή) γηα ην 
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δπλακηθό, όζνλ αθνξά ην πξαγκαηηθό θαη ην θαληαζηηθό ηνπ κέξνο γηα ηηο εμεηαδόκελεο 

ζπρλόηεηεο. Σν απνηέιεζκα καο απνδεηθλύεη πσο ε κέζνδνο ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ είλαη 

θαηάιιειε γηα ηελ αλαδήηεζε αξηζκεηηθώλ ιύζεσλ πην ζύλζεησλ πξνβιεκάησλ 

θπκαηηθήο δηάδνζεο ζε θακπύινπο ΗΜ ρσξίο θαη κε ηε παξνπζία ζθεδαζηή, όπσο απηά 

πνπ ζα παξνπζηαζηνύλ ζηα επόκελα θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο. 

 Όπσο ήδε έρνπκε αλαθέξεη ε πξναλαθεξζείζα κέζνδνο κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα πεπεξαζκέλν ζρήκα, γεληθήο γεσκεηξίαο, όρη κόλν ζε εζσηεξηθά 

αιιά θαη ζε εμσηεξηθά πξνβιήκαηα (πνπ ηθαλνπνηνύλ ηε θαηάιιειε ζπκπεξηθνξά ζην 

άπεηξν).  
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7. Δθαξκνγή Μεζόδνπ πλνξηαθώλ ηνηρείσλ ζε 

Κακπύιν Κπκαηνδεγό 

 

Δηθ.35 Αλάιπζε θακπύινπ θπκαηνδεγνύ 

 ην θεθάιαην 2 έγηλε κία αλαθνξά ζε θακππιόγξακκν θπκαηνδεγό. Ο 

θπκαηνδεγόο ηνπ αθόινπζνπ ζρήκαηνο κπνξεί λα αλαιπζεί ζε ηξεηο επηκέξνπο 

θπκαηνδεγνύο: δύν εκη-άπεηξνπο νξηδόληηνπο θπκαηνδεγνύο θαη έλα ελδηάκεζν 

πεπεξαζκέλν θακπύιν ηκήκα. Καηά απηό ηνλ ηξόπν νξίδνληαη ηα ππνρσξία Ι, ΙΙ θαη ΙΙΙ. 

Γηα ηα ηκήκαηα ηνπ ζπλόξνπ ηνπ θξαγκέλνπ ηκήκαηνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζην ελδηάκεζν 

ρσξίν ρξεζηκνπνηείηαη ε αθόινπζε αξίζκεζε: 

(1) δηαρσξηζηηθή δηεπηθάλεηα κεηαμύ εκη-άπεηξνπ θπκαηνδεγνύ – εηζόδνπ (Ι) θαη 

θακπύινπ ηκήκαηνο (ΙΙ) 

(2)  θάησ κεηαιιηθή επηθάλεηα θακπύινπ ηκήκαηνο (ΙΙ) 

(3) δηαρσξηζηηθή δηεπηθάλεηα κεηαμύ εκη-άπεηξνπ θπκαηνδεγνύ – εμόδνπ (ΙΙΙ) θαη 

θακπύινπ ηκήκαηνο (ΙΙ) 

(4)  άλσ κεηαιιηθή επηθάλεηα θακπύινπ ηκήκαηνο (ΙΙ) , 

όπσο παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθόλα 35. 
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 Όπσο επίζεο πξναλαθέξζεθε, ε ζπρλόηεηα απνθνπήο ηεο θάζε δηακόξθσζεο 

εμαξηάηαη από ην κέγεζνο ηεο δηαηνκήο ηνπ θπκαηνδεγνύ. Γηα απηό ηνλ ιόγν, γηα ηε 

ζεκειηώδε δηακόξθσζε n=1, m=0 (TE10), ε ζπρλόηεηα απνθνπήο νξίδεηαη σο: 

0
10

c c

A


    

0
10

2

c c
f

A
  

 
Οη ζπρλόηεηεο απνθνπήο ησλ ππόινηπσλ δηακνξθώζεσλ ηθαλνπνηνύλ ηελ 

αθόινπζε εμίζσζε:  

2

2 2

10

c

nm

c

A
n m

B





 
   

 
        

 ηελ πεξίπησζε θπκαηνδεγνύ νξζνγσληθήο δηαηνκήο κε δηαζηάζεηο Α/Β≥2, ην 

νπνίν ηθαλνπνηείηαη γηα θπθιηθή ζπρλόηεηα κεηαμύ ησλ ηηκώλ 
10 20

c c    , δηαδίδεηαη 

κόλν ε κηθξόηεξε ΣΔ10 δηακόξθσζε (θπξίαξρε δηακόξθσζε). ε απηή ηελ πεξίπησζε, ην 

θάζκα ζπρλνηήησλ πνπ ππνζηεξίδεη ηελ θπξίαξρε δηακόξθσζε ΣΔ10 κεγηζηνπνηείηαη ζε 

κία νιόθιεξε κπάληα ζπρλνηήησλ, 
10 20 102c c c       

 Γηα ηελ H-plane bend αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ην θάζκα ζπρλνηήησλ γηα ηελ 

θπξίαξρε δηακόξθσζε κεγηζηνπνηείηαη ζην δηάζηεκα 2c c    θαη νη ηηκέο ηνπ 

θπκαηαξηζκνύ ππνινγίδνληαη κε βάζε ηελ ζρέζε: 

2

2

n

n
k k

B

 
  

 
 

 Να ππελζπκίζνπκε όηη Δ
1
=0, Δ

2
=0 θαη ην Δ

3
 πνπ είλαη ζπλάξηεζε θαη ησλ ηξηώλ 

δηαζηάζεσλ, απνδίδεηαη ηειηθά από κία ζπλάξηεζε  i ix , y  γηαηί ζηελ ηξίηε δηεύζπλζε 

έρνπκε δηαιέμεη ε έληαζε Δ
3
 πνπ αληηζηνηρεί λα είλαη ζηαζεξή.  
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7.1 Μαζεκαηηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

 

 Με βάζε ηηο αλσηέξσ παξαηεξήζεηο ην πξόβιεκα δηέπεηαη από ηελ εμίζσζε 

Helmhlotz ζην θεληξηθό επίπεδν ζπκκεηξίαο ηνπ θπκαηνδεγνύ:  

2 0k             (7.1) 

κε νκνγελείο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο Dirichlet ζηα άλσ θαη θάησ κεηαιιηθά ηνηρώκαηα: 

0  , 

θαη ζηελ θπζηθή απαίηεζε όηαλ ν θπκαηνδεγόο δηεγείξεηαη από ηελ θύξηα κνξθή, ζε 

καθξηλέο απνζηάζεηο ζην εκη-άπεηξν ηκήκα εηζόδνπ  ην πεδίν λα ζπκπεξηθέξεηαη σο έλα 

εηζεξρόκελν θύκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε δηεγείξνπζα ηδηνκνξθή θαη ην αληίζηνηρν 

αλαθιώκελν θύκα,  θαη ζηελ άιιε πιεπξά, ζε καθξηλέο απνζηάζεηο ζην εκη-άπεηξν 

ηκήκα εμόδνπ λα ζπκπεξηθέξεηαη σο έλα δηαδηδόκελν θύκα ζηελ θύξηα ηδηνκνξθή. Οη 

απαηηήζεηο απηέο εθθξάδνληαη θαιύηεξα εηζάγνληαο ηνπηθά ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ 

ζε θάζε ηκήκα θαη ρξεζηκνπνηώληαο θαηάιιεια ηηο αλαπαξαζηάζεηο ηνπ πεδίνπ ζηα εκη-

άπεηξα ηκήκαηα, όπσο πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά θαη ζηελ ζπλέρεηα: 

 

 Υπνρσξίν (Ι) 

tν ππνρσξίν Ι - αξηζηεξή εκη-άπεηξε ισξίδα –ην πεδίν απνηειείηαη από ην άζξνηζκα 

ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ ζήκαηνο πνπ εηζέξρεηαη ζηνλ θπκαηνδεγό, ηνπ αλαθιώκελνπ 

θύκαηνο πνπ επηζηξέθεη κε θνξά από ην ππνρσξίν ΙΙ ζην Ι, θαη ησλ απνζβελύκελσλ 

(evanescent) θπκάησλ, πνπ κεδελίδνληαη ζε κεγάιεο  απνζηάζεηο ζην ππνρσξίν Ι 

(καθξηλέο από ηελ θακπύισζε). Ο δείθηεο 1 ζηηο ζπληεηαγκέλεο x θαη y, ππνδειώλεη ην 

ηνπηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζηελ πεξηνρή ζηελ νπνία αλαθεξόκαζηε. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο ηνπ Κεθ.4.2, ε  αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ζην ππνρσξίν Ι 

είλαη:  

( )1
1 1 1 1

1

( , ) sin exp( )
2

Iy
x y A ik x

B

 


 
     

 
  

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

21 1

sin exp( ) sin exp( )
2 2

I I I I

n n

n

y n y n
A ik x A k x

B B

  



     
           

   
  (7.2) 

όπνπ κε 

( )1
1 1

1

sin exp( )
2

Iy
A ik x

B

  
   

 
  πεξηγξάθεηαη ην ειεθηξνκαγλεηηθό ζήκα πνπ εηζέξρεηαη 

ζηνλ θπκαηνδεγό, ην Α απνηειεί ζηαζεξό ζπληειεζηή θαη ζα νξηζζεί απζαίξεηα ίζν κε 

ηελ κνλάδα, 
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Δηθ.36 Τπνρσξίν (Ι) – είζνδνο θακπύινπ θπκαηνδεγνύ 

 

( ) ( )1
1 1 1

1

sin exp( )
2

I Iy
A ik x

B

  
    

 
  ην αλαθιώκελν θύκα κε θνξά από ηελ πεξηνρή ΙΙ 

ζηελ Ι,   θαη επνκέλσο ν ζπληειεζηήο αλάθιαζεο (reflection coefficient, ν νπνίνο ζα 

είλαη πξνθαλώο ζπλάξηεζε ηεο ζπρλόηεηαο) ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε 

  ( )

1 /IR A A           (7.3) 

Δπίζεο, νη  ππόινηπνη όξνη ηεο αλσηέξσ ζρέζεο (7.2) 

( ) ( )1
1

2 1

sin exp( )
2

I I

n n

n

n y n
A k x

B

 



  
   

 
        (7.4) 

απνηεινύλ ην άζξνηζκα ησλ απνζβελύκελσλ ηδηνκνξθώλ. 
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 Υπνρσξίν (ΙΙΙ) 

 

Δηθ.37 Τπνρσξίν (IIΙ) – έμνδνο θακπύινπ θπκαηνδεγνύ 

 ην ππνρσξίν ΙΙΙ - δεμηά εκη-άπεηξε ισξίδα – ην πεδίν απνηειείηαη από ην 

άζξνηζκα ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ ζήκαηνο πνπ εμέξρεηαη από ηνλ θπκαηνδεγό 

(δηαδηδόκελν θύκα) θαη ησλ απνζβελύκελσλ (evanescent) θπκάησλ, πνπ κεδελίδνληαη 

ζην ρσξίν ζε κεγάιεο απνζηάζεηο από ην θακπύιν ηκήκα. Γελ ζεσξείηε ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε ζπληζηώζα επηζηξνθήο ηνπ ζήκαηνο. Ο δείθηεο 3, ππνδειώλεη ην ηνπηθό 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζηελ πεξηνρή ζηελ νπνία αλαθεξόκαζηε. Υξεζηκνπνηώληαο ηηο 

ζρέζεηο ηνπ Κεθ.4.2, ε  αλαπαξάζηαζε ηνπ πεδίνπ ζην ππνρσξίν ΙΙΙ είλαη: 

( ) ( )3
3 3 1 1 3

2

( , ) sin exp( )
2

III IIIy
x y A ik x

B

 


 
     

 
  

                                     
( ) ( )3

3

2 2

sin exp( )
2

III III

n n

n

n y n
A k x

B

 



  
     

 
   (7.5) 

όπνπ κε 

( ) ( )3
1 1 3

2

sin exp( )
2

III IIIy
A ik x

B

  
   

 
  πεξηγξάθεηαη ην ειεθηξνκαγλεηηθό ζήκα πνπ 

εμέξρεηαη από ηνλ θπκαηνδεγό ζηελ πεξηνρή ΙΙΙ, θαη επνκέλσο ν ζπληειεζηήο δηάδνζεο 

(transmission coefficient, ν νπνίνο ζα είλαη πξνθαλώο ζπλάξηεζε ηεο ζπρλόηεηαο) ζα 

δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  ( )

1 /T A A           (7.6) 

Δπίζεο,  νη  ππόινηπνη όξνη ηεο αλσηέξσ ζρέζεο (7.5) 

( ) ( )3
3

2 2

sin exp( )
2

III I

n n

n

n y n
A k x

B

 



  
    

 
  ,      (7.7) 
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απνηεινύλ ην άζξνηζκα ησλ απνζβελύκελσλ θπκάησλ ζηελ πεξηνρή απηή. 

 Υπνρσξίν (ΙΙ) – ελδηάκεζε πεξηνρή 

 

Δηθ.38 Τπνρσξίν (IΙ) – θακπύινο θπκαηνδεγόο 

 Σν πεδίν 
2 2( , )x y

 ζηελ ελδηάκεζε πεξηνρή II, ε νπνία πεξηιακβάλεη ηελ 

αλνκνηνγέλεηα ιόγσ κεηαβαιιόκελεο γεσκεηξίαο ζπλόξσλ θπκαηνδεγνύ (θαη ζην 

επόκελν θεθάιαην θαη ηελ ππαξμε πξόζζεησλ αλνκνηνγεληώλ ηύπνπ πεπεξαζκέλσλ 

ζθεδαζηώλ εληόο ηνπ θακπύινπ θπκαηνδεγνύ), ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Helmholtz  

2

2 2 2 2( , ) ( , ) 0x y k x y     ,           (7.8) 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα κεηαιιηθά ηνηρώκαηα ηνπ θπκαηνδεγνύ 

 2 2, 0II x y  , ζηα ηκήκαηα  (2) θαη (4)  (7.9) 

θαζώο θαη ηηο ζπλζήθεο ζπλαξκνγήο ηνπ πεδίνπ ζηηο δηαηνκέο εηζόδνπ θαη  εμόδνπ ηνπ 

θπκαηνδεγνύ πνπ γξάθνληαη ζηε αθόινπζε κνξθή:  

πλζήθεο ζπλαξκνγήο ζηελ είζνδν ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο 

- 
2 2( , ) ( )x y AD   ,  όπσο απηό παξέρεηαη από ηελ αλαπαξάζηαζε (7.2) ζην 

ππνρσξίν (Ι) 

- 2 2

1

( , ) ( )x y AD

n x

  
 

 
,  επίζεο όπσο απηό παξέρεηαη από ηελ αλαπαξάζηαζε (7.2) 

ζην ππνρσξίν (Ι) 
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Δηθ.39 Τπνρσξίν (IΙ) – ζεκεία θπκαηνδεγνύ 

 

πλζήθεο ζπλαξκνγήο ζηελ έμνδν ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο 

- 
2 2( , ) ( )x y BC   ,  όπσο απηό παξέρεηαη από ηελ αλαπαξάζηαζε (7.5) ζην 

ππνρσξίν (ΙΙΙ) 

- 2 2

3

( , ) ( )x y BC

n x

  


 
,  επίζεο όπσο απηό παξέρεηαη από ηελ αλαπαξάζηαζε (7.5) 

ζην ππνρσξίν (ΙΙΙ) 

 

7.2  Μέζνδνο πλνξηαθώλ ηνηρείσλ κε θαηαλνκέο πεγώλ 

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην πεδίν ζηελ ελδηάκεζε απηή πεξηνρή ζα θάλνπκε ρξήζε 

ηεο Μεζόδνπ πλνξηαθώλ ηνηρείσλ (Boundary Element Method). 

 Αξρηθά, ρσξίδνπκε ηελ εμσηεξηθή επηθάλεηα, ηηο πιεπξέο ηνπ ππνρσξίνπ ΙΙ ζε Ν 

ζηνηρεία. Σα Ν ζηνηρεία πξνθύπηνπλ σο άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ πνπ νξίδνπλ νη ηέζζεξηο 

επηκέξνπο πιεπξέο, (1) - (DA), (2) - (AB), (3) - (BC), (4) - (CD), νπόηε 

1 2 3 4          , 



 
 70 

όπνπ 1 2 3 4,  ,  ,      είλαη ηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία ησλ ζπλόξσλ 1D  (είζνδνο – input), 

2D  (θάησ κεηαιιηθό ηνίρσκα), 3  D  (έμνδνο – output) θαη 4D  (άλσ κεηαιιηθό 

ηνίρσκα), αληίζηνηρα. 

 Υξεζηκνπνηώληαο ην δπλακηθό απινύ ζηξώκαηνο (βι. Κεθ.6) ζα έρνπκε ηε 

γεληθή απεηθόληζε ηνπ δπλακηθνύ ζε όιν ην ππνρσξίν ΙΙ πνπ ζπκβνιίδεηαη κε D, εθηόο 

ησλ ζπλόξσλ, λα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

       , ,    
D

P,Q Q G P Q ds Q P D D  


      (7.10) 

 Λόγσ ηεο ηδηαηηεξόηεηαο ηεο ζπλνξηαθήο θαηαλνκήο πεγώλ γλσξίδνπκε πσο ε 

δηαθόξηζε ηνπ αλαπαξηζηάκελνπ δπλακηθνύ παξνπζηάδεη κηα ηδηνκνξθία θαζώο 

πξνζεγγίδνπκε ην ζύλνξν ηνπ ρώξνπ, θαη επνκέλσο ε γεληθή έθθξαζε ζα γξάθεηαη ζηε 

κνξθή: 

           

 
     

, , ,     

 .       

,  ,    
2

x x

D D

x

D

G ds G ds x D

G ds x D

  




 

 




  


  


  



 



y x y y x y y

x n
y x y y

y

 (7.11) 

 Τπνινγίδνληαο ην εζσηεξηθό γηλόκελν ηεο ζρέζεο (7.11) κε ην θάζεην ζηελ 

επηθάλεηα κνλαδηαίν δηάλπζκα n θαη θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε: 

 
 

 

 
 

,
  

2D D

G P Q
ds

n n


 

 


   

 
x

n y y
y

 (7.12) 

όπνπ ζπκβνιίδνπκε κε ηνλ όξν   x

G
G

n


 


n x,y  .   ε αληηδηαζηνιή κε ηε ζρέζε 

(6.21), ζε απηή ηελ πεξίπησζε ν ζπληειεζηήο ηνπ πξώηνπ όξνπ ζην δεμί κέινο ησλ 

αλσηέξσ εμηζώζεσλ γηα ζεκεία πάλσ ζην ζύλνξν έρεη ζεηηθό πξόζεκν, θαζόηη, ζε 

αληίζεζε κε ην πξνεγνύκελν Κεθάιαην, εδώ έρεη επηιεγεί ζην θξαγκέλν ππνρσξίν ΙΙ 

(θακπύιν ηκήκα ηνπ θπκαηνδεγνύ) ην θάζεην δηάλπζκα κε θνξά ηνπ πξνο ηα εμσηεξηθά 

ηνπ ρσξίνπ. 

 Με ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (7.9), (7.10) θαη (7.12) βξίζθνπκε ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γηα ηηο επηκέξνπο επηθάλεηεο-ζύλνξα ηνπ ππνρσξίνπ ΙΙ. 

 Η ζπλζήθε καιαθνύ ζπλόξνπ (νκνγελήο Dirichlet) πνπ ζα ηθαλνπνηείηαη ζηα άλσ 

θαη θάησ κεηαιιηθά ηνηρώκαηα, ζα είλαη: 
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        2,4, 0 ,  γηα 
D

G ds x D 


   x y y x y y  (7.13) 

 Σέινο, ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ θαη νη ζρέζεηο πνπ εμαζθαιίδνπλ ηελ νκαιή 

ζπλαξκνγή ηνπ πεδίνπ ζηηο δηεπηθάλεηεο κεηαμύ ησλ ππνρσξίσλ Ι θαη ΙΙ, θαζώο θαη 

κεηαμύ ησλ ππνρσξίσλ ΙΙ θαη ΙΙΙ, δειαδή ζηηο δηαηνκέο εηζόδνπ (AD) θαη εμόδνπ (BC) 

ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο ηνπ ΗΜ θπκαηνδεγνύ. 

 

 

 

ρέζεηο ζπλαξκνγήο ζηελ είζνδν ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο 

 ην πξώην θαηαθόξπθν ζύλνξν δηεπηθαλεηώλ ζην 1D  - είζνδνο, νη ζρέζεηο 

ζπλαξκνγήο ζα έρνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή ώζηε λα εμαζθαιηζηεί ε ζπλέρεηα ησλ 

εμηζώζεσλ δπλακηθνύ: 

      2 2 1 1 1 1 1 1, , ,  γηα  θαη / 2 / 2, Ix s y s x y x AD B y B       (7.14) 

θαη 

      2 2 1 1 1 1 1 1

1

, , ,  γηα  θαη / 2 / 2,   Ix s y s x y x AD B y B
n x

  
     

 
 (7.15) 

Η παξάγσγνο σο πξνο ην 1x  εκθαλίδεη αξλεηηθό πξόζεκν θαζώο έρεη αληίζεηε θνξά από 

ην κνλαδηαίν δηάλπζκα n  ζηε δηαηνκή εηζόδνπ (AD) ζην ελδηάκεζν ρσξίν. 

 

 Με αληηθαηάζηαζε ησλ εμηζώζεσλ από ηηο ζρέζεηο (7.2), (7.4), θαζώο θαη (7.10) 

θαη (7.12) ζηηο αλσηέξσ εμηζώζεηο βξίζθνπκε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο ζπλαξκνγήο γηα 

ADx : 

      ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )1
1

2 1

sin exp( ) sin exp,

            

( )
2 2

sin exp( )
2

I I I

I I

n n

D

n

y y
A ik x A ik x

B B

n y n
A k

s

x

G d

B

 


 

 





    
           

   

  
  



 
 



 y x y y

                                                                                                                                  (7.16) 

ε απηό ην ζεκείν νξίδνπκε ην ζύλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ   

  1

1

( )
sin

2

I

n

n y s n
s

B

   
   

 
,  n=1,2,3…,      (7.17) 
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κε πεδίν νξηζκνύ ζεκεία πάλσ ζηε δηαηνκή εηζόδνπ, θαη άξα 

   1
1

1

( )
sin

2

I y s
s

B

  
   

 
. Οξίδνπκε επίζεο  

( )

1 1 1exp( )IE ik x  , 1 ( )

1 1 1exp(  )IE ik x    θαη ( )

,1 1exp( ) I

n nE k x .                  (7.18) 

θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζπκβνιηζκό  

( ), ( ) ( ) ( )
AD

AD

f s g s f s g s ds                                                                   (7.19) 

πνπ δειώλεη ην εζσηεξηθό γηλόκελν ησλ ζπλαξηήζεσλ πάλσ ζην δηάζηεκα AD. 

Παξαηεξώληαο όηη ην ζύλνιν ζπλαξηήζεσλ (7.17) είλαη νξζνγώλην,  

   
2

, ,I I I I I

n m n m nm n
AD

AD

s s ds        ,                                             (7.20) 

όπνπ I

n   δειώλεη ηελ αληίζηνηρε L2 λόξκα ζην δηάζηεκα AD, θαη θάλνληαο ρξήζε ησλ 

αλσηέξσ ζρέζεσλ ζηελ Δμ. (7.16)  θαηαιήγνπκε γηα  ADx :  

     

     

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1

2

( , )

exp( ) exp( )

,

ex (  p     )I I I I I I I I

n

n

D

n n

x y

A Z s ik x A Z s ik x A Z s k x

G ds 








         









y x y y

 

     ( ) 1 ( ) ( )

1 1,1 1 1 1,1 ,1

2

  I I I I I I

n n n n

n

A Z s A Z s k A Z s



         ,                                    (7.21) 

από όπνπ πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ζρέζεηο (απαινηθήο)  γηα ην ( )

1

IA  θαη ην ( )I

nA  

2 2 1( ) 1 ( ) 1

1 1,1 1 1 1,1 1 1,1 1 1,12

1

      
,

,

I

AD

A

I I I I

D

I

I
A A

Z
Z Z A Z A

Z




 

             

1( ) 2

1 1,1 1,12

1

,
, 1, A

I

I

I

D
Z

A n
Z

A


                                                (7.22) 

θαη 

2
( ) ( )

,1 2

,1

    , 2,3,4,..
,

, .

I

nI I I I AD
n n n n n

AD I

n n

Z
Z A Z A n

Z






     


    (7.23) 

Οκνίσο κε αληίζηνηρε επεμεξγαζία ηεο Δμ (7.12) ιακβάλνπκε: 
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     ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 1 1,1 1 1,1 ,1

2

,
  

2

I I I I I I

n n n n

D n

ik Z s A E A E k A Z
G P

ss E
Q

d
n











  


          

x
y y

y
 

   
1( ) 2 1 ( )

1 1 1,1 1,1 1,1 1,1 ,12 2
2

1 1 ,1

 
,

 
, I I

nI I I IAD
n n n

I I
n

A

n

D
Z Z

ik Z s A E E k Z s E
Z Z

A
  



    
               
         

   (7.24) 

   

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ρξεζηκνπνηείηαη  ε ζπληεηαγκέλε 1 0x   γηα ηε ζέζε ηεο 

εηζόδνπ AD ζην ππνρσξίν (I), νπόηε ε αλσηέξσ Δμ. (7.24) έξρεηαη ζηε κνξθή: 

  

   
1( ) ( )

1 1 2 2
2

1 1

, ,I I

nI I I IAD
n n

I I
n

AD
Z Z

ik Z s A A k Z s
Z Zn

  



    
           
    
    






  

   
 

1 1( ) ( ) ( )

1 1 12 2
2

1 1

, ,
2

I I I I

n nI I I IAD
n

I I
n

AD
Z Z s Z Z s

ik k ik AZ s
Z Zn

 



  





     (7.25) 

 

Η αλσηέξσ εμίζσζε απνηειεί ηε ζπλζήθε ζπλαξκνγήο ηεο δηαηνκήο εηζόδνπ θαη ηζρύεη 

πάλσ ζε όια ηα ζεκεία       2 2,s x s y s AD x  ηνπ δηαζηήκαηνο απηνύ. Απνηειεί 

κηα κε ηνπηθή ζπλζήθε γηα ην δπλακηθό ζηελ ελδηάκεζε πεξηνρή, όπνπ ηόζν ην 
n




 

όζν θαη ην φ ζηελ αλσηέξσ ζπλζήθε ζα ελλννύληαη κέζσ ησλ ζπλνξηαθώλ 

νινθιεξσηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ θαηαλνκήο πεγώλ, νη νπνίεο παξέρνληαη από ηηο 

Δμ.(7.12) θαη (7.10), αληίζηνηρα.  

Σέινο, ν ζπληειεζηήο αλάθιαζεο ζα δίλεηαη από 

( )
11

2

1

,
1

II

I

AD
ZA

R
A A Z
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ρέζεηο ζπλαξκνγήο ζηελ έμνδν ηνπ θακπύινπ ηκήκαηνο 

 Αληίζηνηρα, ζην θαηαθόξπθν ζύλνξν δηεπηθαλεηώλ 3D  - έμνδνο, νη ζρέζεηο 

ζπλαξκνγήο ζα έρνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή ώζηε λα εμαζθαιηζηεί ε ζπλέρεηα ησλ 

εμηζώζεσλ δπλακηθνύ: 

        2 2 3 3 3 3, , ,  γηα ,                                     IIIx s y s x y x y BC    (7.26) 

θαη 

        2 2 3 3 3 3

3

, , ,  γηα ,  IIIx s y s x y x y BC
n x

  
 

 
 (7.27) 

 Με αληηθαηάζηαζε ησλ εμηζώζεσλ από ηηο ζρέζεηο (7.5), (7.7), θαζώο θαη (7.10) 

θαη (7.12) ζηηο αλσηέξσ εμηζώζεηο βξίζθνπκε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο ζπλαξκνγήο γηα 

BCx : 

      3 3, ( , )I I

D

IG d x ys 


  y x y y  

( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1 3 3

22 2

sin exp( ) sin exp( )
2 2

   III III III III

n n

n

y n y n
A ik x A k x

B B

  



     
           

   
 (7.28) 

ε απηό ην ζεκείν νξίδνπκε ην ζύλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ 

   3

2

( )
sin , 1,2,3...,

2

III

n

y s n
s n

B

   
    

 

      (7.29) 

κε πεδίν νξηζκνύ ζεκεία πάλσ ζηελ δηαηνκή εμόδνπ θαη άξα 

  3
1

2

( )
sin

2

III y s
s

B

  
   

 
  

( )

3 1 3exp( )IIIE ik x  θαη ( )

,3 3exp( ) III

n nE k x       (7.30) 

θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζπκβνιηζκό  

( ), ( ) ( ) ( )
BC

BC

f s g s f s g s ds                                                                    

πνπ δειώλεη ην εζσηεξηθό γηλόκελν ησλ ζπλαξηήζεσλ πάλσ ζην δηάζηεκα BC. 

Παξαηεξώληαο όηη ην ζύλνιν ζπλαξηήζεσλ (7.29) είλαη νξζνγώλην,  

   
2

, ,III III III III III

n m n m nm n
BC

BC

s s ds        ,                                            (7.31) 
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όπνπ III

n   δειώλεη ηελ αληίζηνηρε L2 λόξκα ζην δηάζηεκα BC, θαη θάλνληαο ρξήζε 

ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ ζηελ Δμ. (7.28)  θαηαιήγνπκε γηα  BCx :  

     

   

3 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 3 3

( , )

exp( ) exp( )

,
D

III

III III III III III III

n n n

x y

A Z s i

G ds

k x A Z s k x






      





y x y y
  

   ( ) ( ) ( ) 1

1 1 3,3 ,3

2

III III I III III

n n n n

n

A Z s E k A Z s E



           (7.32) 

από όπνπ πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ζρέζεηο (απαινηθήο) γηα ην ( )

1

IIIA  θαη ην ( )III

nA  

2
( )

1 1 3,3 1    , III II

B

I III

III
C

Z A Z    

1( )

1 2

1 3,3

, III

III

III

BC
Z

A
Z


 


  ,  n=1,        (7.33) 

θαη 

2
( ) 1

1 ,3,  III III III

n n n
BC

Z A Z 

     

( )

,32

1

,
 

III

III nIII BC
n n

III

Z
A

Z


     , n=2,3,4…      (7.34) 

Οκνίσο κε αληίζηνηρε επεμεξγαζία ηεο Δμ (7.12) ιακβάλνπκε: 

 
 

 

 
 

,
  

2
D

G P Q
ds

n







 


x

y y
y

  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 3 3

2

exp( ) ( ) exp( )III III III III III III III III

n n n n

n

ik A Z s ik x k A Z s k x


          

   
1 1( ) ( ) ( ) 1

1 1 3,3 ,3 ,32 2
2

1 3,3 1

, ,
 

III III

III IIIIII III I III IIIBC
n n n n n

III III
n

BC
Z Z

ik Z s E k k Z s E
Z Z

 




      


  (7.35) 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ρξεζηκνπνηείηαη ε ζπληεηαγκέλε 3 0x   γηα ηε ζέζε ηεο 

εμόδνπ BC ζην ππνρσξίν (III), νπόηε ε αλσηέξσ Δμ. (7.35) έξρεηαη ζηε κνξθή: 

   1 1( ) ( )

1 2 2
2

1 1

, ,
0

III III III III

n nIII III BC
n

III

BC

III
n

Z Z s Z Z s
i

n
k k

Z Z

 







       (7.36) 
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 Η αλσηέξσ εμίζσζε απνηειεί ηε ζπλζήθε ζπλαξκνγήο ηεο δηαηνκήο εμόδνπ θαη 

ηζρύεη πάλσ ζε όια ηα ζεκεία       2 2,s x s y s BC x  ηνπ δηαζηήκαηνο απηνύ. 

Απνηειεί κηα κε ηνπηθή ζπλζήθε γηα ην δπλακηθό ζηελ ελδηάκεζε πεξηνρή, όπνπ ηόζν ην 

n




 όζν θαη ην φ ζηελ αλσηέξσ ζπλζήθε ζα ελλννύληαη κέζσ ησλ ζπλνξηαθώλ 

νινθιεξσηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ θαηαλνκήο πεγώλ, νη νπνίεο παξέρνληαη από ηηο 

Δμ.(7.12) θαη (7.10), αληίζηνηρα.  

 Σέινο, ν ζπληειεζηήο δηάδνζεο ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

( )
11

2

1

, IIIIII

II

BC

I

ZA
T

A A Z


   

 

7.3 Απνηειέζκαηα εθαξκνγήο κεζόδνπ BEM ζηνλ θπκαηνδεγό WR75 H90° 

 

 Οη θπκαηνδεγνί νξζνγσληθήο δηαηνκήο έρνπλ θαηεγνξηνπνηεζεί κε βάζε θάπνηεο 

πξόηππεο δηαζηάζεηο θπκαηνδεγώλ. Σν WR ζηνλ ραξαθηεξηζκό ηνπ θπκαηνδεγνύ 

ζεκαίλεη νξζνγώληνο θπκαηνδεγόο (Waveguide Rectangular) θαη ην λνύκεξν 75 νξίδεη 

ηελ εζσηεξηθή δηάζηαζε ηνπ πιάηνπο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε εθαηνζηά ηεο ίληζαο (0.01 

ίληζα ηζνύηαη κε 0.254 ρηιηνζηά) ζηξνγγπινπνηεκέλε ζην πιεζηέζηεξν εθαηνζηό ηεο 

ίληζαο. Ο θπκαηνδεγόο WR75 πξνηείλεηαη γηα ρξήζε ζε θάζκα ζπρλνηήησλ 10-15 GHz 

θαη νη δηαζηάζεηο ζε ίληζεο είλαη 0.750 × 0.375. Αληίζηνηρα, ζε ρηιηνζηά νη δηαζηάζεηο 

είλαη 19.05 x 9.525 ρηιηνζηά. Όπσο έρεη επηζεκαλζεί θαη ζηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα H-

plane bend 90° ζεκαίλεη αλάζηξνθα ειεθηξηθόο θακπύινο θπκαηνδεγόο ππό γσλία 90°. 

 Ο θπκαηνδεγόο πνπ επηιέρζεθε γηα ηνπο ππνινγηζκνύο έρεη ηηο αθόινπζεο 

δηαζηάζεηο πιεπξώλ: A=0.9525cm,   B=1.905cm. 

 Η δηαθξηηνπνίεζε επηηπγράλεηαη κέζσ κεηαηξνπήο ησλ ηνπηθώλ ζεηξώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ζε πεπεξαζκέλν αξηζκό N από όξνπο, δηαηεξώληαο έλα κηθξό αξηζκό 

από απνζβελύκελνπο όξνπο. Η θαηαζθεπή ηνπ δηαθξηηνύ ζπζηήκαηνο νινθιεξώλεηαη 

θάλνληαο ρξήζε ηνπ κέζνπ ησλ δεπηέξνπ βαζκνύ πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ γηα λα 

πξνζεγγηζζνύλ νη παξαγώγνη ζηα ζπζηήκαηα.  

 Οη δηαθξηηέο νξηαθέο ζπλζήθεο ππνινγίδνληαη γηα ην H-plane bend πξόβιεκα κε 

απηώλ από ηηο ζρέζεηο (5.2.1) έσο (5.2.3) θαη ζηε ζπλέρεηα θάλνληαο ρξήζε θεληξηθώλ 

δηαθνξώλ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ παξαγώγσλ. Με απηό ηνλ ηξόπν, ην δηαθξηηό ζρήκα 

πνπ πξνθύπηεη είλαη νκνηόκνξθν δεπηέξαο ηάμεο ζηελ δηεύζπλζε μ
1
. Σν θάζεην δηάλπζκα 

ζηελ πεξηνρή ΙΙ παξέρεη αθηηληθή δηεύζπλζε πξνο ηα έμσ, κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα 

εμαζθαιίζνπκε ηελ ηζρύ ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ θαη ηελ πιήξε ηζρύ ησλ ζπλζεθώλ 

ζπλαξκνγήο ηόζν ζηελ είζνδν όζν θαη ζηελ έμνδν ηνπ θπκαηνδεγνύ. Όια απηά ζα 

θαλνύλ θαη ζηηο παξαθάησ θαηαλνκέο.  
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Δηθ.40 Γηαθξηηνπνίεζε θακπύινπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° ζε Ν=168 ζπλνξηαθά ζηνηρεία, 

θαηαλεκεκέλα ζηα 4 ηκήκαηα 

 

Σν πιήζνο ησλ ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ζε θάζε πιεπξά είλαη: 

Πιεπξά (1) ,  N1 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (2) ,  N2 → 72 ζηνηρεία 

Πιεπξά (3) ,  N3 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (4) ,  N4 → 56 ζηνηρεία 

ύλνιν ,  N → 168 ζηνηρεία 

 

 Όπσο είλαη εκθαλέο θαη από ηελ εηθόλα 40, επηιέρζεθαλ ηξεηο ηνκέο πνπ 

δηαηξέρνπλ όιν ην θακπύιν κήθνο ηνπ θπκαηνδεγνύ ζε δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο από ην 

άθξν, ώζηε λα ππνινγηζηεί ην πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο ηνπ πεδίνπ ζηελ 

εθάζηνηε δηαδξνκή. Οη θακπύιεο απηέο νλνκάζηεθαλ aa, bb θαη cc, ελώ ε ζέζε ηνπο σο 

πξνο ηελ δηάζηαζε Β είλαη ζην 25%, 50% θαη 75% ηνπ κήθνπο ηνπ ηκήκαηνο. 

 Η ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο ηνπ θπκαηνδεγνύ επηιέρζεθε γηα απηή ηελ πεξίπησζε 

ζηελ πεξηνρή ησλ 10 GHz.. 

a 

b 

a b 

c 

c 
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Δηθ.41 Τπνινγηζκόο πεδίνπ (Δ
3
=φ) ζηελ πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90 γηα 

ζπρλόηεηα 10 GHz, κε ηε κέζνδν BEM, δηαθξηηνπνίεζε κε Ν=168 ζπλνξηαθά ζηνηρεία 

 

Δηθ.42 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (aa) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° γηα ζπρλόηεηα 10 GHz 

Real part Imaginary part 
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Δηθ.43 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (bb) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° γηα ζπρλόηεηα 10 GHz 

 

Δηθ.44 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (cc) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° γηα ζπρλόηεηα 10 GHz 

 Μειεηώληαο ηελ εηθόλα 41, δηαθξίλνπκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ην πεδίν 

θαηαλέκεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ θπκαηνδεγνύ. ηα άλσ θαη θάησ ζύλνξα ηνπ 

θπκαηνδεγνύ παξαηεξνύκε ηηο δπλακηθέο γξακκέο λα είλαη παξάιιειεο κε απηή, δειαδή 

εθαξκόδεηαη ε ζπλζήθε Dirichlet. Δπηπιένλ νη ηηκέο ζηα εμσηεξηθά ζεκεία ηνπ 

θπκαηνδεγνύ είλαη πνιύ θνληά ζην κεδέλ. 

Imaginary part 

Imaginary part 
Real part 

Real part 
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 ηηο εηθόλεο 42, 43 θαη 44 παξνπζηάδεηαη ε ηηκή ηνπ πεδίνπ (πξαγκαηηθό θαη 

θαληαζηηθό κέξνο) ζηηο ηνκέο aa, bb θαη cc ηνπ θπκαηνδεγνύ, όπσο απηέο 

παξνπζηάζζεθαλ ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ. 

 Παξαηεξνύκε παξόκνηα ζπκπεξηθνξά ζηηο ηξεηο ηνκέο aa, bb θαη cc ηνπ 

πξαγκαηηθνύ θαη θαληαζηηθνύ κέξνπο ηνπ πεδίνπ ζηνλ θπκαηνδεγό. Οη ηηκέο 

παξνπζηάδνπλ κηθξή απόζβεζε κε ην κήθνο. ην ηκήκα aa παξαηεξείηαη κία κηθξή 

αύμεζε ηεο ηηκήο, ελώ ζηελ cc κηα αληίζηνηρα κηθξή κείσζε, ιόγσ ηεο αξηζηεξήο 90° 

ζηξνθήο ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

 

Δηθ.45 Μέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο γηα ηνλ θπκαηνδεγό WR75 H90° ζε ζπρλόηεηα 

ιεηηνπξγίαο 10GHz. ύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο κεζόδνπ κε άιιεο κεζόδνπο 

 Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ εηθόλα 45, νη ζπρλόηεηεο από 10 έσο 15GHz, ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75 H90°, νδεγνύλ ζε όιεο ηηο κεζόδνπο ζηελ ειάρηζηε 

δπλαηή αλάθιαζε θύκαηνο. πλεπώο επηβεβαηώλεηαη πσο νη θαηάιιειεο ζπρλόηεηεο 

ιεηηνπξγίαο ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75 H90° είλαη ζηελ πεξηνρή 10-15 GHz. ην ζρήκα 

ζπγθξίλεηαη ε κέζνδνο Boundary Element Method, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ παξνύζα 

εξγαζία κε 168 ζπλνξηαθά ζηνηρεία, κε ηελ ίδηα κέζνδν αιιά κε 252 ζπλνξηαθά ζηνηρεία 

ηελ κέζνδν Couple Mode (CMS) πνπ πεξηγξάςακε αλαιπηηθά ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην 

θαη ηελ Cornet et al (IEEE 1999). Δπίζεο ζηελ πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηνύκε 

πεξηζζόηεξα ζηνηρεία ζηελ κέζνδν BEM, νδεγνύκαζηε ζε θνληηλόηεξε ζπκπεξηθνξά 

πξνο ηηο άιιεο κεζόδνπο. 
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8. Δπίδξαζε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζε νκνγελή 

θπκαηνδεγό 

  

Δηθ.46 Οκνγελήο Ηιεθηξνκαγλεηηθόο θπκαηνδεγόο κε ύπαξμε πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζην 

θακπύιν ηκήκα απηνύ 

 ηελ πεξίπησζε ελόο πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή, ζα εμάγνπκε κε ηελ ίδηα κέζνδν 

ην πεδίν, γηα λα θαηαιήμνπκε ηόζν γηα ζθεδαζηή Dirichlet όζν θαη Neumann ζηελ 

ζύγθξηζε ηεο ηηκήο ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο κε ηελ απνπζία ηνπ ζθεδαζηή. Οη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ζα παξακείλνπλ ίδηεο κε απηέο ηνπ πξνεγνύκελνπ 

θεθαιαίνπ. ην ππνρσξίν ΙΙ ζα πξέπεη λα εηζαρζεί θαη ε ζρέζε πνπ ζα θαιύπηεη ηηο 

ζπλζήθεο ζηελ επηθάλεηα ηνπ  πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή, πνπ ζα είλαη ε αθόινπζε κηθηή 

ζπλζήθε: 

 
       

5

5 , 0 ,  γηα ,
2

x

D D

G ds D
n


 

 


      

 
x

n y n x x y y x  

50,  γηα D
n


 


  


x ,         (8.1) 

κε α θαη β λα είλαη πξαγκαηηθνί ζπληειεζηέο, νη νπνίνη κνληεινπνηνύλ ηηο αλαθιαζηηθέο 

ηδηόηεηεο ηνπ ζθεδαζηή. Οη ζπληειεζηέο απηνί εμαξηώληαη γεληθά από ηε ζπρλόηεηα 

δηέγεξζεο θαη ην είδνο (θύζε) ηνπ ζθεδαζηή.  

 Ο ζθεδαζηήο κπνξεί αζθαιώο λα είλαη έλα θπζηθό εκπόδην, κία αηέιεηα ζηελ 

θαηαζθεπή ηνπ θπκαηνδεγνύ ή αθόκα κπνξεί λα ππνδειώλεη ηελ ύπαξμε θάπνηνπ 

δηειεθηξηθνύ, γεγνλόηα πνπ πνιιέο θνξέο απνηεινύλ πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα θαη 

ζέκαηα πξνο αλάιπζε. 
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Δηθ.47 Γηαθξηηνπνίεζε θακπύινπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° ζε Ν=198 ζπλνξηαθά ζηνηρεία, 

θαηαλεκεκέλα ζηα 4 ηκήκαηα  

 Η επηθάλεηα ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζθεδαζηή ζα είλαη ε 5 όπσο θαίλεηαη θαη ζην 

ζρήκα 47. Σα ζπλνξηαθά ζηνηρεία ζηα νπνία πιένλ ζα έρνπκε ρσξίζεη ην ρώξν ζα 

δίλνληαη από ηε ζρέζε:  

1 2 3 4 5N N N N N N     ,         (8.2) 

όπνπ Ν5 ζα είλαη ηα κέξε ζηα νπνία ζα έρνπκε δηαρσξίζεη ην ζύλνξν ηνπ πεπεξαζκέλνπ 

ζθεδαζηή 5D . 

Πιεπξά (1) ,  N1 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (2) ,  N2 → 72 ζηνηρεία 

Πιεπξά (3) ,  N3 → 20 ζηνηρεία 

Πιεπξά (4) ,  N4 → 56 ζηνηρεία 

Πιεπξά (5) ,  N → 30 ζηνηρεία (ζθεδαζηήο) 

ύλνιν ,  N → 198 ζηνηρεία 

 Με αληίζηνηρε εηζαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θαη ησλ ζηνηρείσλ ζπρλόηεηαο, ηα νπνία 

δηαηεξήζεθαλ όκνηα κε ηνπ πξνεγνύκελνπ ππνθεθαιαίνπ, γηα λα ππάξρεη ε δπλαηόηεηα 

ζύγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ, ιάβακε ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα. 
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Δηθ.48 Τπνινγηζκόο πεδίνπ (Δ
3
=φ) ζηελ ελδηάκεζε πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° 

γηα ζπρλόηεηα 10 GHz, κε ηε κέζνδν BEM, Ν=198 ζπλνξηαθά ζηνηρεία κε ύπαξμε 

πεπεξαζκέλνπ θπθιηθνύ ζθεδαζηή Dirichlet 

 

Δηθ.49 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (aa) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Dirichlet γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

Imaginary part 

Real part 
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Δηθ.50 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (bb) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Dirichlet γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

 

Δηθ.51 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ
3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (cc) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Dirichlet γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

Imaginary part 

Imaginary part 

Real part 

Real part 
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 ηελ πεξίπησζε ηνπ ζθεδαζηή όπνπ έρνπκε ζπλζήθεο Dirichlet, παξαηεξνύκε 

πσο ην πεδίν επεξεάδεηαη από ηελ ύπαξμε ηνπ ζθεδαζηή θαη νδεγνύκαζηε ζε ξαγδαία 

κείσζε απηνύ. Πάλσ ζηα όξηα ηνπ ζθεδαζηή βιέπνπκε όζν είλαη δπλαηόλ λα δηαθξηζεί 

από ηελ αλάιπζε ηεο εηθόλαο καο, ην κεδεληζκό ηνπ δπλακηθνύ όπσο επηβάιινπλ νη 

ζπλζήθεο Dirichlet Σν πεδίν εμαζζελεί όπσο είλαη εκθαλέο ηόζν από ην δηδηάζηαην 

ζρήκα ηνπ θπκαηνδεγνύ (εηθόλα  48), όζν θαη από ηηο ηηκέο ζηηο ηξεηο ηνκέο (aa, bb, cc). 

Καη ζηηο ηξεηο απηέο δηαδξνκέο βιέπνπκε πσο κεηά ηελ ύπαξμε ηνπ θπκαηνδεγνύ, όπνπ 

επηβάιιακε ζπλζήθεο Dirichlet, ην πεδίν εμαζζελεί ζεκαληηθά. 

 Αθνινύζσο παξνπζηάδνληαη ηα αληίζηνηρα ζρήκαηα ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ζθεδαζηή ζηνλ νπνίν ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο Neumann.  

 

Δηθ.52 Τπνινγηζκόο πεδίνπ (Δ
3
=φ) ζηελ ελδηάκεζε πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° 

γηα ζπρλόηεηα 10 GHz, κε ηε κέζνδν BEM, Ν=198 ζπλνξηαθά ζηνηρεία κε ύπαξμε 

πεπεξαζκέλνπ θπθιηθνύ ζθεδαζηή Neumann 
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Δηθ.53 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ

3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (aa) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Neumann γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

 
Δηθ.54 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ3

=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (bb) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Neumann γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

Imaginary part 

Imaginary part 

Real part 

Real part 
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Δηθ.55 Καηαλνκή ηνπ ππνινγηζζέληνο πεδίνπ (Δ

3
=φ) θαηά κήθνο ηεο ηνκήο (cc) ζηελ ελδηάκεζε 

πεξηνρή (ΙΙ) ηνπ θπκαηνδεγνύ WR75-H90° κε ηελ παξνπζία ζθεδαζηή Neumann γηα ζπρλόηεηα 

10 GHz 

 

 ε απηή ηελ πεξίπησζε παξαηεξνύκε πσο ε δηάδνζε ηνπ πεδίνπ ζπλερίδεηαη 

θαλνληθά θαη ε εμαζζέληζε ζπκβαίλεη ζε κεγαιύηεξν βαζκό από ηελ νιηθή απνπζία ηνπ 

ζθεδαζηή αιιά πνιύ κηθξή ζπγθξηηηθά κε ηελ ύπαξμε ζθεδαζηή Dirichlet. Δπηπιένλ 

παξαηίζεληαη θαη ηα ζρήκαηα κε ηελ θαηαλνκή ηνπ πεδίνπ ζηηο ηξεηο ηνκέο, όπσο απηέο 

νξίζηεθαλ από ηα ηκήκαηα aa, bb, cc. 

 Σέινο ζην αθόινπζν ζρήκα παξνπζηάδεηαη ην κέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο 

γηα ηνλ θπκαηνδεγό WR75 H90° ζε ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο 10GHz θαη εκθαλίδνληαη 

απνηειέζκαηα ησλ πεξηπηώζεσλ ρσξίο ζθεδαζηή, κε ζθεδαζηή Dirichlet θαη κε 

ζθεδαζηή Neumann. 

Imaginary part 

Real part 
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Δηθ.56 Μέηξν ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο γηα ηνλ θπκαηνδεγό WR75-H90° ζε ζπρλόηεηα 

ιεηηνπξγίαο 10GHz. ύγθξηζε απνηειεζκάησλ ησλ πεξηπηώζεσλ ρσξίο ζθεδαζηή, κε ζθεδαζηή 

Dirichlet θαη κε ζθεδαζηή Neumann 
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9. πκπεξάζκαηα κειέηεο - Πξνηάζεηο 

 ηελ παξνύζα εξγαζία εθαξκόζζεθε ρακεινηάμηα κέζνδνο ζπλνξηαθώλ 

ζηνηρείσλ (ΒΔΜ) γηα ηε ιύζε πξνβιεκάησλ θπκαηηθήο δηάδνζεο ζε θακπύινπο ΗΜ 

θπκαηνδεγνύο, ηνλ ππνινγηζκό ηνπ θπκαηηθνύ πεδίνπ θαη ησλ απσιεηώλ δηάδνζεο. Η 

κέζνδνο παξέρεη ηε δπλαηόηεηα κνληεινπνίεζεο θπκαηνδεγώλ κε πεξίπινθα ζύλνξα θαη 

ηελ δηεξεύλεζε ησλ επηδξάζεσλ ζηηο απώιεηεο δηάδνζεο από ηε παξνπζία πεπεξαζκέλσλ 

ζθεδαζηώλ εληόο ηνπ θπκαηνδεγνύ. 

 Σα απνηειέζκαηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο πεξηνξίζζεθαλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο απσιεηώλ δηάδνζεο H-plane bend 90° ζε θακπύιν θπκαηνδεγό WR75, κε 

ζηαζεξή νξζνγσληθή δηαηνκή ζε όιν ην κήθνο απηνύ, ζηηο ζπρλόηεηεο όπνπ ν 

θπκαηνδεγόο δηεγείξεηαη από ηελ θύξηα κνξθή ΣΔ01. Οη δνθηκέο ζα κπνξνύζαλ λα 

επεθηαζνύλ ζε πεξηζζόηεξεο ζπρλόηεηεο θαη λα πξνθύςνπλ εθηόο ηεο κπάληαο όπνπ ν 

θπκαηνδεγόο δηεγείξεηαη κόλν από ηελ πξώηε (θύξηα) ηδηνκνξθή. Δπίζεο, ε δηαηνκή 

εηζόδνπ ζα κπνξνύζε λα δηαθέξεη από ηελ δηαηνκή εμόδνπ θαη κε απηό ηνλ ηξόπν λα 

κειεηεζνύλ νη απώιεηεο θαηά ηελ δηάδνζε ΗΜ πεδίνπ εληόο ελόο πην ζύλζεηνπ 

θπκαηνδεγνύ, πνπ παξνπζηάδεη βαζκηαία ζηέλσζε δηαηνκήο. 

 Γηα ηελ επηβεβαίσζε ηεο κεζόδνπ ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ηα απνηειέζκαηα 

ζπγθξίζεθαλ κε αληίζηνηρα απν αλαιπηηθή ιύζε θαη δηαπηζηώζεθε όηη ε κέζνδνο είλαη 

ζε ζέζε λα παξάγεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα κε κηθξό ζρεηηθά ππνινγηζηηθό θόζηνο, 

ζην δηάζηεκα ησλ ζπρλνηήησλ πνπ εμεηάζζεθαλ. Πεξαηηέξσ, εμεηάζζεθε ην πξόβιεκα 

ηεο επίδξαζεο πεπεξαζκέλσλ ζθεδαζηώλ εληόο ηνπ θακπύινπ ΗΜ θπκαηνδεγνύ πνπ 

κπνξνύλ λα απμήζνπλ δξακαηηθά ηηο απώιεηεο δηάδνζεο. Ο πεπεξαζκέλνο ζθεδαζηήο 

κπνξεί λα πξνζεγγίδεη δηάθνξεο είηε εζσηεξηθέο ιεηηνπξγίεο θαη αηέιεηεο ηνπ ίδηνπ ηνπ 

θπκαηνδεγνύ είηε εμσηεξηθνύο παξάγνληεο ή ζώκαηα πνπ αιιάδνπλ ηε δηακόξθσζε ηνπ 

πεδίνπ θαη ηελ δηάδνζε ησλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ κέζα ζηνλ θπκαηνδεγό. 

 ηελ παξνύζα εξγαζία εμεηάζζεθε ε επίδξαζε θπθιηθνύ ζθεδαζηή δηαζηάζεσλ 

ζπγθξίζηκσλ ηνπ κήθνπο θύκαηνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε πξώηε θύξηα ηδηνκνξθή 

δηέγεξζεο, θαη ε επίδξαζε ηνπ ζηηο απώιεηεο δηάδνζεο. εκεηώλνπκε όηη, αλ θαη ζηε 

παξνύζα κειέηε ν ζθεδαζηήο νξίζζεθε κε θπθιηθό ζρήκα, ε ζεώξεζε ζθεδαζηή 

γεληθόηεξνπ ζρήκαηνο είλαη άκεζε. Δμεηάζζεθε ηδηαίηεξα ε πεξίπησζε κεηαιιηθνύ 

ζθεδαζηή θαη πξνέθπςε πνιύ κεγάιε αύμεζε ηνπ ζπληειεζηή αλάθιαζεο θαη ζεκαληηθή 

απώιεηα ηεο απόδνζεο ιεηηνπξγίαο ηνπ θπκαηνδεγνύ. Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα 

παξνπζηάζζεθαλ γηα άιιε επηινγή ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ζην ζθεδαζηή θαη πξνέθπςαλ 

πνηνηηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ πεξίπησζε αύμεζεο ησλ απσιεηώλ δηάδνζεο από ηε 

παξνπζία αλνκνηνγελεηώλ/ζθεδαζηώλ δηαθνξεηηθώλ δηειεθηξηθώλ πιηθώλ.   

 Σέινο, ε επέθηαζε ηεο παξνύζαο κεζόδνπ ζε πξνβιήκαηα Δ-plane bend, θαζώο 

θαη ζε ΗΜ θπκαηνδεγνύο άιιεο (π.ρ. θπθιηθήο) δηαηνκήο, ζα κπνξνύζε λα απνηειέζεη 

ελδηαθέξνπζα κειινληηθή εξγαζία. 
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