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Στην παρούσα διπλωµατική εργασία µελετάται το πεπερασµένο µεγαλο-
ενοποιηµένο N = 1 υπερσυµµετρικό µοντέλο SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3)υπό
το πρίσµα δύο ϑεωρητικών πλαισίων : της διαστατικής ελάττωσης σε χώρους
πηλίκου (Coset Space Dimensional Reduction - CSDR) και της ελάττωσης
παραµέτρων σε πεπερασµένες ϑεωρίες ενοποίησης (reduction of couplings σε
Finite Unified Theories - FUT). Η πρώτη ϑεωρία χρησιµοποιεί επιπλέον δια-
στάσεις για να καταλήξει σε τετραδιάστατα µοντέλα που ϐελτιώνουν κάποια
από τα προβλήµατα του Καθιερωµένου Προτύπου (Standard Model - SM) και
περιορίζουν ορισµένες ελεύθερες παραµέτρους, ενώ σκοπός της δεύτερης είναι
να µειωθεί ο µεγάλος αριθµός των ελεύθερων παραµέτρων που συναντώνται
σήµερα στη σωµατιδιακή ϕυσική (κατευθείαν στις τέσσερις διαστάσεις).

Η παρούσα εργασία χωρίζεται σε τέσσερις ενότητες. Στο πρώτο κεφάλαιο
δίνεται µια περιγραφή του ϑεωρητικού πλαισίου του CSDR και στο δεύτε-
ϱο εφαρµόζεται ο µηχανισµός Wilson flux ώστε η ϑεωρία να καταήξει στο
SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3). Το τρίτο κεφάλαιο αφιερώνεται σε µια συνοπτική
περιγραφή της αρχής της ελάττωσης παραµέτρων, ενώ στο τέταρτο περιγράφε-
ται το µοντέλο SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3)όπως προκύπτει από τα παραπάνω
ϑεωρητικά πλαίσια.

In this master thesis the finite unified N = 1 supersymmetric SU(3) ⊗
SU(3)⊗SU(3)model is studied under two theoretical frameworks: the coset
space dimensional reduction (CSDR) framework and the principle of the
reduction of couplings in finite unified theories. The first framework uses
extra dimensions to give 4-dimensional models that improve some problems
of the Standard Model (SM) and reduce certain free parameters, while the
goal of the second is to reduce the large number of free parameters that one
encounters in particle physics today.

The thesis is organised as follows: In the first chapter a description of
CSDR is given, and in the second chapter the concept of the Wilson flux
mechanism is introduced, in order for the the theory to break down to
SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3). The chapter is dedicated to a brief description
of the principle of the reduction of couplings, while in chapter four the
SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)model is studied.
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Εισαγωγή

Τις τελευταίες δεκαετίες η ενοποίηση των τεσσάρων αλληλεπιδράσεων αποτελεί
τον κύριο στόχο της ϑεωρητικής ϕυσικής υψηλών ενεργειών και σε αυτήν την
κατεύθυνση έχουν γίνει και γίνονται εντατικές προσπάθειες. Οι δύο ϐασικοί
δρόµοι στον τοµέα αυτό είναι οι ϑεωρίες υπερχορδών και η µη-µεταθετική
γεωµετρία. Και οι δύο αναµένονταν αρχικά να συµπεριφέρονται καλύτερα από
τις συνήθεις ϑεωρίες πεδίου όσον αφορά τις ιδιότητες επανακανονικοποίησης
στην περιοχή του υπεριώδους (UV), ενώ έρχονται κοντά στα πλαίσια των D-
branes της ϑεωρίας χορδών, όπου η γεωµετρία του χώρου γίνεται σε ορισµένες
περιπτώσεις µη-µεταθετική.

Παρόλα αυτά, έχει µεγάλη σηµασία να αναζητήσουµε πεπερασµένες ϑε-
ωρίες (δηλαδή ϑεωρίες χωρίς απειρισµούς στο UV) και σε µικρότερες ενερ-
γειακές κλίµακες, οι οποίες να ενοποιούν τις αλληλεπιδράσεις (αγνοώντας
για την ώρα την ϐαρυτική). ΄Ετσι, είναι δυνατόν να περιοριστεί το πολύ µε-
γάλο πλήθος ελεύθερων παραµέτρων που προκύπτουν απο το Καθιερωµένο
Πρότυπο των στοιχειωδών σωµατιδίων (αλλά και από την υπερσυµµετρική του
επέκταση) και να εκφραστούν συναρτήσει κάποιων λίγων ϑεµελιωδών παρα-
µέτρων. Μεγάλη προοπτική παρουσιάζουν σε αυτήν την κατεύθυνση οι N = 1
υπερσυµµετρικές Πεπερασµένες Θεωρίες Ενοποίησης (N = 1 FUTs), οι οπο-
ίες έχουν επιβιώσει από πολυάριθµες ϑεωρητικές και ϕαινοµενολογικές δο-
κιµασίες. Επιπλέον, αφού ϐασίζονται στην αρχή της ελάττωσης παραµέτρων
(η οποία εκφράζεται µέσα απο σχέσεις αναλλοίωτες-επανακανονικοποίησης
στις διάφορες κλίµακες -RGI- µεταξύ συζεύξεων και µαζών), ϑέτουν αυστηρά
κριτήρια στην επιλογή ϱεαλιστικών µοντέλων που να οδηγούν σε ελέγξιµες
προβλέψεις (π.χ. στη δεύτερη περίοδο λειτουργίας του επιταχυντή LHC του
CERN). ΄Ενα πολλά υποσχόµενο τέτοιο µοντέλο που χρήζει περαιτέρω µελέτης
είναι το N = 1 υπερσυµµετρικό SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3).

Υπάρχουν δύο διαφορετικές ϑεωρητικές κατευθύνσεις οι οποίες δύνανται
να καταλήξουν στην επιλογή αυτού του µοντέλου, η διαστατική ελάττωση σε
χώρους πηλίκου (CSDR) και η µη-µεταθετική γεωµετρία σε ασαφείς (fuzzy)
χώρους. Η παρούσα εργασία ϑα εξετάσει την διαστατική ελάττωση στο χώρο
πηλίκου SU(3)/U(1)⊗ U(1).

Η περίπτωση αυτή ξεκινά από τη διαστατική ελάττωση της Ετεροτικής Χορ-
δής (Heterotic String) χρησιµοποιώντας µη-συµµετρικούς χώρους πηλίκου.
΄Οσον αφορά την περίπτωση του N = 1 SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3), ξεκινώντας
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από µια N = 1 E8 (η οποία είναι και το όριο της Heterotic String πάνω σε
µια πολλαπλότηταB/Z3 στις 10 διαστάσεις, όπου τοB είναι η περίπου Kahler
πολλαπλότητα SU(3)/U(1)⊗ U(1), προκύπτει τελικά (µέσω µιας ενδιάµεσης
E6 και του µηχανισµού Wilson flux) ένα χειραλικό (chiral) N = 1 SU(3) ⊗
SU(3)⊗ SU(3)στις 4 διαστάσεις.

Το N = 1 SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)µοντέλο (το οποίο µετά την παραβίαση
της υπερσυµµετρίας καταλήγει στο MSSM) ξεχωρίζει ως υποψήφιο µοντέλο
ενοποίησης για έναν ακόµα λόγο: είναι αυτοµάτως πεπερασµένο (FUT) σε
προσέγγιση 1-ϐρόχου (1-loop) στη σύζευξη ϐαθµίδας (gauge coupling) εάν
ϑεωρηθούν τρεις ϕερµιονικές γενιές. Αφού είναι N = 1 υπερσυµµετρικό, το
µοντέλο αποτελεί έναν πολύ καλό υποψήφιο για κατασκευή µιας συνολικά
πεπερασµένης ϑεωρίας µέσω της εφαρµογής της αρχής της ελάττωσης παρα-
µέτρων, κάτι που του δίνει πολύ δυνατή προβλεπτική ικανότητα. Η ελάττωση
των αδιάστατων συζεύξεων σε N = 1 ϑεωρίες επιτυγχάνεται αναζητώντας RGI
σχέσεις µεταξύ τους που ισχύουν πάνω από την κλίµακα ενοποίησης. Ο πεπε-
ϱασµένος χαρακτήρας της ϑεωρίας προκύπτει από το γεγονός ότι οι RGI αυτές
εκφράσεις εγγυώνται το µηδενισµό όλων των ϐ-συναρτήσεων (σε προσέγγιση
δύο ϐρόχων). Ακόµα, πρόσφατη δουλειά στον τοµέα του Απαλού Σπασίµατος
Υπερσυµµετρίας (Soft-Supersymmetry Breaking) καθιστά δυνατή την ελάτ-
τωση παραµέτρων και σε συζεύξεις µε διαστάσεις. Είναι εντυπωσιακό ότι ορι-
σµένες από τις ϑεωρίες αυτές δίνουν αποτελέσµατα που επιβεβαιώνονται από
τις τελευταίες µετρήσεις του LHC, ενώ προβλέπουν και νέα σωµατίδια µέσα
στο σηµερινό ενεργειακό εύρος του LHC.
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Κεφάλαιο 1

∆ιαστατική Ελάττωση σε
Χώρους Πηλίκου

Η ϑεωρία Υπερχορδών είναι συνεπής µόνο στις 10 διαστάσεις. Αυτό δηµιουρ-
γεί την ανάγκη να διαχωριστούν οι 4 ϕαινοµενολογικά αποδεκτές διαστάσεις
από τις 6 επιπλέον, αλλά και την ανάγκη να µειωθούν σε 4, δίνοντας µια 4-
διάστατη ϑεωρία που τελικά µπορεί να παρατηρηθεί πειραµατικά. Σε αυτήν
την κατεύθυνση η πιο πολλά υποσχόµενη ϑεωρία είναι αυτή της Ετεροτικής
Χορδής (Heterotic String). Μετά τη συµπαγοποίηση (compactification) του
10-διάστατου χώρου και τη διαστατική ελάττωση, η αρχική ϑεωρία ϐαθµίδας
E8×E8 µπορεί να σπάσει σε ενδιαφέρουσες (ϕαινοµενολογκά) µεγαλοενοποι-
ηµένες ϑεωρίες (Grand Unified Theories - GUT).

Για περισσότερο από 20 χρόνια γίνονται να ϐρεθεί ένα πλαίσιο συµπαγο-
ποίησης και διαστατικής ελάττωσης που να οδηγεί σε µια ϱεαλιστική ϑεωρία
στις χαµηλές ενέργειες. ΄Ενας τρόπος είναι µε τη χρήση των πολλαπλοτήτων
Calabi Yau (CY) ως συµπαγών εσωτερικών χώρων, ώστε να διατηρηθεί ηN = 1
υπερσυµµετρία µετά τη διαστατική ελάττωση από 10 σε 4 διαστάσεις. Παρόλα
αυτά, σε αυτήν την περίπτωση η 4-διάστατη ϑεωρία περιέχει κάποια άµαζα χει-
ϱαλικά (chiral) σωµατίδια "moduli", τα οποία αντιστοιχούν σε "flat directions"
του effective δυναµικού και εποµένως οι τιµές τους µένουν απροσδιόριστες.
Αυτό οδήγησε σε µία ευρύτερη κλάση εσωτερικών χώρων, τις πολλαπλότη-
τες µε δοµή SU(3) (κλάση η οποία εµπεριέχει τις CY πολλαπλότητες). Μια
ενδιαφέρουσα κατηγορία τέτοιων πολλαπλοτήτων είναι οι περίπου-Kaehler
(nearly-Kaehler) πολλαπλότητες. Οι οµοιογενείς nearly-Kaehler πολλαπλότη-
τες σε 6 διαστάσεις έχουν κατηγοριοποιηθεί και είναι η πολλαπλότητα οµάδας
SU(2)×SU(2) και οι µη-συµµετρικοί 6-διάστατοι χώροι πηλίκου G2/SU(3),
Sp(4)/(SU(2)×U(1))non−max και SU(3)/U(1)×U(1)). Αξίζει να σηµειωθεί
ότι η διαστατική ελάττωση των 10-διάστατων N = 1 ϑεωριών ϐαθµίδας E8

πάνω σε µη-συµµετρικούς χώρους πηλίκου οδηγεί σε softly broken N = 1
ϑεωρίες σε 4 διαστάσεις.
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΣΤΑΤΙΚΗ ΕΛΑΤΤΩΣΗ ΣΕ ΧΩΡΟΥΣ ΠΗΛΙΚΟΥ

Για να ελαττωθούν οι διαστάσεις µιας πολυδιάστατης ϑεωρίας ϐαθµίδας
απαιτείται η εξάρτηση των πεδίων από τις επιπλέον διαστάσεις να είναι τέτοια,
ώστε η Λαγκρανζιανή να είναι ανεξάρτητη από τις διαστάσεις αυτές. ΄Ενας
«αφελής» τρόπος να γίνει αυτό είναι τα πεδία να µην εξαρτώνται από τις ε-
πιπλέον διαστάσεις, υπάρχει όµως και ένας πιο «κοµψός» τρόπος. Τα πεδία
µπορούν να έχουν µια µη-τετριµµένη εξάρτηση από τις επιπλέον διαστάσεις,
αλλά επιβάλλεται η συνθήκη ότι ένας µετασχηµατισµός συµµετρίας από ένα
στοιχείο της οµάδας ισοµετρίας S του χώρου B (που σχηµατίζεται από τις επι-
πλέον διαστάσεις) αντιστοιχεί σε έναν µετασχηµατισµό ϐαθµίδας. Εποµένως,
η Λαγκρανζιανή ϑα είναι ανεξάρτητη των επιπλέον διαστάσεων επειδή είναι
αναλοίωτη ϐαθµίδας (gauge invariant).

Στο πλαίσιο της διαστατικής ελάττωσης σε χώρους πηλίκου (Coset Space
Dimensional Reduction - CSDR) στο άνω ενεργειακό όριο υπάρχει µια Λα-
γκρανζιανή Yang-Mills-Dirac µε µια οµάδα ϐαθµίδας G ορισµένη σε έναν
D-διάστατο χωρόχρονο MD µε µετρική gMN , ππου συµπαγοποιείται στον
M4×S/R, όπου το S/R είναι ένας χώρος πηλίκου. Η µετρική έχει τη µορφή

gMN =

[
ηµν 0
0 −gab

]
, (1.1)

όπου ηµν είναι η µετρική Minkowski και gab η µετρική του χώρου πηλίκου.
Η απαίτηση οι µετασχηµατισµοί των πεδίων κάτω από την οµάδα συµµε-
τρίας S/R να αντισταθµίζονται από µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας οδηγεί σε
ορισµένους περιορισµούς στα πεδία. Η λύση των περιορισµών αυτών δίνει τα
4-διάστατα µη-περιορισµένα πεδία και την αναλλοιότητα ϐαθµίδας που µένει
στη ϑεωρία µετά τη διαστατική ελάττωση. Επιτυγχάνεται έτσι ένας εκ των αρ-
χικών στόχων της ϑεωρίας, δηλαδή η ενοποίηση (σε χαµηλές ενέργειες) των
συζεύξεων ϐαθµίδας, των συζεύξεων Yukawa και του τοµέα Higgs.

Στην µέθοδο CSDR τα 4-διάστατα πεδία είναι στην πραγµατικότητα οι
πρώτοι όροι των αναπτυγµάτων των D-διάστατων πεδίων σε αρµονικές στον
εσωτερικό χώρο B. Οι effective ϑεωρίες που προκύπτουν από την συµπαγο-
ποίηση πολυδιάστατων ϑεωριών ενδέχεται να περιέχουν και «πύργους» Kaluza-
Klein διεγέρσεων (excitations).

1.1 Γεωµετρία χώρων πηλίκου

Θα ϑεωρηθούν χώροι πηλίκου S/R, όπου το S είναι µια οµάδα Lie και το
R µία συµπαγής Lie υποοµάδα του S (τα στοιχεία του S/R είναι κλάσεις
ισοδυναµίας).

Η διάσταση του χώρου πηλίκου είναι

d = dimS/R = dimS − dimR.

Μπορούµε να διακρίνουµε τους γεννήτορες του S, QA, σε δύο κατηγορίες :
τους γεννήτορες του R, Qi(i = 1, ..., dimR) και τους γεννήτορες του S/R,
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Qa(a = dimR + 1, ..., dimS). Τότε, οι σχέσεις µετάθεσης των γεννητόρων ϑα
είναι οι εξής :

[Qi, Qj ] = fkijQk

[Qi, Qa] = f biaQb

[Qa, Qb] = f iabQi + f cabQc , (1.2)

όπου εάν το S/R είναι συµµετρικός χώρος, τότε f cab = 0 (για να καταλήξει η
ϑεωρία στο SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3)χρησιµοποιείται ο µη-συµµετρικός χώρος
SU(3)/U(1)×U(1)). Ο διαχωρισµός AlgS = AlgR+AlgK µπορεί να χαρα-
κτηριστεί από τον καθορισµό του αναπτύγµατος της συζυγούς (adjoint) ανα-
παράστασης του S κάτω από το R,

adjS = adjR+ v (1.3)

όπου το v αντιστοιχεί στου γεννήτορες του K (γεννήτορεςτου χώρου πηλίκου).
Τα διανύσµατα του εφαπτοµενικού χώρου µετασχηµατίζονται κάτω από

περιστροφές της SO(d). Οι γεννήτορες Qa (όπου το a είναι δείκτης του ε-
ϕαπτοµενικού χώρου) σχηµατίζουν ένα διάνυσµα στο χώρο πηλίκου, άρα µε-
τασχηµατίζονται όπως η διανυσµατική αναπαράσταση της SO(d), d. Οι Qa
µετασχηµατίζονται επίσης όπως το v του R, άρα πρέπει να υπάρχει µία εµ-
ϐάπτιση του R στην SO(d) τέτοια ώστε d = v. Η εµβάπτιση αυτή καθορίζεται
µόλις γίνει η εµβάπτιση του R στο S. Οι µεταθετικές σχέσεις της SO(d) είναι :

[Σab,Σcd] = −gacΣbd + gadΣbc + gbcΣad − gbdΣac , (1.4)

όπου Σab είναι οι γεννήτορες της SO(d) και gab η µετρική του εφαπτοµενικού
χώρου. Η εµβάπτιση της R στην SO(d) καθορίζεται από:

Ti = −1

2
fiabΣ

ab , (1.5)

εφόσον µπορεί να δειχθεί ότι οι Ti σχηµατίζουν µια R-υποάλγεβρα της SO(d)
χρησιµοποιώντας την ταυτότητα Jacobi και τις µεταθετικές σχέσεις του S.

Οι συντεταγµένες του χώρου M4 × S/R είναι οι zM = (xm, yα), όπου το
α είναι ένας δείκτης καµπυλότητας του χώρου πηλίκου και το y ορίζει ένα
στοιχείο του S το οποίο είναι αντιπροσωπευτκό του χώρου το πηλίκου, το
L(y). Το vielbein και το R-connection ορίζονται από το Maurer-Cartan form,
το οποίο παίρνει τιµές στην Lie άλγεβρα του S:

L−1(y)dL(y) = eAαQAdy
α (1.6)

Χρησιµοποιοώντας την (1.6), υπολογίζεται ότι στην αρχή y = 0 είναι
eaα = δaα και eiα = 0. ΄Ενα connection στο S/R που περιγράφεται από ένα
connection-form θab έχει εν γένει και καµπυλότητα και στρέψη (torsion). Στη
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γενική περίπτωση που η στρέψη µπορεί να είναι διάφορη του µηδενός, υπο-
λογίζεται πρώτα το torsionless τµήµα ωab ϑέτοντας το torsion form T a ίσο µε
µηδέν,

T a = dea + ωab ∧ eb = 0 , (1.7)

ενώ χρησιµοποιώντας τη σχέση Maurer-Cartan,

dea =
1

2
fabce

b ∧ ec + fabie
b ∧ ei , (1.8)

ϕαίνεται ότι η συνθήκη ώστε να η στρέψη να µηδενίζεται λύνεται από

ωab = −faibei −
1

2
fabce

c − 1

2
Ka

bce
c , (1.9)

όπου τοKa
bc είανι συµετρικό ως προς του δείκτες b,c, οπότεKa

bce
c∧eb = 0. Το

Ka
bc µπορεί να ϐρεθεί από την αντισυµµετρικότητα του ωab , ω

a
b g
cb = −ωbcgca,

οδηγώντας στο

Ka
bc = gad(gbef

e
dc + gcef

e
db ). (1.10)

Το ωab γίνεται

ωab = −faibei −Da
bce

c , (1.11)

όπου
Da

bc =
1

2
gad[f e

db gec + f e
cb gde − f e

cd gbe]. (1.12)

Τα D µπορούν να συσχετιστούν µε τα f µε ένα rescaling:

Da
bc = (λaλb/λc)fabc ,

όπου τα λ εξαρτώνται από τις ακτίνες του χώρου πηλίκου. Σε περίπτωση
που οι ακτίνες είναι ίσες ισχύει Da

bc = 1
2f

a
bc. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το

connection form ωab είναι αναλλοίωτο κάτω από το S. Αυτό σηµαίνει ότι το
parallel transport µετατίθεται µε τη δράση του S. Τότε, η πιο γενική µορφή
ενός S-αναλλοίωτου connection πάνω στο S/R ϑα είναι :

ωab = faibe
i + Jacbe

c, (1.13)

όπου το J είναι ένας τανυστής αναλλοίωτος κάτω από το R, δηλαδή

δJ a
cb = −f d

ic J
a

db + f a
id J

d
cb = f d

ib J
a

cd = 0

Σε περίπτωση που η στρέψη δεν µηδενίζεται :

T a = dea + θab ∧ eb, (1.14)
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όπου θab = ωab + τab µε τab = −1
2Σa

bce
c και Σa

bc = T abc + T a
bc − T a

cb . ΄Αρα εν
γένει το connection form θab είναι

θab = −faicei − (Da
bc +

1

2
Σa

bc)e
c = −faicei −Gabcec (1.15)

Η ϕυσική επιλογή στρέψης που ϑα γενίκευε την περίπτωση των ίσων ακτίνων,
T abc = ηfabc ϑα ήταν T abc = 2τDa

bc, µε τη διαφορά ότι τα D δεν έχουν
τις απαιτούµενες ιδιότητες συµµετρίας. Εποµένως, πρέπει να οριστεί το Σ
ως ένας συνδυασµός των D που καθιστά το Σ πλήρως αντισυµµετρικό και
S-αναλλοίωτο σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό:

Σabc = 2τ(Dabc +Dbca −Dcba) (1.16)

Στη γενική αυτή περίπτωση η 2-form καµπυλότητα Riemann δίνεται από:

Rab = [−1

2
f a
ib f

i
de −

1

2
G a
cb f

c
de +

1

2
(G a

dcG
c
eb −G a

ecG
c
db)]e

d ∧ ee, (1.17)

ενώ ο τανυστής Ricci Rab = Rdadb είναι

Rab = GcbaG
d
dc −GdbcGcda −Gdcaf cdb − fdiaf iia. (1.18)

Επιλέγοντας την παράµετρο τ ίση µε µηδέν, είναι δυνατόν να ϐρεθεί το
Riemann connection θ a

R b. Μπορεί επίσης να οριστεί το canonical connection
ϱυθµίζοντας τις ακτίνες και το τ έτσι ώστε το connection form να είναι θ a

C b =
−fabiei, δηλαδή ένα πεδίοR-ϐαθµίδας (οι ϱυθµίσεις ϑα πρέπει να είναι τέτοιες
ώστε Gabc = 0). Στην περίπτωση του SU(3)/U(1)× U(1) που η µετρική είναι
η gab = diag(a, a, b, b, c, c), αρκεί να ϑεωρηθεί a = b = c και τ = −1

3 .
Με ανάλογα επιχειρήµατα µπορεί να τεθεί ο τανυστής Ricci ίσος µε µηδέν,
ορίζοντας έτσι ένα Ricci flattening connection.

1.2 Ελάττωση µιας D-διάστατης Λαγκρανζιανής

Η οµάδα S δρα ως οµάδα συµµετρίας στις επιπλέον συντεταγµένες. Το πλαίσιο
του CSDR απαιτεί ότι ένας S-µετασχηµατισµός στις επιπλέον d συντεταγµένες
είναι ένας µετασχηµατισµός ϐαθµίδας των πεδίων που έχουν οριστεί στονM4×
S/R, συνεπώς µια Λαγκρανζιανή αναλλοίωτη ϐαθµίδας σε αυτόν το χώρο είναι
ανεξάρτητη από τις επιπλέον διαστάσεις.

Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρείται µια D-διάστατη ϑεωρία Yang-Mills-Dirac µε
οµάδα ϐαθµίδας G ορισµένη σε µια πολλαπλότητα MD, η οποία ϑα συµπα-
γοποιηθεί στο M4 × S/R (D = 4 + d):

A =

∫
d4xddy

√
−g[−1

4
Tr(FMNFKΛ)gMKgNΛ +

i

2
ψ̄ΓMDMψ], (1.19)

όπου
DM = ∂M − θM −AM (1.20)
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µε

θM =
1

2
θMNΛΣNΛ (1.21)

το spin connection του MD και

FMN = ∂MAN − ∂NAM − [AM , AN ] (1.22)

όπου τα M ,N είναι δείκτες του D-διάστατου χώρου.
Τα πεδία AM και ψ είναι συµµετρικά [1], υπό την έννοια ότι οποιοσδήποτε

µετασχηµατισµός κάτω απο συµµετρίες του S/R αντισταθµίζεται από µετασχη-
µατισµούς ϐαθµίδας. Τα ϕερµιονικά πεδία µπορούν να ϐρίσκονται σε οποια-
δήποτε αναπαράσταση F του G, εκτός αν κάποια επιπλέον συµµετρία (όπως
για παράδειγµα η υπερσυµµετρία) απαιτείται. ΄Εστω ξαA (A = 1, ..., dimS)
τα διανύσµατα Killing που γεννούν τις συµµετρίες του S/R και WA ο αντι-
σταθµίζων µετασχηµατισµός ϐαθµίδας που σχετίζεται µε τα ξA. ΄Εστω και
ο απειροστός µετασχηµατισµός συντεταγµένων δA ≡ LξA (η παράγωγος Lie
ως προς ξA). Για τα ϐαθµωτά, τα διανυσµατικά και τα σπινοριακά πεδία ϑα
ισχύει :

δAφ = ξαA∂αφ = D(WA)φ

δAAα = ξαA∂αAα + ∂αξ
β
AAβ = ∂αWA − [WA, Aα] (1.23)

δAψ = ξαAψ −
1

2
GAbcΣ

bcψ = D(WA)ψ

ΤαWA εξαρτώνται µόνο από τις εσωτερικές συντεταγµένες y και τοD(WA)
αναπαριστά εναν µετασχηµατισµό ϐαθµίδας στην κατάλληλη αναπαράσταση
των πεδίων. το GAbc αναπαριστά µια περιστροφή στον εφαπτοµενικό χώρο των
σπινοριακών πεδίων. Οι µεταβολές δA ικανοποιούν τη σχέση [δA, δB] = fCABδC
και οδηγούν στην σχέση συνέπειας για τα WA:

ξαA∂αWB − ξαB∂αWA − [WA,WB] = f C
ABWC (1.24)

Ακόµα, τα W µετασχηµατίζονται κάτω από εναν µετασχηµατιµό ϐαθιδας ως

W̃A = gWAg
−1 + (δAg)g−1 (1.25)

Χρησιµοποιώντας την 1.25 και το γεγονός ότι η Λαγκρανζιανή είναι ανεξάρτητη
του y είναι δυνατό να επιλεγεί να γίνουν όλοι οι υπολογισµοί στο y = 0 και
στη ϐαθµίδα Wa = 0.

Η αναλυτική λύση των περιορισµών (1.23) [1] δίνει 4-διάστατα µη-περιορισµένα
πεδία, αλλά και την αναλλοιότητα ϐαθµίδας που παραµένει στην ϑεωρία µετά
τη διαστατική ελάττωση.

Οι συνιστώσες Aµ(x, y) του αρχικού πεδίου ϐαθµίδας AM (x, y) γίνονται
(µετά τη διαστατική ελάττωση) τα 4-διάστατα πεδία ϐαθµίδας, τα οποία είναι
ανεξάρτητα του y, ενώ µετατίθενται µε τα στοιχεία της υποοµάδας RG του
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G. ΄Αρα, η 4-διάστατη οµάδα ϐαθµίδας H είναι ο centralizer του R στο G
(H = CG(RG)). Παροµοίως, οι συνιστώσες Aα(x, y) γίνονται ϐαθµωτά στις 4
διαστάσεις. Αυτά τα πεδία µετασχηµατίζονται κάτω από το R ως ένα διάνυσµα
ν:

S ⊃ R

adjS = adjR+ ν (1.26)

Ακόµα, τα φα(x, y) δρουν ως ένας διαπλεκόµενος τελεστής που συνδέει
αναπαραστάσεις του R που δρουν στο G και στο S/R. Αυτό συνεπάγεται
ότι οι ιδιότητες µετασχηµατισµού τν πεδίων φal κάτω από το H µπορούν να
ϐρεθούν αν εκφραστεί η συζυγής αναπαράσταση του G ως προς RG ×H:

G ⊃ RG ×H
adjG = (adjR, 1) + (1, adjH) +

∑
(ri, hi) (1.27)

Τότε, αν ν =
∑
si, όπου κάθε si είναι µια µη-αναγωγίσιµη αναπαράσταση

(irrep) του R, επιζεί µία hi multiplet για κάθε Ϲεύγος (ri, si), όπου τα ri και
si είναι ίδιες irreps τοψ R.

Η περίπτωση των ϕερµιονικών πεδίων είναι παρόµοια µε αυτή των ϐαθ-
µωτών, καθώς δρουν ως διαπλεκόµενοι τελεστές µεταξύ αναπαραστάσεων που
δρουν στο G και στον εφαπτοµενικό χώρο του S/R, SO(d). Χρησιµοποι-
ώντας παρόµοια διαδικασία (µε την περίπτωση των ϐαθµωτών) για να ϐρεθεί
η αναπαράσταση του H κάτω από τη οποία µετασχηµατίζονται τα 4-διάστατα
ϕερµιόνια, πρέπει να αποσυντεθεί η αναπαράσταση F της αρχικής οµάδας
ϐαθµίδας στην οποία είχαν ανατεθεί τα ϕερµιόνια κάτω από το RG ×H:

F =
∑

(ti, hyi) (1.28)

και ο σπίνορας της SO(d) κάτω από το R:

σd =
∑

σj (1.29)

Τότε για κάθε Ϲεύγος ti και σi, όπου τα ti και σi είναι ίδιες irreps, υπάρχει µια
hi multiplet των σπινορικών πεδίων στην 4-διάστατη ϑεωρία. ΄Οµως, για να
είναι chiral τα ϕερµιόνια στην efective ϑεωρία, πρέπει να επιβληθούν περαι-
τέρω απαιτήσεις. Πρώτα επιβάλλεται η συνθήκη Weyl σε D διαστάσεις. Στις
D = 4n + 2 διαστάσεις (που είναι και η περίπτωση που ϑα εξεταστεί για το
SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3)) το ανάπτυγµα των αριστερόστροφων (left-handed)
σπινόρων κάτω από SU(2)× SU(2)× SO(d) ϑα είναι :

σD = (2, 1, σd) + (1, 2, σ̄d) (1.30)

Οπότε έχουµε τα αναπτύγµατα

σd =
∑

σk , σ̄d =
∑

σ̄k (1.31)
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΄Οσον αφορά την vector-like αναπαράσταση F για τα ϕερµιόνια, κάθε όρος
(ti, hi) της (1.28) ϑα είναι είτε αυτοσυζυγής ή ϑα έχει ένα συζυγή (t̄i, h̄i). Σύµ-
ϕωνα µε τις (1.28), (1.29) και ϑεωρώντας το σd, τα αριστερόστροφα ϕερµιόνια
ϑια µετασχηµατίζοντια στισ 4 διαστάσεις ως fL =

∑
hLk (εφόσον το σd είναι δεν

αυτοσυζυγές, τότε ούτε και το fL ϑα είναι αυτοσυζυγές). Οµοίως ϑεωρώντας
το σ̄d ϑα ισχύει fR =

∑
h̄Rk , όµως, εφόσον το F είναι vector-like, h̄Rk ∼ hLK .

Εποµένως, εµφανίζονται δύο σετ ϕερµιονίων Weyl µε τους ίδιους κβαντικούς
αριθµούς κάτω από το H. Ενώ η ϑεωρία είναι ήδη chiral, γίνεται να εφαρ-
µοστεί και η συνθήκη Majorana, ώστε να αποφευχθεί το «διπλό» ϕερµιονικό
ϕάσµα.1 Οι συνθήκες Majorana και Weyl είναι συµβατές µε D = 4n + 2
διαστάσεις. Σε αυτήν την περίπτωση, ξεκινώντας µε ενγ Ωεψλ-Μαψορανα
σπίνορες σε D = 4n+ 2 διαστάσεις, πρέπει το fL να είναι το συζυγές (ως προς
το ϕορτίο) του fR, καταλήγοντας έτσι σε ϕερµιόνια µόνο σε fL.

Μια σηµαντική απαίτηση είναι οι 4-διάστατες ϑεωρίες που προκύπτουν
να είναι ελεύθερες από ανωµαλίες. Για µια πολυδιάστατη ϑεωρία ελεύθερη
από ανωµαλίες υπάρχει µια συνθήκη [5] για να καταλήγει σε µια 4-διάστατη
ϑεωρία επίσης ελεύθερη από ανωµαλίες. Η συνθήκη αυτή περιορίζει τις επι-
τρεπόµενες εµβαπτίσεις του R στο G συσχετίζοντας τις µε τις εµβαπτίσεις του
R στο SO(6), τον εφαπτοµενικό χώρο των 6-διάστατων χώρων πηλίκου που
έχουν ϑεωρηθεί. Πιο συγκεκριµένα, εάν La είναι οι γεννήτορες του R στο G
και Ta οι γεννήτορες του R στο SO(6), η συνθήκη είναι η

Tr(LaLb) = 30Tr(TaTb) (1.32)

Η συνθήκη 1.32 για την ακύρωση των ανωµαλιών ικανοποιείται αυτόµατα για
την επιλογή εµβάπτισης

E8 ⊃ SO(6) ⊃ R (1.33)

Τέλος, σχετικά µε τους αβελιανούς παράγοντες της 4-διάστατης ϑεωρίας ϐαθ-
µίδας σηµειώνεται ότι τα αντίστοιχα µποζόνια ϐαθµίδας που επιζούν στις 4
διαστάσεις αποκτούν µάζα στην κλίµακα συµπαγοποίησης και συνεπώς δεν
συνεισφέρουν στις ανωµαλίες (αντιστοιχούν µόνο σε global συµµετρίες).

1.3 Η 4-διάστατη ϑεωρία

΄Εστω η δράση µιας Yang-Mills ϑεωρίας µε οµάδα ϐαθµίδας G συζευγµένη µε
ϕερµιόνια σε µια πολλαπλότητα MD:

A =

∫
dDx
√
−g
[
− 1

8
Tr(FMNFKΛ)gMKgNΛ +

1

2
iψ̄ΓMDMψ

]
, (1.34)

όπουDM = ∂M−θM−AM µε θM = 1
2θMNΛΣNΛ το spin connection τουMD,

FMN = ∂MAN − ∂NAM − [AM , AN ]. Εάν το MD συµπαγοποιηθεί στο M4×
1Πρέπει να τονιστεί ότι αν ξεκινούσε κανείς µε µιγαδική F , ϑα κατέληγε πάλι σε chiral ϑεω-

ϱία µε h̄RK διάφορο του hLK . Παρόλα αυτά, η περίπτωση της vector-like F είναι πιο ελκυστική.
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S/R και τα πεδία της ϑεωρίας είναι συµµετρικά, η δράση γίνεται ανεξάρτητη
των συντετεαγµένων του χώρου πηλίκου. Η ολοκλήρωση της δράσης πάνω στις
συντεταγµένες αυτές δίνει την 4-διάστατη ϑεωρία. Παρόλα αυτά, τα πεδία ϑα
πρέπει να υπακούουν σε ορισµένους περιορισµούς, οι οποίοι «αναµιγνύουν»
µε µη-τετριµµένο τρόπο τη δοµή της οµάδας ϐαθµίδας και τη γεωµετρία του
χώρου πηλλικου S/R. Η λύση αυτών των περιορισµών δίνει την 4-διάστατη
οµάδα ϐαθµίδας, αλλά και τα πεδία της εναποµείνουσας ϑεωρίας.

Εφόσον τοMD συµπαγοποιείται στοM4×S/R, είναι λογική η υπόθεση ότι
η µετρική είναι block diagonal και συγκεκριµένα η (1.1) 2 Στην απλούστερη
περίπτωση, όπου ο χώρος πηλίκου έχει µόνο µία ακτίνα, ισχύει gab = aδab =
R−2δab µε R την κλίµακα συµπαγοποίησης. Εποµένως, το Yang-Mills τµήµα
της Λαγκρανζιανής ϑα γίνει :

LYM = −1

8
Tr(FMNFKΛ)gMKgNΛ

= −1

8
Tr
[
(FµNFKΛ)gµKgNΛ + (FaNFKΛ)gaKgNΛ

]
= −1

8
Tr
[
(FµνFKΛ)gµKgνΛ + (FaνFKΛ)gaKgνΛ

+ (FµaFKΛ)gµKgaΛ + (FabFKΛ)gaKgbΛ
]

= −1

8
Tr
[
(FµνFκλ)gµκgνλ + (FµνFκd)g

µκgνd

+ (FµνFcλ)gµcgνλ + (FµνFcd)g
µcgνd

+ (FµaFκλ)gµκgaλ + (FµaFκd)g
µκgad

+ (FµaFcλ)gµcgaλ + (FµaFcd)g
′mucgad

+ (FaνFκλ)gaκgνλ + (FaνFκd)g
aκgνd

+ (FaνFcλ)gacgνλ + (FaνFcd)g
acgνd

+ (FabFκλ)gaκgbλ + (FabFκd)g
aκgbd

+ (FabFcλ)gacgbλ + (FabFcd)g
acgbd

]
= −1

8
Tr
[
(FµνFκλ)ηµκηνλ − (FµaFκd)η

µκgad

+ (FaνFcλ)gacηνλ + (FabFcd)g
acgbd

]
= −1

8
TrFµνF

µν − 1

8
TrFabF

cdgacgbd

− 1

8
Tr
[
FµaF

µ
b g

ab + FµaF
µ
b g

ab
]

2Το αρνητικό πρόσηµο µπροστά από το g εµφανίζεται επειδή η gMN έχει ϑεωρηθεί να έχει
αρνητική υπογραφή, αλλά gab = diag(a1, ..., a

d) µε ai ϑετικό (οι σταθερές ai είναι οι κλίµακες
του χώρου πηλίκου).
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όποτε τελικά:

LYM = −1

8
TrFµνF

µν +
1

4
TrFµaF

µ
b g

ab − 1

8
TrFabFcdg

acgbd, (1.35)

όπου το Fµν είναι ο συνήθης τανυστής για το πεδίο ϐαθµίδας Aµ. Το Fµa
τµήµα του τανυστή ϑα είναι :

Fµa = ∂µφa − [Aµ, φa] = Dµφa (1.36)

και το Fab τµήµα:
Fab = fCabφ

C − [φa, φb]. (1.37)

Για το ϕερµιονικό τµήµα της Λαγκρανζιανής η D-διάστατη Γ-άλγεβρα διαχω-
ϱίζεται σύµφωνα µε την (1.1). Η Γ-άλγεβρα ικανοποιεί τη σχέση

{ΓM ,ΓN} = 2gMN , (1.38)

η οποία µπορεί να ξαναγραφθεί και ως

{Γµ,Γν} = 2ηµν , {Γa,Γa} = 2gab (1.39)

µε

Γµ = γµ ⊗ Id , Γa = γ5 ⊗ γa, (1.40)

όπου οι γµ είναι οι συνηθισµένοι 4-διάστατοι πίνακες Dirac και οι γa ικα-
νοποιούν την άλβεγρα που δίνεται στην (1.39). Ο παραπάνω διαχωρισµός
καταλήγει :

LD =
1

2
iψ̄ΓµDµψ −

1

2
iψ̄ΓaDaψ, (1.41)

όπουDµ = ∂µ−Aµ καιDa = ∂a−θa−φa µε θa = 1
2θabcΣ

bc το spin connection
του χώρου πηλίκου. Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω προκύπτει η 4-διάστατη
δράση:3

A =

∫
d4xddy

√
−g
[
− 1

8
TrFµνFµν +

1

4
TrFµaF

µ
b g

ab

− 1

8
TrFabFcdg

acgbd +
i

2
ψ̄ΓµDµψ −

i

2
ψ̄ΓaDaψ

]
=

∫
d4xddy

√
−detη

√
det(−g)

[
− 1

8
TrFµνFµν +

1

4

(
DµΦaD

µΦbg
ab
)

− 1

8
Tr
(
fCabΦ

C − [Φa,Φb]
)(
fDcdΦD − [ΦC ,ΦD]

)
gacgbd +

i

2
ψ̄ΓµDµψ −

i

2
ψ̄ΓaDaψ

]

3Για τους γεννήτορες της οµάδας ϐαθµίδας επιλέγεται η κανονικοποίηση Tr(GtGs) = 2δts.
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A = C

∫
d4x
(
− 1

4
F tµνF

tµν +
1

2
(Dµφα)t + V (φ) +

i

2
ψ̄ΓµDµψ−

i

2
ψ̄ΓaDaψ

)
,

(1.42)
όπου C είναι ο όγκος του χώρου πηλίκου. Το δυναµικό V (φ) δίνεται από:

V (φ) = −1

4
gacgbdTr(fCabφC − [φa, φb])(f

D
cdφD − [φc, φd]), (1.43)

όπου A = 1, ..., dimS και τα f είναι οι σταθερές δοµής της άλγεβρας Lie του S.
Εκτός από τουσ κινητικούς όρους η ϑεωρία περιέχει και το δυναµικό (1.43),
το οποίο συνήθως οδηγεί σε αυθόρµητο σπάσιµο συµµετρίας της ϑεωρίας ϐαθ-
µίδας. Ο τελευταίος όρος της (1.42) είναι ένας όρος Yukawa των ϕερµιονίων
µε τα πεδία Higgs και αναλυτικοί όροι µάζας γεωµετρικής προέλευσης.

Τα ϐαθµωτά πεδία φa πρέπει να ικανοποιούν του περιορισµούς που δίνο-
νται στην (1.23,β), οι οποίοι στο y = 0 γίνονται :

[φi, φa] = f c
ia φc (1.44)

όπου τα φi γεννούν το RG. Ως συνέπεια, κάποια από τα φa ενδέχεται να
µην επιβιώσουν της διαστατικής ελάττωσης. Στόχος είναι να εκφραστεί το
δυναµικό V (φ) συναρτήσει των µη-περιορισµένων ϐαθµωτών πεδίων, τα οποία
είναι τα ϕυσικά πεδία Higgs της ϑεωρίας. Σε αυτήν την περίπτωση το δυναµικό
παραµένει πολυώνυµο τέταρτης τάξης, το οποίο είναι αναλλοίωτο κάτω από
την 4-διάστατη οµάδα ϐαθµίδας H. ΄Επειτα, πρέπει να ϐρεθεί το ελάχιστο του
δυναµικού, το οποίο ϑα καθορίσει την «άσπαστη» οµάδα ϐαθµίδας στο κενό,
κάτι που είναι εν γένει ένα δύσκολο εγχείρηµα.

Υπάρχει όµως µια ειδική περίπτωση όπου αυτό απλοποιείται αρκετά, συ-
γκεκριµένα όταν το S έχει µια ισόµορφη εικόνα SG στο G. Τότε η 4-διάστατη
οµάδα ϐαθµίδας H ϑα σπάσει αυθόρµητα στην υποοµάδα K, η οποία είναι ο
centralizer του SG στην οµάδα ϐαθµίδας G, δηλαδή:

G ⊃SG ×K
∪ ∩ (1.45)

G ⊃RG ×H

Είναι χρήσιµο να ανακαλεστεί η σχέση φC ≡ φsCGs, το πεδίο έχει δηλαδή
ένα δείκτη s που διατρέχει το G [6]. ΄Οταν S ⊂ G, ο περιορισµός (1.44)
ικανοποιείται µε τετριµµένο τρόπο εάν επιλεγεί το φsC να παίρνει την τιµή 1
όταν το s είναι στο S και 0 διαφορετικά. Εποµένως, η επιλεγµένη τιµή του
φsC αντιστοιχεί όντως στην επιτρεπόµενες τιµές των πεδίων Higgs. Επιπλέον,
για αυτήν την τιµή του φsC το δυναµικό µηδενίζεται (αυτή είναι προφανώς η
ελάχιστη τιµή του, εφόσον είναι ϑετικό). ΄Αρα αθτή η τιµή του φsC είναι το vev
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(vacuum expectation value) των πεδίων Higgs. Είναι εποµένως ξεκάθαρο ότι
ο µετασχηµατισµός ϐαθµίδας

φC → hφCh
−1 , h ∈ H (1.46)

επάγει έναν µετασχηµατισµό ϐαθµίδας στα πεδία Higgs. Οι επιλεγµένες τιµές
των πεδίων Higgs παραµένουν αναλλοίωτες κάτω από τον µετασχηµατισµό
ϐαθµίδας (1.46) όταν το h ανήκει σε µία υποοµάδα K της H, η οποία είναι ο
centralizer του SG στο G. Τελικά, αν S ⊂ G, η τελική «άσπαστη» οµάδα είναι
το K = CG(S).

Στο ϕερµιονικό τµήµα της Λαγκρανζιανής ο πρώτος όρος είναι απλά ο
κινητικός όρος των ϕερµιονίων, ενώ ο δεύτερος είναι ο όρος Yukawa.Εφόσον
το ψ είναι σπίνορας Mayorana-Weyl στις 10 διαστάσεις, η αναπαράσταση της
οµάδας ϐαθµίδας στην οποία ανατίθενται τα ϕερµιόνια είναι πραγµατική. Ο
τελευταίος όρος της (1.42) µπορεί να ξαναγραφτεί ως

LY = − i
2
ψ̄Γa

(
∂a −

1

2
fibce

i
Γe

Γ
aΣbc − 1

2
GabcΣ

bc − φa
)
ψ =

i

2
ψ̄Γa∇aψ + ψ̄V ψ

(1.47)
όπου

∇a = −∂a +
1

2
fibce

i
Γe

Γ
aΣbc + φa (1.48)

V =
i

4
ΓaGabcΣ

bc (1.49)

και χρησιµοποιήθηκε το πλήρες connection µε τη στρέψη:

θacb = −faibeiαeαc − (Da
cb +

1

2
Σa

cb) = −faibeiαeαc −Gacb (1.50)

µε

Da
cb = gad

1

2
[f e
db gec + f e

cb gde − f e
cd gbe] (1.51)

Σabc = 2τ(Dabc +Dbca +Dcba) (1.52)

Οι περιορισµοί του CSDR υποδεικνύουν ότι ∂aψ = 0. Ακόµα, εφόσον η
Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη κάτω από S-µετασχηµατισµούς, γίνεται να
ϑεωρηθεί στο σηµείο y = 0, οπότε eiΓ = 0. ΄Αρα η (1.48) γίνεται απλά ∇a = φa
και ο όρος i

2 ψ̄Γa∇aψ της (1.47) είναι ακριβώς ο όρος Yukawa.
Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι ο τελεστής V αντιµετατίθεται µε τον 6-

διάστατο τελεστή της ελικότητας. Επιπλέον, το V µετατίθεται µε τους Ti =
−1

2fibcΣ
bc (οι Ti κλείνουν την R-υποάλγεβρα)της SO(6)). Εποµένως (χρη-

σιµοποιώντας και το λήµµα του Schur) τα µη-µηδενικά στοιχεία του V είναι
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µόνο αυτά που εµφανίζονται στο ανάπτυγµα και των δύο singlets της SO(6), 4
και 4̄. Εφόσον αυτός ο όρος είναι καθαρά γεωµετρικής ϕύσης, οι singlets 4 και
4 ϑα αποκτήσουν µεγάλες «γεωµετρικές) µάζες, γεγονός που επηρεάζει σοβαρά
το ϕαινοµενολογικό τµήµα της ϑεωρίας. Στις πολυδιάστατες υπερσυµµετρικές
ϑεωρίες αυτό σηµαίνει ότι τα gauginos που αποκτώνται στις 4 διαστάσεις µετά
τη διαστατική ελάττωση παίρνουν µάζες συγκρίσιµες µε την κλίµακα συµπα-
γοποίησης. αυτό το αποτέλεσµα αλλάζει παρουσία της στρέψης.4

1.4 ∆ιαστατική ελάττωση τηςE8 πάνω στο SU(3)/U(1)×
U(1)

Σε αυτό το µοντέλο ϑεωρείται ο χώρος πηλίκου B = SU(3)/U(1) × U(1),
πάνω στον οποίο ελαττώνεται η 10-διάστατη ϑεωρία. Για να προσδιοριστεί
η 4-διάστατη οµάδα ϐαθµίδας, η εµβάπτιση του R = U(1) × U(1) στην E8

«προτείνεται» από το ανάπτυγµα:

E8 ⊃ E6 × SU(3) ⊃ E6 × U(1)A × U(1)B (1.53)

Τότε, η οµάδα που επιζεί στις 4 διαστάσεις είναι η

H = CE8(U(1)× U(1)) = E6 × U(1)A × U(1)B (1.54)

Η αναπαράσταση 248 της E8 αναπτύσσεται κάτω από την E6×U(1)A×U(1)B
ως εξής :

248 = 1(0,0) + 1(0,0) + 1(3, 1
2

) + 1(−3, 1
2

) + 1(0,−1) + 1(0,1) + 1(−3,− 1
2

) + 1(3,− 1
2

)

+ 78(0,0) + 27(3, 1
2

) + 27(−3, 1
2

) + 27(0,−1) + 27(−3,− 1
2

) + 27(3,− 1
2

) + 27(0,1)

(1.55)

Το R = U(1)× U(1) ανάπτυγµα της διανυσµατικής και σπινοριακής αναπα-
ϱάστασης της SO(6) είναι

6υ = (3,
1

2
) + (−3,

1

2
) + (0, 1) + (−3,−1

2
) + (3,−1

2
) + (0, 1) (1.56)

και

4s = (0, 0) + (3,
1

2
) + (−3,

1

2
) + (0, 1−) (1.57)

αντίστοιχα. Εφαρµόζοντας τους κανόνες του CSDR προκύπτει ότι τα πεδία
που επιζούν στις 4 διαστάσεις είναι 3 N = 1 διανυσµατικές multiplets V α,

4Για συµµετρικούς χώρους πηλίκου ο τελεστής V απουσιάζει καθώς τα fcab µηδενίζονται
εξορισµού
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V(1), V(2), 5 που περιέχουν τα πεδία ϐαθµίδας τηςE6 × U(1)A × U(1)B. Το
ϕερµιονικό περιεχόµενο αποτελείται από 3 N = 1 chiral multiplets Ai, Bi,
Ci (όπου i είναι δείκτης της 27 της E6) και 3 N = 1 chiral multiplets A, B,
C που είναι singlets της E6 και ϕέρουν µόνο U(1)A × U(1)B ϕορτία.

Για να καθοριστεί το δυναµικό, πρέπει να εξεταστεί περαιτέρω το ανάπτυγ-
µα της συζυγούς αναπαράστασης του S = SU(3) κάτω από την R = U(1) ×
U(1) (SU(3) ⊃ U(1)× U(1)):

8 = (0, 0) + (0, 0) + 6υ (1.58)

Τότε, σύµφωνα µε το ανάπτυγµα (3, 3) οι γεννήτορες της SU(3) µπορούν να
οµαδοποιηθούν ως:

QSU(3) = {Q0, Q
′
0, Q1, Q2, Q3, Q

1, Q2, Q3} (1.59)

Οι µη-τετριµµένες σχέσεις µετάθεσεις των γεννητόρων της SU(3) είναι οι εξής :

[Q1, Q0] =
√

3Q1 [Q1, Q
′
0] = Q1 [Q2, Q0] = −

√
3Q2

[Q1, Q
′
0] = Q2 [Q3, Q0] = 0 [Q3, Q

′
0] = −2Q3

[Q1, Q
1] =

√
3Q0 −Q′0 [Q2, Q

2] = −
√

3Q0 −Q′0 [Q3, Q
3] = 2Q′0

[Q1, Q2] =
√

2Q3 [Q2, Q3] =
√

2Q1 [Q3, Q1] =
√

2Q2

Το ανάπτυγµα (1.59) «προτείνει» την εξής αλλαγή στο συµβολισµό των ϐαθµω-
τών πεδίων :

(φI , I = 1, ..., 8)→ (φ0, φ
′
0, φ1, φ

1, φ2, φ
2, φ3, φ

3) (1.60)

Το δυναµικό οποιασδήποτε ϑεωρίας µε ελάττωση πάνω στο SU(3)/U(1)×U(1)
δίνεται συναρτήσει των (1.60):

V (φ) = (3Λ2 + Λ′2)
( 1

R4
1

+
1

R4
2

)
+

4Λ′2

R2
3

(1.61)

+
2

R2
2R

2
3

Tr(φ1φ
1) +

2

R2
1R

2
3

Tr(φ2φ
2) +

2

R2
1R

2
2

Tr(φ3φ
3)

+

√
3Λ

R4
1

Tr(Q0[φ1, φ
1])−

√
3Λ

R4
2

Tr(Q0[φ2, φ
2])−

√
3Λ

R4
3

Tr(Q0[φ3, φ
3])

+
Λ′

R4
1

Tr(Q′0[φ1, φ
1]) +

Λ′

R4
2

Tr(Q′0[φ2, φ
2])− 2Λ′

R4
3

Tr(Q′0[φ3, φ
3])

+
[ 2
√

2

R2
1R

2
2

Tr(φ3[φ1, φ2]) +
[ 2
√

2

R2
1R

2
3

Tr(φ2[φ3, φ1]) +
[ 2
√

2

R2
2R

2
3

Tr(φ1[φ2, φ3]) + h.c.
]

+
1

2
Tr
( 1

R2
1

[φ1, φ
1] +

1

R2
2

[φ2, φ
2] +

1

R2
3

[φ3, φ
3]
)2

− 1

R2
1R

2
2

Tr([φ1, φ2][φ1, φ2])− 1

R2
1R

2
3

Tr([φ1, φ3][φ1, φ3])− 1

R2
2R

2
3

Tr([φ2, φ3][φ2, φ3])

5το α είναι δείκτης της 78 της E6 και οι άλλοι δύο αντιστοιχούν στις 2 U(1)
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όπου R1,R2,R3 είναι οι ακτίνες του χώρου πηλίκου και Λ µια σταθερά που
προσδιορίζεται από τους περιορισµούς του CSDR. Συναρτήσει των ακτίνων η
πραγµατική µετρική6 του χώρου πηλίκου είναι

gab = diag(R2
1, R

2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3) (1.62)

΄Επειτα, εξετάζονται οι σχέσεις µετάθεσης τηςE8 κάτω από το ανάπτυγµα (1.55)
και οι γεννήτορες της E8 οµαδοποιούνται ως

QE8 = {Q0, Q
′
0, Q1, Q2, Q3, Q

1, Q2, Q3, Qα, Q1i, Q2i, Q3i, Q
1i, Q2i, Q3i}

(1.63)
όπου α = 1, ..., 78 και i = 1, ..., 27. Οι µη-τετριµµένες σχέσεις µετάθεσης της
E8 ϑα είναι :

[Q1, Q0] =
√

30Q1 [Q1, Q
′
0] =

√
10Q1 [Q2, Q0] = −

√
30Q2

[Q1, Q
′
0] =

√
10Q2 [Q3, Q0] = 0 [Q3, Q

′
0] = −2

√
10Q3

[Q1, Q
1] = −

√
30Q0 −

√
10Q′0 [Q2, Q

2] =
√

30Q0 −
√

10Q′0 [Q3, Q
3] = 2

√
10Q′0

[Q1, Q2] =
√

20Q3 [Q2, Q3] =
√

20Q1 [Q3, Q1] =
√

20Q2

[Q1i, Q0] =
√

30Q1i [Q1i, Q
′
0] =

√
10Q1i [Q2i, Q0] = −

√
30Q2i

[Q1i, Q
′
0] =

√
10Q2i [Q3i, Q0] = 0 [Q3i, Q

′
0] = −2

√
10Q3i

[Q1i, Q2j ] =
√

20dijkQ
3k [Q2i, Q3j ] =

√
20dijkQ

1l [Q3i, Q1j ] =
√

20dijkQ
2k

[Qα, Qβ] = 2igαβγQγ [Qα, Q0] = 0 [Qα, Q′0] = 0

[Qα, Q1i] = −(Gα)jiQ
1j [Qα, Q2i] = −(Gα)jiQ

2j [Qα, Q3i] = −(Gα)jiQ
3j

[Q1i, Q
1j ] = −1

6(Gα)jiQ
α −
√

30δjiQ0 −
√

10δjiQ
′
0

[Q2i, Q
2j ] = −1

6(Gα)jiQ
α +
√

30δjiQ0 −
√

10δjiQ
′
0

[Q3i, Q
3j ] = −1

6(Gα)jiQ
α + 2

√
10δjiQ

′
0

Οπότε οι περιορισµοί (1.44) για τα πεδία, όπως αυτά ορίζονται από την
(1.60), ϑα είναι :

[φ1, φ0] =
√

3φ1 [φ1, φ
′
0] = φ1

[φ2, φ0] = −
√

3φ2 [φ2, φ
′
0] = φ2

[φ3, φ0] = 0 [φ3, φ
′
0] = −2φ3

(1.64)

Οι λύσεις των περιορισµών (1.64) συναρτήσει των πεδίων Higgs και των γεν-
νητόρων της E8 (1.63) που αντιστοιχούν στην εµβάπτιση (1.55) της R =
U(1)× U(1) στην E8 είναι (για Λ = Λ′ = 1√

10
):

6η µιγαδική µετρική που χρησιµοποιήθηκε ήταν η gīi = 1
R2

i
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φ0 = ΛQ0

φ′0 = ΛQ′0

φ1 = R1α
iQ1i +R1αQ1 (1.65)

φ2 = R2β
iQ2i +R2βQ2

φ3 = R3γ
iQ3i +R3γQ3

όπου τα µη-περιορισµένα ϐαθµωτά πεδία µετασχηµατίζονται κάτω από την
E6 × U(1)A × U(1)B ως:

αi ∼ 27(3, 1
2

) , α ∼ 1(3, 1
2

),

βi ∼ 27(−3, 1
2

) , β ∼ 1(−3, 1
2

), (1.66)

γi ∼ 27(0,−1) , γ ∼ 1(0,−1)

Οπότε το δυναµικό (1.61) ϑα γίνει :

V (αi, α, βi, β, γi, γ) = const+
( 4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
αiαi +

( 4R2
1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
αα

+
( 4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
βiβi +

( 4R2
2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
ββ

+
( 4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γiγi +

( 4R2
3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γγ

+
[√

280
( R1

R2R3
+

R2

R1R3
+

R3

R2R1

)
dijkα

iβkγk

+
√

280
( R1

R2R3
+

R2

R1R3
+

R3

R2R1

)
αβγ + h.c.

]
+

1

6

(
αi(Gα)jiαj + βi(Gα)jiβj + γi(Gα)jiγj

)2

+
10

6

(
αi3δjiαj + α3α+ +βi(−3)δji βj + β(−3)β

)2

+
40

6

(
αi

1

2
δjiαj + α

1

2
α+ βi

1

2
δji βj + β

1

2
β + γi(−1)δji γj + γ(−1)γ

)2

+40αiβjdijkd
klmalβm + 40βiγjdijkd

klmβlγm + 40αiγjdijkd
klmαlγm

+40(αβ)(αβ) + 40(βγ)(βγ) + 40(γα)(γα)
(1.67)

Στο δυναµικό (1.67) εµπεριέχονται οι Fόροι, οιD-όροι και οι soft scalar όροι.
Οι F -όροι προέρχονται από το superpotential:

W(Ai, Bj , Ck, A,B,C) =
√

40dijkA
iBjCk +

√
40ABC (1.68)
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Οι D-όροι έχουν δοµή:

1

2
= DαDα +

1

2
D1D1 +

1

2
D2D2 (1.69)

όπου

Dα =
1√
3

(
αi(Gα)jiαj + βi(Gα)jiβj + γi(Gα)jiγj

)
D1 =

√
10

3

(
αi3δjiα

j + α3α+ βi(−3)δji βj + β(−3)β
)

D2 =

√
40

3

(
αi

1

2
δjiα

j + α
1

2
α+ βi

1

2
δji βj + β

1

2
β + γi(−1)δji γj + γ(−1)γ

)
που αντιστοιχεί στη δοµή E6 × U(1)A × U(1)B της οµάδας ϐαθµίδας. Οι υ-
πόλοιποι όροι είναι οι τριγραµµικοί όροι και οι όροι µάζας που σπάνε «απαλά»
(sofltly) την υπερσυµµετρία και σχηµατίζουν το ϐαθµωτό SSB (soft breaking
sector) της Λαγκρανζιανής :

Lscalar SSB =
( 4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
αiαi +

( 4R2
1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
αα

+
( 4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
βiβi +

( 4R2
2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
ββ +

( 4R2
3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γiγi +

( 4R2
3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γγ

+
[√

280
( R1

R2R3
+

R2

R1R3
+

R3

R2R1

)
dijkα

iβkγk

+
√

280
( R1

R2R3
+

R2

R1R3
+

R3

R2R1

)
αβγ + h.c.

]
(1.70)

Το δυναµικό (1.67) ανήκει στην περίπτωση που εξετάστηκε παραπάνω, όπου
το S έχει εικόνα στο G. Στη συγκεκριµένη περίπτωση το S = SU(3) έχει
εικόνα στο G = E8 οπότε το ελάχιστο του δυναµικού είναι µηδέν. Τέλος, για
να προσδσιοριστεί η µάζα των gauginos, υπολογίζεται ο τελεστής V της (1.49)
στην περίπτωση SU(3)/U(1) × U(1) χρησιµοποιώντας το Παράρτηµα Αʹ και
το Παράρτηµα Βʹ, από τα οποία χρησιµοποιούνται και οι πίνακες Γ για να
υπολογιστεί το Σab = 1

4 [Γa,Γb] και στη συνέχεια το GabcΓaΣbc. Ο συνδυασµός
όλων αυτών οδηγεί στη µάζα των gaugino:

M = V = (1 + 3τ)
(R2

1 +R2
2 +R2

3)

8
√
R2

1R
2
2R

2
3

(1.71)

Η επιλεγµένη εµβάπτιση ικανοποιεί τη συνθήκη (1.32) και την απουσία στην
4-διάστατη ϑεωρία οποιουδήποτε άλλου όρου που δεν ανήκει στην υπερσυµ-
µετρική E6 × U(1)A × U(1)B ϑεωρία ϐαθµίδας ή στον SSB τοµέα της.
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S/R SO(6) vector SO(6) spinor
SU(3)/U(1)× U(1) (a, c) + (b, d) + (a+ b, c+ d) (0, 0) + (a, c) + (b, d)

+(−a,−c) + (−b,−d) +(−a− b,−c− d)
(−a− b,−c− d)

Πίνακας 1

Ανακεφαλαιώνοντας, το γεγονός ότι, ξεκινώντας µε µία N = 1 υπερσυµµετρι-
κή ϑεωρία στις 10 διαστάσεις, το CSDR οδηγεί στο ϕερµιονικό περιεχόµενο
µιας N = 1 υπερσυµµετρικής ϑεωρίας στην περίπτωση που ο 6-διάστατος
χώρος πηλίκου είναι µη-συµµετρικός, ϕαίνεται εξετάζοντας τον Πίνακα 1. Πιο
συγκεκριµένα, όταν ο χώρος πηλίκου είναι µη-συµµετρικόε, τα αναπτύγµατα
της σπινοριακής 4 και της αντισπινοριακής 4 της SO(6) κάτω απότην R περι-
έχουν µια singlet, δηλαδή έχουν τη µορφή 1+r και 1+r αντίστοιχα, όπου η r
είναι γενικά αναγωγίσιµη. Η singlet κάτω από την R συνιστά στην 4-διάστατη
ϑεωρία ϕερµιόνια που µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τη συζυγή και αντιστοι-
χούν στα gauginos, τα οποία αποκτούν µάζες γεωµετρικής προέλευσης (αλλά
και µάζες που προέρχονται από τη στρέψη). ΄Οσον αφορά το ανάπτυγµα της
διανυσµατικής 6 της SO(6) κάτω από την R στην µη-συµµετρική περίπτωση,
η διανυσµατική αναπαράσταση µπορεί να δηµιουργηθεί από το τανυστικό γι-
νόµενο 4 × 4 και εποµένως έχει δοµή r + r. Τότε, οι περιορισµοί του CSDR
υποδεικνύουν ότι η 4-διάστατη ϑεωρία ϑα περιέχει τις ίδιεσ αναπαραστάσεις
ϕερµιονίων και ϐαθµωτών, εφόσον και τα δύο προέρχονται από την οµάδα
ϐαθµίδας G και πρέπει να ικανοποιούν τις ίδιες συνθήκες κάτω από το R.
Εποµένως, το πεδιακό περιεχόµενο της 4-διάστατης ϑεωρίας είναι N = 1
υπερσυµµετρικό (η N = 1 υπερσυµµετρία αυτή σπάει τελικά «απαλά»).



Κεφάλαιο 2

Ο µηχανισµός Wilson flux

Η οµάδα ϐαθµίδας του προηγούµενου κεφαλαίου πρέπει να µειωθεί περαι-
τέρω, κάτι που επιτυγχάνεται µε το µηχανισµό Wilson flux.

Μέχρι στιγµής η ϑεωρία ϐαθµίδας ϑεωρήθηκε στο χώρο M4 × B0, όπου
B0 µια simply connected πολλαπλότητα. Γίνεται όµως να επιλεγεί ο χώρος
M4 ×B, όπου B = B0/F

S/R και FS/R µια freely acting διακριτή συµµετρία
του B0. Το B γίνεται τότε multiply connected. Για κάθε στοιχείο g ∈ FS/R
επιλέγεται ένα στοιχείο Ug στο H, δηλαδή στην 4-διάστατη οµάδα ϐαθµίδας
της ελαττωµένης ϑεωρίας, το οποίο µπορεί να αναπαρασταθεί ως Wilson loop
(WL):

Ug = Pexp
(
− i
∫
γg

T aAaM (x)dxM
)

(2.1)

όπου τα AaM (x) είναι «vacuum H » πεδία µε γεννήτορες οµάδας T a, το γg είναι
ένα contour που αναπαριστά το «αφηρηµένο» στοιχείο g του FS/R και το P
υποδηλώνει το path ordering. Αν το γg επιλεγεί να µην µπορεί να «συσταλεί»
σε σηµείο, τότε Ug 6= 1, παρόλο που το vacuum field strength µηδενίζεται
παντού. Με αυτόν το τρόπο ένας οµοιοµορφισµός του FS/R στο H επάγεται
µε εικόνα TH , που είναι η υποοµάδα του H που γεννιέται από το {Ug}. ΄Ενα
πεδίο f(x) στο B0 είναι ισοδύναµο µε ένα άλλο πεδίο στο B0 που ικανοποιεί
την f(g(x)) = f(x) για κάθε g ∈ FS/R. Παρουσία της οµάδας ϐαθµίδας H το
παραπάνω µπορεί να γενικευθεί στο :

f(g(x)) = Ugf(x) (2.2)

Οι διακριτές συµµετρίες FS/R, οι οποίες είναι freely acting πάνω στους χώρους
πηλίκου B0 = S/R είναι το κέντρο των S, Z(S) και W = WS/WR, όπου WS

και WR είναι οι οµάδες Weyl των S και R αντίστοιχα. Στην περίπτωση που
εξετάζεται σε αυτήν την εργασία ισχύει :

FS/R = Z3 ⊆W (2.3)

19
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2.1 SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3) από Wilson flux

Γιανα εξαχθεί η projected ϑεωρία παρουσία του WL, ϑα πρέπει να παρα-
µείνουν τα πεδία που είναι αναλλοίωτα κάτω από τη συνδυασµένη δράση της
διακριτής οµάδας Z3 στη γεωµετρία και στους δείκτες ϐαθµίδας. Η συµµετρία
αυτή δρα µη-τετριµµένα στα πεδία ϐαθµίδας και στα πεδία ύλης στην 27 και
στις singlets. Η δράση της στου δείκτες ϐαθµίδας εισάγεται µέσω του πίνακα
diag(19, ω19,

′ omega219) µε ω = e2iπ/3. Εποµένως, τα πεδία ϐαθµίδας που
επιζούν της προβολής είναι εκείνα ου ικανοποιούν :

Aµ = γ3Aµγ
−1
3 (2.4)

ενώ οι συνιστώσες των πεδίων ύλης στην 27 που επιζούν είναι αυτά που ικανο-
ποιούν :

~α = ωγ3~α, ~β = ω2γ3
~β, ~γ = ω3γ3~γ (2.5)

Τελικά, η προβολή στις µιγαδικές ϐαθµωτές singlets είναι :

α = ωα, β = ω2β, γ = ω3γ (2.6)

Φαίνεται εύκολα ότι µετά την προβολή Z3 η οµάδα ϐαθµίδας ελαττώνεται στην :

AAµ , A ∈ SU(3)c ⊗ SU(3)L ⊗ SU(3)R
1 (2.7)

και τα ϐαθµωτά πεδία ύλης ϐρίσκονται στις bifundamental2 αναπαραστάσεις :

α3 ∼ H1 ∼ (3, 1, 3)(3,1/2), β2 ∼ H2 ∼ (3, 3, 1)(−3,1/2), γ1 ∼ H3 ∼ (1, 3, 3)(0,−1)

(2.8)
Υπάρχουν και ϕερµιόνια και παρόµοιες αναπαραστάσεις. Το Higgs ταυτο-
ποιείται µε το διάνυσµα µε 9 συνιστώσεςH3a (µε a = 1, ..., 9). Από τις singlets
µόνο η γ(0,−1) επιβιώνει. Παρακάτω ϑα χρησιµοποιηθούν οι δείκτες a, b, c, ...
για τις µιγαδικές συνιστώσες µιας δωθείσας bifundamental αναπαράστασης
και οι i, j, k, ... = 1, 2, 3 για διαφορετικές bifundamental αναπαραστάσεις.

Πρέπει ακόµα να γίνουν τα κατάλληλα ϐήµατα ώστε να υπάρχουν 3 ίδιες
οικογένειες για καθένα από τα bifundamental πεδία. Αυτό µπρεί (εν γένει) να
επιτευχθεί εισάγοντας µη-τετριµµένα windings στο R. Τα 3 «αντίγραφα» των
bifundamental πεδίων συµβολίζονται ως (χρησιµοποιείται ο δείκτης l = 1, 2, 3
για τον προσδιορισµό των οικογενειών):

3 ·H1 → H
(l)
1 ∼ 3 · (3, 1, 3)(3,1/2)

3 ·H2 → H
(l)
2 ∼ 3 · (3, 3, 1)(−3,1/2) (2.9)

3 ·H3 → H
(l)
3 ∼ 3 · (1, 3, 3)(0,−1)

1όπου ο δείκτης c συµβολίζει το χρώµα (πρόκειται για την SU(3)c του SM )
2bifundamental αναπαράσταση είναι µια αναπαράσταση που προκύπτει ως τανυστικό γι-

νόµενο δύο fundamental ή antifundamental αναπαραστάσεων
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Οµοίως, τα 3 «αντίγραφα» των ϐαθµωτών συµβολίζονται ως :

3 · γ(0,−1) → θ
(l)
(0,−1) (2.10)

Το ϐαθµωτό δυναµικό παίρνει αντιστοίχως 3 «αντίγραφα» από κάθε συνεισφο-
ϱά.

Παρακάτω, όποτε δεν προκαλεί σύγχυση, ϑα συµβολίζονται µε το ίδιο
γράµµα ένα chiral superfield µε το ϐαθµωτό αντίστοιχό του. Επίσης, το δυνα-
µικό µετά την προβολή ϑα έχει την ίδια µορφή µε πριν, µε τη µόνη διαφορά
ότι µόνο το θ(l) δεν µηδενίζεται από τις singlets και ότι τα αθροίσµατα των
συνιστωσών τώρα ϑα περιλαµβάνουν µόνο τις άρτιες κάτω από την προβολή.
Το ϐαθµωτό δυναµικό µπορεί να ξαναγραφτεί ως :

Vsc = 3(3Λ2 + Λ′2)
( 1

R4
1

+
1

R4
2

)
+

3 · 4Λ′2

R4
3

+
∑
l=1,2,3

V (l) (2.11)

όπου V (l) = VSUSY + Vsoft µε VSUSY = VD + VF . Εφόσον υπάρχουν 3
πανοµοιότυπεσ συνεισφορές στο δυναµικό, τουλάχιστον µέχρι να δοθούν vevs
στα Higgs (που εν γένει µπορεί να είναι διαφορετικές για κάθε l), µπορεί να
παραλείπεται πλέον ο δείκτης (l) από τα περισσότερα πεδία. Τότε, η αναλυτική
µορφή των D-όρων και F -όρων ϑα είναι :

VD =
1

2

∑
A

DADA +
1

2
D1D1 +

1

2
D2D2

Vf =
∑

i=1,2,3

|FHi |2 + |Fθ|2 (2.12)

όπου FHi = ∂W
∂Hi

και Fθ = ∂W
∂θ . Οι F -όροι εξάγονται από το

W =
√

40dabcH
a
1H

b
2H

c
3 (2.13)

και οι D-όροι είναι οι

DA =
1√
3
〈Hi|GA|Hi〉

D1 = 3

√
10

3
(〈H1|H1〉 − 〈H2|H2〉) (2.14)

D2 =

√
10

3
(〈H1|H1〉+ 〈H2|H2〉 − 2〈H3|H3〉 − 2|θ|2)

όπου

〈Hi|GA|Hi〉 =
∑

i=1,2,3

Ha
i (GA)baHib

〈Hi|Hi〉 =
∑

i=1,2,3

Ha
i δ

b
aHib (2.15)
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Τέλος, οι soft breaking όροι είναι :

Vsoft =
( 4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
〈H1|H1〉+

( 4R2
2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
〈H2|H2〉

+
( 4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
(〈H3|H3〉+ |θ|2) (2.16)

+ 80
√

2
( R1

R2R3
+

R2

R1R3
+

R3

R1R2

)
(dabcH

a
1H

b
2H

c
3 + h.c.)

Τα (GA)ba είναι σταθερές δοµής, αντισυµµετρικές ως προς τα a, b. Το διάνυσµα
|φ〉 και το ερµιτιανό συζυγές του 〈φ| αναπαριστούν τα 9-διάστατα bifundamen-
tal πεδία παραπάνω.

Το δυναµικό µπορεί να γραφτεί και σε πιο «ϐολική» µορφή αν γραφτούν τα
διανύσµατα σε µιγαδική 3× 3 µορφή πίνακα. Οι διάφοροι όροι στο ϐαθµωτό
δυναµικό µπορούν τότε να ερµηνευθούν ως πολυώνυµα Lie. Ταυτοποιούνται
τα ακόλουθα:

H1 ∼ (3, 1, 3)→ (qc)αp H2 ∼ (3, 3, 1)→ Qaα H3 ∼ (1, 3, 3)→ Lpa (2.17)

όπου

qc =

d1
R u1

R D1
R

d2
R u2

R D2
R

d3
R u3

R D3
R

 , Q =

d1
L d2

L d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 , L =

H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
νR eR S


(2.18)

Προφανώς τα dL,R, uL,R και DL,R µετασχηµατίζονται ως 3,3 κάτω από την
SU(3)c. Εισάγονται τα

q̂c
p
α =

1

3

∂I3

∂qcαp
, L̂ap =

1

3

∂I3

∂Lpa
, Q̂αa =

1

3

∂I3

∂Qaα
(2.19)

όπου I3 = det[Q]+det[qc]+det[L]− tr(qc ·L ·Q). Συναρτήσει των παραπάνω:

〈H1|H1〉 = tr(qc†qc), 〈H2|H2〉 = tr(Q†Q), 〈H3|H3〉 = tr(L†L) (2.20)

και

dabcH
a
1H

b
2H

c
3 = detqc† + detM † + detL† = tr(N †M †L†) (2.21)

Οι F -όροι που αναλυτικά ήταν :

VF = 40dabcd
cde(Ha

1H
b
2H1dH2e +Ha

2H
b
3H2dH3eH

a
1H

b
3H1dH3e) (2.22)

µπορούν πλέον να γραφτούν ως :

VF = 40tr(q̂c
†
q̂c + Q̂†Q̂+ L̂†L̂). (2.23)



Κεφάλαιο 3

Ελάττωση Παραµέτρων και
Finiteness

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δοθεί µια σύνοψη της αρχής της ελάττωσης παρα-
µέτρων. Ακόµα ϑα περιγραφούν συντόµως οι (N = 1 υπερσυµµετρικές) πεπε-
ϱασµένες µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες (Finite Unified Theories - FUT).

3.1 Ελάττωση παραµέτρων

΄Οσον αφορά τις αδιάστατες συζεύξεις, µια σχέση ανεξάρτητη της οµάδας επα-
νακανονικοποίησης (renormalization group invariant - RGI) µεταξύ συζεύξε-
ων g:

F(g1, ..., gN ) = 0 (3.1)

πρέπει να ικανοποιεί την µερική διαφορική εξίσωση

µ
dF
dµ

=

N∑
i=1

βi
∂F
∂gi

= 0 (3.2)

όπου βi είναι η συνάρτηση β του gi. Υπάρχουν (N − 1) ανεξάρτητες F και η
εύρεση του πλήρους συνόλου αυτών των λύσεων είναι ισοδύναµη µε τη λύση
των εξισώσεων ελάττωσης (RE):

βg

(dgi
dg

)
= βi , i = 1, ..., N (3.3)

όπου το g είναι η κύρια σύζευξη και βg η συνάρτηση β του. Χρησιµοποιώντας
όλες τις (N−1) F για να επιβληθούν RGI σχέσεις, είναι δυνατό να εκφραστούν
όλες οι συζεύξεις συναρτήσει µίας σύζευξης g.Η πλήρης ελάττωση (η οποία
διατηρεί τη διαταρακτική επανακανονικοποιησιµότητα) µπορεί να επιτευχθεί
µε µια λύση σε µορφή δυναµοσειράς, η µοναδικότητα της οποία µπορεί να
διερευνηθεί σε 1-loop.
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3.2 N = 1 Finiteness

΄Οσον αφορά τη finiteness, είναι αναπόφευκτο να ϑεωρηθούν υπερσυµµετρι-
κές ϑεωρίες. ΄Εστω µια chiral, ελεύθερη ανωµαλιών, N = 1 υπερσυµµετρική
υεωρία ϐαθµίδας ϐασισµένη σε µια οµάδα ϐαθµίδας G µε σταθερά σύζευξης
g. Το superpotential της ϑεωρίας αυτής δίνεται από:

W =
1

2
mijΦiΦj +

1

6
CijkΦiΦjΦk (3.4)

όπου τα mij και Cijk είναι τανυστές αναλλοίωτοι ϐαθµίδας και το πεδίο ύλης
Φi µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε την irrep Ri της οµάδας ϐαθµίδας G. ΄Ολες
οι 1-loop συναρτήσεις β της ϑεωρίας µηδενίζονται εάν τα β

(1)
g και γj(1)

i (τα
δεύτερα είναι τα anomalous dimensions των superfields) µηδενίζονται. Οι
συνθήκες αυτές είναι δηλαδή οι :

∑
i

l(Ri) = 3C2(G) ,
1

2
CipqC

jpq = 2δji g
2C2(Ri) (3.5)

όπου l(Ri) είναι ο δείκτης Dynkin της Ri και C2(G), C2(Ri) είναι αντίστοιχα
οι τετραγωνικοί τελεστές Casimir της συζυγούς αναπαράστασης του G και της
αναπαράστασης Ri. Μια αναµενόµενη ερώτηση είναι τι γίνεται σε υψηλότερες
τάξεις. ΄Ενα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσµα είναι ότι οι συνθήκες (3.5) είναι
αναγκαίες και ικανές για finiteness σε επίπεδο 2-loop.

Οι συνθήκες (3.5) για 1-loop και 2-loop finiteness περιορίζουν σηµαντι-
κά τις πιθανές επιλογές των irrep Ri για µια οµάδα ϐαθµίδας G, αλλά και
τις συζεύξεις Yukawa του superpotential.Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι συνθήκες
αυτές δεν µπορούν να εφαρµοστούν για το MSSM, καθώς η παρουσία της ο-
µάδας ϐαθµίδας U(1) δεν είναι συµβατή µε την πρώτη συνθήκη (3.5), επειδή
C2[U(1)] = 0. ΄Αρα, η finiteness ϑα συναντάται µόνο στο (ενεργειακό) επίπε-
δο µιας µεγαλοενοποιηµένης ϑεωρίας, µε το SM να είναι µόνο η αντίστοιχη
effective ϑεωρία στις χαµηλές ενέργειες.

Οι συνθήκες (3.5) επιβάλλουν σχέσεις µεταξύ των συζεύξεων ϐαθµίδας και
Yukawa. Πρέπει λοιπόν να εγγυηθεί ότι τέτοιες σχέσεις που οδηγούν σε ελάτ-
τωση παραµέτρων ισχύουν σε κάθε σηµείο επανακανονικοποίησης. Η ανα-
γκαία (αλλά και ικανή) συνθήκη για να συµβεί αυτό είναι η απαίτηση τέτοιες
σχέσεις να είναι λύσεις στις εξισώσεις ελάττωσης (RE) (3.3) σε όλες τις τάξεις
ϑεωρίας διαταραχών. Συγκεκριµένα, υπάρχει ένα ϑεώρηµα [7] που εγγυάται
το µηδενισµό των συναρτήσεων β σε όλες τις τάξεις ϑεωρίας διαταραχών αν α-
παιτηθεί ελάττωση παραµέτρων και ότι όλες οι 1-loop anomalous dimensions
των πεδίων ύλης στην πλήρως και κατά µοναδικό τρόπο ελαττωµένη ϑεωρία
µηδενίζονται ταυτοτικά.
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3.3 Soft σπάσιµο υπερσυµµετρίας σε N = 1 FUTs

Η παραπάνω µέθοδος ελάττωσης των αδιάστατων συζεύξεων µπορεί να επεκτα-
ϑεί και στις soft supersymmetry breaking (SSB) συζεύξεις µε διαστάσεις µιας
N = 1 υπερσυµµετρικής ϑεωρίας. Επιπλέον, οι RGI SSB µάζες ϐαθµωτών
σε ένα γενικό µοντέλο Gauge-Yukawa ενοποίησης (GYU) ικανοποιούν έναν
καθολικό κανόνα άθροισης σε 1-loop, ο οποίος επεκτείνεται και σε όλες τις
τάξεις ϑεωρίας διαταραχών.

΄Εστω το superpotential (3.4) µαζί µε τη λαγκρανζιανή για τους SSB όρους :

−LSB =
1

6
hijkφiφjφk +

1

2
bijφiφj +

1

2
(m2)jiφ

∗iφj +
1

2
Mλλ+ h.c. (3.6)

όπου τα φi είναι οι ϐαθµωτές συνιστώσες των chiral superfields Φi, τα λ είναι τα
gauginos και τοM είναι η µάζα ενοποίησης. Εφόσον η συζήτηση αφορά µόνο
πεπερασµένες (finite) ϑεωρίες, λαµβάνεται υπόψιν η υπόθεση ότι η 1-loop
συνάρτηση β της σύζευξης ϐαθµίδας g µηδενίζεται, αλλά και ότι οι εξισώσεις
ελάττωσης (3.3) έχουν λύσεις σε µορφή δυναµοσειράς της µορφής:

Cijk = g
∑
n=0

ρijk(n)g
2n (3.7)

Η ϑεωρία είναι τότε πεπερασµένη σε όλες τις τάξεις ϑεωρίας διαταραχών εάν,
µεταξύ άλλων, οι 1-loop anomalous dimensions γj(1)

i µηδενίζονται. Η 1-loop
και 2-loop finiteness για το hijk επιτυγχάνονται µε την επιβολή της συνθήκης:

hijk = −MCijk + ... = −Mρijk(0)g +O(g5) (3.8)

Επιπλέον, η 1-loop και 2-loop finiteness απαιτεί να ικανοποιείται ο παρακάτω
2-loop κανόνας άθροισης για τις µάζες των ϐαθµωτών:

(m2
i +m2

j +m2
k)

MM †
= 1 +

g2

16π2
∆(2) +O(g4) (3.9)

όπου ∆(2) είναι η 2-loop διόρθωση:

∆(2) = −2
∑
l

[( m2
l

MM †

)
−
(1

3

)]
T (Ri) (3.10)

η οποία µηδενίζεται για την καθολική επιλογή. Ακόµα, έχει ϐρεθεί ότι η σχέση

hijk = −M(Cijk)′ ≡ −MdCijk(g)

d ln g
(3.11)

µεταξύ συζεύξεων είναι RGI σε όλες τις τάξεις ϑεωρίας διαταραχών.
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Κεφάλαιο 4

Το µοντέλο
SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα εξεταστεί το µοντέλο SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3), τόσο ως
µία ϑεωρία που προέρχεται από την µεγαλοδιάστατη ϑεωρία που περιγράφθη-
κε στα πρώτα κεφάλαια, όσο και ως µια πεπερασµένη (finite) ϑεωρία ενοπο-
ίησης στην οποία µπορεί να εφαρµοστεί η αρχή της ελάττωσης παραµέτρων
που συνοψίστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Αξίζει, αρχικά, να παρατεθεί ο
τρόπος µε τον οποίο το N = 1 υπερσυµµετρικό SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3)σπάει
στο MSSM.

4.1 Σπάσιµο συµµετρίας ϐαθµίδας

Θεωρούνται οι παρακάτω vevs:

〈L(1)
s 〉 =

0 0 0
0 0 0
0 0 V1

 , 〈L(2)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
V2 0 0

 , (4.1)

όπου Ls είναι η ϐαθµωτή συνιστώσα της λεπτονικής supermultiplet L1. Για
απλότητα ϑα ϑεωρηθεί ότι µόνο µία οικογένεια παίρνει vevs. Οι δύο αυτές
vevs αφήνουν άσπαστη την οµάδα χρώµατος SU(3)c αλλά σπάνε τις άλλες ως
εξής :

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)R × U(1) (4.2)

από την 〈L(1)
s 〉 και

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)′R × U(1)′ (4.3)

από την 〈L(2)
s 〉. Ο συνδυασµός των δύο δίνει τελικά

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y (4.4)
1Υπενθυµίζεται ότι η L µετασχηµατίζεται ως (1, 3, 3) κάτω από το SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3)
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που είναι το MSSM. Το σπάσιµο του gauge τµήµατος της ϑεωρίας προκύπτει
από τον όρο Tr|DµLs|2, µε το DµLs να δίνεται από:

DµLs = ∂µLs−igL(AαµT
α)Ls︸ ︷︷ ︸

SU(3)L

− iLs(gRBα
µT

α)†︸ ︷︷ ︸
SU(3)R

(4.5)

όπου Tα είναι οι πίνακες Gell-Mann µε α = 1, ..., 8 (Tα† = −Tα∗) και gL,R
είναι οι συζεύξεις ϐαθµίδας των δύο οµάδων, ενώ Aαµ και Bα

µ τα πεδία των δύο
οµάδων ϐαθµίδας αντίστοιχα. Εφόσον το L είναι singlet κάτω από την SU(3)c,
δεν υπεισέρχεται όρος χρώµατος στην συναλλοίωτη παράγωγο.2 «Αφήνοντας»
προσωρινά τους δείκτες µ για διευκόλυνση:

A1T 1 =

 0 A1 0
A1 0 0
0 0 0

 , A2T 2 =

 0 −iA2 0
iA2 0 0
0 0 0

 , A3T 3 =

A3 0 0
0 −A3 0
0 0 0

 ,

A4T 4 =

 0 0 A4

0 0 0
A4 0 0

 , A5T 5 =

 0 0 −iA5

0 0 0
iA5 0 0

 , A6T 6 =

0 0 0
0 0 A6

0 A6 0

 ,

A7T 7 =

0 0 0
0 0 −iA7

0 iA7 0

 , A8T 8 =
1√
3

A8 0 0
0 A8 0
0 0 −2A8

 (4.6)

και όµοια για τα BαTα. Οπότε :

Aµ ≡ AαµTα =

A
3 + 1√

3
A8 A1 − iA2 A4 − iA5

A1 + iA2 1√
3
A8 −A3 A6 − iA7

A4 + iA5 A6 + iA7 − 2√
3
A8

 (4.7)

Bµ ≡ Bα
µT

α∗ =

B
3 + 1√

3
B8 B1 + iB2 B4 + iB5

B1 − iB2 1√
3
B8 −B3 B6 + iB7

B4 − iB5 B6 − iB7 − 2√
3
B8

 (4.8)

ενώ χρησιµοποιείται και ο επαναορισµός :

−iglAµLs + iLsgRBµ ≡ −iÃµLs + iLsB̃µ (4.9)

2Στον όρο της SU(3)R το Ls ϐρίσκεται αριστερά του (BαµT
α)† καθώς η οµάδα πρέπει να

δρα στις γραµµές και όχι τις στήλες του πίνακα.
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1o Σπάσιµο

Στο κενό της ϑεωρίας ϑα ισχύει :

−iÃµ〈L(1)
s 〉+ i〈L(1)

s 〉B̃µ =

= −i

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

0 0 − 2√
3
Ã8

V1

+ i

 0 0 0
0 0 0

B̃4 − iB̃5 B̃6 − iB̃7 − 2√
3
B̃8

V1

= −iV1

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

−(B̃4 − iB̃5) −(B̃6 − iB̃7) 2√
3
(B̃8 − Ã8)


Το τετράγωνο του απολύτου της παραπάνω έκφρασης δίνει :

|DµLs|2 = V 2
1

 0 0 −(B̃4 − iB̃5)

0 0 −(B̃6 − iB̃7)

Ã4 − iÃ5 Ã6 − iÃ7 2√
3
(B̃8 − Ã8)


×

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

−(B̃4 − iB̃5) −(B̃6 − iB̃7) 2√
3
(B̃8 − Ã8)



=V 2
1



|B̃4 − iB̃5|2
(B̃6 − iB̃7)×
×(B̃4 − iB̃5)

(B̃6 − iB̃7)×
×(B̃4 − iB̃5)

(B̃6 + iB̃7)×
×(B̃4 + iB̃5) |B̃6 − iB̃7|2

(B̃6 + iB̃7)×
×(B̃4 + iB̃5)

2√
3
(Ã8 − B̃8)×
×(B̃4 − iB̃5)

2√
3
(Ã8 − B̃8)×
×(B̃6 − iB̃7)

|Ã4 + iÃ5|2+

+|Ã6 − iÃ7|2+

+4
3(B̃8 − Ã8)2


Οπότε το ίχνος της παραπάνω έκφρασης ϑα είναι :

Tr|DµLs|2 =V 2
1

(
(Ã4)2 + (Ã5)2 + (Ã6)2 + (Ã7)2

+ (B̃4)2 + (B̃5)2 + (B̃6)2 + (B̃7)2 (4.10)

+
4

3
(B̃8)2 +

4

3
(Ã8)2 − 4

3
Ã8B̃8 − 4

3
B̃8Ã8

)
Είναι ϕανερό ότι 9 πεδία ϐαθµίδας παίρνουν µάζα, τα A4, A5, A6, A7, B4,
B5, B6, B7 και ένας γραµµικός συνδιασµός των A8, B8. Ξεκινώντας µε 24
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πεδία ϐαθµίδας, η ϑεωρία µετά το πρώτο σπάσιµο καταλήγει σε 24 − 9 = 15
πεδία. ΄Οµως το SM έχει 8 + 3 + 1 = 12 πεδία, οπότε το ένα σπάσιµο δεν είναι
αρκετό.

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R︸ ︷︷ ︸
24 γεννήτορες

→ SU(3)c × SU(2)L × SU(2)R × U(1)︸ ︷︷ ︸
15 γεννήτορες

(4.11)

Σηµειώνεται ότι ο γραµµικός συνδιασµός των A8, B8 που παραµένει άµαζος
αντιστοιχεί στην καινούρια U(1).

2o Σπάσιµο

Χρησιµοποιώντας και τη δεύτερη vev:

−iÃµ〈L(2)
s 〉+ i〈L(2)

s 〉B̃µ =

= −iV2

 Ã4 − iÃ5 0 0

Ã6 − iÃ7 0 0

−(B̃3 + 1√
3
B̃8)− 2√

3
Ã8 −(B̃1 + iB̃2) −(B̃4 + iB̃5)


και µε όµοιο τρόπο τελικά:

|DµLs|2 = V 2
2 ×

|Ã4 − iÃ5|2 + |Ã6 − iÃ7|2+

+(B̃3 + 1√
3
B̃8 + 2√

3
Ã8)2

B̃1 + iB̃2)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

−(B̃4 + iB̃5)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

−(B̃1iB̃2)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8) |B̃1 + iB̃2|2

(B̃4 + iB̃5)×
×(B̃1 − iB̃2)

B̃4 − iB̃5)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

B̃1 + iB̃2)×
×(B̃4 − iB̃5)

|B̃4 + iB̃5|2


Οπότε το ίχνος του ϑα είναι :

Tr|DµLs|2 =V 2
2

(
(B̃4)2 + (B̃5)2 + (B̃1)2 + (B̃2)2

+ (Ã4)2 + (Ã5)2 + (Ã6)2 + (Ã7)2

+ (B̃3)2 +
1

3
(B̃8)2 +

4

3
(Ã8)2

+
1√
3

(B̃3B̃8 + B̃8B̃3) +
2√
3

(B̃3Ã8 + Ã8B̃3)

+
2

3
(B̃8Ã8 + Ã8B̃8)

)
(4.12)

Συνδυάζοντας τις εκφράσεις (4.10) και (4.12), παίρνουν τελικά µάζα τα A4,
A5, A6, A7, B1, B2, B4, B5, B6, B7 και µένει και ένας µη-διαγώνιος πίνακας
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µαζών για τα A8, B3, B8:

B̃3 B̃8 Ã8

B̃3 V 2
2

V 2
2√
3

2√
3
V 2

2

B̃8 V 2
2√
3

1
3(4V 2

1 + V 2
2 ) 2

3V
2

2 − 4
3V

2
1

Ã8 2√
3
V 2

2
2
3V

2
2 − 4

3V
2

1
4
3(V 2

1 + V 2
2 )

(4.13)

∆ιαγωνοποιώντας τον πίνακα, τελικά οι µάζες των πεδίων ϐαθµίδας ϑα είναι :

mA4 = mA5 = mA6 = mA7 =
√
V 2

1 + V 2
2 gL

mB4 = mB5 =
√
V 2

1 + V 2
2 gR

mB6 = mB7 = V1gR

mB1 = mB2 = V2gR

mA8 =
1

6

[
4(V 2

1 + V 2
2 )(g2

L + g2
R)

+
√

16[(V 2
1 + V 2

2 )(g2
L + g2

R)]2 − 12(16g2
Lg

2
RV

2
1 V

2
2 + 4g2

RV
2

1 V
2

2 )
] 1

2

mB8 =
1

6

[
4(V 2

1 + V 2
2 )(g2

L + g2
R)

−
√

16[(V 2
1 + V 2

2 )(g2
L + g2

R)]2 − 12(16g2
Lg

2
RV

2
1 V

2
2 + 4g2

RV
2

1 V
2

2 )
] 1

2

Πλέον άµαζα πεδία ϐαθµίδας είναι µόνο 12, όσα και τα πεδία ϐαθµίδας του
SM.

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R︸ ︷︷ ︸
24 γεννήτορες

→ SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y︸ ︷︷ ︸
12 γεννήτορες

(4.14)

Πιο συγκεκριµένα, τα 8 γλουόνια έµειναν ως είχαν, ενώ από τα 8 πεδία της
SU(3)L τα A1, A2, A3 παραµένουν άµαζα και αντιστοιχούν στα 3 πεδία της
SU(2)L. Από την SU(3)R πήραν µάζα όλα εκτός του B3, το οποίο αντιστοιχεί
στο πεδίο ϐαθµίδας της U(1)Y .

4.2 Φερµιονικές µάζες

Λαµβάνοντας υπόψιν και τις vevs των δύο Higgs doublets που συναντώνται
στην Ls (και ϑεωρώντας ότι µόνο η µία γενιά παίρνει vevs), προκύπτουν οι

〈L(1+)
s 〉 =

u1 0 0
0 u2 0
0 0 V1

 , 〈L(2)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
V2 0 0

 , (4.15)

οι οποίες και ϑα χρησιµοποιηθούν για να πάρουν µάζα τα ϕερµιόνια.
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Μάζες quarks

Ξεκινώντας από τις Q και qc (οι οποίες γράφονται αγνώοντας το χρώµα), τα
κουάρκς (ϑεωρώντας µία γενιά) ϑα παίρνουν µάζα από τους όρους Yukawa: 3

−Lquarkmass =f1ψQψqc〈L(1+)
s 〉+ f2ψQψqc〈L(2)

s 〉

=f1

 dL
uL
DL

(dR uR DR

)u1 0 0
0 u2 0
0 0 V1


+ f2

 dL
uL
DL

(dR uR DR

) 0 0 0
0 0 0
V2 0 0


=

 dLdR dLuR dLDR

uLdR uLuR uLDR

DLdR DLuR DLDR


︸ ︷︷ ︸

≡A

[
f1

u1 0 0
0 u2 0
0 0 V1

+ f2

 0 0 0
0 0 0
V2 0 0

]

(4.16)

Σε επίπεδο αναπαραστάσεων ισχύει :

(3, 3, 1)⊗ (3, 1, 3)⊗ (1, 3, 3) =(8 + 1, 3, 3)⊗ (1, 3, 3)

=(8 + 1, 8 + 1, 8 + 1)

Συνεπώς, εφόσον το γινόµενο περιέχει (για κάθε οµάδα ϐαθµίδας) µια singlet,
η έκφραση (4.16) ισούται µε το ίχνος της :

−Lquarkmass =f1Tr[A〈L(1+)
s ] + f2Tr[A〈L(2)

s ]

=f1

(
u1dLdR + u2uLuR + V1DLDR

)
+ f2

(
V2dLDR

)
(4.17)

Προκύπτει, οπότε, η µάζα του u mu = f1u2 και ο πόνακας

Md,D =

(
f1u1 f2V2

0 f1V1

)
→
(
f1u1 0

0 f1V1

)
︸ ︷︷ ︸
diagonalized

(4.18)

΄Αρα, οι µάζες τους ϑα είναι md = f1u1 και mD = f1V1. Παρατηρείται ότι τα
mu,d ∼ O(MEW ), ενώ mD ∼ O(MGUT ).

Μάζες λεπτονίων

Η εξαγωγή των λεπτονικών µαζών είναι ένα ελαφρώς πιο πολύπλοκο πρόβληµα.
Εφόσον ο όρος Yukawa είναι σε επίπεδο αναπαραστάσεων

(1, 3, 3)⊗ (1, 3, 3)⊗ (1, 3, 3) (4.19)
3Σε όλη την παρακάτω συζήτηση εννοείται όπου χρειάζεται το ερµιτιανό συζυγές των αντίστοι-

χων εκφράσεων.
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ϑα ισχύει για κάθε οµάδα ϐαθµίδας :

SU(3)c : 1⊗ 1⊗ 1 = 1

SU(3)L : 3⊗ 3⊗ 3 = (6 + 3)⊗ 3 = 10 + 8 + 8 + 1

SU(3)R : 3⊗ 3⊗ 3 = (6 + 3)⊗ 3 = 10 + 8 + 8 + 1

Θα ήταν δυνατό να χρησιµοποιηθεί το ίχνος αν επρόκειτο για ένα µόνο γι-
νόµενο που να δίνει singlet (πχ. (3⊗ 3)L, (3⊗ 3)R). Εφόσον όµως µεσολαβεί
και το (6 ⊗ 3)L, (6 ⊗ 3)R, γινόµενο το οποίο δεν έχει singlets, πρέπει να
αναζητηθεί άλλος τρόπος. Μια λύση είναι να ϑεωρηθεί το ίχνος της έκφρασης
και έπειτα να επιλεγούν από αυτό µόνο οι όροι που είναι αναλλοίωτοι κάτω
από τις οµάδε ϐαθµίδας του SM. Ο όρος Yukawa ϑα είναι λοιπόν :

−Lleptonmass ∼ f ′ψLψL〈Ls〉 =



H
0
dH

0
d〈H

0
d〉 +H

+
uH

−
d

〈H0
d〉 + νLνR〈H0
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+
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d
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0
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d
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+
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0
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0
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4 και τελικά µετά την παραπάνω διαδικασία ϑα µένει :

−Lleptonmass = f ′1

(
u1νlνR + u1eLeR + V1SS

)
+ f ′2

(
V2H

0
dνL

)
(4.20)

και τελικά οι µάζες ϑα είναι me = f ′1u2, mν = f ′1u1 (∼ O(MEW )) και mS =
f ′1V1 (∼ O(MGUT )). Οι µάζες των νετρίνων µπορούν να µειωθούν δραστικά µε
έναν µηχανισµό «radiative see-saw».5

4.3 Finite SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)

΄Οπως προαναφέρθηκε, το SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3)είναι ένα αυτοµάτως πεπε-
ϱασµένο µοντέλο σε 1-loop για την επιλογή 3 ϕερµιονικών γενεών, δηλαδή η
συνάρτηση β µηδενίζεται. Αρχίζοντας από τη σχέση (Γʹ.5) του Παραρτήµατος

4Στα παραπάνω ϑεωρείται ότι τα πεδία που παίρνουν vevs προέρχονται από την αντίστοιχη
ϐαθµωτή συνιστώσα Ls

5Στην περίπτωση που τοπ SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3)προκύπτει από το χώρο πηλίκου
SU(3)/U(1) × U(1), υπάρχουν δύο global U(1)s. Η πρώτη αντιστοιχεί στον ϐαρυονικό α-
ϱιθµό B (U(1)A = −9B), ενώ η δεύτερη είναι µια συµµετρία τύπου Peccei-Quinn. Ενώ οι
όροι µάζας των κουάρκς είναι αναλλοίωτοι κάτων από αυτή τη συµµετρία, δεν ισχύει το ίδιο
και για τα λεπτόνια και άρα δεν µπορούν να πάρουν µάζα µε αυτόν τον τρόπο. Η λύση έρχεται
από όρους higher dimensional τελεστές.
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Γʹ, όπως αυτή δίνεται από το [8] και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (Γʹ.1)-(Γʹ.4),
υπολογίζεται για τις τρεις SU(3) διαδοχικά, απλοποιώντας αρχικά σε

βi = (16π2)−1aig
3
i

µε
ai = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R
Μόνο οι multiplets Q και qc δεν είναι singlets κάτω από την SU(3)c ενώ για
την L ισχύει T (1) = 0. Οπότε :

ac = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

= (
1

2
· 3 · 1 +

1

2
· 1 · 3)nG − 3 · 3

= 3nG − 9

όπου nG οι γενιές των ϕερµιονίων.

SU(3)L × SU(3)c × SU(3)R
Αντιστοίχως, η qc είναι singlet κάτω από την SU(3)L:

aL = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

= (
1

2
· 3 · 1 +

1

2
· 1 · 3)nG − 3 · 3

= 3nG − 9

SU(3)R × SU(3)c × SU(3)L
Με την ίδια ακριβώς λογική ϑα ισχύει :

aR = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

= (
1

2
· 3 · 1 +

1

2
· 1 · 3)nG − 3 · 3

= 3nG − 9

Προκύπτει από τα παραπάνω ότι

βi = (16π2)−1g3
i (3nG − 9) (4.21)

οπότε για 3 ϕερµιονικές γενιές οι συναρτήσεις β της ϑεωρίας σε 1-loop µηδε-
νίζονται.
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All-loop finite SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)

Για να είναι όλες οι συζεύξεις ϐαθµίδας ίσες στην κλίµακα ενοποίησης, πρέπει
να επιβληθεί η κυκλική οµάδα συµµετρίας Z3:

Q→ L→ qc → Q (4.22)

΄Ετσι, η πρώτη συνθήκη των (3.5) ικανοποιείται. ΄Οσον αφορά τη δεύτερη
συνθήκη, δηλαδή το µηδενισµό των anomalous dimensions όλων των super-
fields, είναι χρήσιµο να ξαναγραφτεί το superpotential. Θεωρώντας αρχικά
ότι υπάρχει µόνο µία οικογένεια, µένουν µόνο δύο αναλλοίωτοι τριγραµµικοί
όροι και το superpotential ϑα είναι :

fTr(LqcQ) +
1

6
f ′εijkεabc(LiaLjbLkc + qciaq

c
jbq

c
kc +QiaQjbQkc) (4.23)

Σε αυτήν την περίπτωση η anomalous dimension του κάθε superfield ϑα
δίνεται από:

1

2
(3|f |2 + 2|f ′|2) = 2

(4

3
g2
)

(4.24)

Γυρνώντας πίσω στις 3 οικογένειες, το πιο γενικό superpotential περιέχει 11
f συζεύξεις και 11 f ′ συζεύξεις, στις οποίες αντιστοιχούν 9 συνθήκες λόγω του
µηδενισµού των anomalous dimensions του κάθε superfield. Οι συνθήκες
είναι οι ακόλουθες :

∑
j,k

fijk(fljk)
∗ +

2

3

∑
j,k

f ′ijk(f
′
ljk)
∗ =

16

9
g2δil (4.25)

όπου

fijk = fjki = fkij (4.26)
f ′ijk = f ′jki = f ′kij = f ′ikj = f ′kji = f ′jik (4.27)

Οπότε, γενικεύοντας την προηγούµενη ενότητα οι µάζες των κουάρκς και των
λεπτονίων ϑα είναι :6

(Md)ij =
∑
k

fkij〈H0
dk〉 , (Mu)ij =

∑
k

fkij〈H0
uk〉 (4.28)

(Me)ij =
∑
k

f ′kij〈H0
dk〉 , (Mν)ij =

∑
k

f ′kij〈H0
uk〉 (4.29)

(4.30)

6Θεωρείται ότι και στις τρεις λεπτονικές multiplets παίρνουν µάζα τα αντίστοιχα Higgs πεδία,
δηλαδή τα H0

d1,2,3 και H0
u1,2,3
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Για να µειωθούν τα παραπάνω σε ένα µοντέλο µε 2 Higgs doublets, επιλέγονται
οι γραµµικοί συνδυασµοί

H0
u =

∑
i

aiH
0
ui

H0
d =

∑
i

biH
0
d i

Αυτό µπορεί να γίνει µε κατάλληλη επιλογή των µαζών του superpotential,
εφόσον δεν περιορίζονται από τις συνθήκες περατότητας. Ακόµα, τα Higgs
επιλέγονται να είναι εξαρχής συζευγµένα στην τρίτη γενιά, εποµένως οι δύο
Higgs doublets συζεύγνυνται διαφορετικά µε τις 3 γενιές.

Εάν όλα τα f ′ µηδενίζονται, τότε η (4.25) έχει isolated λύση:

f2 = f2
111 = f2

222 = f2
333 =

16

9
g2 (4.31)

Αυτό δίνει ένα µοντέλο που είναι πεπερσµένο σε όλες τις τάξεις ϑεωρίας δια-
ταραχών. Ξεκινώντας από την MGUT µε διαφορετικές συζεύξεις Yukawa για
όλα τα κουάρκς

ft = fa3, fc = fa2, fu = fa1 (4.32)
fb = fb3, fs = fb2, fd = fb1 (4.33)

οι οποίες είναι παρόµοιες µε του MSSM (εκτός του ότι τα f είναι προκαθο-
ϱισµένα στο MGUT και a3 ' 1, b + 3 ' 1 από κατασκευής), προκύπτει στο
MGUT ότι ft ' fb ' f . ΄Οσον αφορά τις λεπτονικές µάζες, επειδή τα f ′ έχουν
τεθεί µηδέν σε αυτήν την τάξη, ϑεωρητικά προκύπτουν radiatively από τις
ϐαθµωτές λεπτονικές µάζες του SSB τµήµατος της ϑεωρίας. ΄Οµως, λόγω της
(3.8), αυτό δεν γίνεται. Μία λύση είναι απλά να ϑεωρηθούν µη-µηδενικά (και
να πάρουν µάζες κανονικά τα λεπτόνια). Σε αυτήν την περίπτωση το µοντέλο
είναι πλέον πεπερασµένο µόνο µέχρι 2-loop, καθώς η λύση της (4.31) δεν είναι
πια isolated.

Αγνοώντας το SSB τµήµα, ακολουθεί συνοπτικά η πρόβλεψη σε 1-loop της
µάζα του top κουάρκ. Σύµφωνα µε το Παράρτηµα Γʹ, οι συναρτήσεις β των
συζεύξεων ϐαθµίδας και των t και b Yukawas στο MSSM (δηλαδή κάτω από
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την κλίµακα ενοποίησης της ϑεωρίας) δίνονται από τις (;;),(Γʹ.8) και (Γʹ.9) ως :

β3 = − 1

16π2
3g3

3 (4.34)

β2 =
1

16π2
g3

2 (4.35)

β1 =
1

16π2

33

5
g3

1 (4.36)

βt =
ft

16π2

[
− 13

15
g2

1 − 3g2
2 −

16

3
g2

3 + 6f2
t + f2

b

]
(4.37)

βb =
fb

16π2

[
− 7

15
g2

1 − 3g2
2 −

16

3
g2

3 + 6f2
b + f2

t

]
(4.38)

Για t = ln(MGUT /M) οι συναρτήσεις β για τις συζεύξεις ϐαθµίδας έχουν λύση
εκφρασµένη ως προς τα ai = g2

i /4π:

a3(M)−1 = a3(MGUT )−1 −
( 3

2π

)
ln
(MGUT

M

)
(4.39)

a2(M)−1 = a2(MGUT )−1 +
( 1

2π

)
ln
(MGUT

M

)
(4.40)

a1(M)−1 = a1(MGUT )−1 +
( 33

10π

)
ln
(MGUT

M

)
(4.41)

Εφόσον οι 3 παραπάνω συζεύξεις είναι ίσες από την κλίµακα ενοποίησης και
πάνω, δηλαδή

a1(MGUT ) = a2(MGUT ) = a3(MGUT ) ≡ a(MGUT ) (4.42)

γίνεται να ϐρεθεί η τιµή της σύζευξης ϐαθµίδας στην κλίµακα ενοποίησης
στην κλίµακα της µάζας του topπαίρνοντας τις πειραµατικές τιµές των συζε-
ύξεων στην κλίµακα της µάζας του topM̂t = 173.34GeV (g1(M̂t) = 0.35940,
g2(M̂t) = 0.64754 και g3(M̂t) = 1.1888)

a3(MGUT ) = a2(MGUT )

a3(M̂t)
−1 −

( 3

2π

)
ln
(MGUT

M̂t

)
= a2(M̂t)

−1 +
( 1

2π

)
ln
(MGUT

M̂t

)
⇒MGUT ∼ 1016

και άρα

a(MGUT )−1 = a3(MGUT )−1 = a(MGUT )−1 +
3

2π
ln
(MGUT

M̂t

)
(4.43)

a(MGUT ) ' 0.04 (4.44)

ενώ από την (4.31) ϑα ισχύει

at(MGUT ) = ab(MGUT ) =
(16

9

)
ai(MGUT ) (4.45)
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Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις (4.37) και (4.38) από το M = MEW ως το
M = MGUT προσδιορίζονται τα ft και fb στην κλίµακα MEW .

Τότε, εφόσον mt = ftu2 και mb = fbu1 (δεδοµένου ότι u2
1 + u2

2 = v2 =
(174.3GeV )2), µπορεί να υπολογιστεί το mt αν είναι γνωστό το mb (πχ α-
πό πειραµατικά δεδοµένα). Για mb = 4.18 GeV το mt υπολογίζεται mt =
182.78 GeV .



Παράρτηµα Αʹ

Από τον 32-σπίνορα στον
8-σπίνορα

Θα εξεταστεί η περίπτωση µιας N = 1 SYM ϑεωρίας για D = 10 και, πιο
συγκεκριµένα, πώς ο σπίνορας Dirac µε 2D/2 = 32 συνιστώσες ελαττώνεται σε
έναν Weyl-Mayorana σπίνορα µε 8 συνιστώσες έτσι, ώστε να έχει του ίδιους
ϐαθµούς ελευθερίας µε τα πεδία ϐαθµίδας. Επιλέγεται η εξής αναπαράσταση
για τους πίνακες Γ:

Γµ = γµ ⊗ I8 , µ = 0, 1, 2, 3 (Αʹ.1)

Ο σπίνορας Dirac µπορεί να γραφεί ως :

ψ = (ψ1...ψ4χ1...χ4)T (Αʹ.2)

όπου όλα τα ψi, χi (i = 1, ..., 4) µετασχηµατίζονται ως SO(1, 3) σπίνορες Dirac.
Οι υπόλοιποι πίνακες Γ ϑα είναι :

Γ4 = γ5 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ5 = γ5 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ,

Γ6 = γ5 ⊗ I2 ⊗ σ3 ⊗ σ2 , Γ7 = γ5 ⊗ I4 ⊗ σ1 , (Αʹ.3)

Γ8 = γ5 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ9 = γ5 ⊗ I2 ⊗ σ1 ⊗ σ2

κι έτσι

Γ11 = Γ0...Γ9 = −γ5 ⊗ I2 ⊗ I2 ⊗ σ3 = γ5 ⊗
(
−I4 0

0 I4

)
(Αʹ.4)

ο σπίνορας ψ είναι αναγωγίσιµος, Γ11ψ± = ±ψ±, όπου ψ± = 1
2(1 ± Γ11)ψ.

Τότε η συνθήκη Weyl Γ11ψ = ψ επιλέγει το ψ+, όπου

ψ+ = (Lψ1...Lψ4Rχ1...Rχ4)T (Αʹ.5)

όπου L = 1
2(1 − γ5) (left-handed) και R = 1

2(1 + γ5) (right-handed). Τα ψi
σχηµατίζουν την 4 και τα χi την 4 αναπαράσταση της SO(6). Επιβάλλοντας
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περαιτέρω τις συνθήκη Mayorana στον 10-διάστατο σπίνορα

ψ = C10Γ0ψ∗ (Αʹ.6)

όπου C10 = C4 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ I2, προκύπτουν οι σχέσεις χ1,3 = Cγ0ψ
∗
2,4 και

χ2,4 = −Cγ0ψ
∗
1,3. Εποµένως, επιβάλλοντας τις συνθήκες Weyl και Mayorana

στις 10 διαστάσεις προκύπτει ένας Weyl σπίνορας στις 4 διαστάσεις που µετα-
σχηµατίζεται στην 4 της SO(6):

ψ = (Lψ1 Lψ2 Lψ3 Lψ4 Rψ̃1 Rψ̃2 Rψ̃3 Rψ̃4 )T , ψ̃i = (−1)iCγ0ψ
∗
i

(Αʹ.7)
Ακόµα, χρειάζονται και οι πίνακες γ στο χώρο πηλίκου SU(3)/U(1)×U(1). Η
µετρική είναι η gab = diag(R2

1, R
2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3), gab = diag( 1

R2
1

1
R2

1

1
R2

2

1
R2

2

1
R2

3

1
R2

3
, )

και άρα οι πίνακες Γ δίνονται από

Γ4 =
1

R1
γ5 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ5 =

1

R1
γ5 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ,

Γ6 =
1

R2
γ5 ⊗ I2 ⊗ σ3 ⊗ σ2 , Γ7 =

1

R2
γ5 ⊗ I4 ⊗ σ1 , (Αʹ.8)

Γ8 =
1

R3
γ5 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ9 =

1

R3
γ5 ⊗ I2 ⊗ σ1 ⊗ σ2



Παράρτηµα Βʹ

Χρήσιµες σχέσεις για την
gaugino mass

Θα χρησιµοποιηθεί (όπως και πριν) η πραγµατική µετρική του χώρου πη-
λίκου, gab = diag(R2

1, R
2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3). Χρησιµοποιώντας τις σταθερές δο-

µής της SU(3), f3
12 = 2, f8

45 = f8
67 =

√
3, f6

24 = f7
14 = −f7

36 = −f6
15 = f5

34 = 1
(όπου οι δείκτες 3 και 8 αντιστοιχούν στο U(1)× U(1) και οι υπόλοιποι είναι
δείκτες του χώρου πηλίκου) υπολογίζονται τα Dabc:

D523 = D613 = D624 = D541 = −D514 = −D532 = −D631 = −D624 =
1

2
(c− a− b)

D235 = D136 = D264 = D154 = −D145 = −D253 = −D163 = −D264 =
1

2
(a− b− c)

D352 = D361 = D462 = D415 = −D451 = −D325 = −D316 = −D426 =
1

2
(b− c− a)

Από τα D υπολογίζεται ο contorsion tensor:

Σabc = 2τ(Dabc +Dbca +Dcba)

και στη συνέχεια ο τανυστής

Gabc = Dabc +
1

2
Σabc

που είναι :

G523 = G613 = G642 = G541 = −G514 = −G532 = −G631 = −G642 =
1

2
[(1− τ)c− (1 + τ)a− (1 + τ)b]

G235 = G136 = G246 = G154 = −G145 = −G253 = −G163 = −G264 =
1

2
[−(1− τ)a+ (1 + τ)b+ (1 + τ)c]

G352 = G361 = G462 = G415 = −G451 = −G325 = −G316 = −G426 =
1

2
[−(1 + τ)a+ (1− τ)b− (1 + τ)c]
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Παράρτηµα Γʹ

Συναρτήσεις β για το MSSM

Για ένα γινόµενο (στην µη υπερσυµµετρική περίπτωση) 2 οµάδων ϐαθµίδας
G1 ⊗G2 µε αντίστοιχες σταθερές σύζευξης g1 και g2, η συνάρτηση βg1 δίνεται
σε 2-loop προσέγγιση από τη σχέση:

βg1 =
[
(16π2)−1g3

1[
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1)]

]1−loop

+
[
(16π2)−2g5

1{[
10

3
C2(G1) + 2C2(R1)]T (R1)d(R2)

+ [
2

3
C2(G1) + 4C2(S1)]T (S1)d(S2)− 34

3
[C2(G1)]2}

+ (16π2)−2g3
1g

2
2[2C2(R2)d(R2)T (R1) + 4C2(S2)d(S2)T (S1)]

]2−loop

όπου η πρώτη γραµµή δίνει τον 1-loop όρο και οι υπόλοιπες τον 2-loop όρο.
Οι ϕερµιονικές multiplets µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε την αναπαράσταση
R1 για την G1 και σύµφωνα µε την αναπαράσταση R2 για την G2, ένω οι
µποζονικές multiplets µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε την αναπαράσταση S1

για την G1 και σύµφωνα µε την αναπαράσταση S2 για την G2.
Ο C2(R) είναι ο τετραγωνικός τελεστής Casimir, ενώ µε G συµβολίζουµε

την συζυγή αναπαράσταση. Ισχύουν οι σχέσεις

RαRα = C2(R)I

Tr[Rα, Rβ] = T (R)δα,β (Γʹ.1)
C2(R)d(R) = T (R)r

όπου Rα µία αναπαράσταση των γεννητόρων της οµάδας σε µορφή πίνακα, r ο
αριθµός των γεννητόρων της οµάδας και d(R) η διάσταση της αναπαράστασης.
Για τις µη αβελιανές οµάδες ισχύει

C2(G) = N (Γʹ.2)

και επιλέγεται η σύµβαση

T (fundamental) =
1

2
(Γʹ.3)
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Για την αβελιανή U(1) ισχύουν :

C2(G) = 0

C2(R) = T (R) = Y 2 (Γʹ.4)

όπου Y είναι το υπερφορτίο (µε την κατάλληλη κανονικοποίηση). Ακόµα,
αξίζει να σηµειωθεί ότι οι ϐαθµωτές αναπαραστάσεις έχουν ϑεωρηθεί µιγαδικές
και οι ϕερµιονικές αναπαραστάσεις complex και chiral, καθώς στις παρακάτω
ϑεωρίες τα αριστερόστροφα πεδία συχνά µετασχηµατίζονται διαφορετικά από
τα δεξιόστροφα.

Θα ϑεωρηθούν διαδοχικά ως G1 η SU(3), η SU(2) και η U(1). Στο 1-loop
τµήµα της σχέσης υπάρχουν τρεις όροι : ένας που αφορά τις αλληλεπιδράσεις
των ϕερµιονίων µέσω της εκάστοτε αλληλεπίδρασης (εφόσον σε 1-loop δεν
«µπερδεύονται» οι αλληλεπιδράσεις), τον δεύτερο των ϐαθµωτών µποζονίων
(δηλαδή της διπλέτας Higgs) και τον τρίτο που αφορά το self-coupling των
διανυσµατικών µποζονίων (οπότε στην περίπτωση της U(1) δεν υπάρχει).

Η περίπτωση του MSSM προκύπτει σχεδόν αβίαστα από το SM. Στο MSSM
υπάρχει διπλός αριθµός σωµατιδίων, αφού κάθε σωµατίδιο έχει και τον su-
persymmetric partner του. Επίσης, υπάρχουν δύο διπλέτες Higgs. ΄Ολα τα
πεδία αναγράφονται στους παρακάτω πίνακες :

Η εξίσωση που περιγράφει την συνάρτηση β είναι η εξής :
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βg1 =(16π2)−1g3
1[T (R1)d(R2)− 3C2(G1)]

+ (16π2)−2g5
1{[2C2(G1) + 4C2(R1)]T (R1)d(R2)− 6[C2(G1)]2

+ (16π2)−2g3
1g

2
2[4C2(R2)d(R2)T (R1)] (Γʹ.5)

Στον 1-loop όρο η συνεισφορά από τα ϐαθµωτά δεν εµφανίζεται. Αυτό συµ-
ϐαίνει διότι για κάθε ϐαθµωτό υπάρχει ένα ϕερµιόνιο και αντιστρόφως, οπότε
ϑα προκύπτει τελικά (2

3 + 1
3) = 1 όρος από το καθένα. ΄Οµως οι multiplets ϑα

είναι ταυτόσηµες. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν δύο εντελώς ίδιοι όροι. ΄Αρα
παραλείπεται ο ένας.

Επιπλέον, στο ϕερµιονικό όρο υπεισέρχονται πλέον και τα gauginos από
τις διανυσµατικές supermultiplets. Για κάθε περίπτωση ϑα είναι της µορφής
2
3C2(G1), οπότε αφαιρώντας τον όρο αυτόν από τον ήδη υπάρχοντα−11

3 C2(G1)
γίνεται τελικά −3C2(G1). Οµοίως προκύπτουν και οι όροι σε 2-loop.

Οι συναρτήσεις β µπορούν να γραφτούν και στη µορφή:

βi = (16π2)−1aig
3
i + (16π2)−2

3∑
j=1

Gijg
2
j g

3
i

ενώ ο 1-loop όρος που ϑα υπολογιστεί ϑα είναι

β
(1−loop)
i = (16π2)−1aig

3
i

SU(3)⊗SU(2)⊗ U(1)

Τα µόνα πεδία που µετασχηµατίζονται µε την 3 είναι τα πεδία των κουάρκς.
Τα υπόλοιπα είναι singlet κάτω από την SU(3), οπότε T (1) = 0. ΄Αρα για
το 1-loop λαβάνονται υπόψιν µόνο τα κουάρκς (το ίδιο ισχύει µε το Higgs και
έτσι δεν υπεισέρχεται στην έκφραση):

a3 = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

= (
1

2
· 2 · 1 +

1

2
· 1 · 1 +

1

2
· 1 · 1)nG − 3 · 3

= 2nG − 9

όπου nG οι γενιές των ϕερµιονίων.

SU(2)⊗SU(3)⊗ U(1)

Τα µόνα πεδία που µετασχηµατίζονται κάτω από την 2 της SU(2) (δηλαδή
τη ϑεµελιώδη της) είναι οι δύο αριστερόστροφες ϕερµιονικές doublets και η
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Higgs doublet. Για όλα τα υπόλοιπα το T (1) = 0. ΄Αρα:

a2 = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

= (
1

2
· 3 · 1 +

1

2
· 1 · 1)nG + (

1

2
· 1 · 1)nH − 3 · 2

= 2nG +
1

1
nH − 6

όπου nG οι γενιές των πεδίων Higgs.

U(1)⊗SU(3)⊗ SU(2)

Για την οµάδα U(1) ισχύει C2(G) = 0, γεγονός υποδεικνύει ότι δεν υπάρχει
όρος αλληλεπίδρασης των µποζονίων της ϑεωρίας (αναµενόµενο, εφόσον είναι
αβελιανή οµάδα). ΄Αρα:

a1 = T (R1)d(R2)

= (
1

9
· 3 · 2 +

16

9
· 3 · 1 +

4

9
· 3 · 1 + 1 · 1 · 2 + 4 · 1 · 1)nG + (1 · 2 · 1)nH

=
40

3
nG + 2nH

Στην περίπτωση του SU(5) προτιµάται ο νορµαλισµός Q = T3 +
√

5
3YSM

αντί για τον Q = T3 + 1
2YSM του SM. Τότε, αρκεί να πολλαπλασιαστούν τα

τετράγωνα των υπερφορτίων µε τον όρο 3
4·5 . Οι συντελεστές ϑα είναι τελικά:

a1 =
3

10
nH + 2nG

a2 =
1

2
nH + 2nG − 6

a3 = 2nG − 9

όπου για το MSSM ισχύει nG = 3 και nH = 2, άρα a1 = 33
5 , a2 = 1

και a3 = −3. Εποµένως, οι εξισώσεις οµάδας επανακανονικοποίησης για της
συζεύξεις ϐαθµίδας στο MSSM ϑα είναι :

16π2
(dg3

dt

)
= −3g3

3

16π2
(dg2

dt

)
= g3

2

16π2
(dg1

dt

)
=

33

5
g3

1
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Yukawa βs

Αντίστοιχα, για µία σύζευξη Yukawa, Cijk όπως αυτή προκύπτει από το su-
perpotential (3.4), η συνάρτηση β σε 1-loop δίνεται για το MSSM από τη
σχέση:

βijk
dCijk
dt

= Cijlγ
l
k + Ciklγ

l
j + Cjklγ

l
i (Γʹ.6)

όπου ταCijk είναι συµµετρικά και πραγµατικά, ενώ οι anomalous dimensions
δίνονται από τον τύπο

γji =
1

16π2

(1

2
CjklCjkl − 2g2C2(Ri)δ

j
i

)
(Γʹ.7)

΄Αρα, για Q τη doublet της τρίτης γενιάς, t τη singlet και H1,2 τιςHiggs dou-
blets, η συνάρτηση β της top Yukawa σύζευξης ϑα είναι :

βQtH1 =CQtlγ
l
H1,2

+ CQlH1,2γ
l
t + CltH1,2γ

l
Q

=
CQtl
16π2

[1

2
C lijCH1,2ij − 2g2

αC2(RH1,2)δlH1,2

]
+

+
CQlH1,2

16π2

[1

2
C lijCtij − 2g2

αC2(Rt)δ
l
t

]
+

+
CltH1,2

16π2

[1

2
C lijCQij − 2g2

αC2(RQ)δlQ

]
=
CQtH1

16π2

[1

2
CH1ijCH1ij︸ ︷︷ ︸

2·CH1Qt
×3

− 3

10
g2

1 −
3

2
g2

2

]
+

+
CQtH1

16π2

[1

2
CtijCtij︸ ︷︷ ︸

2·CH1Qt
×2

− 8

15
g2

1 −
8

3
g2

3

]
+

+
CQtH1

16π2

[1

2
CQijCQij︸ ︷︷ ︸

2·(CH1Qt
+CH2Qb

)

− 1

30
g2

1 −
3

2
g2

2 −
8

3
g2

3

]

όπου οι πολλαπλότητες στις αθροιζόµενες συζεύξεις οφείλονται στα 1-loop δια-
γράµµατα που έχουν ως εξωτερικά «πόδια» τα πεδία που δεν αθροίζονται σε
κάθε περίπτωση. ΄Αρα τελικά

βt =
ft

16π2

[
− 13

15
g2

1 − 3g2
2 −

16

3
g2

3 + 6f2
t + f2

b

]
(Γʹ.8)

και µε όµοιο τρόπο για το b κουάρκ

βb =
fb

16π2

[
− 7

15
g2

1 − 3g2
2 −

16

3
g2

3 + 6f2
b + f2

t

]
(Γʹ.9)
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