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Περίληψη 
 

Η ξηρασία είναι ένα πολυδιάστατο φαινόμενο που θεωρείται ότι αποτελεί σημαντικό φυσικό κίνδυνο 

και υπάρχει στον πλανήτη μας από τα αρχαία χρόνια. Η κατανόηση των ιστορικών ξηρασιών και των 

επιπτώσεων τους τόσο κατά τη διάρκεια των γεγονότων όσο και κατά την περίοδο που έπεται της 

ξηρασίας, βοηθά στην αναγνώριση των διαφορετικών εννοιολογικών προσδιορισμών και την 

διερεύνηση των χαρακτηριστικών της.  

Η διπλωματική εργασία αυτή εξετάζει το φαινόμενο της ξηρασίας αναλύοντας τα τρία βασικά της 

γνωρίσματα: την ένταση, την διάρκεια και την έκταση που επηρεάζεται. Συμβατικά τα φαινόμενα 

ξηρασίας αξιολογούνται μόνο με βάση την ένταση, χρησιμοποιώντας διάφορους δείκτες. Στην 

παρούσα διπλωματική η ξηρασία αναλύεται με δύο δισδιάστατα μοντέλα. 

Τα τρία χαρακτηριστικά της ξηρασίας περιγράφονται συνήθως από διαφορετικές περιθώριες 

συναρτήσεις (marginal distributions). Καταλληλότερη μέθοδος θεωρήθηκε η χρήση συζεύξεων 

(copulas) για τον προσδιορισμό του διμεταβλητού μοντέλου προσδιορισμού της ξηρασίας η οποία και 

χρησιμοποιήθηκε στην εργασία. 

Αρχικά γίνεται βιβλιογραφική ανασκόπηση του φαινομένου, των χαρακτηριστικών του αλλά και των 

περιθώριων κατανομών τους. Στη συνέχεια γίνεται αναφορά στις συζεύξεις και περιγραφή των 

βασικότερων που έχουν χρησιμοποιηθεί για την πολυπαραμετρική ανάλυση της ξηρασίας. 

Έπειτα ακολουθεί η εφαρμογή των Αρχιμήδειων συζεύξεων για την ανάλυση της ξηρασίας, σε τμήμα 

της περιοχής της Κρήτης. Οι συναρτήσεις των συζεύξεων εφαρμόζονται για δύο ζεύγη μεταβλητών, την 

Ένταση-Έκταση και την Ένταση-Διάρκεια.  

Για την εφαρμογή τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν συλλέχθηκαν από προηγούμενη μελέτη στην 

περιοχή αυτή, και αποτέλεσαν την βάση για την παραγωγή συνθετικών δεδομένων με την μέθοδο της 

στοχαστικής ανέλιξης. Τα δεδομένα αυτά αφορούσαν την εξατμισοδιαπνοή και την βροχόπτωση σε 

1328 σημεία στην περιοχή μελέτης και χρησιμοποιήθηκαν για τον υπολογισμό του δείκτη RDI.  

Τέλος αφού προσδιορίστηκαν οι συζεύξεις της Αρχιμήδειας οικογένειας, ελέγχθηκαν τα αποτελέσματα 

με την ανισότητα Frechet-Hoeffding και υπολογίστηκε η περίοδος επαναφοράς, 𝛵𝑂𝑅, της ξηρασίας.  



 
 

Abstract 
 

Drought is a multidimensional phenomenon that is considered to be an important natural hazard and 

exists on our planet since ancient times. Understanding the historical droughts and their impacts, both 

during the event and during the period following the drought, it helps identify the different conceptual 

determinations and investigation of its characteristics. 

This thesis examines the phenomenon of drought analyzing the three main attributes: severity, duration 

and areal extent. Conventionally, drought events are assessed for their severity, using several drought 

indices. Two bivariate models are used in order to analyze drought phenomenon 

Drought’s three characteristics are usually described by different marginal distributions, which makes 

the use of a joint propability distribution model impossible to use. Thus the use of copulas for 

determining bivariate model of drought is considered to be the most appropriate method. 

At first, a literature review of the phenomenon, its characteristics and marginal distribution used to 

describe them, is presented. Then copulas are being described along with the previously-used research 

on the multivariate analysis of drought. 

Thereafter, an analysis of drought in the eastern part of Crete region is made. The Archimedean copulas 

were applied to two pairs of variables, Severity-Areal Extent and Severity-Duration. 

Data for this application were collected from a previous study made and formed the basis for generating 

synthetic time series of data via stochastic processes. These data were related to evapotraspiration and 

precipitation in 1328 points in the study area and were used to calculate  the RDI index, which was also 

used to determine the severity. 

Last but not least, after the three Archimedean copulas were identified, the results were inspected 

through Frechet-Hoeffding inequation and the return period 𝑇𝑂𝑅 of drought was calculated. 
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1. Εισαγωγή 
Ένα σημαντικό εργαλείο για την ανάλυση υδρολογικών φαινομένων είναι η χρήση των συζεύξεων. Η 

έννοια σύζευξη ή όπως αναφέρεται στην ξένη βιβλιογραφία copulas προσδιορίστηκε για πρώτη φορά 

από τον A.Sklar το 1959. Ουσιαστικά είναι μία συνάρτηση η οποία συνδέει μία πολυδιάστατη 

συνάρτηση κατανομής με τις μονοδιάστατες συναρτήσεις κατανομών της. Ο βασικός λόγος που 

χρησιμοποιούνται είναι ότι έχουν την δυνατότητα να παρουσιάζουν μη παραμετρικά μέτρα εξάρτησης 

μεταξύ τυχαίων μεταβλητών και είναι η δημοφιλέστερη λύση σε προβλήματα που περιλαμβάνουν 

περισσότερες από μία μεταβλητές. 

Οι συζεύξεις έχουν χρησιμοποιηθεί σε πάρα πολλές πετυχημένες εφαρμογές σε διαφόρους τομείς 

πέρα από την υδρολογία, όπως στα Χρηματοοικονομικά, στην φαρμακευτική αλλά και στην 

εφαρμοσμένη θερμοδυναμική.  Τα τελευταία χρόνια όμως έχουν γίνει πολλές προσπάθειες να 

εξηγήσουμε διάφορα ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα με την χρήση αυτών. Το φαινόμενο αυτό 

που θα μας απασχολήσει στην περίπτωση αυτή , είναι η μετεωρολογική ξηρασία.  

Η ξηρασία είναι ένα φαινόμενο το οποίο έχει μεγάλο αντίκτυπο τόσο στον άνθρωπο όσο και στο 

φυσικό περιβάλλον. Είναι ένα από τα πρωιμότερα καταγραμμένα κλιματικά συμβάντα και αποτελεί 

βασικό χαρακτηρίστικό του κλίματος στα περισσότερα μέρη του κόσμου. Ως γνωστόν σε πολλές χώρες 

του κόσμου ο κίνδυνος για ξηρασία είναι αρκετά υψηλός, όπως παρουσιάζεται και στον παγκόσμιο 

χάρτη της εικόνας 1. Το αποτέλεσμα του καταστροφικού αυτού φαινομένου είναι να μην ευνοείτε η 

γεωργία και να καταστρέφονται σοδειές , αλλά και σε ακραίες περιπτώσεις να μην επαρκεί το πόσιμο 

νερό για την ύδρευση των πόλεων των περιοχών αυτών. Σύμφωνα με μελέτες που έγιναν από τον 

Οργανισμό Τροφίμων και Γεωργίας των Ηνωμένων Εθνών μεταξύ του 1964- 2007 η παραγωγή στην 

Βόρεια Αμερική στην Αυστραλία αλλά και στην Ευρώπη μειώθηκε κατά 19,9% λόγω της ξηρασίας. 

Έτσι η προσπάθεια ανάλυσης του φαινομένου είναι επιτακτική ανάγκη με σκοπό την κατανόηση αλλά 

και την πρόβλεψη του. Ο τρόπος με τον οποίο θα πραγματοποιήσουμε την ανάλυση αυτή  είναι οι 

συζεύξεις ανάμεσα στις κατανομές των τριών βασικών  χαρακτηριστικών της που είναι η ένταση , η 

διάρκεια και η έκταση που επηρεάζεται. Για καλύτερη κατανόηση του προβλήματος η εργασία θα 

ολοκληρωθεί με μία εφαρμογή των παραπάνω θεωρητικών προσεγγίσεων. 
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Σχήμα 1.1: Περιοχές επηρεασμένες από ξηρασία (Ghazal,2013) 

Αναλυτικότερα στο 2ο κεφάλαιο περιγράφονται  οι βασικές έννοιες των όρων που θα χρειαστούν για 

την κατανόηση της παρούσας διπλωματικής όπως βασικοί όροι για την ανάλυση της ξηρασίας , όροι 

στατιστικής και εργαλεία τα οποία χρησιμοποιήθηκαν για την παραγωγή δεδομένων στην εφαρμογή. 

Στο 3ο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι περιθώριες κατανομές που έχουν χρησιμοποιηθεί κατά καιρούς 

από διαφόρους αναλυτές για να περιγράψουν τα χαρακτηριστικά της ξηρασίας και ποια κατανομή 

ταιριάζει καλύτερα στο κάθε χαρακτηριστικό. 

Στο 4ο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στις συζεύξεις , πως προέκυψαν , τι ακριβώς είναι και πως μπορούν 

να χρησιμοποιηθούν για την αντιμετώπιση των διαφόρων προβλημάτων που σχετίζονται. Επιπλέον 

αναλύονται εκτενέστερα 2 από τις οικογένειες συζεύξεων οι οποίες σχετίζονται άμεσα με το φαινόμενο 

της ξηρασίας και έχουν χρησιμοποιηθεί σε διάφορες εφαρμογές, οι Αρχιμήδειες και οι Ελλειπτικές.  

Τέλος η εργασία ολοκληρώνεται με την εφαρμογή και την εξαγωγή των αποτελεσμάτων. 
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2. Βασικές Έννοιες 

 

2.1 Ξηρασία 

Το πρόβλημα που θα εξετάσουμε στην παρούσα διπλωματική αφορά την ξηρασία. Η ξηρασία είναι ένα 

ακραίο πολυδιάστατο μετεωρολογικό-κλιματικό φαινόμενο το οποίο περιγράφεται από τρία βασικά 

γνωρίσματα. Αυτά είναι η ένταση της ξηρασίας (severity), η διάρκεια της ξηρασίας (duration) και η 

έκταση που επηρεάζεται (areal extent). Οι περισσότερες από αυτές τις μεταβλητές είναι αρκετά 

δύσκολο να προσδιοριστούν, όπως η αρχή και το τέλος της αλλά και η περιοχή που έχει επηρεαστεί 

από το φαινόμενο αυτό. Αυτό συμβαίνει γιατί η ξηρασία μπορεί να συνεχίσει να υπάρχει και μετά από 

την έναρξη βροχοπτώσεων σε κάποια περιοχή. Για τον λόγο αυτό έχει χαρακτηριστεί ως ένα <<έρπον 

φαινόμενο>>. (Tannehill , 1947). 

Οι μορφές της ξηρασίας όπως έχουν προσδιοριστεί από κλιματολογική κοινότητα είναι τέσσερις. Αυτές 

είναι η Μετεωρολογική ξηρασία , η Υδρολογική Ξηρασία, η Γεωργική Ξηρασία και η 

Κοινωνικοοικονομική Ξηρασία. Έτσι δεν μπορεί να υπάρξει ένας κοινός παγκόσμιος ορισμός γιατί το 

φαινόμενο αλλάζει από περιοχή σε περιοχή αλλά και από την κάθε σκοπιά που εξετάζεται. Για 

παράδειγμα για την Μετεωρολογία ξηρασία είναι η ελάττωση της βροχόπτωσης σε σχέση με την 

κανονική της τιμή για ένα αρκετά μεγάλο χρονικό διάστημα. Όμως για την Υδρολογία ξηρασία μπορεί 

να σημαίνει η πτώση της στάθμης μιας λίμνης κάτω από ένα προκαθορισμένο όριο για ένα χρονικό 

διάστημα. Αντιθέτως για την γεωργία, ξηρασία σημαίνει, μια μη παραγωγική σοδειά που οφείλεται σε 

έλλειψη νερού σε κρίσιμο στάδιο της ανάπτυξης της καλλιέργειας. Τέλος για την Κοινωνία, ξηρασία 

εμφανίζεται μόνο όταν έχουμε οικονομικές ή κοινωνικές επιπτώσεις. Παρόλα αυτά όμως μπορεί να 

συμφωνηθεί από όλες τις σκοπιές ότι ξηρασία προκύπτει όταν έχουμε έλλειψη νερού. 

 

2.2 Ένταση ξηρασίας (severity) 

 Εξαιτίας λοιπόν της πολυπλοκότητας του φαινομένου οι ερευνητές εξέτασαν σε βάθος μόνο το πρώτο 

χαρακτηριστικό της ξηρασίας , δηλαδή την ένταση . η ένταση είναι ένα μέγεθος το οποίο προσδιορίζει 

το πόσο έντονες είναι οι επιπτώσεις του φαινομένου και έχει υπολογιστεί με διάφορους δείκτες 

ανάλογα με τα δεδομένα που διαθέτουμε. Παρ’ όλα αυτά η ένταση μπορεί να αλλάξει από την 

εμφάνιση του φαινομένου, και για αυτό σε όλους τους υπολογισμούς χρησιμοποιείται η μέση ένταση.  
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Με βάση την παραπάνω θεώρηση έχουν χρησιμοποιηθεί δείκτες ξηρασίας που προσφέρουν έναν 

ευέλικτο τρόπο να υπολογιστεί η μέση ένταση του γεγονότος χρησιμοποιώντας μία δύο ή παραπάνω 

μεταβλητές. Οι δείκτες που θα μας απασχολήσουν είναι ο Standardized Precipitation Index (SPI) , που 

βασίζεται μόνο στην αρνητική απόκλιση από την μέση κατακρήμνιση (Mckee , 1993), ο Reconnaissance 

Drought Index (RDI), που χρησιμοποιεί δύο μεταβλητές μετρώντας το αρνητικό έλλειμμα της 

βροχόπτωσης ως προς την εξατμισοδιαπνοή (Tsakiris and Vangelis, 2005;) και ο Palmer Drought 

Severity Index (PDSI) που χρησιμοποιεί αρκετές παραμέτρους της ισορροπίας μεταξύ νερού-εδάφους 

αλλά κυρίως της θερμοκρασίας και της κατακρήμνισης. 

 

2.3 Διάρκεια ξηρασίας (duration) 

Η διάρκεια της ξηρασίας είναι το χρονικό διάστημα το οποίο πέρασε από την στιγμή της έναρξης του 

φαινομένου μέχρι το τέλος του. Είναι ένα αρκετά πολύπλοκο χαρακτηριστικό γιατί δεν μπορεί να 

προσδιοριστεί με σαφήνεια η έναρξη ή η λήξη της ξηρασίας. Σε πολλές περιπτώσεις το φαινόμενο 

συνεχίζεται παρά την έναρξη βροχοπτώσεων και έτσι είναι δύσκολο από τους μελετητές να 

προσδιορίσουν με ακρίβεια την λήξη του. 

 

2.4 Δείκτες ξηρασίας 

Οι δείκτες ξηρασίας είναι εργαλεία τα οποία βοηθούν στην κατανόηση και παρακολούθηση της 

ξηρασίας προσδιορίζοντας το φαινόμενο. Οι δείκτες αυτοί βασίζονται κυρίως σε μετεωρολογικές 

μεταβλητές όπως η θερμοκρασία ή βροχόπτωση, ή σε υδρολογικές όπως το έλλειμμα απορροής. Έτσι 

λοιπόν ανάλογα με τα δεδομένα και το εκάστοτε πρόβλημα, επιλέγεται και ο κατάλληλος δείκτης. οι 

πιο διαδεδομένοι δείκτες που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή της ξηρασίας είναι ο SPI και ο RDI. 

2.4.1 Δείκτης SPI 

Ο standardized Precipitation Index (SPI) είναι ένας από τους πιο απλούς στην χρήση δείκτες αφού για 

τον υπολογισμό του απαιτούνται μόνο δεδομένα βροχόπτωσης. Δημιουργήθηκε το 1993 στο 

πανεπιστήμιο του Colorado από τον McKee, με σκοπό την ανάλυση αλλά και την παρακολούθηση της 

ξηρασίας. 

Ο δείκτης SPI χρησιμοποιεί χρονοσειρές μηνιαίων βροχοπτώσεων και μπορεί να υπολογιστεί για 

οποιαδήποτε περιοχή και χρονική περίοδο. Στις αθροιστικές χρονοσειρές βροχόπτωσης για 
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συγκεκριμένη χρονική κλίμακα (1,3,6,9,12 μήνες ) προσαρμόζεται μία κατανομή, συνήθως η γάμμα που 

εφαρμόζεται καλύτερα στα δεδομένα βροχοπτώσεων (Thom,1958) , και στην συνέχεια μετατρέπεται σε 

κανονική κατανομή με μέση τιμή του SPI να ισούται με 0 (Edwards and Mckee,1997). 

Τα αποτελέσματα των τιμών του δείκτη SPI υποδεικνύουν αν στην περιοχή την οποία εξετάζουμε 

υπάρχει ή όχι ξηρασία ανάλογα με τις τιμές που δέχεται. Αν οι τιμές είναι θετικές τότε έχουμε 

βροχόπτωση μεγαλύτερη του μέσου όρου ενώ αν είναι αρνητικές μικρότερή. Όπως φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα ανάλογα με τις τιμές του SPI γίνεται και κατάταξη των ξηρών ή υγρών κλιμάτων. 

 

Πίνακας 2.1: Κατάταξη της ξηρασίας με βάση τις τιμές του SPI (Tsakiris and Vangelis 2004) 

Το πλεονέκτημα του δείκτη SPI είναι ότι ακολουθεί την κανονική κατανομή και έτσι έχει την 

δυνατότητα να παρακολουθεί τόσο τις υγρές όσο και τις ξηρές περιόδους. Επιπροσθέτως ο δείκτης 

μπορεί να υπολογιστεί και για μεταβλητές πέρα της βροχόπτωσης, όπως είναι η χιονοκάλυψη η 

απορροή , τα υπόγεια νερά κ.α. . το βασικότερο όμως πλεονέκτημα είναι ότι ο δείκτης SPI μπορεί να 

υπολογιστεί για διάφορες χρονικές κλίμακες με αποτέλεσμα να δίνει την δυνατότητα στον παρατηρητή 

να αναλύει τόσο βραχυπρόθεσμες υδατικές διεργασίες όσο και μακροπρόθεσμες. 

2.4.2 Δείκτης RDI 

Ο Reconnaissance Drought Index (RDI) είναι ένας δείκτης ξηρασίας ο οποίος σχεδιάστηκε από τους 

Tsakiris και Vangelis το 2005 με σκοπό να προκύψουν πιο αντιπροσωπευτικές τιμές για την ξηρασία σε 

σχέση με τους υπόλοιπους δείκτες. Ο τρόπος με τον οποίο το πέτυχαν αυτό ήταν με την εισαγωγή της 

δυνητικής εξατμισοδιαπνοής για τον υπολογισμό του δείκτη. Με τον τρόπο αυτό πέρα από τις εισροές 

του συστήματος ,δηλαδή η βροχόπτωση (precipitation) , που χρησιμοποιούσαν οι άλλοι δείκτες όπως ο 

SPI, για τον υπολογισμό του δείκτη RDI λαμβάνονται υπόψη και οι εκροές , δηλαδή η δυνητική 

εξατμισοδιαπνοή (potential evapotranspiration). 
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Ο λόγος που χρησιμοποιείται η δυνητική εξατμισοδιαπνοή, δηλαδή η ποσότητα του νερού που 

παραχωρήθηκε από την ατμόσφαιρά από μια επιφάνεια που καλύπτεται εντελώς με βλάστησης, κάτω 

από συνθήκες απεριόριστης διαθεσιμότητας νερού (McGuire and Palmer,1957), αντί της πραγματικής 

εξατμισοδιαπνοής είναι λόγω της ευκολίας της χρήσης της και παράλληλα δεν ακυρώνεται η θεωρητική 

προσέγγιση στην οποία βασίζεται ο δείκτης. 

Η αρχική τιμή του δείκτη RDI δίνεται από το πηλίκο της αθροιστικής βροχόπτωσης προς την αθροιστική 

δυνητική εξατμισοδιαπνοή: 

𝛼𝜅 =
∑ 𝑃𝑗
𝜅
𝑗=1

∑ 𝑃𝐸𝑇𝑗
𝑘
𝑗=1

                                                                       (2.1) 

Όπου κ είναι ο μήνας για τον οποίο υπολογίζεται ο RDI , και P, PET είναι η βροχόπτωση και η δυνητική 

εξατμισοδιαπνοή του μήνα j του συγκεκριμένου υδρολογικού έτους. Το υδρολογικό έτος για της 

Μεσογειακές χώρες, όπως η Ελλάδα θεωρείται ότι ξεκινάει από τον μήνα Οκτώβριο (Tsakiris and 

Vangelis, 2005). 

Η τιμή 𝛼𝜅συγκρίνεται με τον δείκτη ξηρότητας της κάθε περιοχής και αν έχει τιμή κατώτερη του δείκτη 

τότε στην περιοχή υπάρχει ξηρασία. Για την σύγκριση αυτή δημιουργήθηκαν 2 εκφράσεις του RDI που 

λαμβάνουν υπόψη την ένταση της ξηρασίας και προσδιορίζουν την ύπαρξη της, ο Normalised RDI και ο 

Standardised RDI. 

1. Normalised RDI (𝑹𝑫𝑰𝒏) 

 

𝑅𝐷𝐼𝑛 (𝑘) =  
𝑎𝑘

𝛼̅𝜅
 –  1                                                                  (2.2) 

Όπου αν ισχύει ότι 𝛼̅𝜅 > 𝛼𝜅 τότε στην περιοχή εμφανίζεται το φαινόμενο της ξηρασίας. 

2. Standardised RDI (𝑹𝑫𝑰𝒔𝒕) 

 

𝑅𝐷𝐼𝑠𝑡(𝑘) =
𝑦𝑘−𝑦̅𝑘

𝜎̂𝜅
                                                                      (2.3) 

 yk  ισούται με ln (ak) 

 y̅k  ισούται με τον αριθμητικό μέσο 

 σ̂κισούται με την τυπική απόκλιση 
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Για τον υπολογισμό του Standardised RDI οι τιμές του 𝛼𝜅 ακολουθούν την λογαριθμοκανονική 

κατανομή (Log-Normal). Όμως και η γάμμα κατανομή προσαρμόζεται ικανοποιητικά στις τιμές του 𝛼𝜅, 

και έρευνα έχει δείξει ότι προσαρμόζεται καλύτερα από την λογαριθμοκανονική (Vangelis, 2012). 

Έτσι ανάλογα με τις τιμές του δείκτη RDI που προκύπτουν μπορούμε με βεβαιότητα να 

χαρακτηρίσουμε μία περιοχή ξηρή ή υγρή όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Πίνακας 2.2: Κατάταξη της ξηρασίας με βάση τις τιμές του δείκτη RDI. (Vangelis et al., 2013) 

  

2.5 Συνάρτηση κατανομής 

Η συνάρτηση κατανομής 𝐷(𝑥) ή αλλιώς η αθροιστική συνάρτηση κατανομής, περιγράφει την 

πιθανότητα που η μεταβλητή 𝑥 παίρνει τιμή ίση ή μικρότερη ενός αριθμού 𝜔. Συνήθως η συνάρτηση 

κατανομής συμβολίζεται ως 𝐹(𝑥). (Evans et al. 2000) 

Η συνάρτηση κατανομής , συνεπώς σχετίζεται με μία συνεχή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας𝑃(𝑥), 

όπου : 

𝐷(𝑥) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝜔) 

 = ∫ 𝑃(𝜉)𝑑𝜉
𝜒

−∞
                                                                            (2.4) 

Προκύπτει δηλαδή ότι 𝑃(𝑥) είναι απλά η παράγωγος της συνάρτησης κατανομής 

𝑃(𝑥) = 𝐷′(𝑥) 

Η συνάρτηση κατανομής 𝐷(𝑥) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

a. 0 ≤ 𝐷(𝑥) ≤ 1 

b. 𝐷(𝑥1) ≤ 𝐷(𝑥2) για κάθε 𝑥1 < 𝑥2 

c. Η 𝐷(𝑥) είναι δεξιά συνεχής 
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d. lim𝑥→−∞𝐷(𝑥) = 𝐷(−∞) = 0 

e. lim𝑥→+∞𝐷(𝑥) = 𝐷(+∞) = 1 

 

2.6 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 𝑃(𝑥), μιας συνεχούς κατανομής ορίζεται ως η παράγωγος της 

συνάρτησης κατανομής. 

𝐷′(𝑥) = [𝑃(𝑥)]−∞
𝑥  

𝐷′(𝑥)  = 𝑃(𝑥) − 𝑃(−∞) 

𝐷′(𝑥) = 𝑃(𝑥) 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δεν παριστάνει πιθανότητα και για αυτό μπορεί να πάρει τιμές 

μεγαλύτερες της μονάδας σε αντίθεση με την συνάρτηση κατανομής 

 

2.7 Κατανομή Gumbel  

Η κατανομή Gumbel ανήκει στην κατηγορία των κατανομών των Ακραίων τιμών και αποτελεί μία από 

τις κατανομές που ενυπάρχουν στην Γενικευμένη κατανομή Ακραίων Τιμών. Η συνάρτηση αυτή έχει ως 

σκοπό να μοντελοποίηση την κατανομή των ελάχιστων ή μέγιστων από έναν αριθμό δειγμάτων 

διαφόρων κατανομών. 

 Η συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 

      𝑃(𝑥) =
1

𝛽
exp [

𝑥−𝑎

𝛽
− exp (

𝑥−𝑎

𝛽
)]                                                       (2.5) 

Όπου το α είναι παράμετρος θέσεως και το β παράμετρος κλίμακας. 

Η συνάρτηση κατανομής είναι η 𝐷(𝑥) = 1 − exp [− exp (
𝑥−𝑎

𝛽
)]                                                                (2.6) 

Άλλα βασικά μεγέθη είναι:  

1. ο μέσος όρος που δίνεται από την σχέση:  𝜇 = 𝛼 − 𝛾𝛽 

Όπου το γ είναι η σταθερά του Euler-Mascheroni     𝛾 = 0.57721… 
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2. η διασπορά που δίνεται από την σχέση:  𝜎2 =
1

6
𝜋2𝛽2 

3.  ο συντελεστής ασυμμετρίας που δίνεται από την σχέση : 𝛾 =
12√6𝜁(3)

𝜋3
 όπου ζ(3) είναι η σταθερά 

του Apéry και ισούται με τον αριθμό: 𝜁(3) = 1.2020569… 

Άρα προκύπτει ότι ο συντελεστής ασυμμετρίας είναι 1.1395 

Σχηματικά οι δύο συναρτήσεις απεικονίζονται ως : 

 

Σχήμα 2.1: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και Συνάρτηση αθροιστικής κατανομής. (Wikipedia Gumbel Distribution) 

 

2.8 Εκθετική κατανομή 

Στην θεωρία πιθανοτήτων και στατιστική, η εκθετική κατανομή είναι η κατανομή της πιθανότητας που 

περιγράφει τον χρόνο μεταξύ γεγονότων σε μία διαδικασία Poisson, δηλαδή μια διαδικασία στην οποία 

γεγονότα συμβαίνουν συνεχώς και ανεξάρτητα με σταθερό ρυθμό. 

Έτσι δεδομένου ότι έχουμε μία κατανομή Poisson η κατανομή του χρόνου αδράνειας ανάμεσα σε δύο 

διαδοχικές αλλαγές είναι   𝐷(𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥 και η συνάρτηση πυκνότητας της κατανομής της 

πιθανότητας είναι 𝑃(𝑥) = 𝐷′(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝜒 . 

Άλλα βασικά μεγέθη είναι 

1. ο μέσος όρος που δίνεται από την σχέση  𝜇 =
1

𝜆
 

2. η διασπορά που δίνεται από την σχέση  𝜎2 =
1

𝜆2
 

3. και ο συντελεστής ασυμμετρίας που είναι  𝛾1 = 2 
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σχηματικά οι δύο συναρτήσεις απεικονίζονται ως : 

 

Σχήμα 2.2: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και συνάρτηση αθροιστικής κατανομής για την εκθετική κατανομή, 
(Μathworld, Exponential Distribution) 

2.9 Κατανομή Weibull  

Η κατανομή Weibull παρουσιάστηκε για πρώτη φορά, από τον Waloddi Weibull, το 1951 και από τότε 

χρησιμοποιήθηκε σε εκατοντάδες εφαρμογές της στατιστικής αλλά και στην ανάλυση δεδομένων. Η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής Weibull για μία τυχαία μεταβλητή δίνεται από τον 

τύπο: 

𝑓(𝑥; 𝜆, 𝑘) =

{
 
 

 
   

𝑘

𝜆
 (
𝜒

𝜆
)
𝑘−1

𝑒
−(

𝑥

𝜆
)
𝜅

           𝜒 ≥ 0      
 
       

      0                                              𝜒 < 0               

                     (2.7) 

όπου το 𝑘 > 0 είναι η παράμετρος σχήματος, και το 𝜆 > 0 είναι η παράμετρος κλίμακας. Η αθροιστική 

συνάρτηση κατανομής της είναι μία τεντωμένη εκθετική συνάρτηση η οποία δύνεται από τον τύπο: 

𝑓(𝑥) {
1 − 𝑒

−(
𝑥

𝜆
)
𝑘

                                   𝑥 ≥ 0
 

0                                                     𝑥 ≤ 0 

                                                (2.8) 

Άλλα βασικά μεγέθη είναι: 

1. Ο μέσος όρος που δίνεται από την σχέση 𝜇 = 𝜆𝛤 (1 +
1

𝑘
) 

2. Η διασπορά που δίνεται από την σχέση 𝜎2 = 𝜆2 [𝛤 (1 +
2

𝜅
) − (𝛤 (1 +

1

𝜅
))
2

] 

3. Ο συντελεστής ασυμμετρίας που δίνεται από την σχέση 𝛾1 =
𝛤(1+

3

𝜅
)𝜆3−3𝜇𝜎2−𝜇3

𝜎3
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Όπου η ποσότητα 𝛤 είναι η συνάρτηση γάμμα. 

Σχηματικά οι συναρτήσεις 2.1, 2.2 για 2 παραμέτρους είναι: 

 

Σχήμα 2.3: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και συνάρτηση αθροιστικής κατανομής για την Weibull κατανομή. 
(Wikipedia, Weibull Distribution) 

  

 

2.10 Έλεγχος καταλληλότητας της συνάρτησης πυκνότητας 

κατανομής της πιθανότητας. 

Η επιλογή της κατάλληλης κατανομής πιθανότητας σε ένα διάγραμμα πυκνότητας κατανομής 

πιθανότητας μπορεί να γίνει είτε με εμπειρικό τρόπο είτε με κάποιο στατιστικό έλεγχο. Με τον πρώτο 

τρόπο συγκρίνεται το ιστόγραμμα σχετικών συχνοτήτων με την θεωρητική καμπύλη πυκνότητας 

πιθανότητας και επιλέγεται η περιθώρια κατανομή που η καμπύλη της ταιριάζει καλύτερα στο 

ιστόγραμμα. Βέβαια ο τρόπος αυτός είναι αρκετά εμπειρικός και το αποτέλεσμα εξαρτάται από την 

κρίση του αναλυτή. Για τον λόγο αυτό συνήθως χρησιμοποιείται ένας στατιστικός έλεγχος. Δύο από 

τους πιο διαδεδομένους ελέγχους είναι ο έλεγχος 𝜒2 και ο έλεγχος Kolmogorov-Smirnov. 
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2.10.1 Έλεγχος 𝝌𝟐 καλής προσαρμογής (chi-square goodness of fit test) 

Ο έλεγχος 𝜒2  χρησιμοποιείται για την προσαρμογή ενός στατιστικού μοντέλου σε ένα δείγμα 

δεδομένων. Δίνει λοιπόν την απάντηση στο ερώτημα πόσο «κοντά» είναι οι τιμές του δείγματος στις 

αναμενόμενες τιμές που θα έδινε το μοντέλο κατανομής. Ο γενικός τύπος του στατιστικού ελέγχου 𝜒2 

είναι:  

𝜒2 = ∑
(𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒𝑑−𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑)2

𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑
                                                     (2.9) 

 

Για τον έλεγχο αυτό τα δεδομένα εντάσσονται σε κλάσεις. Στην θέση της μεταβλητής observed μπαίνει 

ο αριθμός των παρατηρήσεων στην κάθε κλάση ενώ στην θέση της μεταβλητής expected τα δεδομένα 

που προκύπτουν από την θεωρητική κατανομή για την ίδια κλάση. Έτσι για 𝜅 αριθμό κλάσεων και 𝑖 να 

ισούται με τον αριθμό της κάθε κλάσης ο παραπάνω τύπος παίρνει την μορφή: 

𝜒2 = ∑
(𝑂𝑖−𝐸𝑖)

2

𝐸𝑖

𝜅
𝑖                                                                      (2.10) 

Η ποσότητα αυτή στην συνέχεια συγκρίνεται με την ποσότητα που προκύπτει από την κατανομή 𝜒2 με 

βαθμό ελευθερίας 𝜅 − 𝜌 − 1, με ρ να ισούται με τον αριθμό των παραμέτρων της θεωρητικής 

κατανομής.  Επιπροσθέτως ο έλεγχος γίνεται για συγκεκριμένο επίπεδο εμπιστοσύνης,1-α, κάθε φορά 

που συνήθως κυμαίνεται από 0.75 εώς 0.99 και ικανοποιείται η σχέση 

𝜒2 < 𝜒1−𝛼,𝜅−𝜌−1
2                                                                   (2.11) 

 

2.10.2 Έλεγχος Kolmogorov-Smirnov 

ο έλεγχος Kolmogorov-Smirnov είναι ένας μη παραμετρικός έλεγχος που χρησιμοποιεί την αθροιστική 

συνάρτηση πιθανότητας του δείγματος και την συγκρίνει με την θεωρητική αθροιστική συνάρτηση 

πιθανότητας. Αναλυτικότερα ο έλεγχος αυτός ποσοτικοποιεί την μέγιστη απόσταση μεταξύ των δύο 

συναρτήσεων και την συγκρίνει με μία κρίσιμη τιμή που προκύπτει , για κάθε επίπεδο εμπιστοσύνης, 

από τον αντίστοιχο πίνακα.  Αν για το εκάστοτε επίπεδο εμπιστοσύνης η μέγιστη τιμή της απόστασης 

των δύο συναρτήσεων είναι μικρότερη από την κρίσιμη τιμή τότε ο έλεγχος είναι αποδεκτός και το 

δείγμα μπορεί να ανήκει στην αντίστοιχη κατανομή. 

𝐷𝑚𝑎𝑥 < 𝐷𝑐𝑟 
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Σχήμα 2.4: Γραφική απεικόνιση του ελέγχου Kolmogorov-Smirnov. (Wikipedia, Kolmogorov-Smirnov) 

 

2.11 Συντελεστής συσχέτισης Kendall τ 

Στην στατιστική , ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ είναι ένας δείκτης που χρησιμοποιείται για να 

υπολογίσει την συσχέτιση μεταξύ δύο μετρημένων ποσοτήτων. ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall 

είναι ένα μη παραμετρικό στατιστικό που προσδιορίζει των βαθμό συσχέτισης μεταξύ δύο ποσοτήτων. 

αναπτύχθηκε πρώτη φορά από τον Maurice Kendall το 1938 , από τον οποίο πήρε και το όνομα του. Ο 

συντελεστής 𝜏 ορίζεται ως εξής: 

Έστω ότι (𝜒1, 𝑦1), (𝜒2, 𝑦2)… . (𝜒𝑛, 𝑦𝑛) ζεύγη παρατηρήσεων δύο τυχαίων μεταβλητών 𝜒, 𝑦 τέτοια ώστε 

οι τιμές των 𝜒𝜄, 𝑦𝜄 να είναι μοναδικές. Κάθε ζεύγος παρατηρήσεων (𝜒𝑖 , 𝑦𝑖)και (𝜒𝑗, 𝑦𝑗) με 𝑖 ≠ 𝑗 είναι 

εναρμονισμένα όταν ισχύουν οι σχέσεις  𝜒𝑖 > 𝜒𝑗 και 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗  ή αντίστοιχα  𝜒𝑖 < 𝜒𝑗  και 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗. 

Αντιθέτως είναι μη εναρμονισμένα όταν ισχύουν οι σχέσεις 𝜒𝑖 > 𝜒𝑗  και 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 ή αντίστοιχα 𝜒𝑖 < 𝜒𝑗 

και 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗. αν ισχύει ότι 𝜒𝑖 = 𝜒𝑗  και 𝑦𝑖 = 𝑦𝑗 τότε τα ζεύγη δεν είναι ούτε εναρμονισμένα ούτε μη 

εναρμονισμένα. 

Ως Kendall 𝜏 ορίζεται η σχέση: 

𝜏 =
(𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍 𝜀𝜈𝛼𝜌𝜇𝜊𝜈𝜄𝜎𝜇έ𝜈𝜔𝜈 𝜁𝜀ύ𝛾𝜔𝜈)−(𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό 𝜇𝜂 𝜀𝜈𝛼𝜌𝜇𝜊𝜈𝜄𝜎𝜇έ𝜈𝜔𝜈 𝜁𝜀ύ𝛾𝜔𝜈)

𝑛(𝑛−1)

2

               (2.12) 
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Ο συντελεστής τ παίρνει τιμές −1 ≤ 𝜏 ≤ 1. Αν ο τ πάρει την τιμή 1 σημαίνει ότι υπάρχει τέλεια 

συσχέτιση, δηλαδή οι μεταβλητές χ , y είναι όμοιες, ενώ αντίθετα αν πάρει την τιμή -1 οι μεταβλητές χ, 

y είναι όμοιες αλλά με αντίθετα πρόσημα. Επιπλέον αν ο τ είναι κοντά στο 0 τότε οι μεταβλητές x ,y 

είναι ανεξάρτητες μεταβλητές. Αν λοιπόν έχουμε αρνητικό συντελεστή τ σημαίνει ότι όσο αυξάνονται 

οι τιμές της μίας μεταβλητής τόσο μειώνονται οι τιμές της άλλης μεταβλητής. Ενώ αν οι τιμές της μίας 

μεταβλητής αυξάνονται/μειώνονται όταν αυξάνονται/μειώνονται  και οι τιμές της άλλης μεταβλητής 

τότε ο συντελεστής τα είναι θετικός. 

 

2.12 Εξάρτηση ουράς  

Η έννοια των δισδιάστατων ουρών εξάρτησης σχετίζεται με την εξάρτηση σε ακραίες τιμές, και 

εξαρτάται κυρίως από τις ουρές. Για ένα ζεύγος τυχαίων μεταβλητών 𝜒, 𝑦 μπορεί να οριστεί ένα 

ασυμπτωτικό μέτρο ουρών εξάρτησης ως εξής: 

Έστω ότι Χ και Y είναι τυχαίες μεταβλητές με συναρτήσεις κατανομής 𝐹1και 𝐹2. Ο συντελεστής της άνω 

ουράς εξάρτησης των Χ και Υ είναι  

lim𝛼→0+ 𝑃[𝑌 >   𝐹2
−1(𝛼) | 𝑋 >  𝐹1

−1 (𝛼)]  =  𝜆𝜐                               (2.13) 

Δεδομένου ότι το όριο 𝜆𝜐 ∈ [0,1] υπάρχει τότε  

𝐹−1 (𝛼)  =  𝑖𝑛𝑓{𝑥|𝐹(𝑥)  ≥  𝛼}, 𝛼 ∈  (0, 1)                                        (2.14) 

Αν 𝜆 ∈ (0,1] τότε τα Χ και Υ λέγεται ότι είναι ασυμπτωτικά εξαρτώμενα στην άνω ουρά. 

Αν 𝜆 = 0 τότε τα Χ , Υ είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητα στην άνω ουρά.  

Αντίστοιχα ο συντελεστής της κάτω ουράς εξάρτησης είναι  

 

    lim𝛼→0+ 𝑃[𝑌 ≤   𝐹2
−1(𝛼)|𝑋 ≤  𝐹1

−1 (𝛼)]  =  𝜆𝑙                                    (2.15) 

Δεδομένου ότι το όριο 𝜆𝑙 ∈ [0,1] υπάρχει. 
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2.13 Στοχαστικές ανελίξεις και χρονοσειρές. 

Ως στοχαστική ανέλιξη ορίζεται μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών 𝛸𝑡 όπου ο δείκτης t λαμβάνει τιμές 

από ένα σύνολο δεικτών ST (Κάκουλος,1978). Συνήθως το σύνολο αυτό παριστάνει τον χρόνο. Όταν το 

σύνολο ST περιλαμβάνει μόνο διακριτές τιμές ή διακριτά χρονικά διαστήματα, η ανέλιξη λέγεται 

ανέλιξη διακριτού χρόνου ενώ στην περίπτωση που ο χρόνος θεωρείται συνεχής η ανέλιξη λέγεται 

ανέλιξη συνεχούς χρόνου. Για παράδειγμα η βροχόπτωση, με την οποία θα ασχοληθεί και η παρούσα 

διπλωματική ,είναι ανέλιξη διακριτού χρόνου (Ι. Ναλμπάντης, 2007). 

Το πιο απλό μοντέλο χρονοσειρών που είναι ευρέως διαδεδομένο  και χρησιμοποιείται σε πολλές 

επιστήμες για παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών μίας μεταβλητής είναι τα μοντέλα 

αυτοπαλινδρόμησης  (AutoRegressive models). Τα μοντέλα AR είναι τα πρώτα που χρησιμοποιήθηκαν 

σε εφαρμογές με υδρολογικά μεγέθη. 

Έστω μία στάσιμη ανέλιξη 𝑋𝑡  με μέση τιμή 𝜇 και τυπική απόκλιση 𝜎. Η αντίστοιχη συνθετική ανέλιξη 

𝛶𝑡 δίνεται από τον τύπο τυποποίησης: 

𝛶𝑡 =
𝑋𝑡−𝜇

𝜎
                                                                                 (2.16) 

Η τυποποιημένη ανέλιξη έχει μέση τιμή ίση με 0 και τυπική απόκλιση ίση με 1. 

Το μοντέλο αυτοπαλινδρόμησης τάξης 𝑝 για στάσιμες ανελίξεις , 𝐴𝑅(𝑝), εκφράζεται ως εξής: 

𝛶𝑡 = ∑ 𝜑𝑖
𝑝
𝑖=1 𝑌𝑡−𝑖 + 𝐸𝑡                                                                    (2.17) 

Όπου τα 𝑌𝑡 και  𝑌𝑡−1 είναι μεταβλητές αντίστοιχα στον χρόνο 𝑡 και 𝑡 − 𝑖 της τυποποιημένης ανέλιξης, 𝜑 

είναι οι παράμετροι του μοντέλου και 𝛦𝑡 είναι μια στάσιμη ανέλιξη ανεξαρτήτων μεταβλητών, και 𝑝 η 

τάξη του μοντέλου. Η ανέλιξη 𝛦𝑡 έχει μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση 𝜎𝛦. 

Η παράμετρος μ του μοντέλου που είναι η μέση τιμή της υπό μελέτη ανέλιξης δίνεται από τον τύπο: 

𝜇 =
1

𝛮
∑ 𝑥𝑖
𝛮
𝑖=1                                                                         (2.18) 

Η τυπική απόκλιση 𝜎 της υπό μελέτης ανέλιξης δίνεται από τον τύπο: 

𝜎 = √
1

𝛮−1
∑ (𝜒𝜄 − 𝜇)

2𝛮
𝑖=1                                                               (2.19) 
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Οι παράμετροι φ είναι παράμετροι του μοντέλου και ανάλογα το μοντέλο εκτιμώνται με μεθόδους 

βαθμονόμησης. Η τυπική απόκλιση της ανέλιξης ανεξαρτήτων μεταβλητών αντιθέτως από τις 

προηγούμενες παραμέτρους δεν υπολογίζεται από τα δεδομένα αλλά προκύπτει ως συνάρτηση των 

συντελεστών αυτοπαλινδρόμησης 𝜑𝑖  και των συντελεστών αυτοσυσχέτισης 𝜌𝑖 και εκφράζεται ως: 

𝜎𝛦 = √1 − ∑ 𝜑𝑖𝜌𝑖
𝑝
𝑖=1                                                                      (2.20) 

Έτσι λοιπόν με την χρήση των μοντέλων αυτών έχουμε την δυνατότητα να παράγουμε δεδομένα σε 

περιπτώσεις που αυτά δεν επαρκούν για την ανάλυση ενός φαινομένου. Για παράδειγμα αν τα 

δεδομένα της βροχόπτωσης και θερμοκρασίας για μία περιοχή είναι για λιγότερα έτη από όσα 

απαιτούνται μπορούμε να παράγουμε συνθετικά δεδομένα χρησιμοποιώντας τα μοντέλα 

αυτοπαλινδρόμησης. Βασικός κανόνας είναι να χρησιμοποιούνται τα μοντέλα αυτά σε πρωτογενή 

δεδομένα τα οποία μπορούν να παραχθούν όπως η βροχόπτωση , η θερμοκρασία , η απορροή  

υδατορευμάτων και όχι σε οποιαδήποτε δεδομένα όπως για παράδειγμα ο δείκτης RDI για τον έλεγχο 

της ξηρασίας. Τέλος στοχαστική ανέλιξη σε χρονοσειρές πραγματοποιείται για την κατασκευή μεγάλων 

συνθετικών χρονοσειρών έτσι ώστε να έχουν στατιστική σημασία.  
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3. Περιθώριες κατανομές (Marginal Distributions) 

3.1 Γενικά 

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναλύσουμε τον όρο «περιθώρια κατανομή» και θα παρουσιάσουμε ποιες από 

αυτές χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν τις διάφορες παραμέτρους του προβλήματος μας. Αρχικά 

όμως θα πρέπει να γίνει κατανοητός ο όρος περιθώρια κατανομή ή αλλιώς marginal distribution. Έτσι 

αφού κατανοήσουμε τον όρο αυτό θα γίνουν αναφορές στην βιβλιογραφία και θα παρουσιαστούν οι 

διάφορες κατανομές που ακολουθεί η κάθε παράμετρος σύμφωνα με έρευνες που έχουν 

πραγματοποιήσει μελετητές επί του θέματος. 

Τον όρο περιθώρια κατανομή τον συναντάμε στην επιστήμη της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων και 

πιο συγκεκριμένα στις συναρτήσεις των τυχαίων μεταβλητών. Προτού όμως ορίσουμε τον όρο αυτό θα 

πρέπει να θεωρήσουμε ότι: 

Ορισμός 3.1: Έστω ότι 𝛸 , 𝛶 δύο τυχαίες μεταβλητές. Ως από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (joint 

probability distribution) των 𝛸 και 𝑌 ορίζουμε την συνάρτηση 𝑃: 𝑅𝑥𝑅 → 𝑅 έτσι ώστε: 

𝑝𝑥𝑦 ≡  𝑃(𝑥, 𝑦)  ≡  𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) αν 𝑋, 𝑌 είναι διακριτές 

ή αντίστοιχα τη συνάρτηση 𝑓: 𝑅𝑥𝑅 →  𝑅 έτσι ώστε: 

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑃(𝑥 < 𝑋 < 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 < 𝑌 < 𝑦 + 𝑑𝑦) αν 𝛸, 𝛶 είναι συνεχείς. 

 

Ορισμός 3.2: Ως από κοινού συνάρτηση κατανομής(joint probability function) των τυχαίων μεταβλητών 

Χ , Υ ορίζουμε την συνάρτηση: 

F ∶  RxR →  R ∶ F(x, y)  =  P(X ≤ x, Y ≤ y), −∞ <  x, y < ∞                 (3.1) 

Παρατήρηση: Οι προηγούμενοι ορισμοί επεκτείνονται και στην περίπτωση n μεταβλητών 

𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 δηλαδή στην περίπτωση του n-διάστατου τυχαίου διανύσματος  𝑋 ≡  (𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑛). 

Η κατανομή του X προκύπτει από την από κοινού κατανομή των 𝛸 και 𝑌 ως εξής: 

𝐹𝛸(𝑎)  =  𝑃(𝑋 ≤ 𝑎)  =  𝑃(𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 < ∞)  =  𝑃(lim𝑏→∞({𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑏})  = 

= lim
𝑏→∞ 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑎, 𝑌 ≤ 𝑏)  
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 =  lim𝑏→∞ 𝐹(𝑎, 𝑏)  =  𝐹(𝑎,∞)                                                      (3.2) 

Ομοίως : 

𝐹𝛶(𝑏)  =  𝑃(𝑌 ≤ 𝑏)  =  lim𝑎→∞ 𝐹(𝑎, 𝑏)  =  𝐹(∞, 𝑏)                                  (3.3) 

Έτσι καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση όπου ορίζει ότι: 

Ορισμός 3.3: Οι συναρτήσεις κατανομής 𝐹𝑥(𝑥) , 𝐹𝑦(𝑦) λέγονται περιθώριες συναρτήσεις κατανομής 

(marginal distribution functions) των Χ , Υ αντίστοιχα. 

Αν Χ και Υ είναι διακριτές τυχαίες μεταβλητές , οι περιθώριες κατανομές πιθανότητας των X και Υ 

υπολογίζονται ως εξής:  

𝑃𝑥(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = ∑ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑦                                                         (3.4) 

𝑃𝑦(𝑦) = 𝑃(𝑌 = 𝑦) = ∑ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑥                                                         (3.5) 

3.2 Περιθώριες κατανομές για την ένταση της ξηρασίας. 

Όπως έχουμε προαναφέρει η ξηρασία είναι ένα φαινόμενο που περιγράφεται από διάφορες 

μεταβλητές. Η ένταση της ξηρασίας (severity) είναι μία από αυτές και καθορίζει την κλίμακα των 

επιπτώσεων της. Για την περιγραφή της έντασης έχουν χρησιμοποιηθεί κατά καιρούς διάφοροι δείκτες  

που ο καθένας ανάλογα την περιοχή μελέτης ακολουθεί και μία διαφορετική περιθώρια κατανομή. 

Έτσι λοιπόν δεν είμαστε σε θέση να πούμε ότι η ένταση της ξηρασίας ακολουθεί μία συγκεκριμένη 

περιθώρια κατανομή αλλά πρέπει μέσα από επεξεργασία των δεδομένων και επιλογή της 

καταλληλότερης μεθόδου περιγραφής της ξηρασίας , δηλαδή τον δείκτη που  χρησιμοποιείται  στην 

εκάστοτε μελέτη, να αναγνωρίζουμε την κατανομή τους. 

 Οι δείκτες της ξηρασίας είναι αναμενόμενο να ακολουθούν συνήθως μία Gamma κατανομή, μία 

λογαριθμική ή μία κατανομή Gumbel (Zelenhastic and Salvai, 1987). Πράγματι σε μελέτες που έχουν 

γίνει η  συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ακολουθεί την Gamma κατανομή(Dalezios et al., 2000)( 

Kao S. and Govindaraju R.,2009). Από την άλλη πλευρά  άλλες μελέτες που έχουν γίνει στην Ελλάδα 

έχουν δείξει ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ακολουθεί την κατανομή Gumbel (Tsakiris et al., 

2015) (Dalezios et al., 2000).  Παρόλα αυτά δεν αποκλείεται το γεγονός να χρησιμοποιούνται άλλες 

κατανομές όπως για παράδειγμα η κατανομή Weibull ή η λογαριθμική(Poulomi G, M Janga R., 2013). Το 

γεγονός ότι ανάλογα με την τοποθεσία της ξηρασίας αλλά και από τον δείκτη που χρησιμοποιείται για 
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τον προσδιορισμό της έντασης , τα δεδομένα καταλήγουν να ακολουθούν και διαφορετική κατανομή. 

Έχει παρατηρηθεί ότι η συνάρτηση πιθανότητας του δείκτη SPI συνήθως ακολουθεί την κατανομή 

Gamma ή Pearson III (Poulomi G, M Janga R., 2013) αλλά δεν είναι και λίγες οι περιπτώσεις που έχει 

παρατηρηθεί να περιγράφεται και από την γενική Pareto κατανομή (Salvatore G., Bonaccorso B., 2009) 

(Chen L.,Singh V., Guo S., 2011). 

Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι η ένταση της ξηρασίας είναι ένα μέγεθος που δεν εξηγείται 

από μία συγκεκριμένη κατανομή αλλά παίζουν πολλοί παράγοντες ρόλο όπως για παράδειγμα η θέση 

της περιοχής μελέτης, η μέθοδος η οποία χρησιμοποιείται για την μελέτη του φαινομένου αλλά κυρίως 

τα δεδομένα που έχουμε συλλέξει. Τα δεδομένα αυτά είναι κυρίως η κατακρήμνιση και η θερμοκρασία 

που στην συνέχεια με την κατάλληλη επεξεργασία μετατρέπονται σε δείκτες έντασης όπως για 

παράδειγμα οι  RDI , SPI, PDSI. 

3.3 Περιθώριες κατανομές για την διάρκεια της ξηρασίας. 

Όσον αφορά την διάρκεια της ξηρασίας παρατηρούμε ότι στις περισσότερες μελέτες που έχουν γίνει, 

σε αντίθεση με την ένταση, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ακολουθεί την εκθετική κατανομή 

όπως και είναι αναμενόμενο (Tsakiris et al., 2015) (Poulomi G, M Janga R., 2013) (Salvatore G., 

Bonaccorso B., 2009)(Chen L.,Singh V., Guo S., 2011). Παρόλα αυτά αν ο χρόνος αντιμετωπιστεί σαν 

διακριτή μεταβλητή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας μπορεί να ακολουθεί και γεωμετρική 

κατανομή. (Kendall and Dracup, 1992). Είναι λογικό εξ’ ορισμού το μέγεθος αυτό να ακολουθεί μία από 

αυτές τις κατανομές γιατί οι κατανομές αυτές χαρακτηρίζουν τον χρόνο μεταξύ των γεγονότων ενός 

φαινομένου κατά βάση. Άρα μπορούμε με βεβαιότητα να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι η 

διάρκεια της ξηρασίας στην πλειοψηφία των περιπτώσεων θα ακολουθεί την εκθετική κατανομή. 

3.4 Περιθώρια κατανομή για την έκταση της ξηρασίας 

Για την έκταση που επηρεάζεται από την εμφάνιση της ξηρασίας δεν έχουν γίνει αρκετές μελέτες έτσι 

ώστε να καθοριστεί μία περιθώρια κατανομή που να την εκφράζει. Παρόλα αυτά έρευνες έχουν δείξει 

ότι η κατανομή Gumbel μπορεί να την περιγράψει ικανοποιητικά (Tsakiris et al. 2016). Άλλες 

περιθώριες κατανομές που έχουν χρησιμοποιηθεί κατά καιρούς είναι η Beta που χρησιμοποιήθηκε για 

να περιγράψει την μέση έκταση που επηρεάζεται με κριτήριο τον δείκτη SPI(Salvatore G., Bonaccorso 

B., 2008). Παρ’ όλα αυτά κάθε φαινόμενο ξηρασίας, ανάλογα με την περιοχή την οποία επηρεάζει, θα 

ακολουθεί διαφορετική κατανομή λόγω γεωμορφολογικών και μετεωρολογικών παραγόντων. Έτσι 

συνίσταται η χρήση της περιθώριας κατανομής που ταιριάζει καλύτερα στα εκάστοτε δεδομένα.  
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4. Συζεύξεις (Copulas) 

 

4.1 Γενικά  

Για να είμαστε σε θέση να προγραμματίσουμε και να σχεδιάσουμε ένα σχέδιο διαχείρισης της 

ξηρασίας είναι απαραίτητο πέρα από τον δείκτη έντασης της ξηρασίας να έχουμε συγκεντρώσει 

αρκετές πληροφορίες για την διάρκεια της αλλά και την έκταση την οποία έχει επηρεάσει. Με τις 

πληροφορίες αυτές θα είναι πλέον δυνατή η πολυμεταβλητή στατιστική ανάλυσης του προβλήματος. 

Εφόσον όλα αυτά τα μεγέθη ακολουθούν κάποια κατανομή, οι πληροφορίες αυτές που χρειαζόμαστε 

είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανομής και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τα 

χαρακτηριστικά της ξηρασίας.  

Παρόλα αυτά όπως είδαμε παραπάνω τα 3 χαρακτηριστικά της ξηρασίας δεν ακολουθούν την ίδια 

περιθώρια κατανομή. Για αυτό τον λόγο και χρησιμοποιήθηκε η έννοια των συζεύξεων για την ανάλυση 

της συχνότητας  της ξηρασίας με σκοπό να μοντελοποιηθεί η εξαρτημένη δομή ανάμεσα στην ένταση , 

στην διάρκεια και στην έκταση που επηρεάζεται  ανεξάρτητα από τις κατανομές που ακολούθησε η 

κάθε μεταβλητή. 

Οι συζεύξεις διμεταβλητών κατανομών χρησιμοποιούνται για να εκφράσουν την συναρτησιακή σχέση 

της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής μιας διμεταβλητής κατανομής με τις αθροιστικές συναρτήσεις 

κατανομής των μονομεταβλητών περιθωρίων κατανομών (marginal distribution functions). Οι 

μονομεταβλητές περιθώριες μεταβλητές είναι γνωστές και προκύπτουν από την ανάλυση των 

δεδομένων του  φαινομένου που περιγράφουμε. Αφού πραγματοποιηθεί η ανάλυση των δεδομένων 

και έχουμε έτοιμες τις περιθώριες συναρτήσεις κατανομής τότε θα πρέπει να διαλέξουμε την 

κατάλληλη οικογένεια συναρτήσεων σύζευξης.  

Προηγούμενες μελέτες έχουν δείξει ότι οι συναρτήσεις αυτές έχουν δώσει ικανοποιητικά 

αποτελέσματα για διμεταβλητά προβλήματα. Πιο συγκεκριμένα αρκετές οικογένειες Αρχιμήδειων  

συναρτήσεων σύζευξης , συμπεριλαμβανομένων των Gumbel-Hougaard, Frank και Clayton, έχουν 

προτιμηθεί λόγω της απλότητας τους και των παράγωγων ιδιοτήτων τους(Nelson 2006).   

Προτού όμως φτάσουμε στο σημείο επιλογής της κατάλληλης συνάρτησης είναι βασικό να 

καταλάβουμε σε τι αναφέρονται οι συναρτήσεις σύζευξης , ποια είναι η ιστορία τους , πως ορίζονται 
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και πάνω σε ποια θεωρήματα βασίζονται. Έτσι σε αυτό το κεφάλαιο θα αναλύσουμε τις βασικές 

έννοιες γύρω από την συνάρτηση Copula. 

4.2 Ιστορική αναδρομή 

Η ιστορία των συζεύξεων θεωρείται πως ξεκίνησε το 1951 με το πρόβλημα του Fréchet. Παρόλα αυτά ο 

πρώτος που εφάρμοσε με επιτυχία την μέθοδο αυτή ήταν ο Sklar το 1959. Ο ίδιος όρισε την έννοια 

αυτή και έδωσε την ονομασία copulas.  

Ο Sklar ουσιαστικά εισήγαγε αυτή την νέα ομάδα συναρτήσεων και έδειξε ότι αν 𝐻 είναι μία 

διμεταβλητή συνάρτηση κατανομής με περιθώριες συναρτήσεις 𝐹(𝑥) και 𝐺(𝑦) τότε υπάρχει μια 

συνάρτηση σύζευξης C όπου 𝐻(𝑥. 𝑦) = 𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦)). 

Όμως οι συναρτήσεις αυτές χρησιμοποιήθηκαν πολύ πριν οριστούν από τον Sklar. Το 1942 ο Karl 

Menger με την χρήση των copulas πρότεινε μια πιθανολογική γενίκευση του θεωρήματος των μετρικών 

χώρων. Επίσης παρατηρούμε συναρτησιακές σχέσεις που αργότερα ορίστηκαν ως συζεύξεις στις 

μελέτες των Hoeffding, Frechet , Dall’aglio και σε πολλούς άλλους. 

Μετά από αυτή την ιδέα του Sklar, για τα επόμενα 17 χρόνια (1959-1976) οι συζεύξεις 

χρησιμοποιήθηκαν κυρίως στον τομέα της Στατιστικής και Πιθανοτήτων. Με το πέρασμα των χρόνων το 

εργαλείο αυτό, διαδόθηκε όλο και περισσότερο και ερευνήθηκε από πολλούς μαθηματικούς και 

επιστήμονες όπως τους Plackett (1965), Mardia(1970), Genest(1987) και άλλους. Το 1990 ο Dall’ Aglio, 

οργάνωσε το πρώτο συνέδριο τις συζεύξεις και το ονόμασε «Probability distribution with given 

marginals». 

Έτσι ανακαλύφθηκε ότι η συνάρτηση αυτή είναι πολύ χρήσιμη για να προσδιορίσουμε μη παραμετρικά 

μέτρα εξάρτησης μεταξύ τυχαίων μεταβλητών. Όπως είπε και ο Fisher  to 1997 στο Encyclopedia of 

Statistical Sciences, “Οι συζεύξεις είναι ενδιαφέρουσες για τους στατιστικολόγους για δύο λόγους: 

Πρώτον , σαν ένας τρόπος μελέτης μέτρων εξάρτησης χωρίς κλίμακας και δεύτερον, σαν ένα σημείο 

εκκίνησης για την κατασκευή οικογενειών διμεταβλητών κατανομών”. 

4.3 Η συνάρτηση copula 

Όπως προαναφέραμε οι συναρτήσεις copulas είναι συναρτήσεις οι οπoίες συνδέουν μονομεταβλητές 

συναρτήσεις κατανομών με σκοπό να δημιουργήσουν πολυμεταβήτές συναρτήσεις κατανομών. Έτσι αν 

μας δίνονται οι περιθώριες κατανομές τότε δεν είναι απαραίτητη η μελέτη των σχέσεων των τυχαίων 

μεταβλητών. Ο τρόπος με τον οποίο γίνεται αυτή η σύζευξη είναι με την παρακάτω συνάρτηση. 
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 Mία συνάρτηση σύζευξης 𝐶 με 𝐶: [0.1]2 ικανοποιεί τις σχέσεις: 

a.  Για κάθε 𝑥, 𝑦 στο [0,1], 𝐶(𝑥, 0) = 0 = 𝐶(0, 𝑦), και 𝐶(𝑥, 1) = 𝑥 και 𝐶(1, 𝑦) = 𝑦 

 

b. Για κάθε 𝑥1 , 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2στο [0,1] με 𝑥1 ≤ 𝑥2 𝜅𝛼𝜄 𝑦1 ≤ 𝑦2, 𝐶(𝑥2, 𝑦2) − 𝐶(𝑥2, 𝑦1) − 𝐶(𝑥1, 𝑦2)  +

 𝐶(𝑥1, 𝑦1) ≥ 0. 

  

Επιπροσθέτως ισχύει ότι κάθε συνάρτηση copula: 

 Είναι Αύξουσα για κάθε τυχαία μεταβλητή 

 Είναι Συνεχής 

 Ικανοποιεί την ανισότητα W(x, y)  ≤ C(x, y) ≤ M(x, y) (Genest C. Et al., 2007) όπου W,M είναι 

τα όρια του Frechet –Hoeffding με W το άνω φράγμα και Μ το κάτω φράγμα 

4.3.1Θεώρημα Sklar  

Tο θεώρημα που διατύπωσε ο Sklar το 1959 όριζε ως εξής: 

Έστω ότι έχουμε μία δισδιάστατη συνάρτηση κατανομής 𝛨 με περιθώριες (marginal) συναρτήσεις 

κατανομής 𝐹 και 𝐺 και οι τυχαίες μεταβλητές 𝑥 , 𝑦 .Τότε υπάρχει μία συνάρτηση σύζευξης ,copula, C 

τέτοιο ώστε : 

𝐻𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))                                                       (4.1) 

Αν οι συναρτήσεις 𝐹 και 𝐺 είναι συνεχής τότε η copula C είναι μοναδική. 

Αντίστοιχα ισχύει και το αντίστροφο του θεωρήματος, δηλαδή αν 𝐶 είναι μία σύζευξη και 𝐹 και 𝐺 είναι 

συναρτήσεις κατανομής τότε η συνάρτηση H που ορίστηκε παραπάνω είναι η αθροιστική συνάρτηση 

κατανομής με περιθώριες συναρτήσεις τις 𝐹 και 𝐺. 

Το πόρισμα αυτού του θεωρήματος του Sklar είναι ότι οι συζεύξεις συνδέουν τις αθροιστικές 

συναρτήσεις κατανομών με τις μονοδιάστατες περιθώριες τους. 

Το παραπάνω θεώρημα μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για προβλήματα με 𝑛 μεταβλητές. Έτσι ένα 

ακόμα πλεονέκτημα των συζεύξεων είναι ότι μπορεί να γίνει γενίκευση για 𝑛 −διαστατες κατανομές 

πέρα από τις δισδιάστατες όπως φαίνεται παρακάτω: 
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Αν θεωρήσουμε n τυχαίες μεταβλητές 𝑥1, 𝑥2,…… 𝑥𝑛, με περιθώριες κατανομές 

𝐹𝑥1(𝑥1), 𝐹𝑥2(𝑥2),… . , 𝐹𝑥𝑛(𝑥𝑛) και 𝐻 η από κοινού αθροιστική κατανομή, τότε υπάρχει μία Copula 𝐶  

τέτοια ώστε να ισχύει ότι : 

𝛨(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) = 𝐶 (𝐹𝑥1(𝑥1), 𝐹𝑥2(𝑥2),… , 𝐹𝑥𝑛(𝑥𝑛))                              (4.2) 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα για την κατανόηση του παραπάνω θεωρήματος είναι η απλούστερη 

σύζευξη, η σύζευξη γινομένου (product copula). Η σύζευξη αυτή έχει την μορφή 𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑦 =

𝛱(𝑥, 𝑦) όπου 𝑥, 𝑦 ανήκουν στο σύνολο των πραγματικών αριθμών και αποτελεί βασική αρχή 

ανεξαρτησίας των 2 μεταβλητών όταν οι συναρτήσεις κατανομών τους είναι συνεχείς. 

4.3.2 Παραδείγματα από οικογένειες copulas 

Ανάλογα με το πρόβλημα το οποίο καλείται ο μελετητής να λύσει πρέπει να διαλέξει και την κατάλληλη 

οικογένεια συζεύξεων. Οι βασικότερες και πιο γνωστές οικογένειες συναρτήσεων είναι οι παρακάτω 

που θα τις αναλύσουμε εκτενέστερα στην συνέχεια. 

 

 Οικογένεια Frechet (1958): η οικογένεια αυτή είναι διπαραμετρική και είναι ο κυρτός 

γραμμικός συνδυασμός των συζεύξεων 𝛱 ,𝑊 ,𝛭  δηλαδή αν 𝛼, 𝛽 ∈  [0, 1] και 𝛼 +  𝛽 ≤  1 

τότε, 

 

 𝐶𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦)  =  𝛼𝑀(𝑥, 𝑦)  + (1 −  𝛼 −  𝛽)𝛱(𝑥, 𝑦)  +  𝛽𝑊(𝑥, 𝑦)          (4.3) 

 

 Οικογένεια Farlie-Gumbel-Morgenstern (1960): η οικογένεια αυτή είναι μονοπαραμετρική και  

περιλαμβάνει συναρτήσεις συζεύξεων που πληρούν την υπόθεση ότι αν  θ ∈ [−1, 1], τότε  : 

𝐶𝜃(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 +  𝜃𝑥𝑦(1 −  𝑥)(1 −  𝑦)                               (4.4) 

 

 Οικογένεια Marshall-Olkin (1967): η οικογένεια αυτή είναι διπαραμετρική και περιλαμβάνει τις 

συναρτήσεις που πληρούν την υπόθεση ότι : αν 𝛼, 𝛽 ∈  [0, 1], τότε  

𝐶𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦)  =  𝑚𝑖𝑛(𝑥 1 − 𝛼 𝑦, 𝑥𝑦1 − 𝛽 )                               (4.5) 

 Οικογένεια Αρχιμήδειων συζεύξεων: η οικογένεια των αρχιμήδειων συζεύξεων περιλαμβάνει 

συναρτήσεις της μορφής : 

𝐶(𝑥, 𝑦)  =  𝜙−1(𝜙(𝑥)  +  𝜙(𝑦))                                  (4.6) 
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όπου το 𝜑−1 είναι η ψευδο-αντίστροφη συνάρτηση μιας συνεχούς και γνησίως φθίνουσας 

συνάρτησης από το [0, 1] στο[0,∞] με 𝜙(1)  =  0. 

 Οικογένεια Ελλειπτικών συζεύξεων: η οικογένεια των ελλειπτικών συζεύξεων χρησιμοποιείτε 

για την μοντελοποίηση πολυδιάστατων ακραίων γεγονότων και παρουσιάζουν ακτινική 

συμμετρία. σε αυτές ανήκει η Γκαουσιανή σύζευξη αλλά και η t-student σύζευξη. 

  

4.4 Οικογένεια Αρχιμήδειων συζεύξεων 

Μία από τις σημαντικότερες οικογένειες συζεύξεων με ευρεία χρήση σε υδρολογικές εφαρμογές είναι 

οι Αρχιμήδειες συζεύξεις. Οι συζεύξεις αυτές έχουν μια απλή φόρμα με ιδιότητες όπως η 

προσεταιριστική και έχουν διαφορετικές δομές εξάρτησης(Nelsen 1999, Genest και MacKay 1986). Οι 

συζεύξεις αυτές έχουν εκφράσεις κλειστού τύπου και είναι αρκετά διαδεδομένες λόγω της ευκολίας 

στην κατασκευή τους , των ιδιοτήτων τους αλλά και λειτουργούν ως βάση για την παραγωγή άλλων 

συζεύξεων. Η Αρχιμήδεια σύζευξη μπορεί να εφαρμοστεί και για θετική αλλά και για αρνητική 

συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών (Zhang και Singh, 2006). 

Αν θεωρήσουμε λοιπόν μία τάξη Φ των συναρτήσεων 𝜑 ∶ [0,1] → [0,∞] οι οποίες είναι συνεχείς και 

γνησίως φθίνουσες συναρτήσεις ορισμένες στο διάστημα (0,1) τέτοιο ώστε 𝜑(1) = 0, 𝜑′(𝑡) <

0, 𝜑΄΄(𝑡) > 0  για 0 < 𝑡 < 1, προκύπτει ότι η 𝜑 έχει μία αντίστροφη συνάρτηση την 𝜑−1 η οποία έχει 

αντίστοιχα 2 παραγώγους. Επιπλέον ισχύει ότι αν lim𝑡→0 𝜑(𝑡) =  ∞ τότε 𝜑(0)  = ∞. 

Έτσι προκύπτει ότι κάθε μέλος 𝜑 της τάξης 𝛷 παράγει μια διμεταβλητή συνάρτηση κατανομής για το 

ζεύγος των μεταβλητών 𝑋 , 𝛶 η οποία ορίζεται ως: 

𝐹𝑋,𝑌(𝑋, 𝑌) =  {

𝜑−1[𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦)],          𝛾𝜄𝛼 𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦) ≤ 𝜑(0) 
 
 

0,                                          𝛾𝜄𝛼 𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦) > 𝜑(0) 

                               (4.7) 

Η συνάρτηση πυκνότητας δύο μεταβλητών για αυτή την οικογένεια κατανομών είναι: 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) =  −
𝜑′′(𝐹)𝜑΄(𝜒)𝜑΄(𝑦)

[𝜑′(𝐹)]3
                                                            (4.8) 
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Από την συνάρτηση αυτή προκύπτουν τα εξής: 

 Η κατανομή είναι συμμετρική ως προς 𝜒 και  𝑦 

 Ισχύει ότι 𝑃 (𝑋 > 𝑥, 𝑌 > 𝑦) = 𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑥 − 𝑦 + 1 

 Οι περιθώριες κατανομές (marginal distribution) των 𝑋, 𝑌 είναι όμοιες στο διάστημα [0,1] 

 Ισχύει ότι 𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 1) = 𝑥 και 𝐹𝑥,𝑦(1, 𝑦) = 𝑦 όπου 0 ≤ 𝜒 ≤ 1 και 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 

Από την στιγμή λοιπόν που ισχύουν τα παραπάνω οι συναρτήσεις κατανομής του τύπου: 

𝐹𝑋,𝑌(𝑋, 𝑌) = 𝜑
−1[𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦)] 

με 𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦) ≤ 𝜑(0), είναι Αρχιμήδειες συζεύξεις.  

Οι αρχιμήδειες συζεύξεις όπως άλλωστε και όλες οι συζεύξεις είναι συναρτήσεις συνεχείς , φθίνουσες 

και φραγμένες από τα όρια Frechet τα οποία αναφέραμε προηγουμένως. Οι πιο διαδεδομένες 

Αρχιμήδειες συζεύξεις είναι η Frank ,η Gumbel , η Clayton όπου η κάθε μία έχει διαφορετική χρήση 

ανάλογα με τα δεδομένα και τα ζητούμενα της κάθε περίστασης. 

4.4.1 Σύζευξη Gumbel-Hougaard  

Η σύζευξη Gumbel-Hougaard είναι μία από τις αρχιμήδειες συζεύξεις η οποία δημιουργήθηκε από τον 

Gumbel το 1960 και έχει θεωρηθεί ότι είναι ιδανική για την αναπαράσταση της διμεταβλητής 

κατανομής ακραίων τιμών. Η σύζευξη αυτή ορίζεται ως εξής: 

Έστω συνάρτηση 𝜑(𝑡) = (−𝑙𝑛𝑡)𝜃 , όπου 𝜃 ≥ 1. Η συνάρτηση 𝜑 είναι συνεχής και για t=1 η 𝜑 παίρνει 

την τιμή 𝜑(1) = 0. Η παράγωγος της 𝜑 ισούται με 𝜑′(𝑡) =
−𝜃(−𝑙𝑛𝑡)𝜃−1

𝑡
. Άρα προκύπτει ότι η συνάρτηση 

𝜑 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0, +∞). Επιπροσθέτως η 𝜑′′(𝑡) ≥  0 στο διάστημα [0,1], άρα 

η 𝜑 είναι κυρτή. Έτσι η  𝜑 ορίζεται ως γεννήτρια της σύζευξης και  εκφράζεται  ως εξής: 

𝐶𝜃(𝜒, 𝑦) = 𝜑
−1 ∗ (𝜑(𝜒) + 𝜑(𝑦)) = exp (−[(−𝑙𝑛𝜒)𝜃 + (− ln 𝑦)𝜃]

1

𝜃)             (4.9) 

 

Και για 𝜑(𝑡) = (−𝑙𝑛𝑡)𝜃 η σχέση (4.9) γίνεται 

𝐶𝜃(𝜒, 𝑦) = 𝐶𝜃(𝜒, 𝑦)
[(𝑙𝑛𝜒)∗(𝑙𝑛𝑦)]𝜃−1

𝜒∗𝑦
[(−𝑙𝑛𝜒)𝜃 + (−𝑙𝑛𝑦)𝜃]

(
2

𝜃
)−2

{(𝜃 − 1)[(−𝑙𝑛𝜒)𝜃 + (−𝑙𝑛𝑦)𝜃]
1

𝜃 + 1}      (4.10)  
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Η σύζευξη αυτή ονομάζεται Gumbel Hougaard και  δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί όταν έχουμε 

αρνητική εξάρτηση, δηλαδή όταν το 𝜃 ≤ 0. Ο υπολογισμός του θ γίνεται με την χρήση συντελεστών 

συσχέτισης όπως το Kendall τ,  το Spearman ρ ή τον συντελεστή του Pearson. Πιο διαδεδομένη στις 

αρχιμήδειες σύζευξης είναι η χρήση του συντελεστή 𝜏 του Kendall.  Για την Gumbel-Hougaard σύζευξη 

ο συντελεστής τ υπολογίζεται : 

Έστω ότι 𝜒, 𝑦 δύο τυχαίες μεταβλητές, συντελεστή αυτοσυσχέτισης Kendall τ και 𝜑 η γεννήτρια της 

σύζευξης Gumbel-Hougaard , τότε η σχέση για τον υπολογισμό του 𝜃 δίνεται από την παρακάτω 

εξίσωση: 

𝜏 = 1 + 4∫
𝜑(𝑡)

𝜑′(𝑡)

1

0
𝑑𝑡 =

𝜃−1

𝜃
                                                      (4.11) 

Εξάρτηση ουράς: 

Δεξιά Εξάρτηση:  

𝜆𝑢 = 2 − 2 lim𝑠→0+
( 𝜑−1 

′
(2𝑠))

𝜑−1
′
(𝑠)

= 2 − 2
1

𝜃                                      (4.12) 

Η σύζευξη Gumbel-Hougard έχει περισσότερες πιθανότητες συγκεντρωμένες στην δεξιά ουρά σε σχέση 

με την Frank σύζευξη που θα αναλύσουμε παρακάτω και είναι ασύμμετρη. 

 

 

Σχήμα 4.1: Gumbel-Hougaard copula για θ=5. (Salvadori et al, 2007) 
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Σχήμα 4.2: Gumbel-Hougaard copula για θ=3,055. (Salvadori et al, 2007) 

4.4.2 Σύζευξη Clayton  

Η σύζευξη Clayton δημιουργήθηκε για πρώτη φορά από τον David Clayton Το 1973 και ανήκει στην 

οικογένεια των αρχιμήδειων συζεύξεων. Η συνάρτηση αυτή εκφράζεται από τον παρακάτω τύπο: 

𝐶𝜃(𝑥, 𝑦) = max ([𝑥
−𝜃 + 𝑦−𝜃 − 1]

1

𝜃, 0)                                           (4.13) 

ο γενικός αυτός τύπος απλοποιείται για τις περιπτώσεις που το 𝜃 > 0 και οι συζεύξεις Clayton είναι 

αυστηρά μονότονες. Έτσι ο παραπάνω τύπος γίνεται: 

 

𝐶𝜃(𝑥, 𝑦) =  (𝑥
−𝜃 + 𝑦−𝜃 − 1)

1

𝜃                                               (4.14) 

 

Η γεννήτρια της συνάρτησης Clayton είναι: 

𝜑(𝑡) =
𝑡−𝜃−1

𝜃
                                                                 (4.15) 

όπου το θ παίρνει τιμές [−1,∞)\{0} . 

Από την γεννήτρια 𝜑 προκύπτει και ο τύπος που συνδέει τον συντελεστή συσχέτισης του Kendall με το 

θ. 

𝜏 = 1 + ∫
𝑡𝜃+1−𝑡

𝜃
𝑑𝑡

1

0
=

𝜃

𝜃+2
                                                    (4.16) 
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και 

𝜃 =
2𝜏

1−𝜏
                                                                                  (4.17) 

 Εξάρτηση Ουράς: 

 Δεξιά εξάρτηση 

𝜆𝑢 = 2 − 2 lim𝑠→0+
( 𝜑−1 

′
(2𝑠))

𝜑−1
′
(𝑠)

= 2 − 2 lim𝑠→0+
(1+2𝜃𝑠)

−
1
𝜃
−1

(1+𝜃𝑠)
−
1
𝜃
−1
= 0                (4.18) 

 Αριστερή εξάρτηση 

𝜆𝐿 = 2 lim𝑠→∞ 

( 𝜑−1 
′
(2𝑠))

𝜑−1
′
(𝑠)

= 2 − 2 lim𝑠→∞ 
(1+2𝜃𝑠)

−
1
𝜃
−1

(1+𝜃𝑠)
−
1
𝜃
−1
= 2 ∗ 2−

1

𝜃
−1 = 2

1

𝜃        (4.19) 

Η σύζευξη Clayton έχει υψηλή συγκέντρωση στην αριστερή ουρά και η πιθανότητα επεκτείνεται 

πηγαίνοντας στην δεξιά. 

 

Σχήμα 4.3: Clayton copula για θ=5. (Salvadori et al, 2007) 
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Σχήμα 4.4: Clayton copula για θ=-0.75. (Salvadori et al , 2007) 

 

4.4.3 Σύζευξη Frank 

Η σύζευξη Frank δημιουργήθηκε από τον Frank το 1979 και όπως οι άλλες δύο αρχιμήδειες συζεύξεις 

υπακούει στα όρια Frechet και μπορεί να λάβει οποιαδήποτε κατανομή σαν περιθώρια. Η συνάρτηση 

της εκφράζεται από τον τύπο: 

𝐶𝜃(𝑥, 𝑦) = −𝜃
−1 ln {1 +

(𝑒−𝜃𝑥−1)(𝑒−𝜃𝑦−1)

𝑒−1−1
}                                    (4.20) 

Η γεννήτρια της σύζευξης Frank δίνεται από τον τύπο: 

𝜑(𝑡) = ln [
𝑒𝜃𝑡−1

𝑒−𝜃−1
]                                                             (4.21) 

Όπου το 𝜃 ανήκει στο σύνολο 𝑅\{0}. 

Ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ δίνεται από τον τύπο: 

𝜏 = 1 −
4

𝜃
(1 − 𝐷1(𝜃))                                                       (4.22) 

Όπου το 𝐷1δίνεται από την συνάρτηση Debye για 𝜅 = 1 δηλαδή: 

𝐷1(𝑥) =
1

𝑥
∫

𝑡

𝑒𝑡−1
𝑑𝑡

𝑥

0
                                                          (4.23) 

Στην σύζευξη Frank, σε αντίθεση με τις άλλες δύο συζεύξεις, δεν έχουμε εξαρτήσεις ουράς σε κανένα 

από τα δύο άκρα. Επιπροσθέτως η τιμή του θ μπορεί να λάβει τιμές σε όλο το σύνολο των πραγματικών 

αριθμών, εκτός του 0 όπως προαναφέραμε, ενώ οι άλλες 2 δεν είχαν αυτή την δυνατότητα, με 
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αποτέλεσμα να είναι ιδανική για την μοντελοποίηση αποτελεσμάτων με ισχυρή θετική ή αρνητική 

εξάρτηση. 

 

Σχήμα 4.5: Frank copula για θ=0.02. (Salvadori et al, 2007) 

 

Σχήμα 4.6: Clayton copula για θ=50. (Salvadori et al, 2007) 

Συγκριτικά η συγκέντρωση της πιθανότητας και οι εξαρτήσεις των 3 αρχιμήδειων συζεύξεων φαίνονται 

στο παρακάτω σχήμα: 

 

Σχήμα 4.7: Διαγράμματα διασποράς για τις Αρχιμήδειες συζεύξεις,( http://www.assetinsights.net) 
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4.5 Οικογένεια ελλειπτικών συζεύξεων 

Η οικογένεια των ελλειπτικών συζεύξεων περιλαμβάνει τις συζεύξεις των ελλειπτικών κατανομών. 

Κατασκευάστηκε από τον David Li και χρησιμοποιήθηκε κυρίως στον τομέα διαχείρισης ρίσκου. 

Ονομάζονται ελλειπτικές γιατί η κάτοψη των περιγραμμάτων  των κατανομών τους έχει ελλειψοειδή 

μορφή. Βασική τους ιδιότητα είναι ότι έχουν ακτινική συμμετρία και δεν περιορίζονται στην 

δισδιάστατη ανάλυση , καθιστώντας αυτές ιδανικές για την μοντελοποίηση πολυδιάστατων ακραίων 

γεγονότων. Στην οικογένεια αυτή ανήκουν η κανονική σύζευξη αλλά και η t-student σύζευξη. 

4.5.1 Κανονική ή Γκαουσιανή σύζευξη (Gaussian Copula) 

Η κανονική σύζευξη είναι η σύζευξη της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής και εκφράζεται ως εξής: 

Έστω ότι ένας συμμετρικός πίνακας 𝑅 θετικά ορισμένος με 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑅 = 1, 𝛷𝑅 η από κοινού αθροιστική 

συνάρτηση κατανομής μιας πολυδιάστατης κανονικής κατανομής με μέσο διάνυσμα να ισούται με 0 

και πίνακα συσχέτισης R και 𝛷−1 η αντίστροφη αθροιστική συνάρτηση κατανομής. Τότε υπάρχει 

σύζευξη με τύπο: 

𝐶𝑅
 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝛷𝑅(𝛷

−1(𝑥1),… . , 𝛷
−1(𝑥𝑛))                                  (4.24) 

Για την σύζευξη αυτή έχει αποδειχτεί ότι ο γραμμικός συντελεστής συσχέτισης κατά Pearson μπορεί να 

δώσει μια ικανοποιητική εκτίμηση και εκφράζεται ως: 

𝜌 = sin (
𝜋𝜏

2
)                                                                   (4.25) 

όπου τ είναι ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall και δίνεται από τον τύπο: 

𝜏 =
2

𝜋
arcsin(𝜃)                  − 1 ≤ 𝜃 ≤ 1                                           (4.26) 

Ανάλογα με την τιμή του θ η κανονική σύζευξη φτάνει το αντίστοιχο όριο Frechet στα οποία 

εμπεριέχεται και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ίσους βαθμούς αρνητικής και θετικής εξάρτησης. 
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Σχήμα 4.8: Κανονική ή Γκαουσιανή σύζευξη(Sanjeev, Boaz, Brunnermeier, Rong, 2011) 

4.5.2 t-student copula 

Η t-student σύζευξη  της πολυδιάστατης t-student κατανομής μοιάζει πολύ με την Γκαουσιανή σύζευξη, 

που αναφέραμε παραπάνω, μόνο που έχει μία επιπλέον παράμετρο ν που ελέγχει την εξάρτηση στα 

άκρα της κατανομής. Αν το ν παίρνει μεγάλες τιμές τότε έχουμε μεγάλη εξάρτηση στο κέντρο και μικρή 

στα άκρα και αντίθετα για μικρές τιμές. Η σύζευξη t-student εκφράζεται ως εξής: 

𝐶𝜈,𝑃
𝑡 (𝑥) = 𝑡𝜈,𝑅

𝑥 (𝑡𝜈
−1(𝑥1),… . , 𝑡𝜈

−1(𝑥𝑛)                                                 (4.27) 

Και για ν>2 έχουμε 

𝐶𝜈,𝑃
𝑡 (𝛸) = ∫ …

𝑡−1(𝑥1)

−∞
∫

𝛤(
𝑛+𝜈

2
) 

𝛤(
𝜈

2
)√(𝜋𝜈)𝑛|𝑃|

(1 +
𝑥′𝑃−1𝑥

𝜈
)
−(

𝜈+𝑛

2
)

𝑑𝑥
𝑡−1(𝑥𝑛

−∞
              (4.28) 

Όπου P είναι ο πίνακας συσχέτισης. Στην διμεταβλητή περίπτωση το 𝑃 αντικαθιστάται από το 𝜌 που 

είναι ο γραμμικός συντελεστής συσχέτισης της διμεταβλητής t-student κατανομής με ν βαθμούς 

ελευθερίας. Οι συντελεστές συσχέτισης Kendall και Pearson είναι οι ίδιοι με την κανονική copula και 

δίνονται από τις ίδιες σχέσεις. 
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Σχήμα 4.9: t-student copula για διαφορετικά ρ (Ehsan 2013) 

 

Οι μορφές των δύο ελλειπτικών  συζεύξεων συγκρίνονται στα δύο παρακάτω διαγράμματα διασποράς: 

 

Σχήμα 4.10: Διαγράμματα διασποράς Ελλιεπτικών συζεύξεων ( http://www.assetinsights.net) 
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4.6. Συζεύξεις που έχουν χρησιμοποιηθεί για την ξηρασία 
 

Ένα από τα υδρολογικά φαινόμενα στα οποία έχει γίνει πολυμεταβλητή ανάλυση με την μέθοδο των 

συζεύξεων, είναι αυτό της ξηρασίας. από την στιγμή που η ξηρασία είναι ένα πολύπλοκο φαινόμενο, ο 

προσδιορισμός της γίνεται μέσω του προσδιορισμού των μεταβλητών της, οι οποίες είναι η διάρκεια , 

η ένταση και η έκταση που επηρεάζει το φαινόμενο. Κάθε μία από τις μεταβλητές αυτές ακολουθεί μία 

διαφορετική ,συνήθως, περιθώρια κατανομή από τις υπόλοιπες, και έχουν γίνει αρκετές προσπάθειες 

να παραχθεί μία μικτή περιθώρια κατανομή που να εκφράζει το φαινόμενο λαμβάνοντας υπόψη όλες 

τις μεταβλήτες ή ζεύγη από αυτά. 

Για παράδειγμα, οι Shiau and Shen (2001), Bonaccorso et al. (2003), Kim et al. (2003),González and 

Valdés (2003), Salas et al. (2005) και Cancelliere & Salas (2010), έχουν προτείνει διαφορετικές μεθόδους 

να εξετάσουμε την μικτή κατανομή της διάρκειας της ξηρασίας και της έντασης της. Τα μειονεκτήματα 

της διπαραμετρικής ανάλυσης είναι ότι για τον υπολογισμό διαφόρων παραμέτρων από δεδομένα 

προέκυψαν πολύπλοκες μαθηματικές σχέσεις (Shiau, 2006). Παρόλα αυτά χρησιμοποιήθηκαν 

δισδιάστατες συζεύξεις, όπως η Gumbel-Hougaard, για την ανάλυση της συχνότητας της ξηρασίας 

(Shiau, 2006)(Tsakiris et al. 2016), η Clayton copula (Shiau, 2007), αλλά και διμεταβλητές συναρτήσεις 

συζεύξεων για την χωρική ανάλυση της ξηρασίας(Mirakbari et al. 2007). 

Όμως με την πάροδο των χρόνων το ενδιαφέρον των μελετητών μεγάλωσε με αποτέλεσμα να 

εξετάζεται και η περίπτωση της πολυπαραμετρικής ανάλυσης. Έτσι ξεκίνησαν να χρησιμοποιούνται 

συζεύξεις τεσσάρων διαστάσεων (F. Serinaldi et al, 2009) , όπως η Student copula που ανήκει στην 

μετα-ελλειπτική οικογένεια συζεύξεων. Επίσης έχει γίνει χρήση των  συζεύξεων της ελλειπτικής 

οικογένειας, που περιλαμβάνει την Γκαουσσιανή ή κανονική σύζευξη αλλά και την t-student (Kao, 

2009)(Poulomi 2013). Επιπλέον σύμφωνα με μελέτη που έχει γίνει έχει(Song and Singh 2010a) έχει 

μοντελοποιηθεί η μικτή κατανομή πιθανότητας της διάρκειας, της έντασης και του χρόνου εμφάνισης 

του φαινομένου μέσω της τρι-μεταβλητής σύζευξης του Plackett. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η εφαρμογή των συζεύξεων για την ανάλυση της ξηρασίας και κατ’ 

επέκταση των πολυδιάστατων υδρολογικών φαινομένων (συχνότητα πλημμύρας, βροχόπτωση), είναι 

αρκετά διαδεδομένη στον 21ο αιώνα, και έχουν γίνει αρκετές μελέτες πάνω σε αυτές. Έτσι ανάλογα με 

τα δεδομένα και τον τρόπο με τον οποίο θα αποφασίσει ο κάθε μελετητής να προχωρήσει την ανάλυση 

του , δηλαδή, αν θα χρησιμοποιήσει διπαραμετρική , τριπαραμετρική ή ν-παραμετρική ανάλυση, 

υπάρχει και η κατάλληλη συνάρτηση σύζευξης που θα επιφέρει το επιθυμητό αποτέλεσμα. 
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5.Εφαρμογή 

5.1 Γενικά 

Η εφαρμογή που παρουσιάζεται παρακάτω αποτελεί συνέχεια της εφαρμογής που έγινε από τους 

Tsakiris et al(2016) και δημοσιεύτηκε στο επιστημονικό περιοδικό Water Resources Management το 

2016. Τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν είναι τα ίδια αλλά παράχθηκαν νέα συνθετικά δεδομένα 

και χρησιμοποιήθηκαν περισσότερες από μία συζεύξεις για την ανάλυση του φαινομένου της ξηρασίας. 

 

Η περιοχή ενδιαφέροντος η Κρήτη, νησί έκτασης 8336 τετραγωνικά χιλιόμετρα με μέσο υψόμετρο 

460m και συνολικό πληθυσμό περίπου 600.000 μόνιμους κατοίκους. Το νησί είναι χωρισμένο σε 4 

νομούς με πρώτο από τα δυτικά τον νομό Χανίων , έπειτα τον νομό Ρεθύμνου , στην συνέχεια τον νομό 

Ηρακλείου που βρίσκεται και η πρωτεύουσα της Περιφέρειας , το Ηράκλειο και τέλος στα ανατολικά ο 

νομός Λασιθίου.  

 

Η θέση του νησιού συνδέεται άμεσα με το κλίμα του, και για αυτό τον λόγο ανήκει στην μεσογειακή 

κλιματική ζώνη με εύκρατο κλίμα. Παρόλα αυτά ποικίλει από μεσογειακό κλίμα έως ημι-άνυδρο. Η 

μέση ετήσια βροχόπτωση αγγίζει τα 750mm και η πραγματική κατανάλωση νερού είναι λιγότερη από 

500Mm3/χρόνο. Η κύρια αιτία κατανάλωσης νερού είναι η άρδευση που ξεπερνά το 83% της συνολικής 

κατανάλωσης, το 16% της συνολικής χρήσης αποδίδεται στις αστικές ανάγκες και στον τουρισμό και 

μόλις το 1% χρησιμοποιείται στον βιομηχανικό τομέα. 

 

Μετά από πολλές μελέτες πάνω στην ξηρασία του νησιού αποδείχτηκε ότι το ανατολικό τμήμα της 

Κρήτης πλήττεται πιο συχνά από έντονα περιστατικά ξηρασίας (PRODIM.2008, Tsakiris et al., 2007a, 

2007c). Για αυτό και τα αρχικά δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν για αυτή την εφαρμογή είναι 

υδρομετεωρολογικά δεδομένα του ανατολικού μέρους του νησιού που καλύπτουν μία περιοχή 5.312 

km2. Η περιοχή αυτή χωρίστηκε σε 1328 μέρη 4km2 το καθένα. Τα δεδομένα αυτά προέκυψαν από 

μετρήσεις από 9 μετεωρολογικούς σταθμούς, από τους 45 που είναι σε λειτουργία στην περιοχή, και 

αφορούν την ετήσια βροχόπτωση της περιοχής, από το 1962 εώς το 1991  και την εξατμισοδιαπνοή, 

που υπολογίστηκε από τα πρωτογενή δεδομένα των σταθμών. Στη συνέχεια τα δεδομένα αυτά 

μεταφέρθηκαν στα κέντρα των τετραγώνων που δημιουργήθηκαν, με την μέθοδο της «αντίστροφης 

απόστασης» (Wei and McGuiness, 1973).  
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Με τον τρόπο αυτό προέκυψαν 2 πίνακες διαστάσεων 1328 x 30 όπου ο ένας δίνει τις τιμές της ετήσιας 

βροχόπτωσης στα κέντρα των τετραγώνων του καννάβου  και ο άλλος τις τιμές της ετήσιας 

εξατμισοδιαπνοής. Ο λόγος που χρειαζόμαστε αυτά τα δεδομένα είναι για τον υπολογισμό του δείκτη 

RDI στα κέντρα των τετραγώνων.  

 

5.2 Παραγωγή στοχαστικών δεδομένων 

 Όπως προαναφέραμε τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν ήταν για 30 χρόνια. Όμως τα 30 χρόνια δεν 

θεωρούνται αρκετά για την ανάλυση του φαινομένου της ξηρασίας. Έτσι χρειάστηκε πάνω στα ήδη 

υπάρχοντα δεδομένα να γίνει στοχαστική ανέλιξη με σκοπό να παραχθεί μια συνθετική χρονοσειρά 

που θα έδινε τιμές ετήσιας βροχόπτωσης και εξατμισοδιαπνοής στην περιοχή για τα επόμενα 270 

χρόνια. Αποτέλεσμα αυτού ήταν αντί να έχουμε στην διάθεση μας δεδομένα για 30 χρόνια να έχουμε 

για 300. Ο τρόπος με τον οποίο έγινε έτσι ώστε να έχουμε τα επιθυμητά αποτελέσματα περιγράφεται 

παρακάτω. 

 

Αρχικά παράγαμε συνθετικές χρονοσειρές για τις τιμές της ετήσιας βροχόπτωσης και στην συνέχεια με 

τον ίδιο ακριβώς τρόπο συνεχίσαμε για την εξατμισοδιαπνοή. Για λόγους συντομίας θα παρουσιαστεί ο 

τρόπος όπως ακριβώς έγινε για τις τιμές της ετήσιας βροχόπτωσης. Όπως προαναφέραμε σε 

προηγούμενο κεφάλαιο είναι απαραίτητο να σημειωθεί ότι πρώτα παράγουμε τα πρωτογενή δεδομένα 

μας και στην συνέχεια υπολογίζουμε τον δείκτη ξηρασίας, και κάθε προσπάθεια να παράγουμε 

απευθείας συνθετικές χρονοσειρές του δείκτη ξηρασίας με την ίδια μέθοδο είναι λανθασμένη. 

 

Έτσι λοιπόν στον πίνακα των δεδομένων που παρουσιάστηκε παραπάνω υπολογίσαμε τον μέσο όρο 

των τιμών της ετήσιας βροχόπτωσης όλων των σημείων για κάθε χρονιά. Αποτέλεσμα αυτού ήταν μία 

σειρά με 30 τιμές που υποδήλωναν την μέση βροχόπτωση από τα 1328 σημεία όπως φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

 

 

 

 



 

37 
 

Έτος Μέση Βροχόπτωση (mm) 

1962 1049.69 

1963 859.12 

1964 1097.05 

1965 709.45 

1966 774.03 

1967 1006.20 

1968 1001.60 

1969 644.91 

1970 850.81 

1971 676.45 

1972 832.07 

1973 682.90 

1974 756.63 

1975 993.21 

1976 876.76 

1977 986.64 

1978 897.60 

1979 958.44 

1980 937.92 

1981 891.21 

1982 758.18 

1983 872.05 

1984 1016.60 

1985 776.03 

1986 908.84 

1987 793.81 

1988 713.61 

1989 563.67 

1990 761.40 

1991 832.28 

Πίνακας 5.1: Χρονοσειρά Ετήσιας Μέσης Βροχόπτωσης 

Στη συνέχεια υπολογίσαμε τι ποσοστό επί του μέσου όρου καλύπτει κάθε στοιχείο του πίνακα με τις 

τιμές της βροχόπτωσης. Δηλαδή δημιουργήσαμε έναν νέο πίνακα με ποσοστά επί τοις εκατό που 

υποδηλώνουν τι μέρος ως προς το μέσο όρο της εκάστοτε χρονιάς καταλαμβάνει το κάθε κελί. Ο 

πίνακας αυτός έχει αντίστοιχα διαστάσεις 1328x30. Μέρος του πίνακα φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 
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Πίνακας 5.2: Απόσπασμα από τον πίνακα ποσοστών για την βροχόπτωση 

 

Έπειτα δημιουργήσαμε ένα μοντέλο αυτοπαλινδρόμησης AR(1) με σκοπό να παράγουμε συνθετική 

χρονοσειρά ετήσιας βροχόπτωσης διάρκειας 270 υδρολογικών ετών με την παραδοχή ότι η ανεξάρτητη 

μεταβλητή ακολουθεί κανονική κατανομή.  

 

Για την κατάρτιση του μοντέλου αυτού υπολογίστηκαν οι παρακάτω παράμετροι (Ι. Ναλμπάντης, 2007): 

 

1. Μέση τιμή: 𝑚 =  
∑𝜒

𝛮
                                                                                                                                      (5.1) 

2. Τυπική απόκλιση: 𝜎 =  √
∑( 𝑥𝑖−𝑚 )

2  

𝛮−1
                                                                                                           (5.2) 

3. Συντελεστής αυτοσυσχέτισης: 𝜑 =
∑(𝑥𝑖−𝑚

′)(𝑥𝑖−𝑚
′′)

(𝑥𝑖−𝑚
′)(𝑥𝑖−𝑚

′′)
                                                                                (5.3) 

 Όπου  𝑚’ και  𝑚’’ ισούται με: 

𝑚’ =
∑𝑥𝑖
𝑁 − 1

   , 𝛾𝜄𝛼 𝑖  𝛼𝜋ό 2 έ𝜔𝜍 𝛮 

𝑚’’ =
∑𝑥𝑖
𝑁 − 1

    ,   𝛾𝜄𝛼 𝑖  𝛼𝜋ό 1 έ𝜔𝜍 𝛮 − 1 
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4. Συντελεστής ασυμμετρίας: 𝛾𝛦 =
𝛾(1−𝜑3)

(1−𝜑2)3/2
                                                                                          (5.4) 

 

 Με 𝛾 =
𝑚(3)

𝜎3
 και  𝑚3 =

𝛮∗∑(𝑥𝑖−𝜇)
3

(𝛮−1)(𝛮−2)
 

 

5. Τυπική απόκλιση τυχαίας μεταβλητής 𝐸𝑡:  𝜎𝛦 = √
𝛮(1−𝜑2)

𝛮−1
                                                             (5.5) 

Αφού υπολογίστηκαν οι παραπάνω παράμετροι του μοντέλου συνεχίσαμε στην παραγωγή τυχαίων 

αριθμών που να ακολουθούν την κανονική κατανομή. Έτσι με την βοήθεια εντολής rand του MS excel 

δημιουργήθηκε μία στήλη με τυχαία νούμερα. Τα στοιχεία της στήλης αυτής τα χρησιμοποιήσαμε για 

να παράγουμε ακολουθία τυχαίων αριθμών τυπικής κανονικής κατανομής με τις σχέσεις: 

𝛧1 = cos(2𝜋𝑢2) ∗ √(−2ln (𝑢1)                                                   (5.6) 

𝛧2 = 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑢2) ∗ √(−2ln (𝑢1)                                                   (5.7) 

Έπειτα παράχθηκαν τιμές της τυχαίας μεταβλητής 𝛦𝑖  με τον τύπο: 

𝐸𝑖 = 𝜎𝛦 ∗ 𝛧𝑖                                                                    (5.8) 

Έτσι το μοντέλο αυτοπαλινδρόμησης AR(1) δημιουργήθηκε και εκφράζεται από τον τύπο: 

𝑦𝑖+1 = 𝜑 ∗ 𝑦𝑖 + 𝜀𝑖                                                              (5.9) 

Οι τιμές που προέκυψαν από το μοντέλο αυτό στην συνέχεια χρησιμοποιήθηκαν με σκοπό την 

παραγωγή της συνθετικής χρονοσειράς ετήσιας βροχόπτωσης με την χρήση του τύπου: 

 

𝑥𝑖 = 𝜇 + 𝜎 ∗ 𝑦𝑖                                                               (5.10) 

 

Τα δεδομένα τα οποία χρησιμοποιήσαμε στο μοντέλο αυτό ήταν οι μέσοι όροι των τιμών της ετήσιας 

βροχόπτωσης και παρήγαμε ακόμα 270 τιμές. Στην συνέχεια με την χρήση του λογισμικού Matlab 

δημιουργήσαμε 270 τυχαίους ακέραιους αριθμούς από το 1 έως το 30 οι οποίοι ακολουθούν την 

Ομοιόμορφη κατανομή. Ο λόγος που έγινε αυτό ήταν για να αντιστοιχήσουμε κάθε νέο συνθετικό έτος 

σε ένα τυχαίο από τα αρχικά μας έτη με σκοπό να μιμηθεί τις συνθήκες που επικράτησαν τότε. Τέλος 

αφού αντιστοιχήσαμε τα συνθετικά έτη στα τυχαία αρχικά μας έτη πολλαπλασιάσαμε τους 
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συνθετικούς μέσους όρους που παρήγαμε με τα ποσοστά που αντιστοιχούσαν στο κάθε έτος. Πλέον 

δημιουργήθηκε ένας νέος πίνακας δεδομένων για 300 χρόνια και 1328 σημεία.  

 

Την ίδια ακριβώς διαδικασία ακολουθήσαμε και για τις τιμές της εξατμισοδιαπνοής. Τα αποτελέσματα 

από την παραπάνω διαδικασία φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

Σχήμα 5.1: Συνθετική Χρονοσειρά Ετήσιων Μέσων Τιμών Βροχόπτωσης 
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Σχήμα 5.2: Συνθετική Χρονοσειρά Ετήσιων Μέσων Τιμών Εξατμισοδιαπνοής 
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5.3 Υπολογισμός δείκτη RDI 

Το επόμενο βήμα της εφαρμογής αφορούσε τον προσδιορισμό των μεταβλητών που θα 

χρησιμοποιούσαμε για τον προσδιορισμό του μοντέλου της ξηρασίας. Αυτές οι μεταβλητές είναι η 

ένταση, η διάρκεια και η έκταση που επηρεάζεται από το φαινόμενο. Για τον υπολογισμό των 3 αυτών 

μεταβλητών υπολογίσαμε τον δείκτη RDI που προσδιορίζει την ένταση της ξηρασίας και ταυτόχρονα αν 

υπάρχει ή όχι. Ο υπολογισμός του δείκτη RDI έγινε με τα δεδομένα της ετήσιας βροχόπτωσης και της 

εξατμισοδιαπνοής που παρήγαμε, και το πρόγραμμα DrinC. 

 

Το πρόγραμμα DrinC δημιουργήθηκε από τον D. Tigkas , σε συνεργασία με τον H. Vangelis  και την D. 

Pangalou με επιβλέποντα τον G. Tsakiris. Το DrinC είναι προγραμματισμένο να υπολογίζει τους δείκτες 

RDI , SPI και SDI (Streamflow Drought Index). Για την παρούσα εφαρμογή χρησιμοποιήθηκε για τον 

υπολογισμό των δεικτών Standardised RDI και SPI αλλά τελικά χρησιμοποιήσαμε τον RDI εφόσον θα 

έδινε μία πιο ολοκληρωμένη εικόνα του φαινομένου λόγω της χρήσης των δεδομένων της 

εξατμισοδιαπνοής. (Tigkas, Vangelis, & Tsakiris, 2015) 

 

Για να λειτουργήσει το πρόγραμμα εισαγάγαμε στην αρχή τους δύο πίνακες των δεδομένων που είχαμε 

σε υπολογιστικά φύλλα MS Excel, και έπειτα διαλέξαμε ετήσιο χρονικό βήμα. Επίσης διαλέξαμε το κελί 

από το οποίο θέλουμε να ξεκινήσουν οι υπολογισμοί. Οι ακριβείς ρυθμίσεις φαίνονται στο παρακάτω 

σχήμα: 

 



 

43 
 

 

Σχήμα 5.3: Εισαγωγή Δεδομένων στο λογισμικό DrinC 

 

Στην συνέχεια επιλέξαμε ποιους δείκτες θέλαμε να υπολογίσει. Ο δείκτης RDI για ετήσια δεδομένα 

υπολογίστηκε με βάση την Λογαριθμο-κανονική κατανομή. 
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Σχήμα 5.4: Υπολογισμών δεικτών ξηρασίας στο λογισμικό DrinC 

 

Τα αποτελέσματα που υπολογίστηκε στην συνέχεια αποθηκεύτηκαν στον φάκελο που διαλέξαμε. Όμως 

το πρόβλημα που προέκυψε ήταν ότι πλέον είχαμε 1328 νέα υπολογιστικά φύλλα που το καθένα 

περιείχε τις τιμές του RDI για ένα σημείο για τα 300 χρόνια που μελετάμε το φαινόμενο. Για αυτό τον 

λόγο δημιουργήσαμε ένα Script στην προγραμματιστική γλώσσα VBA (Visual Basic for Applications) της 

Microsoft. Χάρη σε αυτό τον κώδικα όλα τα 1328 αρχεία συγχωνεύτηκαν σε ένα ενιαίο αρχείο το οποίο 

περιείχε τις τιμές του Standardised RDI και κάθε στήλη ήταν η χρονοσειρά του κάθε σημείου. Ο 

κώδικας παρουσιάζεται στην παρακάτω εικόνα: 
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Σχήμα 5.5: Κώδικας VBA για συγχώνευση αρχείων 
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Αφού συγκεντρώσαμε όλες τις τιμές του RDI έπρεπε να ελέγξουμε αν οι συνθετικές τιμές που 

υπολογίστηκαν είχαν τον ίδιο μέσο όρο και τυπική απόκλιση με τις αρχικές τιμές. Τα αποτελέσματα 

έδειξαν ότι και ο μέσος όρος και η τυπική απόκλιση ήταν σχεδόν ίδιες οπότε η πρόβλεψη που κάναμε 

ήταν αποδεκτή. 

 

 

 

Σχήμα 5.6:  Έλεγχος μέσης τιμής και τυπικής απόκλισης αρχικής και συνθετικής χρονοσειράς 

 

 

 

Σχήμα 5.7: Μέσες τιμές του δείκτη RDI 
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Σχήμα 5.8: Ένταση Ξηρασίας για δείγμα 300 ετών 

 

Σχήμα 5.9: Έκταση που επηρεάζεται από την ξηρασία για δείγμα 300 ετών με βάση των αριθμό των κελιών με ξηρασία  
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Με τον υπολογισμό του RDI , υπολογίσαμε ταυτόχρονα και τις 3 μεταβλητές της ξηρασίας. Αρχικά η 

ένταση της ξηρασίας δίνεται απευθείας από την τιμή του RDI. Έπειτα υπολογίστηκε η έκταση που 

επηρεάζεται από την ύπαρξη ξηρασίας κάθε χρόνο. Για να γίνει αυτό μετρήθηκαν τα κελιά που έχουν 

τιμή 𝑅𝐷𝐼 ≤  −1. Έτσι αυτόματα υπολογίζεται αν υπάρχει ξηρασία στην περιοχή και τι έκταση 

επηρεάζει.  

Για την διάρκεια της ξηρασίας απλά παρατηρήσαμε ποιες χρονιές εμφανίζεται το φαινόμενο και για 

κάθε διαδοχική χρονιά υπολογίστηκε η διάρκεια. Η μεγαλύτερη διάρκεια που εμφανίστηκε το 

φαινόμενο ήταν 9 χρόνια ενώ η μικρότερη 1χρόνο. Ο μέσος όρος όμως κυμαίνεται ανάμεσα στα 2-3 

χρόνια. Γενικά η διάρκεια της ξηρασίας δεν ακολουθεί μία συνεχή κατανομή για τον λόγο ότι δεν 

έχουμε την εμφάνιση του φαινομένου συνεχώς. 

Στην συνέχεια επεξεργαστήκαμε τις τιμές που υπολογίσαμε έτσι ώστε να δημιουργήσουμε δύο ζεύγη 

μεταβλητών. Το πρώτο ζεύγος ήταν η ένταση και η έκταση που επηρεάζεται και το δεύτερο ζεύγος ήταν 

η ένταση και η διάρκεια. Η ένταση για το πρώτο ζεύγος ανά έτος, δίνεται από το άθροισμα των τιμών 

του RDI για κάθε σημείο που υπάρχει ξηρασία, δηλαδή 𝑅𝐷𝐼 ≤  −1 , προς το άθροισμα των σημείων 

που υπάρχει ξηρασία. Για το δεύτερο ζεύγος όμως η ένταση εκφράζεται διαφορετικά. Ανάλογα με τα 

συνεχόμενα χρόνια ύπαρξης ξηρασίας ,δηλαδή την διάρκεια, υπολογίσαμε τον μέσο όρο των τιμών του 

RDI που προέκυψαν από το πρώτο ζεύγος. 

Έτσι αφού δόθηκαν τιμές στις 3 μεταβλητές μας συνεχίσαμε με την εύρεση των περιθωρίων κατανομών 

της κάθε μεταβλητής. 

5.4 Εύρεση περιθωρίων κατανομών (marginal distributions). 

Για κάθε ζεύγος μεταβλητών βρέθηκε η  περιθώρια κατανομή που ακολουθεί η κάθε μεταβλητή. Ο 

τρόπος με τον οποίο διαλέξαμε κάθε μεταβλητή έγινε με το πρόγραμμα EasyFit. Στο πρόγραμμα αυτό 

εισαγάγαμε τις τιμές κάθε μεταβλητής και το πρόγραμμα αυτόματα δημιούργησε το διάγραμμα της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας και το διάγραμμα αθροιστικής  πιθανότητας κατανομής. Στην 

συνέχεια έδινε μία λίστα από τις περιθώριες συναρτήσεις οι οποίες ταίριαζαν στα διαγράμματα αυτά 

με βάση τα κριτήρια καλής προσαρμογής Kolmogorov και 𝑥2. Έτσι έχοντας στην διάθεση μας τα 

διαγράμματα αλλά και την ταξινόμηση ανάλογα με το κριτήριο που επιλέξουμε διαλέξαμε την 

κατάλληλη περιθώρια κατανομή. 
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Ζεύγος Ένταση- Έκταση (Severity –Areal Extent) 

Για την ένταση επιλέξαμε την κατανομή Gumbel και τα διαγράμματα πυκνότητας πιθανότητας (PDF) και 

αθροιστική πιθανότητας(CDF) είναι : 

 

Σχήμα 5.10: Διάγραμα πυκνότητας πιθανότητας για την Ένταση 

 

Σχήμα 5.11: Διάγραμμα συνάρτησης αθροιστικής κατανομής για ένταση 
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Για την έκταση που επηρεάζεται επιλέξαμε την κατανομή Weibull και τα διαγράμματα πυκνότητας 

πιθανότητας (PDF) και αθροιστική πιθανότητας(CDF) είναι : 

 

Σχήμα 5.12: Διάγραμα πυκνότητας πιθανότητας για την Έκταση 

 

Σχήμα 5.13: Διάγραμμα συνάρτησης αθροιστικής κατανομής για Έκταση 
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Για το ζεύγος Ένταση – Διάρκεια (severity – duration) 

Για την ένταση επιλέξαμε την κατανομή Gumbel και τα διαγράμματα πυκνότητας πιθανότητας (PDF) και 

αθροιστική πιθανότητας(CDF) είναι : 

 

Σχήμα 5.14: Διάγραμμα πυκνότητας πιθανότητας για την Ένταση 

 

Σχήμα 5.15: Διάγραμμα συνάρτησης αθροιστικής κατανομής για Ένταση 
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Για την διάρκεια επιλέξαμε την εκθετική κατανομή (exponential)  και τα διαγράμματα πυκνότητας 

πιθανότητας (PDF) και αθροιστική πιθανότητας(CDF) είναι : 

 

Σχήμα 5.16: Διάγραμα πυκνότητας πιθανότητας για την Διάρκεια 

 

Σχήμα 5.17 Διάγραμμα συνάρτησης αθροιστικής κατανομής για Διάρκεια 
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Το κριτήριο το οποίο λάβαμε υπόψη για την επιλογή των περιθώριων κατανομών είναι ο έλεγχος 𝑥2 

που υπολογίστηκε απευθείας μέσω του λογισμικού EasyFit, όπως φαίνεται από τον πίνακα 5.3: 

 

Πίνακας 5.3: Ταξινόμηση κατανομών από το λογισμικό EasyFit 
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Στην συνέχεια εντοπίστηκαν τα φαινόμενα ξηρασίας με διάρκειες ένα , δύο και τρία έτη και 

δημιουργήθηκαν οι παρακάτω πίνακες: 

 

Πίνακας 5.4:Ξηρασίες διάρκειας ενός έτους 

Έτος Εμφάνισης Ξηρασίας RDI Κατηγορία Ξηρασίας

8 -1.73 Σημαντικά ξηρή

15 -1.32 Μέτρια ξηρή

63 -1.26 Μέτρια ξηρή

65 -1.15 Μέτρια ξηρή

93 -1.42 Μέτρια ξηρή

96 -1.28 Μέτρια ξηρή

123 -1.72 Σημαντικά ξηρή

144 -1.43 Μέτρια ξηρή

159 -1.23 Μέτρια ξηρή

162 -1.47 Μέτρια ξηρή

177 -1.1 Μέτρια ξηρή

184 -1.26 Μέτρια ξηρή

191 -1.04 Μέτρια ξηρή

194 -1.23 Μέτρια ξηρή

202 -1.14 Μέτρια ξηρή

204 -1.13 Μέτρια ξηρή

214 -1.14 Μέτρια ξηρή

216 -1.15 Μέτρια ξηρή

226 -2.6 Ακραία ξηρή

230 -1.2 Μέτρια ξηρή

233 -1.15 Μέτρια ξηρή

235 -1.28 Μέτρια ξηρή

266 -1.11 Μέτρια ξηρή

270 -1.13 Μέτρια ξηρή

272 -1.09 Μέτρια ξηρή

287 -1.13 Μέτρια ξηρή

Ξηρασίες διάρκειας ενός έτους



 

55 
 

 

Πίνακας 5.5: Ξηρασίες διάρκειας δύο ετών 

 

 

Πίνακας 5.6: Ξηρασίες διάρκειας τριών ετών 

Έτος Εμφάνισης Ξηρασίας RDI 1ou έτους RDI 2ou έτους Μέσο RDI των 2 ετών Κατηγορία ξηρασίας

4 -1.58 -1.11 -1.35 Μέτρια ξηρή

20 -1.03 -1.14 -1.08 Μέτρια ξηρή

31 -1.13 -1.54 -1.34 Μέτρια ξηρή

53 -1.21 -1.06 -1.14 Μέτρια ξηρή

56 -1.11 -1.11 -1.11 Μέτρια ξηρή

60 -1.42 -1.14 -1.28 Μέτρια ξηρή

113 -2.26 -1.46 -1.86 Σημαντικά ξήρη

169 -1.85 -1.02 -1.44 Μέτρια ξηρή

172 -1.1 -1.1 -1.10 Μέτρια ξηρή

245 -1.15 -1.86 -1.51 Σημαντικά ξήρη

248 -1.26 -1.19 -1.23 Μέτρια ξηρή

260 -1.77 -1.66 -1.72 Σημαντικά ξήρη

274 -1.2 -2.03 -1.62 Σημαντικά ξήρη

277 -1.38 -1.33 -1.36 Μέτρια ξηρή

280 -1.15 -1.12 -1.14 Μέτρια ξηρή

283 -1.41 -1.1 -1.26 Μέτρια ξηρή

291 -1.02 -1.87 -1.45 Μέτρια ξηρή

Ξηρασίες διάρκειας δύο ετών 

Έτος Εμφάνισης Ξηρασίας RDI 1ου έτους RDI 2ου έτους RDI 3ου έτους Μέσο RDI τριών ετών Κατηγορία ξηρασίας

43 -1.1 -1.55 -1.35 -1.33 Μέτρια ξηρή

67 -1.18 -1.6 -1.13 -1.30 Μέτρια ξηρή

107 -1.17 -1.79 -1.36 -1.44 Μέτρια ξηρή

119 -1.31 -1.98 -1.15 -1.48 Μέτρια ξηρή

135 -1.08 -1.1 -1.14 -1.11 Μέτρια ξηρή

140 -1.32 -1.17 -1.11 -1.20 Μέτρια ξηρή

148 -1.24 -1.11 -1.32 -1.22 Μέτρια ξηρή

152 -1.34 -1.04 -1.11 -1.16 Μέτρια ξηρή

165 -1.51 -2.83 -1.04 -1.79 Σημαντικά ξηρή

Ξηρασίες διάρκειας Τριών Ετών
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5.5 Υπολογισμός παραμέτρου θ για την κατασκευή των συζεύξεων. 
Επόμενο βήμα της εφαρμογής ήταν ο υπολογισμός του δείκτη συνάφειας θ που χρειάζεται για τον 

προσδιορισμό των συζεύξεων. Κάθε σύζευξη έχει και διαφορετικό τρόπο προσδιορισμού του θ. Ο 

τρόπος με τον οποίο υπολογίσαμε το δείκτη συνάφειας ήταν μέσω του συντελεστή συσχέτισης του 

Kendall τ. 

Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall τ υπoλογίστηκε μέσω του λογισμικού IBM SPSS, στο οποίο απλά 

εισαγάγαμε τις δύο μεταβλητές μας και σαν αποτέλεσμα μας δόθηκε ο συντελεστής συσχέτισης του 

Kendall. 

Τα αποτελέσματα που προέκυψαν ήταν : 

1. Για το πρώτο ζεύγος, ένταση - έκταση ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ ισούται με 0.598. 

2. Για το δεύτερο ζεύγος, ένταση – διάρκεια, ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ ισούται με 

0,191. 

Στην συνέχεια υπολογίστηκε ο συντελεστής συνάφειας θ. Για τις Αρχιμήδειες συζεύξεις ο συντελεστής 

αυτός εκφράζεται από τους τύπους:  

 

Πίνακας 5.7 Σχέση ανάμεσα στον συντελεστή συσχέτισης Kendall και στον δείκτη συνάφειας θ. (Tsakiris et al. 2016)

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις οι τιμές του συντελεστή συνάφειας που προέκυψαν είναι : 
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Έτσι με υπολογισμένο το θ συνεχίσαμε στην κατασκευή των συναρτήσεων των Αρχιμήδειων συζεύξεων. 

5.6 Κατασκευή Αρχιμήδειων συζεύξεων. 
 

Οι Αρχιμήδειες συζεύξεις που εξετάσαμε ήταν η Gumbel-Hougaard, η Clayton και η  Frank. Οι συζεύξεις 

αυτές εκφράζονται ως εξής: 

5.5.1 Gumbel – Hougaard copula 

𝐹𝑥,𝑦 = 𝐶𝜃(𝐹(𝑋), 𝐹(𝑌)) = 𝜑
−1 (𝜑(𝐹(𝑋)) + 𝜑(𝐹(𝑌))) = exp {[(−𝑙𝑛𝐹(𝑥))

𝜃
+ (−𝑙𝑛𝐹(𝛶))

𝜃
]

1

𝜃
}     (5.11) 

Για το πρώτο ζεύγος: Ένταση- Έκταση: 

Σαν 𝑆 θα συμβολίσουμε την ένταση και σαν 𝐴 την έκταση. 

Αφού η μεταβλητή 𝑆 ακολουθεί την Gumbel κατανομή η τιμή 𝐹(𝑆) εκφράζεται ως: 

𝑓(𝑆) = exp[− exp(−𝑠)] = exp [− exp (−
𝑆−𝑢

𝑎
)]                               (5.12) 

H τιμή s είναι η ανοιγμένη τιμή που δίνεται από τον τύπο της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής 

Gumbel. 

𝑠 =
𝑆−𝑢

𝑎
                                                                      (5.13) 

όπου S οι τιμές του μέσου RDI που υπολογίσαμε νωρίτερα. 

 Η παράμετρος u ισούται με 𝑢̂ = 𝑥̅ − 0.45 ∗ 𝜎̂ , με χ να ισούται με τον μέσο όρο και σ η τυπική 

απόκλιση 

Η παράμετρος 𝛼̂ ισούται με 𝛼̂ =
𝜎̂

1,283
                                                                                                              (5.14) 

 Η μεταβλητή 𝛢 ακολουθεί την Weibull κατανομή άρα η τιμή 𝐹(𝐴) εκφράζεται ως: 

𝐹(𝐴) = 1 − exp (−(
𝐴

𝜆
)
𝑘
)                                                           (5.15)  

Με 𝜆 να ισούται με 205.7 και 𝜅 = 0.51176. 
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Μετά τον υπολογισμό των ανηγμένων τιμών των μεταβλητών εισαγάγαμε τα δεδομένα μας στην σχέση 

της σύζευξης Gumbel-Hougaard για 𝜃 = 2,487582. 

Απόσπασμα των αποτελεσμάτων που προέκυψαν είναι το παρακάτω: 

F(S) F(A) Fc 

0.866331734 0.918372543 0.85375433 

0.254877259 0.557465448 0.239051885 

0.933022991 0.884213853 0.874443243 

0.855484643 0.892855481 0.834199033 

0.2046916 0.063392184 0.048814823 

0.705224083 0.854966645 0.692371073 

0.413015916 0.482516023 0.34198231 

0.608903998 0.288291023 0.274409624 

0.126997424 0.063392184 0.039384889 

0.299621452 0.511154749 0.269516607 

0.416021815 0.73394837 0.405418962 

0.285643557 0.138637302 0.109636755 

0.295592059 0.718528038 0.290069937 

0.586832761 0.827496211 0.577536483 

0.998474551 0.92315803 0.92315646 

0.22606728 0.554771982 0.21331393 

0.289143316 0.599568263 0.274129802 

0.835250663 0.917863083 0.826175128 

0.856521918 0.769798564 0.749657999 

0.263474835 0.604915053 0.251597099 

0.196874839 0.33234974 0.157255528 

0.42300024 0.272797198 0.230053691 

0.573341056 0.800851639 0.56079799 

0.243785326 0.347532963 0.190994824 

0.842348519 0.898228104 0.825872991 

0.648511908 0.151117673 0.148228058 

0.768518317 0.685897851 0.648696168 

0.139424934 0.223351781 0.097965279 

0.531548693 0.18259025 0.172500106 

0.573833309 0.830950781 0.565710785 

0.405266571 0.223351781 0.190659792 

0.43072011 0.089148861 0.083198088 
Πίνακας 5.8: Gumbel-Hougaard σύζευξη για το πρώτο ζεύγος μεταβλητών. 

Έλεγχος 
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Για να είναι αποδεκτά τα αποτελέσματα πρέπει να ικανοποιούν τα όρια Frechet-Hoeffding  , δηλαδή 

την ανισότητα: 

𝑊(𝐹(𝑆), 𝐹(𝐴)) ≤ 𝐶(𝐹(𝑆), 𝐹(𝐴)) ≤ 𝑀(𝐹(𝑆), 𝐹(𝐴)) → 

max[0, 𝐹(𝑆) + 𝐹(𝐴) − 1] ≤ 𝐶(𝐹(𝑆), 𝐹(𝐴)) ≤ min  [𝐹(𝑆), 𝐹(𝐴)]                       (5.16) 

M 
 

 

𝑊 
 

𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) 
 

𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 
 

Fc(S, D) ≤ M  
 

0.866332 0.784704 0.853754 ok ok 

0.254877 0 0.239052 ok ok 

0.884214 0.817237 0.874443 ok ok 

0.855485 0.74834 0.834199 ok ok 

0.063392 0 0.048815 ok ok 

0.705224 0.560191 0.692371 ok ok 

0.413016 0 0.341982 ok ok 

0.288291 0 0.27441 ok ok 

0.063392 0 0.039385 ok ok 

0.299621 0 0.269517 ok ok 

0.416022 0.14997 0.405419 ok ok 

0.138637 0 0.109637 ok ok 

0.295592 0.01412 0.29007 ok ok 

0.586833 0.414329 0.577536 ok ok 

0.923158 0.921633 0.923156 ok ok 

0.226067 0 0.213314 ok ok 

0.289143 0 0.27413 ok ok 

0.835251 0.753114 0.826175 ok ok 

0.769799 0.62632 0.749658 ok ok 

0.263475 0 0.251597 ok ok 

0.196875 0 0.157256 ok ok 

0.272797 0 0.230054 ok ok 

0.573341 0.374193 0.560798 ok ok 

0.243785 0 0.190995 ok ok 

0.842349 0.740577 0.825873 ok ok 

0.151118 0 0.148228 ok ok 

0.685898 0.454416 0.648696 ok ok 

0.139425 0 0.097965 ok ok 

0.18259 0 0.1725 ok ok 

0.573833 0.404784 0.565711 ok ok 

0.223352 0 0.19066 ok ok 

0.089149 0 0.083198 ok ok 
Πίνακας 5.9: Απόσπασμα του Πίνακα ελέγχου σύμφωνα με τα όρια Frechet-Hoeffding 
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Σχήμα 5.18: Gumbel – Hougaard copula για Ένταση-Έκταση 
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Για το δεύτερο ζεύγος: Ένταση – Διάρκεια 

Ως 𝐷 θα συμβολίσουμε την διάρκεια και ως 𝑆 την ένταση. 

Η διάρκεια ακολουθεί την εκθετική κατανομή. Έτσι θα υπολογίσουμε την ανηγμένη τιμή της διάρκειας 

χρησιμοποιώντας την συνάρτηση αθροιστικής κατανομής για εκθετική κατανομή που εκφράζεται ως: 

𝐹(𝐷) = 1 − 𝑒−𝜆𝐷                                                                    (5.17) 

με 𝜆 = 0.39181 

Η ένταση S ακολουθεί την Gumbel κατανομή όποτε ισχύουν τα ίδια που ίσχυαν και για το πρώτο 

ζεύγος. 

Μετά τον υπολογισμό των ανηγμένων τιμών των μεταβλητών εισαγάγαμε τα δεδομένα μας στην σχέση 

της σύζευξης Gumbel-Hougaard για 𝜃 = 1,236093 

Έτσι τα αποτελέσματα που προέκυψαν είναι: 

F(S) F(D) Fc 

0.606409478 0.543250419 0.377636655 

0.936020165 0.32416749 0.315434533 

0.545463902 0.79137982 0.470798473 

0.552455721 0.32416749 0.21786816 

0.126120115 0.543250419 0.087749259 

0.686951829 0.90471282 0.648068057 

0.583956817 0.543250419 0.36559994 

0.437655811 0.8590077 0.403398197 

0.584741091 0.691313784 0.450839207 

0.435774704 0.8590077 0.401702225 

0.215962176 0.543250419 0.146754842 

0.166842401 0.543250419 0.114775775 

0.486046016 0.543250419 0.311152008 

0.447127833 0.32416749 0.183148059 

0.239770291 0.32416749 0.106300556 

0.532375089 0.691313784 0.413652272 

0.276156604 0.95647762 0.271707182 

0.827460551 0.79137982 0.689796681 

0.711074251 0.32416749 0.264381158 

0.485505105 0.32416749 0.196136954 

0.511194437 0.935601826 0.495569932 

0.738177635 0.691313784 0.554341568 

0.627400909 0.543250419 0.388725906 
Πίνακας 5.10: Απόσπασμα από τα αποτελέσματα της Gumbel-Hougaard για το ζεύγος ένταση-διάρκεια 
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Έλεγχος: 

M 
 

 

𝑊 
 

𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) 
 

𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 
 

Fc(S, D) ≤ M  
 

0.54325 0.14966 0.377637 ok ok 

0.324167 0.260188 0.315435 ok ok 

0.545464 0.336844 0.470798 ok ok 

0.324167 0 0.217868 ok ok 

0.12612 0 0.087749 ok ok 

0.686952 0.591665 0.648068 ok ok 

0.54325 0.127207 0.3656 ok ok 

0.437656 0.296664 0.403398 ok ok 

0.584741 0.276055 0.450839 ok ok 

0.435775 0.294782 0.401702 ok ok 

0.215962 0 0.146755 ok ok 

0.166842 0 0.114776 ok ok 

0.486046 0.029296 0.311152 ok ok 

0.324167 0 0.183148 ok ok 

0.23977 0 0.106301 ok ok 

0.532375 0.223689 0.413652 ok ok 

0.276157 0.232634 0.271707 ok ok 

0.79138 0.61884 0.689797 ok ok 

0.324167 0.035242 0.264381 ok ok 

0.324167 0 0.196137 ok ok 

0.511194 0.446796 0.49557 ok ok 

0.691314 0.429491 0.554342 ok ok 

0.54325 0.170651 0.388726 ok ok 

0.691314 0.473366 0.58199 ok ok 

0.324167 0.256874 0.314862 ok ok 

0.324167 0.045981 0.267258 ok ok 

0.375704 0.067017 0.29817 ok ok 
Πίνακας 5.11: Απόσπασμα του Πίνακα ελέγχου σύμφωνα με τα όρια Frechet-Hoeffding για ένταση-διάρκεια 
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Σχήμα 5.19: Gumbel – Hougaard copula για Ένταση-Διάρκεια 

  

Παρατηρούμε ότι η σύζευξη Gumbel-Hougaard και για τα δύο ζεύγη είναι αποδεκτή από τα όρια 

Frechet-Hoeffding οπότε μπορεί να χρησιμοποιηθεί η μικτή συνάρτηση κατανομής που προέκυψε από 

αυτή. 

 

5.5.2 Συζευξη Clayton 

𝐹𝑥,𝑦 = 𝐶𝜃(𝐹(𝑋), 𝐹(𝑌)) = 𝜑
−1 (𝜑(𝐹(𝑋)) + 𝜑(𝐹(𝑌))) =  {[(𝐹(𝑥))

−𝜃
+ (𝐹(𝛶))

−𝜃
− 1]

1

𝜃
}      (5.18) 

Για το πρώτο ζεύγος: Ένταση- Έκταση: 

Σαν 𝑆 θα συμβολίσουμε την ένταση και σαν 𝐴 την έκταση. 

Ο υπολογισμός της ανηγμένης τιμής για τις μεταβλητές έχει προηγηθεί στον υπολογισμό της σύζευξης 

Gumbel-Hougaard και είναι ο ίδιος. Εισαγάγαμε λοιπόν τα δεδομένα μας στην σχέση της σύζευξης 

Clayton για 𝜃 = 2.9751244 
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Τα αποτελέσματα για την Clayton σύζευξη είναι: 

F(S) F(A) Fc(S,A) 

0.866332 0.807757 0.743022 

0.254877 0.283671 0.212816 

0.933023 0.886576 0.843407 

0.855485 0.796025 0.728868 

0.204692 0.242548 0.174976 

0.705224 0.65041 0.566536 

0.413016 0.408993 0.329547 

0.608904 0.567156 0.48181 

0.126997 0.175054 0.113891 

0.299621 0.319504 0.245985 

0.416022 0.411363 0.331778 

0.285644 0.308369 0.235661 

0.295592 0.316299 0.243012 

0.586833 0.548753 0.463617 

0.998475 0.994054 0.992565 

0.226067 0.260221 0.191202 

0.289143 0.311161 0.238249 

0.835251 0.77472 0.703638 

0.856522 0.797136 0.730201 

0.263475 0.290604 0.21922 

0.196875 0.236012 0.168993 

0.423 0.416869 0.336963 

0.573341 0.537603 0.45267 

0.243785 0.274686 0.204524 

0.842349 0.782113 0.712326 

0.648512 0.60075 0.515479 

0.768518 0.708681 0.628887 

0.139425 0.186325 0.123947 

0.531549 0.503473 0.419486 

0.573833 0.538008 0.453068 

0.405267 0.402884 0.323804 

0.43072 0.422965 0.34271 

0.178276 0.220278 0.154632 

0.250144 0.279843 0.209282 

0.250464 0.280103 0.209521 
Πίνακας 5.12: Απόσπασμα των αποτελεσμάτων της σύζευξης Clayton για το ζεύγος ένταση-έκταση. 
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Έλεγχος: 

Και η σύζευξη Clayton υπακούει στα όρια Frechet-Hoeffding 

M 𝑊 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 Fc(S, D) ≤ M  

0.807757 0.674089 0.743022 ok ok 

0.254877 0 0.212816 ok ok 

0.886576 0.819599 0.843407 ok ok 

0.796025 0.651509 0.728868 ok ok 

0.204692 0 0.174976 ok ok 

0.65041 0.355634 0.566536 ok ok 

0.408993 0 0.329547 ok ok 

0.567156 0.17606 0.48181 ok ok 

0.126997 0 0.113891 ok ok 

0.299621 0 0.245985 ok ok 

0.411363 0 0.331778 ok ok 

0.285644 0 0.235661 ok ok 

0.295592 0 0.243012 ok ok 

0.548753 0.135586 0.463617 ok ok 

0.994054 0.992529 0.992565 ok ok 

0.226067 0 0.191202 ok ok 

0.289143 0 0.238249 ok ok 

0.77472 0.609971 0.703638 ok ok 

0.797136 0.653658 0.730201 ok ok 

0.263475 0 0.21922 ok ok 

0.196875 0 0.168993 ok ok 

0.416869 0 0.336963 ok ok 

0.537603 0.110944 0.45267 ok ok 

0.243785 0 0.204524 ok ok 

0.782113 0.624462 0.712326 ok ok 

0.60075 0.249262 0.515479 ok ok 

0.708681 0.477199 0.628887 ok ok 

0.139425 0 0.123947 ok ok 

0.503473 0.035021 0.419486 ok ok 

0.538008 0.111842 0.453068 ok ok 

0.402884 0 0.323804 ok ok 
Πίνακας 5.13:  Απόσπασμα του Πίνακα ελέγχου σύμφωνα με τα όρια Frechet-Hoeffding για ένταση-έκταση(clayton) 
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Σχήμα 5.20: Clayton copula για Ένταση-Έκταση 

Για το δεύτερο ζεύγος: Ένταση – Διάρκεια 

Σαν 𝐷 θα συμβολίσουμε την διάρκεια και σαν 𝑆 την ένταση . 

Στην δεύτερη περίπτωση ο συντελεστής συνάφειας𝜃 = 0.47218 

Τα αποτελέσματα της σύζευξης Clayton για το δεύτερο ζεύγος είναι: 
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F(S) F(D) Fc(S,D) 

0.606409 0.54325 0.369422 

0.93602 0.324167 0.311739 

0.545464 0.79138 0.456469 

0.552456 0.324167 0.224281 

0.12612 0.54325 0.098163 

0.686952 0.904713 0.631487 

0.583957 0.54325 0.358536 

0.437656 0.859008 0.394402 

0.584741 0.691314 0.436689 

0.435775 0.859008 0.392788 

0.215962 0.54325 0.157157 

0.166842 0.54325 0.125628 

0.486046 0.54325 0.309508 

0.447128 0.324167 0.19487 

0.23977 0.324167 0.125457 

0.532375 0.691314 0.402322 

0.276157 0.956478 0.269513 

0.827461 0.79138 0.66742 

0.711074 0.324167 0.26358 

0.485505 0.324167 0.205946 

0.511194 0.935602 0.486898 

0.738178 0.691314 0.534191 

0.627401 0.54325 0.379488 

0.782052 0.691314 0.561278 

0.932706 0.324167 0.311082 

0.662066 0.970586 0.645976 

0.159899 0.691314 0.135815 

0.324062 0.691314 0.258884 

0.721814 0.324167 0.266062 

0.375704 0.691314 0.295567 
Πίνακας 5.14: Απόσπασμα των αποτελεσμάτων της σύζευξης Clayton για το ζεύγος ένταση-διάρκεια 
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Έλεγχος 

M 𝑊 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 Fc(S, D) ≤ M  

0.54325 0.14966 0.369422 ok ok 

0.324167 0.260188 0.311739 ok ok 

0.545464 0.336844 0.456469 ok ok 

0.324167 0 0.224281 ok ok 

0.12612 0 0.098163 ok ok 

0.686952 0.591665 0.631487 ok ok 

0.54325 0.127207 0.358536 ok ok 

0.437656 0.296664 0.394402 ok ok 

0.584741 0.276055 0.436689 ok ok 

0.435775 0.294782 0.392788 ok ok 

0.215962 0 0.157157 ok ok 

0.166842 0 0.125628 ok ok 

0.486046 0.029296 0.309508 ok ok 

0.324167 0 0.19487 ok ok 

0.23977 0 0.125457 ok ok 

0.532375 0.223689 0.402322 ok ok 

0.276157 0.232634 0.269513 ok ok 

0.79138 0.61884 0.66742 ok ok 

0.324167 0.035242 0.26358 ok ok 

0.324167 0 0.205946 ok ok 

0.511194 0.446796 0.486898 ok ok 

0.691314 0.429491 0.534191 ok ok 

0.54325 0.170651 0.379488 ok ok 

0.691314 0.473366 0.561278 ok ok 

0.324167 0.256874 0.311082 ok ok 

0.662066 0.632652 0.645976 ok ok 

0.159899 0 0.135815 ok ok 

0.324062 0.015376 0.258884 ok ok 

0.324167 0.045981 0.266062 ok ok 

0.375704 0.067017 0.295567 ok ok 

0.254814 0 0.208298 ok ok 

0.324167 0 0.178642 ok ok 

0.324167 0.091846 0.276434 ok ok 
Πίνακας 5.15: Απόσπασμα του Πίνακα ελέγχου σύμφωνα με τα όρια Frechet-Hoeffding για ένταση-διάρκεια(Clayton) 
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Σχήμα 5.21: Clayton copula για Ένταση-Διάρκεια 

Παρατηρούμε ότι και οι τιμές  της σύζευξης Clayton είναι αποδεκτές οπότε μπορούμε να την 

χρησιμοποιήσουμε για τον υπολογισμό της μικτής συνάρτησης κατανομής. 

5.5.3 Σύζευξη Frank 

𝐹𝑥,𝑦 = 𝐶𝜃(𝐹(𝑥), 𝐹(𝑦)) = −𝜃
−1 ln {1 +

(𝑒−𝜃𝐹(𝑥)−1)(𝑒−𝜃𝐹(𝑦)−1)

𝑒−1−1
}                                      (5.19) 

Η σύζευξη Frank δοκιμάστηκε και για τα δύο ζεύγη μεταβλητών αλλά δεν έδωσε τα επιθυμητά 

αποτελέσματα. Όταν έγινε ο έλεγχος για το αν τα αποτελέσματα υπακούουν τα όρια Frechet-Hoeffding 

παρατηρήσαμε ότι δεν ήταν εντός ορίων. 

Πιο συγκεκριμένα το όριο 𝑊 όπου:  

𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 

δεν έφραζε ικανοποιητικά την συνάρτηση. Για τον λόγο αυτό η σύζευξη Frank κρίθηκε ακατάλληλη για 

την παραγωγή της μικτής συνάρτησης κατανομής για την περιγραφή του φαινομένου της ξηρασίας. 
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M 𝑊 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) 𝐹𝑐(𝑆, 𝐷) ≥ 𝑊 Fc(S, D) ≤ M  

0.866332 0.784704 1.191231 not ok ok 

0.254877 0 0.214637 ok ok 

0.884214 0.817237 1.250068 not ok ok 

0.855485 0.74834 1.131283 not ok ok 

0.063392 0 0.024615 ok ok 

0.705224 0.560191 0.856343 not ok ok 

0.413016 0 0.301385 ok ok 

0.288291 0 0.258863 ok ok 

0.063392 0 0.016006 ok ok 

0.299621 0 0.234202 ok ok 

0.416022 0.14997 0.429797 not ok ok 

0.138637 0 0.069721 ok ok 

0.295592 0.01412 0.299903 not ok ok 

0.586833 0.414329 0.678118 not ok ok 

0.923158 0.921633 1.46777 not ok ok 

0.226067 0 0.190312 ok ok 

0.289143 0 0.25657 ok ok 

0.835251 0.753114 1.134644 not ok ok 

0.769799 0.62632 0.948844 not ok ok 

0.263475 0 0.23586 ok ok 

0.196875 0 0.110442 ok ok 
Πίνακας 5.16: Απόσπασμα του πίνακα ελέγχου σύμφωνα με τα όρια Frechet-Hoeffding για ένταση-έκταση (Frank copula) 
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Για την σύζευξη Gumbel-Hougaard η τελική αθροιστική μικτή πιθανότητα είναι: 

 

Σχήμα 5.22: Τελική μικτή αθροιστική πιθανότητα H ως προς Ένταση-Διάρκεια 

 

Σχήμα 5.23: Τελική μικτή αθροιστική πιθανότητα H ως προς Ένταση-Έκταση 
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Για την σύζευξη Clayton η τελική αθροιστική μικτή πιθανότητα είναι: 

 

Σχήμα 5.24: Τελική μικτή αθροιστική πιθανότητα H ως προς Ένταση-Έκταση 

 

Σχήμα 5.25: Τελική μικτή αθροιστική πιθανότητα H ως προς Ένταση-Διάρκεια  



 

73 
 

5.6 Υπολογισμός Περιόδου Επαναφοράς 
 

Για τις περιόδους επαναφοράς 𝛵𝑂𝑅 και 𝑇𝐴𝑁𝐷 για μοντέλα δύο μεταβλητών έχουμε: 

𝛵𝑂𝑅 =
1

𝑃(𝑆≥𝑆𝛵 𝑜𝑟 𝛢≥𝛢𝑇)
=

1

1−𝐹(𝑆𝑇,𝐴𝑇)
                                           (5.20) 

𝑇𝐴𝑁𝐷 =
1

𝑃(𝑆≥𝑆𝑇 𝑎𝑛𝑑 𝐴≥𝐴𝑇)
=

1

1−𝐹(𝑆𝑇)−𝐹(𝐴𝑇)+𝐹(𝑆𝑇,𝐴𝑇)
                               (5.21) 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες: 

Για το ζεύγος μεταβλητών Διάρκειας (𝐷)- Έντασης (𝑆) και σύζευξη 𝐹𝑐(𝐷, 𝑆) Gumbel-Hougaard έχουμε:  

𝐹(𝐷) 𝐹(𝑆) 𝐹𝑐(𝐷, 𝑆) 𝑇𝑂𝑅 𝑇𝐴𝑁𝐷 

0.54325 0.606409 0.376626 3.98 10.82 

0.324167 0.93602 0.315241 3.62 44.93 

0.79138 0.545464 0.470021 4.66 18.43 

0.324167 0.552456 0.217043 3.17 7.22 

0.54325 0.12612 0.087345 2.71 5.91 

0.904713 0.686952 0.647565 7.01 43.85 

0.54325 0.583957 0.364582 3.90 10.34 

0.859008 0.437656 0.402889 4.13 23.15 

0.691314 0.584741 0.449878 4.50 14.12 

0.859008 0.435775 0.401194 4.12 14.12 

0.54325 0.215962 0.146129 2.90 23.11 

0.54325 0.166842 0.114265 2.79 6.37 

0.54325 0.486046 0.310151 3.59 6.11 

0.324167 0.447128 0.182311 3.03 8.75 

0.324167 0.23977 0.10565 2.77 5.98 

0.691314 0.532375 0.412713 4.21 4.55 

0.956478 0.276157 0.271593 3.38 12.99 

0.79138 0.827461 0.689093 7.98 63.35 

0.324167 0.711074 0.263703 3.37 34.86 

0.324167 0.485505 0.195296 3.08 10.76 

0.935602 0.511194 0.495274 4.88 6.37 

0.691314 0.738178 0.553442 5.55 50.71 

0.54325 0.627401 0.387725 4.05 19.8 

0.691314 0.782052 0.581152 5.93 11.31 

0.324167 0.932706 0.314659 3.62 22.75 

0.970586 0.662066 0.65337 7.11 42.80 
Πίνακας 5.17: Απόσπασμα του πίνακα Περιόδου επαναφοράς για ζεύγος μεταβλητών Διάρκειας (𝑫)- Έντασης (𝑺) και 

σύζευξη 𝑭𝒄(𝑫, 𝑺) Gumbel-Hougaard 
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Για το ζεύγος μεταβλητών Έκτασης (𝛢)- Έντασης (𝑆) και σύζευξη 𝐹𝑐(𝛢, 𝑆) Gumbel-Hougaard έχουμε: 

𝐹(𝑆) 𝐹(𝐴) 𝐹𝑐(𝑆, 𝐴) 𝑇𝑂𝑅 𝑇𝐴𝑁𝐷 

0.918373 0.807757 0.800944 12.47 33.17 

0.557465 0.283671 0.264008 3.37 5.87 

0.884214 0.886576 0.851419 16.70 30.78 

0.892855 0.796025 0.783923 11.48 26.11 

0.063392 0.242548 0.051882 2.62 3.33 

0.854967 0.65041 0.641562 6.92 18.22 

0.482516 0.408993 0.339473 3.76 5.54 

0.288291 0.567156 0.269316 3.40 6.00 

0.063392 0.175054 0.045811 2.60 3.07 

0.511155 0.319504 0.285108 3.47 5.46 

0.733948 0.411363 0.401067 4.14 9.70 

0.138637 0.308369 0.113175 2.80 3.72 

0.718528 0.316299 0.309882 3.60 9.02 

0.827496 0.548753 0.541416 5.41 15.02 

0.554772 0.260221 0.243405 3.28 5.79 

0.599568 0.311161 0.2936 3.51 6.48 

0.917863 0.77472 0.769574 10.77 32.23 

0.769799 0.797136 0.723349 8.97 15.86 

0.604915 0.290604 0.276041 3.43 6.52 

0.33235 0.236012 0.181939 3.03 4.04 

0.272797 0.416869 0.22853 3.22 4.60 

0.800852 0.537603 0.527525 5.25 13.12 

0.347533 0.274686 0.209415 3.14 4.23 

0.898228 0.782113 0.772681 10.92 26.87 

0.151118 0.60075 0.146823 2.91 6.28 

0.685898 0.708681 0.620445 6.54 10.99 

0.223352 0.186325 0.121783 2.83 3.48 

0.18259 0.503473 0.170348 2.99 5.12 

0.830951 0.538008 0.531505 5.30 15.27 

0.223352 0.402884 0.190203 3.06 4.40 

0.089149 0.422965 0.082892 2.71 4.35 

0.230375 0.220278 0.139495 2.88 3.60 

0.089149 0.279843 0.073982 2.68 3.52 

0.089149 0.280103 0.074006 2.68 3.52 

0.663455 0.67397 0.587488 6.02 9.92 

0.636015 0.319233 0.305305 3.57 7.09 

0.162457 0.484326 0.151151 2.92 4.92 
Πίνακας 5.18: Απόσπασμα του πίνακα Περιόδου επαναφοράς για ζεύγος μεταβλητών Έκτασης (𝜜)- Έντασης (𝑺) και 

σύζευξη 𝑭𝒄(𝜜, 𝑺) Gumbel-Hougaard 
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Για το ζεύγος μεταβλητών Διάρκειας (𝐷)- Έντασης (𝑆) και σύζευξη 𝐹𝑐(𝐷, 𝑆) Clayton έχουμε:  

𝐹(𝐷) 𝐹(𝑆) 𝐹𝑐(𝐷, 𝑆) 𝑇𝑂𝑅 𝑇𝐴𝑁𝐷 

0.54325 0.606409 0.369422 3.94 11.29 

0.324167 0.93602 0.311739 3.61 48.13 

0.79138 0.545464 0.456469 4.57 20.74 

0.324167 0.552456 0.224281 3.20 7.14 

0.54325 0.12612 0.098163 2.75 5.79 

0.904713 0.686952 0.631487 6.73 62.31 

0.54325 0.583957 0.358536 3.87 10.73 

0.859008 0.437656 0.394402 4.10 25.39 

0.691314 0.584741 0.436689 4.41 15.45 

0.859008 0.435775 0.392788 4.09 25.32 

0.54325 0.215962 0.157157 2.94 6.24 

0.54325 0.166842 0.125628 2.84 5.97 

0.54325 0.486046 0.309508 3.59 8.86 

0.324167 0.447128 0.19487 3.08 5.86 

0.324167 0.23977 0.125457 2.84 4.42 

0.691314 0.532375 0.402322 4.15 13.89 

0.956478 0.276157 0.269513 3.40 67.29 

0.79138 0.827461 0.66742 7.46 51.08 

0.324167 0.711074 0.26358 3.37 10.87 

0.324167 0.485505 0.205946 3.12 6.26 

0.935602 0.511194 0.486898 4.84 61.88 

0.691314 0.738178 0.534191 5.33 23.70 

0.54325 0.627401 0.379488 4.00 11.88 

0.691314 0.782052 0.561278 5.66 28.23 

0.324167 0.932706 0.311082 3.60 45.78 

0.970586 0.662066 0.645976 7.01 186.24 

0.691314 0.159899 0.135815 2.87 8.72 

0.691314 0.324062 0.258884 3.35 10.19 

0.324167 0.721814 0.266062 3.38 11.27 

0.691314 0.375704 0.295567 3.52 10.86 

0.691314 0.254814 0.208298 3.13 9.46 

0.324167 0.39362 0.178642 3.02 5.38 

0.324167 0.767679 0.276434 3.43 13.44 

0.691314 0.954785 0.664915 7.41 131.88 

0.54325 0.728056 0.426363 4.33 16.00 
Πίνακας 5.19: Απόσπασμα του πίνακα Περιόδου επαναφοράς για ζεύγος μεταβλητών Διάρκειας (𝑫)- Έντασης (𝑺) και 

σύζευξη 𝑭𝒄(𝑫, 𝑺) Clayton 
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Για το ζεύγος μεταβλητών Έκτασης (𝛢)- Έντασης (𝑆) και σύζευξη 𝐹𝑐(𝛢, 𝑆) Clayton έχουμε: 

𝐹(𝐴) 𝐹(𝑆) 𝐹𝑐(𝑆, 𝐴) 𝑇𝑂𝑅 𝑇𝐴𝑁𝐷 

0.918373 0.807757 0.770066 10.79 56.48 

0.557465 0.283671 0.273856 3.42 5.73 

0.884214 0.886576 0.809857 13.05 63.52 

0.892855 0.796025 0.747993 9.85 41.98 

0.063392 0.242548 0.063009 2.65 3.28 

0.854967 0.65041 0.617834 6.49 22.07 

0.482516 0.408993 0.35362 3.84 5.37 

0.288291 0.567156 0.27845 3.44 5.87 

0.063392 0.175054 0.062392 2.65 3.01 

0.511155 0.319504 0.29938 3.54 5.29 

0.733948 0.411363 0.397489 4.12 9.84 

0.138637 0.308369 0.134683 2.87 3.61 

0.718528 0.316299 0.310706 3.60 8.99 

0.827496 0.548753 0.527154 5.25 16.44 

0.554772 0.260221 0.25303 3.32 5.66 

0.599568 0.311161 0.300338 3.55 6.37 

0.917863 0.77472 0.742236 9.63 49.98 

0.769799 0.797136 0.680646 7.77 21.82 

0.604915 0.290604 0.282515 3.46 6.41 

0.33235 0.236012 0.213496 3.15 3.85 

0.272797 0.416869 0.252256 3.32 4.41 

0.800852 0.537603 0.513272 5.10 14.19 

0.347533 0.274686 0.241031 3.27 4.01 

0.898228 0.782113 0.739561 9.53 41.90 

0.151118 0.60075 0.15047 2.92 6.23 

0.685898 0.708681 0.587942 6.02 12.83 

0.223352 0.186325 0.159891 2.95 3.31 

0.18259 0.503473 0.180049 3.03 5.02 

0.830951 0.538008 0.518487 5.15 16.59 

0.223352 0.402884 0.212399 3.15 4.23 

0.089149 0.422965 0.088881 2.72 4.30 

0.230375 0.220278 0.178673 3.02 3.41 

0.089149 0.279843 0.088195 2.72 3.45 

0.089149 0.280103 0.088198 2.72 3.45 

0.663455 0.67397 0.559618 5.63 11.17 
Πίνακας 5.20: Απόσπασμα του πίνακα Περιόδου επαναφοράς για ζεύγος μεταβλητών Έκτασης (𝜜)- Έντασης (𝑺) και 

σύζευξη 𝑭𝒄(𝜜, 𝑺) Clayton  
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𝑇𝑂𝑅 (𝑆 − 𝐴 𝐺𝑢𝑚𝑏𝑒𝑙 − 𝐻𝑜𝑢𝑔𝑎𝑎𝑟𝑑) 𝑇𝑂𝑅 (𝑆 − 𝐴 𝐶𝑙𝑎𝑦𝑡𝑜𝑛) 𝑇𝑂𝑅 (𝑆) 

12.47 10.79 12.91 

3.37 3.42 3.46 

16.70 13.05 21.88 

11.48 9.85 12.17 

2.62 2.65 3.28 

6.92 6.49 7.10 

3.76 3.84 4.20 

3.40 3.44 5.73 

2.60 2.65 3.01 

3.47 3.54 3.65 

4.14 4.12 4.22 

2.80 2.87 3.59 

3.60 3.60 3.63 

5.41 5.25 5.50 

3.28 3.32 3.35 

3.51 3.55 3.60 

10.77 9.63 11.01 

8.97 7.77 12.23 

3.43 3.46 3.50 

3.03 3.15 3.25 

3.22 3.32 4.26 

5.25 5.10 5.37 

3.14 3.27 3.42 

10.92 9.53 11.39 

2.91 2.92 6.22 

6.54 6.02 8.52 

2.83 2.95 3.05 

2.99 3.03 5.00 

5.30 5.15 5.37 

3.06 3.15 4.16 

2.71 2.72 4.30 

2.88 3.02 3.18 

2.68 2.72 3.45 
Πίνακας 5.21:Απόσπασμα από πίνακα σύγκρισης περιόδων επαναφοράς για διμεταβλητά μοντέλα Έντασης-Έκτασης και 
μονομεταβλητού μοντέλου Έντασης 
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𝑇𝑂𝑅 (𝑆 − 𝐷 𝐺𝑢𝑚𝑏𝑒𝑙 − 𝐻𝑜𝑢𝑔𝑎𝑎𝑟𝑑) 𝑇𝑂𝑅 (𝑆 − 𝐷 𝐶𝑙𝑎𝑦𝑡𝑜𝑛) 𝑇𝑂𝑅 (𝑆) 

3.98 3.94 6.30 

3.62 3.61 38.78 

4.66 4.57 5.46 

3.17 3.20 5.54 

2.71 2.75 2.84 

7.01 6.73 7.93 

3.90 3.87 5.96 

4.13 4.10 4.41 

4.50 4.41 5.98 

4.12 4.09 4.40 

2.90 2.94 3.16 

2.79 2.84 2.98 

3.59 3.59 4.83 

3.03 3.08 4.49 

2.77 2.84 3.26 

4.21 4.15 5.31 

3.38 3.40 3.43 

7.98 7.46 14.38 

3.37 3.37 8.59 

3.08 3.12 4.82 

4.88 4.84 5.08 

5.55 5.33 9.48 

4.05 4.00 6.66 

5.93 5.66 11.39 

3.62 3.60 36.87 

7.11 7.01 7.34 
Πίνακας 5.22: Απόσπασμα από πίνακα σύγκρισης περιόδων επαναφοράς για διμεταβλητά μοντέλα Έντασης-Διάρκειας και 
μονομεταβλητού μοντέλου Έντασης 

Με την χρήση της σύζευξης Gumbel-Hougaard η περίοδος επαναφοράς δίνεται από τα παρακάτω 

σχήματα: 
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Σχήμα 5.22: Γραφική αναπαράσταση της περιόδου επαναφοράς OR για το ζεύγος Ένταση-Έκταση 

 

Σχήμα 5.23: Γραφική αναπαράσταση της περιόδου επαναφοράς OR για το ζεύγος Ένταση-Διάρκεια  



 

80 
 

Με την χρήση της σύζευξης Clayton η περίοδος επαναφοράς δίνεται από τα παρακάτω σχήματα: 

 

Σχήμα 5.24: Γραφική αναπαράσταση της περιόδου επαναφοράς OR για το ζεύγος Ένταση-Έκταση 

 

 

Σχήμα 5.23: Γραφική αναπαράσταση της περιόδου επαναφοράς OR για το ζεύγος Ένταση-Διάρκεια  
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6. Συμπεράσματα 
 

Τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά μίας ξηρασίας είναι η ένταση, η διάρκεια και η έκταση που 

επηρεάζεται. Γενικά στην ανάλυση και προσδιορισμό ενός μοντέλου ξηρασίας λαμβάνεται υπόψη μόνο 

η ένταση της που δίνεται από τους δείκτες ξηρασίας. Μία τέτοια προσέγγιση όμως δεν συνυπολογίζει 

τα άλλα δύο σημαντικά χαρακτηριστικά της. 

Ακραία φαινόμενα με παραπάνω από μία διαστάσεις δεν θα έπρεπε να αντιμετωπίζονται με 

μονομεταβλητές προσεγγίσεις (Κορδαλής, 2014). Μία τέτοια προσέγγιση που δεν εξετάζει σφαιρικά το 

φαινόμενο μπορεί να οδηγήσει σε λανθασμένα συμπεράσματα όσον αφορά την περίοδο επαναφοράς 

του φαινομένου. Στην προκειμένη εργασία για τον υπολογισμό της περιόδου επαναφοράς εξετάστηκε 

το φαινόμενο διπαραμετρικά με δύο συνδυασμούς μεταβλητών, την ένταση-έκταση και την ένταση- 

διάρκεια. 

Απαραίτητη προϋπόθεση για τον υπολογισμό της έκτασης της ξηρασίας ήταν η διαίρεση της περιοχής 

ενδιαφέροντος σε τμήματα ίδιου εμβαδού, στα οποία υπολογίστηκαν τιμές βροχόπτωσης και 

εξατμισοδιαπνοής. Ο λόγος που χρειάστηκαν αυτά τα δύο δεδομένα ήταν για τον υπολογισμό του 

δείκτη RDI. Ο δείκτης αυτός χρησιμοποιήθηκε ως κριτήριο για την ύπαρξη ξηρασίας σε κάθε σημείο την 

κάθε χρονιά. Έτσι υπολογίστηκε και η έκταση που επηρεάζεται από το φαινόμενο της ξηρασίας όταν 

υπήρχε αλλά και η διάρκεια της. 

Τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν για τον υπολογισμό των τριών αυτών χαρακτηριστικών ήταν για 

30 χρόνια. Αυτό αποτέλεσε το πρώτο πρόβλημα που χρειάστηκε να αντιμετωπιστεί, διότι τα 30 χρόνια 

δεν θεωρούνται αρκετά για την μοντελοποίηση ενός υδρομετεωρολογικού φαινομένου. Για τον λόγο 

αυτό επιλέχθηκε η μέθοδος της στοχαστικής ανέλιξης χρονοσειράς με σκοπό να παραχθούν συνθετικά 

δεδομένα. Η στοχαστική ανέλιξη εφαρμόστηκε στα πρωτογενή δεδομένα βροχόπτωσης και 

εξατμισοδιαπνοής, με αποτέλεσμα να παραχθούν συνθετικά δεδομένα για 270 χρόνια ακόμα. Στη 

συνέχεια υπολογίστηκε ο μέσος όρος των τιμών της πραγματικής και της συνθετικής χρονοσειράς και η 

τυπική απόκλιση τους, και συγκρίθηκαν μεταξύ τους. Οι τιμές που προέκυψαν ήταν ίδιες, γεγονός το 

οποίο υποδεικνύει ότι η στοχαστική ανέλιξη των δεδομένων ήταν σωστή.  

Με βάση αυτά τα δεδομένα καθίσταται πλέον δυνατή η χρήση διμεταβλητών προσεγγίσεων για την 

μοντελοποίηση της ξηρασίας. Όμως τα γνωρίσματα του φαινομένου δεν ακολουθούν πάντα την ίδια 

περιθώρια κατανομή, γεγονός το οποίο περιορίζει το εύρος των μοντέλων που μπορούν να 
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χρησιμοποιηθούν. Έτσι η χρήση διμεταβλητών μοντέλων όπως το Gumbel mixed model, που έχει 

χρησιμοποιηθεί ευρέως για τον προσδιορισμό ακραίων υδρολογικών φαινομένων, ήταν αδύνατη. Για 

τον λόγο αυτό χρησιμοποιήθηκε μία ιδιαίτερη  ομάδα συναρτήσεων, που ονομάζονται συζεύξεις 

(copulas). 

Στην παρούσα εργασία οι συζεύξεις που χρησιμοποιήσαμε ήταν αυτές της Αρχιμήδειας οικογενείας και 

συγκεκριμένα, η Gumbel-Hougaard, η Clayton και η Frank. Και οι τρεις αυτές συναρτήσεις είχαν 

παρόμοιο τρόπο κατασκευής αλλά η κάθε μία από αυτές είχε εξάρτηση ουράς σε διαφορετικό άκρο. 

Για τον προσδιορισμό τους απαραίτητη προϋπόθεση ήταν ο υπολογισμός του συντελεστή συνάφειας 𝜃. 

Η μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε ήταν μέσω του συντελεστή συσχέτισης Kendall 𝜏 που ύστερα από 

βιβλιογραφική ανασκόπηση θεωρήθηκε η καταλληλότερη. 

Αφού υπολογίστηκε ο συντελεστής συνάφειας για το κάθε ζεύγος μεταβλητών και για τις 3 συζεύξεις 

υπολογίστηκαν οι ανηγμένες τιμές των δεδομένων μας ανάλογα με την περιθώρια κατανομή που 

ακολουθούσαν.  

Τα αποτελέσματα στην συνέχεια από τις τρεις συναρτήσεις συζεύξεων ελέγχθηκαν με την ανισότητα 

Frechet-Hoeffding και προέκυψε ότι οι δύο από τις τρείς συζεύξεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Η 

σύζευξη Frank για την περίπτωση μας αποκλείστηκε χωρίς αυτό να σημαίνει ότι δεν μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί σε άλλες εφαρμογές με άλλα δεδομένα. Τα αποτελέσματα των δύο άλλων συζεύξεων, 

της Gumbel- Hougaard και της Clayton για το κάθε ζεύγος δείχνει να έχουν παρόμοιες τιμές, γεγονός 

που σημαίνει ότι και οι δύο συζεύξεις ικανοποιούν τον στόχο μας. Παρ' όλα αυτά η σύζευξη Clayton για 

το ζεύγος της έκτασης-έντασης έδωσε αποτελέσματα τα οποία δυσκολευόμαστε να εξηγήσουμε με τα 

δεδομένα που έχουμε οπότε επιλέγουμε την σύζευξη Gumbel-Hougaard ως την επικρατέστερη μέθοδο. 

Παρατηρήθηκε επίσης ότι όσο μεγαλώνει η διάρκεια της ξηρασίας τόσο μικρότερο είναι το πλήθος των 

γεγονότων ξηρασίας. δηλαδή οι ξηρασίες διάρκειας ενός έτους είναι περισσότερες από τις ξηρασίες 

διάρκειας 2 ετών και αντίστοιχα οι ξηρασίες διάρκειας 2 ετών είναι περισσότερες από αυτές των τριών 

ετών. Έτσι σε ένα δείγμα 300 ετών όπου τα 179 έτη παρουσίασαν ξηρασία το μεγαλύτερο ποσοστό 

καταλαμβάνουν ξηρασίες διάρκειας ενός έτους. 

Όσον αφορά την περίοδο επαναφοράς του φαινομένου παρατηρούμε ότι οι τιμές στα διμεταβλητά 

μοντέλα είναι πολύ κοντά μεταξύ τους. Αναμενόμενο είναι να διαφέρουν τα απότελέσματα των δύο 

προσεγγίσεων αφού εξετάζονται κάθε φορά άλλες μεταβλητές.  
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Σύμφωνα με την συγκεκριμένη μελέτη στο πεδίο της ξηρασίας, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι οι 

Αρχιμήδειες συζεύξεις δίνουν μία ικανοποιητική προσέγγιση στον προσδιορισμό διπαραμετρικού 

μοντέλου της ξηρασίας, και χρησιμοποιούνται εκεί που δεν μπορούν να εφαρμοστούν άλλα μοντέλα. 

Σίγουρα η μελέτη αυτή μπορεί να συνεχιστεί χρησιμοποιώντας άλλες συζεύξεις που «ξεφεύγουν» από 

τον διπαραμετρικό τρόπο σκέψης, και χρησιμοποιούν περισσότερες μεταβλητές, όπως για παράδειγμα 

η οικογένεια των ελλειπτικών συζεύξεων. 
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Παράρτημα Κώδικα 
 

Κώδικας VBA 
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Κώδικας ΜΑΤLAB 
%DURATION-SEVERITY CLAYTON 
clc 
clear all 
format long 

  
%FD, FS  
d=1000; 
FD=zeros(d,1); 
FS=zeros(d,1); 
for i=1:d 
  FD(i,1)=i/d; 
  FS(i,1)=i/d; 
end 

  
%Gumbel  
uS=1.22; 
aS=0.18684; 
uA= 139.451; 
aA=334.4725; 
theta=0.47218; 
lamda = 0.39181 

  
%A, S 
A=(log(1-FD))/(-lamda); 
S=uS-aS*log(-log(FS)); 

  
%Copula 
FAS=zeros(d,d); 
for i=1:d 
    for j=1:d 
       FAS(i,j)=(((FD(i,1)).^theta) + ((FS(j,1)).^theta) -1 ).^(1/theta); 
    end 
end 

  

  

  
%dr=1 
dr=1; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t100=zeros(d,1); 
p=0.597; 

  
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t100(j,1)=1/(1-h); 
        p100(j,1)=1-(1/t100(j,1)); 
        h100=p+(1-p)*p100; 

         
    end 

     
%dr=2 
dr=2; 
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Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t200=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t200(j,1)=1/(1-h); 
        p200(j,1)=1-(1/t200(j,1)); 
         h200=p+(1-p)*p200 

          
    end 

  
%%dr=3 
dr=3; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t300(j,1)=1/(1-h); 
        p300(j,1)=1-(1/t300(j,1)); 
         h300=p+(1-p)*300; 

          

         
    end 

     
%dr=4 
dr=4; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t400(j,1)=1/(1-h); 
        p400(j,1)=1-(1/t400(j,1)); 
         h400=p+(1-p)*p400; 

          

         
    end 

  
%dr=5 
dr=5; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t500(j,1)=1/(1-h); 
        p500(j,1)=1-(1/t500(j,1)); 
         h500=p+(1-p)*p500; 

       
    end 
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%dr=6 
dr=6; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t600(j,1)=1/(1-h); 
        p600(j,1)=1-(1/t600(j,1)); 
         h600=p+(1-p)*p600; 

      
    end 

  
%dr=7 
dr=7; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t700(j,1)=1/(1-h); 
        p700(j,1)=1-(1/t700(j,1)); 
         h700=p+(1-p)*p700; 
    end 

    
%dr=8 
dr=8; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t800=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
         h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t800(j,1)=1/(1-h); 
        p800(j,1)=1-(1/t800(j,1)); 
         h800=p+(1-p)*p800; 
    end 

     
%%dr=9 
dr=9; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t900=zeros(d,1); 
d900=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t900(j,1)=1/(1-h); 
        p900(j,1)=1-(1/t900(j,1)); 
         h900=p+(1-p)*p900; 
    end 
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figure(3) 
line(S,h100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h900,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
axis([0,2.5 ,0 ,1]) 

  
set(gca, 'YScale', 'log') 
xlabel('S') 
ylabel('H') 

 

 

%AREAL-SEVERITY CLAYTON 

  
clc 
clear all 
format long 

  
%FA, FS 
d=1000; 
FA=zeros(d,1); 
FS=zeros(d,1); 
for i=1:d 
  FA(i,1)=i/d; 
  FS(i,1)=i/d; 
end 

  
%Parametroi perithwriwn 
uS=1.17; 
aS=0.265; 
theta=2.9751244; 
lamda=205.7 
kappa=0.51176 

  
%S 
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S=uS-aS*log(-log(FS)); 

  
%Copula 
FAS=zeros(d,d); 
for i=1:d 
    for j=1:d 
       FAS(i,j)=(((FA(i,1)).^theta) + ((FS(j,1)).^theta) -1 ).^(1/theta); 
    end 
end 

  

  

  
%A=100 
a=100; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t100=zeros(d,1); 
p=0.597; 

  
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t100(j,1)=1/(1-h); 
        p100(j,1)=1-(1/t100(j,1)); 
        h100=p+(1-p)*p100; 
    end 

     
%A=200 
a=200; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t200=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t200(j,1)=1/(1-h); 
        p200(j,1)=1-(1/t200(j,1)); 
         h200=p+(1-p)*p200; 
    end 

  
%A=300 
a=300; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t300(j,1)=1/(1-h); 
        p300(j,1)=1-(1/t300(j,1)); 
         h300=p+(1-p)*p300; 

         
    end 

     
%A=400 
a=400; 
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Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t400(j,1)=1/(1-h); 
        p400(j,1)=1-(1/t400(j,1)); 
         h400=p+(1-p)*p400; 

         
    end 

  
%A=500 
a=500; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t500(j,1)=1/(1-h); 
        p500(j,1)=1-(1/t500(j,1)); 
         h500=p+(1-p)*p500; 
    end 

     
%A=600 
a=600; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t600(j,1)=1/(1-h); 
        p600(j,1)=1-(1/t600(j,1)); 
         h600=p+(1-p)*p600; 
    end 

  
%A=700 
a=700; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t700(j,1)=1/(1-h); 
        p700(j,1)=1-(1/t700(j,1)); 
         h700=p+(1-p)*p700; 
    end 

    
%A=800 
a=800; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t800=zeros(d,1); 
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p=0.597; 
    for j=1:d 
         h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t800(j,1)=1/(1-h); 
        p800(j,1)=1-(1/t800(j,1)); 
         h800=p+(1-p)*p800; 

         
    end 

     
%A=900 
a=900; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t900=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t900(j,1)=1/(1-h); 
        p900(j,1)=1-(1/t900(j,1)); 
         h900=p+(1-p)*p900; 
    end 

  

  

  
%A=1000 
a=1000; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1000=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1000(j,1)=1/(1-h); 
        p1000(j,1)=1-(1/t1000(j,1)); 
         h1000=p+(1-p)*p1000; 
    end 

     
     %A=1100 
a=1100; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1100=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1100(j,1)=1/(1-h); 
        p1100(j,1)=1-(1/t1100(j,1)); 
         h1100=p+(1-p)*p1100; 
    end   

     

     
      %A=1200 
a=1200; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa)));g1=floor(Fa*d); 
t1200=zeros(d,1); 
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p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1200(j,1)=1/(1-h); 
        p1200(j,1)=1-(1/t1200(j,1)); 
         h1200=p+(1-p)*p1200; 
    end 

     
    %A=1300 
a=1300; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1300(j,1)=1/(1-h); 
        p1300(j,1)=1-(1/t1300(j,1)); 
         h1300=p+(1-p)*p1300; 
    end 
    %A=1400 
a=1400; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1400(j,1)=1/(1-h); 
        p1400(j,1)=1-(1/t1400(j,1)); 
         h1400=p+(1-p)*p1400; 
    end 
     %A=1500 

     
a=1500; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1500(j,1)=1/(1-h); 
        p1500(j,1)=1-(1/t1500(j,1)); 
         h1500=p+(1-p)*p1500; 
    end 
    %A=1600 
a=1600; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1600(j,1)=1/(1-h); 
        p1600(j,1)=1-(1/t1600(j,1)); 
         h1600=p+(1-p)*p1600; 
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    end 
     %A=1700 
a=1700; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1700(j,1)=1/(1-h); 
        p1700(j,1)=1-(1/t1700(j,1)); 
         h1700=p+(1-p)*p1700; 
    end 
     %A=1800 
a=1800; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1800=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1800(j,1)=1/(1-h); 
        p1800(j,1)=1-(1/t1800(j,1)); 
         h1800=p+(1-p)*p1800; 
    end 

     
figure(1) 
line(S,t100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t900,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1000,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
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line(S,t1600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,t1800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
axis([0,4 ,0 ,50]) 
set(gca, 'YScale', 'log') 
xlabel('S') 
ylabel('H') 

 

%aREAL-SEVERITY CLAYTON 
clc 
clear all 
format long 

  
%FA, FS 
d=1000; 
FA=zeros(d,1); 
FS=zeros(d,1); 
for i=1:d 
  FA(i,1)=i/d; 
  FS(i,1)=i/d; 
end 

  
%Parametroi perithwriwn  
uS=1.17; 
aS=0.265; 
theta=2.9751244; 
lamda=205.7 
kappa=0.51176 

  
% S 

  
S=uS-aS*log(-log(FS)); 

  
%Copula 
FAS=zeros(d,d); 
for i=1:d 
    for j=1:d 
       FAS(i,j)=(((FA(i,1)).^theta) + ((FS(j,1)).^theta) -1 ).^(1/theta); 
    end 
end 

  

  

  
%A=100 
a=100; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t100=zeros(d,1); 
p=0.597; 

  
    for j=1:d 
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        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t100(j,1)=1/(1-h); 
        p100(j,1)=1-(1/t100(j,1)); 
        h100=p+(1-p)*p100; 
    end 

     
%A=200 
a=200; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t200=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t200(j,1)=1/(1-h); 
        p200(j,1)=1-(1/t200(j,1)); 
         h200=p+(1-p)*p200; 
    end 

  
%A=300 
a=300; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t300(j,1)=1/(1-h); 
        p300(j,1)=1-(1/t300(j,1)); 
         h300=p+(1-p)*p300; 

         
    end 

     
%A=400 
a=400; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t400(j,1)=1/(1-h); 
        p400(j,1)=1-(1/t400(j,1)); 
         h400=p+(1-p)*p400; 

         
    end 

  
%A=500 
a=500; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t500(j,1)=1/(1-h); 
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        p500(j,1)=1-(1/t500(j,1)); 
         h500=p+(1-p)*p500; 
    end 

     
%A=600 
a=600; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t600(j,1)=1/(1-h); 
        p600(j,1)=1-(1/t600(j,1)); 
         h600=p+(1-p)*p600; 
    end 

  
%A=700 
a=700; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t700(j,1)=1/(1-h); 
        p700(j,1)=1-(1/t700(j,1)); 
         h700=p+(1-p)*p700; 
    end 

    
%A=800 
a=800; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t800=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
         h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t800(j,1)=1/(1-h); 
        p800(j,1)=1-(1/t800(j,1)); 
         h800=p+(1-p)*p800; 

         
    end 

     
%A=900 
a=900; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t900=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t900(j,1)=1/(1-h); 
        p900(j,1)=1-(1/t900(j,1)); 
         h900=p+(1-p)*p900; 
    end 
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%A=1000 
a=1000; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1000=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1000(j,1)=1/(1-h); 
        p1000(j,1)=1-(1/t1000(j,1)); 
         h1000=p+(1-p)*p1000; 
    end 

     
     %A=1100 
a=1100; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1100=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1100(j,1)=1/(1-h); 
        p1100(j,1)=1-(1/t1100(j,1)); 
         h1100=p+(1-p)*p1100; 
    end   

     

     
      %A=1200 
a=1200; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa)));g1=floor(Fa*d); 
t1200=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1200(j,1)=1/(1-h); 
        p1200(j,1)=1-(1/t1200(j,1)); 
         h1200=p+(1-p)*p1200; 
    end 

     
    %A=1300 
a=1300; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1300(j,1)=1/(1-h); 
        p1300(j,1)=1-(1/t1300(j,1)); 
         h1300=p+(1-p)*p1300; 
    end 
    %A=1400 
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a=1400; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1400(j,1)=1/(1-h); 
        p1400(j,1)=1-(1/t1400(j,1)); 
         h1400=p+(1-p)*p1400; 
    end 
     %A=1500 

     
a=1500; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1500(j,1)=1/(1-h); 
        p1500(j,1)=1-(1/t1500(j,1)); 
         h1500=p+(1-p)*p1500; 
    end 
    %A=1600 
a=1600; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1600(j,1)=1/(1-h); 
        p1600(j,1)=1-(1/t1600(j,1)); 
         h1600=p+(1-p)*p1600; 
    end 
     %A=1700 
a=1700; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1700(j,1)=1/(1-h); 
        p1700(j,1)=1-(1/t1700(j,1)); 
         h1700=p+(1-p)*p1700; 
    end 
     %A=1800 
a=1800; 
Fa=(1-exp(-((a/lamda).^kappa))); 
g1=floor(Fa*d); 
t1800=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fa*d-g1)); 
        t1800(j,1)=1/(1-h); 
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        p1800(j,1)=1-(1/t1800(j,1)); 
         h1800=p+(1-p)*p1800; 
    end 

     
figure(1) 
line(S,h100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h900,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1000,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h1800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
axis([0 ,4 ,0 ,1]) 
set(gca, 'YScale', 'log') 
xlabel('S') 
ylabel('H') 

  

 
%cLAYTON cOPULA 
AREAL=A; 
SEV=S; 
n=size(AREAL,1); 
lamda=205.7; 
kappa=0.51176; 

  
%ypologismos statistikwn parametrwn 
AV_V=mean(SEV); 
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STD_V=std(SEV); 
AV_Q= mean(AREAL); 
STD_Q= std(AREAL); 

  
%ypologismos parametrwn Gumbel 
uV= AV_V-0.45*STD_V; 
aV= STD_V/1.283; 
uQ= AV_Q-0.45*STD_Q; 
aQ=STD_Q/1.283; 

  
%YPOLOGISMOS FQ, FV 
FQ=(1-exp(-((AREAL/lamda).^kappa))); 
FV=exp(-exp(-(SEV-uV)/aV)); 

  
theta= -2.9751244 

  
%FC2 
Fc1QV=zeros(n,n); 
for i=1:n 
   for j=1:n     
    Fc1QV(i,j)=(((FQ(i,1)).^theta) + ((FV(j,1)).^theta) -1 ).^(1/theta); 
   end 
end 
figure(3) 
surf(FV,FQ,Fc1QV,gradient(Fc1QV)) 
colorbar 
title ('Clayton copula for Severity-Areal extent') 
xlabel('S') 
ylabel('A') 

 
%GUMBEL-HOUGAARD 
aREAL=A; 
SEV=S; 
n=size(aREAL,1); 

  
%ypologismos statistikwn parametrwn 
AV_V=mean(SEV); 
STD_V=std(SEV); 
AV_Q= mean(aREAL); 
STD_Q= std(aREAL); 

  
%ypologismos parametrwn Gumbel 
uV= AV_V-0.45*STD_V; 
aV= STD_V/1.283; 
uQ= AV_Q-0.45*STD_Q; 
aQ=STD_Q/1.283; 

  
%YPOLOGISMOS FQ, FV 
FA=(1-exp(-((aREAL/lamda).^kappa))); 
Fs=exp(-exp(-(SEV-uV)/aV)); 

  
theta= 2.487562189 

  
%FC2 
FcAS=zeros(n,n); 
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for i=1:n 
   for j=1:n     
    FcAS(i,j)=exp(-power((power((-log(FA(i,1))),theta) + power((-

log(Fs(j,1))),theta)),(1/theta))); 
   end 
end 
figure(3) 
surf(Fs,FA,FcAS) 
colorbar 
title ('Gumbel-hougaard copula for Areal extent-severity') 
xlabel('S') 
ylabel('A') 

 

 
%DURATION-SEVERITY GH 
clc 
clear all 
format long 

  
%FD, FS  
d=1000; 
FD=zeros(d,1); 
FS=zeros(d,1); 
for i=1:d 
  FD(i,1)=i/d; 
  FS(i,1)=i/d; 
end 

  
%Gumbel  
uS=1.22; 
aS=0.18684; 
uA= 139.451; 
aA=334.4725; 
theta=0.47218; 
lamda = 0.39181 

  
%A, S 
A=(log(1-FD))/(-lamda); 
S=uS-aS*log(-log(FS)); 

  
%Copula 
FAS=zeros(d,d); 
for i=1:d 
    for j=1:d 
       FAS(i,j)=exp(-power((power((-log(FA(i,1))),theta) + power((-

log(Fs(j,1))),theta)),(1/theta))); 
    end 
end 

  

  

  
%dr=1 
dr=1; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
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t100=zeros(d,1); 
p=0.597; 

  
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t100(j,1)=1/(1-h); 
        p100(j,1)=1-(1/t100(j,1)); 
        h100=p+(1-p)*p100; 

         
    end 

     
%dr=2 
dr=2; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t200=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t200(j,1)=1/(1-h); 
        p200(j,1)=1-(1/t200(j,1)); 
         h200=p+(1-p)*p200 

          
    end 

  
%%dr=3 
dr=3; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t300=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t300(j,1)=1/(1-h); 
        p300(j,1)=1-(1/t300(j,1)); 
         h300=p+(1-p)*300; 

          

         
    end 

     
%dr=4 
dr=4; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t400=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t400(j,1)=1/(1-h); 
        p400(j,1)=1-(1/t400(j,1)); 
         h400=p+(1-p)*p400; 

          

         
    end 

  



 

105 
 

%dr=5 
dr=5; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t500=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t500(j,1)=1/(1-h); 
        p500(j,1)=1-(1/t500(j,1)); 
         h500=p+(1-p)*p500; 

       
    end 

     
%dr=6 
dr=6; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t600=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t600(j,1)=1/(1-h); 
        p600(j,1)=1-(1/t600(j,1)); 
         h600=p+(1-p)*p600; 

      
    end 

  
%dr=7 
dr=7; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t700=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t700(j,1)=1/(1-h); 
        p700(j,1)=1-(1/t700(j,1)); 
         h700=p+(1-p)*p700; 
    end 

    
%dr=8 
dr=8; 
Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t800=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
         h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t800(j,1)=1/(1-h); 
        p800(j,1)=1-(1/t800(j,1)); 
         h800=p+(1-p)*p800; 
    end 

     
%%dr=9 
dr=9; 
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Fd=1-exp(-lamda*dr); 
g1=floor(Fd*d); 
t900=zeros(d,1); 
d900=zeros(d,1); 
p=0.597; 
    for j=1:d 
        h=FAS(g1,j)+((FAS(g1+1,j)-FAS(g1,j))*(Fd*d-g1)); 
        t900(j,1)=1/(1-h); 
        p900(j,1)=1-(1/t900(j,1)); 
         h900=p+(1-p)*p900; 
    end 

  

  

  

     
figure(3) 
line(S,h100,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h200,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h300,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h400,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h500,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h600,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h700,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h800,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
line(S,h900,'LineWidth',2 ); 
hold on; 
axis([0,2.5 ,0 ,1]) 

  
set(gca, 'YScale', 'log') 

 


