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Περίληψη 
 

  Η παρούσα εργασία ασχολείται με βασικά μαθηματικά ζητήματα που άπτονται του 

τομέα της ασφαλιστικής αγοράς. 

  Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται μια σύντομη ιστορική αναδρομή στο θεσμό της ασφάλισης 

από την 2η π.Χ χιλιετία οπότε και συναντάμε για πρώτη φορά την έννοια αυτή έως και τις 

μέρες μας. Παράλληλα αναλύονται βασικές έννοιες χρήσιμες για την κατανόηση των 

επόμενων κεφαλαίων. 

  Στη συνέχεια (κεφάλαιο 2) παρατίθεται μια εισαγωγή σε βασικές έννοιες από τα 

χρηματοοικονομικά μαθηματικά (θεωρία ανατοκισμού) όπως ο τόκος, το επιτόκιο, η 

συνάρτηση συσσώρευσης και οι ράντες ζωής , έννοιες χρήσιμες για την ανάλυση 

ασφαλιστικών θεμάτων. 

  Στο τρίτο κεφάλαιο ακολουθεί η ανάλυση της έννοιας της τιμολόγησης. Γίνεται 

αναφορά στις βασικές αρχές της τιμολόγησης καθώς και στο ατομικό και συλλογικό 

πρότυπο κινδύνων με σαφή ανάλυση αυτών. 

  Έπεται (κεφάλαιο 4) η μελέτη της θεωρίας της θνησιμότητας. Αναλύεται η συνάρτηση 

επιβίωσης και ο πίνακας θνησιμότητας και έννοιες όπως η ένταση θνησιμότητας και ο 

νόμος θνησιμότητας που χρησιμεύουν ιδιαίτερα για την τιμολόγηση προϊόντων κλάδου 

ζωής. 

  Κατόπιν, στο κεφάλαιο 5, αναλύεται η μέθοδος υπολογισμού των ασφαλίστρων για 

διάφορα προγράμματα ζωής. 

  Σημειώνεται ότι στο τέλος των κεφαλαίων 3,4 και 5 παρατίθενται ενδεικτικές 

εφαρμογές όσων σε θεωρητικό επίπεδο έχουν αναλυθεί προηγουμένως. 

  Κλείνοντας με το κεφάλαιο 6, γίνεται αναφορά σε βασικά συμπεράσματα και σε σημεία 

που μπορεί να γίνει εκτενέστερη έρευνα που δεν εμπεριέχεται στο παρόν κείμενο. 
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Abstract  
 
  

 This thesis examines fundamental mathematical issues relating to the insurance market. 

  In the first chapter of this thesis, I provide a brief introduction to the history of the 

institution of insurance starting from the second millennium BC when the notion of 

insurance first appeared. Besides, I analyze fundamental concepts and notions that will 

better help the reader understand the following chapters. 

  Then, chapter 2 provides an introduction to several concepts of financial mathematics 

and compounding theory that are useful for analyzing insurance issues. For instance, I 

discuss concepts such as interest, interest rate, and the function of accumulation and life 

annuities. 

 Moreover, chapter 3 presents an analysis of the notion of pricing and discusses the basic 

principles of pricing as well as both individual and collective risk models. 

  Furthermore, chapter 4 discusses the theory of mortality. In particular, it provides an 

overview of the survival function and the mortality table as well as various other 

fundamental concepts for pricing life insurance products (e.g., mortality intensity and 

mortality laws). 

  Then, in Chapter 5, I analyze the method of calculation of premiums for various life 

programs. 

  Note that at the end of Chapters 3, 4, and 5, I provide illustrative embodiments of what 

was previously analyzed at a theoretically level. 

  Concluding this thesis, Chapter 6 discusses the main conclusions and implications of 

this thesis. I also present the limitation of this thesis and provide directions for future 

research. 
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Κεφάλαιο 1 
 
Εισαγωγή στην έννοια της ασφάλισης. Ιστορική 

Αναδρομή και βασικές έννοιες 
 
1.1   Η ιστορία της ασφάλισης 
 

  Ξεκινώντας την σύντομη ιστορική αναδρομή στον θεσμό της ασφάλισης, θα 

μπορούσαμε να πούμε πως η ασφάλιση είναι τόσο παλιά όσο και ο άνθρωπος. Από τα 

πρώτα του βήματα υπήρξε κοινωνική δομή λόγω του ανθρώπινου ενστίκτου ότι θα τα 

καταφέρει καλύτερα οργανωμένος σε «ομάδα» παρά μόνος του ακόμα και αν μιλάμε για 

τις προϊστορικές μορφές κοινωνίας των σπηλαίων. 

   Την έννοια της ασφάλισης, την βρίσκουμε με σαφήνεια διατυπωμένη στα αρχαία 

κείμενα, ή την συμπεραίνουμε από διάφορα περιστατικά. Μπορούμε να πούμε ότι η 

έννοια του θεσμού της ασφάλισης ξεκινά γύρω στην 2η π. Χ. χιλιετία με την μορφή 

«αλληλοβοήθειας» και αφορούσε εργάτες που απασχολούνταν σε παρεμφερείς εργασίες. 

   Κλασσικό παράδειγμα αποτελεί η Αρχαία Αίγυπτος και η διαδικασία κατασκευής των 

πυραμίδων κάτω από εξαιρετικά αντίξοες συνθήκες. Ήταν συνηθισμένο φαινόμενο τα 

ατυχήματα ή ακόμα και οι ασθένειες για τους ανθρώπους που δούλευαν εκεί. Αυτό είχε 

ως αποτέλεσμα τη δημιουργία του πρώτο γνωστού «ταμείου αλληλοβοήθειας», όπως 

προκύπτει από πάπυρο που βρίσκεται στο μουσείο του Καΐρου. Οι εργάτες αμοίβονταν 

σε είδος (λάδι τρόφιμα κλπ) και μέρος αυτής της αμοιβής έμενε στο κοινό ταμείο για να 

προστατευτούν τα μέλη της ομάδας που δεν μπορούσαν να δουλέψουν. Επιπλέον τα 

έξοδα κηδείας κάποιου εργάτη καλύπτονταν από το κοινό ταμείο. Αυτή η πρώτη μορφή 

ασφάλισης υπήρξε επίσης στη Μεσοποταμία. 

 

  Μεταβαίνοντας τώρα στην αρχαία Ελλάδα, ιδιαίτερα διαδεδομένη ήταν η κάλυψη 

εξόδων κηδείας κάτι που προωθήθηκε από τους τότε πρωτόλειους μη κερδοσκοπικούς 

οργανισμούς. Μάλιστα τον 6ο π.Χ αιώνα ο Σόλων με νομοθέτημά του, καθόρισε με 

ακρίβεια το πλαίσιο λειτουργίας των «εταιριών» που είχαν ως εργασία τους την κάλυψη 
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των εξόδων κηδείας (νόμος των ομοτάφων). Αργότερα η έννοια της ασφάλισης 

διευρύνθηκε, ξέφυγε από τον μη κερδοσκοπικό χαρακτήρα της προηγούμενης εποχής και 

ως εκ τούτου δημιουργήθηκαν πλέον εταιρίες που είχαν ως αντικείμενό τους την 

αλληλοβοήθεια και τον καταμερισμό κινδύνων και  απώτερο σκοπό το κέρδος. 

  Αξίζει να σημειωθεί ως προς την Αρχαία Ελλάδα η συμβολή της σε αυτό που σήμερα 

ονομάζεται ασφάλιση περιουσίας μέσα από την ΑΒΑΡΙΑ – Ρόδιοι, 195πΧ  

«Κάθε ηθεληµένη θυσία µεταφεροµένων εµπορευµάτων ή κάθε ηθεληµένη δαπάνη, που 

πραγµατοποιείται χάριν σωτηρίας του πλοίου ή του φορτίου, επιβαρύνει αναλογικά όλα 

τα διασωθέντα συµφέροντα». Το κείμενο αυτό σώθηκε και υπάρχει έως σήμερα  καθώς 

συμπεριελήφθη στον Πανδέκτη, µε το όνοµα «Νόµος των Ροδίων». 

  Στην Κύπρο τον 5ο π.Χ. αιώνα, εμφανίσθηκε το πρώτο γνωστό νοσοκομειακό 

πρόγραμμα της ιστορίας. Πρόκειται για συμφωνία ανάμεσα στον βασιλιά Εδώλιο και τον 

περίφημο τότε γιατρό Ανάσκελο ότι ο δεύτερος εξ’ αυτών μαζί με τα αδέρφια του 

(επίσης γιατροί) θα είχαν την υποχρέωση να φροντίσουν τους τραυματίες στην μάχη που 

ήταν προ των πυλών, με αντάλλαγμα χρήματα και κυρίως γη. 

 

  Συνεχίζοντας την σύντομη ιστορική αναδρομή μεταφερόμαστε στους πρώτους 

Ρωμαϊκούς χρόνους, όπου η επίδραση των αρχαίων Ελλήνων στους Ρωμαίους ήταν 

μεγάλη σε πάρα πολλούς τομείς και θεσμούς συμπεριλαμβανομένης και της ασφάλισης. 

Έτσι οι Αρχαίοι Ρωμαίοι είχαν έτοιμη την πρώτη ύλη, και όπως σε πολλές άλλες 

περιπτώσεις ήταν ιδιαίτερα ικανοί στην εξέλιξη. Έτσι από τους λεγεωνάριους λοιπόν 

δημιουργήθηκε το πρώτο πρόγραμμα που κάλυπτε σύνταξη του ασφαλιζομένου. Το 

συνταξιοδοτικό αυτό πρόγραμμα λειτουργούσε ως εξής: όποιος αποχωρούσε από το 

σώμα, δικαιούταν αποζημίωση ενώ παράλληλα σε περίπτωση θανάτου του σε μάχη, η 

αποζημίωση μεταφερόταν στην οικογένειά του. 

  Στα επόμενα χρόνια και με την βοήθεια της τεχνολογικής και επιστημονικής ανάπτυξης 

δημιουργήθηκαν πίνακες που καθόριζαν με σαφήνεια τα ποσά που δικαιούταν κάθε 

λεγεωνάριος, ανάλογα με τις εισφορές των ενδιαφερομένων. Αυτό παραπέμπει χωρίς 

αμφιβολία στα σημερινά τιμολόγια (rate-books) των ασφαλιστικών εταιριών. 

 

  Αφήνοντας πίσω τις εποχές που περιγράψαμε αξίζει ιδιαίτερα να ασχοληθούμε στο τι 
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συνέβη από τον 14ο μέχρι τον 17ο αιώνα, οπότε και σημειώθηκαν ραγδαίες εξελίξεις για 

τον θεσμό της ασφάλισης ζωής. Το 1435 λοιπόν, στην Βαρκελώνη έχουμε τις απαρχές 

του ασφαλιστικού δικαίου με την θέσπιση του πρώτου νόμου που αφορούσε το πλαίσιο 

μέσα στο οποίο μπορούσε να γίνει η σύναψη ενός ασφαλιστηρίου συμβολαίου. 

  Η έννοια της ασφάλισης εξαρτιόταν σε μεγάλο βαθμό από την τύχη και η τιμολόγηση 

των ασφαλιστηρίων στα πρώτα βήματα γινόταν με εμπειρικό τρόπο. Αυτό είχε σαν 

άμεσο αποτέλεσμα πολλές εταιρίες να σταματήσουν την λειτουργία τους μην αντέχοντας 

τις αποζημιώσεις που ήταν υποχρεωμένες να καταβάλουν. Έτσι γεννήθηκε η ιδέα του 

συνεταιρισμού. Οι ασφαλιστές σε πολλές περιπτώσεις αποφάσισαν να συνεργαστούν και 

να ευθύνονται για πολλούς κινδύνους και με συγκεκριμένο ποσοστό σε κάθε κίνδυνο. 

Επί της ουσίας, άρχισε να εφαρμόζεται η θεωρία των μεγάλων αριθμών, ο όρος της 

συνασφάλισης να διαδίδεται, με αποτέλεσμα τον περιορισμό του παράγοντα της τύχης 

και την μεγάλη μείωση της πιθανότητας χρεοκοπίας κάποιου ασφαλιστή. 

  Αργότερα περίπου στα 1650 έχουμε την πρώτη μορφή ασφάλισης επιβίωσης. Ο γιατρός 

Loreto Tonti δημιούργησε το πρώτο σωματείο τα μέλη του οποίου πλήρωναν συμμετοχή 

με σκοπό τη δημιουργία κεφαλαίου και το μοίρασμα των κερδών στα μέλη που 

επιζούσαν. Από το όνομά του τέτοιου είδους σωματεία πήραν το όνομα τοντίνες. Είχαν 

ορισμένη διάρκεια οπότε στην λήξη τους το δημιουργηθέν κεφάλαιο μοιραζόταν στα 

επιζήσαντα μέλη ή ακόμα και αόριστη διάρκεια οπότε το κεφάλαιο το έπαιρνε ο 

τελευταίος επιζών του σωματείου. 

  Η σημαντικότερη όμως συνεισφορά των τοντίνων στον θεσμό της ασφάλισης ήταν 

έμμεση. Με αφορμή αυτά τα σωματεία ξεκίνησαν οι έρευνες για την διάρκεια ζωής του 

ανθρώπου πάνω σε στατιστικά δεδομένα και όχι με τον παράγοντα της τύχης, γεγονός  

που σε συνδυασμό με τον υπολογισμό της πιθανότητας ζωής για κάθε ηλικία, έθεσαν τις 

βάσεις για την σύγχρονη μορφή της ασφάλισης ζωής. 

  Λίγα χρόνια αργότερα, το 1654, έρχεται από τον Pascal η διατύπωση του νόμου των 

πιθανοτήτων, ο οποίος είχε τεράστια συμβολή στη μεθοδολογία εξαγωγής των 

τιμολογίων των ασφαλιστικών εταιριών.  

  Με βάση τα συμπεράσματα του Pascal, διαμορφώθηκε το 1693 ο πρώτος πίνακας 

θνησιμότητας από τους Άγγλους αστρονόμους Edmond Halley και James Dotson. 

Αφορμή για την ιδέα τους να καθορίσουν διαφορετικό ασφάλιστρο για κάθε ηλικία ήταν 



10 
 

η άρνηση μιας ασφαλιστικής εταιρία να ασφαλίσει τον Dotson λόγω ηλικίας. 

  Αποτέλεσμα της δουλειάς των τριών προαναφερόμενων ήταν η δημιουργία της 

αναλογιστικής επιστήμης η οποία έχει βαρύνουσα σημασία στις μέρες μας όσον αφορά 

τα θέματα λειτουργίας μιας ασφαλιστικής επιχείρησης. 

 

  Τέλος ας δούμε εν συντομία τα βασικότερα από όσα έχουν συμβεί στην σύγχρονη 

Ελλάδα. Το 1891 λοιπόν η Εθνική Τράπεζα Της Ελλάδος ιδρύει την Εθνική 

Ασφαλιστική η οποία ακόμα και σήμερα θεωρείται κυρίαρχο μέλος της ασφαλιστικής 

αγοράς. Το παράδειγμα αυτό ακολούθησε το 1917 η Ιονική Τράπεζα με την δημιουργία 

της ασφαλιστικής εταιρίας «Γενικαί Ασφάλειαι της Ελλάδος». Τρία χρόνια αργότερα 

ιδρύεται η εταιρία Εθνική Ζωή από την Τράπεζα Εθνικής Οικονομίας και το 1928 οι 

εταιρίες Φοίνιξ και Αστήρ από την Εμπορική Τράπεζα και την Τράπεζα Αθηνών 

αντίστοιχα. Τις παραμονές του Β’ Παγκοσµίου Πόλεµου, υπήρχαν γύρω στις 100 

Ελληνικές ασφαλιστικές εταιρίες. Μετά τον πόλεμο έρχεται με νομοθέτηση η 

παραγραφή των απαιτήσεων στον κλάδο ζωής λόγω προφανώς των ιδιαίτερων συνθηκών 

που επικρατούσαν στην χώρα. Υπήρξε ένα μεγάλο διάστημα όπου δεν υπήρχε μεγάλο 

ενδιαφέρον για τις ασφαλίσεις με χαρακτηριστικό το παρακάτω παράδειγμα: οι τράπεζες 

ζητούσαν ασφάλεια ζωής για την χορήγηση δανείου, οι δανειολήπτες την έκαναν, 

έπαιρναν το δάνειο και άμεσα διέκοπταν. Αξιοσημείωτο ενδιαφέρον παρουσιάζει το 

γεγονός ότι μέσα στο 1957 η ασφαλιστική εταιρία ΦΟΙΝΙΞ έκανε περίπου 5000 

συμβόλαια εκ των οποίων πάνω από 3500 ακυρώθηκαν εντός ενός έτους.  

  Σημαντική επίσης χρονολογία αποτελεί το 1968, έτος ίδρυσης της ΙΝΤΕΡΑΜΕΡΙΚΑΝ 

η οποία είναι από τις πλέον γνωστές εταιρίες και στις μέρες μας. Επιπλέον αξίζει να 

σημειώσουμε ότι το 1993 ενώθηκαν οι δύο προϋπάρχουσες ενώσεις ασφαλιστικών 

εταιριών (ιδιωτικών και τραπεζικών) δημιουργώντας την Ένωση Ελληνικών 

Ασφαλιστικών Εταιριών. Σήμερα η ασφαλιστική αγορά στην Ελλάδα δέχεται τα 

«χτυπήματα» της έντονης οικονομικής κρίσης όμως υπάρχουν πολλές ασφαλιστικές 

εταιρίες Ελληνικές, καθώς και αλλοδαπές οι οποίες λειτουργούν είτε με υποκατάστημα 

είτε με καθεστώς ελεύθερης παροχής υπηρεσιών μέσω της ελευθερίας οικονομικών 

εργασιών της Ε.Ε (καθεστώς Ε.Π.Υ) 
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1.2  Ανάλυση της έννοιας του κινδύνου 
 
1.2.1   Γενικά περί κινδύνου 

 

Η έννοια του κινδύνου είναι διακεκριμένο χαρακτηριστικό της ασφάλισης. Είναι δε το 

τυχαίο συμβάν που ο ερχομός του προκαλεί οικονομική ζημία και απώλειες στον 

ασφαλισμένο. 

  Βασικά χαρακτηριστικά της ασφάλισης είναι: 

- συγκέντρωση κινδύνων 

- πληρωμή τυχαίων συμβάντων 

- μεταφορά κινδύνου 

-αποζημίωση 

  Η συγκέντρωση κινδύνων αποτελεί την καρδιά της ασφάλισης. Πρόκειται για την 

κατανομή των ζημιών που εμφανίζονται σε λίγους ώστε στην πράξη η μέση ζημιά 

αντικαθιστά την πραγματική. Η κοινοπραξία αυτή προϋποθέτει τη συγκέντρωση μεγάλου 

αριθμού ομοιογενών κινδύνων, ώστε να μπορεί να δοθεί καλή πρόβλεψη των 

μελλοντικών ζημιών. Η συγκέντρωση αυτή έχει ως αποτέλεσμα την κατανομή των 

απωλειών σε όλους τους ασφαλισμένους και την πρόβλεψη των ζημιών με την μέγιστη 

δυνατή ακρίβεια. 

  Ασφαλιστικά ο όρος κίνδυνος έχει πολλές έννοιες όπως: 

- Κίνδυνο αποκαλούμε το ίδιο το αντικείμενο της ασφάλισης. 

- Την πιθανή ζημιά 

- Την πραγματική ζημιά σαν γεγονός προς αποζημίωση 

  Υπάρχουν πολλές μορφές κινδύνων και χαρακτηρίζονται ανάλογα με το κριτήριο βάσει 

του οποίου εξετάζονται. Οι ασφαλιστές όμως ασφαλίζουν μόνο καθαρούς κινδύνους. Για 

να είναι ένας κίνδυνος καθαρός πρέπει να πληρούνται οι παρακάτω προϋποθέσεις: 

- να υπάρχει μεγάλος αριθμός ομοιογενών περιπτώσεων 

- η ζημιά να είναι τυχαία και μη σκόπιμη 

- η ζημιά να είναι καθορισμένη και μετρήσιμη 

- η απώλεια να μην είναι καταστροφική 

- το ενδεχόμενο πιθανότητας απώλειας να είναι μετρήσιμο 

- το ασφάλιστρο να είναι εφικτό 
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1.2.2  Διαχείριση κινδύνου 
 

Η διαχείριση κινδύνων μπορεί να ορισθεί ως το σύνολο των αποφάσεων που αφορούν 

την διαχείριση των καθαρών κινδύνων. Ασχολείται με τον συστηματικό εντοπισμό και 

την ανάλυση των κινδύνων στους οποίους εκτίθεται μία επιχείρηση ή ένας οργανισμός 

καθώς και με τον καλύτερο τρόπο αντιμετώπισής τους ώστε να μεγιστοποιηθεί η 

κερδοφορία της εκάστοτε επιχείρησης. Ο υπεύθυνος για τη διαχείριση κινδύνων 

ασχολείται μόνο με τους καθαρούς κινδύνους (αυτούς δηλαδή που έχουν σαν 

αποτέλεσμα ζημία και ποτέ κέρδος) συμπεριλαμβανομένων και των μη ασφαλίσιμων. 

  Η διαχείριση κινδύνων δεν πρέπει να συγχέεται με την ασφάλιση. Είναι ευρύτερη 

έννοια και διαφέρει σε πολλά από την ασφάλιση. Η διαχείριση κινδύνων δίνει 

μεγαλύτερη έμφαση στον εντοπισμό και την ανάλυση των καθαρών κινδύνων. Επιπλέον 

η ασφάλιση είναι μόνο μία από τις μεθόδους αντιμετώπισης των κινδύνων. Η διαχείριση 

κινδύνων ακόμα, επιβάλλει την κατά περιόδους εκτίμηση όλων των τεχνικών 

αντιμετώπισης ζημιών και  όχι μόνο της ασφάλισης. Τέλος η διαχείριση κινδύνων 

απαιτεί την συνεργασία μεγάλου αριθμού ατόμων και τμημάτων της επιχείρησης και οι 

αποφάσεις της έχουν γενικότερη επίδραση στην επιχείρηση. 

  Οι στόχοι τώρα της διαχείρισης κινδύνων διακρίνονται σε στόχους πριν και μετά την 

επέλευση της ζημιάς: 

Α) Στόχοι πριν την ζημιά 

- αποτελεσματική διαχείριση των κινδύνων 

- μείωση επιχειρηματικής αβεβαιότητας 

- αντιμετώπιση εξωτερικών υποχρεώσεων 

Β) Στόχοι μετά την ζημιά 

- επιβίωση της επιχείρησης 

- συνέχιση των εργασιών της 

- διατήρηση του κύκλου εργασιών 

- συνεχιζόμενη ανάπτυξη 

- κοινωνική υπευθυνότητα 
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  Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η διαδικασία διαχείρισης των κινδύνων. Για να 

επιτευχθούν λοιπόν οι παραπάνω στόχοι , ο υπεύθυνος διαχείρισης κινδύνων θα πρέπει: 

- να εντοπίσει τις ενδεχόμενες ζημιές 

- να εκτιμήσει τις ενδεχόμενες απώλειες 

-  να επιλέξει την κατάλληλη τεχνική ή συνδυασμό τεχνικών αντιμετώπισης 

κινδύνων 

- να υλοποιήσει το πρόγραμμα 

  Η πρώτη λειτουργία του υπευθύνου διαχείρισης κινδύνων είναι λοιπόν ο εντοπισμός 

ενδεχόμενων ζημιών που συνήθως αφορούν ζημιές περιουσίας, απώλεια εισοδήματος, 

ζημιές λόγω ευθύνης, θάνατος ή ανικανότητα βασικών στελεχών, εργατικά ατυχήματα ή 

ασθένειες και απώλειες από δόλο. Για τον εντοπισμό των κινδύνων χρησιμοποιούνται 

πολλές πηγές πληροφοριών όπως η επιθεώρηση των εγκαταστάσεων της επιχείρησης, το 

ιστορικό παλαιών ζημιών της επιχείρησης, διαγράμματα για τη ροή εργασίας από όπου 

μπορεί να προκύψουν τα σημεία μεγάλου κινδύνου για την επιχείρηση. 

  Το επόμενο βήμα είναι η εκτίμηση των επιπτώσεων των ενδεχόμενων ζημιών στην 

επιχείρηση που προϋποθέτει εκτίμηση τόσο της συχνότητας επέλευσης των κινδύνων 

όσο και του πιθανού μεγέθους τους.  Απαιτείται εκτίμηση και των δύο μεγεθών για κάθε 

εντοπισμένο πιθανό κίνδυνο και κατάταξή τους κατά βαθμό σπουδαιότητας.  Για 

παράδειγμα, ο κίνδυνος να πτωχεύσει μια εταιρία από μία υπέρογκη δικαστική 

αποζημίωση είναι πιο σημαντικός από μια διαρροή υδάτων που θα επιφέρει πολύ 

μικρότερη ζημιά. Αν και πρέπει να γίνεται πρόβλεψη και των δύο μεγεθών , είναι 

προφανές ότι μεγαλύτερη σημασία έχει η βαρύτητα ενός κινδύνου, καθώς μία και μόνο 

«μεγάλη» ζημιά μπορεί να αποβεί καταστροφική και να πτωχεύσει μία επιχείρηση. Για 

αυτό χρησιμοποιούνται ιδιαίτερα οι δύο παρακάτω έννοιες: 

- μέγιστη δυνατή ζημιά (maximum possible loss) , δηλαδή η χειρότερη ζημιά που 

είναι δυνατόν να συμβεί. 

- μέγιστη πιθανή ζημιά (maximum probable loss), δηλαδή η χειρότερη ζημιά που 

είναι πιθανό να συμβεί. 

  Κατόπιν αυτού του βήματος, έρχεται η επιλογή της κατάλληλης μεθόδου αντιμετώπισης 

κινδύνων μεταξύ της αποφυγής, της κράτησης, της μεταφοράς, των μέτρων ελέγχου και 

της ασφάλισης. 
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Α) Αποφυγή σημαίνει ότι ένας συγκεκριμένος κίνδυνος αποτρέπεται. Για παράδειγμα μία 

επιχείρηση μπορεί να αποφύγει ζημιές από εξωτερική φωτιά κτίζοντας τις εγκαταστάσεις 

της μακριά από δάσος, δέντρα και άλλες κτιριακές εγκαταστάσεις. Το βασικό 

πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι ότι η πιθανότητα ζημιάς μειώνεται σχεδόν στο 

μηδέν αλλά έχει δύο πολύ σημαντικά μειονεκτήματα: 

- δεν είναι εφικτό να αποφευχθούν όλοι οι κίνδυνοι όπως για παράδειγμα ο θάνατος ενός 

σημαντικού στελέχους της επιχείρησης 

- δεν είναι πολλές φορές πρακτικό να αποφευχθεί ένας κίνδυνος καθώς γίνεται 

αντιπαραγωγική η όλη διαδικασία. 

Β) Κράτηση σημαίνει ότι αναλαμβάνει το σύνολο ή μέρος των ζημιών που μπορεί να 

προκύψουν από έναν συγκεκριμένο κίνδυνο. Η συγκεκριμένη μέθοδος χρησιμοποιείται 

όταν δεν υπάρχει άλλη διαθέσιμη μέθοδος ή όταν η χειρότερη δυνατή ζημιά είναι 

προβλέψιμη και «μικρή».  

Γ) Μεταφορά κινδύνων νοείται η οποιαδήποτε διαδικασία πλην της ασφάλισης με την 

οποία ο κίνδυνος μεταφέρεται αλλού. Συνηθισμένες τέτοιες μέθοδοι είναι οι συμφωνίες 

μη ευθύνης. Για παράδειγμα το συμβόλαιο μίας επιχείρησης με μία κατασκευαστική 

εταιρία για το χτίσιμο ενός εργοστασίου μπορεί να προβλέπει ότι η κατασκευαστική 

εταιρία είναι υπεύθυνη για οποιαδήποτε ζημιά κατά την διάρκεια του χτισίματος. Η 

συγκεκριμένη τεχνική έχει ως πλεονεκτήματα ότι μεταφέρονται κίνδυνοι που πιθανώς 

δεν μπορούν να ασφαλισθούν ή στοιχίζει λιγότερο από την ασφάλιση. Όμως έχει δύο 

βασικά μειονεκτήματα. Πρώτον ότι η μεταφορά του κινδύνου μπορεί να αποτύχει καθώς 

η γλώσσα του συμβολαίου – συμφωνίας μεταφοράς ευθύνης ενδέχεται να είναι ασαφής 

και δεύτερον ότι αν η μεταφορά γίνει σε κάποιον που δεν μπορεί να πληρώσει την ζημιά, 

η επιχείρηση παραμένει υπεύθυνη. 

Δ) Μέτρα ελέγχου σημαίνει ότι η επιχείρηση κρατά έναν κίνδυνο αλλά προσπαθεί να του 

αλλάξει τα χαρακτηριστικά ώστε να είναι περισσότερο αποδεκτός. Παράδειγμα μέτρου 

μείωσης της συχνότητας του κινδύνου είναι η αυστηρή εφαρμογή κανόνων ασφαλείας 

ενώ παράδειγμα μέτρου μείωσης της βαρύτητας ενός κινδύνου είναι ο περιορισμός των 

μετρητών που φυλάσσονται στα γραφεία της επιχείρησης. 
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1.3 Ασφάλιση 

 
Τελευταία μέθοδος διαχείρισης κινδύνων είναι η ασφάλιση. Πριν προχωρήσουμε στην 

ανάλυση της έννοιας της ασφάλισης καλό είναι να γίνει διαχωρισμός των εννοιών 

ασφάλεια και ασφάλιση. Έτσι λοιπόν έχουμε ότι ΑΣΦΑΛΕΙΑ είναι η εξασφάλιση που 

παρέχουν τα διάφορα µέτρα αποφυγής του κινδύνου ενώ ΑΣΦΑΛΙΣΗ είναι η κάλυψη 

των οικονοµικών συνεπειών από την επέλευση του κινδύνου. 

Πρόκειται για μια μέθοδο που συνηθίζεται σε ένα πρόγραμμα διαχείρισης κινδύνων με 

μικρή πιθανότητα εμφάνισης αλλά με σοβαρές επιπτώσεις. Αν εν τέλει επιλεγεί η 

ασφάλιση, πέντε είναι τα σημεία που χρήζουν ιδιαίτερης προσοχής: 

- επιλογή των ασφαλιστικών καλύψεων 

- επιλογή του ασφαλιστικού διαμεσολαβητή  

- διαπραγμάτευση όρων ασφάλισης 

- ενημέρωση για ειδικούς όρους και εξαιρέσεις 

- περιοδική αναθεώρηση του ασφαλιστικού προγράμματος 

Η δηµιουργία της ασφάλισης έχει πολλά πλεονεκτήµατα: 

Αποζηµίωση: Το πλεονέκτηµα της ασφάλειας είναι ότι πληρώνει για κάθε απρόσµενη 

απώλεια. Για μια επιχείρηση το όφελος από την αποζημίωση είναι προφανές ενώ και η 

κοινωνία κερδίζει επειδή οι πηγές αντικαθιστούνται άμεσα στην παραγωγή. 

Μείωση της αβεβαιότητας: Η επιχείρηση νιώθει πιο σίγουρη και εύρωστη ακόμα και σε 

περίπτωση επέλευσης ζημιάς κάτι που έχει ως αποτέλεσμα την αύξηση της 

αποδοτικότητας των υπαλλήλων.  

Κεφάλαια για επένδυση: Τα ασφάλιστρα συνήθως πληρώνονται προκαταβολικά των 

ζηµιών και κρατούνται από τους ασφαλιστές µέχρι και τη στιγµή της πληρωµής της 

απαίτησης, κάτι το οποίο επιτρέπει στους ασφαλιστές να επενδύσουν αυτά τα κεφάλαια 

μέχρι την πληρωμή της ζημιάς κάτι που δημιουργεί μια γενικότερη οικονομική ζύμωση 

απαραίτητη για την εύρυθμη λειτουργία της οικονομίας. 

Έλεγχος ζηµιών : Η δηµιουργία ασφάλειας δίνει στην ασφαλιστική βιοµηχανία 

ενδιαφέρον στον έλεγχο των ζηµιών. Για παράδειγµα, ένας ασφαλιστής που ειδικεύεται 
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στην ασφάλιση κατά της κλοπής, µπορεί να παρέχει οικονοµικά κίνητρα για την 

εγκατάσταση αντικλεπτικών µηχανηµάτων µέσα από µειωµένα ασφάλιστρα. 

Βοήθεια σε µικρές επιχειρήσεις : Η ασφάλιση µπορεί να επιτρέψει σε µικρές επιχειρήσεις 

να ασχοληθούν µε δραστηριότητες που απαιτούν πηγές που είναι πέρα από τις 

δυνατότητές τους. Ένας νόµος που απαιτεί από τις επιχειρήσεις να επιδεικνύουν 

οικονοµική ευθύνη για τραυµατισµούς σχετικούς µε την εργασία, είναι ένα παράδειγµα. 

Μια µεγάλη επιχείρηση µπορεί να είναι ικανή να δείξει ότι οι πηγές της είναι επαρκείς 

για να χρηµατοδοτήσουν απαιτήσεις για εργατικά ατυχήµατα χωρίς ασφαλιστική 

εγγύηση. Πρέπει να αναφερθεί ότι η αγορά ασφάλειας παρέχει στις µικρές επιχειρήσεις 

πρόσβαση στη γνώση και στις δεξιότητες στη διαχείριση της έκθεσης σε κίνδυνο, 

επιτρέποντας στον εργοδότη να συγκεντρώσει την προσοχή του στην κύρια γραµµή της 

επιχειρηµατικής δραστηριότητας. 

  Η δημιουργία της ασφάλειας έχει και κάποια μειονεκτήματα: 

Λειτουργικά έξοδα :  Η απόφαση για σύναψη ασφάλισης έχει ως αποτέλεσμα την 

πληρωμή ενός ποσού (ασφαλίστρου) που μειώνει την ρευστότητα της επιχείρησης  

Ηθικός κίνδυνος: Το δεύτερο κόστος της ασφάλισης είναι ο ηθικός κίνδυνος. Η κάλυψη 

της ασφάλειας μειώνει τα κίνητρα των ασφαλισμένων να αποτρέψουν κάποια ζημιά ή να 

διατηρήσει το μέγεθος της ζημιάς όταν αυτή συμβαίνει. Σε ακραίες περιπτώσεις, οι 

ζημιές μπορεί να είναι σκόπιμες, όπως κάποια αυτοκινητιστικά ατυχήματα.  

   

  Αξίζει τέλος να σημειωθεί ότι τα δύο κυρίαρχα στοιχεία της ασφάλισης είναι ο 

υπολογισμός των ασφαλίστρων και ο διακανονισμός των ζημιών. 

 

1.3.1   Τιμολόγηση 

 

  O ασφαλισμένος όταν υπογράφει μια ασφαλιστική  σύμβαση είναι υποχρεωμένος να 

καταβάλει ποσό που αντιστοιχεί στον κίνδυνο που αναλαμβάνει η ασφαλιστική εταιρία. 

Το ποσό αυτό ονομάζεται ασφάλιστρο. H τιμολόγηση ενός κινδύνου προκύπτει από την 

κατανομή του κόστους στους διάφορους ομοειδείς κινδύνους. Στόχος κάθε ασφαλιστή 

είναι ο δικαιότερος υπολογισμός του ασφαλίστρου με σκοπό την ευνοϊκότερη  δυνατή 
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μεταχείριση του ασφαλιζομένου και η επιτυχία της επιχείρησης με το επιθυμητό 

περιθώριο κέρδους. 

  Oι βασικότεροι στόχοι της τιμολόγησης λοιπόν είναι ότι τα ασφάλιστρα πρέπει να είναι: 

1) Eπαρκή: Αυτό σημαίνει ότι τα ασφάλιστρα που συγκεντρώνονται σε βάθος χρόνου 

για συγκεκριμένο σύνολο συμβολαίων (συνήθως ο διαχωρισμός γίνεται ανά ασφαλιστικό 

πρόγραμμα που παρέχει η εταιρία) σε συνδυασμό με τις επενδύσεις της εταιρίας να 

φτάνουν σε τέτοιο ύψος ώστε να καλύπτουν τις υποχρεώσεις του Ασφαλιστή.  

2) Δίκαια:  Πρέπει να αποφεύγονται οι διακρίσεις ασφαλίστρων για πανομοιότυπες 

μορφές ασφαλίσεων. Προφανώς ο όρος έχει νόημα μόνο προσεγγιστικά. 

3) Όχι υπερβολικά: Αυτό έχει διττή σημασία. Από την μία δεν βάζει σε κίνδυνο την 

εταιρία με την πιθανότητα μεγάλης μείωσης των πωλήσεων ενώ από την άλλη βοηθά τον 

ασφαλισμένο στην διατήρηση του προγράμματος.  

4) Aπλά: αυτό εξυπηρετεί ιδιαίτερα τον πωλητή. Η κατανόηση του τρόπου υπολογισμού 

του ασφαλίστρου κάνει τον πωλητή πιο αποδοτικό για την εταιρία με αύξηση των 

πωλήσεων. 

5) Σχετικά σταθερά: για ορισμένα χρονικά διαστήματα ώστε να μην δυσαρεστείται ο 

καταναλωτής και να μην θίγεται ο ασφαλιστικός θεσμός. Δεν είναι λίγα τα παραδείγματα 

στην ελληνική ασφαλιστική αγορά όπου εταιρίες αποφασίζουν αύξηση ασφαλίστρων σε 

κάποια προϊόντα τους και αυτό επιφέρει άμεση αύξηση της ακυρωσιμότητας τους. 

6) Προσαρμόσιμα στις διαχρονικές μεταβολές των κινδύνων και στις μεταβαλλόμενες 

οικονομικές συνθήκες. 

7) Aνταποδοτικά: Nα ενθαρρύνουν την πρόληψη ώστε να μειώνεται η συχνότητα και η 

σοβαρότητα των κινδύνων. 

 

1.3.2   Διακανονισμός Ζημιών (Claim-Settlement) 

 

  Κάθε ασφαλιστική επιχείρηση έχει τμήμα διακανονισμού ζημιών που ως βασικούς 

στόχους έχει: 

- την επιβεβαίωση ότι η ζημιά καλύπτεται 

- την δίκαιη και γρήγορη αποζημίωση του παθόντος 

- την προσωπική βοήθεια στον ασφαλισμένο. 
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  Η διαδικασία της αποζημίωσης εξάλλου έχει τα εξής βήματα: 

     -      γνωστοποίηση της ζημιάς στην εταιρία  

     -      διερεύνηση της ζημιάς από την εταιρία 

     -     υποβολή δικαιολογητικών για την ζημιά 

     -     απόφαση εταιρίας και άμεση καταβολή αποζημίωσης. 

 

1.4     H ασφαλιστική βιομηχανία (γενικά) 
 

  

  

  

ΘΕΣΗ 

  

  

  

ΧΩΡΑ 

ΑΣΦΑΛΙΣΡ

Α  ΓΙΑ 

ΑΣΦΑΛΕΙΕ

Σ ΖΩΗΣ (ΣΕ 

$) 

  

ΛΟΙΠΑ 

ΑΣΦΑΛΙΣΤ

ΡΑ (ΣΕ $) 

  

ΣΥΝΟΛΙΚΑ 

ΑΣΦΑΛΙΣΤ

ΡΑ (ΣΕ $) 

ΠΟΣΟΣΤΑ 

ΤΩΝ 

ΣΥΝΟΛΙΚ

ΩΝ 

ΑΣΦΑΛΙΣΤ

Ρ ΩΝ 

1 Αµερική 305,955 216,513 522,468 35,64% 

2 Ιαπωνία 83,701 236,442 320,143 21,84% 

3 Γερµανία 65,105 42,298 107,403 7,33% 

4 Μεγάλη 

Βρετανία 

36,270 66,090 102,360 6,98% 

5 Γαλλία 36,622 47,681 84,303 5,75% 

6 Βόρεια 

Κορέα 

7,332 28,718 36,050 2,46% 

7 Καναδάς 18,267 16,157 34,424 2,35% 

8 Ιταλία 22,330 8,504 30,834 2,10% 

9 Ολλανδία 12,178 13,865 26,043 1,78% 

10 Ισπανία 13,735 7,065 20,800 1,42% 

The world’s leading insurance countries in 1992 (Swiss Reinsurance Company, “Sigma” 
, March 1994 
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  Η βασικότερη διάκριση των ασφαλιστών είναι σε ασφαλιστές ζωής και στους μη 

ασφαλιστές ζωής. Η πρώτη κατηγορία μπορεί να παρέχει κάλυψη προγραμμάτων ζωής 

ενώ η δεύτερη μόνο ασφαλίσεις λοιπών κλάδων. Ο παραπάνω πίνακας μας δείχνει τα 

συνολικά έσοδα από ασφάλιστρα ζωής και λοιπών κλάδων στις δέκα ισχυρότερες χώρες 

του τομέα των ασφαλίσεων. Εντύπωση πιθανώς να προκαλέσει το γεγονός ότι ΗΠΑ και 

ΙΑΠΩΝΙΑ κατέχουν τις δύο πρώτες θέσεις με ποσοστό άνω του 50% (57,48% για την 

ακρίβεια) των συνολικών ασφαλίστρων παγκοσμίως. 

  Είναι επίσης ενδιαφέρον ότι στην Αµερική υπάρχουν πάνω από 5.000 ιδιωτικοί 

Ασφαλιστές, οι οποίοι µπορούν να χωριστούν µε διάφορους τρόπους όπως ανάλογα µε 

τον τύπο της ασφάλισης, ανάλογα µε τη νοµική µορφή των επιχειρήσεων, ανάλογα µε 

την τιµολογιακή πολιτική και ανάλογα µε τη µέθοδο µάρκετινγκ.  

  Ο παρακάτω πίνακας παρέχει ένα σύνολο των  πληρωµών που έγιναν κατά το 1992 

στην Αµερική ανάλογα µε την κατηγορία της ασφάλισης. Παρατηρούµε ότι τα 

µεγαλύτερα ποσά δαπανήθηκαν για ασφάλειες υγείας ενώ τα ποσά που δαπανήθηκαν για 

ασφάλειες ζωής είναι τα µικρότερα. 

 

Κατηγορία ασφαλιστή Εκατοµµύρια δολάρια 

Περιουσιακή-υποχρεωτική ασφάλεια 227,500 

Ασφάλεια ζωής 81,786 

Ασφάλεια υγείας 606,800 

Ασφάλεια συνταξιοδότησης 438,452 

 

1992 U.S. Premium volume of funding allocation by category of insurer 

(Life Insurance Fact Book “ Best’s Aggregates and Averages and Source Book of Health 

Insurance Data” ,1999) 

 

 

1.5     Συμπεράσματα 

 
  Είναι σαφές ότι ο θεσμός της ασφάλισης έχει πάρα πολλά πλεονεκτήματα αλλά και 

κάποια τρωτά σημεία. Στο σύνολό του όμως μπορούμε με ασφάλεια να πούμε ότι τα 
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πλεονεκτήματα υπερτερούν των μειονεκτημάτων. Υπάρχουν σίγουρα περιθώρια 

βελτίωσης και είναι πρόδηλο ότι οι Ασφαλιστές κάνουν διαρκείς προσπάθειες μείωσης 

των διαχειριστικών εξόδων και του ηθικού κινδύνου ιδιαίτερα μέσα από διαχειριστικές 

διαδικασίες και µεθόδους µάρκετινγκ. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η πώληση 

ασφαλειών σε οµάδες ατόµων και όχι ξεχωριστά. 

  Για να συμβούν όλα αυτά όμως πρέπει να δουλέψουν ιδιαίτερα προσεκτικά οι 

αναλογιστές μιας εταιρίας με στόχο την ορθή προσέγγιση των προβλημάτων που 

αφορούν τις ασφαλίσεις Ζωής και λοιπών κλάδων βάσει μαθηματικών μοντέλων και 

αναλύσεων μέρος των οποίων θα παρουσιαστούν στα επόμενα κεφάλαια. 

 

 

Πηγές : 

 

http://asfalistis.tripod.com/istoria.htm 

http://www.sigmaib.gr/el/article_groups/2/articles/7 

http://underwriter.gr//η-ιστορία-των-ασφαλίσεων-στην-ελλάδα-α/ 

http://insurance2day.gr/attachments/article/63 

http://www.progressiveic.com/easyconsole.cfm/id/196 

www.samos.aegean.gr/actuar/aandrits/default.files/ΙΣΤΟΡΙΑ%2020αι.pps 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://asfalistis.tripod.com/istoria.htm
http://www.sigmaib.gr/el/article_groups/2/articles/7
http://underwriter.gr//�-�������-���-����������-����-������-�/
http://insurance2day.gr/attachments/article/63
http://www.progressiveic.com/easyconsole.cfm/id/196
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Κεφάλαιο 2 
 
Εισαγωγικές έννοιες χρηματοοικονομικών μαθηματικών 
 
2.1  Εισαγωγή 
 
Στο παρόν κεφάλαιο θα γίνει μια συνοπτική παρουσίαση χρήσιμων εννοιών από τα 
χρηματοοικονομικά μαθηματικά που χρησιμοποιούνται στην περαιτέρω ανάλυση των 
μαθηματικών που χρειάζονται στις ασφαλίσεις. Αρχικά παρατίθενται δύο βασικοί 
ορισμοί. 
 
Κεφάλαιο ονομάζεται ένα αρχικό χρηματικό ποσό που δεσμεύεται σε κάποια παραγωγική 
δραστηριότητα για κάποια χρονική περίοδο. 
 
Τόκος είναι το αντάλλαγμα που δίνει κάποιος (ο δανειζόμενος) προς κάποιο άλλο 
πρόσωπο (τον δανειστή) ούτως ώστε ο πρώτος να χρησιμοποιήσει για δικό του όφελος 
για κάποιο χρονικό διάστημα, ένα κεφάλαιο που ανήκει στον δεύτερο. 
 
Για την μελέτη και διερεύνυση της αξίας του χρήματος σε σχέση με τον χρόνο υπάρχουν 
δύο βασικά πρότυπα 
 

α) Το πρότυπο του απλού τόκου 
β) Το πρότυπο του σύνθετου τόκου 

 
 
2.2  Πρότυπα τόκου 
 
2.2.1  Μαθηματικό πρότυπο απλού τόκου 
 
Έστω ότι διαθέτουμε ένα αρχικό κεφάλαιο 0K  και υπάρχει τράπεζα που δέχεται το ποσό 
ως κατάθεση, δίνοντας μας κάποιο αντάλλαγμα, δηλαδή τόκο. Χρησιμοποιείται ετήσιο 
επιτόκιο i . 
 
Στο πρότυπο του «απλού τόκου» λοιπόν, η τράπεζα αποδίδει τόκο σε ετήσια βάση 
έχοντας υπ΄όψιν της την αρχική κατάθεση 0K  και το επιτόκιο i . Έτσι λοιπόν 
συμβολίζουμε με nK  το συσσωρευμένο κεφάλαιο τη χρονική στιγμή n  και έχουμε 
επαγωγικά 
 

1 0 0

2 0 0 0 0 0

0

2

(1 )n

K K i K
K K i K i K K i K

K K i n

 

    

 

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Το μοντέλο αυτό ενδείκνυται για διάρκειες κάτω του έτους. 
 
2.2.2  Μαθηματικό πρότυπο σύνθετου τόκου 
 
Η βασική διαφορά αυτού του προτύπου σε σχέση με το πρότυπο «απλού τόκου», καθώς 
οι βασικές υποθέσεις είναι ίδιες, είναι ότι στο πρότυπο «σύνθετου τόκου» η τράπεζα μας 
αποδίδει τόκο σε ετήσια βάση λαμβάνοντας υπ’όψιν το συσσωρευμένο κεφάλαιο στην 
αρχή κάθε έτους και φυσικά και το επιτόκιο i . Έχουμε δηλαδή 
 

 
1 0 0

2
2 0 0 0 0 0

0

(1 )

(1 )n
n

K K i K

K K i K i K i K K i

K K i

 

     

 


 

 
Εύκολα  προκύπτει ότι: 
 
 ( σύνθετος τόκος ) ( απλός τόκος ), για 1n nK K n  , 

( σύνθετος τόκος ) (απλός τόκος ), για 1n nK K n  , 
( σύνθετος τόκος ) ( απλός τόκος ), για 1n nK K n  . 

 
 
2.3  Συνάρτηση Συσσώρευσης 
 
Αν γενικεύσουμε τα δύο πρότυπα που αναφέρθηκαν παραπάνω, μπορούμε να 
θεωρήσουμε συνάρτηση που να απεικονίζει την εξέλιξη ενός κεφαλαίου σε συνεχή 
χρόνο t . Δηλαδή, η ( )A t  αντιπροσωπεύει την αξία των χρημάτων τη στιγμή t  ενός 
αρχικού κεφαλαίου έστω ( 0)A και καλείται κεφαλαιακή συνάρτηση (amount function). 
Ορίζεται επιπλέον η συνάρτηση συσσώρευσης (accumulation function) τη χρονική 
στιγμή t , συμβολίζεται ως ( )a t  και δίνεται από τον τύπο   
 

( )( )
( 0)

A ta t
A

  

 
Η συνάρτηση συσσώρευσης μπορεί βάσει των παραπάνω να έχει οποιαδήποτε μορφή με 
μοναδικό περιορισμό ( 0) 1a  . Αυτό είναι προφανές από τον ορισμό της, καθώς 

( 0)( 0) 1
( 0)

Aa
A

  . Πρακτικά όμως η συνάρτηση ( )a t  είναι αύξουσα , συνεχής ή και 

όχι.  
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Ενδεικτικά παραδείγματα γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων συσσώρευσης:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ο τόκος εντός της περιόδου ( , )t t n  συμβολίζεται ως ,t nI  και ισούται με  
 

, ( ) ( )t nI A t n A t   . 
 
Προφανώς ισχύει και ο τύπος που δίνεται παρακάτω: 
 

 , ( 0) ( ) ( )t nI A a t n a t    
 
και  
 

0 1 2( ) ... , 1, 2,3,...nA n A I I I n       
 
 
2.4  Επιτόκιο 
 
Με την έως τώρα ανάλυση, μπορεί να οριστεί η έννοια του επιτοκίου. Επιτόκιο λοιπόν 
είναι ο τόκος που αφορά μια χρονική περίοδο (συνήθως ένα ημερολογιακό έτος) 
 
2.4.1  Αποτελεσματικό i  και Προεξοφλητικό d  επιτόκιο 
 
Αποτελεσματικό επιτόκιο ni  (effective rate of interest) για την χρονική περίοδο 
( 1, )n n  ορίζεται το πηλίκο του τόκου της περιόδου ως προς το αρχικό κεφάλαιο της 
περιόδου. Αυτό φαίνεται από τον παρακάτω τύπο 
 

( 1)
n

n
Ii

A n



. 

 
Προεξοφλητικό επιτόκιο nd  (discount rate of interest) για τη χρονική περίοδο ( 1, )n n  
ορίζεται το πηλίκο του τόκου της περιόδου ως προς το τελικό κεφάλαιο της περιόδου.  
Δηλαδή στην προκειμένη περίπτωση ισχύει: 
 

( )a t  

1 

t  t  

( )a t  

1 
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( )

n
n

Id
A n

 . 

 
Αξίζει να σημειωθεί ότι στο πρότυπο του σύνθετου τόκου, το αποτελεσματικό αλλά και 
το προεξοφλητικό επιτόκιο είναι σταθερό για κάθε n . Αυτό προκύπτει άμεσα καθώς 
είναι: 
 

1

1
( ) ( 1) (1 ) (1 )

( 1) ( 1) (1 )

n n
n

n n
I A n A n i ii i

A n A n i





    
   

  
 

 
και  
 

1( ) ( 1) (1 ) (1 )
( ) ( ) 1(1 )

n n
n

n n
I A n A n i i id d

A n A n ii

    
    


. 

 
2.4.2  Προεξοφλητικοί και συσσωρευτικοί παράγοντες 
 
Η πραγματική αξία του χρήματος δεν παραμένει σταθερή εντός μιας χρονικής περιόδου 
ενώ η ονομαστική αξία παραμένει σταθερή. Αυτό το γεγονός μπορεί να εκφραστεί ως 
ακολούθως: 

 Η μετακίνηση ενός ποσού <<δεξιά στο μέλλον>> κατά n έτη αυξάνει την αξία 
του. Η προς τα δεξιά μετακίνηση δηλαδή, αντιστοιχεί σε συσσώρευση. 

 Η μετακίνηση ενός ποσού <<αριστερά στο παρελθόν>> κατά n έτη μειώνει την 
αξία του. Η προς τα αριστερά μετακίνηση δηλαδή, αντιστοιχεί σε προεξόφληση. 

 
Οι μετακινήσεις αυτές γίνονται πολλαπλασιάζοντας το χρηματικό ποσό με τους 
λεγόμενους συσσωρευτικούς ή προεξοφλητικούς παράγοντες.  
 
Συσσωρευτικοί παράγοντες 
(α) (1 )i συσσωρεύει μια χρηματική μονάδα κατά ένα έτος. 
(β) (1 )ni  συσσωρεύει μια χρηματική μονάδα κατά n έτη. 
 
Προεξοφλητικοί παράγοντες 

(α) 1
1

u
i




 προεξοφλεί μια χρηματική μονάδα κατά ένα έτος. 

(β) 1
1

n
nu

i
    

 προεξοφλεί μια χρηματική μονάδα κατά n έτη. 
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2.4.3  Ονομαστικά επιτόκια ( )mi  και ( )md  
 

Πολλές φορές παρουσιάζεται η ανάγκη ο τόκος να πληρωθεί περισσότερες από 
μια φορές, εντός μιας χρονικής μονάδας (συνήθως ημερολογιακό έτος). Έτσι προέκυψε η 
ανάγκη ορισμού της έννοιας του ονομαστικού επιτοκίου. 
 Το ονομαστικό επιτόκιο μετατρέψιμο ( )m  φορές ετησίως συμβολίζεται με ( )mi  
και αντικατοπτρίζει πληρωμές τόκου ( )m  φορές ετησίως, στο τέλος κάθε υποπεριόδου, 

ύψους 
( )mi
m

 και για αρχικό κεφάλαιο μιας μονάδας. 

 Συνεπώς για το αντίστοιχο αποτελεσματικό επιτόκιο i , 
 ισχύει: 

  
( )

1 (1 )
m

mii
m

   . 

 
 Κατ’ αναλογία ορίζεται και το ονομαστικό προεξοφλητικό επιτόκιο μετατρέψιμο 
( )m  φορές ετησίως, συμβολίζεται ως ( )md  και αντικατοπτρίζει πληρωμές τόκου ( )m  

φορές ετησίως στην αρχή κάθε υποπεριόδου, ύψους 
( )md
m

 και για αρχικό κεφάλαιο μιας 

μονάδας. Συνεπώς κατ’ αντιστοιχία προκύπτει η σχέση: 
 

( )

1 (1 )
m

mdd
m

   . 

 
 
2.5  Ράντες ζωής 
 
Ράντα Ζωής (life annuity): Είναι μία σειρά ομοιόμορφων πληρωμών που γίνονται σε 
ίσα (συνήθως ετησίως) τακτά χρονικά διαστήματα κατά τη διάρκεια ζωής ενός ατόμου. 
Πρακτικά οι ράντες ζωής μπορούν να πληρώνονται πιο συχνά (π.χ κάθε μήνα) και οι 
καταβολές να διαφέρουν μεταξύ τους σε μέγεθος. Υπάρχουν τρεις βασικές διακρίσεις 
στις ράντες ζωής: 
 
(i) 

(α)  Πρόσκαιρη: Όταν οι πληρωμές γίνονται για καθορισμένο αριθμό χρονικών 
περιόδων 
(β)   Ισόβια:  Όταν οι πληρωμές γίνονται για όλη τη διάρκεια ζωής ενός ατόμου 

 
(ii)  

(α)  Μέλλουσα: Όταν η πρώτη πληρωμή γίνει στο μέλλον 
(β)  Άμεση:  Όταν η πρώτη πληρωμή γίνει στην πρώτη χρονική περίοδο 

 
(iii)   

(α) Ληξιπρόθεσμη:  Όταν η πληρωμή γίνεται στο τέλος κάθε χρονικής περιόδου 



26 
 

(β) Προκαταβλητέα:  Όταν η πληρωμή γίνεται στην αρχή κάθε χρονικής περιόδου  

 
Οι πιο συνηθισμένες ράντες, είναι τα συνταξιοδοτικά προγράμματα όπου η ασφαλιστική 
εταιρία πληρώνει τον ασφαλισμένο από συγκεκριμένη ηλικία και μετά με διάφορους 
τρόπους (συνήθως με συνδυασμό εφ’άπαξ ποσού και μηνιαίας «σύνταξης») 
 
2.5.1  Ράντες σταθερού ύψους-Προεξόφληση και Συσσώρευση 
 
(i)  Προεξοφλητικοί παράγοντες για ράντες 
 
Για μια ληξιπρόθεσμη ράντα η ποσότητα na  συμβολίζει την προεξοφλημένη αξία μιας 
σειράς ποσών ίδιου ύψους στην αρχή (n) ετών όπου τα ποσά είναι καταβλητέα στο τέλος 
του κάθε έτους. Ισχύει ότι 
 

2 1...
n

n
n

ua u u u
i


     . 

 
Για μια προκαταβλητέα ράντα, η ποσότητα na  συμβολίζει την προεξοφλημένη αξία μιας 
σειράς ποσών ίδιου ύψους στην αρχή των (n) ετών όπου τα ποσά είναι καταβλητέα στην 
αρχή του κάθε έτους. Ισχύει ότι 
 

2 1 1...
n

n
n

ua u u u
d

  
     , 

 
όπου 1d u  , το ισοδύναμο προεξοφλητικό επιτόκιο. 
 
(ii)  Συσσωρευτικοί παράγοντες για ράντες 
 
Για μια ληξιπρόθεσμη ράντα η ποσότητα ns  συμβολίζει την συσσωρευμένη αξία μιας 
σειράς ποσών ίδιου ύψους στο τέλος των (n) ετών όπου τα ποσά είναι καταβλητέα στο 
τέλος του κάθε έτους. Ισχύει ότι 
 

1 (1 ) 11 (1 ) ... (1 )
n

n
n

is i i
i

  
       . 

 
Για μια προκαταβλητέα ράντα, η ποσότητα ns  συμβολίζει την συσσωρευμένη αξία μιας 
σειράς ποσών ίδιου ύψους στο τέλος των (n) ετών όπου τα ποσά είναι καταβλητέα στην 
αρχή του κάθε έτους. Ισχύει ότι 
 

2 (1 ) 1(1 ) (1 ) ... (1 )
n

n
n

is i i i
d

 
       . 
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2.5.2  Ράντες Σταθερού Ύψους με ( )m  πληρωμές κάθε έτος 
 
Αντίστοιχα παρουσιάζονται παρακάτω προεξοφλητικοί και συσσωρευτικοί παράγοντες 
για ράντες όπου πραγματοποιούνται περισσότερες από μία πληρωμή κατ’ έτος. 
 

(i) Προεξοφλητικοί παράγοντες 
 

1 2
( )

( )
1...

nm n
m m m m

mn
ua u u u

i


       

 
αντιπροσωπεύει την προεξοφλημένη αξία μιας σειράς ποσών ίδιου ύψους (1/ )m  στην 
αρχή των ( )n  ετών, όταν τα ποσά  είναι καταβλητέα στο τέλος κάθε περιόδου, ( )m  
φορές ετησίως. 
 

1 2
( )

( )
1...

nm n
m m m m

mn

ua u u u
i

 
      

 
παρουσιάζει την προεξοφλημένη αξία μιας σειράς ποσών ίδιου ύψους (1/ )m  στην αρχή 
των ( )n  ετών, όταν τα ποσά καταβάλλονται στην αρχή κάθε περιόδου, ( )m  φορές 
ετησίως. 
 

(ii) Συσσωρευτικοί παράγοντες 

( )
( )

(1 ) 1n
m

mn
is

i
 

  

 
αντικατοπτρίζει τη συσσωρευμένη αξία μιας σειράς ποσών ίδιου ύψους (1/ )m  στο 
τέλος των ( )n  ετών, όταν τα ποσά είναι καταβλητέα στο τέλος κάθε περιόδου, ( )m  
φορές ετησίως. 
 

( )
( )

(1 ) 1n
m

mn
is

d
 

  

 
συμβολίζει τη συσσωρευμένη αξία μιας σειράς ποσών ίδιου ύψους (1/ )m  στην αρχή 
των ( )n  ετών, όταν τα ποσά είναι καταβλητέα στην αρχή κάθε περιόδου, ( )m  φορές 
ετησίως. 
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Κεφάλαιο 3 
 
Γενική μαθηματική προσέγγιση τιμολόγησης 
 
3.1  Εισαγωγή 
 
Σχεδόν κάθε ανθρώπινη δραστηριότητα εμπεριέχει κάποια μορφή ή μορφές κινδύνου. 
Γενικά μπορούμε να συνδέσουμε τον κίνδυνο με κάθε μεταβολή (αρνητική ή θετική) της 
οικονομικής κατάστασης ενός ατόμου. Όταν αναφερόμαστε σε κίνδυνο που συνεπάγεται 
οικονομική απώλεια, τότε μιλάμε για γνήσιους κινδύνους (pure risks). Οι κίνδυνοι αυτοί 
αντιμετωπίζονται με την κατοχή πολλών μονάδων κινδύνου σε ένα ενιαίο σύστημα 
(pool). Η διασπορά του ενιαίου συστήματος μπορεί να τείνει στο 0 για πολύ μεγάλο 
αριθμό κινδύνων βάσει του Νόμου των Μεγάλων Αριθμών. Ισχύει δηλαδή: 
 

2

0
NN


 

 , 

όπου 2  η διασπορά της μιας μονάδας κινδύνου και N  το πλήθος των μονάδων 
κινδύνου. 
 
 
3.2  Τιμολόγηση 
 
Έστω X  το σύνολο των τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν κάποιον κίνδυνο. Τότε 
ορίζεται ως συνάρτηση τιμολόγησης η   ως εξής: : X   , , ( ) :x X p   . Ο 
αριθμός P  ονομάζεται καθαρό ασφάλιστρο. Η   προφανώς λαμβάνει υπ’οψιν της, την 
κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X . 
 
3.2.1  Βασικές αρχές τιμολόγησης 
 
Υπάρχουν αρκετές αρχές υπολογισμού ασφαλίστρων αλλά θα επικεντρωθούμε στις πιο 
διαδεμένες εξ’αυτών: 

(i) την αρχή της μαθηματικής ελπίδας 
(ii) την αρχή της διασποράς 
(iii)την αρχή της υποκειμενικής χρησιμότητας του χρήματος 

 
(i) Αρχή της μαθηματικής ελπίδας 
 
 Άν και υφίσταται σοβαρές κριτικές από σύγχρονους επιστήμονες, η παραπάνω αρχή 
συνεχίζει να είναι ιδιαίτερα διαδεδομένη καθώς παρουσιάζει μεγάλη ευκολία στην 
εφαρμογή της. Βασίζεται στον νόμο των μεγάλων αριθμών και δίνει αρκετά 
ικανοποιητικά αποτελέσματα όταν υπάρχει μεγάλος αριθμός κινδύνων. Σε κάθε κίνδυνο 
X  λοιπόν, αντιστοιχίζεται η μαθηματική του ελπίδα, δηλαδή : X   , 
( ) : ( )X E X   . Είναι σαφές πως η συγκεκριμένη αρχή δεν μπορεί να εφαρμοστεί 
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για τυχαίες μεταβλητές των οποίων η μέση τιμή δεν είναι πεπερασμένη (π.χ κατανομή 
Cauchy). 
 Έστω λοιπόν τώρα κίνδυνοι X και Y , όπου (0,10)X U  και exp(0, 2)Y  . 
Σύμφωνα με την θεωρία της μαθηματικής ελπίδας έχουμε 
 

0 10( ) 5
2

X E X 
   , 

και 
1( ) 5

0.2
Y E Y   . 

 
Δηλαδή οι δύο κίνδυνοι έχουν το ίδιο ασφάλιστρο. Υπολογίζοντας όμως την διασπορά 
για κάθε τυχαία μεταβλητή προκύπτει 
 

2(10 0)Var( ) 8.33
12

X 
  , 

 
και 
 

2
1Var( ) 25

0.2
Y   . 

 
Αυτό σύμφωνα με την διαίσθηση μας σημαίνει ότι ο κίνδυνος Y  με την μεγαλύτερη 
διασπορά είναι πιο «σοβαρός» και θα έπρεπε να έχει μεγαλύτερο ασφάλιστρο. Τέτοιου 
είδους παρατηρήσεις οδήγησαν σε μια διαφορετική προσέγγιση ως προς τον τρόπο 
υπολογισμού του ασφαλίστρου 
 
(ii)  Αρχή της Διασποράς 
 
Σύμφωνα με την αρχή αυτή, σε κάθε κίνδυνο X , αντιστοιχίζουμε τη μαθηματική ελπίδα 
όπως πριν με την προσθήκη όμως ενός όρου που εξαρτάται από την διασπορά της 
τυχαίας μεταβλητής X . Αυτό εκφράζεται ως εξής : : X   , 

( ) : ( ) Var( )X X E X a X   , 0a , ή ισοδύναμα : X   , 
 ( ) : 1 Var( ) / ( )X X a X E X   , όπου ο όρος Var( ) / ( )a X E X  ονομάζεται 

περιθώριο ασφαλείας και υποδηλώνει το ποσοστό κατα το οποίο το καθαρό ασφάλιστρο 
ξεπερνά την τιμή της ( )E X . 
 
Βάσει της παραπάνω θεωρίας, οι τυχαίες μεταβλητές με χαμηλότερς διασπορές έχουν 
χαμηλότερο ασφάλιστρο και συνεπώς αντιπροσωπεύουν πιο επιθυμητούς κινδύνους από 
τον Ασφαλιστή. Αυτό θα γίνει πιο σαφές με το παρακάτω παράδειγμα. 
 
Έστω λοιπόν ( 2, 5)X N , exp(0, 5)Y   και Bin(8, 0.25)Z  , και ότι η τιμολόγηση 
γίνεται με το 40% της διασποράς τους. Τότε έχουμε 
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( ) ( ) 0.4Var( ) 2 0.4 5 4X E X X       , 
( ) ( ) 0.4 Var( ) 2 0.4 4 3.6Y E Y XY       , 
( ) ( ) 0.4Var( ) 2 0.4 1.5 2.6Z E Z Z       . 

 
Γίνεται σαφές λοιπόν ότι σύμφωνα με την αρχή της διασποράς, ευνοϊκότερη τιμολόγηση 
έχουν οι τυχαίες μεταβλητές με χαμηλότερη διασπορά. 
 
(iii)  Αρχή της υποκειμενικής χρησιμότητας του χρήματος 
 
Η παραπάνω αρχή έχει τις ρίζες της στο γεγονός ότι η αξιολόγηση των χρημάτων απο 
κάθε άτομο γίνεται με τελείως διαφορετικό-υποκειμενικό τρόπο. Θα μπορούσαμε να 
πούμε ότι κάθε άτομο έχει δική του συνάρτηση χρησιμότητας, δηλαδή τον δικό του 
τρόπο να αξιολογεί τα χρηματικά ποσά. Έστω λοιπόν u η συνάρτηση χρησιμότητας του 
χρήματος. Τότε : , ( ) : αξία χρηματικού ποσούu X u X X     . Η συνάρτηση 
u  ικανοποιεί τις τρεις παρακάτω σχέσεις 
 

( ) 0u X  , η αξία κάθε χρηματικού ποσού ειναι θετική 
( ) 0u X  , η χρησιμότητα του χρήματος αυξάνεται με την ονομαστική τους αξία 
( ) 0u X  , η u  είναι γνησίως αύξουσα αλλά με επιβραδυνόμενο ρυθμό 

 
Έτσι λοιπόν εάν υποθέσουμε άτομο με συνολική περιουσία W  που αντιμετωπίζει έναν 
κίνδυνο που περιγράφεται από την τυχαία μεταβλητη X  και u  είναι η δική του 
συνάρτηση χρησιμότητος, τότε το μέγιστο ασφάλιστρο που διατίθεται να πληρώσει 
προκύπτει από την εξίσωση ( ) [ ( )]u W G E u W X   . Αποδεικνύεται ότι το 
ασφάλιστρο είναι μεγαλύτερο ή ίσο της μαθηματικής ελπίδας. 
 
Θεώρημα: Έστω άτομο με περιουσία W  που αντιμετωπίζει κίνδυνο X  με συνάρτηση 
χρησιμότητας u  με 0u  και 0u  . Τότε  G E X . 
 
Απόδειξη:Για την απόδειξη χρειάζεται το παρακάτω λήμμα 
 
Λήμμα [Ανισότητα Jensen] : Έστω X  τυχαία μεταβλητή και   πραγματική συνάρτηση. 
Τότε ισχύουν τα εξής: 
 

(i) Άν 0    τότε    ( ) ( )X X   , 
 

(ii) Άν 0    τότε    ( ) ( )X X   . 
 
Παρατήρηση: Η ισότητα ισχύει αν η   είναι γραμμική, οπότε 0   , ή αν η X  είναι 
τετριμένη τυχαία μεταβλητή. 
Έχουμε τώρα λοιπόν από την  ( ) ( )u W G E u W X    και την aνισότητα Jensen (ii), 
ότι  
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   W G W E X G E X     .           

■ 
 
Παράδειγμα 1: Έστω άτομο με περιουσία W  που αντιμετωπίζει κίνδυνο X  ομοιόμορφα 
κατανεμημένο στο (0, )W  και έχει συνάρτηση χρησιμότητας 1/2( )u X X . Ποιο είναι 
το μέγιστο ασφάλιστρο το οποίο είναι διατεθειμένο να πληρώσει το άτομο ώστε να 
απαλλαγεί από τον κίνδυνο; 
 
Έχουμε λοιπόν ( 0, )X U W  που σημαίνει ότι ( ) 1/f x W  με 0 x w  . Προκύπτει 
λοιπόν ότι 
 

 

 

 

 

1/2 1/2

1/21/2

0

3/21/2

0

1/2 3/2

1/2 1/2

( ) ( )

( ) ( )

1( )

1 2( )
3

1 2( ) 0
3

2( )
3

5
9

W

W

u W G E u W X

W G E W X

W G W X dx
W

W G W X
W

W G W
W

W G W

G W

  

   

   

 
     
  

 
     
  

  

 


 

 
Όπως παρατηρούμε   / 2G E X W   κάτι που φυσικά ήταν αναμενόμενο διότι 

1/2( ) 0.5 0u x x    και 3/2( ) 0.25 0u x x    . 
 
Παράδειγμα 2: Όπως το Παράδειγμα 1, με τις εξής διαφοροποιήσεις: 

2( ) ( )u X a X  , 1W   , 0a  . Επιπλέον, ποιο το όριο του ασφάλιστρου όταν 
0a  ; 

Στην περίπτωση αυτή έχουμε τα εξής:  
 

( ) ( ( ) )au W G E u W X    
 
 δηλαδή 
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1
2 2

0
1

3

0

3 3

2

2

( 1 ) ( 1 )

1 ( 1 )
3

1 ( 1)
3
1 (3 3 1)
3

11
3

a

a

a G a x dx

a x

a a

a a

G a a a

     

 
    
  

     

  

     



 

 

Εάν τώρα 0a   τότε  11
3aG         , 

 δηλαδή:  3 3
3aG 

 . 

 
Εκθετική Αρχή Χρησιμότητας 
 
 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει μια ειδική κατηγορία συναρτήσεων 
χρησιμότητας με εκθετική μορφή του τύπου 
  ( ) axu x e   0a   
 
Προκύπτει άμεσα ότι:  ' ( ) 0 0a xu x a e x     , 
 
και    2'' ( ) 0 0a xu x a e x      
 
οπότε ικανοποιούν τις βασικές προϋποθέσεις του βασικού θεωρήματος. Για αυτή την 
κατηγορία συναρτήσεων προκύπτει το παρακάτω αποτέλεσμα:  
 
Θεώρημα:  Έστω άτομο με περιουσία W  που αντιμετωπίζει κίνδυνο X  και συνάρτηση 
χρησιμότητας u  όπου  ( ) 0a xu x e a    , τότε το μέγιστο ασφάλιστρο που 
είναι διατεθειμένο να πληρώσει για να απαλλαγεί από τον κίνδυνο X  είναι G  και 

δίνεται από τον τύπο 1 ( )xG ln M a
a

    , όπου ( )xM a  η ροπογεννήτρια της τ.μ. στο 

σημείο α. Όπως προκύπτει το G  είναι ανεξάρτητο από την αρχική περιουσία του ατόμου 
και εξαρτάται μόνο από τον κίνδυνο X  και την παράμετρο a . 
 
Απόδειξη:   Από τη βασική εξίσωση της θεωρίας χρησιμότητας  
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( ) ( )

( ) ( ( ) )

( )

( )

( )
1 ( )

a W G a W X

aG aX

aG
X

X

u W G E u W X

e E e
e E e

e M a

G lnM a
a

   

   

    

  

  

 

 

 
δηλαδή το ζητούμενο. 
 
3.3 Μερική κάλυψη του κινδύνου 
 
Σε ορισμένες περιπτώσεις το άτομο αποφασίζει να ασφαλίσει (μεταφέρει) μέρος του 
κινδύνου, έστω ( )X όπου προφανώς ( )X X   . Φυσικά το άτομο αποφασίζει να 
παρακρατήσει τον υπόλοιπο κίνδυνο ( )X X  . 
 
Ο υπολογισμός του μέγιστου ασφαλίστρου που προτίθεται το άτομο να πληρώσει 
προκειμένου να αγοράσει τη μερική ασφαλιστική κάλυψη του κινδύνου συμβολίζετι με 
P  και δίνεται από τον τύπο: 
 

 ( ( ) ) ( ( ( )))E u W X E u W P X X      
 
Σχετικά με τη μερική κάλυψη του κινδύνου, ισχύει το παρακάτω σημαντικό θεώρημα. 
 
Θεώρημα:  Έστω άτομο με περιουσία W , που αντιμετωπίζει κίνδυνο X , με συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας ( )f X  , έχει  συνάρτηση ωφελιμότητας ( )u X και διαθέτει το 
πολύ ασφάλιστρο P  για την ασφαλιστική του κάλυψη όπου 0 ( )P E X   . Στην 
ασφαλιστική αγορά υπάρχουν όλες οι εφικτές μερικές ασφαλιστικές καλύψεις ( )X  
όπου 0 ( )X X   οι οποίες τιμολογούνται και πωλούνται με ασφάλιστρο που 
ισούται με την αντίστοιχη μέση τιμή τους (δηλαδή ( ( ) )E X ). Τότε ισχύει η παρακάτω 
ανισότητα για κάθε μερική κάλυψη ( )X . 
 
  ( ( ( ) ) ) ( ( ( )))E u W P X X E u W P X I X          
 
όπου ( )I X  μερική κάλυψη που δίνεται από τον τύπο  
 

  
0 ,

( )
,

X d
I X

X d X d
    

 

 

και το d  προσδιορίζεται από την εξίσωση ( ) ( ) ( )
d

P X d f X d X


   . 
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Παράδειγμα:   Τα παραπάτω θα γίνουν πιο σαφή με την εφαρμογή που προσομοιάζει 
στην πραγματική ζωή που ακολουθεί. Έστω λοιπόν άτομο με περιουσία 5W   που 
αντιμετωπίζει κίνδυνο X  , ο οποίος έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

2( ) 2 Xf X e . Το άτομο έχει συνάρτηση χρησιμότητας u  όπου ( ) Xu X e   και 
διαθέτει το πολύ μέχρι 10% της περιουσίας του για ασφάλιστρα προκειμένου να 
απαλλαγεί μερικώς ή ολικώς από το συγκεκριμένο κίνδυνο. 

(i) Η ασφαλιστική εταιρεία A  προσφέρει ασφαλιστική κάλυψη για το 40%  
του κινδύνου έναντι ασφαλίστρου 0.45P  . Είναι αποδεκτή μια τέτοια 
ασφάλιση για το άτομο; 

(ii) Η ασφαλιστική εταιρεία B παρέχει μερική κάλυψη σε ποσοστό λ% του 
κινδύνου. Ποιό είναι το mind  ; 

(iii) Αν τελικά διατεθεί ως το 25% της περιουσίας του, ποιό το σχήμα μερικής 
κάλυψης που μεγιστοποιεί την ωφελιμότητα του ατόμου; 

 
(i) Ισχύει   ( ( ) ) ( ( ( ) ) )E u W X E u W P X X       
και αντικαθιστώντας όπου  ( ) Xu X e   έχουμε ότι  
 

  

( ) ( ( ) )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

W X W P X X

W X W P X X

X P X X

E e E e

e E e e E e

E e e E e







     

   



   

    

 

 

 
Αντικαθιστούμε ( ) 0.4 0.6X X X X X    κι έχουμε 
 

 

0.6( ) ( ) (1) ( 0.6 )
(1)

ln
( 0.6 )

X P X P
X X

X

X

E e e E e M e M
M

P
M

  

 
 

 
Η τυχαία μεταβλητή ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο 2   και έχει 

ροπογεννήτρια  ( )XM t
t







 δηλαδή  2( )
2XM t

t



 

 ( 2t  ) 

οπότε   

2
(1) 2 1ln ln ln1.4 0.32(0.6)

2 0.6

X

X

MP X
M

   



  0.34P   

Όμως   0.45P   που ζητάει η εταιρεία A  άρα η ασφάλιση δεν είναι εφικτή. 
 
(ii) Από την ανάλυση που έγινε στο (i), ισχύει  
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( ( ) ) ( ( ) )

(1) (1 )G
X X

E u W X E u W G X X

M e M





    

  
 

 
Αντικαθιστούμε όμως 0.5G   και τη ροπογεννήτρια της X  
 

0.5 0.52 2 1 64.87
2 1 2 (1 )

e e 


     
  

 

 
(iii)  Σύμφωνα με το τελευταίο θεώρημα, έχουμε τα εξής 
 

0,
( )

,
x d

I x
x d x d

    
 

 
όπου το d  προσδιορίζεται από 
 

2 2

0

10.25 ( )2 1.25 0.46
2

x dx d e dx e d


      . 

Αυτό είναι το ζητούμενο σχήμα που βελτιώνει και μεγιστοποιεί την αναμενόμενη 
ωφελιμότητα του ατόμου. 
 
3.4 Ατομικό πρότυπο κινδύνων (individual Risk Model) 
 
Το ατομικό πρότυπο αντιμετωπίζει το χαρτοφυλάκιο των κινδύνων σε ατομική βάση, 
δηλαδή παρακολουθεί τη διαδικασία γένεσης αποζημιώσεων μονάδα προς μονάδα.  
 
Έστω λοιπόν σύνολο n  μονάδων που αντιμετωπίζουν «ατομικά» ένα συγκεκριμένο 
κίνδυνο, η επέλευση του οποίου προκαλεί κάποια απαίτηση αποζημίωσης. Θεωρούμε 
επίσης 1 2, ,..., nX X X  τυχαίες μεταβλητές που αντιστοιχούν στα ποσά πιθανών 
αποζημιώσεων και S  το αντίστοιχο σύνολο αποζημιώσεων. Τότε 
 

1 2 ... nS X X X    . 
 
Οι βασικές υποθέσεις του ατομικού προτύπου είναι τρεις: 
 
(i) Το χαρτοφυλάκιο των κινδύνων είναι «κλειστό». Δεν εισέρχονται άτομα από το 
χαρτοφυλάκιο σε συγκεκριμένη υπό εξέταση περίοδο. Περίπτωση εξόδου από το 
χαρτοφυλάκιο υπάρχει μόνο αν επέλθει ο κίνδυνος. 
(ii) Οι κίνδυνοι είναι «πλήρως ανεξάρτητοι» άρα συνεπώς και οι αντίστοιχες τυχαίες 
μεταβλητές 1 2, ,..., nX X X  (όχι απαραίτητα και ισόνομες) 
(iii) Το σύνολο των αποζημιώσεων προκύπτει ως άθροισμα των επιμέρους 
αποζημιώσεων, δηλ. 1 2 ... nS X X X     
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Αξίζει να σημειωθεί επίσης ότι επειδή τις περισσότερες φορές ο προσδιορισμός της 
κατανομής του S  είναι ιδιαιτέρως δύσκολος και συχνά δεν μας χρειάζεται, η προσοχή 
μας περιορίζεται στον υπολογισμό των [ ]E S  και Var[ ]S . Για τον υπολογισμό τους 
ορίζουμε δίτιμες (Bernoulli) τυχαίες μεταβλητές 1 2, ,..., nI I I  
 

1, περίπτωση επέλευσης του κινδύνου
0, περίπτωση μη επέλευσης του κινδύνουiI

 
 

 
όπου [ 1]i iP I q   και [ 0] 1i iP I q   , 1, 2,...,i n  . Θεωρούμε επίσης ότι σε 
περιπτώσεις επέλευσης του κινδύνου για το iοστό άτομο, τότε το ύψος της 
αποζημίωσης είναι τυχαία μεταβλητή iY  με [ ]i iE Y   και 2Var[ ]i iY  , για κάθε 

1, 2,...,i n  
 
Θεώρημα: Έστω χαρτοφυλάκιο n  ανεξάρτητων κινδύνων με παραμέτρους 2, ,i i iq   . 
Τότε η μαθηματική ελπίδα και η διασπορά των συνολικών αποζημιώσεων δίνονται από 
τους τύπους 
 

1

[ ]
n

i i
i

E S q 


 , 

2

1

Var[ ] (1 )
n

i i i i i
i

S q q q 


      . 

 
Απόδειξη: Ορίζουμε 2n  βοηθητικές τυχαίες μεταβλητές, τις ( | )i i iW E X I  και 

Var( | )i i iZ X I , 1, 2,...,i n . Τότε έχουμε  
 

0, [ 0] [ 0] 1
E( | )

, [ 1] [ ]

i i i
i i i

i i i i i

P I P W q
W X I

P I P W q 

           
   (α) 

 
( )i i iE W q  ,.        (β) 

 
 2Var( ) (1 )i i i iW q q   ,       (γ) 
 

2 2

0, [ 0] [ 0] 1
Var( | )

, [ 1] [ ]

i i i
i i i

i i i i i

P I P Z q
Z X I

P I P Z q 

           
   (δ) 

 
2( )i i iE Z q         (ε) 

 
Για τον υπολογισμό των [ ]E S  και Var[ ]S  έχουμε 
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     

1

1

1 1 2 2

( )

1 2
( )

1 1 2 2

1

[ ]

( )

( | ) ( | ) ... ( | )

( ) ( ) ... ( )

...

n

ii

n

ii

n n

n

n n
n

i ii

E S E X

E X

E E X I E E X I E E X I

E W E W E W

q q q

q




  









    



   

   

   








 

 

   
   
   

1

1

1 1 1 1

2 2 2 2

( )

1 1 2 2
( )

2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2( )

Var[ ] Var

Var( )

Var ( | ) Var( | )

Var ( | ) Var( | ) ...

Var ( | ) Var( | )

Var ( ) ( ) Var( ) ( ) ... Var( ) ( )

(1 ) (1

n

ii

n

ii

n n n n

n n

S X

X

E X I E X I

E X I E X I

E X I E X I

W E Z W E Z W E Z

q q q q q






  





    



 

  

 

      

    




2
2 2

2 2

2 2

1

) ...

(1 )

(1 )

n n n n n
n

i i i i ii

q

q q q

q q q



 

 


 

  

  

 

 
όπως έπρεπε να αποδειχθεί.                  ■ 
 
Θα αποδειχθεί τώρα ένα άλλο χρήσιμο θεώρημα που αφορά την εύρεση της κατανομής 
του S . 
 
Θεώρημα:  Έστω 1 2, ,..., nX X X  τυχαίες μεταβλητές και 1 2 ... nS X X X    . Τότε η 
ροπογεννήτρια της S  δίνεται από τον τύπο 
 

1 2
( ) ( ) ( )... ( )

nS X X XM t M t M t M t . 
 
Απόδειξη: Από τον ορισμό της ροπογεννήτριας έχουμε ότι  
 

1 2( ) ( ) ( ... )ntXtX tXtS
SM t E e E e e e  . 
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Όμως 1 2, ,..., nX X X  είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές οπότε και οι 

1 2, ,..., ntXtX tXe e e  είναι ανεξάρτητες. Άρα, προκύπτει ότι  
1 2( ) ( ) ( ) ( )... ( )ntXtX tXtS

SM t E e E e E e E e   και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.       
■ 
 
Πρακτικά λοιπόν, αφού μπορούμε να προσδιορίσουμε την ροπογεννήτρια των συνολικών 
αποζημιώσεων S  με βάση το γινόμενο των επιμέρους ροπογεννητριών και με δεδομένο 
ότι η ροπογεννήτρια είναι μονοσήμαντα ορισμένη για κάθε συνάρτηση κατανομής, 
μπορούμε να υπολογίσουμε τη συνάρτηση κατανομής της S . 
 
Παρατήρηση: Στην περίπτωση που οι 1 2, ,..., nX X X  είναι ισόνομες τότε 

 ( ) ( ) n
S XM t M t . 

 
Παράδειγμα:Έστω X  εκθετική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας ( ) , 0xf x e x  . Να βρεθεί η κατανομή του S . 
 
Απάντηση: Εφόσον ισχύει 

1

( ) [ ( ) ]n

i
i

X
X

M t M t n





 και η X  είναι εκθετική με 

παράμετρο 1, δηλαδή 1( ) , 1
1XM t t

t
 


 είναι τελικά 

1

1( )
1

n

i
i

n

X
M t

t


    
 που 

είναι γνωστό πως πρόκειται για την ροπογεννήτρια της Γάμμα με παραμέτρους n   
και 1  . 
 
Αξίζει τώρα να σημειωθεί ότι, επειδή όπως ήδη αναφέρθηκε, η εύρεση της κατανομής 
των συνολικών αποζημιώσεων είναι πολλές φορές δύσκολη, την προσεγγίζουμε με την 
χρήση της τυποποιημένης κανονικής κατανομής όπου η μαθηματική ελπίδα είναι ίση με 
μηδέν και η διασπορά ίση με την μονάδα. Δηλαδή έχουμε 
 

 ( ) (0,1)
Var( ) n

S E SZ N
S 


  . 

 
Περιθώριο ασφαλείας:  Ιδιαίτερα σημαντική έννοια για τη σωστή τιμολογιακή πολιτική 
μιας ασφαλιστικής εταιρείας είναι το περιθώριο ασφαλείας. Πρέπει δηλαδή το 
ασφάλιστρο να ισούται με (1 ) ( )P E S   όπου   το περιθώριο ασφαλείας, ώστε η 
πιθανότητα οι συνολικές αποζημιώσεις να ξεπεράσουν το ασφάλιστρο να είναι αρκετά 
μικρή, δηλαδή [ ]P S P   , όπου   αριθμός μικρότερος του 0.05. Ισοδύναμα έχουμε  
 

 ( ) ( )[ (1 ) ( ) ]
Var( ) Var( )

S E S E SP S E S P
S S


  

        
  

. 
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Θεωρώντας τώρα την προσέγγιση μέσω της τυποποιημένης κατανομής Z  και 

αντικαθιστώντας ( )
Var( )

S E SZ
S


 προκύπτει ότι ( )

Var( )
E SP

S



 
   
  

. 

Θεωρούμε τώρα το Z  εκεί όπου [ ]P Z Z   . Τότε 

Var( )( )
( )Var( )

Z SE S
E SS


   . 

 
3.5 Συλλογικό πρότυπο 
 
Στο πρότυπο αυτό δίνεται βαρύτητα στη διαδικασία των αποζημιώσεων και 
αντιμετωπίζουμε το χαρτοφυλάκιο ως ενιαίο σύνολο. Οι βασικές υποθέσεις του 
προτύπου είναι 
 

(i) To χαρτοφυλάκιο των κινδύνων είναι «ανοιχτό». Στην υπό εξέταση χρονική 
περίοδο μπορούν να υπάρξουν προσχωρήσεις και αποχωρήσεις ατόμων. 

 
(ii)  Οι κίνδυνοι είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι. Συνεπώς το ίδιο ισχύει για τις 
αντίστοιχες τυχαίες μεταβλητές. 

 
(iii)  Το σύνολο των αποζημιώσεων προκύπτει ως τυχαίο άθροισμα τυχαίων 
μεταβλητών 1 2 ... NS X X X    , όπου N  τυχαία μεταβλητή που ορίζει το 
πλήθος των περιπτώσεων, για τις οποίες επήλθε ο ασφαλισμένος κίνδυνος. Είναι 
σαφές ότι η τυχαία μεταβλητή N  είναι ανεξάρτητη της τυχαίας μεταβλητής που 
περιγράφει το ύψος της αποζημίωσης για κάθε κίνδυνο. Ιδιαίτερη βαρύτητα και στο 
συλλογικό πρότυπο έχει ο υπολογισμός των ( )E S  και Var( )S . 

 

Θεώρημα: Έστω ένα χαρτοφυλάκιο κινδύνων όπου το πλήθος των περιπτώσεων που 
επέρχεται ο κίνδυνος εντός της υπό παρατήρηση χρονικής περιόδου, δίνεται από την τυχαία 
μεταβλητή N , και τα ύψη των επιμέρους αποζημιώσεων δίνονται από τις ισόνομες τυχαίες 
μεταβλητές , 1, 2,...iX i  . Τότε ισχύουν οι σχέσεις: 
 

( ) ( ) ( )E S E N E X , 
 

2Var( ) E( ) Var( ) Var( ) ( )S N X N E X  . 
 
Απόδειξη: Είναι  
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 

1

1

1

( )

( )

( )
( ) ( )

N

ii

N

ii

N

ii

E S E X

E E X N

E E X

E NE X
E N E X







    
           
    








  

 
όπου η προτελευταία ισότητα προκύπτει λόγω ισονομίας.  
 
Επίσης έχουμε 
 

 

   

1

1 1

1 1

2

Var( ) Var

Var Var

Var( ) Var

Var( ) Var ( )

( )Var( ) Var( ) ( )

N

ii

N N

i ii i

N N

i ii i

S X

E X N E X N

E X E X

E N X N E X

E N X N E X



 

 

    
                             

                  

 

 


 

   

 
Ας δούμε τώρα κατ’ αναλογία με το ατομικό πρότυπο, την μέθοδο εύρεσης της 
κατανομής του S  με χρήση ροπογεννητριών. 
 
Θεώρημα: Με τις ίδιες υποθέσεις του Θεωρήματος για το ατομικό πρότυπο, η 
ροπογεννήτρια των συνολικών αποζημιώσεων S  προκύπτει από τον τύπο 

( ) ( ln )S N XM t M M . 
 
Απόδειξη:   
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  
 
 

1

1

1

ln ( )

( ) ( )

exp

exp

exp( )

( )

(ln ( ))X

tS
S

N

ii

N

ii

N

i
i

NtX

N
X

N M
N X

M t E e

E t X

E E t X N

E tX

E E e

E M

E e M M











         
                  
      



 

  





  

■ 
 
Έχοντας υπολογίσει την ροπογεννήτρια της S  μπορούμε να προχωρήσουμε στην εύρεση 
της κατανομής της. 
 
Παράδειγμα:  Έστω χαρτοφυλάκιο κινδύνων όπου το πλήθος των ασφαλιστικών 
περιπτώσεων (περιπτώσεις επέλευσης του κινδύνου δηλαδή) ακολουθεί την κατανομή 
Poisson με παραμέτρους 2   και το ύψος της αποζημίωσης X  ακολουθεί την 
διωνυμική κατανομή με παραμέτρους 1n   και 0.1p  . Ποια η κατανομή των 
συνολικών αποζημιώσεων; 
 
Απάντηση:   Έχουμε [ 1]( )

te
NM t e   και ( ) t

XM t q pe  . Χρησιμοποιώντας την 
σχέση του θεωρήματος προκύπτει ότι  
 

[ ( ) 1] [ 1]( )
t

XM t q pe
SM t e e     , 

 
που ισοδύναμα γράφεται ( 1)( )

tp e
SM t e  . Αυτό σημαίνει ότι η ροπογεννήτρια των 

συνολικών αποζημιώσεων δίνει πάλι μια κατανομή Poisson με παράμετρο 0.2p  . 
 
Ιδιαίτερα χρήσιμη, όπως έχει γίνει αντιληπτό, είναι η κατανομή Poisson και η σύνθεση 
Poisson. Θα αποδείξουμε παρακάτω 3 πολύ χρήσιμες προτάσεις ειδικά για τον τομέα των 
αποζημιώσεων της εκάστοτε ασφαλιστικής εταιρίας 
 
Πρόταση 1:  Έστω S  σύνθετη κατανομή Poisson με παράμετρο   και ,i jN N  το πλήθος 
των ζημιών στις οποίες η αποζημίωση είναι ύψους ,i jX X  αντίστοιχα. Τότε, 
 

Poisson( λπ ), όπου π [ ]i i i iN P X X   
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και  
 

Poisson( λπ ), όπου π [ ]j j j jN P X X  . 
 
ενώ ,i jN N  είναι ανεξάρτητες.  
 
Απόδειξη: 
 
Αρκεί προφανώς να δείξουμε ότι η iN  είναι Poisson. Κατ’ αντίστοιχο ακριβώς τρόπο 
αποδεικνύεται και η jN . Είναι λοιπόν 
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Άρα, Poisson( λπ )i iN  . 
 
Πρέπει τώρα να δείξουμε ότι οι ,i jN N  είναι ανεξάρτητες ή ισοδύναμα 

( , ) ( ) ( )i j i jP N k N l P N k P N l     . Είναι  
 



44 
 

 

 

   

   

   

0

(1 )

( , ) ( ) , |

! 1
! ! !( )!

! !

! !

i j

ji

i i i i
n

n n k lk l
i i i j

n k

k l
i j l

k l
i j

i j

P N k N l P N n P N k N l N n

ne
n k l n k l

e e
k l

e e
k l

P N k P N l



 




   

 

 






 



 



      

  
 





  





 

■ 
Πρόταση 2:  Έστω  , ( )S CP P X  όπου X  τυχαία μεταβλητή που λαμβάνει διακριτές 
και πεπερασμένες τιμές 1,...., nX X . Τότε αποδεικνύεται ότι το S  αναλύεται ως εξής  
 

1 1 2 2 ... m mS X N X N X N    , 
 
όπου iN  το πλήθος των ζημιών στις οποίες η αποζημίωση είναι ύψους iX . 
 
Απόδειξη: 
 
Για να δειχθεί η παραπάνω ισότητα θα πρέπει να εξισώσουμε τις αντίστοιχες 
ροπογεννήτριες του S  και του γραμμικού συνδυασμού 1 1 2 2 ... m mX N X N X N   . 
Για την S  έχουμε:  
 

( ( ) 1)( ) XM t
SM t e  , 

 

όπου  
1

( ) i

n
tX

X i
i

M t e


  με [ ]i iP X X   . Για τον γραμμικό συνδυασμό είναι  
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και επειδή 1 2, ,..., mN N N  είναι ανεξάρτητες, προκύπτει ότι  
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Αφού λοιπόν ταυτίζονται οι ροπογεννήτριες, έπεται ότι ταυτίζονται και οι κατανομές που 
είναι και το ζητούμενο.         
     ■ 
 
 
Πρόταση 3:  Έστω  , ( )S CP P X  όπου X  τυχαία μεταβλητή που λαμβάνει διακριτές 
και πεπερασμένες τιμες 1,...., nX X . Τότε  
 

( ) ( 0,1)
Var( )

S E SZ N
S 


  . 

 
Απόδειξη: 
 

Αρκεί να δειχθεί ότι 
21

2( ) (0,1)( )
t

Z NM t M t e
  . Πράγματι λοιπόν, 

  ( )( ) exp
Var( )

tZ
Z

S E SM t E e E t
S

               
. Είναι όμως 1( )E S p  και 2Var( )S p , 

όπου 1 ( )p E X  και 2
2 ( )p E X . Οπότε,  
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Εφόσον όμως 
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■ 

 
Αξίζει να σημειωθεί ότι η σύνθετη Poisson προσεγγίζεται και με μια μετατοπισμένη 
Γαμμα, 0( , , )x a b . Οι παράμετροι 0 , ,x a b  υπολογίζονται αν εξισώσουμε τις αντίστοιχες 
κεντρικές ροπές των δύο κατανομών. Προκύπτει λοιπόν η παρακάτω ενδιαφέρουσα 
πρόταση. 
 
Πρόταση 4: Η σύνθετη κατανομή Poisson μπορεί να προσεγγισθεί και με μία 
μετατοπισμένη Γαμμα 0( , , )x a b  εξισώνοντας τις τρεις πρώτες κεντρικές ροπές τους. 
Δηλαδή ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις ισότητας 
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3.6  Εφαρμογές 
 
Εφαρμογή 1: Υποθέτουμε ότι οι απαιτήσεις μιας ορισμένης κατηγορίας ασφαλιστηρίων 
συμβολαίων μπορούν να θεωρηθούν ως Γαμμα μη συσχετισμένες μεταβλητές με 
πυκνότητα 2( ) , 0xf x xe x   . Υποθέτουμε ότι υπάρχουν δύο ομάδες 
ασφαλισμένων και ότι η πιθανότητα απαίτησης kq , ο αριθμός ασφαλισμένων σε κάθε 
ομάδα kn  και η παράμετρος k  για κάθε ομάδα δίνονται σαν πίνακας 
 

k  kq  kn  k  
1 0.2 100 1.0 
2 0.1 1000 0.5 

 
και kL  το μέγιστο χρηματικό ποσό απαίτησης. Η πιθανότητα οι συνολικές απαιτήσεις να 
υπερβαίνουν το ποσό που εισπαράχθηκε από την ασφαλιστική εταιρία ειναι 0.05. Αν το 
περιθώριο ασφαλείας θ πρέπει να είναι το ίδιο και για τις δύο ομάδες, να υπολογιστεί το 
θ αν kL   . 
 
Απάντηση:  Οι απαιτήσεις μπορούν να ληφθούν ως αποκομμένες Γαμμα τυχαίες 
μεταβλητές. Η συνάρτηση πυκνότητας της Γάμμα δίνεται από τον τύπο 

1( )
( )

a
a bxbf x x e

a
  . Αυτό σημαίνει ότι 2a   και 7b  . Τότε για την πρώτη ομάδα 

είναι : 

 1 2
2( ) 2aE X

b 
     και  1 2 2

2Var( ) 2aX
b 

   . 

ενώ για την δεύτερη ομάδα είναι : 

 2 2
2( ) 4aE X

b 
     και  2 2 2

2Var( ) 8aX
b 

   . 

 
Συνεπώς για το ατομικό πρότυπο έχουμε: 
 

1

( ) 440
m

j j j
j

E S n a 


   και 

 2 2

1

Var( ) (1 ) 2308
m

j j j j j j
j

S n q q q 


    . 

 
Με τα δεδομένα αυτά τώρα, το σχετικό περιθώριο ασφαλείας δίνεται παρακάτω 
 

0.05
Var( ) 2.3081.645 17.96%

( ) 440
S

Z
E S

     
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Εφαρμογή 2: Μια ασφαλιστική εταιρεία έχει χαρτοφυλάκιο ασφάλισης φωτιάς. Το 
χαρτοφυλάκιο αποτελείται από ένα μεγάλο αριθμό n  συμβολαίων , ενώ το κάθε 
συμβόλαιο καλύπτει ένα κτήριο το οποίο αν πιάσει φωτιά, η ζημιά είναι ομοιόμορφα 
κατανεμημένη στο διάστημα από το 0 μέχρι την συνολική αξία. Οι απώλειες σε κάθε 
κτήριο που συνεπάγονται από την φωτιά μπορεί να θεωρηθούν ως ανεξάρτητες τυχαίες 
μεταβλητές. Έστω ότι το   είναι το σχετικό περιθώριο ασφάλειας, το οποίο εξασφαλίζει 
ότι η ασφαλιστική εταιρία συλλέγει ένα χρηματικό ποσό μικτών ασφαλίστρων ίσο με 
99% της κατανομής των συνολικών απαιτήσεων. Να δειχθεί ότι το   δίνεται από τον 
παρακάτω τύπο 
 

4.652 1 1
3 4qn

   . 

 
(η κατανομή των συνολικών απαιτήσεων για το χαρτοφυλάκιο μπορεί να θεωρηθεί ότι 
είναι κανονική). 
 
Απάντηση: 
 
Αρχικά θα βρεθεί η μέση τιμή και η διακύμανση του S  που απαιτούνται για τον 
υπολογισμό του περιθωρίου ασφαλείας  . Έχουμε 
 

1

( ) / 2
m

j j j
j

E S n q nqA


   

και  
 

 

 2 2
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1

2

2

Var( ) 1
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4 3

4
4 3
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j j j j j j
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S n q q q

A An q q q
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Anq q

 




     

          
 
   
  
 
  
  
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
 

 
Είναι 
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2
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     


    

 

 
 
Εφαρμογή 3: Υποθέστε ότι ένα χαρτοφυλάκιο περιέχει δύο τύπους συμβολαίων. Στον 
πρώτο τύπο οι συνολικές απαιτήσεις έχουν μια σύνθετη κατανομή Poisson με παράμετρο 

2   και κατανομή ποσού απαίτησης 
 

( 1) 0.2
( 2) 0.6
( 3) 0.2

P X
P X
P X

 
 
 

 

 
Στον δεύτερο τύπο οι συνολικές απαιτήσεις έχουν μια σύνθετη κατανομή Poisson 6   
και κατανομή απαίτησης 
 

( 2) 0.4
( 3) 0.6

P X
P X

 
 

  

 
Αν τα συμβόλαια είναι ανεξάρτητα, τότε βρείτε το μέσο όρο και τη διασπορά της 
κατανομής των συνολικών απαιτήσεων. 
 
Απάντηση: Για τον πρώτο τύπο έχουμε ( ) 2E X   και 2( ) 4.4E X  . Γνωρίζουμε ότι 

1 1( 2)N CP    οπότε προκύπτει  
 

1 1 1 1( ) ( ) 4E S p E X     και 2
1 1 2 1Var( ) ( ) 8.8S p E X    . 

 
 Για τον δεύτερο τύπο συμβολαίων έχουμε ( ) 2.6E X   και 2( ) 7E X  . Είναι γνωστό 
εκ νέου ότι 1 2( 6)N CP    άρα  
 

2 2 1 2( ) ( ) 15.6E S p E X     και 2
2 2 2 2Var( ) ( ) 42S p E X    . 

 
Όμως, 1S  και 2S  είναι σύνθετες Poisson ανεξάρτητες μεταξύ τους κάτι που σημαίνει ότι 
και το άθροισμα τους θα είναι επίσης σύνθετη Poisson. Δηλαδή, 
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1 2 ( , ( ) )S S S CP p x      
 

όπου,  1 2      και 
2

1

1( ) ( )ip x p X
 

 . 

Στην προκειμένη περίπτωση θα έχουμε 1 2 8       και  
 

0.05, για 1
( ) 0.50, για 2

0.45, για 3

x
p x x

x

    

 

 
Είναι λοιπόν 1 ( ) 2.45p E X    και 2

2 ( ) 6.35p E X   . Άρα, ( ) 19.6E S   και 
Var( ) 50.8S  . 
 
 
Εφαρμογή 4:  Στην αρχή κάθε έτους μία σφαλιστική εταιρεία εκδίδει 5.000 
ασφαλιστήρια συμβόλαια διάρκειας ένος έτους. Η πιθανότητα να δημιουργηθεί μία 
απαίτηση από ένα τέτοιο συμβόλαιο μέσα στη διάρκεια του έτους είναι 0.004. Ο 
ασφαλισμένος μπορεί να επιλέξει ένα ποσό είτε Α, είτε 2Α και αν η απαίτηση γίνει, το 
ποσό πληρώνεται ολόκληρο. Το ασφάλιστρο για κάθε συμβόλαιο περιλαμβάνει ένα 
περιθώριο ασφάλειας 100%. 
 
Έστω ότι q  είναι η αναλογία ασφαλισμένων, οι οποίοι διαλέγουν το μικρότερο ποσό. Οι 
ετήσιες συνολικές απαιτήσεις από αυτή την ομάδα συμβολαίων έχουν μια σύνθετη 
κατανομή Poisson και μπορεί να υποτεθεί ότι, οποιαδήποτε κι αν είναι η τιμή του q , μια 
κανονική κατανομή θα δώσει μια ικανοποιητική προσέγγιση σε αυτή την κατανομή. 
 
Να δειχθεί ότι το κέρδος που θα έχει η εταιρία από αυτή την ομάδα συμβολαίων στο 
τέλος αυτού του έτους είναι [ ( ) ]g q  για κάποια συνάρτηση του ( )g q . Ακολούθως να 

προσδιοριστεί η μορφή του ( )g q  και τέλος να δειχθεί ότι όταν 2
3

q  , η πιθανότητα ότι 

η εταιρία θα έχει κέρδος, είναι ελάχιστη. 
 
Απάντηση:  Είναι γνωστό ότι οι συνολικές απαιτήσεις S  ακολουθούν τη σύνθετη 
Poisson, δηλαδή ( 20, ( ) )S CP P X  , όπου X  τυχαία μεταβλητή που παίρνει τις 
διακριτές τιμές A  και 2A  με πιθανότητες q  και 1 q  αντίστοιχα, οπότε 

( ) ( ) 20( (1 )2 ) 20 (2 )E S E X qA q A A q      , 
 

2 2 2 2Var( ) ( ) 20( (1 )4 ) 20 ( 4 3 )S E X qA q A A q      . 
 
Εάν P  είναι το ασφάλιστρο τότε για 100%   έχουμε (1 ) ( ) 40 (2 )P E S A q    . 
Η πιθανότητα η εταιρία να έχει κέρδος είναι  
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( ) ( )( )

Var( ) Var( )

( )
Var( )

20 (2 ) [ ( ) ]
20(4 3 )

S E S P E SP S P P
S S

E SP Z
S

A qP Z g q
A q



         
      
        

 

 
Για να δούμε που ελαχιστοποιείται η ( )g q  την παραγωγίζουμε και εξισώνουμε με το 
μηδέν: 
 

400(4 3 ) 600(2 )( ) 0
20(4 3 ) 20(4 3 )

2 / 3

q qg q
q q

q

     
 

 

 

 
Πρέπει τώρα να ελεγχθεί αν το σημείο αυτό είναι ελάχιστο, οπότε θα χρησιμοποιηθεί το 
κριτήριο 2ης παραγώγου. Μετά απο πράξεις βρίσκουμε ότι ( ) 0g q   συνεπώς το 

( 2 / 3)g  είναι ελάχιστο, άρα και το [ ( 2 / 3) ]g . 
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Κεφάλαιο 4   
 
 

Θεωρία θνησιμότητας 
 
 
4.1  Συνάρτηση επιβίωσης 
 
Το ενδιαφέρον και η βάση της εργασίας ενός αναλογιστή στον κλάδο ζωής 
περιστρέφεται κυρίως γύρω από τα ενδεχόμενα του θανάτου και της επιβίωσης. Έχει 
λοιπόν παρατηρηθεί ότι υπό συνθήκες κανονικότητας, οι περιπτώσεις θανάτου 
αυξάνονται στην πορεία του ανθρώπου κατά ηλικία, με αποτέλεσμα η μεγαλύτερη 
συχνότητα θανάτων να παρατηρείται στην γεροντική ηλικία και η μικρότερη στην 
νηπιακή. 
 
Έστω λοιπόν η μεταβλητή X που αναπαριστά την ηλικία ενός ατόμου σε έτη. Τότε η X  
κειμένεται από το 0 έως την ανώτερη ηλικία ζωής. Θεωρούμε επίσης την πιθανότητα 
άτομο ηλικίας 0 να ζήσει πέραν της ηλικίας X . Αυτή η πιθανότητα μπορεί να θεωρηθεί 
ως μία συνάρτηση της X  και καλείται συνάρτηση επιβίωσης, έστω ( )S X  
 
Η συνάρτηση αυτή έχει τρεις βασικές ιδιότητες: 
 
(i)  Είναι φθίνουσα, καθώς η πιθανότητα να επιζήσει ένα άτομο μέχρι την ηλικία X  είναι 
μεγαλύτερη της πιθανότητας να επιζήσει έως την ηλικία X t  με 0t  . 
(ii)  Είναι συνεχής (καθώς ασχολούμαστε με συνηθισμένα πρότυπα θνησιμότητας) 
(iii)  Είναι εκ των προτέρων γνωστές δύο τιμές της 
 (α) όταν 0X   τότε ( ) 1S X   
 (β) όταν X  , όπου   το ανώτατο όριο ζωής, τότε ( ) 0S X  . 
 
Συνοπτικά λοιπόν, η πιθανότητα ένα άτομο ηλικίας 0 να ζήσει πέραν της ηλικίας X , 
δίδεται από την συνάρτηση 
 

1, όταν 0
( ) συνεχής και φθίνουσα, όταν 0

0, όταν

X
S X X

X




    

 

 
Μια τυπική συνάρτηση επιβίωσης με έσχατη (οριακή) ηλικία 100  , δίνεται στο 
παρακάτω γράφημα 
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Παρατήρηση:  Η αρχική απότομη κλίση της καμπύλης οφείλεται στην ύπαρξη μεγάλης 
παιδικής θνησιμότητας. Επίσης πλησιάζοντας στην οριακή ηλικία 100   παρατηρούμε 
εκ νέου, αυξανόμενο ρυθμό κλίσης της καμπύλης λόγω αυξημένων θανάτων λόγω 
γήρανσης. 
 
Η απλούστερη όμως μορφή μίας συνάρτησης επιβίωσης που ικανοποιεί τις προϋποθέσεις 
του παραπάνω ορισμού είναι μια γραμμική συνάρτηση, π.χ 
 

1, όταν 0
( ) 1- /100, όταν 0 100

0, όταν 100

X
S X x X

X

    

 

 
H ( )S X  είναι συνεχής και φθίνουσα ενώ ταυτόχρονα ( 0) 1S   και (100) 0S  , οπότε 
ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ορισμού. Η γραφική παράσταση φαίνεται στο παρακάτω 
σχήμα.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Με βάση την συνάρτηση επιβίωσης μπορούμε να κάνουμε αρκετούς χρήσιμους 
υπολογισμούς σχετικά με την θνησιμότητα. 
 

 Υπολογισμός πιθανότητας κάποιο άτομο να επιβιώσει πέραν κάποιας ηλικίας 
 

(15) 0.85S   είναι η πιθανότητα κάποιος να υπερβεί την ηλικία 15 ετών. 

( )S x  

1 

t  
0  100  

t  

( )S x  

1 

0  100  
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 Υπολογισμός πιθανότητας κάποιο άτομο να αποβιώσει μεταξύ δύο ηλικιών 

 
( 20 50) ( 20) ( 50)

(20) (50)
0.3

P X P X P X
S S

     
 


 

 
 Υπολογισμός πιθανότητας κάποιο άτομο συγκεκριμένης ηλικίας να υπερβεί μία 

συγκεκριμένη ηλικία. 
 

Για παράδειγμα, η πιθανότητα άτομο ηλικίας 15 ετών να επιζήσει πέραν των 40 
ετών είναι ( 40 | 15)p P X X   . Πρόκειται δηλαδή για δεσμευμένη 
πιθανότητα και συνεπώς  

 
( 40, 15) ( 40) (40) 12

( 15) ( 15) (15) 17
P X X P X Sp

P X P X S
  

   
 

 

 
 Υπολογισμός πιθανότητας άτομο συγκεκριμένης ηλικίας να αποβιώσει πριν 

φτάσει σε κάποια ηλικία 
 
Πρόκειται στην ουσία για την συμπληρωματική πιθανότητα της προηγούμενης 

περίπτωσης. 5( 40 | 15) 1
17

P X X p     . 

 
 
4.2  Πίνακας Θνησιμότητας 
 
Ορισμός:  Πίνακας θνησιμότητας (ή βιομετρικός πίνακας) ονομάζεται ο πίνακας μέσω 
του οποίου μπορούμε να εκθέσουμε στοιχεία θνησιμότητας. 
 
Βασικά στοιχεία του πίνακα θνησιμότητας είναι τα xl  που αντιπροσωπεύουν τους 
επιζώντες στην αρχή κάθε ηλικίας x  και τα xd  που αντιπροσωπεύουν τον αριθμό των 
θανάτων κατά τη διάρκεια του xοστού έτους ηλικίας. 
 
Οι συναρτήσεις xl  και xd  ορίζονται ως ( )xl k S x , όπου 0k   σταθερά και 

1x x xd l l   .  
 
Η τιμή της σταθεράς k  ονομάζεται βάση ή ρίζα του πίνακα και αντιστοιχεί στην τιμή 0l . 
Γενικά λαμβάνεται μεγάλος αριθμός, συνήθως αλλά όχι υποχρεωτικά δύναμη του 10. 
Έτσι για παράδειγμα για 100000k   για την συνάρτηση επιβίωσης 

( ) (1/10) 100S x x   έχουμε ότι  
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1

1

2

2

100000 (1) 99499
100000 (1) 501
100000 (2) 98995
100000 ( 2 ) 504 κ.ο.κ

l S
d S
l S
d S

 

  

 

  

 

 
Έτσι λοιπόν παίρνουμε το παρακάτω τμήμα του πίνακα θνησιμότητας για την 

( ) (1/10) 100S x x   με 100000   και για x  από 0 έως 9. 
 
 

x  lx  dx  
0 100000 501 
1 99499 504 
2 98995 506 
3 98489 509 
4 97980 512 
5 97468 514 
6 96954 517 
7 96437 520 
8 95917 523 
9 95394 526 

 
Όπως μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε η xl  είναι φθίνουσα όσο αυξάνεται το x  ενώ 
η xd  είναι αύξουσα. Το γεγονός αυτό συνδέεται απόλυτα με το γεγονός ότι η 

( ) (1/10) 100S x x   είναι φθίνουσα συνάρτηση του x . Αξίζει να διευκρινιστεί στο 
σημείο αυτό ότι οι τιμές των xl  και xd  ενός πίνακα θνησιμότητας δεν έχουν καμία 
απόλύτως έννοια αυτές καθ’αυτές γιατί εξαρτώνται από την τιμή που επιλέγουμε για 
βάση του πίνακα. Οι τιμές αυτές αποκτούν κάποια έννοια όταν σχετίζονται μεταξύ τους. 
Έτσι αν ήταν για παράδειγμα 9 95394l   και 5 97468l   (βάσει του προηγουμένου 

πίνακα) τότε θα το 9

5
0.9787l

l
  παριστάνει την πιθανότητα άτομο ηλικίας 5 ετών να 

επιζήσει επιπλέον 4 χρόνια. 
 
Τέλος, αφού οι τιμές των  xl  και xd  έχουν έννοια μόνο όταν σχετίζονται μεταξύ τους, 
όλες οι τιμές σε ένα πίνακα θνησιμότητας μπορούν να πολλαπλασιαστούν με ένα 
παράγοντα και να μην επέλθει αλλαγή στην θνησιμότητα που παριστάνεται από τον 
πίνακα. 
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4.3  Πιθανότητες ζωής και θανάτου 
 
Οι πιθανότητες ζωής και θανάτου μπορούν να προκύψουν άμεσα από τις στήλες xl  και 

xd  του πίνακα θνησιμότητας. Ορίζουμε το σύμβολο ( )x  ως έκφραση που 
αντιπροσωπεύει «άτομο ηλικίας x ». Επίσης, ορίζεται ως xp  η πιθανότητα ( )x  να ζήσει 
ένα έτος, δηλαδή να φτάσει στην αρχή της ηλικίας 1x . Ισχύει 
 

 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) / ( ) x

x

l
S x S x P x P x S x S x

l
      , 

 

αφού ( ) xlS x
k

 . Έτσι βάσει του πίνακα θνησιμότητας του παραδείγματός μας είναι  

9
8

8
99.45%lp

l
  . Η πιθανότητα ( )x  να ζήσει n  χρόνια, δηλαδή να φτάσει στην αρχή 

της ηλικίας x n  συμβολίζεται με n xp . Ισχύει 
 

 1 2
1 2 1

1 1
... ...x n x x x n x n

n x x x x x n
x x x x n x

l l l l l
p p p p p

l l l l l
    

   
  

    . 

 

Έτσι,  9
5 4

4
97.36%lp

l
  . 

 
Επιπλέον, η πιθανότητα ( )x  να πεθάνει εντός ενός έτους, δηλαδή κατά τη διάρκεια της 

ηλικίας x , συμβολίζεται με xq . Έχουμε 11 1 x x
x x

x x

l dq p
l l
      (ονομάζεται και 

βαθμός θνησιμότητας). 
 

Έτσι, 8
8

8
0.54%dq

l
  . Επίσης, η πιθανότητα ( )x  να πεθάνει εντός n  ετών, δηλαδή 

μεταξύ των ηλικιών x  και x n  συμβολίζεται ως n xq . Είναι 1 1 x n
n x n x

x

l
q p

l
    . 

Άρα, για παράδειγμα 5 4 0.026q  . Ορίζεται ακόμα ως /m n xq  η πιθανότητα ( )x  να 
πεθάνει μεταξύ των ηλικιών x m  και x m n  . Δίνεται από τον τύπο  
 

/
x m x m x m n x m x m n

m n x
x x m x

l l l l l
q

l l l
      



 
  , 

 

Ενώ ταυτόχρονα ισχύει /m n x m x n x mq p q  . Έτσι 7 9
3/2 4

4
1.06%l lq

l


  . 
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Στην υποπερίπτωση που ζητείται η πιθανότητα ( )x  να πεθάνει μεταξύ δύο ηλικιών 
x m  και 1x m   συμβολίζουμε ως /m x m x x mq p q  . 
 
Όλες οι παραπάνω πιθανότητες υπολογίζονται με ακρίβεια από τον πίνακα θνησιμότητας 
μόνο αν τα , ,m n x  έχουν ακέραιες τιμές. Σε διαφορετική περίπτωση ο πίνακας 
θνησιμότητας μας δίνει μόνο μία «καλή προσέγγιση» ενώ αν θέλουμε ακρίβεια θα πρέπει 
να δουλέψουμε με την συνάρτηση επιβίωσης. 
 
Αξίζει τέλος να σημειωθεί ότι συχνά οι πίνακες θνησιμότητας κατασκευάζονται με 
εμπειρική βάση, χρησιμοποιώντας δηλαδή στατιστικές μελέτες δεδομένων θνησιμότητας. 
Όταν γίνεται τέτοιου είδους κατασκευή πίνακα, είναι δύσκολο να βρούμε την 
μαθηματική έκφραση που «κρύβεται» πίσω από τον δεδομένο πίνακα για την συνάρτηση 
επιβίωσης ( )S x . Όμως είναι πολύ χρήσιμο σε αυτές τις περιπτώσεις να θεωρούμε την 
ύπαρξη μίας υποθετικής ( )S x  χωρίς να είμαστε σε θέση να βρούμε την ακριβή της 
μαθηματική έκφραση. 
 
 
4.4  Ένταση θνησιμότητας 
 
Είναι γεγονός ότι ο ρυθμός θνησιμότητας μεταβάλλεται μέσα στην ίδια ηλικία x  και 
είναι συχνά χρήσιμο ή ακόμα και απαραίτητο να βρούμε έναν τρόπο να μετράμε την 
στιγμιαία μεταβολή. Για να βρούμε λοιπόν αυτή τη μεταβολή σε συγκεκριμένο σημείο 
χρειαζόμαστε την παράγωγο της καμπύλης xl . Έστω λοιπόν γνωστή συνάρτηση xl . Τότε 
η ποσότητα /xdl dx  δείχνει τον ρυθμό ελάττωσης της xl  ως προς την ηλικία x . Όμως αν 
ο αριθμός αυτός διαιρεθεί με τον αριθμό των ατόμων που εκτίθενται σε κίνδυνο του 
θανάτου κατα τη διάρκεια της ηλικίας x , προκύπτει ένα αποτέλεσμα που δεν εξαρτάται 
από την βάση του πίνακα θνησιμότητας και συνεπώς από τον αριθμό των ατόμων που 
βρίσκονται στην ζωή στην αρχή της ηλικίας x .  
 
Ο παραπάνω δείκτης θνησιμότητας ονομάζεται ένταση θνησιμότητας στην ηλικία x , 
συμβολίζεται με x  και έχουμε 
 

 
0 0 0

1 1lim lim lim lnx x n x n xn x x
x xn n nx x x

l l l lq dl d l
n nl l n l dx dx

  

  

 
       . 

 
Το αρνητικό πρόσημο της παραπάνω σχέσης μας εξασφαλίζει ότι η τιμή της x  θα είναι 
θετική αφού η xl  θα είναι φθίνουσα συνάρτηση. Σημειώνεται ότι για την ένταση 
θνησιμότητας μπορεί να χρησιμοποιηθεί εναλλακτικά και ο μαθηματικός τύπος 
 

( ) 1
( )x

dS x
dx S x

  . 

 
Για την ένταση θνησιμότητας ισχύουν οι εξής βασικές ιδιότητες: 
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(i)  H x  είναι ένας δείκτης θνησιμότητας την ακριβή στιγμή που πλησιάζουμε την 

ηλικία x  
(ii)  H x  πρόκειται για μορφή έκφρασης της θνησιμότητας σαν ετήσιος δείκτης. 

(iii)  Οι τιμές της x  μπορούν να πάρουν οποιαδήποτε θετική τιμή. Για παράδειγμα 

όταν η ηλικία x  προσεγγίζει την οριακή ηλικία  , η xl  προσεγγίζει το 0 και η x  
το άπειρο. 

 
Αν τώρα στον βασικό τύπο της έντασης θνησιμότητας αντικατασταθεί η μεταβλητή x  με 
την μεταβλητή y  και γίνει ολοκλήρωση από 0 εώς x  προκύπτει ότι 
 

0 0 0
ln ln

x x
x

y y
lddy l dy

dy l
       

 

Συνεπώς έχουμε 0
0

exp
x

x yl l dy
       , οπότε προκύπτει ότι 

 

exp
x y

x n
n x n x y

xx

l
p p dy

l





          

 

και προφανώς  1 exp
x y

n x y
x

q dy
        . 

 
Στο ορισμένο ολοκλήρωμα οι τιμές x  χρειάζονται αποκλειστικά στο διάστημα 
x y x n   . Οπότε θέτοντας y x t   με 0 t y  , η έκφραση για την n xp  γίνεται  
 

0
exp

y

n x x tp dt 

        

και 
 

 
0

1 exp
y

n x x tq dt 

        . 
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Υπολογισμός της x  από πίνακα θνησιμότητας 
 
Όταν η συνάρτηση επιβίωσης δεν είναι γνωστή και μόνο από τον πίνακα θνησιμότητας 
μπορούμε να έχουμε τις τιμές της xl , τότε οι τιμές της έντασης θνησιμότητας 
υπολογίζονται προσεγγιστικά με την παρακάτω διαδικασία: 
 
Υποθέτουμε ότι η xl  είναι πολυωνυμική συνάρτηση. Τότε αναπτύσσοντας κατά Taylor 
προκύπτει η τιμή της παραγώγου /xd l dx  και μπορεί να χρησιμοποιηθεί στον βασικό 

τύπο της έντασης θνησιμότητας 1 x
x

x

d l
l dx

   . Έτσι υποθέτοντας την xl  πολυώνυμο 

δεύτερου βαθμού έχουμε ότι 
2

2x n x x x
hl l hl hl      οπότε έχουμε 

 

1

1 1

1

2 2

2

x x x x

x x x

x x x x

hl l l l
l l l

hl l l l



 



            

 

 
και 
 

  1
1 1

1 1
2 2

x x x
x x x x

x x x

d l d dl l
l dx l l

  
 


      . 

 
Ανάλογα αποτελέσματα προκύπτουν και για την υπόθεση μεγαλύτερου βαθμού 
πολυωνύμου αλλά η μαθηματική έκφραση εξάγεται με μεγαλύτερη δυσκολία αν και η 
ακρίβεια αυξάνεται.  
 
 
4.5  Συναρτήσεις θνησιμότητας για κλασματικές ηλικίες 
 
Όταν είναι γνωστός ο μαθηματικός τύπος για την συνάρτηση xl , τότε οι τιμές των 
συναρτήσεων θνησιμότητας για κλασματικές ηλικίες προσδιορίζονται κανονικά. Άν 
όμως, όπως συχνά συμβαίνει, οι τιμές των συναρτήσεων είναι γνωστές μόνο για ακέραιες 
ηλικίες από τους πίνακες θνησιμότητας, τότε είναι απαραίτητη η χρήση προσεγγιστικών 
μεθόδων. 
 
Η πιο συνηθισμένη μέθοδος είναι της γραμμικής παρεμβολής. Έτσι λοιπόν  
 

 1x t x x xl l t l l    , 
 
ή ισοδυνάμως  
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  11x t x xl t l t l    , 
 
με ακέραιες τιμές της x  και 0 1t  . 
 
όπου κυριαρχεί η υπόθεση ομοιόμορφης κατανομής θανόντων κατα τη διάρκεια του 
έτους της ηλίκίας x , κι έτσι έχει πάρει την ονομασία «Υπόθεση Ομοιόμορφης 
Κατανομής Θανόντων». 
 
Όμως ιδιαίτερα χρήσιμη είναι και μια άλλη υπόθεση, γνωστή ώς «υπόθεση Balducci». 
Σύμφωνα με αυτή, το αντίστροφο της συνάρτηση x tl   είναι γραμμική συνάρτηση της t  
για 0 1t  . Τούτο προσεγγιστικά σημαίνει ότι 
 

1

1 1 1 1

x t x x x
t

l l l l 

       
. 

 
Δίνονται αμέσως μετά συνοπτικά οι εκφράσεις των πιο χρήσιμων συναρτήσεων 
θνησιμότητας με βάσει τις δύο διαφορετικές υποθέσεις που παρουσιάσθηκαν. 
 
Συναρτήσεις Υπόθεση Ομοιόμορφης 

Κατανομής Θανόντων 
Υπόθεση Balducci 

xtq  xtq    / 1 1x xtq t q   

1 x ttq      1 / 1x xt q tq    1 xt q  

x t    / 1x xq tq    / 1 1x xq t q   

x x ttp    xq      2
1 / 1 1x x xq q t q    

 
 
4.6  Νόμοι Θνησιμότητας 
 
Ο όρος «νόμος θνησιμότητας» περιγράφει τη μαθηματική έκφραση μιας συνάρτησης του 
πίνακα θνησιμότητας εκ των οποίων η πιο συνηθισμένη είναι η x . Κάθε τέτοιος νόμος 
έχει διπλό σκοπό: αφ’ενός να απλοποιεί τον υπολογισμό των συναρτήσεων θνησιμότητας 
και αφ’ετέρου να αντικατοπτρίζει όσο πιο πιστά γίνεται την πραγματικότητα. 
 
Έχουν γίνει πολλές μελέτες στην προσπάθεια για εξεύρεση νόμων θνησιμότητας που να 
μπορούν να παρουσιάσουν ικανοποιητικά τις συναρτήσεις του πίνακα θνησιμότητας για 
ένα μεγάλο εύρος ηλικιών. 
 
Πρώτος γνωστός και συνήθης νόμος θνησιμότητας είναι ο νόμος του Gompertz που 
προτάθηκε το 1825 και έχει την μορφή x

x Bc  , όπου B  και c  είναι σταθερές για το 
εξεταζόμενο διάστημα ηλικιών. Με ολοκλήρωση έχουμε 
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1

0 0
( 1) ln ln

ln ln
x

x x x
t x c

t
Bc Bdt Bc dt c g g

c c
           με 

ln
ln
Bg

c
  . 

 

Από αυτό προκύπτει ότι  1 1
0 0 0

0
exp exp ln

x x
x

c c
x tl l dt l g l g  

         , δηλαδή 

τελικά 
 

 
xc

xl g  με 0l
g

  . 

 

Τότε άμεσα προκύπτει ότι 
( 1)tx cc

t xp g


 . 
 
Για την χρήση όλων των παραπάνω μαθηματικών εκφράσεων που σχετίζονται με τον 
νόμο του Gompertz υπάρχουν οι εξής περιορισμοί: 
 

(i)  Για τις τιμές των σταθερών B  και c  ισχύει 6 310 10B    και 1.08 1.12c  . 
 

(ii)   H ηλικία των ατόμων πρέπει να κυμαίνεται από 15 εώς 60 ετών  
 (δηλαδή αν σκεφτούμε τη γραφική παράσταση μίας συνάρτησης επιβίωσης, στην   
ηλικιακή  ομάδα  όπου η κλίση της καμπύλης δεν είναι «απότομη» και ο ρυθμός των 
θανόντων βαίνει αυξανόμενος αλλά με «ομαλό» τρόπο) 
 

(iii)  Δεν είναι δυνατόν τα παραπάνω να χρησιμοποιηθούν σε όλο το ηλικιάκο φάσμα 
(15 εώς 60) χωρίς να γίνει αλλαγή στις τιμές των σταθερών B  και c  περίπου στην 
ηλικία 50 ετών. 

 

Δεύτερος πολύ σηματικός νόμος θνησιμότητας είναι μια μετατροπή του νόμου Gompertz 
που υπέδειξε το 1860 ο Makeham που είχε σαν αποτέλεσμα την παρακάτω έκφραση για 
την x

x A Bc    (νόμος Makeham). Έχουμε επιπλέον 
 

  1

0 0
ln ln

ln ln
x

x x x
t x c

t
Bc Bdt A Bc dt Ax S g

c c
           

 
όπου g όπως και στον νόμο Gompertz και ln S A . 
 
Τότε προκύπτει ότι 
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  1 1
0 0 0

0
exp exp ln ln

x x
x

x c x c
x tl l dt l s g l s g  

          , 

 
ή ισοδύναμα 
 

xx c
xl s g . 

 
Από την σχέση αυτή προκύπτει και η έκφραση για την πιθανότητα t xp  ως : 

( 1)tx ct c
t xp s g



 . 
 
Ο νόμος του Makeham 0.001 0.003A   μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ηλικίες από 20 
ετών εώς και την οριακή ηλικία   . 
 
Οι νόμοι του Gompertz και Makeham λόγω των ιδοτήτων τους είναι σπουδαίας 
πρακτικής σημασίας, ειδκά στην απλοποιήση σύνθετων πιθανοτήτων που αναφέρονται 
σε περισσότερα από ένα άτομα. Να σημειωθεί ότι οποιοσδήποτε νόμος θνησιμότητας 
ορίζει μόνο την μορφή της έντασης θνησιμότητας και όχι την αριθμητική της τιμή, η 
οποία προκύπτει με κατάλληλες τιμές για τις παραμέτρους που αναφέρθηκαν. 
Κλείνοντας, αξίζει να αναφέρουμε άλλους σημαντικούς νόμους θνησιμότητας με τις 
εκφράσεις τους για την συνάρτηση x : 
 

(i)   De Moivre (1725)    1
( )x k x







 

(ii)   Διπλός Γεωμετρικός Νόμος (1867)  x
x nA Bc M x     

(iii)   Δεύτερος νόμος Makeham (1889)  x
x A Hx B c     

(iv)    Νόμος του Perk (1931)   
1

x

x x x
A B c

c Dc


 




 
 

 
 
4.7  Στοχαστική Προσέγγιση 
 
Έστω T  τυχαία μεταβλητή που αντιπροσωπεύει την διάρκεια της ζωής ενός ατόμου 
ηλικίας x . Τότε η συνάρτηση κατανομής ( )TF t  υπολογίζεται από τον τύπο 
 

( ) [ ] 1T t x t xF t P T t q p     , 
 
ενώ η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )Tf t  είναι  
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   1 1( ) ( ) 1 x t x t
T T t x x t x t

x x x x t

t x x t

l ld d d d df t F t p l l
dt dt dt l l dt l l dt
p 

 
 





                       


 

 
Η  μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής T  αντιπροσωπεύει την προσδοκώμενη ζωή 

(ακριβής τιμή) του ατόμου ηλικίας x . Συμβολίζεται ως 
o

xe  και έχουμε  
 

 

o

0 0

0

( ) ( )x T t x x t

t x

e E T t f t dt t p dt

p dt


 





  



 


 

 
Έστω τώρα K  τυχαία μεταβλητή που αντιπροσωπεύει τη διάρκεια ζωής σε ακέραια έτη 
ενός ατόμου ηλικίας x . Τότε, 
 

1
1( ) ( ) x x k

K k x
x

l l
F k P K k q

l
 




     

και 
 

1( ) ( ) x k x k x k
K

x x

d l l
f k P K k

l l
   

    . 

 
Η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής K  αντιπροσωπεύει την προσδοκώμενη τιμή 

(ακέραια τιμή) του ατόμου ηλικίας x , συμβολίζεται με xe  και έχουμε 
 

1

1 1 1 1

( ) ( ) x k x k x k
x k x

x xk k k k

l l l
e E K k f t k k P

l l

   
   

   


        . 

 

Να σημειωθεί τέλος ότι ισχύει η προσεγγιστική σχέση που συνδέει τα xe  και 
o

xe : 
 

o 1
2

x xe e  . 

 
 
4.8  Αναλογιστικοί πίνακες – Συναρτήσεις μετατροπής 
 
Η σύνθεση ενός πίνακα θνησιμότητας με ένα ποσοστό επιτοκίου παράγει έναν 
αναλογιστικό πίνακα (βλ. πίνακα παραρτήματος). (επιτόκιο είναι ο τόκος που αφορά 
συγκεκριμένη χρονική περίοδο, συνήθως αναφερόμαστε σε ένα ημερολογιακό έτος). 
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Ένας αναλογιστικός πίνακας περιέχει κάποιες επιπλέον συναρτήσεις από αυτές που 
έχουν μελετηθεί. Έιναι έξι ακόμα συναρτήσεις που ονομάζονται συναρτήσεις 
μετατροπής και υπολογίζονται όπως φαίνεται παρακάτω. 
 

1, ( = επιτόκιο)
1

x
x xD u l u i

i
 


, 

 
1

1 2 1
0 0

...
x

x x t x t x x x
t t

N D D D D D D




  

    

 

        , 

 
1

1 2 1
0 0

...
x

x x t x t x x x
t t

S N N N N N N




  

    

 

        , 

 
1x

x XC u d , 
 

1

1 2 1
0 0

...
x

x x t x t x x x
t t

M C C C C C C




  

    

 

         

 
1

1 2 1
0 0

...
x

x x t x t x x x
t t

R M M M M M M




  

    

 

         

 
 
4.9  Εφαρμογές 
 
Εφαρμογή 1:  Έστω άτομο ηλικίας 20 ετών με συνάρτηση επιβίωσης 

1( ) 100
10

S x x , 0 100x  . Να βρεθούν τα 75( 75),Tf  . 

 
Απάντηση:  Από τον ορισμό της συνάρτησης επιβίωσης προκύπτει άμεσα ότι 

0 0( ) /x xS x p l l  , ενώ από την ανάλυση των δεδομένων έχουμε ότι 
 

0 0 ( ) ( )x t x t x t xp p p S x t S x p     , 
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συνεπώς ( )
( )t x

S x tp
S x


 . Ισχύει όμως 

( 75)( ) 1 (75) 1 0.75
( )t x

S xF t p F
S x


      . Επίσης, για την ένταση 

θνησιμότητας x  έχουμε 1 x
x

x

dl
l dx

  . Όμως 0 ( )xl l S x  και  

 

  1/21 1 1( ) 100 ( 1)
10 2 20 100

d S x x
dx x

    


. 

 

Άρα 75
1 0.02

100 100 75
  


. 

 
Εφαρμογή 2:  Έστω ότι ισχύουν τα ακόλουθα: (i)1/ 1 0.095xq   ,  (ii)  2/ 1 0.171xq   , 
(iii)  3 0.2xq   . Να υπολογισθεί το 1 2x xq q  . 
 
Απάντηση: 

 1/ 1 1 2 1 21 0.095x x x x xq p q q q         

  2/ 1 2 1 3 1 2 3 1 2 31 1 0.171x x x x x x x x xq p q p p q q q q               
 
Δηλαδή, έχουμε το εξής σύστημα 
 

 
  

 
  

1 2 1 2
1 2

1 2 3 1 2

1 0.095 1 0.095
0.15

1 1 0.171 0.2 1 1 0.171
x x x x

x x
x x x x x

q q q q
q q

q q q q q
   

 
    

                    
 
 
Εφαρμογή 3:  
 
Θεωρούμε την συνάρτηση  
 

220000 100( )
20000

x xS x  
 . 

 
Μπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση επιβίωσης; Ποια είναι η τιμή της έσχατης (οριακής 
ηλικίας)  ; Με βάση την παραπάνω συνάρτηση να υπολογισθούν: 
 

(i) Η πιθανότητα να επιζήσει ένα άτομο από τη γέννηση του μέχρι την ηλικία των 20 
ετών. 

 
(ii)  Η πιθανότητα άτομο ηλικίας 20 ετών να επιζήσει μέχρι 40 ετών 
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(iii)  Η πιθανότητα άτομο ηλικίας 20 ετών να πεθάνει σε ηλικία μεταξύ 30 και 40 
      ετών 
 
Απάντηση: 
 
Μια συνάρτηση ( )S x  θεωρείται συνάρτηση επιβίωσης όταν είναι συνεχής και φθίνουσα 
για κάθε τιμή της (0, )x  . Επίσης πρέπει ( 0) 1S   και ( ) 0S   . Για την παραπάνω 
συνάρτηση έχουμε ( ) 0 100S     . Επίσης εύκολα διαπιστώνεται ότι αυτή είναι 

φθίνουσα, αφού  1( ) 100 2 0
20000

d S x x
dx

     για (0,100)x . 

 
(i) Στο ερώτημα αυτό, το ζητούμενο αντικατοπτρίζεται από το ( 20) 0.88S  . 

 

(ii)  20 20
( 40) 0.8181
( 20)

Sp
S

   

 
(iii)  Έστω p  η πιθανότητα άτομο ηλικίας 20 ετών να πεθάνει μεταξύ 30 και 40 

ετών. Αν 1p  η πιθανότητα άτομο ηλικίας 20 ετών να επιζήσει εώς 30 ετών και 2p  η    

πιθανότητα να επιζήσει εώς 40 ετών, τότε η ζητούμενη πιθανότητα είναι 1 2p p p  . 

Έχουμε 1
(30) 161
(20) 176

Sp
S

   και 2
(40) 72
(20) 88

Sp
S

  . Τότε 0.0966p  . 

 
 
Εφαρμογή 4: Ένας πίνακας θνησιμότητας, για μια τυπική ομάδα ατόμων ακολουθεί τον 
νόμο του Makeham με  
 

x
x A Bc   . 

 
Ένας ειδικός πίνακας θνησιμότητας, για μία μη τυπική ομάδα ατόμων, ακολουθεί επίσης 
τον νόμο του Makeham με  
 

x
x A B c     . 

 
Η σταθερά c  έχει την ίδια τιμή και στους δύο πίνακες. Δεδομένου ότι η πιθανότητα 
άτομο ηλικίας x  της πρώτης ομάδας να επιζήσει 5 χρόνια, ισούται με την πιθανότητα 
άτομο ηλικίας x  της δεύτερης ομάδας να επιζήσει για 10 χρόνια, να εκφρασθούν τα A  
και B  συναρτήσει των , ,A B c . 
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Απάντηση:  Ισχύει γενικά ότι  exp
x y

y x t
x

p dt
       . Έχουμε  

 

   
ln

x y x y
t x y x

t
x x

Bdt A Bc dt Ay c c
c


 

      . 

 
Βάσει του νόμου Makeham είναι 
 

 
10

1010
ln

x
x x

t
x

Bdt A c c
c




   , 

 
και  
 

 
10

10
10 exp exp 10

ln

x
x x

x t
x

Bp dt A c c
c





              .        (Α) 

Επίσης, βάσει του δεύτερου νόμου, έχουμε 
 

 
5

105
ln

x
x x

t
x

Bdt A c c
c




    , 

 
και 
 

 
5

10
5 exp exp 5

ln

x
x x

x t
x

Bp dt A c c
c





                 .         (Β) 

 
Δεδομένου ότι ισχύει 10 5x xp p  και συνδυάζοντας τις σχέσεις (Α) και (Β) προκύπτει 
 

   

   

10 5

10 5

10 5
ln ln

10 5

1 1

x x x xB BA c c A c c
c c

A A

B c B c

 
      

      

 

 
Τελικά, λαμβάνουμε 2A A   και  51B B c   . 
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Εφαρμογή 5:  Η υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής θανόντων κατά τη διάρκεια ενός 
έτους ηλικίας, μπορεί να εκφρασθεί μαθηματικά από το γεγονός ότι η συνάρτηση 
 

( ) t xf t q  είναι γραμμική για κάθε [ 0,1]t  . 
 
Με βάση την παραπάνω υπόθεση να αποδειχθεί ότι: 
 

(i)  t x xq tq  

(ii)  x xq   

(iii)  
1

x
x t

x

q
tq

  


 

(iv)   x t x xl l t d    

(v)   1
(1 ) , 0 1
1

x
s x t

x

s qq t s
t q 


   


 

 
Απάντηση: 
 

(i) Η t xq  είναι γραμμική και συνεπώς θα έχει τη μορφή t xq a bt  . Εφ’οσον 

1 x xq a b q    και 0 0 0xq a   , έπεται ότι 0a   και xqb  . 
 

(ii) Είναι εξ’ορισμού 1 x x
x x

x x

d l d q
l dx l

     . 

 

(iii)   1 1
1

x
x t x t x

x t x t x t x

qd dxl q
l dt l tp q

  
 

    


 

 
(iv)   Επειδή ισχύει t x xq tq  έπεται ότι  

1 1 x t
x x

x x

l dxt p tq t
l I
     , 

και x x t x t x xl l t dx l l t d       
 
 

(v)   

     

1 1
1

1 1

1 1 1
1

1

x t
s x t s x t

x t

x x x

x x x x x

l s
q p

l
l t s s d s q

l t d l td t q


   



 
   

    
   

  
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Εφαρμογή 6: Αν ο αριθμός θανόντων κατα τη διάρκεια ενός έτους ηλικίας, ακολουθεί 
την υπόθεση Balducci, δηλαδή ισχύει  1 (1 )t x t xq t q    , 0 1t   τότε ισχύουν οι 
ακόλουθες σχέσεις: 
 

(i)   
 1 1

x
x t

x

q
t q

  
 

 

 

(ii)   
 1

(1 ) , 0 1
1

x
s x t

x

s qq t s
s t q 


   
 

 

 

(iii)   
 

, 0 1
1 1

x
t x

x

tqq t
t q

  
 

 

 
Απάντηση:  
 

(i)   

 
 

 

1
2

1

1 1
2

1 11

1 1 x x
x t x t x

x t x t x x

x x x x x

x x x xx x

l ld l d
l dt l l td

l td l l d
l l l tdl td

 
 

  

 

 

   


                   

 

 
Όπου χρησιμοποιήθηκε η υπόθεση Balducci στη μορφή 

 
`

1
1

x x
x

x x

l l
l

l td








. 

 Οπότε, 
1 1

/
/ / 1 (1 )

x x x x x
x t

x x x x x x x x x

d d l q q
l td l l t d l p tq t q

 
 

   
    

. 

 
(ii)  Έχουμε 
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1
1 1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1 1

/ ( 1 )
1

/

1
( 1 )

( 1 )
( 1 )

(1 )
( 1 )
(1 ) /

/ ( 1 ) /
(1 ) (1

1 ( 1 )

x t s
s x t s x t

x t

x x x x

x x x x

x x

x x

x

x x

x

x x

x x

x x x x

x

x x

l
q p

l
l l l t s d

l l l td
l t d

l t s d
t s t d

l t s d
s d

l t s d
s d l

l l t s d l
s q

q t s q

  
   



 

 











   

  
 




 

  

  


  




  




  


 

   
)

1 ( )
x

x

s q
s t q


 

 

 
(iii) Έχουμε 

 

 
1

1 1

/1 1 1
/ / 1 (1 )

x t x x x x x
t x t x

x x x x x x x x x

l l l td l t qq p
l l l td l l td l t q
 

 

       
   

 
 
Σημείωση: Από (i)  και (iii) εξάγεται το συμπέρασμα ότι t x x tq t  , 0 1t  . 
 
 
Εφαρμογή 7:  Δίνεται ότι 0.271xq  . Να ευρεθεί 1/3 1/2 0.271xq    κάτω από την 
υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής θανόντων και υπό την υπόθεση Balducci. 
 
Απάντηση:   Βλέπουμε ότι η 1/3 1/2xq   είναι της μορφής 1 s x tq   όπου 1/ 2t   και 

2 / 3s   με 0 1t s   . Για την πρώτη υπόθεση έχουμε: 
 

1/3 1/2
1 2 / 3 542

1 51871
2

x
x

x

q
q

q



 


. Για την υπόθεση Balducci έχουμε 

1/3 1/2
(1/ 3) 542

1 (1/ 6) 5727
x

x
x

qq
q  


. 
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Κεφάλαιο 5   
 
Μαθηματική προσέγγιση τιμολόγησης ασφαλίσεων 
ζωής 
 
 
5.1  Εισαγωγή 
 
Τα βασικά προγράμματα ασφάλισης ζωής είναι: 
 

 Πρόσκαιρη ασφάλιση σε περίπτωση θανάτου: 
 
Με αυτή την επιλογή προγράμματος, το ασφαλισμένο κεφάλαιο πληρώνεται σε 
περίπτωση θανάτου του ασφαλιζομένου κατά τη διάρκεια ισχύος του 
ασφαλιστηρίου. 

 
 Ισόβια ασφάλιση σε περίπτωση θανάτου: 

 
Με αυτό το πρόγραμμα το ασφαλισμένο κεφάλαιο πληρώνεται στους δικαιούχους 
του ασφαλίσματος (της αποζημίωσης) οποτεδήποτε συμβεί ο θάνατος του 
ασφαλιζομένου. 

 
 Μικτή ασφάλιση ζωής: 

 
Με την συγκεκριμένη επιλογή το ασφαλισμένο κεφάλαιο πληρώνεται στον 
ασφαλισμένο στη λήξη της περιόδου της ασφάλισης ή στους δικαιούχους του, σε 
περίπτωση θανάτου του ασφαλισμένου κατα τη διάρκεια που ισχύει η ασφάλιση. 

 
 Πρόγραμμα προικοδότησης 

 
Με αυτό το πρόγραμμα ασφάλισης, το ασφαλισμένο κεφάλαιο πληρώνεται στη 
λήξη της ασφάλισης και μόνο εφόσον ο ασφαλισμένος βρίσκεται στη ζωή. 
Μιλάμε δηλαδή για ασφαλιστικό πρόγραμμα επιβίωσης που είναι πολύ 
διαδεδομένο για παιδιά με ημερομηνία λήξης του προγράμματος τα 18 έτη, ώστε 
να εξασφαλισθούν οι οικονομικές ανάγκες που πιθανότατα θα δημιουργηθούν για 
τις σπουδές. 

 
 
5.2  Υπολογισμός ασφαλίστρου ασφάλισης προικοδότησης 
 
Ο τρόπος υπολογισμού αυτού του προγράμματος ζωής είναι η βάση για τον υπολογισμό 
όλων των άλλων ασφαλίσεων ζωής. Έστω λοιπόν άτομο x ετών που ασφαλίζεται με αυτό 
το πρόγραμμα για n  έτη για κεφάλαιο 1 νομισματικής μονάδας. Ο ασφαλισμένος θα 
λάβει 1 νομισματική μονάδα στην ηλικία x n  ετών. Συνεπώς η παρούσα αξία της 
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ασφάλισης θα είναι το ασφαλισμένο κεφάλαιο της 1 μονάδας επί την πιθανότητα το 
άτομο να ζει στην ηλικία των x n  ετών, δηλαδή επί n xP . Βάσει αυτών και 
συμβολίζοντας την παρούσα αξία ως 1:x

n

A , προκύπτει ότι 

 1:
|

1 1
x n

n n x n x n
x xx x xn

l luA i nP u
l lu


      . 

 
Με χρήση της συνάρτησης μετατροπής έχουμε ότι 
 

1:
|

x n

x xn

D
A

D
  

 
Η παρούσα αυτή αξία ονομάζεται ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο και αντιπροσωπεύει το 
ποσό που πρέπει να πληρωθεί με μία καταβολή εφ’άπαξ ώστε ο ασφαλισμένος να 
αγοράσει το παραπάνω πρόγραμμα. Ο όρος «καθαρό» υποδηλώνει ότι έχει γίνει 
υπολογισμός μόνο βάσει θνησιμότητας και επιτοκίου και χωρίς λοιπά έξοδα της εταιρίας. 
 
5.3  Υπολογισμός ασφαλίστρου ασφάλισης σε περίπτωση θανάτου 
 
(α)  Έστω πρόγραμμα ισόβιας ασφάλισης σε περίπτωση θανάτου για άτομο ηλικίας x  
και ασφαλισμένο κεφάλαιο 1 νομισματική μονάδα. Το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο 
συμβολίζεται με xA , είναι και πάλι η παρούσα αξία και γράφεται ως 
 

2 3
1/ 2/ 1/... ...

x x x

n
x x q q n qA uq u u u        

 
Κάθε όρος του αθροίσματος αντιπροσωπεύει την πιθανότητα ο θάνατος να επέλθει σε 
κάποιο συγκεκριμένο χρόνο επί την παρούσα αξία ποσού 1 νομισματικής μονάδας που 
πληρώνεται στο τέλος του συγκεκριμένου χρόνου. Συνεπώς έχουμε  
 

1 1
/

0 0

1
x

t t
x t q x t

xt t

A u u d
l

 
 



 

    

 

Η συγκεκριμένη έκφραση με χρήση συναρτήσεων μεταβολής γίνεται x
x

x

MA
D

 . 

 
(β) Έστω τώρα πρόγραμμα πρόσκαιρης ασφάλισης σε περίπτωση θανάτου, για διάρκεια 
ασφαλιστηρίου n  έτη. Το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο συμβολίζεται με 1

:x nA  και 
περιγράφεται παρακάτω 
 



75 
 

1 1
1 2 1 1

1/ 1/ /:
0 0

1...
x x x

n n
n t t

x q n q t q x tx n
xt t

A uq u u u u d
l

 
 

 

 

        

 
ή με χρήση των συναρτήσεων μεταβολής 
 

1
:

x x n
x n

x

M M
A

D


 . 

 
(γ) Όταν το ασφαλισμένο κεφάλαιο πληρώνεται με επιβράδυνση n  ετών, δηλαδή όταν ο 
ασφαλισμένος ηλικίας x  ετών πεθάνει σε ηλικία μεγαλύτερη των x m  ετών (ισόβια 
ασφάλιση σε περίπτωση θανάτου μέλλουσα m  ετών) το ενιαίο καθαρό αφάλιστρο 
συμβολίζεται με / xm A  και για ασφαλισμένο κεφάλαιο 1 νομισματικής μονάδας δίνεται 
από την σχέση 
 

1:
|

/ x x m x mx
x x x x x xn

M M MMm A A A
D D D

 
     . 

 
 
5.4  Υπολογισμός ασφαλίστρου ασφάλισης σε περίπτωση μικτής 
ασφάλισης 
 
Όπως έχει αναφερθεί νωρίτερα η μικτή ασφάλιση ζωής είναι συνδυασμός της ασφάλισης 
προικοδότησης και της πρόσκαιρης ασφάλισης θανάτου. Έτσι αν προσθέσουμε τα ενιαία 
καθαρά ασφάλιστρα των δύο παραπάνω μορφών ασφάλισης θα προκύψει το ενιαίο 
καθαρό ασφάλιστρο μιας μικτής ασφάλισης το οποίο συμβολίζουμε με :x nA . Έτσι λοιπόν 
 

1
1: ::
|

x n x x n x x n x n
x n x nx x x xn

D M M M M D
A A A

D D D
     

     . 

 
 
5.5  Ετήσια καθαρά ασφάλιστρα 
 
Οι ασφαλισμένοι ενός προγράμματος ζωής συνηθίζουν να εξοφλούν τα ασφάλιστρα προς 
την ασφαλιστική εταιρεία με μια σειρά περιοδικών πληρωμών και όχι με εφάπαξ 
πληρωμή για προφανείς λόγους ρευστότητας. Τα περιοδικά αυτά ασφάλιστρα πρέπει να 
καταβάλλονται προτού ο ασφαλιστής ξεκινήσει να πληρώνει τα ασφαλισμένα ποσά στον 
ασφαλισμένο. Η πρώτη πληρωμή γίνεται στην αρχή κάθε περιόδου. Συνήθης πρακτική 
είναι τα περιοδικά ασφάλιστρα να υπολογίζονται σε ετήσια βάση (ετήσια καθαρά 
ασφάλιστρα). Υπολογίζονται λαμβάνοντας υπ’όψιν την παρακάτω σημαντική 
οικονομική αρχή 
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«Η παρούσα αξία μιας σειράς καθαρών περιοδικών ασφαλίστρων πρέπει να ισούται με 
την παρούσα αξία της ασφάλισης» 
 
Αυτή η οικονομική αρχή περιγράφεται μαθηματικά ως 
 

 AP
a




, 

 
όπου, 
 
P  το καθαρό ετήσιο ασφάλιστρο 
 
a  η παρούσα αξία κατάλληλης προκαταβλητέας ράντας ζωής 
 
A  το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο της υπό εξέταση μορφής ασφάλισης. 
 
Όλες οι συναρτήσεις που εμπλέκονται στην παραπάνω σχέση υπολογίζονται για την 
ηλικία στην οποία αρχίζει να έχει ισχύ το ασφαλιστήριο συμβόλαιο. Εφαρμόζοντας την 
παραπάνω σχέση στα προγράμματα ασφάλισης ζωής για άτομο που ασφαλίζεται σε 
ηλικία x  προκύπτουν οι παρακάτω εκφράσεις για τα ετήσια καθαρά ασφάλιστρα τα 
οποία θεωρούνται σταθερά 
 

Ισόβια ασφάλιση θανάτου: x x
x

x x

A MP
a N

 


 

 

Πρόσκαιρη ασφάλιση θανάτου n  ετών : 
1

1 :
1:

:

x x nx n
x n

x x nx n

A M M
P

N Na





 


 

 

Μικτή ασφάλιση n  ετών:  :
:

:

x x n x nx n
x n

x x nx n

A M M D
P

N Na
 



 
 


 

 

Ασφάλιση προικοδότησης n  ετών:  
1:
|

1: 1| :
|

x
n x n

x x x nn x
n

A
D

P
N Na





 


 

 
Οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν όταν τα ετήσια ασφάλιστρα πληρώνονται σε όλη τη 
διάρκεια ισχύος του συμβολαίου. Όμως υπάρχει η δυνατότητα η περίοδος πληρωμής των 
ασφαλίστρων να είναι μικρότερη της διάρκειας του ασφαλιστηρίου ιδιαίτερα σε 
περιπτώσεις που ο ασφαλισμένος νιώθει πως οι οικονομικές του δυνατότητες θα 
μεταβληθούν προς το χειρότερο από κάποια χρονική στιγμή και μετά και προσπαθεί να 
διαφυλάξει την ισχύ του ασφαλιστηρίου και μετά την στιγμή αυτή. Τότε τα ετήσια 
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καθαρά ασφάλιστρα προκύπτουν αν διαιρέσουμε το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο με την 
παρούσα αξία μιας προκαταβλητέας πρόσκαιρης ράντας t  ετών. Τότε έχουμε 
 
Ισόβια ασφάλιση θανάτου (πρόσκαιρη πληρωμή  t  ετών) 
 

 
:

x x
t x

x x tx t

A Mp
N Na 

 


 

 
Πρόσκαιρη ασφάλιση θανάτου n  ετών (πρόσκαιρη πληρωμή  t  ετών, t n ) 
 

1
1 :
:

:

x x nx n
t x n

x x tx t

A M M
p

N Na





 


 

 
Μικτή ασφάλιση θανάτου n  ετών (πρόσκαιρη πληρωμή  t  ετών, t n ) 
 

:
:

:

x x n x nx n
t x n

x x tx t

A M M D
p

N Na
 



 
 


. 

 
 
5.6  Εμπορικά ασφάλιστρα 
 
Η μελέτη που έχει γίνει εώς τώρα αφορά τα καθαρά ασφάλιστρα (ή αλλιώς μαθηματικά 
ασφάλιστρα). Αν σε αυτά προστεθούν τα διάφορα έξοδα του ασφαλιστή τότε 
προκύπτουν τα εμπορικά ασφάλιστρα. Τα προαναφερόμενα έξοδα χωρίζονται κυρίως σε 
 
(α)  Έξοδα διαχείρισης: Στην κατηγορία αυτή υπάγονται τα ενοίκια για τα γραφεία της 
εταρείας, μισθοί υπαλλήλων, αποζημιώσεις μελών Διοικητικού Συμβουλίου, γραφική 
ύλη, λογαριασμοί εταιρίας (ρεύμα, τηλέφωνο κλπ) καθώς και επιθυμητό από την 
εταιρεία περιθώριο κέρδους. Συμβολίζονται με α. 
 
(β) Έξοδα πρόσκτησης εργασιών: Εδώ υπάγονται έξοδα όπως η αμοιβή του 
ασφαλιστικού διαμεσολαβητή, δαπάνες για πιθανή ιατρική εξέταση του ασφαλιζομένου 
πριν την σύναψη του ασφαλιστηρίου συμβολαίου κλπ. Συμβολίζονται με β. 
 
(γ)   Έξοδα είσπραξης: Μιλάμε για την αμοιβή των ατόμων που διενεργούν την είσπραξη 
των ασφαλίστρων. Συμβολιζονται με γ. 
 
Τα εμπορικά ασφάλιστρα υπολογίζονται από την παρακάτω ισότητα παρουσών αξιών: 
Π.Α ΕΜΠΟΡΙΚΩΝ ΑΣΦΑΛΙΣΤΡΩΝ  =  Π.Α ΑΣΦΑΛΙΖΟΜΕΝΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΩΝ+  
           + Π.Α ΕΞΟΔΩΝ 
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Έτσι θεωρώντας τα έξοδα εισπράξεως ως πσοστό γ επί του εμπορικού ασφαλίστρου, τα 
έξοδα διαχείρισης ως ποσοστό α επί του ασφαλιζομένου κεφαλαίου και τα έξοδα 
πρόσκτησης  ως β, τότε ισχύει για το εμπορικό ασφάλιστρο p : 
 

p a A p a a             
 
Όμως γνωρίζουμε ότι A p a  . Άρα 
 

  1(1 )
1

p a p a p p
a


   

            

 


 

 
5.7  Μικτά ασφάλιστρα 
 
Εν τέλει ο ασφαλιζόμενος δεν πληρώνει p  γιατί σε όλη αυτή την ανάλυση δεν έχει 
υπολογιστεί ο γνωστός φόρος ασφαλίστρων (οι ασφαλίσεις δεν υπάγονται σε καθεστώς 
Φ.Π.Α αλλά έχουν μια διαφορετική επιβάρυνση, τον Φ.Α). Συμβολίζοντας ως Φ το 
ποσοστό επιβάρυνσης για τον φόρο ασφαλίστρων, προκύπτει για τα μικτά ασφάλιστρα 
p , ο μαθηματικός τύπος 

 
  1p p   . 
 
 
5.8  Ράντες ζωής και ασφαλίσεις θανάτου με μεταβλητούς όρους 
 
Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι καταβαλλόμενες πληρωμές μεταβάλλονται από περίοδο 
σε περίοδο ή το ασφαλισμένο ποσό μεταβάλλεται ανάλογα του χρόνου που συμβαίνει ο 
θάνατος του ασφαλισμένου. Παρακάτω φαίνονται συνοπτικά οι πιο χρήσιμες τέτοιες 
περιπτώσεις: 
 

 Παρούσα αξία ισόβιας προκαταβλητέας ράντας με αρχική καταβολή ίση με τη 
μονάδα και στη συνέχεια με αριθμητική αύξηση μία μονάδα ετησίως:  xIa : 

 

  1 2

1 2

2 3 ...

...

x xx
x

x x x

x xx

x x x

x

x

D DDIa
D D D

N NN
D D D
S
D

 

 

   

   





 

 
 Παρούσα αξία ισόβιας ληξιπρόθεσμης ράντας με αρχική καταβολή ίση με την 

μονάδα και έπειτα με αριθμητική αύξηση κατά μία μονάδα ετησίως  xIa : 
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  1 2

1 2

1

2 ...

...

x x
x

x x

x x

x x

x

x

D D
Ia

D D
N N
D D

S
D

 

 



  

  



 

 
 Παρούσα αξία πρόσκαιρης διάρκειας n  ετών προκαταβλητέας ράντας με αρχική 

καταβολή ίση με τη μονάδα και εν συνεχεία με αριθμητική αύξηση κατά μία 
μονάδα ετησίως,   :x nIa : 

 

  1 2 1
:

1 2 1

2 3 ...

...

x x x nx
x n

x x x x

x x x nx

x x x x

x x n x n

x

D D DDIa n
D D D D

N N NN
D D D D
S S nN

D

   

   

 

    

    

 




 

 
 Παρούσα αξία πρόσκαιρης διάρκειας n  ετών ληξιπρόθεσμης ράντας με αρχική 

καταβολή ίση με τη μονάδα και εν συνεχεία με αριθμητική αύξηση κατά μία 
μονάδα ετησίως,   :x nIa : 

 

  1 2
:

1 2

1 1

...

...

x x x n
x n

x x x

x x x n

x x x

x x n x n

x

D D D
Ia

D D D
N N N
D D D

S S nN
D

  

  

   

   

   

 


 

 
5.9  Εφαρμογές 
 
Εφαρμογή 1:  Άτομο ηλικίας 57 ετών συνταξιοδοτούμενο παίρνει εφάπαξ ποσό 30000 
€. Να βρεθεί το ποσό που θα εισπράττει ετησίως αν το εφάπαξ χρησιμοποιηθεί για να 
ασφαλισθεί 
 
(α)  Με μία ράντα ζωής ισόβια ληξιπρόθεσμη 
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(β) Με μία ράντα ζωής της οποίας η πρώτη δόση θα του καταβληθεί στην ηλικία των 64 
ετών 
 
Απάντηση:   
 
(α)  Το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο ράντας ζωής ισόβιας και ληξιπρόθεσμης είναι 

x
x

x

Na
D

  ή 

 
58

57
57

30000NRa R
D

  . 

Οπότε 57

58
30000 DR

N
 , όπου R  συμβολίζει το ποσό που θα εισπράττει ετησίως. 

 
(β)  Εδώ έχουμε μια ράντα μέλλουσα 7 ετών ληξιπρόθεσμη με ενιαίο καθαρό 
ασφάλιστρο 7 57a . Τότε θα ισχύει 
 

57 65
7 57

65 57
30000 30000 30000D NR a R R

N D
      . 

 
Εφαρμογή 2:   Άτομο ηλικίας 25 ετών ασφαλίζεται ώστε από την ηλικία των 65 ετών 
και μετά και για όσο βρίσκεται στην ζωή να εισπράττει ετησίως ποσό R . Από σήμερα 
έως την ηλικία των 60 ετών θα πληρώνει 1500  ευρώ ετησίως. Να ευρεθεί η τιμή του R . 
 
Απάντηση:  Στην ηλικία των 25 ετών, οι πληρωμές που καταβάλλει αποτελούν μια 
πρόσκαιρη 36 ετών προκαταβλητέα ράντα της οποίας η παρούσα αξία ισούται με 

25:361500 a . Συνεπώς πρέπει 

 

25:36

65 25 61 25 61
40/

25 25 65
1500 1500 1500a

N N N N NR R R
D D N

 
     . 

 
Εφαρμογή 3:  Να βρεθεί το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο σε περίπτωση θανάτου ενός 
παιδιού ηλικίας 10 ετών, η οποία παρέχει τον πρώτο χρόνο 10000€, τον δεύτερο 20000€ 
και συνεχίζει να παρέχει ποσά αυξανόμενα κατά 10000€ το χρόνο μέχρι των 100000€, 
οπότε και παραμένουν σταθερά στο ποσό αυτό για την υπόλοιπη ζωή. 
 
Απάντηση:  Πρόκειται για ασφάλιση σε περίπτωση θανάτου η οποία κατ’αρχήν είναι 
αύξουσα πρόσκαιρη 10 ετών και μετά μέλλουσα. Το ενιαίο καθαρό ασφάλιστρο 
προκύπτει ως άθροισμα των δύο παραπάνω. Δηλαδή, 
 

1 10 20 20 20
10/ 1010:10

10 10

1010000( ) 100000 10000 100000R R M MP IA A P
D D

 
     . 
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Κεφάλαιο 6 
 
Συμπεράσματα 
 
  Είναι φανερό πως η τιμολόγηση οποιουδήποτε ασφαλιστικού προϊόντος είναι μία 

πολύπλοκη διαδικασία η οποία απαιτεί εξειδικευμένο προσωπικό με πολύ καλές γνώσεις 

θεωρίας πιθανοτήτων και στατιστικής καθώς και ικανοποιητικό επίπεδο στην ανάλυση 

οικονομικών παραμέτρων που αφορούν τα ασφαλιστικά προγράμματα. 

  Ειδικά η τιμολόγηση στον κλάδο ζωής όπου και δόθηκε βαρύτητα στην παρούσα 

εργασία αποτελεί σημαντικό κομμάτι δουλειάς των αναλογιστών (ανθρώπων – κλειδιά 

σε κάθε ασφαλιστική εταιρία) καθώς δεν είναι λίγα τα παραδείγματα από την 

ασφαλιστική αγορά , κατάργησης προγραμμάτων μέσω της μη έκδοσης νέων 

συμβολαίων , λόγω κακού υπολογισμού των ασφαλίστρων. 

  Θα μπορούσε να υπάρξει επέκταση της μελέτης σε θέματα όπως ο υπολογισμός των 

αναμενόμενων ζημιών ανά ασφαλιστικό πρόγραμμα, ο υπολογισμός των αποθεματικών 

που υποχρεώνονται να έχουν οι εταιρίες βάσει νομοθεσίας ή ακόμα και  η βασική 

μέθοδος προστασίας των ασφαλιστικών επιχειρήσεων (αντασφάλιση). 

  Κλείνοντας παρατίθεται πρόσφατο άρθρο της κυρίας Γερασίμου από το 

asfalistikomarketing.gr της 30/01/2017 με τίτλο «Οι 10+1 προτάσεις των αναλογιστών 

για την ασφαλιστική αγορά» που καταδεικνύει τον εξέχοντα ρόλο του Αναλογιστή στη 

σύγχρονη ασφαλιστική αγορά. 

 

«« Οι αναλογιστές είναι οι άνθρωποι των μαθηματικών και της στατιστικής επιστήμης. Ο 

ρόλος τους είναι να ποσοτικοποιούν και να επιμετρούν τον κίνδυνο. Να αποτυπώνουν σε 

αριθμούς το ρίσκο και να διασφαλίζουν τη βιωσιμότητα των εταιρειών και τα 

συμφέροντα των πελατών. 

Να δημιουργούν μεταξύ του πελάτη και της επιχείρησης μία σχέση αμφίπλευρης 

ωφέλειας. Το έργο τους είναι απαραίτητο σε πολλούς κλάδους πόσο μάλλον στον 

ασφαλιστικό που στον πυρήνα των εργασιών του βρίσκεται η διαχείριση του ρίσκου. 

Η συμβολή τους στην πολιτική που ακολουθεί η εκάστοτε ασφαλιστική επιχείρηση είναι 

καθοριστική από το σχηματισμό επαρκών τεχνικών αποθεμάτων, το σχεδιασμό των 
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ασφαλιστικών υπηρεσιών και την τιμολόγησή τους μέχρι και την επενδυτική στρατηγική 

που έχει επιλεγεί. 

Το Ασφαλιστικό Marketing μίλησε με τον πρόεδρο της Ένωσης Αναλογιστών Ελλάδος 

και Διευθύνοντα Σύμβουλο της Generali κ. Π. Δημητρίου, καθώς και με έξι στελέχη 

εταιρειών τους κ. Β. Βασιλόπουλο από την Allianz, Δ. Γεωργιάδη από τη Eurolife ERB, 

Θ. Πρόιο από την Interlife, Κ. Θρασυβουλίδη από τη Metlife, Α. Λοβέρδο από τη 

Δύναμις και Κ. Φλουρή από την Υδρόγειο και κατέγραψε τις απόψεις τους για την 

ασφαλιστική αγορά. Ας δούμε τι προτείνουν για την ιδιωτική ασφάλιση: 

– Να αντιμετωπιστεί αποτελεσματικά το φαινόμενο της συνεχούς μείωσης των τιμών των 

ασφαλίστρων στο βωμό της πρόσκτησης εργασιών, που οδηγεί στη δημιουργία ζημιών 

για τις εταιρείες. 

– Να αναδειχθεί η εταιρική κοινωνική ευθύνη και το κοινωνικό πρόσωπο της ασφάλισης 

που πρέπει να είναι απόλυτα συνυφασμένο με το ρόλο της αγοράς. 

– Να υπάρχει πλήρης διαφάνεια σε ό,τι αφορά στη Φερεγγυότητα των Ασφαλιστικών 

Εταιρειών. 

– Να ενημερώνονται αναλυτικά οι ασφαλισμένοι για την ασφαλιστική σύμβαση που 

συνάπτουν με την εταιρεία. 

– Να διασφαλιστεί η τεχνική αρτιότητα των στελεχών της επιχείρησης και η συνεχής 

επιμόρφωσή τους. Η ιδιωτική ασφάλιση είναι μία αγορά που υφίσταται πολλές 

μεταβολές και εξελίσσεται παράλληλα με τις ανάγκες των κοινωνιών και των πολιτών. 

– Να μεταβούν σε ένα ψηφιακό και πιο αυτοματοποιημένο μοντέλο οι εταιρείες, μέσα 

από το οποίο θα μπορέσουν να βελτιώσουν τις υπηρεσίες που παρέχουν προς τους 

ασφαλισμένους και να διευρύνουν το πελατολόγιό τους. 

– Να θεσμοθετηθεί η τεκμηρίωση του τιμολογίου κάθε ασφαλιστικής εταιρείας από 

ελεγμένη Αναλογιστική Μελέτη, η οποία θα διέπεται από συγκεκριμένες προδιαγραφές. 

– Να καθοριστούν από τους εμπλεκόμενους φορείς ειδικές προδιαγραφές για κάθε κλάδο 

ασφάλισης, τις οποίες οι ασφαλιστικές εταιρείες να είναι υποχρεωμένες να τηρούν, 

προκειμένου να έχουν τη δυνατότητα να ασκούν το συγκεκριμένο κλάδο. 

– Το Solvency II έχει ήδη παίξει καθοριστικό ρόλο στη βελτίωση της λειτουργίας των 

ασφαλιστικών εταιρειών. Το νέο πλαίσιο θα πρέπει να επικοινωνηθεί σε όλους τους 

εμπλεκόμενους της ασφαλιστικής αγοράς για να βοηθήσει στην κοινή αντίληψη για τη 
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σχέση παροχής ασφάλισης και ανάληψης κινδύνων και κατ’ επέκταση στη σωστή 

πώληση. 

– Τα προγράμματα θα πρέπει να έχουν ορθή και δίκαιη τιμολόγηση για τον πελάτη. 

– Υιοθέτηση από τις εταιρείες σύγχρονου και αποτελεσματικού συστήματος 

διακυβέρνησης, σε συνδυασμό με την ενίσχυση των τεχνικών τμημάτων κάθε 

ασφαλιστικής. »» 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ: ΠΙΝΑΚΑΣ ΘΝΗΣΙΜΟΤΗΤΑΣ PM 60/64 MKH 
 
x lx 1000qx Dx Nx Sx Cx Mx Rx x 
0 10000.000 24.280 10000.000 221902.724 4495806.739 232.902 953.606 38620.435 0 
1 9757.200 2.275 9359.424 211902.724 4273904.014 20.427 720.704 37666.829 1 
2 9735.000 1.130 8957.438 202543.300 4062001.290 9.709 700.277 36946.125 2 
3 9724.000 0.771 8582.558 193585.862 3859457.990 6.350 690.569 36245.848 3 
4 9716.500 0.628 8226.320 185003.303 3665872.128 4.954 684.219 35555.279 4 
5 9710.400 0.546 7886.001 176776.983 3480868.824 4.129 679.265 34871.060 5 
6 9705.100 0.484 7560.380 168890.983 3304091.841 3.512 675.136 34191.795 6 
7 9700.400 0.454 7248.651 161330.603 3135200.858 3.154 671.624 33516.659 7 
8 9696.000 0.423 6949.989 154081.952 2973870.256 2.819 668.470 32845.035 8 
9 9691.900 0.402 6663.837 147131.963 2819788.304 2.572 665.651 32176.564 9 
10 9688.000 0.392 6389.597 140468.126 2672656.341 2.404 663.079 31510.913 10 
11 9684.200 0.391 6126.706 134078.529 2532188.215 2.300 660.675 30847.834 11 
12 9680.410 0.403 5874.636 127951.823 2398109.686 2.270 658.375 30187.159 12 
13 9676.510 0.444 5632.873 122077.186 2270157.864 2.401 656.105 29528.784 13 
14 9672.210 0.527 5400.834 116444.314 2148080.677 2.732 653.704 28872.679 14 
15 9667.110 0.671 5177.924 111043.480 2031636.364 3.334 650.972 28218.976 15 
16 9660.620 0.828 4963.499 105865.555 1920592.884 3.943 647.638 27568.004 16 
17 9652.620 1.005 4757.208 100902.056 1814727.328 4.586 643.695 26920.366 17 
18 9642.920 1.151 4558.683 96144.848 1713825.272 5.034 639.109 26276.671 18 
19 9631.820 1.268 4367.804 91586.165 1617680.424 5.311 634.076 25637.562 19 
20 9619.610 1.350 4184.429 87218.361 1526094.260 5.420 628.764 25003.487 20 
21 9606.620 1.426 4008.421 83033.932 1438875.899 5.483 623.344 24374.723 21 
22 9592.920 1.480 3839.524 79025.511 1355841.967 5.452 617.861 23751.378 22 
23 9578.720 1.535 3677.545 75185.987 1276816.456 5.414 612.409 23133.518 23 
24 9564.020 1.558 3522.208 71508.442 1201630.469 5.264 606.995 22521.109 24 
25 9549.120 1.602 3373.353 67986.234 1130122.027 5.185 601.732 21914.113 25 
26 9533.820 1.636 3230.645 64612.881 1062135.793 5.071 596.547 21312.382 26 
27 9518.220 1.660 3093.870 61382.236 997522.911 4.926 591.476 20715.834 27 
28 9502.420 1.690 2962.814 58288.366 936140.675 4.803 586.550 20124.358 28 
29 9486.360 1.735 2837.225 55325.552 877852.309 4.722 581.747 19537.808 29 
30 9469.900 1.826 2716.836 52488.327 822526.757 4.758 577.024 18956.061 30 
31 9452.610 1.960 2601.320 49771.491 770038.430 4.891 572.266 18379.037 31 
32 9434.080 2.108 2490.379 47170.171 720266.939 5.036 567.375 17806.770 32 
33 9414.190 2.269 2383.817 44679.791 673096.768 5.188 562.338 17239.396 33 
34 9392.830 2.445 2281.447 42295.975 628416.977 5.352 557.150 16677.057 34 
35 9369.860 2.637 2183.086 40014.528 586121.002 5.522 551.798 16119.907 35 
36 9345.150 2.849 2088.565 37831.442 546106.474 5.707 546.276 15568.109 36 
37 9318.530 3.078 1997.713 35742.877 508275.032 5.898 540.569 15021.833 37 
38 9289.850 3.329 1910.373 33745.164 472532.155 6.101 534.671 14481.263 38 
39 9258.920 3.603 1826.391 31834.791 438786.990 6.312 528.570 13946.592 39 
40 9225.560 3.903 1745.622 30008.399 406952.200 6.536 522.258 13418.022 40 
41 9189.550 4.231 1667.922 28262.777 376943.800 6.769 515.722 12895.764 41 
42 9150.670 4.589 1593.156 26594.856 348681.023 7.013 508.953 12380.042 42 
43 9108.680 4.980 1521.194 25001.700 322086.167 7.267 501.940 11871.089 43 
44 9063.320 5.408 1451.913 23480.506 297084.467 7.531 494.674 11369.149 44 
45 9014.310 5.874 1385.191 22028.593 273603.961 7.805 487.143 10874.475 45 
46 8961.360 6.383 1320.915 20643.402 251575.368 8.088 479.338 10387.332 46 
47 8904.160 6.943 1258.977 19322.487 230931.966 8.385 471.50 9907.994 47 
48 8842.340 7.551 1199.268 18063.509 211609.479 8.687 462.866 9436.744 48 
49 8775.570 8.216 1141.690 16864.242 193545.970 8.998 454.179 8973.878 49 
50 8703.470 8.942 1086.149 15722.552 176681.728 9.317 445.181 8519.699 50 
51 8625.640 9.736 1032.552 14636.403 160959.177 9.643 435.864 8074.518 51 
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52 8541.660 10.603 980.815 13603.851 146322.774 9.976 426.221 7638.654 52 
53 8451.090 11.550 930.854 12623.036 132718.923 10.313 416.245 7212.432 53 
54 8353.480 12.584 882.592 11692.182 120095.887 10.654 405.932 6796.187 54 
55 8248.360 13.712 835.957 10809.590 108403.705 10.995 395.279 6390.255 55 
56 8135.260 14.945 790.882 9973.633 97594.115 11.338 384.283 5994.976 56 
57 8013.680 16.290 747.302 9182.751 87620.482 11.677 372.946 5610.693 57 
58 7883.140 17.759 705.160 8435.448 78437.731 12.013 361.269 5237.747 58 
59 7743.140 19.362 664.400 7730.288 70002.283 12.339 349.256 4876.478 59 
60 7593.220 21.110 624.974 7065.889 62271.995 12.655 336.916 4527.222 60 
61 7432.930 23.019 586.841 6440.915 55206.106 12.958 324.261 4190.306 61 
62 7261.830 25.100 549.959 5854.074 48765.191 13.241 311.303 3866.045 62 
63 7079.560 27.370 514.297 5304.115 42911.117 13.503 298.062 3554.741 63 
64 6885.790 29.847 479.828 4789.818 37607.002 13.738 284.560 3256.679 64 
65 6680.270 32.545 446.529 4309.990 32817.185 13.940 270.822 2972.119 65 
66 6462.860 35.486 414.385 3863.460 28507.195 14.105 256.882 2701.297 66 
67 6233.520 38.692 383.387 3449.075 24643.734 14.229 242.777 2444.414 67 
68 5992.330 42.184 353.528 3065.688 21194.659 14.305 228.548 2201.637 68 
69 5739.550 45.984 324.810 2712.161 18128.971 14.327 214.242 1973.090 69 
70 5475.620 50.124 297.241 2387.351 15416.811 14.292 199.915 1758.847 70 
71 5201.160 54.626 270.832 2090.109 13029.460 14.191 185.624 1558.932 71 
72 4917.040 59.526 245.599 1819.278 10939.351 14.023 171.432 1373.309 72 
73 4624.350 64.850 221.563 1573.678 9120.073 13.783 157.409 1201.877 73 
74 4324.460 70.638 198.748 1352.115 7546.395 13.467 143.626 1044.468 74 
75 4018.990 76.920 177.179 1153.367 6194.280 13.073 130.159 900.842 75 
76 3709.850 83.742 156.883 976.188 5040.913 12.602 117.086 770.683 76 
77 3399.180 91.140 137.885 819.305 4064.725 12.054 104.484 653.597 77 
78 3089.380 99.156 120.209 681.420 3245.420 11.434 92.430 549.112 78 
79 2783.050 107.842 103.875 561.210 2564.001 10.745 80.996 456.683 79 
80 2482.920 117.241 88.895 457.335 2002.790 9.997 70.251 375.687 80 
81 2191.820 127.396 75.274 368.440 1545.455 9.199 60.253 305.436 81 
82 1912.590 138.367 63.006 293.166 1177.015 8.363 51.055 245.183 82 
83 1647.950 150.199 52.075 230.160 883.849 7.503 42.692 194.128 83 
84 1400.430 162.950 42.449 178.085 653.689 6.635 35.189 151.436 84 
85 1172.230 176.672 34.084 135.635 475.604 5.776 28.554 116.246 85 
86 965.130 191.404 26.918 101.552 339.969 4.942 22.778 87.692 86 
87 780.400 207.214 20.879 74.633 238.417 4.150 17.836 64.914 87 
88 618.690 224.135 15.877 53.755 163.784 3.414 13.686 47.078 88 
89 480.020 242.240 11.817 37.878 110.029 2.746 10.272 33.392 89 
90 363.740 261.533 8.589 26.061 72.151 2.155 7.527 23.120 90 
91 268.610 282.045 6.084 17.472 46.090 1.646 5.372 15.593 91 
92 192.850 303.811 4.190 11.388 28.618 1.221 3.726 10.221 92 
93 134.260 326.903 2.798 7.198 17.230 0.877 2.505 6.495 93 
94 90.370 351.223 1.807 4.400 10.033 0.609 1.627 3.991 94 
95 58.630 376.770 1.124 2.593 5.633 0.406 1.019 2.363 95 
96 36.540 403.667 0.672 1.469 3.040 0.260 0.612 1.345 96 
97 21.790 431.849 0.384 0.796 1.571 0.159 0.352 0.732 97 
98 12.380 460.420 0.210 0.412 0.775 0.093 0.193 0.380 98 
99 6.380 491.018 0.108 0.202 0.363 0.051 0.100 0.188 99 
100 3.400 520.588 0.053 0.094 0.161 0.026 0.049 0.087 100 
101 1.630 552.147 0.024 0.041 0.067 0.013 0.023 0.038 101 
102 0.730 589.041 0.010 0.017 0.026 0.006 0.010 0.016 102 
103 0.300 633.333 0.004 0.006 0.009 0.003 0.004 0.006 103 
104 0.110 636.364 0.001 0.002 0.003 0.001 0.001 0.002 104 
105 0.040 750.000 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000 0.001 105 
106 0.010 1.000.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 106 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 
Στο τέλος, ευχαριστώ όσους ήταν πραγματικά δίπλα μου. Εκείνοι ξέρουν… 
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