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Περίληυη 

Ζ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία πξαγκαηεχεηαη ηελ αλάπηπμε κνληέισλ 

παιηλδξφκεζεο ρξνλνζεηξψλ φπνπ ηα δεδνκέλα είλαη απαξηζκεηά. Γηα ην ζθνπφ απηφ 

ζα εζηηάζνπκε ζηελ παιηλδξφκεζε  Poisson ε νπνία σο εηδηθή πεξίπησζε ησλ 

γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ είλαη ε θαηαιιειε γηα  ηελ κνληεινπνίεζε  

απαξηζκεηψλ ρξνλνζεηξψλ. Σα κνληέια παιηλδξφκεζεο ρξνλνζεηξψλ είλαη έλα 

ρξήζηκν θαη απαξαίηεην εξγαιείν ην νπνίν πνιινί επηζηήκνλεο κπνξνχλ λα 

ρξήζηκνπνηήζνπλ ζηηο κειέηεο ηνπο. Ζ ζεσξία αλαιχεηαη ιεπηνκεξψο θαη ε 

εθαξκνγή ηνπο ζε απαξηζκεηά δεδνκέλα κέζσ πνιιψλ παξαδεηγκάησλ.  

Αξρηθά επηζεκαίλνπκε ηελ κεγάιε ζεκαζία πνπ έρεη ε πξφβιεςε ζε δηάθνξνπο 

ηνκείο. ηελ ζπλέρεα εηζάγνπκε ηελ έλλνηα ηεο ρξνλνζεηξάο θαζψο θαη ηα είδε 

ρξνλνζεηξψλ ηα νπνία γίλνληαη πεξηζζφηεξν θαηαλνεηά κε ηε ρξήζε θαηάιιεισλ 

παξαδεηγκάησλ θαη γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. Δίλαη απαξαίηεην λα νξίζνπκε ηα 

κνληέια ρξνλνζεηξψλ φπσο MA, AR(1), AR(p) θαη ARMA θαη  εηζάγνπκε ηηο ηδέεο 

ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ γηα ηε κνληεινπνίεζε ρξνλνζεηξψλ κε ηε 

ρξήζε ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο , θαζψο δηάθξσλ ζηαηηζηηθψλ ηδηνηήησλ  θαη 

δηάθνξσλ ηερληθψλ αλάιπζεο απηψλ ησλ κνληέισλ.  Ηδηαίηεξε πξνζνρή δίλνπκε 

ζηνπο  δηαγλσζηηθνχο ειέγρνπο, ειέγρνπο ππνζέζεσλ, ζηελ αλάπηπμε βέιηηζησλ 

κνληέισλ θαη ζηελ Intervation αλάιπζε. ηα παξαδείγκαηα απηά παξνπζηάδεηαη ε 

ρξήζε ησλ ησλ ζηαηηζηηθψλ πξνγξακκάησλ MINITAB θαη R αιιά θαη ε εξκελεία 

ησλ απνηειεζκάησλ.  
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Abstract 

This thesis deals with the development of time series regression models for counts 

data. For this purpose we focus on Poisson regression which is the special case of 

generalized linear models that is most suitable for modeling time series of counts. 

Regression modelling of time series is a useful and necessary tool that many scientists 

can apply in their studies. 

We note the great importance of the forecasting in the various sectors. We 

introduce the definition of countinuous time series and the types of time series using 

appropriate examples and graphical presentation. We define time series models such 

as MA, AR (1), AR (p) and ARMA and mention the ideas of generalized linear 

models for modeling time series using the partial likelihood, as well as statistical 

properties and various analysis techniques for these models. Special attention is given 

to goodness of fit, hypothesis testing, development of optimal models and Intervation 

analysis. The examples illustrate the use of the statistical programs such as MINITAB 

and R, and the interpretation of results. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ Ι 

ΥΡΟΝΟΔΙΡΔ 

1.1 Διζαγφγή για ηη πρόβλευη 

Ζ πξφβιεςε είλαη έλα ζεκαληηθφ πξφβιεκα πνπ εθηείλεηαη ζε πνιινχο ηνκείο, 

φπσο ησλ επηρεηξήζεσλ, ηεο βηνκεραλίαο, ηεο θπβέξλεζεο, ηεο νηθνλνκίαο, ησλ 

πεξηβαιινληηθψλ επηζηεκψλ, ηεο ηαηξηθήο, ησλ θνηλσληθψλ επηζηεκψλ, ηεο πνιηηηθήο 

θαη ησλ ρξεκαηννηθνλνκηθψλ. Σα πξνβιήκαηα ησλ πξνβιέςεσλ κπνξνχλ λα 

ηαμηλνκεζνχλ σο βξαρππξφζεζκα, κεζνπξφζεζκα θαη καθξνπξφζεζκα. Οη 

βξαρππξφζεζκεο πξνβιέςεηο πεξηιακβάλνπλ ηελ πξφβιεςε γεγνλφησλ γηα κηθξέο  

ρξνληθέο πεξηφδνπο ζην κέιινλ (Ζκέξεο, εβδνκάδεο, κήλεο). Οη κεζνπξφζεζκεο 

πξνβιέςεηο επεθηείλνληαη γηα 1-2 ρξφληα ζην κέιινλ θαη νη καθξνπξφζεζκεο 

πξνβιέςεηο κπνξνχλ λα επεθηαζνχλ γηα πνιιά ρξφληα. Βξαρππξφζεζκεο θαη 

κεζνπξφζεζκεο πξνβιέςεηο απαηηνχληαη γηα  δξαζηεξηφηεηεο πνπ θπκαίλνληαη απφ ηε 

δηαρείξηζε ησλ εξγαζηψλ θαηάξηηζεο ηνπ πξνυπνινγηζκνχ θαη ηελ επηινγή λέσλ 

έξγσλ έξεπλαο θαη αλάπηπμεο. Οη καθξνπξφζεζκεο πξνβιέςεηο έρνπλ επηπηψζεηο ζε 

ζέκαηα φπσο ν ζηξαηεγηθφο ζρεδηαζκφο. Βξαρππξφζεζκεο θαη κεζνπξφζεζκεο  

πξνβιέςεηο βαζίδνληαη ζπλήζσο ζηνλ εληνπηζκφ, ηε κνληεινπνίεζε θαη ηελ 

επέθηαζε ησλ ζρεδίσλ πνπ βξίζθνληαη ζε ηζηνξηθά δεδνκέλα. Δπεηδή απηά ηα 

ηζηνξηθά ζηνηρεία πνπ ζπλήζσο επηδεηθλχνπλ αδξάλεηα θαη δελ αιιάδνπλ δξακαηηθά 

πνιχ γξήγνξα, νη ζηαηηζηηθέο κέζνδνη είλαη πνιχ ρξήζηκεο γηα ηε βξαρππξφζεζκε θαη 

κεζνπξφζεζκε δηάξθεηα πξφβιεςεο (Montgomery et al., 2015). Σα πεξηζζφηεξα 

πξνβιήκαηα πξνβιέςεσλ πεξηιακβάλνπλ ηε ρξήζε ησλ δεδνκέλσλ ρξνλνζεηξψλ. 

Μηα ρξνλνζεηξά είλαη κηα ρξνλνινγηθή ζεηξά παξαηεξήζεσλ κηαο κεηαβιεηήο 

ελδηαθέξνληνο. Γηα παξάδεηγκα, ην ρήκα 1.1 δείρλεη ηελ απφδνζε ηεο αγνξάο 

νκνιφγσλ ζηηο ΖΠΑ ζε 10 ρξφληα κε ζηαζεξή εκεξνκελία ιήμεο απφ ηνλ Απξίιην 

ηνπ 1953, κέρξη ην Γεθεκβξίνπ 2006 (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.1, Montgomery et 

al., 2015). Απηφ ην γξάθεκα νλνκάδεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ρξνλνζεηξάο. 
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τήμα 1.1: Γξαθηθή παξάζηαζε ρξνλνζεηξάο ηεο απφδνζεο ηεο αγνξάο νκνιφγσλ ησλ ΖΠΑ κε 

ζηαζεξή εκεξνκελία ιήμε 10 ρξφληα. Πεγή: Τπνπξγείν Οηθνλνκηθψλ ησλ ΖΠΑ. 

 

Ζ ηηκή ηεο απφδνζεο ζπιιέγεηαη ζε ηζαπέρνληα ρξνληθά δηαζηήκαηα, φπσο είλαη 

ραξαθηεξηζηηθφ ζηηο πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο ρξνλνζεηξψλ θαη πξνβιέςεσλ. Πνιιέο 

επηρεηξήζεηο ρξεζηκνπνηνχλ ηελ εθαξκνγή πξφβιεςεο  θαζεκεξηλά, εβδνκαδηαία, 

κεληαία, ηξηκεληαία ή κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα εηήζηα ζηνηρεία θαη φπνην 

άιιν δηάζηεκα ηνπο είλαη ρξήζηκν. Δπηπιένλ, ηα δεδνκέλα κπνξεί λα είλαη ζηηγκηαία, 

φπσο ην ημψδεο ελφο ρεκηθνχ πξντφληνο ζηε ρξνληθή ζηηγκή φπνπ κεηξάηαη. Μπνξεί 

λα είλαη θαη ζπζσξεπηηθά, φπσο ν ζπλνιηθφο αξηζκφο  πσιήζεσλ ελφο πξντφληνο 

θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ κήλα. Αθφκα κπνξεί λα είλαη κηα ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ε 

νπνία κε νξηζκέλνπο ηξφπνπο αληηθαηνπηξίδεη ηελ δξαζηεξηφηεηα ηεο κεηαβιεηήο 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ρξνληθήο πεξηφδνπ, φπσο ην θιείζηκν κηαο εκεξήζηαο ηηκήο κηαο 

ζπγθεθξηκέλεο κεηνρήο ζην Υξεκαηηζηήξην ηεο Νέαο Τφξθεο. 

Ζ πξφβιεςε κειινληηθψλ γεγνλφησλ παίδεη ζπνπδαίν ζε πνιιά είδε ζρεδηαζκνχ 

θαη δηαδηθαζηψλ ιήςεο απνθάζεσλ, κε εθαξκνγή ζε ηνκείο φπσο νη αθφινπζεο: 

1. Γιοίκηζη Δπισειπήζευν. Οη επηρεηξεκαηηθέο νξγαλψζεηο ρξεζηκνπνηνχλ ζπλήζσο 

πξνβιέςεηο ησλ πσιήζεσλ ηνπ πξντφληνο ή ηεο δήηεζεο γηα ηηο ππεξεζίεο 

πξνθεηκέλνπ λα πξνγξακκαηηζηεί ε παξαγσγή, ηα απνζέκαηα έιεγρνπ, ε δηαρείξηζε 
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ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο, ν θαζνξηζκφο ησλ απαηηήζεσλ ηνπ πξνζσπηθνχ, θαη ηελ 

ηθαλφηεηα ζρεδίνπ. Οη πξνβιέςεηο κπνξνχλ επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα 

πξνζδηνξηζηνχλ νη ππεξεζίεο πνπ ζα πξνζθέξνληαη θαη νη πεξηνρέο ζηηο νπνίεο ηα 

πξντφληα απηά πξέπεη λα παξαρζνχλ. 

2. Marketing. Ζ πξφβιεςε είλαη ζεκαληηθή ζε πνιιέο απνθάζεηο κάξθεηηλγθ. Οη 

πξνβιέςεηο ηεο αληαπφθξηζεο ησλ πσιήζεσλ θαη γηα  ηε δαπάλε ησλ δηαθεκίζεσλ, νη 

λέεο πξνζθνξέο ή νη αιιαγέο ζηηο πνιηηηθέο ηηκνιφγεζεο επηηξέπνπλ ζηηο 

επηρεηξήζεηο λα αμηνινγνχλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηά ηνπο, λα θαζνξίδνπλ εάλ νη 

ζηφρνη επηηπγράλνληαη θαη λα θάλνπλ πξνζαξκνγέο. 

3. Οικονομικά και Γιασείπιζηρ Κινδύνυν. Οη επελδπηέο ζε ρξεκαηννηθνλνκηθά 

πεξηνπζηαθά ζηνηρεία ελδηαθέξνληαη ζηελ πξφβιεςε ησλ απνδφζεσλ απφ ηηο 

επελδχζεηο ηνπο. Απηά ηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία πεξηιακβάλνπλ αιιά δελ 

πεξηνξίδνληαη ζε κεηνρέο, νκφινγα θαη εκπνξεχκαηα. Οη επελδπηηθέο απνθάζεηο 

κπνξνχλ λα γίλνπλ ζε ζρέζε κε ηηο πξνβιέςεηο ηεο ηηκήο ελδηαθέξνληνο, ηηο επηινγέο 

θαη ηηο ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο. Ζ δηαρείξηζε ρξεκαηννηθνλνκηθνχ θηλδχλνπ 

απαηηεί πξνβιέςεηο ηεο κεηαβιεηφηεηαο ησλ απνδφζεσλ ησλ πεξηνπζηαθψλ 

ζηνηρείσλ, έηζη ψζηε νη θίλδπλνη πνπ ζπλδένληαη κε επελδπηηθά ραξηνθπιάθηα λα 

κπνξνχλ λα αμηνινγεζνχλ θαη λα αζθαιηζηνχλ, νπφηε ηα ρξεκαηννηθνλνκηθά 

παξάγσγα λα κπνξνχλ λα ηηκνινγεζνχλ ζσζηά.  

4. Οικονομικά. Οη θπβεξλήζεηο, ηα ρξεκαηνπηζησηηθά ηδξχκαηα θαη νη πνιηηηθέο 

νξγαλψζεηο απαηηνχλ πξνβιέςεηο κεγάισλ νηθνλνκηθψλ κεηαβιεηψλ, φπσο ην 

αθαζάξηζην εγρψξηνπ πξντφλ, ε αχμεζε ηνπ πιεζπζκνχ, ε αλεξγία, ν πιεζσξηζκφο, ε 

αχμεζε ησλ ζέζεσλ εξγαζίαο, ε παξαγσγή θαη ε θαηαλάισζε. Οη πξνβιέςεηο απηέο 

απνηεινχλ έλα αλαπφζπαζην κέξνο ηεο θαζνδήγεζεο πίζσ απφ ηε λνκηζκαηηθή θαη 

δεκνζηνλνκηθή πνιηηηθή, ηα ζρέδηα ηνπ πξνυπνινγηζκνχ αθφκε θαη νη απνθάζεηο πνπ 

ιακβάλνληαη απφ ηηο θπβεξλήζεηο. Δπίζεο νη πξνβιέςεηο ζπληεινχλ ζην ζηξαηεγηθφ 

ζρεδηαζκφ ησλ απνθάζεσλ απφ ηηο επηρεηξεκαηηθέο νξγαλψζεηο θαη ηα 

ρξεκαηνπηζησηηθά ηδξχκαηα. 

5. Έλεγσορ βιομησανικών διεπγαζιών. Οη πξνβιέςεηο ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ ησλ 

θξίζηκσλ πνηνηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο παξαγσγηθήο δηαδηθαζίαο κπνξεί λα 

βνεζήζεη θαη λα ηελ πξνζδηνξίζεη, φηαλ ζεκαληηθέο ειεγρφκελεο κεηαβιεηέο ζηε 

δηαδηθαζία ζα πξέπεη λα  αιιάμνπλ, ή αλ ε δηαδηθαζία ζα πξέπεη λα θιείζεη θαη λα 
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αλαλεσζεί. Ζ αλαηξνθνδφηεζε θαη ηα ζπζηήκαηα ειέγρνπ feedforward 

ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο γηα ηελ παξαθνινχζεζε θαη πξνζαξκνγή ησλ 

βηνκεραληθψλ δηεξγαζηψλ. Οη πξνβιέςεηο ηεο δηαδηθαζίαο εμφδνπ απνηεινχλ 

αλαπφζπαζην κέξνο απηψλ ησλ ζπζηεκάησλ. 

6. Γημογπαθία. Οη πξνβιέςεηο ηνπ πιεζπζκνχ αλά ρψξα θαη  πεξηθέξεηεο γίλνληαη 

ηαθηηθά, ζπρλά ρσξίδνληαη απφ κεηαβιεηέο φπσο ην θχιν, ε ειηθία θαη ε θπιή. Οη 

δεκνγξάθνη πξνβιέπνπλ επίζεο ηηο γελλήζεηο, ηνπο ζαλάηνπο θαη ηε κεηαλάζηεπζε 

ησλ πιεζπζκψλ. Οη θπβεξλήζεηο ρξεζηκνπνηνχλ απηέο ηηο πξνβιέςεηο γηα ην 

ζρεδηαζκφ πνιηηηθψλ θαη θνηλσληθψλ ππεξεζηψλ δξάζεο, φπσο νη δαπάλεο γηα ηελ 

πγεηνλνκηθή πεξίζαιςε, πξνγξάκκαηα ζπληαμηνδφηεζεο, θαζψο θαη ηα πξνγξάκκαηα 

γηα ηε κείσζε ηεο θηψρεηαο. Πνιιέο επηρεηξήζεηο ρξεζηκνπνηνχλ ηηο πξνβιέςεηο ησλ 

πιεζπζκψλ γηα λα θάλνπλ  ζηξαηεγηθά ζρέδηα ζρεηηθά κε ηελ αλάπηπμε λέσλ 

γξακκψλ παξαγσγήο ή  λα δεκηνπξγήζνπλ ηνπο ηχπνπο ησλ ππεξεζηψλ πνπ ζα 

πξνζθέξνληαη. 

Απηέο είλαη κφλν κεξηθέο απφ ηηο πνιιέο δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο φπνπ νη 

πξνβιέςεηο απαηηνχληαη γηα λα θάλνπλ θαιέο απνθάζεηο. Παξά ην επξχ θάζκα ησλ 

θαηαζηάζεσλ πνπ απαηηνχλ πξνβιέςεηο, ππάξρνπλ κφλν δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο 

πξφβιεςεο ηερληθψλ-πνηνηηθψλ κεζφδσλ θαη πνζνηηθψλ κεζφδσλ. 

Ποιοηικέρ ηεσνικέρ ππόβλετηρ (Qualitative forecasting) έρνπλ ζπρλά ππνθεηκεληθφ 

ραξαθηήξα θαη απαηηνχλ θξίζε εθ κέξνπο ησλ εκπεηξνγλσκφλσλ. Πνηνηηθέο 

πξνβιέςεηο ζπρλά ρξεζηκνπνηνχληαη ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ππάξρoπλ ιίγα ή θαζφινπ 

ηζηνξηθά ζηνηρεία ηα νπνία ζα βνεζνχζαλ ζηε  πξφβιεςε. Έλα παξάδεηγκα ζα ήηαλ ε 

εηζαγσγή ελφο λένπ πξντφληνο ζηελ αγνξά, ε νπνία δελ ππάξρεη ζρεηηθή ηζηνξία. ε 

απηήλ ηελ πεξίπησζε, ε εηαηξεία ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηήζεη ηε γλσκνδφηεζε 

ησλ πσιήζεσλ θαη ηνπ πξνζσπηθνχ κάξθεηηλγθ ψζηε λα εθηηκεζνχλ ππνθεηκεληθά νη 

πσιήζεηο ησλ πξντφλησλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο λέαο θάζεο εηζαγσγήο ηνπ πξντφληνο 

ζην θχθιν δσήο ηνπ. Μεξηθέο θνξέο νη κέζνδνη πνηνηηθήο πξφβιεςεο θάλνπλ ρξήζε 

ησλ δνθηκψλ κάξθεηηλγθ, εξεπλψλ ησλ πειαηψλ, θαη ηελ εκπεηξία κε ηελ απφδνζε 

ησλ πσιήζεσλ άιισλ πξντφλησλ (ηφζν ηε δηθή ηνπο φζν θαη ησλ αληαγσληζηψλ ηεο). 

Ωζηφζν, αλ θαη κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί θάπνηα αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ, ε βάζε 

ηεο πξφβιεςεο απνηειεί ππνθεηκεληθή θξίζε. 
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Οι ποζοηικέρ ηεσνικέρ ππόβλετηρ (Quantitative forecasting) θάλνπλ ρξήζε 

ηζηνξηθψλ δεδνκέλσλ ζ‟ έλα κνληέιν πξφβιεςεο. Σν κνληέιν ζπλνςίδεη κνηίβα 

δεδνκέλσλ θαη εθθξάδεη κηα ζηαηηζηηθή ζρέζε κεηαμχ ηεο πξνεγνχκελεο θαη ηεο 

ηξέρνπζαο ηηκήο ηεο κεηαβιεηήο. Σν κνληέιν πξφβιεςεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα 

πξνεθηείλεη ην παξειζφλ ζε ζπλδπαζκφ κε ηηο ηξέρνπζεο ζπκπεξηθνξέο ζην κέιινλ. 

Τπάξρνπλ αξθεηνί ηχπνη ησλ κνληέισλ πξφβιεςεο ζε γεληθή ρξήζε. Σα ηξία πην 

επξέσο ρξεζηκνπνηεκέλα είλαη ηα κνληέια παιηλδξφκεζεο, ηα κνληέια εμνκάιπλζεο 

θαη ηα γεληθά κνληέια ρξνλνζεηξψλ. Σα κνληέια παιηλδξφκεζεο θάλνπλ ρξήζε ησλ 

ζρέζεσλ κεηαμχ ηεο κεηαβιεηήο πνπ καο ελδηαθέξεη θαη κία ή πεξηζζφηεξεο 

πξνβιέπνπζεο ή επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. Μεξηθέο θνξέο ηα κνληέια 

παιηλδξφκεζεο νλνκάδνληαη αηηηψδε κνληέια πξφβιεςεο (causal forecasting 

models), επεηδή νη κεηαβιεηέο πξφβιεςεο ελδέρεηαη λα πεξηγξάςνπλ ηηο δπλάκεηο πνπ 

πξνθαινχλ ή νδεγνχλ ζηε παξαηεξνχκελε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο ελδηαθέξνληνο. Έλα 

παξάδεηγκα ζα ήηαλ ε ρξήζε δεδνκέλσλ  αγνξάο ζπηηηνχ σο δείθηεο γηα ηελ 

πξφβιεςε ησλ πσιήζεσλ επίπισλ. Ζ κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ είλαη ε 

βάζε θαη ηερληθή ησλ πεξηζζφηεξσλ κνληέισλ παιηλδξφκεζεο. Σα  κνληέια 

εμνκάιπλζεο ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχλ κηα απιή ζπλάξηεζε ησλ πξνεγνχκελσλ 

παξαηεξήζεσλ θαη παξέρνπλ κηα πξφβιεςε ηεο κεηαβιεηήο ελδηαθέξνληνο. Απηέο νη 

κέζνδνη κπνξεί λα έρνπλ κηα επίζεκε ζηαηηζηηθή βάζε, αιιά ζπρλά 

ρξεζηκνπνηνχληαη κε βάζε ην φηη  είλαη εχθνιν ζηε ρξήζε θαη παξαγσγή 

ηθαλνπνηεηηθψλ απνηειεζκάησλ. Γεληθψο ηα κνληέια ρξνλνζεηξψλ ρξεζηκνπνηνχλ ηηο 

ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο ησλ ηζηνξηθψλ δεδνκέλσλ γηα λα θαζνξίζνπλ έλα ηππηθφ 

κνληέιν θαη ηφηε εθηηκνχλ ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο απηνχ ηνπ κνληέινπ (ζπλήζσο) 

κε ηε κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Μηα ζεκεηαθή πξφβιεςε αθνινπζείηαη πάληα 

απφ έλα δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πξφβιεςεο. Έηζη ιακβάλνπκε ππφςε ην πφζν 

κεγάιν ζθάικα ζα κπνξεί λα έρεη κηα ζεκεηαθή πξφβιεςε. Σν δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο  πξφβιεςεο (ΡΗ) είλαη έλα εχξνο ηηκψλ γηα κηα κειινληηθή παξαηήξεζε 

θαη είλαη πηζαλφ λα απνδεηρζεί πνιχ ρξήζηκν ζηε δηαδηθαζία ιήςεο απνθάζεσλ ζε 

αληίζεζε κε ηε ζεκεηαθή πξφβιεςε.  

Σψξα απηέο νη πξνβιέςεηο είλαη ζρεδφλ πάληα ιάζνο δηφηη ππάξρεη ην ζθάικα 

πξφβιεςεο. Ωο εθ ηνχηνπ, είλαη ζπλήζσο κηα θαιή πξαθηηθή ην λα ζπλνδεχεηαη κηα 

πξφβιεςε κε κηα εθηίκεζε ηνπ πφζν κεγάιν ζθάικα πξφβιεςεο ππάξρεη. Έλαο 

ηξφπνο λα γίλεη απηφ είλαη λα παξέρεη έλα δηάζηεκα πξφβιεςεο (PI). Σν δηάζηεκα 



Διπλωματική εργαςία: «Μοντέλα παλινδρόμηςησ χρονοςειρών με απαριθμητά δεδομένα» Σελίδα 13 

 

πξφβιεςεο (ΡΗ) είλαη έλα εχξνο ηηκψλ γηα κηα κειινληηθή παξαηήξεζε θαη είλαη 

πηζαλφ λα απνδεηρζεί πνιχ ρξήζηκν ζηε δηαδηθαζία ιήςεο απνθάζεσλ ζε αληίζεζε 

κε ηε ζεκεηαθή πξφβιεςε. 

1.2 Παραδείγμαηα τρονοζειρών 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ρξνλνζεηξψλ κπνξεί λα απνθαιχςνπλ κνηίβα (διδ 

πιεξνθνξίεο ή δνκέο), φπσο ηπραηφηεηα, ηάζε, κεηαηνπίζεηο επίπεδνπ, 

πεξηνδηθφηεηα, αζπλήζηζηεο παξαηεξήζεηο ή έλα ζπλδπαζκφ ησλ πξνεγνχκελσλ. Σα 

κνηίβα απηά βξίζθνληαη ζπλήζσο ζηα δεδνκέλα ρξνλνζεηξψλ θαη ζηε ζπλέρεηα ζα 

αλαθέξνπκε παξαδείγκαηα απηψλ ησλ θαηαζηάζεσλ πνπ νδεγνχλ ζηα παξαθάησ 

ζρήκαηα.  

Α) Οη πσιήζεηο ελφο θαξκαθεπηηθνχ πξντφληνο κπνξεί λα παξακείλνπλ ζρεηηθά 

επίπεδεο κε ηελ απνπζία ηεο ακεηάβιεηεο ζηξαηηγηθήο γηα ηελ εκπνξίαο ή ηε 

παξαγσγή. Δβδνκαδηαίεο πσιήζεηο ελφο θαξκαθεπηηθνχ πξντφληνο φπσο θαίλεηαη 

ζην ρήκα 1.2 θαίλεηαη λα είλαη κηα ηπραία αθνινπζία ζηαζεξή ζην ρξφλν 

(Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.2, Montgomery et al., 2015).  

 

 

τήμα 1.2: Πσιήζεηο θαξκαθεπηηθψλ πξντφλησλ. 
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Β) Γηα λα εμαζθαιηζηεί ε ζπκκφξθσζε κε ηηο απαηηήζεηο ηνπ πειάηε θαη ηηο 

πξνδηαγξαθέο ησλ πξντφλησλ, ε παξαγσγή ρεκηθψλ παξαθνινπζείηαη σο πξνο πνιιά 

ραξαθηεξηζηηθά. Απηά κπνξεί λα είλαη κεηαβιεηέο εηζφδνπ, φπσο ε ζεξκνθξαζία θαη 

ν ξπζκφο ξνήο, θαη ε έμνδνο ησλ ηδηνηήησλ φπσο ην ημψδεο (viscosity) θαη ηελ 

θαζαξφηεηα. Λφγσ ηεο ζπλερνχο θχζεο ησλ δηεξγαζηψλ ηεο ρεκηθήο παξαγσγήο, νη 

ηδηφηεηεο εμφδνπ ζπρλά είλαη ζεηηθά απηνζπζρεηηζκέλεο. Γειαδή αλ κηα ηηκή είλαη 

πάλσ απφ ην καθξνπξφζεζκν κέζν φξν, ηφηε ηείλεη λα αθνινπζήζνπλ θαη άιιεο ηηκέο 

πάλσ απφ ην κέζν φξν, ελψ κηα ηηκή θάησ ηνπ κέζνπ φξνπ ηείλεη λα αθνινπζείηαη θαη 

απφ άιιεο ηηκέο θάησ απφ ην κέζν φξν. Οη κεηξήζεηο ημψδνπο απεηθνλίδνληαη ζην 

ρήκα 1.3 παξνπζηάδνπλ απηνζπζρεηηζκέλε ζπκπεξηθνξά, πνπ ηείλεη ζε έλα 

καθξνρξφλην κέζν φξν πεξίπνπ 85 (cP), δειαδή δελ ζπκπεξηθέξεηαη εληειψο ηπραία, 

έρεη θάπνηα δνκή (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.3, Montgomery et al., 2015).   

 

 

 

τήμα 1.3: Υεκηθέο αλαγλψζεηο ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ ημψδνπο. 
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Γ) Σν USDA (Δζληθή Αγξνηηθή ηαηηζηηθή Τπεξεζία) δεκνζηεχεη ζηαηηζηηθά 

ζηνηρεία γηα πνιιά γεσξγηθά αγαζά, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο εηήζηαο παξαγσγήο 

γαιαθηνθνκηθψλ πξντφλησλ φπσο ην βνχηπξν, ην ηπξί, ην παγσηφ, ην γάια θαη ην 

γηανχξηη. Απηά ηα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ αλάιπζε ηεο 

αγνξάο,γηα δείθηεο νηθνλνκίαο θαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αλαδπφκελσλ 

δεηεκάησλ. 

Σν ηπξί κπιε γθνξγθνληδφια είλαη έλα απφ ηα 32 είδε ηπξηψλ ηα νπνία είλαη 

δεκνζηεπκέλα. Ζ εηήζηα παξαγσγή ηνπ κπιε γθνξγθνληδφια ηπξηνχ ζηηο ΖΠΑ (ζε 

1000 lb) παξνπζηάδεηαη ζην ρήκα 1.4 (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.4, Montgomery et 

al., 2015). Παξαηεξνχκε φηη ε παξαγσγή ηεηξαπιαζηάζηεθε αλάκεζα ζην 1950-1997, 

θαη ε γξακκηθή ηάζε έρεη κηα ζηαζεξή ζεηηθή θιίζε κε ηπραία, απφ έηνο ζε έηνο 

δηαθχκαλζε. Ζ ππεξεζία απνγξαθήο ησλ ΖΠΑ δεκνζηεχεη ηζηνξηθά ζηαηηζηηθά 

ζηνηρεία γηα ηνπο θαηαζθεπαζηέο, ηηο απνζηνιέο, ηα απνζέκαηα θαη ηηο παξαγγειίεο. 

Οη ζηαηηζηηθέο απηέο βαζίδνληαη ζην Βφξεην Ακεξηθαληθφ χζηεκα Βηνκεραληθήο 

Σαμηλφκεζεο (NAICS) θαη ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε κέηξεζε ηεο παξαγσγηθφηεηαο 

θαη ηελ αλάιπζε ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ ηεο απαζρφιεζεο θαη ηεο βηνκεραληθήο 

παξαγσγήο. 

 

τήμα 1.4: Ζ εηήζηα παξαγσγή ηνπ ηπξηνχ κπιε θαη γθνξγθνληδφια ζηηο ΖΠΑ. Πεγή: USDA-NASS. 
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Γ) Ζ παξαγσγή ησλ πνηψλ θαη ησλ πξντφλησλ θαπλνχ αλήθνπλ ζε ππνηνκέα ησλ 

αγαζψλ. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεληαίσλ απνζηνιψλ ησλ πνηψλ (ρήκα 1.5) 

απνθαιχπηεη κηα γεληθή απμεηηθή ηάζε, κε έλα μερσξηζηφ θπθιηθφ κνηίβν πνπ 

επαλαιακβάλεηαη ζε θάζε έηνο. Οη  απνζηνιέο ηνπ Ηαλνπαξίνπ θαίλεηαη λα είλαη νη 

ρακειφηεξεο, πην ςειά δείρλεη ν Μάηνο θαη ν Ηνχληνο (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.5, 

Montgomery et al., 2015). Απηή ε κεληαία ή επνρηαθή δηαθχκαλζε κπνξεί λα 

απνδνζεί ζε θάπνηα αηηία φπσο ε επίδξαζε ησλ θαηξηθψλ ζπλζεθψλ ζηε δήηεζε ησλ 

πνηψλ.  

 

τήμα 1.5: Ζ θαηαζθεπή πνηψλ ζηηο ΖΠΑ ζε κεληαίεο απνζηνιέο ησλ πξντφλησλ. Πεγή: US Census 

Bureau. 

Δ) Γηα λα θαζνξηζηεί ε αχμεζε ή πηψζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ηεο Γεο, νη 

επηζηήκνλεο παξαηεξνχλ ηηο εηήζηεο κέζεο ζεξκνθξαζίεο. Αλά ζηαζκφ ππνινγίδνληαη 

νη εκεξίζηνη κέζνη φξνη ηεο πςειφηεξεο θαη ρακειφηεξεο ζεξκνθξαζίαο. ηε 

ζπλέρεηα ππνινγίδνληαη νη κέζνη φξνη ζε ζηαζκνχο ζε φιε ηε Γε, γηα έλαλ νιφθιεξν 

ρξφλν. Ζ αιιαγή ζηελ παγθφζκηα εηήζηα κέζε ζεξκνθξαζία ηεο επηθάλεηαο ηνπ αέξα 

ππνινγίδεηαη απφ κηα βάζε πνπ έρεη θαζηεξσζεί απφ ην 1951 έσο 1980, θαη ην 

απνηέιεζκα αλαθέξεηαη σο "αλσκαιία". Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εηήζηαο κέζεο 

"αλσκαιίαο" ηεο παγθφζκηαο ζεξκνθξαζίαο ηεο επηθάλεηαο ηνπ αέξα (ρήκα 1.6) 

παξνπζηάδεη απμεηηθή ηάζε απφ ην 1880. Ωζηφζν, ε θιίζε ή ν ξπζκφο κεηαβνιήο 

πνηθίιιεη αλάινγα κε ηηο ρξνληθέο πεξηφδνπο (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.6, 
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Montgomery et al., 2015). Δλψ ε θιίζε ζε πξνεγνχκελεο ρξνληθέο πεξηφδνπο 

θαίλεηαη λα είλαη ζηαζεξή ππάξρεη ειαθξψο κηα αχμεζε ζηελ θιίζε πεξίπνπ απφ ην 

1975 κέρξη ζήκεξα θαη θαίλεηαη πνιχ πην απφηνκε ζρεηηθά κε ηε πεξίνδν πξηλ ην 

1975.  

 

τήμα 1.6: Ζ παγθφζκηα κέζε ζεξκνθξαζία επηθάλεηαο εηήζηα αλσκαιία. Πεγή: NASA-GISS. 

Ε) Σα δεδνκέλα ησλ επηρεηξήζεσλ, φπσο νη ηηκέο ησλ κεηνρψλ θαη ησλ επηηνθίσλ 

ζπρλά παξνπζηάδνπλ κε ζηάζηκεο ζπκπεξηθνξέο. Γειαδή, ε ρξνλνζεηξά δελ έρεη 

θακία θπζηθή έλλνηα. Ζ εκεξήζηα ηηκή θιεηζίκαηνο πξνζαξκφδεηαη γηα ηηο 

δηαζπάζεηο  ησλ κεηνρψλ ηεο Whole Foods Market (WFMI) κεηνρήο ηνπ 2001 

(ρήκα 1.7) παξνπζηάδνληαο  έλα ζπλδπαζκφ κνηίβσλ (patterns) γηα ην επίπεδν ηνπ 

κέζνπ θαη ηεο θιίζεο (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο Β.7, Montgomery et al., 2015). Δλψ ε 

ηηκή είλαη ζηαζεξή ζε κεξηθέο ζχληνκεο ρξνληθέο πεξηφδνπο, δελ ππάξρεη κηα ζπλεπήο 

κέζε ζηάζκε σο πξνο ην ρξφλν. ε άιιεο ρξνληθέο πεξηφδνπο, ε ηηκή κεηαβάιιεηαη κε 

δηαθνξεηηθνχο ξπζκνχο ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ πεξηζηαζηαθψλ απφηνκσλ κεηαβνιψλ 

ηνπ επηπέδνπ. 
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τήμα 1.7: H νιφθιεξε ρξεκαηηζηεξηαθή ηηκή ησλ ηξνθίκσλ, ην θαζεκεξηλφ θιείζηκν πξνζαξκφδεηαη 

γηα ηηο δηαζπάζεηο. 

 Ζ) Ζ έξεπλα ηνπ ζεκεξηλνχ πιεζπζκνχ (CPS) ή "έξεπλα λνηθνθπξηψλ", πνπ 

εθπνλήζεθε απφ ην Τπνπξγείν Δξγαζίαο ησλ ΖΠΑ, πεξηέρεη εζληθά ζηνηρεία γηα ηελ 

απαζρφιεζε, ηελ αλεξγία, ηηο απνδνρέο θαη άιια ζέκαηα γηα ηελ αγνξά εξγαζίαο ζε 

ζρέζε κε δεκνγξαθηθά ραξαθηεξηζηηθά. Σα δεδνκέλα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

έθζεζε ζρεηηθά κε ηελ θαηάζηαζε ηεο απαζρφιεζεο, γηα ηηο πξνβνιέο κε αληίθηππν 

ζηηο πξνζιήςεηο θαη ζηελ εθπαίδεπζε, θαζψο θαη γηα έλα πιήζνο άιισλ 

δξαζηεξηνηήησλ επηρεηξεκαηηθνχ ζρεδηαζκνχ. Σα δεδνκέλα αλαθέξνληαη κε επνρηθή 

δηφξζσζε γηα λα αθαηξεζεί ε επίδξαζε ζπζηεκαηηθψλ πιεξνθνξηψλ. Σν γξάθεκα ηνπ 

κεληαίνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο ρσξίο επνρηαθή δηφξζσζε παξνπζηάδεηαη ζην ρήκα 1.8 

θαη απνηειείηαη απφ ζρήκαηα, φκνηα κε ην ρήκα 1.5 (Παξάξηεκα Β , Πίλαθαο B.8, 

Montgomery et al., 2015). Τπάξρεη έλα μερσξηζηφ θπθιηθφ κνηίβν φηη ζηε δηάξθεηα 

ελφο έηνπο νη κήλεο Ηαλνπάξηνο, Φεβξνπάξηνο θαη Μάξηηνο γεληθά έρνπλ ηα 

πςειφηεξα πνζνζηά αλεξγίαο. Σν ζπλνιηθφ επίπεδν αιιάδεη απφ κηα ζηαδηαθή 

κείσζε θαη κεηά βιέπνπκε φηη αθνινπζεί κηα απφηνκε αχμεζε θαη ζηε ζπλέρεηα πάιη 

κηα ζηαδηαθή κείσζε.  
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τήμα 1.8: Μεληαίν επηηφθην-πιήξνπο αλεξγίαο ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ, αδηφξζσηo. Πεγή: 

Τπνπξγείν Δξγαζίαο-BLS ΖΠΑ. 

Θ) Ζ ειηαθή δξαζηεξηφηεηα έρεη απφ θαηξφ αλαγλσξηζηεί σο ζεκαληηθή πεγή 

ζνξχβνπ επεξεάδνληαο ηνπο θαηαλαισηέο θαη ηηο ζηξαηησηηθέο επηθνηλσλίεο, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ δνξπθφξσλ, ησλ πχξγσλ θηλεηήο ηειεθσλίαο θαη 

δηθηχσλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ ηθαλφηεηα πξφβιεςεο ηεο ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο 

κε αθξίβεηα είλαη θξίζηκε γηα δηάθνξνπο ηνκείο. Ο δηεζλέο αξηζκφο ειηαθψλ θειίδσλ 

R είλαη ν παιαηφηεξνο δείθηεο ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο. Απηφο ν αξηζκφο 

πεξηιακβάλεη ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξνχκελσλ ειηαθψλ θειίδσλ θαη ηνλ αξηζκφ ησλ 

παξαηεξνχκελσλ νκάδσλ ησλ ειηαθψλ θειίδσλ. ην ρήκα 1.9, ε θξαθηθή 

παξάζηαζε ηνπ εηήζηνπ αξηζκνχ ησλ ειηαθψλ θειίδσλ απνθαιχπηεη θπθιηθά 

ζρήκαηα δηαθφξσλ κεγεζψλ (Παξάξηεκα Β, Πίλαθαο B.9, Montgomery et al., 2015).  

 



Διπλωματική εργαςία: «Μοντέλα παλινδρόμηςησ χρονοςειρών με απαριθμητά δεδομένα» Σελίδα 20 

 

 

τήμα 1.9: Ο δηεζλήο αξηζκφο ησλ ειηαθψλ θειίδσλ. Πεγή: SIDC. 

Δπηπιένλ πέξαλ ηνπ φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ρξνλνζεηξψλ καο βνζεζνχλ 

λα εληνπίζνπκε ην ζσζηφ κνληέιν, καο βνεζνχλ λα εληνπίζνπκε θαη αθξαίεο ή 

αζπλίζηζηεο παξαηεξήζεηο. (βιέπε παξάγξαθν 3.7 θαζψο θαη θεθάιαην 4) 

 Η) Οη εβδνκαδηαίεο πσιήζεηο ελφο θαξκαθεπηηθνχ πξντφληνο κεηψζεθαλ ιφγσ ηεο 

πεξηνξηζκέλεο δηαζεζηκφηεηαο πνπ πξνθχπηεη απφ κηα ππξθαγηά ζε κία απφ ηηο 

ηέζζεξηο εγθαηαζηάζεηο παξαγσγήο. Ζ πηψζε απηή είλαη εκθαλήο ζην ρήκα 1.10 

ηεο ρξνλνζεηξάο ησλ εβδνκαδηαίσλ απηψλ πσιήζεσλ. 

 

τήμα 1.10: Πσιήζεηο θαξκαθεπηηθνχ πξντφληνο 
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Κ) Έλαο άιιν είδνο αζπλήζηζησλ γεγνλφησλ ή ζεκείσλ κπνξεί λα είλαη ε 

απνηπρία ηεο κέηξεζεο δεδνκέλσλ ή ε ιαλζαζκέλε ζπιινγή δεδνκέλσλ. Μεηά ηελ 

εγγξαθή έρνπκε ηελ κέηξεζε ελφο πνιχ δηαθνξεηηθνχ ημψδεο θαηά ην ρξνληθφ 

δηάζηεκα 70 (ρήκα 1.11), ην ζχζηεκα κέηξεζεο ειέγρζεθε κε έλα πξφηππν θαη 

πξνζδηνξίζηεθε λα είλαη εθηφο βαζκνλφκεζεο. Ζ αηηία ήηαλ κηα δπζιεηηνπξγία ηνπ 

αηζζεηήξα. 

 

τήμα 1.11: Υεκηθέο αλαγλψζεηο ηεο ημψδνπο δηαδηθαζίαο, κε ηελ δπζιεηηνπξγία ηνπ αηζζεηήξα 

1.3 Γιαδικαζία πρόβλευης 

Μηα δηαδηθαζία είλαη κηα ζεηξά ζπλδεδεκέλσλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ κεηαηξέπνπλ 

κηα ή πεξηζζφηεξεο εηζφδνπο ζε κία ή πεξηζζφηεξεο εμφδνπο. Όιεο νη δξαζηεξηφηεηεο 

εξγαζηψλ πνπ εθηεινχληαη κέζα ζηε δηαδηθαζία, θαη ηεο πξφβιεςεο δελ απνηειεί 

εμαίξεζε. Οη δξαζηεξηφηεηεο ζηε δηαδηθαζία ηεο πξφβιεςεο  είλαη: 

1. Οξηζκφο ηνπ πξνβιήκαηνο 

2. Ζ ζπιινγή δεδνκέλσλ 

3. Αλάιπζε Γεδνκέλσλ 

4. Δπηινγή κνληέινπ θαη πξνζαξκνγή 

5. Δπηβεβαίσζε εγθπξφηεηαο ηνπ κνληέινπ 

6. Υξήζε ηνπ κνληέινπ πξφβιεςεο 

7. Παξαθνινχζεζε ηεο επίδνζεο ηνπ κνληέινπ πξφβιεςεο 
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Οριζμός ηοσ προβλήμαηος πεξηιακβάλεη ηελ αλάπηπμε ηεο θαηαλφεζεο ηνπ πψο 

ε πξφβιεςε ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζε ζπλδπαζκφ κε ηηο πξνζδνθίεο ηνπ "πειάηε". Οη 

εξσηήζεηο πνπ πξέπεη λα αληηκεησπηζηνχλ θαηά ηε δηάξθεηα απηήο ηεο θάζεο 

πεξηιακβάλνπλ ηελ επηζπκεηή κνξθή ησλ πξνβιέςεσλ (π.ρ. απαηηνχληαη κεληαίεο 

πξνβιέςεηο), ηνπο νξίδνληεο ησλ πξνβιέςεσλ ή ην ρξφλν πφζν ζπρλά πξέπεη λα 

αλαζεσξεζνχλ νη πξνβιέςεηο (ην δηάζηεκα πξφβιεςεο) θαη ε αθξίβεηα πξνβιέςεσλ 

πνπ απαηηείηαη ψζηε λα θάλνπλ θαιέο επηρεηξεκαηηθέο απνθάζεηο. Απηφ είλαη κηα 

επθαηξία ψζηε λα εηζάγνπκε ζηε ιήςε απνθάζεσλ ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο 

πξφβιεςεο σο κέηξν θηλδχλνπ πνπ ζπλδέεηαη κε ηηο πξνβιέςεηο θαη λα εμνηθεησζνχλ 

νη αλαιπηέο κε απηή ηε πξνζέγγηζε. πρλά είλαη απαξαίηεην λα πάκε βαζηά ζε πνιιέο 

πηπρέο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ επηρεηξήζεσλ ψζηε ε πξφβιεςε  λα θαζνξίδεηαη ζσζηά. 

Γηα παξάδεηγκα, ζην ζρεδηαζκφ ελφο ζπζηήκαηνο πξφβιεςεο γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

απνγξαθήο, κπνξεί λα απαηηνχληαη πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ζέκαηα φπσο ε δηάξθεηα 

δσήο ελφο πξντφληνο ζην ξάθη ή άιια ζηνηρεία ηεο γήξαλζεο, ν ρξφλνο πνπ 

απαηηείηαη γηα ηελ παξαγσγή ηνπ πξνηφληνο, θαζψο θαη νηθνλνκηθέο επηπηψζεηο αλ πρ 

είλαη δηαζέζηκεο πεξηζζφηεξεο ή ιηγφηεξεο κνλάδεο ηνπ πξντφληνο ζε ζρέζε κε ηε 

δήηεζε ησλ πειαηψλ. Μεγάιν κέξνο ζηε ηειηθή επηηπρία ηνπ κνληέινπ πξφβιεςεο 

πνπ λα αληαπνθξίλεηαη ζηε δήηεζε ησλ πειαηψλ θαζνξίδεηαη απφ ην ζσζηφ νξηζκφ 

ηνπ πξνβιήκαηνο.   

Ππόβλετη  ινηπφλ είλαη µηα πξνζπάζεηα λα γίλεη αληηιεπηφο ν ηξφπνο µε ηνλ νπνίν 

ε αγνξά θαη άιιεο εμσηεξηθέο θαη πεξηβαιινληηθέο κεηαβιεηέο ζα ζπκπεξηθεξζνχλ 

θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ πξνβιεπηηθνχ νξίδνληα κέζα ζηνλ νπνίν ζα δνπιεχεη µηα 

επηρείξεζε. Οη πξνβιεπηηθνί νξίδνληεο δείρλνπλ πφζν ζπρλά πξέπεη λα 

αλαζεσξεζνχλ νη πξνβιέςεηο (ην δηάζηεκα πξφβιεςεο), θαη φ, ηη ην επίπεδν ησλ 

πξνβιέςεσλ απαηηεί αθξίβεηα ψζηε λα παξζνχλ θαιέο επηρεηξεκαηηθέο απνθάζεηο.  

Η ζσλλογή δεδομένφν απνηειείηαη απφ ηε ιήςε ηνπ ζρεηηθνχ ηζηνξηθνχ γηα ηε 

κεηαβιεηή  πνπ πξφθεηηαη λα πξνβιέςεη, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ ηζηνξηθψλ 

πιεξνθνξηψλ ησλ πηζαλψλ ζπκκεηαβιεηψλ. Σν θιεηδί εδψ είλαη ε ζπρλά "ζρεηηθή" 

ζπιινγή θαη απνζήθεπζε πιεξνθνξηψλ, κεζφδσλ θαη ζπζηεκάησλ πνπ αιιάδνπλ κε 

ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ θαη δελ είλαη φια ηα ηζηνξηθά δεδνκέλα ρξήζηκα γηα ηα 

ηξέρνληα πξνβιήκαηα. πρλά είλαη αλαγθαία ε αληηκεηψπηζε ειιεηπνπζψλ ηηκψλ 

θάπνησλ κεηαβιεηψλ, πηζαλή χπαξμε αθξαίσλ ηηκψλ, ή άιια πξνβιήκαηα πνπ 

αθνξνχλ ηα δεδνκέλα πνπ έρνπλ ζπκβεί ζην παξειζφλ. Καηά ηε δηάξθεηα απηήο ηεο 
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θάζεο, είλαη επίζεο ρξήζηκν λα αξρίζεη ε ζρεδίαζε ζεκάησλ ζπιινγήο θαη 

απνζήθεπζεο δεδνκέλσλ  έηζη ψζηε ε αμηνπηζηία θαη ε αθεξαηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ 

λα δηαηεξεζεί. Όπσο δηαηππψλνπλ νη Montgomery et al. (2015) ε αλάπηπμε κνληέισλ 

ρξνλνζεηξψλ θαη ε ρξήζε ηνπο γηα πξφβιεςε απαηηεί ζηνηρεία ησλ κεηαβιεηψλ πνπ 

παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ γηα ηε ιήςε απνθάζεσλ. Σα δεδνκέλα απνηεινχλ ηα 

πξψηα πιηθά γηα ηε δηαδηθαζία ηεο κνληεινπνίεζεο θαη ηεο πξφβιεςεο. Οη φξνη ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ησλ πιεξνθνξηψλ ζπρλά ρξεζηκνπνηνχληαη ελαιιαθηηθά, αιιά 

πξνηηκάκε λα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ φξν δεδνκέλα γη απηά πνπ θαίλνληαη πην 

αθαηέξγαζηα, ελψ ζεσξνχκε ηηο πιεξνθνξίεο σο θάηη πνπ εμάγεηαη απφ ηα δεδνκέλα. 

H εμφδνο ελφο ζπζηήκαηνο πξφβιεςεο ζα κπνξνχζε λα ζεσξεζεί σο πιεξνθνξία θαη 

φηη ε εμφδνο ρξεζηκνπνηεί ηα δεδνκέλα σο είζνδν (Montgomery et al., 2015). ηνπο  

πεξηζζφηεξνπο ζχγρξνλνπο νξγαληζκνχο ηα δεδνκέλα ζρεηηθά κε ηηο πσιήζεηο, ηηο 

ζπλαιιαγέο, ηηο νηθνλνκηθέο θαη επηρεηξεκαηηθέο επηδφζεηο ηεο εηαηξείαο, ηηο 

επηδφζεηο ηνπ πξνκεζεπηή θαη ηε δξαζηεξηφηεηα θαη ηε ζρέζε ηνπ πειάηε 

απνζεθεχνληαη ζε κηα απνζήθε γλσζηφ σο data warehouse. Μεξηθέο θνξέο απηφ είλαη 

έλα εληαίν ζχζηεκα απνζήθεπζεο δεδνκέλσλ, αιιά θαζψο ν φγθνο ησλ δεδνκέλσλ 

πνπ δηαθηλείηαη απφ  ζχγρξνλεο νξγαλψζεηο αλαπηχζζεηαη κε ηαρείο ξπζκνχο, ηα data 

warehouse έρνπλ γίλεη έλα νινθιεξσκέλν ζχζηεκα πνπ απνηειείηαη απφ ηα 

ζπζηαηηθά πνπ είλαη θπζηθά θαη ζπρλά γεσγξαθηθά θαηαλεκεκέλα, φπσο ηα cloud 

data storage. Σα data warehouse πξέπεη λα είλαη ηθαλά λα νξγαλψζνπλ, λα ρεηξηζηνχλ 

θαη λα ελζσκαηψζνπλ ηα δεδνκέλα απφ πνιιαπιέο πεγέο θαη δηαθνξεηηθά 

νξγαλσηηθά ζπζηήκαηα πιεξνθνξηψλ. Ζ βαζηθή ιεηηνπξγηθφηεηα πνπ απαηηείηαη 

πεξηιακβάλεη ηελ εμαγσγή δεδνκέλσλ, ην κεηαζρεκαηηζκφ ησλ δεδνκέλσλ, θαζψο 

θαη ηε θφξησζε ησλ δεδνκέλσλ. Ζ εμαγσγή δεδνκέλσλ αλαθέξεηαη ζηελ απφθηεζε 

δεδνκέλσλ απφ εζσηεξηθέο πεγέο θαη απφ εμσηεξηθέο πεγέο, φπσο πξνκεζεπηέο ή 

θξαηηθνχο θνξείο θαη νξγαληζκνχο ρξεκαηνπηζησηηθψλ ππεξεζηψλ. Σα δεδνκέλα 

εμάγνληαη κηα θνξά, ην ζηάδην κεηαζρεκαηηζκνχ πεξηιακβάλεη ηελ εθαξκνγή ησλ 

θαλφλσλ γηα λα απνθεχγεηαη ε επαλάιεςε ησλ εγγξαθψλ θαη λα αληηκεησπίδνληαη 

πξνβιήκαηα φπσο ε έιιεηςε πιεξνθνξηψλ.  

Ανάλσζη ηφν δεδομένφν είλαη έλα ζεκαληηθφ πξψην βήκα γηα ηελ επηινγή ηνπ 

κνληέινπ πξφβιεςε πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί. Σα δηαγξάκκαηα ρξνλνζεηξψλ ησλ 

δεδνκέλσλ πξέπεη λα θαηαζθεπαζηνχλ γηα ηελ αλαγλψξηζε ησλ κνληέισλ, φπσο ε 

ηάζε, ε επνρηθφηεηα ή άιιεο θπθιηθέο ζπληζηψζεο. Ζ ηάζε είλαη κηα εμειηθηηθή 
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θίλεζε, είηε πξνο ηα πάλσ ή πξνο ηα θάησ, ζηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο. Οη ηάζεηο 

κπνξεί λα είλαη καθξνρξφληεο ή πην δπλακηθέο θαη ζρεηηθά κηθξήο δηάξθεηαο. 

Δπνρηθφηεηα είλαη ην ζηνηρείν ηεο ζπκπεξηθνξάο ρξνλνζεηξψλ πνπ επαλαιακβάλεηαη 

ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα, φπσο θάζε ρξφλν. Μεξηθέο θνξέο εμνκαιχλνπκε ηα 

δεδνκέλα ψζηε ε αλαγλψξηζε απφ ην ζρήκα λα είλαη πην πξνθαλή. ηνηρεία 

πεξηγξαθηθήο ζηαηηζηηθήο φπσο ν αξηζκεηηθφο κέζνο, ε ηππηθή απφθιηζε θαη νη 

απηνζπζρεηίζεηο ζα πξέπεη λα ππνινγίδνληαη θαη λα αμηνινγνχληαη. Άηππα ζεκεία  

πξέπεη λα επηζεκαίλνληαη γηα πηζαλή πεξαηηέξσ κειέηε. Απηά ηα ζηνηρεία 

ρξεηάδνληαη γηα λα απνθηήζνπκε κηα αξρηθή γηα ηα δεδνκέλα αίζζεζε ηνπ πφζν 

ηζρπξέο είλαη νη ππνθείκελεο κνξθέο φπσο ε ηάζε θαη ε επνρηθφηεηα.  

Eπιλογή μονηέλοσ και προζαρμογή απνηειείηαη απφ ηελ επηινγή ελφο ή 

πεξηζζφηεξσλ κνληέισλ πξφβιεςεο θαη πξνζαξκφδνληαο ην κνληέιν ζηα δεδνκέλα. 

Με ηελ πξνζαξκνγή, ελλννχκε ηελ εθηίκεζε ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ ηνπ 

κνληέινπ, απηφ γίλεηαη ζπλήζσο κε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. ην 

επφκελν θεθάιαην, ζα παξνπζηαζηνχλ δηάθνξνη ηχπνη κνληέισλ ρξνλνζεηξψλ, 

θπξίσο γηα απαξηζκεηά δεδνκέλα φπσο ζα δνχκε ζηα παξαδείγκαηα πην θάησ ζα 

παξνπζηαζηνχλ θαη ζα ζρνιηαζηνχλ νη δηαδηθαζίεο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ. Θα 

αλαθέξνπκε επίζεο  κεζφδνπο γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο πνηφηεηαο θαη θαηαιιειφηεηαο 

ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ, θαη αλ νη βαζηθέο πξνυπνζέζεηο ηνπ κνληέινπ έρνπλ 

παξαβηαζηεί. Απηφ ζα είλαη ρξήζηκν γηα λα θάλνπκε ζπγθξίζεηο  κεηαμχ ησλ 

δηαθφξσλ ππνςήθησλ κνληέισλ. 

Η επιβεβαίφζη ηης εγκσρόηηηας ηοσ μονηέλοσ απνηειείηαη απφ κηα αμηνιφγεζε 

ηνπ κνληέινπ πξφβιεςεο γηα λα θαζνξίζεη πφζν είλαη πηζαλφ λα εθηειέζεη ηελ 

επηδησθφκελε εθαξκνγή. Απηφ πξέπεη λα πάεη πέξα απφ ηελ απιή αμηνιφγεζε ηεο 

"πξνζαξκνγήο" ηνπ κνληέινπ κε ηα ηζηνξηθά δεδνκέλα θαη πξέπεη λα εμεηάζεη ηη 

κέγεζνο ησλ ζθαικάησλ πξφβιεςεο ζα βηψζεη φηαλ ην κνληέιν ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ηελ πξφβιεςε λέσλ δεδνκέλσλ. Σα πξνζαξκνζκέλα ζθάικαηα ζα είλαη πάληα 

κηθξφηεξα απφ ηα ζθάικαηα πξφβιεςεο. Μηα επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελε κέζνδνο γηα 

ηελ επηβεβαίσζε ελφο κνληέινπ πξφβιεςεο είλαη ε δηάζπαζε ησλ δεδνκέλσλ, φπνπ 

ηα δεδνκέλα δηαηξνχληαη ζε δχν ηκήκαηα, ζην ηκήκα πξνζαξκνγήο θαη ζ‟ έλα ηκήκα 

πξνβιέςεσλ. Σν κνληέιν είλαη πξνζαξκνζκέλν ή θαηάιιειν  κφλν ζην ηκήκα 

πξνζαξκνγήο δεδνκέλσλ, θαη ζηε ζπλέρεηα εθηηκνχληαη νη πξνβιέςεηο απφ ην ελ 

ιφγσ κνληέιν γηα ηηο παξαηεξήζεηο ηεο θαηεγνξίαο πξφβιεςεο. Απηφ κπνξεί λα 
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παξέρεη ρξήζηκεο νδεγίεο γηα ην πψο ην κνληέιν πξφβιεςεο ζα ζπκπεξηθεξζεί φηαλ 

εθηίζεηαη ζε λέα δεδνκέλα. Αθφκα κπνξεί λα είλαη θαη κηα πνιχηηκε πξνζέγγηζε γηα 

ηε δηάθξηζε κεηαμχ αληαγσληζηηθψλ κνληέισλ πξφβιεςεο. 

Η τρήζη ηοσ μονηέλοσ πρόβλευης απφ ηνλ πειάηε. Δίλαη ζεκαληηθφ ν πειάηεο 

λα θαηαλνεί ηε ρξήζε ηνπ κνληέινπ θαη λα παξάγεη έγθαηξεο πξνβιέςεηο απφ ην 

κνληέιν θαη απηφ λα γίλεηαη ξνπηίλα φζν είλαη εθηθηφ. Ζ ζπληήξεζε ηνπ κνληέινπ κε 

παξάιιειε ζπλερηδφκελε δηαζεζηκφηεηα δεδνκέλσλ θαη άιισλ απαηηνχκελσλ 

πιεξνθνξηψλ είλαη επίζεο έλα ζεκαληηθφ ζέκα γηα ηνλ πειάηε κε  επηπηψζεηο ζηελ 

επηθαηξφηεηα θαη ζηε ηειηθή ρξεζηκφηεηα ησλ πξνβιέςεσλ. 

Η παρακολούθηζη ηης απόδοζης ηοσ μονηέλοσ πρόβλευης πξέπεη λα είλαη κηα 

ζπλερήο δξαζηεξηφηεηα ζην κνληέιν πνπ αλαπηχρζεθε ψζηε λα εμαθνινπζεί λα 

εθηειεί ηθαλνπνηεηηθά. Οη ζπλζήθεο αιιάδνπλ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ, θαη έλα 

κνληέιν πνπ απέδσζε θαιά ζην παξειζφλ ελδέρεηαη λα επηδεηλσζεί ζηελ απφδνζε. 

πλήζσο ε κείσζε απφδνζεο ηνπ κνληέινπ ζα έρεη σο απνηέιεζκα κεγαιχηεξα ή πην 

ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα πξφβιεςεο. Ωο εθ ηνχηνπ, ε παξαθνινχζεζε ησλ 

ζθαικάησλ πξφβιεςεο είλαη έλα νπζηαζηηθφ κέξνο ηνπ νξζνχ ζρεδηαζκνχ ηνπ 

ζπζηήκαηνο πξφβιεςεο. Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ (control charts) ησλ ζθαικάησλ 

ζηηο πξνβιέςεηο είλαη έλαο απιφο αιιά απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο γηα λα 

παξαθνινπζείηαη ζπζηεκαηηθά ε απφδνζε ελφο κνληέινπ πξφβιεςεο. 

1.4 Παραδείγμαηα μονηέλφν τρονοζειρών 

Δδψ ζα παξνπζηάζνπκε ηε ρξήζε κνληέισλ παιηλδξφκεζεο γηα ηελ πξφβιεςε ππφ 

δχν δηαθνξεηηθέο θαηαζηάζεηο. Ζ πξψηε απ‟ απηέο είλαη ε πεξίπησζε φπνπ έρνπκε 

κεηξήζεηο κηαο κεηαβιεηήο απφθξηζεο y θαη θάπνησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ 

ρσξίο εμάξηεζε απφ ην ρξφλν. Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα 

αλαπηχμνπκε έλα κνληέιν παιηλδξφκεζεο γηα ηελ πξφβιεςε ηνπ πνζνζηνχ ησλ 

θαηαλαισηψλ πνπ ζα αγνξάζνπλ έλα θνππφλη γηα ηελ αγνξά κηαο ζπγθεθξηκέλεο 

κάξθαο γάιαθηνο (y) ζε ζπλάξηεζε κε ην πνζφ ηεο έθπησζεο ή ηεο νλνκαζηηθήο 

αμίαο ηνπ θνππνληνχ (x) θαζψο θαη ζε ζρέζε κε άιιεο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. 

Σα δεδνκέλα απηά ζπιιέγνληαη απφ κηα κειέηε πάλσ ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε 

πεξίνδν (φπσο έλα κήλαο) θαη ηα δεδνκέλα δελ κεηαβάιινληαη κε ην ρξφλν. Απηφ ην 

είδνο ησλ δεδνκέλσλ παιηλδξφκεζεο νλνκάδνληαη δεδνκέλα δηαηνκήο (cross-section 

data). Σν κνληέιν παιηλδξφκεζεο γηα δηαηνκή δεδνκέλσλ γξάθεηαη σο 
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φπνπ ν δείθηεο   ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ππνδειψζεη θάζε κεκνλσκέλε παξαηήξεζε 

ζηα δεδνκέλα θαη ην   αληηπξνζσπεχεη ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ. ηελ άιιε 

θαηάζηαζε ε απφθξηζε θαη νη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο είλαη ρξνλνζεηξέο, έηζη 

ψζηε ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο λα πεξηιακβάλεη δεδνκέλα ρξνλνζεηξψλ. Γηα 

παξάδεηγκα, ε κεηαβιεηή απφθξηζεο κπνξεί λα είλαη νη σξηαίεο εθπνκπέο     απφ 

έλα ρεκηθφ θπηφ θαη νη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο κπνξεί λα είλαη ν σξηαίνο ξπζκφο 

παξαγσγήο, νη σξηαίεο αιιαγέο ζηελ ζπγθέληξσζε ελφο αθαηέξγαζηνπ πιηθνχ 

εηζξνήο θαη ε ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο κεηξάηαη θάζε ψξα. Όια απηά είλαη 

ζηνηρεία δεδνκέλσλ ησλ ρξνλνζεηξψλ. 

Σν κνληέιν παιηλδξφκεζεο γηα ηα δεδνκέλα ρξνλνζεηξψλ γξάθεηαη σο 

                                                       

Καηά ηε ζχγθξηζε ησλ εμηζψζεσλ (1.1) θαη (1.2) παξαηεξνχκε φηη έρνπκε αιιάμεη 

ηελ παξαηήξεζε ζην δείθηε απφ   ζε   θαη ηψξα ε απφθξηζε θαη νη κεηαβιεηέο 

πξφβιεςεο είλαη πιένλ ρξνλνζεηξέο. Δπίζεο, έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη Σ αληί ηνπ Ν 

πνπ δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ θαη απνηειεί ηελ πην πξφζθαηε ή ηελ 

ηειεπηαία δηαζέζηκε παξαηήξεζε.  

1.4.1 Ανίσνεςζη αςηοζςζσέηιζηρ: Ο έλεγσορ Durbin-Watson 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ππνινίπσλ κπνξεί λα είλαη ρξήζηκεο γηα ηνλ 

εληνπηζκφ ηεο απηνζπζρέηηζεο. Ζ πην ρξήζηκε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη απηή ησλ 

ππνινίπσλ σο πξνο ην ρξφλν. Αλ ππάξρεη ζεηηθή απηνζπζρέηηζε, ηα ππφινηπα κε ην 

ίδην πξφζεκν εκθαλίδνληαη ζε νκάδεο. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, αλ ππάξρεη αξλεηηθή 

απηνζπζρέηηζε ηα ζεκεία ησλ ππνινίπσλ ζα ελαιιάζνληαη πάξα πνιχ γξήγνξα.  

Γηάθνξνη ζηαηηζηηθνί έιεγρνη κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ αλίρλεπζε ηεο 

απηνζπζρέηηζεο. Ο έιεγρνο πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνπο Durbin θαη Watson (1950, 

1951, 1971) είλαη κηα πνιχ επξέσο ρξεζηκνπνηεκέλε δηαδηθαζία. Ο έιεγρνο απηφο 

βαζίδεηαη ζηελ ππφζεζε φηη ηα ζθάικαηα ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο παξάγνληαη 

απφ έλα πξψηεο ηάμεο ή πξψηνπ βαζκνχ κνληέινπ απηνπαιηλδξφκεζεο πνπ 

παξαηεξήζεθε ζε ηζαπέρνπζεο  ρξνληθέο πεξηφδνπο. Απηφ είλαη: 
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φπνπ    είλαη ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ ζηε ρξνληθή πεξίνδν t, ην    είλαη κηα 

NID(0,  
 ) ηπραία κεηαβιεηή (πνπ αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή θαη νη η.κ είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο) θαη   είλαη κηα παξάκεηξνο πνπ θαζνξίδεη ηε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ δηαδνρηθψλ ηηκψλ ησλ ζθαικάησλ    θαη      ηνπ κνληέινπ. Απαηηείηαη 

ην       , έηζη ψζηε ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ ζην ρξνληθφ δηάζηεκα t λα είλαη ίζν 

κε έλα θιάζκα ηνπ ζθάικαηνο ηεο ακέζσο πξνεγνχκελεο πεξηφδνπ ζπλ κηα θαλνληθά 

θαη αλεμάξηεηα θαηαλεκεκέλε ηπραία δηαηαξαρή κνλαδηθή γηα ηε ηξέρνπζα πεξίνδν. 

ηα κνληέια παιηλδξφκεζεο ρξνλνζεηξψλ ε   κεξηθέο θνξέο νλνκάδεηαη παξάκεηξνο 

απηνζπζρέηηζεο. Έηζη, ζε έλα απιφ γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο ηα πξψηεο 

ηάμεο απηνπαιηλδξνκηθά ζθάικαηα ζα είλαη: 

                θαη                               

φπνπ    θαη    είλαη ε κεηαβιεηή απφθξηζεο θαη ε κεηαβιεηή πξφβιεςεο ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t αληίζηνηρα. 

Όηαλ ηα ζθάικαηα ηνπ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο  πξνθχπηνπλ απφ ην πξψηε 

ηάμεο απηνπαιηλδξφκηθή δηαδηθαζία ηεο Δμίζσζεο (1.3), ππάξρνπλ αξθεηέο 

ελδηαθέξνπζεο ηδηφηεηεο απηψλ ησλ ζθαικάησλ. Απφ ηε δηαδνρηθή αληηθαηάζηαζε 

γηα   ,    ,… ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο (1.3) ζα έρνπκε: 

   ∑      

 

   

 

Με άιια ιφγηα, ν φξνο ηνπ ζθάικαηνο ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο γηα ηε ρξνληθή 

πεξίνδν t είλαη απιψο έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο φισλ ησλ ησξηλψλ θαη ησλ 

πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ ησλ αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ    

ηνπ NID(0,  
 ). Δπηπιένλ, κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη: 

                                                          

                                    
 (

 

    
)                      

                   (       )      
 (

 

    
)                    
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Γειαδή, ηα ζθάικαηα έρνπλ κεδεληθή κέζε ηηκή θαη ζηαζεξή δηαζπνξά, αιιά 

έρνπλ κε κεδεληθή ζπλδηαζπνξά εθηφο αλ θ=0. Ζ απηνζπζρέηηζε κεηαμχ δχν 

ζθαικάησλ πνπ απέρνπλ κηα ρξνληθή πεξίνδν ή ε θαζπζηέξεκέλε απηνζπζρέηηζε  

είλαη: 

   
            

√        √       
 

   
 (

 
    )

√  
 (

 
    )  √  

 (
 

    ) 

   

Ζ απηνζπζρέηηζε αλάκεζα ζε δχν ζθάικαηα θαηά ηε θ ρξνληθή πεξίνδν είλαη: 

                 

Ζ παξαπάλσ νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο (Brockwell θαη Davis 2002). 

Έρνπκε απαηηήζεη φηη ην |θ|<1. Όηαλ ε θ είλαη ζεηηθή, φινη νη φξνη ηνπ ζθάικαηνο 

έρνπλ ζεηηθή ζπζρεηίζε, αιιά ην κέγεζνο ηεο ζπζρέηηζεο κεηψλεηαη θαζψο ηα 

ζθάικαηα απνκαθξχλνληαη. Μφλν αλ θ = 0 είλαη ηα ζθάικαηα ηνπ κνληέινπ είλαη 

αζπζρέηηζηα. Σα πεξηζζφηεξα πξνβιήκαηα ζηε παιηλδξφκεζε ρξνλνζεηξψλ 

πεξηιακβάλνπλ δεδνκέλα κε ζεηηθή απηνζπζρέηηζε. Ο έιεγρνο Durbin-Watson  

εμεηάδεη ηελ παξνπζία ζεηηθήο απηνζπζρέηηζεο ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο ησλ 

ζθαικάησλ. Πην ζπγθεθξηκέλα νη ππνζέζεηο πνπ εμεηάδνληαη απφ ηνλ έιεγρν Durbin-

Watson είλαη: 

       

       

Σν ζηαηηζηηθφ ηνπ ειέγρνπ Durbin-Watson δίλεηαη απφ ην ηχπν: 

  
∑          

  
   

∑   
  

   

 
∑   

  
    ∑     

  
     ∑       

 
   

∑   
  

   

         

φπνπ               είλαη ππφινηπα απφ ηελ OLS παιηλδξφκεζε ηνπ   , γηα   . Σν  

   είλαη ε θαζπζηέξεζε κηαο απηνζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ ππνινίπσλ, έηζη γηα 

αζπζρέηηζηα ζθάικαηα ε ηηκή ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο Durbin-Watson πξέπεη λα είλαη 

πεξίπνπ 2. Ζ ειεγρνζπλάξηεζε είλαη αλαγθαία ψζηε λα πξνζδηνξηζηεί αθξηβψο πφζν 

καθξηά απφ ην 2 ην Durbin-Watson πξέπεη λα πέζεη γηα λα κπνξέζνπκε λα 
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ζπκπεξάλνπκε αλ ε ππφζεζε ησλ αζπζρέηηζησλ ζθαικάησλ παξαβηάδεηαη. ηε 

ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε κεξηθά θιαζηθά κνληέια ρξνλνζεηξψλ.  

1.4.2 Το μονηέλο πεπεπαζμένηρ ηάξηρ κινηηού μέζος (ΜΑ) 

ηα κνληέια πεπεξαζκέλεο ηάμεο θηλεηνχ κέζνπ ή αιιηψο κνληέια (ΜΑ), ε 

ζπλζήθε ηνπ βάξνπο    έρεη νξηζηεί ζην 1 θαη ηα βάξε (ή ζηαζκά) πνπ δελ έρνπλ 

νξηζηεί ζην 0 ζπκβνιίδνληαη απφ ην ειιεληθφ γξάκκα θ κε έλα αξλεηηθφ πξφζεκν 

κπξνζηά. Ωο εθ ηνχηνπ, έλα κνληέιν θηλεηνχ κέζνπ ηάμεο q (MA (q)) δίλεηαη σο: 

                                      

φπνπ {  } θαιείηαη ιεπθφο ζφξπβνο. Σν κνληέιν MA(q) είλαη πάληα ζηάζηκν θαη  

αλεμάξηεην απφ ηηο ηηκέο ησλ βαξψλ (weights). Όζν αλαθνξά ηνλ παξάγνληα 

backward shift Β, ε  δηαδηθαζία MA(q) είλαη: 

     (           
 )     (  ∑   

 

 

   

)                         

φπνπ        ∑    
  

     

1.4.3 Το ππώηηρ ηάξηρ μονηέλο αςηοπαλινδπόμηζηρ, AR(1) 

Θεσξνχκε ηε ρξνλνζεηξά:  

     ∑      

 

   

   ∑   
   

 

   

                       

φπνπ      ∑    
  

    

Όπσο θαη ζηα κνληέια πεπεξαζκέλεο ηάμεο MA, κηα πξνζέγγηζε γηα ηελ 

κνληεινπνίεζε απηήο ηεο ρξνλνζεηξάο είλαη λα ππνζέζνπκε φηη νη δηαηαξαρέο ή νη 

ηπραίεο δηαθπκάλζεηο ηνπ παξειζφληνο ζα πξέπεη λα είλαη ζε κηθξή ζπζρέηηζε κε ηηο 

πην πξφζθαηεο δηαηαξαρέο πνπ ην κνληέιν έρεη βηψζεη. Γεδνκέλνπ φηη νη δηαηαξαρέο 

είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, κπνξνχκε  λα ππνζέζνπκε κηα 

ζεηξά απφ πνιιά κε πεπεξαζκέλα βάξε (ή ζηαζκά) θζηλνπζψλ κεγέζσλ πνπ 

αληαλαθινχλ ηα ζπλερψο κεησκέλα κεγέζε ησλ ζπλεηζθνξψλ ησλ δηαηαξαρψλ ηνπ 

παξειζφληνο. Μπνξεί λα δεκηνπξγεζεί κηα απιή αιιά θαη δηαηζζεηηθή ζεηξά ηέηνησλ 
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βαξψλ πνπ αθνινπζεί έλα θζίλσλ εθζεηηθφ ζρήκα. Γη 'απηφ ζα ζέζνπκε      , 

φπνπ |θ|<1 γηα λα εμαζθαιίζνπκε ηελ εθζεηηθή "θζνξά". Με απηά ηα δεδνκέλα, ηα 

βάξε ζηηο δηαηαξαρέο πνπ μεθηλνχλ απφ ηελ ηξέρνπζα δηαηαξαρή θαη πεγαίλνπλ πίζσ 

ζην παξειζφλ ζα είλαη           … .Ωο εθ ηνχηνπ, ε εμίζσζε (1.8) κπνξεί λα 

γξαθηεί: 

                         ∑      

 

   

                     

ζα ζέζνπκε φπνπ        νπφηε ε εμίζσζε (1.9) ζα γίλεη: 

                                           

Ο ζπλδπαζκφο ησλ εμηζψζεσλ (1.9) θαη (1.10) ζα δψζεη:  

                                     

φπνπ                          ,        

άξα                                                                                        

Ζ δηαδηθαζία ηεο εμίζσζεο (1.11) θαιείηαη πξψηεο ηάμεο δηαδηθαζία 

απηνπαιηλδξφκεζεο AR(1), επεηδή ε εμίζσζε (1.11) κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

παιηλδξφκεζε ηνπ    ζε ζρέζε κε ην      εμνχ θαη ν φξνο δηαδηθαζία 

απηνπαιηλδξφκεζεο. Ζ ππφζεζε |θ|< 1 θάλεη ηα βάξε λα θζίλνπλ εθζεηηθά ζην ρξφλν 

θαη εμαζθαιίδεη φηη  ∑     
 
     . Ζ δηαδηθαζία AR(1) είλαη ζηάζηκε αλ |θ|<1. Ο 

κέζνο κηαο ζηάζηκεο δηαδηθαζίαο AR(1) είλαη:  

        
 

   
                     

Ζ ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθχκαλζεο ηεο ζηάζηκεο δηαδηθαζίαο AR(1) κπνξεί λα 

ππνινγηζζεί κε ηε βνήζεηα ηεο εμίζσζεο (1.9) σο: 

                                                   

                         (1.13) 

Ζ δηαζπνξά ηφηε δίλεηαη απφ ην ηχπν: 
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Αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο γηα κηα ζηάζηκε δηαδηθαζία AR(1)  δίλεηαη 

σο: 

     
    

    
         γηα θ=0,1,2,… 

1.4.4 Γενικό μονηέλο αςηοπαλινδπόμηζηρ AR(p) 

To AR κνληέιν p-ηάμεο δίλεηαη απφ ην ηχπν: 

                                              

φπνπ    θαιείηαη ιεπθφο ζφξπβνο. Μηα άιιε κνξθή ηεο (1.13) κπνξεί λα δνζεί σο: 

                               

 φπνπ               
       

 . 

1.4.5 Το ανάμεικηο μονηέλο αςηοπαλινδπόμηζηρ και κινηηού μέζος (MIXED-ARMA) 

Σα κνληέια πνπ παξνπζηάζακε ζηηο πξνεγνχκελεο ελφηεηεο απνηεινχλ εηδηθέο 

πεξηπηψζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Wνld γηα ηελ απνζχλζεζε κηαο ζηάζηκεο 

ρξνλνζεηξάο πνπ παξηζηάλεηαη απφ έλα ζηαζκηζκέλν άζξνηζκα κε πεπεξαζκέλσλ 

ηπραίσλ δηαηαξαρψλ (Bisgaard θαη Kulahci, 2005). Γηα παξάδεηγκα, ζην κνληέιν 

AR(1), ηα βάξε (ή ζηαζκά) ζην κε πεπεξαζκέλν άζξνηζκα  ππνρξενχληαη λα 

αθνινπζήζνπλ κηα θζίλνπζα εθζεηηθή κνξθή φπνπ θ είλαη ν ξπζκφο κε ηνλ νπνίν 

θζίλεη. Γεδνκέλνπ φηη δελ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί, πέξαλ απφ ∑     
 
      ζηα βάξε 

(  ) , ίζσο  λα κελ είλαη δπλαηφ λα ηα πξνζεγγίζνπκε κέζσ ελφο θζίλνληνο εθζεηηθνχ 

ζρήκαηνο. Γη 'απηφ, ζα πξέπεη λα απμήζνπκε ηε ηάμε ηνπ κνληέινπ AR γηα ηελ 

πξνζέγγηζε θάζε κνξθήο, πνπ απηά ηα βάξε κπνξεί ζηελ πξαγκαηηθφηεηα λα 

παξνπζηάδνπλ. ε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο σζηφζν, είλαη δπλαηφλ λα γίλνπλ απιέο 

πξνζαξκνγέο ζηε θζίλνπζα εθζεηηθή κνξθή κε ηελ πξνζζήθε κφλν κεξηθψλ νξψλ 

θαη σο εθ ηνχηνπ λα έρνπλ έλα πην ιηηφ (parsimonious) κνληέιν. Αο ππνζέζνπκε, γηα 

παξάδεηγκα, φηη ηα βάξε    πξάγκαηη εκθαλίδνπλ κηα θζίλνπζα εθζεηηθή κνξθή κε 

έλα ζηαζεξφ ξπζκφ εθηφο απφ ην γεγνλφο φηη ηα    δελ ζα είλαη ίζα κε απηφ ην ξπζκφ 

ηεο θζνξάο φπσο ζα ήηαλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ AR(1). Ωο εθ ηνχηνπ, αληί 

λα απμεζεί ε ηάμε ηνπ κνληέινπ AR γηα λα εμνκαιχλεη απηή ηελ "αλσκαιία", εκείο 

κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε έλα ΜΑ(1) φξν πνπ απιά ζα πξνζαξκφζεη ην   , θαζψο 
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δελ ζα έρεη θακία επίδξαζε ζην ξπζκφ ηνπ θζίλνληνο εθζεηηθνχ ζρήκαηνο ησλ 

ππφινηπσλ βαξψλ. Απηφ νδεγεί ζε έλα αλάκεηθην κνληέιν απηνπαιηλδξφκεζεο 

θηλεηνχ κέζνπ ή αιιηψο κνληέιν ARMA(1,1) . Έλα γεληθφ κνληέιν ARMA(p, q) 

δίλεηαη σο: 

                                                

    ∑      

 

   

     ∑      

 

   

                                  

ή 

                                   

φπνπ    είλαη ιεπθφο ζφξπβνο. 

1.5 Απαριθμηηά δεδομένα 

Υξνλνζεηξέο αθνινπζψληαο ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια   

ηελ ζπλήζε γξακκηθή παιηλδξφκεζε ην πξφβιεκα είλαη λα ζπζρεηηζηεί ε κέζε 

απφθξηζε κηαο κεηαβιεηήο ελδηαθέξνληνο κε έλα ζχλνιν επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ κε ηε βνήζεηα κηαο γξακκηθήο εμίζσζεο. ε πνιιέο πεξηπηψζεηο απηφ 

γίλεηαη κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ηα δεδνκέλα είλαη ηεο Καλνληθήο θαηαλνκήο είλαη 

αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο. Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο φκσο, φζνλ αθνξά κε θπζηνινγηθέο 

παξαηεξήζεηο, φπσο δπαδηθφ (binary) θαη απαξηζκεηά (counts) δεδνκέλα πνπ 

επηιχνληαη πνιχ επηηπρψο απφ ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. ηε πεξίπησζε πνπ 

νη παξαηεξήζεηο απηέο είλαη ρξνληθά κεηαβαιιφκελεο δελ κπνξνχκε λα 

αμηνπνηήζνπκε ηα κνληέια πνπ παξνπζηάζακε ζηε παξάγξαθν 1.4. Δπνκέλσο ζα 

εηζάγνπκε ηηο ηδέεο ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ ζηα δεδνκέλα γηα ηελ 

κνληεινπνίεζε ρξνλνζεηξψλ φπσο νη Kedem θαη Fokianos (2002). Σν εξψηεκα ηφηε 

είλαη πψο λα επεθηείλνπκε ηε κεζνδνινγία ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ  

ζηηο ρξνλνζεηξέο φπνπ ηα δεδνκέλα είλαη εμαξηεκέλα φπσο θαη νη ζπκκεηαβιεηέο θαη 

ίζσο αθφκε θαη ηα βνεζεηηθά ζηνηρεία πνπ εμαξηψληαη απφ ην ρξφλν πνπ είλαη επίζεο 

ηπραία. Όπσο ζα δνχκε, κε ηε ρξήζε ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο ζα κπνξνχκε λα 

επεθηείλνπκε αξθεηά εχθνια ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά θαηάιιεια γηα αλεμάξηεηα 

δεδνκέλα ζε ρξνλνζεηξέο κε βάζε ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. Έλα βαζηθφ 

ζπζηαηηθφ απηνχ είλαη φηη ε κεξηθή πηζαλνθάλεηα επηηξέπεη ηελ ρξνληθή ή δηαδνρηθή 
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ππφ ζπλζήθε ζπκπεξαζκαηνινγία ρξεζηκνπνηψληαο φια φζα είλαη γλσζηά ζηνλ 

παξαηεξεηή θαηά ηε ζηηγκή ηεο παξαηήξεζεο. Απηφ επηηξέπεη κηα πνιχ επέιηθηε ππφ 

ζπλζήθε ζπκπεξαζκαηνινγία πνπ κπνξεί εχθνια λα ιάβεη ππφςε ζπζηαηηθά 

απηνπαιηλδξφκεζεο θαη κε ζπλαξηήζεηο ζπκκεηαβιεηψλ ηνπ παξειζφληνο θαζψο θαη 

φια ηα είδε ησλ αιιειεπηδξάζεσλ κεηαμχ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. ην Κεθάιαην 3 ζα 

παξνπζηαζηεί ην αλαγθαίν ππφβαζξν θαη κηα επηζθφπεζε ησλ γεληθεπκέλσλ 

γξακκηθψλ κνληέισλ έρνληαο θαηά λνπ εμαξηεκέλα δεδνκέλα.  

πγθεθξηκέλα, α) νξίδνπκε ηη ελλννχκε κε ηνλ φξν ρξνλνζεηξέο γεληθεπκέλσλ 

γξακκηθψλ κνληέισλ, ζα εηζαρζεί ε έλλνηα ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο, θαη β) νη 

ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλα αζπκπησηηθά απνηειέζκαηα ηεο 

εθηηκήηξηαο κέγηζηεο κεξηθήο  πηζαλνθάλεηαο (βι. θαη Karioti θαη Caroni, 2006). 

Οη απαξηζκεηέο ρξνλνζεηξέο εκθαλίδνληαη ζε πνίθηιεο πεξηνρέο φπνπ κηα ζεηξά 

γεγνλφησλ αλά ρξνληθή πεξίνδν παξαηεξείηαη ζην πέξαζκα ηνπ ρξφλνπ. 

Παξαδείγκαηα πνπ δείρλνπλ ηo εχξνο ησλ εθαξκνγψλ ηνπο είλαη ν αξηζκφο ησλ 

θαζεκεξηλψλ εηζαγσγψλ ζηα λνζνθνκεία, απφ ηε δεκφζηα πγεία, ν αξηζκφο ησλ 

ζπλαιιαγψλ ζην ρξεκαηηζηήξην αλά ιεπηφ, απφ ηελ νηθνλνκία ή ην πιήζνο ησλ 

ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ αλά ψξα, απφ ην βηνκεραληθφ έιεγρν πνηφηεηαο. Σα 

κνληέια ησλ απαξηζκεηψλ ρξνλνζεηξψλ πξέπεη λα ιακβάλνπλ ππφςε φηη νη 

παξαηεξήζεηο είλαη κε αξλεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί θαη λα απνδίδνπλ θαηάιιεια ηελ 

εμάξηεζε κεηαμχ ησλ παξαηεξήζεσλ.  

 

Παράδειγμα Απαριθμηηών δεδομένφν 

Αλάιπζε ζλεζηκφηεηαο απαξηζκεηψλ δεδνκέλσλ 

Σν ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ αλαθέξεηαη ζην ζχλνιν ηεο ζλεζηκφηεηαο θαη ησλ 

ζπλαθψλ ζπκκεηαβιεηψλ ζηε πεξηνρή ηνπ Los Angeles θαηά ηε δηάξθεηα κηαο 

πεξηφδνπ 10 εηψλ απφ ηελ 1ε Ηαλνπαξίνπ 1970 έσο ηελ 31ε Γεθεκβξίνπ 1979. Σα 

δεδνκέλα απνηεινχληαη απφ ηξείο ζεηξέο ζλεζηκφηεηαο, ηε ζπλνιηθή ζλεζηκφηεηα 

(Y), δχν θαηξηθέο ζεηξέο ηε ζεξκνθξαζία (T) θαη ηε ζρεηηθή πγξαζία (RH), θαζψο θαη 

έμη ζεηξέο ξχπαλζεο φπσο ην κνλνμείδην ηνπ άλζξαθα (CO), δηνμείδην ηνπ ζείνπ 

(    , δηνμείδην ηνπ αδψηνπ      , πδξνγνλάλζξαθεο (HC) , φδνλ (OZ) θαη ηα 

ζσκαηίδηα  (KM). Δδψ ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ θαλνληθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο 
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ηνπ κνληέινπ ηεο Poisson παιηλδξφκεζε                   ή       

       
      θαη έρεη θάπσο δηαθνξεηηθφ ραξαθηήξα. Οη ηερληθέο απηέο ζα 

παξνπζηαζηνχλ ζηα θεθάιαηα 3,4, ιακβάλνληαο ππφςε ηηο εθηηκήζεηο ησλ Shumway 

θαη Stoffer (2000) ρξεζηκνπνηνχκε έλα γξακκηθφ θίιηξν ηεο κνξθήο ∑        . 

Οπφηε ηα δεδνκέλα εμνκάιπλζεο απνηεινχληαη απφ πεξηνδηθέο ζπληζηψζεο κε 

πεξηφδνπο καγαιχηεξεο απφ 10 κέξεο. Οη εμνκαιπζκέλεο ζεηξέο έγηλαλ 

δεηγκαηνιεπηηθά εβδνκαδηαία, έρνληαο σο απνηέιεζκα ζε ιηγφηεξν απφ 11 ζεηξέο ε 

θάζε κηα λα έρεη Ν=508 παξαηεξήζεηο. ην ρήκα 1.12 απεηθνλίδνληαη 

δεηγκαηνιεπηηθά εβδνκαδηαία ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο, ζεξκνθξαζίαο θαη ν  

ινγάξηζκνο ηνπ κνλνμείδηνπ ηνπ άλζξαθα. Απηέο νη ηξείο ζεηξέο εκθαλίδνπλ κηα 

παξφκνηα κνξθή ηαιάλησζεο γεγνλφο πνπ επαιεζεχεηαη απφ ηηο εθηηκεκέλεο 

απηνζπζρεηίζεηο. Γηα απινχζηεπζε, ζα κεηαθέξνπκε απηέο ηηο εμνκαιπζκέλεο 

εβδνκαδηαίεο ζεηξέο ζηηο κεηαβιεηέο. Οπφηε ζα είλαη ε ζλεζηκφηεηα    ), ε 

ζεξκνθξαζία      θαη ν ινγάξηζκνο  ηνπ κνλνμείδηνπ ηνπ άλζξαθα           .  

 

τήμα 1.12: Σα εβδνκαδηαία δεδνκέλα ηεο θηιηξαξηζκέλεο ζπλνιηθήο ζλεζηκφηεηαο, ζεξκνθξαζίαο 

θαη ν ινγάξηζκνο ηνπ κνλνμείδηνπ ηνπ άλζξαθα (CO), θαη νη αληίζηνηρεο εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο 

απηνζπζρέηηζεο. Ν = 508. 
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Σν γεγνλφο φηη ηα απαξηζκεηά δεδνκέλα  γηα πξψηε θνξά εμνκαιχλνληαη δελ 

απνθιείεη ηελ εθαξκνγή ηεο Poisson παιηλδξφκεζεο κε ηελ αληίζηνηρε θαλνληθή 

ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Απηή ε κε ζπλεζηζκέλε ρξήζε ηνπ κνληέινπ ηεο Poisson 

κπνξνχκε λα ηελ αληηιεθζνχκε θαιχηεξα αλ ζθεθηνχκε ην πιαίζην ηεο εθηηκεκέλεο 

ζπλάξηεζεο. ην παξφλ παξάδεηγκα, ην κνληέιν Poisson παξέρεη κηα ρξήζηκε 

εθηηκεκέλε ζπλάξηεζε πνπ ε πνηφηεηα  πξνζαξκνγήο  θαίλεηαη ζην ρήκα 1.13. 

Έλαο άιινο ηξφπνο γηα λα δηθαηνινγήζνπκε ηε δηαδηθαζία είλαη λα ζθεθηείηε ηα 

εμνκαιπκέλα  δεδνκέλα θαηά πξνζέγγηζε αθέξαησλ δεδνκέλσλ. 

Σν πξψην κνληέιν      θαηαγξάθεηαη γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο, ν Πίλαθαο 1.3 

παξέρεη ζηαηηζηηθά ζηνηρεία δηάγλσζεο γη απηά ηα κνληέια. Δπηπιένλ ζηνλ πίλαθα 

πεξηιακβάλνληαη, ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ working residuals *   ̂  

    ̂ 

       
+ πνπ αμηνινγνχληαη απφ ην β, ην κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα ηεο απφθξηζεο ή 

ησλ ππνινίπσλ     ̂ , ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ Pearson   , ηε 

ζπλάξηεζε deviance κε Ν-p βαζκνχο ειεπζεξίαο, ην θξηηήξην           θαη 

                πνπ ππνινγίδνληαη κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο deviance.  

                                 

         

              

                   

                             

                                  

                                

Πίνακας 1.3: Σνπνζεηνχκε φπνπ       θαη      . ην ηξίην κνληέιν γηα παξάδεηγκα ζα έρνπκε 

                    

Με βάζε ηα απνηειέζκαηα ηνπ Πίλαθα 1.4 θξίλεηαη ην κνληέιν 5 σο θαηαιιήιφηεξν 

εθφζνλ έρεη ην κηθξφηεξν AIC, BIC θαζψο θαη ην κηθξφηεξν κέζν ηεηξαγσληθφ 

ζθάικα MSE απ‟ ηα ππφινηπα (Kedem θαη Fokianos 2002). 
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Μνληειν p (αξηζκφο 

παξακέηξσλ) 

MSE D df AIC BIC 

1 9 108.99 315.69 499 333.69 371.76 

2 2 93.02 276.07 506 280.07 288.53 

3 3 75.52 222.23 505 228.23 240.92 

4 4 69.04 203.52 504 211.52 228.44 

5 5 59.38 174.55 503 184.55 205.71 

6 6 59.38 174.53 502 186.53 211.91 

7 6 58.44 171.41 502 183.41 208.79 
Πίνακας 1.4 

 

τήμα 1.13: Παξαηήξεζε θαη πξφβιεςε ηεο εβδνκαδηαίαο ζλεζηκφηεηαο απφ ην κνληέιν (  ) 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ ΙΙ 

ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ  

 

2.1 Δκθεηική Οικογένεια Καηανομών 

Θεσξνχκε κηα ηπραία απιή κεηαβιεηή Y ηεο νπνίαο ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

εμαξηάηαη απφ ηελ απιή παξάκεηξν ζ. Ζ θαηαλνκή αλήθεη ζηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα 

αλ κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή 

                         

φπνπ α,b,s θαη t άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί ε ζπκκεηξία αλάκεζα ζε 

y θαη ζ, άξα ε εμίζσζε κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο: 

                                   [                  ]         

φπνπ                        [    ]           [    ]   

Αλ         ,ηφηε ιέκε φηη ε θαηαλνκή έρεη θαλνληθή κνξθή  θαη ε       ιέγεηαη 

θπζηθή παξάκεηξνο ηεο θαηαλνκήο. Πνιιέο γλσζηέο θαηαλνκέο αλήθνπλ ζηελ 

εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ φπσο ε Καλνληθή, ε Γησλπκηθή, ε Poisson θαζψο θαη 

άιιεο πνπ κπνξνχλ λα γξαθηνχλ ζηε παξαπάλσ θαλνληθή κνξθή. Δδψ ζα εζηηάζνπκε 

ην ελδηαθέξνλ καο ζην κνληέιν ηεο Poisson παιηλδξφκεζεο (McCullagh θαη Nelder, 

1989). 

Σν ζηήξηγκα είλαη   {                 }  ην νπνίν είλαη αλεμάξηεην ηεο 

παξακέηξνπ ζ θαη νη ζπλαξηήζεηο a(.), b(.), c(.) είλαη γλσζηέο. 

To γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν νξίδεηαη κε βάζε έλα ζχλνιν αλεμάξηεησλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ Τ1, …, ΤΝ  κε θάζε θαηαλνκή απφ ηε γεληθή εθζεηηθή 

νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ (Δ.Ο.Κ) θαη κε ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

1. H θαηαλνκή ηνπ θάζε Yi  έρεη θαλνληθή κνξθή (              θαη εμαξηάηαη 

απφ κηα κφλν παξάκεηξν ζi  

 

              [                             ] 
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2. H θαηαλνκή φισλ ησλ Yi είλαη ίδηα, έηζη ψζηε νη δείθηεο b,c,d  λα κελ 

ρξεηάδνληαη. 

Έηζη ινηπφλ έρνπκε ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ Yi : 

                       ∏    [                              ]

 

   

 

    [ ∑            

 

   

  ∑      

 

   

  ∑          

 

   

] 

    Οη παξάκεηξνη ζi δελ είλαη άκεζνπ ελδηαθέξνληνο. Δκείο ζπλήζσο ελδηαθεξφκαζηε 

γηα έλα κηθξφηεξν ζχλνιν παξακέηξσλ β1,….,βp (κε p<n). Τπνζέηνπκε φηη E(Yi) = κi , 

πνπ κi είλαη ζπλαξηήζεη ησλ ζi. Γηα ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια ππάξρεη κηα 

κεηαηξνπή ησλ κi : 

        
   

Παραηηρήζεις  

1. Ζ ζπλάξηεζε   είλαη κνλφηνλε, δηαθνξίζηκε θαη θαιείηαη ζπλάξηεζε 

ζχλδεζεο. Ζ ζρέζε ηεο αλακελφκελεο ηηκήο κi θαη ηεο   
    

‹‹γξακκηθνπνηείηαη›› κέζσ ηεο 1-1 ζπλάξηεζεο     . Δίλαη επίπεδε 

απμάλνληαο ή κεηψλνληαο κε    , αιιά δελ κπνξεί λα απμεζεί γηα κεξηθέο 

ηηκέο ησλ    θαη λα κεησζεί γηα άιιεο ηηκέο.     

2. Σν δηάλπζκα    είλαη έλα p x 1 δηάλπζκα επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ  

   [

   

 
   

]   ,   
  [       ] 

3. Σν β είλαη έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ p x 1 

Με      [

  

 
  

] 

Σν δηάλπζκα   
  είλαη ε i-γξακκή ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνχ Υ. Tα γεληθεπκέλα 

γξακκηθά κνληέια έρνπλ 3 ζπληζηψζεο:  
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I. Οη κεηαβιεηέο απφθξηζεο y1,. . . , ΤΝ, νη νπνίεο ππνηίζεηαη φηη 

κνηξάδνληαη ηελ ίδηα θαηαλνκή απφ ηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα. 

II. Έλα ζχλνιν   παξακέηξσλ θαη επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ 

 

  [
  
 

 
  
 
]  [

       

   
       

] 

III. Μηα κνλφηνλε ζπλάξηεζε    ηέηνηα ψζηε: 

        
    κε           

 

2.2  Παλινδρόμηζη Poisson  

2.2.1 Μονηέλο 

Θεσξνχκε ην κνληέιν          φπνπ ε εμάξηεζε κε ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο 

γηα κηα ζηαηηζηηθή κνλάδα εθθξάδεηαη κέζσ ελφο θαηάιιεινπ κεηαζρεκαηηζκνχ 

     ηεο αλακελφκελεο ηηκήο  , νπφηε ηζρχεη ε ζρέζε ηεο κνξθήο  

          

Ζ ζπλάξηεζε       ιέγεηαη ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Δπίζεο ζέινπκε λα 

εμαζθαιίζνπκε ην πεξηνξηζκφ φηη κ>0 άξα ε        δελ κπνξεί λα είλαη ηεο κνξθήο:               

         

αθνχ        θαη έηζη δελ ηεξείηαη ν πεξηνξηζκφο κ>0,άξα εθφζνλ ζέινπκε ε    λα 

είλαη κηα κε αξλεηηθή ζπλάξηεζε ζα ηελ γξάςνπκε ζηε παξαθάησ κνξθή: 

      
    

      

H πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ ζα γίλεη κε ηε κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο κε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο L δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

  ∏
      

  

   

 

   

 

Ζ ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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  ∑[                   ]

 

   

 

νπφηε δεδνκέλνπ        
     ,ζα έρνπκε  

  ∑[    
                 

            ]

 

   

 

άξα  

  

   
 ∑[       

          ] 

 

   

 

Οη εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ    ζα βξεζνχλ ιχλνληαο ηηο εμηζψζεηο: 

∑[       
    ̂       ]

 

   

 ∑[          
    ̂ ]

 

   

               

 

αιιηψο,      ̂     

Ζ ζπλάξηεζε ζχλδεζεο είλαη (Dobson θαη Barnett, 2008):    ̂ 
      ̂          ̂         

θαη  ̂    ̂   ̂      ̂  . 

2.2.2 Καηανομή Poisson  

Μηα εμαξηεκέλε κεηαβιεηή Y δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη κφλν ζπλερήο αιιά 

θαη απαξηζκεηή. Μηα θαηάιιειε θαηαλνκή γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ αξηζκνχ 

εκθάληζεο ελφο γεγνλφηνο ζην ρξφλν ή ζην ρψξν ζπρλά ζεσξείηαη ε θαηαλνκή  

Poisson κε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο  

     
      

  
                 

φκσο κπνξεί λα μαλαγξαθηεί  

                         . 
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Ζ παξαπάλσ κνξθή ζεσξείηαη θαλνληθή επεηδή          θαη κε θπζηθή παξάκεηξν  

         .  

Ζ θαηαλνκή Poisson ζπκβνιίδεηαη  Y ~ Pν(ζ)  θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά γηα ηε 

κνληεινπνίεζε απαξηζκεηψλ δεδνκέλσλ (counts data). πλήζσο απηφ είλαη ν αξηζκφο 

εκθαλίζεσο θάπνηνπ γεγνλφηνο ζην ρξφλν ή ζην ρψξν, φηαλ δειαδή ε πηζαλφηεηα 

ελφο γεγνλφηνο πνπ ζπλέβε ζ‟ έλα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα είλαη κηθξή θαη ηα 

γεγνλφηα ζπκβαίλνπλ αλεμάξηεηα. Αλ κηα ηπραία κεηαβιεηή αθνινπζεί ηε θαηαλνκή 

Poisson ηφηε ε αλακελφκελε ηηκή θαη ε δηαθχκαλζε είλαη ίζεο (Οηθνλφκνπ θαη 

Καξψλε, 2010).   

2.2.3  Δλεγσοζςνάπηηζη Deviance 

Γλσξίδνπκε ηε ζρέζε        
      θαη φια ηα    πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ην 

πεξηνξηζκφ      θαη δελ εμαξηψληαη ην έλα απ‟ ην άιιν νπφηε ζα εθηηκνχληαη απφ 

ηα  ̃     νπφηε ε ηηκή ηεο ινγαξηζκνπνηεκέλεο πηζαλνθάλεηαο ηζνχηαη κε  

 ̃  ∑[  ̃       ̃          ]

 

   

 

θαη ε αληίζηνηρε ηηκή γηα ην κνληέιν ζα είλαη: 

   ̂  ∑[  ̂       ̂          ]

 

   

 

 ̂   ̂     
    . 

Ζ ειεγρνζπλάξηεζε deviance ηνπ κνληέινπ νξίδεηαη σο  

 ( ̂)    { ( ̂)   ̃}   {∑  

 

   

  (
  

 ̂ 
)  ∑     ̂  

 

   

} 

 

φκσο  ∑      ̂  
 
      νπφηε έρνπκε  

 ( ̂)   ∑  

 

   

  (
  

 ̂ 
)  
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Ζ ειεγρνζπλάξηεζε deviance κεηξά ηελ απψιεηα πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ φηαλ 

βάδνπκε φπνπ       
    ̂. Δπίζεο ηελ ρξεζηκνπνηνχκε θαη γηα λα ζπγθξίλνπκε δχν 

κνληέια. Έζησ φηη έρνπκε ηηο εθηηκήζεηο  ̂  ̂  ησλ κνληέισλ Μ,Μ‟ αληίζηνηρα, κε 

Μ‟ λα είλαη εκθσιεπκέλν ζην Μ δειαδή πξνθχπηεη απ ην Μ κε θάπνηνπο 

πεξηνξηζκνχο. Έρνπκε ινηπφλ ηνπο εμήο ειέγρνπο ππνζέζεσλ: 

                 

                

ν ιφγνο κεγηζηνπνηεκέλσλ πηζαλνθαλεηψλ ζα δψζεη  

  { (  ̂)   ( ̂)}   
  

q: πιήζνο πεξηνξηζκψλ 

θαη κε ηε βνήζεηα ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο deviance ε παξαπάλσ ζρέζε κπνξεί λα 

γξαθηεί σο: 

 ( ̂ )   ( ̂)   
  

 

2.3 Προζαρμογή μονηέλοσ 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζηελ γεληθή πεξίπησζε ηεο εθζεηηθήο νηθνγέλεηαο 

θαηαλνκψλ γξάθεηαη σο  

             ∏          

 

   

   ∏   {
           

    
        }

 

   

   

ελψ ε ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζα είλαη 

          ∑{
           

    
        }  ∑  

 

   

 

   

 

 

φπνπ          
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Ζ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ   ηνπ κνληέινπ         (     )    
      κε ηε 

κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γίλεηαη κέζσ ηεο επίιπζεο ησλ εμηζψζεσλ  

  

   
              

Δθφζνλ γηα ηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα ηζρχνπλ νη ζρέζεηο  

                 θαη 

                            

ηφηε κπνξνχκε ζχκθσλα κε ην θαλφλα αιιεινπρίαο ή θαλφλα αιπζίδαο λα δείμνπκε 

φηη: 

   
   

 
   
   

 
   

   
 

   

   
 

   

   
 

     

     

 

      
                 

 δειαδή έρνπκε 

   
  

   
 ∑

     

     

 

      
   

 

   

              

Ζ νπνία θαιείηαη ζπλάξηεζε score. Αλ ζέζνπκε φπνπ      ,ζα έρνπκε έλα 

ζχζηεκα     εμηζψζεσλ, κηα εμίζσζε δειαδή γηα θάζε παξάκεηξν ηνπ κνληέινπ. 

Απηέο νη εμηζψζεηο θαινχληαη εμηζψζεηο score ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. ηε 

ζπλέρεηα εθηηκνχληαη κέζσ ζηεο επαλαιεπηηθήο κεζφδνπ Newton-Raphson 

εθηηκνχληαη ηα    

            
       

φπνπ    ε λέα εθηίκεζε ζην r-νζηφ βήκα ηεο δηαδηθαζίαο ε νπνία ππνινγίδεηαη σο 

ζπλάξηεζε ησλ ηηκψλ ησλ   ηνπ πξνεγνχκελνπ r-1 βήκαηνο, ησλ ηηκψλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ score                   ηνπ r-1 βήκαηνο θαζψο θαη ην πίλαθα G 

ησλ δεχηεξσλ κεξηθψλ παξαγψγσλ  κε jm-νζηφ ζηνηρείν [
   

      
]
      

θαη p=k+1. 

ηε παξαπάλσ κέζνδν scoring ηνπ Fisher κπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ην 

πίλαθα –G κε ην πίλαθα πιεξνθνξίαο      . (Οηθνλφκνπ θαη Καξψλε, 2010) 
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Οπφηε ζα είλαη  

     (    )   (∑
   
   

 

   

   
   

)  ∑
      

              

 

   

 [    ]    

            

                         
 

              
               

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο      παίδεη ζπνπδαίν ξφιν ζηελ εθηίκεζε ηνπ πίλαθα 

δηαζπνξάο ησλ εθηηκεκέλσλ  ̂. Ζ εθηηκήηξηα  ̂ αθνινπζεί αζπκπησηηθά ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή κε αλακελφκελε ηηκή β θαη ν εθηηκεζέλ πίλαθαο δηαζπνξάο είλαη 

ν αληίζηξνθνο πίλαθαο ηεο παξαηεξνχκελεο πιεξνθνξίαο 

 ̂( ̂)     ( ̂)      ̂      

2.4 Έλεγτος Wald ηφν ζσνηελεζηών β 

Ζ εθηηκήηξηα ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο  ̂ αθνινπζεί αζπκπησηηθά ηελ 

πνιπκεηαβιεηή Καλνληθή θαηαλνκή, δειαδή  ̂       ̂( ̂) , φπνπ  ̂( ̂)       ̂  

ε εθηηκήηξηα ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο ηεο αζπκπησηηθήο θαηαλνκήο ηεο  ̂ θαη    ̂  o 

παξαηεξνχκελνο πίλαθαο πιεξνθνξίαο. Δπνκέλσο έρνπκε  

  
 ̂    

      ̂    
  ⁄          ,αζπκπησηηθά, 

Με       ̂    ην j-νζηφ δηαγψλην ζηνηρείν ηνπ παξαηεξνχκελνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο 

   ̂ , κε       ̂    
  ⁄  ην ηππηθφ ζθάικα     ̂  . 

Ζ παξαπάλσ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε θάλεη ηνλ έιεγρν Wald κε: 

                                   ,  κε ελαιιαθηηθή 

        

θαη έρνπκε θαη ην 100(1-α)% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε παξάκεηξν    πνπ 

δίλεηαη απφ ην παξαθάησ ηχπν: 

 ̂          ̂   
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2.5 Γιαγνφζηικές μέθοδοι 

Οη δηαγλσζηηθέο κέζνδνη βαζίδνληαη ζηα ππφινηπα, ηα νπνία ρξεζηκνπνηνχληαη σο 

κέηξα ζπκθσλίαο κεηαμχ ησλ παξαηεξήζεσλ    θαη ησλ αληίζηνηρσλ 

πξνζαξκνζκέλσλ ηηκψλ  ̂     ̂  θαη είλαη απαξαίηεηε ε εμέηαζε ηνπο. Υάξηο ζε απηή 

ηελ εμέηαζε κπνξνχκε λα πάξνπκε αξθεηέο πιεξνθνξίεο γηα ηελ θαηαιιειφηεηα ηνπ 

κνληέινπ πνπ δε θαίλνληαη ζηνλ έιεγρν κε ηε deviance. (Οηθνλφκνπ θαη Καξψλε, 

2010) 

Παξαθάησ αλαθέξνπκε ηα είδε ππνινίπσλ ηα νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε:  

 Τπφινηπα Pearson 

 Τπφινηπα deviance 

 Τπφινηπα πηζαλνθάλεηαο 

2.5.1 Υπόλοιπα 

1) Τπφινηπα Pearson 

Ζ γεληθή ηνπο κνξθή είλαη: 

  
  

    ̂ 

√   ̂  
          

φπνπ     ̂   είλαη ε ζπλάξηεζε δηαζπνξάο. Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ 

παξαπάλσ ππνινίπσλ ηζνχηαη κε ηελ ειεγρνζπλάξηεζε ηνπ Pearson. Σα ππφινηπα 

Pearson εθφζνλ δηαηξνχληαη κε ην √   ̂   παξαηεξνχκε νηί ε δηαζπνξά ηνπο είλαη κε 

ζηαζεξή. Άξα ζα ην δηαηξέζνπκε κε ην ηππηθφ ζθάικα 

       ̂   √   ̂      ̂    , κε  ̂   ην i-νζηφ δηαγψλην ζηνηρείν ηνπ πίλαθα 

 ̂   ̂
 
      ̂       ̂

 
  

φπνπ  ̂ ζηαζκηζκέλνο πίλαθαο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ. 

Σα ηππνπνηεκέλα ππφινηπα Pearson σο: 

  
   

  
 

√   ̂  

 , 
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2) Τπφινηπα deviance 

Πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνχληαη ηα ππφινηπα deviance ηα νπνία είρακε νξίζεη: 

  
          ̂  {  ( ̂)}

 
  

Σα ηππνπνηεκέλα ππφινηπα deviance νξίδνληαη σο: 

  
   

  
 

√   ̂  

 

3) Τπφινηπα ηεο πηζαλνθάλεηαο (likelihood residuals)  

Οξίδνληαη σο  

  
          ̂  √ ̂     

         ̂      
               

Σν   
  θαιείηαη ππφινηπν πηζαλνθάλεηαο επεηδή κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ε ηηκή 

ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο ηνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ γηα ηελ εηζαγσγή ζην κνληέιν κηαο 

επηπιένλ παξακέηξνπ πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα πηζαλή άηππε παξαηήξεζε i, ψζηε ην 

κνληέιν λα έρεη ηέιεηα πξνζαξκνγή ζε απηφ ην i-νζηφ ζεκείν δειαδή λα είλαη    

 ̂ .      

Υξεζηκφηεηα ησλ ππνινίπσλ 

Σα ππφινηπα ρξεζηκνπνηνχληαη ζπλήζσο γηα λα ειέγμνπκε ηελ θαηαιιειφηεηα ηνπ 

κνληέινπ κέζσ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. Ζ παξνπζία αζπλήζηζηα κεγάισλ 

ππνινίπσλ ππνδεηθλχεη φηη ην κνληέιν δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθφ. Αλ νη παξαηεξήζεηο 

δίλνληαη ζε ρξνληθή ζεηξά ην γξάθεκα ζα δείμεη ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ ππνινίπσλ. 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ππνινίπσλ έλαληη θάζε κεηαβιεηήο ή έλαληη ηνπ 

εθηηκεκέλνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ  ̂      ̂ (linear predictor) είλαη πνιχ ρξήζηκεο 

γηα ηελ εμέηαζε. Κάπνην ζπζηεκαηηθφ ζρήκα δείρλεη πηζαλή χπαξμε πξνβιήκαηνο 

ζην κνληέιν. Δπίζεο φιεο απηέο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ρξεζηκεχνπλ ζηνλ 

εληνπηζκφ άηππσλ ηηκψλ (outliers) ζηα δεδνκέλα (Οηθνλφκνπ θαη Καξψλε, 2010). 
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2.5.2 Δπιπποή   

    Θα εμεηάζνπκε ηελ επηξξνή κηαο παξαηήξεζεο ζηε πξνζαξκνγή ελφο κνληέινπ. 

Σα γξαθήκαηα  ησλ ππνινίπσλ πηζαλνθάλεηαο ή deviance σο πξνο ηα   ̂    βνεζνχλ 

ζηελ εμέηαζε ζεκείσλ επηξξνήο ζηελ εθηίκεζε ηνπ κνληέινπ. 

2.5.3 Απόζηαζη Cook 

    Έλα πνιχ ρξήζηκν κέηξν γηα ηνλ εληνπηζκφ ζεκείσλ επηξξνήο, θαηά πφζν ε 

αθαίξεζε κηαο ζπγθεθξηκέλεο παξαηήξεζεο ζα επεξεάζεη ηηο εθηηκήζεηο ησλ 

παξακέηξσλ ελφο κνληέινπ, δίλεηαη απφ ηελ απφζηαζε Cook. 

Ζ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ Cook είλαη 

    
 

 
( ̂     ̂)

 
 ( ̂)( ̂     ̂)         

φπνπ είλαη ε παξαηεξνχκελε πιεξνθνξία θαηά Fisher είλαη   ( ̂)      ̂    θαη  

 ̂( ̂)       ̂ . Αιιά κπνξεί λα γξαθηεί θαη ζηε πην απιή κνξθή  

    
 ̂     

    

     ̂   
  

φπνπ       ν αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζην κνληέιν. 

 

2.6 Δπιλογή Μονηέλοσ 

Γείκηες καλής προζαρμογής AIC και BIC 

Akaike’s information criterion (AIC) 

Σν AIC απνηειεί έλα θξηηήξην επηινγήο βέιηηζηνπ κνληέινπ κε   ( ̂) λα είλαη ε 

κεγηζηνπνηεκέλε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο γηα ην εθηηκεζέλ κνληέιν θαη   

ην πιήζνο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ. 

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο νξίδνληαη σο 

       ( ̂)     
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Σν πξνηηκεηέν κνληέιν είλαη απηφ κε ην κηθξφηεξν    .Ζ εηζαγσγή επηπιένλ 

παξακέηξσλ ζην κνληέιν βειηηψλεη ηε πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ αλεμάξηεηα απ‟ ην 

αλ είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο ή φρη.  

Bayesian information criterion (BIC) 

    To BIC απνηειεί έλα θξηηήξην επηινγήο βέιηηζηνπ κνληέινπ κεηαμχ κνληέισλ κε 

δηαθνξεηηθφ αξηζκφ παξακέηξσλ φπσο θαη ζην AIC. Ζ δηαθνξά ηνπο είλαη φηη ε 

εηζαγσγή επηπξφζζεησλ παξακέηξσλ απνζαξξχλεηαη ζε κεγαιχηεξν βαζκφ απφ ην 

AIC.  

       ( ̂)         

2.7 Παράδειγμα ζηη Poisson Παλινδρόμηζη 

Καπνιζηέρ Βπεηανοί γιαηποί και ο ζηεθανιαίορ θάναηορ 

Σα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.2  είλαη απφ κηα δηάζεκε κειέηε πνπ δηεμήρζε απφ ηνλ Sir 

Richard Doll θαη ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ. Σν 1951, ζε φινπο ηνπο Βξεηαλνχο γηαηξνχο 

είρε ζηαιεί έλα ζχληνκν εξσηεκαηνιφγην ζρεηηθά κε ην αλ θάπληδαλ θαπλφ. Απφ ηφηε 

ζπιιέρζεθαλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηνπο ζαλάηνπο. Ο Πίλαθαο 2.2 παξνπζηάδεη ηνλ 

αξηζκφ ησλ ζαλάησλ απφ ηε ζηεθαληαία λφζν ζηνπο άλδξεο γηαηξνχο 10 ρξφληα κεηά 

ηελ έξεπλα. Γείρλεη επίζεο ην ζπλνιηθφ αξηζκφ αηφκνπ αλά έηε παξαηήξεζεο θαηά ηε 

ζηηγκή ηεο αλάιπζεο (Breslow θαη Day, 1987). Οη εξσηήζεηο ελδηαθέξνληνο είλαη: 

Α) Δίλαη ν ξπζκφο ζαλάηνπ πςειφηεξνο γηα ηνπο θαπληζηέο ζε ζρέζε κε ηνπο κε-

θαπληζηέο; 

Β) Αλ λαη, θαηά πφζν; 

Γ) Δίλαη δηαθνξεηηθφ ην απνηέιεζκα ζρεηηθά κε ηελ ειηθία; 
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Μεηαβληηές Περιγραθή 

Y (deaths) Ο αξηζκφο ησλ ζαλάησλ απφ ηε ζηεθαληαία λφζν ζηνπο 

άλδξεο γηαηξνχο 10 ρξφληα κεηά ηελ έξεπλα.  

X1 (smoke) Ζ κεηαβιεηή smoke είλαη θαηεγνξηθή, παίξλεη ηε ηηκή 1 

αλ ην άηνκν είλαη θαπληζηήο θαη αλ φρη ηε ηηκή 0 

X2 (agecat) Απνηειεί ηα γθξνππ ησλ ειηθηαθψλ νκάδσλ θαη παίξλεη 

ηε ηηκή 1 αλ ην άηνκν είλαη ειηθίαο απφ 35-44, 

ηε ηηκή 2 αλ είλαη ειηθίαο απφ 45-54,  

ηε ηηκή 3 αλ είλαη απφ 55-64, 

ηε ηηκή 4 αλ είλαη απφ 65-74, 

ηε ηηκή 5 αλ είλαη απφ 75-84 

Ni Ο αξηζκφο ησλ γηαηξψλ ζε θίλδπλν θαη ηηο 

παξαηεξνχκελεο πεξηφδνπο ζε θάζε ειηθηαθή νκάδα.  

Πίνακας 2.1: Πεξηγξαθή ησλ κεηαβιεηψλ ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.7 

 

Δδψ αλαθέξνπκε θάπνηα πξάγκαηα απφ ζεσξία ηα νπνία είλαη ρξήζηκα ζην 

παξάδεηγκά πνπ αθνινπζεί. 

                      

                   

θαη ν φξνο                            . 

Με ηηο παξαθάησ εληνιέο ζηελ R δηαβάδνπκε ην αξρείν c:/doctors.txt θαη παίξλνπκε 

ηα δεδνκέλα πνπ θαίλνληαη ζην Πίλαθα 2.2. 

>cdat<- read.table("c:/doctors.txt", header=TRUE) 

>attach(cdat) 

>cdat 
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agecat   smoke   deaths          ni 

1       1            1           32             52407 

2       2            1          104            43248 

3       3            1          206            28612 

4       4            1          186            12663 

5       5            1          102              5317 

6       1            0              2            18790 

7       2            0            12            10673 

8       3            0            28              5710 

9       4            0            28              2585 

10     5            0           31               1462 

 

Πίνακας 2.2:Πίλαθαο εηζαγσγήο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.7 ζηελ R 

 

ηελ αξρή ζα πξνζαξκφζνπκε ην κνληέιν καο γηα λα εμεηάζνπκε αλ ππάξρεη 

εμάξηεζε ηνπ ζαλάηνπ κε ειηθηαθή νκάδα θαη αλ ζε θάζε νκάδα νη γηαηξνί είλαη 

θαπληζηέο ή φρη. Οπφηε ην κνληέιν καο ζα είλαη: 

                         

Ζ αλακελφκελε ηηκή ζα είλαη ίζε κε: 

                      

Ο ινγάξηζκνο ζα ηζνχηαη κε: 

                   

φπνπ                         

Όπφηε ην κνληέιν καο ζα πάξεη ηε κνξθή: 

 

                                           

  

> mod1<-glm(deaths~smoke+agecat+offset(log(ni)),family=poisson) 

> summary(mod1) 
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Απνηειέζκαηα 2.1 

Call: 

glm(formula = deaths ~ smoke + agecat + offset(log(ni)), family = poisson) 

 

Deviance Residuals:  

    Min       1Q         Median       3Q        Max   

-4.5712  -2.7562   0.2857   1.4261   3.7183   

 

Coefficients: 

                       Estimate         Std.  Error    z value        Pr(>|z|)     

(Intercept)   -8.11833        0.13929       -58.282        < 2e-16 *** 

smoke           0.40637         0.10720        3.791           0.00015 *** 

agecat          0.83583          0.02904        28.777         < 2e-16 *** 

--- 

Signif. codes:  0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1 

 

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1) 

 

    Null deviance: 935.067  on 9  degrees of freedom 

Residual deviance:  69.182  on 7  degrees of freedom 

AIC: 130.25 

 

Number of Fisher Scoring iterations: 4 

 

 

ρφιηα 

 

 ην επάλσ κέξνο ηνπ πίλαθα παίξλνπκε πιεξνθνξίεο γηα ην εχξνο ηνπ 

δείγκαηνο, ην ελδνηεηαξηνκνξηαθφ εχξνο θαη γηα ηε δηάκεζν ηνπ δείγκαηνο.  

 Παξαηεξνχκε φηη φινη νη ζπληειεζηέο είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθνί αθνχ ε p-

value είλαη πνιχ κηθξή ζ‟ φιεο ηηο πεξηπηψζεηο. 
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> confint(mod1) 

 

                              2.5 %          97.5 % 

(Intercept)    -8.3965585   -7.8503272 

smoke             0.2013765    0.6220316 

agecat             0.7791144    0.8929976 

 

 Με ηελ παξαπάλσ εληνιή θαηαζθεπάδνληαη 95% δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο 

γηα ηηο παξακέηξνπο    ηνπ κνληέινπ καο φπσο θαίλεηαη ζην πάλσ πίλαθα. 

 

> exp(confint(mod1)) 

 

                             2.5 %                    97.5 % 

(Intercept)    0.0002256425     0.0003896245 

smoke           1.2230851686     1.8627085523 

agecat           2.1795412770     2.4424402693 

 

 Με ηελ παξαπάλσ εληνιή θαηαζθεπάδνληαη ηα αληίζηνηρα 95% δηαζηήκαηα 

εκπηζηνζχλεο γηα ηηο παξακέηξνπο    (  ) ηνπ κνληέινπ καο φπσο θαίλεηαη 

ζην πάλσ πίλαθα.  

 

> logLik(mod1) 

'log Lik.' -62.12501 (df=3) 

 

Οπφηε ε κεγηζηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ κνληέινπ κε 3 βαζκνχο 

ειεπζεξίαο είλαη: 

 

 ̂            
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>glm.diag.plots(mod1)  

 

τήμα 2.1 

Παξαηεξήζεηο γηα ην ρήκα 2.1 

 ην πάλσ αξηζηεξά γξάθεκα βιέπνπκε ηα ππφινηπα έλαληη ηνπ εθηηκεκέλνπ 

γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ  ̂      ̂. Δδψ θαίλεηαη λα ππάξρεη θάπνην 

ζπζηεκαηηθφ ζρήκα. Άξα ζην κνληέιν καο πηζαλψο λα έρεη πξφβιεκα.  

  Παξαηεξνχκε φηη ε πάλσ δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ππνινίπσλ deviance 

δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθή. 

 ηελ θάησ δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε παξαηεξνχκε ηελ χπαξμε αθξαίαο 

παξαηήξεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηεο 5
εο

 παξαηήξεζεο (δειαδή γηα ηνπο γέξνπο 

θαπλίδνληεο), ην ίδην θαίλεηαη θαη ζηε θάησ δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε.  
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ηε ζπλέρεηα κε ηηο παξαθάησ εληνιέο ζηελ R ζα θάλνπκε ηα γξαθήκαηα ησλ 

ππνινίπσλ deviance θαη pearson έλαληη ηεο ειηθηαθήο νκάδαο. 

   

>res.deviance<-residuals(mod1,type="deviance") 

>res.pearson<-residuals(mod1,type="pearson") 

>plot(res.deviance,agecat) 

>plot(res.pearson,agecat) 

 

 

τήμα 2.2:Τπφινηπα deviance ζε ζρέζε κε ηε κεηαβιεηή agecat 

 

τήμα 2.3:Τπφινηπα pearson ζε ζρέζε κε ηε κεηαβιεηή agecat 
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πκπέξαζκα 

Παξαηεξνχκε θαη ζηα ζηηο δχν γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηα ζεκεία λα ζρεκαηίδνπλ 

θακπχιε γεγνλφο ην νπνίν καο νδεγεί ζην λα εηζάγνπκε ζην κνληέιν ην ηεηξάγσλν 

ηεο agecat. Με ηε ρξήζε ηεο R έρνπκε:  

>agesq<-agecat^2 

Ζ κεηαβιεηή agesq είλαη ην ηεηξάγσλν ηεο agecat κεηαβιεηήο ιακβάλνληαο ππφςε 

ην κε-γξακκηθφ ξπζκφ αχμεζεο. 

ηε ζπλέρεηα ζα θάλνπκε έλαλ γξαθηθφ έιεγρν ηεο κεηαβιεηήο deaths/ni θαη 

log(deaths/ni) ζε ζρέζε κε ηελ επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή agecat πξνθεηκέλνπ λα 

εμεηάζνπκε ηηο θιίζεηο ησλ επζεηψλ παιηλδφκεζεο γηα ηνπο θαπλίδνληεο θαη κε 

θαπλίδνληεο. 

Με ηε ρξήζε ηνπ Minitab παίξλνπκε ηηο παξαθάησ γξαθηθέο παξαζηάζεηο. 

 

τήμα 2.4 
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τήμα 2.5 

ηα ρήκαηα 2.4 θαη 2.5 παξαηεξείηαη φηη ε κεηαβιεηή απφθξηζεο deaths/ni θαη  

ln(deaths/ni) αληίζηνηρα ζε ζρέζε κε ηελ agecat, νη επζείεο λα έρνπλ δηαθνξεηηθή 

θιίζε πνπ ζεκαίλεη φηη ππάξρεη αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ησλ δχν νκάδσλ ησλ 

θαπληζηψλ θαη κε θαπληζηψλ ζε ζρέζε κε ηελ ειηθηαθή νκάδα. Οπφηε ζα 

δεκηνπξγήζνπκε κηα κεηαβιεηή ε νπνία ζα εθθξάδεη ηελ αιιειεπίδξαζε ησλ 

κεηαβιεηψλ smoke θαη agecat. Απηφ ζα γίλεη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ παξαθάησ εληνιή 

ζηελ R:      

>smkage<-smoke*agecat 

Ζ κεηαβιεηή smkage εθθξάδεη ηελ αιιειεπίδξαζε ησλ κεηαβιεηψλ  smoke θαη 

agecat είλαη: 

ίζε κε agecat φηαλ ην άηνκν είλαη θαπληζηήο(smoke=1) 

ή 

ίζε κε κεδέλ(0) φηαλ ην άηνκν είλαη κε θαπληζηήο(smoke=0). 
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Βειηησκέλν Μνληέιν 

Πξνζαξκφδνπκε ην λέν καο κνληέιν πξνζζέηνληαο ηηο θαηλνχξγηεο κεηαβιεηέο agesq 

θαη smkage. 

>mod<-glm(deaths~smoke+agecat+agesq+smkage+offset(log(ni)), 

family=poisson) 

Ζ παξαπάλσ εληνιή καο βνεζάεη λα θάλνπκε ηε πξνζαξκνγή ηνπ γεληθεπκέλνπ 

γξακκηθνχ κνληέινπ καο ρξεζηκνπνηψληαο ηε θαηαλνκή Poisson.   

>summary(mod) 

Απνηειέζκαηα 2.2 

Call: 

glm(formula = deaths ~ smoke + agecat + agesq + smkage + offset(log(ni)),  

    family = poisson) 

 

Deviance Residuals:  

       1              2                  3                4                5              6                7               8   

 0.43820  -0.27329  -0.15265   0.23393  -0.05700  -0.83049   0.13404   0.64107   

       9              10   

-0.41058  -0.01275   

 

Coefficients: 

                    Estimate     Std. Error   z value   Pr(>|z|)     

(Intercept) -10.79176   0.45008   -23.978   < 2e-16 *** 

smoke         1.44097     0.37220    3.872      0.000108 *** 

agecat        2.37648      0.20795   11.428     < 2e-16 *** 

agesq        -0.19768      0.02737   -7.223      5.08e-13 *** 

smkage      -0.30755    0.09704   -3.169       0.001528 **  

--- 

Signif. codes:  0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1 

 

Residual deviance:   1.6354  on 5  degrees of freedom 

AIC: 66.703 
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Παξαηεξήζεηο ζχκθσλα κε ηα απνηειέζκαηα 2.2 

 ην επάλσ κέξνο ηνπ πίλαθα πιεξνθνξνχκαζηε γηα ηηο ηηκέο ησλ ππνινίπσλ 

deviance.    

 ηε ζπλέρεηα παίξλνπκε θάπνηεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηνπο ζπληειεζηέο 

ηνπ γεληθεπκέλνπ γξακκηθνχ κνληέινπ καο, ζηε πξψηε ζηήιε γηα ηνπο 

εθηηκεκέλνπο ζπληειεζηέο, ζηε δεχηεξε ζηήιε γηα ηε ηππηθή απφθιηζε, ζηε 

Σξίηε ζηήιε γηα ην z ζηαηηζηηθφ θαη ζηε ηέηαξηε γηα ην p-value. 

  Μπνξνχκε λα δνχκε φηη ζ‟ φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ε p-value είλαη αξθεηά 

κηθξή πνπ ζεκαίλεη φηη φινη νη ζπληειεζηέο είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθνί 

νπφηε απνξξίπηνπκε ηηο κεδεληθέο ππνζέζεηο φηη δειαδή         

                  θαη δερφκαζηε ηηο ελαιιαθηηθέο ππνζέζεηο φηη είλαη 

δηάθνξνη ηνπ κεδελφο. Άξα ε αιιειεπίδξαζε ησλ κεηαβιεηψλ agecat θαη 

smoke είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή.  

 Πξνηηκνχκε ην κνληέιν κε ηελ αιιειεπίδξαζε έλαληη ηνπ κνληέινπ ρσξίο 

ηελ αιιειεπίδξαζε ιφγσ ηνπ θξηηεξίνπ AIC (ζέινπκε ηε κηθξφηεξε ηηκή ζην 

AIC).   

 Ζ αλακελφκελε ηηκή ηεο      είλαη κεγαιχηεξε θαηά exp(1.44097) ζηνπο 

θαπληζηέο απφ ηνπο κε θαπληζηέο φηαλ αλήθνπλ ζηελ ίδηα θαηεγνξία ειηθίαο. 

 Ζ αλακελφκελε ηηκή ηεο       ζα απμεζεί θαηά exp(2.37648) αλ απμήζνπκε 

θαηά κηα κνλάδα ηε θαηεγνξία ειηθίαο κε ζηαζεξή φκσο θαηεγνξία 

θαπλίζκαηνο (δειαδή είηε θαπληζηέο είηε φρη).    

> confint(mod) 

                                      2.5 %              97.5 % 

(Intercept)          -11.7110551       -9.9453230 

smoke                     0.7364876         2.1984920 

agecat                     1.9782335         2.7938787 

agesq                     -0.2522023        -0.1448639 

smkage                  -0.5014372        -0.1203298 

 

 Με ηελ παξαπάλσ εληνιή θαηαζθεπάδνληαη 95% δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο 

γηα ηηο παξακέηξνπο    ηνπ κνληέινπ καο φπσο θαίλεηαη ζην πάλσ πίλαθα. 
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> exp(confint(mod)) 

                               2.5 %                       97.5 % 

(Intercept)       8.202635e-06            4.795138e-05 

smoke              2.088587e+00            9.011414e+00 

agecat              7.229960e+00            1.634429e+01 

agesq               7.770875e-01             8.651400e-01 

smkage            6.056596e-01             8.866280e-01 

 

 Με ηελ παξαπάλσ εληνιή θαηαζθεπάδνληαη ηα αληίζηνηρα 95% δηαζηήκαηα 

εκπηζηνζχλεο γηα ηηο παξακέηξνπο    (  ) ηνπ κνληέινπ καο φπσο θαίλεηαη 

ζην πάλσ πίλαθα.  

>logLik(mod) 

'log Lik.' -28.35166 (df=5) 

Οπφηε ε κεγηζηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ κνληέινπ κε 5 βαζκνχο 

ειεπζεξίαο είλαη: 

 ̂            

Δδψ ζα θάλνπκε έλαλ έιεγρν αλάκεζα ζην πξψην καο κνληέιν    θαη ζην 

βειηησκέλν καο κνληέιν    κε κεγηζηνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο πηζαλνθάλεηαο  ̂  θαη 

 ̂  αληίζηνηρα. Θα θάλνπκε ηνλ έιεγρν   ( ̂   ̂ )   
  . Ζ ρξήζε ηεο θαηαλνκήο    

δηθαηνινγείηαη κφλν αζπκπησηηθά θαη νη βαζκνί ειεπζεξίαο είλαη 2 φζε δειαδή θαη ε 

δηαθνξά ζην πιήζνο ησλ παξακέηξσλ αλάκεζα ζηα δχν κνληέια. Με ηε ρξήζε ηνπ 

ζηαηηζηηθνχ παθέηνπ ηεο R θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαθάησ εληνιέο ππνινγίδνπκε 

ηε p-ηηκή ηνπ ειέγρνπ.   
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> ddev   -2*(logLik(mod1)-logLik(mod)) 

> ddev 

'log Lik.' 67.54671 (df=3) 

> pvalue  1-pchisq(ddev,2) 

> pvalue 

'log Lik.' 2.109424e-15 (df=3)  

 

Γηα ηε ζχγθξηζε απηψλ ησλ δχν εκθσιεπκέλσλ κνληέισλ  ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο ηεο 

ειεγρνζπλάξηεζεο deviance κε ηε ρξήζε ηεο εληνιήο:  

 >anova(mod1,mod,test="Chisq") 

κε ηελ νπνία ιακβάλνπκε ηα απνηειέζκαηα ζηα νπνία παξνπζηάδεηαη ν πίλαθαο 

αλάιπζεο ηεο deviance γηα ηα δχν κνληέια. Απφ ηε ηηκή ηνπ ειέγρνπ παξαηεξνχκε 

φηη απνξξίπηεηαη ην πην απιφ κνληέιν ( απηφ ρσξίο ηηο agesq θαη smkage ) δηφηη ε 

πξφζζεζε ησλ δχν ζπκκεηαβιεηψλ κεηψλεη ζεκαληηθά ηε deviance. 

Απνηειέζκαηα 2.3 

Analysis of Deviance Table 

 

Model 1: deaths ~ smoke + agecat + offset(log(ni)) 

Model 2: deaths ~ smoke + agecat + agesq + smkage + offset(log(ni)) 

  Resid.     Df Resid.     Dev       Df      Deviance      Pr(>Chi)     

      1             7            69.182                          

      2             5            1.635       2       67.547            2.15e-15 *** 

--- 

Signif. codes:  0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1 

 

 

>library(boot) 

>glm.diag.plots(mod)  
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Παξαηεξήζεηο 

 ην πάλσ αξηζηεξά γξάθεκα βιέπνπκε ηα ππφινηπα έλαληη ηνπ εθηηκεκέλνπ 

γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ  ̂      ̂. Γε θαίλεηαη θάπνην ζπζηεκαηηθφ ζρήκα 

λα ππάξρεη άξα ην κνληέιν καο πηζαλψο λα κελ έρεη πξφβιεκα.  

 ην πάλσ δεμηά γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ deviance βιέπνπκε λα είλαη 

ηθαλνπνηεηηθφ. 

 ηελ θάησ δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε παξαηεξνχκε ηελ χπαξμε αθξαίαο 

παξαηήξεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηεο 1
εο

 (δειαδή γηα ηνπο θαπλίδνληεο ηεο πην 

λέαο ειεθηαθήο νκάδαο) αιιά θαη δχν παξαηεξήζεσλ πνπ μεθεχγνπλ 

ιηγφηεξν απ ηελ πξνεγνχκελε θαη απηέο νη παξαηεξήζεηο είλαη ε  6
εο

  θαη 8
εο

, 

ην ίδην πξνθχπηεη θαη απ‟ ηε θάησ δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 

παξαηεξνχληαη ηξία απφκαθξα ζεκεία. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ ΙΙΙ 

ΜΟΝΣΔΛΑ ΠΑΛΙΝΓΡΟΜΗΗ ΓΙΑ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΔ 

ΥΡΟΝΟΔΙΡΔ 

3.1.Γενικεσμένα γραμμικά μονηέλα τρονοζειρών για απαριθμηηά δεδομένα 

Έζησ {  } ε ρξνλνζεηξά ελδηαθέξνληνο καο θαη θαιείηαη απφθξηζε. Κνηηάδνληαο 

κπξνζηά ζηε πξφβιεςε ζα έρνπκε:   

     (                     )
 

  

Σν νπνίν είλαη ην αληίζηνηρν δηάλπζκα p-δηάζηαζεο ησλ πξνεγνχκελσλ 

επεμεγεκαηηθψλ γηα         . Οπφηε ζπκβνιίδνπκε κε      ην ζ-πεδίν πνπ 

δεκηνπξγείηαη απφ  [                         ]. Άξα   

      {                         }  

Ο ζπκβνιηζκφο απηφο δίλεη έκθαζε ζην γεγνλφο φηη νη ηηκέο ηνπ παξειζφληνο  ηνπ 

{ }, ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε παξαγσγή ηνπ      κεξηθέο θνξέο είλαη βνιηθφ λα 

ζθεθηνχκε ην      σο ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ παξειζφλησλ ηηκψλ ησλ απνθξίζεσλ 

         ,… (Kedem θαη Fokianos, 2002). 

Όηαλ νξηζκέλεο ζπκκεηαβιεηέο           είλαη γλσζηνί ζην t-1, ηφηε γξάθνπκε 

      {                                  }  

Άξα ε      παξάγεηαη απφ ηηκέο ηεο ζεηξάο απφθξηζεο ηνπ παξειζφληνο  θαη ηνπ 

παξφληνο φηαλ είλαη γλσζηέο νη κεηαβιεηέο. Άξα ε παξαηήξεζε ζην ρξφλν t-1 

ελδερνκέλσο λα ζπκπεξηιακβάλεη ηηο       φηαλ είλαη γλσζηέο.  

Γηα παξάδεηγκα έζησ ε ζρέζε κεηαμχ ηεο ξνήο πνηακηνχ κεηαβιεηήο απφθξηζεο 

    θαη ηεο ζπκκεηαβιεηήο βξνρνπηψζεσλ (Φ), φηαλ ε βξνρφπησζε Φ ζε 

ζπγθεθξηκέλε ηνπνζεζία είλαη γλσζηή ηε ρξνληθή ζηηγκή t θαη ε ξνή ηνπ πνηακηνχ 

πξνζδηνξίδεηαη πηζαλψο ζε δηαθνξεηηθή ηνπνζεζία θαη ζε κεηαγελέζηεξε ρξνληθή 

ζηηγκή. Σφηε ε    εηζάγεηαη ζην κνληέιν σο ηηκή παξειζφληνο. 

Οξίδνπκε κε               ηελ αλακελφκελε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο 

πνπ δίλεηαη απφ ην παξειζφλ. Σν πξφβιεκα είλαη λα ηε ζπζρεηίζνπκε κε ηηο 
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ζπκκεηαβιεηέο. ηε θιαζηθή ζεσξία ησλ γξακκηθψλ κνληέισλ ππνηίζεληαη φηη ε 

ζπλζήθε αλακνλήο ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο δίλεηαη ζην παξειζφλ ηεο δηαδηθαζίαο 

θαη είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ησλ ζπκκεηαβιεηψλ ηεο ή ησλ επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ ηεο. Ωζηφζν ππάξρνπλ πξνβιήκαηα κε απηή ηε πξνζέγγηζε φηαλ ηα 

δεδνκέλα δελ είλαη ηεο Καλνληθήο θαηαλνκήο θαη ηφηε ε ζρέζε ηεο αλακελφκελεο 

κεηαβιεηήο    κε ηηο  ζπκκεηαβιεηέο νδεγεί ζε παξάινγα απνηειέζκαηα. Γηα 

παξάδεηγκα, γηα δεδνκέλα Poisson κε κέζν    ε γξακκηθή παιηλδξφκεζε κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε αξλεηηθή εθηίκεζε ηνπ κέζνπ. Σα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια 

ιχλνπλ απηά ηα πξνβιήκαηα φηαλ νη παξαηεξήζεηο αθνινπζνχλ κηα θαηαλνκή απφ 

ηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαζηζηψληαο ην θιαζζηθφ γξακκηθφ κνληέιν εηδηθή 

πεξίπησζε. Όζνλ αθνξά ηηο ρξνλνζεηξέο, νη βαζηθέο ηδέεο ησλ γεληθεπκέλσλ 

γξακκηθψλ κνληέισλ θαη νη νηθνγέλεηεο εθζεηηθψλ θαηαλνκψλ φπσο θαη νη 

ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο κπνξνχλ εχθνια λα επεθηαζνχλ. Οξίδνπκε ρξνλνζεηξέο πνπ 

αθνινπζνχλ ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, ηα κνληέια πνπ απνηεινχληαη απφ ηηο 

αθνινπζίεο ηπραίσλ θαη ζπζηεκαηηθψλ ζπληζησζψλ. 

1.Σπραία ζπληζηψζα  

Ζ ζπλζήθε θαηαλνκήο ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο πνπ δφζεθε ζην παξειζφλ αλήθεη 

ζηελ Δ.Ο.Κ. ζε θαλνληθή κνξθή. 

              {
           

     
        }  

Ζ παξακεηξηθή ζπλάξηεζε       είλαη ηεο κνξθήο θ/  φπνπ θ είλαη κηα παξάκεηξνο 

δηαζπνξάο θαη    είλαη κηα γλσζηή παξάκεηξνο πνπ αλαθέξεηαη σο βάξνο. Ζ 

παξάκεηξνο    ζα θαιείηαη σο θπζηθή παξάκεηξνο ηεο θαηαλνκήο. 

2. πζηεκαηηθή ζπληζηψζα  

Γηα t=1,…,N  ππάξρεη κνλφηνλε ζπλάξηεζε      φπνπ 

         ∑  

 

   

                

Ζ ζπλάξηεζε      θαιείηαη ζπλάξηεζε ζχλδεζεο φπνπ    αλαθέξεηαη σο γξακκηθή 

πξφβιεςε ηνπ κνληέινπ. 
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Σππηθέο επηινγέο γηα        κπνξεί λα είλαη 

                                           . 

Γίλεηαη ινηπφλ κηα δηζδηάζηαηε δηαδηθαζία ζηελ απφθξηζε { } θαη ζηε 

ζπκκεηαβιεηή ή επεμεγεκαηηθή δηαδηθαζία {  }. Μηα ελδηαθέξνλ επηινγή ηνπ 

        δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε έθθξαζε:  

            ∑  

 

   

         ∑  

 

   

         

φπνπ   (.),       γλσζηέο ζπλαξηήζεηο γηα θάζε i.  

Ζ εηδηθή πεξίπησζε θάησ απφ ηνλ νξηζκφ 

     (                (    )              (    ))   

θαη                             

θαηά ζπλέπεηα ην ζπκκεηαβιεηφ δηάλπζκα   

              ∑   
 
              

      ∑   
 
             (3.1)  

φπνπ                  .  

Σν κνληέιν (3.1) έρεη νλνκαζηεί κνληέιν γεληθεπκέλνπ γξακκηθνχ 

απηνπαιηλδξφκηθνχ θηλεηνχ κέζνπ GLARMA(p,q) ή γεληθεπκέλνπ 

απηνπαιηλδξφκηθνχ θηλεηνχ κέζνπ GARMA ηάμεο (p,y), ην ζπγθεθξηκέλν GARMA 

εμαξηάηαη απφ ηελ ζπλζήθε θαηαλνκήο. Οπφηε φηαλ νη ζπλζήθεο θαηαλνκήο είλαη 

Poisson θαη εκείο παίξλνπκε κηα Poisson  GARMA(p,q) 

     {
    

 
        

               

 

Ζ παξαπάλσ είλαη κηα εχθακπηε ζχλδεζε φπνπ ζηηο πεξηπηψζεηο ι=1 θαη ι=0 

παίξλνπκε έλα γξακκηθφ θαη έλα ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν αληίζηνηρα.      
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3.2 Μονηελοποίηζη 

Έζησ             κηα απαξηζκεηή ρξνλνζεηξά πνπ ιακβάλεη ηηκέο κε 

αξλεηηθψλ αθεξαίσλ. Θεσξνχκε φηη    είλαη ε απφθξηζε θαη ην πην θπζηθφ ππνςήθην 

κνληέιν θαηαλνκήο γηα ηελ δηαδηθαζία ηεο απφθξηζεο είλαη ην κνληέιν ηεο 

θαηαλνκήο Poisson. Σν κνληέιν ηνπ    θαζνξίδεηαη απφ ηελ ππφζεζε φηη ε ππφ 

ζπλζήθε πηζαλφηεηα ηεο απφθξηζεο δνζέληνο ησλ παξειζφλησλ ηηκψλ είλαη Poisson 

κε κέζε ηηκή   ,  

                
          

  

   
   t=1,…….,N               (3.2) 

φπνπ      ππνδειψλεη ην παξειζφλ (δηαζέζηκεο πιεξνθνξίεο γηα ηνλ παξαηεξεηή 

κέρξη ην ρξφλν t. Γηα ην κνληέιν ηεο Poisson ε ππφ ζπλζήθε ηεο αλακελφκελεο ηηκήο 

είλαη ίζε κε ηελ ππφ ζπλζήθε δηαζπνξάο. 

                                    

κε {    }          δειψλεηαη έλα δηάλπζκα p-δηαζηάζεσλ ην νπνίν πηζαλψο 

πεξηιακβάλεη ηηκέο ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ παξειζφληνο θαη νπνηαδήπνηε άιιε 

βνεζεηηθή πιεξνθνξία. Μηα ηππηθή επηινγή ηνπ      είλαη                     

θαη αλ πξνζηεζνχλ νη αιιειεπηδξάζεηο ηφηε: 

                          θαη κε {  } κηα επηπιένλ δηαδηθαζία. 

Έλα θαηάιιειν κνληέιν γηα ηελ αλάιπζε ρξνλνζεηξψλ κε απαξηζκεηά δεδνκέλα 

ιακβάλεηε κέζσ ηνπ θαζνξηζκνχ: 

       
                            (3.3) 

φπνπ   έλα δηάλπζκα άγλσζησλ παξακέηξσλ p-δηάζηαζεο θαη κε             λα 

είλαη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο, κε      γηα θάζε t.  

Με κηα ηξνπνπνίεζε ηνπ κνληέινπ (3.3) ζα έρνπκε κηα παξαιιαγή ηεο κνξθήο 

               [                 ]                       

πνπ έρεη αλαθεξζεί απφ ηνλ Wong (1986), o Holden (1987) εθάξκνζε ηελ (3.3) ζε 

έλα κνληέιν κεηάδνζεο γηα ηελ αεξνπεηξαηεία αεξνζθάθνπο. Σν πνιιαπιαζηαζηηθφ 
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κνληέιν ην νπνίν γεληθεχεη (3.3) ηελ αίζζεζε φηη κφλν ε πξψηε θαη ε δεχηεξε ζηηγκή 

πνπ πξνζδηνξίδνληαη έρεη πξνσζεζεί απφ ηνπο Zeger θαη Quash (1988), θαη απηφ 

επεθηάζεθε ιακβάλνληαο ππφςε ηηο κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ παξακέηξσλ απφ 

ηνλ Efron (1986). Μηα ελδηαθέξνπζα ηξνπνπνίεζε πξνηάζεθε απφ ηνλ Slud (1995), 

φπνπ έλα κνληέιν ARMA έρεη πξνζαξκφζηεθε ζηα ππφινηπα απφ ηελ παιηλδξφκεζε 

θαηά Poisson, ρξεζηκνπνηψληαο ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο.  

Πξνο έλα πην γεληθφ κνληέιν, ν Fokianos (2001) ππνζέηεη φηη ε ππφ ζπλζήθε 

θαηαλνκή ηεο απφθξηζεο δνζέληνο ηνπ παξειζφληνο είλαη ε δηπιά θνινβή (doubly 

truncated) θαηαλνκή Poisson. Έζησ {  }, t = 1,. . . , N, κηα απαξηζκεηή ρξνλνζεηξά 

θαη ππνζέηνπκε φηη νη ηηκέο θάησ απφ κηα γλσζηή ζηαζεξά    θαη νη ηηκέο πνπ 

ππεξβαίλνπλ κηα άιιε γλσζηή ζηαζεξά    παξαιείπνληαη κε      . ηε ζπλέρεηα, ε 

δηπιά θνινβή ππφ ζπλζήθε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο Poisson είλαη 

                      
  

  

              
 ,                              

γηα          , πνπ τ ε ζπλάξηεζε νξίδεηαη σο 

           {
∑

  

  

  

    

             

                     

                     

φπνπ                 . Ζ επηινγή           νδεγεί ζην θνηλφ κνληέιν ηεο 

Poisson (3.2), θαζψο ε εμίζσζε (3.5) κεηψλεηαη θαιείηαη αξηζηεξά θνινβή θαηαλνκή 

Poisson φηαλ     . Δηδηθφηεξα, φηαλ ,            ηφηε ε (3.5) γίλεηαη 

                    
  

  

              
           

απηή είλαη ε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλφηεηαο ηεο ζεηηθήο θαηαλνκήο Poisson. Οκνίσο, 

ζέηνληαο     , ε εμίζσζε (3.5) απνδίδεη ηε δεμηά θνινβή θαηαλνκή Poisson. Οη 

Johnson et al. (1992) δηαηππψλνπλ αξθεηέο πξφζζεηεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο 

ηδηφηεηεο απηψλ ησλ θαηαλνκψλ. 

Οη Kedem-Fokianos (2002) αλαθέξνπλ φηη ε ππφ ζπλζήθε κέζε ηηκή θαη δηαζπνξά 

ηεο θνινβήο θαηαλνκήο Poisson δίλνληαη απφ ηνπο παξαθάησ ηχπνπο αληίζηνηρα. 
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   [             ]    

               

           
               

θαη       [             ]  
 

            
{    

                            

                 [                               ]}                

Σν κνληέιν (3.3) κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο ηεο θνινβήο απαξηζκεηήο θαηαλνκήο. Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεησζεί 

φηη γηα ην κνληέιν ηεο Poisson ε ππνζπλζήθε κέζεο ηηκήο είλαη ίζε κε ηελ ππφ 

ζπλζήθε δηαζπνξάο, σζηφζν, απηφ ην γεγνλφο απηφ δελ ηζρχεη γηα ην δηπιφ θνινβφ 

κνληέιν ηεο Poisson. 

 Έρνπκε ζεσξήζεη ην κνληέιν ηεο Poisson σο ππνςήθην γηα ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο απαξηζκεηψλ ρξνλνζεηξψλ θαη νξηζκέλσλ γεληθεπζεψλ ηνπ δηπινχ 

θνινβνχ κνληέινπ ηεο Poisson. 

3.3 Μονηέλα για απαριθμηηές τρονοζειρές 

3.3.1 To μονηέλο ηηρ Poisson  

Ζ εμίζσζε (3.3) δείρλεη φηη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο      πνπ 

ραξηνθξαθεί ηε πξαγκαηηθή ηηκή ζην δηάζηεκα       κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα 

ηελ αλάιπζε απαξηζκεηψλ ρξνλνζεηξψλ. Ωζηφζν, ζε εθαξκνγέο ην πην ζπλεζηζκέλν 

ρξεζηκνπνηεκέλν κνληέιν δίλεηαη απφ ηελ θαλνληθή ζχλδεζε ε νπνία γηα ην κνληέιν 

ηεο Poisson (3.2) απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ινγαξηζκηθή. Ξαλαγξάθνληαο ηελ εμίζσζε 

(3.2) φπσο θαη   

                  {                   }           

Έρνπκε ηε κεξηθή Πηζαλνθάλεηα γηα ην κνληέιν ηεο Poisson: 

     ∏             

 

   

 ∏
                 

  

  

 

   
 

 

νπφηε ε πηζαλνθάλεηα ζα είλαη: 
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             ∑          

 

   

 ∑     

 

   

 ∑         

 

   

 

κε                    θαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο ζα είλαη 

                        θαη           ,                  . 

Οπφηε έρνπκε ην ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν:                                    

                 ) ,                            

Άξα κπνξεί ε παξαπάλσ εμίζσζε (3.9) λα εθθξαζηεί: 

                                           (3.10) 

φπνπ              . Αλ ππνζέζνπκε φηη       είλαη κε θξαγκέλε ηφηε ε ππφ 

ζπλζήθε αλακελφκελε ηηκή  ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο δνζέληνο ηνπ παξειζφληνο 

ηείλεη λα απμεζεί κα εθζεηηθφ ξπζκφ, φηαλ     . Όηαλ δελ ππάξρεη εμάξηεζε απφ 

ηε κεηαβιεηή    ην κνληέιν νδεγείηαη ζε κηα ζηαζεξή δηαδηθαζία φηαλ     . 

Γειαδή φηαλ ε      είλαη κε θξαγκέλε ε παξαπάλσ εμίζσζε κπνξεί λα θηινμελήζεη 

κφλν αξλεηηθή ζπζρέηηζε ρσξίο λα απμάλεηαη εθζεηηθά γξήγνξα. ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο φπνπ      αθνινπζεί ηε θαηαλνκή Poisson, ε πηζαλφηεηα νη ηηκέο είλαη 

πνιχ κεγάιεο είλαη εμαηξεηηθά κηθξή θαη έηζη κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κε 

ζηγνπξηά ηε      ή ηελ            θαη παξφκνηεο ζπκκεηαβιεηέο ζηελ εμίζσζε 

παιηλδξφκεζεο. Καηά ηελ εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ζα πξέπεη λα πξνρσξήζνπκε 

πξνζεθηηθά θαη λα απνθχγνπκε παξάινγα απνηειέζκαηα αιιά ηαπηφρξνλα λα 

είκαζηε ζε αξκνλία κε ηηο πξαθηηθέο αλάγθεο.    

3.3.2 Η διπλά κολοβή (doubly truncated) καηανομή Poisson 

Δθηφο απφ γεληθφηεηά ηεο, απηφ κνληέιν είλαη πην ξεαιηζηηθφ ζε εθαξκνγέο 

δεδνκέλνπ φηη ηα δεδνκέλα πεξηνξίδνληαη γηα έλα δηάζηεκα έηζη ψζηε λα κελ 

παξαηεξνχληαη δεδνκέλα εθηφο ηνπ δηαζηήκαηνο. 

Λακβάλνληαο ππφςε ηελ εμίζσζε ….κπνξεί λα μαλαγξαθηεί γηα t=1,…,N σο 

                         {                                 }          

γηα            φπνπ    θαη    ππνηίζεηαη είλαη γλσζηά. Καηά ζπλέπεηα, ε δηπιά 

θαηαηεηκεκέλε θαηαλνκή Poisson είλαη κέινο ηεο εθζεηηθήο νηθνγέλεηαο θαηαλνκψλ 
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φηαλ είλαη γλσζηά ηα απνθνκκέλα ζεκεία, γεγνλφο πνπ ππνδειψλεη φηη ην κνληέιν 

θαλνληθήο ζχλδεζεο είλαη  ινγάξηζκηθφ θαη έηζη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο 

h(.) είλαη εθζεηηθή. Ωο εθ ηνχηνπ, παίξλνπκε ην ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν: 

                 ) ,            

Απφ ηηο εμηζψζεηο (3.7) θαη (3.8), ε    δελ είλαη ίζε κε ηελ ππφ ζπλζήθε 

αλακελφκελε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο θαη ε δεζκεπκέλε κέζε ηηκή δελ 

ρξεηάδεηαη λα είλαη ίζε κε ηελ ππφ ζπλζήθε δηαζπνξάο ην (θνινβφ) κνληέιν 

απφθξηζεο. 

3.3.3 Το μονηέλο Zeger-Qaqish 

Οη Zeger θαη Qaqish (1988) εηζάγνπλ ην πνιιαπιαζηαζηηθφ κνληέιν:  

         (             ( ̃   ))              ( ̃   )
  

             

κε        , ρσξίο λα θαζνξηζηεί θακία ππφζεζε θαηαλνκήο. Δδψ είλαη      

         ( ̃   )  ,                θαη  ̃    νξίδεηαη 

 ̃                             

έηζη ψζηε        λα κελ είλαη κηα θαηάζηαζε απνξξφθεζεο. Απηέο νη εκπεηξηθέο 

δηνξζψζεηο ίζσο επεξεάζνπλ ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο. Δθηφο απφ ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο ξνπήο πξψηεο ηάμεο ζηελ (3.12), ζεσξείηαη φηη ε ππφ ζπλζήθε 

δηαζπνξά ηεο απφθξηζεο δίλεηαη απφ 

   [       ]                       

φπνπ       είλαη ε ζπλάξηεζε δηαζπνξάο θαη θ είλαη κηα άγλσζηε παξάκεηξν 

δηαζπνξάο. Οη ππνζέζεηο γίλνληαη κφλν γηα ηελ ππν ζπλζήθε ηεο πξψηεο θαη  

δεχηεξεο ηάμεο ξνπήο ηεο απφθξηζεο. Σν κνληέιν (3.12) κπνξεί λα δηεπξπλζεί απφ ην 

αθφινπζν πνιιαπιαζηαζηηθφ ζθάικα 

 

                  (
 ̃   

            
)
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Απ‟ ηελ εμίζσζε (3.15) ζπλεπάγεηαη φηη, φηαλ      ππάξρεη κηα αληίζηξνθε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ  ̃    θαη       θαη φηαλ     ,       κεγαιψλεη κε  ̃   . Όηαλ     , 

ην κνληέιν (3.15) κεηψλεη ην ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν. Ζ αληηθαηάζηαζε ηνπ 

(3.13) ζηελ εμίζσζε (3.15) δίλεη 

                  (
       

            
)
  

                  

γηα     θαη        . 

Ζ εμίζσζε (3.15) κπνξεί λα γεληθεπζεί πεξαηηέξσ απφ ην αθφινπζν κνληέιν 

         [     ∑  

 

   

(    ̃          )]                           

φπνπ   (          ) έλα δηάλπζκα δηάζηαζεο (s+q) πνπ πεξηέρεη έλα ην δηάλπζκα 

ζπκκεηαβιεηψλ {  }         θαη { ̃   }         νξίδεηαη κέζσ ηεο (3.13). 

Γηα παξάδεηγκα, φηαλ s = 2, q =1,            θαη      , ηφηε ε εμίζσζε (3.17) 

πεξηνξίδεηαη ζηε (3.15). Μνληέια φπσο ην (3.12) θαη παξαιιαγέο απηψλ 

ππνθηλνχληαη απφ ηε ζεσξία ησλ εμαξηεκέλσλ απφ ην κέγεζνο δηαδηθαζηψλ 

δηαθιάδσζεο (βιέπε γηα παξάδεηγκα Guttorp, 1991). Γηα λα δνχκε απηφ, ζεσξνχκε ην 

(3.12) θαη γηα απιφηεηα ππνζέηνπκε φηη     . Θέηνπκε    ηνλ αξηζκφ ησλ κνλάδσλ 

ζε έλαλ πιεζπζκφ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο γεληάο t. Σφηε:  

    ∑         

    

   

        

φπνπ          είλαη ν αξηζκφο ησλ απνγφλσλ ηνπ j-νζηνχ αηφκνπ θαηά ηε ρξφληθή 

ζηηγκή t-1. Αλ       ,  ππνζέηνπκε φηη γίλεηαη επαλεθθίλεζε αχμεζεο κε    ηα 

άηνκα ηνπ πιεζπζκνχ. Αλ          θαηαλέκεηαη ζχκθσλα κε ηελ θαηαλνκή Poisson 

κε κέζε ηηκή 

 [             ]  (
 

    
)
    

 

 

θαη 
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 [  ]  (
 

 
)
    

 

κε           ηφηε θηάλνπκε ζην κνληέιν (3.12). 

Έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξεο γεληθεχζεηο ηνπ κνληέινπ (3.17). Γηα παξάδεηγκα νη Albert 

et al. (1994) επεθηείλνπλ απηφ ην κνληέιν ψζηε λα αληηπξνζσπεπηεί γηα κε γξακκηθέο 

παξακέηξνπο. Γηα εθαξκνγέο απηνχ ηνπ κνληέινπ βιέπεηε Agresti θαη Natarajan 

(2001) θαη Li (1991). 

3.4 Δκηίμηζη μερικής πιθανοθάνειας για ηο μονηέλο ηης Poisson 

Ζ ζπλάξηεζε ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη απφ: 

 

     ∏              

 

   

 ∏
                 

  

  

 

   
 

 

             ∑          

 

   

 ∑     

 

   

 ∑         

 

   

 

 

     ∑          
      

 

   

 ∑         

 

   

 ∑         

 

   

 

 

παξαγσγίδνληαο ηηο κεξηθέο ζπλαξηήζεηο  score έρνπκε: 

            (
     

   
     

     

   
)

 

 ∑    

 

   

      

   

 

  
    

           

 

φπνπ           θαη   
                 . 

Σα απνηειέζκαηα ηεο δηαδηθαζίαο νξίδνληαη απφ ηα κεξηθά αζξνίζκαηα 
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      ∑    

 

   

      

   

 

  
    

           

ε ιχζε ηεο εμίζσζεο:                       

ζα δίλεη ηελ εθηηκήηξηα ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ζπκβνιίδεηαη κε  ̂. Σν 

ζχζηεκα δελ είλαη γξακκηθφ θαη επηιχεηαη κε ηε κέζνδν score ηνπ Fisher. 

Ζ αζξνηζηηθή ππφ ζπλζήθε ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο       νξίδεηαη: 

      ∑   *    

      

   

 

  
    

(        )     +

 

   

 ∑     
      

   

 

   

  
 

  
    

      

θαη ν κε δεζκεπκέλνο πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη: 

   (     )         [     ] . 

Πνιιέο απινπζηεχζεηο κπνξνχλ λα γίλνπλ φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηε θαλνληθή 

ζχλδεζε. Γηα ην κνληέιν ηεο Poisson κε ηελ ζπλάξηεζε ζχλδεζεο έρνπκε       

           ), θαη νη ηδηφηεηεο κεηαθέξνληαη κε ηα θαηλνχξγηα δεδνκέλα σο:  

      ∑     

 

   

           

      ∑    

 

   

       
  

ζηε πεξίπησζε ηεο θαλνληθήο ζχλδεζεο αλ ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο κεξηθήο 

πηζαλνθάλεηαο ππάξρεη ηφηε απηή είλαη κνλαδηθή.  
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3.5 Έλεγτοι σποθέζεφν 

Αζσμπηφηική θεφρία  

Δδψ παξνπζηάδνπκε ην ζεψξεκα πνπ εμαζθαιίδεη ηελ ζπλέπεηα θαη ηελ αζπκπησηηθή 

θαλνληθφηεηα ηεο εθηηκήηξηαο κέγηζηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο. 

Θεψξεκα 

Αλ κηα ηνπηθά κνλαδηθή εθηηκήηξηα κέγηζηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο ππάξρεη ηφηε 

ζπγθιίλεη πξνο έλα αξηζκφ. Οπφηε ζα ππάξρεη κηα αθνινπζία ηεο εθηηκήηξηαο 

κεγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ  ̂ πνπ είλαη ζηαζεξή θαη αζπκπησηηθά θαλνληθή: 

φζν    , φπνπ     είλαη ν αληίζηξνθνο αζπκπησηηθφο πίλαθαο πιεξνθνξίαο θαη 

είλαη έλαο p x p πίλαθαο. 

√ ( ̂   )        
       

     ∫  
     

  
  

 

    
        

κε        φζν      ηφηε ζα είλαη: 

     

 
      

Γιάζηημα εμπιζηοζύνης πρόβλευης 

Θα δψζνπκε έλα 100(1-α)% δηάζηεκα γηα ην    ζην κνληέιν ηεο Poisson  

       ̂      

            

√ 
√  

              

Όπνπ     είλαη ε παξάγσγνο ηνπ   θαη      είλαη ην άλσ (α/2)100% πνζνζηηαίν 

ζεκείν ηεο ηππνπνηεκέλεο Καλνληθήο θαηαλνκήο. 

Έλεγτος σποθέζεφν  

Θεσξνχκε ηηο ππνζέζεηο  

                   ,ένανηι 
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φπνπ C είλαη ν θαηάιιεινο πίλαθαο κε πιήξε ηάμε κε r≤p. πκβνιίδνπκε κε  ̃ ηε 

πεξηνξηζκέλε (restricted) εθηηκήηξηα κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο θάησ απφ ηνλ έιεγρν ηεο 

παξαπάλσ ππφζεζεο. Αθνινπζψληαο ηε γεληθή ζεσξία νη πην γλσζηνί ζηαηηζηηθνί 

έιεγρνη ζην πιαίζην ηεο Poisson Παιηλδξφκεζεο είλαη: 

1) Ο ιφγνο κεξηθψλ πηζαλνθαλεηψλ 

 

    {  ( ̂)      ̃ } 

φπνπ   ( ̂) είλαη ε κεγηζηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο. 

2) Ο έιεγρνο Wald  

      ̂      (    ( ̃)  )
  

   ̂      

 

3) O  ζηαηηζηηθφο έιεγρνο κε ηε ζπλάξηεζε score   

 

   
 

 
  
   ̃    ( ̃)    ̃  

Θεώρημα 

Οη παξαπάλσ ζηαηηζηηθνί έιεγρνη είλαη αζπκπησηηθά ηζνδχλακνη. χκθσλα ινηπφλ 

κε ην παξαπάλσ έιεγρν ππνζέζεσλ ε αζπκπησηηθή ηνπο θαηαλνκή είλαη ε    κε λ 

βαζκνχο ειεπζεξίαο. Όπνπ        κε     λα είλαη ην πιήζνο ησλ παξακέηξσλ 

ππφ ηελ   .  

3.6.Καλή προζαρμογή 

3.6.1 Η ελεγσοζςνάπηηζη Deviance 

Γηα απαξηζκηηή ρξνλνζεηξά {  } ππφ ην ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν ηεο Poisson ε 

ηππνπνηεκέλε ζπλάξηεζε ηεο deviance παίξλεη ηε κνξθή 

   ∑{     (
  
 ̂ 

)       ̂  }

 

   

 

θαη ν έιεγρνο Pearson γίλεηαη  
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   ∑∑
     ̂  

 

   ̂  

 

   

 

   

 

κε  ̂    ( ̂)        . 

Τπφ ηηο θαηάιιειεο θαλνληθέο ζπλζήθεο(regularity conditions) ε αζπκπησηηθή 

θαηαλνκή ησλ δχν παξαπάλσ ειέγρσλ πξνζεγγίδεηαη κε ηε   κε Ν-p βαζκνχο 

ειεπζεξίαο. 

3.6.2 Υπόλοιπα    

Σα ππφινηπα ζην πιαίζην ηεο Poisson Παιηλδξφκεζεο γηα απαξηζκεηέο ρξνλνζεηξέο 

νξίδνληαη σο: 

 ̂      ̂           

θαη ηα ππφινηπα Pearson σο: 

 ̂  
    ̂ 

√   ̂  
           

the working residuals 

  ̂  
    ̂ 

       
           

φπνπ ην         ππνινγίδεηαη ζην  ̂ θαη ε ειεγρνζπλάξηεζε deviance γηα ηα 

ππφινηπα δίλεηαη απφ ην παξαθάησ ηχπν:  

 ̂           ̂  √ [           ̂  ]             

3.7 Ανάλσζη Παρεμβάζεφν (Intervention analysis)  

Διζαγυγή 

Οη απαξηζκεηέο ρξνλνζεηξέο κεηξνχληαη ζε δηάθνξνπο ηνκείο, φηαλ έλαο αξηζκφο 

γεγνλφησλ κεηξήζεθε θαηά ηε δηάξθεηα νξηζκέλσλ ρξνληθψλ πεξηφδσλ. 

Παξαδείγκαηα ππάξρνπλ πνιιά φπσο ν αξηζκφο ηξνραίσλ αηπρεκάησλ ζε κηα 

πεξηνρή, ν εβδνκαδηαίνο αξηζκφο λέσλ πεξηπηψζεσλ επηδεκηνινγίαο ή ν αξηζκφο 

άθημεο ησλ θσηνλίσλ αλά ms (microsecond) ζ ‟έλα βηνινγηθφ πείξακα. Μηα θπζηθή 
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παξαιιαγή ηνπ δεκνθηιή απηνπαιηλδξνκηθνχ θηλεηνχ κέζνπ φξνπ ARMA κνληέινπ 

γηα ζπλερείο κεηαβιεηέο βαζίδεηαη ζηελ ππφζεζε φηη ε παξαηήξεζε {  } θαηά ηε 

ζηηγκή t παξάγεηαη απφ έλα Γεληθεπκέλν Γξακκηθφ Μνληέιν δνζέλησλ ησλ 

παξειζνληηθψλ ηηκψλ. Οπφηε επηιέγνπκε κηα θαηάιιειε θαηαλνκή γηα απαξηζκεηά 

δεδνκέλα ζαλ ηε Poisson θαη κηα ζπλάξηεζε ζχλδεζεο  g(). Απηή ε πξνζέγγηζε 

ρξνλνζεηξψλ αθνινπζψληαο έλα Γεληθεπκέλν Γξακκηθφ Μνληέιν επηδηψθεηαη απφ 

ηνπο Kedem θαη Fokiano (2002). Δπηθεληξσλφκαζηε ζηηο πξψηεο ηάμεο κνληέια, 

ζεσξνχκε ηε ρξνλνζεηξά (           )  πνπ αθνινπζεί ην κνληέιν ηεο Poisson 

         
         

                                                        (3.18) 

φπνπ      
  ζεκαίλεη φηη ε ζ-άιγεβξα δεκηνπξγείηαη απφ {            }, αθφκα 

         είλαη άγλσζηνη παξάκεηξνη θαη c είλαη κηα γλσζηή ζηαζεξά. Μνληέια πνπ 

απαζρνινχλ άιιεο θαηαλνκέο φπσο ε αξλεηηθή δησλπκηθή κπνξνχλ λα 

αληηκεησπηζηνχλ παξφκνηα.     

Ζ θπζηθή επηινγή γηα ηε   είλαη έλαο αιγφξηζκνο θαη απηφο είλαη θαη ν ιφγνο 

πξνζζήθεο ηεο ζηαζεξάο c ζην      ζηνλ φξν           εθφζνλ ζα πξέπεη λα 

απνθεπρζνχλ νη δπζθνιίεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ παξαηεξήζεηο πνπ είλαη ίζεο κε 

κεδέλ. Αθνινπζψληαο ηνπο Fokiano θαη Tjνstheim (2011) νη νπνίνη αλέπηπμαλ 

ζπλζήθεο εξγνδηθφηεηαο γηα κηα ππνθαηεγνξία πνπ πξνθχπηεη απφ ην 

ινγάξηζκνγξακκηθφ κνληέιν αλ ζέζνπκε c=1. Θα αλαθέξνπκε ηηο πηζαλέο εξκελείεο 

ηνπ κνληέινπ φπσο αλαθέξνληαη ζηε (3.18) φπνπ κε    είλαη ν αξηζκφο ησλ 

πεξηπηψζεσλ πνπ παξαηεξήζεθαλ ζην ρξφλν  . Γηα ζηαζεξνχ κεγέζνπο πιεζπζκφ ε 

δεζκεπκέλε κέζε ηηκή κεηξά ην θίλδπλν ελφο αηφκνπ λα αξξσζηήζεη ηε ρξνληθή 

ζηηγκή  . Σν κνληέιν καο πξνυπνζέηεη φηη φιεο νη επηδξάζεηο ηεο    είλαη γξακκηθέο 

αθνχ «κεηαθεξζνχλ» θαηάιιεια απφ ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο  . Ο φξνο            

ζηε δεχηεξε εμίζσζε  ηνπ πιαηζίνπ 1 εμαξηάηαη απφ ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο       

φπσο θαη νη παξαηεξήζεηο   ,      θαη    ε κεηξάεη ηε δχλακε απηήο ηεο εμάξηεζεο. 

Έλαο κεγάινο αξηζκφο πεξηπηψζεσλ      ηε ρξνληθή ζηηγκή     κπνξεί λα 

πξνθαιέζεη έλα κεγάιν αξηζκφ πεξηπηψζεσλ θαηά ηε ρξηληθή ζηηγκή   επεηδή ν 

θίλδπλνο ινίκσμεο απμάλεηαη. Αθφκα ε         πεξηγξάθεη ηελ χπαξμε πεξηφδσλ 

απμαλφκελνπ θηλδχλνπ φπσο γηα παξάδεηγκα ιφγσ θαηξηθψλ ζπλζεθψλ θαη ε    
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κεηξάεη ην κέγεζνο ηέηνησλ εμαξηήζεσλ. Λακβάλνληαο ππφςε ην κνληέιν (3.18) έλα 

βαζηθφ εξψηεκα είλαη αλ πεξηγξάθεη ζσζηά φιεο ηηο παξαηεξήζεηο κηαο δνζκέλεο 

ρξνλνζεηξάο ή αλ θαηά πφζνλ νξηζκέλεο παξαηεξήζεηο έρνπλ επεξεαζζεί απφ 

αζπλήζηζηεο επηδξάζεηο νη νπνίεο θαινχληαη παξεκβάζεηο (intervention) (Fried et al.  

2014).   

Μονηέλα για ηην ανάλσζη παρεμβάζεφν (intervention analysis models)  

Ζ πηζαλφηεηα λα εηζάγνπκε κηα αζπλήζηζηε επίδξαζε ζηε ρξνλνζεηξά    πνπ 

παξάγεηαη απφ ην κνληέιν (3.18) είλαη ε ππφζεζε φηη απ‟ ην ρξνληθφ ζεκείν η  ε κέζε 

δεζκεπκέλε δηαδηθαζία αιιάδεη κε ηε πξνζζήθε ηνπ φξνπ             ζηε       

ψζηε αληί γηα ην      εκείο παξαηεξνχκε ηε δηαδηθαζία      πνπ παξάγεηαη απφ ην 

εμήο κνληέιν: 

         
       

   

    
                          

                        (3.19) 

φπνπ   
  ε δηαδηθαζία κέζεο «κφιπλζεο» (contamination) ε νπνία ζπκπίπηεη κε     

κέρξη ηε ρξνληθή ζηηγκή η-1 θαη κεηά επηξεάδεηαη απν ηελ παξέκβαζε. Σν      
  

ππνδειψλεη ηελ ζ-άιγεβξα πνπ δίλεη ηηο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην παξειζφλ ηεο 

«κνιπζκέλεο» δηαδηθαζίαο θαη ηηο αξρηθέο ηηκέο πνπ είλαη αλάινγεο ηεο     
 . Ζ λέα 

παξάκεηξνο σ θαζνξίδεη ην κέγεζνο ηεο επίδξαζεο, απηή ε πνζφηεηα         

εθθξάδεη αλ     ή φρη. Δπίζεο ε δ є[0,1] θαζνξίδεη αλ ε επίδξαζε γίλεηαη ζην ρξφλν 

η φπνπ δ=0 πξνθαιψληαο αθξαίεο ηηκέο, είηε φιν ην επίπεδν κεηαηνπίδεηαη απφ ηε 

ρξνληθή ζηηγκή η φπνπ δ=1, είηε κηα γεσκεηξηθή θζίλνπζα κεηαηφπηζε λα ζπκβαίλεη 

φηαλ δ є(0,1). Να ζεκεηψζνπκε φηη θαη ζηε πεξίπησζε φπνπ δ=0 νιφθιεξε ε 

κειινληηθή δηαδηθαζία επεξεάδεηαη απφ κηα παξάκβαζε (intervention), ε 

επίδξαζεαπηή γίλεηαη κέζσ ησλ    θαη     
      . Γηα παξάδεηγκα ζηελ 

επηδεκηνινγία, κηα παξέκβαζε ζχκθσλα κε ην (3.19) κπνξεί λα εξκελεπζεί σο κηα 

εζσηεξηθή αιιαγή ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ησλ δεδνκέλσλ. Γηα θάπνην ιφγν, π.ρ. 

ιφγσ ησλ ηδηαίηεξσλ θαηξηθψλ ζπλζεθψλ ή άιιεο εθζέζεηο, ε δεζκεπκέλε κέζε 

δηαδηθαζία ηνπ θηλδχλνπ αιιαδεη κε απξφβιεπην ηξφπν θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή η. 

Οπφηε νη παξαηεξήζεηο αιιάδνπλ ζ‟ απηφ ην ρξνληθφ ζεκείν θαζψο θαη ζηε ζπλέρεηα.  
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Οη Liboschik et al. (2013) δηεξεπλνχλ έλα άιιν κνληέιν παξακβάζεσλ 

(intervention) ζηελ πεξίπησζε ηεο ηαπηνηηθήο ζχλδεζεο. ηε πξνζέγγηζε ηνπο, κηα 

παξέκβαζε επεξεάδεη ηελ παξαηήξεζε ζην ρξφλν η  αιιά φρη ηελ ππνβφζθνπζα ππφ 

ζπλζήθε κέζε ηηκή. Απηφ κπνξεί λα γίλεη θαηαλνεηφ κε κηα εμσηεξηθή αιιαγή, 

θαζψο ε παξαηήξεζε κφιπλζεο    ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ κνιπζκέλσλ ηηκψλ    

ζπλ έλα ηπραίν αξηζκφ   , ε νπνία πξνθχπηεη εμ αηηίαο θάπνησλ αζπλήζηζησλ αηηηψλ 

θαη εηζέξρεηαη ζηε δπλακηθή ηεο δηαδηθαζίαο θαηά ηνλ ίδην ηξφπν φπσο ε   , ελψ ν 

βαζηθφο θίλδπλνο ηεο      αξρηθά δελ επεξεάδεηαη. Έλα παξάδεηγκα ζα κπνξνχζε λα 

είλαη νη άλζξσπνη πνπ έρνπλ κνιπλζεί ιφγσ εμσηεξηθψλ αηηίσλ, π.ρ. ζε ηαμίδη. Σν  

ηξνπνπνηεκέλν κνληέιν παξέκβαζεο κε κηα γεληθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο   γξάθεηαη 

σο 

         
       

   

    
                     

                                           (3.20) 

Οη δχν ηειεπηαίεο εμηζψζεηο πεξηγξάθνπλ ηε δεζκεπκέλε κέζε δηαδηθαζία πνπ 

κπνξεί λα ζπλνςηζηεί σο 

    
                                                        

έηζη θαίλεηαη κε ζαθήλεηα ε δηαθνξά κε ην κνληέιν (3.19). 

Αλ ην ρξνληθφ ζεκείν η θαη ην είδνο κηαο παξέκβαζεο, γηα παξάδεηγκα ε ηηκή ηνπ 

δ, είλαη θαη ηα δχν γλσζηά ηφηε έλα κνληέιν παξέκβαζεο, φπσο δηαηππψλεηαη ζηε 

ζρέζε (3.19) ή (3.20) κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί κεγηζηνπνηψληαο ηελ ππφ ζπλζήθε ηεο 

πηζαλνθάλεηαο επαλαιεπηηθά μεθηλψληαο κε θαηάιιειεο αξρηθέο ηηκέο. Ζ χπαξμε 

κηαο ηέηνηαο γλσζηήο παξέκβαζεο κπνξεί λα επηβεβαησζεί ζπγθξίλνληαο ην 

αληίζηνηρν απνηέιεζκα ηνπ ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ  κε ηα άλσ πνζνζηηαία ηεο 

αζπκπησηηθήο   
  θαηαλνκήο, φπσο πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ. Αλ ην ρξνληθφ ζεκείν η 

είλαη άγλσζην, αιιά ν ηχπνο είλαη γλσζηφο, ηα πεηξάκαηα πξνζνκνίσζεο δείρλνπλ φηη 

παξακεηξηθέο δηαδηθαζίεο bootstrap δνπιεχνπλ αξθεηά θαιά: πξνζαξκφδεηαη ην 

κνληέιν ρσξίο παξεκβάζεηο θαη ππνινγίδεηαη ε ηηκή ησλ ζηαηηζηηθψλ ειέγρσλ γηα 

φια ηα ρξνληθά ζεκεία. ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηείηαη ε κέγηζηε ηηκή φισλ ησλ 

ειεγρνζπλαξηήζεσλ φισλ ησλ ρξνληθψλ ζεκείσλ σο ν ηειηθφο ζηαηηζηηθφο έιεγρνο. 
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Έπεηηα παξάγνπλ ηερλεηέο ρξνλνζεηξέο ρσξίο παξεκβάζεηο απφ ην πξνζαξκνζκέλν 

κνληέιν θαη ππνινγίδνπλ ηελ αληίζηνηρε κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ. 

Δπηιέγνπλ κηα παξέκβαζε ζην ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ ζεκείν πνπ κεγηζηνπνηεί ην 

απνηέιεζκα ηνπ ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ γηα ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα, αλ είλαη αλάκεζα 

ζην κεγαιχηεξν 100α πνζνζηηαίν ζεκείν φισλ ησλ κέγηζησλ ζηαηηζηηθψλ ειέγρσλ. 

Αλ ην είδνο ηεο παξέκβαζεο είλαη επίζεο άγλσζην ηφηε νη κέγηζηεο ηηκέο ησλ 

ζηαηηζηηθψλ ειέγρσλ κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ γηα θάζε έλα απφ ηα παξαπάλσ είδε 

κνληέισλ (3.19) ή (3.20).  Οη πξνζνκνηψζεηο δείρλνπλ φηη ζα πξέπεη λα πξνηηκνχληαη 

νη κεηαηνπίζεηο επηπέδσλ (δ=1) αλ απνδεηρζνχλ φηη είλαη ζεκαληηθέο κηαο θαη κηα 

κεηαηφπηζε επηπέδνπ ζπλήζσο πξνθαιεί επηδξάζεηο ζηνπο ζηαηηζηηθνχο ειέγρνπο 

άιισλ ηχπσλ παξέκβαζεο, ελψ ε αληίζηξνθε επίδξαζε ηνλίδεηαη ιηγφηεξν. 

Πνιιαπιέο παξεκβάζεηο κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ ππνινγίδνληαο ηελ επίδξαζε 

κηαο παξέκβαζεο θαη αθαηξψληαο ηελ απφ ηηο ρξνλνζεηξέο, πξνηνχ ηα δεδνκέλα 

αλαιπζνχλ ιακβάλνληαο ππφςε επηπιένλ παξεκβάζεσλ. 

εκεηψλεηαη φηη ηα παξαπάλσ κνληέια παξέκβαζεο δε κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ 

πξνζζεηηθέο αθξαίεο ή παξεθθιίλνπζεο ηηκέο (additive outliers) πνπ 

αληηπξνζσπεχνπλ γηα παξάδεηγκα ηε κέηξεζε ιαζψλ, φπσο ζηελ πεξίπησζε πνπ κία 

παξαηήξεζε έρεη αιιάμεη ρσξίο θακία επίδξαζε ζην κειινληηθφ απνηέιεζκα ηεο 

δηαδηθαζίαο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα ηέηνηεο πξνζζεηηθέο αθξαίεο ηηκέο (additive 

outliers)  είλαη δχζθνιν λα αληηκεησπηζηνχλ κέζσ θιαζηθψλ ηερληθψλ (frequentist 

approach), αθνχ ζα ρξεηαδφηαλ λα εμεηάζνπκε ηελ χπαξμε ηνπο κε ππφ-ζπλζήθε ηελ 

κε-παξαηεξήζηκε ηηκή      αληί ηεο «κνιηζκέλεο»   . Οη Fried et al (2013) 

αλέπηπμαλ κηα κπευδηαλή πξνζέγγηζε γηα επηπξφζζεηεο αθξαίεο ηηκέο, εθαξκφδνληαο 

ηερληθέο κε καξθνβηαλέο αιπζίδεο. Σα δηθά ηνπο απνηειέζκαηα απφ ηελ 

πξνζνκνίσζε παξέρνπλ ζηνηρεία πνπ κπνξνχλ λα αληηκεησπίζνπλ πξνζζεηηθέο 

αθξαίεο ηηκέο (additive outliers) αλ ππάξρνπλ αξθεηέο απφ απηέο. Μία ή θαη ειάρηζηεο 

πξνζζεηηθέο αθξαίεο ηηκέο ζέηνπλ δπζθνιίεο ζε κηα κπευδηαλή πξνζέγγηζε βαζηζκέλε 

ζε πξφηεξεο θαηαλνκέο ιηγνζηψλ πιεξνθνξηψλ, αθνχ απηέο δελ παξέρνπλ αξθεηέο 

πιεξνθνξίεο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ζπληζηψζα ηεο ππνβφζθνπζαο κεηθηήο θαηαλνκήο 

πνπ πξνθαιεί ηηο αθξαίεο ηηκέο.  

Να ζεκεησζεί επίζεο φηη ππνζέηνπκε έκκεζα ηηο επηδξάζεηο ησλ κνληέισλ 

παξακβάζεσλ λα είλαη πξνζζεηηθέο φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηε ηαπηνηηθή ζχλδεζε θαη 

πνιιαπιαζηαζηηθέο φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηε ινγαξηζκηθή ζχλδεζε, αθνχ γηα ιφγνπο 
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επθνιίαο εηζάγνπκε ηηο επηδξάζεηο ησλ παξακβάζεσλ κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ 

εηζάγνπκε ηηο εμαξηήζεηο απφ ην παξειζφλ. Αθφκα κία έκκεζε ππφζεζε πνπ θάλνπκε 

γηα ηα παξαπάλσ κνληέια παξακβάζεσλ, ηηο θνηλέο αθξαίεο ηηκέο (outliers) θαη ηα 

κνληέια παξακβάζεσλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί σο ARMA-δηαδηθαζίεο ζηε βηβιηνγξαθία, 

είλαη φηη ε δπλακηθή ηεο δηαδηθαζίαο παξακέλεη ίδηα θαη αθνινπζεί ην ίδην κνληέιν 

πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε (βι. θαη Caroni θαη Karioti, 2004).  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ ΙV 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ-ΟΓΙΚΑ ΑΣΤΥΗΜΑΣΑ ΣΗ Μ.ΒΡΔΣΑΝΙΑ 

Δδψ ζα κειεηήζνπκε ην κεληαίν αξηζκφ ζαλάησλ ησλ νδεγψλ ειαθξψλ νρεκάησλ 

ζηε Μ.Βξεηαλία αλάκεζα ζηνλ Ηαλνπάξην 1969 θαη ην Γεθέκβξην 1984 ζχκθσλα κε 

ηνπο Liboschik et al. (2016) (βιέπε ρήκα 4.1). Απηή ε ρξνλνζεηξά είλαη κέξνο ηνπ 

ζπλφινπ δεδνκέλσλ ην νπνίν πξψηα ζεσξήζεθε απφ ηνπο Harvey θαη Durbin (1986) 

γηα ην απνηέιεζκα ηεο κειέηεο ηεο ππνρξεσηηθήο ρξήζεο ηεο δψλεο αζθαιείαο πνπ 

εηζήρζε ζηηο 31 Ηαλνπαξίνπ 1983. Σν ζχλνιν δεδνκέλσλ ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη 

ησλ επηπιένλ ζπκκεηαβιεηψλ είλαη δηαζέζηκν ζηελ R ζην αξρείν Seatbelts. ην 

έγγξαθφ ηνπο νη Harvey θαη Durbin αλαιχνπλ ηνπο αξηζκνχο ησλ ζπκάησλ γηα ηνπο 

νδεγνχο θαη ηνπο επηβάηεο ησλ απηνθηλήησλ νη νπνίνη είλαη ηφζν κεγάινη θαη 

κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ κε κεζφδνπο γηα ζπλερή δεδνκέλα. Ο κεληαίνο αξηζκφο 

λεθξψλ νδεγψλ απφ βαξηά νρήκαηα (θνξηεγά θιπ) είλαη πνιχ κηθξφηεξνο θαη έηζη 

πξνηηκάηαη ε κέζνδνο γηα ηα απαξηζκεηά δεδνκέλα. Γηα ηελ επηινγή κνληέινπ 

ρξεζηκνπνηνχκε κφλν ηα ζηνηρεία κέρξη ην Γεθέκβξην ηνπ 1981. Δπηιέγνπκε ην 

ινγαξηζκνγξακκηθφ κνληέιν κε ηε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο επεηδή 

επηηξέπεη ηηο αξλεηηθέο επηδξάζεηο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. ηνρεχνπκε ζην λα 

εμεηάζνπκε ηε ζεηξηαθή εμάξηεζε κηθξνχ εχξνπο απφ έλα απηνπαιηλδξνκηθφ κνληέιν 

πξψηεο ηάμεο (ή πξψηνπ βαζκνχ) θαη ηελ εηήζηα επνρηθφηεηα απφ ηε 12 ζεηξά 

απηνπαιηλδξφκηθψλ φξσλ. Καη νη δχν απηνί φξνη δειψζεθαλ απφ ην ζηνηρείν ηεο 

ιίζηαο πνπ νλνκάδεηαη past_obs ηνπ argument model. 

 

τήμα 4.1: Μεληαίνο αξηζκφο λεθξψλ νδεγψλ βαξέσλ νρεκάησλ ζηε Μεγάιε Βξεηαλία. Ζ εηζαγσγή 

ηεο ππνρξεσηηθή ρξήζεο ηεο δψλεο αζθαιείαο ζηηο 31 Ηαλνπαξίνπ 1983 ραξαθηεξίδεηαη απφ κηα 

θάζεηε γξακκή. 



Διπλωματική εργαςία: «Μοντέλα παλινδρόμηςησ χρονοςειρών με απαριθμητά δεδομένα» Σελίδα 85 

 

Αθνινπζψληαο ηνπο Harvey θαη Durbin (1986), νη R.Fried et al. (2014) 

ρξεζηκνπνηνχλ ηε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο βελδίλεο σο επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή θαζψο 

θαη κηα κεηαβιεηή γηα ηε γξακκηθή ηάζε (linear trend). Θεσξνχκε φηη ε θαηαλνκή 

Poisson είλαη έλα κνληέιν επαξθέο γηα ηα δεδνκέλα απηά. Σν κνληέιν πνπ έρεη 

πξνζαξκνζηεί θαιείηαη seatbeltsfit θαη κε ηηο παξαθάησ εληνιέο ζηελ R ζα πάξνπκε 

ηα Απνηειέζκαηα 4.1. 

 

> library("tscount") 

> timeseries <- Seatbelts[, "VanKilled"] 

> regressors <- cbind(PetrolPrice = Seatbelts[, c("PetrolPrice")], 

+ linearTrend = seq(along = timeseries)/12) 

> timeseries_until1981 <- window(timeseries, end = 1981 + 11/12) 

> regressors_until1981 <- window(regressors, end = 1981 + 11/12) 

> seatbeltsfit <- tsglm(timeseries_until1981, 

+ model = list(past_obs = c(1, 12)), link = "log", distr = "poisson", 

+ xreg = regressors_until1981) 

> summary(seatbeltsfit, B = 500) 

 

 

Με βάζε ηα Απφηειέζκαηα 4.1 παίξλνπκε πιεξνθνξίεο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ησλ κεηαβιεηψλ, ηα αληίζηνηρα ηππηθά ηνπο ζθάικαηα, γηα ηνπο δέηθηεο 

θαιήο πξνζαξκνγήο AIC, BIC, QIC θαζψο θαη ηε ηηκή ηεο κεγηζηνπνηεκέλεο 

ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο.   
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Απνηειέζκαηα 4.1 

 

Call: 

tsglm(ts = timeseries_until1981, model = list(past_obs = c(1,  

    12)), xreg = regressors_until1981, link = "log", distr = "poisson") 

 

Coefficients: 

             Estimate  Std.Error  CI(lower)  CI(upper) 

(Intercept)    1.9037     0.4321     1.3159     2.8570 

beta_1          0.0856     0.0990    -0.1079     0.2313 

beta_12         0.1509     0.0828    -0.0413     0.2778 

PetrolPrice    0.0826     2.8072    -4.8773     5.5631 

linearTrend   -0.0291     0.0341    -0.0502    -0.0126 

Standard errors and confidence intervals (level =  95 %) obtained 

by parametric bootstrap with 500 replications. 

 

Link function: log  

Distribution family: poisson  

Number of coefficients: 5  

Log-likelihood: -396.3849  

AIC: 802.7697  

BIC: 818.019  

QIC: 802.7697 

 

 

Σν πξνζαξκνζκέλν κνληέιν γηα ηνλ αξηζκφ ησλ νδεγψλ ειαθξψλ νρεκάησλ      πνπ 

ζθνηψζεθαλ ην κήλα t δίλεηαη απφ ην παξαθάησ ηχπν: 

                                      
     

  
                  

φπνπ Xt ππνδειψλεη ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο βελδίλεο θαηά ηνλ ρξφλν t. Ο 

εθηηκεκέλνο ζπληειεζηήο beta_1=0.09 αληηζηνηρεί ζηε πξψηε ηάμε ηνπ ζπληειεζηή 

απηνζπζρέηηζεο θαη είλαη πνιχ κηθξή, αθφκα θαη ειαθξψο θάησ απφ ην κέγεζνο ηνπ 
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πξνζεγγηζηηθνχ ηππηθνχ ζθάικαηνο, ππνδεηθλχνληαο φηη δελ ππάξρεη θακία 

αμηνζεκείσηε εμάξηεζε απφ ηνλ αξηζκφ λεθξψλ νδεγψλ θνξηεγψλ ηνπ 

πξνεγνχκελνπ κήλα. Μηα επνρηαθή επίδξαζε ζπιιακβάλεηαη απφ ηε δσδέθαηε ηάμε 

ηνπ ζπληειεζηή απηνζπζρέηηζεο  beta_12. Ωζηφζν ζε αληίζεζε κε ην κνληέιν γηα 

ηνπο νδεγνχο απηνθηλήησλ απφ Harvey θαη Durbin (1986), ε ηηκή ηεο βελδίλεο δελ 

θαίλεηαη λα επεξεάδεη ηνλ αξηζκφ νδεγψλ πνπ ζθνηψζεθαλ κε θνξηεγά. Μηα 

εμήγεζε κπνξεί λα είλαη φηη ηα θνξηεγά ρξεζηκνπνηνχληαη πνιχ πην ζπρλά γηα 

εκπνξηθνχο ζθνπνχο απφ ηα απηνθίλεηα θαη φηη ε εκπνξηθή θίλεζε επεξεάδεηαη 

ιηγφηεξν απφ ηελ ηηκή ησλ θαπζίκσλ. Ζ γξακκηθή ηάζε κπνξεί λα εξκελεπζεί σο ε 

εηήζηα κείσζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ζπκάησλ θαηά έλα ζπληειεζηή exp(-0.031)=0.969, 

δειαδή θαηά κέζν φξν, αλακέλνπκε πεξίπνπ 3% ιηγφηεξνπο ζθνησκνχο νδεγψλ 

θνξηεγψλ αλά έηνο (ην νπνίν είλαη θάησ απφ ην έλα ζε απφιπηνπο αξηζκνχο). 

Όπσο αλαθέξνπλ νη R.Fried et.al (2014), βάζε ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ ζηα 

δεδνκέλα εθπαίδεπζεο (training data) κέρξη ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1981, κπνξνχκε λα 

πξνβιέςνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ νδηθψλ αηπρεκάησλ ην 1982 δνζκέλεο ηεο αληίζηνηρεο 

ηηκήο ηεο βελδίλεο. Μία γξαθηθή αλαπαξάζηαζε κε ηηο αθφινπζεο πξνβιέςεηο δίλεηαη 

ζην ρήκα 4.2. 

> timeseries_1982 <- window(timeseries, start = 1982, end = 1982 + 11/12) 

> regressors_1982 <- window(regressors, start = 1982, end = 1982 + 11/12) 

> predict(seatbeltsfit, n.ahead = 12, level = 0.9, global = TRUE, 

+ B = 2000, newxreg = regressors_1982)$pred 

               Jan            Feb            Mar          Apr           May          Jun            Jul             

Aug 

1982 7.707988 7.454226 7.568846 7.409922 7.210433 6.985772 7.145880 7.826338 

                Sep            Oct          Nov           Dec 

1982    7.493486   7.816908     8.022388       7.451928 

 

 

Σέινο κε ηελ παξαθάησ εληνιή ζα ειέγμνπκε αλ ππήξρε κηα απφηνκε κεηαηφπηζε 

ηνπ αξηζκνχ ησλ ζπκάησλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ  φηαλ εηζήρζε ε ππνρξεσηηθή ρξήζε 

ηεο δψλεο αζθαιείαο ζηηο 31 Ηαλνπαξίνπ 1983. Γειαδή ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ 

ππάξρεη ζεκαληηθή παξέκβαζε (intervention). 
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Απνηειέζκαηα 4.2 

 

> interv_test(seatbeltsfit_alldata, tau = 170, delta = 1, est_interv = TRUE) 

 

        Score test on intervention(s) of given type at given time 

 

Chisq-Statistic: 1.152953 on 1 degree(s) of freedom, p-value: 0.2829319 

 

Fitted model with the specified intervention: 

 

Call: 

tsglm(ts = fit$ts, model = model_extended, xreg = xreg_extended,  

    link = fit$link, distr = fit$distr) 

 

Coefficients: 

(Intercept)       beta_1      beta_12  PetrolPrice  linearTrend     interv_1   

    0.19508      0.08819      0.80446      3.17408     -0.04788      0.24570 

 

 

 

τήμα 4.2: Πξνζαξκνζκέλεο ηηκέο (κπιε δηαθεθνκκέλε γξακκή) θαη πξνβιεπφκελεο ηηκέο (θφθθηλε 

ζπλερήο γξακκή), ζχκθσλα κε ην κνληέιν κε ηελ θαηαλνκή Poisson. Σα δηαζηήκαηα πξφβιεςεο (γθξη 

ξάβδνη) έρνπλ ζρεδηαζηεί γηα λα εμαζθαιίζνπλ έλα ζπλνιηθφ πνζνζηφ θάιπςεο 90%. Δπηιέγνληαη γηα 

λα έρνπλ ειάρηζην κήθνο θαη βαζίδνληαη ζε κηα πξνζνκνίσζε κε 2000 επαλαιήςεηο. 
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Με βάζε ηα Απνηειέζκαηα 4.2 παίξλνπκε πιεξνθνξίεο γηα: 1) H p-value είλαη ίζε 

πεξίπνπ κε 0.28 ην νπνίν ζεκαίλεη φηη ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5% δελ κπνξνχκε 

λα απνξξίςνπκε ηε κεδεληθή καο ππφζεζε φηη δελ ππάξρεη παξέκβαζε (intervention) 

(βιέπε παξάγξαθν 3.7). εκεηψλνπκε φηη απηφ ην απνηέιεζκα δελ απνθιείεη φηη 

ππάξρεη επίδξαζε ηνπ λφκνπ ησλ δσλψλ αζθαιείαο πνπ είλαη είηε κηθξή γηα λα είλαη 

ζεκαληηθή ή δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ απ‟ απηφλ πνπ έρεη ειεγζεί. Δδψ πξνζαξκφζακε ην 

κνληέιν θάησ απφ ηελ ελαιιαθηηθή ππφζεζε ηεο κεηαηφπηζεο ηνπ επηπέδνπ κεηά ηελ 

εηζαγσγή ηνπ λφκνπ γηα ηηο δψλεο αζθαιείαο. 2) Σν πνιιαπιαζηαζηηθφ κέγεζνο ηεο 

επίδξαζεο ηεο παξέκβαζεο είλαη exp(0.24570)   1.279. Απηφ δείρλεη φηη, ζχκθσλα 

κε ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν έρνπκε -27,9% ιηγφηεξνη νδεγνί βαξέσλ νρεκάησλ 

πνπ ζθνηψζεθαλ κεηά ηελ επηβνιή ηνπ λφκνπ. Γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο, νη Harvey θαη 

Durbin (1986) εθηηκνχλ κείσζε 18% ηνπ αξηζκνχ ησλ λεθξψλ νδεγψλ ησλ 

απηνθηλήησλ. 
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