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Περίληψη

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι μία εισαγωγική παρουσίαση του αντικειμένου

της υπερσυμμετρίας, η οποία αποτελεί μία συμμετρία που συνδέει μποζονικούς και φερμιονικούς

βαθμούς ελευθερίας. Αρχικά, αναφέρουμε ονομαστικά μερικούς από τους λόγους που καθιστούν

ενδιαφέρουσες τις υπερσυμμετρικές θεωρίες για τους σύγχρονους θεωρητικούς φυσικούς στοιχειω-

δών σωματιδίων. Στη συνέχεια, εισάγουμε το φορμαλισμό των σπινόρων Weyl δύο συνιστωσών
για τα φερμιονικά πεδία, τον οποίο θα χρησιμοποιήσουμε στην παρούσα εργασία. ΄Επειτα, εξάγουμε

την άλγεβρα της υπερσυμμετρίας και μελετούμε άμαζες και μαζικές αναπαραστάσεις της. Κατόπιν,

παρουσιάζουμε μία απλή υπερσυμμετρική θεωρία πεδίου, το ελεύθερο και άμαζο μοντέλο των Wess
και Zumino και αναδεικνύουμε την υλοποίηση της άλγεβρας της υπερσυμμετρίας στα πλαίσια της
θεωρίας αυτής. ΄Υστερα, παράγουμε τη γενική μορφή της Lagrangian για μία επανακανονικοποι-
ήσιμη υπερσυμμετρική θεωρία αλληλεπιδρωσών chiral supermultiplets. Ακολούθως, αναπτύσσουμε
τις έννοιες του υπερχώρου και των υπερπεδίων και βασιζόμενοι σε αυτές, ανακατασκευάζουμε την

υπερσυμμετρική Lagrangian για ένα σύστημα αλληλεπιδρωσών chiral supermultiplets και κατα-
σκευάζουμε τη Lagrangian για μία γενική υπερσυμμετρική Αβελιανή (U(1)) θεωρία βαθμίδας.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι συμμετρίες, ή αναλλοιώτητες, παίζουν πολύ σημαντικό ρόλο στη Θεωρητική Φυσική, αφού πα-

ρέχουν έναν απλό και συνεπή τρόπο κατασκευής Lagrangians από τις οποίες μπορούν να εξαχθούν
οι εξισώσεις κίνησης για τα πεδία που μας ενδιαφέρουν. Γνωστά παραδείγματα συμμετριών είναι η

αναλλοιώτητα κάτω από μετασχηματισμούς Lorentz και μετατοπίσεις στο χωροχρόνο και η αναλ-
λοιώτητα κάτω από τοπικούς μετασχηματισμούς βαθμίδας. Η υπερσυμμετρία διαφέρει από όλες τις

προαναφερθείσες συμμετρίες στο ότι συνίσταται στην αναλλοιώτητα κάτω από μετασχηματισμούς

που μετατρέπουν μποζονικές καταστάσεις σε φερμιονικές και το αντίστροφο.

Η υπερσυμμετρία συνδυάζει φερμιόνια και μποζόνια σε αναπαραστάσεις, γνωστές ως super-
multiplets. ΄Ολα τα σωματίδια που ανήκουν σε μία supermultiplet έχουν την ίδια μάζα και τους
ίδιους εσωτερικούς κβαντικούς αριθμούς, όπως το ηλεκτρικό φορτίο και το φορτίο χρώματος, το

ισοσπίν, ο λεπτονικός αριθμός κ.ά. Επομένως, εάν η υπερσυμμετρία εκδηλωνόταν στη φύση, τότε

για κάθε φερμιόνιο (αντίστοιχα μποζόνιο), θα υπήρχε ένα υπερσυμμετρικός συνοδός (superpart-
ner), δηλαδή ένα μποζόνιο (αντίστοιχα φερμιόνιο) με την ίδια μάζα και τους ίδιους εσωτερικούς
κβαντικούς αριθμούς. Ωστόσο, στο γνωστό μέχρι σήμερα σωματιδιακό φάσμα δεν παρατηρείται η

ύπαρξη ενός τέτοιου συνοδού για κανένα από τα σωματίδια που έχουν παρατηρηθεί. Επομένως, εάν

η υπερσυμμετρία αποτελεί μία εγγενή συμμετρία στη φύση, πρέπει να έχει σπάσει αυθόρμητα, με

αποτέλεσμα τη διαφοροποίηση των μαζών των υπερσυμμετρικών συνοδών από τα σωματίδια, στα

οποία αντιστοιχούν.

Ωστόσο, υπάρχει έντονο ενδιαφέρον για την υπερσυμμετρία από τους θεωρητικούς φυσικούς

στοιχειωδών σωματιδίων. Υπάρχουν αρκετοί λόγοι για τους οποίους συμβαίνει αυτό. Κατ΄ αρχάς,

στην υπερσυμμετρία βασίστηκε εν μέρει η διατύπωση της θεωρίας υπερχορδών, η οποία θεωρείται

από πολλούς ως ο καλύτερος υποψήφιος για μία «θεωρία των πάντων», η οποία θα ενοποιεί τη

βαρύτητα με όλες τις άλλες δυνάμεις στη φύση. Επίσης, η υπερσυμμετρία δύναται να δώσει λύση

στο πρόβλημα της ιεραρχίας, δηλαδή στο πρόβλημα του γιατί η ενεργειακή κλίμακα του αυθόρμητου

σπασίματος της ηλεκτρασθενούς συμμετρίας, Mew, που είναι της τάξης των 100 GeV, είναι τόσο
πολύ μικρότερη της κλίμακας Planck, MPl, που είναι της τάξης των 1019 GeV. Ακόμη, στα πλαίσια
της ελάχιστης υπερσυμμετρικής επέκτασης του Καθιερωμένου Προτύπου, που είναι γνωστή ως

Ελάχιστο Υπερσυμμετρικό Καθιερωμένο Πρότυπο (MSSM) επιτυγχάνεται η ενοποίηση των τριών
σταθερών σύζευξης βαθμίδας σε μία ενεργειακή κλίμακα της τάξεως των 1016 GeV, κάτι το οποίο
δε συμβαίνει στο Καθιερωμένο Πρότυπο.
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Κεφάλαιο 2

Ομάδες Lorentz και Poincaré,
Σπίνορες Weyl, Dirac και Majorana

2.1 Η ομάδα Lorentz

Στην ειδική σχετικότητα, οι τρεις χωρικές συντεταγμένες (x, y, z) και ο χρόνος (t) αποτελούν τις
τέσσερις συνιστώσες του τετρανύσματος θέσης, το οποίο θα συμβολίζουμε ως xµ. Θα χρησιμοποι-
ούμε ελληνικούς δείκτες, µ, ν, λ, . . . , για τις συνιστώσες ενός τετρανύσματος και λατινικούς δείκτες,
i, j, k, . . . , για τις χωρικές του συνιστώσες. Στο φυσικό σύστημα μονάδων, όπου c = } = 11, το
οποίο χρησιμοποιούμε στην παρούσα εργασία, έχουμε:

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) = (t, ~x) (2.1.1)

Η «απόσταση» l2 μεταξύ δύο σημείων x και y στον επίπεδο χωροχρόνο, ο οποίος είναι γνωστός και
ως χώρος Minkowski και συμβολίζεται με M4, μπορεί να γραφεί συναρτήσει των συντεταγμένων

τους ως

l2 = (x0 − y0)2 −
3∑
i=1

(xi − yi)2
(2.1.2)

Η l2 μπορεί να γραφεί σε μία πιο συμπαγή μορφή με τη εισαγωγή του μετρικού τανυστή ηµν :

l2 = ηµν(xµ − yµ)(xν − yν), (2.1.3)

όπου οι συνιστώσες του μετρικού τανυστή είναι

ηµν = diag(+1,−1,−1,−1), (2.1.4)

που σημαίνει ότι η00 = 1, η11 = η22 = η33 = −1 και ηµν = 0 εάν µ 6= ν για κάθε µ, ν = 0, 1, 2, 3.
Επιπλέον, έχουμε χρησιμοποιήσει τη λεγόμενη σύμβαση άθροισης, σύμφωνα με την οποία υπονοείται

άθροιση ως προς οποιοδήποτε δείκτη που εμφανίζεται δύο φορές στον ίδιο όρο. Μπορούμε να

χρησιμοποιούμε τη μετρική ηµν για να κατεβάζουμε τους δείκτες, δηλαδή:

xµ = ηµνx
ν = (t,−~x) (2.1.5)

Παρομοίως, μπορεί κανείς να χρησιμοποιεί τον αντίστροφο του πίνακα ηµν , τον οποίο θα συμβο-
λίζουμε ως ηµν , για να ανεβάζει τους δείκτες:

xµ = ηµνxν (2.1.6)

όπου

ηµνηνλ = δµλ ≡ η
µ
λ (2.1.7)

1c είναι η ταχύτητα του φωτός στο κενό και } η ανηγμένη σταθερά του Planck.
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όπου δµλ είναι το δέλτα του Kronecker, το οποίο ορίζεται ως

δµλ =

{
1 αν µ = λ
0 αν µ 6= λ

(2.1.8)

για κάθε µ, λ = 0, 1, 2, 3. Μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι

ηµν = diag(+1,−1,−1,−1) (2.1.9)

΄Ενας μετασχηματισμός Lorentz είναι ένας γραμμικός και ομογενής μετασχηματισμός των συντε-
ταγμένων xµ:

xµ → x′µ = Λµνx
ν

(2.1.10)

ο οποίος αφήνει αναλλοίωτη την ποσότητα xµxµ = ηµνx
µxν , που σημαίνει ότι:

x′µx′µ = xµxµ ⇒

⇒ηµνx′µx′ν = ηµνx
µxν

(2.1.10)

=====⇒
⇒ηµνΛµρx

ρΛνσx
σ = ηµνx

µxν ⇒
⇒ηµνΛµρΛ

ν
σx

ρxσ = ηρσx
ρxσ

Επομένως, οι μετασχηματισμοί Lorentz Λµν ικανοποιούν τη σχέση

ηµνΛµρΛ
ν
σ = ηρσ (2.1.11)

Το σύνολο των μετασχηματισμών Lorentz αποτελεί μία ομάδα Lie, η οποία ονομάζεται ομάδα
Lorentz, και την οποία συμβολίζουμε ως O(1, 3).
Από την (2.1.11) έπεται ότι για τους 4 × 4 πίνακες Λ που αντιστοιχούν σε μετασχηματισμούς

Lorentz, ισχύει ότι

ηµν
(
ΛT
) µ
ρ

Λνσ = ηρσ ⇒

⇒
(
ΛT
) µ
ρ
ηµνΛνσ = ηρσ ⇒

⇒
(
ΛT ηΛ

)
ρσ

= ηρσ ∀ρ, σ = 0, 1, 2, 3⇒

⇒ΛT ηΛ = η (2.1.12)

όπου η = diag(+1,−1,−1,−1). Επομένως

det(ΛT ηΛ) = det η ⇒

⇒det(ΛT )(det η)(det Λ) = det η
det ΛT=det Λ

========⇒
det η=−1

⇒(det Λ)2 = 1⇒
⇒det Λ = ±1 (2.1.13)

Επίσης, για ρ = σ = 0, η (2.1.11) δίνει:

ηµνΛµ0Λν0 = η00 ⇒

⇒η00Λ0
0Λ0

0 +

3∑
i=1

ηiiΛ
i
0Λi0 = 1⇒

⇒(Λ0
0)2 −

3∑
i=1

(Λi0)2 = 1⇒

⇒(Λ0
0)2 = 1 +

3∑
i=1

(Λi0)2 ≥ 1⇒
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⇒|Λ0
0| ≥ 1⇒ Λ0

0 ≥ 1 ή Λ0
0 ≤ −1 (2.1.14)

Από τις (2.1.13) και (2.1.14) έπεται ότι η ομάδα Lorentz αποτελείται από τέσσερις συνιστώσες, τις
οποίες ας συμβολίσουμε ως

O(1, 3)↑+, O(1, 3)↓+, O(1, 3)↑−, O(1, 3)↓−

όπου το ↑ (αντίστοιχα το ↓) αντιστοιχεί σε Λ0
0 ≥ 1 (αντίστοιχα Λ0

0 ≤ −1), ενώ το + (αντίστοιχα
το −) σε det Λ = +1 (αντίστοιχα det Λ = −1). Οι συνιστώσες αυτές είναι ασύνδετες μεταξύ
τους, δηλαδή για οποιουσδήποτε δύο μετασχηματισμούς Lorentz που ανήκουν σε διαφορετικές συ-
νιστώσες, δεν υπάρχει καμία συνεχής διαδρομή στον χώρο των μετασχηματισμών Lorentz που να
τις συνδέει.

Οι μετασχηματισμοί Lorentz με det Λ = +1, δηλαδή αυτοί που ανήκουν στην O(1, 3)↑+ ή στην

O(1, 3)↓+, καλούνται γνήσιοι (proper) μετασχηματισμοί Lorentz και αποτελούν μία υποομάδα της
O(1, 3), την οποία θα συμβολίζουμε ως SO(1, 3). Αντίθετα, το σύνολο των μετασχηματισμών
Lorentz με det Λ = −1 δεν είναι υποομάδα της ομάδας Lorentz, αφού δεν περιέχει τον ταυ-
τοτικό μετασχηματισμό Lorentz, Λµν = δµν . Αυτοί οι μετασχηματισμοί Lorentz ονομάζονται μη
γνήσιοι (improper). Δύο σημαντικά παραδείγματα τέτοιων μετασχηματισμών Lorentz αποτε-λούν
οι διακριτοί μετασχηματισμοί της ομοτιμίας (ΛP ) και της αντιστροφής του χρόνου (ΛT ), όπου
(ΛP )µν = diag(+1,−1,−1,−1) και (ΛT )µν = diag(−1,+1,+1,+1).
Επίσης, το σύνολο των ορθόχρονων μετασχηματισμών Lorentz, δηλαδή εκείνων για τους οποίους

είναι Λ0
0 ≥ 1, είναι και αυτό υποομάδα της O(1, 3). Πράγματι, εάν Λµν και Λ

µ
ν είναι δύο τέτοιοι

μετασχηματισμοί τότε για το γινόμενό τους, (ΛΛ)µν = Λ
µ
ρΛ

ρ
ν , έχουμε:

(ΛΛ)0
0 = Λ

0
0Λ0

0 + Λ
0
1Λ1

0 + Λ
0
2Λ2

0 + Λ
0
3Λ3

0

Παρατηρούμε ότι το μέτρο του τριανύσματος ~a = (Λ1
0,Λ

2
0,Λ

3
0) ισούται με |~a| =

√
(Λ1

0)2 + (Λ2
0)2 + (Λ3

0)2 =√
(Λ0

0)2 − 1. Ακόμη, εάν (Λ−1)µν είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός του Λµν , η (2.1.11) δίνει:

ηµνΛµρ(Λ
−1)ρτΛνσ = ηρσ(Λ−1)ρτ ⇒

⇒ηµνδµτ Λνσ = ησρ(Λ
−1)ρτ ⇒

⇒ητνΛνσ = (Λ−1)στ ⇒
⇒Λτσ = (Λ−1)στ ⇒
⇒(Λ−1)στ = Λ σ

τ = ητµη
σνΛµν (2.1.15)

Επομένως, για κάθε i ∈ {1, 2, 3} έχουμε:

Λ
0
i = −Λ

i
0 = −

(
Λ
−1
)i

0
(2.1.16)

΄Ομως, είναι: [(
Λ
−1
)0

0

]2

= 1 +
3∑
i=1

[(
Λ
−1
)i

0

]2
(2.1.15),(2.1.16)

==========⇒

⇒
(

Λ
0

0

)2
= 1 +

3∑
i=1

(
Λ

0
i

)2
⇒

⇒
(

Λ
0
0

)2
= 1 +

3∑
i=1

(
Λ

0
i

)2
⇒

⇒
(

Λ
0
0

)2
− 1 =

3∑
i=1

(
Λ

0
i

)2
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Συνεπώς, το μέτρο του τριανύσματος~b = (Λ
0
1,Λ

0
2,Λ

0
3) ισούται με |~b| =

√√√√ 3∑
i=1

(
Λ

0
i

)2
=

√(
Λ

0
0

)2
− 1.

Από την ανισότητα των Cauchy και Schwarz, έχουμε:

|~a ·~b| ≤ |~a| · |~b| ⇒

∣∣∣∣∣
3∑
i=1

Λ
0
iΛ
i
0

∣∣∣∣∣ ≤
√(

Λ0
0

)2 − 1

√(
Λ

0
0

)2
− 1

΄Αρα

(
ΛΛ
)0

0
= Λ

0
0Λ0

0 +

3∑
i=1

Λ
0
iΛ
i
0 ≥ Λ

0
0Λ0

0 −

∣∣∣∣∣
3∑
i=1

Λ
0
iΛ
i
0

∣∣∣∣∣ ≥ Λ
0
0Λ0

0 −
√(

Λ0
0

)2 − 1

√(
Λ

0
0

)2
− 1 ≥ 1

Στη συνέχεια, θα επικεντρωθούμε στο σύνολο των γνήσιων και ορθόχρονων μετασχηματισμών

Lorentz, δηλαδή εκείνων με det Λ = +1 και Λ0
0 ≥ 1, οι οποίοι συνδέονται με συνεχή τρόπο με το

ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας Lorentz. Οι μετασχηματισμοί αυτοί αποτελούν μία υποομάδα της
O(1, 3), την οποία θα συμβολίζουμε ως SO(1, 3)↑. Κάθε μετασχηματισμός Lorentz είτε ανήκει
στην SO(1, 3)↑, είτε μπορεί να γραφεί ως γινόμενο ενός στοιχείου της SO(1, 3)↑ με έναν από
τους διακριτούς μετασχηματισμούς ΛP ,ΛT ,ΛPΛT . Στο εξής, με τον όρο «ομάδα Lorentz» θα
αναφερόμαστε στην SO(1, 3)↑ και με τον όρο «άλγεβρα Lorentz» θα αναφερόμαστε στην άλγεβρα
Lie της SO(1, 3)↑, την οποία θα συμβολίζουμε ως so(1, 3). Ακόμη, όταν λέμε ότι μία θεωρία είναι
«Lorentz αναλλοίωτη», εννοούμε εν γένει ότι είναι αναλλοίωτη κάτω από την SO(1, 3)↑, αλλά μπορεί
να μην είναι αναλλοίωτη κάτω από την ομοτιμία ή/και την αντιστροφή του χρόνου.

Για έναν απειροστό μετασχηματισμό Λ ∈ SO(1, 3)↑, μπορούμε να γράφουμε:

Λµν = δµν + ωµν (2.1.17)

όπου τα ωµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, είναι απειροστές παράμετροι, γι΄ αυτό και στους υπολογισμούς, στους
οποίους εμπλέκονται αυτές, θα αγνοούμε τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς ω.
Εισάγοντας την (2.1.17) στην (2.1.11) λαμβάνουμε:

ηµν(δµρ + ωµρ)(δ
ν
σ + ωνσ) = ηρσ ⇒

⇒ηµνδµρ δνσ + ηµνδ
µ
ρω

ν
σ + ηµνω

µ
ρδ
ν
σ +O(ω2) = ηρσ ⇒

⇒��ηρσ + ηρνω
ν
σ + ηµσω

µ
ρ =��ηρσ ⇒

⇒ωρσ + ωσρ = 0⇒
⇒ωρσ = −ωσρ (2.1.18)

Επομένως, ο ωµν είναι ένας αντισυμμετρικός τανυστής δεύτερης τάξης στις 4 διαστάσεις, οπότε

έχει
4 · 3

2
= 6 ανεξάρτητες συνιστώσες, οι οποίες αντιστοιχούν σε 3 ανεξάρτητες χωρικές στροφές

και 3 ανεξάρτητες ωθήσεις.

Στην κβαντική θεωρία πεδίου, οι συμμετρίες αναπαρίστανται από γραμμικούς και μοναδιακούς

(ή αντιγραμμικούς και αντιμοναδιακούς) τελεστές
2
. ΄Ετσι, σε κάθε γνήσιο και ορθόχρονο μετασχη-

ματισμό Lorentz Λ αντιστοιχίζουμε ένα γραμμικό και μοναδιακό τελεστή U(Λ), ο οποίος δρα σε
ένα χώρο Hilbert με σωματιδιακές καταστάσεις. Οι τελεστές U(Λ) ικανοποιούν τη σχέση

U(Λ′)U(Λ) = U(Λ′Λ) (2.1.19)

2
Περισσότερα γι΄ αυτό στην ενότητα 2.2 του [3]
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∀Λ,Λ′ ∈ SO(1, 3)↑ και το σύνολό τους αποτελεί μία απειροδιάσταση μοναδιακή αναπαράσταση της
ομάδας Lorentz. Για ένα απειροστό μετασχηματισμό Lorentz, 1 + ω, είναι

U(1 + ω) = I − i

2
ωµνM

µν
(2.1.20)

όπου 1 είναι το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας Lorentz (1µν = δµν ), I είναι ο ταυτοτικός τελεστής
και Mµν = −Mνµ

είναι ένα σύνολο 6 ανεξάρτητων Ερμιτιανών τελεστών, οι οποίοι καλούνται

γεννήτορες της ομάδας Lorentz. Επισημαίνουμε πως το ότι οι Mµν
είναι Ερμιτιανοί τελεστές

εξασφαλίζει τη μοναδικότητα του U(1 + ω) της (2.1.20). Πράγματι, είναι:

(U(1 + ω))†U(1 + ω) =

(
I +

i

2
ωµν(Mµν)†

)(
I − i

2
ωρσM

ρσ

)
=I − i

2
ωµνM

µν +
i

2
ωµνM

µν +O(ω2) = I

Επίσης, από την (2.1.19) έπεται ότι

I
(2.1.20)

= U(1) = U(Λ−1Λ) = U(Λ−1)U(Λ)⇒
⇒ (U(Λ))−1 = U(Λ−1) (2.1.21)

για κάθε Λ ∈ SO(1, 3)↑.
Εάν Λ είναι ένας τυχαίος γνήσιος και ορθόχρονος μετασχηματισμός Lorentz και Λ′ = 1 + ω′

είναι ένας απειροστός μετασχηματισμός του τύπου αυτού, έχουμε:

U(Λ−1)U(Λ′)U(Λ) = U(Λ−1Λ′Λ)⇒

⇒ (U(Λ))−1

(
I − i

2
ω′µνM

µν

)
U(Λ) = U(Λ−1(1 + ω′)Λ)⇒

⇒I − i

2
ω′µν (U(Λ))−1MµνU(Λ) = U(1 + Λ−1ω′Λ)⇒

⇒I − i

2
ω′µν (U(Λ))−1MµνU(Λ) = I − i

2
(Λ−1ω′Λ)µνM

µν ⇒

⇒ω′µν (U(Λ))−1MµνU(Λ) =
(
Λ−1

) ρ
µ
ω′ρσΛσνM

µν (2.1.15)

=====⇒

⇒ω′µν (U(Λ))−1MµνU(Λ) = Λρµω
′
ρσΛσνM

µν ⇒
⇒ω′µν (U(Λ))−1MµνU(Λ) = ω′µνΛµρΛ

ν
σM

ρσ
(2.1.22)

για αυθαίρετα ω′µν με ω
′
µν = −ω′νµ. Επομένως, επειδή και οι συντελεστές του ω′µν στα δύο μέλη της

(2.1.22) είναι αντισυμμετρικοί στην εναλλαγή των µ και ν, αφού Mµν = −Mνµ
και ΛµρΛνσM

ρσ =
ΛµσΛνρM

σρ = ΛνρΛ
µ
σ (−Mρσ) = −ΛµρΛνσM

ρσ
, ισχύει ότι:

(U(Λ))−1MµνU(Λ) = ΛµρΛ
ν
σM

ρσ
(2.1.23)

που σημαίνει ότι το Mµν
μετασχηματίζεται ως τανυστής δεύτερης τάξης κάτω από την ομάδα

Lorentz.
Εάν ο μετασχηματισμός Lorentz Λ στη (2.1.23) είναι και αυτός απειροστός, δηλαδή της μορφής

(2.1.17), έχουμε:

(2.1.23)
(2.1.20)

=====⇒
(
I − i

2
ωρσM

ρσ

)−1

Mµν

(
I − i

2
ωλτM

λτ

)
= (δµρ + ωµρ)(δ

ν
σ + ωνσ)Mρσ ⇒

⇒
(
I − i

2
ωρσM

ρσ

)†
Mµν

(
I − i

2
ωλτM

λτ

)
= (δµρ δ

ν
σ + δµρω

ν
σ + δνσω

µ
ρ)M

ρσ +O(ω2)⇒
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⇒
(
I +

i

2
ωρσM

ρσ

)(
MµνI − i

2
ωλτM

µνMλτ

)
= Mµν + ωνσM

µσ + ωµρM
ρν ⇒

⇒Mµν − i

2
ωλτM

µνMλτ +
i

2
ωρσM

ρσMµν +O(ω2) = Mµν + ωνσM
µσ + ωµρM

ρν ⇒

⇒− i

2
ωρσM

µνMρσ +
i

2
ωρσM

ρσMµν = ηνρωρσM
µσ + ηµσωσρM

ρν ⇒

⇒− i

2
ωρσ (MµνMρσ −MρσMµν) =

1

2
ηνρωρσM

µσ +
1

2
ηνσωσρM

µρ+

+
1

2
ηµσωσρM

ρν +
1

2
ηµρωρσM

σν ⇒

⇒− i

2
ωρσ [Mµν ,Mρσ] =

1

2
ωρσ (ηνρMµσ − ηνσMµρ − ηµσMρν + ηµρMσν)⇒

⇒ωρσ [Mµν ,Mρσ] = iωρσ (ηνρMµσ − ηνσMµρ + ηµσMνρ − ηµρMνσ)

για αυθαίρετα ωρσ με ωρσ = −ωσρ. ΄Αρα

[Mµν ,Mρσ] = i (ηνρMµσ − ηνσMµρ + ηµσMνρ − ηµρMνσ)

ή

[Mµν ,Mρσ] = −i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (2.1.24)

Οι σχέσεις μετάθεσης (2.1.24) ορίζουν την άλγεβρα Lie της ομάδας Lorentz, so(1, 3).
Μπορούμε να ορίσουμε τους γεννήτορες των χωρικών στροφών ως Ji ≡ 1

2εijkMjk, όπου i, j, k =
1, 2, 3 και εijk είναι το ολικά αντισυμμετρικό σύμβολο του Levi-Civita στις 3 διαστάσεις με ε123 =
+1, και τους γεννήτορες των ωθήσεων Lorentz ως Ki ≡M0i. Τότε, από την (2.1.24) έπεται ότι:

[Ji, Jj ] =

[
1

2
εiklMkl,

1

2
εjmnMmn

]
= (k,l,m,n=1,2,3)

=
1

4
εiklεjmn [Mkl,Mmn] =

= − i
4
εiklεjmn (ηkmMln − ηknMlm − ηlmMkn + ηlnMkm) =

= − i
4
εiklεjmn (−δkmMln + δknMlm + δlmMkn − δlnMkm) =

=
i

4
εiklεjknMln −

i

4
εiklεjmkMlm −

i

4
εiklεjlnMkn +

i

4
εiklεjmlMkm =

=
i

4
(−εkil)(−εkjm)Mln −

i

4
(−εkil)εkjmMlm −

i

4
εlik(−εljn)Mkn +

i

4
εlikεljmMkm =

=
i

4
εkilεkjnMln +

i

4
εkilεkjmMlm +

i

4
εlikεljnMkn +

i

4
εlikεljnMkm =

=
i

4
(δijδln − δinδlj)Mln +

i

4
(δijδlm − δimδlj)Mlm+

+
i

4
(δijδkn − δinδkj)Mkn +

i

4
(δijδkm − δimδkj)Mkm =

=
i

4
δij δlnMln︸ ︷︷ ︸

=

0

− i
4
δinδljMln +

i

4
δij δlmMlm︸ ︷︷ ︸

=

0

− i
4
δimδljMlm+

+
i

4
δij δknMkn︸ ︷︷ ︸

=

0

− i
4
δinδkjMkn +

i

4
δij δkmMkm︸ ︷︷ ︸

=

0

− i
4
δimδkjMkm ⇒

⇒ [Ji, Jj ] = −iMji = iMij (2.1.25)

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι ηij = −δij =

{
−1 αν i = j
0 αν i 6= j

για κάθε i, j = 1, 2, 3 και εijkεilm =

= δjlδkm − δjmδkl.
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Ακόμη

Ji =
1

2
εijkMjk ⇒

⇒ εilmJi =
1

2
εilmεijkMjk ⇒

⇒ εlmiJi =
1

2
(δljδmk − δlkδmj)Mjk =

=
1

2
δljδmkMjk −

1

2
δlkδmjMjk =

=
1

2
Mlm −

1

2
Mml = Mlm

΄Αρα

Mlm = εlmiJi (2.1.26)

για κάθε l,m = 1, 2, 3.

(2.1.25)
(2.1.26)

=====⇒ [Ji, Jj ] = iεijkJk (2.1.27)

Επίσης

⇒ [Ji,Kj ] =

[
1

2
εiklMkl,M0j

]
=

1

2
εikl [Mkl,M0j ] =

= − i
2
εikl

(
ηk0↗
0

Mlj − ηkjMl0 − ηl0↗
0

Mkj + ηljMk0

)
⇒

⇒ [Ji,Kj ] = − i
2
εikl (δkjMl0 − δljMk0) = − i

2
εijlMl0 +

i

2
εikjMk0 =

= − i
2
εijl(−M0l) +

i

2
(−εijk)(−M0k) =

i

2
εijkM0k ⇒

⇒ [Ji,Kj ] = iεijkKk (2.1.28)

Επιπλέον, είναι:

[Ki,Kj ] = [M0i,M0j ] =

= −i
(
η00Mij − η0j↗

0

Mi0 − ηi0↗
0

M0j + ηijM00↗
0
)

=

= −iMij
(2.1.26)

= −iεijkJk (2.1.29)

΄Ετσι, η άλγεβρα Lorentz γράφεται συναρτήσει των Ji και Ki ως:

[Ji, Jj ] = iεijkJk (2.1.27)

[Ji,Kj ] = iεijkKk (2.1.28)

[Ki,Kj ] = −iεijkJk (2.1.29)

Οι σχέσεις μετάθεσης (2.1.27) ορίζουν ακριβώς την άλγεβρα so(3), δηλαδή την άλγεβρα Lie της
ομάδας των στροφών στον τρισδιάστατο χώρο, SO(3), που αποτελεί υποομάδα της SO(1, 3)↑, άρα
οι Ji είναι πράγματι οι γεννήτορες των χωρικών στροφών. Επίσης, από την (2.1.28) προκύπτει ότι
το ~K = (K1,K2,K3) μετασχηματίζεται ως τριδιάνυσμα κάτω από την SO(3).
Κάτω από ένα μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑, ένα γενικό πεδίο Φ(x) με n συνιστώσες,

Φa(x), μετασχηματίζεται ως:

Φa(x)→ Φ′a(x
′) = Mab(Λ)Φb(x), (2.1.30)

όπου a, b = 1, 2, . . . , n,

x′µ = (Λx)µ ≡ Λµνx
ν ⇒
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⇒
(
Λ−1

)ρ
µ
x′µ =

(
Λ−1

)ρ
µ

Λµνx
ν = δρνx

ν = xρ ⇒

⇒xρ =
(
Λ−1

)ρ
µ
x′µ ≡

(
Λ−1x′

)ρ
(2.1.31)

και M(Λ) είναι ένας n × n πίνακας, ο οποίος εξαρτάται από το μετασχηματισμό Λ. Για ένα πε-
περασμένο μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑, ο οποίος χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο έξι
ανεξάρτητων πεπερασμένων παραμέτρων ωµν = −ωνµ, έχουμε:

M(Λ) = e−
i
2
ωµνSµν (2.1.32)

όπου Sµν = −Sνµ είναι 6 ανεξάρτητοι n× n πίνακες.
Για έναν απειροστό γνήσιο και ορθόχρονο μετασχηματισμό Lorentz, όπως αυτός στην (2.1.17),

αναπτύσσοντας το δεύτερο μέλος της (2.1.32) κατά Taylor και κρατώντας μόνο τους όρους μέχρι
και πρώτης τάξης ως προς τα ωµν , λαμβάνουμε:

M(Λ) = In −
i

2
ωµνS

µν
(2.1.33)

όπου In είναι ο ταυτοτικός n× n πίνακας, και έχουμε:

(2.1.30)
(2.1.31)

=====⇒ Φ′a(x
′) = Mab(Λ)Φb(Λ

−1x′)⇒

⇒ Φ′a(x) = Mab(Λ)Φb(Λ
−1x)

(2.1.33)
=

=

(
In −

i

2
ωµνS

µν

)
ab

Φb

(
(Λ−1)ρσx

σ
)

=

=

[
δab −

i

2
ωµν(Sµν)ab

]
Φb (Λ ρ

σ x
σ) =

=

[
δab −

i

2
ωµν(Sµν)ab

]
Φb ((δρσ + ω ρ

σ )xσ) =

=

[
δab −

i

2
ωµν(Sµν)ab

]
Φb(x

ρ − ωρσxσ︸ ︷︷ ︸

≡

(ωx)ρ

)
Taylor

=

=

[
δab −

i

2
ωµν(Sµν)ab

] [
Φb(x)− (ωx)ρ∂ρΦb(x) +O(ω2)

]
=

=

[
δab −

i

2
ωµν(Sµν)ab

] (
Φb(x)− ωρσxσ∂ρΦb(x) +O(ω2)

)
=

= Φa(x)− ωρσxσ∂ρΦa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x) =

= Φa(x)− ωρσxσ∂ρΦa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x) =

= Φa(x)− 1

2
ωρσx

σ∂ρΦa(x)− 1

2
ωσρx

ρ∂σΦa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x)

ωρσ=−ωσρ
=

= Φa(x)− 1

2
ωρσ(xσ∂ρ − xρ∂σ)Φa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x) =

= Φa(x)− i

2
ωρσ [i(xρ∂σ − xσ∂ρ)] Φa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x)⇒

⇒ Φ′a(x) = Φa(x)− i

2
ωµνL

µνΦa(x)− i

2
ωµν(Sµν)abΦb(x) (2.1.34)

όπου Lµν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ), ενώ και πάλι έχουμε αγνοήσει τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς ω.
Μπορεί να δειχθεί ότι οι διαφορικοί τελεστές Lµν και οι πίνακες Sµν ικανοποιούν ξεχωριστά τις
ίδιες σχέσεις μετάθεσης με τους γεννήτορες Mµν

της ομάδας Lorentz3. Λέμε ότι οι πίνακες Sµν

αποτελούν μία αναπαράσταση της άλγεβρας Lie της SO(1, 3)↑.

3
Παραπέμπουμε στα προβλήματα (2.8) και (2.9) στο [2].
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Ας δούμε τώρα δύο σημαντικά παραδείγματα. ΄Ενα βαθμωτό (spin-0) πεδίο φ(x), το οποίο έχει
μία μόνο συνιστώσα, μετασχηματίζεται κάτω από ένα μετασχηματισμό Λ ∈ SO(1, 3)↑ ως

φ(x)→ φ′(x′) = φ(x) (2.1.35)

οπότε προφανώς Sµν = 0 στην περίπτωση αυτή.
Από την άλλη μεριά, ο αντίστοιχος κανόνας μετασχηματισμού για ένα διανυσματικό (spin-1)

πεδίο Aµ(x) (4 συνιστώσες) είναι

Aµ(x)→ A′µ(x′) = ΛµνA
ν(x) (2.1.36)

και επειδή x = Λ−1x′, θέτοντας στην (2.1.36) όπου x′ το x, λαμβάνουμε:

A′µ(x) = ΛµνA
ν(Λ−1x) (2.1.37)

Για έναν απειροστό μετασχηματισμό Lorentz, Λµν = δµν + ωµν , όπου ω
µ
ν = −ω µ

ν , είναι (Λ−1)µν =
Λ µ
ν = δµν + ω µ

ν = δµν − ωµν , οπότε η (2.1.37) δίνει:

A′µ(x) = (δµν + ωµν)Aν [(δρσ − ωρσ)xσ] =

= (δµν + ωµν)Aν (xρ − (ωx)ρ)
Taylor

=

= (δµν + ωµν) [Aν(x)− (ωx)ρ∂ρA
ν(x)] =

= (δµν + ωµν) (Aν(x)− ωρσxσ∂ρAν(x)) =

= Aµ(x)− ωρσxσ∂ρAµ(x) + ωµνA
ν(x) =

= Aµ(x)− 1

2
ωρσ (xσ∂ρ − xρ∂σ)Aµ(x) + ωµνA

ν(x) =

= Aµ(x)− i

2
ωρσ [i(xρ∂σ − xσ∂ρ)]Aµ(x) + ωµνA

ν(x)⇒

⇒ A′µ(x) = Aµ(x)− i

2
ωρσL

ρσAµ(x) + ωµνA
ν(x) (2.1.38)

΄Ομως, από τη γενική σχέση (2.1.34) έχουμε:

A′µ(x) = Aµ(x)− i

2
ωρσL

ρσAµ(x)− i

2
ωρσ (Sρσ)µν A

ν(x) (2.1.39)

Συγκρίνοντας τη σχέση (2.1.38) με την (2.1.39), παρατηρούμε ότι ο τελευταίος όρος στο δεύτερο

μέλος της δεύτερης πρέπει να ισούται με τον αντίστοιχο όρο στην πρώτη, πράγμα που επιτυχάνεται

εάν:

(Sρσ)µν =
(
SρσV

)µ
ν
≡ −i (ηµσηρν − ηρµησν) (2.1.40)

Πράγματι, είναι:

− i
2
ωρσ

(
SρσV

)µ
ν

= − i
2
ωρσ(−i) (ηµσηρν − ηρµησν) = −1

2
ωρσ (ηµσδρν − ηρµδσν ) =

= −1

2
ωνση

µσ +
1

2
ηρµωρν = −1

2
ηµσωνσ +

1

2
ηµρωρν = −1

2
ω µ
ν +

1

2
ωµν = ωµν

όπως πρέπει. Επιπλέον, συγκρίνοντας την (2.1.36) με τις γενικές σχέσεις (2.1.30) και (2.1.32),

λαμβάνουμε την ακόλουθη γενική έκφραση για τα στοιχεία ενός πίνακα Λµν που αντιστοιχεί σε
γνήσιο και ορθόχρονο μετασχηματισμό Lorentz:

Λµν =
(
e−

i
2
ωρσS

ρσ
V

)µ
ν

(2.1.41)

όπου τα ωρσ είναι πραγματικές παράμετροι με ωρσ = −ωσρ. Οι πίνακες της μορφής (2.1.41) α-
ποτελούν τη λεγόμενη (τετρα)διανυσματική αναπαράσταση της ομάδας Lorentz, η οποία είναι η
αναπαράσταση ορισμού της ομάδας Lorentz.
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Το πρόβλημα τώρα είναι να βρούμε όλα τα δυνατά σύνολα πινάκων πεπερασμένης διάστασης

Sµν(= −Sνµ), που ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης (2.1.24), ή, ισοδύναμα, για τους οποίους οι
πίνακες J̃i ≡ 1

2εijkSjk και K̃i ≡ Soi ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης (2.1.27)-(2.1.29), με άλλα
λόγια τις πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie της ομάδας Lorentz. Επίσης,
επισημαίνουμε ότι ενώ οι τελεστές Mµν

πρέπει να είναι Ερμιτιανοί, δεν ισχύει το ίδιο και για τους

πίνακες Sµν .
Εάν επικεντρώσουμε την προσοχή μας στις σχέσεις μετάθεσης (2.1.27), γνωρίζουμε (από τη

μελέτη της στροφορμής στα πλαίσια της κβαντικής μηχανικής) ότι μπορούμε να βρούμε τρεις (2j +
1) × (2j + 1) Ερμιτιανούς πίνακες J1, J2, J3 που ικανοποιούν τις (2.1.27) και οι ιδιοτιμές του J3

είναι −j,−j + 1, . . . , j − 1, j, όπου οι δυνατές τιμές του j είναι 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . . Ξέρουμε επίσης ότι

αυτά τα σύνολα πινάκων αποτελούν όλες τις μη ισοδύναμες και μη αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις της

άλγεβρας Lie της ομάδας SO(3). Ακόμη, όταν το j είναι ημιακέραιος αριθμός, μία στροφή κατά 2π
οδηγεί σε ένα συνολικό πρόσημο μείον. Συνεπώς, αυτές οι αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie της
SO(3) δεν αντιστοιχούν σε αναπαραστάσεις της ίδιας της ομάδας SO(3), αφού μία στροφή κατά 2π
πρέπει να ισοδυναμεί με καθόλου στροφή, αντιστοιχούν όμως σε αναπαραστάσεις της ομάδας SU(2),
η οποία έχει την ίδια άλγεβρα Lie με την SO(3) και αποτελεί το «καθολικό κάλυμμα» (universal
cover ή universal covering group) της SO(3). Παρομοίως, η ομάδα των 2 × 2 μιγαδικών πινάκων
με ορίζουσα ίση με 1, SL(2, C), αποτελεί το «καθολικό κάλυμμα» της SO(1, 3)↑, όπως θα δούμε
στην ενότητα 2.4.

Για να εξάγουμε τα αντίστοιχα συμπεράσματα, που αφορούν και στις τρεις σχέσεις μετάθεσης

(2.1.27)-(2.1.29), είναι χρήσιμο να εισάγουμε τους παρακάτω γραμμικούς συνδυασμούς των γεννη-

τόρων Ji και Ki της ομάδας Lorentz:

J+
i ≡

1

2
(Ji + iKi) (2.1.42)

J−i ≡
1

2
(Ji − iKi) (2.1.43)

οι οποίοι είναι μη Ερμιτιανοί τελεστές, αφού (J+
i )† = 1

2(Ji− iKi) = J−i και (J
−
i )† = 1

2(Ji+ iKi) =
J+
i , (δεδομένου ότι οι Ji και Ki είναι Ερμιτιανοί τελεστές) και δεν έχουν εμφανή φυσική σημασία,

αλλά απλοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης της άλγεβρας Lorentz. Πράγματι, έχουμε:[
J+
i , J

+
j

]
=

[
1

2
(Ji + iKi),

1

2
(Jj + iKj)

]
=

=
1

4

(
[Ji, Jj ] + i[Ji,Kj ] + i[Ki, Jj ] + i2[Ki,Kj ]

) (2.1.27)−(2.1.29)
=

=
1

4

[
iεijkJk + i2εijkKk − i[Jj ,Ki]− (−iεijkJk)

]
=

=
1

4

(
iεijkJk − εijkKk − i2εjikKk + iεijkJk

)
=

=
1

4
(2iεijkJk − εijkKk + (−εijk)Kk) =

=
1

4
(2iεijkJk − 2εijkKk) =

=
2

4
iεijk (Jk + iKk) =

=
1

2
iεijk (Jk + iKk) = iεijkJ

+
k[

J−i , J
−
j

]
=

[
1

2
(Ji − iKi),

1

2
(Jj − iKj)

]
=

=
1

4

(
[Ji, Jj ]− i[Ji,Kj ]− i[Ki, Jj ] + i2[Ki,Kj ]

)
=

=
1

4
(iεijkJk + 2εijkKk + iεijkKk) =
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=
2

4
iεijk (Jk − iKk) = iεijkJ

−
k[

J+
i , J

−
j

]
=

[
1

2
(Ji + iKi),

1

2
(Jj − iKj)

]
=

=
1

4
[Ji + iKi, Jj − iKj ] =

=
1

4

(
[Ji, Jj ]− i[Ji,Kj ] + i[Ki, Jj ]− i2[Ki,Kj ]

)
=

=
1

4
([Ji, Jj ]− i[Ji,Kj ]− i[Jj ,Ki] + [Ki,Kj ])

(2.1.27)−(2.1.29)
=

=
1

4
(iεijkJk + εijkKk + εjikKk − iεijkJk) =

=
1

4
(εijkKk − εijkKk) = 0

΄Ετσι, έχουμε:

[J+
i , J

+
j ] = iεijkJ

+
k (2.1.44)

[J−i , J
−
j ] = iεijkJ

−
k (2.1.45)

[J+
i , J

−
j ] = 0 (2.1.46)

Επομένως, οι τελεστές J+
i και J

−
i ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης της άλγεβρας Lie της ομάδας

SU(2), την οποία συμβολίζουμε με su(2), όπως προκύπτει από τις (2.1.44) και (2.1.45) αντίστοιχα.
΄Αρα, η άλγεβρα Lie της ομάδας Lorentz, so(1, 3), έχει δύο su(2) υποάλγεβρες, οι οποίες μάλιστα
μετατίθενται, όπως δείχνει η (2.1.46). Γνωρίζουμε ότι μία πεπερασμένης διάστασης, μη αναγωγίσιμη

αναπαράσταση της su(2) χαρακτηρίζεται απο ένα μη αρνητικό ακέραιο ή ημιακέραιο αριθμό j και
είναι ένα σύνολο τριών (2j+1)× (2j+1) πινάκων τ1, τ2, τ3 που ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης

[τi, τj ] = iεijkτk και δρουν σε ένα διανυσματικό χώρο με 2j + 1 στοιχεία βάσης. Συνεπώς, μία
πεπερασμένης διάστασης και μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση της so(1, 3) χαρακτηρίζεται από ένα
ζεύγος αριθμών, j+ και j−, καθένας εκ των οποίων είναι μη αρνητικός ακέραιος ή ημιακέραιος και
θα τη συμβολίζουμε ως (j+, j−). Οι ιδιοτιμές των τελεστών Casimir

∑3
i=1(J+

i )2
και

∑3
i=1(J−i )2

των su(2) αλγεβρών (2.1.44) και (2.1.45) αντίστοιχα είναι j+(j++1) και j−(j−+1) αντίστοιχα, όπου
j+, j− = 0, 1

2 , 1,
3
2 , . . . . Η (j+, j−) αναπαράσταση της άλγεβρας Lorentz έχει (2j+ + 1)(2j− + 1)

βαθμούς ελευθερίας. Ακόμη, από τις (2.1.42) και (2.1.43) έπεται ότι Ji = J+
i + J−i . Επομένως,

για μία δεδομένη αναπαράσταση (j+, j−) της άλγεβρας Lorentz, μπορεί να αποδοθεί σε καθέναν
από τους βαθμούς ελευθερίας της ένας κβαντικός αριθμός spin, j, του οποίου οι δυνατές τιμές είναι
j = |j+ − j−|, |j+ − j−| + 1, . . . , j+ + j− − 1, j+ + j−, σύμφωνα με το γενικό κανόνα πρόσθεσης
δύο στροφορμών στην κβαντομηχανική.

Επιπλέον, οι δύο su(2) υποάλγεβρες που ορίζονται από τις (2.1.44) και (2.1.45) δεν είναι ανεξάρ-
τητες μεταξύ τους, αφού μπορούν να εναλλαγούν με το μετασχηματισμό της ομοτιμίας. Πράγματι,

αποδεικνύεται
4
ότι κάτω από το μετασχηματισμό της ομοτιμίας:

Ji → Ji,Ki → −Ki

άρα σύμφωνα με τις (2.1.42) και (2.1.43), J+
i ↔ J−i . Το ίδιο αποτέλεσμα έχει και η δράση της

Ερμιτιανής συζυγίας, αφού
(
J±i
)†

= J∓i . Υπό αυτήν την έννοια, ο μετασχηματισμός της ομοτιμίας
είναι ισοδύναμος με αυτόν της Ερμιτιανής συζυγίας.

Οι τέσσερις απλούστερες και συχνότερα εμφανιζόμενες αναπαραστάσεις της so(1, 3) είναι οι:

βαθμωτή ≡ (0, 0)
αριστερόστροφη σπινοριακή ≡ (1

2 , 0)
δεξιόστροφη σπινοριακή ≡ (0, 1

2)
(τέτρα)διανυσματική ≡ (1

2 ,
1
2)

4
βλ. ενότητα (2.6) στο [3]
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2.2 Η ομάδα Poincaré

΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη ενότητα, η πλήρης ομάδας Lorentz, O(1, 3), αφήνει αναλλο-
ίωτο το «διάστημα» (x − y)2

μεταξύ δύο σημείων x και y στο χώρο Minkowski. Επίσης, και οι
μετατοπίσεις στον επίπεδο χωροχρόνο

xµ → x′µ = xµ + aµ

όπου aµ είναι ένα σταθερό τετράνυσμα, αφήνουν αναλλοίωτο το διάστημα αυτό. Αυτό οδηγεί στον
ορισμό της ομάδας Poincaré, P , ως το σύνολο των μετασχηματισμών στο χώρο Minkowski της
μορφής

xµ → x′µ = Λµνx
ν + aµ, (2.2.1)

όπου Λ είναι ένας μετασχηματισμός Lorentz και aµ ένα σταθερό τετράνυσμα, οι οποίοι αφήνουν
αναλλοίωτη την ποσότητα (x− y)2 ∀x, y ∈M4.

΄Εστω ότι κάνουμε ένα μετασχηματισμό Poincaré:

xµ → x′µ = (Λ1)µνx
ν + aµ1 = (Λ1x)µ + aµ1

και στη συνέχεια ένα δεύτερο μετασχηματισμό Poincaré, x′µ → x′′µ, όπου:

x′′µ = (Λ2)µνx
′ν + aµ2 = (Λ2)µν

[
(Λ1)νρx

ρ + aν1
]

+ aµ2 =

= (Λ2)µν(Λ1)νρx
ρ + (Λ2)µνa

ν
1 + aµ2 =

= (Λ2Λ1)µρx
ρ + ((Λ2a1)µ + aµ2 )

΄Αρα, εάν συμβολίσουμε τον τυχόντα μετασχηματισμό Poincaré της (2.2.1) ως (Λ, a), έχουμε τον
ακόλουθο κανόνα για τη σύνθεση δύο μετασχηματισμών Poincaré:

(Λ2, a2) ◦ (Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) (2.2.2)

΄Ετσι, λέμε ότι η ομάδα Poincaré, P , είναι το ημιευθύ γινόμενο της ομάδας Lorentz, O(1, 3), και
της ομάδας των μετατοπίσεων στο χώρο Minkowski, έστω T4. ΄Οπως και η ομάδα Lorentz, η ομάδα
Poincaré αποτελείται από τέσσερις ασύνδετες μεταξύ τους συνιστώσες,

P ↑+, P
↓
+, P

↑
−, P

↓
−

όπου

P ↑+ ≡ {(Λ, a) ∈ P |det Λ = +1,Λ0
0 ≥ 1}

P ↓+ ≡ {(Λ, a) ∈ P | det Λ = +1,Λ0
0 ≤ −1}

P ↑− ≡ {(Λ, a) ∈ P | det Λ = −1,Λ0
0 ≥ 1}

P ↓− ≡ {(Λ, a) ∈ P | det Λ = −1,Λ0
0 ≤ −1}

Το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας Poincaré είναι το (1, 0), όπου 1 είναι ο ταυτοτικός μετασχη-
ματισμός Lorentz, ενώ ο αντίστροφος του μετασχηματισμού (Λ, a) ∈ P είναι ο (Λ−1,−Λ−1a).
Πράγματι, εφαρμόζοντας τον κανόνα σύνθεσης (2.2.2), παίρνουμε:

(Λ, a) ◦ (Λ−1,−Λ−1a) = (ΛΛ−1,−Λ(Λ−1a) + a) = (ΛΛ−1,−(ΛΛ−1)a+ a) = (1, 0)

και

(Λ−1,−Λ−1a) ◦ (Λ, a) = (Λ−1Λ,Λ−1a− Λ−1a) = (1, 0)
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Ας επικεντρωθούμε τώρα στο σύνολο P ↑+, το οποίο αποτελεί μία υποομάδα της ομάδας Poincaré, και
του οποίου τα στοιχεία συνδέονται με συνεχή τρόπο με το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας Poincaré.

Στο εξής, με τον όρο «ομάδα Poincaré» θα αναφερόμαστε στην υποομάδα P ↑+ της πλήρους ομάδας

Poincaré, P , ενώ με τον όρο «άλγεβρα Poincaré» θα αναφερόμαστε στην άλγεβρα Lie της P ↑+.

Κάθε μετασχηματισμός (Λ, a) ∈ P ↑+ αντιστοιχεί σε ένα γραμμικό και μοναδιακό τελεστή U(Λ, a),
ο οποίος δρα σε ένα χώρο Hilbert. Οι τελεστές U(Λ, a) ικανοποιούν τις σχέσεις:

U(Λ′, a′)U(Λ, a) = U(Λ′Λ,Λ′a+ a′) (2.2.3)

(U(Λ, a))−1 = U(Λ−1,−Λ−1a) (2.2.4)

για κάθε Λ,Λ′ ∈ SO(1, 3)↑ και για δύο οποιαδήποτε τετρανύσματα aµ και a′µ. Το σύνολο αυτών
των τελεστών U αποτελεί μία απειροδιάσταση μοναδιακή αναπαράσταση της ομάδας Poincaré.
Για έναν απειροστό μετασχηματισμό Poincaré είναι:

Λµν = δµν + ωµν , a
µ = εµ, (2.2.5)

όπου ωµν = −ω µ
ν είναι έξι ανεξάρτητες απειροστές παράμετροι που αντιστοιχούν σε έναν απειροστό

μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑ και εµ τέσσερις απειροστές παράμετροι, που αντιστοιχούν
σε μία απειροστή μετατόπιση στο χωροχρόνο. Για έναν τέτοιο μετασχηματισμό, ο αντίστοιχος

τελεστής μπορεί να γραφεί ως

U(1 + ω, ε) = I − i

2
ωρσM

ρσ + iεµP
µ

(2.2.6)

όπου οι Mρσ = −Mσρ
και Pµ είναι Ερμιτιανοί τελεστές, οι οποίοι αποτελούν τους γεννήτορες της

ομάδας Lorentz και της ομάδας των μετατοπίσεων στο χώρο Minkowski αντίστοιχα. Μπορούμε
εύκολα να διαπιστώσουμε πως το γεγονός ότι οι Mρσ

και Pµ είναι Ερμιτιανοί τελεστές εξασφαλίζει
τη μοναδιακότητα του τελεστή U(1 + ω, ε).
Εάν Λ,Λ′ είναι δύο τυχαίοι γνήσιοι και ορθόχρονοι μετασχηματισμοί Lorentz και a′µ ένα τυχαίο

τετράνυσμα, έχουμε:

(U(Λ, 0))−1U(Λ′, a′)U(Λ, 0)
(2.2.3)

= (U(Λ, 0))−1U(Λ′Λ, a′) =

(2.2.4)

= U(Λ−1, 0)U(Λ′Λ, a′) =

(2.2.3)

= U(Λ−1Λ′Λ,Λ−1a′) (2.2.7)

Για έναν απειροστό μετασχηματισμό (Λ′, a′) = (1 + ω′, ε′) ∈ P ↑+, το αριστερό μέλος της (2.2.7)
γίνεται:

(U(Λ, 0))−1U(Λ′, a′)U(Λ, 0) = (U(Λ, 0))−1U(1 + ω′, ε′)U(Λ, 0)
(2.2.6)

=

= (U(Λ, 0))−1

(
I − i

2
ω′ρσM

ρσ + iε′µP
µ

)
U(Λ, 0)⇒

⇒ (U(Λ, 0))−1U(Λ′, a′)U(Λ, 0) = I − i

2
ω′ρσ(U(Λ, 0))−1MρσU(Λ, 0) + iε′µ(U(Λ, 0))−1PµU(Λ, 0)

(2.2.8)

Το δεξιό μέλος της (2.2.7) γράφεται:

U(Λ−1Λ′Λ,Λ−1a′) = U(Λ−1(1 + ω′)Λ,Λ−1ε′) =

= U(1 + Λ−1ω′Λ,Λ−1ε′) =

= I − i

2
(Λ−1ω′Λ)ρσM

ρσ + i(Λ−1ε′)µP
µ =
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= I − i

2
(Λ−1) µ

ρ ω
′
µνΛνσM

ρσ + i(Λ−1) ν
µ ε
′
νP

µ =

= I − i

2
Λµρω

′
µνΛνσM

ρσ + iΛνµε
′
νP

µ ⇒

⇒ U(Λ−1Λ′Λ,Λ−1a′) = I − i

2
ω′ρσΛρµΛσνM

µν + iε′µΛµνP
ν

(2.2.9)

Από τις (2.2.7)-(2.2.9) προκύπτει ότι

(U(Λ, 0))−1MρσU(Λ, 0) = ΛρµΛσνM
µν

(2.2.10)

(U(Λ, 0))−1PµU(Λ, 0) = ΛµνP
ν

(2.2.11)

Επομένως, κάτω από την ομάδα SO(1, 3)↑ το Mρσ
μετασχηματίζεται ως τανυστής δεύτερης τάξης,

όπως δείχνει η (2.2.10), και το Pµ μετασχηματίζεται ως τετραδιάνυσμα, όπως φαίνεται από την
(2.2.11).

Θεωρούμε τώρα απειροστό μετασχηματισμό Λ = 1 + ω ∈ SO(1, 3)↑. Αντικαθιστώντας το
μετασχηματισμό αυτό στη (2.2.10) και αγνοώντας τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς ω, λαμβάνουμε
τις σχέσεις μετάθεσης της άλγεβρας Lorentz, (2.1.24). Από την άλλη μεριά, η (2.2.11) δίνει:

(U(Λ, 0))−1PµU(Λ, 0) = ΛµνP
ν ⇒

⇒(U(1 + ω, 0))−1PµU(1 + ω, 0) = (δµν + ωµν)P ν ⇒

⇒
(
I − i

2
ωρσM

ρσ

)−1

Pµ
(
I − i

2
ωλτM

λτ

)
= Pµ + ωµνP

ν ⇒

⇒
(
I − i

2
ωρσM

ρσ

)†
Pµ
(
I − i

2
ωλτM

λτ

)
= Pµ + ωµνP

ν ⇒

⇒
(
I +

i

2
ωρσM

ρσ

)
Pµ
(
I − i

2
ωλτM

λτ

)
= Pµ + ωµνP

ν ⇒

⇒��Pµ − i

2
ωλτP

µMλτ +
i

2
ωρσM

ρσPµ +O(ω2) =��Pµ + ωµνP
ν ⇒

⇒ i

2
ωρσ (MρσPµ − PµMρσ) = ωµνP

ν ⇒

⇒ i

2
ωρσ [Mρσ, Pµ] = ηµρωρσP

σ =
1

2
ωρση

µρP σ +
1

2
ωσρη

µσP ρ ⇒

⇒iωρσ [Mρσ, Pµ] = ωρσ (ηµρP σ − ηµσP ρ)

για αυθαίρετα ωρσ με ωρσ = −ωσρ, όπου έχουμε κρατήσει μόνο τους όρους μέχρι και πρώτης τάξης
ως προς ω. ΄Ετσι, έπεται ότι:

i [Mρσ, Pµ] = ηµρP σ − ηµσP ρ ⇒
⇒ [Mρσ, Pµ] = −i (ηρµP σ − ησµP ρ)
ή

[Mµν , P ρ] = −i (ηµρP ν − ηνρPµ) (2.2.12)

Τέλος, είναι προφανές ότι η ομάδα των μετατοπίσεων στο χώρο Minkowski είναι Αβελιανή, οπότε
οι αντίστοιχοι γεννήτορες ικανοποιούν την τετριμμένη σχέση μετάθεσης:

[Pµ, P ν ] = 0 (2.2.13)

Οι σχέσεις μετάθεσης (2.1.24), (2.2.12) και (2.2.13) δίνουν την άγεβρα Lie της ομάδας Poincaré,
ή άλγεβρα Poincaré:

[Mµν ,Mρσ] = −i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (2.2.14)

[Mµν , P ρ] = −i (ηµρP ν − ηνρPµ) (2.2.15)

[Pµ, P ν ] = 0 (2.2.16)
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2.3 Σπίνορες Weyl

Θεωρούμε την ειδική γραμμική ομάδα SL(2, C), η οποία αποτελείται από τους 2 × 2 πίνακες με
στοιχεία μιγαδικούς αριθμούς και ορίζουσα ίση με 1. Μία γραμμική αναπαράσταση αυτής της ομάδας

είναι μία απεικόνιση από την ομάδα SL(2, C) στην ομάδα των αυτομορφισμών ενός συγκεκριμένου
διανυσματικού χώρου F , δηλαδή:

M ∈ SL(2, C)→ D(M) (2.3.1)

Η ομάδα των αυτομορφισμών του F ορίζεται ως το σύνολο των γραμμικών απεικονίσεων από το F
στο F , που είναι 1-1 και επί, εφοδιασμένο με την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων. Απαιτούμε να
ισχύουν οι σχέσεις:

D(1SL(2,C)) = 1F (2.3.2)

D(M1)D(M2) = D(M2 ·M2), ∀M1,M2 ∈ SL(2, C) (2.3.3)

όπου 1SL(2,C) είναι το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας SL(2, C) (ο ταυτοτικός 2 × 2 πίνακας, I2)

και 1F είναι ο ταυτοτικός μετασχηματισμός στο διανυσματικό χώρο F .
΄Εστω ψ ένα τυχαίο στοιχείο του F και {êi}i=1,2,...,dimF η κανονική βάση του F , ενώ με dimF

συμβολίζουμε τη διάσταση του χώρου F . Τότε έχουμε:

ψ =
dimF∑
n=1

ψnên (2.3.4)

και οι πίνακες αναπαράστασης D(M) δρουν στο ψ με τον ακόλουθο τρόπο:

D(M)ψ =
dimF∑
n=1

ψ′nên (2.3.5)

όπου

ψ′n ≡
dimF∑
i=1

D i
n (M)ψi (2.3.6)

Το σύνολο (D m
n (M)) είναι dimF × dimF πίνακες που καλούνται πίνακες αναπαράστασης, ενώ η

διάσταση της αναπαράστασης ισούται με dimF .
Δύο αναπαραστάσεις D(1), D(2)

λέγονται ισοδύναμες, εάν μπορεί να βρεθεί ένας αντιστρέψιμος

dimF × dimF πίνακας U , τέτοιος ώστε:

D(1)(M) = UD(2)(M)U−1
(2.3.7)

Οι βασικές αναπαραστάσεις της SL(2, C) είναι:

• Η θεμελιώδης αναπαράσταση, η οποία ορίζεται ως

D(M) ≡M, ∀M ∈ SL(2, C) (2.3.8)

Επομένως, η διάσταση της θεμελιώδους αναπαράστασης της SL(2, C) είναι ίση με 2. ΄Ενα
τυχαίο στοιχείο του διανυσματικού χώρου, στον οποίο δρα η αναπαράσταση αυτή, έστω F ,
είναι ένα αντικείμενο δύο μιγαδικών συνιστωσών, ψα, το οποίο μετασχηματίζεται κάτω από
την SL(2, C) ως 5

ψα → ψ′α = M β
α ψβ, α, β = 1, 2 (2.3.9)

Τα αντικείμενα ψα ∈ F , που μετασχηματίζονται σύμφωνα με την (2.3.9) κάτω από την ομάδα
SL(2, C), ονομάζονται αριστερόστροφοι σπίνορεςWeyl, ενώ η θεμελιώδης αναπαράσταση της
SL(2, C) συμβολίζεται ως (1

2 , 0).

5
Υιοθετούμε τη σύμβαση άθροισης του Einstein και για σπινοριακούς δείκτες α, β, . . . .
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• Η συζυγής μιγαδική της θεμελιώδους αναπαράστασης ή αντιθεμελιώδης αναπαράσταση, η
οποία ορίζεται ως

D(M) ≡M∗, ∀M ∈ SL(2, C) (2.3.10)

όπου το ∗ δηλώνει μιγαδική συζυγία. Η διάσταση αυτής της αναπαράστασης ισούται και αυτή
με 2. Συμβολίζουμε το διανυσματικό χώρο, στον οποίο δρα η αντιθεμελιώδης αναπαράσταση

της SL(2, C), με Ḟ . ΄Ενα τυχαίο στοιχείο του χώρου αυτού συμβολίζεται με ψα̇ και είναι ένα
αντικείμενο δύο συνιστωσών που μετασχηματίζεται κάτω από την SL(2, C) ως

ψα̇ → ψ
′
α̇ = (M∗) β̇

α̇ ψβ̇, α̇, β̇ = 1̇, 2̇ (2.3.11)

Τα αντικείμενα ψα̇ ∈ Ḟ , τα οποία μετασχηματίζονται σύμφωνα με την (2.3.11) κάτω από
την ομάδα SL(2, C), ονομάζονται δεξιόστροφοι σπίνορες Weyl, ενώ η αντιθεμελιώδης ανα-
παράσταση της SL(2, C) συμβολίζεται με (0, 1

2).

Εάν θεωρήσουμε τη μιγαδική συζυγή της εξίσωσης (2.3.9):

(ψα)∗ → (M β
α )∗(ψβ)∗

και τη συγκρίνουμε με την (2.3.11), βλέπουμε ότι εάν ορίσουμε (M∗) β̇
α̇ ≡

(
M β
α

)∗
6
, μπορούμε να

ταυτοποιήσουμε το ψα̇ με το (ψα)∗, δηλαδή

ψα̇ = (ψα)∗, α = 1, 2 (2.3.12)

Η θεμελιώδης αναπαράσταση της SL(2, C) και η συζυγής μιγαδική της δεν είναι ισοδύναμες, δηλαδή
δεν είναι δυνατό να βρεθεί αντιστρέψιμος πίνακας C, τέτοιος ώστε M = CM∗C−1

.

Ισχύει ότι η αναπαράσταση της ομάδας SL(2, C) με

D(M) =
(
M−1

)T
(2.3.13)

είναι ισοδύναμη με τη θεμελιώδη αναπαράσταση της ομάδας αυτής, η οποία δίνεται από την (2.3.8).

Για να το αποδείξουμε αυτό, αρκεί να βρούμε ένα 2× 2 αντιστρέψιμο πίνακα ε τέτοιον ώστε

εMε−1 =
(
M−1

)T
(2.3.14)

∀M ∈ S(2, C). ΄Ενας τέτοιος πίνακας είναι ο

ε =

(
0 1
−1 0

)
του οποίου ο αντίστροφος είναι ο

ε−1 =
1

det ε

(
0 −1
1 0

)
det ε=1

=

(
0 −1
1 0

)
Πράγματι, εάν

M =

(
a b
c d

)
είναι ένα τυχαίο στοιχεία της SL(2, C), όπου

detM = ad− bc = 1 (2.3.15)

6
Βλ. σχέση (2.34) στο [8]
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έχουμε

M−1 =
1

detM

(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)
οπότε (

M−1
)T

=

(
d −c
−b a

)
(2.3.16)

΄Ετσι, είναι:

εMε−1 =

(
0 1
−1 0

)(
a b
c d

)(
0 −1
1 0

)
=

=

(
c d
−a −b

)(
0 −1
1 0

)
=

(
d −c
−b a

)
(2.3.16)

=
(
M−1

)T
Ορίζουμε τώρα τους αντισυμμετρικούς τανυστές εαβ και εαβ ως

εαβ ≡ ε =

(
0 1
−1 0

)
και εαβ ≡ ε−1 =

(
0 −1
1 0

)
, (2.3.17)

δηλαδή ε11 = ε22 = ε11 = ε22 = 0 και ε12 = −ε21 = −ε12 = ε21 = 1. Από τους ορισμούς αυτούς,
εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις:

εαβε
βγ = εγβεβα = δγα (2.3.18)

εαβε
δγ = δγαδ

δ
β − δδαδ

γ
β , (2.3.19)

όπου α, β, γ, δ = 1, 2 και δαβ ≡
{

1 αν α = β
0 αν α 6= β

. Με βάση τους ορισμούς (2.3.17), η (2.3.14)

μπορεί να γραφεί ως

εαβM γ
β εγδ =

[
(M−1)T

]α
δ

(2.3.20)

Πολλαπλασιάζοντας την (2.3.20) επί εζα από αριστερά και ε
δη
από δεξιά, παίρνουμε:

εζαε
αβM γ

β εγδε
δη = εζα

[
(M−1)T

]α
δ
εδη

(2.3.18)

=====⇒

⇒δβζM
γ
β δ

η
γ = εζα

[
(M−1)T

]α
δ
εδη ⇒

⇒M η
ζ = εζα

[
(M−1)T

]α
δ
εδη (2.3.21)

Θεωρούμε τώρα έναν αριστερόστροφο σπίνορα Weyl ψα. Αυτός μετασχηματίζεται κάτω από την
ομάδα SL(2, C) ως

ψα →ψ′α = M β
α ψβ

(2.3.21)

= εαγ
[
(M−1)T

]γ
δ
εδβψβ ⇒

⇒εζαψ′α = εζαεαγ
[
(M−1)T

]γ
δ
εδβψβ ⇒

⇒εζαψ′α = δζγ
[
(M−1)T

]γ
δ
εδβψβ =

[
(M−1)T

]ζ
δ
εδβψβ (2.3.22)

Στη συνέχεια, ορίζουμε έναν αριστερόστροφο σπίνορα Weyl με ανταλλοίωτο (άνω) σπινοριακό
δείκτη ως

ψα ≡ εαβψβ (2.3.23)

Από τις (2.3.22) και (2.3.23) έπεται ότι ο σπίνορας ψα μετασχηματίζεται κάτω από την ομάδα
SL(2, C) ως

ψα → ψ′α =
[
(M−1)T

]α
β
ψβ (2.3.24)

Επιπλέον, εάν πολλαπλασιάσουμε την (2.3.23) επί εγα από αριστερά, λαμβάνουμε:

εγαψ
α = εγαε

αβψβ = δβγψβ = ψγ
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ή

ψα = εαβψ
β

(2.3.25)

Συνεπώς, μπορούμε να ανεβάζουμε και να κατεβάζουμε τους δείκτες αριστερόστροφων σπινόρων

Weyl, οι οποίοι δε φέρουν τελεία (undotted indices), χρησιμοποιώντας τους τανυστές εαβ και εαβ
αντίστοιχα, όπως υποδεικνύουν οι σχέσεις (2.3.23) και (2.3.25) αντίστοιχα.

Ακόμη, η αναπαράσταση της ομάδας SL(2, C) με

D(M) =
[
(M∗)−1

]T
=
[
(M∗)T

]−1
=
(
M †
)−1

=
(
M−1

)†
(2.3.26)

είναι ισοδύναμη με την αντιθεμελιώδη αναπαράσταση, που δίνεται από την (2.3.10). Πράγματι,

εργαζόμενοι με παρόμοιο τρόπο όπως και για την απόδειξη της ισοδυναμίας των αναπαραστάσεων

της SL(2, C) που δίνονται από τις (2.3.8) και (2.3.13), μπορούμε να δείξουμε ότι

εM∗ε−1 =
(
M−1

)†
(2.3.27)

∀M ∈ SL(2, C), όπου

ε =

(
0 1
−1 0

)
και ε−1 =

(
0 −1
1 0

)
Ορίζουμε τους αντισυμμετρικούς τανυστές εα̇β̇ και εα̇β̇ , οι οποίοι φέρουν δείκτες με τελεία (dotted
indices), ως

εα̇β̇ ≡ ε =

(
0 1
−1 0

)
και εα̇β̇ ≡ ε

−1 =

(
0 −1
1 0

)
, (2.3.28)

δηλαδή ε1̇1̇ = ε2̇2̇ = ε1̇1̇ = ε2̇2̇ = 0 και ε1̇2̇ = −ε2̇1̇ = −ε1̇2̇ = ε2̇1̇ = 1. Οι τανυστές αυτοί
ικανοποιούν τις σχέσεις:

εα̇β̇ε
β̇γ̇ = εγ̇β̇εβ̇α̇ = δγ̇α̇ (2.3.29)

εα̇β̇ε
δ̇γ̇ = δγ̇α̇δ

δ̇
β̇
− δδ̇α̇δ

γ̇

β̇
, (2.3.30)

όπου α̇, β̇, γ̇, δ̇ = 1̇, 2̇ και δβ̇α̇ ≡
{

1 αν α̇ = β̇

0 αν α̇ 6= β̇
. Με βάση τους ορισμούς (2.3.28), μπορούμε να

γράψουμε την (2.3.27) ως:

εα̇β̇ (M∗) γ̇

β̇
εγ̇δ̇ =

[
(M−1)†

]α̇
δ̇

(2.3.31)

Πολλαπλασιάζοντας την (2.3.31) επί εζ̇α̇ από αριστερά και ε
δ̇η̇
από δεξιά, παίρνουμε:

εζ̇α̇ε
α̇β̇ (M∗) γ̇

β̇
εγ̇δ̇ε

δ̇η̇ = εζ̇α̇

[
(M−1)†

]α̇
δ̇
εδ̇η̇ ⇒

⇒δβ̇
ζ̇

(M∗) γ̇

β̇
δη̇γ̇ = εζ̇α̇

[
(M−1)†

]α̇
δ̇
εδ̇η̇ ⇒

⇒ (M∗) η̇

ζ̇
= εζ̇α̇

[
(M−1)†

]α̇
δ̇
εδ̇η̇ (2.3.32)

Οι δεξιόστροφοι σπίνορες Weyl, οι οποίοι φέρουν δείκτη με τελεία, μετασχηματίζονται κάτω από
την SL(2, C) ως

ψα̇ →ψ
′
α̇ = (M∗) β̇

α̇ ψβ̇
(2.3.32)

= εα̇γ̇

[
(M−1)†

]γ̇
δ̇
εδ̇β̇ψβ̇ ⇒

⇒εζ̇α̇ψ′α̇ = εζ̇α̇εα̇γ̇

[
(M−1)†

]γ̇
δ̇
εδ̇β̇ψβ̇ ⇒

⇒εζ̇α̇ψ′α̇ = δζ̇γ̇

[
(M−1)†

]γ̇
δ̇
εδ̇β̇ψβ̇ =

[
(M−1)†

]ζ̇
δ̇
εδ̇β̇ψβ̇ (2.3.33)
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Ορίζοντας τους δεξιόστροφους σπίνορες Weyl με ανταλλοίωτο (άνω) δείκτη από τη σχέση:

ψ
α̇ ≡ εα̇β̇ψβ̇ (2.3.34)

συμπεραίνουμε, βασιζόμενοι στην (2.3.33), ότι οι τελευταίοι μετασχηματίζονται κάτω από την ομάδα

SL(2, C) ως

ψ
α̇ → ψ

′α̇
=
[
(M−1)†

]α̇
β̇
ψ
β̇

(2.3.35)

Ακόμη, πολλαπλασιάζοντας την (2.3.34) επί εγ̇α̇ από αριστερά, παίρνουμε:

εγ̇α̇ψ
α̇

= εγ̇α̇ε
α̇β̇ψβ̇ = δβ̇γ̇ψβ̇ = ψγ̇

ή

ψα̇ = εα̇β̇ψ
β̇

(2.3.36)

Συνεπώς, μπορούμε να ανεβάζουμε και να κατεβάζουμε τους δείκτες δεξιόστροφων σπινόρωνWeyl,

οι οποίοι φέρουν τελεία, χρησιμοποιώντας τους τανυστές εα̇β̇ και εα̇β̇ αντίστοιχα, όπως υποδεικνύουν
οι (2.3.34) και (2.3.36) αντίστοιχα.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, έχουμε: Για οποιονδήποτεM ∈ SL(2, C), οι πίνακεςM,M∗,
(
M−1

)T
και

(
M−1

)†
αναπαριστούν όλοι την ομάδα SL(2, C). ΄Εχουμε 4 «κατηγορίες» σπινόρων δύο συνι-

στωσών: αριστερόστροφους σπίνορεςWeyl με συναλλοίωτο (κάτω) δείκτη (ψα), αριστερόστροφους
σπίνορες Weyl με ανταλλοίωτο δείκτη (ψα), δεξιόστροφους σπίνορες Weyl με συναλλοίωτο δείκτη

(ψα̇) και δεξιόστροφους σπίνορες Weyl με ανταλλοίωτο δείκτη (ψ
α̇
), οι οποίοι μετασχηματίζονται

κάτω από την ομάδα SL(2, C) ως
ψα → ψ′α = M β

α ψβ (2.3.37α)

ψα → ψ′α =
[
(M−1)T

]α
β
ψβ (2.3.37β)

ψα̇ → ψ
′
α̇ = (M∗) β̇

α̇ ψβ̇ (2.3.37γ)

ψ
α̇ → ψ

′α̇
=
[
(M−1)†

]α̇
β̇
ψ
β̇

(2.3.37δ)

Επιπλέον, εάν θεωρήσουμε τη μιγαδική συζυγή της (2.3.37β):

(ψα)∗ →
{[

(M−1)T
]α
β

}∗ (
ψβ
)∗

και τη συγκρίνουμε με την (2.3.37δ), παρατηρούμε ότι μπορούμε να ταυτοποιήσουμε το ψ
α̇
με το

(ψα)∗:

ψ
α̇

= (ψα)∗ , α = 1, 2 (2.3.37)

αφού [
(M−1)†

]α̇
β̇

=
{[

(M−1)∗
]T}α̇

β̇
=
[
(M−1)∗

] α̇
β̇

=
[
(M−1) α

β

]∗
=
{[

(M−1)T
]α
β

}∗
Επιπρόσθετα, συγκρίνοντας τη μιγαδική συζυγή της (2.3.25) με την (2.3.36) και τη μιγαδική συ-

ζυγή της (2.3.23) με την (2.3.34) και λαμβάνοντας συγχρόνως υπόψη τις (2.3.12) και (2.3.37),

οδηγούμαστε στις ταυτοποιήσεις:

εα̇β̇ = (εαβ)∗, εα̇β̇ = (εαβ)∗ (2.3.38)

όπου α, β = 1, 2. Οι (2.3.38) μπορεί να φαίνονται τετριμμένες, αφού οι τανυστές εαβ και εα̇β̇ ,

όπως και οι εα̇β̇ και εαβ , έχουν πραγματικές συνιστώσες, οι οποίες είναι αριθμητικά ίσες μία προς
μία, αλλά αντανακλούν το γεγονός ότι οι σπινοριακοί δείκτες με τελεία σχετίζονται με τη συζυγή

μιγαδική της θεμελιώδους αναπαράστασης της SL(2, C) (ή την ισοδύναμή της).
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2.4 Η σχέση της ομάδας SL(2, C) με την SO(1, 3)↑

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τη σύνδεση ανάμεσα στην ομάδα SL(2, C) και την ομάδα των
γνήσιων και ορθόχρονων μετασχηματισμών Lorentz, SO(1, 3)↑. Θα δείξουμε αρχικά ότι η ομάδα
SO(1, 3)↑ είναι ομομορφική με την SL(2, C), δηλαδή ότι για κάθε M ∈ SL(2, C) υπάρχει ένας
πίνακας Lorentz Λ = Λ(M) ∈ SO(1, 3)↑, έτσι ώστε

Λ(M1)Λ(M2) = Λ(M1M2) (2.4.1)

για κάθε M1,M2 ∈ SL(2, C).
Ξεκινάμε εισάγοντας ένα σύνολο τεσσάρων πινάκων

σµ = (σ0, ~σ) = (I2, ~σ) (2.4.2)

όπου σ0 = I2 είναι ο 2 × 2 ταυτοτικός πίνακας και ~σ ≡ (σ1, σ2, σ3), όπου σi, i = 1, 2, 3, είναι οι
πίνακες του Pauli:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.4.3)

Ορίζουμε επίσης και την αντίστοιχη της (2.4.2) ποσότητα με συναλλοίωτο (κάτω) δείκτη:

σµ = ηµνσ
ν = (I2,−~σ) (2.4.4)

Θα δείξουμε παρακάτω ότι οι πίνακες σµ, µ = 0, 1, 2, 3, έχουν την εξής δομή σπινοριακών δεικτών:

(σµ)αα̇, (2.4.5)

όπου α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇. Εισάγουμε ακόμη και ένα άλλο σύνολο τεσσάρων πινάκων, σµ, με δομή
σπινοριακών δεικτών

(σµ)α̇α , (2.4.6)

οι οποίοι ορίζονται από τη σχέση:

(σµ)α̇α ≡ εα̇β̇εαβ(σµ)ββ̇ (2.4.7)

Από την (2.4.7) έπεται ότι

εγ̇α̇εγα (σµ)α̇α = εγ̇α̇εγαε
α̇β̇εαβ(σµ)ββ̇ ⇒

⇒εγαεγ̇α̇ (σµ)α̇α = δβ̇γ̇ δ
β
γ (σµ)ββ̇ = (σµ)γγ̇

για κάθε γ = 1, 2, γ̇ = 1̇, 2̇, ή

(σµ)αα̇ = εαβεα̇β̇ (σµ)β̇β (2.4.8)

Βασιζόμενοι στη σχέση ορισμού των σµ, (2.4.7), και στους ορισμούς των τανυστών εαβ και εα̇β̇ ,
μπορούμε να δείξουμε ότι

σµ = (I2,−~σ) (2.4.9)

οπότε

σµ = ηµνσ
ν = (I2, ~σ) (2.4.10)

Επίσης, αποδεικνύεται ότι

Tr(σµσν) = 2ηµν (2.4.11)

Επιπλέον, οι πίνακες σµ, µ = 0, 1, 2, 3, αποτελούν ένα πλήρες σύνολο, με την έννοια ότι κάθε
μιγαδικός 2 × 2 πίνακας μπορεί να εκφραστεί ως ένας γραμμικός συνδυασμός τους. Η αντίστοιχη
σχέση πληρότητας είναι:

(σµ)αα̇ (σµ)β̇β = 2δβαδ
β̇
α̇ (2.4.12)
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Παρατηρούμε τώρα ότι για οποιοδήποτε τετραδιάνυσμα xµ = (x0, x1, x2, x3) ∈M4, ο 2× 2 πίνακας

X = xµσµ =

(
x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

)
(2.4.13)

είναι Ερμιτιανός, ενώ η ορίζουσά του ισούται με

detX =

∣∣∣∣ x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

∣∣∣∣ =

= (x0 − x3)(x0 + x3)−
[
−(x1 − ix2)

] [
−(x1 + ix2)

]
=

= (x0)2 − (x3)2 − (x1 − ix2)(x1 + ix2) =

= (x0)2 − (x3)2 −
[
(x1)2 + (x2)2

]
=

= (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 =

= (x0)2 −
3∑
i=1

(xi)2 ⇒

⇒ detX = det(xµσµ) = ηµνx
µxν = xµxµ (2.4.14)

Επίσης, για κάθε Ερμιτιανό 2× 2 πίνακα X, υπάρχει ένα μοναδικό τετραδιάνυσμα xµ ∈M4, τέτοιο

ώστε

X = xµσµ (2.4.15)

Για να αποδείξουμε την ορθότητα του ισχυρισμού αυτού, θεωρούμε έναν τυχαίο Ερμιτιανό 2 × 2
πίνακα

X =

(
a b− ic

b+ ic d

)
(2.4.16)

όπου τα a, b, c, d είναι αυθαίρετοι πραγματικοί αριθμοί. ΄Εστω xµ = (x0, x1, x2, x3) ένα τετραδιάνυ-
σμα, για το οποίο ισχύει η (2.4.15). Τότε, έχουμε:(

a b− ic
b+ ic d

)
=

(
x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

)
⇔

⇔


x0 − x3 = a
−x1 + ix2 = b− ic
−x1 − ix2 = b+ ic
x0 + x3 = d

⇔


x0 = 1

2(a+ d)
x1 = −b
x2 = −c
x3 = −1

2(a− d)

Συνεπώς, για τον τυχόντα 2 × 2 Ερμιτιανό πίνακα (2.4.16), το τετραδιάνυσμα xµ = (1
2(a +

d),−b,−c,−1
2(a− d)) είναι το μοναδικό για το οποίο ισχύει η (2.4.15).

Θεωρούμε τώρα ένα τυχαίο τετραδιάνυσμα xµ ∈ M4 και ένα τυχαίο πίνακα M ∈ SL(2, C). Ο
2× 2 πίνακας

X ′ ≡MXM † ≡MxµσµM
†

είναι Ερμιτιανός, όπως και ο X = xµσµ, αφού

X ′† =
(
MXM †

)†
=
(
M †
)†
X†M †

X†=X
= MXM † = X ′

Επομένως, υπάρχει ένα τετραδιάνυσμα, έστω x′µ, τέτοιο ώστε

X ′ = x′µσµ = MxµσµM
†

(2.4.17)

Επειδή M ∈ SL(2, C), είναι detM = 1 και det(M †) = det
[
(M∗)T

]
= det(M∗) = (detM)∗ = 1,

άρα από την (2.4.17) έπεται ότι

det
(
x′µσµ

)
= det

(
MxµσµM

†
)

= (detM)(det(xµσµ))(det(M †)) =
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= det (xµσµ)
(2.4.14)

=====⇒
⇒ x′µx′µ = xµxµ (2.4.18)

Συνεπώς, υπάρχει ένας μετασχηματισμός Lorentz Λ, που εξαρτάται από την επιλογή τουM , τέτοιος
ώστε

x′µ = Λµνx
ν

(2.4.19)

Αντικαθιστώντας την (2.4.19) στη (2.4.17), παίρνουμε:

Λµνx
νσµ = MxµσµM

†
ή

Λµνσµx
ν = MσνM

†xν

για αυθαίρετο xµ ∈M4. ΄Αρα:

Λµνσµ = MσνM
†

(2.4.20)

Για να προσδιορίσουμε το Λµν , πολλαπλασιάζουμε την (2.4.20) επί σρ από δεξιά, όπου ρ = 0, 1, 2, 3,
και παίρνουμε το ίχνος (Tr) της προκύπτουσας ισότητας πινάκων:

Tr(MσνM
†σρ) = Tr(Λµνσµσ

ρ) = Λµν Tr(σµσ
ρ)
(2.4.11)

=

= Λµν · (2η ρ
µ ) = 2ηρµΛµν = 2δρµΛµν = 2Λρν ⇒

⇒ Λρν =
1

2
Tr
[
(MσνM

†)σρ
]

=
1

2
Tr(σρMσνM

†)

ή Λµν = Λµν(M) =
1

2
Tr(σµMσνM

†) (2.4.21)

Θα αποδείξουμε τώρα ότι για κάθε M ∈ SL(2, C), ο πίνακας Λ που ορίζεται από την (2.4.21)
αντιστοιχεί σε γνήσιο και ορθόχρονο μετασχηματισμό Lorentz, δηλαδή

det(Λ(M)) = +1 (2.4.22)

και

Λ0
0(M) ≥ 1 (2.4.23)

για κάθε M ∈ SL(2, C). Για την απόδειξη της (2.4.22) παρατηρούμε ότι

Λµν(I2) =
1

2
Tr(σµσν) =

1

2
Tr(σνσ

µ) =

=
1

2
(2η µ

ν ) = ηµν = δµν = 1
µ
ν ,

όπου 1 είναι το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας Lorentz O(1, 3) (και προφανώς και της SO(1, 3)↑).
΄Αρα

det(Λ(I2)) = det(1) = 1 (2.4.24)

Επίσης, είναι:

det(Λ(M)) = +1 ή det(Λ(M)) = −1 (2.4.25)

∀M ∈ SL(2, C), αφού ο πίνακας Λ(M) αντιστοιχεί σε μετασχηματισμό Lorentz. ΄Ομως, η ορίζουσα
det Λ είναι μία συνεχής συνάρτηση του Λ, οπότε από τις (2.4.24) και (2.4.25) έπεται ότι η det(Λ(M))
πρέπει να ισούται με +1, καθώς το M διατρέχει την SL(2, C). Για να αποδείξουμε την (2.4.23),
αρχικά παρατηρούμε ότι για µ = ν = 0 η (2.4.21) δίνει:

Λ0
0(M) =

1

2
Tr
(
σ0Mσ0M

†
)
σ0=σ0=I2=

1

2
Tr(MM †)
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για οποιονδήποτε M ∈ SL(2, C). Για τυχόν στοιχείο της ομάδας SL(2, C)

M =

(
a b
c d

)
όπου detM = ad− bc = 1, έχουμε:

Tr(MM †) = Tr

[(
a b
c d

)(
a∗ c∗

b∗ d∗

)]
= |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 > 0⇒

⇒ Λ0
0(M) =

1

2
Tr(MM †) > 0 (2.4.26)

Επίσης, για κάθε M ∈ SL(2, C), είναι:

Λ0
0(M) ≤ −1 ή Λ0

0(M) ≥ 1, (2.4.27)

αφού ο Λ(M) αντιστοιχεί σε μετασχηματισμό Lorentz. Από τις (2.4.26) και (2.4.27) έπεται ότι:

Λ0
0(M) ≥ 1, ∀ M ∈ SL(2, C)

Με δεδομένες τις δομές σπινοριακών δεικτών που αποδώσαμε στους πίνακες της ομάδας SL(2, C)
M και M∗ (βλ. (2.3.9) και (2.3.11) αντίστοιχα), προκύπτει ότι η σωστή δομή σπινοριακών δεικτών
για την (2.4.17) είναι

x′µ(σµ)αα̇ = M β
α xµ(σµ)ββ̇(M∗) β̇

α̇

όπου έχουμε κάνει χρήση του γεγονότος ότι (M †)β̇α̇ ≡
[
(M∗)T

]β̇
α̇

= (M∗) β̇
α̇ . Επομένως, συμπε-

ραίνουμε ότι η σωστή δομή σπινοριακών δεικτών για τους πίνακες σµ είναι πράγματι η (2.4.5).
Ας θεωρήσουμε τώρα την απεικόνιση

φ : SL(2, C)→ SO(1, 3)↑

η οποία ορίζεται από τον κανόνα αντιστοίχισης

M → Λµν(M) =
1

2
Tr
(
σµMσνM

†
)

Η απεικόνιση αυτή είναι ένας ομομορφισμός από την ομάδα SL(2, C) στην ομάδα SO(1, 3)↑, δηλαδή
για κάθε M1,M2 ∈ SL(2, C) είναι:

Λµν(M1)Λνρ(M2) = Λµρ(M1M2) (2.4.28)

Πράγματι, εάν M1,M2 ∈ SL(2, C), έχουμε:

Λµν(M1)Λνρ(M2) =

[
1

2
Tr
(
σµM1σνM

†
1

)] [1

2
Tr
(
σνM2σρM

†
2

)]
=

=
1

4
Tr
(
σµM1σνM

†
1

)
Tr
(
σνM2σρM

†
2

)
=

=
1

4
(σµ)α̇α(M1) β

α (σν)ββ̇(M †1)β̇α̇(σν)γ̇γ(M2) δ
γ (σρ)δδ̇(M

†
2)δ̇γ̇ =

=
1

4
(σν)ββ̇(σν)γ̇γ(σµ)α̇α(M1) β

α (M †1)β̇α̇(M2) δ
γ (σρ)δδ̇(M

†
2)δ̇γ̇ =

(2.4.12)

=
1

4
(2δγβδ

γ̇

β̇
)(σµ)α̇α(M1) β

α (M †1)β̇α̇(M2) δ
γ (σρ)δδ̇(M

†
2)δ̇γ̇ =

=
1

2
(σµ)α̇α(M1) β

α (M †1)β̇α̇(M2) δ
β (σρ)δδ̇(M

†
2)δ̇

β̇
=
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=
1

2
(σµ)α̇α(M1) β

α (M2) δ
β (σρ)δδ̇(M

†
2)δ̇

β̇
(M †1)β̇α̇ =

=
1

2
(σµ)α̇α(M1M2) δ

α (σρ)δδ̇(M
†
2M

†
1)δ̇α̇ =

=
1

2
Tr
(
σµM1M2σρM

†
2M

†
1

)
=

=
1

2
Tr
[
σµ(M1M2)σρ(M1M2)†

]
=

=Λµρ(M1M2)

Το επόμενο βήμα είναι να δούμε πώς μπορούμε, με δεδομένο έναν οποιονδήποτε μετασχηματισμό

Λ ∈ SO(1, 3)↑, να κατασκευάσουμε έναν πίνακα M ∈ SL(2, C), τέτοιον ώστε να ικανοποιείται η
(2.4.21). Ξεκινάμε από τη σχέση (2.4.20):

Λµνσµ = MσνM
†

όπου ο πίνακας Λµν , που περιγράφει μετασχηματισμό Lorentz, δίνεται από την (2.4.21). Πολλαπλα-
σιάζοντας την τελευταία σχέση επί σν από δεξιά και αθροίζοντας ως προς ν, λαμβάνουμε:

Λµνσµσ
ν = MσνM

†σν (2.4.29)

Για κάθε M ∈ SL(2, C) είναι:
σµMσµ = 2 Tr(M)I2 (2.4.30)

Πράγματι, εάν θεωρήσουμε ένα τυχαίο στοιχείο της ομάδας SL(2, C):

M =

(
a b
c d

)
όπου a, b, c, d μιγαδικοί αριθμοί, τέτοιοι ώστε detM = ad− bc = 1, έχουμε:

σµMσµ =σ0Mσ0 + σ1Mσ1 + σ2Mσ2 + σ3Mσ3 (2.4.4),(2.4.9)
=

=I2MI2 + (−σ1)M(−σ1) + (−σ2)M(−σ2) + (−σ3)M(−σ3) =

=M + σ1Mσ1 + σ2Mσ2 + σ3Mσ3 =

=

(
a b
c d

)
+

(
0 1
1 0

)(
a b
c d

)(
0 1
1 0

)
+

+

(
0 −i
i 0

)(
a b
c d

)(
0 −i
i 0

)
+

+

(
1 0
0 −1

)(
a b
c d

)(
1 0
0 −1

)
=

=

(
a b
c d

)
+

(
c d
a b

)(
0 1
1 0

)
+

(
−ic −id
ia ib

)(
0 −i
i 0

)
+

+

(
a b
−c −d

)(
1 0
0 −1

)
=

=

(
a b
c d

)
+

(
d c
b a

)
+

(
d −c
−b a

)
+

(
a −b
−c d

)
=

=

(
2(a+ d) 0

0 2(a+ d)

)
= 2(a+ d)I2 = 2 Tr(M)I2

Από τις (2.4.29) και (2.4.30),σε συνδυασμό με το γεγονός ότι εάν M ∈ SL(2, C), τότε και M † ∈
SL(2, C), έπεται ότι

Λµνσµσ
ν = M

[
2 Tr(M †)

]
I2 = 2 Tr(M †)M (2.4.31)
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άρα

M = M(Λ) =
1

2 Tr(M †)
Λµνσµσ

ν
(2.4.32)

Παίρνοντας την ορίζουσα των δύο μελών της (2.4.31), έχουμε:

det (Λµνσµσ
ν) =

[
2 Tr(M †)M

]
=
[
2 Tr(M †)

]2
detM︸ ︷︷ ︸

=

1

⇒

⇒ 2 Tr(M †) = ± [det (Λµνσµσ
ν)]

1
2 (2.4.33)

(2.4.32)
(2.4.33)

=====⇒M(Λ) = ± 1

[det (Λµνσµσν)]
1
2

Λµνσµσ
ν

(2.4.34)

΄Ετσι, για οποιονδήποτε μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑, υπάρχουν δύο στοιχεία της ο-
μάδας SL(2, C), για τα οποία ικανοποιείται η (2.4.21), που δίνονται από την (2.4.34), οπότε ο
ομομορφισμός φ από την SL(2, C) στην SO(1, 3)↑ είναι 2-1 και η εικόνα του φ,

Imφ ≡
{

Λ ∈ SO(1, 3)↑|Λµν =
1

2

(
σµMσνM

†
)
για κάποιο M ∈ SL(2, C)

}
είναι ολόκληρη η ομάδα SO(1, 3)↑, με άλλα λόγια, η απεικόνιση φ είναι επί. Επίσης, μπορούμε να
βρούμε τον πυρήνα του ομομορφισμού φ,

kerφ ≡ {M ∈ SL(2, C)|Λµν(M) = 1
µ
ν = δµν }

όπου 1 είναι ο ταυτοτικός μετασχηματισμός Lorentz. Από τον ορισμό του kerφ, είναι προφανές
ότι τα στοιχεία του είναι οι πίνακες M ∈ SL(2, C), οι οποίοι προκύπτουν από την (2.4.34), εάν
θέσουμε Λ = 1:

M(1) = ± 1

[det (1µνσµσν)]
1
2

1
µ
νσµσ

ν = ± 1

[det (δµνσµσν)]
1
2

δµνσµσ
ν =

= ± 1

[det (σµσµ)]
1
2

σµσ
µ = ± 1

[det (4I2)]
1
2

· (4I2) = ± 1

16
1
2

· (4I2) = ±I2

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι:

σµσ
µ = σ0σ

0 +
3∑
i=1

σiσ
i = I2I2 +

3∑
i=1

(−σi)(−σi) =

= I2 +
3∑
i=1

(σi)2 = I2 +
3∑
i=1

I2 = 4I2

Επομένως, ο πυρήνας του ομομορφισμού φ είναι η κυκλική ομάδα 2ης τάξης

Z2 = {±I2}

Με δεδομένα ότι η απεικόνιση φ : SL(2, C) → SO(1, 3)↑ είναι ομομορφισμός, kerφ = Z2 και

Imφ = SO(1, 3)↑, από το πρώτο θεώρημα ισομορφισμών7 για ομάδες έπεται ότι η ομάδα SO(1, 3)↑

7
΄Εστω G και H δύο ομάδες και φ : G→ H ένας ομομορφισμός. Τότε:

1. Ο πυρήνας της φ είναι κανονική υποομάδα της G.

2. Η εικόνα της φ είναι υποομάδα της H.

3. Η εικόνα της φ είναι ισομορφική με την ομάδα πηλίκου G�kerφ.
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είναι ισομορφική με την ομάδα παραγόντων πηλίκου (quotient group ή factor group) SL(2, C)�Z2
.

Για να δηλώσουμε αυτή τη σχέση ισομορφισμού, γράφουμε

SO(1, 3)↑ ∼= SL(2, C)�Z2
(2.4.35)

Ακόμη, η ομάδα SL(2, C), θεωρούμενη ως μία πολλαπλότητα, είναι απλώς συνεκτική. Αυτό μπο-
ρεί να αποδειχθεί ως εξής: Από το θεώρημα της πολικής παραγοντοποίησης πινάκων, έπεται ότι

οποιοσδήποτε μιγαδικός αντιστρέψιμος 2× 2 πίνακας M , μπορεί να γραφεί στη μορφή

M = UeH (2.4.36)

όπου U μοναδιακός 2× 2 πίνακας και H Ερμιτιανός 2× 2 πίνακας:

U †U = I2 (2.4.37)

H† = H (2.4.38)

Από την (2.4.37) έπεται ότι

1 = det(I2) = det(U †U) = (detU †)(detU) = (detU)∗(detU) = | detU |2 ⇒
⇒ |detU | = 1 (2.4.39)

Επιπλέον, αν M ∈ SL(2, C), έχουμε:

1 = detM = det(UeH) = (detU) det(eH) = (detU)eTrH ⇒
⇒detU = e−TrH

(2.4.40)

Το e−TrH
είναι θετικός πραγματικός αριθμός (αφού ο πίνακας H, ως Ερμιτιανός, έχει πραγματικά

διαγώνια στοιχεία), άρα σύμφωνα με την (2.4.40), το ίδιο ισχύει και για την detU . Επομένως, λόγω
και της (2.4.39), έπεται ότι detU = 1, οπότε η (2.4.40) δίνει

e−TrH = 1⇒ TrH = 0

Επίσης, η παραγοντοποίηση (2.4.36) είναι μοναδική, οπότε από τοπολογική άποψη, η SL(2, C)
είναι το ευθύ γινόμενο του χώρου όλων των δυνατών U και του χώρου όλων των δυνατών H.
Οποιοσδήποτε Ερμιτιανός 2× 2 πίνακας H με μηδενικό ίχνος μπορεί να γραφεί ως

H =

(
c a− ib

a+ ib −c

)
όπου τα a, b, c είναι πραγματικοί αριθμοί που δεν υπόκεινται σε κανένα περιορισμό. ΄Αρα, ο χώρος
όλων των H είναι τοπολογικά ο ίδιος με τον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο, R3. Από την άλλη

μεριά, οποιοσδήποτε μοναδιακός 2× 2 πίνακας με ορίζουσα ίση με 1 μπορεί να γραφεί ως

U =

(
d+ ie f + ig
−f + ig d− ie

)
όπου τα d, e, f, g είναι πραγματικοί αριθμοί υποκείμενοι στο μή γραμμικό περιορισμό:

d2 + e2 + f2 + g2 = 1

άρα ο χώρος όλων των δυνατών U, SU(2), είναι τοπολογικά ο ίδιος με τη μοναδιαία σφαίρα, S3, στον

τετραδιάστατο Ευκλείδειο χώρο. Συνεπώς, η ομάδα SL(2, C), θεωρούμενη ως μία πολλαπλότητα,
είναι τοπολογικά η ίδια με το ευθύ γινόμενο R3 × S3. Ισχύει ότι οι χώροι R3 και S3 είναι απλά

συνεκτικοί, που σημαίνει ότι οποιαδήποτε καμπύλη που συνδέει δύο σημεία του R3 ή του S3 μπορεί

να παραμορφωθεί με συνεχή τρόπο σε οποιαδήποτε άλλη καμπύλη που συνδέει τα ίδια σημεία.
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Επομένως, και το ευθύ γινόμενο R3 × S3 είναι απλά συνεκτικός χώρος, οπότε η ομάδα SL(2, C)

είναι απλά συνεκτική. Αντιθέτως, η ομάδα SO(1, 3)↑, η οποία είναι ισομορφική με την SL(2, C)�Z2
,

δεν είναι απλά συνεκτική. Για την ακρίβεια, μπορεί να δειχθεί ότι είναι διπλά συνεκτική
8
.

Το γεγονός ότι η ομάδα SO(1, 3)↑ δεν είναι απλά συνεκτική πρέπει να μας ανησυχεί. Οι απλά
συνεκτικές ομάδες έχουν την ιδιότητα ότι χαρακτηρίζονται από μία 1-1 αντιστοιχία ανάμεσα στις

αναπαραστάσεις της ομάδας και στις αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie αυτής. Αυτό δε συμβαίνει για
τις μη απλά συνεκτικές ομάδες Lie, όπως είναι η ομάδα SO(1, 3)↑. Για παράδειγμα, εάν θεωρήσουμε
τις σπινοριακές αναπαραστάσεις (1

2 , 0) και (0, 1
2) της άλγεβρας Lie της SO(1, 3)↑, ισχύει ότι για

τους αντίστοιχους πίνακες αναπαράστασης Sµν (των οποίων τις ρητές εκφράσεις θα δώσουμε στην

ενότητα 2.6), οι πίνακες M(Λ) = e−
i
2
ωµνSµν (σχέση (2.1.32)) δεν αποτελούν αναπαράσταση της

SO(1, 3)↑, δηλαδή δεν ισχύει M(Λ)M(Λ′) = M(ΛΛ′) ∀ Λ,Λ′ ∈ SO(1, 3)↑.
Ωστόσο, για οποιαδήποτε συνεκτική ομάδα Lie, G, υπάρχει ένα «καθολικό κάλυμμα» («universal

covering group») G̃ με τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Η G̃ είναι απλά συνεκτική.

2. Υπάρχει ένας ομομορφισμός ρ : G̃ → G τέτοιος ώστε G ∼= G̃�ker ρ, όπου ο πυρήνας του ρ,

ker ρ, είναι μία διακριτή υποομάδα του κέντρου της G̃9

Για την ομάδα SO(1, 3)↑, το αντίστοιχο «καθολικό κάλυμμα» είναι η ομάδα SL(2, C), η οποία έχει
και τις δύο παραπάνω ιδιότητες (όπου G = SO(1, 3)↑ και G̃ = SL(2, C)). Πράγματι, προηγουμένως
δείξαμε ότι η ομάδα SL(2, C) είναι απλά συνεκτική και βρήκαμε έναν ομομορφισμό φ : SL(2, C)→
SO(1, 3)↑, για τον οποίο ισχύει ότι SO(1, 3)↑ ∼= SL(2, C)�kerφ, όπου ο kerφ = Z2 = {±I2} είναι
υποομάδα του κέντρου της SL(2, C), αφού τα στοιχεία του, ±I2, μετατίθενται με κάθε στοιχείο της

SL(2, C).
Επειδή κάτω από γνήσιους και ορθόχρονους μετασχηματισμούς Lorentz, τα διάφορα πεδία μετα-

σχηματίζονται σύμφωνα με αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie της SO(1, 3)↑, so(1, 3), πρέπει κανείς
να γνωρίζει τις αναπαραστάσεις της άλγεβρας so(1, 3) αντί για τις αναπαραστάσεις της ομάδας
SO(1, 3)↑. Από την παραπάνω συζήτηση μπορούμε να συμπεράνουμε ότι για να κατασκευάσου-
με αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lorentz, so(1, 3), αρκεί να καθορίσουμε τις αναπαραστάσεις της
SL(2, C).
Στην προηγούμενη ενότητα, παρουσιάσαμε τις βασικές μη αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις της

ομάδας SL(2, C). Τα αντικείμενα που μετασχηματίζονται σύμφωνα με τη θεμελιώδη και την α-
ντιθεμελιώδη αναπαράσταση της ομάδας SL(2, C) ή ισοδύναμα, σύμφωνα με την αριστερόστροφη
σπινοριακή και δεξιόστροφη σπινοριακή αναπαράσταση της άλγεβρας Lorentz αντίστοιχα, είναι οι
αριστερόστροφοι και δεξιόστροφοι σπίνορες Weyl αντίστοιχα.
΄Εστω τώρα ένας δισπίνορας Vαα̇, δηλαδή ένα αντικείμενο, το οποίο μετασχηματίζεται κάτω

από την ομάδα SL(2, C) σύμφωνα με την (1
2 , 0) ⊗ (0, 1

2) = (1
2 ,

1
2) αναπαράστασή της (όπου με ⊗

συμβολίζεται το γινόμενο Kronecker):

Vαα̇ → V ′αα̇ = M β
α (M∗) β̇

α̇ Vββ̇ (2.4.41)

όπου M ∈ SL(2, C), α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇. Το αντικείμενο

V µ ≡ 1

2
(σµ)α̇α Vαα̇ (2.4.42)

8
Παραπέμπουμε στην ενότητα 2.7 στο [3] για τα αντίστοιχα επιχειρήματα
9
Το κέντρο μίας ομάδας ορίζεται G, Z(G), ορίζεται ως:

Z(G) ≡ {z ∈ G|zg = gz, ∀ g ∈ G}
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μετασχηματίζεται ως τετραδιάνυσμα κάτω από την ομάδα Lorentz. Πράγματι, είναι:

V µ → V ′µ =
1

2
(σµ)α̇α V ′αα̇ =

1

2
(σµ)α̇αM β

α (M∗) β̇
α̇ Vββ̇ =

=
1

2
(σµ)α̇αM β

α (M †)β̇α̇Vββ̇ =

=
1

2
(σµ)α̇αM γ

α δ
β
γ (M †)δ̇α̇δ

β̇

δ̇
Vββ̇ =

=
1

2
(σµ)α̇α δβγ δ

β̇

δ̇
M γ
α (M †)δ̇α̇Vββ̇

(2.4.12)

=

=
1

2
(σµ)α̇α

1

2
(σν)γδ̇(σ

ν)β̇βM γ
α (M †)δ̇α̇Vββ̇ =

=
1

2
(σµ)α̇αM γ

α (σν)γδ̇(M
†)δ̇α̇

1

2
(σν)β̇βVββ̇

(2.4.42)

=

=
1

2
Tr
(
σµMσνM

†
)
V ν =

= Λµν(M)V ν

Από την άλλη μεριά, για οποιοδήποτε τετραδιάνυσμα V µ
υπάρχει ένας δισπίνορας Vαα̇, τέτοιος ώστε

να ικανοποιείται η (2.4.42). Για να τον προσδιορίσουμε, πολλαπλασιάζουμε την (2.4.42) επί (σµ)ββ̇
και αθροίζουμε ως προς µ:

(σµ)ββ̇ V
µ =

1

2
(σµ)ββ̇ (σµ)α̇αVαα̇ =

=
1

2

(
2δαβ δ

α̇
β̇

)
Vαα̇ = Vββ̇

ή Vαα̇ = (σµ)αα̇ Vµ (2.4.43)

Τέλος, επαληθεύουμε ότι για οποιοδήποτε τετραδιάνυσμα V µ
, η ποσότητα (2.4.43) μετασχηματίζεται

κάτω από την ομάδα SL(2, C) (ή SO(1, 3)↑) σύμφωνα με την (1
2 ,

1
2) αναπαράστασή της:

Vαα̇ → V ′αα̇ = (σµ)αα̇ V
′µ =

= (σµ)αα̇ ΛµνV
ν = (όπου Λ ∈ SO(1, 3)↑)

= (σµ)αα̇
1

2
Tr
[
σµM(Λ)σν (M(Λ))†

]
V ν =

=
1

2
(σµ)αα̇ (σµ)β̇γ (M(Λ)) δ

γ (σν)δδ̇

(
M(Λ)†

)δ̇
β̇
V ν =

=
1

2

(
2δγαδ

β̇
α̇

)
(M(Λ)) δ

γ (σν)δδ̇

(
M(Λ)†

)δ̇
β̇
V ν =

= (M(Λ)) δ
α (σν)δδ̇

(
M(Λ)†

)δ̇
α̇
V ν =

= (M(Λ)) δ
α (M(Λ)∗) δ̇

α̇ (σν)δδ̇V
ν =

= (M(Λ)) δ
α (M(Λ)∗) δ̇

α̇ Vδδ̇

΄Οπως φαίνεται από τις (2.4.42) και (2.4.43), οι σ-πίνακες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη
μετατροπή τετραδιανυσματικών δεικτών σε σπινοριακούς δείκτες και το αντίστροφο, σύμφωνα με το

γενικό κανόνα ότι ένας τετραδιανυσματικός δείκτης ισοδυναμεί με ένα ζεύγος σπινοριακών δεικτών,

ενός με τελεία (dotted) και ενός χωρίς τελεία (undotted).

2.5 Πράξεις με σπίνορες Weyl

Στην ενότητα αυτή, θα δούμε κάποιες πράξεις με σπίνορεςWeyl και θα αποδείξουμε αρκετές χρήσι-
μες ταυτότητες. Σε τέτοιου είδους πράξεις παίζει κεντρικό ρόλο το ακόλουθο αξίωμα:
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Αξίωμα

Οι συνιστώσες των σπινόρων Weyl είναι μεταβλητές Grassmann, δηλαδή αντιμετατίθενται με-
ταξύ τους. Αυτό σημαίνει ότι για δύο οποιουσδήποτε αριστερόστροφους σπίνορες Weyl ψ και
χ, είναι:

{ψα, χβ} = {ψα, χβ} = {ψα, χβ} = {ψα, χβ} = 0 (2.5.1)

Ομοίως, για δύο δεξιόστροφους σπίνορες Weyl ψ και χ, είναι:

{ψα̇, χβ̇} = {ψα̇, χβ̇} = {ψα̇, χβ̇} = {ψα̇, χβ̇} = 0 (2.5.2)

Επίσης, κάθε συνιστώσα ενός αριστερόστροφου σπίνορα Weyl αντιμετατίθεται με κάθε συνι-
στώσα ενός δεξιόστροφου σπίνορα Weyl:

{ψα, χβ̇} = {ψα, χβ̇} = {ψα, χβ̇} = {ψα, χβ̇} = 0 (2.5.3)

όπου

{ψα, χβ} ≡ ψαχβ + χβψα κ.ο.κ.

Για δύο αριστερόστροφους σπίνορες Weyl χ και ψ ορίζουμε τον εξής διγραμμικό συνδυασμό:

ψχ ≡ ψαχα = εαβψβχα = εαβψ
αχβ (2.5.4)

ο οποίος είναι αναλλοίωτος κάτω από την ομάδα SL(2, C) (ή, ισοδύναμα, Lorentz αναλλοίωτος).
Πράγματι, έχουμε:

ψχ→ ψ′χ′ = ψ′αχ′α
(2.3.37β),(2.3.37α)

=
[
(M−1)T

]α
β
ψβM γ

α χγ =

= ψβ(M−1) α
β M

γ
α χγ = ψβδγβχγ = ψβχβ = ψχ

Επίσης, για δύο δεξιόστροφους σπίνορες Weyl ψ και χ, ο διγραμμικός συνδυασμός

ψχ ≡ ψα̇χα̇ = εα̇β̇ψ
β̇
χα̇ = εα̇β̇ψα̇χβ̇ (2.5.5)

είναι αναλλοίωτος κάτω από την ομάδα SL(2, C) (ή, ισοδύναμα, Lorentz αναλλοίωτος), αφού:

ψχ→ ψ
′
χ′ = ψ

′
α̇χ
′α̇ (2.3.37δ),(2.3.37γ)= (M∗) β̇

α̇ ψβ̇

[
(M−1)†

]α̇
γ̇
χγ̇ =

= ψβ̇(M∗) β̇
α̇

[
(M−1)∗

] α̇
γ̇
χγ̇ = ψβ̇

[
(M∗)−1

] α̇
γ̇

(M∗) β̇
α̇ χ

γ̇ =

= ψβ̇δ
β̇
γ̇χ

γ̇ = ψβ̇χ
β̇ = ψχ

Κάνοντας χρήση των σχέσεων αντιμετάθεσης (2.5.1) μπορούμε να δείξουμε ότι ο διγραμμικός συν-

δυασμός (2.5.4) είναι συμμετρικός στην εναλλαγή των ψ και χ, δηλαδή:

ψχ = χψ (2.5.6)

Πράγματι, είναι:

ψχ = ψαχα = εαβψβχα = −εαβχαψβ
εαβ=−εβα

= εβαχαψβ = χβψβ = χψ

Ομοίως, ο διγραμμικός συνδυασμός (2.5.5) είναι συμμετρικός στην εναλλαγή των ψ και χ, δηλαδή:

ψχ = χψ (2.5.7)

30



το οποίο μπορούμε να αποδείξουμε χρησιμοποιώντας τις (2.5.2):

ψχ = ψα̇χ
α̇ = εα̇β̇ψα̇χβ̇ = −εα̇β̇χβ̇ψα̇

εα̇β̇=−εβ̇α̇
= χβ̇ε

β̇α̇ψα̇ = χβ̇ψ
β̇

= χψ

Εάν ψ είναι ένας αριστερόστροφος σπίνορας Weyl και χ ένας δεξιόστροφος σπίνορας Weyl, η
διγραμμική ποσότητα

ψσµχ ≡ ψα(σµ)αα̇χ
α̇

(2.5.8)

μετασχηματίζεται ως τετραδιάνυσμα κάτω από την ομάδα Lorentz. Για να το δείξουμε αυτό, ξεκινάμε
από την ταυτότητα:

ψσµχ = −χ σµψ ≡ −χα̇(σµ)α̇αψα (2.5.9)

η ισχύς της οποίας μπορεί εύκολα να αποδειχθεί. Συγκεκριμένα, έχουμε:

ψσµχ = ψα(σµ)αα̇χ
α̇ (2.5.3)= −χα̇(σµ)αα̇ψ

α (2.4.8)= −χα̇εαβεα̇β̇ (σµ)β̇β ψα =

= −εα̇β̇χ
α̇ (σµ)β̇β εαβψ

α = −(−εβ̇α̇)χα̇ (σµ)β̇β (−εβα)ψα =

= −εβ̇α̇χ
α̇ (σµ)β̇β εβαψ

α = −χβ̇ (σµ)β̇β ψβ = −χ σµψ

Παρατηρούμε τώρα ότι η διγραμμική ποσότητα −χ σµψ = −(σµ)α̇αχα̇ψα είναι ειδική περίπτωση
της (2.4.42) με Vαα̇ = −2χα̇ψα = 2ψαχα̇, άρα μετασχηματίζεται ως τετραδιάνυσμα κάτω από την
ομάδα Lorentz, SO(1, 3)↑, οπότε το ίδιο ισχύει και για την ψσµχ.
Ακόμη, για δύο οποιουσδήποτε αριστερόστροφους σπίνορες Weyl ψ και χ, ο διγραμμικός συν-

δυασμός

ψσµσνχ ≡ ψα(σµ)αα̇(σν)α̇βχβ (2.5.10)

μετασχηματίζεται ως τανυστής δεύτερης τάξης κάτω από την ομάδα Lorentz. Το ίδιο ισχύει και για
τη διγραμμική ποσότητα

ψσµσνχ ≡ ψα̇(σµ)α̇α(σν)αβ̇χ
β̇, (2.5.11)

όπου τα ψ και χ είναι δεξιόστροφοι σπίνορες Weyl. Ισχύουν οι εξής ταυτότητες:

ψσµσνχ = χσνσµψ (2.5.12)

ψσµσνχ = χ σνσµψ (2.5.13)

Οι (2.5.12) και (2.5.13) μπορούν να αποδειχθούν με χρήση των (2.4.7) και (2.4.8). Παραθέτουμε

ενδεικτικά την απόδειξη της (2.5.12):

ψσµσνχ = ψα(σµ)αα̇(σν)α̇βχβ
(2.4.7),(2.4.8)

=

= ψαεαγεα̇γ̇(σµ)γ̇γεα̇δ̇εβδ(σν)δδ̇χβ =

= (−εγα)ψα(−εγ̇α̇)(σµ)γ̇γεα̇δ̇(σν)δδ̇(−ε
δβ)χβ =

= −ψγδδ̇γ̇(σµ)γ̇γ(σν)δδ̇χ
δ =

= −ψγ(σµ)δ̇γ(σν)δδ̇χ
δ (2.5.1)=

= χδ(σν)δδ̇(σ
µ)δ̇γψγ =

= χσνσµψ

Σε αυτό το σημείο επισημαίνουμε ότι από τους ορισμούς (2.5.4), (2.5.5), (2.5.8), (2.5.10) και (2.5.11)

καθίσταται σαφές ότι έχουμε υιοθετήσει μία σύμβαση, σύμφωνα με την οποία επαναλαμβανόμενοι

31



σπινοριακοί δείκτες χωρίς τελεία, οι οποίοι εμφανίζονται ως
α
α, ή επαναλαμβανόμενοι σπινοριακοί

δείκτες με τελεία, οι οποίοι εμφανίζονται ως
α̇
α̇ , μπορούν να παραλείπονται. ΄Ετσι, για παράδειγμα:

ψσµσνσρχ = ψα(σµ)αα̇(σν)α̇β(σρ)ββ̇χ
β̇

κ.ο.κ. Επίσης, παρατηρούμε ότι οι διγραμμικές ποσότητες (2.5.4), (2.5.5), (2.5.8), (2.5.10) και

(2.5.11) μπορούν να ερμηνευθούν ως γινόμενα πινάκων και διανυσμάτων, εάν θεωρήσουμε τα ψα

και ψ
α̇
(ομοίως και τα χα και χ

α̇
) ως διανύσματα στήλης, δηλαδή ψα =

(
ψ1

ψ2

)
και ψ

α̇
=

(
ψ

1̇

ψ
2̇

)
και τα ψα και ψα̇ (ομοίως και τα χ

α
και χα̇) ως διανύσματα γραμμής, δηλαδή ψ

α = (ψ1 ψ2) και
ψα̇ = (ψ1̇ ψ2̇), κάτι το οποίο θα μας φανεί ιδιαίτερα χρήσιμο στην επόμενη ενότητα, όπου θα
πραγματευτούμε τη σύνδεση των σπινόρων Weyl με τους σπίνορες Dirac και Majorana.
Ακόμη, ορίζουμε τη μιγαδική συζυγία, έτσι ώστε όταν λαμβάνουμε το μιγαδικό συζυγές του γινο-

μένου δύο μιγαδικών αριθμών Grassmann, έστω θ και η, ({θ, η} = θη+ ηθ = 0) να αντιστρέφουμε
τη σειρά τους, όπως ακριβώς κάνουμε όταν παίρνουμε το Ερμιτιανό συζυγές του γινομένου δύο

τελεστών, δηλαδή:

(θη)∗ ≡ η∗θ∗ = −θ∗η∗ (2.5.14)

΄Ετσι, έχουμε:

(ψχ)∗ = (ψαχα)∗ = (χα)∗(ψα)∗ = χα̇ψ
α̇

= χψ = ψχ (2.5.15)

(ψσµχ)∗ = (ψα(σµ)αβ̇χ
β̇)∗ = (χβ̇)∗((σµ)αβ̇)∗(ψα)∗ = χβ(σµ)βα̇ψ

α̇
= χσµψ (2.5.16)

όπου χρησιμοποιήσαμε το ότι

((σµ)αβ̇)∗ ≡ 10(σµ∗)α̇β =
[
(σµ†)T

]
α̇β

(σµ)†=σµ
= ((σµ)T )α̇β = (σµ)βα̇ (2.5.17)

Επίσης:

(χ σµψ)∗ = −(ψσµχ)∗ = −χσµψ = ψσµχ (2.5.18)

Επιπλέον, εάν λάβουμε υπόψη το ότι

(
(σµ)α̇β

)∗
≡ (σµ∗)αβ̇ =

[(
(σµ)†

)T]αβ̇ (σµ)†=σµ
=

(
(σµ)T

)αβ̇
= (σµ)β̇α (2.5.19)

μπορούμε να δείξουμε ότι

(ψσµσνχ)∗ = χ σνσµψ (2.5.20)

Η απόδειξη έχει ως εξής:

(ψσµσνχ)∗ =
(
ψα(σµ)αβ̇(σν)β̇γχγ

)∗
= (χγ)∗

(
(σµ)αβ̇

)∗ (
(σν)β̇γ

)∗
(ψα)∗ =

= χγ̇(σµ)βα̇(σν)γ̇βψ
α̇

= χγ̇(σν)γ̇β(σµ)βα̇ψ
α̇

= χ σνσµψ

Ακόμη, είναι:

(ψσµσνχ)∗
(2.5.13)

= (χ σνσµψ)∗
(2.5.20)

= ψσµσνχ
(2.5.12)

= χσνσµψ (2.5.21)

Συνεχίζουμε παραθέτοντας χωρίς απόδειξη τις παρακάτω χρήσιμες ταυτότητες για τους πίνακες σ
και σ:

(σµ)αα̇(σµ)β̇β = 2δβαδ
β̇
α̇ (2.5.22)

(σµσν + σνσµ) β
α ≡ (σµ)αα̇(σν)α̇β + (σν)αα̇(σµ)α̇β = 2ηµνδβα (2.5.23)

(σµσν + σνσµ)α̇
β̇
≡ (σµ)α̇α(σν)αβ̇ + (σν)α̇α(σµ)αβ̇ = 2ηµνδα̇

β̇
(2.5.24)

10
Βλ. σχέση (2.33) στο [8] ή (Β.12) στο [14]
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σµσνσρ = ηµνσρ − ηµρσν + ηνρσµ + iεµνρλσλ (2.5.25)

σµσνσρ = ηµνσρ − ηµρσν + ηνρσµ − iεµνρλσλ (2.5.26)

όπου εµνρλ είναι ολικά αντισυμμετρικός τανυστής με ε0123 = −ε0123 = +1.
Τέλος, ισχύουν οι ακόλουθες ταυτότητες για σπίνορεςWeyl, γνωστές ως ταυτότητες του Fierz:

θαθβ = −1

2
εαβ(θθ) (2.5.27)

θαθβ =
1

2
εαβ(θθ) (2.5.28)

θ
α̇
θ
β̇

=
1

2
εα̇β̇(θ θ) (2.5.29)

θα̇θβ̇ = −1

2
εα̇β̇(θ θ) (2.5.30)

θαθβ̇ =
1

2
(σµ)αβ̇(θσµθ) (2.5.31)

(θψ)(θχ) = −1

2
(θθ)(ψχ) (2.5.32)

(θ ψ)(θχ) = −1

2
(θ θ)(ψχ) (2.5.33)

(θψ)(θχ) = −1

2
(θσµθ)(ψσµχ) =

1

2
(θσµθ)(ψσµχ) = −1

2
(θσµθ)(χ σµψ) (2.5.34)

(θσµθ)(θσνθ) =
1

2
ηµν(θθ)(θ θ) (2.5.35)

θσµσνθ = ηµν(θθ) (2.5.36)

θσµσνθ = ηµν(θ θ) (2.5.37)

ψα(χξ) = −χα(ξψ)− ξα(ψχ) (2.5.38)

Για την απόδειξη της (2.5.27), ξακινάμε από το δεξί μέλος και έχουμε:

−1

2
εαβ(θθ) = −1

2
εαβθγθγ = −1

2
εαβεγδθ

γθδ
(2.3.19)

= −1

2
(δαδ δ

β
γ − δαγ δ

β
δ )θγθδ =

= −1

2
θβθα +

1

2
θαθβ =

1

2
θαθβ +

1

2
θαθβ = θαθβ

Με δεδομένη την (2.5.27), το αριστερό μέλος της (2.5.28) γράφεται:

θαθβ = εαγεβδθ
γθδ = εαγεβδ

[
−1

2
εγδ(θθ)

]
= −1

2
εαγε

γδεβδ(θθ) =

= −1

2
δδαεβδ(θθ) = −1

2
εβα(θθ) =

1

2
εαβ(θθ)

άρα η (2.5.28) όντως ισχύει.

Παρόμοια, για την απόδειξη των (2.5.29) και (2.5.30) έχουμε αντίστοιχα:

1

2
εα̇β̇(θ θ) =

1

2
εα̇β̇θγ̇θ

γ̇
=

1

2
εα̇β̇εγ̇δ̇θ

δ̇
θ
γ̇ (2.3.30)

=
1

2

(
δα̇
δ̇
δβ̇γ̇ − δ

α̇
γ̇ δ

β̇

δ̇

)
θ
δ̇
θ
γ̇

=

=
1

2
θ
α̇
θ
β̇ − 1

2
θ
β̇
θ
α̇

=
1

2
θ
α̇
θ
β̇

+
1

2
θ
α̇
θ
β̇

= θ
α̇
θ
β̇
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και

θα̇θβ̇ = εα̇γ̇εβ̇δ̇θ
γ̇
θ
δ̇ (2.5.29)

=
1

2
εα̇γ̇εβ̇δ̇ε

γ̇δ̇(θ θ) =
1

2
εα̇γ̇ε

γ̇δ̇εβ̇δ̇(θ θ) =

=
1

2
δδ̇α̇εβ̇δ̇(θ θ) =

1

2
εβ̇α̇(θ θ) = −1

2
εα̇β̇(θ θ)

Για τις αποδείξεις των (2.5.31)-(2.5.37), έχουμε αντίστοιχα:

1

2
(σµ)αβ̇(θσµθ)

(2.5.9)

= − 1

2
(σµ)αβ̇(θσµθ) = −1

2
(σµ)αβ̇θγ̇(σµ)γ̇δθδ =

=− 1

2
(σµ)αβ̇(σµ)γ̇δθγ̇θδ = −1

2

(
2δδαδ

γ̇

β̇

)
θγ̇θδ = −θβ̇θα = θαθβ̇

(θψ)(θχ) = θαψαθ
βχβ = −θαθβψαχβ

(2.5.27)

=
1

2
εαβ(θθ)ψαχβ =

= −1

2
(θθ)εβαψαχβ = −1

2
(θθ)ψβχβ = −1

2
(θθ)(ψχ)

(θ ψ)(θχ) = θα̇ψ
α̇
θβ̇χ

β̇ = −θα̇θβ̇ψ
α̇
χβ̇
(2.5.30)

=
1

2
εα̇β̇(θ θ)ψ

α̇
χβ̇ =

= −1

2
(θ θ)εβ̇α̇ψ

α̇
χβ̇ = −1

2
(θ θ)ψβ̇χ

β̇ = −1

2
(θ θ)(ψχ)

−1

2

(
θσµθ

)
(ψσµχ) = −1

2
θα̇ (σµ)α̇α θαψ

β(σµ)ββ̇χ
β̇ = −1

2
θα̇θαψ

βχβ̇ (σµ)α̇α (σµ)ββ̇ =

= −1

�2
θα̇θαψ

βχβ̇
(
�2δ
α
β δ

α̇
β̇

)
= −θβ̇θβψ

βχβ̇ = θβθβ̇ψ
βχβ̇ =

= −θβψβθβ̇χ
β̇ = ψβθβθβ̇χ

β̇ = (ψθ)(θχ) = (θψ)(θχ)

(θσµθ)(θσνθ) = θα(σµ)αα̇θ
α̇
θβ(σν)ββ̇θ

β̇
= (σµ)αα̇(σν)ββ̇θ

αθ
α̇
θβθ

β̇
=

= −(σµ)αα̇(σν)ββ̇θ
αθβθ

α̇
θ
β̇ (2.5.27),(2.5.29)

=

= −(σµ)αα̇(σν)ββ̇

[
−1

2
εαβ(θθ)

]
1

2
εα̇β̇(θ θ) =

=
1

4
εαβεα̇β̇(σµ)αα̇(σν)ββ̇(θθ)(θ θ) =

=
1

8
(σµ)αα̇ε

αβεα̇β̇(σν)ββ̇(θθ)(θ θ) +
1

8
(−εβα)(−εβ̇α̇)(σµ)αα̇(σν)ββ̇(θθ)(θ θ) =

=
1

8
(σµ)αα̇(σν)α̇α(θθ)(θ θ) +

1

8
(σµ)β̇β(σν)ββ̇(θθ)(θ θ) =

=
1

8
[Tr(σµσν) + Tr(σµσν)] (θθ)(θ θ) =

=
1

8
[Tr(σµσν) + Tr(σνσµ)] (θθ)(θ θ) =

=
1

8
(2ηµν + 2ηνµ) (θθ)(θ θ) =

=
1

2
ηµν(θθ)(θ θ)
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θσµσνθ
(2.5.12)

=
1

2
θσµσνθ +

1

2
θσνσµθ =

1

2
θα
[
(σµ)αα̇(σν)α̇β + (σν)αα̇(σµ)α̇β

]
θβ
(2.5.23)

=

=
1

�2
θα
(
�2η
µνδβα

)
θβ = ηµνθαθα = ηµν(θθ)

θσµσνθ
(2.5.13)

=
1

2
θσµσνθ +

1

2
θσνσµθ =

1

2
θα̇

[
(σµ)α̇β(σν)ββ̇ + (σν)α̇β(σµ)ββ̇

]
θ
β̇ (2.5.24)

=

=
1

2
θα̇

(
2ηµνδα̇

β̇

)
θ
β̇

=
1

2
ηµνθα̇θ

α̇
=

1

2
ηµν(θ θ)

Κλείνουμε την ενότητα αυτή με την απόδειξη της (2.5.38). ΄Εχουμε:

ψ1(χξ) + χ1(ξψ) + ξ1(ψχ) =

=ψ1(εαβχβξα) + χ1(εαβξβψα) + ξ1(εαβψβχα) =

=ψ1(ε12χ2ξ1 + ε21χ1ξ2) + χ1(ε12ξ2ψ1 + ε21ξ1ψ2)+

+ ξ1(ε12ψ2χ1 + ε21ψ1χ2) =

=ψ1(χ2ξ1 − χ1ξ2) + χ1(ξ2ψ1 − ξ1ψ2) + ξ1(ψ2χ1 − ψ1χ2) =

=ψ1χ2ξ1 − ψ1χ1ξ2 + χ1ξ2ψ1 − χ1ξ1ψ2 + ξ1ψ2χ1 − ξ1ψ1χ2 =

=− ψ1ξ1χ2 + χ1ψ1ξ2 − χ1ψ1ξ2 + ξ1χ1ψ2 − ξ1χ1ψ2 + ψ1ξ1χ2 = 0

ψ2(χξ) + χ2(ξψ) + ξ2(ψχ) =

=ψ2(χ2ξ1 − χ1ξ2) + χ2(ξ2ψ1 − ξ1ψ2) + ξ2(ψ2χ1 − ψ1χ2) =

=ψ2χ2ξ1 − ψ2χ1ξ2 + χ2ξ2ψ1 − χ2ξ1ψ2 + ξ2ψ2χ1 − ξ2ψ1χ2 =

=− χ2ψ2ξ1 + ψ2ξ2χ1 − ξ2χ2ψ1 + χ2ψ2ξ1 − ψ2ξ2χ1 + ξ2χ2ψ1 = 0

΄Ετσι, είναι:

ψα(χξ) + χα(ξψ) + ξα(ψχ) = 0⇔
⇔ψα(χξ) = −χα(ξψ)− ξα(ψχ), α = 1, 2

2.6 Σπίνορες Dirac και Majorana

Για να δούμε τη σύνδεση των σπινόρων Weyl, που έχουν δύο συνιστώσες, με τους σπίνορες Dirac,
που έχουν τέσσερις συνιστώσες, θεωρούμε τους πίνακες:

γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
=

(
0 (σµ)αβ̇

(σµ)α̇β 0

)
(2.6.1)

όπου µ = 0, 1, 2, 3, α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇, που είναι οι πίνακες γ του Dirac στην αναπαράσταση
Weyl. Σε οποιαδήποτε αναπαράσταση, οι πίνακες γ του Dirac ικανοποιούν την άλγεβρα Clifford:

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2ηµνI4 (2.6.2)

όπου ο I4 είναι ο ταυτοτικός 4× 4 πίνακας.
Στην αναπαράσταση Weyl για τους πίνακες γ, ο πίνακας γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3

, που αποτελεί τον

τελεστή της chirality, είναι διαγώνιος και ισούται με:

γ5 =

(
−I2 0

0 I2

)
=

(
−δβα 0

0 δα̇
β̇

)
(2.6.3)
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΄Ενας σπίνορας Dirac, ΨD, ορίζεται ως το ευθύ άθροισμα ενός αριστερόστροφου σπίνορα Weyl
και ενός δεξιόστροφου σπίνορα Weyl, δηλαδή

ΨD ≡
(
ψα
χα̇

)
(2.6.4)

όπου θεωρούμε τους σπίνορες Weyl ψα και χ
α̇
ως διανύσματα στήλης, δηλαδή ψα =

(
ψ1

ψ2

)
και χα̇ =

(
χ1̇

χ2̇

)
. Κάτω από έναν πεπερασμένο μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑ που

χαρακτηρίζεται από 6 ανεξάρτητες πεπερασμένες παραμέτρους ωµν = −ωνµ, ένας σπίνορας Dirac
μετασχηματίζεται σύμφωνα με την αναγωγίσιμη (1

2 , 0)⊕ (0, 1
2) αναπαράσταση της άλγεβρας Lie της

ομάδας Lorentz, so(1, 3). Ο αντίστοιχος κανόνας μετασχηματισμού είναι

ΨD(x)→ Ψ′D(x′) = e−
i
2
ωµνΣµνΨD(x) (2.6.5)

όπου x′µ = Λµνxν και

Σµν =
i

4
[γµ, γν ] =

i

4
γµγν − (µ↔ ν) =

=
i

4

(
0 σµ

σµ 0

)(
0 σν

σν 0

)
− (µ↔ ν) =

=
i

4

(
σµσν 0

0 σµσν

)
− (µ↔ ν)⇒

⇒ Σµν =

(
σµν 0
0 σµν

)
(2.6.6)

όπου

σµν ≡ i

4
(σµσν − σνσµ) (2.6.7)

σµν ≡ i

4
(σµσν − σνσµ) (2.6.8)

µ, ν = 0, 1, 2, 3. Με δεδομένες τις δομές σπινοριακών δεικτών που έχουμε αποδώσει στους πίνακες
σ και σ (βλ. (2.4.5) και (2.4.6) αντίστοιχα), τα στοιχεία των σµν και σµν συμβολίζονται αντίστοιχα
ως

(σµν) β
α ≡

i

4

[
(σµ)αα̇(σν)α̇β − (σν)αα̇(σµ)α̇β

]
(σµν)α̇

β̇
≡ i

4

[
(σµ)α̇α(σν)αβ̇ − (σν)α̇α(σµ)αβ̇

]
όπου α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇. Οι πίνακες Σµν

ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης της άλγεβρας

Lorentz, (2.1.24), όπως και οι σµν και σµν . Συνδυάζοντας τις (2.6.4), (2.6.5) και (2.6.6), μπορούμε
να βρούμε πώς μετασχηματίζονται ένας αριστερόστροφος σπίνοραςWeyl ψα και ένας δεξιόστροφος
σπίνορας Weyl χα̇ κάτω από έναν πεπερασμένο γνήσιο και ορθόχρονο μετασχηματισμό Lorentz με
παραμέτρους ωµν . Από τις σχέσεις αυτές, έχουμε:

(
ψα(x)
χα̇(x)

)
→
(
ψ′α(x′)
χ′α̇(x′)

)
=


(
e−

i
2
ωµνσµν

) β

α
0

0
(
e−

i
2
ωµνσµν

)α̇
β̇

( ψβ(x)

χβ̇(x)

)

άρα

ψα(x)→ ψ′α(x′) =
(
e−

i
2
ωµνσµν

) β

α
ψβ(x) (2.6.9)
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χα̇(x)→ χ′α̇(x′) =
(
e−

i
2
ωµνσµν

)α̇
β̇
χβ̇(x) (2.6.10)

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι οι πίνακες e−
i
2
ωµνσµν και e−

i
2
ωµνσµν είναι ακριβώς οι πίνακες M και

(M−1)† των σχέσεων (2.3.37α) και (2.3.37δ) αντίστοιχα, αφού ο πίνακας e−
i
2
ωµνσµν είναι στοιχείο

της ομάδα SL(2, C), για οποιοδήποτε σύνολο παραμέτρων ωµν , καθώς

det
(
e−

i
2
ωµνσµν

)
= e−

i
2
ωµν Tr(σµν) Tr(σµν)=0

= e0 = 1

και επιπλέον [(
e−

i
2
ωµνσµν

)−1
]†

=
(
e
i
2
ωµνσµν

)†
= e−

i
2
ωµν(σµν)† = e−

i
2
ωµνσµν

αφού

(σµν)† =

[
i

4
(σµσν − σνσµ)

]†
=
i∗

4

[
(σν)†(σµ)† − (σµ)†(σν)†

]
=

= − i
4

(σνσµ − σµσν) =
i

4
(σµσν − σνσµ) = σµν

΄Ετσι, οι πίνακες σµν και σµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, ταυτοποιούνται ως οι γεννήτορες της ομάδας
SL(2, C), που είναι το «καθολικό κάλυμμα» της SO(1, 3)↑, στις σπινοριακές αναπαραστάσεις (1

2 , 0)
και (0, 1

2) αντίστοιχα. Επίσης, ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις αυτοδυικότητας (self-duality) και
αντιαυτοδυικότητας (anti-self-duality) για τους πίνακες σµν και σµν αντίστοιχα:

σµν =
1

2i
εµνρλσρλ (2.6.11)

σµν = − 1

2i
εµνρλσρλ (2.6.12)

Με δεδομένο ένα σπίνορα Dirac ΨD, όπως στην (2.6.4), οι σπίνορες Dirac

(
ψα
0

)
και

(
0
χα̇

)
είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή της chirality, γ5

, (στην αναπαράσταση Weyl) που αντιστοιχούν
στις ιδιοτιμές του −1 και +1 αντίστοιχα. Πράγματι, είναι:

γ5

(
ψα
0

)
=

(
−I2 0

0 I2

)(
ψα
0

)
= −

(
ψα
0

)
και

γ5

(
0
χα̇

)
=

(
−I2 0

0 I2

)(
0
χα̇

)
=

(
0
χα̇

)
γεγονός που δικαιολογεί το χαρακτηρισμό των σπινόρων Weyl ψα και χ

α̇
ως αριστερόστροφο και

δεξιόστροφο αντίστοιχα. Μπορούμε να ορίσουμε τους παρακάτω προβολικούς τελεστές

PL ≡
1

2

(
I4 − γ5

)
, PR ≡

1

2

(
I4 + γ5

)
(2.6.13)

η δράση των οποίων πάνω σε ένα σπίνορα Dirac ΨD δίνει τις παραπάνω καταστάσεις με καθορισμένη

chirality (-1 ή +1), δηλαδή:

ΨD,L ≡ PLΨD =
1

2

(
I4 − γ5

)
ΨD =

(
I2 0
0 0

)(
ψα
χα̇

)
=

(
ψα
0

)

ΨD,R ≡ PRΨD =
1

2

(
I4 + γ5

)
ΨD =

(
0 0
0 I2

)(
ψα
χα̇

)
=

(
0
χα̇

)
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Για ένα σπίνορα Dirac, ΨD, ορίζεται ο Dirac συζυγής του (Dirac adjoint), ΨD, ως

ΨD ≡ Ψ†DA (2.6.14)

όπου

A =

(
0 I2

I2 0

)
=

(
0 δα̇

β̇

δβα 0

)
(2.6.15)

΄Ετσι, εάν ΨD =

(
ψα
χα̇

)
=


ψ1

ψ2

χ1̇

χ2̇

, είναι:
Ψ†D = (ψ∗1 ψ

∗
2 (χ1̇)∗ (χ2̇)∗) = (ψ1̇ ψ2̇ χ

1 χ2) = (ψα̇ χ
α) (2.6.16)

όπου θεωρούμε τα ψα̇ και χ
α
ως διανύσματα γραμμής, δηλαδή ψα̇ = (ψ1̇ ψ2̇) και χα = (χ1 χ2).

Επομένως

ΨD = Ψ†DA = (ψβ̇ χ
β)

(
0 δβ̇α̇
δαβ 0

)
= (χα ψα̇) (2.6.17)

Ας δούμε τώρα πώς για ένα σπίνορα Dirac ΨD ορίζεται ο συζυγής φορτίου του (charge con-
jugate), (ΨD)c. Η έννοια της συζυγίας φορτίου εμφανίζεται στη θεωρία Dirac με τον ακόλουθο
τρόπο. Γνωρίζουμε ότι η θεωρία Dirac προβλέπει την ύπαρξη ηλεκτρονίων και ποζιτρονίων (ή, γε-
νικότερα, σωματιδίων και αντισωματιδίων), τα οποία έχουν την ίδια μάζα, αλλά αντίθετα φορτία και

ικανοποιούν την ίδια εξίσωση (εξίσωση Dirac). Επομένως, η εξίσωση Dirac πρέπει να διέπεται από
μία συμμετρία που αντιστοιχεί στην εναλλαγή σωματιδίων και αντισωματιδίων. ΄Ετσι, αναζητούμε

ένα μετασχηματισμό

ΨD → (ΨD)c

τέτοιον ώστε δεδομένης της εξίσωσης Dirac για ένα σωματίδιο (π.χ. ηλεκτρόνιο) με μάζα m
και φορτίο q μέσα σε ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο με τετραδιανυσματικό δυναμικό Aµ, το οποίο
περιγράφεται από το σπίνορα Dirac ΨD:

[γµ(i∂µ − qAµ)−m] ΨD = 0 (2.6.18)

ο σπίνορας Dirac (ΨD)c, που αντιστοιχεί στο αντισωματίδιο του προηγούμενου σωματιδίου, το οποίο
έχει μάζαm και φορτίο −q, μέσα στο ίδιο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο, να ικανοποιεί την εξίσωση Dirac

[γµ(i∂µ − (−q)Aµ)−m] (ΨD)c = 0⇒
⇒ [γµ(i∂µ + qAµ)−m] (ΨD)c = 0 (2.6.19)

όπου οι πίνακες γ του Dirac δίνονται από την (2.6.1) (αναπαράσταση Weyl), όπως και σε οποιο-
δήποτε επόμενο σημείο της παρούσας εργασίας, όπου εμφανίζονται οι εν λόγω πίνακες.

Για να βρούμε πώς το (ΨD)c σχετίζεται με το ΨD, ώστε η (2.6.19) να προκύπτει από την

(2.6.18), αρχικά θεωρούμε την Ερμιτιανή συζυγή της (2.6.18):

(iγµ∂µΨD − qAµγµΨD −mΨD)† = 0⇒

⇒− i(∂µΨD)†(γµ)† − qAµΨ†D(γµ)† −mΨ†D = 0 (2.6.20)

΄Ομως, είναι:

AγµA = (γµ)† (2.6.21)

για κάθε µ = 0, 1, 2, 3, όπου ο πίνακας A δίνεται από την (2.6.15). Πράγματι, είναι:

AγµA =

(
0 I2

I2 0

)(
0 σµ

σµ 0

)(
0 I2

I2 0

)
=
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=

(
0 I2

I2 0

)(
σµ 0
0 σµ

)
=

(
0 σµ

σµ 0

)
(σµ)†=σµ,(σµ)†=σµ

=

=

(
0 (σµ)†

(σµ)† 0

)
= (γµ)†

Αντικαθιστώντας την (2.6.21) στην (2.6.20), παίρνουμε:

−i(∂µΨ†D)AγµA− qAµΨ†DAγ
µA−mΨ†D = 0

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία εξίσωση επί A από δεξιά, παίρνουμε:

− i∂µ(Ψ†DA)γµA2 − qAµ(Ψ†DA)γµA2 −m(Ψ†DA) = 0
(2.6.14)

=====⇒
A2=I4

⇒− i(∂µΨD)γµ − qAµΨDγ
µ −mΨD = 0⇒

⇒
[
−i(∂µΨD)γµ − qAµΨDγ

µ −mΨD

]T
= 0⇒

⇒− i(γµ)T∂µΨ
T
D − qAµ(γµ)TΨ

T
D −mΨ

T
D = 0⇒

⇒
[
−(γµ)T (i∂µ + qAµ)−m

]
Ψ
T
D = 0 (2.6.22)

Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζουμε την (2.6.22) επί έναν αντιστρέψιμο 4× 4 πίνακα C από αριστερά

και εισάγουμε έναν παράγοντα C−1C(= I4) μπροστά από το Ψ
T
D, οπότε προκύπτει ότι

C
[
−(γµ)T (i∂µ + qAµ)−m

]
C−1CΨ

T
D = 0⇒

⇒
[
−C(γµ)TC−1 (i∂µ + qAµ)−mCC−1

]
CΨ

T
D = 0⇒

⇒
[
−C(γµ)TC−1 (i∂µ + qAµ)−m

]
CΨ

T
D = 0 (2.6.23)

Η τελευταία εξίσωση μπορεί να ταυτοποιηθεί με την (2.6.19), εάν θέσουμε

(ΨD)c ≡ CΨ
T
D (2.6.24)

και επιπλέον απαιτήσουμε να ισχύει

− C(γµ)TC−1 = γµ ⇔
⇔− (C−1C)(γµ)T (C−1C) = C−1γµC ⇔
⇔− (γµ)T = C−1γµC ⇔ (γµ)T = −C−1γµC (2.6.25)

Ο πίνακας C καλείται πίνακας συζυγίας φορτίου. Ο πίνακας αυτός υπόκειται κα σε έναν επιπλέον
περιορισμό, ο οποίος απορρέει από την απαίτηση:

((ΨD)c)c = ΨD (2.6.26)

με την προφανή φυσική σημασία ότι το αντισωματίδιο του αντισωματιδίου ενός δεδομένου σωματιδίου

δεν είναι παρά το αρχικό σωματίδιο. Με βάση την (2.6.24) έχουμε:

((ΨD)c)c = C(ΨD)c
T

= C
[
((ΨD)c)†A

]T
= C

[(
CΨ

T
D

)†
A

]T
=

= C

[(
Ψ
T
D

)†
C†A

]T
= C

[
Ψ
∗
DC
†A
]T

= C
[(

Ψ†DA
)∗
C†A

]T
=

= C
(

ΨT
DA
∗C†A

)T
= CATC∗A†ΨD
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Επομένως, για να ισχύει η (2.6.26) για οποιονδήποτε σπίνορα Dirac ΨD, πρέπει ο πίνακας C να
ικανοποιεί τη σχέση:

CATC∗A† = I4 (2.6.27)

Μία κατάλληλη επιλογή για τον πίνακα C, ώστε να ικανοποιούνται οι (2.6.25) και (2.6.27) (στην
αναπαράσταση Weyl για τους πίνακες γ), είναι η εξής:

C =

(
εαβ 0

0 εα̇β̇

)
(2.6.28)

οπότε:

C−1 =

(
εαβ 0
0 εα̇β̇

)
11

(2.6.29)

Πράγματι, εάν ο C δίνεται από την (2.6.28), έχουμε:

C−1γµC =

(
εαβ 0
0 εα̇β̇

)(
0 (σµ)βγ̇

(σµ)β̇γ 0

)(
εγδ 0

0 εγ̇δ̇

)
=

=

(
εαβ 0
0 εα̇β̇

)(
0 (σµ)βγ̇ε

γ̇δ̇

(σµ)β̇γεγδ 0

)
=

=

(
0 εαβ(σµ)βγ̇ε

γ̇δ̇

εα̇β̇(σµ)β̇γεγδ 0

)
(2.4.7),(2.4.8)

=

=

(
0 −(σµ)δ̇α

−(σµ)δα̇ 0

)
=

=

(
0 −

(
σµT

)αδ̇
−
(
σµT

)
α̇δ

0

)
= −(γµ)T

και

CATC∗A† =CATC∗(AT )∗
(2.6.15),(2.6.28)

=

=

(
εαβ 0

0 εα̇β̇

)(
0 δβγ
δγ̇
β̇

0

)(
εγ̇δ̇ 0

0 εγδ

)(
0 δδ̇

ζ̇

δζδ 0

)
=

=

(
0 εαβδ

β
γ

εα̇β̇δγ̇
β̇

0

)(
0 εγ̇δ̇δ

δ̇
ζ̇

εγδδζδ 0

)
=

=

(
0 εαγ
εα̇γ̇ 0

)(
0 εγ̇ζ̇
εγζ 0

)
=

(
εαγε

γζ 0
0 εα̇γ̇εγ̇ζ̇

)
=

=

(
δζα 0
0 δα̇

ζ̇

)
= I4

όπως πρέπει.

΄Ετσι, εάν ΨD =

(
ψα
χα̇

)
είναι ένας σπίνορας Dirac, ο συζυγής φορτίου του είναι

(ΨD)c = CΨ
T
D
(2.6.17)

=

(
εαβ 0

0 εα̇β̇

)(
χβ

ψβ̇

)
=

(
εαβχ

β

εα̇β̇ψβ̇

)
=

(
χα

ψ
α̇

)
, (2.6.30)

11
Παρατηρείστε ότι

CC−1 =

(
εαβ 0

0 εα̇β̇

)(
εβγ 0
0 εβ̇γ̇

)
=

(
εαβε

βγ 0

0 εα̇β̇εβ̇γ̇

)
=

(
δγα 0
0 δα̇γ̇

)
= I4,

όπως πρέπει.
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όπου θεωρούμε τα χβ και ψβ̇ ως διανύσματα στήλης

(
χβ =

(
χ1

χ2

)
, ψβ̇ = =

(
ψ1̇

ψ2̇

))
, όπως

και τα χα και ψ
α̇

(
χα =

(
χ1

χ2

)
, ψ

α̇
=

(
ψ

1̇

ψ
2̇

))
. Συγκρίνοντας την (2.6.30) με την (2.6.4),

βλέπουμε ότι η συζυγία φορτίου εναλλάσσει τους ρόλους των χ και ψ.
΄Ενας σπίνορας Majorana, ΨM , είναι ένας σπίνορας Dirac, ο οποίος ισούται με το συζυγή

φορτίου του, δηλαδή ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση, γνωστή και ως συνθήκη Majorana:

ΨM = (ΨM )c (2.6.31)

Αν γράψουμε ΨM =

(
ψα
χα̇

)
, όπως για ένα τυχαίο σπίνορα Dirac, τότε, με δεδομένη την (2.6.30),

η απαίτηση (2.6.31) επιβάλλει: (
ψα
χα̇

)
=

(
χα

ψ
α̇

)
⇔

⇔ψα = χα (2.6.32)

για κάθε α = 1, 2. Η (2.6.32) εξασφαλίζει και ότι ψ
α̇

= χα̇, για κάθε α̇ = 1̇, 2̇, αφού:

ψ
α̇

= (ψα)∗ = (εαβψβ)∗ (2.6.33)

ομοίως και για το χ. Μπορούμε επομένως να εκφράσουμε ένα σπίνορα Majorana ΨM συναρτήσει

ενός αριστερόστροφου σπίνορα Weyl ψα:

ΨM =

(
ψα

ψ
α̇

)
(2.6.34)

με τις συνιστώσες του αντίστοιχου δεξιόστροφου σπίνορα Weyl, ψ
α̇
, να δίνονται από την (2.6.33).

Συνεπώς, ένας σπίνορας Majorana έχει μόνο δύο ανεξάρτητες μιγαδικές συνιστώσες, σε αντίθεση
με έναν τυχαίο σπίνορα Dirac, ο οποίος έχει 4 ανεξάρτητες μιγαδικές συνιστώσες, δύο για καθέναν
από τους σπίνορεςWeyl που τον αποτελούν. Επίσης, με δεδομένο ένα σπίνοραWeyl ψα, μπορούμε
πάντα να κατασκευάσουμε ένα σπίνορα Majorana σύμφωνα με την (2.6.34). Ακόμη, ένας γενικός
σπίνορας Dirac ΨD μπορεί πάντα να γραφεί συναρτήσει δύο σπινόρων Majorana:

ΨD = ΨM1 + iΨM2 , (2.6.35)

όπου

ΨM1 =
1

2
(ΨD + (ΨD)c) (2.6.36)

ΨM2 =
1

2i
(ΨD − (ΨD)c) (2.6.37)

Οι ΨM1 και ΨM2 είναι πράγματι σπίνορες Majorana, αφού αν λάβουμε υπόψη τον ορισμό του
συζυγούς φορτίου ενός τυχαίου σπίνορα Dirac, (2.6.24), μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι

(ΨM1)c =
1

2
[(ΨD)c + ((ΨD)c)c] =

1

2
[(ΨD)c + ΨD] = ΨM1

και

(ΨM2)c =
1

2i∗
[(ΨD)c − ((ΨD)c)c] = − 1

2i
[(ΨD)c −ΨD] =

1

2i
[ΨD − (ΨD)c] = ΨM2

Επίσης, είναι ενδιαφέρον να δούμε πώς οι συνήθεις διαγραμμικές ποσότητες με σπίνορες Dirac,
που έχουν καθορισμένες ιδιότητες μετασχηματισμού κάτω από την ομάδα Lorentz, εκφράζονται
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συναρτήσει των σπινόρων Weyl που εμφανίζονται στους σπίνορες Dirac. Για το σκοπό αυτό,
θεωρούμε δύο σπίνορες Dirac:

Ψ =

(
ψα
χα̇

)
Φ =

(
φα
ηα̇

)
(2.6.38)

΄Εχουμε:

ΨΦ
(2.6.17)

= (χα ψα̇)

(
φα
ηα̇

)
= χαφα + ψα̇η

α̇ = χφ+ ψη

Ψγ5Φ
(2.6.3)

= (χα ψα̇)

(
−δβα 0

0 δα̇
β̇

)(
φβ

ηβ̇

)
=

=(χα ψα̇)

(
−φα
ηα̇

)
= −χαφα + ψα̇η

α̇ = −χφ+ ψη

ΨγµΦ
(2.6.1)

= (χα ψα̇)

(
0 (σµ)αβ̇

(σµ)α̇β 0

)(
φβ

ηβ̇

)
=

=(χα ψα̇)

(
(σµ)αβ̇η

β̇

(σµ)α̇βφβ

)
=

=χα(σµ)αβ̇η
β̇ + ψα̇(σµ)α̇βφβ = χσµη + ψσµφ

Ψγµγ5Φ =(χα ψα̇)

(
0 (σµ)αβ̇

(σµ)α̇β 0

)( −δγβ 0

0 δβ̇γ̇

)(
φγ
ηγ̇

)
=

=
(
ψα̇(σµ)α̇β χα(σµ)αβ̇

)( −δγβφγ
δβ̇γ̇ η

γ̇

)
=

=
(
ψα̇(σµ)α̇β χα(σµ)αβ̇

)( −φβ
ηβ̇

)
=

=− ψα̇(σµ)α̇βφβ + χα(σµ)αβ̇η
β̇ =

=− ψσµφ+ χσµη = χσµη − ψσµφ

ΨγµγνΦ =(χα ψα̇)

(
0 (σµ)αβ̇

(σµ)α̇β 0

)(
0 (σν)βγ̇

(σν)β̇γ 0

)(
φγ
ηγ̇

)
=

=
(
ψα̇(σµ)α̇β χα(σµ)αβ̇

)( (σν)βγ̇η
γ̇

(σν)β̇γφγ

)
=

=χα(σµ)αβ̇(σν)β̇γφγ + ψα̇(σµ)α̇β(σν)βγ̇η
γ̇ =

=χσµσνφ+ ψσµσνη

Καταγράφουμε συγκεντρωτικά τα παραπάνω αποτελέσματα:

ΨΦ = χφ+ ψη (2.6.39)

Ψγ5Φ = −χφ+ ψη (2.6.40)

ΨγµΦ = χσµη + ψσµφ (2.6.41)
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Ψγµγ5Φ = χσµη − ψσµφ (2.6.42)

ΨγµγνΦ = χσµσνφ+ ψσµσνη (2.6.43)

Οι αντίστοιχες διγραμμικές ποσότητες για δύο σπίνορες Majorana

ΨM =

(
ψα

ψ
α̇

)
, ΦM =

(
φα

φ
α̇

)
(2.6.44)

εκφρασμένες συναρτήσει των σπινόρων Weyl ψ και φ, από τους οποίους κατασκευάζονται οι ΨM

και ΦM αντίστοιχα, προκύπτουν άμεσα από τις (2.6.39)-(2.6.43), εάν θέσουμε χ = ψ και η = φ:

ΨMΦM = ψφ+ ψ φ (2.6.45)

ΨMγ
5ΦM = −ψφ+ ψ φ (2.6.46)

ΨMγ
µΦM = ψσµφ+ ψσµφ (2.6.47)

ΨMγ
µγ5ΦM = ψσµφ− ψσµφ (2.6.48)

ΨMγ
µγνΦM = ψσµσνφ+ ψσµσνφ (2.6.49)

Τέλος, ας θεωρήσουμε τη γνωστή Lagrangian πυκνότητα για ένα ελεύθερο φερμιόνιο Dirac με
μάζα M , που περιγράφεται από ένα σπίνορα 4 συνιστωσών ΨD όπως στην (2.6.4):

LDirac = iΨDγ
µ∂µΨD −MΨDΨD (2.6.50)

Εφαρμόζοντας την (2.6.39) για Ψ = Φ = ΨD και την (2.6.41) για Ψ = ΨD και Φ = ∂µΨD ≡ ∂ΨD
∂xµ ,

μπορούμε άμεσα να γράψουμε την παραπάνω Lagrangian συναρτήσει των σπινόρων Weyl ψ και χ
που αποτελούν το σπίνορα Dirac ΨD:

LDirac =i
(
χσµ∂µχ+ ψσµ∂µψ

)
−M(χψ + ψχ) =

=i
(
∂µ(χσµχ)− (∂µχ)σµχ+ ψσµ∂µψ

)
−M(χψ + ψχ)

(2.5.9)

====⇒
⇒ LDirac =i

(
χ σµ∂µχ+ ψσµ∂µψ

)
−M(χψ + ψχ) (2.6.51)

όπου έχουμε παραλείψει τον όρο ολικής παραγώγου, i∂µ(χσµχ), διότι αυτός έχει μηδενική συνει-
σφορά στη δράση SDirac =

∫
d4xLDirac.

Η Lagrangian πυκνότητα για ένα ελεύθερο φερμιόνιο Majorana με μάζα M , το οποία περι-
γράφεται από ένα σπίνορα 4 συνιστωσών ΨM , όπως στην (2.6.34), είναι

LMajorana =
i

2
ΨMγ

µ∂µΨM −
1

2
MΨMΨM (2.6.52)

Εφαρμόζοντας την (2.6.45) για ΦM = ΨM και την (2.6.47) για ΦM = ∂µΨM , μπορούμε να γράψου-

με την (2.6.52) συναρτήσει του σπίνοραWeyl ψ από τον οποίο κατασκευάζεται ο σπίνοραςMajorana
ΨM :

LMajorana =
i

2

(
ψσµ∂µψ + ψσµ∂µψ

)
− 1

2
M(ψψ + ψ ψ) =

=
i

2

(
∂µ(ψσµψ)− (∂µψ)σµψ + ψσµ∂µψ

)
− 1

2
M(ψψ + ψ ψ) =

=
i

2

(
ψσµ∂µψ + ψσµ∂µψ

)
− 1

2
M(ψψ + ψ ψ)⇒

⇒ LMajorana =i
(
ψσµ∂µψ

)
− 1

2
M(ψψ + ψ ψ) (2.6.53)
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Κεφάλαιο 3

Η άλγεβρα της υπερσυμμετρίας και

οι αναπαραστάσεις της

3.1 Η άλγεβρα της υπερσυμμετρίας

Το 1967, οι Coleman και Mandula απέδειξαν ότι κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις, οι οποίες
αναφέρονται στο [28], οποιαδήποτε συνεχής ομάδα συμμετρίας του πίνακα σκέδασης στην κβαντική

θεωρία πεδίου, γνωστού και ως πίνακα S, είναι το ευθύ γινόμενο της ομάδας Poincaré και μίας
ομάδας εσωτερικής συμμετρίας, η οποία σχετίζεται συνήθως με κάποιον διατηρούμενο κβαντικό

αριθμό, όπως για παράδειγμα το ηλεκτρικό φορτίο ή το ισοσπίν. ΄Ετσι, οι γεννήτορες μίας συνεχούς

ομάδας συμμετρίας G του πίνακα S είναι οι γεννήτορες των χωροχρονικών μετατοπίσεων, Pµ,
µ = 0, 1, 2, 3, οι οποίοι αποτελούν τον τελεστή της τετραορμής (ενέργειας-ορμής), οι γεννήτορες
της ομάδας Lorentz, Mµν , και ένας πεπερασμένος αριθμός Ερμιτιανών τελεστών, Tl, οι οποίοι
αποτελούν τους γεννήτορες μίας ομάδας εσωτερικής συμμετρίας. Η άλγεβρα Lie της ομάδας G είναι
αυτή της ομάδας Poincaré

[Pµ, Pν ] = 0 (3.1.1)

[Mµν , Pρ] = −i(ηµρPν − ηνρPµ) (3.1.2)

[Mµν ,Mρσ] = −i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (3.1.3)

μαζί με αυτήν της ομάδας εσωτερικής συμμετρίας

[Tl, Tm] = iclmnTn, (3.1.4)

όπου τα clmn είναι κάποιες σταθερές δομής, ενώ υποννοείται άθροιση ως προς n. Επίσης, ισχύουν
οι σχέσεις μετάθεσης:

[Tl, Pµ] = 0 (3.1.5)

[Tl,Mµν ] = 0 (3.1.6)

οι οποίες αντανακλούν ακριβώς το γεγονός ότι η ομάδαG είναι ένα ευθύ γινόμενο Poincaré×εσωτερική
συμμετρία και σημαίνουν ότι οι τελεστές Tl είναι αναλλοίωτοι κάτω από χωροχρονικές μετατοπίσεις
και Lorentz αναλλοίωτοι (Lorentz scalars) αντίστοιχα. Ακόμη, η άλγεβρα Lie της ομάδας εσωτερι-
κής συμμετρίας, η οποία ορίζεται από σχέσεις μετάθεσης της μορφής (3.1.4), είναι το ευθύ άθροισμα

μίας συμπαγούς ημιαπλής άλγεβρας Lie και ενός αριθμού U(1) Lie αλγεβρών. Για μία απόδειξη του
θεωρήματος των Coleman και Mandula, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [24].
Οι περιορισμοί του θεωρήματος των Coleman και Mandula μπορούν να αποφευχθούν με την

εξασθένιση μίας (ή περισσότερων) από τις υποθέσεις του. Συγκεκριμένα, το εν λόγω θεώρημα υπο-

θέτει ότι η άλγεβρα μίας συμμετρίας του πίνακα S περιλαμβάνει μόνο σχέσεις μετάθεσης, με όλους
τους γεννήτορες να είναι μποζονικοί. Οι Haag, Lopuszański και Sohnius [29] γενίκευσαν την έννοια
της άλγεβρας Lie, ώστε να συμπεριληφθούν σε αυτήν αλγεβρικά συστήματα, των οποίων οι σχέσεις
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ορισμού περιλαμβάνουν εκτός από σχέσεις μετάθεσης και σχέσεις αντιμετάθεσης. Τέτοιου είδους

άλγεβρες ονομάζονται υπεράλγεβρες ή graded Lie άλγεβρες. Η εξασθένιση της προαναφερθείσας
υπόθεσης του θεωρήματος των Coleman καιMandula με την εισαγωγή κατάλληλων «φερμιονικών»
γεννητόρων, οι οποίοι ικανοποιούν σχέσεις αντιμετάθεσης, οδηγεί στις υπερσυμμετρικές άλγεβρες

που είναι οι μόνες graded Lie άλγεβρες που γεννούν συμμετρίες του πίνακα S συνεπείς με τη
σχετικιστική κβαντική θεωρία πεδίου [29].

Θα δώσουμε τώρα τον ορισμό μίας graded Lie άλγεβρας. Αρχικά, υπενθυμίζουμε τον ορισμό
της άλγεβρας Lie.

Ορισμός (άλγεβρα Lie)
Μία άλγεβρα Lie είναι ένας διανυσματικός χώρος L πάνω σε ένα σώμα K (το σύνολο των
πραγματικών αριθμών, R, ή το σύνολο των μιγαδικών αριθμών, C) με ένα κανόνα σύνθεσης
(γινόμενο)

◦ : L× L→ L

τέτοιον ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες:

i) v1 ◦ v2 ∈ L (κλειστότητα),

ii) v1 ◦ (v2 + v3) = v1 ◦ v2 + v1 ◦ v3 (γραμμικότητα),

iii) v1 ◦ v2 = −v2 ◦ v1 (αντισυμμετρία),

iv) v1 ◦ (v2 ◦ v3) + v2 ◦ (v3 ◦ v1) + v3 ◦ (v1 ◦ v2) = 0 (ταυτότητα Jacobi),

για κάθε v1, v2, v3 ∈ L.

Στην απλούστερη περίπτωση, μία graded άλγεβρα Lie είναι ένας διανυσματικός χώρος L, ο
οποίος είναι το ευθύ άθροισμα δύο διανυσματικών χώρων L0 και L1:

L = L0 ⊕ L1

και είναι εφοδιασμένος με ένα κανόνα σύνθεσης

◦ : L× L→ L

τέτοιον ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες:

i) Για κάθε xi ∈ Li, xj ∈ Lj , όπου i, j ∈ {0, 1},

xi ◦ xj ∈ L(i+j) mod 2 (3.1.7)

ii) Υπερσυμμετρικοποίηση: Για κάθε xi ∈ Li, xj ∈ Lj , i, j ∈ {0, 1},

xi ◦ xj = −(−1)ijxj ◦ xi (3.1.8)

iii) Γενικευμένες ταυτότητες Jacobi: Για κάθε xk ∈ Lk, xl ∈ Ll, xm ∈ Lm, όπου k, l,m ∈
{0, 1}, έχουμε:

xk ◦ (xl ◦ xm)(−1)km + xl ◦ (xm ◦ xk)(−1)lk + xm ◦ (xk ◦ xl)(−1)ml = 0 (3.1.9)

Ο διανυσματικός χώρος L εφοδιασμένος με το «γινόμενο» ◦ αποτελεί μία Z2-graded Lie άλγεβρα.
Από τον παραπάνω ορισμό μίας Z2-graded Lie άλγεβρας, μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι ο
υπόχωρος L0 του χώρου L, εφοδιασμένος με το «γινόμενο» ◦, αποτελεί μία συνήθη άλγεβρα Lie,
αφού ικανοποιεί τον αντίστοιχα ορισμό. ΄Ομως, δεν ισχύει το ίδιο και για τον υπόχωρο L1, διότι,
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σύμφωνα με την (3.1.7), ο L1 δεν είναι κλειστός κάτω από τον κανόνα σύνθεσης ◦. Πράγματι, εάν
x, y ∈ L1, τότε:

x ◦ y ∈ L(1+1) mod 2 = L0

Εάν L είναι μία Z2-graded Lie άλγεβρα όπως στον προηγούμενο ορισμό, αποδίδουμε σε κάθε
στοιχείο X ∈ L έναν αριθμό g(X) ∈ {0, 1}, όπου:

g(X) = 0⇔ X ∈ L0 (3.1.10)

g(X) = 1⇔ X ∈ L1 (3.1.11)

Λέμε ότι το στοιχείο X ∈ L είναι άρτιο, εάν g(X) = 0, ενώ είναι περιττό, εάν g(X) = 1. Ο
υπόχωρος L0 της graded άλγεβρας Lie L, που περιέχει τα άρτια στοιχεία, ονομάζεται μποζονικός
τομέας, ενώ ο υπόχωρος L1 καλείται φερμιονικός τομέας. Το «γινόμενο» ◦ : L × L → L ορίζεται
από τη σχέση:

X ◦ Y = XY − (−1)g(X)g(Y )Y X (3.1.12)

∀ X,Y ∈ L, όπου καθένα εκ των X και Y είναι στοιχείο ενός από τους υποχώρους L0 και L1.

Αν X1, X2 ∈ L0, τότε g(X1) = g(X2) = 0 και

X1 ◦X2
(3.1.12)

= X1X2 − (−1)0·0X2X1 = X1X2 −X2X1 ≡

≡ [X1, X2]
(3.1.7)

∈ L0 (3.1.13)

Αν X ∈ L0, Y ∈ L1, τότε g(X) = 0 και g(Y ) = 1, οπότε

X ◦ Y (3.1.12)

= XY − (−1)0·1Y X = XY − Y X ≡

≡ [X,Y ]
(3.1.7)

∈ L1 (3.1.14)

Αν Y1, Y2 ∈ L1, τότε g(Y1) = g(Y2) = 1, επομένως:

Y1 ◦ Y2
(3.1.12)

= Y1Y2 − (−1)1·1Y2Y1 = Y1Y2 + Y2Y1 ≡

≡{Y1, Y2}
(3.1.7)

∈ L0 (3.1.15)

Επίσης, μπορεί να δειχθεί ότι το «γινόμενο» ◦ : L×L→ L, που ορίζεται από την (3.1.12), ικανοποιεί
τις ιδιότητες ii) και iii) στον ορισμό μία Z2-graded άλγεβρας Lie.
Μία υπερσυμμετρική άλγεβρα είναι μία Z2-graded Lie άλγεβρα

L = L0 ⊕ L1 (3.1.16)

όπου ο μποζονικός τομέας L0 είναι η άλγεβρα Lie μίας επιτρεπόμενης συνεχούς ομάδας συμμετρίας
του πίνακα S κατά το θεώρημα των Coleman και Mandula, δηλαδή είναι το ευθύ άθροισμα της
άλγεβρας Poincaré, η οποία παράγεται (ως διανυσματικός χώρος) από τους γεννήτορες των χωρο-
χρονικών μετατοπίσεων, Pµ, και τους γεννήτορες της ομάδας Lorentz, Mµν , και της άλγεβρας Lie
μίας εσωτερικής συμμετρίας, η οποία παράγεται από ένα πεπερασμένο πλήθος γραμμικά ανεξάρτη-

των Ερμιτιανών γεννητόρων Tl. Οι μποζονικοί γεννήτορες Pµ, Mµν και Tl ικανοποιούν τις σχέσεις

μετάθεσης (3.1.1)-(3.1.6). Ο φερμιονικός τομέας L1 παράγεται από τελεστές Q
I
α και Q

I
α̇ = (QIα)†,

όπου I = 1, 2, . . . , N (N θετικός ακέραιος), α = 1, 2, που ανήκουν στις (1
2 , 0) και (0, 1

2) σπινο-
ριακές αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie της ομάδας Lorentz αντίστοιχα. Οι Haag, Lopuszański,
Sohnius [29] απέδειξαν ότι οι φερμιονικοί γεννήτορες μίας υπερσυμμετρίας του πίνακα S μπορούν
να είναι μόνο τέτοιοι τελεστές. Για παράδειγμα, δεν μπορούν να υπάρχουν φερμιονικοί γεννήτο-

ρες υπερσυμμετριών που είναι στην (1
2 , 1) ή στην (1, 1

2) αναπαράσταση της άλγεβρας Lorentz. Οι

τελεστές QIα και Q
I
α̇ δρουν σε ένα χώρο Hilbert με θετικά ορισμένη νόρμα, ‖ ‖, και μετατρέπουν
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μποζονικές καταστάσεις σε φερμιονικές και το αντίστροφο. Ακόμη, εάν N = 1, λέμε ότι έχουμε
απλή υπερσυμμετρία, ενώ αν N > 1, έχουμε εκτεταμένη υπερσυμμετρία.
Με βάση τις σχέσεις (3.1.9) και (3.1.13)-(3.1.15), που ισχύουν για μία γενική Z2-graded άλγεβρα

Lie, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύουν οι ακόλουθες γενικευμένες ταυτότητες Jacobi για τους
μποζονικούς και τους φερμιονικούς γεννήτορες μίας υπερσυμμετρίας του πίνακα S:

[B1, [B2, B3]] + [B2, [B3, B1]] + [B3, [B1, B2]] = 0 (3.1.17)

[F1, [B2, B3]] + [B2, [B3, F1]] + [B3, [F1, B2]] = 0 (3.1.18)

[B1, {F2, F3}] + {F2, [F3, B1]} − {F3, [B1, F2]} = 0 (3.1.19)

[F1, {F2, F3}] + [F2, {F3, F1}] + [F3, {F1, F2}] = 0 (3.1.20)

όπου Bi ∈ {Pµ,Mρσ, Tl| µ, ρ, σ = 0, 1, 2, 3, l = 0, 1, . . . , n ∈ Z+} και Fi ∈ {QIα, Q
J
β̇ | I, J =

1, 2, . . . , N, α = 1, 2, β̇ = 1̇, 2̇}, για κάθε i = 1, 2, 3.
Στη συνέχεια, θα ασχοληθούμε με την εξαγωγή των σχέσεων μετάθεσης και αντιμετάθεσης που

χαρακτηρίζουν μία γενική υπερσυμμετρική άλγεβρα, βασιζόμενοι ως επί το πλείστον στις αντίστοιχες

αναλύσεις στις πηγές [29], [23], [15] και [26]. Φυσικά, γνωρίζουμε ήδη τις σχέσεις μετάθεσης που

ικανοποιούν οι μποζονικοί γεννήτορες Pµ,Mµν , Tl (σχέσεις (3.1.1)-(3.1.6)).
Ας ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό του μεταθέτη

[
QIα,Mµν

]
για κάθε α = 1, 2, I = 1, 2, . . . , N

και µ, ν = 0, 1, 2, 3. Κάτω από ένα μετασχηματισμό Lorentz Λ ∈ SO(1, 3)↑, ο οποίος χαρακτη-
ρίζεται από έξι ανεξάρτητες πεπερασμένες παραμέτρους ωµν = −ωνµ, ο QIα, όντας ένα αντικείμενο
που ανήκει στην (1

2 , 0) αναπαράσταση της άλγεβρας Lorentz (αριστερόστροφος σπίνορας Weyl),
μετασχηματίζεται ως

QIα → QI
′
α =

(
e−

i
2
ωµνσµν

) β

α
QIβ (3.1.21)

Από την (3.1.21) έπεται ότι κάτω από έναν απειροστό γνήσιο και ορθόχρονο μετασχηματισμό

Lorentz Λ′ = 1 + ω′, έχουμε:

QIα → QI
′
α

Taylor
=

(
I2 −

i

2
ω′µνσ

µν +O(ω′2)

) β

α

QIβ =

=

[
δβα −

i

2
ω′µν(σµν) β

α

]
QIβ =

=QIα −
i

2
ω′µν(σµν) β

α Q
I
β (3.1.22)

όπου έχουμε κρατήσει μόνο τους όρους τάξης ≤ 1 ως προς τις απειροστές παραμέτρους ω′µν . ΄Ομως,

ο QIα είναι συγχρόνως και ένας τελεστής που δρα σε ένα χώρο Hilbert. Με την ιδιότητα αυτή, ο
QIα μετασχηματίζεται κάτω από τον απειροστό μετασχηματισμό Lorentz Λ′ ως

QIα → QI
′
α =

(
U(1 + ω′)

)−1
QIαU(1 + ω′) (3.1.23)

όπου ο τελεστής U(1 + ω′) δίνεται από την (2.1.20), την οποία αντικαθιστούμε στην (3.1.23) και
παίρνουμε:

QI
′
α =

(
I +

i

2
ω′µνM

µν

)
QIα

(
I − i

2
ω′ρσM

ρσ

)
=

=QIα −
i

2
ω′ρσQ

I
αM

ρσ +
i

2
ω′µνM

µνQIα +O(ω2) =

=QIα −
i

2
ω′µν

(
QIαM

µν −MµνQIα
)
⇒

⇒ QI
′
α =QIα −

i

2
ω′µν

[
QIα,M

µν
]

(3.1.24)

47



όπου πάλι έχουμε αγνοήσει τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς ω′. Προφανώς, τα δεξιά μέλη των
(3.1.22) και (3.1.24) είναι ίσα μεταξύ τους, άρα

QIα −
i

2
ω′µν

[
QIα,M

µν
]

= QIα −
i

2
ω′µν(σµν) β

α Q
I
β ⇒

⇒ i

2
ω′µν

[
QIα,M

µν
]

=
i

2
ω′µν(σµν) β

α Q
I
β

για αυθαίρετες απειροστές παραμέτρους ω′µν με ω
′
µν = −ω′νµ. ΄Αρα[

QIα,M
µν
]

= (σµν) β
α Q

I
β

ή [
QIα,Mµν

]
= (σµν) β

α Q
I
β (3.1.25)

Παίρνουμε το Ερμιτιανό συζυγές των δύο μελών της (3.1.25), οπότε προκύπτει ότι[
QIα,Mµν

]†
=
(

(σµν) β
α

)∗ (
QIβ
)† ⇒

⇒
[
M †µν , (Q

I
α)†
]

=

[
i

4

(
(σµ)αγ̇(σν)γ̇β − (σν)αγ̇(σµ)γ̇β

)]∗
Q
I
β̇ ⇒

⇒
[
Mµν , Q

I
α̇

]
= − i

4

[
((σµ)αγ̇)∗((σν)γ̇β)∗ − ((σν)αγ̇)∗((σµ)γ̇β)∗

]
Q
I
β̇ ⇒

⇒
[
Q
I
α̇,Mµν

]
=
i

4

[
(σµ)γα̇(σν)β̇γ − (σν)γα̇(σµ)β̇γ

]
Q
I
β̇ ⇒

⇒
[
Q
I
α̇,Mµν

]
= − i

4

[
(σµ)β̇γ(σν)γα̇ − (σν)β̇γ(σµ)γα̇

]
Q
I
β̇ ⇒

⇒
[
Q
I
α̇,Mµν

]
= −(σµν)β̇α̇Q

I
β̇ (3.1.26)

για κάθε α̇ = 1̇, 2̇.

Θεωρούμε τώρα τον αντιμεταθέτη

{
QIα, Q

J
β̇

}
για κάθε I, J = 1, 2, . . . , N , α = 1, 2, β̇ = 1̇, 2̇.

Τα QIα και Q
J
β̇ είναι στις (1

2 , 0) και (0, 1
2) αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lorentz αντίστοιχα, οπότε

ο αντιμεταθέτης τους μετασχηματίζεται κάτω από την ομάδα Lorentz ως (1
2 , 0) ⊗ (0, 1

2) = (1
2 ,

1
2).

Επειδή το μόνο αντικείμενο στη βάση του μποζονικού τομέα μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας με αυτή

την ιδιότητα μετασχηματισμού κάτω από την ομάδα Lorentz είναι ο τελεστής της ενέργειας-ορμής
Pµ, θα πρέπει να ισχύει: {

QIα, Q
J
β̇

}
= 2CIJ(σµ)αβ̇Pµ (3.1.27)

όπου CIJ , I, J = 1, 2, . . . , N , είναι τα στοιχεία ενόςN×N πίνακα C, ενώ η ύπαρξη του παράγοντα 2
είναι απλώς μία σύμβαση. Παίρνοντας το Ερμιτιανό συζυγές των δύο μελών της (3.1.27), βρίσκουμε

ότι: ({
QIα, Q

J
β̇

})†
= 2

(
CIJ(σµ)αβ̇Pµ

)†
⇒

⇒
{(

Q
J
β̇

)†
,
(
QIα
)†}

= 2
(
CIJ

)∗ (
(σµ)αβ̇

)∗
(Pµ)† ⇒

⇒
{
QJβ , Q

I
α̇

}
= 2 (C∗)IJ (σµ)βα̇Pµ

ή{
QIα, Q

J
β̇

}
= 2 (C∗)JI (σµ)αβ̇Pµ (3.1.28)

Συγκρίνοντας την (3.1.28) με την (3.1.27), συμπεραίνουμε ότι

CIJ = (C∗)JI =
(
C†
)IJ

, ∀ I, J = 1, 2, . . . , N ⇒
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⇒C = C†

δηλαδή ο πίνακας C είναι Ερμιτιανός, οπότε υπάρχει ένας μοναδιακός N×N πίνακας U (U †U = IN ,
όπου IN είναι ο ταυτοτικός N ×N πίνακας), ο οποίος διαγωνοποιεί τον C:

C = U−1DU, (3.1.29)

όπου D = diag(c1, c2, . . . , cN ), όπου cI , I = 1, 2, . . . , N, είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα C, οι οποίες
είναι πραγματικοί αριθμοί, αφού ο C είναι Ερμιτιανός. Αντικαθιστώντας την (3.1.29) στην (3.1.27),
παίρνουμε: {

QIα, Q
J
β̇

}
= 2

(
U−1DU

)IJ
(σµ)αβ̇Pµ ⇒

⇒
{
QIα, Q

J
β̇

}
= 2

(
U−1

)IK
DKLULJ(σµ)αβ̇Pµ (3.1.30)

Ορίζουμε τώρα νέους φερμιονικούς γεννήτορες:

QI
′
α ≡ U IJQJα (3.1.31)

και Q
I′

α̇ =
(
QI
′
α

)†
=
(
U IJ

)∗ (
QJα
)†

=
(
U †
)JI

Q
J
α̇ =

(
U−1

)JI
Q
J
α̇

Από την (3.1.30) έπεται ότι{
UMIQIα,

(
U−1

)JP
Q
J
β̇

}
= 2UMI

(
U−1

)IK
DKLULJ

(
U−1

)JP
(σµ)αβ̇Pµ ⇒

⇒
{
QM

′
α , Q

P ′

β̇

}
= 2δMKDKLδLP (σµ)αβ̇Pµ ⇒

⇒
{
QM

′
α , Q

P ′

β̇

}
= 2DMP (σµ)αβ̇Pµ ή{

QI
′
α , Q

J ′

β̇

}
= 2DIJ(σµ)αβ̇Pµ = 2cIδIJ(σµ)αβ̇Pµ (3.1.32)

όπου στην τελευταία σχέση δεν έχουμε άθροιση ως προς το δείκτη I. Από την τελευταία σχέση,
έπεται ότι για κάθε I = 1, 2, . . . , N είναι{

QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

}
(όχι άθροιση ως προς I)

= 2cIδII [(σµ)11̇Pµ + (σµ)22̇Pµ]⇒

⇒
{
QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

}
= 2cI

[
(σ0)11̇P0 + (σ3)11̇P3 + (σ0)22̇P0 + (σ3)22̇P3

]
⇒

⇒
{
QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

}
= 2cI (P0 + P3 + P0 − P3)⇒

⇒
{
QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

}
= 4cIP0 (3.1.33)

Ισχύει ότι ο P0 = P 0
είναι ο τελεστής της ενέργειας. Αν |Φ〉 είναι μία τυχαία κατάσταση του χώρου

Hilbert στον ποίο δρουν οι φερμιονικοί γεννήτορες Q και Q (ή ισοδύναμα, οι Q′ και Q
′
), απαιτούμε

η ενέργειά της, 〈Φ|P0 |Φ〉, να είναι μη αρνητική:

〈Φ|P0 |Φ〉 ≥ 0 (3.1.34)

Από την άλλη μεριά, για κάθε I = 1, 2, . . . , N , είναι:

〈Φ|
({
QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

})
|Φ〉 =

= 〈Φ|
(
QI
′

1 Q
I′

1̇ +Q
I′

1̇ Q
I′
1 +QI

′
2 Q

I′

2̇ +Q
I′

2̇ Q
I′
2

)
|Φ〉 =
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= 〈Φ|QI′1
(
QI
′

1

)†
|Φ〉+ 〈Φ|

(
QI
′

1

)†
QI
′

1 |Φ〉+ 〈Φ|QI′2
(
QI
′

2

)†
|Φ〉+ 〈Φ|

(
QI
′

2

)†
QI
′

2 |Φ〉 =

=

∥∥∥∥(QI′1 )† |Φ〉∥∥∥∥2

+
∥∥∥QI′1 |Φ〉∥∥∥2

+

∥∥∥∥(QI′2 )† |Φ〉∥∥∥∥2

+
∥∥∥QI′2 |Φ〉∥∥∥2

≥ 0⇒

⇒〈Φ|
({
QI
′

1 , Q
I′

1̇

}
+
{
QI
′

2 , Q
I′

2̇

})
|Φ〉 ≥ 0 (3.1.35)

Από τις (3.1.33)-(3.1.35), έπεται ότι cI > 0, ∀ I = 1, 2, . . . , N , δηλαδή η απαίτηση η ενέργεια
οποιασδήποτε κατάστασης στο χώρο Hilbert, στον οποίο δρουν οι φερμιονικοί γεννήτορες μίας
υπερσυμμετρίας του πίνακα S, να είναι μη αρνητική επιβάλλει ο Ερμιτιανός πίνακας C στην (3.1.27)
να είναι θετικά ορισμένος. ΄Ετσι, μπορούμε να επανορίσουμε ξανά τους φερμιονικούς γεννήτορες

ως

QI
′′
α =

1√
cI
QI
′
α (3.1.36)

και

Q
I′′

α̇ =
(
QI
′′
α

)†
=

1√
cI

(
QI
′
α

)†
=

1√
cI
Q
I′

α̇ (3.1.37)

οπότε έχουμε: {
QI
′′
α , Q

J ′′

β̇

}
=

{
1√
cI
QI
′
α ,

1√
cJ
Q
J ′

β̇

}
=

=
1√

cI
√
cJ

{
QI
′
α , Q

J ′

β̇

}
(3.1.32)

=

=
1√

cI
√
cJ

2cIδIJ(σµ)αβ̇Pµ =

=
1

�
��
√
cI��

�√cJ
2�
��
√
cI��

�√
cJδIJ(σµ)αβ̇Pµ ⇒

⇒
{
QI
′′
α , Q

J ′′

β̇

}
=2δIJ(σµ)αβ̇Pµ

Από εδώ και στο εξής, θα θεωρούμε ότι για οποιαδήποτε υπερσυμμετρική άλγεβρα, οι φερμιονικοί

γεννήτορες Q και Q ορίζονται έτσι ώστε να ικανοποιούν την τελευταία σχέση, δηλαδή{
QIα, Q

J
β̇

}
= 2δIJ(σµ)αβ̇Pµ (3.1.38)

Επίσης, οι φερμιονικοί γεννήτορες QIα και Q
I
α̇ μετατίθενται με τους γεννήτορες των χωροχρο-

νικών μετατοπίσεων, Pµ: [
Pµ, Q

I
α

]
=
[
Pµ, Q

I
α̇

]
= 0 (3.1.39)

Αυτό δεν είναι καθόλου προφανές. Για να το αποδείξουμε, παρατηρούμε πρώτα ότι κάθε μεταθέτης[
Pµ, Q

I
α

]
ανήκει στην (

1

2
,
1

2

)
⊗
(

1

2
, 0

)
=

(
0,

1

2

)
⊕
(

1,
1

2

)
αναπαράσταση της άλγεβρας Lie της ομάδας Lorentz. Ωστόσο, όπως ήδη αναφέραμε, δεν υπάρχουν
φερμιονικοί γεννήτορες που μετασχηματίζονται κάτω από την ομάδα Lorentz σύμφωνα με την (1, 1

2)
αναπαράσταση της άλγεβρας Lorentz. Επομένως, η γενικότερη δυνατή μορφή για κάθε τέτοιο
μεταθέτη είναι η [

Pµ, Q
I
α

]
= XIJ(σµ)αβ̇

(
Q
J
)β̇

(3.1.40)

(όπου

(
Q
J
)β̇

= εβ̇γ̇Q
J
γ̇ ) για κάποιον N ×N πίνακα X. Από την (3.1.40) έπεται ότι

[
Pµ, Q

I
α

]†
=
(
XIJ

)∗ (
(σµ)αβ̇

)∗((
Q
J
)β̇)†

⇒
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⇒
[(
QIα
)†
, P †µ

]
= (X∗)IJ (σµ)βα̇

(
QJ
)β ⇒

⇒
[
Q
I
α̇, Pµ

]
= (X∗)IJ (σµ)βα̇

(
QJ
)β ⇒

⇒
[
Q
I
α̇, Pµ

]
= (X∗)IJ εα̇γ̇εβγ(σµ)γ̇γ

(
QJ
)β ⇒

⇒
[
Pµ, Q

I
α̇

]
= − (X∗)IJ εα̇γ̇εβγ(σµ)γ̇γεβδQJδ ⇒

⇒
[
Pµ, Q

I
α̇

]
= − (X∗)IJ εα̇γ̇(−εδβ)εβγ(σµ)γ̇γQJδ ⇒

⇒
[
Pµ, ε

δ̇α̇Q
I
α̇

]
= (X∗)IJ εδ̇α̇εα̇γ̇δ

δ
γ(σµ)γ̇γQJδ ⇒

⇒
[
Pµ,

(
Q
I
)δ̇]

= (X∗)IJ δδ̇γ̇δ
δ
γ(σµ)γ̇γQJδ = (X∗)IJ (σµ)δ̇γQJγ ή[

Pµ,
(
Q
I
)α̇]

= (X∗)IJ (σµ)α̇βQJβ (3.1.41)

για κάθε α̇ = 1̇, 2̇. Εφαρμόζουμε την ταυτότητα Jacobi (3.1.18) για F1 = QIα, B2 = Pµ, B3 = Pν :

[QIα, [Pµ, Pν ]︸ ︷︷ ︸

=

0

] +
[
Pµ,

[
Pν , Q

I
α

]]
+
[
Pν ,
[
QIα, Pµ

]]
= 0⇒

⇒
[
Pµ, X

IJ(σν)αβ̇

(
Q
J
)β̇]

+

[
Pν ,−XIJ(σµ)αβ̇

(
Q
J
)β̇]

= 0⇒

⇒XIJ(σν)αβ̇

[
Pµ,

(
Q
J
)β̇]
−XIJ(σµ)αβ̇

[
Pν ,
(
Q
J
)β̇]

= 0⇒

⇒XIJ(σν)αβ̇ (X∗)JK (σµ)β̇γQKγ −XIJ(σµ)αβ̇ (X∗)JK (σν)β̇γQKγ = 0⇒

⇒−XIJ (X∗)JK
[
(σµ)αβ̇(σν)β̇γ − (σν)αβ̇(σµ)β̇γ

]
QKγ = 0⇒

⇒− (XX∗)IK
4

i
(σµν) γ

α QKγ = 0⇒

⇒4i (XX∗)IK (σµν) γ
α QKγ = 0

που συνεπάγεται ότι

XX∗ = 0 (3.1.42)

Η τελευταία σχέση δεν είναι αρκετή για να συμπεράνουμε ότι X = 0 και άρα σύμφωνα με τις (3.1.40)
και (3.1.41), ισχύουν οι σχέσεις μετάθεσης (3.1.39). Πρέπει επιπλέον να δείξουμε ότι ο πίνακας X
είναι συμμετρικός, οπότε θα είναι X∗ = (XT )∗ = X† και σύμφωνα με την (3.1.42), θα έχουμε

XX† = 0 (3.1.43)

άρα για κάθε I = 1, 2, . . . , N θα είναι

0 = (XX†)II (όχι άθροιση ως προς I)

και συνεπώς

0 =

N∑
K=1

XIK
(
X†
)KI

=
N∑
K=1

XIK (X∗)IK =

N∑
K=1

XIK
(
XIK

)∗
=

N∑
K=1

∣∣XIK
∣∣2 (3.1.44)

΄Ομως, για δεδομένο I ∈ {1, 2, . . . , N},
∣∣XIK

∣∣2 ≥ 0, ∀K = 1, 2, . . . , N . Επομένως, εάν ισχύει η
(3.1.43), άρα και η (3.1.44), είναι

∣∣XIK
∣∣ = 0⇒ XIK = 0 για κάθε I,K = 1, 2, . . . , N , άρα X = 0.
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Προκειμένου να δείξουμε ότι ο πίνακας X είναι συμμετρικός και άρα, σύμφωνα με την προη-

γούμενη ανάλυση, μηδενικός, θεωρούμε τους αντιμεταθέτες της μορφής

{
QIα, Q

J
β

}
, όπου I, J =

1, 2, . . . , N , α, β = 1, 2. ΄Ολοι αυτοί οι αντιμεταθέτες μετασχηματίζονται ως (1
2 , 0) ⊕ (1

2 , 0) =
(1, 0)⊕ (0, 0) κάτω από την ομάδα Lorentz, οπότε μπορούμε να γράψουμε:{

QIα, Q
J
β

}
= εαβZ

IJ + εβγ (σµν) γ
α MµνY

IJ
(3.1.45)

όπου τα ZIJ και Y IJ
είναι κβαντικοί τελεστές που είναι Lorentz αναλλοίωτοι, δηλαδή[

ZIJ ,Mµν

]
= 0,

[
Y IJ ,Mµν

]
= 0 (3.1.46)

και αναλλοίωτοι κάτω από χωροχρονικές μετατοπίσεις:[
ZIJ , Pµ

]
= 0,

[
Y IJ , Pµ

]
= 0 (3.1.47)

Ισχύει ότι

εβγ (σµν) γ
α = εαγ (σµν) γ

β (3.1.48)

Πράγματι, είναι:

εαγ (σµν) γ
β =

i

4
εαγ

[
(σµ)ββ̇ (σν)β̇γ − (σν)ββ̇ (σµ)β̇γ

]
=

=
i

4
εαγ

[
εβδεβ̇δ̇ (σµ)δ̇δ εβ̇ζ̇εγζ (σν)ζζ̇ − εβδεβ̇δ̇ (σν)δ̇δ εβ̇ζ̇εγζ (σµ)ζζ̇

]
=

=
i

4

[
εβδ(−εδ̇β̇)εβ̇ζ̇εαγε

γζ (σν)ζζ̇ (σµ)δ̇δ − εβδ(−εδ̇β̇)εβ̇ζ̇εαγε
γζ (σν)δ̇δ (σµ)ζζ̇

]
=

=
i

4

[
−εβδδζ̇δ̇δ

ζ
α (σν)ζζ̇ (σµ)δ̇δ + εβδδ

ζ̇

δ̇
δζα (σν)δ̇δ (σµ)ζζ̇

]
=

=
i

4

[
−εβδ (σν)αδ̇ (σµ)δ̇δ + εβδ (σν)ζ̇δ (σµ)αζ̇

]
=

=
i

4
εβδ

[
(σµσν) δ

α − (σνσµ) δ
α

]
=

=εβγ (σµν) γ
α

Με τις εναλλαγές α↔ β και I ↔ J , η (3.1.45) δίνει:{
QJβ , Q

I
α

}
= εβαZ

JI + εαγ (σµν) γ
β MµνY

JI ⇒

⇒
{
QJβ , Q

I
α

}
= −εαβZIJ + εβγ (σµν) γ

α MµνY
JI

(3.1.49)

Τα αριστερά μέλη των (3.1.45) και (3.1.49) είναι προφανώς ίσα μεταξύ τους, οπότε το ίδιο ισχύει

και για τα δεξιά μέλη, άρα

ZIJ = −ZJI και Y IJ = Y JI
(3.1.50)

για κάθε I, J = 1, 2, . . . , N . Επίσης, ισχύει ότι:

εαβ
[
Pµ,

{
QIα, Q

J
β

}] (3.1.45)
=

=εαβ
[
Pµ, εαβZ

IJ + εβγ (σνρ) γ
α MνρY

IJ
]

=

=εαβεαβ
[
Pµ, Z

IJ
]

+ εαβεβγ (σνρ) γ
α

[
Pµ,MνρY

IJ
]

=

=0 + δαγ (σνρ) γ
α

[
Pµ,MνρY

IJ
]

=

= (σνρ) α
α

[
Pµ,MνρY

IJ
]

=

= Tr (σνρ)︸ ︷︷ ︸

=

0

[
Pµ,MνρY

IJ
]

= 0
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Στη συνέχεια, θεωρούμε τη γενικευμένη ταυτότητα Jacobi (3.1.19) για B1 = Pµ, F2 = QIα και
F3 = QJβ : [

Pµ,
{
QIα, Q

J
β

}]
+
{
QIα,

[
QJβ , Pµ

]}
−
{
QJβ ,

[
Pµ, Q

I
α

]}
= 0⇒

⇒
[
Pµ,

{
QIα, Q

J
β

}]
= −

{
QIα,

[
QJβ , Pµ

]}
+
{
QJβ ,

[
Pµ, Q

I
α

]}
(3.1.51)

Είναι:

0 =εαβ
[
Pµ,

{
QIα, Q

J
β

}] (3.1.51)
=

=− εαβ
{
QIα,

[
QJβ , Pµ

]}
+ εαβ

{
QJβ ,

[
Pµ, Q

I
α

]} (3.1.40)
=

=− εαβ
{
QIα,−XJK (σµ)βγ̇

(
Q
K
)γ̇}

+ εαβ
{
QJβ , X

IK (σµ)αγ̇

(
Q
K
)γ̇}

=

=εαβXJK (σµ)βγ̇

{
QIα, ε

γ̇δ̇Q
K
δ̇

}
+ εαβXIK (σµ)αγ̇

{
QJβ , ε

γ̇δ̇Q
K
δ̇

}
=

=2εαβεγ̇δ̇ (σµ)βγ̇ X
JKδIK (σν)αδ̇ P

ν + 2εαβεγ̇δ̇ (σµ)αγ̇ X
IKδJK (σν)βδ̇ P

ν =

=2(−εβα)εγ̇δ̇ (σν)αδ̇ (σµ)βγ̇ P
νXJI + 2 (σµ)αγ̇ ε

αβεγ̇δ̇ (σν)βδ̇ P
νXIJ =

=− 2 (σν)γ̇β (σµ)βγ̇ P
νXJI + 2 (σµ)αγ̇ (σν)γ̇α P νXIJ =

=− 2 (σµ)βγ̇ (σν)γ̇β P νXJI + 2 (σµσν) α
α P νXIJ =

=2 Tr (σµσν)P ν
(
XIJ −XJI

)
=

=2 (2ηµν)P ν
(
XIJ −XJI

)
=

=4ηµνP
ν
(
XIJ −XJI

)
= 4Pµ

(
XIJ −XJI

)
΄Αρα, XIJ = XJI ∀ I, J = 1, 2 = . . . , N , που σημαίνει ότι ο πίνακας X είναι συμμετρικός και
επομένως, ισχύουν οι σχέσεις μετάθεσης (3.1.39) .

Ακόμη, με δεδομένες τις (3.1.39) και (3.1.45), η (3.1.51) δίνει:[
Pµ, εαβZ

IJ + εβγ (σνρ) γ
α MνρY

IJ
]

= −{QIα,
[
QJβ , Pµ

]︸ ︷︷ ︸

=

0

}+ {QJβ ,
[
Pµ, Q

I
α

]︸ ︷︷ ︸
=

0

} ⇒

⇒εαβ
[
Pµ, Z

IJ
]︸ ︷︷ ︸

=

0

+εβγ (σνρ) γ
α

[
Pµ,MνρY

IJ
]

= 0⇒

⇒εβγ (σνρ) γ
α ([Pµ,Mνρ]Y

IJ +Mνρ

[
Pµ, Y

IJ
]︸ ︷︷ ︸

=

0

) = 0⇒

⇒− εβγ (σνρ) γ
α [Mνρ, Pµ]Y IJ = 0

(3.1.2)

====⇒
⇒iεβγ (σνρ) γ

α (ηµνPρ − ηρµPν)Y IJ = 0⇒
⇒iεβγηµν (σνρ) γ

α PρY
IJ − iεβγηρµ (σνρ) γ

α PνY
IJ = 0⇒

⇒iεβγ
(
σ ρ
µ

) γ
α
PρY

IJ − iεβγ
(
σνµ
) γ
α
PνY

IJ = 0⇒

⇒iεβγ (σµρ)
γ
α P ρY IJ − iεβγ (σνµ) γ

α P νY IJ = 0⇒
⇒2iεβγ (σµν) γ

α P νY IJ = 0⇒ Y IJ = 0 ∀ I, J = 1, 2, . . . , N

Επομένως, έχουμε: {
QIα, Q

J
β

}
= εαβZ

IJ
(3.1.52)

όπου I, J = 1, 2, . . . , N , α, β = 1, 2 και:{
QIα, Q

J
β

}†
=
(
εαβZ

IJ
)† ⇒
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⇒
{(
QJβ
)†
,
(
QIα
)†}

= (εαβ)∗
(
ZIJ

)† ⇒
⇒
{
Q
J
β̇ , Q

I
α̇

}
= εα̇β̇

(
ZIJ

)†
ή{

Q
I
α̇, Q

J
β̇

}
= εα̇β̇

(
ZIJ

)†
(3.1.53)

α̇, β̇ = 1̇, 2̇.
΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, οι τελεστές ZIJ είναι Lorentz αναλλοίωτοι και μετατίθενται με

τους γεννήτορες των χωροχρονικών μετατοπίσεων, Pµ, ενώ είναι στοιχεία του μποζονικού τομέα

μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας, όπως και οι αντιμεταθέτες

{
QIα, Q

J
β

}
. Επομένως, δεδομένου

ότι ισχύουν οι (3.1.5) και (3.1.6), οι ZIJ δεν μπορούν παρά να είναι γραμμικοί συνδυασμοί των
Ερμιτιανών γεννητόρων της εσωτερικής συμμετρίας, Tl:

ZIJ =
∑
l

αl,IJTl (3.1.54)

όπου τα αl,IJ είναι κάποιοι αριθμητικοί συντελεστές για τους οποίους ισχύει αl,IJ = −αl,JI , αφού
ZIJ = −ZJI .
Θα εξετάσουμε τώρα τις σχέσεις μετάθεσης των φερμιονικών γεννητόρων QIα και Q

I
α̇ με τους

γεννήτορες της ομάδας εσωτερικής συμμετρίας, Tl. Ισχύει ότι οι μεταθέτες
[
QIα, Tl

]
ανήκουν στο

φερμιονικό τομέα μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας και είναι στην (1
2 , 0)⊗(0, 0) = (1

2 , 0) αναπαράστα-
ση της άλγεβρας Lorentz, οπότε γενικά έχουμε:[

QIα, Tl
]

= (tl)
IJ QJα (3.1.55)

για κάποιους N × N πίνακες tl. Οι πίνακες αυτοί αποτελούν μία αναπαράσταση διάστασης N της
άλγεβρας Lie της ομάδας εσωτερικής συμμετρίας, η οποία χαρακτηρίζεται από σχέσεις μετάθεσης
της μορφής:

[Tl, Tm] = iclmkTk (3.1.56)

όπου τα clmk είναι κάποιες σταθερές δομής και υπονοείται άθροιση ως προς k. Για να αποδείξουμε
τον τελευταίο ισχυρισμό, αρκεί να δείξουμε ότι οι πίνακες tl ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης
(3.1.56), δηλαδή

[tl, tm] = iclmktk (3.1.57)

Για το σκοπό αυτό, κάνουμε χρήση της ταυτότητας Jacobi (3.1.18) για F1 = QIα, B2 = Tl,
B3 = Tm: [

QIα, [Tl, Tm]
]

+
[
Tl,
[
Tm, Q

I
α

]]
+
[
Tm,

[
QIα, Tl

]]
= 0 (3.1.58)

(3.1.58)
(3.1.55)

=====⇒
(3.1.56)

[
QIα, iclmkTk

]
+
[
Tl,− (tm)IJ QJα

]
+
[
Tm, (tl)

IJ QJα

]
= 0⇒

⇒iclmk
[
QIα, Tk

]
− (tm)IJ

[
Tl, Q

J
α

]
+ (tl)

IJ [Tm, QJα] = 0⇒

⇒iclmk (tk)
IK QKα − (tm)IJ

[
− (tl)

JK QKα

]
+ (tl)

IJ
[
− (tm)JK QKα

]
= 0⇒

⇒− (tl)
IJ (tm)JK QKα + (tm)IJ (tl)

JK QKα = −iclmk (tk)
IK QKα ⇒

⇒ (tl)
IJ (tm)JK − (tm)IJ (tl)

JK = iclmk (tk)
IK ⇒

⇒ (tltm − tmtl)IK = iclmk (tk)
IK ⇒

⇒ [tl, tm] = iclmktk (ο.έ.δ.)

Επίσης, από την (3.1.55) έπεται ότι:[
QIα, Tl

]†
=
[
(tl)

IJ QJα

]†
⇒
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⇒
[
T †l , (Q

I
α)†
]

=
(

(tl)
IJ
)∗
Q
J
α̇ ⇒

⇒
[
Tl, Q

I
α̇

]
= (t∗l )

IJ Q
J
α̇ ⇒

⇒
[
Q
I
α̇, Tl

]
= −QJα̇

(
t†l

)JI
(3.1.59)

Για B1 = Tl, F2 = QIα και F3 = Q
J
β̇ η γενικευμένη ταυτότητα Jacobi (3.1.19) δίνει:[

Tl,
{
QIα, Q

J
β̇

}]
+
{
QIα,

[
Q
J
β̇ , Tl

]}
−
{
Q
J
β̇ ,
[
Tl, Q

I
α

]}
= 0⇒

⇒
[
Tl, 2δ

IJ(σµ)αβ̇Pµ

]
+

{
QIα,−Q

K
β̇

(
t†l

)KJ}
−
{
Q
J
β̇ ,− (tl)

IK QKα

}
= 0⇒

⇒2δIJ(σµ)αβ̇ [Tl, Pµ]︸ ︷︷ ︸

=

0

−
(
t†l

)KJ {
QIα, Q

K
β̇

}
+ (tl)

IK
{
Q
J
β̇ , Q

K
α

}
= 0⇒

⇒− 2
(
t†l

)KJ
δIK(σµ)αβ̇Pµ + 2 (tl)

IK δKJ (σµ)αβ̇ Pµ = 0⇒

⇒− 2
(
t†l

)IJ
(σµ)αβ̇Pµ + 2 (tl)

IJ (σµ)αβ̇ Pµ = 0⇒

⇒2

[
(tl)

IJ −
(
t†l

)IJ]
(σµ)αβ̇ Pµ = 0

Συνεπώς

(tl)
IJ =

(
t†l

)IJ
, για κάθε I, J = 1, 2, . . . , N

που σημαίνει ότι οι πίνακες tl είναι Ερμιτιανοί. ΄Ετσι, η (3.1.59) γράφεται:[
Q
I
α̇, Tl

]
= −QJα̇ (tl)

JI
(3.1.60)

Αν ZIJ = 0 ∀ I, J = 1, 2, . . . , N , οι σχέσεις (3.1.25), (3.1.26), (3.1.38), (3.1.39), (3.1.52) και
(3.1.53) είναι αναλλοίωτες κάτω από τον U(N) μετασχηματισμό:

QIα → U IJQJα, Q
I
α̇ → Q

J
α̇

(
U †
)JI

= Q
J
α̇

(
U−1

)JI
, (3.1.61)

όπου U είναι ένα τυχαίος N ×N μοναδιακός πίνακας. Επομένως, για μηδενικά ZIJ , η μεγαλύτερη
δυνατή ομάδα εσωτερικής συμμετρίας που μπορεί να δράσει κατά μη τετριμμένο τρόπο στα Q (μη
μηδενικοί Ερμιτιανοί πίνακες tl στι (3.1.55) και (3.1.60)) είναι η U(N). Αυτή η ομάδα είναι γνωστή
ως ομάδα της R-συμμετρίας.
Στην περίπτωση της απλής υπερσυμμετρίας, όπου N = 1, έχουμε μόνο 2 σπινοριακούς γεννήτο-

ρες, Qα και Qα̇, που μετασχηματίζονται κάτω από την ομάδα Lorentz σύμφωνα με τις (1
2 , 0) και

(0, 1
2) αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lorentz αντιστοίχως, όπου (Qα)† = Qα̇ για κάθε α = 1, 2.

Για την N = 1 υπερσυμμετρική άλγεβρα, το Z ≡ Z11
μηδενίζεται, αφού σύμφωνα με την (3.1.50),

Z11 = −Z11
, ενώ οι προαναφερθείσες σχέσεις μετάθεσης/αντιμετάθεσης γράφονται αντίστοιχα ως

[Qα,Mµν ] = (σµν) β
α Qβ (3.1.62)[

Qα̇,Mµν

]
= − (σµν)β̇α̇Qβ̇ (3.1.63){

Qα, Qβ̇

}
= 2 (σµ)αβ̇ Pµ (3.1.64)

[Pµ, Qα] =
[
Pµ, Qα̇

]
= 0 (3.1.65)
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{Qα, Qβ} = 0 (3.1.66){
Qα̇, Qβ̇

}
= 0 (3.1.67)

και είναι αναλλοίωτες κάτω από το μετασχηματισμό φάσης (U(1) μετασχηματισμό):

Qα → eiλQα, Qα̇ → e−iλQα̇

για κάθε πραγματικό αριθμό λ. Από την άλλη μεριά, για N = 1, οι (3.1.55) και (3.1.60) γίνονται
αντίστοιχα

[Qα, Tl] = tlQα (3.1.68)[
Qα̇, Tl

]
= −tlQα̇ (3.1.69)

όπου τα tl είναι πραγματικοί αριθμοί, ενώ η άλγεβρα της εσωτερικής συμμετρίας είναι Αβελιανή,
αφού αν εφαρμόσουμε την ταυτότητα Jacobi (3.1.18) για F1 = Qα, B2 = Tl, B3 = Tm παίρνουμε:

[Qα, [Tl, Tm]] + [Tl, [Tm, Qα]] + [Tm, [Qα, Tl]] = 0
(3.1.68)

=====⇒
⇒ [Qα, iclmnTn] + [Tl,−tmQα] + [Tm, tlQα] = 0⇒
⇒iclmn [Qα, Tn]− tm [Tl, Qα] + tl [Tm, Qα] = 0⇒
⇒iclmntnQα − tm (−tlQα) + tl (−tmQα) = 0⇒
⇒iclmntnQα + tmtlQα − tltmQα = 0⇒
⇒iclmntnQα = 0⇒ clmn = 0

Είναι σαφές ότι μπορούμε να επανορίσουμε τους Αβελιανούς γεννήτορες Tl, ώστε να ισχύουν οι
σχέσεις:

[Qα, Tl] = Qα (3.1.70)[
Qα̇, Tl

]
= −Qα̇ (3.1.71)

Υπάρχει μόνο ένας ανεξάρτητος συνδυασμός των (επανορισμένων) γεννητόρων Tl, τον οποίο ας
συμβολίσουμε με R, ο οποίος δρα με μη τετριμμένο τρόπο στους φερμιονικούς γεννήτορες Qα και
Qα̇:

[Qα, R] = Qα (3.1.72)[
Qα̇, R

]
= −Qα̇ (3.1.73)

΄Ετσι, η N = 1 υπερσυμμετρία έχει εν γένει μία εσωτερική ολική U(1) συμμετρία, η οποία αποτελεί
μία R−συμμετρία, με τους γεννήτορες Qα και Qα̇ να έχουν R−φορτίο +1 και -1 αντίστοιχα.
Ακολούθως, θα δείξουμε ότι οι κβαντικοί τελεστές ZIJ , I, J = 1, 2, . . . , N , μετατίθενται με

όλους τους γεννήτορες μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας, γι΄ αυτό και χαρακτηρίζονται ως «κεντρικά

φορτία» (central charges). ΄Εχουμε ήδη απαιτήσει να είναι
[
ZIJ ,Mµν

]
= 0 και

[
ZIJ , Pµ

]
= 0, από

όπου συμπεράναμε ότι τα ZIJ έχουν τη μορφή (3.1.54). ΄Ετσι, πρέπει ακόμη να αποδείξουμε ότι:[
ZIJ , QKα

]
=
[
ZIJ , Q

K
α̇

]
= 0 (3.1.74)[

ZIJ , Tl
]

= 0 (3.1.75)

για κάθε I, J = 1, 2, . . . , N , α = 1, 2.
Αρχικά, θεωρούμε τη γενικευμένη ταυτότητα Jacobi (3.1.19) με B1 = Tl, F2 = QIα, F3 = QJβ :[

Tl,
{
QIα, Q

J
β

}]
+
{
QIα,

[
QJβ , Tl

]}
−
{
QJβ ,

[
Tl, Q

I
α

]}
= 0

(3.1.52)

=====⇒
(3.1.55)

⇒
[
Tl, εαβZ

IJ
]

+
{
QIα, (tl)

JK QKβ

}
−
{
QJβ ,− (tl)

IK QKα

}
= 0⇒

⇒εαβ
[
Tl, Z

IJ
]

+ (tl)
JK {QIα, QKβ }+ (tl)

IK {QJβ , QKα } = 0⇒
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⇒εαβ
[
Tl, Z

IJ
]

+ (tl)
JK εαβZ

IK + (tl)
IK εβαZ

JK = 0⇒
⇒− εαβ

[
ZIJ , Tl

]
+ εαβ (tl)

JK ZIK + (−εαβ) (tl)
IK (−ZKJ) = 0⇒

⇒− εαβ
([
ZIJ , Tl

]
− (tl)

JK ZIK − (tl)
IK ZKJ

)
= 0

΄Αρα [
ZIJ , Tl

]
= (tl)

IK ZKJ + (tl)
JK ZIK (3.1.76)

Συνδυάζοντας τις (3.1.54) και (3.1.76) λαμβάνουμε ότι:

[
ZIJ , ZKL

]
=

[
ZIJ ,

∑
l

αl,KLTl

]
=
∑
l

αl,KL
[
ZIJ , Tl

]
⇒

⇒
[
ZIJ , ZKL

]
=
∑
l

αl,KL
[
(tl)

IM ZMJ + (tl)
JM ZIM

]
(3.1.77)

Από τις (3.1.76) και (3.1.77) συμπεραίνουμε ότι οι τελεστές ZIJ παράγουν μία αναλλοίωτη υποάλγε-
βρα της άλγεβρας Lie της εσωτερικής συμμετρίας. Χρησιμοποιούμε τώρα τη γενικευμένη ταυτότητα

Jacobi (3.1.20) με F1 = QIα, F2 = QJβ , F3 = Q
K
γ̇ :[

QIα,
{
QJβ , Q

K
γ̇

}]
+
[
QJβ ,

{
Q
K
γ̇ , Q

I
α

}]
+
[
Q
K
γ̇ ,
{
QIα, Q

J
β

}]
= 0⇒

⇒
[
QIα, 2δ

JK (σµ)βγ̇ Pµ

]
+
[
QJβ , 2δ

IK (σµ)αγ̇ Pµ

]
+
[
Q
K
γ̇ , εαβZ

IJ
]

= 0⇒

⇒2δJK (σµ)βγ̇
[
QIα, Pµ

]︸ ︷︷ ︸

=

0

+2δIK (σµ)αγ̇
[
QJβ , Pµ

]︸ ︷︷ ︸

=

0

+εαβ

[
Q
K
γ̇ , Z

IJ
]

= 0⇒

⇒− εαβ
[
ZIJ , Q

K
γ̇

]
= 0

Επομένως, είναι: [
ZIJ , Q

K
γ̇

]
= 0 (3.1.78)

για κάθε I, J,K = 1, 2, . . . , N και γ̇ = 1̇, 2̇. Εάν αντικαταστήσουμε την (3.1.54) στην (3.1.78),
λαμβάνουμε ότι: [∑

l

αl,IJTl, Q
K
γ̇

]
= 0⇒

∑
l

αl,IJ
[
Tl, Q

K
γ̇

]
= 0

(3.1.60)

=====⇒

⇒
∑
l

αl,IJQ
L
γ̇ (tl)

LK =

[∑
l

αl,IJ (tl)
LK

]
Q
L
γ̇ = 0

Συνεπώς ∑
l

αl,IJ (tl)
LK = 0 (3.1.79)

για κάθε I, J,K,L = 1, 2, . . . , N . ΄Ετσι, για κάθε I, J,K = 1, 2, . . . , N , α = 1, 2, είναι:

[
ZIJ , QKα

] (3.1.54)
=

[∑
l

αl,IJTl, Q
K
α

]
=
∑
l

αl,IJ
[
Tl, Q

K
α

] (3.1.55)
=

= −
∑
l

αl,IJ (tl)
KLQLα = −

[∑
l

αl,IJ (tl)
KL

]
QLα

(3.1.79)

=====⇒

⇒
[
ZIJ , QKα

]
= 0 (3.1.80)
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Επίσης, για κάθε I, J,K,L = 1, 2, . . . , N , έχουμε:

[
ZIJ , ZKL

] (3.1.77)
=

[∑
l

αl,KL (tl)
IM

]
ZMJ +

[∑
l

αl,KL (tl)
JM

]
ZIM

(3.1.79)
= 0

που σημαίνει ότι η αναλλοίωτη υποάλγεβρα της άλγεβρας Lie της ομάδας εσωτερικής συμμετρίας που
παράγεται από τα ZIJ είναι Αβελιανή. Υπενθυμίζουμε ότι η άλγεβρα Lie της εσωτερικής συμμετρίας
είναι το ευθύ άθροισμα μίας συμπαγούς ημιαπλής άλγεβρας Lie και ενός αριθμού U(1) Lie αλγεβρών.
Εξ ορισμού, μία ημιαπλή άλγεβρα Lie δεν έχει Αβελιανές αναλλοίωτες υποάλγεβρες, άρα οποιαδήποτε
Αβελιανή αναλλοίωτη υποάλγεβρα της άλγεβρας Lie της ομάδας εσωτερικής συμμετρίας παράγεται
από U(1) γεννήτορες. Επομένως, τα ZIJ πρέπει να είναι U(1) γεννήτορες, άρα μετατίθενται με
τους γεννήτορες Tl: [

ZIJ , Tl
]

= 0 (3.1.81)

οπότε ολοκληρώθηκε η απόδειξη του ότι οι τελεστές ZIJ μετατίθενται με όλους τους γεννήτορες
μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας, εξού και ο χαρακτηρισμός τους ως κεντρικά φορτία.

Κλείνουμε την ενότητα αυτή παραθέτοντας τον ακόλουθο κατάλογο, που περιλαμβάνει το σύνολο

των σχέσεων μετάθεσης και αντιμετάθεσης που χαρακτηρίζουν τη γενικότερη δυνατή υπερσυμμε-

τρική άλγεβρα ή ισοδύναμα, την πιο γενική graded Lie άλγεβρα συμμετριών του πίνακα S που είναι
συνεπείς με τη σχετικιστική κβαντική θεωρία πεδίου.

[Pµ, Pν ] =0

[Mµν , Pρ] =− i (ηµρPν − ηνρPµ)

[Mµν ,Mρσ] =− i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ)

[Tl, Tm] =iclmnTn

[Tl, Pµ] =0

[Tl,Mµν ] =0[
Pµ, Q

I
α

]
=
[
Pµ, Q

I
α̇

]
= 0[

QIα,Mµν

]
= (σµν) β

α QIβ[
Q
I
α̇,Mµν

]
=− (σµν)β̇α̇Q

I
β̇[

QIα, Tl
]

= (tl)
IJ QJα[

Q
I
α̇, Tl

]
=−QJα̇ (tl)

JI{
QIα, Q

J
β̇

}
=2δIJ (σµ)αβ̇ Pµ{

QIα, Q
J
β

}
=εαβZ

IJ
με ZIJ =

∑
l α

l,IJTl{
Q
I
α̇, Q

J
β̇

}
=εα̇β̇

(
ZIJ

)†
[
ZIJ , QKα

]
=
[
ZIJ , Q

K
α̇

]
= 0[

ZIJ , Pµ
]

=
[
ZIJ ,Mµν

]
=
[
ZIJ , Tl

]
= 0[

ZIJ , ZKL
]

=0

3.2 Αναπαραστάσεις της άλγεβρας της υπερσυμμετρίας

Σε αυτήν την ενότητα θα συζητήσουμε για αναπαραστάσεις της άλγεβρας της υπερσυμμετρίας πάνω

σε ασυμπτωτικές on-shell μονοσωματιδιακές καταστάσεις. Αρχικά, υπενθυμίζουμε ότι η άλγεβρα
Poincaré έχει δύο τελεστές Casimir (δηλαδή τελεστές που μετατίθενται με όλους τους γεννήτορες
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της ομάδας Poincaré, Mµν και Pρ), τους

P 2 = PµP
µ
και W 2 = WµW

µ
(3.2.1)

όπου Wµ = 1
2ε
µνρσPνMρσ είναι το διάνυσμα των Pauli-Lubanski. Οι τελεστές Casimir είναι

χρήσιμοι για την ταξινόμηση των μη αναγωγίσιμων αναπαραστάσεων μίας ομάδας. Στην περίπτωση

της ομάδας Poincaré, οι αναπαραστάσεις αυτές, που δεν είναι τίποτα άλλο από αυτά που αποκαλούμε
«σωματίδια», μπορούν να χαρακτηριστούν από τις ιδιοτιμές των P 2

και W 2
όταν δρουν πάνω στις

φυσικές καταστάσεις. Η ιδιοτιμή του P 2
είναι m2

, όπου m είναι η μάζα. Για να δούμε τη φυσική
ερμηνεία του W 2

, ας υπολογίσουμε την ιδιοτιμή του W 2
θεωρώντας πρώτα την περίπτωση όπου

m 6= 0. Στην περίπτωση αυτή, μπορούμε να υπολογίσουμε το W 2
στο σύστημα ηρεμίας του

σωματιδίου, όπου Pµ = (m, 0, 0, 0) (αφού τοW 2
είναι Lorentz αναλλοίωτο). Στο εν λόγω σύστημα,

έχουμε:

W 0 =
1

2
ε0νρσPνMρσ =

1

2
ε00ρσ︸ ︷︷ ︸

=

0

P0Mρσ = 0

W i =
1

2
εiνρσPνMρσ =

1

2
εi0ρσP0Mρσ =

1

2
εi0jkmMjk =

= −1

2
mε0ijkMjk = −1

2
mεijkMjk = −mJi (3.2.2)

για κάθε i = 1, 2, 3, όπου Ji = 1
2εijkMjk. ΄Αρα

W 2 = WµW
µ =

(
W 0
)2 − 3∑

i=1

(
W i
)2

= −m2
3∑
i=1

(Ji)
2 ≡ −m2 #»

J 2
(3.2.3)

το οποίο έχει ιδιοτιμές −m2j(j + 1), όπου j = 0, 1
2 , 1, . . . . Συμπεραίνουμε επομένως ότι οι μαζικές

μονοσωματιδιακές καταστάσεις χαρακτηρίζονται από ένα ζεύγος (m, j), όπου m είναι η μάζα και j
είναι το σπιν της κατάστασης.

Για άμαζες μονοσωματιδιακές καταστάσεις (m = 0), η προηγούμενη ανάλυση δεν ισχύει, αφού
δεν υπάρχει σύστημα ηρεμίας, όπου μπορούμε να υπολογίσουμε το W 2

. Ωστόσο, εάν θεωρήσουμε

το όριο m→ 0, από τα παραπάνω αποτελέσματα προκύπτει ότι είτε W 2 = 0 είτε οι αντίστοιχες κα-
ταστάσεις έχουν άπειρο σπιν. Απορρίπτουμε τη δεύτερη δυνατότητα (που δε φαίνεται να υλοποιείται

στη φύση), οπότε συμπεραίνουμε ότι W 2 = 0. Επίσης, ισχύει ότι:

WµP
µ =

1

2
εµνρσP

νMρσPµ =

=
1

2
εµνρσP

ν (PµMρσ + [Mρσ, Pµ])
(3.1.2)

=

=
1

2
εµνρσP

ν (PµMρσ − i (ηρµP σ − ησµP ρ)) =

=
1

2
εµνρσP

νPµMρσ − i

2
εµνρση

ρµP νP σ +
i

2
εµνρση

σµP νP ρ =

=
1

2
ενµρσP

µP νMρσ − i

2
ερνµση

µρP νP σ +
i

2
εσνρµη

µσP νP ρ
(3.1.1)

=

=
1

2
(−εµνρσ)P νPµMρσ − i

2
(−εµνρσ) ηρµP νP σ +

i

2
(−εµνρσ) ησµP νP ρ =

=− 1

2
εµνρσP

νPµMρσ +
i

2
εµνρση

ρµP νP σ − i

2
εµνρση

σµP νP ρ =

=−WµP
µ ⇒WµP

µ = 0 (3.2.4)

Επομένως, καλούμαστε να λύσουμε τις εξισώσεις W 2 = P 2 = WµP
µ = 0. Είναι ιδιαίτερα βολικό

να επιλέξουμε ένα σύστημα αναφοράς, στο οποίο Pµ = (E, 0, 0, E), όπου E > 0. Σε αυτό το
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σύστημα, μπορούμε να δείξουμε ότι Wµ = W0(1, 0, 0, 1), οπότε σε κάθε σύστημα Lorentz είναι:

Wµ = λPµ (3.2.5)

όπου ο συντελεστής αναλογίας λ είναι η ελικότητα. ΄Ετσι, κάθε άμαζη μονοσωματιδιακή κατάσταση
χαρακτηρίζεται από την ενέργειά της, E, και την ελικότητά της, λ.
Χρησιμοποιώντας τη γενική μορφή μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας, την οποία καταγράψαμε

στην προηγούμενη ενότητα, είναι εύκολο να δείξουμε ορισμένες βασικές ιδιότητες των υπερσυμμε-

τρικών θεωριών. Αφού μία υπερσυμμετρική άλγεβρα περιέχει την άλγεβρα Poincaré ως υποάλγεβρά
της, κάθε αναπαράσταση της πρώτης δίνει μία αναπαράσταση της δεύτερης, η οποία εν γένει είναι α-

ναγωγίσιμη. Επειδή κάθε μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση της άλγεβρας Poincaré αντιστοιχεί σε ένα
σωματίδιο, μία μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας αντιστοιχεί εν γένει

σε περισσότερα από ένα σωματίδια. Οι αντίστοιχες καταστάσεις σχετίζονται μεταξύ τους από τη

δράση των φερμιονικών γεννητόρων QIα και Q
J
β̇ και έχουν ανά δύο σπιν που διαφέρουν κατά ακέραιο

πολλαπλάσιο του
1
2 . Λέμε ότι αποτελούν μία supermultiplet και με τον όρο αυτό θα αναφερόμαστε

σε μία μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας. Ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε υπερσυμμετρική άλγεβρα ο τελεστής P 2
είναι τελεστής Casimir, διότι μετατίθεται

όχι μόνο με τους γεννήτορες της ομάδας Poincaré (Mµν και Pρ) αλλά και με τους φερμιονι-

κούς γεννήτορες QIα και Q
I
α̇, όπως μπορεί κανείς εύκολα να διαπιστώσει με βάση τις σχέσεις

(3.1.39). Κατά συνέπεια, όλα τα σωματίδια που ανήκουν σε μία supermultiplet έχουν την ίδια
μάζα. Αντιθέτως, ο W 2

δεν είναι τελεστής Casimir για καμία υπερσυμμετρική άλγεβρα, διότι

δε μετατίθεται με τα Q και Q, αφού οι μεταθέτες
[
QIα,Mµν

]
και

[
Q
I
α̇,Mµν

]
είναι μη μηδενικοί

(βλ. σχέσεις (3.1.25) και (3.1.26) αντίστοιχα). Συνεπώς, μία supermultiplet περιέχει σωμα-
τίδια με διαφορετικά σπιν. Με βάση τα παραπάνω, οι υπερσυμμετρικές θεωρίες προβλέπουν

εκφυλισμούς μάζας μεταξύ φερμιονίων και μποζονίων, τους οποίους όμως δεν παρατηρούμε

στα γνωστά σωματιδιακά φάσματα, που σημαίνει ότι η υπερσυμμετρία, εάν πράγματι υφίσταται,

πρέπει να είναι σπασμένη στη φύση.

2. Σε μία υπερσυμμετρική θεωρία, η ενέργεια οποιασδήποτε κατάστασης είναι πάντοτε μη αρνη-

τική. Για να το αποδείξουμε αυτό, ας θεωρήσουμε μία αυθαίρετη κατάσταση |Φ〉. Από την
(3.1.38), έπεται ότι για κάθε I ∈ {1, 2, . . . , N} είναι:

〈Φ|
({
QI1, Q

I
1̇

}
+
{
QI2, Q

I
2̇

})
|Φ〉 = 〈Φ|

(
2δII (σµ)11̇ Pµ + 2δII (σµ)22̇ Pµ

)
|Φ〉 ⇒

⇒〈Φ|QI1Q
I
1̇ |Φ〉+ 〈Φ|QI1̇QI1 |Φ〉+ 〈Φ|QI2Q

I
2̇ |Φ〉+ 〈Φ|QI2̇QI2 |Φ〉 =

= 2 〈Φ|
((
σ0
)

11̇
P0 +

(
σ3
)

11̇
P3 +

(
σ0
)

22̇
P0 +

(
σ3
)

22̇
P3

)
|Φ〉 ⇒

⇒〈Φ|QI1
(
QI1
)† |Φ〉+ 〈Φ|

(
QI1
)†
QI1 |Φ〉+ 〈Φ|QI2

(
QI2
)† |Φ〉+ 〈Φ|

(
QI2
)†
QI2 |Φ〉 =

= 2 〈Φ| (P0 + P3 + P0 − P3) |Φ〉 ⇒

⇒
∥∥∥(QI1)† |Φ〉∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
≥0

+
∥∥QI1 |Φ〉∥∥2︸ ︷︷ ︸

≥0

+
∥∥∥(QI2)† |Φ〉∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
≥0

+
∥∥QI2 |Φ〉∥∥2︸ ︷︷ ︸

≥0

= 4 〈Φ|P0 |Φ〉

⇒ 〈Φ|P0 |Φ〉 ≥ 0 (3.2.6)

που είναι ακριβώς αυτό που θέλαμε να δείξουμε, δεδομένου ότι ο P0 = P 0
είναι ο τελεστής

της ενέργειας.

3. Μία supermultiplet περιέχει ίσο αριθμό μποζονικών και φερμιονικών βαθμών ελευθερίας,

nB = nF (3.2.7)

όπου nB και nF είναι οι αριθμοί των μποζονικών και φερμιονικών βαθμών ελευθερίας αντίστοι-
χα. Αναφερόμενοι σε βαθμούς ελευθερίας εννοούμε φυσικές καταστάσεις (με θετική νόρμα).
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Για παράδειγμα, ένα φωτόνιο έχει δύο βαθμούς ελευθερίας, που αντιστοιχούν στις ελικότητες

+1 και -1 (δύο πολώσεις). Για να αποδείξουμε την (3.2.7), εισάγουμε έναν τελεστή αριθμο-

ύ φερμιονίων, NF , τέτοιον ώστε ο (−1)NF να έχει ιδιοτιμή +1 όταν δρα σε μία μποζονική
κατάσταση και ιδιοτιμή -1 όταν δρα σε μία φερμιονική κατάσταση. Ισχύει ότι οι φερμιονι-

κοί γεννήτορες QIα μετατρέπουν φερμιονικές καταστάσεις σε μποζονικές και το αντίστροφο,
οπότε εάν |F 〉 είναι μία τυχαία φερμιονική κατάσταση, είναι:

(−1)NFQIα |F 〉 = (−1)NF |B〉 = |B〉 = QIα |F 〉 = −QIα(−1)NF |F 〉 (3.2.8)

για κάθε |F 〉, I = 1, 2, . . . , N , α = 1, 2, όπου |B〉 είναι μία μποζονική κατάσταση. Επομένως

(−1)NFQIα = −QIα(−1)NF (3.2.9)

Για μία τυχαία αναπαράσταση μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας με πεπερασμένη διάσταση (ώστε

το ίχνος να είναι καλά ορισμένο), έχουμε:

Tr
[
(−1)NF

{
QIα, Q

J
β̇

}]
= Tr

[
(−1)NF

(
QIαQ

J
β̇ +Q

J
β̇Q

I
α

)]
(3.2.9)

=

= Tr
[
−QIα(−1)NFQ

J
β̇ + (−1)NFQ

J
β̇Q

I
α

]
=

= −Tr
[
QIα(−1)NFQ

J
β̇

]
+ Tr

[
(−1)NFQ

J
β̇Q

I
α

]
=

= −Tr
[
(−1)NFQ

J
β̇Q

I
α

]
+ Tr

[
(−1)NFQ

J
β̇Q

I
α

]
⇒

⇒Tr
[
(−1)NF

{
QIα, Q

J
β̇

}]
= 0 (3.2.10)

όπου στο τέλος κάναμε χρήση της κυκλικής ιδιότητας του ίχνους. Αντικαθιστώντας την

(3.1.38) στην (3.2.10). λαμβάνουμε ότι:

2δIJ (σµ)αβ̇ Tr
[
(−1)NFPµ

]
= 0 (3.2.11)

Με την επιλογή οποιασδήποτε μη μηδενικής τετραορμής Pµ, η (3.2.11) δίνει:

Tr
[
(−1)NF

]
= 0⇒

⇒
∑
|B〉

〈B| (−1)NF |B〉+
∑
|F 〉

〈F | (−1)NF |F 〉 = 0⇒

⇒
∑
|B〉

〈B | B〉 −
∑
|F 〉

〈F | F 〉 = 0⇒

⇒nB − nF = 0⇒ nB = nF

3.2.1 ΄Αμαζες supermultiplets

Για τη μελέτη των άμαζων supermultiplets, για τις οποίες P 2 = 0, είναι βολικό να εργαστούμε σε
ένα σύστημα αναφοράς, όπου:

Pµ = (E, 0, 0, E) (3.2.12)

όπου E > 0. Σε αυτό το σύστημα, είναι:

σµPµ = σ0P0 + σ3P3 = (σ0 + σ3)E =

(
2E 0
0 0

)
(3.2.13)

οπότε οι σχέσεις αντιμετάθεσης μεταξύ των φερμιονικών γεννητόρων QIα και Q
J
β̇ , (3.1.38), γίνονται:{

QIα, Q
J
β̇

}
= 2δIJ (σµ)αβ̇ Pµ = 2δIJ

(
2E 0
0 0

)
αβ̇

=

(
4E 0
0 0

)
αβ̇

δIJ (3.2.14)
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Επομένως {
QI1, Q

J
1̇

}
= 4EδIJ (3.2.15){

QI2, Q
J
2̇

}
= 0 (3.2.16)

∀ I, J = 1, 2, . . . , N . Αν |Φ〉 είναι μία τυχαία κατάσταση του χώρου Hilbert στον οποίο δρουν οι
Q και Q, ο οποίος είναι εφοδιασμένος με μία θετικά ορισμένη νόρμα, ‖ ‖, για κάθε I = 1, 2, . . . , N
είναι:

0 = 〈Φ|
{
QI2, Q

I
2̇

}
|Φ〉 = 〈Φ|QI2Q

I
2̇ |Φ〉+ 〈Φ|QI2̇QI2 |Φ〉 =

= 〈Φ|QI2
(
QI2
)† |Φ〉+ 〈Φ|

(
QI2
)†
QI2 |Φ〉 =

=
∥∥∥(QI2)† |Φ〉∥∥∥2

+
∥∥QI2 |Φ〉∥∥2

=

=
∥∥∥QI2̇ |Φ〉∥∥∥2

+
∥∥QI2 |Φ〉∥∥2

Επειδή όμως

∥∥∥QI2̇ |Φ〉∥∥∥ ≥ 0 και
∥∥QI2 |Φ〉∥∥ ≥ 0, έχουμε υποχρεωτικά:∥∥∥QI2̇ |Φ〉∥∥∥ = 0⇒ Q

I
2̇ |Φ〉 = 0∥∥QI2 |Φ〉∥∥ = 0⇒ QI2 |Φ〉 = 0

∀ I = 1, 2, . . . , N και |Φ〉. Επομένως QI2 = Q
I
2̇ = 0, ∀ I = 1, 2, . . . , N , και μένουμε μόνο με τους

φερμιονικούς γεννήτορες QI1 και Q
I
1̇. Υπενθυμίζουμε ότι{

QIα, Q
J
β

}
= εαβZ

IJ
(3.2.17)

για κάποια «κεντρικά φορτία» ZIJ . Για α = 1 και β = 2, η τελευταία σχέση δίνει:

{
QI1, Q

J
2

}
= ε12Z

IJ = −ZIJ
QJ2 =0

====⇒
⇒ ZIJ = 0 (3.2.18)

για κάθε I, J = 1, 2, . . . , N . Με δεδομένη την (3.2.18), από την (3.2.17) έπεται ότι{
QI1, Q

J
1

}
= 0 (3.2.19)

Παίρνοντας το Ερμιτιανό συζυγές της (3.2.19), βρίσκουμε ότι:{
Q
I
1̇, Q

J
1̇

}
= 0 (3.2.20)

∀ I, J = 1, 2, . . . , N . Αν ορίσουμε:

αI ≡
1√
4E

QI1, α
†
I ≡

1√
4E

Q
I
1̇ (3.2.21)

από τις (3.2.15), (3.2.19) και (3.2.20) έπεται ότι{
αI , α

†
J

}
= δIJ , {αI , αJ} =

{
α†I , α

†
J

}
= 0 (3.2.22)

άρα οι τελεστές αI και α
†
I αποτελούν ένα σύνολο N φερμιονικών τελεστών καταστροφής και N

φερμιονικών τελεστών δημιουργίας αντίστοιχα.
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Θα δείξουμε τώρα ότι καθένας εκ των τελεστών QI1 (άρα και των αI), όταν δρα πάνω σε
μία άμαζη μονοσωματιδιακή κατάσταση, κατεβάζει την ελικότητά της κατά

1
2 . ΄Εστω μία άμαζη

κατάσταση |E, λ〉, δηλαδή με ενέργεια E και ελικότητα λ. Για κάθε I = 1, 2, . . . , N , έχουμε:

[
W0, Q

I
1

]
|E, λ〉 =

[
1

2
ε0µνρP

µMνρ, QI1

]
|E, λ〉 =

=
1

2
ε0µνρ(

[
Pµ, QI1

]︸ ︷︷ ︸

=

0

Mνρ + Pµ
[
Mνρ, QI1

]
) |E, λ〉 =

= −1

2
ε0µνρP

µ
[
QI1,M

νρ
]
|E, λ〉 (3.1.25)=

= −1

2
ε0µνρP

µ (σνρ) β
1 QIβ |E, λ〉

(3.1.39)

=

= −1

2
ε0µνρ (σνρ) β

1 QIβP
µ |E, λ〉 (3.2.12)=

= −1

2
ε03νρ (σνρ) β

1 QIβP
3 |E, λ〉 =

= −ε0312

(
σ12
) β

1
QIβ (−P3) |E, λ〉 (3.2.12)=

= ε0312

(
σ12
) β

1
QIβP0 |E, λ〉 ⇒

⇒
[
W0, Q

I
1

]
|E, λ〉 = −

(
σ12
) β

1
P0Q

I
β |E, λ〉 (3.2.23)

Είναι:

σ12 =
i

4

(
σ1σ2 − σ2σ1

) (2.4.9)
=

i

4

(
σ1
(
−σ2

)
− σ2

(
−σ1

))
=
i

4

(
−σ1σ2 + σ2σ1

)
=

=− i

2
σ1σ2 = − i

2

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
= − i

2

(
i 0
0 −i

)
=

1

2

(
1 0
0 −1

)
΄Αρα:

(3.2.23)⇒
[
W0, Q

I
1

]
|E, λ〉 =−

(
σ12
) 1

1
P0Q

I
1 |E, λ〉 = −1

2
P0Q

I
1 |E, λ〉

Επομένως

W0

(
QI1 |E, λ〉

)
=
(
QI1W0 +

[
W0, Q

I
1

])
|E, λ〉 (3.2.5)=

=QI1 (λP0) |E, λ〉 − 1

2
P0Q

I
1 |E, λ〉 =

=

(
λ− 1

2

)
P0

(
QI1 |E, λ〉

)
Συνεπώς, εάν λάβουμε υπόψη και την (3.2.5), οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι οι (άμαζες) κατα-

στάσεις QI1 |E, λ〉, I = 1, 2, . . . , N , έχουν ελικότητα λ− 1
2 .

Επίσης, οι τελεστές Q
I
1̇ (άρα και οι α

†
I) ανεβάζουν την ελικότητα κατά

1
2 . Πράγματι, για τυχαία

άμαζη μονοσωματιδιακή κατάσταση |E, λ〉, είναι:[
W0, Q

I
1̇

]
|E, λ〉 =

[
1

2
ε0µνρP

µMνρ, Q
I
1̇

]
|E, λ〉 =

=
1

2
ε0µνρ(

[
Pµ, Q

I
1̇

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

Mνρ + Pµ
[
Mνρ, Q

I
1̇

]
) |E, λ〉 =
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= −1

2
ε0µνρP

µ
[
Q
I
1̇,M

νρ
]
|E, λ〉 (3.1.26)=

=
1

2
ε0µνρP

µ (σνρ)β̇
1̇
Q
I
β̇ |E, λ〉

(3.1.39)

=

=
1

2
ε0µνρ (σνρ)β̇

1̇
Q
I
β̇P

µ |E, λ〉 (3.2.12)=

=
1

2
ε03νρ (σνρ)β̇

1̇
Q
I
β̇P

3 |E, λ〉 =

= ε0312

(
σ12
)β̇

1̇
Q
I
β̇ (−P3) |E, λ〉 (3.2.12)=

= −ε0312

(
σ12
)β̇

1̇
Q
I
β̇P0 |E, λ〉 ⇒

⇒
[
W0, Q

I
1̇

]
|E, λ〉 =

(
σ12
)β̇

1̇
P0Q

I
β̇ |E, λ〉 (3.2.24)

Είναι:

σ12 =
(
σ12
)†

=
1

2

(
1 0
0 −1

)
Επομένως

(3.2.24)⇒
[
W0, Q

I
1̇

]
|E, λ〉 =

(
σ12
)1̇

1̇
P0Q

I
1̇ |E, λ〉 =

1

2
P0Q

I
1̇ |E, λ〉

και

W0

(
Q
I
1̇ |E, λ〉

)
=
(
Q
I
1̇W0 +

[
W0, Q

I
1̇

])
|E, λ〉 =

=Q
I
1̇ (λP0) |E, λ〉+

1

2
P0Q

I
1̇ |E, λ〉 =

=

(
λ+

1

2

)
P0

(
Q
I
1̇ |E, λ〉

)
που σημαίνει ότι οι (άμαζες) καταστάσεις Q

I
1̇ |E, λ〉, I = 1, 2, . . . , N , έχουν ελικότητα λ+ 1

2 .

Για να κατασκευάσουμε μία άμαζη μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση μίας υπερσυμμετρικής άλγε-

βρας, ξεκινάμε επιλέγοντας μία άμαζη μονοσωματιδιακή κατάσταση, η οποία «καταστρέφεται» από

όλους τους τελεστές αI και ονομάζεται κενό Clifford. Μία τέτοια κατάσταση θα κουβαλάει κάποια
μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση της άλγεβρας Poincaré, δηλαδή εκτός του ότι έχει μηδενική μάζα,
χαρακτηρίζεται από μία ελικότητα λ0. Συμβολίζουμε αυτήν την κατάσταση ως |E, λ0〉, όπου E η
ενέργειά της, και ισχύει:

αI |E, λ0〉 = 0 (3.2.25)

για κάθε I = 1, 2, . . . , N . Οι υπόλοιπες καταστάσεις της άμαζης supermultiplet προκύπτουν με

διαδοχικές εφαρμογές των N τελεστών δημιουργίας α†I στο κενό Clifford |E, λ0〉:

α†I |E, λ0〉 =

∣∣∣∣E, λ0 +
1

2

〉
I

(3.2.26)

α†Iα
†
J |E, λ0〉 = |E, λ0 + 1〉IJ

κ.ο.κ., μέχρι να φτάσουμε στην κατάσταση μέγιστης ελικότητας:

α†1α
†
2 . . . α

†
N |E, λ0〉 =

∣∣∣∣E, λ0 +
N

2

〉
12...N

(3.2.27)

στην οποία η εφαρμογή ενός εκ των τελεστών δημιουργίας α†I , I = 1, 2, . . . , N , δίνει μηδέν. ΄Ετσι,
εάν ξεκινήσουμε από ένα κενό Clifford με ελικότητα λ0, η κατάσταση με τη μεγαλύτερη ελικότητα
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στην άμαζη supermultiplet που προκύπτει έχει ελικότητα λmax = λ0 + N
2 . Επειδή

{
α†I , α

†
J

}
=

0⇒ α†Iα
†
J = −α†Jα

†
I , ισχύει ότι κάθε κατάσταση α

†
I1
α†I2 . . . α

†
Ik
|E, λ0〉 =

∣∣E, λ0 + k
2

〉
I1I2...Ik

, όπου

k ακέραιος με 1 ≤ k ≤ N και Ii ∈ {1, 2, . . . , N} ∀ i = 1, 2, . . . , k, είναι αντισυμμετρική στην
εναλλαγή Ii ↔ Ij για κάθε i, j = 1, 2, . . . , k με i 6= j. Επομένως, για κάθε k = 0, 1, . . . , N , ο
αριθμός των ανεξάρτητων καταστάσεων με ελικότητα λ0 + k

2 είναι
(
N
k

)
= N !

k!(N−k)! . Συνεπώς, μία

άμαζη μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση μίας υπερσυμμετρικής άλγεβρας έχει συνολικά

N∑
k=0

(
N
k

)
= 2N

καταστάσεις, από τις οποίες οι μισές είναι μποζονικές, δηλαδή έχουν ακέραια ελικότητα, ενώ οι

άλλες μισές είναι φερμιονικές, δηλαδή έχουν ημιακέραια ελικότητα.

Γενικά, σε μία τέτοια supermultiplet οι ελικότητες δεν είναι συμμετρικά κατανεμημένες γύρω
από το 0, εκτός αν λ0 = −N

4 (οπότε λmax = λ0 + N
2 = N

4 και για κάθε κατάσταση με ελικότητα λ
υπάρχει μία κατάσταση με ελικότητα −λ). Μία supermultiplet που δεν ικανοποιεί τη συνθήκη αυτή
δεν είναι CPT αναλλοίωτη, διότι η CPT αλλάζει το πρόσημο της ελικότητας, οπότε πρέπει κανείς
να τη «διπλασιάσει» προσθέτοντάς της τη συζυγή της ως προς την CPT, που έχει καταστάσεις με
αντίθετες ελικότητες, ώστε να έχει μία CPT αναλλοίωτη θεωρία.
Επίσης, από αλγεβρική άποψη, δεν υπάρχει κανένας περιορισμός στο N . Ωστόσο, για να είναι

μία υπερσυμμετρική θεωρία επανακανονικοποιήσιμη, πρέπει οι ελικότητες λ0, λ0 + 1
2 , . . . , λ0 + N

2
των καταστάσεων σε μία άμαζη supermultiplet να είναι όλες μικρότερες ή ίσες του 1 κατά απόλυτη
τιμή. Επομένως, για επανακανονικοποιήσιμες υπερσυμμετρικές θεωρίες, έχουμε:

|λ0| ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 ≤ 1⇔ −1 ≤ −λ0 ≤ 1

και ∣∣∣∣λ0 +
N

2

∣∣∣∣ ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 +
N

2
≤ 1

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω διπλές ανισότητες, βρίσκουμε ότι για επανακανονικο-

ποιήσιμες υπερσυμμετρικές θεωρίες είναι
N
2 ≤ 2 ⇒ N ≤ 4. Από την άλλη μεριά, για συνεπείς

υπερσυμμετρικές θεωρίες με βαρύτητα (θεωρίες υπερβαρύτητας), είναι |λ| ≤ 2 για κάθε ελικότητα
λ που εμφανίζεται σε μία άμαζη supermultiplet και από αυτό έπεται ότι N ≤ 8.
Θα παρουσιάσουμε τώρα μερικά ενδιαφέροντα παραδείγματα άμαζων supermultiplets. Ξεκινάμε

με την περίπτωση της μη εκτεταμένης (απλής) υπερσυμμετρίας, όπου N = 1. Κάθε άμαζη αναπα-
ράσταση της N = 1 υπερσυμμετρίας περιέχει μόνο δύο καταστάσεις, |E, λ0〉 και

∣∣E, λ0 + 1
2

〉
. Μία

τέτοια supermultiplet, την οποία θα συμβολίζουμε ως
(
λ0, λ0 + 1

2

)
, δεν μπορεί ποτέ να είναι αυτο-

συζυγής ως προς τη CPT (CPT self-conjugate), δηλαδή να συμπίπτει με τη συζυγή της ως προς
τη CPT, οπότε πρέπει κανείς να της προσθέσει τη συζυγή της ως προς τη CPT,

(
−λ0 − 1

2 ,−λ0

)
.

Οι κλασσικές άμαζες αναπαραστάσεις της απλής υπερσυμμετρίας είναι:

• Η chiral supermultiplet, η οποία αποτελείται από την άμαζη N = 1 supermultiplet (0, 1
2) και

τη συζυγή της ως προς τη CPT, (−1
2 , 0), και αντιστοιχεί σε ένα φερμιόνιο Weyl (σπιν −1

2)

και ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο (σπιν-0). Σε μία N = 1 υπερσυμμετρική θεωρία τα πεδία ύλης
ανήκουν σε chiral supermultiplets, οι οποίες, ως εκ τούτου, ονομάζονται και supermultiplets
ύλης.

• Η διανυσματική supermultiplet (ή supermultiplet βαθμίδας), η οποία αποτελείται από την
(1

2 , 1) και την συζυγή της ως προς τη CPT, (−1,−1
2), και αντιστοιχεί σε ένα άμαζο δια-

νυσματικό (σπιν-1) σωματίδιο (μποζόνιο βαθμίδας) και ένα φερμιόνιο Weyl. Σε μία N = 1
υπερσυμμετρική θεωρία βαθμίδας, τα μποζόνια βαθμίδας ανήκουν σε διανυσματικές super-
multiplets. Ισχύει ότι τα μποζόνια βαθμίδας πρέπει να μετασχηματίζονται κάτω από μετα-
σχηματισμούς βαθμίδας σύμφωνα με την adjoint αναπαράσταση της ομάδας βαθμίδας, οπότε
το ίδιο πρέπει να ισχύει και για τα φερμιόνια Weyl, που ανήκουν στις ίδιες supermultiplets
με τα μποζόνια βαθμίδας, αφού οι γεννήτορες της υπερσυμμετρίας Q και Q μετατίθενται
με τους γεννήτορες των μετασχηματισμών βαθμίδας. Επομένως, τα συνήθη πεδία ύλης του
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Καθιερωμένου Προτύπου (quarks και λεπτόνια) δεν μπορούν να ανήκουν σε διανυσματικές
supermultiplets.

• Η supermultiplet της βαρύτητας, η οποία αποτελείται από τις (3
2 , 2) και (−2,−3

2) και αντι-
στοιχεί σε ένα graviton (σπιν-2) και ένα gravitino (σπιν-32).

Για N = 2, μία άμαζη supermultiplet έχει
(
N
0

)
=
(

2
0

)
= 1 κατάσταση με ελικότητα λ0, που είναι

το κενό Clifford,
(
N
1

)
=
(

2
1

)
= 2 καταστάσεις με ελικότητα λ0 + 1

2 και
(
N
2

)
=
(

2
2

)
= 1 κατάσταση με

ελικότητα λ0 + 2
2 = λ0 +1 και θα τη συμβολίζουμε ως (λ0, λ0 + 1

2 , λ0 + 1
2 , λ0 +1). Θα περιοριστούμε

στις άμαζες supermultiplets, στις οποίες η ελικότητα δεν υπερβαίνει το 1 (κατ΄ απόλυτη τιμή). Ο
περιορισμός αυτός καθορίζει τις επιτρεπόμενες τιμές για το λ0, αφού απαιτούμε:

|λ0| ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 ≤ 1∣∣∣∣λ0 +
N

2

∣∣∣∣ = |λ0 + 1| ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 + 1 ≤ 1⇔ −2 ≤ λ0 ≤ 0

Επομένως, οι δυνατές τιμές του λ0 είναι οι λ0 = −1,−1
2 , 0 (δεδομένου ότι η ελικότητα μπορεί να

πάρει μόνο ακέραιες και ημιακέραιες τιμές).

Για λ0 = 0, προκύπτει η supermultiplet (0, 1
2 ,

1
2 , 1), η οποία, σε συνδυασμό με τη συζυγή της

ως προς τη CPT, (−1,−1
2 ,−

1
2 , 0), αποτελεί τη N = 2 διανυσματική supermultiplet, της οποίας

το σωματιδιακό περιεχόμενο είναι ένα άμαζο διανυσματικό σωματίδιο (μποζόνιο βαθμίδας), δύο

φερμιόνιαWeyl και ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο, όλα εκ των οποίων είναι στην adjoint αναπαράσταση
της ομάδας βαθμίδας.

Για λ0 = −1
2 , παίρνουμε τη supermultiplet (−1

2 , 0, 0,
1
2), η οποία είναι γνωστή ως hypermulti-

plet και αντιστοιχεί σε ένα φερμιόνιοWeyl και ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο. Η hypermultiplet είναι
αυτοσυζυγής ως προς τη CPT, εάν είναι σε μία πραγματική αναπαράσταση της ομάδας βαθμίδας.
Ωστόσο, συνήθως ενδιαφερόμαστε για θεωρίες, στις οποίες τα πεδία ύλης μετασχηματίζονται σύμ-

φωνα με μία μιγαδική αναπαράσταση της ομάδας βαθμίδας, οπότε πρέπει κανείς να προσθέσει στην

hypermultiplet τη συζυγή της ως προς τη CPT με αποτέλεσμα το προκύπτον σωματιδιακό φάσμα
να αποτελείται από δύο φερμιόνια Weyl και δύο μιγαδικά βαθμωτά πεδία.
Τέλος, για λ0 = −1, λαμβάνουμε την άμαζη N = 2 supermultiplet (−1,−1

2 ,−
1
2 , 0), της οποίας

η συζυγής ως προς τη CPT είναι η (0, 1
2 ,

1
2 , 1). Συνδυάζοντας αυτές τις δύο supermultiplets,

λαμβάνουμε την N = 2 διανυσματική supermultiplet, όπως ήδη έχουμε αναφέρει.
Για τη N = 4 υπερσυμμετρία, μία άμαζη μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση έχει συνολικά 2N =

24 = 16 καταστάσεις,
(
N
0

)
=
(

4
0

)
= 1 με ελικότητα λ0 (κενό Clifford),

(
N
1

)
=
(

4
1

)
= 4 με ελικότητα

λ0 + 1
2 ,
(
N
2

)
=
(

4
2

)
= 4!

2!2! = �
�(2!)·3·4

��(2!)2!
= 6 με ελικότητα λ0 + 2

2 = λ0 + 1,
(
N
3

)
=
(

4
3

)
= 4 με ελικότητα

λ0 + 3
2 και

(
N
4

)
=
(

4
4

)
= 1 με ελικότητα λ0 + 2. Ας συμβολίσουμε μία τέτοια supermultiplet

ως
(
λ0, 4× (λ0 + 1

2), 6× (λ0 + 1), 4× (λ0 + 3
2), λ0 + 2

)
. Απαιτούμε και πάλι οι ελικότητες να μην

υπερβαίνουν το 1 κατ΄ απόλυτη τιμή, το οποίο επιτυγχάνεται εάν

|λ0| ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 ≤ 1

|λ0 + 2| ≤ 1⇔ −1 ≤ λ0 + 2 ≤ 1⇔ −3 ≤ λ0 ≤ −1

Επομένως, είναι σαφές ότι πρέπει να θεωρήσουμε κενό Clifford με ελικότητα λ0 = −1, από το
οποίο κατασκευάζεται η N = 4 διανυσματική supermultiplet,

(
−1, 4× (−1

2), 6× 0, 4× 1
2 , 1
)
, η

οποία είναι πάντα αυτοσυζυγής ως προς τη CPT και το σωματιδιακό της περιεχόμενο είναι ένα
άμαζο διανυσματικό σωματίδιο (μποζόνιο βαθμίδας), 4 φερμιόνια Weyl και 3 μιγαδικά βαθμωτά
πεδία, που μετασχηματίζονται όλα σύμφωνα με την adjoint αναπαράσταση της ομάδας βαθμίδας.
Κλείνοντας αυτήν την ενότητα, είναι σκόπιμο να επισημάνουμε ότι όλοι οι βαθμοί ελευθερίας

στις άμαζες supermultiplets που εξετάσαμε, όπως και στις μαζικές που θα παρουσιάσουμε στην
επόμενη ενότητα είναι on-shell βαθμοί ελευθερίας.
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3.2.2 Μαζικές supermultiplets

Ως γνωστόν, σε μία σχετικιστική θεωρία, οι μαζικές μονοσωματιδιακές καταστάσεις χαρακτηρίζονται

από τη μάζα, m, το σπιν, j, και την προβολή του σπιν κατά μήκος του άξονα z, j3. Μπορούμε
επομένως να συμβολίσουμε μία τέτοια κατάσταση με ένα ket |m, j, j3〉. Στην ενότητα αυτή, θα
πραγματευτούμε την κατασκευή των μη αναγωγίσιμων αναπαραστάσεων της υπερσυμμετρίας που

αντιστοιχούν σε μονοσωματιδιακές καταστάσεις μη μηδενικής μάζας περιοριζόμενοι στην περίπτωση

της απλής (N = 1) υπερσυμμετρίας. Για το σκοπό αυτό, μπορούμε να εργαστούμε στο σύστημα
ηρεμίας, όπου:

Pµ = (m, 0, 0, 0) (3.2.28)

όπου m είναι η κοινή μάζα των καταστάσεων σε μία μαζική N = 1 supermultiplet. Σε αυτό το
σύστημα, οι σχέσεις αντιμετάθεσης μεταξύ των φερμιονικών γεννητόρων της απλής υπερσυμμετρίας

Qα και Qβ̇ γράφονται:{
Qα, Qβ̇

}
= 2 (σµ)αβ̇ Pµ = 2

(
σ0
)
αβ̇
P0 = 2m

(
σ0
)
αβ̇

(3.2.29)

Επίσης, είναι:

{Qα, Qβ} =
{
Qα̇, Qβ̇

}
= 0 (3.2.30)

για κάθε α, β = 1, 2. Αν ορίσουμε:

αα ≡
1√
2m

Qα, α
†
α ≡

1√
2m

Qα̇ (3.2.31)

για κάθε α = 1, 2, από τις (3.2.29) και (3.2.30) έπεται ότι:{
αα, α

†
β

}
=
(
σ0
)
αβ̇
, {αα, αβ} =

{
α†α, α

†
β

}
= 0, (3.2.32)

άρα οι τελεστές αα και α
†
α αποτελούν ένα σύνολο 2 φερμιονικών τελεστών καταστροφής και 2

φερμιονικών τελεστών δημιουργίας αντίστοιχα.

Θα εξάγουμε τώρα ορισμένα χρήσιμα αποτελέσματα για τη μελέτη των μαζικών μη αναγωγίσιμων

αναπαραστάσεων της N = 1 υπερσυμμετρίας. Ξεκινάμε με τον υπολογισμό των μεταθετών [Ji, Qα]
και
[
Ji, Qα̇

]
, όπου i = 1, 2, 3, α = 1, 2 και Ji = 1

2εijkMjk, με τους J1, J2 και J3 να είναι οι τελεστές

των συνιστωσών του σπιν κατά τις διευθύνσεις x, y και z αντίστοιχα. ΄Εχουμε:

[Ji, Qα] =

[
1

2
εijkMjk, Qα

]
= −1

2
εijk [Qα,Mjk]

(3.1.62)

=

=− 1

2
εijk (σjk)

β
α Qβ = −1

2
εijk

(
σjk
) β

α
Qβ =

=− 1

2
εijk

[
i

4

(
σjσk − σkσj

)] β

α

Qβ ⇒

⇒ [Ji, Qα] =− i

8
εijk

(
σjσk − σkσj

) β

α
Qβ (3.2.33)

Ισχύει ότι [
σj , σk

]
= σjσk − σkσj = 2iεjklσ

l ⇒

⇒ σj
(
−σk

)
− σk

(
−σj

)
= 2iεjklσ

lσ0 ⇒

⇒ σjσk − σkσj = −2iεjklσ
lσ0

(3.2.34)
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για κάθε j, k = 1, 2, 3, ενώ στο δεύτερο μέλος υπονοείται άθροιση ως προς l από 1 έως 3. Αντικα-
θιστώντας την (3.2.34) στην (3.2.33), παίρνουμε:

[Ji, Qα] = − i
8
εijk(−2i)εjkl

(
σlσ0

) β

α
Qβ =

=
i2

4
εjkiεjkl

(
σlσ0

) β

α
Qβ =

= −1

4
(2δil)

(
σlσ0

) β

α
Qβ ⇒

⇒ [Ji, Qα] = −1

2

(
σiσ0

) β
α
Qβ (3.2.35)

Επίσης, είναι:

[
Ji, Qα̇

]
=

[
1

2
εijkMjk, Qα̇

]
= −1

2
εijk

[
Qα̇,Mjk

] (3.1.63)
=

=
1

2
εijk (σjk)

β̇
α̇Qβ̇ =

1

2
εijk

(
σjk
)β̇
α̇
Qβ̇ =

=
1

2
εijk

[
i

4

(
σjσk − σkσj

)]β̇
α̇

Qβ̇ ⇒

⇒
[
Ji, Qα̇

]
=
i

8
εijk

(
σjσk − σkσj

)β̇
α̇
Qβ̇ (3.2.36)

΄Εχουμε: [
σj , σk

]
= σjσk − σkσj = 2iεjklσ

l ⇒

⇒
(
−σj

)
σk −

(
−σk

)
σj = 2iεjkl

(
−σl

)
σ0 ⇒

⇒− σjσk + σkσj = −2iεjklσ
lσ0 ⇒

⇒σjσk − σkσj = 2iεjklσ
lσ0

(3.2.37)

(3.2.36)
(3.2.37)

=====⇒
[
Ji, Qα̇

]
=
i

8
εijk (2i) εjkl

(
σlσ0

)β̇
α̇
Qβ̇ = −1

4
εijkεjkl

(
σlσ0

)β̇
α̇
Qβ̇ =

= −1

4
εjkiεjkl

(
σlσ0

)β̇
α̇
Qβ̇ = −1

4
(2δil)

(
σlσ0

)β̇
α̇
Qβ̇ ⇒

⇒
[
Ji, Qα̇

]
= −1

2

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇ (3.2.38)

Από την (3.2.35) έπεται ότι

[J3, Q1] = −1

2

(
σ3σ0

) β
1
Qβ = −1

2
[
(
σ3σ0

) 1

1
Q1 +

(
σ3σ0

) 2

1︸ ︷︷ ︸

=

0

Q2] = −1

2
Q1

(3.2.31)

=====⇒

⇒ [J3, α1] = −1

2
α1 (3.2.39)

και

[J3, Q2] = −1

2

(
σ3σ0

) β
2
Qβ = −1

2
[
(
σ3σ0

) 1

2︸ ︷︷ ︸

=

0

Q1 +
(
σ3σ0

) 2

2
Q2] = −1

2
(−1)Q2 =

1

2
Q2

(3.2.31)

=====⇒

⇒ [J3, α2] =
1

2
α2 (3.2.40)
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Από τις (3.2.39) και (3.2.40) συμπεραίνουμε ότι ο τελεστής α1 κατεβάζει τη z−συνιστώσα του
σπιν κατά

1
2 , ενώ ο α2 ανεβάζει τη z−συνιστώσα του σπιν κατά 1

2 . Δηλαδή, αν |m, j3〉 είναι μία
κατάσταση με μάζα m και τρίτη προβολή του σπιν j3 (και όχι απαραίτητα καθορισμένο σπιν j), οι
καταστάσεις α1 |m, j3〉 και α2 |m, j3〉 έχουν τρίτες προβολές του σπιν j3− 1

2 και j3 + 1
2 αντίστοιχα.

Πράγματι, με δεδομένο ότι J3 |m, j3〉 = j3 |m, j3〉, έχουμε:

J3 (α1 |m, j3〉) = (α1J3 + [J3, α1]) |m, j3〉
(3.2.39)

=

=α1 (J3 |m, j3〉)−
1

2
α1 |m, j3〉 =

=α1 (j3 |m, j3〉)−
1

2
α1 |m, j3〉 =

=

(
j3 −

1

2

)
α1 |m, j3〉

J3 (α2 |m, j3〉) = (α2J3 + [J3, α2]) |m, j3〉
(3.2.39)

=

=α2 (J3 |m, j3〉) +
1

2
α2 |m, j3〉 =

=α2 (j3 |m, j3〉) +
1

2
α2 |m, j3〉 =

=

(
j3 +

1

2

)
α2 |m, j3〉

Ακόμη, με βάση την (3.2.38) έχουμε:

[
J3, Q1̇

]
= −1

2

(
σ3σ0

)β̇
1̇
Qβ̇

= −1

2

[(
σ3σ0

)1̇
1̇
Q1̇ +

(
σ3σ0

)2̇
1̇
Q2̇

]
σ3=−σ3

=

= −1

2

(
−Q1̇ + 0 ·Q2̇

)
=

1

2
Q1̇

(3.2.31)

=====⇒

⇒
[
J3, α

†
1

]
=

1

2
α†1 (3.2.41)

[
J3, Q2̇

]
= −1

2

(
σ3σ0

)β̇
2̇
Qβ̇

= −1

2

[(
σ3σ0

)1̇
2̇
Q1̇ +

(
σ3σ0

)2̇
2̇
Q2̇

]
σ3=−σ3

=

= −1

2

(
0 ·Q1̇ +Q2̇

)
= −1

2
Q2̇

(3.2.31)

=====⇒

⇒
[
J3, α

†
2

]
= −1

2
α†2 (3.2.42)

΄Αρα, ο τελεστής α†1 ανεβάζει τη z−συνιστώσα του σπιν κατά 1
2 , ενώ ο τελεστής α

†
2 κατεβάζει τη

z−συνιστώσα του σπιν κατά 1
2 .

Μία μαζική αναπαράσταση της N = 1 υπερσυμμετρίας χαρακτηρίζεται από μία σπιν-j multiplet
κενών Clifford |m, j, j3〉, όπου j3 = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j, που «καταστρέφονται» από τους
τελεστές αα, δηλαδή

αα |m, j, j3〉 = 0 (3.2.43)

για κάθε α = 1, 2, j3 = −j, . . . ,+j. Οι υπόλοιπες καταστάσεις είναι οι α†1 |m, j, j3〉, με τρίτη
προβολή του σπιν j3 + 1

2 , οι α
†
2 |m, j, j3〉, με τρίτη προβολή του σπιν j3 − 1

2 και α
†
1α
†
2 |m, j, j3〉 =

−α†2α
†
1 |m, j, j3〉, με τρίτη προβολή του σπιν j3. Επομένως, ο συνολικός αριθμός καταστάσεων σε

μία μαζική N = 1 supermultiplet, για την οποία τα κενά Clifford έχουν κβαντικό αριθμό σπιν ίσο
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με j, είναι ίσος με 4(2j+ 1) (αφού το j3 μπορεί να πάρει 2j+ 1 διαφορετικές τιμές). Επισημαίνουμε
ότι εάν τα κενά Clifford |m, j, j3〉 είναι κανονικοποιημένα, δηλαδή

〈m, j, j3 | m, j, j3〉 = 1 (3.2.44)

για κάθε j3 = −j,−j+1, . . . , j−1, j, το ίδιο ισχύει και για τις καταστάσεις α†1 |m, j, j3〉, α
†
2 |m, j, j3〉

και α†1α
†
2 |m, j, j3〉. Αυτό μπορούμε εύκολα να το δείξουε κάνοντας χρήση των σχέσεων αντιμε-

τάθεσης (3.2.32) και των (3.2.43) και (3.2.44). ΄Εχουμε:

〈m, j, j3|α1α
†
1 |m, j, j3〉 = 〈m, j, j3|

({
α1, α

†
1

}
− α†1α1

)
|m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3|
{
α1, α

†
1

}
|m, j, j3〉 − 〈m, j, j3|α†1 α1 |m, j, j3〉︸ ︷︷ ︸

=

0

=

= 〈m, j, j3|
(
σ0
)

11̇
|m, j, j3〉

(σ0)
11̇

=1
= 〈m, j, j3 | m, j, j3〉 = 1

〈m, j, j3|α2α
†
2 |m, j, j3〉 = 〈m, j, j3|

({
α2, α

†
2

}
− α†2α2

)
|m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3|
{
α2, α

†
2

}
|m, j, j3〉 − 〈m, j, j3|α†2 α2 |m, j, j3〉︸ ︷︷ ︸

=

0

=

= 〈m, j, j3|
(
σ0
)

22̇
|m, j, j3〉

(σ0)
22̇

=1
= 〈m, j, j3 | m, j, j3〉 = 1

〈m, j, j3|
(
α†1α

†
2

)†
α†1α

†
2 |m, j, j3〉 = 〈m, j, j3|α2α1α

†
1α
†
2 |m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3|α2(
{
α1, α

†
1

}
︸ ︷︷ ︸

=

1

−α†1α1)α†2 |m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3|α2α
†
2 |m, j, j3〉 − 〈m, j, j3|α2α

†
1α1α

†
2 |m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3| (
{
α2, α

†
2

}
︸ ︷︷ ︸

=

1

−α†2α2) |m, j, j3〉 − 〈m, j, j3|α2α
†
1(
{
α1, α

†
2

}
− α†2α1) |m, j, j3〉 =

= 〈m, j, j3 | m, j, j3〉 − 〈m, j, j3|α†2 α2 |m, j, j3〉︸ ︷︷ ︸

=

0

−

− (σ0)12̇︸ ︷︷ ︸

=

0

〈m, j, j3|α2α
†
1 |m, j, j3〉+ 〈m, j, j3|α2α

†
1α
†
2 α1 |m, j, j3〉︸ ︷︷ ︸

=

0

= 1

Οι 2j + 1 καταστάσεις α†1α
†
2 |m, j, j3〉 έχουν κβαντικό αριθμό σπιν ίσο με j, οπότε αποτελούν

μία σπιν-j multiplet, όπως και τα κενά Clifford |m, j, j3〉. Για να αποδείξουμε την ορθότητα του
ισχυρισμού αυτού, αρκεί να δείξουμε ότι

#»

J 2
(
α†1α

†
2 |m, j, j3〉

)
= j(j + 1)α†1α

†
2 |m, j, j3〉 (3.2.45)

για κάθε j3 = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j, όπου
#»

J 2 ≡
3∑
i=1

JiJi είναι ο τελεστής του τετραγώνου του

σπιν. Για να αποδείξουμε την (3.2.45), θα υπολογίσουμε πρώτα τους μεταθέτες

[
#»

J 2, Qα̇

]
, α = 1, 2,
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βασιζόμενοι στη σχέση (3.2.38):

[
#»

J 2, Qα̇

]
=

3∑
i=1

[
JiJi, Qα̇

]
=

=

3∑
i=1

(
Ji
[
Ji, Qα̇

]
+
[
Ji, Qα̇

]
Ji
)

=

=
3∑
i=1

Ji
[
Ji, Qα̇

]
+

3∑
i=1

[
Ji, Qα̇

]
Ji
(3.2.38)

=

=
3∑
i=1

Ji

[
−1

2

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇

]
+

3∑
i=1

[
−1

2

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇

]
Ji =

= −1

2

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇

(
JiQβ̇ +Qβ̇Ji

)
=

= −1

2

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇

(
Qβ̇Ji +

[
Ji, Qβ̇

]
+Qβ̇Ji

)
=

= −1

2

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇

[
Ji, Qβ̇

]
−

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji =

= −1

2

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇

(
−1

2

)(
σiσ0

)γ̇
β̇
Qγ̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji =

=
1

4

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇

(
σiσ0

)γ̇
β̇
Qγ̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji ⇒

⇒
[

#»

J 2, Qα̇

]
=

1

4

3∑
i=1

(
σiσ0σiσ0

)γ̇
α̇
Qγ̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji (3.2.46)

Επίσης, είναι:

3∑
i=1

σiσ0σiσ0 σ0=I2=
3∑
i=1

σiσi =
3∑
i=1

(−σi)(−σi) =
3∑
i=1

(
σi
)2

=
3∑
i=1

I2 = 3I2

όπου I2 είναι ο ταυτοτικός 2× 2 πίνακας. ΄Αρα

3∑
i=1

(
σiσ0σiσ0

)γ̇
α̇

= 3δγ̇α̇

και αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην (3.2.46), λαμβάνουμε:

[
#»

J 2, Qα̇

]
=

1

4

(
3δγ̇α̇

)
Qγ̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji ⇒

⇒
[

#»

J 2, Qα̇

]
=

3

4
Qα̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
α̇
Qβ̇Ji (3.2.47)

Επομένως[
#»

J 2, α†1α
†
2

]
(3.2.31)

=
1

2m

[
#»

J 2, Q1̇Q2̇

]
=

1

2m

([
#»

J 2, Q1̇

]
Q2̇ +Q1̇

[
#»

J 2, Q2̇

])
(3.2.47)

=
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=
1

2m

[
3

4
Q1̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
1̇
Qβ̇Ji

]
Q2̇ +

1

2m
Q1̇

[
3

4
Q2̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
2̇
Qβ̇Ji

]
=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

2m

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
1̇
Qβ̇JiQ2̇ −

1

2m

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
2̇
Q1̇Qβ̇Ji =

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

2m

[(
σ1σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J1Q2̇ +

(
σ2σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J2Q2̇+

+
(
σ3σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J3Q2̇

]
− 1

2m

[(
σ1σ0

)β̇
2̇
Q1̇Qβ̇J1+

+
(
σ2σ0

)β̇
2̇
Q1̇Qβ̇J2 +

(
σ3σ0

)β̇
2̇
Q1̇Qβ̇J3

]
=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

2m

[(
σ1σ0

)2̇
1̇
Q2̇J1 +

(
σ2σ0

)2̇
1̇
Q2̇J2+

+
(
σ3σ0

)1̇
1̇
Q1̇J3

]
Q2̇ −

1

2m
Q1̇

[(
σ1σ0

)1̇
2̇
Q1̇J1+

+
(
σ2σ0

)1̇
2̇
Q1̇J2 +

(
σ3σ0

)2̇
2̇
Q2̇J3

]
=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

2m

(
−Q2̇J1 − iQ2̇J2 −Q1̇J3

)
Q2̇−

− 1

2m
Q1̇

(
−Q1̇J1 + iQ1̇J2 +Q2̇J3

)
= 1

=
3

4m
Q1̇Q2̇ +

1

2m
Q2̇J1Q2̇ +

i

2m
Q2̇J2Q2̇ +

1

2m
Q1̇J3Q2̇+

+
1

2m
Q

2
1̇︸︷︷︸

=

0

J1 −
i

2m
Q

2
1̇︸︷︷︸

=

0

J2 −
1

2m
Q1̇Q2̇J3 =

=
3

4m
Q1̇Q2̇ +

1

2m
Q2̇

(
Q2̇J1 +

[
J1, Q2̇

])
+

i

2m
Q2̇

(
Q2̇J2 +

[
J2, Q2̇

])
+

+
1

2m
Q1̇

[
J3, Q2̇

] (Q2̇)
2
=0

=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ +

1

2m
Q2̇

[
J1, Q2̇

]
+

i

2m
Q2̇

[
J2, Q2̇

]
+

1

2m
Q1̇

[
J3, Q2̇

] (3.2.38)
=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ +

1

2m
Q2̇

[
−1

2

(
σ1σ0

)β̇
2̇
Qβ̇

]
+

i

2m
Q2̇

[
−1

2

(
σ2σ0

)β̇
2̇
Qβ̇

]
+

+
1

2m
Q1̇

[
−1

2

(
σ3σ0

)β̇
2̇
Qβ̇

]
=

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

4m

(
σ1σ0

)1̇
2̇
Q2̇Q1̇ −

i

4m

(
σ2σ0

)1̇
2̇
Q2̇Q1̇−

− 1

4m

(
σ3σ0

)2̇
2̇
Q1̇Q2̇ =

=
3

4m
Q1̇Q2̇ −

1

4m
(−1)Q2̇Q1̇ −

i

4m
(i)Q2̇Q1̇ −

1

4m
Q1̇Q2̇ =

=
3

4m
Q1̇Q2̇ +

1

4m
Q2̇Q1̇ +

1

4m
Q2̇Q1̇ −

1

4m
Q1̇Q2̇ =

=
2

4m

(
Q1̇Q2̇ +Q2̇Q1̇

)
=

1

2m

{
Q1̇, Q2̇

} (3.2.30)

=====⇒

⇒
[

#»

J 2, α†1α
†
2

]
= 0 (3.2.48)
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΄Ετσι, έχουμε:

#»

J 2
(
α†1α

†
2 |m, j, j3〉

)
=(α†1α

†
2

#»

J 2 +
[

#»

J 2, α†1α
†
2

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

) |m, j, j3〉 =

=α†1α
†
2

(
#»

J 2 |m, j, j3〉
)

=

=α†1α
†
2 (j(j + 1) |m, j, j3〉) =

=j(j + 1)α†1α
†
2 |m, j, j3〉

οπότε ολοκληρώθηκε η απόδειξη της (3.2.45), και μπορούμε να υιοθετήσουμε το συμβολισμό:

|m, j, j3〉′ ≡ α†1α
†
2 |m, j, j3〉 (3.2.49)

για κάθε j3 = −j,−j+1, . . . , j−1, j, όπου ο τόνος υποδεικνύει ότι κάθε κατάσταση α†1α
†
2 |m, j, j3〉

είναι διαφορετική από το αντίστοιχο κενό Clifford, |m, j, j3〉, παρόλο που έχει τους ίδιους κβαντικούς
αριθμούς σπιν και τρίτης προβολής του σπιν με αυτό.

Από την άλλη μεριά, οι καταστάσεις α†1 |m, j, j3〉 και α
†
2 |m, j, j3〉 δεν αντιστοιχούν εν γένει σε

συγκεκριμένο κβαντικό αριθμό σπιν, δηλαδή δεν είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή
#»

J 2
. (Εξαίρεση

αποτελεί η περίπτωση, όπου j = 0, οπότε και j3 = 0, στην οποία οι καταστάσεις α†1 |m, j, j3〉 και

α†2 |m, j, j3〉 αποτελούν μία σπιν−1
2 διπλέτα, όπως θα δούμε παρακάτω). Ισχύει ότι η δυάδα

(
α†1
α†2

)
μετασχηματίζεται ως διπλέτα κάτω από την ομάδα SU(2) (με τους τελεστές α†1 και α

†
2 να έχουν

«τρίτη προβολή σπιν»
1
2 και −

1
2 αντίστοιχα, σύμφωνα με τις σχέσεις μετάθεσης (3.2.41) και (3.2.42)

αντίστοιχα). Επομένως, η δράση της SU(2) διπλέτας

(
α†1
α†2

)
στα κενά Clifford |m, j, j3〉, όπου

j > 0, πρέπει να αντιμετωπιστεί ως κβαντομηχανική πρόσθεση δύο σπιν, 1
2 και j, όπου οι δυνατές

τιμές του κβαντικού αριθμού του ολικού σπιν είναι οι j − 1
2 και j + 1

2 . ΄Ετσι, από τις 2(2j + 1)

καταστάσεις α†1 |m, j, j3〉 και α
†
2 |m, j, j3〉 μπορούμε να κατασκευάσουμε μία σπιν−(j+ 1

2) multiplet
με 2(j+ 1

2)+1 = 2j+2 καταστάσεις και μία σπιν−(j− 1
2) multiplet με 2(j− 1

2)+1 = 2j καταστάσεις.
Αυτές οι καταστάσεις καθορισμένου ολικού σπιν (j + 1

2 ή j −
1
2) και καθορισμένης z−συνιστώσας

του σπιν είναι γραμμικοί συνδυασμοί των α†1 |m, j, j3〉 και α
†
2 |m, j, j3〉 με συντελεστές κατάλληλους

συντελεστές Clebsch-Gordan:∣∣∣∣m, j +
1

2
, j′3

〉
= C 1

2
j

(
j +

1

2
, j′3;

1

2
, j′3 −

1

2

)
α†1

∣∣∣∣m, j, j′3 − 1

2

〉
+

+C 1
2
j

(
j +

1

2
, j′3;−1

2
, j′3 +

1

2

)
α†2

∣∣∣∣m, j, j′3 +
1

2

〉
(3.2.50)

∣∣∣∣m, j − 1

2
, j′′3

〉
= C 1

2
j

(
j − 1

2
, j′′3 ;

1

2
, j′′3 −

1

2

)
α†1

∣∣∣∣m, j, j′′3 − 1

2

〉
+

+C 1
2
j

(
j − 1

2
, j′′3 ;−1

2
, j′′3 +

1

2

)
α†2

∣∣∣∣m, j, j′′3 +
1

2

〉
(3.2.51)

1
Από τις (3.2.30) έπεται ότι: {

Q1̇, Q1̇

}
= 0⇒ 2Q1̇Q1̇ = 0⇒

(
Q1̇

)2
= 0{

Q2̇, Q2̇

}
= 0⇒ 2Q2̇Q2̇ = 0⇒

(
Q2̇

)2
= 0
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όπου j′3 = −(j + 1
2),−(j + 1

2) + 1, . . . , (j + 1
2)− 1, j + 1

2 , j
′′
3 = −(j − 1

2),−(j − 1
2) + 1, . . . , (j −

1
2) − 1, j − 1

2 , και Cj1j2 (J,M ;m1,m2) είναι ο συντελεστής Clebsch-Gordan που αντιστοιχεί στη
σύζευξη δύο σπιν j1 και j2 με z−συνιστώσες m1 και m2 αντίστοιχα για να προκύψει ολικό σπιν J
με z−συνιστώσα M .
Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να επαληθεύσουμε την ισότητα του αριθμού των μποζονικών

βαθμών ελευθερίας (καταστάσεων), nB, με τον αριθμό των φερμιονικών βαθμών ελευθερίας, nF ,
για μία γενική μαζική N = 1 supermultiplet, που κατασκευάζεται από μία σπιν-j multiplet κενών
Clifford |m, j, j3〉, όπου j > 0 και j3 = −j,−j+1, . . . , j−1, j. Αν το j είναι ακέραιος (αντιστοίχως

ημιακέραιος), οι 2j+1 καταστάσεις |m, j, j3〉 και οι 2j+1 κααταστάσεις |m, j, j3〉′ ≡ α†1α
†
2 |m, j, j3〉

είναι μποζονικές (αντιστοίχως φερμιονικές), οπότε έχουμε nB = 2(2j + 1) (αντίστοιχα nF =
2(2j+ 1)). Επίσης, οι αριθμοί j− 1

2 και j+ 1
2 είναι ημιακέραιοι (αντιστοίχως ακέραιοι), οπότε οι 2j

καταστάσεις με σπιν j − 1
2 και οι 2j + 2 καταστάσεις με σπιν j + 1

2 είναι φερμιονικές (αντιστοίχως

μποζονικές), επομένως nF = 2j+(2j+2) = 4j+2 = 2(2j+1) (αντιστοίχως nB = 2j+(2j+2) =
4j + 2 = 2(2j + 1)). ΄Αρα, σε κάθε περίπτωση είναι:

nB = nF = 2(2j + 1) (3.2.52)

Η τελευταία σχέση ισχύει και για j = 0, όπως θα δούμε παρακάτω.
Θα παρουσιάσουμε τώρα δύο ενδιαφέροντα παραδείγματα μαζικών μη αναγωγίσιμων αναπαρα-

στάσεων της N = 1 υπερσυμμετρίας. Το πρώτο από αυτά είναι η μαζική chiral supermultiplet,
την οποία μπορούμε να κατασκευάσουμε ξεκινώντας από ένα κανονικοποιημένο κενό Clifford με
σπιν j = 0, και άρα z−συνιστώσα του σπιν ίση με j3 = 0, το οποίο θα συμβολίζουμε ως |m, 0, 0〉.
Οι άλλες καταστάσεις της εν λόγω supermultiplet είναι η α†1 |m, 0, 0〉, με τρίτη προβολή του σπιν
0 + 1

2 = 1
2 , η α

†
2 |m, 0, 0〉, με τρίτη προβολή του σπιν 0− 1

2 = −1
2 , και η α

†
1α
†
2 |m, 0, 0〉 = |m, 0, 0〉′,

για την οποία αμφότεροι οι κβαντικοί αριθμοί του σπιν και της z−συνιστώσας του σπιν είναι ίσοι με
0. Οι καταστάσεις α†1 |m, 0, 0〉 και α

†
2 |m, 0, 0〉 αποτελούν μία σπιν−1

2 διπλέτα, η οποία αντιστοιχεί

σε ένα μαζικό φερμιόνιο Majorana2, οπότε μπορούμε να γράψουμε:

α†1 |m, 0, 0〉 =

∣∣∣∣m.12 , 1

2

〉
(3.2.52α)

α†2 |m, 0, 0〉 =

∣∣∣∣m.12 ,−1

2

〉
(3.2.52β)

Θα επαληθεύσουμε τώρα ότι οι καταστάσεις α†1 |m, 0, 0〉 και α
†
2 |m, 0, 0〉 έχουν κβαντικό αριθμό σπιν

ίσο με
1
2 , δηλαδή θα δείξουμε ότι

#»

J 2
(
α†1,2 |m, 0, 0〉

)
=

1

2

(
1

2
+ 1

)
α†1,2 |m, 0, 0〉 =

3

4
α†1,2 |m, 0, 0〉 (3.2.53)

΄Εχουμε:

#»

J 2
(
α†1 |m, 0, 0〉

)
=
(
α†1

#»

J 2 +
[

#»

J 2, α†1

])
|m, 0, 0〉 =

=α†1

(
#»

J 2 |m, 0, 0〉
)

+
[

#»

J 2, α†1

]
|m, 0, 0〉 =

=α†1 (0(0 + 1) |m, 0, 0〉) +
1√
2m

[
#»

J 2, Q1̇

]
|m, 0, 0〉 (3.2.47)=

=
1√
2m

[
3

4
Q1̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
1̇
Qβ̇Ji

]
|m, 0, 0〉 =

2
Λέμε ένα φερμιόνιο Majorana διότι έχουμε ένα φερμιόνιο με δύο ανεξάρτητες συνιστώσες που έχουμε υποθέσει

ότι έχει μη μηδενική μάζα, ενώ τα φερμιόνια Weyl είναι πάντοτε άμαζα
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=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

[(
σ1σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J1 +

(
σ2σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J2 +

(
σ3σ0

)β̇
1̇
Qβ̇J3

]
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

[(
σ1σ0

)2̇
1̇
Q2̇J1 +

(
σ2σ0

)2̇
1̇
Q2̇J2 +

(
σ3σ0

)1̇
1̇
Q1̇J3

]
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

(
−Q2̇J1 − iQ2̇J2 −Q1̇J3

)
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉+ α†2J1 |m, 0, 0〉+ iα†2J2 |m, 0, 0〉+ α†1J3 |m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉+ α†2 [(J1 + iJ2) |m, 0, 0〉] + α†1 (0 |m, 0, 0〉) =

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉+ α†2 (J+ |m, 0, 0〉)︸ ︷︷ ︸

=

0

=
3

4
α†1 |m, 0, 0〉

και

#»

J 2
(
α†2 |m, 0, 0〉

)
=
(
α†2

#»

J 2 +
[

#»

J 2, α†2

])
|m, 0, 0〉 =

=α†2

(
#»

J 2 |m, 0, 0〉
)

+
[

#»

J 2, α†2

]
|m, 0, 0〉 =

=α†2 (0(0 + 1) |m, 0, 0〉) +
1√
2m

[
#»

J 2, Q2̇

]
|m, 0, 0〉 (3.2.47)=

=
1√
2m

[
3

4
Q2̇ −

3∑
i=1

(
σiσ0

)β̇
2̇
Qβ̇Ji

]
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

[(
σ1σ0

)β̇
2̇
Qβ̇J1 +

(
σ2σ0

)β̇
2̇
Qβ̇J2 +

(
σ3σ0

)β̇
2̇
Qβ̇J3

]
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

[(
σ1σ0

)1̇
2̇
Q1̇J1 +

(
σ2σ0

)1̇
2̇
Q1̇J2 +

(
σ3σ0

)2̇
2̇
Q2̇J3

]
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉 −

1√
2m

(
−Q1̇J1 + iQ1̇J2 +Q2̇J3

)
|m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉+ α†1J1 |m, 0, 0〉 − iα†1J2 |m, 0, 0〉 − α†2J3 |m, 0, 0〉 =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉+ α†1 [(J1 − iJ2) |m, 0, 0〉]− α†2 (0 |m, 0, 0〉) =

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉+ α†1 (J− |m, 0, 0〉)︸ ︷︷ ︸

=

0

=
3

4
α†2 |m, 0, 0〉

όπου χρησιμοποιήσαμε το ότι

J+ |m, j, j3〉 =
√
j(j + 1)− j3(j3 + 1) |m, j, j3 + 1〉

εκτός αν j3 = j, οπότε το δεξιό μέλος ισούται με 0, και:

J− |m, j, j3〉 =
√
j(j + 1)− j3(j3 − 1) |m, j, j3 − 1〉

εκτός αν j3 = −j, οπότε το δεξιό μέλος ισούται με 0, με J± ≡ J1 ± iJ2. ΄Ετσι, η μαζική chi-
ral supermultiplet έχει δύο καταστάσεις με σπιν 0 και μία σπιν-12 διπλέτα, οπότε γι΄ αυτήν την
αναπαράσταση της απλής υπερσυμμετρίας είναι

nB = nF = 2

που σημαίνει ότι η (3.2.52) ισχύει και για j = 0. Για τις δύο καταστάσεις με σπιν 0, |m, 0, 0〉
και |m, 0, 0〉′ = α†1α

†
2 |m, 0, 0〉, έχουμε αα |m, 0, 0〉 = 0 και α†α |m, 0, 0〉′ = 03 για κάθε α =

3
Αυτό μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί με χρήση των σχέσεων αντιμετάθεσης:

{
α†α, α

†
β

}
= 0, για κάθε α, β = 1, 2.
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1, 2. Από τη συζήτηση στο τέλος της ενότητας 2.1 συμπεραίνουμε ότι ο μετασχηματισμός της
ομοτιμίας εναλλάσσει τις αναπαραστάσεις (1

2 , 0) και (0, 1
2) της άλγεβρας Lorentz, οπότε κάτω από

το μετασχηματισμό αυτό έχουμε Qα ↔ Qα̇, άρα αα ↔ α†α και επομένως |m, 0, 0〉 ↔ |m, 0, 0〉′.
΄Ετσι, εάν θεωρήσουμε τους κανονικοποιημένους γραμμικούς συνδυασμούς

|±〉 ≡ 1√
2

(|m, 0, 0〉 ± |m, 0, 0〉′) (3.2.54)

κάτω από το μετασχηματισμό της ομοτιμίας έχουμε:

|+〉 =
1√
2

(
|m, 0, 0〉+ |m, 0, 0〉′

)
→ 1√

2

(
|m, 0, 0〉′ + |m, 0, 0〉

)
= |+〉

|−〉 =
1√
2

(
|m, 0, 0〉 − |m, 0, 0〉′

)
→ 1√

2

(
|m, 0, 0〉′ − |m, 0, 0〉

)
= − 1√

2

(
|m, 0, 0〉 − |m, 0, 0〉′

)
= − |−〉

οπότε η κατάσταση |+〉 αντιστοιχεί σε ένα πραγματικό βαθμωτό πεδίο, ενώ η κατάσταση |−〉 αντι-
στοιχεί σε ένα πραγματικό ψευδοβαθμωτό πεδίο. ΄Ετσι, το σωματιδιακό περιεχόμενο μία μαζικής

chiral supermultiplet είναι ένα φερμιόνιο Majorana, ένα πραγματικό βαθμωτό πεδίο και ένα πραγ-
ματικό ψευδοβαθμωτό πεδίο, που έχουν όλα την ίδια μάζα.

Η δεύτερη μαζική N = 1 supermultiplet, στην οποία θα αναφερθούμε στα πλαίσια της παρού-
σας εργασίας, είναι η μαζική διανυσματική supermultiplet, την οποία κατασκευάζουμε ξεκινώντας
από μία σπιν-

1
2 διπλέτα κενών Clifford,

∣∣m, 1
2 ,

1
2

〉
και

∣∣m, 1
2 ,−

1
2

〉
. Στη συνέχεια, θεωρούμε τις

καταστάσεις α†1
∣∣m, 1

2 ,
1
2

〉
, α†2

∣∣m, 1
2 ,

1
2

〉
, α†1

∣∣m, 1
2 ,−

1
2

〉
και α†2

∣∣m, 1
2 ,−

1
2

〉
, με τρίτη προβολή του

σπιν 1,0,0 και -1 αντίστοιχα, από τις οποίες μπορούμε να κατασκευάσουμε μία σπιν-1 τριπλέτα με

2 ·1+1 = 3 καταστάσεις, |m, 1, 1〉, |m, 1, 0〉 και |m, 1,−1〉, καθώς και μία απλή κατάσταση (singlet)
με σπιν 0, |m, 0, 0〉. Για να το κάνουμε αυτό, βασιζόμαστε στις γενικές σχέσεις (3.2.50) και (3.2.51)
και ανατρέχουμε σε έναν πίνακα με τους συντελεστές Clebsch-Gordan για την πρόσθεση δύο σπιν
1
2 , οπότε έχουμε:

|m, 1, 1〉 =C 1
2

1
2

(
1, 1;

1

2
,
1

2

)
α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉
= α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉
|m, 1, 0〉 =C 1

2
1
2

(
1, 0;

1

2
,−1

2

)
α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
+

+ C 1
2

1
2

(
1, 0;−1

2
,
1

2

)
α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉
=

=
1√
2

(
α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
+ α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉)
|m, 1,−1〉 =C 1

2
1
2

(
1,−1;−1

2
,−1

2

)
α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
= α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
|m, 0, 0〉 =C 1

2
1
2

(
0, 0;

1

2
,−1

2

)
α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
+

+ C 1
2

1
2

(
0, 0;−1

2
,
1

2

)
α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉
=

=
1√
2

(
α†1

∣∣∣∣m, 1

2
,−1

2

〉
− α†2

∣∣∣∣m, 1

2
,
1

2

〉)
Τέλος, έχουμε και τις καταστάσεις

∣∣m, 1
2 ,

1
2

〉′
= α†1α

†
2

∣∣m, 1
2 ,

1
2

〉
και
∣∣m, 1

2 ,−
1
2

〉′
= α†1α

†
2

∣∣m, 1
2 ,−

1
2

〉
,

οι οποίες αποτελούν μία σπιν-
1
2 διπλέτα. ΄Ετσι, το σωματιδιακό περιεχόμενο μίας μαζικής διανυ-

σματικής supermultiplet είναι δύο μαζικά φερμιόνια Majorana, τα οποία αντιστοιχούν στις δύο
σπιν-

1
2 διπλέτες, ένα μαζικό διανυσματικό μποζόνιο, το οποίο αντιστοιχεί στη σπιν-1 τριπλέτα, και

ένα μαζικό πραγματικό βαθμωτό πεδίο, το οποίο αντιστοιχεί στην κατάσταση με σπιν 0, |m, 0, 0〉.
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Κεφάλαιο 4

Το μοντέλο των Wess-Zumino

4.1 Το απλούστερο υπερσυμμετρικό μοντέλο: μία ελεύθερη

άμαζη chiral supermultiplet

Η σημαντικότερη υλοποίηση της N = 1 υπερσυμμετρίας είναι στη θεωρία πεδίου. Για τη μελέτη της
(απλής) υπερσυμμετρίας σε αυτό το πλαίσιο, είναι χρήσιμο να υπενθυμίσουμε πώς μετασχηματίζεται

ένας τελεστής πεδίου φ̂(x) κάτω από μία μετατόπιση στον επίπεδο χωροχρόνο:

xµ → x′µ = xµ + αµ (4.1.1)

όπου αµ είναι ένα σταθερό τετραδιάνυσμα. Κάτω από τη μετατόπιση (4.1.1) έχουμε:

φ̂(x)→ φ̂′(x) ≡ φ̂(x+ α) = U(α)φ̂(x) (U(α))−1
(4.1.2)

όπου

U(α) = eiα
µPµ (4.1.3)

όπου Pµ, µ = 0, 1, 2, 3, είναι οι γεννήτορες των μετατοπίσεων στο χώρο Minkowski. Αντικαθι-
στώντας την (4.1.3) στην (4.1.2), παίρνουμε:

φ̂′(x) = φ̂(x+ α) = eiα
µPµ φ̂(x)e−iα

νPν (4.1.4)

Αν η μετατόπιση στην (4.1.1) είναι απειροστή, δηλαδή οι συνιστώσες του τετραδιανύσματος αµ είναι
απειροστές, μπορούμε να αναπτύξουμε κατά Taylor τα U(α) και (U(α))−1

γύρω από το α = 0 και
να αγνοήσουμε τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς α:

U(α) = eiα
µPµ = I + iαµPµ +O(α2) = I + iαµPµ (4.1.5α)

(U(α))−1 = e−iα
µPµ = I − iαµPµ +O(α2) = I − iαµPµ (4.1.5β)

όπου I είναι ο ταυτοτικός τελεστής. Με αντικατάσταση των (4.1.5α) και (4.1.5β) στην (4.1.2)
προκύπτει ότι

φ̂′(x) = (I + iαµPµ) φ̂(x) (I − iανPν) =

= (I + iαµPµ)
(
φ̂(x)− iαν φ̂(x)Pν

)
=

=φ̂(x)− iαµφ̂(x)Pµ + iαµPµφ̂(x) +O(α2) =

=φ̂(x) + iαµ
(
Pµφ̂(x)− φ̂(x)Pµ

)
⇒

⇒ φ̂′(x) =φ̂(x) + iαµ
[
Pµ, φ̂(x)

]
(4.1.6)
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όπου πάλι έχουμε κρατήσει μόνο τους όρους τάξης ≤ 1 ως προς α. Η μεταβολή του φ̂(x) κάτω από
έναν απειροστό μετασχηματισμό της μορφής (4.1.1) είναι:

δT φ̂(x) ≡ φ̂′(x)− φ̂(x)
(4.1.6)

= iαµ
[
Pµ, φ̂(x)

]
(4.1.7)

Επίσης, μπορούμε να υπολογίσουμε το δT φ̂(x) αναπτύσσοντας κατά Taylor το φ̂′(x) = φ̂(x + α)
γύρω από το x και αγνοώντας τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς α:

δT φ̂(x) =φ̂′(x)− φ̂(x) = φ̂(x+ α)− φ̂(x) =

=
[
φ̂(x) + αµ∂µφ̂(x) +O(α2)

]
− φ̂(x) =

=φ̂(x) + αµ∂µφ̂(x)− φ̂(x)⇒
⇒ δT φ̂(x) =αµ∂µφ̂(x) (4.1.8)

Από τις (4.1.7) και (4.1.8) έπεται ότι

iαµ
[
Pµ, φ̂(x)

]
= αµ∂µφ̂(x)⇒ αµ

[
Pµ, φ̂(x)

]
= −iαµ∂µφ̂(x)

για αυθαίρετο απειροστό τετραδιάνυσμα αµ. Επομένως[
Pµ, φ̂(x)

]
= −i∂µφ̂(x) (4.1.9)

΄Ενας απειροστός υπερσυμμετρικός μετασχηματισμός χαρακτηρίζεται από σταθερές (ανεξάρτητες

του x) απειροστές αντιμετατιθέμενες παραμέτρους Grassmann ξα και ξα̇, όπου α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇,

(ξα̇ = (ξα)∗, όπου ξα = εαβξ
β
, και (ξα)∗ = ξ

α̇
= εα̇β̇ξβ̇) και αντιστοιχίζουμε σε αυτόν ένα

μοναδιακό τελεστή

U(ξ) = I + i
(
ξαQα + ξα̇Q

α̇
)

= I + i
(
ξQ+ ξ Q

)
(4.1.10)

όπου ξQ ≡ ξαQα και ξ Q ≡ ξα̇Q
α̇
. Οι παράμετροι Grassmann ξα και ξα̇ ικανοποιούν τις σχέσεις{

ξα, ξβ
}

=
{
ξα, ξβ̇

}
= 0 (4.1.11)

{ξα, Qβ} =

{
ξα, Q

β̇
}

= 0 (4.1.12)

{
ξα̇, Qβ

}
=

{
ξα̇, Q

β̇
}

= 0 (4.1.13)

[ξα, Pµ] = [ξα,Mµν ] = 0 (4.1.14)[
ξα̇, Pµ

]
=
[
ξα̇,Mµν

]
= 0 (4.1.15)

και η εισαγωγή τέτοιων παραμέτρων μας επιτρέπει να εκφράσουμε την άλγεβρα της (N = 1) υπερ-
συμμετρίας, η οποία περιγράφεται από τις σχέσεις μετάθεσης και αντιμετάθεσης (3.1.62)-(3.1.67),

εξ΄ ολοκλήρου συναρτήσει μεταθετών:

[Pµ, ξQ] = 0 =
[
Pµ, ξ Q

]
(4.1.16)

[Mµν , ξQ] = −ξσµνQ (4.1.17)[
Mµν , ξ Q

]
= −ξσµνQ (4.1.18)

[ξQ, ηQ] = 0 =
[
ξ Q, ηQ

]
(4.1.19)[

ξQ, ηQ
]

= 2 (ξσµη)Pµ (4.1.20)
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όπου έχουμε εισάγει ένα δεύτερο σύνολο παραμέτρων Grassmann, ηα και ηα̇, α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇,

ενώ υπενθυμίζουμε ότι ξσµνQ ≡ ξα (σµν) β
α Qβ , ξσµνQ ≡ ξα̇ (σµν)α̇

β̇
Q
β̇
και ξσµη ≡ ξα (σµ)αβ̇ η

β̇

(με ηβ̇ = εβ̇γ̇ηγ̇). Οι (4.1.16)-(4.1.20) μπορούν εύκολα να δειχθούν με χρήση των (3.1.62)-(3.1.67)
σε συνδυασμό με τις (4.1.11)-(4.1.15). Είναι:

[Pµ, ξQ] = [Pµ, ξ
αQα] = [Pµ, ξ

α]︸ ︷︷ ︸

=

0

Qα + ξα [Pµ, Qα]︸ ︷︷ ︸

=

0

= 0

[
Pµ, ξ Q

]
=
[
Pµ, ξα̇Q

α̇
]

=
[
Pµ, ξα̇

]︸ ︷︷ ︸
=

0

Q
α̇

+ ξα̇

[
Pµ, Q

α̇
]

︸ ︷︷ ︸

=

0

= 0

[Mµν , ξQ] = [Mµν , ξ
αQα] = [Mµν , ξ

α]︸ ︷︷ ︸
=

0

Qα + ξα [Mµν , Qα] =

=− ξα [Qα,Mµν ]
(3.1.62)

= −ξα (σµν) β
α Qβ = −ξσµνQ[

Mµν , ξ Q
]

=
[
Mµν , ξα̇Q

α̇
]

=
[
Mµν , ξα̇

]︸ ︷︷ ︸

=

0

Q
α̇

+ ξα̇

[
Mµν , Q

α̇
]

=

=ξα̇

[
Mµν , ε

α̇β̇Qβ̇

]
= −εα̇β̇ξα̇

[
Qβ̇,Mµν

]
(3.1.63)

= εα̇β̇ξα̇ (σµν)γ̇
β̇
Qγ̇ =

=
i

4
εα̇β̇ξα̇

[
(σµ)γ̇δ (σν)δβ̇ − (σν)γ̇δ (σµ)δβ̇

]
εγ̇δ̇Q

δ̇ (2.3.30)
=

=
i

4

(
δα̇
δ̇
δβ̇γ̇ − δ

α̇
γ̇ δ

β̇

δ̇

)
ξα̇

[
(σµ)γ̇δ (σν)δβ̇ − (σν)γ̇δ (σµ)δβ̇

]
Q
δ̇

=

=
i

4
ξα̇

[
(σµ)β̇δ (σν)δβ̇ Q

α̇ − (σν)β̇δ (σµ)δβ̇ Q
α̇ − (σµ)α̇δ (σν)δβ̇ Q

β̇
+ (σν)α̇δ (σµ)δβ̇ Q

β̇
]

=

=
i

4
ξα̇

[
Tr (σµσν)Q

α̇ − Tr (σνσµ)Q
α̇ − (σµσν)α̇

β̇
Q
β̇

+ (σνσµ)α̇
β̇
Q
β̇
]

=

=
i

4
ξα̇

[
Tr (σνσµ)Q

α̇ − Tr (σµσν)Q
α̇ − (σµσν)α̇

β̇
Q
β̇

+ (σνσµ)α̇
β̇
Q
β̇
]

=

=
i

4
ξα̇

[
��

��2ηνµQ
α̇ −
��

��2ηµνQ
α̇ − (σµσν)α̇

β̇
Q
β̇

+ (σνσµ)α̇
β̇
Q
β̇
]

=

=− i

4
ξα̇ (σµσν − σνσµ)α̇

β̇
Qβ̇ = −ξα̇ (σµν)α̇

β̇
Q
β̇

=

=− ξσµνQ

[ξQ, ηQ] =
[
ξαQα, η

βQβ

]
= ξαQαη

βQβ − ηβQβξαQα = −ξαηβQαQβ − ηβQβξαQα
(3.1.66)

=

=ξαηβQβQα − ηβQβξαQα = −ηβξαQβQα − ηβQβξαQα
(4.1.12)

= ηβQβξ
αQα − ηβQβξαQα = 0[

ξ Q, ηQ
]

=

[
ξα̇Q

α̇
, ηβ̇Q

β̇
]

= ξα̇Q
α̇
ηβ̇Q

β̇ − ηβ̇Q
β̇
ξα̇Q

α̇
= −ξα̇ηβ̇Q

α̇
Q
β̇ − ηβ̇Q

β̇
ξα̇Q

α̇ (3.1.67)
=

=ξα̇ηβ̇Q
β̇
Q
α̇ − ηβ̇Q

β̇
ξα̇Q

α̇
= −ηβ̇ξα̇Q

β̇
Q
α̇ − ηβ̇Q

β̇
ξα̇Q

α̇ (4.1.13)
= ηβ̇Q

β̇
ξα̇Q

α̇ − ηβ̇Q
β̇
ξα̇Q

α̇
= 0[

ξQ, ηQ
]

=

[
ξαQα, ηβ̇Q

β̇
]

= ξαQαηβ̇Q
β̇ − ηβ̇Q

β̇
ξαQα

(4.1.12)

=

=− ξαηβ̇QαQ
β̇

+ ηβ̇ξ
αQ

β̇
Qα = −ξαηβ̇Qαε

β̇γ̇Qγ̇ − ξαηβ̇ε
β̇γ̇Qγ̇Qα =

=− ξαεβ̇γ̇ηβ̇
(
QαQγ̇ +Qγ̇Qα

)
= ξαεγ̇β̇ηβ̇

{
Qα, Qγ̇

} (3.1.64)
=
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=ξαηγ̇
[
2 (σµ)αγ̇ Pµ

]
= 2ξα (σµ)αγ̇ η

γ̇Pµ = 2 (ξσµη)Pµ

Κάτω από έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό χαρακτηριζόμενο από απειροστές παραμέτρους

Grassmann ξα και ξα̇, ένα κβαντικό πεδίο φ̂(x) μετασχηματίζεται ως:

φ̂(x)→ φ̂′(x) =U(ξ)φ̂(x) (U(ξ))−1 = U(ξ)φ̂(x) (U(ξ))† =

=
[
I + i

(
ξQ+ ξ Q

)]
φ̂(x)

[
I + i

(
ξQ+ ξQ

)]†
=

=
[
I + i

(
ξQ+ ξ Q

)]
φ̂(x)

[
I − i

(
ξ Q+ ξQ

)]
=

=
[
I + i

(
ξQ+ ξ Q

)] [
φ̂(x)− iφ̂(x)

(
ξQ+ ξ Q

)]
=

=φ̂(x) + i
(
ξQ+ ξ Q

)
φ̂(x)− iφ̂(x)

(
ξQ+ ξQ

)
⇒

⇒ φ̂′(x) =φ̂(x) + i
[
ξQ+ ξ Q, φ̂(x)

]
(4.1.21)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το γεγονός ότι (ξQ)† = (ξαQα)† = (Qα)† (ξα)∗ = Qα̇ξ
α̇

= εα̇β̇Q
β̇
εα̇γ̇ξγ̇ =

−εγ̇α̇εα̇β̇Q
β̇
ξγ̇ = −δγ̇

β̇
Q
β̇
ξγ̇ = −Qβ̇ξβ̇

(4.1.13)

= ξβ̇Q
β̇

= ξQ, άρα
(
ξ Q

)†
= ξQ. Η μεταβολή του πε-

δίου φ̂(x) κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό είναι:

δξφ̂(x) ≡ φ̂′(x)− φ̂(x) = i
[
ξQ+ ξ Q, φ̂(x)

]
(4.1.22)

Για να προσδιορίσουμε έναν (απειροστό) υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό σε μία (υπερσυμμετρική)

θεωρία πεδίου, πρέπει να καθορίσουμε την ποσότητα (4.1.22) για κάθε εμπλεκόμενο πεδίο φ̂(x) κατά
έναν τρόπο συνεπή με την υπερσυμμετρική άλγεβρα (4.1.16)-(4.1.20). Οι τρεις πρώτες από αυτές

τις σχέσεις μετάθεσης καθορίζουν τις ιδιότητες μετασχηματισμού του δξφ̂(x) κάτω από την ομάδα

Poincaré. Οι υπόλοιπες δύο επιβάλλουν περιορισμούς στις δυνατές μορφές για τα δξφ̂(x) υποδει-
κνύοντας πώς δύο διαδοχικοί υπερσυμμετρικοί μετασχηματισμοί πρέπει να κλείνουν την άλγεβρα.

Στην ενότητα 3.2.1 είδαμε ότι μία αναπαράσταση της μη εκτεταμένης υπερσυμμετρίας είναι η άμαζη

chiral supermultiplet, η οποία αντιστοιχεί σε ένα άμαζο μιγαδικό βαθμωτό πεδίο και ένα φερμιόνιο
Weyl, καθένα από τα οποία καλείται υπερσυμμετρικός συνοδός (superpartner) του άλλου. Επο-
μένως, μπορούμε να αναμένουμε την υλοποίηση της N = 1 υπερσυμμετρίας σε μία θεωρία πεδίου,
η οποία περιλαμβάνει μόνο ένα άμαζο μιγαδικό βαθμωτό πεδίο και ένα φερμιόνιο Weyl.
Η απλούστερη δυνατή υπερσυμμετρική θεωρία στις 4 διαστάσεις που περιλαμβάνει ένα μιγαδικό

βαθμωτό πεδίο φ και ένα αριστερόστροφο φερμιόνιο Weyl δύο συνιστωσών ψ περιγράφεται από τη
Lagrangian (πυκνότητα)

L = (∂µφ
∗) (∂µφ) + iψσµ∂µψ (4.1.23)

όπου ο πρώτος όρος είναι κινητικός όρος για το πεδίο φ και ο δεύτερος όρος είναι κινητικός όρος
για το ψ. Το σύστημα που περιγράφεται από τη Lagrangian (4.1.23) είναι γνωστό ως άμαζο
και ελεύθερο (χωρίς αλληλεπιδράσεις) μοντέλο των Wess και Zumino [30], και αντιστοιχεί σε μία
ελεύθερη και άμαζη chiral supermiltiplet.
Στο σημείο αυτό, είναι χρήσιμο να διευκρινίσουμε τις διαστάσεις των εμπλεκόμενων πεδίων στην

υπό μελέτη υπερσυμμετρική θεωρία. Ισχύει ότι η δράση, S, που είναι το ολοκλήρωμα της Lagrangian
L σε όλο τον 4-διάστατο χωροχρόνο (S =

∫
d4xL), είναι αδιάστατη στο φυσικό σύστημα μονάδων,

όπου c = } = 1. Σε αυτό το σύστημα, υπάρχει μόνο μία ανεξάρτητη διάσταση, την οποία παίρνουμε
να είναι αυτή της μάζας (ή της ενέργειας), M . Το μήκος έχει την ίδια διάσταση με το χρόνο (διότι
c = 1), δηλαδή M−1

, καθώς } = 11. Επομένως, για να είναι αδιάστατη η δράση, η L έχει διάσταση
[L] = M4

. ΄Ετσι, βασιζόμενοι στο ότι [∂µ] =
[
∂
∂xµ

]
= M , αφού [xµ] = M−1

, μπορούμε εύκολα να

βρούμε τις διαστάσεις των πεδίων φ και ψ:

[φ] = M, [ψ] = M
3
2 =

[
ψ
]

(4.1.24)

1
Το ότι } = 1 συνεπάγεται ότι ο χρόνος έχει διάσταση M−1

προκύπτει από την αρχή της αβεβαιότητας του

Heisenberg, (∆E) (∆t) ≥ }
2
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όπου λάβαμε υπόψη ότι η διάσταση των συνιστωσών του δεξιόστροφου σπίνορα Weyl ψ είναι η ίδια
με αυτήν του αντίστοιχου αριστερόστροφου σπίνορα Weyl ψ, αφού ψα̇ = (ψα)∗, για κάθε α =

1, 2. Ακόμη, επειδή ισχύει
{
Qα, Qβ̇

}
= 2 (σµ)αβ̇ Pµ και [Pµ] = M , η διάσταση των φερμιονικών

γεννητόρων Qα και Qα̇ = (Qα)† της απλής υπερσυμμετρίας είναι

[Q] = M
1
2 =

[
Q
]

(4.1.25)

Η μεταβολή του βαθμωτού πεδίου φ κάτω από έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που χαρα-
κτηρίζεται από σταθερές απειροστές παραμέτρους Grassmann ξα και ξα̇, δξφ, πρέπει να περιέχει το
φερμιονικό πεδίο Weyl ψ και να είναι μία Lorentz αναλλοίωτη ποσότητα, όπως είναι και το πεδίο φ.
΄Ετσι, δεδομένου ότι τα ξα και ξα̇ μετασχηματίζονται κάτω από την ομάδα SL(2, C) (ή, ισοδύνα-
μα, την SO(1, 3)↑) ως αριστερόστροφος και δεξιόστροφος σπίνορας Weyl αντίστοιχα (που είναι
ανεξάρτητοι του x), η απλούστερη δυνατότητα για το δξφ είναι:

δξφ(x) = aξαψα(x) + bξα̇ψ
α̇
(x) = aξψ(x) + bξ ψ(x) (4.1.26)

όπου τα a και b είναι προσδιοριστέες (αδιάστατες) σταθερές. Επειδή πρέπει να είναι [δξφ] = M ,

αφού [φ] = M , και ισχύει ότι [ψ] =
[
ψ
]

= M
3
2 , με βάση την (4.1.26), συμπεραίνουμε ότι πρέπει να

αποδώσουμε στις παραμέτρους Grassmannn ξα και ξα̇ διάσταση

[ξ] = M−
1
2 =

[
ξ
]

(4.1.27)

Από την (4.1.26) έπεται ότι

δξφ
∗(x) = (δξφ(x))∗ = a∗ (ξψ(x))∗ + b∗

(
ξ ψ(x)

)∗
= a∗ξ ψ(x) + b∗ξψ(x) (4.1.28)

όπου κάναμε χρήση της (2.5.15).

Η αντίστοιχη μεταβολή για το σπινοριακό πεδίο Weyl ψ, δξψ, θα πρέπει να περιέχει κάποιο

γινόμενο ξφ, το οποίο έχει διάσταση M−
1
2

+1 = M
1
2 . Βέβαια, το δξψ πρέπει να έχει διάσταση

[δξψ] = M
3
2 , το οποίο μπορεί να επιτευχθεί με την εισαγωγή μίας χωροχρονικής παραγώγου (που

έχει διάσταση M). ΄Ετσι, μπορούμε να υποθέσουμε ότι

δξψα(x) = c (σµ)αβ̇ ξ
β̇
∂µφ(x) = c

(
σµξ

)
α
∂µφ(x) (4.1.29)

∀ α = 1, 2, για κάποια σταθερά c. Από την (4.1.29) έπεται ότι

δξψα̇(x) =δξ (ψα(x))∗ = (δξψα(x))∗ =

[
c (σµ)αβ̇ ξ

β̇
∂µφ(x)

]∗
=

=c∗
(

(σµ)αβ̇

)∗(
ξ
β̇
)∗

∂µφ
∗(x) = c∗ (σµ)βα̇ ξ

β∂µφ
∗(x) =

=c∗ξβ (σµ)βα̇ ∂µφ
∗(x)

ή

δξψα̇(x) =c∗ (ξσµ)α̇ ∂µφ
∗(x) (4.1.30)

Συνεπώς

δξψ
α̇
(x) =δξ

(
εα̇β̇ψβ̇(x)

)
= εα̇β̇δξψβ̇(x) =

=εα̇β̇c∗ (ξσµ)β̇ ∂µφ
∗(x) = c∗εα̇β̇ξγ (σµ)γβ̇ ∂µφ

∗(x) =

=c∗εα̇β̇εγδξδ (σµ)γβ̇ ∂µφ
∗(x) = −c∗εα̇β̇εδγ (σµ)γβ̇ ξδ∂µφ

∗(x)⇒

⇒ δξψ
α̇
(x) =− c∗ (σµ)α̇δ ξδ∂µφ

∗(x) = −c∗ (σµξ)α̇ ∂µφ
∗(x) (4.1.31)
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Ας εφαρμόσουμε τώρα δύο διαδοχικούς υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς (όπου ο πρώτος

παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇, ενώ ο δεύτερος παραμετροποιείται από
μεταβλητές Grassmann ηα και ηα̇) στο βαθμωτό πεδίο φ. ΄Εχουμε:

δηδξφ =δη (δξφ) = δη
(
aξψ + bξ ψ

)
=

=aξα (δηψα) + bξα̇

(
δηψ

α̇
)
(4.1.29),(4.1.31)

=

=aξα
[
c (σµ)αβ̇ η

β̇∂µφ
]

+ bξα̇

[
−c∗ (σµ)α̇β ηβ∂µφ

∗
]

=

=acξα (σµ)αβ̇ η
β̇∂µφ− bc∗ξα̇ (σµ)α̇β ηβ∂µφ

∗ ⇒

⇒ δηδξφ =ac (ξσµη) ∂µφ− bc∗
(
ξσµη

)
∂µφ

∗
(4.1.32)

Υπολογίζουμε τη δράση του μεταθέτη [δη, δξ] των δύο προαναφερθέντων υπερσυμμετρικών μετα-
σχηματισμών πάνω στο βαθμωτό πεδίο φ:

[δη, δξ]φ ≡ (δηδξ − δξδη)φ
(4.1.32)

=
[
ac (ξσµη) ∂µφ− bc∗

(
ξσµη

)
∂µφ

∗]− (ξ ↔ η)⇒
⇒ (δηδξ − δξδη)φ =ac

(
ξσµη − ησµξ

)
∂µφ− bc∗

(
ξσµη − η σµξ

)
∂µφ

∗
(4.1.33)

Από την άλλη μεριά, είναι:

δηδξφ
(4.1.22)

≡ i
[
ηQ+ ηQ, δξφ

] (4.1.22)
=====⇒

⇒δηδξφ = i
[
ηQ+ ηQ, i

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
= −

[
ηQ+ ηQ,

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
(4.1.34)

από όπου έπεται ότι

(δηδξ − δξδη)φ = −
([
ηQ+ ηQ,

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
− (ξ ↔ η)

)
(4.1.35)

Από την ταυτότητα του Jacobi έχουμε:[
ηQ+ ηQ,

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
+
[
ξQ+ ξ Q,

[
φ, ηQ+ ηQ

]]
+
[
φ,
[
ηQ+ ηQ, ξQ+ ξ Q

]]
= 0⇒

⇒
[
ηQ+ ηQ,

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
−
[
ξQ+ ξ Q,

[
ηQ+ ηQ, φ

]]
= −

[
φ,
[
ηQ+ ηQ, ξQ+ ξ Q

]]
⇒

⇒−
[
ηQ+ ηQ,

[
ξQ+ ξ Q, φ

]]
+ (ξ ↔ η) =

[
φ,
[
ηQ+ ηQ, ξQ+ ξ Q

]] (4.1.35)
=====⇒

⇒ (δηδξ − δξδη)φ = −
[[
ηQ+ ηQ, ξQ+ ξ Q

]
, φ
]

=

= −
[
[ηQ, ξQ] +

[
ηQ, ξQ

]
+
[
ηQ, ξQ

]
+
[
ηQ, ξQ

]
, φ
] (4.1.19)

=

= −
[
0 +

[
ηQ, ξ Q

]
−
[
ξQ, ηQ

]
+ 0, φ

] (4.1.20)
=

= −
[
2
(
ησµξ

)
Pµ − 2 (ξσµη)Pµ, φ

]
=

= −2
(
ησµξ

)
[Pµ, φ] + 2 (ξσµη) [Pµ, φ] =

= −2
(
ησµξ − ξσµη

)
[Pµ, φ]

(4.1.9)

====⇒
⇒ (δηδξ − δξδη)φ = 2i

(
ησµξ − ξσµη

)
∂µφ (4.1.36)

Συγκρίνοντας την (4.1.36) με την (4.1.33), παίρνουμε:

ac = −2i (4.1.37)

bc∗ = 0⇒ b = 0 (4.1.38)

αφού c 6= 0 (άρα και c∗ 6= 0) λόγω της (4.1.37), οπότε οι (4.1.26) και (4.1.28) γίνονται αντίστοιχα:

δξφ(x) = aξψ(x), δξφ
∗(x) = a∗ξ ψ(x) (4.1.39)
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Επίσης, είναι:

δηδξψα =δη (δξψα)
(4.1.29)

= δη

[
c (σµ)αβ̇ ξ

β̇
∂µφ

]
=

=c (σµ)αβ̇ ξ
β̇
∂µ (δηφ)

(4.1.39)

= ac (σµ)αβ̇ ξ
β̇
∂µ (ηγψγ) =

=ac
(
σµξ

)
α
ηγ∂µψγ = ac

(
σµξ

)
α

(η∂µψ)
(4.1.37)

=====⇒
⇒ δηδξψα =− 2i

(
σµξ

)
α

(η∂µψ) (4.1.40)

Με εφαρμογή της ταυτότητας (2.5.38):

ψα (ξχ) = −χα (ξψ)− ξα (χψ)

για ψ = σµξ, ξ = η και χ = ∂µψ, η (4.1.40) δίνει:

δηδξψα = −2i
{
− (∂µψα)

(
ησµξ

)
− ηα

[
(∂µψ)σµξ

]} (2.5.9)
=

= −2i
[
−
(
ησµξ

)
∂µψα + ηα

(
ξσµ∂µψ

)]
⇒

δηδξψα = 2i
(
ησµξ

)
∂µψα − 2iηα

(
ξσµ∂µψ

)
(4.1.41)

΄Αρα

(δηδξ − δξδη)ψα =2i
(
ησµξ

)
∂µψα − 2iηα

(
ξσµ∂µψ

)
− [2i (ξσµη) ∂µψα − 2iξα (η σµ∂µψ)]⇒

⇒ (δηδξ − δξδη)ψα =2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µψα − 2iηα

(
ξσµ∂µψ

)
+ 2iξα (η σµ∂µψ) (4.1.42)

Οι δύο τελευταίοι όροι στο δεύτερο μέλος της (4.1.42) μηδενίζονται on-shell, δηλαδή εάν ικανο-
ποιείται η εξίσωση κίνησης για το φερμιόνιο Weyl ψ:

σµ∂µψ = 0 (4.1.43)

Μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η εξίσωση κίνησης για το ψ στη θεωρία που περιγράφεται από τη
Lagrangian (4.1.23) είναι πράγματι η (4.1.43) χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Euler-Lagrange για
τα ψα̇, α̇ = 1̇, 2̇:

∂L
∂ψα̇

= ∂µ

[
∂L

∂
(
∂µψα̇

)]⇒
⇒ ∂

∂ψα̇

[
(∂µφ

∗) (∂µφ) + iψβ̇ (σµ)β̇γ ∂µψγ

]
= ∂µ

{
∂

∂
(
∂µψα̇

) [(∂νφ∗) (∂νφ) + iψβ̇ (σν)β̇γ ∂νψγ

]}
⇒

⇒ i
∂ψβ̇

∂ψα̇
(σµ)β̇γ ∂µψγ = 0⇒

⇒ iδα̇
β̇

(σµ)β̇γ ∂µψγ = 0⇒

⇒ (σµ)α̇γ ∂µψγ = 0⇒
⇒ (σµ∂µψ)α̇ = 0

Εάν ισχύει η (4.1.43), τότε από την (4.1.42) έπεται ότι

(δηδξ − δξδη)ψα = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µψα

που είναι ακριβώς η σχέση στην οποία καταλήγουμε, εάν απαιτήσουμε να ισχύει η (4.1.22) για

φ̂(x) = ψα(x) και χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα του Jacobi και τις σχέσεις μετάθεσης (4.1.19)
και (4.1.20) καθώς και την (4.1.9), όπως πράξαμε και για το βαθμωτό πεδίο φ(x). ΄Ετσι, έχουμε μία
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on-shell υλοποίηση της άλγεβρας της N = 1 υπερσυμμετρίας στη θεωρία πεδίου που περιγράφεται
από τη Lagrangian (4.1.23) με τους κανόνες μετασχηματισμού των πεδίων φ και ψ κάτω από
έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό να δίνονται από τις (4.1.39) και (4.1.29) αντίστοιχα, όπου

ac = −2i.
Οι τιμές των a και c θα προσδιοριστούν από την απαίτηση η Lagrangian (4.1.23) να μεταβάλλεται

κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς κατά μία ολική παράγωγο, ώστε η αντίστοιχη δράση

S =
∫
d4xL να είναι αναλλοίωτη. Η μεταβολή της εν λόγω Lagrangian κάτω από έναν απειροστό

υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται από σταθερές παραμέτρους Grassmann ξα και
ξα̇ είναι:

δξL = δξ [(∂µφ
∗) (∂µφ)] + iδξ

(
ψσµ∂µψ

)
=

= [δξ (∂µφ
∗)] (∂µφ) + (∂µφ

∗) δξ (∂µφ) + iδξ

[
ψα̇ (σµ)α̇β ∂µψβ

]
=

= ∂µ (δξφ
∗) ∂µφ+ (∂µφ

∗) ∂µ (δξφ) +

+ i
[(
δξψα̇

)
(σµ)α̇β ∂µψβ + ψα̇ (σµ)α̇β ∂µ (δξψβ)

]
(4.1.29),(4.1.30),(4.1.39)

=

= a∗∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ) +

+ ic∗ξγ (σν)γα̇ (∂νφ
∗) (σµ)α̇β ∂µψβ + iψα̇ (σµ)α̇β ∂µ

[
c (σν)βγ̇ ξ

γ̇
∂νφ

]
=

= a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ic∗ξγ (σν)γα̇ (σµ)α̇β (∂µψβ) ∂νφ
∗ + icψα̇ (σµ)α̇β (σν)βγ̇ ξ

γ̇
∂µ∂νφ =

= a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ic∗ (ξσνσµ∂µψ) ∂νφ
∗ + ic

(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ =

= a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ic∗ξσνσµ [∂µ (ψ∂νφ
∗)− ψ∂µ∂νφ∗] + ic

(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ⇒

⇒ δξL = a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ic∗ξσνσµ∂µ (ψ∂νφ
∗)− ic∗ (ξσνσµψ) ∂µ∂νφ

∗ + ic
(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ (4.1.44)

Επίσης, έχουμε:

(ξσνσµψ) ∂µ∂νφ
∗ =

1

2
(ξσνσµψ) ∂µ∂νφ

∗ +
1

2
(ξσµσνψ) ∂ν∂µφ

∗ =

=
1

2
ξ (σνσµ + σµσν)ψ∂µ∂νφ

∗ =

=
1

2
ξα (σνσµ + σµσν) β

α ψβ∂µ∂νφ
∗ (2.5.23)=

=
1

2
ξα
(

2ηµνδβα

)
ψβ∂µ∂νφ

∗ = ξαψα∂µ∂
µφ∗ ⇒

⇒ (ξσνσµψ) ∂µ∂νφ
∗ = (ξψ) ∂µ∂

µφ∗ (4.1.45)

(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ =

1

2

(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ+

1

2

(
ψσνσµξ

)
∂ν∂µφ =

=
1

2
ψ (σµσν + σνσµ) ξ∂µ∂νφ =

=
1

2
ψα̇ (σµσν + σνσµ)α̇

β̇
ξ
β̇
∂µ∂νφ

(2.5.24)

=

=
1

2
ψα̇

(
2ηµνδα̇

β̇

)
ξ
β̇
∂µ∂νφ = ψα̇ξ

α̇
∂µ∂

µφ⇒

⇒
(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ =

(
ψ ξ
)
∂µ∂

µφ = (ξ ψ)∂µ∂
µφ (4.1.46)
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Συνδυάζοντας την (4.1.44) με τις (4.1.45) και (4.1.46), παίρνουμε:

δξL = a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ic∗ξσνσµ∂µ (ψ∂νφ
∗)− ic∗ (ξψ) ∂µ∂

µφ∗ + ic
(
ξ ψ
)
∂µ∂

µφ =

= a∗
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ a (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) + ic∗∂µ [(ξσνσµψ) ∂νφ
∗]−

− ic∗ {∂µ [(ξψ) ∂µφ∗]− ∂µ (ξψ) ∂µφ∗}+

+ ic∗
{
∂µ
[(
ξ ψ
)
∂µφ

]
− ∂µ

(
ξ ψ
)
∂µφ

}
⇒

⇒ δξL = (a∗ − ic)
(
ξ∂µψ

)
∂µφ+ (a+ ic∗) (∂µφ

∗) (ξ∂µψ) +

+ ∂µ
[
ic
(
ξ ψ
)
∂µφ− ic∗ (ξψ) ∂µφ∗ + ic∗ (ξσνσµψ) ∂νφ

∗]
(4.1.47)

Επομένως, για να είναι η μεταβολή δξL μία ολική παράγωγος, πρέπει να ισχύει:

a+ ic∗ = 0⇒ a = −ic∗ (4.1.48)

οπότε και a∗ = (−ic∗)∗ = ic⇒ a∗ − ic = 0, ώστε να μηδενίζονται οι δύο πρώτοι όροι στο δεύτερο
μέλος της (4.1.47). Αντικαθιστώντας την (4.1.48) στην (4.1.37), παίρνουμε:

(−ic∗) c = −2i⇒ |c|2 = 2

Επιλέγουμε c = −i
√

2, οπότε a = −ic∗ = −i
(
i
√

2
)

= −i2
√

2 =
√

2. ΄Ετσι, με δεδομένες τις
σχέσεις (4.1.39), (4.1.29) και (4.1.30), προκύπτει η ακόλουθη μορφή για έναν απειροστό υπερσυμ-

μετρικό μετασχηματισμό που αφήνει αναλλοίωτη τη δράση S =
∫
d4x

[
(∂µφ

∗) (∂µφ) + iψσµ∂µψ
]

που αντιστοιχεί στη Lagrangian (4.1.23):

δξφ =
√

2ξψ, δξφ
∗ =
√

2ξ ψ (4.1.49)

δξψα = −i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ, δξψα̇ = i

√
2 (ξσµ)α̇ ∂µφ

∗
(4.1.50)

Κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό, η Lagrangian της (4.1.23) μεταβάλλεται ως

δξL
(4.1.47)

= ∂µ

[
−i2
√

2
(
ξ ψ
)
∂µφ− i2

√
2 (ξψ) ∂µφ∗ + i2

√
2 (ξσνσµψ) ∂νφ

∗
]

=∂µ

[√
2
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (ξψ) ∂µφ∗ −

√
2 (ξσνσµψ) ∂νφ

∗
]

(4.1.51)

Αν λάβουμε υπόψη ότι

ξσνσµψ = ξα (σνσµ) β
α ψβ

(2.5.23)

= ξα
[
2ηµνδβα − (σµσν) β

α

]
ψβ =

= 2ηµνξαψα − ξσµσνψ ⇒
⇒ ξσνσµψ = 2ηµν(ξψ)− ξσµσνψ (4.1.52)

μπορούμε να γράψουμε την (4.1.51) και ως

δξL =
√

2∂µ
{(
ξ ψ
)
∂µφ+ (ξψ) ∂µφ∗ − [2ηµν (ξψ)− ξσµσνψ] ∂νφ

∗} =

=
√

2∂µ
[(
ξ ψ
)
∂µφ+ (ξψ) ∂µφ∗ − 2 (ξψ) ∂µφ∗ + (ξσµσνψ) ∂νφ

∗]⇒
⇒ δξL =

√
2∂µ

[(
ξ ψ
)
∂µφ− (ξψ) ∂µφ∗ + (ξσµσνψ) ∂νφ

∗]
(4.1.53)

Μέχρι στιγμής, έχουμε παρουσιάσει μία απλή υπερσυμμετρική θεωρία που αντιστοιχεί σε μία

ελεύθερη και άμαζη chiral supermultiplet και περιγράφεται από τη Lagrangian (4.1.23). ΄Εχουμε
προσδιορίσει τη μορφή των υπερσυμμετρικών ματσχηματισμών (σχέσεις (4.1.49) και (4.1.50)) που

αφήνουν την αντίστοιχη δράση αναλλοίωτη. Για οποιουσδήποτε δύο τέτοιους μετασχηματισμούς
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(όπου ο ένας παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇ και ο άλλος από μεταβλητές
Grassmann ηα και ηα̇) ισχύει ότι

[δη, δξ]X = (δηδξ − δξδη)X = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µX (4.1.54)

για κάθε X ∈ {φ, ψα|α = 1, 2}, υπό την προϋπόθεση ότι ικανοποιείται η εξίσωση κίνησης σµ∂µψ =
0. ΄Ετσι, λέμε ότι για την εν λόγω θεωρία, η άλγεβρα της N = 1 υπερσυμμετρίας κλείνει μόνο
on-shell (όταν ικανοποιούνται οι κλασσικές εξισώσεις κίνησης). Αυτό όμως δεν είναι αρκετό, κα-
θώς θέλουμε μία συμμετρία να ισχύει τόσο για τις on-shell εξωτερικές γραμμές όσο και για τις
εσωτερικές (off-shell) γραμμές των διαγραμμάτων Feynman (στα πλαίσια μίας κβαντικής θεωρίας
πεδίου). Το κλείσιμο της (N = 1) υπερσυμμετρικής άλγεβρας off-shell (όταν, δηλαδή, δεν ικανο-
ποιούνται οι κλασσικές εξισώσεις κίνησης) είναι αδύνατο να επιτευχθεί στα πλαίσια της θεωρίας που

περιγράφεται από τη Lagrangian (4.1.23), η οποία περιλαμβάνει μόνο ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο
φ και ένα σπινοριακό πεδίο Weyl ψ, διότι off-shell, το δεύτερο, όντας ένα αντικείμενο δύο μιγαδι-
κών συνιστωσών, έχει τέσσερις βαθμούς ελευθερίας, ενώ το πρώτο έχει δύο βαθμούς ελευθερίας.

Κατά συνέπεια, οι φερμιονικοί βαθμοί ελευθερίας δεν είναι ισάριθμοι με τους μποζονικούς, αφού οι

πρώτοι είναι τέσσερις και οι δεύτεροι είναι δύο. On-shell, η εξίσωση κίνησης για το φερμιόνιοWeyl
ψ, σµ∂µψ = 0, μειώνει τον αριθμό των φερμιονικών βαθμών ελευθερίας από 4 σε 2, οπότε αυτοί
γίνονται ίσοι με τους μποζονικούς. Η off-shell υλοποίηση της άλγεβρας της N = 1 υπερσυμμετρίας
στο ελεύθερο και άμαζο μοντέλο τωνWess και Zumino μπορεί να επιτευχθεί με την εισαγωγή ενός
νέου μιγαδικού βαθμωτού πεδίου F , το οποίο δεν έχει κινητικό όρο. Τέτοια πεδία είναι γνωστά ως
βοηθητικά (auxiliary) πεδία. Η Lagrangian πυκνότητα για το F και το μιγαδικό συζυγές του είναι
απλώς

Lauxiliary = F ∗F (4.1.55)

την οποία και θα προσθέσουμε στην L της σχέσης (4.1.23). Το πεδίο F έχει διάσταση [F ] = M2

(ώστε να είναι [Lauxiliary] = M4
), σε αντίθεση με ένα σύνηθες βαθμωτό πεδίο, το οποίο έχει διά-

στασηM . Με την εισαγωγή του F , έχουμε off-shell τέσσερις μποζονικούς βαθμούς ελευθερίας (δύο
για το μιγαδικό βαθμωτό πεδίο φ και δύο για το F ), που είναι ισάριθμοι με τους φερμιονικούς βαθμούς
ελευθερίας που αντιστοιχούν (off-shell) στο σπινοριακό πεδίο Weyl ψ. Η (4.1.55) συνεπάγεται τις
όχι και τόσο ενδιαφέρουσες εξισώσεις κίνησης:

∂Lauxiliary

∂F
= ∂µ

[
∂Lauxiliary

∂ (∂µF )

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒F ∗ = 0

∂Lauxiliary

∂F ∗
= ∂µ

[
∂Lauxiliary

∂ (∂µF ∗)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒F = 0

΄Αρα, on-shell, το πεδίο F μηδενίζεται, άρα προφανώς δεν έχει κανένα βαθμό ελευθερίας. Αυτό
σημαίνει ότι η εισαγωγή του F δε χαλάει την on-shell ισότητα του αριθμού των μποζονικών βαθμών
ελευθερίας με αυτόν των φερμιονικών βαθμών ελευθερίας, αφού και πάλι έχουμε on-shell δύο μπο-
ζονικούς βαθμούς ελευθερίας (που αντιστοιχούν στο φ) και δύο φερμιονικούς βαθμούς ελευθερίας
(που αντιστοιχούν στο ψ).
Προχωρούμε τώρα σε μία τροποποίηση της αρχικής μας θεωρίας προσθέτοντας στη Lagrangian

(4.1.23) την Lauxiliary της (4.1.55), με αποτέλεσμα να προκύπτει η Lagrangian:

L′ = L+ Lauxiliary = (∂µφ
∗) (∂µφ) + iψσµ∂µψ + F ∗F (4.1.56)

Καλούμαστε να προσδιορίσουμε τη μορφή των απειροστών υπερσυμμετρικών μετασχηματισμών που

αφήνουν τη δράση S′ =
∫
d4xL′ αναλλοίωτη, ή ισοδύναμα, μεταβάλλουν την L′ κατά μία ολική
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παράγωγο, δηλαδή να καθορίσουμε τις μεταβολές δξφ, δξψ και δξF των πεδίων φ, ψ και F αντίστοιχα
κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται από σταθερές παραμέτρους Grassmann
ξα και ξα̇. Επίσης, θέλουμε για οποιουσδήποτε δύο τέτοιους μετασχηματισμούς, όπου ο ένας
παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇ και ο άλλος από μεταβλητές Grassmann
ηα και ηα̇, να ισχύουν τα εξής:

(δηδξ − δξδη)φ = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µφ (4.1.57α)

(δηδξ − δξδη)ψα = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µψα (4.1.57β)

(δηδξ − δξδη)F = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µF, (4.1.57γ)

όπου α = 1, 2, χωρίς την απαίτηση να ικανοποιείται κάποια από τις εξισώσεις κίνησης, με άλλα
λόγια, να κλείνει off-shell η άλγεβρα της N = 1 υπερσυμμετρίας και για τα τρία πεδία φ, ψ και F .
Επιλέγουμε τα δξφ και δξφ

∗
να δίνονται από την (4.1.49), όπως και προ της εισαγωγής του

βοηθητικού πεδίου F , αλλά θα τροποποιήσουμε το δξψα της σχέσης (4.1.50) με την προσθήκη ενός
όρου, ο οποίος περιέχει το πεδίο F . ΄Ενας τέτοιος όρος πρέπει να φέρει έναν κάτω σπινοριακό δείκτη

χωρίς τελεία και να έχει διάστασηM
3
2 (αφού πρέπει να είναι [δξψα] = M

3
2 λόγω του ότι [ψ] = M

3
2 ),

οπότε δεν μπορεί παρά να είναι ανάλογος του ξαF με συντελεστή αναλογίας μία αδιάστατη σταθερά.
΄Ετσι, γράφουμε:

δξψα = −i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ+ dξαF (4.1.58)

όπου d μία προσδιοριστέα (αδιάστατη) σταθερά. Από την (4.1.58) έπεται

δξψα̇ = i
√

2 (ξσµ)α̇ ∂µφ
∗ + d∗ξα̇F

∗
(4.1.59)

Μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι οι κανόνες μετασχηματισμού (4.1.49) και (4.1.58) για τα

πεδία φ και ψ αντίστοιχα εξασφαλίζουν την ισχύ της (4.1.57α) για οποιαδήποτε τιμή της σταθεράς
d. Πράγματι, από τις (4.1.49) και (4.1.58) έπεται ότι

(δηδξ − δξδη)φ =δη (δξφ)− δξ (δηφ)
(4.1.49)

=

=δη

(√
2ξψ

)
− δξ

(√
2ηψ

)
=

=
√

2ξαδηψα −
√

2ηαδξψα
(4.1.58)

=

=
√

2ξα
[
−i
√

2 (σµη)α ∂µφ+ dηαF
]
−
√

2ηα
[
−i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ+ dξαF

]
=

=− 2iξα (σµη)α ∂µφ+
√

2dξαηαF + 2iηα
(
σµξ

)
α
∂µφ−

√
2dηαξαF =

=− 2i (ξσµη) ∂µφ+
√

2d (ξη)F + 2i
(
ησµξ

)
∂µφ−

√
2d (ηξ)F

ξη=ηξ
=

=2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µφ

όπου δεν κάναμε χρήση καμίας εξίσωσης κίνησης. Επίσης, έχουμε:

(δηδξ − δξδη)ψα = δη (δξψα)− δξ (δηψα)
(4.1.58)

=

=δη

[
−i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ+ dξαF

]
− δξ

[
−i
√

2 (σµη)α ∂µφ+ dηαF
]

=

=− i
√

2
(
σµξ

)
α
δη (∂µφ) + dξαδηF + i

√
2 (σµη)α δξ (∂µφ)− dηαδξF =

=− i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µ (δηφ) + dξαδηF + i

√
2 (σµη)α ∂µ (δξφ)− dηαδξF

(4.1.49)

=

=− i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µ

(√
2ηψ

)
+ dξαδηF + i

√
2 (σµη)α ∂µ

(√
2ξψ

)
− dηαδξF =

=− 2i
(
σµξ

)
α

(η∂µψ) + dξαδηF + 2i (σµη)α (ξ∂µψ)− dηαδξF
(2.5.38)

=

=− 2i
{
− (∂µψα)

(
ησµξ

)
− ηα

[
(∂µψ)σµξ

]}
+ dξαδηF+
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+ 2i {− (∂µψα) (ξσµη)− ξα [(∂µψ)σµη]} − dηαδξF =

=2i
(
ησµξ

)
∂µψα + 2iηα

[
(∂µψ)σµξ

]
+ dξαδηF−

− 2i (ξσµη) ∂µψα − 2iξα [(∂µψ)σµη]− dηαδξF ⇒
⇒ (δηδξ − δξδη)ψα = 2i

(
ησµξ − ξσµη

)
∂µψα+

+ ξα (dδηF + 2iη σµ∂µψ)− ηα
(
dδξF + 2iξσµ∂µψ

)
(4.1.60)

Από την τελευταία σχέση καθίσταται σαφές ότι μπορούμε να επιτύχουμε το κλείσιμο της άλγεβρας

της απλής υπερσυμμετρίας για το φερμιονικό πεδίο Weyl ψ, δηλαδή την ισχύ της (4.1.57β), χωρίς
να καταφύγουμε στη χρήση κάποιας εξίσωσης κίνησης, εάν απαιτήσουμε:

dδξF + 2iξσµ∂µψ = 0⇒ dδξF = −2iξσµ∂µψ (4.1.61)

για αυθαίρετες (σταθερές) παραμέτρους Grassmann ξα, α = 1, 2, ώστε να μηδενίζονται οι ανεπι-
θύμητοι όροι στο δεύτερο μέλος της (4.1.60). Από την (4.1.61) μπορούμε να συμπεράνουμε ότι

δξF = eξσµ∂µψ (4.1.62)

για κάποια σταθερά e. Πολλαπλασιάζοντας τα δύο μέλη της (4.1.62) επί d και συγκρίνοντας την
προκύπτουσα σχέση με την (4.1.61), βρίσκουμε ότι

de = −2i (4.1.63)

Με βάση τις σχέσεις (4.1.58), (4.1.62) και (4.1.63), έχουμε:

(δηδξ − δξδη)F =δη (δξF )− δξ (δηF )
(4.1.62)

=

=δη

[
eξα̇ (σµ)α̇β ∂µψβ

]
− δξ

[
eηα̇ (σµ)α̇β ∂µψβ

]
=

=eξα̇ (σµ)α̇β ∂µ (δηψβ)− eηα̇ (σµ)α̇β ∂µ (δξψβ)
(4.1.58)

=

=eξα̇ (σµ)α̇β ∂µ

[
−i
√

2 (σν)βγ̇ η
γ̇∂νφ+ dηβF

]
−

− eηα̇ (σµ)α̇β ∂µ

[
−i
√

2 (σν)βγ̇ ξ
γ̇
∂νφ+ dξβF

]
=

=− i
√

2eξα̇ (σµ)α̇β (σν)βγ̇ η
γ̇∂µ∂νφ+ deξα̇ (σµ)α̇β ηβ∂µF+

+ i
√

2eηα̇ (σµ)α̇β (σν)βγ̇ ξ
γ̇
∂µ∂νφ− deηα̇ (σµ)α̇β ξβ∂µF =

=− i
√

2e
(
ξσµσνη

)
∂µ∂νφ+ de

(
ξσµη

)
∂µF+

+ i
√

2e
(
η σµσνξ

)
∂µ∂νφ− de (η σµξ) ∂µF

(2.5.13)

=

=− i
√

2e
(
η σνσµξ

)
∂µ∂νφ− de

(
ησµξ

)
∂µF+

+ i
√

2e
(
η σµσνξ

)
∂µ∂νφ+ de (ξσµη) ∂µF =

=− i
√

2e
(
η σµσνξ

)
∂ν∂µφ− de

(
ησµξ

)
∂µF+

+ i
√

2e
(
η σµσνξ

)
∂µ∂νφ+ de (ξσµη) ∂µF

∂µ∂ν=∂ν∂µ
=

=− de
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µF

(4.1.63)

=====⇒
⇒ (δηδξ − δξδη)F =2i

(
ησµξ − ξσµη

)
∂µF

΄Αρα, οι κανόνες μετασχηματισμού (4.1.58) και (4.1.62) για τα πεδία ψ και F αντίστοιχα, σε συν-
δυασμό με τη σχέση (4.1.63) μεταξύ των σταθερών d και e, εξασφαλίζουν την ισχύ της (4.1.57γ)
χωρίς να χρειάζεται να επιβληθεί κάποιος επιπλέον περιορισμός στις σταθερές d και e.
Για να προσδιορίσουμε τις τιμές των σταθερών d και e, χρειαζόμαστε και μία άλλη σχέση μεταξύ

τους πέραν της (4.1.63), η οποία θα προκύψει από την απαίτηση η μεταβολή δξL′ της Lagrangian L′
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της σχέσης (4.1.56) κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που ορίζεται από

τις (4.1.49), (4.1.58) και (4.1.62) να είναι μία ολική παράγωγος, ώστε για την αντίστοιχη δράση

S′ =
∫
d4xL′ να είναι

δξS
′ = δξ

(∫
d4xL′

)
=

∫
d4xδξL′ = 0

δηλαδή η S′ να είναι αναλλοίωτη κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό. Χρησιμοποιώντας τις
(4.1.56), (4.1.49), (4.1.58), (4.1.59) και (4.1.62), έχουμε:

δξL′ =δξ [(∂µφ
∗) (∂µφ)] + iδξ

(
ψσµ∂µψ

)
+ δξ (F ∗F ) =

= [δξ (∂µφ
∗)] (∂µφ) + (∂µφ

∗) δξ (∂µφ) + iδξ

[
ψα̇ (σµ)α̇β ∂µψβ

]
+

+ (δξF
∗)F + F ∗δξF =

=∂µ (δξφ
∗) ∂µφ+ (∂µφ

∗) ∂µ (δξφ) + i
[(
δξψα̇

)
(σµ)α̇β ∂µψβ+

+ ψα̇ (σµ)α̇β ∂µ (δξψβ)
]

+ (δξF
∗)F + F ∗δξF =

=∂µ

(√
2ξ ψ

)
∂µφ+ (∂µφ

∗) ∂µ
(√

2ξψ
)

+

+ i
[
i
√

2 (ξσν)α̇ ∂νφ
∗ + d∗ξα̇F

∗
]

(σµ)α̇β ∂µψβ+

+ iψα̇ (σµ)α̇β ∂µ

[
−i
√

2
(
σνξ
)
β
∂νφ+ dξβF

]
+

+ e∗
(
ξσµ∂µψ

)∗
F + eF ∗

(
ξσµ∂µψ

)
=

=
√

2∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ)−
−
√

2 (ξσν)α̇ (σµ)α̇β (∂µψβ) ∂νφ
∗ + id∗ξα̇ (σµ)α̇β (∂µψβ)F ∗+

+
√

2ψα̇ (σµ)α̇β
(
σνξ
)
β
∂µ∂νφ+ idψα̇ (σµ)α̇β ξβ∂µF+

+ e∗
[(
∂µψ

)
σµξ

]
F + e

(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ =

=
√

2∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ)−
−
√

2 (ξσνσµ∂µψ) ∂νφ
∗ +
√

2
(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ+

+ id∗
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + id

(
ψσµξ

)
∂µF+

+ e∗∂µ
(
ψσµξ

)
F + e

(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ =

=
√

2∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ)−
−
√

2ξσνσµ [∂µ(ψ∂νφ
∗)− ψ∂µ∂νφ∗] +

√
2
(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ+

+ id∗
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + id

(
ψσµξ

)
∂µF+

+ e∗
{
∂µ
[
(ψσµξ)F

]
−
(
ψσµξ

)
∂µF

}
+ e

(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ =

=
√

2∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ)−
√

2∂µ [(ξσνσµψ) ∂νφ
∗] +

+
√

2 (ξσνσµψ) ∂µ∂νφ
∗ +
√

2
(
ψσµσνξ

)
∂µ∂νφ+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF+

+ e∗∂µ
[(
ψσµξ

)
F
] (4.1.45),(4.1.46)

=

=
√

2∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

√
2 (∂µφ

∗) ∂µ (ξψ)−
√

2∂µ [(ξσνσµψ) ∂νφ
∗] +

+
√

2 (ξψ) ∂µ∂
µφ∗ +

√
2
(
ξ ψ
)
∂µ∂

µφ+ e∗∂µ
[(
ψσµξ

)
F
]

+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF =

=
√

2
[
∂µ
(
ξ ψ
)
∂µφ+

(
ξ ψ
)
∂µ∂

µφ
]

+
√

2 [∂µ (ξψ) ∂µφ∗+

+ (ξψ) ∂µ∂
µφ∗]−

√
2∂µ [(ξσνσµψ) ∂νφ

∗] + e∗∂µ
[(
ψσµξ

)
F
]

+
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+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF =

=
√

2∂µ
[(
ξ ψ
)
∂µφ

]
+
√

2∂µ [(ξψ) ∂µφ∗]−
−
√

2∂µ [(ξσνσµψ) ∂νφ
∗] + e∗∂µ

[(
ψσµξ

)
F
]

+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF

(4.1.52)

=

=
√

2∂µ
[(
ξ ψ
)
∂µφ

]
+
√

2∂µ [(ξψ) ∂µφ∗]−
−
√

2∂µ {[2ηµν (ξψ)− ξσµσνψ] ∂νφ
∗}+ e∗∂µ

[(
ψσµξ

)
F
]

+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF =

=
√

2∂µ
[(
ξ ψ
)
∂µφ

]
+
√

2∂µ [(ξψ) ∂µφ∗]− 2
√

2∂µ [(ξψ) ∂µφ∗] +

+
√

2∂µ [(ξσµσνψ) ∂νφ
∗] + e∗∂µ

[(
ψσµξ

)
F
]

+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF ⇒

⇒ δξL′ =∂µ
[√

2
(
ξ ψ
)
∂µφ−

√
2 (ξψ) ∂µφ∗ +

√
2 (ξσµσνψ) ∂νφ

∗ + e∗
(
ψσµξ

)
F
]

+

+ (id∗ + e)
(
ξσµ∂µψ

)
F ∗ + (id− e∗)

(
ψσµξ

)
∂µF (4.1.64)

Συνεπώς, για να είναι η μεταβολή δξL′ μία ολική παράγωγος, πρέπει:

id∗ + e = 0⇒ e = −id∗ (4.1.65)

οπότε και e∗ = (−id∗)∗ = id ⇒ id − e∗ = 0, ώστε να μηδενίζονται οι δύο τελευταίοι όροι στο
δεύτερο μέλος της (4.1.64). Αντικαθιστώντας την (4.1.65) στην (4.1.63), παίρνουμε:

d (−id∗) = −2i⇒ |d|2 = 2

Επιλέγουμε d =
√

2, οπότε e = −id∗ = −i
√

2. ΄Ετσι, με δεδομένες τις σχέσεις (4.1.49), (4.1.58),
(4.1.59) και (4.1.62), προκύπτει η ακόλουθη μορφή για έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχη-

ματισμό που αφήνει αναλλοίωτη τη δράση S′ =
∫
d4xL′ =

∫
d4x

[
(∂µφ

∗) (∂µφ) + iψσ∂µψ + F ∗F
]
:

δξφ =
√

2ξψ, δξφ
∗ =
√

2ξ ψ (4.1.66)

δξψα = −i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ+

√
2ξαF, δξψα̇ = i

√
2 (ξσµ)α̇ ∂µφ

∗ +
√

2ξα̇F
∗

(4.1.67)

δξF = −i
√

2ξσµ∂µψ, δξF
∗ = i

√
2
(
∂µψ

)
σµξ (4.1.68)

Κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό, η Lagrangian L′ της σχέσης (4.1.56) μετασχηματίζεται ως

δξL′
(4.1.64)

= ∂µ

[√
2
(
ξ ψ
)
∂µφ−

√
2 (ξψ) ∂µφ∗ +

√
2 (ξσµσνψ) ∂νφ

∗ + i
√

2
(
ψσµξ

)
F
]
(4.1.69)

Με τους κανόνες μετασχηματισμού (4.1.66)-(4.1.68) υλοποιείται off-shell η άλγεβρα της N = 1
υπερσυμμετρίας στη θεωρία πεδίου που περιγράφεται από τη Lagrangian (4.1.56), δηλαδή ικανο-
ποιούνται οι σχέσεις (4.1.57α)-(4.1.57γ) χωρίς την απαίτηση να ισχύει κάποια εξίσωση κίνησης.

4.2 Αλληλεπιδράσεις ανάμεσα σε chiral supermultiplets

Σε μία ρεαλιστική (N = 1) υπερσυμμετρική θεωρία, υπάρχουν πολλές chiral supermultiplets,
με gauge αλληλεπιδράσεις (αλληλεπιδράσεις βαθμίδας) και non-gauge αλληλεπιδράσεις. Σε αυτήν
την ενότητα, σκοπός μας είναι να κατασκευάσουμε τη γενικότερη δυνατή θεωρία μαζών και non-
gauge αλληλεπιδράσεων για σωματίδια που ανήκουν σε chiral supermultiplets. ΄Οπως θα δούμε,
η απαίτηση η δράση να είναι αναλλοίωτη κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς επιβάλλει

σημαντικούς περιορισμούς στη δυνατή μορφή των non-gauge συζεύξεων, συμπεριλαμβανομένων και
των όρων μάζας.
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Το σημείο εκκίνησής μας είναι η Lagrangian πυκνότητα για ένα σύνολο ελεύθερων και άμαζων
chiral supermultiplets που χαρακτηρίζονται από ένα δείκτη i, ο οποίος τρέχει σε όλους τους εσω-
τερικούς βαθμούς ελευθερίας (π.χ. γεύση και βαθμίδα). Επειδή θέλουμε να κατασκευάσουμε μία

θεωρία με αλληλεπιδράσεις, στην οποία η άλγεβρα της N = 1 υπερσυμμετρίας κλείνει off-shell, κάθε
supermultiplet περιέχει ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο φi και ένα αριστερόστροφο φερμιόνιοWeyl ψi
ως φυσικούς βαθμούς ελευθερίας, καθώς και ένα βοηθητικό μιγαδικό βαθμωτό πεδίο Fi, το οποίο
είναι μη διαδιδόμενο, αφού δεν έχει κινητικό όρο. Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της προηγούμενης

ενότητας, το ελεύθερο κομμάτι της Lagrangian είναι

Lfree = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi + F ∗i Fi (4.2.1)

όπου αθροίζουμε ως προς επαναλαμβανόμενους δείκτες i, οι οποίοι ασφαλώς δεν πρέπει να συγ-
χέονται με τους παραλειπόμενους σπινοριακούς δείκτες. Η δράση που αντιστοιχεί στη Lagrangian
(4.2.1), Sfree ≡

∫
d4xLfree, είναι αναλλοίωτη κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό

δξφi =
√

2ξψi, δξφ
∗
i =
√

2ξ ψi (4.2.2)

δξ (ψi)α = −i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφi +

√
2ξαFi, δξ

(
ψi
)
α̇

= i
√

2 (ξσµ)α̇ ∂µφ
∗
i +
√

2ξα̇F
∗
i (4.2.3)

δξFi = −i
√

2ξσµ∂µψi, δξF
∗
i = i

√
2
(
∂µψi

)
σµξ (4.2.4)

για αυθαίρετες σταθερές (ανεξάρτητες του x) παραμέτρους Grassmann ξα, όπου α = 1, 2.
Το επόμενο βήμα είναι η εισαγωγή όρων αλληλεπίδρασης, τέτοιων ώστε να διατηρείται η αναλ-

λοιώτητα της δράσης κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-(4.2.4). Αυτό έγινε

για πρώτη φορά (στις 4 διαστάσεις) από τους Wess και Zumino [31].
Θα επιβάλουμε οι αλληλεπιδράσεις ανάμεσα στα πεδία φi, ψi και Fi να είναι επανακανονικο-

ποιήσιμες. Η απαίτηση αυτή συνεπάγεται ότι κάθε όρος αλληλεπίδρασης πρέπει να έχει πεδιακό

περιεχόμενο με συνολική διάσταση μάζας ≤ 4 ή, ισοδύναμα, οι σταθερές σύζευξης στους όρους
αλληλεπίδρασης πρέπει να είναι αδιάστατες ή να έχουν θετική διάσταση μάζας. ΄Ετσι, οι μόνοι

υποψήφιοι όροι αλληλεπιδράσεων μεταξύ των πεδίων φi, ψi και Fi είναι:

Lint =

(
−1

2
Wijψiψj +WiFi + xijFiFj

)
+ c.c.− U (4.2.5)

όπου τα Wij , Wi, xij και U είναι πολυώνυμα των βαθμωτών πεδίων φi, φ
∗
i βαθμού 1,2,0 και 4

αντίστοιχα. Επίσης, στο δεύτερο μέλος της (4.2.5) υπονοείται άθροιση ως προς i και ως προς j,
ενώ «c.c.» σημαίνει μιγαδικό συζυγές (complex conjugate).
Πρέπει τώρα να απαιτήσουμε η Lint να είναι αναλλοίωτη ή τουλάχιστον να μεταβάλλεται κατά

μία ολική παράγωγο κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-(4.2.4), αφού η Lfree

από μόνη της μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από τον εν λόγω μετασχηματισμό. Η

απαίτηση αυτή συνεπάγεται ότι ο υποψήφιος όρος U(φi, φ
∗
i ) πρέπει να είναι ταυτοτικά μηδέν. Αν

υπήρχε ένας τέτοιος όρος, η μεταβολή του (δξU) κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό
(4.2.2)-(4.2.4) θα ήταν:

δξU =
∂U

∂φi
δξφi +

∂U

∂φ∗i
δξφ
∗
i
(4.2.2)

=
√

2
∂U

∂φi
(ξψi) +

√
2
∂U

∂φ∗i

(
ξ ψi

)
(4.2.6)

όπου τα
∂U

∂φi
και

∂U

∂φ∗i
θα ήταν συναρτήσεις μόνο των βαθμωτών πεδίων φj και φ

∗
j , οπότε το δξU δε

θα περιλάμβανε χωροχρονικές παραγώγους και δε θα περιείχε κανένα από τα πεδία Fi, F
∗
i , και με

βάση τις εξισώσεις (4.2.2)-(4.2.5) μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι δε θα μπορούμε να ακυρωθεί από

τη μεταβολή οποιουδήποτε άλλου όρου στην Lint. Παρομοίως, οι αδιάστατες σταθερές σύζευξης xij
πρέπει να είναι μηδενικές, διαφορετικά η μεταβολή του όρου xijFiFj κάτω από τον υπερσυμμετρικό
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μετασχηματισμό (4.2.2)−(4.2.4) δεν είναι δυνατό να ακυρωθεί από τη μεταβολή οποιουδήποτε άλλου
όρου της Lint. Επομένως, οι μόνοι δυνατοί όροι αληλεπιδράσεων μεταξύ των φi, ψi και Fi είναι:

Lint =

(
−1

2
Wijψiψj +WiFi

)
+ c.c. (4.2.7)

Σε αυτό το σημείο, δεν υποθέτουμε ότι τα Wij και Wi σχετίζονται κάπως μεταξύ τους. Ωστόσο,

σύντομα θα δούμε ότι σχετίζονται και αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο έχουμε επιλέξει να χρησι-

μοποιήσουμε το ίδιο γράμμα γι΄ αυτά. Ακόμη, έχουμε:

Wijψiψj
(i↔j)

= Wjiψjψi = Wjiψiψj (4.2.8)

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι ψiψj = ψjψi για κάθε i, j (όπου ψiψj ≡ (ψi)
α (ψj)α). Από την (4.2.8),

έπεται ότι

Wij = Wji (4.2.9)

για κάθε i, j.
Επειδή η δράση που αντιστοιχεί στην ελεύθερη Lagrangian (4.2.1) είναι αναλλοίωτη κάτω από

τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-(4.2.4), μπορούμε τώρα να ασχοληθούμε μόνο με τη

μεταβολή της Lint κάτω από το μετασχηματισμό αυτό, δξLint. Χρησιμοποιώντας την (4.2.7) και

τους κανόνες μετασχηματισμού (4.2.2)-(4.2.4), παίρνουμε:

δξLint =

(
−1

2
δξ (Wijψiψj) + δξ (WiFi)

)
+ c.c. =

=− 1

2
[(δξWij)ψiψj +Wij (δξψi)ψj +Wijψiδξψj ] +

+ (δξWi)Fi +WiδξFi + c.c.
(2.5.6),(4.2.9)

=

=− 1

2

{[
∂Wij

∂φk
(δξφk) +

∂Wij

∂φ∗k
(δξφ

∗
k)

]
ψiψj +Wjiψjδξψi +Wijψiδξψj

}
+

+

(
∂Wi

∂φj
δξφj +

∂Wi

∂φ∗j
δξφ
∗
j

)
Fi +WiδξFi + c.c. =

=− 1

2

[√
2
∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj) +

√
2
∂Wij

∂φ∗k

(
ξ ψk

)
(ψiψj) +

+2Wij (ψi)
α δξ(ψj)α] +

√
2
∂Wi

∂φj
(ξψj)Fi+

+
√

2
∂Wi

∂φ∗j

(
ξ ψj

)
Fi +Wi

(
−i
√

2
) (
ξσµ∂µψi

)
+ c.c. =

=−
√

2

2

∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj)−

√
2

2

∂Wij

∂φ∗k

(
ξ ψk

)
(ψiψj)−

−Wij (ψi)
α
[
−i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφj +

√
2ξαFj

]
+

+
√

2
∂Wi

∂φj
(ξψj)Fi +

√
2
∂Wi

∂φ∗j

(
ξ ψj

)
Fi − i

√
2Wi

(
ξσµ∂µψi

)
+ c.c. =

=−
√

2

2

∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj)−

√
2

2

∂Wij

∂φ∗k

(
ξ ψk

)
(ψiψj) +

+ i
√

2Wij (∂µφj)
(
ψiσ

µξ
)
−
√

2Wij (ψiξ)Fj+

+
√

2
∂Wi

∂φj
(ξψj)Fi +

√
2
∂Wi

∂φ∗j

(
ξ ψj

)
Fi + i

√
2Wi

[
(∂µψi)σ

µξ
]

+ c.c.⇒

⇒ δξLint =−
√

2

2

∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj)−

√
2

2

∂Wij

∂φ∗k

(
ξ ψk

)
(ψiψj) +
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+ i
√

2Wij (∂µφj)
(
ψiσ

µξ
)

+ i
√

2Wi∂µ
(
ψiσ

µξ
)
−

−
√

2Wij (ξψi)Fj +
√

2
∂Wi

∂φj
(ξψj)Fi +

√
2
∂Wi

∂φ∗j

(
ξ ψj

)
Fi + c.c. (4.2.10)

Επικεντρωνόμαστε πρώτα στο κομμάτι της δξLint που περιέχει τέσσερις σπίνορες Weyl:

δξLint|4-spinor =

{
−
√

2

2

[
∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj) +

∂Wij

∂φ∗k

(
ξ ψk

)
(ψiψj)

]}
+ c.c. (4.2.11)

Ο όρος του δξLint|4-spinor που είναι ανάλογος του (ξψk) (ψiψj) δεν μπορεί να ακυρωθεί από τη
μεταβολή οποιουδήποτε άλλου όρου της Lint κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-

(4.2.4). Ωστόσο, ο εν λόγω όρος μηδενίζεται ταυτοτικά, εάν το
∂Wij

∂φk
είναι συμμετρικό στην

εναλλαγή οποιωνδήποτε δύο από τους δείκτες i, j, k, δηλαδή

∂Wij

∂φk
=
∂Wji

∂φk
=
∂Wkj

∂φi
=
∂Wik

∂φj
=
∂Wki

∂φj
=
∂Wjk

∂φi
(4.2.12)

για κάθε i, j, k. Για να αποδείξουμε την ορθότητα του ισχυρισμού αυτού, αρχικά εφαρμόζουμε την
ταυτότητα (2.5.38) για ψ = ψi, χ = ψj και ξ = ψk:

(ψi)α (ψjψk) + (ψj)α (ψkψi) + (ψk)α (ψiψj) = 0, (4.2.13)

όπου α = 1, 2. Πολλαπλασιάζουμε την (4.2.13) επί ξα από αριστερά και αθροίζουμε ως προς α,
οπότε λαμβάνουμε:

ξα (ψi)α (ψjψk) + ξα (ψj)α (ψkψi) + ξα (ψk)α (ψiψj) = 0⇒
⇒ (ξψi) (ψjψk) + (ξψj) (ψkψi) + (ξψk) (ψiψj) = 0 (4.2.14)

΄Ετσι, εάν ισχύει η (4.2.12), έχουμε:

∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj) =

1

3

∂Wij

∂φk
(ξψk) (ψiψj) +

1

3

∂Wki

∂φj
(ξψj) (ψkψi) +

1

3

∂Wjk

∂φi
(ξψi) (ψjψk)

(4.2.12)

=

=
1

3

∂Wij

∂φk
[(ξψk) (ψiψj) + (ξψj) (ψkψi) + (ξψi) (ψjψk)]

(4.2.14)

= 0,

άρα ο πρώτος όρος στο δεύτερο μέλος της (4.2.11) μηδενίζεται ταυτοτικά. Από την άλλη μεριά,

ο όρος του δξLint|4-spinor που είναι ανάλογος του
(
ξ ψk

)
(ψiψj) δεν μπορεί να ακυρωθεί από τη

μεταβολή οποιουδήποτε άλλου όρου στην Lint, ενώ δεν υπάρχει κάποια ταυτότητα αντίστοιχη της

(4.2.14) για γινόμενα της μορφής
(
ξ ψi

)
(ψjψk). ΄Ετσι, ο μόνος τρόπος να απαλλαγούμε από τον

όρο αυτό, ώστε να είναι δυνατό η δξLint να είναι ίση με μηδέν ή με μία ολική παράγωγο, είναι να

απαιτήσουμε καθένα από τα Wij να μην εξαρτάται από κανένα από τα βαθμωτά πεδία φ
∗
k, αλλά να

είναι συνάρτηση μόνο των φk, οπότε θα ισχύει

∂Wij

∂φ∗k
= 0 (4.2.15)

για κάθε i, j, k. Συνδυάζοντας όσα έχουμε μάθει μέχρι στιγμής, μπορούμε να γράψουμε:

Wij = Mij + yijkφk, (4.2.16)

όπου Mij είναι ένας συμμετρικός πίνακας μάζας για τα φερμιονικά πεδία και yijk είναι μία σύζευξη
Yukawa ενός βαθμωτού πεδίου φk και δύο φερμιονίων ψi, ψj , που πρέπει να είναι συμμετρική στην

93



εναλλαγή οποιωνδήποτε δύο από τους δείκτες i, j, k (αφού από την (4.2.16) έπεται ότι yijk =
∂Wij

∂φk
).

Είναι βολικό να γράψουμε τη σχέση (4.2.16) ως

Wij =
∂2W

∂φi∂φj
, (4.2.17)

όπου έχουμε εισάγει ένα χρήσιμο αντικείμενο
2
:

W =
1

2
Mijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk (4.2.18)

το οποίο καλείται υπερδυναμικό (superpotential). Το υπερδυναμικό δεν είναι ένα σύνηθες βαθμωτό
δυναμικό, αφού εν γένει δεν είναι καν πραγματικό. Αντ΄ αυτού, είναι μία ολόμορφη συνάρτηση των

βαθμωτών πεδίων φi, εάν αυτά θεωρηθούν μιγαδικές μεταβλητές. Θα επαληθεύσουμε τώρα ότι εάν
το υπερδυναμικόW δίνεται από την (4.2.18), η (4.2.17) είναι συνεπής με την (4.2.16) αποδεικνύοντας
την ισότητα του δεύτερου μέλους της (4.2.17) με το δεύτερο μέλος της (4.2.16). ΄Εχουμε:

∂W

∂φj
=

∂

∂φj

(
1

2
Mikφiφk +

1

6
yiklφiφkφl

)
=

=
1

2
Mik

∂

∂φj
(φiφk) +

1

6
yikl

∂

∂φj
(φiφkφl) =

=
1

2
Mik

(
∂φi
∂φj

φk + φi
∂φk
∂φj

)
+

1

6
yikl

(
∂φi
∂φj

φkφl + φi
∂φk
∂φj

φl + φiφk
∂φl
∂φj

)
=

=
1

2
Mik (δijφk + φiδkj) +

1

6
yikl (δijφkφl + φiδkjφl + φiφkδlj) =

=
1

2
Mjkφk +

1

2
Mijφi +

1

6
yjklφkφl +

1

6
yijlφiφl +

1

6
yikjφiφk

Mij=Mji,yijl=yjil,yikj=yijk
=

=
1

2
Mjkφk +

1

2
Mjiφi +

1

6
yjklφkφl +

1

6
yjilφiφl +

1

6
yijkφiφk

yijk=yjik
=

=2 ·
(

1

2
Mjkφk

)
+

1

6
yjklφkφl +

1

6
yjilφiφl +

1

6
yjikφiφk =

=Mjkφk + 3 ·
(

1

6
yjklφkφl

)
⇒

⇒ ∂W

∂φj
=Mjkφk +

1

2
yjklφkφl (4.2.19)

΄Αρα

∂2W

∂φi∂φj
=

∂

∂φi

(
∂W

∂φj

)
(4.2.19)

=
∂

∂φi

(
Mjkφk +

1

2
yjklφkφl

)
=

=Mjk
∂φk
∂φi

+
1

2
yjkl

∂

∂φi
(φkφl) =

=Mjkδki +
1

2
yjkl

(
∂φk
∂φi

φl + φk
∂φl
∂φi

)
=

=Mji +
1

2
yjkl (δkiφl + φkδli) =

=Mij +
1

2
yjilφl +

1

2
yjkiφk =

=Mij +
1

2
yijlφl +

1

2
yjikφk =

2
΄Ενας γραμμικός όρος της μορφής Liφi θα μπορούσε να προστεθεί στο δεύτερο μέλος της (4.2.18), σε συνέπεια

με τις (4.2.17) και (4.2.16). ΄Ενας τέτοιος όρος απαντάται σε ένα μοντέλο σπασίματος της υπερσυμμετρίας.
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=Mij +
1

2
yijlφl +

1

2
yijkφk = Mij + yijkφk (ό.έ.δ.)

Συνεχίζουμε θεωρώντας τους όρους της δξLint που περιέχουν μία χωροχρονική παράγωγο:

δξLint|∂ = i
√

2Wij (∂µφj)
(
ψiσ

µξ
)

+ i
√

2Wi∂µ
(
ψiσ

µξ
)

+ c.c. (4.2.20)

Ισχύει ότι

Wij∂µφj
(4.2.17)

=
∂2W

∂φi∂φj
∂µφj =

∂2W

∂φj∂φi
∂µφj =

∂

∂φj

(
∂W

∂φi

)
∂φj
∂xµ

΄Ετσι, αν λάβουμε υπόψη και τον κανόνα της αλυσίδας, παίρνουμε:

Wij∂µφj =
∂

∂xµ

(
∂W

∂φi

)
= ∂µ

(
∂W

∂φi

)
(4.2.21)

Αντικαθιστώντας την (4.2.21) στην (4.2.20), λαμβάνουμε:

δξLint|∂ = i
√

2∂µ

(
∂W

∂φi

)(
ψiσ

µξ
)

+ i
√

2Wi∂µ
(
ψiσ

µξ
)

+ c.c. (4.2.22)

Επομένως, η δξLint|∂ θα είναι μία ολική παράγωγος, αν

Wi =
∂W

∂φi

(4.2.19)

= Mijφj +
1

2
yijkφjφk (4.2.23)

Πράγματι, αν ισχύει η (4.2.23), τότε από την (4.2.22) έπεται ότι

δξLint|∂ =i
√

2

[
∂µ

(
∂W

∂φi

)(
ψiσ

µξ
)

+
∂W

∂φi
∂µ
(
ψiσ

µξ
)]

+ c.c. =

=i
√

2∂µ

[(
∂W

∂φi

)(
ψiσ

µξ
)]

+ c.c. (4.2.24)

Με δεδομένα τα αποτελέσματα που έχουμε βρει για ταWi καιWij (σχέσεις (4.2.23) και (4.2.17)

αντίστοιχα), ώστε η δξLint|∂ να ισούται με μία ολική παράγωγο, μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι
οι υπόλοιποι όροι της δξLint πέραν αυτών που περιλαμβάνονται στις δξLint|4-spinor και δξLint|∂
ακυρώνονται μεταξύ τους. Πράγματι, από την (4.2.10) προκύπτει ότι οι εν λόγω όροι είναι οι:

δξLint|remaining =

[
−
√

2Wij (ξψi)Fj +
√

2
∂Wi

∂φj
(ξψj)Fi +

√
2
∂Wi

∂φ∗j

(
ξ ψj

)
Fi

]
+ c.c.

(4.2.17),(4.2.23)
=

=

−
√

2
∂2W

∂φi∂φj
(ξψi)Fj +

√
2
∂

∂φj

(
∂W

∂φi

)
(ξψj)Fi +

√
2
∂

∂φ∗j

(
∂W

∂φi

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

(
ξ ψj

)
Fi

+ c.c. =

=

[
−
√

2
∂2W

∂φi∂φj
(ξψi)Fj +

√
2
∂2W

∂φj∂φi
(ξψj)Fi

]
+ c.c. = 0

Συνοψίζοντας, έχουμε βρει τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα Wi και Wij (εξισώσεις

(4.2.23) και (4.2.17) αντίστοιχα, όπου W είναι μία συνάρτηση των βαθμωτών πεδίων φi της μορφής
(4.2.18)), ώστε η Lint της σχέσης (4.2.7), που περιέχει επανακανονικοποιήσιμους όρους non-gauge
αλληλεπιδράσεων για ένα σύνολο από chiral supermultiplets, να δίνει μία δράση που είναι αναλλοί-
ωτη κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-(4.2.4). Συγκεκριμένα, με βάση την
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ανάλυση που προηγήθηκε στην παρούσα ενότητα, εάν ισχύουν οι συνθήκες αυτές, η μεταβολή της

Lint της (4.2.7) κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (4.2.2)-(4.2.4) είναι:

δξLint = δξLint|4-spinor︸ ︷︷ ︸

=

0

+δξLint|∂ + δξLint|remaining︸ ︷︷ ︸

=

0

(4.2.24)

=

=i
√

2∂µ

[(
∂W

∂φi

)(
ψiσ

µξ
)]

+ c.c.,

οπότε η αντίστοιχη μεταβολή της δράσης Sint ≡
∫
d4xLint είναι:

δξSint =

∫
d4xδξLint =

∫
d4x

{
i
√

2∂µ

[(
∂W

∂φi

)(
ψiσ

µξ
)]

+ c.c.

}
= 0

΄Ετσι, η πλήρης Lagrangian για μία υπερσυμμετρική θεωρία αλληλεπιδρωσών chiral supermultiplets
(φi, ψi, Fi) είναι:

L = Lfree + Lint = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi + F ∗i Fi+

+

[(
−1

2
Wijψiψj +WiFi

)
+ c.c.

]
(4.2.25)

όπου τα Wi και Wij δίνονται από τις (4.2.23) και (4.2.17) αντίστοιχα για κάποιο υπερδυναμικό

W , δηλαδή κάποια συνάρτηση των βαθμωτών πεδίων φi της μορφής (4.2.18), ώστε η δράση που
αντιστοιχεί στην L της (4.2.25) να είναι αναλλοίωτη κάτω από τον υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό
(4.2.2)-(4.2.4). Μπορούμε να διώξουμε τα βοηθητικά πεδία Fi, F

∗
i χρησιμοποιώντας τις κλασσικές

εξισώσεις κίνησης (εξισώσεις Euler-Lagrange) που αντιστοιχούν στα πεδία αυτά. Το κομμάτι της
Lagrangian (4.2.25) που περιέχει τα βοηθητικά πεδία είναι:

LF = F ∗i Fi + (WiFi + c.c.) = F ∗i Fi +WiFi +W ∗i F
∗
i (4.2.26)

και οι εξισώσεις Euler-Lagrange για τα Fi και F
∗
i είναι αντίστοιχα οι:

∂LF

∂Fi
= ∂µ

[
∂LF

∂ (∂µFi)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

(4.2.26)

=====⇒ F ∗i +Wi = 0⇒ F ∗i = −Wi = −∂W
∂φi

(4.2.27)

∂LF

∂F ∗i
= ∂µ

[
∂LF

∂ (∂µF ∗i )

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

(4.2.26)

=====⇒ Fi +W ∗i = 0⇒ Fi = −W ∗i = −
(
∂W

∂φi

)∗
(4.2.28)

Επομένως, τα βοηθητικά πεδία μπορούν να εκφραστούν αλγεβρικά (χωρίς παραγώγους) συναρτήσει

των βαθμωτών πεδίων. Αν αντικαταστήσουμε τις (4.2.27) και (4.2.28) στη Lagrangian της (4.2.25),
η τελευταία γίνεται:

L = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi + (−Wi) (−W ∗i ) +

+

{[
−1

2
Wijψiψj +Wi (−W ∗i )

]
+ c.c.

}
=

= (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi +WiW
∗
i +

+

[
−1

2
Wijψiψj −WiW

∗
i −

1

2
W ∗ij (ψiψj)

∗ −W ∗i Wi

]
(2.5.15)

=====⇒

⇒ L = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi −
1

2

(
Wijψiψj +W ∗ijψiψj

)
−W ∗i Wi (4.2.29)
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Τώρα που έχουμε διώξει τα μη διαδιδόμενα πεδία Fi, F
∗
i , είναι σαφές από την (4.2.29) ότι το βαθμωτό

δυναμικό για τη θεωρία που περιγράφεται από τη Lagrangian (4.2.25) είναι3:

V (φ, φ∗) =W ∗i Wi
(4.2.23)

=

(
M∗ijφ

∗
j +

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k

)(
Milφl +

1

2
yilnφlφn

)
=

=M∗ijMilφ
∗
jφl +

1

2
M∗ijyilnφ

∗
jφlφn +

1

2
Mily

∗
ijkφlφ

∗
jφ
∗
k +

1

4
y∗ijkyilnφlφnφ

∗
jφ
∗
k

yijk=yjik=yjki
=

=M∗kiMkjφ
∗
iφj +

1

2
M∗njynklφ

∗
jφkφl +

1

2
Mnly

∗
njkφlφ

∗
jφ
∗
k +

1

4
y∗jkiylniφlφnφ

∗
jφ
∗
k
Mki=Mik=

=M∗ikMkjφ
∗
iφj +

1

2
M∗niynjkφ

∗
iφjφk +

1

2
Mniy

∗
njkφiφ

∗
jφ
∗
k +

1

4
yijny

∗
klnφiφjφ

∗
kφ
∗
l

Mni=Min==========⇒
ynjk=yjnk=yjkn

⇒ V (φ, φ∗) =M∗ikMkjφ
∗
iφj +

1

2
Miny

∗
jknφiφ

∗
jφ
∗
k +

1

2
M∗inyjknφ

∗
iφjφk +

1

4
yijny

∗
klnφiφjφ

∗
kφ
∗
l

(4.2.30)

Αυτό το βαθμωτό δυναμικό είναι πάντοτε μη αρνητικό, αφού είναι το άθροισμα των τετραγώνων

των μέτρων των Wi (W
∗
i Wi =

∑
i |Wi|2). Εάν αντικαταστήσουμε την έκφραση (4.2.16) για τα Wij

στην (4.2.29), λαμβάνουμε την ακόλουθη έκφραση για την πλήρη Lagrangian μίας υπερσυμμετρικής
θεωρίας με αλληλεπιδρώσες chiral supermultiplets (όπου έχουμε διώξει τα βοηθητικά πεδία Fi και
F ∗i χρησιμοποιώντας τις αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης):

L = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi −
1

2
(Mij + yijkφk)ψiψj−

− 1

2

(
M∗ij + y∗ijkφ

∗
k

)
ψiψj − V (φ, φ∗)⇒

⇒ L = (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi −
1

2
Mijψiψj −

1

2
M∗ijψiψj−

− V (φ, φ∗)− 1

2
yijkφk (ψiψj)−

1

2
y∗ijkφ

∗
k

(
ψiψj

)
(4.2.31)

΄Εχει τώρα ενδιαφέρον να εξετάσουμε τους όρους μάζας της Lagrangian (4.2.31). Οι φερμιονικοί
όροι μάζας είναι εκείνοι που περιέχουν δύο σπίνορες Weyl χωρίς να περιλαμβάνουν κανένα άλλο
πεδίο:

Lfermion masses = −1

2
Mijψiψj −

1

2
M∗ijψiψj =

(
−1

2
Mijψiψj

)
+ c.c. (4.2.32)

Οι μποζονικοί όροι μάζας είναι οι όροι που περιέχονται στο −V (φ, φ∗) και είναι τετραγωνικοί ως
προς τα βαθμωτά πεδία φi, φ

∗
i , δηλαδή συνολικής τάξης 2 ως τα πεδία αυτά. Από τις (4.2.30) και

(4.2.31) προκύπτει εύκολα ότι οι εν λόγω όροι είναι:

Lboson masses = −M∗ikMkjφ
∗
iφj (4.2.33)

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, οι μιγαδικές σταθερέςMij είναι στοιχεία ενός συμμετρικού n×n πίνακα
M , όπου n είναι το πλήθος των chiral supermultiplets της θεωρίας. Υπάρχει ένας μοναδιακός n×n
πίνακας Ω και ένας διαγώνιος n×n πίνακαςMD με στοιχεία πραγματικούς μη αρνητικούς αριθμούς,

τέτοιοι ώστε να ισχύει

ΩTMΩ = MD (4.2.34)

Αυτό είναι συνέπεια του θεωρήματος της παραγοντοποίησης Takagi, σύμφωνα με το οποίο για κάθε
μιγαδικό συμμετρικό N ×N πίνακα (όπου N θετικός ακέραιος) G, υπάρχει ένας μοναδιακός N ×N
πίνακας U , τέτοιος ώστε ο πίνακας UTGU να είναι διαγώνιος με πραγματικά μη αρνητικά στοιχεία.
Ας συμβολίσουμε τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα MD της (4.2.34) ως mi, όπου i = 1, 2, . . . , n,
οπότε μπορούμε να γράψουμε:

MD = diag (m1,m2, . . . ,mn) , (4.2.35)

3
Θυμηθείτε ότι η L περιέχει το −V
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ενώ mi ≥ 0 για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Από την (4.2.34) έπεται ότι(
ΩTMΩ

)†
= M †D ⇒

⇒ Ω†M †Ω∗ = M †D = MD (4.2.36)

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (4.2.34) και (4.2.36), λαμβάνουμε:(
ΩTMΩ

) (
Ω†M †Ω∗

)
= ΩTM

(
ΩΩ†

)
M †Ω∗ = M2

D ⇒

⇒ ΩTMM †Ω∗ = M2
D = diag

(
m2

1,m
2
2 . . . ,m

2
n

)
, (4.2.37)

όπου χρησιμοποιήσαμε το ότι ΩΩ† = In, όπου In είναι ο ταυτοτικός n × n πίνακας. Βασιζόμενοι
στην (4.2.37), μπορούμε να δείξουμε ότι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα M2

D είναι οι ιδιοτιμές του

Ερμιτιανού πίνακα MM †. Αρχικά, παρατηρούμε ότι

ΩTΩ∗ =
(

Ω†Ω
)∗

= I∗n = In (4.2.38)

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του Ερμιτιανού πίνακα MM † είναι:

χMM†(λ) ≡det
(
MM † − λIn

)
= det

(
MM † − λIn

)
det (In)︸ ︷︷ ︸

=

1

(4.2.38)

=

= det
(
MM † − λIn

)
det
(
ΩTΩ∗

)
= det

(
MM † − λIn

)
det
(
ΩT
)

det (Ω∗) =

= det
(
ΩT
)

det
(
MM † − λIn

)
det (Ω∗) = det

[
ΩT
(
MM † − λIn

)
Ω∗
]

=

= det
(

ΩTMM †Ω∗ − λΩTΩ∗
)
(4.2.37)

=====⇒
(4.2.38)

⇒ χMM†(λ) = det
(
M2
D − λIn

)
= det

[
diag

(
m2

1 − λ,m2
2 − λ, . . . ,m2

n − λ
)]
⇒

⇒ χMM†(λ) =
(
m2

1 − λ
) (
m2

2 − λ
)
. . .
(
m2
n − λ

)
(4.2.39)

Οι ιδιοτιμές του πίνακα MM † είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού του πολυωνύμου, χMM†(λ).
΄Ετσι, από την (4.2.39) είναι προφανές ότι οι ιδιοτιμές του MM † είναι οι m2

1,m
2
2, . . . ,m

2
n, δηλαδή

τα διαγώνια στοιχεία τουM2
D. Επομένως, τα διαγώνια στοιχεία του πίνακαMD είναι οι μη αρνητικές

τετραγωνικές ρίζες των αντίστοιχων ιδιοτιμών του MM †.
Εισάγουμε τώρα τα μιγαδικά βαθμωτά πεδία φ̃i και τα αριστερόστροφα φερμιόνια Weyl ψ̃i, τα

οποία ορίζονται από τις σχέσεις

φi = Ωijφ̃j (4.2.40)

(ψi)α = Ωij

(
ψ̃j

)
α
, (4.2.41)

όπου i = 1, 2, . . . , n, α = 1, 2, ενώ στα δεύτερα μέλη των (4.2.40) και (4.2.41) υπονοείται ασφαλώς
άθροιση ως προς j από 1 έως n. Πολλαπλασιάζοντας την (4.2.40) επί

(
Ω†
)
ki
από αριστερά, όπου

i, k = 1, 2, . . . , n, και αθροίζοντας ως προς i, παίρνουμε:(
Ω†
)
ki
φi =

(
Ω†
)
ki

Ωijφ̃j =
(

Ω†Ω
)
kj
φ̃j = δkjφ̃j = φ̃k

ή

φ̃i =
(

Ω†
)
ij
φj (4.2.42)

Με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να δείξουμε ότι από την (4.2.41) έπεται ότι(
ψ̃i

)
α

=
(

Ω†
)
ij

(ψj)α (4.2.43)
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΄Ετσι, έχουμε εκφράσει τα πεδία φ̃i, ψ̃i συναρτήσει των αρχικών πεδίων φi, ψi. Αν αντικαταστήσουμε
τις (4.2.40) στην (4.2.33), η τελευταία γίνεται:

Lboson masses =−M∗ikMkjφ
∗
iφj = −M∗ikMkj

(
Ωilφ̃l

)∗
Ωjnφ̃n =

=− Ω∗ilM
∗
ikMkjΩjnφ̃

∗
l φ̃n = −

(
Ω†
)
li

(M∗)ikMkjΩjnφ̃
∗
l φ̃n =

=−
(

Ω†M∗MΩ
)
ln
φ̃∗l φ̃n = −

[(
Ω†M∗MΩ

)T]
nl

φ̃∗l φ̃n =

=−
(

ΩTMTM †Ω∗
)
nl
φ̃∗l φ̃n

M=MT

= −
(

ΩTMM †Ω∗
)
nl
φ̃∗l φ̃n

(4.2.37)

=

=−
(
M2
D

)
nl
φ̃∗l φ̃n = −

∑
n,l

m2
nδnlφ̃

∗
l φ̃n ⇒

⇒ Lboson masses =−
∑
n

m2
nφ̃
∗
nφ̃n = −

∑
i

m2
i φ̃
∗
i φ̃i (4.2.44)

Επομένως, για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n}, το μιγαδικό βαθμωτό πεδίο φ̃i έχει μάζα mi. Επίσης, με

αντικατάσταση των (4.2.41) στην (4.2.32), λαμβάνουμε:

Lfermion masses =

[
−1

2
MijΩik

(
ψ̃k

)α
Ωjl

(
ψ̃l

)
α

]
+ c.c. =

=

[
−1

2

(
ΩT
)
ki
MijΩjl

(
ψ̃k

)α (
ψ̃l

)
α

]
+ c.c. =

=

[
−1

2

(
ΩTMΩ

)
kl
ψ̃kψ̃l

]
+ c.c.

(4.2.34)

=

=

[
−1

2
(MD)kl ψ̃kψ̃l

]
+ c.c. =

−1

2

∑
k,l

mkδklψ̃kψ̃l

+ c.c.⇒

⇒ Lfermian masses =− 1

2

∑
k

mk

(
ψ̃kψ̃k + ψ̃kψ̃k

)
(2.6.45)

= −1

2

∑
k

mkΨ̃kΨ̃k, (4.2.45)

όπου έχουμε εισάγει τα φερμιόνια Majorana Ψ̃k =


(
ψ̃k

)
α(

ψ̃k

)α̇
, όπου k = 1, 2, . . . , n. Από την

(4.2.45) έπεται ότι για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n}, το φερμιόνιο Majorana Ψ̃i έχει μάζα ίση προς mi.

΄Ετσι, με την εισαγωγή των ιδιοκαταστάσεων μάζας φ̃i, ψ̃i λαμβάνουμε ένα σύνολο από μαζικές
chiral supermultiplets, καθεμία από τις οποίες περιλαμβάνει ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο φ̃i, όπου

i ∈ {1, 2, . . . , n}, και το ίσης μάζας με αυτό φερμιόνιο Majorana Ψ̃i =


(
ψ̃i

)
α(

ψ̃i

)α̇
.
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Κεφάλαιο 5

Υπερχώρος και υπερπεδία

5.1 Υπερχώρος

Για να κατασκευάσει κανείς υπερσυμμετρικά μοντέλα, επιθυμεί να έχει στη διάθεσή του ένα φορ-

μαλισμό, ο οποίος επιτρέπει να είναι έκδηλη η αναλλοιώτητα μίας δράσης κάτω από υπερσυμμετρι-

κούς μετασχηματισμούς, όπως η Lorentz αναλλοιώτητα είναι έκδηλη στην ηλεκτροδυναμική. ΄Ενας
τέτοιος φορμαλισμός είναι αυτός των υπερπεδίων, που εισήχθη από τους A. Salam και J. Strathdee1.
Θεωρήστε για παράδειγμα μία θεωρία διατυπωμένη στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο. Εν γένει,

δεν μπορεί κανείς να αναμένει μία τέτοια θεωρία να είναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς

Lorentz ή Poincaré. Για να λάβει κανείς μία τέτοια σχετικιστικά αναλλοίωτη θεωρία, πρέπει να
επεκτείνει τον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο σε έναν επίπεδο ψευδο-Ριμάνειο τετραδιάστατο χώρο,

το χώρο Minkowski. Με την εισαγωγή του χρόνου ως πρόσθετη συντεταγμένη, είναι δυνατό να
διατυπωθεί η θεωρία με μία σχετικιστικά αναλλοίωτη μορφή. Παρομοίως, δεν είναι δυνατό να έχει

κανείς μία έκδηλα υπερσυμμετρική θεωρία στο χώρο Minkowski. Για να λάβουμε ένα φορμαλισμό
που επιτρέπει την κατασκευή έκδηλα N = 1 υπερσυμμετρικών θεωριών, πρέπει να επεκτείνουμε το
χώρο Miknowski στον (N = 1) υπερχώρο. Ο υπερχώρος είναι μία πολλαπλότητα, την οποία λαμ-
βάνουμε προσθέτοντας στις συνήθεις μετατιθέμενες μποζονικές χωροχρονικές συντεταγμένες xµ,
όπου µ = 0, 1, 2, 3, τέσσερις φερμιονικές συντεταγμένες θα και θα̇, όπου α = 1, 2 και (θα)∗ = θα̇.
Αυτές οι φερμιονικές συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες του x μεταβλητές Grassmann, που σημαίνει
ότι αντιμετατίθενται μεταξύ τους:

{θα, θβ} =
{
θα, θβ̇

}
=
{
θα̇, θβ̇

}
= 0, (5.1.1)

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇, ενώ μετατίθενται με τις συνήθεις χωροχρονικές συντεταγμένες.
Τα θα και θα̇, θεωρούμενα ως αντικείμενα δύο συνιστωσών (θ1, θ2 και θ1̇, θ2̇ αντίστοιχα), μετασχη-

ματίζονται κάτω από την ομάδα SL(2, C) (ή, ισοδύναμα, την SO(1, 3)↑) ως αριστερόστροφος και
δεξιόστροφος σπίνορας Weyl αντίστοιχα. Κατά τα γνωστά, οι αντίστοιχοι σταθεροί (ανεξάρτητοι
του x) σπίνορες Weyl με άνω σπινοριακούς δείκτες δίνονται από τις σχέσεις:

θα = εαβθβ, θ
α̇

= εα̇β̇θβ̇ (5.1.2)

Οι φερμιονικές συντεταγμένες θα και θα̇ έχουν διάσταση μάζας −1
2 , ενώ επισημαίνουμε ότι οι

θα̇, όπου α̇ = 1̇, 2̇, θεωρούνται ανεξάρτητες των θα, όπου α = 1, 2, και το αντίστροφο. Εν
τέλει, οι συντεταγμένες στον υπερχώρο, γνωστές και ως υπερσυντεταγμένες, είναι

(
xµ, θα, θα̇

)
=(

x0, x1, x2, x3, θ1, θ2, θ1̇, θ2̇

)
.

Ο φορμαλισμός του υπερχώρου μας παρέχει μία εναλλακτική μέθοδο εύρεσης μη αναγωγίσιμων

αναπαραστάσεων της άλγεβρας της N = 1 υπερσυμμετρίας και είναι ιδιαίτερα χρήσιμος στην πραγ-
ματοποίηση υπολογισμών. Επιδιώκουμε να κατασκευάσουμε μία αναπαράσταση της άλγεβρας της

1
Παραπέμπουμε στους A. Salam και J. Strathdee [32] και S. Ferrara, J. Wess και B. Zumino [33].
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απλής υπερσυμμετρίας αποτελούμενη από διαφορικούς τελεστές που δρουν σε συναρτήσεις στον

υπερχώρο, οι οποίες είναι γνωστές ως υπερπεδία. Για να το πετύχουμε αυτό, πρέπει να έχουμε στη

διάθεσή μας ένα λογισμό παραγώγισης ως προς μεταβλητές Grassmann, τον οποίο και εισάγουμε
στην επόμενη ενότητα.

5.2 Παραγώγιση ως προς μεταβλητές Grassmann

Ας θεωρήσουμε ένα σύνολο N μεταβλητών Grassmann {a1, a2, . . . , aN}. Ισχύει:

{ai, aj} = 0, ∀ i, j = 1, 2, . . . , N

Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα διαφορικό λογισμό για αυτές τις μεταβλητές Grassmann. Ο-
ρίζουμε την παράγωγο της μεταβλητής ai ως προς την aj ως

∂ai
∂aj

= δij (5.2.1)

για κάθε i, j = 1, 2, . . . , N .
Για να λάβουμε ένα κανόνα γινομένου, πρέπει να λάβουμε υπόψη τον αντιμεταθετικό χαρακτήρα

των μεταβλητών ai. Ο κανόνας γινομένου στο διαφορικό λογισμό για το σύνολο των μεταβλητών
Grassmann που θεωρήσαμε δίνεται από τη σχέση:

∂

∂ap
(ai1ai2 . . . air) =

∂ai1
∂ap

ai2 . . . air − ai1
∂ai2
∂ap

ai3 . . . air + . . .

+ (−1)r−1 ai1ai2 . . . air−1

∂air
∂ap

(5.2.1)

====⇒

⇒ ∂

∂ap
(ai1ai2 . . . air) =δpi1ai2 . . . air − δpi2ai1ai3 . . . air + . . . (5.2.2)

+ (−1)r−1 δpirai1ai2 . . . air−1

για κάθε p = 1, 2, . . . , N , όπου r ακέραιος με 1 ≤ r ≤ N και ik ∈ {1, 2, . . . , N} για κάθε
k = 1, 2, . . . , r. Ισχύει επίσης ότι {

∂

∂ap
, ar

}
= δpr (5.2.3)

για κάθε p, r = 1, 2, . . . , N . Για να αποδείξουμε την (5.2.3), θεωρούμε μία τυχαία συνάρτηση f των
μεταβλητών Grassmann ai. ΄Εχουμε:{

∂

∂ap
, ar

}
f =

∂

∂ap
(arf) + ar

∂f

∂ap

(5.2.2)

=

=
∂ar
∂ap

f − ar
∂f

∂ap
+ ar

∂f

∂ap

(5.2.1)

=

=δrpf

για αυθαίρετη συνάρτηση f(a1, a2, . . . , aN ). Συνεπώς, αληθεύει η (5.2.3). Ακόμη, για οποιαδήποτε
συνάρτηση f(a1, a2, . . . , aN ) είναι:

∂

∂ai

∂

∂aj
f (a1, a2, . . . , aN ) = − ∂

∂aj

∂

∂ai
f (a1, a2, . . . , aN )⇒

⇒
{
∂

∂ai
,
∂

∂aj

}
f (a1, a2, . . . , aN ) = 0
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για κάθε i, j = 1, 2, . . . , N , οπότε ισχύει η ισότητα τελεστών{
∂

∂ai
,
∂

∂aj

}
= 0 (5.2.4)

για κάθε i, j = 1, 2, . . . , N .
Με δεδομένη τη γενική σχέση (5.2.1), οι παράγωγοι ως προς τις αντιμετατιθέμενες φερμιονικές

συντεταγμένες του N = 1 υπερχώρου ορίζονται από τις ακόλουθες σχέσεις:

∂

∂θα
(θβ) = δαβ ,

∂

∂θα

(
θβ
)

= δβα,
∂

∂θα̇
(θβ) = 0,

∂

∂θ
α̇

(
θβ
)

= 0 (5.2.5)

∂

∂θα̇

(
θβ̇

)
= δα̇

β̇
,

∂

∂θ
α̇

(
θ
β̇
)

= δβ̇α̇,
∂

∂θα

(
θβ̇

)
= 0,

∂

∂θα

(
θ
β̇
)

= 0 (5.2.6)

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇, όπου ουσιαστικά έχουμε εφαρμόσει τις (5.2.1) για τα σύνολα

μεταβλητών Grassmann
{
θ1, θ2, θ1̇, θ2̇

}
και

{
θ1, θ2, θ

1̇
, θ

2̇
}
, ενώ υπενθυμίζουμε ότι οι θ1̇, θ2̇ (α-

ντίστοιχα οι θ
1̇
, θ

2̇
) θεωρούνται ανεξάρτητες των θ1, θ2 (αντίστοιχα θ

1, θ2
). Από τις (5.2.5) και

(5.2.6) έπονται τα ακόλουθα:

∂

∂θα

(
θβ
)

=
∂

∂θα

(
εβγθγ

)
= εβγ

∂θγ
∂θα

(5.2.5)

= εβγδαγ = εβα = −εαβ (5.2.7)

∂

∂θα
(θβ) =

∂

∂θα
(εβγθ

γ) = εβγ
∂θγ

∂θα
(5.2.5)

= εβγδ
γ
α = εβα = −εαβ (5.2.8)

∂

∂θα̇

(
θ
β̇
)

=
∂

∂θα̇

(
εβ̇γ̇θγ̇

)
= εβ̇γ̇

∂θγ̇

∂θα̇

(5.2.6)

= εβ̇γ̇δα̇γ̇ = εβ̇α̇ = −εα̇β̇ (5.2.9)

∂

∂θ
α̇

(
θβ̇

)
=

∂

∂θ
α̇

(
εβ̇γ̇θ

γ̇
)

= εβ̇γ̇
∂θ

γ̇

∂θ
α̇

(5.2.6)

= εβ̇γ̇δ
γ̇
α̇ = εβ̇α̇ = −εα̇β̇ (5.2.10)

ενώ

∂

∂θα̇

(
θβ
)

=
∂

∂θ
α̇

(θβ) =
∂

∂θα

(
θ
β̇
)

=
∂

∂θα

(
θβ̇

)
= 0 (5.2.11)

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσματα και τον κανόνα γινομένου (5.2.2), μπορούμε να

υπολογίσουμε τις παραγώγους των Lorentz αναλλοίωτων διγραμμικών συνδυασμών θθ ≡ θαθα και
θ θ ≡ θα̇θ

α̇
ως προς τις μεταβλητές Grassmann θα, θ

α, θα̇ και θ
α̇
, όπου α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇. ΄Εχουμε:

∂

∂θα
(θθ) =

∂

∂θα

(
θβθβ

)
(5.2.2)

=
∂θβ

∂θα
θβ − θβ

∂θβ
∂θα

(5.2.5),(5.2.7)
=

=− εαβθβ − θβδαβ ⇒

⇒ ∂

∂θα
(θθ) =− θα − θα = −2θα (5.2.12)

∂

∂θα
(θθ) =

∂

∂θα

(
θβθβ

)
(5.2.2)

=
∂θβ

∂θα
θβ − θβ

∂θβ
∂θα

(5.2.5),(5.2.8)
=

=δβαθβ − θβ (−εαβ) = δβαθβ + εαβθ
β ⇒

⇒ ∂

∂θα
(θθ) =θα + θα = 2θα (5.2.13)

Επίσης, είναι προφανές ότι

∂

∂θα̇
(θθ) =

∂

∂θ
α̇

(θθ) = 0 (5.2.14)
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Ακόμα, είναι:

∂

∂θα̇

(
θ θ
)

=
∂

∂θα̇

(
θβ̇θ

β̇
)
(5.2.2)

=
∂θβ̇

∂θα̇
θ
β̇ − θβ̇

∂θ
β̇

∂θα̇

(5.2.6),(5.2.9)
=

=δα̇
β̇
θ
β̇ − θβ̇

(
−εα̇β̇

)
⇒

⇒ ∂

∂θα̇

(
θ θ
)

=θ
α̇

+ εα̇β̇θβ̇ = 2θ
α̇

(5.2.15)

∂

∂θ
α̇

(
θ θ
)

=
∂

∂θ
α̇

(
θβ̇θ

β̇
)
(5.2.2)

=
∂θβ̇

∂θ
α̇
θ
β̇ − θβ̇

∂θ
β̇

∂θ
α̇

(5.2.6),(5.2.10)
=

=− εα̇β̇θ
β̇ − θβ̇δ

β̇
α̇ ⇒

⇒ ∂

∂θ
α̇

(
θ θ
)

=− θα̇ − θα̇ = −2θα̇ (5.2.16)

και
∂

∂θα

(
θ θ
)

=
∂

∂θα
(
θ θ
)

= 0 (5.2.17)

Αν ψ είναι ένας αριστερόστροφος σπίνορας Weyl εξαρτώμενος εν γένει από τις χωροχρονικές
συντεταγμένες xµ, έχουμε:

∂

∂θα
(θψ) =

∂

∂θα

(
θβψβ

)
=
∂θβ

∂θα
ψβ − θβ

∂ψβ
∂θα︸︷︷︸

=

0

(5.2.7)

= −εαβψβ ⇒

⇒ ∂

∂θα
(θψ) =− ψα (5.2.18)

και

∂

∂θα
(θψ) =

∂

∂θα

(
θβψβ

)
=
∂θβ

∂θα
ψβ − θβ

∂ψβ
∂θα︸︷︷︸

=

0

(5.2.5)

= δβαψβ ⇒

⇒ ∂

∂θα
(θψ) =ψα (5.2.19)

ενώ
∂

∂θα̇
(θψ) =

∂

∂θ
α̇

(θψ) = 0 (5.2.20)

Από την άλλη μεριά, για έναν τυχαίο δεξιόστροφο σπίνορα Weyl χ εξαρτώμενο από τις συνήθεις
χωροχρονικές συντεταγμένες, είναι:

∂

∂θα̇

(
θχ
)

=
∂

∂θα̇

(
θβ̇χ

β̇
)

=
∂θβ̇

∂θα̇
χβ̇ − θβ̇

∂χβ̇

∂θα̇︸︷︷︸

=

0

(5.2.6)

= δα̇
β̇
χβ̇ ⇒

⇒ ∂

∂θα̇

(
θχ
)

=χα̇ (5.2.21)

∂

∂θ
α̇

(
θχ
)

=
∂

∂θ
α̇

(
θβ̇χ

β̇
)

=
∂θβ̇

∂θ
α̇
χβ̇ − θβ̇

∂χβ̇

∂θ
α̇︸︷︷︸

=

0

(5.2.10)
= −εα̇β̇χ

β̇ ⇒
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⇒ ∂

∂θ
α̇

(
θχ
)

=− χα̇ (5.2.22)

και
∂

∂θα

(
θχ
)

=
∂

∂θα
(
θχ
)

= 0 (5.2.23)

Επιπλέον, μπορούμε να δείξουμε ότι ισχύει η σχέση:

∂

∂θα
= −εαβ

∂

∂θβ
(5.2.24)

Πράγματι, χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας παίρνουμε:

∂

∂θα
=
∂θγ
∂θα

∂

∂θγ

(5.2.8)
= −εαγ

∂

∂θγ
= −εαβ

∂

∂θβ

Με πολλαπλασιασμό της (5.2.24) επί εγα από αριστερά προκύπτει ότι

εγα
∂

∂θα
= −εγαεαβ

∂

∂θβ
= −δγβ

∂

∂θβ
= − ∂

∂θγ
⇒

⇒ ∂

∂θα
= −εαβ ∂

∂θβ
(5.2.25)

Εργαζόμενοι με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε ότι

∂

∂θ
α̇

= −εα̇β̇
∂

∂θβ̇
,

∂

∂θα̇
= −εα̇β̇ ∂

∂θ
β̇

(5.2.26)

Τέλος, εάν εφαρμόσουμε την (5.2.4) για το σύνολο μεταβλητών Grassmann
{
θ1, θ2, θ1̇, θ2̇

}
και

λάβουμε υπόψη και τις σχέσεις (5.2.24) και (5.2.26), λαμβάνουμε τα ακόλουθα:{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
= 0 (5.2.27)

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ̇

}
=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θ
β̇

}
=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ̇

}
=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θ
β̇

}
= 0 (5.2.28)

{
∂

∂θα̇
,
∂

∂θβ̇

}
=

{
∂

∂θα̇
,
∂

∂θ
β̇

}
=

{
∂

∂θ
α̇
,
∂

∂θβ̇

}
= 0 (5.2.29)

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇.

5.3 Υπερσυμμετρικοί μετασχηματισμοί

5.3.1 Πεπερασμένοι υπερσυμμετρικοί μετασχηματισμοί

Στην ενότητα 4.1 συζητήσαμε για απειροστές μεταβολές (δξ) των πεδίων που εμφανίζονται στο άμα-
ζο και ελεύθερο μοντέλο των Wess και Zumino. Τέτοιες μεταβολές αντιστοιχούν σε απειροστούς
υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς. Με τη χρήση του φορμαλισμού του υπερχώρου και των υπερ-

πεδίων μπορούμε να ορίσουμε πεπερασμένους υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς ως μετατοπίσεις

στον υπερχώρο. Για το σκοπό αυτό, αρχικά θεωρούμε το κομμάτι της άλγεβρας της N = 1 υπερ-
συμμετρίας που δεν περιλαμβάνει τους γεννήτορες Mµν της ομάδας Lorentz, δηλαδή τις σχέσεις
μετάθεσης και αντιμετάθεσης μεταξύ των φερμιονικών γεννητόρων Qα, Qα̇ και των γεννητόρων των
μετατοπίσεων στο χώρο Minkowski, Pµ:

[Pµ, Qα] =
[
PµQα̇

]
= [Pµ, Pν ] = 0 (5.3.1)
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{Qα, Qβ} =
{
Qα̇, Qβ̇

}
= 0 (5.3.2){

Qα, Qβ̇

}
= 2 (σµ)αβ̇ Pµ (5.3.3)

και ορίζουμε ένα στοιχείο της αντίστοιχης ομάδας ως

G
(
x, θ, θ

)
= e

i
(
xµPµ+θαQα+θα̇Q

α̇
)

= ei(x
µPµ+θQ+θ Q)

(5.3.4)

όπου οι συντελεστές xµ, θα και θα̇ των γεννητόρων Pµ, Qα και Q
α̇
αντίστοιχα στο εκθετικό στο

δεύτερο μέλος της (5.3.4) είναι οι (υπερ)συντεταγμένες ενός σημείου στον N = 1 υπερχώρο. Τα

στοιχεία G
(
x, θ, θ

)
είναι μοναδιακοί τελεστές (αφού P †µ = Pµ και (θQ)† = θ Q) που δρουν σε ένα

χώρο Hilbert με κβαντικές σωματιδιακές καταστάσεις.
Είναι χρήσιμο να υπολογίσουμε το γινόμενο G

(
a, ξ, ξ

)
G
(
x, θ, θ

)
για οποιαδήποτε δύο σημεία(

aµ, ξα, ξα̇
)
και

(
xµ, θα, θα̇

)
του υπερχώρου. Με βάση την (5.3.4) έχουμε:

G
(
a, ξ, ξ

)
G
(
x, θ, θ

)
= ei(a

µPµ+ξQ+ξ Q)ei(x
µPµ+θQ+θ Q)

(5.3.5)

Για τον υπολογισμό του δεύτερου μέλους της (5.3.5), θέτουμε

A = i
(
aµPµ + ξQ+ ξ Q

)
(5.3.6)

B = i
(
xµPµ + θQ+ θ Q

)
(5.3.7)

και εφαρμόζουμε τον τύπο των Baker, Campbell και Hausdorff

eAeB = eA+B+ 1
2

[A,B]+ 1
12

[A,[A,B]]+ 1
12

[B,[B,A]]+...
(5.3.8)

Είναι:

[A,B] =
[
i
(
aµPµ + ξQ+ ξQ

)
, i
(
xνPν + θQ+ θQ

)]
=

=i2
(
aµxν���

��:0
[Pµ, Pν ] + aµ���

��:0
[Pµ, θQ] + aµ���

���:0[
Pµ, θ Q

]
+ xν���

��:0
[ξQ, Pν ]+

+���
��:0

[ξQ, θQ] +
[
ξQ, θQ

]
+ xν���

��:0[
ξQ, Pν

]
+
[
ξQ, θQ

]
+���

��:0[
ξQ, θQ

])
=

=−
([
ξQ, θ Q

]
−
[
θQ, ξ Q

])
= −2

(
ξσµθ

)
Pµ + 2

(
θσµξ

)
Pµ ⇒

⇒ [A,B] =− 2
(
ξσµθ

)
Pµ − 2

(
ξσµθ

)
Pµ (5.3.9)

όπου κάναμε χρήση των (4.1.16), (4.1.19) και (4.1.20). Επίσης, έχουμε:

[A, [A,B]]
(5.3.9)

=
[
i
(
aµPµ + ξQ+ ξ Q

)
,−2

(
ξσνθ + ξσνθ

)
Pν
]

=

=− 2i
(
ξσνθ + ξσνθ

)(
aµ���

��:0
[Pµ, Pν ] +���

��:0
[ξQ, Pν ] +���

��:0[
ξQ, Pν

])
⇒

⇒ [A, [A,B]] =0 (5.3.10)

[B, [B,A]] = − [B, [A,B]]
(5.3.9)

=

= −
[
i
(
xµPµ + θQ+ θ Q

)
,−2

(
ξσνθ + ξσνθ

)
Pν
]

=

= 2i
(
ξσνθ + ξσνθ

)(
xµ���

��:0
[Pµ, Pν ] +���

��:0
[θQ, Pν ] +���

��:0[
θ Q, Pν

])
⇒

⇒ [B, [B,A]] = 0 (5.3.11)
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Συνεπώς, όλοι οι μεταθέτες, στους οποίους αντιστοιχούν τα αποσιωπητικά στο εκθετικό του δεύτε-

ρου μέλος της (5.3.8), είναι επίσης μηδενικοί. ΄Ετσι, συνδυάζοντας τις (5.3.5)-(5.3.11), παίρνουμε:

G
(
a, ξ, ξ

)
G
(
x, θ, θ

)
=ei(a

µPµ+ξQ+ξ Q)+i(xµPµ+θQ+θ Q)+ 1
2

(−2)(ξσµθ+ξσµθ)Pµ =

=e(ix
µ+iaµ−ξσµθ−ξσµθ)Pµ+i(θ+ξ)Q+i(θ+ξ)Q =

=ei[(x
µ+aµ+iξσµθ+iξσµθ)Pµ+(θ+ξ)Q+(θ+ξ)Q] (5.3.4)

====⇒
⇒ G

(
a, ξ, ξ

)
G
(
x, θ, θ

)
=G

(
x+ a+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

)
(5.3.12)

Εισάγουμε τώρα την έννοια του υπερπεδίου. ΄Ενα υπερπεδίο είναι μία συνάρτηση ορισμένη στον

υπερχώρο που μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά δυνάμεων των φερμιονικών συντεταγμένων θα, θα̇,
οι συντελεστές της οποίας είναι συναρτήσεις των χωροχρονικών συντεταγμένων xµ. Επειδή οι
φερμιονικές συντεταγμένες είναι αντιμετατιθέμενες μεταβλητές Grassmann, (βλ. σχέσεις (5.1.1)),
η σειρά αυτή έχει πάντα πεπερασμένο αριθμό όρων, καθένας από τους οποίους περιέχει το πολύ δύο

θ και το πολύ δύο θ. ΄Ετσι, ένα Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο S
(
x, θ, θ

)
έχει τη μορφή:

S
(
x, θ, θ

)
=f(x) + θαφα(x) + θα̇χ

α̇(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θα̇ρ

α̇(x) +
(
θ θ
)
θαψα(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x) =

=f(x) + θφ(x) + θχ(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θρ(x) +

(
θ θ
)
θψ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x) (5.3.13)

όπου τα f(x),m(x), n(x) και d(x) είναι μιγαδικά βαθμωτά πεδία, Vµ(x) είναι ένα μιγαδικό διανυ-
σματικό πεδίο, τα φ(x) και ψ(x) είναι αριστερόστροφα σπινοριακά πεδία Weyl, ενώ τα χ(x) και
ρ(x) είναι δεξιόστροφα σπινοριακά πεδία Weyl. ΄Ολα αυτά τα πεδία καλούνται πεδία-συνιστώσες
(component fields) του υπερπεδίου S. Η σχέση (5.3.13) μας δίνει τη γενικότερη δυνατή μορφή για
ένα Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο. Πράγματι, εάν λάβουμε υπόψη τις ταυτότητες (2.5.27)-(2.5.37)
και τη σχέση θσµθ = −θσµθ, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι κάθε Lorentz αναλλοίωτος όρος με
το πολύ δύο θ και το πολύ δύο θ που μπορεί να κατασκευαστεί είναι δυνατόν να απορροφηθεί σε
έναν από τους όρους του αναπτύγματος ως προς θ, θ στη σχέση (5.3.13). Στο παρόν κεφάλαιο, θα
ασχοληθούμε μόνο με Lorentz αναλλοίωτα υπερπεδία, τα οποία είναι της μορφής (5.3.13). Φυσικά,
μπορεί κανείς να έχει τετραδιανυσματικά ή/και σπινοριακά υπερπεδία (τα οποία φέρουν τετραδια-

νυσματικό και σπινοριακό δείκτη αντίστοιχα). Στο επόμενο κεφάλαιο, θα εισάγουμε σπινοριακά

υπερπεδία με αντιμετατιθέμενες συνιστώσες για την κατασκευή Lagrangians για υπερσυμμετρικές
θεωρίες βαθμίδας.

Πριν προχωρήσουμε στον ορισμό ενός πεπερασμένου υπερσυμμετρικού μετασχηματισμού, ο οποί-

ος αποτελεί ουσιαστικά μία μετατόπιση στον υπερχώρο, υπενθυμίζουμε ότι κάτω από μία μετατόπιση

xµ → x′µ = xµ + aµ στο χώρο Minkowski, ένα κβαντικό πεδίο φ̂(x) μετασχηματίζεται ως

φ̂(x)→ φ̂(x+ a) = eia
µPµ φ̂(x)e−ia

νPν (5.3.14)

Από την (5.3.14) έπεται ότι φ̂(a) = eia
µPµ φ̂(0)e−ia

νPν για κάθε aµ ∈M4 (όπου μεM4 συμβολίζουμε

το χώρο Minkowski), οπότε μπορούμε να γράψουμε:

φ̂(x) = eix
µPµ φ̂(0)e−ix

νPν (5.3.15)

για κάθε xµ ∈ M4. Απαιτούμε να ισχύει μία ανάλογη με την (5.3.15) σχέση για ένα υπερπεδίο

S(x, θ, θ):

S(x, θ, θ) = G(x, θ, θ)S(0, 0, 0)
(
G(x, θ, θ)

)−1
, (5.3.16)

όπου το G(x, θ, θ) δίνεται από την (5.3.4), ενώ το (0,0,0) είναι ένα σημείο αναφοράς στον υπερχώρο.
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Κάτω από έναν πεπερασμένο υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται από ανεξάρ-

τητες των χωροχρονικών συντεταγμένων xµ παραμέτρους Grassmann ξα και ξα̇ (α = 1, 2, α̇ =
1̇, 2̇), τον οποίο θα συμβολίζουμε με Tξ, ένα υπερεπίπεδο S μετασχηματίζεται ως

S(x, θ, θ)→ TξS(x, θ, θ) = G(0, ξ, ξ)S(x, θ, θ)
(
G(0, ξ, ξ)

)−1
(5.3.17)

Αντικαθιστώντας την (5.3.16) στην (5.3.17) και εφαρμόζοντας στη συνέχεια την (5.3.12) (για a =
0). λαμβάνουμε:

TξS(x, θ, θ) =G(0, ξ, ξ)S(x, θ, θ)
(
G(0, ξ, ξ)

)−1 (5.3.16)
=

=G(0, ξ, ξ)G(x, θ, θ)S(0, 0, 0)
(
G(x, θ, θ)

)−1 (
G(0, ξ, ξ)

)−1
=

=G(0, ξ, ξ)G(x, θ, θ)S(0, 0, 0)
(
G(0, ξ, ξ)G(x, θ, θ)

)−1 (5.3.12)
=

=G
(
x+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

)
S(0, 0, 0)×

×
(
G
(
x+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

))−1 (5.3.16)

=====⇒
⇒ TξS(x, θ, θ) =S

(
x+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

)
(5.3.18)

Από την τελευταία σχέση καθίσταται σαφές ότι μπορούμε να δούμε έναν υπερσυμμετρικό μετασχη-

ματισμό Tξ ως μία μετατόπιση στον υπερχώρο με:

θα → θα + ξα (5.3.19)

θα̇ → θα̇ + ξα̇ (5.3.20)

xµ → xµ + iξσµθ + iξσµθ (5.3.21)

5.3.2 Απειροστοί υπερσυμμετρικοί μετασχηματισμοί

Ας θεωρήσουμε έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό Tξ, η δράση του οποίου πάνω σε ένα υ-
περπεδίο S δίνεται από την (5.3.18), και ο οποίος είναι απειροστός, δηλαδή παραμετροποιείται από
απειροστές μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇. Η μεταβολή ενός υπερπεδίου S(x, θ, θ) κάτω από
τον εν λόγω μετασχηματισμό είναι:

δξS(x, θ, θ) =TξS(x, θ, θ)− S(x, θ, θ)
(5.3.18)

=====⇒
⇒ δξS(x, θ, θ) =S

(
x+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

)
− S(x, θ, θ) (5.3.22)

Αναπτύσσουμε κατά Taylor τον πρώτο όρο στο δεξιό μέλος της (5.3.22) γύρω από το (x, θ, θ):

S
(
x+ iξσθ + iξσθ, θ + ξ, θ + ξ

)
=S(x, θ, θ) + i

(
ξσµθ + ξσµθ

)
∂µS+

+ ξα
∂S

∂θα
+ ξα̇

∂S

∂θα̇
+ . . . , (5.3.23)

όπου τα αποσιωπητικά αντιστοιχούν σε όρους συνολικής τάξης ≥ 2 ως προς ξ, ξ, τους οποίους θα
αγνοήσουμε, αφού έχουμε θεωρήσει απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό. Αντικαθιστώντας

την (5.3.23) στην (5.3.22) (και αγνοώντας τους όρους των αποσιωπητικών), παίρνουμε:

δξS(x, θ, θ) =i
(
ξσµθ + ξσµθ

)
∂µS + ξα

∂S

∂θα
+ ξα̇

∂S

∂θα̇
=

=ξα
∂S

∂θα
+ iξα (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS + ξα̇

∂S

∂θα̇
+ iξα̇ (σµ)α̇β θβ∂µS ⇒

⇒ δξS(x, θ, θ) =

{
ξα
[
∂

∂θα
+ i (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ

]
+ ξα̇

[
∂

∂θα̇
+ i (σµ)α̇β θβ∂µ

]}
S =
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=− i
{
ξα
[
i
∂

∂θα
− (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ

]
+ ξα̇

[
i
∂

∂θα̇
− (σµ)α̇β θβ∂µ

]}
S (5.3.24)

Επίσης, χρησιμοποιώντας την (5.3.17), λαμβάνουμε:

δξS(x, θ, θ) =TξS(x, θ, θ)− S(x, θ, θ)
(5.3.17)

=

=G(0, ξ, ξ)S(x, θ, θ)
(
G(0, ξ, ξ)

)−1 − S(x, θ, θ)
(5.3.4)

=

=ei(ξQ+ξ Q)S(x, θ, θ)e−i(ξQ+ξ Q) − S(x, θ, θ)
Taylor

=

=
[
I + i

(
ξQ+ ξQ

)
+ . . .

]
S(x, θ, θ)

[
I − i

(
ξQ+ ξQ

)
+ . . .

]
− S(x, θ, θ) =

=���
��S(x, θ, θ) + i

(
ξQ+ ξ Q

)
S(x, θ, θ)− iS(x, θ, θ)

(
ξQ+ ξ Q

)
+ · · · −���

��S(x, θ, θ) =

=i
[
ξQ+ ξ Q, S(x, θ, θ)

]
+ · · · ⇒

⇒ δξS(x, θ, θ) =i
[
ξαQα + ξα̇Q

α̇
, S(x, θ, θ)

]
, (5.3.25)

όπου έχουμε αγνοήσει τους όρους των αποσιωπητικών, διότι είναι συνολικής τάξης ≥ 2 ως προς
ξ, ξ. Συνδυάζοντας τις (5.3.24) και (5.3.25) παίρνουμε:

δξS(x, θ, θ) =i
[
ξαQα + ξα̇Q

α̇
, S(x, θ, θ)

]
=

=− i
{
ξα
[
i
∂

∂θα
− (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ

]
+ ξα̇

[
i
∂

∂θα̇
− (σµ)α̇β θβ∂µ

]}
S =

=− i
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
S (5.3.26)

όπου

Q̂α = i
∂

∂θα
− (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ (5.3.27)

Q̂
α̇

= i
∂

∂θα̇
− (σµ)α̇β θβ∂µ, (5.3.28)

α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇. Οι γραμμικοί διαφορικοί τελεστές Q̂α και Q̂
α̇
δρουν πάνω σε υπερπεδία και

αποτελούν αναπαραστάσεις των φερμιονικών γεννητόρων Qα και Q
α̇
της N = 1 υπερσυμμετρίας

αντίστοιχα, οι οποίοι είναι τελεστές που δρουν σε ένα χώροHilbert. Επίσης, οι δρώντες σε υπερπεδία

διαφορικοί τελεστές Q̂α και Q̂α̇, που φέρουν άνω σπινοριακό δείκτη χωρίς τελεία και κάτω σπινοριακό

δείκτη με τελεία αντίστοιχα και αναπαριστούν τους Qα(= εαβQβ) και Qα̇(= εα̇β̇Q
β̇
) αντίστοιχα

δίνονται, κατά τα γνωστά, από τις σχέσεις:

Q̂α = εαβQ̂β
(5.3.27)

= iεαβ
∂

∂θβ
− εαβ (σµ)βγ̇ θ

γ̇
∂µ
(5.2.25)

=

=− i ∂
∂θα
− εαβεβδεγ̇ζ̇ (σµ)ζ̇δ θ

γ̇
∂µ =

=− i ∂
∂θα
− δαδ (σµ)ζ̇δ

(
−εζ̇γ̇

)
θ
γ̇
∂µ =

=− i ∂
∂θα

+ (σµ)ζ̇α θζ̇∂µ ⇒

⇒ Q̂α =− i ∂
∂θα

+ θβ̇ (σµ)β̇α ∂µ (5.3.29)

Q̂α̇ = εα̇β̇Q̂
β̇ (5.3.28)

= iεα̇β̇
∂

∂θβ̇
− εα̇β̇ (σµ)β̇γ θγ∂µ

(5.2.26)

=
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=− i ∂
∂θ

α̇
− εα̇β̇ε

β̇δ̇εγζ (σµ)ζδ̇ θγ∂µ =

=− i ∂
∂θ

α̇
− δδ̇α̇ (σµ)ζδ̇

(
−εζγ

)
θγ∂µ =

=− i ∂
∂θ

α̇
+ (σµ)ζα̇ θ

ζ∂µ ⇒

⇒ Q̂α̇ =− i ∂
∂θ

α̇
+ θβ (σµ)βα̇ ∂µ (5.3.30)

Θα βρούμε τώρα μία αναπαράσταση των γεννητόρων Pµ, µ = 0, 1, 2, 3, των μετατοπίσεων στο
χώρο Minkowski από διαφορικούς τελεστές που δρουν σε συναρτήσεις ορισμένες στο χώρο αυτό,
δηλαδή συνήθη πεδία, και, κατ΄ επέκταση, και σε συναρτήσεις ορισμένες στον υπερχώρο (υπερπεδία).

Στην ενότητα 4.1 είδαμε ότι η μεταβολή ενός κβαντικού πεδίου φ̂(x) κάτω από μία απειροστή
μετατόπιση xµ → x′µ = xµ + aµ στον επίπεδο χωροχρόνο είναι:

δT φ̂(x) = iaµ
[
Pµ, φ̂(x)

]
= aµ∂µφ̂(x) (5.3.31)

Αν P̂µ, µ = 0, 1, 2, 3, είναι οι ζητούμενοι διαφορικοί τελεστές, έχουμε:

δT φ̂(x) = −iaµP̂µφ̂(x) (5.3.32)

Από σύγκριση της (5.3.32) με την (5.3.31) προκύπτει ότι

− iP̂µ = ∂µ ⇒ P̂µ = i∂µ (5.3.33)

Στη συνέχεια, θα αποδείξουμε ότι οι γραμμικοί διαφορικοί τελεστές, Q̂α, Q̂α̇, P̂µ, που δίνονται
από τις σχέσεις (5.3.27), (5.3.30) και (5.3.33) αντίστοιχα και δρουν πάνω σε υπερπεδία, ικανοποιούν

τις σχέσεις: [
P̂µ, Q̂α

]
=
[
P̂µ, Q̂α̇

]
=
[
P̂µ, P̂ν

]
= 0 (5.3.34){

Q̂α, Q̂β

}
=
{
Q̂α̇, Q̂β̇

}
= 0 (5.3.35){

Q̂α, Q̂β̇

}
= 2 (σµ)αβ̇ P̂µ = 2i (σµ)αβ̇ ∂µ (5.3.36)

οι οποίες έχουν την ίδια μορφή με αυτές της άλγεβρας της N = 1 υπερσυμμετρίας, (5.3.1)-(5.3.3),

οπότε οι διαφορικοί τελεστές Q̂α, Q̂α̇ και P̂µ, όπου α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇, µ = 0, 1, 2, 3, αποτελούν
μία αναπαράσταση της άλγεβρας της N = 1 υπερσυμμετρίας.
Η ισχύς των (5.3.34) είναι προφανής, διότι οι παράγωγοι ως προς τις συνήθεις χωροχρονικές

συντεταγμένες xµ μετατίθενται τόσο μεταξύ τους όσο και με τις παραγώγους ως προς τις μεταβλητές

Grassmann θα και θ
α̇
.

Για την απόδειξη των (5.3.35) θεωρούμε ένα τυχαίο υπερπεδίο S. ΄Εχουμε:{
Q̂α, Q̂β

}
S =

{
i
∂

∂θα
− (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ, i

∂

∂θβ
− (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S =

=i2
{

∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
S − i

{
∂

∂θα
, (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S−

− i
{

(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ,

∂

∂θβ

}
S +

{
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ, (σ

ν)βγ̇ θ
γ̇
∂ν

}
S
(5.2.27)

=

=0− i
{

∂

∂θα

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

(
∂S

∂θα

)}
−

− i
{

(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ

(
∂S

∂θβ

)
+

∂

∂θβ

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]}
+
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+ (σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]
=

=− i (σν)βγ̇


�
�
��7

0

∂θ
γ̇

∂θα
∂νS − θ

γ̇ ∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)− i (σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
−

− i (σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θβ

)
− i (σµ)αβ̇

���
�7

0

∂θ
β̇

∂θβ
∂µS − θ

β̇ ∂

∂θβ

(
∂S

∂xµ

)+

+ (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇ θ
β̇
θ
γ̇
∂µ∂νS + (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇ θ

γ̇
θ
β̇
∂ν∂µS

∂µ∂ν=∂ν∂µ
=

=i
���

���
���

(σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂θα∂xν
− i
���

���
���

(σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂xν∂θα
− i
���

���
���

(σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂xµ∂θβ
+

+ i
���

���
���

(σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂θβ∂xµ
+ (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇

{
θ
β̇
, θ
γ̇
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0

΄Αρα,

{
Q̂α, Q̂β

}
S = 0 για κάθε υπερπεδίο S, συνεπώς

{
Q̂α, Q̂β

}
= 0. Επίσης, είναι:

{
Q̂α̇, Q̂β̇

}
S =

{
−i ∂
∂θ

α̇
+ θβ (σµ)βα̇ ∂µ,−i

∂

∂θ
β̇

+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =

=i2

{
∂

∂θ
α̇
,
∂

∂θ
β̇

}
S − i

{
∂

∂θ
α̇
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S−

− i

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S +

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.29)

=

=0− i
{

∂

∂θ
α̇

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

(
∂S

∂θ
α̇

)}
−

− i

{
θβ (σµ)αβ̇ ∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+

∂

∂θ
β̇

[
θβ (σµ)βα̇ ∂µS

]}
+

+ θβ (σµ)βα̇ ∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
θβ (σµ)βα̇ ∂µS

]
=

=− i (σν)γβ̇


�
�
��7

0
∂θγ

∂θ
α̇
∂νS − θγ

∂

∂θ
α̇

(
∂S

∂xν

)− iθγ (σν)γβ̇
∂

∂xν

(
∂S

∂θ
α̇

)
−

− iθβ (σµ)βα̇
∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
− i (σµ)βα̇


�
�
�
�7

0

∂θβ

∂θ
β̇
∂µS − θβ

∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂xµ

)+

+ (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ
βθγ∂µ∂νS + (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ

γθβ∂ν∂µS
∂µ∂ν=∂ν∂µ

=

=i
���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θ
α̇
∂xν
− i
��

���
���

�
θγ (σν)γβ̇

∂2S

∂xν∂θ
α̇
− i
���

���
���

θβ (σµ)βα̇
∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+

+ i
���

���
���

θβ (σµ)βα̇
∂2S

∂θ
β̇
∂xµ

+ (σµ)βα̇ (σν)γβ̇

{
θβ, θγ

}
︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0
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Επομένως,

{
Q̂α̇, Q̂β̇

}
S = 0 για κάθε υπερπεδίο S, που συνεπάγεται ότι

{
Q̂α̇, Q̂β̇

}
= 0. Παρόμοια

διαδικασία ακολουθούμε και για την απόδειξη της (5.3.36). Θεωρούμε και πάλι ένα αυθαίρετο

υπερπεδίο S, οπότε έχουμε:

{
Q̂α, Q̂β̇

}
S =

{
i
∂

∂θα
− (σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,−i

∂

∂θ
β̇

+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =

=− i2
{

∂

∂θα
,
∂

∂θ
β̇

}
S + i

{
∂

∂θα
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S+

+ i

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S −

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.28)

=

=0 + i

{
∂

∂θα

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

(
∂S

∂θα

)}
+

+ i

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+

∂

∂θ
β̇

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]}
−

− (σµ)αγ̇ θ
γ̇
∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
− θγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]
=

=i (σν)γβ̇

[
∂θγ

∂θα
∂νS − θγ

∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)]
+ iθγ (σν)γβ̇

∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
+

+ i (σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+ i (σµ)αγ̇

[
∂θ

γ̇

∂θ
β̇
∂µS − θ

γ̇ ∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂xµ

)]
−

− (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ
γ̇
θγ∂µ∂νS − (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ

γθ
γ̇
∂ν∂µS

∂µ∂ν=∂ν∂µ
=

(5.2.5),(5.2.6)
= i (σν)γβ̇ δ

γ
α∂νS − i���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θα∂xν
+ i
���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂xν∂θα
+

+ i
���

���
���

(σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+ i (σµ)αγ̇ δ
γ̇

β̇
∂µS − i

���
���

���
(σµ)αγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂θ
β̇
∂xµ
−

− (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇

{
θ
γ̇
, θγ
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS =

=i (σν)αβ̇ ∂νS + i (σµ)αβ̇ ∂µS ⇒

⇒
{
Q̂α, Q̂β̇

}
S = 2i (σµ)αβ̇ ∂µS

για οποιοδήποτε υπερπεδίο S, οπότε ισχύει η (5.3.36).
Για το γενικό Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο της σχέσης (5.3.13), οι μεταβολές δξf(x), δξφα(x),

δξχ
α̇(x), . . . , δξd(x) των πεδίων-συνιστωσών του κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετα-

σχηματισμό που παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇ ορίζονται από τη σχέση:

δξS(x, θ, θ) =δξf(x) + θαδξφα(x) + θα̇δξχ
α̇(x) + (θθ) δξm(x)+

+
(
θ θ
)
δξn(x) +

(
θσµθ

)
δξVµ(x) + (θθ) θα̇δξρ

α̇(x)+

+
(
θ θ
)
θαδξψα(x) + (θθ)

(
θ θ
)
δξd(x) (5.3.37)

Επίσης, σύμφωνα με την (5.3.24), έχουμε:

δξS(x, θ, θ) =

{
ξα
[
∂

∂θα
+ i (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ

]
+ ξα̇

[
∂

∂θα̇
+ i (σµ)α̇β θβ∂µ

]}
S(x, θ, θ)

(5.3.13)

=

=

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
×
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×
{
f(x) + θφ(x) + θχ(x) + (θθ)m(x) +

(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσνθ

)
Vν(x) + (θθ) θρ(x) +

(
θ θ
)
θψ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x)

}
(5.3.38)

΄Εχουμε: [
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
f(x) =

= i
(
ξσµθ

)
∂µf(x) + i

(
ξσµθ

)
∂µf(x) = −i

(
θσµξ

)
∂µf(x)− i

(
θσµξ

)
∂µf(x) =

= −iθα̇ (σµ)α̇β ξβ∂µf(x)− iθα (σµ)αβ̇ ξ
β̇
∂µf(x)⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
f(x) =

= −iθα̇ (σµξ)α̇ ∂µf(x)− iθα
(
σµξ

)
α
∂µf(x) (5.3.39)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
(θφ(x))

(5.2.19),(5.2.20)
=

= ξαφα(x) + i
(
ξσµθ

)
(θ∂µφ(x)) + i

(
ξσµθ

)
(θ∂µφ(x)) =

= ξφ(x)− i
(
θσµξ

)
(θ∂µφ(x))− i

(
θσµξ

)
(θ∂µφ(x)) =

= ξφ(x)− i (θ∂µφ(x))
(
θσµξ

)
− i (θ∂µφ(x))

(
θσµξ

) (2.5.32),(2.5.34)
=

= ξφ(x)− i

2

(
θσµθ

)
[(∂νφ(x))σµσνξ] +

i

2
(θθ)

[
(∂µφ(x))σµξ

] (2.5.12)
=====⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
(θφ(x)) =

= ξφ(x)− i

2

(
θσµθ

)
ξσνσµ∂νφ(x)− i

2
(θθ) ξσµ∂µφ(x) (5.3.40)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
θχ(x)

) (5.2.21),(5.2.23)
=

= i
(
ξσµθ

) (
θ∂µχ(x)

)
+ ξα̇χ

α̇(x) + i
(
ξσµθ

) (
θ∂µχ(x)

)
=

= −i
(
θσµξ

) (
θ∂µχ(x)

)
+ ξχ(x)− i

(
θσµξ

) (
θ∂µχ(x)

)
=

= −i
(
θ∂µχ(x)

) (
θσµξ

)
+ ξχ(x)− i

(
θ∂µχ(x)

) (
θσµξ

) (2.5.33),(2.5.34)
=

=
i

2

(
θ θ
)

[(∂µχ(x))σµξ] + ξχ(x) +
i

2

(
θσµθ

) [
(∂νχ(x))σµσνξ

] (2.5.13)
=====⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
θχ(x)

)
=

= ξχ(x)− i

2

(
θ θ
)
ξσµ∂µχ(x) +

i

2

(
θσµθ

)
ξσνσµ∂νχ(x) (5.3.41)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
((θθ)m(x))

(5.2.13),(5.2.14)
=

= ξα (2θα)m(x) + i
(
ξσµθ

)
(θθ) ∂µm(x) + iξα̇ (σµ)α̇β θβ (θθ)︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µm(x) =

= 2 (ξθ)m(x) + i (θθ)
(
ξσµθ

)
∂µm(x) = 2 (θξ)m(x)− i (θθ)

(
θσµξ

)
∂µm(x)⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
((θθ)m(x)) =
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= 2θαξαm(x)− i (θθ) θα̇ (σµξ)α̇ ∂µm(x) (5.3.42)

Για την εξαγωγή της τελευταίας σχέσης, χρησιμοποιήσαμε το ότι

θα (θθ) = 0, ∀α = 1, 2 (5.3.43)

το οποίο αποτελεί συνέπεια του ότι οι φερμιονικές συντεταγμένες αποτελούν αντιμετατιθέμενες

μεταβλητές Grassmann. Πράγματι, έχουμε:

θα (θθ) =θαθ
βθβ = θα

(
εβγθγ

)
θβ = εβγθαθγθβ ⇒

⇒ θα (θθ) =θα
(
ε12θ2θ1 + ε21θ1θ2

)
= θα (θ2θ1 − θ1θ2)

(5.1.1)

=

=θα (−θ1θ2 − θ1θ2) = −2θαθ1θ2

Συνεπώς

θ1 (θθ) = −2θ1θ1θ2 = −2θ2
1θ2 = 0

αφού {θ1, θ1} = 2θ2
1 = 0, και

θ2 (θθ) = −2θ2θ1θ2
(5.1.1)

= 2θ2θ2θ1 = 2θ2
2θ1 = 0

αφού {θ2, θ2} = 2θ2
2 = 0, και έτσι αποδείξαμε την (5.3.43). Στη συνέχεια, έχουμε:[

ξα
∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
(
(
θ θ
)
n(x))

(5.2.15)(5.2.17)

=

= i
(
ξσµθ

) (
θ θ
)
∂µn(x) + ξα̇

(
2θ
α̇
)
n(x) + i

(
ξσµθ

) (
θ θ
)
∂µn(x) =

= iξα (σµ)αβ̇ θ
β̇ (
θ θ
)︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µn(x) + 2
(
ξ θ
)
n(x) + i

(
θ θ
) (
ξσµθ

)
∂µn(x) =

= 2
(
θ ξ
)
n(x)− i

(
θ θ
) (
θσµξ

)
∂µn(x)⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

]
(
(
θ θ
)
n(x)) =

= 2θα̇ξ
α̇
n(x)− i

(
θ θ
)
θα
(
σµξ

)
α
∂µn(x) (5.3.44)

Για την εξαγωγή του τελευταίου αποτελέσματος, κάναμε χρήση του ότι

θ
α̇ (
θ θ
)

= 0 ∀ α̇ = 1̇, 2̇ (5.3.45)

Μπορούμε να αποδείξουμε την (5.3.45) με παρόμοιο τρόπο με αυτόν που δείξαμε την (5.3.43)

λαμβάνοντας υπόψη ότι και τα θ
α̇
είναι μεταβλητές Grassmann (

{
θ
α̇
, θ
β̇
}

= 0, ∀ α̇, β̇ = 1̇, 2̇).

Ακολούθως, είναι:[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] ((
θσνθ

)
Vν(x)

)
=

= ξα
∂

∂θα
(
θσµθ

)
Vµ(x) + i

(
ξσµθ

) (
θσνθ

)
∂µVν(x)− ξα̇

∂

∂θα̇

(
θσµθ

)
Vµ(x)+

+ i
(
ξσµθ

) (
θσνθ

)
∂µVν(x)

(5.2.19),(5.2.21)
=

= ξα
(
σµθ

)
α
Vµ(x)− i

(
θσµξ

) (
θσνθ

)
∂µVν(x)− ξα̇ (σµθ)α̇ Vµ(x)+

+ i
[
−
(
θσµξ

)] [
−
(
θσνθ

)]
∂µVν(x) =
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=
(
ξσµθ

)
Vµ(x)− iθα̇ (σµ)α̇β ξβθ

γ (σν)γδ̇ θ
δ̇
∂µVν(x)−

(
ξσµθ

)
Vµ(x)+

+ iθα (σµ)αβ̇ ξ
β̇
θγ̇ (σν)γ̇δ θδ∂µVν(x) =

=
(
ξσµθ

)
Vµ(x) + i(σµ)α̇β(σν)γδ̇θα̇ξβθ

δ̇
θγ∂µVν(x)−

(
ξσµθ

)
Vµ(x)−

− i(σµ)αβ̇(σν)γ̇δθαξ
β̇
θδθγ̇∂µVν(x) =

=
(
ξσµθ

)
Vµ(x)− i (σµ)α̇β (σν)γδ̇ εα̇ζ̇θ

ζ̇
θ
δ̇
ξβθ

γ∂µVν(x)−
(
ξσµθ

)
Vµ(x)+

+ i (σµ)αβ̇ (σν)γ̇δ εαζθζθδξ
β̇
θγ̇∂µVν(x)

(2.5.28),(2.5.29)
=

=
(
ξσµθ

)
Vµ(x)− i

2
(σµ)α̇β (σν)γδ̇ εα̇ζ̇ε

ζ̇δ̇
(
θ θ
)
ξβθ

γ∂µVν(x)−
(
ξσµθ

)
Vµ(x)+

+
i

2
(σµ)αβ̇ (σν)γ̇δ εαζεζδ (θθ) ξ

β̇
θγ̇∂µVν(x) =

=
(
ξσµθ

)
Vµ(x)− i

2
(σµ)α̇β (σν)γδ̇ δ

δ̇
α̇

(
θ θ
)
ξβθ

γ∂µVν(x)−
(
ξσµθ

)
Vµ(x)+

+
i

2
(σµ)αβ̇ (σν)γ̇δ δαδ (θθ) ξ

β̇
θγ̇∂µVν(x) =

= −
(
θσµξ

)
Vµ(x) +

i

2

(
θ θ
)
θγ (σν)γα̇ (σµ)α̇β ξβ∂µVν(x) +

(
θσµξ

)
Vµ(x)−

− i

2
(θθ) θγ̇ (σν)γ̇α (σµ)αβ̇ ξ

β̇
∂µVν(x)⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] ((
θσνθ

)
Vν(x)

)
=

= θα
(
σµξ

)
α
Vµ(x)− θα̇ (σµξ)α̇ Vµ(x)− i

2
(θθ) θα̇

(
σνσµξ

)α̇
∂µVν(x)+

+
i

2

(
θ θ
)
θα (σνσµξ)α ∂µVν(x) (5.3.46)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
(θθ) θρ(x)

)
=

= ξα
∂ (θθ)

∂θα
(
θρ(x)

)
+ i
(
ξσµθ

)
(θθ)

(
θ∂µρ(x)

)
+ ξα̇ (θθ)

∂

∂θα̇

(
θρ(x)

)
+

+ i
(
ξσµθ

)
(θθ)

(
θ∂µρ(x)

) (5.2.13),(5.2.21)
=

= ξα (2θα)
(
θρ(x)

)
− i (θθ)

(
θ∂µρ(x)

) (
θσµξ

)
+ ξα̇ (θθ) ρα̇(x)+

+ iξα̇ (σµ)α̇β θβ (θθ)︸ ︷︷ ︸

=

0

(
θ∂µρ(x)

) (2.5.33)
=

= 2 (ξθ)
(
θρ(x)

)
+
i

2
(θθ)

(
θ θ
)

[(∂µρ(x))σµξ] + (θθ) ξα̇ρ
α̇(x) =

= 2 (θξ)
(
θρ(x)

)
− i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ξσµ∂µρ(x) + (θθ) ξρ(x)

(2.5.34)

=====⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
(θθ) θρ(x)

)
=

=
(
θσµθ

)
ξσµρ(x) + (θθ) ξρ(x)− 1

2
(θθ)

(
θ θ
)
ξσµ∂µρ(x) (5.3.47)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] ((
θ θ
)
θψ(x)

)
=
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= ξα
(
θ θ
) ∂

∂θα
(θψ(x)) + iξα (σµ)αβ̇ θ

β̇ (
θ θ
)︸ ︷︷ ︸

=

0

(θ∂µψ(x)) +

+ ξα̇
∂
(
θ θ
)

∂θα̇
(θψ(x)) + i

(
ξσµθ

) (
θ θ
)

(θ∂µψ(x))
(5.2.15),(5.2.19)

=

= ξα
(
θ θ
)
ψα(x) + ξα̇

(
2θ
α̇
)

(θψ(x))− i
(
θ θ
)

(θ∂µψ(x))
(
θσµξ

) (2.5.32)
=

=
(
θ θ
)
ξαψα(x) + 2

(
ξ θ
)

(θψ(x)) +
i

2

(
θ θ
)

(θθ)
[
(∂µψ(x))σµξ

]
=

=
(
θ θ
)
ξψ(x) + 2 (θψ(x))

(
θ ξ
)
− i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ξσµ∂µψ(x)

(2.5.34)

=====⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] ((
θ θ
)
θψ(x)

)
=

=
(
θ θ
)
ξψ(x)−

(
θσµθ

)
ξσµψ(x)− i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ξσµ∂µψ(x) (5.3.48)

[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
(θθ)

(
θ θ
)
d(x)

)
=

= ξα
∂ (θθ)

∂θα
(θ θ)d(x) + iξα (σµ)αβ̇ θ

β̇ (
θ θ
)︸ ︷︷ ︸

=

0

(θθ) ∂µd(x)+

+ ξα̇ (θθ)
∂(θ θ)

∂θα̇
d(x) + iξα̇ (σµ)α̇β θβ (θθ)︸ ︷︷ ︸

=

0

(
θ θ
)
∂µd(x)

(5.2.13),(5.2.15)
=

= ξα (2θα)
(
θ θ
)
d(x) + ξα̇ (θθ)

(
2θ
α̇
)
d(x) = 2 (ξθ)

(
θ θ
)
d(x) + 2 (θθ) ξα̇θ

α̇
d(x) =

= 2
(
θ θ
)

(θξ) d(x) + 2 (θθ)
(
ξ θ
)
d(x) = 2

(
θ θ
)

(θξ) d(x) + 2 (θθ)
(
θ ξ
)
d(x)⇒

⇒
[
ξα

∂

∂θα
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ + ξα̇

∂

∂θα̇
+ i
(
ξσµθ

)
∂µ

] (
(θθ)

(
θ θ
)
d(x)

)
=

= 2
(
θ θ
)
θαξαd(x) + 2 (θθ) θα̇ξ

α̇
d(x) (5.3.49)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.3.38)-(5.3.42), (5.3.44) και (5.3.46)-(5.3.49), παίρνουμε:

δξS(x, θ, θ) =ξφ(x) + ξχ(x) + θα
[
−i
(
σµξ

)
α
∂µf(x) + 2ξαm(x)+

+
(
σµξ

)
α
Vµ(x)

]
+ θα̇

[
−i (σµξ)α̇ ∂µf(x) + 2ξ

α̇
n(x)−

− (σµξ)α̇ Vµ(x)
]

+ (θθ)

[
− i

2
ξσµ∂µφ(x) + ξρ(x)

]
+

+
(
θ θ
) [
− i

2
ξσµ∂µχ(x) + ξψ(x)

]
+
(
θσµθ

) [
− i

2
ξσνσµ∂νφ(x) +

+
i

2
ξσνσµ∂νχ(x) + ξσµρ(x)− ξσµψ(x)

]
+

+ (θθ) θα̇

[
−i (σµξ)α̇ ∂µm(x)− i

2

(
σνσµξ

)α̇
∂µVν(x) + 2ξ

α̇
d(x)

]
+

+
(
θ θ
)
θα
[
−i
(
σµξ

)
α
∂µn(x) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µVν(x) + 2ξαd(x)

]
+

+ (θθ)
(
θ θ
) [
− i

2
ξσµ∂µρ(x)− i

2
ξσµ∂µψ(x)

]
(5.3.50)
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Συγκρίνοντας την (5.3.37) με την (5.3.50), λαμβάνουμε τους κανόνες μετασχηματισμού των πεδίων-

συνιστωσών του γενικού Lorentz αναλλοίωτου υπερπεδίου της (5.3.13) κάτω από έναν απειροστό
υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό:

δξf(x) = ξφ(x) + ξχ(x) (5.3.51)

δξφα(x) = 2ξαm(x) +
(
σµξ

)
α

(Vµ(x)− i∂µf(x)) (5.3.52)

δξχ
α̇(x) = 2ξ

α̇
n(x)− (σµξ)α̇ (Vµ(x) + i∂µf(x)) (5.3.53)

δξm(x) = ξρ(x)− i

2
ξσµ∂µφ(x) (5.3.54)

δξn(x) = ξψ(x)− i

2
ξσµ∂µχ(x) (5.3.55)

δξV
µ(x) = ξσµρ(x)− ξσµψ(x)− i

2
ξσνσµ∂νφ(x) +

i

2
ξσνσµ∂νχ(x) (5.3.56)

δξψα(x) = 2ξαd(x)− i
(
σµξ

)
α
∂µn(x) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µVν(x) (5.3.57)

δξρ
α̇(x) = 2ξ

α̇
d(x)− i (σµξ)α̇ ∂µm(x)− i

2

(
σνσµξ

)α̇
∂µVν(x) (5.3.58)

δξd(x) = − i
2
ξσµ∂µρ(x)− i

2
ξσµ∂µψ(x) (5.3.59)

Μπορεί να δειχθεί ότι για δύο οποιουσδήποτε απειροστούς υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς,

όπου ο ένας παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇ και ο άλλος από μεταβλητές
Grassmann ηα και ηα̇, ισχύει:

(δηδξ − δξδη)X = 2i
(
ησµξ − ξσµη

)
∂µX (5.3.60)

για κάθε πεδίο συνιστώσα X του γενικού υπερπεδίου S της (5.3.13) (X = f, φα, χ
α̇, . . . , d).

Επίσης, επειδή οι διαφορικοί τελεστές Q̂α και Q̂
α̇
είναι γραμμικοί, οι γραμμικοί συνδυασμοί

υπερπεδίων και τα γινόμενα υπερπεδίων είναι επίσης υπερπεδία, δηλαδή μετασχηματίζονται σύμφωνα

με την (5.3.24) κάτω από απειροστούς υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς. Για να αποδείξουμε

αυτόν τον ισχυρισμό, θεωρούμε δύο (Lorentz αναλλοίωτα) υπερπεδία S1 και S2 και έναν υπερσυμ-

μετρικό μετασχηματισμό Tξ παραμετροποιούμενο από απειροστές μεταβλητές Grassmann ξα και
ξα̇, οπότε στους υπολογισμούς που ακολουθούν θα αγνοούμε τους όρους συνολικής τάξης ≥ 2
ως προς ξ, ξ (για τους οποίους θα χρησιμοποιούμε αποσιωπητικά). ΄Εστω ο γραμμικός συνδυασμός
aS1 + bS2 των υπερπεδίων S1 και S2, όπου a, b είναι δύο τυχαίοι μιγαδικοί αριθμοί. Κάτω από τον
υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό Tξ έχουμε:

S1 →TξS1
(5.3.4),(5.3.17)

= ei(ξQ+ξ Q)S1e
−i(ξQ+ξ Q)

S2 →TξS2 = ei(ξQ+ξ Q)S2e
−i(ξQ+ξ Q)

΄Αρα

aS1 + bS2 →aei(ξQ+ξ Q)S1e
−i(ξQ+ξ Q) + bei(ξQ+ξ Q)S2e

−i(ξQ+ξ Q) =

= ei(ξQ+ξ Q) (aS1 + bS2) e−i(ξQ+ξ Q)

οπότε η μεταβολή του γραμμικού συνδυασμού aS1 +bS2 κάτω από τον θεωρούμενο υπερσυμμετρικό

μετασχηματισμό είναι

δξ (aS1 + bS2) =ei(ξQ+ξ Q) (aS1 + bS2) e−i(ξQ+ξ Q) − (aS1 + bS2)
Taylor

=
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=
[
I + i

(
ξQ+ ξ Q

)
+ . . .

]
(aS1 + bS2)

[
I − i

(
ξQ+ ξ Q

)
+ . . .

]
−

− (aS1 + bS2) =

=((((
(aS1 + bS2 + i

(
ξQ+ ξ Q

)
(aS1 + bS2)− i (aS1 + bS2)

(
ξQ+ ξ Q

)
+

+ · · · −(((((
(

(aS1 + bS2) =

=i
[
ξQ+ ξ Q, aS1 + bS2

]
=

=ia
[
ξQ+ ξ Q, S1

]
+ ib

[
ξQ+ ξ Q, S2

] (5.3.26)
=

=− ia
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
S1 − ib

(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
S2

και επειδή οι Q̂α και Q̂
α̇
είναι γραμμικοί διαφορικοί τελεστές, έχουμε

δξ (aS1 + bS2) = −i
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)

(aS1 + bS2) (5.3.61)

που σημαίνει ότι ο γραμμικός συνδυασμός aS1 + bS2 αποτελεί ένα υπερπεδίο για οποιουσδήποτε

μιγαδικούς αριθμούς a, b. Από την άλλη μεριά, το γινόμενο S1S2 μετασχηματίζεται κάτω από τον

υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό Tξ ως

S1S2 →
(
ei(ξQ+ξ Q)S1e

−i(ξQ+ξ Q)
)(

ei(ξQ+ξ Q)S2e
−i(ξQ+ξ Q)

)
=

= ei(ξQ+ξ Q)S1

(
e−i(ξQ+ξ Q)ei(ξQ+ξ Q)

)
︸ ︷︷ ︸

=

I

S2e
−i(ξQ+ξ Q) =

= ei(ξQ+ξ Q) (S1S2) e−i(ξQ+ξ Q)

και η αντίστοιχη μεταβολή είναι

δξ (S1S2) =ei(ξQ+ξ Q) (S1S2) e−i(ξQ+ξ Q) − S1S2
Taylor

=

=
[
I + i

(
ξQ+ ξ Q

)
+ . . .

]
(S1S2)

[
I − i

(
ξQ+ ξ Q

)
+ . . .

]
− S1S2 =

=���S1S2 + i
(
ξQ+ ξ Q

)
(S1S2)− i (S1S2)

(
ξQ+ ξ Q

)
+ · · · −���S1S2 =

=i
[
ξQ+ ξ Q, S1S2

]
= iS1

[
ξQ+ ξ Q, S2

]
+ i
[
ξQ+ ξ Q, S1

]
S2
(5.3.26)

=

=− iS1

(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
S2 − i

[(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
S1

]
S2 =

=− iξα
[
S1

(
Q̂αS2

)
+
(
Q̂αS1

)
S2

]
− iξα̇

[
S1

(
Q̂
α̇
S2

)
+

(
Q̂
α̇
S1

)
S2

]
2

=

=− iξαQ̂α (S1S2)− iξα̇Q̂
α̇

(S1S2) = −i
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)

(S1S2)

οπότε το S1S2 είναι υπερπεδίο.

΄Ετσι, τα υπερπεδία αντιστοιχούν σε γραμμικές αναπαραστάσεις της άλγεβρας της N = 1 υ-
περσυμμετρίας. Εν γένει, οι αναπαραστάσεις αυτές είναι αναγωγίσιμες. Ωστόσο, μπορεί κανείς να

μειώσει τον αριθμό των ανεξάρτητων πεδίων-συνιστωσών ενός υπερπεδίου, ώστε να λάβει μία μη α-

ναγωγίσιμη αναπαράσταση της άλγεβρας της απλής υπερσυμμετρίας επιβάλλοντάς του κατάλληλους

περιορισμούς.

2
Οι διαφορικοί τελεστές Q̂α και Q̂

α̇

υπακούουν στο συνήθη κανόνα γινομένου για παραγώγους, όταν δρουν σε

γινόμενα Lorentz αναλλοίωτων υπερπεδίων:

Q̂α (ST ) =
(
Q̂αS

)
T + S

(
Q̂αT

)
, Q̂

α̇

(ST ) =

(
Q̂
α̇

S

)
T + S

(
Q̂
α̇

T

)
για οποιαδήποτε Lorentz αναλλοίωτα υπερπεδία S και T .
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5.4 Chiral συναλλοίωτες παράγωγοι

Για την κατασκευή υπερσυμμετρικών Lagrangians από υπερπεδία, την οποία θα εξετάσουμε λεπτο-
μερώς στο επόμενο κεφάλαιο, θα χρειαστεί να χρησιμοποιήσουμε παραγώγους ως προς τις αντιμε-

τατιθέμενες συντεταγμένες θα και θα̇. Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης τέτοιες παραγώγους για να
επιβάλουμε περιορισμούς στο γενικό υπερπεδίο κατά ένα τρόπο συνεπή με τους υπερσυμμετρικούς

μετασχηματισμούς. Ωστόσο, οι παράγωγοι
∂
∂θα ,

∂
∂θα̇
, α = 1, 2, δεν είναι κατάλληλες για αυτόν τον

σκοπό, διότι δε μετατίθενται με τους υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς:

δξ

(
∂S

∂θα

)
6= ∂

∂θα
(δξS) (5.4.1)

δξ

(
∂S

∂θα̇

)
6= ∂

∂θα̇
(δξS) (5.4.2)

όπου S τυχαίο υπερπεδίο και δξ = −i
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
. Αυτό σημαίνει ότι οι παράγωγοι ενός

υπερπεδίο ως προς τις μεταβλητέςGrassmann θα και θα̇ δεν είναι υπερπεδία. Για να αντιμετωπίσουμε
το πρόβλημα αυτό, εισάγουμε τις chiral συναλλοίωτες παραγώγους:

Dα =
∂

∂θα
− i (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ (5.4.3)

Dα = εαβDβ
(5.4.3)

= εαβ
∂

∂θβ
− iεαβ (σµ)βγ̇ θ

γ̇
∂µ
(5.2.25)

=

=− ∂

∂θα
− iεαβεβδεγ̇ζ̇ (σµ)ζ̇δ θ

γ̇
∂µ =

=− ∂

∂θα
− iδαδ (σµ)ζ̇δ

(
−εζ̇γ̇

)
θ
γ̇
∂µ =

=− ∂

∂θα
+ i (σµ)ζ̇α θζ̇∂µ ⇒

⇒ Dα =− ∂

∂θα
+ iθβ̇ (σµ)β̇α ∂µ (5.4.4)

Ορίζουμε επίσης τις anti-chiral συναλλοίωτες παραγώγους Dα̇, α̇ = 1̇, 2̇, κατά τρόπο ώστε να
ικανοποιούν τη σχέση

Dα̇S
∗ = (DαS)∗ (5.4.5)

για κάθε α = 1, 2, για οποιοδήποτε Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο S, που συνεπάγεται ότι

Dα̇ = − ∂

∂θ
α̇

+ iθβ (σµ)βα̇ ∂µ (5.4.6)

D
α̇

= εα̇β̇Dβ̇

(5.4.6)

= − εα̇β̇ ∂

∂θ
β̇

+ iεα̇β̇θγ (σµ)γβ̇ ∂µ
(5.2.26)

=

=
∂

∂θα̇
+ iεα̇β̇εγδεβ̇ζ̇ (σµ)ζ̇δ θγ∂µ =

=
∂

∂θα̇
+ iεα̇β̇εβ̇ζ̇ (σµ)ζ̇δ (−εδγ) θγ∂µ =

=
∂

∂θα̇
− iδα̇

ζ̇
(σµ)ζ̇δ θδ∂µ ⇒

⇒ D
α̇

=
∂

∂θα̇
− i (σµ)α̇β θβ∂µ (5.4.7)
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Ισχύουν οι σχέσεις αντιμετάθεσης{
Q̂α, Dβ

}
=
{
Q̂α̇, Dβ

}
=
{
Q̂α, Dβ̇

}
=
{
Q̂α̇, Dβ̇

}
= 0 (5.4.8)

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇. Για να αποδείξουμε τις (5.4.8), θεωρούμε ένα τυχαίο υπερπεδίο
S. ΄Εχουμε:{

Q̂α, Dβ

}
S =

{
i
∂

∂θα
− (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ,

∂

∂θβ
− i (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S =

=i

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
S − i2

{
∂

∂θα
, (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S−

−
{

(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ,

∂

∂θβ

}
S + i

{
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ, (σ

ν)βγ̇ θ
γ̇
∂ν

}
S
(5.2.27)

=

=0 +

{
∂

∂θα

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

(
∂S

∂θα

)}
−

−
{

(σµ)αβ̇ θ
β
∂µ

(
∂S

∂θβ

)
+

∂

∂θβ

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]}
+

+ i (σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ i (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]
=

= (σν)βγ̇


�
�
��7

0

∂θ
γ̇

∂θα
∂νS − θ

γ̇ ∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)+ (σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
−

− (σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θβ

)
− (σµ)αβ̇

���
�7

0

∂θ
β̇

∂θβ
∂µS − θ

β̇ ∂

∂θβ

(
∂S

∂xµ

)+

+ i (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇ θ
β̇
θ
γ̇
∂µ∂νS + i (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇ θ

γ̇
θ
β̇
∂ν∂µS

∂µ∂ν=∂ν∂µ
=

=−
��

���
���

�
(σν)βγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂θα∂xν
+
��

���
���

�
(σν)βγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂θα∂xν
−
��

���
���

�

(σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂xµ∂θβ
+

+
���

���
���

(σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂xµ∂θβ
+ i (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇

{
θ
β̇
, θ
γ̇
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0

{
Q̂α̇, Dβ

}
S =

{
−i ∂
∂θ

α̇
+ θγ (σµ)γα̇ ∂µ,

∂

∂θβ
− i (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S =

=− i
{

∂

∂θ
α̇
,
∂

∂θβ

}
S + i2

{
∂

∂θ
α̇
, (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S+

+

{
θγ (σµ)γα̇ ∂µ,

∂

∂θβ

}
S + i

{
θγ (σµ)γα̇ ∂µ, (σ

ν)βγ̇ θ
γ̇
∂ν

}
S
(5.2.28)

=

=0−
{

∂

∂θ
α̇

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

(
∂S

∂θ
α̇

)}
+

+ θγ (σµ)γα̇ ∂µ

(
∂S

∂θβ

)
+

∂

∂θβ

[
θγ (σµ)γα̇ ∂µS

]
−

− iθγ (σµ)γα̇ ∂µ

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
− i (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

[
θγ (σµ)γα̇ ∂µS

]
=
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=− (σν)βγ̇

[
∂θ

γ̇

∂θ
α̇
∂νS − θ

γ̇ ∂

∂θ
α̇

(
∂S

∂xν

)]
− (σν)βγ̇ θ

γ̇ ∂

∂xν

(
∂S

∂θ
α̇

)
+

+ θγ (σµ)γα̇
∂

∂xµ

(
∂S

∂θβ

)
+ (σµ)γα̇

[
∂θγ

∂θβ
∂µS − θγ

∂

∂θβ

(
∂S

∂xµ

)]
−

− i (σµ)γα̇ (σν)βγ̇ θ
γθ
γ̇
∂µ∂νS − i (σµ)γα̇ (σν)βγ̇ θ

γ̇
θγ∂ν∂µS =

=− (σν)βγ̇ δ
γ̇
α̇∂νS +

��
���

���
�

(σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂θ
α̇
∂xν
−
��

���
���

�
(σν)βγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂θ
α̇
∂xν

+

+
��

���
���

�

θγ (σµ)γα̇
∂2S

∂xµ∂θβ
+ (σµ)γα̇ δ

γ
β∂µS −���

��
���

�

θγ (σµ)γα̇
∂2S

∂xµ∂θβ
−

− i (σµ)γα̇ (σµ)βγ̇

{
θγ , θ

γ̇
}

︸ ︷︷ ︸
=

0

∂µ∂νS =

=− (σν)βα̇ ∂νS + (σµ)βα̇ ∂µS = 0

{
Q̂α, Dβ̇

}
S =

{
i
∂

∂θα
− (σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,−

∂

∂θ
β̇

+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =

=− i

{
∂

∂θα
,
∂

∂θ
β̇

}
S + i2

{
∂

∂θα
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S+

+

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S − i

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.28)

=

=0−
{

∂

∂θα

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)βγ̇ ∂ν

(
∂S

∂θα

)}
+

+ (σµ)αγ̇ θ
γ̇
∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+

∂

∂θ
β̇

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]
−

− i (σµ)αγ̇ θ
γ̇
∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
− iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]
=

=− (σν)γβ̇

[
∂θγ

∂θα
∂νS − θγ

∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)]
− θγ (σν)γβ̇

∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
+

+ (σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+ (σµ)αγ̇

[
∂θ

γ̇

∂θ
β̇
∂µS − θ

γ̇ ∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂xµ

)]
−

− i (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ
γ̇
θγ∂µ∂νS − i (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ

γθ
γ̇
∂ν∂µS =

=− (σν)γβ̇ δ
γ
α∂νS +

���
���

���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θα∂xν
−
���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θα∂xν
+

+
���

���
���

(σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+ (σµ)αγ̇ δ
γ̇

β̇
∂µS −

���
���

���
(σµ)αγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂xµ∂θ
β̇
−

− i (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇

{
θγ , θ

γ̇
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS =

=− (σν)αβ̇ ∂νS + (σµ)αβ̇ ∂µS = 0

{
Q̂α̇, Dβ̇

}
=

{
−i ∂
∂θ

α̇
+ θβ (σµ)βα̇ ∂µ,−

∂

∂θ
β̇

+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =
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=i

{
∂

∂θ
α̇
,
∂

∂θ
β̇

}
S − i2

{
∂

∂θ
α̇
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S−

−

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S + i

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.29)

=

=0 +
∂

∂θ
α̇

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

(
∂S

∂θ
α̇

)
−

− θβ (σµ)βα̇ ∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
− ∂

∂θ
β̇

[
θβ (σµ)βα̇ ∂µS

]
+

+ iθβ (σµ)βα̇ ∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
θβ (σµ)βα̇ ∂µS

]
=

= (σν)γβ̇


�
�
�
��>

0
∂θγ

∂θ
α̇
∂νS − θγ

∂

∂θ
α̇

(
∂S

∂xν

)+ θγ (σν)γβ̇
∂

∂xν

(
∂S

∂θ
α̇

)
−

− θβ (σµ)βα̇
∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
− (σµ)βα̇


�
�
�
��>

0
∂θβ

∂θ
β̇
∂µS − θβ

∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂θ
α̇

)+

+ i (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ
βθγ∂µ∂νS + i (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ

γθβ∂ν∂µS =

=−
���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂xν∂θ
α̇

+
���

���
���

θγ (σν)γβ̇
∂2S

∂xν∂θ
α̇
−

−
���

���
���

θβ (σµ)βα̇
∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+
���

���
���

θβ (σµ)βα̇
∂2S

∂θ
β̇
∂xµ

+

+ i (σµ)βα̇ (σν)γβ̇

{
θβ, θγ

}
︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0

Επομένως, έχουμε

{
Q̂α, Dβ

}
S =

{
Q̂α̇, Dβ

}
S =

{
Q̂α, Dβ̇

}
S =

{
Q̂α̇, Dβ̇

}
S = 0 για οποιο-

δήποτε υπερπεδίο S, οπότε ισχύουν οι (5.4.8).
Από τις σχέσεις αντιμετάθεσης (5.4.8) έπεται ότι οι διαφορικοί τελεστέςDα καιDα̇ μετατίθενται

με τους υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις:

δξ (DαS) = Dα (δξS) , δξ
(
Dα̇S

)
= Dα̇ (δξS) (5.4.9)

για κάθε υπερπεδίο S και για οποιονδήποτε υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό χαρακτηριζόμενο α-
πό απειροστές σταθερές (ανεξάρτητες του x) παραμέτρους Grassmann ξα και ξα̇. Η ισχύς των
σχέσεων (5.4.9) δικαιολογεί το χαρακτηρισμό των σπινοριακών παραγώγων Dα και Dα̇ ως συ-

ναλλοίωτες· η δράση τους πάνω σε υπερπεδία δίνει πάλι υπερπεδία. Το γεγονός ότι οι εν λόγω

παράγωγοι μετατίθενται με τους υπερσυμμετρικούς μετασχημετισμούς μας δίνει τη δυνατότητα να

τις χρησιμοποιήσουμε για να ορίσουμε περιορισμούς για υπερπεδία με ένα συναλλοίωτο τρόπο.

Θα αποδείξουμε τώρα τις σχέσεις (5.4.9) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις αντιμετάθεσης (5.4.8).

΄Εχουμε:

δξ (DαS)−Dα (δξS) =− i
(
ξβQ̂β + ξβ̇Q̂

β̇
)

(DαS)−Dα

[
−i
(
ξβQ̂β + ξβ̇Q̂

β̇
)
S

]
=

=− iξβQ̂β (DαS)− iξβ̇Q̂
β̇

(DαS) + iDα

(
ξβQ̂βS

)
+ iDα

(
ξβ̇Q̂

β̇
S

)
=

=− iξβQ̂β (DαS)− iξβ̇ε
β̇γ̇Q̂γ̇ (DαS)− iξβDα

(
Q̂βS

)
− iξβ̇Dα

(
εβ̇γ̇Q̂γ̇S

)
=
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=− iξβ
[
Q̂β (DαS) +Dα

(
Q̂βS

)]
+ iεγ̇β̇ξβ̇

[
Q̂γ̇ (DαS) +Dα

(
Q̂γ̇S

)]
=

=− iξβ
{
Q̂β, Dα

}
S + iξ

γ̇
{
Q̂γ̇ , Dα

}
S
(5.4.8)

= 0 + 0 = 0

άρα δξ (DαS) = Dα (δξS). Επίσης, είναι:

δξ
(
Dα̇S

)
−Dα̇ (δξS) =− i

(
ξβQ̂β + ξβ̇Q̂

β̇
)(

Dα̇S
)
−Dα̇

[
−i
(
ξβQ̂β + ξβ̇Q̂

β̇
)
S

]
=

=− iξβQ̂β
(
Dα̇S

)
− iξβ̇Q̂

β̇ (
Dα̇S

)
+ iDα̇

(
ξβQ̂βS

)
+ iDα̇

(
ξβ̇Q̂

β̇
S

)
=

=− iξβQ̂β
(
Dα̇S

)
− iξβ̇ε

β̇γ̇Q̂γ̇
(
Dα̇S

)
− iξβDα̇

(
Q̂βS

)
− iξβ̇Dα̇

(
εβ̇γ̇Q̂γ̇S

)
=

=− iξβ
[
Q̂β
(
Dα̇S

)
+Dα̇

(
Q̂βS

)]
+ iεγ̇β̇ξβ̇

[
Q̂γ̇
(
Dα̇S

)
+Dα̇

(
Q̂γ̇S

)]
=

=− iξβ
{
Q̂β, Dα̇

}
S + iξ

γ̇
{
Q̂γ̇ , Dα̇

}
S
(5.4.8)

= 0 + 0 = 0

άρα δξ
(
Dα̇S

)
= Dα̇ (δξS).

Ακόμη, μπορούμε να δείξουμε ότι οι chiral και οι anti-chiral συναλλοίωτες παράγωγοι ικανο-
ποιούν τις ακόλουθες σχέσεις αντιμετάθεσης:{

Dα, Dβ̇

}
= 2i (σµ)αβ̇ ∂µ (5.4.10)

{Dα, Dβ} =
{
Dα̇, Dβ̇

}
= 0 (5.4.11)

Για να αποδείξουμε τις ανωτέρω σχέσεις, θεωρούμε κατά τα γνωστά ένα τυχαίο υπερπεδίο S. Είναι:

{
Dα, Dβ̇

}
S =

{
∂

∂θα
− i (σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,−

∂

∂θ
β̇

+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =

=−

{
∂

∂θα
,
∂

∂θ
β̇

}
S + i

{
∂

∂θα
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S+

+ i

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S − i2

{
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.28)

=

=0 + i
∂

∂θα

{
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

}
+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

(
∂S

∂θα

)
+

+ i (σµ)αγ̇ θ
γ̇
∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+ i

∂

∂θ
β̇

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]
+

+ (σµ)αγ̇ θ
γ̇
∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
(σµ)αγ̇ θ

γ̇
∂µS

]
=

=i (σν)γβ̇

[
∂θγ

∂θα
∂νS − θγ

∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)]
+ iθγ (σν)γβ̇

∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
+

+ i (σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+ i (σµ)αγ̇

[
∂θ

γ̇

∂θ
β̇
∂µS − θ

γ̇ ∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂xµ

)]
+

+ (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ
γ̇
θγ∂µ∂νS + (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇ θ

γθ
γ̇
∂ν∂µS =

=i (σν)γβ̇ δ
γ
α∂νS −���

���
���

iθγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θα∂xν
+
���

���
���

iθγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θα∂xν
+

+
��

���
���

��
i (σµ)αγ̇ θ

γ̇ ∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+ i (σµ)αγ̇ δ
γ̇

β̇
∂µS −

��
���

���
��

i (σµ)αγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+
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+ (σµ)αγ̇ (σν)γβ̇

{
θγ , θ

γ̇
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

S =

=i (σν)αβ̇ ∂νS + i (σµ)αβ̇ ∂µS = 2i (σµ)αβ̇ ∂µS

΄Αρα

{
Dα, Dβ̇

}
S = 2i (σµ)αβ̇ ∂µS για κάθε υπερπεδίο S, οπότε ισχύει η (5.4.10). Επιπλέον,

έχουμε:

{Dα, Dβ}S =

{
∂

∂θα
− i (σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ,

∂

∂θβ
− i (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S =

=

{
∂

∂θα
,
∂

∂θβ

}
S − i

{
∂

∂θα
, (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

}
S−

− i
{

(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ,

∂

∂θβ

}
S + i2

{
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µ, (σ

ν)βγ̇ θ
γ̇
∂ν

}
S
(5.2.27)

=

=0− i
{

∂

∂θα

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
+ (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

(
∂S

∂θα

)}
−

− i
{

(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ

(
∂S

∂θβ

)
+

∂

∂θβ

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]}
−

− (σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ

[
(σν)βγ̇ θ

γ̇
∂νS

]
− (σν)βγ̇ θ

γ̇
∂ν

[
(σµ)αβ̇ θ

β̇
∂µS

]
=

=− i (σν)βγ̇

���
��>

0

∂θ
γ̇

∂θα
∂νS − θ

γ̇ ∂

∂θα

(
∂S

∂xν

)− i (σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂

∂xν

(
∂S

∂θα

)
−

− i (σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂

∂xµ

(
∂S

∂θβ

)
− i (σµ)αβ̇

���
�7

0

∂θ
β̇

∂θβ
∂µS − θ

β̇ ∂

∂θβ

(
∂S

∂xµ

)−
− (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇θ

β̇
θ
γ̇
∂µ∂νS − (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇ θ

γ̇
θ
β̇
∂ν∂µS =

=
���

���
���

i (σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂θα∂xν
−
���

���
���

i (σν)βγ̇ θ
γ̇ ∂2S

∂θα∂xν
−

−
���

���
���

�

i (σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂xµ∂θβ
+
���

���
���

�

i (σµ)αβ̇ θ
β̇ ∂2S

∂xµ∂θβ
−

− (σµ)αβ̇ (σν)βγ̇

{
θ
β̇
, θ
γ̇
}

︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0

{
Dα̇, Dβ̇

}
S =

{
− ∂

∂θα̇
+ iθβ (σµ)βα̇ ∂µ,−

∂

∂θ
β̇

+ iθγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S =

=

{
∂

∂θ
α̇
,
∂

∂θ
β̇

}
S − i

{
∂

∂θ
α̇
, θγ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S−

− i

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ,

∂

∂θ
β̇

}
S + i2

{
θβ (σµ)βα̇ ∂µ, θ

γ (σν)γβ̇ ∂ν

}
S
(5.2.29)

=

=0− i
{

∂

∂θ
α̇

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
+ θγ (σν)γβ̇ ∂ν

(
∂S

∂θ
α̇

)}
−
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− i

{
θβ(σµ)βα̇∂µ

(
∂S

∂θ
β̇

)
+

∂

∂θ
β̇

[θβ(σµ)βα̇∂µS]

}
−

− θβ (σµ)βα̇ ∂µ

[
θγ (σν)γβ̇ ∂νS

]
− θγ (σν)γβ̇ ∂ν

[
θβ (σµ)βα̇ ∂µS

]
=

=− i (σν)γβ̇


�
�
�
��>

0
∂θγ

∂θ
α̇
∂νS − θγ

∂

∂θ
α̇

(
∂S

∂xν

)− iθγ (σν)γβ̇
∂

∂xν

(
∂S

∂θ
α̇

)
−

− iθβ (σµ)βα̇
∂

∂xµ

(
∂S

∂θ
β̇

)
− i (σµ)βα̇


�
�
�
��>

0
∂θβ

∂θ
β̇
∂µS − θβ

∂

∂θ
β̇

(
∂S

∂xµ

)−
− (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ

βθγ∂µ∂νS − (σµ)βα̇ (σν)γβ̇ θ
γθβ∂ν∂µS =

=
���

���
���

iθγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θ
α̇
∂xν
−
���

���
���

iθγ (σν)γβ̇
∂2S

∂θ
α̇
∂xν
−

−
���

���
���

�
iθβ (σµ)βα̇

∂2S

∂xµ∂θ
β̇

+
���

���
���

�
iθβ (σµ)βα̇

∂2S

∂xµ∂θ
β̇
−

− (σµ)βα̇ (σν)γβ̇

{
θβ, θγ

}
︸ ︷︷ ︸

=

0

∂µ∂νS = 0

Συνεπώς, {Dα, Dβ}S =
{
Dα̇, Dβ̇

}
S = 0 για κάθε υπερπεδίο S, άρα ισχύουν οι σχέσεις (5.4.11).

Τέλος, ένα ακόμη χρήσιμο αποτέλεσμα είναι το ακόλουθο:

DαDβDγS = 0 και Dα̇Dβ̇Dγ̇S = 0 (5.4.12)

για κάθε υπερπεδίο S, α, β, γ = 1, 2, α̇, β̇, γ̇ = 1̇, 2̇. Η ισχύς των τελευταίων σχέσεων είναι
απόρροια των σχέσεων αντιμετάθεσης (5.4.11) και του γεγονότος ότι καθένας εκ των σπινοριακών

δεικτών α, β, γ, α̇, β̇, γ̇ μπορεί να πάρει μόνο δύο τιμές.

5.5 Chiral υπερπεδία

΄Ενα υπερπεδίο Φ(x, θ, θ), το οποίο ικανοποιεί τη συνθήκη

Dα̇Φ = 0 (5.5.1)

καλείται chiral υπερπεδίο. Το μιγαδικό συζυγές ενός chiral υπερπεδίου Φ, Φ∗, ικανοποιεί τη συν-
θήκη

DαΦ∗ = 0 (5.5.2)

όπως μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε παίρνοντας το μιγαδικό συζυγές της (5.5.1) και χρησι-

μοποιώντας την (5.4.5), και ονομάζεται anti-chiral υπερπεδίο. Οι περιορισμοί (5.5.1) και (5.5.2)
είναι αναλλοίωτοι κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, διότι οι σπινοριακές συναλλοίω-

τες παράγωγοι Dα και Dα̇ μετατίθενται με τους εν λόγω μετασχηματισμούς. Πράγματι, εάν Φ είναι
ένα chiral υπερπεδίο (οπότε το Φ∗ είναι ένα anti-chiral υπερπεδίο), για τα υπερπεδία Φ′ = Φ + δξΦ
και Φ′∗ = Φ∗ + δξΦ

∗
- όπου δξΦ και δξΦ

∗
είναι οι μεταβολές των Φ και Φ∗ αντίστοιχα κάτω από

έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό παραμετροποιούμενο από μεταβλητές Grassmann
ξα και ξα̇ - ισχύει

Dα̇Φ′ =Dα̇ (Φ + δξΦ) = Dα̇Φ +Dα̇ (δξΦ)
(5.4.9)

=

=Dα̇Φ + δξ
(
Dα̇Φ

) (5.5.1)
= Dα̇Φ + δξ0 = Dα̇Φ = 0
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DαΦ′∗ =Dα (Φ∗ + δξΦ
∗) = DαΦ∗ +Dα (δξΦ

∗)
(5.4.9)

=

=DαΦ∗ + δξ (DαΦ∗)
(5.5.2)

= DαΦ∗ + δξ0 = DαΦ = 0

που σημαίνει ότι και τα υπερπεδία Φ′ και Φ′∗ είναι chiral και anti-chiral αντίστοιχα.
Για να βρούμε τη γενική έκφραση για ένα chiral υπερπεδίο με βάση τον περιορισμό (5.5.1), είναι

βολικό να εισάγουμε νέες μποζονικές συντεταγμένες yµ (µ = 0, 1, 2, 3) στο N = 1 υπερχώρο, που
ορίζονται από τη σχέση:

yµ ≡ xµ + iθσµθ = xµ − iθσµθ (5.5.3)

και να εργαστούμε στις υπερσυντεταγμένες
(
yµ, θα, θα̇

)
. Εάν S(x, θ, θ) είναι ένα τυχαίο (Lorentz

αναλλοίωτο) υπερπεδίο, ορίζουμε:

S(x, θ, θ)
(5.5.3)

= S
(
y − iθσθ, θ, θ

)
≡ S̃

(
y, θ, θ

)
(5.5.4)

Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας, παίρνουμε:

DαS =

[
∂

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇
∂µ

]
S =

∂S

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂S

∂xµ
=

=
∂S̃

∂yµ
∂yµ

∂θα
+
∂S̃

∂θα
− i(σµ)αβ̇

∂S̃

∂yν
∂yν

∂xµ
(5.5.3)

=

=
∂S̃

∂yµ
∂

∂θα
(
xµ − iθσµθ

)
+
∂S̃

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂S̃

∂yν
∂

∂xµ
(
xν − iθσνθ

)
=

=− i ∂S̃
∂yµ

∂

∂θα
(
θσµθ

)
+
∂S̃

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂S̃

∂yν
∂xν

∂xµ
(5.2.19)

=

=− i ∂S̃
∂yµ

(
σµθ

)
α

+
∂S̃

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂S̃

∂yν
δνµ =

=− i(σµ)αβ̇θ
β̇ ∂S̃

∂yµ
+
∂S̃

∂θα
− i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂S̃

∂yµ
⇒

⇒ DαS =

[
∂

∂θα
− 2i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂

∂yµ

]
S̃ ≡ D̃αS̃ (5.5.5)

DαS =

[
− ∂

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α∂µ

]
S = − ∂S

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S

∂xµ
=

=−

(
∂S̃

∂yµ
∂yµ

∂θα
+
∂S̃

∂θα

)
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yν
∂yν

∂xµ
=

=− ∂S̃

∂yµ
∂

∂θα

[
xµ − iθβ(σµ)βγ̇θ

γ̇
]
− ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yν
δνµ

=i
∂S̃

∂yµ
∂θβ

∂θα
(σµ)βγ̇θ

γ̇ − ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yµ
(5.2.7)

=

=i
∂S̃

∂yµ

(
−εαβ

)
(σµ)βγ̇θ

γ̇ − ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yµ
=

=− iεαβεβδεγ̇ζ̇(σ
µ)ζ̇δθ

γ̇ ∂S̃

∂yµ
− ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yµ
=

=− iδαδ
(
−εζ̇γ̇

)
θ
γ̇
(σµ)ζ̇δ

∂S̃

∂yµ
− ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yµ
=

=iθζ̇(σ
µ)ζ̇α

∂S̃

∂yµ
− ∂S̃

∂θα
+ iθβ̇(σµ)β̇α

∂S̃

∂yµ
⇒
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⇒ DαS =

[
− ∂

∂θα
+ 2iθβ̇(σµ)β̇α

∂

∂yµ

]
S̃ ≡ D̃αS̃ (5.5.6)

Dα̇S =

[
− ∂

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇∂µ

]
S = − ∂S

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇
∂S

∂xµ
=

=−

(
∂S̃

∂yµ
∂yµ

∂θ
α̇

+
∂S̃

∂θ
α̇

)
+ iθβ(σµ)βα̇

∂S̃

∂yν
∂yν

∂xµ
=

=− ∂S̃

∂yµ
∂

∂θ
α̇

(
xµ + iθβ̇(σµ)β̇γθγ

)
− ∂S̃

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇
∂S̃

∂yν
δνµ =

=− i ∂S̃
∂yµ

∂θβ̇

∂θ
α̇

(σµ)β̇γθγ −
∂S̃

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇
∂S̃

∂yµ
(5.2.10)

=

=− i ∂S̃
∂yµ

(
−εα̇β̇

)
εβ̇δ̇εγζ(σµ)ζδ̇θγ −

∂S̃

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇
∂S̃

∂yµ
=

=i
∂S̃

∂yµ
δδ̇α̇

(
−εζγ

)
θγ(σµ)ζδ̇ −

∂S̃

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇
∂S̃

∂yµ
=

=−
��

�
��

��

iθζ(σµ)ζα̇
∂S̃

∂yµ
− ∂S̃

∂θ
α̇

+
��

��
�
��

iθβ(σµ)βα̇
∂S̃

∂yµ
⇒

⇒ Dα̇S =− ∂S̃

∂θ
α̇
≡ D̃α̇S̃ (5.5.7)

D
α̇
S =

[
∂

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ∂µ

]
S =

∂S

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ

∂S

∂xµ
=

=
∂S̃

∂yµ
∂yµ

∂θα̇
+
∂S̃

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ

∂S̃

∂yν
∂yν

∂xµ
=

=
∂S̃

∂yµ
∂

∂θα̇

(
xµ + iθσµθ

)
+
∂S̃

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ

∂S̃

∂yν
δνµ =

=i
∂S̃

∂yµ
∂

∂θα̇
(θσµθ) +

∂S̃

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ

∂S̃

∂yµ
(5.2.21)

=

=i
∂S̃

∂yµ
(σµθ)α̇ +

∂S̃

∂θα̇
− i(σµ)α̇βθβ

∂S̃

∂yµ
=

=
�
��

�
��
�

i(σµ)α̇βθβ
∂S̃

∂yµ
+
∂S̃

∂θα̇
−
�
��

�
��
�

i(σµ)α̇βθβ
∂S̃

∂yµ
⇒

⇒ D
α̇
S =

∂S̃

∂θα̇
≡ D̃

α̇
S̃ (5.5.8)

΄Ετσι, στις συντεταγμένες
(
yµ, θα, θα̇

)
οι συναλλοίωτες παράγωγοιDα, D

α, Dα̇, D
α̇
αναπαριστώνται

από τους διαφορικούς τελεστές D̃α = ∂
∂θα − 2i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂
∂yµ , D̃

α = − ∂
∂θα

+ 2iθβ̇(σµ)β̇α ∂
∂yµ ,

D̃α̇ = − ∂

∂θ
α̇ , D̃

α̇
= ∂

∂θα̇
αντίστοιχα. Επομένως, ο περιορισμός (5.5.1) συνεπάγεται ότι για ένα

chiral υπερπεδίο Φ(x, θ, θ), η αντίστοιχη συνάρτηση των (y, θ, θ), Φ̃(y, θ, θ)(= Φ(y − iθσθ, θ, θ)),
ικανοποιεί τη συνθήκη

D̃α̇Φ̃ = − ∂Φ̃

∂θ
α̇

= 0, (5.5.9)

που σημαίνει ότι το Φ̃ δεν εξαρτάται ρητά από το θ, και άρα είναι συνάρτηση μόνο των y και θ, η
οποία μπορεί να αναπτυχθεί σε δυνάμεις του θ και να γραφεί ως:

Φ̃ = Φ̃(y, θ) =φ(y) +
√

2θαψα(y) + (θθ)F (y) =
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=φ(y) +
√

2θψ(y) + (θθ)F (y), (5.5.10)

όπου φ και F είναι δύο μιγαδικά βαθμωτά πεδία και ψ είναι ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο
Weyl, ενώ η ύπαρξη του παράγοντα

√
2 δεν είναι παρά μία σύμβαση. Με δεδομένη την (5.5.10),

μπορούμε να προσδιορίσουμε τη μορφή ενός chiral υπερπεδίου Φ ως συνάρτηση των αρχικών υπερ-
συντεταγμένων,

(
xµ, θα, θα̇

)
, αναπτύσσοντας κατά Taylor τα πεδία συνιστώσες φ(y), ψ(y), F (y)

(όπου yµ = xµ + iθσµθ) γύρω από το x και λαμβάνοντας υπόψη ότι όροι με περισσότερα από δύο
θ ή/και περισσότερα από δύο θ είναι μηδενικοί λόγω των σχέσεων αντιμετάθεσης (5.1.1). ΄Εχουμε

Φ(x, θ, θ) = Φ̃(y, θ) = Φ̃(x+ iθσθ, θ) =φ(x+ iθσθ) +
√

2θαψα(x+ iθσθ) + (θθ)F (x+ iθσθ) =

=φ(x) + i
(
θσµθ

)
∂µφ(x) +

1

2!
i2
(
θσµθ

) (
θσνθ

)
∂µ∂νφ(x)+

+
√

2θα
[
ψα(x) + i

(
θσµθ

)
∂µψα(x)

]
+ (θθ)F (x) =

=φ(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)− 1

2

(
−θσµθ

) (
−θσνθ

)
∂µ∂νφ(x)+

+
√

2θψ(x) + i
√

2 (θ∂µψ(x))
(
−θσµθ

)
+ (θθ)F (x) =

=φ(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)− 1

2

(
θσµθ

) (
θσνθ

)
∂µ∂νφ(x)+

+
√

2θψ(x)− i
√

2 (θ∂µψ(x))
(
θσµθ

)
+ (θθ)F (x)

(2.5.32),(2.5.35)
=

=φ(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)− 1

2

[
1

2
ηµν (θθ)

(
θ θ
)]
∂µ∂νφ(x)+

+
√

2θψ(x) + i

√
2

2
(θθ)

[
(∂µψ(x))σµθ

]
+ (θθ)F (x) =

=φ(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ(x)+

+
√

2θψ(x)− i√
2

(θθ) θσµ∂µψ(x) + (θθ)F (x)⇒

⇒ Φ(x, θ, θ) =φ(x) +
√

2θψ(x) + (θθ)F (x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)−

− i√
2

(θθ) θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ(x) (5.5.11)

και

Φ∗(x, θ, θ) =φ∗(x) +
√

2 (θψ(x))∗ + (θθ)∗ F ∗(x) + i
(
θσµθ

)∗
∂µφ

∗(x)+

+
i√
2

(θθ)∗
(
θσµ∂µψ(x)

)∗ − 1

4
(θθ)∗

(
θ θ
)∗
∂µ∂

µφ∗(x) =

=φ∗(x) +
√

2θ ψ(x) +
(
θ θ
)
F ∗(x) + i

(
θσµθ

)
∂µφ

∗(x)+

+
i√
2

(
θ θ
) [(

∂µψ(x)
)
σµθ

]
− 1

4

(
θ θ
)

(θθ) ∂µ∂
µφ∗(x)⇒

⇒ Φ∗(x, θ, θ) =φ∗(x) +
√

2θ ψ(x) +
(
θ θ
)
F ∗(x) + i

(
θσµθ

)
∂µφ

∗(x)−

− i√
2

(
θ θ
)
θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ∗(x) (5.5.12)

Είναι σαφές ότι ένα chiral υπερπεδίο Φ έχει μόνο τρία ανεξάρτητα πεδία-συνιστώσεις, δύο μιγα-
δικά βαθμωτά πεδία φ και F και ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίοWeyl ψ. Εάν αποδώσουμε σε
ένα τέτοιο υπερπεδίο διάσταση μάζας ίση με 1, τότε από την (5.5.11) (ή την (5.5.10)), σε συνδυασμό

με το γεγονός ότι οι φερμιονικές συντεταγμένες θα και θα̇ έχουν διάσταση μάζας −1
2 , έπεται ότι

το φ έχει διάσταση μάζας 1, το ψ έχει διάσταση μάζας 3
2 και το F έχει διάσταση μάζας 2. ΄Ετσι, τα

πεδία-συνιστώσες φ, ψ και F αποτελούν μία άμαζη off-shell chiral supermultiplet, με το μιγαδικό
βαθμωτό πεδίο F να αποτελεί ένα βοηθητικό πεδίο.
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Για να προσδιορίσουμε τους κανόνες μετασχηματισμού των πεδίων-συνιστωσών ενός chiral υπερ-
πεδίου Φ κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό, δεν έχουμε παρά να χρησιμο-
ποιήσουμε τους αντίστοιχους κανόνες για το γενικό υπερπεδίο S της (5.3.13), δηλαδή τις εξισώσεις
(5.3.51)-(5.3.59), όπου πρέπει να θέσουμε:

f(x) = φ(x), φα(x) =
√

2ψα(x), χα̇(x) = 0 (5.5.13)

m(x) = F (x), n(x) = 0, Vµ(x) = −i∂µφ(x) (5.5.14)

ρα̇(x) = − i√
2

(σµ)α̇β∂µψβ(x), ψα(x) = 0, d(x) = −1

4
∂µ∂

µφ(x) (5.5.15)

όπως προκύπτει από σύγκριση της έκφρασης για ένα γενικό Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο (σχέση
(5.3.13)) με την έκφραση για ένα γενικό Lorentz αναλλοίωτο chiral υπερπεδίο (σχέση (5.5.11)).
Αντικαθιστώντας τις (5.5.13)-(5.5.15) στις σχέσεις (5.3.51), (5.3.52) και (5.3.54), λαμβάνουμε α-

ντίστοιχα:

δξφ(x) = ξα
(√

2ξψα(x)
)

=
√

2ξψ(x) (5.5.16)

δξ

(√
2ψα(x)

)
=2ξαF (x) +

(
σµξ

)
α

(−i∂µφ(x)− i∂µφ(x))⇒

⇒
√

2δξψα(x) =2ξαF (x)− 2i
(
σµξ

)
α
∂µφ(x)⇒

⇒ δξψα(x) =− i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφ(x) +

√
2ξαF (x) (5.5.17)

δξF (x) =ξα̇

[
− i√

2
(σµ)α̇β∂µψβ(x)

]
− i

2
ξα̇(σµ)α̇β∂µ

(√
2ψβ(x)

)
=

=− i√
2
ξσµ∂µψ(x)− i√

2
ξσµ∂µψ(x)⇒

⇒ δξF (x) =− i
√

2ξσµ∂µψ(x) (5.5.18)

Οι σχέσεις (5.5.16), (5.5.17), (5.5.18) μας δίνουν τις μεταβολές των πεδίων - συνιστωσών φ(x), ψ(x), F (x)
αντίστοιχα ενός γενικού chiral υπερπεδίου Φ (εξίσωση (5.5.11)) κάτω από έναν απειροστό υπερ-
συμμετρικό μετασχηματισμό που παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇, ενώ
συμφωνούν με τις (4.1.66), (4.1.67), (4.1.68) αντίστοιχα, τις οποίες εξήγαμε χωρίς τη χρήση του

φορμαλισμού του υπερχώρου και των υπερπεδίων.

Ακόμη, αξίζει να επισημάνουμε ότι για οποιοδήποτε υπερπεδίο S, τα υπερπεδία

Φ = DDS ≡ Dα̇D
α̇
S, Φ∗ = DDS∗ ≡ DαDαS

∗
(5.5.19)

είναι chiral και anti-chiral αντίστοιχα. Αυτό είναι άμεση συνέπεια των σχέσεων (5.4.12). Η παρα-
τήρηση αυτή μας παρέχει ουσιαστικά έναν τρόπο κατασκευής chiral υπερπεδίων. Επίσης, ισχύει και
το αντίστροφο· για κάθε chiral υπερπεδίο Φ, μπορεί κανείς να βρει ένα υπερπεδίο S, τέτοιο ώστε
να ισχύει η (5.5.19).

Επιπλέον, για n chiral υπερπεδία Φ1,Φ2, . . . ,Φn (όπου n θετικός ακέραιος), το άθροισμα τους,
n∑
i=1

Φi, είναι επίσης ένα chiral υπερπεδίο, αφού λόγω της γραμμικότητας των διαφορικών τελεστών

Dα̇, ισχύει:

Dα̇

(
n∑
i=1

Φi

)
=

n∑
i=1

Dα̇Φi = 0

για κάθε α̇ = 1̇, 2̇, δεδομένοιυ ότι Dα̇Φi = 0 για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Επίσης, για δύο chiral
υπερπεδία Φ1,Φ2, το γινόμενό τους, Φ1,Φ2, είναι και αυτό ένα chiral υπερπεδίο, καθώς

Dα̇ (Φ1Φ2) =

[
− ∂

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇∂µ

]
(Φ1Φ2) = − ∂

∂θ
α̇

(Φ1Φ2) + iθβ(σµ)βα̇∂µ (Φ1Φ2) =
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=−
(
∂Φ1

∂θ
α̇

Φ2 + Φ1
∂Φ2

∂θ
α̇

)
+ iθβ(σµ)βα̇ [(∂µΦ1) Φ2 + Φ1∂µΦ2] =

=

[
−∂Φ1

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇∂µΦ1

]
Φ2 + Φ1

[
−∂Φ2

∂θ
α̇

+ iθβ(σµ)βα̇∂µΦ2

]
=

=
(
Dα̇Φ1

)︸ ︷︷ ︸
=

0

Φ2 + Φ1Dα̇Φ2︸ ︷︷ ︸

=

0

= 0

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το γνωστό κανόνα παραγώγισης του γινομένου δύο συναρτήσεων.

Κατ΄ επέκταση, το γινόμενο ενός αυθαίρετου αριθμού chiral υπερπεδίων είναι ένα chiral υπερπεδίο.
Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οποιαδήποτε συνάρτηση n chiral υπερπεδίων
Φi, W (Φi), η οποία δεν εξαρτάται από κανένα από τα anti-chiral υπερπεδία Φ∗i - με άλλα λόγια,
οποιαδήποτε ολόμορφη συνάρτηση n chiral υπερπεδίων Φi, τα οποία μεταχειριζόμαστε ως μιγαδικές

μεταβλητές - είναι πάλι ένα chiral υπερπεδίο.

5.6 Διανυσματικά υπερπεδία

΄Ενα διανυσματικό υπερπεδίο V (x, θ, θ) ικανοποιεί τη συνθήκη

V = V ∗, (5.6.1)

Εάν ταυτοποιήσουμε το V με το γενικό υπερπεδίο S της σχέσης (5.3.13), ο περιορισμός (5.6.1), ο
οποίος διατηρείται κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς. συνεπάγεται ότι:

f(x) + θφ(x) + θχ(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θρ(x) +

(
θ θ
)
θψ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x) =

=f∗(x) + (θφ(x))∗ +
(
θχ(x)

)∗
+ (θθ)∗m∗(x) +

(
θ θ
)∗
n∗(x)+

+
(
θσµθ

)∗
V ∗µ (x) + (θθ)∗

(
θρ(x)

)∗
+
(
θ θ
)∗

(θψ(x))∗ + (θθ)∗
(
θ θ
)∗
d∗(x) =

=f∗(x) + θ φ(x) + θχ(x) +
(
θ θ
)
m∗(x) + (θθ)n∗(x)+

+
(
θσµθ

)
V ∗µ (x) +

(
θ θ
)
θρ(x) + (θθ) θ ψ(x) +

(
θ θ
)

(θθ) d∗(x)

άρα

f(x) = f∗(x), φ(x) = χ(x), m(x) = n∗(x), (5.6.2)

Vµ(x) = V ∗µ (x), ρ(x) = ψ(x), d(x) = d∗(x) (5.6.3)

Επομένως, η γενική έκφραση για ένα διανυσματικό υπερπεδίο είναι:

V (x, θ, θ) =f(x) + θφ(x) + θ φ(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
m∗(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θρ(x) +

(
θ θ
)
θρ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x) (5.6.4)

όπου τα f(x) και d(x) είναι πραγματικά βαθμωτά πεδία, m(x) είναι ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο,
Vµ(x) είναι ένα πραγματικό διανυσματικό πεδίο, τα φ(x) και ρ(x) είναι αριστερόστροφα σπινοριακά
πεδία Weyl (ενώ τα φ(x) και ρ(x) είναι δεξιόστροφα σπινοριακά πεδία Weyl με φα̇ = (φα)∗ και
ρα̇ = (ρα)∗).
Είναι βολικό να ξαναγράψουμε το γενικό διανυσματικό υπερπεδίο V της σχέσης (5.6.4) κάνοντας

στη σχέση αυτή τις ακόλουθες αντικαταστάσεις:

f(x) = C(x), φα(x) = iχα(x) (5.6.5)

οπότε

φ
α̇
(x) = (φα(x))∗ =

(
εαβφβ(x)

)∗
=
(
iεαβχβ(x)

)∗
=
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=− i
(
εαβ
)∗

(χβ(x))∗ = −iεα̇β̇χβ̇(x) = −iχα̇(x) (5.6.6)

m(x) =
i

2
(M(x) + iN(x)) , ρα(x) = λα(x)− 1

2
(σµ)αβ̇∂µχ

β̇(x), (5.6.7)

άρα

ρα̇(x) =εα̇β̇ρβ̇(x) = εα̇β̇ (ρβ(x))∗ = εα̇β̇
[
λβ(x)− 1

2
(σµ)βγ̇∂µχ

γ̇(x)

]∗
=

=εα̇β̇
[
(λβ(x))∗ − 1

2

(
(σµ)βγ̇

)∗ (
∂µχ

γ̇(x)
)∗]

=

=εα̇β̇λβ̇(x)− 1

2
εα̇β̇(σµ)γβ̇∂µχ

γ(x) =

=λ
α̇
(x)− 1

2
εα̇β̇εβ̇δ̇εγζ(σ

µ)δ̇ζ∂µχ
γ(x) =

=λ
α̇
(x)− 1

2
δα̇
δ̇

(σµ)δ̇ζ∂µ (−εζγχγ(x)) =

=λ
α̇
(x) +

1

2
(σµ)α̇ζ∂µχζ(x)⇒

⇒ ρα̇(x) =λ
α̇
(x) +

1

2
(σµ)α̇β∂µχβ(x) (5.6.8)

και

Vµ(x) = Aµ(x), d(x) =
1

2
D(x)− 1

4
∂µ∂

µC(x) (5.6.9)

όπου τα C(x),M(x), N(x) και D(x) είναι πραγματικά βαθμωτά πεδία, Aµ(x) είναι ένα πραγματικό
διανυσματικό πεδίο, ενώ τα χ(x) και λ(x) είναι αριστερόστροφα σπινοριακά πεδία Weyl. Αντι-
καθιστώντας τις (5.6.5)-(5.6.9) στην (5.6.4), λαμβάνουμε την ακόλουθη έκφραση για ένα γενικό

διανυσματικό υπερπεδίο:

V (x, θ, θ) =C(x) + θα (iχα(x)) + θα̇
(
−iχα̇(x)

)
+
i

2
(θθ) (M(x) + iN(x))−

− i

2

(
θ θ
)

(M(x)− iN(x)) +
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ) θα̇

[
λ
α̇
(x) +

+
1

2
(σµ)α̇βχβ(x)

]
+
(
θ θ
)
θα
[
λα(x)− 1

2
(σµ)αβ̇∂µχ

β(x)

]
+

+ (θθ)
(
θ θ
)(1

2
D(x)− 1

4
∂µ∂

µC(x)

)
=

=C(x) + iθχ(x)− iθχ(x) +
i

2
(θθ) (M(x) + iN(x))−

− i

2

(
θ θ
)

(M(x)− iN(x)) +
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ) θ

(
λ(x) +

+
1

2
σµ∂µχ(x)

)
+
(
θ θ
)
θ

(
λ(x)− 1

2
σµ∂µχ(x)

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
)(

D(x)− 1

2
∂µ∂

µC(x)

)
(5.6.10)

Θα προσδιορίσουμε τώρα τους κανόνες μετασχηματισμού των πεδίων-συνιστωσών C,χ,M,N,Aµ, λ
και D του γενικού διανυσματικού υπερπεδίου V της σχέσης (5.6.10) κάτω από έναν απειροστό
υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που παραμετροποιείται από μεταβλητές Grassmann ξα και ξα̇. Για
να το κάνουμε αυτό, θα χρησιμοποιήσουμε τους αντίστοιχους κανόνες μετασχηματισμού για το

γενικό υπερπεδίο S της (5.3.13) (εξισώσεις (5.3.51)-(5.3.59)), όπου θα θέσουμε

f(x)→ C(x), φα(x)→ iχα(x), χα̇(x)→ −iχα̇(x) (5.6.11)
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m(x)→ i

2
(M(x) + iN(x)) , n(x)→ − i

2
(M(x)− iN(x)) , Vµ(x)→ Aµ(x) (5.6.12)

ρα̇(x)→ λ
α̇
(x) +

1

2
(σµ)α̇β∂µχβ(x), ψα(x)→ λα(x)− 1

2
(σµ)αβ̇∂µχ

β̇(x) (5.6.13)

d(x)→ 1

2
D(x)− 1

4
∂µ∂

µC(x) (5.6.14)

Κάνοντας τις παραπάνω αντικαταστάσεις στις σχέσεις (5.3.51), (5.3.52), (5.3.54), (5.3.55), (5.3.56),

(5.3.57) και (5.3.59), λαμβάνουμε αντίστοιχα:

δξC(x) = ξα (iχα(x)) + ξα̇
(
−iχα̇(x)

)
= i
(
ξχ(x)− ξχ(x)

)
(5.6.15)

δξ (iχα(x)) =iδξχα(x) = 2ξα

[
i

2
(M(x) + iN(x))

]
+
(
σµξ

)
α

(Aµ(x)− i∂µC(x))⇒

⇒ δξχα(x) =ξα (M(x) + iN(x))− i
(
σµξ

)
α

(Aµ(x)− i∂µC(x)) (5.6.16)

δξ

[
i

2
(M(x) + iN(x))

]
=ξα̇

[
λ
α̇
(x) +

1

2
(σµ)α̇β∂µχβ(x)

]
− i

2
ξα̇(σµ)α̇β∂µ (iχβ(x))⇒

⇒ i

2
δξM(x)− 1

2
δξN(x) =ξλ(x) +

1

2
ξσµ∂µχ(x)− i2

2
ξσµ∂µχ(x) = ξλ(x) + ξσµ∂µχ(x) (?)

δξ

[
− i

2
(M(x)− iN(x))

]
=ξα

[
λα(x)− 1

2
(σµ)αβ̇∂µχ

β̇(x)

]
− i

2
ξα(σµ)αβ̇∂µ

(
−iχβ̇(x)

)
⇒

⇒ − i
2
δξM(x)− 1

2
δξN(x) =ξλ(x)− 1

2
σµ∂µχ(x) +

i2

2
ξσµ∂µχ(x) = ξλ(x)− ξσµ∂µχ(x) (??)

Αφαιρώντας την (??) από την (?), λαμβάνουμε:

iδξM(x) =ξλ(x) + ξσµ∂µχ(x)− ξλ(x) + ξσµ∂µχ(x) =

=−
(
ξλ(x)− ξλ(x)

)
+ ξσµ∂µχ(x) + ξσµ∂µχ(x)⇒

⇒ δξM(x) =i
(
ξλ(x)− ξλ(x)

)
− i
(
ξσµ∂µχ(x) + ξσµ∂µχ(x)

)
(5.6.17)

Με πρόσθεση κατά μέλη των (?) και (??), παίρνουμε:

−δξN(x) =ξλ(x) + ξσµ∂µχ(x) + ξλ(x)− ξσµ∂µχ(x)⇒
⇒ δξN(x) =−

(
ξλ(x) + ξλ(x)

)
+
(
ξσµ∂µχ(x)− ξσµ∂µχ(x)

)
(5.6.18)

Επίσης, έχουμε:

δξA
µ(x) =ξα(σµ)αβ̇

[
λ
β̇
(x) +

1

2
(σν)β̇γ∂νχγ(x)

]
− ξα̇(σµ)α̇β

[
λβ(x)− 1

2
(σν)βγ̇∂νχ

γ̇(x)

]
−

− i

2
ξα(σν)αβ̇(σµ)β̇γ∂ν (iχγ(x)) +

i

2
ξα̇(σν)α̇β(σµ)βγ̇∂ν

(
−iχγ̇(x)

)
=

=ξσµλ(x) +
1

2
ξσµσν∂νχ(x)− ξσµλ(x) +

1

2
ξσµσν∂νχ(x) +

1

2
ξσνσµ∂νχ(x) +

1

2
ξσνσµ∂νχ(x) =

=ξσµλ(x)− ξσµλ(x) +
1

2
ξα (σµσν + σνσµ) β

α ∂νχβ(x) +
1

2
ξα̇ (σµσν + σνσµ)α̇

β̇
∂νχ

β̇(x) =

=ξσµλ(x)− ξσµλ(x) +
1

2
ξα
(

2ηµνδβα

)
∂νχβ(x) +

1

2
ξα̇

(
2ηµνδα̇

β̇

)
∂νχ

β̇(x) =

=ξσµλ(x)− ξσµλ(x) + ξα∂µχα(x) + ξα̇∂
µχα̇(x)⇒

⇒ δξA
µ(x) =ξσµλ(x)− ξσµλ(x) + ξ∂µχ(x) + ξ∂µχ(x) (5.6.19)

131



δξ

[
λα(x)− 1

2
(σµ)αβ̇∂µχ

β̇(x)

]
=2ξα

{
1

2

[
D(x)− 1

2
∂µ∂

µC(x)

]}
−

− i
(
σµξ

)
α
∂µ

[
− i

2
(M(x)− iN(x))

]
+

+
i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x)⇒

⇒ δξλα(x) =
1

2
(σµ)αβ̇∂µ

(
δξχ

β̇(x)
)

+ ξα

(
D(x)− 1

2
∂µ∂

µC(x)

)
+

+
i2

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=
1

2
(σµ)αβ̇ε

β̇γ̇∂µ
(
δξχγ̇(x)

)
+ ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)−

− 1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=
1

2
εβ̇γ̇(σµ)αβ̇∂µ (δξχγ(x))∗ + ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)−

− 1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x)

(5.6.16)

=

=
1

2
εβ̇γ̇(σµ)αβ̇∂µ

{[
ξγ (M(x) + iN(x))− i(σν)γδ̇ξ

δ̇
(Aν(x)− i∂νC(x))

]∗}
+

+ ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)− 1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x)

(2.5.17)

=

=
1

2
(σµ)αβ̇ε

β̇γ̇ξγ̇∂µ (M(x)− iN(x)) +
i

2
εβ̇γ̇(σµ)αβ̇(σν)δγ̇ξ

δ∂µ (Aν(x) + i∂νC(x)) +

+ ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)− 1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=
1

2
(σµ)αβ̇ξ

β̇
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
εβ̇γ̇(σµ)αβ̇εδβεγ̇δ̇(σ

ν)δ̇βξδ∂µ (Aν(x) + i∂νC(x)) +

+ ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)− 1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=
(((

((((
(((

((((1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
δβ̇
δ̇

(σµ)αβ̇(σν)δ̇β (−εβδ) ξδ∂µ (Aν(x) + i∂νC(x)) +

+ ξαD(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x)−
((((

(((
((((

(((1

2

(
σµξ

)
α
∂µ (M(x)− iN(x)) +

i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=− i

2
(σµ)αβ̇(σν)β̇βξβ (∂µAν(x) + i∂µ∂νC(x)) + ξαD(x)−

− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x) +
i

2
(σνσµξ)α ∂µAν(x) =

=− i

2
(σµσνξ)α∂µAν(x) +

1

2
(σµσν) β

α ξβ∂µ∂νC(x) + ξαD(x)−

− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x) +
i

2
(σµσνξ)α∂νAµ(x) =

=ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) +

1

4
(σµσν) β

α ξβ∂µ∂νC(x)+

+
1

4
(σνσµ) β

α ξβ∂ν∂µC(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x) =

=ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) +

+
1

4
(σµσν + σνσµ) β

α ξβ∂µ∂νC(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x) =

=ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) +
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+
1

4

(
2ηµνδβα

)
ξβ∂µ∂νC(x)− 1

2
ξα∂µ∂

µC(x) =

=ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) +���

���
�1

2
ξα∂µ∂

µC(x)−���
���

�1

2
ξα∂µ∂

µC(x)⇒

⇒ δξλα(x) =ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) , (5.6.20)

δξ

(
1

2
D(x)− 1

4
∂µ∂

µC(x)

)
=− i

2
ξα(σµ)αβ̇∂µ

[
λ
β̇
(x) +

1

2
(σν)β̇γ∂νχγ(x)

]
−

− i

2
ξα̇(σµ)α̇β∂µ

[
λβ(x)− 1

2
(σν)βγ̇∂νχ

γ̇(x)

]
⇒

⇒ 1

2
δξD(x) =

1

4
∂µ∂

µ (δξC(x))− i

2
ξσµ∂µλ(x)− i

4
ξσµσν∂µ∂νχ(x)−

− i

2
ξσµ∂µλ(x) +

i

4
ξσµσν∂µ∂νχ(x)

(5.6.15)

=====⇒

⇒ δξD(x) =
1

2
∂µ∂

µ
[
i
(
ξχ(x)− ξχ(x)

)]
− iξσµ∂µλ(x)−

− i

2
ξσµσν∂µ∂νχ(x)− iξσµ∂µλ(x) +

i

2
ξσµσν∂µ∂νχ(x) =

=− i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
+
i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)− i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)−

− i

4
ξσµσν∂µ∂νχ(x)− i

4
ξσνσµ∂ν∂µχ(x)+

+
i

4
ξσµσν∂µ∂νχ(x) +

i

4
ξσνσµ∂ν∂µχ(x) =

=− i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
+
i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)− i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)−

− i

4
ξα (σµσν + σνσµ) β

α ∂µ∂νχβ(x) +
i

4
ξα̇ (σµσν + σνσµ)α̇

β̇
∂µ∂νχ

β̇(x) =

=− i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
+
i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)− i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)−

− i

4
ξα
(

2ηµνδβα

)
∂µ∂νχβ(x) +

i

4
ξα̇

(
2ηµνδα̇

β̇

)
∂µ∂νχ

β̇(x) =

=− i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
+���

��
��i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)−���
��

��i

2
ξ∂µ∂

µχ(x)−

−
��

���
���i

2
ξα∂µ∂

µχα(x) +
��

���
���i

2
ξα̇∂µ∂

νχα̇(x)⇒

⇒ δξD(x) =− i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
(5.6.21)

Απαιτούμε το Aµ στη σχέση (5.6.10) να είναι ένα σύνηθες διανυσματικό πεδίο με διάσταση μάζας
1. Από την απαίτηση αυτή, σε συνδυασμό με το γεγονός ότι οι φερμιονικές συντεταγμένες θα και
θα̇ έχουν διάσταση μάζας −1

2 , έπεται ότι το γενικό διανυσματικό υπερπεδίο V της σχέσης (5.6.10)
είναι αδιάσταστο, ενώ τα υπόλοιπα πεδία-συνιστώσες του, C,χ,M,N, λ,D έχουν διαστάσεις μάζας
0, 1

2 , 1, 1,
3
2 , 2 αντίστοιχα. Επίσης, αποσκοπώντας στη χρησιμοποίηση των διανυσματικών υπερπε-

δίων για την κατασκευή υπερσυμμετρικών θεωριών βαθμίδας, θέλουμε τα πεδία-συνιστώσες ενός

διανυσματικού υπερπεδίου να συγκροτούν μία άμαζη off-shell N = 1 διανυσματική supermultiplet,
η οποία αποτελείται από ένα άμαζο μποζόνιο βαθμίδας, στο οποίο αντιστοιχούν τρεις βαθμοί ελευ-

θερίας, ένα φερμιόνιο Weyl, γνωστό ως gaugino, το οποίο έχει τέσσερις βαθμούς ελευθερίας (δύο
μιγαδικές συνιστώσες), και ένα βοηθητικό πραγματικό βαθμωτό πεδίο, στο οποίο αντιστοιχεί ένας

βαθμός ελευθερίας, που εξασφαλίζει την ισότητα του αριθμού των μποζονικών βαθμών ελευθερίας

με αυτό των φερμιονικών off-shell. Ωστόσο, στη γενική έκφραση για ένα διανυσματικό υπερπεδίο V
(σχέση (5.6.10)), τα πεδία-συνιστώσες είναι πάρα πολλά για να αντιστοιχούν σε μία άμαζη off-shell
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διανυσματική supermultiplet. Μπορούμε όμως να απαλλαγούμε από κάποια από αυτά μέσω ενός
μετασχηματισμού της μορφής:

V (x, θ, θ)→ V ′(x, θ, θ) = V (x, θ, θ) + i
(
Λ(x, θ, θ)− Λ∗(x, θ, θ)

)
, (5.6.22)

όπου Λ είναι ένα αδιάστατο chiral υπερπεδίο. Το υπερπεδίο V ′ είναι ένα διανυσματικό υπερπεδίο,
όπως και το V , αφού για το υπερπεδίο i (Λ− Λ∗) ισχύει ότι:

[i (Λ− Λ∗)]∗ = −i (Λ∗ − Λ) = i (Λ− Λ∗)

που σημαίνει ότι το i (Λ− Λ∗) είναι ένα διανυσματικό υπερπεδίο. Με βάση τις σχέσεις (5.5.11) και
(5.5.12), μπορούμε να γράψουμε:

Λ(x, θ, θ) =φ(x) +
√

2θψ(x) + (θθ)F (x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)−

− i√
2

(θθ) θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ(x)

Λ∗(x, θ, θ) =φ∗(x) +
√

2θ ψ(x) +
(
θ θ
)
F ∗(x) + i

(
θσµθ

)
∂µφ

∗(x)−

− i√
2

(
θ θ
)
θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ∗(x)

όπου φ και F είναι δύο μιγαδικά βαθμωτά πεδία και ψ είναι ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο
Weyl (οπότε το ψ είναι ένα δεξιόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl με συνιστώσες ψα̇ = (ψα)∗,
α = 1, 2). Τα πεδία φ, ψ και F στις δύο τελευταίες σχέσεις έχουν διαστάσεις μάζας 0, 1

2 και 1,

ώστε το chiral υπερπεδίο Λ και το anti-chiral υπερπεδίο Λ∗ να είναι αδιάστατα. ΄Εχουμε:

i
(
Λ(x, θ, θ)− Λ∗(x, θ, θ)

)
=i (φ(x)− φ∗(x)) + i

√
2
(
θψ(x)− θ ψ(x)

)
+

+ i (θθ)F (x)− i
(
θ θ
)
F ∗(x) + i

[
−i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)−

−i
(
θσµθ

)
∂µφ

∗(x)
]

+ i

(
− i√

2

)
(θθ) θσµ∂µψ(x)−

− i
(
− i√

2

)(
θ θ
)
θσµ∂µψ(x) + i

[
−1

4
(θθ)

(
θ θ
)
×

×∂µ∂µφ(x) +
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ∗(x)

]
⇒

⇒ i
(
Λ(x, θ, θ)− Λ∗(x, θ, θ)

)
=i (φ(x)− φ∗(x)) + i

√
2
(
θψ(x)− θ ψ(x)

)
+ i (θθ)×

× F (x)− i
(
θ θ
)
F ∗(x) +

(
θσµθ

)
∂µ (φ(x) + φ∗(x)) +

+
1√
2

(θθ) θσµ∂µψ(x)− 1√
2

(
θ θ
)
θσµ∂µψ(x)−

− i

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µ (φ(x)− φ∗(x)) (5.6.23)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.6.10), (5.6.22) και (5.6.23), βρίσκουμε την έκφραση για το μετασχη-

ματισμένο διανυσματικό υπερπεδίο V ′(x, θ, θ):

V ′(x, θ, θ) =C(x) + i (φ(x)− φ∗(x)) + iθ
(
χ(x) +

√
2ψ(x)

)
−

− iθ
(
χ(x) +

√
2ψ(x)

)
+ (θθ)

[
i

2
(M(x) + iN(x)) + iF (x)

]
+

+
(
θ θ
) [
− i

2
(M(x)− iN(x))− iF ∗(x)

]
+
(
θσµθ

)
[Aµ(x)+

+∂µ (φ(x) + φ∗(x))] + (θθ) θ

(
λ(x) +

1

2
σµ∂µχ(x) +

1√
2
σµ∂µψ(x)

)
+
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+
(
θ θ
)
θ

(
λ(x)− 1

2
σµ∂µχ(x)− 1√

2
σµ∂µψ(x)

)
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
×

×
[
D(x)− 1

2
∂µ∂

µC(x)− i

2
∂µ∂

µ (φ(x)− φ∗(x))

]
=

=C(x) + i (φ(x)− φ∗(x)) + iθ
(
χ(x) +

√
2ψ(x)

)
− iθ

(
χ(x) +

√
2ψ(x)

)
+

+
i

2
(θθ) (M(x) + iN(x) + 2F (x))− i

2

(
θ θ
)

(M(x)− iN(x) + 2F ∗(x)) +

+
(
θσµθ

)
[Aµ(x) + ∂µ (φ(x) + φ∗(x))] + (θθ) θ

[
λ(x) +

1

2
σµ∂µ (χ(x)+

+
√

2ψ(x)
)]

+
(
θ θ
)
θ

[
λ(x)− 1

2
σµ∂µ

(
χ(x) +

√
2ψ(x)

)]
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
){

D(x)− 1

2
∂µ∂

µ [C(x) + i (φ(x)− φ∗(x))]

}
(5.6.24)

Συγκρίνοντας τις (5.6.10) και (5.6.24), προσδιορίζουμε πώς μετασχηματίζονται τα πεδία-συνιστώσες

του γενικού διανυσματικού υπερπεδίου (5.6.10) κάτω από το μετασχηματισμό (5.6.22):

C(x)→ C ′(x) = C(x) + i (φ(x)− φ∗(x)) (5.6.25)

χα(x)→ χ′α(x) = χα(x) +
√

2ψα(x) (5.6.26)

M(x) + iN(x)→M ′(x) + iN ′(x) = M(x) + iN(x) + 2F (x) (5.6.27)

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µ (φ(x) + φ∗(x)) (5.6.28)

λα(x)→ λ′α(x) = λα(x) (5.6.29)

D(x)→ D′(x) = D(x) (5.6.30)

Παρατηρούμε ότι ο κανόνας μετασχηματισμού για το διανυσματικό πεδίο Aµ(x) (σχέση (5.6.28))
αντιστοιχεί σε έναν Αβελιανό μετασχηματισμό βαθμίδας με συνάρτηση βαθμίδας την a(x) = φ(x)+
φ∗(x) = 2 Re (φ(x)) (όπου Re (φ(x)) είναι το πραγματικό μέρος της μιγαδικής συνάρτηση φ(x)).
΄Ετσι, μπορούμε να πούμε ότι ο μετασχηματισμός (5.6.22) είναι η υπερσυμμετρική γενίκευση ε-

νός Αβελιανού μετασχηματισμού βαθμίδας και θα τον καλούμε μετασχηματισμό «υπερβαθμίδας»

(supergauge transformation).
Από τις εξισώσεις (5.6.25)-(5.6.30), είναι σαφές ότι μπορούμε να επιλέξουμε τα i (φ(x)− φ∗(x)) =

−2 Imφ(x) (όπου Im (φ(x)) είναι το φανταστικό μέρος της μιγαδικής συνάρτησης φ(x)), ψα(x) και
F (x) έτσι ώστε τα πεδία-συνιστώσες C ′(x), χ′α(x),M ′(x) και N ′(x) του διανυσματικού υπερπε-
δίου V ′, στο οποίο μετασχηματίζεται ένα διανυσματικό υπερπεδίο V κάτω από ένα μετασχηματι-
σμό της μορφής (5.6.22), να μηδενίζονται ταυτοτικά. Πράγματι, εάν πάρουμε Im (φ(x)) = 1

2C(x),
ψα(x) = − 1√

2
χα(x) και F (x) = −1

2 (M(x) + iN(x)), από τις σχέσεις (5.6.25), (5.6.26) και (5.6.27)

έπεται ότι:

C ′(x) = C(x) + i (φ(x)− φ∗(x)) = C(x)− 2 Im (φ(x)) = C(x)− 2

(
1

2
C(x)

)
= 0

χ′α(x) = χα(x) +
√

2ψα(x) = χα(x) +
√

2

(
− 1√

2
χα(x)

)
= 0

M ′(x) + iN ′(x) = M(x) + iN(x) + 2F (x) = M(x) + iN(x)− 2

[
1

2
(M(x) + iN(x))

]
= 0⇒

⇒M ′(x) = N ′(x) = 0

οπότε η (5.6.24) δίνει:

V ′(x, θ, θ) =
(
θσµθ

)
[Aµ(x) + ∂µ (φ(x) + φ∗(x))] + (θθ) θλ(x) +

(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x)
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Λέμε ότι το παραπάνω διανυσματικό υπερπεδίο V ′ είναι στην (υπερ)βαθμίδα των Wess και Zumino
και το συμβολίζουμε ως VWZ , οπότε εχουμε

VWZ(x, θ, θ) =
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ) θλ(x) +

(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x) (5.6.31)

όπου έχουμε απορροφήσει το ∂µ (φ(x) + φ∗(x)) στον ορισμό του διανυσματικού πεδίου Aµ(x).
΄Ετσι, στη βαθμίδα των Wess και Zumino, τα μη μηδενικά πεδία-συνιστώσες ενός διανυσματικού
υπερπεδίου είναι ένα διανυσματικό πεδίο Aµ, ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl λ και ένα
πραγματικό βαθμωτό πεδίο D, τα οποία αποτελούν μία άμαζη off-shell διανυσματική supermultiplet,
με το πεδίο D να είναι ένα βοηθητικό πεδίο. Από την άλλη μεριά, στη βαθμίδα τωνWess και Zumino
τα πεδία-συνιστώσες C,χ,M,N του γενικού διανυσματικού υπερπεδίου (5.6.10) είναι ταυτοτικά
μηδέν, οπότε δεν αντιστοιχούν σε φυσικούς βαθμούς ελευθερίας.

Η εκλογή της βαθμίδας των Wess και Zumino δε διατηρείται κάτω από υπερσυμετρικούς με-
τασχηματισμούς. Αυτό σημαίνει ότι για ένα διανυσματικό υπερπεδίο στη βαθμίδα των Wess και

Zumino, VWZ , όπως στη σχέση (5.6.31), η μεταβολή του δξVWZ = −i
(
ξαQ̂α + ξα̇Q̂

α̇
)
VWZ

κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που παραμετροποιείται από μεταβλη-

τές Grassmann ξα και ξα̇ δεν είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino, και το ίδιο ισχύει και
για το διανυσματικό υπερπεδίο V ′ = VWZ + δξVWZ . Για να το δείξουμε αυτό, πρέπει πρώτα

να προσδιορίσουμε τους κανόνες μετασχηματισμού των πεδίων-συνιστωσών ενός διανυσματικού υ-

περπεδίου κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό στη βαθμίδα των Wess και
Zumino. Μπορούμε να εξάγουμε τους εν λόγω κανόνες από τις σχέσεις (5.6.15)-(5.6.21), θέτοντας
C(x) = χ(x) = M(x) = N(x) = 0 στα δεύτερα μέλη τους. ΄Ετσι, έχουμε:

(δξC(x))WZ = 0 (5.6.32)

(δξχα(x))WZ = −i
(
σµξ

)
α
Aµ(x) (5.6.33)

(δξM(x))WZ = i
(
ξλ(x)− ξλ(x)

)
(5.6.34)

(δξN(x))WZ = −
(
ξλ(x) + ξλ(x)

)
(5.6.35)

(δξA
µ(x))WZ = ξσµλ(x)− ξσµλ(x) (5.6.36)

(δξλα(x))WZ = ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) (5.6.37)

(δξD(x))WZ = −i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
(5.6.38)

όπου (δξX)WZ είναι η μεταβολή του πεδίου-συνιστώσα X κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό

μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται από σταθερές παραμέτρους Grassmann ξα και ξα̇ στη βαθμίδα
των Wess και Zumino για κάθε X ∈ {C(x), χα(x),M(x), N(x), Aµ(x), λα(x), D(x)}. Συνεπώς,
με βάση τη γενική έκφραση (5.6.10) για ένα διανυσματικό υπερπεδίο, είναι:

δξVWZ = (δξC(x))WZ + iθα (δξχα(x))WZ − iθα̇
(
δξχ

α̇(x)
)
WZ

+

+
i

2
(θθ)

[
(δξM(x))WZ + i (δξN(x))WZ

]
− i

2

(
θ θ
) [

(δξM(x))WZ −

−i (δξN(x))WZ

]
+
(
θσµθ

)
(δξAµ(x))WZ + (θθ) θα̇

[(
δξλ

α̇
(x)
)
WZ

+

+
1

2
(σµ)α̇β∂µ (δξχβ(x))WZ

]
+
(
θ θ
)
θα
[
(δξλα(x))WZ −

−1

2
(σµ)αβ̇∂µ

(
δξχ

β̇(x)
)
WZ

]
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
) [

(δξD(x))WZ −

−1

2
∂µ∂

µ (δξC(x))WZ

]
=
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=iθα
[
−i
(
σµξ

)
α
Aµ(x)

]
− iθα̇εα̇β̇

(
δξχβ̇(x)

)
WZ

+

+
i

2
(θθ)

[
i
(
ξλ(x)− ξλ(x)

)
− i
(
ξλ(x) + ξλ(x)

)]
−

− i

2

(
θ θ
) [
i
(
ξλ(x)− ξλ(x)

)
+ i
(
ξλ(x) + ξλ(x)

)]
+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

{
εα̇β̇

(
δξλβ̇(x)

)
WZ

+

+
1

2
(σµ)α̇β∂µ

[
−i
(
σνξ
)
β
Aν(x)

]}
+
(
θ θ
)
θα [ξαD(x)−

− i
2

(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− 1

2
(σµ)αβ̇ε

β̇γ̇∂µ
(
δξχγ̇(x)

)
WZ

]
−

− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x)− iθα̇εα̇β (δξχβ(x))∗WZ +

i

2
(θθ)

(
−2iξλ(x)

)
−

− i

2

(
θ θ
)

(2iξλ(x)) +
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+

+ (θθ) θα̇

[
εα̇β̇ (δξλβ(x))∗WZ −

i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+

+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))−

−1

2
(σµ)αβ̇ε

β̇γ̇∂µ (δξχγ(x))∗WZ

]
− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x)− iθα̇εα̇β̇

[
−i(σµ)βγ̇θ

γ̇
Aµ(x)

]∗
+ (θθ) ξλ(x)+

+
(
θ θ
)
ξλ(x) +

(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

{
εα̇β̇×

×
[
ξβD(x)− i

2
(σµ)βγ̇(σν)γ̇δξδ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))

]∗
−

− i
2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

}
+
(
θ θ
)
θα
{
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))−

−1

2
(σµ)αβ̇ε

β̇γ̇∂µ

[
−i(σν)γδ̇ξ

δ̇
Aν(x)

]∗}
− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x)− i2θα̇εα̇β̇(σµ)γβ̇ξ

γAµ(x) + (θθ) ξλ(x) +
(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

{
εα̇β̇

[
ξβ̇D(x)+

+
i

2
(σµ)γβ̇(σν)δ̇γξδ̇ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))

]
− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

}
+

+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))−

− i
2

(σµ)αβ̇ε
β̇γ̇(σν)δγ̇ξ

δ∂µAν(x)

]
− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x) + θα̇ε

α̇β̇εγδεβ̇ζ̇(σ
µ)ζ̇δξγAµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

[
ξ
α̇
D(x) +

i

2
εα̇β̇εβ̇γ̇εγδ(σ

µ)γ̇δ×

×εδ̇ζ̇εγζ(σν)ζζ̇ξδ̇ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+
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+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2
(σµ)αβ̇εβ̇γ̇εγ̇δ̇×

εδζ(σ
ν)δ̇ζξδ∂µAν(x)

]
− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x) + θα̇δ

α̇
ζ̇

(σµ)ζ̇δ (−εδγ) ξγAµ(x) + (θθ) ξλ(x) +
(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

[
ξ
α̇
D(x) +

i

2
δα̇γ̇

(
−εζγ

)
εγδ×

×(σµ)γ̇δ(σν)ζζ̇

(
−εζ̇δ̇

)
ξδ̇ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+

+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2
(σµ)αβ̇δ

β̇

δ̇
×

×(σν)δ̇ζ (−εζδ) ξδ∂µAν(x)
]
− i

2
(θθ) (θ θ)

(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x)− θα̇(σµ)α̇δξδAµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

[
ξα̇D(x) +

i

2
δα̇γ̇ δ

ζ
δ×

×(σµ)γ̇δ(σν)ζζ̇ξ
ζ̇

(∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+

+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x)− i

2
(σµσνξ)α (∂µAν(x)− ∂νAµ(x)) +

i

2
(σµ)αβ̇×

×(σν)β̇ζξζ∂µAν(x)
]
− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=

=
(
θσµξ

)
Aµ(x)−

(
θσµξ

)
Aµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θα̇

[
ξα̇D(x)+

+
i

2
(σµ)α̇δ(σν)δζ̇ξ

ζ̇
(∂µAν(x)− ∂νAµ(x))− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+

+
(
θ θ
)
θα
[
ξαD(x) +

i

2
(σµσνξ)α ∂νAµ(x)

]
−

− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
⇒

⇒ δξVWZ =
(
θσµξ

)
Aµ(x)−

(
θσµξ

)
Aµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θ

(
ξD(x)−

− i
2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
+
(
θ θ
)
θ

(
ξD(x) +

i

2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
−

− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
(5.6.39)

Προφανώς, η μεταβολή δξVWZ δεν είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino αφού οι συντελεστές
των θα, θα̇, θθ και θ θ είναι μη μηδενικοί. Το ίδιο ισχύει και για το διανυσματικό υπερπεδίο

V ′ = VWZ + δξVWZ =
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ) θλ(x) +

(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x)+

+
(
θσµξ

)
Aµ(x)−

(
θσµξ

)
Aµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θ

(
ξD(x)−

− i
2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
+
(
θ θ
)
θ

(
ξD(x) +

i

2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
−

− i

2
(θθ)

(
θ θ
) (
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)
=
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=
(
θσµξ

)
Aµ(x)−

(
θσµξ

)
Aµ(x) + (θθ) ξλ(x) +

(
θ θ
)
ξλ(x)+

+
(
θσµθ

) (
Aµ(x) + ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+ (θθ) θ

(
λ(x)+

+ξD(x)− i

2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
+

+
(
θ θ
)
θ

(
λ(x) + ξD(x) +

i

2
σµσνξ∂νAµ(x)

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
) [
D(x)− i

(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)]
(5.6.40)

Μπορούμε όμως να βρούμε ένα chiral υπερπεδίο Λ0 που αντιστοιχεί σε ένα μετασχηματισμό υπερ-

βαθμίδας της μορφής (5.6.22), τέτοιο ώστε το διανυσματικό υπερπεδίο

V ′′ = V ′ + i (Λ0 − Λ∗0) = VWZ + δξVWZ + i (Λ0 − Λ∗0) (5.6.41)

να είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino. Ας γράψουμε:

Λ0(x, θ, θ) =φ0(x) +
√

2θψ0(x) + (θθ)F0(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ0(x)−

− i√
2

(θθ) θσµ∂µψ0(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ0(x) (5.6.42)

όπου φ0 και F0 είναι δύο μιγαδικά βαθμωτά πεδία και ψ0 είναι ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο

Weyl, τα οποία πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε το V ′′ της σχέσης (5.6.41) να είναι στη βαθμίδα των
Wess και Zumino. Με βάση την (5.6.42) και τη γενική σχέση (5.6.23), είναι:

i
(
Λ0(x, θ, θ)− Λ∗0(x, θ, θ)

)
=i (φ0(x)− φ∗0(x)) + i

√
2θψ0(x)− i

√
2θ ψ0(x)+

+ i (θθ)F0(x)− i
(
θ θ
)
F ∗0 (x) +

(
θσµθ

)
∂µ(φ0(x)+

+ φ∗0(x)) +
1√
2

(θθ) θσµ∂µψ0(x)− 1√
2

(
θ θ
)
θσµ×

× ∂µψ0(x)− i

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µ (φ0(x)− φ∗0(x)) (5.6.43)

Αντικαθιστώντας τις (5.6.40) και (5.6.43) στην (5.6.41), λαμβάνουμε:

V ′′ =VWZ + δξVWZ + i (Λ0 − Λ∗0) =

=i (φ0(x)− φ∗0(x)) + iθα
[
−i
(
σµξ

)
α
Aµ(x) +

√
2 (ψ0)α (x)

]
−

− iθα̇
[
−i (σµξ)α̇Aµ(x) +

√
2
(
ψ0

)α̇
(x)
]

+ i (θθ)
(
−iξλ(x)+

+F0(x))− i
(
θ θ
)

(iξλ(x) + F ∗0 (x)) +
(
θσµθ

)
[Aµ(x)+

+ξσµ(x)− ξσµλ(x) + ∂µ (φ0(x) + φ∗0(x))
]

+ (θθ) θα̇×

×
[
λ
α̇
(x) + ξ

α̇
D(x)− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂νAµ(x) +

1√
2

(σµ∂µψ0(x))α̇
]

+

+
(
θ θ
)
θα
[
λα(x) + ξαD(x) +

i

2
(σµσνξ)α ∂νAµ(x)−

− 1√
2

(
σµ∂µψ0(x)

)
α

]
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
) [
D(x)− i

(
ξσµ∂µλ(x)+

+ξσµ∂µλ(x)
)
− i

2
∂µ∂

µ (φ0(x)− φ∗0(x))

]
(5.6.44)

Από την τελευταία σχέση είναι προφανές ότι για να είναι το V ′′ στη βαθμίδα τωνWess και Zumino,
δηλαδή της μορφής (5.6.31), πρέπει:

φ0(x)− φ∗0(x)) = 0⇒ φ0(x) = φ∗0(x) (5.6.45)
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√
2 (ψ0)α (x)− i

(
σµξ

)
α
Aµ(x) = 0⇒ (ψ0)α (x) =

i√
2

(
σµξ

)
α
Aµ(x) (5.6.46)

√
2
(
ψ0

)α̇
(x)− i (σµξ)α̇Aµ(x) = 0⇒

(
ψ0

)α̇
(x) =

i√
2

(σµξ)α̇Aµ(x) (5.6.47)

F0(x)− iξλ(x) = 0⇒ F0(x) = iξλ(x) (5.6.48)

F ∗0 (x) + iξλ(x) = 0⇒ F ∗0 (x) = −iξλ(x) (5.6.49)

Η εξίσωση (5.6.45) σημαίνει ότι το βαθμωτό πεδίο φ0 πρέπει να είναι πραγματικό, ενώ δεν έχει προ-

κύψει κάποιος άλλος περιορισμός για το εν λόγω πεδίο, οπότε μπορούμε για απλότητα να θέσουμε:

φ0(x) = 0 (5.6.50)

Επισημαίνουμε ακόμη ότι η (5.6.47) είναι συνεπής με την (5.6.46), αφού από την τελευταία έπεται

ότι (
ψ0

)
α̇

(x) = ((ψ0)α (x))∗ = − i√
2

[
(σµ)αβ̇ξ

β̇
]∗
Aµ(x) = − i√

2
(σµ)βα̇ξ

βAµ(x)⇒

⇒εβ̇α̇
(
ψ0

)
α̇

(x) = − i√
2
εβ̇α̇εα̇γ̇εβδ(σ

µ)γ̇δξβAµ(x) =
i√
2
δβ̇γ̇ (σµ)γ̇δεδβξ

βAµ(x)⇒

⇒
(
ψ0

)β̇
(x) =

i√
2

(σµ)β̇δξδAµ(x) =
i√
2

(σµξ)β̇ Aµ(x)

ή (
ψ0

)α̇
(x) =

i√
2

(σµξ)α̇Aµ(x)

που είναι ακριβώς η σχέση (5.6.47). Επίσης, η σχέση (5.6.49) είναι συνεπής με την (5.6.48), αφού

η δεύτερη δεν είναι παρά η μιγαδική συζυγής της πρώτης. ΄Ετσι, έχουμε προσδιορίσει τα πεδία-

συνιστώσες φ0, ψ0 και F0 του chiral υπερπεδίου Λ0 της σχέσης (5.6.42), που είναι τέτοιο ώστε

το διανυσματικό υπερπεδίο V ′′ = V ′WZ + δξVWZ + i (Λ0 − Λ∗0) να είναι στη βαθμίδα των Wess και
Zumino. Αντικαθιστώντας τις (5.6.46)-(5.6.50) στην (5.6.44), βρίσκουμε την ακριβή έκφραση για
το εν λόγω υπερπεδίο:

V ′′ =VWZ + δξVWZ + i (Λ0 − Λ∗0) =
(
θσµθ

) (
Aµ(x) + ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+

+ (θθ) θα̇

{
λ
α̇
(x) + ξ

α̇
D(x)− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂νAµ(x)+

+
1√
2

(σµ)α̇β∂µ

[
i√
2

(
σνξ
)
β
Aν(x)

]}
+
(
θ θ
)
θα {λα(x)+

+ ξαD(x) +
i

2
(σµσνξ)α ∂νAµ(x)− 1√

2
(σµ)αβ̇×

×∂µ
[
i√
2

(σνξ)β̇ Aν(x)

]}
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)

[D(x)−

−i
(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)]
=

=
(
θσµθ

) (
Aµ(x) + ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+

+ (θθ) θα̇

[
λ
α̇
(x) + ξ

α̇
D(x)− i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂νAµ(x)+

+
i

2

(
σµσνξ

)α̇
∂µAν(x)

]
+
(
θ θ
)
θα [λα(x)+

+ξαD(x) +
i

2
(σµσνξ)α ∂νAµ(x)− i

2
(σµσνξ)α ∂µAν(x)

]
+
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+
1

2
(θθ)

(
θ θ
) [
D(x)− i

(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)]
⇒

⇒ V ′′ =VWZ + δξVWZ + i (Λ0 − Λ∗0) =
(
θσµθ

) (
Aµ(x) + ξσµλ(x)− ξσµλ(x)

)
+

+ (θθ) θ

[
λ(x) + ξD(x) +

i

2
σµσνξ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))

]
+

+
(
θ θ
)
θ

[
λ(x) + ξD(x)− i

2
σµσνξ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))

]
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
) [
D(x)− i

(
ξσµ∂µλ(x) + ξσµ∂µλ(x)

)]
(5.6.51)

Συνοψίζοντας, είδαμε ότι για ένα διανυσματικό υπερπεδίο στη βαθμίδα των Wess και Zumino,
VWZ , η μεταβολή του κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό, δξVWZ , και, κατ΄

επέκταση, το διανυσματικό υπερπεδίο VWZ + δξVWZ δεν είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino.
Μπορούμε όμως να βρούμε ένα μετασχηματισμό υπερβαθμίδας χαρακτηριζόμενο από ένα αδιάστατο

chiral υπερπεδίο Λ0, τέτοιον ώστε το διανυσματικό υπερπεδίο VWZ+δξVWZ+i (Λ0 − Λ∗0), το οποίο
προκύπτει από τη δράση του πάνω στο VWZ + δξVWZ , να είναι στη βαθμίδα τωνWess και Zumino.
Τέλος, επισημαίνουμε ότι αφού επιλέξουμε τη βαθμίδα των Wess και Zumino, διατηρούμε την

ελευθερία να κάνουμε συνήθεις μετασχηματισμούς βαθμίδας. Για να το δείξουμε αυτό, θεωρούμε

ένα διανυσματικό υπερπεδίο στη βαθμίδα των Wess και Zumino

VWZ =
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ) θλ(x) +

(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x) (5.6.52)

και θα προσδιορίσουμε τη μορφή ενός μετασχηματισμού υπερβαθμίδας, κάτω από τον οποίο το

υπερπεδίο αυτό μετασχηματίζεται σε ένα διανυσματικό υπερπεδίο V ′, το οποίο είναι επίσης στη
βαθμίδα των Wess και Zumino. ΄Ενας τέτοιος μετασχηματισμός χαρακτηρίζεται από ένα αδιάστατο
chiral υπερπεδίο

Λ(x, θ, θ) =φ(x) +
√

2θψ(x) + (θθ)F (x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)−

− i√
2

(θθ) θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ(x) (5.6.53)

και η δράση του πάνω στο υπερπεδίο (5.6.52) δίνει το διανυσματικό υπερπεδίο

V ′ = VWZ + i (Λ− Λ∗) =i (φ(x)− φ∗(x)) + i
√

2θψ(x)− i
√

2θ ψ(x)+

+ i (θθ)F (x)− i
(
θ θ
)
F ∗(x) +

(
θσµθ

)
[Aµ(x)+

+∂µ (φ(x) + φ∗(x))] + (θθ)θ

(
λ(x) +

1√
2
σµ∂µψ(x)

)
+

+
(
θ θ
)
θ

(
λ(x)− 1√

2
σµ∂µψ(x)

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
) [
D(x)− i

2
∂µ∂

µ (φ(x)− φ∗(x))

]
(5.6.54)

όπου χρησιμοποιήσαμε τη γενική σχέση (5.6.24) με C(x) = χ(x) = M(x) = N(x) = 0. Για να
είναι το διανυσματικό υπερπεδίο V ′ της σχέσης (5.6.54) στη βαθμίδα τωνWess και Zumino, πρέπει:

φ(x)− φ∗(x) = 0⇒ φ(x) = φ∗(x)

που σημαίνει ότι το φ(x) πρέπει να είναι ένα πραγματικό βαθμωτό πεδίο, ενώ πρέπει ακόμη να είναι

ψα(x) = 0, ∀α = 1, 2 (οπότε και ψ
α̇
(x) = εα̇β̇ψβ̇(x) = εα̇β̇ (ψβ(x))∗ = 0) και F (x) = 0. Επομένως,

ένας (Αβελιανός) μετασχηματισμός υπερβαθμίδας, η δράση του οποίου πάνω σε ένα διανυσματικό
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υπερπεδίο στη βαθμίδα των Wess και Zumino δίνει ένα διανυσματικό υπερπεδίο που είναι πάλι στη
βαθμίδα των Wess και Zumino, χαρακτηρίζεται από ένα chiral υπερπεδίο της μορφής3:

Λ(x, θ, θ) =
1

2
a(x)− i

2

(
θσµθ

)
∂µa(x)− 1

8
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µa(x) (5.6.55)

όπου a(x) είναι μία πραγματική βαθμωτή συνάρτηση. Κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό, το
γενικό διανυσματικό υπερπεδίο στη βαθμίδα των Wess και Zumino (5.6.52) μετασχηματίζεται ως:

VWZ → V ′WZ = VWZ + i (Λ− Λ∗) =
(
θσµθ

)
(Aµ(x) + ∂µa(x)) + (θθ) θλ(x)+

+
(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x) (5.6.56)

Συγκρίνοντας την (5.6.52) με την (5.6.56), διαπιστώνουμε ότι ένας μετασχηματισμός υπερβαθμίδας

που διατηρεί την εκλογή της βαθμίδας τωνWess και Zumino, δηλαδή χαρακτηρίζεται από ένα chiral
υπερπεδίο της μορφής (5.6.55), ισοδυναμεί ουσιαστικά με ένα συνήθη Αβελιανό μετασχηματισμό

βαθμίδας Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µa(x). Γι΄ αυτό το να υιοθετεί κανείς τη βαθμίδα των Wess και
Zumino του αφήνει την ελευθερία να κάνει συνήθεις μετασχηματισμούς βαθμίδας.

3
Η μορφή αυτή προκύπτει από την (5.6.53) με ψ(x) = F (x) = 0 και φ(x) = 1

2
a(x), όπου a(x) μία πραγματική

βαθμωτή συνάρτηση
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Κεφάλαιο 6

Κατασκευή υπερσυμμετρικών

Lagrangians από υπερπεδία

6.1 Ολοκλήρωση ως προς μεταβλητές Grassmann

Θεωρούμε μία μεταβλητή Grassmann θ, δηλαδή μία μεταβλητή για την οποία ισχύει

{θ, θ} = 0⇒ θ2 = 0 (6.1.1)

Μία γενική συνάρτηση f(θ) μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά δυνάμεων του θ:

f(θ) =
∞∑
n=0

fnθ
n = f0 + f1θ (6.1.2)

αφού θ2 = 0 και κατ΄ επέκταση, θn = 0 ∀n ≥ 3, ενώ τα f0 και f1 είναι μιγαδικοί αριθμοί. Η

παράγωγος της f ως προς θ ισούται με
df

dθ
= f1 (6.1.3)

Για να ορίσουμε την ολοκλήρωση ως προς μία μεταβλητή Grassmann θ, παίρνουμε∫
dθ ≡ 0,

∫
dθθ ≡ 1 (6.1.4)

και απαιτούμε η ολοκλήρωση ως προς θ να είναι γραμμική, δηλαδή:∫
dθ (af(θ) + bg(θ)) = a

∫
dθf(θ) + b

∫
dθg(θ) (6.1.5)

για δύο τυχαίες συναρτήσεις f(θ), g(θ) και για δύο οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς a, b. Οι
σχέσεις (6.1.4) και (6.1.5) ορίζουν το ολοκλήρωμα Berezin για μία μεταβλητή Grassmann θ. Από
αυτές έπεται ότι το ολοκλήρωμα ως προς θ μία συνάρτησης f(θ) = f0 + f1θ ισούται με:∫

dθf(θ) =

∫
dθ (f0 + f1θ) = f0

∫
dθ︸ ︷︷ ︸

=

0

+f1

∫
dθθ︸ ︷︷ ︸

=

1

= f1, (6.1.6)

οπότε σύμφωνα και με την (6.1.3), είναι ίσο με την παράγωγο της f ως προς θ. Οι ορισμοί (6.1.4)
και η ιδιότητα της γραμμικότητας της ολοκλήρωσης ως προς μία μεταβλητή Grassmann (σχέση
(6.1.5)) συνεπάγονται ότι ∫

dθf(θ + θ′) =

∫
dθf(θ) (6.1.7)
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για οποιαδήποτε μεταβλητή Grassmann θ′ που είναι ανεξάρτητη της θ (δηλαδή dθ′

dθ = 0) και∫
dθ
df

dθ
= 0 (6.1.8)

Μπορούμε εύκολα να δείξουμε την ισχύ των (6.1.7) και (6.1.8). Για την απόδειξη της (6.1.7) έχουμε:∫
dθf(θ + θ′)

(6.1.2)

=

∫
dθ
[
f0 + f1(θ + θ′)

]
= f0

∫
dθ + f1

∫
dθθ + f1

∫
dθθ′

(6.1.4)

=

=f0 · 0 + f1 · 1 + f1

(∫
dθ

)
· θ′ (6.1.4)= f1 + f1 · 0 · θ′ = f1

(6.1.6)
=

=

∫
dθf(θ)

ενώ για την απόδειξη της (6.1.8) έχουμε:∫
dθ
df

dθ

(6.1.3)

=

∫
dθf1 = f1

∫
dθ
(6.1.4)

= f1 · 0 = 0

Μπορούμε επίσης να ορίσουμε μία συνάρτηση δέλτα, δ(θ), τέτοια ώστε να ισχύει∫
dθδ(θ)f(θ) = f(θ)|θ=0 = f0 (6.1.9)

για κάθε συνάρτηση f(θ) = f0 + f1θ. Για την εύρεση της έκφρασης για τη δ(θ) παρατηρούμε ότι∫
dθθf(θ) =

∫
dθθ (f0 + f1θ) =

∫
(f0θ + f1 θ2︸︷︷︸

=

0

) =

=f0

∫
dθθ

(6.1.4)

= f0

οπότε προκύπτει ότι

δ(θ) = θ (6.1.10)

Θεωρούμε τώρα την άλγεβρα Grassmann1 G2 που παράγεται από δύο αντιμετατιθέμενες μεταβλητές

Grassmann θ1 και θ2. Η άλγεβρα G2 έχει τέσσερα ανεξάρτητα στοιχεία, τα

1, θ1, θ2, θ1θ2

και ένα τυχαίο στοιχείο της είναι της μορφής

g (θ1, θ2) = g0 + g1θ1 + g2θ2 + g3θ1θ2, (6.1.11)

όπου τα g0, g1, g2, g3 είναι μιγαδικοί αριθμοί. Επιθυμούμε να ορίσουμε το ολοκλήρωμα
∫
dθ1

∫
dθ2g(θ1, θ2)

για κάθε στοιχείο g(θ1, θ2) της άλγεβρας G2. Αρχικά, απαιτούμε να είναι:

{dθi, dθj} = {dθi, θj} = 0 (6.1.12)

για κάθε i, j = 1, 2. Από τις εξισώσεις (6.1.4) και τις σχέσεις αντιμετάθεσης (6.1.12) έπεται ότι:∫
dθ1

∫
dθ21 =

∫
dθ1

(∫
dθ21

)
(6.1.4)

=

∫
dθ10 = 0 ·

(∫
dθ1

)
(6.1.4)

= 0 · 0 = 0 (6.1.13)

∫
dθ1

∫
dθ2θ1

(6.1.12)

= −
∫
dθ2

(∫
dθ1θ1

)
(6.1.4)

= −
∫
dθ21

(6.1.4)

= 0 (6.1.14)

1
Για τον ορισμό μίας άλγεβρας Grassmann παραπέμπουμε στο κεφάλαιο 3 του [38]
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∫
dθ1

∫
dθ2θ2 =

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
(6.1.4)

=

∫
dθ11

(6.1.4)

= 0 (6.1.15)∫
dθ1

∫
dθ2θ1θ2 = −

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
θ1
(6.1.4)

= −
∫
dθ1θ1

(6.1.4)

= −1 (6.1.16)

Βασιζόμενοι στις σχέσεις (6.1.13)-(6.1.16), μπορούμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα
∫
dθ1

∫
dθ2g(θ1, θ2)

για μία αυθαίρετη συνάρτηση g(θ1.θ2) ∈ G2, η μορφή της οποίας δίνεται από την (6.1.11), χρησιμο-

ποιώντας και την ιδιότητα της γραμμικότητας της ολοκλήρωσης ως προς μία μεταβλητή Grasmann:∫
dθ1

∫
dθ2g(θ1, θ2) =

∫
dθ1

∫
dθ2 (g0 + g1θ1 + g2θ2 + g3θ1θ2)

(6.1.5)

=

=g0

∫
dθ1

∫
dθ2 + g1

∫
dθ1

∫
dθ2θ1 + g2

∫
dθ1

∫
dθ2θ2+

+ g3

∫
dθ1

∫
dθ2θ1θ2

(6.1.13)−(6.1.16)
=

=g0 · 0 + g1 · 0 + g2 · 0 + g3 · (−1) = −g3 (6.1.17)

Για τις φερμιονικές συντεταγμένες θα και θα̇ (όπου α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇) του N = 1 υπερχώρου
ορίζουμε τα μέτρα ολοκλήρωσης

d2θ ≡ −1

4
dθαdθβεαβ (6.1.18)

d2θ ≡ −1

4
dθα̇dθβ̇ε

α̇β̇
(6.1.19)

με τα dθα και dθα̇ να ικανοποιούν τις σχέσεις αντιμετάθεσης{
dθα, dθβ

}
=
{
dθα, dθβ̇

}
=
{
dθα̇, dθβ̇

}
= 0 (6.1.20)

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇. Με τους ορισμούς (6.1.18) και (6.1.19) έχουμε:∫
d2θ (θθ) = 1 (6.1.21)

∫
d2θ

(
θ θ
)

= 1 (6.1.22)

και ∫
d2θ =

∫
d2θ = 0 (6.1.23)∫

d2θθα =

∫
d2θ θα̇ = 0 (6.1.24)

Για να αποδείξουμε τις σχέσεις (6.1.21)-(6.1.24), αρχικά υπολογίζουμε τα d2θ και d2θ με βάση τις
(6.1.18) και (6.1.19) αντίστοιχα. ΄Εχουμε:

d2θ =− 1

4
dθαdθβεαβ = −1

4

(
dθ1dθ2ε12 + dθ2dθ1ε21

)
=

=− 1

4

(
−dθ1dθ2 + dθ2dθ1

) (6.1.20)
= −1

4

(
−dθ1dθ2 − dθ1dθ2

)
=

=
1

2
dθ1dθ2

d2θ =− 1

4
dθα̇dθβ̇ε

α̇β̇ = −1

4

(
dθ1̇dθ2̇ε

1̇2̇ + dθ2̇dθ1̇ε
2̇1̇
)

=

=− 1

4

(
dθ1̇dθ2̇ − dθ2̇dθ1̇

) (6.1.20)
= −1

4

(
−dθ2̇dθ1̇ − dθ2̇dθ1̇

)
=
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=
1

2
dθ2̇dθ1̇

΄Ετσι, είναι:∫
d2θ (θθ) =

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2θαθα =

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2εαβθ

αθβ =

=
1

2

∫
dθ1

∫
dθ2

(
ε12θ

1θ2 + ε21θ
2θ1
)

=
1

2

∫
dθ1

∫
dθ2

(
−θ1θ2 + θ2θ1

)
=

=
1

2

∫
dθ1

∫
dθ2

(
θ2θ1 + θ2θ1

)
=

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2

(
2θ2θ1

)
=

=

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
θ1 (6.1.4)=

∫
dθ1θ1 (6.1.4)= 1

∫
d2θ

(
θ θ
)

=
1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇θα̇θ

α̇
=

1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇ε

α̇β̇θα̇θβ̇ =

=
1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇

(
ε1̇2̇θ1̇θ2̇ + ε2̇1̇θ2̇θ1̇

)
=

1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇

(
θ1̇θ2̇ − θ2̇θ1̇

)
=

=
1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇

(
θ1̇θ2̇ + θ1̇θ2̇

)
=

1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇

(
2θ1̇θ2̇

)
=

=

∫
dθ2̇

(∫
dθ1̇θ1̇

)
θ2̇

(6.1.4)

=

∫
dθ2̇θ2̇

(6.1.4)

= 1

∫
d2θ =

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2 =

1

2

(∫
dθ1

)(∫
dθ2

)
(6.1.4)

=
1

2
· 0 · 0 = 0∫

d2θ =
1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇ =

1

2

(∫
dθ2̇

)(∫
dθ1̇

)
(6.1.4)

=
1

2
· 0 · 0 = 0∫

d2θθ1 =
1

2

∫
dθ1

∫
dθ2θ1 (6.1.20)

= −1

2

∫
dθ2

(∫
dθ1θ1

)
(6.1.4)

= −1

2

∫
dθ21

(6.1.4)

= 0∫
d2θθ2 =

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2θ2 =

1

2

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
(6.1.4)

=
1

2

∫
dθ11

(6.1.4)

= 0

άρα
∫
d2θθα = 0 για κάθε α = 1, 2.

Ακόμη έχουμε:∫
d2θθ1̇ =

1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇θ1̇ =

1

2

∫
dθ2̇

(∫
dθ1̇θ1̇

)
(6.1.4)

=
1

2

∫
dθ2̇1

(6.1.4)

= 0

∫
d2θθ2̇ =

1

2

∫
dθ2̇

∫
dθ1̇θ2̇

(6.1.20)

= −1

2

∫
dθ1̇

(∫
dθ2̇θ2̇

)
(6.1.4)

= −1

2

∫
dθ1̇1 = 0

άρα
∫
d2θθα̇ = 0 για κάθε α̇ = 1̇, 2̇. Με δεδομένες τις (6.1.21)-(6.1.24) και την ανεξαρτησία των

μεταβλητών Grassmann θα̇ από τις θα, μπορούμε να δείξουμε ότι για το γενικό Lorentz αναλλοίωτο
υπερπεδίο S της (5.3.13) ισχύουν οι σχέσεις:∫

d2θS(x, θ, θ) = m(x) + θρ(x) +
(
θ θ
)
d(x) (6.1.25)

∫
d2θS(x, θ, θ) = n(x) + θψ(x) + (θθ) d(x) (6.1.26)∫

d2θ

∫
d2θS(x, θ, θ) = d(x) (6.1.27)
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Πράγματι, έχουμε:∫
d2θS(x, θ, θ) =

∫
d2θ

[
f(x) + θαφα(x) + θα̇χ

α̇(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θα̇ρ

α̇(x) +
(
θ θ
)
θαψα(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x)

]
=

=

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

f(x) +

(∫
d2θθα

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

φα(x) +

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

θα̇χ
α̇(x)+

+

[∫
d2θ (θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

m(x) +

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

(
θ θ
)
n(x) +

∫
d2θθα(σµ)αβ̇θ

β̇
Vµ(x)+

+

[∫
d2θ (θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

θα̇ρ
α̇(x) +

∫
d2θθαψα(x)

(
θ θ
)

+

[∫
d2θ (θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

(
θ θ
)
d(x) =

=m(x) +

(∫
d2θθα

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

(σµ)αβ̇θ
β̇
Vµ(x) + θα̇ρ

α̇(x) +

(∫
d2θθα

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

ψα(x)
(
θ θ
)

+
(
θ θ
)
d(x) =

=m(x) + θρ(x) +
(
θ θ
)
d(x)

∫
d2θS(x, θ, θ) =

∫
d2θ

[
f(x) + θαφα(x) + θα̇χ

α̇(x) + (θθ)m(x) +
(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ) θα̇ρ

α̇(x) +
(
θ θ
)
θαψα(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x)

]
=

=

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

f(x) +

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

θαφα(x) +

(∫
d2θθα̇

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

χα̇(x)+

+

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

(θθ)m(x) +

[∫
d2θ

(
θ θ
)]

︸ ︷︷ ︸

=

1

n(x)−
∫
d2θ

(
θσµθ

)
Vµ(x)+

+

∫
d2θθα̇ρ

α̇(x) (θθ) +

[∫
d2θ

(
θ θ
)]

︸ ︷︷ ︸

=

1

θαψα(x) +

∫
d2θ

(
θ θ
)

(θθ) d(x) =

=n(x)−
∫
d2θθα̇(σµ)α̇βθβVµ(x) +

(∫
d2θθα̇

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

ρα̇(x) (θθ) + θαψα(x)+

+

[∫
d2θ

(
θ θ
)]

︸ ︷︷ ︸

=

1

(θθ) d(x) =

=n(x)−
(∫

d2θθα̇

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

(σµ)α̇βθβVµ(x) + θψ(x) + (θθ) d(x) =
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=n(x) + θψ(x) + (θθ) d(x)

και ∫
d2θ

∫
d2θS(x, θ, θ)

(6.1.26)

=

∫
d2θ [n(x) + θψ(x) + (θθ) d(x)] =

=

∫
d2θ [n(x) + θαψα(x) + (θθ) d(x)] =

=

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

n(x) +

(∫
d2θθα

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

ψα(x) +

[∫
d2θ (θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

d(x) =

=d(x)

Οι συναρτήσεις δέλτα ως προς τα μέτρα ολοκλήρωσης d2θ και d2θ είναι οι:

δ(2)(θ) = θθ (6.1.28)

δ(2)(θ) = θ θ (6.1.29)

αντίστοιχα, ώστε να είναι:∫
d2θδ(2)(θ)S(x, θ, θ) = S(x, 0, θ) = f(x) + θχ(x) + (θ θ)n(x) (6.1.30)

∫
d2θδ(2)(θ)S(x, θ, θ) = S(x, θ, 0) = f(x) + θφ(x) + (θθ)m(x) (6.1.31)

όπου S(x, θ, θ) είναι το γενικό Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο της σχέσης (5.3.13). Είναι εύκολο
να αποδείξουμε ότι οι (6.1.30) και (6.1.31) πράγματι ισχύουν, εάν οι δ(2)(θ) και δ(2)(θ) δίνονται από
τις σχέσεις (6.1.28) και (6.1.29) αντίστοιχα. ΄Εχουμε:∫

d2θ(θθ)S(x, θ, θ) =

∫
d2θ(θθ)

[
f(x) + θφ(x) + θχ(x) + (θθ)m(x) +

(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ)θρ(x) +

(
θ θ
)
θψ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x)

]
= 2

=

∫
d2θ(θθ)[f(x) + θχ(x) + (θ θ)n(x)] =

=

[∫
d2θ(θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

[f(x) + θχ(x) + (θ θ)n(x)] =

=f(x) + θχ(x) + (θ θ)n(x) = S(x, 0, θ)

∫
d2θ(θ θ)S(x, θ, θ) =

∫
d2θ(θ θ)

[
f(x) + θφ(x) + θχ(x) + (θθ)m(x) +

(
θ θ
)
n(x)+

+
(
θσµθ

)
Vµ(x) + (θθ)θρ(x) +

(
θ θ
)
θψ(x) + (θθ)

(
θ θ
)
d(x)

]
=

=

∫
d2θ(θ θ)[f(x) + θφ(x) + (θθ)m(x)] =

=

[∫
d2θ(θ θ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

[f(x) + θφ(x) + (θθ)m(x)] =

=f(x) + θφ(x) + (θθ)m(x) = S(x, θ, 0)
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Τέλος, από το γεγονός ότι
∫
dθ1θ1 =

∫
dθ2θ2 =

∫
dθ1̇θ1̇ =

∫
dθ2̇θ2̇ = 1, σε συνδυασμό με το

ότι οι φερμιονικές συντεταγμένες θα και θα̇ έχουν διάσταση [θα] =
[
θα̇
]

= M−
1
2 , έπεται ότι τα dθα

και dθα̇ έχουν διάσταση [dθα] =
[
dθα̇
]

= M
1
2 και, εάν λάβουμε υπόψη τις (6.1.18) και (6.1.19),

συμπεραίνουμε ότι τα μέτρα ολοκλήρωσης d2θ και d2θ έχουν διάσταση
[
d2θ
]

=
[
d2θ
]

= M .

6.2 Η γενική ιδέα πίσω από την κατασκευή υπερσυμμετρι-

κών Lagrangians από υπερπεδία

Στην ενότητα αυτή, ασχολούμαστε με το πώς μπορούμε να κατασκευάσουμε (N = 1) υπερσυμμε-
τρικές δράσεις, δηλαδή δράσεις αναλλοίωτες κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, με τη

χρήση υπερπεδίων. Μία πολύ σημαντική παρατήρηση είναι ότι το ολοκλήρωμα οποιουδήποτε υπερπε-

δίου πάνω σε όλο τον υπερχώρο είναι αναλλοίωτο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς:

δξA = 0, για A =

∫
d4x

∫
d2θ

∫
d2θS(x, θ, θ) (6.2.1)

για ένα τυχαίο υπερπεδίο S(x, θ, θ) της μορφής (5.3.13). Ο ισχυρισμός αυτός είναι αληθής, διότι για
ένα τέτοιο υπερπεδίο, το ολοκλήρωμα

∫
d2θ
∫
d2θS(x, θ, θ) ισούται με το συντελεστή του (θθ)

(
θ θ
)
,

d(x), (βλ. σχέση (6.1.27)), ο οποίος μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από υπερσυμ-
μετρικούς μετασχηματισμούς, όπως φαίνεται από τη σχέση (5.3.59), (δξd(x) = − i

2ξσ
µ∂µρ(x) −

i
2ξσ

µ∂µψ(x) = − i
2∂µ

(
ξσµρ(x) + ξσµψ(x)

)
) με αποτέλεσμα το ολοκλήρωμα A =

∫
d4x
∫
d2θ
∫
d2θ

S(x, θ, θ) =
∫
d4xd(x) να είναι αναλλοίωτο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς.

Επομένως, στη δράση που διέπει τη δυναμική μίας N = 1 υπερσυμμετρικής θεωρίας είναι δυνατό
να υπάρχει μία συνεισφορά της μορφής

∫
d4x
∫
d2θ
∫
d2θS(x, θ, θ) με το S να είναι κάποιο πραγματικό

(διανυσματικό) υπερπεδίο V , ώστε η δράση να είναι πραγματική. Για να λάβουμε την αντίστοιχη
συνεισφορά στη Lagrangian (πυκνότητα) L, ολοκληρώνουμε το V μόνο ως προς τις φερμιονικές
συντεταγμένες. Για το ολοκλήρωμα αυτό χρησιμοποιούμε συνήθως το συμβολισμό:

[V ]D ≡
∫
d2θ

∫
d2θV (x, θ, θ) = V (x, θ, θ)

∣∣
(θθ)(θ θ) =

1

2
D(x)− 1

4
∂µ∂

µC(x), (6.2.2)

όπου χρησιμοποιήσαμε τη σχέση (6.1.27) και τη μορφή του V στη σχέση (5.6.10) για την τελευταία
ισότητα, ενώ με V (x, θ, θ)

∣∣
(θθ)(θ θ) συμβολίζουμε το συντελεστή του (θθ)

(
θ θ
)
στην έκφραση για

το διανυσματικό υπερπεδίο V , ο οποίος είναι γνωστός ως D−όρος του υπερπεδίου αυτό. Φυσικά,
ο όρος −1

4∂µ∂
µC(x) μπορεί να παραλειφθεί από τη Lagrangian L, διότι είναι μία ολική παράγωγος

και άρα έχει μηδενική συνεισφορά στην αντίστοιχη δράση (
∫
d4xL).

΄Ενας άλλος τύπος συνεισφοράς σε μία υπερσυμμετρική δράση μπορεί να προκύψει από το γε-

γονός ότι ο F−όρος ενός chiral υπερπεδίου, δηλαδή ο συντελεστής του θθ στην έκφραση για το
υπερπεδίο αυτό, μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από έναν υπερσυμμετρικό μετασχημα-

τισμό, όπως φαίνεται από τη σχέση (5.5.18) (δξF (x) = −i
√

2ξσµ∂µψ(x) = −i
√

2∂µ
(
ξσµψ(x)

)
).

Αυτό σημαίνει ότι μπορεί κανείς να έχει μία συνεισφορά στη Lagrangian της μορφής

[Φ]F ≡ Φ(x, θ, θ)
∣∣
θθ

=

∫
d2θ Φ(x, θ, θ)

∣∣
θ=0

(6.1.31)

=

∫
d2θ

∫
d2θδ(2)(θ)Φ(x, θ, θ) = F (x), (6.2.3)

όπου Φ είναι ένα chiral υπερπεδίο, δηλαδή ένα υπερπεδίο της μορφής (5.5.11), ενώ με Φ(x, θ, θ)
∣∣
θθ

συμβολίζουμε το συντελεστή του θθ στην έκφραση για το Φ. Η ισχύς της δεύτερης ισότητας στην

2
΄Οροι με περισσότερα από δύο θ ή περισσότερα από δύο θ είναι ταυτοτικά μηδέν λόγω των σχέσεων αντιμετάθεσης

(5.1.1).
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(6.2.3) μπορεί εύκολα να αποδειχθεί, εάν γίνει χρήση της γενικής έκφρασης για ένα chiral υπερπεδίο
(σχέση (5.5.11)) και των σχέσεων (6.1.21), (6.1.23) και (6.1.24). Είναι:∫

d2θ Φ(x, θ, θ)
∣∣
θ=0

(5.5.11)

=

∫
d2θ

[
φ(x) +

√
2θψ(x) + (θθ)F (x)

]
=

=

∫
d2θ

[
φ(x) +

√
2θαψα(x) + (θθ)F (x)

]
=

=

(∫
d2θ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

φ(x) +
√

2

(∫
d2θθα

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

ψα(x) +

[∫
d2θ(θθ)

]
︸ ︷︷ ︸

=

1

F (x) =

=F (x) = Φ(x, θ, θ)
∣∣
θθ

Για τον F−όρο ενός chiral υπερπεδίου Φ, [Φ]F , το χωροχρονικό ολοκλήρωμα
∫
d4x [Φ]F είναι αναλ-

λοίωτο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, αφού το [Φ]F μεταβάλλεται κατά μια ολική
παράγωγο κάτω από τους μετασχηματισμούς αυτούς, άρα αποτελεί μία επιτρεπτή συνεισφορά σε μία

υπερσυμμετρική δράση (ισοδύναμα, το [Φ]F είναι μία επιτρεπτή συνεισφορά σε μία υπερσυμμετρική
Lagrangian). Επισημαίνουμε ότι ο F−όρος ενός chiral υπερπεδίου είναι εν γένει μιγαδικός, ενώ
μία υπερσυμμετρική δράση πρέπει να είναι πραγματική, το οποίο μπορεί να εξασφαλιστεί εάν κάθε

τέτοια συνεισφορά στην αντίστοιχη Lagrangian συνοδεύεται από τη μιγαδική συζυγή της:

[Φ]F + c.c. =

∫
d2θ

∫
d2θ

(
δ(2)(θ)Φ(x, θ, θ) + δ(2)(θ)Φ∗(x, θ, θ)

)
(6.2.4)

Από τις εξισώσεις (5.5.10) και (5.5.11) μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι εάν η συνάρτηση Φ̃(y, θ), η
οποία αναπαριστά ένα chiral υπερπεδίο Φ(x, θ, θ) στις υπερσυντεταγμένες (yµ, θα, θα̇) (όπου yµ =
xµ + iθσµθ) με την έννοια ότι Φ(x, θ, θ) = Φ(y − iθσθ, θ, θ) ≡ Φ̃(y, θ), δίνεται από τη σχέση

Φ̃(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + (θθ)F (y)

ο συντελεστής του θθ στην έκφραση για το Φ(x, θ, θ) είναι F (x). Αυτή είναι μία χρήσιμη πα-
ρατήρηση, διότι πολλοί υπολογισμοί, στους οποίους εμπλέκονται chiral υπερπεδία, απλοποιούνται
σημαντικά, εάν χρησιμοποιηθούν οι μποζονικές συντεταγμένες yµ αντί των xµ.
Μία άλλη συνεισφορά σε μία υπερσυμμετρική Lagrangian (δηλαδή Lagrangian που μεταβάλλεται

κατά μία ολική παράγωγο κάτω από έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό, ώστε η αντίστοιχη δράση

να είναι αναλλοίωτη κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό) θα μπορούσε να είναι και ο D−όρος
ενός chiral υπερπεδίου Φ, δηλαδή ο συνετελεστής του (θθ)

(
θ θ
)
στην έκφραση για το υπερπεδίο

αυτό:

[Φ]D ≡
∫
d2θ

∫
d2θΦ(x, θ, θ) = Φ(x, θ, θ)

∣∣
(θθ)(θ θ) = −1

4
∂µ∂

µφ(x), (6.2.5)

όπου η τελευταία ισότητα έπεται από την (5.5.11), με το φ(x) να είναι ένα μιγαδικό βαθμωτό πεδίο.
Από την (6.2.5) είναι σαφές ότι ο D−όρος ενός chiral υπερπεδίου είναι μία ολική παράγωγος, οπότε
η προσθήκη του (μαζί με το μιγαδικό συζυγή του) σε μία υπερσυμμετρική Lagrangian δεν επηρεάζει
καθόλου την αντίστοιχη δράση.

Με βάση τα παραπάνω, μία υπερσυμμετρική Lagrangian είναι εν γένει ένα άθροισμα D−όρων
διανυσματικών υπερπεδίων και F−όρων chiral υπερπεδίων, με τους τελευταίους να συνοδεύονται
από τους μιγαδικούς συζυγείς τους. Τα υπερπεδία που χρησιμοποιούνται για την κατασκευή υ-

περσυμμετρικών Lagrangians κατασκευάζονται συνήθως από άλλα, θεμελιώδη υπερπεδία. Ωστόσο,
όπως θα δούμε παρακάτω, είναι επιτρεπτή η παρουσία του D−όρου ενός θεμελιώδους διανυσματι-
κούς υπερπεδίου V σε μία υπερσυμμετρική Lagrangian, εάν το V είναι το διανυσματικό υπερπεδίο
για μία Αβελιανή συμμετρία βαθμίδας.
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6.3 Lagrangians για chiral supermultiplets

Στην ενότητα 5.5 είδαμε ότι τα πεδία-συνιστώσες ενός chiral υπερπεδίου μετασχηματίζονται κάτω
από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς όπως τα αντίστοιχα πεδία στο ελεύθερο και άμαζο μο-

ντέλο των Wess και Zumino. Τώρα έχουμε τα απαραίτητα εργαλεία για να ανακατασκευάσουμε τις
Lagrangians για το ελεύθερο και άμαζο μοντέλο των Wess και Zumino και για ένα σύνολο από
αλληλεπιδρώσες chiral supermultiplets, τις οποίες εξετάσαμε στις ενότητες 4.1 και 4.2 αντίστοιχα,
χρησιμοποιώντας υπερπεδία. Για το σκοπό αυτό θεωρούμε n chiral υπερπεδία Φi:

Φi(x, θ, θ) =φi(x) +
√

2θψi(x) + (θθ)Fi(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφi(x)−

− i√
2

(θθ)θσµ∂µψi(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφi(x), (6.3.1)

τα οποία έχουν διάσταση μάζας 1, ώστε τα πεδία-συνιστώσες φi, ψi και Fi να έχουν τις συνήθεις
διαστάσεις μάζας 1, 3

2 και 2 αντίστοιχα. Για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n, έχουμε:

Φ∗iΦj =

[
φ∗i +

√
2θψi + (θ θ)F ∗i + i

(
θσµθ

)
∂µφ

∗
i −

i√
2

(θ θ)θσµ∂µψi−

−1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ∗i

] [
φj +

√
2θψj + (θθ)Fj − i

(
θσνθ

)
∂νφj−

− i√
2

(θθ)θσν∂νψj −
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂ν∂

νφj

]
=

=φ∗iφj +
√

2φ∗i (θψj) + (θθ)φ∗iFj − i
(
θσµθ

)
φ∗i ∂µφj −

i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψj

)
φ∗i−

− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ∗i ∂µ∂

µφj +
√

2
(
θψi
)
φj + 2 (θψj)

(
θψi
)

+

+
√

2(θθ)
(
θψi
)
Fj − i

√
2
(
θψi
) (
θσµθ

)
∂µφj − i(θθ)

(
θψi
) (
θσµ∂µψj

)
+

+ (θ θ)F ∗i φj +
√

2(θ θ) (θψj)F
∗
i + (θθ)

(
θ θ
)
F ∗i Fj + i

(
θσµθ

)
φj∂µφ

∗
i+

+ i
√

2 (θψj)
(
θσµθ

)
∂µφ

∗
i − i2

(
θσµθ

) (
θσνθ

)
(∂µφ

∗
i ) (∂νφj)−

− i√
2

(
θ θ
) (
θσµ∂µψi

)
φj − i

(
θ θ
)

(θψj)
(
θσµ∂µψi

)
−

− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φj∂µ∂

µφ∗i
(2.5.32)−(2.5.35)

=

=φ∗iφj +
√

2 (θψj)φ
∗
i + (θθ)φ∗iFj − i

(
θσµθ

)
φ∗i ∂µφj −

i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψj

)
φ∗i−

− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ∗i ∂µ∂

µφj +
√

2
(
θψi
)
φj +

(
θσµθ

)
ψjσµψi +

√
2(θθ)

(
θψi
)
Fj+

+ i
√

2
(
θψi
) (
θσµθ

)
∂µφj +

i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ψiσ

µ∂µψj +
(
θ θ
)
φjF

∗
i +

+
√

2
(
θ θ
)

(θψj)F
∗
i + (θθ)

(
θ θ
)
F ∗i Fj + i

(
θσµθ

)
φj∂µφ

∗
i−

− i
√

2

2
(θθ)

(
ψjσ

µθ
)
∂µφ

∗
i +

1

2
ηµν(θθ)

(
θ θ
)

(∂µφ
∗
i ) (∂νφj)−

− i√
2

(
θ θ
) (
θσµ∂µψi

)
φj +

i

2

(
θ θ
)
(θθ)ψjσ

µ∂µψi −
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φj∂µ∂

µφ∗i =

=φ∗iφj +
√

2 (θψj)φ
∗
i + (θθ)φ∗iFj − i

(
θσµθ

)
φ∗i ∂µφj −

i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψj

)
φ∗i−

− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ∗i ∂µ∂

µφj +
√

2
(
θψi
)
φj +

(
θσµθ

)
ψjσµψi +

√
2(θθ)

(
θψi
)
Fj−

− i
√

2

2

(
θ θ
) (
ψiσ

µθ
)
∂µφj +

i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ψiσ

µ∂µψj +
(
θ θ
)
φjF

∗
i +
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+
√

2
(
θ θ
)

(θψj)F
∗
i + (θθ)

(
θ θ
)
F ∗i Fj + i

(
θσµθ

)
φj∂µφ

∗
i+

+
i√
2

(θθ)
(
θσµψj

)
∂µφ

∗
i +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)

(∂µφ
∗
i ) (∂µφj)−

i√
2

(
θ θ
) (
θσµ∂µψi

)
φj+

+
i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ψjσ

µ∂µψi −
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φj∂µ∂

µφ∗i =

=φ∗iφj +
√

2 (θψj)φ
∗
i + (θθ)φ∗iFj − i

(
θσµθ

)
φ∗i ∂µφj −

i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψj

)
φ∗i−

− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ∗i ∂µ∂

µφj +
√

2
(
θψi
)
φj +

(
θσµθ

)
ψjσ

µψi +
√

2(θθ)
(
θψi
)
Fj+

+
i√
2

(
θ θ
) (
θσµψi

)
∂µφj +

i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ψiσ

µ∂µψj +
(
θ θ
)
φjF

∗
i +
√

2
(
θ θ
)

(θψj)F
∗
i +

+ (θθ)
(
θ θ
)
F ∗i Fj + i

(
θσµθ

)
φj∂µφ

∗
i +

i√
2

(θθ)
(
θσµψj

)
∂µφ

∗
i +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)

(∂µφ
∗
i ) (∂µφj)−

− i√
2

(θ θ)
(
θσµ∂µψi

)
φj +

i

2
(θθ)

(
θ θ
)
ψjσ

µ∂µψi −
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φj∂µ∂

µφ∗i ⇒

⇒ Φ∗iΦj =φ∗iφj +
√

2 (θψj)φ
∗
i +
√

2
(
θψi
)
φj + (θθ)φ∗iFj +

(
θ θ
)
φjF

∗
i +

+
(
θσµθ

) (
−iφ∗i ∂µφj + iφj∂µφ

∗
i + ψjσ

µψi
)

+
i√
2

(θθ)θσµ [ψj∂µφ
∗
i−

− (∂µψj)φ
∗
i ] +
√

2(θθ)
(
θψi
)
Fj +

i√
2

(
θ θ
)
θσµ

[
ψi∂µφj −

(
∂µψi

)
φj
]

+

+
√

2
(
θ θ
)

(θψj)F
∗
i + (θθ)

(
θ θ
) [
F ∗i Fj +

1

2
(∂µφ

∗
i ) (∂µφj)−

1

4
φ∗i ∂µ∂

µφj−

−1

4
φj∂µ∂

µφ∗i +
i

2
ψiσ

µ∂µψj +
i

2
ψjσ

µ∂µψi

]
, (6.3.2)

όπου όλα τα εμφανιζόμενα πεδία είναι συναρτήσεις των μποζονικών συντεταγμένων xµ. Για κάθε
i ∈ {1, 2, . . . , n}, το Φ∗iΦi είναι ένα πραγματικό (διανυσματικό) υπερπεδίο, αφού (Φ∗iΦi)

∗ = ΦiΦ
∗
i =

Φ∗iΦi. Θεωρούμε τώρα ένα εκ των n chiral υπερπεδίων Φi, το οποίο για ευκολία συμβολίζουμε με

Φ, και έστω ότι:

Φ(x, θ, θ) =φ(x) +
√

2θψ(x) + (θθ)F (x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ(x)−

− i√
2

(θθ)θσµ∂µψ(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ(x) (6.3.3)

όπου φ και F είναι δύο μιγαδικά βαθμωτά πεδία και ψ ένα αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl.
Από την (6.3.2) έπεται ότι ο D−όρος του διανυσματικού υπερπεδίου Φ∗Φ ισούται με:

[Φ∗Φ]D =

∫
d2θ

∫
d2θΦ∗Φ = F ∗F +

1

2
(∂µφ

∗) (∂µφ)− 1

4
φ∗∂µ∂

µφ− 1

4
φ∂µ∂

µφ∗+

+
i

2
ψσµ∂µψ +

i

2
ψσµ∂µψ = F ∗F +

1

2
(∂µφ

∗) (∂µφ)− 1

4
[∂µ (φ∗∂µφ)−

− (∂µφ
∗) (∂µφ)]− 1

4
[∂µ (φ∂µφ∗)− (∂µφ) (∂µφ∗)] +

i

2
ψσµ∂µψ−

− i

2

(
∂µψ

)
σµψ = F ∗F +

1

2
(∂µφ

∗)(∂µφ)− 1

4
∂µ (φ∗∂µφ) +

+
1

4
(∂µφ

∗) (∂µφ)− 1

4
∂µ (φ∂µφ∗) +

1

4
(∂µφ

∗) (∂µφ) +
i

2
ψσµ∂µψ−

− i

2

[
∂µ
(
ψσµψ

)
− ψσµ∂µψ

]
⇒

⇒ [Φ∗Φ]D =F ∗F + (∂µφ
∗) (∂µφ) + iψσµ∂µψ − ∂µ

(
1

4
φ∗∂µφ+

1

4
φ∂µφ∗ +

i

2
ψσµψ

)
(6.3.4)
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Παρατηρούμε ότι το [Φ∗Φ]D είναι η Lagrangian (4.1.56), η οποία αντιστοιχεί στο ελεύθερο και
άμαζο μοντέλο τωνWess και Zumino, συν μία ολική παράγωγος, η οποία μπορεί να αγνοηθεί, αφού
έχει μηδενική συνεισφορά στην αντίστοιχη δράση,

∫
d4x [Φ∗Φ]D.

Θα εξάγουμε τώρα τους επανακανονικοποιήσιμους όρους αλληλεπιδράσεων ανάμεσα στις chi-
ral supermultiplets (φi, ψi, F ), στους οποίους καταλήξαμε στην ενότητα 4.2, χρησιμοποιώντας τα
υπερπεδία Φi. Αρχικά, επισημαίνουμε ότι αφού τα γινόμενα chiral υπερπεδίων είναι πάλι chiral υ-
περπεδία (όπως δείξαμε στην ενότητα 5.5), τα γινόμενα ΦiΦj και ΦiΦjΦk είναι chiral υπερπεδία για
κάθε i, j, k = 1, 2, . . . , n. Θα υπολογίσουμε τώρα τις εκφράσεις για τα γινόμενα αυτά στις υπερσυ-
ντεταγμένες (yµ, θα, θα̇), όπου οι μποζονικές συντεταγμένες yµ δίνονται από την (5.5.3). Σε αυτές
τις υπερσυντεταγμένες, τα υπερπεδία Φi, i = 1, 2, . . . , n, δίνονται από τις συναρτήσεις

Φ̃i = Φ̃i(y, θ) = φi(y) +
√

2θψi(y) + (θθ)Fi(y) (6.3.5)

αντίστοιχα. ΄Ετσι, έχουμε:

Φ̃iΦ̃j =
[
φi(y) +

√
2θψi(y) + (θθ)Fi(y)

] [
φj(y) +

√
2θψj(y) + (θθ)Fj(y)

]
=

=φi(y)φj(y) +
√

2 (θψj(y))φi(y) + (θθ)φi(y)Fj(y)+

+
√

2 (θψi(y))φj(y) + 2 (θψi(y)) (θψj(y)) + (θθ)φj(y)Fi(y)
(2.5.32)

=

=φi(y)φj(y) +
√

2 (θψj(y))φi(y) + (θθ)φi(y)Fj(y)+

+
√

2 (θψi(y))φj(y)− (θθ)ψi(y)ψj(y) + (θθ)φj(y)Fi(y)⇒
⇒ Φ̃iΦ̃j =φi(y)φj(y) +

√
2θ (ψi(y)φj(y) + ψj(y)φi(y)) +

+ (θθ) (φi(y)Fj(y) + φj(y)Fi(y)− ψi(y)ψj(y)) (6.3.6)

Φ̃iΦ̃jΦ̃k =
[
φi(y)φj(y) +

√
2 (θψi(y))φj(y) +

√
2 (θψj(y))φi(y) + (θθ) (φi(y)Fj(y)+

φj(y)Fi(y)− ψi(y)ψj(y))]
[
φk(y) +

√
2θψk(y) + (θθ)Fk(y)

]
=

=φi(y)φj(y)φk(y) +
√

2 (θψk(y))φi(y)φj(y) + (θθ)φi(y)φj(y)Fk(y)+

+
√

2 (θψi(y))φj(y)φk(y) + 2 (θψi(y)) (θψk(y))φj(y) +
√

2 (θψj(y))φi(y)φk(y)+

+ 2 (θψj(y)) (θψk(y))φi(y) + (θθ)φk(y) (φi(y)Fj(y) + φj(y)Fi(y)− ψi(y)ψj(y))
(2.5.32)

=

=φi(y)φj(y)φk(y) +
√

2 (θψk(y))φi(y)φj(y) + (θθ)φi(y)φj(y)Fk(y)+

+
√

2 (θψi(y))φj(y)φk(y)− (θθ) (ψi(y)ψk(y))φj(y) +
√

2 (θψj(y))φi(y)φk(y)−
− (θθ) (ψj(y)ψk(y))φi(y) + (θθ)φk(y) (φi(y)Fj(y) + φj(y)Fi(y)− ψi(y)ψj(y))⇒

⇒ Φ̃iΦ̃jΦ̃k =φi(y)φj(y)φk(y) +
√

2θ (ψi(y)φj(y)φk(y) + ψj(y)φi(y)φk(y) + ψk(y)φi(y)φj(y)) +

+ (θθ) [φi(y)φj(y)Fk(y) + φi(y)φk(y)Fj(y) + φj(y)φk(y)Fi(y)−
− (ψi(y)ψj(y))φk(y)− (ψi(y)ψk(y))φj(y)− (ψj(y)ψk(y))φi(y)] (6.3.7)

Από τις εκφράσεις για τα γινόμενα ΦiΦj και ΦiΦjΦk στις υπερσυντεταγμένες (yµ, θα, θα̇), που
δίνονται από τις (6.3.6) και (6.3.7) αντίστοιχα, μπορούμε άμεσα να προσδιορίσουμε τους F−όρους
των chiral υπερπεδίων ΦiΦj και ΦiΦjΦk για κάθε i, j, k = 1, 2, . . . , n, σύμφωνα με την παρατήρηση
που κάναμε στην προηγούμενη ενότητα. ΄Εχουμε:

[ΦiΦj ]F = φi(x)Fj(x) + φj(x)Fi(x)− ψi(x)ψj(x) = φiFj + φjFi − ψiψj (6.3.8)

[ΦiΦjΦk]F =φi(x)φj(x)Fk(x) + φi(x)φk(x)Fj(x) + φj(x)φk(x)Fi(x)− (ψi(x)ψj(x))φk(x)−
− (ψi(x)ψk(x))φj(x)− (ψj(x)ψk(x))φi(x) =
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=φiφjFk + φiφkFj + φjφkFi − (ψiψj)φk − (ψiψk)φj − (ψjψk)φi (6.3.9)

Θεωρούμε τώρα την ολόμορφη συνάρτηση των Φi (εάν αυτά θεωρηθούν μιγαδικές μεταβλητές):

W (Φi) =
1

2
MijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk (6.3.10)

η οποία αποτελεί ένα chiral υπερπεδίο. Στο δεύτερο μέλος της (6.3.10) υπονοείται άθροιση ως
προς i, j και k από 1 εώς n, τα Mij είναι σταθερές με διάσταση μάζας 1, για τις οποίες ισχύει ότι

Mij = Mji για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n, ενώ τα yijk είναι αδιάστατες σταθερές, οι οποίες είναι πλήρως
συμμετρικές ως προς i, j, k. Παρατηρούμε ότι η μορφή που έχει τοW (Φi) της (6.3.10) ως συνάρτηση
των chiral υπερπεδίων Φi είναι ακριβώς η ίδια με τη μορφή του υπερδυναμικού W στην (4.2.18)

ως συνάρτηση των βαθμωτών πεδίων φi. Με δεδομένες τις (6.3.8) και (6.3.9) μπορούμε εύκολα να
διαπιστώσουμε ότι η ποσότητα [W (Φi)]F + c.c., που μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω
από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, είναι ακριβώς η Lint της σχέσης (4.2.7), όπου τα Wi και

Wij δίνονται από τις εξισώσεις (4.2.23) και (4.2.16) αντίστοιχα. Πράγματι, είναι:

[W (Φi)]F + c.c. =

∫
d2θ

∫
d2θδ

(
θ
)
W (Φi) + c.c =

=

∫
d2θ

∫
d2θδ(θ)

(
1

2
MijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk

)
+ c.c. =

=
1

2
Mij

∫
d2θ

∫
d2θδ(2)(θ)ΦiΦj +

1

6
yijk

∫
d2θ

∫
d2θδ(θ)ΦiΦjΦk + c.c. =

=
1

2
Mij [ΦiΦj ]F +

1

6
yijk [ΦiΦjΦk]F + c.c. =

=
1

2
Mij (φiFj + φjFi − ψiψj) +

1

6
yijk [φiφjFk + φiφkFj+

+φjφkFi − (ψiψj)φk − (ψiψk)φj − (ψjψk)φi] + c.c. =

=
1

2
MjiφjFi +

1

2
MijφjFi −

1

2
Mijψiψj +

1

6
yjkiφjφkFi +

1

6
yjikφjφkFi+

+
1

6
yijkφjφkFi −

1

6
yijkφk (ψiψj)−

1

6
yikjφk (ψiψj)−

1

6
ykijφk (ψiψj) + c.c. =

=
1

2
MijφjFi +

1

2
MijφjFi −

1

2
Mijψiψj +

1

6
yijkφjφkFi +

1

6
yijkφjφkFi+

+
1

6
yijkφjφkFi −

1

6
yijkφk (ψiψj)−

1

6
yijkφk (ψiψj)−

1

6
yijkφk (ψiψj) + c.c.⇒

⇒ [W (Φi)]F + c.c. =

[
MijφjFi +

1

2
yijkφjφkFi −

1

2
Mijψiψj −

1

2
yijkφk (ψiψj)

]
+ c.c. =

=


(
Mijφj +

1

2
yijkφjφk

)
︸ ︷︷ ︸

=

Wi

Fi −
1

2
(Mij + yijkφk)︸ ︷︷ ︸

=

Wij

ψiψj

+ c.c.
(4.2.7)

= Lint

(6.3.11)

Επομένως, η Lagrangian για μία υπερσυμμετρική επανακανονικοποιήσιμη θεωρία, που αφορά σε ένα
σύστημα n αλληλεπιδρωσών chiral supermiltiplets (φi, ψi, Fi) μπορεί να γραφεί ως:

L = [Φ∗iΦi]D + ([W (Φi)]F + c.c.) (6.3.12)

όπου τα Φi, i = 1, 2, . . . , n, είναι chiral υπερπεδία, τα οποία δίνονται από την (6.3.1), και W (Φi)
είναι μία συνάρτηση των Φi της μορφής (6.3.10), η οποία καλείται υπερδυναμικό (superpotential),
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όπως και η συνάρτηση που προκύπτει από αυτήν, εάν τα Φi αντικατασταθούν από τα βαθμωτά

πεδία-συνιστώσες τους, φi (εξίσωση (4.2.18)). Στον πρώτο όρο του δεύτερου μέλους της (6.3.12),
υπονοείται άθροιση ως προς i από 1 έως n. Από την (6.3.4) έπεται άμεσα ότι

[Φ∗iΦi]D =F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi − ∂µ
(

1

4
φ∗i ∂

µφi+

+
1

4
φi∂

µφ∗i +
1

2
ψiσ

µψi

)
(6.3.13)

Οι τρεις πρώτοι όροι του [Φ∗iΦi]D είναι ακριβώς το ελεύθερο κομμάτι, Lfree, της πλήρους Lagrangian
(4.2.25) για αλληλεπιδρώσες chiral supermultiplets, στην οποία καταλήξαμε χωρίς τη χρήση του
φορμαλισμού του υπερχώρου και των υπερπεδίων, ενώ η ολική παράγωγος έχει μηδενική συνεισφορά

στη δράση που αντιστοιχεί στη Lagrangian (6.3.12), οπότε μπορεί να αγνοηθεί. ΄Ετσι, με δεδομένη
και την (6.3.11), η Lagrangian (6.3.12) συμπίπτει με την (4.2.25), όπως πρέπει. Ακόμη, από τις
(6.3.11) και (6.3.13) είναι φανερό ότι η Lagrangian (6.3.12) δεν περιέχει κινητικούς όρους για τα
μιγαδικά βαθμωτά πεδία Fi, οπότε τα πεδία αυτά είναι βοηθητικά και μπορούμε να απαλλαγούμε από
αυτά αντικαθιστώντας τα με τις εκφράσεις που προκύπτουν γι΄ αυτά από τις αντίστοιχες εξισώσεις

κίνησης (εξισώσεις Euler-Lagrange). Αυτό το έχουμε ήδη κάνει στην ενότητα 4.2 για τη Lagrangian
(4.2.25), η οποία συμπίπτει με την (6.3.12), οπότε δε χρειάζεται να επαναλάβουμε και εδώ αυτή τη

διαδικασία.

6.4 Υπερσυμμετρικές Αβελιανές θεωρίες βαθμίδας

Σε αυτήν την ενότητα, θα προσδιορίσουμε τη μορφή της Lagrangian για μία υπερσυμμετρική Αβε-
λιανή (U(1)) θεωρία βαθμίδας.
Το διανυσματικό υπερπεδίο V (x, θ, θ) της σχέσης (5.6.10) περιέχει το διανυσματικό πεδίο βαθ-

μίδας Aµ. Τα αντίστοιχα Αβελιανά υπερπεδία έντασης πεδίου (field strength superfields) ορίζονται
ως

Wα ≡ −
1

4
D D(DαV ), W α̇ ≡ −

1

4
DD(Dα̇V ) (6.4.1)

όπου α = 1, 2 και W α̇ = (Wα)∗. Οι ποσότητες Wα και W α̇ είναι παραδείγματα σπινοριακών

υπερπεδίων δύο συνιστωσών, οι οποίες είναι μεταβλητές Grassmann. ΄Οπως έχουμε ήδη επισημάνει
στην ενότητα 5.6, η απαίτηση το διανυσματικό πεδίο βαθμίδας Aµ να έχει τη συνήθη διάσταση
μάζας 1 επιβάλλει το διανυσματικό υπερπεδίο V της (5.6.10) να είναι αδιάστατο. Επομένως, από τις

σχέσεις (6.4.1) και το γεγονός ότι οι chiral συναλλοίωτες παράγωγοι Dα = ∂
∂θα − i(σ

µ)αβ̇θ
β̇
∂µ και

Dα̇ = − ∂

∂θ
α̇ + iθβ(σµ)βα̇∂µ έχουν διάσταση μάζας

1
2 (αφού οι φερμιονικές συντεταγμένες θ

α
και

θ
α̇
έχουν διάσταση μάζας −1

2) έπεται ότι τα Wα και W α̇ έχουν διάσταση μάζας
3
2 . Το σπινοριακό

υπερπεδίο Wα είναι ένα chiral υπερπεδίο, ενώ το σπινοριακό υπερπεδίο W α̇ είναι ένα anti-chiral
υπερπεδίο, αφού:

Dβ̇Wα = −1

4
Dβ̇

[
D D(DαV )

]
= −1

4
Dβ̇Dγ̇D

γ̇
(DαV ) = −1

4
εγ̇δ̇Dβ̇Dγ̇Dδ̇(DαV )

(5.4.12)

= 0

και

DβW α̇ = −1

4
Dβ

[
DD

(
Dα̇V

)]
= −1

4
DβD

γDγ

(
Dα̇V

)
= −1

4
εγδDβDδDγ

(
Dα̇V

) (5.4.12)
= 0

για κάθε α, β = 1, 2, α̇, β̇ = 1̇, 2̇. Επίσης, τα Wα και W α̇ είναι αναλλοίωτα κάτω από μετασχη-

ματισμούς υπερβαθμίδας της μορφής (5.6.22), οι οποίοι αποτελούν την υπερσυμμετρική γενίκευση

των Αβελιανών μετασχηματισμών βαθμίδας. Πράγματι, κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό που

χαρακτηρίζεται από ένα αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ, τα Wα και W α̇ μετασχηματίζονται ως

Wα →−
1

4
D DDα [V + i (Λ− Λ∗)] =
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=− 1

4
D D (DαV )− i

4
D D (DαΛ) +

i

4
D D (DαΛ∗)︸ ︷︷ ︸

=

0

=

=Wα −
i

4
Dβ̇D

β̇
DαΛ = Wα −

i

4
εβ̇γ̇Dβ̇Dγ̇DαΛ =

=Wα −
i

4
εβ̇γ̇Dβ̇

({
Dα, Dγ̇

}
−DαDγ̇

)
Λ
(5.4.10)

=

=Wα −
i

4
εβ̇γ̇Dβ̇

[
2i(σµ)αγ̇∂µ −DαDγ̇

]
Λ =

=Wα +
1

2
εβ̇γ̇(σµ)αγ̇∂µ

(
Dβ̇Λ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

+
i

4
εβ̇γ̇Dβ̇Dα

(
Dγ̇Λ

)︸ ︷︷ ︸

=

0

= Wα

και

W α̇ →−
1

4
DDDα̇ [V + i (Λ− Λ∗)] =

=− 1

4
DD

(
Dα̇V

)
− i

4
DD

(
Dα̇Λ

)︸ ︷︷ ︸
=

0

+
i

4
DD

(
Dα̇Λ∗

)
=

=W α̇ +
i

4
DβDβDα̇Λ∗ = W α̇ +

i

4
εβγDγDβDα̇Λ∗ =

=W α̇ +
i

4
εβγDγ

({
Dβ, Dα̇

}
−Dα̇Dβ

)
Λ∗
(5.4.10)

=

=W α̇ +
i

4
εβγDγ

[
2i(σµ)βα̇∂µ −Dα̇Dβ

]
Λ∗ =

=W α̇ −
1

2
εβγ(σµ)βα̇∂µ (DγΛ∗)︸ ︷︷ ︸

=

0

− i
4
εβγDγDα̇ (DβΛ∗)︸ ︷︷ ︸

=

0

= W α̇

αντίστοιχα, όπου χρησιμοποιήσαμε το ότι Dα̇Λ = 0, ∀ α̇ = 1̇, 2̇, αφού το Λ είναι ένα chiral υπερπε-
δίο, και DαΛ∗ =

(
Dα̇Λ

)∗
= 0, ∀ α = 1, 2. Επειδή το Wα είναι αναλλοίωτο κάτω από Αβελιανούς

μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας, δηλαδή μετασχηματισμούς της μορφής (5.6.22), μπορούμε, χωρίς

βλάβη της γενικότητας, να το υπολογίσουμε στη βαθμίδα τωνWess και Zumino, όπου το διανυσμα-
τικό υπερπεδίο V που εμφανίζεται στην (6.4.1) έχει τη μορφή:

VWZ(x, θ, θ) =
(
θσµθ

)
Aµ(x) + (θθ)θλ(x) +

(
θ θ
)
θλ(x) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(x) (6.4.2)

Θα προσδιορίσουμε την έκφραση για τοWα = −1
4DD (DαVWZ) στις υπερσυντεταγμένες

(
yµ, θα, θα̇

)
(όπου yµ = xµ + iθσµθ), διότι σε αυτές τις υπερσυντεταγμένες οι chiral συναλλοίωτες παράγω-

γοι Dα̇ και D
α̇
αναπαριστώνται από απλούστερους διαφορικούς τελεστές, τους D̃α̇ = − ∂

∂θ
α̇ και

D̃
α̇

= ∂
∂θα̇
αντίστοιχα, ενώ οι Dα αναπαριστώνται από τους D̃α = ∂

∂θα − 2i(σµ)αβ̇θ
β̇ ∂
∂yµ , όπως

δείξαμε στην ενότητα 5.5. Φυσικά, πρέπει πρώτα να βρούμε την έκφραση για το VWZ της (6.4.2)

στις υπερσυντεταγμένες
(
yµ, θα, θα̇

)
. ΄Εχουμε:

VWZ(x, θ, θ) =VWZ(y − iθσθ, θ, θ) =

=
(
θσµθ

)
Aµ(y − iθσθ) + (θθ)θλ(y − iθσθ)+

+
(
θ θ
)
θλ(y − iθσθ) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(y − iθσθ) =

=
(
θσµθ

) [
Aµ(y)− i

(
θσνθ

) ∂Aµ(y)

∂yν

]
+ (θθ)θλ(y)+
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+
(
θ θ
)
θλ(y) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(y) =

=
(
θσµθ

)
Aµ(y) + i

(
θσµθ

) (
θσνθ

) ∂Aµ(x)

∂xν

∣∣∣∣
x=y

+ (θθ)θλ(y)+

+
(
θ θ
)
θλ(y) +

1

2
+ (θθ)

(
θ θ
)
D(y)

(2.5.35)

=

=
(
θσµθ

)
Aµ(y) +

i

2
ηµν(θθ)

(
θ θ
)
∂νAµ(y) + (θθ)θλ(y)+

+
(
θ θ
)
θλ(y) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(y)

=
(
θσµθ

)
Aµ(y) +

i

2
(θθ)

(
θ θ
)
∂µAµ(y) + (θθ)θλ(y) +

(
θ θ
)
θλ(y) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D(y) =

=
(
θσµθ

)
Aµ(y) + (θθ)θλ(y) + (θ θ)θλ(y) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)

(D(y) + i∂µA
µ(y)) ≡

≡ṼWZ(y, θ, θ) (6.4.3)

΄Ετσι, αν ορίσουμε:

Wα(x, θ, θ) = Wα(y − iθσθ, θ, θ) ≡ W̃α(y, θ, θ) (6.4.4)

είναι:

W̃α = −1

4
D̃D̃

(
D̃αṼWZ

)
= −1

4
D̃β̇D̃

β̇
D̃αṼWZ (6.4.5)

΄Εχουμε:

D̃αṼWZ =

(
∂

∂θα
− 2i(σµ)αβ̇θ

β̇ ∂

∂yµ

){(
θσνθ

)
Aν(y) + (θθ)θλ(y)+

+
(
θ θ
)
θλ(y) +

1

2
(θθ)

(
θ θ
)

[D(y) + i∂νA
ν(y)]

}
=

=
∂

∂θα
(
θσµθ

)
Aµ(y) +

∂(θθ)

∂θα
(
θλ(y)

)
+
(
θ θ
) ∂

∂θα
(θλ(y)) +

+
1

2

∂(θθ)

∂θα
(
θ θ
)

(D(y) + i∂µA
µ(y))− 2i(σµ)αβ̇θ

β̇ (
θσνθ

) ∂Aν(y)

∂yµ
−

− 2i(σµ)αβ̇θ
β̇
(θθ)θα̇

∂λ
α̇
(y)

∂yµ
(5.2.13)

=
(5.2.19)

=
(
σµθ

)
α
Aµ(y) + 2θα

(
θλ(y)

)
+
(
θ θ
)
λα(y) +

1

2
(2θα)

(
θ θ
)

(D(y)+

+i∂µA
µ(y))− 2i(σµ)αβ̇θ

β̇ (
θσνθ

) ∂Aν(x)

∂xµ

∣∣∣∣
x=y

− 2i(σµ)αβ̇θ
β̇
(θθ)θα̇

∂λ
α̇
(x)

∂xµ

∣∣∣∣∣
x=y

=

=
(
σµθ

)
α
Aµ(y) + 2

(
θλ(y)

)
θα +

(
θ θ
)
λα(y) +

(
θ θ
)
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) +

+ 2i(σµ)αβ̇θ
β̇ (
θσνθ

)
∂µAν(y)− 2i(σµ)αβ̇θ

β̇
(θθ)

(
θ∂µλ(y)

)
=

=(σµ)αγ̇θ
γ̇
Aµ(y) + 2θγ̇λ

γ̇
(y)θα +

(
θ θ
)
λα(y) +

(
θ θ
)
θα (D(y)+

+∂µA
µ(y)) + 2i(σµ)αγ̇θ

γ̇
θδ̇(σ

ν)δ̇ζθζ∂µAν(y)− 2i(σµ)αβ̇θ
β̇
θγ̇∂µλ

γ̇
(y)(θθ)

΄Αρα,

D̃
β̇
D̃αṼWZ =

∂

∂θβ̇

[
(σµ)αγ̇θ

γ̇
Aµ(y) + 2θγ̇λ

γ̇
(y)θα +

(
θ θ
)
λα(y) +

(
θ θ
)
θα(D(y)+

+ i∂µA
µ(y)) + 2i(σµ)αγ̇θ

γ̇
θδ̇(σ

ν)δ̇ζθζ∂µAν(y)−
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−2i(σµ)αγ̇θ
γ̇
θδ̇∂µλ

δ̇
(y)(θθ)

]
=

=(σµ)αγ̇
∂θ

γ̇

∂θβ̇
Aµ(y) + 2

∂θγ̇

∂θβ̇
λ
γ̇
(y)θα +

∂
(
θ θ
)

∂θβ̇
λα(y)+

+
∂
(
θ θ
)

∂θβ̇
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) + 2i(σµ)αγ̇

(
∂θ

γ̇

∂θβ̇
θδ̇ − θ

γ̇ ∂θδ̇
∂θβ̇

)
×

× (σν)δ̇ζθζ∂µAν(y)− 2i(σµ)αγ̇

(
∂θ

γ̇

∂θβ̇
θδ̇ − θ

γ̇ ∂θδ̇
∂θβ̇

)
∂µλ

δ̇
(y)(θθ)

(5.2.6),(5.2.9)
=

(5.2.15)

=(σµ)αγ̇ε
γ̇β̇Aµ(y) + 2δβ̇γ̇λ

γ̇
(y)θα + 2θ

β̇
λα(y)+

+ 2θ
β̇
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) + 2i(σµ)αγ̇

(
εγβ̇θδ̇ − θ

γ̇
δβ̇
δ̇

)
×

× (σν)δ̇ζθζ∂µAν(y)− 2i(σµ)αγ̇

(
εγ̇β̇θδ̇ − θ

γ̇
δβ̇
δ̇

)
∂µλ

δ̇
(y)(θθ) =

=(σµ)αγ̇ε
γ̇β̇Aµ(y) + 2λ

β̇
(y)θα + 2θ

β̇
λα(y) + 2θ

β̇
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) +

+ 2i(σµ)αγ̇ε
γ̇β̇θδ̇(σ

ν)δ̇ζθζ∂µAν(y)− 2i(σµ)αγ̇θ
γ̇
(σν)β̇ζθζ∂µAν(y)−

− 2i(σµ)αγ̇ε
γ̇β̇θδ̇∂µλ

δ̇
(y)(θθ) + 2i(σµ)αγ̇θ

γ̇
∂µλ

β̇
(y)(θθ)

οπότε

W̃α =− 1

4
D̃β̇D̃

β̇
D̃αṼWZ =

1

4

∂

∂θ
β̇

[
(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇Aµ(y) + 2λ
β̇
(y)θα+

+ 2θ
β̇
λα(y) + 2θ

β̇
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) + 2i(σµ)αγ̇ε
γ̇β̇θδ̇(σ

ν)δ̇ζθζ∂µAν(y)−

− 2i(σµ)αγ̇θ
γ̇
(σν)β̇ζθζ∂µAν(y)− 2i(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇θδ̇∂µλ
δ̇
(y)(θθ)+

+2i(σµ)αγ̇θ
γ̇
∂µλ

β̇
(y)(θθ)

]
=

=
1

2

∂θ
β̇

∂θ
β̇
λα(y) +

1

2

∂θ
β̇

∂θ
β̇
θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) +
i

2
(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇ ∂θδ̇

∂θ
β̇
×

× (σν)δ̇ζθζ∂µAν(y)− i

2
(σµ)αγ̇

∂θ
γ̇

∂θ
β̇

(σν)β̇ζθζ∂µAν(y)−

− i

2
(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇ ∂θδ̇

∂θ
β̇
∂µλ

δ̇
(y)(θθ) +

i

2
(σµ)αγ̇

∂θ
γ̇

∂θ
β̇
∂µλ

β̇
(y)(θθ)

(5.2.6)

=
(5.2.10)

=
1

2
· 2 · λα(y) +

1

2
· 2 · θα (D(y) + i∂µA

µ(y)) +
i

2
(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇εδ̇β̇(σν)δ̇ζ×

× θζ∂µAν(y)− i

2
(σµ)αγ̇δ

γ̇

β̇
(σν)β̇ζθζ∂µAν(y)− i

2
(σµ)αγ̇ε

γ̇β̇εδ̇β̇×

× ∂µλ
δ̇
(y)(θθ) +

i

2
(σµ)αγ̇δ

γ̇

β̇
∂µλ

β̇
(y)(θθ) =

=λα(y) + θα (D(y) + i∂µA
µ(y))− i

2
(σµ)αγ̇εδ̇β̇ε

β̇γ̇(σν)δ̇ζθζ∂µAν(y)−

− i

2
(σµ)αβ̇(σν)β̇ζθζ∂µAν(y) +

i

2
(σµ)αγ̇ ε

γ̇β̇εβ̇δ̇︸ ︷︷ ︸

=

δγ̇
δ̇

∂µλ
δ̇
(y)(θθ)+

+
i

2
(σµ)αβ̇∂µλ

β̇
(y)(θθ) =

158



=λα(y) + θαD(y) + iδβαθβη
µν∂µAν(y)− i

2
(σµ)αγ̇δ

γ̇

δ̇
(σν)δ̇ζθζ×

× ∂µAν(y)− i

2
(σµσνθ)α ∂µAν(y) + i

(
σµ∂µλ(y)

)
α

(θθ)
(2.5.23)

=

=λα(y) + θαD(y) +
i

2
(σµσν + σνσµ) β

α θβ∂µAν(y)−

− i

2
(σµ)αγ̇(σν)γ̇ζθζ∂µAν(y)− i

2
(σµσνθ)α ∂µAν(y)+

+ i(θθ)
(
σµ∂µλ(y)

)
α

=

=λα(y) + θαD(y) +
i

2
(σµσνθ)α ∂µAν(y) +

i

2
(σµσνθ)α ∂νAµ(y)−

− i (σµσνθ)α ∂µAν(y) + i(θθ)
(
σµ∂µλ(y)

)
α

=

=λα(y) + θαD(y)− i

2
(σµσνθ)α (∂µAν(y)− ∂νAµ(y)) + i(θθ)

(
σµ∂µλ(y)

)
α
⇒

⇒ W̃α(y, θ, θ) =λα(y) + θαD(y)− i

2
(σµσνθ)α Fµν(y) + i(θθ)

(
σµ∂µλ(y)

)
α

(6.4.6)

όπου

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ (6.4.7)

είναι ο αντισυμμετρικός τανυστής έντασης πεδίου (field strength) για το Αβελιανό πεδίο βαθμίδας
Aµ, ο οποίος είναι αναλλοίωτος κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας. Πράγματι,
κάτω από έναν τέτοιο μεασχηματισμό έχουμε:

Aµ → Aµ + ∂µ(φ+ φ∗)

για κάποιο αδιάστατο μιγαδικό βαθμωτό πεδίο φ (βλ. σχέση (5.6.28)), άρα

Fµν →∂µ [Aν + ∂ν (φ+ φ∗)]− ∂ν [Aµ + ∂µ (φ+ φ∗)] =

=∂µAν + ∂µ∂ν (φ+ φ∗)− ∂νAµ − ∂ν∂µ (φ+ φ∗) =

=∂µAν + ∂µ∂ν���
��(φ+ φ∗)− ∂νAµ −(((((

((∂µ∂ν (φ+ φ∗) = Fµν

Επίσης, και τα άλλα δύο πεδία που περιέχονται στο W̃α(= Wα), δηλαδή το αριστερόστροφο σπινο-
ριακό πεδίοWeyl λα (gaugino) και το πραγματικό βαθμωτό πεδίο D (το οποίο, όπως θα δούμε στη
συνέχεια, αποτελεί ένα βοηθητικό πεδίο), είναι αναλλοίωτα κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς

υπερβαθμίδας, όπως φαίνεται από τις (5.6.29) και (5.6.30) αντίστοιχα.

Από την (6.4.6) έπεται ότι

W̃α =εαβW̃β = εαβ
[
λβ(y) + θβD(y)− i

2
(σµσνθ)β Fµν(y) + i(θθ)

(
σµ∂µλ(y)

)
β

]
=

=λα(y) + θαD(y)− i

2
εαβ(σµ)βγ̇(σν)γ̇δθδFµν(y) + i(θθ)εαβ(σµ)βγ̇∂µλ

γ̇
(y) =

=λα(y) + θαD(y)− i

2
εαβεβζεγ̇ζ̇(σ

µ)ζ̇ζεγ̇η̇εδη(σν)ηη̇θδFµν(y)+

+ i(θθ)εαβεβδεγ̇δ̇(σ
µ)δ̇δ∂µλ

γ̇
(y) =

=λα(y) + θαD(y)− i

2
δαζ

(
−εζ̇γ̇

)
εγ̇η̇(σµ)ζ̇ζ(σν)ηη̇

(
−εηδ

)
θδFµν(y)+

+ i(θθ)δαδ (σµ)δ̇δ
(
−εδ̇γ̇

)
∂µλ

γ̇
(y) =

=λα(y) + θαD(y)− i

2
δαζ δ

η̇

ζ̇
(σµ)ζ̇ζ(σν)ηη̇θ

ηFµν(y)− i(θθ)(σµ)δ̇α∂µλδ̇(y) =

=λα(y) + θαD(y)− i

2
θη(σν)ηζ̇(σ

µ)ζ̇αFµν(y)− i(θθ)∂µλδ̇(y)(σµ)δ̇α ⇒
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⇒ W̃α =λα(y) + θαD(y)− i

2
(θσνσµ)α Fµν(y)− i(θθ)

(
∂µλ(y)σµ

)α
(6.4.8)

Συνδυάζοντας τις (6.4.6) και (6.4.8) παίρνουμε:

W̃αW̃α =

[
λα(y) + θαD(y)− i

2
(θσνσµ)α Fµν(y)− i(θθ)

(
∂µλ(y)σµ

)α]×
×
[
λα(y) + θαD(y)− i

2

(
σρσλθ

)
α
Fρλ(y) + i(θθ)

(
σµ∂µλ(y)

)
α

]
=

=λ(y)λ(y) + (λ(y)θ)D(y)− i

2

(
λ(y)σρσλθ

)
Fρλ(y) + i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θλ(y))D(y) + (θθ)D2(y)− i

2

(
θσρσλθ

)
Fρλ(y)D(y)− i

2
(θσνσµλ(y))Fµν(y)−

− i

2
(θσνσµθ)Fµν(y)D(y) +

i2

4

(
θσνσµσρσλθ

)
Fµν(y)Fρλ(y)−

− i(θθ)
[(
∂µλ(y)

)
σµλ(y)

] (2.5.6),(2.5.12),(2.5.36)
=

(2.5.26),(2.5.9)

=λ(y)λ(y) + (θλ(y))D(y)− i

2

(
θσλσρλ(y)

)
Fρλ(y) + i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θλ(y))D(y) + (θθ)D2(y)− i

2
ηρλ(θθ)Fρλ(y)D(y)− i

2
(θσνσµλ(y))Fµν(y)−

− i

2
ηνµ(θθ)Fµν(y)D(y)− 1

4
θσν

(
ηµρσλ − ηµλσρ + ηρλσµ − iεµρλτστ

)
θFµν(y)Fρλ(y)+

+ i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y) =

=λ(y)λ(y) + 2 (θλ(y))D(y)− i (θσνσµλ(y))Fµν(y) + 2i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θθ)D2(y)− i

2
ηρλFρλ(y)︸ ︷︷ ︸

=

0

D(y)(θθ)− i

2
ηνµFµν(y)︸ ︷︷ ︸

=

0

D(y)(θθ)−

− 1

4

(
θσνσλθ

)
ηµρFµν(y)Fρλ(y) +

1

4
(θσνσρθ) ηµλFµν(y)Fρλ(y)−

− 1

4
(θσνσµθ) ηρλFµν(y)Fρλ(y) +

i

4
εµρλτ (θσνστθ)Fµν(y)Fρλ(y) =

=λ(y)λ(y) + 2 (θλ(y))D(y)− i (θσνσµλ(y))Fµν(y) + 2i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θθ)D2(y)− 1

4
(θθ)ηνληµρFµν(y)Fρλ(y) +

1

4
(θθ)ηνρηµλFµν(y)Fρλ(y)−

− 1

4
(θθ)ηνµηρλFµν(y)Fρλ(y) +

i

4
εµρλτηντ (θθ)Fµν(y)Fρλ(y) =

=λ(y)λ(y) + 2 (θλ(y))D(y)− i (θσνσµλ(y))Fµν(y) + 2i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θθ)D2(y)− 1

4
(θθ)Fµν(y)ηµρηνλFρλ(y) +

1

4
(θθ)Fµν(y)ηνρηµλFρλ(y)−

− 1

4
(θθ) ηµνFµν(y)︸ ︷︷ ︸

=

0

ηρλFρλ(y)︸ ︷︷ ︸

=

0

+
i

4
(θθ)εµρλτδντFµν(y)Fρλ(y) =

=λ(y)λ(y) + 2 (θλ(y))D(y)− i (θσνσµλ(y))Fµν(y) + 2i(θθ)λ(y)σµ∂µλ(y)+

+ (θθ)D2(y)− 1

4
(θθ)Fµν(y)Fµν(y) +

1

4
(θθ)Fµν(y)F νµ(y) +

i

4
(θθ)εµρλνFµν(y)Fρλ(y)⇒

⇒ W̃αW̃α =λ(y)λ(y) + 2 (θλ(y))D(y)− i (θσνσµλ(y))Fµν(y) + (θθ)(D2(y)+

+ 2iλ(y)σµ∂µλ(y)− 1

2
Fµν(y)Fµν(y) +

i

4
εµνρλFµν(y)Fρλ(y)) (6.4.9)
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όπου χρησιμοποιήσαμε ότι

ηµνFµν = ηνµFνµ = ηµν(−Fµν) = −ηµνFµν ⇒ ηµνFµν = 0

Ισχύει ότι το Lorentz αναλλοίωτο υπερπεδίο WαWα είναι ένα chiral υπερπεδίο, αφού η αντίστοιχη
συνάρτηση των (y, θ, θ), W̃αW̃α εξαρτάται μόνο από τα y και θ, επομένως

D̃β̇

(
W̃αW̃α

)
= − ∂

∂θ
β̇

(
W̃αW̃α

)
= 0 = Dβ̇(WαWα)

για κάθε β̇ = 1̇, 2̇. Από την (6.4.9) έπεται ότι ο F−όρος του chiral υπερπεδίου WαWα ισούται με

[WαWα]F = D2(x) + 2iλ(x)σµ∂µλ(x)− 1

2
Fµν(x)Fµν(x) +

i

4
εµνρλFµν(x)Fρλ(x) (6.4.10)

και, ως γνωστόν, μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχη-

ματισμούς, ενώ είναι αναλλοίωτος κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας,αφού τα

εμπλεκόμενα σε αυτόν πεδία, Fµν , λ και D, είναι αναλλοίωτα κάτω από αυτούς τους μετασχηματι-
σμούς. Κατά συνέπεια, η δράση

Sgauge =
1

4

∫
d2x ([WαWα]F + c.c.) (6.4.11)

είναι αναλλοίωτη κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς και Αβελιανούς μετασχηματισμούς

υπερβαθμίδας. Αντικαθιστώντας την (6.4.10) στην (6.4.11), λαμβάνουμε:

Sgauge =
1

4

∫
d4x

[
D2 + 2iλσµ∂µλ−

1

2
FµνF

µν +
���

���
�i

4
εµνρλFµνFρλ+

+D2 − 2i
(
λσµ∂µλ

)∗ − 1

2
FµνF

µν −
���

���
�i

4
εµνρλFµνFρλ

]
=

=
1

4

∫
d4x

[
2D2 + 2iλσµ∂µλ− 2i (∂µλ)σµλ− FµνFµν

]
=

=

∫
d4x

{
1

2
D2 +

i

2

[
∂µ
(
λσµλ

)
− (∂µλ)σµλ

]
− i

2
(∂µλ)σµλ− 1

4
FµνF

µν

}
=

=
i

2

∫
d4x∂µ

(
λσµλ

)
︸ ︷︷ ︸

=

0

+

∫
d4x

[
1

2
D2 − i (∂µλ)σµλ− 1

4
FµνF

µν

]
⇒

⇒ Sgauge =

∫
d4x

(
1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν

)
(6.4.12)

Στη Lagrangian που αντιστοιχεί στη δράση (6.4.12)

Lgauge =
1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν
(6.4.13)

η οποία μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς

(αφού διαφέρει κατά μία ολική παράγωγο από το
1
4([WαWα]F +c.c.) και προφανώς είναι αναλλοίωτη

κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας, ο τρίτος όρος, −1
4FµνF

µν
, είναι ο γνώριμος

κινητικός όρος για το Αβελιανό διανυσματικό πεδίο βαθμίδας Aµ, ο δεύτερος όρος (iλ σµ∂µλ) είναι
κινητικό όρος για το αριστερόστροφο φερμιόνιο Weyl λ (gaugino) ενώ δεν υπάρχει κινητικός όρος
για το πραγματικό βαθμωτό πεδίο D, οπότε το πεδίο αυτό είναι ένα βοηθητικό πεδίο. Ο δείκτης
gauge στην Lgauge (αντίστοιχα Sgauge) χρησιμοποιείται για να δηλώσει ότι αυτή η Lagrangian
(αντίστοιχα δράση) αφορά στην supermultiplet βαθμίδας (gauge supermultiplet) (Aµ, λ,D).
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Ας δοκιμάσουμε τώρα να προσθέσουμε στην Lgauge την (6.4.3) τον όρο m
2
[
V 2
]
D
, όπου m

είναι μία θετική πραγματική σταθερά με διάσταση μάζας 1, ο οποίος μεταβάλλεται κάτω από υ-

περσυμμετρικούς μετασχηματισμούς κατά μία ολική παράγωγο, αφού είναι ανάλογος του D−όρου
του διανυσματικού υπερπεδίου V 2

, όπου το V είναι της μορφής (5.6.10). Από την εξίσωση αυτή
προκύπτει ότι:

V 2 =

[
C + iθχ− iθχ+

i

2
(θθ) (M + iN)− i

2
(θ θ) (M − iN) +

+
(
θσµθ

)
Aµ + (θθ)θ

(
λ+

1

2
σµ∂µχ

)
+
(
θ θ
)
θ

(
λ− 1

2
σµ∂µχ

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
)(

D − 1

2
∂µ∂

µC

)][
C + iθχ− iθχ+

i

2
(θθ) (M + iN)−

− i

2

(
θ θ
)

(M − iN) +
(
θσνθ

)
Aν + (θθ)θ

(
λ+

1

2
σν∂νχ

)
+

+
(
θ θ
)
θ

(
λ− 1

2
σν∂νχ

)
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)(

D − 1

2
∂ν∂

νC

)]
όπου όλα τα εμφανιζόμενα πεδία είναι συναρτήσεις των μποζονικών συντεταγμένων xµ. Για να
προσδιορίσουμε το

[
V 2
]
D
, δηλαδή το συντελεστή του (θθ)

(
θ θ
)
στην έκφραση για το V 2

, αρκεί

να απομονώσουμε τους όρους του V 2
που περιέχουν δύο θ και δύο θ, το άθροισμα των οποίων θα

μπορέσουμε στη συνέχεια να γράψουμε ως γινόμενο του (θθ)
(
θ θ
)
επί μία συνάρτηση των xµ με

την εφαρμογή κατάλληλων ταυτοτήτων του Fierz. Σύμφωνα με την τελευταία σχέση, έπεται ότι το
κομμάτι του V 2

που περιέχει δύο θ και δύο θ είναι:

V 2
∣∣
2−θ,2−θ =

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
C

(
D − 1

2
∂µ∂

µC

)
+ i (θχ)

(
θ θ
)(

λ− 1

2
σµ∂µχ

)
−

− i
(
θχ
)

(θθ)θ

(
λ+

1

2
σµ∂µχ

)
− i2

4
(θθ)

(
θ θ
)

(M + iN) (M − iN)−

− i2

4

(
θ θ
)
(θθ) (M − iN) (M + iN) +

(
θσµθ

) (
θσνθ

)
AµAν−

− i
(
θχ
)

(θθ)θ

(
λ+

1

2
σµ∂µχ

)
+ i (θχ)

(
θ θ
)
θ

(
λ− 1

2
σµ∂µχ

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
)(

D − 1

2
∂µ∂

µC

)
C
(2.5.35)

=

=(θθ)
(
θ θ
)
C

(
D − 1

2
∂µ∂

µC

)
+ 2i

(
θ θ
)

(θχ) θ

(
λ− 1

2
σµ∂µχ

)
−

− 2i(θθ)
(
θχ
)
θ

(
λ+

1

2
σµ∂µχ

)
+

2

4
(θθ)

(
θ θ
) (
M2 +N2

)
+

+
1

2
ηµν(θθ)

(
θ θ
)
AµAν =

=(θθ)
(
θ θ
)(

CD − 1

2
C∂µ∂

µC

)
+ 2i

(
θ θ
) [

(θχ) (θλ)− 1

2
(θχ) (θσµ∂µχ)

]
−

− 2i(θθ)

[(
θχ
) (
θλ
)

+
1

2

(
θχ
) (
θσµ∂µχ

)]
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
) (
M2 +N2

)
+

+
1

2
(θθ)

(
θ θ
)
AµA

µ =

=(θθ)
(
θ θ
)(

CD − 1

2
C∂µ∂

µC

)
+ 2i

(
θ θ
) [
−1

2
(θθ)χλ+

1

4
(θθ)χσµ∂µχ

]
−

− 2i(θθ)

[
−1

2

(
θ θ
)
χλ− 1

4

(
θ θ
)
χσµ∂µχ

]
+

1

2
(θθ)

(
θ θ
) (
M2 +N2 +AµA

µ
)

=
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=(θθ)
(
θ θ
) [1

2
AµA

µ − iχλ+ iχλ+
1

2

(
M2 +N2

)
+
i

2
χσµ∂µχ+

+
i

2
χσµ∂µχ−

1

2
C∂µ∂

µC + CD

]
άρα [

V 2
]
D

=
1

2
AµA

µ − iχλ+ iχλ+
1

2

(
M2 +N2

)
+
i

2
χσµ∂µχ+

+
i

2
χσµ∂µχ−

1

2
C∂µ∂

µC + CD (6.4.14)

Από την (6.4.14) έπεται ότι ο m2
[
V 2
]
D
περιέχει τον όρο

1
2m

2AµA
µ
, που είναι όρος μάζας για

το διανυσματικό μποζόνιο Aµ. ΄Ετσι, η προσθήκη του m
2
[
V 2
]
D
στην Lgauge της (6.4.13), μεταξύ

άλλων, δίνει μάζα m στο διανυσματικό μποζόνιο Aµ. Ωστόσο, ο
[
V 2
]
D
δεν είναι αναλλοίωτος

κάτω από μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας της μορφής (5.6.22), η δράση των οποίων πάνω στα

πεδία-συνιστώσες του V δίνεται από τις (5.6.25)-(5.6.30). Κατά συνέπεια, η παρουσία του όρου
m2
[
V 2
]
D
στην Lagrangian για μία υπερσυμμετρική Αβελιανή θεωρία βαθμίδας (τμήμα της οποίας

είναι η Lgauge της (6.4.13)) δεν είναι επιτρεπτή. Αυτό σημαίνει ότι η απαίτηση για αναλλοιώτητα της

εν λόγω Lagrangian κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς βαθμίδας επιβάλλει το αντίστοιχο
μποζόνιο βαθμίδας Aµ να είναι άμαζο, όπως είναι και το gaugino λ.
Ωστόσο, έχει ενδιαφέρον να δείξουμε ότι η υπερσυμμετρική Lagrangian που προκύπτει, εάν

προσθέσουμε το m2
[
V 2
]
D
στην (6.4.13)

L = Lgauge +m2
[
V 2
]
D

(6.4.15)

περιγράφει μία ελεύθερη μαζική διανυσματική supermultiplet, της οποίας το σωματιδιακό περιε-
χόμενο έχουμε δώσει στην ενότητα (3.2.2). Για να το διαπιστώσουμε αυτό, αρχικά γράφουμε

την Lagrangian της (6.4.15) συναρτήσει των πεδίων C,χ,M,N,Aµ, λ και D αντικαθιστώντας τις
(6.4.13) και (6.4.14) στην (6.4.15)

L ≡1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − im2χλ+ im2χλ+
1

2
m2
(
M2 +N2

)
+

+
i

2
m2χσµ∂µχ+

i

2
m2χσµ∂µχ−

1

2
m2C∂µ∂

µC +m2CD (6.4.16)

Εισάγουμε τώρα το πραγματικό βαθμωτό πεδίο C̃ ≡ mC, το οποίο έχει διάσταση μάζας 1, όπως
ένα σύνηθες βαθμωτό πεδίο, αφού το πραγματικό βαθμωτό πεδίο C είναι αδιάστατο, και το αρι-
στερόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl χ̃ με χ̃α = imχα για κάθε α = 1, 2 (οπότε χ̃α̇ = (χ̃α)∗ =
−im(χα)∗ = −imχα̇), το οποίο έχει διάσταση μάζας 3

2 που είναι η συνήθης διάσταση για ένα τέτοιο

πεδίο, καθώς το αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl χ έχει διάσταση μάζας 1
2 . ΄Ετσι, η L της

(6.4.16) γράφεται

L =
1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ −m (imχα)λα −m (−imχα̇)λ
α̇
+

+
1

2
m2
(
M2 +N2

)
+
i

2
(imχα) (σµ)αβ̇∂µ

(
−imχβ̇

)
+
i

2
(−imχα̇) (σµ)α̇β∂µ (imχβ)−

− 1

2
(mC) ∂µ∂

µ (mC) +m (mC)D =

=
1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ −mχ̃αλα −mχ̃α̇λ
α̇
+

+
1

2
m2
(
M2 +N2

)
+
i

2
χ̃α(σµ)αβ̇∂µχ̃

β̇
+
i

2
χ̃α̇(σµ)α̇β∂µχ̃β −

1

2
C̃∂µ∂

µC̃ +mC̃D =

=− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2
C̃∂µ∂

µC̃ + iλ σµ∂µλ+
i

2
χ̃σµ∂µχ̃+

i

2
χ̃σµ∂µχ̃−
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−m
(
χ̃λ+ χ̃λ

)
+

1

2
D2 +MC̃D +

1

2
m2
(
M2 +N2

)
=

=− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2

[
∂µ

(
C̃∂µC̃

)
−
(
∂µC̃

)(
∂µC̃

)]
+ iλ σµ∂µλ+

+
i

2

[
∂µ
(
χ̃σµχ̃

)
− (∂µχ̃)σµχ̃

]
+
i

2
χ̃σµ∂µχ̃−m

(
χ̃λ+ χ̃λ

)
+

+
1

2
D2 +mC̃D +

1

2
m2
(
M2 +N2

)
⇒

⇒ L =− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ +
1

2

(
∂µC̃

)(
∂µC̃

)
+ iλ σµ∂µλ+ iχ̃σµ∂µχ̃−

−m
(
χ̃λ+ χ̃λ

)
+

1

2
D2 +mC̃D +

1

2
m2
(
M2 +N2

)
(6.4.17)

όπου έχουμε παραλείψει τις ολικές παραγώγους, καθώς έχουν μηδενική συνεισφορά στην αντίστοιχη

δράση.

Παρατηρούμε ότι η Lagrangian (6.4.17) δεν περιέχει κινητικούς όρους για τα πραγματικά βαθ-
μωτά πεδία D,M και N , οπότε τα πεδία αυτά είναι βοηθητικά και μπορούμε να τα διώξουμε χρησι-
μοποιώντας τις αντίστοιχες εξισώσεις Euler-Lagrange:

∂L
∂D

= ∂µ

[
∂L

∂ (∂µD)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒ D +mC̃ = 0⇒ D = −mC̃ (6.4.18)

∂L
∂M

= ∂µ

[
∂L

∂ (∂µM)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒ m2M = 0⇒M = 0 (6.4.19)

∂L
∂N

= ∂µ

[
∂L

∂ (∂µN)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒ m2N = 0⇒ N = 0 (6.4.20)

Αν αντικαταστήσουμε τις (6.4.18)-(6.4.20) στη Lagrangian της (6.4.17), η τελευταία γίνεται:

L =− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ +
1

2

(
∂µC̃

)(
∂µC̃

)
+ iλ σµ∂µλ+ iχ̃σµ∂µχ̃−

−m
(
χ̃λ+ χ̃λ

)
+

1

2

(
−mC̃

)2
+mC̃

(
−mC̃

)
⇒

⇒ L =− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ +
1

2

(
∂µC̃

)(
∂µC̃

)
− 1

2
m2C̃2+

+ iλ σµ∂µλ+ iχ̃σµ∂µχ̃−m
(
χ̃λ+ χ̃λ

)
(6.4.21)

Ο τρίτος όρος της Lagrangian (6.4.21), 1
2

(
∂µC̃

)(
∂µC̃

)
, είναι κινητικός όρος για το πραγματικό

βαθμωτό πεδίο C̃, ενώ ο τέταρτος όρος, −1
2m

2C̃2
, είναι όρος μάζας για το πεδίο αυτό, από τον οποίο

προκύπτει ότι το C̃ έχει μάζα m, όπως και το διανυσματικό μποζόνιο Aµ (βλ. τον όρο
1
2m

2AµA
µ
).

Οι όροι της Lagrangian (6.4.21), στους οποίους εμπλέκονται τα αριστερόστροφα φερμιόνιαWeyl λ
και χ̃, είναι:

Lfermion = iλ σµ∂µλ+ iχ̃σµ∂µχ̃−m
(
χ̃λ+ χ̃λ

)
(6.4.22)

Ο πρώτος όρος στην Lfermion της (6.4.22) είναι κινητικός όρος για το φερμιόνιο Weyl λ, ενώ
ο δεύτερος όρος της είναι κινητικός όρος για το φερμιόνιο Weyl χ̃. Οι δύο τελευταίοι όροι,
−m

(
χ̃λ+ χ̃λ

)
= (−mχ̃λ + c.c.), είναι όροι μάζας. Εισάγουμε τώρα τα αριστερόστροφα φερμι-

όνια Weyl

λ1 =
1√
2

(χ̃+ λ) =
1√
2

(imχ+ λ) (6.4.23)
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λ2 =
i√
2

(χ̃− λ) =
i√
2

(imχ− λ) (6.4.24)

Από τους ορισμούς (6.4.23) και (6.4.24) έπεται ότι

λ1 + iλ2 =
1√
2

(χ̃+ λ) +
i2√

2
(χ̃− λ) =

1√
2

(χ̃+ λ)− 1√
2

(χ̃− λ) =
2√
2
λ =
√

2λ⇒

⇒ λ =
1√
2

(λ1 + iλ2) (6.4.25)

και

λ1 − iλ2 =
1√
2

(χ̃+ λ)− i2√
2

(χ̃− λ) =
1√
2

(χ̃+ λ) +
1√
2

(χ̃− λ) =
2√
2
χ̃ =
√

2χ̃⇒

⇒ χ̃ =
1√
2

(λ1 − iλ2) (6.4.26)

Με αντικατάσταση των (6.4.25) και (6.4.26) στην (6.4.22), η τελευταία γίνεται:

Lfermion =iλα̇(σµ)α̇β∂µλβ + iχ̃α̇(σµ)α̇β∂µχ̃β −m (χ̃αλα + c.c.) =

=i (λα)∗ (σµ)α̇β∂µλβ + i (χ̃α)∗ (σµ)α̇β∂µχ̃β −m (χ̃αλα + c.c.) =

=i

{
1√
2

[(λ1)α + i (λ2)α]

}∗
(σµ)α̇β∂µ

{
1√
2

[
(λ1)β + i (λ2)β

]}
+

+ i

{
1√
2

[(λ1)α − i (λ2)α]

}∗
(σµ)α̇β∂µ

{
1√
2

[
(λ1)β − i (λ2)β

]}
−

−m
{

1

2
[(λ1)α − i (λ2)α] [(λ1)α + i (λ2)α] + c.c.

}
=

=
i

2

[(
λ1

)
α̇
− i
(
λ2

)
α̇

]
(σµ)α̇β

[
∂µ (λ1)β + i∂µ (λ2)β

]
+

+
i

2

[(
λ1

)
α̇

+ i
(
λ2

)
α̇

]
(σµ)α̇β

[
∂µ (λ1)β − i∂µ (λ2)β

]
−

− 1

2
m (λ1λ1 + iλ1λ2 − iλ2λ1 + λ2λ2 + c.c.) =

=
i

2

(
λ1σ

µ∂µλ1 +���
���iλ1σ

µ∂µλ2 −���
���iλ2σ

µ∂µλ1 +���
���iλ2σ

µ∂µλ1+

+ λ2σ
µ∂µλ2 + λ1σ

µ∂µλ1 −���
���iλ1σ

µ∂µλ2+

+λ2σ
µ∂µλ2

)
− 1

2
m (λ1λ1 +���iλ1λ2 −���iλ1λ2 + λ2λ2 + c.c.)⇒

⇒ Lfermion =i
(
λ1σ

µ∂µλ1 + λ2σ
µ∂µλ2

)
− 1

2
m
(
λ1λ1 + λ1λ1

)
− 1

2
m
(
λ2λ2 + λ2λ2

)
(6.4.27)

Συνεχίζουμε θεωρώντας τα φερμιόνια Majorana

Λ1 =

(
(λ1)α(
λ1

)α̇ ) =
1√
2

(
χ̃α + λα

χ̃
α̇

+ λ
α̇

)
(6.4.28)

Λ1 =

(
(λ2)α(
λ2

)α̇ ) =
i√
2

(
χ̃α − λα

−
(
χ̃
α̇ − λα̇

) )
(6.4.29)

και γράφοντας την Lfermion συναρτήσει αυτών των φερμιονίων Majorana3:

Lfermion =
i

2

(
Λ1γ

µ∂µΛ1 + Λ2γ
µ∂µΛ2

)
− 1

2
m
(
Λ1Λ1 + Λ2Λ2

)
(6.4.30)

3
Θυμηθείτε τη συζήτηση στο τέλος της ενότητας 2.6
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Η (6.4.30) συνεπάγεται ότι τα Λ1 και Λ2 είναι δύο ελεύθερα φερμιόνια Majorana με μάζα m το
καθένα. Συμπερασματικά, η Lagrangian (6.4.21), η οποία προκύπτει από την (6.4.17) μετά την
αντικατάσταση των βοηθητικών πεδίων D,M και N από τις εκφράσεις που προκύπτουν γι΄ αυτά
από τις αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης, περιγράφει ένα διανυσματικό μποζόνιο Aµ, δύο φερμιόνια
Majorana Λ1 και Λ2, τα οποία δίνονται από τις (6.4.28) και (6.4.29) αντίστοιχα, και ένα πραγματικό

βαθμωτό πεδίο C̃, που έχουν όλα την ίδια μάζα m, ενώ δεν αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. ΄Ετσι, η
Lagrangian (6.4.21) αντιστοιχεί σε μία ελεύθερη μαζική διανυσματική supermultiplet.
Κλείνουμε τώρα την παραπάνω παρένθεση, η οποία αφορά στην προσθήκη του όρου m2

[
V 2
]
D

στην Lgauge της (6.4.13), και συνεχίζουμε με την κατασκευή της Lagrangian για μία γενική υ-
περσυμμετρική Αβελιανή θεωρία βαθμίδας. Ισχύει ότι το ολοκλήρωμα του D−όρου του ίδιου του
διανυσματικού υπερπεδίου V της θεωρίας σε όλο το χώρο Minkowski:∫

d4x [V ]D =

∫
d4x

(
1

2
D − 1

4
∂µ∂

µC

)
=

1

2

∫
d4xD − 1

4

∫
d4x∂µ∂

µC︸ ︷︷ ︸

=

0

=
1

2

∫
d4xD

είναι αναλλοίωτο κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς, αφού το πραγματικό βαθμωτό

πεδίο D μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από τους μετασχηματισμούς αυτούς, όπως
φαίνεται από την (5.6.21) (δξD = −i

(
ξσµ∂µλ+ ξσµ∂µλ

)
= −i∂µ

(
ξσµλ+ ξσµλ

)
) και είναι αναλ-

λοίωτο κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας (βλ. (5.6.30)). Επομένως, μπορεί

κανείς να συμπεριλάβει στη Lagrangian μίας υπερσυμμετρικής Αβελιανής (U(1)) θεωρίας βαθμίδας
έναν όρο

LFI = −2κ [V ]D = −κD (6.4.31)

όπου κ είναι μία πραγματική σταθερά, η οποία έχει διάσταση [κ] = M2
, ώστε να είναι [LFI] = M4

,

δεδομένου ότι το πεδίο D έχει διάσταση [D] = M2
, ενώ στο τρίτο μέλος της (6.4.31) έχουμε πάλι

παραλείψει μία ολική παράγωγο, την −2κ
(
−1

4∂µ∂
µC
)

= 1
2κ∂µ∂

µC. Ο όρος της (6.4.31) είναι
γνωστός ως όρος των Fayet και Iliopoulos, γι΄ αυτό και τον συμβολίζουμε με LFI.

Στη συνέχεια, θεωρούμε τη σύζευξη του διανυσματικού υπερπεδίου V με ένα σύνολο n chi-
ral υπερπεδίων Φi, όπως στην (6.3.1), όπου για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n}, το υπερπεδίο Φi φέρει

U(1) φορτίο qi. Κάτω από έναν Αβελιανό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας χαρακτηριζόμενο από ένα
αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ, τα Φi μετασχηματίζονται ως

Φi → Φ′i = e2igqiΛΦi (6.4.32)

όπου g είναι μία σταθερά σύζευξης, οπότε

Φ∗i → Φ′∗i = e−2igqiΛ
∗
Φ∗i (6.4.33)

ενώ το V μετασχηματίζεται όπως υποδεικνύει η (5.6.22). Τα υπερπεδία Φ′i στην (6.4.32) είναι chiral
υπερπεδία, όπως και τα Φi. Αυτό συμβαίνει, διότι για κάθε i = 1, 2, . . . , n, το Φi είναι το γινόμενο

του e2igqiΛ, το οποίο είναι ένα chiral υπερπεδίο, αφού e2igqiΛ =
∞∑
n=0

(2igqi)
n Λn

n! και το Λ είναι ένα

chiral υπερπεδίο4, και του chiral υπερπεδίου Φi, οπότε το Φ′∗i είναι ένα anti-chiral υπερπεδίο.
Θα προσδιορίσουμε τώρα πώς μετασχηματίζονται τα πεδία-συνιστώσες φi, ψi και Fi των chiral

υπερπεδίων Φi κάτω από έναν απειροστό Αβελιανό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας που χαρακτηρίζε-

ται από ένα chiral υπερπεδίο

Λ(x, θ, θ) =φ̃(x) +
√

2θψ̃(x) + (θθ)F̃ (x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ̃(x)−

− i√
2

(θθ)θσµ∂µψ̃(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ̃(x) (6.4.34)

4
Τα αθροίσματα και τα γινόμενα chiral υπερπεδιών είναι chiral υπερπεδία, οπότε και μία σειρά δυνάμεων ενός

chiral υπερπεδίου είναι επίσης chiral υπερπεδίο
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όπου φ̃ και F̃ είναι δύο απειροστά μιγαδικά βαθμωτά πεδία με διαστάσεις μάζας 0 και 1 αντίστοιχα
και ψ̃ είναι ένα απειροστό αριστερόστροφο σπινοριακό πεδίο Weyl με διάσταση μάζας 1

2 . Για κάθε

i = 1, 2, . . . , n, η μεταβολή του Φi κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό ισούται με:

δSGΦi =Φ′i − Φi
(6.4.32)

=
(
e2igqiΛ − 1

)
Φi

Taylor
=

=
(
�1 + 2igqiΛ +O(Λ2)− �1

)
Φi ⇒

⇒ δSGΦi =2igqiΛΦi (6.4.35)

όπου έχουμε αγνοήσει τους όρους τάξης ≥ 2 ως προς το chiral υπερπεδίο Λ της (6.4.34), αφού αυτό
είναι απειροστό, ενώ ο δείκτης SG δηλώνει ακριβώς ότι το δSGΦi είναι η μεταβολή του Φi κάτω από

έναν απειροστό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας (supergauge transformation). Αντικαθιστώντας τις
(6.4.34) και (6.3.1) στην (6.4.35), παίρνουμε:

δSGΦi =2igqi

[
φ̃+
√

2θψ̃ + (θθ)F̃ − i
(
θσµθ

)
∂µφ̃−

i√
2

(θθ)θσµ∂µψ̃−

−1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ̃

] [
φi +

√
2θψi + (θθ)Fi − i

(
θσνθ

)
∂νφi−

− i√
2

(θθ)θσν∂νψi −
1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂ν∂

νφi

]
=

=2igqi

[
φ̃φi +

√
2 (θψi) φ̃+ (θθ)φ̃Fi − i

(
θσµθ

)
φ̃∂µφi−

− i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψi

)
φ̃− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ̃∂µ∂

µφi +
√

2
(
θψ̃
)
φi+

+ 2
(
θψ̃
)

(θψi)− i
√

2
(
θψ̃
) (
θσµθ

)
∂µφi + (θθ)F̃ φi − i

(
θσµθ

)
φi∂µφ̃−

− i
√

2 (θψi)
(
θσµθ

)
∂µφ̃−

(
θσµθ

) (
θσνθ

) (
∂µφ̃

)
(∂νφi)−

− i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψ̃

)
φi −

1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φi∂µ∂

µφ̃

]
(2.5.32)

=
(2.5.35)

=2igqi

[
φ̃φi +

√
2 (θψi) φ̃+ (θθ)φ̃Fi − i

(
θσµθ

)
φ̃∂µφi−

− i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψi

)
φ̃− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φ̃∂µ∂

µφi +
√

2
(
θψ̃
)
φi − (θθ)ψ̃ψi+

+ i

√
2

2
(θθ)

(
ψ̃σµθ

)
∂µφi + (θθ)F̃ φi − i

(
θσµθ

)
φi∂µφ̃+ i

√
2

2
(θθ)

(
ψiσ

µθ
)
×

×∂µφ̃−
1

2
ηµν(θθ)

(
θ θ
) (
∂µφ̃

)
(∂νφi)−

i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψ̃

)
φi −

1

4
(θθ)

(
θ θ
)
φi∂µ∂

µφ̃

]
=

=2igqi

{
φ̃φi +

√
2θ
(
ψiφ̃+ ψ̃φi

)
+ (θθ)

(
φ̃Fi + F̃ φi − ψ̃ψi

)
− i
(
θσµθ

) [
φ̃∂µφi+

+
(
∂µφ̃

)
φi

]
− i√

2
(θθ)

(
θσµ∂µψi

)
φ̃− i√

2
(θθ)

(
θσµψ̃

)
∂µφi −

i√
2

(θθ)
(
θσµψi

)
∂µφ̃−

− i√
2

(θθ)
(
θσµ∂µψ̃

)
φi −

1

4
(θθ)

(
θ θ
) [
φ̃∂µ∂

µφi +
(
∂µφ̃

)
(∂µφi) +

+
(
∂µφ̃

)
(∂µφi) + ∂µ

(
∂µφ̃

)
φi

]}
=

=2igqi

{
φ̃φi +

√
2θ
(
ψiφ̃+ ψ̃φi

)
+ (θθ)

(
φ̃Fi + F̃ φi − ψ̃ψi

)
− i
(
θσµθ

)
∂µ

(
φ̃φi

)
−

− i√
2

(θθ)θσµ
[
(∂µψi) φ̃+ ψi∂µφ̃+ ψ̃∂µφi +

(
∂µψ̃

)
φi

]
− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
×

×
[
∂µ

(
φ̃∂µφi

)
+ ∂µ

((
∂µφ̃

)
φi

)]}
=

=2igqi

{
φ̃φi +

√
2θ
(
ψiφ̃+ ψ̃φi

)
+ (θθ)

(
φ̃Fi + F̃ φi − ψ̃ψi

)
− i
(
θσµθ

)
∂µ

(
φ̃φi

)
−
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− i√
2

(θθ)θσµ
[
∂µ

(
ψiφ̃
)

+ ∂µ

(
ψ̃φi

)]
− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ

[
φ̃∂µφi +

(
∂µφ̃

)
φi

]}
⇒

⇒ δSGΦi =2igqi

{
φ̃φi +

√
2θ
(
ψiφ̃+ ψ̃φi

)
+ (θθ)

(
φ̃Fi + F̃ φi − ψ̃ψi

)
− i
(
θσµθ

)
∂µ

(
φ̃φi

)
−

− i√
2

(θθ)θσµ∂µ

(
ψiφ̃+ ψ̃φi

)
− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µ
(
φ̃φi

)}
(6.4.36)

Αν δSGφi, δSG (ψi)α και δSGFi είναι οι μεταβολές των φi, (ψi)α και Fi κάτω από τον Αβελιανό με-
τασχηματισμό υπερβαθμίδας που παραμετροποιείται από το απειροστό chiral υπερπεδίο της (6.4.34),
τότε με βάση την (6.3.1), έχουμε:

δSGΦi =δSGφi +
√

2θαδSG (ψi)α + (θθ)δSGFi − i
(
θσµθ

)
∂µ (δSGφi)−

− i√
2

(θθ)θα̇(σµ)α̇β∂µ

[
δSG (ψi)β

]
− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µ (δSGφi) (6.4.37)

Συγκρίνοντας την (6.4.37) με την (6.4.36), λαμβάνουμε:

δSGφi = 2igqiφ̃φi (6.4.38)

δSG (ψi)α = 2igqi

(
φ̃ (ψi)α + φiψ̃α

)
(6.4.39)

δSGFi = 2igqi

(
φ̃Fi + F̃ φi − ψ̃ψi

)
(6.4.40)

Για έναν απειροστό Αβελιανό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας που διατηρεί την εκλογή της βαθμίδας

των Wess και Zumino για το V , ο οποίος, σύμφωνα με τη συζήτηση στο τέλος της ενότητας 5.6,
χαρακτηρίζεται από ένα chiral υπερπεδίο της μορφής (6.4.34) με φ̃(x) = 1

2a(x), όπου a(x) είναι

μία αδιάστατη πραγματική βαθμωτή συνάρτηση, ψ̃α(x) = 0, για κάθε α = 1, 2 και F̃ (x) = 0, οι
(6.4.38), (6.4.39) και (6.4.40) γίνονται:

δSGφi = �2igqi
a(x)

�2
φi = igqia(x)φi (6.4.41)

δSG (ψi)α = �2igqi
a(x)

�2
(ψi)α = igqia(x) (ψi)α (6.4.42)

δSGFi = �2igqi
a(x)

�2
Fi = igqia(x)Fi (6.4.43)

Παρατηρούμε ότι τα τελευταία μέλη των (6.4.41), (6.4.42) και (6.4.43) είναι ακριβώς οι μεταβολές

των φi, (ψi)α και Fi (που έχουν U(1) φορτίο qi) κάτω από έναν απειροστό U(1) μετασχηματισμό
βαθμίδας που χαρακτηρίζεται από μία αδιάστατη πραγματική βαθμωτή συνάρτηση a(x).
Για κάθε i = 1, 2, . . . , n, οι κινητικοί όροι των πεδίων ύλης φi, ψi θα μπορούσαν να προκύψουν

από τον D−όρο του διανυσματικού υπερπεδίου Φ∗iΦi, [Φ
∗
iΦi]D, (όπως φαίνεται από την (6.3.13)), ο

οποίος, όμως, δεν είναι αναλλοίωτος κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας, αφού

σύμφωνα με τις (6.4.32) και (6.4.33), κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται

από ένα αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ έχουμε:

Φ∗iΦi → Φ′∗i Φ′i =
(
e−2igqiΛ

∗
Φ∗i

) (
e2igqiΛΦi

)
= e2igqi(Λ−Λ∗)Φ∗iΦi 6= Φ∗iΦi

Για να λάβουμε τους κινητικούς όρους των φi, ψi στα πλαίσια μίας υπερσυμμετρικής U(1) θεωρίας
βαθμίδας, εισάγουμε τα πραγματικά (διανυσματικά) υπερπεδία

Φ∗i e
−2gqiV Φi (6.4.44)
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όπου i = 1, 2, . . . , n, τα οποία είναι αναλλοίωτα κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθ-
μίδας, αφού κάτω από έναν τυχαίο τέτοιο μετασχηματισμό που περιγράφεται από τις (5.6.22) και

(6.4.32) για κάποιο αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ, έχουμε:

Φ∗i e
−2gqiV Φi → Φ′∗i e

−2gqiV
′
Φ′i =

(
e−2igqiΛ∗Φ∗i

)
e−2gqi[V+i(Λ−Λ∗)]

(
e2igqiΛΦi

)
=

=Φ∗i e
−2gqi(��iΛ∗+V+��iΛ−��iΛ∗−��iΛ)Φi = Φ∗i e

−2gqiV Φi

για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Επομένως, οιD−όροι των διανυσματικών υπερπεδίων (6.4.44),
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D

=∫
d2θ
∫
d2θΦ∗i e

−2gqiV Φi είναι και αυτοί αναλλοίωτοι κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερ-

βαθμίδας, ενώ καθένας από αυτούς μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από υπερσυμμε-

τρικούς μετασχηματισμούς. ΄Ετσι, η Lagrangian για μία υπερσυμμετρική U(1) θεωρία βαθμίδας θα

περιλαμβάνει το άθροισμα

n∑
i=1

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
, από το οποίο προκύπτουν οι κινητικοί όροι για τα

φορτισμένα πεδία ύλης φi, ψi, αφού για κάθε i = 1, 2, . . . , n, η ποσότητα
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
περιέχει

την [Φ∗iΦi]D, διότι Φ
∗
i e
−2gqiV Φi = Φ∗i

( ∞∑
k=0

(−2gqiV )k

k!

)
Φi = Φ∗i

[
1 +

∞∑
k=1

(−1)k (2gqi)
k V k

k!

]
Φi, κα-

θώς και όροι αλληλεπιδράσεων των φi, ψi με το διανυσματικό πεδίο βαθμίδας Aµ και το gaugino
λ.
Προχωρούμε τώρα στον υπολογισμό των ποσοτήτων

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
, όπου i = 1, 2, . . . , n, στη

βαθμίδα τωνWess και Zumino, στην οποία το ανάπτυγμα του εκθετικού e−2gqiV σε σειρά δυνάμεων

του V ,

e−2gqiV =
∞∑
k=0

(−1)k (2gqi)
k V

k

k!
(6.4.45)

έχει πεπερασμένο αριθμό μη μηδενικών όρων. Αυτό συμβαίνει, διότι στη βαθμίδα των Wess και
Zumino, το διανυσματικό υπερπεδίο V έχει την απλή μορφή

V =
(
θσµθ

)
Aµ + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D (6.4.46)

- όπου τα πεδία στο δεύτερο μέλος είναι συναρτήσεις των μποζονικών συντεταγμένων xµ - άρα

V 2 =

[(
θσµθ

)
Aµ + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D

]
×

×
[(
θσνθ

)
Aν + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D

]
=

=
(
θσµθ

) (
θσνθ

)
AµAν

(2.5.35)

=
1

2
ηµν(θθ)

(
θ θ
)
AµAν ⇒

⇒ V 2 =
1

2
(θθ)

(
θ θ
)
AµA

µ
(6.4.47)

και

V 3 = V 2V
(6.4.46)

=
(6.4.47)

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
AµA

µ

[(
θσνθ

)
Aν + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D

]
= 0

(6.4.48)

Η τελευταία σχέση είναι αληθής, διότι καθένας από τους όρους του τρίτου μέλους της περιέχει

τουλάχιστον τρία θ και τουλάχιστον τρία θ, οπότε είναι ταυτοτικά μηδέν. Επομένως, στη βαθμίδα
των Wess και Zumino. έχουμε:

V k = V 3V k−3 = 0 ∀ φυσικό αριθμό k ≥ 3 (6.4.49)

και συνδυάζοντας τις (6.4.45), (6.4.46), (6.4.47) και (6.4.49), λαμβάνουμε:

e−2gqiV =

∞∑
k=0

(−1)k (2gqi)
k V

k

k!
= 1− 2gqiV +

1

2
(2gqi)

2 V 2 +
���

���
���

��:0∞∑
k=3

(−1)k (2gqi)
k V

k

k!
=
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=1− 2gqiV + 2g2q2
i V

2 (6.4.46)⇒
(6.4.47)

⇒ e−2gqiV =1− 2gqi

[(
θσµθ

)
Aµ + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D

]
+ g2q2

i (θθ)
(
θ θ
)
AµA

µ

(6.4.50)

για κάθε i = 1, 2, . . . , n, οπότε:

Φ∗i e
−2gqiV Φi =Φ∗iΦie

−2gqiV (6.3.2)

=
(6.4.50)

{
φ∗iφi +

√
2 (θψi)φ

∗
i +
√

2
(
θψi
)
φi+

+ (θθ)φ∗iFi +
(
θ θ
)
φiF

∗
i +

(
θσµθ

) (
−iφ∗i ∂µφi + iφi∂µφ

∗
i + ψiσµψi

)
+

+
i√
2

(θθ)θσµ [ψi∂µφ
∗
i − (∂µψi)φ

∗
i ] +
√

2(θθ)
(
θψi
)
Fi +

i√
2

(
θ θ
)
θσµ×

×
[
ψi∂µφi −

(
∂µψi

)
φi
]

+
√

2
(
θ θ
)

(θψi)F
∗
i + (θθ)

(
θ θ
)

[F ∗i Fi+

+
1

2
(∂µφ

∗
i ) (∂µφi)−

1

4
φ∗i ∂µ∂

µφi −
1

4
φi∂µ∂

µφ∗i +
i

2
ψiσ

µ∂µψi+

+
i

2
ψiσ

µ∂µψi

]}{
1− 2gqi

[(
θσνθ

)
Aν + (θθ)θλ+

(
θ θ
)
θλ+

1

2
(θθ)

(
θ θ
)
D

]
+

+g2q2
i (θθ)

(
θ θ
)
AνA

ν
}

(6.4.51)

Για να προσδιορίσουμε τα
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
, i = 1, 2, . . . , n, στη βαθμίδα των Wess και Zumino,

αρκεί να απομονώσουμε τους όρους του τρίτου μέλους της τελευταίας σχέσης που περιέχουν δύο

θ και δύο θ, των οποίων το άθροισμα θα μπορέσουμε στη συνέχεια να γράψουμε ως γινόμενο του
(θθ)

(
θ θ
)
επί μία συνάρτηση των xµ με τη χρήση κατάλληλων ταυτοτήτων του Fierz. Από την

(6.4.51) έπεται ότι στη βαθμίδα των Wess και Zumino, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, το κομμάτι του
Φ∗i e

−2gqiV Φi που περιέχει δύο θ και δύο θ είναι:

Φ∗i e
−2gqiV Φi

∣∣
2−θ,2−θ =− gqi(θθ)

(
θ θ
)
φ∗iφiD + g2q2

i (θθ)
(
θ θ
)
φ∗iφiAµA

µ−

− 2
√

2gqi
(
θ θ
)

(θλ) (θψi)φ
∗
i − 2

√
2gqi(θθ)

(
θλ
) (
θψi
)
φi−

− 2gqi
(
θσµθ

) (
θσνθ

) (
−iφ∗i ∂µφi + iφi∂µφ

∗
i + ψiσµψi

)
Aν+

+ (θθ)
(
θ θ
){

F ∗i Fi +
1

2
(∂µφ

∗
i ) (∂µφi)−

1

4
[∂µ (φ∗i ∂

µφi)−

− (∂µφ
∗
i ) (∂µφi)]−

1

4
[∂µ (φi∂

µφ∗i )− (∂µφi) (∂µφ∗i )] +

+
i

2
ψiσ

µ∂µψi −
i

2

(
∂µψi

)
σµψi

}
(2.5.32)(2.5.33)

=
(2.5.35)

=− gqi(θθ)
(
θ θ
)
φ∗iφiD + g2q2

i (θθ)
(
θ θ
)
φ∗iφiAµA

µ+

+
√

2gqi
(
θ θ
)
(θθ) (λψi)φ

∗
i +
√

2gqi(θθ)
(
θ θ
) (
λ ψi

)
φi−

− gqiηµν(θθ)
(
θ θ
) (
−iφ∗i ∂µφi + iφi∂µφ

∗
i − ψiσµψi

)
Aν+

+ (θθ)
(
θ θ
){

F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi)−

1

4
∂µ (φ∗i ∂

µφi + φi∂
µφ∗i ) +

+
i

2
ψiσ

µ∂µψi −
i

2

[
∂µ
(
ψiσ

µψi
)
− ψiσµ∂µψi

]}
=

=(θθ)
(
θ θ
) [
−gqiφiφ∗iD + g2q2

i φ
∗
iφiAµA

µ +
√

2gqiφ
∗
i (λψi) +

+
√

2gqiφi
(
λ ψi

)
+ igqiφ

∗
iA

µ∂µφi − igqiφiAµ∂µφ∗i + gqi
(
ψσµψi

)
Aµ+

+ F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi −
1

4
∂µ (φ∗i ∂

µφi+

+φi∂
µφ∗i + 2iψiσ

µψi
)]
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Επομένως, στη βαθμίδα των Wess και Zumino, είναι:[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D

=− gqiφ∗iφiD + g2q2
i φ
∗
iφiAµA

µ +
√

2gqiφ
∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)
+

+ igqiAµφ
∗
i ∂

µφi − igqiAµφi∂µφ∗i + gqi
(
ψiσ

µψi
)
Aµ+

+ F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) + iψiσ

µ∂µψi −
1

4
∂µ (φ∗i ∂

µφi + φi∂
µφ∗i+

+2iψiσ
µψi
) 5

=

=F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi)− igqiAµφi∂µφ∗i + igqiAµφ

∗
i ∂

µφi + g2q2
i φ
∗
iφiAµA

µ+

+ iψiσ
µ∂µψi + gqi

(
ψiσ

µψi
)
Aµ +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)
−

− gqiφ∗iφiD =

=F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i ) (∂µφi − igqiAµφi) + igqiAµφ

∗
i (∂µφi − igqiAµφi) +

+ iψiσ
µ (∂µψi − igqiAµψi) +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi(λψi)− gqiφ∗iφiD =

=F ∗i Fi + (∂µφ
∗
i + igqiAµφ

∗
i ) (∂µφi − igqiAµφi) + iψiσ

µ (∂µψi − igqiAµψi) +

+
√

2gqiφ
∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)
− gqiφ∗iφiD ⇒

⇒
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D

=F ∗i Fi + (Dµφi)
∗ (Dµφi) + iψiσ

µDµψi +
√

2gqiφ
∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)
−

− gqiφ∗iφiD (6.4.52)

για κάθε i = 1, 2, . . . , n, όπου έχουμε εισάγει τις συναλλοίωτες παραγώγους

Dµφi ≡ ∂µφi − igqiAµφi, Dµψi ≡ ∂µψi − igqiAµψi (6.4.53)

Ισχύει ότι οι υπολογισμένοι στη βαθμίδα των Wess και Zumino D−όροι των διανυσματικών
υπερπεδίων Φ∗i e

−2gqiV Φi δεν είναι αναλλοίωτοι κάτω από έναν τυχαίο απειροστό Αβελιανό μετα-

σχηματισμό υπερβαθμίδας, για τον οποίο έχουμε προσδιορίσει τις αντίστοιχες μεταβολές των πεδίων

φi, ψi, Fi, Aµ, λ και D (βλ. σχέσεις (6.4.38)-(6.4.40) και (5.6.28)-(5.6.30) με φ = φ̃), διότι η εκλογή
της βαθμίδας των Wess και Zumino εν γένει δε διατηρείται κάτω από έναν τέτοιο μετασχηματισμό
(με την έννοια ότι η δράση ενός τέτοιου μετασχηματισμού πάνω σε ένα διανυσματικό υπερπεδίο στη

βαθμίδα τωνWess και Zumino δίνει εν γένει ένα διανυσματικό υπερπεδίο που δεν είναι στη βαθμίδα
των Wess και Zumino). Ωστόσο, τα

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
της (6.4.52) είναι αναλλοίωτα κάτω από τον

απειροστό U(1) μετασχηματισμό βαθμίδας6:

δGφi = igqia(x)φi (6.4.54)

δG (ψi)α = igqia(x) (ψi)α (6.4.55)

δGFi = igqia(x)Fi (6.4.56)

δGAµ = ∂µa(x) (6.4.57)

δGλα = 0 (6.4.58)

δGD = 0 (6.4.59)

για οποιαδήποτε αδιάστατη πραγματική βαθμωτή συνάρτηση a(x). Ο παραπάνω μετασχηματισμός
ισοδυναμεί με έναν απειροστό Αβελιανό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας που διατηρεί τη βαθμίδα των

Wess και Zumino. Μπορούμε εύκολα να δείξουμε την αναλλοιώτητα των
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
της

5
Αγνοούμε την ολική παράγωγο, διότι έχει μηδενική συνεισφορά στη δράση για μία υπερσυμμετρική U(1) θεωρία

βαθμίδας.
6
Ο δείκτης G στα σύμβολα για τις μεταβολές των πεδίων φi, ψi, Fi.Aµ, λ και D προέρχεται από την αγγλική

λέξη gauge (βαθμίδα)
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(6.4.52) κάτω από το U(1) μετασχηματισμό βαθμίδας (6.4.54)-(6.4.59). Για κάθε i = 1, 2, . . . , n
έχουμε:

δG
[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D

= (δGF
∗
i )Fi + F ∗i δGFi + [δG (Dµφi)

∗] (Dµφi) + (Dµφi)
∗ δG (Dµφi) +

+ i
[
δG
(
ψi
)
α̇

]
(σµ)α̇β (Dµψi)β + i

(
ψi
)
α̇

(σµ)α̇βδG (Dµψi)β +
√

2gqi×

×
[
(δGφ

∗
i ) (λψi) + φ∗i (δGλ

α) (ψi)α + φ∗iλ
αδG (ψi)α + (δGφi)

(
λ ψi

)
+

+φi
(
δGλα̇

) (
ψi
)α̇

+ φiλα̇δG
(
ψi
)α̇]− gqi [(δGφ

∗
i )φiD + φ∗i×

× (δGφi)D + φ∗iφi��
�δGD] =

= (δGFi)
∗ Fi + F ∗i δGFi + δG (∂µφ

∗
i + igqiAµφ

∗
i ) (∂µφi − igqiAµφi) +

+ (∂µφ
∗
i + igqiAµφ

∗
i ) δG (∂µφi − igqiAµφi) + i [δG (ψi)α]∗ (σµ)α̇β

[
∂µ (ψi)β −

−igqiAµ (ψi)β

]
+ i
(
ψi
)
α̇

(σµ)α̇βδG

[
∂µ (ψi)β − igqiAµ (ψi)β

]
+
√

2gqi×

×
[
(δGφi)

∗ (λψi) + φ∗i ε
αβ
���

�:0
(δGλβ) (ψi)α + φ∗iλ

αδG(ψi)α + (δGφi)
(
λ ψi

)
+

+φi���
�:0

(δGλα)
(
ψi
)α̇

+ φiλα̇ε
α̇β̇
(
δG (ψi)β

)∗]
− gqi [(δGφi)

∗ φiD+

+φ∗i (δGφi)D] =

=−���
��igqiaF
∗
i Fi +���

��igqiF
∗
i aFi + {∂µ (δGφ

∗
i ) + igqi [(δGAµ)φ∗i+

+AµδGφ
∗
i ]} (∂µφi − igqiAµφi) + (∂µφ

∗
i + igqiAµφ

∗
i ) {∂µ (δG)φi−

−igqi [(δGA
µ)φi +AµδGφi]}+ i(−i)gqia

(
ψi
)
α̇

(σµ)α̇β
[
∂µ (ψi)β −

−gqiAµ (ψi)β

]
+ i
(
ψi
)
α̇

(σµ)α̇β
{
∂µ

[
δG (ψi)β

]
− igqi

[
(δGAµ) (ψi)β

]
+AµδG (ψi)β

}
+

+
√

2gqi
[
−igqiaφ∗i (λψi) + igqiφ

∗
i aλ

α (ψi)α + igqiaφi
(
λ ψi

)
−

−igqiφiaλdaεα̇β
(
ψi
)
β̇

]
− gqi

(
−���

���igqiaφ
∗
iφiD +���

���igqiφ
∗
i aφiD

)
=

= [−igqi∂µ (aφ∗i ) + igqi (∂µa)φ∗i + igqiAµ (−igqiaφ∗i )] (∂µφi − igqiAµφi) +

+ (∂µφ
∗
i + igqiAµφ

∗
i )
[
igqi∂

µ (aφi)− igqi (∂µa)φi − i2g2q2
iA

µφi
]

+

+ gqia
(
ψiσ

µ∂µψi
)
− ig2q2

i a
(
ψiσ

µψi
)
Aµ + i

(
ψi
)
α

(σµ)α̇β
{
igqi∂µ

[
a (ψi)β

]
−

−igqi
[
(∂µα) (ψi)β + igqiAµ (ψi)β

]}
+
√

2gqi [−(((((
((

igqiaφ
∗
i (λψi) + igqiaφ

∗
i (λψi) +

+
��
���

��
igqiaφi

(
λ ψi

)
−
���

���
��

igqiaφiλα̇
(
ψi
)α̇]

=

=
[
−���

���gqi (∂µa)φ∗i − igqia∂µφ∗i +((((
(((igqi (∂µa)φ∗i + g2q2

i aAµφ
∗
i

]
(∂µφi − igqiAµφi) +

+ (∂µφ
∗
i + igqiAµφ

∗
i )
[
(((

(((igqi (∂µa)φi + igqia∂
µφi −(((((

(
igqi (∂µa)φi + g2q2

i aA
µφi
]

+

+ gqia
(
ψiσ

µ∂µψi
)
− ig2q2

i a
(
ψiσ

µψi
)
Aµ + i

(
ψi
)
α̇

(σµ)α̇β
[
((((

((((igqi (∂µa) (ψi)β+

+igqia∂µ (ψi)β −(((((
(((igqi (∂µa) (ψi)β + g2q2

i aAµ (ψi)β

]
=−

((((
(((

(((
igqia (∂µφ

∗
i ) (∂µφi)−(((((

(((g2q2
i aφiA

µ∂µφ
∗
i +((((

((((g2q2
i aφ

∗
iAµ∂

µφi −(((((
((((ig3q3

i aφ
∗
iφiAµA

µ+

+
((((

((((
((

igqia (∂µφ
∗
i ) (∂µφi) +((((

((((g2q2
i aφiA

µ∂µφ
∗
i −(((((

(((g2q2
i aφ

∗
iAµ∂

µφi +((((
((((

(
ig3q3

i aφ
∗
iφiAµA

µ+

+((((
((((gqia

(
ψiσ

µ∂µψi
)
−(((((

((((ig2q2
i a
(
ψσµψi

)
Aµ −(((((

(((gqia
(
ψiσ

µ∂µψi
)

+((((
((((ig2q2

i a
(
ψiσ

µψi
)
Aµ = 0

Επίσης, το γεγονός ότι έχουμε υιοθετήσει τη βαθμίδα τωνWess και Zumino για τον προσδιορι-
σμό των

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
συνεπάγεται ότι τα χωροχρονικά ολοκληρώματα

∫
d4x

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
,

i = 1, 2, . . . , n, (καθένα από τα οποία αποτελεί κομμάτι της δράσης για μία υπερσυμμετρική U(1)
θεωρία βαθμίδας), όπου οι ολοκληρωτέες ποσότητες δίνονται από την (6.4.52), δεν είναι αναλλοίωτα
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κάτω από υπερσυμμετρικούς μετασχηματισμούς - για τους οποίους οι αντίστοιχες μεταβολές των

φi, ψi και Fi δίνονται από τις (5.5.16), (5.5.17) και (5.5.18) (με φ = φi, ψ = ψi και F = Fi) ενώ
οι μεταβολές των Aµ, λ και D δίνονται από τις (5.6.36), (5.6.37) και (5.6.38) αντίστοιχα, αφού
έχουμε επιλέξει τη βαθμίδα των Wess και Zumino - διότι οι μετασχηματισμοί αυτοί δε διατηρούν
την εκλογή της βαθμίδας τωνWess και Zumino. Μπορούμε όμως να ορίσουμε ένα μετασχηματισμό
που δρα στα μη μηδενικά πεδία στη βαθμίδα τωνWess και Zumino, φi, ψi, Fi, Aµ, λ και D, ο οποίος
αποτελείται από έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό ακολουθούμενο από έναν Αβελιανό μετα-

σχηματισμό υπερβαθμίδας που μας επαναφέρει στη βαθμίδα των Wess και Zumino. Ο συνδυασμός
αυτών των δύο μετασχηματισμών μεταβάλλει καθένα από τα

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
της (6.4.52) κατά μία

ολική παράγωγο και είναι γνωστός ως μετασχηματισμός των de Wit-Freedman.
Θα προσδιορίσουμε τώρα τη μορφή ενός τέτοιου μετασχηματισμού. Αρχικά, υπενθυμίζουμε ότι

για ένα διανυσματικό υπερπεδίο, V , το οποίο είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino, η μεταβολή
του κάτω από έναν υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό που χαρακτηρίζεται από απειροστές παρα-

μέτρους Grassmann ξα και ξα̇ (α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇), δξV , δεν είναι στη βαθμίδα των Wess και
Zumino, και προφανώς το ίδιο ισχύει και για το διανυσματικό υπερπεδίο V ′ = V + δξV . Στην
ενότητα 5.6 δείξαμε ότι υπάρχει ένα αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ0, τέτοιο ώστε το διανυσματικό

υπερπεδίο V ′′ = V + δξV + i (Λ0 − Λ∗0) να είναι στη βαθμίδα των Wess και Zumino και βρήκαμε
ότι η απλούστερη επιλογή για το Λ0 είναι:

Λ0(x, θ, θ) =φ0(x) +
√

2θψ0(x) + (θθ)F0(x)− i
(
θσµθ

)
∂µφ0(x)−

− i√
2

(θθ)θσµ∂µψ0(x)− 1

4
(θθ)

(
θ θ
)
∂µ∂

µφ0(x) (6.4.60)

όπου

φ0 = 0, (ψ0)α =
i√
2

(
σµξ

)
α
Aµ, F0 = iξ λ (6.4.61)

Οι μεταβολές δ′ξφi, δ
′
ξ (ψi)α , δ

′
ξFi των πεδίων-συνιστωσών φi, (ψi)α , Fi των chiral υπερπεδίων Φi

αντίστοιχα κάτω από τον Αβελιανό μετασχηματισμό υπερβαθμίδας που χαρακτηρίζεται από το chiral
υπερπεδίο Λ0 της (6.4.60) μπορούν να προσδιοριστούν με εφαρμογή των γενικών σχέσεων (6.4.38)-

(6.4.40) για φ̃ = φ0, ψ̃α = (ψ0)α και F̃ = F0:

δ′ξφi = 2igqiφ0φi
(6.4.61)

= 0 (6.4.62)

δ′ξ (ψi)α =2igqi [φ0 (ψi)α + φi (ψ0)α]
(6.4.61)

= 2igqiφi

[
i√
2

(
σµξ

)
α
Aµ

]
= −
√

2gqi
(
σµξ

)
α
Aµφi

(6.4.63)

δ′ξFi =2igqi [φ0Fi + F0φi − (ψi)
α(ψ0)α]

(6.4.61)

= 2igqi
(
iξ λ

)
φi − 2igqi (ψi)

α

[
i√
2

(
σµξ

)
α
Aµ

]
=

=− 2gqiφi
(
ξ λ
)

+
√

2gqi
(
ψiσ

µξ
)
Aµ = −

√
2gqi

(
ξσµψi

)
Aµ − 2gqiφi

(
ξ λ
)

(6.4.64)

ενώ οι αντίστοιχες μεταβολές των μη μηδενικών πεδίων-συνιστωσών Aµ, λ και D του V είναι

δ′ξAµ = ∂µ (φ0 + φ∗0) = 0, δ′ξλα = 0, δ′ξD = 0 (6.4.65)

αντίστοιχα (βλ. (5.6.28)-(5.6.30)).

Από την άλλη μεριά, οι μεταβολές των φi, (ψi)α και Fi κάτω από έναν απειροστό υπερσυμμετρι-
κό μετασχηματισμό παραμετροποιούμενο από μεταβλητές Grasmmann ξα και ξα̇ δίνονται από τις
σχέσεις

δξφi =
√

2ξψi, δξ (ψi)α =
√

2ξαFi − i
√

2
(
σµξ

)
α
∂µφi, δξFi = −i

√
2ξσµ∂µψi (6.4.66)
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(βλ. (5.5.16)-(5.5.18)) και οι αντίστοιχες μεταβολές των Aµ, λα και D είναι:

δξAµ = ξσµλ− ξσµλ, δξλα = ξαD −
i

2
(σµσνξ)α Fµν , δξD = −i

(
ξσµ∂µλ+ ξσµ∂µλ

)
(6.4.67)

(βλ. (5.6.36)-(5.6.38)). Συνεπώς, οι μεταβολές των φi, (ψi)α , Fi, Aµ, λα και D κάτω από έναν
υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό ακολουθούμενο από τον αντίστοιχο Αβελιανό μετασχηματισμό

υπερβαθμίδας που μας επαναφέρει στη βαθμίδα των Wess και Zumino είναι:

δ̃ξφi ≡
(
δξ + δ′ξ

)
φi = δξφi + δ′ξφi =

√
2ξψi (6.4.68)

δ̃ξ (ψi)α =
(
δξ + δ′ξ

)
(ψi)α =

√
2ξαFi − i

√
2
(
σµξ

)
α
∂µφi −

√
2gqi

(
σµξ

)
a
Aµφi =

=
√

2ξαFi − i
√

2
(
σµξ

)
α

(∂µφi − igqiAµφi) =
√

2ξαFi − i
√

2
(
σµξ

)
α
Dµφi (6.4.69)

δ̃ξFi =
(
δξ + δ′ξ

)
Fi = −i

√
2ξσµ∂µψi −

√
2gqi

(
ξσµψi

)
Aµ − 2gqiφi

(
ξ λ
)

=

=− i
√

2ξσµ (∂µψi − igqiAµψi)− 2gqiφi
(
ξ λ
)

= −i
√

2ξσµDµψi − 2gqiφi
(
ξ λ
)
(6.4.70)

δ̃ξAµ =
(
δξ + δ′ξ

)
Aµ = ξσµλ− ξσµλ (6.4.71)

δ̃ξλα =
(
δξ + δ′ξ

)
λα = ξαD −

i

2
(σµσνξ)α Fµν (6.4.72)

δ̃ξD =
(
δξ + δ′ξ

)
D = −i

(
ξσµ∂µλ+ ξσµ∂µλ

)
(6.4.73)

Μπορεί να δειχθεί ότι καθεμία από τις υπολογισμένες στη βαθμίδα τωνWess και Zumino ποσότητες[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D
μεταβάλλεται κατά μία ολική παράγωγο κάτω από το μετασχηματισμό (6.4.68)-

(6.4.73).

Επιπλέον, μπορούμε να εισάγουμε και όρους αλληλεπιδράσεων ανάμεσα στις chiral supermulti-
plets (φi, ψi, Fi), στις οποίες αντιστοιχούν τα υπερπεδία Φi:

[W (Φi)]F + c.c. =

[
1

2
MijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk

]
F

+ c.c. (6.4.74)

όπου ταMij είναι σταθερές με διάσταση μάζας 1 συμμετρικές ως προς i, j και τα yijk είναι αδιάστατες
σταθερές πλήρως συμμετρικές ως προς i, j, k, ενώ στο δεύτερο μέλος της (6.4.74) υποννοείται
άθροιση ως προς i, j και k από 1 έως n. Πρέπει βέβαια να απαιτήσουμε το υπερδυναμικό W στην

(6.4.74) να είναι αναλλοίωτο κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς υπερβαθμίδας - κάτω από

τους οποίους τα Φi μετασχηματίζονται όπως υποδεικνύει η (6.4.32) - δηλαδή να ισχύει:

W (Φi) = W
(
Φ′i
)
⇒

⇒1

2
MijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk =

1

2
MijΦ

′
iΦ
′
j +

1

6
yijkΦ

′
iΦ
′
jΦ
′
k

(6.4.32)⇒

⇒1

2
MijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk =

1

2
Mije

2ig(qi+qj)ΛΦiΦj +
1

6
yijke

2ig(qi+qj+qk)ΛΦiΦjΦk (6.4.75)

για οποιοδήποτε αδιάστατο chiral υπερπεδίο Λ. Για να ικανοποιείται η τελευταία σχέση, πρέπει

Mij = 0 εάν qi + qj 6= 0 (6.4.76)

yijk = 0 εάν qi + qj + qk 6= 0 (6.4.77)

για κάθε i, j, k = 1, 2, . . . , n
Με βάση όλα τα παραπάνω, η πλήρης Lagrangian για μία υπερσυμμετρική U(1) θεωρία βαθμίδας,

η οποία περιλαμβάνει πεδία ύλης συζευγμένα μεταξύ τους και με μία U(1) συμμετρία βαθμίδας και
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εμπλέκει μία παράμετρο Fayet-Iliopoulos κ, έχει την ακόλουθη μορφή (στη βαθμίδα των Wess και
Zumino):

L =
n∑
i=1

[
Φ∗i e

−2gqiV Φi

]
D

+ ([W (Φi)]F + c.c.) +
1

4
([WαWα]F + c.c.)− 2κ [V ]D =

=
n∑
i=1

[
F ∗i Fi + (Dµφi)

∗ (Dµφi) + iψiσ
µDµψi +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)
−

−gqiφ∗iφiD] +

{[(
Mijφj +

1

2
yijkφjφk

)
Fi −

1

2
(Mij + yijkφk)ψiψj

]
+ c.c.

}
+

+
1

2
D2 + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν − κD (6.4.78)

όπου χρησιμοποιήσαμε τις σχέσεις (6.4.52), (6.3.11), (6.4.10) και (6.4.31) και έχουμε παραλείψει

κάποιες ολικές παραγώγους, ενώ για τις συμμετρικές ως προς i, j σταθερέςMij και τις πλήρως συμ-

μετρικές ως i, j, k σταθερές yijk ισχύουν οι σχέσεις (6.4.76) και (6.4.77). Η τελευταία Lagrangian
είναι αναλλοίωτη κάτω από το U(1) μετασχηματισμό βαθμίδας (6.4.54)-(6.4.59) και μεταβάλλεται
κατά μία ολική παράγωγο κάτω από τον τροποποιημένο υπερσυμμετρικό μετασχηματισμό (6.4.68)-

(6.4.73), οπότε η αντίστοιχη δράση,
∫
d4xL, είναι αναλλοίωτη κάτω από αυτόν τον μετασχηματισμό.

Θα κλείσουμε την ενότητα αυτή προσδιορίζοντας το βαθμωτό δυναμικό για τη θεωρία που περι-

γράφεται από τη Lagrangian (6.4.78). Για να το κάνουμε αυτό, πρέπει πρώτα να διώξουμε τα πεδία
Fi και D, τα οποία είναι βοηθητικά, αφού δεν υπάρχουν κινητικοί όροι γι΄ αυτά, χρησιμοποιώντας
τις κλασσικές εξισώσεις κίνησης που αντιστοιχούν στα πεδία αυτά. Οι όροι της Lagrangian (6.4.78)
που περιέχουν το πεδίο D είναι

LD = −g

(∑
i

qiφ
∗
iφi

)
D +

1

2
D2 − κD (6.4.79)

Επομένως, η εξίσωση Euler-Lagrange για το D είναι

∂LD

∂D
= ∂µ

[
∂LD

∂ (∂µD)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

(6.4.79)⇒ −g
n∑
i=1

qiφ
∗
iφi +D − κ = 0⇒ D = κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi (6.4.80)

Επίσης, το κομμάτι της L της (6.4.78) που περιέχει τα βοηθητικά πεδία Fi είναι:

LF =
n∑
i=1

F ∗i Fi +

[(
Mijφj +

1

2
yijkφjφk

)
Fi + c.c.

]
=

= F ∗i Fi +

(
Mijφj +

1

2
yijkφjφk

)
Fi +

(
M∗ijφ

∗
j +

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k

)
F ∗i (6.4.81)

και οι εξισώσεις Euler-Lagrange για τα Fi και F
∗
i είναι αντίστοιχα οι:

∂LF

∂Fi
= ∂µ

[
∂LF

∂ (∂µFi)

]
︸ ︷︷ ︸

=

0

⇒ F ∗i +Mijφj +
1

2
yijkφjφk = 0⇒ F ∗i = −Mijφj −

1

2
yijkφjφk (6.4.82)

∂LF

∂F ∗i
= ∂µ

[
∂LF

∂ (∂µF ∗i )

]
⇒ Fi +M∗ijφ

∗
j +

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k = 0⇒ Fi = −M∗ijφ∗j −

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k (6.4.83)

Με αντικατάσταση των (6.4.80), (6.4.82), (6.4.83) στη Lagrangian της (6.4.78), η τελευταία γίνεται:

L′ =
(
−Mijφj −

1

2
yijkφjφk

)(
−M∗ijφ∗j −

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k

)
+

n∑
i=1

[(Dµφi)
∗ (Dµφi) +
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+iψiσ
µDµψi +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)]
− g

(
n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)
×

×

κ+ g
n∑
j=1

qjφ
∗
jφj

− [(Mijφj +
1

2
yijkφjφk

)(
M∗ijφ

∗
j +

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k

)
+ c.c.

]
−

− 1

2
[(Mij + yijkφk)ψiψj + c.c.] +

1

2

(
κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)2

+ iλ σµ∂µλ−

− 1

4
FµνF

µν − κ

(
κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)
=

=
n∑
i=1

[
(Dµφi)

∗ (Dµφi) + iψiσ
µDµψi +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)]
−

− 1

2
[(Mij + yijkφk)ψiψj + c.c.] + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν −
(
Mijφj +

1

2
yijkφjφk

)
×

×
(
M∗ijφ

∗
j +

1

2
y∗ijkφ

∗
jφ
∗
k

)
− 1

2

(
κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)κ+ g

n∑
j=1

qjφ
∗
jφj

 =

=

n∑
i=1

[
(Dµφi)

∗ (Dµφi) + iψiσ
µDµψi +

√
2gqiφ

∗
i (λψi) +

√
2gqiφi

(
λ ψi

)]
−

− 1

2
[(Mij + yijkφk)ψiψj + c.c.] + iλ σµ∂µλ−

1

4
FµνF

µν−

−

 n∑
i=1

∣∣∣∣Mijφj +
1

2
yijkφjφk

∣∣∣∣2 +
1

2

(
κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)2


΄Αρα, το βαθμωτό δυναμικό είναι

V =

n∑
i=1

∣∣∣∣Mijφj +
1

2
yijkφjφk

∣∣∣∣2 +
1

2

(
κ+ g

n∑
i=1

qiφ
∗
iφi

)2

≥ 0 (6.4.84)
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