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Εισαγωγή

Η ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας του Einstein το 1915 έθεσε τα ϑεµέλια για την µελέτη της κατασκευής
του χωρόχρονου (spacetime) και της εξέλιξης του Σύµπαντος µε ϐάση τους ϕυσικούς νόµους. Το 1922
ο Friedmann ανέδειξε την ύπαρξη λύσεων των εξισώσεων του Einstein που περιγράφουν σενάρια διαστο-
λής/κατάρρευσης του Σύµπαντος. Το 1929 ο Hubble ανακάλυψε την διαστολή του Σύµπαντος µε ϐάση
παρατηρησιακά δεδοµένα που υπονοούσαν την αποµάκρυνση των γαλαξιών, όπως προέβλεπε και η Γενική
Σχετικότητα. Το 1946 ο Gamow και οι συνεργάτες του µε τη ϑεωρία της πυρηνοσύνθεσης έδειξαν ότι η
εξέλιξη του Σύµπαντος ϑα πρέπει να ξεκινά από µια πολύ ϑερµή και πυκνή κατάσταση. Προέβλεψαν επίσης
ότι το τωρινό Σύµπαν ϑα είναι κατεκλυσµένο από µικροκυµατικές ακτινοβολίες µέλανος σώµατος. Πράγµατι
το 1965 οι Penzias και Wilson ανακάλυψαν µικροκυµατικές ακτινοβολίες υποβάθρου που συνάδουν µε τις
ϑεωρητικές προβλέψεις του Gamow. Αυτές οι παρατηρησιακές ενδείξεις οδήγησαν στην πεποίθηση ότι το
Σύµπαν ξεκίνησε από µια ϑερµή και πυκνή κατάσταση η οποία περιγράφεται από το µοντέλο της Μεγάλης
΄Εκρηξης (Big-Bang model).

Το σενάριο της Μεγάλης ΄Εκρηξης έχει τρία ϑεµελιώδη προβλήµατα (πρόβληµα επιπεδότητας (flatness
problem), πρόβληµα του ορίζοντα (horizon problem) και παραγωγή ανεπιθύµητων σωµατιδίων (unwanted
relics)) τα οποία λύνονται στα πλαίσια του Πληθωρισµού (Inflation). Η ιδέα του πληθωρισµού (Guth 1981,
Albrecht και Steinhardt 1982, Linde 1982,1983) δεν αντικαθιστά το σενάριο της Μεγάλης ΄Εκρηξης παρά
µόνο αντιµετωπίζει τα προβλήµατά της διατηρώντας της επιτυχίες της. Πιο συγκεκριµένα ο πληθωρισµός
τοποθετείται σε µια περίοδο µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη και ορίζεται ως µια κατάσταση επιταχυνόµενης δια-
στολής του Σύµπαντος. Για να είναι εφικτό το σενάριο του πληθωρισµού χρειάζεται µια µορφή ύλης που
να επιτρέπεται να αποκτήσει την ασυνήθιστη ιδιότητα της αρνητικής πίεσης. Κάτι τέτοιο είναι δυνατό µε
τα ϐαθµωτά πεδία, που περιγράφουν ϐαθµωτά (spin − 0) σωµατίδια. Στο σενάριο του πληθωρισµού ως
υπεύθυνο ϐαθµωτό πεδίο ϑεωρείται το πληθωριστικό πεδίο inflaton, το οποίο δεν µπορεί να παρατηρηθεί
πλέον αφού διασπάται µε το τέλος του πληθωρισµού είτε διαταρακτικά (reheating) είτε µη διαταρακτικά
(preheating).

Η εισαγωγή ενός ϐαθµωτού πεδίου στη ϑεωρία της ϐαρύτητας και η απαίτηση οι συνιστώσες του τανυστή
ενέργειας-ορµής να ικανοποιούν µια ιδιαίτερη σχέση, αποτέλεσαν τις ϑεµελιώδεις λίθους για το επιτυχηµένο
σενάριο του πληθωρισµού. Είναι αρκετά ενδιαφέρον να µελετηθεί αν µια αντίστοιχη διαδικασία ϑα µπορούσε
να οδηγήσει, όχι σε µια ϱαγδαία διαστολή του Σύµπαντος όπως στον πληθωρισµό, αλλά στην κατάρρευσή
του. Στο σενάριο αυτό ο χωρόχρονος καταλήγει σε µια ανωµαλία (singularity) και µένει να µελετηθεί αν
η ανωµαλία αυτή µπορεί να παρατηρηθεί ή όχι. Στην πρώτη περίπτωση η ανωµαλία αυτή καλείται γυµνή
(naked) και σύµφωνα µε την Υπόθεση Κοσµικής Λογοκρισίας (Cosmic Censorship Conjecture) του Penrose
(1969), δεν υπάρχουν στο σύµπαν γυµνές ανωµαλίες εκτός από αυτή της Μεγάλης ΄Εκρηξης. Στη δεύτερη
περίπτωση είναι δυνατόν να δηµιουργηθεί ένας ορίζοντας γεγονότων (event horizon) ορίζοντας το σύνορο µιας
µελανής οπής (black hole) που ϑα καλύπτει την ανωµαλία στο κέντρο της. Οι µελανές οπές προέρχονται από
τη ϐαρυτική κατάρρευση αστέρων µεγάλης µάζας στους οποίους η εσωτερική πίεση δεν είναι αρκετή ώστε
να αντισταθεί στην ίδια τους τη ϐαρύτητα και χωρίζονται σε stellar black holes (∼ 10MSun), intermediate
black holes ( ∼ 103MSun) και supermassive black hole ( ∼ 105 − 1010MSun). Το 1971 εισάγεται από τον
Hawking η ιδέα ύπαρξης πολύ µικρότερων µελανών οπών (∼ 10−8kg)που ονοµάστηκαν αρχέγονες µελανές
οπές (primordial black holes). Πρόκειται για έναν υποθετικό τύπο µελανών οπών οι οποίες σχηµατίζονται
στο αρχικό σύµπαν, µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη, λόγω των τεράστιων πυκνοτήτων ενέργειας που αναπτύσσονται.
Η παραπάνω µελέτη της ϐαρυτικής κατάρρευσης ενός ϐαθµωτού πεδίου δύναται, εκτός των άλλων, να
εξηγήσει τη δηµιουργία αυτής της κλάσης µελανών οπών.

Παρά την τεράστια επιτυχία της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας (ΓΣ), τόσο κατά τη διεξαγωγή πειρα-
µάτων στο Ηλιακό µας σύστηµα, όσο και µε την πρόσφατη επιβεβαίωση της ύπαρξης ϐαρυτικών κυµάτων,
αυτή εξακολουθεί να είναι µια ατελής ϑεωρία. Σχετικά πρόσφατα παρατηρησιακά δεδοµένα υποδεικνύουν
ότι η ΓΣ δεν είναι σε ϑέση να επεξηγήσει τη συµπεριφορά του σύµπαντος σε µεγάλες αποστάσεις. Το
σύµπαν έχει εισέλθει σε µια περίοδο επιταχυνόµενης διαστολής. Στα πλαίσια της ΓΣ η συµπεριφορά αυτή
ϑεωρείται ότι πηγάζει από µια καινούργια συνιστώσα πυκνότητας ενέργειας µε αρνητική πίεση που ονο-
µάστηκε Σκοτεινή Ενέργεια (Dark Energy). Η ϕύση της Σκοτεινής Ενέργειας είναι ακόµα άγνωστη και
γίνονται πολλές προσπάθειες εντοπισµού της προέλευσης της καθώς και των ιδιοτήτων της. Μια πιθανή
πηγή της Σκοτεινής Ενέργειας µπορεί να ϑεωρηθεί µια Κοσµολογική Σταθερά (Λ), τότε όµως αντιµετω-
πίζουµε προβλήµατα τα οποία σχετίζονται µε την προέλευση και την τάξη µεγέθους της. Πιο συγκεκρι-
µένα η κοσµολογική σταθερά εισάγεται στη ϑεωρία “µε το χέρι”, ενώ ταυτόχρονα η υπόθεση ότι η πυ-
κνότητα ενέργειας ρΛ = Λ

8πG = 6.72 × 10−24g m−3 αντιστοιχεί σε µια πυκνότητα ενέργειας του κενού
ρPlanck = 5.16 × 1099g m−3 οδηγεί σε µια διαφορά τάξης µεγέθους ρΛ

ρPlanck
∼ 10−123 ! Αυτό είναι το
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λεγόµενο Fine tuning problem. Επιπλέον, µετά τους πρώτους παρατηρησιακούς περιορισµούς από δε-
δοµένα που αφορούν τον πληθωρισµό (ϕάσµα ϐαθµωτών διαταραχών, λόγος τανυστικών προς ϐαθµωτές
διαταραχές) άρχισε η απόρριψη ενός µεγάλου αριθµού πληθωριστικών σεναρίων. Αν η ϕύση επιδέχεται µια
πιο γενικευµένη ϑεωρία ϐαρύτητας τότε οφείλουµε να δούµε πως επηρεάζει αυτά τα µοντέλα, αν τα κάνει
πάλι αποδεκτά ή τα περιορίζει περισσότερο. ΄Οµοια και η µελέτη των µελανών οπών από ϐαθµωτά πεδία
επιδέχεται πλήθος σεναρίων τα οποία ϑα µπορούσαν να εισαγάγουν επιπλέον παρατηρησιακά µεγέθη όπως
στην περίπτωση του πληθωρισµού. Ας µην ξεχνάµε πως η Γενική Σχετικότητα ήταν η πρώτη τροποποιηµένη
ϑεωρία ϐαρύτητας η οποία ενσωµάτωσε τα κοσµολογικά ϕαινόµενα σε ένα πιο γενικό πλαίσιο µε όριο τη
Νευτώνια ϐαρύτητα. ΄Οµοια µια τροποποιηµένη ϑεωρία ϐαρύτητας οφείλει να έχει επιφέρει ένα γενικότερο
πλαίσιο µελέτης που ϑα έχει ως όριό του τη Γενική Σχετικότητα.

Μία από τις απλούστερες τροποποιήσεις της ΓΣ συνίσταται στην εισαγωγή ενός ϐαθµωτού πεδίου στη
δράση, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία µιας Θεωρίας Βαθµωτού - Τανυστή (ΘΒΤ) (scalar - tensor theory).
Η αλληλεπίδραση του ϐαθµωτού γίνεται σε πρώτο ϐαθµό εφικτή, µέσω µιας αλληλεπίδρασης ελαχίστου
σύζευξης (minimal coupling), ενώ στην πλήρη της µορφή, µέσω µιας αλληλεπίδρασης µη - ελαχίστου
Ϲεύξης (non - minimal coupling) µε τη ϐαρύτητα. Μία κρίσιµη απαίτηση/προϋπόθεση η οποία πρέπει
να ικανοποιηθεί κατα την κατασκευή ενός προτύπου ϑεωρίας ϐαρύτητας ϐαθµωτού - τανυστή, είναι ότι
οι εξισώσεις κίνησης ϑα πρέπει να παραµένουν δεύτερης τάξης ως προς τις παραγώγους, έτσι ώστε να
αποφευχθούν οι λεγόµενες αστάθειες Ostrogradski. Η πιο γενική Λανγκρανζιανή στις τέσσερις διαστάσεις,
η οποία πληροί αυτή την προϋπόθεση ανακαλύφθηκε σχεδόν σαράντα χρόνια πριν από τον G.W.Horndeski.

Η γενικότητα του πλαισίου των ϑεωριών Horndeski, προβάλλει άµεσα το ερώτηµα του, κατα πόσο υ-
πάρχουν συγκεκριµένες υποθεωρίες µε εξέχουσες ιδιότητες. Η ιδιαίτερη επιλογή G5(φ,X) = −λ5

2 φ και η
επίδρασή της σε σενάρια πληθωρισµού και δηµιουργίας µελανών οπών απασχόλησαν το κύριο κοµµάτι της
συγκεκριµένης διδακτορικής διατριβής. Στο τελευταίο κοµµάτι της διατριβής µελετάται µια πιο γενικευµένη
ϑεωρία ή οποία παραµένει υπο κλάση της Horndeski και χρησιµοποιεί τα πεδία Galileon των οποίων οι
εξισώσεις κίνησης σέβονται τη συµµετρία µετατόπισης (shift symmetry) φ→ φ+ bµx

µ + c. Εκεί κατασκευ-
άζεται ένα µοντέλο που περιγράφει την σκοτεινή ύλη και τη σκοτεινή ενέργεια µε µια ενοποιηµένη µορφή
ενώ η εντυπωσιακή συνέπεια µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα το καθιστά συγκρίσιµο µε το ΛCDM.
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Abstract

Although General Relativity (GR) is a very successful theory, passing many tests in our solar system
and also being supported by the recent detection of gravitational waves, still remains an incomplete
theory. The main goal of this research is the investigation of possible extensions and modifications of
gravity in order to obtain a consistent and, if possible, problem-free theory. In particular, we aim to
study what kinds of modifications are possible in order to acquire a theoretically justified framework,
free of instabilities and pathologies. Since we are entering the “gold age” of cosmology, with a huge
amount of observational data one should systematically use these data in order to understand how the
gravitational interaction works and enlighten issues that until recently were considered as fundamental
and purely theoretical. Current observations suggest that the Universe undergoes a phase of accelerated
expansion, something that the present theory of GR is not in position to explain. In order to solve
problems like the one mentioned, theorists construct models of modified gravity that hope to describe
the behavior of the Universe through its history. However, these modern theories have to be put to the
test by observations coming from astrophysicists or else they are just pure mathematical models that do
not represent realistic scenarios.

A large class of modified gravity theories arise from the consideration of extra degrees of freedom,
such as in Brans-Dicke, Galileon, Fab Four and the general Horndeski theories. The Horndeski theory
includes scalar fields that are directly and non-minimally coupled to gravity. Constructing such models,
implementing them into various cosmological scenarios, testing their validity through observation and
constraining their parameter space is the main purpose of this research. The aforementioned objective
consists of suitably generalizing and modifying the gravitational action, using non-minimally coupled
scalar fields, requiring absence of various instabilities at the zeroth as well as the perturbative level and
retrieving GR at a particular limit. By extracting the gravitational field equations one can obtain the
corresponding solutions and formulate the various observables as functions of the parameters of the
theory. One can then use observational data to examine whether these solutions are in agreement with
the current knowledge of numerous cosmological aspects. Such an analysis can concern issues arising
at the inflationary paradigm, the formation and properties of black holes and the ongoing state of our
universe, the accelerated expansion.

Some of the already published results of this Ph.D. thesis include the formulation of a suppression
mechanism for the particle production during the inflation scenario, the breaking of the degeneracy of
inflationary models through the measurement of the reheating temperature (during the reheating phase)
after inflation, the gravitational collapse of a scalar field to the formation of a black hole and a unification
scenario for the Dark Matter-Dark Energy components.
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Εισαγωγή

Η ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας του Einstein το 1915 έθεσε τα ϑεµέλια για την µελέτη της κατασκευής
του χωρόχρονου (spacetime) και της εξέλιξης του Σύµπαντος µε ϐάση τους ϕυσικούς νόµους. Το 1922
ο Friedmann ανέδειξε την ύπαρξη λύσεων των εξισώσεων του Einstein που περιγράφουν σενάρια διαστο-
λής/κατάρρευσης του Σύµπαντος. Το 1929 ο Hubble ανακάλυψε την διαστολή του Σύµπαντος µε ϐάση
παρατηρησιακά δεδοµένα που υπονοούσαν την αποµάκρυνση των γαλαξιών, όπως προέβλεπε και η Γενική
Σχετικότητα. Το 1946 ο Gamow και οι συνεργάτες του µε τη ϑεωρία της πυρηνοσύνθεσης έδειξαν ότι η
εξέλιξη του Σύµπαντος ϑα πρέπει να ξεκινά από µια πολύ ϑερµή και πυκνή κατάσταση. Προέβλεψαν επίσης
ότι το τωρινό Σύµπαν ϑα είναι κατεκλυσµένο από µικροκυµατικές ακτινοβολίες µέλανος σώµατος. Πράγµατι
το 1965 οι Penzias και Wilson ανακάλυψαν µικροκυµατικές ακτινοβολίες υποβάθρου που συνάδουν µε τις
ϑεωρητικές προβλέψεις του Gamow. Αυτές οι παρατηρησιακές ενδείξεις οδήγησαν στην πεποίθηση ότι το
Σύµπαν ξεκίνησε από µια ϑερµή και πυκνή κατάσταση η οποία περιγράφεται από το µοντέλο της Μεγάλης
΄Εκρηξης (Big-Bang model).

Οµογένεια και ισοτροπία στο Σύµπαν

Η κύρια υπόθεση της καθιερωµένης κοσµολογίας είναι ότι, τουλάχιστον σε µεγάλη κλίµακα, το Σύµπαν 1

είναι οµογενές και ισότροπο. Η πεποίθηση αυτή γεννάται από πληθώρα παρατηρησιακών δεδοµένων, µε
ποιο εντυπωσιακό αυτό της σχεδόν ίδιας ϑερµοκρασίας µικροκυµατικής αντινοβολίας υποβάθρου που προ-
έρχεται από διαφορετικά µέρη/κατευθύνσεις του Σύµπαντος. Πέρα από την οµογένεια σε µεγάλη κλίµακα,
είναι προφανές ότι το Σύµπαν σε εντοπισµένες περιοχές είναι ανοµοιογενές, µε την ύλη να έχει τη µορφή
αστέρων, γαλαξιών ή γαλαξιακών συµπλεγµάτων (galaxy clusters). Πιστεύεται ότι οι ανοµοιογένειες αυτές
έχουν δηµιουργηθεί στην πάροδο του χρόνου λόγω της ϐαρυτικής έλξης, αλλά είχαν ξεκινήσει από µια
οµοιογενή κατανοµή στο παρελθόν.

Η δυναµική περιγραφή του Σύµπαντος µπορεί να διαχωριστεί σε δύο µέρη, τη συµπεριφορά µεγάλης
κλίµακας όπου το Σύµπαν ϑεωρείται ως ένα οµογενές και ισότροπο υπόβαθρο και τις ανοµοιογένειες που
εµφανίζονται σε µικρή κλίµακα µέσα σε αυτό το υπόβαθρο. Ως προς την εξέλιξη του σύµπαντος οι ανοµοιο-
γένειες αυτές µπορούν να ϑεωρηθούν µικρές διαταραχές και να περιγραφούν στα πλαίσια της γραµµικής
ϑεωρίας διαταραχών (linear perturbation theory). Προς το παρόν µας αφορά µόνο στην εξέλιξη του υ-
ποβάθρου, του ισοτροπικού Σύµπαντος, το οποίο ονοµάζεται Σύµπαν Robertson-Walker, µε τα επιπλέον
ονόµατα των Friedmann και Lemaitre να αναφέρονται ορισµένες ϕορές. Η µετρική LFRW έχει τη µορφή

ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
,

όπου a(t) ο παράγοντας διαστολής του σύµπαντος και t ο κοσµικός χρόνος. Η σταθερά K δηλώνει τη
χωρική καµπυλότητα, µε τις τιµές 1, 0,−1 να αντιστοιχούν σε κλειστό (πεπερασµένο), επίπεδο (Ευκλείδειο)
και ανοιχτό (άπειρο) σύµπαν.

Το διαστελλόµενο Σύµπαν

Σε κάθε χρονική περίοδο ο ϱυθµός της διαστολής του Σύµπαντος δίνεται από την παράµετρο Hubble,
H ≡ ȧ

a . Υψηλής σηµασίας παράµετροι είναι ο χρόνος Hubble, H−1, και η απόσταση ή µήκος Hubble
1Με τον όρο Σύµπαν, αυστηρά µιλώντας, εννοούµε την περιοχή που µας περιβάλλει και µπορεί να παρατηρηθεί, περιοριζόµενη από

την απόσταση που δύναται να διανύσει το ϕως. ∆εν µπορούµε να έχουµε ϐέβαιη γνώση για το τι συµβαίνει σε πιο µακρινές περιοχές
καθώς το ϕως από αυτές ϐρίσκεται ακόµα στη διαδροµή προς εµάς και δεν έχει ϕτάσει. Παρ΄ όλα αυτά είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ότι
το Σύµπαν είναι οµογενές και ισότροπο και στις άγνωστες περιοχές αν και δεν είναι απαραίτητο, µε αντίστοιχα µοντέλα να µελετούν
αυτή την περίπτωση.
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cH−1. Η τελευταία ονοµάζεται και “ορίζοντας” αφού µας παρέχει µια εκτίµηση της απόστασης που µπορεί
να διανύσει το ϕως2 ενώ το σύµπαν διαστέλλεται. Ως ορίζοντα σωµατιδίων (particle horizon) αναφερόµαστε
στην απόσταση την οποία ϑα µπορούσε να ταξιδέψει το ϕως από την αρχή του σύµπαντος (a = 0) ενώ
ως ορίζοντα γεγονότων (event horizon) στην απόσταση που ϑα µπορεί να ταξιδέψει στο µέλλον. Από τα
παραπάνω, πιο σηµαντικό είναι το µήκος Hubble και γι΄ αυτό αναφερόµαστε σε αυτό ως “ορίζοντας”.

΄Ενα σηµείο καλείται οµοκινούµενο (comoving) όταν κινείται µαζί µε την διαστολή του σύµπαντος, δη-
λαδή ορίζεται η τοποθεσία ενός παρατηρητή που µετράει µηδενική πυκνότητα ορµής. Η σχετική ταχύτη-
τα ενός Ϲεύγους γειτονικών οµοκινούµενων παρατηρητών, οι οποίοι απέχουν απόσταση dr � H−1, είναι
υ = Hdr � 1. Σε µονάδες c = 1, είναι ίση µε τη µετατόπιση προς το ερυθρό dλ

λ ενός ϕωτονίου που περνά
ανάµεσα στους παρατηρητές. Επιπλέον, είναι ίση µε την αύξηση da

a στον παράγοντα διαστολής, και το
µήκος κύµατος λ ενός ϕωτονίου ϕαίνεται να απλώνεται ως προς µια σειρά συνκινούµενων παρατηρητών. Η
µετατόπιση προς το ερυθρό (redshift), z, µιας ακτίνας ϕωτός που εκπέµπεται από µια κοσµολογική πηγή
ορίζεται από τη σχέση

1 + z ≡ λobs

λemit
,

όπου λobs το παρατηρούµενο µήκος κύµατος και λemit το µήκος κύµατος τη στιγµή της εκποµπής. Για
z � 1, η µετατόπιση προς το ερυθρό δίνεται από το νόµο Hubble z = H dr, το οποίο µας επιτρέπει να
υπολογίσουµε µε ακρίβεια τη σηµερινή τιµή H0 αν γνωρίζουµε µε ακρίβεια την απόσταση ανάµεσα στους
γαλαξίες. Ακόµα και µετά από δεκαετίες παρατηρήσεων αυτό είναι κάτι που δεν είναι ακόµα δυνατόν. Η
αβεβαιότητα στο H0 παραµετρίζεται συχνά από µια ποσότητα h η οποία ορίζεται µέσω της σχέσης

H0 = 100h km · s−1Mpc−1 ' h

3000
Mpc−1 ,

όπου έχουµε ϑέσειc = 1. ΄Οπως αναφέρουµε και στο κεφάλαιο 3 η τιµή της παραµέτρου h ϐρίσκεται στο
διάστηµα 0.6774±0.0046 (Planck Mission) εως 0.719±0.025 (Hubble Space Telescope). Οι σηµερινές τιµές
για το χρόνο και την απόσταση Hubble αντίστοιχα είναι

H−1
0 = 9.78h−1 Gyr

cH−1
0 = 2998h−1 Mpc

Σε κάθε περίπτωση, είτε το z είναι µικρό είτε µεγάλο, η µετατόπιση προς το ερυθρό µιας ακτίνας ϕωτός που
εκπέµπεται τη χρονική στιγµή te δίνεται από τη σχέση

1 + z =
a(t0)

a(te)
, a(t0) = 1

Κοσµολογία του Σύµπαντος FRW

Προκειµένου να µάθουµε ποια είναι η δυναµική εξέλιξη του Σύµπαντος χρειάζεται να λύσουµε τις εξισώσεις
της Γενικής Σχετικότητας του Einstein. Οι εξισώσεις αυτές εκφράζονται ως

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν − Λgµν ,

όπου Rµν , R, Tµν καιG είναι ο τανυστής Ricci, το ϐαθµωτό Ricci, ο τανυστής ενέργειας-ορµής και η σταθερά
του Νεύτωνα αντίστοιχα. Με Λ συµβολίζεται η Κοσµολογική Σταθερά όπως εισήχθη αρχικά από τον Einstein.
Στην µετρική FRW, που περιγράφει ένα οµογενές και ισότροπο Σύµπαν, αντιστοιχεί ένας τανυστής ενέργειας-
ορµής της µορφής Tµν = diag (−ρ, p, p, p) που περιγράφει ένα ιδανικό ϱευστό µε πυκνότητα ενέργειας ρ(t)
και ορµή p(t). Ο τανυστής Tµν υπακούει στην εξίσωση συνέχειας ∇µTµν = 0 που οδηγεί στην εξίσωση

ρ̇ = −3H (ρ+ P ) .

Στην περίπτωση που το σύµπαν ϑεωρηθεί ως ένα αέριο, τα στοιχεία που το αποτελούν ϑα έχουν µια µέση
ταχύτητα (τετράγωνο) υ2 και πίεση P = ρυ2/3 (c = 1). Εφαρµόζοντας τη σχέση αυτή σε κάθε συνιστώσα του
αερίου ϑα έχουµε υ � 1⇒ P ' 0 για µη σχετικιστική ύλη (non-relativistic matter) και υ ' 1⇒ P = ρ/3

2Ο όρος “ϕως” υποδηλώνει τον ιδανικό ϕορέα πληροφορίας, που ταξιδεύει µε ταχύτητα c = 1, χωρίς συγκρούσεις στη διαδροµή
του.
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για ακτινοβολία (radiation). Για τις δύο αυτές περιπτώσεις η εξίσωση συνέχειας δίνει αντίστοιχα ρm ∼ a−3

και ρr ∼ a−4.
Το χρονικό και χωρικό κοµµάτι των εξισώσεων Einstein καταλήγουν στην εξίσωση Friedmann και την

εξίσωση επιτάχυνσης αντίστοιχα

H2 =
ρ

3M2
Pl

+
Λ

3
− K

a2

ä

a
= −ρ+ 3P

6M2
Pl

+
Λ

3

όπου, αντί για τη σταθερά G χρησιµοποιούµε την ανηγµένη reduced µάζα Planck MPl = (8πG)
−1/2. Αν

K = Λ = 0, η εξίσωση Friedmann λύνεται εύκολα για ένα Σύµπαν που κυριαρχεί η ύλη (ρm ∼ a−3) µε
αποτέλεσµα a ∼ t1/2, ένω στην περίπτωση που κυριαρχεί η ακτινοβολία (ρr ∼ a−4) έχουµε a ∼ t2/3. Αν
ϑεωρήσουµε ότι η Κοσµολογική Σταθερά αντιπροσωπεύει την ενέργεια του κενού, τότε απουσία επιπλέον
ύλης σε επίπεδο σύµπαν (ρ = K = 0) η εξίσωση Friedmann έχει τη µορφή H2 = Λ

3 ≡
ρvac
3M2

Pl
, απ΄ όπου

ϐρίσκουµε ρvac = M2
PlΛ και συνεπώς Pvac = −ρvac, ενώ για τη λύση της έχουµε a ∼ e

√
Λ
3 t.

Από την εξίσωση Friedmann είναι εµφανές ότι για µια δεδοµένη τιµή της παραµέτρου Hubble υπάρχει
µια συγκεκριµένη πυκνότητα, γνωστή ως κρίσιµη πυκνότητα ρc (critical density), για την οποία απουσία
Κοσµολογικής Σταθεράς (Λ = 0) το Σύµπαν είναι επίπεδο (K = 0). Η πυκνότητα αυτή είναι η

ρc = 3M2
PlH

2

και η τωρινή της τιµή είναι ρc,0 = 2.775h−1×10−29 g·cm−3. Ορίζοντας την παράµετρο πυκνότητας Ω = ρ/ρc
και την αντίστοιχη για την κοσµολογική σταθερά ΩΛ = ρvac/ρc = Λ/3H2 µπορούµε να γράψουµε την
εξίσωση Friedmann στη µορφή

Ω + ΩΛ︸ ︷︷ ︸
Ωtotal

−1 =
K

a2H2
.

Η παράµετρος Ωtotal είναι εν γένει χρονοεξαρτώµενη αλλά µόλις αποκτήσει την τιµή 1, που αντιστοιχεί στο
επίπεδο Σύµπαν, µένει σταθερή σε αυτή τη τιµή.

Τα προβλήµατα της καθιερωµένης κοσµολογίας της Μεγάλης ΄Εκρηξης

• Το πρόβληµα της επιπεδότητας (Flatness Problem): ΄Οπως δείξαµε παραπάνω, αµελώντας την Κο-
σµολογική Σταθερά (ή ενσωµατώνοντας την στο Ωtotal), η εξίσωση Friedmann παίρνει τη µορφή

Ωtotal − 1 =
K

a2H2

Αν το Σύµπαν είναι επίπεδο (Ωtotal = 1), τότε παραµένει σε αυτή τη κατάσταση για κάθε χρονική
στιγµή. Σε διαφορετική περίπτωση εξελίσσεται µε το χρόνο. Το πρόβληµα της επιπεδότητας απορρέει
από το γεγονός ότι ο συνδυασµός a H είναι µια ϕθίνουσα συνάρτηση του χρόνου. Για παράδειγµα
ένα σχεδόν επίπεδο σύµπαν, όπου κυριαρχεί η ύλη, έχουµε |Ωtotal − 1| ∼ t2/3 ενώ, στο σενάριο
που κυριαρχεί η ακτινοβολία, έχουµε |Ωtotal − 1| ∼ t. Τα παρατηρησιακά δεδοµένα υποδεικνύουν
ότι η σηµερινή τιµή, Ωtotal,0, είναι πολύ κοντά στη µονάδα κάτι που σηµαίνει ότι στο παρελθόν το
Ωtotal πρέπει να πλησίαζε ακόµα περισσότερο την τιµή 1. Πιο συγκεκριµένα, για να καταλήξουµε
στο Σύµπαν που παρατηρούµε σήµερα ϑα έπρεπε κατά την περίοδο της πυρηνοσύνθεσης να έχουµε
|Ω(tnuc) − 1| . 10−16 ενώ κοντά στη Μεγάλη ΄Εκρηξη ϕτάνει να είναι |Ω(tPl) − 1| . 10−64. Το
πρόβληµα της επιπεδότητας δηλώνει πως είναι σχεδόν αδύνατο να υφίσταντο τόσο καλά επιλεγµένες
αρχικές συνθήκες κατά τη δηµιουργία του Σύµπαντος. Αν οι αρχικές συνθήκες δεν επιλεγούν µε
τόσο ακριβή τρόπο, τότε το Σύµπαν καταρρέει ή διαστέλλεται ϱαγδαία και ϕτάνει σε ϑερµοκρασία
µικρότερη των 3 Κ, µετά το πρώτο δευτερόλεπτο της δηµιουργίας του, πριν γίνει δυνατή η εµφάνιση
οποιασδήποτε δοµής. Για το λόγο αυτό το πρόβληµα της επιπεδότητας αναφράζεται πολλές ϕορές
ως-“Γιατί το Σύµπαν έχει τόσο µεγάλη ηλικία; ”

• Το πρόβληµα του ορίζοντα (Horizon Problem):Θεωρούµε ένα οµοκινούµενο µήκος κύµατος,λ, και
ένα ϕυσικό µήκος κύµατος, aλ, το οποίο ϐρίσκεται µέσα από την ακτίνα (ορίζοντα) Hubble, H−1 (δηλ.
aλ . H−1). Η καθιερωµένη κοσµολογία, που απορρέει από τη Μεγάλη ΄Εκρηξη, χαρακτηρίζεται από
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µια κοσµική εξέλιξη της µορφής a ∼ tp µε 0 < p < 1. Σε αυτή την περίπτωση το ϕυσικό µήκος
κύµατος αυξάνεται σαν aλ ∼ tp, ενώ ο ορίζοντας Hubble εξελίσσεται σαν H−1 ∼ t. Αυτό έχει ως
αποτέλεσµα, µε το πέρασµα του χρόνου, το ϕυσικό µήκος κύµατος να γίνεται πιο µικρό από τον
ορίζοντα Hubble. Τότε η ισχύς της αιτιότητας περιορίζεται µόνο σε µια περιοχή µικρότερη από τον
ορίζοντα.
Πιο αναλυτικά, ϑεωρούµε τον ορίζοντα των σωµατιδίων DH(t) όπου ταξιδεύει το ϕως από την αρχή του
σύµπαντος, t = t∗,

DH(t) = a(t)dH(t), µε dH(t) =

∫ t

t∗

dt′

a(t′)

Το dH(t) αντιστοιχεί στην οµοκινούµενη απόσταση. Θέτοντας t∗ = 0 ϐρίσκουµε dH(t) = 3t1/3 στην
περίοδο κυριαρχίας της ύλης. Στο Κοσµικό Μικροκυµατικό Υπόβαθρο (CMB) ανιχνεύουµε ϕωτόνια
που έχουν εκπεµφθεί τη χρονική στιγµή της αποσύζευξης (decoupling). Ο ορίζοντας σωµατιδίων
κατά την αποσύζευξη, DH(tdec) = a(tdec)dH(tdec), αντιστοιχεί στην περιοχή όπου τα ϕωτόνια ϑα
µπορούσαν να ϕτάσουν σύµφωνα µε την αρχή της αιτιότητας. Ο λόγος του dH(tdec) ως προς τον
ορίζοντα σωµατιδίων σήµερα, dH(t0) υπολογίζεται προσεγγιστικά

dH(tdec)

dH(t0)
≈
(
tdec
t0

)1/3

≈
(

105

1010

)1/3

≈ 10−2.

Το αποτέλεσµα αυτό υποδηλώνει ότι οι αιτιοκρατικές περιοχές των ϕωτονίων περιορίζονται να είναι
πολύ µικρές, τα ϕωτόνια που εκπέµφθηκαν κατά την αποσύζευξη δεν ϑα µπορούσαν να παρατηρη-
ϑούν σήµερα. Παρ΄ όλα αυτά, τα ϕωτόνια που παρατηρούµε από το CMB έχουν αποκτήσει την ίδια
ϑερµοκρασία σε κάθε µέρος του Σύµπαντος. Κάτι τέτοιο δεν µπορεί να εξηγηθει από το σενάριο της
Μεγάλης ΄Εκρηξης. Η οµοιογένεια αυτή που παρατηρείται πρέπει αναγκαστικά να είναι κοµµάτι των
αρχικών συνθηκών. Αυτό είναι το πρόβληµα του ορίζοντα.

• Ανεπιθύµητα σωµατίδια (Unwanted Relics): Αν το αρχικό Σύµπαν υπακούει στη συµµετρία µιας
Μεγάλης Ενοποιηµένης Θεωρίας (Grand Unified Theory) τότε κατά το αυθόρµητο σπάσιµό της προς
µια U(1) ϑεωρία παράγονται µαγνητικά µονόπολα (magnetic monopoles). Στην περίπτωση ϑεωριών
υπερχορδών (superstring theory) εµφανίζονται ϐαθµωτά (spin-0) πεδία που καλούνται moduli και πα-
ϱαµετρίζουν το κενό πριν το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας (supersymmetry breaking). Τέλος ϑεωρίες
υπεβαρύτητας (supergravity) προβλέπουν το υπερσυµµετρικό σωµατίδιο του ϐαρυτονίου (graviton), το
gravitino (spin-3/2). ΄Ολα αυτά τα σωµατίδια τα οποία αναζητούνται σε όλο και υψηλότερες ενεργεια-
κές κλίµακες των πειραµάτων του Large Hadron Collider ϑα έπρεπε να είχαν παραχθεί και µετά τη
Μεγάλη ΄Εκρηξη. Σύµφωνα όµως µε τα παραπάνω οι πυκνότητα ενέγειας των σωµατιδίων µειώνεται
ως ρm ∼ a−3. Η πυκνότητα ενέργειας της ακτινοβολίας όµως µειώνεται ως ρr ∼ a−4 στην περίοδο
κυριαρχίας της ακτινοβολίας, συνεπώς τα σωµατίδια αυτά ϑα έπρεπε να είχαν κατακλύσει το σύµπαν.
Κάτι τέτοιο δε συνάδει µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα αφού τέτοια σωµατίδια δεν έχουν παρατηρηθεί.
Αυτό είναι το πρόβληµα των ανεπιθύµητων σωµατιδίων.

Το σενάριο του πληθωρισµού ( inflation)

Θυµίζουµε ότι απουσία Κοσµολογικής Σταθεράς (Λ = 0) η εξίσωση επιτάχυνσης που προκύπτει από την
µετρική FRW έχει τη µορφή

ä

a
= −ρ+ 3P

6M2
Pl

Το γεγονός ότι τα δύο κύρια συστατικά του Σύµπαντος έχουν ρm > 0, Pm = 0 (ύλη) και ρr > 0, Pr = ρr/3
(ακτινοβολία) ενισχύει τη γενική πεποίθηση ότι το άθροισµα ρ + P δεν είναι ποτέ αρνητικό. Αυτό έχει ως
αποτέλεσµα το σύµπαν να παρουσιάζει πάντα µια επιβραδυνόµενη διαστολή ä > 0, µε όλα τα παραπάνω
προβλήµατα της Μεγάλης ΄Εκρηξης να απορρέουν από τη σχέση αυτή. Η ιδέα του πληθωρισµού (Guth
1981, Albrecht και Steinhardt 1982, Linde 1982,1983) δεν αντικαθιστά το σενάριο της Μεγάλης ΄Εκρηξης
παρά µόνο αντιµετωπίζει τα προβλήµατά της διατηρώντας της επιτυχίες της. Πιο συγκεκριµένα ο πληθωρι-
σµός τοποθετείται σε µια περίοδο µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη και ορίζεται ως µια κατάσταση επιταχυνόµενης
διαστολής του Σύµπαντος

INFLATION ⇔ ä > 0

x



Μια εναλλακτική και ισοδύναµη έκφραση για τον πληθωρισµό είναι

INFLATION ⇔ d

dt

(
1

aH

)
< 0

Η συνθήκη αυτή υποδηλώνει ότι ο οµοκινούµενος ορίζοντας Hubble, (aH−1) µειώνεται κατά την περίοδο
του πληθωρισµού. Η ιδιότητα αυτή είναι κοµβικής σηµασίας για την επίλυση των προβληµάτων της Μεγάλης
΄Εκρηξης. Συγκεκριµένα:

• ΄Οσον αφορά το πρόβληµα της επιπεδότητας, το γεγονός ότι η ποσότητα a2H2 αυξάνεται σηµαίνει ότι το
Ω τείνει ϱαγδαία προς τη µονάδα που είναι (σχεδόν) και η παρατηρήσιµη τιµή σήµερα. Μετά το τέλος
του πληθωρισµού η ποσότητα |Ω − 1| ϑα µπορούσε να αυξάνεται πάλι επαναφέροντας το πρόβληµα
της επιπεδότητας. Αν όµως ο πληθωρισµός έχει τόση διάρκεια ώστε να ϕτάσει το Ω πολύ κοντά στη
µονάδα τότε ϑα µείνει σε αυτή τη τιµή µέχρι τη σηµερινή εποχή.

• Το πρόβληµα του ορίζοντα αντιµετωπίζεται µε τον παράγοντα διαστολής να εξελίσσεται ως a ∼ tp µε
p > 1 κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού (αφού ρ + 3P < 0). Τότε ένα ϕυσικό µήκος κύµατος, aλ,
µεγαλώνει πιο γρήγορα από τον ορίζοντα Hubble, H−1. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα το ϕυσικό µήκος
κύµατος να “σπρώχνεται” έξω από τον ορίζοντα κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. Με τον τρόπο αυτό
η περιοχή στην οποία ισχύει η αιτιότητα απλώνεται σε κλίµακες πολύ µεγαλύτερες από τον ορίζοντα
Hubble, λύνοντας έτσι το πρόβληµα του ορίζοντα.
Φυσικά µε το τέλος του πληθωρισµού ο ορίζοντας Hubble αρχίζει και πάλι να µεγαλώνει πιο γρήγορα
από το ϕυσικό µήκος κύµατος. Προκειµένου να µην επανέλθει το πρόβληµα απαιτούµε ο οµοκινο-
ύµενος ορίζοντας σωµατιδίων να ικανοποιεί τη σχέση∫ tdec

t∗

dt

a(t)
�
∫ t0

tdec

dt

a(t)

Αυτό υπονοεί ότι η οµοκινούµενη απόσταση που µπορούν να διανύσουν τα ϕωτόνια πριν την απο-
σύζευξη πρέπει να είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη µετά την αποσύζευξη. Σύµφωνα µε τους
υπολογισµούς κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται αν το σύµπαν διασταλλεί περίπου e70 ϕορές κατά τη διάρκεια
του πληθωρισµού.

• Κατά τη περίοδο του πληθωρισµού η πυκνότητα ενέργειας του Σύµπαντος µειώνεται πολύ αργά. Για
παράδειγµα για εξέλιξη της µορφής a ∼ tp µε p > 1, έχουµεH ∼ t−1 ∼ a−1/p και ρ ∼ a−2/p. Παράλ-
ληλα η πυκνότητα ενέργειας σωµατιδίων µε µάζα µειώνεται πολύ πιο γρήγορα (∼ a−3), το αντίστοιχο
µήκος κύµατός τους µετατοπίζεται προς το ερυθρό µε αποτέλεσµα να µην είναι παρατηρήσιµα σήµερα,
λύνοντας έτσι το πρόβληµα των ανεπιθύµητων σωµατιδίων.
Φυσικά συνεχίζει να υφίσταται η πιθανότητα τα σωµατίδια αυτά να παράχθηκαν µετά τον πληθωρι-
σµό. Στη διαδικασία αυτή, που καλείται αναθέρµανση (reheating) και απασχολεί το πρώτο µέρος
της διδακτορικής διατριβής, η ενέργεια του σύµπαντος µπορεί µεταφερθεί σε ακτινοβολία η στην πα-
ϱαγωγή σωµατιδίων. Σε αυτό το στάδιο πρέπει να αποφευχθεί η παραγωγή µεγάλου (τουλάχιστον)
αριθµού τέτοιων σωµατιδίων. Στο παράρτηµα ∆ʹ παρουσιάζουµε µια µελέτη, που πραγµατοποιήθηκε
στα πλαίσια του µεταπτυχιακού προγράµµατος ειδίκευσης “Φυσική και Τεχνολογικές Εφαρµογές”
του Τοµέα Φυσικής ΕΜΠ και δηµοσιεύτηκε στο επιστηµονικό περιοδικό Journal of Cosmology and
Astroparticle Physics (JCAP 1308 (2013) 027). Στην εργασία αυτή, αναπτύξαµε µια τροποποιηµένη
ϑεωρία ϐαρύτητας, στο πλαίσιο του πληθωρισµού και της κβαντικής ϑεωρίας πεδίου σε καµπύλους
χωρόχρονους, που οδηγεί σε έναν τέτοιο µηχανισµό µείωσης των παραγόµενων σωµατιδίων.

∆υναµική του πληθωρισµού-Το ϐαθµωτό πεδίο ( inflaton) που καθοδηγεί τον πληθωρισµό

΄Οπως δείξαµε και παραπάνω για να είναι εφικτό το σενάριο του πληθωρισµού (ρ + 3P < 0) χρειαζόµαστε
µια µορφή ύλης που να επιτρέπεται να αποκτήσει την ασυνήθιστη ιδιότητα της αρνητικής πίεσης. Κάτι
τέτοιο είναι δυνατό µε τα ϐαθµωτά πεδία, που περιγράφουν ϐαθµωτά (spin − 0) σωµατίδια. ΄Ισως το πιο
σηµαντικό (και το µοναδικό που έχει ανακαλυφθεί µέχρι σήµερα) ϐαθµωτό πεδίο είναι το Higgs. Στα
πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου (Standard Model) τα στοιχειώδη σωµατίδια αποκτούν µάζα µέσω του
πεδίυο Higgs. Στο σενάριο του πληθωρισµού ως υπεύθυνο ϐαθµωτό πεδίο ϑεωρείται το πληθωριστικό πεδίο
inflaton, το οποίο δεν µπορεί να παρατηρηθεί πλέον αφού διασπάται µε το τέλος του πληθωρισµού είτε
διαταρακτικά (reheating) είτε µη διαταρακτικά (preheating).
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Ο καθιερωµένος τρόπος να περιγραφεί µια ϑεωρία πεδίου είναι µέσω της Λαγκρανζιανής του, από την
οποία προέρχονται οι εξισώσεις κίνησής του. Για τον λόγο αυτό στη δράση Einstein-Hilbert (µε Λ = 0)

SEH =

∫ √−gd4x
M2
Pl

2
R

προσθέτουµε τη δράση του ϐαθµωτού πεδίου η οποία στην πιο τετριµµένη της µορφή περιλαµβάνει έναν
κινητικό και έναν δυναµικό όρο

Sm =

∫ √−gd4x

[
−1

2
gµν∇µφ∇νφ− V (φ)

]
Μεταβολή της συνολικής δράσης ως προς η µετρική gµν οδηγεί στις εξισώσεις Einstein Gµν = Tµν/M

2
Pl µε

Tµν = ∇µφ∇νφ− 1
2gµν∇κφ∇κφ− gµνV (φ), ενώ µεταβολή ως προς το πεδίο φ στην εξίσωση Klein-Gordon

∇µ∇µφ− dV (φ)
dφ = 0. Για τη γεωµετρία FRW (µε K = 0) το ϐαθµωτό πεδίο φ ϑα είναι συνάρτηση µόνο του

t (οµοιογενές) µε αποτέλεσµα οι µη µηδενικές συνιστώσες του τανυστή ενέργειας-ορµής να είναι οι

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ)

Pφ =
1

2
φ̇2 − V (φ)

Το χρονικό κοµµάτι της εξίσωσης Einstein µας δίνει την εξίσωση Friedmann

H2 =
1

3M2
Pl

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]
ενώ η εξίσωση Klein-Gordon καταλήγει στην

φ̈+ 3Hφ̇ = −dV (φ)

dφ

Κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού, ρ + 3P < 0, ϑα έχουµε φ̇2 < V (φ), κάτι που υποδηλώνει ότι η
δυναµική ενέργεια του πληθωριστικού πεδίου κυριαρχεί της κινητικής. Για το λόγο αυτό απαιτούµε µια
µορφή “επίπεδου δυναµικού” ή αλλιώς το πληθωριστικό πεδίο να “κυλάει αργά” στο δυναµικό του. Αυτή
είναι η προσέγγιση slow-roll.

Η προσέγγιση slow-roll

Η προσέγγιση slow-roll επιβάλλει τις σχέσεις 1
2 φ̇

2 � V (φ) και φ̈� 3Hφ̇ κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού
µε αποτέλεσµα η εξισώσεις Friedmann και Klein-Gordon να παίρνουν τη µορφή

H2 ' V (φ)

3M2
Pl

3Hφ̇ ' −dV (φ)

dφ

Για να ισχύει η προσέγγιση slow-roll είναι απαραίτητο να ισχύουν δύο συνθήκες (Liddle και Lyth 1992) :

ε(φ)� 1, |η(φ)| � 1,

όπου οι παράµετροι slow-roll ε και η ορίζονται ως :

ε(φ) ≡ M2
Pl

2

(
1

V

dV

dφ

)2

,

η(φ) ≡M2
Pl

1

V

d2V

dφ2
.

Η ϕάση του πληθωρισµού ολοκληρώνεται όταν οι παράµετροι ε και |η| είναι της τάξης της µονάδας. Μια
χρήσιµη ποσότητα που περιγράφει το µέγεθος/διάρκεια του πληθωρισµού είναι ο αριθµός των e-foldings
(efolds), ο οποίος ορίζεται ως

N = ln
aend
ai

=

∫ tend

ti

Hdt ' 1

M2
Pl

∫ φi

φend

V
dV
dφ

dφ
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όπου µε i και end δηλώνουµε την αρχή και το τέλος του πληθωρισµού αντίστοιχα. Το φend προκύπτει από
τη λύση της παραβίασης του slow-roll, ε(φend) ' 1.

Για την παράµετρο πυκνότητας Ω απαιτείται να ισχύει |Ωend − 1| . 10−60 αµέσως µετά το τέλος του
πληθωρισµού, προκειµένου να λυθεί το πρόβληµα της επιπεδότητας. Ο λόγος των |Ω − 1| ανάµεσα στην
αρχική και τελική ϕάση του πληθωρισµού δίνεται από τη σχέση

|Ωend − 1|
|Ωi − 1| '

(
ai
aend

)2

= e−2N

Υποθέτοντας ότι η ποσότητα |Ωi−1| είναι της τάξης της µονάδας στην αρχή του πληθωρισµού, ο αριθµός των
e-foldings που απαιτείται για να λυθεί το πρόβληµα της επιπεδότητας είναι N & 70. Περίπου ίδιος αριθµός
χρειάζεται και για να λυθεί το πρόβληµα του ορίζοντα.

Εξέλιξη των παραµέτρων κλίµακας (scales)

Θυµίζουµε ότι, εξ ορισµού, κατά τον πληθωρισµό ο οµοκινούµενος ορίζοντας Hubble µειώνεται ενώ αρχίζει
να αυξάνεται µετά το τέλος του πληθωρισµού. ΄Ενα δεδοµένο οµοκινούµενο µήκος κλίµακας k−1 (που
αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος λ) µπορεί να ξεκινήσει την εξέλιξή του µικρότερο από H−1/a αλλά µέχρι το
τέλος του πληθωρισµού να είναι πολύ µεγαλύτερο. Για κάθε κλίµακα που διασχίζει τον ορίζοντα κατά τον
πληθωρισµό, µας ενδιαφέρει η χρονική στιγµή κατά την οποία ισούται µε τον ορίζοντα, k = aH. Η στιγµή
αυτή µπορεί να σχετιστεί µε τον αριθµό των efoldings του πληθωρισµού µετά από αυτήν.

Για να ταυτοποιήσουµε πλήρως τις κλίµακες χρειαζόµαστε ένα µοντέλο που να περιγράφει πλήρως την
εξέλιξη του Σύµπαντος µέχρι τη σηµερινή εποχή. Η πιο απλή µορφή κοσµολογικής εξέλιξης µπορεί να
διαχωριστεί στις εξής ϕάσεις :

• Από τη χρονική στιγµή που η κλίµακα k−1 ισούται (ϐγαίνει) µε τον ορίζοντα µέχρι το τέλος του
πληθωρισµού.

• Από το τέλος του πληθωρισµού µέχρι να αποκατασταθεί το µοντέλο της Μεγάλης ΄Εκρηξης, όπως
αναφέραµε, µέσω της διαδικασίας αναθέρµανσης (και προθέρµανσης) κατά την οποία ϑεωρούµε ότι
στο σύµπαν κυριαρχεί η ύλη.

• Από την περίοδο κυριαρχίας της ακτινοβολίας που επακολουθεί της αναθέρµανσης εως την περίοδο
ισοδυναµίας (equality) ύλης-ακτινοβολίας teq.

• Από την περιόδο ισοδυναµίας ύλης-ακτινοβολίας εως σήµερα.

Υποθέτουµε ότι οι µεταβάσεις ανάµεσα στις παραπάνω περιόδους πραγµατοποιούνται στιγµιαία. Χρησιµο-
ποιούµε τον δείκτη k για τις τιµές των ποσότητων τη χρονική στιγµή όπου k = aH κατά τον πληθωρισµό και
end, reh για το τέλος του πληθωρισµού και της αναθέρµανσης αντίστοιχα. Μετρώντας όλες τις ποσότητες ως
προς την σηµερινή τιµή του συνκινούµενου ορίζοντα H−1

0 /a ϐρίσκουµε τη σχέση

k

a0H0
=
akHk

a0H0
=

ak
aend

aend
areh

areh
aeq

aeq
a0

Hk

H0

που είναι και η εισαγωγική σχέση του Κεφαλαίου 1.

Βαρυτική κατάρρευση ενός οµοιογενούς ϐαθµωτού πεδίου

΄Οπως είδαµε στα προηγούµενα η εισαγωγή ενός ϐαθµωτού πεδίου στη ϑεωρία της ϐαρύτητας και η απαίτη-
ση οι συνιστώσες του τανυστή ενέργειας-ορµής να ικανοποιούν µια ιδιαίτερη σχέση, ρ + 3P < 0 ⇒ ä > 0
αποτέλεσαν τις ϑεµελιώδεις λίθους για το επιτυχηµένο σενάριο του πληθωρισµού. Είναι αρκετά ενδιαφέρον
να µελετήσουµε αν µια αντίστοιχη διαδικασία ϑα µπορούσε να οδηγήσει, όχι σε µια ϱαγδαία διαστολή του
Σύµπαντος όπως στον πληθωρισµό, αλλά στην κατάρρευσή του. Στο σενάριο αυτό ο χωρόχρονος καταλήγει
σε µια ανωµαλία (singularity) και µένει να µελετηθεί αν η ανωµαλία αυτή µπορεί να παρατηρηθεί ή όχι.
Στην πρώτη περίπτωση η ανωµαλία αυτή καλείται γυµνή (naked) και σύµφωνα µε την Υπόθεση Κοσµικής
Λογοκρισίας (Cosmic Censorship Conjecture) του Penrose (1969), δεν υπάρχουν στο σύµπαν γυµνές ανω-
µαλίες εκτός από αυτή της Μεγάλης ΄Εκρηξης. Στη δεύτερη περίπτωση είναι δυνατόν να δηµιουργηθεί ένας
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ορίζοντας γεγονότων (event horizon) ορίζοντας το σύνορο µιας µελανής οπής (black hole) που ϑα καλύπτει
την ανωµαλία στο κέντρο της.

Οι µελανές οπές είναι λύσεις των εξισώσεων του Einstein και από ϕυσικής απόψεως καθορίζουν µια
περιοχή του χωρόχρονου µε τόσο ισχυρές ϐαρυτικές έλξεις που ούτε το ϕως δεν µπορεί να διαφύγει. Οι
µελανές οπές στο σύµπαν δεν παρατηρούνται άµεσα αλλά η υπαρξή τους υπονοείται από την συµπεριφορά
άλλων αστροφυσικών σωµάτων γύρω τους. Η πιο ξεκάθαρη απόδειξη ύπαρξης µελανών οπών ήρθε τον
Σεπτέµβριο του 2015 όταν παρατηρήθηκαν για πρώτη ϕορά ϐαρυτικά κύµατα που προβλέπει η Γενική
Σχετικότητα του Einstein. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των δύο παρατηρησιακών σταθµών LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory) στις ΗΠΑ, το σήµα από το ϐαρυτικό κύµα που ανιχνεύτηκε
προέρχεται από τη σύγκρουση δύο µελανών οπών µάζας 36 και 29 ηλιακών µαζών και την σύµπτυξή τους
σε µια.

Οι µελανές οπές προέρχονται από τη ϐαρυτική κατάρρευση αστέρων µεγάλης µάζας στους οποίους η
εσωτερική πίεση δεν είναι αρκετή ώστε να αντισταθεί στην ίδια τους τη ϐαρύτητα και χωρίζονται σε stellar
black holes (∼ 10MSun), intermediate black holes ( ∼ 103MSun) και supermassive black hole ( ∼ 105 −
1010MSun). Το 1971 εισάγεται από τον Hawking η ιδέα ύπαρξης πολύ µικρότερων µελανών οπών που
ονοµάστηκαν αρχέγονες µελανές οπές (primordial black holes). Πρόκειται για έναν υποθετικό τύπο µελανών
οπών οι οποίες σχηµατίζονται στο αρχικό σύµπαν, µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη, λόγω των τεράστιων πυκνοτήτων
ενέργειας που αναπτύσσονται. Το ερώτηµα που απασχολεί το Κεφάλαιο 2 αφορά την τελική κατάσταση
ένος ϐαθµωτού πεδίου που Ϲει σε ένα χωρόχρονο FRW και περιγράφεται από µια πυκνότητα ενέργειας που
οδηγεί στην κατάρρευσή του.

∆ηµιουργία της ανωµαλίας (singularity)

Ακολουθώντας την καθιερωµένη µελέτη ενός τέτοιου σεναρίου στη ϐιβλιογραφία , ϑεωρούµε κάποια χρονική
στιγµή t = 0 τις αρχικές συνθήκες

a(0) = a0, φ(0) = φ0, φ̇(0) = φ̇0.

Υποθέτουµε ότι το πεδίο καταρρέει µέχρι να καταλήξει σε µια ανωµαλία όταν a = 0. Για το λόγο αυτό
απαιτούµε ο παράγοντας a(t) να είναι µια µονότονα ϕθίνουσα συνάρτηση του t. Αυτό σηµαίνει ότι η
εξίσωση Friedmann, ȧ

2

a2 = ρ
3M2

Pl
, µπορεί να πάρει τη µορφή

ρ ∼
(
ψ(a)

a

)2

.

∆εν κάνουµε κάποια υπόθεση για το ψ(a) στο όριο a → 0 κατ΄ αρχήν, αλλά προκειµένου να µελετήσουµε
µια ϕυσική ανωµαλία ϑεωρούµε ότι

lim
a→0

ψ(a)

a
= +∞

Παρουσιάζουµε στη συνέχεια ορισµένα ϑεωρήµατα και προτάσεις ενώ παραπέµπουµε για την απόδειξή τους
στο R. Giambo “Gravitational Collapse of homogeneous scalar fields”

Θεώρηµα 1. Ο χωρόχρονος καταλήγει σε µια ανωµαλία σε πεπερασµένο χρόνο αν και µόνο αν η συνάρτηση
1/ψ(a) είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα (0, a0). Ο χρόνος της κατάρρευσης τότε δίνεται από τη σχέση

ts =

∫ a0

0

1

ψ(a)
da

Στα επόµενα ϑα ϑεωρούµε δεδοµένη την ισχύ του ϑεωρήµατος και προκειµένου να µελετήσουµε τη
συµπεριφορά της ανωµαλίας το ts δίνεται από την παραπάνω σχέση ενώ ένας ϕαινόµενος ορίζοντας (apparent
horizon) ορίζεται από τη σχέση

R(r, th) = 2m(r, th)

και αντιστοιχεί στο σύνορο µιας παγιδευµένης περιοχής (trapped region)

T = {(r, t) : R(r, t) ≤ 2m(r, t)}

Η συνάρτηση R αντιστοιχεί στην ακτίνα επιφάνειας (area radius) της υπο κατάρρευση µετρικής ενώ m είναι
η συνάρτηση µάζας Misner-Sharp που ορίζεται ως m ≡ R

2 (1−∇µR∇µR).
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Πρόταση 1. Αν το ψ(a) είναι πεπερασµένο στο διάστηµα (0, a0), τότε υπάρχει rb > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε
“κέλυφος” ύλης r ≤ rb να µη σχηµατίζεται ϕαινόµενος ορίζοντας κατά την εξέλιξή του.

Πρόταση 2. Αν lima→0 ψ(a) = +∞, για κάθε r > 0 έξω από την παγιδευµένη περιοχή T , το κέλυφος ακτίνας
r παγιδεύεται πριν καταλήξει στην ανωµαλία, και έτσι σχηµατίζεται µια µελανή οπή.

Κύριος στόχος είναι να ενώσουµε την µετρική FRW του ϐαθµωτού πεδίου µε µια σφαιρικά συµµετρική
λύση στο σύνορο r = rb. Η ένωση αυτή πραγµατοποιείται σε µια υπερεπιφάνεια Σ χρησιµοποιώντας τις
συνθήκες σύνδεσης Israel-Darmois σύµφωνα µε τις οποίες

• Προκειµένου να συνδεθούν δύο ξεχωριστές µετρικές µέσω µιας υπερεπιφάνειας Σ ϑα πρέπει η πρώτη
ϑεµελιώδης µορφή

IΣ = gαβ
dxα

dya
dxβ

dyb
dyadyb

και η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή

IIΣ = −nα
(

∂2xα

∂ya∂yb
+ Γαρσ

∂xρ

∂ya
∂xσ

∂yb

)
,

των µετρικών αυτών να είναι συνεχείς πάνω στην υπερεπιφάνεια Σ.

Θεώρηµα 2. Αν το ψ(a) είναι πεπερασµένο και υπάρχει rb τέτοιο ώστε το 1− ψ2(a)r2 να µη µηδενίζεται τότε
το σύνορο Σ = {r = rb} του ϐαθµωτού πεδίου καταρρέει σε µια γυµνή ανωµαλία.

Οι παραπάνω είναι µερικοί από τους ελέγχους που πραγµατοποιούµε κατά τη µελέτη της κατάρρευσης ενός
ϐαθµωτού πεδίου στο κεφάλαιο 2.

Σκοτεινή ύλη και σκοτεινή ενέργεια στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας

Πρόσφατα παρατηρησιακά δεδοµένα (1998) έχουν αναδείξει ότι το σύµπαν έχει εισέλθει σε µια περίοδο
επιταχυνόµενης διαστολής. Στο πλαίσιο της Γενικής Σχετικότητας η συµπεριφορά αυτή µπορεί να καθοδη-
γηθεί µε την εισαγωγή µιας νέας πυκνότητας ενέργειας µε αρνητική πίεση, η οποία ονοµάζεται Σκοτεινή
Ενέργεια (Dark Energy) και η προέλευσή της είναι άγνωστη. Η πιο αποδεκτή µορφή τέτοιας ενέργειας είναι
η Κοσµολογική Σταθερά. Επιπλέον η ελλείπουσα µάζα µεµονωµένων γαλαξιών καθώς και οι κατανοµές
αστροφυσικών αντικειµένων µεγάλης κλίµακας σε όλο το σύµπαν, αποδίδονται σε µια νέα µορφή µάζας, η
οποία καλείται Ψυχρή Σκοτεινή ΄Υλη (Cold Dark Matter) και ϑεωρείται ότι έχει αµελητέα πίεση. Οι νέες
αυτές συνιστώσες µαζί µε το καθιερωµένο πρότυπο των στοιχειωδών σωµατιδίων αποτελούν το καθιερωµένο
πρότυπο της κοσµολογίας, το σενάριο ΛCDM.

΄Ενας από τους πιο άµεσους και αξιόπιστους τρόπους να καθοριστεί παρατηρησιακά η συµπεριφορά
της πρόσφατης εξέλιξης της παραµέτρου Hubble, H(z), είναι να µετρήσουµε τη σχετική ϕωτεινότητα από
µακρινούς κοσµολογικούς σηµατοδότες (standard candles) των οποίων η απόλυτη ϕωτεινότητα είναι γνωστή.
Μπορούµε τότε να υπολογίσουµε την απόσταση ϕωτεινότητας ως προς τη µετατόπιση προς το ερυθρό, z,
κάτι που οδηγεί στον υπολογισµό της παραµέτρου Hubble. Παρακάτω αναφέρουµε σύντοµα τις µεθόδους
που χρησιµοποιούνται για να κατασκευαστεί το H(z) χρησιµοποιώντας τα παρατηρησιακά δεδοµένα από
υπερκαινοφανείς αστέρες τύπου Ia.

Ας ϑεωρήσουµε ένα κοσµολογικό αντικείµενο το οποίο εκπέµπει ακτινοβολία µε απόλυτη ϕωτεινότητα,
L, σε ένα συγκεκριµένο µήκος κύµατος. Αν το σύµπαν ήταν στατικό τότε η ακτινοβολία ϑα έπρεπε να κατα-
νεµηθεί σε µια σφαιρική επιφάνεια και για το λόγο αυτό η ϕαινόµενη ϕωτεινότητα, l, η οποία ανιχνεύεται
από έναν παρατηρητή σε απόσταση dL είναι l = L

4πd2
L
. Η ποσότητα dL ≡

√
L

4πl καλείται απόσταση ϕωτει-
νότητας. Στην πραγµατικότητα όµως η ενέργεια της ακτινοβολίας που ανιχνεύεται από έναν παρατηρητή
έχει επιπλέον µειωθεί επειδή τα ϕωτόνια µετατοπίζονται προς το ερυθρό, ενώ ο ϱυθµός ανίχνευσής τους έχει
µειωθεί ως προς τον ϱυθµό εκποµπής, λόγω της διαστολής του Σύµπαντος. Και οι δύο αυτές επιδράσεις της
κοσµολογικής διαστολής έχουν ως αποτέλεσµα τη µείωση της ανιχνεύσιµης ενέργειας κατά έναν παράγο-
ντα a(t0)

a(t) = (1 + z). ΄Ετσι η ανιχνεύσιµη ϕαινόµενη ϕωτεινότητα σε ένα διαστελλόµενο Σύµπαν µπορεί να
γραφτεί ως l = L

4πa2(t0)x2(z)(1+z)2 , όπου x(z) η οµοκινούµενη απόσταση του ϕωτεινού αντικειµένου. Αυτό
υποδηλώνει ότι η αντίστοιχη απόσταση ϕωτεινότητας dL(z) σχετίζεται µε το x(z) µε µια σχέση της µορφής
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dL(z) = x(z)(1 + z). Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι ϕωτοειδείς γεωδαιτικές σε ένα επίπεδο διαστελ-
λόµενο υπόβαθρο υπακούουν τη σχέση cdt = a(z)dx(z) µπορούµε να εκφράσουµε το ϱυθµό διαστολής του
Σύµπαντος, H(z) ως προς την παρατηρούµενη απόσταση ϕωτεινότητας

dL(z) = x(z)(1 + z)
c dt = a(z)dx(z)

}
H(z)≡ ȧa (z)

=⇒ H(z) = c

[
d

dz

(
dL(z)

1 + z

)]−1

Αν δωθεί ένα ϑεωρητικά προβλεπόµενο H(z), τότε το αντίστοιχο dL(z) είναι

dL(z) = c(1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)
(1)

Το προβλεπόµενο αυτό dL(z) µπορεί να συγκριθεί µε το παρατηρήσιµο ώστε να ελεγχθεί η συνέπεια του
ϑεωρητικού µοντέλου µε τις παρατηρήσεις. Στην πράξη οι αστρονόµοι δεν χρησιµοποιούν την ϕαινόµενη και
απόλυτη ϕωτεινότητα αλλά τη διαφορά του απόλυτου,M , από το ϕαινόµενο,m, µέγεθος το οποίο σχετίζεται
µε τα προηγούµενα µέσω της σχέσηςm−M = 2.5 log10

(
L
l

)
. Ειδικότερα για τους υπερκαινοφανείς αστέρες

τύπου Ia το ϕαινόµενο µέγεθος m(z) σχετίζεται µε την αντίστοιχη απόσταση ϕωτεινότητας dL ως

m(z) = M + 5 log10

(
dL(z)

Mpc

)
+ 25 (2)

Στα ακόλουθα ϑα χρησιµοποιήσουµε τις δύο αυτές σχέσεις προκειµένου να υπολογίσουµε τη ϑεωρητική
διαφορά m(z)−M και να τη συγκρίνουµε µε αυτήν από τα παρατηρησιακά δεδοµένα.

Το µοντέλο ΛCDM

Υπενθυµίζουµε την εξίσωση επιτάχυνσης όπως προκύπτει από την εξίσωση Einstein για ένα ιδανικό ϱευστό
σε ένα επίπεδο Σύµπαν FRW

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(ρ+ 3p)

Η επιταχυνόµενη διαστολή στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας µπορεί να περιγραφεί ϑεωρώντας την
ύπαρξη µιας επιπλέον συνιστώστας ρDE , pDE = wDEpDE , που καλείται σκοτεινή ενέργεια, και δύναται
να αλλάξει το πρόσηµο στο δεξί µέλος της παραπάνω εξίσωσης. Γράφοντάς την ως προς την παράµετρο
καταστατικής εξίσωσης wDE της σκοτεινής ενέργειας έχουµε

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(ρm + (ρDE + 3pDE))⇒ ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(ρm + ρDE(1 + 3wDE))

Αν η παράµετρος wDE είναι χρονοανεξάρτητη ϐρίσκουµε την εξάρτηση της πυκνότητας ενέργειας από το z
κάνοντας χρήση της εξίσωσης συνέχειας

(
ρDEa

3
)

= −pDEd(a3) και του ορισµού pDE = wDEρDE ως

ρDE ∼ a−3(1+wDE) = (1 + z)3(1+wDE)

Η παράµετρος εξέλιξης H(z) δίνεται τότε από την εξίσωση Friedmann

H2(z) =
8πG

3
(ρm + ρDE) =

8πG

3

(
ρm0

( a0

a(1+wm)

)3

+ ρDE0

( a0

a(1+wDE)

)3
)

= H2
0

(
Ωm0(1 + z)3(1+wm) + ΩDE0(1 + z)3(1+wDE)

)
wm=0

= H2
0

(
Ω0m(1 + z)3 + ΩDE0(1 + z)3(1+wDE)

)
Η πιο απλή µορφή σκοτεινής ενέργειας αντιστοιχεί σε µια ανεξάρτητη από το χρόνο πυκνότητα ενέργειας µε
wDE = −1. ΄Οπως έχουµε ήδη δείξει µια απλή γενίκευση των εξισώσεων Einstein συµπεριλαµβάνει έναν
όρο ανάλογο στη µετρική gµν , µε αποτέλεσµα Gµν + Λgµν = 8πGTµν , όπου Λ η Κοσµολογική Σταθερά.
Σύµφωνα µε την εξίσωση Friedmann η προβλεπόµενη παράµετρος Hubble σε επίπεδο Σύµπαν παρουσία
ύλης και της Κοσµολογικής Σταθεράς είναι

H2(z) =
8πG

3
ρm0

(a0

a

)3

+
Λ

3
⇒ H2(z) = H2

0

(
Ωm0(1 + z)3 + ΩΛ0

)
(3)
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όπου Λ = 8πGρΛ,ΩΛ = ρΛ/ρc0 και Ωm0 + ΩΛ0 = 1. Αυτό είναι το σενάριο ΛCDM (Λ+Cold Dark
Matter) το οποίο αποτελεί το καθιερωµένο µοντέλο της κοσµολογίας. Η παράµετρος πυκνότητας Ωm0 ≡
ρm0

ρc0
περιορίζεται από παρατηρήσεις µεγάλης κλίµακας να είναι Ωm0 ' 0.3 και συνεπώς η εναποµένουσα

παράµετρος πυκνότητας της σκοτεινής ενέργειας παίρνει τιµή ΩΛ0 ' 0.7. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα
για το H(z) στη σχέση για την απόσταση ϕωτεινότητας ϐρίσκουµε τη ϑεωρητική διαφορά m(z) −M την
οποία συγκρίνουµε µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.

ΛCDM (Ωm0 =0.3, ΩΛ0=0.7, wΛ=-1)

0.5 1.0 1.5
z

36

38

40

42

44

46
m(z)-M

THE SUPERNOVA COSMOLOGY PROJECT

Σχήµα 1: Προβλεπόµενη διαφορά ϕαινόµενου µείον απόλυτου µεγέθους στα πλαίσια του ΛCDM και σύγκρι-
σή του µε τα αποτελέσµατα από δεδοµένα 580 υπερκαινοφανών αστέρων (Suzuki et al. “The Hubble Space
Telescope Cluster Supernova Survey: V.)

Τροποποιηµένες ϑεωρίες ϐαρύτητας

Παρά την τεράστια επιτυχία της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας (ΓΘΣ), τόσο κατά τη διεξαγωγή πειρα-
µάτων στο Ηλιακό µας σύστηµα, όσο και µε την πρόσφατη επιβεβαίωση της ύπαρξης ϐαρυτικών κυµάτων,
αυτή εξακολουθεί να είναι µια ατελής ϑεωρία. Σχετικά πρόσφατα παρατηρησιακά δεδοµένα υποδεικνύουν
ότι η ΓΘΣ δεν είναι σε ϑέση να επεξηγήσει τη συµπεριφορά του σύµπαντος σε µεγάλες αποστάσεις. Το
σύµπαν έχει εισέλθει σε µια περίοδο επιταχυνόµενης διαστολής. Στα πλαίσια της ΓΘΣ η συµπεριφο-
ϱά αυτή ϑεωρείται ότι πηγάζει από µια καινούργια συνιστώσα πυκνότητας ενέργειας µε αρνητική πίεση
που ονοµάστηκε Σκοτεινή Ενέργεια (Dark Energy). Η ϕύση της Σκοτεινής Ενέργειας είναι ακόµα άγνω-
στη και γίνονται πολλές προσπάθειες εντοπισµού της προέλευσης της καθώς και των ιδιοτήτων της. Μια
πιθανή πηγή της Σκοτεινής Ενέργειας µπορεί να ϑεωρηθεί µια Κοσµολογική Σταθερά (Λ), τότε όµως α-
ντιµετωπίζουµε προβλήµατα τα οποία σχετίζονται µε την προέλευση και την τάξη µεγέθους της. Πιο συ-
γκεκριµένα η κοσµολογική σταθερά εισάγεται στη ϑεωρία “µε το χέρι”, ενώ ταυτόχρονα η υπόθεση ότι η
πυκνότητα ενέργειας ρΛ = Λ

8πG = 6.72 × 10−24g m−3 αντιστοιχεί σε µια πυκνότητα ενέργειας του κενού
ρPlanck = 5.16 × 1099g m−3 οδηγεί σε µια διαφορά τάξης µεγέθους ρΛ

ρPlanck
∼ 10−123 ! Αυτό είναι το λε-

γόµενο Fine tuning problem. Επιπλέον, µετά τους πρώτους παρατηρησιακούς περιορισµούς από δεδοµένα
που αφορούν τον πληθωρισµό (ϕάσµα ϐαθµωτών διαταραχών, λόγος τανυστικών προς ϐαθµωτές διαταραχές)
άρχισε η απόρριψη ενός µεγάλου αριθµού πληθωριστικών σεναρίων. Αν η ϕύση επιδέχεται µια πιο γενικευ-
µένη ϑεωρία ϐαρύτητας τότε οφείλουµε να δούµε πως επηρεάζει αυτά τα µοντέλα, αν τα κάνει πάλι αποδεκτά
ή τα περιορίζει περισσότερο. ΄Οµοια και η µελέτη των µελανών οπών από ϐαθµωτά πεδία επιδέχεται πλήθος
σεναρίων τα οποία ϑα µπορούσαν να εισαγάγουν επιπλέον παρατηρησιακά µεγέθη όπως στην περίπτωση του
πληθωρισµού. Ας µην ξεχνάµε πως η Γενική Σχετικότητα ήταν η πρώτη τροποποιηµένη ϑεωρία ϐαρύτητας
η οποία ενσωµάτωσε τα κοσµολογικά ϕαινόµενα σε ένα πιο γενικό πλαίσιο µε όριο τη Νευτώνια ϐαρύτητα.
΄Οµοια µια τροποποιηµένη ϑεωρία ϐαρύτητας οφείλει να έχει επιφέρει ένα γενικότερο πλαίσιο µελέτης που
ϑα έχει ως όριό του τη Γενική Σχετικότητα.

Μία από τις απλούστερες τροποποιήσεις της ΓΘΣ συνίσταται στην εισαγωγή ενός ϐαθµωτού πεδίου στη
δράση, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία µιας Θεωρίας Βαθµωτού - Τανυστή (ΘΒΤ) (scalar– tensor theory). Η
αλληλεπίδραση του ϐαθµωτού γίνεται σε πρώτο ϐαθµό εφικτή, µέσω µιας αλληλεπίδρασης ελαχίστου σύζευ-
ξης (minimal coupling), ενώ στην πλήρη της µορφή, µέσω µιας αλληλεπίδρασης µή – ελαχίστου Ϲεύξης
(non–minimal coupling) µε τη ϐαρύτητα. Μία κρίσιµη απαίτηση/προϋπόθεση η οποία πρέπει να ικανο-
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ποιηθεί κατα την κατασκευή ενός προτύπου ϑεωρίας ϐαρύτητας ϐαθµωτού – τανυστή, είναι ότι οι εξισώσεις
κίνησης ϑα πρέπει να παραµένουν δεύτερης τάξης ως προς τις παραγώγους, έτσι ώστε να αποφευχθούν οι
λεγόµενες αστάθειες Ostrogradski. Η πιο γενική Λανγκρανζιανή στις τέσσερις διαστάσεις, η οποία πληρο-
ί αυτή την προϋπόθεση ανακαλύφθηκε σχεδόν σαράντα χρόνια πριν από τον G.W.Horndeski και έχει τη
µορφή

L =

5∑
i=2

Li , (4)

µε

L2 = K(φ,X) , (5)
L3 = −G3(φ,X)�φ , (6)
L4 = G4(φ,X)R+G4,X [(�φ)2 − (∇µ∇νφ) (∇µ∇νφ)] , (7)
L5 = G5(φ,X)Gµν (∇µ∇νφ)

− 1

6
G5,X [(�φ)3 − 3(�φ) (∇µ∇νφ) (∇µ∇νφ) + 2(∇µ∇αφ) (∇α∇βφ) (∇β∇µφ)] , (8)

όπου για απλότητα έχουµε ϑέσει τη σταθερά του Νεύτωνα κ ≡ 8πG = 1. Οι συναρτήσεις K και Gi
(i = 3, 4, 5) εξαρτώνται από το ϐαθµωτό πεδίο φ και την κινητική του ενέργεια X = −∂µφ∂µφ/2, ενώ R είναι
το ϐαθµωτό Ricci και Gµν ο τανυστής Einstein. Τα Gi,X και Gi,φ (i = 3, 4, 5) αντιπροσωπεύουν µερικές
παραγωγίσεις ως προς τα X και φ αντίστοιχα, δηλαδή Gi,X ≡ ∂Gi/∂X και Gi,φ ≡ ∂Gi/∂φ.

Η γενικότητα του πλαισίου των ϑεωριών Horndeski, προβάλλει άµεσα το ερώτηµα του, κατα πόσο υπάρ-
χουν συγκεκριµένες υποθεωρίες µε εξέχουσες και ιδιαίτερες ιδιότητες. Η ιδιαίτερη επιλογή G5(φ,X) =
−λ5

2 φ και η επίδρασή της σε σενάρια πληθωρισµού και δηµιουργίας µελανών οπών ϑα απασχολήσουν τα
πρώτα δύο κεφάλαια της διδακτορικής αυτής διατριβής. Στο τρίτο και τελευταίο κεφάλαιο µελετάµε µια πιο
γενικευµένη ϑεωρία ή οποία παραµένει υπο-κλάση της Horndeski και χρησιµοποιεί τα πεδία Galileon των
οποίων οι εξισώσεις κίνησης σέβονται τη συµµετρία µετατόπισης (shift symmetry) φ → φ + bµx

µ + c. Εκεί
κατασκευάζουµε ένα µοντέλο που περιγράφει την σκοτεινή ύλη και τη σκοτεινή ενέργεια µε µια ενοποιηµένη
µορφή ενώ η εντυπωσιακή συνέπεια µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα το καθιστά συγκρίσιµο µε το ΛCDM.

Ωστόσο η κατανόνηση των Θεωριών Βαθµωτού Τανυστή δεν είναι πλήρης. Παρά το µεγάλο ενδιαφέρον
για την πιο γενική ϑεωρία Βαθµωτού - Τανυστή, υπάρχουν πολλά ϑέµατα τα οποία ακόµη δεν έχουν επιλυ-
ϑεί. Κάποιος µπορεί να διευρευνήσει άλλες υποκατηγορίες, αλλά και πιθανές επεκτάσεις της ϑεωρίας του
Ηορνδεσκι. Να αναλύσει, αλλά και να εξετάσει πρότυπα, τα οποία είτε ανήκουν στο ευρύτερο πλαίσιο των πιο
γενικών ΘΒΤ, είτε προχωρούν και πέρα από αυτό, εστιάζοντας τόσο σε λύσεις µελανών οπών, καθώς επίσης
και σε κοσµολογικά ϑέµατα, όπως Ϲητήµατα σκοτεινής ύλης/ενέργειας ή Ϲητήµατα του πληθωρισµού.

Τα περιεχόµενα της διδακτορικής διατριβής

Στο πρώτο κεφάλαιο µελετάµε τις προβλέψεις του πληθωρισµού στο απλουστευµένο κοµµάτι της ϑεωρίας
Horndeski όπου το ϐαθµωτό πληθωριστικό πεδίο (inflaton) έχει µια µη-τετριµµένη σύζευξη (Non Minimal
Derivative Coupling) στον τανυστή Einstein. Το NMDC χρησιµοποιείται εκτενώς στην κατασκευή επιτυχη-
µένων µοντέλων πληθωρισµού, παρ΄ όλα αυτά, τα παρατηρησιακά δεδοµένα δεν µπορούν να διαχωρίσουν
τις προβλέψεις τους. Στο κεφάλαιο αυτό δείχνουµε ότι είναι δυνατόν να αναδείξουµε την επίδραση του NM-
DC στα δεδοµένα του υποβάθρου κοσµικής ακτινοβολίας (Cosmic Microwave Background) λαµβάνοντας
υπόψιν τη δυναµική της ϕάσης slow-roll του πληθωρισµού αλλά και της επακόλουθης διαδικασίας ανα-
ϑέρµανσης. Παρουσιάζουµε µια συγκριτική µελέτη ανάµεσα σε αντιπροσωπευτικά πληθωριστικά µοντέλα
µε τετριµµένες συζεύξεις και σε µοντέλα µε NMDC. Βρίσκουµε ότι τα πληθωριστικά µοντέλα στα οποία κυ-
ϱιαρχεί το NMDC προβλέπουν εν γένει µια υψηλότερη ϑερµοκρασία reheating, ένα διαφορετικό διάστηµα
στο οποίο ανήκει ο ϕασµατικός δείκτης (spectral index) των ϐαθµωτών διαταραχών ns και ο λόγος τανυστή-
ϐαθµωτού (tensor-to-scalar ratio) r, κάτι που µπορεί να ελεγχθεί από τα τωρινά αλλά και µελλοντικά
δεδοµένα του CMB.

Ξεφεύγοντας από τη µελέτη του πληθωρισµού, στο δεύτερο κεφάλαιο µελετάµε το ενδιαφέρον σενάριο
της ϐαρυτικής κατάρρευσης ενός οµογενούς χρονοεξαρτώµενου ϐαθµωτού πεδίου το οποίο και εδώ είναι
κινηµατικά συζευγµένο µε τη ϐαρύτητα µέσω του τανυστή Einstein. ΄Οπως έχουµε αναφέρει η σύζευξη
αυτή είναι κοµµάτι τις γενικότερης ϑεωρίας Horndeski και µελετάµε την επίδρασή της στην διαδικασία της
κατάρρευσης. Βρίσκουµε ότι ο χρόνος που απαιτείται για την ολοκλήρωση της διαδικασίας αυτής εξαρτάται
από την τιµή της σύζευξης καθώς και ότι η ανωµαλία (singularity) της γεωµετρίας προστατεύται από έναν
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ορίζοντα. Ενώνοντας την εσωτερική FRW γεωµετρία µε µια γεωµετρία AdS4 Schwarzschild δείχνουµε ότι
δηµιουργείται µια µελανή οπή.

Σκοπός των προηγούµενων ήταν να αναδείξουµε ορισµένες ιδιότητες που επιφέρει ένα µοντέλο τροπο-
ποιηµένης ϐαρύτητας σε διάφορα κοσµολογικά σενάρια. Τα µοντέλα κατασκευάζονταν χρησιµοποιώντας
λογικά επιχειρήµατα και µαθηµατικά ϑεωρήµατα ενώ κύριος στόχος ήταν η ανάδειξη των επιπτώσεων στον
πληθωρισµό και στην δηµιουργία µελανών οπών. Τα αποτελέσµατα που ϑα παρουσιάσουµε αναλυτικά, αν
και δεν ϕαίνεται να υπάρχει προφανής λόγος να απορριφθούν, παραµένουν σε ϑεωρητικό επίπεδο αναµένο-
ντας νέα και ακριβέστερα παρατηρησιακά δεδοµένα που ϑα τα κάνουν αποδεκτά. Στο τρίτο και τελευταίο
κεφάλαιο παρ΄ όλα αυτά επιτυγχάνεται η κατασκευή ενός ϑεωρητικού µοντέλου ενοποίησης της Σκοτεινής
΄Υλης (DM) µε την Σκοτεινή Ενέργεια (DE) το οποίο ϕαίνεται να ενσωµατώνει όλους τους παρατηρησιακούς
περιορισµούς και να προσοµοιάζει τα µέχρι τώρα δεδοµένα.

Πιο συγκεκριµένα παρουσιάζουµε µια ενοποιηµένη περιγραφή της σκοτεινής ύλης και της σκοτεινής
ενέργειας στο πλαίσιο ϑεωριών µε πεδία Galileon οι οποίες υπακούουν στη συµµετρία µετατόπισης. Θεω-
ϱώντας ένα συγκεκριµένο συνδυασµό των όρων της Λαγκρανζιανής Horndeski, όπου δεν έχουµε εισαγάγει
κοσµολογική σταθερά ή επιπλέον όρους ύλης, καταλήγουµε σε ένα ενοποιηµένο κοσµικό ϱευστό του οποίου
η παράµετρος καταστατικής εξίσωσης wU είναι µηδενική κατά την περίοδο κυριαρχίας της ύλης (z ∼ 3000
εως z ∼ 2− 3). Στη συνέχεια η παράµετρος αυτή µειώνεται, διασχίζοντας το σύνορο wU = −1/3, σηµατοδο-
τώντας την έναρξη της περιόδου επιτάχυνσης στο z ∼ 0.5. Στη σηµερινή εποχή αποκτά την τιµή wU = −0.7
ενώ τείνει στο wU = −1 στο µακρινό µέλλον. Η συµπεριφορά αυτή είναι σε άριστη συµφωνία µε τα παρα-
τηρησιακά δεδοµένα. Επιπλέον η ϑεωρητική καµπύλη που προβλέπεται από το παραπάνω µοντέλο προς
σύγκριση µε τα δεδοµένα από υπερκαινοφανείς αστέρες (supernovae) τύπου Ia είναι απόλυτα σύµφωνη και
στα όρια των παρατηρησιακών σφαλµάτων. Εξετάζοντας τέλος το σενάριο αυτό σε διαταρακτικό επίπεδο,
δείχνουµε ότι απουσιάζουν παθογένειες.
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Κεφάλαιο 1

Προβλέψεις στη ∆ιαδικασία της
Αναθέρµανσης (Reheating) σε
Βαρυτικές Θεωρίες µε Κινηµατικές
Συζεύξεις

1.1 Εισαγωγή

Οι ϑεωρίες ϐαθµωτού-τανυστή (scalar-tensor theories) είναι µη τετριµµένες γενικεύσεις της ϑεωρίας ϐα-
ϱύτητας του Einstein η οποία δίνει ενδιαφέρουσες τροποποιήσεις σε µικρή και σε µεγάλη κλίµακα. Ανάµεσά
τους ϐρίσκεται και µια ϑεωρία ϐαρύτητας η οποία περιλαµβάνει τη σύζευξη της παραγώγου του ϐαθµωτού
πεδίου µε τον τανυστή Einstein. Ο όρος αυτός ανήκει σε µια γενικότερη κλάση ϑεωριών ϐαθµωτού-τανυστή
που προκύπτουν από τη Λαγκρανζιανή Horndeski [1]. Αυτή είναι η γενικότερη ϑεωρία ϐαρύτητας η οποία
καταλήγει σε εξισώσεις δεύτερης τάξης ως προς τα πεδία της και έχει ως υποσύνολο µια ϑεωρία η οποία δια-
τηρεί την συµµετρία µετατόπισης (shift symmetry ή Galilean symmetry) φ→ φ+bµx

µ+c [3,71,145,146].
΄Ετσι µια απλουστευµένη µορφή της δράσης αυτής είναι η σύζευξη της παραγώγου του πεδίου µε τον τανυστή
Einstein. Η Λαγκρανζιανή έχει τη µορφή

L =
√−g

[
1

2
M2

PlR−
1

2

(
gµν − Gµν

M̃2

)
∂µφ∂νφ− V(φ)

]
. (1.1)

΄Οπως µπορούµε να δούµε η σύζευξη αυτή εισαγάγει µια καινούργια κλίµακα M̃ στη ϑεωρία, η οποία
έχει ενδιαφέρουσες επιπτώσεις σε µικρές αποστάσεις στη ϕυσική των µελανών οπών [5–8] και σε µεγάλες
αποστάσεις στο σενάριο του πληθωρισµού [9].

Μια εντυπωσιακή ιδιότητα που εµφανίζεται κατά την κατασκευή πληθωριστικών µοντέλων είναι ότι η
παραπάνω µη τετριµµένη σύζευξη δρα ως µηχανισµός τριβής επεκτείνοντας τη ϕάση slow-roll ακόµα κι
όταν το δυναµικό έχει απότοµη κλίση [9, 147, 148]. ∆υναµικά τα οποία αποτυγχάνουν να εξηγήσουν την
πληθωριστική ϕάση του σύµπαντος γίνονται αποδεκτά αν εισαγάγουµε το NMDC. Κάποια ενδιαφέροντα
παραδείγµατα τέτοιων δυναµικών στη Γενική Σχετικότητα είναι το δυναµικό Higgs του Καθιερωµένου Προ-
τύπου V ∝ λφ4 το οποίο περιλαµβάνει µια σύζευξη λ ∼ 0.1 [148], το δυναµικό ψευδο-Nambu-Goldstone
V ∝ (1−cos(φ/f)) µε µια παράµετρο f µε τιµή κάτω από τη µάζα Planck,MPl [149], καθώς και το εκθετικό
δυναµικό V ∝ e−λeφ/MPl µε λe � 1 [151,153].

Επιπλέον τα αρχικά πληθωριστικά µοντέλα, όπως το τετραγωνικό και τα γενικότερα δυναµικά τέταρτης
τάξης ως προς φ, τα οποία πλέον απορρίπτονται από τα παρατηρησιακά δεδοµένα, µπορούν να χρησιµο-
ποιηθούν για µια επιτυχηµένη περιγραφή του πληθωρισµού χάρη στο NMDC που συµβάλλει στη µείωση
της αναµενόµενης τιµής του λόγου τανυστή-ϐαθµωτού r. Οι περιορισµοί στις τιµές των παραµέτρων για
πληθωριστικά µοντέλα µε σύζευξη στον τανυστή Einstein µπορούν να ϐρεθούν στα [151,152].

Η επίδραση του NMDC µειώνεται µε την αύξηση της παραµέτρου M̃ ενώ γίνεται πιο ισχυρή όταν η
παράµετρος Hubble, H, είναι µεγάλη. Πιο συγκεκριµένα όταν H � M̃ το NMDC κυριαρχεί στη εξέλιξη
του ϐαθµωτού πεδίου και τροποποιεί τη δυναµική του πληθωρισµού ενώ στην αντίθετη περίπτωση, H � M̃ ,
έχει προσεγγιστικά την ίδια συµπεριφορά µε τον κανονικό κινητικό όρο.
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Αν και το NMDC ϕαίνεται όπως είπαµε να ϐελτιώνει τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα των µοντέλων, δεν
υπάρχει ξεκάθαρη απόδειξη για την ύπαρξή του και την επίδρασή του στη δυναµική του αρχικού σύµπα-
ντος. Η κατασκευή ενός µοντέλου που ταιριάζει στα παρατηρησιακά δεδοµένα δεν συνεπάγεται ότι αυτό
είναι το σωστό µοντέλο εξέλιξης. Υπάρχουν µοντέλα Γενικής Σχετικότητας µε κανονικούς κινητικούς όρους
που χαρακτηρίζονται από παρόµοια δυναµική και προβλέψεις του πληθωρισµού µε αντίστοιχα µοντέλα µε
NMDC. Αυτό σηµαίνει ότι, τουλάχιστον µε µια πρώτη µατιά, κοσµολογικά µοντέλα µε NMDC δεν µπορούν
να διαχωριστούν από συγκεκριµένα µοντέλα µε κανονικούς όρους κατά την περίοδο του πληθωρισµού. Παρ΄
όλα αυτά µια πιο ξεκάθαρη διαφοροποίηση λαµβάνει χώρα στο τέλος του πληθωρισµού.

Στο τέλος του πληθωρισµού η ενέργεια που είναι αποθηκευµένη στο πληθωριστικό πεδίο, που ταλαντώνε-
ται γύρω από το ελάχιστο του δυναµικού του, µετατρέπεται σε ένα πλάσµα από σχετικιστικά σωµατίδια και
αυτή η ενδιάµεση περίοδος ονοµάζεται αναθέρµανση [17]. Η παρουσία του NMDC µπορεί να τροποποιήσει
την εικόνα της ϕάσης αναθέρµανσης. ΄Οσο το NMDC είναι ισχυρό, το πληθωριστικό πεδίο ταλαντώνεται ϱα-
γδαία [18–25]. Η παράµετρος Hubble ταλαντώνεται επίσης και ο εκθετικός νόµος που την περιγράφει είναι
διαφορετικός από την τετριµµένη περίπτωση µε τον κανονονικό κινητικό όρο [18,19,22,23]. Οι επιπτώσεις
των ταλαντώσεων αυτών όταν το NMDC υπερισχύει του κανονικού όρου είναι σηµαντικές στην εξέλιξη των
διαταραχών καθώς η ταχύτητα διάδοσής τους (sound speed) ϕαίνεται να ταλαντώνεται ανάµεσα σε ϑετικές
και αρνητικές τιµές [23].

Από την παραπάνω συζήτηση ϕαίνεται ότι η περίοδος του reheating µπορεί να διαχωρίσει τις προβλέψεις
των κοσµολογικών µοντέλων µε NMDC και αυτών µε κανονικές συζεύξεις. Παρατηρησιακά δεν υπάρχουν
κοσµολογικά δεδοµένα που να συνδέονται άµεσα µε την ϕάση αναθέρµανσης. Υπάρχει παρ΄ όλα αυτά η
δυνατότητα να ανιχνεύσουµε έµµεσα την κοσµολογική εξέλιξη µιας παραµέτρου του CMB από τη στιγµή
που αυτή ϐγήκε από τον ορίζοντα Hubble µέχρι σήµερα και να εντοπίσουµε µε αυτό το τρόπο την περίοδο
της αναθέρµανσης. Για ένα συγκεκριµένο µοντέλο, η χρονική διάρκεια και η τελική ϑερµοκρασία της ϕάσης
reheating καθώς και η καταστατική εξίσωση (Equation of State) του ϱευστού που την περιγράφει µπορούν
να συνδεθούν µε παρατηρησιακά δεδοµένα του πληθωρισµού [27–33,155–157].

Στο κεφάλαιο αυτό δείχνουµε ότι εν γένει είναι δυνατό να αναδείξουµε την επίδραση του NMDC στο
σενάριο του πληθωρισµού λαµβάνοντας υπόψιν την πληθωριστική ηµι-de-Sitter ϕάση αλλά και την επα-
κόλουθη αναθέρµανση. Αµελώντας την περίοδο αναθέρµανσης τα µοντέλα µε (φ, V(φ)) µε κυρίαρχο NMDC
δίνουν παρόµοιες προβλέψεις για τον πληθωρισµό µε τα µοντέλα (ϕ, VGR(ϕ)) όπου ϕ είναι ένα ϐαθµωτό
πεδίο στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας. Η αντιστοιχία ϕαίνεται στον πίνακα 1.1.

Πληθωριστικό πεδίο µε NMDC Κανονικό πληθωριστικό πεδίο
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Πίνακας 1.1: Η αντιστοιχία ανάµεσα στο µοντέλα στην slow-roll ϕάση του πληθωρισµού. Η σχέση ανάµεσα
στις παραµέτρους µάζας των ϑεωριών παρουσιάζονται στην ενότητα 1.3.

Ο εκφυλισµός αυτός καθιστά αδύνατη την προτίµηση κάποιου πληθωριστικού µοντέλου, κάτι που όµως
δύναται να αλλάξει αν συµπεριλάβουµε στη µελέτη µας και τη ϕάση της αναθέρµανσης. Βρίσκουµε ότι η
παράξενη ενεργός καταστατική εξίσωση των µοντέλων µε NMDC οδηγεί σε έναν διαφορετικό αριθµό από
e-folds καθώς και σε µια διαφορετική ϑερµοκρασία αναθέρµανσης, παρέχοντας έτσι µια σηµαντική ένδειξη
για την επιλογή του κατάλληλου µοντέλου. Σηµειώνουµε ότι ο δείκτης του ϕάσµατος των ϐαθµωτών διατα-
ϱαχών ns και ο λόγος τανυστή-ϐαθµωτού πλάτους διαταραχών r διαφοροποιείται όταν το NMDC κυριαρχεί
έναντι του τετριµµένου όρου. Για µια δεδοµένη ϑερµοκρασία τα αποτελέσµατά µας αναδεικνύουν έναν απλό
έλεγχο που µπορεί να υποστηρίξει, απορρίψει ή αφήσει ανοιχτό το ενδεχόµενο ύπαρξης του NMDC, αν
ενσωµατώσουµε τα δεδοµένα του CMB ακόµα και για ένα απλό µοντέλο κοσµολογικής εξέλιξης στο αρχικό
σύµπαν. ΄Ενας ξεκάθαρα συµπερασµατικός έλεγχος ϕαίνεται αδύνατος µε τις τωρινές µετρήσεις [34, 35]
του Planck. Επερχόµενες µετρήσεις του ns και του r από µελλοντικά πειράµατα όπως τα EUCLID [36],
PRISM [37] και LiteBIRD [38] ϑα είναι ικανές να ελαχιστοποιήσουν τις αβεβαιότητες στα παρατηρησιακά
δεδοµένα και να διαχωρίσουν τις προβλέψεις των πληθωριστικών µοντέλων µε NMDC. Τέλος, εξαιρετικής
σηµασίας ϑα είναι περιορισµοί στις τιµές της ϑερµοκρασίας reheating όπως προτείνονται από µετρήσεις του
πειράµατος DECIGO [39].

Στις ενότητες που ακολουθούν το σύµβολο ϕ δηλώνει το πληθωριστικό πεδίο µε κανονικούς κινητικούς
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όρους που υπακούει στη Γενική Σχετικότητα ενώ το φ δηλώνει ένα πληθωριστικό πεδίο µε NMDC.

1.2 Ο αριθµός των efolds και άλλες παρατηρησιακές παράµετροι

Κατά τη περίοδο του πληθωρισµού µια παρατηρήσµη κλίµακα (scale) στο Κοσµικό Μικροκυµατικό Υπόβα-
ϑρο (CMB) ϐρισκόταν εντός της ακτίνας Hubble, rH = 1/H(t). Κάποια χρονική στιγµή t* η κλίµακα αυτή
ϐγαίνει από τον πληθωριστικό ορίζοντα 1/H(t∗) και επανέρχεται τη χρονική στιγµή tcmb. Για να εκτιµήσου-
µε τη τιµή του χρόνου t∗ πρέπει να γνωρίζουµε επακριβώς πόσο επεκτάθηκε η κλίµακα αυτή κατά την
κοσµολογική εξέλιξη µετά τον πληθωρισµό. Αυτό αποτυπώνεται σε µια παράµετρο που ονοµάζεται e-folds
και συµβολίζεται N [40].

Η κύρια άγνοια όσον αφορά την κοσµολογική εξέλιξη έρχεται από τη ϕάση ανάµεσα στον πληθωρισµό
και την περίοδο κυριαρχίας της ακτινοβολίας. Το µέγεθος µιας κλίµακας k−1 η οποία ϐγήκε έξω από την
ακτίνα Hubble H−1

k κατά τον πληθωρισµό µπορεί να συσχετιστεί µε την τωρινή ακτίνα Hubble H−1
0 µέσω

της σχέσης
k

a0H0
=

ak
aend

aend

areh

areh

aeq

aeqHeq

a0H0

Hk

Heq
, (1.2)

όπου οι δείκτες αναφέρονται στο πέρασµα από την ακτίνα (k), στο τέλος του πληθωρισµού (end), στο τέλος
την ϕάσης αναθέρµανσης (reh), στην εποχή ϑερµικής ισσοροπίας µάζας-ακτινοβολίας (eq) και στην παρο-
ύσα ϕάση (0). Καλούµε Nk των αριθµό των e-foldings από τη στιγµή H−1

k µέχρι το τέλος του πληθωρισµού
και Nreh τον αριθµό αυτόν από το τέλος του πληθωρισµού µέχρι το τέλος της αναθέρµανσης,

Nk ≡ ln

(
aend

ak

)
, Nreh ≡ ln

(
areh

aend

)
≡ 1

3(1 + w̄reh)
ln
ρend

ρreh
. (1.3)

Το σύµβολο w̄reh αντιπροσωπεύει την αναµενόµενη τιµή της παραµέτρου που διέπει την καταστατική εξίσωση
(EoS) κατά την ϕάση ταλάντωσης του πληθωριστικού πεδίου µετά το τέλος του πληθωρισµού. ΤαNk καιNreh
µπορούν να εκφραστούν ως προς τις µετρούµενες παρατηρησιακά τιµές. Υιοθετώντας τη κλίµακα k = k∗ =
0.05Mpc−1, της συνεργασίας Planck, ϐρίσκουµε Hk = H∗ = πMPl(rAs)

1/2/
√

2 όπου ln(1010As) = 3.089
από το Planck [34,35], και Treh = T0(43/11gs)

1/3a0/areh η οποία αντιστοιχεί στην µέγιστη ϑερµοκρασία της
περιόδου κυριαρχίας της ακτινοβολίας, ρreh = (π2/30)grehT

4
reh. Πιο συγκεκριµένα ϐρίσκουµε
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+ C∗ (1.4)

όπου, N∗ ≡ Nk και
C∗ = − ln

k∗
a0T0

− 1

4
ln
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. (1.5)

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση slow-roll καταλήγουµε σε µια εξίσωση Friedmann H∗ ' V∗/(3M2
Pl), στη

σχέση r∗ = 16ε∗ και αφού αντικαταστήσουµε τις κατάλληλες τιµές για το As και C∗ ϐρίσκουµε

1− 3w̄reh

4
Nreh ' 57.4−N∗ +

1

4
ln ε∗ +

1

4
ln

V∗
ρend

. (1.6)

Για δεδοµένο µοντέλο µπορούµε να ϐρούµε το λόγο V∗/ρend και την παράµετρο του slow-roll, ε, ως προς το
N∗ και στη συνέχεια το ίδιο το N∗ ως προς τον δείκτη των ϐαθµωτών διαταραχών ns, N∗ = N∗(ns). Με τον
τρόπο αυτό ϐρίσκουµε τον αριθµό τον e-folds για τη ϕάση της αναθέρµανσης ως προς το ns, Nreh = Nreh(ns)
µε µια αβεβαιότητα στη τιµή w̄reh. Σηµειώνουµε για w̄reh = 1/3 το N∗ δεν εξαρτάται από τη διάρκεια της
περιόδου αναθέρµανσης. Σε αυτή τη περίπτωση η αναθέρµανση είτε πραγµατοποιείται στιγµίαια ή µιµείται
τη συµπεριφορά της περιόδου κυριαρχίας της ακτινοβολίας. Για w̄reh = 1/3 το N∗ παίρνει τη µέγιστη τιµή
του εκτός κι αν υποθέσουµε τιµές w̄reh > 1/3.

Επιπλέον µπορούµε να έχουµε µια εκτίµηση για την τιµή της ϑερµοκρασίας αναθέρµανσης,

Treh(ns, w̄reh) = ρ
1/4
end

(
30

π2g∗

)1/4

e−
3
4 (1+w̄reh)Nreh(ns) . (1.7)

Το ρend είναι µια ποσότητα ανεξάρτητη του N∗ και µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση ε = 1. Μπορούµε
να ορίσουµε Vend = γρend όπου γ ' 2/3. Αν το πληθωριστικό πεδίο δεν παραβιάσει τη ϕωτοειδή συνθήκη
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ενέργειας, wreh ≥ −1, η έκφραση µπροστά από το εκθετικό στη σχέση (1.7) αντιστοιχεί στη µέγιστη δυνατή
ϑερµοκρασία, Tmax, της περιόδου κυριαρχίας της ακτινοβολίας,

Treh(ns, w̄reh) = Tmax e
− 3

4 (1+w̄reh)Nreh(ns) . (1.8)

Η ποσότητα Tmax αντιστοιχεί στη ϑερµοκρασία αναθέρµανσης στο σενάριο που το πληθωριστικό πεδίο απο-
διεγείρεται ακαριαία (Nreh = 0) µετά το τέλος την πληθωριστικής περιόδου.

Για δεδοµένο πληθωριστικό µοντέλο και µια δοθείσα w̄reh η µέτρηση του δείκτη ns µπορεί να καθορίσει τη
διάρκεια της περιόδου αναθέρµανσης καθώς και τη ϑερµοκρασία της. Οι πιο πρόσφατες ακριβείς µετρήσεις
από το Planck δίνουν τη τιµή ns µε ένα σφάλµα τάξεως 10−2. Μελλοντικά πειράµατα όπως το EUCLID [36],
PRISM [37] έχουν σχεδιαστεί για µετρήσεις µε ακρίβεια της τάξεως του 10−3, κάνοντας πιο πιθανή την
επιλογή ενός καταληκτικού πληθωριστικού µοντέλου.

1.3 Η αντιστοιχία ανάµεσα σε µοντέλα µε NMDC και σε τετριµµένα
µοντέλα ΓΣ κατά τον πληθωρισµό

Κατά τη ϕάση του slow-roll και στο όριο ισχυρής τριβής (high friction limit), H2 � M̃2, η εξίσωση κίνη-
σης για ένα πληθωριστικό πεδίο φ µε σύζευξη της παραγώγου του µε τον τανυστή Einstein παίρνουν την
προσεγγιστική µορφή

3Hφ̇

(
1 + 3

H2

M̃2

)
+ V ′(φ) ≈ 0 (1.9)

Κάνοντας χρήση και της εξίσωσης Friedman, η δυναµική του πεδίου περιγράφεται στο Σχ. 1.1 από το
σύστηµα των εξισώσεων

H2 ' V(φ)

3M2
Pl
, 3Hφ̇ ' − ε

εV
V ′(φ) . (1.10)

Μπορούµε να κάνουµε ένα µετασχηµατισµό της µορφής
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Σχήµα 1.1: Η ακριβής λύση του πεδίου φ(t) (συνεχής µπλε καµπύλη) και η προσεγγιστική λύση slow-roll (πορτοκαλί
διακεκοµµένη καµπύλη) για ένα πληθωριστικό πεδίο µε NMDC και τετραγωνικό δυναµικό. Το τέλος του πληθωρισµού
και η παύση της προσέγγισης slow-roll αντικατοπτρίζεται στην παράµετρο του slow-roll ε = −Ḣ/H2 (συνεχής γκρι
καµπύλη). Η προσεγγιστική τιµή της παραµέτρου ε = εV /(3H

2M̃−2) ϕαίνεται µε γκρι διακεκοµµένη καµπύλη. Το
αριστερό γράφηµα αντιστοιχεί σε M̃ = 10−6MPl ενώ το δεξί σε M̃ = 10−7MPl. Τα γραφήµατα αυτά αναδεικνύουν το
γεγονός ότι η προσέγγιση slow-roll (1.10) περιγράφουν αρκετά καλά την πραγµατική εξέλιξη του πληθωριστικού πεδίου
κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. Χρησιµοποιούνται µονάδες µάζας Planck και χρόνου Planck.

ϕ = g(φ), VGR(ϕ) = V [g−1(ϕ)] (1.11)

έτσι ώστε το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων (1.10) να ξαναγραφεί ως

H2 ' VGR(ϕ)

3M2
Pl
, 3Hϕ̇ ' −V ′GR(ϕ) , (1.12)

24



όπου VGR(ϕ) το δυναµικό για ένα πεδίο ϕ µε τετριµµένη σύζευξη. Η εξίσωση κίνησης (1.12) γράφεται τότε
συναρτήσει του φ ως

3Hφ̇ ' − V ′(φ)

[g′(φ)]2
, (1.13)

όπου µε τόνο δηλώνεται η παράγωγος ως προς το πεδίο φ. Η εξίσωση αυτή είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση
κίνησης του συστήµατος (1.10) αν [g′(φ)]2 = εV /ε ή

g′(φ) =
V 1/2

MPlM̃
. (1.14)

Σε αυτή τη περίπτωση το πεδίο ϕ συναρτήσει του φ γράφεται

ϕ =

∫
V 1/2

MPlM̃
dφ . (1.15)

Για ένα εκθετικό δυναµικό V = V0e
−λeφ/MPl έχουµε ως αποτέλεσµα ϕ = −2V

1/2
0 /(λeM̃)× e−λeφ/(2MPl), µε

αντίστροφη συνάρτηση την g−1(ϕ) = φ = −(2MPl/λe) × ln(−λeM̃ϕ/2V
1/2
0 ). Ως επακόλουθο, το δυναµικό

VGR για το τετριµµένο πεδίο ϕ ϑα είναι

VGR(ϕ) = V [g−1(ϕ)] =
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2 . (1.16)

Θεωρώντας δυναµικά της µορφής
V(φ) = λpM

4−p
Pl φp . (1.17)

και κάνοντας χρήση του µετασχηµατισµού (1.15), ϕ =
∫
g′(φ)dφ, το πεδίο ϕ ϑα είναι

ϕ =
2

p+ 2

φp/2+1

λ
−1/2
p M

p/2−1
Pl M̃

, (1.18)

ως ελάχιστα συζευγµένο στη ϐαρύτητα κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. Η εξέλιξή του καθορίζεται από
το δυναµικό VGR(ϕ) = V [g−1(ϕ)] όπου

VGR(ϕ) = λpM
4−p
Pl

(
p+ 2

2
λ−1/2
p M

p/2−1
Pl M̃ ϕ

)2p/(p+2)

. (1.19)

Καθιστάται έτσι εµφανές ότι υπάρχει µια άµεση αντιστοιχία ανάµεσα στο δυναµικό V(φ) για το σενάριο
NMDC και στο VGR(ϕ) για την τετριµµένη περίπτωση της ΓΣ

V ∝ φp ←→ VGR ∝ ϕ
2p
p+2 . (1.20)

Ας δούµε κάποια παραδείγµατα ξεκινώντας από ένα δυναµικό ανάλογο του Higgs. Βρίσκουµε

V(φ) = λ4φ
4 ←→ VGR(ϕ) = λ

1/3
4 (3MPlM̃)4/3︸ ︷︷ ︸

ξ8/3

ϕ4/3 , (1.21)

∆ηλαδή το δυναµικό Higgs ενός πληθωριστικού πεδίου µε NMDC, ισοδυναµεί µε ένα δυναµικό της µορφής
ϕ4/3 ενός πεδίου µε τετριµµένη σύζευξη. Επιπλέον το τετραγωνικό δυναµικό V ∝ φ2 µε NMDC προκύπτει
ισοδύναµο µε το δυναµικό

V (φ) = λ2M
2
Plφ

2 ≡ 1

2
m2
φφ

2 ←→ VGR(ϕ) = λ2M
2
Pl

(
2λ
−1/2
2 M̃

)
ϕ ≡ µ3

ϕϕ (1.22)

όπου, το τετράγωνο της µάζας m2
φ ≡ 2λ2M

2
Pl αντιστοιχεί στο µ3

ϕ =
√

2mφ M̃ MPl. ΄Οµοια το γραµµικό
δυναµικό V (φ) = µ3

φφ µε NMDC ισοδυναµεί µε το VGR(ϕ) = (3/2)2/3µ2
φ(M̃MPl)

2/3ϕ2/3. Σηµειώνουµε
ότι για το σενάριο n = −2 δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί η έκφραση (1.19). Το αντίστροφο τετραγωνικό
δυναµικό V(φ) = m6φ−2 ισοδυναµεί µε το εκθετικό δυναµικό , V(φ) ∝ φ−2 ←→ VGR(ϕ) ∝ e−2

MPlM̃
m3 ϕ για

φ, ϕ > 0.
Στην παρακάτω ενότητα κάνουµε µια σύντοµη ανασκόπηση των αποτελεσµάτων του πληθωρισµού ώστε

να τα συγκρίνουµε µε αυτά των µοντέλων µε NMDC.
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Σχήµα 1.2: Οι αποδεκτές περιοχές για την παράµετρο ϐαθµωτών διαταραχών, ns και το λόγο του τανυστικού προ
ϐαθµωτό ϕάσµα διαταραχών r από το Planck 2013 (κουκίδες) και από το Planck ΤΤ_lowP 2015 (συµπαγής περιοχή). Το
αριστερό γράφηµα δείχνει τις ϑεωρητικές προβλέψεις ενός τετριµµένου ϐαθµωτού πληθωριστικού πεδίου στη ϐαρύτητα
Einstein παρουσία δυναµικού V(ϕ) ∝ ϕ, ϕ2, ϕ4, e−ϕ. Στο δεξί γράφηµα παρουσιάζονται οι ϑεωρητικές προβλέψεις
r = r(ns) για ένα πληθωριστικό πεδίο µε NMDC παρουσία δυναµικού V(φ) ∝ φ, φ2, φ4, e−φ. Οι µαύρες κουκίδες
αντιστοιχούν στον αριθµό των e-folds N∗ στο διάστηµα 30 εως 70. Είναι εµφανές ότι τα µοντέλα µε NMDC προσεγγίζουν
καλύτερα τα παρατηρησιακά δεδοµένα.

1.4 Παρατηρήσιµα µεγέθη ενός πληθωριστικού µοντέλου µε κανο-
νικούς κινητικούς όρους

Μια απλή και γενική κλάση από πληθωριστικά µοντέλα χαρακτηρίζονται από ένα ϐαθµωτό πεδίο παρουσία
δυναµικού της µορφής

V(ϕ) = λqM
4
Pl

(
ϕ

MPl

)q
. (1.23)

Η κατηγορία αυτή περιλαµβάνει το αρχικά προτεινόµενο µοντέλο, ϕ2, το γραµµικό µοντέλο ϕ, καθώς και
κλασµατικά δυναµικά όπως τα ϕ4/3 και ϕ2/3. ΄Οπως αναφέραµε υπάρχει µια αξιοσηµείωτη αντιστοιχία µε
τα πληθωριστικά µοντέλα φp µε NMDC όπου p ένας ακέραιος εκθέτης στο δυναµικό. Η έκφραση (1.23)
µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι ο κυρίαρχος όρος κατά τη ϕάση slow-roll ενώ για µικρότερες τιµές του πεδίου
επέρχονται διορθώσεις. Υποθέτουµε ότι µετά το τέλος του πληθωρισµού που περιγράφεται από ένα δυναµικό
της µορφής V (ϕ) ∝ ϕq µε q = 1, 2/3, 4/3, το πληθωριστικό πεδίο ταλαντώνεται γύρω από το ελάχιστο που
µπορεί προσεγγιστικά να ϑεωρηθεί τετραγωνικό, V (ϕ) ∝ ϕ2.

Ο πληθωρισµός λαµβάνει χώρα όσο οι δυο παράµετροι της ϕάσης slow-roll

εV ≡
M2

Pl
2

(
V ′

V

)2

, ηV ≡M2
Pl
V ′′

V
, (1.24)

έχουν τιµή µικρότερη της µονάδας. Από τον ορισµό του αριθµού των e-folds έχουµε επίσης

N∗ ≡
∫ tend

t∗

Hdt, slow-roll ⇒ N∗ '
1

M2
Pl

∫ ϕ∗

ϕend

V

V ′
dϕ =

1

2qM2
Pl

(ϕ2
∗ − ϕ2

end) . (1.25)

Το τέλος του πληθωρισµού έρχεται προσεγγιστικά όταν η πρώτη συνθήκη slow-roll παραβιαστεί, εV = 1,
και ϐρίσκουµε ότι τότε ϕend = qMPl/

√
2. Η τιµή του πληθωριστικού πεδίου τη στιγµή που η κλίµακα k−1

∗
ϐγαίνει από τον ορίζοντα κατά τον πληθωρισµό είναι ϕ∗ = qMPl/

√
2εV ∗. ΄Ετσι ϐρίσκουµε τη σχέση για το

N∗ = N∗(εV )

N∗ =
q

4

(
1

εV ∗
− 1

)
, (1.26)

και οι προβλέψεις του πληθωρισµού, στη χαµηλότερη τάξη ως προς τις παραµέτρους slow-roll, συναρτήσει
του αριθµού των e-folds είναι

1− ns '
2q + 4

4N∗ + q
, r ' 16 q

4N∗ + q
. (1.27)
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1.4.1 Κανονικοποίηση των παραµέτρων από το CMB

Το παρατηρήσιµο πλάτος των ανισοτροπιών του CMB κανονικοποιεί την παράµετρο λqM4−q
Pl του δυναµικού

(1.23). Το ϕάσµα των ϐαθµωτών διαταραχών, ως προς την αναλλοίωτη κάτω από τη ϐαθµίδα διαταραχή
καµπυλότητας ζ, είναι [150]

Pζ =
H2
∗

8π2εV ∗M2
Pl
. (1.28)

ΤοPζ είναι ένα παρατηρήσιµο µέγεθος και η τιµή του µετράται, στην κλίµακα του CMB k−1
∗ από το δορυφόρο

Planck, µε αποτέλεσµα Pζ = 2 × 10−9. Χρησιµοποιώντας την προέγγιση slow-roll η (1.28) ξαναγράφεται
ως

Pζ =
λq

12π2

ϕq+2
∗

q2Mq+2
Pl

=
λq

12π2q2

[q
2

(4N∗ + q)
]q/2+1

, (1.29)

ϐρίσκοντας έτσι τη σχέση για το λq συναρτήσει του αριθµού των e-folds

λq(N∗) = 12π2 q2
[q

2
(4N∗ + q)

]−q/2−1

Pζ . (1.30)

Σε επόµενη ενότητα ϑα δείξουµε ότι ξεφεύγοντας από το τετριµµένο σενάριο της ΓΣ και πηγαίνοντας στο
NMDC η κανονικοποίηση του CMB για το δυναµικό τροποποιείται λόγω της επιπρόσθετης πληροφορίας
από την επιπλέον σύζευξη. Παρακάτω κάνουµε µια εκτίµηση για τις κανονικοποιηµένες παραµέτρους του
CMB για διάφορα πληθωριστικά µοντέλα της ΓΣ ώστε να τα συγκρίνουµε µε αυτά µε NMDC.

Παραδείγµατα παραµέτρων πληθωριστικών µοντέλων της ΓΣ

Στο σενάριο του γραµµικού δυναµικού, V(ϕ) = µ3
ϕϕ, οι µετρήσεις του CMB δίνουν στη µάζα µϕ, τιµή

µ3
ϕ ∼ 2.4× 10−10M3

Pl

(
50

N∗

)2( Pζ
2× 10−9

)
(1.31)

η οποία προσσεγγιστικά είναι µϕ ∼ P1/3
ζ MPl. Το δυναµικό V(ϕ) = µ3

ϕϕ µπορεί να έχει επιπλέον όρους
όπως V (ϕ) = µ3

ϕϕ + Λ cos f(ϕ) ή V (ϕ) = µ3
ϕ

(
ϕ2 + ϕ2

c

)1/2. Για τη δεύτερη περίπτωση η ενεργός µάζα
του πληθωριστικού πεδίου σε χαµηλές ενέργειες, ϕ � ϕc, είναι m2

ϕ = µ3
ϕ/ϕc, αποτέλεσµα περίπου ίδιας

τάξης µεγέθους µε τη µάζα του τετραγωνικού δυναµικού για ϕc ∼ MPl. Για το τετραγωνικό δυναµικό,
V(ϕ) = m2

ϕϕ
2/2, το CMB καταλήγει στην έκφραση για τη µάζα mϕ,mϕ(N∗) = π

√
6P1/2

ζ MPl/N∗ ή αλλιώς

mϕ(N∗) ' 6.9× 10−6

(
50

N∗

)
MPl . (1.32)

Το γεγονός ότι mϕ ∼ 6× 10−6MPl υπονοεί ότι δεν µπορούν να παραχθούν, κινηµατικά, σωµατίδια µε µάζα
µεγαλύτερη από mϕ = 6 × 10−6MPl από τη διαταρακτική αποδιέγερση του πληθωριστικού πεδίου. Στα
επόµενα ϑα δείξουµε ότι αυτός ο περιορισµός αίρεται στην περίπτωση που κυριαρχεί το NMDC κατά τη
περίοδο του πληθωρισµού. Τέλος για το δυναµικό τέταρτης τάξης, V(ϕ) = λϕϕ

4, ϑα είναι λϕ ≡ λ4 και
ϐρίσκουµε

λϕ ' 6× 10−14

( Pζ
2× 10−9

)(
50

N∗

)3

, (1.33)

δηλαδή λϕ ∼ Pζ/N3
∗ � 1, µια τιµή που αποκλείει το δυναµικό αυτό ως υποψήφιο σενάριο πληθωρισµού.

Παρ΄ όλα αυτά παρουσία του NMDC το σενάριο αυτό είναι και πάλι πιθανό ικανοποιώντας τους παρατηρη-
σιακούς περιορισµούς [148].

1.4.2 Η περίοδος αναθέρµανσης

Η ϕάση του πληθωρισµού έχει ως αποτέλεσµα ο χώρος να έχει διασταλλεί εκθετικά και το σύµπαν να έχει
καταλήξει σε µια κατάσταση χαµηλής εντροπίας και ϑερµοκρασίας. Μετά το τέλος της επιταχυνόµενης
διαστολής που έχει επιφέρει ο πληθωρισµός, το πληθωριστικό πεδίο αναµένεται να ταλαντώνεται γύρω από
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το ελάχιστο του δυναµικού του. Η αναµενόµενη παράµετρος της καταστατικής εξίσωσης του ϱευστού που
το περιγράφει δίνεται από τη σχέση [42]

w̄reh(GR) ≡
〈p〉
〈ρ〉 =

q − 2

q + 2
, (1.34)

όπου q ο εκθέτης του πεδίου στο υπό µελέτη δυναµικό. Η περίοδος της αναθέρµανσης, όπως είναι εµφα-
νές και από το ονοµά της, διεγείρει την κινητική κατάσταση των παραγόµενων σωµατιδίων αυξάνοντας τη
ϑερµοκρασία του σύµπαντος πιθανώς µέσω ξεχωριστών µηχανισµών όπως η προ-ϑέρµανση (preheating). Η
αναθέρµανση διαρκεί χρόνο Γ−1

ϕ όπου Γ−1
ϕ είναι ο ϱυθµός διάσπασης του πληθωριστικού πεδίου. Η πλήρης

αποδιέγερση του πεδίου σηµατοδοτεί το τέλος της περιόδου αναθέρµανσης και την έναρξη της περιόδου
κυριαρχίας της ακτινοβολίας µε Treh ∼ (ΓϕMPl)

1/2. Στην πραγµατικότητα η ακριβής διαδικασία µε την
οποία το σύµπαν αναθερµένεται δεν είναι εντελώς ξεκάθαρη ενώ δεν υπάρχουν πλήρεις παρατηρησιακοί
περιορισµοί. Η παράµετρος (1.34) της καταστατικής εξίσωσης ποικίλει στο διάστηµα −1/3 ≤ w̄reh(GR) ≤ 1
ανάλογα το µοντέλο που ϑεωρείται σε κάθε µελέτη. ΄Οπως έχουµε αναφέρει υποθέτουµε ότι η µορφή του
δυναµικού (1.34) σε χαµηλές ενέργειες µπορεί να προσεγγιστεί ως ϕ2 ή ϕ4 και ως εκ τούτου ϑα ϑεωρούµε
τις αντίστοιχες τιµές w̄ϱεη(ΓΡ) = 0 και 1/3. Επιπλέον ϑα χρησιµοποιήσουµε και την τιµή w̄reh(GR) = 1/5 που
υποδεικνύεται σε αριθµητικές µελέτες σεναρίων αναθέρµανσης [44].

1.4.3 Οι παράµετροι Nreh και Treh σε τετριµµένα µοντέλα της ΓΣ

Η σχέση (1.25) δίνει για τη χρονική στιγµή που η κλίµακα ϐγαίνει από τον ορίζοντα V∗ ≡ V (ϕ∗) = V (ϕend)×
ε
−q/2
V ∗ . Η πυκνότητα ενέργειας στο τέλος του πληθωρισµού µπορεί να γραφτεί ως ρend ' γ−1V (ϕend) ≡
γ−1Vend, όπου το γ αντιπροσωπεύει τη συνεισφορά του Vend στη συνολική ενέργεια ρend. Επιπλέον από τη
σχέση (1.26) παρατηρούµε ότι N∗ ' q/(4εV ∗), συνεπώς η σχέση (1.6) για τον αριθµό των e-folds, Nreh, κατά
τη διάρκεια της αναθέρµανσης µπορεί να γραφτεί ως

Nreh(ns, q, w̄reh) ' 4

1− 3w̄reh

[
57.4−N∗(ns) +

1

4
ln γ +

1− q/2
4

ln
q

4N∗(ns)

]
, (1.35)

όπου
N∗(ns) =

q(1 + ns) + 4

4(1− ns)
(1.36)

ενώ ϑεωρούµε µια σταθερή τιµή για την παράµετροw̄reh, της καταστατικής εξίσωσης. ΄Οµοια, η ϑερµοκρασία
αναθέρµανσης (1.7) γράφεται ως προς τις παραµέτρους του µοντέλου q, w̄reh και την παρατηρήσιµη ποσότητα
ns, ως

Treh(ns, q, w̄reh) =

(
1

γ

)1/4

λ1/4
q

(
q√
2

)q/4(
30

π2g∗

)1/4

MPl e
− 3

4 (1+w̄reh)Nreh(ns). (1.37)

Υποθέτοντας ότι η ϕωτοειδής συνθήκη ενέργειας (null energy condition), ρ + p ≥ 0 , δεν παραβιάζεται, η
ποσότητα µπροστά από το εκθετικό αντιστοιχεί στη µέγιστη ϑερµοκρασία αναθέρµανσης, Tmax = Tmax(q, λq).
Για Nreh > 0 η ϑερµοκρασία αυτή µειώνεται εκθετικά.

1.5 Πληθωρισµός µε µη τετριµµένη σύζευξη του πεδίου

΄Εστω µια ϑεωρία µε ένα ϐαθµωτό πεδίο φ, το οποίο το ταυτοποιούµε µε το πληθωριστικό, µε µη τετριµµένη
σύζευξη της παραγώγου του στη ϐαρύτητα (NMDC). ΄Οπως περιγράψαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο η
δυναµική του ϐαθµωτού πεδίου φ περιγράφεται από την Λαγκρανζιανή

L =
√−g

[
1

2
M2
PR−

1

2

(
gµν − Gµν

M̃2

)
∂µφ∂νφ− V(φ)

]
. (1.38)

Σε ένα οµογενές περιβάλλον FRW όπου κυριαρχεί το πληθωριστικό πεδίο φ η πυκνότητα ενέργειας και η
πίεση είναι αντίστοίχα

ρφ =
φ̇2

2

(
1 + 9

H2

M̃2

)
+ V(φ) (1.39)

και
pφ =

φ̇2

2

(
1− 3

H2

M̃2

)
− V(φ)− 1

M̃2

d(Hφ̇2)

dt
. (1.40)
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Η εξίσωση Friesmann προκύπτει
H2 =

ρφ
3M2

P

, (1.41)

ενώ η εξίσωση κίνησης για το πεδίο φ µε NMDC

φ̈

(
1 + 3

H2

M̃2

)
+ 3Hφ̇

(
1 + 3

H2

M̃2
+

2Ḣ

M̃2

)
+ V ′(φ) = 0 . (1.42)

Η παραπάνω αυτές εξισώσεις οδηγούν στις τροποποιηµένες εκφράσεις για τις παραµέτρους του slow-roll

ε =
εV

1 + 3H2M̃−2
, η =

ηV

1 + 3H2M̃−2
, (1.43)

όπου εV = (M2
Pl/2)(V ′/V )2 και ηV = M2

Pl(V
′′/V ).

Το ϕάσµα των ϐαθµωτών διαταραχών µπορεί να γραφτεί ως προς τις τροποποιηµένες παραµέτρους του
slow-roll [151],

1− ns ≡
d lnPζ
d ln k

∣∣∣∣
csk=aH

' 1

1 + 3H2M̃−2

[
2εV

(
4− 1

1 + 3H2M̃−2

)
− 2ηV

]
. (1.44)

όταν η νέα παράµετρος M̃ είναι πολύ µικρότερη από τη παράµετρο Hubble, δηλαδή HM̃−1 � 1, ϐρι-
σκόµαστε στο όριο υψηλής τριβής (high friction limit). Στο όριο αυτό η παράµετρος ns υπακούει στην
απλοποιηµένη µορφή

1− ns ' 8ε− 2η , (1.45)

ενώ το πλάτος Pζ και η σχέση r = 16ε σε πρώτη τάξη µένουν αµετάβλητα. Για µοντέλα όπου η παράµετρος
ενέργειας του πληθωρισµού είναι Hinf ∼ 10−5MPl µπορούµε να ξεχωρίσουµε τρεις περιοχές που διαµορ-
ϕώνονται από την τιµή του M̃ στο Σχ. 1.3 .

Μια σηµαντική παρατήρηση στη µέχρι τώρα ανάλυση είναι ότι στο όριο υψηλής τριβής, M̃ � Hinf , κατά
τη διάρκεια του slow-roll η εξέλιξη ενός ϐαθµωτού πεδίου φ µε δυναµικό V (φ) είναι παρόµοια µε αυτή ενός
τετριµµένου πεδίου ϕ µε δυναµικό VGR(ϕ). Πιο συγκεκριµένα για δυναµικά της µορφής

V (φ) = λpM
4
Pl

(
φ

MPl

)p
(1.46)

υπάρχει µια αντιστοιχία όπως είχαµε παρουσιάσει και στον Πίνακα 1.1

p |NMDC ←→
2p

p+ 2

∣∣∣∣
GR
≡ q , (1.47)

Οι εκφράσεις για τις παραµέτρους ns(N∗) και r(N∗) των µοντέλων µε NMDC [151] µπορούν να υπολογιστούν
απευθείας από τις γνωστές σχέσης της ΓΣ (1.27) κάνοντας χρήση της (1.47), µε αποτέλεσµα

1− ns '
4(p+ 1)

2(p+ 2)N∗ + p
, r ' 16 p

2(p+ 2)N∗ + p
. (1.48)

Καθιερωµένα πληθωριστικά µοντέλα µπορούν να οµαδοποιηθούν σε Ϲεύγη (φ4, ϕ4/3), (φ2, ϕ), (φ, ϕ2/3), κα-
ϑώς και τα (eφ, ϕ2), τα οποία δίνουν τις ίδιες προβλέψεις r = r(ns). Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι ο
εκφυλισµός αυτός αίρεται αν στην κοσµολογική εξέλιξη συµπεριληφθεί και η µελέτη της περιόδου αναθέρ-
µανσης.

1.6 Παρατηρήσιµα µεγέθη ενός πληθωριστικού µοντέλου µε NMDC

Είναι αρκετά ενδιαφέρον όπως αναφέραµε και σε προηγούµενες ενότητες το γεγονός ότι πληθωριστικά
µοντέλα µε δυναµικά φ4 και φ2, ή το εκθετικό e−λφ µπορούν να ταιριάξουν επιτυχώς στα παρατηρησιακά
δεδοµένα αν ληφθεί υπόψιν η συνεισφορά του NMDC. Θα µελετήσουµε τις παραµέτρους για τα πληθωριστικά
µοντέλα

V (φ) = λpM
4
Pl

(
φ

MPl

)p
, V (φ) = V0e

−λeφ/MPl . (1.49)
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Σχήµα 1.3: Η αλλαγή στις παρατηρησιακές τιµές του CMB ns και r ως προς τη σύζευξη M̃ για δύο προτεινόµενα
δυναµικά V = m2

φφ
2/2 (αριστερά γραφήµατα) και V = λφφ

4 (δεξιά γραφήµατα) ενός πληθωριστικού πεδίου µε NMDC.
Οι γραφικές παραστάσεις παρουσιάζουν τρεις ξεχωριστές περιοχές όπου το NMDC κυριαρχεί (NMDC HF-limit), είναι
ασθενές (GR-limit) αλλά και µια ενδιάµεση περιοχή (intermediate region). Οι τιµές της µάζας είναι σε µονάδες µάζας
Planck.

Θεωρούµε το όριο υψηλής τριβής όπουH∗ � M̃ και η εξίσωση (1.43) γίνεται προσεγγιστικά ε ' εV /(3H2M̃−2),
η ' ηV /(3H2M̃−2). Για τα δυναµικά (1.49) παίρνουµε αντίστοιχα την έκφραση για την παράµετρο slow-roll
ως προς την τιµή του πληθωριστικού πεδίου, ε(φ) = (p2/2λp)(M̃

2Mp
Pl/φ

p+2) και ε(φ) = (λ2
eM̃

2/2V0)eλeφ/MP .
Το φend υπολογίζεται προσεγγιστικά ϑέτοντας την παράµετρο του slow-roll ίση µε τη µονάδα, ε(φend) = 1,
µε αποτέλεσµα

φp+2
end = (γ p2/2λp)M̃

2Mp
Pl , (1.50)

φend = (MPl/λe) ln[2V0/(γ λ
2
eM̃

2M2
Pl)] (1.51)

για τις δυο κλάσεις δυναµικών (1.49) αντίστοιχα. Η παράµετρος γ στις τελικές εκφράσεις εισάγεται προκει-
µένου να ληφθούν υπόψιν οι διορθώσεις λόγω της παύσης του σεναρίου slow-roll στο τέλος του πληθωρισµού
όπου 3H2

endM
2
Pl = γ−1Vend. Η παράµετρος αυτή παίρνει την τιµή γ = 1 στην προσέγγιση slow-roll αλλά

στην πραγµατικότητα η τιµή της είναι γ ' 2/3.
Ο αριθµός των e-folds από τη στιγµή που το k∗ ϐγήκε από τον ορίζοντα εως το τέλος του πληθωρισµού

είναι
N∗ ≡

∫ tend

t∗

Hdt =
1

M2
Pl

∫ φ∗

φend

(1 + 3H2M̃−2)
V

V ′
dφ

Στο όριο υψηλής τριβής, H∗ � M̃ , η τιµή του πληθωριστικού πεδίου σε Ne-folds πριν το τέλος του
πληθωρισµού είναι

φp+2(N) =
2p(p+ 2)N + γ p2

2λp
M̃2Mp

Pl , φ(N) =
1

λe
ln

(
2V0

γ λ2
eM̃

2N

)
. (1.52)
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Σχήµα 1.4: Οι παρατηρησιακές τιµές ns και r από το Planck 2013 (κουκίδες) και από το Planck ΤΤ_λοωΠ 2015.
Τα γραφήµατα παρουσιάζουν τις ϑεωρητικές προβλέψεις για το εκθετικό, τέταρτης τάξης, τετραγωνικό και γραµµικό
δυναµικό παρουσία NMDC. Η πάνω γραµµή αφορά την πρόβλεψη για το r = r(ns) µε το NMDC αµελητέο, M̃ �
Hινφ ενώ η κάτω µε το NMDC να κυριαρχεί, M̃ � Hινφ. Επιπλέον σηµειώνονται οι τιµές των e-folds και πως αυτές
αντιστοιχίζονται στις δύο αυτές περιπτώσεις.

για τις δυο κλάσεις δυναµικών (1.49) αντιστοίχως. Οι παράµετροι του slow-roll ε και η στο όριο αυτό γίνονται

ε∗ '
εV ∗

3H2∗M̃−2
=

p2

2λp

M̃2Mp
Pl

φp+2
∗

' p

2(p+ 2)N∗ + γ p
, η∗ =

2p− 2

p
ε∗ . (1.53)

ενώ για τις παραµέτρους (1.45) έχουµε

1− ns ' 8ε∗ − 2η∗ =
4(p+ 1)

2(p+ 2)N∗ + γ p
, r ' 16 p

2(p+ 2)N∗ + γ p
. (1.54)

Η διαφορά µε την έκφραση (1.48), που προκύπτει κάνοντας χρήση της προσέγγισης slow-roll, εντοπίζεται
στην ύπαρξη του παράγοντα γ λόγω της εξόδου από τη ϕάση slow-roll.

1.6.1 Κανονικοποίηση των παραµέτρων από το CMB

Το ϕάσµα των διαταραχών, για την κλίµακα k∗ που µετράται από το CMB, στην περίπτωση µε NMDC έχει
τη µορφή

Pζ =
H2
∗

8π2ε∗csM2
Pl
' V(φ∗)

24π2ε∗csM4
Pl
, (1.55)

όπου το τελικό αποτέλεσµα προκύπτει από την προσέγγιση slow-roll. Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις για τα
δυναµικά και εισαγάγοντας το αποτέλεσµα (1.52) για το όριο υψηλής τριβής παίρνουµε τις κανονικοποιη-
µένες παραµέτρους λp(N∗, M̃) και λe(N∗, M̃) για το σενάριο µε NMDC

λp(N∗, M̃) =
24π2cs p

2(p+ 2)N∗ + p

Mp
Pl[

2p(p+2)N∗+p2

2λp
M̃2Mp

Pl

]p/(p+2)
Pζ , (1.56)
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λe(N∗, M̃) =
√

12π
MPl

M̃N∗
P1/2
ζ . (1.57)

Παραδείγµατα παραµέτρων πληθωριστικών µοντέλων µε NMDC

Για το γραµµικό µοντέλο, V(φ) = µ3
φφ µε λ1 = µ3/M3

Pl ϐρίσκουµε από την εξίσωση (1.56) την έκφραση για
την παράµετρο µ3

φ

µ3
φ(N∗, M̃) = 0.52× 10−14

(
50

N∗

)2( Pζ
2× 10−9

)3/2
M4

Pl

M̃
, (1.58)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει cs ∼ 1.
΄Οµοια για τετραγωνικά δυναµικά, V(φ) = m2

φφ
2/2, µε λ2 = m2

φ/(2M
2
Pl) η σχέση (1.56) δίνει για τη

µάζα mφ συναρτήσει του αριθµού των e-folds και της σύζευξης M̃

mφ(N∗, M̃) = 1.7× 10−10

(
50

N∗

)3/2( Pζ
2× 10−9

)
M2

Pl

M̃
, (1.59)

για cs ∼ 1. Το όριο υψηλής τριβής M̃ � H∗ ∼ 10−5MPl υποδηλώνει ότι

mφ � 10−6MPl , (1.60)

όπως ϕαίνεται και στο Σχ. 1.5. Από τις παραπάνω σχέσεις αλλά και το Σχ. 1.5 είναι εµφανές ότι οι συζεύξεις
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Σχήµα 1.5: Οι κανονικοποιηµένες από το CMB τιµές για τη µάζα mφ (αριστερό γράφηµα) και τη σύζευξη λφ (δεξί
γράφηµα), µε N∗ = 50 και N∗ = 60 συναρτήσει της σύζευξης M̃ , για τα δυναµικά V = m2

φφ
2/2 και λφφ4 αντίστοιχα,

για ένα πληθωριστικό πεδίο µε NMDC. Οι διαστάσεις είναι σε µονάδες µάζας Planck.

δεν είναι ευαίσθητες στην αλλαγή των e-folds όπως τα ε(N) και φ(N).
Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε χάρη στο NMDC είναι δυνατή η διαταρακτική παραγωγή σωµατιδίων

µάζας mφ � mϕ ∼ 6× 10−6MPl, κάτι που κάνει δυνατές και τις υψηλές ϑερµοκρασίες αναθέρµανσης.
Για τα δυναµικά τετάρτου ϐαθµού, V(φ) = λφφ

4, µε λ4 = λφ και σύζευξη M̃ έχουµε από την κανονικο-
ποίηση του CMB (1.56)

λφ(N∗, M̃) ' 2.3× 10−32

(
50

N∗

)5( Pζ
2× 10−9

)(
MPl

M̃

)4

, (1.61)

καθιστώντας δυνατές τιµές λφ � 10−14 όπως ϕαίνεται στο Σχ. 1.5.
Τέλος για το εκθετικό δυναµικό ϐρίσκουµε την τιµή της παραµέτρου λe ως προς τα N∗ και M̃

λe(N∗, M̃) ' 10−5

(
50

N∗

)( Pζ
2× 10−9

)
MPl

M̃
. (1.62)
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1.6.2 Η περίοδος αναθέρµανσης

Η εξέλιξη των ϐαθµωτών πεδίων µε NMDC µετά το τέλος του πληθωρισµού είναι διαφορετική από το τε-
τριµµένο σενάριο. Στις ϑεωρίες αυτές η πυκνότητα ενέργειας και η πίεση δίνεται από τις εκφράσεις (1.39)
και (1.40). Το πληθωριστικό πεδίο ταλαντώνεται απότοµα γύρω από το ελάχιστο του δυναµικού του µε
συχνότητα ωeff ∼ (M̃/H)(V ′/φ)1/2 [23]. Ο ϱυθµός επέκτασης H ταλαντώνεται ϱαγδαία, και στα [22,23] η
σχέση από την οποία προκύπτει η µέση παράµετρος παράµετρος είναι η

〈H〉 ∼ 2p+ 2

3p

1

t
(1.63)

για πληθωριστικά δυναµικά της µορφής V (φ) ∝ φp. Η σχέση διατήρησης της ενέργειας, ρ̇φ = −3H(ρφ +
pφ) = 3Hρφ(1 + w), που προκύπτει από την ταυτότητα Bianchi υποδηλώνει ότι ρφ ∝ a−3(1+w̄) και η
µέση τιµή της παραµέτρου Hubble είναι H ∝ 2/[3(1 + w)t]. Παρ΄ όλα αυτά η σχέση (1.63) οδηγεί σε µια
διαφορετική έκφραση για την µέση παράµετρο της καταστατικής εξίσωσης, w̄reh, ως προς τη παράµετρο του
δυναµικού

w̄reh(DC) ∼ −
1

p+ 1
. (1.64)

Κατά τη ϕάση ταλάντωσης του πληθωριστικού πεδίου, το τετραγωνικό δυναµικό, p = 2, δίνει w̄reh = −1/3
ενώ το δυναµικό τετάρτου ϐαθµου δίνει w̄reh = −1/5. ΄Εχουµε ελέγξει αριθµητικά ότι η σχέση (1.64)
περιγράφει σε καλό ϐαθµό το ϱυθµό διαστολής του σύµπαντος. Στο Σχ. 1.6 έχουµε σχεδιάσει την παράµετρο,
H(t), όπως προκύπτει από την αριθµητική λύση των εξισώσεων καθώς και τρεις ϑεωρητικές γραµµές που
την περικλείουν. Η καµπύλη που περιγράφει καλύτερα τη συµπεριφορά της µέσης τιµής του H(t) είναι
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Σχήµα 1.6: Η εξέλιξη της παραµέτρου Hubble και ϑεωρητικές καµπύλες για το τετραγωνικό (αριστερά) και τέταρτης
τάξης δυναµικό (δεξιά) για τιµή της σύζευξης M̃ = 10−7MPl. Οι ϑεωρητικές καµπύλες δηλώνουν τις προβλέψεις για την
ενεργό παράµετρο w̄reh.

αυτή που οδηγεί στο w̄reh = −1/(p+ 1) (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή), ενώ στη συνέχεια, όταν το NMDC
γίνεται αµελητέο (M̃ > H(t)), καταλήγουµε στο όριο της ΓΣ (κόκκινη διακεκοµµένη γραµµή). Παρόµοια
συµπεριφορά ϐρίσκουµε και για άλλες τιµές του M̃ . Αυτή είναι µια σηµαντική διαφορά που οδηγεί στο
διαχωρισµό από τα µοντέλα της ΓΣ.

Το γεγονός ότι το τετραγωνικό (τετάρτου ϐαθµού) δυναµικό έχει ως αποτέλεσµα w̄reh(DC) = −1/3 (−1/5)
κατά τη περίοδο ταλάντωσης του πεδίου υποδηλώνει ότι η παραγόµενη ακτινοβολία ϑα είναι µετατοπισµένη
προς το ερυθρό, σε µεγαλύτερο ϐαθµό απ΄ ότι στην καθιερωµένη ΓΣ όπου το τετραγωνικό (τετάρτου ϐαθµού)
δυναµικό δίνει w̄reh(GR) = 0 (1/3).

1.6.3 Οι παράµετροι Nreh και Treh σε µοντέλα µε NMDC

Ο αρθµός των e-folds κατά τη διάρκεια της περιόδου αναθέρµανσης δίνεται από την έκφραση (1.6). Από τα
προηγούµενα αποτελέσµατα µπορούµε να υπολογίσουµε το λογάριθµο ln(ε∗V∗/ρend) που εµφανίζεται στην
εξίσωση (1.6). Για τα δυναµικά που η τιµή του πεδίου είναι υψωµένη σε κάποια δύναµη p, η παράµετρος
ε∗ δίνεται από την (1.53) και µπορεί να γραφτεί ως προς τα φend και φ∗ ως

ε∗ = γ−1

(
φend

φ∗

)p+2

. (1.65)
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Επίσης ισχύει V∗/ρend = V∗/(γ−1Vend) = γ (γε∗)−p/(p+2). Συνεπώς για το (ε∗V∗/ρend) έχουµε

ln

(
ε∗V∗
ρend

)
= ln (γε∗)

2
p+2 = ln

(
φend

φ∗

)2

= − 2

(p+ 2)
ln

[
1 +

2(p+ 2)

γ p
N∗

]
(1.66)

ενώ η σχέση (1.6) για τα σενάρια µε NMDC γράφεται

Nreh(ns, p, w̄reh) ' 4

1− 3w̄reh

[
57.4−N∗(ns)−

1

2(p+ 2)
ln

(
1 +

2(p+ 2)

γ p
N∗(ns)

)]
, (1.67)

όπου
N∗(ns) =

4(p+ 1)− γ p(1− ns)
2(p+ 2)(1− ns)

. (1.68)

Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να εξαχθεί και από την αντιστοιχία κατά τη ϕάση του slow-roll q = 2p/(p+ 2)
της σχέσης (1.35). Η µικρή διαφοροποίηση πρτοκύπτει από την παύση της προσέγγισης slow-roll που
υποδηλώνεται από τον παράγοντα γ−1 στην σχέση (1.65).

Για όσο διάστηµα το NMDC υπερισχύει του κανονικού κινητικού όρου η τιµή w̄reh στη σχέση (1.67)
καθορίζεται από τη δυναµική του NMDC. Στη συνέχεια το w̄reh τείνει προς την καθιερωµένη τιµή του,
στα πλαίσια της ΓΣ, wreh(DC) → wreh(GR)όπως ϕαίνεται και στο ΣΧ. 1.6. Μπορούµε να διαχωρίσουµε την
περίοδο της αναθέρµανσης, στη ϕάση (DC) όπου υπερισχύει η επίδραση του NMDC και στη ϕάση (GR) που
υπερισχύει ο κανονικός κινητικός όρος. Ορίζουµε

Nreh = Nreh(DC)|M̃.H + Nreh(GR)

∣∣∣
M̃>H

(1.69)

όπου
Nreh(DC) ≡

1

3(1 + w̄reh(DC))
ln

ρend

ρreh(DC)
, Nreh(GR) ≡

1

3(1 + w̄reh(GR))
ln
ρreh(DC)

ρreh(GR)
. (1.70)

Στο όριο υψηλής τριβής, M̃ � Hinf , περιµένουµε Nreh(GR) → 0 εφόσον οι παράµετροι λp του πληθωριστικού
δυναµικού έχουν πολύ µεγάλες τιµές. Πράγµατι, οι κανονικοποιηµένες τιµές από το CMB υποδηλώνουν
για τη µάζα του πληθωριστικού πεδίου τιµή mφ � 10−6MPl ενώ για την ιδιο-σύζευξη λφ � 10−14. Το
πληθωριστικό πεδίο αποδιεγείρεται όταν H ∼ M̃ , για M̃ � Hinf . Συνεπώς η µέση τιµή της παραµέτρου της
καταστατικής εξίσωσης προσεγγίζεται από το wreh(DC). Η κανονικοποίηση του CMB περιορίζει την παράµετρο
του NMDC να είναι M̃ & 10−8−14MPl ενώ η εξέλιξη της παραµέτρου Hubble υποδεικνύει ότι −2/3 < w̄reh <
0, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 1.6, µε προσεγγιστική τιµή να δίνεται από την (1.64). ΄Ετσι εκτιµούµε ότι η περίοδος
αναθέρµανσης µε κυρίαρχο το NMDC περιορίζεται ανάµεσα στις τιµές

1 . Nreh(DC) < 20 . (1.71)

Η ακριβής τιµή εξαρτάται από τον εκθέτη p και το M̃ .
΄Οσον αφορά τη ϑερµοκρασία αναθέρµανσης (1.7), µπορεί να γραφτεί ως προς τις παραµέτρους p, w̄ και

την παρατηρησιακή ποσότητα ns,

Treh(ns, p, w̄reh) =

(
1

γ

)1/4

λ1/4
p

(
p√
3λp

M̃2Mp
Pl

) p
4p+8 (

30

π2g∗

)1/4

M
4−p

4
Pl e−

3
4 (1+w̄reh)Nreh(ns). (1.72)

Η µέγιστη ϑερµοκρασία Tmax = Tmax(p, λp, M̃), είναι ο συντελεστής µπροστά από το εκθετικό στην (1.72).
Για τιµές Nreh > 0 η ϑερµοκρασία της αναθέρµανσης µειώνεται εκθετικά.

Η παραπάνω συζήτηση υποδηλώνει ότι η άγνωστη τιµή της σύζευξης M̃ µπορεί να υπολογιστεί από
την (έµµεση) µέτρηση της ϑερµοκρασίας αναθέρµανσης Treh και της διάρκειας της, Nreh. Ο αριθµός Nreh
παρουσιάζεται στο Σχ. 1.7 ενώ η ϑερµοκρασία Treh στα Σχ. 1.7,1.8.

1.7 Επιλογή µοντέλου

Στο Σχ. 1.4 παρουσιάσαµε τις προβλέψεις για τις παραµέτρους ns και r ϐασικών πληθωριστικών µοντέλων
µε µη τετριµµένη σύζευξη και χωρίς αυτήν. ΄Οταν η µη τετριµµένη σύζευξη ήταν ασθενής,M̃ � Hινφ,
τα αποτελέσµατα ήταν παρόµοια, ενώ µεταβάλλονταν όσο γινόταν πιο ισχυρή. ΄Ετσι για µικρότερες τιµές
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Σχήµα 1.7: Οι γραφικές παραστάσεις παρουσιάζουν τις προβλέψεις για τον αριθµό των e-folds, Nreh, και την ϑερµο-
κρασία αναθέρµανσης Treh, για µοντέλα V (φ)-NMDC και V (ϕ)-GR. Η πράσινη και η κυανή λωρίδα αντιπροσωπεύουν
την αβεβαιότητα και την κεντρική τιµή αντίστοιχα της παραµέτρου ns από τον δορυφόρο Planck. Οι κόκκινες συνεχείς
γραµµές αφορούν µοντέλα µε NMDC ενώ οι µπλέ διακεκοµµένες τα αντίστοιχά τους µε τετριµµένη σύζευξη GR. Στα
ίδια σχήµατα παρουσιάζονται και τιµές της παραµέτρου w̄reh για άλλα σενάρια αναθέρµανσης στη ϐιβλιογραφία.

της παραµέτρου M̃ µοντέλα που αποκλείονταν από τα παρατηρησιακά δεδοµένα µπορούσαν να ταιριάξουν
και πάλι στις προβλεπόµενες τιµές. Στο Σχ. 1.2 παρ΄ όλα αυτά ϕαίνεται ότι αν κατά τον πληθωρισµό η
σύζευξη είναι ισχυρή, M̃ � Hend, τότε µοντέλα µε NMDC είναι ισοδύναµα µε αντίστοιχα µοντέλα της ΓΣ
µε τετριµµένες συζεύξεις, δίνοντας τις ίδιες προβλέψεις (ns, r). Ο εκφυλισµός αυτός εµποδίζει την επιλογή
των πληθωριστικών µοντέλων της ΓΣ έναντι αυτών µε NMDC. Λύση στο παραπάνω πρόβληµα ϕαίνεται ότι
µπορεί να δώσει η µελέτη της περιόδου αναθέρµανσης καθώς µοντέλα µε NMDC προβλέπουν διαφορετική
τιµή της παραµέτρου w̄reh από αυτά της ΓΣ.

Στο Σχ. 1.7 σχεδιάζουµε τις προβλεπόµενες τιµές των Nreh και Treh. Οι προβλέψεις της ΓΣ δίνονται
από τις σχέσεις (1.35) για το Nreh και (1.37) για το Treh ενώ στο σενάριο µε NMDC από τις σχέσεις (1.67)
και (1.72) αντίστοιχα. ΄Οπως αναφέραµε οι προβλέψεις της ΓΣ και σεναρίων µε NMDC ταυτίζονται όταν
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Σχήµα 1.8: Στις γραφικές παραστάσεις εµφανίζονται δύο κάθετοι άξονες που παρουσιάζουν την πρόβλεψη της παρα-
µέτρου r και της ϑερµοκρασίας Treh. ΄Οσον αφορά την περιοχή (ns, r) σχεδιάζουµε τα αποτελέσµατα από τα δεδοµένα
του Πλανςκ ΤΤ_λοωΠ 2015. Στο σύστηµα αξόνων (ns, Treh) σχεδιάζουµε την προβλεπόµενη ϑερµοκρασία Treh µε κόκ-
κινη συνεχόµενη γραµµή για µοντέλα µε NMDC και µε κόκκινη διακεκοµµένη για µοντέλα της ΓΣ. Η µωβ περιοχή
δηλώνει τα όρια της παραµέτρου w̄reh των µοντέλων µε NMDC, ενώ η πράσινη περιοχή τα αντίστοιχα αποτελέσµατα στην
περιοχή 0 ≤ w̄reh ≤ 1/3 των µοντέλων της ΓΣ.

εφαρµόσουµε την αντιστοιχία (1.47) ανάµεσα στα µοντέλα ενώ µια σηµαντική διαφορά εµφανίζεται λόγω της
παραµέτρου της καταστατικής εξίσωσης w̄reh που οδηγεί σε διαφορετικές τιµές για τα Nreh και Treh. Στο
Σχ. 1.8 οι προβλέψεις δίνονται από τις εκφράσεις (1.27) για τη ΓΣ και (1.54) για µοντέλα µε NMDC.

Παρακάτω πραγµατοποιούµε µια σύγκριση των προβλέψεων για τα Nreh και Treh µοντέλων µε ΓΣ και
NMDC που δίνουν ίδια σχέση για τα r = r(ns). Παίρνουµε τιµές αναφοράς για το w̄reh και εισαγάγουµε τον
δείκτη GR στα δυναµικά των µοντέλων της ΓΣ.

(α) r = 4(1− ns) : V(φ) ∝ e−φ και VGR(ϕ) ∝ ϕ2

Η ανάλυση του Planck επιλέγει 0.967 < ns < 0.979 και 0.082 < r < 0.131. Τα µοντέλα ϕ2 της ΓΣ
απορρίπτονται από τα δεδοµένα αφού η παραδεκτή τιµή N∗ > 60 οδηγεί σε µη προβλεπόµενες τιµές για
το w̄reh. Το µοντέλο µε NMDC µπορεί να κάνει αποδεκτή τη γραµµή r = 4(1 − ns) στην περιοχή των
(r, ns) χάρη στις µεγαλύτερες τιµές που προβλέπει για το w̄reh. Το εκθετικό δυναµικό µπορεί να δώσει µια
αποδεκτή τιµή για το ns µόνο για πολύ µεγάλες τιµές της ϑερµοκρασίας αναθέρµανσης, Treh > 1013 GeV.

(ϐ) r = (16/5)(1− ns) : V(φ) ∝ φ4 και VGR(ϕ) ∝ ϕ4/3

Η ανάλυση του Planck επιλέγει 0.963 < ns < 0.98 και 0.063 < r < 0.117. Και τα δύο µοντέλα ταιριάζουν
καλά στα δεδοµένα. Για µια συγκεκριµένη τιµή ns το µοντέλο µε NMDC προβλέπει υψηλότερη ϑερµοκρασία
και µικρότερη διάρκεια για την περίοδο αναθέρµανσης. Για την αντίστοιχη τιµή w̄reh(DC) και επιλέγοντας
Nreh ∼ 10 υπολογίζουµε ns ∼ 0.968 και Treh ∼ 1012 GeV, το οποίο είναι τρεις τάξεις µεγέθους µεγαλύτερο
από το αντίστοιχο αποτέλεσµα της ΓΣ. Αν µελλοντικές παρατηρήσεις περιορίσουν κι άλλο τις τιµές, ns <
0.964, τότε η γραµµή r = (16/5)(1− ns) γίνεται αποδεκτή µόνο για µοντέλα µε NMDC.

(ς) r = (8/3)(1− ns) : V(φ) ∝ φ2 και VGR(ϕ) ∝ ϕ
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Η ανάλυση του Planck επιλέγει 0.96 < ns < 0.98 και 0.051 < r < 0.105. Και τα δύο µοντέλα ταιριάζουν
στις παρατηρήσεις µε το NMDC να προβλέπει και πάλι µικρότερη και ϑερµότερη περίοδο αναθέρµανσης.
Το µοντέλο της ΓΣ υποδηλώνει µια παρατεταµένη περίοδο αναθέρµανσης για µικρότερες τιµές του ns. Για
Nreh ∼ 10 και την προβλεπόµενη τιµή w̄reh(DC) ϐρίσκουµε ns ∼ 0.97 και Treh ∼ 1013 GeV, τέσσερις τάξεις
µεγαλύτερη από το αντίστοιχο µοντέλο της ΓΣ. Αν τελικά ns < 0.967 υπερισχύει το µοντέλο µε NMDC και
το τετριµµένο σενάριο απορρίπτεται.

(δ) r = 2(1− ns) : V(φ) ∝ φ και VGR(ϕ) ∝ ϕ2/3

Η ανάλυση του Planck επιλέγει 0.957 < ns < 0.981 και 0.037 < r < 0.085, µε όµοια συµπεράσµατα
µε παραπάνω. Για Nreh ∼ 10 και w̄reh(DC) ϐρίσκουµε ns ∼ 0.974 και Treh ∼ 1013 GeV, τέσσερις τάξεις
µεγαλύτερη από το αντίστοιχο µοντέλο της ΓΣ.

Πέρα από τις διαφορές στη ϑερµοκρασία και τη διάρκεια της περιόδου αναθέρµανσης ανάµεσα στα δύο
σενάρια δείξαµε ότι η κανονικοποίηση του CMB επιτρέπει µεγαλύτερη µάζα στο πληθωριστικό πεδίο µε
NMDC σε σχέση µε την τετριµµένη περίπτωση. Η ελάττωση του ϱυθµού διάσπασης του πληθωριστικού
πεδίου µπορεί να οδηγήσει σε παραγωγή πολύ ϐαρέων σωµατιδίων, mφ � 1013 GeV.

Τα επερχόµενα παρατηρησιακά δεδοµένα ϑα αποδώσουν εκ νέου όρια στις προβλέψεις του πληθωρισµού.
Μελλοντικές µετρήσεις των ns, r και της ϑερµοκρασίας αναθέρµανσης από πειράµατα όπως τα EUCLID [36],
PRISM [37], LiteBIRD [38] και το DECIGO [39] ϑα δώσουν πιο συγκεκριµένες πληροφορίες για τη µορφή
του πληθωριστικού δυναµικού και την επιλογή του κατάλληλου µοντέλου ανάµεσα στη δεδοµένη ΓΣ και
τροποποιηµένες ϑεωρίες.

1.8 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε το σενάριο της αναθέρµανσης για πληθωριστικά δυναµικά που περιγράφο-
νται από µια Λαγκρανζιανή µε µη τετριµµένες συζεύξεις της παραγώγου του πεδίου µε τον τανυστή Einstein.
Τα µοντέλα µε NMDC ενσωµατώνουν νέα χαρακτηριστικά στο σενάριο του πληθωρισµού και επεκτείνουν το
χώρο των παραµέτρων που τα διέπουν. Κατά τη διάρκεια του slow-roll η δυναµική των µοντέλων µε NM-
DC είναι πρακτικά ίδια µε αντίστοιχά τους µε τετριµµένες συζεύξεις. ∆είξαµε ότι ο εκφυλισµός αυτός στις
προβλέψεις των παραµέτρων r = r(ns) αίρεται αν ληφθεί υπόψιν η περίοδος της αναθέρµανσης.

Ο τρόπος µε τον οποίο το σύµπαν εξελίσσεται κατά τη ϕάση της αναθέρµανσης µεταβάλλει τις προβλέψεις
αυτές αφού καθορίζει τον τρόπο µε τον οποίο οι κλίµακες του CMB εισαγάγονται ξανά στην πληθωριστική
περίοδο. Η άγνοιά µας για την ϕάση αναθέρµανσης παραµετρίζεται από την καταστατική εξίσωση που την
διέπει, τη διάρκειά της Nreh, και τη ϑερµοκρασία της Treh. Καταλήγουµε σε τροποποιηµένες εκφράσεις για
τα Nreh και Treh ως προς την παρατηρήσιµη παράµετρο ns και την παράµετρο M̃ των µοντέλων µε NMDC.

Χρησιµοποιώντας το λογικό επιχείρηµα ότι η καταστατική εξίσωση µετά τον πληθωρισµό καθορίζεται
κυρίως από την ταλαντωτική συµπεριφορά του πληθωριστικού πεδίου γύρω από το ελάχιστο του δυναµικού
του κάναµε µια συγκριτική ανάλυση των µοντέλων µε µη τετριµµένη σύζευξη έναντι των καθιερωµένων
µοντέλων στα πλαίσια της ΓΣ. Για τα µοντέλα της ΓΣ χρησιµοποιήσαµε για την καταστατική εξίσωση µια
τιµή αναφοράς 0, ϑεωρώντας προσεγγιστικά ένα τετραγωνικό δυναµικό για µικρές τιµές του πεδίου, αλλά
και 1/5 για σενάρια αναθέρµανσης που εµφανίζονται στη ϐιβλιογραφία. Για τα µοντέλα µε NMDC οι τιµές
της καταστατικής εξίσωσης ϐρέθηκαν αρνητικές, είτε −1/3 ή −1/5, λόγω της µη τετριµµένης δυναµικής
των µοντέλων αυτών. ΄Ετσι δείξαµε ότι η περίοδος αναθέρµανσης µπορεί να παίξει σηµαντικό ϱόλο στο
διαχωρισµό των εκφυλισµένων µοντέλων.

Τα κύρια αποτελέσµατά µας συνοψίζονται στα σχήµατα 1.7 και 1.8. Το γενικό συµπέρασµα είναι ότι
µοντέλα µε NMDC προβλέπουν πολύ υψηλότερες ϑερµοκρασίες για την περίοδο αναθέρµανσης ενώ παράλ-
ληλα επιτρέπουν µεγαλύτερο εύρος στις παρατηρήσιµες παραµέτρους (ns, r) απ΄ ότι τα αντίστοιχα µοντέλα
της ΓΣ. Μελλοντικές µετρήσεις ϑα περιορίσουν περαιτέρω το εύρος τιµών του ns το οποίο µεταφράζεται στον
εύρος των e-folds N∗ και ισοδύναµα στο εύρος της ϑερµοκρασίας αναθέρµανσης Treh. Για ένα δεδοµένο
µοντέλο οι παρατηρήσεις από το CMB µπορούν να υποδείξουν την ενεργό παράµετρο της καταστατικής
εξίσωσης κατά τη διάρκεια της αναθέρµανσης (ή άµεσα την ϑερµοκρασία αναθέρµανσης [39]) ελέγχοντας
έτσι πιθανώς την παρουσία ή µη του NMDC στη δυναµική του πληθωριστικού πεδίου. Επιπλέον µια τέτοια
µελέτη ϑα δώσει και µια ένδειξη για την τάξη µεγέθους της σύζευξης M̃ εφόσον αυτή υφίσταται.

37





Κεφάλαιο 2

Βαρυτική Κατάρρευση σε Θεωρίες µε
Γενικευµένους Κινητικούς ΄Ορους
Βαθµωτού Πεδίου

2.1 Εισαγωγή

Κατά τη µελέτη της ϐαρυτικής κατάρρευσης της ύλης προς τη δηµιουργία ενός αστέρα νετρονίου, οι Op-
penheimer και Volkov [47] και Tolman [48], προχώρησαν πέρα από τη Νευτώνια ϐαρυτική ϑεωρία και
πρότειναν πως πρέπει να ϑεωρηθεί ένα γενικότερο πλαίσιο µελέτης λόγω των υψηλών µαζών και πυκνο-
τήτων. Βασίζοντας την ιδέα τους στη γενικότερη αντιµετώπιση της ισορροπίας (equilibrium) µιας σφαιρικά
συµµετρικής κατανοµής ύλης τόνισαν ότι η ϐαρυτική επίδραση της κινητικής ενέργειας της καταρρέουσας
µάζας δεν πρέπει να αµεληθεί.

Τις εργασίες αυτές ακολούθησαν εκτενείς µελέτες της ϐαρυτικής κατάρρευσης ενός σφαιρικού κελύφους
µε µάζα και της σταθερότητάς του. Η στρατηγική που ακολουθήθηκε ήταν να ϑεωρηθεί ένα ϱευστό µε ενσω-
µατωµένη κάποια συµµετρία και στη συνέχεια να λυθούν οι εξισώσεις του Einstein για µια συγκεκριµένη
καταστατική εξίσωση (µια πρόσφατη µελέτη υπάρχει στο [50])). Οι µελέτες αυτές έχουν το µειονέκτηµα
ότι δεν µπορούν να διακρίνουν τη δυναµική της καταρρέουσας ύλης. Κάτι τέτοιο µπορεί να γίνει παραµε-
τροποιώντας την κατάρρευση της µάζας µε ένα ϐαθµωτό πεδίο. Με τον τρόπο αυτό η δυναµική της µάζας
υπό κατάρρευση λαµβάνεται υπόψιν µέσω της εξίσωσης Klein-Gordon του ϐαθµωτού πεδίου. Η ϐαρυτική
κατάρρευση ϐαθµωτών πεδίων έχει µελετηθεί εκτενώς στα πλαίσια της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας.
Από τις αρχές της δεκαετίας του ΄90, µοντέλα µε ϐαθµωτά πεδία που καταλήγουν σε naked singularity
έχουν ϐρεθεί αριθµητικά από τον Choptuik [52] και αναλυτικά από τον Christodoulou [53–55]. Τα µοντέλα
αυτά παραβιάζουν την Υπόθεση Κοσµικής Λογοκρισίας (Cosmic Censorship Conjecture) του Penrose [56].
Στις εργασίες αυτές το ϐαθµωτό πεδίο είναι άµαζο και χωρίς αλληλεπιδράσεις µε τον εαυτό του. Μία κλάση
δυναµικών ϐρέθηκε στο [57], όπου οµαλές αρχικές συνθήκες εξελίσσονται προς τη δηµιουργία µιας γυµνής
ανωµαλίας (naked singularity) και οι ενεργειακές συνθήκες µπορούν να παραβιαστούν. Ο ϱόλος των γυµνών
ανωµαλιών στη ϐαρυτική εστίαση (gravitational lensing) µελετήθηκε στο [58].

΄Εχουν µελετηθεί µοντέλα κατάρρευσης µε ϐαθµωτά πεδία υπό την επίδραση δυναµικών που καθορίζουν
τη δηµιουργία ανωµαλίας (singularity). Η διαδικασία κατάρρευσης ενός ϐαθµωτού πεδίου σε ανωµαλία
είναι αρκετά διαφορετική από αντίστοιχα µοντέλα µε ύλη γύρω από µία κεντρική ανωµαλία. Στην περίπτωση
αυτή η ανωµαλία µπορεί να ϐρίσκεται στο σύνορο της “σφαίρας” του ϐαθµωτού πεδίου και να είναι naked.
Για το λόγο αυτό η λύση του ϐαθµωτού πεδίου πρέπει να ενωθεί µε µια κατάλληλα επιλεγµένη εξωτερική
λύση και να µελετηθεί η συµπεριφορά των ακτινικών γεωδαιτικών.

Οι συνθήκες κάτω από τις οποίες η ϐαρύτητα, συζευγµένη µε ϐαθµωτά πεδία που αλληλεπιδρούν µε
τον εαυτό τους, οδηγεί στη δηµιουργία µιας ανωµαλίας µελετήθηκε στο [59]. Στην εργασία αυτή ϐρέθηκε
ότι η δηµιουργία ανωµαλίας από ϐαθµωτά πεδία παρουσία δυναµικού καθορίζεται πλήρως από τη συνθήκη
ολοκληρωσιµότητας µιας συνάρτησης που σχετίζεται µε την πυκνότητα ενέργειας του µοντέλου. Αν η συνάρ-
τηση αυτή συγκλίνει δεν είναι δυνατή η δηµιουργία ενός ϕαινόµενου ορίζοντα (apparent horizon) που ϑα
καλύψει την ανωµαλία και έτσι δηµιουργείται µια γυµνή ανωµαλία. Μια κλάση µοντέλων ϐαθµωτού πεδίου
υπό κατάρρευση µε µη µηδενικό δυναµικό έχουν κατασκευαστεί στο [60]. Τα µοντέλα αυτά µπορούσαν να
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έχουν ως τελική κατάσταση µια γυµνή ανωµαλία, ενώ οι παράµετροι της ϑεωρίας ικανοποιούσαν την ασθενή
ενεργειακή συνθήκη (weak energy condition). Ειδικότερα ϐρέθηκε ότι η δηµιουργία µια µελανής οπής ή
µιας γυµνής ανωµαλίας ως τελική κατάσταση καθορίζεται από το ϱυθµό κατάρρευσης. Το αποτέλεσµα αυτό
δηλώνει ότι σε αυτή τη περίπτωση η Κοσµική Λογοκρισία (Cosmic Censorship) παραβιάζεται.

Η επίδραση της κοσµολογικής σταθεράς στην τελική κατάσταση ενός σφαιρικού οµογενούς (ή µη) νέφους
“σκόνης” έχει µελετηθεί στα [61–64]. Στις εργασίες αυτές ϐρέθηκε ότι ανάλογα µε τις αρχικές συνθήκες
υπό τις οποίες πραγµατοποιείται η κατάρρευση, το αποτέλεσµα µπορεί να είναι η δηµιουργία είτε µιας
µελανής οπής ή µιας naked singularity [61]. Στο [63] αποδεικνύεται ότι ο όρος της κοσµολογικής σταθεράς
επιβραδύνει την κατάρρευση της ύλης, περιορίζοντας επιπλέον το µέγεθος της σχηµατιζόµενης µελανής
οπής. Η δηµιουργία µελανών οπών ή των naked singularities µελετάται στο [65], χρησιµοποιώντας ένα
οµογενές χρονοεξαρτώµενο ϐαθµωτό πεδίο, συζευγµένο µε τη ϐαρύτητα µε αρνητική κοσµολογική σταθερά,
υπό την επίδραση ενός εκθετικού δυναµικού. Στο [66] γίνεται αντίστοιχη µελέτη ενός ϕορτισµένου ϐαθµωτού
πεδίου σε χωρόχρονο de Sitter.

Ως επέκταση της καθιερωµένης ϐαρύτητας υπάρχουν πιο γενικές ϑεωρίες που περιλαµβάνουν ϐαθµωτά
πεδία και ονοµάζονται ϑεωρίες ϐαθµωτού-τανυστή (scalar-tensor theories). Μια κατηγορία των ϑεωριών
αυτών, η οποία έχει µελετηθεί εκτενώς, είναι η ϑεωρία Horndeski [1]. Αυτή είναι η γενικότερη ϑεωρία
ϐαρύτητας η οποία καταλήγει σε εξισώσεις δεύτερης τάξης ως προς τα πεδία της και έχει ως υποσύνολο µια
ϑεωρία η οποία διατηρεί την συµµετρία µετατόπισης (shift symmetry ή Galilean symmetry) φ→ φ+bµx

µ+c
[3,71,145,146]. Η δράση της ϑεωρίας Horndeski γράφεται ως

S =

∫
d4x
√−g

(
L2 + L3 + L4 + L5

)
, (2.1)

όπου

L2 = G2(φ,X) , (2.2)
L3 = −G3(φ,X)�φ , (2.3)
L4 = G4(φ,X)R+G4X(φ,X)

[
(�φ)2 −∇µ∇νφ∇µ∇νφ

]
, (2.4)

L5 = G5(φ,X)Gµν∇µ∇νφ−
1

6
G5X(φ,X)

[
(�φ)3 +∇µ∇νφ∇ν∇αφ∇µ∇αφ− 3�φ∇µ∇νφ∇µ∇νφ

]
.(2.5)

Οι συναρτήσεις Gi, µε i = 2, 3, 4, 5, εξαρτώνται από το ϐαθµωτό πεδίο φ και την κινητική του ενέργεια
X = − 1

2∇αφ∇αφ ενώ το GiX δηλώνει τη µερική παραγώγιση του Gi ως προς το X, GiX = ∂Gi
∂X .

΄Ενας κοµµάτι της παραπάνω δράσης, που έχει µελετηθεί εκτενώς, είναι η σύζευξη της παραγώγου του
ϐαθµωτού πεδίου µε τον τανυστή Einstein όπως αυτή εµφανίζεται στην δράση Horndeski.

I =

∫
d4x
√−g

[
R− 2Λ

16πG
− 1

2
(gµν − λGµν)∇µφ∇νφ

]
, (2.6)

το οποίο εµπεριέχει και τον κανονικό κινητικό όρο. Σηµειώνουµε εδώ ότι ο όρος λGµν∇µφ∇νφ συζευγνύει
τον κινητικό όρο του ϐαθµωτού πεδίου άµεσα στην ϐαρύτητα.

Τοπικές λύσεις της παραπάνω δράσης που εµπεριέχει τον µη τετριµµένο κινητικό όρο έχουν µελετηθεί
σε διάφορες πρόσφατες εργασίες [6] όπου αποφεύγεται το ϑεώρηµα no-hair στη ϑεωρία Horndeski [73]. Στις
εργασίες αυτές έχουν ϐρεθεί λύσεις σφαιρικά συµµετρικών µελανών οπών οι οποίες τείνουν ασυµπτωτικά
σε χωρόχρονο anti-de Sitter. Στις λύσεις αυτές το ϐαθµωτό πεδίο απειρίζεται στον ορίζοντα της µελανής
οπής. ΄Ενας τρόπος να ξεπεραστεί το πρόβληµα αυτό, διατηρώντας την συµµετρία µετατόπισης, είναι η
εισαγωγή µιας γραµµικής εξάρτησης του ϐαθµωτού πεδίου από το χρονική συνιστώσα [74,75] ενώ ϑέµατα
σταθερότητας της λύσης αυτής µελετήθηκαν από στα [76, 77]. Πιο πρόσφατα υπάρχει αρκετό ενδιαφέρον
ως προς τη µελέτη της δηµιουργίας αστέρων νετρονίων και άλλων συµπαγών αντικειµένων στο σύµπαν
στη ϑεωρία Horndeski [79–82]. Το µοντέλο ενός αργά περιστρεφόµενου αστέρα νετρονίων έχει µελετηθεί
στο [83].

Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι η παρουσία της σύζευξης αυτής µε τον τανυστή Einstein δρα ως
όρος τριβής στην περίοδο του πληθωρισµού επεκτείνοντας τη ϕάση slow-roll του πληθωριστικού πεδίου
[9, 84, 85, 147]. Επιπλέον όπως δείχνουµε και στο Παράρτηµα ∆ʹ, στο τέλος του πληθωρισµού κατά τη
περίοδο της αναθέρµανσης εµφανίζεται µείωση στον αριθµό των παραγόµενων σωµατιδίων όσο αυξάνεται η
επίδραση της σύζευξης [154]. Στο κεφάλαιο 1 µελετήσαµε πως η σύζευξη αυτή µπορεί να οδηγήσει στον
διαχωρισµό των εκφυλισµένων πληθωριστικών µοντέλων κατά τη περίοδο του reheating [86].

Η παραπάνω συζήτηση υποδεικνύει ότι η παρουσία της σύζευξης των παραγώγων του ϐαθµωτού πεδίου
µε τη ϐαρύτητα µέσω του τανυστή Einstein επηρεάζει σηµαντικά την κινηµατική κατάσταση του ϐαθµωτού
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πεδίου. Θα ήταν ενδιαφέρον να µελετήσουµε αν η διαδικασία της ϐαρυτικής κατάρρευσης ενός ϐαθµωτού
πεδίου µπορεί επίσης να επηρεαστεί από µια τέτοια σύζευξη. Για να το κάνουµε αυτό ϑεωρούµε επιπλέον
την κοσµολογική σταθερά Λ, υποθέτουµε ότι το ϐαθµωτό πεδίο είναι οµογενές (εξαρτάται µόνο από τη
χρονική συνιστώσα) και ότι η υπό κατάρρευση περιοχή είναι µια µετρική FRW. Θεωρώντας επίσης ότι το
ϐαθµωτό πεδίο δεν αλληλεπιδρά µε τον εαυτό του µελετάµε τη ϐαρυτική κατάρρευση του ϐαθµωτού πε-
δίου και ϐρίσκουµε αριθµητικά, αλλά και µε προσεγγιστικές αναλυτικές εκφράσεις, ότι δηµιουργείται ένας
ϕαινόµενος ορίζοντας που ορίζει µια παγιδευµένη περιοχή (trapped surface) και καλύπτει την ανωµαλία
(singularity). Υπολογίζοντας τις λεγόµενες πρώτες και δεύτερες ϑεµελιώδεις µορφές (fundamental forms)
της µετρικής FRW και µιας µετρικής AdS4 Schwarzschild, ακολουθώντας τη µελέτη του [59], και ενώνοντας
τις δύο αυτές γεωµετρίες δείχνουµε ότι η αρχική FRW καταρρέει σε µια µελάνη οπή AdS4 Schwarzsch-
ild. Τέλος κάνοντας µια κατάλληλη υπόθεση για την πυκνότητα ενέργειας ώστε να οδηγεί τη γεωµετρία σε
κατάρρευση κάνουµε ανακατασκευή του αντίστοιχου δυναµικού που λύνει τις εξισώσεις κίνησης.

2.2 Γενικός ϕορµαλισµός µη τετριµµένης σύζευξης σε χωρόχρονο
FRW

΄Ενα γενικευµένο µοντέλο της ϑεωρίας αποτελείται από την κοσµολογική σταθερά, τη κινηµατική σύζευξη
του πεδίου µε τον τανυστή Einstein και ένα δυναµικό για το ϐαθµωτό πεδίο. Πιο συγκεκριµένα η δράση
παίρνει τη µορφή

S =

∫
d4x
√−g

{
R− 2Λ

16πG
−
[

1

2
gµν − 1

2
λGµν

]
∂µφ∂νφ− V (φ)

}
. (2.7)

Μεταβολή της δράσης ως προς τη µετρική gµν οδηγεί στις εξισώσεις Einstein

Gµν + Λgµν = 8πG[Tµν + λΘµν ] , (2.8)

όπου
Gµν ≡ Rµν −

1

2
gµνR , (2.9)

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ− gµνV (φ) , (2.10)

Θµν =
1

2
∂µφ∂νφR− 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) +

1

2
Gµν(∂φ)2 −∇aφ∇bφRµaνb −∇µ∇aφ∇ν∇aφ

+∇µ∇νφ�φ− gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
,

ενώ µεταβολή της ως προς το ϐαθµωτό πεδίο φ οδηγεί στην εξίσωση Klein-Gordon

�φ− Vφ = 0 , (2.11)

όπου Vφ δηλώνει τη παραγώγιση του δυναµικού ως προς το πεδίο φ και �φ = (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2[gµν +

λGµν ]∂νφ
]
.

Για να µελετήσουµε τη ϐαρυτική κατάρρευση του ϐαθµωτού πεδίου υποθέτουµε ότι είναι µόνο χρονικά
εξαρτώµενο και ότι η υπό κατάρρευση περιοχή είναι µια γεωµετρία FRW

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
. (2.12)

Για ευκολία ορίζουµε τις αδιάστατες ποσότητες

t ≡Mpl · t , λ ≡ λ ·M2
pl , k ≡ k

M2
pl

, Λ ≡ Λ

M2
pl

,

φ ≡ φ

Mpl
, V (φ) =

V (φ)

M4
pl

, Vφ =
Vφ(φ)

M3
pl

. (2.13)
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Η εξίσωση Klein-Gordon γίνεται(
1 +

3λ(ȧ2(t) + k)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
+ 3λ

(
ȧ3(t)

a3(t)
+ 2

ȧ(t)ä(t)

a2(t)
+
ȧ(t)k

a3(t)

))
φ̇(t) = −Vφ . (2.14)

ενώ tt-συνιστώσα των εξισώσεων Einstein (εξίσωση Friedmann) παίρνει τη µορφή

3(k + ȧ2(t))

a2(t)
− Λ = 4π

{[
1 + λ

(
6
ȧ2(t)

a2(t)
+ 3

(k + ȧ2(t))

a2(t)

)]
φ̇2(t) + 2V (φ)

}
. (2.15)

Στην επόµενη ενότητα µελετάµε λεπτοµερώς τις δύο εξισώσεις (2.14) και (2.15).

2.3 Βαρυτική κατάρρευση απουσία δυναµικού

Υποθέτουµε ότι ο υπο κατάρρευση χώρος είναι επίπεδος, k = 0, και ϑεωρούµε αρχικά την περίπτωση όπου
το ϐαθµωτό πεδίο δεν ϐρίσκεται παρουσία κάποιου δυναµικού, V (φ) = 0. Οι εξισώσεις (2.14) και (2.15)
παίρνουν τότε τη µορφή(

1 +
3λȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
+ 3λ

(
ȧ3(t)

a3(t)
+ 2

ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) = 0 . (2.16)

3ȧ2(t)

a2(t)
− Λ = 4π

(
1 + 9λ

ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̇2(t) . (2.17)

Σηµειώνουµε ότι εφόσον η δράση (2.7) είναι αναλλοίωτη κάτω από τον µετασχηµατισµό µετατόπισης
(shift symmetry), λόγω της απουσίας δυναµικού, µόνο παράγωγοι του ϐαθµωτού πεδίου φ εµφανίζονται
στις εξισώσεις κίνησης. Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να λύσουµε την εξίσωση (2.17) ως προς φ̇(t) και να
το αντικαταστήσουµε στην εξίσωση (2.16). Οδηγούµαστε έτσι σε µια εξίσωση που περιλαµβάνει µόνο το a(t)
και τις παραγώγους του την οποία λύνουµε αριθµητικά. Απεικονίζουµε τη συµπεριφορά του παράγοντα a(t)
στο Σχ. 2.1.
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(αʹ) Παράγοντας a(t) για διάφορες τιµές της σύζευξης λ. Η ανω-
µαλία δηµιουργείται όταν a(t) = 0.
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(ϐʹ) Παράγωγος ȧ(t). Η κατάρρευση ξεκινά όταν ȧ(t) = 0.

Σχήµα 2.1: Συµπεριφορά του παράγοντα a(t) και της παραγώγου του.

Η κατάρρευση ξεκινά όταν ȧ(t) < 0 ενώ η ανωµαλία δηµιουργείται τη χρονική στιγµή ts όπου a(ts) = 0. Μια
προσεγγιστική αναλυτική λύση στο Παράρτηµα επιβεβαιώνει το αποτέλεσµα αυτό στην ειδική περίπτωση λ =
0, V = 0), αλλά και στην πιο γενικευµένη περίπτωση λ 6= 0, V = λφ̇2. Η συµπεριφορά (της παραγώγου)
του ϐαθµωτού πεδίου όπως ϑα δούµε και στη συνέχεια ϐρίσκεται αντικαθιστώντας την αριθµητική λύση
για το a(t) στην (2.16) και απεικονίζεται στο Σχ. 2.2. Παρατηρούµε ότι καθώς η τιµή της σύζευξης λ
αυξάνεται, η διάρκεια της κατάρρευσης αυξάνεται και συνεπώς η χρονική στιγµή της δηµιουργίας της
ανωµαλίας µετατοπίζεται σε µεταγενέστερες στιγµές. Η συµπεριφορά αυτή του παράγοντα a(t) µπορεί να
γίνει κατανοητή από το γεγονός ότι η σύζευξη λ όπως έχουµε αναφέρει δρα ως όρος τριβής [9,84,85,147,154]
οπότε η διαδικασία της κατάρρευσης επιβραδύνεται.

Ακόµα ένα ενδιαφέρον συµπέρασµα είναι ότι τη χρονική στιγµή t = tsingularity για λ = 0 η παράγωγος
του ϐαθµωτού πεδίου εκτινάσσεται σε απείρως υψηλές τιµές ενώ παρουσία της µη τετριµµένης σύζευξης
παίρνει πεπερασµένες τιµές. ΄Οπως αναφέραµε και παραπάνω αντικαθιστώντας την αριθµητική λύση για το
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Σχήµα 2.2: Αριθµητική λύση της παραγώγου του ϐαθµωτού πεδίου, φ̇(t), για διάφορα λ.

a(t) στην (2.16) ϐρίσκουµε το αποτέλεσµα που απεικονίζεται στο Σχ. 2.2

Στις αριθµητικές λύσεις έχουµε χρησιµοποιήσει κατάλληλες τιµές των παραµέτρων ώστε να ικανοποιείται
η ασθενής συνθήκη ενέργειας (weak energy condition) ρ(t)+3p(t) ≥ 0 που απαιτείται σε σενάρια ϐαρυτικής
κατάρρευσης. Στη συνθήκη αυτή η πυκνότητα ενέργειας και η πίεση δίνονται στο µοντέλο αυτό από τις
σχέσεις

ρ(t) = T00 + λΘ00 =
φ̇2(t)

2
− 9

2
λ
ȧ2(t)

a2(t)
, (2.18)

p(t) = Tii + λΘii =
φ̇2

2
−
λ
(
ȧ2(t)φ̇2(t) + 2a(t)φ̇(t)

(
φ̇(t)ä(t) + 2ȧ(t)φ̈(t)

))
2a2(t)

. (2.19)

Στο Σχ. 2.3 απεικονίζουµε την ασθενή συνθήκη ενέργειας για διάφορες τιµές του λ και παρατηρούµε ότι
ρ(t) + 3p(t) ≥ 0 σε κάθε περίπτωση.
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Σχήµα 2.3: Η συνθήκη ρ(t) + 3p(t) ≥ 0 ικανοποιείται για κατάλληλες επιλογές του λ.

2.3.1 ∆ηµιουργία του εν δυνάµει ορίζοντα (apparent horizon)

Για να µελετήσουµε το σχηµατισµό µιας γυµνής (naked) ανωµαλίας ή µιας µελανής οπής πρέπει να διερευ-
νήσουµε τη δυναµική ενός εν δυνάµει ορίζοντα. Αναλύουµε υπο ποιές συνθήκες σχηµατίζονται παγιδευµένες
επιφάνειες και διερευνούµε το πως επηρεάζονται οι ιδιότητές τους από την ύπαρξη της σύζευξης λ.

Αρχικά µελετάµε την απλουστευµένη περίπτωση µε λ = 0. Τότε ο τανυστής ενέργειας-ορµής γίνεται

T νµ = diag(−ε, p, p, p) ,

µε
ε =

1

2
φ̇2 + V (φ) και p =

1

2
φ̇2 − V (φ) . (2.20)
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∆ουλεύοντας µε αδιάτατες ποσότητες οι εξισώσεις κίνησης απλουστεύονται στις συνήθεις σχέσεις

Friedmann : ȧ2(τ) =
8π

3
a2(t)ε , (2.21)

Klein-Gordon : φ̈(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(t) = −Vφ(φ) . (2.22)

Για V (φ) = 0 οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να λυθούν αριθµητικά για διάφορες τιµές του Λ όπως
δείχνουµε στο Σχ. 2.4
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(αʹ) Παράγοντας a(t) για διάφορα λ χωρίς τη σύζευξη (λ = 0).
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(ϐʹ) ȧ(t) για διάφορα Λ, (λ = 0).

Σχήµα 2.4: Σχηµατισµός της ανωµαλίας παρουσία αρνητικής κοσµολογικής σταθεράς, χωρίς σύζευξη (λ =
0).

Στο Παράρτηµα ϐρίσκουµε µια αναλυτική λύση για αυτή τη περίπτωση

a(t) =

cosh
(√

3Λ(t− C1)
)

cosh
(√

3ΛC1

)
1/3

, (2.23)

Σηµειώνουµε σε αυτό το σηµείο ότι για ϑετική κοσµολογική σταθερά ο παράγοντας a(t) δεν µηδενίζεται,
αντιθέτως αυξάνεται συνεχόµενα, συνεπώς το πεδίο δεν καταλήγει σε ανωµαλία. Για Λ < 0 όµως έχουµε

a(t) =

cos
(√

3|Λ|(t− C1)
)

cos
(√

3|Λ|C1

)
1/3

. (2.24)

Τότε είναι προφανές ότι

a

(
t = C1 +

π

2
√

3|Λ|

)
= 0 ,

Συνεπώς η ανωµαλία δηµιουργείται την χρονική στιγµή ts = C1+ π

2
√

3|Λ|
. ∆ιαφορίζοντας την (2.24) ϐρίσκου-

µε

ȧ

(
t = C1 +

π

2
√

3|Λ|

)
=

√
|Λ|

√
3 cos

(√
3Λ(C1)

) sin
(√

3|Λ|(t− C1)
)

cos2/3
(√

3|Λ|(t− C1)
)
∣∣∣∣∣∣
t=C1+ π

2
√

3|Λ|

= −∞ .

Θέλουµε να διερευνήσουµε αν η ανωµαλία αυτή καλύπτεται από έναν εν δυνάµει ορίζοντα. Αν ϑεωρήσουµε
th(r) την καµπύλη του εν δυνάµει ορίζοντα, τότε το όριο της καµπύλης ορίζεται από τη σχέση R(r, th(r)) =
2m(r, th(r)), όπου m(r, th(r)) είναι η µάζα Misner-Sharp και R(r, t) ≡ ra(t). Τότε κάθε επιφάνεια µε
συντεταγµένες (r, t) µέσα στην παγιδευµένη περιοχή ικανοποιεί τη σχέση

T = {(r, t) : R(r, t) ≤ 2m(r, t)} .

Για τη µετρική FRW η ανισότητα αυτή δίνει

2m(r, t) = R
(
1− gαβ∂αR∂βR

)
= r3ȧ2(t)a(t) .
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Για το λόγο αυτό για κάθε σηµείο που ανήκει στην παγιδευµένη περιοχή πρέπει να ισχύει η συνθήκη
r2ȧ2 ≥ 1. ΄Εχουµε δείξει ότι ȧ2(ts) = +∞, συνεπώς ϑα υπάρχει µια χρονική στιγµή th(r) < ts τέτοια ώστε
το ȧ2 παίρνει την ελάχιστη τιµή ȧ2(th(r)) = 1

r2 . Τότε ο εν δυνάµει ορίζοντας ϐρίσκεται πριν την καµπύλη της
ανωµαλίας t = ts και την καλύπτει για κάθε r > 0. Για αρνητική κοσµολογική σταθερά λοιπόν, απουσία
δυναµικού, έχουµε το σχηµατισµό ενός εν δυνάµει ορίζοντα. Σε συµφωνία µε τα αποτελέσµατα των [59], [65]
το “κέλυφος” του ϐαθµωτού πεδίου παγιδεύεται πριν καταλήξει σε ανωµαλία µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία
µιας µελανής οπής. Στην αντίθετη περίπτωση, όπως ϑα αναφέρουµε και στην ενότητα 2.4, αν το ȧ(ts) είναι
πεπερασµένο είναι δυνατόν να ϐρούµε κάποιο τέτοιο ώστε να µη σχηµατίζεται ορίζοντας.

Γενικεύουµε το µοντέλο για κινηµατική σύζευξη του ϐαθµωτού πεδίου λ 6= 0. Οι εξισώσεις κίνησης τώρα
παίρνουν τη µορφή

3
ȧ2

a2

(
1− 12πλφ̇2

)
− (Λ + 8πV (φ) + 4πφ̇2) = 0 , (2.25)

3ȧ(t)φ̇(t) + a(t)φ̈(t)

a(t)
+

3λȧ
(
ȧ2(t)φ̇(t) + 2a(t)φ̇2(t)ä(t) + a(t)ȧ(t)φ̈(t)

)
a3(t)

= −Vφ(φ) . (2.26)

Για V (φ) = 0 οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να λυθούν αριθµητικά. ∆ίνοντας µια τιµή στην κοσµολογική
σταθερά Λ = −0.0015 έχουµε ως αποτέλεσµα τη συνάρτηση a(t) που απεικονίζεται στο Σχ. 2.5.
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Σχήµα 2.5: Αριθµητική λύση του a(t) για λ > 0,Λ = −0.0015

Είναι σηµαντικό να δείξουµε ότι η παράγωγος ȧ(t) πράγµατι τείνει στο ȧ(t) τη στιγµή t = ts και να ελέγξουµε
αν η συνθήκη αυτή εξαρτάται από το λ. Στο Παράρτηµα λύνουµε τις εξισώσεις κίνησης αναλυτικά σε χρονικές
στιγµές κοντά στην δηµιουργία ανωµαλίας µε αποτέλεσµα

a(t) ∼ (ts − t)
2
3 ⇒ ȧ(t) ∼ −(ts − t)−

1
3 (2.27)

Συνεπώς ο παράγοντας a(t) µηδενίζεται για κάποια κατάλληλη τιµή t = ts και η παράγωγός του αποκλίνει
στο −∞, εφόσον ο εκθετής − 1

3 είναι αρνητικός, υποδηλώνοντας έτσι τη δηµιουργία ενός εν δυνάµει ορίζοντα
και τελικά µιας µελανής οπής. Τα παραπάνω αποτελέσµατα είναι ανεξάρτητα του λ εποµένως ο εν δυνάµει
ορίζοντας σχηµατίζεται για κάθε τιµή της σύζευξης.

΄Ενα ακόµα ενδιαφέρον αποτέλεσµα που ϕαίνεται στο Σχ. 2.4 είναι ότι όσο η απόλυτη τιµή της κοσµολο-
γικής σταθεράς αυξάνεται ο χρόνος της κατάρρευσης και συνεπώς ο χρόνος που δηµιουργείται η ανωµαλία
µειώνονται. Η αρνητική κοσµολογική σταθερά µπορεί να οριστεί ώς Λ = −3/l2 σχετιζόµενη έτσι µε την
ακτίνα l ενός χώρου AdS4, συνεπώς η µείωση αυτή της χρονικής διάρκειας µπορεί να γίνει κατανοητή ως το
γεγονός ότι το ϐαθµωτό πεδίο έχει λιγότερη απόσταση να “διανύσει” στον χώρο AdS4. Στην επόµενη ενότη-
τα ϑα δείξουµε ότι η κατάρρευση του ϐαθµωτού πεδίου πράγµατι καταλήγει στη δηµιουργία µιας µελανής
οπής Schwarzschild-AdS4

2.3.2 Σχηµατισµός της συνοριακής επιφάνειας

Για να κατασκευάσουµε τον κατάλληλο ορίζοντα γεγονότων που σηµατοδοτεί τη δηµιουργία µιας µελανής
οπής ϑα µελετήσουµε την ένωση της µετρικής FRW στην οποία υπάρχει το ϐαθµωτό πεδίο

ds2
int = −dt2 + a2(t)dr2 + r2a2(t)dΩ , (2.28)
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µε µια µετρική Schwarzschild-AdS4

ds2
ext = −χ(Y )dT 2 + χ(Y )−1dY 2 + Y 2dΩ2, χ(Y ) = 1− 2M(Y )

Y
+
Y 2

l2
, (2.29)

σε µια υπερεπιφάνεια Σ. Αναφέρουµε το ϕορµαλισµό που αναπτύσσεται κυρίως στο [59] και στη συνέχεια
τον εφαρµόζουµε στην δική µας περίπτωση. παραµετροποιούµε την Σ µε συντεταγµένες ya = (τ, θ, φ). Η
ενσωµάτωση της Σ στον “εσωτερικό” χώρο µε µετρική την (2.28) είναι ya = (τ, θ, φ) ↪→ xα = (τ, rb, θ, φ). Η
πρώτη ϑεµελιώδης µορφή (first fundamental form) ορίζεται ως

IintΣ = gαβ
dxα

dya
dxβ

dyb︸ ︷︷ ︸
hab

dyadyb , (2.30)

από την οποία ϐρίσκουµε
IintΣ = −dτ2 + r2

ba
2(t)dΩ2 . (2.31)

Το ορθογώνιο διάνυσµα στη Σ της (2.28) ικανοποιεί τη σχέση gαβ
∂xα

∂ya ξ
β = 0 από την οποία ϐρίσκουµε

ξα = (0, ξ1, 0, 0) και ξα = (0, ξ1a2(t), 0, 0). Το κανονικοποιηµένο ορθογώνιο διάνυσµα µε nαnα = 1
(χωροειδές διάνυσµα) είναι

nα = (0, a−1(t), 0, 0) .

Η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή (second fundamental form) ή αλλιώς εξωτερική καµπυλότητα (extrinsic
curvature) της υπερεπιφάνειας Σ δίνεται από την

Kab = −nα
(

∂2xα

∂ya∂yb
+ Γαρσ

∂xρ

∂ya
∂xσ

∂yb

)
, (2.32)

η οποία για το διάνυσµα nα της (2.28) δίνει

IIintΣ = 0 · dτ2 + rba(t)dΩ2 . (2.33)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία για την “εξωτερική” µετρική (2.29) η ενσωµάτωση γίνεται µε συντεταγ-
µένες ya = (τ, θ, φ) ↪→ xα = (T (τ), Y (τ), θ, φ). Τότε από την πρώτη ϑεµελιώδη µορφή (2.30) ϐρίσκουµε

IextΣ =

(
−χ(Y )Ṫ 2 +

1

χ(Y )
Ẏ 2

)
dτ2 + Y 2(τ)dΩ2 . (2.34)

Ταυτίζοντας τις πρώτες ϑεµελιώδεις µορφές (2.31) και (2.34) ϐρίσκουµε(
−χ(Y )Ṫ 2 +

Ẏ 2

χ(Y )

)
= −1 (2.35)

και
Y 2(τ) = r2

ba
2(t) . (2.36)

Βρίσκουµε το ορθογώνιο διάνυσµα της (2.29)

ξα =

(
ξ0,− g00Ṫ

g11Ẏ
ξ0, 0, 0

)
,

µε την κανονικοποιηµένη του µορφή να είναι

nα =

 1√
−χ(Y ) + χ3(Y )Ṫ 2

Ẏ 2

,
χ2(Y )Ṫ (Y )√

−χ(Y ) + χ3(Y )Ṫ 2

Ẏ 2
Ẏ
, 0, 0


και το χρησιµοποιούµε στην (2.32) για να ϐρούµε τη δεύτερη ϑεµελιώδη µορφή

IIextΣ = −
χ2(Y )χ(Y ),Y Ṫ

3 + 3χ(Y ),Y Ṫ Ẏ
2 + 2χ(Y )

(
Ẏ T̈ − Ṫ Ÿ

)
2χ(Y )

dτ2 + Y χ(Y )Ṫ dΩ2 . (2.37)
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Ταυτίζοντας τις δεύτερες ϑεµελιώδεις µορφές του εσωτερικού (2.33) και εξωτερικού (2.37) χώρου ϐρίσκουµε

−
χ2(Y )χ(Y ),Y Ṫ

3 + 3χ(Y ),Y Ṫ Ẏ
2 + 2χ(Y )

(
Ẏ T̈ − Ṫ Ÿ

)
2χ(Y )

= 0 , (2.38)

και
Y χ(Y )Ṫ = rba(τ) . (2.39)

Οι εξισώσεις (2.35), (2.36), (2.38) και (2.39) καθορίζουν πλήρως τις συνθήκες ένωσης των δύο γεωµετριών στο
σύνορο. Μπορούµε να ελέγξουµε ότι η (2.38) ισχύει ταυτοτικά χρησιοποιώντας τις υπόλοιπες τρείς ((2.35) ,
(2.36) και (2.39)). Επιπλέον η (2.35) υποδηλώνει ότι η µάζα Misner-Sharp είναι συνεχής στην Σ, δηλαδή
2m(rb, τ) = Yb(τ) (1− χ(Yb)). Από τη σχέση αυτή ϐρίσκουµε µια χρονοεξαρτώµενη µάζα

r3
b ȧ

2(τ)a(τ) = rba(τ)

(
1−

(
1− 2M(τ)

rba(τ)
+
r2
ba

2(τ)

l2

))
⇒ M(τ) =

1

2
r3
ba(τ)

(
ȧ2(τ) +

a2(τ)

l2

)
.

(2.40)
Από την (2.39) ϐλέπουµε ότι η χρονική συντεταγµένη πρέπει να ικανοποιεί την

dT

dτ
=

1

χ(Yb)
,

έτσι η χρονική στιγµή της δηµιουργίας της ανωµαλίας δίνεται από τη σχέση

Ts =

∫ τs

0

dτ

χ(Yb)

(2.40)
=

∫ τs

0

dτ

1− r2
b

(
ȧ2 + a2

l2

)
+

r2
ba

2

l2

=

∫ τs

0

dτ

1− r2
b ȧ

2
. (2.41)

Βλέπουµε ότι επειδή το ȧ2(τ) δεν είναι ϕραγµένο στο διάστηµα (0, τs) δεν µπορούµε να ϐρούµε ένα rb > 0
τέτοιο ώστε η ποσότητα 1 − r2

b ȧ
2 να µη µπορεί να µηδενιστεί. ΄Ετσι λοιπόν η συνάρτηση 1

χ(Yb)
δεν είναι

ολοκληρώσιµη στο (0, τs). Για τις ακτινικές ϕωτοειδείς (null) γεωδαισιακές έχουµε ds2 = 0 στην µετρική
AdS4-Schwarzschild και ϐρίσκουµε

0 = −χ(Y )dT 2 +
dY 2

χ(Y )
⇒ dT

dY
=

1

χ(Y )
.

Αλλά όπως αναφέραµε η παραπάνω διαφορική εξίσωση δεν έχει λύση, έτσι µια ακτινική ϕωτοειδής γεωδαι-
σιακή που να ξεκινάει από την ανωµαλία δεν υπάρχει. Το σύνορο Σ = {r = rb} καταρρέει σε µια µελανή
οπή.

2.3.3 Συµπεριφορά του “κελύφους” του ϐαθµωτού πεδίου

Προκειµένου να µελετήσουµε τη συµπεριφορά του κελύφους του ϐαθµωτού πεδίου ϑα πρέπει να εκφράσου-
µε τις µετρικές (2.28), (2.29) στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων. Ακολουθώντας τη µέθοδο του [65], διαλέγου-
µε η ακτινική συντεταγµένη του εσωτερικού χωρόχρονου (2.28) να είναι

Y = ra(t) ⇒ a(t)dr = dY − rȧ(t)dt

µε αποτέλεσµα

ds2 =

(
Y 2ȧ2(t)

a2(t)
− 1

)
dt2 + dY 2 − 2

ȧ(t)

a(t)
Y dtdY + Y 2dΩ2 . (2.42)

Για την εξωτερική περιοχή χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό Painleve - Gullstrand

T = t+ f(Y )

µε αποτέλεσµα

ds2 = −χ(Y )dt2 −
(
χ(Y )f ′

2

(Y )− χ−1(Y )
)
dY 2 − 2χ(Y )f ′(Y )dtdY + Y 2dΩ2 ,

όπου f ′(Y ) = df(Y )
dY . Μπορούµε να διαλέξουµε το f ′(Y ) µε τέτοιο τρόπο ώστε το όρος που πολλαπλασιάζει

το dY 2 να ισούται µε τη µονάδα. Πιο συγκεκριµένα διαλέγουµε f ′2(Y ) = χ−1(Y )−1
χ(Y ) . Τότε η µετρική παίρνει

τη µορφή

ds2 = −χ(Y )dt2 + dY 2 − 2χ(Y )

√
χ−1(Y )− 1

χ(Y )
dtdY + Y 2dΩ2 . (2.43)
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Ταυτίζοντας τα χρονικά κοµµάτια των δύο µετρικών (2.42) και (2.43) ϐρίσκουµε µια συνθήκη ένωσης.(
Y 2ȧ2(t)

a2(t)
− 1

)
= −χ(Y ) ⇒ ȧ2(t)

a2(t)
=

2M(t)

Y 3
− 1

l2
.

Χρησιµοποιώντας την έκφραση (2.40) για τη µάζα Misner-Sharp στο σύνορο ϐρίσκουµε

Yb(τ) = rba(τ) ,

όπου το Yb δηλώνει το σύνορο του κελύφους του ϐαθµωτού πεδίου. Μπορούµε επιπλέον να ϐρούµε τη συ-
µπεριφορά του εν δυνάµει ορίζοντα ϑέτοντας το χρονικό κοµµάτι

(
Y 2
AH ȧ

2(t)
a2(t) − 1

)
= 0. Τέλος ϐρίσκουµε τον

ορίζοντα γεγονότων από τη σχέση
(

1− 2M(t)
YEV

+
Y 2
EV

l2

)
= 0. ΄Οπως έχουµε ήδη δηλώσει στην ενότητα 2.3.1

εφόσον ȧ2(ts) = +∞ µπορούµε να διαλέξουµε οποιοδήποτε rb και να έχουµε µια παγιδευµένη περιοχή.
Στην αριθµητική µελέτη δίνουµε µια τιµή rb = 3 και µελετάµε την εξέλιξη του συνόρου. Συµµαζεύοντας τα
παραπάνω αποτελέσµατα στο Σχ. 2.6 δείχνουµε ότι ο εν δυνάµει ορίζοντας δηµιουργείται και τείνει προς το
µηδέν καθώς το σύνορο πηγαίνει προς την ανωµαλία. Η παγιδευµένη περιοχή ϐρίσκεται ανάµεσα στον εν
δυνάµει ορίζοντα και στο κέλυφος του ϐαθµωτού πεδίου. Παρατηρούµε ότι το σχήµα της µεταβάλλεται και
οι σχετιζόµενες ποσότητες εξαρτώνται από τη µη τετριµµέννη σύζευξη λ. Στο Σχ. 2.7αʹ απεικονίζουµε το
“εµβαδόν” της παγιδευµένης επιφάνειας ως προς το λ, ενώ στο Σχ. 2.7βʹ µπορούµε να δούµε πως µεταβάλ-
λεται συναρτήσει του χρόνου η παγιδευµένη µάζα για διάφορα λ. Οι χρονικές στιγµές που σχηµατίζεται ο
εν δυνάµει ορίζοντας και η ανωµαλία συναρτήσει του λ ϕαίνεται στο Σχ. 2.8.
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Σχήµα 2.6: Ο ορίζοντας γεγονότων (τελείες) αυξάνεται µέχρι να συναντηθεί µε το σύνορο της σφαίρας του
ϐαθµωτού πεδίου. Τη στιγµή εκείνη σχηµατίζεται ο εν δυνάµει ορίζοντας ο οποίος τείνει προς το µηδέν
καθώς το σύνορο του κελύφους υπό κατάρρευση πλησιάζει προς την ανωµαλία. Η παγιδευµένη περιοχή
ϐρίσκεται ανάµεσα στον εν δυνάµει ορίζοντα και στο σύνορο.
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Σχήµα 2.7: Παγιδευµένη περιοχή και µάζα για διάφορες τιµές της σύζευξης λ.
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Σχήµα 2.8: Σχηµατισµός του εν δυνάµη ορίζοντα πριν την ανωµαλία.

2.4 Βαρυτική κατάρρευση παρουσία δυναµικού

Συµπεριλαµβάνοντας έναν όρο δυναµικού στη ϑεωρία µας

S =

∫
d4x
√−g

{
R− 2Λ

16πG
− 1

2
gµν∂µφ∂νφ+

1

2
λGµν∂µφ∂νφ− V (φ)

}
, (2.44)

έχουµε την αντίστοιχη εξίσωση Friedmann

Λ + 8πV (φ(t)) + 4πφ̇2(t)− 3
ȧ2(t)

a2(t)

(
1− 12πλφ̇2(t)

)
= 0 ,

και Klein - Gordon

−Vφ(φ(t))− φ̇(t)

(
3
ȧ(t)

a(t)
+ 3λ

ȧ3(t)

a3(t)
+ 6λ

ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
−
(

1 + 3λ
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) = 0 .

Η πυκνότητα ενέργειας και η πίεση στον τανυστή ενέργειας-ορµής

T νµ = διαγ(−ε, p, p, p) ,

είναι
ε =

φ̇2

2
+ V (φ) +

9

2
λ
ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2(t) , (2.45)

και

p =
φ̇2

2
− V (φ)−

λ
(
ȧ2(t)φ̇2(t) + 2a(t)φ̇(t)

(
φ̇(t)ä(t) + 2ȧ(t)φ̈(t)

))
2a2(t)

. (2.46)

Μπορούµε να γράψουµε την εξίσωση Friedmann στη µορφή

ȧ2(t)

a2(t)
− Λ

3
=

8π

3
ε . (2.47)

Τότε ακολουθώντας τη µέθοδο του [59] και [51] προκειµένου να µελετήσουµε ένα σενάριο κατάρρευσης
απαιτούµε η πυκνότητα ενέργειας να υπακούει στη σχέση

ε = a−ν(t) , ν > 0 .

Αντικαθιστώντας την παραπάνω στην (2.47) ϐρίσκουµε

ȧ2(t) =
Λ

3
a2(t) +

8π

3
a2−ν(t) ,

ή
ȧ2(t) =

Λ

3
a2(t) +

8π

3
a2β(t) , µε β = 1− ν

2
,
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όπου έχουµε εισαγάγει την παράµετρο β όπως και στο [65]. Χρησιµοποιώντας τη σχέση d
dt

(
εa3
)

= −p ddt
(
a3
)

για ε = a−ν ϐρίσκουµε ότι p = − 3−ν
3aν . Εισάγοντας την παράµετρο της καταστατικής εξίσωσης w από τη

σχέση w = p
ε , και λαµβάνοντας υπόψιν τα όρια −1 < w < 1, ϐρίσκουµε 0 < ν < 6 ή −2 < β < 1. Συνεπώς

πρέπει να εστιάσουµε µόνο σε αυτές τις τιµές για την παράµετρο β.
Ας αρχικές συνθήκες ϑεωρούµε a(0) = 1 τη χρονική στιγµή t = 0. Το πεδίο εξελίσσεται ϕτάνοντας

στην ανωµαλία όταν a(tσινγυλαριτψ) = 0. Συνεπώς ϑεωρούµε περιπτώσεις όπου ο παράγοντας a(t) είναι µια
συνάρτηση του t που ϕθίνει µονότονα. Λύνουµε έτσι την εξίσωση

ȧ(t) = −
√

Λ

3
a2(t) +

8π

3
a2β(t)

και ϐρίσκουµε

a(t) = (8π)
1

2−2β


√

1

|Λ| sin

 t(β − 1)
√

3
√

1
|Λ|

− arcsin

((
(8π)−

1
2

)√ 1

|Λ|Λ
)

1
1−β

. (2.48)

Ο σχηµατισµός µιας µελανής οπής ή η γυµνής ανωµαλίας καθορίζεται από το ȧ(t) και τότε πρέπει να
µελετηθούν οι συνθήκες ταύτισης των ϑεµελιωδών µορφών. Η µελέτη αυτή πραγµατοποιήθηκε στο [65]
για Λ < 0 και ϐρέθηκε ότι µια γυµνή ανωµαλία δηµιουργείται για 0 < β < 1 ενώ ένας εν δυνάµει
ορίζοντας οδηγεί στη δηµιουργία µιας µελανής οπής για −2 < β < 0. Η κατασκευή αυτή και τα παραπάνω
αποτελέσµατα δεν επηρεάζονται από τη µή-τετριµµένη σύζευξη λ. Στο Σχ. 2.9 δείχνουµε τη µορφή του
παράγοντα a(t) και της παραγώγου του ȧ(t) για διάφορες τιµές του β. Από τη λύση (2.48) αλλά και από το
Σχ. 2.9 είναι εµφανές ότι το ȧ(t) είναι πεπερασµένο για 0 < β < 1 (γυµνή ανωµαλία) ενώ πηγαίνει στο −∞
για −2 < β < 0 (σχηµατισµός µελανής οπής).
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Σχήµα 2.9: Παράγοντας a(t) και η παράγωγός του ȧ(t) για Λ = −0.0015 και διάφορες τιµές της παραµέτρου
β.

Υιοθετώντας τον παράγοντα a(t) της σχέσης (2.48) µπορούµε να συνεχίσουµε στη λύση των αντίστοιχων
εξισώσεων κίνησης για το ϐαθµωτό πεδίο και το δυναµικό. Αρχικά διαφορίζουµε την εξίσωση Friedmann ως
προς t µε αποτέλεσµα

dV (φ(t))

dt
= − 6

8π

(
1− 12πλφ̇2(t)

)( ȧ3(t)

a3(t)
− ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
−
(

1 + 9λ
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̇(t)φ̈(t) , (2.49)

και στη συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την Klein-Gordon µε φ̇(t)

dV (φ(t))

dt
= −φ̇2(t)

(
3
ȧ(t)

a(t)
+ 3λ

ȧ3(t)

a3(t)
+ 6λ

ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
−
(

1 + 3λ
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̇(t)φ̈(t) . (2.50)

Αφαιρώντας την (3.30) από την (3.25) ϐρίσκουµε

3ȧ3(t)
(

1− 16πλφ̇2(t)
)

4πȧ3(t)
− ȧ(t)

3φ̇2(t)

a(t)
+

3
(

1− 4πλφ̇2(t)
)
ä(t)

4πa2(t)

+ 6λ
ȧ2(t)

a2(t)
φ̇(t)φ̈(t) = 0 . (2.51)
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Λύνουµε την (2.51) αριθµητικά ως προς το φ(t) χρησιµοποιώντας την έκφραση (2.48) για το a(t) και τις πα-
ϱαγώγους του µε αρχικές συνθήκες φ(0) = 0, φ̇(0) = 0.001, και τα αποτελέσµατα ϕαίνονται στο Σχ. 2.10αʹ.
Στο Σχ. 2.10βʹ δίνουµε το αντίστοιχο αποτέλεσµα για την περίπτωση χωρίς σύζευξη. ΄Οπως ϕαίνεται το πεδίο
φ(t), εκτινάσσεται στην ανωµαλία για κάθε β ∈ (−2, 1) όσο το λ = 0 κάτι που δεν συµβαίνει στην περίπτωση
που λ 6= 0.
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Σχήµα 2.10: Εξέλιξη του ϐαθµωτού πεδίου για διάφορες τιµές της παραµέτρου β.

Η µη-τετριµµένη σύζευξη επιβραδύνει την εξέλιξη του ϐαθµωτού πεδίου το οποίο εν τέλει παίρνει πεπερα-
σµένη τιµή στην ανωµαλία. Επιβεβαιώνουµε το συµπέρασµα αυτό σχεδιάζοντας την εξέλιξη της παραγώγου
του ϐαθµωτού πεδίου στο Σχ. 2.11. Βλέπουµε και πάλι πως για λ = 0 η παράγωγος του πεδίου εκτινάσσεται
στην ανωµαλία ενώ για λ 6= 0 ϕτάνει σε µια σταθερή τιµή.
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Σχήµα 2.11: Εξέλιξη του ϐαθµωτού πεδίου για διάφορες τιµές της παραµέτρου β.

Τελικά, έχοντας γνωστή τη συµπεριφορά του ϐαθµωτού πεδίου µπορούµε να ϐρούµε τη µορφή του δυναµι-
κού χρησιµοποιώντας τις (2.45) και (2.47). Στο Σχ. 2.12 σχεδιάζουµε το δυναµικό συναρτήσει του ϐαθµωτού
πεδίου φ(t).
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Σχήµα 2.12: Αριθµητική λύση του δυναµικού για διάφορες τιµές της παραµέτρου β.
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2.5 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τη ϐαρυτική κατάρρευση ενός χρονοεξαρτώµενου ϐαθµωτού πεδίου σε µια
ϑεωρία µε αρνητική κοσµολογική σταθερά στην οποία, εκτός από τον κανονικό κινητικό όρο, το ϐαθµωτό
πεδίο είναι κινηµατικά συζευγµένο µε τη ϐαρύτητα µέσω του τανυστή Einstein. Ο όρος αυτός είναι κοµµάτι
της ϑεωρίας Horndeski το οποίο καταλήγει σε εξισώσεις δεύτερης τάξης για τα πεδία και χαρακτηρίζεται από
τη συµµετρία µετατόπισης. Στο πρώτο στάδιο έγινε µελέτη απουσία δυναµικού. Ελέγξαµε ότι κατάλληλες
παράµετροι ικανοποιούν την ασθενή συνθήκη ενέργειας κατά τη διαδικασία της κατάρρευσης.

Βρίσκουµε ότι καθώς αυξάνεται η τιµή της σύζευξης λ, αυξάνεται και ο χρόνος ts που χρειάζεται ο
παράγοντας a(t) για να ϕτάσει στην ανωµαλία. Επιπλέον δείξαµε ότι χρειάζεται περισσότερος χρόνος για
τον σχηµατισµό του εν δυνάµει ορίζοντα. Το ϐαθµωτό πεδίο έχει πεπερασµένη τιµή στην ανωµαλία στην
περίπτωση που το λ είναι µη µηδενικό. Ενώνοντας την υπό κατάρρευση µετρική που αντιλαµβάνεται
το ϐαθµωτό πεδίο µε αυτή µιας Schwarzschild-AdS4 µελανής οπής ϐρίσκουµε ότι σχηµατίζεται ένας εν
δυνάµει ορίζοντας και εν τέλει ένας ορίζοντας γενονότων που καλύπτει την ανωµαλία.

Για να αντιµετωπίσουµε τη γενικευµένη περίπτωση της ύπαρξης δυναµικού µε το οποίο αλληλεπιδρά το
ϐαθµωτό πεδίο ακολουθήσαµε µια διαφορετική µέθοδο. Χρησιµοποιήσαµε την υπόθεση ȧ2(t) = Λ

3 a
2(t) +

8π
3 a

2β(t) για τον παράγοντα a(t), κάτι που έχει προταθεί στα [59], [65]. Για αρνητικά β ϐρίσκουµε τη
συµπεριφορά ενός σεναρίου κατάρρευσης. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι σχηµατίζεται ένας εν
δυνάµει ορίζοντας ο όποιος καλύπτει την ανωµαλία και έχουµε τη δηµιουργία µιας µελανής οπής. Τέλος
ανακατασκευάσαµε αριθµητικά τη µορφή του δυναµικού V (φ(t)) για το οποίο είναι συνεπείς οι εξισώσεις του
Einstein, αντί να το επιλέξουµε τυχαία. Η διαδικασία αυτή ενσωµατώνει την επίδραση της κοσµολογικής
σταθεράς αλλά έχει το µειονέκτηµα ότι η χρονική στιγµή ts παύει να εξαρτάται από τη σύζευξη λ. Η
επίδραση της σύζευξης αυτής µεταφέρεται τότε στη µορφή του ϐαθµωτού πεδίου το οποίο αποτελεί λύση
των εξισώσεων Einstein για τη δεδοµένη υπόθεση του παράγοντα a(t). Βέβαια στην περίπτωση που κάποιος
γνώριζε εξάρχής τη µορφή του δυναµικού η λύση του παράγοντα a(t) και συνεπώς η χρονική στιγµή ts ϑα
καθοριζόταν από τη σύζευξη λ.

Ως µια ιδέα του πως επηρεάζει το δυναµικό τη λύση αυτή έχουµε αναπτύξει µια αναλυτική προσέγγιση
κοντά στη χρονική στιγµή t = ts, για την περίπτωση που το δυναµικό έχει τη µορφή V = γφ̇2, το οποίο
µελετήθηκε και στο [65]. ΄Εχουµε δείξει ότι a(t) ∝ (ts − t)ζ και έχουµε καταλήξει και σε µια έκφραση για
το ts.
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Κεφάλαιο 3

Ενοποίηση Σκοτεινής ΄Υλης -
Σκοτεινής Ενέργειας σε Θεωρίες µε
Γενικευµένα Πεδία Galileon

3.1 Εισαγωγή

Πρόσφατα παρατηρησιακά δεδοµένα έχουν αναδείξει ότι το σύµπαν έχει υπεισέλθει σε µια περίοδο επι-
ταχυνόµενης διαστολής [90, 91]. Στο πλαίσιο της Γενικής Σχετικότητας (ΓΣ) η συµπεριφορά αυτή µπορεί
να καθοδηγηθεί µε την εισαγωγή µιας νέας πυκνότητας ενέργειας µε αρνητική πίεση, η οποία ονοµάζεται
Σκοτεινή Ενέργεια (Dark Energy) [92] και η προέλευσή της είναι άγνωστη. Η πιο αποδεκτή µορφή τέτοιας
ενέργειας είναι η Κοσµολογική Σταθερά. Επιπλέον η ελλείπουσα µάζα µεµονωµένων γαλαξιών καθώς και
οι κατανοµές αστροφυσικών αντικειµένων µεγάλης κλίµακας σε όλο το σύµπαν, αποδίδονται σε µια νέα
µορφή µάζας, η οποία καλείται Κρύα Σκοτεινή ΄Υλη (Cold Dark Matter) και ϑεωρείται ότι έχει αµελητέα
πίεση. Οι νέες αυτές συνιστώσες µαζί µε το καθιερωµένο πρότυπο των στοιχειωδών σωµατιδίων αποτελούν
το καθιερωµένο πρότυπο της κοσµολογίας, το σενάριο ΛCDM.

Τροποποιήσεις στο σενάριο ΛCDM πραγµατοποιούνται είτε µεταβάλλοντας τους ϐαρυτικούς όρους της
δράσης ή διατηρώντας τη ΓΣ και αλλάζοντας τη περιγραφή της σκοτεινής ύλης και ενέργειας. Στο πρώτο
σενάριο, της τροποποιηµένης ϐαρύτητας [93]), εισαγάγονται επιπλέον γεωµετρικοί όροι ή επιπλέον ϐαθµωτά
πεδία τα οποία είναι συζευγµένα µε τη ϐαρύτητα.

Παράλληλα έχει γίνει µεγάλη προσπάθεια να γίνει κατανοητή η ιστορία του σύµπαντος µέσω µιας πιο
ενοποιηµένης ϑεωρίας. Η πυκνότητα ενέργειας µπορεί να προέρχεται από την αλλαγή στην καταστατική
εξίσωση ενός εξωτικού ϱευστού, του Chaplygin gas. Το µοντέλο αυτό προτάθηκε [96] µε σκοπό να εισαγάγει
µια παράµετρο καταστατικής εξίσωσης η οποία µπορεί να µιµηθεί ένα ϱευστό χωρίς πίεση στα αρχικά
στάδια της εξέλιξης του σύµπαντος τείνοντας προς την κοσµολογική σταθερά στη σηµερινή εποχή. Αν και
το Chaplygin gas είναι ικανό να εξηγήσει την εξέλιξη του σύµπαντος σε συµφωνία µε τα παρατηρησιακά
δεδοµένα [97,98], έχει το µειονέκτηµα της τυχαίας επιλογής µιας παράξενης και πολύπλοκης καταστατικής
εξίσωσης η οποία δεν προέρχεται από µια συγκεκριµένη Λαγκρανζιανή πυκνότητα.

Απαιτώντας οι εξισώσεις που προκύπτουν από την Γενικότερη Λαγκρανζιανή Horndeski να ικανοποιούν
τη συµµετρία µετατόπισης (shift-symmetry) καταλήγουµε στην υπο-κλάση των ϑεωριών µε πεδία Galileon.
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε µια ενοποιηµένη περιγραφή της σκοτεινής ύλης και ενέργειας στο πλα-
ίσιο των ϑεωριών αυτών η οποία είναι διαφορετική από την καθιερωµένη προσέγγιση όπου το πεδίο Galileon
περιγράφει µεµονωµένα τη σκοτεινή ενέργεια [107–110], ή τη σκοτεινή ύλη [111]. Πιο συγκεκριµένα, χωρίς
να ϑεωρούµε επιπλέον όρους ύλης ή µια κοσµολογική σταθερά δείχνουµε ότι το ϐαθµωτό πεδίο µπορεί να
περιγράψει ένα ενοποιηµένο ϱευστό µε κατάλληλη καταστατική εξίσωση, τέτοια ώστε να συµπεριφέρεται ως
ύλη χωρίς πίεση (σκοτεινή ύλη) στα αρχικά στάδια και ως σκοτεινή ενέργεια στη συνέχεια. Επιλέγοντας κα-
τάλληλα της περιοχές των παραµέτρων του µοντέλου µπορούµε να επιτύχουµε τη ϐελτιστη περιγραφή που
ταιριάζει µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα. Τέλος εξετάζοντας το µοντέλο σε διαταρακτικό επίπεδο, ϐλέπουµε
ότι ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς που το καθιστούν επιτρεπτό.
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3.2 Κοσµολογία µε γενικευµένα πεδία Galileon

Στην ενότητα αυτή κάνουµε µια σύντοµη ανασκόπηση της ϑεωρίας µε γενικευµένα πεδία Galileon, την
ενσωµατώνουµε σε ένα κοσµολογικό πλαίσιο και παρουσιάζουµε της εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν
καθώς και τους περιορισµούς που την καθιστούν αποδεκτή [112,113].

΄Οπως έχουµε αναφέρει επανειληµµένως, η πιο γενικευµένη ϑεωρία ϐαθµωτού-τανυστή σε τέσσερις δια-
στάσεις που καταλήγει σε εξισώσεις κίνησης δεύτερης τάξης περιγράφεται από τη δράση

S =

∫
d4x
√−gL , (3.1)

όπου g είναι η ορίζουσα της µετρικής gµν , και η Λαγκρανζιανή έχει τη µορφή [1]

L =

5∑
i=2

Li , (3.2)

µε

L2 = K(φ,X) , (3.3)
L3 = −G3(φ,X)�φ , (3.4)
L4 = G4(φ,X)R+G4,X [(�φ)2 − (∇µ∇νφ) (∇µ∇νφ)] , (3.5)
L5 = G5(φ,X)Gµν (∇µ∇νφ)

− 1

6
G5,X [(�φ)3 − 3(�φ) (∇µ∇νφ) (∇µ∇νφ) + 2(∇µ∇αφ) (∇α∇βφ) (∇β∇µφ)] , (3.6)

όπου για απλότητα έχουµε ϑέσει τη σταθερά του Νεύτωνα κ ≡ 8πG = 1. Οι συναρτήσειςK καιGi (i = 3, 4, 5)
εξαρτώνται από το ϐαθµωτό πεδίο φ και την κινητική του ενέργειαX = −∂µφ∂µφ/2, ενώ R είναι το ϐαθµωτό
Ricci και Gµν ο τανυστής Einstein. Τα Gi,X και Gi,φ (i = 3, 4, 5) αντιπροσωπεύουν µερικές παραγωγίσεις
ως προς τα X και φ αντίστοιχα, δηλαδή Gi,X ≡ ∂Gi/∂X και Gi,φ ≡ ∂Gi/∂φ. Η ϑεωρία µε πεδία Galileon
είναι η γενικότερη ϑεωρία µε τη ϐασική ιδιότητα να υπακούει στη συµµετρία µετατόπισης. Παρ΄ όλα αυτά
επεκτείνοντας την µε γενικευµένα πεδία Galileon η συµµετρία αυτή σπάει και η ϑεωρία ταυτίζεται µε τη
ϑεωρία Horndeski.

Ενσωµατώνουµε τα παραπάνω σε ένα κοσµολογικό πλαίσιο ϑεωρώντας µια επίπεδη µετρική Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) της µορφής

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)dx2, (3.7)

Στη γεωµετρία FRW το ϐαθµωτό πεδίο φ γίνεται συνάρτηση µόνο του t και συνεπώς X(t) = φ̇2(t)/2.
Μεταβάλλοντας τη δράση (3.1) ως προς τη µετρική καταλήγουµε στις εξισώσεις Einstein

2XK,X −K + 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ − 6H2G4 + 24H2X(G4,X +XG4,XX)

−12HXφ̇G4,φX − 6Hφ̇G4,φ + 2H3Xφ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)

−6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) = 0 , (3.8)

K − 2X(G3,φ + φ̈ G3,X) + 2(3H2 + 2Ḣ)G4 − 12H2XG4,X − 4HẊG4,X − 8ḢXG4,X

−8HXẊG4,XX + 2(φ̈+ 2Hφ̇)G4,φ + 4XG4,φφ + 4X(φ̈− 2Hφ̇)G4,φX

−2X(2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈)G5,X − 4H2X2φ̈ G5,XX + 4HX(Ẋ −HX)G5,φX

+2[2(ḢX +HẊ) + 3H2X]G5,φ + 4HXφ̇G5,φφ = 0 , (3.9)

όπου µε τελεία (·) δηλώνεται η παραγώγιση ως προς το χρόνο t και η παράµετρος Hubble ορίζεται ως
H ≡ ȧ/a. Μεταβολή της δράσης (3.1) ως προς το πεδίο φ(t) οδηγεί στην εξίσωση κίνησης Klein-Gordon

1

a3

d

dt

(
a3J

)
= Pφ , (3.10)
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µε

J ≡ φ̇K,X + 6HXG3,X − 2φ̇ G3,φ + 6H2φ̇(G4,X + 2XG4,XX)− 12HXG4,φX

+2H3X(3G5,X + 2XG5,XX)− 6H2φ̇(G5,φ +XG5,φX) , (3.11)

Pφ ≡ K,φ − 2X
(
G3,φφ + φ̈ G3,φX

)
+ 6(2H2 + Ḣ)G4,φ + 6H(Ẋ + 2HX)G4,φX

−6H2XG5,φφ + 2H3Xφ̇G5,φX . (3.12)

Ολοκληρώνουµε την ενότητα αυτή σηµειώνοντας ότι προκειµένου το παραπάνω σενάριο να µην έχει
αστάθειες και να είναι κοσµολογικά αποδεκτό πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής δύο συνθήκες [113–115]

c2S ≡
3(2w2

1w2H − w2
2w4 + 4w1w2ẇ1 − 2w2

1ẇ2)

w1(4w1w3 + 9w2
2)

≥ 0 , (3.13)

για την αποφυγή ασταθειών της Λαγκρανζιανής που αφορούν τη ταχύτητα διάδοσης των ϐαθµωτών διαταρα-
χών και

QS ≡
w1(4w1w3 + 9w2

2)

3w2
2

> 0 , (3.14)

για την αποφυγή επιπλέον ψεύτικων ϐαθµών ελευθερίας (ghost), όπου

w1 ≡ 2 (G4 − 2XG4,X)− 2X (G5,X φ̇H −G5,φ) , (3.15)
w2 ≡ −2G3,XXφ̇+ 4G4H − 16X2G4,XXH + 4(φ̇G4,φX − 4H G4,X)X + 2G4,φφ̇

+8X2HG5,φX + 2HX (6G5,φ − 5G5,X φ̇H)− 4G5,XX φ̇X
2H2 , (3.16)

w3 ≡ 3X(K,X + 2XK,XX) + 6X(3Xφ̇HG3,XX −G3,φXX −G3,φ + 6Hφ̇G3,X)

+18H(4HX3G4,XXX −HG4 − 5Xφ̇G4,φX −G4,φφ̇+ 7HG4,XX + 16HX2G4,XX − 2X2φ̇G4,φXX)

+6H2X(2Hφ̇G5,XXXX
2 − 6X2G5,φXX + 13XHφ̇G5,XX − 27G5,φXX + 15Hφ̇G5,X − 18G5,φ) ,(3.17)

w4 ≡ 2G4 − 2XG5,φ − 2XG5,X φ̈ . (3.18)

3.3 Ενοποίηση Σκοτεινής ΄Υλης - Σκοτεινής Ενέργειας

Σκοπός µας είναι να χρησιµοποιήσουµε έναν κατάλληλο συνδυασµό των όρων της παραπάνω ϑεωρίας ώστε
να κατασκευάσουµε ένα µοντέλο που ϑα συνδυάζει την καθιερωµένη ΓΣ µε ένα επιπλέον ϐαθµό ελευθερίας
που εξαρτάται από το ϐαθµωτό πεδίο. Το µοντέλο αυτό ϑα περιγράφει ένα ενοποιηµένο ϱευστό το οποίο
συµπεριφέρεται ως σκοτεινή ύλη σε αρχικές και µεταγενέστερες χρονικές στιγµές και ως σκοτεινή ενέργεια
σήµερα.

Για να έχουµε µια περιγραφή στο σύστηµα Einstein ϑεωρούµε G4(φ,X) = 1
2 στη δράση (3.1), που

οδηγεί στην εµφάνιση του γνωστού όρου της ΓΣ, του ϐαθµωτού Ricci, R. Οι υπολειπόµενες Λαγκρανζιανές
L2,L3,L5 ϑα είναι κοµµάτια της Λαγκρανζιανής του ενοποιηµένου ϱευστού LU = L2 + L3 + L5. Σε µια
γεωµετρία FRW οι εξισώσεις Einstein (3.8) και (3.9) απλοποιούνται στις

3H2 = ρU , (3.19)
−(3H2 + 2Ḣ) = pU , (3.20)

όπου

ρU = 2XK,X −K + 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ + 2H3Xφ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) ,
(3.21)

pU = K − 2X(G3,φ + φ̈ G3,X)− 2X(2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈)G5,X − 4H2X2φ̈ G5,XX + 4HX(Ẋ −HX)G5,φX

+ 2[2(ḢX +HẊ) + 3H2X]G5,φ + 4HXφ̇ G5,φφ . (3.22)

Οι παραπάνω ποσότητες µπορούν να χρησιµοποιηθούν στον ορισµό της ενοποιηµένης παραµέτρου καταστα-
τικής εξίσωσης του σύµπαντος wU , ώστε το ϱευστό να ενσωµατώνει την σκοτεινή ύλη και σκοτεινή ενέργεια
σε µια ενιαία µορφή

wU ≡
pU
ρU

. (3.23)
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Στόχος µας είναι να επιλέξουµε κατάλληλα τις εµπλεκόµενες συναρτήσεις K(φ,X), G3(φ,X) και G5(φ,X)
ώστε να επιτύχουµε µια συµπεριφορά του wU σε συµφωνία µε την παρατηρήσιµη τιµή του. Πιο συγκε-
κριµένα, όπως είναι γνωστό, στην καθιερωµένη κοσµολογία η παράµετρος της καταστατικής εξίσωσης του
σύµπαντος παραµένει στην τιµή µηδέν κατά την περίοδο κυριαρχίας της ύλης, z ∼ 3000 εως z ∼ 2− 3 [34].
Στη συνέχεια αρχίζει να µειώνεται, περνώντας την τιµή −1/3, που σηµατοδοτεί την επιταχυνόµενη διαστολή,
περίπου στο z ∼ 0.4− 0.6 και τέλος καταλήγοντας στη τιµή −0.7 σήµερα (z = 0) [34].

Στο σενάριο του ΛCDM η παραπάνω συµπεριφορά προκύπτει ϑεωρώντας ένα ϱευστό σκοτεινής ύλης
χωρίς πίεση µεwm ≈ 0 και την κοσµολογική σταθερά µεwΛ = −1, και παραµέτρους πυκνότητας Ωm και ΩΛ

αντίστοιχα. Η συνολική παράµετρος της καταστατικής εξίσωσης δίνεται από τη σχέσηwt = Ωmwm+ΩΛwΛ ≈
ΩΛwΛ, και συνεπώς παίρνουµε τη ϑεµιτή συµπεριφορά αφού το ΩΛ είναι περίπου µηδέν στην περίοδο
κυριαρχίας της ύλης και αρχίζει να υπερισχύει µετά το z ∼ 2− 3.

Μια σηµαντική υπόθεση στην κατασκευή του µοντέλου είναι η συµµετρία µετατόπισης shift symmetry.
Κάτω από αυτή τη συµµετρία στις εξισώσεις (3.21), (3.22) και (3.10) εµφανίζονται µόνο οι παράγωγοι X(t)
και Ẋ(t) του ϐαθµωτού πεδίου και όχι το ίδιο το πεδίο φ. Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να εξαλείψουµε τις
παραγώγους αυτές ανάµεσα στα ρU και pU , µε αποτέλεσµα µια έκφραση της µορφής pU (ρU ). Ρευστά µε
καταστατική εξίσωση τέτοιου είδους, για παράδειγµα µοντέλα Chaplygin gas και επεκτάσεις τους [96], έχει
αποδειχθεί ότι µπορούν να οδηγήσουν σε µια ενοποιηµένη περιγραφή σκοτεινής ύλης - σκοτεινής ενέργειας.
Στα µοντέλα αυτά όµως η σχέση pU (ρU ) επιλέγεται αυθαίρετα ενώ στο σενάριο που περιγράφουµε προέρχεται
από τη ϑεωρία, τους επιλεγµένους όρους της Λαγκρανζιανής Horndeski.

Σχολιάζουµε στη συνέχεια τις ιδιότητες που χρειάζεται να ικανοποιούν οι συναρτήσειςK(φ,X),G3(φ,X)
καιG5(φ,X) προκειµένου το wU να έχει την προαναφερθείσα συµπεριφορά. Αρχικά όσον αφορά τοK(φ,X)
η συµµετρία µετατόπισης επιβάλλει να είναι συνάρτηση µόνο του X, δηλαδή K(X), που περιλαµβάνει τον
κανονικό κινητικό όρο ∼ X. Για το G3(φ,X) όµοια η προφανής επιλογή είναι G3(φ,X) = G3(X), αν
και µια επιλογή G3(φ,X) ∼ φ οδηγεί µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες σε εξισώσεις που υπακούουν στη
συµµετρία µετατόπισης. Για το G5(φ,X), ένας όρος ∼ φ µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες καταλήγει στη
γνωστή σύζευξη της παραγώγου του πεδίου µε τον τανυστή Einstein Gµν∇µφ∇νφ [9]. Η σύζευξη αυτή
όπως αναφέραµε και στα προηγούµενα κεφάλαια σε µεγάλη κλίµακα δρα ως όρος τριβής στην εξέλιξη
του πεδίου. Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα αυτή ώστε να περιορίσουµε την κινητική ενέργεια
του ϐαθµωτού πεδίου σε (σχεδόν) σταθερές τιµές για ένα µεγάλο διάστηµα καταλήγοντας σε µια σχεδόν
µηδενική παράµετρο wU κατά την περίοδο κυριαρχίας της ύλης. Στη συνέχεια, όταν η σύζευξη αυτή γίνεται
πιο αδύναµη, η διαστολή του σύµπαντος µειώνει την κινητική ενέργεια του πεδίου και το wU τείνει προς τις
αρνητικές τιµές σηµατοδοτώντας την επιταχυνόµενη διαστολή.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα αυτή σηµειώνοντας ότι πολλά σενάρια τροποποιηµένης ϐαρύτητας κατα-
λήγουν σε µια περιγραφή της εξέλιξης του σύµπαντος που συνάδει µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα. ΄Οµως
µια εκτενέστερη ανάλυση σε διαταρακτικό επίπεδο παρουσιάζει συχνά παθολογίες απορρίπτοντας έτσι τα
µοντέλα αυτά. Αφού λοιπόν ϐρούµε την κατάλληλη λύση που ϑα ϐρίσκεται σε συµφωνία µε τις παρατηρήσεις
ϑα πρέπει να διαπιστώσουµε ότι πράγµατι ικανοποιεί τις σχέσεις (3.13) και (3.14) και κρίνεται ϱεαλιστική.

Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζουµε ένα απλό µοντέλο που ικανοποιεί τις παραπάνω απαιτήσεις και
µελετάµε λεπτοµερώς τις επιπτώσεις του στην κοσµολογία.

3.4 ΄Ενα συγκεκριµένο µοντέλο

Θα κατασκευάσουµε µια υπο-κλάση της ϑεωρίας µε πεδία Galileon η οποία οδηγεί σε µια ενοποιηµένη
περιγραφή για τη σκοτεινή ύλη και ενέργεια. Πιο συγκεκριµένα χρησιµοποιούµε τον κανονικό κινητικό όρο
µαζί µε δύο µη τετριµµένους όρους πεδίων Galileon και τη σύζευξη µε τον τανυστή Einstein. Θεωρούµε
δηλαδή την Λαγκρανζιανή (3.2), µε τις επιλογέςK(φ,X) = η(X+η2X

1/2) , G3(φ,X) = λ3

2 X , G4(φ,X) =
1
2 , G5(φ,X) = −λ5

2 φ, και για ευκολία χρησιµοποιούµε µονάδες 8πG = c = ~ = 1. Η δράση (3.1) τότε
παίρνει τη µορφή

S =

∫
d4x
√−g

[
R

2
+ η(X − η2X

1/2)− λ3X
−1/2

2
+
λ5

2
Gµν∇µφ∇νφ

]
. (3.24)

Χωρίς να χαθεί το γενικό πλαίσιο µπορούµε για απλούστευση να επιλέξουµε η2 = 1. Σηµειώνουµε εδώ ότι
οι µορφές αυτές των συναρτήσεων K(φ,X) και G3(φ,X), που εµπερριέχουν τα X±1/2, δεν διαδραµατίζουν
τόσο ενεργό ϱόλο στη προσοµοίωση της ϕαινοµενολογικής κοσµολογικής εξέλιξης όσο στην καταπολέµηση
παθολογιών και ασταθειών της ϑεωρίας σε διαταρακτικό επίπεδο. ΄Οπως αναφέραµε και στα προηγούµενα,
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δεν συµπεριλαµβάνουµε στη Λαγκρανζιανή έναν όρο ανάλογο του φ�φ αφού µε ολοκλήρωση κατά παράγο-
ντες οδηγεί στην ίδια συνεισφορά στις εξισώσεις κίνησης µε έναν όρο ανάλογο του X τον οποίο διαθέτουµε
ήδη.

Στο σενάριο αυτό οι εξισώσεις (3.8) και (3.9) καταλήγουν στις

3H2 = (η + 9λ5H
2)X − 3λ3H√

2
, (3.25)

και
− (3H2 + 2Ḣ) = −η

√
X +X

(
η − 3λ5H

2 − 2λ5Ḣ
)
− 2λ5HẊ +

λ3Ẋ

2
√

2X
, (3.26)

µε H(t) = ȧ(t)
a(t) και X(t) = φ̇2(t)

2 , οι οποίες ϕαίνονται στη µορφή των (3.19) και (3.20) ως

ρU ≡ (η + 9λ5H
2)X − 3λ3H√

2
, (3.27)

pU ≡ −η
√
X +X

(
η − 3λ5H

2 − 2λ5Ḣ
)
− 2λ5HẊ +

λ3Ẋ

2
√

2X
. (3.28)

Συνεπώς η παράµετρος της ενοποιηµένης καταστατικής εξίσωσης του σύµπαντος (3.23) ϑα έχει τη µορφή

wU ≡
pU
ρU

=
−η
√
X +X

(
η − 3λ5H

2 − 2λ5Ḣ
)
− 2λ5HẊ + λ3Ẋ

2
√

2X

(η + 9λ5H2)X − 3λ3H√
2

. (3.29)

Επιπλέον, η εξίσωση Klein-Gordon (3.10) γίνεται

−6
√

2ηHX3/2 + 12
√

2HX2
(
η + 3λ5 + 2λ5Ḣ

)
+ 3λ3HẊ + 2X

[
−3λ3Ḣ + η

√
2Ẋ +H2

(
−9λ3 + 3

√
2λ5Ẋ

)]
= 0 ,

(3.30)

όπου κάνοντας χρήση των εξισώσεων (3.27) και (3.28), µπορεί να ξαναγραφεί στη γνωστή µορφή

ρ̇U + 3H(ρU + pU ) = 0 . (3.31)

΄Εχουµε ήδη επισηµάνει ότι οι εξισώσεις που προέρχονται από δράση (3.24) υπακούουν στη συµµετρία
µετατόπισης ώστε να µην εµφανίζεται το ϐαθµωτό πεδίο φ αλλά µόνο παράγωγοι του (X(t), Ẋ(t)). Αυτό µας
επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις (3.25), (3.30) και (3.27) ώστε να εξαλείψουµε τις παραγώγους
αυτές από την εξίσωση (3.28), µε αποτέλεσµα µια έκφραση για το pU συναρτήσει του ρU ,

pU (ρU ) =
{

[3λ5f(ρU )− 2]
{
−3λ2

3{4 + λ5f(ρU )[9λ5f(ρU )− 28]}[
√

3λ3 + g(ρU )]

+2ηf(ρU )[3λ5f(ρU )− 2]
{√

3λ3λ5f(ρU )[3λ5f(ρU )− 14]− 2{2 + 3λ5f(ρU )[λ5f(ρU )− 1]}g(ρU )
}}}−1

·
{
− 36
√

3λ5
3 − 18λ4

3{2g(ρU ) + λ5f(ρU )[
√

3λ3 + g(ρU )]} − 2η2f3/2(ρU )[2− 3λ5f(ρU )]2{
−6
√

6λ3λ5f(ρU )− 2
√

2[
√

3λ3 + g(ρU )] + 2
√
f(ρU )[2

√
3λ3 + g(ρU )] + λ5f

3/2(ρU )[11
√

3λ3 + 2g(ρU )]
}

+ 3ηλ2
3f(ρU )[3λ5f(ρU )− 2]

{
10
√

3λ3 + 6g(ρU )− 12
√

2λ5

√
f(ρU )[

√
3λ3 + g(ρU )] + λ5f(ρU )[21

√
3λ3 + 19g(ρU )]

}}
,

(3.32)

όπου f(ρU ) =
2ηρU+6λ5ρ

2
U+[6λ2

3ρU (η+3λ5ρU )2]
1/2

(η+3λ5ρU )2 και g(ρU ) =
[
3λ2

3 + 4ηf(ρU )− 6ηλ5f
2(ρU )

]1/2. ΄Ετσι
µπορούµε να υπολογίσουµε την παράµετρο της καταστατικής εξίσωσης του ενοποιηµένου ϱευστού

wU (ρU ) =
pU (ρU )

ρU
(3.33)

ως συνάρτηση του παράγοντα a(t) και των Ϲεύξεων που εµφανίζονται στη δεδοµένη δράση (3.24). Με όσα
έχουµε σχολιάσει στην εισαγωγή του κεφαλαίου παρατηρούµε ότι η σχέση pU (ρU ) µπορεί να ϑεωρηθεί ως
ενα µοντέλο γενικευµένου Chaplygin gas [97,122], µε το πλεονέκτηµα ότι έχει προκύψει από τις εξισώσεις
κίνησης του ϱευστού που υπακούει στην παραπάνω δράση και δεν εισαγάγεται αυθαίρετα.
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Για να αποκτήσουµε µια ενοποιηµένη περιγραφή της σκοτεινής ύλης και σκοτεινής ενέργειας από το
παραπάνω µοντέλο λύνουµε την εξίσωση (3.25) ως προς X µε αποτέλεσµα

X =
3H(
√

2λ3 + 2H)

2(η + 9λ5H2)
. (3.34)

Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση στην εξίσωση Klein-Gordon (3.30) καταλήγουµε σε
µια διαφορική εξίσωση για το H(t),

Ḣ =

√
6H3/2(η+9λ5H

2)
{
η(
√

2λ3+2H)3/2(η+9λ5H
2)1/2−

√
6H
[
λ2
3(η−3λ5H

2)+3
√

2λ3H(η+λ5H
2)+4H2(η + 3λ5H

2)
]}

λ2
3(η − 27λ5H2)(η + 3λ5H2) + 6

√
2λ3H(η2 + 5ηλ5H2 + 36λ2

5H
4) + 8H2 [η2 + 9λ5H2(η+6λ5H2)]

.

(3.35)
Τέλος εισαγάγοντας τις (3.34) και (3.35) στην (3.29) ϐρίσκουµε

wU =
{

3H
{
λ2

3(η − 27λ5H
2)(η + 3λ5H

2) + 6
√

2λ3H(η2 + 5ηλ5H
2 + 36λ2

5H
4) + 8H2

[
η2 + 9λ5H

2(η + 6λ5H
2)
]}}−1

·
{
− 2
√

6Hη(
√

2λ3 + 2H)3/2(η + 9λ5H
2)3/2

+3H
{

8ηH2(η + 15λ5H
2) + 3λ2

3(η2 + 16ηλ5H
2 − 9λ2

5H
4) + 6

√
2λ3H

[
η2 + 3λ5H

2(5η − 6λ5H
2)
]}}

. (3.36)

Συνεπώς, η λύση H(t) που προκύπτει από την διαφορική εξίσωση (3.35), οδηγεί στη λύση της παραµέτρου
wU από την εξίσωση (3.36). Η εξίσωση (3.35) δεν µπορεί να λυθεί αναλυτικά εν γένει. Για το λόγο αυτό
στα παρακάτω χρησιµοποιούµε αριθµητικές µεθόδους για την εύρεση της λύσης H(t) και εν τέλει της
συµπεριφοράς του wU . Για διευκόλυνση και προκειµένου να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά µας µε τα
παρατηρησιακά δεδοµένα χρησιµοποιούµε την παράµετρο µετατόπισης προς το ερυθρό (redshift) z = −1 +
a0/a ως την ανεξάρτητη µεταβλητή, a0 = 1 τη σηµέρινη τιµή του παράγοντα a(t) και µελετάµε πλέον τη
διαφορική εξίσωση Ḣ = −(1 + z)H(z)H ′(z) (ο τόνος δηλώνει παραγώγιση ως προς z).

Η σηµερινή (z = 0) τιµή του H είναι H0 = h
3000Mpc−1, µε την αδιάστατη σταθερά h να διαφοροποιείται

στο διάστηµα 0.67− 0.72 ανάλογα µε τον παρατηρητή (Hubble Space Telescope, Planck Mission, WMAP).
Επιλέγουµε την γενικά αποδεκτή τιµή h = 0.69 και σε µονάδες 8πG = c = ~ = 1 ϐρίσκουµεH0 ≈ 6×10−61.
Επιπλέον χρησιµοποιούµε την παρούσα τιµή της παραµέτρου της καταστατικής εξίσωσης wU (z = 0) ≈
−0.7, σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις [34]. Επιλέγοντας την παράµετρο η = 1

2 ώστε να συµπεριλάβουµε τον
τετριµµένο κινητικό όρο, καταλήγουµε στο Ϲεύγος των παραµέτρων (λ3, λ5) που ικανοποιούν τις παραπάνω
αρχικές συνθήκες αλλά και τους περιορισµούς που έχουµε αναφέρει στην ανάλυσή µας. Το αποτέλεσµα
παρουσιάζεται στο Σχ. 3.1 Στο αριστερό γράφηµα του Σχ. 3.2 παρουσιάζουµε τη λύση H(z) της εξίσωσης

-1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2
λ3 ·H0

0.01

0.02

0.03

0.04

λ5 /H0
4

Σχήµα 3.1: Ο χώρος των παραµέτρων (λ3, λ5) που ικανοποιεί τους ϑεωρητικούς περιορισµούς της ενότητας
3.3 και τις συνοριακές συνθήκες H(z = 0) ≡ H0 ≈ 6× 10−61, wU (z = 0) ≈ −0.7. Η κάθετη διακεκοµµένη
γραµµή σηµατοδοτεί την παραβίαση των παραπάνω.

(3.35), για τρεις επιλογές του λ3 ενώ για σύγκριση απεικονίζουµε την αντίστοιχη εξέλιξη που προκύπτει
από το σενάριο ΛCDM. Στο δεξί γράφηµα του Σχ. 3.2 ϕαίνεται η εξέλιξη της ενοποιηµένεης παραµέτρου
της καταστατικής εξίσωσης από την εξίσωση (3.36), µαζί µε την αντίστοιχη συνολική παράµετρο του ΛCDM.
Τέλος για µεγαλύτερη ευκρίνεια στο Σχ. 3.3 παρουσιάζουµε το wU (z) σε λογαριθµική κλίµακα ώστε να
είναι εµφανής η συµπεριφορά σε µεγαλύτερα z. ΄Οπως είναι εµφανές η µορφή του wU (z) είναι σε
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Σχήµα 3.2: Αριστερά: Η εξέλιξη της παραµέτρουHubble συναρτήσει του z, για το µοντέλο (3.24), για διάφορες
τιµές του λ3 σε µονάδες όπου 8πG = c = ~ = 1. Κατά την εξαγωγή των αποτελεσµάτων έχουµε χρησιµοποιήσει
την σηµερινή τιµή της παραµέτρου της καταστατικής εξίσωσης του σύµπαντος wU (z = 0) ≈ −0.7 καθώς και
την σηµερινή τιµή του H , H0 ≈ 6 × 10−61 που καθορίζουν στη συνέχεια την τιµή λ5 (ϐλέπε Σχ. 3.1). ∆εξιά :
Η εξέλιξη της παραµέτρου wU (z). Και στα δύο γραφήµατα παρουσιάζουµε τις αντίστοιχες καµπύλες όπως
προβλέπονται από το σενάριο ΛCDM.
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Σχήµα 3.3: Η εξέλιξη του wU (z) όπως παρουσιάζεται στο δεξί γράφηµα του Σχ. 3.2, σε λογαριθµική κλίµακα
ως το z ∼ 3000.

άριστη συµφωνία µε τις παρατηρήσεις. ∆ηλαδή, έχει την τιµή µηδέν κατά την περίοδο κυριαρχίας της
ύλης δηλαδή για ( z ∼ 3000 εως z ∼ 2 − 3), στη συνέχεια µειώνεται διασχίζοντας το σύνορο −1/3 και
σηµατοδοτώντας την επιταχυνόµενη διαστολή του σύµπαντος καταλήγοντας στην σηµερινή (z = 0) τιµή
−0.7. Τονίζουµε ότι δεν έχουµε υποθέσει κάποιο επιπλέον κοµµάτι ύλης. Το ίδιο το πεδίο Galileon είναι
αυτό που περιγράφει τα κοµµάτια της σκοτεινής ύλης και ενέργειας µε έναν ενοποιηµένο τρόπο. Για
πληρότητα στα παραπάνω σχήµατα παρουσιάζουµε και την εξέλιξη του wU (z) στο µακρινό µέλλον προς το
αναµενόµενο όριο wU → −1. Σηµειώνουµε ότι αυτή η ϕάση που έχει τη µορφή de-Sitter προκύπτει χωρίς
να ϑεωρήσουµε µια κοσµολογική σταθερά, συνεπώς πρόκειται για ένα αρκετά ενδιαφέρον, µη τετριµµένο
αποτέλεσµα.

Μπορούµε να σκιαγραφίσουµε µια ποιοτική εικόνα από τα παραπάνω αποτελέσµατα. Αν καταφέρουµε
µε κάποιο µηχανισµό να διατηρήσουµε το X σε σταθερές τιµές στο παρελθόν (δηλ. για µεγάλα H ) τότε
παρατηρούµε από την έκφραση (3.29) ότι το wU τείνει στην τιµή wU → 0. Στη συνέχεια η µεταβολή τουX σε
µικρότερες τιµές οδηγεί στην αποµάκρυνση του wU από τη µηδενική τιµή. Το µοντέλο µας παρουσιάζει αυτή
τη συµπεριφορά και παρατηρούµε ότι πράγµατι για µεγάλα H έχουµε X → 1

3λ5
= σταθερό όπως ϑέλαµε.

Από την άλλη µεριά αν λαµβάναµε υπόψιν µας έναν όρο ∼ G5(X) [124], τότε η επιπλέον πληροφορία από
τους όρους ∼ φ̈ ϑα µετέβαλλε την κινητική ενέργεια του ϱευστού µε αποτέλεσµα wU 6= 0 στο παρελθόν.

Στη συνέχεια ϑα συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά µας µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα που προέρχο-
νται από υπερκαινοφανείς αστέρες τύπου Ia (Type Ia Supernovae), µια διαδικασία σχετικά άµεση εφόσον
γνωρίζουµε ήδη την εξέλιξη του H(z). Οι παρατηρήσεις µετρούν την ϕαινόµενη ϕωτεινότητα (apparent
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luminosity) συναρτήσει του z, l(z), ή ισοδύναµα το ϕαινόµενο µέγεθος apparent magnitude που συνδέται
µε την ακτίνα ϕωτεινότητας (luminosity distance) σύµφωνα µε τη σχέση

2.5 log

[
L

l(z)

]
= µ ≡ m(z)−M = 5 log

[
dL(z)οβς
Mpc

]
+ 25 , (3.37)

όπου L και M η απόλυτη (absolute) ϕωτεινότητα και το απόλυτο µέγεθος αντίστοιχα. Από ϑεωρητικής
απόψεως η προβλεπόµενη παράµετρος Hubble σχετίζεται µε την ακτίνα ϕωτεινότητας dL(z)τη ως

dL (z)τη ≡ (1 + z)

∫ z

0

dz′

H (z′)
. (3.38)

Στο µοντέλο µας η εξέλιξη του H(z) ϐρίσκεται αριθµητικά από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.35),
όπως παρουσιάστηκε στο αριστερό γράφηµα του Σχ. 3.2. Για το σενάριο του ΛCDM το αντίστοιχο H(z)
δίνεται από τη σχέση H2(z) = H2

0

[
Ωm0(1 + z)3 + ΩΛ0

]
, µε Ωm και ΩΛ η παράµετρος πυκνότητας της

συνολικής µάζας και της κοσµολογικής σταθεράς αντίστοιχα, µε τον δείκτη ‘0’ να δηλώνει τη σηµερινή τιµή
τους. Στο Σχ. 3.4 παρουσιάζουµε τη ϑεωρητικά προβλεπόµενη διαφορά m(z) −M για το µοντέλο (3.24),
ως προς τα αντίστοιχα αποτελέσµατα από τα δεδοµένα 580 υπερκαινοφανών αστέρων τύπου Ia [125], αλλά
και την καµπύλη που προβλέπει το σενάριο ΛCDM. ΄Οπως ϕαίνεται το προτεινόµενο µοντέλο ενοποίησης
ϐρίσκεται σε άριστη συµφωνία µε της παρατηρήσεις και σχεδόν αδιαχώριστο από τα αποτελέσµατα του
ΛCDM. Αυτό είναι ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα του κεφαλαίου. Με σκοπό να συγκρίνουµε τα
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Σχήµα 3.4: Η ϑεωρητικά προβλεπόµενη διαφορά του σχετικού µείον του απόλυτου magnitude για το µοντέλο
(3.24), µε λ3 = −

√
2H0/4 σε µονάδες 8πG = c = ~ = 1, σε αντιστοιχία µε την παρατηρησιακή τιµή από

τα δεδοµένα 580 υπερκαινοφανών αστέρων τύπου Ia [125]. Προς σύγκριση έχουµε συµπεριλάβει και τα
προβλέποµενα αποτελέσµατα από το σενάριο ΛCDM.

παραπάνω δύο µοντέλα µεταξύ τους χρησιµοποιούµε το κριτήριο Akaike Information Criterion [126]. Το
AIC ορίζεται ως

AIC = −2 lnL+ 2d = χ2
min + 2d, (3.39)

µε L = exp
(
−χ2

min/2
)
τη συνάρτηση µέγιστης πιθανότητας και d τον αριθµό των παραµέτρων του µοντέλου.

Η ελαχιστοποίηση του χ2 δίνεται από τη σχέση

χ2
min =

N∑
i

[µ(zi)obs − µ(zi)th]
2

σ2
i

, (3.40)

µε N = 580 τον αριθµό των παρατηρησιακών δεδοµένων και σi το σφάλµα που αντιστοιχεί σε κάθε µ(zi)obs.
Το σενάριο του ΛCDM ϑα είναι το σενάριο αναφοράς ως προς το οποίο ϑα συγκριθεί το µοντέλο µας. Αν για
κάποιο µοντέλο M , υπολογίζοντας τη διαφορά ∆AIC = AICM − AICΛCDM καταλήξουµε σε αποτέλεσµα
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Σχήµα 3.5: Αριστερά: Η εξέλιξη του Qs από τη σχέση (3.42) που δηλώνει την απουσία ασταθειών στο µοντέλο
(3.24) για διάφορα λ3 σε µονάδες 8πG = c = ~ = 1. ∆εξιά : Η αντίστοιχη εξέλιξη της ταχύτητας διάδοσης των
ϐαθµωτών διαταραχών από την σχέση (3.43).

≤ 2, σηµαίνει ότι το µοντέλο αυτό είναι παρατηρησιακά αποδεκτό [127, 128]. ΄Οσον αφορά τα εν λόγω
µοντέλα το ΛCDM έχει µία παράµετρο ενώ το προτεινόµενο µοντέλο έχει τρεις. Το αποτέλεσµα είναι

∆AIC = 0.65 < 2, (3.41)

και για το λόγο αυτό το προτεινόµενο σενάριο µπορεί να υποστηρίξει την παρατηρούµενη κοσµολογία.
Ολοκληρώνουµε την ανάλυσή µας για το µοντέλο που περιγράφει µε έναν ενοποιηµένο τρόπο την σκοτει-

νή ύλη και σκοτεινή ενέργεια υπενθυµίζοντας ότι πρέπει να προβούµε σε έναν έλεγχο τυχόν παθολογιών και
ασταθειών σε διαταρακτικό επίπεδο. Στη ϑεωρία µας, όπως έχουµε αναφέρει, ϑα πρέπει να ικανοποιούνται
οι δύο περιορισµοί (3.13) και (3.14), οι οποίο για το δεδοµένο µοντέλο έχουν τη µορφή

Qs = −
2(λ5X − 1)

{
3λ2

3 + 6
√

2λ3H(1− 5λ5X) + 8X
[
η − ηλ5X + 3λ5H

2(1 + 3λ5X)
] }

[√
2λ3 +H(4− 12λ5X)

]2 > 0 , (3.42)

c2s =
{

(λ5X − 1)
{

3λ2
3 + 6

√
2λ3H(1− 5λ5X) + 8X

[
η − ηλ5X + 3λ5H

2(1 + 3λ5X)
]}}−1

·
{

32λ2
5H

2X2(3λ5X − 1)− 8(λ5X − 1)2(3λ5X − 1)Ḣ + λ3

[
λ3 + λ3λ5X − 4

√
2λ5(λ5X − 1)Ẋ

]
−2H

{√
2λ3 [λ5X(2 + 7λ5X)− 1]− 4λ5(λ5X − 1)(1 + 3λ5X)Ẋ

}}
≥ 0 , (3.43)

µε το επιπλέον όριο c2s ≤ 1. Οι περιορισµοί αυτοί οφείλουν να ισχύουν σε κάθε χρονική στιγµή.
Στο Σχ. 3.5 παρουσιάζουµε την εξέλιξη των Qs και c2s για τις παραµέτρους και τις λύσεις του Σχ. 3.2

και παρατηρούµε ότι πράγµατι οι παραπάνω περιορισµοί ικανοποιούνται πάντα και το µοντέλο µας είναι
ελεύθερο από παθογένειες και αστάθειες.

3.5 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό έχουµε παρουσιάσει µια ενοποιηµένη περιγραφή της σκοτεινής ύλης και της σκοτεινής
ενέργειας στο πλαίσιο των ϑεωριών µε πεδία Galileon τα οποία υπακούουν στη συµµετρία µετατόπισης.
Στη καθιερωµένη ϐιβλιογραφία τα πεδία Galileon χρησιµοποιούνται σε µια προσπάθεια να περιγράψουν τη
συµπεριφορά της σκοτεινής ενέργειας ενώ το κοµµάτι της σκοτεινής ύλης περιγράφεται ξεχωριστά. Στη δικιά
µας προσέγγιση κατασκευάσαµε µε µη τετριµµένους όρους της δράσης ένα ϱευστό µε κατασταστική εξίσωση
που περιγράφει τη σκοτεινή ύλη και ενέργεια ταυτόχρονα. Ο συνδυασµός αυτός των κατάλληλων όρων είχε
ως αποτέλεσµα η ενοποιηµένη παράµετρος καταστατικής εξίσωσης να αντιπροσωπεύει ύλη χωρίς πίεση στο
µακρινό παρελθόν (σκοτεινή ύλη) και µια επιταχυνόµενη διαστολή του σύµπαντος σήµερα (σκοτεινή ενέρ-
γεια) καταλήγοντας έτσι σε µια ενοποιηµένη περιγραφή της κοσµολογικής εξέλιξης. Αυτά τα καταφέραµε
χωρίς να ϑεωρήσουµε ένα επιπλέον κοµµάτι ύλης ή µια κοσµολογική σταθερά.

Πιο συγκεκριµένα η συµµετρία µετατόπισης µας επέτρεψε τα γράψουµε την πίεση του ϱευστού συ-
ναρτήσει της πυκνότητας ενέργειας pU = pU (ρU ), µια µορφή ανάλογη µε αυτή που παρουσιάζεται σε
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γενικευµένα µοντέλα Chaplygin gas. Το µειονέκτηµα τον µοντέλων αυτών που αφορούν την αυθαίρετη
επιλογή της καταστατικής εξίσωσης εξαλείφεται πλέον αφού η ενοποιηµένη παράµετρος wU του ϱευστού
εξαγάγεται από τις εξισώσεις κίνησης της προτεινόµενης δράσης,

Η συµπεριφορά του wU (z) που προκύπτει κατά την ανάλυση του παραπάνω µοντέλου είναι σε άριστη
συµφωνία µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα. ΄Εχει µηδενική τιµή για z ∼ 3000 εως z ∼ 2 − 3, στη συ-
νέχεια µειώνεται ϕτάνοντας στην τιµή −1/3 στο z ∼ 0.5, σηµατοδοτώντας την επιταχυνόµενη διαστολή του
σύµπαντος και καταλήγει στην σηµερινή της τιµή −0.7. Επιπλέον, σύγκριση των αποτελεσµάτων µε τα
παρατηρησιακά δεδοµένα από υπερκαινοφανείς αστέρες καθιστούν το µοντέλο αυτό κοσµολογικά αποδεκτό
και σχεδόν µη διαφοροποιήσιµο από το σενάριο ΛCDM

Τέλος µελετώντας το παραπάνω µοντέλο ενοποίησης σε διαταρακτικό επίπεδο ϐρίσκουµε ότι απουσιάζουν
παθολογίες όπως ψεύτικοι ϐαθµοί ελευθερίας (ghosts) και αστάθειες περνώντας έτσι και τον τελευταίο έλεγχο
ώστε να ϑεωρηθεί ένα αποδεκτό κοσµολογικό σενάριο.
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Παράρτηµα Αʹ

Κλασική Θεωρία Πεδίου
& Κβαντική ϑεωρία Πεδίου σε
Χωρόχρονο Minkowski

Αʹ.1 Αρχή της ελάχιστης δράσης

Οι κβαντικές ϑεωρίες χτίζονται εφαρµόζοντας µια διαδικασία κβάντωσης στις κλασικές ϑεωρίες. Το σηµείο
έναρξης µιας κλασικής ϑεωρίας είναι η αρχή της ελάχιστης δράσης. Η τροχία που ϑα ακολουθήσει ένα
σωµατίδιο προσδιορίζεται από το αξίωµα (αρχή) ότι από την ποικιλία των δυνατοτήτων ϑα επιλέξει εκείνη
για την οποία µια ποσότητα που καλείται δράση ϑα γίνει ελάχιστη. Η δράση S ορίζεται

S =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t))dt (Αʹ.1)

όπου q(t) η ϑέση του σωµατιδίου ως συνάρτηση του χρόνου και q̇(t) = dq(t)
dt η ταχύτητά του, ενώ η L

ονοµάζεται Λαγκρανζιανή συνάρτηση. Η συνάρτηση S δεν είναι απλά µια συνάρτηση του t - είναι καλύτερα
µια συνάρτηση ολόκληρου του συνόλου των σηµείων q(t). Είναι µια συνάρτηση της συνάρτησης q(t), ή
αλλιώς ένα συναρτησιακό του q(t). Αυτό που ϑέλουµε να ξέρουµε είναι ποιό συγκεκριµένο qc(t) ελαχιστοποεί
την S.

q(t)

q1(t)

q2(t)

q3(t)

q4(t)

q5(t)

t1 t2

Σχήµα Αʹ.1: Πιθανές χωροχρονικές τροχίες από το σηµείο q(t1) στο q(t2)

Θεωρούµε µια µικρή αλλαγή δq(t) στη διαδροµή από το q(t1) στο q(t2). Στο ελάχιστο η αλλαγή δS στη
δράση που αντιστοιχεί στην αλλαγή δq(t) ϑα πρέπει να µηδενίζεται. Η αλλαγή στη δράση δίνεται από τη
σχέση

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)
δq̇(t)

)
dt (Αʹ.2)

αφού γενικά για µια συνάρτηση f(x1, x2, ..., xn) ισχύει

df(x1, x2, ..., xn) =
∂f(x1, x2, ..., xn)

∂x1
dx1 +

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂x2
dx2 + ...+

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂xn
dxn
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι δq̇(t) = d(δq(t))
dt έχουµε

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)

d(δq(t))

dt

)
dt

και ολοκληρώνοντας στην (Αʹ.2) τον δεύτερο όρο κατά παράγοντες

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t)− d

dt

∂L

∂q̇(t)
δq(t)

)
dt+

[ ∂L

∂q̇(t)
δq(t)

]t2
t1

Εφόσον ϑεωρούµε αλλαγές στη διαδροµή κατά την οποίσ όλες οι τροχιές ξεκινούν τη χρονική στιγµή t1 και
σταµατούν τη χρονική στιγµή t2 ϑα έχουµε ότι δq(t1) = δq(t2) = 0. ΄Ετσι η συνθήκη δS = 0 γίνεται

δS =

∫ t2

t1

δq(t)
( ∂L

∂q(t)
− d

dt

∂L

∂q̇(t)

)
dt = 0

Η παραπάνω όµως πρέπει να ισχύει για κάθε δq(t) αφού η επιλογή του δq(t) ήταν εξ αρχής αυθαίρετη. ΄Ετσι
καταλήγουµε στην

∂L

∂q(t)
− d

dt

∂L

∂q̇(t)
= 0 (Αʹ.3)

που είναι η περίφηµη εξίσωση κίνησης Euler - Lagrange. Η λύση της δίνει την τροχία qo(t) που πραγµατικά
ακολουθεί το σωµατίδιο.

Θα δούµε τώρα πως ϑα χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση Lagrange - Hamilton για το πεδίο, ξεκινώντας
από την κλασική περίπτωση και περιοριζόµενοι στη µία διάσταση για αρχή. Θα έχουµε στο µυαλό µας το
όριο N →∞ της περίπτωσης των N ϐαθµών ελευθερίας.

{qr(t); r = 1, 2, ..., N} −−−−→
N→∞

φ(x, t)

όπου το x τώρα είναι µία συνεχής µεταβλητή που επισηµαίνει την µετατόπιση της “χορδής” (Σχήµα 1.2). Η

qr−2

qr−1

qr

qr+1

qr+2

qr+3

qr+4

φ(x, t)

x

Σχήµα Αʹ.2: το πέρασµα από ένα µεγάλο αριθµό διακριτών ϐαθµών ελευθερίας (σωµατίδια µε µάζα που
συνδέονται µε ελατήρια) στον συνεχή ϐαθµό ελευθερίας (πεδίο).

εγκάρσια ταλάντωση της χορδής περιγράφεται από το πεδίο φ(x, t). Σε κάθε σηµείο x της χορδής το φ(x, t)
µετράει τη µετατόπιση απο τη ϑέση ισορροπίας, τη χρονική στιγµή t, ενός µικρού στοιχείου χορδής γύρω
από το σηµείο x. Σε κάθε σηµείο x έχουµε έναν ανεξάρτητο ϐαθµό ελευθερίας φ(x, t) - έτσι το σύστηµα
πεδίο έχει ένα “συνεχές άπειρο” ϐαθµών ελευθερίας.

΄Ενα καινούργιο δεδοµένο εµφανίζεται επειδή η φ είναι συνεχής συνάρτηση του x. Υποθέτουµε ότι η ίδια
η L ϑα πρέπει να είναι χωρικό ολοκλήρωµα µιας ϐαθµωτής συνάρτησης η οποία ϑα εξαρτάται και απο το
∂φ
∂x εκτός των φ και φ̇. Τη συνάρτηση αυτή την ονοµάζουµε Λαγκρανζιανή πυκνότητα L = L

(
φ, ∂φ∂x , φ̇

)
(σε

µια διάσταση). Θα εκφράσουµε τώρα τα πάντα συναρτήσει της Λαγκρανζιανής πυκνότητας L. Η δράση S[φ]
είναι ένα συναρτησιακό

S[φ] =

∫
L dt =

∫
dt

∫
L
(
φ,
∂φ

∂x
, φ̇
)
dx

΄Οπως και πριν χρησιµοποιούµε την ίδια ϑεµελιώδη αρχή

δS = 0
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µε την αλλαγή στη δράση να δίνεται από τη σχέση

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂
(
∂φ
∂x

)δ(∂φ
∂x

)
+
∂L
∂φ̇

δφ̇
]
dx

=

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂
(
∂φ
∂x

) ∂
∂x

(δφ) +
∂L
∂φ̇

d

dt
(δφ)

]
dx

αφού δ
(
∂φ
∂x

)
= ∂

∂x (δφ) και δφ̇ = d
dt (δφ). Εφαρµόζοντας ξανά ολοκλήρωση κατά παράγοντες στο x και

στο t στον δεύτερο και τρίτο όρο αντίστοιχα έχουµε

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))δφ− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
δφ
]
dx+

[ ∂L
∂
(
∂φ
∂x

)δφ]x2

x2

+
[∂L
∂φ̇

δφ
]x2

x2

Οι δύο τελευταίοι όροι µηδενίζονται από τις αρχικές συνθήκες δφ(x1) = δφ(x2) = 0 αφήνοντας

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))δφ− d

dt

(∂L
∂φ̇

)
δφ
]
dx

Εφόσον η δφ είναι µια τυχαία συνάρτηση η απαίτηση δS = 0 µας δίνει την εξίσωση πεδίου Euler - Lagrange

∂L
∂φ
− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
= 0

Η γενίκευση στις τρεις διαστάσεις είναι

∂L
∂φ
−∇

( ∂L
∂(∇φ)

)
− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
= 0

Για τα σχετικιστικά πεδία η εξίσωση Euler - Lagrange γράφεται άµεσα σε αναλλοίωτη µορφή

∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
= 0

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή την Λαγκρανζιανή L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2 ϑα έχουµε

∂

∂φ

(1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

)
− ∂µ

( ∂

∂(∂µφ)

(1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

))
= 0

⇒ ∂

∂φ

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
−∇

( ∂

∂(∇φ)

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
− ∂

∂t

( ∂

∂φ̇

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
= 0

⇒ −m2 +∇2φ− ∂2φ

∂t2
= 0

Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση Klein - Gordon για το πεδίο φ(x, t)

(�+m2)φ(x, t) = 0 (Αʹ.4)

Το πεδίο φ(x, t) είναι ένα ϐαθµωτό πεδίο. Βαθµωτό σηµαίνει ότι το πεδίο έχει µόνο µία ανεξάρτητη
συνιστώσα σε κάθε σηµείο (x, t) - σε αντίθεση µε το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, για παράδειγµα, στο ο-
ποίο η ανάλογη ποσότητα έχει τέσσερις συνιστώσες ϕτιάχνοντας ένα τετραδιάστατο διανυσµατικό πεδίο
Aµ(x, t) = (A0(x, t),A(x, t)). Στην κβαντική περίπτωση τα ϐαθµωτά πεδία είναι κατάλληλα για να πε-
ϱιγράψουν σωµατίδια µε σπιν 0.

Ο λόγος που χρησιµοποιούµε τον Λαγκραζιανό ϕορµαλισµό είναι ότι καθιστά εύκολο να ικανοποιηθεί
το αναλλοίωτο κατά Lorentz καθώς και άλλες συµµετρίες. Μια κλασική ϑεωρία µε Lorentz αναλλοίωτη
Λαγκρανζιανή πυκνότητα όταν κβαντιστεί µε κανονικό τρόπο κβάντωσης οδηγεί σε µια Lorentz αναλλοίωτη
κβαντική ϑεωρία.
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Αʹ.2 Το ϑεώρηµα Noether

Η σχέση ανάµεσα σε συµµετρίες και νόµους διατήρησης στη ϑεωρία πεδίου δίνεται από το ϑεώρηµα Noether.
Το ϑεώρηµα αυτό αφορά συνεχείς µετασχηµατισµούς στα πεδία φ οι οποίοι σε απειροστή µορφή µπορούν
να γραφτούν

φ(x)→ φ′(x) = φ(x) + aδφ(x)

όπου a είναι µια απειροστή παράµετρος και δφ είναι µια παραµόρφωση του πεδίου. Θα λέµε ότι ο µετα-
σχηµατισµός αυτός είναι µια συµµετρία αν αφήνει τις εξισώσεις κίνησης αναλλοίωτες. Αυτό εξασφαλίζεται
αν η δράση S είναι αναλλοίωτη κάτω από τον µετασχηµατισµό φ→ φ′.

Το ϑεώρηµα Noether συνοψίζεται ως εξής. Θεωρούµε σύστηµα που περιγράφεται από µια Λαγκρανζιανή
L =

∫
d3xL(φ(x), ∂µφ(x)) και έχει εξίσωση κίνησης ∂L

∂φ −∂µ
(

∂L
∂(∂µφ)

)
= 0. Κάθε συνεχής µετασχηµατισµός

που αφήνει αναλλοίωτη τη δράση S =
∫
Ldt συνεπάγεται ύπαρξη διατηρούµενου ϱεύµατος jµ(x). Πιο

γενικά µπορούµε να επιτρέψουµε στη δράση να αλλάζει κατά έναν επιφανειακό όρο αφού το ολοκλήρωµά του
εν τέλει ϑα µηδενιστεί και δεν ϑα επηρεάσει την παραγωγή της εξίσωσης Euler-Lagrange. Η Λαγκρανζιανή
λοιπόν αρκεί να είναι αναλλοίωτη κάτω από τον µετασχηµατισµό φ→ φ′ µέχρι και την τετρα-παραγώγιση

L(x)→ L(x) + a∂µJ
µ(x) για κάποιο Jµ (Αʹ.5)

Στην πράξη, αν εφαρµόσουµε ένα µετασχηµατισµό της µορφής

φ→ φ′ = φ+ aδφ

η αλλαγή στη Λαγκρανζιανή ϑα είναι ένας επιπλέον όρος

aδL = a
∂L
∂φ

δφ+ a
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

΄Οµως η διαφορά των παραγώγων ισούται µε την παράγωγο της διαφοράς

δ(∂µφ) ≡ ∂µφ′ − ∂µφ = ∂µ(φ′ − φ) = ∂µδφ

έτσι η παραπάνω γράφεται
aδL = a

∂L
∂φ

δφ+ a
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(δφ)

Επιπλέον ισχύει
∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
δφ+

∂L
∂(∂µφ)

∂µδφ

΄Ετσι η αλλαγή στη Λαγκρανζιανή τελικά είναι

aδL = a
∂L
∂φ

δφ+ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)
− a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
δφ

= a
(∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

))
δφ+ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

όπου ο πρώτος όρος µηδενίστηκε λόγω της εξίσωσης Euler - Lagrange. Εξισώνοντας την αλλαγή αυτή µε τον
όρο a∂µJµ(x) της σχέσης (1.5) ϐρίσκουµε

a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= a∂µJ
µ ⇒ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ− Jµ
)

= 0 ⇒ ∂µj
µ = 0 (Αʹ.6)

µε jµ(x) = ∂L
∂(∂µφ)δφ− Jµ(x). Το αποτέλεσµα αυτό υποδηλώνει ότι το ϱεύµα jµ διατηρείται. Ο παραπάνω

νόµος διατήρησης εκφράζεται επίσης λέγοντας ότι το ϕορτίο, που ορίζουµε Q =
∫
χώρο j

0d3x, είναι σταθερό
στο χρόνο.
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Αʹ.3 Τανυστής ενέργειας - ορµής και ορµή πεδίου

Το ϑεώρηµα Noether µπορεί να εφαρµοστεί και σε χωροχρονικούς µετασχηµατισµούς όπως οι µετατοπίσεις
και οι περιστροφές. Μπορούµε να περιγράψουµε µια απειροστή χωροχρονική µετατόπιση

xµ → xµ′ = xµ + aµ

σαν ένα µετασχηµατισµό του πεδίου µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος Taylor

φ(x)→ φ(x+ a) = φ(x) + aµ∂µφ(x) (Αʹ.7)

Η Λαγκρανζιανή είναι επίσης µια ϐαθµωτή συνάρτηση έτσι ϑα πρέπει να µετασχηµατίζεται µε τον ίδιο τρόπο

L → L+ aµ∂µL = L+ aν∂µ(δµνL) (Αʹ.8)

Συγκρίνοντας τη σχέση αυτή µε την (1.5) συµπεραίνουµε ότι Jµ = δµνL. ΄Ετσι εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα
Noether ϑα έχουµε από τη σχέση (1.6)

∂µ

(
aν

∂L
∂(∂µφ)

δφ− aνδµνL
)

= 0
(1.7)⇒ ∂µ

(
aν

∂L
∂(∂µφ)

∂νφ− aνδµνL
)

= 0

τέσσερα ξεχωριστά ϱεύµατα
Tµν ≡

∂L
∂(∂µφ)

∂νφ− δµνL (Αʹ.9)

Αυτός ακριβώς είναι ο τανυστής τάσης - ενέργειας ή αλλιώς ο τανυστής ενέργειας - ορµής του πεδίου φ. Το
διατηρούµενο ϕορτίο που σχετίζεται µε χρονικές µετατοπίσεις είναι η χαµιλτονιανή

H =

∫
T 00d3x =

∫
H d3x

όπου µε H έχουµε συµβολίσει την χαµιλτονιανή πυκνότητα.
Για τη Λαγκρανζιανή Klein - Gordon L = 1

2 (∂κφ)2 − 1
2m

2φ2 η σχέση (1.9) ϑα δώσει

Tµν =
∂

∂(∂µφ)

(1

2
(∂κφ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ−

(1

2
(∂κφ)2 − 1

2
m2φ2

)
δµν

πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε τον µετρικό τανυστή ηaν = diag(1,−1,−1,−1)

ηaνTµν = Tµa

= ηaν
∂

∂(∂µφ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− ηaν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δµν

τότε

T 00 = η0ν ∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− η0ν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δ0
ν

= ∂0φ∂
0φ− 1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2 = (∂0φ)2 − 1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

=
1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2 (Αʹ.10)

Βρήκαµε έτσι τη µορφή της χαµιλτονιανής πυκνότητας. Το διατηρούµενο ϱεύµα που σχετίζεται µε χωρικές
µεταβολές είναι η ορµή

P i =

∫
T 0i d3x

Υπολογίζουµε

T 0i = ηiν
∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− ηiν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δ0
ν

(i 6=0)
= ∂0φ∂

iφ = −∂0φ∂iφ

69



΄Οπως ϑα δείξουµε και στη συνέχεια η π = ∂0φ είναι η λεγόµενη συζυγής ορµή του πεδίου Klein-Gordon.
Θα είναι τότε

P i = −
∫
π∂iφ d

3x (Αʹ.11)

και αντιµετωπίζουµε την ποσότητα αυτή ως την (ϕυσική) ορµή που ϕέρει το πεδίο, την οποία δεν πρέπει να
τη συγχέουµε µε τη συζυγή ορµή που ϑα χρησιµοποιούµε κατά την κβάντωση της ϑεωρίας αργότερα.

Ο Λαγκρανζιανός ϕορµαλισµός της ϑεωρίας πεδίου είναι κατάλληλος για τη σχετικιστική δυναµική
επειδή όλες οι εκφράσεις είναι Lorentz αναλλοίωτες. Παρ’ όλα αυτά είναι χρήσιµο να χρησιµοποιούµε και
τον χαµιλτονιανό ϕορµαλισµό καθώς διευκολύνει τη µετάβαση στην κβαντική µηχανική. Αρχικά ορίζουµε τη
συζυγή ορµή ενός πεδίου ως την παράγωγο της Λαγκρανζιανής πυκνότητας ως προς τη χρονική παράγωγο
του πεδίου.

π ≡ ∂L
∂(∂0φ)

(Αʹ.12)

΄Οπως έχουµε ήδη δηλώσει στην περίπτωση της Λαγκρανζιανής Klein - Gordon η συζυγής ορµή είναι

π =
∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
= ∂0φ

Φυσικά αφού αναφερόµαστε στη χρονική παράγωγο σηµαίνει ότι έχουµε επιλέξει ένα συγκεκριµένο αδρα-
νειακό σύστηµα αναφοράς. Εποµένως η χαµιλτονιανή διατύπωση απαραίτητα παραβιάζει το αναλλοίωτο
κατά Lorentz. Παρ’ όλα αυτά, αν είµαστε προσεκτικοί, οι παρατηρήσιµες ποσότητες ϑα είναι Lorentz αναλ-
λοίωτες. Η χαµιλτονιανή είναι το χωρικό ολοκλήρωµα της χαµιλτονιανής πυκνότητας

H =

∫
H dn−1x

Η χαµιλτονιανή πυκνότητα µε τη σειρά της σχετίζεται µε τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα µε τον µετασχηµατισµό
Legendre

H = πφ̇− L(φ, ∂µφ)

΄Ετσι από τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα Klein - Gordon µπορούµε να κατασκευάσουµε την χαµιλτονιανή
πυκνότητα

H =

∫
d3x
(
πφ̇− L(φ, ∂µφ)

)
=

∫
d3x
(∂L
∂φ̇

φ̇− L(φ, ∂µφ)
)

=

∫
d3x
( ∂

∂φ̇

(1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
φ̇−

(1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
=

∫
d3x

(
φ̇φ̇− 1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

)
=

∫
d3x

(
1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

)
που είναι ακριβώς αυτή που ϐρήκαµε στη σχέση (Αʹ.10).

Αʹ.4 Λύση της κλασικής ϑεωρίας

Εµείς ϑα δουλέψουµε στην εικόνα του Heisenberg στην οποία είναι πιο εύκολη η µελέτη χρονοεξαρτώµενων
ποσοτήτων. Πριν προχωρήσουµε στην κβάντωση του πεδίου ϑα ολοκληρώσουµε την κλασική ανάλυση
λύνοντας τη ϑεωρία. ΄Ενα σύνολο λύσεων της εξίσωσης Klein - Gordon

(�+m2)φ = 0

είναι το επίπεδο κύµα
uk(t, x) ∼ e−ikµxµ = e−iωt+ikx

όπου το κυµατάνυσµα kµ έχει συνιστώσες kµ = (ω,k) και η συχνότητα ω πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση
διασποράς

ω2 = k2 +m2

Μπορούµε να γράψουµε την πιο γενική λύση κατασκευάζοντας ένα πλήρες, ορθοκανονικό σύνολο λύσε-
ων (modes) ως προς της οποίες µπορεί να εκφραστεί οποιαδήποτε λύση. Για να έχει έννοια ο όρος
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“ορθοκανονικό” χρειάζεται να ορίσουµε ένα ϐαθµωτό γινόµενο στο χώρο των λύσεων της εξίσωσης Klein
- Gordon. Αν και οι λύσεις είναι συναρτήσεις του χωροχρόνου το κατάλληλο ϐαθµωτό γινόµενο µπορεί να
εκφραστεί ως το ολοκλήρωµα πάνω σε µια χρονικά σταθερή υπερεπιφάνεια1 Σt.

(φ1, φ2) = −i
∫

Σt

(φ1∂tφ
∗
2 − φ∗2∂tφ1)dn−1x ≡ −i

∫
Σt

φ1
←→
∂t φ

∗
2d
n−1x (Αʹ.13)

Θα δείξουµε τώρα ότι το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο είναι ανεξάρτητο από την υπερεπιφάνεια στην
οποία ολοκληρώνουµε. ΄Εστω δύο υπερεπιφάνειες Σ1 και Σ2. Υποθέτουµε ότι φ1 και φ2 ικανοποιούν την
εξίσωση Klein - Gordon (∂2

µ +m2)φ = 0. Επιπλέον αν οι υπερεπιφάνειες δεν είναι συµπαγείς ϑεωρούµε ότι
οι εξισώσεις αυτές µηδενίζονται στο χωρικό άπειρο. ΄Εστω N ο χώρος που περικλύεται από τις Σ1 και Σ2 και
, αν είναι απαραίτητο , χρονοειδή όρια στα οποία ισχύει u1

k = u2
k = 0. Τότε µπορούµε να γράψουµε

(φ1, φ2)Σ2 − (φ1, φ2)Σ1 = −i
∮
∂N=Σ1−Σ2

(φ1
←→
∂µφ

∗
2)dn−1x = −i

∫
N

∂µ(φ1
←→
∂µφ

∗
2)dnx

όπου στο τελευταίο ϐήµα έχουµε χρησιµοποιήσει την n-διάστατη εκδοχή του νόµου του Gauss. Η ποσότητα
µέσα στο ολοκλήρωµα γράφεται

∂µ(φ1
←→
∂µφ

∗
2) = ∂µ(φ1∂µφ

∗
2 − φ∗2∂µφ1) = ∂µφ1∂µφ

∗
2 + φ1∂

µ∂µφ
∗
2 − ∂µφ∗2∂µφ1 − φ∗2∂µ∂µφ1

= φ1∂
µ∂µφ

∗
2 − φ∗2∂µ∂µφ1 = −φ1m

2φ∗2 + φ∗2m
2φ1 = 0

λόγω της εξίσωσης Klein - Gordon. Εποµένως πράγµατι

(φ1, φ2)Σ1
= (φ1, φ2)Σ2

Εφαρµόζοντας το εσωτερικό γινόµενο σε δύο επίπεδα κύµατα µε διαφορετικά κυµατανύσµατα ϑα έχουµε

(e−ik
µ
1 xµ , e−ik

µ
2 xµ) = −i

∫
(e−iω1t+ik1x∂te

iω2t−ik2x − eiω2t−ik2x∂te
−iω1t+ik1x)dn−1x

= −i
∫ (

e−iω1t+ik1xiω2e
iω2t−ik2x + iω1e

iω2t−ik2x(e−iω1t+ik1x
)
dn−1x

=

∫ (
ω2e
−i(ω1−ω2)tei(k1−k2)x + ω1e

−i(ω1−ω2)tei(k1−k2)x
)
dn−1x

= (ω1 + ω2)e−i(ω1−ω2)t

∫
ei(k1−k2)xdn−1x = (ω1 + ω2)e−i(ω1−ω2)t(2π)n−1δ(n−1)(k1 − k2)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα της δ συνάρτησης∫
eikxdn−1x = (2π)n−1δ(n−1)(k) (Αʹ.14)

Το εσωτερικό γινόµενο µηδενίζεται εκτός κι αν τα χωρικά κυµατανύσµατα, και εποµένως και οι συχνότητες
ω, είναι ίδια και για τις δύο λύσεις. ΄Ετσι ένα ορθοκανονικό σύνολο από λύσεις ϑα δίνεται από τη σχέση

uk(xµ) =
−eikµxµ(

(2π)n−12ω
)1/2

µε
(uk1

, uk2
) = δ(n−1)(k1 − k2)

1Για να εξηγήσουµε τον όρο υπερεπιφάνεια ϑα πρέπει πρώτα να δώσουµε τον ορισµό µιας πολλαπλότητας. Η έννοια της πολλα-
πλότητας αντιστοιχεί σε έναν χώρο ο οποίος µπορεί να είναι καµπύλος και να έχει µια πολύπλοκη τοπολογία αλλά σε τοπικές περιοχές
µοιάζει µε τον Ευκλείδιο χώρο Rn. Λέγοντας “µοιάζει σαν” δεν εννοούµε ότι η µετρική είναι ίδια αλλά ότι πιο αρχικές έννοιες όπως
συναρτήσεις και συντεταγµένες λειτουργούν µε παρόµοιο τρόπο. Ολόκληρη η πολλαπλότητα κατασκευάζεται ενώνοντας οµαλά αυτές
τις περιοχές µεταξύ τους. ΄Ενα κρίσιµο σηµείο είναι ότι η διάσταση n των Ευκλείδιων χώρων που χρησιµοποιούνται πρέπει να είναι
ίδια σε κάθε κοµµάτι της πολλαπλότητας. Τότε λέµε ότι η πολλαπλότητα είναι διάστασης n. Με αυτή τη προσέγγιση µπορούµε να
αναλύσουµε συναρτήσεις σε έναν τέτοιο χώρο µετατρέποντάς τες (τοπικά) σε συναρτήσεις του Ευκλείδιου χώρου. Μια υπερεπιφάνεια
είναι µια (n-1)-διάστατη υποπολλαπλότητα Σ µιας n-διάστατης πολλαπλότητας M . (Φυσικά αν n = 3 η Σ είναι απλά µια επιφάνεια).
Η πιο συχνή χρήση της υπερεπιφάνειας είναι ως το σύνορο µιας κλειστής περιοχής N µιας πολλαπλότητας M που κατά σύµβαση
δηλώνεται ∂N . Αν για παράδειγµα η N αποτελείται από όλα τα στοιχεία του Rn που ϐρίσκονται σε µια απόσταση από την αρχή r 6 1
τότε το όριο ∂N είναι η (n-1) σφαίρα που καθορίζεται από το r = 1.
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Η στρατηγική µας είναι να επιµείνουµε ότι το ω ϑα είναι πάντα ϑετικός αριθµός και ϑα συµπληρώσουµε
το σύνολο των λύσεων µε τις µιγαδικές συζυγείς u∗k(xµ). Θα λέµε ότι οι uk λύσεις είναι ϑετικής συχνότητας
εννοώντας ότι ικανοποιούν τη σχέση

∂tuk = −iωuk , ω > 0

ενώ τα u∗k είναι αρνητικής συχνότητας ικανοποιώντας την

∂tu
∗
k = iωu∗k , ω > 0

Οι συζυγείς µιγαδικές λύσεις είναι ορθογώνιες στις αρχικές λύσεις καθώς

(uk1
, u∗k2

) = −i
∫ (

uk1
∂t(u

∗
k2

)∗ − (u∗k2
)∗∂tuk1

)
dn−1x = −i

∫ (
uk1

∂tuk2
− uk2

∂tuk1

)
dn−1x

= −i
∫ (

uk1(−iω)uk2 − uk2(−iω)uk1

)
dn−1x = 0

και ορθοκανονικά µεταξύ τους

(u∗k1
, u∗k2

) = −i
∫ (

u∗k1
∂t(u

∗
k2

)∗ − (u∗k2
)∗∂tu

∗
k1

)
dn−1x

= −i
∫ (

u∗k1
∂tuk2 − uk2∂tu

∗
k1

)
dn−1x = −i

∫ (
u∗k1

(−iω)uk2 − uk2(iω)u∗k1

)
dn−1x

= −i
∫ (eiωt−ik1x(−iω)e−iωt+ik2x

(2π)n−12ω
− e−iωt+ik2x(iω)eiωt−ik1x

(2π)n−12ω

)
dn−1x

=
−i(−iω)

(2π)n−12ω

∫ (
ei(ω−ω)tei(k2−k1)x + ei(ω−ω)tei(k2−k1)x

)
dn−1x

=
−1

(2π)n−1

∫
ei(k2−k1)xdn−1x = −δn−1(k2 − k1) = −δn−1(k1 − k2)

όπου και πάλι έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα (Αʹ.14) καθώς και το γεγονός ότι η δ είναι άρτια συνάρ-
τηση.

Μαζί οι λύσεις uk και u∗k σχηµατίζουν ένα πλήρες σύνολο µε τα στοιχεία του οποίου µπορούµε να
αναπαράγουµε οποιαδήποτε λύση της εξίσωσης Klein - Gordon. ΄Ετσι ϑα έχουµε τη γενική λύση

φ(t, x) =

∫
d3k[akuk(x, t) + a∗ku

∗
k(x, t)] (Αʹ.15)

Αʹ.5 Χώροι Hilbert και σηµειογραφία Dirac

Οι κβαντικοί τελεστές όπως οι q(t), p(t) µπορούν να αναπαρασταθούν από γραµµικούς µετασχηµατισµούς
σε κατάλληλους απειροδιάστατους χώρους Hilbert. Σε αυτό το παράρτηµα συγκεντρώνουµε τις ιδιότητες των
χώρων Hilbert και εισαγάγουµε την σηµειογραφία Dirac. Θα ϑεωρούµε πάντα µιγαδικούς διανυσµατικούς
χώρους.

Απειροδιάστατοι διανυσµατικοί χώροι

΄Ενα διάνυσµα σε ένα χώρο πεπερασµένης διάστασης µπορεί να επεικονιστεί σαν µια συλλογή συνιστωσών,
π.χ a ≡ (a1, a2, a3, a4) , όπου κάθε ak είναι ένας (µιγαδικός) αριθµός. Για να περιγράψουµε διανύσµατα
σε απειροδιάστατους χώρους πρέπει να χρησιµοποιήσουµε απείρως πολλές συνιστώσες. ΄Ενα σηµαντικό
παράδειγµα ενός απειροδιάστατου µιγαδικού διανυσµατικού χώρου είναι ο χώρος L2 των τετραγωνικά ολο-
κληρώσιµων συναρτήσεων, δηλαδή το σύνολο όλων των συναρτήσεων µιγαδικών τιµών ψ(q) τέτοιων ώστε το
ολοκλήρωµα ∫ +∞

−∞
|ψ(q)|2 dq

να συγκλίνει. ΄Ενας γραµµικός συνδυασµός δύο τέτοιων συναρτήσεων λ1ψ1(q) + λ2ψ2(q) µε σταθερούς
συντελεστές λ1,2 είναι και πάλι ένα στοιχείο του ίδιου διανυσµατικού χώρου. Μια συνάρτηση ψ ∈ L2
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µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα σύνολο απείρως πολλών συνιστωσών ψq = ψ(q) µε έναν συνεχή “δείκτη” q.
Αποδεικνύεται ότι ο χώρος των κβαντικών καταστάσεων µιας σηµειακής µάζας στην κβαντική µηχανική είναι
ακριβώς ο χώρος των L2 τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων ψ(q) όπου το q είναι η χωρική συνιστώσα
του σωµατιδίου. Σε αυτή τη περίπτωση η συνάρτηση ψ(q) ονοµάζεται κυµατοσυνάρτηση. Οι κβαντικές
καταστάσεις ενός συστήµατος δύο σωµατιδίων ανήκουν στο χώρο των συναρτήσεων ψ(q1, q2) όπου q1,2 είναι
οι συντεταγµένες κάθε σωµατιδίου. Στην κβαντική ϑεωρία πεδίου οι “συντεταγµένες” είναι διαµορφώσεις
φ̂(x) του πεδίου και η κυµατοσυνάρτηση είναι ένα συναρτησιακό Ψ[φ̂(x)].

Σηµειογραφία Dirac

Η γραµµική άλγεβρα χρησιµοποιείται σε πολλούς τοµείς της ϕυσικής και η σηµειο-γραφία Dirac είναι
ένα ϐολικό εργαλείο για υπολογισµούς µε διανύσµατα και γραµµικούς τελεστές. Η σηµειογραφία αυτή
χρησιµοποιείται και για πεπερασµένους και για απειροδιάστατους διανυσµατικούς χώρους.

Για να δηλώσει ένα διάνυσµα ο Dirac πρότεινε να γράφουµε ένα σύµβολο όπως τα |a〉, |x〉, |λ〉 , δηλαδή ένα
γράµµα µέσα στις ειδικές αγκύλες (ket) |〉. Γραµµικοί συνδυασµοί διανυσµάτων γράφονται σαν 2|υ〉−3i|ω〉.

΄Ενας γραµµικός τελεστής Â : V → V που δρα στον χώρο V µετασχηµατίζει ένα διάνυσµα |υ〉 στο
διάνυσµα Â|υ〉. ΄Ενας τελεστής Â είναι γραµµικός αν

Â(|υ〉+ λ|ω〉) = Â|υ〉+ λÂ|ω〉

για κάθε |υ〉, |ω〉 ∈ V και λ ∈ C.
Γραµµικές µορφές που δρούν πάνω σε διανύσµατα , f : V → C είναι covectors (διανύσµατα από τον

δυικό χώρο) και δηλώνονται µε 〈f | (η αγκύλη 〈| ονοµάζεται bra). Μια γραµµική µορφή 〈f | δρα πάνω στο
διάνυσµα |υ〉 και δίνει ως αποτέλεσµα τον αριθµό 〈f |υ〉.

Συνήθως ορίζουµε ένα ϐαθµωτό γινόµενο στον διανυσµατικό χώρο V . Το ϐαθµωτό γινόµενο των διανυ-
σµάτων |υ〉 και |ω〉 µπορεί να γραφτεί ως (|υ〉, |ω〉) και είναι ένας µιγαδικός αριθµός. Το ϐαθµωτό γινόµενο
καθιερώνει µια αντιστοιχία ανάµεσα στα διανύσµατα και τα covectors. Κάθε διάνυσµα |υ〉 ορίζει ένα cove-
ctor 〈υ| το οποίο είναι η γραµµική απεικόνιση |ω〉 → (|υ〉, |ω〉). ΄Ετσι η σηµειογραφία Dirac µας επιτρέπει
να γράψουµε το εσωτερικό γινόµενο πιο συνοπτικά ως (|υ〉, |ω〉) = 〈υ|ω〉.

Αν Â είναι ένας γραµµικός τελεστής ο συµβολισµός 〈υ|Â|ω〉 δηλώνει το ϐαθµωτό γινόµενο των διανυ-
σµάτων |υ〉 και Â|ω〉. Η ποσότητα 〈υ|Â|ω〉 καλείται επίσης στοιχείο πίνακα του τελεστή Â ως προς τις
καταστάσεις |υ〉 και |ω〉.

Αν |υ〉 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα ενός τελεστή Â µε ιδιοτιµή υ τότε γράφουµε

Â|υ〉 = υ|υ〉

∆εν ϑα πρέπει να υπάρχει σύγχυση ανάµεσα στην ιδιοτιµή υ (η οποία είναι αριθµός) και του διανύσµατος
|υ〉.

Ερµιτιανότητα

Το ϐαθµωτό γινόµενο σε ένα µιγαδικό διανυσµατικό χώρο είναι ερµιτιανό αν (〈υ|ω〉)∗ = 〈ω|υ〉 για όλα τα
διανύσµατα |υ〉 και |ω〉 (ο αστερίσκος ∗ δηλώνει µιγαδική συζυγία). Σε αυτή τη περίπτωση η νόρµα 〈υ|υ〉
ενός διανύσµατος |υ〉 είναι πραγµατικός αριθµός.

΄Ενα ερµιτινό ϐαθµωτό γινόµενο µας επιτρέπει να ορίσουµε έναν ερµιτιανό συζυγή Â† του τελεστή Â
µέσω της σχέσης

〈υ|Â†|ω〉 = (〈ω|Â|υ〉)∗

η οποία ϑα πρέπει να ισχύει για κάθε |υ〉 και |ω〉. Σηµειώνουµε ότι ένας τελεστής Â† προσδιορίζεται µοναδικά
αν είναι γνωστά τα στοιχεία πίνακα 〈υ|Â†|ω〉 ως προς όλα τα |υ〉 και |ω〉.

Η διαδικασία της ερµιτανής συζυγίας έχει τις ιδιότητες

(Â+ B̂)† = Â† + B̂† (λÂ)† = λ∗Â† (ÂB̂)† = B̂†Â†

΄Ενας τελεστής Â ονοµάζεται ερµιτιανός αν Â† = Â , αντιερµιτιανός αν Â† = −Â και µοναδιακός αν
Â†Â = ÂÂ† = 1.

Σύµφωνα µε ένα αξίωµα της κβαντικής µηχανικής το αποτέλεσµα της µέτρησης κάποιας ποσότητας
είναι πάντα µια ιδιοτιµή του τελεστη Â που αντιστοιχεί σε αυτή την ποσότητα. Οι ιδιοτιµές ενός ερµιτιανού
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τελεστή είναι πάντα πραγµατικές. Αυτό παρακινεί µια σηµαντική υπόθεση που διατυπώνεται στην κβαντική
µηχανική: Οι τελεστές που αντιστοιχούν σε όλες τις παρατηρήσιµες ποσότητες είναι ερµιτιανοί.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός ερµιτιανού τελεστή που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι πάντα ορ-
ϑογώνια. Αυτό είναι εύκολο να αποδειχθεί: Αν |υ1〉 και |υ2〉 είναι ιδιοδιανύσµατα ενός ερµιτιανού τελεστή Â
µε ιδιοτιµές υ1 και υ2 τότε τα υ1,2 είναι πραγµατικά. ΄Ετσι 〈υ1|Â = υ1〈υ1| , Â|υ2〉 = υ2|υ2〉 → 〈υ1|Âυ2〉 =
υ1〈υ1|υ2〉 = υ2〈υ1|υ2〉 πράγµα που σηµαίνει ότι 〈υ1|υ2〉 = 0 για υ1 6= υ2.

Χώροι Hilbert

Σε ένα Ν-διάστατο διανυσµατικό χώρο µπορούµε να ϐρούµε ένα πεπερασµένο σύνολο από διανύσµατα
ϐάσης |e1〉, ..., |eN 〉 τέτοια ώστε οποιοδήποτε διάνυσµα |υ〉 να εκφράζεται µοναδικά σαν ένας γραµµικός
συνδυασµός

|υ〉 =

N∑
n=1

υn|en〉

Οι συντελεστές υn ονοµάζονται συνιστώσες του διανύσµατος |υ〉 στη ϐάση |en〉. Σε µια ορθοκανονική ϐάση
που ικανοποιεί την σχέση 〈em|en〉 = δmn το ϐαθµωτό γινόµενο δύο διανυσµάτων |υ〉 , |ω〉 εκφράζεται µέσω
των συνιστωσών τους υn , ωn ως

〈υ|ω〉 =

N∑
n=1

υ∗nωn

Εξ ορισµού ένας διανυσµατικός χώρος είναι άπειρης διάστασης αν κανένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων
δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως ϐάση. Σε αυτή τη περίπτωση κάποιος ϑα περίµενε να έχουµε µια άπειρη
ϐάση |e1〉 , |e2〉 , ... , τέτοια ώστε οποιοδήποτε διάνυσµα |υ〉 εκφράζεται µοναδικά από τον άπειρο γραµµικό
συνδυασµό

|υ〉 =

∞∑
n=1

υn|en〉 (Αʹ.16)

Παρ’ όλα αυτά η σύγκλιση αυτής της άπειρης σειράς δεν είναι τετριµένο ϑέµα. Για παράδειγµα αν τα
διανύσµατα ϐάσης |en〉 είναι ορθοκανονικά τότε η νόρµα του διανύσµατος |υ〉 είναι

〈υ|υ〉 =
( ∞∑
m=1

υ∗m〈em|
)( ∞∑

n=1

υn|en〉
)

=

∞∑
n=1

|υn|2 (Αʹ.17)

Αυτή η σειρά πρέπει να συγκλίνει αν το διάνυσµα |υ〉 έχει πεπερασµένη νόρµα, συνεπώς οι αριθµοί υn
δεν µπορεί να είναι τυχαίοι. Για παράδειγµα δεν µπορούµε να περιµένουµε το άθροισµα

∑∞
n=1 n

2|en〉
αναπαριστά ένα καλά ορισµένο διάνυσµα. Τώρα, αν οι συντελεστές υn πράγµατι ελαττώνονται αρκετά
γρήγορα έτσι ώστε η σειρά (Α΄.2) να συγκλίνει ϕαινεταί πιθανό ο άπειρος γραµµικός συνδυασµός (Α΄.1) να
συγκλίνει και να καθορίζει µοναδικά το διάνυσµα |υ〉. Παρ’ όλα αυτά κάτι τέτοιο δεν ισχύει για όλους
τους απειροδιάστατους χώρους. Οι απαιτούµενες ιδιότητες από τον διανυσµατικό χώρο είναι γνωστές στην
συναρτησιακή ανάλυση ως πληρότητα και διαχωρισιµότητα.

΄Ενας χώρος Hilbert είναι ένας πλήρης διανυσµατικός χώρος µε ερµιτιανό ϐαθµωτό γινόµενο. ΄Οταν
ορίζουµε µια κβαντική ϑεωρία διαλέγουµε έναν διαχωρίσιµο χώρο Hilbert ως το χώρο των κβαντικών κα-
ταστάσεων. Σε αυτή τη περίπτωση υπάρχει µια αριθµήσιµη ϐάση |en〉 και όλα τα διανύσµατα µπορούν να
αναπτυχθούν όπως στην (Α΄.1). Από τη στιγµή που µια ορθοκανονική ϐάση επιλέγεται όλα τα διανύσµατα
|υ〉 αναπαριστώνται από συλλογές (υ1, υ2, ...) των συνιστωσών τους. Για το λόγο αυτό ένας διαχωρίσιµος
χώρος Hilbert µπορεί να ειδωθεί ως ο χώρος των άπειρων µιγαδικών αριθµών |υ〉 ≡ (υ1, υ2, ...) τέτοιων ώστε
το άθροισµα

∑∞
n=1 |υn|2 να συγκλίνει. Η απαίτηση της σύγκλισης εγγυάται ότι κάθε ϐαθµωτό γινόµενο

〈υ|ω〉 =
∑∞
n=1 υ

∗
nωn είναι πεπερασµένο.

Εξέλιξη ενός κβαντικού συστήµατος

Η εξέλιξη ενός συστήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί µε έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους. Ως µια
χρονοεξαρτώµενη εξέλιξη της κατάστασης στον χώρο Hilbert (εικόνα Schrödinger) ή κρατώντας την κατάστα-
ση “ϕιξαρισµένη” και επιτρέποντας στις παρατηρήσιµες ποσότητες να εξελιχθούν σύµφωνα µε τις εξισώσεις
κίνησης (εικόνα Heisenberg). Στην εικόνα του Heisenberg οποιαδήποτε κατάσταση µπορεί να γραφτεί ως
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µια “ϕιξαρισµένη” κατάσταση στην οποία δρα ένας µοναδιακός χρονικά εξελισόµενος τελεστής. (µε τον όρο
µοναδιακός εννοούµε ότι ισχύει U†U = U−1U = 1)

|Ψ(t)〉 = U(t)|Ψ(0)〉

όπου
U(t) = ei

∫
Hdt

Αν η χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη του χρόνου έχουµε απλά U(t) = e−iHt. Η έκφραση που προκύπτει από
την εικόνα του Schrödinger για έναν χρονοανεξάρτο τελεστή A ανάµεσα σε χρονοεξαρτώµενες καταστάσεις
Ψ1(t)〉 και |Ψ2(t)〉 µπορεί να γραφτεί στην εικόνα του Heisenberg µε χρονοεξαρτώµενο τελεστή A(t) και
χρονοανεξάρτητες καταστάσεις ως

〈Ψ2(t)|A|Ψ1(t)〉 = 〈Ψ2(0)|U†(t)AU(t)|Ψ1(0)〉
= 〈Ψ2(0)|A(t)|Ψ1(0)〉

όπου προφανώς ο τελεστής της εικόνας Heisenberg δίνεται από τη σχέση

A(t) = U†(t)AU(t) = eiHtAe−iHt (Αʹ.18)

Εφόσον ο A(t) είναι χρονοεξαρτώµενος αναρωτιόµαστε ποιά ϑα είναι η εξίσωση κίνησής του. ∆ιαφορίζοντας
την παραπάνω σχέση ϐρίσκουµε

dA(t)

dt
= iHeiHtAe−iHt + eiHtA(−iH)e−iHt = iHA(t)− iA(t)H

= −i[A(t)H −HA(t)] = −i[A(t), H]

Η σχέση
dA(t)

dt
= −i[A(t), H] (Αʹ.19)

ονοµάζεται εξίσωση κίνησης του Heisenberg για τον A(t). Στο δεξί µέλος το H είναι ο τελεστής του
Schrödinger. Παρ’ όλα αυτά αν αντικαταστήσουµε τον H στη ϑέση του A(t) στη σχέση (Α΄.3) ϐρίσκου-
µε

H(t) = eiHtHe−iHt = H∗eiHte−iHt = HeiHte−iHt = H

έτσι ο H µπορεί ισοδύναµα να ερµηνευτεί ως τελεστής του Heisenberg.

Αʹ.6 Κβάντωση του ϐαθµωτού πεδίου

΄Εχουµε εισαγάγει το πεδίο φ(t, x) που έχει ϱόλο ανάλογο της συνιστώσας q(t) και το πεδίο π(t, x) που
έχει ϱόλο ανάλογο της ορµής p(t). Για να περάσουµε στην κβάντωση της ϑεωρίας πεδίου µιµούµαστε
την διαδικασία που ακολουθούµε στη διακριτή περίπτωση και προάγουµε τις ποσότητες φ και π στους
τελεστές φ̂ και π̂ στην εικόνα του Heisenberg. Το ξεχωριστό χαρακτηριστικό την κβαντικής ϑεωρίας είναι η
µη-µεταθετικότητα των ϐασικών ποσοτήτων της ϑεωρίας - για παράδειγµα ο ϑεµελιώδης µεταθέτης (~ = 1)

[q̂r(t), p̂s(t)] = iδrs (Αʹ.20)

της διακριτής περίπτωσης. Περιµένουµε λοιπόν ότι οι τελεστές φ̂ και π̂ ϑα υπακοούν κάποια σχέση µετάθεσης
η οποία είναι µια συνεχής γενίκευση της (2.1). Ο µεταθέτης ϑα είναι της µορφής [φ̂(x, t), π̂(x′, t)] αφού
οι διακριτοί δείκτες r και s έχουν µετατραπεί στις συνεχείς µεταβλητές x και x′. Σηµειώνουµε επίσης ότι
η (2.1) αναφέρεται σε τελεστές την ίδια χρονική στιγµή. Η συνεχής γενίκευση του συµβόλου δrs είναι η
συνάρτηση δ του Dirac, δ(x − x′). ΄Ετσι λοιπόν ο ϑεµελιώδης µεταθέτης της κβαντικής ϑεωρίας πεδίου ϑα
είναι

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = iδn−1(x− x′)

σε υπερεπιφάνειες ίδιου χρόνου. Επιπλέον ο µεταθέτης των δύο φ̂ ή δύο π̂ είναι

[φ̂(t, x), φ̂(t, x′)] = 0

[π̂(t, x), π̂(t, x′)] = 0
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Θυµίζουµε ότι για τη συζυγή ορµή ισχύει

π̂ ≡ ∂L
∂(∂tφ̂)

= ∂tφ̂

για την Λαγκρανζιανή Klein - Gordon. Η συνάρτηση δ στην πρώτη σχέση υποδηλώνει ότι οι τελεστές σε ίδιες
χρονικές στιγµές µετατίθενται παντού εκτός από τα χωρικά σηµεία στα οποία συµπίπτουν. Το δεδοµένο αυτό
προκύπτει από τις απαιτήσεις της αιτιότητας. Τελεστές που είναι χωροειδώς διαχωρισµένοι δεν µπορούν να
επηρεάσουν ο ένας τον άλλο.

Στην εικόνα του Heisenberg οι τελεστές φ̂ και π̂ µπορούν να γίνουν χρονικά εξαρτώµενοι (Παράρτηµα Α΄)
και τότε

φ̂(x) = φ̂(x, t) = eiHtφ̂(x)e−iHt

όµοια
π̂(x) = π̂(x, t) = eiHtπ̂(x)e−iHt

Η εξίσωση κίνησης του Heisenberg (Αʹ.5) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τη χρονική εξάρτηση των φ̂ και π̂.

i
∂φ̂(x, t)
∂t

=

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

(
1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
(∇φ̂(x′, t))2 +

1

2
m2φ̂2(x′, t)

)]
=

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
+

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
(∇φ̂(x′, t))2

]
+

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
m2φ̂2(x′, t)

]
=

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
=

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂(x′, t)

] ∫
d3x′π̂(x′, t) +

∫
d3x′π̂(x′, t)

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂(x′, t)

]
=

∫
d3x′

(
1

2
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
+

∫
d3x′

(
1

2
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
=

∫
d3x′

(
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
= iπ̂(x, t)

όµοια

i
∂π̂(x, t)
∂t

=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

(1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
(∇φ̂(x′, t))2 +

1

2
m2φ̂2(x′, t)

)]
(Αʹ.21)

Ισχύει η σχέση
∇(φ̂(∇φ̂)) = ∇φ̂∇φ̂+ φ̂∇2φ̂

έτσι το δεύτερο ολοκλήρωµα της (Αʹ.21) γράφεται∫
d3x′

(
∇φ̂(x′, t)

)2
=

∫
d3x′∇

(
φ̂(x′, t)(∇φ̂(x′, t))

)
−
∫
d3x′φ̂(x′, t)∇2φ̂(x′, t) = −

∫
d3x′φ̂(x′, t)∇2φ̂(x′, t)

αφού το πρώτο ολοκλήρωµα µπορούµε να το µετατρέψουµε σε επιφανειακό το οποίο εν τέλει ϑα µηδενιστεί.
Η (Αʹ.21) τότε ϑα γίνει

i
∂π̂(x, t)
∂t

=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

(1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
φ̂(x′, t)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

)]
=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
+
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
φ̂(x′, t)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

]
=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
φ̂(x′, t)

] ∫
d3x′(−∇2 +m2)φ̂(x′, t) +

∫
d3x′φ̂(x′, t)

[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

]
=

∫
d3x′

(
− iδ(3)(x− x′)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

)
= −i(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την [π̂(x, t), φ̂(x′, t)] = −iδ(x− x′). Από τα δύο αποτελέσµατα έχουµε

∂2φ̂(x′, t)
∂t2

=
∂π̂(x′, t)

∂t
=
−i(∇2 +m2)φ̂(x′, t)

i

⇒ ∂2φ̂(x′, t)
∂t2

= (∇2 +m2)φ̂(x′, t) ⇒
(
− ∂2

∂t2
+∇2 +m2

)
φ̂(x′, t) = 0

⇒ (�+m2)φ̂(x′, t) = 0 (Αʹ.22)
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που δεν είναι άλλη από την εξίσωση Klein - Gordon.
Ακριβώς όπως οι κλασικές λύσεις της Klein - Gordon µπορούν να αναπτυχθούν ως προς τις λύσεις uk(xµ)

έτσι µπορεί και ο κβαντικός τελεστής πεδίου φ̂(x, t). ∆ηλώνουµε τους τελεστές της ανάπτυξής του âk και â†k
και έχουµε

φ̂(t, x) =

∫
dn−1k[âkuk(t, x) + â†ku

∗
k(t, x)] (Αʹ.23)

και παρόµοια έκφραση για την συζυγή ορµή

π̂(t, x) =
˙̂
φ(t, x) =

∫
dn−1k(−iω)[âkuk(t, x)− â†ku∗k(t, x)] (Αʹ.24)

Για να δούµε τις σχέσεις µετάθεσης που ικανοποιούν οι τελεστές âk και â†k ϑα εισάγουµε τις (Αʹ.23) και
(Αʹ.24) στη ϑεµελιώδη µεταθετική σχέση

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = iδ(x− x′)

Θα έχουµε λοιπόν

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = (Αʹ.25)

=

[∫
dn−1k(âkuk(t, x) + â†ku

∗
k(t, x)),

∫
dn−1k′(−iωk′)(âk′uk′(t, x

′)− â†k′u∗k′(t, x′))
]

=

[∫
dn−1kâkuk(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)âk′uk′(t, x

′)

]
−
[∫

dn−1âkuk(t, x),

∫
dn−1k′(−iω)â†k′u

∗
k′(t, x

′)

]
+

[∫
dn−1kâ†ku

∗
k(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)âk′uk′(t, x

′)

]
−
[∫

dn−1kâ†ku
∗
k(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)â

†
k′u
∗
k′(t, x

′)

]
=

∫
dn−1k

∫
dn−1k′[âk, âk′ ](−iωk′)uk(t, x)uk′(t, x

′) (Α)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′[â†k, â

†
k′ ](iωk′)u

∗
k(t, x)u∗k′(t, x

′) (Β)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′[âk, â

†
k′ ](iωk′)uk(t, x)u∗k′(t, x

′) (Γ)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′[â†k, âk′ ](−iωk′)u

∗
k(t, x)uk′(t, x

′) (∆)

= iδ(n−1)(x− x′)

Αναγκαία συνθήκη για να ισχύει αυτή η ισότητα, δηλαδή η

(A) + (B) + (Γ) + (∆) = iδ(n−1)(x− x′) (Αʹ.26)

είναι να µηδενίζονται οι δύο πρώτοι όροι της όπου η χρονική εξάρτηση έχει τη µορφή

e−i(ωk+ωk′ )t και ei(ωk+ωk′ )t

η οποία είναι αδύνατον να απαλειφθεί όπως απαιτείται ώστε το αποτέλεσµα να είναι ανεξάρτητο του t. Αυτή
η πρώτη συνθήκη ικανοποιείται αυτόµατα αν ισχύουν οι

[âk, âk′ ] = [â†k, â
†
k′ ] = 0 (Αʹ.27)

Στους όρους (Γ) και (∆) τώρα, τα χρονικά εκθετικά έχουν αντίθετο πρόσηµο οπότε η χρονική τους εξάρτηση
ϑα είναι της µορφής

ei(ωk′−ωk)t και e−i(ωk′−ωk)t

και µπορεί να απαλειφθεί αρκεί να είναι k′ = k, το οποίο διασφαλίζεται αυτόµατα µε µια µεταθετική σχέση
του τύπου

[âk, â
†
k′ ] ∼ δkk′

΄Οπως ϑα δείξουµε αµέσως η ισχύς της (2.7) απαιτεί να είναι ακριβώς

[âk, â
†
k′ ] = δkk′
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Πράγµατι για k′ = k⇒ ωk′ = ωk ϑα είναι (χρησιµοποιούµε την ιδιότητα (1.14) )

(Γ) =

∫
dn−1k

(iωk)

(2π)n−12ωk
eik(x−x′) = i

(2π)n−1

(2π)n−12
δn−1(x− x′) =

i

2
δn−1(x− x′)

και όµοια

(∆) =

∫
dn−1k

(−1)(−iωk)

(2π)n−12ωk
e−ik(x−x′) =

i

2
δn−1(x− x′)

αφήνοντας το επιθυµητό αποτέλεσµα

(Γ) + (∆) = iδ(n−1)(x− x′)

∆είξαµε λοιπόν ότι οι τελεστές âk και â†k ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[âk, âk′ ] = 0

[â†k, â
†
k′ ] = 0

[âk, â
†
k′ ] = δkk′ (Αʹ.28)

Στην εικόνα του Heisenberg οι κβαντικές καταστάσεις καλύπτουν ένα χώρο Hilbert. Μια ϐολική ϐάση
σε αυτό το χώρο Hilbert είναι η λεγόµενη αναπαράσταση Fock. Τα κανονικοποιηµένα διανύσµατα ket της
ϐάσης , τα οποία συµβολίζουµε |〉 , µπορούν να κατασκευαστούν από το διάνυσµα |0〉 , που ονοµάζουµε
κενό ή κατάσταση χωρίς σωµατίδια. Η κατάσταση |0〉 έχει την ιδιότητα ότι εκµηδενίζεται από όλους τους
τελεστές (καταστροφής) âk

âk|0〉 = 0 ∀ k (Αʹ.29)

Η κατάσταση που παίρνουµε δρώντας στην κατάσταση |0〉 µε τον τελεστή (δηµιουργίας) â†k ονοµάζεται
κατάσταση ενός σωµατιδίου και συµβολίζεται |1k〉

|1k〉 = â†k|0〉

Η κατάσταση µε nk σωµατίδια µε ίδια ορµή k δηµιουργείται µε επαναλαµβανόµενη δράση του τελεστή â†k

|nk〉 =
1√
nk!

(â†k)nk |0〉

ενώ η κατάσταση µε jn διεγέρσεις (σωµατίδια) διαφόρων ορµών ki ϑα είναι

|1nk1 ,
2 nk2 , ...,

j nkj 〉 =
1√

1nk!2nk! · · ·j nk!
(â†k1

)
1n(â†k2

)
2n · · · (â†kj )

jn|0〉

∆ρώντας σε µια τέτοια κατάσταση οι τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής αλλάζουν τον αριθµό των σωµα-
τιδίων ως

â†ki |n1, n2, ...nj〉 =
√
ni + 1|n1, n2, ..., ni + 1, ..., nj〉

âki |n1, n2, ...nj〉 =
√
ni|n1, n2, ..., ni − 1, ..., nj〉

Ορίζουµε τον τελεστή αρίθµησης για κάθε κυµατάνυσµα

n̂k = â†kâk (Αʹ.30)

ο οποίος υπακούει στη σχέση
n̂ki |n1, n2, ..., nj〉 = ni|n1, n2, ..., nj〉

Οι καταστάσεις που είναι ιδιοκαταστάσεις των τελεστών αρίθµησης σχηµατίζουν τη ϐάση Fock όπως έχουµε
ήδη αναφέρει.

΄Οταν πρωτοαναφερθήκαµε στη χαµιλτονιανή διατύπωση δηλώσαµε ότι αν και παραβιάζει το αναλλοίωτο
κατά Lorentz ϑα µπορούσαµε εν τέλει να έχουµε παρατηρήσιµες ποσότητες που να είναι Lorentz αναλλοίω-
τες. Ας ερευνήσουµε λοιπόν τη συµπεριφορά της ϐάσης Fock κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz. Μεχρι
τώρα είχαµε το πλεονέκτηµα των συµµετριών του χώρου Minkowski, για παράδειγµα χρησιµοποιήσαµε το
επίπεδο κύµα ως ϐάση για τις λύσεις της εξίσωσης Klein - Gordon. Το σηµαντικό χαρακτηριστικό αυτών
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των λύσεων είναι η ιδιότητα να διαχωρίσουµε τις αρνητικές και τις ϑετικές συχνότητες επιτρέποντας έτσι την
ερµηνεία των συντελεστών στην ανάπτυξη του φ̂, ως προς τις λύσεις, ως τελεστές καταστροφής και δηµιουρ-
γίας. Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια ώθηση µε ταχύτητα v = dx/dt η οποία µας οδηγεί σε νέες συντεταγµένες
xµ′ που δίνονται από τις σχέσεις

t′ = γt− γvx , x′ = γx− γvt

όπου γ = 1/
√

1− υ2 και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός δίνεται απο τις

t = γt′ + γvx , x = γx′ + γvt′

Η χρονική παράγωγος των λύσεων στο νέο σύστηµα ϑα είναι

∂t′uk(t, x) = ∂t′
( e−iωt+ikx

[(2π)n−12ω]1/2

)
= ∂t′

(e−iω(γt′+γvx)+ik(γx′+γvt′)

[(2π)n−12ω]1/2

)
= (−iωγ + ikγv)

e−iω(γt′+γvx)+ik(γx′+γvt′)

[(2π)n−12ω]1/2
= (−iωγ + ikγv)uk(t, x)

= −i(ωγ − kγv)uk(t, x) = −iω′uk(t, x)

όπου
ω′ = γω − γvk

είναι απλά η συχνότητα του νέου συστήµατος. Είναι ξεκάθαρο λοιπόν ότι η κατάσταση που περιγράφει ένα
σύνολο σωµατιδίων µε συγκεκριµένη ορµή “ωθείται” σε µια κατάσταση που περιγράφει τα ίδια σωµατίδια
µε “ενισχυµένη” ορµή. ΄Ετσι ο τελεστής αρίθµησης στα δύο συστήµατα ϑα συµπίπτει και συγκεκριµένα η
κατάσταση του κένου ϑα συµπίπτει. Με αυτή την έννοια η επιλογή του αρχικού συστήµατος αναφοράς ήταν
άνευ σηµασίας.

Αʹ.7 Ενέργεια του κενού

Θυµίζουµε τη µορφή της χαµιλτονιανής

H =

∫
dn−1x

(1

2
˙̂
φ2 +

1

2
(∇φ̂)2 +

1

2
m2φ̂2

)
καθώς και την ανάπτυξη

φ̂(x, t) =

∫
dn−1k(âkuk(t, x) + â†ku

∗
k(t, x))

΄Εστω ότι ϑέλουµε να εκφράσουµε τη χαµιλτονιανή αυτή ως προς τους τελεστές δηµιουργίας και καταστρο-
ϕής. Ξεκινάµε µε τον όρο φ̂2 για απλότητα.

1

2
m2

∫
dn−1xφ̂2 =

1

2
m2

∫
dn−1x

∫
dn−1k

∫
dn−1k′(âkuk + â†ku

∗
k)(âk′uk′ + â†k′u

∗
k′)

=
1

2
m2

∫
dn−1x

∫
dn−1k

∫
dn−1k′(âkâk′ukuk′ + â†kâk′u

∗
kuk′ + âkâ

†
k′uku

∗
k′ + â†kâ

†
k′u
∗
ku
∗
k′)

(Αʹ.31)

Επικεντρώνοντας στον πρώτο όρο της παρένθεσης και αµελώντας προς το παρόν το ολοκλήρωµα στο k
µπορούµε να εισάγουµε τις µορφές των λύσεων uk = e−iωt+ikx

[(2π)n−12ω]1/2 µε αποτέλεσµα

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâk′ukuk′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâk′

e−i(ω+ω′)tei(k+k′)x

2(2π)n−1
√
ωω′

(Αʹ.14)
=

∫
dn−1k′âkâk′

e−i(ω+ω′)t

2
√
ωω′

δn−1(k + k′)

k′→−k
= âkâ−k

e−2iωt

2ω
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Θυµίζουµε ότι λόγω της σχέσης διασποράς ω2
k = k2 +m2 ϑα ισχύει ωk = ω−k. ΄Οµοια για τους υπόλοιπους

όρους ∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâk′u

∗
kuk′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâk′

ei(ω−ω
′)tei(k

′−k)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′â†kâk′

ei(ω − ω′)t
2
√
ωω′

δ(n−1)(k′ − k)

k′→k
=

â†kâk′

2ω

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâ

†
k′uku

∗
k′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâ

†
k′
ei(ω

′−ω)tei(k−k’)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′âkâ

†
k′
ei(ω

′−ω)t

2
√
ωω′

δ(n−1)(k− k′)

k′→k
=

âkâ
†
k′

2ω

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′u
∗
ku
∗
k′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′
ei(ω+ω′)ei(k+k′)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′
ei(ω+ω′)t

2
√
ωω′

δn−1(k + k′)

k′→−k
= â†kâ

†
−k
e2iωt

2ω

Βρίσκουµε έτσι ότι η συνεισφορά του όρου µε το φ̂2 στη χαµιλτονιανή ϑα είναι

1

2
m2

∫
dn−1φ̂2 =

1

2
m2

∫
dn−1k

1

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(Αʹ.32)

Με ϐάση τα παραπάνω είναι εύκολο να υπολογίσουµε και τις συνεισφορές των υπολοίπων όρων καθώς η
χρονική παράγωγος ϑα “κατεβάζει” κάθε ϕορά έναν όρο (±iω) ενώ τα υπόλοιπα αποτελέσµατα µένουν ίδια.
΄Ετσι ϑα έχουµε

1

2

∫
dn−1x

˙̂
φ2 =

1

2

∫
dn−1k

1

2ω

[
− ω2âka−ke

−2iωt + ω2â†kâk + ω2âkâ
†
k − ω2â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω

2

[
− âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k − â†kâ†−ke

2iωt
]

(Αʹ.33)

΄Οµοια η χωρική παραγώγιση ϑα “κατεβάζει” κάθε ϕορά έναν όρο (±ik) µε αποτέλεσµα

1

2

∫
dn−1kx(∇φ̂)2 =

1

2

∫
dn−1k

k2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(Αʹ.34)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (Αʹ.32) και (Αʹ.34) έχουµε

1

2

∫
dn−1k

m2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

+
1

2

∫
dn−1k

k2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω

2

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(Αʹ.35)
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΄Οπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση k2+m2 = ω2. Τέλος προσθέτοντας την (Αʹ.33) στην (Αʹ.35) ϐρίσκουµε
ότι η χαµιλτονιανή για το ϐαθµώτο πεδίο παίρνει τη µορφή

H =
1

2

∫
dn−1k

[
â†kâk + âkâ

†
k

]
ω =

∫
dn−1k

[
n̂k +

1

2
δ(n−1)(0)

]
ω (Αʹ.36)

Στο τελευταίο ϐήµα έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση µετάθεσης

[âk, â
†
k′ ] = âkâ

†
k′ − â†k′ âk = δ(k− k′)

που δίνει
[âk, â

†
k] = âkâ

†
k − â†kâk = δ(0) ⇒ âkâ

†
k = δ(0) + â†kâk

καθώς και τον τελεστή αρίθµησης n̂k = â†kâk.
Ο παράγοντας δ(n−1)(0) υποδηλώνει ότι η χαµιλτονιανή είναι άπειρη όταν µετριέται στο κενό |0〉. ∆ηλα-

δή το κενό περιέχει µια άπειρη πυκνότητα ενέργειας. Στον επίπεδο χωρόχρονο το πρόβληµα αυτό λύνεται
εύκολα. Μια τέτοια ενέργεια δεν είναι µετρήσιµη στη µη-ϐαρυτική ϕυσική έτσι µπορούµε να ανακανονικο-
ποιήσουµε την ενέργεια του κενού ακόµα και κατά ένα άπειρο ποσό χωρίς να επηρεάσουµε τις παρατηρήσι-
µες ποσότητες. Αυτό µπορούµε να το κατορθώσουµε απλά πετώντας τον όρο 1

2δ
(n−1)(0)ω ή , πιο κοµψά,

ορίζοντας τη διαδικασία της ϕυσικής διάταξης, την οποία συµβολίζουµε :: , και απαιτεί κάθε ϕορά που εµ-
ϕανίζεται ένα γινόµενο τελεστών καταστροφής και δηµιουργίας να ϐρίσκονται όλοι οι τελεστές καταστροφής
στα δεξιά των τελεστών δηµιουργίας. ΄Ετσι επιστρέφοντας στη σχέση (2.17) η ϕυσική διάταξη απαιτεί

: âkâ
†
k : = â†kâk

οπότε
: H : =

∫
dn−1kâ†kâkω

και ο προβληµατικός όρος 1
2δ

(n−1)(0)ω έχει εξαφανιστεί. Μετά από αυτή την αναθεώρηση η κατάσταση του
κενού µετατρέπεται σε µια ιδιοκατάσταση µηδενικής ενέργειας

〈0|H|0〉 = 0
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Παράρτηµα Βʹ

Γενική Θεωρία της Σχετικότητας

Η αρχή της ισοδυναµίας

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, η ϑεωρία του Einstein για τη ϐαρύτητα είναι από τις πιο καλά ϑεµε-
λειωµένες ϕυσικές ϑεωρίες. Είναι η ίδρυση της κοσµολογίας - το αντικείµενο που ανιχνεύει την εξέλιξη του
σύµπαντος από την έντονα ϑερµή και πυκνή αρχική του κατάσταση µέχρι την πιθανή µελλοντική1. Ο Ein-
stein επιδίωξε να ϐρει την απάντηση στην ερώτηση η οποία ϕαινόταν στους σύγχρονους του, αλλά και στους
προηγούµενους, άνευ σηµασίας. Ποιά έννοια συνδέεται µε την απόλυτη ισοδυναµία της αδρανειακής και της
ϐαρυτικής µάζας ; Αν όλα τα σώµατα κινούνται σε ϐαρυτικά πεδία µε ακριβώς τον ίδιο τρόπο, ανεξαρτήτως
της σύστασής τους ή των δέσµιων δυνάµεων, τότε αυτό σηµαίνει ότι η κίνησή τους δεν έχει τίποτα να κάνει
µε τη ϕύση τους, αλλά µάλλον µε τη ϕύση του χωροχρόνου. Και αν ο χωρόχρονος καθορίζει την κίνηση των
σωµατιδίων , τότε σύµφωνα µε το νόµο της δράσης - αντίδρασης, αυτό υποδηλώνει ότι ο χωρόχρονος µε τη
σειρά του διαµορφώνεται από τα σώµατα και την κίνησή τους.

Η ισοδυναµία της αδρανειακής και της ϐαρυτικής µάζας έχει εξακριβωθεί µε µεγάλη ακρίβεια για τις
δέσµιες ενέργειες των ατόµων και των πυρήνων. Επιπλέον, ως αποτέλεσµα πολύ προσεκτικών πειραµάτων
µε χρήση λέιζερ, η γη και το ϕεγγάρι ϐρέθηκαν να “πέφτουν” προς τον ήλιο µε ίδια επιτάχυνση µε ακρίβεια
1 προς 1013, καλύτερη και από τα πιο ακριβή πειράµατα τύπου Eötvös που πραγµατοποιούνται στο ερ-
γαστήριο. Τα ουσιώδη αυτά αποτελέσµατα έχουν καθιερώσει τη λεγόµενη ισχυρή εκδοχή της ισοδυναµίας
αδρανειακής και ϐαρυτικής µάζας. ΄Ολα τα ελεύθερα σωµατίδια, ανεξαρτήτως της σύστασης τους ή του πόσο
δεµένα είναι τα συστατικά τους, κινούνται στο χωρόχρονο µέσα σε ένα τυχαίο ϐαρυτικό πεδίο σαν να ήταν
ταυτοτικά σωµατίδια. Επειδή η κίνησή τους στον χωρόχρονο δεν έχει να κάνει µε τη ϕύση τους, έχει τελικά
να κάνει µε τη ϕύση του χωροχρόνου.

Ο Einstein ένιωθε σίγουρος ότι υπήρχε ένα ϐαθύτερο νόηµα στην ισοδυναµία αυτή. “Η πειραµατικά
εξακριβωµένη ανεξαρτησία της µάζας από την επιτάχυνση της πτώσης είναι ... ένα ισχυρό επιχείρηµα ώστε
το αξίωµα της σχετικότητας να επεκταθεί σε συστήµατα αναφοράς τα οποία, ως προς άλλα συστήµατα, δεν
είναι σε οµοιόµορφη κίνηση”. Η πεποίθηση αυτή τον οδήγησε στην διατύπωση της Αρχής της ισοδυναµίας.
Η αρχή της ισοδυναµίας παρέχει τη σύνδεση ανάµεσα στους ϕυσικούς νόµους όπως τους παρατηρούµε
στο εργαστήριο και στη µορφή τους κάτω από οποιαδήποτε κατάσταση στο σύµπαν - πιο συγκεκριµένα, σε
ισχυρά και ποικίλα ϐαρυτικά πεδία. Παρέχει επίσης ένα εργαλείο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας της ϐαρύτητας
όπως ϑα δούµε αργότερα.

Το σύµπαν είναι γεµάτο µε αντικείµενα µεγάλης µάζας τα οποία κινούνται σχετικά µεταξύ τους. Το
ϐαρυτικό πεδίο µπορεί να αλλάζει τυχαία µε το χώρο και το χρόνο. Παρ’ όλα αυτά, η παρουσία της
ϐαρύτητας δεν µπορεί να ανιχνευτεί σε αρκετά µικρά συστήµατα αναφοράς µε ένα σωµατίδιο τα οποία είναι
σε ελεύθερη πτώση χωρίς καµία άλλη επίδραση πέραν της ϐαρύτητας. Το σωµατίδιο ϑα παραµείνει σε
ηρεµία σε ένα τέτοιο σύστηµα. Είναι ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Ο όρος τοπικό αδρανειακό
σύστηµα και τοπικό Lorentz σύστηµα είναι όροι συνώνυµοι. Οι νόµοι της ειδικής ϑεωρίας της σχετικότητας
ισχύουν σε αδρανειακά συστήµατα αναφοράς και γι’ αυτό ισχύουν και στη γειτονιά ένος συστήµατος σε
ελεύθερη πτώση. Με αυτό το τρόπο η σχετικότητα επεκτείνεται σε τυχαία ϐαρυτικά πεδία.

Σε ένα δεδοµένο χωροχρονικό γεγονός αντιστοιχούν άπειρα τοπικά αδρανειακά συστήµατα τα οποία
σχετίζονται µε µετασχηµατισµούς Lorentz. ΄Ολα είναι ισοδύναµα για την περιγραφή ϕυσικών ϕαινοµένων

1Ο ίδιος ο Einstein δεν εφάρµοσε ποτέ τη ϑεωρία του στην εξέλιξη του κόσµου. Πράγµατι όταν ανακάλυψε τη ϑεωρία (1915), ήταν
κανόνας της δυτικής σκέψης ότι ο κόσµος διαρκούσε από το “αιώνιο” στο “αιώνιο”. Η ανακάλυψη του Edwin Hubble (1927) της
διαστολής του σύµπαντος κλόνισε αυτή τη πίστη.
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σε µια αρκετά µικρή περιοχή του χωροχρόνου. ΄Ετσι ϕτάνουµε στη διατύπωση της αρχής της ισοδυναµίας

Σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου σε ένα τυχαίο ϐαρυτικό πεδίο (εννοώντας οποτεδήποτε και οπουδήποτε στο
σύµπαν) , µπορούµε να διαλέξουµε ένα τοπικό αδρανειακό (Lorentz) σύστηµα αναφοράς ώστε οι νόµοι της
ϕύσης να παίρνουν τη µορφή που έχουν σε ένα µη επιταχυνόµενο Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων

απουσία ϐαρύτητας.

Αυτό είναι το νόηµα της ισοδυναµίας της αδρανειακής και ϐαρυτικής µάζας που είδε ο Einstein.
Ας ϑεωρήσουµε ένα σωµατίδιο που κινείται υπό την επίδραση µόνο ϐαρυτικών δυνάµεων. Σύµφωνα

µε την αρχή της ισοδυναµίας υπάρχει ένα σύστηµα αναφοράς σε ελεύθερη πτώση ξa στο οποίο η εξίσωση
κίνησής του ϑα είναι αυτή της ευθύγραµµης οµαλής κίνησης στο χωρόχρονο, δηλαδή

d2ξa

dτ2
= 0 (Βʹ.1)

όπου dτ είναι ο ιδιόχρονος
dτ2 = −ηaβdξadξβ (Βʹ.2)

Τώρα ας υποθέσουµε ότι χρησιµοποιούµε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων χµ, το οποίο µπορεί να είναι
ένα Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων σε ηρεµία αλλά µπορεί επίσης να είναι καµπυλόγραµµο, επιτα-
χυνόµενο, περιστρεφόµενο ή όπως ϑέλουµε. Οι συντεταγµένες ξa είναι συναρτήσεις του χµ και η (3.1)
γίνεται

0 =
d

dτ

(dξa
dτ

)
=

d

dτ

(dχµ
dτ

∂ξa

∂χµ

)
=
d2χµ

dτ2

∂ξa

∂χµ
+
dχµ

dτ

d

dτ

( ∂ξa
∂χµ

)
=
d2χµ

dτ2

∂ξa

∂χµ
+
dχµ

dτ

dχν

dτ

∂

∂χν

( ∂ξa
∂χµ

)
=
∂ξa

∂χµ
d2χµ

dτ2
+

∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

dχν

dτ
(Βʹ.3)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη διαφόριση του ξa(χµ)

dξa(χµ) =
∂ξa

∂χµ
dχµ

ενώ γενικά ισχύει
d

dτ
=
dχλ

dτ

∂

∂χλ

Πολλαπλασιάζοντας την (3.3) µε ∂χλ

∂ξa και χρησιµοποιώντας τον κανόνα

∂ξa

∂χµ
∂χλ

∂ξa
= δλµ

έχουµε

∂χλ

∂ξa
∂ξa

∂χµ
d2χµ

dτ2
+
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

⇒ δλµ
d2χµ

dτ2
+
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

⇒ d2χλ

dτ2
+ +

∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

καταλήγοντας έτσι στην εξίσωση κίνησης

d2χλ

dτ2
+ Γλµν

dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0 (Βʹ.4)

όπου έχουµε ορίσει την αφινική σύνδεση

Γλµν ≡
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
(Βʹ.5)
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Η τροχιά που καθορίζεται από τη σχέση (3.4) ονοµάζεται γεωδαιτική. Ο ιδιόχρονος (3.2) µπορεί επίσης να
εκφραστεί σε ένα τυχαίο σύστηµα αναφοράς

dτ2 = −ηaβdξadξβ = −ηaβ
∂ξa

∂χµ
dχµ

∂ξβ

∂χν
dχν = −gµνdχµdχν (Βʹ.6)

όπου gµν είναι ο µετρικός τανυστής και ορίζεται ως

gµν ≡ ηaβ
∂ξa

∂χµ
∂ξβ

∂χν
(Βʹ.7)

Η σχέση ανάµεσα στα Γλµν και gµν

Η µελέτη των σωµατιδίων σε ελεύθερη πτώση µας δείχνει ότι το πεδίο που καθορίζει τη ϐαρυτική δύναµη
είναι η αφινική σύνδεση Γλµν ενώ το αναλλοίωτο χρονικό διάστηµα ανάµεσα σε δύο γεγονότα µε δεδοµένες
απειροστές διαφορές συντεταγµένων καθορίζεται από τον µετρικό τανυστή gµν . Θα δείξουµε τώρα ότι το gµν
είναι επίσης το ϐαρυτικό δυναµικό, ότι δηλαδή οι παράγωγοί του καθορίζουν το πεδίο Γλµν . Παραγωγίζοντας
τη σχέση (3.7) ως προς χλ δίνει

∂gµν
∂χλ

=
∂

∂χλ

( ∂ξa
∂χµ

∂ξβ

∂χν
ηaβ

)
=

∂2ξa

∂χλ∂χµ
∂ξβ

∂χν
ηaβ +

∂ξa

∂χµ
∂2ξβ

∂χλ∂χν
ηaβ

και χρησιµοποιώντας τη σχέση

Γλµν =
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
⇒ ∂ξa

∂χλ
Γλµν =

∂2ξa

∂χµ∂χν

έχουµε
∂gµν
∂χλ

= Γρλµ
∂ξa

∂χρ
∂ξβ

∂χν
ηaβ + Γρλν

∂ξβ

∂χρ
∂ξa

∂χµ
ηaβ

Χρησιµοποιώντας ξανά την (3.7) έχουµε

∂gµν
∂χλ

= Γρλµgρν + Γρλνgρµ ⇒ ∂gµν
∂χλ

= Γkλµgkν + Γkλνgkµ (Βʹ.8)

Γράφουµε την ίδια εξίσωση εναλλάσσοντας τα µ και λ

∂gλν
∂χµ

= Γkµλgkν + Γkµνgkλ

και εναλλάσσοντας τα ν και λ ( στην (3.8) )

∂gµλ
∂χν

= Γkνµgkλ + Γkνλgkµ

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες και αφαιρώντας την τρίτη ϑα έχουµε

∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

= Γkλµgkν + Γkλνgkµ + Γkµλgkν + Γkµνgkλ − Γkνµgkλ − Γkνλgkµ

= 2gkνΓkλµ (Βʹ.9)

(Τα Γkµν και gµν είναι συµµετρικά κάτω από την αλλαγή µ↔ ν)
Ορίζουµε έναν πίνακα gνσ ως τον αντίστροφο του gνσ έτσι ώστε

gνσgκν = ηaβ
∂χν

∂ξa
∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
∂ξδ

∂χν
= ηaβ

∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
∂χν

∂ξa
∂ξδ

∂χν
= ηaβ

∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
δδa = ηaβ

∂χσ

∂ξβ
ηγa

∂ξγ

∂χκ

= δβγ
∂χσ

∂ξβ
∂ξγ

∂χκ
=
∂χσ

∂ξβ
∂ξβ

∂χκ
= δσk
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και πολλαπλασιάζουµε την (3.9) µε το gνσ. ΄Ετσι έχουµε

gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
= 2gνσgκνΓkλµ

⇒ gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
= 2δσkΓkλµ

⇒ Γσλµ =
1

2
gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
(Βʹ.10)

Το δεξί µέλος της (3.10) ονοµάζεται και σύµβολο Christoffel και συµβολίζεται{ σ
λµ

}
≡ 1

2
gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
∆ιανύσµατα και τανυστές

Ας ϑεωρήσουµε µια καµπύλη που διέρχεται από κάποιο σηµείο A σε ένα χώρο n-διαστάσεων. Η καµπύλη
αυτή ϑα καθορίζεται από n συναρτήσεις µιας ϐαθµωτής ποσότητας λ της µορφής

xµ = zµ(λ) µ = 0, 1, ..., n− 1

Αν στο σηµείο A αντιστοιχεί η τιµή της παραµέτρου λ τότε σε ένα διπλανό σηµείο A′ η τιµή της παραµέτρου
ϑα είναι λ+ dλ. Μπορούµε τώρα να ορίσουµε ως εφαπτόµενο διάνυσµα V µ στο σηµείο A το

V µ =
dχµ

dλ

Το εφαπτόµενο διάνυσµα V µ που ορίζεται από την παραπάνω σχέση ϑα λέµε ότι είναι ένα ανταλλοίωτο
διάνυσµα. ΄Ενας µετασχηµατισµός από το σύστηµα χµ σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων χ′µ ορίζεται
από τις n εξισώσεις

χ′
µ

= fµ(χν) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1

ενώ ο αντίστροφός του ϑα είναι

xµ = gµ(χ′
ν
) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1

Οι µετασχηµατισµοί αυτοί είναι δυνατοί αν και µόνο αν οι Ιακωβιανές τους είναι διάφορες του µηδενός,
δηλαδή αν

det
(∂χ′µ
∂χν

)
6= 0 και det

( ∂χµ
∂χ′ν

)
6= 0

΄Ενα απειροστό διάνυσµα dχν που ορίζεται σ’ ένα σύστηµα χµ ϑα µετασχηµατίζεται σ’ ένα άλλο σύστηµα χµ′
ως

dχ′
µ

=
∂χ′µ

∂χν
dχν

΄Εστω ότι το ανταλλοίωτο διάνυσµα V µ έχει ορισθεί σε ένα σύστηµα συντεταγµένων χµ. Τότε οι συνιστώσες
του σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων, έστω το χ′µ, ϑα δίνονται από µετασχηµατισµούς της µορφής

V ′
µ

=
dχ′µ

dλ
=
∂χ′µ

∂χν
dχν

dλ
=
∂χ′µ

∂χν
V ν

Φυσικά µπορούµε να γυρίσουµε πίσω στις αρχικές συντεταγµένες καθώς ισχύει

∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′a
=
∂χ′µ

∂χ′a
= δµa ⇒ ∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′µ
= 1

και έτσι έχουµε

V ′
µ

=
∂χ′µ

∂χν
V ν ⇒ ∂χν

∂χ′µ
V ′

µ
=
∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′µ
V ν ⇒ V ν =

∂χν

∂χ′µ
V ′

µ
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΄Ενας στενά σχετιζόµενος κανόνας µετασχηµατισµού είναι αυτός του συναλλοίωτου διανύσµατος Uµ το οποίο
κάτω από το µετασχηµατισµό συντεταγµένων χµ → χ′µ µετασχηµατίζεται ως

U ′µ =
∂χν

∂χ′µ
Uν

και αντίστροφα

Uν =
∂χ′µ

∂χν
U ′µ

Ο πιο απλός κανόνας µετασχηµατισµού είναι αυτός του ϐαθµωτού, το οποίο απλά δεν αλλάζει κάτω από γενι-
κούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων. Μια ϐαθµωτή συνάρτηση φ(χµ) σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων
ϑα είναι

φ = φ(χ′
µ
) = φ(χµ)

Η µερική παράγωγος όµως ενός ϐαθµωτού πεδίου ∂φ/∂χµ είναι ένα συναλλοίωτο διάνυσµα καθώς σε ένα
µετασχηµατισµένο σύστηµα αναφοράς είναι

∂φ

∂χ′µ
=

∂χν

∂χ′µ
∂φ

∂χν

µετασχηµατίζεται δηλαδή όπως τα συναλλοίωτα διανύσµατα.
Τα ϐαθµωτά µεγέθη και τα διανύσµατα (συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα) είναι ειδικές περιπτώσεις µιας

ευρύτερης κατηγορίας γεωµετρικών ποσοτήτων που µετασχηµατίζονται µε ϐάση τους προηγούµενους κα-
νόνες. Οι ποσότητες αυτές καλούνται τανυστές. Τα ϐαθµώτα µεγέθη είναι τανυστές µηδενικής τάξης ενώ τα
διανύσµατα είναι τανυστές πρώτης τάξης. Θα ονοµάζουµε ανταλλοίωτο τανυστή 2ης τάξης, σε ένα n-διάστατο
χώρο, την ποσότητα Tµν η οποία έχει n2 συνιστώσες και µετασχηµατίζεται ως

T ′
aβ

=
∂χ′a

∂χµ
∂χ′β

∂χν
Tµν

Κατ’ ανάλογο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε και τους τανυστές 2ης τάξης Tµν (συναλλοίωτος) και Tµν (µεικτός)
που µετασχηµατίζονται ως

T ′aβ =
∂χµ

∂χ′a
∂χν

∂χ′β
Tµν και T ′

a
β =

∂χ′a

∂χµ
∂χν

∂χ′β
Tµν

΄Ενας τανυστής µε πάνω δείκτες µ, ν, ... και κάτω δείκτες k, λ, ... µετασχηµατίζεται ως γινόµενο ανταλλο-
ίωτων διανυσµάτων V µW ν · ·· και συναλλοίωτων διανυσµάτων UkYλ · ·· . Για παράδειγµα κάτω από το
µετασχηµατισµό χµ → χ′µ ένας τανυστής Tµ λν ϑα µετασχηµατιστεί στο

T ′
µ λ
ν =

∂χ′µ

∂χκ
∂χρ

∂χ′ν
∂χ′λ

∂χσ
Tκ σρ

Το πιο σηµαντικό παράδειγµα είναι ο µετρικός τανυστής που όπως έχουµε δηλώσει για ένα γενικό σύστηµα
συντεταγµένων είναι

gµν = ηaβ
∂ξa

∂χµ
∂ξβ

∂χν

όπου ξa είναι ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Σε ένα διαφορετικό σύστηµα αναφοράς χ′µ ο
µετρικός τανυστής είναι

gµν
′ = ηaβ

∂ξa

∂χ′µ
∂ξβ

∂χ′ν
= ηaβ

∂ξa

∂χρ
∂χρ

∂χ′µ
∂ξβ

∂χσ
∂χσ

∂χ′ν
=

∂χρ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
gρσ

Βλέπουµε ότι ο gµν είναι ένας συναλλοίωτος τανυστής. Ο αντίστροφός του είναι ένας ανταλλοίωτος τανυστής
καθώς αν ορίσουµε το gλµ έτσι ώστε

gλµgµν = δλν

ϑα έχουµε

∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσgµν

′ =
∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσ

∂χκ

∂χ′µ
∂χη

∂χ′ν
gκη =

∂χ′λ

∂χρ
gρσδkσ

∂χη

∂χ′ν
gκη =

∂χ′λ

∂χρ
gρk

∂χη

∂χ′ν
gκη

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χη

∂χ′ν
δρη =

∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂χ′ν
= δλν
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είναι λοιπόν

gλµ
′

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσ

όπως απαιτείται για έναν ανταλλοίωτο τανυστή.
Κάθε εξίσωση ϑα είναι αναλλοίωτη κάτω από γενικούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων αν δηλώνει

την ισότητα δύο τανυστών µε ίδιους πάνω και κάτω δείκτες. Για παράδειγµα αν Aµ λν και Bµ λν είναι δύο
τανυστές που υπακούν στον κανόνα µετασχηµατισµού των τανυστών και στο σύστηµα συντεταγµένων χµ

ισχύει Aµ λν = Bµ λν τότε και στο σύστηµα χ′µ ϑα ισχύει Aµ λν
′

= Bµ λν
′
.

Βʹ.1 Καµπυλότητα του χωροχρόνου - τανυστής Riemann

Ας ϑεωρήσουµε ένα πείραµα σκέψης. ∆ύο γειτονικά σώµατα που αφήνονται από την ηρεµία πάνω από τη
γη ακολουθούν παράλληλες διαδροµές σε µια µικρή περιοχή των τροχιών τους, όπως ξέρουµε από την αρχή
της ισοδυναµίας. Αλλά αν µπορούσαµε να ανοίξουµε τρύπες στην γη µέσα από τις οποίες ϑα περνούσαν τα
σωµατίδια, τότε αυτά ϑα διασταυρώνονταν στο κέντρο της. Οπότε δεν υπάρχει ένας χωρόχρονος Minkowski
ο οποίος να καλύπτει µια µεγάλη περιοχή ή ολόκληρη τη περιοχή που εµπεριέχει ένα σώµα µε µεγάλη
µάζα.

Η άποψη του Einstein ήταν ότι η καµπυλότητα του χωροχρόνου προκαλούσε τη διασταύρωση αυτή των
σωµάτων. Σώµατα τα οποία σε αυτό τον καµπύλο χωρόχρονο ακολουθούσαν ευθείες διαδροµές σε κάθε
µικρή περιοχή, ακριβώς όπως ϑα κάνανε στο χωρόχρονο Minkowski (επίπεδος) απουσία ϐαρύτητας. Η
παρουσία των ϐαρυτικών σωµάτων εµποδίζει την ύπαρξη ενός τέτοιου καθολικού αδρανειακού συστήµατος
αναφορας. Ο χωρόχρονος ϑα ήταν επίπεδος παντού µόνο αν υπήρχε ένα τέτοιο σύστηµα. Συνεπώς, ο χω-
ϱόχρονος καµπυλώνεται από τα σώµατα µε µάζα. Υπο την παρουσία τους ένα σωµατίδιο ακολουθεί µια
γεωδαιτική τροχία, που είναι πάντα τοπικά ευθεία. Η έννοια της ϐαρυτικής δύναµης έχει πλέον αντικα-
τασταθεί από την καµπυλότητα του χωροχρόνου, και οι κινήσεις των ελεύθερων σωµατιδίων µέσα σ’ αυτόν
καθορίζονται από τις γεωδαιτικές (3.4).

Θέλουµε τώρα να κατασκευάσουµε έναν τανυστή από τον µετρικό τανυστή και τις παραγώγους του. Αν
χρησιµοποιήσουµε µόνο τον gµν και τις πρώτες παραγώγους του τότε κανένας νέος τανυστής δεν µπορεί
να κατασκευαστεί καθώς σε κάθε σηµείο µπορούµε να ϐρούµε ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο οι πρώτες
παράγωγοι του µετρικού τανυστή µηδενίζονται. Τότε ο επιθυµητός τανυστής ϑα είναι ίσος µε κάποιον που
µπορεί να κατασκευαστεί µόνο από τον µετρικό τανυστή, και αφού αυτή ϑα είναι µια ισοδυναµία ανάµεσα
σε τανυστές ϑα ισχύει σε οποιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων. Η επόµενη απλούστερη περίπτωση είναι να
κατασκευάσουµε έναν τανυστή από τον µετρικό τανυστή, τις πρώτες και τις δεύτερες παραγώγους του. Για
να το πετύχουµε αυτό ϑα χρειαστούµε τον µετασχηµατισµό της αφινικής σύνδεσης. Θυµίζουµε τον ορισµό
της

Γλµν =
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν

όπου ξa είναι το τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Στο παράρτηµα Β΄ ϐρίσκουµε ότι περνώντας από
το χµ σε ένα διαφορετικό σύστηµα χ′µ ϐρίσκουµε ότι

Γλµν
′

=
∂χ′λ

∂ξk
∂2ξa

∂χ′µ∂χ′ν
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa
∂

∂χ′µ
( ∂χσ
∂χ′ν

∂ξa

∂χσ

)
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa

[ ∂χσ
∂χ′ν

∂

∂χ′µ
( ∂ξa
∂χσ

)
+

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν
∂ξa

∂χσ

]
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa

[ ∂χσ
∂χ′ν

∂χτ

∂χ′µ
∂2ξa

∂χτ∂χσ
+

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν
∂ξa

∂χσ

]
και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της αφινικής σύνδεσης έχουµε

Γλµν
′

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa
∂ξa

∂χσ
∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
δρσ

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
∂2χρ

∂χ′µ∂χ′ν
(Βʹ.11)

Εναλλάσσοντας τις πρωτεύουσες µε τις δευτερεύουσες συντεταγµένες η παραπάνω σχέση γράφεται

Γλµν =
∂χλ

∂χτ ′
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′ +

∂χλ

∂χτ ′
∂2χτ ′

∂χµ∂χν
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Ο όρος στα δεξιά είναι αυτός που κάνει το Γλµν να µην είναι τανυστής οπότε ας τον αποµονώσουµε

∂χτ ′

∂χλ
Γλµν =

∂χτ ′

∂χλ
∂χλ

∂χτ ′
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′ +

∂χτ ′

∂χλ
∂χλ

∂χτ ′
∂2χτ ′

∂χµ∂χν
⇒ ∂2χτ ′

∂χµ∂χν
=
∂χτ ′

∂χλ
Γλµν −

∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′

Για να διώξουµε το αριστερό µέλος ϑα χρησιµοποιήσουµε την µεταθετικότητα της µερικής παραγώγισης
καθώς

∂3χτ ′

∂χκ∂χµ∂χν
=

∂3χτ ′

∂χν∂χµ∂χκ

΄Ετσι λοιπόν παραγώγιση ως προς το χκ ϑα δώσει

∂3χτ ′

∂χκ∂χµ∂χν
=

∂

∂χκ

(∂χ′τ
∂χλ

Γλµν −
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′
)

=
∂2χ′τ

∂χκ∂χλ
Γλµν −

∂2χ′ρ

∂χκ∂χµ
∂χ′σ

∂χν
Γτρσ
′ − ∂χ′ρ

∂χµ
∂2χ′σ

∂χκ∂χν
Γτρσ
′ +

∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂Γτρσ

′

∂χκ

=
(∂χ′τ
∂χη

Γηκλ −
∂χ′ρ

∂χκ
∂χ′σ

∂χλ
Γτρσ
′
)

Γλµν − Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χν

(∂χ′ρ
∂χη

Γηκµ −
∂χ′η

∂χκ
∂χξ

′

∂χµ
Γρνξ
′
)

=
∂χ′τ

∂χη
∂χλ

∂χη
∂χη

∂χλ
∂χη

∂χλ
ΓηµνΓλκη − Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
− Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
∂χλ

∂χν
∂χ′ρ

∂χη
∂χη

∂χλ
Γλκµ

+
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
∂χξ

′

∂χµ
∂χ′ρ

∂χ′λ
∂χ′σ

∂χ′ξ
Γλησ

′ ∂χ′λ

∂χ′σ
Γτρλ
′ − Γτρλ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
∂χλ

∂χν
∂χ′ρ

∂χη
∂χη

∂χλ
Γλκν

+
∂χ′λ

∂χ′ρ
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χ′λ
∂χ′ρ

∂χ′ξ
∂χ′η

∂χκ
∂χ′ξ

∂χν
Γτλσ

′Γληρ
′
+
∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
∂Γτρσ

′

∂χη

=
∂χ′τ

∂χλ
ΓηµνΓλκη − Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
− Γτρσ

∂χ′σ

∂χλ
Γλκµ

∂χ′ρ

∂χν
+
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
Γλησ

′
Γτρλ
′

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ
Γλκν

∂χ′ρ

∂χµ
+
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
Γτλσ

′Γληρ
′
+
∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂Γτρσ

′

∂χκ

=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµν
∂χκ

+ ΓηµνΓλκη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρσ
′

∂χ′η
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλσ

′Γληρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
+ Γλκν

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλκµ

∂χ′ρ

∂χν

)
Η ίδια σχέση µε αλλαγµένα τα ν και κ ϑα δώσει

∂3χτ ′

∂χν∂χµ∂χκ
=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµχκ

∂χν
+ ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χκ
∂χ′η

∂χν

(∂Γτρσ
′

∂χ′η
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλσ

′Γληρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµκ

∂χ′ρ

∂χν
+ Γλνκ

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλνµ

∂χ′ρ

∂χκ

)
=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµχκ

∂χν
+ ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρη
′

∂χ′σ
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλη

′Γλσρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµκ

∂χ′ρ

∂χν
+ Γλνκ

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλνµ

∂χ′ρ

∂χκ

)
Παρατηρούµε ότι αν αφαιρέσουµε τις δύο αυτές σχέσεις οι όροι που περιλαµβάνουν γινόµενα των Γ µε τα
Γ′ απαλείφονται δίνοντας

0 =
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρσ
′

∂χ′ν
− ∂Γτρη

′

∂χ′σ
− Γτλσ

′Γληρ
′
+ Γτλη

′Γλσρ
′)

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί σαν ένας κανόνας µετασχηµατισµού

Rτ
′

ρση =
∂χ′τ

∂χλ
∂χµ

∂χ′ρ
∂χν

∂χ′σ
∂χκ

∂χ′η
Rλµνκ (Βʹ.12)
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όπου έχουµε ορίσει

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη (Βʹ.13)

Η εξίσωση (3.11) υποδηλώνει ότι ο Rλµνκ είναι ένας τανυστής. Ο τανυστής αυτός ονοµάζεται τανυστής
καµπυλότητας Riemann - Christoffel και εκφράζει την καµπυλότητα του χώρου. Ο µηδενισµός του τανυστή
Riemann σηµαίνει ότι ο χώρος είναι επίπεδος.

Η συστολή του τανυστή Riemann οδηγεί σε ένα τανυστή δεύτερης τάξης, τον τανυστή Ricci

Rµκ ≡ Rλµλκ

Μηδενισµός του τανιστή Ricci Rµν = 0 σηµαίνει ότι ο χώρος είναι κενός ύλης - ενέργειας. Αξίζει λοιπόν να
σηµειώσουµε ότι η εξίσωση Rµν = 0 από µόνη της δεν σηµαίνει ότι ο χώρος είναι επίπεδος. Η παραπέρα
συτολή του τανυστή Ricci οδηγεί στη ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R ≡ Rµµ = gµκRµκ

Βʹ.2 Τανυστές Riemann και Einstein στο 4-διάστατο σύµπαν FRW

Υπολογισµός της ϐαθµωτής καµπυλότητας R για το 4-διάστατο σύµπαν FRW

΄Οπως έχουµε δηλώσει σε όλη την εργασία χρησιµοποιούµε για τη µετρική τη σύµβαση (+−−−). Θυµίζουµε
κάποιες ϐασικές σχέσεις όπως ο τανυστής Riemann

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂xκ

− ∂Γλµκ
∂xν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη (Βʹ.14)

ο τανυστής Ricci

Rµκ ≡ Rλµλκ =
∂Γλµλ
∂xκ

− ∂Γλµκ

∂xλ
+ ΓηµλΓλκη − ΓηµκΓλλη

η αφινική σύνδεση
Γρµν =

1

2
gλρ
(∂gνλ
∂xµ

+
∂gµλ
∂xν

− ∂gµν
∂xλ

)
και η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R ≡ gµκRµκ (Βʹ.15)

Για το 4-διάστατο σύµπαν FRW µε µετρική gµν = diag{1,−a2(t),−a2(t),−a2(t)} ο ανταλλοίωτος µετρικός
τανυστής προκύπτει από τη σχέση gµκgµλ = δλκ και έχει τη µορφή gµν = diag{1,−a−2(t),−a−2(t),−a−2(t)}.
Υπολογίζουµε τα δυνατά αποτελέσµατα των συµβόλων Christoffel

Γ0
00 =

1

2
gλ0
(∂g0λ

∂x0
+
∂g0λ

∂x0
− ∂g00

∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂g00

∂x0
+
∂g00

∂x0
− ∂g00

∂x0

)
= 0

Γi00 =
1

2
gλi
(∂g0λ

∂x0
+
∂g0λ

∂x0
− ∂g00

∂xλ

)
=

1

2
gii
(∂g0i

∂x0
+
∂g0i

∂x0
− ∂g00

∂xi

)
= 0

Γ0
0i =

1

2
gλ0
(∂giλ
∂x0

+
∂g0λ

∂xi
− ∂g0i

∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂gi0
∂x0

+
∂g00

∂xi
− ∂g0i

∂x0

)
= 0

Γiii =
1

2
gλi
(∂giλ
∂xi

+
∂giλ
∂xi

− ∂gii
∂xλ

)
=

1

2
gii
(∂gii
∂xi

+
∂gii
∂xi
− ∂gii
∂xi

)
= 0

Γj0i =
1

2
gλj
(∂giλ
∂x0

+
∂g0λ

∂xi
− ∂g0i

∂xλ

)
=

1

2
gjj
(∂gij
∂x0

+
∂g0j

∂xi
− ∂g0i

∂xj

)
=

1

2

(
− a−2(t)

)(
− 2a(t)ȧ(t)

)
δij =

ȧ(t)

a(t)
δij

Γ0
ij =

1

2
gλ0
(∂gjλ
∂xi

+
∂giλ
∂xj

− ∂gij
∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂gj0
∂xi

+
∂gi0
∂xj

− ∂gij
∂x0

)
= −1

2

(
− 2a(t)ȧ(t)

)
δij = a(t)ȧ(t)δij
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Σύµφωνα µε αυτά οι µη µηδενικές συνιστώσες του τανυστή Ricci ϑα είναι

R00 =
∂Γλ0λ
∂x0

− ∂Γλ00

∂xλ
+ Γη0λΓλ0η =

∂Γ1
01

∂x0
+ Γη01Γ1

0η +
∂Γ2

02

∂x0
+ Γη02Γ2

0η +
∂Γ3

03

∂x0
+ Γη03Γ3

0η

= 3
∂Γ1

01

∂x0
+ Γ1

01Γ1
01 + Γ2

02Γ2
02 + Γ3

03Γ3
03 = 3

∂Γ1
01

∂x0
+ 3Γ1

01Γ1
01 = 3

[ ä(t)

a(t)
− ȧ2(t)

a2(t)
+
ȧ2(t)

a2(t)

]
= 3

ä(t)

a(t)

R11 = − Γλ11

∂xλ
+ Γη1λΓλ1η − Γη11Γλλη = −∂Γ0

11

∂x0
+ Γη10Γ0

1η + Γη12Γλ12 − Γη11Γ2
2η + Γη13Γ3

1η − Γη11Γ3
3η

= −∂Γ0
11

∂x0
− Γ0

11Γ2
20 − Γ0

11Γ3
30 + Γ1

10Γ0
11 = −ȧ(t)a(t)− a(t)ä(t)− a(t)ȧ(t)

ȧ(t)

a(t)
− a(t)ȧ(t)

ȧ(t)

a(t)
+ a(t)ȧ(t)

ȧ(t)

a(t)

= −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

΄Οµοια ϐρίσκουµε
R22 = −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t) και R33 − ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τη ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci από τη σχέση (Βʹ.15)

R = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

= 3
ä(t)

a(t)
− 3
(
a−2(t)

)(
− ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

)
= 3

ä(t)

a(t)
+ 3

ä(t)

a(t)
+ 6

ȧ2(t)

a2(t)

= 6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
(Βʹ.16)

Υπολογισµός του τανυστή Einstein για το 4-διάστατο σύµπαν FRW

Εφόσον έχουν γίνει οι προηγούµενοι υπολογισµοί η εύρεση του τανυστή Einstein είναι εύκολη υπόθεση. Ο
τανυστής Einstein ορίζεται από τη σχέση

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

Υπολογίζουµε ξεχωριστά

G00 = R00 −
1

2
g00R = 3

ä(t)

a(t)
− 1

2
6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
= −3

ȧ2(t)

a2(t)

G11 = R11 −
1

2
g11R = −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)− 1

2

(
− a2(t)

)
6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

= −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t) + 3ä(t)a(t) + 3ȧ2(t) = 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

και όµοια ϐρίσκουµε

G22 = 2ä(t)a(t) + ȧ2(t) και G33 = 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

Για να ϐρούµε τα ανταλλοίωτα στοιχεία του τανυστή χρησιµοποιούµε τις σχέσεις

G00 = g0µg0νGµν = g00g00G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)

G11 = g1µg1νGµν = g11g11G11 =
(
− a2(t)

)(
− a2(t)

)(
2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

)
=

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

΄Οµοια ϐρίσκουµε

G22 =
2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
και G33 =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
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Βʹ.3 Εξισώσεις ϐαθµωτού πεδίου του Einstein από την αρχή ελάχι-
στης δράσης

Θυµίζουµε τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου

∇λV µ ≡
∂V µ

∂xλ
+ ΓµλκV

κ = ∂λV
µ + ΓµλκV

κ

Μπορούµε να επεκτείνουµε τον ορισµό αυτό σε έναν γενικό τανυστή. Η συναλλοίωτη παράγωγος ως προς
xκ ενός τανυστή T ::: ισούται µε ∂κT ::: συν ,για κάθε ανταλλοίωτο δείκτη λ, έναν όρο Γλκη επί T µε το λ

αντικατεστηµένο µε η µείον , για κάθε συναλλοίωτο δείκτη µ, έναν όρο Γηκµ επί T µε το µ αντικατεστηµένο
µε η. Για να γίνει πιο ξεκάθαρο δίνουµε ένα παράδειγµα

∇κΓλµν = ∂κΓλµν + ΓλκηΓηµν − ΓηκµΓλην − ΓηκνΓληµ

Γράφουµε τον τανυστή Riemann (Βʹ.14) στη µορφή

Rλµνκ = ∂κΓλµν − ∂νΓλµκ + ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

Θα δηλώσουµε και ϑα αποδείξουµε ορισµένες σχέσεις που ϑα χρειαστεί να χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια.
Για τη µεταβολή του τανυστή Riemann ισχύει

δRλµνκ = ∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ) (Βʹ.17)

Απόδειξη. Μεταβολή του τανυστή Riemann ϑα δώσει

δRλµνκ = ∂κ(δΓλµν)− ∂ν(δΓλµκ) + (δΓηµν)Γλκη + Γηµν(δΓλκη)− (δΓηµκ)Γλνη − Γηµκ(δΓλνη)

Από τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου για τανυστές που δείξαµε παραπάνω µπορούµε να ϐρούµε
για τη µεταβολή του Γλµν ότι ϑα ισχύει µια σχέση της µορφής

∇κ(δΓλµν) = ∂κ(δΓλµν) + Γλκη(δΓηµν)− Γηκµ(δΓλην)− Γηκν(δΓληµ)

΄Οµοια µπορούµε να γράψουµε

∇ν(δΓλµκ) = ∂ν(δΓλµκ) + Γλνη(δΓηµκ)− Γηνµ(δΓληκ)− Γηνκ(δΓληµ)

Αφαιρώντας τις δύο αυτές σχέσεις κατά µέλη προκύπτει

∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ) = ∂κ(δΓλµν)− ∂ν(δΓλµκ) + (δΓηµν)Γλκη + Γηµν(δΓλκη)

− (δΓηµκ)Γλνη − Γηµκ(δΓλνη)

΄Αρα πράγµατι
δRλµνκ = ∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ)

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει άµεσα ότι για τη µεταβολή του τανυστή Ricci ισχύει

δRµκ ≡ δRνµνκ = ∇κ(δΓνµν)−∇ν(δΓνµκ) (Βʹ.18)

Η ποσότητα gµν
[
∇ν(δΓκµκ)−∇κ(δΓκµν)

]
µπορεί να γραφτεί

gµν
[
∇ν(δΓκµκ)−∇κ(δΓκµν)

]
= ∇ν

[
gµν(δΓκµκ)

]
−∇κ

[
gµν(δΓκµν)

]
= ∇σ

[
gµσ(δΓκµκ)

]
−∇σ

[
gµν(δΓσµν)

]
= ∇σ

[
gµσ(δΓκµκ)− gµν(δΓσµν)

]
(Βʹ.19)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα∇λgµν = και στη συνέχεια έχουµε µετονοµάσει κάποιους ϐουβούς
δείκτες.

Για τη µεταβολή της µετρικής ισχύει

δgµν = −gµκgνλδgκλ (Βʹ.20)
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Απόδειξη. Ξεκινάµε από τη σχέση
gκλgλν = δκν

Παίρνοντας τη µεταβολή ϑα έχουµε

δgκλgλν + gκλδgλν = 0 ⇒ gκλδgλν = −gλνδgκλ

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε gκµ και τα δύο µέλη (ο δείκτης κ είναι ελεύθερος)

gκµg
κλδgλν = −gκµgλνδgκλ ⇒ δλµδgλν = −gκµgλνδgκλ

⇒ δgµν = −gκµgλνδgκλ

Για τη µεταβολή της ορίζουσας της µετρικής ισχύουν

δg = g(gµνδgµν) και δ
√−g = −1

2

√−ggµνδgµν (Βʹ.21)

Απόδειξη. Ισχύει η ακόλουθη σχέση για οποιονδήποτε τετραγωνικό πίνακα M µε µη-µηδενική ορίζουσα

ln(detM) = Tr(lnM)

Μεταβολή αυτής της ταυτότητας δίνει

1

detM
δ(detM) = Tr(M−1δM)

Επιλέγοντας τον πίνακα M να είναι η µετρική gµν έτσι ώστε detM = det gµν = g ϐρίσκουµε

δg = g(gµνδgµν) = −g(gµνgκµgλνδg
κλ) = −g(δνκgλνδg

κλ)

= −g(gκλδg
κλ) = −g(gµνδg

µν)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση (Βʹ.20). ΄Αµεσα προκύπτει τώρα

δ
√−g = − 1

2
√−g δg =

1

2

g√−g gµνδg
µν = −1

2

√−ggµνδgµν

Συνεχίζουµε µε τα παραπάνω ως δεδοµένα. Θεωρούµε µία δράση της µορφής

S =

∫
d4x
√−g R

16πG
+ SM

όπου SEH =
∫
d4x
√−g R

16πG ονοµάζεται δράση Einstein-Hilbert και SM είναι η δράση για την ύλη. Μετα-
ϐολή της δράσης αυτής ϑα δώσει

δS =
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδR] + δSM

=
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδ(gµνRµν)] + δSM

=
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδgµνRµν +
√−ggµνδRµν)] + δSM

(Βʹ.21)
=

(Βʹ.18)

1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνδgµνR+
√−gRµνδgµν +

√−ggµν
[
∇ν
(
δΓκµκ

)
−∇κ

(
δΓκµν

)]]
+ δSM

(Βʹ.19)
=

1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνRδgµν +
√−gRµνδgµν +

√−g∇σ
[
gµσ(δΓκµκ)− gµν(δΓσµν)

]]
+ δSM

Ο τελευταίος όρος αντιστοιχεί σε ένα ολοκλήρωµα ως προς το στοιχείο όγκου d4x της συναλλοίωτης πα-
ϱαγώγου ενός διανύσµατος. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Stoke αυτό είναι ισοδύναµο µε µια συνοριακή
συνθήκη στο άπειρο, η οποία µπορεί να είναι ο µηδενισµός της µεταβολής στο άπειρο. Αποµένει λοιπόν

δS =
1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνδgµνR+
√−gRµν

]
+ δSM
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Εξ’ ορισµού για την συναρτησιακή παράγωγο της δράσης ισχύει

δS =

∫ ∑
i

[ δS
δΦi

δΦi
]
d4x

όπου {Φi} είναι ένα πλήρες σύνολο πεδίων ως προς τα οποία µεταβάλουµε την δράση. Στην περίπτωση µας
έχουµε µόνο ένα, το gµν . Από την αρχή ελάχιστης δράσης δS = 0 ϑα έχουµε

1

16πG

[
− 1

2

√−ggµνR+
√−gRµν

]
+
δSM
δgµν

= 0

⇒ 1

16πG

[
Rµν −

1

2
gµνR

]
+

1√−g
δSM
δgµν

= 0

Ορίζουµε τον τανυστή ενέργειας - ορµής
Tµν =

2√−g
δSM
δgµν

και καταλήγουµε στις εξισώσεις πεδίου του Einstein

Gµν = −8πGTµν (Βʹ.22)

Μπορούµε σε αυτό το σηµείο να υπολογίσουµε τον τανυστή ενέργειας - ορµής του πεδίου φ µε δράση

Sφ =

∫
d4x
√−g

[1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
Μεταβολή της δράσης δίνει

δSφ =

∫
d4x
[
δ
√−g

(1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
+
√−g 1

2
∂µφ∂νφδg

µν
]

(Βʹ.21)
=

∫
d4x
(
− 1

2

√−ggµνδgµν
)(1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ)

)
+
√−g 1

2
∂µφ∂νφδg

µν
]

=

∫
d4x
√−g

[1

2
∂µφ∂νφ−

1

4
gµνg

ab∂aφ∂bφ+
1

2
gµνV (φ)

]
δgµν

΄Ετσι από την αρχή ελάχιστης δράσης για µεταβολή ως προς gµν ϑα έχουµε

1√−g
δSφ
δgµν

=
1

2
∂µφ∂νφ−

1

4
gµνg

ab∂aφ∂bφ+
1

2
gµνV (φ)

Απ’ όπου προκύπτει ο τανυστής ενέργειας - ορµής

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ) (Βʹ.23)

Βʹ.4 Εξισώσεις του Einstein από τη δράση ϐαθµωτού πεδίου µε µη-
τετριµµένους κινητικούς όρους

Και εδώ ϑα ξεκινήσουµε αποδεικνύοντας ορισµένες σχέσεις που ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια.

δRab∂
aφ∂bφ =

1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂aφ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)

− δgµν∇a∇ν
(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]
(Βʹ.24)

Απόδειξη. Θυµίζουµε τη σχέση (Βʹ.18)

δRab = ∇b
(
δΓµaµ

)
−∇µ

(
δΓµab

)
και τη µεταβολή των συµβόλων Christoffel

δΓµab =
1

2
gµν
[
∇b
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνb

)
−∇µ

(
δgab

)]
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Τότε µπορούµε να γράψουµε

δRab = ∇b
(1

2
gµν
[
∇µ
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνµ

)
−∇ν

(
δgaµ

)])
−∇µ

(1

2
gµν
[
∇b
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνb

)
−∇ν

(
δgab

)])
=

1

2
gµν
[
∇b∇µ

(
δgνa

)
+∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
−∇µ∇b

(
δgνa

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
=

1

2
gµν
[
∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
Εποµένως ϑα είναι

δRab∂
aφ∂bφ =

1

2
gµν
[
∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
∂aφ∂bφ

=
1

2

[
∇a∇b

(
gµνδgνµ

)
−∇b∇µ

(
δgaµ

)
+∇a∇ν

(
δgνb

)
−�

(
δgab

)]
∂aφ∂bφ

=
1

2

[
− gµνδgµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
+ δgaµ∇b∇µ

(
∂aφ∂bφ

)
+ δgνb∇a∇ν

(
∂aφ∂bφ

)
− δgab�

(
∂aφ∂bφ

)]
+ επιφανειακοί

όροι
(Βʹ.20)

=
1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂aφ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)
− δgµν∇a∇ν

(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]

Αλλάζοντας τους ϐουβούς δείκτες στην µεταβολή του συναλλοίωτου τανυστή Riemann µπορούµε να
γράψουµε

δRµν =
1

2

[
∇µ∇ν

(
gκρδgκρ

)
−∇ν∇ρ

(
gκρδgµκ

)
−∇κ∇µ

(
gκρδgρν

)
+�

(
δgµν

)]
(Βʹ.25)

Για τη µεταβολή του ανταλλοίωτου τανυστή Riemann µπορούµε να γράψουµε

δRµν∂µφ∂νφ = δ
(
gµagνbRab

)
∂µφ∂νφ

= δgµagνbRab∂µφ∂νφ+ gµaδgνbRab∂µφ∂νφ+ gµagνbδRab∂µφ∂νφ

= δgµa∂µφ∂
bφRab + δgνb∂aφ∂νφRab + ∂aφ∂bφδRab (Βʹ.26)

Για τη µεταβολή της ποσότητας δ
(
gµνR

)
ισχύει

− 1

2
δ
(
gµνR

)
∂µφ∂νφ = −1

2
δgµν

[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Βʹ.27)

Απόδειξη.

−1

2
δ
(
gµνR

)
∂µφ∂νφ = −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
(∂φ)2δR = −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2

[
Rµνδg

µν + gµνδRµν
]
(∂φ)2

= −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

2
gµνδRµν(∂φ)2

(Βʹ.25)
= −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

2

1

2
gµν
[
∇µ∇ν

(
gκρδgκρ

)
−∇ν∇ρ

(
gκρδgµκ

)
−∇κ∇µ

(
gκρδgρν

)
+�

(
δgµν

)]
(∂φ)2

= −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
�
(
gκρδgκρ

)
−∇µ∇κ

(
δgµκ

)
−∇ρ∇ν

(
δgρν

)
+�

(
gµνδgµν

)]
(∂φ)2

= −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
− gκρδgκρ�(∂φ)2

+ δgµκ∇µ∇κ(∂φ)2 + δgρν∇ρ∇ν − gµνδgµν�(∂φ)2
]

+ επιφανειακοί
όροι

(Βʹ.20)
= −1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
gµνδg

µν�(∂φ)2

− δgµν∇µ∇ν(∂φ)2 − δgµν∇µ∇ν + gµνδg
µν�(∂φ)2

]
= −1

2
δµν
[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]
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Για µια δράση της µορφής S(1)
NM =

∫
d4x 1

2

√−gRµν∂µφ∂νφ η µεταβολή ϑα είναι

δS
(1)
NM =

∫
d4x

1

2

[
δ
(√−g)Rµν +

√−gδRµν
]
∂µφ∂νφ

(Βʹ.21)
=

(Βʹ.26)

∫
d4x

1

2

[
−1

2

√−ggµνδgµνRab∂aφ∂bφ+
√−g

[
δgµν∂µφ∂

aφRνb + δgµν∂aφ∂νφRµa + ∂aφ∂bφδRab
]]

(Βʹ.24)
=

∫
d4x

1

2

[
− 1

2

√−ggµνδgµνRab∂aφ∂bφ+
√−g

[
δgµν∂µφ∂

aφRνb + δgµν∂aφ∂νφRµa

+
1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂aφ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)
− δgµν∇a∇ν

(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

2

[
− 1

2
gµνR

ab∂aφ∂bφ+ 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)]
Ορίζουµε

Θ(1)
µν ≡

2√−g
δS

(1)
NM

δgµν

=− 1

2
gµνR

ab∂aφ∂bφ+ 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)
(Βʹ.28)

Για µια δράση της µορφής S(2)
NM =

∫
d4x
√−g 1

2

(
− 1

2g
µνR

)
∂µφ∂νφ η µεταβολή ϑα είναι

δS
(2)
NM =

∫
d4x

1

2

[
δ
√−g

(
− 1

2
gµνR

)
−√−g 1

2

(
δgµνR

)]
∂µφ∂νφ

(Βʹ.21)
=

(Βʹ.27)

∫
d4x

1

2

[(
− 1

2

√−ggµνδgµν
)(
− 1

2
R(∂φ)2

)
− 1

2

√−gδgµν
[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

2

[
1

2

1

2
gµνR(∂φ)2 − 1

2

[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

4

[
−Gµν(∂φ)2 −R∂µφ∂νφ− gµν�(∂φ)2 +∇µ∇ν(∂φ)2

]

Ορίζουµε

Θ(2)
µν ≡

2√−g
δS

(2)
NM

δgµν
=

1

2

[
−Gµν(∂φ)2 −R∂µφ∂νφ− gµν�(∂φ)2 +∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Βʹ.29)

Ο συνδιασµός τους Θ
(1)
µν + Θ

(2)
µν ϑα δώσει

Θµν =− 1

2
gµν∂aφ∂bφR

ab + 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)
− 1

2
Gµν(∂φ)2 − 1

2
∂µφ∂νφR

− 1

2
gµν�(∂φ)2 +

1

2
∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Βʹ.30)
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ή αλλιώς

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
(Βʹ.31)

Αν ϑεωρήσουµε τώρα τη συνολική δράση

S =

∫
d4x
√−g

{ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ+

1

2
λGµν∂µφ∂νφ− V (φ)

}
η αρχής της ελάχιστης δράσης για µεταβολή ως προς gµν ϑα δώσει

1√−g
δSEH
δgµν

+
1√−g

δSφ
δgµν

+ λ
1√−g

δS
(1)
NM

δgµν
+ λ

1√−g
δS

(2)
NM

δgµν
= 0

⇒ 2√−g
δSEH
δgµν

+
2√−g

δSφ
δgµν

+ λ
2√−g

δS
(1)
NM

δgµν
+ λ

2√−g
δS

(2)
NM

δgµν
= 0

⇒ Gµν
8πG

+ Tµν + Θ(1)
µν + Θ(2)

µν

Η εξίσωση Einstein ϑα είναι λοιπόν
Gµν = −8πG

[
Tµν + λΘµν

]
(Βʹ.32)

µε
Tµν = ∂µφ∂νφ−

1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ)

και

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
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Παράρτηµα Γʹ

Κοσµολογική δηµιουργία σωµατιδίων

Η έννοια των σωµατιδίων - ανιχνευτές σωµατιδίων

΄Εστω ότι ένα σύστηµα είναι στο ψ-κενό |0ψ〉, στο οποίο δεν παρατηρούνται ψ-σωµατίδια. Θα ϑέλαµε να
µάθουµε πόσα σωµατίδια παρατηρούνται από έναν παρατηρητή που χρησιµοποιεί τις λύσεις χ. Υπολο-
γίζουµε λοιπόν την αναµενόµενη τιµή του τελεστή αρίθµησης n̂χk στο ψ-κενό

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 = 〈0ψ|â†kâk|0ψ〉 (∆ʹ.4)
= 〈0ψ

∣∣∑
k′

(
αkk′ b̂

†
k′ − βkk′ b̂k′

)∑
i′

(
α∗ki′ b̂i′ − β∗ki′ b̂

†
i′
)∣∣0ψ〉

=
∑
k′i′

αkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂i′ |0ψ〉 −

∑
k′i′

αkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂†i′ |0ψ〉

−
∑
k′i′

βkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂i′ |0ψ〉+

∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

=
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

Στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι b̂|0ψ〉 = 0 και 〈0ψ|b̂† = 0. Χρησιµοποιώντας την σχέση
[b̂k′ , b̂

†
i′ ] = δk′i′ ⇒ b̂k′ b̂

†
i′ = δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ ϑα έχουµε τελικά

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ |0ψ〉

=
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′δk′i′〈0ψ|0ψ〉 =

∑
k′

βkk′β
∗
kk′

Με αυτόν τον τρόπο ο µέσος αριθµός των χ-σωµατιδίων στο ψ-κενό έχει εκφραστεί ως προς τους συντελεστές
Bogolyubov

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′

|βkk′ |2

∆εν υπάρχει κάποιος λόγος να µηδενιστεί αυτή η ποσότητα. Αυτό που ϕαίνεται σαν κενό σε έναν παρατηρητή
είναι µια κατάσταση γεµάτη σωµατίδια για έναν άλλον. Οι καταστάσεις κενού δεν συµπίπτουν.

Το ερώτηµα που εµφανίζεται είναι το ποιο σύνολο λύσεων µας προµηθεύει µε την “καλύτερη” περι-
γραφή του ϕυσικού κενού και αντιστοιχεί πλησιέστερα στην πραγµατική µας εµπειρία της “µη ύπαρξης
σωµατιδίων”. ΄Οπως ϕαίνεται τελικά το ερώτηµα αυτό δεν µπορεί να απαντηθεί όπως διατυπώθηκε καθώς
είναι απαραίτητο να συγκεκριµενοποιήσουµε τις λεπτοµέρειες της διαδικασίας της κβαντικής µέτρησης η
οποία χρησιµοποιείται για να ανιχνεύσουµε την ύπαρξη κβάντων. Συγκεκριµένα η κατάσταση κίνησης της
συσκευής µέτρησης µπορεί να επηρεάσει το αν ϑα παρατηρηθούν σωµατίδια ή όχι. Για παράδειγµα ένας
ανιχνευτής σε ελεύθερη πτώση δεν ϑα καταγράφει πάντα την ίδια πυκνότητα σωµατιδίων όπως ένας µη
αδρανειακός, επιταχυνόµενος ανιχνευτής. Στην πραγµατικότητα αυτό είναι αλήθεια ακόµα και στον χω-
ϱόχρονο Minkowski. ΄Ενας επιταχυνόµενος ανιχνευτής ϑα καταγράφει κβάντα ακόµα και στη κατάσταση
κενού που ορίζεται από τη σχέση âk|0〉. Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του χωροχρόνου Minkowski δεν είναι
ότι υπάρχει ένα µοναδικό κενό (δεν υπάρχει), αλλά ότι η συµβατική κατάσταση κενού όπως ορίζεται ως προς
τις λύσεις uk(xµ) = [(2π)n−12ω]−1/2eikµx

µ είναι το ίδιο κενό για όλες τις αδρανειακές συσκευές µέτρησης
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σε όλο το χωρόχρονο. Αυτό συµβαίνει γιατί το κενό όπως ορίζεται από την âk|0〉 είναι αναλλοίωτο κάτω από
µετασχηµατισµούς Lorentz.

Από την ανάπτυξη αυτού του ϑέµατος µάθαµε ότι η έννοια των σωµατιδίων δεν έχει καθολική σηµασία. Τα
σωµατίδια µπορούν να καταγράψουν την παρουσία τους σε κάποιους ανιχνευτές ενώ σε άλλους όχι. Κάποιος
είναι ελεύθερος να υποστηρίξει την ύπαρξη σωµατιδίων αλλά χωρίς να προσδιορίσει την κατάσταση κίνησης
του ανιχνευτή η έννοια των σωµατιδίων δεν είναι πολύ χρήσιµη ακόµα και στο χωρόχρονο Minkowski.

Σε πολλά προβλήµατα που µας ενδιαφέρουν ο χωρόχρονος µπορεί να αντιµετωπιστεί ως ασυµπτωτικά
Minkowski στο µακρυνό παρελθόν και/ή µέλλον. Κάτω από αυτές τις συνθήκες η επιλογή του “ϕυσικού”
κενού Monkowski όπως ορίζεται από την σχέση (2.10) έχει ένα πολύ κατανοητό ϕυσικό νόηµα, την απουσία
δηλαδή σωµατιδίων σύµφωνα µε όλους τους αδρανειακούς παρατηρητές στην ασυµπτωτική περιοχή. Ανα-
ϕερόµαστε στο µακρινό παρελθόν και µέλλον ως τις “µέσα” και “έξω” περιοχές αντίστοιχα. Αυτή η ορολογία
µεταφερθηκε από την κβαντική ϑεωρία πεδίου Minkowski όπου ϑεωρούµε ότι καθώς το t → ±∞ όλες οι
αλληλεπιδράσεις των πεδίων τείνουν στο µηδέν. Εφόσον δουλεύουµε στην εικόνα του Heisenberg αν δια-
λέξουµε την κατάσταση του κβαντικού πεδίου στην “µέσα” περιοχή να είναι η κατάσταση του κενού τότε ϑα
παραµείνει σε αυτή την κατάσταση κατά τη διάρκεια της εξέλιξης στην οποία υπόκειται. Παρ’ όλα αυτά όπως
ϑα δείξουµε σύντοµα, σε µετέπειτα στιγµές έξω από την “µέσα” περιοχή οι ανιχνευτές σε ελεύθερη πτώση
µπορεί να καταγράφουν σωµατίδια σε αυτή την κατάσταση κενού. Συγκεκριµένα αν υπάρχει και µια “έξω”
περιοχή τότε το “µέσα” κενό µπορεί να µη συµπίπτει µε το “έξω” κενό. Σε αυτή τη περίπτωση µια ϕυσική
(αδρανειακή) οµάδα παρατηρητών στην “έξω” περιοχή ϑα ανιχνεύει την παρουσία σωµατιδίων. Μπορούµε
λοιπόν να πούµε ότι σωµατίδια έχουν δηµιουργηθεί από το χρονοεξαρτώµενο εξωτερικό ϐαρυτικό πεδίο.

Γʹ.1 ΄Ενα απλό παράδειγµα

Σε αυτό το κοµµάτι Θα µελετήσουµε το πως µπορεί να προκληθεί δηµιουργία σωµατιδίων σε ένα χωρόχρονο
µε “µέσα” και “έξω” περιοχές Minkowski. ΄Ενας κατάλληλος χωρόχρονος είναι ένα δισδιάστατο σύµπαν
Robertson - Walker µε στοιχειώδες µήκος

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 (Γʹ.1)

όπου τα χωρικά µέρη επεκτείνονται οµοιόµορφα όπως περιγράφεται απο τη ϐαθ-
µωτή συνάρτηση a(t). Εισάγωντας µια νέα παράµετρο του χρόνου η (το λεγόµενο σύµµορφο χρόνο) που
ορίζεται ως dη = dt/a ϑα έχουµε

t =

∫ t

dt′ =

∫ η

a(η′)dη′

και η (4.18) µπορεί να ξαναγραφτεί ως

ds2 = a2(η)(dη2 − dx2) = C(η)(dη2 − dx2) (Γʹ.2)

όπου έχουµε ορίσει τον σύµµορφο ϐαθµωτό παράγοντα C(η) = a2(η). Αυτή η µορφή του στοιχειώδους
µήκους είναι προφανώς σύµµορφη (Παράρτηµα Γ΄) στον χωρόχρονο Minkowski. Θυµίζουµε πως ένας σύµ-
µορφος µετασχηµατισµός µιας µετρικής gµν περιγράφεται από

gµν(x)→ g̃µν(x) = Ω2(x)gµν(x)

Αφού λοιπόν ο χωρόχρονος Minkowski περιγράφεται από το στοιχειώδες µήκος ds2 = dη2−dx2 και µετρική

gµν =

(
1 0
0 −1

)
ο χωρόχρονος µε ds2 = a2(η)(dη2 − dx2) και µετρική g̃µν = a2(η)

(
1 0
0 −1

)
= a2(η)gµν

είναι σύµµορφος µ’ αυτόν. Σηµειώνουµε ότι ο ανταλλοίωτος τανυστής ϑα µετασχηµατιστεί ως

gµν → g̃µν = a−2(η)gµν (Γʹ.3)

Ας υποθέσουµε ότι
C(η) = A+B tanh(ρη) µε A,B, ρ σταθερά

τότε στο µακρυνό παρελθόν και µέλλον ο χωρόχρονος γίνεται Minkowski αφού

C(n)→ A±B, η → ±∞
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a2(t)

A+B

A−B

t

“έξω” περιοχή

“µέσα” περιοχή

Σχήµα Γʹ.1: Ο σύµµορφος παράγοντας C(η) = A + B tanh(ρη) αντιπροσωπεύει ένα ασυµπτωτικά στατικό
σύµπαν το οποίο υπόκειται σε µια περίοδο οµαλής επέκτασης.

Θεωρούµε την παραγωγή ελάχιστα συζευγµένων ϐαθµωτών σωµατιδίων µε µάζα. Θυµίζουµε πως η εξίσωση
για ένα ϐαθµώτο πεδίο µε µάζα σε καµπύλο χωρόχρονο είναι

[�+m2 + ξ(n)R(x)]φ̂(x) = 0 (Γʹ.4)

Για την ελάχιστα συζευγµένη περίπτωση έχουµε ξ = 0 ενώ για τη σύµµορφα συζευγµένη περίπτωση έχουµε
ξ(n) ≡ 1

4 [(n− 2)/(n− 1)]. Παρατηρούµε ότι στις 2 διαστάσεις που µελετάµε το πρόβληµά µας η ελάχιστη
και η σύµµορφη σύζευξη είναι ισοδύναµες (ξ = 0).

Εφόσον το C(η) δεν είναι συνάρτηση του x (της χωρικής συνιστώσας) µπορούµε να χωρίσουµε τις µετα-
ϐλητές στις ϐαθµωτές συναρτήσεις που εµφανίζονται στη λύση

φ̂(x) =
∑
i

[âiui(x) + â†iu
∗
i (x)]

γράφοντας
uk(η, x) = (2π)−

1
2 eikxχk(η) (Γʹ.5)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.22) στην ϑέση του φ̂ στην (4.21) µε ξ = 0 , την d’Alembertian (4.3) και τη
µετρική που δίνεται από τη σχέση (4.19) ϑα έχουµε

�uk(η, x) +m2uk(η, x) = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ[(−g)1/2gµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[C(η)gµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[C(η)C(η)−1nµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[∂µ(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1
(
eikx

∂2χk(η)

∂η2
+ k2eikxχk(η)

)
+m2eikxχk(η) = 0

Προκύπτει έτσι µια διαφορική εξίσωση για το χk(η)

d2

dη2
χk(η) + (k2 + C(η)m2)χk(η) = 0 (Γʹ.6)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να λυθεί αναλυτικά µε τη ϐοήθεια υπεργεωµετρικών συναρτήσεων. Οι κανονικοποι-
ηµένες λύσεις που συµπεριφέρονται σαν τις λύσεις ϑετικής συχνότητας στον χώρο Minkowski στο µακρινό
παρελθόν είναι

uink (η, x) = (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))] (Γʹ.7)

η→−∞−→ (4πωin)−
1
2 eikx−iωinη
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όπου

ωin = [k2 +m2(A−B)]
1
2

ωout = [k2 +m2(A+B)]
1
2

ω± =
1

2
(ωout ± ωin) (Γʹ.8)

Από την άλλη µεριά οι λύσεις που συµπεριφέρονται σαν λύσεις Minkowski ϑετικής συχνότητας στην “έξω”
περιοχή καθώς το η → +∞ είναι

uoutk (η, x) = (4πωout)
− 1

2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1 + (iωout/ρ);
1

2
(1− tanh(ρη))] (Γʹ.9)

η→+∞−→ (4πωout)
− 1

2 eikx−iωoutη

Προφανώς τα uink και uoutk δεν είναι ίσα, πράγµα που σηµαίνει ότι ο συντελεστής Bogolyubov β στη σχέση

uink (x) =
∑
k′

(
αkk′u

out
k′ (x) + βkk′u

out
k′
∗
(x)
)

(Γʹ.10)

που περιγράφει τη συσχέτιση δυο διαφορετικών συνόλων λύσεων, δεν πρέπει να µηδενίζεται. Για να το
δείξουµε αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες γραµµικού µετασχηµατισµού των υπεργεωµετρικών συ-
ναρτήσεων (ενότητα Γʹ.2 ) ώστε να γράψουµε το uink ως προς το uoutk στη µορφή

uink (η, x) = αku
out
k (η, x) + βku

out
−k
∗
(η, x) (Γʹ.11)

µε

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
βk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

Συγκρίνοντας τη σχέση (Γʹ.11) µε την (Γʹ.10) ϐρίσκουµε ότι οι συντελεστές Bogolyubov δίνονται από τις

αkk′ = αkδkk′ βkk′ = βkδ−kk′ (Γʹ.12)

Στη συνέχεια υπολογίζουµε το µέτρο των συντελεστών Bogolyubov στο τετράγωνο. ΄Αλλωστε η µέση τιµή του
τελεστή αρίθµησης N είναι |βk|2. Κάνουµε χρήση των σχέσεων

Γ(iy)Γ(−iy) = |Γ(iy)|2 =
π

y sinh(πy)

Γ(1 + iy)Γ(1− iy) = |Γ(1 + iy)|2 =
πy

sinh(πy)

και έχουµε

|αk|2 = αkαk
∗ =

(
ωout
ωin

)
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

Γ(1 + iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(iω+/ρ)Γ(1 + iω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

)
Γ(1− iωin/ρ)Γ(1 + iωin/ρ) π

ωout/ρ sinh(πωout/ρ)

Γ(1− iω+/ρ)Γ(1 + iω+/ρ) π
ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

) πωin/ρ
sinh(πωin/ρ)

π
ωout/ρ sinh(πωout/ρ)

πω+/ρ
sinh(πω+/ρ)

π
ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

)
ωin/ρ sinh(πω+/ρ)ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)ωout/ρω+/ρ
=

sinh2(πω+/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

΄Οµοια δείχνουµε

|βk|2 =
sinh2(πω−/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
(Γʹ.13)

Τέλος, ως µια µικρή επαλήθευση των υπολογισµών µας, έχουµε αποδείξει ότι για τους συντελεστές Bogol-
yubov ισχύει

∑
k(αikαjk

∗ − βikβjk∗) = δij . Πράγµατι στην περίπτωσή µας χρησιµοποιώντας τις σχέσεις

sinh
z

2
=
(cosh z − 1

2

) 1
2

cosh(a± b) = cosh a cosh b± sinh a sinh b
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ϐρίσκουµε ότι

|αk|2 − |βk|2 =
sinh2(πω+/ρ)− sinh2(πω−/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
=

sinh2
(
π
ρ

1
2 (ωout + ωin)

)
− sinh2

(
π
ρ

1
2 (ωout − ωin)

)
sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=

cosh

(
π
ρ (ωout+ωin)

)
−1

2 −
cosh

(
π
ρ (ωout−ωin)

)
−1

2

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
=

cosh

(
π
ρ ωout+

π
ρ ωin

)
2 − 1

2 −
cosh

(
π
ρ ωout−πρ ωin

)
2 + 1

2

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=
cosh(πρωout) cosh(πρωin) + sinh(πρωout) sinh(πρωin)

2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

−

[
cosh(πρωout) cosh(πρωin) + sinh(πρωout)

(
− sinh(πρωin)

)]
2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=
2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
= 1

ακριβώς αυτό που περιµέναµε.
Ας ϑεωρήσουµε την περίπτωση που ένα κβαντικό πεδίο ϐρίσκεται στην κατάσταση |0in〉, όπως ορίζεται

από την uink |0〉 = 0. Στο µακρινό παρελθόν, όπου ο χωρόχρονος είναι Minkowski, όλοι οι αδρανειακοί
ανιχνευτές σωµατιδίων ϑα καταγράφουν απουσία σωµατιδίων, έτσι ώστε µη επιταχυνόµενοι παρατηρητές ϑα
αναγνωρίσουν την κβαντική κατάσταση εκεί ως το ϕυσικό κενό.

Στην “έξω” περιοχή (η → +∞) ο χωρόχρονος είναι επίσης Minkowski και το κβαντικό πεδίο είναι επίσης
στην κατάσταση |0in〉 (αφού δουλεύουµε στην εικόνα του Heisenberg), αλλά σε αντίθεση µε την κατάσταση
στην “µέσα” περιοχή, η |0in〉 δεν ϑεωρείται από τους αδρανειακούς παρατηρητές στην “έξω” ως το ϕυσικό
κενό. Το ϱόλο αυτό παίζει η κατάσταση |0out〉 όπως ορίζεται συναρτήσει των λύσεων uoutk . Πράγµατι οι µη
επιταχυνόµενοι ανιχνευτές σωµατιδίων εκεί ϑα καταγράφουν την παρουσία κβάντων. Ο αναµενόµενος αριθ-
µός των κβάντων που ϑα καταγράφονται δίνεται από τη σχέση (4.29). Μπορούµε λοιπόν να περιγράψουµε
αυτή την κβαντική εξέλιξη ως τη δηµιουργία σωµατιδίων λόγω της διαστολής του σύµπαντος.

Γʹ.2 Υπολογισµός των συντελεστών Bogolyubov για το δισδιάστατο
σύµπαν Robertson - Walker

Ξεκινάµε µε την υπεργεωµετρική

2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))]

και ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα (Abramowitz & Stegun 1965)

F [a, b; c; z] =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)F [a, b; a+ b− c+ 1; 1− z]

+ (1− z)c−a−bΓ(c)Γ(a+ b− c)
Γ(a)Γ(b)

F [c− a, c− b; c− a− b− 1; 1− z] (Γʹ.14)
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Θα έχουµε λοιπόν

F [1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ− iω−/ρ)

Γ(1− iωinρ− 1− iω−/ρ)Γ(1− iωin/ρ− iω−/ρ)

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iω−/ρ+ iω−/ρ− 1 + iωin/ρ+ 1; 1− 1

2
(1 + tanh(ρη)]

+
(
1− 1

2
(1 + tanh(ρη))

)(1−ωin/ρ−1−iω−/ρ−iω−/ρ)

× Γ(1− iωin/ρ)Γ(1 + iω−/ρ+ iω−/ρ− 1 + iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ, 1− iωin/ρ− iω−/ρ;

1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ− iω−/ρ+ 1; 1− 1

2
(1 + tanh(ρη)]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωin/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(−iωin/ρ− iω−/ρ)Γ(1− iωin/ρ− iω−/ρ)

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ+ iωin/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

+
(1

2
(1− tanh(ρη))

)(−iωin/ρ−2iω−/ρ) Γ(1− iωin/ρ)Γ(2iω−/ρ+ iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iωin/ρ− iω−/ρ, 1− iωin/ρ− iω−/ρ;−iωin/ρ− 2iω−/ρ+ 1;
1

2
(1− tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωin/ρ− 2i

2ρ (ωout − ωin))

Γ(−iωin/ρ− i
2ρ (ωout − ωin))Γ(1− iωin/ρ− i

2ρ (ωout − ωin))

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 +
2i

2ρ
(ωout − ωin) + iωin/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ [
1

2
(1− tanh(ρη))](−iωin/ρ−

2i
2ρ (ωout−ωin))

Γ(1− iωin/ρ)Γ( 2i
2ρ (ωout − ωin) + iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iωin/ρ−
i

2ρ
(ωout − ωin), 1− iωin/ρ−

i

2ρ
(ωout − ωin);

− iωin/ρ−
2i

2ρ
(ωout − ωin) + 1;

1

2
(1− tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ [
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iω+/ρ, 1− iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))] (Γʹ.15)

Στην υπεργεωµετρική της ποσότητας (∆΄.2) κάνουµε χρήση της σχέσης

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z) (Γʹ.16)
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και έχουµε

F [−iω+/ρ, 1− iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

= F [1− iωout/ρ+ iω+/ρ, 1− iωout/ρ− 1 + iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

× (1− 1

2
(1− tanh(ρη)))(1−iωout/ρ+iω+/ρ−1+iω+/ρ)

= F [1− iωout/ρ+
i

2ρ
(ωout + ωin),−iωout/ρ+

i

2ρ
(ωout + ωin); 1− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

× (1− 1

2
+

1

2
tanh(ρη))(−iωout/ρ+ 2i

2ρ (ωout+ωin))

= F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

× [
1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ (Γʹ.17)

Αντικαθιστώντας τη µορφή (∆΄.4) στην υπεργεωµετρική (∆΄.2) ϑα έχουµε για την αρχική υπεργεωµετρική

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+
Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

× [
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ (Γʹ.18)

Ας δούµε τι µπορούµε να κάνουµε µε τον παράγοντα

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ

Ισχύει ότι zw = ew ln z για κάθε µιγαδικό z και w. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ = e−iωout/ρ ln[ 1

2 (1−tanh(ρη))]

[
1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ = eiωin/ρ ln[ 1

2 (1+tanh(ρη))]

Το γινόµενο των παραπάνω ποσοτήτων δίνει

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ = e−iωout/ρ ln[ 1

2 (1−tanh(ρη))]eiωin/ρ ln[ 1
2 (1+tanh(ρη))]

= e−iωout/ρ ln
[

1
2

cosh(ρη)−sinh(ρη)
cosh(ρη)

]
eiωin/ρ ln

[
1
2

cosh(ρη)+sinh(ρη)
cosh(ρη)

]
= e
−iωout/ρ ln

[
1
2

e−ρη
1
2

(eρη+e−ρη)

]
e
iωin/ρ ln

[
1
2

eρη

1
2

(eρη+e−ρη)

]
= e−iωout/ρ

[
ln[e−ρη ]−ln[eρη+e−ρη]

]
eiωin/ρ

[
ln[eρη]−ln[eρη+e−ρη ]

]
= e−iωout/ρ

[
−ρη−ln(2 cosh(ρη))]eiωin/ρ

[
ρη−ln(2 cosh(ρη))

]
= e

[
iωoutη+iωout/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
e

[
iωinη−iωin/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
= e

[
iωoutη+iωout/ρ ln(2 cosh(ρη))+iωinη−iωin/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
= e2iω+η+ln(2 cosh(ρη)) iρ (ωout−ωin)

= e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη))
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΄Εχουµε έτοιµη τη νέα µορφή της αρχικής υπεργεωµετρικής

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη)) Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

(Γʹ.19)

την οποία ϑα αντικαταστήσουµε στη σχέση (4.24) για το uink (η, x)

uink (η, x) = (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)] × F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

= (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

×
[

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη)) Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

]
= (4πωin)−

1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

+ (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη))

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

= (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

+ (4πωin)−
1
2 eikx+iω+η+(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
(Γʹ.20)

΄Οµως ισχύει

uoutk (η, x) = (4πωout)
− 1

2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

uout−k
∗
(η, x) = (4πωout)

− 1
2 eikx+iω+η+(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

και τελικά έχουµε ότι

uink (η, x) =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
uoutk

+

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
uout−k

∗

= αku
out
k (η, x) + βku

out
−k
∗ (Γʹ.21)
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µε

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
(Γʹ.22)

βk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
(Γʹ.23)

αkk′ = αkδkk′ βkk′ = βkδ−kk′ (Γʹ.24)
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Παράρτηµα ∆ʹ

Παραγωγή Σωµατιδίων σε Βαρυτικές
Θεωρίες µε Γενικευµένους Κινητικούς
΄Ορους

Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζουµε µια µελέτη που πραγµατοποιήθηκε στα πλαίσια του µεταπτυχιακού
προγράµµατος ειδίκευσης “Φυσική και Τεχνολογικές Εφαρµογές” του Τοµέα Φυσικής ΕΜΠ και δηµοσιε-
ύτηκε στο επιστηµονικό περιοδικό Journal of Cosmology and Astroparticle Physics (JCAP 1308 (2013)
027). Συγκεκριµένα µελετήσαµε την ϐαρυτική παραγωγή ϐαρέων σωµατιδίων X µε µάζα της τάξης του
πληθωριστικού πεδίου (inflaton), τα οποία παράγονται µετά το τέλος του πληθωρισµού. Βρίσκουµε ότι, πα-
ϱουσία µιας Ϲεύξης του κινητικού όρου του inflaton ή/και του κβαντικού πεδίουX µε τον τανυστή Einstein,
ο αριθµός των ϐαρυτικά παραγώµενων σωµατιδίων µειώνεται καθώς η Ϲεύξη ενισχύεται.

∆ʹ.1 Εισαγωγή

Η ϐαρυτική δηµιουργία σωµατιδίων ( [129, 130]) είναι ένας µηχανισµός παραγωγής κβαντικών πεδίων σε
καµπύλους χωρόχρονους, αντίστοιχος της δηµιουργίας σωµατιδίων από ισχυρά ηλεκτρικά πεδία. Ο µη-
χανισµός αυτός έχει χρησιµοποιηθεί για να εξηγήσει την ύπαρξη σκοτεινής ύλης (Dark Matter), η οποία
πιστεύεται ότι αποτελεί την περισσότερη από την µάζα του σύµπαντος, µέσω της παραγωγής υπερ-ϐαρέων
σωµατιδίων µετά τον πληθωρισµό (inflation) κατά τη δαδικασία της προ-ϑέρµανσης (preheating) [131,132].

Το σενάριο του πληθωρισµού είναι καλά γνωστό και έχει µελετηθεί εκτενώς [133]. Κατά τη διάρκεια του
πληθωρισµού, ο οποίος καθοδηγείται από ένα ϐαθµωτό πεδίο φ (inflaton), το σύµπαν διαστέλλεται εκθετικά
λύνοντας έτσι το πρόβληµα του ορίζοντα και του επίπεδου σύµπαντος της καθιερωµένης κοσµολογίας. Η
δοµή µεγάλης κλίµακας του σύµπαντος κατασκευάζεται µέσω των διακυµάνσεων κατά την περίοδο του
πληθωρισµού. Αυτό ορίζει τη µάζα του inflaton να ϕέρει την τιµή mφ ' 1013GeV . Κατά τη διάρκεια
του πληθωρισµού, το πληθωριστικό πεδίο “κυλάει” αργά προς το ελάχιστο του δυναµικού του. Η ϕάση
του πληθωρισµού ολοκληρώνεται όταν η δυναµική ενέργεια του πεδίου γίνει συγκρίσιµη µε την κινητική
του ενέργεια. ΄Οταν συµβεί αυτό όλη η ενέργεια του σύµπαντος έχει εναποτεθεί σε µορφή ταλαντώσεων του
πεδίου γύρω από το ελάχιστο του δυναµικού του. Εκείνη τη στιγµή µέσω ενός καθαρά κλασικού µηχανισµού
παραµετρικού συντονισµού (parametric resonance) [134], ο οποίος εχεί µελετηθεί λεπτοµερώς [17, 135],
παράγονται σε αφθονία σωµατίδια πολύ µεγάλης µάζας. Τα σωµατίδια αυτά ϑα τα καλούµε σωµατίδια X µε
µάζες mX & mφ και µετά τον πληθωρισµό ϑα καλύπτουν µεγάλο µέρος του σύµπαντος. Ο παραµετρικός
συντονισµός για τα σωµατίδια X δεν έχει µεγάλη επίδραση αν τα X είναι ϕερµιονικά πεδία ή αν η σύζευξή
τους µε το inflaton είναι ασθενής [135].

΄Ενας άλλος µηχανισµός για την παραγωγή ϐαριάς σκοτεινής ύλης έχει προταθεί στο [132]. Εκεί η
σκοτεινή ύλη παράγεται στην µετάβαση ανάµεσα σε ένα πληθωριστικό σύµπαν και σε ένα σύµπαν που
κυριαρχεί η µάζα (matter dominated) λόγω της δράσης της “µη-αδιαβατικής” διαστολής του χωρόχρονου
πάνω σε κβαντικές διακυµάνσης του κενού. Αποδεινύεται ότι, για µια συγκεκριµένη περιοχή µαζών των
σωµατιδίων X, η σκοτεινή ύλη που χρειάζεται για να καλυφθεί το σύµπαν µπορεί να παραχθεί ϐαρυτικά,
ανεξάρτητα από τις λεπτοµέρειες στη µετάβαση από τη πληθωριστική ϕάση στη ϕάση κυριαρχίας της µάζας.

Σε µια προσπάθεια να εξηγηθεί το ϕάσµα των κοσµικών ακτίνων υψηλών ενεργειών στο [131] προτείνεται
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η παραγωγή σκοτεινής ύλης λόγω διακυµάνσεων του κενού κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. Αποδει-
κνύεται ότι, προκειµένου να επιτευχθεί η σωστή ποσότητα σωµατιδίων X, η µάζα τους ϑα πρέπει να είναι
συγκρίσιµη µε τη µάζα του inflaton.

Θα µελετήσουµε τη ϐαρυτική παραγωγή σωµατιδίων σε ϑεωρίες όπου ο κινητικός όρος του inflaton
συζεύγνυται µε τον τανυστή Einstein και το κβαντικό πεδίο X, εκτός από τη σύζευξή του στο inflaton
συζεύγνυται και αυτό µε τον τανυστή Einstein. Θα δείξουµε ότι οι συζεύξεις αυτές εν γένει οδηγούν σε έναν
µηχανισµό µείωσης της παραγωγής ϐαρέων σωµατιδίων X.

∆ʹ.2 Κβαντική Θεωρία Πεδίου σε Καµπύλους Χωρόχρονους

∆ʹ.2.1 Κβάντωση του ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο χωρόχρονο

Ας ϑεωρήσουµε ένα σύνολο πεδίων φ(x) που διαδίδονται σε ένα καµπύλο χωρόχρονο µε αναλλοίωτο στοιχείο
µήκους

ds2 = gµν(x)dxµdxν

Αν το n δηλώνει τη διάσταση του χωροχρόνου τότε x0 ϑα είναι η χρονική συντεταγµένη και x1, x2, ..., xn−1

ϑα είναι οι χωρικές. Η δράση S κατασκευάζεται από το πεδίο φ έτσι ώστε να είναι αναλλοίωτη κάτω από
γενικούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων

S[φ′(x), ∂′φ(x′), g′µν(x′)] = S[φ(x), ∂φ(x), gµν(x)]

Ο πιο απλός τρόπος να κατασκευάσουµε µια τέτοια δράση είναι να ξεκινήσουµε µε τη δράση στο χωρόχρονο
Minkowski και να αντικαταστήσουµε τους τανυστές ηµν µε τους τανυστές gµν και τους στοιχειώδεις όγκους
dnx µε τους αναλλοίωτους στοιχειώδεις όγκους (−g)1/2dnx όπου g = det(gµν). Η απαίτηση η δράση να
είναι αναλλοίωτη κάτω από µεταβολές στα πεδία, οι οποίες µηδενίζονται στα όρια της ολοκλήρωσης, δίνει τις
εξισώσεις Euler - Lagrange

∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
= 0

Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα ενός ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο χωρόχρονο είναι

L =
√−g

{1

2

[
gκλ∂κφ∂λφ

]
− V (φ)

}
Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιούµε για την µετρική τη σύµβαση (+−−−). Αντικατάσταση αυτής της
Λαγκρανζιανής πυκνότητας στην εξίσωση Euler - Lagrange µας δίνει την εξίσωση κίνησης του ϐαθµωτού
πεδίου. Υπολογίζουµε ξεχωριστά

∂L
∂φ

= −√−g ∂V (φ)

∂φ
≡ −√−gVφ

− ∂µ
( ∂L
∂(∂µφ)

)
= −∂0

( ∂L
∂(∂0φ)

)
− ∂i

( ∂L
∂(∂iφ)

)
= −∂0

(∂[ 1
2

√−ggκλ∂κφ∂λφ
]

∂(∂0φ)

)
− ∂i

(∂[ 1
2

√−ggκλ∂κφ∂λφ
]

∂(∂iφ)

)
= −∂0

(1

2

√−ggκλ ∂(∂κφ)

∂(∂0φ)
∂λφ+

1

2

√−ggκλ∂κφ
∂(∂λφ)

∂(∂0φ)

)
− ∂i

(1

2

√−ggκλ ∂(∂κφ)

∂(∂iφ)
∂λφ+

1

2

√−ggκλ∂κφ
∂(∂λφ)

∂(∂iφ)

)
= −∂0

(1

2

√−ggκλδ0k∂λφ+
1

2

√−ggκλδλ0∂κφ
)
− ∂i

(1

2

√−ggκλδik∂λφ+
1

2

√−ggκλδλi∂κφ
)

= −∂0

(1

2

√−gg0λ∂λφ+
1

2

√−ggκ0∂κφ
)
− ∂i

(1

2

√−ggiλ∂λφ+
1

2

√−ggκiδλi∂κφ
)

= −∂0

(√−gg00∂0φ
)
− ∂i

(√−ggii∂iφ) = −∂µ
(√−ggµν∂νφ)

Συνδυάζοντας τα δύο αυτά αποτελέσµατα καταλήγουµε στην εξίσωση κίνησης

∂µ
(√−ggµν∂νφ)+

√−gVφ = 0

⇒ �φ+ Vφ = 0 µε �φ = (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2gµν∂νφ

]
(∆ʹ.1)

Προχωράµε στην κβάντωση της ϑεωρίας προάγοντας το πεδίο φ σε τελεστή φ→ φ̂ και ορίζοντας την συζυγή
ορµή

π̂ =
∂L

∂(∂0φ)
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Για την Λαγκρανζιανή πυκνότητα που µελετάµε η συζυγής ορµή είναι

π̂ =
√−g∂0φ̂

Επιβάλλουµε τις σχέσεις µετάθεσης των τελεστών φ̂ και π̂ σε ίδιες χρονικές στιγµές

[φ̂(t, x), φ̂(t, x′)] = 0

[π̂(t, x), π̂(t, x′)] = 0

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] =
i√−g δ

(n−1)(x− x′) (∆ʹ.2)

Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο των λύσεων της (∆ʹ.1) ως

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2g0ν
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x (∆ʹ.3)

Αν ϐρούµε ένα σύνολο λύσεων που ικανοποιεί τις σχέσεις

(χk, χk′) = δkk′ (χ∗k, χ
∗
k′) = −δkk′ (χk, χ

∗
k′) = 0

τότε το σύνολο αυτό είναι πλήρες και µπορούµε να αναπτύξουµε το πεδίο φ στη ϐάση των χk ως

φ(x) =
∑

k

(
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

)
Οι τελεστές âk και â†k ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[âk, âk′ ] = 0 [â†k, â
†
k′ ] = 0 [âk, â

†
k′ ] = δkk′

Υπάρχει µια κατάσταση κενού η οποία µηδενίζεται από όλους τους τελεστές καταστροφής âk

âk|0χ〉 = 0 για όλα τα k

Από αυτήν την κατάσταση κενού µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια ϐάση Fock για τον χώρο Hilbert. Μια
κατάσταση µε nk διεγέρσεις δηµιουργείται µε την επαναλαµβανόµενη δράση του τελεστή δηµιουργίας â†k
στο κενό

|nk〉 =
1√
nk!

(â†k)nk |0χ〉

και παρόµοια για καταστάσεις µε διαφορετικό είδος διεγέρσεων. Μπορούµε να ορίσουµε έναν τελεστή
αρίθµησης για κάθε συνάρτηση χk

n̂χk = â†kâk

Ο κάτω δείκτης χ στην κατάσταση κενού και στον τελεστή αρίθµησης µας ϑυµίζουν ότι ορίζονται ως προς το
σύνολο των λύσεων χk.

∆ʹ.2.2 Συντελεστές Bogolyubov

Θεωρούµε το πιο γενικό πλαίσιο όπου ένας παρατηρητής ορίζει τα σωµατίδια ως προς ένα πλήρες σύνολο
λύσεων χk και ένας άλλος ως προς ένα διαφορετικό πλήρες σύνολο λύσεων ψk′ . Γενικά οι δύο αυτοί
παρατηρητές ϑα διαφωνούν στο πόσα σωµατίδια παρατηρούνται (ή αν παρατηρούνται καθόλου σωµατίδια).
Για να το δούµε αυτό είναι ϐολικό να αναπτύξουµε το ένα σύνολο λύσεων ως προς το άλλο (κάτι που είναι
εφικτό αφού τα δύο σύνολα είναι πλήρη).

χk(x) =
∑
k′

(
αkk′ψk′(x) + βkk′ψ

∗
k′(x)

)
Ο µετασχηµατισµός αυτός από το ένα σύνολο λύσεων στο άλλο είναι γνωστός ως µετασχηµατισµός Bogolyu-
bov και τα αkk′ , βkk′ που υλοποιούν τον µετασχηµατισµό είναι οι συντελεστές Bogolyubov. Το πεδίο φ(x)
µπορεί να αναπτυχθεί είτε στη ϐάση των χk

φ̂(x) =
∑

k

(
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

)
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είτε στη ϐάση των ψk′

φ̂(x) =
∑
k′

(
b̂k′ψk′(x) + b̂†k′ψ

∗
k′(x)

)
Οι συντελεστές Bogolyubov µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να περιγράψουν τον µετασχηµατισµό ανάµεσα
στους τελεστές

âk =
∑
k′

(
α∗kk′ b̂k′ − β∗kk′ b̂

†
k′
)

(∆ʹ.4)

και
b̂k′ =

∑
k

(
αkk′ âk + β∗kk′ â

†
k

)
Θα αποδείξουµε την (∆ʹ.4). Για να το κάνουµε αυτό ξεκινάµε από το γεγονός ότι

(χk, φ̂) =
(
χk,
∑

i

(
âiχi + â†i χ

∗
i

))
=
∑

i

âi(χk, χi) +
∑

i

â†i (χk, χ
∗
i ) = âk

Τότε µπορούµε να γράψουµε

âk = (χk, φ̂) =
(
χk,
∑
k′

(
b̂k′ψk′ + b̂†k′ψ

∗
k′
))

=
∑
k′

b̂k′(χk, ψk′) +
∑
k′

b̂†k′(χk, ψ
∗
k′)

=
∑
k′

b̂k′
(∑

i′

(
αki′ψi′ + βki′ψ

∗
i′
)
, ψk′

)
+
∑
k′

b̂†k′
(∑

i′

(
αki′ψi′ + βki′ψ

∗
i′
)
, ψ∗k′

)
=
∑
k′

b̂k′
∑

i′

α∗ki′
(
ψi′ , ψk′

)
+
∑
k′

b̂k′
∑

i′

β∗ki′
(
ψ∗i′ , ψk′

)
+
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

α∗ki′
(
ψi′ , ψ

∗
k′
)

+
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

β∗ki′
(
ψ∗i′ , ψ

∗
k′
)

=
∑
k′

b̂k′
∑

i′

α∗ki′δk′i′ +
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

β∗ki′(−δk′i′) =
∑
k′

b̂k′α
∗
kk′ −

∑
k′

b̂†k′β
∗
kk′

=
∑
k′

(
α∗kk′ b̂k′ − β∗kk′ b̂

†
k′
)

Ας ϕανταστούµε τώρα ότι το σύστηµα είναι στο κενό ψ, |0ψ〉, στο οποίο δεν παρατηρούνται σωµατίδια ψ. Θα
ϑέλαµε να µάθουµε πόσα σωµατίδια παρατηρούνται από έναν παρατηρητή που χρησιµοποιεί τις λύσεις χ.
Υπολογίζουµε λοιπόν την αναµενόµενη τιµή του τελεστή αρίθµησης n̂χk στο κενό ψ

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 = 〈0ψ|â†kâk|0ψ〉 (∆ʹ.4)
= 〈0ψ

∣∣∑
k′

(
αkk′ b̂

†
k′ − βkk′ b̂k′

)∑
i′

(
α∗ki′ b̂i′ − β∗ki′ b̂

†
i′
)∣∣0ψ〉

=
∑
k′i′

αkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂i′ |0ψ〉 −

∑
k′i′

αkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂†i′ |0ψ〉

−
∑
k′i′

βkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂i′ |0ψ〉+

∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

=
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

Στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι b̂|0ψ〉 = 0 και 〈0ψ|b̂† = 0. Χρησιµοποιώντας την σχέση
[b̂k′ , b̂

†
i′ ] = δk′i′ ⇒ b̂k′ b̂

†
i′ = δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ ϑα έχουµε τελικά

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ |0ψ〉 =

∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′δk′i′〈0ψ|0ψ〉 =

∑
k′

βkk′β
∗
kk′

Με αυτόν τον τρόπο ο µέσος αριθµός των σωµατιδίων χ στο κενό ψ έχει εκφραστεί ως προς τους συντελεστές
Bogolyubov

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′

|βkk′ |2

∆εν υπάρχει κάποιος λόγος να µηδενιστεί αυτή η ποσότητα. Αυτό που ϕαίνεται σαν κενό σε έναν παρατηρητή
είναι µια κατάσταση γεµάτη σωµατίδια για έναν άλλον. Οι καταστάσεις κενού δεν συµπίπτουν.
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∆ʹ.2.3 Ασυµπτωτικές περιοχές Minkowski σε ένα 4-διάστατο σύµπαν FRW

Θεωρούµε το 4-διάστατο σύµπαν Friedmann - Robertson - Walker µε στοιχειώδες µήκος

ds2 = dt2 − a2(t)dx2

όπου τα χωρικά µέρη επεκτείνονται οµοιόµορφα όπως περιγράφεται από τη συνάρτηση a(t). Η µετρική
είναι της µορφής gµν = diag

(
1,−a2(t),−a2(t),−a2(t)

)
και προφανώς

√−g = a3(t). Μπορούµε από την
(∆ʹ.1) να ϐρούµε την εξίσωση κίνησης που ϑα ικανοποιεί ένα ϐαθµωτό πεδίο φ σε έναν τέτοιο χωρόχρονο

�φ+ Vφ = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2gµν∂νφ

]
+ Vφ = 0 ⇒ a−3(t)∂µ

[
a3(t)gµν∂νφ(x)

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)g00∂0φ

]
+ ∂i

[
a3(t)gij∂jφ

])
+ Vφ = 0 ⇒ a−3(t)

(
∂0

[
a3(t)∂0φ

]
+ a3(t)gij∂i∂jφ

)
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)∂0φ+ a3(t)∂0∂0φ+ a3(t)gii∂i∂iφ
)

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)φ̇+ a3φ̈− a3(t)a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ
)

+ Vφ = 0

Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση

φ̈(x) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(x)− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + Vφ = 0

Εξειδικεύουµε τη µελέτη σε ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2

[
m2
φφ

2 + ζR(t)φ2
]
. ∆ίνουµε δηλαδή στο

πεδίο φ έναν όρο µάζας και του επιτρέπουµε να συζευχθεί µε την καµπυλότητα R. Τότε η παραπάνω ϑα
έχει τη µορφή

φ̈(x) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(x)− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + [m2

φ + ζR(t)]φ = 0 (∆ʹ.5)

Μπορούµε να αναπτύξουµε το πεδίο φ(x) ως προς την πλήρη ϐάση των χk

φ(x) =
∑

k

[
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

]
Αν αντικαταστήσουµε το χk στην (∆ʹ.5) ϑεωρώντας επιπλέον ότι είναι της µορφής χk ∼ eikxχk(t) ϑα έχουµε

χ̈k(t)eikx + 3
ȧ(t)

a(t)
χ̇k(t)eikx − a−2(t)(ik)2χk(t)eikx + [m2

φ + ζR(t)]χk(t)eikx = 0

⇒ χ̈k(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
χ̇k(t) +

[ k2

a2(t)
+m2

φ + ζR(t)
]
χk(t) = 0 (∆ʹ.6)

Είναι ϐολικό να απαλλαγούµε από τον όρο µε την πρώτη παράγωγο του χk. Αυτό γίνεται γενικά, για µια
εξίσωση της µορφής χ̈(t)+A(t)χ̇(t)+B(t)χ(t) = 0, µέσω του µετασχηµατισµού χ(t) = f(t)h(t). Βρίσκουµε
τότε µια καινούργια εξίσωση και η απαίτηση να εξαλείφεται η πρώτη παράγωγος οδηγεί στον προσδιορισµό
της συνάρτησης f(t):

f(t) = e−
1
2

∫
A(t)dt , ḟ(t) = −A(t)

2
f(t) , f̈(t) =

[
− Ȧ(t)

2
+
A2(t)

4

]
f(t)

Παρατηρούµε ότι τα ḟ(t) και f̈(t) είναι πολλαπλάσια του f(t), οπότε το ίδιο το f(t) δεν ϑα εµφανίζεται στην
εξίσωση. Η εξίσωση για το h(t) ϑα είναι τότε της µορφής

ḧ(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
h(t) = 0

Για την εξίσωση (∆ʹ.6) ϐλέπουµε εύκολα ότι

A(t) = 3
ȧ(t)

a(t)
, B(t) =

[ k2

a2(t)
+m2

φ + ζR(t)
]
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και
f(t) = e

− 1
2

∫
3
ȧ(t′)
a(t′)dt

′
= e−

3
2

∫ d ln(a(t′))
dt′ dt′ = e−

3
2 ln(a(t)) = eln

[
a(t)−

3
2

]
=

1

a3/2(t)

∆ηλαδή αν γράψουµε

χk(t) ≡ f(t)hk(t) =
hk(t)

a3/2(t)

η (∆ʹ.6) παίρνει τη µορφή

ḧk(t) +
[
m2
φ +

k2

a2(t)
+ ζR(t)− 1

2
3
( ä(t)

a(t)
− ȧ2(t)

a2(t)

)
− 1

4
9
ȧ2(t)

a2(t)

]
hk(t) = 0

⇒ ḧk(t) +
[
m2
φ +

k2

a2(t)
+ ζR(t)− 3

2

ä(t)

a(t)
− 3

4

ȧ2(t)

a2(t)

]
hk(t) = 0 (∆ʹ.7)

Αν ϑεωρήσουµε ότι η συνάρτηση a(t) έχει τέτοια µορφή που στο µακρινό παρελθόν και µέλλον έχει
σταθερή τιµή (και οι παράγωγοί της µηδενίζονται) τότε σε αυτές τις περιοχές, που ϑα τις ονοµάσουµε “µέσα”
και “έξω”, ανακτούµε την κβαντική ϑεωρία πεδίου σε χωρόχρονο Minkowski. ΄Ετσι για την (∆ʹ.7) µπορούµε
να ϐρούµε µια λύση hink (t) η οποία στο µακρινό παρελθόν ϑα είναι hink (t)

t→−∞−→ e−iωint√
2ωin

αλλά και µια λύση

houtk (t) η οποία στο µακρινό µέλλον ϑα είναι houtk (t)
t→∞−→ e−iωoutt√

2ωout
. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε δύο σύνολα

λύσεων
χink (x) =

eikxhink (t)

a(t)3/2
και χoutk (x) =

eikxhoutk (t)

a(t)3/2

Το πεδίο φ(x) µπορεί να αναπτυχθεί ως προς το πρώτο σύνολο

φ(x) =
∑

k

[
âkχ

in
k (x) + â†kχ

in
k
∗
(x)
]

ή ως προς το δεύτερο
φ(x) =

∑
k′

[
b̂k′χ

out
k′ (x) + b̂†k′χ

out
k′
∗
(x)
]

Ας δούµε ποια είναι η συνθήκη ώστε τα δύο αυτά σύνολα να είναι πλήρη. Θυµίζουµε τον ορισµό του
εσωτερικού γινοµένου (∆ʹ.3)

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2g0ν
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x

Βρίσκουµε για τα χink

(χink , χ
in
k′ ) = i

∫
a(t)3

[e−ikxhink
∗
(t)

a(t)3/2
∂t

(eik′xhink′ (t)
a(t)3/2

)
− eik

′xhink′ (t)

a(t)3/2
∂t

(e−ikxhink
∗
(t)

a(t)3/2

)]
d3x

=ia(t)3
[hink ∗(t)
a(t)3/2

( ḣink′ (t)
a(t)3/2

− 3

2

hink′ (t)

a(t)5/2
ȧ(t)

)
− hink′ (t)

a(t)3/2

( ḣink ∗(t)
a(t)3/2

− 3

2

hink
∗
(t)

a(t)5/2
ȧ(t)

)] ∫
e−i(k−k′)xd3x

=ia(t)3
[hink ∗(t)
a(t)3/2

ḣink′ (t)

a(t)3/2
− hink′ (t)

a(t)3/2

ḣink
∗
(t)

a(t)3/2

] ∫
e−i(k−k′)xd3x = i

[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
] ∫

e−i(k−k′)xd3x

=i
[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
(2π)3δ(3)(k− k′)

Σε αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι για k 6= k′ το αποτέλεσµα είναι µηδέν λόγο της συνάρτησης δέλτα. Για
να δούµε τι γίνεται στην περίπτωση k = k′ ϑεωρούµε ότι τα χink (x) ϐρίσκονται µέσα σε ένα κουτί όγκου V
τον οποίο ϑα αφήσουµε να πάει στο άπειρο. Αν το κάνουµε αυτό η συνάρτηση δέλτα παίρνει τη µορφή

δ(3)(k− k′) = lim
V→∞

1

(2π)3

∫
ei(k−k′)xd3x

και για k = k′ ϑα έχουµε
δ(3)(0) =

V

(2π)3
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Με αυτήν την επισήµανση το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο µπορεί να πάρει τη µορφή

(χink , χ
in
k′ ) = i

[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
(2π)3 V

(2π)3
δkk′ = i

[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
V δkk′

Φαίνεται τώρα ότι αν ϑέλουµε τα χink (x) να είναι ορθοκανονικά ϑα πρέπει αρχικά να ενσωµατώσουµε την
παράµετρο V µέσα τους γράφοντας

χink (x) =
eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
(∆ʹ.8)

και στη συνέχεια να απαιτήσουµε να είναι

i
[
hink
∗
(t)ḣink (t)− hink (t)ḣink

∗
(t)
]

= 1

ή αλλιώς
hink (t)ḣink

∗
(t)− hink

∗
(t)ḣink (t) = i (∆ʹ.9)

Σηµειώνουµε εδώ ότι η ποσότητα hink (t)ḣink
∗
(t)− hink

∗
(t)ḣink (t) δεν είναι τίποτα άλλο από την Wroskian της

(∆ʹ.7) η οποία ξέρουµε ότι είναι χρονοανεξάρτητη, απλά τώρα απαιτήσαµε να έχει και συγκεκριµένη τιµή.
∆είξαµε λοιπόν ότι µε τον ορισµό (∆ʹ.8) και την απαίτηση (∆ʹ.9) ϑα είναι

(χink , χ
in
k′ ) = δkk′

Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι δεδοµένης της απαίτησης (∆ʹ.9):

(χink
∗
, χink′

∗
) = −δkk′ και (χink , χ

in
k′
∗
) = 0

Εντελώς όµοιες σχέσεις ϑα ισχύουν και για τα χoutk (x) µε τον ορισµό

χoutk (x) =
eikxhoutk (t)

V 1/2a(t)3/2

Θα έχουµε δηλαδή

(χoutk , χoutk′ ) = δkk′ , (χoutk
∗
, χoutk′

∗
) = −δkk′ , (χoutk , χoutk′

∗
) = 0

Τώρα λοιπόν που έχουµε κάνει τα χink (x) και χoutk (x) ορθοκανονικά µπορούµε να γράψουµε το ένα ως προς
το άλλο µε έναν µετασχηµατισµό Bogolyubov της µορφής

χink (x) =
∑
k′

[
αkk′χ

out
k′ (x) + βkk′χ

out
k′
∗
(x)
]

(∆ʹ.10)

Μπορούµε τώρα να γράψουµε τα εσωτερικά γινόµενα που προκύπτουν λόγω της µορφής (∆ʹ.10)

(χoutk′ , χ
in
k ) =

(
χoutk′ ,

∑
i

[
αkiχ

out
i + βkiχ

out
i
∗])

=
∑

i

αki(χ
out
k′ , χ

out
i ) +

∑
i

βki(χ
out
k′ , χ

out
i
∗
) =

∑
i

αkiδik′ = αkk′

και όµοια

(χoutk′
∗
, χink ) =

(
χoutk′

∗
,
∑

i

[
αkiχ

out
i + βkiχ

out
i
∗])

=
∑

i

αki(χ
out
k′
∗
, χouti ) +

∑
i

βki(χ
out
k′
∗
, χouti

∗
) =

∑
i

βki(−δik′) = −βkk′

Ας δούµε τι παίρνουµε για τα ίδια εσωτερικά γινόµενα από τον ορισµό τους

(χoutk′ , χ
in
k ) = i

∫
a(t)3

[e−ik′xhoutk′
∗
(t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

(e−ik′xhoutk′
∗
(t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x ∼ δkk’
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και όµοια

(χoutk′
∗
, χink ) = i

∫
a(t)3

[ eik′xhoutk′ (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eik′xhoutk′ (t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x ∼ δ−kk′

Βλέπουµε λοιπόν ότι µπορούµε να γράψουµε για τους συντελεστές Bogolyubov

αkk′ = αkδkk′

βkk′ = βkδ-kk′

και η εξίσωση (∆ʹ.10) παίρνει τη µορφή

χink (x) =
∑
k′

[
αkδkk′χ

out
k′ (x) + βkδ-kk′χ

out
k′
∗
(x)
]

= αkχ
out
k (x) + βkχ

out
−k
∗
(x)

Για να προσδιορίσουµε το βk δρούµε στην παραπάνω από αριστερά µε χout−k
∗

(χout−k
∗
, χink′ ) = βk′(χ

out
−k
∗
, χout−k′

∗
) = −βk′δ−k−k′

Βρίσκουµε λοιπόν
βk = −(χout−k

∗
, χink )

και πιο συγκεκριµένα

(χout−k
∗
, χink ) = i

∫
a(t)3

[ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

(ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x

= i
(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
άρα

βk = i
(
hink (t)ḣoutk (t)− houtk (t)ḣink (t)

)
(∆ʹ.11)

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην ενότητα ∆ʹ.2.2 ο µέσος αριθµός σωµατιδίων στην κατάσταση k που ϑα
µετρήσει στο κενό χout ένας παρατηρητής που χρησιµοποιεί τις λύσεις χin ϑα είναι

〈0χout |n̂χink |0χout〉 =
∑
k′

|βkk′ |2 =
∑
k′

|βkδ−kk′ |2 = |βk|2

Τέλος από την ορθοκανονικότητα των λύσεων προκύπτει

(χink , χ
in
k′
∗
) = δkk′

⇒
(
αkχ

out
k + βkχ

out
−k
∗
, αk′χ

out
k′ + βk′χ

out
−k′
∗)

= δkk′ ⇒ α∗kαk′(χ
out
k , χoutk′ ) + β∗kβk′(χ

out
−k
∗
χout−k′

∗
) = δkk′

⇒ α∗kαk′δkk′ + β∗kβk′(−δ−k−k′) = δkk′ ⇒ |αk|2 − |βk|2 = 1

∆ʹ.2.4 Παραγωγή σωµατιδίων σε 4-διάστατο σύµπαν FRW µε ασυµπτωτικές πε-
ϱιοχές Minkowski

Μια µορφή της συνάρτησης a(t) η οποία µπορεί να µετατρέψει τον χωρόχρονο FRW σε Minkowski στο
µακρινό παρελθόν και µέλλον είναι η

a2(t) = A+B tanh(ρt) µε A,B, ρ σταθερά

η οποία έχει τη µορφή του σχήµατος ∆ʹ.1. Είναι ϐολικό να δουλέψουµε µε αδιάστατες ποσότητες. Ορίζουµε
τον αδιάστατο χρόνο t = Mplt. Τότε η (∆ʹ.6) µπορεί να γραφτεί στη µορφή

M2
plχ̈k(t) + 3Mpl

ȧ(t)

a(t)
Mpl(t)χ̇k +

[ k2

a2(t)
+m2

φ + ζR(t)
]
χk(t) = 0

⇒ χ̈k(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
χ̇k +

[ k2

M2
pla

2(t)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(t)

M2
pl

]
χk(t) = 0 (∆ʹ.12)
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a2(t)

A+B

A−B

t

“έξω” περιοχή

“µέσα” περιοχή

Σχήµα ∆ʹ.1: Ο παράγοντας a2(t) = A + B tanh(ρt) αντιπροσωπεύει ένα ασυµπτωτικά στατικό σύµπαν το
οποίο υπόκειται σε µια περίοδο οµαλής επέκτασης.

µε

a(t) =

√
A+B tanh

(
ρ
t

Mpl

)
όπου τώρα η τελεία · δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρονο t. ΄Οπως δείξαµε στο παράρτηµα Βʹ.2 η ϐαθµωτή
καµπυλότητα Ricci έχει τη µορφή (Βʹ.15)

R(t) = 6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
−→ R(t) = 6M2

pl

ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

Σύµφωνα µε τη µέθοδο που παρουσιάσαµε στην ενότητα ∆ʹ.2.3 µπορούµε να απαλλαγούµε από την πρώτη
παράγωγο της διαφορικής ορίζοντας χk(t) = f(t)hk(t). Τότε η (∆ʹ.12) παίρνει τη µορφή

ḧk(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
hk(t) = 0

µε

A(t) = 3
ȧ(t)

a(t)
, B(t) =

k2

M2
pla

2(t)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(t)

M2
pl

ή αλλιώς
ḧk(t) + Ω2(t)hk(t) = 0 (∆ʹ.13)

µε

Ω(t) =

√
k2

M2
pla

2(t)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(t)

M2
pl

− 3

2

ä(t)

a(t)
− 3

4

ȧ2(t)

a2(t)

Η µορφή του a(t) είναι τέτοια που στο µακρινό παρελθόν/µέλλον οι πρώτες και δεύτερες παράγωγοι του
µηδενίζονται. Συνεπώς τότε ϑα µηδενίζεται και η καµπυλότητα R. Η αρχική και τελική τιµή του Ω ϑα

είναι ωin =

√
k2

M2
pl(A−B)

+
m2
φ

M2
pl

και ωout =

√
k2

M2
pl(A+B)

+
m2
φ

M2
pl

αντίστοιχα. Λύνουµε αριθµητικά µε τη

ϐοήθεια του mathematica τη διαφορική (∆ʹ.13) πρώτα για αρχική συνθήκη hink (t−) = e−iωint−√
2ωin

και στη
συνέχεια για αρχική συνθήκη houtk (t+) = e−iωoutt+√

2ωout
. Αντικαθιστούµε τις δύο λύσεις που προκύπτουν στην

σχέση (∆ʹ.11). Μπορούµε τότε για κατάλληλες παραµέτρους να κατασκευάσουµε τη γραφική παράσταση του
µέσου αριθµού σωµατιδίων στην κατάσταση k ,

∣∣βk|2 , συναρτήσει της µάζας των σωµατιδίων που παράγονται
, mφ. Τα αποτελέσµατα ϕαίνονται στο σχήµα ∆ʹ.2. Παρατηρούµε τη µείωση του αριθµού σωµατιδίων που
παράγονται µε την αύξηση της µάζας καθώς και αλλαγές στον αριθµό παραγόµενων σωµατιδίων ίδιας µάζας
ανάλογα τη Ϲεύξη ζ.
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Σχήµα ∆ʹ.2: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζας mφ

∆ʹ.2.5 Μη-τετριµµένοι κινητικοί όροι ϐαθµωτού πεδίου στο σύµπαν FRW

Μέχρι τώρα µελετούσαµε µια Λαγκρανζιανή πυκνότητα της µορφής

L =
√−g

{1

2

[
gµν∂µφ∂νφ

]
− V (φ)

}
Αν εισαγάγουµε έναν κινητικό όρο λGµν∂µφ∂νφ , όπου Gµν ο τανυστής Einstein και η σύζευξη λ έχει
µονάδες [λ] = M−2

pl , η παραπάνω Λαγκρανζιανή παίρνει τη µορφή

L =
√−g

{1

2

[
gµν + λGµν

]
∂µφ∂νφ− V (φ)

}
και η εξίσωση Klein - Gordon (∆ʹ.1) γίνεται

�φ+ Vφ = 0 µε �φ = (−g)−1/2∂µ

[
(−g)1/2

[
gµν + λGµν

]
∂νφ

]
Μπορούµε να ϐρούµε την εξίσωση κίνησης που ϑα ικανοποιεί ένα ϐαθµωτό πεδίο για µετρική FRW:

�φ+ Vφ = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ

[
(−g)1/2

[
gµν + λGµν

]
∂νφ

]
+ Vφ = 0 ⇒ a−3(t)∂µ

[
a3(t)

[
gµν + λGµν

]
∂νφ(x)

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)

[
g00 + λG00

]
∂0φ
]

+ ∂i

[
a3(t)

[
gij + λGij

]
∂jφ
])

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)∂0φ

]
+ ∂0

[
λa3(t)

(
− 3

ȧ2(t)

a2(t)

)
∂0φ
]

+ a3(t)
[
gij + λGij

]
∂i∂jφ

)
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)∂0φ+ a3(t)∂0∂0φ− 3λȧ3(t)∂0φ− 6λa(t)ȧ(t)ä(t)∂0φ

− 3λa(t)ȧ2(t)∂0∂0φ+ a3(t)gii∂i∂iφ+ λa3(t)Gii∂i∂iφ
)

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)

(
3a2(t)ȧ(t)φ̇+ a3(t)φ̈− 3λȧ3(t)φ̇− 6λa(t)ȧ(t)ä(t)φ̇

− 3λa(t)ȧ2(t)φ̈− a3(t)a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ+ λa3(t)

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
i φ

)
+ Vφ = 0

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει από το παράρτηµα Βʹ.2 τις συνιστώσες του τανυστή Einstein

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)
και Gii =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
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Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση κίνησης[
1− 3λ

ȧ2(t)

a2(t)

]
φ̈(x) + 3

[ ȧ(t)

a(t)
− λ
( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
φ̇(x)

+
[
− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + λ

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x)

]
+ Vφ = 0 (∆ʹ.14)

Χρησιµοποιούµε ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2

[
m2
φφ

2 + ζR(t)φ2
]
και αναπτύσσουµε το πεδίο φ ως

προς ένα πλήρες σύνολο λύσεων φ(x) =
∑

k

[
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

]
τις οποίες ϑεωρούµε να έχουν τη µορφή

χk(x) ∼ eikxχk(t). Τότε η εξίσωση (∆ʹ.14) παίρνει τη µορφή[
1− 3λ

ȧ2(t)

a2(t)

]
χ̈k(t) + 3

[ ȧ(t)

a(t)
− λ
( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
χ̇k(t)

+
[ k2

a2(t)
− λk2 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
+m2

φ + ζR(t)
]
χk(t) = 0 (∆ʹ.15)

Αν χρησιµοποιήσουµε το τέχνασµα της ενότητας ∆ʹ.2.3 γράφοντας χk(t) = f(t)hk(t), η (∆ʹ.15) µπορεί να
γραφτεί στη µορφή

ḧk(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
hk(t) = 0 (∆ʹ.16)

µε

A(t) =
3
[
ȧ(t)
a(t) − λ

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
1− 3λ ȧ

2(t)
a2(t)

, B(t) =

k2

a2(t) − λk2 2ä(t)a(t)+ȧ2(t)
a4(t) +m2

φ + ζR(t)

1− 3λ ȧ
2(t)
a2(t)

και
f(t) =

1√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

Οι λύσεις χk ϑα έχουν τη µορφή

χk(x) = eikxf(t)hk(t) =
eikxhk(t)√

a(t)
√

3λȧ2(t)− a2(t)

Ας δούµε πως οι λύσεις αυτές γίνονται ορθοκανονικές ώστε να µπορούµε να ορίσουµε συντελεστές Bogolyu-
bov. Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2[g0ν + λG0ν ]
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x

απ’ όπου προκύπτει

(χink (x), χink′ (x)) = i
(a2(t)− 3λȧ2(t)

a2(t)

)(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)( a(t)3

a(t)[3λȧ2(t)− a2(t)]

)
(2π)3δ(3)(k− k′)

= −i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
(2π)3δ(3)(k− k′)

Χρησιµοποιούµε ξανά την υπόθεση ότι οι λύσεις χk(x) ϐρίσκονται µέσα σε ένα κουτί όγκου V και το
εσωτερικό γινόµενο παίρνει τη µορφή

(χink (x), χink′ (x)) = −i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
V δkk′

Φαίνεται τώρα ότι αν ϑέλουµε τα χink να είναι ορθοκανονικά ϑα πρέπει αρχικά να ενσωµατώσουµε την
παράµετρο V γράφοντας

χk(x) =
eikxhk(t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

και στη συνέχεια να απαιτήσουµε να είναι

−i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
= 1
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ή αλλιώς
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗
= i

Ο συντελεστής Bogolyubov βk που χρειαζόµαστε δίνεται από τη σχέση

βk = −(χout−k
∗
, χink )

και πιο συγκεκριµένα

(χout−k
∗
(x), χink (x)) =

= i

∫
a(t)3

(a2(t)− 3λȧ2(t)

a2(t)

)[ ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

∂t

( eikxhink (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

)
− eikxhink (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

∂t

( ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

)]
d3x

= −i
(
hout−k (t)ḣink (t)− hink (t)ḣout−k (t)

)
δ−kk = −i

(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
άρα

βk = i
(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
(∆ʹ.17)

Αυτός είναι ο συντελεστής Bogolyubov που χρειαζόµαστε για τη µελέτη της παραγωγής σωµατιδίων στη νέα
κατάσταση.

Ξεκινάµε γράφοντας την (∆ʹ.15) συναρτήσει του αδιάστατου χρόνου t = Mplt[
1− 3λM2

pl

ȧ2(t)

a2(t)

]
χ̈k(t) + 3

[ ȧ(t)

a(t)
− λM2

pl

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
χ̇k(t)

+
[ k2

M2
pla

2(t)
− λk2 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
+
m2
φ

Mpl
+
ζR(t)

Mpl

]
χk(t) = 0

Γράφοντας χk(t) = f(t)h(t) καταλήγουµε στη σχέση

ḧk(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
hk(t) = 0 (∆ʹ.18)

µε

A(t) =
3
[
ȧ(t)
a(t) − λM2

pl

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
1− 3λM2

pl
ȧ2(t)
a2(t)

και

B(t) =

k2

M2
pla

2(t)
− λk2 2ä(t)a(t)+ȧ2(t)

a4(t) +
m2
φ

M2
pl

+ ζR(t)
M2
pl

1− 3λM2
pl
ȧ2(t)
a2(t)

Οι αρχικές και οι τελικές µορφές των λύσεων ϑα είναι και εδώ hink (t−) = e−iωint−√
2ωin

και houtk (t+) = e−iωoutt+√
2ωout

αφού οι παράγωγοι του a(t) µηδενίζονται ξανά στο µακρινό παρελθόν/µέλλον. Από την αριθµητική επίλυση
της (∆ʹ.18) προκύπτουν οι λύσεις hk που αντικαθιστούµε στην ∆ʹ.17. Και σε αυτή την περίπτωση παρατηρούµε
τη µείωση του αριθµού σωµατιδίων που παράγονται µε την αύξηση της µάζας καθώς και αλλαγές στον αριθµό
παραγόµενων σωµατιδίων ίδιας µάζας ανάλογα τη σύζευξη λ. Για ϑετικά λ τα παραγόµενα σωµατίδια
αυξάνονται ενώ για αρνητικά λ µειώνονται (Σχ. ∆ʹ.3).

Θα προσπαθήσουµε στη συνέχεια να αναπτύξουµε την παραπάνω µελέτη σε µία πιο ϱεαλιστική κατάστα-
ση. Για να το κάνουµε αυτό ϑα χρειαστούµε το µοντέλο του πληθωρισµού (inflation) το οποίο ϑεωρείται ότι
ακολούθησε τη Μεγάλη ΄Εκρηξη. Ο πληθωρισµός καθορίζεται από ένα κλασικό ϐαθµωτό πεδίο φ. Μετά το
τέλος του πληθωρισµού ϑεωρούµε ότι το σύµπαν ϐρίσκεται στη ϕάση που επικρατεί η ύλη (matter domina-
tion) και προσπαθούµε να συζεύξουµε το πεδίο φ µε ένα κβαντικό πεδίο X ώστε να µελετήσουµε τις αλλαγές
στην παραγωγή σωµατιδίων.
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Σχήµα ∆ʹ.3: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζας mφ

∆ʹ.3 Πληθωρισµός

∆ʹ.3.1 Το ϐαθµωτό πεδίο φ (inflaton) που καθοδηγεί τον πληθωρισµό

∆εν ϑα αναπτύξουµε πλήρως την ιδέα του πληθωρισµού καθώς αυτό είναι ένα ϑέµα από µόνο του. Ο
πληθωρισµός τοποθετείται ακριβώς µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη, διαρκεί ελάχιστα και ϕαίνεται απαραίτητος
ώστε να γίνουν κατανοητές παρατηρήσεις που δεν µπορούν να εξηγηθούν χρησιµοποιώντας µόνο το µοντέλο
της Μεγάλης ΄Εκρηξης.

Θεωρούµε ένα 4-διάστατο σύµπαν FRW µε µετρική ds2 = dt2 − a2(t)dx2 και ένα ϐαθµωτό πεδίο φ το
οποίο είναι οµογενές και εξαρτάται µόνο από το χρόνο t. Ξεκινάµε από τη δράση

Sφ =

∫
d4x
√−g

[ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
΄Οπως δείχνουµε στο παράρτηµα Βʹ.3 µεταβολή αυτής της δράσης ως προς δgµν οδηγεί στις εξισώσεις πεδίου
του Einstein (Βʹ.22)

Gµν = −8πGTµν

µε τον τανυστή ενέργειας-ορµής (Βʹ.23)

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

κλ∂κφ∂λφ+ gµνV (φ)

Παίρνουµε το χρονικό κοµµάτι των εξισώσεων του Einstein

G00 = −8πGT00 ⇒ G00 = −8πG
[
∂0φ∂0φ−

1

2
g00g

κλ∂κφ∂λφ+ g00V (φ)
]

⇒ G00 = −8πG
[
φ̇φ̇− 1

2
g00∂0φ∂0φ+ V (φ)

]
⇒ −3

ȧ2(t)

a2(t)
= −8πG

[
φ̇φ̇− 1

2
φ̇φ̇+ V (φ)

]
και καταλήγουµε στην εξίσωση Friedmann

H2(t) =
8π

3M2
pl

[ φ̇2

2
+ V (φ)

]
(∆ʹ.19)

όπου έχουµε αντικαταστήσει G = M−2
pl και έχουµε ορίσει την παράµετρο Hubble H(t) ≡ ȧ(t)

a(t) . Αν πάρουµε
το χωρικό κοµµάτι των εξισώσεων του Einstein ϑα έχουµε

Gii = −8πGTii ⇒ Gii = −8πG
[
∂iφ∂iφ−

1

2
giig

κλ∂κφ∂λφ+ giiV (φ)
]

⇒ Gii = −8πG
[
− 1

2
giig

00∂0φ∂0φ+ giiV (φ)
]
⇒ 2ä(t)a(t) + ȧ2(t) = − 8π

M2
pl

[
− 1

2

(
− a2(t)

)
φ̇2 − a2(t)V (φ)

]
⇒ 2

ä(t)

a(t)
+
ȧ2(t)

a2(t)
= − 8π

M2
pl

[ φ̇2

2
− V (φ)

]
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Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς για την πυκνότητα ενέργειας ρφ ≡ φ̇2

2 +V (φ) και την πίεση pφ ≡ φ̇2

2 −V (φ)
και αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση την (∆ʹ.19) προκύπτει η εξίσωση επιτάχυνσης

2
ä(t)

a(t)
+

8π

3M2
pl

ρφ = − 8π

M2
pl

pφ ⇒ 2
ä(t)

a(t)
= − 8π

M2
pl

pφ −
8π

3M2
pl

ρφ ⇒ ä(t)

a(t)
= − 4π

3M2
pl

(ρφ + 3pφ)

(∆ʹ.20)

Τέλος το πεδίο φ ικανοποιεί την εξίσωση Klein - Gordon

φ̈(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(t) + Vφ = 0 ⇒ φ̈(t) + 3H(t)φ̇(t) + Vφ = 0

αφού εξαρτάται µόνο από το χρόνο.
Ορίζουµε τον πληθωρισµό (inflation) να είναι η χρονική περίοδος κατά την οποία ä(t) > 0 , µια επιτα-

χυνόµενη διαστολή. Αυτό µπορεί να γραφτεί

inflation ≡ ä(t) > 0 ≡ d

dt

(H−1(t)

a(t)

)
< 0 ≡ pφ < −

ρφ
3

Ο ορισµός d
dt

(
H−1(t)
a(t)

)
< 0 είναι αυτός που έχει ένα άµεσο γεωµετρικό νόηµα. Σηµαίνει ότι το µήκος

Hubble (H−1) , µετρηµένο ως προς τις συν-κινούµενες συντεταγµένες H−1

a , µειώνεται κατά τη διάρκεια του
πληθωρισµού. Επιστρέφουµε στις εξισώσεις του πεδίου φ που ϑα ονοµάζουµε inflaton

H(t)2 =
8π

3M2
pl

[ φ̇2

2
+ V (φ)

]
(∆ʹ.21)

φ̈+ 3H(t)φ̇+ Vφ = 0 (∆ʹ.22)

Από τον τελευταίο ορισµό για τον πληθωρισµό που προκύπτει άµεσα από την εξίσωση επιτάχυνσης (∆ʹ.20)
έχουµε

ä > 0⇐⇒ pφ < −
ρφ
3
⇐⇒ φ̇2

2
< V (φ)

∆ηλαδή έχουµε πληθωρισµό όταν ο όρος της δυναµικής ενέργειας επικρατεί. Αυτό είναι πιθανό αν το δυνα-
µικό είναι αρκετά επίπεδο ώστε το ϐαθµωτό πεδίο να “κυλάει” αργά. Επιπλέον το δυναµικό πρέπει να έχει
ελάχιστο στο οποίο όταν ϕτάσει το πεδίο φ ο πληθωρισµός ϑα σταµατήσει.

Η στρατηγική που ακολουθείται στη λύση αυτών των εξισώσεων είναι η προσέγγιση slow-roll σύµφωνα
µε την οποία ϑεωρούµε

φ̈� 3Hφ̇ και φ̇2 � V (φ)

Τότε οι εξισώσεις (∆ʹ.21) και (Εʹ.1) έχουν την απλούστερη µορφή

H2 ' 8π

3M2
pl

V (φ) 3Hφ̇ ' −Vφ

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές εξισώσεις µπορούµε να ϐρούµε

H(t) = − 8π

M2
pl

V

Vφ
φ̇

απ’ όπου προκύπτει η σχέση για το a(t)

ȧ(t)

a(t)
= − 8π

M2
pl

V

Vφ
φ̇ ⇒

∫ t

t0

d

dt′
[

ln
(
a(t′)

)]
dt′ = − 8π

M2
pl

∫ t

t0

V

Vφ
φ̇dt′ ⇒ ln a(t)− ln a(t0) = − 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ(t0)

V

Vφ
dφ

⇒ ln
[ a(t)

a(t0)

]
− 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ(t0)

V

Vφ
dφ ⇒ a(t) = a0 exp

[
− 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ0

V (φ)

V ′(φ)
dφ
]

(∆ʹ.23)
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µε a0 = a(t0) , φ0 = φ(t0) και t0 η χρονική στιγµή που ξεκινάει το inflation. Επιπλέον συνδυάζοντας πάλι
τις δυο εξισώσεις µπορούµε να ϐρούµε για το πεδίο

φ̇ = − Mpl√
24π

Vφ√
V

απ’ όπου προκύπτει η σχέση για το φ(t)

φ(t) = φ0 −
Mpl√
24π

∫ t

t0

Vφ√
V
dt′ (∆ʹ.24)

Το τέλος του σεναρίου slow-roll έρχεται όταν φ̇2

2 ' V (φ). ∆ηλαδή για τη χρονική στιγµή tf που τελειώνει το
inflation ϑα ισχύει [

− Mpl√
24π

Vφ√
V

]2
' 2V ⇒ V

(
φ(tf )

)
Vφ
(
φ(tf )

) =
Mpl√
48π

(∆ʹ.25)

Εξειδικεύουµε τη µελέτη στο δυναµικό V (φ) = 1
2M

2
φφ

2. Τότε οι εξισώσεις (∆ʹ.21) και (Εʹ.1) παίρνουν τη
µορφή

H2 =
8π

6M2
pl

(φ̇2 +M2
φφ

2) φ̈+ 3Hφ̇+M2
φφ = 0

Από την (∆ʹ.23) η σχέση για το a(t) γράφεται

a(t) = a0 exp
[√4π

3

Mφ

Mpl

(
φ0t−

MφMpl√
48π

t2
)]

(έχουµε επιλέξει t0 = 0) ενώ από την (∆ʹ.24) η σχέση για το φ γίνεται

φ(t) = φ0 −
MφMpl√

12π
t

Για τη χρονική στιγµή που τελειώνει ο πληθωρισµός από την (∆ʹ.25) προκύπτει

tf =
−Mpl + 2φ0

√
3π

MφMpl

που δίνει στο φ την τελική τιµή
φ(tf ) =

Mpl√
12π

Αρχικά ϑα ορίσουµε έναν αδιάστατο χρόνο t ≡Mφt και το αδιάστατο πεδίο φ(t) ≡ φ(t)
Mpl

και ϑα ξαναγράψουµε
τις σχέσεις µας στην µορφή

a(t) = a0 exp
[√4π

3

(
φ0t−

t2√
48π

)]
, φ(t) = φ0 −

t√
12π

tf = 2
√

3πφ0 − 1 , φ(tf ) =
1√
12π

, φ̇(t0) = − 1√
12π

Οι παράµετροι που χρησιµοποιούµε στην αριθµητική µελέτη είναι

Mpl = 1019GeV , φ0 = 3.5 , t0 = 0 , a0 = 1 , Mφ = 10−6Mpl

Η παράµετρος που χρειάζεται κάποια εξήγηση είναι η αρχική τιµή του πεδίου φ0 = 3.5. Ορίζουµε µια
ποσότητα N που ονοµάζουµε e-folds µε τη σχέση

N ≡ ln
a(tf )

a(t0)

η οποία υπολογίζεται στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll. Η ελάχιστη ποσότητα των e-folds που
χρειάζεται να έχει το µοντέλο για να µην εµφανίσει κοσµολογικά προβλήµατα είναι ∼ 70. Μόνο τότε δηλαδή
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Σχήµα ∆ʹ.4: Γραφική παράσταση του δυναµικού V (φ) =
M2
φφ

2

2M2
pl

συναρτήσει του πεδίου φ

ϑα έχουµε αρκετό πληθωρισµό. Επιλέγουµε λοιπόν ως αρχικές συνθήκες στη ϑεωρία µας φ(t0) = 3.5 και
a(t0) = 1. Τότε στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll οι λύσεις µας ικανοποιούν την συνθήκη αυτή
δίνοντας N = 74. Ποιοτικά αυτό µπορεί να γίνει πιο κατανοητό παρατηρώντας τη µορφή του δυναµικού του
προβλήµατος (Σχήµα (∆ʹ.4))

Παρατηρούµε ότι για να δουλέψει σωστά το σενάριο slow - roll, το πεδίο ϑα πρέπει να ϐρίσκεται πιο “ψηλά”
αλλίως ϑα ϕτάσει πολύ γρήγορα στο ελάχιστο και το ϕαινόµενο του πληθωρισµού ϑα εξαλειφθεί.

Θα λύσουµε τώρα αριθµητικά το αρχικό σύστηµα των εξισώσεων Friedmann (∆ʹ.21) και Klein - Gordon
(Εʹ.1) γραµµένες σε αδιάστατη µορφή

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2 +M2

φφ
2
]
−→ M2

φ

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
M2
φφ̇

2 +M2
φφ

2
]

⇒ ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3

(
φ̇(t)2 + φ2(t)

)
φ̈(t) + 3H(t)φ̇(t) +M2

φφ(t) = 0 −→ M2
φφ̈(t) + 3MφH(t)Mφφ̇(t) +M2

φφ(t) = 0

⇒ φ̈(t) + 3H(t)φ̇(t) + φ(t) = 0

χρησιµοποιώντας όµως τις αρχικές συνθήκες που έχουν προκύψει στα πλαίσια του slow - roll ,δηλαδή

φ(t0) = φ0 , φ̇(t0) = − 1√
12π

Στο σχήµα (∆ʹ.5) ϕαίνεται η µορφή του φ από την αριθµητική λύση καθώς και από την προσέγγιση slow -
roll. Η κάθετη γράµµη δηλώνει τη χρονική στιγµή που τελειώνει ο πληθωρισµός

tf = 2
√

3πφ0 − 1

Παρατηρούµε πως µέχρι το τέλος του πληθωρισµού η αριθµητική και η προσεγγιστική λύση ταυτίζονται.
Μετά το τέλος του πληθωρισµού το πεδίο φ ταλαντώνεται στο ελάχιστο του δυναµικού παράγοντας σωµατίδια
µέχρι να αποδιεγερθεί εντελώς.

∆ʹ.3.2 Γενικευµένοι κινητικοί όροι του inflaton

Εισαγάγουµε στην µελέτη µας έναν κινητικό όρο λ1G
µν∂µφ∂νφ και η δράση του πεδίου φ παίρνει τη µορφή

Sφ =

∫
d4x
√−g

{ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ+

1

2
λ1G

µν∂µφ∂νφ− V (φ)
}

΄Οπως δείχνουµε και στο παράρτηµα Βʹ.4 µεταβολή της δράσης αυτής ως προς gµν δίνει τις εξισώσεις Einstein
στη µορφή (Βʹ.32)

Gµν = −8πG
[
Tµν + λ1Θµν

]
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Σχήµα ∆ʹ.5: Γραφική παράσταση του φ συναρτήσει του t. Στο γράφηµα απεικονίζεται η αριθµητική λύση
του φ (συνεχής), η λύση στα πλαίσια του slow - roll (διακεκοµµένη) καθώς και το τέλος του slow - roll
(κουκίδες)

µε
Tµν = ∂µφ∂νφ−

1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ)

και

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν

[
−1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
Για τις χρονικές συνιστώσες ισχύουν

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)

T00 = ∂0φ∂0φ−
1

2
g00(∂aφ∂

aφ) + g00Vφ = φ̇2 − 1

2
(φ̇)2 + Vφ =

φ̇2

2
+ Vφ

και

Θ00 =− 1

2
∂0φ∂0φR+ ∂0φ∂0φR

0
0 + ∂0φ∂0φR

0
0 + ∂0φ∂0φR0000 +∇0∇aφ∇0∇aφ

−∇0∇0φ�φ−
1

2
φ̇2G00 + g00

[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 − ∂0φ∂0φR

00
]

=− 1

2
φ̇2R+ 2φ̇2R0

0 + φ̈2 − φ̈
(
φ̈− 3

ȧ(t)

a(t)
φ̇
)
− 1

2
φ̇2G00

+ g00

[
−1

2

(
φ̈− 3

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2
)

+
1

2

(
φ̈2 − 6

ȧ(t)

a(t)
φ̇φ̈+

9

2

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2
)
− φ̇2R00

]
=− 1

2
φ̇2R+ 2φ̇2R0

0 −
1

2
φ̇2G00 +

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2 − g00φ̇

2R00 = φ̇2

[
−1

2
R+ 2R0

0 +
1

2
G00 +

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+R00

]
= φ̇2

[
− 1

2
6
( ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

)
+ 2
(

3
ä(t)

a(t)

)
− 1

2

(
− 3

ȧ2(t)

a2(t)

)
+

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+
(
− 3

ä(t)

a(t)

)]

= φ̇2

[
−6

2

ȧ2(t)

a2(t)
+

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+

3

2

ȧ2(t)

a2(t)

]
=

9

2
φ̇2 ȧ

2(t)

a2(t)

Η εξίσωση Friedmann ϑα είναι λοιπόν

G00 = −8πG
[
T00 + λ1Θ00

]
⇒ −3

ȧ2(t)

a2(t)
= − 8π

M2
pl

[ φ̇2

2
+ Vφ + λ1

9

2
φ̇2 ȧ

2(t)

a2(t)

]
⇒ ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1

ȧ2(t)

a2(t)

)
+ 2V (φ)

]
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ενώ για την εξίσωση κίνησης από την (∆ʹ.14) ϐρίσκουµε(
1− 3λ1

ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ1

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) + Vφ = 0

Εξειδικεύουµε τη µελέτη για ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2M

2
φφ

2 και οι παραπάνω γράφονται

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1

ȧ2(t)

a2(t)

)
+M2

φφ
2(t)

]
(

1− 3λ1
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ1

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) +M2

φφ(t) = 0

Ορίζουµε τα αδιάστατα t ≡Mφ · t, φ(t) ≡ φ(t)/Mpl και παίρνουµε τις αδιάστατες εξισώσεις

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1M

2
φ

ȧ2(t)

a2(t)

)
+ φ2(t)

]
(

1− 3λ1M
2
φ

ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ1M

2
φ

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) + φ(t) = 0

Αρχικά ϑα προσπαθήσουµε να ϐρούµε µια αριθµητική λύση για το φ(t). Για να το κάνουµε αυτό χρησιµο-
ποιούµε τον ορισµό της παραµέτρου Hubble H(t) ≡ ȧ(t)

a(t) και γράφουµε τις παραπάνω στη µορφή

H2(t) =
4π

3

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1M

2
φH

2(t)
)

+ φ2(t)
]

(∆ʹ.26)(
1− 3λ1M

2
φH(t)2

)
φ̈(t) +

(
3H(t)− 3λ1M

2
φH(t)

(
2Ḣ(t) + 3H2(t)

))
φ̇(t) + φ(t) = 0 (∆ʹ.27)

Λύνουµε την (∆ʹ.26) ως προς H(t) και στη συνέχεια παίρνουµε τη χρονική παράγωγο του αποτελέσµατος.
Αντικατάστασή τους στην (∆ʹ.27) έχει ως αποτέλεσµα µια εξίσωση Klein - Gordon η οποία ϑα εµπεριέχει
µόνο το φ(t) και χρονικές του παραγώγους. Στο όριο λ1 → 0 η µορφή του φ(t) είναι ίδια µε την αρχική µας
περίπτωση. Για λ1 6= 0 αλλά αρνητικό µπορούµε να ϐρούµε και πάλι τέτοιες µορφές λύσεων. Χρειαζόµαστε
όµως την προσέγγιση slow - roll για να ϐρούµε τις αρχικές συνθήκες που ϑα µας δώσουν τα απαραίτητα
e-folds. Ας δούµε λοιπόν τι συµβαίνει στα πλαίσια του slow roll. Αρχικά παίρνουµε την προσέγγιση
φ̇(t)2 � V (φ) στην αρχική εξίσωση friedmann οπότε η εξίσωση (∆ʹ.26) δίνει

H2(t) =
4π

3
φ2(t) (∆ʹ.28)

Επιπλέον ϑεωρούµε τις προσεγγίσεις 3λ1H
2 � 1 , ḢH � 1 και φ̈� Hφ̇ στην αρχική εξίσωση Klein - Gordon

οπότε η (∆ʹ.27) δίνει

φ̇(t) =
φ(t)

9λ1M2
φ

1

H3(t)
(∆ʹ.29)

Ορίζουµε µια ποσότητα N που ονοµάζουµε e-folds µε τη σχέση

N ≡ ln
a(tf )

a(t0)

΄Οπως πριν η ελάχιστη ποσότητα των e-folds που χρειάζεται να έχει το µοντέλο για να µην εµφανίσει κο-
σµολογικά προβλήµατα είναι ∼ 70. Επιλέγουµε λοιπόν ως αρχικές συνθήκες στη ϑεωρία µας φ(t0) =
0.83 , a(t0) = 1 και λ1 ≡ λ1M

2
φ = −4. Τότε στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll οι λύσεις µας ικανο-

ποιούν την συνθήκη αυτή δίνονταςN = 74. Ξεκινάµε λύνοντας την (∆ʹ.28) ως προςH(t) και αντικαθιστώντας
στην (∆ʹ.29). Η σχέση που δίνει το φ(t) σε αυτή την περίπτωση µπορεί να ϐρεθεί αναλυτικά

φ(t) =

(
18.2972−

√
3 t

π3/2

) 1
3

2 · 23/2
= 0.31498(18.2972− 0.311054t)

1
3

Παρατηρούµε εδώ ότι από κάποια χρονική στιγµή και µετά η ϐάση του εκθέτη 1
3 γίνεται αρνητική και πέρα

από αυτό το σηµείο δεν µπορεί να συνεχιστεί η γραφική αναπαράσταση του φ, κάτι που ϕαίνεται και στο
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Σχήµα ∆ʹ.6: Αναλυτική λύση για το φ(t) στα πλαίσια του slow roll aproximation (διακεκοµµένο) και αριθ-
µητική λύση από τις αρχικές σχέσεις (συνεχές)

σχήµα (∆ʹ.6). Με αυτές τις αρχικές συνθήκες που έχουν προκύψει στα πλαίσια του slow - roll µπορούµε
να ϐρούµε και την αριθµητική λύση από το σύστηµα των αρχικών εξισώσεων. Τις απεικονίζουµε και τις δύο
στο σχήµα (∆ʹ.6)

Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι µε την εισαγωγή της Ϲεύξης µε τον τανυστή Einstein στη ϑεωρία µας
µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο λ1 τέτοιο ώστε να έχουµε τον απαραίτητο αριθµό από e-folds ακόµα και
αν το πεδίο φ έχει µικρότερη αρχική τιµή. ∆ηλαδή ακόµα και αν το πεδίο αρχίσει να κυλά από χαµηλότερο
σηµείο του δυναµικού υπάρχουν κατάλληλα λ1 που µπορούν να παρατείνουν τον πληθωρισµό. Επιπλέον
όσο αυξάνεται το λ1 κατά απόλυτη τιµή τόσο ϑα αργεί να έρθει το τέλος του σεναρίου slow - roll όπως
ϕαίνεται και στο σχήµα (∆ʹ.7) Το τέλος του σεναρίου slow roll έρχεται όταν στην αρχική εξίσωση Friedmann
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Σχήµα ∆ʹ.7: Αριθµητική λύση για το φ(t) από τις αρχικές σχέσεις για λ1 = −4 (συνεχές) και λ1 = −6
(διακεκοµµένο)

ο κινητικός όρος γίνει συγκρίσιµος µε το δυναµικό

φ̇2(t)
(

1− 9λ1
ȧ2(t)

a2(t)

)
' 2V (φ)

το οποίο µεταφράζεται στην σχέση

φ̇2(t) =
φ2(t)

1− 9λ1H2(t)

Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι ένα ακόµα σηµάδι ότι το λ1 πρέπει να είναι αρνητικό ή στην περίπτωση που
είναι ϑετικό να µην είναι τέτοιο που να δίνει µηδενισµό στον παρονοµαστή. Αντικατάσταση της αναλυτικής
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λύσης του φ(t) που έχει ϐρεθεί στα πλαίσια της slow roll δίνει την χρονική στιγµή του τέλους του slow roll

tf = 58.0149
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Σχήµα ∆ʹ.8: Χρονική στιγµή που τελειώνει το slow roll (κουκίδες)

Στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll το τέλος του σεναρίου slow roll όπως περιγράφηκε παραπάνω
ισοδυναµεί µε το τέλος του πληθωρισµού. Για να το δούµε αυτό ϐρίσκουµε αρχικά την αναλυτική µορφή
του a(t) στα πλαίσια της προσέγγισης slow-roll. Εξ ορισµού έχουµε πληθωρισµό όσο το ä(t) > 0. Η λύση
του a(t) από το slow - roll δίνει ότι το τέλος του inflation έρχεται τη χρονική στιγµή

tf = 58.0067

∆ʹ.4 Παραγωγή Σωµατιδίων µετά τον Πληθωρισµό

∆ʹ.4.1 Παραγωγή σωµατιδίων µε κανονικό κινητικό όρο

Μελετάµε την παραγωγή σωµατιδίων µετά το τέλος του πληθωρισµού χρησιµοποιώντας δύο συζευγµένα
ϐαθµωτά πεδία σε ένα διαστελλόµενο σύµπαν FRW. Τα πεδία που χρησιµοποιούµε είναι το κλασικό πεδίο
inflaton, φ(t), που καθοδηγεί τον πληθωρισµό και ένα κβαντικό πεδίο, X(x), που µας ϐοηθά στη µέτρηση
των παραγόµενων σωµατιδίων. Η δράση του προβλήµατος µπορεί να γραφτεί ως

S =

∫
d4x
√−g

M2
plR

16π

+

∫
d4x
√−g

{1

2

[(
gµν + λ1G

µν
)
∂µφ∂νφ−M2

φφ
2
]

+
1

2

[(
gµν + λ2G

µν
)
∂µX∂νX − (M2

X + ζR+ g2φ2)X2
]}

Ορίζουµε τον αδιάστατο χρόνο t = Mφt και την αδιάστατη παράµετρο ξ = λM2
φ. Η δράση για το πεδίο φ

οδηγεί στις εξισώσεις Friedmann

H2(t) =
4π

3

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1H

2(t)
)

+ φ2(t)
]

και Klein - Gordon(
1− 3λ1H(t)2

)
φ̈(t) +

(
3H(t)− 3λ1H(t)

(
2Ḣ(t) + 3H2(t)

))
φ̇(t) + φ(t) = 0

από τις οποίες στο προηγούµενο κεφάλαιο ϐρήκαµε τη χρονική στιγµή που τελείωνει ο πληθωρισµός καθώς
και την αριθµητική λύση του φ που ϑα συζευχθεί µε το X.

Μεταβολή της δράσης ως προς το πεδίο X οδηγεί στην εξίσωση Klein - Gordon

�X + [MX + ζR+ g2φ2]X = 0 µε �X = (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2[gµν + λ2G

µν ]∂νX
]
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Για την µετρική µας gµν = diag
(
1,−a2(t),−a2(t),−a2(t)

)
έχουµε

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)
, Gii =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
, R = 6

ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

και η Klein - Gordon παίρνει τη µορφή(
1− 3λ2

ȧ2(t)

a2(t)

)
Ẍ(x) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ2

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
Ẋ(x)

−a−2(t)

3∑
i=1

∂2
iX(x) + λ2

2a(t)ä(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
iX(x) +

(
M2
X + ζR+ g2φ2(t)

)
X(x) = 0

Γράφουµε το πεδίο X(x) στη µορφή

X(x) =
∑

k

[âkχk(x) + â†kχ
∗
k(x)]

Αντικαθιστούµε το χk(x) στην παραπάνω ϑεωρώντας επιπλέον ότι είναι της µορφής χk(x) ∼ eikxχk(t) και
ϐρίσκουµε(

1− 3λ2
ȧ2(t)

a2(t)

)
χ̈k(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ2

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
χ̇k(t)

+
[ k2

a2(t)
− λ2k

2 2a(t)ä(t) + ȧ2(t)

a4(t)
+M2

X + ζR+ g2φ2(t)
]
χk(t) = 0

Αν γράψουµε χk(t) ≡ f(t)hk(t) µπορούµε να διώξουµε την πρώτη παράγωγο και έτσι ϑα έχουµε

ḧk(t) + Ω2(t)hk(t) = 0

µε

Ω(t) =

√
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

όπου

A(t) = 3

ȧ(t)
a(t) − λ2

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2 ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
1− 3λ2

ȧ2(t)
a2(t)

, B(t) =

k2

a2(t) − λ2k
2 2a(t)ä(t)+ȧ2(t)

a4(t) +M2
X + ζR+ g2φ2(t)

1− 3λ2
ȧ2(t)
a2(t)

Οι σχέσεις αυτές µπορούν να γραφτούν σε αδιάστατη µορφή

ḧk(t) + Ω2(t)hk(t) = 0 (∆ʹ.30)

µε

Ω(t) =

√
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

A(t) = 3

ȧ(t)
a(t) − λ2

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2 ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
1− 3λ2

ȧ2(t)
a2(t)

B(t) =

k2

M2
φa

2(t)
− λ2M

2
φ
k2

M2
φ

2a(t)ä(t)+ȧ2(t)
a4(t) +

M2
X

M2
φ

+ ζR(t)
M2
φ

+
g2φ(t)M2

pl

M2
φ

1− 3λ2
ȧ2(t)
a2(t)

Θεωρούµε ότι µετά το τέλος του πληθωρισµού ϐρισκόµαστε στη ϕάση που επικρατεί η ύλη (matter domina-
tion) και ο παράγοντας a(t) ϑα έχει τη µορφή

a(t) = t2/3
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Είναι σηµαντικό εδώ να σηµειώσουµε ότι στη ϕάση που µελετάµε, δηλαδή για a(t) = t2/3 ο όρος του λ2 που
εµφανίζεται στον αριθµητή της παραπάνω έκφρασης του B(t) τυχαίνει να µηδενίζεται. Αν προσδιορίσουµε
τους συντελεστές Bogolyubov από ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων

α̇k(t) =
Ω̇k(t)

2Ωk(t)
exp

[
2i

∫
Ωk(t′)dt′

]
βk(t) (∆ʹ.31)

β̇k(t) =
Ω̇k(t)

2Ωk(t)
exp

[
− 2i

∫
Ωk(t′)dt′

]
αk(t) (∆ʹ.32)

τότε µια λύση της µορφής

hk(t) =
α(t)√
2Ω(t)

e−i
∫

Ω(t′)dt +
β(t)√
2Ω(t)

ei
∫

Ω(t′)dt

είναι λύση της (∆ʹ.30). Η ποσότητα |βk|2 δηλώνει τον µέσο αριθµό σωµατιδίων στην κατάσταση k.
Σε αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε ότι έχουµε το inflaton χωρίς επιπλέον κινητικούς όρους (λ1 = 0) όπως

παρουσιάστηκε στο σχήµα (∆ʹ.5). ΄Οµοια και το πεδίο X δεν έχει επιπλέον κινητικούς όρους (λ2 = 0). Την
χρονική στιγµή t0 = 0 έχουµε την αρχή του πληθωρισµού ο οποίος σύµφωνα µε το σενάριο slow - roll ϑα
τελειώσει τη χρονική στιγµή tf = 20. Τότε το inflaton ταλαντώνεται γύρω από το ελάχιστο του δυναµικού
παράγοντας σωµατίδια µέχρι να αποδιεγερθεί εντελώς. Από τη χρονική στιγµή tf και µετά µπαίνουµε
στη ϕάση που επικρατεί η ύλη. Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε σύµφωνα µε τα παραπάνω τον µέσο
αριθµό σωµατιδίων X που παράγονται. Θεωρούµε ότι µέχρι το τέλος του inflation δεν έχουµε παραγωγή
σωµατιδίων. Θα έχουµε δηλαδή ως αρχικές συνθήκες

α(tf ) = 1 , β(tf ) = 0

Επιπλέον για την αριθµητική µελέτη χρησιµοποιούµε Mφ = 10−6Mpl , k = 10−5Mpl. Τότε Ω(t) > 0

και ισχύει η αδιαβατική προσέγγιση Ω′(t)
Ω(t) � 1. Οι συντελεστές Bogolyubov ϑα σταθεροποιηθούν µετά τη

χρονική στιγµή tflat = 200 και µετρώντας τους τότε µπορούµε να ϐρούµε τη µορφή του µέσου αριθµού
σωµατιδίων |βk|2 συναρτήσει της µάζαςMX γιαMX > 10−6Mpl. Αρχικά επιλέγουµε το πεδίοX να µην έχει
σύζευξη το πεδίο φ, (g = 0), αλλά να έχει σύζευξη στην καµπυλότητα R, (ζ = 0). Το σχήµα ∆ʹ.9 επιβεβαιώνει
το ήδη γνωστό αποτέλεσµα από το σχήµα ∆ʹ.3, ότι δηλαδή ο αριθµός των παραγώµενων σωµατιδίων αυξάνεται
µε ϑετική σύζευξη του πεδίου στην καµπυλότητα και µειώνεται µε αρνητική σύζευξη. Ενισχύεται µε αυτόν
τον τρόπο και η διαφορετική αντιµετώπιση εύρεσης των συντελεστών Bogoliubov όπως προτείνεται µέσω της
επίλυσης του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων (∆ʹ.31),(∆ʹ.32).
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(αʹ) ζ > 0
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Σχήµα ∆ʹ.9: Πεδίο X χωρίς σύζευξη στο πεδίο ψ αλλά µε σύζευξη στην καµπυλότητα.
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Στη συνέχεια επιλέγουµε το πεδίο X να µην έχει σύζευξη στην καµπυλότητα R, (ζ = 0) αλλά να έχει
σύζευξη µε το πεδίο φ (g 6= 0) , σχήµα ∆ʹ.10.

1.5× 10-6 2.× 10-6 2.5× 10-6 3.× 10-6
MX

MPl

5.× 10-6

0.00001

0.000015

|βk
2
λ1 = 0 , λ2 = 0 , ζ = 0

g = 7. × 10-7

g = 5. × 10-7
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Σχήµα ∆ʹ.10: Πεδίο X χωρίς σύζευξη στη καµπυλότητα αλλά µε σύζευξη στο πεδίο φ.

Παρατηρούµε την πιο ϱαγδαία αύξηση στην παραγωγή σωµατιδίων ίδιας µάζας καθώς ενισχύεται η
σύζευξη g, αλλά και έναν πιθανό συσχετισµό των αποτελεσµάτων ανάµεσα σε µετρήσεις µε g 6= 0, ζ = 0 και
g = 0, ζ > 0

∆ʹ.4.2 Παραγωγή σωµατιδίων µε γενικευµένους κινητικούς όρους

Σε αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε ότι το inflaton έχει µη-τετριµµένους κινητικούς όρους όπως περιγράφηκε
στο σχήµα ∆ʹ.8. ΄Οµοια ϑα επιτρέψουµε και στο πεδίο X να έχει επιπλέον κινητικό όρο µε διαφορετική εν
γένει σύζευξη από αυτή του φ, (λ1 6= λ2). Θα έχουµε δηλαδή την πλήρη ϑεωρία της προηγούµενης ενότητας
µε δράση

S =

∫
d4x
√−g

M2
plR

16π

+

∫
d4x
√−g

{1

2

[(
gµν + λ1G

µν
)
∂µφ∂νφ−M2

φφ
2
]

+
1

2

[(
gµν + λ2G

µν
)
∂µX∂νX − (M2

X + ζR+ g2φ2)X2
]}

µοντέλα του πληθωρισµού µε λ1 6= 0 και διαφορική εξίσωση

ḧk(t) + Ω2(t)hk(t) = 0

όπου

Ω(t) =

√
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

A(t) = 3

ȧ(t)
a(t) − λ2

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2 ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
1− 3λ2

ȧ2(t)
a2(t)

B(t) =

k2

M2
φa

2(t)
− λ2M

2
φ
k2

M2
φ

2a(t)ä(t)+ȧ2(t)
a4(t) +

M2
X

M2
φ

+ ζR(t)
M2
φ

+
g2φ(t)M2

pl

M2
φ

1− 3λ2
ȧ2(t)
a2(t)
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µε λ2 6= 0. Θεωρούµε ξανά πως στην εποχή µετά τον πληθωρισµό που µελετάµε την παραγωγή σωµατιδίων
ο παράγοντας a(t) έχει τη µορφή

a(t) = t2/3

έτσι και έδω ο παραπάνω όρος µε λ2 στον αριθµητή του B(t) µηδενίζεται. Το διάγραµµα που µελετάµε είναι
και εδώ ο µέσος αριθµός σωµατιδίων στην κατάσταση k, |βk|2 , συναρτήσει της µάζας MX για διάφορες
παραµέτρους. Ξεκινάµε µε πληθωρισµό όπου λ1 6= 0 στο πεδίο X έχουµε λ2 = 0. Επιπλέον δεν έχουµε
σύζευξη του X µε το φ ή την καµπυλότητα. Το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο σχήµα ∆ʹ.11. Η παραγωγή
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λ2 = 0 , g = 0 , ζ = 0

λ1 = -8

λ1 = -6

λ1 = -4

Σχήµα ∆ʹ.11: Πεδίο X µε κανονικό κινητικό όρο, χωρίς σύζευξη στο πεδίο φ, χωρίς σύζευξη στην καµπυ-
λότητα.

σωµατιδίων είναι µειωµένη για ισχυρότερες συζεύξεις λ1. Σηµειώνουµε ότι το X δεν είναι συζευγµένο
στο φ, η µόνη επίδραση του λ1 είναι η αλλαγή στη χρονική στιγµή που τελειώνει το πληθωρισµό. Ο
γενικευµένος κινητικός όρος δρα ως όρος τριβής για το inflaton καθυστερώντας το τέλος του πληθωρισµού
και επηρεάζοντας έτσι τις αρχικές συνθήκες της παραγωγής σωµατιδίων.

Στη συνέχεια επιτρέπουµε γενικευµένους όρους και στα δύο πεδία φ και X, (λ1 6= 0, λ2 6= 0). Κατα-
λήγουµε τότε στο σχήµα ∆ʹ.12 Παρατηρούµε πως χρειαζόµαστε αρκετά µεγαλύτερη σύζευξη λ2 από την τιµή
του λ1 προκειµένου να έχουµε κάποια αλλαγή στην παραγωγή σωµατιδίων. Αυτό συµβαίνει γιατί τη χρονική
περίοδο που µελετάµε ο τανυστής Einstein έχει ήδη εξασθενήσει και χρειαζόµαστε µια πιο ισχύρη σύζευξη
για εµφανή αποτελέσµατα. Το συµπέρασµα και σε αυτή την περίπτωση είναι ότι η παρουσία σύζευξης του
ϐαθµωτού πεδίου µε τον τανυστή Einstein δρα ως όρος τριβής απορροφώντας ενέργεια από την κινητική
ενέργεια του ϐαθµωτού πεδίου. ΄Οσο η σύζευξη λ1 γίνεται πιο ισχυρή, λιγότερη ενέργεια µεταφέρεται στο
πεδίο X µέσω της σύζευξης µε το inflaton, συνεπώς παράγονται λιγότερα σωµατίδια.

∆ʹ.5 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε την παραγωγή σωµατιδίων λόγω της διαστολής του σύµπαντος για ένα
ϐαθµωτό πεδίο µε κινητικούς όρους συζευγµένους στον τανυστή Einstein. Αφού έγινε µια ανασκόπηση
του µηχανισµού ϐαρυτικής παραγωγής σωµατιδίων τον εφαρµόσαµε σε ένα διαστελλόµενο σύµπαν FRW.
Εισάγοντας τη σύζευξη στον τανυστή Einstein ϐρήκαµε ότι ο αριθµός των ϐαρυτικά παραγόµενων σωµατιδίων
µειώνεται όσο η σύζευξη αυτή γίνεται πιο ισχυρή.

Σε µια πιο ϱεαλιστική κατάσταση, µελετήσαµε την παραγωγή σωµατιδίων λόγω της διαστολής του σύµπα-
ντος µέτα το τέλος του πληθωρισµού, στην περίοδο της προ-ϑέρµανσης (preheating). Εισαγάγοντας ένα
πεδίο X συζευγµένο στο πεδίο inflaton ϐρίσκουµε ότι όσο η σύζευξη αυτή αυξάνεται ϑα αυξάνεται και ο
αριθµός των σωµατιδίων X που παράγονται, όπως ήταν αναµενόµενο.
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Σχήµα ∆ʹ.12: Πεδίο X µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους, χωρίς σύζευξη στο πεδίο φ , χωρίς σύζευξη
στην καµπυλότητα.

Στη συνέχεια παρουσιάσαµε την πληθωριστική ϕάση όταν αυτή καθοδηγείται από το πεδίο inflaton
συζευγµένο µε τον τανυστή Einstein και εισαγάγαµε την αντίστοιχη σύζευξη και στο πεδίο X. Αναπτύξαµε
αναλυτικά τη µελέτη ϐαρυτικής παραγωγής σωµατιδίων ϐαρέων σωµατιδίων X παρουσία γενικευµένων
κινητικών όρων. Βρήκαµε ότι όσο πιο ισχυρή είναι η σύζευξη των κινητικών όρων, είτε του inflaton είτε των
X, µε τον τανυστή Einstein τόσο µειώνεται ο αριθµών των παραγόµενων σωµατιδίων. Η κυρίαρχη επίδραση
έρχεται από τη σύζευξη του inflaton στον τανυστή Einstein κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού αφού µετά
το τέλος του ο τανυστής Einstein εξασθενεί.

΄Οπως αναφέραµε η παρουσία σύζευξης του ϐαθµωτού πεδίου µε τον τανυστή Einstein δρα ως όρος τρι-
ϐής απορροφώντας ενέργεια από την κινητική ενέργεια του ϐαθµωτού πεδίου. Μπορούµε να αποδώσουµε
τη µείωση στην παραγωγή σωµατιδίων στον ίδιο µηχανισµό. ΄Οσο η σύζευξη λ1 γίνεται πιο ισχυρή, λιγότερη
ενέργεια µεταφέρεται στο πεδίο X µέσω της σύζευξης µε το inflaton, συνεπώς παράγονται λιγότερα σωµα-
τίδια. Αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό και ως αποτέλεσµα της γεωµετρίας. Η επίδραση της καµπυλότητας
είναι ισχυρή κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού απορροφώντας ενέργεια, ενώ µετά τον πληθωρισµό η κα-
µπυλότητα είναι µικρή και αυτός είναι ο λόγος που η σύζευξη του X µε τον τανυστή Einstein έχει ασήµαντη
επίδραση.

Το κύριο ϑεωρητικό πρόβληµα στην παραγωγή σωµατιδίων µετά τον πληθωρισµό είναι να περιοριστούν
τα σωµατίδια που παράγονται έτσι ώστε να µην κατακλύσουν το σύµπαν. Αυτό κατορθώνεται επιλέγοντας
κατάλληλα τις παραµέτρους της ϑεωρίας. Η ϐαρυτική παραγωγή σωµατιδίων είναι ένας δυναµικός µηχανι-
σµός ανάµεσα σε ένα κλασικό πεδίο φ και ένα κβαντικό πεδίο X. Η εισαγωγή γενικευµένων κινητικών όρων
στη ϑεωρία ϕαίνεται ότι µπορεί να περιορίσει τον αριθµό των παραγόµενων σωµατιδίων µειώνοντας έτσι τις
παραµέτρους που χρειάζονται για να παραγάγουν ένα ϱεαλιστικό κοσµολογικό µοντέλο.
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Παράρτηµα Εʹ

Προσεγγιστικές λύσεις ϐαθµωτού
πεδίου υπό κατάρρευση

Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζουµε µια αναλυτική λύση των εξισώσεων Einstein και Klein-Gordon στο
τετριµµένο σενάριο, λ = 0, καθώς και µια προσεγγιστική λύση τους κοντά στη χρονική στιγµή t = ts για
λ 6= 0.

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση Klein-Gordon µε φ̇(t) και ϑέτοντας w(t) ≡ φ̇2(t) καταλήγουµε στην

(
3λa(t)ȧ2(t) + a3(t)

)
ẇ(t) +

(
6λȧ3 + 12λa(t)ȧ(t)ä(t) + 6a2(t)ȧ(t)

)
w(t) = −2

dV

dt
a3(t) , (Εʹ.1)

όπου η τελεία (·) δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο. Με τις ίδιες αντικαταστάσεις η εξίσωση Friedmann
παίρνει τη µορφή

a2(t)[−|Λ|+ 4πw(t)]− 3ȧ2(t) (1− 12πλw(t)) + 8πa2(t)V = 0 . (Εʹ.2)

΄Οπως αναφέραµε εξετάζουµε αρχικά την περίπτωση V = 0, λ = 0. Οι παραπάνω εξισώσεις απλοποιούνται
τότε στις

a3(t)ẇ(t) + 6a2(t)ȧ(t)w(t) = 0 , (Εʹ.3)

a2(t)[−|Λ|+ 4πw(t)]− 3ȧ2(t) = 0 . (Εʹ.4)

Λύνοντας την δεύτερη εξίσωση ως προς w(t) και αντικαθιστώντας τη λύση αυτή στην πρώτη ϐρίσκουµε

ä(t)

a(t)
+ 2

ȧ2(t)

a2(t)
+
ȧ4(t)

a4(t)
= −|Λ| .

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε ȧ(t) = H(t)a(t), ä(t) = dH(t)
dt a(t) + H(t)ȧ(t) =

(
dH(t)
dt +H2(t)

)
a(t). Το

αποτέλεσµα είναι
dH(t)

dt
= −|Λ| − 3H2(t) . (Εʹ.5)

Ολοκλήρωση της παραπάνω δίνει

C1 − t =
1√
3|Λ|

arctan
(√

3|Λ|H(t)
)
⇔ H(t) =

|Λ|
3

tan[
√

3|Λ|(C1 − t)] , (Εʹ.6)

όπου C1 µια σταθερά ολοκλήρωσης. Ολοκληρώνοντας ακόµα µια ϕορά η εξίσωση

1

a(t)

da(t)

dt
=
|Λ|
3

tan[
√

3|Λ|(C1 − t)]

καταλήγει στη λύση

a(t) = C2

∣∣∣cos
[√

3|Λ|(C1 − t)
]∣∣∣ 1

3

, (Εʹ.7)
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Εʹ.1 Προσέγγιση της λύσης παρουσία δυναµικού στο όριο t→ ts

Στην ενότητα 2.4 υιοθετήσαµε µια συγκεκιµένη µορφή (2.48) για το a(t) και ανακατασκευάσαµε το δυναµικό
που κάνει συνεπείς τις εξισώσεις κίνησης. ∆ιαλέγουµε τώρα µια διαφορετική µέθοδο και προσεγγίζουµε τη
λύση παρουσία της µη τετριµµένης σύζευξης λ για µια συγκεκριµένη µορφή δυναµικού όπως προτείνεται
στο [65],

V = γφ̇2(t) ≡ γw(t).

Ξεκινώντας από την (Εʹ.6) και ϑέτοντας 1√
3|Λ|
≡ A,

√
3|Λ| ≡ B, έχουµε

C1 − t = A arctan (BH(t)) . (Εʹ.8)

Εφόσον µας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της λύσης στο όριο t → ts, έτσι ώστε H(t) → −∞, η σχέση αυτή
µπορεί προσεγγιστικά να γραφτεί ως

C1 − t ≈ −
Aπ

2
− A

BH(t)
, t→ ts . (Εʹ.9)

Λύνοντας την ϐρίσκουµε

H(t) =
1

a(t)

da(t)

dt
≈ A

B
(
t− C1 − Aπ

2

) = − A

B (ts − t)
, tS ≡ C1 +

Aπ

2
. (Εʹ.10)

Η έκφραση για το a(t) ϑα είναι
a(t) = C2(ts − t)ζ , ζ ≡

A

B
=

1

3
. (Εʹ.11)

Βλέπουµε ότι η προσεγγιστική αυτή λύση ενσωµατώνει τα επιθυµητά χαρακτηρηστικά της αντίστοιχης (Εʹ.7),
δηλαδή µηδενίζεται στο t = ts ενώ η παράγωγός της τείνει στο −∞ για την τιµή αυτή.

Ακολουθώντας την προηγούµενη διαδικασία στην περίπτωση όπου λ 6= 0, V 6= 0 , µε το δυναµικό να
έχει τη µορφή

V = γφ̇2(t) ≡ γw(t)⇒ dV

dt
= γẇ(t) ,

όπως προτείνεται στο [65] οι εξισώσεις κίνησης παίρνουν τη µορφή(
3λa(t)ȧ2(t) + a3(t)

)
ẇ(t) +

(
6λȧ3 + 12λa(t)ȧ(t)ä(t) + 6a2(t)ȧ(t)

)
w(t) = −2γẇ(t)a3(t) , (Εʹ.12)

a2(t) (−|Λ|+ 4πw(t))− 3ȧ2(t) (1− 12πλw(t)) + 8πa2(t)γw(t) = 0 . (Εʹ.13)

Λύνοντας την εξίσωση (Εʹ.13) για w(t) και αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα στην (Εʹ.1) έχουµε

|Λ|(1 + 2γ) +
ȧ2(t)

a2(t)

(
2 + 2γ − 4γ2 + 13λ|Λ|+ 8γλ|Λ|

)
+
ȧ4(t)

a4(t)

(
27λ+ 18λ2|Λ|

)
+27λ2 ȧ

6(t)

a6(t)
+
ä(t)

a(t)

(
1 + 4γ + 4γ2 − λ|Λ| − 2γλ|Λ|

)
+
ä(t)

a(t)

ȧ2(t)

a2(t)

(
9λ+ 18γλ+ 9λ2|Λ|

)
+ 54λ2 ä(t)

a(t)

ȧ4(t)

a4(t)
= 0 .

Αντικαθιστούµε ȧ(t) = H(t)a(t), ä(t) = dH(t)
dt a(t) +H(t)ȧ(t) =

(
dH(t)
dt +H2(t)

)
a(t), καταλήγοντας στην

dH(t)

dt
= − [|Λ|+ 3H2(t)][1 + 3λH2(t)][1 + 2γ + 9λH2(t)]

(1 + 2γ)(1 + 2γ − λ|Λ|) + 9λ(1 + 2γ + λ|Λ|)H2(t) + 54λ2H4(t)
. (Εʹ.14)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να λυθεί αναλυτικά

C1 − t = A1 arctan(B1H(t)) +A2 arctan(B2H(t)) +A3 arctan(B3H(t)) , (Εʹ.15)

όπου

A1 =

√
λ

3

2− γ + 2γ2 − 2λ|Λ| − γλ|Λ|
(γ − 1)(λ|Λ| − 1)

, B1 =
√

3λ,
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A2 =

√
λ(1 + 2γ)

γ − 1
, B2 = 3

√
λ

1 + 2γ
, A3 =

1 + 2γ − λ|Λ|√
3|Λ|(1− λ|Λ|)

, B3 =

√
3

|Λ| ,

Η σύζευξη λ µπορεί να ϑεωρηθεί µηδενική αλλά όχι η κοσµολογική σταθερά Λ καθώς αυτή εµφανίζεται
στους παρονοµαστές. Αναπτύσσοντας κατά Taylor ϐρίσκουµε προσεγγιστικά

C1 − t ≈ −
π

2
(A1 +A2 +A3)−

A1

B1
+ A2

B2
+ A3

B3

H(t)
⇒ H(t) =

−A1

B1
− A2

B2
− A3

B3

C1 + π
2 (A1 +A2 +A3)− t . (Εʹ.16)

Ολοκληρώνοντας, µε αρχική συνθήκη a(0) = 1 και ϑέτοντας

ζ ≡ A1

B1
+
A2

B2
+
A3

B3
, ts ≡ C +

π

2
(A1 +A2 +A3)

καταλήγουµε στην

H(t) =
ȧ(t)

a(t)
= − ζ

ts − t
⇒ a(t) = C2 exp

[
−
∫
dt

ζ

ts − t

]
= C2 (ts − t)ζ . (Εʹ.17)

Στην περίπτωσή µας η παράµετρος ζ προκύπτει να έχει την τιµή ζ = 2
3 . Τελικά

a(t) = C2 (ts − t)
2
3 ⇒ H(t) = −2C2

3
(ts − t)−

1
3 . (Εʹ.18)

Αναπτύσσοντας κατά Taylor ϐρίσκουµε

C1 − t ≈ −
π

2
(A1 +A2 +A3)−

A1

B1
+ A2

B2
+ A3

B3

H(t)
⇒ H(t) =

−A1

B1
− A2

B2
− A3

B3

C1 + π
2 (A1 +A2 +A3)− t . (Εʹ.19)

Μπορούµε τώρα να ολοκληρώσουµε µια ακόµα ϕορά, µε αρχική συνθήκη a(0) = 1. Θέτοντας

ζ ≡ A1

B1
+
A2

B2
+
A3

B3
, ts ≡ C +

π

2
(A1 +A2 +A3)

ϐρίσκουµε

H(t) =
ȧ(t)

a(t)
= − ζ

ts − t
⇒ a(t) = C2 exp

[
−
∫
dt

ζ

ts − t

]
= C2 (ts − t)ζ . (Εʹ.20)

Στην περίπτωσή µας προκύπτει ζ = 2
3 , οπότε τελικά

a(t) = C2 (ts − t)
2
3 ⇒ H(t) = −2C2

3
(ts − t)−

1
3 . (Εʹ.21)

Είναι εµφανές ότι για t = ts, ο παράγοντας a(t) µηδενίζεται ενώ το H(t) τείνει στο −∞, έτσι η ποσότητα
ts είναι η χρονική στιγµή που δηµιουργείται η ανωµαλία. Ο εν δυνάµει ορίζοντας καλύπτει την ανωµαλία
και έτσι δηµιουργείται µια µελανή οπή. Σηµειώνουµε ότι το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο της σύζευξης λ
και της παραµέτρου γ του δυναµικού ! Αυτός είναι και ο λόγος που ισχυριζόµαστε ότι η (Εʹ.21) είναι η
προσεγγιστική λύση στην ενότητα 2.3.1 όπου γ = 0 µε λ 6= 0.
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