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Συμβολισμοί 

ℝ Σύνολο πραγματικών αριθμών 

ℂ Σύνολο μιγαδικών αριθμών 

ℕ    Σύνολο φυσικών αριθμών 

Ι, Ιn                                                  Μοναδιαίος (Ταυτοτικός) nxn πίνακας 

Α   Αντίστροφος του πίνακα Α 

Α  Συζυγής του πίνακα Α 

ΑΤ Ανάστροφος του πίνακα Α 

Α  Α 
Τ
 Αναστροφοσυζυγής του πίνακα Α 

   Ανάστροφος του διανύσματος x 

   Αναστροφοσυζυγής του διανύσματος x 

Η(n)                                                                                           Σύνολο Ερμιτιανών  n x n πινάκων 

Adj(A)                                            Ο συμπληρωματικός πίνακας του πίνακα Α 

Α  Δύναμη πίνακα (n φυσικός αριθμός) 

trA     Ίχνος ενός τετραγωνικού πίνακα 

det(A)                                             Ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α 

σ(Α)                                                Το φάσμα ενός τετραγωνικού πίνακα Α 

ρ(Α)                                                Η φασματική ακτίνα ενός τετραγωνικού 

πίνακα Α 

      Διανυσματική νόρμα 

      Η 2-νόρμα ή l2 διανυσματική νόρμα ή 

Ευκλείδια  νόρμα                    

    Νόρμα πινάκων 

   1 Νόρμα μεγίστου αθροίσματος στηλών πίνακα 

   2 Η φασματική (τελεστική) νόρμα πίνακα           

   ∞ Νόρμα μεγίστου αθροίσματος γραμμών 

πίνακα 

Β(n)                                                 Οικογένεια n x n θετικά ορισμένων πινάκων   

                                                    Οικογένεια n x n θετικά ημιορισμένων 

πινάκων   

Μ(n,q)                                                Σύνολο Μιγαδικών n x q πινάκων 

M(n)                                                Σύνολο Μιγαδικών n x n πινάκων 

Κ(n) Κλειστό διάστημα της οικογένειας       

Α⊗Β                                                Γινόμενο Kronecker των Α και Β 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

   Η παρούσα διπλωματική εργασία πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο του 

Προγράμματος Σπουδών της Σχολής Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και 

Φυσικών Επιστημών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου.  

    Το θέμα που αναπτύσσεται στην εργασία αυτή αφορά την μελέτη των 

συμμετρικών εξισώσεων πινάκων της μορφής  Χ+Α
*
Φ(Χ)Α=Μ . Το κίνητρο 

για την επιλογή αυτού του θέματος πηγάζει από προσωπικό ενδιαφέρον, καθώς 

και από την σύνδεση τους με τη διακριτή αλγεβρική εξίσωση Riccati, η οποία 

εμφανίζεται στη θεωρία γραμμικών συστημάτων, καθώς και στη θεωρία 

ελέγχου. Οι εξισώσεις, που θα μελετήσουμε αποτελούν μια ειδική μορφή της 

διακριτής αλγεβρικής εξίσωσης Riccati. Σκοπός μας είναι να διερευνήσουμε  

τις συνθήκες υπό τις οποίες υπάρχει λύση και το αν αυτή είναι μοναδική. 

Επίσης, σε κάποιες περιπτώσεις  δίνεται η γενική μορφή αυτών των λύσεων. 

Με τις εξισώσεις αυτές ασχολήθηκαν κατά καιρούς γνωστοί σύγχρονοι 

μαθηματικοί όπως  ο I.C. Gohberg, ο P. Lancaster, ο L. Rodman, ο S.M. El-

Sayed, ο A.C.M. Ran, ο B. Meini και o M. Weiss, η επιστημονική έρευνα των 

οποίων αποτέλεσε το κίνητρο και την βάση για την σύνταξη αυτής της 

εργασίας.  

   Το Κεφάλαιο 1 έχει εισαγωγικό και βοηθητικό χαρακτήρα. Σε αυτό 

παρουσιάζουμε βασικούς ορισμούς της Γραμμικής Άλγεβρας, της Ανάλυσης 

Πινάκων και της Πραγματικής και Συναρτησιακής Ανάλυσης. Επίσης, 

υπενθυμίζουμε βασικές παρατηρήσεις και θεωρήματα, τα οποία μας 

χρειάζονται στην εργασία μας. Ακολουθεί μια σύντομη αναφορά στην  

διακριτή αλγεβρική εξίσωση Riccati.  

    Στο Κεφάλαιο 2 ορίζεται με λεπτομέρειες η μορφή των εξισώσεων που θα 

μελετήσουμε και αναφέρεται ο τρόπος με τον οποίο η διακριτή αλγεβρική 

εξίσωση Riccati καταλήγει στην μορφή των εξισώσεων που μελετάμε. Ακόμη, 

ορίζεται μια βασική παραδοχή με την βοήθεια της οποίας μπορούμε πλέον να 

μελετήσουμε τις λύσεις της εξίσωσης μέσω Θεωρημάτων Σταθερού Σημείου. 

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι η παραδοχή αυτή στηρίζεται στην 

δημοσίευση των  S.M. El-Sayed και  A.C.M Ran, με τίτλο On the nonlinear 

matrix equation X+A
*
F(X)A=Q: Solutions and perturbation theory, στο 

περιοδικό Linear Algebra and its Applications, 346:15-26 (2002). Εντέλει, 

αναφέρουμε και αποδεικνύουμε τα βασικότερα Θεωρήματα Σταθερού Σημείου 

που θα χρησιμοποιήσουμε, όπως το Θεώρημα Σταθερού Σημείου του 

Schauder, καθώς και το Θεώρημα Σταθερού Σημείου του Banach. 

   Στο Κεφάλαιο 3, αρχικά ορίζουμε την μορφή της εξίσωσης Φ, η οποία θα 

ισχύει για το κεφάλαιο αυτό. Στη συνέχεια μελετάμε τις συνθήκες υπό τις 

οποίες υπάρχει λύση ανάλογα και με την συμπεριφορά της Φ. Αξίζει να 
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σημειωθεί ότι ενδιαφερόμαστε μόνο για τις θετικά ορισμένες λύσεις της 

εξίσωσης X+A
*
Φ(X)A=Μ. Ακολουθούν δύο εφαρμογές ενός σημαντικού 

λήμματος για συγκεκριμένες συναρτήσεις Φ. Έπειτα, με την βοήθεια του 

Θεωρήματος Σταθερού Σημείου του Banach, μελετάμε την μοναδικότητα της 

λύσης της εξίσωσης X+A
*
Φ(X)A=Μ, αν αυτή υπάρχει. Καταλήγουμε λοιπόν 

σε μια ανίσωση που αν διατηρείται τότε έχουμε μοναδικότητα υπό κάποιες 

συνθήκες. Επίσης, μελετάμε μια διαφορετική συνθήκη μοναδικότητας για 

διάφορες μορφές της Φ, όμως πλέον θα αναφερόμαστε σε μερικώς 

διατεταγμένα σύνολα. Για να επιτευχθεί αυτό εισάγουμε και αποδεικνύουμε 

ένα νέο Θεώρημα Σταθερού Σημείου. Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι η 

συνάρτηση Φ θεωρούμε ότι είναι γραμμική και μονότονη συνάρτηση, ώστε να 

ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος μας. Τέλος, στην τελευταία παράγραφο 

του κεφαλαίου αυτού ασχολούμαστε με την Θεωρία Διαταραχών της 

X+A
*
Φ(X)A=Μ . Κυρίως μελετάμε τις συνθήκες υπό τις οποίες υπάρχει λύση 

Χ  της Χ  Α   Φ Χ Α  Μ  και την μελέτη της μοναδικότητας της. 

   Στο Κεφάλαιο 4, μελετάμε την ύπαρξη λύσης για τις γραμμικές, συμμετρικές 

εξισώσεις Χ    
 ΧΑ1   Α 

   m Μ και την Χ  Α 
1ΧΑ1   

Α 
m  m   , όπου οι Μ, Α1, .... ,Αm  Μ      Να σημειώσουμε, όπως και 

προηγουμένως, ότι ενδιαφερόμαστε μόνο για τις θετικά ορισμένες λύσεις και 

την μελέτη της μοναδικότητάς τους, υποθέτοντας όμως ότι ο Μ είναι θετικά 

ορισμένος πίνακας. Για αυτό χρησιμοποιούμε το γινόμενο Kronecker, το οποίο 

ορίζουμε στην πρώτη παράγραφο του κεφαλαίου. Στη συνέχεια, 

επικεντρωνόμαστε στην εξίσωση Χ    
 ΧΑ1   Α 

   m Μ. Αρχικά 

ορίζουμε το είδος της ευστάθειας για τους πίνακες που θα χρησιμοποιήσουμε. 

Έπειτα αποδεικνύουμε πότε έχει θετικά ορισμένη λύση και πότε αυτή είναι 

μοναδική. Η μελέτη της Χ  Α 
1ΧΑ1   Α 

m  m   γίνεται σε σύγκρισή 

με την προηγούμενη εξίσωση και οι διαφορές επισημαίνονται καταλήγοντας 

έτσι σε χρήσιμα συμπεράσματα. Επιπλέον, η εξίσωση Χ    
 ΧΑ1   

Α 
   m Μ συγκρίνεται με την εξίσωση Χ  Α1ΧΑ 

1   Αm   
m   και 

αντίστοιχα η Χ  Α 
1ΧΑ1   Α 

m  m   με την Χ  Α1ΧΑ 
1   

Αm   
m   ως προς την ύπαρξη λύσης και την μοναδικότητα αυτής . Εντέλει, 

συνδυάζουμε τις δύο βασικές μας εξισώσεις σε μια και αποδεικνύουμε τις 

συνθήκες υπό τις οποίες αυτή η εξίσωση έχει λύση. Αξίζει να σημειώσουμε ότι 

δεν μπορούμε να μιλήσουμε για μοναδικότητα της λύσης, εξαιτίας της μορφής 

της συνάρτησης F . 
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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

   Η παρούσα εργασία αποτελεί διπλωματική εργασία στο πλαίσιο σπουδών της 

Σχολής Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών του Εθνικού 

Μετσόβιου Πολυτεχνείου. Αρχικά, θα ήθελα να απευθύνω θερμές ευχαριστίες 

στον επιβλέποντα καθηγητή μου κ. Παναγιώτη Ψαρράκο, Καθηγητή στον 

Τομέα των Μαθηματικών της Σχολής Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και 

Φυσικών Επιστημών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου, ο οποίος με τις 

ουσιώδεις παρατηρήσεις του και με την υποστήριξη του με βοήθησε να φέρω 

εις πέρας αυτήν την εργασία. Θα ήθελα, ακόμη να τον ευχαριστήσω για την 

επιλογή αυτού του ενδιαφέροντος θέματος, καθώς και για την καθοδήγηση που 

μου προσέφερε καθ' όλη την διάρκεια ανάπτυξης της διπλωματικής μου. Η 

αμέριστη κατανόηση του και η πολύτιμη βοήθεια του αποτέλεσαν την 

θεμελιώδη βάση για την εκπόνηση αυτής της εργασίας.   

   Θα ήθελα, ακόμη να ευχαριστήσω τον κ. Νικόλαο Γιαννακάκη (Αναπληρωτή 

Καθηγητή του Τομέα Μαθηματικών της Σχολής Ε.Μ.Φ.Ε.) καθώς και τον κ. 

Κωνσταντίνο Χρυσαφίνο (Αναπληρωτή Καθηγητή του Τομέα Μαθηματικών 

της Σχολής Ε.Μ.Φ.Ε.), που με τίμησαν με την συμμετοχή τους στην τριμελή 

επιτροπή μου.  

   Οφείλω ένα μεγάλο ευχαριστώ στους γονείς μου, Μάρκο και Κωνσταντίνα, 

καθώς και στην αδελφή μου, Κλειώ Αγάπη, που με περιέβαλλαν με την αγάπη 

τους και μου έδωσαν τα κατάλληλα εφόδια για να πορευτώ στη ζωή μου. 

Ευχαριστώ και αφιερώνω την παρούσα εργασία στον σύζυγο μου, 

Κωνσταντίνο και στα παιδάκια μου, Μαρία και Νικόλα, που με την αγάπη και 

την υποστήριξη τους αποτέλεσαν πηγή άντλησης ενέργειας και έμπνευσης όλο 

αυτό το διάστημα. Δεν θα μπορούσα να μην αναφερθώ στην οικογένεια του 

συζύγου μου, στους γονείς του Νικόλαο και Μαίρη και στις αδελφές του 

Πηνελόπη και Παναγιώτα, οι οποίοι στάθηκαν στο πλευρό μου και με 

στήριξαν έμπρακτα με  όλη τους την δύναμη και την φροντίδα. Τους 

ευχαριστώ ειλικρινά. 

   Εντέλει, θα ήθελα να ευχαριστήσω τους φίλους μου Βάλια, Ελένη και 

Χρήστο για όλα όσα μοιραστήκαμε κατά την διάρκεια των σπουδών μου. Η 

ειλικρινή τους υποστήριξη και συμπαράσταση με βοήθησαν να ανταπεξέλθω 

σε κάθε δυσκολία που παρουσιάστηκε σε αυτό το διάστημα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 : Εισαγωγή 

 

Το κεφάλαιο αυτό, στοχεύει στην υπενθύμιση ορισμένων βασικών 

εννοιών και συμπερασμάτων, τα οποία θεωρούνται απαραίτητα για την 

κατανόηση της εργασίας. Οι έννοιες αυτές αφορούν τα πεδία της 

Γραμμικής Άλγεβρας, της Ανάλυσης Πινάκων, καθώς και  της Πραγματικής 

Ανάλυσης. Είναι απαραίτητο να σημειωθεί ότι οι έννοιες αυτές θεωρούμε 

πως είναι γνωστές, επομένως οι αποδείξεις παραλείπονται. 

1.1 Γενικοί Ορισμοί 

Ορισμός 1.1.1: Ίχν ς ενός πίνακα   = (   )  π υ συμβ λίζ υμε με tr(   ή 

trace(A    ν μάζ υμε τ  άθρ ισμα των διαγώνιων στ ιχείων τ υ πίνακα  

δηλαδή tr(A) =       . 

Ορισμός 1.1.2:  ν   πίνακας   είναι τετραγωνικός τύπ υ n x n και υπάρχει 

πίνακας   τέτ ι ς ώστε           Ιn  τότε λέμε ότι   πίνακας   είναι 

αντιστρέψιμ ς και   πίνακας   είναι   αντίστρ φ ς πίνακας τ υ  . Τότε 

γράφ υμε      -1. 

Σημείωση:  ν      δύ  n x n αντιστρέψιμ ι πίνακες  τότε ισχύει ότι 

             . 

Ορισμός 1.1.3: Έστω      δύ  n x n πίνακες  Τότε  ι       λέγ νται όμ ι ι, 

αν υπάρχει αντιστρέψιμ ς πίνακας P  τέτ ι ς ώστε        . 

Ορισμός 1.1.4:  ν   = (   )   ℂm×n  τότε   πίνακας π υ πρ κύπτει από τ ν 

  με εναλλαγή μεταξύ γραμμών και στηλών τ υ λέγεται ανάστρ φ ς 

πίνακας τ υ   και συμβ λίζεται με  Τ  έχ υμε δηλαδή  Τ = (   )   ℂn×m. 

Σημείωση:  ν      δύ  n x n πίνακες  τότε ισχύει ότι             

Ορισμός 1.1.5:  ν         )   Cm×n  τότε   πίνακας με τα συζυγή στ ιχεία 

τ υ λέγεται συζυγής πίνακας    = [      ]  Ο αναστρ φ συζηγής τ υ πίνακα   

συμβ λίζεται με          Εάν ισχύει      *  τότε   πίνακας  ν μάζεται 

ερμιτιανός    κόμη εάν  * =     τότε   πίνακας  ν μάζεται αντιερμιτιανός  

Σημείωση:  ν      δύ  n x n πίνακες  τότε ισχύει ότι             

Ορισμός 1.1.6: Ένας πίνακας       ℂn×n λέγεται  ρθ μ ναδιαί ς αν ισχύει,  

 *        *        . 
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 ν   πίνακας       ℝn×n  τότε   πίνακας   λέγεται  ρθ γώνι ς αν ισχύει, 

        Ι        . 

Ορισμός 1.1.7: Ένας τετραγωνικός πίνακας     ℂn×n καλείται καν νικός 

όταν αντιμετατίθεται με τ ν αναστρ φ συζυγή τ υ  δηλαδή όταν 

ικαν π ιεί τη σχέση  

   *    *   . 

Ορισμός 1.1.8: Ένας πίνακας    λέγεται συμμετρικός  αν   πίνακας είναι 

ίσ ς με τ ν ανάστρ φό τ υ  δηλαδή ισχύει        και αντισυμμετρικός, αν 

  ανάστρ φ ς τ υ πίνακα είναι   αντίθετ ς πίνακας  Τα διαγώνια 

στ ιχεία αντισυμμετρικών πινάκων είναι μηδενικά  

Σημείωση: Κάθε πίνακας μπ ρεί να γραφτεί ως άθρ ισμα ενός 

συμμετρικ ύ και ενός αντισυμμετρικ ύ πίνακα  

Ορισμός 1.1.9: Εάν Α είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε η ελάσσονα 

ορίζουσα του στην i-γραμμή και j-στήλη, είναι η ορίζουσα του υποπίνακα του, 

ο οποίος αποτελείται από τα στοιχεία του Α, εάν διαγράψουμε την i-γραμμή 

και την j-στήλη. Αυτός ο αριθμός, συνήθως συμβολίζεται ως Μi,j. Το 

αλγεβρικό συμπλήρωμα του (i,j)-στοιχείου προκύπτει πολλαπλασιάζοντας 

την ελάσσονα ορίζουσα με το         . Ο πίνακας αλγεβρικών 

συμπληρωμάτων (cofactor matrix) του Α συμβολίζεται με Cij και είναι ο 

Cij=        ij. 

Παράδειγμα: 

Έστω Α=  
   
   

     
  . Για να υπολογίσουμε τον Μ23 και το αλγεβρικό του 

συμπλήρωμα κάνουμε τα εξής: 

Μ23=    
  

   

       
  

   
              

Επομένως το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου (2,3) είναι: 

C23         23=    . 
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Ορισμός 1.1.10: Ο συμπληρωματικός πίνακας (adjoint) ενός πίνακα Α   ℂnxn
 

είναι ο n x n πίνακας: 

adj(A) = 
   

 

 
 

   

 
       

  . 

Σημείωση: Ισχύει η σχέση:                    

Ορισμός 1.1.11: Έστω V διανυσματικός χώρ ς πάνω στ  σώμα K = ℝ ή ℂ 

και f : V × V   K μία συμμετρική διγραμμική μ ρφή  f (x, y) = xTAy επί τ υ 

V  Τότε η απεικόνιση 

Q : V   V, x   Q(x)    f (x, x) = xTAx , 

λέγεται τετραγωνική μ ρφή επί τ υ V αντίστ ιχη της  f. 

Ορισμός 1.1.12: Έστω   ερμιτιανός n x n πίνακας  Σε αυτήν την 

περίπτωση καλείται θετικά  ρισμέν ς πίνακας  εάν  x*Ax >    για κάθε 

x   .   

Σημείωση: Ένας συμμετρικός πίνακας   θα είναι θετικά  ρισμέν ς  εάν 

όλες  ι ιδι τιμές τ υ είναι θετικές  

Παράδειγμα: Θα δείξ υµε ότι   συµµετρικός πίνακας    
   
   
   

  είναι 

θετικά  ρισµέν ς  

      λ    
  λ

 
 

  λ
 
 

           λ
    λ      λ      . 

Οι ιδι τιμές τ υ πίνακα   είναι λ   διπλή  και λ   Εφ σ ν όλες είναι 

θετικές    πίνακας   είναι θετικά  ρισμέν ς και για κάθε x   ισχύει ότι 

     2x12+2x22+2x32+2x1x2+2x1x3+2x2x3= 

= (x1+x2)2+(x2+x3)2+(x1+x3)2 > 0 . 

                                                                                                                                     □ 

 Ορισμός 1.1.13: Έστω   είναι ένας n x n  τετραγωνικός  πίνακας  Ένα μη-

μηδενικό διάνυσμα  x    ℂn  ν μάζεται δεξί ιδι διάνυσμα τ υ   π υ 
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αντιστ ιχεί στην ιδι τιμή τ υ λ  δηλαδή ένα διάνυσμα στήλη π υ πρέπει 

να τ π θετηθεί δεξιά από τ ν πίνακα   στη χαρακτηριστική εξίσωση  

               x   λ x. 

Ένα μη μηδενικό διάνυσμα y π υ ικαν π ιεί την εξίσωση 

                 A   λ    , 

καλείται αριστερό ιδι διάνυσμα τ υ   π υ αντιστ ιχεί στην ιδι τιμή τ υ λ. 

Ορισμός 1.1.14: Η εξίσωση mA λ  det λΙn-     καλείται χαρακτηριστική 

εξίσωση τ υ πίνακα     ℂn      ενώ τ  π λυώνυμ  p λ    ν μάζεται 

χαρακτηριστικό π λυώνυμ  τ υ πίνακα    Τ  σύν λ  των ριζών της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης   ι  π ίες και απ τελ ύν τις ιδι τιμές τ υ 

πίνακα     ν μάζεται φάσμα και συμβ λίζεται με σ     

Ορισμός 1.1.15: Μια ιδι τιμή ενός πίνακα   είναι απλή  simple), αν αυτή 

έχει αλγεβρική π λλαπλότητα   και π λλαπλή  multile) διαφ ρετικά  Μια 

ιδι τιμή είναι ημιαπλή  semisimple)  εάν  ι γεωμετρικές και  ι αλγεβρικές 

π λλαπλότητες συμπίπτ υν  

Παράδειγμα: 

Έστω    
  
  

   Τότε η χαρακτηριστική τ υ εξίσωση είναι η: 

      λ      
  λ  

   λ
     λ   λ        

λ    ή λ     

Επ μένως  τ  φάσμα τ υ πίνακα   είναι σ   ={-2,5}.                              

  □     
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Ορισμός 1.1.16: Ορίζ υμε ως υπ σύν λ  τ υ διαστήματ ς [   ] τ : 

L    ={tA+(1-t)B/ t [   ]}   

τ   π ί  είναι τ  ευθύγραμμ  τμήμα των   και    

 

1.2 Στοιχεία Ανάλυσης Πινάκων 

Στην παράγραφ  αυτή θα επεκταθ ύμε στην ένν ια της νόρμας πίνακα 

στ  ℂnxn  η  π ία είναι βασικό κ μμάτι της μελέτης μας  

Ορισμός 1.2.1: Μια συνάρτηση     : ℂn  ℝ ονομάζεται νόρμα διανυσμάτων 

αν για κάθε x, y   ℂn  ικαν π ιεί τα ακόλ υθα: 

(i)    ≥     μη αρνητική   

(ii)         αν και μόν  αν x = 0. 

(iii)   α       α        για κάθε a   ℂ. 

(iv)                            τριγωνική ανισότητα   

Μία συνάρτηση    ·   : ℂn ℝ π υ ικαν π ιεί τα  i), (iii  και  iv  τ υ 

παραπάνω  ρισμ ύ καλείται ημι-νόρμα διανυσμάτων  Η ημι-νόρμα 

απ τελεί μια γενίκευση της ένν ιας της νόρμας  η  π ία επιτρέπει σε μη 

μηδενικά διανύσματα να έχ υν μηδενικό μέτρ   

 αρακτηριστικά παραδείγματα ν ρμών διανυσμάτων στ  ℂn είναι τα εξής: 

 Η lp-νόρμα  ή p-νόρμα   για  π ι νδήπ τε πραγματικό αριθμό p ≥    

 ρίζεται ως 

  

           [          ]                                  
 
   

 

 Η Ευκλείδεια νόρμα  ή l2-νόρμα  ή  -νόρμα   ρίζεται ως 

   2= [  1 x2   xn ]T    2 = (   1    2+   2   2+ +   n   2 )1/2. 

 π τελεί μια ειδική περίπτωση της p-νόρμας  για p       είναι ίσως η 

πι  γνωστή νόρμα διανυσμάτων  και επάγεται από τ  Ευκλείδει  

εσωτερικό γινόμεν , 
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<x, y> = y*x  =  [                 ]  

  

 
  

  =       +          +  +           . 

 

 Η αθρ ιστική νόρμα  ή l1-νόρμα  ή  -νόρμα   ρίζεται ως, 

 

     1 = [            ]Τ    1=    1   +   2    + +   n    . 

 

 Η μέγιστη νόρμα   ή max-νόρμα  ή ∞-νόρμα   ρίζεται ως, 

 

     ∞ =  [          ]Τ    ∞ = max{   1    ,   2   ,....,   n    } . 

Είναι γνωστό ότι τ  σύν λ  ℂn×n των n x n μιγαδικών πινάκων είναι ένας 

διανυσματικός χώρ ς διάστασης n2     π ί ς είναι ισόμ ρφ ς με τ  

διανυσματικό χώρ  ℂ  
. 

Έτσι μπ ρ ύμε  επ μένως  να  ρίσ υμε νόρμες πινάκων με τρόπ  

ανάλ γ  με αυτόν π υ  ρίσαμε τις νόρμες διανυσμάτων  

Ορισμός 1.2.2: Μια συνάρτηση        : ℂn×n   ℝ  ν μάζεται νόρμα 

πινάκων αν για κάθε          ℂn×n, ικαν π ιεί τα ακόλ υθα: 

(i)       ≥    μη αρνητική   

(ii)           αν και μόν  αν        

(iii)   α        α        για κάθε α   ℂ. 

(iv)                             τριγωνική ανισότητα   

(v)                        υπ -π λλαπλασιαστική   

Ειδικότερα  για κάθε νόρμα πινάκων         και για τ  μ ναδιαί  πίνακα In, 

ισχύει 

  Ι          
            

 
          ≥     

Επ μένως  για κάθε     ℂn×n, 

                                                  ≥   
 

     
   

Κάπ ιες από τις νόρμες διανυσμάτων απ τελ ύν νόρμες πινάκων  όταν 

εφαρμόζ νται στ  διανυσματικό χώρ  ℂn×n  ενώ κάπ ιες άλλες όχι  
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Τα πι  γνωστά παραδείγματα είναι  ι lp-νόρμες  για p = 1, 2, ∞. 

 Η l1-νόρμα ενός πίνακα     [αij]   ℂn×n  ρίζεται ως 

 

        =       
 
       

 

 Η νόρμα Frobenius   ή l2-νόρμα) ενός πίνακα     [αij]   ℂn×n   ρίζεται 

ως 

 

     F  = (       
 
     

2 )1/2 =             , 

 

όπ υ με trace(·  συμβ λίζ υμε τ  ίχν ς τ υ πίνακα και με    είναι   

αναστρ φ συζυγής τ υ πίνακα  . 

 

 Η l∞-νόρμα ενός πίνακα     [αij]   ℂn×n  ρίζεται ως 

 

        = max    αij
   : i, j = 1,2,...,n}. 

 

Για παράδειγμα  έστω    =  
   
    

   Τότε, 

        =   
   
    

  
  

=       
 
      = 8. 

        =   
   
    

  
 

= (       
 
     

2 )1/2 =     . 

          =   
   
    

  
  

= max{   αij
   :i, j =1, 2, 3, 4} = 4. 

Με απλές πράξεις  μπ ρεί κανείς να επαληθεύσει ότι  ι συναρτήσεις 

        και         απ τελ ύν πράγματι νόρμες πινάκων   ντίθετα  η 

        αν και ικαν π ιεί τα  i) - (iv  τ υ Ορισμ ύ  8  δεν ικαν π ιεί τ  

(v  τ υ  ρισμ ύ και δεν είναι νόρμα πίνακα  Για παράδειγμα   

  
  
  

 
 

 
  

=   
   
    

  
  

= 22 ≥ 16=   =   
  
  

  
  

 

. 

 ν για έναν πίνακα     ℂn×n  συμβ λίζ υμε με   ,   , ... ,     ℂn τις στήλες 

τ υ    τότε     γράφεται ως     [      ...   ]. 

Έτσι μπ ρεί κανείς να παρατηρήσει ότι, 
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  =        

  +        
  +   +        

 . 

Ιδιαίτερα σημαντικό ρόλ  στις νόρμες πινάκων παίζ υν  ι επαγόμενες 

νόρμες ή αλλιώς φυσικές νόρμες  

Ορισμός 1.2.3: Έστω         μια νόρμα διανυσμάτων στ  ℂn  Η επαγόμενη 

από την         νόρμα στ  ℂn×n (induced norm)  ρίζεται ως 

      =                  =                   =       
      

     
  . 

Σημείωση:  ν    ·     μια νόρμα διανυσμάτων στ  ℂn και         η 

επαγόμενη από την    ·     νόρμα στ  ℂn×n, τότε απ δεικνύεται ότι η         

απ τελεί νόρμα πινάκων  Επιπλέ ν  ισχύει ότι                       ,  για 

κάθε x   ℂn. 

 κόμη αναφέρ υμε τα σημαντικότερα παραδείγματα ν ρμών πινάκων 

π υ επάγ νται από τις γνωστές lp-νόρμες  Θεωρ ύμε έναν τετραγωνικό 

πίνακα     [αij]   ℂn×n. 

 Η νόρμα πινάκων μεγίστ υ αθρ ίσματ ς κατά στήλη στ  ℂn×n  ρίζεται 

ως 

       =               
 
   . 

 

Η νόρμα        επάγεται από τη διανυσματική l1-νόρμα  Πράγματι  αν 

θεωρήσ υμε τ ν πίνακα   γραμμέν  ως πρ ς τις στήλες  δηλαδή                    

    [α  α   α ]  τότε για κάθε διάνυσμα x = [  ]   ℂn  ισχύει 

 

                              

 

                                                                                

 

                                                                      

 

                                            =              . 

 

Επ μένως  

 

                         . 
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 ν τώρα επιλέξ υμε x =    να είναι τ  διάνυσμα της καν νικής 

βάσης π υ αντιστ ιχεί στη στήλη α  τ υ   με τη μεγαλύτερη l1-

νόρμα  τότε παρατηρ ύμε ότι                          Δηλαδή  

 

                          . 

 

Συνεπώς  η νόρμα        επάγεται από τη διανυσματική l1-νόρμα και 

απ τελεί νόρμα πινάκων  

 Η νόρμα πινάκων μεγίστ υ αθρ ίσματ ς κατά γραμμή στ  ℂn×n 

 ρίζεται ως 

 

      =               
 
   . 

 

Η νόρμα        επάγεται από τη διανυσματική l∞-νόρμα  δηλαδή  

 

      =                   . 

 

Η απόδειξη αυτής της παρατήρησης είναι παρόμ ια με αυτή τ υ 

πρ ηγ ύμεν υ παραδείγματ ς  για αυτό και παραλείπεται  Πρ φανώς και 

η νόρμα         ως επαγόμενη  απ τελεί νόρμα πινάκων  

 

 Η φασματική  τελεστική  νόρμα πινάκων στ  ℂn×n  ρίζεται ως, 

 

       =       [ 
       

    
 ]

 

 . 

 

Επίσης   ρίζεται και ως την μέγιστη ιδιάζ υσα τιμή τ υ πίνακα    δηλαδή 

 

       = max {  λ : λ   σ    ) }, 

 

όπ υ με σ    συμβ λίζ υμε τ  φάσμα ενός πίνακα     ℂn×n  δηλαδή τ  

σύν λ  των ιδι τιμών τ υ   και με  * συμβ λίζ υμε τ ν αναστρ φ -

συζηγή τ υ πίνακα    

Η νόρμα αυτή είναι νόρμα πινάκων  η  π ία επάγεται από τη 

διανυσματική νόρμα  l2  δηλαδή, 

 

       =                   . 

 πό την άλλη πλευρά  μερικές νόρμες πινάκων  όπως η νόρμα Frobenious 

και η l1-νόρμα παραπάνω  δεν επάγ νται  
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Ορισμός 1.2.4: Έστω ένας πίνακας     ℂn×n με φάσμα σ       λ   C: 

det λIn - A) = 0}  Η φασματική ακτίνα τ υ    ρίζεται ως  

ρ      max   λ  : λ   σ   }. 

Σημείωση: Η φασματική ακτίνα δεν απ τελεί νόρμα πινάκων  

 

1.3 Στοιχεία Πραγματικής Ανάλυσης 

Ορισμός 1.3.1: Μετρικός χώρος (metric space) είναι ένα ζεύγος (Χ, ρ), όπου 

Χ είναι ένα μη κενό σύνολο και ρ:Χ x Χ   είναι μια απεικόνιση που 

ικανοποιεί τις ιδιότητες: 

i) ρ(x,y)≥  , για κάθε x,y    και ρ(x,y)=0 αν και μόνο αν x=y. 

ii) ρ(x,y)=ρ(y,x), για κάθε x, y    (Συμμετρική Ιδιότητα). 

iii) ρ(x,z) ρ(x,y) + ρ(y,z), για κάθε x,y,z    (Τριγωνική Ανισότητα). 

Η απεικόνιση ρ ονομάζεται μετρική (metric), τα στοιχεία του συνόλου Χ 

ονομάζονται σημεία (points) και ο αριθμός ρ(x,y) ονομάζεται απόσταση 

(distance) του x από το y. 

Ορισμός 1.3.2: Έστω (Χ, ρ) και (Υ, d) δύο μετρικοί χώροι και f : (X,ρ) (Y,d) 

μια συνάρτηση. Η συνάρτηση f ονομάζεται Lipschitz συνεχής ή λέμε ότι 

ικανοποιεί την συνθήκη Lipschitz, αν υπάρχει πραγματική σταθερά C ≥   

τέτοια ώστε για κάθε x,y    να ισχύει: 

              ρ       

Η σταθερά C ονομάζεται σταθερά Lipschitz για την συνάρτηση  f. 

Ορισμός 1.3.3: Έστω (Χ,ρ) και (Υ,d) δύο μετρικοί χώροι και f : (X,ρ) (Y,d) 

μια συνάρτηση. Η συνάρτηση f ονομάζεται ομοιόμορφα συνεχής (uniformly 

continuous), αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ(ε) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y    

με ρ(x,y) < δ να ισχύει ότι: d(f(x),f(y)) < ε. 

Σημείωση: Είναι εύκολο να δειχθεί ότι κάθε συνάρτηση Lipschitz είναι 

ομοιόμορφα συνεχής. Αρκεί να θέσουμε για ε > 0 και δ= 
 

 
 , όπου C η σταθερά 

Lipschitz. 
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Ορισμός      : Έστω   ένα σύν λ  και   µια απεικόνιση από τ    στ ν 

εαυτό τ υ  Ένα στ ιχεί        καλείται σταθερό σηµεί  της   αν f(x)=x, 

δηλαδή  αν τ    είναι λύση της συναρτησιακής εξίσωσης         στ     

Ορισμός 1.3.5: Η αν ικτή σφαίρα στ ν  n με κέντρ  x    n και ακτίνα ρ > 

  είναι τ  σύν λ : S(x0 ε      x    n / ||x0 ε  < ρ}  

Ορισμός 1.3.6: Ένα υποσύνολο U ενός μετρικού χώρου (Χ,ρ) λέγεται ανοικτό 

αν ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα: 

Για κάθε x    υπάρχει ε > 0 ώστε S(x,ε) ⊂ U. 

Ορισμός 1.3.7: Ένα υποσύνολο F του μετρικού χώρου (Χ,ρ) λέγεται κλειστό 

αν το συμπλήρωμα του Χ\F είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ. 

Ορισμός 1.3.8: Έστω Χ,Υ δύο τοπολογικοί χώροι. Μια συνάρτηση f : X  Y 

ονομάζεται  συνεχής, αν και μόνο αν ισχύει: 

για κάθε V⊆Y ανοικτό, το σύνολο        είναι ανοικτό, 

ή αλλιώς, 

για κάθε F⊆Y κλειστό, το σύνολο        είναι κλειστό. 

Ορισμός 1.3.9: Μια ακολουθία (xn) στοιχείων ενός μετρικού χώρου (Χ,ρ) 

λέγεται βασική ή Cauchy αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0      ώστε για κάθε n, 

m     με n, m ≥ n0 ισχύει ρ(xn,xm) < ε . 

Σημείωση: Είναι εύκολο να δείξουμε ότι κάθε βασική ακολουθία με την 

συνήθη μετρική συγκλίνει σε κάποιο x   , μέσω του Θεωρήματος Bolzano-

Weierstrass. 

Ορισμός 1.3.10: Ένας μετρικός χώρος (Χ,ρ) λέγεται πλήρης  αν κάθε βασική 

ακολουθία του (Χ,ρ) είναι συγκλίνουσα. 

Ορισμός 1.3.11: Έστω (Χ,ρ) μετρικός χώρος. Μια συνάρτηση f :     

καλείται συνάρτηση συστολής, αν υπάρχει 0 < C < 1 ώστε ρ            

   ρ      για κάθε x, y   Χ. 

Ορισμός 1.3.12: Έστω     ρ  μετρικός χώρ ς και   ⊂    Μια  ικ γένεια 

   }     υπ συνόλων τ υ   καλείται κάλυμμα τ υ   αν   ⊂     i    ν 

επιπλέ ν για κάθε i    τ  Gi είναι αν ικτό  τ     }    λέγεται αν ικτό 

κάλυμμα  ενώ στην περίπτωση π υ τ  Ι είναι πεπερασμέν  τ     }    
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λέγεται πεπερασμέν  κάλυμμα   ν J⊂I ώστε  ⊂     i τ     }   λέγεται 

υπ κάλυμμα τ υ      }     για τ      

Ορισμός 1.3.13: Έστω    ρ  μετρικός χώρ ς και Κ⊂   Τ  Κ θα καλείται 

συμπαγές αν κάθε αν ικτό κάλυμμα τ υ Κ έχει πεπερασμέν  υπ κάλυμμα  

δηλαδή αν για κάθε  ικ γένεια    }   αν ικτών υπ συνόλων τ υ   με 

Κ⊂     i υπάρχ υν n     και i1,i2,...,in    ώστε Κ⊂   
   ik  Ειδικότερα αν 

Κ   τότε     θα καλείται συμπαγής μετρικός χώρ ς. 

 

1.4 Στοιχεία Συναρτησιακής  Ανάλυσης 

 

Ορισμός      :  Πραγματικός διανυσματικός χώρ ς  ή γραμμικός χώρ ς  

 ν μάζεται μια τριάδα         όπ υ   είναι ένα σύν λ     :   x     μια 

εσωτερική πράξη  πρόσθεση  και           μια εξωτερική πράξη 

 βαθμωτό γινόμεν   π υ ικαν π ι ύν τις ακόλ υθες ιδιότητες: 

i. (x+y)+z=x+(y+z  για κάθε x, y, z   , 

ii. x+y=y+x   για κάθε x, y   , 

iii. Υπάρχει ένα στ ιχεί    τ υ    π υ  ν μάζεται μηδενικό στ ιχεί   

ώστε x+0=0+x=x  για κάθε x   , 

iv. Για κάθε x    υπάρχει ένα στ ιχεί   x τ υ    π υ  ν μάζεται 

αντίθετ  τ υ x  ώστε         , 

v. λ x+y  λx λy   για κάθε x, y    και λ  , 

vi.  λ μ x λx μx   για κάθε x    και λ  μ   , 

vii. λ μx   λμ x   για κάθε x    και λ  μ   , 

viii. 1x=x   για κάθε x    . 

Ορισμός      : Μια διμελής σχέση   σε ένα μη κενό σύν λ  Ε καλείται 

μερική διάταξη στ  Ε αν είναι: 

i.  υτ παθής  δηλαδή x   x  για κάθε x   X,  

ii. Μεταβατική  δηλαδή αν x, y, z   E με x   y και y   z τότε x   z, 

iii.  ντισυμμετρική  δηλαδή αν x, y   E με x   y και y   x  τότε x = y. 

 ν   είναι μια μερική διάταξη σε ένα σύν λ  Ε  τότε    Ε     καλείται 

μερικά διατεταγμέν ς χώρ ς. 

Ορισμός      : Ένα υπ σύν λ  Τ ενός διανυσματικ ύ χώρ υ   λέγεται 

κυρτό αν για κάθε x, y   Τ και     λ     είναι λx+(1-λ y   Τ  

Ορισμός     4: Ένας χώρ ς με νόρμα          λέγεται χώρ ς Banach αν 

είναι πλήρης ως πρ ς τη μετρική π υ  ρίζει η νόρμα  
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Σημείωση: Με άλλα λόγια  ένας χώρ ς με νόρμα          λέγεται χώρ ς 

Banach αν κάθε ακ λ υθία Cauchy συγκλίνει σε ένα στ ιχεί  τ υ    

Ορισμός     5: Έστω   και Υ πραγματικ ί χώρ ι Banach και έστω U ένα 

αν ικτό υπ σύν λ  τ υ    Θα λέμε ότι η φ : U   Y είναι Fréchet 

διαφ ρίσιμη στ  u αν υπάρχει ένα           τέτ ι  ώστε: 

   
     

 φ      φ         

   
    

Ένα τέτ ι    θα καλείται Fréchet διαφ ρικό της φ στ  u και θα 

συμβ λίζεται με   Dφ u   Εάν η φ είναι Fréchet διαφ ρίσιμη σε κάθε u 

    θα λέμε ότι η φ είναι Fréchet διαφ ρίσιμη στ  U. Σε αυτήν την 

περίπτωση η απεικόνιση φ' :U         θα  ρίζεται ως φ' u)=Dφ u  και 

θα καλείται Fréchet διαφ ρικό της φ  

 

1.5   Αλγεβρική Εξίσωση Riccati 

 

Αξίζει να αναφερθούμε  στην Αλγεβρική Εξίσωση Riccati , η οποία παίζει 

ιδιαίτερο ρόλο στην μελέτη των προβλημάτων βέλτιστου ελέγχου και αποτελεί 

την αφετηρία για την εργασία μας. 

Η Αλγεβρική Εξίσωση Riccati είναι ένας τύπος μη γραμμικής εξίσωσης, η 

οποία προκύπτει στα προβλήματα βέλτιστου ελέγχου απείρου ορίζοντα σε 

συνεχή ή διακριτό χρόνο. 

Η Αλγεβρική Εξίσωση Riccati για συνεχή χρόνο είναι της μορφής: 

                    

όπου,   

          Χ :ένας άγνωστος n x n συμμετρικός πίνακας 

         A,B,Q,R: γνωστοί, πραγματικοί συντελεστές πινάκων. 

Αντίστοιχα η Αλγεβρική Εξίσωση Riccati για διακριτό χρόνο είναι της 

μορφής: 

                                     

όπου, 

           Χ: ένας άγνωστος n x n συμμετρικός πίνακας 
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           A,B,Q,R: γνωστοί, πραγματικοί συντελεστές πινάκων. 

Εμείς θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην Αλγεβρική Εξίσωση Riccati 

(AER) σε διακριτό χρόνο ,η οποία θα μας χρησιμεύσει και στην συνέχεια. 

 

Αλγεβρική Εξίσωση Riccati για διακριτό χρόνο 

Τ  πρόβλημα εύρεσης τ υ ελέγχ υ u για τ  γραμμικό σύστημα διακριτ ύ 

χρόν υ είναι: 

                   

   
   

       

όπ υ  : είναι ένας nxn πίνακας 

           : είναι ένας nxm πίνακας     π ί ς ελαχιστ π ιεί την τετραγωνική      

μ ρφή  

       
    

    
 
  

   

 
   

  
  

    

    
   

όπ υ, 

        S: είναι ένας m x n πίνακας 

        Q: είναι ένας n x n θετικά ημι ρισμέν ς πίνακας ή ερμιτιανός  

        R: είναι ένας m x m θετικά  ρισμέν ς πίνακας  

Η λύση u αυτ ύ τ υ πρ βλήματ ς μπ ρεί να δ θεί μέσω της μέγιστης 

ερμιτιανής λύσης της αλγεβρικής εξίσωσης Riccati διακριτ ύ χρόν υ  και 

δίνεται από τ ν παρακάτω τύπ : 

                                    . 

 

 

 

 

 



 
22 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 : ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

2.1 Η Μορφή των Συμμετρικών εξισώσεων Πινάκων  

Η μ ρφή των εξισώσεων πινάκων π υ θα μας απασχ λήσει είναι η : 

                                                 Μ                                         ( 2.1 ) 

όπ υ      είναι ένας τυχαί ς m x n  πίνακας, 

            Μ είναι ένας θετικά  ρισμέν ς  n x n πίνακας, 

και η   είναι μια συνάρτηση  ρισμένη στ  σύν λ  των n x n θετικά 

 ρισμένων πινάκων  η  π ία είναι συνήθως μη γραμμική   

Οι εξισώσεις αυτής της μ ρφής πρ κύπτ υν από την εξίσωση Riccati, η 

 π ία απ τέλεσε τ ν λόγ  μελέτης τ υς  Παρατηρ ύμε λ ιπόν  ότι εάν 

πάρ υμε την εξίσωση Riccati στην μ ρφή: 

                                                                             ( 2.2 ) 

η  π ία είναι ακριβώς η μέγιστη ερμιτιανή  λύση της αλγεβρικής εξίσωσης 

Riccati διακριτ ύ χρόν υ έχ ντας θέσει όπ υ S=0, τότε αυτή είναι της 

μ ρφής           

 υτό μπ ρ ύμε να τ  δ ύμε αντικαθιστώντας τ ν   με τ ν     
 

   τότε 

έχ υμε ότι:  

       Μ                     

        Μ         
 

         
 

  
 

     
 

   

  

     
 

  
 

   . 

 νάγ ντας στην περίπτωση όπ υ R=In     Ιn  είναι    n x n ταυτ τικός 

πίνακας  τότε έχ υμε τα εξής : 

                                    Μ       Ι              .                  (2.3) 

Υπό τ ν περι ρισμό  π υ έχ υμε θέσει  ότι   Μ είναι θετικά  ρισμέν ς  

τελικά η εξίσωση         είναι της μ ρφής          και η συνάρτηση   θα 

δίνεται από τ ν τύπ : 

                                          Ι            .                      ( 2.4 ) 

 υτό πρ κύπτει εύκ λα από την εξίσωση         ως εξής: 
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       Μ                               

                            Μ                                  

                          Μ                                 

                         Μ                           ,       

 

όμως  γνωρίζ υμε ότι             , επ μένως, 

           
          Μ    

                      

                  Μ                    

                        Μ                         

                       Μ                       

                                       Μ     

Παίρν ντας την       παρατηρ ύμε ότι: 

          Μ 

                                                      Μ     

                                Μ              . 

Επ μένως αφ ύ τα δεύτερα μέλη είναι ίσα θα είναι και τα πρώτα έτσι: 

                         . 

Πράγματι  λ ιπόν η αλγεβρική εξίσωση Riccati διακριτ ύ χρόν υ είναι της 

μ ρφής (2.1), δηλαδή της μ ρφής των συμμετρικών εξισώσεων πινάκων 

π υ μελετάμε  
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2.2 Η Εξίσωση F(X) =M         

Οι S.M. El-Sayed και  A.C.M Ran μελετώντας τις μη γραμμικές εξισώσεις 

πινάκων έκαναν την εξής παραδ χή  Θεωρώντας ότι στην εξίσωση 

          Μ ,                                     ( 2.1 ) 

 η συνάρτηση   είναι μ νότ νη, 

   πίνακας Μ      Μ   είναι θετικά  ρισμέν ς,  

 ρίζ υν τις λύσεις της       ως σταθερά σημεία της απεικόνισης                       

F(X) =M         .                                  (2 .4) 

Με αυτό τ ν τρόπ   μπ ρ ύμε να εφαρμόσ υμε Θεωρήματα Σταθερ ύ 

Σημεί υ για την μελέτη της ύπαρξης και της μ ναδικότητας της λύσης της 

(2.1) εξίσωσης  

 

2.3 Χρήσιμα Θεωρήματα Σταθερού Σημείου 

Στη συνέχεια θα μελετήσ υμε την ύπαρξη λύσεων της εξίσωσης,   

 

                                                             Μ ,                                        ( 2.1 ) 

 

για διαφ ρετικές συναρτήσεις    καθώς και την μ ναδικότητα των 

λύσεων αυτών  Πι  συγκεκριμένα θα ασχ ληθ ύμε μόν  με τις θετικά 

 ρισμένες λύσεις της εξίσωσης πινάκων:           Μ  και θα 

εξετάσ υμε την μ ναδικότητα τ υς  Οφείλ υμε να επισημάν υμε ότι  ι 

λύσεις της εξίσωσης  2.1  είναι τα σταθερά σημεία της συνάρτησης F(X) 

=M         . 

 

Θεώρημα 2.3.1.(Σταθερού Σημείου του Schauder)  

Εάν K ένα συμπαγές και κυρτό υπ σύν λ  ενός χώρ υ Banach   και 

φ:     μια συνεχής απεικόνιση  τότε υπάρχει        τέτ ι  ώστε 

φ        . 

Απόδειξη.  

Έστω   ένας χώρ ς Banach  Έστω δ θέν  ε > 0, παρατηρ ύμε ότι η 

 ικ γένεια αν ικτών συνόλων   ε(x) : x   S} είναι ένα αν ικτό κάλυμμα 

τ υ Κ  Επειδή τ  K είναι συμπαγές υπάρχει πεπερασμέν  υπ κάλυμμα  
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δηλαδή υπάρχ υν N σημεία ρ1,ρ2 ρ3,.   ρΝ τ υ Κ τέτ ια ώστε  ι σφαίρες 

 ε ρi  να καλύπτ υν όλ  τ  σύν λ  Κ   

Έστω Κ τ  κυρτό περίβλημα των ρ1,ρ2 ρ3,.   ρΝ  και Vε    Ν-1)-διάστατ ς 

χώρ ς π υ περιέχει αυτά τα σημεία έτσι ώστε Κε ⊂ Vε. 

Τώρα  ρίζ υμε μια πρ β λή πε    Vε τέτ ια ώστε:  π 
ε(x) πε(y    

       και  ρίζ υμε: 

fε   ε Κε , fε(x  πε(f(x)). 

 υτή είναι μια συνεχής συνάρτηση π υ  ρίζεται σε ένα συμπαγές και 

κυρτό σύν λ  Κε ενός πεπερασμέν υ διανυσματικ ύ χώρ υ Vε .  πό τ  

θεώρημα σταθερ ύ σημεί υ τ υ Brouwer, δεχόμαστε ότι fε(xε) = xε . 

 φ ύ τ  Κ είναι ακ λ υθιακά συμπαγές μπ ρ ύμε να βρ ύμε μια 

ακ λ υθία εκ   τέτ ια ώστε  xκ = xεκ , η  π ία να συγκλίνει σε κάπ ι  

σταθερό σημεί      Κ  

Ισχυριζόμαστε ότι f(         

Γνωρίζ υμε ότι:  fεκ(xκ) = xκ  τείνει στ     . 

Συν ψίζ ντας, χρειάζεται μόν  να δείξ υμε ότι fεκ(xκ) τείνει στ         ή 

ισ δύναμα ότι    εκ(xκ)         τείνει στ    . 

Γνωρίζ υμε ότι: 

   εκ(xκ)         =  π 
εκ(f(xκ)         

                                                              π 
εκ(f(xκ)    κ

   +      κ)         

                                                             εκ +      κ)        ,   

η  π ία τείνει στ     τ  :  π 
ε(x)      ε επειδή τ  x  Κ τ   π ί  

περιέχεται σε μια σφαίρα Bε με κέντρ  τ  Κε              

                                                          □                                                                                                                                                               

Παρατηρήσεις:  

1) Εμείς θα ασχ ληθ ύμε με σύν λα της μ ρφής [   ]  όπ υ τα       

ανήκ υν στ  σύν λ  H(n), των n x n ερμιτιανών πινάκων   υτά τα σύν λα 

τα θεωρ ύμε συμπαγή  Πράγματι είναι συμπαγή γιατί είναι κλειστά 

υπ σύν λα ενός πεπερασμέν υ χώρ υ με νόρμα   
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2) Όπως παρατηρ ύμε τ  Θεώρημα Σταθερ ύ Σημεί υ τ υ Schauder δεν 

μας εξασφαλίζει την μ ναδικότητα τ υ σταθερ ύ σημεί υ   

Ένα θεώρημα π υ  υπό συνθήκες μας εξασφαλίζει την μ ναδικότητα τ υ 

είναι τ  Θεώρημα σταθερ ύ σημεί υ τ υ  anach   τ   π ί  αναφέρ υμε 

παρακάτω. 

 

Θεώρημα 2.3.2.(Σταθερού Σημείου του Banach)  

Έστω     ένας πλήρης μετρικός χώρ ς  Τότε κάθε συνάρτηση συστ λής         

φ :     έχει μ ναδικό σταθερό σημεί   δηλαδή υπάρχει μ ναδικό x0    

ώστε φ x0)= x0 . 

Απόδειξη. 

H  φ είναι συστ λή  από τ ν  ρισμό έστω 0 < C <   τέτ ι  ώστε να ισχύει 

για την φ ότι: ρ φ x  φ y))   C ρ x,y), για κάθε x,y   X  Για n = 1,2,3,..... 

θεωρ ύμε την συνάρτηση φ      με  φ  φ   φ   φ       φ             
     έ 

 .  

 λλιώς η φ   ρίζεται αναδρ μικά ως εξής: 

φ  φ 

και                                                    φ    φ   φ   για           . 

Έστω ένα τυχαί  σημεί  x    . 

Ισχυριζόμαστε ότι η  φ     
   

 είναι ακ λ υθία Cauchy. 

Κατ' αρχήν με επαγωγή απ δεικνύεται ότι ρ φ     φ        

   ρ   φ     για κάθε n=1,2,... . Επ μένως  αν m, n φυσικ ί με m < n  τότε 

ρ φ     φ      ρ φ     φ         ρ φ       φ           

                                            ρ φ    φ      

                                         ρ   φ         ρ   φ           ρ   φ     

                                      ρ   φ                      

                                     ρ   φ       
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αφ ύ τ    < C < 1, η γεωμετρική σειρά     
     συγκλίνει στ   

 

   
 . 

Έστω  λ ιπόν ε > 0, επιλέγω n0     τέτ ι  ώστε ρ   φ     
   

   
 < ε    

Τότε για κάθε m > n ≥ n0 έχ υμε ότι : ρ φ     φ     < ε  Επ μένως η 

ακ λ υθία   φ     
   

 είναι Cauchy.  

Επίσης      είναι πλήρης μετρικός χώρ ς  άρα η  φ     
   

 ως Cauchy 

ακ λ υθία θα συγκλίνει σε κάπ ι  x0       

 κόμη  η συνάρτηση φ είναι Lipschitz με σταθερά C, άρα είναι συνεχής   

Συνεπώς  από  ρχή της Μεταφ ράς η ακ λ υθία φ  φ     
   

 , άρα από 

τ ν  ρισμό μας η συνάρτηση  φ             συγκλίνει στ  φ x0). Όμως  η 

 φ          , είναι υπακ λ υθία της  φ     
   

 και άρα συγκλίνει στ  

ίδι  όρι  με αυτήν  δηλαδή στ  x0   πό την μ ναδικότητα τ υ  ρί υ έπεται 

ότι φ x0)=x0, δηλαδή τ  σταθερό σημεί  της φ είναι τελικά τ  x0 .  

Για να δείξ υμε τώρα ότι είναι μ ναδικό τ  σταθερό σημεί   θα 

υπ θέσ υμε ότι υπάρχει και ένα δεύτερ  σταθερό σημεί   τ  y0   X, με x0 

 y0  ύτως ώστε φ y0)=y0  Τότε  ρ x0 ,y0   ρ φ x0   φ(y0))   C ρ x0,y0)  

και αφ ύ ρ x0,y0   >    καθώς x0 y0   έπεται ότι       άτ π . Άρα τ  

σταθερό σημεί  είναι μ ναδικό                                                                                                      

          □ 

Επίσης  μπ ρ ύμε να ελέγξ υμε εάν η απεικόνιση φ είναι συστ λή  

ελέγχ ντας την τιμή της π σότητας   φ      Εάν είναι   φ     <1, 

      , όπ υ U ένα αν ικτό υπ σύν λ  τ υ     τότε η φ είναι συστ λή  

 υτό πρ κύπτει από τ  παρακάτω θεώρημα         

Λήμμα 2.3.4. 

Έστω     Υ πραγματικ ί Banach χώρ ι και έστω U ένα αν ικτό υπ σύν λ  

τ υ    Έστω φ :     μια Frèchet  διαφ ρίσιμη συνάρτηση στ  U  Εάν u,v  

  U και είναι τέτ ια ώστε Lu,v ⊂ U  τότε 

 φ    φ    y              φ         x . 

Η φ είναι συστ λή στ ν U, εάν:   = Υ   φ :     και   φ    < 1,      . 
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Απόδειξη : 

Γνωρίζ υμε ότι:  φ    φ    y             φ         x (1). 

Επίσης    φ    < 1,      .  

 ν w   LU,V τότε αυτό ερμηνεύεται ως: w   LU,V ={              [   ]}. 

Θέλ υμε να καταλήξ υμε στ  ότι η φ είναι συστ λή  δηλαδή ότι: 

   <  <   τέτ ι  ώστε ρ φ x  φ y))   C ρ x,y   όμως από την  

(1) =>  φ    φ    y              φ         x <          ∣∣u-v∣∣x . 

Επ μένως  τ  C=          ∣∣u-v∣∣x  και η φ είναι συστ λή  

Θεώρημα 2.3.3. 

Έστω     Υ πραγματικ ί Banach χώρ ι και έστω U ένα αν ικτό υπ σύν λ  

τ υ    Έστω φ :     μια Frèchet  διαφ ρίσιμη συνάρτηση στ  U  Εάν u,v  

  U και είναι τέτ ια ώστε Lu,v ⊂ U  τότε 

  φ    φ                   φ             . 

□ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ Χ+  Φ(Χ)Α=Μ 

Σε αυτό τ  κεφάλαι  θα ασχ ληθ ύμε με την εξίσωση           Μ, 

στην πι  γενική της μ ρφή   ρχικά, θεωρ ύμε ότι η συνάρτηση    

 ρίζεται ως:   :   n)     q)  ή    :   n)       q), όπ υ όπως έχ υμε 

πρ αναφέρει τ    n  είναι  ικ γένεια θετικά  ρισμένων n x n πινάκων 

και τ     n   ικ γένεια αρνητικά  ρισμένων πινάκων  Η συνάρτηση   

δεν έχει κάπ ια συγκεκριμένη μ ρφή στ  κεφάλαι  αυτό  εκτός και αν 

αναφέρ υμε κάτι διαφ ρετικό. 

 

3.1 Ύπαρξη Λύσης της             

Σε αυτήν την παράγραφ  θα μελετήσ υμε τις συνθήκες υπό τις  π ίες 

υπάρχει λύση της           Μ (2.1). Για την μελέτη αυτή  θα 

χρησιμ π ιήσ υμε τ ν ισχυρισμό των S.M. El-Sayed και  A.C.M Ran, 

δηλαδή ότι  ι λύσεις (2.1) είναι τα σταθερά σημεία της απεικόνισης 

F(X)=Μ          . 

Έτσι  λ ιπόν βασιζόμεν ι στ  Θεώρημα Σταθερ ύ Σημεί υ τ υ Schauder 

θα μελετήσ υμε τελικά τις συνθήκες υπό τις  π ίες υπάρχει η λύση της 

(2.1) . 

Λήμμα 3.1.1. 

Έστω Μ     n),     Μ(q,n  και έστω  :   (n)    (q   μια συνεχής 

συνάρτηση στ  [  Μ]  

(1) Εάν η εξίσωση       έχει θετικά ημι ρισμένη λύση   , τότε    Μ και                 

         Μ , 

(2) Εάν          Μ , για κάθε     [  Μ]  τότε η       έχει λύση στ  

[  Μ]. 

Απόδειξη.  

 ς υπ θέσ υμε αρχικά  ότι η       έχει  μια λύση   ≥  , η   έχει εικόνες 

στ  σύν λ    (q   δηλαδή στ  σύν λ  των θετικά ημι ρισμένων q x q 

πινάκων  επ μένως      )≥    Όμως, αυτό σημαίνει ότι           ≥  , 

επ μένως από την      ,   +         Μ     Μ          . 

Όμως Μ          Μ   άρα     Μ . 

 φ ύ   ≥  , αυτό συνεπάγεται ότι: 
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0     Μ          Μ 

άρα                                                 Μ     Μ. 

Οπότε απ δείχθηκε ότι          Μ  π υ είναι τ      τ υ Λήμματ ς 

3.1.1. . 

Υπ θέτ υμε ότι          Μ,     [  Μ]  Τότε, 

     Μ           [  Μ] για    [  Μ] . 

Οπότε η F αντιστ ιχεί τ  [  Μ] στ  [  Μ], τ   π ί  είναι ένα κλειστό  

συμπαγές σύν λ   Επίσης  η F είναι συνεχής στ  [  Μ]  επειδή η   είναι 

και αυτή συνεχής στ  σύν λ  αυτό  Οπότε από τ  Θεώρημα Σταθερ ύ 

Σημεί υ τ υ Schauder πρ κύπτει ότι η F έχει ένα σταθερό σημεί  στ  

[  Μ]  Όπως  όμως έχ υμε πρ αναφέρει αυτό τ  σταθερό σημεί  είναι και 

λύση της (2.1), άρα   απ δείχθηκε τ      Λήμματ ς        .                           

                     □                                                                                                                                                

Πόρισμα  3.1.2. 

Έστω Μ     n       Μ(q,n  και έστω μια συνάρτηση    :   (n)    (q) , η 

 π ία είναι συνεχής και αύξ υσα, τέτ ια ώστε     Μ   Μ  Τότε η 

εξίσωση (2.1) έχει μια λύση στ  [  Μ]  Επίσης  κάθε θετικά ημι ρισμένη 

λύση της περιέχεται στ  [  Μ]   

Απόδειξη. 

 Η   είναι αύξ υσα και ισχύει ότι     Μ   Μ  τότε μπ ρ ύμε να π ύμε 

ότι: 

   Μ          Μ   

άρα  επειδή η   αύξ υσα     

            Μ   ,  

και από την συνθήκη τ υ Π ρίσματ ς 3.1.2 ισχύει ότι  

                 Μ   Μ. 

Άρα  τ  Λήμμα     1.(2) ικαν π ιείται και έτσι η       έχει λύση στ  [  Μ]      

                                                                                                                          □ 
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Παρατήρηση  3.1.3. 

Όπως έχ υμε αναφέρει  ι λύσεις της        είναι τα σταθερά σημεία της 

συνάρτησης      Μ         . Τ  Πόρισμα       λ ιπόν  έχει την εξής 

εφαρμ γή στην F: 0   Μ και η   είναι αύξ υσα, άρα 

                                                         Μ  

                                                          Μ   

           ≥      Μ   

                                                Μ          ≥ Μ      Μ   

                                                  ≥      

άρα η F είναι φθίν υσα . 

Οπότε υπό τις συνθήκες τ υ π ρίσματ ς  κάθε θετικά ημι ρισμένη λύση 

της       περιέχεται στ  [F(M),M].                           

                                                □ 

Στη συνέχεια  θα μελετήσ υμε  την περίπτωση όπ υ η      έχει αρνητικά 

 ρισμένες τιμές, δηλαδή  :  n)        και θα μελετήσ υμε τα 

συμπεράσματα στα  π ία καταλήγ υμε. 

Λήμμα  3.1.4. 

Έστω Μ      ,           και έστω                 μια συνεχής 

απεικόνιση στ  σύν λ         n  /   ≥ Μ}. 

(i) Εάν η       έχει θετικά ημι ρισμένη λύση     τότε   ≥ Μ  Για αυτό  κάθε    

θετικά ημι ρισμένη λύση της       είναι θετικά  ρισμένη. 

(ii) Εάν υπάρχει Ν ≥ Μ   τέτ ια ώστε  

Μ  Ν             , για όλα τα     [Μ Ν]              (3.1.1) 

τότε η       έχει λύση στ  [Μ Ν]  Επίσης  η         ικαν π ιείται για κάθε 

  ≥ Μ  Τότε όλες  ι θετικά ημι ρισμένες λύσεις της       περιέχ νται στ  

[Μ Ν]    
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Απόδειξη. 

(i  Θέλ υμε να δείξ υμε ότι εάν η       έχει θετικά ημι ρισμένη λύση    , 

τότε   ≥ Μ      Μ ≥    άρα κάθε θετικά ημι ρισμένη λύση της είναι 

θετικά  ρισμένη  

 υτό πρ κύπτει από τ  ότι η          αφ ύ έχει αρνητικά  ρισμένες 

τιμές  και 

            Μ     Μ           

π υ αυτή η π σότητα είναι θετική  άρα κάθε θετικά ημι ρισμένη λύση της 

(2.1), όπως η      είναι θετικά  ρισμένη  

(ii) Υπ θέτ υμε ότι υπάρχει πίνακας Ν ≥ Μ  τέτ ι ς ώστε η         να 

διατηρείται  

Έστω     [Μ Ν]  Τότε, 

Μ  Ν             

            Ν  Μ 

                                               Μ  Μ               Ν 

                                               Μ       Ν  

Καταλήγ υμε  λ ιπόν στ  συμπέρασμα ότι η F αντιστ ιχεί τ  [Μ Ν] στ ν 

εαυτό τ υ και η F είναι συνεχής σε αυτό τ  σύν λ   Επ μένως, έχει ένα  

σταθερό σημεί  στ  [Μ Ν]  Όμως  τ  σταθερό σημεί  της F είναι λύση της 

(2.1). Άρα η       έχει λύση στ  [Μ Ν]  

Επιπλέ ν  υπ θέτ υμε ότι η         διατηρείται για όλα τα   ≥ Μ και έστω 

  ≥   μια λύση της        Τότε: 

   Μ           Μ   Μ  Ν  Ν 

άρα       Ν. Όμως  γνωρίζ υμε ότι η     ≥ Μ  Τελικά  λ ιπόν η     [Μ Ν]  

Έτσι η απόδειξη  λ κληρώθηκε                                                                  

      □ 

 

Όπως έχ υμε αναφέρει, η μελέτη μας είναι άρρηκτα δεμένη με την 

συνάρτηση                  Η παρακάτω συνέπεια θα μας συνδέσει 

τ  Λήμμα      . με την συνάρτηση αυτή. 
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Συνέπεια  3.1.5. 

Έστω Μ     n        Μ(q,n  και  :              μια συνεχής και 

αύξ υσα συνάρτηση  Τότε η       έχει μια λύση στ  [Μ F(M ] και κάθε 

θετικά ημι ρισμένη λύση της       περιέχεται στ  σύν λ  αυτό   

 

Απόδειξη.  

 φ ύ η   είναι αύξ υσα συνάρτηση στ  σύν λ     (q), η F θα είναι 

φθίν υσα   υτό τ  απ δείξαμε και στην Συνέπεια      .. Επ μένως  

λαμβάν ντας υπόψη ότι   ≥ Μ, θα ισχύει ότι  

                                           

για όλα τα  ≥ Μ   Όμως η       (q),  πότε και η 

Μ          Μ      . 

Παρατηρ ύμε  λ ιπόν ότι υπ θέτ ντας ότι Ν F(M) ικαν π ιείται τ   ii) 

τ υ Λήμματ ς      ..                                                                                                 □ 

 

Παρατήρηση  3.1.6. 

Όπως είδαμε πρ ηγ υμένως  όταν η συνάρτηση   είναι αύξ υσα  η 

συνάρτηση F    Μ          είναι φθίν υσα  Ομ ίως  μπ ρ ύμε να 

δείξ υμε ότι όταν η   είναι φθίν υσα  η F θα είναι αύξ υσα   υτό γίνεται 

ως εξής: 

Έστω       (n)    (q  φθίν υσα και συνεχής συνάρτηση  τότε η 

F(X) Μ          απ δεικνύεται ότι είναι φθίν υσα ως εξής, τ   ≥ Μ 

     ≥   Μ  

                                                           ≥     Μ   

                                  Μ   

                                                   Μ          Μ      Μ   

                                                               

Επ μένως, η F είναι πράγματι αύξ υσα  Συμπεραίν υμε  λ ιπόν ότι όταν η 

μια από τις δύ  συναρτήσεις F και     έχει ένα είδ ς μ ν τ νίας  η άλλη θα 

έχει τ  αντίθετ  εξ  ρισμ ύ τ υς  
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Πόρισμα  3.1.7. 

Έστω Μ           Μ      και έστω   :   (n)          είναι συνεχής και 

φθίν υσα συνάρτηση  τέτ ια ώστε να υπάρχει   0 >    τ   π ί  να 

ικαν π ιεί την F(  0)    0. Η εξίσωση       έχει μια λύση στ  [Μ     0]. 

Επίσης  η ακ λ υθία  Fk(M)}
∞

   
 αυξάνεται στην μικρότερη λύση της 

       ενώ η ακ λ υθία {Fk(  0)}
∞

   
 μειώνεται στην μεγαλύτερη λύση 

της        εντός τ υ συνόλ υ [Μ    0].  

Απόδειξη. 

  πό τ  Λήμμα       και την Συνέπεια     5 απ δεικνύεται η ύπαρξη λύσης 

εντός τ υ [Μ    0]  Επ μένως  θέλ υμε να απ δείξ υμε τ  δεύτερ  τμήμα  

Επειδή η           , για κάθε   ≥    θα ισχύει ότι F(X) ≥  , για κάθε   

≥    Εάν θέσ υμε  =  0  τότε Μ      0)    0.  φ ύ η   είναι φθίν υσα  η 

F θα είναι αύξ υσα (Παρατήρηση     6),  πότε θα ισχύει ότι: αν 

Μ      0 

  Μ                0)    0 . 

Εφαρμόζ ντας επαναλαμβανόμενα την F βλέπ υμε ότι η ακ λ υθία 

{Fk(M)}
∞

   
 είναι αύξ υσα και φράζεται από ένα άνω όρι  Fk(  0   για 

 π ιαδήπ τε τιμή τ υ k  ενώ η  Fk(  0)}
∞

   
 φθίν υσα και φράζεται από 

ένα κάτω όρι  Fl(  0   για  π ιαδήπ τε τιμή τ υ l  Και  ι δύ  όμως 

συγκλίν υν σε ένα θετικά  ρισμέν  όρι   Συμβ λίζω με  _  τ  όρι  της 

Fk(M)}
∞

   
 και με  +, τ  όρι  της  Fk(  0)}

∞
   

 . Έστω ότι η   είναι λύση 

της        τότε Μ       και εφαρμόζ ντας επαναλαμβανόμενα την F 

καταλήγ υμε ότι  _     Εάν    [Μ   0]  τότε επαναλαμβάν ντας την F 

καταλήγ υμε ότι      + .  

                                                                                                                                       □ 
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3.2 Εφαρμογή του Λήμματος σε Εξισώσεις 

Εφαρμογή 1. 

Έστω Μ = Ιn και          με   < α      υτή η συνάρτηση είναι 

συνεχής και αύξ υσα  Υπ θέτ υμε ότι η    <    τότε όπως ήδη 

γνωρίζ υμε αυτό ισ δυναμεί με την ανίσωση    <   ,  επειδή η     είναι 

η φασματική νόρμα  Επ μένως  

    Ιn            <    , 

από τ  Πόρισμα       . η εξίσωση       έχει μια λύση στ  διάστημα [  Ιn]. 

Επιπλέ ν  από την ανίσωση  

F(In) > 0 

 Μ      Ι   >   

                                                     Μ     >   

π υ ισχύει  άρα από την Παρατήρηση      . πρ κύπτει ότι κάθε θετικά 

ημι ρισμένη λύση της       είναι τελικά θετικά  ρισμένη  

Εφαρμογή 2. 

Στη συνέχεια παραθέτ υμε μια εφαρμ γή αυτ ύ τ υ λήμματ ς για την 

συνάρτηση           με α >    

Έστω Μ Ιn και            με α > 1  Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής 

στ  σύν λ          / ≥ Ι } και  ρίζεται στ    n  και όχι σε  λόκληρ  

τ    (n). 

Επιπλέ ν  ικαν π ιεί την ανίσωση          πράγματι: 

για Μ Ιn, Ν Ιn+    αντικαθιστώντας στην         έχ υμε ότι: 

Ι   Ι                 

                                                         

                                                    , 

π υ ισχύει αφ ύ :  Ι      <     για όλα τα    ≥ Ιn. 

Επ μένως  εφαρμόζ ντας τ  Λήμμα        παρατηρ ύμε ότι: υπάρχει 

Ν Ιn+   ≥ Μ  Ι , τέτ ι  ώστε: Μ Ν               για κάθε     

[Μ Ν]  
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Άρα από τ  λήμμα αφ ύ η  Ι      <     ικαν π ιείται για όλα τα    ≥

 Ιn, τότε όλες  ι θετικά  ρισμένες λύσεις της       περιέχ νται στ  [Μ Ν]  

Στη συνέχεια  εφαρμόζ ντας τ  Θεώρημα Σταθερ ύ Σημεί υ τ υ Schauder 

συμπεραίν υμε ότι η F(X)             , έχει σταθερό σημεί  στ  

διάστημα [Ιn, In+   ].  

Να παρατηρήσ υμε εδώ ότι η             με α  > 1, δεν  ρίζεται σε όλ  

τ        αλλά μόν  στ    n   δηλαδή έχει μόν  θετικά  ρισμένες και όχι 

θετικά ημι ρισμένες λύσεις  όπως απαιτεί τ  Λήμμα        κάτι όμως, π υ 

δεν μας επηρεάζει στην εφαρμ γή τ υ                                                                   

□ 

3.3 Μελέτη της Μοναδικότητας της  Λύσης της             

  Όπως γνωρίζ υμε για την μελέτη των λύσεων της εξίσωσης       είναι 

σκόπιμ  να μελετ ύμε τα σταθερά σημεία της συνάρτησης F. 

 ξι π ιώντας  λ ιπόν τ  Θεώρημα Σταθερ ύ Σημεί υ τ υ Banach για την 

F  μπ ρ ύμε να μελετήσ υμε την μ ναδικότητα των σταθερών σημείων 

της και κατ' επέκταση των λύσεων της        Εδώ είναι χρήσιμ  να 

παρατηρήσ υμε ότι  για να εφαρμόσ υμε τ  Θεώρημα τ υ Banach θα 

πρέπει η F να είναι συστ λή και αν τ  Θεώρημα ισχύει  τότε τ  σταθερό 

σημεί  της είναι μ ναδικό  άρα και η λύση της          

Σε αυτό τ  σημεί  υπενθυμίζ υμε ότι Κ n  είναι ένα κλειστό διάστημα τ υ 

        όχι απαραίτητα φραγμέν   Επίσης  θεωρώ ΜK(n) >   τέτ ι  ώστε να 

ισχύει η ανίσωση: 

             K(n)     , για    Υ   Κ n)            (3.3.1) 

η  π ία  ρίζει την F συστ λή  

Λήμμα  3.3.1. 

Έστω ότι   Μ              Μ      και έστω   :   (n)        μια 

συνεχής συνάρτηση  Θεωρ ύμε ότι η       έχει λύση στ  διάστημα Κ n). 

Εάν η ανίσωση ΜK(n)     
 <   διατηρείται  τότε η λύση αυτή είναι η 

μ ναδική λύση στ  Κ n). 

Απόδειξη. 

Υπ θέτ υμε ότι  ι  1   2 είναι λύσεις της       στ  διάστημα Κ n), με 

 1  2. Τότε θα επαληθεύ υν  την        επ μένως: 

 1    2       1)    2))  
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άρα  

                     
1)    2)     

όμως  η συνάρτηση   είναι συστ λή  άρα από την ανίσωση         ισχύει 

ότι : 

    
1  2

                    
1  2

   . 

Άτ π   καθώς ισχύει ότι ΜK(n)     
 <    άρα  1  2 και επ μένως  

απ δείχθηκε ότι η λύση είναι μ ναδική        

                                                                                                                             □                                                                                                                                                                                                                        

Στ  επόμεν  Λήμμα  θα απ δείξ υμε ότι εάν η   απεικ νίζει τ  Κ n  στ ν 

εαυτό τ υ, τότε η συνθήκη ΜK(n)     
 <   είναι επαρκής για την ύπαρξη 

λύσης  

Λήμμα  3.3.2. 

Έστω Μ     n),     M(q,n  και έστω                  συνεχής 

συνάρτηση  Εάν η F απεικ νίζει τ  Κ n  στ ν εαυτό τ υ και ΜK(n)     
 <

 , τότε η εξίσωση       έχει μ ναδική λύση     στ  Κ n  και  

               για όλα τα    Κ                        (3.3.2) 

Απόδειξη.  

 Έστω ότι  ι    Υ ≥   , τότε  χρησιμ π ιώντας την          έχ υμε ότι: 

                              

                                                                               

                                                                K(n)           

Άρα η συνθήκη ΜK(n)     
 <   συνεπάγεται ότι η F είναι συστ λή στ  

K(n      π ί ς είναι πλήρης μετρικός χώρ ς  Οπότε από τ  Θεώρημα 

Σταθερ ύ Σημεί υ τ υ Banach καταλήγ υμε στ  συμπέρασμα ότι η F έχει 

μ ναδικό σταθερό σημεί     στ  K(n  και ότι η         διατηρείται                                   

□                                                                                                                          
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3.4 Παρατηρήσεις επί των Λημμάτων 

 

Στην παράγραφ      μελετήσαμε συγκεκριμένα τις περιπτώσεις όπ υ η   

είναι αύξ υσα ή φθίν υσα σε σχέση με την ύπαρξη λύσης σε συγκεκριμένα 

διαστήματα  Επ μένως  εφαρμόζ ντας τ  Λήμμα      , για κάθε 

περίπτωση ξεχωριστά μπ ρ ύμε να καταλήξ υμε σε ενδιαφέρ υσες 

παρατηρήσεις  

Ι   Εάν η    ρίζεται ως:                και είναι αύξ υσα  τότε από τ  

Λήμμα 3.1.1 υπό την συνθήκη ότι     Μ   Μ , τ  σύν λ  Κ n  [  Μ]. 

Επίσης από τ  Πόρισμα       γνωρίζ υμε ότι κάθε θετικά ημι ρισμένη 

λύση περιέχεται στ  [  Μ]   πότε εάν η           Μ έχει μ ναδική 

λύση στ  [  Μ]  θα έχει και στ         

ΙΙ   Εάν η    ρίζεται ως:                 και είναι αύξ υσα  τότε τ  

σύν λ  K(n  είναι Κ n)        ή Κ n) = [Μ  F(M ]  Επίσης από τ  

Πόρισμα     5 γνωρίζ υμε ότι κάθε θετικά ημι ρισμένη λύση περιέχεται 

στ  [Μ  F(M)]   πότε εάν η           Μ έχει μ ναδική λύση στ  [Μ  

F(M)]  θα έχει κατ' επέκταση μ ναδική λύση και στ         αφ ύ [Μ  

F(M ] ⊂       . 
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3.5 Θεώρημα Σταθερού Σημείου για Μερικώς Διατεταγμένα Σύνολα   και 

Εφαρμογές 

 

Στις πρ ηγ ύμενες παραγράφ υς και ιδιαίτερα στην Παράγραφ  3.3, 

θεωρ ύσαμε ότι η συνάρτηση F είναι υπό συγκεκριμένες συνθήκες 

συστ λή  Έτσι μπ ρ ύσαμε να εφαρμόσ υμε τ  Θεώρημα Banach στ ν 

πλήρη μετρικό χώρ  Κ n  για την συνάρτηση συστ λής F. Επίσης  

καταλήξαμε σε μια συνθήκη η  π ία μας εξασφαλίζει την μ ναδικότητα 

της λύσης της        η  π ία είναι: ΜK(n)     
 <  , όπ υ ΜK(n) είναι   

συντελεστής της συστ λής  

Σε αυτήν την παράγραφ  θα μελετήσ υμε μια διαφ ρετική συνθήκη 

μ ναδικότητας για διάφ ρες μ ρφές της  , όμως πλέ ν θα αναφερόμαστε 

σε μερικώς διατεταγμένα σύν λα  Για να επιτευχθεί αυτό θα 

ακ λ υθήσ υμε  ένα νέ  Θεώρημα Σταθερ ύ Σημεί υ  τ   π ί  θα 

απ δείξ υμε παρακάτω  

 

Θεώρημα 3.5.1, ( Σταθερού Σημείου)  

Έστω A ένα μερικώς διατεταγμέν  σύν λ  και έστω ρ μια μετρική στ  A 

τέτ ια ώστε  A, ρ  να είναι ένας πλήρης μετρικός χώρ ς  Εάν η   είναι μια 

συνεχής  μ νότ νη συνάρτηση  όπ υ  :    τέτ ια ώστε  

        ρ         ))   ρ      ,                    (3.5.1) 

για όλα τα x,y    με x   y και αν  

  x0     x0     x0  ή x0≥   x0) ,                       (3.5.2) 

τότε η   έχει ένα μ ναδικό σταθερό σημεί   Επίσης  για κάθε x   A έχ υμε 

ότι η ακ λ υθία       }
∞

   
 συγκλίνει στ  μ ναδικό σταθερό σημεί  

της. 

Απόδειξη. 

Έστω ένα x0    τέτ ι  ώστε x0    x0  ή x0 ≥   x0)  Επειδή η   είναι 

μ νότ νη θα ισχύει επίσης ότι:   (x0)      (x0  ή ότι    (x0) ≥

    (x0  για k = 0,1,2,3,... . 

Επ μένως από την συνθήκη         έχ υμε ότι: 

         ρ     (x0 ),    x0 ) )    ρ   (x0),    (x0)) . 
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Επαγωγικά  λ ιπόν μας δίνει την εξής ανίσωση, 

ρ     (x0),    x0 ))     ρ  (x0), x0) . 

 κ λ υθώντας  λ ιπόν την απόδειξη τ υ Θεωρήματ ς Σταθερ ύ Σημεί υ 

τ υ Banach θα απ δείξ υμε ότι η ακ λ υθία       }
∞

   
 είναι Cauchy .  

Έστω k < l  τότε, 

ρ   (x0),    x0 ))  ρ    
     (x0 ),    (x0)) 

                                                                            ρ   x0), x0) 

                                                                   
        

   
  ρ   x0), x0) , 

δηλαδή  τελικά       ρ   (x0),    x0 ))     
        

   
  ρ   x0), x0). 

Επ μένως η ακ λ υθία        }
∞

   
 είναι πράγματι Cauchy. 

Επιπλέ ν   χώρ ς (A ρ  είναι πλήρης  άρα εξ  ρισμ ύ κάθε Cauchy 

 βασική  ακ λ υθία είναι συγκλίν υσα  επ μένως :         (x0) =   , για 

κάπ ι            

Όμως η   είναι  από υπόθεση  συνεχής συνάρτηση   πότε: 

             =    άρα  τ     είναι σταθερό σημεί  της    

 π δείξαμε ότι τ     είναι σταθερό σημεί  της    θέλ υμε να δείξ υμε ότι 

είναι και μ ναδικό   ν δείξ υμε ότι τ          (x)=   , για κάθε x     

τότε τ     θα είναι μ ναδικό σταθερό σημεί  της  . 

Για  x   x0 και x ≥ x0  είναι πρ φανές ότι ισχύει διότι και στις δυ  

περιπτώσεις 

  (x)    (x0  ή    (x) ≥   (x0) . 

 πό την         έχ υμε ότι: ρ         (x0))    ρ x,x0)  . 

To δεξί μέρ ς της παραπάνω ανίσωσης τείνει στ    αν τ  k τείνει στ  ∞, 

επ μένως,                     (x0) =    .   

    

Εντέλει  έστω ένα τυχαί  x    και έστω x1, x2    τέτ ια ώστε x, x0   [x1 

,x2]. 

Επειδή  x1   x    x2 από την μ ν τ νία της   πρ κύπτει ότι: 

  (x1) ≥   (x) ≥   (x2)  (3.5.a) ή      (x1)    (x)    (x2)     (3.5.b) 
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και επειδή x1   x0    x2  έχ υμε ότι: 

        (x1) =         (x2) =                       (3.5.c) 

Συνδυάζ ντας τις      a) , (3.5.b) , (3.5.c  καταλήγ υμε στ  εξής 

συμπέρασμα: 

   
   

          

κάτι π υ απ δεικνύει ότι είναι μ ναδικό σταθερό σημεί  τ     και 

 λ κληρώνει την απόδειξη μας.                                                                                                                

□ 

Στη συνέχεια θεωρ ύμε ότι η συνάρτηση   : M(n)       είναι της 

μ ρφής, 

                             }  

όπ υ                   Επ μένως την εξίσωση       μπ ρ ύμε να την 

γράψ υμε στην μ ρφή: 

                                        
  

            .                                                (3.5.3) 

Παρατήρηση: 

Για να μελετήσ υμε την         με την β ήθεια τ υ Θεωρήματ ς         θα 

 ρίσ υμε δύ  συνθήκες για την      .  

  ρχικά θεωρ ύμε ότι           κατά αυτόν τ ν τρόπ  η         

γίνεται γραμμική εξίσωση πινάκων  π υ είναι και τ  αντικείμεν  

μελέτης μας  

  Κατά δεύτερ ν  θεωρ ύμε ότι η    και ακ λ ύθως η    είναι 

μ νότ νη συνάρτηση  αύξ υσα ή φθίν υσα  Έτσι εξασφαλίζ υμε 

την συνθήκη π υ αναφέρει τ  Θεώρημα          

   Στη συνέχεια θα δ ύμε την εφαρμ γή τ υ Θεωρήματ ς         σε 

γραμμικές εξισώσεις και θα καταλήξ υμε σε ενδιαφέρ ντα συμπεράσματα 

π υ αφ ρ ύν την ύπαρξη μ ναδικής λύσης της          

 

Εφαρμογή για    (Χ)= Χ (Γραμμικές Εξισώσεις Πινάκων) 

Οι γραμμικές εξισώσεις με τις  π ίες θα ασχ ληθ ύμε είναι της μ ρφής: 

    
         

                                                 (3.5.4) 
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και 

    
1  1     

m  m                                              (3.5.5) 

όπ υ Μ     n  και  1  2      m   Μ   . 

Όπως πρ αναφέραμε ενδιαφερόμαστε για την μελέτη ύπαρξης μ ναδικής 

λύσης των παραπάνω γραμμικών εξισώσεων  Η μελέτη αυτή θα γίνει με 

την β ήθεια τ υ Θεωρήματ ς          Καθώς ασχ λ ύμαστε με ένα 

Θεώρημα Σταθερ ύ σημεί υ  σε αυτό τ  σημεί  πρέπει να  ρίσ υμε τις 

συναρτήσεις F π υ  ι λύσεις των         και         είναι τα σταθερά 

σημεία αυτών  Υπενθυμίζ υμε ότι    ρισμός αυτών των συναρτήσεων 

βασίζεται στ ν ισχυρισμό των S.M. El-Sayed και  A.C.M Ran     π ί ς 

αναφέρεται αναλυτικά στην παράγραφ      . 

Οι συναρτήσεις αυτές είναι αντίστ ιχα: 

F+(X)=M    
  

                                              (3.5.6) 

και 

 -(X)=Μ    
  

       .                                                            (3.5.7) 

Οι συναρτήσεις αυτές αντιστ ιχ ύν τ  Η n  στ ν εαυτό τ υ και είναι και 

 ι δύ  μ νότ νες και συνεχείς, πι  συγκεκριμένα η F+ είναι αύξ υσα ενώ η 

F_ φθίν υσα συνάρτηση  

Στ  σημεί  αυτό μπ ρ ύμε να δ ύμε ότι  ι περισσότερες συνθήκες τ υ 

Θεωρήματ ς         π υ χαρακτηρίζ υν την συνάρτηση    στη θέση της 

  τ υ Θεωρήματ ς τ π θετ ύμε τις F+  και  F_  ικαν π ι ύνται   

 Επιπλέ ν τ  σύν λ  Η n  είναι μερικά διατεταγμέν  σύν λ  και 

εφ διασμέν  με νόρμα απ τελεί έναν πλήρη μετρικό χώρ   

 Όσ ν αφ ρά την συνθήκη         παρατηρ ύμε ότι ικαν π ιείται, 

καθώς για x0=0, η F+    Μ >   και F_    Μ > 0.  Υπενθυμίζ υμε 

την συνθήκη (3.5.2) η  π ία είναι ότι πρέπει να    x0     x0   

  x0  ή x0≥   x0) ).  

Μας μένει  λ ιπόν να ικαν π ιήσ υμε την συνθήκη    5.1) 

 υπενθυμίζ υμε την συνθήκη (3.5.1) π υ είναι η:         

ρ         ))   ρ     ). Πρέπει  επ μένως να παράγ υμε κατάλληλες 

συνθήκες για τις F+ , F_ ,  ύτως ώστε να ισχύει η           

 

 



 
43 

Μετρικός  ώρ ς 

 ρχικά  πρέπει να  ρίσ υμε π ι ς είναι   μετρικός μας χώρ ς  Θα 

χρησιμ π ιήσ υμε  λ ιπόν την νόρμα     1,M η  π ία  ρίζεται ως  

    1,M    
 

   
 

  1 , όπ υ     1 είναι η trace norm τ υ    Υπενθυμίζ υμε 

ότι η trace norm είναι η :    1  σ 
   j (    όπ υ σ1        σn    είναι  ι 

χαρακτηριστικές τιμές τ υ πίνακα    Σημειών υμε πως αν πρόκειται για 

καν νικό πίνακα  ι χαρακτηριστικές τιμές τ υ είναι η απόλυτη τιμή των 

ιδι τιμών τ υ  Επ μένως   μετρικός μας χώρ ς θα είναι    Η n),      Μ) .  

 φ ύ  ρίσαμε τις συνθήκες μας για τις F+ , F_  και τ ν μετρικό μας χώρ   

θα απ δείξ υμε ένα σημαντικό θεώρημα για την εφαρμ γή μας  Πρώτα 

όμως  θα αναφερθ ύμε σε  ένα λήμμα π υ θα μας φανεί χρήσιμ  στην 

απόδειξη τ υ θεωρήματός μας  

Λήμμα  3.5.8. 

Έστω  ≥  και  ≥  πίνακες π υ ανήκ υν στ  σύν λ  Μ n  των 

μιγαδικών πινάκων  Τότε                   . 

Απόδειξη. 

Γνωρίζ υμε ότι  ι ιδι τιμές τ υ γιν μέν υ δύ  θετικά ημι ρισμένων 

πινάκων είναι μη αρνητικό  Πι  συγκεκριμένα tr(AB) ≥    Επίσης  

γνωρίζ υμε ότι      Ιn . 

Επ μένως έχ υμε ότι: 

0              

                                                                     

                                                                         

κάτι π υ  λ κληρώνει την απόδειξή μας                                                                                        

                                                                                                                             □ 

 

Παράδειγμα 1: 

Έστω  ι πίνακες    
    

     
    

  και    
   
   

    
  . 
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Τότε παρατηρ ύμε ότι:  

AB  
     
  6

     
  και tr(AB)=2, tr(B    και    = 3.4142 . 

 Άρα πράγματι                    

  

Παράδειγμα 2: 

Έστω  ι πίνακες Κ  
   
  

  και   Λ  
  

   
    Τότε παρατηρ ύμε ότι: 

ΚΛ  
  
  

  και tr(KΛ     ενώ tr Λ     Επίσης           . 

Άρα           Λ   Κ       Λ . 

 

Θεώρημα  3.5.9. 

Έστω Μ       και  1,..   m  Μ    τέτ ι ι ώστε να υπάρχει Μ        

π υ να ικαν π ιεί την ανίσωση Μ     
 
   Μ   

 
 >  . Τότε  ι F+ και F_  

έχ υν μ ναδικό σταθερό σημεί  στ ν Η n   Επίσης  για κάθε     Η n) 

έχ υμε ότι η ακ λ υθία { F
 
 

   }
 

   
 συγκλίνει στην μ ναδική ερμιτιανή 

λύση της          ενώ η ακ λ υθία   F
 
 

   }
 

   
 συγκλίνει στην μ ναδική 

ερμιτιανή λύση της          

Απόδειξη: 

Θα απ δείξ υμε τ  Θεώρημα μόν  για την F+ , καθώς για την F_   είναι τ  

ίδι   

Πρώτα από όλα παρατηρ ύμε ότι η: Μ     
   jΜ   

j >   είναι ισ δύναμη 

με την  Μ  
 

   
   j    

j  
 

 

  <  n  επ μένως   Μ  
 

   
 
       

    
 

  <   . 

Θα δείξ υμε ότι η         ικαν π ιείται για την μετρική π υ επάγεται από 

την νόρμα          , με c =   Μ  
 

   
 
       

    
 

   .  

Έστω     Υ  Η    τέτ ι  ώστε     Υ . Τότε, 

                      =    
 

   +(Y)  +(X))  
 

    1     
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   j (      j   

 

   

Γνωρίζ υμε ότι η συνάρτηση ίχν υς ενός πίνακα είναι γραμμική 

συνάρτηση και από ιδιότητες ίχν υς ότι tr(AB)=tr(BA  για τυχαί υς n x n 

πίνακες  Άρα τ   παραπάνω είναι ίσ  με 

                                               
 

    
   j(     j  

 

   

                                     =        
 

    
   j(     j  

 

    

                                     =       
   j     

 (Y X)). 

Επίσης μπ ρ ύμε να τ  γράψ υμε ως: 

                                                    
   j    

  (Y X)) =  

                                             Μ 
 

  Μ  
 

    
   j       

 
  Μ 

 
 

  Μ 
 

   (Y X) ) 

                                 Μ  
 

    
   j     

 
  Μ 

 
 

   Μ 
 

   (Y X) Μ 
 

     ) 

                                      Μ  
 

    
   j       

 
  Μ 

 
 

   Μ 
 

   (Y X) Μ 
 

     ) ). 

 πό τ  Λήμμα     8 πρ κύπτει ότι: 

                                       Μ  
 

     
   j      

 
  Μ 

 
 

   Μ 
 

   (Y - X) Μ 
 

     ) ) 

                                Μ  
 

          
    

   Μ  
 

   Μ 
 

         Μ 
 

  1  

                            =     Μ  
 

          
     

 Μ  
 

               . 

 υτό δείχνει ότι: 

   
+(Y)   -

             Μ  
 

         
  

   Μ  
 

               Ήδη όμως έχ υμε 

δείξει ότι :   Μ  
 

         
   

   Μ  
 

  <   . 

Επ μένως η συνθήκη         επαληθεύεται                                        

Ομ ίως  μπ ρ ύμε να απ δείξ υμε ότι ισχύει και για την F-.                              

□ 
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Μια χρήσιμη συνέπεια  τ υ Θεωρήματ ς        είναι η παρακάτω  στην 

 π ία συμπεραίν υμε ότι  τ  σταθερό σημεί  είναι θετικά  ρισμέν   

 

Συνέπεια  3.5.10. 

Έστω Μ     n  και  1  2      m   Μ n  τέτ ι  ώστε να υπάρχει Μ     n) 

π υ να ικαν π ιεί την ανίσωση        
   j     

j > 0. Τότε η F+ έχει ένα 

μ ναδικό ερμιτιανό σταθερό σημεί   τ   π ί  είναι θετικά  ρισμέν   

Επίσης  για κάθε πίνακα   έχ υμε ότι η ακ λ υθία    
+}

 
   

  συγκλίνει 

στη μ ναδική ερμιτιανή λύση της εξίσωσης (3.5.4).  

Απόδειξη. 

Η απόδειξη πρ κύπτει εύκ λα από τ  πρ ηγ ύμεν  θεώρημα  όπ υ 

δείξαμε ότι η F+ έχει μ ναδικό σταθερό σημεί  στ ν Η n   Όμως η F+ : 

           , άρα έχει μ ναδικό σταθερό σημεί  στ ν        Επίσης  αν    

τ  σταθερό  τότε    ≥ Μ και επ μένως είναι θετικά  ρισμέν   Έτσι 

 λ κληρώνεται η απόδειξη                                                                      

□ 

Στη συνέχεια  παρατηρ ύμε ότι εάν θεωρήσ υμε ότι F-(M  >   και 

συνδυάσ υμε τ  Θεώρημα         με την Συνέπεια         καταλήγ υμε 

στ  παρακάτω συμπέρασμα  

Συνέπεια  3.5.11. 

Έστω Μ       και  1  2     m       τέτ ι  ώστε να υπάρχει Μ       π υ 

να ικαν π ιεί την ανίσωση Μ     
   j     

  >   και υπ θέτω ότι η F-(M) > 

  διατηρείται  Τότε η F- έχει ένα μ ναδικό  ερμιτιανό στάσιμ  σημεί  τ  

 π ί  ανήκει στ  σύν λ  [  Μ]  Επίσης  για κάθε   έχ υμε ότι 

{  
 (X)}

 
   

 συγκλίνει στη μ ναδική ερμιτιανή λύση της                                               
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3.6 Θεωρία Διαταραχών για την             

Στην παράγραφ  αυτή θα μελετήσ υμε την διαταραγμένη μ ρφή της 

εξίσωσης        η  π ία είναι: 

             Μ                                      (3.6.1) 

όπ υ    , Μ  είναι μικρές διαταραχές των   και Μ  Ιδιαίτερα ενδιαφέρ ν 

είναι ότι η συνάρτηση   δεν χρειάζεται να είναι μ νότ νη  

Θα ασχ ληθ ύμε κυρίως με την μελέτη των συνθηκών υπό των  π ίων 

υπάρχει λύση    της    6    και την μελέτη της μ ναδικότητας της  Η 

μελέτη μας  λ ιπόν αρχίζει με ένα χρήσιμ  λήμμα  Εάν η μη διαταραγμένη 

εξίσωσή μας  η  

                   Μ                                      (2.1)  

έχει λύση    σε ένα κλειστό διάστημα Κ n), τότε τ  παρακάτω λήμμα μας 

δίνει ένα άνω όρι  για την π σότητα          Όμως δεν μας εγγυάται την 

ύπαρξη λύσης της    6     

 

Λήμμα  3.6.1. 

Έστω Μ     n),     M (q,n  και  :               Υπ θέτ υμε ότι η       

έχει θετικά  ρισμένη λύση    στ  Κ n   Εάν η ανίσωση ΜΚ n)     <   και 

ισχύει: 

 α      <      ή 

 β      >     και       <  
           

        
, 

τότε, 

         
                                     

              
                (3.6.2) 

για όλες τις λύσεις    της    6     εάν υπάρχ υν   
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Απόδειξη. 

 ρχικά  θεωρ ύμε ότι διατηρείται η  α  συνθήκη  τότε επειδή γνωρίζ υμε 

ότι ΜΚ n)     <  , έπεται άμεσα ότι ΜΚ n)        <   καθώς ΜΚ n)      

ΜΚ n)        όμως από   α  

    <     

                                                               <          

                                                          ΜΚ n)       < ΜΚ n)         

                                                          ΜΚ n)       <   . 

Εάν ισχύει η  β  συνθήκη, τότε 

                                 ΜΚ n)          ΜΚ n)                  

                            <  ΜΚ n)        ΜΚ n)     
           

        
 

                              . 

Τώρα  έστω     η λύση της    6     Τότε, 

                                                                      Μ  Μ  

                                                                            

                                                  Μ  Μ  . 

Τότε από τ  παραπάνω και από την ανίσωση          δηλαδή την 

        Υ    ΜΚ n)   Υ  ,  πρ κύπτει ότι 

                                                         )         

                                                  Μ  Μ   

                                                       

                 ΜΚ n)                 Μ  Μ  . 

Επειδή όμως ΜΚ n)       <     η τελευταία ανίσωση είναι ισ δύναμη της 

(3.6.2) . 
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 Παρατήρηση:   

Εάν η         είναι  μ ιόμ ρφα φραγμένη για         και  Μ  Μ   

αρκετά μικρά  τότε πρ κύπτει από την    6    ότι υπάρχ υν δ  Μ1   Μ2 

τέτ ια ώστε : 

        Μ  Μ  <     

                                           Μ  Μ   

                                                      Μ. 

Τελικά, η λύση    είναι Lipschitz συνεχής ως πρ ς   και Μ  Καταλήγ ντας  

αν η    είναι τέτ ια ώστε  ι λύσεις της εξίσωσης       να φράσσ νται από 

μια  μ ιόμ ρφη σταθερά  τότε η    είναι Lipschitz συνεχής   υτό μας είναι 

ιδιαίτερα χρήσιμ  διότι  αν η  :  n    q   τότε    Μ και    Μ   πότε 

μπ ρ ύμε να υπ λ γίσ υμε τις π σότητες         και        , από την 

νόρμα  Μ .                  

□ 

Παρατηρ ύμε ότι από τ  Λήμμα   6   και την σχέση    6      ι λύσεις της 

   6    είναι κ ντά στην μ ναδική λύση της        εάν  ι        και 

 Μ  Μ  είναι αρκετά μικρές και αν ΜΚ n)    
 < 1.  

 Εάν     <      τότε η λύση της διαταραγμένης είναι επίσης 

μ ναδική  

  λλιώς  χρειαζόμαστε μια ακόμη συνθήκη  η  π ία θα μας 

εξασφαλίζει την μ ναδικότητα της    6     Η παρακάτω πρόταση 

μας δίνει δύ  συνθήκες π υ εξασφαλίζ υν και την μ ναδικότητα 

της λύσης της    6     

 

Πρόταση 3.6.2.   

Έστω Μ         Μ      και έστω                   συνεχής 

συνάρτηση στ    n)   Επίσης  έστω ότι  ι εξισώσεις       και    6    π υ 

έχ υν και  ι δύ  λύση στ  σύν λ  Κ n  και υπ θέτ υμε ότι ΜΚ n)      < 1. 

Εάν, 

 α                  ή 
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 β        <  
 

      
      , 

τότε η    6    έχει επίσης μ ναδική λύση στ  Κ n) . 

Απόδειξη. 

 πό τ  Λήμμα       απ δεικνύ υμε ότι ΜΚ n)    
 

<     Εάν ισχύει η  α  

συνθήκη, τότε είναι πρ φανές  Εάν ισχύει η  β   τότε 

 Κ n)    
 

= ΜΚ n)          
 

 

                             Κ n)               
 

 

              < MK(n)   
 

      
  

 

= 1 

Κάτι π υ  λ κληρώνει την απόδειξη                                                   

           □ 

Λήμμα 3.6.3.   

Εάν ΜΚ n)    <    Τότε 

 

      
     <

           

        
                                 (3.6.5) 

Απόδειξη. 

Η απόδειξη πρ κύπτει από άμεσ υς υπ λ γισμ ύς: 

 

      

     
              

         
 

                   

        
 

 

 φ ύ  λ ιπόν έχ υμε υπ θέσει ότι ΜΚ n)    <     πρ κύπτει άμεσα η 

(3.6.5).        

                                                                                                                            □ 

Παρατήρηση.                                                                                                                                                                                   

Γνωρίζ υμε ότι : 

      <  
 

      

     <
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Επ μένως  τελικά :                                         

                                  <
            

        
                                     (3.6.6)    

Παρατηρ ύμε  λ ιπόν ότι  η συνθήκη:  

 

                               
 

      
     <

           

        
                                (3.6.5) 

είναι πι  ισχυρή από την συνθήκη 

                                           <
           

        
    .                             (3.6.6) 

Στ  επόμεν  θεώρημα  θα απ δείξ υμε και θα  ρίσ υμε τις συνθήκες υπό 

τις  π ίες η λύση της    6    στ  Κ n  είναι μ ναδική  

Θεώρημα 3.6.4.   

Έστω Μ            Μ      και έστω   :              συνεχής στ  

       Επίσης  υπ θέτ υμε ότι ΜΚ n)    <   και ότι η       έχει λύση    στ  

Κ n   Παρατηρ ύμε ότι η    είναι η μ ναδική λύση της       στ  Κ n). 

Τελικά θέτω b=         Τότε 

  ε >      >  :  
      <  

 Μ  Μ  <      δ
    

εάν η    6    έχει λύση   

στ  Κ    τότε είναι μ ναδική

στ  Κ    και        <   

   

Επίσης  σε αυτήν την περίπτωση η μ ναδική λύση    είναι Lipschitz 

συνεχής συνάρτηση των   και Μ  

Απόδειξη. 

Έστω ε >   και  ρίζ υμε ότι  

δ             
ε

   ε     

              

 φ ύ ΜΚ n)    <    μας εξασφαλίζει ότι τ  δ >    

Πρώτα θα δείξ υμε ότι:   
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δ <
 

      

                                                            6    

Για αυτόν τ ν σκ πό  παρατηρ ύμε ότι, 

ε

   ε     

 
 

  
 

      

<
 

     

 

Τώρα μπ ρ ύμε να απ δείξ υμε την    6     Πράγματι, 

δ             
ε

   ε     
              

                         <            
 

     
              

                         
 

      

      

Άρα απ δείξαμε την    6     

Τώρα παίρν υμε    και Μ  τέτ ια ώστε: 

      <     Μ  Μ  <      δ, 

και υπ θέτ υμε ότι η    6    έχει λύση    στ  Κ n). Τότε από την Πρόταση 

3.6.2 έπεται ότι η    είναι η μ ναδική λύση της    6    στ  Κ n). Στη 

συνέχεια θα φτιάξ υμε ένα άνω όρι  για την           ρησιμ π ιώντας 

την          βλέπ υμε ότι 

                               Μ  Μ   

                                                                                   

                                                                                          

                                                    Μ  Μ   

                                                      
 
                       

                                                               Μ  Μ   
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                                                                     Μ  Μ     

Επ μένως  έχ υμε ότι 

                         
 
        

                                                   Μ  Μ  , 

άρα 

                           
 
  

                                                   Μ  Μ  , 

άρα 

        
                            

                   
   

 

  υτό είναι τ  άνω όρι  τ υ            

Εντέλει θέλ υμε να δείξ υμε ότι: 

 
      <  

 Μ  Μ  <      δ
                   <           

Για να απλ υστεύσ υμε την απόδειξη θα  ρίσ υμε ως: 

δ1 =      
 

         
                

 ρησιμ π ιώντας αυτήν την παρατήρηση  βλέπ υμε ότι 

       <
        δ δ       δ

            δ  
 

 
        δ        δ               δ 

         
  

 
   δ 

       

       δ 
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ε      

   ε     
 

ε     
 

   ε     
    

 

 

  ε
   ε      

             

  
   ε      

             
  

                                         ε,  

κάτι π υ απ δεικνύει τ  πρώτ  μέλ ς τ υ θεωρήματ ς  

Στη συνέχεια θα απ δείξ υμε ότι η λύση είναι Lipschitz συνεχής  Έτσι 

εφαρμόζ υμε τ  Λήμμα   6   και την Παρατήρηση   π υ ακ λ υθεί τ υ 

Λήμματ ς. Πράγματι  η συνθήκη  β  τ υ Λήμματ ς ικαν π ιείται  επειδή 

      <  <
 

      

                                           6    

<  
           

        
                           Λήμμα   6     

Επίσης  η         είναι  μ ιόμ ρφα φραγμένη  αφ ύ η   είναι συνεχής 

και η    είναι κ ντά στην   , όπως έχ υμε δείξει                                                           

□ 

                                      

Εντέλει  λ ιπόν απ δείξαμε ότι η λύση της    6    είναι μ ναδική στ  Κ n), 

καθώς και Lipscitz συνεχής  Με αυτό τ  Θεώρημα  λ κληρώνεται η 

σύντ μη αναφ ρά μας στην Θεωρία Διαταραχών για την εξίσωση        
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 : ΜΕΛΕΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

Στ  πρ ηγ ύμεν  κεφάλαι   μελετήσαμε την εξίσωση           Μ 

και δημι υργήσαμε συνθήκες  υπό τις  π ίες αυτή έχει λύση  επίσης 

είδαμε πότε αυτή είναι μ ναδική  Σε αυτό τ  κεφάλαι  θα μελετήσ υμε 

την ύπαρξη λύσης για τις γραμμικές  συμμετρικές εξισώσεις 

    
1  1     

m  m                                      

και την 

    
1  1     

m  m                                       

όπ υ  ι Μ   1,    m  Μ      Είναι σημαντικό να τ νίσ υμε ότι 

ενδιαφερόμαστε μόν  για τις θετικά  ρισμένες λύσεις και την μελέτη της 

μ ναδικότητάς τ υς  υπ θέτ ντας όμως ότι   Μ είναι θετικά  ρισμέν ς 

πίνακας  Για την μελέτη αυτή θα χρησιμ π ιήσ υμε την ένν ια τ υ 

γιν μέν υ Kronecker  τ   π ί  θα  ρίσ υμε λεπτ μερώς στην αμέσως 

επόμενη παράγραφ   

  

4.1 Γινόμενα Kronecker και η Σχέση τους με τις Γραμμικές Εξισώσεις 

Πινάκων 

Ορισμός 4.1.1   

Τ  γινόμεν  Kronecker δύ  πινάκων    Μ    και    Μ   , 

συμβ λίζεται με       ρίζεται με τ ν πίνακα 

     

α   
α   

α   
α   

 
 

α   
α   

          
α   α     α   

  Μ     

όπ υ, αij είναι τ   i,j)-στ ιχεί  τ υ πίνακα    

Αριθμητικά Παραδείγματα 

1) Έχ υμε τ ν πίνακα    
  
    

  π υ είναι  x  και τ ν     
     
    

  τ  

γινόμεν  Kronecker είναι: 
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  8
   

 
 

 
    

        

  

2) Έχ υμε τ ν πίνακα     
  

    
  και τ ν πίνακα    

  6
        
   

   τ  

μεταξύ τ υς γινόμεν  Kronecker είναι: 

    = 

 

  
 

   
     

   
     

  6
    

   
     

   
     

  6
    

   
     

   
     

   
    6

   
   

   
   

   
  6

       
     

       
     

      
     

     
   

     
   

    
    

  
 

 

=

 

  
 

 
   

 
   

6
  

6
   

 
   

 8
  

 
  8

 
   

 
   

 
  

  
  

6
  

   
 

    
  8

 
  8

   
 

   
  

  
   

  
 

 

 

Πρόταση 4.1.2.   

Έστω  1      m       και  1       m  Μ     Τότε  

 α  Ιn Ir = Inr , 

(β) A1 (B1+B2)=(A1 B1)+(A1 B2), 

(γ) ( 1+ 2   1=( A1 B1)+(A2 B1), 

(δ)   1  1  =  
1   

1, 

(ε)   1  1)   2  2)    m  m)=(A1A2 Am    1B2  Bm), 

(στ)   1  1   =   
1    

1. 

Οι απ δείξεις των παραπάνω πρ κύπτ υν είτε άμεσα από τ ν  ρισμό τ υ 

γιν μέν υ Kronecker είτε είναι π λύ απλές και γι' αυτό δεν θα 

αναφερθ ύμε περαιτέρω σε αυτές. 
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Πρόσθετες Ιδιότητες. 

Έστω δύ  πίνακες   και   π υ ανήκ υν στ  Μ n  και Μ q  αντίστ ιχα  

Τότε έχ υμε τα εξής: 

 άσμα Γιν μέν υ Kronecker Δύ  Πινάκων   και   

Έστω λ1     λn και κ1,...,κq  ι ιδι τιμές των   και   αντίστ ιχα  Τότε  ι 

ιδι τιμές τ υ     είναι  ι: λiκj με i=1,2,...,n και j=1,2,...,q. 

Ίχν ς Γιν μέν υ Kronecker 

tr(A B)=trA trB. 

Ορίζ υσα Γιν μέν υ Kronecker 

       )=det(A  det(B  . 

 ντίστρ φ ς Γιν μέν υ Kronecker 

Εάν  ι   και   είναι αντιστρέψιμ ι  τότε και τ      είναι αντιστρέψιμ   

επ μένως: 

                 

 

Ορισμός 4.1.3.  

Έστω   ένας πίνακας π υ  ρίζεται ως   [α1,..  αn]  με α1, ...  αn   ℂ . 

Ορίζ υμε την συνάρτηση-στήλη  vec-function): 

        

α 

α 

 
α 

    ℂ     

 

Παρατήρηση (Σχέση Γινομένου Kronecker-vec(A)). 

Η σχέση τ υ Γιν μέν υ Kronecker και τ υ διανύσματ ς στήλη vec(A) 

είναι η εξής:  

                       

όπ υ    Μ       Μ    και    Μ        
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Απόδειξη. 

Έστω   [b1 b2  bn]  μεγέθ υς  m x n  και   [x1 x2 xm]  Τότε  η j-στήλη 

τ υ πίνακα     είναι: 

               (     ). ,j =     bj = A    
   i bi,j =[b1,j A  b2,jA    bm,jA]  

  
  
 

  

  

                               = ([b1,j , b2,j , .... , bm,j]  A])vec(X) =    
j   A) vec(X), 

όπ υ,   

  
  
 

  

   vec(X) . 

Ενών ντας τις στήλες  έχ υμε: 

 

vec(A X B)= 

      

      

 
      

   

  
   

  
   
 

  
   

  vec(X) = (     vec(X) . 

                                                                                                                       □ 

 υτή η σχέση μεταξύ τ υ Γιν μέν υ Kronecker και τ υ vec(A) μπ ρεί να 

χρησιμ π ιηθεί για να μετατρέψει μια γραμμική εξίσωση πινάκων σε μια 

εξίσωση πίνακα-διανύσματ ς  Πράγματι  εφαρμόζ ντας την στην 

γραμμική εξίσωση: 

 1  1  2  2+   mXBm=M                            (4.1.1) 

με Α1, ... ,Αm       και Β1, ... ,Βm  Μ    και             παίρνουμε το 

παρακάτω Θεώρημα. 

Θεώρημα 4.1.4.  

Ένας πίνακας   διάστασης  n x q είναι η λύση της εξίσωσης         εάν και 

μόν  εάν τ  διάνυσμα x=vec(X  είναι μια λύση της εξίσωσης Fx=v  με  

F     
    

 
    

και v=vec(M   Συνεπώς  η εξίσωση         έχει μια μ ναδική λύση για 

κάθε Μ  Μ    αν και μόν  αν   πίνακας F είναι αντιστρέψιμ ς.                  □ 
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Στη συνέχεια   ρίζ υμε τ υς πίνακες: 

Ζ   
     

  
       

   και Η   
     

  
       

  .           (4.1.2) 

 

Παρατήρηση 4.1.5.  

Σύμφωνα με τ  Θεώρημα         ι πίνακες         είναι αντιστρέψιμ ι εάν 

και μόν  εάν  ι εξισώσεις       και       (αντίστ ιχα για τ υς πίνακες Ζ 

και Η  έχ υν μ ναδική λύση για κάθε Μ   υτή την παρατήρηση θα την 

χρησιμ π ιήσ υμε στις επόμενες παραγράφ υς  

 

4.2 Μελέτη της Εξίσωσης Χ   
1ΧΑ1     

m X Am=Μ 

 

Εξίσωση Stein 4.2.1.  

Η Εξίσωση Stein  η  π ία αλλιώς  ν μάζεται Διακριτή Lyapunov Εξίσωση 

είναι της μ ρφής: 

    
1  1 Μ                                                   

όπ υ    Μ     Μ   . Οι Εξισώσεις Stein παίζ υν σπ υδαί  ρόλ  στ ν 

γραμμικό έλεγχ  και στην θεωρία για τα συστήματα ελέγχ υ με διακριτό 

χρόν . Παρατηρ ύμε ότι η         είναι μια ειδική περίπτωση της 

εξίσωσης     
1ΧΑ1     

m X Am=Μ, για m    Η ύπαρξη θετικά 

 ρισμένης λύσης της         εξαρτάται από την σταθερότητα τ υ πίνακα 

 1 σε σχέση με τ ν μ ναδιαί  κύκλ   Θα  ρίσ υμε στην συνέχεια τι 

ενν  ύμε με τ ν όρ  σταθερότητα ως πρ ς τ ν μ ναδιαί  κύκλ . 

Ορισμός 4.2.2.  

Ένας πίνακας    Μ    καλείται ευσταθής ως πρ ς τ ν μ ναδιαί  κύκλ   

εάν όλες  ι ιδι τιμές τ υ βρίσκ νται μέσα στ ν μ ναδιαί  κύκλ   Δηλαδή, 

εάν λ1,..., λn  ι ιδι τιμές τ υ  τότε  λ  <    για i=1, ... ,n. 

Παρατηρήσεις. 

1) Ο   είναι ευσταθής εάν και μόν  εάν ρ   < .                                      
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2)Η Εξίσωση Stein         έχει μ ναδική λύση  θετικά  ρισμένη  εάν και 

μόν  εάν   πίνακας  1 είναι ευσταθής  Η μ ναδική αυτή λύση δίνεται από 

τ ν τύπ : 

                                                        
   

      
1 .                                           (4.2.2) 

3) Εάν   πίνακας  1 είναι ευσταθής  τότε γνωρίζ υμε ότι και  ι  1Τ και  1* 

είναι ευσταθείς  Επίσης από τις ιδιότητες τ υ γιν μέν υ Kronecker και 

τ ν  ρισμό των ιδι τιμών τ υ    πίνακας  1Τ  1* θα είναι επίσης 

ευσταθής  Επ μένως, αν    1 είναι ευσταθής τότε και    1Τ  1* είναι 

ευσταθής  

 

Πρόταση 4.2.3. 

Έστω Α1  Μ    και Μ      . 

α) Εάν   
1   

1 είναι ευσταθής  τότε η εξίσωση         έχει μια μ ναδική 

λύση  π υ είναι θετικά  ρισμένη και δίνετε από τ ν τύπ  

      
   

      
1 . 

β  Εάν υπάρχει ένας θετικά  ρισμέν ς πίνακας    π υ να ικαν π ιεί την 

         τότε     
1   

1 είναι ευσταθής. 

(Ο πίνακας       
   

      
1 συγκλίνει επειδή  λ  <   ,   λ0  σ  1), 

δηλαδή λόγω σταθερότητας τ υ πίνακα  1).                    

                           □ 

Με βάση την παραπάνω πρόταση  συνεχίζ υμε με τ  κεντρικό Θεώρημα 

της παραγράφ υ μας  

Θεώρημα 4.2.4. 

Έστω Μ   1, ... ,  m  Μ   . 

 α  Εάν      
   

      
  είναι ευσταθής  τότε η       έχει μια μ ναδική 

λύση     η  π ία δίνεται από τ ν τύπ : 

   Μ       
  

         
 
       

    
     .             (4.2.3) 

Επίσης  αυτή η μ ναδική λύση είναι θετικά  ρισμένη εάν Μ         
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(β) Εάν Μ       και αν υπάρχει ένας θετικά  ρισμέν ς πίνακας    π υ να 

ικαν π ιεί την        τότε         
  

      
j είναι ευσταθής. 

Απόδειξη. 

 ρχικά υπ θέτ υμε ότι   πίνακας       
  

        είναι ευσταθής  δηλαδή 

ότι ρ      
  

      
j) <    Συνεπάγεται  επ μένως ότι υπάρχει ε >   τέτ ι  

ώστε ρ (     
  

      
j     ε <    

Στη συνέχεια θα παραθέσ υμε ένα λήμμα τ   π ί  θα μας β ηθήσει να 

συνεχίσ υμε την απόδειξή μας. 

Λήμμα. Έστω    Μ    και δ θέν ε >    Τότε υπάρχει μια νόρμα πινάκων 

    τέτ ια ώστε   ρ        ρ    ε . 

 πόδειξη Λήμματ ς. 

 πό τ  Θεώρημα Τριγων π ίησης τ υ Schur υπάρχει ένας 

 ρθ μ ναδιαί ς πίνακας U και ένας άνω τριγωνικός πίνακας Λ τέτ ι ς 

ώστε:     Λ   Ορίζ υμε  τ ν Dt = diag                και υπ λ γίζ υμε 

τ ν 

Dt Λ Dt = 

 

 
 
 

  

  

      

λ    

      

      

     
 
 

 
 

        

        

    
     

                
      

    λ          
        

 
 

 
 

        

     
     
     

         
       

       
     

             
             

  
    

    
          

 
 
 

   

 

Επ μένως  για t >    αρκετά μεγάλ   μπ ρ ύμε να δ ύμε ότι τ  άθρ ισμα 

όλων των απόλυτων τιμών των μη διαγώνιων στ ιχείων τ υ πίνακα Dt Λ 

Dt  είναι μικρότερ  τ υ ε  Δηλαδή  η νόρμα     Λ     1   ρ    ε για 

αρκετά μεγάλ  t. Επ μένως  αν  ρίσ υμε μια πίνακα νόρμα ως 

                                       1   για κάθε    Μ    και 

αν επιλέξ υμε αρκετά μεγάλ  t  τότε θα έχ υμε κατασκευάσει μια νόρμα 

πίνακα τέτ ια ώστε     ρ    ε . 

 φ ύ  λ ιπόν    ≥ ρ     για κάθε νόρμα πίνακα, η απόδειξη έχει 

 λ κληρωθεί                                                                 

                                  □ 
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Έτσι  λ ιπόν χρησιμ π ιώντας την παραπάνω νόρμα παίρν υμε την 

παρακάτω σχέση 

        
   

      
j     < ρ     

   
      

    ε <   

 πό Θεώρημα τ υ βιβλί υ  I.C. Gohberg and S. Goldberg, Basic Operator 

Theory,      ӓ    , 1981, έχ υμε ότι   πίνακας  

Z=  
      

   j    
j 

είναι αντιστρέψιμ ς   πό αυτό τ  συμπέρασμα  καταλήγ υμε στ  ότι η 

      έχει μ ναδική λύση για κάθε πίνακα Μ  από την Παρατήρηση     6). 

Ο αντίστρ φ ς τ υ Ζ δίνεται από τ ν τύπ : 

Ζ        
    

  
   

 
       Ι 

       
    

  
   

 
          

κάτι π υ πρ κύπτει από τ  πρ αναφερθέν γνωστό Θεώρημα. 

Με επαγωγή  μπ ρ ύμε να απ δείξ υμε ότι: 

    
    

  
      =     

   
              

 )     
     

 ) 

από την Πρόταση        ε  βλέπ υμε ότι   Ζ   είναι ισ δύναμ ς με τ ν 

    Ι 
          

   
         

 
       

   (   
     

 
 ). 

Επειδή η    είναι η μ ναδική λύση της        η ικαν π ιεί την σχέση 

vec(  )=   vec(M), έπεται ότι  

vec(   =vec(M)+(       
  

         
 
       

       
     

  vec(M) 

και έτσι 

  =Μ +      
     

  
         

 
    M    

     , 

άρα       είναι θετικά  ρισμέν ς  εάν   Μ είναι θετικά  ρισμέν ς   

Για να απ δείξ υμε τ  αντίστρ φ   αρχικά υπ θέτ υμε ότι   Μ       και 

ότι υπάρχει ένας              π ί ς ικαν π ιεί την εξίσωση         φ ύ 

ικαν π ιεί την        δηλαδή είναι λύση της  από τ  πρ ηγ ύμεν  

κεφάλαι  γνωρίζ υμε ότι 

                                                          
   j    j > 0                                          (4.2.4) 

ικαν π ιείται   ρχικά  λ ιπόν θα δείξ υμε ότι   πίνακας     
   j   

j είναι 

ευσταθής  εάν η ανίσωση         διατηρείται  
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 Θεωρώ ότι    Ι .  

 λλιώς  θέλω να δείξω ότι θα διατηρείται η ανίσωση 

Ι      
   j   j  > 0   ⇒      

   j j < Ι  . 

 υτό θα τ  απ δείξ υμε ως εξής  έστω λ μια ιδι τιμή τ υ    
 

 
      

  και 

u τ  αντίστ ιχ  ιδι διάνυσμα  άρα τα λ και u ικαν π ι ύν την σχέση,     

    
    

  
   )u=λu . 

 υτό συνεπάγεται ότι      με u=vex    είναι μια λύση της   
1  1+  

  
m X m λ    

 υτήν την εξίσωση μπ ρ ύμε να την γράψ υμε με έναν συντ μότερ  

τρόπ   θέτ ντας ως   και    τ υς πίνακες-block 

   

  
  
 

  

  και       

 
 

  
  

 
 

    
    

   Μ          (4.2.5) 

Άρα η εξίσωση μας γράφεται τώρα ως:  

                                                                   λ                                                        6  

Να παρατηρήσ υμε ότι  ι πίνακες  ,    έχ υν τις ίδιες ιδι τιμές και έτσι 

        .  άζ ντας   λ ιπόν νόρμα και στα   μέλη της      6  έχ υμε ότι 

 λ                               

 αφ ύ γνωρίζ υμε ότι       λ            ) άρα  λ         Πλέ ν  

από την υπόθεση        
     < Ι 

 
   , τελικά  λ <    κάτι π υ 

πράγματι απ δεικνύει ότι η     
 

 
      

  είναι σταθερή. 

Θεωρώ ότι      δεν είναι απαραίτητα ίσ ς με τ ν Ιn . 

Τότε η         είναι ισ δύναμη της: 

Ι       
 
   

     
 
      

 
        

 
 
  >    

 

   

 

Έτσι  από τα πρ ηγ ύμενα έχ υμε ήδη απ δείξει ότι   πίνακας 
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είναι ευσταθής. 

 πό την Πρόταση       ε  και  στ έχ υμε ότι: 

     
 
 
   

     
 
 
       

 
     

     
 
   

 

   

 

      
 
 
       

 
     

    
     

 
 
    

 
   

 

   

 

    
 
 
      

 
  

  

    
    

      
 
 
    

 
   

 

   

 

κάτι π υ συνεπάγεται ότι   πίνακας      
   j   

j  είναι ευσταθής. 

Και έτσι  λ κληρώνεται η απόδειξη μας                                                               □ 

 

Όπως είδαμε στ  πρ ηγ ύμεν  κεφάλαι    ι λύσεις της εξίσωσης       

ήταν τα σταθερά σημεία της συνάρτησης: 

 +(X)=M+      
  

    X Aj . 

Στ  ακόλ υθ  λήμμα βλέπ υμε μια χρήσιμη σχέση για την F+ συνάρτηση  

Λήμμα 4.2.5 

Έστω Μ   1, ... ,  μ  Μ     Για k                   η επόμενη ισότητα ισχύει: 

  
+ Μ  Μ       

  
        

 
       

     
                      6  

Απόδειξη : 

Για να απ δείξ υμε τ  παραπάνω λήμμα θα χρησιμ π ιήσ υμε την 

μέθ δ  της επαγωγής  Για k=0 και k   είναι πρ φανές   

Επ μένως  θεωρ ύμε ότι k=a  τότε θα απ δείξ υμε ότι ισχύει και για 

k=a+1. Άρα 

  
   (M)=F+(  

  (M))  +(       
  

        
 
       

     
      ) 
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   j  j         

        
 
   

 
   j   

     
     

     j 

       
   j  j        

  
          

 
         

       
     

       
   j  j        

  
        

   
        

       
     

         
 

 

        

    
       

     

επ μένως  η      6  ισχύει και για k=a     πό επαγωγή  λ ιπόν, 

  
  Μ  Μ       

        
 
   j   

ji  ji  j1                                                       □ 

 

Συμπέρασμα 

 πό τ  Πόρισμα       και τ  Θεώρημα       βλέπ υμε ότι η μ ναδική λύση 

   της       ικαν π ιεί την 

           
+(M) 

εάν   πίνακας     
   j   

j είναι ευσταθής.  ς σημειώσ υμε εδώ  ότι τ  

όρι  αυτό είναι για την    η ίδια ακριβώς  έκφραση με την          

Τις παραπάνω σχέσεις και την συνάρτηση F+ μπ ρ ύμε να τις 

χρησιμ π ιήσ υμε για την εξαγωγή αριθμητικών απ τελεσμάτων    ύτως 

ώστε να πάρ υμε μια πρ σέγγιση της λύσης   .  

 

4.3 Μελέτη της Εξίσωσης Χ   
1ΧΑ     

m X Am=Μ 

 

Στην πρ ηγ ύμενη παράγραφ   μελετήσαμε την εξίσωση:  

    
                                             (4.1) 

και την ύπαρξη  μ ναδικής  λύσης αυτής  Τώρα θα μελετήσ υμε την 

εξίσωση:  

    
                                             (4.2) 

με την β ήθεια της πρ ηγ ύμενης παραγράφ υ  θα εξετάσ υμε τις 

περιπτώσεις π υ υπάρχει θετικά  ρισμένη λύση και τ  πότε αυτή είναι 
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μ ναδική  καθώς και τις διαφ ρές π υ υπάρχ υν μεταξύ των δύ  

εξισώσεων  σε σχέση με τις συνθήκες π υ απαιτ ύνται για την ύπαρξη 

λύσης τ υς. 

Πρόταση 4.3.1 

Έστω Μ   1          m  Μ     Εάν      
    

  
    είναι ευσταθής  τότε η 

      έχει μ ναδική λύση      η  π ία δίνεται από τ ν τύπ : 

   Μ             
  

         
 
       

     
    .             (4.3.1) 

 

Παρατηρήσεις  

α  Παρατηρ ύμε ότι η Πρόταση       είναι ανάλ γη τ υ Θεωρήματ ς 

      α   όμως για την εξίσωση       δεν ισχύει τ  αντίστρ φ   

Επίσης  τ  ότι   πίνακας Μ είναι θετικά  ρισμέν ς   δεν συνεπάγεται ότι η 

λύση    είναι και αυτή θετικά  ρισμένη  Θα  ρίσ υμε  λ ιπόν στη συνέχεια 

μια συνθήκη π υ θα εξασφαλίζει ότι η    είναι θετικά  ρισμένη  

β  Η εξίσωση F-   η  π ία είναι η αντίστ ιχη της F+   ρίζεται ως: 

F- Μ    
  

      j 

και  ι λύσεις της       είναι τα σταθερά σημεία της F- . 

 

Λήμμα 4.3.2 

Έστω Μ       και  1,         m  Μ    τέτ ια ώστε η ανίσωση 

Μ     
  

      >     

να διατηρείται  Τότε η εξίσωση       έχει λύση στ  [F-(M), M] και όλες  ι 

θετικά ημι ρισμένες λύσεις της περιέχ νται στ  σύν λ  αυτό  

Παρατήρηση 

Όπως παρατηρήσαμε παραπάνω  η Πρόταση       είναι ανάλ γη τ υ 

Θεωρήματ ς        α   δεν υπάρχει όμως κάπ ια συνθήκη για την        

ανάλ γη τ υ Θεωρήματ ς        β   Τ  Λήμμα        λ ιπόν μας δίνει μια 

τέτ ια συνθήκη   ν  λ ιπόν η ανίσωση  Μ      
   j  j  >   διατηρείται  

τότε      
    

  
    j είναι ευσταθής  Άρα από την Πρόταση       η λύση 
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της       στ  διάστημα [F-(M), M]  είναι η μ ναδική θετικά  ρισμένη λύση 

της (4.2). Έτσι  καταλήγ υμε στ  παρακάτω θεώρημα  

 

Θεώρημα 4.3.3 

Έστω Μ       και  1, .... , m  Μ    τέτ ια ώστε η ανίσωση  

Μ      
    j  j  > 0 

να διατηρείται  Τότε η       έχει μ ναδική λύση  η  π ία είναι θετικά 

 ρισμένη  Επίσης  η ακ λ υθία    
-}

∞
   

 συγκλίνει στην μ ναδική αυτή 

λύση  

Απόδειξη. 

 πό την απόδειξη τ υ Θεωρήματ ς 4.2.4 β   απ δείξαμε την εξής 

συνθήκη: 

     
    

  
     είναι ευσταθής  αν  υπάρχει πίνακας         τέτ ι ς 

ώστε:         
  

      j > 0. 

 Στ  σημεί  αυτό  να παρατηρήσ υμε ότι μέχρι στιγμής είχαμε ασχ ληθεί 

με την ανίσωση       
   j    

j > 0.) 

Άρα  στην δική μας περίπτωση         
   j   

j είναι ευσταθής  αν:  

       
   j    j > 0 . 

 Να υπενθυμίσ υμε ότι στ  πρ ηγ ύμεν  κεφάλαι   απ δείξαμε ότι η 

παραπάνω συνθήκη είναι επαρκής για την ύπαρξη μ ναδικής λύσης της 

(4.1)) 

Άρα από τ  Λήμμα       ,   πίνακας      
   j   

j είναι ευσταθής  αν  

       
   j    j > 0 , 

όπ υ    η λύση της       στ  σύν λ  [F-(M) , M].  

Επίσης  από την Πρόταση       , η λύση αυτή είναι και μ ναδική   

 νάλ γα  λ ιπόν με τ  Λήμμα         μπ ρ ύμε να δείξ υμε ότι: 

  
-(M)=M           

  
        

 
        

 M   
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 πότε, 

         
-(M)=  = Μ            

  
        

 
        

 M   
             

η  π ία είναι και η μ ναδική λύση της       σύμφωνα με την Πρόταση 

4.3.1.Έτσι απ δεικνύ υμε τ  Θεώρημα                                                                    

□ 

Σημαντικές Παρατηρήσεις.  

1) Είναι σημαντικό να τ νίσ υμε μια διαφ ρά π υ υπάρχει μεταξύ των 

εξισώσεων       και       ως πρ ς την ύπαρξη λύσης τ υς  Παρατηρ ύμε  

λ ιπόν ότι εάν   πίνακας     
   j   

j  δεν είναι ευσταθής  τότε η εξίσωση 

      δεν έχει θετικά  ρισμένες λύσεις  σε αντίθεση με την        η  π ία 

μπ ρεί και να έχει  Στ  παρακάτω παράδειγμα βλέπ υμε μια τέτ ια 

περίπτωση  

Παράδειγμα: 

Έστω  ι συμμετρικ ί πίνακες  1= 
 /  / 
 /   / 

  και   2 = 
  /  / 
 /  / 

  και 

  Μ  
  
  

 .  

Στην περίπτωσή μας ισχύει ότι  1  1Τ και  2  2Τ  αφ ύ είναι 

συμμετρικ ί και  1  1* και  2  2*  Άρα     
   j   

j =    
   j   

j 

  1Τ  1*  2Τ  2* = 1  1  2  2 . 

 Με την β ήθεια τ υ μαθηματικ ύ πρ γράμματ ς  Matlab πρ κύπτ υν τα 

παρακάτω απ τελέσματα  

Ο πίνακας      
   j   

j  είναι   

    
   j   

j   = 

 /    / 

        /  /  
   

  / 
 / 
 

  / 
 

 
 / 

  

και τ  φάσμα τ υ είναι σ     
   j   

j )={- 1 , 0 , 0 , 1}   συμπεραίν υμε 

λ ιπόν ότι   πίνακας     
   j   

j  δεν είναι ευσταθής  καθώς ∣λi∣≮1  Οπότε 

η εξίσωση       δεν έχει θετικά  ρισμένη λύση σύμφωνα με τ  Θεώρημα 

4.2.4  Όμως  η εξίσωση       έχει π λλές θετικά  ρισμένες λύσεις  

Πράγματι  μπ ρ ύμε εύκ λα να επαληθεύσ υμε ότι   πίνακας 
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 α 

 α  
  

για α         είναι μια θετικά  ρισμένη λύση της εξίσωσης        

  Έχ υμε ήδη απ δείξει ότι εάν   πίνακας     
   j   

j  είναι ευσταθής, 

τότε  ι εξισώσεις       και       έχ υν μ ναδική θετικά  ρισμένη λύση  

Επίσης  από τ  Κεφάλαι    έχ υμε απ δείξει ότι έχ υν μ ναδική θετικά 

 ρισμένη λύση  εάν υπάρχει πίνακας Μ       τέτ ι ς ώστε Μ  

   
   j    

j >     υτές  ι συνθήκες  λ ιπόν είναι ισ δύναμες   υτό θα τ  

απ δείξ υμε στ  παρακάτω Λήμμα  

Λήμμα 4.3.4. 

Έστω  1          m  Μ     Ο πίνακας     
   j   

j  είναι ευσταθής,  

αν και μόν  αν 

υπάρχει ένας πίνακας Μ       τέτ ι ς ώστε  Μ     
 
       

 >     

Απόδειξη. 

Υπ θέτ υμε ότι υπάρχει ένας πίνακας Μ        τέτ ι ς ώστε  η 

Μ     
   j    

j >   να ισχύει  Τότε από τ  Θεώρημα        β    πίνακας 

    
   j   

j  είναι ευσταθής  Να παρατηρήσ υμε εδώ ότι 

     
   j  j=     

   j  j=     
   j   

j  
   . 

Άρα και       
   j   

j είναι ευσταθής. 

 ντίστρ φα  τώρα θεωρ ύμε ότι   πίνακας     
   j   

j  είναι ευσταθής, 

επ μένως και        
   j  j  είναι ευσταθής.  Άρα η  

   1   
1    m   

m Μ, 

έχει μια μ ναδική θετικά  ρισμένη λύση για Μ        Τότε υπάρχει ένας 

πίνακας Μ       τέτ ι ς ώστε  Μ     
   j    

j >     υτό  λ κληρώνει 

την απόδειξή μας                               

                                                           □ 
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Παρατήρηση 4.3.5. 

Μέχρι στιγμής  από τις δύ  συνθήκες π υ μας εξασφαλίζ υν την ύπαρξη 

λύσης των       και       μπ ρ ύμε να βγάλ υμε ένα χρήσιμ  

συμπέρασμα   πό τ  Θεώρημα    .4 έχ υμε ότι: 

  πίνακας      
   j   

j  είναι ευσταθής  αν και μόν  αν υπάρχει  Μ        

τέτ ι  ώστε Μ     
  

   Μ   >     ν αυτό τ  συνδυάσ υμε  με τ  Λήμμα 

4.3.4 τότε καταλήγ υμε στ  συμπέρασμα ότι: 

  ένας Μ        τέτ ι ς ώστε Μ     
  

   Μ   >    

αν και μόν  αν 

  ένας Μ        τέτ ι ς ώστε Μ     
 
       

 >    . 

Είναι σημαντικό να τ νίσ υμε ότι  ι πίνακες Μ  και Μ  δεν είναι 

απαραιτήτως ίσ ι   υτό μπ ρεί εύκ λα να φανεί με ένα παράδειγμα: 

 

Παράδειγμα: 

Έστω  ι πίνακες Μ  Μ  Ι2 και  ι πίνακες 

 1= 
    8      
       6 

   και   2= 
         
        6

  . 

Tότε παρατηρ ύμε ότι   πίνακας  1* 1  2* 2 έχει ιδι τιμές          και 

       6 και και    1  1*  2  2* έχει τις        8 6 και    8  6   Επειδή 

είναι συμμετρικ ί πίνακες και έχ υν θετικές ιδι τιμές  συμπεραίν υμε ότι 

θα είναι και θετικά  ρισμέν ι  Όμως  βλέπ υμε ότι αν υπ λ γίσ υμε τ ν 

πίνακα Μ      
   jΜ  j = Ι2      

   jΜ  j = 
  8        
         8 

     και  ι 

ιδι τιμές τ υ είναι -       6  και         6   Άρα δεν είναι θετικά 

 ρισμέν ς και έτσι,  

      
  

     ≯    ⇒      
   j j   Ι2 . 

 ντίστ ιχα έχ υμε τ ν πίνακα  

Μ     
 
       

 =Ι2    
   j  

j= 
          86
    86     6 
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και  ι ιδι τιμές τ υ είναι     6 6 και          Καθότι είναι συμμετρικός 

με θετικές ιδι τιμές  συμπεραίν υμε ότι είναι θετικά  ρισμέν ς πίνακας  

Άρα 

 Ι2     
   j j > 0  ⇒     

  
      <     . 

Συμπεραίν υμε  λ ιπόν ότι δεν είναι απαραίτητ   ι πίνακες Μ  Μ  να είναι 

ίσ ι ώστε να ισχύει η Παρατήρηση        Τα παραπάνω υπ λ γίστηκαν με 

την β ήθεια τ υ μαθηματικ ύ πρ γράμματ ς Matlab.                                      □                                                                                 

 

 4.4 Ένας Χρήσιμος Συσχετισμός 

Θεωρ ύμε  τις εξισώσεις 

   1   
1    m   

m                                           

και  

   1   
1    m   

m Μ                                               (4.4.2) 

Υπενθυμίζουμε τις εξισώσεις που μελετάμε οι οποίες είναι της μορφής 

    
1  1     

m  m                                           

και η 

    
1  1     

m  m                                          . 

 

Στην Παράγραφο 4.1 αναφέραμε το Θεώρημα 4.1.5 από το οποίο συμπεράναμε 

ότι οι εξισώσεις (4.1) και (4.2) έχουν μοναδική λύση εάν οι πίνακες  

     
     

  
      

   και       
     

  
      

  

είναι αντιστρέψιμ ι  Γνωρίζ ντας ότι εάν ένας πίνακας είναι 

αντιστρέψιμ ς τότε και   adjoint τ υ θα είναι αντιστρέψιμ ς ακ λ υθεί  

ισ δύναμα ότι οι εξισώσεις (4.4.1) και (4.4.2) έχουν μοναδική λύση εάν οι 

πίνακες 

     
     

   
        και        

     
   

         

είναι αντιστρέψιμ ι   ι  π ί ι είναι  ι adjoint  των Ζ και Η αντίστ ιχα.  



 
72 

Εάν  λ ιπόν χρησιμ π ιήσ υμε τ  Λήμμα       και την Παρατήρηση       

πρ κύπτει τ  ακόλ υθ  Θεώρημα  τ   π ί  μας δίνει μια ισχυρή 

συσχέτιση μεταξύ των       και  4.5.1). 

Θεώρημα 4.4.1. 

Έστω Μ       και  1          m  Μ     Τότε η εξίσωση       

    
1  1     

m  m                  

έχει μια μ ναδική λύση  η  π ία είναι θετικά  ρισμένη εάν και μόν  εάν η 

εξίσωση (4.4.1) 

   1   
1    m   

m                  

έχει μ ναδική λύση  η  π ία  επίσης είναι θετικά  ρισμένη  

Απόδειξη. 

 ς υπ θέσ υμε ότι η εξίσωση       έχει μια μ ναδική λύση  η  π ία είναι 

θετικά  ρισμένη  Τότε από τ  Θεώρημα        β    πίνακας    
  

      
  

είναι ευσταθής  Άρα ισ δύναμα και      
    

     j θα είναι ευσταθής. 

Επ μένως  από τ  Θεώρημα        α  η εξίσωση         έχει μια μ ναδική 

λύση  η  π ία είναι θετικά  ρισμένη  αφ ύ      
    

     j  είναι ευσταθής . 

Άρα συμπεραίν υμε ότι εάν η       έχει μια μ ναδική  θετικά  ρισμένη 

λύση τότε και η         έχει μια μ ναδική  θετικά  ρισμένη λύση  Τ  

αντίστρ φ  απ δεικνύεται ανταλλάσ ντας τ υς όρ υς  j και   
  .            □   

 

Παρατήρηση: 

Είναι ενδιαφέρ ν να παρατηρήσ υμε ότι δεν ισχύει κάτι ανάλ γ  για τις 

εξισώσεις     
   1     

   m   και την εξίσωση        
    

     
    , δηλαδή τις       και          

 υτό συμβαίνει διότι από την Πρόταση       γνωρίζ υμε πως τ  

αντίστρ φ  της δεν ισχύει πάντα  δηλαδή αν υπάρχει μ ναδική  θετικά 

 ρισμένη λύση της       δεν συνεπάγεται ότι   πίνακας    
  

      
  είναι 

ευσταθής. 
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4.5 Η Γενική Μορφή μιας Γραμμικής Εξίσωσης Πινάκων 

 

Μέχρι στιγμής  η εργασία μας έχει επικεντρωθεί στην μελέτη των 

εξισώσεων     
1  1     

m  m          και της     
1  1   

  
m  m          , και ασχοληθήκαμε με την καθεμία ξεχωριστά. Θα ήταν, 

λοιπόν ενδιαφέρον να μελετήσουμε την ύπαρξη λύσεων του συνδυασμού 

αυτών των δύο εξισώσεων, στην παρακάτω μορφή: 

                               
   

          
  

           ,                              (4.5.1) 

με Μ       και  1, .... ,  m  Μ   .  

Η         μπ ρεί να γενικευτεί και στην μ ρφή:  

                                            ε 
 
     

      ,                                                (4.5.2) 

όπ υ Μ       και  1, ,  m  Μ    και ε1=          εm=     για θ1    θm 

 [   π   έτσι τ  στ ιχεί  εj βρίσκεται πάνω στ ν μ ναδιαί  κύκλ  για όλα 

τα j={1   ,m}  Επίσης  για την εξίσωση         μπ ρ ύμε να απ δείξ υμε 

ότι η σταθερότητα τ υ πίνακα     
  

      
  είναι επαρκής για την ύπαρξη 

μ ναδικής λύσης της   

 

Λήμμα 4.5.1. 

Έστω  1,   m  Μ     Εάν       
   j   

j είναι ευσταθής  τότε   πίνακας 

Κ       ε   
  

       
  , 

όπ υ ε1=        εm=     για  θ1, ... ,θm  [   π   είναι αντιστρέψιμ ς  Σε 

αυτήν την περίπτωση η         έχει μ ναδική λύση    για κάθε Μ        

Επίσης  η λύση της         δίνεται από τ ν τύπ   

   Μ     ε  
 
        

 
     ε  

   
     

     
    . 

Απόδειξη: 

 ρχικά  υπενθυμίζ υμε ότι η σταθερότητα τ υ πίνακα    
  

      
 

 είναι 

ισ δύναμη της ύπαρξης ενός Μ         τέτ ι  ώστε Μ       
   j   j > 0. 

Θα απ δείξ υμε  λ ιπόν ότι   πίνακας  ε 
   j 

 
j   

j είναι ευσταθής  εάν   

Μ  Ιn   Τότε τ  Λήμμα απ δεικνύεται όπως τ  Θεώρημα 4.2.4 . 
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Έστω λ μια ιδι τιμή τ υ  ε 
   j 

 
j   

j και x τ  αντίστ ιχ  ιδι διάνυσμα  

Τότε  ως γνωστόν τα λ και x ικαν π ι ύν την σχέση: 

( ε 
   j 

 
j   

j)x λx. 

Εάν υπάρχει   τέτ ι  ώστε x=vec(X   τότε     είναι μια λύση της 

ε1  
1  1+  εm  

mX  
m λ   

Όμως   

  ε = 

ε  
 

 
ε  

 
 

 
 

        
      ε  

  

αυτή η εξίσωση μπ ρεί να γραφεί και ως λ      ε   

 υτό όμως συνεπάγεται ότι  

 λ           ε             ε      

Παρατηρ ύμε τώρα ότι   

    ε     λ     ε    ε        λ   ε  
      ,   λ   ε       } 

  λ             

καθώς    ε 1         ε m       . 

Επ μένως  έχ υμε ότι:  

 λ                

άρα ακ λ υθεί από την      
   j j <  n   ότι  λ <     υτό δείχνει ότι   

πίνακας  ε 
   j 

 
j   

j είναι ευσταθής  κάτι π υ  λ κληρώνει την 

απόδειξη μας                                                                                                            □ 

Συμπέρασμα. 

 πό τ  Λήμμα    .1 παίρν υμε μια συνθήκη για την ύπαρξη λύσης της 

(4.5     όμως όπως και στην εξίσωση        δεν συνεπάγεται ότι αν o Μ 

        υπάρχει μ ναδική  θετικά  ρισμένη λύση   

Επιπλέ ν  επειδή η συνάρτηση,       Μ   ε   
  

       της  π ίας τα 

σταθερά σημεία είναι  ι λύσεις της          δεν είναι μ νότ νη   ύτε 
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αντιστ ιχεί τ  σύν λ        στ      n   δεν μπ ρ ύμε να βρ ύμε επαρκείς 

συνθήκες π υ να αφ ρ ύν την ύπαρξη λύσης της          Μπ ρ ύμε  εδώ 

να καταλάβ υμε πόσ  σημαντική είναι η παραδ χή των S.M. El-Sayed και  

A.C.M Ran ότι  ι λύσεις της         είναι τα σταθερά σημεία της 

απεικόνισης F(X) =M         (2     π υ μας επιτρέπει να 

χρησιμ π ιήσ υμε Θεωρήματα Σταθερών Σημείων για την μελέτη της 

(2.1). 
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