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Εισαγωγή

Σύντοµα µετά τη δηµοσίευση της ειδικής ϑεωρίας της σχετικότητας το 1905, ο Einstein προ-
σπάθησε να ϐρει τρόπο να συµπεριλάβει τη ϐαρύτητα στο νέο σχετικιστικό του πλαίσιο. Το
1907 ένα απλό νοητικό πείραµα που περιλάµβανε έναν παρατηρητή σε ελεύθερη πτώση, ήταν
η απαρχή για την οκταετή έρευνά του πάνω στη σχετικιστική ϑεωρία της ϐαρύτητας. Μετά
από µία πληθώρα λανθασµένων εκκινήσεων, η εργασία του κορυφώθηκε µε την παρουσίαση
των πεδιακών εξισώσεων του Einstein στην Πρωσική Ακαδηµία Επιστηµών το ∆εκέµβρη του
1915 και τη δηµοσίευσή τους στο περιοδικό Annalen der Physic το 1916. Οι εξισώσεις αυτές
προσδιορίζουν τον τρόπο µε τον οποίο η γεωµετρία του χώρου και του χρόνου επηρεάζεται από
την ύπαρξη ύλης και ακτινοβολίας. Οι πεδιακές εξισώσεις του Einstein είναι µη γραµµικές
και πολύ δύσκολο να επιλυθούν. Ο Einstein συγκεκριµένα, χρησιµοποίησε προσεγγιστικές
µεθόδους στον υπολογισµό των αρχικών προβλέψεων της ϑεωρίας.
Σχεδόν αµέσως µόλις δηµοσιεύτηκε λοιπόν το paper του Einstein, ο γερµανός αστρονόµος
και αστροφυσικός Karl Schwarzschild έγραψε δύο paper τα οποία ουσιαστικά ήταν η πρώτη
εφαρµογή της ϑεωρίας της γενικής σχετικότητας στην αστρονοµία, και στα οποία παρουσίασε
τις πρώτες ακριβείς λύσεις της. Στη συνέχεια, έστειλε το πρώτο paper µε επιστολή στον Ein-
stein, Ϲητώντας του να το παρουσιάσει στην Berlin Academy λόγω απουσίας του και αυτός του
απάντησε :

"I had not expected that the exact solution to the problem could be formulated.
Your analytic treatment of the problem appears to me splendid."

΄Επειτα από την παρουσίαση του paper στην Berlin Academy, ο Schwarzschild στο δεύτερό του
paper έδειξε πώς η γενική σχετικότητα µπορεί να εφαρµοστεί για να περιγράψει τη δοµή και τη
δυναµική ενός ιδανικού άστρου. Είναι αρκετά πιθανό το γεγονός ότι εάν δεν υπήρχαν τα δύο
paper του Schwarzschild, ίσως η ϑεωρία του Einstein να µην ήταν τόσο ευρέως γνωστή σήµερα.

Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται τη µελέτη των τροχιών σωµατιδίων γύρω από µία Schwarzschild-
AdS και µία Horndeski µελανή οπή. Αρχικά ϑα αναφερθούν κάποια πιο γενικά ϑεωρητικά
στοιχεία, τα οποία είναι απαραίτητα για την κατανόηση ϐασικών εννοιών πάνω στις εξισώσεις
κίνησης στον καµπύλο χωρόχρονο και τη γεωµετρία Schwarzschild, ενώ στη συνέχεια τροπο-
ποιώντας κατάλληλα τις δύο µετρικές ϑα επιχειρήσουµε να οδηγηθούµε τόσο σε ακτινικές όσο
και σε µή ακτινικές τροχιές. Τέλος, ϑα αναφερθούν επιγραµµατικά κάποια συµπεράσµατα
που εξαγάγαµε από τα διαγράµµατα.

Ολοκληρώνοντας την εισαγωγή αυτή, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή µου κύριο Ε-
λευθέριο Παπαντωνόπουλο για τη ϐοήθεια και την καθοδήγηση που µου προσέφερε κατά την
εκπόνηση της διπλωµατικής εργασίας µου, καθώς και τον Κωνσταντίνο Ντρέκη για τις χρήσιµες
συµβουλές του.
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Κεφάλαιο 1

Βασικά στοιχεία Γενικής
Σχετικότητας

1.1 Τανυστές

Αν ϑεωρήσουµε µία καµπύλη που διέρχεται από κάποιο σηµείο Α σε ένα χώρο n διαστάσεων,
η καµπύλη αυτή ϑα καθορίζεται από n συναρτήσεις µιας ϐαθµωτής ποσότητας λ της µορφής

xµ = zµ(λ)

Αν στο σηµείο Α αντιστοιχεί η τιµή της παραµέτρου λ, τότε σε ένα διπλανό σηµείο Α΄ η τιµή της
παραµέτρου ϑα είναι λ+ dλ. Μπορούµε να ορίσουµε ως εφαπτόµενο διάνυσµα υµ στο σηµείο
Α το

υµ =
dxµ

dλ

Το εφαπτόµενο διάνυσµα υµ που ορίζεται από την παραπάνω σχέση είναι ένα ανταλλοίωτο
διάνυσµα.
΄Ενας µετασχηµατισµός από το σύστηµα xµ σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων x̄µ, ορίζεται
από τις n εξισώσεις

x̄µ = fµ(xν)

και ο αντίστροφος ϑα είναι
xµ = gµ(x̄ν)

όπου µ, ν = 0, 1..., n−1. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί ισχύουν µόνο εάν οι Ιακωβιανές τους είναι

διάφορες του µηδενός, δηλαδή εάν det
∣∣∣∣∂x̄µ∂xν

∣∣∣∣ 6= 0 και det
∣∣∣∣∂xµ∂x̄ν

∣∣∣∣ 6= 0.

΄Ενα απειροστό διάνυσµα dxν που ορίζεται σε ένα σύστηµα xµ, ϑα µετασχηµατίζεται σε ένα
άλλο σύστηµα x̄µ ως

dx̄µ =
∑
ν

∂x̄µ

∂xν
dxν =

∑
ν

∂fµ

∂xν
dxν

για ν = 0, 1, ..., n− 1.
΄Εστω ότι το ανταλλοίωτο διάνυσµα υµ έχει ορισθεί σε ένα σύστηµα συντεταγµένων xµ, τότε οι
συνιστώσες του σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων, έστω το x̄µ ϑα δίνονται από µετασχηµα-
τισµούς της µορφής

ῡµ =
dx̄µ

dλ
=
∑
ν

∂x̄µ

∂xν
dxν

dλ
=
∑
ν

∂x̄µ

∂xν
υν

Αυτό είναι δυνατό επειδή η παράµετρος λ είναι ϐαθµωτό µέγεθος και συνεπώς η ποσότητα dλ
είναι αµετάβλητη κάτω από µετασχηµατισµούς συντεταγµένων.
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Σχήµα 1.1: Απεικόνιση ενός ανταλλοίωτου διανύσµατος (Κώστας ∆. Κόκκοτας, Γενική Θεωρία
της Σχετικότητας)

Αν δοθεί µία ϐαθµωτή συνάρτηση φ(x) σε ένα σύστηµα συντεταγµένων xµ, τότε οι n µερικοί

παράγωγοι
∂φ

∂xµ
µετασχηµατίζονται στο νέο σύστηµα συντεταγµένων ως

∂φ

∂x̄µ
=
∑
ν

∂φ

∂xν
∂xν

∂x̄µ
(1.1)

Μια n-άδα ποσοτήτων bµ = {b0, b1, ..., bn−1} που µετασχηµατίζεται όπως οι µερικοί παράγωγοι
µιας ϐαθµωτής συνάρτησης, ονοµάζεται συναλλοίωτο διάνυσµα. Οι σχέσεις µετασχηµατι-
σµού µε ϐάση την (1.1) είναι

bµ =
∑
ν

∂xν

∂x̄µ
b̄ν

Τα ϐαθµωτά µεγέθη και τα διανύσµατα (συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα) είναι ειδικές περι-
πτώσεις µιας ευρύτερης κατηγορίας γεωµετρικών ποσοτήτων που µετασχηµατίζονται µε ϐάση
τους προηγούµενους κανόνες. Αυτές οι ποσότητες καλούνται τανυστές. Τα ϐαθµωτά µεγέθη
είναι τανυστές µηδενικής τάξης ενώ τα διανύσµατα είναι τανυστές πρώτης τάξης.
Θα ονοµάζουµε ανταλλοίωτο τανυστή 2ης τάξης σε ένα n-διάστατο χώρο, την ποσότητα Tµν η
οποία έχει n2 συνιστώσες και µετασχηµατίζεται ως

T̄ aβ =
∂x̄a

∂xµ
∂x̄β

∂xν
Tµν

Οµοίως, µπορούµε να ορίσουµε και τους τανυστές 2ης τάξης Tµν (συναλλοίωτος) και Tµν (µει-
κτός) που µετασχηµατίζονται ως εξής

T̄aβ =
∂xµ

∂x̄a
∂xν

∂x̄β
Tµν και T̄ aβ =

∂x̄a

∂xµ
∂xν

∂x̄β
Tµν

1.2 Συνδέσεις-Συναλλοίωτη παράγωγος

Γνωρίζουµε ότι αν σε κάθε σηµείο ενός χώρου αντιστοιχίσουµε ένα διάνυσµα, τότε ορίζουµε ένα
διανυσµατικό πεδίο. Κατ΄ αντιστοιχία αν ορίσουµε έναν τανυστή τάξης m σε ένα χώρο, τότε ϑα
έχουµε ορίσει ένα τανυστικό πεδίο. Προηγουµένως ορίσαµε στην εξίσωση (1.1) ότι η παράγω-
γος ενός ϐαθµωτού µεγέθους είναι συνιστώσες ενός συναλλοίωτου διανύσµατος. Αυτή είναι η
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µόνη περίπτωση στην οποία η παράγωγος ενός τανυστικού πεδίου είναι τανυστής. Γενικά, η
παραγώγιση ενός τανυστικού πεδίου δεν ορίζει ένα νέο τανυστικό πεδίο. Ο λόγος είναι πως το
διαφορικό ενός τανυστή είναι πρακτικά ίσο µε τη διαφορά τανυστών που ϐρίσκονται σε διαφο-
ϱετικά σηµεία του χωρόχρονου. Αλλά σε διαφορετικά σηµεία οι τανυστές µετασχηµατίζονται
µε διαφορετικό τρόπο, γιατί οι συντελεστές του µετασχηµατισµού είναι συναρτήσεις της ϑέσης.
Ουσιαστικά ϑέλουµε να δούµε εάν είναι δυνατός ο ορισµός ενός νέου τανυστικού πεδίου από
την παραγώγιση ενός αρχικού, υποθέτοντας ότι οι συνιστώσεις του αρχικού τανυστή είναι συ-
νεχείς και διαφορίσιµες συναρτήσεις.
Η εξίσωση (1.1) ορίζει πως η µερική παράγωγος ενός ϐαθµωτού πεδίου φ = φ(xa) (τανυστής
µηδενικής τάξης) οδηγεί σε τανυστικό πεδίο πρώτης τάξης (διάνυσµα), δηλαδή

∂φ

∂xa
=
∂x̄λ

∂xa
∂φ

∂x̄λ

Θεωρούµε ένα ανταλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο Aλ(xµ) και συµβολίζουµε τη µερική του πα-

ϱάγωγο ως
∂Aλ

∂xκ
. Τότε ο µετασχηµατισµός του

∂Aλ

∂xκ
σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων έστω

x̄κ οδηγεί στη σχέση

∂Aµ

∂xa
=

∂

∂xa

(
∂xµ

∂x̄ν
Āν
)

=
∂x̄ρ

∂xa
∂

∂x̄ρ

(
∂xµ

∂x̄ν
Āν
)

=
∂2xµ

∂x̄ν∂x̄ρ
∂x̄ρ

∂xa
Āν +

∂xµ

∂x̄ν
∂x̄ρ

∂xa
∂Āν

∂x̄ρ

Προφανώς, αν ο πρώτος όρος της παραπάνω σχέσης ήταν µηδέν, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι
η µερική παραγώγιση ενός διανύσµατος οδηγεί στη δηµιουργία ενός τανυστή δευτέρας τάξης,
το οποίο είναι δυνατόν να ισχύει σε κάποιο ειδικό σύστηµα συντεταγµένων, αλλά όχι γενικά.
Συνεπώς, ϑα ισχύει

∂Aµ

∂xa
=
∂xµ

∂x̄ν
∂x̄ρ

∂xa

∂Āν∂xρ
+

∂2xκ

∂x̄σ∂x̄ρ
∂xν

∂x̄κ︸ ︷︷ ︸
γ̄νσρ

Āσ


Αν επαναλάβουµε την ίδια διαδικασία για το µετασχηµατισµό της µερικής παραγώγου του
διανύσµατος Aµ και ϑεωρήσουµε ένα µετασχηµατισµό από το σύστηµα συντεταγµένων xµ σε
ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων x′µ, τότε ϑα έχουµε τον εξής µετασχηµατισµό

∂Aµ

∂xa
=
∂xµ

∂x′ν
∂x′ρ

∂xa

(
∂A′ν

∂xρ
+ γ

′ν
σρA

′σ
)

Παρατηρούµε λοιπόν ότι οι ποσότητες γ
′ν
σρ είναι αναγκαίες για το µετασχηµατισµό της µερικής

παραγώγου. Αν Ϲητούσαµε το µετασχηµατισµό από το σύστηµα συντεταγµένων x̄µ στο x′µ (και
εξαλείφαµε πλήρως τους όρους που σχετίζονται µε το σύστηµα συντεταγµένων xµ), τότε ϑα
είχαµε µια σχέση της µορφής

∂Āµ

∂xa
+ Γ̄µaλĀ

λ =
∂x̄µ

∂x′ν
∂x′ρ

∂x̄a

(
∂A′ν

∂xρ
+ Γ

′ν
σρA

′σ
)

όπου οι ποσότητες Γ̄µaλ προέκυψαν κατά τη διάρκεια του µετασχηµατισµού x̄µ → x′µ και
ονοµάζονται συνδέσεις. Για να καταλήξουµε στην παραπάνω σχέση, χρησιµοποιήσαµε µετα-
σχηµατισµούς της µορφής

∂2xµ

∂x′ν∂x′ρ
=
∂xµ

∂x′λ
Γ
′λ
ρν −

∂xκ

∂x′ρ
∂xλ

∂x′ν
Γµκλ

που οδηγούν στη σχέση

Γ
′λ
ρν =

∂2xµ

∂x′ν∂x′ρ
∂x′λ

∂xµ
+
∂xκ

∂x′ρ
∂xσ

∂x′ν
∂x′λ

∂xµ
Γµκσ
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Η παραπάνω σχέση οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι συνδέσεις δεν είναι τανυστές, αλλά ποσότη-
τες που ορίζονται σε κάθε σηµείο του χώρου και µέσω αυτών γίνεται δυνατός ο ορισµός µιας
αναλλοίωτης µορφής παραγώγισης, την οποία ονοµάζουµε συναλλοίωτη παράγωγο. Ως συ-
ναλλοίωτη παράγωγο ενός ανταλλοίωτου διανύσµατος Aµ ορίζουµε τον τανυστή δευτέρας τάξης
που δίνεται από την παρακάτω σχέση

Aµ;a =
∂Aµ

∂xa
+ ΓµaλA

λ

1.3 Παράλληλη µεταφορά

΄Εστω ένα διανυσµατικό πεδίο aµ. Θα συµβολίσουµε µε aµ(P ) το διάνυσµα στη ϑέση P και µε
aµ(P ′) αυτό που ϐρίσκεται στη ϑέση P ′, όπου τα P και P ′ απέχουν κατά dxµ. Τότε, ορίζουµε
την ποσότητα

δ(1)aµ = aµ(P ′)− aµ(P ) = aµ(P ) +
∂aµ
∂xν

dxν − aµ(P ) =
∂aµ
∂xν

dxν

η οποία όµως δεν είναι διάνυσµα (ή γενικότερα τανυστής), γιατί η διαφορά δύο διανυσµάτων

(ή τανυστών) είναι τανυστής µόνο αν ορίζονται στο ίδιο σηµείο. Αυτό εξηγεί και το ότι ο
∂aµ
∂xν

δεν είναι τανυστής.

Σχήµα 1.2: Παράλληλη µεταφορά του aµ από το P στο P ′ (Κώστας ∆. Κόκκοτας, Γενική Θεωρία
της Σχετικότητας)

Σκοπός µας είναι να κατασκευάσουµε ένα νέο διάνυσµα στο σηµείο P ′ το οποίο να µπορεί να
ϑεωρηθεί ως ίσοδύναµο΄ του διανύσµατος aµ που ορίζεται στο P . ΄Εστω λοιπόν ότι το Ϲητούµενο
διάνυσµα είναι το Aµ(P ′) = aµ(P ) + δaµ, οπότε έχουµε

aµ(P ′)−Aµ(P ′)︸ ︷︷ ︸
vector

= aµ + δ(1)aµ︸ ︷︷ ︸
atP

− (aµ + δaµ)︸ ︷︷ ︸
atP

= δ(1)aµ − δaµ︸ ︷︷ ︸
vector

=
∂aµ
∂xν

dxν − δaµ︸ ︷︷ ︸
vector

(1.2)

Η ποσότητα δaµ είναι ανάλογη του dxν και του αρχικού διανύσµατος aµ(P ), άρα ϑα είναι της
µορφής

δaµ = Cλµνaλdx
ν

όπου Cλµν µια ποσότητα που δεν είναι υποχρεωτικά τανυστής. Αν τώρα αντικαταστήσουµε την
παραπάνω µορφή του δaµ στην (1.2), καταλήγουµε στη σχέση

∂aµ
∂xν

dxν − δaµ =

(
∂aµ
∂xν
− Cλµνaλ

)
dxν
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Επειδή το αριστερό µέλος της παραπάνω σχέσης είναι διάνυσµα, ϑα πρέπει και το δεξί µέλος
να είναι διάνυσµα, ή καλύτερα ο όρος εντός της παρένθεσης να είναι τανυστής. Προφανώς, τα
∂aµ
∂xν

και Cλµν δεν είναι τανυστές, υπάρχει όµως η δυνατότητα να είναι η ποσότητα
∂aµ
∂xν
−Cλµνaλ

τανυστής, αν Cλµν = Γλµν , δηλαδή αν είναι σύνδεση του χώρου, οπότε και η ποσότητα εντός
της παρένθεσης γίνεται η συναλλοίωτη παράγωγος του διανύσµατος aµ, που έχουµε δείξει ότι
είναι τανυστής. ΄Αρα αν ένα διάνυσµα που ορίζεται στο σηµείο P το µεταφέρουµε παράλληλα
σε ένα κοντινό σηµείο P ′, η µεταβολή που ϑα υποστεί ϑα υπολογίζεται από τη σχέση

δaµ = Γλµνaλdx
ν

και αντίστοιχα µπορεί να δειχθεί ότι κατά την παράλληλη µεταφορά ενός ανταλλοίωτου δια-
νύσµατος, η µεταβολή ϑα δίνεται από τη σχέση

δaµ = −Γµλνa
λdxν

1.4 Τανυστής Riemann

Θα εξετάσουµε τώρα τη µεταβολή που υφίσταται ένα διάνυσµα κατά την παράλληλη µεταφορά
του κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης. Στην προκειµένη περίπτωση δηλαδή, κατά τη µετα-
ϕορά του κατά µήκος ενός παραλληλογράµµου µε πλευρές dxλ και δxλ.
Η παράλληλη µεταφορά του διανύσµατος aλ από το σηµείο P στο σηµείο Α ϑα έχει ως συνέπεια
τη µεταβολή του διανύσµατος κατά µια ποσότητα Γλµν(P )aµdxν , δηλαδή το νέο διάνυσµα ϑα
είναι

aλ(A) = aλ(P )− Γλµν(P )aµdxν

Η περαιτέρω µεταφορά του διανύσµατος στο σηµείο Β, ϑα δώσει το διάνυσµα

aλ(B) = aλ(A)−Γλρσ(A)aρ(A)δxσ = aλ(P )−Γλµν(P )aµdxν−Γλρσ(A)[aρ(P )−Γρβν(P )aβdxν ]δxσ

Επειδή όµως οι ποσότητες dxν και δxν είναι µικρές, µπορούµε προσεγγιστικά να χρησιµοποι-
ήσουµε την αντικατάσταση

Γλρσ(A) ≈ Γλρσ(P ) +
∂Γλρσ
∂xµ

(P )dxµ

Με αυτή την αντικατάσταση περιγράφουµε τη συνολική µεταβολή που υφίσταται το διάνυσµα
aλ κατά τη µεταφορά του από το σηµείο P στο Α και στη συνέχεια στο Β, σαν συνάρτηση µόνο
ποσοτήτων ορισµένων στο αρχικό σηµείο P . Οπότε, το διάνυσµα στο τέλος της διαδροµής ϑα
δίνεται από τη σχέση

aλ(B) = aλ−Γλµνa
µdxν−Γλρσa

ρδxσ+ΓλρσΓρβνa
βdxνδxσ+

∂Γλρσ
∂xτ

aρdxτδxσ−
∂Γλρσ
∂xτ

Γρβνa
βdxτdxνδxσ

(1.3)
όπου όλοι οι όροι στο δεξί µέλος της εξίσωσης ορίζονται στο αρχικό σηµείο P . Ο τελευταίος
όρος στην παραπάνω σχέση είναι γινόµενο τριών απειροστά µικρών ποσοτήτων και ως εκ τούτου
σηµαντικά µικρότερος από τους υπόλοιπους όρους και µπορεί να παραληφθεί.
Αντί να συνεχίσουµε τη µεταφορά του διανύσµατος aλ στο σηµείο C και στη συνέχεια στο
σηµείο P ώστε να υπολογίσουµε τη συνολική µεταβολή του, µπορούµε εναλλακτικά να µε-
ταφέρουµε το διάνυσµα aλ ακολουθώντας τη διαδροµή P → C → B και να αθροίσουµε τις
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Σχήµα 1.3: Σχηµατική παράσταση της διαδροµής που ακολουθεί το διάνυσµα aλ (Κώστας ∆.
Κόκκοτας, Γενική Θεωρία της Σχετικότητας)

µεταβολές που έχει υποστεί κατά τη διάρκεια των δύο διαδροµών που ακολούθησε.
Αυτή η τελευταία πράξη είναι σχετικά απλή, διότι για να υπολογίσουµε το διάνυσµα που ϑα

προκύψει ακολουθώντας τη διαδροµή P → C → B, αρκεί να ϐάλουµε στη σχέση (1.3) όπου
dxν το δxν και αντίστροφα, όπου δxν το dxν . Οπότε, το νέο διάνυσµα αλ ϑα είναι

αλ(B) = aλ − Γλµνa
µδxν − Γλρσa

ρdxσ + ΓλρσΓρβνa
βδxνdxσ +

∂Γλρσ
∂xτ

aρδxτdxσ

Σχετικά εύκολα διαπιστώνουµε ότι

δaλ ≡ aλ(B)− αλ(B) = aβ(dxνδxσ − dxσδxν)

(
ΓλρσΓρβν +

∂Γλβσ
∂xν

)

ενώ εναλάσσοντας κατάλληλα τους δείκτες χρησιµοποιώντας τις αντικαταστάσεις ν → σ και
σ → ν, δηµιουργούµε µια παρόµοια σχέση

δaλ = aβ(dxσδxν − dxνδxσ)

(
ΓλρνΓρβσ +

∂Γλβν
∂xσ

)

Οπότε, προσθέτοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις, λαµβάνουµε ότι η συνολική µεταβολή που
υπέστη το διάνυσµα κατά την περιφορά του, είναι

δaλ = −1

2
aβRλβνσ(dxσδxν − dxνδxσ)

όπου

Rλβνσ = −
∂Γλβν
∂xσ

+
∂Γλβσ
∂xν

− ΓµβνΓλµσ + ΓµβσΓλµν

Ο τανυστής Rλβνσ που είναι γνωστός ως τανυστής Riemann, εκφράζει την καµπυλότητα του
χώρου και οι ιδιότητες και συµµετρίες του ϑα αναφερθούν αργότερα.

1.5 Τα σύµβολα Christoffel

΄Εστω ένα διανυσµατικό πεδίο aλ. Συµβολίζουµε µε aλ(P ) το διάνυσµα στη ϑέση P και µε
aλ(P ′) αυτό που ϐρίσκεται στη ϑέση P ′, όπου τα P και P ′ απέχουν κατά dxρ. Η παράλληλη
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Σχήµα 1.4: Παράλληλη µεταφορά του aλ από το P στο P ′ (Κώστας ∆. Κόκκοτας, Γενική Θεωρία
της Σχετικότητας)

µεταφορά εξασφάλιζε ότι το µέτρο του aλ δεν ϑα πρέπει να µεταβάλλεται κατά τη µεταφορά
του από το P στο P ′. ∆ηλαδή |a|2P = |a|2P ′ ή διαφορετικά,

gµν(P )aµ(P )aν(P ) = gµν(P ′)aµ(P ′)aν(P ′) (1.4)

Επειδή τα σηµεία P και P ′ απέχουν dxρ, ϑα ισχύει προσεγγιστικά:

gµν(P ′) ' gµν(P ) +
∂gµν
∂xρ

(P )dxρ

aµ(P ′) ' aµ(P )− Γµσρ(P )aσ(P )dxρ

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω δύο σχέσεις στην (1.4), καταλήγουµε στη σχέση(
∂gµν
∂xρ

− gµσΓσνρ − gσνΓσµρ

)
aµaνdxρ = 0

Επειδή όµως η επιλογή του διανύσµατος aλ αλλά και της στοιχειώδους µετατόπισης dxρ ήταν
τυχαία, ϑα ισχύει ότι

∂gµν
∂xρ

− gµσΓσνρ − gσνΓσµρ = 0 (1.5)

Αν εναλλάξουµε τους δείκτες,

∂gνρ
∂xµ

− gνσΓσρµ − gσρΓσνµ = 0 (1.6)

και συνεχίζοντας την εναλλαγή δηµιουργούµε τη σχέση

∂gρµ
∂xν

− gρσΓσµν − gσµΓσρµ = 0 (1.7)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1.5) και (1.6) και αφαιρώντας τη σχέση (1.7), ϐρίσκουµε ότι

∂gµν
∂xρ

+
∂gνρ
∂xµ

− ∂gρµ
∂xν

= 2gσνΓσµρ

οπότε, πολλαπλασιάζοντας µε gaν , καταλήγουµε στη σχέση

Γaµρ =
1

2
gaν

(
∂gµν
∂xρ

+
∂gνρ
∂xµ

− ∂gρµ
∂xν

)
Οι σταθερές Γaµρ καλούνται σύµβολα Christoffel. Τα σύµβολα Christoffel µπορούν να ληφθούν
έτσι ώστε να είναι συµµετρικά ως προς τους δύο κάτω δείκτες, δηλαδή

Γaµρ = Γaρµ
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1.6 Γεωδαιτικές

Γνωρίζουµε ότι το στοιχείο µήκους σε έναν επίπεδο χωρόχρονο ή αλλιώς χώρο Minkowski,
ορίζεται ως εξής

ds2 = −(cdt)2 + dx2 + dy2 + dz2

Η γεωµετρία του χωρόχρονου που καθορίζεται από την παραπάνω σχέση δεν είναι µία τετρα-
διάστατη Ευκλείδια γεωµετρία, λόγω του προσήµου µείον στον όρο (cdt)2. Ειδικότερα, το
τετράγωνο της απόστασης που χωρίζει δύο σηµεία µπορεί να είναι ϑετικό, αρνητικό ή µηδέν.
΄Οταν το ds2 είναι ϑετικό, τα σηµεία λέγεται ότι είναι χωροειδώς χωρισµένα. Σε αυτήν την πε-
ϱίπτωση για παράδειγµα, ϑα είναι dt = 0 και dx 6= 0. Από την άλλη, όταν το ds2 είναι αρνητικό
τα σηµεία λέµε ότι είναι χρονοειδώς χωρισµένα, πράγµα που συµβαίνει για παράδειγµα όταν
δύο σηµεία ϐρίσκονται στην ίδια ϑέση dx = dy = dz = 0 αλλά σε διαφορετικές χρονικές στιγ-
µές dt 6= 0. Τέλος, όταν το ds2 είναι µηδέν, τότε τα σηµεία ονοµάζονται ϕωτοειδώς χωρισµένα.
Για παράδειγµα, υπάρχει µηδενική απόσταση ανάµεσα σε δύο σηµεία µε dy = dz = 0 αλλά
dx = cdt. Μηδενικώς χωρισµένα σηµεία µπορούν να συνδέονται µε ϕωτεινές ακτίνες οι οποίες
κινούνται µε ταχύτητα c. Συνεπώς,

ds2 > 0 χωροειδώς χωρισµένα,

ds2 = 0 ϕωτοειδώς χωρισµένα,

ds2 < 0 χρονοειδώς χωρισµένα.

Ο γεωµετρικός τόπος όλων των σηµείων που είναι ϕωτοειδώς χωρισµένα από ένα σηµείο P
στο χωρόχρονο, ονοµάζεται κώνος ϕωτός του σηµείου και ουσιαστικά είναι µία τρισδιάστατη
επιφάνεια στον τετραδιάστατο χωρόχρονο. Ο µελλοντικός κώνος ϕωτός του P παράγεται από
ϕωτεινές ακτίνες που εξέρχονται από το P , ενώ ο παρελθοντικός κώνος ϕωτός παράγεται από
ακτίνες που συγκλίνουν στο P .
Τα σηµεία που είναι χρονοειδώς χωρισµένα µε το P ϐρίσκονται εντός του κώνου ϕωτός, ενώ
τα σηµεία που είναι χωροειδώς χωρισµένα µε το P ϐρίσκονται εκτός του κώνου ϕωτός. Οι
διαδροµές των ακτίνων ϕωτός είναι ευθείες γραµµές στο χωρόχρονο µε σταθερή κλίση που
αντιστοιχεί στην ταχύτητα του ϕωτός, και εποµένως η διεύθυνσή τους συµπίπτει µε αυτή των
ϕωτοειδών κοσµικών γραµµών. Οι ευθείες γραµµές κατά τη διεύθυνση των κοσµικών γραµµών-
ακτίνων ϕωτός είναι για κάθε σηµείο P εφαπτοµενικές του κώνου ϕωτός αυτού του σηµείου.
Συνεπώς, η απόσταση µεταξύ δύο σηµείων κατά µήκος µιας ακτίνας ϕωτός είναι µηδενική.
Τα σωµατίδια µε µη µηδενική µάζα ηρεµίας, κινούνται κατά µήκος χρονοειδών κοσµικών
γραµµών που ϐρίσκονται συνεχώς εντός του κώνου ϕωτός οποιουδήποτε σηµείου της τροχιάς
τους. ΄Ετσι, η ταχύτητά τους σε κάθε σηµείο είναι πάντοτε µικρότερη της ταχύτητας του ϕωτός.
∆ύο γειτονικά σηµεία σε µια χρονοειδή κοσµική γραµµή (η καµπύλη που διαγράφει ένα
σωµατίδιο στο χωρόχρονο) είναι χρονοειδώς χωρισµένα, ds2 < 0. Για τη µέτρηση αυτής της
απόστασης κατά µήκος µιας κοσµικής γραµµής ενός σωµατιδίου, εισαγάγουµε το µέγεθος

dτ2 ≡ −ds
2

c2

Τότε, το dτ είναι πραγµατικός αριθµός µε διαστάσεις χρόνου. Γιάυτό το λόγο, ένα ϱολόι που
κινείται κατά µήκος µιας χρονοειδούς καµπύλης µετρά την απόσταση τ κατά µήκος της. Ε-
ναλλακτικά, χρησιµοποιείται η ονοµασία ιδιόχρονος γι΄ αυτή την απόσταση, ο χρόνος δηλαδή
που ϑα µετρούνταν από ένα ϱολόι εάν αυτό ακολουθούσε την κοσµική γραµµή.

Οι τοπικές ιδιότητες του καµπυλωµένου χωρόχρονου δεν µπορούν να διακριθούν από αυτές
του επίπεδου χωρόχρονου της ειδικής σχετικότητας. Συνεπώς, η γενική σχετικότητα ¨κληρο-
νοµεί¨ τη δοµή των τοπικών κώνων ϕωτός της ειδικής σχετικότητας.
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Οι καµπυλωµένοι χωρόχρονοι της γενικής σχετικότητας ερευνώνται, µελετώντας τη διέλευση
δοκιµαστικών σωµατιδίων και ϕωτεινών ακτίνων. Η µάζα ενός δοκιµαστικού σωµατιδίου ε-
ίναι τόσο µικρή που δεν προκαλεί κάποια αξιόλογη στρέβλωση στο χωρόχρονο. Αντιθέτως,
κινείται ως αποτέλεσµα της στρέβλωσης που προκαλείται από άλλα σώµατα µε µη αµελητέα
µάζα. Θα ασχοληθούµε λοιπόν µε τις ϐασικές εξισώσεις που διέπουν την κίνηση δοκιµαστι-
κών σωµατιδίων και ϕωτεινών ακτίνων σε ένα γενικά καµπυλωµένο χωρόχρονο. Τα σωµατίδια
αυτά αποκαλούνται ελέυθερα (free), δηλαδή ελεύθερα από οποιαδήποτε επίδραση εκτός της
καµπυλότητας του χωρόχρονου. Η γενική αρχή της κίνησης ελεύθερων δοκιµαστικών σωµατι-
δίων στον καµπυλωµένο χωρόχρονο, διατυπώνεται ως εξής

Η Αρχή των Μεταβολών για την Κίνηση Ελεύθερου ∆οκιµαστικού Σωµατιδίου

Η κοσµική γραµµή ενός ελεύθερου δοκιµαστικού σωµατιδίου µεταξύ δύο χρονοειδώς διαχω-
ϱισµένων σηµείων του χωρόχρονου, οδηγεί σε τοπικό ακρότατο του ιδιόχρονου µεταξύ τους.

Οι κοσµικές γραµµές µε ακρότατο στον ιδιόχρονο ονοµάζονται γεωδαιτικές (geodesics) και οι
εξισώσεις κίνησης που τις καθορίζουν συνιστούν τη γεωδαιτική εξίσωση (geodesic equation).

Σχήµα 1.5: ∆ύο καµπύλες xµ και x̄µ που ενώνουν δύο σηµεία Α και Β (Κώστας ∆. Κόκκοτας,
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας)

΄Εστω ότι το µήκος µιας καµπύλης xµ(s) που ενώνει δύο σηµεία Α και Β είναι S και δίνεται
από µια σχέση της µορφής

S =

∫ B

A

ds =

∫ B

A

[
gµν(xa)

dxµ

ds

dxν

ds

]1/2

ds

Μία γειτονική καµπύλη x̄µ(s) που ενώνει τα ίδια σηµεία Α και Β, ϑα περιγράφεται από την
εξίσωση

x̄µ = xµ + εξµ

µε ξµ = 0 στα άκρα Α και Β. Το µήκος της νέας καµπύλης ϑα είναι

S̄ =

∫ B

A

[
gµν(x̄a)

dx̄µ

ds

dx̄ν

ds

]1/2

ds

οπότε για απλότητα αντικαθιστούµε uµ = ẋµ =
dxµ

ds
και ūµ = ˙̄xµ =

dx̄µ

ds
= ẋ+ εξ̇µ Επίσης,

f(xa, ua) = [gµν(xa)uµuν ]1/2
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f̄(x̄a, ūa) = [gµν(x̄a)ūµūν ]1/2

΄Αρα, ορίζουµε τη διαφορά δS = S̄−S, η οποία ϑα πρέπει να µηδενίζεται για να είναι το µήκος
S ακρότατο, δηλαδή η απόσταση των σηµείων Α και Β ελάχιστη. Οπότε,

δS =

∫ B

A

δfds =

∫ B

A

(f̄ − f)ds = ε

∫ B

A

[
∂f

∂xa
− d

ds

(
∂f

∂ua

)]
ξads+ ε

∫ B

A

d

ds

(
∂f

∂ua
ξa
)
ds

όπου έγινε χρήση των σχέσεων:

• f̄(x̄a, ūa) = f(xa + εξa, ua + εξ̇a) = f(xa, ua) + εξa
∂f

∂xa
+ ξ̇a

∂f

∂ua
+O(ε2)

•
d

ds

(
∂f

∂ua
ξa
)

=
∂f

∂ua
ξ̇a +

d

ds

∂f

∂ua
ξa

Ο δεύτερος όρος της παραπάνω σχέσης µηδενίζεται, διότι στα άκρα του διαστήµατος, ξa = 0.
΄Αρα, το µήκος ϑα γίνει ακρότατο αν

δS = ε

∫ B

A

[
∂f

∂xa
− d

ds

(
∂f

∂ua

)]
ξads = 0

και επειδή το διάνυσµα ξa είναι τυχαίο, η συνθήκη ακροτάτου µήκους γίνεται :

d

ds

(
∂f

∂uµ

)
− ∂f

∂xµ
= 0 (1.8)

Η Λαγκρανζιανή για ένα ελεύθερα κινούµενο σωµατίδιο µάζας m = 2, ϑα είναι

L = gµνu
µuνπ ≡ f2 → f = L1/2

οπότε αντικαθιστώντας τις
∂f

∂ua
=

1

2

∂L

∂ua
L−1/2 και

∂f

∂xa
=

1

2

∂L

∂xa
L−1/2 στην (1.8), καταλήγου-

µε στη συνθήκη ακροτάτου µήκους των Euler-Lagrange

d

ds

(
∂L

∂uµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0 (1.9)

Θα δείξουµε τώρα πώς από τις εξισώσεις Euler-Lagrange ϑα καταλήξουµε στην τελική µορφή
των εξισώσεων των γεωδαισιακών. Είπαµε προηγουµένως ότι η Λαγκρανζιανή έχει τη µορφή
L = gµνu

µuν , οπότε

∂L

∂ua
= gµν

∂uµ

∂ua
uν + gµνu

µ ∂u
ν

∂ua
= gµνδ

µ
au

ν + gµνu
µδνa = 2gµau

µ

∂L

∂xa
=
∂gµν
∂xa

uµuν

d

ds

(
∂L

∂ua

)
=
d

ds
(2gµau

µ) = 2
dgµa
ds

uµ + 2gµa
duµ

ds
= 2

∂gµa
∂xν

uνuµ + 2gµa
duµ

ds
=

∂gµa
∂xν

uνuµ +
∂gνa
∂xµ

uµuν + 2gµa
duµ

ds

και αντικαθιστώντας στη σχέση (1.9), καταλήγουµε στη σχέση

gµa
duµ

ds
+

1

2

[
∂gµa
∂xν

+
∂gaµ
∂xν

− ∂gµν
∂xa

]
uµuν = 0
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την οποία αν πολλαπλασιάσουµε µε gρa, οδηγούµαστε στην εξίσωση των γεωδαισιακών

duρ

ds
+ Γρµνu

µuν = 0

Συχνότερα συναντώνται οι εξισώσεις των γεωδαισιακών στην παρακάτω µορφή

d2xρ

ds2
+ Γρµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0

Πρόκειται για τέσσερις εξισώσεις, µία για κάθε τιµή του ανεξάρτητου δείκτη ρ.

1.7 Συµµετρίες των τανυστών Riemann και Ricci

Ο τανυστής Riemann ή τανυστής καµπυλότητας Riemann (Riemann curvature tensor) απο-
τελεί ϑεµελιώδες µέγεθος, καθώς καθορίζει µε µοναδικό τρόπο τη χωροχρονική καµπυλότητα.
Συγκεκριµένα,

Rαβγδ =
∂Γαβδ
∂xγ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓαγεΓ
ε
βδ − ΓαδεΓ

ε
βγ

Γράφοντας τον τανυστή Riemann στη συναλλοίωτη µορφή του, δηλαδή

Rκβγδ = gκαR
α
βγδ

παρατηρούµε ότι ο τανυστής είναι αντισυµµετρικός ως προς τους δείκτες γδ και τους δείκτες
κβ και συµµετρικός ως προς την εναλλαγή της σειράς του Ϲεύγους των δεικτών κβ ↔ γδ,
δηλαδή

Rκβγδ = −Rκβδγ
Rκβγδ = −Rβκγδ
Rκβγδ = Rγδκβ

Η καµπυλότητα Ricci εκφράζεται ως εξής :

Rαβ ≡ Rγαγβ

Η καµπυλότητα Ricci µπορεί επίσης να εκφραστεί απευθείας σε σχέση µε τα σύµβολα Chri-
stoffel

Rαβ =
∂Γγαβ
∂xγ

−
∂Γγαγ
∂xβ

+ ΓγαβΓδγδ − ΓγαδΓ
δ
βγ

και εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι ένας συµµετρικός τανυστής :

Rβµ = Rµβ
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1.8 Γεωµετρία Schwarzschild

Οι απλούστεροι καµπυλωµένοι χωρόχρονοι της γενικής σχετικότητας είναι αυτοί που παρου-
σιάζουν τη µεγαλύτερη συµµετρία. Τον πιο σηµαντικό από αυτούς συνιστά η γεωµετρία του
κενού χώρου στο εξωτερικό µιας σφαιρικά συµµετρικής πηγής καµπυλότητας, όπως είναι για
παράδειγµα ένα σφαιρικό άστρο. Η γεωµετρία αυτή καλείται γεωµετρία Schwarzschild προς
τιµήν του Karl Schwarzschild (1873-1916), ο οποίος έλυσε την εξίσωση Einstein το 1916. Η
γεωµετρία Schwarzschild είναι µία λύση της εξίσωσης Einstein για το κενό, δηλαδή της εξίσω-
σης Einstein για τον καµπυλωµένο χωρόχρονο απουσία ύλης.
Το στοιχείο µήκους της γεωµετρίας Schwarzschild περιγράφεται σε κατάλληλο σύστηµα συ-
ντεταγµένων (σε µονάδες c 6= 1) από την :

ds2 = −
(

1− 2GM

c2r

)
(cdt)2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

όπου η ποσότητα
2GM

c2r
προσδιορίζει ουσιαστικά το ϐαθµό απόκλισης του χωρόχρονου Schw-

arzschild από το χωρόχρονο Minkowski. Η παραπάνω σχέση ουσιαστικά είναι η µετρική
Schwarzschild, η οποία διακρίνεται από χρονική ανεξαρτησία και σφαιρική συµµετρία (ανε-
ξάρτητη από t και φ). Η σταθερά M ερµηνεύεται ως η συνολική µάζα της πηγής καµπυλότη-

τας. Η ακτίνα r =
2GM

c2
καλείται ακτίνα Schwarzschild (Schwarzschild radius) και αποτελεί

χαρακτηριστικό της κλίµακας µεγέθους της καµπύλωσης στη γεωµετρία Schwarzschild. Απο-
δεικνύεται ωστόσο, ότι η επιφάνεια ενός στατικού αστέρα ϐρίσκεται πάντα έξω από αυτή την
ακτίνα.
Το στοιχείο µήκους Schwarzschild σε γεωµετροποιηµένες µονάδες, έχει τη µορφή

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (1.10)

1.9 Μελανή οπή Schwarzschild

΄Οταν εξαντληθούν εντελώς τα ϑερµοπυρηνικά καύσιµα ενός άστρου, το άστρο είτε καταλήγει σε
ισορροπία, είτε σε ϐαρυτική κατάρρευση. ΄Εστω η ιδανική περίπτωση όπου το σώµα που καταρ-
ϱέει ϐαρυτικά και ο χωρόχρονος στο εξωτερικό του έχουν σφαιρική συµµετρία. Ακόµα, υπάρχει
ανεξαρτησία ως προς το χρόνο επειδή η µάζα διατηρείται. Τότε, η γεωµετρία στο εξωτερικό µιας
συµµετρικής ϐαρυτικής κατάρρευσης είναι η χρονικά ανεξάρτητη γεωµετρία Schwarzschild.
Η ιδιοµορφία της µετρικής Schwarzschild στην ακτίνα r = 2M αποδεικνύεται τελικά ότι δεν
είναι ιδιοµορφία του χωρόχρονου καθεαυτού, αλλά ιδιοµορφία των συντεταγµένων Schwarz-
schild. Υπάρχουν αρκετά συστήµατα συντεταγµένων στα οποία η µετρική δεν παρουσιάζει
ιδιοµορφία στο r = 2M , όπως π.χ το σύστηµα συντεταγµένων Eddington-Finkelstein. Σε
αυτό, αντικαθιστούµε στην (1.10) τη χρονική συντεταγµένη Schwarzschild t µε µια νέα υ που
ορίζεται ως

t = υ − r − 2M log
∣∣∣ r
2M
− 1
∣∣∣ (1.11)

και τότε καταλήγουµε στην

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dυ2 + 2dυdr + r2(dθ2 + sin2θdφ2) (1.12)
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Είναι η ίδια χρονικά ανεξάρτητη, σφαιρικά συµµετρική γεωµετρία που αναπαρίσταται από τη
µετρική Schwarzschild, µε διαφορετικό απλώς σύστηµα συντεταγµένων για τον προσδιορισµό
των σηµείων. Το σηµείο κλειδί στο να αντιληφθεί κανείς ότι η γεωµετρία Schwarzschild είναι
στην ουσία µια µελανή οπή, αποτελεί η συµπεριφορά των ακτίνων ϕωτός κατά την ακτινική
διεύθυνση. Οι τελευταίες κινούνται κατά µήκος κοσµικών γραµµών, για τις οποίες ισχύει
dθ = dφ = 0 (ακτινικές) και ds2 = 0 (ϕωτοειδείς). Με άλλα λόγια, σύµφωνα µε την (1.12), για
εκείνες τις κοσµικές γραµµές που ισχύει

−
(

1− 2M

r

)
dυ2 + 2dυdr = 0 (1.13)

Μια άµεση συνέπεια του παραπάνω είναι ότι κάποιες ϕωτινές ακτίνες µε ακτινική διεύθυνση
κινούνται κατά µήκος των καµπυλών

υ = const (ϕωτεινές ακτίνες κινούµενες ακτινικά προς το κέντρο)

΄Οπως διαπιστώνουµε από την (1.11), πρόκειται για ϕωτεινές ακτίνες κινούµενες ακτινικά προς
το κέντρο και αυτό επειδή καθώς το t αυξάνει, το r ϑα πρέπει να µειώνεται για να διατηρείται
το υ σταθερό. Η άλλη δυνατή λύση της (1.13) είναι η

−
(

1− 2M

r

)
dυ + 2dr = 0

Η σχέση αυτή µπορεί να επιλυθεί ως προς
dυ

dr
και στη συνέχεια ολοκληρώνοντας το αποτέλεσµα,

να ϐρεθεί ότι οι συγκεκριµένες ϕωτεινές ακτίνες κινούνται στις καµπύλες

υ − 2
(
r + 2M log

∣∣∣ r
2M
− 1
∣∣∣) = const (1.14)

΄Οταν µία από αυτές τις ϕωτεινές ακτίνες ϐρίσκεται µακριά από µια µελανή οπή, τότε κινείται
ακτινικά προς τα έξω αφού η (1.14) γίνεται t = r + constant όπως υποδεικνύεται από την
(1.11). ΄Οταν όµως r < 2M , οι ϕωτεινές ακτίνες κινούνται ακτινικά προς το κέντρο επειδή
το r ελαττώνεται µε την αύξηση του υ. Υπάρχει µια επιπλέον ειδική λύση της (1.13) πέραν
των ϕωτοειδών καµπυλών υ = const και των καµπυλών (1.14). Η καµπύλη r = 2M που
ικανοποιεί την (1.13) και δεν περιγράφει ούτε καµπύλες κινούµενες προς τα µέσα ούτε προς
τα έξω, αλλά αντίθετα στατικές καµπύλες.
Εποµένως, η επιφάνεια r = 2M διαµερίζει το χωρόχρονο σε δύο περιοχές : την περιοχή στο
εξωτερικό της r = 2M από την οποία το ϕως µπορεί να διαφύγει στο άπειρο, και την περιοχή
στο εσωτερικό της r = 2M , όπου η ϐαρύτητα είναι τόσο ισχυρή που ούτε καν το ϕως δε µπορεί
να διαφύγει. Αυτό είναι το ϐασικό χαρακτηριστικό της γεωµετρίας µιας µελανής οπής. Η επι-
ϕάνεια r = 2M ονοµάζεται ορίζοντας γεγονότων (ή πολλές ϕορές συνοπτικότερα, ορίζοντας)
της µελανής οπής.
Στην περίπτωση που r = 0, η µετρική είναι ιδιόµορφη τόσο στις συντεταγµένες Schwarzschild
όσο και στις Eddington-Finkelstein. Το r = 0 αντιστοιχεί σε ένα σηµείο άπειρης καµπύλω-
σης του χωρόχρονου και άπειρων ϐαρυτικών δυνάµεων, µία γνήσια δηλαδή ϕυσική ιδιοµορφία.

1.10 Εξαγωγή της µετρικής Schwarzschild από τις εξισώσεις
Einstein

Οι εξισώσεις Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν
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όπου στα αριστερά είναι ο συµµετρικός τανυστής Einstein Gµν ως συνδιασµός του τανυστή
Ricci Rµν (συγκεκριµένα R = gµνRµν ) και της µετρικής gµν , και στα δεξιά ο Tµν ο τανυστής
ενέργειας-ορµής και G η σταθερά ϐαρύτητας. Οι εξισώσεις αυτές είναι µη γραµµικές διαφο-
ϱικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους και οι µαθηµατικές µας γνώσεις δεν επιτρέπουν τη
γενική επίλυσή τους. Εν τούτοις, αν ϑεωρήσουµε ότι η Ϲητούµενη λύση έχει µερικές ΄λογι-
κές΄ συµµετρίες, προερχόµενες από συγκεκριµένες ϕυσικές παραδοχές, τότε είναι δυνατή η
εξεύρεση λύσεων που µπορούν να αναπαραστήσουν το χωρόχρονο γύρω και εντός αστρικών
αντικειµένων που παρατηρούµε. Μία τέτοια παραδοχή είναι για παράδειγµα ότι η πηγή του
πεδίου είναι σφαιρικά συµµετρική.
Γνωρίζουµε ότι η Schwarzschild είναι η εξής µετρική:

dS2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 ,

όπου
dΩ2 = dθ2 + sin2(θ)dφ2

Για να καταλήξουµε λοιπόν σε αυτή, αναζητάµε µία στατική και σφαιρικά συµµετρική µετρική.
Το γεγονός ότι όλα τα κοµµάτια της µετρικής είναι ανεξάρτητα του χρόνου, µας δεσµεύει ως
προς τη χρήση όρων dt2 και dxidxj και όχι όρων dtdxi + dxidt.
Ξεκινάµε λοιπόν από τη µετρική του χώρου Minkowski σε σφαιρικές συντεταγµένες (t,r,θ,φ)

dS2
Minkowski = −dt2 + dr2 + r2dΩ2

Η µετρική αυτή αφορά επίπεδο χωρόχρονο. Οπότε για καµπύλο χωρόχρονο, πολλαπλασι-
άζουµε όλους τους όρους µε διαφορετικούς συντελεστές, οι οποίοι είναι συναρτήσεις µόνο του
r

dS2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + e2γ(r)r2dΩ2

Στη συνέχεια, ορίζουµε για απλοποίηση των πράξεων, r′ ≡ eγ(r)r

⇒ dr′ = eγdr + eγrdγ =

(
1 + r

dγ

dr

)
eγdr

Συνεπώς, η µετρική τροποποιείται ως εξής

dS2 = −e2α(r)dt2 +

(
1 + r

dγ

dr

)−2

e2β(r)−2γ(r)dr′2 + r′2dΩ2

Θέτοντας πάλι r′ → r και ϑεωρώντας ότι
(

1 + r
dγ

dr

)−2

e2β(r)−2γ(r) → e2β, τελικά έχουµε ότι :

dS2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + r2dΩ2

Η µετρική δείχνει ίδια µε πριν, µε τη διαφορά ότι ο παράγοντας e2γ έχει εξαφανιστεί πλέον µε
την κατάλληλη επιλογή ακτινικής συντεταγµένης.
΄Επειτα, υπολογίζουµε τα Christoffel symbols, σύµφωνα µε τον τύπο

Γαβγ =
1

2
gαδ

(
∂gδβ
∂xγ

+
∂gδγ
∂xβ

− ∂gβγ
∂xδ

)
όπου

gµν = (−e2αr, e2βr, r2, r2 sin2 (θ))

και
Γαβγ = Γαγβ
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Τα µόνα µη µηδενικά Christoffel symbols είναι τα παρακάτω (τα υπόλοιπα είτε µηδενίστηκαν
λόγω πράξεων, είτε λόγω συµµετριών)

Γttr = Γtrt =
1

2
gtt
(
∂gtt
∂r

+
∂gtr
∂t
− ∂gtr

∂t

)
= −1

2
e−2α(r)

(
−∂e2α(r)

∂r

)
= −1

2
e−2α(r)(−2∂rα(r)e2α(r)) = ∂rα

Γrtt =
1

2
grr
(
∂grt
∂t

+
∂grt
∂t
− ∂gtt

∂r

)
=

1

2
e−2β(r)(2∂rα(r)e2α(r)) = e2(α−β)∂rα

Γrrr =
1

2
grr
(
∂grr
∂r

+
∂grr
∂r
− ∂grr

∂r

)
=

1

2
e−2β(r)2∂rβ(r)e2β(r) = ∂rβ

Γrθθ =
1

2
grr
(
∂grθ
∂θ

+
∂grθ
∂θ
− ∂gθθ

∂r

)
=

1

2
e−2β(r)(−2r) = −re−2β

Γrφφ =
1

2
grr
(
∂grφ
∂φ

+
∂grφ
∂φ
− ∂gφφ

∂r

)
=

1

2
e−2β(r)(−2r sin2 (θ)) = −re−2β sin2 (θ)

Γθrθ = Γθθr =
1

2
gθθ
(
∂gθr
∂θ

+
∂gθθ
∂r
− ∂grθ

∂θ

)
=

1

2

1

r2
2r =

1

r

Γθφφ =
1

2
gθθ
(
∂gθφ
∂φ

+
∂gθφ
∂φ
− ∂gφφ

∂θ

)
=

1

2

1

r2
(−2r2sin(θ) cos (θ)) = − sin (θ) cos (θ)

Γφrφ = Γφφr =
1

2
gφφ

(
∂gφr
∂φ

+
∂gφφ
∂r
− ∂grφ

∂φ

)
=

1

2

1

r2 sin2 (θ)
2r sin2 (θ) =

1

r

Γφθφ = Γφφθ =
1

2
gφφ

(
∂gφθ
∂φ

+
∂gφφ
∂θ
− ∂gθφ

∂φ

)
=

1

2

1

r2 sin2 (θ)
2r2 sin (θ) cos (θ) =

cos (θ)

sin(θ)

Στη συνέχεια, µε ϐάση τα παραπάνω υπολογίζουµε τους τανυστές καµπυλότητας Riemann ως
εξής

Rαβγδ = −Rαβδγ =
∂Γαβδ
∂xγ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓαγεΓ
ε
βδ − ΓαδεΓ

ε
βγ

Οι µόνοι λοιπόν µη µηδενικοί τανυστές καµπυλότητας Riemann που υπολογίστηκαν, είναι οι
παρακάτω
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Rrtrt = −Rrttr =
∂Γrtt
∂r
− ∂Γrtr

∂t
+ ΓrrrΓ

r
tt − ΓrttΓ

t
tr = ∂2

rαe
2(α−β) + 2(∂rα− ∂rβ)e2(α−β)∂ra+

+ e2(α−β)∂rα∂rβ − (∂rα)2e2(α−β) = e2(α−β)[∂2
rα+ (∂rα)2 − ∂rα∂rβ]

Rθtθt = −Rθttθ =
∂Γθtt
∂θ
− ∂Γθtθ

∂t
+ ΓθθrΓ

r
tt − ΓθtεΓ

ε
tθ =

1

r
e2(α−β)∂rα =

1

r
e2(α−β)∂rα

Rφtφt = −Rφttφ =
∂Γφtt
∂φ
−
∂Γφtφ
∂t

+ ΓφφrΓ
r
tt − ΓφtεΓ

ε
tφ =

1

r
e2(α−β)∂rα =

1

r
e2(α−β)∂rα

Rtrtr = −Rtrrt =
∂Γtrr
∂t
− ∂Γtrt

∂r
+ ΓttrΓ

r
rr − ΓtrtΓ

t
rt = ∂2

rα+ ∂rα∂rβ − (∂rα)2 =

= −∂2
rα+ ∂rα∂rβ − (∂rα)2

Rθrθr = −Rθrrθ =
∂Γθrr
∂θ
− ∂Γθrθ

∂r
+ ΓθθrΓ

r
rr − ΓθrθΓ

θ
rθ =

1

r2
+

1

r
∂rβ −

1

r

1

r
=

1

r
∂rβ

Rφrφr = −Rφrrφ =
∂Γφrr
∂φ
−
∂Γφrφ
∂r

+ ΓφφrΓ
r
rr − ΓφrφΓφrφ = −

(
− 1

r2

)
+

1

r
∂rβ − 1

r

1

r
=

1

r
∂rβ

Rtθtθ = −Rtθθt =
∂Γtθθ
∂t
− ∂Γtθt

∂θ
+ ΓttrΓ

r
θθ − ΓtθεΓ

ε
θt = −re−2β∂rα = −re−2β∂rα

Rrθrθ = −Rrθθr =
∂Γrθθ
∂r
− ∂Γrθr

∂θ
+ ΓrrrΓ

r
θθ − ΓrθθΓ

θ
θr = −e−2β + re−2β2∂rβ − re−2β∂rβ + e−2β =

= re−2β∂rβ

Rφθφθ = −Rφθθφ =
∂Γφθθ
∂φ
−
∂Γφθφ
∂θ

+ ΓφφrΓ
r
θθ − ΓφθφΓφθφ = −

(
− 1

sin2 (θ)

)
− 1

r
re−2β − cos (θ)

sin (θ)

cos(θ)

sin (θ)
=

=
1

sin2 (θ)
− e−2β − cos2 (θ)

sin2 (θ)
= 1− e−2β

Rtφtφ = −Rtφφt =
∂Γtφφ
∂t
−
∂Γtφt
∂φ

+ ΓttrΓ
r
φφ − ΓtφεΓ

ε
φt = −re−2β sin2 (θ)∂rα = −re−2β sin2 (θ)∂rα

Rrφrφ = −Rrφφr =
∂Γrφφ
∂r
−
∂Γrφr
∂φ

+ ΓrrrΓ
r
φφ − ΓrφφΓφφr = −e−2β sin2 (θ) + r sin2 (θ)e−2β2∂rβ−

− re−2β sin2 (θ)∂rβ + re−2β sin2 (θ)
1

r
= re−2β sin2 (θ)∂rβ
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Rθφθφ = −Rθφφθ =
∂Γθφφ
∂θ
−
∂Γθφθ
∂φ

+ ΓθθrΓ
r
φφ − ΓθφφΓφφθ = − cos2 (θ) + sin2 (θ)− 1

r
re−2β sin2 (θ)+

+ sin (θ) cos (θ)
cos (θ)

sin (θ)
= sin2 (θ)(1− e−2β)

΄Οπου έχει τοποθετηθεί το ε, σηµαίνει ότι όποιο συνδιασµό και να κάναµε, δεν υπήρχε µη
µηδενικό Γ.
Συµµαζεύοντας λοιπόν τις τέσσερις τριάδες, έχουµε ότι

Rtt = e2(α−β)[∂2
rα+ (∂rα)2 − ∂rα∂rβ +

2

r
∂rα]

Rrr = ∂rα∂rβ − ∂2
rα− (∂rα)2 +

2

r
∂rβ

Rθθ = e−2β [r(∂rβ − ∂rα)− 1] + 1

Rφφ = sin2(θ)Rθθ

Γνωρίζουµε ότι η εξίσωση Einstein στο κενό γράφεται ως εξής :

Rµν = 0

Εφόσον
Rtt = 0

και
Rrr = 0

τότε ϑα ισχύει και ότι

e2(α−β)Rrr +Rtt = 0⇒ 2

r
(∂rα+ ∂rβ) = 0⇒ α = −β + c

Στη συνέχεια ϑέτουµε c = 0 µε την προϋπόθεση ότι t→ e−ct. Συνεπώς,

α = −β

Επίσης

Rθθ = 0⇒ e2α(2r∂rα+ 1) = 1⇒ ∂r(re
2α) = 1⇒ e2α = 1− Rs

r
όπου Rs µία σταθερά που πρέπει να προσδιορίσουµε.
Τότε, η µετρική γίνεται

dS2 = −
(

1− Rs
r

)
dt2 +

(
1− Rs

r

)−1

dr2 + r2dΩ2

Γνωρίζουµε ότι στο όριο ασθενούς πεδίου,

gtt = −
(

1− 2GM

r

)
η µετρική Schwarzschild ϑα πρέπει να ανάγεται σε περίπτωση ασθενούς πεδίου για
r >> 2GM , συνεπώς ταυτοποιούµε τους όρους gtt

Rs = 2GM

Τελικά λοιπόν, καταλήγουµε στη µορφή της µετρικής Scwarzschild

dS2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2
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Κεφάλαιο 2

Γεωδαισιακές σε
Schwarzschild-AdS µελανή οπή

Εφόσον µελετήσαµε παραπάνω τη Schwarzschild µελανή οπή, πρέπει να αναφερθούµε και
στον Anti-de Sitter ή αλλιώς AdS χώρο. Ο n-dimensional Anti-de Sitter (AdSn) χώρος ε-
ίναι µια µέγιστα συµµετρική Lorentzian πολλαπλότητα µε σταθερή αρνητική καµπυλότητα.
Ο χώρος Anti-de Sitter και ο χώρος de Sitter ονοµάστηκαν από τον Willem de Sitter (1872-
1934), καθηγητή αστρονοµίας στο πανεπιστήµιο του Leiden και διευθυντή του Observatory
Leiden. Οι Willem de Sitter και Albert Einstein συνεργάστηκαν στενά τη δεκαετία του 1920
στο Leiden για τη δοµή του χωρόχρονου του σύµπαντος.
Οι πολλαπλότητες σταθερής καµπυλότητας είναι πολύ γνωστές στην περίπτωση των δύο δια-
στάσεων, όπου η επιφάνεια µιας σφαίρας είναι µια επιφάνεια σταθερής ϑετικής καµπυλότητας,
ένα (Ευκλείδιο) επίπεδο είναι µια επιφάνεια σταθερής µηδενικής καµπυλότητας και ένα υπερ-
ϐολικό επίπεδο είναι µια επιφάνεια σταθερής αρνητικής καµπυλότητας.
Η ϑεωρία της σχετικότητας του Einstein τοποθετεί το χώρο και το χρόνο επί ίσοις όροις, έτσι
ώστε να λαµβάνεται υπόψην η γεωµετρία ενός ενιαίου χωρόχρονου, αντί να εξετάζεται ξεχωρι-
στά ο χώρος και ο χρόνος. Οι περιπτώσεις χωρόχρονου σταθερής καµπυλότητας είναι χώρος
de Sitter (ϑετική), χώρος Minkowski (µηδέν) και χώρος Anti-de Sitter (αρνητική). Ως εκ το-
ύτου, είναι ακριβείς λύσεις των εξισώσεων πεδίου του Einstein για ένα κενό σύµπαν µε ϑετική,
µηδενική ή αρνητική κοσµολογική σταθερά, αντίστοιχα.
΄Ενας χώρος Anti-de Sitter στη γενική σχετικότητα είναι παρόµοιος µε έναν χώρο de Sitter,
εκτός από την αλλαγή του σηµείου της καµπυλότητας. Σε αυτή την περίπτωση, ελλείψει ύλης
ή ενέργειας, η καµπυλότητα είναι αρνητική που αντιστοιχεί σε υπερβολική γεωµετρία, και
αρχικά παράλληλες χρονοειδείς γεωδαισιακές τελικά τέµνονται. Αυτό αντιστοιχεί σε µια αρ-
νητική κοσµολογική σταθερά (η οποία δεν ταιριάζει µε τις κοσµολογικές παρατηρήσεις). Εδώ,
ο κενός χώρος έχει αρνητική ενεργειακή πυκνότητα αλλά ϑετική πίεση. Σε ένα χώρο Anti-de
Sitter, όπως σε ένα χώρο de Sitter, η εγγενής καµπυλότητα του χωρόχρονου αντιστοιχεί στην
κοσµολογική σταθερά.
Η µετρική ενός στατικού, σφαιρικά συµµετρικού χωρόχρονου µε µάζα M και κοσµολογική

σταθερά Λ = − 3

l2
είναι

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dθ2 + sin2 (θ)dφ2)

όπου η συνάρτηση κατάρρευσης f(r) δίνεται παρακάτω

f(r) = 1− 2M

r
+
r2

l2
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και οι συντεταγµένες µπορούν να πάρουν τις ακόλουθες τιµές

−∞ ≤ t ≤ +∞, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π

Αρχικά ψάχνουµε τον ορίζοντα, ϐλέποντας πού µηδενίζεται η f(r)

f(r) = 0⇒ 1− 2M

r
+
r2

l2
= 0⇒ rl2 − 2Ml2 + r3 = 0

Είναι της µορφής
x3 + ax− b = 0

όπου a, b > 0. Θεωρούµε
x = Z sinh (θ)

και πολλαπλασιάζουµε µε ένα ϐαθµωτό α

αZ3 sinh3 (θ) + αaZ sinh (θ)− αb = 0

Βασιζόµενοι στην ταυτότητα

4 sinh3 (θ) + 3 sinh (θ)− sinh (3θ) = 0

καταλήγουµε στα αZ3 = 4, αaZ = 3, αb = sinh (3θ)

αZ3 = 4⇒ α =
4

Z3
⇒ 4

Z3
aZ = 3⇒ 4

Z2
a = 3⇒ Z = 2

√
a

3

αb = sinh (3θ)⇒ 3θ = sinh−1 (αb) + 2nπi, n ∈ Z ⇒ θ =
1

3
sinh−1

(
3

aZ
b

)
+

2

3
nπi⇒ θ =

1

3
sinh−1

(
3

2a

√
3

a
b

)
+

2

3
nπi⇒ θ =

1

3
sinh−1

(
3b

2

√
3

a3

)
+

2π

3
ni, n = 0, 1, 2

΄Ετσι, r ≡ x = Z sinh (θ) :

r1 = 2

√
a

3
sinh

[
1

3
sinh−1

(
3b

2

√
3

a3

)]

r2 = 2

√
a

3
sinh

[
1

3
sinh−1

(
3b

2

√
3

a3

)
+

2π

3
i

]

r3 = 2

√
a

3
sinh

[
1

3
sinh−1

(
3b

2

√
3

a3

)
+

4π

3
i

]
Η µοναδική πραγµατική ϱίζα είναι η r1 , και για a = l2 και b = 2Ml2, παίρνουµε

r+ = 2

√
l2

3
sinh

[
1

3
sinh−1

(
3Ml2

√
3

l6

)]
⇒ r+ =

2

3

√
3l sinh

[
1

3
sinh−1

(
3
√

3
M

l

)]
Βασιζόµενοι στις σχέσεις

sinh (x) ' x+
1

6
x3, sinh−1 (x) ' x− 1

6
x3
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παίρνουµε

r+ '
2

3

√
3l sinh

[
1

3

(
3
√

3
M

l
− 1

6

(
3
√

3
M

l

)3
)]

=
2

3

√
3l sinh

[√
3
M

l
− 27

18
3
√

3
M3

l3

]
=

2

3

√
3l sinh

[√
3
M

l
− 27

6

√
3
M3

l3

]
' 2

3

√
3l

[
√

3
M

l
− 27

6

√
3
M3

l3
+

1

6

(√
3
M

l
− 27

6

√
3
M3

l3

)3
]

=

2

3

√
3l

[√
3
M

l
− 27

6

√
3
M3

l3
+

1

6
3
√

3
M3

l3

]
=

2

3

√
3l

[√
3
M

l
− 24

6

√
3
M3

l3

]
= 2M − 8

M3

l2

΄Ετσι λοιπόν,

r+ ' 2M − 8
M3

l2
< rSchwarzschild = 2M

Για να ϐρούµε τις γεωδαισιακές, λύνουµε τις εξισώσεις Euler-Lagrange για τη Λαγκρανζιανή

L = −f(r)ṫ2 + f−1(r)ṙ2 + r2(θ̇2 + sin2 (θ)φ̇2)

όπου οι τελείες αναπαριστούν παράγωγο ως προς την παράµετρο τ . Οι εξισώσεις κίνησης, είναι

Π̇q −
∂L
∂q

= 0

όπου
Πq =

∂L
∂q̇

είναι η συζυγής ορµή ως προς τη συντεταγµένη q. Από τη στιγµή που η Λαγκρανζιανή είναι
ανεξάρτητη των t και φ, η αντίστοιχη συζυγής ορµή διατηρείται, οπότε

Πt =
∂L
∂ṫ

= −2f(r)ṫ = −2

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
ṫ = −2E

⇒ E =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
ṫ (2.1)

και
Πφ =

∂L
∂φ̇

= 2r2 sin2 (θ)φ̇ = 2L⇒ L = r2 sin2 (θ)φ̇

όπου τα E και L είναι σταθερές της κίνησης. Από τις εξισώσεις κίνησης για το θ , παίρνουµε

Π̇θ −
∂L
∂θ

= 0⇒∂(2r2θ̇)

∂τ
− r2φ̇22 sin (θ) cos (θ) = 0⇒ d(r2θ̇)

dτ
= r2 sin (θ) cos (θ)φ̇2 ⇒

dr2

dτ
θ̇ + r2 dθ̇

dτ
= r2 sin (θ) cos (θ)φ̇2

Για απλότητα, ϑεωρούµε θ0 =
π

2
και θ̇0 = 0 , έτσι λοιπόν ϐρίσκουµε από την παραπάνω

εξίσωση ότι και θ̈0 = 0. θ̇0 = 0, έτσι θ̈0 = 0 , τότε θ̈ = 0.

θ̈ = 0⇒ θ̇ = c1

και επειδή θ̇0 = 0, θ̇ = 0. ΄Οπως προηγουµένως,

θ̇ = 0⇒ θ = c2
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και επειδή θ0 =
π

2
, θ =

π

2
. Η κίνηση γίνεται στην θ =

π

2
. ΄Ετσι, έχουµε ότι

r2φ̇ = L (2.2)

και η Λαγκρανζιανή µας µπορεί να γραφτεί συνολικά ως

L = −f(r)ṫ2+f−1(r)ṙ2+r2(θ̇2+sin2 (θ)φ̇2) = −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)
ṫ2+

ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

+r2(θ̇2+sin2 (θ)φ̇2)

Μπορούµε να ορίσουµε η L να ισούται µε την −L. Κάνουµε αυτή την υπόθεση για να έχου-
µε πιο εύκολους υπολογισµούς και δεν υπάρχει πρόβληµα, καθώς δίνουν τις ίδιες εξισώσεις
κίνησης. ΄Ετσι

L =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
ṫ2 − ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

− r2(θ̇2 + sin2 (θ)φ̇2) =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
E2(

1− 2M
r + r2

l2

)2−
− ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

− r2φ̇2 =
E2

1− 2M
r + r2

l2

− ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

− r2L
2

r4
=

E2

1− 2M
r + r2

l2

−

− ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

− L2

r2
≡ h

όπου h = 0 για τα ϕωτόνια και h = 1 για τα σωµατίδια µε µάζα. Λύνουµε την παραπάνω
εξίσωση για ṙ2 µε σκοπό να ϐρούµε την ακτινική εξίσωση

h =
E2

1− 2M
r + r2

l2

− ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

− L2

r2
⇒ ṙ2

1− 2M
r + r2

l2

=
E2

1− 2M
r + r2

l2

− h− L2

r2
⇒

ṙ2 = E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)(
h+

L2

r2

)
Μπορούµε να γράψουµε την παραπάνω εξίσωση ως την εξίσωση κίνησης σε ένα µονοδιάστατο
πρόβληµα

ṙ2 = E2 − V 2
eff

όπου

V 2
eff =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)(
h+

L2

r2

)
ένα ενεργό δυναµικό. Ξεκινάµε λοιπόν να τον υπολογισµό των timelike γεωδαισιακών.

2.1 Timelike Γεωδαισιακές

Σε αυτή την κατηγορία έχουµε h = 1, άρα

V 2
eff =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)(
1 +

L2

r2

)
΄Ετσι λοιπόν, χρησιµοποιούµε το παραπάνω ενεργό δυναµικό και λύνουµε την ακτινική εξίσω-
ση για ακτινικά και µη ακτινικά σωµατίδια.

24



2.1.1 Ακτινικές Τροχιές

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

Οι ακτινικές γεωδαισιακές αντιστοιχούν σε κίνηση σωµατιδίων µε µηδενική στροφορµή L = 0.
Σε αυτή την περίπτωση, το ενεργό δυναµικό γίνεται

V 2
eff =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)

r0, E0
2

r+

0 1 2 3 4 5 6 7
r/M

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
V
2eff(r/M)

Σχήµα 2.1: Το ενεργό δυναµικό συναρτήσει του r, για l =
√

27

και η ακτινική εξίσωση παίρνει τη µορφή

ṙ2 = E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)
Στην ελλειπτική καµπυλότητα την οποία και το V 2

eff πρεσβεύει, τα σωµατίδια πέφτουν στον
ορίζοντα από µία απόσταση η οποία καθορίζεται από τη σταθερά κίνησης E, λόγω της ελκτικής
δύναµης που παράγει το Λ < 0. Για να ϐρούµε ακριβείς λύσεις, λύνουµε για απλότητα
την περίπτωση που οι δύο µιγαδικές ϱίζες της κυβικής εξίσωσης είναι ίσες. Η ενέργεια που
αντιστοιχεί είναι

E2
0 = 1 + 3

3

√
M2

l2

Γι΄ αυτή την τιµή της E, παρατηρούµε ότι

r0 = 2
3
√
Ml2 (2.3)

Επιπλέον, η σταθερά της κίνησης E ως συνάρτηση του r0 δίνεται παρακάτω

E2
0 = 1 +

3

4l2
r2
0 (2.4)

Αυτό αποδεικνύεται εύκολα

M2

l2
=

1

l6
(Ml2)2 ⇒ M2

l2
=

1

l6
3
√
Ml2

6
⇒ 3

√
M2

l2
=

1

4l2
4

3
√
Ml2

2
⇒ 1 + 3

3

√
M2

l2
= 1 +

3

4l2
r2
0 ⇒

E2
0 = 1 +

3

4l2
r2
0
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΄Ετσι λοιπόν, αντικαθιστούµε τις τιµές E2
0 και M =

r3
0

8l2
στην ακτινική εξίσωση και παίρνουµε

ṙ2 =E2
0 −

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
= 1 +

3

4l2
r2
0 −

(
1− 2

r

r3
0

8l2
+
r2

l2

)
=

3

4l2
r2
0 +

r3
0

4rl2
− r2

l2
=

1

l2

(
3r2

0

4
+
r3
0

4r
− r2

)
=

1

l2

(
r2
0 −

r2
0

4
+
r3
0

4r
− r2 + rr0 − rr0

)
=

1

l2

(
r2 + rr0 +

r2
0

4

)(
r0 − r
r

)
=

1

l2

(
r +

r0

2

)2
√
r0 − r
r

2

΄Ετσι, (
dr

dτ

)2

=
1

l2

(
r +

r0

2

)2
√
r0 − r
r

2

⇒ dr

dτ
= ±1

l

(
r +

r0

2

)√r0 − r
r

και επιλέγουµε

−dr
dτ

=
1

l

(
r +

r0

2

)√r0 − r
r

Κάνουµε αλλαγή µεταβλητής, r = r0cos
2
(η

2

)
και η παραπάνω εξίσωση τροποποιείται ως εξής

− d

dτ

[
r0 cos2

(η
2

)]
=

1

l

[
r0 cos2

(η
2

)
+
r0

2

]√r0 − r0 cos2
(
η
2

)
r0 cos2

(
η
2

) ⇒ dη

dτ

1

2

[
2r0 cos

(η
2

)
sin
(η

2

)]
=

1

l

[
r0 cos2

(η
2

)
+
r0

2

]√r0

(
1− cos2

(
η
2

))
r0 cos2

(
η
2

) ⇒ dη

dτ
r0 cos

(η
2

)
sin
(η

2

)
=

1

l

[
r0 cos2

(η
2

)
+
r0

2

]√ sin2
(
η
2

)
cos2

(
η
2

) ⇒ dη

dτ
cos
(η

2

)
sin
(η

2

)
=

1

l

[
cos2

(η
2

)
+

1

2

]
sin
(
η
2

)
cos
(
η
2

) =
1

l
cos
(η

2

)
sin
(η

2

)
+

1

2l

sin
(
η
2

)
cos
(
η
2

) ⇒ dη

dτ
=

1

l
+

1

2l

1

cos2
(
η
2

) =
1

l
+

1

2l
[

1
2 + 1

2 cos (η)
] =

1

l
+

1

l[1 + cos (η)]
=

1 + cos (η) + 1

l[1 + cos (η)]
⇒ dτ

dη
= l

1 + cos (η)

2 + cos (η)

Προχωράµε στην ολοκλήρωση ∫
dτ

dη
dη = l

∫
1 + cos (η)

2 + cos (η)
dη

Υποθέτουµε u = tan
(η

2

)
και έχουµε

du =
1

2 cos2
(
η
2

)dη ⇒ dη = 2 cos2
(η

2

)
du⇒ dη =

2

1 + tan2
(
η
2

)du⇒ dη =
2

1 + u2
du

Παρατηρούµε επίσης ότι

1− u2

1 + u2
=

1− tan2
(
η
2

)
1 + tan2

(
η
2

) =
1− sin2 ( η2 )

cos2 ( η2 )

1 +
sin2 ( η2 )
cos2 ( η2 )

=

cos2 ( η2 )−sin2 ( η2 )
cos2 ( η2 )

1

cos2 ( η2 )

= cos2
(η

2

)
− sin2

(η
2

)
=

1

2
+

1

2
cos (η)− 1

2
+

1

2
cos (η) = cos (η)
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Αυτό σηµαίνει ότι cos (η) =
1− u2

1 + u2
. Βασιζόµενοι στα παραπάνω, έχουµε ότι

∫
dτ

dη
= l

∫
1 + 1−u2

1+u2

2 + 1−u2

1+u2

2

1 + u2
du = l

∫ 2
1+u2

3+u2

1+u2

2

1 + u2
du = l

∫
2

3 + u2

2

1 + u2
du = l

∫
4

u4 + 4u2 + 3
du

Μελετάµε χωριστά τον παράγοντα
1

u4 + 4u2 + 3

u4 + 4u2 + 3 = (u2 + 3)(u2 + 1)⇒ 1

u4 + 4u2 + 3
=

A

u2 + 1
+

B

u2 + 3
⇒ 1 = Au2 + 3A+Bu2 +B ⇒

A+B = 0, 3A+B = 1

Από το σύστηµα παίρνουµε ότι Α=
1

2
και Β=-

1

2
. ΄Ετσι,

1

u4 + 4u2 + 3
=

1

2(u2 + 1)
− 1

2(u2 + 3)

Το ϐάζουµε στο ολοκλήρωµα και παίρνουµε

∫
dτ

dη
=4l

[∫
1

2(u2 + 1)
du−

∫
1

2(u2 + 3)
du

]
= 4l

1

2
arctan (u)− 1

2

arctan
(
u√
3

)
√

3

 =

(2.5)

2l arctan
(

tan
(η

2

))
− 2l

√
3

3
arctan

(
tan

(
η
2

)
√

3

)
⇒ τ(η) = 2l

[
η

2
−
√

3

3
arctan

[√
3

3
tan

(η
2

)]]

Γυρίζουµε τη σχέση ως προς r, δουλεύοντας ως εξής

r = r0 cos2
(η

2

)
⇒ cos2

(η
2

)
=

r

r0
⇒ cos

(η
2

)
= ±

√
r

r0
⇒ η

2
= arccos

(
±
√

r

r0

)
και

tan2
(η

2

)
+1 =

1

cos2
(
η
2

) ⇒ tan2
(η

2

)
+1 =

r0

r
⇒ tan2

(η
2

)
=
r0 − r
r
⇒ tan

(η
2

)
= ±

√
r0 − r
r

∆ιαλέγοντας τις κατάλληλες τιµές, έχουµε

τ(r) = 2l

[
arccos

(
−
√

r

r0

)
+

√
3

3
arctan

(√
3

3

√
r0 − r
r

)]

Αν αναπαραστήσουµε γραφικά την παραπάνω σχέση, µπορούµε να δούµε ότι τα σωµατίδια
για να πέσουν στον ορίζοντα χρειάζονται λιγότερο χρόνο απ΄ ότι ϑα ήθελαν στην περίπτωση της
Schwarzschild. Τώρα, ϑα ϐρούµε την εξίσωση τροχιάς ως προς το χρόνο t. ΄Εχουµε αποδείξει
τις δύο σχέσεις

dt

dτ
=

E

1− 2M
r + r2

l2

και

− dr

dτ
=

1

l

(
r +

r0

2

)√r0 − r
r

(2.6)
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dt

dτ
=

E

1− 2M
r + r2

l2

⇒ dt

dr

dr

dτ
=

E

1− 2M
r + r2

l2

⇒ dt

dr
= − l(

r + r0
2

)√
r0−r
r

E

1− 2M
r + r2

l2

=

(2.7)

− lE l2r(
r + r0

2

)√
r0−r
r

(
1− 2M

r + r2

l2

)
l2r

= −l3E r(
r + r0

2

)√
r0−r
r (r3 − 2Ml2 + l2r)

⇒

dt

dr
= −l3E r(

r + r0
2

)√
r0−r
r (r − r+)(r2 + r+r + ρ2)

Κάνουµε ξανά την αλλαγή r = r0 cos2
(η

2

)
, έτσι παίρνουµε

t(η) = A[Bτ(η) + CH(η) +Dη − I(η)],

όπου

A =
l3E

r0 + 2r+
, B =

r0

ρ2 +
r20
4 −

r0r+
2

,

C =
2r+

ρ2 + 2r+
, D = B + C,

και

H(η) = η + cot

[
η+

2
ln

∣∣∣∣∣ tan
(η+

2

)
+ tan

(
η
2

)
tan

(η+
2

)
− tan

(
η
2

) ∣∣∣∣∣
]
,

I(η) =

∫ η

0

a cos2
(
η
2

)
+ b

r2
0 cos4

(
η
2

)
+ r0r+ + cos2

(
η
2

)
+ ρ2

dη

Παρατηρούµε ότι για η → η+ το H(η) τείνει στο άπειρο, έτσι και το t τείνει επίσης στο άπειρο.
Συµπερασµατικά, το ϕυσικό αποτέλεσµα είναι συνεπές µε την περίπτωση της Schwarzschild.

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

Ξεκινώντας, χρησιµοποιούµε τα r0, E0 και τις εξισώσεις (2.3),(2.4) οι οποίες είναι χωρίς προ-
σεγγίσεις. Ορίζουµε µε τον ίδιο τρόπο όπως πριν r = r0 cos2 (

η

2
) και καταλήγουµε πάλι στις

ίδιες εξισώσεις (2.5) και (2.6). Μέσω αυτών των δύο σχέσεων. ορίζουµε το r(τ), αλλα τώρα για
τον ορίζοντα λύνουµε χωρίς προσεγγίσεις την

1− 2
M

r
+
r2

l2
= 0

Τότε από τις (2.1) και (2.7), ορίζουµε το r(t). Από τα παραπάνω λοιπόν, και µεταβάλλοντας τις
τιµές της κοσµολογικής σταθεράς, παίρνουµε τα ακόλουθα διαγράµµατα
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(αʹ) Τροχιές σωµατιδίων συναρτήσει των t και τ ,
αλλάζοντας το l

(ϐʹ) Οι χρόνοι t και τ που το σωµατίδιο περνάει
τον ορίζοντα, συναρτήσει του l

(γʹ) Βλέπουµε την ακτίνα του ορίζοντα, αλλάζοντας το l

2.1.2 Μη ακτινικές Τροχιές

Σε αυτή την περίπτωση, L 6= 0 και η ακτινική εξίσωση λαµβάνει τη µορφή

ṙ2 = E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)(
1 +

L2

r2

)
Κάνουµε το διάγραµµα του ενεργού δυναµικού συναρτήσει του r για µη ακτινικά σωµατίδια

• Αν E2 = E2
I , το σωµατίδιο µπορεί να περιστρέφεται σε µία σταθερή κυκλική τροχιά γύρω

από το r = rC . Μπορούµε επίσης να δούµε ότι το E2
I αντιστοιχεί και σε ένα άλλο σηµείο,

r = B το οποίο είναι τόσο κοντά στον ορίζοντα, που πέφτει στην απροσδιοριστία.

• Αν E2
I < E2 < E2

II , το σωµατίδιο περιστρέφεται σε µία δεσµευµένη τροχιά στο εύρος
rP < r < rA, όπου τα rP και rA είναι το περιήλιο και το αφήλιο. Αυτές οι τροχιές
καλούνται τροχιές πρώτης τάξης. Η άλλη πιθανή τροχιά, αντιστοιχεί σε σωµατίδιο στο
σηµείο D, το οποίο για τον ίδιο ακριβώς λόγο µε πριν, πέφτει στην απροσδιοριστία.

• Αν E2 = E2
II , το σωµατίδιο µπορεί να περιστρέφεται σε µία ασταθή τροχιά γύρω από το

r = F . Το πιο πιθανό είναι ότι ένα σωµατίδιο τέτοιου τύπου ϑα πέσει από το r = F είτε
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Σχήµα 2.3: Το ενεργό δυναµικό συναρτήσει του r, για l = 34 και L = 3.94

στο r = G είτε στην απροσδιοριστία στο r = 0.

Είναι δυνατό να παρατηρήσουµε τις εξισώσεις τροχιάς, χρησιµοποιώντας την ακτινική εξίσωση
και τη σχέση r2φ̇ = L, αλλάζοντας τη µεταβλητή r. Θέτοντας r = u−1, παίρνουµε

ṙ2 =E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)(
1 +

L2

r2

)
⇒
(
dr

du

du

dφ

dφ

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2Mu+
1

u2l2

)
(1 + L2u2)⇒

(
− 1

u2

du

dφ
Lu2

)2

= E2 −
(

1 + L2u2 − 2Mu− 2ML2u3 +
1

u2l2
+
L2

l2

)
⇒ L2

(
du

dφ

)2

=

E2 − 1− L2u2 + 2Mu+ 2ML2u3 − 1

u2l2
− L2

l2
⇒
(
du

dφ

)2

=
E2 − 1

L2
− u2 +

2Mu

L2
+

+ 2Mu3 − 1

L2u2l2
− 1

l2
⇒
(
u
du

dφ

)2

= u2E
2 − 1

L2
− u4 +

2M

L2
u3 + 2Mu5 − 1

L2l2
−

− 1

l2
u2 ⇒

(
u
du

dφ

)2

= 2Mu5 − u4 +
2M

L2
u3 +

E2 − 1− L2

l2

L2
u2 − 1

l2L2
⇒

(
u
du

dφ

)2

= 2M

[
u5 − 1

2M
u4 +

1

L2
u3 +

E2 − 1− L2

l2

2ML2
u2 − 1

2Ml2L2

]
και ονοµάζοντας το πολυώνυµο µέσα στις αγκύλες P (u), έχουµε(

u
du

dφ

)2

= 2MP (u) (2.8)

Ορίζουµε επίσης το ε2 ως

ε2 = E2 − 1− L2

l2
≡ E2 − E2

Λ

∆έσµιες Τροχιές

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, δέσµιες τροχιές µπορούν να υπάρξουν σε χωρόχρονο Schwarzschild-
AdS µόνο εάν ε2 ≤ 0 (από κλασική µηχανική). Το P (u) είναι ένα πολυώνυµο 5oυ ϐαθµού, έτσι
το πρόβληµα γίνεται απλό, εάν ϑεωρήσουµε ότι έχει µία διπλή αρνητική ϱίζα u4 = u5 = −σ.
΄Ετσι λοιπόν,

P (u) = (u+ σ)2g(u),
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όπου το g(u) είναι ένα κυβικό πολυώνυµο το οποίο περιέχει όλη την πληροφορία για το ϕυσικό
εύρος ενδιαφέροντος. Αυτό το πολυώνυµο είναι το κλειδί για τη µελέτη των τροχιών τις οποίες
ϑα αναλύσουµε παρακάτω. Ολοκληρώνοντας την (2.8), παίρνουµε

±∆φ =
1√
2M

∫ u

u0

du′√
g(u′)

− σ√
2M

∫ u

u0

du′

(u′ + σ)
√
g(u′)

ΤΡΟΧΙΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Οι τροχιές πρώτης τάξης αναπαριστούν δέσµιες τροχιές µε δύο ακραίες τιµές. Μπορούµε να
ταυτοποιήσουµε τρία είδη τροχιών πρώτης τάξης : τις πλανητικές, τις ασυµπτωτικές και τις
κυκλικές.

ΠΛΑΝΗΤΙΚΕΣ

Οι πλανητικές τροχιές περιλαµβάνουν την ταλάντωση µεταξύ ενός αφηλίου και ενός περιηλίου.
Αυτές οι αποστάσεις αντιστοιχούν στις ϱίζες του g(u). Η τρίτη ϱίζα είναι επίσης πραγµατική
και ϑετική, αλλά ϐρίσκεται στην αριστερή µεριά της κορυφής του δυναµικού, δίνοντας µια
τροχιά που πέφτει στην απροσδιοριστία. Για να παρατηρήσουµε αυτές τις ϱίζες, κάνουµε την

αντικατάσταση u =
1 + e cos (x)

R
, όπου το e αναπαριστά την εκκεντρότητα των τροχιών και

το Ρ είναι η εστιακή παράµετρος (latus rectum-κάθετη εστιακή χορδή). Από την ϑεωρία των

πολυωνύµων, u1 =
1− e
R

, u2 =
1 + e

R
και u3 =

1

2M
− 2

R
+ 2σ. Τότε,

±∆φ =
1√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′√(

1+e cos (x′)
R − 1−e

R

)(
1+e cos (x′)

R − 1+e
R

)(
1

2M −
2
R + 2σ − 1+e cos (x′)

R

)−
σ√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′(

1+e cos (x′)
R + σ

)√(
1+e cos (x′)

R − 1−e
R

)(
1+e cos (x′)

R − 1+e
R

)(
1

2M −
2
R + 2σ − 1+e cos (x′)

R

) =

1√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′√[

e(cos (x′)+1)
R

] [
e(cos (x′)−1)

R

] (
1

2M + 2σ − 3+e cos (x′)
R

)−
σ√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′(

1+e cos (x′)
R + σ

)√[
e(cos (x′)+1)

R

] [
e(cos (x′)−1)

R

] (
1

2M + 2σ − 3+e cos (x′)
R

) =

1√
2M

∫ x

π

− sin (x′)dx′

sin (x′)
√

3+e cos (x′)
R − 2σ − 1

2M

− σ√
2M

∫ x

π

− sin (x′)dx′(
1+e cos (x′)

R + σ
)

sin (x′)
√

3+e cos (x′)
R − 2σ − 1

2M

=

1√
2M

∫ x

π

−dx′√
3+2e cos2 ( x′2 )−e

R − 2σ − 1
2M

− σ√
2M

∫ x

π

−dx′[
1+2e cos2 ( x′2 )−e

R + σ

]√
3+2e cos2 ( x′2 )−e

R − 2σ − 1
2M

=
1√
2M

∫ x

π

−dx′√
3−e
R − 2σ − 1

2M + 2e
R sin2

(
π
2 −

x′

2

)−
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σ√
2M

∫ x

π

−dx′[
1−e
R + σ + 2e

R sin2
(
π
2 −

x′

2

)]√
3−e
R − 2σ − 1

2M + 2e
R sin2

(
π
2 −

x′

2

) =

1√
2M

1√
3−e
R − 2σ − 1

2M

∫ x

π

−dx′√
1− 2e

e+2Rσ−3+ R
2M

sin2
(
π
2 −

x′

2

)−
σ√
2M

1√
3−e
R − 2σ − 1

2M

(
1−e
R + σ

) ∫ x

π

−dx′[
1− 2e

e−1−Rσ sin2
(
π
2 −

x′

2

)]√
1− 2e

e+2Rσ−3+ R
2M

sin2
(
π
2 −

x′

2

) =

1√
2M

(
3−e
R − 2σ

)
− 1

∫ x

π

−dx′√
1− κ sin2

(
π
2 −

x′

2

)−
σ√

2M
(

3−e
R − 2σ

)
− 1

(
1−e
R + σ

) ∫ x

π

−dx′√
1− κ sin2

(
π
2 −

x′

2

) [
1− n sin2

(
π
2 −

x′

2

)] =

2√
2M

(
3−e
R − 2σ

)
− 1

∫ π
2−

x
2

0

d
(
π
2 −

x′

2

)
√

1− κ sin2
(
π
2 −

x′

2

)−
2σ√

2M
(

3−e
R − 2σ

)
− 1

(
1−e
R + σ

) ∫ π
2−

x
2

0

d
(
π
2 −

x′

2

)
√

1− κ sin2
(
π
2 −

x′

2

) [
1− n sin2

(
π
2 −

x′

2

)] ⇒
φ =

2√
2M

(
3−e
R − 2σ

)
− 1

[
F
(π

2
− x

2
, κ
)
− σ

1−e
R + σ

Π
(
n,
π

2
− x

2
, κ
)]

όπου τα F και Π είναι τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα Jacobi πρώτου και τρίτου είδους, κ =
2e

e+ 2σR+
R

2M
− 3

και n =
2e

e− 1− σR
.

ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΕΣ

Αυτή η περίπτωση συµβαίνει όταν δύο πραγµατικές ϱίζες του g(u) συµπίπτουν και είναι ϑετικές,
δηλαδή u2 = u3, και επίσης όταν αυτές οι ϱίζες ϐρίσκονται στο τοπικό µέγιστο του ενεργού
δυναµικού, έτσι ώστε η ενέργεια να χαρακτηρίζεται από E2

II . Η αντικατάσταση είναι u =
1 + e cos (x)

R
. Παρατηρούµε ότι u1 =

1− e
R

και u2 = u3 =
1 + e

R
, τα οποία είναι τα αντίστροφα

από την αφήλια και την περιήλια απόσταση. Μάλιστα ϐρίσκουµε για u4 = u5 = −σ, ότι

σ =
2

R

1− e2

3− e
. Τότε,

±∆φ =
1√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′√(

1+e cos (x′)
R − 1−e

R

)(
1+e cos (x′)

R − 1+e
R

)2
−

2
R

1−e2
3−e√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′(

1+e cos (x′)
R + 2

R
1−e2
3−e

)√(
1+e cos (x′)

R − 1−e
R

)(
1+e cos (x′)

R − 1+e
R

)2
=
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1√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′[

e(cos (x′)−1)
R

]√
e(cos (x′)+1)

R

−
2
R

1−e2
3−e√
2M

∫ x

π

− e sin (x′)
R dx′(

1+e cos (x′)
R + 2

R
1−e2
3−e

) [
e(cos (x′)−1)

R

]√
e(cos (x′)+1)

R

=

− 1√
2Me
R

∫ x

π

sin (x′)dx′

(cos (x′)− 1)
√

cos (x′) + 1
+

2
R

1−e2
3−e√
2Me
R

∫ x

π

sin (x′)dx′

(cos (x′)− 1)
√

cos (x′) + 1
(

1+e cos (x′)
R + 2

R
1−e2
3−e

) =

− 1√
2Me
R

1√
2

[
ln
(√

cos (x) + 1 +
√

2
)
− ln

(∣∣∣√cos (x) + 1−
√

2
∣∣∣)]+

2
R

1−e2
3−e√
2Me
R

R
ln
(√

cos (x) + 1 +
√

2
)
− ln

(∣∣∣√cos (x) + 1−
√

2
∣∣∣)

√
2
(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

) +

2
√
e arctan

[
√
e
√

cos (x)+1√
1−e+2 1−e2

3−e

]
√

1− e+ 2 1−e2
3−e

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)
 =

− 1

2
√

Me
R

ln

 √cos (x) + 1 +
√

2∣∣∣√cos (x) + 1−
√

2
∣∣∣
+

2
R

1−e2
3−e√
2Me
R

R
ln

[ √
cos (x)+1+

√
2∣∣∣√cos (x)+1−
√

2
∣∣∣
]

√
2
(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

) +

2
√
e arctan

[
√
e
√

cos (x)+1√
1−e+2 1−e2

3−e

]
√

1− e+ 2 1−e2
3−e

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)
 =

− ln

 √cos (x) + 1 +
√

2∣∣∣√cos (x) + 1−
√

2
∣∣∣

 1

2
√

Me
R

−
1−e2
3−e√

Me
R

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)
+

arctan

[√
e(cos (x) + 1)

1 + 2 1−e2
3−e − e

]
4
R

1−e2
3−e√

2M
R

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)√
1 + 2 1−e2

3−e − e
=

2 ln
(

tan
(x

4

)) e+ 1

2
√

Me
R

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)
+

arctan

[√
e(cos (x) + 1)

1 + 2 1−e2
3−e − e

]
4
R

1−e2
3−e√

2M
R

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)√
1 + 2 1−e2

3−e − e
⇒

φ =
e+ 1√

Me
R

(
e+ 1 + 2 1−e2

3−e

)
ln

(
tan

(x
4

))
+ arctan

[√
e(cos (x) + 1)

1 + 2 1−e2
3−e − e

]
4
R

1−e2
3−e

(e+ 1)
√

2
e

√
1 + 2 1−e2

3−e − e



ΚΥΚΛΙΚΕΣ

Σε αυτή την περίπτωση, έχουµε r = rC = Cte, όπου rC ονοµάζουµε την απόσταση της
κυκλικής τροχιάς από την απροσδιοριστία. Είναι δυνατό να υπολογίσουµε τις περιόδους αυτών
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των τροχιών, χρησιµοποιώντας τις σταθερές κίνησης E και L, µέσω των εξισώσεων (2.1) και
(2.2). Τότε, έχουµε:

dt

dτ

dτ

dφ
=

E

1− 2M
r + r2

l2

r2

L
=
E

L

r
1
r −

2M
r2 + r

l2

⇒ dt =
E

L

rC
f(rC)

dφ (2.9)

Από την συνθήκη κυκλικών τροχιών, παίρνουµε:

(
V 2
eff

)′
= 0⇒

[(
1− 2M

r
+
r2

l2

)(
1 +

L2

r2

)]′
= 0⇒

(
1 +

L2

r2
− 2M

r
− 2ML2

r3
+
r2

l2
+
L2

l2

)′
= 0⇒

−2L2

r3
+

2M

r2
+

6ML2

r4
+

2r

l2
= 0⇒ −2L2rl2 + 2Mr2l2 + 6ML2l2 + 2r5 = 0⇒

2L2l2(3M − r) + 2r2(Ml2 + r3) = 0⇒ L2 =
r5
C + l2Mr2

C

l2(rC − 3M)
⇒ L =

√
r5
C + l2Mr2

C

l2(rC − 3M)
(2.10)

και επίσης, για αυτές τις τροχιές ισχύει E2 = V 2
eff (r = rC). Σε µία περίοδο ∆t ≡ Tt, είναι

∆φ = 2π. Οπότε, χρησιµοποιώντας την (2.9) και µέσω της (2.10), έχουµε

Tt =
Veff
L

r2
C

1− 2M
rC

+
r2C
l2

2π =

√(
1− 2M

rC
+

r2C
l2

)(
1 + L2

r2C

)
√

r5C+l2Mr2C
l2(rC−3M)

r2
C

1− 2M
rC

+
r2C
l2

2π =
2πr2

C

√
1 +

r3C+Ml2

l2(rC−3M)√(
1− 2M

rC
+
r2
C
l2

)
(r5C+Ml2r2C)

l2(rC−3M)

=
2πr2

C

√
r3
C + l2rC − 2Ml2√

1
l2rC

(l2rC − 2Ml2 + r3
C)
√
r5
C +Ml2r2

C

=
2πlr2

C

√
rC√

r5
C +Ml2r2

C

=
2πlr2

C√
r4
C +Ml2rC

=
2πlr2

C

l
√
MrC

√
1 +

r3C
Ml2

=
2π

√
r3C
M√

1 +
r3C
Ml2

≡ Tt,Sch√
1 +

r3C
Ml2

όπου Tt,Sch η περίοδος ως προς το χρόνο t στην Schwarzschild. Οµοίως, έχουµε:

dτ

dφ
=
r2
C

L
⇒ Tτ =

r2
C√

r5C+l2Mr2C
l2(rC−3M)

2π =
2πr2

C√
Ml2r2C

l2(rC−3M)

(
1 +

r3C
Ml2

) =
2πrC

√
rC
M − 3√

1 +
r3C
Ml2

≡ Tτ,Sch√
1 +

r3C
Ml2

όπου Tτ,Sch η περίοδος ως προς το χρόνο τ στη Schwarzschild.
Αυτές οι περίοδοι ϐλέπουµε ότι είναι µικρότερες από τις αντίστοιχες των τροχιών στη Schw-
arzschild, το οποίο ταιριάζει µε το γεγονός ότι η αρνητική κοσµολογική σταθερά αυξάνει τη
ϐαρυτική έλξη.

ΤΡΟΧΙΕΣ ∆ΕΥΤΕΡΑΣ ΤΑΞΗΣ

Αυτές οι τροχιές αναπαριστούν επιτρεπόµενες τροχιές σε περιοχές στο αριστερό κοµµάτι του
ενεργού δυναµικού. Τα σωµατίδια που ακολουθούν αυτές τις τροχιές, πέφτουν προς τον ορίζο-
ντα. Για απλότητα, και εδώ χρησιµοποιούµε την ίδια ονοµασία µε πριν για τις τροχιές δευτέρας
τάξης, καθώς έχουν την ίδια ενέργεια.
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ΠΛΑΝΗΤΙΚΕΣ

Οι πλανητικές τροχιές δευτέρας τάξης έχουν την ίδια ενέργεια µε τις πλανητικές τροχιές πρώτης
τάξης και επιπλέον ξεκινάνε από µία αφήλια απόσταση r = r3. Αυτό σηµαίνει ότι το ϕυσικό
εύρος είναι τώρα r < r3 ή u > u3. Εποµένως, το κυβικό πολυώνυµο g(u) πρέπει να γραφτεί

ως g(u) = (u− u1)(u− u2)(u− u3) και η αντικατάσταση είναι u = u3 + (u3 − u2) tan2

(
ξ

2

)
,

όπου τα u1, u2 και u3 είναι τα ίδια όπως πριν στις πλανητικές τροχιές πρώτης τάξης.
΄Ετσι λοιπόν,

±∆φ =
1√
2M

∫ ξ

0

(u3 − u2) tan
(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
(u− u1)(u− u2)(u− u3)

−

σ√
2M

∫ ξ

0

(u3 − u2) tan
(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
(u− u1)(u− u2)(u− u3)

[
u3 + σ + (u3 − u2) tan2

(
ξ′

2

)] =

1√
2M

∫ ξ

0

(u3 − u2) tan
(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
(u3 − u2)2 tan2

(
ξ′

2

) [
1 + tan2

(
ξ′

2

)] [
u3 − u1 + (u3 − u2) tan2

(
ξ′

2

)]−

σ√
2M

∫ ξ

0

(u3 − u2) tan
(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
(u3 − u2)2 tan2

(
ξ′

2

) [
1 + tan2

(
ξ′

2

)] [
u3 − u1 + (u3 − u2) tan2

(
ξ′

2

)] [
u3 + σ + (u3 − u2) tan2

(
ξ′

2

)]

=
1√
2M

∫ ξ

0

1

cos
(
ξ′
2

)dξ′√
1

2M + 2σ − 3−e
R +

(
1

2M + 2σ − 3+e
R

)
tan2

(
ξ′

2

)−

σ√
2M

∫ ξ

0

1

cos
(
ξ′
2

)dξ′√
1

2M + 2σ − 3−e
R +

(
1

2M + 2σ − 3+e
R

)
tan2

(
ξ′

2

) [
1

2M −
2
R + 3σ +

(
1

2M + 2σ − 3+e
R

)
tan2

(
ξ′

2

)] =

1√
2M

∫ ξ

0

dξ′√(
1

2M + 2σ − 3−e
R

) [
1− sin2

(
ξ′

2

)]
+
(

1
2M + 2σ − 3+e

R

)
sin2

(
ξ′

2

) − σ√
2M

(
1

2M −
2
R + 3σ

)
∫ ξ

0

dξ′√(
1

2M + 2σ − 3−e
R

) [
1− sin2

(
ξ′

2

)]
+
(

1
2M + 2σ − 3+e

R

)
sin2

(
ξ′

2

) [
1 +

1
2M +2σ− 3+e

R
1

2M−
2
R+3σ

tan2
(
ξ′

2

)] =

1√
2M

∫ ξ

0

dξ′√
1

2M + 2σ − 3−e
R −

2e
R sin2

(
ξ′

2

) − σ√
2M

(
1

2M −
2
R + 3σ

)
∫ ξ

0

dξ′√
1

2M + 2σ − 3−e
R −

2e
R sin2

(
ξ′

2

) [
1 +

1
2M +2σ− 3+e

R
1

2M−
2
R+3σ

tan2
(
ξ′

2

)] =
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1√
1 + 2M

(
2σ − 3−e

R

) ∫ ξ

0

dξ′√
1− κ sin2

(
ξ′

2

)−
σ√

1 + 2M
(
2σ − 3−e

R

) (
1

2M −
2
R + 3σ

) ∫ ξ

0

dξ′√
1− κ sin2

(
ξ′

2

) [
1 +m tan2

(
ξ′

2

)] =

2√
1 + 2M

(
2σ − 3−e

R

)F (ξ2 , κ
)

+
2iσ√

1 + 2M
(
2σ − 3−e

R

) (
1

2M −
2
R + 3σ

)Π

(
m, iarc sinh

(
tan

(
ξ

2

))
, 1− κ

)
=

2√
1 + 2M

(
2σ − 3−e

R

)F (ξ2 , κ
)

+
2iσ√

1 + 2M
(
2σ − 3−e

R

) (
1

2M −
2
R + 3σ

) i

1−m

[
F

(
ξ

2
, κ

)
−mΠ

(
1−m, ξ

2
, κ

)]

⇒ φ =
2
[(

1
2M −

2
R + 3σ

)
(1−m)− σ

]√
1 + 2M

(
2σ − 3−e

R

) (
1

2M −
2
R + 3σ

)
(1−m)

[
F

(
ξ

2
, κ

)
+

σm(
1

2M −
2
R + 3σ

)
(1−m)− σ

Π

(
1−m, ξ

2
, κ

)]

όπου τα F και Π είναι τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα Jacobi πρώτου και τρίτου είδους, κ =

2e

e+ 2σR+
R

2M
− 3

και m =

1

2M
+ 2σ − 3 + e

R
1

2M
+ 3σ − 2

R

.

ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΕΣ

Αυτή η περίπτωση αντιστοιχεί στη συνέχιση της ασυµπτωτικής τροχιάς που αναφέρθηκε προη-
γουµένως, αλλά τώρα το ϕυσικό εύρος είναι u > u2 = u3. Εποµένως κάνουµε την αντικα-

τάσταση u =

1 + e+ 2e tan2

(
ξ

2

)
R

, µε τις τιµές των ϱιζών να είναι ίδιες µε αυτές που δόθηκαν
στις τροχιές πρώτης τάξης. ΄Εχουµε τότε

±∆φ =
1√
2M

∫ ξ

0

2e
R tan

(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
2e
[
1+tan2

(
ξ′
2

)]
R

[
2e tan2

(
ξ′
2

)
R

]2
−

2
R

1−e2
3−e√
2M

∫ ξ

0

2e
R tan

(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′√
2e
[
1+tan2

(
ξ′
2

)]
R

[
2e tan2

(
ξ′
2

)
R

]2 [
1+e+2e tan2

(
ξ′
2

)
R + 2

R
1−e2
3−e

] =

1√
2M

∫ ξ

0

2e
R tan

(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′
2e tan2

(
ξ′
2

)
R

1

cos
(
ξ′
2

)√ 2e
R

−
2
R

1−e2
3−e√
2M

∫ ξ

0

2e
R tan

(
ξ′

2

)
1

cos2
(
ξ′
2

)dξ′
2e tan2

(
ξ′
2

)
R

1

cos
(
ξ′
2

)√ 2e
R

[
1+e+2e tan2

(
ξ′
2

)
R + 2

R
1−e2
3−e

] =
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1√
4Me
R

∫ ξ

0

dξ′

cos
(
ξ′

2

)
tan

(
ξ′

2

) − 2
R

1−e2
3−e√
2M

∫ ξ

0

dξ′

cos
(
ξ′

2

)
tan

(
ξ′

2

) 5−3e2+2e+6e tan2
(
ξ′
2

)
−2e2 tan2

(
ξ′
2

)
R(3−e)

=

1√
4Me
R

[
ln

(
1− cos

(
ξ

2

))
− ln

(
1 + cos

(
ξ

2

))]
−

2(1− e2)√
4Me
R

 ln
(

1− cos
(
ξ
2

))
− ln

(
1 + cos

(
ξ
2

))
5 + 2e− 3e2

+

2
√

6e− 2e2 arctan

[√
5+2e−3e2+2e2−6e cos ( ξ2 )√

6e−2e2

]
(5 + 2e− 3e2)

√
5 + 2e− 3e2 + 2e2 − 6e

 =

1√
4Me
R

ln

1− cos
(
ξ
2

)
1 + cos

(
ξ
2

)
− 2(1− e2)√

4Me
R

 ln

[
1−cos ( ξ2 )
1+cos ( ξ2 )

]
5 + 2e− 3e2

+
2
√

6e−2e2

5−4e−e2

5 + 2e− 3e2
arctan

[√
5− 4e− e2

6e− 2e2
cos

(
ξ

2

)] =

2 ln
(

tan
(
ξ
4

))
√

4Me
R

4(1− e2)√
4Me
R (5 + 2e− 3e2)

ln

(
tan

(
ξ

4

))
−

4(1− e2)
√

6e−2e2

5−4e−e2√
4Me
R (5 + 2e− 3e2)

arctan

[√
5− 4e− e2

6e− 2e2
cos

(
ξ

2

)]
⇒

φ =
6 + 4e− 2e2√

4Me
R (5 + 2e− 3e2)

ln

(
tan

(
ξ

4

))
−

4(1− e2)
√

6e−2e2

5−4e−e2

6 + 4e− 2e2
arctan

[√
5− 4e− e2

6e− 2e2
cos

(
ξ

2

)]
2.2 Null Γεωδαισιακές

Για τα ϕωτόνια, h = 0, οπότε το ενεργό δυναµικό δίνεται από την ακόλουθη σχέση

V 2
eff =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
L2

r2

Εποµένως, η ακτινική εξίσωση γίνεται(
dr

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)
L2

r2

Λόγω της ύπαρξης µίας αρνητικής κοσµολογικής σταθεράς, ο ορίζοντας γεγονότων r+ είναι
µικρότερος από 2M που είναι ο ορίζοντας γεγονότων της Schwarzschild. Φωτόνια πέφτουν
από µία απόσταση r0 = 2M , έχοντας µία κρίσιµη ενέργεια ίση µε E2

Λ − 1.

Κάνοντας αλλαγή µεταβλητής u =
1

r
, µαζί µε την (2.2), η ακτινική εξίσωση γίνεται(

dr

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)
L2

r2
⇒
(
dr

du

du

dφ

dφ

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2Mu+
1

u2l2

)
L2u2 ⇒

(
− 1

u2

du

dφ
Lu2

)2

= E2 −
(
L2u2 − 2ML2u3 +

L2

l2

)
⇒
(
du

dφ

)2

=
E2

L2
− 1

l2
− u2 + 2Mu3 =

2Mu3 − u2 +
1

D2
= z(u) (2.11)
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όπου
1

D2
=
E2

L2
− 1

l2
και το D υποδηλώνει την παράµετρο σύγκρουσης.

2.2.1 Ακτινικές Τροχιές

Σε αυτή την περίπτωση, L = 0, οπότε η ακτινική εξίσωση έρχεται στη µορφή

dr

dτ
= ±E (2.12)

όπου το (+) είναι για τα ϕωτόνια που εξέρχονται, ενώ το (−) για αυτά που εισέρχονται. Οπότε,
έχουµε από την ολοκλήρωση

r = ±Eτ + r0

όπου το r0 είναι σταθερά της ολοκλήρωσης που αντιστοιχεί στην αρχική ϑέση του ϕωτονίου. Το
αποτέλεσµα αυτό δείχνει ότι για τα ϕωτόνια, ως προς το χρόνο τ η ακτινική κίνηση είναι
ανεξάρτητη της κοσµολογικής σταθεράς. Για να παρατηρήσουµε την εξίσωση κίνησης ως
προς το χρόνο t, χρησιµοποιώντας τις (2.1) και (2.12), έχουµε

E =

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
ṫ⇒ dr

dt

dt

dτ
= ±

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
dt

dτ
⇒ dr

dt
= ±

(
1− 2M

r
+
r2

l2

)
=

± 1

rl2
(rl2 − 2Ml2 + r) = ± 1

rl2
(r − r+)(r2 + r+r + ρ2)

Οπότε, ολοκληρώνοντας παίρνουµε

t = ± l2r+

2r+ + ρ2

[
ln (r − r+)− 1

2
ln (r2 + rr+ + ρ2) + δ arctan

(
2r + r+

β

)]
+B

όπου β =
√

4ρ2 − r2
+, δ =

2α+ r+

β
, α =

ρ2

r+
, ρ2 =

2Ml2

r+
και B µία σταθερά ολοκλήρωσης.

2 4 6 8
t

1

2

3

4

5

6

r/M

Σχήµα 2.4: Οι τροχιές συναρτήσει του t, για l = 3 (µπλε), 6 (πορτοκαλί) και 10 (πράσινο),
επιλέγοντας r0 = 6M

2.2.2 Μη ακτινικές Τροχιές

Για διαφορετικές τιµές της σταθεράς E, οι επιτρεπόµενες τροχιές έχουν ως εξής
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• Εάν E2 ≤ E2
Λ − 1, τα ϕωτόνια πέφτουν στην απροσδιοριστία, ξεκινώντας από αρχικές

αποστάσεις r ≤ 2M . Για E2 = E2
Λ − 1, οι τροχιές των ϕωτονίων είναι καρδιοειδείς. Θα

δείξουµε παρακάτω ότι αυτές οι περιπτώσεις περιγράφουν δέσµιες τροχιές.

Οι ακόλουθες γεωδαισιακές είναι µη δέσµιες.

• Εάν E2
Λ − 1 ≤ E2 < E2

C , τα ϕωτόνια µπορούν ερχόµενα από το άπειρο να ϕτάσουν σε
µία ελάχιστη απόσταση r = P και µετά να ξαναπάνε στο άπειρο, δηλαδή εκτρέπονται
µόνο. Οι άλλες επιτρεπόµενες τροχιές αντιστοιχούν σε ϕωτόνια που κινούνται στην άλλη
πλευρά του ϕραγµού δυναµικού, οπότε και πέφτουν στην απροσδιοριστία.

• Εάν E2 = E2
C , τα ϕωτόνια µπορούν να περιστρέφονται σε ασταθείς κυκλικές τροχιές,

ακτίνας r = 3M , ανεξάρτητης της στροφορµής. Τα ϕωτόνια ερχόµενα από το άπειρο,
προσεγγίζουν ασυµπτωτικά τον κύκλο ακτίνας r = 3M .

• Εάν E2 > E2
C , τα ϕωτόνια που έρχονται από το άπειρο, πέφτουν στην απροσδιοριστία.

Στο παρακάτω διάγραµµα, ϐλέπουµε το ενεργό δυναµικό για µη ακτινικά ϕωτόνια.

EC
2

EΛ
2 - 1

r+

5 10 15
r/M

45

50

55

60

65
V
2eff(r/M)

Σχήµα 2.5: Το ενεργό δυναµικό συναρτήσει του r, για l = 3 και L = 20

∆έσµιες Τροχιές

ΤΡΟΧΙΕΣ ΜΕ ΦΑΝΤΑΣΤΙΚΕΣ ΕΚΚΕΝΤΡΟΤΗΤΕΣ

Αυτού του τύπου οι τροχιές µπορούν να υπάρξουν όταν η ενέργεια είναι τέτοια ώστε 0 < E2 <
L2

l2
≡ E2

Λ − 1. Ορίζοντας την παράµετρο B από την έκφραση

1

B2
=

1

l2
− E2

L2

η ακτινική εξίσωση γίνεται(
du

dφ

)2

= 2Mu3 − u2 − 1

B2
= 2Mh(u)

και το ϕυσικό εύρος είναι r+ < r ≤ r3 = A, όπου A η αφήλια απόσταση αυτής της τροχιάς.
Η εξίσωση h(u) = 0 επιτρέπει µόνο µία πραγµατική ϱίζα, A−1 και ένα Ϲεύγος µιγαδικών
συζυγών, u1 και u2. Γι΄ αυτό το λόγο, ϑα χαρακτηρίσουµε τις ϱίζες του h(u) µε ϕανταστικές
εκκεντρότητες

u1 =
−1 + ie

R
, u2 =

−1− ie
R

, u3 =
1

A
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Από το άθροισµα των ϱιζών, έχουµε ότι u3 =
1

A
=

1

2M
+

2

R
. Επίσης, έχουµε ότι

u1u2 + u1u3 + u2u3 = 0⇒ 1 + e2

R2
+

(
1

2M
+

2

R

)(
− 2

R

)
= 0⇒ 1 + e2

R2
− 1

MR
− 4

R2
= 0⇒

M +Me2 −R− 4M = 0⇒Me2 − 3M = R⇒ e2 − 3 =
R

M
≡ 1

µ
> 0⇒ e2 > 3

Ακόµα, από το γινόµενο των ϱιζών και την τελευταία σχέση, έχουµε

u1u2u3 =
1

2M

1

B2
⇒ 1 + e2

R2

(
1

2M
+

2

R

)
=

1

2M

1

B2
⇒ 1 + e2

R2
+

4M(1 + e2)

R3
=

1

B2
⇒

1 + e2 +
4M(1 + e2)

R
=

(
R

B

)2

⇒ 4 +
1

µ
+ 4µ

(
4 +

1

µ

)
=

(
R

B

)2

⇒ 8 +
1

µ
+ 16µ =

(
R

B

)2

⇒

(
R

B

)2

=
(1 + 4µ)2

µ

Οπότε, η ακτινική εξίσωση γίνεται τώρα(
du

dφ

)2

= 2M

(
u− ie− 1

R

)(
u− −ie− 1

R

)(
u− 1

2M
− 2

R

)
= 2M

[(
u+

1

R

)2

+
e2

R2

](
u− 1

2M
− 2

R

)
(2.13)

Κάνοντας την αντικατάσταση u =

e tan

(
ξ

2

)
− 1

R
όπου

1

2M
+

2

R
≤ u < ∞ και ξ0 ≤ ξ < π,

έχουµε ότι

1

2M
+

2

R
=
e tan

(
ξ0
2

)
− 1

R
⇒ e tan

(
ξ0
2

)
− 1 =

R

2M
+ 2⇒ e tan

(
ξ0
2

)
=

1

2µ
+ 3 =

1 + 6µ

2µ
⇒

tan

(
ξ0
2

)
=

6µ+ 1

2µe

Οπότε µπορούµε να πούµε ότι

sin

(
ξ0
2

)
=

6µ+ 1

∆
, cos

(
ξ0
2

)
=

2µe

∆

Τότε

sin2

(
ξ0
2

)
+ cos2

(
ξ0
2

)
= 1⇒ ∆2 = (6µ+ 1)2 + 4µ2e2

Τότε, µέσω της αντικατάστασης που αναφέραµε παραπάνω, η (2.13) γίνεται(
du

dφ

)2

= 2M

[(
u+

1

R

)2

+
e2

R2

](
u− 1

2M
− 2

R

)
⇒

(
dξ

dφ

du

dξ

)2

= 2M


e tan

(
ξ
2

)
− 1

R
+

1

R

2

+
e2

R2


e tan

(
ξ
2

)
− 1

R
− 1

2M
− 2

R

⇒
(
dξ

dφ

)2
e2

4R2

1

cos4
(
ξ
2

) = 2M

e2 tan2
(
ξ
2

)
R2

+
e2

R2

e tan
(
ξ
2

)
− 3

R
− 1

2M

⇒
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(
dξ

dφ

)2

= 8M cos2

(
ξ

2

) e
R

sin
(
ξ
2

)
cos
(
ξ
2

) − 3

R
− 1

2M

 = 8µe cos

(
ξ

2

)
sin

(
ξ

2

)
− (24µ+ 4) cos2

(
ξ

2

)
=

4µe sin (ξ)− (6µ+ 1)4 cos2

(
ξ

2

)
= 4µe sin (ξ)−∆ sin

(
ξ0
2

)
(2 + 2 cos (ξ)) =

2∆ cos

(
ξ0
2

)
sin (ξ)− 2∆ sin

(
ξ0
2

)
cos (ξ)− 2∆ sin

(
ξ0
2

)
= 2∆

[
sin

(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

)]
⇒

dξ

dφ
= ±
√

2∆

√
sin

(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

)
⇒ dφ

dξ
= ± 1√

2∆

1√
sin
(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

) ⇒

± φ = −
√

2

∆− 6µ− 1
F (
π − 2ξ + ξ0

4
,− 2

sin
(
ξ0
2

)
− 1

)

ΚΑΡ∆ΙΟΕΙ∆ΕΙΣ ΤΡΟΧΙΕΣ

Σε αυτή την περίπτωση, ϑεωρούµε ότι r+ ≤ r ≤ r0 και επίσης ότι η αφήλια απόσταση είναι η

r0 = 2M , πράγµα που σηµαίνει ότι E2 =
L2

l2
= E2

Λ − 1. Οπότε,

ṙ2 = E2 −
(

1− 2M

r
+
r2

l2

)
L2

r2
=
L2

l2
− L2

r2
+

2ML2

r3
− L2

l2
⇒

ṙ2 =
L2

r3
(2M − r), r < 2M

Μέσω της (2.2), έχουµε(
dr

dτ

)2

=
L2

r3
(2M − r)⇒

(
dr

dφ

dφ

dτ

)2

=
L2

r3
(2M − r)⇒

(
dr

dφ

)2
L2

r4
=
L2

r3
(2M − r)⇒

(
dr

dφ

)2

= r(2M − r)⇒ r(φ) = M(1 + cos (φ)) (2.14)

Αυτή είναι η εξίσωση του καρδιοειδούς.

ϕ

0.5 1.0 1.5 2.0
r/M

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

r/M

Σχήµα 2.6: Το r συναρτήσει του φ
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Βλέπουµε ότι η τροχιά για µη ακτινικά ϕωτόνια σε αυτή την περιοχή είναι ανεξάρτητη της
στροφορµής. Υπάρχει εξάρτηση µόνο από τη µάζα της µαύρης τρύπας.
Εφόσον είπαµε ότι το ϕωτόνιο ξεκινά από µια απόσταση r = 2M , µπορούµε να πούµε ότι
περνάει τον ορίζοντα για µία γωνία 0 < φ+ < π. Αντικαθιστώντας τώρα την (2.2) στην (2.14),
παίρνουµε

r(φ) = M(1 + cos (φ))⇒ L = M2(1 + cos (φ))2 dφ

dτ
⇒ dτ

dφ
=
M2(1 + cos (φ))2

L
⇒

τ(φ) =
M2

2L
[3φ+ (4 + cos (φ)) sin (φ)]

Λύνουµε ως προς cos (φ) την (2.14) και έχουµε

r(φ) = M(1 + cos (φ))⇒ cos (φ) =
r −M
M

=
r

M
− 1

και στη συνέχεια ϐάζουµε το παραπάνω αποτέλεσµα στην τ(φ), οπότε

τ(φ) =
M2

2L
[3φ+ (4 + cos (φ)) sin (φ)]⇒ τ(r) =

M2

2L

[
3 cos−1

( r

M
− 1
)

+ (3 +
r

M
) sin (φ)

]
⇒

τ(r) =
M2

2L

[
3 cos−1

( r

M
− 1
)

+ (3 +
r

M
)

√
r

M

(
2− r

M

)]
Μη δέσµιες Τροχιές

Σε αυτή την περίπτωση, αντίθετα από την προηγούµενη, E2 >
L2

l2
.

ΚΡΙΣΙΜΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ

Γυρνώντας στην (2.11), πρέπει να διαχωρίσουµε διαφορετικές περιπτώσεις ως προς τη διάταξη
των ϱιζών της κυβικής εξίσωσης

z(u) = 2Mu3 − u2 +
1

D2
= 0 (2.15)

Το γινόµενο και το άθροισµα των ϱιζών, µας δίνουν

u1 + u2 + u3 =
1

2M
, u1u2u3 = − 1

2MD2

Η κυβική εξίσωση επιτρέπει µία αρνητική πραγµατική ϱίζα και οι δύο που µένουν µπορεί
να είναι είτε πραγµατικές (µία διπλή ή δύο διαφορετικές) ή ένα Ϲευγάρι συζυγών µιγαδικών.
Η περίπτωση της µίας διπλής ϑετικής ϱίζας παίζει έναν καθοριστικό ϱόλο στη διάκριση των
null γεωδαισιακών. Γι΄ αυτό ϑα ϑεωρήσουµε πρώτη αυτή την περίπτωση. Παραγωγίζοντας την
(2.15), παίρνουµε

z′(u) = 6Mu2 − 2u = 0⇒ u =
1

3M

οπότε η u = (3M)−1 είναι ϱίζα και ϑα είναι και ϱίζα (διπλή) της (2.15), οπότε

2M
1

27M3
− 1

9M2
+

1

D2
= 0⇒ 2

27M2
− 3

27M2
+

1

D2
= 0⇒ D = 3

√
3M

Από το γινόµενο των ϱιζών, έχουµε

u1u2u3 = − 1

2MD2
⇒ u1

(
1

3M

)2

= − 1

54M3
⇒ u1 = − 1

6M
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Οπότε, η (2.11) µπορεί να γραφτεί ως εξής(
du

dφ

)2

= 2M

(
u+

1

6M

)(
u− 1

3M

)2

ολοκληρώνοντας την οποία, καταλήγουµε στη σχέση

1

u
= r =

3M
3
2 tanh2 1

2 (φ− φ0)− 1
2

όπου φ0 µια σταθερά ολοκλήρωσης. Επιλέγοντας tanh2

(
φ0

2

)
=

1

3
, τότε όταν φ = 0, r → ∞

και u = 0, ενώ όταν φ→∞ τότε u =
1

3M
. Οπότε, εδώ έχουµε µία null γεωδαισιακή ερχόµενη

από το άπειρο να προσεγγίζει κύκλο ακτίνας 3M ασυµπτωτικά, γυρίζοντας γύρω του.
Από την (2.15) πρέπει να έχουµε και τροχιά 2ης τάξης η οποία να πέφτει στην απροσδιοριστία,
προσεγγίζοντας αυµπτωτικά τον ίδιο κύκλο, γυρίζοντας γύρω του. Τέτοια τροχιά µπορεί να
παρατηρηθεί µέσω της αντικατάστασης

u =
1

3M
+

1

2M
tan2

(
ξ

2

)
(2.16)

στην (2.15). Τότε, έχουµε(
du

dφ

)2

= 2M

(
u+

1

6M

)(
u− 1

3M

)2

⇒
(
dξ

dφ

du

dξ

)2

= 2M

(
u+

1

6M

)(
u− 1

3M

)2

⇒

(
dξ

dφ

)2
1

4M2
tan2

(
ξ

2

)
1

cos4
(
ξ
2

) = 2M

[
1

2M
+

1

2M
tan2

(
ξ

2

)]
1

4M2
tan4

(
ξ

2

)
⇒

(
dξ

dφ

)2
1

cos4
(
ξ
2

) =
1

cos2
(
ξ
2

) tan2

(
ξ

2

)
⇒
(
dξ

dφ

)2

= cos2

(
ξ

2

)
tan2

(
ξ

2

)
⇒

(
dξ

dφ

)2

= sin2

(
ξ

2

)
⇒ φ = 2 ln

(
tan

(
ξ

4

))
⇒ tan

(
ξ

4

)
= e

φ
2

-3 -2 -1 1 2 3
r/M

-3

-2

-1

1

2

3

r/M

Σχήµα 2.7: Το r συναρτήσει του φ

43



Βάζοντας το αποτέλεσµα στην (2.16), έχουµε

1

r
= u =

1

3M
+

1

2M

4 tan2
(
ξ
4

)
[
1− tan2

(
ξ
4

)]2 =
1

3M
+

1

2M

4eφ

1− 2eφ + e2φ
⇒

u =
1

3M
+

2eφ

M (eφ − 1)
2

Παρατηρούµε ότι όταν φ→ 0, r = 0 και u→∞, ενώ όταν φ→∞, u =
1

3M
.

ΤΡΟΧΙΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Σε αυτή την περίπτωση, όλες οι ϱίζες της κυβικής εξίσωσης z(u) = 0 είναι πραγµατικές και οι
δύο ϑετικές είναι διαφορετικές. ΄Εστω οι ϱίζες

u1 =
P − 2M −Q

4MP
, u2 =

1

P
, u3 =

P − 2M +Q

4MP

Συγκεκριµένα, το άθροισµα των ϱιζών είναι
1

2M
όπως πρέπει και u1 < 0. Επίσης, η u1 <

u2 < u3 απαιτεί ότι
1

P
<
P − 2M +Q

4MP
⇒ Q+ P − 6M > 0 (2.17)

Συνεπώς, z(u) = 2M(u− u1)(u− u2)(u− u3), δηλαδή

z(u) = 2M

(
u− P − 2M −Q

4MP

)(
u− 1

P

)(
u− P − 2M +Q

4MP

)
=

2M

[
u2 −

(
1

P
+
P − 2M −Q

4MP

)
u+

P − 2M −Q
4MP 2

](
u− P − 2M +Q

4MP

)
=

2M

[
u3 − 1

2M
u2 +

(
P − 2M

2MP 2
+

(P − 2M)2 −Q2

16M2P 2

)
u− (P − 2M)2 −Q2

16M2P 3

]
=

2Mu3 − u2 +

(
P − 2M

P 2
+

(P − 2M)2 −Q2

8MP 2

)
u− (P − 2M)2 −Q2

8MP 3

και αν την εξισώσουµε µε την (2.11), παίρνουµε

P − 2M

P 2
+

(P − 2M)2 −Q2

8MP 2
= 0⇒ 8MP − 16M2 + P 2 − 4PM + 4M2 = Q2 ⇒

Q2 = P 2 + 4MP − 12M2 ⇒ Q2 = (P + 6M)(P − 2M) (2.18)

και

1

D2
=

1

8MP 3

[
Q2 − (P − 2M)2

]
=

1

8MP 3

[
(P + 6M)(P − 2M)− (P − 2M)2

]
=

1

8MP 3
(P − 2M)(P + 6M − P + 2M) =

1

8MP 3
(P − 2M)8M =

1

P 3
(P − 2M)⇒

D2 =
P 3

P − 2M
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Επίσης, µέσω της (2.18), η ανισότητα (2.17) δίνει

(P + 6M)(P − 2M) > (P − 6M)2 ⇒ P 2 − 2MP + 6MP − 12M2 > P 2 − 12MP + 36M2 ⇒

16MP − 48M2 > 0⇒ P > 3M

Κάνοντας την αντικατάσταση

u− 1

P
= −Q− P + 6M

8MP
(1 + cosx) (2.19)

ή ισοδύναµα

u− 1

P
= −Q− P + 6M

8MP
(1 + cosx)⇒ u+

Q− P + 6M

4MP
− 1

P
=

Q− P + 6M

4MP
− Q− P + 6M

8MP
− Q− P + 6M

8MP
cosx⇒ u+

Q− P + 2M

4MP
=
Q− P + 6M

8MP
(1− cosx)

(2.20)

Παρατηρούµε ότι όταν x = π, u =
1

P
, ενώ όταν

1− cosx

2
=

Q− P + 2M

Q− P + 6M
⇒ sin2

(x
2

)
=

Q− P + 2M

Q− P + 6M
, u = 0 και r → ∞. Αντικαθιστώντας τις (2.19) και (2.20) στην (2.11), παρατη-

ϱούµε(
du

dφ

)2

= 2M(u− u1)(u− u2)(u− u3)⇒
(
dx

dφ

du

dx

)2

= 2M(u− u1)(u− u2)(u− u3)⇒

(
dx

dφ

)2(
Q− P + 6M

8MP

)2

sin2 x =

2M

[
Q− P + 6M

8MP
(1− cosx)

] [
−Q− P + 6M

8MP
(1 + cosx)

] [
− Q

2MP
+
Q− P + 6M

8MP
(1− cosx)

]
=

− 2M

(
Q− P + 6M

8MP

)2

(1− cos2 x)
1

2M

[
−Q
P

+
Q− P + 6M

4P
(1− cosx)

]
⇒

(
dx

dφ

)2

=
Q

P
− Q− P + 6M

4P
(1− cosx) =

Q

P
− Q− P + 6M

2P
sin2

(x
2

)
=
Q

P

[
1− Q− P + 6M

2Q
sin2

(x
2

)]
⇒

dφ

dx
=

√
P

Q

1√
1− k2 sin2

(
x
2

) ⇒ φ = −2

√
P

Q

[
K

(
6M − P +Q

2Q

)
− F

(
x

2
,

6M − P +Q

2Q

)]

όπου k2 =
6M − P +Q

2Q
και K(k) είναι το ελλειπτικό ολοκλήρωµα Jacobi πρώτου είδους

αλλά µε πάνω όριο στο ολοκλήρωµα το
π

2
. Οπότε, χρησιµοποιώντας την (2.20) στην παραπάνω

εξίσωση, παίρνουµε

1

r
=
P −Q− 2M

4MP
+
Q− P + 6M

4MP
sin2

(x
2

)
=
P −Q− 2M + (Q− P + 6M) sin2

(
x
2

)
4MP

=

(P −Q− 2M +Q− P + 6M) sin2
(
x
2

)
+ (P −Q− 2M) cos2

(
x
2

)
4MP

=
4M sin2

(
x
2

)
+ (P −Q− 2M) cos2

(
x
2

)
4MP

⇒
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r =
4MP

4M sin2
(
x
2

)
+ (P −Q− 2M) cos2

(
x
2

) =

4MP

4Msn2

[
K
(

6M−P+Q
2Q

)
+ 1

2

√
Q
P φ

]
− (Q− P + 2M)cn2

[
K
(

6M−P+Q
2Q

)
+ 1

2

√
Q
P φ

]
όπου sn και cn είναι ελλειπτικές συναρτήσεις Jacobi.

ΤΡΟΧΙΕΣ ∆ΕΥΤΕΡΑΣ ΤΑΞΗΣ

Σε αυτήν την περίπτωση το ϕυσικό εύρος είναι u > u3 > u2. Με την αντικατάσταση

u =
1

P
+
Q+ P − 6M

4MP

1

cos2
(
x
2

) (2.21)

παρατηρούµε ότι για x = 0, u = u3 =
Q+ P − 2M

4MP
, ενώ για x = π, u→∞ και r → 0. Τότε,

αντικαθιστώντας την (2.21) στην (2.11), παίρνουµε(
du

dφ

)2

= 2M(u− u1)(u− u2)(u− u3)⇒
(
dx

dφ

)2(
Q+ P − 6M

4MP

)2 sin2
(
x
2

)
cos6

(
x
2

) =

2M

[
Q− P + 6M

4MP
+
Q+ P − 6M

4MP

1

cos2
(
x
2

)] Q+ P − 6M

4MP

1

cos2
(
x
2

) 6M − P −Q
4MP

[
1− 1

cos2
(
x
2

)]⇒
(
dx

dφ

)2 sin2
(
x
2

)
cos4

(
x
2

) Q+ P − 6M

4MP
= −

[
Q+ P − 6M

2P

1

cos2
(
x
2

) +
6M +Q− P

2P

]
Q+ P − 6M

4MP

− sin2
(
x
2

)
cos2

(
x
2

) ⇒
(
dx

dφ

)2
1

cos2
(
x
2

) =
Q+ P − 6M

2P

1

cos2
(
x
2

) +
6M +Q− P

2P
⇒
(
dx

dφ

)2

=

Q+ P − 6M

2P
+

(
6M +Q− P

2P

)
cos2

(x
2

)
=
Q+ P − 6M

2P
+

6M +Q− P
2P

− 6M +Q− P
2P

sin2
(x

2

)
=

Q

P
− 6M +Q− P

2P
sin2

(x
2

)
⇒
(
dx

dφ

)2

=
Q

P

[
2− k2 sin2

(x
2

)]
⇒ φ = 2

√
P

Q
F

(
x

2
,

6M − P +Q

2Q

)

όπου k2 =
6M − P +Q

2Q
Τότε,

1

r
=

1

P
+
Q+ P − 6M

4MP

1

cos2
(
x
2

) =
4M + (Q+ P − 6M) 1

cos2 ( x2 )

4MP
⇒

r =
4MP

4M + (Q+ P − 6M) 1

cos2 ( x2 )

=
4MP

4M + (Q+ P − 6M)nc2
(

1
2

√
Q
P φ

)
όπου η nc είναι ελλειπτική συνάρτηση Jacobi.
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Σχήµα 2.8: Το r συναρτήσει του φ

ΤΡΟΧΙΕΣ ΜΕ ΦΑΝΤΑΣΤΙΚΕΣ ΕΚΚΕΝΤΡΟΤΗΤΕΣ

Σε αυτή την κατηγορία, οι δύο ϱίζες της z(u) = 0 είναι Ϲεύγος συζυγών µιγαδικών, συγκεκρι-
µένα u2 = u3∗, ενώ η τρίτη ϱίζα είναι αρνητική. Οπότε γράφουµε

u2 =
1 + ie

R
, u3 =

1− ie
R

οπότε, u1 =
1

2M
− 2

R
και η z(u) γράφεται

z(u) = 2M

(
u− 1

2M
+

2

R

)[(
u− 1

R

)2

+
e2

R2

]
(2.22)

u1u2 + u1u3 + u2u3 = 0⇒
(

1

2M
− 2

R

)
2

R
+

1 + e2

R2
= 0⇒ 1

MR
− 4

R2
+

1 + e2

R2
= 0⇒

R− 4M +M +Me2 = 0⇒Me2 = 3M −R⇒ e2 =
3M −R
M

=
3MR − 1

M
R

=
3µ− 1

µ
⇒

e2 = 3− 1

µ

και

u1u2u3 = − 1

2MD2
⇒
(

1

2M
− 2

R

)
1 + e2

R2
= − 1

2MD2
⇒ 1 + e2

2MR2
− 2 + 2e2

R3
= − 1

2MD2
⇒

R+Re2 − 4M + 4Me2

2MR3
= − 1

2MD2
⇒ D2 = − R3

R(1 + e2)− 4M(1 + e2)
⇒

D2 = − R2

(1 + e2)
(
1− 4M

R

) ⇒ D2

M2
= −

R2

M2

4µ−1
µ (1− 4µ)

= −
1
µ2

4µ−1
µ (1− 4µ)

=

− 1

(4µ2 − µ)(1− 4µ)
=

1

µ(1− 4µ)2

Εφόσον e2 = 3− 1

µ
, τότε µ >

1

3
⇒ 1

µ
< 3. Ακόµα,

µ >
1

3
⇒ 4µ >

4

3
⇒ 1− 4µ < −1

3
⇒ (1− 4µ)2 > (

1

3
)2 ⇒ 1

(1− 4µ)2
< 9
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Οπότε,
1

µ(1− 4µ)2
< 27⇒ D2

M2
< 27⇒ D < 3

√
3M

Κάνοντας την αντικατάσταση u =

1 + e tan

(
ξ

2

)
R

όπου u0 < u <∞ και ξ0 < ξ < π έχουµε ότι

1

2M
− 2

R
=
e tan

(
ξ0
2

)
+ 1

R
⇒ e tan

(
ξ0
2

)
+ 1 =

R

2M
− 2⇒ e tan

(
ξ0
2

)
=

1

2µ
− 3 =

1− 6µ

2µ
⇒

tan

(
ξ0
2

)
=

1− 6µ

2µe

Οπότε µπορούµε να πούµε ότι

sin

(
ξ0
2

)
=

1− 6µ

∆
, cos

(
ξ0
2

)
=

2µe

∆

Τότε

sin2

(
ξ0
2

)
+ cos2

(
ξ0
2

)
= 1⇒ ∆2 = (1− 6µ)2 + 4µ2e2

Τότε, µέσω της αντικατάστασης που αναφέραµε παραπάνω, η (2.22) γίνεται(
du

dφ

)2

= 2M

(
u− 1

2M
+

2

R

)[(
u− 1

R

)2

+
e2

R2

]
⇒
(
dξ

dφ

)2
e2

4R2 cos4
(
ξ
2

) =

2M

e2 tan2
(
ξ
2

)
R2

+
e2

R2

3 + e tan
(
ξ
2

)
R

− 1

2M

⇒ (
dξ

dφ

)2
e2

4R2

1

cos4
(
ξ
2

) =

2Me2

R2

1

cos2
(
ξ
2

)
 3

R
− 1

2M
+
e

R

sin
(
ξ
2

)
cos
(
ξ
2

)
⇒ (

dξ

dφ

)2

= 8M cos2

(
ξ

2

) 3

R
− 1

2M
+
e

R

sin
(
ξ
2

)
cos
(
ξ
2

)
 =

(24µ− 4) cos2

(
ξ

2

)
+ 8µe sin

(
ξ

2

)
cos

(
ξ

2

)
= 4µe sin (ξ) + (6µ− 1)4 cos2

(
ξ

2

)
=

4µe sin (ξ)−∆ sin

(
ξ0
2

)
(2 + 2 cos (ξ)) = 2∆ cos

(
ξ0
2

)
sin (ξ)− 2∆ sin

(
ξ0
2

)
− 2∆ sin

(
ξ0
2

)
cos (ξ) =

2∆

[
sin

(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

)]
⇒ dξ

dφ
= ±
√

2∆

√
sin

(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

)
⇒

dφ

dξ
= ± 1√

2∆

1√
sin
(
ξ − ξ0

2

)
− sin

(
ξ0
2

) ⇒ φ = −
√√√√ 2

∆
[
1− sin

(
ξ0
2

)]F
π − 2ξ + ξ0

4
,− 2

sin
(
ξ0
2

)
− 1


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Κεφάλαιο 3

Timelike Γεωδαισιακές σε
Horndeski µελανή οπή

Ξεκινώντας, ϑεωρούµε τη Λαγκρανζιανή

L =
m2
p

2
R− 1

2

(
gµν − z

m2
p

Gµν
)
∂µφ∂νφ

όπουmp η µάζα Planck, z ένας πραγµατικός αριθµός,Gµν ο τανυστής Einstein, φ ένα ϐαθµωτό
πεδίο και gµν η µετρική. Τότε,

ds2 = −F (r)dt2 +G(r)dr2 + ρ2(r)(dθ2 + sin2 (θ)dφ2)

Από τη στιγµή που οι εξισώσεις κίνησης είναι γνωστές, ϑέτοντας ρ = r ϐρίσκουµε την ακόλουθη
λύση

F (r) =
3

4
+
r2m2

p

12z
− 2M

m2
pr

+

√
z

4mpr
arctan

(
mpr√
z

)

G(r) =
(m2

pr
2 + 2z)2

4(m2
pr

2 + z)2F (r)

όπου M µία σταθερά που ϑα παίξει το ϱόλο µάζας, και αργότερα ϑα διαλέξουµε mp = 1.
΄Ετσι,

ds2 = −F (r)dt2+G(r)dr2+r2(dθ2+sin2 (θ)dφ2)⇒ L = −F (r)ṫ2+G(r)ṙ2+r2(θ̇2+sin2 (θ)φ̇2)

όπου οι τελείες αντιπροσωπεύουν την παράγωγο ως προς την παράµετρο τ . Οι εξισώσεις
κίνησης είναι

Π̇q −
∂L
∂q

= 0

όπου Πq =
∂L
∂q̇

είναι η συζυγής ορµή ως προς τη συντεταγµένη q. Από τη στιγµή που η

Λαγκρανζιανή είναι ανεξάρτητη των (t,φ), οι αντίστοιχες συζυγείς ορµές ϑα διατηρούνται, οπότε

Πt =
∂L
∂ṫ

= −2F (r)ṫ = −2E ⇒ E = F (r)ṫ (3.1)

Πφ =
∂L
∂φ̇

= 2r2 sin2 (θ)φ̇ = 2L⇒ L = r2 sin2 (θ)φ̇
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Από τις εξισώσεις κίνησης για το θ έχουµε

Π̇θ −
∂L
∂θ

= 0⇒∂(2r2θ̇)

∂τ
− r2φ̇22 sin (θ) cos (θ) = 0⇒ d(r2θ̇)

dτ
= r2 sin (θ) cos (θ)φ̇2 ⇒

dr2

dτ
θ̇ + r2 dθ̇

dτ
= r2 sin (θ) cos (θ)φ̇2

Για απλότητα, ϑεωρούµε θ0 =
π

2
και θ̇0 = 0 , οπότε ϐρίσκουµε ότι θ̈0 = 0. ΄Εχουµε ότι θ̇0 = 0

και θ̈0 = 0 , οπότε θ̈ = 0.
θ̈ = 0⇒ θ̇ = c1

και καθώς θ̇0 = 0, τότε θ̇ = 0. Παρόµοια,

θ̇ = 0⇒ θ = c2

και επειδή θ0 =
π

2
, θ =

π

2
. Η κίνηση γίνεται στη διεύθυνση θ =

π

2
. ΄Εχουµε τότε ότι

r2φ̇ = L (3.2)

και η Λαγκρανζιανή µας µπορεί να γραφεί ως εξής

L = −F (r)ṫ2 +G(r)ṙ2 + r2φ̇2

Μπορούµε να ορίσουµε τη L ως:

L = F (r)ṫ2 −G(r)ṙ2 − r2φ̇2

Κάνουµε αυτή την υπόθεση για να έχουµε πιο εύκολους υπολογισµούς και δεν υπάρχει
πρόβληµα, καθώς δίνουν τις ίδιες εξισώσεις κίνησης. Από τις (3.1) και (3.2):

L = E
E

F (r)
−G(r)ṙ2 − L L

r2
=

E2

F (r)
−G(r)ṙ2 − L2

r2
≡ h

όπου h = 0 για ϕωτόνια και h = 1 για σωµατίδια µε µάζα. Λύνουµε την παραπάνω εξίσωση ως
προς ṙ2 για να παρατηρήσουµε την ακτινική εξίσωση.

G(r)ṙ2 =
E2

F (r)
− L2

r2
− h⇒

ṙ2 =
E2

F (r)G(r)
− 1

G(r)

(
L2

r2
+ h

)

3.1 Timelike Γεωδαισιακές

3.1.1 Ακτινικές Τροχιές

ṙ2 =
E2

F (r)G(r)
− 1

G(r)
=

4E2(r2 + z)2

(r2 + 2z)2
−

(r2 + z)2
[
−24Mz + 3z3/2 arctan

(
r√
z

)
+ 9zr + r3

]
3zr(2z + r2)2
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και

dt

dτ
=

E

F (r)
=

E

3
4 + r2

12z −
2M
r +

√
z

4r arctan
(
r√
z

)
Για µεγάλα r, έχουµε (

dr

dτ

)2

' 4E2 − 3 +
8M

r
− r2

3z

Θεωρούµε τροχιές σωµατιδίων που ξεκινάνε σε ηρεµία από κάποια απόσταση ri και πέφτουν

προς το κέντρο. Στο ri,
(
dr

dτ

)2

= 0.

4E2 − 3 +
8M

r
− r2

3z
= 0⇒ (4E2 − 3)r + 8M − r3

3z
= 0⇒ r3 + (9z − 12zE2)r − 24Mz = 0

Η κυβική εξίσωση έχει 3 ϱίζες, 1 πραγµατική και 2 µιγαδικές. Για απλότητα απαιτούµε οι 2

µιγαδικές ϱίζες να είναι ίσες, το οποίο συµβαίνει όταν E2
i =

3

4
+

(
9M2

4z

)1

3 . Τότε ϐάζουµε

αυτή την τιµή στην πραγµατική ϱίζα και ϐρίσκουµε ότι

ri =(12)
1
3

√
[z(M

2

z )
1
3 + ((−Mz)2)

1
3 ]2

((−Mz)2)
1
3

= (12)
1
3

√
[(M2z2)

1
3 + (Mz)

2
3 ]2

(Mz)
2
3

= (12)
1
3

(Mz)
2
3 + (Mz)

2
3

(Mz)
1
3

=

(12)
1
3 2(Mz)

1
3 = 2(12Mz)

1
3 = (96Mz)

1
3

Κρατάµε στο µυαλό µας ότι η επιλογή των παραµέτρων (E,M, z) πρέπει να είναι τέτοια ώστε
το ri να µένει ϑετικό και πραγµατικό.

r+

(ri, Ei )

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
r/M

5

10

15

20

25

30
V
2eff(r/M)

Σχήµα 3.1: Το ενεργό δυναµικό συναρτήσει του r, για z = 0.05

Για να µπορέσουµε να ϐγάλουµε λύση για τον ορίζοντα γεγονότων, ϑα χρησιµοποιήσουµε την

προσέγγιση ότι το z είναι µικρό. ΄Οπως µπορούµε να δούµε, G(r) ∼ 1

F (r)
, έτσι παίρνουµε τον

ορίζοντα γεγονότων από τη σχέση F (r) = 0. Αναζητώντας τον ορίζοντα γεγονότων, µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε ότι

lim
x→∞

arctan (x) =
π

2

΄Ετσι για x =
r√
z
, τότε arctan

(
r√
z

)
=

π

2
. Οπότε ο ορίζοντας δίνεται από την ακόλουθη

σχέση

F (r) = 0⇒ 3

4
+

r2
+

12z
− 2M

r+
+

√
z

4r+

π

2
= 0
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Για σωµατίδια που πέφτουν µέσα, έχουµε

dr

dτ
= −

√√√√4E2(r2 + z)2

(r2 + 2z)2
−

(r2 + z)2
[
−24Mz + 3z3/2 arctan

(
r√
z

)
+ 9zr + r3

]
3zr(2z + r2)2

Χρησιµοποιούµε µια νέα µεταβλητή r = ri cos2
(η

2

)
, όπου η0 = π και το ηH συµβαίνει όταν

r(η) = 2M − 2

3

M3

z
, που σηµαίνει ότι η τιµή του εξαρτάται από την τιµή του z. Ως προς η, οι

εξισώσεις που ϑα ολοκληρωθούν είναι

dr

dη
= −ri sin

(η
2

)
cos
(η

2

)
και

dr

dτ
=

−

√√√√√√−
[(
z + r2

i cos4
(
η
2

))2(−24Mz + 3z
3
2 arctan

(
ri cos2( η2 )√

z

)
− 3riz(−3 + 4E2) cos2

(
η
2

)
+ r3

i cos6
(
η
2

))
sec2

(
η
2

)]
3riz

[
2z + r2

i cos4
(
η
2

)]2
Παίρνοντας το πηλίκο των δύο παραπάνω σχέσεων, έχουµε

dτ

dη
=

√
3ri sin (η)

2

 (z+r2i cos4 ( η2 ))
4
(
−24Mz+3z

3
2 arctan

(
ri cos2(

η
2
)

√
z

)
−3riz(−3+4E2) cos2 ( η2 )+r3i cos6 ( η2 )

)2

sec4 ( η2 )

r2i z
2[2z+r2i cos4 ( η2 )]

4


1
4

΄Ετσι, από τις παραπάνω σχέσεις και για z = {1

2
,

2

3
, 1,

4

3
,

5

3
}, καταλήγουµε στα ακόλουθα

διαγράµµατα

(αʹ) Τροχιές σωµατιδίων συναρτήσει του τ για διάφο-
ϱα z. Οι ϱόµβοι δείχνουν τη στιγµή που τα σωµατίδια
περνάνε τον ορίζοντα

(ϐʹ) Βλέπουµε πώς η ακτίνα του ορίζοντα αλλάζει όσο
µεταβάλλουµε το z
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Για τις τιµές των u1, u2 και u3 καθώς και την τιµή του σ στην περίπτωση των δεσµευµένων
τροχιών στην Schwarzschild-AdS και την Horndeski, χρησιµοποιούµε τη ϑεωρία των πολυω-
νύµων και συγκεκριµένα το Θεώρηµα του Abel
΄Εστω ένα πολυώνυµο 5oυ ϐαθµού

P (u) = u5 − au4 + bu3 − cu2 + du− e

στην παραγοντοποιηµένη του µορφή

P (u) = (u− u1)(u− u2)(u− u3)(u− u4)(u− u5)

όπου ui (i = 1, ..., 5) οι ϱίζες του P (u). Τότε, αυτές ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 = a

u1u2 + u1u3 + u1u4 + u1u5 + u2u3 + u2u4 + u2u5 + u3u4 + u3u5 + u4u5 = b

u1u2u3+u1u2u4+u1u2u5+u1u3u4+u1u3u5+u1u4u5+u2u3u4+u2u4u5+u2u3u5+u3u4u5 = c

u1u2u3u4 + u1u2u3u5 + u1u2u4u5 + u1u3u4u5 + u2u3u4u5 = d (3.3)

u1u2u3u4u5 = e

Συγκεκριµένα, στην περίπτωση των ασυµπτωτικών τροχιών και στις δύο µελανές οπές, όπου

u1 =
1− e
R

, u2 = u3 =
1 + e

R
και u4 = u5 = −σ, για το σ από την (3.3) παίρνουµε:

d = 0⇒− 2σ
1− e2

R2

1 + e

R
+ 2σ2 1− e2

R2
+ σ2 (1 + e)2

R2
= 0⇒ −2σ

R
(1 + e− e2 − e3) + 2σ2(1− e2)+

σ2(1 + 2e+ e2) = 0⇒ 2σ

R
(e3 + e2 − e− 1) + σ2(3− e2 + 2e) = 0⇒

2σ

R
(e+ 1)(e2 − 1) + σ2(3− e)(1 + e) = 0⇒ σ =

2

R

1− e2

3− e
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Συµπεράσµατα

Μελανή οπή Scwarzschild-AdS
Μελετήσαµε τη δοµή των γεωδαισιακών αναλύοντας τη συµπεριφορά των null και timelike
σωµατιδίων ως προς το ενεργό δυναµικό που εµφανίζεται στην ακτινική εξίσωση κίνησης.
Για τα ακτινικά timelike σωµατίδια, το ενεργό δυναµικό είναι µη δέσµιο και τα σωµατίδια
πάντα πέφτουν στον ορίζοντα από µία αρχική απόσταση η οποία εξαρτάται από το l. Από τα
διαγράµµατα που εξαγάγαµε µπορούµε να ϐγάλουµε κάποια συµπεράσµατα, όπως το ότι µε
την αύξηση του l (η ακτίνα του χώρου AdS), δηλαδή µε τη µείωση της κοσµολογικής στα-
ϑεράς, ο ορίζοντας µεγαλώνει και τείνει στον ορίζοντα της Schwarzschild (πράγµα που ήταν
ήδη γνωστό), η αρχική ϑέση µεγαλώνει καθώς και τα σωµατίδια κάνουν περισσότερο χρόνο να
συναντήσουν τον ορίζοντα.

Για τα µη ακτινικά timelike σωµατίδια, επιτρέπονται δέσµιες τροχιές εάν E2 ≤ 1 +
L2

l2
, και

για E2 = 1 +
L2

l2
, υπάρχουν ασταθείς τροχιές. Μάλιστα, για E2 < 1 +

L2

l2
, υπάρχουν τροχιές

πρώτης και δευτέρας τάξης. Οι τροχιές πρώτης τάξης αντιπροσωπεύουν δέσµιες τροχιές µε δύο
ακραίες τιµές, και διακρίνονται σε πλανητικές, κυκλικές και ασυµπτωτικές, οι οποίες προσεγ-
γίζουν τις κυκλικές τροχιές γυρνώντας γύρω τους. Συγκεκριµένα είδαµε ότι η περίοδος των
κυκλικών τροχιών είναι µικρότερη από την περίπτωση της µελανής οπής Schwarzschild. Οι
τροχιές δευτέρας τάξης έχουν την ίδια ενέργεια µε τις τροχιές πρώτης τάξης, όµως περιγράφουν
κινήσεις στην αριστερή πλευρά του δυναµικού, όπου τα σωµατίδια πέφτουν προς τον ορίζοντα.
Για τα ακτινικά null σωµατίδια, µπορούµε να δούµε ότι όσο µεγαλύτερο είναι το l, τόσο τα
σωµατίδια αργούν να ϕτάσουν στον ορίζοντα. Επίσης, και σε αυτή την περίπτωση τα σωµατίδια
πάντα πέφτουν στον ορίζοντα από µία αρχική απόσταση. Πολύ σηµαντικό είναι και το γεγονός
ότι η κίνηση των ϕωτονίων στον ιδιόχρονο είναι ανεξάρτητη της κοσµολογικής σταθεράς.
Το ενεργό δυναµικό για τα µη ακτινικά null σωµατίδια δείχνει ότι δέσµιες τροχιές υπάρχουν

για E2 ≤ L2

l2
(το ¨µικρότερο¨ αντιστοιχεί σε τροχιές µε ϕανταστικές εκκεντρότητες), ενώ για

E2 =
L2

l2
η αρχική απόσταση από την οποία πέφτουν είναι r = 2M , δηλαδή ο ορίζοντας

γεγονότων της Schwarzschild και τότε οι τροχιές είναι καρδιοειδείς. Εδώ επιτρέπονται και

µη δέσµιες τροχιές για τιµές ενέργειας µεγαλύτερες από
L2

l2
, οι οποίες και αυτές διακρίνο-

νται σε διάφορες περιπτώσεις, αναλόγως την ενέργειά τους, το είδος και τη διάταξη των ϱιζών
της κυβικής εξίσωσης. ΄Εχουµε τις κρίσιµες τροχιές (µία διπλή πραγµατική ϑετική ϱίζα), τις
τροχιές πρώτης και δευτέρας τάξης (δύο διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες) και τις τροχιές µε
ϕανταστικές εκκεντρότητες (ένα Ϲεύγος συζυγών µιγαδικών).

Μελανή οπή Horndeski
Εδώ µελετήσαµε τη δοµή των γεωδαισιακών αναλύοντας τη συµπεριφορά των timelike σωµα-
τιδίων ως προς το ενεργό δυναµικό που εµφανίζεται στην ακτινική εξίσωση κίνησης.
Για τα ακτινικά timelike σωµατίδια, το ενεργό δυναµικό είναι µη δέσµιο και τα σωµατίδια
πάντα πέφτουν στον ορίζοντα από µία αρχική απόσταση η οποία εξαρτάται από το z, για µικρά
z. Από τα διαγράµµατα που εξαγάγαµε µπορούµε να ϐγάλουµε κάποια συµπεράσµατα, όπως
ότι µε την αύξηση του z µεγαλώνει η ακτίνα του ορίζοντα καθώς και τα σωµατίδια κάνουν
περισσότερο χρόνο να τον συναντήσουν.
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