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Πεξίιεςε 

 
 

 ΢ηηο κέξεο καο, βαζηθή επηδίσμε ζε φισλ ησλ εηδψλ ηα δνκηθά έξγα πέξα απφ ηελ 

αζθάιεηα θαη ηελ νκαιή ιεηηνπξγία ησλ θαηαζθεπψλ είλαη θαη ε νηθνλνκηθφηεηά ηνπο. 

΢πγθεθξηκέλα, ζηηο ζηδεξέο θαηαζθεπέο, ζηηο νπνίεο ν δνκηθφο ράιπβαο είλαη ην θχξην πιηθφ, 

ν νηθνλνκηθφο ζρεδηαζκφο ζπλδέεηαη άκεζα κε ηε ρξήζε ιεπηψλ κεηαιιηθψλ ζηνηρείσλ. 

Ωζηφζν, ζηηο κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο ν ζπλεζέζηεξνο ηξφπνο αζηνρίαο είλαη ε απψιεηα 

επζηάζεηαο, θίλδπλνο ν νπνίνο απμάλεηαη κε ηε ρξήζε ιεπηψλ κεηαιιηθψλ ειαζκάησλ θαη 

ζηνηρείσλ γεληθφηεξα. ΢πλεπψο, ν πξσηαξρηθφο ζηφρνο ηνπ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ θαηά ηνλ 

ζρεδηαζκφ ησλ θαηαζθεπψλ είλαη ε επίηεπμε ηεο επζηάζεηαο θαη ηεο νηθνλνκίαο παξά ην 

γεγνλφο φηη ζην ζχλνιν ησλ πεξηπηψζεσλ νη δχν απηέο έλλνηεο είλαη αληαγσληζηηθά 

ζπλδεδεκέλεο. 

            Έλα απφ ηα ζπλεζέζηεξα είδε απψιεηαο ηεο επζηάζεηαο, πνπ είλαη πηζαλφλ λα 

εκθαληζηνχλ, είλαη ν ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο είηε απφ ηαπηφρξνλε θάκςε θαη ζιίςε είηε 

απφ θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα (πιεπξηθφο ιπγηζκφο). 

            Ζ πξνζπάζεηα εχξεζεο κίαο αθξηβνχο καζεκαηηθήο ιχζεο ησλ θαηλνκέλσλ αζηάζεηαο 

είλαη αξθεηά επίπνλε θαη πνιιέο θνξέο αδχλαηε. Ζ αδπλακία απηή έγθεηηαη ζηελ αλάγθε 

επίιπζεο ζπζηεκάησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, ε νινθιήξσζε ησλ νπνίσλ είλαη εμαηξεηηθά 

δπζρεξήο πξνθεηκέλνπ λα θαηαιήμεη ζε θιεηζηέο καζεκαηηθέο ζρέζεηο. Έηζη ινηπφλ, 

θαινχκαζηε λα αλαπηχμνπκε θαη λα αλαδεηήζνπκε δηάθνξεο πξνζεγγηζηηθέο αιιά 

ηαπηφρξνλα αμηφπηζηεο ιχζεηο. 

            Γηα ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ, πνπ απνηειεί ζέκα ηεο  παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, 

δηαηππψλνληαη πξνζεγγηζηηθέο ιχζεηο αλάινγα κε ηηο δηάθνξεο πεξηπηψζεηο θφξηηζεο, κε ηηο 

νπνίεο θαηαπνλνχληαη νη κεηαιιηθέο δνθνί. Αθφκα, πξαγκαηνπνηνχληαη γξακκηθέο αλαιχζεηο 

δνθψλ ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus, ψζηε λα ζπγθξηζνχλ 

ηα απνηειέζκαηα θαη λα ειεγρζεί ε αμηνπηζηία ησλ κεζφδσλ πνπ εθαξκφζηεθαλ. Σέινο, 

γίλνληαη ζπγθξίζεηο θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3(EC-3),ν νπνίνο πεξηιακβάλεη ην ζχλνιν ησλ 

δηαηάμεσλ πνπ αθνξνχλ ην θαηλφκελν ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ. 
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Abstract 

 

Designing economical structures, under a safety concept, is among the most important 

issues nowadays. More importantly, in steelwork construction, where the main material is 

structural steel, you can cut the cost with the use of thin metal sections. However, steelwork 

construction is prone to having stability issues, especially when thin metal sections are used. 

Therefore, the role of a Civil Engineer is to achieve stability and economic viability when 

designing these kinds of constructions, even though these are two competing concepts.  

The most common mode of failure in stability by the use of thin metal elements, 

which concerns members subjected to bending concurrent with axial or not.  

Reaching to exact mathematical formulas for specific instability issues, can be rather 

exhausting, if any at all, leading to time consuming solutions and confusing practical 

Engineers. For this reason, a most common practice is finding approximate and at the same 

time reliable solutions. 

A major goal of the present study is to examine the approximate solutions for open 

thin-walled beams under lateral buckling. The validity of the analytical results is examined 

through numerical simulations, via two commercial finite element packages (i.e. Adina and 

Abaqus). The results are also compared with the ones provided by the European Standards 

(Eurocode 3) and useful conclusions are drawn. 
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1. Δηζαγσγή 
 

1.1. Γεληθή ηνπνζέηεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 
 
 ΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή κειεηάηαη ην θαηλφκελν ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ. 

Πξφθεηηαη γηα ηελ κνξθή αζηάζεηαο ελφο ζιηβφκελνπ θαη/ή θακπηφκελνπ κέινπο, θαηά ηελ 

νπνία νη δηαηνκέο ππφθεηληαη, κεηά ηνλ ιπγηζκφ, ζε ζηξνθή πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο θαη ζε 

ηαπηφρξνλε κεηαηφπηζε ζε ζρέζε κε ηνλ αξρηθψο επζχγξακκν δηακήθε άμνλα ηνπ κέινπο, φ 

νπνίνο κεηά ηελ παξακφξθσζε παχεη λα είλαη επζχγξακκνο.  

 Ζ εχξεζε κίαο αθξηβνχο καζεκαηηθήο ιχζεο βάζεη ηεο νπνίαο ζα πξνθχςνπλ ηα 

θξίζηκα θνξηία ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ απνηειεί κία δχζθνιε θαη πνιιέο θνξέο 

αδχλαηε δηαδηθαζία. Σν γεγνλφο απηφ νθείιεηαη ζηελ χπαξμε πνιχπινθσλ ζπζηεκάησλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ θαιείηαη θαλείο λα επηιχζεη πξνθεηκέλνπ λα θηάζεη ζε θιεηζηέο 

καζεκαηηθέο ζρέζεηο δηεμαγσγήο ησλ δεηνχκελσλ θξίζηκσλ θνξηίσλ. Κξίλεηαη επνκέλσο 

απαξαίηεηε ε αλάπηπμε πξνζεγγηζηηθψλ ιχζεσλ.  
 

1.2 Γηάξζξσζε ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο 
 

 ΢ην δεχηεξν θεθάιαην επεμεγείηαη ην θαηλφκελν ηνπ ιπγηζκνχ θαη γίλεηαη δηάθξηζε 

θαη πεξηγξαθή ησλ εηδψλ ηνπ .  

 ΢ην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο παξαδνρέο πνπ αθνξνχλ ζην 

πξφβιεκα ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ θαη κνξθψλεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ζχκθσλα 

κε ηελ νπνία γίλνληαη νη ππνινγηζκνί. Σέινο παξνπζηάδνληαη δχν δηαθνξεηηθέο κέζνδνη 

πξνζέγγηζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίιπζή ηεο. 

΢ην ηέηαξην θεθάιαην γίλεηαη εθαξκνγή ησλ πξνζδηνξηζηηθψλ κεζφδσλ ζε κία 

ακθηέξεηζηε δνθφ δηαηνκήο δηπινχ ηαπ, ε νπνία θαηαπνλείηαη απφ δηάθνξεο θνξηίζεηο. 

΢ην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε αληηκεηψπηζε ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ 

ζχκθσλα κε ηηο δηαηάμεηο ηνπ Δπξσθψδηθα 3. 

΢ην έθην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα αξηζκεηηθψλ εθαξκνγψλ ησλ 

θνξηίζεσλ ηνπ ηεηάξηνπ θεθαιαίνπ. Γίλεηαη ελ ζπλερεία πξνζνκνίσζε ησλ ππφ κειέηε 

δνθψλ θαη θνξηίζεσλ κέζσ ησλ πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus 

γηα ηελ ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνζδηνξηζηηθψλ κεζφδσλ αιιά θαη ηνπ 

Δπξσθψδηθα 3 θαη εμάγνληαη ζπκπεξάζκαηα, ηα νπνία παξνπζηάδνληαη ζην ηειεπηαίν 

θεθάιαην ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 
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2. Δπζηάζεηα Μεκνλσκέλσλ Μειώλ  

 

2.1  Γεληθά  
 

            Έλα απφ ηα θπξηφηεξα δνκηθά ζηνηρεία ζεσξείηαη ε δνθφο, ε νπνία απνηειείηαη απφ 

επζχγξακκν άμνλα, ηνπ νπνίνπ ην κήθνο είλαη θαηά πνιχ κεγαιχηεξν ζε ζρέζε κε ηηο 

δηαζηάζεηο ηηο δηαηνκήο. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία ην δνκηθφ ζηνηρείν, πνπ εμεηάδεηαη είλαη ε 

δνθφο, θαζψο ππνθείκελε ζε εγθάξζηα θφξηηζε πξνβάιιεη θακπηηθή θαη δηαηκεηηθή 

αληίζηαζε θαηά θχξην ιφγν αιιά θαη ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο ζηξεπηηθή αληίζηαζε. 

 Ο ζρεδηαζκφο ησλ δνθψλ πξνζαλαηνιίδεηαη γηα ηελ αζθαιή αλάιεςε ηεο θακπηηθήο 

έληαζεο, απφ ηελ νπνία θαηαπνλείηαη ζπλήζσο .Ωζηφζν,κία δνθφο εθηφο απφ θάκςε κπνξεί 

λα θαηαπνλείηαη απφ ζιίςε, δηάηκεζε θαη ζηξέςε ή αθφκα θαη κε ζπλδπαζκφ απηψλ. ΢ε 

πνιιέο πεξηπηψζεηο ε αληνρή ηεο δηαηνκήο θαζνξίδεη θαη ηελ αληνρή νιφθιεξνπ ηνπ κέινπο  

(π.ρ εθειθπζκφο, θάκςε πιεπξηθά πξνζηαηεπκέλσλ δνθψλ). Γελ είλαη φκσο ιίγεο νη θνξέο, 

πνπ ζε κία δνθφ ή γεληθφηεξα ζε έλα κέινο, δηαπηζηψλεηαη φηη ππάξρεη ζηάζκε ηεο 

εμσηεξηθήο θφξηηζεο, γηα ηελ νπνία ε δνθφο ράλεη ηελ επζηάζεηά ηεο, απνθηά δειαδή ηε 

δπλαηφηεηα λα ηζνξξνπήζεη θαη ζε κία άιιε ζέζε ηζνξξνπίαο πέξαλ ηεο αξρηθήο (θαηλφκελν 

ιπγηζκνχ). Ζ ζηάζκε απηή ηεο εμσηεξηθήο θφξηηζεο εθθξάδεη ηελ εμάληιεζε ηεο αληνρήο 

ηνπ κέινπο, ε νπνία πξνεγείηαη ηεο εμάληιεζεο ηεο αληνρήο ηεο δηαηνκήο ηνπ, δηφηη ε 

εληαηηθή θαηάζηαζε, πνπ αλαπηχζζεηαη είλαη ζε ρακειφηεξε ζηάζκε ζην κέινο ζπγθξηηηθά 

κε ηε δηαηνκή . 

 Γηα ηελ αχμεζε ηεο θέξνπζαο ηθαλφηεηαο ηεο δηαηνκήο ζε θάκςε, δηακνξθψλνληαη 

δηαηνκέο κε ζπγθεληξσκέλν ην κεγαιχηεξν κέξνο ηνπ εκβαδνχ ηνπο καθξπά απφ ηνλ 

νπδέηεξν άμνλα ηεο θάκςεο. Απηή ε πξαθηηθή έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα δηακνξθψλνληαη 

πςίθνξκεο δνθνί, κε ηνλ θίλδπλν λα κελ κπνξέζεη ε δηαηνκή λα εμαληιήζεη ηε θέξνπζα 

ηθαλφηεηά ηεο ζε θάκςε λα απμάλεηαη, δηφηη πξηλ θηάζεη ζε απηή ηελ εληαηηθή θαηάζηαζε, ην 

ζιηβφκελν πέικα ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ θη εθηξέπεηαη εθηφο επηπέδνπ ζε κία  

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζε ζρέζε κε ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ.  

 Οη δπλάκεηο, πνπ αλαπηχζζνληαη ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε είηε δξνχλ θαηά 

ηε θνξά ησλ παξακνξθψζεσλ ζπκβάιινληαο ζηελ πεξαηηέξσ αχμεζή ηνπο είηε δξνχλ 

αληίζεηα ζηε θνξά ησλ παξακνξθψζεσλ ζπκβάιινληαο ζηε κείσζή ηνπο. Οη πξψηεο 

δπλάκεηο νλνκάδνληαη δπλάκεηο εθηξνπήο, ελψ νη δεχηεξεο δπλάκεηο επαλαθνξάο. Δπζηάζεηα 

ή απψιεηα απηήο, είλαη έλαο γεληθφο φξνο πνπ αθνξά ηελ απψιεηα ηζνξξνπίαο ιφγσ 

εκθάληζεο δπλάκεσλ εθηξνπήο θαηά ηελ παξακφξθσζε. Απηφ ζεκαίλεη φηη ν θνξέαο, ην 

κέινο, ε δνθφο δελ επαλέξρνληαη απφ κφλα ηνπο ζηελ πξνεγνχκελε ζέζε ηζνξξνπίαο έπεηηα 

απφ κία ηπραία παξακφξθσζε. Πξνβιήκαηα επζηάζεηαο παξαηεξνχληαη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

ζιηβφκελσλ κειψλ. Ζ ζπκπεξηθνξά ζιηβφκελσλ δνθψλ επεξεάδεηαη ζεκαληηθά σο γλσζηφλ 

απφ θαηλφκελα αζηάζεηαο , ηα νπνία ραξαθηεξίδνληαη απφ ηνλ γεληθφ φξν “ιπγηζκφο”. 

 Γηα ηνλ αλαιπηηθφ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ιπγηζκνχ εμεηάδεηαη ε ηζνξξνπία ηνπ κέινπο 

ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε, ακέζσο κεηά ην ιπγηζκφ. Ζ κηθξφηεξε ζηάζκε θφξηηζεο 

γηα ηελ νπνία ε ηζνξξνπία είλαη εθηθηή απνηειεί ηε θφξηηζε ιπγηζκνχ, ε νπνία φπσο 

αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, εθθξάδεη ηελ αληνρή ηνπ κέινπο. Σν θνξηίν ιπγηζκνχ 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί επίζεο πεηξακαηηθά. Ζ εχξεζε ηνπ θνξηίνπ ιπγηζκνχ είλαη 

ηδηαίηεξεο ζεκαζίαο, θαζψο ζε πιήζνο πεξηπηψζεσλ ε αληνρή ησλ κειψλ δελ πξνθχπηεη απφ 

ηελ αληνρή ησλ δηαηνκψλ ηνπο αιιά απαηηείηαη ε ζεψξεζε φινπ ηνπ κέινπο σο ζηνηρείνπ 

αλαθνξάο. 
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2.2 Δίδε ιπγηζκνύ κειώλ  

  
 ΢ην θεθάιαην απηφ αλαθέξνληαη ηα δηάθνξα είδε ιπγηζκνχ, ε θαηεγνξηνπνίεζε ησλ 

νπνίσλ πξνθχπηεη αλάινγα κε ην είδνο θαη ην κέγεζνο ησλ παξακνξθψζεσλ πνπ 

αλαπηχζζνληαη θαηα ηε δηάξθεηα ηεο θφξηηζεο.  

 

 Καζνιηθόο ιπγηζκόο κειώλ: Ζ πεξίπησζε απηή ραξαθηεξίδεηαη απφ θαηλφκελα 

θαζνιηθήο αζηάζεηαο, ηα νπνία απνκεηψλνπλ θαη ηειηθά εμαληινχλ ηελ αληνρή ησλ κειψλ. 

΢ηνλ θαζνιηθφ ιπγηζκφ παξαηεξείηαη φηη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θφξηηζεο νη δηαηνκέο 

δηαηεξνχλ θαηά ηελ παξακφξθσζή ην ζρήκα ηνπο θαη παξακνξθψλνληαη σο ζηεξεφ ζψκα, 

ζαλ λα ήηαλ άθακπηα δηαθξάγκαηα. Οη παξακνξθψζεηο απηέο αληηζηνηρνχλ ζε κεηαηνπίζεηο 

γχξσ απφ ηνπο θχξηνπο άμνλεο θαη ζε ζηξνθέο. Ζ κνξθή αζηάζεηαο απηή εκθαλίδεηαη ζε 

ξάβδνπο κεγάινπ κήθνπο ρσξίο ελδηάκεζεο ζηεξίμεηο (΢ρ. 2.1a).  

 

 Τνπηθόο Λπγηζκόο Μειώλ: Σα κέιε ελφο θνξέα θηλδπλεχνπλ λα ππνζηνχλ ιπγηζκφ 

κε βάζε ηε ιπγεξφηεηά ηνπο. Οη πξνυπνζέζεηο εκθάληζεο ηνπηθνχ ιπγηζκνχ είλαη ε κεγάιε 

ιπγεξφηεηα ησλ θνξέσλ θη ε αλάπηπμε κεγάισλ ζιηπηηθψλ ηάζεσλ. Ζ έλλνηα απηή ιπγηζκνχ, 

φκσο αλαθέξεηαη ζηελ απψιεηα επηπεδφηεηαο ηνπ θνξκνχ θαη ησλ πεικάησλ, ζηνηρεία ηεο 

δηαηνκήο ηνπ θνξέα πνπ ελδέρεηαη λα ιπγίζνπλ ηνπηθά πξηλ απφ ηελ εκθάληζε ηνπ θαζνιηθνχ 

ιπγηζκνχ γηα κηθξφηεξε ηηκή ηνπ θνξηίνπ. Απηή ε κνξθή  αζηάζεηαο νδεγεί ζε κείσζε ηεο 

αληνρήο ηνπ κέινπο κε ηελ εκθάληζε αλνκνηφκνξθσλ ηάζεσλ θαη πνιχ ζπρλά ζηελ αζηνρία 

ηνπ. Ο ηνπηθφο ιπγηζκφο εκθαλίδεηαη ζπλήζσο ζηηο ιεπηφηνηρεο δηαηνκέο θαηεγνξίαο 4, πξηλ 

πξνιάβεη λα αλαπηπρζεί ε ηάζε δηαξξνήο. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ν ιφγνο πιάηνπο 

πξνο πάρνο ηφζν ηνπ θνξκνχ φζν θαη ησλ πεικάησλ είλαη κεγάινο, κε απνηέιεζκα λα 

πξνθαιείηαη αζηάζεηα ζην θνξέα. ΢ε έλα πξφβνιν δηπινχ ηαπ ή αθφκα θαη ζε κία 

ακθηέξεηζηε δνθφ ίδηαο δηαηνκήο, φηαλ ππνβάιινληαη ζε αμνληθή ζιίςε ηνπηθφο ιπγηζκφο 

εκθαλίδεηαη ζην άλσ ζιηβφκελν πέικα θαη ζην άλσ ζιηβφκελν ηκήκα ηνπ θνξκνχ ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ν ιφγνο πιάηνπο πξνο πάρνο ηνπ πέικαηνο είλαη κεγάινο. Ωο κνξθή ηνπηθνχ 

ιπγηζκνχ ζεσξείηαη θαη ν δηαηκεηηθφο ιπγηζκφο ζε πςίθνξκεο δνθνχο κε κεησκέλν πάρνο 

θνξκνχ. H πξνζηαζία απφ ηνπηθφ ιπγηζκφ πξαγκαηνπνηείηαη  κε ηελ θαηάηαμε ηεο δηαηνκήο 

ζε θαηεγνξίεο 1 έσο 4 αλάινγα κε ηε δπλαηφηεηα αλάπηπμεο πιαζηηθήο ξνπήο αληνρήο θαη 

ζηξνθήο ή ειαζηηθήο ξνπήο αληνρήο ρσξίο ηε δπλαηφηεηα ζηξνθήο (΢ρ. 2.1b).  

 

 Καζνιηθόο θαη ηνπηθόο ιπγηζκόο κειώλ: Απνηειεί ζπλδπαζκφ ησλ δχν αλσηέξσλ 

εηδψλ ιπγηζκνχ θαη εκθαλίδεηαη ζε ξάβδνπο κεγάινπ κήθνπο απφ ιεπηφηνηρεο δηαηνκέο (΢ρ. 

2.1c). 
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 ΢ηνλ θαζνιηθφ ιπγηζκφ ζπλαξηήζεη ηεο ζέζεο ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε, δηαθξίλνληαη νη αθφινπζεο κνξθέο ιπγηζκνχ:  

 

 Κακπηηθόο ιπγηζκόο ιόγσ αμνληθήο ζιηπηηθήο δύλακεο (Flexural buckling): 

 Απνηειεί ηε ζπλεζέζηεξε κνξθή αζηάζεηαο ζιηβφκελσλ κειψλ κεηαιιηθψλ 

θαηαζθεπψλ.    Ζ απψιεηα ηεο επζηάζεηαο ηνπ αξρηθψο επζχγξακκνπ κέινπο εθδειψλεηαη κε 

κεηάπησζή ηνπ ζε κία θακππισκέλε κνξθή, κε θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ ή ηνλ αζζελή άμνλα 

ηεο δηαηνκήο ηνπ κέινπο, ρσξίο ηελ ηαπηφρξνλε εκθάληζε ζρεηηθήο ζηξνθήο ησλ δηαηνκψλ. 

Όπσο ζπκβαίλεη θαη ζηηο άιιεο πεξηπηψζεηο αζηνρίαο ιφγσ ιπγηζκνχ, ην θαηλφκελν ιακβάλεη 

ρψξα ζην κέινο πξηλ ηελ αλάπηπμε ηεο πιαζηηθήο αληνρήο ηεο δηαηνκήο ηνπ (΢ρ. 2.2α).  

 

 Σηξεπηηθόο ιπγηζκόο (Torsional buckling):  

 ΢ηξεπηηθφο ιπγηζκφο είλαη ε κνξθή αζηάζεηαο ελφο ζιηβφκελνπ κέινπο ζηαζεξήο 

δηαηνκήο κε επζχγξακκν δηακήθε άμνλα, θαηά ηελ νπνία νη δηαηνκέο ζηξέθνληαη πεξί ηνλ 

άμνλα ηνπ κέινπο, ν νπνίνο παξακέλεη επζχγξακκνο θαη κεηά ηελ παξακφξθσζε. Ο θίλδπλνο 

αζηνρίαο ιφγσ ζηξεπηηθνχ ιπγηζκνχ απαληάηαη ζε αλνηθηέο δηαηνκέο, ελψ δελ πθίζηαηαη ζε 

θιεηζηέο δηαηνκέο εμαηηίαο ηεο κεγάιεο δπζηξεςίαο πνπ δηαζέηνπλ. Ζ ππφςηλ αζηάζεηα 

εκθαλίδεηαη κφλν ζε εηδηθέο πεξηπηψζεηο. Δπεηδή κία ηέηνηα κνξθή ιπγηζκνχ ζπλδέεηαη κε ηε 

ζηξέςε, ην θξίζηκν ειαζηηθφ θνξηίν ιπγηζκνχ (Νcr) εμαξηάηαη ηφζν απφ ηε δπζηξεςία θαηά 

Saint-Venant φζν θαη απφ ηε δπζθακςία ζηξέβισζεο. Δπηπιένλ, ζηνπο αξηζκεηηθνχο 

ζπληειεζηέο, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη πξέπεη λα εκπεξηέρνληαη νη ζπλζήθεο δέζκεπζεο ησλ 
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άθξσλ ζε ζηξέςε θαη ζηξέβισζε (ζπληειεζηέο k,kw ζηνλ EC-3). Δίλαη πνιχ πηζαλφλ, 

σζηφζν ν θακπηηθφο ιπγηζκφο λα εθδεισζεί πξηλ ην ζηξεπηηθφ, άξα πξέπεη λα εμεηάδνληαη 

θαη νη δχν κνξθέο αζηάζεηαο, ψζηε λα πξνθχςεη εθείλε πνπ δίλεη ην ρακειφηεξν θξίζηκν 

θνξηίν (΢ρ. 2.2β).  

 

 Σηξεπηνθακπηηθόο ιπγηζκόο (FT ή LT):   

 Οη δηαηνκέο ππφθεηληαη ηφζν ζε κεηαηνπίζεηο πεξί ηνπο θχξηνπο άμνλεο φζν θαη ζε 

ζηξνθέο. Απνηειεί ζπλδπαζκφ ησλ αλσηέξσλ εηδψλ ιπγηζκνχ (΢ρ. 2.2γ). 

 

 
 

 Σν αληηθείκελν ηεο παξνχζαο εξγαζίαο αθνξά ην ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ, 

επνκέλσο αλαπηχζζεηαη πεξαηηέξσ ε έλλνηα απηήο ηεο κνξθήο αζηάζεηαο. Γηαθξίλνληαη 

παξαθάησ ηξεηο θαηεγνξίεο ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνπ.  

 

2.3 Πεξηγξαθή ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνύ ιπγηζκνύ  

 
 Πιεπξηθφο ιπγηζκφο είλαη ε κνξθή αζηάζεηαο ελφο θακπηφκελνπ κέινπο, θαηά ηελ 

νπνία νη δηαηνκέο ππφθεηληαη κεηά ην ιπγηζκφ, ζε ζηξνθή πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο θαη ζε 

ηαπηφρξνλε πιεπξηθή κεηαηφπηζε ζε ζρέζε κε ηνλ αξρηθψο επζχγξακκν δηακήθε άμνλα ηνπ 

κέινπο, ν νπνίνο παχεη πιένλ λα είλαη επζχγξακκνο κεηά ηελ παξακφξθσζε. Δάλ ην κέινο 

ππφθεηηαη φρη κφλν ζε εγθάξζηα θνξηία αιιά θαη ζε αμνληθή ζιίςε, ην ζιηβφκελν ηκήκα ηεο 

δηαηνκήο επεθηείλεηαη θαη ε έληαζε ησλ ζιηπηηθψλ ηάζεσλ απμάλεηαη, κε απνηέιεζκα ν 

θίλδπλνο πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ λα είλαη κεγαιχηεξνο θαη ηφηε νλνκάδεηαη ζηξεπηνθακπηηθφο 

ιπγηζκφο (lateral-torsional buckling). Δπαίζζεηεο δηαηνκέο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ είλαη νη 

δηαηνκέο δηπινχ ηαπ ή νη U, νη νπνίεο δηαζέηνπλ κηθξή ζηξεπηηθή δπζθακςία θαη είλαη 

επαίζζεηεο ζε ζηξέβισζε. Αληηζέησο, νη θιεηζηέο δηαηνκέο φπσο είλαη νη θνίιεο νξζνγσληθέο 

θαη θνίιεο θπθιηθέο, δηαζέηνπλ κεγάιε ζηξεπηηθή δπζθακςία θαη δελ είλαη εππαζείο ζε 

πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Δπίζεο, πεξηζζφηεξν επαίζζεηεο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ είλαη νη δηαηνκέο κε 

κεγαιχηεξν ιφγν Iy/Iz. 

Σν θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ έρεη ηελ αθφινπζε πνηνηηθή εξκελεία: Δάλ κία 

δνθφο κε πξνζηαηεπφκελε έλαληη πιεπξηθήο εθηξνπήο ππνβάιιεηαη ζε θάκςε πεξί ηνλ 

ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκήο, ηφηε ζην έλα πέικα ηεο δηαηνκήο αλαπηχζζνληαη ιφγσ θάκςεο 

δηακήθεηο νξζέο ζιηπηηθέο ηάζεηο. Σν πέικα απηφ ιεηηνπξγψληαο σο ζιηβφκελε πιάθα έρεη 

ηελ ηάζε λα ιπγίζεη, σζηφζν ν θνξκφο ιφγσ ηεο κεγάιεο δπζθακςίαο ηνπ παξεκπνδίδεη ην 
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ιπγηζκφ ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο πεξί ηνλ αζζελή ηνπ άμνλα. Γηα αξθεηά πςειφηεξεο ηηκέο 

ηνπ θνξηίνπ ην ζιηβφκελν πέικα (άλσ ή θάησ αλάινγα κε ηε θφξηηζε) ιπγίδεη πεξί ηνλ 

ηζρπξφ ηνπ άμνλα ή ηνλ αζζελή άμνλα ηνπ θνξκνχ, δειαδή εθηξέπεηαη πιεπξηθά. Σν 

εθειθπφκελν πέικα δελ έρεη ηελ ηάζε λα ιπγίζεη, επεηδή φκσο ζπλδέεηαη κέζσ ηνπ θνξκνχ 

κε ην ζιηβφκελν πέικα,εθηξέπεηαη πιεπξηθά θαη απηφ. Απνηέιεζκα είλαη ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα (΢ρ. 2.3 θαη 2.4). 
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 ΢ρήκα 2.4 Οη δχν πξψηεο ηδηνκνξθέο ιπγηζκνχ γηα ακθηέξεηζηε δνθφ κήθνπο 8m. 

  

 Αλάινγα κε ηα επηβαιιφκελα επί ηνπ κέινπο θνξηία, δηαθξίλνληαη νη παξαθάησ 

βαζηθέο πεξηπηψζεηο, νη νπνίεο απαληψληαη ζηελ πξάμε θαη αληηκεησπίδνληαη θαηάιιεια απφ 

ηνλ θαλνληζκφ: 

 

2.3.1 Σηξεπηνθακπηηθόο ιπγηζκόο κειώλ ζηαζεξήο δηαηνκήο ππό ζιίςε 

 

Ζ πεξίπησζε απηή αληηκεησπίδεηαη φπσο ν ζηξεπηηθφο ιπγηζκφο. Δηδηθφηεξα, 

παξνπζηάδεηαη κηα κνξθή αζηάζεηαο ελφο ζιηβφκελνπ κέινπο ζηαζεξήο δηαηνκήο κε 

επζχγξακκν δηακήθε άμνλα, θαηά ηελ νπνία, νη δηαηνκέο ζηξέθνληαη πεξί ηνλ άμνλα ηνπ 

κέινπο, ν νπνίνο παξακέλεη επζχγξακκνο θαη κεηά ηελ παξακφξθσζε. Ο θίλδπλνο αζηνρίαο 

εμαηηίαο απηνχ ηνπ είδνπο ιπγηζκνχ απαληάηαη ζε αλνηθηέο δηαηνκέο, ελψ δελ πθίζηαηαη ζε 

θιεηζηέο δηαηνκέο, ιφγσ ηεο κεγάιεο δπζηξεςίαο πνπ δηαζέηνπλ. Δπηπξφζζεηα, ζηνπο 

αξηζκεηηθνχο ζπληειεζηέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη, ζα πξέπεη λα εκπεξηέρνληαη νη ζπλζήθεο 

δέζκεπζεο ησλ άθξσλ ζε ζηξέςε θαη ζηξέβισζε. 

 

 

  



 

 

 

 

11 

 

2.3.2. Σηξεπηνθακπηηθόο (ή πιεπξηθόο) ιπγηζκόο κε πξνζηαηεπκέλσλ πιεπξηθά δνθώλ 

ζηαζεξήο δηαηνκήο ππό θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξό άμνλα 

 

Όηαλ κία δνθφο κε πξνζηαηεπκέλε έλαληη πιεπξηθήο εθηξνπήο ππνβάιιεηαη ζε θάκςε 

πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκήο ηεο, είηε ιφγσ αθξαίσλ ξνπψλ, είηε ζπλεζέζηεξα, ιφγσ 

εγθάξζησλ θνξηίσλ, έλα απφ ηα πέικαηά ηεο ζιίβεηαη θαη θαζίζηαηαη επηξξεπέο ζε ιπγηζκφ. 

Ο ιπγηζκφο ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο ζην επίπεδν ηνπ θνξκνχ παξεκπνδίδεηαη ιφγσ ηεο 

κεγάιεο δπζθακςίαο ηνπ θνξκνχ ζην επίπεδφ ηνπ, ελψ ην άιιν ήκηζπ ηεο δηαηνκήο είλαη, σο 

εθειθπφκελν ζηνηρείν, επζηαζέο. Ωο ζπλέπεηα, ν ιπγηζκφο ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο 

εθδειψλεηαη εθηφο ηνπ επηπέδνπ ηνπ θνξκνχ, κε ηαπηφρξνλε ζηξνθή ησλ θπξίσλ αμφλσλ ηεο 

δηαηνκήο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή ηνπο ζέζε. Ζ παξακφξθσζε πνπ πξνθχπηεη, είλαη επνκέλσο 

ζπλδπαζκφο ζηξέςεο θαη πιεπξηθήο θάκςεο (πιεπξηθφο-ζηξεπηηθφο ιπγηζκφο ή απιψο 

πιεπξηθφο ιπγηζκφο). Δάλ ζηε δνθφ εθαξκνζηεί ηαπηφρξνλα θαη αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε, 

απηή ζα επηηείλεη ην θαηλφκελν, αθνχ επαπμάλεη ηελ θάκςε (ζηε κεηά ην ιπγηζκφ θαηάζηαζε 

ηζνξξνπίαο) πεξί ηνλ αζζελή άμνλα ηεο δηαηνκήο. 

΢ε κηα ηέιεηα δνθφ, πνπ θνξηίδεηαη θαηά ηελ ηζρπξή δηεχζπλζε θάκςεο, ν πιεπξηθφο 

ιπγηζκφο ιακβάλεη ρψξα γηα κηα θξίζηκε ηηκή ηεο κέγηζηεο ξνπήο θάκςεο. Οη 

ζεκαληηθφηεξνη παξάγνληεο πνπ επεξεάδνπλ απηή ηελ ηηκή είλαη: 

 

● Σν είδνο θαη ε ζέζε ησλ θνξηίσλ, ηα νπνία επεξεάδνπλ ηελ θαηαλνκή ηεο ξνπήο θαηά 

κήθνο εο δνθνχ (δειαδή ηε κνξθή ηνπ δηαγξάκκαηνο θακπηηθψλ ξνπψλ). 

● Σν ζεκείν εθαξκνγήο ησλ θνξηίσλ θαζ’ χςνο ηεο δηαηνκήο (θέληξν βάξνπο, άλσ 

πέικα, θάησ πέικα θιπ). 

● Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο δνθνχ θαη ζε ελδηάκεζεο ζέζεηο ηεο 

(πεξηνξηζκφο θάκςεο, ζηξέςεο, ζηξέβισζεο). 

● Ζ χπαξμε ή φρη ζπλέρεηαο ζηηο ζηεξίμεηο. 

● Ζ κνξθή ηεο δηαηνκήο. 

● Σπρφλ αζπλέρεηεο ζηε δηαηνκή (αιιαγή δηαηνκήο, αλνίγκαηα θιπ). 

● Οη ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ. 

● Οη γεσκεηξηθέο αηέιεηεο θαη νη παξακέλνπζεο ηάζεηο. 

 

΢ην ζρήκα 2.5 παξνπζηάδεηαη ν ηξφπνο εθδήισζεο ηνπ θαηλνκέλνπ απηνχ ζε κία 

ακθηέξεηζηε δνθφ ιφγσ ξνπψλ ζηα άθξα. 
 

 
΢ρήκα 2.5 Πιεπξηθφο ιπγηζκφο ακθηέξεηζηεο δνθνχ κήθνπο L ιφγσ αθξαίσλ ξνπψλ Μν 

 

  



 

 

 

 

12 

 

2.3.3 Σηξεπηνθακπηηθόο ιπγηζκόο κειώλ ζηαζεξήο δηαηνκήο ππό ζιίςε θαη θάκςε. 

 

Μέιε ζηαζεξήο δηαηνκήο θαηαπνλνχκελα ηαπηφρξνλα απφ αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

θαη ξνπέο θάκςεο πεξί ηνλ ηζρπξφ θαη ηνλ αζζελή άμνλα ηεο δηαηνκήο απνηεινχλ ηε γεληθή 

πεξίπησζε θαηαπφλεζεο, ηδηαίηεξα ζε φηη αθνξά θαηαθφξπθα κέιε ρσξηθψλ πιαηζησηψλ 

θνξέσλ. Ζ αλάιπζε ηεο θέξνπζαο ζπκπεξηθνξάο ηνπο, θαηά ηελ νπνία εθηφο απφ ηηο 

κεηαηνπίζεηο ησλ δηαηνκψλ σο πξνο ηνπο θεληξνβαξηθνχο άμνλεο είλαη πηζαλφλ λα 

αλαπηπρζνχλ ηαπηφρξνλα θαη ζηξνθέο πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα ηνπ κέινπο 

(ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο), είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιε αθφκε θαη γηα ηελ απιή ειαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ,θαζηζηψληαο κε εθηθηέο θιεηζηέο αλαιπηηθέο ιχζεηο. Έηζη θαηεβιήζε ζηνπο 

θαλνληζκνχο πξνζπάζεηα ρξεζηκνπνίεζεο ελνπνηεκέλσλ ζρέζεσλ ζρεδηαζκνχ, νη νπνίεο 

δηαηππψλνληαη ζε κνξθή εμηζψζεσλ αιιειεπίδξαζεο.  

 ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα (Πίλ. 2.1) παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά ηα δηάθνξα είδε θαη νη 

αληίζηνηρεο παξακνξθψζεηο ηνπ θαζνιηθνχ ιπγηζκνχ, σο ζπλάξηεζε ηεο θφξηηζεο θαη ηνπ 

ηχπνπ ηεο δηαηνκήο.  
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2.4 Μνξθέο ειαζηηθήο ηζνξξνπίαο 

 

Καζψο ν ιπγηζκφο είλαη κηα κνξθή αζηάζεηαο, είλαη απαξαίηεην λα γίλεη κηα δηάθξηζε 

κεηαμχ ησλ ελλνηψλ «επζηαζήο», «νπδέηεξε» θαη «αζηαζήο» ηζνξξνπία. Οη ηξείο απηέο 

κνξθέο ειαζηηθήο ηζνξξνπίαο κπνξνχλ λα παξαζηαζνχλ κε απιντθφ ηξφπν, ζεσξψληαο ηελ 

ηζνξξνπία κηαο ηειείσο άθακπηεο ζθαίξαο ζε δηάθνξεο ζέζεηο κηαο νκαιήο επηθάλεηαο, φπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.6. 

 

 
 

Αλ θαη ε ζθαίξα ηζνξξνπεί θαη ζηηο ηξείο ζέζεηο ηνπ ΢ρ. 2.6, κεηά απφ πξνζεθηηθή 

εμέηαζε δηαπηζηψλεηαη ε χπαξμε νπζηαζηηθψλ δηαθνξψλ κεηαμχ ησλ ηξηψλ απηψλ 

θαηαζηάζεσλ ηζνξξνπίαο. ΢ην ΢ρ. 2.6α, αλ ε ζθαίξα κεηαθηλεζεί ειαθξψο απφ ηελ αξρηθή 

ηεο ζέζε ηζνξξνπίαο, ζα επηζηξέςεη ζηε ζέζε απηή, φηαλ αθαηξεζεί ε δχλακε πνπ πξνθάιεζε 

ηε κεηαθίλεζε. Μηα ηέηνηα ζπκπεξηθνξά ραξαθηεξίδεηαη σο κνξθή επζηαζνχο ηζνξξνπίαο. 

΢ην ΢ρ.2.6β, αλ ε ζθαίξα κεηαθηλεζεί ειαθξψο απφ ηελ αξρηθή ηεο ζέζε ηζνξξνπίαο, ηφηε 

είλαη θαλεξφ φηη δελ επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή ζέζε αιιά απνκαθξχλεηαη ζπλερψο απφ ηελ 

αξρηθή ζέζε ηζνξξνπίαο (κεηά ηελ αθαίξεζε ηνπ αηηίνπ πνπ πξνθάιεζε ηε κεηαθίλεζή ηεο). 

Απηή ε κνξθή ηζνξξνπίαο είλαη αζηαζήο. ΢ην ΢ρ.2.6γ βιέπνπκε κηα Σξίηε κνξθή ηζνξξνπίαο. 

Ζ ζθαίξα κεηά απφ κηθξή κεηαθίλεζε, νχηε επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή ηεο ζέζε, νχηε ζπλερίδεη 

λα θηλείηαη απνκαθξπλφκελε απφ απηή. Αληίζεηα, παξακέλεη ζηε ζέζε ζηελ νπνία ηε 

κεηαθίλεζε ε δχλακε πνπ ηεο εθαξκφζηεθε. Απηή ε ζπκπεξηθνξά ραξαθηεξίδεηαη απφ 

νπδέηεξε ή αδηάθνξε ηζνξξνπία. 

Καζψο ε δνθφο πεξλάεη απφ ηελ αζηαζή (επζχγξακκε) κνξθή ηζνξξνπίαο ζηελ 

επζηαζή (ειαθξψο θακππισκέλε ιφγσ ιπγηζκνχ), ππνζέηνπκε φηη ππάξρεη κηα κεηαβαηηθή 

ηζνξξνπία, ε νπνία θαιείηαη νπδέηεξε ή αδηάθνξε ηζνξξνπία. Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ θξίζηκνπ 

θνξηίνπ γίλεηαη κε βάζε ηελ ειαθξψο θακππισκέλε κνξθή ηζνξξνπίαο.  
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3. Γηαηύπσζε θαη Αληηκεηώπηζε ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Λπγηζκνύ 

 

3.1 Γεληθά  

 
΢ην θεθάιαην απηφ παξνπζηάδεηαη ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ κίαο δνθνχ θαηαπνλνχκελεο ζε θάκςε. Ζ δνθφο θαηαπνλείηαη 

είηε κε ζπγθεληξσκέλεο ξνπέο ζηα άθξα είηε κε εγθάξζηα θνξηία κε ηελ ηαπηφρξνλε ή κε 

δξάζε αμνληθνχ ζιηπηηθνχ θνξηίνπ.  

 Αξρηθά,  αλαθέξνληαη νη θαηάιιειεο παξαδνρέο γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Θεσξψληαο φηη ε δνθφο θάκπηεηαη πεξί ηνλ ηζρπξφ ηεο άμνλα κνξθψλεηαη ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο, φπνπ θαίλεηαη ε δπζρέξεηα επίιπζήο ηεο εμαηηίαο ησλ πνιχπινθσλ 

ζπζηεκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ. Καηαιήγνληαο, ρξεζηκνπνηνχληαη νη θαηάιιειεο 

πξνζεγγίζεηο, κέζσ ησλ νπνίσλ δηεπθνιχλεηαη ε δηαδηθαζία εχξεζεο ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ 

ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνπ.  

 

3.2 Βαζηθέο παξαδνρέο 

 
 Όηαλ κηα δνθφο ιπγίδεη πεξί ηνλ ηζρπξφ ηεο άμνλα (ηνλ άμνλα δειαδή πνπ εκθαλίδεη 

ηε κέγηζηε θακπηηθή αληίζηαζε) θαη δελ έρεη επαξθή πιεπξηθή ππνζηήξημε, ηφηε απηή ζα 

εθηξαπεί πιεπξηθά θαη ζα ζηξεβισζεί, ηε ζηηγκή πνπ ην θνξηίν εθαξκνγήο θηάζεη ζηελ 

θξίζηκε ηηκή ηνπ. ΢χκθσλα κε ηηο βαζηθέο αξρέο, ζηε ζηάζκε ηεο εμσηεξηθήο θφξηηζεο, 

αληηζηνηρνχλ δχν δηαθεθξηκέλεο απείξσο γεηηνληθέο ζέζεηο ηζνξξνπίαο. Σν κηθξφηεξν θνξηίν 

πνπ ηθαλνπνηεί ην θξηηήξην γεηηνληθήο ηζνξξνπίαο είλαη ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνχ. Γηα λα ππνινγηζηεί ην θξίζηκν θνξηίν ηεο δνθνχ πξέπεη πξψηα λα θαζνξηζηνχλ νη 

ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο ζε κηα ειαθξψο παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

΢ην ΢ρ.3.1γ πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδεηαη ε δηαηνκή m-n ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο. Ζ εμαγσγή ησλ ζρεηηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο 

δηεπθνιχλεηαη κε ηελ πηνζέηεζε εθηφο ηνπ ζηαζεξνχ ζπζηήκαηνο νξζνγσλίσλ αμφλσλ x, y, z 

θαη ελφο θηλεηνχ x΄, y΄, z΄ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο απηήο. 
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 Οη βαζηθέο παξαδνρέο, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ αληηκεηψπηζε ησλ 

πξνβιεκάησλ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ είλαη νη αθφινπζεο:  

 

● Σν πιηθφ είλαη νκνγελέο, ηζφηξνπν θαη αθνινπζεί ην λφκν ειαζηηθφηεηαο(λφκνο ηνπ 

Hooke). 

● Ζ δνθφο είλαη γεσκεηξηθά ηέιεηα, δειαδή δελ ππάξρνπλ αξρηθέο παξακνξθψζεηο φπσο 

βέινο θαη ζηξνθή. 

● Μέρξη ηε ζηάζκε ιπγηζκνχ, νη ηάζεηο πνπ αλαπηχζζνληαη παξακέλνπλ κηθξφηεξεο ηνπ 

νξίνπ αλαινγίαο. 

● Ηζρχεη ε ζεσξία ησλ κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ ( βειψλ θαη ζηξνθψλ). ΢χκθσλα κε απηή 

ηα βέιε θαη νη ζηξνθέο είλαη αξθεηά κηθξά, ψζηε λα κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ κε ηηο 

δηαζηάζεηο ηηο δηαηνκήο, άξα λα ηζρχνπλ νη απινπνηεκέλνη ηχπνη θακππιφηεηαο απφ 

ηελ ηερληθή ζεσξία θάκςεσο 
   

   
 θαη 

   

   
, φπνπ w θαη u ηα βέιε θάκςεσο θαηά ηνπο 

άμνλεο y(w) θαη x(u) αληίζηνηρα. Όηαλ νη γσλίεο θ είλαη κηθξέο είλαη γεληθά απνδεθηφ 

νη παξαπάλσ θακππιφηεηεο λα ηζρχνπλ γηα ηα αληίζηνηρα επίπεδα,αθφκα θαη κεηά ην 

ιπγηζκφ. 

● Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο παξακέλεη ακεηάβιεηε θαηά ην ιπγηζκφ παξά ηελ άκεζε 

ζχλδεζε ζηξεπηηθήο θαη θακπηηθήο παξακφξθσζεο ηεο δνθνχ. 

● Σα εμσηεξηθά θνξηία παξακέλνπλ παξάιιεια πξνο ηελ αξρηθή ηνπο δηεχζπλζε, φηαλ 

ηα ζεκεία εθαξκνγήο ηνπο κεηαθηλνχληαη. 

Ζ δηαηχπσζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο δηεπθνιχλεηαη κε ηε ρξήζε ελφο 

θηλεηνχ ζπζηήκαηνο αμφλσλ ρ΄, y΄, z΄, φπνπ νη άμνλεο ρ΄, y΄ είλαη νη θχξηνη άμνλεο αδξαλείαο 
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ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε, ελψ ν άμνλαο z΄ είλαη ν εθαπηνκεληθφο 

άμνλαο ζηελ ειαζηηθή γξακκή ηεο δνθνχ κεηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Ζ κεηαηφπηζε ηνπ 

θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο νξίδεηαη απφ ηηο κεηαηνπίζεηο w θαη u πεξί ηνπο άμνλεο y θαη x 

αληηζηνίρσο, νη νπνίεο είλαη ζεηηθέο ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη νκφθνξεο κε ηνλ εθάζηνηε 

άμνλα, θαζψο θαη απφ ηε γσλία ζηξνθήο θ ηεο δηαηνκήο πεξί ηνλ άμνλα z, πνπ είλαη ζεηηθή 

φηαλ ε θνξά ηεο είλαη δεμηφζηξνθε.  

 Ζ δνθφο θνξηίδεηαη επί ηνπ επηπέδνπ zy, νπφηε ππάξρνπλ κφλν ξνπέο θάκςεο    ζε 

πξψηε θάζε. ΢ηε ζπλέρεηα, αθνχ ε ππφ κειέηε δνθφο ιπγίζεη αλαπηχζζνληαη επηπιένλ ηφζν 

θακπηηθέο ξνπέο    φζν θαη ζηξεπηηθέο ξνπέο    ιφγσ ηεο κεηαηνπίζεσο εθηφο ηνπ 

επηπέδνπ θνξηίζεσο ησλ ζεκείσλ εθαξκνγήο ησλ εγθάξζησλ ζηνλ άμνλα ηεο δνθνχ θνξηίσλ. 

 

3.3 Γηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ζηξεπηνθακπηηθνύ ιπγηζκνύ 

 
 Αλ κε   ,  ,   και    ,   ,    ζπκβνιίδνληαη νη ξνπέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ 

απαξακφξθσηε θαη ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο δνθνχ, ηφηε νη δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο δηαηππψλνληαη κε εθαξκνγή ηεο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο εζσηεξηθψλ- 

εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ σο εμήο:  

  

   
   

   
                (3.1) 

 

    
   

   
              (3.2) 

 

   
  

  
     

   

   
             (3.3) 

 

 

 Όπνπ    ,    είλαη νη ξνπέο αδξαλείαο ηεο δηαηνκήο πεξί ηνπο θχξηνπο άμνλεο x θαη y 

αληίζηνηρα. Οη ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ ζηξέςεσο θαη ζηξεβιψζεσο ζπκβνιίδνληαη κε J (ή   ) θαη 

   (ή   ) αληηζηνίρσο θαη πξνζδηνξίδνληαη απφ ζρεηηθνχο πίλαθεο.  

 Ζ εμίζσζε (3.3) ηζρχεη γηα ηηο δνθνχο, ησλ νπνίσλ νη δηαηνκέο είλαη ιεπηφηνηρεο, 

φπσο νη δηαηνκέο I, ελψ γηα ηηο ιεπηέο νξζνγσληθέο δηαηνκέο ή ηηο δηαηνκέο L, U, V ε 

ζηαζεξά ζηξέβισζεο    κπνξεί λα ιεθζεί ίζε κε ην κεδέλ.  

 Οη ξνπέο    ,   ,    εθθξάδνληαη ζπλαξηήζεη ηεο ξνπήο    κε ηνλ αθφινπζν 

ηξφπν: 

 

 

                                       (3.4) 
 

                                    (3.5) 

 

                           
  

  
    

  

  
    (3.6)  
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ξνπέο    ,   ,    ζηηο ζρέζεηο (3.1), (3.2), (3.3) πξνθχπηνπλ: 

 

    
   

   
               (3.7) 

 

    
   

   
              (3.8) 

 

   
   

   
     

   

   
      

  

  
       (3.9) 

 

 Απφ ηελ εμίζσζε (3.7) ζπκπεξαίλεηαη φηη ην βέινο θάκςεο w ζην θχξην επίπεδν 

θάκςεσο zy δελ επεξεάδεη ηε γσλία ζηξνθήο θ. Αληίζεηα, απφ ηηο εμηζψζεηο (3.8) θαη (3.9) 

γίλεηαη αληηιεπηφ πσο ππάξρεη αιιειεμάξηεζε κεηαμχ ησλ u θαη θ. Παξαγσγίδνληαο ηελ 

εμίζσζε (3.9) θαη ιχλνληαο σο πξνο ηνλ φξν 
   

   
 πξνθχπηεη ε λέα εμίζσζε:  

 

    
   

   
    

   

   
  

  
  

    
          

   

   
     (3.10) 

 

 Όηαλ ε ξνπή    είλαη αλεμάξηεηε ηνπ z, ηφηε ε επίιπζε ηεο (3.10) είλαη αξθεηά 

απιή. Όηαλ φκσο ε ξνπή απηή κεηαβάιιεηαη θαηά κήθνο ηεο δνθνχ , ηφηε είλαη απαξαίηεηε 

θάπνηα πξνζεγγηζηηθή κέζνδνο γηα λα  πξνζδηνξηζηεί ε ιχζε ηεο, θαζψο νη ζπληειεζηέο ηεο 

δηαθνξηθήο εμίζσζεο (3.10) δελ είλαη φινη ζηαζεξνί αιιά κεηαβάιινληαη θαηά ην κήθνο z ηεο 

δνθνχ. 

 

3.4 Αληηκεηώπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο  

 
Σν ζέκα ηεο εχξεζεο πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ ζηελ πξνζνκνίσζε ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ είρε απαζρνιήζεη ηνπο Timoshenko θαη Gere 

(Theory of elastic stability 1961), νη νπνίνη πξνζπάζεζαλ λα ηελ αληηκεησπίζνπλ κε κηα 

απζηεξά καζεκαηηθή επίιπζε. Απνδείρηεθε πσο ην θνξηίν ιπγηζκνχ κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί βάζεη κίαο επαλαιεπηηθήο δηαδηθαζίαο κε ηε ζεψξεζε απζαίξεησλ 

ζπλαξηήζεσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

Δίλαη ζαθψο δχζθνιν λα ππνηεζεί γεληθή κέζνδνο αληηκεηψπηζεο ζε φηη αθνξά ηνλ ηξφπν 

πξνζέγγηζεο κεηαηνπίζεσλ ή ζηξνθψλ κίαο δηαηνκήο. Θα πξέπεη λα ιακβάλεηαη ππφςε ν 

ηξφπνο θαηαπφλεζεο ηνπ θνξέα θαζψο θαη νη ζπλζήθεο έδξαζεο απηνχ. ΢ηελ παξνχζα 

δηπισκαηηθή γίλεηαη ρξήζε ησλ δχν θάησζη πξνζδηνξηζηηθψλ κεζφδσλ :  

 

● Πξνζεγγηζηηθφ πνιπψλπκν γηα ηελ γσλία ζηξνθήο θ πνπ αλαπηχρζεθε ζην Ά εζληθφ 

ζπλέδξην ζηδεξψλ θαηαζθεπψλ απφ ηνπο θαζεγεηέο ηνπ ΔΜΠ, Α.Κνπλάδε θαη 

Γ.Ησαλλίδε. 

● Υξήζε ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο γσλίαο ζηξνθήο θ. 
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3.4.1 Α Δζληθό ζπλέδξην ζηδεξώλ θαηαζθεπώλ - ρξήζε πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 

 

 ΢ην ζπγθεθξηκέλν ζπλέδξην, αλαπηχρζεθε κηα ηερληθή, ε νπνία αληίζεηα απφ ηηο 

θιαζζηθέο αλαιχζεηο, απαηηεί ζηνηρεηψδεηο καζεκαηηθέο γλψζεηο απιψλ νινθιεξψζεσλ 

αιγεβξηθψλ πνιπσλχκσλ. 

΢χκθσλα κε ηελ ηερληθή απηή, ππνηίζεηαη σο γσλία ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο θ κηα 

νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε ηθαλνπνηνχζα ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Παξαδείγκαηα αλαιπηηθά 

ζπλαληψληαη ζην επφκελν θεθάιαην. 

Σν πνιπψλπκν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο γσλίαο θ θαηά κήθνο ηεο 

ακθηέξεηζηεο δνθνχ παξνπζηάδεηαη αθνινχζσο : 

 

 
 

                                      (3.11) 

 

Παξαγσγίδνληαο έρνπκε :  

                                 

                             
                       
                  
 
Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη :  

 

              
                
                               
                               
 

Σν πνιπψλπκν γίλεηαη :  

 

                        
 

Έζησ    ε άγλσζηε ζηξνθή ζην κέζν ηεο δνθνχ, δειαδή      
 

 
  

Απφ ηελ εμίζσζε (3.11), γηα   
 

 
  ηζρχεη :   
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         (3.12) 

 

Καη ε ηειηθή κνξθή ηνπ πνιπσλχκνπ είλαη :  

 

       
  

 
                       (3.13) 

 

 Παξαηεξείηαη πσο ε κνξθή απηή είλαη αλεμάξηεηε ηεο θφξηηζεο ηεο δνθνχ θαη είλαη 

ζπλάξηεζε κφλν ηεο επηβαιιφκελεο ζηήξημεο. Απφ εδψ θαη ζην εμήο, ζα γίλεηαη φπνπ 

θξίλεηαη ζθφπηκν, ρξήζε ηεο ζρέζεο (3.13) ρσξίο ζρεηηθή απφδεημε. 

 

3.4.2 Φξήζε ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο 

 

 Δλαιιαθηηθά γίλεηαη ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο                  (3.14). Ζ κέζνδνο 

απηή, παξνπζηάζηεθε επίζεο απφ ηνπο θαζεγεηέο Α.Κνπλάδε θαη Γ.Ησαλλίδε, ζε δεκνζίεπζε 

ηνλ Απξίιην ηνπ 1991. Παξαδείγκαηα αλαιπηηθά γηα ηελ ρξήζε απηήο πξνζέγγηζεο  

ζπλαληψληαη ζην επφκελν θεθάιαην. 
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4. Θεσξεηηθή Δπίιπζε Φνξηίζεσλ κε Πξνζεγγηζηηθέο Μεζόδνπο 
 

 ΢ην παξφλ θεθάιαην παξνπζηάδνληαη δηάθνξα παξαδείγκαηα, ψζηε λα γίλεη ε 

εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ πνπ αλαθέξζεθαλ αιιά θαη γηα λα εμαρζνχλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα 

σο πξνο ηνο παξαδνρέο θαη ηηο πξνζεγγηζηηθέο επηιχζεηο. Ζ εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ γίλεηαη 

ζε ακθηέξεηζηεο δνθνχο δηαηνκήο I (IPE 600, IPE 500, IPE400), νη νπνίεο ππνβάιινληαη ζε 

δηάθνξεο πεξηπηψζεηο θνξηίζεσλ φπσο ε νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε θφξηηζε, ην 

ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. Ζ αξρή γίλεηαη κε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε 

πνπ κπνξεί λα παξνπζηαζηεί θαη αθνξά ηελ θαζαξή θάκςε ηεο δνθνχ ιφγσ δχν ίζσλ θαη 

αληίζεησλ ξνπψλ ζηα άθξα ηεο.  

 

4.1 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δεύγνο ξνπώλ θάκςεσο ζηα άθξα 

ηεο.   

 

4.1.1 Αθξηβήο καζεκαηηθή επίιπζε.  

 

 Οη εμσηεξηθέο ξνπέο    ,  ,   πνπ αλαπηχζζνληαη ζηε δνθφ θαηά ην ζηαζεξφ 

ζχζηεκα αμφλσλ ζηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε θαη νη αληίζηνηρεο    ,   ,    ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε πεξί ηνπο άμνλεο  x΄,y΄,z΄ είλαη:  

  

        
          
 

θαη 

 

                                        
      
                                      

        

                              
  

  
       

  

  
  

 

 Δθαξκφδνληαο ηε ζπλζήθε ηζνξξνπίαο εμσηεξηθψλ- εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε πξνθχπηεη φηη: 

 

    
   

   
        

          

    
   

   
         

          

   
   

   
     

   

   
       

  

  
  

 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ: 

 

    
   

   
               (4.1.1.1) 
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               (4.1.1.2) 

 

   
   

   
     

   

   
       

  

  
       (4.1.1.3)

       

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.1.1.3) : 

 

   
   

   
     

   

   
      

   

   
       (4.1.1.4) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε 4.1.1.2 πξνθχπηεη :  

 

   
   

   
     

   

   
    

  
  

   
   

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

       
  

       
  

        

 
 

 
 

       
   

 
 
 

      
  

       
          (4.1.1.5) 

      

Θέηνληαο    
  

    
,   

  
 

       
 ε  4.1.1.5 γίλεηαη :  

 
   

   
   

   

   
            (4.1.1.6) 

 

Ζ εμίζσζε (4.1.1.6) είλαη ηεηάξηεο ηάμεο γξακκηθή δηαθνξηθή εμίζσζε κε ζηαζεξνχο 

ζπληειεζηέο θαη ε ιχζε ηεο είλαη ηεο κνξθήο:  

 

φ = Αsinmz + Bcosmz + Ce
nz

+ De
-nz

                     (4.1.1.7) 

 

φπνπ: 

 

  √   √        √  √          (4.1.1.8) 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ  αθνξνχλ φιν ην κήθνο ηεο δνθνχ είλαη : 

 

         
           
         
           
 

Απφ ηηο                                  .    (4.1.1.9) 
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Απφ ηηο                                            θαη  (4.1.1.10) 

 

                                      (4.1.1.11) 
 
Γηα λα κελ πξνθχςεη ηεηξηκκέλε ιχζε ε νξίδνπζα ησλ αλσηέξσ εμηζψζεσλ πξέπεη λα είλαη 

κεδεληθή, άξα: 

 

          
 

Ζ κηθξφηεξε ηηκή ηνπ m γηα ηελ νπνία επαιεζεχεηαη ε εμίζσζε είλαη: 

 

    
 

 
  

 
Υξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (4.1.1.8) πξνθχπηεη: 

 

   √     
 

 
  

 

Με ηε βνήζεηα ησλ α θαη β πνπ ηέζεθαλ παξαπάλσ   
 

 

       
 

 
√     √    

 

 
√

   

  
           (4.1.1.12) 
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4.1.2 Φσξίο αμνληθή δύλακε 

 

 
΢ρήκα 4.1 Ακθηέξεηζηε δνθφο-δεχγνο ζηαζεξήο ξνπήο. 

 

 

 ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε θφξηηζεο ε ξνπή    ζηα άθξα είλαη αλεμάξηεηε ηνπ 

z,επνκέλσο ε επίιπζε ηεο νκνγελνχο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πνπ πξνθχπηεη,είλαη ζρεηηθά 

απιή.  Αλαδεηείηαη, ινηπφλ ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ (   ) κε ηελ πξνζεγγηζηηθή 

κέζνδν ζεσξψληαο φηη ζηα άθξα ηεο δνθνχ αζθνχληαη δχν ίζεο θαη αληίζεηεο ξνπέο θάκςεσο: 

 

        
 
         
 

  

Οη αληίζηνηρεο     ,     ,     έρνπλ ηηο εθθξάζεηο, πνπ απνδείρζεθαλ ζην πξνεγνχκελν 

θεθάιαην ζηηο ζρέζεηο (3.4), (3.5), (3.6), νη νπνίεο είλαη έπεηηα απφ ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ 

εμηζψζεσλ (3.7), (3.8), (3.9) : 

 

    
   

   
               (4.1.2.1) 

 

    
   

   
               (4.1.2.2) 

 

   
  

  
     

   

   
       

  

  
       (4.1.2.3) 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.1.2.3) : 

 

   
   

   
     

   

   
      

   

   
   

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε 4.1.2.2 πξνθχπηεη :  
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          (4.1.2.4) 

 

Θέηνληαο    
 

 
 φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.1.2.4 πξνθχπηεη :  

 
 

  

   

   
  

  

   

 

  

   

   
 

  
 

       
          

 

 
 

 
 

  
     

   
 
  

 
 

  
    

 

       
 
 
            (4.1.2.5) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,    

  
 

       
   ε  4.1.2.5 γίλεηαη :  

 

                                              (4.1.2.6) 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη : 

 

         
           
         
           

 

Μία πξψηε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 
ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  
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Τπελζπκίδεηαη πσο ε παξαπάλσ ζρέζε θάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ θαηαιήγεη ζηελ κνξθή :  

 

       
  

 
                  

 

,φπνπ ε γσλία    είλαη ε άγλσζηε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ έθθξαζε ηεο     ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε 4.1.2.6 

πξνθχπεη: 

   

                       
  

 
                  

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                     
  

 
     

  

 
  

  

 
  

  

 
          (4.1.2.7) 

 

                   
  

 
     

  

  
 

  

  
  

  

 
              (4.1.2.8) 

 

Ζ 4.1.2.8 γηα μ=0 δίλεη :                                
 

Ζ 4.1.2.8 γηα μ=1 δίλεη :  

 

                          
         

 

                 
    

 

  
    

    

 

Δπνκέλσο επηζηξέθνληαο ζηελ 4.1.2.8 θη αληηθαζηζηψληαο ηα   ,   πξνθχπηεη :  

 

                     
                       

  

  
 

  

  
  

  

 
 

 

  
    

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                   
  

 
 

  

 
  

  

 
              

  

   
 

  

  
  

  

  
 

  

  
                  (4.1.2.9)

   

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
              

  

    
 

  

   
  

  

   
 

  

  
   

 

                   (4.1.2.10) 

 

Ζ 4.1.2.10 γηα μ=0 δίλεη :  

 

                      
 

Ζ 4.1.2.10 γηα μ=1 δίλεη :  
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Δπηζηξέθνληαο ζηελ 4.1.2.10 πξνθχπηεη :  

 

               
  

  
 

  

  
  

  

 
                

  

    
 

  

   
  

  

   
   

 

 
  

  
                    (4.1.2.11) 

 

Ζ 4.1.2.11 γηα   
 

 
 δίλεη :  

 

  
 

 
               

      

  
 

      

  
  

      

 
              

 

           
      

    
 

      

   
  

      

   
 

      

  
               

 
                             
 

                     
 
Αληηθαζηζηψληαο ηα   ,    (κε          )πξνθχπηεη :  

 

  
 

       
         

  

   
          

 

ή 

 

       √     
     

  
      

       

  
        (4.1.2.12) 

 

 

 ΢πγθξίλνληαο ηελ εμίζσζε (4.1.2.12), ε νπνία πξνέθπςε κε ηνλ πξνζεγγηζηηθφ ηξφπν 

κε ηελ εμίζσζε (4.1.1.12), δηαπηζηψλεηαη φηη ην απνηέιεζκα ηεο κεζφδνπ, πνπ εθαξκφζηεθε 

πξνζεγγίδεη ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ απηφ ηεο καζεκαηηθήο επίιπζεο.  
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4.1.3 Με αμνληθή δύλακε. 
 

 

 
΢ρήκα 4.2 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε ζηαζεξή ξνπή ζηα άθξα θαη αμνληθή δχλακε. 

 

 

 Θεσξείηαη κία ακθηέξεηζηε δνθφο δηαηνκήο  I. Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο 

δνθνχ απηήο, ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε αθακςία (  >   ) , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν 

άμνλα y θαη ηνλ δηακήθε θεληξνβαξηθφ άμνλα z. Ζ δνθφο ππφθεηηαη ζε νκνηφκνξθε ξνπή 

θάκςεο    ζηα δχν άθξα ηεο θαη ζε ζηαζεξή αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε  , ε νπνία αζθείηαη 

ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Γηα ζηαδηαθή αχμεζε ηεο   απφ ην κεδέλ θη αθνχ ε 

 παξακέλεη ζηαζεξή, γίλνληαη νη εμήο ππνζέζεηο: 

 

A. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη 

B. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή   =    , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ ειαζηηθή θέξνπζα 

ηθαλφηεηα ζε θάκςε ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε δνθφο αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε 

θαη ζπζηξνθή. 

 

 Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο 

κεηαθηλήζεηο-εθηξνπέο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία 

ζηξνθήο απηνχ (΢ρ. 4.3). 

 

 
΢ρήκα 4.3 Γσλία ζηξνθήο θ θαη κεηαθηλήζεηο w,u ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκή I. 

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην ζηξεπηνθακπηηθφ 

ιπγηζκφ ζχκθσλα κε ηνπο Timoshenko and Gere (1961) είλαη:  
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                      (4.1.3.1) 

 

    
   

   
                     (4.1.3.2) 

 

   
  

  
     

   

   
                (4.1.3.3) 

 

 Ζ παξαγψγηζε ηεο (4.1.3.3) είλαη σο πξνο z θαη      ,     είλαη ε κέγηζηε θαη ε 

ειάρηζηε αθακςία ηεο δνθνχ αληηζηνίρσο.  

 Αδηαζηαηνπνηψληαο ηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο (4.1.3.2) θαη (4.1.3.3) πξνθχπηνπλ: 

 

                           (4.1.3.4) 

  

                                      (4.1.3.5)

            

     

φπνπ:    
 

 
,   

 

 
 ,    

   

   
  ,     

   

   
  ,    

    

   
  ,    

    

  
 

 

Παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε (4.1.3.4) είλαη:        

 

                              (4.1.3.6) 

 

΢πλδπάδνληαο ηελ (4.1.3.6) κε ηελ (4.1.3.5) πξνθχπηεη ε ζρέζε: 

 

                   

    
              (4.1.3.7) 

 

Παξαγσγηδνληαο δχν θνξέο ηε ζρέζε (4.1.3.5) είλαη: 

 

                                           (4.1.3.8) 

 

Απφ ηηο εμηζψζεηο (4.1.3.7) θαη (4.1.3.8): 

 
             

      
            

     
          

 

                                         (4.1.3.9) 

 

Ζ ηειηθή κνξθή ηεο θ(μ) είλαη: 

 

                                                      (4.1.3.10α) 

 

 

 

φπνπ   ,     είλαη ζεηηθέο πξαγκαηηθέο πνζφηεηεο ίζεο κε: 



 

 

 

 

29 

 

 

    √ 
     

 
 √

        

 
            

 
    (4.1.3.11α) 

 

θαη 

     √     

 
 √

        

 
            

 
    (4.1.3.11β)

  

Παξαγσγίδνληαο ηέζζεξηο θνξέο ηε ζρέζε (4.1.3.10α) πξνθχπηνπλ:  

 

                                                          4.1.3.10β)  

 

                                                              (4.1.3.10γ)  

 

                                                               (4.1.3.10δ)  

 

                                                               (4.1.3.10ε)  

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ πεξίπησζε ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, φπσο 

έρεη αλαθεξζεί είλαη:  

 

         
           
         
           
 
Παξαγσγίδνληαο κία θνξά ηελ εμίζσζε (4.1.3.5)πξνθχπηεη φηη:  

 

                                       (4.1.3.11) 

 

Γηα μ=0 είλαη       θαη      , επνκέλσο ε (4.1.3.11) γίλεηαη:  

 

                    (4.1.3.12) 

Απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη ηε ζρέζε (4.1.3.12):  

  

                                 (4.1.3.13α) 

 

                                    (4.1.3.13β) 

 

                            (4.1.3.13γ) 

 

                                                (4.1.3.13δ) 

 

                                                      
                (4.1.3.13ε) 
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Δπνκέλσο γηα ηηο ζηαζεξέο C πξνθχπηεη φηη   =     =      θαη  

                           
 

Γηα n =1, k =π (ε κηθξφηεξε δπλαηή ηηκή)  

 

Άξα ε γεληθή ιχζε ηεο θ(μ) γξάθεηαη:  

 

                 
 
,φπνπ ε γσλία    είλαη ε άγλσζηε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ε νπνία είλαη 

δηαθνξεηηθή ηνπ κεδελφο. 

 

Σειηθά, ε θξίζηκε ξνπή ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ πξνθχπηεη απφ ηηο αλσηέξσ ζρέζεηο: 

 

               
     

 
 √

        

 
            

 
   

 

   
     

 
 √

        

 
            

 
   

 

                        
 

   
  
 
       

                   
 

   
 

 
 

   
                      (4.1.3.14) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε (4.1.3.14) ηα κεγέζε   
 

 
 ,   

 

 
,    

   

   
,  

    
   

   
  ,     

    

   
 ,    

    

  
  ε θξίζηκε ξνπή πξνθχπηεη:  

 

 
   

   
   

  

    
     

    

   
     

   

   
    

 

     √
      

  
    

    

   
     

   

   
 .      (4.1.3.15) 
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4.2 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ 

ηεο. 
 

 Δμεηάδνληαη νη πεξηπηψζεηο κε θαη ρσξίο ηε δξάζε αμνληθήο ζιηπηηθήο δχλακεο θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαη δχν εηδψλ πξνζεγγίζεηο ε πνιπσλπκηθή θαη ε εκηηνλνεηδήο, ψζηε λα 

δηαπηζησζεί πνηά είλαη θαηαιιειφηεξε.  

 

4.2.1 Φσξίο αμνληθή δύλακε 

 
΢ρήκα 4.4 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε ζπγθεληξσκέλν θνξηίν P ζην κέζνλ. 

 

Θεσξείηαη ακθηέξεηζηε δνθφο δηαηνκήο Η (΢ρ. 4.4), ε νπνία θαηαπνλείηαη απφ  

ζπγθεληξσκέλν θνξηίν P πνπ εθαξκφδεηαη ζε απφζηαζε α (ζηε γεληθή ησλ πεξηπηψζεσλ) 

απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο.  

 Θα πξνζδηνξηζηεί ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ θαη θαηά ζπλέπεηα ηεο θξίζηκεο ξνπήο 

ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηελ νπνία ην επίπεδν θάκςεο zy παχεη λα είλαη επζηαζέο. Καηά 

ηελ θάκςε, ηα άθξα ηεο δνθνχ κπνξνχλ λα ζηξαθνχλ ειεχζεξα πεξί ηνπο άμνλεο x θαη y, ελψ 

ε ζηξνθή ηνπο είλαη αδχλαηε πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα z. Θεσξείηαη φηη ε δνθφο έρεη 

ειαθξψο θακθζεί ζην επίπεδν zy θαη ζπγρξφλσο ζηξαθεί θαηά κηα κηθξή γσλία θ πεξί ηνλ 

άμνλα z. 

 ΢ην ζεκείν απηφ δηαηππψλνληαη νη αληίζηνηρεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο. Γηα 

λα γίλεη απηφ ζα πξέπεη πξψηα λα πξνζδηνξηζηνχλ νη αλαπηπζζφκελεο ξνπέο   ,  ,   θαηά 

ην ζηαζεξφ ζχζηεκα αμφλσλ θαη    ,   ,    θαηά ην θηλεηφ ζχζηεκα αμφλσλ πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ζε ηπραία δηαηνκή mn φπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα (΢ρ. 4.5).  

 

Έηζη γηα ηηο αλαπηπζζφκελεο ξνπέο   ,  ,   ηζρχεη: 

 

    
 

 
                       (4.2.1.1) 

 

              (4.2.1.2) 

 

    
 

 
        

 

 
             (4.2.1.3) 
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Όπνπ,    είλαη ην βέινο ζην κέζνλ ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ,    ε γσλία ζηξνθήο ηεο 

δηαηνκήο ζην κέζν ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ θαη d ε θαηαθφξπθε απφζηαζε απφ ην θέληξν 

βάξνπο ηεο δηαηνκήο ( ζεηηθή απφ ην θέληξν βάξνπο θαη πάλσ) κε  : -
 

 
< d < 

 

 
. 

 

Σεκείσζε: 

 

 Ο φξνο       είλαη κεδεληθφο, φηαλ ην θνξηίν εθαξκφδεηαη ζην θέληξν βάξνπο, ελψ 

είλαη ζεηηθφο ζηελ πεξίπησζε πνπ εθαξκφδεηαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο κε απνηέιεζκα ε 

Μz λα απμάλεηαη θαη θαηά ζπλέπεηα ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνχ λα κεηψλεηαη. Σν αληίζηξνθν ζπκβαίλεη φηαλ ην θνξηίν εθαξκφδεηαη ζην θάησ 

πέικα ηεο δηαηνκήο. 

 

΢ηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, εθαξκφδνληαο ηελ ζπλζήθε 

ηζνξξνπίαο εμσηεξηθψλ-εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ πξνθχπηεη :  

 

     
   

   
    

 

 
          (4.2.1.4)

          

    
   

   
  

 

 
                (4.2.1.5)

          

   
  

  
     

   

   
  

 

 
             

 

 
  

  

  
     (4.2.1.6) 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.2.1.6) πξνθχπηεη: 

 

   
   

   
     

   

   
   

 

 

  

  
  

 

 

  

  
 

 

 
 

   

   
  

 

Σεκείσζε: 

 

H παξάγσγνο ησλ ζηαζεξψλ φξσλ 
 

 
   θαη 

 

 
     ηζνχηαη κε κεδέλ.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε 4.2.1.5 πξνθχπηεη :  

 

   
   

   
     

   

   
     

 

 
    

    

   
     

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

       
 
  

     
       

        (4.2.1.7) 

 

Θέηνληαο    
 

 
 φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 
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Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 

θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.2.1.7 πξνθχπηεη :  

 
 

  

   

   
 

  

   

 

  

   

   
  

 

 
          

       
    

 

 
 

 
 

  
    

   
 
  

 
 

  
     

 
 

 

        
         (4.2.1.8) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,    

    

        
 ε  4.2.1.8 γίλεηαη :  

 

                                     (4.2.1.9) 

 

 

Α. Πξνζέγγηζε κε ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε. 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηελ κηζή δνθφ, ιφγσ ζπκκεηξίαο είλαη: 

 
         
           

   
 

 
      

         
 

 
       

 

 
    

 

 
        

 

Ζ ηειεπηαία ζπλζήθε γίλεηαη κέζσ ηεο ηξίηεο :  

 

     
 

 
   

   

    
      

 

Γίλεηαη ρξήζε ηεο αθφινπζεο ζπλάξηεζεο :  
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Παξαγσγίδνληαο πξνθχπηεη :  

 

                                 
                             
                       
                  
 

Δθαξκφδνληαο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πξνθχπηεη : 

 

                 
                   

     
 

 
                  

   
 

 
               

  

Παξαδνρή: 

Έζησ φηη ε ηηκή ηνπ φξνπ 
 

 
       ηζνχηαη κε κεδέλ 

Δπηζηξέθνληαο ζηελ αξρηθή ζπλάξηεζε πξνθχπηεη :  

 

                        
 

       
 

 
                                  

 

                 είλαη ε άγλσζηε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ έθθξαζε ηεο     ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε          

πξνθχπηεη:   

 

                                              
 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                             
  

 
 

  

 
  

  

 
        (4.2.1.10) 

 

                           
  

  
 

  

  
  

  

  
             (4.2.1.11) 

 

Ζ          γηα μ=0 δίλεη :                                
 
Ζ          γηα μ=1/2 δίλεη :  
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Δπνκέλσο επηζηξέθνληαο ζηελ          πξνθχπηεη :  

 

                     
                      

  

  
 

  

  
  

  

  
           

 

 
   

    
       

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                  
  

 
 

  

 
  

  

 
              

  

   
 

  

   
  

  

   
       

  

 
   

 

 
   

    
     

  

 
               (4.2.1.12) 

 

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
             

   

    
 

  

    
  

  

   
       

  

 
   

 

 
   

    
     

  

 
                  (4.2.1.13) 

 

Ζ 4.2.1.13 γηα μ=0 δίλεη :  

 

                                
 

Ζ 4.2.1.12 γηα μ=1/2 δίλεη :  

 

   
 

 
       

 

 
             

             
       

   

    
           

 

                 
 

            
 
        

   

    
      

 

Δπηζηξέθνληαο ζηελ 4.2.1.13 πξνθχπηεη :  

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
                  

   

    
 

  

    
  

  

   
   

 

       
  

 
              

   

    
     

  

 
       

   

    
         (4.2.1.14) 

 

Ζ          γηα   
 

 
 δίλεη :  

 

  
 

 
               

      

  
 

      

  
  

      

 
                      

       

    
 

      

    
 

  
 

  
      

   
       

      

 
                               

   

    
        

 



 

 

 

 

36 

 

                                      
   

    
      

 

                   
 
          

    
    

 

Αληηθαζηζηψληαο ηα   ,    πξνθχπηεη :  

 
    

        
        

  

   
                

   

    
    

 

ή 

 

           
     

  
        

       

  
       

    

  
    

 

         
    

  
           

     

  
        

       

  
  

 

         
   

  
             

     

  
        

       

  
       

   

  
      

 

    √       
     

  
        

       

  
       

   

  
          

   

  
   (4.2.1.15) 

 

Αλ ιεθζεί ππφςε πσο : 

 

     
   

 
   

  

Tφηε : 

 

    √       
     

  
        

       

  
       

   

 
          

   

  
   (4.2.1.16) 

  

Όπνπ Mcr, είλαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνπ. 

 

B. Πξνζέγγηζε κε ηελ εκηηνλνεηδή ζπλάξηεζε. 

 

Μία δεχηεξε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  

 

            
  

 
  ,         

 

 ή 

 

              ,         , αθνχ ηίζεηαη   
  

 
 

 

Δμεηάδεηαη ε κηζή δνθφο      
 

 
  ιφγσ ζπκκεηξίαο γεσκεηξίαο θαη θφξηηζεο, άξα νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ δηέπνπλ ην ζχζηεκα ζηήξημεο ηνπ θνξέα είλαη: 
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Ζ ηειεπηαία ζπλζήθε γίλεηαη κέζσ ηεο ηξίηεο :  

 

     
 

 
   

   

    
      

 

φπνπ:    είλαη ε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ (μ = ½), φηαλ απηή εθηξέπεηαη 

πιεπξηθά. 

 

Σίζεληαη:     
  

   
  ,   

    

        
,   

     

    
 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε ζηελ εμίζσζε (4.2.1.9) πξνθχπηεη 

φηη: 

 

                                                   (4.2.1.17)

  

 

Οινθιεξψλνληαο δχν θνξέο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε: 

 

                       
          

  
 

               

  
       (4.2.1.18)

             

                      
         

 
 

               

 
            

  
           (4.2.1.19)

            

Ζ εμίζσζε (4.3.1.19) γηα μ = 0 δίλεη: 

 

  =   
 

Ζ εμίζσζε (4.3.1.18) γηα μ = 1/2 δίλεη: 

 

       
   

  
  

 

                                ,    ζηελ εμίζσζε (4.3.1.19), ε θ(μ) παίξλεη ηε κνξθή: 

 

                      ( 
        

 
 

(      )        

 
             

  
)    

 (    
   

  
)           (4.2.1.20) 
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Κάλνληαο δηπιή νινθιήξσζε ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε πξνθχπηεη φηη: 

 

        

( 
       (              )

 
 

 

 
                )

  
   

 

  

  
         

 
 

 

 
      

  
           (4.2.1.21) 

 

 

       

( 
        (               )

 
 

 

 
    (     )           )

   
   

 

   

  
          

 
             

   
             (4.2.1.22)

          

 

Ζ εμίζσζε (4.2.1.22) γηα μ = 0 δίλεη:  

 

  = 0  
 

Ζ εμίζσζε (4.2.1.21) γηα μ = 1/2 δίλεη: 

 

     

  
   

 
    

   

 
 

  
  

 

Αληηθαζηζηψληαο ζε απηφ ην ζεκείν ηηο ηηκέο ησλ   ,   ζηελ εμίζσζε (4.2.1.22), ε θ(μ) 

ιακβάλεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 

        

  
                         

 
 

 

 
                       

   
   

 

  

  
          

 
             

   
   

  
   

 
    

   

 
 

  
      (4.2.1.23)

        

 

Έρεη πξνεγνπκέλσο νξηζηεί φηη : θ(½)=     επνκέλσο γηα μ=½ ε (4.2.1.23) γίλεηαη : 

 

θ(½) =     
 

 
                              

        

  

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    
  

   
  ,   

    

        
  

     

    
 πξνθχπηεη : 
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     √
             

  
  

                

  
   

            

  
   

            

  
   (4.2.1.24) 

 

 

Αλ ιεθζεί ππφςε πσο : 

 

     
   

 
   

  

Tφηε : 

 

    √       
     

  
        

       

  
       

   

 
         

   

  
   (4.2.1.25) 

  

Όπνπ Mcr, είλαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνπ. 
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4.2.2 Με αμνληθή Γύλακε 

 
΢ρήκα 4.5 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε ζπγθεληξσκέλν θνξηίν P ζην κέζνλ θαη αμνληθή δχλακε N. 

 

Θεσξείηαη ακθηέξεηζηε δνθφ δηαηνκήο I (΢ρ. 4.5), ε νπνία θαηαπνλείηαη απφ ζηαζεξή 

αμνληθή δχλακε Ν θαη ζπγθεληξσκέλν θνξηίν P. Θεσξείηαη πσο ηα θνξηία P θαη Ν 

εθαξκφδνληαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο απηήο. Θα πξνζδηνξηζηεί ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ 

θνξηίνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηελ νπνία ην επίπεδν θάκςεσο zy παχεη λα είλαη επζηαζέο. 

Θα πξέπεη λα ππνηεζεί, φηη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θάκςεσο, ηα άθξα ηεο δνθνχ (ηα ζεκεία 

ζηήξημεο) κπνξνχλ λα ζηξαθνχλ ειεχζεξα πεξί ηνπο άμνλεο x θαη y, κε αδχλαηε φκσο 

ζηξνθή πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα - θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο z. 

Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο δνθνχ απηήο, ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε 

αθακςία (  >  ) , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα y θαη ηνλ δηακήθε άμνλα z (πνπ 

πεξλάεη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο). Γηα φζν ην P απμάλεηαη ζηαδηαθά απφ ην κεδέλ 

θαη ε N παξακέλεη ζηαζεξή, ηζρχνπλ νη εμήο παξαδνρέο : 

A. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη 

B. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή   =    , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ ειαζηηθή θέξνπζα 

ηθαλφηεηα ζε θάκςε ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε δνθφο αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε 

θαη ζπζηξνθή. 

 

 

Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο 

κεηαθηλήζεηο - εθηξνπέο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία 

ζηξνθήο απηνχ (΢ρ. 4.6).  
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΢ην ζεκείν απηφ δηαηππψλνληαη νη αληίζηνηρεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο. Γηα 

λα γίλεη απηφ ζα πξέπεη πξψηα λα πξνζδηνξηζηνχλ νη αλαπηπζζφκελεο ξνπέο θαηά ην ζηαζεξφ 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη θαηά ην θηλεηφ ζχζηεκα αμφλσλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ζε ηπραία δηαηνκή mn φπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ 

ζρήκα (΢ρ. 4.6). 

 

Γηα ηηο αλαπηπζζφκελεο ξνπέο          ηζρχεη :  

 

   
 

 
               

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην 

ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ είλαη:  

 

    
   

   
      

 

 
         (4.2.2.1) 

 

    
   

   
    

 

 
            (4.2.2.2) 

 

   
  

  
     

   

   
    

 

 
           (4.2.2.3) 

 

 Ζ παξαγψγηζε ηεο (4.2.2.3) είλαη σο πξνο z θαη     ,    είλαη ε κέγηζηε θαη ε 

ειάρηζηε αθακςία ηεο δνθνχ αληηζηνίρσο. 

 

Θέηνληαο    
 

 
θαη   

 

 
 φπνπ  θαη λ αδηάζηαηεο κεηαβιεηέο. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  
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Ζ (4.2.2.2) γίλεηαη: 

  

    
   

   
    

 

 
       

 

   
 

  

   

   
    

 

 
           

 

  

   

   
     

 

 
        

 

       
   

   
     

 

 

  

   
         (4.2.2.4) 

 

Όκνηα ε (4.2.2.3) γίλεηαη:  

 

   
  

  
     

   

   
    

 

 
         

   

   
    

  

  
   

 

 
       

 

    
 

  

   

   
    

 

 

  

  
  

 

 
   

  

    
    

 
   

  

   

   
  

  

 

  

  
   

  

 

  

  
          

  

        
    

   
        

   

      
                (4.2.2.5)

     

Σίζεληαη:  
 

 
 ,   

 

 
 ,    

   

   
 ,   

    

    
,    

    

   
,    

    

  
  

 

Οπφηε νη αλσηέξσ ζρέζεηο γξάθνληαη:  

        

                            (4.2.2.6) 

  

θαη 

 

                                    (4.2.2.7)

      

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε εμίζσζε (4.2.2.1) είλαη αλεμάξηεηε, δειαδή δε 

ζπλδέεηαη κε ηηο ππφινηπεο. Αληηζέησο, κε ηελ επίιπζε ησλ (4.2.2.2),(4.2.2.3) ιακβάλνληαη νη 

ζπλαξηήζεηο ηεο κεηαθίλεζεο u θαη ηεο ζηξνθήο θ ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο θαη 

κάιηζηα ζηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε ηνπο κνξθή, ζχκθσλα κε ηηο εμηζψζεηο (4.2.2.6),(4.2.2.7). 

 Αξρηθά, επηιχεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε                     , 
ρξεζηκνπνηψληαο κία πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ, ε νπνία ηθαλνπνηεί 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, πνπ δηέπνπλ ην ζχζηεκα ζηήξημεο ηνπ θνξέα.  

 

Θέηνληαο: 

 

             
  

 
  ,         

 ή 

                 ,        , αθνχ ηίζεηαη μ= 
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Φαίλεηαη απφ ην δηάγξακκα (΢ρ. 4.7) ηνπ sin(πx), πνπ αθνινπζεί φηη ηθαλνπνηνχληαη νη 

ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο δνθνχ. 

 

  
 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη:                                            
  ,νη νπνίεο ηθαλνπνηνχληαη απφ ηε ζπλάξηεζε sin(πx) ζχκθσλα κε ην παξαπάλσ δηάγξακκα. 

 

 

Ζ πνιππινθφηεηα ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ 

αλαγθαηφηεηα αληηθαηάζηαζεο ηνπ         κε ζεηξα “Maclaurin”, Maclaurin 18
oο

 αηψλαο, 

φπνπ: 

 

       ∑
     

       
      

      
  

  
 

  

  
        , γηα φια ηα x.  

       =∑
     

     
    

      
  

  
 

  

  
        , γηα φια ηα x. 

 

 Αλ γίλεη ρξήζε κφλν ησλ δχν πξψησλ φξσλ θάζε έθθξαζεο (γηα λα κεησζεί νβαζκφο 

ηνπ πνιπσλχκνπ) ζα ππάξρεη ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε θαζψο ην ζθάικα πξνζέγγηζεο δελ 

είλαη πάλσ απφ 
  

  
  γηα ηελ sin(x) θαη 

  

  
 γηα ηελ cos(x). 

  

΢πλνςίδνληαο ε εμίζσζε πνπ πξέπεη λα επηιπζεί είλαη ε αθφινπζε : 

 

                      
    

 
          

 

Γηα ηελ επίιπζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο, ζα γίλεη ρξήζε ηνπ 

καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple ηεο Maplesoft. Έηζη ινηπφλ, ιακβάλεηαη ε γεληθή ιχζε ηεο 

παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο, σο εμήο:  
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Ζ γεληθή ιχζε ινηπφλ πνπ πξνθχπηεη απφ ην πξφγξακκα είλαη: 

      

                         
 

 

                                     

  
  

  

Αμηνπνηψληαο ην γεγνλφο φηη ζηηο ζηεξίμεηο (ζηα άθξα ηεο δνθνχ) δελ επηηξέπεηαη 

θακία κεηαθίλεζε θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y παξά κφλν ζηξνθή πεξί ηνλ άμνλα z, κπνξεί λα 

γίλεη ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ v(0)=v(1)=0 θαη λα ππνινγηζηνχλ νη ζηαζεξέο 

νινθιήξσζεο C1 θαη C2. 

 

 
 

 

Πξνθχπηεη ε αθφινπζε ιχζε :  

 

      
 

 

                                       

         
 

                    

  
   

 

 
 

 

                                     

  
  

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζεηξψλ Maclaurin θαη αληηθαζηζηψληαο ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε 

πξνθχπηεη :  

 

             
     

  
  

 

θαη 

            
     

  
  

 

      
 

 

    
     

  
                                 

         
 

    
     

  
             

  
   

 

 
 

 

                                     

  
  

 

 

Παξαγσγίδνληαο κία θνξά ηελ παξαπάλσ ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πξνθχπηεη : 

 

       
 

 

(  
     

 
)    (                                                )
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Απινπνηψληαο ηελ έθθξαζε κέζσ ηνπ maple πξνθχπηεη :  

 

 
 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε ηεο      ζηελ αξρηθή εμίζσζε πξνθχπηεη : 

 

                        
 

          
                               

 
                                                            
  
                                      
 

΢ηε ζπλέρεηα, θάλνληαο ρξήζε ησλ κεηαβιεηψλ f, x, l, αληί ησλ κεηαβιεηψλ θ, μ, ι 

αληίζηνηρα, πξνρσξάκε ζηελ εμαγσγή ηεο γεληθήο ιχζεο ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

κέζσ ηνπ Maple 17  

 

  

 
 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γεληθή ιχζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο. 

Δπίζεο θαίλνληαη νη αλακελφκελεο ζηαζεξέο νινθιήξσζεο, νη νπνίεο ζα πξνζδηνξηζηνχλ ζηε 

ζπλέρεηα κε ηε ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ ζηήξημεο πνπ ηζρχνπλ γηα ην ζπγθεθξηκέλν 

ζηαηηθφ ζχζηεκα. Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. 

 

 
 

 

Γειαδή : 

 

       ∫  
 

  

 

         
              

 

  



 

 

 

 

46 

 

Με απινπνίεζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο πξνθχπηεη : 

 

       ∫  
 

  

 

         
                                       

 
                               
 
 

φπνπ :  

 

   ∫                                                           
  
 
                                                                
  
 
                   ∫              
 

 

Με                                                            
   
                                                                
  
               
 

Δπνκέλσο : 

 

   ∫              
    

 
     ∫ 

    

 
          

    

 
     

    

  
     

   

 ∫ 
    

  
           

    

 
     

    

  
      

    

  
       ∫ 

    

  
           

    

  
    

 
     

    

  
      

    

  
       

    

  
        ∫ 

    

  
              

 

  
    

 
     

    

  
      

    

  
       

    

  
        

    

  
               

 
 

Δπηπιένλ  

 

   ∫                                                            
 
 
                                                                
   
 
                   ∫              
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Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία :  

 

   ∫            
   

 
     ∫ 

   

 
         

   

 
     

   

  
        

  

 ∫ 
   

  
          

   

 
     

   

  
      

   

  
       ∫ 

   

  
             

 

 
   

 
     

   

  
      

   

  
       

   

  
        ∫ 

   

  
              

 

 
   

 
     

   

  
      

   

  
       

   

  
        

   

  
               

 

 

Απφ ηα παξαπάλσ έρνπκε :  

 

       
 

 
     

 

  
      

 

  
       

 

  
        

 

  
               

 

θαη 

 

       
 

 
     

 

  
      

 

  
       

 

  
        

 

  
               

 

Δπνκέλσο :  

 

              
 

 
     

 

  
       

 

  
               

 

Όπνπ:  

 

                                                                
 

                                
 

 

 

Σειηθά :  

 

     ∫  
 

  

 

         
                                       

 
                                
 

 ∫  
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Ζ ηειηθή κνξθή πνπ παίξλεη ε ζπλάξηεζε ηεο γσλίαο ζηξνθήο θ(μ) ηεο δηαηνκήο (Η), 

πνπ κειεηάηαη θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ γηα ηνλ ζπγθεθξηκέλν ζηαηηθφ ζχζηεκα ζηήξημε 

δνθνχ-θφξηηζε, είλαη: 

 

       
   

 
   

    

 
 

      

           
 
   

 

          

 
     

    

  
 

     

 
 

    

 
 

            

 
  

          

 
 

          

 
 

    

 
 

      

 
      

           

  
    

  
      

 
 

     

 
 

          

 
 

          

 
 

    

 
 

     

 
 

      

  
 

    

  
 

             

  
 

     

  
 

           

  
 

     

  
 

       

  
    

 

  
                   

   

Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, πξνθχπηνπλ ηξείο ζηαζεξέο νινθιήξσζεο.Ο πξνζδηνξηζκφο 

ησλ ζηαζεξψλ απηψλ γίλεηαη αμηνπνηψληαο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο. Παξαθάησ ζα 

γίλεη ρξήζεη ησλ εμήο ζπλζεθψλ: 

 

i.          

ii.           

iii. Μεηά απφ δηπιή παξαγψγηζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο , θάλνληαο ρξήζε φηη 

 

                             
 

Οπφηε : 
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΢εκεηψλεηαη πσο ε ρξήζε ηεο κεηαβιεηήο Α είλαη ηζνδχλακε κε ηε ρξήζε ηεο παξάζηαζεο :  

 

               
          

    
 

      

           
  

      

 
 

       

 
 

     

 
 

            

 
  

      

 
 

       

 
   

 

Έηζη, πξνζδηνξίδνληαη νη ζηαζεξέο   ,   επηιχνληαο ην εμήο ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ πνπ 

πξνέθπςαλ παξαπάλσ :  

 

            
 

          
   

     

 
Όπνπ νη ζηαζεξέο Α θαη    έρνπλ ήδε πξνζδηνξηζηεί. 

 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθχπηεη :  

 

   
 

        
      

   

      

 

    
    

        
    

   

          
   

 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν έρεη νξηζηεί πιήξσο ε ζπλάξηεζε θ(μ) ηεο γσλίαο ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο 

Η ζε φιεο ηηο ζέζεηο μ ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ. 

 

Αλαδεηείηαη ε θξίζηκε εμίζσζε πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ην ελ ιφγσ ζηαηηθφ ζχζηεκα 

πνπ εμεηάδεηαη ζηελ εθαξκνγή πνπ κειεηάηαη. Πξνθαλψο, ην θξηζηκφηεξν ζεκείν ηεο 

ακθηέξεηζηεο δνθνχ, κήθνπο l, είλαη ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. Δπνκέλσο, γηα μ=1/2 ε γσλία 

ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ είλαη: 
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Ζ θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε εμίζσζε πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ εηλαη : 

 

    
 

 
 

 
   

 
 

 
 

 
 

    

           
                 

        

  
            

 

      
  

  
                 

        

  
             

  

  
           

  

      
        

  
                   

  

  
                  

 

  
   

 

               
      

 
      

       

  
      

 
Όπνπ :  

 

   
  

  
,   

  

  
,   

  

  
 

 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε, πεξηγξάθεη ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ ηηκή ηνπ 

ζπγθεληξσκέλνπ θνξηίνπ P κε ηελ αληίζηνηρε ηαπηφρξνλε ηηκή ηεο αμνληθήο δχλακεο πνπ 

δξά ζην θνξέα, γηα ηα νπνία ππάξρεη πιεπξηθή εθηξνπή. ΢ην Κεθάιαην 5 ζα γίλεη αξηζκεηηθή 

εθαξκνγή ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο γηα ζπγθεθξηκέλε δηαηνκή θαη κήθνο θνξέα, ψζηε λα 

ζπγθξηζνχλ ηα απνηειέζκαηα κε ηα αληίζηνηρα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ 

ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο απηνχ ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus. 

Παξφιν πνπ ε εμίζσζε απηή ζα κπνξνχζε λα απινπνηεζεί πεξαηηέξσ, θξίλεηαη απαξαίηεην 

λα κελ πξνβεί θαλείο ζε απινπνίεζε γηα λα απνθεπρζεί ε απφθιηζε ησλ απνηειεζκάησλ. 
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4.3 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν 

εληάζεσο q 
 

 Δμεηάδνληαη νη πεξηπηψζεηο κε θαη ρσξίο ηε δξάζε αμνληθήο ζιηπηηθήο δχλακεο θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαη δχν εηδψλ πξνζεγγίζεηο ε πνιπσλπκηθή θαη ε εκηηνλνεηδήο, ψζηε λα 

δηαπηζησζεί πνηά είλαη θαηαιιειφηεξε.  

 

4.3.1 Φσξίο αμνληθή δύλακε. 

 

 
΢ρήκα 4.7 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε θφξηηζε. 

 

 

 

 Θεσξείηαη ακθηέξεηζηε δνθφο δηαηνκήο Ι (΢ρ. 4.7), ε νπνία θνξηίδεηαη απφ 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν q. Δμεηάδνληαη νη πεξηπηψζεηο, ζηηο νπνίεο ην θνξηίν q 

αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο αληίζηνηρα. 

Πξνζδηνξίδεηαη ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, γηα ηελ νπνία ην επίπεδν 

θάκςεσο zy παχεη λα είλαη επζηαζέο. Δμεηάδεηαη ε κηζή δνθφο ιφγσ ζπκκεηξίαο γεσκεηξίαο 

θαη θφξηηζεο.  

 Μία αξρηθή ππφζεζε, πνπ πξαγκαηνπνηείηαη είλαη φηη ηα άθξα ηεο δνθνχ κπνξνχλ λα 

ζηξαθνχλ ειεχζεξα πεξί ηνπο άμνλεο x θαη y, ελψ ε ζηξνθή ηνπο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ 

άμνλα z είλαη αδχλαηε. Όπσο αλαθέξζεθε ζην θεθάιαην 3, ζεσξείηαη φηη ε δνθφο έρεη 

θακθζεί ζην επίπεδν zy θαη ζπγρξφλσο έρεη ζηξαθεί θαηά κία κηθξή γσλία θ πεξί ηνλ άμνλα 

z. 

 Τπνινγίδνληαη ζε απηφ ην ζεκείν νη εμσηεξηθέο ξνπέο   ,  ,   πνπ αλαπηχζζνληαη 

ζηε δνθφ θαηά ην ζηαζεξφ ζχζηεκα αμφλσλ ζηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε θαη νη 

αληίζηνηρεο Μ΄x, Μ΄y, Μ΄z ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε πεξί ηνπο άμνλεο x΄,y΄,z΄: 

 

    
  

 
  

   

 
  

  

 
            (4.3.1.1) 

 

              (4.3.1.2) 

    
  

 
     ∫                 

   

 
  ∫                 

 

 
 (4.3.1.3) 
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Όπνπ: 

d: ε θαηαθφξπθε απφζηαζε απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο (ζεηηθή απφ ην θέληξν 

βάξνπο θαη πάλσ) κε -
 

 
< d < 

 

 
.  

 

Σεκείσζε: 

 Ο φξνο       είλαη κεδεληθφο, φηαλ ην θνξηίν εθαξκφδεηαη ζην θέληξν βάξνπο, ελψ 

είλαη ζεηηθφο ζηελ πεξίπησζε πνπ εθαξκφδεηαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο κε απνηέιεζκα ε 

Μz λα απμάλεηαη θαη θαηά ζπλέπεηα ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνχ λα κεηψλεηαη. Σν αληίζηξνθν ζπκβαίλεη φηαλ ην θνξηίν εθαξκφδεηαη ζην θάησ 

πέικα ηεο δηαηνκήο.  

 

Οη εμσηεξηθέο ξνπέο    ,   ,    είλαη:  

 

                                           (4.3.1.4)

      

                                        (4.3.1.5)

         

               
  

  
  

  

 
     ∫                 

   

 
 ∫         

 

 

            
  

  
 

  

 
     ∫                 

   

 
 ∫         

 

 

            
  

  
          (4.3.1.6) 

 

Δθαξκφδνληαο ηζνξξνπία εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ πξνθχπηεη φηη: 

 

     
   

   
   

  

 
             (4.3.1.7)

          

    
   

   
 

  

 
                 (4.3.1.8)

           

   
  

  
     

   

   
  

  

 
     ∫                  

   

 
  

-∫                     
  

  

 

 
       (4.3.1.9)

     

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.3.1.9) : 

 

   
   

   
     

   

   
  

  

 
 
  

  
                 

  

 
 
  

  
    

  

  
 

  

 
     

   

   
 

            

      

Σεκείσζε: 

H παξάγσγνο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο ∫                    
   

 
ηζνχηαη κε κεδέλ. 

Δπίζεο, ε ζπκβνιή ησλ φξσλ  qu(z) θαη qz
  

  
 είλαη κεδακηλή, ζπλεπψο αγλννχληαη θαηά ηε 

ζπλέρεηα ηεο επίιπζεο. 
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Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 

  

    
          απφ ηελ εμίζσζε (4.3.1.8) 

πξνθχπηεη: 

 

   
   

   
     

   

   
            

  

 
     

  

    
              

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

           
   

   
        

 

       
            

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

           
   

  
     

 
    

 
 
 

       
          (4.3.1.10) 

 

Θέηνληαο      
 

 
             φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

      

 

θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.3.1.10 πξνθχπηεη :  

 

 

  

   

   
  

  

   

 

  

   

   
 

      

   
  

         
 

 
  

       
        

 

 
   

       

   
 
    

          

   
 
 

   
            

 

       
         

    

 
   

     
  

   
 
    

     
    

       
 

 
     

 
      

    

   
        (4.3.1.11) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,   

    

       
,  

   

   
, ε  (4.3.1.11) γίλεηαη :  

 

                                                         (4.3.1.12)
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Α. Πξνζέγγηζε κε ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε. 

 

Μία πξψηε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  

 

                                  
 

Παξαγσγίδνληαο ηελ αλσηέξσ ζρέζε πξνθχπηνπλ: 

 

                                 
                            
                     
                
 
 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη : 

 

                
                   

   
 

 
                          

 

         
 

 
       

 

 
      ∫       

   

 
  

 

Παξαδνρή: 

Έζησ φηη ε ηηκή ηνπ νινθιεξψκαηνο ηζνχηαη κε κεδέλ. 

 

Άξα: 

 

         
 

 
       

 

 
           

 

 
                       

 

Δπνκέλσο: 

 

   
 

 
                                  

 
Σειηθά:                             (4.3.1.13)

       

Γηα   
 

 
        

 

  
                

 

Δπνκέλσο:                             

 

φπνπ:    είλαη ε ζηξνθή ζην κέζνλ ηεο δνθνχ (μ = ½).  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε ηεο θ(μ) ζηελ εμίζσζε                            
                είλαη: 
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                              (4.3.1.14) 

 

 

Με δηπιή νινθιήξσζε ηεο (4.3.1.14) :  

   

                           
  

 
  

  

 
   

  

 
 

  

 
  

  

 
 

  

 
    

 

   
  

 
      

  

 
 

  

 
  

  

 
            (4.3.1.15) 

 

                        
   

  
 

  

  
   

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
    

 

   
  

 
      

  

  
 

  

  
  

  

 
                               (4.3.1.16) 

 

Γηα μ = 0 απφ                                  

 

Γηα μ = 1/2 απφ                                            
  

    
 

            
 

          

  

    
              

 

Δπνκέλσο, ε θ(μ) γίλεηαη: 

 

                                      
   

  
 

  

  
   

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
    

 

            
  

  
 

  

  
  

  

 
        

  

    
                  (4.3.1.17) 

 

Μέζσ δχν νινθιεξψζεσλ είλαη: 
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           (4.3.1.18) 

 

 

               
  

  
 

  

  
  

  

 
          

   

     
 

   

    
  

   

    
 

  

    
 

  

   
 

  

   
    

 

            
  

    
 

  

   
  

  

   
        

  

    
            

  

 
                  (4.3.1.19)                                                                                    

   

 

Απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

 
Γηα μ = 0 απφ                        

 

Γηα μ = 1/2 απφ                       

 

          
 

  
       

  

      
          

 

   
           

  

    
               

  

               
  

     
       

 

   
       

  

    
       

 

  
     

 

               
 

    
       

  

   
     

  

                
 

    
       

  

   
  

 

Δπνκέλσο, ε θ(μ) γίλεηαη: 

 

               
  

  
 

  

  
  

  

 
          

   

     
 

   

    
  

   

    
 

  

    
 

  

   
 

  

   
    

 

            
  

    
 

  

   
  

  

   
   

  

    
       

 

  
          

 

    
 

    
                   

  

   
          

 

               
  

  
 

  

  
  

  

 
 

 

  
    

 

         
   

     
 

   

    
  

   

    
 

  

    
 

  

   
 

  

   
 

    

     
 

  

    
      

 

            
  

    
 

  

   
  

  

   
 

  

  
 

   

    
       (4.3.1.20) 

 

 

Γηα μ = 1/2 απφ            
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    
  

   
  ,   

    

       
,  

   

   
γηα q=qcr ηφηε: 

 

           
    

       
    

  

   
 

  

   
   

   

   
   

   

     
    

 
    

       
               

  

   
          

   

   
    

 

   
          

  
 

            

  
 

            

  
   

 

    
          

  
   

           

  
   

            

  
 

            

  
 

           

  
     

 

φπνπ   

ν φξνο  
           

  
   πξνζηέζεθε θαη ζηα δχν κέξε ηεο εμίζσζεο γηα λα δεκηνπξγεζεί 

ηαπηφηεηα. 

Άξα: 

 

   
           

  
   

            

  
 

            

  
 

           

  
    

 

Δθηειψληαο ηηο πξάμεηο πξνθχπηεη ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ θαη ε 

θξίζηκε ξνπή αληίζηνηρα σο εμήο: 

 

    √
            

  
 

            

  
  

           

  
   

           

  
  (4.3.1.21) 

 

θαη 

 

    
     

 
 

  

 
 √

            

  
 

            

  
  

           

  
   

           

  
  (4.3.1.22)
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B. Πξνζέγγηζε κε ηελ εκηηνλνεηδή ζπλάξηεζε. 

 

 

Μία δεχηεξε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  

 

             
  

 
  ,          

 

 ή 

 

                 ,         ,αθνχ ηίζεηαη μ= 
  

 
 

 

Δμεηάδεηαη ε κηζή δνθφο (0    /2) ιφγσ ζπκκεηξίαο γεσκεηξίαο θαη θφξηηζεο, άξα νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ δηέπνπλ ην ζχζηεκα ζηήξημεο ηνπ θνξέα είλαη: 

 

         
           

   
 

 
      

         
 

 
       

 

 
            

 

 
     

 

         είλαη ε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ (μ = ½), φηαλ απηή εθηξέπεηαη 

πιεπξηθά. 

 

Σίζεληαη:     
  

   
  ,   

    

       
,  

    

   
 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε ζηελ εμίζσζε (4.3.1.12) 

πξνθχπηεη φηη: 

 

                                                                 (4.3.1.23)

     

 

Οινθιεξψλνληαο δχν θνξέο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε: 

 

                 
                              

  
 

                                             

  
  

              (4.3.1.24) 
 

              

 
                                              

  
  

                               

  
 

                (4.3.1.25) 

 

Ζ εμίζσζε (4.3.1.25) γηα μ = 0 δίλεη: 
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Ζ εμίζσζε (4.3.1.24) γηα μ = 1/2 δίλεη: 

 

       
 

                                ,    ζηελ εμίζσζε (4.3.1.25), ε θ(μ) παίξλεη ηε κνξθή: 

 

                
                                              

  
   

 

 
                               

  
 

     

  
      (4.3.1.26)

  

Κάλνληαο δηπιή νινθιήξσζε ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε πξνθχπηεη φηη: 

 

       
                                     

  
   

 

 
                                                      

  
      (4.3.1.27) 

     

      
                                                      

  
   

 

 
                                         

  
           (4.3.1.28) 

 

Απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο νη ζπληειεζηέο   ,  ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο: 

 

Ζ εμίζσζε (4.3.1.28) γηα μ = 0 δίλεη:  

 

  = 
      

  
  

 

Ζ εμίζσζε (4.3.1.27) γηα μ = 1/2 δίλεη: 

 

  =  
     

  
  

 

Αληηθαζηζηψληαο ζε απηφ ην ζεκείν ηηο ηηκέο ησλ   ,   ζηελ εμίζσζε (4.3.1.28), ε θ(μ) 

ιακβάλεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 

      
                                                      

  
   

 
                                         

  
 

     

  
  

      

  
    (4.3.1.29) 

 

Έρεη πξνεγνπκέλσο νξηζηεί φηη : θ(½)=      επνκέλσο γηα μ=½ ε (4.3.1.29) γίλεηαη : 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    
  

   
  ,   

    

       
,  

    

   
 για q=qcr τότε:  

 

 
          

  

  
  

   
 

       
      

   
 

       
      

  
 

 
   

      
   

    

   
   

   
 

       
 

   
    

   
 

       
 

     

  

    
          

  
 

            

  
 

          

  
   

 

     
          

  
   

          

  
   

            

  
 

          

  
 

          

  
 

 
  

 

φπνπ: 

O φξνο  
          

  
   πξνζηέζεθε θαη ζηα δχν κέξε ηεο εμίζσζεο γηα λα δεκηνπξγεζεί 

ηαπηφηεηα. 

 

Άξα: 

 

   
          

  
   

            

  
 

          

  
 

          

  
    

 

Δθηειψληαο ηηο πξάμεηο πξνθχπηεη ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ θαη ε θξίζηκε ξνπή αληίζηνηρα σο εμήο  
 

     √
            

  
 

          

  
  

          

  
   

          

  
   (4.3.1.30) 

 

θαη 

 

    
     

 
 

  

 
 √

            

  
 

          

  
  

          

  
   

          

  
  (4.3.1.31) 

             

Σεκείσζε: 

 ΢ην θεθάιαην 6 πξαγκαηνπνηείηαη ζχγθξηζε ησλ ζεσξεηηθψλ επηιχζεσλ γηα ηελ 

εχξεζε ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ, φπσο ππνινγίδνληαη ζην ελ ιφγσ 

θεθάιαην κε ηα αληίζηνηρα θξίζηκα κεγέζε, ηα νπνία φκσο πξνθχπηνπλ απφ ηελ αξηζκεηηθή 

επίιπζε ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Δθεί, δηαπηζηψλεηαη φηη ε επίιπζε 

κε ηελ πξνζεγγηζηηθή πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε (κέζνδνο Α) έρεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα απφ 

ηελ αληίζηνηρε κε ηελ εκηηνλνεηδή ζπλάξηεζε. Σα αθξηβή απνηειέζκαηα θαη νη ζπγθξίζεηο 

παξαηίζεληαη ζην θεθάιαην απηφ. Οη ιφγνη, πνπ πηζαλφλ λα ππάξρεη απηή ε απφθιηζε κεηαμχ 

ησλ δχν κεζφδσλ είλαη φηη γηα ηε ζπλάξηεζε εκηηφλνπ δελ ιήθζεθε ππφςηλ 2
νο 

θαη 3
νο

 ηεο 

ζεηξάο ΜcLaurin, νπφηε ε ηειηθή ιχζε δελ είλαη απφιπηα αθξηβήο αιιά θαη επεηδή ηα 

πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ρξεζηκνπνηνχλ πνιπσλπκηθέο παξεκβνιέο, 

ελδερνκελσο ε επίιπζε κε πνιπψλπκν πξνζεγγίδεη πεξηζζφηεξν ηελ πξαγκαηηθή ιχζε. 
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4.3.2 Με αμνληθή δύλακε 

 
΢ρήκα 4.8 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε θφξηηζε θαη αμνληθή δχλακε.  

  

Θεσξείηαη κία ακθηέξεηζηε δνθφο δηαηνκήο  I, ε νπνία ππφθεηηαη ζε νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλε θφξηηζε q θαη ζε ζηαζεξή αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε  , ε νπνία αζθείηαη ζην 

θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Πξνζδηνξίδεηαη ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνπ, γηα ηελ νπνία ην επίπεδν θάκςεσο zy παχεη λα είλαη επζηαζέο. 

Σα άθξα ηεο δνθνχ (νη ζηεξίμεηο) κπνξνχλ λα ζηξαθνχλ ειεχζεξα πεξί ηνπο άμνλεο x θαη y, 

σζηφζν είλαη αδχλαηε ε ζηξνθή πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα z. 

Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο δνθνχ απηήο, ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε 

αθακςία (  >  ) , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα y θαη ηνλ δηακήθε θεληξνβαξηθφ 

άμνλα z. Γηα ζηαδηαθή αχμεζε ηνπ q απφ ην κεδέλ θη αθνχ ε  παξακέλεη ζηαζεξή, γίλνληαη 

νη εμήο ππνζέζεηο: 

C. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη 

D. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή   =    , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ ειαζηηθή θέξνπζα 

ηθαλφηεηα ζε θάκςε ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε δνθφο αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε 

θαη ζπζηξνθή. 

 

 

Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο 

κεηαθηλήζεηο-εθηξνπέο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία 

ζηξνθήο απηνχ (΢ρ 4.9). 

 

 
΢ρήκα 4.9 Σπραία δηαηνκή mn θαη δξψζεο ξνπέο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην 

ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ είλαη:  
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            (4.3.2.1) 

 

    
   

   
    

  

 
              (4.3.2.2) 

 

   
  

  
     

   

   
    

  

 
              (4.3.2.3) 

 

 Ζ παξαγψγηζε ηεο (4.3.2.3) είλαη σο πξνο z θαη     ,    είλαη ε κέγηζηε θαη ε 

ειάρηζηε αθακςία ηεο δνθνχ αληηζηνίρσο.  

 

Θέηνληαο    
 

 
  θαη    

 

 
 φπνπ  θαη λ αδηάζηαηεο κεηαβιεηέο. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 

Ζ (4.3.2.2) γίλεηαη:  

 

    
   

   
    

  

 
          

 

   
 

  

   

   
    

 

 
             

 

  

   

   
     

 

 
            

 

                 
   

 
          

 

       
   

   
     

   

    
             (4.3.2.4) 

 

Όκνηα ε (4.3.2.3) γίλεηαη:  
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                (4.3.2.5)

            

     

Σίζεληαη:  
 

 
,  

 

 
,    

   

   
,    

    

    
,    

    

   
,     

    

  
 

 
Οπφηε νη αλσηέξσ ζρέζεηο γξάθνληαη: 

        
                               (4.3.2.6) 

 

θαη 

 

                                       (4.3.2.7)

      

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε εμίζσζε (4.3.2.1) είλαη αλεμάξηεηε, δειαδή δε ζπλδέεηαη 

κε ηηο ππφινηπεο. Αληηζέησο, κε ηελ επίιπζε ησλ (4.3.2.2),(4.3.2.3) ιακβάλνληαη νη 

ζπλαξηήζεηο ηεο κεηαθίλεζεο u θαη ηεο ζηξνθήο θ ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο θαη 

κάιηζηα ζηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε ηνπο κνξθή, ζχκθσλα κε ηηο εμηζψζεηο (4.3.2.6),(4.3.2.7). 

 Αξρηθά, επηιχεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε                        , 
ρξεζηκνπνηψληαο κία πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ, ε νπνία ηθαλνπνηεί 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, πνπ δηέπνπλ ην ζχζηεκα ζηήξημεο ηνπ θνξέα.  

 

Θέηνληαο: 

 

             
  

 
  ,         

 

 ή 

 

                         ,αθνχ ηίζεηαη   
  

 
  

 

Φαίλεηαη απφ ην δηάγξακκα (΢ρ 4.7) ηνπ sin(πx), πνπ αθνινπζεί φηη ηθαλνπνηνχληαη νη 

ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο δνθνχ.  
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Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη:                                             
  ,νη νπνίεο ηθαλνπνηνχληαη απφ ηε ζπλάξηεζε sin(πx) ζχκθσλα κε ην παξαπάλσ δηάγξακκα. 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηε θ(μ) ζηελ εμίζσζε (4.3.2.6) πξνθχπηεη φηη:  

 

                                 
 
Ζ πνιππινθφηεηα ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ 

αλαγθαηφηεηα αληηθαηάζηαζεο ηνπ         κε ζεηξα “Maclaurin”, Maclaurin 18
oο

 αηψλαο, 

φπνπ: 

       ∑
     

       
      

      
  

  
 

  

  
        , γηα φια ηα x.  

        ∑
     

     
    

      
  

  
 

  

  
        , γηα φια ηα x. 

Αλ γίλεη ρξήζε κφλν ησλ δχν πξψησλ φξσλ θάζε έθθξαζεο (γηα λα κεησζεί ν 

βαζκφο ηνπ πνιπσλχκνπ) ζα ππάξρεη ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε θαζψο ην ζθάικα 

πξνζέγγηζεο δελ είλαη πάλσ απφ 
  

  
  γηα ηελ sin(x) θαη 

  

  
 γηα ηελ cos(x). 

 

΢πλνςίδνληαο ε εμίζσζε πνπ πξέπεη λα επηιπζεί είλαη ε αθφινπζε : 

 

                            
     

  
      (4.3.2.8) 

 

Γηα ηελ επίιπζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο, ζα γίλεη ρξήζε ηνπ 

καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple ηεο Maplesoft. Έηζη ινηπφλ, ιακβάλεηαη ε γεληθή ιχζε ηεο 

παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο, σο εμήο: 

 

 
 

Ζ γεληθή ιχζε ινηπφλ πνπ πξνθχπηεη απφ ην πξφγξακκα είλαη: 
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Αμηνπνηψληαο ην γεγνλφο φηη ζηηο ζηεξίμεηο (ζηα άθξα ηεο δνθνχ) δελ επηηξέπεηαη 

θακία κεηαθίλεζε θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y παξά κφλν ζηξνθή πεξί ηνλ άμνλα z, κπνξεί λα 

γίλεη ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ v(0)=v(1)=0, ψζηε λα ππνινγηζηνχλ νη ζηαζεξέο 

νινθιήξσζεο C1 θαη C2.  

 
Πξνθχπηεη ε αθφινπζε ιχζε :  

 

      
 

 

                                                  

         
 

                     

  

  
 

 
 

 

                                                          
 

 
   

  
  

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζεηξψλ Maclaurin θαη αληηθαζηζηψληαο ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε 

πξνθχπηεη :  

 

             
     

  
  

 

θαη 
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Παξαγσγίδνληαο κία θνξά ηελ παξαπάλσ ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πξνθχπηεη : 

 

        
 

 

   
    

 
                                          

         
 

              

  
  

 

 
 

 

                                                         

  
  

 

 

Απινπνηψληαο ηελ έθθξαζε κέζσ ηνπ maple πξνθχπηεη :  

 

 
 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε ηεο      ζηελ αξρηθή εμίζσζε πξνθχπηεη : 

 

                    
 

 

 

        
                                           

 
                                                              
 
                                              
 

                                                                
 
                                        
 

΢ηε ζπλέρεηα, θάλνληαο ρξήζε ησλ κεηαβιεηψλ f, x, l, q, p, b, w αληί ησλ κεηαβιεηψλ 

θ, μ, ι, β, θ0 αληίζηνηρα, πξνρσξάκε ζηελ εμαγσγή ηεο γεληθήο ιχζεο ηεο παξαπάλσ 

δηαθνξηθήο εμίζσζεο κέζσ ηνπ Maple 17.  
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Δπνκέλσο, πξνθχπηεη ε γεληθή ιχζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο σο εμήο: 

 

 
 

Με απινπνίεζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο πξνθχπηεη : 
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Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, πξνθχπηνπλ ηξείο ζηαζεξέο νινθιήξσζεο. Ο πξνζδηνξηζκφο ησλ 

ζηαζεξψλ απηψλ γίλεηαη αμηνπνηψληαο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο. Παξαθάησ ζα γίλεη 

ρξήζεη ησλ εμήο ζπλζεθψλ: 

 

i.          

ii.           

iii.           

 

Οπφηε : 
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φπνπ σο Α νξίδεηαη ε κεηαβιεηή πνπ είλαη ηζνδχλακε κε ηελ παξάζηαζε   
 

  
        

           
                                                        

  
 
                                                                   
 
                                                             
                                                              
                                        
 
Οη ζηαζεξέο   ,    ππνινγίδνληαη απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

           
 
θαη 

 

          
 

 
     

 

φπνπ Α θαη     είλαη γλσζηέο απφ πξνεγνπκέλσο  

 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθχπηεη φηη:    

 

   
 

        
      

 

 
      

 

θαη 

 

   
     

        
     

            

 
  

 

Έρεη νξηζηεί πιένλ ε ζπλάξηεζε θ(μ) ηεο γσλίαο ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο ζε φιεο ηηο 

ζέζεηο μ ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ. 

 

Αλαδεηείηαη ε θξίζηκε εμίζσζε ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ γηα ην ζηαηηθφ ζχζηεκα,  
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πνπ εμεηάδεηαη. Σν θξηζηκφηεξν ζεκείν ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ κήθνπο l είλαη ην κέζνλ ηεο 

δνθνχ, νπφηε γηα μ=½ ε γσλία ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ είλαη: 

 

  
 

 
        

        

           
  

  

    
             

 

   
             

  

   
           

  

  
             

 

  
             

   

   
           

   

   
       

 

   
       

  

   
                              

  

 
                          

                                                             
                                                        
                                                                 

                           
   

 
         

 
 
 

 
   

 
 

 
 

 
      

 

 

Ζ θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε εμίζσζε πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ εηλαη : 

 

  
        

           
                                                      

                                                               
                                                              
                                                          
                                                    

                                
 

 
 

 
   

 
 

 
 

 
     

 

Όπνπ :  

 

   
  

  
  ,    

  

  
  ,    

  

  
 

 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε, πεξηγξάθεη ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ ηηκή ηνπ νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλνπ θνξηίνπ q κε ηελ αληίζηνηρε ηαπηφρξνλε ηηκή ηεο αμνληθήο δχλακεο πνπ δξά 

ζην θνξέα, γηα ηα νπνία ππάξρεη πιεπξηθή εθηξνπή. ΢ην Κεθάιαην 6 ζα γίλεη αξηζκεηηθή 

εθαξκνγή ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο γηα ζπγθεθξηκέλε δηαηνκή θαη κήθνο θνξέα, ψζηε λα 

ζπγθξηζνχλ ηα απνηειέζκαηα κε ηα αληίζηνηρα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ 

ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο απηνχ ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus. 

Παξφιν πνπ ε εμίζσζε απηή ζα κπνξνχζε λα απινπνηεζεί πεξαηηέξσ, θξίλεηαη απαξαίηεην 

λα κελ πξνβεί θαλείο ζε απινπνίεζε γηα λα απνθεπρζεί ε απφθιηζε ησλ απνηειεζκάησλ. 
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4.4 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε ξνπή θάκςεσο ζην έλα άθξν ηεο 
 

 

 
΢ρήκα 4.10 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε ξνπή θάκςεσο ζην έλα άθξν ηεο. 

 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ξνπή    είλαη πνζφηεηα πνπ εμαξηάηαη απφ ην  z θαη ε 

επίιπζε ηεο νκνγελνχο απηήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηζνξξνπίαο κε ζηαζεξνχο ζπληειεζηέο 

είλαη ζρεηηθά απιή. ΢ηε ζπλέρεηα αλαδεηείηαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ κε ηελ 

πξνζεγγηζηηθή κέζνδν πνιπσλχκνπ πνπ αλαθέξζεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

 

Αλ ζεσξεζεί φηη ζην άθξν κηαο δνθνχ δηαηνκήο Η αζθείηαη κία ξνπή φπσο ζην ΢ρήκα 

4.10, ηφηε νη ξνπέο θάκςεσο θαη ζηξέςεσο πνπ ζα αλαπηπρζνχλ κεηά ηελ απψιεηα 

επζηάζεηαο ηνπ θακπηηθνχ επηπέδνπ ζε ηπραία δηαηνκή είλαη: 

 

         
 

 
   

 

          
 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην ζηξεπηνθακπηηθφ 

ιπγηζκφ είλαη : 

 

    
   

   
                  

 

 
       (4.4.1) 

 

    
   

   
                  

 

 
            (4.4.2) 

 

   
  

  
     

   

   
      

  

  
        

 

 
 

  

  
     (4.4.3) 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.4.3) πξνθχπηεη : 

 

   
   

   
     

   

   
      

   

   
  

  

 

  

  
 

    

 

   

   
  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

    απφ ηελ εμίζσζε 4.4.2 θαη αγλνψληαο ηνλ φξν 
  

 

  

  
 

αθνχ ε ζπκβνιή ηνπ ζην ηειηθφ απνηέιεζκα είλαη κεδακηλή πξνθχπηεη :  
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    +

  
   

     
   

 

 
        

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

       
 

       
     

 
 - 

 

 
 +  

 

 
 )        (4.4.4) 

 

Θέηνληαο    
 

 
 φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 

θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.4.4 πξνθχπηεη :  

 

 

  

   

   
  

  

   

 

  

   

   
 

  
 

       
              

 

 
 

 
 

  
     

   
 
  

 
 

  
    

 

       
 
 
        

 
        (4.4.5) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,    

   
 

       
  ,   

  

 
,      ε  4.4.5 γίλεηαη :  

 

                                                              (4.4.6) 

 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη : 

 

         
           
         
           
 
Μία πξψηε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  
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Τπελζπκίδεηαη πσο ε παξαπάλσ ζρέζε θάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ θαηαιήγεη ζηελ κνξθή :  

 

       
  

 
                  

 

,φπνπ ε γσλία    είλαη ε άγλσζηε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ έθθξαζε ηεο     ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε 4.4.6 πξνθχπηεη:   

 

                         

 
                     

  

 
                    

 

     

 
       

            

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                       

 
     

  

 
 

  

 
  

  

 
     

  

 
     

  

 
  

  

 
  

  

 
    

 

     

 
      

  

 
 

  

 
  

  

 
             (4.4.7) 

 

                     

 
     

  

  
 

  

  
  

  

  
     

  

 
     

  

  
 

  

  
  

  

  
    

 

     

 
      

  

  
 

  

  
  

  

 
                (4.4.8) 

 

Ζ 4.4.8 γηα μ=0 δίλεη :                                
 

Ζ 4.4.7 γηα μ=1 δίλεη :  

 

                            
             

            
        

 

                   
             

            
    

 

Δπνκέλσο επηζηξέθνληαο ζηελ 4.4.8 πξνθχπηεη :  

 

                     
                      

  

  
 

  

  
  

  

  
           

 

            
  

  
 

  

  
  

  

  
                     

  

  
 

  

  
  

  

 
         

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                   
  

 
 

  

 
  

  

 
             

  

   
 

  

   
  

  

   
       

  

 
   

 

            
  

   
 

  

   
  

  

  
       

  

 
             

  

   
 

  

  
  

  

  
    

  

 
       (4.4.9) 
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          ( 
  

    
 

  

   
  

  

   
       

  

 
)           ( 

  

    
 

  

   
  

  

   
    

  

 
)  

                  (4.4.10) 
           
     

Ζ 4.4.10 γηα μ=0 δίλεη :  

 
                                
 

Ζ 4.4.9 γηα μ=1 δίλεη :  

 

                          
                 

             
              

      
 

                 
                 

             
              

   

 

Δπηζηξέθνληαο ζηελ 4.4.10 πξνθχπηεη :  

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
                  

   

    
 

  

    
  

  

   
   

 

       
  

 
                        

  

    
 

  

   
  

  

   
       

  

 
               

 

            
  

    
 

  

   
  

  

   
    

  

 
                 (4.4.11) 

 

 

Ζ 4.4.11 γηα   
 

 
 δίλεη :  

 

  
 

 
               

      

  
 

      

  
  

      

 
                      

       

    
 

      

    
   

 

  
      

   
       

      

 
                            

      

    
 

      

   
  

      

   
   

 

       
      

 
                             

      

    
 

      

   
  

      

   
    

      

 
   

 
                   
  
                                                          
 

ή ιφγσ ησλ    
  

 
  ,         
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Αληηθαζηζηψληαο ηα   ,    (κε        )πξνθχπηεη :  

 
   

 

       
          

  

   
           

 
ή 

 

     √      
     

  
       

       

  
       (4.4.12) 
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4.5 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δεύγνο νκόθνξσλ ξνπώλ θάκςεσο 

ζηα άθξα ηεο 
 

 
΢ρήκα 4.11 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε δεχγνο νκφθνξσλ ξνπψλ θάκςεσο ζηα  άθξα ηεο. 

 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ξνπή    είλαη πνζφηεηα πνπ εμαξηάηαη απφ ην  z θαη ε 

επίιπζε ηεο νκνγελνχο απηήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηζνξξνπίαο κε ζηαζεξνχο ζπληειεζηέο 

είλαη ζρεηηθά απιή. ΢ηε ζπλέρεηα αλαδεηείηαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ κε ηελ 

πξνζεγγηζηηθή κέζνδν πνιπσλχκνπ πνπ αλαθέξζεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

 

Αλ ζεσξεζεί φηη ζηα άθξα κηαο δνθνχ δηαηνκήο Η αζθείηαη δεχγνο νκφθνξσλ ξνπψλ 

φπσο ζην ζρήκα 4.11, ηφηε νη ξνπέο θάκςεσο θαη ζηξέςεσο πνπ ζα αλαπηπρζνχλ κεηά ηελ 

απψιεηα επζηάζεηαο ηνπ θακπηηθνχ επηπέδνπ ζε ηπραία δηαηνκή είλαη: 

 

          
 

 
   

 

          

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην ζηξεπηνθακπηηθφ 

ιπγηζκφ είλαη : 

 

    
   

   
                   

 

 
       (4.5.1) 

 

    
   

   
                  

 

 
            (4.5.2) 

 

   
  

  
     

   

   
      

  

  
         

 

 
 

  

  
    (4.5.3) 

 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.5.3) πξνθχπηεη : 
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Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε 4.5.2 θαη αγλνψληαο ηνλ φξν  

  

 

  

  
 

αθνχ ε ζπκβνιή ηνπ ζην ηειηθφ απνηέιεζκα είλαη κεδακηλή πξνθχπηεη :  

 

   
   

   
     

   

   
    

  
 

   
    

 

 
      

  
   

     
    

 

 
        

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

       
 

       
      

 
     

 
      

 
         (4.5.4) 

 

Θέηνληαο    
 

 
 φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  

 
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
  

 
   

    
 

  
 

  

  
  

 

 

   

    
 

 

 

 

  
 

  

  
  

 

 

 

  
 

 

 

  

  
  

 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 
   

    
 

  

   

     

 

θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.5.4 πξνθχπηεη :  

 

 

  

   

   
 

  

   

 

  

   

   
 

  
 

       
               

 

 
 

 
 

  
    

   
 
  

 
 

  
    

 

       
 
 
         

 
       (4.5.5) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,    

   
 

       
  ,   

  

 
,      ε  4.5.5 γίλεηαη :  

 
                                                             (4.5.6) 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη : 
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Μία πξψηε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  

 

                                  
 

Τπελζπκίδεηαη πσο ε παξαπάλσ ζρέζε θάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ θαηαιήγεη ζηελ κνξθή :  

 

       
  

 
                  

 

,φπνπ ε γσλία    είλαη ε άγλσζηε γσλία ζηξνθήο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ έθθξαζε ηεο     ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε 4.5.6 πξνθχπηεη:   

 

                         

 
                     

  

 
                   

 

     

 
       

            

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                       

 
     

  

 
 

  

 
  

  

 
     

  

 
     

  

 
  

  

 
  

  

 
    

 

     

 
      

  

 
 

  

 
  

  

 
            (4.5.7) 

 

 

                     

 
     

  

  
 

  

  
  

  

  
     

  

 
     

  

  
 

  

  
  

  

  
   

 

     

 
      

  

  
 

  

  
  

  

 
                (4.5.8) 

 

 

Ζ 4.5.8 γηα μ=0 δίλεη :                                
 

Ζ 4.5.7 γηα μ=1 δίλεη :  

 

                            
             

            
        

 

                   
             

            
    

 
Δπνκέλσο επηζηξέθνληαο ζηελ 4.5.8 πξνθχπηεη :  
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Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                   
  

 
 

  

 
  

  

 
             

  

   
 

  

   
  

  

   
       

  

 
   

 

            
  

   
 

  

   
  

  

  
       

  

 
             

  

   
 

  

  
  

  

  
    

  

 
       (4.5.9)

       

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
             

   

    
 

  

    
  

  

   
       

  

 
   

 

          ( 
  

    
 

  

   
  

  

   
       

  

 
)           ( 

  

    
 

  

   
  

  

   
    

  

 
)    

          

                      (4.5.10) 

 

Ζ 4.5.10 γηα μ=0 δίλεη :  

 

                                
 

Ζ 4.5.9 γηα μ=1 δίλεη :  

 

                          
                 

             
              

      
 

                 
                 

             
              

   

 
Δπηζηξέθνληαο ζηελ 4.5.10 πξνθχπηεη :  

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
                  

   

    
 

  

    
  

  

   
       

  

 
 

 

                         
  

    
 

  

   
  

  

   
       

  

 
                

 

           
  

    
 

  

   
  

  

   
    

  

 
                (4.5.11) 

 

 

Ζ 4.5.11 γηα   
 

 
 δίλεη :  
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ή λόγω των    
  

 
 ,         

 
                               
 

                       
 
Αληηθαζηζηψληαο ηα   ,    (με       )πξνθχπηεη :  

 
   

 

       
            

  

   
         

 
ή 

 

     √      
     

  
       

       

  
       (4.5.12) 
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4.6 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δύν ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα ¼ 

θαη ¾ ηνπ κήθνπο ηεο. 

 

 
΢ρήκα 4.12 Ακθηέξεηζηε δνθφο κε δεχγνο ζπγθεληξσκέλσλ θνξηίσλ ζηα L/4 θαη 3L/4  

 

  

 Θεσξείηαη ακθηέξεηζηε δνθφο δηαηνκήο Ι (΢ρ. 4.12), ε νπνία θνξηίδεηαη απφ δχν 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία P ζηα l/4 θαη 3l/4,φπνπ l ην ζπλνιηθφ κήθνο ηεο δνθνχ. Δμεηάδνληαη 

νη πεξηπηψζεηο, ζηηο νπνίεο ηα θνξηία P αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη 

ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο αληίζηνηρα. Πξνζδηνξίδεηαη ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, γηα ηελ νπνία ην επίπεδν θάκςεσο zy παχεη λα είλαη επζηαζέο. 

Δμεηάδεηαη ε κηζή δνθφο (        ) ιφγσ ζπκκεηξίαο γεσκεηξίαο θαη θφξηηζεο. 

 Μία αξρηθή ππφζεζε, πνπ πξαγκαηνπνηείηαη είλαη φηη ηα άθξα ηεο δνθνχ κπνξνχλ λα 

ζηξαθνχλ ειεχζεξα πεξί ηνπο άμνλεο x θαη y, ελψ ε ζηξνθή ηνπο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ 

άμνλα z είλαη αδχλαηε. Όπσο αλαθέξζεθε ζην θεθάιαην 3, ζεσξείηαη φηη ε δνθφο έρεη 

θακθζεί ζην επίπεδν zy θαη ζπγρξφλσο έρεη ζηξαθεί θαηά κία κηθξή γσλία θ πεξί ηνλ άμνλα 

z. 

 Τπνινγίδνληαη ζε απηφ ην ζεκείν νη εμσηεξηθέο ξνπέο   ,  ,   πνπ αλαπηχζζνληαη 

ζηε δνθφ θαηά ην ζηαζεξφ ζχζηεκα αμφλσλ ζηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε θαη νη 

αληίζηνηρεο    ,   ,    ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε πεξί ηνπο άμνλεο x΄,y΄,z΄: 

      

                         (4.6.1.α)    

                
  

 
   (          )  (4.6.1.β)

          

                      (4.6.2) 

  

 

                        (0       )   (4.6.3.α) 

                              (          )  (4.6.3.β) 

 

Όπνπ: 

α: ε θαηαθφξπθε απφζηαζε απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο ( ζεηηθή απφ ην θέληξν 

βάξνπο θαη πάλσ) κε -
 

 
< α < 

 

 
.  
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Σεκείσζε: 

 Ο φξνο       είλαη κεδεληθφο, φηαλ ηα θνξηία εθαξκφδνληαη ζην θέληξν βάξνπο, ελψ 

είλαη ζεηηθφο ζηελ πεξίπησζε πνπ εθαξκφδνληαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο κε απνηέιεζκα 

ε    λα απμάλεηαη θαη θαηά ζπλέπεηα ε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνχ λα κεηψλεηαη. Σν αληίζηξνθν ζπκβαίλεη φηαλ ηα θνξηία εθαξκφδνληαη ζην θάησ 

πέικα ηεο δηαηνκήο.  

 

Οη εμσηεξηθέο ξνπέο    ,   ,    είλαη:  

 

                                        (4.6.4) 

     

                                       (4.6.5) 

        

                   
  

  
       (4.6.6)  

          

Παξαθάησ κνξθψλνληαη ηα ζπζηήκαηα δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ γηα ηα εμήο δχν δηαζηήκαηα: 

  
          
 

θαη 

 

            
 

    
   

   
              (4.6.7.α)  

 

    
   

   
   

  

 
         (4.6.7.β) 

      

    
   

   
                (4.6.8.α) 

  

    
   

   
 

  

 
              (4.6.8.β) 

     

 

   
  

  
     

   

   
     

  

  
                    (4.6.9.α)

  

   
  

  
     

   

   
   

  

 

  

  
            (4.6.9.β) 

 

α.Γηα ην δηάζηεκα         :  
 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.6.9.α)  : 
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Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε (4.6.8.α)  πξνθχπηεη :  

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

           
      

   

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

           
      

       (4.6.10.α) 

 

β.Γηα ην δηάζηεκα           :  
 

Παξαγσγίδνληαο ηελ ζρέζε (4.6.9.β) :  

 

   
   

   
     

   

   
   

  

 

   

   
   

    

  
    

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

        
    

 
 
 

              

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε 
   

   
 απφ ηελ εμίζσζε (4.6.8.β)  πξνθχπηεη :  

 

 
 

 
 

       
   

 
 
 

      
   

 
 
 

      
       (4.6.10.β) 

 

Σεκείσζε: 

Οη παξάγσγνη  
    

  
 θαη 

   

  
 είλαη κεδεληθέο σο πξνο z, δηφηη νη ηηκέο     θαη    είλαη 

ζηαζεξέο. 

 

Θέηνληαο    
 

 
 φπνπ   αδηάζηαηε κεηαβιεηή. 

 

Γλσξίδνληαο πσο :  
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θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε ζρέζε 4.5.10α θαη 4.6.10.β πξνθχπηεη :  

 
 

  

   

   
  

  

   

 

  

   

   
 

      

       
       

 

 
 

 
 

  
     

   
 
  

 
 

  
     

 

       
           (4.6.11.α) 

 

Θέηνληαο :    
  

   
  ,    

  

       
  , ε  (4.6.11.α) γίλεηαη :  

 

                                                              (4.6.12.α) 

 

Όκνηα: 

 

                        
  

  
                                    (4.6.12.β) 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη : 

 

         
           
           

          
      

   
               

    

   
  

 

Μία πξψηε πξνζεγγηζηηθή ιχζε γηα ηε γσλία ζηξνθήο θ κπνξεί λα αλαδεηεζεί κέζσ 

ζπλαξηήζεσο ηεο κνξθήο:  

 

                                  
 

Παξαγσγίδνληαο ηελ αλσηέξσ ζρέζε πξνθχπηνπλ: 

 
                                 
                            
                      
                

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ ελ ιφγσ θνξέα είλαη    
 

                 
                   

   
 

 
                          

         
 

 
       

 

 
                        

   
Δπνκέλσο: 
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Σειηθά:                               

 

Γηα   
 

 
                 

 

Δπνκέλσο:  

 

                                   
             (4.6.13.α) 

 

θαη 

 

                                    
            (4.6.13.β) 

 

φπνπ:    είλαη ε ζηξνθή ζην κέζνλ ηεο δνθνχ (μ = ½).  

 

Οινθιεξψλνληαο δχν θνξέο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο:  

 

                               
  

 
 

  

 
  

  

 
          (4.6.14.α) 

 

                              
  

  
 

  

  
  

  

  
              (4.6.15.α) 

      

Γηα μ = 0 απφ            

 

                                

 

Γηα μ = 1/4 απφ            

 

                                           (4.6.16.α) 

 

Γηα μ = 1/4 απφ            

 

                                              (4.6.17.α) 

 

Με δηπιή νινθιήξσζε :  

 

                    
  

 
 

  

 
  

  

 
              

  

   
 

  

   
  

  

   
     

  

 
     (4.6.18.α) 

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
             

   

    
 

  

    
  

  

   
    

 

    
  

 
                   (4.6.19.α) 

 

Γηα μ = 0 απφ            
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Γηα μ = 1/4 απφ            

 

                                                  (4.6.20.α) 

 

Γηα μ = 1/4 απφ            

 
                                                   (4.6.21.α) 

 

 

 

Όκνηα γηα ηε   (ξ) νινθιεξψλνληαο δχν θνξέο: 

 

                                
  

 
 

  

 
  

  

 
          (4.6.14.β) 

 

                               
  

  
 

  

  
  

  

 
              (4.6.15.β) 

      

Γηα μ = 1/2 απφ            

 

                       

 

Γηα μ = 1/4 απφ             

 

                                           (4.6.16.β) 

 

Γηα μ = 1/4 απφ             

 

                                              (4.6.17.β) 

 

 

Με δηπιή νινθιήξσζε ζηελ (4.6.17.β) :  

 

                    
  

 
 

  

 
  

  

 
              

  

   
 

  

  
  

  

  
    

 

    
  

 
                  (4.6.18.β) 

 

                  
  

  
 

  

  
  

  

 
              

  

    
 

  

   
  

  

   
    

 

    
  

 
   

  

 
                  (4.6.19.β) 

 

Γηα  μ = 1/2 απφ                         
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Γηα μ = 1/4 απφ             

 

                                                         (4.6.20.β) 

 

Γηα μ = 1/4 απφ             

 

                                                         (4.6.21.β) 

 

Ηζρχνπλ νη αθφινπζεο ζρέζεηο γηα ηηο            : 
 

      )=      ) 
       )=         
        )          =        )           
         )          =         )           
 

Άξα νη ζπληιεζηέο           είλαη:  

 

                                                          
 
                             
 
                                                                 

  
                     
         
                    
 
                                                        
 
                          
 
                                           
 
                  
 
                                                         
 
                          
 
               
 

Γηα μ=¼ πξέπεη νη δχν εμηζψζεηο     )=    ) νπφηε είλαη:  
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Γηαπηζηψλεηαη φηη νη δχν εμηζψζεηο ηαπηίδνληαη, ζπλεπψο παίξλνληαο ηε κία απφ ηηο δχν 

πξνθχπηεη ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ σο εμήο:  

 

                                        

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    
  

   
  ,     

    

      
    

    

   
γηα P=Pcr ηφηε: 

 

   
          

  
 

             

  
 

           

  
   

 

   
          

  
  

          

  
   

             

  
 

           

  
  

          

  
     

 

φπνπ   
 

ν φξνο  
          

  
   πξνζηέζεθε θαη ζηα δχν κέξε ηεο εμίζσζεο γηα λα δεκηνπξγεζεί 

ηαπηφηεηα. 

 

Άξα: 

 

   
          

  
   

             

  
 

           

  
  

          

  
    

 

     √
             

  
 

           

  
  

          

  
    

          

  
   (4.6.22) 

 

θαη 

 

   =
    

 
=

 

 
 √

             

  
 

           

  
  

          

  
  + 

          

  
 } (4.6.23) 
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5. Σηξεπηνθακπηηθόο Λπγηζκόο βάζεη ηνπ Δπξσθώδηθα 3 
 

5.1 Δηζαγσγή 

 
΢ην θεθάιαην απηφ δηαηππψλεηαη ε εμίζσζε ηεο θξίζηκεο ειαζηηθήο ξνπήο πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ ζχκθσλα κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3, έηζη ψζηε λα είλαη δπλαηέο ζην επφκελν θεθάιαην 

νη απαξαίηεηεο ζπγθξίζεηο ησλ απνηειεζκάησλ απηψλ κε ηα απνηειέζκαηα ηεο 

πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε. Δπίζεο ζα πξνζδηνξηζηεί ε ξνπή αληνρήο ζε 

πιεπξηθφ ιπγηζκφ Mb,Rd γηα λα ειεγρζεί ε απφθιηζή ηεο απφ ηελ θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. 

 

5.2 Σηξεπηνθακπηηθόο ιπγηζκόο κε πξνζηαηεπκέλσλ πιεπξηθά δνθώλ ππό 

θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξό ηνπο άμνλα 

 

Καζψο ν πιεπξηθφο ιπγηζκφο πεξηιακβάλεη ζηξέςε θαη θάκςε πεξί ηνλ αζζελή 

άμνλα, ε θξίζηκε ξνπή θάκςεο, ε νπνία είλαη θαη ην θαζνξηζηηθφ κέγεζνο ζε απηή ηε κνξθή 

αζηάζεηαο, εθθξάδεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο ηεο δνθνχ, ηεο δπζηξεςίαο, ηεο δπζθακςίαο 

ζηξέβισζεο θαζψο θαη ηεο θακπηηθήο αληίζηαζεο πεξί ηνλ αζζελή άμνλα. 

΢ηελ πεξίπησζε δνθνχ ζηαζεξήο δηαηνκήο, κε ζπλήζεηο ζηξεπηηθέο ζπλζήθεο 

ζηήξημεο ζηα άθξα ηεο, ζπκκεηξηθήο σο πξνο ηνλ αζζελή άμνλα αδξαλείαο x θαη ππνθείκελεο 

ζε θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα αδξαλείαο z ε θξίζηκε ειαζηηθή ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 

 
           

φπνπ: 

        ζπληειεζηέο εμαξηψκελνη απφ ηηο ζπλζήθεο θφξηηζεο θαη ζηξεπηηθήο ζηήξημεο  

  ζηαζεξά ζηξέςεο 

   ζηαζεξά ζηξέβισζεο 

   ξνπή αδξαλείαο σο πξνο ηνλ αζζελή άμνλα 

  κήθνο δνθνχ 

     ζπληειεζηέο εμαξηψκελνη απφ ην είδνο ησλ ζηεξίμεσλ σο πξνο ηελ ειεπζεξία ζηξνθήο 

θαη ζηξέβισζεο ησλ άθξσλ ηνπ εμεηαδφκελνπ ηκήκαηνο 

   ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ εθαξκνγήο ηνπ θνξηίνπ σο πξνο ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα z-z  

   ε ηεηαγκέλε ηνπ θέληξνπ δηάηκεζεο σο πξνο ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα z-z  

          ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ δηάηκεζεο απφ ην ζεκείν εθαξκνγήο ηνπ θνξηίνπ. 

Ο ζπληειεζηήο     αθνξά ηε ζηξέβισζε ηνπ άθξνπ θαη ιακβάλεηαη ίζνο κε κνλάδα (1,0) γηα 

άθξα κε ειεχζεξε ζηξέβισζε. 

Οη ηεηαγκέλεο    θαη    κεηξψληαη κε αθεηεξία ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο θαη είλαη 

πξνζεκαζκέλεο κε ζεηηθή θνξά πξνο ην ζιηβφκελν πέικα ηεο δηαηνκήο. 
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΢χκθσλα κε ηνλ θαλνληζκφ, κηα δνθφο ζηαζεξήο δηαηνκήο κε πξνζηαηεπκέλε 

πιεπξηθά, πνπ ππφθεηηαη ζε θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα, πξέπεη λα ειέγρεηαη έλαληη 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ κε βάζε ηε ζρέζε: 

 
φπνπ :  

 

    ε ξνπή θάκςεο ζρεδηαζκνχ 

     ε ξνπή αληνρήο έλαληη πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 
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Ζ ξνπή αληνρήο έλαληη πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε :  

 

 
 

φπνπ : 

 

         γηα δηαηνκέο θαηεγνξίαο 1 ή 2 

         γηα δηαηνκέο θαηεγνξίαο 3 

         γηα δηαηνκέο θαηεγνξίαο 4 

    ν κεησηηθφο ζπληειεζηήο γηα πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

 

Ζ ηηκή ηνπ    γηα θακπηφκελα κέιε ζηαζεξήο δηαηνκήο θαζνξίδεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

 
 

φπνπ : 

 

                            
   γηα δηαηνκέο θαηεγνξίαο 1 ή 2 

    ζπληειεζηήο αηειεηψλ 

     √
    

   
 ε αλεγκέλε ιπγεξφηεηα πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

    ε ειαζηηθή θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, απφ εμίζσζε 

 

 
 

Οη θακπχιεο ιπγηζκνχ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη, δίλνληαη απφ ηνλ Πίλαθα (5.3) 
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5.3 Σηξεπηνθακπηηθόο ιπγηζκόο κειώλ ζηαζεξήο δηαηνκήο ππό ζιίςε 

θαη θάκςε 
 

Ζ αλάιπζε ηεο θέξνπζαο ζπκπεξηθνξάο δνθψλ πνπ θαηαπνλνχληαη ηαπηφρξνλα απφ 

αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε θαη ξνπέο θάκςεο είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιε δηαδηθαζία 

θαζηζηψληαο κε εθηθηέο θιεηζηέο αλαιπηηθέο ιχζεηο. Γη απηφ ην ιφγν ρξεζηκνπνηνχληαη νη 

παξαθάησ εμηζψζεηο αιιειεπίδξαζεο: 

 

 
 

φπνπ : 

 

           θαη       νη ηηκέο ζρεδηαζκνχ ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο θαη ησλ 

κεγίζησλ ξνπψλ σο πξνο ηνπο άμνλεο y-y θαη z-z θαηά κήθνο ηνπ κέινπο αληίζηνηρα 

               νη ξνπέο ιφγσ ηεο κεηαηφπηζεο ηνπ θεληξνβαξηθνχ άμνλα 

      νη κεησηηθνί ζπληειεζηέο ιφγσ θακπηηθνχ ιπγηζκνχ 

    ν κεησηηθφο ζπληειεζηήο γηα πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

                 νη ζπληειεζηέο αιιειεπίδξαζεο, εμαξηψκελνη απφ ηε κέζνδν πνπ έρεη 

επηιεγεί. 
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Οη ζπληειεζηέο αιιειεπίδξαζεο                  δίλνληαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 
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6. Παξνπζίαζε Πξνγξακκάησλ θαη Αξηζκεηηθέο Δθαξκνγέο 
 

6.1 Δηζαγσγή 

 
 ΢ην παξφλ θεθάιαην γίλεηαη παξνπζίαζε θαη ζχγθξηζε ησλ θξίζηκσλ θνξηίσλ, πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηελ πξνζδηνξηζηηθή κέζνδν, πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 4 γηα ηηο 

δηάθνξεο θνξηίζεηο επί ηεο ακθηεξείζηνπ. κε ηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina 

θαη abaqus αιιά θαη ηνλ Δπξσθψδηθα 3.  

 

6.2 Πξνζνκνίσζε θνξέσλ ζην Adina θαη ην Abaqus 

 
Ζ παξνπζίαζε ησλ βεκάησλ πνπ αθνινπζήζεθαλ γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα 

κέζσ ησλ δχν πξνγξακκάησλ αλάιπζεο κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία θξίλεηαη απαξαίηεηε γηα 

ηελ πιεξφηεηα ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Μειεηάηαη ακθηέξεηζηε δνθφο IPE 500 

κήθνπο 8 κέηξσλ πνπ θαηαπνλείηαη απφ δεχγνο αληίθνξσλ ξνπψλ ζηα άθξα ηεο. 

 

6.2.1 Πξνζνκνίσζε ζην Adina 

 
Σύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

 

Γηα λα νξηζηεί ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην νπνίν ζα γίλεη ε πξνζνκνίσζε ηεο ππφ 

κειέηε δνθνχ αθνινπζνχληαη ηα βήκαηα Geometry  Coordinate Systems θαη ζηελ θαξηέια 

Define Coordinate Systems επηιέγεηαη System Number 1 θαη Type Cartesian (θαξηεζηαλφ 

ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ) φπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα 6.1. 

 

 
΢ρήκα 6.1 Οξηζκφο ΢πζηήκαηνο ΢πληεηαγκέλσλ. 
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Γεσκεηξία Φνξέα 

 

Πξέπεη λα νξηζηνχλ ηα ζεκεία (points), νη γξακκέο (lines) θαη νη επηθάλεηεο (surfaces) 

ηνπ θνξέα. Γηα λα νξηζηνχλ ηα ζεκεία αθνινπζείηαη ε δηαδξνκή Geometry Points θαη ζηελ 

θαξηέια πνπ εκθαλίδεηαη γηα θάζε ζεκείν νξίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ x,y,z ζχκθσλα κε 

ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνπ ζεσξήζεθε παξαπάλσ (΢ρ. 6.2). 

 

 
΢ρήκα 6.2 Οξηζκφο ΢εκείσλ Φνξέα. 

 

Γηα λα νξηζηνχλ νη γξακκέο αθνινπζείηαη ε πνξεία Geometry  Lines  Define 

Add θαη ελψλνληαη ηα ζεκεία πνπ έρνπλ πξνεγνπκέλσο δεκηνπξγεζεί (΢ρ. 6.3). 

 

 
΢ρήκα 6.3 Οξηζκφο Γξακκψλ Φνξέα. 
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Γηα λα νξηζηνχλ νη επηθάλεηεο αθνινπζείηαη ε πνξεία Geometry  Surfaces Define  Add 

(΢ρ. 6.4). Ο θνξέαο απνηειείηαη απφ 12 επηθάλεηεο (4 γηα θάζε πέικα θαη 4 γηα ηνλ θνξκφ). 

 

 
΢ρήκα 6.4 Οξηζκφο Δπηθαλεηψλ Φνξέα. 

 

Σέινο πξέπεη λα νξηζηεί ην πάρνο ησλ επηθαλεηψλ πνπ δεκηνπξγήζεθαλ. Απηφ 

γίλεηαη κέζσ ησλ εληνιψλ Geometry  Surfaces  Thickness (΢ρ. 6.5). 

 

 
΢ρήκα 6.5 Οξηζκφο Πάρνπο Δπηθαλεηψλ Φνξέα. 
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Οξηζκόο ηνπ πιηθνύ ηνπ θνξέα 

 

Γηα λα νξηζηεί ην πιηθφ αθνινπζείηαη ε πνξεία Model  Materials  Manage 

Materials  Elastic  Isotropic  Add θαη πιεθηξνινγείηαη ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο E 

θαη ν ιφγνο Poisson v (΢ρ. 6.6). 

 

 
΢ρήκα 6.6 Οξηζκφο Τιηθνχ Φνξέα. 

 

Γηαθξηηνπνίεζε θνξέα 

 

Γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ θνξέα ρξεζηκνπνηνχληαη πεπεξαζκέλα ζηνηρεία Shell 

elements θαη νξίδεηαη δηαθνξεηηθφ element group γηα ηα πέικαηα θαη ηνλ θνξκφ ηεο 

δνθνχ. Αθνινπζνχληαη ηα βήκαηα Meshing  Element groups  Add. Οξίδνπκε Type 

Shell θαη ζην θειί Default Element Thickness πιεθηξνινγείηαη ην πάρνο ησλ επηθαλεηψλ 

ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ element group,Web ή Flanges (΢ρ. 6.7). 
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΢ρήκα 6.7 Οξηζκφο Element Group. 

 
Γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ησλ επηθαλεηψλ επηιέγεηαη Meshing  Mesh Density 

Line (΢ρ. 6.8). 

 

 
΢ρήκα 6.8 Γηαθξηηνπνίεζε Σνπ Φνξέα. 
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Με ηελ νινθιήξσζε ησλ παξαπάλσ βεκάησλ πξνθχπηεη ν δηαθξηηνπνηεκέλνο θνξέαο.(΢ρ. 

6.9) 

 

 

 
΢ρήκα 6.9 Γηαθξηηνπνηεκέλνο Φνξέαο. 

 
Σπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 

Αθνινπζψληαο ηε δηαδξνκή Model  Boundary Conditions  Define Fixity 

εκθαλίδεηαη ε θαξηέια ηνπ ΢ρήκαηνο Α.14 φπνπ δεκηνπξγνχληαη νη ζηεξίμεηο ηνπ θνξέα 

πνπ κειεηάηαη (άξζξσζε (΢ρ. 6.10 αξηζηεξά) ζην έλα άθξν θαη θχιηζε (΢ρ. 6.10 δεμηά) ζην 

άιιν). 

 

 
΢ρήκα 6.10 Οξηζκφο ΢πλνξηαθψλ ΢πλζεθψλ Φνξέα. 

 



 

 

 

 

101 

 

΢ηε ζπλέρεηα κέζσ ηεο δηαδξνκήο Model  Boundary Conditions  Apply Fixity 

θαζνξίδνληαη ηα ζεκείν ζηα νπνία ζα ηνπνζεηεζνχλ νη ζηεξίμεηο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ (΢ρ. 

6.11). 

 

 
΢ρήκα 6.11 Δηζαγσγή ΢ηεξίμεσλ.  

 

Rigid Links  

 

Αθνινπζψληαο ηε δηαδξνκή Model  Constraints  Rigid Links (΢ρ. 6.12) ηνπνζεηείηαη 

σο master ην point 1 (ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο γηα κήθνο δνθνχ 

L=0m)κε: 

5,1450,1451,1452,1453,1454,2255.2256.2257.2258,2900.2901.2902,2903,3704,3705,3706.37

07 ηα αληίζηνηρα slave-nodes. Αληίζηνηρα δνπιεχνπκε θαη γηα ηε δηαηνκή πνπ βξίζθεηαη ζην 

ηέινο ηεο δνθνχ (L=8 m). 
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΢ρήκα 6.12 Οξηζκφο Rigid Link.  

 

Φόξηηζε θνξέα 

 

Γηα ηελ επηβνιή ηεο επηζπκεηήο θφξηηζεο αθνινπζείηαη ε δηαδξνκή Model  Loading 

Apply. Μηαο θαη ζην παξάδεηγκα ππάξρεη δεχγνο ζπγθεληξσκέλσλ ξνπψλ ζηα δχν άθξα ηεο 

δνθνχ, επηιέγεηαη Load Type  Moment (΢ρ. 6.13). Δπηιέγνληαο Define  Add πιεθηξνινγείηαη 

ην κέγεζνο ηεο ξνπήο θαη ε δηεχζπλζή ηεο. (΢ρ. 6.14). Δπηζηξέθνληαο ζην παξάζπξν ηνπ 

΢ρήκαηνο 6.13 επηιέγεηαη ην ζεκείν ζην νπνίν αζθείηαη ε ξνπή. 

 

 
΢ρήκα 6.13  Οξηζκφο Φφξηηζεο θαη ΢ρήκα 6.14 Οξηζκφο Γηεπζχλζεσο θαη Δληάζεσο Φφξηηζεο. 
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Αλάιπζε θνξέα 

 

Ζ γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ πξαγκαηνπνηείηαη αλ ζηε ζέζε Analysis Type επηιεγεί 

Linearized Buckling θαη ζην εηθνλίδην Analysis Options νξηζηεί ν αξηζκφο ησλ απαηηνχκελσλ 

ηδηνκνξθψλ θαζψο θαη ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ ζα πξαγκαηνπνηήζεη ην πξφγξακκα 

γηα ηελ εχξεζή ηνπο (΢ρ. 6.15). 

 

 
΢ρήκα 6.15 Δπηινγή Σχπνπ Αλάιπζεο. 

 

Σέινο γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο γξακκηθήο αλάιπζεο ιπγηζκνχ ελεξγνπνηείηαη ε 

επηινγή ησλ κεγάισλ παξακνξθψζεσλ κέζσ ηεο δηαδξνκήο Control  Analysis Assumption 

Kinematics θαη ζηε ζέζε Displacements/Rotations ζεκεηψλεηαη Large (΢ρ. 6.16). 

 

 
΢ρήκα 6.16 Ηδηφηεηεο Αλάιπζεο. 

 

 

Σν κνληέιν μεθηλάεη ηελ αλάιπζε κέζσ ηεο δηαδξνκήο Solution  Data File/Run. 
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Έλα παξάδεηγκα ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλάιπζε κηαο δνθνχ 

IPE500 κήθνπο 8 κέηξσλ πνπ θαηαπνλείηαη απφ δεχγνο ξνπψλ ζηα άθξα ηεο δίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
΢ρήκα 6.17 Απνηειέζκαηα Αλάιπζεο Φνξέα. 
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6.2.2 Πξνζνκνίσζε ζην Abaqus 
 

Γεσκεηξία Φνξέα 

 

Πξαγκαηνπνηείηαη εθθίλεζε ηνπ abaqus θαη επηιέγεηαη ε πνξεία File New Model 

Database With Standard/Explicit Model. ΢ηε ζπλέρεηα, ζηελ επηινγή Module Part 

πξαγκαηνπνηείηαη ν ζρεδηαζκφο ηεο δηαηνκήο ηνπ θνξέα αθνινπζψληαο ηηο εμήο εληνιέο: 

Create Part Name:IPE 500 3D Deformable Solid extrusion.  

 

Έπεηηα, είλαη: Create lines:connected ζρεδηαζκφο δηαηνκήο κε ηπραίεο 

δηαζηάζεηο Add Dimension γηα ηελ νξζή δηαζηαζηνιφγεζε ηεο 

δηαηνκήο Esc Done Depth 8 (΢ρ 6.18).  

 

Σεκείσζε: 

Οη δπλάκεηο ηίζεληαη ζε N θαη νη απνζηάζεηο ζε m. 

 

 
΢ρήκα 6.18 Οξηζκφο Γεσκεηξίαο Σνπ Φνξέα. 

 

 

Υιηθό ηνπ θνξέα 

 

Γηα λα νξηζηεί ην πιηθφ αθνινπζείηαη ε πνξεία:Module Property 

 Steel General Mechanical  Elasticity Elastic E=2.1e11,λ=0.30 Create section Beam 

Sec Solid Homogeneous Steel Assign.section Done Module:Assembly Independent

 OK Module:Step Create step Linear Pertubation Buckle Eigenvalues :2 Maximun 

number of iteration: 200 (΢ρ 6.19)  
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                                                  ΢ρήκα 6.18 Οξηζκφο Τιηθνχ Σνπ Φνξέα. 

 

Γηαθξηηνπνίεζε θνξέα 

 

Γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ θνξέα ρξεζηκνπνηνχληαη πεπεξαζκέλα ζηνηρεία Solid 

elements. Αθνινπζνχληαη ηα βήκαηα Module  Mesh Partition Cell-Define Cutting Plane 

 Point and Normal Create Partition Done. Οξίδνπκε Approximate global size: 

0,05 ΟΚ Mesh Part Instance Yes Assign Element Type επηινγή ηνπ θνξέα Done 3D 

Stress Standard Linear OK (΢ρ. 6.19α ΢ρ. 6.19β). 

 

 
΢ρήκα 6.19α Γηαθξηηνπνηεκέλνο Φνξέαο. 
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΢ρήκα 6.19β Γηαθξηηνπνηεκέλε Γηαηνκή Φνξέα. 

 

Σπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 

Αθνινπζψληαο ηε δηαδξνκή Module Load Create Boundary Conditions επηινγή 

αξηζηεξνχ άθξνπ DONE U1,U2,U3,UR3 επηινγή δεμηνχ άθξνπ DONE U1,U2,UR3.   

 

Rigid Links  

 

Αθνινπζψληαο ηε δηαδξνκή Tools Reference Point Select point to act as a reference 

point επηινγή ζεκείσλ ζην κέζν ησλ δχν αθξαίσλ δηαηνκψλ Constraints Create Rigid 

body επηινγή pin θαη επηινγή επηθαλεηψλ πνπ ζα ππαθνχζνπλ ζην RP επηιεγκέλεο 

επηθάλεηεο επηινγή RP (΢ρ. 6.20) 

 

Σεκείσζε: 

 

 Σνπνζεηείηαη σο master ην point RP (ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο 

δηαηνκήο γηα κήθνο δνθνχ L=0 m) θαη σο slave ηα nodes ηνπ θνξκνχ θαη ηνπ θάησ πέικαηνο. 

Αληίζηνηρα δνπιεχνπκε θαη γηα ηε δηαηνκή πνπ βξίζθεηαη ζην ηέινο ηεο δνθνχ (L=8 m)(΢ρ. 

6.20). 
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΢ρήκα 6.20 Οξηζκφο Rigid Link. 

 

 

Φόξηηζε θνξέα 

 

Γηα ηελ επηβνιή ηεο επηζπκεηήο θφξηηζεο αθνινπζείηαη ε δηαδξνκή Module  Load. 

Μηαο θαη ζην παξάδεηγκα ππάξρεη δεχγνο ζπγθεληξσκέλσλ ξνπψλ ζηα δχν άθξα ηεο δνθνχ, 

επηιέγεηαη Load Type  Moment (΢ρ. 6.21). Δπηιέγνληαο CM1 πιεθηξνινγείηαη ην κέγεζνο 

ηεο ξνπήο θαη ε δηεχζπλζή ηεο. Δπηζηξέθνληαο ζην παξάζπξν ηνπ ΢ρήκαηνο 6.21 επηιέγεηαη 

ην ζεκείν ζην νπνίν αζθείηαη ε ξνπή. 

 

 
΢ρήκα 6.21 Οξηζκφο Δληάζεσο θαη Γηεπζχλζεσο Φνξηίζεσλ. 
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Αλάιπζε θνξέα  

 

Ζ γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ πξαγκαηνπνηείηαη αλ ζηε ζέζε Module Step  

επηιεγεί Buckle θαη ζην εηθνλίδην Create Step Linear pertubation, φπνπ ζα νξηζηεί ν αξηζκφο 

ησλ απαηηνχκελσλ ηδηνκνξθψλ θαζψο θαη ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ 

ζαπξαγκαηνπνηήζεη ην πξφγξακκα γηα ηελ εχξεζή ηνπο (΢ρ. 6.22). Σν κνληέιν μεθηλάεη ηελ 

αλάιπζε κέζσ ηεο δηαδξνκήο : 

 Job Create IPE500 Continue OK Submit Visualization Results (΢ρ. 6.22).  

     

Έλα παξάδεηγκα ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλάιπζε κηαο δνθνχ 

IPE500 κήθνπο 8 κέηξσλ πνπ θαηαπνλείηαη απφ δεχγνο ξνπψλ ζηα άθξα ηεο δίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα (΢ρ. 6.22).  

 

 
΢ρήκα 6.22 Απνηειέζκαηα Αλάιπζεο. 
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6.3 Αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο θαη ζύγθξηζε απνηειεζκάησλ  
 

6.3.1 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δεύγνο ξνπώλ θάκςεσο ζηα άθξα ηεο 

 
Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε   

  

 ΢ην θεθάιαην 4.1.1 κε κία απζηεξά καζεκαηηθή επίιπζε, πνπ εθαξκφζηεθε, ε 

θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ απνδείρζεθε φηη πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

       
 

 
√     √    

 

 
√

   

  
       

       

ελψ ζην θεθάιαην 4.1.2 κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο κεζφδνπ πξνέθπςε ε θξίζηκε 

ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, ε νπνία πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε:  

 

       √     
     

        
       

        

     

 ΢ηνλ Πίλαθα 6.1, πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδνληαη νη θξίζηκεο ξνπέο, νη νπνίεο 

πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε ηε ρξήζε ησλ 

πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή 

αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη εθαξκνγέο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. Όιεο νη ξνπέο 

      είλαη ζε kNm.  

    Πίλαθαο 6.1: Απνηειέζκαηα        

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Μo,cr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 279,56 - 

Μαζ.Δπίιπζε 279,72 0,05 

Adina 281,20 0,58 

Abaqus 279,29 0,10 

EC3 279,72 0,05 

 

 Παξαηεξείηαη φηη ε πξνζεγγηζηηθή κέζνδνο δίλεη πεξίπνπ ην ίδην απνηέιεζκα κε ηελ 

απζηεξά καζεκαηηθή επίιπζε θαη ηνλ Δπξσθψδηθα 3, αθνχ νη απνθιίζεηο είλαη ζρεδφλ 

κεδεληθέο, 0,05% θαη 0,05% αληίζηνηρα. Δπίζεο, εμίζνπ κηθξέο είλαη θαη νη απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο πξνζεγγηζηηθήο κεζφδνπ θαη ησλ δχν πξνγξακκάησλ, πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ,αθνχ είλαη 0,58% κε ην Adina θαη 0,10% κε ην Abaqus, γεγνλφο πνπ 

θαηαδεηθλχεη κε ηνλ πιένλ αμηφπηζην ηξφπν φηη ε πξνζνκνίσζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηα 

πξνγξάκκαηα  πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, πιεζηάδεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ηνλ 

πξαγκαηηθφ θνξέα θαη ηηο ζπλζήθεο ζηήξημήο ηνπ.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη ηεο επίιπζεο ζην 

Adina θαη ζην Abaqus δηαπηζηψλεηαη φηη νη απνθιίζεηο είλαη 0,529% θαη 0,15% αληίζηνηρα, 

γεγνλφο πνπ είλαη αλακελφκελν εμαηηίαο ηνπ ζπκπεξάζκαηνο, πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ. 
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Β. Με αμνληθή δύλακε ζην Adina  

 

 Έρεη απνδεηρζεί φηη ε θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

      
 

 
√                 γηα   <    ( πεξίπησζε ζιηπηηθνχ θνξηίνπ) 

φπνπ:   
 

 
,   

 

 
,    

   

   
,     

   

   
,    

    

   
,    

    

  
,    

    
 

  
(πεξίπησζε  

εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ) ή    
  

 

  
. 

Πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ζην Adina θαη ην Abaqus γηα 

δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ πίλαθεο θαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ζηα νπνία ζπγθξίλνληαη νη ζεσξεηηθέο 

επηιχζεηο κε ηηο αξηζκεηηθέο επηιχζεηο ζηα πξνγξάκκαηα: 

 
Πίλαθαο 6.2: Απνηειέζκαηα       θαη απνθιίζεηο 1εο Φάζεο. 

Διεγρνο Πιαζηηθνπνίεζεο ε^2 Ν M Θεσξίαο Μ Adina 
Απνθιίζεηο % 

Πξώηεο Φάζεο 

145699,48 OK 0,00 0,00 279,72 281,20 0,530 

130893,31 OK 1,00 70,21 265,17 264,27 0,340 

115357,25 OK 2,00 140,43 249,77 245,62 1,664 

102605,27 OK 3,00 210,65 233,37 233,03 0,145 

82150,75 OK 4,00 280,87 215,71 205,42 4,771 

66045,11 OK 5,00 351,09 196,48 185,60 5,537 

49331,52 OK 6,00 421,31 175,15 164,59 6,028 

35351,33 OK 7,00 491,53 150,83 149,04 1,186 

14534,06 OK 8,00 561,75 121,74 120,76 0,810 

-11489,29 OK 9,00 631,96 83,03 83,24 0,258 

162274,56 OK -1,00 -70,21 293,55 301,20 0,530 

178064,42 OK -2,00 -140,43 306,75 319,34 2,608 

194595,35 OK -3,00 -210,65 319,41 338,43 4,103 

211463,07 OK -4,00 -351,09 331,59 357,71 5,955 

229272,07 OK -5,00 -351,09 343,34 378,16 7,877 

244134,21 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

262473,29 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

281613,10 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

296686,85 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

     Μέζε Απφθιηζε 2,823 
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Πίλαθαο 6.3: Απνηειέζκαηα       θαη απνθιίζεηο 2εο Φάζεο. 

Ν Αdina ε^2 Adina M*Adina M*ζεσξεηηθό 
Απνθιίζεηο % Γεύηεξεο 

Φάζεο 

0,00 0,000 0,501 0,498 0,507 

69,98 0,99 0,470 0,472 0,359 

138,10 1,97 0,437 0,446 1,872 

210,35 2,99 0,415 0,416 0,177 

281,70 4,01 0,366 0,384 4,676 

349,40 4,98 0,330 0,351 5,770 

417,00 5,94 0,293 0,314 6,765 

485,70 6,92 0,265 0,272 2,586 

557,20 7,94 0,215 0,220 2,485 

633,60 9,02 0,148 0,146 1,625 

-72,050 -1,03 0,501 0,498 0,530 

-146,20 -2,08 0,536 0,523 2,485 

-223,20 -3,18 0,568 0,548 3,745 

-303,00 -4,35 0,602 0,573 5,227 

-386,70 -5,51 0,637 0,597 6,672 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

   Μέζε Απφθιηζε 2,964 

 

Οη παξαπάλσ πίλαθεο πξνέθπςαλ  πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ 

ζην Adina γηα δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ. 

Οπζηαζηηθά, ζε θάζε βήκα ηεο αλάιπζεο δηαηεξείηαη ζηαζεξή ε αμνληθή δχλακε θαη 

κεηαβάιιεηαη ε ξνπή κέζσ ηνπ ιφγνπ M/N, ν νπνίνο έρεη πξνθχςεη απφ ηηο ζεσξεηηθέο 

επηιχζεηο. ΢ε θάζε βήκα ηεο αλάιπζεο εμάγνληαη ηα θξίζηκα κεγέζε Νcr, Mcr, ηα νπνία 

ζπγθξίλνληαη κε ηα αληίζηνηρα ζεσξεηηθά, ψζηε λα βξεζεί θαηά πφζν ζπγθιίλνπλ κεηαμχ 

ηνπο, θαηαιήγνληαο ζε κία κέζε ηηκή απφθιηζεο πξψηεο θάζεο. Ζ δηαδηθαζία απηή 

πξαγκαηνπνηείηαη ηφζν γηα ζιηπηηθά φζν θαη γηα εθειθπζηηθά θνξηία. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη 

γηα κεγάιεο ηηκέο εθειθπζηηθψλ θνξηίσλ δελ ειέγρεηαη ν ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο ιφγσ 

πιαζηηθνπνίεζεο ηνπ θνξέα, φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ αληίζηνηρε ζηήιε παξαπάλσ. 

΢εκεηψλεηαη πσο κε ζεηηθφ πξφζεκν παξνπζηάδεηαη ε ζιίςε ελψ ν εθειθπζκφο κε 

αξλεηηθφ ελψ ηα απνηειέζκαηα Ν θαη Μ παξνπζηάδνληαη ζε kN θαη kNm αληίζηνηρα. 

 Ωζηφζν, παξά ην γεγνλφο φηη δίλεηαη ζηαζεξφο ιφγνο M/N ζην Adina θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο αλάιπζεο ν ιφγνο απηφο κεηαβάιιεηαη, επνκέλσο ππνινγίδνληαη εθ λένπ νη 

απνθιίζεηο δεπηέξαο θάζεσο κεηαμχ ησλ ζεσξεηηθψλ θαη αξηζκεηηθψλ αλαιχζεσλ θαη 

εμάγνληαη ηα ηειηθά δηαγξάκκαηα. 
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΢χκθσλα κε ην παξαπάλσ δηάγξακκα ,ζην νπνίν παξνπζηάδνληαη νη θακπχιεο 

απνηειεζκάησλ ηφζν ησλ ζεσξεηηθψλ επηιπζέσλ φζν θαη απηψλ πνπ πξνέθπςαλ απφ ηα 

πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη Abaqus, είλαη εκθαλήο ε επηηπρήο 

πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα κηαο θαη ππάξρεη ζρεδφλ πιήξεο ηαχηηζε ησλ ζεκείσλ. Οη φπνηεο 

δηαθνξέο, φπσο απηέο παξνπζηάζηεθαλ κε ηελ κνξθή απνθιίζεσλ ζηνπο παξαπάλσ πίλαθεο 

νθείινληαη ζηηο παξαδνρέο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ θαηά ηελ κφξθσζε ηνπ θνξέα ζηα 

πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ.   

 Παξαηεξείηαη αχμεζε ησλ απνθιίζεσλ φζν ν θνξέαο ηείλεη πξνο ηελ πιαζηηθνπνίεζε 

(εθειθπζκφο). Aμίδεη αλαθνξάο φηη ζε ηέηνηα επίπεδα θφξηηζεο θξίζηκνο είλαη ν έιεγρνο 

πιηθνχ θαη φρη επζηάζεηαο (γηα ζπκβαηηθά πιηθά δνκηθνχ ράιπβα). 

΢ε απηφ ην ζεκείν ειέγρεηαη θαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο ζπλδπαζκφο ξνπήο-αμνληθήο 

δχλακεο,γηα ηνλ νπνίν ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά, κε ζηφρν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

απφθιηζεο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ  

θαη ηελ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην θεθάιαην 4.1.3. 

΄Δλαο θξίζηκνο ζπλδπαζκφο απφ ην Adina είλαη: M0=244,9 kNm, N=244,9 kN γηα 

ηαπηφρξνλε δξάζε δεχγνπο ξνπψλ M0=100 kNm θαη αμνληθήο δχλακεο N=100 kN, απφ ηνλ 

νπνίν ζπλδπαζκφ πξνέθπςε load factor 2,449. 

Αληίζηνηρα, ε πξεζεγγηζηηθή κέζνδνο δίλεη:  

 

     √
       

      
  

   
      

   

   
   

 

 Αλ ζηνλ παξαπάλσ ηχπν ζεσξεζεί N=244,9 kN, ηφηε ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ πξνθχπηεη M0cr=243,2 kNm. Παξαηεξείηαη, ινηπφλ φηη ε απφθιηζε είλαη 0,69%, 

δειψλνληαο φηη ε πξνζέγγηζε είλαη ζρεδφλ αθξηβήο.  
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6.3.2 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε ζπγθεληξσκέλν θνξηίν εληάζεσο P ζην κέζν 

ηεο 

 

Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε  

 

 ΢ην θεθάιαην 4.2.1.A κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, ην θξίζηκν θνξηίν θαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

απνδείρζεθε φηη πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε:  

 

     

    √       
     

  
        

       

  
       

   

  
          

   

  
    

 

 

θαη  

 

 

    √       
     

  
        

       

  
       

   

 
          

   

  
    

     

 

 Δλψ ζην θεθάιαην 4.2.1.B κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

εκηηνλνεηδή πξνζέγγηζε, πξνέθπςε ην θξίζηκν θνξηίν θαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ, ηα νπνία πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε:  

 

 

     √
             

  
  

                

  
   

            

  
   

            

  
  

 

 

 

θαη 

 

    √       
     

  
        

       

  
       

   

 
         

   

  
    

         

  

΢ηνπο πίλαθεο 6.4,6.5,6.6 πνπ αθνινπζνχλ, παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα θνξηία θαη νη 

θξίζηκεο ξνπέο,φηαλ ην θνξηίν P αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ 

πέικα θαη, ηα νπνία πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε ηε 

ρξήζε ησλ πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina θαη abaqus πξαγκαηνπνηψληαο 

γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη 

εθαξκνγέο πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. 

Όιεο νη ξνπέο     είλαη ζε kNm θαη ηα     ζε kN. 
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Πίλαθαο 6.4: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ην P αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 190,46 380,92 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 190,26 380,52 - 

Adina 181,6 363,2 4,71 

EC3 188,81 377,62 0,87 

 
Πίλαθαο 6.5: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ην P αζθείηαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 137,06 274,11 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 127,26 254,51 - 

Adina 133,33 266,66 2,72 

EC3 136,32 272,63 0,54 

 
Πίλαθαο 6.6: Απνηειέζκαηα        , φηαλ ην P αζθείηαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 264,68 529,35 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 256,95 513,89 - 

Adina 256,95 525,4 0,74 

EC3 261,53 523,05 1,79 

 

 Παξαηεξείηαη φηη νη απνθιίζεηο ησλ απνηειεζκάησλ κεηαμχ ησλ ηξηψλ κεζφδσλ είλαη 

ζρεηηθά κηθξέο θαη δελ ππεξβαίλνπλ ην 5% ζε θαλέλα ζπλδπαζκφ. Παξαηίζεληαη παξαθάησ 

αλαιπηηθά νη κέγηζηεο απνθιίζεηο γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ην θνξηίν αζθείηαη ζην θέληξν 

βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Adina ε 

κέγηζηε απφθιηζε είλαη 4,71% θαη παξαηεξείηαη φηαλ ην θνξηίν αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο 

ηεο δηαηνκήο IPE 500 δνθνχ 8  κέηξσλ, ελψ φηαλ αζθείηαη ζην θάησ πέικα θαη ζην άλσ  νη 

απνθιίζεηο είλαη 2,72% θαη 0,74% αληίζηνηρα. 

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 

ε κέγηζηε απφθιηζε είλαη 1,79% ζηελ πεξίπησζε πνπ ην θνξηίν αζθείηαη ζην θάησ πέικα ηεο 

δηαηνκήο, ελψ φηαλ αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην άλσ πέικα νη απνθιίζεηο είλαη 

0,87% θαη 0,54% αληίζηνηρα.  
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Β. Με αμνληθή δύλακε 

 

Έρεη απνδεηρζεί φηη ε θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηελ 

πεξίπησζε θφξηηζεο ηεο δνθνχ κε έλα ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο ζπλαξηήζεη ηεο 

αμνληθήο δχλακεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

                   
 

 
√              } γηα   <  ( πεξίπησζε ζιηπηηθνχ 

θνξηίνπ) 

φπνπ:   
 

 
,  

 

 
,   

   

   
,     

   

   
,   

    

   
,   

    

  
,   

    
 

  
(πεξίπησζε 

εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ) ή    
  

 

  
. 

Πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ζην Adina θαη ην Abaqus γηα 

δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ πίλαθεο θαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ζηα νπνία ζπγθξίλνληαη νη ζεσξεηηθέο 

επηιχζεηο κε ηηο αξηζκεηηθέο επηιχζεηο ζηα πξνγξάκκαηα: 

 
Πίλαθαο 6.7: Απνηειέζκαηα       θαη απνθιίζεηο 1εο Φάζεο 

Διεγρνο Πιαζηηθνπνίεζεο ε^2 N 
M 

Θεσξίαο 
M Adina 

Απνθιίζεηο % 

Πξώηεο Φάζεο 

188186,53 OK 0,00 0,000 377,62 363,20 3,818 

183852,66 OK 1,00 70,21 357,98 343,62 4,011 

178715,74 OK 2,00 140,43 337,19 322,56 4,340 

173325,83 OK 3,00 210,65 315,04 301,04 4,445 

167395,29 OK 4,00 280,87 291,21 278,44 4,386 

160670,12 OK 5,00 351,09 265,25 254,12 4,195 

152888,67 OK 6,00 421,31 236,45 227,60 3,742 

143422,97 OK 7,00 491,53 203,62 197,48 3,014 

131075,96 OK 8,00 561,75 164,35 161,26 1,882 

112401,72 OK 9,00 631,96 112,09 111,93 0,142 

204427,71 OK -1,00 -70,21 396,29 383,24 3,293 

219822,56 OK -2,00 -140,44 414,12 401,60 3,022 

235173,30 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

250876,98 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

266398,41 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

282361,81 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

297638,51 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

313371,87 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

329266,49 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

     Μέζε Απφθιηζε 3,358 



 

 

 

 

117 

 

 
Πίλαθαο 6.8: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 2εο Φάζεο 

N Adina ε^2 Adina M*Adina M*ζεσξεηηθό Απνθιίζεηο % Γεύηεξεο Φάζεο 

0,00 0,00 0,647 0,672 3,818 

67,41 0,96 0,612 0,639 4,227 

134,40 1,91 0,574 0,604 4,858 

201,22 2,87 0,536 0,566 5,366 

268,26 3,82 0,496 0,526 5,816 

336,420 4,79 0,452 0,482 6,187 

405,55 5,78 0,405 0,433 6,419 

476,78 6,79 0,352 0,376 6,381 

551,25 7,85 0,287 0,304 5,585 

631,12 8,99 0,199 0,201 0,829 

-67,950 -0,97 0,682 0,704 3,149 

-136,18 -1,94 0,715 0,735 2,774 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

   Μέζε Απφθιηζε 4,617 

 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα πνξεία κε ηελ πεξίπησζε ησλ δχν ζηαζεξψλ ξνπψλ ζηα άθξα 

ηεο δνθνχ πξνθχπηνπλ νη παξαπάλσ πίλαθεο ζηνπο νπνίνπο παξνπζηάδεηαη ε κέζε απφθιηζε 

πξψηεο αιιά θαη δεχηεξεο θάζεο βάζεη ηεο νπνίαο πξνθχπηεη ην θάησζη δηάγξακκα. 

΢εκεηψλεηαη πσο κε ζεηηθφ πξφζεκν παξνπζηάδεηαη ε ζιίςε ελψ ν εθειθπζκφο κε 

αξλεηηθφ ελψ ηα απνηειέζκαηα Ν θαη Μ παξνπζηάδνληαη ζε kN θαη kNm αληίζηνηρα. 

Oη απνθιίζεηο κεηαμχ ζεσξεηηθψλ θαη αξηζκεηηθψλ απνηειεζκάησλ παξακέλνπλ 

ηθαλνπνηεηηθέο. 
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 ΢ε απηφ ην ζεκείν ειέγρεηαη θαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο ζπλδπαζκφο ζπθεληξσκέλνπ 

θνξηίνπ P ζην κέζνλ ηεο ακθηεξείζηνπ, δηαηνκήο IPE 500 θαη κήθνπο 8 m-αμνληθήο δχλακεο 

N,γηα ηνλ νπνίν ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά, κε ζηφρν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο απφθιηζεο ησλ 

απνηειεζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ  θαη ηελ 

πξνζεγγηζηηθή επίιπζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην θεθάιαην 4.2.2. 

Απφ ηαπηφρξνλε δξάζε θνξηίνπ P=50 kN (αληηζηνηρεί ζε ξνπή Μν=100 kNm ζην 

κέζνλ ηεο δνθνχ) θαη αμνληθήο δχλακεο Ν=100 kN ζην Adina, πξνθχπηεη θνξηηζηηθφο 

ζπληειεζηήο load factor 2,79, επνκέλσο έλαο θξίζηκνο ζπλδπαζκφο πνπ πξνθχπηεη είλαη  

P(kN)-N(kN)= 139,5-279.  

 Με ηε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνχ πξνγξάκκαηνο maple, ζεσξείηαη αμνληθφ θνξηίν 

N=279 kN θαη αλαδεηείηαη ην θξίζηκν θνξηίν P, ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ηελ πξνζεγγηζηηθή 

επίιπζε πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 4.2.2.  

 Απφ ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε εμίζσζε ηνπ θεθαιαίνπ 4.2.2 κε εθαξκνγή ζην maple 

γηα αμνληθφ θνξηίν N=279 kN πξνθχπηεη θξίζηκε ηηκή ζπγθεληξσκέλνπ θνξηίνπ   P=144,2 

kN. Παξαηεξείηαη, ινηπφλ φηη ε απφθιηζε είλαη 3,26%, επηβεβαηψλνληαο φηη ε ζεσξεηηθή 

πξνζέγγηζε είλαη ζρεηηθά ηθαλνπνηεηηθή θαη ε φπνηα απφθιηζε νθείιεηαη ζηηο παξαδνρέο πνπ 

έγηλαλ θαη ζηνπο φξνπο πνπ παξαιήθζεθαλ, ψζηε λα δηεπθνιπλζεί ε καζεκαηηθή επίιπζε. 
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6.3.3 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν εληάζεσο 

q 

 

Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε  

 

 ΢ην θεθάιαην 4.3.1.Α κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, ην θξίζηκν θνξηίν θαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

απνδείρζεθε φηη πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε:  

 

qcr  √
            

  
 

            

  
  

           

  
  - 

           

  
     

 

θαη 

 

Μcr=
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 √
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)  

  

 Δλψ ζην θεθάιαην 4.3.1.Β κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

εκηηνλνεηδή πξνζέγγηζε, πξνέθπςε ην θξίζηκν θνξηίν θαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ, ηα νπνία πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε:  

 

qcr  √
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θαη 

Μcr=
     

 
=

  

 
 √

            

  
 

          

  
  

          

  
    - 

           

  
}   

      

 ΢ηνπο πίλαθεο 6.9,6.10,6.11 πνπ αθνινπζνχλ, παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα θνξηία θαη 

νη θξίζηκεο ξνπέο,φηαλ ην θνξηίν q αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ 

πέικα θαη, ηα νπνία πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε ηε 

ρξήζε ησλ πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina θαη abaqus πξαγκαηνπνηψληαο 

γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη 

εθαξκνγέο πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. 

Όιεο νη ξνπέο     είλαη ζε kNm θαη ηα     ζε kN/m. 
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Πίλαθαο 6.9: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ην q αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο qcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 39,518 316,151 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 35,58 284,64 - 

Adina 39,076 312,608 1,13 

Abaqus 40,23 321,84 1,77 

EC3 39,51 316,08 0,022 

 

Πίλαθαο 6.10: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ην q αζθείηαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο qcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 30,116 240,925 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 36,65 293,225 - 

Adina 29,624 236,992 1,65 

Abaqus 28,23 225,85 6,26 

EC3 29,83 238,64 0,96 

 

 

Πίλαθαο 6.11: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ην q αζθείηαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο qcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. 

Μέζνδνο(Α) 51,858 414,868 - 

Πξ. Μέζνδνο(Β) 36,65 293,225 - 

Adina 51,24 409,92 1,69 

Abaqus 48 384 7,44 

EC3 52,33 418,64 0,42 

 

 Παξαηεξείηαη φηη νη απνθιίζεηο ησλ απνηειεζκάησλ κεηαμχ ησλ ηξηψλ κεζφδσλ είλαη 

πνιχ κηθξέο θαη δελ ππεξβαίλνπλ ην 2% ζε θαλέλα ζπλδπαζκφ. Ηδηαίηεξα νη απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 δελ μεπεξλνχλ ην 1%. 

Παξαηίζεληαη παξαθάησ αλαιπηηθά νη κέγηζηεο απνθιίζεηο γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ην θνξηίν 

αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο. 

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Adina ε 

κέγηζηε απφθιηζε είλαη 1,69% θαη παξαηεξείηαη φηαλ ην θνξηίν αζθείηαη ζην θάησ πέικα ηεο 

δηαηνκήο IPE500 δνθνχ 8  κέηξσλ, ελψ φηαλ αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην άλσ πέικα 

νη απνθιίζεηο είλαη 1,13% θαη 1,65% αληίζηνηρα. 
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 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 

ε κέγηζηε απφθιηζε είλαη 0,96% ζηελ πεξίπησζε πνπ ην θνξηίν αζθείηαη ζην άλσ πέικα ηεο 

δηαηνκήο, ελψ φηαλ αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην θάησ πέικα νη απνθιίζεηο είλαη 

0,022% θαη 0,42% αληίζηνηρα.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη ηεο επίιπζεο ζην 

Adina δηαπηζηψλεηαη φηη ε κέγηζηε απφθιηζε είλαη 2,08% γηα εθαξκνγή ηνπ θνξηίνπ q ζην 

θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο, ελψ φηαλ εθαξκφδεηαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην άλσ πέικα ηεο, 

νη απνθιίζεηο είλαη 1,098% θαη 0,69% αληίζηνηρα. 

Οη απνθιίζεηο κεηαμχ ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ πξνγξάκκαηνο 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Abaqus είλαη ζαθψο κεγαιχηεξεο. Ζ ηάμε απηή ησλ απνθιίζεσλ 

νθείιεηαη θπξίσο ζην γεγνλφο ,φηη θαηά ηελ επίιπζε κέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο Abaqus δελ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γξακκηθφ θνξηίν (Line Load) φπσο γίλεηαη ζην πξφγξακκα Adina αιιά 

θαηαθφξπθε πίεζε (Pressure) γηα λα πξνζνκνηάζεη ηελ δεηνχκελε θφξηηζε.  

 Καηαιήγνληαο, θαίλεηαη φηη νη απνθιίζεηο κεηαμχ ηεο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε θαη 

ηνπ πξνγξάκκαηνο πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina είλαη κεγαιχηεξεο απφ ηηο απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3. Δπνκέλσο, ην ζπκπέξαζκα 

είλαη φηη ε κέζνδνο ηνπ θεθαιαίνπ 4 είλαη ηδηαίηεξα αθξηβήο θαη ηπρφλ απνθιίζεηο νθείινληαη 

ζηηο παξαδνρέο πνπ έγηλαλ, ψζηε λα δηεπθνιπλζεί ε επίιπζε αιιά θαη ζηελ πξνζνκνίσζε ηεο 

ακθηεξείζηνπ κε δέζκεπζε ζηξνθήο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα ζηα άθξα ηεο ζην Adina. 
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Β. Με αμνληθή δύλακε 

 

Έρεη απνδεηρζεί φηη ε θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηελ 

πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ,πνπ θαηαπνλείηαη απφ νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν 

ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

                   
 

 
√              } γηα   <   (πεξίπησζε ζιηπηηθνχ 

θνξηίνπ) 

φπνπ:   
 

 
,   

 

 
,    

   

   
,     

   

   
,    

    

   
,    

    

  
,    

    
 

  
(πεξίπησζε 

εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ) ή    
  

 

  
. 

 Πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ζην Adina θαη ην Abaqus γηα 

δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ πίλαθεο θαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ζηα νπνία ζπγθξίλνληαη νη ζεσξεηηθέο 

επηιχζεηο κε ηηο αξηζκεηηθέο επηιχζεηο ζηα πξνγξάκκαηα: 

 
Πίλαθαο 6.12: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 1εο Φάζεο 

Διεγρνο Πιαζηηθνπνίεζεο ε^2 N 
M 

Θεσξίαο 
M Adina 

Απνθιίζεηο % 

Πξώηεο Φάζεο 

161973,06 OK 0,00 0,000 316,08 312,61 1,099 

159769,98 OK 1,00 70,21 299,64 296,77 0,957 

155245,84 OK 2,00 140,43 282,24 276,70 1,964 

150525,13 OK 3,00 210,65 263,70 256,34 2,792 

145081,08 OK 4,00 280,87 243,75 234,97 3,605 

141932,45 OK 5,00 351,09 222,02 212,92 4,100 

133324,92 OK 6,00 421,31 197,92 190,02 3,990 

126099,50 OK 7,00 491,53 170,44 164,46 3,506 

116731,05 OK 8,00 561,75 137,57 134,15 2,486 

101923,77 OK 9,00 631,96 93,82 92,23 1,698 

178052,58 OK -1,00 -70,21 331,71 331,95 0,073 

193427,95 OK -2,00 -140,44 346,63 349,74 0,897 

209796,94 OK -3,00 -210,66 360,94 369,07 2,253 

226222,99 OK -4,00 -280,86 374,70 388,19 3,602 

242956,31 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

259907,27 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

277764,44 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

295905,50 Πιαζηηθή Πεξ. -- - - - - 

314596,87 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

     Μέζε Απφθιηζε 2,359 



 

 

 

 

123 

 

 
Πίλαθαο 6.13: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 2εο Φάζεο 

N Adina ε^2 Adina 
M*Adina M*ζεσξεηηθό 

Απνθιίζεηο % Γεύηεξεο 

Φάζεο 

0,00 0,00 0,556 0,563 1,099 

69,61 0,99 0,528 0,534 1,005 

137,77 1,96 0,493 0,504 2,199 

205,40 2,93 0,456 0,472 3,318 

270,70 3,86 0,418 0,439 4,773 

366,690 5,22 0,379 0,386 1,835 

404,48 5,76 0,338 0,363 6,832 

474,29 6,75 0,293 0,316 7,387 

547,79 7,80 0,239 0,258 7,291 

627,98 8,94 0,164 0,172 4,759 

-70,27 -1,01 0,591 0,591 0,070 

-141,70 -2,02 0,623 0,618 0,821 

-215,40 -3,07 0,657 0,644 1,986 

-291,00 -4,14 0,691 0,670 3,068 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

   Μέζε Απφθιηζε 3,317 

 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα πνξεία κε ηελ πεξίπησζε ησλ δχν ζηαζεξψλ ξνπψλ ζηα άθξα 

ηεο δνθνχ πξνθχπηνπλ νη παξαπάλσ πίλαθεο ζηνπο νπνίνπο παξνπζηάδεηαη ε κέζε απφθιηζε 

πξψηεο αιιά θαη δεχηεξεο θάζεο βάζεη ηεο νπνίαο πξνθχπηεη ην θάησζη δηάγξακκα. 

΢εκεηψλεηαη πσο κε ζεηηθφ πξφζεκν παξνπζηάδεηαη ε ζιίςε ελψ ν εθειθπζκφο κε 

αξλεηηθφ ελψ ηα απνηειέζκαηα Ν θαη Μ παξνπζηάδνληαη ζε kN. 

Oη απνθιίζεηο κεηαμχ ζεσξεηηθψλ θαη αξηζκεηηθψλ απνηειεζκάησλ παξακέλνπλ 

ηθαλνπνηεηηθέο. 
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 ΢ε απηφ ην ζεκείν ειέγρεηαη θαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο ζπλδπαζκφο νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλνπ θνξηίνπ q ζην κήθνο L=8m ηεο ακθηεξείζηνπ, δηαηνκήο IPE 500 -αμνληθήο 

δχλακεο N,γηα ηνλ νπνίν ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά, κε ζηφρν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

απφθιηζεο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ  

θαη ηελ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην θεθάιαην 4.3.2. 

Απφ ηαπηφρξνλε δξάζε θνξηίνπ q=12,50 kN/m (αληηζηνηρεί ζε ξνπή Μν=100 kNm 

ζην κέζνλ ηεο δνθνχ) θαη αμνληθήο δχλακεο Ν=100 kN ζην Adina, πξνθχπηεη θνξηηζηηθφο 

ζπληειεζηήο load factor=2,446, επνκέλσο έλαο θξίζηκνο ζπλδπαζκφο πνπ πξνθχπηεη είλαη 

q(kN/m)-N(kN)= 30,575-244,6.  

 Με ηε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνχ πξνγξάκκαηνο maple, ζεσξείηαη αμνληθφ θνξηίν 

N=244,6 kN θαη αλαδεηείηαη ην θξίζηκν θνξηίν q, ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ηελ πξνζεγγηζηηθή 

επίιπζε πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 4.3.2.  

 Απφ ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε εμίζσζε ηνπ θεθαιαίνπ 4.3.2 κε εθαξκνγή ζην maple 

γηα αμνληθφ θνξηίν N=244,6 kN πξνθχπηεη θξίζηκε ηηκή νκνηφκνξθνπ θνξηίνπ   q=31,7 kN. 

Παξαηεξείηαη, ινηπφλ φηη ε απφθιηζε είλαη 3,55%, επηβεβαηψλνληαο φηη ε ζεσξεηηθή 

πξνζέγγηζε είλαη ζρεηηθά ηθαλνπνηεηηθή θαη ε φπνηα απφθιηζε νθείιεηαη ζηηο παξαδνρέο πνπ 

έγηλαλ θαη ζηνπο φξνπο πνπ παξαιήθζεθαλ, ψζηε λα δηεπθνιπλζεί ε καζεκαηηθή επίιπζε. 
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6.3.4 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε ξνπή θάκςεσο ζην άθξν ηεο 

 

Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε  

 

 ΢ην θεθάιαην 4.4 κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ Mcr γηα ηε θφξηηζε ηεο 

ακθηέξεηζηεο δνθνχ κε ξνπή θάκςεσο κφλν ζην αξηζηεξφ άθξν ηεο, απνδείρζεθε φηη 

πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

     √      
     

  
       

       

  
   

 

 ΢ηνλ πίλαθα 6.14, πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδνληαη νη θξίζηκεο ξνπέο, νη νπνίεο 

πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε ηε ρξήζε ησλ 

πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina θαη abaqus πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή 

αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη εθαξκνγέο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. Όιεο νη ξνπέο 

    είλαη ζε kNm.  

 
    Πίλαθαο 6.14: Απνηειέζκαηα     

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 528,89 - 

Adina 514,80 2,73 

Abaqus 500,00 5,77 

EC3 525,87 0,58 

 

 Παξαηεξείηαη φηη ε πξνζδηνξηζηηθή κέζνδνο δίλεη πεξίπνπ ην ίδην απνηέιεζκα κε ηνλ 

Δπξσθψδηθα 3, αθνχ ε απφθιηζε είλαη 0,575%. Δπίζεο, εμίζνπ κηθξέο είλαη θαη νη απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ησλ δχν πξνγξακκάησλ, πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ,αθνχ είλαη 2,73% κε ην Adina θαη 5,77% κε ην Abaqus, γεγνλφο πνπ 

θαηαδεηθλχεη κε ηνλ πιένλ αμηφπηζην ηξφπν φηη ε πξνζνκνίσζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηα 

πξνγξάκκαηα  πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, πιεζηάδεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ηνλ 

πξαγκαηηθφ θνξέα θαη ηηο ζπλζήθεο ζηήξημήο ηνπ.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη ηεο επίιπζεο ζην 

Adina θαη ζην Abaqus δηαπηζηψλεηαη φηη νη απνθιίζεηο είλαη 2,1% θαη 5,17% αληίζηνηρα, 

γεγνλφο πνπ εληζρχεη ηνλ ηζρπξηζκφ πεξί θαηαιιειφηεηαο ηεο πξνζνκνίσζεο. 
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Β. Με αμνληθή δύλακε  

 

Έρεη απνδεηρζεί φηη ε θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηε 

θφξηηζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ κε ξνπή θάκςεσο ζην έλα άθξν ηεο ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο 

δχλακεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

                   
 

 
√                γηα    <   (πεξίπησζε ζιηπηηθνχ 

θνξηίνπ) 

φπνπ:   
 

 
,   

 

 
,    

   

   
,     

   

   
,    

    

   
,   

    

  
,    

    
 

  
(πεξίπησζε 

εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ) ή    
  

 

  
. 

 Πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ζην Adina θαη ην Abaqus γηα 

δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ πίλαθεο θαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ζηα νπνία ζπγθξίλνληαη νη ζεσξεηηθέο 

επηιχζεηο κε ηηο αξηζκεηηθέο επηιχζεηο ζηα πξνγξάκκαηα: 

 
Πίλαθαο 6.15: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 1εο Φάζεο 

Διεγρνο Πιαζηηθνπνίεζεο ε^2 N M Θεσξίαο M Adina 
Απνθιίζεηο % 

Πξώηεο Φάζεο 

258409,326 
Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

246277,046 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

248055,682 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

237689,834 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

226643,470 OK 4,000 280,875 405,539 392,200 3,289 

214526,264 OK 5,000 351,094 369,382 357,500 3,217 

200889,048 OK 6,000 421,313 329,277 319,700 2,909 

184833,572 OK 7,000 491,531 283,556 276,900 2,347 

164597,999 OK 8,000 561,750 228,878 225,500 1,476 

135527,559 OK 9,000 631,969 156,095 156,300 0,131 

288309,192 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

308493,925 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

328863,320 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

349396,596 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

369990,129 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

390764,785 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

411625,648 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

432762,551 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

454374,902 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

     Μέζε Απφθιηζε 2,421 
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Πίλαθαο 6.16: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 2εο Φάζεο 

N Adina ε^2 Adina M*Adina M*ζεσξεηηθό Απνθιίζεηο % Γεύηεξεο Φάζεο 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

271,800 3,87 0,698 0,730 4,337 

339,800 4,84 0,636 0,668 4,776 

408,800 5,82 0,569 0,600 5,070 

479,800 6,83 0,493 0,519 5,072 

554,000 7,89 0,401 0,419 4,261 

632,700 9,01 0,278 0,276 0,736 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

   Μέζε Απφθιηζε 3,757 

 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα πνξεία κε ηελ πεξίπησζε ησλ δχν ζηαζεξψλ ξνπψλ ζηα άθξα 

ηεο δνθνχ πξνθχπηνπλ νη παξαπάλσ πίλαθεο ζηνπο νπνίνπο παξνπζηάδεηαη ε κέζε απφθιηζε 

πξψηεο αιιά θαη δεχηεξεο θάζεο βάζεη ηεο νπνίαο πξνθχπηεη ην θάησζη δηάγξακκα. 

΢εκεηψλεηαη πσο κε ζεηηθφ πξφζεκν παξνπζηάδεηαη ε ζιίςε ελψ ν εθειθπζκφο κε 

αξλεηηθφ ελψ ηα απνηειέζκαηα Ν θαη Μ παξνπζηάδνληαη ζε kN θαη kNm. 
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Αμίδεη λα παξαηεξεζεί πσο γηα πνιχ ρακειέο ηηκέο ηνπ ζιηπηηθνχ θνξηίνπ (ε^2 < 4), ε 

παξνχζα δνθφο πιαζηηθνπνηείηαη ιφγσ κεγάισλ ηηκψλ ηεο ξνπήο θαη σο εθ ηνχηνπ δελ 

πξνζδίδεη ζπλερή θακπχιε ζην δηάγξακκα. Γηα επνπηηθνχο ιφγνπο παξνπζηάδεηαη πιήξεο ε 

θακπχιε ησλ ζεσξεηηθψλ αλαιχζεσλ. 

 Σέινο φπσο θαίλεηαη απφ ην δηάγξακκα νη θακπχιεο ησλ δχν πξνγξακκάησλ ζρεδφλ 

ηαπηίδνληαη θαη κεηαμχ ηνπο αιιά θαη κε ηε ζεσξεηηθή, γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ 

αμηνπηζηία ησλ αλαιχζεσλ θαη ησλ απνηειεζκάησλ. 
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6.3.5 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δεύγνο νκόθνξσλ ξνπώλ θάκςεσο ζηα άθξα  

 

Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε  

 

 ΢ην θεθάιαην 4.5 κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ Mcr γηα ηε θφξηηζε ηεο 

ακθηέξεηζηεο δνθνχ κε δεχγνο ξνπψλ θάκςεσο ζηα άθξα ηεο, απνδείρζεθε φηη πεξηγξάθεηαη 

απφ ηε ζρέζε:  

 

     √      
     

  
       

       

  
  

 

 ΢ηνλ πίλαθα 6.17, πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδνληαη νη θξίζηκεο ξνπέο, νη νπνίεο 

πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε ηε ρξήζε ησλ 

πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina θαη abaqus πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή 

αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη εθαξκνγέο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. Όιεο νη ξνπέο 

    είλαη ζε kNm. 

 
    Πίλαθαο 6.17: Απνηειέζκαηα       

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 777,41 - 

Adina 750,2 3,63 

Abaqus 801,8 3,05 

EC3 769,23 1,07 

 

 Παξαηεξείηαη φηη ε πξνζδηνξηζηηθή κέζνδνο δίλεη πεξίπνπ ην ίδην απνηέιεζκα κε ηνλ 

Δπξσθψδηθα 3, αθνχ ε απφθιηζε είλαη 1,07%. Δπίζεο, εμίζνπ κηθξέο είλαη θαη νη απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ησλ δχν πξνγξακκάησλ, πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ,αθνχ είλαη 3,63% κε ην Adina θαη 3,05% κε ην Abaqus, γεγνλφο πνπ 

θαηαδεηθλχεη κε ηνλ πιένλ αμηφπηζην ηξφπν φηη ε πξνζνκνίσζε, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηα 

πξνγξάκκαηα  πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, πιεζηάδεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ηνλ 

πξαγκαηηθφ θνξέα θαη ηηο ζπλζήθεο ζηήξημήο ηνπ.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη ηεο επίιπζεο ζην 

Adina θαη ζην Abaqus δηαπηζηψλεηαη φηη νη απνθιίζεηο είλαη 2,47% θαη 4,06% αληίζηνηρα, 

γεγνλφο πνπ εληζρχεη ηνλ ηζρπξηζκφ πεξί θαηαιιειφηεηαο ηεο πξνζνκνίσζεο. 

  



 

 

 

 

130 

 

6.3.6 Ακθηέξεηζηε δνθόο ππνβαιιόκελε ζε δύν ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα ¼ θαη  ¾ ηνπ 

κήθνπο ηεο  
 

Α. Φσξίο αμνληθή δύλακε  

 

 ΢ην θεθάιαην 4.6 κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ 

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, ην θξίζηκν θνξηίν Pcr θαη ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ Mcr 

απνδείρζεθε φηη πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε:  
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 ΢ηνπο πίλαθεο 6.18,6.19,6.20 πνπ αθνινπζνχλ, παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα θνξηία θαη 

νη θξίζηκεο ξνπέο, φηαλ ηα θνξηία P αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην 

θάησ πέικα θαη, ηα νπνία πξνέθπςαλ κε ηελ εθαξκνγή ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη κε 

ηε ρξήζε ησλ πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ adina θαη abaqus πξαγκαηνπνηψληαο 

γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) αιιά θαη κε ηνλ Δπξσθψδηθα 3. Οη 

εθαξκνγέο πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε πξφηππεο ειαηέο δηαηνκέο IPE (500) κε κήθνο 8 κέηξα. 

Όιεο νη ξνπέο     είλαη ζε kNm θαη ηα    ζε kN. 

 
Πίλαθαο 6.18: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ηα P αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 145,43 290,86 - 

Adina 141,20 282,40 2,98 

EC3 146,29 292,585 0,59 

 

Πίλαθαο 6.19: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ηα P αζθνχληαη ζην άλσ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 103,702 207,40 - 

Adina 111,137 222,274 6,68 

EC3 111,41 222,819 6,90 
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Πίλαθαο 6.20: Απνηειέζκαηα    ,     φηαλ ηα P αζθνχληαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο 

Γηαηνκή Μήθνο (m) Μέζνδνο Pcr Μcr Απνθιίζεηο (%) 

IPE 500 8 

Πξ. Μέζνδνο 203,96 407,92 - 

Adina 190,50 381 7,05 

EC3 191 382 6,78 

 

Παξαηεξείηαη φηη νη απνθιίζεηο ησλ απνηειεζκάησλ κεηαμχ ησλ ηξηψλ κεζφδσλ είλαη 

ζρεηηθά κηθξέο θαη δελ ππεξβαίλνπλ ην 7% ζε θαλέλα ζπλδπαζκφ. Ηδηαίηεξα νη απνθιίζεηο 

κεηαμχ ηεο αξηζκεηηθήο επίιπζεο ζην Adina θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 δελ μεπεξλνχλ ην 3,5%. 

Παξαηίζεληαη παξαθάησ αλαιπηηθά νη κέγηζηεο απνθιίζεηο γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ηα θνξηία 

αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο, ζην άλσ πέικα θαη ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο. 

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Adina ε 

κέγηζηε απφθιηζε είλαη 7,05% θαη παξαηεξείηαη φηαλ ηα θνξηία αζθνχληαη ζην θάησ πέικα 

ηεο δηαηνκήο IPE500 δνθνχ 8  κέηξσλ, ελψ φηαλ αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην άλσ 

πέικα νη απνθιίζεηο είλαη 2,98% θαη 6,68% αληίζηνηρα. 

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 

ε κέγηζηε απφθιηζε είλαη 6,90% ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα θνξηία αζθνχληαη ζην άλσ πέικα 

ηεο δηαηνκήο, ελψ φηαλ αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην θάησ πέικα νη απνθιίζεηο 

είλαη 0,589% θαη 6,78% αληίζηνηρα.  

 ΢πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη ηεο επίιπζεο ζην 

Adina δηαπηζηψλεηαη φηη ε κέγηζηε απφθιηζε είλαη 3,48% γηα εθαξκνγή ησλ θνξηίσλ P ζην 

θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο, ελψ φηαλ εθαξκφδνληαη ζην άλσ θαη θάησ πέικα ηεο νη 

απνθιίζεηο είλαη 0,244% θαη 0,262% αληίζηνηρα.  

 Καηαιήγνληαο, θαίλεηαη φηη νη απνθιίζεηο κεηαμχ ηεο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε θαη 

ηνπ πξνγξάκκαηνο πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina θαη ηνπ Δπξσθψδηθα 3 είλαη ζρεηηθά 

κηθξέο. Δπνκέλσο, ην ζπκπέξαζκα είλαη φηη ε κέζνδνο ηνπ θεθαιαίνπ 4 είλαη ηδηαίηεξα 

αθξηβήο θαη ηπρφλ απνθιίζεηο νθείινληαη ζηηο παξαδνρέο πνπ έγηλαλ κε ηελ απαινηθή 

θάπνησλ φξσλ, ψζηε λα δηεπθνιπλζεί ε επίιπζε αιιά θαη ζηελ πξνζνκνίσζε ηεο 

ακθηεξείζηνπ κε δέζκεπζε ζηξνθήο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα ζηα άθξα ηεο ζην Adina. 
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Β. Με αμνληθή δύλακε 

 

Έρεη απνδεηρζεί φηη ε θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ε ακθηέξεηζηε δνθφο θαηαπνλείηαη κε δχν ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα 1/4 θαη 

3/4 ηνπ κήθνπο ηεο (l)  ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 
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.   Πξαγκαηνπνηψληαο γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ 

ζην Adina θαη ην Abaqus γηα δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο 

ξνπήο Μ πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ πίλαθεο θαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ζηα νπνία 

ζπγθξίλνληαη νη ζεσξεηηθέο επηιχζεηο κε ηηο αξηζκεηηθέο επηιχζεηο ζηα πξνγξάκκαηα: 

 
Πίλαθαο 6.21: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 1εο Φάζεο 

Διεγρνο Πιαζηηθνπνίεζεο ε^2 N 
M 

Θεσξίαο 
Μ Adina 

Απνθιίζεηο % 

Πξώηεο Φάζεο 

146321,24 OK 0,00 0,000 290,91 282,40 2,924 

132213,04 OK 1,00 70,21 275,78 266,46 3,378 

117448,37 OK 2,00 140,43 259,76 249,08 4,113 

102654,62 OK 3,00 210,65 242,70 231,56 4,588 

87553,60 OK 4,00 280,87 224,34 213,44 4,859 

71908,96 OK 5,00 351,09 204,34 194,34 4,893 

55356,02 OK 6,00 421,31 182,15 173,68 4,652 

37340,54 OK 7,00 491,53 156,86 150,57 4,011 

16690,08 OK 8,00 561,75 126,61 123,03 2,830 

-9664,35 OK 9,00 631,96 86,35 85,65 0,816 

161412,52 OK -1,00 -70,21 305,29 300,04 1,718 

175748,37 OK -2,00 -140,44 319,02 316,05 0,933 

190391,50 OK -3,00 -210,66 332,19 332,39 0,059 

205274,36 OK -4,00 -280,86 344,85 348,90 1,173 

220417,38 OK -5,00 -351,09 357,07 365,60 2,388 

235858,27 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

251625,34 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

267763,11 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

284301,958 Πιαζηηθή Πεξ. - - - - - 

     Μέζε Απφθιηζε 2,889 
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Πίλαθαο 6.22: Απνηειέζκαηα     θαη απνθιίζεηο 2εο Φάζεο 

N Adina ε^2 Adina M*Adina M*ζεσξεηηθό Απνθιίζεηο % Γεύηεξεο Φάζεο 

0,00 0,00 0,503 0,518 2,924 

67,85 0,97 0,474 0,492 3,561 

134,66 1,92 0,443 0,465 4,611 

200,99 2,86 0,412 0,436 5,530 

267,23 3,81 0,380 0,406 6,396 

333,91 4,76 0,346 0,373 7,196 

401,75 5,72 0,309 0,336 7,909 

471,83 6,72 0,268 0,293 8,385 

545,85 7,77 0,219 0,239 8,229 

626,87 8,93 0,152 0,160 4,714 

-69,01 -0,98 0,534 0,543 1,640 

-139,13 -1,98 0,563 0,567 0,855 

-210,78 -3,00 0,592 0,591 0,052 

-284,17 -4,05 0,621 0,615 1,003 

-359,48 -5,12 0,651 0,638 1,979 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

- - - - - 

   Μέζε Απφθιηζε 4,332 

 

 Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα πνξεία κε ηελ πεξίπησζε ησλ δχν ζηαζεξψλ ξνπψλ ζηα άθξα 

ηεο δνθνχ πξνθχπηνπλ νη παξαπάλσ πίλαθεο ζηνπο νπνίνπο παξνπζηάδεηαη ε κέζε απφθιηζε 

πξψηεο αιιά θαη δεχηεξεο θάζεο βάζεη ηεο νπνίαο πξνθχπηεη ην θάησζη δηάγξακκα. 

΢εκεηψλεηαη πσο κε ζεηηθφ πξφζεκν παξνπζηάδεηαη ε ζιίςε ελψ ν εθειθπζκφο κε 

αξλεηηθφ ελψ ηα απνηειέζκαηα Ν θαη Μ παξνπζηάδνληαη ζε kN θαη kNm αληίζηνηρα. 

Oη απνθιίζεηο κεηαμχ ζεσξεηηθψλ θαη αξηζκεηηθψλ απνηειεζκάησλ παξακέλνπλ 

ηθαλνπνηεηηθέο. 
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Παξαηεξείηαη ζην δηάγξακκα ,πσο ε θακπχιε ηνπ πξνγξάκκαηνο adina ζρεδφλ 

ηαπηίδεηαη κε ηε ζεσξεηηθή, γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ αμηνπηζηία ησλ αλαιχζεσλ θαη 

ησλ απνηειεζκάησλ. 
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6.3.7 Δληαία θακπύιε αμνληθώλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ 

 

Αθνινπζεί έλα ζπγθεληξσηηθφ δηάγξακκα θξίζηκεο ξνπήο-αμνληθήο δχλακεο, ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο θακπχιεο φισλ ησλ θνξηίζεσλ, πνπ εμήρζεζαλ παξαπάλσ θαη ζην 

νπνίν θαίλεηαη ε ζρέζε ηνπ ζπληειεζηή C1, αλάινγα κε ηε θφξηηζε. ΢πγθεθξηκέλα γηα δεχγνο 

ζηαζεξψλ ξνπψλ ζηα άθξα είλαη C1=1,00, γηα ην ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ 

αιιά θαη γηα ηελ πεξίπησζε ησλ ζπγθεληξσκέλσλ θνξηίσλ ζηα ¼ θαη ¾ ηνπ κήθνπο ηεο είλαη 

C1=1,35 θαη C1=1,046, γηα ην νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν είλαη C1=1,13, ελψ γηα ηε 

κία ζηαζεξή ξνπή ζην έλα άθξν ηεο δνθνχ είλαη C1=1,88. Παξαηεξείηαη ζην δηάγξακκα, πνπ 

αθνινπζεί, φηη ε ζρέζε ησλ παξαπάλσ ζπληειεζηψλ επηβεβαηψλεηαη. 

 

 

 
 

΢ε απηφ ην ζεκείν γίλεηαη έιεγρνο ηπραίσλ ηηκψλ ηεο αμνληθήο γηα λα εμεηαζηεί εάλ νη 

παξαπάλσ ιφγνη ησλ ζπληειεζηψλ C1 δηαηεξνχληαη πεξίπνπ ζηαζεξνί ή κεηαβάιινληαη. 

Σα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ θάησζη πίλαθα : 
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 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

0,8 554,38 

122,83 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν 134,13 1,09 1,13 3,360 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν 161,24 1,31 1,35 2,761 

Μία Ρνπή 224,90 1,83 1,88 2,604 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 123,03 1,001 1,046 4,398 

 
 

 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

0,6 415,77 

172,66 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν 189,75 1,10 1,13 2,741 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν 224,93 1,30 1,35 3,499 

Μία Ρνπή 319,70 1,85 1,88 1,509 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 173,89 1,01 1,046 3,444 

 

 

 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

0,4 277,22 

208,65 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν 234,94 1,13 1,13 0,353 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν 278,39 1,33 1,35 1,168 

Μία Ρνπή 390,73 1,87 1,88 0,391 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 209,75 1,01 1,046 3,444 
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 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

0,2 138,61 

247,74 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν 276,73 1,12 1,13 1,148 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν 322,54 1,30 1,35 3,561 

Μία Ρνπή 456,11 1,84 1,88 2,070 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 248,05 1 1,046 4,398 

 

 

 

 

 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

-0,2 -138,61 

314,66 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν 349,53 1,11 1,13 1,698 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν - - 1,35 - 

Μία Ρνπή - - 1,88 - 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 315,05 1 1,046 4,398 

 

 

 ε^2/π^2 Ν Μ Λόγνο 

Μ/Μν 

Λόγνο 

Δπξσθώδηθα 

Απόθιηζε 

% 

΢ηαζεξέο Ρνπέο 

-0,4 -277,22 

348,13 - - - 

Οκνηφκνξθν Καηαλεκεκέλν - - 1,13 - 

΢πγθεληξσκέλν ζην Μέζν - - 1,35 - 

Μία Ρνπή - - 1,88 - 

Γχν ΢πγθεληξσκέλα Φνξηία 349,24 1 1,046 4,398 

 
Παξαηεξήζεηο: 

Έλα ζεκαληηθφ ζπκπέξαζκα, πνπ εμάγεηαη απφ ηελ αλάιπζε ζηνπο παξαπάλσ πίλαθεο 

είλαη φηη ε αλαινγία ησλ ζπληειεζηψλ C1 δηαηεξείηαη ζηαζεξή ή κεηαβάιιεηαη ειάρηζηα γηα 

ηηο δηάθνξεο ηηκέο αμνληθήο δχλακεο. Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ πξψην πίλαθα γηα αμνληθή 

δχλακε             ε θξίζηκε ξνπή ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηηο ζηαζεξέο ξνπέο 

είλαη                  , γηα ην νκνηφκνξθν θνξηίν είλαη               , γηα ην 

ζπγθεληξσκέλν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ είλαη                , γηα ηε ξνπή ζην έλα άθξν 



 

 

 

 

138 

 

είλαη                 θαη γηα ηα δχν ζπγθεληξσκέλα θνξηία είλαη      
          .  Οη παξαπάλσ ηηκέο αληηζηνηρνχλ ζε ζπληειεζηέο C1 = 1,09 κε απφθιηζε 3,36% 

γηα ην νκνηφκνξθν, C1=1,31 κε απφθιηζε 2,761% γηα ην ζπγθεληξσκέλν ζην κέζν, C1=1,83 

κε απφθιηζε 2,604% γηα ηε κία ξνπή θαη C1=1,00 κε απφθιηζε 4,398% γηα ηα δχν 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα L/4 θαη 3L/4 ηεο δνθνχ.  

  

 Όκνηα γηα  αμνληθή δχλακε             ε θξίζηκε ξνπή ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ γηα 

ηηο ζηαζεξέο ξνπέο είλαη                 , γηα ην νκνηφκνξθν θνξηίν είλαη     
           γηα ην ζπγθεληξσκέλν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ είλαη                , γηα 

ηε ξνπή ζην έλα άθξν είλαη                θαη γηα ηα δχν ζπγθεληξσκέλα θνξηία είλαη 

              . Οη παξαπάλσ ηηκέο αληηζηνηρνχλ ζε ζπληειεζηέο C1 = 1,13 κε απφθιηζε 

0,353% γηα ην νκνηφκνξθν, C1=1,33 κε απφθιηζε 1,168% γηα ην ζπγθεληξσκέλν ζην κέζν, 

C1=1,87 κε απφθιηζε 0,391% γηα ηε κία ξνπή θαη C1=1,00 κε απφθιηζε 4,398% γηα ηα δχν 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα L/4 θαη 3L/4 ηεο δνθνχ. 

 Με ηνλ ίδην ηξφπν πξαγκαηνπνηείηαη ε αλάιπζε θαη γηα ηα άιια αμνληθά θνξηία, 

δηαπηζηψλνληαο φηη νη ζπληειεζηέο C1 δηαηεξνχληαη ζρεδφλ ζηαζεξνί, γεγνλφο πνπ 

απνδεηθλχεη κε ηνλ πιένλ θαηάιιειν ηξφπν ηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ.  
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6.4 Γηεξεύλεζε ζπληειεζηώλ C1 αλάινγα κε ηε ζέζε επηβνιήο ηνπ θνξηίνπ 

 
 Έλα ζεκαληηθφ ηκήκα ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο απνηειεί ε δηεξεχλεζε ησλ 

ζπληειεζηψλ C1 ηεο θξίζηκεο ξνπήο πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ αλάινγα κε ηε ζέζε εθαξκνγήο ησλ 

θαηαθφξπθσλ θνξηίσλ, θαζψο επεξεάδνπλ ηε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ Mcr.   

Όπσο πξνέθπςε ζε πξνεγνχκελεο αλαιχζεηο ε Mcr ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο 

απμάλεηαη, φηαλ ηα θαηαθφξπθα θνξηία αζθνχληαη ζην θάησ πέικα ελψ κεηψλεηαη φηαλ 

αζθνχληαη ζην άλσ πέικα ζπγθξηηηθά κε ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Πξνθεηκέλνπ 

ινηπφλ, λα βξεζεί ζε ηη πνζνζηφ κεηαβάιινληαη νη ζπληειεζηέο C1 γηα ηηο δηαθνξεηηθέο 

πεξηπηψζεηο θαηαθφξπθσλ θνξηίζεσλ, φηαλ εθαξκφδνληαη ζην άλσ θαη θάησ πέικα ζρεηηθά 

κε ηελ πεξίπησζε πνπ εθαξκφδνληαη ζην θέληξν βάξνπο ησλ δηαηνκψλ, πξαγκαηνπνηήζεθαλ 

γξακκηθέο αλαιχζεηο ιπγηζκνχ ζε δνθνχο 8 m, δηαηνκψλ IPE 600, IPE 550, IPE 500 

δηαηεξψληαο θάζε θνξά ζηαζεξέο ηηο αμνληθέο δπλάκεηο θαη κεηαβάιινληαο ηα θαηαθφξπθα 

θνξηία q ή P, άξα ηηο ξνπέο Μ αλάινγα κε ηνπο ιφγνπο Μ/Ν φπσο θαίλεηαη θαη ζηνπο πίλαθεο 

ηεο παξαγξάθνπ 6.3. 

Οπζηαζηηθά γηα θάζε θφξηηζε ζε φιεο ηηο αλαιχζεηο νη αμνληθέο δπλάκεηο Ν, νη νπνίεο 

αζθνχληαη ζην θέληξν βάξνπο ησλ αθξαίσλ δηαηνκψλ, παξακέλνπλ ζηαζεξέο θαη 

κεηαβάιιεηαη ζε θάζε βήκα ε ξνπή Μ αλάινγα κε ηνπο ιφγνπο M/N, νη νπνίνη πξνθχπηνπλ 

απφ ηηο ζεσξεηηθέο επηιχζεηο. Δπνκέλσο, ζην Adina δηαηεξψληαο ζηαζεξέο αμνληθέο Ν θαη 

κεηαβάιινληαο ηηο ξνπέο Μ ή πξνηηκφηεξν ηα θνξηία q θαη P, πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ξνπέο 

αλάινγα κε ηε θφξηηζε, πξνθχπηεη ζε θάζε βήκα έλαο θξίζηκνο ζπλδπαζκφο αμνληθήο 

δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ. Γηαηξψληαο ηελ θξίζηκε ξνπή  Μcr ηνπ θάζε βήκαηνο, 

φηαλ ην θνξηίν αζθείηαη ζην άλσ ή ζην θάησ πέικα, κε ηε Mcr φηαλ ην θνξηίν αζθείηαη ζην 

θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο, πξνθχπηεη έλαο κέζνο ζπληειεζηήο C1 γηα ηα άλσ θαη θάησ 

πέικαηα θαη ν νπνίνο είλαη αλάινγνο ηεο ιπγεξφηεηαο θαη ηεο δπζθακςίαο ηεο θάζε 

δηαηνκήο. Παξνπζηάδνληαη παξαθάησ ππφ κνξθή πηλάθσλ (Πίλαθεο 6.23 θαη 6.24) ηα 

απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ θαη αθνινπζεί ζρνιηαζκφο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ 

πξνθχπηνπλ: 

 
Πίλαθαο 6.23: ΢πληειεζηέο C1 γηα ηελ θαζ’χςνο κεηαβνιή ησλ θαηαθφξπθσλ θνξηίσλ  

Φόξηηζε Γηαηνκή L(m) C1(Κ.Β) C1(Άλσ πέικα) C1(Κάησ πέικα) 

 

IPE 500 

8 

1,35 1,136 1,611 

IPE 550 1,35 1,132 1,621 

IPE 600 1,35 1,131 1,628 

 

IPE 500 

8 

1,13 0,961 1,286 

IPE 550 1,13 0,965 1,293 

IPE 600 1,13 0,960 1,282 

 

IPE 500 

8 

1,04 0,910 1,170 

IPE 550 1,04 0,905 1,175 

IPE 600 1,04 0,905 1,178 
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Πίλαθαο 6.24: Πξνηεηλφκελνη κέζνη ζπληειεζηέο C1 αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ θνξηίνπ θαζ’χςνο  

Φόξηηζε Πξνηεηλόκελνη ζπληειεζηέο C1 
Απνθιίζεηο C1 από 

Κ.Β(%) 

 

Κ.Β 1,35 - 

Άλσ πέικα 1,133 -19,15 

Κάησ πέικα 1,62 16,67 

 

Κ.Β 1,13 - 

Άλσ πέικα 0,962 -17,46 

Κάησ πέικα 1,287 12,19 

 

Κ.Β 1,04 - 

Άλσ πέικα 0,907 -14,66 

Κάησ πέικα 1,174 11,41 

 
 Οη πξνηεηλφκελνη ζπληειεζηέο C1 γηα ην άλσ θαη ην θάησ πέικα ησλ δηαηνκψλ 

αλάινγα κε ηηο θνξηίζεηο ηνπ πίλαθα 6.24, πξνθχπηνπλ σο κέζε ηηκή ησλ ζπληειεζηψλ C1 

ηνπ πίλαθα 6.23 γηα ηηο δηάθνξεο δηαηνκέο IPE απφ ηηο αλαιχζεηο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ 

ζην Adina. Αμίδεη λα ηνληζηεί φηη νη ζπληειεζηέο απηνί είλαη αλάινγνη ηεο ιπγπξφηεηαο (ι) 

θαη ηεο δπζθακςίαο ηεο εθάζηνηε δηαηνκήο.  

Οη παξαπάλσ ζπληειεζηέο, ινηπφλ αλαθέξνληαη κφλν ζε δηαηνκέο IPE, αθνχ δελ 

έγηλαλ αληίζηνηρεο αλαιχζεηο γηα άιιεο δηαηνκέο φπσο HEA ή HEB, αθνχ δελ ήηαλ 

αληηθείκελν ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. ΢πλεπψο, δε γεληθεχνληαη νη κέζνη πξνηεηλφκελνη 

ζπληειεζηέο C1  γηα φιεο ηηο πξφηππεο δηαηνκέο, πξάγκα ην νπνίν κπνξεί λα απνηειέζεη ην 

έλαπζκα γηα ηελ εθπφλεζε αληίζηνηρσλ δηπισκαηηθψλ ζην κέιινλ.
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7. Σπκπεξάζκαηα  

 

 ΢ην θεθάιαην απηφ νινθιεξψλεηαη ε δηπισκαηηθή εξγαζία κε ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ 

ζπκπεξαζκάησλ απφ ηηο αλαιπηηθέο θαη αξηζκεηηθέο επηιχζεηο, πνπ πξνεγήζεθαλ. 

Οπζηαζηηθά, ζπλνςίδνληαη νη παξαηεξήζεηο θαη νη παξαδνρέο,πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζηηο 

ζεσξεηηθέο πξνζεγγίζεηο γηα ηελ εχξεζε ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ γηα ηελ 

εθάζηνηε πεξίπησζε θφξηηζεο κε ή ρσξίο ηε δξάζε αμνληθνχ θνξηίνπ. Δπίζεο, ζρνιηάδεηαη  ν 

ηξφπνο πξνζνκνίσζεο ησλ δηαθφξσλ δνθψλ δηαηνκήο IPE, θαζψο θαη νη αλαιχζεηο πνπ 

εθηειέζηεθαλ ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηηο 

αλάγθεο ηεο εξγαζίαο, πξνθεηκέλνπ λα βξεζεί ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ 

ιπγηζκνχ. ΢ηφρνο ήηαλ ε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κεηαμχ ησλ ζεσξεηηθψλ- 

πξνζεγγηζηηθψλ αλαιχζεσλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ αξηζκεηηθψλ, ψζηε λα παξαρζνχλ 

ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ην θαηλφκελν ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ. 

 Μειεηήζεθαλ θακπηψκελεο δνθνί κε ή ρσξίο αμνληθφ θνξηίν γηα δηάθνξνπο ηχπνπο 

θακπηηθνχ θνξηίνπ κέζσ πξνζεγγηζηηθήο ζεσξεηηθήο αλάιπζεο αιιά θαη κέζσ εθαξκνγήο 

εκπνξηθψλ πξνγξακκάησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ (Adina θαη Abaqus) 

  Έλαο ηξφπνο επίιπζεο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ 

πξαγκαηνπνηείηαη κε κία απζηεξά καζεκαηηθή ζεσξεηηθή ιχζε πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνπο 

Σimoshenko θαη Gere (1961). Ωζηφζν, ε κεζνδνινγία απηή είλαη αξθεηά πνιχπινθε, 

ζπλεπψο εθαξκφζηεθε κία δηαθνξεηηθή κεζνδνινγία, κέζσ ηεο νπνίαο ηα απνηειέζκαηα πνπ 

πξνθχπηνπλ έρνπλ ηνλ επηζπκεηφ βαζκφ αθξίβεηαο παξά ην γεγνλφο φηη ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

θάπνηεο παξαδνρέο γηα λα επηιπζεί ην πξφβιεκα.  
Γηα ηηο πξνζδηνξηζηηθέο κεζφδνπο, πνπ αλαπηχρζεθαλ γηα ηελ εχξεζε ηνπ θξίζηκνπ 

ειαζηηθνχ θνξηίνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ, έρεη απνδεηρζεί κε απζηεξά καζεκαηηθφ 

ηξφπν φηη ην θνξηίν ιπγηζκνχ πξνζδηνξίδεηαη βάζεη κίαο επαλαιεπηηθήο δηαδηθαζίαο, ε νπνία 

δίλεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα απφ ηνλ πξψην θηφιαο θχθιν επαλάιεςεο. ΢θνπφο είλαη ε 

εθαξκνγή θαη ε αλάπηπμε κίαο ηππνπνηεκέλεο κεζνδνινγίαο γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

Οη θξίζηκεο ξνπέο γηα ζπγθεθξηκέλε ζηάζκε αμνληθνχ θνξηίνπ θαη γηα δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο εγθάξζηαο θφξηηζεο πξνθχπηνπλ απφ ηελ θξίζηκε ξνπή γηα πεξίπησζε 

νκνηφκνξθεο ξνπήο θαη γηα ίδηα ζηάζκε αμνληθνχ θνξηίνπ επί έλα ζπληειεζηή C1 

(δηαθνξεηηθφ γηα θάζε πεξίπησζε θφξηηζεο) πεξίπνπ ίδην γηα ηηο αληίζηνηρεο πεξηπηψζεηο 

θάκςεο ρσξίο αμνληθφ θνξηίν. 

Καη’απηφλ ηνλ ηξφπν αλαπηχρζεθε κία πξνζδηνξηζηηθή κέζνδνο γηα ηελ εχξεζε ηνπ 

ειαζηηθνχ θνξηίνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ ζε ακθηέξεηζηεο δνθνχο δηαηνκήο I (IPE 600, IPE 

550, IPE 500), κήθνπο 8 m γηα κία ζεηξά θνξηίζεσλ φπσο νη νκφθνξεο ξνπέο ζηα άθξα, ην 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν, ην ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ αιιά θαη 

ηα δχν ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα ¼ θαη ¾ ηνπ κήθνπο ηεο,νη νπνίεο είραλ ζπκκεηξία 

θνξηίζεσο, ελ αληηζέζεη κε ην ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην L/4  ηε ξνπή κφλν ζην έλα άθξν 

θαη ηηο αληίθνξεο ξνπέο ζηα δχν άθξα πνπ είλαη αζχκκεηξεο θνξηίζεηο. Οη επηιχζεηο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε ηαπηφρξνλε ή κε εθαξκνγή αμνληθνχ θνξηίνπ. ΢ηε ζπλέρεηα, 

αθνινχζεζε γξακκηθή ειαζηηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ (linear buckling analysis) κε ηα 

πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Αdina θαη Αbaqus, ψζηε λα ζπγθξηζνχλ ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ. Ο ιφγνο κάιηζηα, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ δχν πξνγξάκκαηα 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη γηα λα ειεγρζεί ε αμηνπηζηία ησλ πξνγξακκάησλ απηψλ θαη λα 

ζπγθξηζνχλ ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα πνπ εμήρζεζαλ απφ ην θαζέλα. ΢χγθξηζε έγηλε, 

επίζεο θαη κε ηνλ θαλνληζκφ, εηδηθφηεξα κε ηηο δηαηάμεηο ηνπ Δπξσθψδηθα 3, ζηνλ νπνίν 

πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ην θαηλφκελν ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ. Σα απνηειέζκαηα 

απφ ηελ εθαξκνγή ησλ ηξηψλ απηψλ κεζφδσλ είραλ κηθξέο απνθιίζεηο κεηαμχ ηνπο ηεο 

ηάμεσο ηνπ 2% εσο 4%. Ηδηαίηεξα ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζδηνξηζηηθήο κεζφδνπ θαη ηνπ 
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θαλνληζκνχ έδσζαλ απνθιίζεηο 0,5%-1% ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο. Σν κέγεζνο ησλ 

απνθιίζεσλ ππνδειψλεη φηη νη παξαδνρέο πνπ έγηλαλ γηα ηηο αλάγθεο ηεο αλαιπηηθήο 

επίιπζεο ήηαλ νξζέο, δηφηη νη φξνη πνπ ηειηθά παξαιείθζεθαλ, πξνθεηκέλνπ λα δηεπθνιπλζεί 

ε επίιπζε δελ είραλ ζεκαληηθή ζπλεηζθνξά ζην ηειηθφ απνηέιεζκα. Απνδεηθλχεηαη, κάιηζηα 

φηη ε πξνζνκνίσζε ησλ θνξέσλ ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ήηαλ φζν ην 

δπλαηφλ θνληά ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, γεγνλφο πνπ νθείιεηαη ζηελ ππθλή δηαθξηηνπνίεζε ησλ 

θνξέσλ κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία (θειχθνπο - shell elements ζην adina θαη ηξηζδηάζηαηα- 

solid elements ζην abaqus) αιιά θαη ζηελ επηινγή ησλ θαηάιιεισλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ, 

αθνχ ηειηθά ρξεζηκνπνηήζεθαλ δηραισηέο ζηεξίμεηο γηα ηελ πξνζνκνίσζε. Όζνλ αθνξά ηνλ 

Δπξσθψδηθα 3 (EC-3) ε ζχγθξηζε κε ηελ πξνζεγγηζηηθή κέζνδν πξαγκαηνπνηήζεθε 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ θξίζηκε ξνπή   

      

     
     

   
 

  
  

  
  

 
        

     
            

                   

ζρέζε πνπ ππάξρεη ζηηο δηαηάμεηο ηνπ θαλνληζκνχ θαη αθνξά ηνλ ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ 

γηα εθαξκνγή ησλ θνξηίσλ ζε θάζε ζέζε θαζ’χςνο ηεο δηαηνκήο γηα ηηο δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο θνξηίζεσλ. Καη’απηφλ ηνλ ηξφπν πξνέθπςαλ νη απνθιίζεηο κεηαμχ ζεσξεηηθήο-

πξνζεγγηζηηθήο κεζφδνπ θαη Δπξσθψδηθα 3. 

Σα θαηαθφξπθα θνξηία (νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν, ζπγθεληξσκέλν θνξηίν 

ζην κέζνλ ηεο δνθνχ, δχν ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα ¼ θαη ¾ ηνπ κήθνπο ηεο δνθνχ) 

εθαξκφζηεθαλ φρη κφλν ζην θέληξν βάξνπο ησλ δηαηνκψλ αιιά θαη ζην άλσ θαη ζην θάησ 

πέικα κε ηαπηφρξνλε εθαξκνγή αμνληθήο δχλακεο, γηαηί απηφο ν ηξφπνο θφξηηζεο είλαη ν 

πιένλ αληηπξνζσπεπηηθφο ησλ θνξηίζεσλ πνπ γίλνληαη ζηελ πξάμε θαη αθνξνχλ ηηο 

κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο. Σν ζπνπδαηφηεξν ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη είλαη φηη γηα ηηο 

ακθηέξεηζηεο δνθνχο δηαθφξσλ δηαηνκψλ I (IPE 600 , IPE 550 ,IPE 500) γηα θνηλφ κήθνο l=8 

m θαη γηα φιεο ηηο πεξηπηψζεηο θαηαθφξπθσλ θνξηίσλ νη απνθιίζεηο ησλ θξίζηκσλ κεγεζψλ 

απφ ηελ εθαξκνγή ησλ θνξηίσλ ζην άλσ πέικα, ζην θέληξν βάξνπο θαη ζην θάησ πέικα 

αληίζηνηρα απμαλφηαλ αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ θνξηίνπ ζε θάζε δνθφ αιιά ήηαλ πνιχ κηθξέο 

γηα ην ίδην κήθνο δνθνχ, ηελ ίδηα θφξηηζε θαη γηα δηαθνξεηηθέο δηαηνκέο. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

ην θξίζηκν θνξηίν ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ είρε ηε κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ, φηαλ ην 

θαηαθφξπθν θνξηίν εθαξκνδφηαλ ζην θάησ πέικα ηεο δηαηνκήο θαη κεησλφηαλ αλεβαίλνληαο 

πξνο ην άλσ πέικα, έσο φηνπ ιάβεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ, ε νπνία παξνπζηαδφηαλ γηα 

εθαξκνγή ηνπ θνξηίνπ ζην άλσ πέικα. Ζ κείσζε ηνπ θξίζηκνπ ειαζηηθνχ θνξηίνπ 

ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ θαηά ηε κεηαθίλεζε ησλ θνξηίσλ απφ ην θέληξν βάξνπο ησλ 

δηαηνκψλ πξνο ην άλσ πέικα αιιά θαη ε αχμεζή ηνπ θαηά ηε κεηαθνξά ησλ θνξηίσλ ζην 

θάησ πέικα ησλ δηαηνκψλ IPE, ακθηεξείζησλ δνθψλ κήθνπο 8 m, ήηαλ αλάινγε γηα ηηο 

δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο θνξηίζεσλ. Απφ ηηο αλαιχζεηο, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ πξνέθπςε 

φηη νη ζπληειεζηέο C1, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ ειαζηηθή θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ ηνπ Δπξσθψδηθα 3 θαη εμαξηψληαη απφ ηηο ζπλζήθεο θφξηηζεο θαη ζηξεπηηθήο 

ζηήξημεο αλάινγα κε ην ζεκείν εθαξκνγήο ησλ θνξηίσλ θαζ’χςνο ηεο δηαηνκήο, είλαη 

αλάινγνη ηφζν κε ηε ιπγεξφηεηα φζν θαη κε ηε δπζθακςία ηεο δηαηνκήο. ΢πλεπψο, 

πξνηείλνληαη κέζνη ζπληειεζηέο C1, νη νπνίνη αλαθέξνληαη κφλν ζε δηαηνκέο IPE, αθνχ δελ 

έγηλαλ αληίζηνηρεο αλαιχζεηο γηα άιιεο δηαηνκέο φπσο HEA ή HEB, αθνχ δελ ήηαλ 

αληηθείκελν ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, νπφηε δε γεληθεχνληαη νη ζπληειεζηέο C1  γηα φιεο 

ηηο πξφηππεο δηαηνκέο, πξάγκα ην νπνίν κπνξεί λα απνηειέζεη ην έλαπζκα γηα ηελ εθπφλεζε 

αληίζηνηρσλ δηπισκαηηθψλ ζην κέιινλ.  

 Αθνινπζεί ν ζπγθεληξσηηθφο πίλαθαο κε ηε θφξηηζε, ηνπο κέζνπο πξνηεηλφκελνπο 

ζπληειεζηέο    γηα ην άλσ θαη θάησ πέικα θαη νη απνθιίζεηο ησλ ηηκψλ απηψλ απφ ηηο 

αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ    γηα ην θέληξν βάξνπο ησλ δηαηνκψλ. Ζ αλάιπζε απηή 

πξαγκαηνπνηήζεθε ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε       
 

 
√               γηα 
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δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο αμνληθήο δχλακεο Ν θαη θακπηηθήο ξνπήο Μ. Δπνκέλσο, νη 

ζπληειεζηέο πνπ αθνινπζνχλ αθνξνχλ κφλν ηηο ηξείο πεξηπηψζεηο εγθάξζηαο θφξηηζεο 

ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο.  

            Αλαθεξφκελνη ζηα κνληέια πνπ κειεηήζεθαλ γηα πεξηπηψζεηο πνπ ην θνξηίν 

εθαξκφδεηαη ζην θάησ πέικα ηεο δνθνχ παξαηεξήζεθε αχμεζε ζηελ θξίζηκε ξνπή θαηά 11% 

έσο 16% ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε εθαξκνγήο ηνπ θνξηίνπ ζην θέληξν βάξνχο-θέληξν 

δηάηκεζεο (δηαηνκέο δηπιήο ζπκκεηξίαο). Δλψ γηα ηελ πεξίπησζε εθαξκνγήο ηνπ θνξηίνπ ζην 

άλσ πέικα παξαηεξήζεθε κείσζε ηεο αληίζηνηρεο θξίζηκεο ξνπήο 14% έσο 19%. 

 Δίλαη γλσζηφ απφ ηνπο πίλαθεο ηνπ Δπξσθψδηθα 3 φηη αλ ε θξίζηκε ξνπή 

ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ κίαο δνθνχ, ε νπνία θαηαπνλείηαη κε ίζεο ξνπέο ζηα άθξα ηεο 

είλαη     , ηφηε ε θξίζηκε ξνπή δνθνχ κε ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο ηζνχηαη κε 

1.35*M0cr, κε νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν ηζνχηαη κε 1.13*    , κε δχν 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία ζηα ¼ θαη ¾ ηνπ κήθνπο ηεο ηζνχηαη κε 1.046*    , γηα ην 

ζπγθεληξσκέλν ζηα ¼ ηνπ κήθνπο ηζνχηαη κε 1.44*    θαη γηα ηε κία ζηαζεξή ξνπή ζην έλα 

άθξν ηεο δνθνχ ε θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ είλαη 1.88*    , φπνπ νη ηηκέο 1.35, 

1.13, 1.046, 1.44, 1.88 αλαθέξνληαη ζην ζπληειεζηή    γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ακθηέξεηζηεο 

δνθνχ, φηαλ ην θνξηίν εθαξκφδεηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο.  

Πξνηείλεηαη, ινηπφλ κία κηθξή ηξνπνπνίεζε ηεο θξίζηκεο ξνπήο  πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

ζπλαξηήζεη ηεο αμνληθήο δχλακεο ζηελ πεξίπησζε πνπ ε δνθφο είλαη ακθηέξεηζηε, δηαηνκήο 

IPE, κήθνπο 8 m θαη θνξηίδεηαη κε θαηαθφξπθα θνξηία φπσο ην νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν, 

ην ζπγθεληξσκέλν ζην κέζν θαη ηα δχν ζπγθεληξσκέλα ζηα L/4 θαη 3L/4.  

 ΢ηηο ζεσξεηηθέο επηιχζεηο, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζην θεθάιαην 4 ε γσλία ζηξνθήο 

θ πξνζεγγίζηεθε ηφζν κε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε φζν θαη κε εκηηνλνεηδή. Παξαηεξήζεθε 

φηη ε ζπλάξηεζε πνιπσλχκνπ πξνζεγγίδεη κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα ηελ πξαγκαηηθή ιχζε, 

θαζψο νη απνθιίζεηο κε ηνλ EC3 αιιά θαη κε ην Αdina ήηαλ ζρεηηθά κηθξέο. Απηφ 

ελδερνκέλσο λα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη γηα ηελ εκηηνλνεηδή πξνζέγγηζε δελ έρεη ιεθζεί 

ππφςηλ ηεο ζεηξάο κφλν νη δχν πξψηνη φξνη ηεο ζεηξάο McLaurin. Δπηπιένλ πηζαλφο ιφγνο 

απφθιηζεο κε ηελ εκηηνλνεηδή πξνζέγγηζε απνηειεί θαη ην γεγνλφο φηη ην πξφγξακκα 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina ρξεζηκνπνηεί πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο γηα ηηο αξηζκεηηθέο 

επηιχζεηο.  

 Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη γηα ηελ πξνζνκνίσζε ησλ δνθψλ θαη ηδηαίηεξα ησλ ζπλζεθψλ 

ζηήξημήο ηνπο ζηα πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Αdina  θαη Αbaqus έγηλαλ αξθεηέο 

δνθηκέο. Δπεηδή ζηηο πξνζδηνξηζηηθέο κεζφδνπο ζεσξήζεθε φηη ηα άθξα ηεο δνθνχ κπνξνχλ 

λα ζηξεβισζνχλ ειεχζεξα, θξίζεθε πην αμηφπηζηε ε δέζκεπζε κφλν ηνπ θνξκνχ θαη ηνπ θάησ 

πέικαηνο, θαζψο ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθππηαλ ήηαλ πεξηζζφηεξν αθξηβή απφ ηελ 

πεξίπησζε πνπ πξαγκαηνπνηνχληαλ δέζκεπζε νιφθιεξεο ηεο αθξαίαο δηαηνκήο. Δπνκέλσο, 

γηα ηελ θαηαιιειφηεξε πξνζνκνίσζε ησλ ζηεξίμεσλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ rigid links 

(άθακπηνη ζχλδεζκνη), νη νπνίνη ζπλδένπλ ην κεζαίν θφκβν ηεο εθάζηνηε αθξαίαο δηαηνκήο 

κε ηνπο ππφινηπνπο θφκβνπο θνξκνχ αιιά θαη ηνπο θφκβνπο ηνπ άλσ θαη θάησ πέικαηνο, ζε 

φιεο ηηο δνθηκέο πνπ έγηλαλ θαη ζηα δχν πξνγξάκκαηα. Οπζηαζηηθά, ζηε κία αθξαία δηαηνκή 

ν κεζαίνο θφκβνο δεζκεχεηαη σο πξνο ηηο κεηαηνπίζεηο πξνο φιεο ηηο δηεπζχλζεηο θαη ηε 

ζηξνθή σο πξνο ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα ηεο δηαηνκήο, ελψ ζηελ άιιε αθξαία δηαηνκή ζην 

κεζαίν θφκβν γίλνληαη νη ίδηεο δεζκεχζεηο , κε ηε κφλε δηαθνξά φηη επηηξέπεηαη νξηδφληηα 

κεηαθίλεζε ζην άθξν απηφ. Κιείλνληαο, ηφζν ζην Αdina φζν θαη ζην Αbaqus 

πξαγκαηνπνηήζεθε ππθλή δηαθξηηνπνίεζε κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία, γηα ηελ αθξηβέζηεξε 

απεηθφληζε ηεο πξαγκαηηθφηεηαο ζηα πξνγξάκκαηα απηά. Μία ζεκαληηθή παξαηήξεζε, πνπ 

αθνξά ηα δχν πξνγξάκκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ηα νπνία ρξεζηκνπνηήζεθαλ είλαη φηη 

έπεηηα απφ ηηο γξακκηθέο αλαιχζεηο ιπγηζκνχ, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε ζρεδφλ ηελ ίδηα 

δηαθξηηνπνίεζε θαη ζηα δχν είλαη φηη ην Αbaqus έρεη κεγαιχηεξε επαηζζεζία (sensitivity) απφ 

ην Αdina φζνλ αθνξά ην θξίζηκν θνξηίν πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, θπξίσο ζηηο πεξηπηψζεηο ησλ 
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θαηαθφξπθσλ θνξηίσλ (ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηεο δνθνχ, νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλν θνξηίν). 
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