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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Η χρήση της στατιστικής στoν ασφαλιστικό κλάδο είναι εκ των ων ουκ άνευ. Σε μια 

προσπάθεια να μελετηθεί όλο και  βαθύτερα το θέμα της διατήρησης – διακοπής των 

ασφαλιστικών συμβολαίων, ένα θέμα ζωτικής σημασίας για την επιβίωση των 

ασφαλιστικών εταιρειών, αναζητούνται διαφορετικές στατιστικές προσεγγίσεις. Στην 

έρευνα αυτή εξετάζεται  ο ρόλος του φύλου, της ηλικίας, και του τύπου του 

ασφαλιστικού συμβολαίου στη διατήρηση-διακοπή των συμβολαίων.  

Χρησιμοποιούνται η λογιστική παλινδρόμηση (binary and multinomial  logistic 

regression)  και η ανάλυση επιβίωσης (survival analysis)  για να αναδειχθούν οι 

σχέσεις των μεταβλητών αυτών. Παρουσιάζονται και συζητούνται  οι διαφορές στον 

τρόπο που η κάθε στατιστική ανάλυση μπορεί να προσεγγίσει το θέμα.  

 

ABSTRACT 

 

The use of statistics in the insurance sector is a sine qua non. In an attempt to study 

deeper and wider the issue of retention–attrition of the insurance policies of an 

insurance firm, an issue of vital importance for the survival of the firm, several 

statistical approaches and methods are explored. In this particular thesis, the role of 

sex and age of the policy holders and the type of insurance policy are examined to 

establish their relationships with the attrition or retention of the insurance policies. 

Binary and multinomial logistic regression on the one hand and survival analysis on 

the other hand are used to accomplish the task. The two statistical methods are 

discussed to demonstrate and clarify the different ways in which they each shed light 

on the subject.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η χρήση της στατιστικής επιστήμης σε όλα σχεδόν τα πεδία ερευνών των σύγχρονων 

επιστημών είναι αναμφισβήτητη. Πεδία όπως η ιατρική, η φαρμακολογία, η 

επιδημιολογία, η παιδαγωγική, η ψυχολογία, η κοινωνιολογία, η βιολογία, η χημεία, 

και πλήθος άλλων πεδίων και υπό-πεδίων χρωστούν την μεγάλη τους πρόοδο στην 

εφαρμογή στατιστικών εργαλείων και αναλύσεων που ο κλάδος αυτός των 

μαθηματικών τους παρέχει. 

Ένας επιχειρηματικός κλάδος που πολύ νωρίς χρειάστηκε την αρωγή της στατιστικής 

ανάλυσης είναι ο ασφαλιστικός. Έχει μάλιστα αναπτυχθεί και ειδικός κλάδος που 

εξειδικεύεται με την χρήση της στατιστικής στις ασφαλιστικές υπηρεσίες, η 

αναλογιστική (actuarial).   Η δημιουργία ασφαλιστικών σχεδίων προσαρμοσμένων 

στις πολυποίκιλες ανάγκες των πελατών, σε συνδυασμό με την ανάγκη αύξησης των 

κερδών των ασφαλιστικών επιχειρήσεων οδήγησαν αναπότρεπτα στην αναζήτηση 

όλο και πιο εξειδικευμένων στατιστικών εργαλείων που να μπορούν να προβλέπουν 

με την μεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια την πορεία των ασφαλιστικών εργασιών. 

Άλλωστε η φύση της ασφαλιστικής βιομηχανίας (στηρίζεται στο μέλλον) είναι τέτοια 

που για να λειτουργήσει, χρειάζεται η στατιστική ανάλυση του παρελθόντος και του 

παρόντος ώστε να σχεδιαστεί με την μεγαλύτερη δυνατή προβλεψιμότητα το μέλλον.  

Με βάση τα πιο πάνω δεδομένα η εργασία αυτή επιχειρεί να διεισδύσει στον χώρο 

της έρευνας του ασφαλιστικού κλάδου και να παρουσιάσει ένα μέρος των θεμάτων 

που τον απασχολούν με την βοήθεια στατιστικών προσεγγίσεων. 

Η διατήρηση ή όχι ενός ασφαλιστικού συμβολαίου από τους πελάτες είναι από τα πιο 

καίρια θέματα που προβληματίζουν μια ασφαλιστική εταιρεία. Πότε διατηρείται ένα 

συμβόλαιο, πότε διακόπτεται, γιατί διακόπτεται, από ποιους διακόπτεται, υπό ποιες 

συνθήκες; Αυτά είναι απλά ερωτήματα που όμως έχουν πολύ δύσκολες απαντήσεις 

πλην σημαντικότατες για μια εταιρεία. Η «γνώση» όλων αυτών των απαντήσεων 

επιτρέπει σε μια εταιρεία να προσαρμόζεται και να αντιδρά στις πραγματικές 

συνθήκες του κόσμου και άρα την προφυλάσσει από ενδεχόμενες ζημιογόνες 

κινήσεις, ενώ ταυτόχρονα της δείχνει τις κατευθύνσεις για αύξηση των κερδών της.  
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Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται μια αναφορά σε προηγούμενες έρευνες γύρω από 

τον άξονα της διατήρησης – διακοπής συμβολαίων. Στην προβληματική αυτή 

καθίσταται εμφανής η σημασία των διαφορετικών στατιστικών εργαλείων και 

αναλύσεων (π.χ. λογιστική παλινδρόμηση VS ανάλυση επιβίωσης), αφού  όπως 

εξηγήθηκε και πιο πάνω, η όλο και πιο μεγάλη ανάγκη βαθύτερης και 

λεπτομερέστερης προσέγγισης των πιο πάνω ερωτήσεων οδηγεί στην αναζήτηση 

νέων και εξειδικευμένων στατιστικών αναλύσεων που να ανταποκρίνονται καλύτερα.  

Κάθε εργαλείο έχει τα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα του, ανάλογα με την 

ανάγκη του ερευνητή και του ερωτήματος που επιχειρείται να απαντηθεί. Φυσικά, 

όπως και σε πολλές άλλες περιπτώσεις της ζωής, η σύνθεση ίσως αποτελεί και την 

καλύτερη απάντηση στο πως πρέπει να αντιμετωπίζεται η ποικιλία των εργαλείων. Γι’ 

αυτό και η ευρεία γνώση όλων των διαθέσιμων εργαλείων με τις ιδιαιτερότητες του, 

αποτελεί φυσικό πλεονέκτημα για τον ερευνητή, αφού του δίνει πιο βαθιά και πιο 

σφαιρική εικόνα του προβλήματος.  

Στην εμπειρικό μέρος της εργασία αυτής παρουσιάζεται μια απόπειρα να αναλυθούν 

πραγματικά δεδομένα μιας ασφαλιστικής εταιρείας με σκοπό να απαντηθεί κατά πόσο 

συγκεκριμένοι παράγοντες – μεταβλητές (φύλο, τύπος συμβολαίου, ηλικία) 

επηρεάζουν και πώς την διακοπή - διατήρηση ασφαλιστικών συμβολαίων. Η 

ανάλυση γίνεται με διαφορετικές στατιστικές προσεγγίσεις, ακριβώς για να φανούν 

τα πλεονεκτήματα και οι διαφοροποιήσεις της κάθε προσέγγισης στο βασικό 

ερώτημα.  

Η έρευνα αυτή δεν διεκδικεί δάφνες πρωτοτυπίας, αλλά στο επίπεδο μια πτυχιακής 

εργασίας αποτελεί πολύτιμη εμπειρία και απαραίτητη εισαγωγή για την ερευνήτρια 

στον κόσμο αυτό της στατιστικής έρευνας στον ασφαλιστικό κλάδο.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΛΕΤΕΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ ΤΩΝ 

ΑΣΦΑΛΕΙΩΝ 

 
1.1 ΑΣΦΑΛΙΣΤΙΚΑ ΣΥΜΒΟΛΑΙΑ 

 

1.1.1 Η σημασία της εξέλιξης των συμβολαίων 

Ένα θέμα που απασχολεί σε μεγάλο βαθμό τις ασφαλιστικές εταιρείες είναι η 

εξέλιξη των συμβολαίων των πελατών τους. Στόχος κάθε ασφαλιστικής εταιρείας 

είναι όχι μόνο να διευρύνει την λίστα πελατών της αλλά και να τη διατηρεί. Με λίγα 

λόγια,  ζητούμενο είναι, εκτός από το να προσθέτει στο πορτφόλιο της νέους πελάτες, 

ο κάθε  πελάτης να διατηρεί το συμβόλαιό του μέχρι την λήξη του,  και στη βέλτιστη 

περίπτωση, μετά τη λήξη να το ανανεώνει.  

Οι Reichheld και Sasser (1990) έδειξαν ότι η διατήρηση των συμβολαίων των 

πελατών είναι ένα καίριας σημασίας θέμα για τις εταιρίες, το οποίο μπορεί να 

μεγιστοποιήσει το κέρδος τους και να τους δώσει το προβάδισμα στο χώρο. Από την 

άλλη, ο Feldblum (1996) ισχυρίζεται ότι μια ασφαλιστική εταιρία πρέπει να 

κοστολογεί τα ρίσκα, λαμβάνοντας υπόψη το αναμενόμενο κέρδος που καθορίζεται 

από την διάρκεια των συμβολαίων και την πιθανότητα διακοπής και ανανέωσής τους. 

Είναι γεγονός πως, το να μπορεί μια ασφαλιστική  να προβλέψει την εξέλιξη των 

συμβολαίων των πελατών της με την μέγιστη δυνατή ακρίβεια, θα περιόριζε τη 

ζημιά της στο ελάχιστο, αφού θα μπορούσε να δράσει και να λάβει μέτρα εκ των 

πρότερων. Ως εκ τούτου δικαιολογημένα, στο χώρο της αναλογιστικής στατιστικής, 

συναντάμε μια ευρεία γκάμα μελετών που σχετίζονται με την εξέλιξη των 

συμβολαίων στο χρόνο, τους παράγοντες που την επηρεάζουν και την καθορίζουν 

καθώς και τους λόγους διακοπής των συμβολαίων. Σε μια πιο σφαιρική ακόμα 

προοπτική  εξετάζεται και το κοινωνικοοικονομικό προφίλ των πελατών που 

διατηρούν ή διακόπτουν τα συμβόλαιά τους. 
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1.1.2 Σχετικές έρευνες και άρθρα  

 

Προτού πραγματοποιηθεί οποιαδήποτε ανάλυση δεδομένων είναι χρήσιμο να γίνει 

μια μελέτη προηγούμενων ερευνών και άρθρων γύρω από το συγκεκριμένο θέμα 

προκειμένου να αναλυθεί η δομή, οι τεχνικές που χρησιμοποιούνται και οι 

ιδιαιτερότητες που μπορεί να παρουσιάζονται στο πεδίο το οποίο θα μελετηθεί. 

Παράλληλα είναι σημαντικό να μελετηθούν τα αποτελέσματα και τα συμπεράσματα 

που έχουν προέλθει από παρόμοιες έρευνες, αφού  μπορεί να φανούν χρήσιμα 

ερμηνευτικά εργαλεία  για την νέα ανάλυση ή να αποτελέσουν ένα μέτρο σύγκρισης 

για τα συμπεράσματα που θα εξαχθούν. 

 

Αυτό που ενδιαφέρει την κάθε ασφαλιστική εταιρεία, είναι η δημιουργία ενός 

αξιόπιστου μοντέλου, που να λαμβάνει υπόψη όλους τους αναγκαίους παράγοντες και 

να προβλέπει τη διάρκεια κάθε ασφαλιστικού συμβολαίου, ανάλογα με το άτομο στο 

οποίο αναφέρεται.  Βεβαίως όταν πρόκειται για μελέτες σχετικά με ανθρώπους ή 

ανθρώπινες ζωές τα πράγματα δεν είναι ποτέ απλά, αφού οι παράγοντες που 

επηρεάζουν τη διάρκεια ζωής των συμβολαίων είναι ουκ ολίγοι. Το πόσο θα 

διατηρήσει ο κάθε ασφαλιζόμενος το συμβόλαιό του, πώς θα το τροποποιήσει, αν θα 

το διακόψει ή αν θα το ανανεώσει εξαρτάται από πολλά κριτήρια, όπως την 

οικονομική του κατάσταση, το επαγγελματικό του προφίλ, τις ατομικές του ανάγκες, 

τα φυσικά του χαρακτηριστικά, την αναμενόμενη διάρκεια ζωής του κ.α.  Είναι 

λοιπόν φανερό ότι για να καταλήξουμε σε ένα τελικό μοντέλο που να δίνει αξιόπιστα 

αποτελέσματα, πρέπει να μελετηθεί ένα ευρύ φάσμα παραμέτρων, γεγονός που 

δικαιολογεί και την ύπαρξη των πολυάριθμων, διαφορετικών ερευνών στο 

συγκεκριμένο τομέα. 

 

Ο Richards (2008) θέλοντας να μελετήσει κατά πόσο η διάρκεια  ζωής  των 

ασφαλιζομένων εξαρτάται από την κοινωνικοοικονομική τους κατάσταση 

πραγματοποίησε μια σχετική έρευνα κατά την οποία μελέτησε  τα χαρακτηριστικά 

που καθορίζουν το κοινωνικοοικονομικό προφίλ  και κατά πόσο αυτά συνδέονται με 

την διάρκεια ζωής. Άλλωστε υπάρχει μια διαδομένη αίσθηση  ότι οι πλουσιότεροι  



                       Μοντέλα Εκτίμησης της Διάρκειας Ασφαλιστικών Συμβολαίων                      

10 
 

ζουν και περισσότερο και αυτό  δημιουργεί σημαντικό ενδιαφέρον στη συγκεκριμένη 

έρευνα.  

 

Ένας παράγοντας που επηρεάζεται από  την κοινωνικοοικονομική κατάσταση των 

πελατών είναι το δημογραφικό  τους προφίλ, κάτι καθόλου περίεργο, αφού 

συνηθίζεται πλουσιότεροι άνθρωποι να κατοικούν σε ακριβότερες περιοχές ενώ 

αντίστοιχα φτωχότεροι σε φθηνότερες. Έχοντας τον ταχυδρομικό κώδικα κάθε 

πελάτη χρησιμοποιούνται διάφορα αριθμητικά συστήματα που κατατάσσουν τους 

ασφαλιζόμενους σε αριθμητικές κατηγορίες. Παράλληλα, η σύνταξη αποτελεί 

προφανώς, ένα σημαντικό παράγοντα καθορισμού της οικονομικής κατάστασης. Έτσι 

εξετάζεται η προσαρμογή των μοντέλων με διάφορους συνδυασμούς συμμεταβλητών. 

 

Χρησιμοποιώντας έξι «νόμους»  θνησιμότητας,  ο Richards (2008) συγκρίνει τα AIC 

διαφόρων  μοντέλων, διαφοροποιώντας  συμμεταβλητές. Προκύπτει το αποτέλεσμα 

ότι η ηλικία και το φύλο αποτελούν θεμελιώδεις συμμεταβλητές για μελέτες που 

αφορούν στην ανθρώπινη διάρκεια ζωής, επομένως συμπεριλαμβάνονται στο 

μοντέλο. Συγκρίνοντας το μοντέλο φύλο-ηλικία-σύνταξη με το φύλο-ηλικία-

δημογραφικό προφίλ το δεύτερο υπερτερεί έναντι του πρώτου. Παρόλα αυτά ακόμα 

καλύτερο παρουσιάζεται το μοντέλο που αποτελείται και από τις 4 συμμεταβλητές.  

Καλύτερη προσαρμογή του μοντέλου φάνηκε να επιτυγχάνεται με τον περιορισμό της 

υπό εξέταση περιόδου στα 3 περίπου χρόνια, προκειμένου να αποφευχθούν τυχόν 

νέες διαφοροποιήσεις  που δημιουργούνται με την πάροδο του χρόνου.  

 

Φυσικά για να πραγματοποιείται σωστά οποιαδήποτε μελέτη που σχετίζεται με την 

ανθρώπινη ζωή, πρέπει ο αναλυτής να σκεφτεί, ποιες ιδιομορφίες μπορεί να 

παρουσιάσουν τα δεδομένα του, οι οποίες μπορεί να επηρεάσουν την ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων. Για παράδειγμα, ένας «νόμος» θνησιμότητας που ισχύει στον 

συνολικό πληθυσμό δεν σημαίνει ότι ισχύει και σε όλα τα άτομα ή υποσύνολα του 

πληθυσμού. Αυτό ακριβώς το φαινόμενο μπορεί να είναι και ο λόγος εμφάνισης 

«ανεξήγητων» διακυμάνσεων στα δεδομένα ενός πληθυσμού.  

 

Είναι ξεκάθαρο, ότι η αναλογιστική στατιστική και γενικά οποιαδήποτε μορφή 

στατιστικής που έχει να κάνει με τον άνθρωπο, παρουσιάζει μια περεταίρω 
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πολυπλοκότητα, έτσι που να καθίσταται αδύνατη η απλή εφαρμογή τύπων να οδηγεί 

πάντα σε αναμφισβήτητα συμπεράσματα.  

 

Ο Richards (2012) παρουσίασε ένα καινούριο άρθρο το οποίο σκοπό είχε να δείξει 

τον λόγο για τον οποίο οι αναλογιστές χρησιμοποιούν δικές τους πρακτικές,  

συγκεκριμένους νόμους θνησιμότητας και όχι μοντέλα που χρησιμοποιούνται σε 

άλλους τομείς της στατιστικής. Ισχυρίζεται ότι, στην ουσία, τα μοντέλα που 

χρησιμοποιούνται για ανάλυση ασφαλιστικών δεδομένων  μοιάζουν αρκετά με 

μοντέλα επιβίωσης που χρησιμοποιούνται για ιατρικές έρευνες και μελέτες, αλλά με 

κάποιες διαφοροποιήσεις. Κυριότερη από αυτές είναι η ύπαρξη ενός κατά πολύ 

μεγαλύτερου όγκου  δεδομένων. Παράλληλα στην αναλογιστική επιστήμη δίνεται 

μεγάλη έμφαση στη μορφή της συνάρτησης διακινδύνευσης λόγω της εξάρτησης των 

προς διαχείριση χρημάτων  από τον χρόνο. Επισημαίνει ακόμα την προεργασία που 

πρέπει να γίνει στα δεδομένα μιας ασφαλιστικής εταιρείας, όπως την αφαίρεση 

διπλών τιμών (βλ. λεπτομέρειες στο Κεφ. 2). 

 

Το αντικείμενο μελέτης στο συγκεκριμένο άρθρο, όπως έχει προαναφερθεί είναι η 

θνησιμότητα και οι τρόποι με τους οποίους η αναλογιστική στατιστική την μελετά 

μέσα από διάφορες τεχνικές και νόμους που διαφοροποιούνται από στατιστικές 

προσεγγίσεις άλλων αντικειμένων. 

 

 

Πινάκας 1.1: Αναλογιστικοί νόμοι της θνησιμότητας με την ανάλογη συνάρτηση διακινδύνευσης (Richards 2012) 
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 Οι νόμοι του Πίνακα 1.1 αφορούν σε παραμετρικά μοντέλα επιβίωσης. Ο πιο απλός, 

είναι αυτός του Gompertz (1825), που σε περιπτώσεις ανθρώπων ηλικίας 60+ ετών 

προάγει μια εκθετική αύξηση στη συνάρτηση διακινδύνευσης για τη θνησιμότητα. 

Στην συνάρτηση του νόμου αυτού ο Makeham (1859) προσθέτει ένα σταθερό, 

ανεξάρτητο της ηλικίας, όρο. O Perks (1932) παρουσίασε ένα παρόμοιο μοντέλο με 

αυτό του Gompertz έχοντας όμως πιο ομαλή κλίση στο σημείο όπου ο Gompertz 

αυξάνεται εκθετικά. Ο Βeard (1959) προσθέτει στο μοντέλο μια παράμετρο ρ  η 

οποία προσθέτει μεγαλύτερες διακυμάνσεις στο ρυθμό μεταβολής. 

 

                 Γράφημα 1.1: Συναρτήσεις διακινδύνευσης για τους νόμους θνησιμότητας του Πίνακα 1.1 

 

Τα μοντέλα αυτά έχουν μια καλή προσαρμογή σε ηλικίες μεταξύ 60-90. Στο μοντέλο 

του Perks και του Beard βλέπουμε την διακινδύνευση να φθίνει όταν η ηλικία του 

ατόμου ξεπεράσει τα 90 χρόνια. Από την άλλη, σε ηλικίες μικρότερες των 60 χρόνων 

η αύξηση στη διακινδύνευση με την πάροδο του χρόνου είναι σχεδόν αμελητέα. Η 

σύγκριση των μοντέλων γίνεται  ως συνήθως με το κριτήριο AIC και τον έλεγχο χ
2 
. 

 

Όλα τα πιο πάνω αφορούν σε παραμετρικά μοντέλα επιβίωσης. Αυτό σημαίνει 

αυτόματα ομαλές καμπύλες και ομοιόμορφες κλίσεις. Εναλλακτικά χρησιμοποιούνται 

τα μη  παραμετρικά μοντέλα, όπως αυτό των  Kaplan & Meyer (1958), τα οποία 

μπορούν να αξιοποιηθούν ως έλεγχοι της λογικότητας των παραμετρικών καμπύλων  

Στην αναλογιστική επιστήμη και ιδιαίτερα όταν πρόκειται  για μη παραμετρικό 

μοντέλο επιβίωσης, είναι  πιο χρήσιμη η δημιουργία μιας μη παραμετρικής καμπύλης 

επιβίωσης με βάση την συνολική ηλικία παρά με τον χρόνο που αντιστοιχεί στην 

διεξαγωγή της έρευνας. Ο επόμενος ορισμός  σύμφωνα  με τον Richards (2012) 

χρησιμοποιείται για κάθε πορτφόλιο: 
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𝑡𝑗𝑝𝑥 = ∏(1 −

𝑗≤𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥+𝑡𝑖

𝑙𝑥+𝑡𝑖
−

) 

όπου το χ αντιστοιχεί στην αρχική ηλικία για την καμπύλη επιβίωσης, { 𝑥 + 𝑡𝑖} το 

σύνολο n διακριτών ηλικιών θανάτου,  𝑙𝑥+𝑡𝑖
−  ο αριθμός των ζωντανών ατόμων 

ακριβώς πριν την ηλικία  𝑥 + 𝑡𝑖 και  𝑑𝑥+𝑡𝑖
 ο αριθμός των θανάτων στην ηλικία 𝑥 + 𝑡𝑖. 

 

Μια μορφή τέτοιας γραφικής καμπύλης  αποτελεί το Γράφημα 1.2 που παρουσιάζει 

μια καμπύλη επιβίωσης για ένα πορτφόλιο ασφαλιζόμενων Βρετανικής εταιρίας.  

 

                  Γράφημα 1.2:  Καμπύλη Kaplan-Meyer για ένα πορτφόλιο ασφαλιζομένων Βρετανικής εταιρίας 

 

 

Καταλήγοντας στα συμπεράσματά του, ο Richards (2012) επισημαίνει την ποικιλία 

μοντέλων επιβίωσης που έχει ένας αναλογιστής στη διάθεσή του προκειμένου να 

μελετήσει την θνησιμότητα, επισημαίνει όμως ότι αν και χρησιμοποιούνται 

συχνότερα και ευκολότερα, έχουν λιγότερο καλή προσαρμογή από τους νόμους 

θνησιμότητας, οι οποίοι μάλιστα δημιουργήθηκαν από αναλογιστές και δημογράφους, 

περισσότερο από 50 χρόνια πριν. 

 

Η διάρκεια ζωής των πελατών, είναι αλληλένδετη και με τη διάρκεια ζωής των 

συμβολαίων. Δεν είναι λοιπόν τυχαίο που ένα μεγάλο μέρος της έρευνας στον χώρο 

της αναλογιστικής στατιστικής, ασχολείται με αυτήν. Από την άλλη είναι χρήσιμο να 
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μελετηθούν και άλλοι παραγοντες που επηρεάζουν τη διακοπή, αλλά και που 

συμβάλουν  στην ανανέωση ενός συμβολαίου. 

 

Οι Fu & Wang (2014) δημοσίευσαν ένα άρθρο στο οποίο θέλησαν να 

μοντελοποιήσουν τη διακοπή (attrition) και  διατήρηση (retention) των ασφαλιστικων 

συμβολαίων χρησιμοποιώντας ανάλυση επιβίωσης. Αυτό που μελέτησαν ουσιαστικά 

είναι το κατά πόσο γίνεται ανανέωση από τους πελάτες στα συμβόλαια και από 

ποιους παράγοντες εξαρτάται αυτό. Ως διατήρηση  όρισαν το ποσοστό των 

συμβολαίων που βρίσκονται ακόμα σε ισχύ, μετά από το πέρας μιας χρονιάς, ενώ ως 

διακοπή το ποσοστό αυτών που έχουν διακοπεί ή έχουν λήξει και δεν έχουν 

ανανεωθεί.  

 

Στο εν λόγω άρθρο αναφέρεται, ότι ένα σημαντικό ποσοστό των ασφαλιζομένων 

ανανεώνει το συμβόλαιό του μετά τη λήξη του, αλλά η διατήρηση είναι μεγαλύτερη 

σε περιπτώσεις που αφορούν  ξανά-ανανεωμένα συμβόλαια σε σύγκριση με εντελώς 

νέα συμβόλαια. Επίσης η διατήρηση είναι μεγαλύτερη στους συμμετέχοντες σε  

συμβόλαια πακέτα σε σύγκριση με μεμονωμένους ασφαλιζόμενους,  αφού οι πρώτοι  

είναι πιο πιθανό να αφήσουν να ανανεωθεί το συμβόλαιο τους  μετά τη λήξη, αλλά 

και λιγότερο πιθανόν να διακόψουν πρόωρα το συμβόλαιό τους. Στο ίδιο άρθρο 

γίνεται  και μια διασύνδεση της διατήρησης – διακοπής με τη διακύμανση του δείκτη 

Dow Jones, του οποίου η πτώση έφερε αύξηση των πρόωρων τερματισμών 

συμβολαίων. 

 

Στη συνέχεια, χρησιμοποιούνται δυαδική λογιστική παλινδρόμηση και ανάλυση 

επιβίωσης για να βρεθουν οι συντελεστές του μοντέλου. Συμμεταβλητές για το 

μοντέλο είναι η «ηλικία» η «αλλαγή στην τιμή» το «αν είναι πακέτο ασφάλισης ή 

όχι» και το GDP (ΑΕΠ = Ακαθάριστο Εγχώριο Προϊόν). Συνοπτικά, στα  

αποτελέσματα φαίνεται ότι μια επικείμενη αύξηση στη τιμή των συμβολαίων θα 

μείωνε την πιθανότητα ανανέωσης, ενώ οι κατόχοι πακέτων ασφαλίσεων και τα 

μεγαλύτερα σε ηλικία άτομα θα ανανέωναν με μεγαλύτερες πιθανότητες. Ταυτόχρονα, 

περισσότερες πιθανότητες ανανέωσης στα συμβόλαια δίνει η αύξηση του GDP, 

γεγονός αναμενόμενο αφού σε περιόδους ακμάζουσας οικονομίας, οι άνθρωποι έχουν 

πιο εύκολα, την οικονομική δυνατότητα να ανανεώνουν τα συμβόλαιά τους. 
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1.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΔΥΑΔΙΚΗΣ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ 

ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΕΠΙΒΙΩΣΗΣ ΣΕ 

ΑΣΦΑΛΙΣΤΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 

   

1.2.1 Πλεονεκτήματα-Μειονεκτήματα 

Σε περιπτώσεις δεδομένων που αφορούν διάρκεια συμβολαίων  και παράγοντες από 

τους οποίους επηρεάζεται, χρησιμοποιούνται συχνά συμβατικά μοντέλα ανάλυσης 

της «διατήρησης» όπως logit ή probit παλινδρόμηση, ιδιαίτερα σε περιπτωσεις 

συμμεταβλητών οι οποιες μπορεί να ισχύουν ή όχι (π.χ. ηλικίας άνω των 60 ή όχι) ή  

αποτελούνται από 2 υποκατηγορίες (π.χ. άντρας ή γυναικα). Η λογιστική 

παλινδρόμηση έχει μια δυαδική μεταβλητή απόκρισης  με το ψηφίο 0 να 

ανταποκρίνεται στη μια κατηγορία ενώ το ψηφίο 1 στην άλλη. Ωστοσο, σε αρκετές 

περιπτώσεις επιλέγεται, εναλλακτικά, η χρήση μοντέλων της ανάλυσης επιβίωσης. Η 

μεγαλύτερη διαφορά των δύο μοντέλων έγκειται στο γεγονός ότι, ενώ η πρώτη 

εξετάζει μόνο το αν θα συμβεί ένα γεγονός, η δεύτερη προβλέπει και το πότε. 

Εξετάζοντας αναλυτικότερα τη χρήση και των δύο μοντέλων παρατηρούμε τόσο 

πλεονεκτήματα όσο και μειονεκτήματα στην εφαρμογή τους. 

Αρχίζοντας από τα δυαδικά μοντέλα λογιστικής παλινδρόμησης, ένα σημανττικό τους 

πλεονέκτημα είναι η ευκολία στην κατανόηση αλλά και στην ερμηνία (Fu & Wang, 

2014). Παράλληλα τα δεδομένα που χρησιμοποιούνται είναι σε μορφή στιγμιότυπου 

της κατάστασης των συμβολαίων στο τέλος της χρονιάς, έτσι δεν χρειάζονται 

ιδιαίτερη προετοιμασία τα δεδομένα. Σε περιπτώσεις όπου το γεγονός που εξετάζεται 

είναι π.χ. κατά πόσο ένα συμβόλαιο θα ξεπεράσει την προκαθορισμένη του διάρκεια, 

τέτοιου είδους μοντέλα έχουν πολύ καλή προσαρμογή στα δεδομένα. Σε περιπτώσεις 

όμως, όπου έχουμε μεταβλητές οι οποίες παρυσιάζουν χρονικές διακυμάνσεις, ή οι 

οποίες πρέπει να εξεταστούν σε συνάρτηση με την διάρκεια, τα δυαδικά μοντέλα 

λογιστικής παλινδρόμησης δεν είναι τόσο βοηθητικά. Το ίδιο συμβαίνει και σε 

περιπτώσεις όπου η διάρκεια δεν είναι ακέραιος αριθμός (π.χ. 2,4 χρόνια).  
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Σε περιπτώσεις μελέτης δεδομένων ασφαλιστικών εταιρειών είναι πολύ χρήσιμο να 

υπάρχει η δυνατότητα να υπολογιστεί, εκτός από το αν ο πελάτης θα ανανεώσει ή θα 

διακόψει, και το πότε θα γίνει αυτό. Ταυτόχρονα τα χρονικά διαστήματα και οι 

χρόνοι διακοπής δεν είναι πάντα ακέραιοι αριθμοί. Ένα μεγάλο ποσοστό πελατών 

μπορεί να διακόψει στο μέσο της χρονιάς. Αυτή η πιθανότητα διακοπής όμως, δεν 

είναι εφικτό να υπολογιστεί από τέτοιου είδους μοντέλα (δυαδικά). Σε αυτό το σημείο, 

δίνει την λύση η ανάλυση επιβίωσης. Η ανάλυση επιβίωσης προτιμάται από τους 

αναλογιστές για περιπτώσεις, όπως στο παράδειγμα των Fu  & Wang (2014)  όπου 

ζητούμενο είναι ο υπολογισμός των συμβολαίων που θα διατηρηθούν ή θα διακοπούν. 

Η ανάλυση επιβίωσης, η οποία έγινε πρώτα γνωστή στο τομέα της βιοστατιστικής 

(Cnaan & Ryan, 1989,  Bull & Spiegelhalter, 1997), έχει με τη σειρά της 

πλεονεκτήματα, αλλά και μειονεκτήματα. Αρχικά,  η μεταβλητή απόκρισης είναι 

συνεχής χρόνος και όχι  δυαδική μεταβλητή «ναι ή όχι». Επιπλέον, μπορεί να 

υπολογίσει πιθανότητα διακοπής ενός συμβολαίου σε κάθε πιθανό σημείο της 

χρονιάς δίνοντας ακριβέστερη πληροφορία. Διαχωρίζει την διακοπή ενός συμβολαίου 

σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή μιας χρονιάς με την μη ανανέωσή του στο τέλος της  

χρονιάς, κάτι που για την δυαδική λογιστική παλινδρόμηση, σαν αποτέλεσμα, είναι 

το ίδιο. Γενικότερα είναι ένα μοντέλο που πλεονεκτεί σε ότι αφορά 

μακροοικονομικούς παράγοντες με χρονική εξάρτηση, οι οποίοι επηρεάζουν 

καθοριστικά την εξέλιξη των συμβολαίων (π.χ. η τιμή του GDP), λόγω του ότι η 

χρήση στιγμιοτύπων στα δυαδικά μοντέλα επιτρέπει μόνο τη γνώση μιας τελικής 

τιμής σε κάποια συγκεκριμένη  χρονική στιγμή. Το χρονικό διάστημα που μεσολαβεί 

μέχρι να συμβεί ένα γεγονός, εξαρτάται από μια σειρά από  μεταβλητές. Ως εκ τούτου 

η χρήση μιας μόνο τιμής μπορεί να δημιουργήσει σοβαρά σφάλματα στους 

υπολογισμούς (Helsen & Schimittlein, 1993). Τέλος, ενώ  η λογιστική παλινδρόμηση 

μπορεί να προβλέψει το ποσοστό συμβολαίων που θα προκαλέσουν ζημιά στην 

εταιρεία για ολόκληρο τον  χρόνο, η ανάλυση επιβίωσης έχει τη δυνατότητα να το 

κάνει για κάθε μήνα, γεγονός που την καθιστά  πιο χρήσιμη στις ασφαλιστικές 

εταιρίες, αφού μια επερχόμενη μηνιαία ζημιά είναι ευκολότερα διαχειρίσιμη από μια 

χρονιαία. 

Από την άλλη, θα πρέπει να αναφερθεί ότι η εφαρμογή και η ερμηνεία των 

αποτελεσμάτων της, δεν είναι τόσο απλή και ξεκάθαρη, όσο ενός δυαδικού 

λογιστικού μοντέλου. Παράλληλα, μπορεί να είναι χρήσιμη για την πρόβλεψη της 
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πορείας συμβολαίων σε σχέση με χρονικά εξαρτώμενους μακροοικονομικους 

παράγοντες, ωστόσο  ο υπολογισμος των δεύτερων, αυτός καθ’ αυτός, είναι σε 

πολλές περιπτώσεις δυσκολότερος  από την πρόβλεψη και έτσι στην ουσία αυτή δεν 

μπορεί να επιτευχθεί (Fu & Wang, 2014). 

Λογω της ύπαρξης αρνητικών και θετικών στοιχείων σε κάθε μοντέλο είναι δύσκολο 

να υποδείξει κάποιος το καλύτερο εκ των δύο. Η επιλογή  έγκειται στον αναλυτή και 

στο γεγονός που θέλει να μελετήσει. Βέβαια, όπως θα φανεί και στο Κεφάλαιο 3, 

προσαρμόζοντας κατάλληλα ένα σύνολο δεδομένων μπορεί να γίνει εφαρμογή και 

των δύο μοντέλων και να εξαχθούν χρήσιμα συμπεράσματα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΤΗΝ 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 

Βασικό μέρος της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας αποτελεί μια ανάλυση 

δεδομένων. Για την ολοκλήρωση της, ήταν απαραίτητη η χρήση διάφορων μοντέλων 

και τεχνικών, τα σημαντικότερα εκ των οποίων παρουσιάζονται σε αυτό το κεφάλαιο. 

Η κατανόηση της θεωρίας πίσω από τη όποια ανάλυση, θεωρείται πολύ βασικό 

κομμάτι της στατιστικής, αφού βοηθά, πρώτα τον αναγνώστη να κατανοήσει την 

πορεία των πραγμάτων και τον λόγο που γίνεται το κάθε τι, αλλά και τον ερευνητή να 

εφαρμόσει τις κατάλληλες τεχνικές, που θα τον οδηγήσουν σε μια σωστή 

συμπερασματολογία. 

Είναι βασικό, όπως προαναφέρθηκε και στο προηγούμενο κεφάλαιο, να μελετηθούν 

παρόμοιες αναλύσεις για να δοθεί η απαραίτητη έμφαση στην ορθότητα των μεθόδων 

που απαιτούνται. Ταυτόχρονα, προκειμένου να κατανοηθούν οι διάφορες τεχνικές 

είναι χρήσιμο να αντληθούν πληροφορίες από διάφορους ερευνητές. 

Το συγκεκριμένο κεφάλαιο είναι μια σύνθεση  θεωρίας της λογιστικής και 

πολυωνυμικής παλινδρόμησης και της ανάλυσης επιβίωσης όπως παρουσιάζεται σε 

διάφορα δημοσιευμένα άρθρα ή βιβλία. 
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2.1 ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ 

2.1.1 Εισαγωγή 

Το  γραμμικό μοντέλο αποτελεί ένα από τα πιο διαδεδομένα μοντέλα στη στατιστική 

ανάλυση. Παρόλα αυτά είναι αδύνατον να χρησιμοποιηθεί σε περιπτώσεις που τα 

σφάλματα δεν είναι κανονικά, δηλαδή δεν ακολουθούν την κανονική κατανομή ή 

έχουν άνισες διασπορές. Επιπλέον χρησιμοποιείται μόνο σε περίπτωση που η 

μεταβλητή απόκρισης είναι συνεχής. Οι πιο πάνω περιορισμοί το καθιστούν 

ακατάλληλο για πολλές περιπτώσεις και πιο συγκεκριμένα, σε περιπτώσεις 

αναλύσεων που στόχο έχουν να προβλέψουν την παρουσία ενός χαρακτηριστικού / 

συμβάντος ή σε περιπτώσεις που η μεταβλητή απόκρισης είναι διακριτή. Οι πιο πάνω 

περιορισμοί γέννησαν την ανάγκη για δημιουργία μοντέλων, τα οποία θα 

χρησιμοποιούνταν για τις αναλύσεις στοιχείων  που δεν ικανοποιούσαν τους πιο πάνω 

περιορισμούς. Μια οικογένεια τέτοιων μοντέλων ονομάζεται γενικευμένα γραμμικά 

μοντέλα. 

Μια ειδική περίπτωση των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων αποτελεί το μοντέλο 

της (δυαδικής) λογιστικής παλινδρόμησης. Η δημιουργία αυτού του είδους της 

παλινδρόμησης  εξυπηρετήσει μοντέλα των οποίων η μεταβλητή απόκρισης δεν 

ακολουθεί την κανονική κατανομή, είναι διακριτή  και πιο συγκεκριμένα, δίτιμη 

( δηλαδή παίρνει την τιμή 0 όταν απουσιάζει το χαρακτηριστικό και την τιμή 1 όταν 

υπάρχει το χαρακτηριστικό ή το αντίστροφο).  Μπορούμε να πούμε πως  η πρόβλεψη 

είναι το αποτέλεσμα μιας διαδικασίας Bernoulli. Είναι μια εξαιρετικά ευέλικτη και 

εύκολη στην εφαρμογή διαδικασία γι’ αυτό και χρησιμοποιείται σε αρκετές 

εφαρμογές κυρίως για ιατρικούς σκοπούς. Μερικά παραδείγματα μιας τέτοιας 

διαδικασίας είναι  π.χ. αν ο ασθενής ζει ή απεβίωσε, αν ο ασθενής είναι ή όχι 

καπνιστής κ.α. 

 

2.1.2 Ορισμός του μοντέλου 

Έστω πειραματική διαδικασία n εκτελέσεων. Θα ορίσουμε «επιτυχία» την 

πραγματοποίηση του συμβάντος το οποίο μελετούμε, ενώ «αποτυχία» την μη 

πραγματοποίησή του. Επίσης ορίζουμε ως y την μεταβλητή απόκρισης η οποία θα 
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παίρνει την τιμή 1 σε περίπτωση επιτυχίας με πιθανότητα p και την τιμή 0 σε 

περίπτωση αποτυχίας με πιθανότητα 1-p.  Η y αποτελεί τ.μ. της κατανομής Bernoulli     

( y ~ Β(p)), με  𝛦(𝑦) = 𝑝  και 𝑉(𝑦) = 𝑝(1 − 𝑝). 

Έστω τώρα, ότι y = αριθμός επιτυχιών σε n ανεξάρτητες δοκιμές (y = 0,1,2,3…,n) με 

ίδια πιθανότητα επιτυχίας κάθε φορά, τότε το y ακολουθεί την Διωνυμική κατανομή 

με y ~ b(n,p) και με συνάρτηση πιθανότητας: 𝑓(𝑦) = (𝑛
𝑦

) 𝑝𝑦(1 − 𝑝)𝑛−𝑦,  όπου η 

πιθανότητα επιτυχίας 𝑝  είναι η παράμετρος της Διωνυμικής  κατανομής. Ισχύει 

ακόμα 𝛦(𝑦) = 𝑛𝑝   και 𝑉(𝑦) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) . Στις περισσότερες περιπτώσεις η 

μεταβλητή απόκρισης εξαρτάται από διάφορες επεξηγηματικές μεταβλητές οι οποίες 

είναι, είτε ανεξάρτητες, είτε συμμεταβλητές. (π.χ. η πιθανότητα να πεθάνει κάποιος 

ασθενής εξαρτάται από την ηλικία, το φύλο, τον τρόπο ζωής κτλ). 

Για αυτό το είδος της παλινδρόμησης εισάγεται ένας νέος όρος που σκοπό έχει  να 

αντικαταστήσει την απευθείας χρήση της πιθανότητας με ένα λόγο πιθανοτήτων. Ο 

όρος αυτός ονομάζεται odds ή αλλιώς λόγος των συμπληρωματικών πιθανοτήτων 

και εκφράζει τον λόγο της πιθανότητας ένα γεγονός να συμβεί, προς την πιθανότητα 

το ίδιο γεγονός να μην συμβεί: 

𝑜𝑑𝑑𝑠 =
�̂�

1 − �̂�
                                                                   (2.1) 

Αν το odds πάρει την τιμή 1 τότε η  πιθανότητα επιτυχίας ισούται με την πιθανότητα 

αποτυχίας, αν είναι μικρότερο του 1 τότε είναι πιο πιθανό να έχουμε αποτυχία αντί 

επιτυχία, ενώ αν είναι μεγαλύτερο του 1 συμβαίνει το αντίστροφο. 

Το μοντέλο της λογιστικής παλινδρόμησης χρησιμοποιείται σε περιπτώσεις, όπως η 

πιο πάνω και κατασκευάζεται μέσω της συνάρτησης σύνδεσής του (Οικονόμου & 

Καρώνη, 2010): 

𝜂𝑥 = 𝑔 (𝛦(𝑦𝑥)) = 𝑔(𝜇𝑥) = 𝒙′𝜷                                              (2.2) 

Για διωνυμικά δεδομένα 𝑦𝑥~𝑏(𝑛𝑥, 𝑝𝑥)  ενώ για δυαδικά 𝑦𝑥~𝛣(𝜇𝑥) , όπου nx  ο 

αριθμός των επαναλήψεων της τιμής του διανύσματος x των επεξηγηματικών 

μεταβλητών και οι παρατηρήσεις yx, είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. 
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Η συνάρτηση σύνδεσης έχει την εξής μορφή 

𝜂𝑥 = 𝑔 (𝜇𝑥) = ln
𝜇𝑥

𝑛𝑥 − 𝜇𝑥
= ln

𝑝𝑥

1 − 𝑝𝑥
= ln (𝑜𝑑𝑑𝑠) = 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝𝑥) = 𝒙′𝜷           (2.3) 

Λύνοντας ως προς τη πιθανότητα επιτυχίας προκύπτει: 

𝑝𝒙 = 𝑒𝜂𝒙 (1 + 𝑒𝜂𝒙)  =
𝑂𝑑𝑑𝑠

1 + 𝑜𝑑𝑑𝑠
       𝜇휀 𝜋휀𝜌𝜄𝜊𝜌𝜄𝜎𝜇ό   0 <  𝑝𝒙 < 1⁄                       (2.4) 

Για κάθε 𝑖-παρατήρηση το μοντέλο γράφεται ως: 

𝑙𝑛 (
𝑝𝑖

1 − 𝑝𝑖
) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + ⋯ + 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘, 𝑖 = 1, … , 𝑛                       (2.5) 

όπου η πιθανότητα επιτυχίας εκφράζεται ως: 

𝑝𝑖 = 𝑝𝒙𝑖
=

exp (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + ⋯ + 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘)

1 + exp (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + ⋯ + 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘)
                                       (2.6) 

Επομένως, 

Ε(𝑦𝑖) = 𝑛𝑖𝑝𝑖 = 𝑛𝑖

𝑒𝒙𝑖′𝜷

1 + 𝑒𝒙𝑖′𝜷
                                                      (2.7) 

H  συνάρτηση (2.3) ονομάζεται logit και είναι η κανονική συνάρτηση σύνδεσης (link 

function) που χρησιμοποιείται και αποτελεί την πιο συνηθισμένη επιλογή για 

δεδομένα που ακολουθούν τη Διωνυμική κατανομή. Μερικές άλλες συναρτήσεις 

σύνδεσης που χρησιμοποιούνται είναι οι εξής: 

 𝑔(𝜇𝑥) = ln[− ln(1 − 𝑝𝑥)] = 𝒙′𝜷  (𝜎𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜎𝜂 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑦 𝑙𝑜𝑔 − 𝑙𝑜𝑔) 

 𝑔(𝜇𝑥) = 𝛷−1(𝑝𝑥) = 𝒙′𝜷  (𝜎𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜎𝜂 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑖𝑡). 

 

2.1.3 Ερμηνεία των συντελεστών παλινδρόμησης 

Για να αντιληφθούμε πλήρως οποιαδήποτε πειραματική διαδικασία, είναι χρήσιμο να 

αντιλαμβανόμαστε το νόημα των εξισώσεων που θα οδηγήσουν στην εξαγωγή των 
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συμπερασμάτων μας. Στη λογιστική παλινδρόμηση, σε αντίθεση με άλλα μοντέλα, οι 

εκτιμημένοι συντελεστές β καθώς και τα διαστήματα εμπιστοσύνης τους μπορούν να 

ερμηνευθούν. Γενικότερα σε ένα μοντέλο Υ=β0+β1Χ ο συντελεστής της μεταβλητής 

Χ αποτελεί ένα μέτρο που δείχνει τη συσχέτιση της συγκεκριμένης μεταβλητής με 

την μεταβλητή απόκρισης Υ.  

Εφόσον εκτιμηθούν οι συντελεστές αυτοί, η σχέση μεταξύ της προσαρμοσμένης 

πιθανότητας απόκρισης �̂�  και των τιμών των 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2. . . 𝑥𝜅  (επεξηγηματικών 

μεταβλητών), εκφράζεται ως: (Collett, 2003) 

�̂� =
𝑒𝒙′�̂�

1 + 𝑒𝒙′�̂�
                                                           (2.9) 

ή ισοδύναμα μέσω του λόγου των συμπληρωματικών πιθανοτήτων (odds), μέσω 

της συνάρτησης σύνδεσης  𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝): 

ln (
�̂�

1 − �̂�
) = 𝒙′�̂� =>

�̂�

1 − �̂�
= 𝑒𝒙′�̂� = exp(�̂�0 + �̂�1𝑥1 + ⋯ + �̂�𝑘𝑥𝑘)                    (2.10) 

ό𝜋𝜊𝜐 𝑥0 ≡ 1 

Από το odds προκύπτει ότι η ποσότητα 𝑒�̂�𝑗   είναι ο παράγοντας επί τον οποίο 

πολλαπλασιάζεται η σχετική πιθανότητα πραγματοποίησης του γεγονότος «επιτυχία» 

όταν η αντίστοιχη ανεξάρτητη μεταβλητή χj αυξηθεί κατά μια μονάδα και με 

δεδομένο ότι οι υπόλοιπες συμμεταβλητές παραμένουν σταθερές. (Οικονόμου & 

Καρώνη, 2010) 

 Αν ο συντελεστής που εκτιμήθηκε για το 𝛽�̂� είναι θετικός, τότε παράγοντας 𝑒�̂�𝑗 > 1, 

γεγονός που σημαίνει πως με την αύξηση της 𝑥𝑗 το οdds αυξάνεται. Αντίθετα αν ο 𝛽�̂� 

είναι αρνητικός, ο παράγοντας 𝑒�̂�𝑗 < 1 και η σχετική πιθανότητα μειώνεται με την 

αύξηση της 𝑥𝑗 . 

Στη λογιστική  παλινδρόμηση, λαμβάνοντας υπόψη την μορφή της εξίσωσης logit για 

να ερμηνεύσουμε τους συντελεστές των παραμέτρων της εξίσωσης χρησιμοποιούμε 

συνήθως τον σχετικό λόγο των συμπληρωματικών πιθανοτήτων ή αλλιώς, odds 
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ratio που εκφράζει ουσιαστικά τον λόγο του λόγου των συμπληρωματικών 

πιθανοτήτων δύο ομάδων: 

𝑜𝑑𝑑𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 =

�̂�1

1 − �̂�1

�̂�2

1 − �̂�2

= 𝑒(𝑥1−𝑥2)′�̂�                               (2.11) 

Αν το odds ratio δύο ομάδων  ισούται με 1 τότε το odds  της μιας ομάδας ισούται με 

της άλλης, κάτι που σημαίνει ότι η πιθανότητα επιτυχίας της πρώτης ομάδας είναι 

ίδια  με της δεύτερης. Αν το odds ratio είναι μεγαλύτερο του 1 τότε υπάρχει μια 

θετική συσχέτιση μεταξύ των odds  των δύο ομάδων . Με άλλα λόγια ο αριθμός με 

τον οποίο ισούται το odds ratio δείχνει πόσες φορές μεγαλύτερο ή μικρότερο είναι το 

ένα odds  από το άλλο. 

 

2.1.4 Μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας 

Όπως και σε όλα τα γραμμικά μοντέλα έτσι και σε αυτό της λογιστικής 

παλινδρόμησης, η προσαρμογή γίνεται μέσω της μεθόδου μέγιστης πιθανοφάνειας. Η 

πιθανοφάνεια είναι η πιθανότητα οι παρατηρούμενες τιμές να ισούνται με αυτές που 

αναμένουμε.  

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας L ενός δείγματος με τιμές  𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛  μέσες τιμές 

𝐸(𝑦𝑖) = 𝜇𝑖 = 𝑛𝑖𝑝𝑖  και συμμεταβλητές 𝒙𝑖
′ = (𝑥𝑖0, 𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑘) , όπου ni ο αριθμός 

δοκιμών της στατιστικής μονάδας- 𝑖  , 𝑝𝑖  η αντίστοιχη πιθανότητα επιτυχίας και 

𝑥𝑖0 = 1 γράφεται ως (Οικονόμου & Καρώνη, 2010): 

 

𝐿(𝛽) = ∏ (
𝑛𝑖

𝑦𝑖
) 𝑝𝑖

𝑦𝑖(1 − 𝑝𝑖)𝑛𝑖−𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Στην περίπτωση δυαδικών δεδομένων, όπως αυτά που θα μελετήσουμε στο επόμενο 

κεφάλαιο, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι : 
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𝐿(𝛽) = ∏ 𝑝𝑖
𝑦𝑖(1 − 𝑝𝑖)

1−𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

                                       (2.12) 

 με ( )i iy p  , και επομένως η λογαριθμημένη συνάρτηση είναι: 

𝑙 = ln 𝐿  = ∑ {𝑦𝑖𝑙𝑛 ip + (1 − 𝑦𝑖)ln (1 − ip )}

𝑛

𝑖=1

                    (2.13) 

Παραγωγίζουμε την πιο πάνω εξίσωση και εξισώνουμε με το μηδέν. Στόχος είναι να 

βρεθούν οι τιμές για τις παραμέτρους με τις οποίες θα προκύπτει η μέγιστη 

πιθανοφάνεια. Οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας 𝜷 των 𝛽𝑗  προκύπτουν με την 

ικανοποίηση των εξισώσεων ενός συστήματος κ+1 γραμμικών εξισώσεων. 

Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση πιθανοφάνειας (log likelihood) εξάγουμε 

συμπεράσματα για το κατά πόσο οι εκτιμήτριες μας είναι στατιστικά σημαντικές. 

 

2.1.5 Στατιστικοί έλεγχοι καλής προσαρμογής βασισμένοι στη μέθοδο 

μέγιστης πιθανοφάνειας  

Για να βρεθεί το καλύτερο δυνατό μοντέλο που περιγράφει τα στοιχεία μας, είναι 

απαραίτητο να γίνουν μερικοί έλεγχοι καλής προσαρμογής Οι έλεγχοι αυτοί στην 

πλειοψηφία τους εξετάζουν την υπόθεση, το πλήρες μοντέλο να υπερτερεί του απλού 

μοντέλου. Πιο συγκεκριμένα η μηδενική υπόθεση αντιστοιχεί σε ένα απλό μοντέλο, 

που περιέχει μόνο τις επεξηγηματικές μεταβλητές, ενώ η εναλλακτική υπόθεση σε 

ένα πιο σύνθετο, που περιέχει εκτός από τις επεξηγηματικές και άλλες μεταβλητές 

(Hosmer et al, 2013).    

 

 Έλεγχος του λόγου των μεγιστοποιημένων πιθανοφανειών 

Ένας γενικός στατιστικός έλεγχος που χρησιμοποιείται για να συγκρίνει μοντέλα 

όπως αυτά που περιγράφηκαν πιο πάνω, είναι ο έλεγχος αναλογίας της μέγιστης 

πιθανοφάνειας. Ο συγκεκριμένος έλεγχος αποτελεί μια γενίκευση του ελέγχου F για 
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γραμμικά μοντέλα. Ο τρόπος με τον οποίο λειτουργεί, είναι η σύγκριση των 

πιθανοφανειών των δύο υπό εξέταση μοντέλων. Η πιθανοφάνεια μπορεί να 

αποτελέσει μέτρο για να ελεγχθεί πόσο καλά ταιριάζει ένα μοντέλο σε ένα σύνολο 

δεδομένων. 

Έστω δύο μοντέλα, Μ1, Μ2,  που περιγράφουν το ίδιο σύνολο δεδομένων. Το μοντέλο 

Μ1 είναι το απλό μοντέλο ενώ το Μ2 το σύνθετο. Για να αποφασίσουμε αν οι 

περισσότερες μεταβλητές που περιέχει το Μ2 είναι όντως αναγκαίες,  βρίσκουμε 

πρώτα τις πιθανοφάνειες L1 και L2. Γενικότερα αν υπάρχει μεγάλη διαφορά μεταξύ 

των πιθανοφανειών,  τότε πολύ πιθανόν το σύνθετο μοντέλο να έχει καλύτερη 

προσαρμογή, ενώ αν οι πιθανοφάνειες είναι παρόμοιες αποδεχόμαστε τη μηδενική 

υπόθεση που θέλει τις επιπλέον μεταβλητές ίσες με το μηδέν. Παρόλα αυτά είναι 

στατιστικά σωστό το συμπέρασμα μας να εξαχθεί μέσω ενός στατιστικού ελέγχου. 

Αυτό που ουσιαστικά εξετάζουμε είναι η διαφορά μεταξύ των πιθανοφανειών: 

𝑋2 = −2𝑙𝑜𝑔𝐿1 − (−2𝑙𝑜𝑔𝐿2)                                    (2.14) 

Η συνάρτηση (2.14) ακολουθεί την κατανομή χ
2 

με d βαθμό ελευθερίας. Βάσει της p 

τιμής αποφασίζουμε ποιο από τα δύο μοντέλα είναι καταλληλότερο για τα δεδομένα 

μας. 

 

 Global WALD και SCORE έλεγχοι 

Έχοντας ακριβώς την ίδια μηδενική και εναλλακτική υπόθεση, βασισμένο και αυτό 

στην πιθανοφάνεια το Global Wald test συγκρίνει την καταλληλότητα του γενικού 

μοντέλου σε αντίθεση με τον απλό έλεγχο Wald που εξετάζει τη σημαντικότητα κάθε 

μεταβλητής ξεχωριστά. Έστω L(u,y) η συνάρτηση πιθανοφάνειας των δεδομένων           

y l(u,y) η λογαριθμοποιημένη συνάρτηση  και οι υποθέσεις (Οικονόμου & Καρώνη, 

2010):  

Η0: u =u0                Η1: u ≠u0 

Βασίζεται  στη διαφορά �̂� − 𝑢0τυποποιημένη ως προς τον παρατηρούμενο πίνακα 

πληροφορίας στο σημείο u=u0.  
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(�̂� − 𝑢0)′𝐼𝑢(�̂� − 𝑢0) ~ 𝑋𝑑
2, ασυμπτωτικά 

Όπου    𝐼𝑢 = (−
 𝜕2𝑙

𝜕𝑢2
)𝑢=𝑢 

Και τελικά η ελεγχοσυνάρτηση Wald γράφεται ως εξής: 

(�̂� − 𝑢0)2

�̂�(�̂�)
                                                (2.15) 

   όπου V̂(û) η εκτιμήτρια της διασποράς της û  

Η ελεγχοσυνάρτηση (2.15)  ακολουθεί χ
2
- κατανομή, ασυμπτωτικά με 1 βαθμό 

ελευθερίας. 

Ένας άλλος έλεγχος, που ακολουθεί ακριβώς την ίδια λογική είναι ο έλεγχος Score. Η 

μόνη διαφορά των δύο αυτών ελέγχων είναι ότι ο Score δεν προϋποθέτει εύρεση της 

�̂�  αφού βασίζεται στην ιδέα H0 : u=u0 , κάτι που σημαίνει ότι το  v(𝑢0) =

(
𝜕𝑙

𝜕𝑢1
, … ,

𝜕𝑙

𝜕𝑢𝑘
) θέλουμε να πλησιάζει το 0. 

Η ελεγχοσυνάρτηση που χρησιμοποιείται είναι  

v(𝑢0)′𝛪𝑢0
−1v(𝑢0) ~ 𝑋𝑑

2 , ασυμπτωτικά. 

Λόγω του ασυμπτωτικού χαρακτήρα που έχουν, οι πιο πάνω έλεγχοι μπορούν να 

δώσουν έγκυρα αποτελέσματα μόνο σε περιπτώσεις μεγάλου δείγματος. 

 

 Ελεγχοσυνάρτηση DEVIANCE  

Ένας από τους πιο διαδεδομένους τρόπους για τον έλεγχο της καλής προσαρμογής 

του μοντέλου είναι ο έλεγχος Deviance. Ο πιο πάνω έλεγχος συγκρίνει τον λόγο των  

πιθανοφανειών παρατηρούμενων και αναμενόμενων τιμών της μεταβλητής 

απόκρισης (Hosmer et al, 2013). 

𝐷 = −2 ln [
likelihood of the fitted model

likelihood of the saturated model
]                       (2,16) 



                       Μοντέλα Εκτίμησης της Διάρκειας Ασφαλιστικών Συμβολαίων                      

27 
 

Εισάγοντας την εξίσωση (2.13) στην (2.16) έχουμε  

𝐷(�̂�) = −2 ∑ {𝑦𝑖 ln (
 �̂�𝑖

𝑦𝑖
) + (1 − 𝑦𝑖)ln (1 −

�̂�𝑖

1
− 𝑦𝑖)}          (2.17)

𝑛

𝑖=1

 

Το στατιστικό D στην εξίσωση (2.17) ονομάζεται Deviance. Ο ρόλος του για την 

λογιστική παλινδρόμηση είναι ίδιος με αυτόν των  υπολοίπων ελαχίστων τετραγώνων 

στην γραμμική παλινδρόμηση. 

Εκτιμώντας το πλήρες ή κορεσμένο μοντέλο ισχύει ip = iy , και αφού οι όροι 𝑦𝑖𝑙𝑛 ip  

και (1 − 𝑦𝑖)ln (1 − ip )  ισούνται με 0 στην περίπτωση που το 𝑦𝑖  είναι 1 ή 0 η 

ελεγχοσυνάρτηση Deviance  για δυαδικές παρατηρήσεις δίνεται από την πιο κάτω 

σχέση: 

𝐷 = −2 ln[likelihood of the fitted model] 

 

𝐷(�̂�) = −2 ∑{𝑦𝑖 ln [
�̂�𝑖

1 − �̂�𝑖
+ ln(1 − �̂�𝑖)]}

𝑛

𝑖=1

 

Στη συνέχεια γίνεται ένας έλεγχος για να συγκρίνουμε το μοντέλο με και χωρίς 

συμμεταβλητές. Χρησιμοποιείται το στατιστικό G, το οποίο ισούται με την διαφορά 

των deviances των μοντέλων με και χωρίς συμμεταβλητές ή αλλιώς δίνεται από τη 

σχέση 

G = −2 ln [
likelihood without the variable

likelihood with the variable
] 

Γνωρίζοντας ότι το  G  ακολουθεί την κατανομή χ
2
 μπορούμε να εφαρμόσουμε 

ελέγχους υποθέσεων,  ούτως ώστε να εξετάσουμε την σημαντικότητά του. 
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2.1.6 Έλεγχοι καλής προσαρμογής 

 

Αφού βρούμε τους συντελεστές της εξίσωσης παλινδρόμησης, το επόμενο βήμα είναι 

να εξετάσουμε αν είναι στατιστικά σημαντικοί για το προσαρμοσμένο μοντέλο. 

Στατιστικά σημαντικός, με απλά λόγια, ονομάζεται  ο συντελεστής ο οποίος όταν 

συμπεριλαμβάνεται στο μοντέλο, αυτό εξάγει  βελτιωμένα αποτελέσματα. Μέσω 

διάφορων ελέγχων εξετάζουμε την καταλληλότητα,  αλλά συγκρίνουμε και 

διαφορετικά μοντέλα προκειμένου να καταλήξουμε στο βέλτιστο. Το γεγονός που 

εξετάζουμε συνήθως, για να εξάγουμε τα συμπεράσματά μας, είναι κατά πόσο οι 

ανεξάρτητες μεταβλητές επηρεάζουν «σημαντικά» το αποτέλεσμα. Τέτοιου είδους 

έλεγχοι γίνονται, τόσο για το γενικό μοντέλο με όλες τις μεταβλητές τις οποίες 

αποφασίσαμε να συμπεριλάβουμε, όσο και κάθε επιμέρους μεταβλητή ξεχωριστά.  

 

 Κριτήριο AIC και BIC 

Δύο από τα σημαντικότερα κριτήρια επιλογής βέλτιστου μοντέλου είναι τα AIC και 

BIC. Τα κριτήρια αυτά λειτουργούν κυρίως για συγκρίσεις μοντέλων. Ισχύει και για 

τα δύο ότι βέλτιστο μοντέλο είναι αυτό που το κριτήριό του έχει μικρότερη τιμή.  

Στη περίπτωση της λογιστικής παλινδρόμησης το κριτήριο AIC και BIC έχουν την 

εξής μορφή (Οικονόμου & Καρώνη, 2010): 

         𝐴𝐼𝐶  = 2 ∑ {−𝑙𝑛 (
𝑛𝑖

𝑦𝑖
) − 𝑦𝑖𝒙𝑖

′�̂� + 𝑛𝑖ln (1 + 𝑒𝒙𝑖
′�̂�)}

𝑛

𝑖=1

                     

 

𝛣𝐼𝐶 = 2 ∑ {−𝑙𝑛 (
𝑛𝑖

𝑦𝑖
) − 𝑦𝑖𝒙𝑖

′�̂� + 𝑛𝑖ln (1 + 𝑒𝒙𝑖
′�̂�)}

𝑛

𝑖=1

+ 𝑝 ln 𝑛       
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 Έλεγχος HOSMER-LEMESHOW 

Ένα ακόμα μέτρο καταλληλότητας του μοντέλου είναι ο έλεγχος Hosmer-Lemeshow. 

Ο έλεγχος χρησιμοποιείται αρχικά σε μη ομαδοποιημένα δυαδικά δεδομένα, που 

όμως στη συνέχεια ομαδοποιούνται σύμφωνα με τις εκτιμημένες πιθανότητες 

(Οικονόμου & Καρώνη, 2010). Η ομαδοποίηση αυτή γίνεται, αφού διαταχθούν τα 

δεδομένα  κατά αύξουσα σειρά σύμφωνα με τις εκτιμημένες πιθανότητες pi . Στη 

συνέχεια τα δεδομένα χωρίζονται σε ομάδες με περίπου τον ίδιο αριθμό δεδομένων 

στη κάθε μια (συνήθως 10). Έστω ότι έχουμε δημιουργήσει g ομάδες. Έχοντας 

καταγράψει τον αριθμό των παρατηρούμενων και προβλέψει τον αριθμό των 

αναμενόμενων επιτυχιών εφαρμόζουμε ένα έλεγχο χ
2
 του Pearson στον g×2 πίνακα 

συνάφειας και έτσι διαμορφώνεται ο έλεγχος χ
2
 καλής προσαρμογής των Hosmer-

Lemeshow ο οποίος δίνεται από τον τύπο 

2 2

1

{( ) / (1 )}
g

L i i i i i i

i

o m m  



     

όπου πi = ei /mi  η μέση πιθανότητα επιτυχίας της i-οστής ομάδας, οi ο συνολικός 

αριθμός επιτυχιών mi o αριθμός παρατηρήσεων σε κάθε ομάδα. Έχει βρεθεί ότι ο 

έλεγχος αυτός ακολουθεί προσεγγιστικά την χ
2
 κατανομή με g-2 βαθμούς ελευθερίας. 

 

2.1.7 Έλεγχος WALD για τη σημαντικότητα κάθε συντελεστή 

Ο έλεγχος Wald  μας δίνει πληροφορία για τη σημαντικότητα κάθε συντελεστή του 

μοντέλου της λογιστικής παλινδρόμησης  ξεχωριστά, μέσω ενός ελέγχου υποθέσεων. 

Οι υπόθεση που ελέγχουμε αν ισχύει είναι η Η0: 𝛽𝑗  = 0 έναντι της Η1: 𝛽𝑗  ≠ 0, με 

𝑗 = 1, … , 𝑘  όπου k ο αριθμός των μεταβλητών. 

Νωρίτερα υπολογίσαμε τους συντελεστές �̂�𝑗  που ακολουθούν ασυμπτωτικά την 

πολυμεταβλητή κανονική κατανομή. 

^ ^ ^

~ ( , ( ))p Vβ  β   

με αντίστοιχο 𝑠𝑒(�̂�𝑗) = {�̂�(�̂�𝑗)}1/2 = {𝜤−1(�̂�)
𝑗𝑗

}1/2 

Ισχύει λοιπόν για κάθε εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας   
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𝑧𝑗 =
�̂�𝑗 − 𝛽𝑗

𝑠𝑒(�̂�𝑗)
~𝛮(0,1) 

Και επομένως    𝑧𝑗
2 = (

�̂�𝑗

𝑠𝑒(�̂�𝑗)
)

2

 ακολοουθεί ασυμπτωτικά την X
2
-κατανομή. 

Υπολογίζονται οι τιμές των ελεγχοσυναρτήσεων για κάθε συντελεστή των 

μεταβλητών και απορρίπτουμε ή αποδεχόμαστε τη μηδενική υπόθεση που θέλει την 

συμμεταβλητή μη σημαντική για το μοντέλο ( απορρίπτουμε για p<0.05). Με αυτό 

τον τρόπο αποφασίζουμε και ποιες συμμεταβλητές θα πρέπει να κρατήσουμε  ή όχι,  

για να έχουμε  το βέλτιστο μοντέλο. 

Από την άλλη, μέσω της Wald συμπερασματολογίας μπορούμε να υπολογίσουμε το 

διάστημα εμπιστοσύνης της διωνυμικής πιθανότητας για τα δεδομένα μας. Η ύπαρξη 

γραμμικής πρόβλεψης 𝒙′�̂� στο λογιστικό μοντέλο, ορίζει μια εναλλακτική διαδικασία 

υπολογισμού των διαστημάτων εμπιστοσύνης. Μπορούμε να ορίσουμε ένα      

   100(1 − 𝑎)%  διάστημα εμπιστοσύνης  (δ. ε) στο 𝑝 = 1 (1 + 𝑒−𝒙′𝜷)⁄ , όπου            

𝑝 = 𝑝(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖  χρησιμοποιώντας ένα διάστημα εμπιστοσύνης στο 𝒙′𝜷 . Οι 

εκτιμήτριες �̂�, είναι ασυμπτωτικά κανονικές και οι όροι της πρόβλεψης γραμμικοί 

στο 𝜷 . Άρα, ένα άνω διάστημα εμπιστοσύνης για το 𝒙′𝜷, παράγει ένα άνω διάστημα 

εμπιστοσύνης για το 𝑝. Καταλήγουμε λοιπόν  στο ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε 

ένα 100 (1 − 𝑎)% δ.ε. για την παράμετρο 𝛽𝑗 , ως �̂�𝑗 ± 𝑧𝛼 2⁄ 𝑠𝑒(𝛽�̂�), με 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘. 

Από το δ.ε. αυτό μπορούμε να προσδιορίσουμε και ένα 100(1 − 𝑎)%                                         

δ.ε.  𝑒𝑥𝑝[𝛽�̂� ± 𝑧𝑎 2⁄ 𝑠𝑒(𝛽�̂�)], 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 για το λόγο των odds (odds ratio). Με τα 

διαστήματα εμπιστοσύνης αυτά παίρνουμε ακόμα περισσότερες πληροφορίες για τις 

εκτιμήτριες, για να καταλήξουμε σε ακόμα καλύτερα συμπεράσματα.  

 

2.1.8  Αλληλεπιδράσεις μεταξύ των μεταβλητών  

Στη γραμμική παλινδρόμηση, αλληλεπίδραση μεταξύ δύο επεξηγηματικών 

μεταβλητών σημαίνει ότι η επίδραση της πρώτης επεξηγηματικής μεταβλητής πάνω 

στη μεταβλητή απόκρισης, εξαρτάται από τις τιμές της δεύτερης. Στη λογιστική 

παλινδρόμηση η αλληλεπίδραση μπορεί να περιγραφεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, 

μόνο που την περίπτωση αυτή, “η επίδραση πάνω στην μεταβλητή απόκρισης” 
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αντικαθιστάται από την επίδραση στον λόγο των συμπληρωματικών πιθανοτήτων 

(odds) (Hosmer et al, 2013). 

Για παράδειγμα σε μια έρευνα που μελετά από ποιους παράγοντες εξαρτάται η 

εύρεση εργασίας, αν υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ  ηλικίας και μορφωτικού 

επιπέδου σημαίνει ότι η επίδραση του μορφωτικού επιπέδου στην εύρεση εργασίας 

δεν είναι σταθερή, αλλά μεταβάλλεται ανάλογα με την ηλικία (με την υπόθεση ότι 

όλες οι υπόλοιπες συμμεταβλητές διατηρούνται σταθερές). 

Οι αλληλεπιδράσεις χρησιμοποιούνται κυρίως για σκοπούς βελτίωσης ενός μοντέλου, 

αφού, αν μια αλληλεπίδραση βρεθεί στατιστικά σημαντική, τότε θα πρέπει  να 

συμπεριληφθεί και στη εξίσωση παλινδρόμησης μαζί με ένα νέο συντελεστή.  

Π.χ. για μια εξίσωση παλινδρόμησης με δύο μεταβλητές, έστω Χ1, Χ2, αν υπάρχει 

αλληλεπίδραση μεταξύ τους, η εξίσωση παλινδρόμησης είναι  

Logit=a+β1X1+ β2X2+ β3X1Χ2 

 

2.1.9 Καμπύλη ROC (Receiver Operating Characteristic) 

Η καμπύλη ROC αποτελεί  ένα τρόπο ελέγχου της προβλεπτικής ικανότητας ενός 

συστήματος του οποίου η μεταβλητή απόκρισης είναι δυαδική. Μας βοηθά να 

εξετάσουμε την απόδοση του τεστ για διάφορα σημεία του προγνωστικού ελέγχου 

και να επιλέξουμε το σημείο απόφασης, όσον αφορά αν ένας έλεγχος θεωρείται 

θετικός ή αρνητικός. (Hosmer et al, 2013) 

Έστω  �̂� = �̂�[𝛶 = 1] =
𝑒𝒙′�̂�

1+𝑒𝒙′�̂�
  η εκτιμημένη πιθανότητα επιτυχίας για κάθε μονάδα 

και έστω 𝑝0 η πιθανότητα «κατώφλι»,  ώστε αν    �̂� > 𝑝0 προβλεπεται ότι Υ=1 για 

την μεταβλητή απόκρισης, αλλιώς αν �̂� < 𝑝0   προβλέπεται ότι Υ=0                             

(Stepanova & Thomas, 2001) 
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                     ΑΗΘΗΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 

 

ΠΡΟΒΛΕΨΗ 

 Υ=1 Υ=0  

Υ=1 a b a+b 

Υ=0 c d c+d 

 a+c b+d n 

Πίνακας 2.1.1 Πίνακας συνάφειας αληθούς κατάστασης και πρόβλεψης 

 

Αφού κατασκευαστεί ο Πίνακας 2.1.1 που δείχνει πόσες προβλέψεις είναι ορθές και 

πόσες λανθασμένες, ορίζουμε ως ευαισθησία (sensitivity) το πόσο συχνά έχουμε ορθή 

πρόβλεψη στην κατάσταση Υ=1   

𝛦𝜐𝛼𝜄𝜎𝜃𝜂𝜎ί𝛼 =
a

a + c
 (𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑟𝑎𝑡𝑒) 

ενώ ως ειδικότητα (specificity)  το πόσο συχνά έχουμε ορθή πρόβλεψη στην 

κατάσταση Υ=0 

𝛦𝜄𝛿𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼 =
𝑑

𝑏 + 𝑑
 (true negative rate) 

Αυτό που επιθυμούμε να έχει το μοντέλο για να θεωρηθεί η προβλεπτική του 

ικανότητα καλή,  είναι υψηλή ευαισθησία και χαμηλή 1-ειδικότητα.  

Η καμπύλη ROC προκύπτει από τον υπολογισμό της ευαισθησίας και της ειδικότητας 

για όλες τις πιθανές τιμές του 𝑝0 . Η γραφική παράσταση που προκύπτει έχει περίπου 

την πιο κάτω μορφή : 
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Σχήμα 2.1.1 Καμπύλη ROC 

 

Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ονομάζεται AUC (Area Under the Curve) και 

παίρνει τιμές από 0.5 έως 1. Ζητούμενο για να επιτευχθεί η βέλτιστη πρόβλεψη είναι 

το AUC να πλησιάζει όσο περισσότερο γίνεται στο 1, δηλαδή, το κόκκινο σημάδι στο 

Σχήμα 2.1.1 να είναι όσο το δυνατόν περισσότερο κοντά στην πάνω αριστερή γωνία 

της γραφικής παράστασης. 

 

2.2 ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ 

Η μεγάλη σημασία της λογιστικής παλινδρόμησης για τη στατιστική ανάλυση 

έγκειται στο γεγονός ότι έχει την δυνατότητα να χειρίζεται πολλές μεταβλητές, 

μερικές από τις οποίες μπορεί είναι σε διαφορετικές κλίμακες μέτρησης (Hosmer et al, 

2013). Παρόλα αυτά σε πολλές περιπτώσεις η μεταβλητή απόκρισης αποτελείται  από 

περισσότερες των δύο πιθανών τιμών και έτσι η δυαδική λογιστική παλινδρόμηση δεν 

μπορεί να εφαρμοστεί. Σε τέτοιες περιπτώσεις, για την στατιστική ανάλυση, 

χρησιμοποιείται η πολυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση. 

Αυτό το είδος παλινδρόμησης χρησιμοποιείται σε περιπτώσεις όπου η μεταβλητή 

απόκρισης έχει τρεις ή περισσότερες τιμές (π.χ. 0,1,2).Ένα συχνό παράδειγμα χρήσης 

χ 
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της πολυωνυμική λογιστικής παλινδρόμησης είναι οι περιπτώσεις εκλογών όπου οι 

ψηφοφόροι έχουν να επιλέξουν μεταξύ τριών η περισσότερων κομμάτων. Κάθε 

κόμμα συμβολίζεται με ένα ψηφίο. Η πολυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση βρίσκει 

καλύτερη εφαρμογή σε μοντέλα, όπου οι κατηγορίες της μεταβλητής απόκρισης δεν 

ταξινομούνται με κάποιο τρόπο. Σε μερικές περιπτώσεις τα αποτελέσματα είναι 

αρκετά δύσκολο να ερμηνευτούν με απόλυτη ακρίβεια,  λόγω των πολλαπλών 

συγκρίσεων που πρέπει να γίνουν μεταξύ των κατηγοριών (Hosmer et al, 2013). 

Για να εφαρμοστεί και να ερμηνευθεί το μοντέλο της λογιστικής παλινδρόμησης, μία 

από τις κατηγορίες της μεταβλητής απόκρισης, επιλέγεται ως κατηγορία αναφοράς. 

Το ποια κατηγορία θα είναι αυτή δεν παίζει ρόλο στο αποτέλεσμα, καθώς όποια 

κατηγορία και να επιλέξουμε, το μοντέλο που θα προκύψει θα είναι το ίδιο. Παρόλα 

αυτά επιλέγεται συνήθως η κατηγορία που μας βολεύει, για να είναι ευκολότερη η 

ερμηνεία των αποτελεσμάτων. Η ερμηνεία των αποτελεσμάτων, όπως και στη 

δυαδική λογιστική παλινδρόμηση, γίνεται με τη χρήση του σχετικού λόγου των 

συμπληρωματικών πιθανοτήτων. 

 

2.2.1 Ορισμός του μοντέλου 

Έστω Ν ο αριθμός των κατηγοριών της κατηγορικής μεταβλητής Υ. Οι κατηγορίες 

αυτές θα αριθμούνται από το 0,1,…Ν-1 έτσι που η κατηγορία 0 θα αποτελεί την 

κατηγορία αναφοράς.  

Η κατανομή πιθανότητας η οποία χρησιμοποιείται, ονομάζεται πολυωνυμική 

κατανομή 

𝑝(𝑗) = 𝑃(𝑌 = 𝑗) 𝛾𝜄𝛼 𝑗−= 0,1,2, … 𝑁 − 1 

Έστω ακόμα ότι έχουμε n  αριθμό μεταβλητών (Υi, X1i…., Xki ), i=1..n όπου Υ η 

μεταβλητή απόκρισης με Ν κατηγορίες και Χ1,….,Χk  οι  συμμεταβλητές. 

Όπως σε όλα σχεδόν τα μοντέλα έτσι και εδώ υποθέτουμε ανεξαρτησία μεταξύ των 

παρατηρήσεων, οι οποίες προέρχονται από τυχαίο δείγμα που ακολουθεί multinomial 

distribution με πιθανότητες  𝑝𝑖
(0)

, … , 𝑝𝑖
(𝑁−1)

 αντίστοιχα. 
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Αντίστοιχα με πριν η συνάρτηση logit για την πολλαπλή λογιστική παλινδρόμηση 

γράφεται: 

g(x) = ln (
𝑝(𝛸)

1 − 𝑝(𝛸)
) = 𝛼0 + 𝛽𝑋1 + ⋯ + 𝛽𝑘𝑋𝑘 

Και η πιθανότητα επιτυχίας για το γεγονός που μας ενδιαφέρει είναι: 

𝑝(𝛸) =
𝑒𝑔(𝑥)

1 + 𝑒𝑔(𝑥)
 

 

Ο λόγος των συμπληρωματικών πιθανοτήτων  των υπόλοιπων κατηγοριών σε σχέση 

με την κατηγορία αναφοράς γράφεται ως εξής: 

g(x) = ln (
𝑝𝑖

(𝑗)

𝑝𝑖
(0)

) = 𝑎(𝑗) + 𝛽1
(𝑗)

𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘
(𝑗)

𝑋𝑘𝑖 

 

Βλέποντας την αντίστοιχη εξίσωση για τη δυαδική λογιστική παλινδρόμηση, 

παρατηρούμε  ότι η πολυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση είναι ένα σύνολο Ν-1 

μοντέλων δυαδικής λογιστικής παλινδρόμησης. Για παράδειγμα όταν το Ν=3, όπως 

θα δούμε και στη συνέχεια, το μοντέλο μας ορίζεται με την βοήθεια των δύο πιο κάτω 

εξισώσεων: 

𝐿(𝑗) = l𝑛 (
𝑝𝑖

(1)

𝑝𝑖
(0)

) = 𝑎(1) + 𝛽1
(1)

𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘
(1)

𝑋𝑘𝑖 

𝐿(𝑗) = ln (
𝑝𝑖

(2)

𝑝𝑖
(0)

) = 𝑎(2) + 𝛽1
(2)

𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘
(2)

𝑋𝑘𝑖 

Η ομοιότητα στη μεθοδολογία λογιστικής και πολυωνυμικής λογιστικής 

παλινδρόμησης είναι εμφανής. Επομένως, όπως και στο κεφάλαιο 2.2.1  η 

ικανοποίηση κ+1 εξισώσεων πιθανοφάνειας θα δώσει τους άγνωστους συντελεστές. 

Η πιθανότητα να συμβεί ένα γεγονός σε μια κατηγορία j είναι: 

𝑝(𝑗) = 𝑃(𝑌 = 1) =
𝑒𝐿(𝑗)

1 + 𝑒𝐿(1)
+ ⋯ + 𝑒𝐿(𝑁−1) 
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ενώ η πιθανότητα να συμβεί το γεγονός στην κατηγορία αναφοράς είναι : 

𝑝(0) = 𝑃(𝑌 = 0) =
1

1 + 𝑒𝐿(1)
+ ⋯ + 𝑒𝐿(𝑁−1)

 

 

2.2.2 Ερμηνεία των συντελεστών 

Με βάση τα πιο πάνω, μπορούμε εύκολα να καταλάβουμε ότι η ερμηνεία των 

συντελεστών του πολυωνυμικού μοντέλου λογιστικής παλινδρόμησης, δεν θα απέχει 

και πολύ από αυτή του δυαδικού. 

Στην πράξη έχουμε Ν-1 ίδιους πίνακες αποτελεσμάτων με αυτούς του δυαδικού 

μοντέλου με την βοήθεια των οποίων  συγκρίνουμε κάθε κατηγορία με την κατηγορία 

αναφοράς. Υποθέτοντας ότι όλες οι υπόλοιπες μεταβλητές παραμένουν σταθερές, η 

τιμή 𝛽𝜆
(𝑗)

 που παίρνουμε για μια μεταβλητή, μας δείχνει το πόσο αυξάνεται το ln των 

odds της κατηγορίας j σε σχέση με την κατηγορία αναφοράς, αν η μεταβλητή αυξηθεί 

κατά μια μονάδα. Αν το 𝛽𝜆
(𝑗)

 ισούται με 0 και επομένως το exp (𝛽𝜆
(𝑗)

)  ισούται με 1 

τότε δεν υπάρχει καμιά μεταβολή μεταξύ των δύο κατηγοριών για την συγκεκριμένη 

μεταβλητή. Από την άλλη αν 𝛽𝜆
(𝑗)

> 0  τότε  exp (𝛽𝜆
(𝑗)

) > 1   και συνεπώς έχουμε 

ποσοστιαία αύξηση του «φαινομένου» που μας ενδιαφέρει για την κατηγορία που 

μελετούμε σε σχέση με την κατηγορία αναφοράς, ενώ το αντίθετο συμβαίνει αν 

έχουμε 𝛽𝜆
(𝑗)

< 0. 

Γενικότερα, αλλάζοντας την κατηγορία αναφοράς μπορούν να γίνουν οι επιθυμητές 

συγκρίσεις μεταξύ όλων των κατηγοριών, χωρίς αυτό να επηρεάζει το τελικό μοντέλο 

παλινδρόμησης. 

Τα κριτήρια επιλογής μοντέλου, οι έλεγχοι καλής προσαρμογής, καθώς και οι έλεγχοι 

για την σημαντικότητα των συντελεστών που χρησιμοποιούνται για το συγκεκριμένο 

μοντέλο παλινδρόμησης ταυτίζονται με αυτά της δυαδικής λογιστικής παλινδρόμησης 

επομένως δεν πραγματοποιείται εκτενέστερη περιγραφή σε αυτό το κεφάλαιο.   
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2.3 ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΠΙΒΙΩΣΗΣ : ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΝΑΛΟΓΙΚΗΣ 

ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΤΟΥ COX 

 

Η ανάλυση επιβίωσης εξετάζει και μοντελοποιεί τον χρόνο που χρειάζεται μέχρι ένα 

γεγονός να συμβεί. Το κύριο γεγονός που συνήθως εξετάζει είναι ο «θάνατος» 

ανθρώπων ή μηχανών, γι’ αυτό και ονομάστηκε ανάλυση επιβίωσης. Παρόλα αυτά 

αυτά, η εφαρμογή της συγκεκριμένης ανάλυσης επεκτείνεται και σε άλλα πεδία, όπως 

για παράδειγμα  στην ιατρική, όπου εκτός από θάνατο, μπορεί να εξετάζει τον χρόνο 

μέχρι να δράσει ένα φάρμακο, στην αναλογιστική επιστήμη,  όπου μπορεί να 

μοντελοποιεί χρόνους μέχρι την λήξη ή μέχρι την ανανέωση διαφόρων ασφαλιστικών 

συμβολαίων, στην μηχανική, όπου μπορεί να μελετά χρόνο μέχρι να αστοχήσει ένα 

υλικό κ.α. (Fox & Weisberg, 2011). 

Για να μελετήσουμε γενικά δεδομένα διάρκειας ζωής τεχνολογικών δεδομένων, 

συχνά χρησιμοποιούνται διάφορα παραμετρικά μοντέλα μέσω μιας κατανομής, η 

οποία υποθέτουμε ότι ταιριάζει στα δεδομένα μας. Οι υποθέσεις μας, βεβαίως, 

συνήθως επαληθεύονται μιας και η επιλογή της κατανομής προκύπτει μέσω 

διάφορων θεωριών ή από προηγούμενη εμπειρία.  

Σε περιπτώσεις όμως, όπου εμπλέκεται ο άνθρωπος, τα πράγματα αλλάζουν, αφού οι 

πληθυσμοί διαφέρουν μεταξύ τους και δεν υπάρχει κάποια θεωρία που να περιγράφει, 

για παράδειγμα, την συμπεριφορά ενός οργανισμού προς την ανάρρωση ή τον θάνατο. 

Από την άλλη, οι συμμεταβλητές οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν είναι άγνωστες ή 

χρήζουν μελέτης, μιας και πολλές από τις αρχικές επεξηγηματικές μεταβλητές μπορεί 

να προκύψουν μη στατιστικά σημαντικές και επομένως να εξαιρεθούν από το 

μοντέλο. Επομένως η χρήση ενός παραμετρικού μοντέλου θα ήταν ανακριβής και με 

μεγάλες πιθανότητες σφαλμάτων. 

Το μοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox λύνει όλα τα πιο πάνω προβλήματα, 

καθ’ ότι μελετά τη σχέση της επιβίωσης με διάφορες συμμεταβλητές που επηρεάζουν 

το μοντέλο, χωρίς να είναι απαραίτητη για την εφαρμογή του  η επιλογή μιας 

συγκεκριμένης κατανομής που να περιγράφει τα δεδομένα. 
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Πιο κάτω θα δοθούν βασικές έννοιες και ορισμοί για την εφαρμογή του, θα γίνει η 

προσαρμογή του και τέλος θα αναφερθούν μερικές ιδιαιτερότητες που υπάρχουν, 

όταν το συγκεκριμένο μοντέλο εφαρμόζεται σε αναλογιστικά προβλήματα, όπως 

αυτό που μελετάμε. Οι μέθοδοι επιλογής μοντέλου, καθώς και οι έλεγχοι υποθέσεων 

παραλείπονται, αφού η εφαρμογή τους είναι παρόμοια με αυτήν που γίνεται για τη 

λογιστική παλινδρόμηση. 

 

2.3.1 Βασικές έννοιες και συμβολισμοί των μοντέλων επιβίωσης 

 

 Συναρτήσεις Επιβίωσης και Διακινδύνευσης 

Στην ανάλυση επιβίωσης δεσπόζουν δύο βασικές συναρτήσεις, η συνάρτηση 

επιβίωσης (survival function) και η συνάρτηση διακινδύνευσης (hazard function).  

Συμβολίζονται με S(t) και h(t)  αντίστοιχα και ορίζονται ως εξής (Collett, 2003): 

Έστω Τ ο χρόνος επιβίωσης μιας υπό μελέτη μονάδας t, ή στην περίπτωση των 

δεδομένων μας ο χρόνος μέχρι να συμβεί το γεγονός το οποίο εξετάζω. H συνάρτηση 

κατανομής πιθανότητας εκφράζει την πιθανότητα ο χρόνος επιβίωσης να είναι 

μικρότερος ή ίσος από μια τιμή 𝑡 και είναι η  

P(t)=Pr(T≤t)     ή αλλιώς      𝑃(𝑡) = 𝑃𝑟[𝛵 ≤ 𝑡] = ∫ 𝑝(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
 

 όπου p(t) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ. π .π.). 

Ονομάζουμε συνάρτηση επιβίωσης (survival function) 𝑆(𝑡), την συνάρτηση η οποία 

εκφράζει την πιθανότητα ο χρόνος επιβίωσης 𝑇 να είναι μεγαλύτερος από μια τιμή 𝑡. 

Έχουμε δηλαδή: 

𝑆(𝑡) = 𝑃𝑟[𝑇 > 𝑡] = 1 − 𝑃(𝑡) = ∫ 𝑝(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑡

. 

 κάτι που συνεπάγεται ότι : 

𝑝(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑃(𝑡) = −

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡) = 𝑆′(𝑡)                                     (2.3.1) 
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Από την άλλη η συνάρτηση διακινδύνευσης (hazard function) ℎ(𝑡), εκφράζει τον 

κίνδυνο να επέλθει η διακοπή σε κάποιο χρόνο 𝑡 . Είναι δηλαδή η δεσμευμένη 

πιθανότητα να πεθάνει μια μονάδα (ή για την ανάλυσή μας, να συμβεί το γεγονός που 

εξετάζουμε) σε χρόνο 𝑡, δεδομένου ότι έχει επιβιώσει (δεν έχει συμβεί) μέχρι εκείνη 

τη στιγμή. Η συνάρτηση διακινδύνευσης ορίζεται ως: 

ℎ(𝑡) = lim
𝛿𝑡→0

{
𝑃𝑟[𝑡 ≤ 𝑇 < 𝑡 + 𝛿𝑡|𝑇 ≥ 𝑡]

𝛿𝑡
} 

 

Από τη δεσμευμένη πιθανότητα στον πιο πάνω ορισμό και με 𝐹(𝑡) τη σ.κ. του 𝑇: 

𝑃[𝑡 ≤ 𝑇 < 𝑡 + 𝛿𝑡|𝑇 ≥ 𝑡] =
𝑃𝑟[𝑡 ≤ 𝑇 < 𝑡 + 𝛿𝑡]

𝑃[𝑇 ≥ 𝑡]
=

𝑃(𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑃(𝑡)

𝑆(𝑡)
 

Έτσι έχουμε: 

ℎ(𝑡) = lim
𝛿𝑡→0

{
𝑃(𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑃(𝑡)

𝛿𝑡
} (

1

𝑆(𝑡)
)  

και επειδή: 

𝑝(𝑡) = lim
𝛿𝑡→0

{
𝑃(𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑃(𝑡)

𝛿𝑡
}  

έχουμε τελικά ότι:  

ℎ(𝑡) =
𝑝(𝑡)

𝑆(𝑡)
                                                     (2.3.2) 

 

Χρήσιμη συνάρτηση για την ανάλυση επιβίωσης αποτελεί και η σωρευτική 

συνάρτηση διακινδύνευσης (cumulative hazard function) 𝐻(𝑡), η οποία ορίζεται ως: 

𝐻(𝑡) = ∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

                                                     (2.3.3) 

Εισάγοντας τις σχέσεις (2.3.1) και (2.3.2)  στην (2.3.3) καταλήγουμε στην πιο κάτω 

σχέση: 
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𝐻(𝑡) = −𝑙𝑛𝑆(𝑡) 

και επομένως: 

𝑆(𝑡) = exp{−𝐻(𝑡)}                                             (2.3.4) 

 

Γενικά, οι συναρτήσεις ℎ(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝑃(𝑡), 𝐻(𝑡)  μπορούν να θεωρηθούν 

μαθηματικά ισοδύναμες, αφού αν ξέρουμε μια από αυτές, οι υπόλοιπες μπορούν να 

υπολογιστούν (Καρώνη, 2009). 

 Αποκομμένες Παρατηρήσεις 

Ένα βασικό χαρακτηριστικό των δεδομένων διάρκειας ζωής  είναι η παρουσία 

αποκομμένων παρατηρήσεων.  Το χαρακτηριστικό αυτό αποτελεί και έναν από τους 

λόγους για τους οποίους, η ανάλυση επιβίωσης πρέπει να προσεγγίζεται με 

διαφορετικές μεθόδους από ότι οι υπόλοιπες στατιστικές αναλύσεις (Richards, 2011). 

Υπάρχουν τρία φαινόμενα που συμβάλλουν στην ύπαρξη αποκομμένων 

παρατηρήσεων. Το πρώτο και πιο σύνηθες είναι όταν μετά το τέλος του 

προκαθορισμένου χρόνου διάρκειας ενός πειράματος, μερικά στοιχεία δεν έχουν 

ακόμη πεθάνει ή εν γένει, δεν τους έχει συμβεί το γεγονός το οποίο μας ενδιαφέρει. 

Αυτό το, συχνό σε αναλύσεις δεδομένων διάρκειας ζωής, φαινόμενο, δημιουργεί τις 

δεξιά αποκομμένες (right censoring) παρατηρήσεις. Αντίθετα, αν και είναι σπάνιο για 

την ανάλυση επιβίωσης, σε μια μονάδα που συμμετέχει στο πείραμα μπορεί να έχει 

συμβεί το γεγονός πριν από κάποια συγκεκριμένη ημερομηνία χωρίς να γνωρίζουμε 

όμως πότε ακριβώς. Έτσι έχουμε αριστερά αποκομμένες (left censoring) 

παρατηρήσεις. Το τρίτο και τελευταίο γεγονός που δημιουργεί αποκομμένες 

παρατηρήσεις είναι όταν γνωρίζουμε ότι σε μια μονάδα έχει συμβεί ένα γεγονός 

μεταξύ δύο χρονικών περιόδων, αλλά δεν μπορούμε να καθορίσουμε την ακριβή 

χρονική στιγμή. Για παράδειγμα σε ιατρικά πειράματα, όταν δίνεται κάποια θεραπεία 

για κάποια ασθένεια και παρακολουθείται η εξέλιξη του ασθενή κάθε  m  μέρες. Αν ο 

ασθενής αποβιώσει μεταξύ της χρονικής περιόδου t0  και tm  δεν μπορούμε να 

γνωρίζουμε ακριβώς την χρονική στιγμή στην οποία απεβίωσε. Αυτό το φαινόμενο 

ονομάζεται αποκοπή εντός διαστημάτων (interval censoring).  
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Στην αναλογιστική επιστήμη παρατηρείται ένα παρόμοιο φαινόμενο, η ύπαρξη 

κολοβών δεδομένων (truncated data). Στην ουσία τα περισσότερα δεδομένα με τα 

οποία ασχολούνται οι ασφαλιστικές εταιρίες και επομένως οι αναλογιστές είναι 

αριστερά κολοβά δεδομένα, αφού οι περισσότεροι άνθρωποι, ασφαλίζονται μετά την 

ενηλικίωσή τους .  

Η διαφορά των αριστερά αποκομμένων παρατηρήσεων με τα κολοβά δεδομένα είναι 

ότι στην πρώτη περίπτωση γνωρίζουμε ότι έχει συμβεί ένα γεγονός πριν από κάποια 

συγκεκριμένη ημερομηνία, δεν γνωρίζουμε όμως την ακριβή χρονική στιγμή του 

συμβάντος. Στη δεύτερη περίπτωση δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 

οποιαδήποτε πληροφορία  σχετίζεται με  γεγονός που έχει συμβεί πριν από τη 

σύναψη του ασφαλιστικού συμβολαίου (Richards 2011). 

 

Σχήμα 2.1 Διάγραμμα μοντέλου επιβίωσης(Richards, 2008) 

 

Το Σχήμα 2.1 παρουσιάζει ένα διάγραμμα δύο μοντέλων επιβίωσης για 

ασφαλιζόμενους. Η γκρι περιοχή είναι η περίοδος παρακολούθησης ti , ενώ οι θάνατοι 

συμβολίζονται με ×. Οι ασφαλιζόμενοι συνάπτουν συμβόλαιο τη χρονική στιγμή xi,  

όπου και αρχίζει η παρακολούθηση της διάρκειας ζωής τους. Οι παρατηρήσεις 

προφανώς, θα είναι αριστερά κολοβές. Το τέλος του πρώτου πειράματος καθορίζεται 

τη χρονική στιγμή xi + ti. Παρατηρούμε ότι μέχρι εκείνη τη στιγμή, δεν έχει προκύψει 

θάνατος και έτσι έχουμε, εκτός από αριστερά κολοβή, και δεξιά αποκομμένη 

παρατήρηση. 

 

 



                       Μοντέλα Εκτίμησης της Διάρκειας Ασφαλιστικών Συμβολαίων                      

42 
 

2.3.2 Το μοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox 

Η ανάλυση επιβίωσης εξετάζει τη σχέση μεταξύ της συνάρτησης επιβίωσης και των 

μεταβλητών του μοντέλου. Έστω οι μεταβλητές 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑝) και Ν ο αριθμός 

των μονάδων για τις οποίες μελετούμε την διάρκεια ζωής και τις επιδράσεις των 

μεταβλητών πάνω σε αυτήν. Το μοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox 

υποθέτει ότι η συνάρτηση διακινδύνευσης στο χρόνο 𝑡  μιας παρατηρούμενης 

μονάδας 𝑖 με διάνυσμα συμμεταβλητών  𝒙′𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, … , 𝑥𝑖𝑘) δίνεται από τη σχέση 

(Fox & Weisberg, 2011): 

ℎ(𝑡; 𝑥) = ℎ0(𝑡) exp(𝛽1𝑥𝑖1+. . +𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘)                                  (2.3.5) 

Από την εξίσωση (2.3.5) παρατηρούμε ότι η διακινδύνευση καθορίζεται από τον 

παράγοντα t-χρόνος και τις συμμεταβλητές του διανύσματος 𝒙′𝑖 . Η ποσότητα ℎ0(𝑡) 

είναι γνωστή ως βασική συνάρτηση διακινδύνευσης στο χρόνο 𝑡. Είναι μια αυθαίρετη 

συνάρτηση του χρόνου, η οποία θεωρείται σταθερή για όλες τις μονάδες.  

Για 𝒙 = 𝟎 προκύπτει: 

ℎ(𝑡; 𝟎) = ℎ0(𝑡) 

Έτσι, μπορούμε να ορίσουμε την ℎ0(𝑡)  ως τη συνάρτηση διακινδύνευσης ενός 

ατόμου όταν οι τιμές όλων των συμμεταβλητών είναι μηδενικές  

(𝒙𝑖 = 𝟎, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘). 

  

Καθορίζεται  επίσης η αναλογία της διακινδύνευσης για δύο οποιεσδήποτε μονάδες 

με διανύσματα συμμεταβλητών 𝒙1 =  𝛽1𝑥11+. . +𝛽𝑘𝑥1𝑘 και 𝒙2 = 𝛽1𝑥21+. . +𝛽𝑘𝑥2𝑘 

αντίστοιχα: 

ℎ(𝑡; 𝒙1)

ℎ(𝑡; 𝒙2)
=

ℎ0(𝑡) exp(𝛽
1

𝑥11+. . +𝛽
𝑘

𝑥1𝑘)

ℎ0(𝑡) exp(𝛽
1

𝑥21+. . +𝛽
𝑘

𝑥2𝑘)
= 𝑒(𝒙𝟏−𝒙𝟐)                             (2.3.6) 

Όπως βλέπουμε στην εξίσωση 2.3.6 η αναλογία αυτή δεν εξαρτάται από τη 

συνάρτηση ℎ0(𝑡) και συνεπώς ούτε από τον χρόνο. Έτσι λέμε ότι το μοντέλο του Cox 
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είναι ένα μοντέλο παλινδρόμησης αναλογικής διακινδύνευσης, αφού υποθέτει ότι το 

ποσοστό αποτυχίας δύο οποιονδήποτε μονάδων είναι αναλογικό. 

Λογαριθμίζοντας την 2.3.5 έχουμε: 

ln ℎ(𝑡; 𝒙1) − ln ℎ(𝑡; 𝒙2) = (𝒙1 − 𝒙2) 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι υπάρχει μια σταθερή διαφορά μεταξύ των λογαρίθμων 

διακινδύνευσης δύο μονάδων. 

Όπως έχουμε δει, γνωρίζοντας την συνάρτηση διακινδύνευσης, μέσω των σχέσεων 

2.3.3 και 2.3.4 μπορούμε να πάρουμε την συνάρτηση επιβίωσης (Caroni, 2017). 

Έστω       𝑥𝜄 = 𝑥𝜄1+. . +𝑥𝜄𝑘    και      𝛽′ = (𝛽1, … , 𝛽𝜅) 

τότε                                         𝐻(𝑡; 𝒙) =  ∫ ℎ0(𝑢)e𝜷′
′𝒙𝒊𝑑𝑢

𝑡

0
= 𝐻0(𝑡)e𝜷′𝒙𝒊 

και επομένως, 

𝑆(𝑡; 𝒙) = 𝑒−𝐻(𝑡,𝒙) = 𝑒−𝐻0(𝑡)e𝜷′𝒙𝒊 = {𝑆0(𝑡)}e𝜷′𝒙𝒊
 

 

2.3.3 Προσαρμογή των παραμέτρων του μοντέλου 

Η προσαρμογή ενός μοντέλου σε ένα σύνολο δεδομένων, συνεπάγεται τον 

υπολογισμό των άγνωστων συντελεστών β1,…,βm  των επεξηγηματικών μεταβλητών 

Χ1, Χ2…Χm. Επιπλέον, σε μερικές περιπτώσεις, μπορεί να χρειαστεί ο υπολογισμός 

της βασικής συνάρτησης διακινδύνευσης ℎ0(𝑡). Τα δύο αυτά στοιχεία που συνθέτουν 

το μοντέλο υπολογίζονται ξεχωριστά. Πιο συγκεκριμένα, πρώτα υπολογίζονται τα βi  

για i=1…m, και στη συνέχεια χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό του ℎ0(𝑡) . 

Πρέπει να σημειωθεί, ότι προκειμένου να εξαχθούν συμπεράσματα για την επιρροή 

των m μεταβλητών στην αναλογική διακινδύνευση, είναι απαραίτητη η γνώση μόνο 

των συντελεστών βi  (Collett, 2003). 

Όπως και στα μοντέλα παλινδρόμησης, ο υπολογισμός των άγνωστων συντελεστών βi  

γίνεται με τη μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας. Έστω n ο αριθμός των στοιχείων, 

θεωρούμε ότι t(i) είναι ο χρόνος διακοπής για τις m μονάδες στις οποίες έχει συμβεί το 

γεγονός κατά τις διακεκριμένες χρονικές στιγμές  και m<n λόγω της παρουσίας 

αποκομμένων παρατηρήσεων. Έστω επίσης ότι    𝑡(1) < 𝑡(2) < ⋯ < 𝑡(𝑚) είναι οι 𝑚 
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χρονικές στιγμές κατά τα τις οποίες παρατηρείται η διακοπή των αντίστοιχων 1,2,…m 

μονάδων. Η ποσότητα R(t) είναι το σύνολο των μονάδων σε κίνδυνο τη χρονική 

στιγμή t. Το διάνυσμα συμμεταβλητών για κάθε j μονάδα,  είναι το xj . Η  στιγμιαία 

πιθανότητα να διακοπεί η λειτουργία μιας μονάδας j  σε διάστημα (𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡), είναι 

ℎ(𝑡, 𝒙)𝑑𝑡. Επομένως, δεδομένου ότι υπάρχει διακοπή κάποιας μονάδας του συνόλου 

R(t) η πιθανότητα η συγκεκριμένη να είναι η j-μονάδα, δίνεται από τον τύπο: 

ℎ(𝑡(𝑗), 𝒙𝑗)𝑑𝑡

∑ ℎ(𝑡(𝑗), 𝒙𝑖)𝑑𝑡 𝑖∈𝑅(𝑡(𝑗))

                                             (2.3.7) 

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας για τα δεδομένα και όπου 𝑅𝑗 = 𝑅(𝑡(𝑗)), εκφράζεται ως 

εξής (Cox, 1972): 

𝐿(𝜷) = ∏
ℎ(𝑡(𝑗), 𝒙𝑗)𝑑𝑡

∑ ℎ(𝑡(𝑗), 𝒙𝑖)𝑑𝑡𝑖∈𝑅𝑗

𝐽

𝑗=1

 

Εισάγοντας τον ορισμό της συνάρτησης διακινδύνευσης στο μοντέλο του Cox η 

(2.3.7) απλοποιείται στην: 

𝐿 = 𝐿(𝜷) = ∏
𝑒𝜷′𝒙𝑗

∑ 𝑒𝜷′𝒙𝑖𝑖∈𝑅𝑗

                                      (2.3.8)

𝐽

𝑗=1

 

Ακολουθώντας την γνωστή διαδικασία, λογαριθμίζουμε την (2.3.8) και προκύπτει  η 

λογαριθμημένη πιθανοφάνεια που αντιστοιχεί στο χρόνο αποτυχίας 𝑡(𝑗).     

𝑙(𝜷) = ∑ {𝜷′𝒙𝑗 − ln [∑ 𝑒𝜷′𝒙𝑖

𝑖∈𝑅𝑗

]}

𝑝

𝑗=1

 

Οι συντελεστές παλινδρόμησης 𝜷  εκτιμώνται από τις τιμές �̂� , οι οποίες 

μεγιστοποιούν τη συνάρτηση πιθανοφάνειας ή στην περίπτωσή μας το λογάριθμό της. 

Το διάνυσμα �̂�  ονομάζεται εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας (ε.μ.π.) της 𝜷 . Οι 

τιμές �̂� = (�̂�1, �̂�2, … , �̂�𝜇) υπολογίζονται μηδενίζοντας τις 𝜇 μερικές παραγώγους της 

𝑙(𝜷) ως προς 𝛽𝑘 (𝑘 = 1, … , 𝑝) δηλαδή: 
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𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘
= 0 , 𝑘 = 1, … , 𝑝 

και λύνουμε με αριθμητικές μεθόδους. Επιπλέον παίρνοντας τη δεύτερη παράγωγο 

της ποσότητας l μπορούν να προσδιοριστούν εκτιμήσεις των διασπορών των �̂�. 

Η εξίσωση 2.3.8 ονομάζεται και μερική πιθανοφάνεια γιατί η έκφραση ℎ0(𝑡) δεν 

εμφανίζεται σε αυτή την ανάλυση (Cox, 1975).  

 

2.3.4 ΥΠΟΛΟΙΠΑ SCHOENFELD  

Τα λεγόμενα, υπόλοιπα, στη στατιστική είναι πιο εύκολο να γίνουν κατανοητά με 

κάποιο τρόπο, ως η διαφορά των παρατηρούμενων τιμών από τις αναμενόμενες. Αν 

και υπάρχουν πολλά είδη υπολοίπων, η γενική ιδέα είναι για όλα σχεδόν, η ίδια. Αυτό 

που στην ουσία μας ενδιαφέρει είναι να μην υπάρχουν μεγάλα υπόλοιπα. Οι 

διαγνωστικοί έλεγχοι, δίνουν για τα διάφορα μοντέλα, γραφήματα υπολοίπων και ο 

αναλυτής μέσω αυτών μπορεί να προσδιορίσει αν το μοντέλο είναι καλό, αν 

υπάρχουν κάποιες προβληματικές τιμές, ή κάποιες τιμές που μπορεί να αλλοιώνουν 

τα αποτελέσματα. Βέβαια πρέπει να σημειωθεί ότι για μεγάλους αριθμούς 

δεδομένων, όπως αυτά του επόμενου κεφαλαίου, δύσκολα εντοπίζονται 

προβληματικά στοιχεία μέσω των υπολοίπων. 

Για το μοντέλο του Cox μεγάλη σημασία έχουν τα υπόλοιπα Schoenfeld (1982). Η 

ποσότητα Ri είναι το σύνολο των μονάδων σε κίνδυνο τη χρονική στιγμή ti. Το 

διάνυσμα συμμεταβλητών για κάθε i μονάδα,  είναι το xi . Δεδομένου ότι υπάρχει 

διακοπή κάποιας μονάδας του συνόλου Ri τη χρονική στιγμή ti, η πιθανότητα το i να 

διακοπεί, δίνεται από τον τύπο (Caroni, 2004): 

𝑝𝑖 =
𝜆𝑖(𝑡𝑖)

∑ 𝜆𝑗(𝑡𝑖)𝑗∈𝑅𝑖

=
𝑒𝛽′𝑥𝑖

∑ 𝑒𝛽′𝑥𝑗
𝑗∈𝑅𝑖

 

Η αναμενόμενη τιμή του διανύσματος Χ που διακόπτεται, το οποίο δεν γνωρίζουμε 

σε ποια μονάδα αντιστοιχεί, τη χρονική στιγμή ti κατά την οποία διακόπτεται είναι: 
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𝛦(𝜲|𝑹𝒊) = ∑ 𝑥𝑘𝑝𝑘

𝑘∈𝑅𝑖

 

                          =
∑ 𝑥𝑘𝑒𝛽′𝑥𝑘

𝑘∈𝑅𝑖

∑ 𝑒𝛽′𝑥𝑗
𝑗∈𝑅𝑖

 

Όπως έχουμε προαναφέρει υπόλοιπο ονομάζουμε τη παρατηρούμενη τιμή μείον της 

αναμενόμενης. Έχουμε λοιπόν: 

r𝑖  =  x𝑖 −  𝐸(𝚾|𝐑𝐢) 

Χρησιμοποιώντας στη θέση του Ε το �̂� και στη θέση του β το  �̂� προκύπτουν τα 

υπόλοιπα Schoenfeld 

r̂𝑖  =  x𝑖 −  �̂�(𝚾|𝐑𝐢) 

Για κάθε μια μονάδα που λαμβάνει μέρος στο πείραμα θα υπολογιστεί το υπόλοιπο 

Schoenfeld. Τα υπόλοιπα αυτά, όπως θα δούμε και στο επόμενο κεφάλαιο, 

παρουσιάζονται γραφικά. Βασική προϋπόθεση του μοντέλου είναι βi(t)=βi  για κάθε t. 

Αν η γραφική που θα προκύψει για τα υπόλοιπα σε σχέση με τον χρόνο είναι ευθεία 

για κάθε συμμεταβλητή τότε έχουμε μια καλή ένδειξη. 

 

 2.3.5 Το πρόβλημα των διπλών τιμών (Duplicates)  

Η στατιστική ανάλυση του επόμενου κεφαλαίου αφορά σε δεδομένα ασφάλειας ζωής. 

Επομένως θεωρείται  σκόπιμο να γίνει μια μικρή θεωρητική αναφορά σε ένα 

πρόβλημα που παρουσιάζεται στην αναλογιστική επιστήμη, αυτό των διπλών τιμών. 

Για κάθε μονάδα i ενός συμβολαίου, υποθέτουμε ότι το σύνολο πληροφορίας {ti,di} 

είναι  ανεξάρτητο από κάθε άλλο σύνολο, κάθε άλλης μονάδας (Richards, 2011). 

Παρόλα αυτά οι αναλογιστές συχνά έχουν να αναλύσουν πληροφορία, στην οποία η 

κάθε μονάδα έχει τη δυνατότητα να συνάψει περισσότερα του ενός, συμβόλαια. Είναι 

επομένως σημαντικό, προτού γίνει οποιαδήποτε ανάλυση, να προηγηθεί ένας έλεγχος 

και να βρεθούν τα άτομα, τα οποία έχουν περισσότερα του ενός συμβόλαια, μια 

διαδικασία γνωστή και ως αφαίρεση διπλών τιμών (deduplication). Πιο κάτω δίνεται 
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μια γραφική παράσταση για να γίνει αντιληπτό το πόσο συχνό είναι αυτό το 

φαινόμενο και να κατανοηθεί η τεράστια σημασία της διαδικασίας αυτής. 

 

Σχήμα 2.2 Γράφημα του μέσου όρου συμβολαίων ανά άτομο σε σχέση με τη σύνταξή που λαμβάνει 

(Richards and Currie, 2009) 

Το Σχήμα 2.2 παρουσιάζει τον μέσο όρο ασφαλειών ζωής για το 5% των ατόμων 

κάθε μιας από τις 20 ομάδες. Οι ομάδες έχουν δημιουργηθεί με βάση το εισόδημα 

των ασφαλιζομένων,  έτσι που η ομάδα 1 να είναι αυτή με τα χαμηλότερα αμειβόμενα 

άτομα και η ομάδα 20 με τα υψηλότερα. 

Η ύπαρξη διπλών τιμών σχετίζεται με ένα ή περισσότερους παράγοντες ρίσκου που 

επηρεάζουν την ανάλυση. Το σχήμα δείχνει ότι η τάση για ύπαρξη διπλών τιμών είναι 

άμεσα συσχετισμένη με το εισόδημα των ασφαλιζομένων, ένας παράγοντας καίριας 

σημασίας στην αναλογιστική.  

Είναι σημαντικό πλεονέκτημα για την πορεία της ανάλυσης να γίνει το deduplication 

προτού δημιουργηθεί οποιοδήποτε στατιστικό μοντέλο. Ο τρόπος με τον οποίο 

γίνεται είναι είτε αφαιρώντας τα εντελώς από τα δεδομένα (εφόσον είναι πολύ λίγα τα 

στοιχεία), είτε με τη συνηθισμένη διαδικασία data handling, κρατώντας δηλαδή ένα 

από τα συμβόλαια του πελάτη και προχωρώντας μόνο με αυτό. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΑΣΦΑΛΙΣΤΙΚΩΝ 

ΣΥΜΒΟΛΑΙΩΝ 

3.1 ΑΣΦΑΛΕΙΕΣ - ΓΕΝΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ  

Προτού προχωρήσουμε στην ανάλυση θα ήταν χρήσιμο να αναφέρουμε μερικά 

γενικά στοιχεία σχετικά με τα ασφαλιστικά συμβόλαια προκειμένου ο αναγνώστης να 

πάρει μια γεύση από το συγκεκριμένο πεδίο και τον τρόπο λειτουργίας και 

οργάνωσής του. 

Το στοιχείο το οποίο πραγματεύεται η συγκεκριμένη μελέτη είναι οι ασφάλειες ζωής. 

Η ασφάλεια ζωής δημιουργήθηκε κυρίως για να ελαττώσει τις οικονομικές συνέπειες 

που προκύπτουν  σαν αποτέλεσμα ενός πρόωρου θανάτου. Πρόωρος θεωρείται ο 

θάνατος ενός ανθρώπου πριν φθάσει τον µέσο όρο ηλικίας θανάτου. Μια τέτοια 

ασφάλεια ζωής ονομάζεται απλή ή ισόβια ασφάλισης ζωής. Παράλληλα μια άλλη 

δυνατότητα που προσφέρουν είναι η αποταμίευση, στην περίπτωση πληρωμής ενός 

συμφωνημένου ποσού στον ασφαλιζόμενο, αν επιζεί μετά από μερικά χρόνια. Το 

συγκεκριμένο συμβόλαιο ονομάζεται συμβόλαιο (εφάπαξ) κληροδοτήματος 

(endowment). Επίσης μια ασφάλεια, μπορεί να δίνει στον ασφαλιζόμενο περιοδικές 

καταβολές, αντί ενός ποσού από µια χρονική στιγμή και μετά. Στην περίπτωση αυτή 

έχουμε συμβόλαιο συνταξιοδοτικό (annuities ή ράντα). Έχουμε βέβαια και όλα τα 

ενδιάμεσα ή αθροιστικά ενδεχόμενα, καθώς επίσης και ασφάλιση κατά ατυχήματος, 

ασθένειας ή αναπηρίας που λέγονται για τα συμβόλαια ζωής «συμπληρωματικές 

καλύψεις».  

 

3.1.1 Είδη Ασφάλισης 

Υπάρχουν αρκετά είδη ασφάλισης όπως ισόβια, κυμαινόμενη κ.α. Κάθε τύπος 

διαφέρει ανάλογα με τις παροχές και τα προνόμια που δικαιούται ο ασφαλιζόμενος. 
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Παρόλα αυτά θα αναλύσουμε περαιτέρω την απλή ασφάλεια ζωής καθώς και τους 

δύο τύπους ασφάλειας που συμπεριλαμβάνονται στις μεταβλητές του δείγματος που 

έχουμε στη διάθεσή μας. 

Ο πρώτος τύπος ασφάλισης ονομάζεται Term Insurance. Είναι ασφάλιση ορισμένης 

χρονικής περιόδου (10, 15, 20 χρόνια) ή μέχρι κάποια ηλικία (συνήθως 65 ή 70). 

 Σε ενδεχόμενο θάνατο του ασφαλιζόμενου, αποζημιώνεται ο δικαιούχος. Σε 

περίπτωση επιβίωσης δεν παρέχεται τίποτα. Μερικά βασικά χαρακτηριστικά αυτού 

του τύπου συμβολαίου είναι ότι δεν υπάρχει αξία εξαγοράς, δεν υπάρχει δυνατότητα  

αποταμίευσης, δεν υπάρχουν δάνεια. 

Οι τρόποι με τους οποίους μπορεί να γίνει αυτή η ασφάλεια είναι ετήσια 

ανανεούµενη που σημαίνει ανανέωση χωρίς αποδεικτικά, με τα ασφάλιστρα να 

προσαρμόζονται και με την δυνατότητα να μετατραπεί σε αποταμιευτική. 

Ανανεούµενη σε πέντε, δέκα, είκοσι έτη με  αναπροσαρμογή ασφαλίστρων ή 

ασφάλιση μέχρι τα 60 ή τα 65  που μπορεί να μετατραπεί σε ισόβια, αλλά πριν από τη 

λήξη.   

Ο δεύτερος τύπος ασφάλισης ο οποίος συναντάται και στα δεδομένα μας ονομάζεται 

Endowment Insurance και τον συμβολίζουμε με το γράμμα C. Σε αυτή την περίπτωση, 

η αποζημίωση καταβάλλεται είτε σε θάνατο του ασφαλιζόμενου, είτε σε επιβίωσή 

του στο τέλος της περιόδου ασφάλισης. Συνήθως είναι αποταμιευτική με πολλές 

παραλλαγές (παιδικό, σπουδαστικό, γάμου, γέννησης, κλπ). Ο συγκεκριμένος τύπος  

έχει αξία εξαγοράς, μπορεί να έχει αποταμιευτικό χαρακτήρα ή να δοθεί κάποιο 

δάνειο. 

Τρίτος και τελευταίος τύπος ασφαλιστικών συμβολαίων είναι τα Unit linked 

Insurance που συμβολίζονται με U. Τα συμβόλαια αυτά είναι ενωμένα με επενδυτικές 

μονάδες και συνδέονται άμεσα με επενδύσεις- αποταμιεύσεις. Κάθε χρόνο ο 

ασφαλιζόμενος παίρνει ενημερωτική κατάσταση που δείχνει τα καταβληθέντα 

ασφάλιστρα, το κεφάλαιο θανάτου, την αξία εξαγοράς, τα έξοδα διαχείρισης και την 

απόδοση επενδύσεων Τα ασφάλιστρα αυξομειώνονται µε το αποταμιευτικό μέρος. Ο 

ασφαλιζόμενος μπορεί να καταθέτει ποσά που αυξάνουν την αξία εξαγοράς. 

Επιτρέπεται η μερική ανάληψη χρημάτων, µε ταυτόχρονη μείωση του κεφαλαίου 

θανάτου. Οι επενδύσεις γίνονται ανάλογα µε το ρίσκο που επιθυμεί ο συμβαλλόμενος, 

γενικά όμως υπάρχει ένα ελάχιστο εγγυημένο επιτόκιο. 
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3.2 ΓΕΝΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εφαρμόσουμε στη πράξη τη διαδικασία ανάλυσης δεδομένων 

με τεχνικές και μοντέλα που είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Τα δεδομένα της 

ανάλυσης προήλθαν από ασφαλιστική εταιρεία και περιέχουν συμβόλαια ασφάλισης 

ζωής, τα οποία είτε διακόπηκαν για κάποιο λόγο (θάνατο, εκούσια διακοπή), είτε 

έληξαν, είτε βρίσκονται ακόμα σε ισχύ. Για κάθε ασφαλισμένο, εκτός από την 

κατάσταση του συμβολαίου του τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή, έχουμε στη 

διάθεσή μας την ηλικία του, την ημερομηνία που συνάφθηκε το συμβόλαιό του 

καθώς και το είδος του. 

Έχουμε στη διάθεσή μας 7797 στοιχεία  ατόμων  τα οποία ξεκίνησαν την συνεργασία 

τους με τη συγκεκριμένη ασφαλιστική εταιρεία  κατά τη χρονική περίοδο 1966-1990 . 

Τα στοιχεία συλλέχθηκαν τον Δεκέμβριο του 2016. Η συγκεκριμένη χρονική στιγμή 

αποτελεί και την λήξη της έρευνάς μας κάτι που σημαίνει ότι οποιοδήποτε γεγονός 

συνέβη μετά από αυτήν, είναι άγνωστο για εμάς.  

Η ανάλυση θα χωριστεί σε τέσσερα μέρη. Για την ολοκλήρωση των τριών από αυτά 

θα χρησιμοποιηθούν μόνο 6855 από τα στοιχεία αφού θα αφαιρεθούν τα συμβόλαια 

που είναι ακόμα σε ισχύ για να γίνει μια έρευνα που αφορά κυρίως στους λόγους για 

τους οποίους το συμβόλαιο δεν είναι πλέον σε ισχύ. Στο 4
ο
 μέρος, εισάγοντας πλέον 

και τα 7797 στοιχεία,  θα γίνει μια ανάλυση επιβίωσης για να μελετήσουμε τη 

διάρκεια ζωής των συμβολαίων. 

Πιο κάτω δίνεται μια επεξήγηση για τις μεταβλητές με τις ονομασίες τους όπως 

δίνονται στα δεδομένα καθώς  και τα επίπεδα στα οποία χωρίζονται.  

 TYPE, η μεταβλητή που παρουσιάζει την κατηγορία συμβολαίου. Διαχωρίζει 

τα unit linked συμβόλαια (U) και conventional (C) ( τα conventional 

συμβόλαια ταυτίζονται με τα endowment, τα οποία παρουσιάστηκαν στη 

παράγραφο 3.3.1) 

 SEX, δηλώνει το φύλο του ασφαλιζόμενου 

 BENEFIT STATUS, αφορά στην κατάσταση του συμβολαίου τη 

συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Οι κατηγορίες που εμφανίζονται είναι M-
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mature, αν το συμβόλαιο έληξε στην προκαθορισμένη ημερομηνία λήξης, D-

death, αν το συμβόλαιο έληξε λόγω θανάτου, S-surrender, αν το συμβόλαιο 

διακόπηκε από τον πελάτη πριν την καθορισμένη ημερομηνία λήξης, και I- 

insured  αν το συμβόλαιο ισχύει ακόμα. 

 AGE, η ηλικία του ασφαλιζόμενου 

  TERM- η διάρκεια του συμβολαίου σε χρόνια. 

Οι μεταβλητές που χρησιμοποιούνται χωρίζονται σε κατηγορικές και ποσοτικές. 

Κατηγορικές θεωρούνται οι μεταβλητές που δεν περιέχουν αριθμούς. Η κάθε μια 

από αυτές χωρίζεται σε επίπεδα. Πρώτη κατηγορική μεταβλητή ο τύπος 

συμβολαίου (type) που χωρίζεται στα επίπεδα C και U. Δεύτερη κατηγορική 

μεταβλητή η κατάσταση του συμβολαίου (benefit status)   που χωρίζεται στα 

επίπεδα M, S, I και D και τέλος το φύλο (sex) με τα επίπεδα F και M.  Η ηλικία 

(age) καθώς και η διάρκεια του συμβολαίου (term) ονομάζονται ποσοτικές 

μεταβλητές και είναι συνεχείς. 

 

3.3  ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

Αρχικά είχαμε στη διάθεσή μας ένα σύνολο δεδομένων 8100 στοιχείων. Οι ηλικίες 

των ασφαλιζόμενος ξεκινούσαν από 0-63 ετών, ενώ υπήρχαν μερικές αρνητικές 

ηλικίες που μας ανάγκασαν να αφαιρέσουμε τα στοιχεία στα οποία αντιστοιχούσαν. 

Στη συνέχεια, αποφασίσαμε ότι θα ασχοληθούμε με ενήλικες άνω των 20  και 

επομένως αφαιρέσαμε  μερικά ακόμα στοιχεία. Από το Σχήμα 3.3.1 παρατηρούμε ότι 

η κατανομή των ηλικιών μοιάζει με κανονική, ιδιαιτέρα για τις ηλικίες άνω των 20. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 3.3.1 Ιστόγραμμα Ηλικιών 
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Τέλος έγινε η αφαίρεση διπλών τιμών. Τα στοιχεία μας περιορίστηκαν στα 7797. 

Όπως αναφέρθηκε στο 2.3.4 οι διπλές τιμές είναι ένα πρόβλημα που αντιμετωπίζεται 

σε κάθε μελέτη γύρω από ασφαλιστικά δεδομένα  και που χρήζει ιδιαίτερης προσοχής 

πριν το ξεκίνημα της ανάλυσης προκειμένου να μην δημιουργήσει οποιοδήποτε 

πρόβλημα στα αποτελέσματα. Επομένως αφού δημιουργήσαμε το σύνολο δεδομένων 

που θα χρησιμοποιούσαμε, κάναμε ένα έλεγχο για διπλές τιμές, δηλαδή για πελάτες 

που κατέχουν δύο ή περισσότερα συμβόλαια και τους αφαιρέσαμε. 

 

3.4 ΑΝΑΛΥΣΗ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 

 

Η ανάλυση των δεδομένων έγινε με το στατιστικό πακέτο SAS  και αποτελείται από 

τέσσερα βασικά μέρη. 

Αρχικά μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε τον συσχετισμό που υπάρχει μεταξύ των 

μεταβλητών, το πόσο επιδρά κάθε μεταβλητή στο μοντέλο και τελικά ποιες 

μεταβλητές μπορούν να θεωρηθούν στατιστικά σημαντικές. 

Στο δεύτερο μέρος αφαιρούμε  τα συμβόλαια που δεν βρίσκονται πια σε ισχύ. Με την 

βοήθεια της λογιστικής παλινδρόμησης και μετατρέποντας το benefit status σε  μια 

δυαδική μεταβλητή απόκρισης θα εξετάσουμε κατά πόσο τα συμβόλαια των πελατών 

διακόπηκαν πριν τη λήξη τους ή όχι.  

Στο τρίτο μέρος ασχολούμαστε και πάλι με τους λόγους για τους οποίους έληξε ένα 

συμβόλαιο, αυτή την φορά με την βοήθεια της multinomial logistic regression, 

έχοντας ως μεταβλητή απόκρισης το benefit status και με τα τρία του επίπεδα. 

Τέλος στο τέταρτο μέρος εισάγουμε όλα τα στοιχεία και γίνεται μια ανάλυση 

επιβίωσης για το γεγονός “S”,θεωρώντας αποκομμένες μεταβλητές αυτές για τις 

οποίες το benefit status είναι M,D ή I. Δημιουργούμε Καμπύλες Kaplan-Meier 

γίνονται έλεγχοι Log Rank, Cox regression, και τέλος εφαρμόζουμε διάφορους 

διαγνωστικούς ελέγχους. 
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3.4.1. Μέρος πρώτο: Έλεγχοι συσχετισμού 

Δίνονται αρχικά, οι πίνακες συχνοτήτων και ποσοστών για τις μεταβλητές και τις 

κατηγορίες τους των οποίων τα στοιχεία θα χρησιμοποιηθούν για τους πρώτους 

τρεις χ
2
-ελέγχους. 

 
Benefit Status X Type Cross tabulation 

 Type 
 

Total 

C U 

Frequency Percentage Frequency Percentage Frequency Percentage 

 
Benefit 
Status 

D 116 76.32 36 23.68 152 2.22 

M 2762 79.39 717 20.61 3479 50.75 

S 1627 50.47 1597 49.53 

 
3224 47.03 

Total 5088 65.72 2709 34.28 6855 100.00 

Πίνακας 3.4.1 Πίνακας συνάφειας Benefit Status με τύπο συμβολαίου 

 
Benefit Status X Sex Cross tabulation 

 Sex 
 

Total 

F M 

Frequency Percentage Frequency Percentage Frequency Percentage 

 
Benefit 
Status 

D 28 18.42       124 81.58 152 2.22 

M 893 25.67 2586 74.33 3479 50.75 

S 684 21.22 2540 78.78 

 
3224 47.03 

Total 5088 23.41 2709 76.59 6855 100.00 

Πίνακας 3.4.2 Πίνακας συνάφειας Benefit Status με φύλο 

 
Type X Sex Cross tabulation 

 Sex 
 

Total 

F M 

Frequency Percentage Frequency Percentage Frequency Percentage 

 
Type 

C 996 22.11      3509 77.89 4505 65.72 

U 609 25.91 1741 74.09 2350 34.28 

Total 1605 23.41 5250 76.59 6855 100.00 

Πίνακας 3.4.3 Πίνακας συνάφειας τύπου συμβολαίου με φύλο 
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Τα στοιχεία που θα χρησιμοποιήσουμε αντιστοιχούν σε 6855 ασφαλιζόμενους των 

οποίων ο μέσος όρος ηλικίας είναι 36.1 ετών. Ο νεαρότερος ασφαλιζόμενος είναι 

ηλικίας 20 χρόνων ενώ ο γηραιότερος 67. Η μέση διάρκεια των συμβολαίων είναι 

20.6 χρόνια. Το μικρότερο συμβόλαιο που έχουμε στη διάθεσή μας διήρκεσε 11 

χρόνια και το μεγαλύτερο 47. 

Το δείγμα μας αποτελείτε κατά 23,4% από γυναίκες και 76.6% από άντρες. 2,2% των 

συμβολαίων τερματίστηκαν λόγω θανάτου, 50,8% έληξαν και 47,0% διακόπηκαν. 

Συμβόλαια τύπου C  ήταν το 65.7% ενώ συμβόλαια τύπου U το 34,3%. 

Εκτελώντας τρείς ελέγχους χ
2  

εξετάζουμε τη συσχέτιση μεταξύ Benefit Status - Type, 

Benefit Status-Sex και  Sex-Type. 

χ
2
-test of BenefitStatus by Type 

Statistic DF Value Prob 

Chi-Square 2 629.1760 <.0001 

 

Statistic DF Value Prob 

Chi-Square 2 20.6599 <.0001 

 

 

 

 
Αποτελέσματα  3.4.1 

 

 

Οι πολύ μικρές p- τιμές (p<0.0001, p<0.0001, p<0004 αντίστοιχα για τους 3 ελέγχους) 

που παίρνουμε από τα αποτελέσματα 3.4.1 δείχνουν ότι πρέπει να απορρίψουμε την 

μηδενική υπόθεση που λέει ότι δεν υπάρχει συσχέτιση, και να καταλήξουμε στο 

συμπέρασμα ότι ο λόγος διακοπής του συμβολαίου εξαρτάται από τον τύπο και το 

φύλο όπως και ο τύπος συμβολαίου εξαρτάται  από το φύλο. 

χ
2
-test of BenefitStatus by Sex 

χ
2
-test of Type by Sex 

Statistic DF Value Prob 

Chi-Square 1 12.4768 0.0004 
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Σχήμα 3.4.1 Ιστόγραμμα κατανομής της ηλικίας των ασφαλιζόμενων 

 

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τη διαφοροποίηση των μέσων ηλικιών σε σχέση με το 

φύλο και  το benefit status. Ο πρώτος έλεγχος θα πραγματοποιηθεί με τη βοήθεια του 

t-ελέγχου ενώ ο δεύτερος  με ANOVA πίνακα και F-test. Οι δύο αυτοί έλεγχοι 

προϋποθέτουν κανονικότητα στο δείγμα μας, συνθήκη που από το Σχήμα 3.4.1 

φαίνεται να ικανοποιείται. 

Βασική προϋπόθεση για την εκτέλεση του ελέγχου t είναι οι δύο κατηγορίες (F και M) 

να έχουν την ίδια διασπορά. Για τον λόγο αυτό, γίνεται πρώτα ένας έλεγχος ισότητας 

διασπορών. 

 

 

Sex N Mean Std Dev Std Err Minimum Maximum 

F 1605 36.2272 8.0448 0.2008 20.0137 63.3863 

M 5250 36.0158 8.0024 0.1104 20.0521 67.4027 

Diff (1-2)   0.2114 8.0123 0.2285     

 
Αποτελέσματα 3.4.2 

 

 

Στα Αποτελέσματα 3.4.2  παρατηρούμε ότι οι τυπικές αποκλίσεις των στοιχείων των 

δύο κατηγοριών που εξετάζουμε είναι πολύ κοντά μεταξύ τους.  
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Παρόλα αυτά η ισότητα προκύπτει από τον στατιστικό έλεγχο με μηδενική υπόθεση 

ότι οι διασπορές ισούνται. Η μεγάλη p-τιμή (0.7874) που δίνει ο έλεγχος ισότητας 

των διασπορών, δείχνει ότι πρέπει να αποδεχτούμε την μηδενική υπόθεση. 

Αφού εξετάστηκε η ισότητα των διασπορών εφαρμόζουμε τον έλεγχο t για να 

εξετάσουμε την ισότητα των μέσων ηλικιών σε άντρες και γυναίκες. Από τα 

αποτελέσματα παίρνουμε μια πολύ μεγάλη τιμή για το p (0.355)  κάτι που σημαίνει 

ότι η μέση ηλικία σους άντρες του δείγματος, δεν διαφοροποιείται σημαντικά  από 

την μέση ηλικία στις γυναίκες. 

 

 

Σχήμα 3.4.2 Διάγραμμα κατανομής των ηλικιών 

 

 

. 

Τα αποτελέσματα μας επιβεβαιώνονται παρατηρώντας και τους γραφικούς ελέγχους. 

Στο Σχήμα 3.4.2  βλέπουμε τις κατανομές των ηλικιών αντρών και γυναικών να είναι 

πολύ παρόμοιες όπως  και τα boxplots που βρίσκονται περίπου, το ένα πάνω από το 

άλλο.  

 

Στη συνέχεια γίνεται ένας ANOVA έλεγχος για την ισότητα των μέσων  ηλικιών των 

τριών κατηγοριών της συμμεταβλητής benefit status. Το αποτέλεσμα αυτή τη φορά 

ήταν μια μικρή τιμή για το p (p<0.001)  και επομένως η μηδενική υπόθεση, ότι η 

μέση ηλικία δεν διαφοροποιείται ανάλογα με το benefit status, απορρίπτεται. 
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Σχήμα 3.4.3 Θηκόγραμμα Ηλικιών σε σχέση με το Benefit Status 

 

Για να κατανοήσουμε καλύτερα ποιας ή ποιών ομάδων η μέση ηλικία 

διαφοροποιείται από τις υπόλοιπες, δημιουργήσαμε αρχικά ένα γράφημα (Σχήμα3.4.3)  

στο οποίο φαίνεται ξεκάθαρα ότι η κατηγορία S είναι μάλλον αυτή που διαφέρει από 

τις άλλες δύο. 

Με την βοήθεια του ελέγχου Bonferroni τεκμηριώνουμε στατιστικά αυτό που 

παρατηρούμε στο γράφημα. Αξίζει να σημειωθεί ότι στη περίπτωσή μας θα μπορούσε 

να χρησιμοποιηθούν και τρία t-test που θα έλεγχαν ανά δύο τους μέσους κάθε φορά 

με διάστημα εμπιστοσύνης 95%. Παρόλα αυτά το Bonferroni  προτιμάται τόσο για 

οικονομία χρόνου, ιδιαίτερα σε ελέγχους με περισσότερες κατηγορίες, όσο και για  

μεγαλύτερη ακρίβεια. 

BenefitStatus 

Comparison 

Difference 

Between 

Means 

Simultaneous 95% Confidence 

Limits 

  

D - M 0.7269 -0.8242 2.2781   

D - S 4.2195 2.6658 5.7732 *** 

M - S 3.4925 3.0349 3.9502 *** 

 

Αποτελέσματα 3.4.3 
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Τα Αποτελέσματα 3.4.3 του ελέγχου Bonferroni  φαίνεται να συμφωνούν με το 

γράφημα αφού παρατηρούμε ότι όπου περιλαμβάνεται στη σύγκριση η κατηγορία S 

έχουμε διαφοροποίηση των μέσων. Ως εκ τούτο η μέση ηλικία των ασφαλιζομένων 

που διέκοψαν τα συμβόλαιά τους, διαφέρει από αυτήν των ασφαλιζομένων των 

οποίων τα συμβόλαια έληξαν ή πέθαναν. 

 

3.4.2 Μέρος δεύτερο: Λογιστική παλινδρόμηση 

Τα συμβόλαια των πελατών που δεν είναι πια σε ισχύ, όπως σημειώσαμε πιο πάνω, 

μπορεί να διακόπηκαν για τρεις λόγους. Ο πρώτος είναι ο πελάτης να διέκοψε το 

συμβόλαιο του, ο δεύτερος να διακόπηκε λόγω θανάτου και ο τρίτος να έληξε. Για 

τους σκοπούς της ανάλυσης οι δύο πρώτοι λόγοι, θα θεωρηθούν μη κανονική διακοπή 

ενώ ο τρίτος θα θεωρείται κανονική. 

Στο δεύτερο μέρος λοιπόν, θέλουμε να εξετάσουμε κατά πόσο το συμβόλαιο έληξε 

κανονικά ή όχι σε σχέση πάντα με τις διάφορες μεταβλητές. Με λίγα λόγια, θέλουμε 

να εξετάσουμε εάν η ηλικία το φύλο και ο τύπος συμβολαίου επηρεάζουν την 

πιθανότητα του να διακοπεί ένα συμβόλαιο κανονικά ή όχι.  

Η λογιστική παλινδρόμηση χρησιμοποιείται όπως εξηγήθηκε στο δεύτερο κεφάλαιο 

σε περιπτώσεις που θέλω να κάνω στατιστική ανάλυση για δυαδικά δεδομένα (binary 

data). Στην περίπτωσή μας μετατρέπουμε το benefit status από κατηγορική 

μεταβλητή σε δυαδική δημιουργώντας δύο κατηγορίες. Η πρώτη θα περιλαμβάνει τα 

συμβόλαια που έληξαν κανονικά (Μ) και θα παίρνει την τιμή 0 και η δεύτερη θα 

περιλαμβάνει τα συμβόλαια που δεν έληξαν κανονικά και θα παίρνει την τιμή 1. Η 

δυαδική αυτή μεταβλητή αποτελεί και τη μεταβλητή απόκρισης που εξαρτάται από 

τις μεταβλητές παλινδρόμησης.  Ο διαχωρισμός αυτός των συμβολαίων δίνει 3479 

συμβόλαια τα οποία έληξαν κανονικά και 3776 τα οποία διακόπηκαν οικειοθελώς ή 

λόγω θανάτου.  

 

Πριν προχωρήσουμε στη λογιστική παλινδρόμηση, γίνεται μια σύγκριση για να 

ελέγξουμε κατά πόσο οι συμμεταβλητές είναι στατιστικά σημαντικές για το μοντέλο, 

μέσω διαφόρων κριτηρίων. Η πρώτη στήλη αναφέρεται στο μοντέλο χωρίς καθόλου 

συμμεταβλητές ενώ η δεύτερη στο μοντέλο με τρεις  συμμεταβλητές (age,sex,type).  
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Model Fit Statistics 

Criterion Intercept Only Intercept and 

Covariates 

AIC 9503.500 8407.522 

-2 Log L 9501.500 8399.522 

 

Αποτελέσματα 3.4.4 

 

  

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0 

Test Chi-Square DF Pr > ChiSq 

Likelihood Ratio 1101.9778 3 <.0001 

Score 1028.1857 3 <.0001 

Wald 893.2172 3 <.0001 

 

Αποτελέσματα 3.4.5 

 

 

Τα κριτήρια  AIC και -2logL δίνουν αντίστοιχα τις τιμές 9503.500 και 9501.500 για 

το μοντέλο χωρίς συμμεταβλητές ενώ για το μοντέλο με συμμεταβλητές 8407.522 και 

8399.522. Παρατηρούμε ότι οι τιμές των κριτηρίων για το μοντέλο με τρεις 

συμμεταβλητές είναι μικρότερες. Το γεγονός αυτό, σε συνδυασμό με τους 

στατιστικούς έλεγχους Likelihood Ratio, Score και Wald (Αποτελέσματα 3.4.5) με 

μηδενική υπόθεση ότι οι συντελεστές των μεταβλητών στην εξίσωση παλινδρόμησης 

είναι μηδενικοί ( β1=β2=β3=0) , καταλήγουμε στο συμπέρασμα  ότι το μοντέλο με τις 

τρεις συμμεταβλητές είναι καλύτερο. Η πολύ μικρές  p-τιμές (p<0.0001 ) μας 

αναγκάζουν να απορρίψουμε την μηδενική υπόθεση. 

 

Αφού απορρίψαμε την μηδενική υπόθεση εκτελούμε ένα Wald για τις επιμέρους 

υποθέσεις H0: βj=0, j=1,2,3. 
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Type 3 Analysis of Effects 

Effect DF Wald Chi-Square Pr > ChiSq 

Type 1 701.1401 <.0001 

Sex 1 34.5733 <.0001 

Age 1 428.0533 <.0001 

 

Αποτελέσματα 3.4.6 

 

 

Από τα Αποτελέσματα 3.4.6, απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση λόγω της μικρής p 

τιμής (p<0.0001) και έτσι καταλήγω στο συμπέρασμα ότι κάθε συμμεταβλητή είναι 

σημαντική. Επομένως δεν κρίνεται αναγκαίο να εξετάσω κατά πόσο ένα μοντέλο με 

λιγότερες συμμεταβλητές θα ήταν καταλληλότερο.  

 

Έχουμε λοιπόν ένα μοντέλο με τρεις συμμεταβλητές, δύο κατηγορικές (type, sex) και 

μια ποσοτική (age) . Στη συνέχεια γίνεται η προσαρμογή του μοντέλου με λογιστική 

παλινδρόμηση και συνάρτηση σύνδεσης τη logit. 

 

Analysis of Maximum Likelihood Estimates 

Parameter   DF Estimate Standard 

Error 

Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Intercept   1 -2.7589 0.1331 429.3773 <.0001 

Type C 1 0.7832 0.0296 701.1401 <.0001 

Sex F 1 0.1837 0.0312 34.5733 <.0001 

Age   1 0.0730 0.00353 428.0533 <.0001 

 

Αποτελέσματα 3.4.7 

 

 

Από τα Αποτελέσματα 3.4.10 για τους συντελεστές των συμμεταβλητών παίρνουμε 

την πιο κάτω εξίσωση 

ln (
�̂�

1 − �̂�
) = −2.7589 + 0.7832𝑡 + 0.1837𝑠 + 0.0730𝑎 

Οι τιμές του t και του s καθορίζονται ανάλογα με το τι ορίσαμε στο πρόγραμμα. Στην 

περίπτωσή μας για παράδειγμα αν το συμβόλαιο ανήκει σε γυναίκα θα παίρνει την 
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τιμή 1 ενώ αν ανήκει σε άντρα την τιμή 0. Από την άλλη αν έχω συμβόλαιο τύπου C 

παίρνει και πάλι την τιμή 1 και κατά συνέπεια το συμβόλαιο τύπου U την τιμή 0. 

Είναι πιο συνηθισμένο στη λογιστική παλινδρόμηση να χρησιμοποιείται για την 

ερμηνεία των δεδομένων μας ο σχετικός λόγος των συμπληρωματικών πιθανοτήτων ή 

αλλιώς, odds ratio. Το 𝑒�̂�1  μας δίνει τον σχετικό λόγο των συμπληρωματικών 

πιθανοτήτων για τα συμβόλαια τύπου C προς τα συμβόλαια τύπου U θεωρώντας τις 

τιμές των άλλων μεταβλητών σταθερές. 

𝑜𝑑𝑑𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 =

�̂�1

1 − �̂�1

�̂�2

1 − �̂�2

=
𝑜𝑑𝑑𝑠(𝑦 = 1|𝑡 = 1, 𝑠, 𝑎)

𝑜𝑑𝑑𝑠(𝑦 = 0|𝑡 = 0, 𝑠, 𝑎)
=

exp (�̂�0 + �̂�1 + �̂�2𝑠 + �̂�3𝑎)

exp (�̂�0 + �̂�2𝑠 + �̂�3𝑎)
= 𝑒�̂�1 

 

Ο λόγος των συμπληρωματικών πιθανοτήτων (odds) μας δείχνει τη σχέση μεταξύ της  

πιθανότητας να συμβεί και να μην συμβεί το γεγονός σε μια κατηγορία κάποιας 

συμμεταβλητής  (επεξηγηματικής μεταβλητής). Από την άλλη ο σχετικός λόγος των 

συμπληρωματικών πιθανοτήτων (odds ratio)  είναι ουσιαστικά  ο λόγος των odds και 

μας δίνει ένα μέτρο συσχέτισης των odds δύο διαφορετικών κατηγοριών. 

Συγκεκριμένα τα  Αποτελέσματα 3.4.8 των odds ratios έχουν ως εξής 

Odds Ratio Estimates and Wald Confidence Intervals 

Effect Unit Estimate 95% Confidence Limits 

Type C vs U 1.0000 4.789 4.265 5.378 

Sex F vs M 1.0000 1.444 1.277 1.632 

Age 1.0000 1.076 1.068 1.083 

 

Αποτελέσματα 3.4.8 

 

Η τρίτη στήλη του πίνακα δίνει το odds ratio το συμβόλαιο να έληξε κανονικά. 

Υπολογίζεται για την κατηγορία C, ο λόγος των συμπληρωματικών πιθανοτήτων 

(odds) 4.789 φορές μεγαλύτερος από ότι για την U. Αντίστοιχα ένα συμβόλαιο που 

ανήκει σε γυναίκα υπολογίζεται 1.444 φορές πιο πιθανό να έληξε κανονικά παρά ένα 

συμβόλαιο που ανήκει σε άντρα. Τέλος, για κάθε επιπρόσθετο χρόνο ηλικίας η 

πιθανότητα να συμβεί το γεγονός που εξετάζουμε αυξάνεται κατά 1.076 φορές. 



                       Μοντέλα Εκτίμησης της Διάρκειας Ασφαλιστικών Συμβολαίων                      

62 
 

 

Οι δύο τελευταίες στήλες των Αποτελεσμάτων 3.4.8 μας δίνουν το διάστημα 

εμπιστοσύνης για την αναμενόμενη πιθανότητα. Επειδή εξετάζουμε τον λόγο 

σχετικών πιθανοτήτων δύο κατηγοριών, για να θεωρηθεί η διαφορά τους στατιστικά 

σημαντική δεν θα πρέπει ποτέ ο λόγος να ισούται με 1. Τα διαστήματα εμπιστοσύνης 

μας επιβεβαιώνουν για την σημαντικότητα των συμμεταβλητών καθώς, όπως 

διαπιστώνουμε και στο Σχήμα 3.4.4  κανένα διάστημα εμπιστοσύνης δεν  περιέχει το 

1. 

 
 

Σχήμα 3.4.4 Odds Ratios για τις συμμεταβλητές του μοντέλου 

 

 

Για να ελέγξουμε καλύτερα την προσαρμογή του μοντέλου προχωρήσαμε σε έναν 

έλεγχο Hosmer-Lemeshow. Ο έλεγχος αυτός ομαδοποιεί τα διατεταγμένα σε αύξουσα 

σειρά στοιχεία, σε 10 κατηγορίες με βάση την εκτιμημένη πιθανότητα το συμβόλαιο 

να έληξε κανονικά. 

 

Partition for the Hosmer and Lemeshow Test 

Group Total status = 0  status = 1  

Observed Expected Observed Expected 

1 686 72 112.79 614 573.21 

2 686 171 186.90 515 499.10 
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Partition for the Hosmer and Lemeshow Test 

Group Total status = 0  status = 1  

Observed Expected Observed Expected 

3 686 258 249.92 428 436.08 

4 686 345 297.38 341 388.62 

5 686 371 338.01 315 347.99 

6 686 393 375.32 293 310.68 

7 686 412 416.32 274 269.68 

8 687 446 456.86 241 230.14 

9 687 501 496.83 186 190.17 

10 679 510 548.67 169 130.33 

 

Πίνακας 3.4.4 Διαχωρισμός στοιχείων σύμφωνα με την διαδικασία του ελέγχου 

                                                    Hosmer and Lemeshow 

 

 

Στον Πίνακα 3.4.4 φαίνονται τόσο οι παρατηρούμενες φορές που συναντάμε 

κανονική ή μη κανονική διακοπή συμβολαίου, όσο και οι αναμενόμενες.  

 

Με ένα έλεγχο χ
2
 εξετάζουμε αν η διαφορά προβλεπόμενων και αναμενόμενων τιμών 

είναι στατιστικά σημαντική κάτι που σημαίνει ότι υπάρχει καλή προσαρμογή στο 

μοντέλο. Η μηδενική  υπόθεση (ότι υπάρχει καλή προσαρμογή στο μοντέλο) 

απορρίπτεται λόγω της μικρής τιμής του p (p<0.0001). 

 

Μπορεί ο έλεγχος να δηλώνει ότι δεν υπάρχει καλή προσαρμογή στο μοντέλο, 

ωστόσο παρατηρώντας τις επιμέρους διαφορές  φαίνεται πως μόνο για την πρώτη 

ομάδα υπάρχει μεγάλη διαφοροποίηση στις αναμενόμενες από τις παρατηρούμενες 

τιμές,  επομένως αυτή, μάλλον, έχει καθορίσει και το αποτέλεσμα. 

 

Προκειμένου να καταλήξουμε σε ένα πιο βελτιωμένο στατιστικό μοντέλο ελέγχουμε 

τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ των συμμεταβλητών. Αν αυτές βγουν στατιστικά 

σημαντικές, τότε το μοντέλο που τις συμπεριλαμβάνει ίσως έχει καλύτερη 

προσαρμογή στα δεδομένα μας. 
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Joint Tests 

Effect DF Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Type 1 174.6915 <.0001 

Sex 1 9.9204 0.0016 

Age 1 317.1977 <.0001 

Type*Sex 1 3.1432 0.0762 

Age*Type 1 70.2112 <.0001 

Age*Sex 1 4.9751 0.0257 

 

Αποτελέσματα 3.4.9 

Εφαρμόζοντας τον Joint έλεγχο βλέπουμε  ότι εκτός από τις τρεις συμμεταβλητές που 

φάνηκαν να είναι στατιστικά σημαντικές  από την αρχική ανάλυση, σημαντική για το 

μοντέλο είναι και η αλληλεπίδραση  τύπου συμβολαίου και ηλικίας, όπως και ηλικίας 

με φύλο. Ως εκ τούτου, η επίδραση τόσο του type  όσο και του sex  στο μοντέλο 

διαφέρει ανάλογα με την ηλικία. Έχοντας καταλήξει στο πιο πάνω συμπέρασμα, 

δημιουργούμε ένα νέο μοντέλο στο οποίο θα συμπεριλαμβάνονται και οι 

αλληλεπιδράσεις. 

 

Analysis of Maximum Likelihood Estimates 

Parameter  DF Estimate Standard 

Error 

Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Intercept  1 -3.1249 0.1742 321.7325 <.0001 

Type C 1 2.0861 0.1589 172.2759 <.0001 

Sex F 1 0.6127 0.1476 17.2383 <.0001 

Age  1 0.0804 0.00449 319.9993 <.0001 

Age*Type C 1 -0.0342 0.00404 71.8844 <.0001 

Age*Sex F 1 -0.0118 0.00397 8.8497 0.0029 

 

Αποτελέσματα 3.4.10 
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Το μοντέλο στο οποίο τελικά καταλήγουμε  είναι το εξής: 

 

ln (
�̂�

1 − �̂�
) = −3.1249 + 2.0861𝑡 + 0.6127𝑠 + 0.0804𝑎 − 0.0342(𝛼 × 𝑡) − 0.0118(𝛼 × 𝑠) 

Εφαρμόζουμε  τον  έλεγχο  Hosmer and Lemeshow για το καινούριο μοντέλο: 

Partition for the Hosmer and Lemeshow Test 

Group Total status = 0  status = 1  

Observed Expected Observed Expected 

1 686 73 70.90 613 615.10 

2 686 161 168.80 525 517.20 

3 686 265 270.59 421 415.41 

4 687 324 326.07 363 360.93 

5 686 365 363.86 321 322.14 

6 687 414 398.37 273 288.63 

7 686 419 427.57 267 258.43 

8 686 443 454.28 243 231.72 

9 686 507 481.23 179 204.77 

10 679 508 517.33 171 161.67 

 

Πίνακας 3.4.5 Διαχωρισμός στοιχείων σύμφωνα με την διαδικασία του ελέγχου 

                                                    Hosmer and Lemeshow για το καινούριο μοντέλο 

 

 

 

Hosmer and Lemeshow Goodness-of-Fit 

Test 

Chi-Square DF Pr > ChiSq 

8.8451 8 0.3555 

 

Αποτελέσματα 3.4.11 
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Από τα αποτελέσματα 3.4.11 βλέπουμε ότι αυτή τη φορά η μηδενική υπόθεση  δεν μπορεί να 

απορριφθεί λόγω της μεγάλης τιμής του p-value επομένως καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι 

το καινούριο μοντέλο έχει καλή προσαρμογή. 

 

Για να εξετάσουμε την προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου χρησιμοποιούμε την καμπύλη 

ROC. 

 
 

 
 

Σχήμα 3.4.5 Καμπύλη ROC για την προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου 

 
 
 
 
 

Association of Predicted Probabilities and Observed 

Responses 

Percent Concordant 72.4 Somers' D 0.447 

Percent Discordant 27.6 Gamma 0.447 

Percent Tied 0.0 Tau-a 0.224 

Pairs 11745104 c 0.724 

 

Αποτελέσματα 3.4.12 
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Παρατηρούμε ένα ικανοποιητικά μεγάλο εμβαδόν κάτω από την καμπύλη μας. 

Συγκεκριμένα ο χώρος κάτω από την καμπύλη υπολογίζεται να είναι 0.724 μονάδες.  

 

επομένως μπορούμε να πούμε ότι έχουμε μια προβλεπτική ικανότητα της τάξεως του 

72%. Η καλή προβλεπτική ικανότητα της καμπύλης ήταν κάτι που αναμέναμε λόγω 

των στατιστικών ελέγχων των Αποτελεσμάτων 3.4.14 αλλά και του αποτελέσματος 

του ελέγχου Hosmer και  Lemeshow αφού οι τιμές των αναμενόμενων συμβολαίων 

δεν απείχαν πολύ από τα παρατηρούμενα. 

 

Γίνονται μερικοί διαγνωστικοί έλεγχοι για να εξετάσουμε κατά πόσο υπάρχει κάποια 

ακραία τιμή η οποία θα μας έκανε να ανατρέξουμε πίσω στο δείγμα μας για να δούμε 

αν υπάρχουν κάποιες αποκλίσεις (Collett, 2003). 

 

 

 
 

 

Σχήμα 3.4.6 Διαγνωστικοί έλεγχοι Pearson, Standardized Pearson, Deviance, Standardized Deviance, Likelihood 

και Leverage σε σχέση με τον αριθμό των παρατηρήσεων (ασφαλιζόμενων). Θέλουμε μικρές 

αποκλίσεις από το 0. 
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Σχήμα 3.4.7 Γράφημα των Df-Betas σε σχέση με τις παρατηρήσεις .Δείχνει για κάθε παρατήρηση πως 

διαφοροποιείτε ο συντελεστής της κάθε συμμεταβλητής αν δεν συμπεριληφθεί στο μοντέλο. 

Θέλουμε η διαφοροποίηση να είναι ομαλή, να μην υπάρχουν μονάδες δηλαδή που να δημιουργούν 

μεγάλη απόκλιση. 

 

Παρατηρώντας τις γραφικές παραστάσεις όλων των διαγνωστικών έλεγχων δεν 

μπορούμε να διακρίνουμε κάποια ακραία τιμή η οποία θα μπορούσε να επηρεάσει 

αρνητικά το αποτέλεσμα της ανάλυσης, κάτι που ήταν βεβαίως αναμενόμενο λόγω 

του μεγάλου  όγκου δεδομένων το οποίο επεξεργαζόμαστε.  
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Παραθέτουμε ,τέλος, μια γραφική παρασταση που μας δείχνει πως μεταβάλλεται η 

πιθανότητα το συμβόλαιο να λήξει κανονικά σε σχέση με την ηλικία για όλους τους 

πιθανούς συνδιασμούς χαρακτηριστικών που μπορώ να έχω. 

 

 
. 

Σχήμα 3.4.8 Διάγραμμα πιθανοτήτων σε σχέση με την ηλικία 

 

Για παράδειγμα στην ηλικία των 20 για μια γυναίκα με συμβόλαιο κατηγορίας C η 

πιθανότητα το δεύτερο να λήξει κανονικά είναι περίπου 55%  ενώ για έναν άντρα με τα ίδια 

χαρακτηριστικά η ίδια πιθανότητα είναι γύρω στο 35%. Από την άλλη για τα συμβόλαια 

κατηγορίας U οι πιθανότητες κυμαίνονται γύρω στο 5% και 2,5% αντίστοιχα. 

 

 

 
3.4.3 Μέρος τρίτο: Πολυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση 

  

 

Στο τρίτο μέρος της ανάλυσης ασχοληθήκαμε  με ένα διαφορετικό είδος λογιστικής 

παλινδρόμησης, την πολυωνυμική. Η πολυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση, όπως 

επεξηγήθηκε  και στη θεωρία, είναι η λογιστική παλινδρόμηση που χρησιμοποιείται 

όταν η μεταβλητή απόκρισης αποτελείται από περισσότερες των δύο κατηγοριών. Ο 

τρόπος εφαρμογής της δεν διαφέρει πολύ, όπως θα δούμε, από την δυαδική λογιστική 

παλινδρόμηση.   
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Έστω Ν ο αριθμός των κατηγοριών της μεταβλητής απόκρισης (Benefit Status). Η 

διαφορά  του συγκεκριμένου μοντέλου έγκειται στο γεγονός ότι οι ερμηνείες των 

συντελεστών γίνονται  θεωρώντας μια κατηγορία ως κατηγορία αναφοράς και 

συγκρίνοντας όλες τις άλλες κατηγορίες μαζί της. Αυτό που δημιουργείται στο τέλος 

είναι ένα  μοντέλο με Ν-1 εξισώσεις. 

 

Έχουμε στη διάθεσή μας ένα δείγμα για το οποίο, όπως και πριν, το Benefit Status 

είναι η μεταβλητή απόκρισης, αυτή τη φορά όμως,  δεν ομαδοποιούμε κάποιες 

κατηγορίες,  αλλά έχουμε τρία πιθανά αποτελέσματα. Η κατηγορία Μ είναι η 

κατηγορία αναφοράς. Σημειώνουμε κατηγορία D ανήκουν 152 συμβόλαια, στην Μ 

κατηγορία 3479 και στην S 3224. 

 

Όπως ακριβώς και στη δυαδική λογιστική παλινδρόμηση πραγματοποιούνται οι 

έλεγχοι καλής προσαρμογής με το κριτήριο AIC καθώς και με τα Likelihood Ratio, 

Score  και Global Wald  tests. 

 

 

 

Model Fit Statistics 

Criterion Intercept Only Intercept and 

Covariates 

AIC 10745.124 9577.421 

-2 Log L 10741.124 9567.421 

 

Αποτελέσματα 3.4.13 

 

 

 

 

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0 

Test Chi-Square DF Pr > ChiSq 

Likelihood Ratio 1173.7029 3 <.0001 

Score 1089.3988 3 <.0001 

Wald 966.8158 3 <.0001 

 

 

Αποτελέσματα 3.4.14 
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Από τα Αποτελέσματα 3.4.13 φαίνεται και πάλι ότι το πλήρες μοντέλο υπερτερεί 

έναντι του μοντέλου χωρίς συμμεταβλητές αφού αρχικά τα  κριτήρια AIC και -2LogL, 

έδωσαν μικρότερες τιμές για το πρώτο. Τα Αποτελέσματα 3.4.14 επιβεβαιώνουν το 

πιο πάνω. Οι μικρές τιμές για τα p (p<0.0001)  δηλώνουν  σημαντικότητα των 

συμμεταβλητών (απορρίπτεται η Η0: β1=β2=…= βν=0) 

 

 

Type 3 Analysis of Effects 

Effect DF Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Type 1 741.2196 <.0001 

Sex 1 24.2418 <.0001 

Age 1 484.8671 <.0001 

 

Αποτελέσματα 3.4.15 

 

 

Ακολουθώντας την γνωστή διαδικασία, με τον έλεγχο Wald (Αποτελέσματα 3.4.15)   

βρίσκουμε και τις 3 συμμεταβλητές στατιστικά σημαντικές για το μοντέλο μας, ενώ 

στη συνέχεια με ένα Joint test εξετάζουμε και ποιες αλληλεπιδράσεις είναι στατιστικά 

σημαντικές και επομένως πρέπει να συμπεριληφθούν στο μοντέλο. 

 

 

Joint Tests 

Effect DF Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Type 2 158.4351 <.0001 

Sex 2 34.5539 <.0001 

Age 2 500.1321 <.0001 

Age*Type 2 60.8848 <.0001 

 

Αποτελέσματα 3.4.16 

 

 

Τα αποτελέσματα 3.4.16 δείχνουν ότι η αλληλεπίδραση τύπου συμβολαίου και 

ηλικίας είναι η μόνη που κρίνεται στατιστικά σημαντική (p<0.0001) και 

συμπεριλαμβάνεται στο τελικό μοντέλο. 
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Μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι  η έως τώρα διαδικασία δεν έχει καμιά διαφορά με 

αυτήν που ακολουθήσαμε για την δυαδική λογιστική παλινδρόμηση.  

 

 

 

Analysis of Maximum Likelihood Estimates 

Parameter   BenefitStatus DF Estimate Standard 

Error 

Wald 

Chi-Square 

Pr > ChiSq 

Intercept   D=1 1 -2.6878 0.5218 26.5367 <.0001 

Intercept   S=2 1 3.4439 0.1607 459.4267 <.0001 

Type C D 1 -1.4696 0.5186 8.0295 0.0046 

Type C S 1 -2.0181 0.1604 158.2973 <.0001 

Sex F D 1 -0.2190 0.1066 4.2184 0.0400 

Sex F S 1 -0.1831 0.0321 32.5748 <.0001 

Age   D 1 -0.0114 0.0129 0.7785 0.3776 

Age   S 1 -0.0907 0.00410 490.5257 <.0001 

Age*Type C D 1 0.0344 0.0129 7.1234 0.0076 

Age*Type C S 1 0.0315 0.00409 59.1264 <.0001 

 
Αποτελέσματα 3.4.17 

 

Σημειώνουμε ότι τον έλεγχο που γίνεται,  ( Αποτελέσματα 3.4.17)  παρατηρούμε ότι 

ο παράγοντας ηλικία για τα συμβόλαια που έχουν λήξει σε σχέση με αυτά που  

διακόπηκαν λόγω θανάτου δεν προκύπτει στατιστικά σημαντικός (p<0.3776). 

Παρόλα αυτά θα ήταν πιο σωστό να υπάρχει ως μεταβλητή  στη εξίσωση μιας και η 

αλληλεπίδραση της ηλικίας με τις άλλες συμμεταβλητές προκύπτει στατιστικά 

σημαντική και θα πρέπει συμπεριληφθεί. 

 

Από τα Αποτελέσματα (3.4.17) παίρνουμε αρκετές πληροφορίες, μεταξύ των οποίων 

τους συντελεστές των μεταβλητών των δύο εξισώσεων και τελικά το μοντέλο που 

προκύπτει έχει ως εξής: 
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ln (
𝑝(𝑆)

𝑝(𝑀)
) = 3.4439 − 2.0181𝑡 − 0.1831𝑠 − 0.0907𝑎 + 0.0315𝑎 × 𝑡 

ln (
𝑝(𝐷)

𝑝(𝑀)
) = −2.6878 − 1.4696𝑡 − 0.2190𝑠 − 0.0114𝑎 + 0.0315𝑎 × 𝑡 

 

 

Ερμηνεία των συντελεστών 

 

Τα αποτελέσματα που παίρνουμε αφορούν σε δύο μοντέλα. Θεωρούμε  πρώτο 

μοντέλο  το M Vs S. Η κατηγορία U για το Type και  M για το Sex παίρνουν την τιμή 

0. Έτσι μπορούμε να πούμε ότι το multinomial logit  του Μ σε σχέση με το D για 

άντρες κατηγορίας U και ηλικίας 0 είναι  3.4439, κάτι φυσικά, που δεν βγάζει 

ιδιαίτερο νόημα αφού δεν υπάρχουν τέτοιες ηλικίες στο δείγμα μας. Η τιμή του 

multinomial logit function του D  σε σχέση με το Μ, αν μεταβληθεί  μόνο ο τύπος 

συμβολαίου και τα υπόλοιπα διατηρηθούν σταθερά, θα μειωθεί κατά 2.0181 φορές. 

Αν αλλάξει μόνο το φύλο και διατηρηθούν όλα τα υπόλοιπα σταθερά η μεταβολή στο  

multinomial logit function θα είναι περίπου - 0,1831 ενώ αν αυξήσουμε κατά ένα 

χρόνο την ηλικία του ασφαλιζόμενου, το logit θα μειωθεί κατά 0.0907. 

Ακριβώς με τον ίδιο τρόπο θα ερμηνευθούν και τα αποτελέσματα για το μοντέλο      

M  Vs  D. 

 

 

Odds Ratio Estimates and Wald Confidence Intervals 

Effect BenefitStatus Unit Estimate 95% Confidence Limits 

Sex F vs M D 1.0000 0.645 0.425 0.980 

Sex F vs M S 1.0000 0.693 0.611 0.786 

 

Αποτελέσματα 3.4.18 

 
 
 

Βλέπουμε στα αποτελέσματα 3.4.19 ότι οdds ratio  δινεται μόνο για τις μεταβλητές οι 

οποίες δεν έχουν κάποια αλληλεπίδραση που να συμπεριλαμβάνεται στο μοντέλο, και 

αυτό επειδή αν η αλληλεπίδραση συμμετέχει στην εξίσωση παλινδρόμησης, αυτό 
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αυτόματα σημαίνει ότι το odds ratio των δύο αυτών μεταβλητών δεν είναι σταθερό 

αλλα μεταβάλλεται μαζι με τις διάβορες μεταβολές στο μοντέλο. 

 

 

Σχήμα 3.4.9 Odds Ratios για τις συμμεταβλητές του μοντέλου 

 

 

3.4.4 Μέρος τέταρτο: Ανάλυση Επιβίωσης 

Στο τέταρτο και τελευταίο μέρος αυτού του κεφαλαίου, γίνεται μια ανάλυση 

επιβίωσης για το γεγονός S-surrender (το συμβόλαιο διακόπηκε από τον 

ασφαλιζόμενο πριν τη λήξη του). Στο μέρος αυτό συμπεριλαμβάνουμε και την 

κατηγορία I(συμβόλαια σε ισχύ), η οποία είχε εξαιρεθεί από της πιο πάνω αναλύσεις 

αφού μας ενδιέφεραν μόνο τα συμβόλαια τα οποία είχαν διακοπεί για κάποιο λόγο. 

Επομένως ο αριθμός των στοιχείων μας αυξάνεται στα 7797. 

Το γεγονός που μελετούμε είναι η διακοπή του συμβολαίου από τον πελάτη πριν από 

τη λήξη του. Επομένως τα στοιχεία που ανήκουν στις υπόλοιπες τρεις κατηγορίες (Μ 

D) θεωρούνται αριστερά αποκομμένα αφού αν έχουν συμβεί αυτά δεν μπορεί να 

συμβεί το S, όπως και η κατηγορία Ι που θεωρείτε δεξιά αποκομμένη αφού μέχρι την 

χρονική στιγμή που εξετάζουμε τα συμβόλαια είναι σε ισχύ άρα δεν έχει συμβεί 

ακόμα το S.  

 

Προκειμένου να μας δοθεί μια γενική εικόνα για τον ρυθμό με τον οποίο συμβαίνει το 

γεγονός που μελετάμε, ξεκινούμε την ανάλυση με τον πιο κάτω πίνακα. Λαμβάνοντας 

υπόψη και τις αποκομμένες μεταβλητές, τα Αποτελέσματα 3.4.23 δείχνουν 
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προσεγγιστικά το σημείο στο οποίο είχε συμβεί το γεγονός στο 25%, στο 50% και 

στο 75% των στοιχείων.  

Summary Statistics for Time Variable Duration 

Quartile Estimates 

Percent Point 

Estimate 

95% Confidence Interval 

Transform [Lower Upper) 

75 36.4603 LOGLOG 35.1589 37.4466 

50 27.0822 LOGLOG 26.7671 27.5205 

25 20.1589 LOGLOG 19.9233 20.5123 

 

Αποτελέσματα 3.4.19 

 

Π.χ. Το 50% των συμβολαίων είχε διάρκεια λιγότερη των 27.0822 χρόνων. 

 

 

 

Mean Standard 

Error 

28.6366 0.2296 

 

Ο μέσος χρόνος διάρκειας ζωής  όλων των συμβολαίων είναι 28,64 χρόνια με ένα 

τυπικό σφάλμα της τάξεως του 0.23. 

 

Summary of the Number of Censored and 

Uncensored Values 

Total Failed Censored Percent 

Censored 

7797 3224 4573 58.65 

    

 

Πίνακας 3.4.6 Αριθμός Αποκομμένων και Μη  

                     Αποκομμένων παρατηρήσεων 

 

Είχαμε 4573 αποκομμένες τιμές κάτι που σημαίνει ότι 58,65 % των στοιχείων μας 

ήταν αποκομμένα. 
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Σχήμα 3.4.10 Διάγραμμα πιθανότητας επιβίωσης 
 

 

Στη συνέχεια, δίνεται το διάγραμμα πιθανότητας επιβίωσης σε σχέση με τον χρόνο 

(Σχήμα 3.4.). Οι αποκομμένες τιμές σημειώνονται με (+). Παρατηρούμε όλα τα 

συμβόλαιά μας διήρκεσαν πάνω από 10 χρόνια μιας και μέχρι εκεί η πιθανότητα 

επιβίωσης είναι 1.H πιθανότητα επιβίωσης αρχίζει να φθίνει  όταν αρχίζουν τα 

συμβόλαια να διακόπτονται και τελικά βλέπουμε ότι η πιθανότητα ένα συμβόλαιο να 

διαρκέσει πάνω από 50 χρόνια, που είναι και το μέγιστο για τη μελέτη μας, είναι 

λιγότερη του 10%.  

Για να μελετηθεί η επίδραση κάθε κατηγορίας στην διάρκεια των συμβολαίων μέχρι 

την διακοπή, ακολουθήσαμε την ίδια διαδικασία για τα συμβόλαια κατηγορίας U και 

C ξεχωριστά. Οι πρώτες εκτιμήσεις όπως και πριν δίνουν μια γενικότερη εικόνα για 

την επιβίωση ενώ στη συνέχεια οι καμπύλες Kaplan-Meyer δείχνουν με ακρίβεια τον 

ρυθμό με τον οποίο συμβαίνει το γεγονός που μελετούμε για κάθε κατηγορία 

ξεχωριστά. 
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Summary of the Number of Censored and Uncensored 

Values 

Stratum Type Total Failed Censored Percent 

Censored 

1 C 5088 1627 3461 68.02 

2 U 2709 1597 1112 41.05 

Total   7797 3224 4573 58.65 

 

Πίνακας 3.4.7 Αριθμός Αποκομμένων και Μη  Αποκομμένων παρατηρήσεων 

                                                     για κάθε τύπο συμβολαίου 

 

 

 

Δίνεται και πάλι ο αριθμός των αποκομμένων στοιχείων αυτή τη φορά για κάθε μια 

κατηγορία ξεχωριστά. Παρατηρούμε στον πίνακα 3.4.7 ότι 68.02% των C-

συμβολαίων και 41.05% των U αποτελούν αποκομμένες μεταβλητές. 

Η μέση διάρκεια των C συμβολαίων είναι 31.469 χρόνια με τυπικό σφάλμα 0.2961. 

 

 

 

Summary Statistics for Time Variable Duration  for C 

Quartile Estimates 

Percent Point 

Estimate 

95% Confidence Interval 

Transform [Lower Upper) 

75 39.8438 LOGLOG 37.4027 41.5699 

50 30.0192 LOGLOG 29.5562 30.5260 

25 23.0164 LOGLOG 22.5479 23.3397 

 
Αποτελέσματα 3.4.20 

 

Βλέπουμε από τα Αποτελέσματα 3.4.21 ότι το 25% των συμβολαίων κατηγορίας C 

είχαν διάρκεια λιγότερη των 23 χρόνων το 50% λιγότερη των 30 ενώ μόνο 25% των 

συμβολαίων συνεχίζουν να είναι σε ισχύ μετά από 39.8 χρόνια.  

 

Από την άλλη στη κατηγορία U παρουσιάζεται μια μέση διάρκεια ζωής 23.5260 

χρόνια με τυπική απόκλιση 0.1842. 
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Summary Statistics for Time Variable Duration for U 

Quartile Estimates 

Percent Point 

Estimate 

95% Confidence Interval 

Transform [Lower Upper) 

75 29.7753 LOGLOG 28.9096 30.5479 

50 22.6795 LOGLOG 22.2575 23.0356 

25 16.3342 LOGLOG 15.9288 16.9452 

 

Αποτελέσματα 3.4.21 

 

 

Τα αποτελέσματα 3.4.22 δείχνουν για τα συμβόλαια της κατηγορίας U εν γένει να 

έχουν μικρότερη διάρκεια αφού το 25% των συμβολαίων αυτής της κατηγορίας δεν 

διαρκεί περισσότερο από 16 χρόνια , το 50% από 22,6 χρόνια και το 75% από 29.7. 

 

 

 
 

Σχήμα 3.4.11 Καμπύλες Kaplan- Meyer για τους τύπους C – U 

 

 

Παρατηρώντας τις καμπύλες Kaplan Meyer, η διαφορά  επιβεβαιώνεται. Η απόσταση 

μεταξύ των δύο ομάδων είναι αρκετά εμφανής. 
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Παρά το γεγονός ότι υπάρχει μια διαφοροποίηση σε σχέση με την επιβίωση των δύο 

κατηγοριών συμβολαίων πραγματοποιείται και ένας log-rank και Wilcoxon έλεγχος 

για να αποφασίσουμε αν αυτή η διαφορά είναι σημαντική.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Αποτελέσματα 3.4.22 

 

 

Οι τιμές για το p στα Αποτελέσματα 3.4.23 είναι μικρότερες του 0.0001 και επομένως 

μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι οι διαφοροποιήσεις μεταξύ των δύο 

κατηγοριών είναι στατιστικά σημαντικές.  

 

Ακριβώς η ίδια διαδικασία ακολουθείται και για να εξετάσουμε αν υπάρχει διαφορά 

στη «διάρκεια ζωής» των συμβολαίων μεταξύ αντρών (Μ) και γυναικών (F). 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 3.4.8 Αριθμός Αποκομμένων και Μη  Αποκομμένων παρατηρήσεων 

                                                     για κάθε φύλο. 

 

Η μέση διάρκεια των συμβολαίων για τις γυναίκες είναι 27.2402 χρόνια με ένα 

τυπικό σφάλμα της τάξεως του 0.3466. Για τους άντρες η αντίστοιχη διάρκεια είναι 

28.612 με τυπικό σφάλμα 0.2442. 

Test of Equality over Strata 

Test Chi-Square DF Pr > 

Chi-Square 

Log-Rank 649.4544 1 <.0001 

Wilcoxon 713.5782 1 <.0001 

Summary of the Number of Censored and Uncensored 

Values 

Stratum Sex Total Failed Censored Percent 

Censored 

1 F 1805 684 1121 62.11 

2 M 5992 2540 3452 57.61 

Total   7797 3224 4573 58.65 
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Summary Statistics for Time Variable Duration for Female 

Quartile Estimates 

Percent Point 

Estimate 

95% Confidence Interval 

Transform [Lower Upper) 

75 38.5096 LOGLOG 33.4877 . 

50 26.9068 LOGLOG 25.9753 28.0521 

25 19.5397 LOGLOG 18.7260 20.5151 

 
Αποτελέσματα 3.4.23 

 

 

 

 

Summary Statistics for Time Variable Duration for Male 

Quartile Estimates 

Percent Point 

Estimate 

95% Confidence Interval 

Transform [Lower Upper) 

75 36.4603 LOGLOG 34.9616 37.4466 

50 27.1945 LOGLOG 26.8027 27.6658 

25 20.3096 LOGLOG 20.0137 20.6712 

 
Αποτελέσματα 3.4.24 

 

 

 

 

Όπως παρατηρεί κανείς, οι μέσοι για τις δύο αυτές κατηγορίες δεν έχουν μεγάλη 

διαφορά. Παράλληλα τα αποτελέσματα που παίρνουμε (3.4.24 και 3.4.25) φαίνονται 

αρκετά παρόμοια για άντρες και γυναίκες. Αναμένουμε λοιπόν ότι οι καμπύλες 

Kaplan- Meyer σχεδόν θα ταυτίζονται. 
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Σχήμα 3.4.12 Καμπύλες Kaplan-Meyer για τις κατηγορίες Άντρες - Γυναίκες 

 

 

 

 

Test of Equality over Strata 

Test Chi-Square DF Pr > 

Chi-Square 

Log-Rank 1.5540 1 0.2125 

Wilcoxon 5.2316 1 0.0222 

 

Αποτελέσματα 3.4.25 

 

Οι καμπύλες Kaplan Meyer καθώς και το αποτέλεσμα του ελέγχου Log-Rank  

(p<0.2125) επιβεβαιώνουν τις πρώτες ενδείξεις. Καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η 

διάρκεια των συμβολαίων δεν επηρεάζεται από το φύλο του ασφαλιζομένου.  

Θα παρατηρήσει κανείς ότι το αποτέλεσμα του ελέγχου Wilcoxon δεν συμφωνεί με 

του Log-Rank ελέγχου. Αυτό συμβαίνει γιατί ο έλεγχος Wilcoxon είναι ένας έλεγχος 

που δίνει μεγαλύτερη έμφαση στις διαφορές των πρώτων τιμών στη γραφική 
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παράσταση, όπου για το μοντέλο μας παρατηρείτε μια διαφοροποίηση μεταξύ των 

δύο κατηγοριών. 

Βασικό κομμάτι της ανάλυσης επιβίωσης με αποκομμένες μεταβλητές αποτελεί το 

μοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox. Στόχος είναι η δημιουργία ενός 

μοντέλου που να εκφράζει δεδομένα μας λαμβάνοντας υπόψη την επιρροή των 

διάφορων παραγόντων στη επιβίωση (διάρκεια ζωής των συμβολαίων). 

Η διάρκεια ζωής των συμβολαίων μπορεί επηρεάζεται από τρεις παράγοντες. Το 

διάνυσμα των συμμεταβλητών είναι επομένως 𝒙 = (𝑡, 𝑠, 𝑎) (type,sex,age).Επομένως 

η συνάρτηση διακινδύνευσης για τα δεδομένα μας θα έχει την εξής μορφή: 

 

ℎ(𝑡, 𝒙) = ℎ0(𝑡)𝑒𝛽1𝑡+𝛽2𝑠+𝛽3𝑎 

 

Class Level 

Information 

Class Value Design 

Variables 

Type C 1 

  U 0 

Sex F 1 

  M 0 

 

Αναπαριστούμε με t=1 τα συμβόλαια τύπου C και με t=0 τα συμβόλαια τύπου U, με 

𝑠 = 1 το γυναικείο (F) και με s=0 το αντρικό (Μ). Η μεταβλητή α είναι ποσοτική 

επομένως παίρνει κάθε φορά την τιμή της ηλικίας του ασφαλιζόμενου. 

Η h0(t) , η βασική συνάρτηση διακινδύνευσης στο χρόνο, δείχνει τη συνάρτηση 

διακινδύνευσης ενός συμβολαίου όταν όλες οι τιμές των συμμεταβλητών είναι ίσες 

με 0. Στον πιο κάτω πίνακα φαίνονται οι συναρτήσεις διακινδύνευσης για μια  ηλικία 

a συνδυάζοντας τις πιθανές τιμές των κατηγορικών μεταβλητών Sex και Type. 
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Πιο κάτω δίνεται ένας επεξηγηματικός πίνακας για το πώς θα γινόταν η συνάρτηση 

διακινδύνευσης λαμβάνοντας υπόψη τις πιθανές μεταβολές των μεταβλητών. 

Ομάδα 𝒙 = (𝑡, 𝑠, 𝑎) ℎ(𝑑, 𝑡, 𝑠, 𝑎) = ℎ0(𝑑)𝑒𝛽1𝑡+𝛽2𝑠+𝛽3𝑎 

Μ, U  ,A 0, 0,0 ℎ0(𝑡) 

F, U, A 1, 0,α ℎ0(𝑡)𝑒𝛽1+𝛽3𝑎 

M, C, A 0, 1,α ℎ0(𝑡)𝑒𝛽2+𝛽3𝑎 

F, C, A 1, 1,α ℎ0(𝑡)𝑒𝛽1+𝛽2+𝛽3𝑎 

 

Πίνακας 3.4.9 Συνάρτηση διακινδύνευσης για διάφορες μεταβολές των μεταβλητών 

 

Προτού βρούμε τους συντελεστές βi των μεταβλητών, είναι απαραίτητο να 

εξετάσουμε κατά πόσο το πλήρες μοντέλο υπερτερεί  έναντι του μοντέλου χωρίς 

συμμεταβλητές με τα κριτήρια AIC, ΒIC(SBC).  

 

Model Fit Statistics 

Criterion Without 

Covariates 

With 

Covariates 

-2 LOG L 52888.403 52253.716 

AIC 52888.403 52259.716 

SBC 52888.403 52277.951 

 
Αποτελέσματα 3.4.26 

 

 

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0 

Test Chi-Square DF Pr > ChiSq 

Likelihood Ratio 634.6874 3 <.0001 

Score 691.8387 3 <.0001 

Wald 651.4902 3 <.0001 

 
Αποτελέσματα 3.4.27 
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Βλέπουμε ότι σε όλες τις περιπτώσεις το πλήρες μοντέλο έχει μικρότερη τιμή 

κριτηρίου και επομένως υπερτερεί. Αυτή η διαφορά στις τιμές των κριτηρίων για τα 

δύο μοντέλα κρίνεται σημαντική και από τους έλεγχους  Likelihood Radio, Score και 

Global-Wald. 

Τέλος με τον έλεγχο Wald εξετάζουμε την σημαντικότητα κάθε μιας από τις 

συμμεταβλητές. 

 

Type 3 Tests 

Effect DF Wald Chi-Square Pr > ChiSq 

Type 1 583.0160 <.0001 

Sex 1 0.0542 0.8159 

Age 1 43.0583 <.0001 

 
Αποτελέσματα 3.4.28 

 

 

 

Φαίνεται στα Αποτελέσματα 3.4.29 ότι ο τύπος συμβολαίου και η ηλικία να είναι 

στατιστικά σημαντικές (p<0.0001) σε αντίθεση με το φύλο που φαίνεται να μην 

επηρεάζει σημαντικά τη διάρκεια  (p=0.8159). Αφαιρούμε λοιπόν τη συμμεταβλητή 

φύλο από το μοντέλο για να έχουμε καλύτερη προσαρμογή στο μοντέλο και στη 

συνέχεια εκτελούμε ένα έλεγχο Joint ο οποίος θα μας δείξει ποιες αλληλεπιδράσεις 

πρέπει να συμπεριλάβουμε στο τελικό μοντέλο. 

 

 

 

Joint Tests 

Effect DF Wald Chi-Square Pr > ChiSq 

Type 1 1.1164 0.2907 

Sex 1 0.4984 0.4802 

Age 1 43.5385 <.0001 

Type*Sex 1 0.9362 0.3332 

Age*Type 1 15.8539 <.0001 

Age*Sex 1 0.7929 0.3732 

 

Αποτελέσματα 3.4.29 
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Στα Αποτελέσματα (3.4.29) παρατηρούμε ότι η αλληλεπίδραση της ηλικίας με τον 

τύπο συμβολαίου είναι η μόνη στατιστικά σημαντική αλληλεπίδραση (αυτό σημαίνει 

ότι η επίδραση της ηλικίας στη συνάρτηση είναι διαφορετική ανάλογα με τον τύπο 

συμβολαίου). Επομένως το βέλτιστο μοντέλο αποτελείται από τις μεταβλητές Age, 

Type και  Age x Type.  

 

Analysis of Maximum Likelihood Estimates 

Parameter   DF Parameter 

Estimate 

Standard 

Error 

Chi-

Square 

Pr > ChiSq Label 

Type C 1 -0.18593 0.16987 1.1980 0.2737 Type C 

Age   1 0.02625 0.00346 57.4311 <.0001 Age 

Age*Type C 1 -0.01978 0.00486 16.5740 <.0001 Type C 

* Age 

 

Αποτελέσματα 3.4.30 

 

Το hazard ratio όπως και τα διαστήματα εμπιστοσύνης του δεν μπορούν να δοθούν 

εξαιτίας των αλληλεπιδράσεων που του δίνουν διαφορετική τιμή για κάθε ηλικία. 

Από τα Αποτελέσματα 3.4.30 παίρνουμε τις τιμές για τους συντελεστές των 

μεταβλητών της συνάρτησης διακινδύνευσης. 

ℎ(𝑡, 𝒙) = ℎ0(𝑡)𝑒−0.18593𝑡−0.02625𝛼+0.01978𝑎×𝑡  

 

Όπως και τα υπόλοιπα μέρη της ανάλυσης έτσι και αυτό, κλείνει με διαγνωστικούς 

ελέγχους Deviance, Martingale, Schoenfeld  (Hosmer et al, 2008). 
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Σχήμα 3.4.13 Υπόλοιπα Deviance για το μοντέλο 

 

 

 

 
 

 

Σχήμα 3.4.14 Υπόλοιπα Martingales σε σχέση με τη συμμεταβλητή Type 
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Σχήμα 3.4.15 Υπόλοιπα Martingales σε σχέση με τη συμμεταβλητή Age 

 
 
 
 

 
 

Σχήμα 3.4.16 Υπόλοιπα Shoenfeld για τον τύπο συμβολαίου σε σχέση με την διάρκεια.  

 

Παρατηρώντας Deviances δεν φαίνεται να έχω κάποια ακραία τιμή, γεγονός 

αναμενόμενο όπως εξηγήθηκε και σε προηγούμενο στάδιο της μελέτης, λόγω του 

μεγάλου δείγματος. Στα Martingales,θέλουμε τυχαιότητα για κάθε συμμεταβλητή, 

κάτι που επίσης φαίνεται να ισχύει (Collett, 2003). Τέλος, το Σχήμα 3.4.16 
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αναπαριστά τα υπόλοιπα Schoenfeld για την κατηγορία Type. Η εξομαλυμένη 

καμπύλη στη μέση απλοποιεί την ερμηνεία του γραφήματος. Η παρουσία μιας 

οριζόντιας γραμμής υποδεικνύει ότι ικανοποιείτε η υπόθεση της αναλογικής 

διακινδύνευσης για το μοντέλο. Επομένως ικανοποιείται η βασική συνθήκη βi(t) = βi, 

που θέλει τον συντελεστή της κάθε συμμεταβλητής να μην εξαρτάται από τον χρόνο 

(Καρώνη, 2009). 

 

3.5  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Αφού ολοκληρώθηκε η ανάλυση των δεδομένων μας μπορούμε να συνοψίσουμε τα 

συμπεράσματα στα οποία καταλήξαμε σε ότι αφορά τα συμβόλαια και τις μεταβλητές 

που καθορίζουν την εξέλιξή τους. Τα συμβόλαια μπορούσαν να βρίσκονται σε ισχύ, 

να διακοπούν πρόωρα οικειοθελώς ή λόγω θανάτου ή να λήξουν.  Οι συμμεταβλητές 

με τις οποίες δουλέψαμε ήταν το φύλο, η ηλικία, ο τύπος συμβολαίου και το Benefit 

Status. 

Σε πρώτη φάση είδαμε ότι οι πλείστες  συμμεταβλητές είναι αλληλοεξαρτώμενες. Ο 

λόγος για τον οποίο διακόπτεται ένα συμβόλαιο εξαρτάται τόσο από το φύλο όσο και 

από το είδος συμβολαίου. Το φύλο επηρεάζει επίσης και το είδος του συμβολαίου 

που θα επιλέξει ο κάθε πελάτης. Τέλος, όσον αφορά την ηλικία, φάνηκε να διαφέρει 

μεταξύ των τριών επιπέδων της μεταβλητής Benefit Status (M,D,S) που αποτελεί τον 

λόγο για τον οποίο διακόπτεται ένα συμβόλαιο. 

Στη συνέχεια η λογιστική παλινδρόμηση έγινε προκειμένου να εξετάσουμε κατά 

πόσο επηρεάζουν οι συμμεταβλητές το εάν ένα συμβόλαιο θα διακοπεί κανονικά ή 

όχι. Κανονική διακοπή θεωρείται η λήξη του συμβολαίου ενώ «μη κανονική» η 

πρόωρη διακοπή ή η διακοπή λόγω θανάτου. Φάνηκε τελικά ότι όλες οι 

συμμεταβλητές καθόριζαν με κάποιο τρόπο την εξέλιξη του συμβολαίου, όπως και 

κάποιες αλληλεπιδράσεις.  Μεγαλύτερη επίδραση στο αποτέλεσμα φαίνεται να έχει η 

συμμεταβλητή type της οποίας ο συντελεστής είναι αρκετά μεγαλύτερος από τους 

υπόλοιπους. Από την καμπύλη ROC, το μοντέλο φάνηκε να έχει μια αρκετά καλή 

προβλεπτική ικανότητα για το αν το συμβόλαιο θα διακοπεί «μη κανονικά». 

Παρόμοια με τη λογιστική παλινδρόμηση, γίνεται η πολυωνυμική λογιστική 

παλινδρόμηση. Σε αυτή την περίπτωση έχουμε τρία πιθανά αποτελέσματα που 
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αντιστοιχούν στις τρεις κατηγορίες του Benefit Status και μια κατηγορία αναφοράς, 

την Μ. Όλες οι συμμεταβλητές προέκυψαν στατιστικά σημαντικές όπως και η 

αλληλεπίδραση τύπου-ηλικίας. Παίρνουμε δύο εξισώσεις για το μοντέλο, μια για την 

κατηγορία S και μια για την D. Ο τύπος συμβολαίου φάνηκε να διαφοροποιεί  

περισσότερο το αποτέλεσμα.  

Τέλος, πραγματοποιήθηκε μια ανάλυση επιβίωσης. Είχαμε ένα αρκετά μεγάλο 

ποσοστό αποκομμένων τιμών κάθε φορά, γεγονός αναμενόμενο λόγω του είδους της 

ανάλυσης που πραγματοποιούμε. Φάνηκε ότι οι διάρκειες ενός συμβολαίου τύπου U 

και τύπου C  διαφέρουν μεταξύ τους, κάτι που δεν ισχύει όμως για τις διάρκειες 

συμβολαίων που ανήκουν σε άντρες και γυναίκες. Αυτή τη φορά η συμμεταβλητή 

«sex» προέκυψε στατιστικά μη σημαντική και αφαιρέθηκε. Παρόλα αυτά 

συμπεριλήφθηκαν η ηλικία  και οι υπόλοιπες 2 συμμεταβλητές μαζί με τις 

αλληλεπιδράσεις τους με την ηλικία. Και εδώ ο τύπος συμβολαίου φάνηκε να 

επηρεάζει περισσότερο το αποτέλεσμα.  

Γενικότερα προσπαθήσαμε να προσαρμόσουμε το πρόβλημα σε δύο διαφορετικούς 

τρόπους ανάλυσης, την λογιστική παλινδρόμηση και την ανάλυση επιβίωσης. Τα 

αποτελέσματα δεν ήταν  ίδια όσον αφορά τις μεταβλητές που επηρεάζουν το μοντέλο, 

κάτι φυσικά που είναι λογικό να συμβαίνει αφού εξετάζαμε, εν γένει τον τρόπο 

διακοπής των συμβολαίων, εστιάζοντας κάθε φορά σε διαφορετική προσέγγιση. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

Ο ΚΩΔΙΚΑΣ ΠΟΥ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΘΗΚΕ ΣΤΗ SAS 

(ΜΕ ΕΠΕΞΗΓΗΣΕΙΣ) 

Παραθέτονται όλες οι εντολές που χρησιμοποιήθηκαν για την ανάλυση. Τα 

αποτελέσματα μερικών περιλήφθηκαν στο κείμενο  έτσι δεν συναντώνται σε μορφή 

«Αποτελεσμάτων». Για τις υπόλοιπες εντολές σημειώνεται από κάτω ο αριθμός των 

Αποτελεσμάτων που δίνουν.  

Α.1  

/* READ THE DATA */ 

proc import datafile="C:\Users\bsc-

default\Documents\Other\Christina\Data 7797 cc.xls"  

out=data7797cc replace; 

run; 

 

/* CHECK CONTENTS - NUMBER OF OBSERVATIONS, VARIABLE NAMES */ 

proc contents data=data7797cc; run; 

 

/* DO A UNIVARIATE ANALYSIS OF CONTINUOUS VARIABLES AGE AND TERM - 

CHECK THEIR DISTRIBUTION FOR NORMALITY */ 

proc univariate data=data7797cc plot normal; 

  var age term; 

run; 

 

/* GET SOME KEY SUMMARY STATISTICS FOR CONTINUOUS VARIABLES */ 

proc means data=data7797cc n mean std median q1 q3 min max; 

  var age term duration; 

run; 

 

/* GET TABULATION PERCENTAGES FOR CATEGORICAL VARIABLES */ 

proc freq data=data7797cc; 

  tables BenefitStatus type sex i m s d; 

run; 

 

/* CROSS-TABULATION TABLES AND CHISQ TESTS OF ASSOCIATION */ 

proc freq data=data7797cc; 

  tables BenefitStatus*(type sex) type*sex / chisq; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.1 

 

 

 

/* T-TEST FOR THE DIFFERENCE IN MEAN AGE OF MALES VS. FEMALES */ 
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proc ttest data=data7797cc; 

  class sex; 

  var age; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.2 

- Σχήμα3.4.2 

 

/* ANOVA FOR MEAN AGES BY BENEFIT STATUS */ 

proc anova data=data7797cc; 

  class BenefitStatus; 

  model age=BenefitStatus; 

  means benefitstatus / bon; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.3 

-Σχήμα 3.4.3 

    

data new; 

  set data7797cc; 

 

 

Α.2 Logistic Regression 
 

/* CREATE NEW VARIABLES STATUS, MALE, INV, AND LAGE */ 

  if benefitstatus in ('S','D') then status=1; else status=0; 

  if sex='F' then male=0; else male=1; 

  if type='C' then inv=0; else inv=1; 

  lage=log(age); 

run; 

 

/* RUN A LOGISTIC REGRESSION ANALYSIS FOR THE PROBABILITY OF STATUS 

ADJUSTING FOR INV MALE AND LAGE  

   ASK FOR OR CI'S AND HOSMER-LEMESHOW GOF TEST*/ 

proc logistic data=new; 

  class male inv; 

  model status=inv male lage / rl lackfit; 

run; 

/* RUN A LOGISTIC REGRESSION ANALYSIS FOR THE PROBABILITY OF STATUS 

ADJUSTING FOR TYPE SEX AND AGE 

   ASK FOR OR CI'S AND HOSMER-LEMESHOW GOF TEST*/ 

proc logistic data=new; 

  class type sex; 

  model status=type sex age / rl lackfit; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.4-3.4.8 

-Πίνακας 3.4.4 

-Σχήμα 3.4.4 

 

/* RUN A LOGISTIC REGRESSION ANALYSIS FOR THE PROBABILITY OF STATUS 

ADJUSTING FOR TYPE SEX AND AGE  

   INCLUDE INTERACTIONS BETWEEN TYPE SEX AND AGE */ 

proc logistic data=new; 

  class type sex; 

  model status=type sex age type*sex type*age sex*age; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.9 
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/* KEEP TYPE SEX AGE AND TYPE*AGE AND SEX*AGE INTERACTIONS 

   ASK FOR ALL PLOTS (INCLUDING ROC), OR CI'S, HOSMER-LEMESHOW GOF 

TEST AND INFLUENCE DIAGNOSTICS */ 

proc logistic data=new plots(maxpoints=none)=all; 

  class type sex; 

  model status=type sex age type*age sex*age / rl lackfit influence; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.10- 3.4.12 

-Πίνακας 3.4.5 

- Σχήμα 3.4.5-3.4.8 

 

 

 

Α.3 Multinomial Logistic Regression 
 

/* MULTINOMIAL LOGISTIC MODEL - FIRST MODEL */ 

proc logistic data = new; 

  class type sex; 

  model benefitstatus = type sex age type*sex type*age sex*age / link 

= glogit rl lackfit; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.13-3.4.15 

 

/* MULTINOMIAL LOGISTIC MODEL - FINAL MODEL */ 

proc logistic data = new; 

  class type sex; 

  model benefitstatus(ref='M') = type sex age type*age / link = 

glogit rl lackfit; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.16,3.4.18 

-Σχήμα 3.4.9 

 

 

Α.4 Survival Analysis 
 

proc import datafile="C:\Users\bsc-

default\Documents\Other\Christina\Data 7797 surv.xls"  

 out=data7797surv replace; 

run; 

 

/* CREATE CENSORING VARIABLE */ 

data newsurv; 

  set data7797surv; 

  if benefitstatus in ('M','D','I') then censor=0; else censor=1; 

run; 

/* GET THE KAPLAN-MEIER CURVES - OVERALL */ 

proc lifetest data=newsurv plots=s; 

  time duration*censor(0); 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.19 

-Σχήμα 3.4.10 

 

/* GET THE KAPLAN-MEIER CURVES - BY TYPE */ 

proc lifetest data=newsurv plots=s; 

  time duration*censor(0); 

  strata type; 
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run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.20-3.4.22 

-Σχήμα 3.4.11 

 

/* GET THE KAPLAN-MEIER CURVES - BY SEX */ 

proc lifetest data=newsurv plots=s; 

  time duration*censor(0); 

  strata sex; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.23-3.4.25 

-Σχήμα 3.4.12 

 

/* RUN A PROPORTIONAL HAZARDS REGRESSION (SURVIVAL) MODEL ADJUSTING 

FOR TYPE SEX AND AGE 

   GET CI'S FOR HR, PREDICTED VALUES AND RESIDUALS */ 

proc phreg data=newsurv; 

  class type sex; 

  model duration*censor(0) = type sex age / risklimits; 

  output out=Outp xbeta=Xb resmart=Mart resdev=Dev; 

run; 

 

-Αποτελέσματα 3.4.26-3.4.30 

 

/* CREATE PLOT OF THE MARTINGALE RESIDUALS */  

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Mart x=Xb; 

run; 

/* CREATE PLOT OF THE DEVIANCE RESIDUALS */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Dev x=Xb; 

run; 

 

 

/* PHREG MODEL WITH INTERACTIONS */ 

proc phreg data=newsurv; 

  class type sex; 

  model duration*censor(0) = type sex age type*sex type*age sex*age / 

risklimits; 

run; 

 

proc sort data=newsurv; 

  by type; 

run; 

/* PHREG MODEL - STRATIFIED BY TYPE */ 

proc phreg data=newsurv; 

  by type; 

  class sex; 

  model duration*censor(0) = sex age / risklimits; 

run; 

 

/* FINAL PHREG MODEL */ 

proc phreg data=newsurv; 

  class type; 

  model duration*censor(0) = type age type*age / risklimits; 
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  output out=Outp xbeta=Xb resmart=Mart resdev=Dev dfbeta=dfb 

ressch=sch; 

run; 

/* PRINT DIAGNOSTICS AND RESIDUALS */ 

proc print data=outp; 

run; 

/* PLOT SCHOENFELD RESIDUALS */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=sch x=Xb; 

run; 

/* PLOT MARTINGALE RESIDUALS */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Mart x=Xb; 

run; 

/* PLOT DEVIANCE RESIDUALS */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Dev x=Xb; 

run; 

 

-Σχήμα 3.4.13 

 

/* PLOT DFBETAS */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=dfb x=Xb; 

run; 

/* PLOT MARTINGALE RESIDUALS vs. type */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Mart x=type; 

run; 

 

-Σχήμα 3.4.14 

 

/* PLOT MARTINGALE RESIDUALS vs. age */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=Mart x=age; 

run; 

 

-Σχήμα 3.4.15 

 

/* PLOT SCHOENFELD RESIDUALS vs. type */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 

   scatter y=sch x=type; 

run; 

/* PLOT SCHOENFELD RESIDUALS vs. age */ 

proc sgplot data=Outp; 

   yaxis grid; 

   refline 0 / axis=y; 
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   scatter y=sch x=age; 

run; 

/* PLOT SCHOENFELD RESIDUALS vs. time */ 

ods graphics / loessmaxobs=10000 antialiasmax=7800; 

proc sgplot data=outp;  

  loess x=duration y=sch / clm; 

run; 

 

-Σχήμα 3.4.16 

 

 

 

 

 

 


