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Περίλθψθ 

 

Τα τελευταία χρόνια υπάρχει ιδιαίτερο μακθματικό ενδιαφζρον ςτθ μελζτθ ςολιτονικϊν λφςεων 

που προκφπτουν από μθ γραμμικζσ μερικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ όπωσ θ μθ γραμμικι εξίςωςθ 

Schrodinger. Τα ςολιτόνια αυτά είναι πειραματικά παρατθριςιμα ςε πλθκϊρα μζςων, όπωσ οι 

φωτονικοί κρφςταλλοι και το πλάςμα. Η άμεςθ επίλυςθ των εξιςϊςεων αυτϊν με αρικμθτικζσ 

μεκόδουσ, επιλφει το πρόβλθμα, αλλά δεν μασ δίνει εποπτικι ποιοτικι εικόνα τθσ δυναμικισ 

εξζλιξθσ του ςυςτιματοσ, πράγμα που είναι απαραίτθτο για να κάνουμε ποιοτικζσ προβλζψεισ τθσ 

ςυμπεριφοράσ του για εν δυνάμει πρακτικζσ εφαρμογζσ. Μια απλοποίθςθ τθσ διαδικαςίασ επίλυςθσ 

επιτυγχάνεται χρθςιμοποιϊντασ τθ μζκοδο του ςωματιδίου (effective particle method) κατά τθν 

οποία ανάγουμε το πρόβλθμα διάδοςθσ ςτθν εξζλιξθ κίνθςθσ ενόσ χαμιλτονιανοφ ςυςτιματοσ ςτο 

οποίο ζχουμε αντικαταςτιςει τθ ςολιτονικι λφςθ με ζνα ςωματίδιο. Στθν περίπτωςθ του 

προβλιματοσ μασ ζχουμε φαινόμενα μθ τοπικισ εξάρτθςθσ τα οποία με τισ κατάλλθλεσ αναγωγζσ 

ενςωματϊνονται ςτο χαμιλτονιανό ςφςτθμα. Στθν παροφςα εργαςία παρατθροφμε ότι θ παγίδευςθ 

των ςολιτονίων (ςωματιδίων) εξαρτάται από ζνα αλλθλοςυςχετιςμό των χαρακτθριςτικϊν τουσ με 

τα χαρακτθριςτικά του μζςου. Παρατθροφμε ότι ζχουμε περιοριςμοφσ ςτισ μορφζσ των ςολιτονίων 

που μποροφν να παγιδευτοφν λόγω τθσ διαμόρφωςθσ του μζςου, όςο και λόγω τθσ μθ τοπικισ 

ςυμπεριφοράσ, ανάλογα με τα χαρακτθριςτικά τουσ. Αρχικά, αντιμετωπίηουμε τθ δυναμικι εξζλιξθ 

του ςυςτιματοσ όταν ςε αυτό ςυνυπάρχουν όροι εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ και μθ-τοπικότθτασ. 

Αυτοί οι όροι μεταφράηονται ωσ δυναμικό ςτο Χαμιλτονιανό ςφςτθμα το οποίο ςε αυτιν τθν 

περίπτωςθ αποτελεί ζνα αυτόνομο ςφςτθμα. Εν ςυνεχεία, ςτθν περίπτωςθ φπαρξθσ διαμικουσ 

ανομοιογζνειασ ςτθν εξίςωςθ NLS, αυτι οδθγεί ςε ζνα αντίςτοιχο μθ-αυτόνομο Χαμιλτονιανό 

ςφςτθμα ςτο οποίο υπάρχει ζνασ όροσ εξωτερικισ διαταραχισ που το κακιςτά μθ ολοκλθρϊςιμο και 

βλζπουμε πωσ ανακφπτει χαοτικι ςυμπεριφορά αν ικανοποιθκοφν οι κατάλλθλεσ ςυνκικεσ. Τζλοσ 

ςυγκρίνουμε τα εξαγμζνα αποτελζςματα από τθν απλοποιθτικι μζκοδο του ςωματιδίου, με αυτά 

τθσ άμεςθσ αρικμθτικισ επίλυςθσ των μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. 

 

 

 

Λζξεισ κλειδιά: ςολιτόνιο, μθ γραμμικι εξίςωςθ Schrodinger, μθ τοπικότθτα, μοντζλο ενεργοφ 

ςωματιδίου 
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Abstract 

Over the last years  there has been an increasing interest in the study of soliton solutions that emerge 

from nonlinear partial differential equations such as the nonlinear Schrodinger equation. These solitons 

are experimentally observable in a majority of media such as plasma and photonic crystals. The direct 

solution of these equations with numerical methods gives an answer pretty fast but tells us nothing 

about the qualitative picture of the phenomenon. A simplification of the solution derivation is given by 

the so called method of the effective particle, according to which we reduce the problem into a 

Hamiltonian system of a particle moving inside a potential. In our case of study the soliton dynamics 

depend on the medium properties of an extended neighborhood of its position, due to the non-locality 

of the medium . The trapping of the solitons is strongly dependent on the relation of their parameters 

with those of the medium. We have constraints on the shape of solitons that can be trapped. Then we 

study the Hamiltonian system with an extra degree of freedom, which makes the system non-integrable 

and we see the emergence of chaos. As a final step we compare the results of the numerical solutions 

and the Hamiltonian system and comment on them. 

 

 

 

Keywords: soliton, Nonlinear Schrodinger equation, non-locality, effective particle method 
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Ειςαγωγι 

Τα μθ γραμμικά φαινόμενα είναι κυρίαρχα ςε κάκε φυςικι διεργαςία ςτθν 

οποία δεν ζχουμε δεχκεί πολλζσ απλοποιθτικζσ παραδοχζσ. Εμφανίηονται ςε 

πλθκϊρα εφαρμογϊν και είναι αναπόςπαςτο κομμάτι των κυματικϊν διαταραχϊν. 

Σφγχρονζσ εφαρμογζσ ςτθν οπτικι ζχουν ζρκει αντιμζτωπεσ με μθ γραμμικι 

δυναμικι ςτα μζςα που εφαρμόηονται. Διάφορα μζςα, όπωσ φωτοδιακλαςτικοί 

κρφςταλλοι, παρουςιάηουν μθ γραμμικότθτεσ οι οποίεσ επθρεάηουν ιςχυρά τθ 

δυναμικι διάδοςθσ των κυμάτων εντόσ τουσ. Οι μθ γραμμικότθτεσ ποικίλουν ςε 

είδοσ και ζνταςθ, ενϊ είναι ςυνυφαςμζνεσ κυρίωσ με τθν εξάρτθςθ του δείκτθ 

διάκλαςθσ από τθν ζνταςθ του πεδίου. Η μεταβολι αυτι ςτο δείκτθ διάκλαςθσ 

οδθγεί ςε ιδιαίτερεσ κυματικζσ ςυμπεριφορζσ, μζροσ των οποίων είναι και τα 

λεγόμενα «ςολιτονικά κφματα». Πρόκειται ουςιαςτικά για κφματα τα οποία 

υπόκεινται ςε διαςπορά λόγω φαςματικισ απόκριςθσ του υλικοφ, αλλά και ςε τάςθ 

εντοπιςμοφ λόγω των μθ γραμμικοτιτων. 

Μια εξίςωςθ που μπορεί να περιγράψει τζτοια ςολιτονικά κφματα είναι θ 

μθ γραμμικι εξίςωςθ Schrödinger (NLS). Θεωροφμε ,για τθν ανάπτυξθ μασ, γνωςτι 

τθ λφςθ τθσ αδιατάρακτθσ εξίςωςθσ NLS μζςω τθσ τεχνικισ τθσ αντίςτροφθσ 

ςκζδαςθσ, ενϊ επίςθσ κεωροφμε πωσ οι διαταραχζσ που υπειςζρχονται ςτο 

πρόβλθμα είναι αρκετά μικρζσ ϊςτε το προφίλ του ςολιτονίου να μθν 

διαταράςςεται ςθμαντικά και να παραμζνει πρακτικά αμετάβλθτο. Οι διαταραχζσ 

αποτελοφν όρουσ που υπερτίκενται ςτθν αδιατάρακτθ εξίςωςθ NLS και ουςιαςτικά 

πθγάηουν από τα μοντζλα περιγραφισ φαινομζνων ςε μικροςκοπικι και 

μακροςκοπικι κλίμακα. Κατά τθν εξαγωγι τθσ εξίςωςθσ NLS ζχουμε κάνει μια 

παραξονικι προςζγγιςθ, πράγμα που περιορίηει τθν εφαρμογι τθσ ςε περιπτϊςεισ 

που αυτι θ προςζγγιςθ είναι δικαιολογθμζνθ. Είναι ςθμαντικό να τονίςουμε πωσ 

είναι δυνατι θ φπαρξθ, ανάλογα με τισ προςεγγίςεισ που κάνουμε και τα δυναμικά, 

διάφορων  ςυμπεριφορϊν που μποροφν να ποικίλουν από καμπφλωςθ τθσ τροχιάσ 

μζχρι και ταλαντωτικι ςυμπεριφορά του ςολιτονίου. Αναλόγωσ των διαφορετικϊν 

προςεγγίςεων ςτθν εξαγωγι των εξιςϊςεων, μποροφν να ανακφπτουν μθ 
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γραμμικότθτεσ διαφορετικισ μορφισ με βάςθ τα μικροςκοπικά και μακροςκοπικά 

μοντζλα.  

Ο πιο άμεςοσ τρόποσ  να λυκεί το πρόβλθμα, είναι θ εφαρμογι αρικμθτικϊν 

μεκόδων για τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ με ςυγκεκριμζνεσ αρχικζσ ςυνκικεσ και 

περιοριςμοφσ. Αυτι θ προςζγγιςθ κα δϊςει άμεςα λφςεισ τθσ εξίςωςθσ, δθλαδι 

διαδιδόμενα κφματα με κατάλλθλα προφίλ, για τα οποία όμωσ κα ζχουμε από 

ελάχιςτθ ζωσ κακόλου ποιοτικι πλθροφορία. Η παντελισ ζλλειψθ γνϊςθσ ποιοτικισ 

ςυμπεριφοράσ των λφςεων αντενδείκνυται τόςο για τισ πρακτικζσ εφαρμογζσ όςο 

και για κακαρά ακαδθμαϊκοφσ ςκοποφσ. Ζχουμε ανάγκθ να μποροφμε να 

αιτιολογιςουμε τθν ποιοτικι ςυμπεριφορά και να μποροφμε να τθν προβλζψουμε 

ζτςι ϊςτε να αναπτφςςουμε πιο εφκολα εφαρμογζσ, αλλά και γιατί αυτι θ ποιοτικι 

περιγραφι μπορεί να αποτελζςει βάςθ για επόμενα βιματα και ανακαλφψεισ νζων 

φαινομζνων. Γι αυτό είναι κακοριςτικισ ςθμαςίασ θ χριςθ ενόσ μοντζλου πιο 

απλουςτευμζνου, αλλά ταυτόχρονα όςο το δυνατόν πιο εξαγωγικοφ από άποψθ 

ποιοτικοφ χαρακτιρα των λφςεων. Ζνα τζτοιο μοντζλο είναι το μοντζλο του 

κλαςςικοφ(ενεργοφ) ςωματιδίου. Ουςιαςτικά προκφπτει ζνασ παραλλθλιςμόσ του 

προβλιματοσ μασ με ζνα κλαςςικό πρόβλθμα χαμιλτονιανισ μθχανικισ. Οι 

εξιςϊςεισ που διζπουν τθ δυναμικι του ςολιτονίου, αλλά και οριςμζνεσ 

διατθριςιμεσ ποςότθτεσ, μασ επιτρζπουν να αντιςτοιχιςουμε το ςολιτόνιο ςε ζνα 

ςωματίδιο ςυγκεκριμζνθσ μάηασ το οποίο κινείται ςε ζνα ενεργό δυναμικό. Το 

δυναμικό αυτό εξαρτάται από τθν ίδια τθ φφςθ απόκριςθσ του μζςου θ οποία 

προκαλεί μια πολφπλοκθ δυναμικι. Η αντιςτοίχιςθ αυτι δεν πρζπει να λθφκεί ωσ 

επακριβισ αφοφ είναι απλά μια μακθματικι αντιςτοίχιςθ των δφο προβλθμάτων 

ςτθριηόμενθ ςτθν ομοιότθτα των εξιςϊςεων τθσ δυναμικισ εξζλιξθσ. Το μοντζλο 

διευκολφνει ςε μεγάλο βακμό τουσ υπολογιςμοφσ και παρζχει εποπτεία και 

ποιοτικι κατανόθςθ τθσ πολφπλοκθσ δυναμικισ διάδοςθσ των ςολιτονίων. 

Η απλότθτα πλζον του προβλιματοσ, το οποίο ζχει αναχκεί ςτθν επίλυςθ 

ενόσ ςυςτιματοσ διαφορικϊν εξιςϊςεων ενόσ βακμοφ ελευκερίασ –ςε ςχζςθ με τθν 

επίλυςθ μιασ μθ γραμμικισ μερικισ διαφορικισ εξίςωςθσ-, μασ  δίνει τθ 

δυνατότθτα να εξάγουμε ταχφτερα και πιο εφκολα ποιοτικά χαρακτθριςτικά των 

λφςεων για πλθκϊρα διαφορετικϊν διατάξεων και διαταραχϊν. 
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Θα ορίςουμε το αντίςτοιχο τθσ μάηασ και τθσ ορμισ του ςωματιδίου για το 

ςολιτόνιο και κα περιγράψουμε τθν εξζλιξθ τουσ και τισ ςχζςεισ που τα διζπουν. Ο 

οριςμόσ τουσ κα γίνει ςε αντιςτοίχιςθ με τθν κυματικι κεωρία και οι εξιςϊςεισ 

εξζλιξισ τουσ κα περιγράφονται από ζνα Χαμιλτονιανό ςφςτθμα, πράγμα που κάνει 

ελκυςτικι τθ χριςθ κλαςςικϊν μεκόδων ανάλυςθσ δυναμικϊν ςυςτθμάτων. Όπωσ 

είναι φυςικό, ζνα απλοποιθμζνο μοντζλο κα αποτυγχάνει να περιγράψει όλα τα 

πικανά παρατθριςιμα φαινόμενα. Για παράδειγμα, ςολιτόνια που διαςπϊνται ςε 

δφο ι και περιςςότερα κφματα κα είναι αδφνατο να περιγραφοφν κακϊσ ζχουμε 

κεωριςει πλιρθ εντοπιςμό ενόσ και μόνου ςωματιδίου που αντιςτοιχεί ςε ζνα 

κφμα. Επίςθσ ςε αυτι τθν εργαςία κα αρκεςτοφμε ςε διαταραχζσ τθσ NLS οι οποίεσ 

δεν εμπεριζχουν όρουσ κζρδουσ ι απωλειϊν, το οποίο μεταφράηεται ςε δυναμικά 

τα οποία δεν προςδίδουν ι αφαιροφν  ςυνολικά ενζργεια ςτο χαμιλτονιανό 

ςφςτθμα, ςυνεπϊσ όπωσ κα δοφμε, δεν μεταβάλλουν τθ μάηα του ςωματιδίου. 

Ζχουμε δθλαδι τελικά ζνα ςωματίδιο ςε ζνα ενεργό δυναμικό. Με βάςθ αυτό το 

μοντζλο κάνουμε προβλζψεισ για τουσ τφπουσ των ςολιτονίων που μποροφν να 

παγιδευτοφν και πωσ αυτά ςυμπεριφζρονται κατά τθ διάδοςι τουσ. 

Σε μία δεφτερθ πράξθ, παρουςιάηουμε τθ δυναμικι του ςωματιδίου αυτοφ 

ςε ζνα δυναμικό το οποίο μεταβάλλεται όχι μόνο ωσ προσ τον εγκάρςιο άξονα του 

προφίλ τθσ δζςμθσ, αλλά και ωσ προσ τον διαμικθ άξονα διάδοςθσ. Αυτό 

αυτομάτωσ προςκζτει μια επιπλζον πολυπλοκότθτα ςτθ δυναμικι του ςωματιδίου 

που οδθγεί και ςε χαοτικά φαινόμενα. Σε μια ποιοτικι περιγραφι αυτϊν των 

φαινομζνων κα διαπιςτϊςουμε παγιδευμζνεσ τροχιζσ, αλλά και το ςπάςιμο τθσ 

ςυμμετρίασ του προβλιματοσ. 

Τζλοσ επιλφουμε αρικμθτικά τθν NLS και ςυγκρίνουμε τα αποτελζςματα τθσ 

(τισ τροχιζσ που προκφπτουν) με τισ τροχιζσ που λαμβάνουμε από τθ λφςθ του 

Χαμιλτονιανοφ ςυςτιματοσ του ςωματιδίου. 

Όπωσ είναι λογικό αναμζνουμε ότι το ςφςτθμα του ςωματιδίου δε κα 

μπορεί να περιγράψει επαρκϊσ κάκε δυνατι περίπτωςθ ςολιτονίων, αφοφ ςε αυτό 

υπειςζρχονται διάφορεσ παραδοχζσ, όμωσ για αυτζσ που κα μπορεί να περιγράψει, 

κα το κάνει ζχοντασ απλοποιιςει κατά πολφ το πρόβλθμα, αφοφ οι άπειροι βακμοί 
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ελευκερίασ που χρειάηονται για να περιγράψουν τθ ςυμπεριφορά  του πλιρουσ 

κλαςςικοφ κφματοσ  ζχουν πλζον αναχκεί ςε ζναν για τθν περιγραφι του 

χαμιλτονιανοφ ςυςτιματοσ. Ζτςι  το πρόβλθμα τθσ πολφπλοκθσ δυναμικισ του 

ςολιτονίου μπορεί να αναχκεί ςε ζνα μθ γραμμικό χαμιλτονιανό πρόβλθμα ςτο 

οποίο μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε όλεσ τισ μεκόδουσ ποιοτικισ αλλά και 

προςεγγιςτικισ ανάλυςθσ.      

 

 



Κεφάλαιο 1    Η εξίσωση NLS και οι σολιτονικές της 

λύσεις 

 

 

15 
 

Κεφάλαιο 1 

Η εξίςωςθ NLS και οι ςολιτονικζσ τθσ λφςεισ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Τα τελευταία χρόνια υπάρχει μεγάλο ενδιαφζρον ςτα μθ γραμμικά οπτικά ςυςτιματα 

μετάδοςθσ και επεξεργαςίασ ςθμάτων. Η χριςθ τουσ ςτισ επικοινωνίεσ παρζχει ςθμαντικζσ 

δυνατότθτεσ αμιγοφσ οπτικισ επιλογισ, μεταγωγισ και δρομολόγθςθσ χωρίσ τθν μεςολάβθςθ 

οπτο-θλεκτρονικισ μετατροπισ.  Συνεπϊσ, δεν αποτελεί παράδοξο το γεγονόσ ότι υπάρχει 

μεγάλθ ερευνθτικι δραςτθριότθτα ςτθ διάδοςθ κυμάτων ςε αυτά τα μθ γραμμικά ςυςτιματα, 

ςτα οποία πολλζσ φορζσ υπειςζρχονται μοντζλα κλαςςικισ αλλά και κβαντικισ οπτικισ. 

Ζνα φαινόμενο το οποίο παρουςιάηει ιδιαίτερο ενδιαφζρον ςτα μθ γραμμικά ςυςτιματα 

κυματικισ διάδοςθσ είναι αυτό τθσ φπαρξθσ και διάδοςθσ ςολιτονίων. Πρόκειται ουςιαςτικά 

για κφματα τα οποία διαδίδονται ςε κάποιο μζςο, το οποίο ζχει ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ, 



Κεφάλαιο 1    Η εξίσωση NLS και οι σολιτονικές της 

λύσεις 

 

 

16 
 

χωρίσ να μεταβάλλουν το προφίλ τουσ. Τζτοια κφματα ςχθματίηονται και διαδίδονται τόςο ςε 

οπτικά ςυςτιματα όςο και ςε άλλα μζςα [1],[2]. Τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ  το αυξανόμενο 

κεωρθτικό αλλά και πειραματικό ερευνθτικό ενδιαφζρον για τα οπτικά ςολιτόνια και τισ 

εφαρμογζσ τουσ ζχει οδθγιςει ςτθν μελζτθ και πειραματικι επίδειξθ διαφόρων ειδϊν 

ςολιτονίων τόςο χωρικϊν όςο και χρονικϊν. Διάφοροι τφποι ςολιτονίων , τόςο χωρικϊν όςο 

και χρονικϊν δθμιουργοφνται ςε μζςα που παρουςιάηουν μθ γραμμικότθτεσ. Χαρακτθριςτικά 

παραδείγματα αποτελοφν τα ςολιτόνια που αναπτφςςονται ςε μζςα Kerr (υλικά ςτα οποία 

μεταβάλλεται ο δείκτθσ διάκλαςθσ ανάλογα με τθν ζνταςθ τθσ προςπίπτουςασ δζςμθσ), 

ςολιτόνια τφπου Bragg και gap solitons ςε περιοδικά διαμορφωμζνα ςυςτιματα, διακριτά 

ςολιτόνια ςε ςυςτοιχίεσ κυματοδθγϊν αλλά και φωτονικοφσ κρυςτάλλουσ, είναι ςφνθκθ ςτισ 

ςθμερινζσ τεχνολογικζσ εφαρμογζσ. 

Ουςιαςτικά για να ζχουμε φπαρξθ ςολιτονίων το μζςο πρζπει να παρουςιάηει γραμμικά 

φαινόμενα διαςποράσ (dispersion) ι περίκλαςθσ (diffraction), αλλά και μθ γραμμικότθτασ. Τα 

δφο αυτά ςτοιχεία ςυνκζτουν μια πολφπλοκθ δυναμικι για ςχθματιςμό του ςολιτονίου, αλλά 

εν τζλει ζχουμε τθ ςχετικι εξιςορρόπθςθ των δφο αντικρουόμενων φυςικϊν μθχανιςμϊν, 

όπου ο ζνασ τείνει να αυξιςει το χρονικό ι χωρικό εφροσ του ςολιτονίου, και ο άλλοσ να το 

μειϊςει, ζτςι ϊςτε το κφμα να παραμζνει εντοπιςμζνο ςε ςυγκεκριμζνο πεπεραςμζνο εφροσ. 

Φυςικά αντιμετωπίηουμε κζματα ευςτάκειασ κακότι όπωσ είναι λογικό μόνο τα ευςτακι 

κφματα κα διατθρθκοφν και κα ςυνεχίςουν τθ διάδοςθ τουσ. Τα ςολιτόνια εμφανίηονται 

ιδιαίτερα εφρωςτα κάτω από τθν επίδραςθ διαφόρων ειδϊν διαταραχϊν οι οποίεσ 

τροποποιοφν ςθμαντικά τθ δυναμικι τθσ διάδοςισ τουσ, χωρίσ όμωσ να καταςτρζφουν τον 

εντοπιςμζνο χαρακτιρα τουσ. Στθν μθ γραμμικι οπτικι παρατθρείται θ εμφάνιςθ τόςο 

χωρικϊν όςο και χρονικϊν ςολιτονίων, ανάλογα με το αν ο εντοπιςμόσ γίνεται ςτον χϊρο ι 

ςτο χρόνο κατά τθ διάδοςθ του κφματοσ. Μία διαδεδομζνθ περίπτωςθ ςολιτονίων είναι αυτά 

που ςχθματίηονται ςε μζςα ςτα οποία παρατθρείται το οπτικό φαινόμενο Kerr. Η εξάρτθςθ 

του δείκτθ διάκλαςθσ από τθν ζνταςθ τθσ ακτινοβολίασ οδθγεί ςε ανάπτυξθ φαινομζνων όπωσ 

χωρικι αυτό-εςτίαςθ τθσ δζςμθσ και χρονικι αυτό-διαμόρφωςθ, που αποτελοφν και τα δφο 
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κυριότερα μθ γραμμικά χαρακτθριςτικά που οδθγοφν ςτθν ανάπτυξθ ςολιτονίων. Ζνα χωρικό 

ςολιτόνιο ςχθματίηεται όταν θ τάςθ αυτό-εςτίαςθσ μιασ δζςμθσ εξιςορροπεί τθν επζκταςθ του 

λόγω περίκλαςθσ τθσ δζςμθσ, ενϊ ζνα αντίςτοιχο χρονικό όταν θ τάςθ αυτό-διαμόρφωςθσ τθσ 

φάςθσ του αντιτίκεται ςτθν τάςθ διαςποράσ του χρονικοφ παλμοφ. Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ 

μιλάμε για αυτό-εντοπιςμζνθ δζςμθ. 

Σολιτόνια ζχουν παρατθρθκεί ιδθ από το 1980 ςτθν μετάδοςθ ςθμάτων μζςω οπτικϊν 

ινϊν, τόςο τα λεγόμενα dark solitons , τα οποία παρουςιάηονται ωσ βυκίςεισ ςτθν ζνταςθ του 

ςιματοσ με βάςθ ζνα υπόβακρο, όςο και τα λεγόμενα bright solitons τα οποία 

παρουςιάηονται ωσ μία ανφψωςθ τθσ ζνταςθσ τθσ δζςμθσ ςε μθδενικό υπόβακρο. Χωρικά 

dark solitons μποροφν να δθμιουργθκοφν επίςθσ ςε οπτικοφσ κυματοδθγοφσ όταν ο δείκτθσ 

διάκλαςθσ είναι μικρότεροσ ςτθν περιοχι υψθλϊν εντάςεων. 

Οι οπτικζσ δζςμεσ ςτουσ κυματοδθγοφσ ζχουν τθν τάςθ να περικλϊνται (διαςπείρονται)  

κατά τθ διάδοςι τουσ ςε ομογενι μζςα. Αυτι θ διαςπορά όμωσ μπορεί να αντιςτακμιςτεί αν 

υπάρξει διάκλαςθ ι οποία κα προζρχεται από μεταβολι του δείκτθ διάκλαςθσ του υλικοφ 

ςτθν εγκάρςια διεφκυνςθ τθσ δζςμθσ. Τότε το υλικό λειτουργεί ωσ κυματοδθγόσ που 

περιορίηει τθν δζςμθ ςτθν περιοχι του υλικοφ με υψθλό δείκτθ διάκλαςθσ, προκαλϊντασ μια 

ιςορροπία μεταξφ των φαινομζνων τθσ περίκλαςθσ (διαςποράσ) και τθσ διάκλαςθσ. Η διάδοςθ 

τθσ οπτικισ δζςμθσ περιγράφεται από μια γραμμικι μθ ομογενι εξίςωςθ που ωσ λφςθ τθσ 

δίνει τουσ κανονικοφσ τρόπουσ που διαδίδονται ςτον κυματοδθγό. Το ίδιο φαινόμενο, δθλαδι 

θ εξιςορρόπθςθ τθσ περίκλαςθσ από μεταβολι του δείκτθ διάκλαςθσ, μπορεί να ςυμβεί και 

μζςω αμιγϊσ μθ γραμμικϊν φαινομζνων και χαρακτθριςτικϊν του μζςου. Οι μθ 

γραμμικότθτεσ οδθγοφν τθν ίδια τθ δζςμθ να μεταβάλλει τον δείκτθ διάκλαςθσ γφρω τθσ και 

να δθμιουργεί θ ίδια τον κυματοδθγό μζςα ςτον οποίο τελικά παγιδεφεται και διαδίδεται. Η 

μεταβολι του δείκτθ είναι βακμιαία ςε ςχζςθ με τθν ζνταςθ τθσ δζςμθσ, ενϊ παρ’ολο που θ 

δζςμθ περικλάται ςε χαμθλζσ ιςχείσ, θ ζνταςθ ςε πολλζσ περιπτϊςεισ είναι αρκετι ϊςτε να 

οδθγιςει ςε δθμιουργία ςολιτονίου. Το ςολιτόνιο μπορεί να κεωρθκεί ωσ ο βαςικόσ κανονικόσ 
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τρόποσ διάδοςθσ αυτισ τθσ δζςμθσ ςτο υλικό. Η εξίςωςθ που περιγράφει τθν διάδοςθ αυτι 

είναι μια μθ-γραμμικι μθ-ομογενισ, ςτθ γενικότερθ περίπτωςθ, μερικι διαφορικι εξίςωςθ. 

 

 

Σχήμα 1.0. Σχθματικι αναπαράςταςθ τθσ περιοχισ διάδοςθσ ενόσ ςολιτονίου. Στθν πρϊτθ περίπτωςθ (αριςτερά) 

ζχουμε μια διάταξι slab, όπου ουςιαςτικά το ςολιτόνιο ζχει μία εγκάρςια διάςταςθ ελεφκερθ, διότι ι δεφτερθ 

κακορίηεται από τθν ίδια τθ διάταξθ κυματοδιγθςθσ (περιοχι υλικοφ), ενϊ ςτθν δεφτερθ (δεξιά) το ςολιτόνιο 

ζχει δφο μεταβλθτζσ διαςτάςεισ. Αναφορά εικόνασ : Kivshar, Agrawal - Optical solitons [2],ςελ 8. 

 

1.1  Μη-γραμμική εξίςωςη Schrodinger ςτην οπτική  

 

Ο μθ-γραμμικόσ μθχανιςμόσ που επιτρζπει τον ςχθματιςμό των ςολιτονίων ςτθν οπτικι 

ςχετίηεται με τθν εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ του οπτικοφ μζςου διάδοςθσ από τθν ίδια 

τθν ζνταςθσ ακτινοβολίασ. Αυτι θ εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ ζχει ςαν αποτζλεςμα 

φαινόμενα χωρικισ αυτό-εςτίαςθσ τθσ δζςμθσ ι χρονικισ αυτό-διαμόρφωςθσ. Η δθμιουργία 

των ςολιτονίων είναι επακόλουκο τθσ εξιςορρόπθςθσ τθσ επίδραςθσ τθσ μθ γραμμικότθτασ με 

τθν επίδραςθ του αντίςτοιχου γραμμικοφ μθχανιςμοφ περίκλαςθσ ι διαςποράσ που ζχει ςαν 
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αποτζλεςμα τον ςχθματιςμό χωρικά εντοπιςμζνων οπτικϊν δεςμϊν ι χρονικά εντοπιςμζνων 

χρονικϊν παλμϊν, αντίςτοιχα [2]. Ο ςχθματιςμόσ και θ δυναμικι διάδοςθσ ςολιτονίων ςε ζνα 

μθ-γραμμικό οπτικό μζςο περιγράφεται από τθ Μθ-Γραμμικι εξίςωςθ Schrödinger (NonLinear 

Schrödinger – NLS). 

 

1.1.1 Η εξίςωςη NLS 

H μθ-γραμμικι εξίςωςθ Schrodinger βρίςκει εφαρμογζσ ςε διάφορουσ τομείσ των 

μακθματικϊν και τθσ φυςικισ, τόςο ωσ εξαγόμενθ από βαςικζσ εξιςϊςεισ, όςο και ωσ οριακι 

προςζγγιςθ διάφορων άλλων κυματικϊν εξιςϊςεων που αναφζρονται ςτθν κλαςςικι κεωρία 

πεδίου. Εκτόσ τθσ οπτικισ εμφανίηεται ςτθ μελζτθ ςυμπυκνωμάτων Bose-Einstein τα οποία 

παγιδεφονται ςε ανιςοτροπικά μζςα [15],[7], αλλά και ςε κφματα μικροφ πλάτουσ ςτθν 

επιφάνεια ρευςτοφ χωρίσ ιξϊδεσ με μεγάλο βάκοσ. Επίςθσ παρουςιάηεται ςε εφαρμογζσ 

διάδοςθσ κυμάτων ςε κερμό πλάςμα και ςτθν ιονόςφαιρα, κακϊσ και ςε πλθκϊρα άλλων 

φαινομζνων [3]. 

Στθν περίπτωςθ όπου θ μθ-γραμμικότθτα του μζςου είναι τφπου Kerr, ο μθ-γραμμικόσ 

δείκτθσ διάκλαςθσ είναι ανάλογοσ τθσ ζνταςθσ του κφματοσ. Η μθ γραμμικότθτα αυτι 

προκφπτει από τθν παρουςία τθσ επιδεκτικότθτασ τρίτθσ τάξθσ του μζςου που προκαλεί μια 

εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ από το τετράγωνο του μζτρου τθσ ζνταςθσ πεδίου (ζνταςθ 

ακτινοβολίασ).  Στθν περίπτωςθ αυτι, θ εξίςωςθ ζχει τθν παρακάτω μορφι 

 

         | |                   (1.1) 

 

όπου    είναι θ αργά μεταβαλλόμενθ περιβάλλουςα του κφματοσ,   θ κανονικοποιθμζνθ 

απόςταςθ διάδοςθσ και   θ κανονικοποιθμζνθ εγκάρςια χωρικι ςυντεταγμζνθ. Αν και, όπωσ 



Κεφάλαιο 1    Η εξίσωση NLS και οι σολιτονικές της 

λύσεις 

 

 

20 
 

προαναφζρκθκε, ο μθχανιςμόσ ςχθματιςμοφ και διάδοςθσ ςολιτονίων είναι αντίςτοιχοσ ςτθν 

περίπτωςθ χρονικϊν και χωρικϊν ςολιτονίων, ςτθν παροφςα εργαςία κα αναφερόμαςτε ςτθ 

δεφτερθ περίπτωςθ. Η τοπολογία των φωτονικϊν διατάξεων που αντιςτοιχεί ςε αυτι τθν 

περιγραφι είναι επίπεδθ τοπολογία (slab waveguides) όπου το κφμα περιορίηεται ςτθν y 

εγκάρςια διάςταςθ λόγω κυματοδιγθςθσ. 

 

1.1.2 Εξαγωγή τησ εξίςωςησ NLS από τισ εξιςώςεισ Maxwell   

Οι εξιςϊςεισ του Maxwell δίνουν  

      
  

  
 

      
  

  
 

      

      

Όπου   είναι θ ζνταςθ του θλεκτρικοφ πεδίου,   θ ζνταςθ του μαγνθτικοφ πεδίου,   θ 

διθλεκτρικι μετατόπιςθ και   θ μαγνθτικι επαγωγι. Επίςθσ ζχουμε τισ ςχζςεισ 

        

        

με   τθν μαγνιτιςθ και   τθ πόλωςθ. Για απλότθτα κεωροφμε πωσ    , ενϊ ζχουμε 

κεωριςει επίςθσ πωσ δεν υπάρχουν πθγζσ ςτον χϊρο, αλλά τα πεδία ζχουν δθμιουργθκεί από 

επιβαλλόμενεσ πθγζσ αρκετά μακρυά τισ οποίεσ δεν αναλφουμε. Θεωροφμε ότι θ πόλωςθ 

μπορεί να γραφεί ωσ άκροιςμα δφο όρων εκ των οποίων ο ζνασ αναφζρεται ςτο γραμμικό τθσ 

μζροσ και ο δεφτεροσ ςτο μθ γραμμικό ωσ εξισ: 
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Παίρνοντασ το ςτροβιλιςμό τθσ δεφτερθσ από τισ εξιςϊςεισ Maxwell ζχουμε 

          
      

  
 

    

      

  
 

    

  

   
  

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ταυτότθτα  

                   

και τθ ςχζςθ για τθ διθλεκτρικι μετατόπιςθ, 

                 

όπου   είναι θ επιδεκτικότθτα του μζςου και κεωριςαμε πωσ ιςχφει για το γραμμικό μζροσ 

τθσ πόλωςθσ ότι : 

           

 Λαμβάνουμε τελικά: 

           
 

  

  

   
     

  

  

  

   
             (1.2) 

 

Θεωροφμε το θλεκτρικό πεδίο διαδιδόμενο ςτθν κατεφκυνςθ  , μποροφμε τότε να το 

αναπαραςτιςουμε με τθν παρακάτω μορφι.  

  
 

 
[                    ] 
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όπου          είναι μια αργά μεταβαλλόμενθ ςυνάρτθςθ ςε ςχζςθ με το μικοσ κφματοσ του 

ςολιτονίου. Στισ πρακτικζσ εφαρμογζσ το προφίλ του πεδίου ςτθ διάςταςθ   προςδιορίηεται 

από τισ ςυνκικεσ κυματοδιγθςθσ. Θεωροφμε πωσ ιςχφει μια αντίςτοιχθ ςχζςθ για τθν 

πόλωςθ: 

  
 

 
[                    ] 

Το γραμμικό μζροσ τθσ διθλεκτρικισ μετατόπιςθσ μπορεί να γραφεί ωσ: 

  
   

    
   

   

   
   

        
   

 

Θεωρϊντασ πωσ τα μθ γραμμικά φαινόμενα ζχουν πολφ μικρότερθ ςυμμετοχι, 

|   
    

|  |   
   

| 

τότε μπορεί να αγνοθκεί ο δεφτεροσ όροσ τθσ εξίςωςθσ (1.2) και λαμβάνουμε τελικά: 

    
  

        
    

              (1.3) 

Θεωροφμε ότι θ περιβάλλουςα του θλεκτρικοφ πεδίου,   , μεταβάλλεται αργά ωσ προσ τον 

άξονα διάδοςθσ ςε ςχζςθ με το μικοσ κφματοσ, δθλαδι 

|
  

  
|   | | 

Συνεπϊσ μποροφμε να προςεγγίςουμε τθν εξίςωςθ (1.3) ωσ: 

   
 

  
  

  

   
  

  

   
  (   

  

  
   
   

)  
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Σε ιςοτροπικά μζςα ιςχφει πωσ ,     
   

    , ενϊ για τον μθ γραμμικό όρο τθσ πόλωςθσ 

      
 

 
     | |   . Αν διαλζξουμε ωσ   ,το   

 

 
√  

   
  και με κανονικοποιιςεισ τισ :  

              √
 

 
      

   
   ⁄  

Λαμβάνουμε τθν εξίςωςθ NLS ςτθν κανονικοποιθμζνθ τθσ μορφι [28]: 

 
 

  
  

 

 

  

     | |         (1.4) 

Η εξαγωγι τθσ εξίςωςθσ NLS που ακολουκιςαμε κεωρεί πωσ δεν υπάρχουν φαινόμενα 

ςυντονιςμοφ ςτουσ όρουσ τθσ μθ γραμμικότθτασ κακϊσ και το ότι τα πιο ςθμαντικά φαινόμενα 

περιγράφονται από τθν περιβάλλουςα του οπτικοφ πεδίου που διαδίδεται ςτθ βαςικι 

ςυχνότθτα   , θ οποία ςχετίηεται με τον κυματαρικμό   ωσ :               . Όλεσ οι 

ανϊτερεσ αρμονικζσ κεωροφνται πολφ αςκενείσ ϊςτε να επθρεάηουν τθν περιβάλλουςα που 

δθμιουργείται ςτθ βαςικι ςυχνότθτα. Υπάρχουν βζβαια υπό κατάλλθλεσ ςυνκικεσ φαινόμενα 

wave mixing κατά τα οποία θ περιβάλλουςα ςυηεφγνυται ιςχυρά με ζνα ι περιςςότερα 

δευτερεφοντα πεδία, οπότε τότε παφει και θ ιςχφσ τθσ εξίςωςθσ NLS. Επίςθσ θ εξίςωςθ NLS 

αποτυγχάνει μια καλι περιγραφι των φαινομζνων ςε περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ μπορεί να 

υπάρξει μια κατάρρευςθ τθσ περιβάλλουςασ (ι απειριςμόσ) ςε πεπεραςμζνο χρόνο διάδοςθσ. 

Αυτό οφείλεται ςτο ότι ζχουμε μια παραβίαςθ τθσ κλίμακασ πάνω ςτθν οποία ςτθρίχκθκε θ 

αςυμπτωτικι ανάλυςθ και τότε κανείσ χρειάηεται να λάβει υπ’ όψιν του τόςο ανϊτερθσ τάξθσ 

διαςπορά, όςο και τθν μθ παραξονικι ςυμπεριφορά τθσ δζςμθσ. [8] 

Στα πλαίςια τθσ μθ γραμμικισ οπτικισ θ εξίςωςθ NLS μπορεί να περιγράψει επαρκϊσ 

αυτό-οδθγοφμενεσ δζςμεσ ςε κυματοδθγοφσ και ςε μθ γραμμικά μζςα ςαν χωρικά ςολιτόνια, 

οπτικοφσ παλμοφσ ςε οπτικζσ ίνεσ ςαν χρονικά ςολιτόνια και αυτοεςτίαςθ μιασ δζςμθσ με 

πικανότθτα κατάρρευςθσ τθσ. Όταν θ NLS είναι ςωςτι ςαν πρϊτθ προςζγγιςθ, τότε όλεσ οι 

διορκϊςεισ μποροφν να αντιμετωπιςτοφν ωσ διαταραχζσ, αρκεί να μθν βριςκόμαςτε κοντά ςε 
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ςυντονιςμοφσ γιατί τότε θ ζννοια τθσ διαταραχισ δεν ζχει νόθμα και πρζπει να ακολουκθκεί 

άλλθ μεκοδολογία. 

 

1.1.3 Σολιτονικζσ λφςεισ τησ NLS 

Από τουσ πιο γνωςτοφσ τφπουσ ςολιτονίων είναι αυτά που οφείλονται ςε μθ 

γραμμικότθτα Kerr. Η μθ γραμμικότθτα αυτι προκφπτει από τθν παρουςία τθσ 

επιδεκτικότθτασ τρίτθσ τάξθσ του μζςου που προκαλεί μια εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ 

από το τετράγωνο του μζτρου τθσ ζνταςθσ πεδίου (ζνταςθ ακτινοβολίασ). Τα ςολιτόνια αυτά 

περιγράφονται από τθ μθ γραμμικι εξίςωςθ Schrodinger (NLS) με τθν οποία κα αςχολθκοφμε 

ςτθ ςυνζχεια. Τα ςολιτόνια μποροφν να ζχουν είτε μία χαρακτθριςτικι διάςταςθ περιοριςμοφ 

του οπτικοφ πεδίου οπότε μιλάμε για διάδοςθ ςε slab διατάξεισ είτε να είναι δφο διαςτάςεων 

οπότε μιλάμε για bulk. Στθν περίπτωςθ μιασ εγκάρςιασ διάςταςθσ, θ εξίςωςθ NLS αποτελεί μια 

ολοκλθρϊςιμθ μερικι διαφορικι εξίςωςθ. Σαν δυναμικό ςφςτθμα άπειρων βακμϊν 

ελευκερίασ, θ NLS ζχει άπειρα ολοκλθρϊματα τθσ κίνθςθσ και αντίςτοιχεσ άπειρεσ ςυμμετρίεσ. 

Η επίλυςι τθσ μπορεί να πραγματοποιθκεί αναλυτικά με τθ μζκοδο τθσ Αντίςτροφθσ 

Σκζδαςθσ (Inverse Scattering) [4],[8]. 

Η εξίςωςθ NLS είναι αναλλοίωτθ ςε μεταςχθματιςμοφσ κλίμακασ, ζτςι ϊςτε, αν κεωριςουμε 

μια λφςθ τθσ NLS ,       , τότε και θ   

                     
   
  

αποτελεί λφςθ τθσ. 

Επιπλζον, θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ NLS παραμζνει αναλλοίωτθ κάτω απο γαλιλαικοφσ 

μεταςχθματιςμoφσ. Αυτό γίνεται εμφανζσ αν κζςουμε όπου        . Ζχουμε ςε αυτι τθν 

περίπτωςθ ότι θ: 
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αποτελεί επίςθσ λφςθ τθσ εξίςωςθσ (1.1). Βλζπουμε δθλαδι ότι οι δφο λφςεισ ζχουν το ίδιο 

προφίλ εντόσ μιασ απλισ χωρικισ μετατόπιςθσ ςτθ διεφκυνςθ του   και ενόσ παράγοντα 

φάςθσ, ο οποίοσ όμωσ δεν επθρεάηει το προφίλ του ςολιτονίου. 

Με ακριβι επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ NLS μζςω τθσ μεκόδου αντίςτροφθσ ςκζδαςθσ, είτε με 

αναηιτθςθ λφςθσ θ οποία αντιςτοιχεί ςε solitary wave, δθλαδι ςε κφμα που διαδίδεται ωσ 

προσ μια κατεφκυνςθ και διατθρεί αναλλοίωτο το προφίλ του, λαμβάνουμε ωσ λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ [28] 

                     ( 
  

 
             )      (1.5) 

Παρατθροφμε πωσ το πλάτοσ του ςολιτονίου   ζχει αντίςτροφθ ςχζςθ με το χωρικό του εφροσ 

ςτθ εγκάρςια διάςταςθ   και πωσ θ παράμετροσ   εκφράηει τθν κλίςθ τθσ διεφκυνςθσ 

διάδοςθσ του ςολιτονίου ωσ προσ τον άξονα  . Αυτι θ μορφι ςολιτονίου είναι γνωςτι ωσ 

bright soliton κακϊσ ζχει ζνα ανυψωμζνο προφίλ το οποίο τείνει ςτο μθδζν ςε μεγάλεσ 

εγκάρςιεσ αποςτάςεισ. 

 

Σχήμα  1.1. Τυπικι μορφι ςολιτονίου (bright soliton) 

Άλλοι τφποι ςολιτονικϊν λφςεων, που αντιςτοιχοφν και ςε τροποποιθμζνεσ μορφζσ τθσ 

αρχικισ εξίςωςθσ, είναι τα λεγόμενα dark solitons και grey solitons, τα οποία προκφπτουν όταν 
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ο όροσ τθσ μθ-γραμμικότθτασ ςτθν NLS ζχει αρνθτικό πρόςθμο πράγμα το οποίο δθλϊνει μια 

αυτο-αφεςτιάηουςα μθ γραμμικότθτα τφπου Kerr και ζχει τθν ακόλουκθ μορφι [2],[28]. 

 

Σχήμα 1.2. Προφίλ dark soliton 

Εκτόσ τθσ μθ γραμμικότθτασ Kerr, παρουςιάηουν ιδιαίτερο ενδιαφζρον και άλλεσ μορφζσ 

μθ γραμμικισ απόκριςθσ του μζςου που περιγράφονται από διαφορετικι ςυναρτθςιακι 

εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ από τθν ζνταςθ. Τζτοιεσ είναι επιγραμματικά οι κορζςιμεσ μθ 

γραμμικότθτεσ, οι οποίεσ μποροφν να περιγράψουν ατομικά ςυςτιματα δφο επιπζδων,  ι 

φωτοδιακλαςτικά (photorefractive) υλικά [25],[26]. Άλλεσ μθ γραμμικότθτεσ είναι αυτζσ ςτισ 

οποίεσ εμφανίηεται εξάρτθςθ από δφο δυνάμεισ τθσ ζνταςθσ, ςυνικωσ με λόγο δφο, μθ 

γραμμικότθτεσ με εξάρτθςθ από μια δφναμθ ζνταςθσ αλλά και μθ γραμμικότθτεσ ςτισ οποίεσ 

υπάρχει ζνα κατϊφλι προκειμζνου να υπάρξει εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ από τθν 

ζνταςθ. 

 Κορζςιμθ μθ γραμμικότθτα :      
 

    
 

 Μθ γραμμικότθτα με λόγο δυνάμεων 2 :               

 Παραβολικι μθ γραμμικότθτα :            

 Μθ γραμμικότθτα εξαρτϊμενθ από τυχαία δφναμθ τθσ ζνταςθσ   :             
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 Μθ γραμμικότθτα κατωφλίου:      {
         

             
 

Οι παραπάνω τφποι μθ-γραμμικισ απόκριςθσ ζχουν ςαν κοινό χαρακτθριςτικό το γεγονόσ ότι θ 

τιμι του δείκτθ διάκλαςθσ ςε κάποιο ςθμείο του μζςου εξαρτάται μόνο από τθν τιμι τθσ 

ζνταςθσ του πεδίου ςτο ςθμείο αυτό. Μια τζτοια απόκριςθ χαρακτθρίηεται ωσ τοπικι. Στθν 

ςυνζχεια τθσ εργαςίασ κα αςχολθκοφμε με μθ-γραμμικότθτα θ οποία περιλαμβάνει και  

φαινόμενα μθ τοπικότθτασ ςτο δείκτθ διάκλαςθσ, δθλαδι εξάρτθςθ του δείκτθ διάκλαςθσ 

από μια περιοχι ενόσ ςθμείου και όχι μόνο από τθν τιμι τθσ ζνταςθσ ςτο ςθμείο αυτό. 

 

1.2  Φυςική και εφαρμογζσ μζςων με μη τοπική απόκριςη 

 

Ενδιαφζρον από κεωρθτικι αλλά και πρακτικι άποψθ παρουςιάηουν τα μζςα ςτα οποία θ 

μθ γραμμικότθτα εμφανίηει μια μθ τοπικι εξάρτθςθ. Αυτό ςθμαίνει πωσ ςε κάκε ςθμείο ο 

αντίςτοιχοσ δείκτθσ διάκλαςθσ του μζςου εξαρτάται όχι μόνο από τθν τιμι τθσ ζνταςθσ 

ακτινοβολίασ ςε εκείνο το ςθμείο, αλλά υπάρχει και μια ςυνειςφορά από τα γειτονικά ςθμεία, 

προφανϊσ με κάποια αντίςτοιχθ βαρφτθτα. Το πϊσ προςμετράται αυτι θ βαρφτθτα ςτο όριο 

του ςυνεχοφσ εξαρτάται από το εκάςτοτε μοντζλο. Από φυςικισ πλευράσ φαίνεται εφλογο το 

ότι υπάρχει μια ςυνεχισ μείωςθ τθσ ςυνειςφοράσ κατά τθν απομάκρυνςθ από το προσ μελζτθ 

ςθμείο.  

Από τα πιο ςυνικθ υλικά που παρουςιάηουν τζτοιασ μορφισ μθ τοπικότθτα είναι τα 

λεγόμενα φωτοδιακλαςτικά (photorefractive materials) [19],[20],[21],[22],[26],[27]. Σε αυτά τα 

υλικά ζχουμε φαινόμενα ςυμβολισ από προςπίπτουςεσ δζςμεσ φωτόσ. Στισ περιοχζσ που 

υπάρχει ενιςχυτικι ςυμβολι τα θλεκτρόνια μποροφν να διεγερκοφν ςτθ ηϊνθ αγωγιμότθτασ 

και ςυνεπϊσ είναι ικανά να διαχυκοφν μεσ ςτο υλικό εντόσ ενόσ ςυγκεκριμζνου μικουσ 

διάχυςθσ. Πζρα από αυτό το μικοσ, ςτατιςτικά, κα ζχουμε επαναδζςμευςθ των θλεκτρονίων 
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ςε κζςεισ που υπάρχουν προςμίξεισ. Αυτι θ αναδιανομι των θλεκτρονίων δθμιουργεί ζνα 

εςωτερικό θλεκτρικό πεδίο. Το πεδίο αυτό παραμζνει ακόμθ και μετά τθν απομάκρυνςθ του 

φωτιςμοφ του υλικοφ. Μζςω του θλεκτρο-οπτικοφ φαινομζνου ςε ςθμεία που το πεδίο είναι 

ιςχυρότερο ζχουμε χωρικά εξαρτθμζνθ μεταβολι του δείκτθ διάκλαςθσ.  

Στθν περίπτωςθ τον ςολιτονίων, το ίδιο το ςολιτόνιο είναι αυτό που μζςω 

αλλθλεπιδράςεων με τον περιβάλλοντα χϊρο, διαμορφϊνει το δείκτθ διάκλαςθσ και με τθ 

ςειρά του αυτόσ επθρεάηει τθ δυναμικι του ςολιτονίου. Σε κάκε ςθμείο το ςολιτόνιο ‘νιϊκει’ 

ζνα δείκτθ διάκλαςθσ που αποτελεί το ςτακμιςμζνο μζςο όρο μιασ ευρφτερθσ περιοχισ. Αυτό 

ζχει ςαν αποτζλεςμα μια δυναμικι θ οποία εξαρτάται άμεςα από τθ διαμόρφωςθ του μζςου, 

αλλά και τα χαρακτθριςτικά του κφματοσ. Διαφορετικά ςολιτόνια κα αντιμετωπίηουν 

διαφορετικά το μζςο και διαφορετικζσ διαμορφϊςεισ του μζςου κα επιτρζπουν τθν ανάπτυξθ 

διαφορετικϊν ςολιτονίων. Το μζςο αποκτά μια επιλεκτικότθτα ςτα διαδιδόμενα κφματα όχι 

μόνο με βάςθ τα χαρακτθριςτικά τουσ (π.χ πλάτοσ, εφροσ), αλλά και με βάςθ τισ αρχικζσ 

ςυνκικεσ δθλαδι τθ κζςθ και τθ γωνία πρόςπτωςθσ τθσ δζςμθσ φωτόσ ςτο μζςο διάδοςθσ θ 

οποία διεγείρει τθ δθμιουργία ςολιτονίου. Φυςικά αυτζσ οι αρχικζσ ςυνκικεσ μπορεί να 

αντιςτοιχοφν ςε κάποιο διαφορετικό μζγεκοσ αναλόγωσ τθν εφαρμογι.   

Σε φωτοδιακλαςτικοφσ φωτονικοφσ κρυςτάλλουσ ζχουμε ςυνικωσ επιβολι εξωτερικοφ 

θλεκτρικοφ πεδίου (bias) με αποτζλεςμα ςθμαντικζσ τιμζσ τθσ μθ-γραμμικότθτασ ζτςι ϊςτε να 

διευκολφνεται ο ςχθματιςμόσ ςολιτονίων. Υπάρχει ζνα κατϊτερο κατϊφλι ςτθν εξωτερικι 

πόλωςθ για να αναπτυχκοφν τα ςολιτόνια. Οι κρφςταλλοι είναι ςυνικωσ ευκυγραμμιςμζνοι με 

τθν κατεφκυνςθ διάδοςθσ του ςολιτονίου ϊςτε να πετυχαίνουμε απαιτιςεισ ςυμμετρίασ. Τα 

PR (photorefractive) ςολιτόνια μποροφν να παρατθρθκοφν ςε χαμθλζσ ιςχφεσ πράγμα που τα 

κάνει πολφ ελκυςτικά για εφαρμογζσ ςε optical switching ςε επίπεδο ιςχφοσ microwatt. Σε 

περιπτϊςεισ ιςχυροφ εξωτερικοφ πεδίου μποροφν να παρατθρθκοφν  τα λεγόμενα dark 

solitons αλλά και bright και grey. [1],[2] 



Κεφάλαιο 1    Η εξίσωση NLS και οι σολιτονικές της 

λύσεις 

 

 

29 
 

Ζνα άλλο μζςο ςτο οποίο παρουςιάηονται τζτοια φαινόμενα είναι οι υγροί κρφςταλλοι. 

Ενϊ δεν πρόκειται επακριβϊσ για κρυςτάλλουσ, εν τοφτοισ τα μόρια του υλικοφ ςχθματίηουν 

θλεκτρικά δίπολα που μπορεί να προςανατολίηονται ςε μια φαινόμενθ κρυςταλλικι μορφι. 

[2],[30]. Τυπικζσ εφαρμογζσ μζςων με μθ τοπικι απόκριςθ, κυρίωσ φωτονικϊν κρυςτάλλων, 

είναι θ ολογραφία αλλά και διάφορεσ εφαρμογζσ ςτθν οπτικι διαμόρφωςθ και μετάδοςθ 

ςθμάτων [30]. 

 

1.3  Φυςικά μοντζλα που οδηγοφν ςτην μη-τοπική (nonlocal) NLS 

Διάφορα μοντζλα που αγγίηουν τα πεδία τθσ επιςτιμθσ υλικϊν και τθσ κβαντικισ 

μθχανικισ, είναι ικανά να περιγράψουν υπό κατάλλθλεσ παραδοχζσ και απλοποιιςεισ όρουσ 

που δθμιουργοφν μια μθ-τοπικι ςυμπεριφορά ςτο μζςο. 

Ζνα μοντζλο που ςυνυπολογίηει φαινόμενα ςε μικροςκοπικι κλίμακα ϊςτε να λάβουμε τθν 

μθ-γραμμικι και μθ-τοπικι κυματικι εξίςωςθ διάδοςθσ είναι αυτό του Kukhtarev. Το μοντζλο 

αυτό ςυμπεριλαμβάνει φαινόμενα τοπικισ μεταβολισ του δείκτθ διάκλαςθσ λόγω 

επαγόμενων θλεκτρικϊν φορτίων κακϊσ και φαινόμενα ςφηευξθσ φάςθσ (phase coupling)  

μεταξφ γειτονικϊν ςθμείων ςε ςυνεχζσ επίπεδο. Περιςςότερο τεχνικζσ λεπτομζρειεσ του 

μοντζλου μποροφν να αναηθτθκοφν ςτθ ςχετικι βιβλιογραφία [23], κακϊσ εδϊ κα αρκεςτοφμε 

απλά ςε μια φαινομενολογικι περιγραφι τθσ εξαγωγισ τθσ μθ-τοπικισ εξίςωςθσ NLS.  

1.3.1 Γενικό μοντζλο μη-τοπικήσ NLS  

Αρχικά κεωροφμε τθν κλαςςικι μορφι τθσ εξίςωςθσ NLS με τον μθ-γραμμικό όρο να 

περιλαμβάνει τθν μθ-τοπικι απόκριςθ του μζςου:  

 

         *∫                
 

  

+     
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Η ςυνάρτθςθ R  περιγράφει τθν ςτακμιςμζνθ ςυνειςφορά τθσ ζνταςθσ του πεδίου 
2

I u

ςτθν κζςθ     ωσ προσ τθ διαμόρφωςθ του δείκτθ διάκλαςθσ του μζςου ςτθ κζςθ   . Η μορφι 

τθσ ςυνάρτθςθσ R  εξαρτάται από τθσ ιδιότθτεσ του μζςου και δθλϊνει πρακτικά το χωρικό 

εφροσ τθσ μθ-τοπικότθτασ. Η ςυνάρτθςθ τθσ ζνταςθσ I μπορεί να αντικαταςτακεί με το 

ανάπτυγμά τθσ ςε ςειρά Taylor, πράγμα το οποίο κακίςταται εφικτό υπό τθν κεϊρθςθ ότι το 

προφίλ   του ςολιτονίου ζχει αρκετά μεγαλφτερο εφροσ τοπικά ςε ςχζςθ με τθ ςυνάρτθςθ  , 

ϊςτε κεωροφμε πωσ μεταβάλλεται αρκετά αργά ςτθ γειτονιά του ςθμείου. Γφρω από το 

ςθμείο  , ζχουμε  

 

           
  

  
       

   

   
          

 

όπου οι παράγωγοι είναι υπολογιςμζνεσ ςτο   . Διατθρϊντασ μόνο τουσ δφο πρϊτουσ όρουσ , 

ζχουμε για το ολοκλιρωμα  

 

( ') ( ') 'R x x I x dx   ∫        *     
  

  
      +     

  
     

( ') ( ) ' ( ') ( ' ) '
I

R x x I x dx R x x x x dx
x


    

   

( ) ( ') ' ( ')( ' ) '
I

I x R x x dx R x x x x dx
x


    

   

 

Θεωροφμε τθν ςυνάρτθςθ R  κανονικοποιθμζνθ ζτςι ϊςτε ( ') ' 1R x x dx  . Στθν περίπτωςθ 

όπου δεν υπάρχει μθ τοπικότθτα, θ ςυνάρτθςθ R  είναι απλά μια ςυνάρτθςθ δζλτα Dirac (δ). 

 

Συνεπϊσ, ο πρϊτοσ όροσ δίνει απλά  ( )I x , ενϊ ο δεφτεροσ  

 
   

  
,  με   ∫                  
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όπου γ είναι το ολοκλιρωμα του δεφτερου όρου και αποτελεί ζνα ςτακερό όρο του οποίου θ 

τιμι εξαρτάται από τθ μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ R και εκφράηει τθν αςυμμετρία τθσ. 

 

Τελικά λοιπόν θ διαταραγμζνθ εξίςωςθ NLS γίνεται  

 

         [      
  

  
]     

 

Ζχουμε όμωσ πωσ 
2

( ) ( )I x u x  οπότε θ εξίςωςθ γίνεται ςτθν τελικι τθσ μορφι 

 

 

         | |     
 | | 

  
           (1.6) 

 

Όπωσ παρατθροφμε θ μθ-τοπικι εξίςωςθ Schrödinger περιζχει , ςε ςχζςθ με τθν απλι μθ 

γραμμικι NLS, ζναν επιπλζον όρο που ανακφπτει λόγω των φαινομζνων μθ τοπικότθτασ και 

εξαρτάται από τθν πρϊτθ παράγωγο τθσ ζνταςθσ τθσ δζςμθσ. Αυτό ςθμαίνει πωσ θ χωρικι 

παράγωγοσ του προφίλ τθσ δζςμθσ ςτθν εγκάρςια διεφκυνςθ κα παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθ 

δυναμικι τθσ. Δθλαδι πιο εντοπιςμζνα ςολιτόνια (μεγαλφτερθ παράγωγοσ/ πιο απότομεσ 

μεταβολζσ ςτο προφίλ) αναμζνουμε να ζχουνε αρκετά διαφορετικι ςυμπεριφορά από 

ςολιτόνια με μεγαλφτερο χωρικό εφροσ ςτον εγκάρςιο άξονα (πιο διεςπαρμζνα). Όπωσ κα 

δείξουμε ςτθ ςυνζχεια, το ςολιτόνιο οφείλει να ζχει κακοριςμζνο «εμβαδόν» (ωσ προσ το 

προφίλ του) λόγω διατιρθςθσ τθσ ενζργειασ, ςυνεπϊσ το χωρικό εφροσ κα ςχετίηεται 

αντιςτρόφωσ ανάλογα με το πλάτοσ του ςολιτονίου. Αυτό μασ οδθγεί ςτο να αςχολθκοφμε με 

τθν ποιοτικι ςυμπεριφορά των ςολιτονίων βάςει του πλάτουσ τουσ και το πϊσ αυτό 

ςυςχετίηεται με τα χαρακτθριςτικά του μζςου. 
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Κεφάλαιο 2 

Εγκάρςια ανομοιογζνεια του δείκτθ διάκλαςθσ και μθ-

τοπικι απόκριςθ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Διάφορα φωτονικά ςυςτιματα αποτελοφνται από διατάξεισ επίπεδων κυματοδθγϊν με 

χωρικι ανομοιογζνεια ωσ προσ τον εγκάρςιο άξονα (κάκετο ςτον άξονα διάδοςθσ). Η φπαρξθ 

εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ ςτο δείκτθ διάκλαςθσ ςυνεπάγεται τθν δυνατότθτα παγίδευςθσ 

μιασ ςολιτονικισ δζςμθσ ςε περιοχζσ με μεγαλφτερο δείκτθ διάκλαςθσ. Η παγίδευςθ ενόσ 

ςολιτονίου εξαρτάται ιςχυρά τόςο από τα χαρακτθριςτικά του ςολιτονίου (π.χ. πλάτοσ, γωνία 

πρόςπτωςθσ δζςμθσ) όςο και από τα χαρακτθριςτικά του μζςου (πλάτοσ όρου 

ανομοιογζνειασ, κυματάρικμοσ διαμόρφωςθσ).  

Το πιο απλό μοντζλο δυναμικισ ςολιτονίων ςε ανομοιογενι μζςα περιλαμβάνει τθν 

τοπικι απόκριςθ του μζςου με τθ μορφι ενόσ όρου εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ ςτθν εξίςωςθ 

διάδοςθσ NLS. Υπάρχουν όμωσ μζςα τα οποία, επιπλζον τθσ ανομοιγζνειασ, εμφανίηουν και 

μθ-τοπικι απόκριςθ πράγμα το οποίο ζχει ςαν αποτζλεςμα διαφορετικά χαρακτθριςτικά 

ςχθματιςμοφ και δυναμικισ διάδοςθσ των ςολιτονίων [1][6][19][29][30]. Αναλόγωσ τθ μορφι 



Κεφάλαιο 2    Εγκάρςια ανομοιογένεια του δείκτη διάθλαςησ και μη-τοπική απόκριςη  

 

33 
 

τθσ μθ-τοπικότθτασ και τισ ιδιότθτεσ τθσ (ζνταςθ, εφροσ, ςυμμετρίεσ) παρατθροφνται και 

διαφορετικζσ ςυμπεριφορζσ και ανακφπτουν νζα φαινόμενα του διάδοςθσ. Συνικωσ τόςο θ 

μθ-τοπικότθτα όςο και θ ανομοιογζνεια του μζςου υπειςζρχονται ςτο μοντζλο με αρκετά 

αςκενι ςυνειςφορά ϊςτε να μποροφν να αντιμετωπιςτοφν ςαν διαταραχζσ και προςτίκενται 

ςτθν εξίςωςθ NLS ςαν όροι που επθρεάηουν τον δείκτθ διάκλαςθσ. 

 

2.1 Αδιαβατική θεωρία διαταραχών και μοντζλο ενεργοφ ςωματιδίου 

(effective particle) 

 

Για τθ μελζτθ τθσ δυναμικισ διάδοςθσ ςολιτονίων ςε μζςα με αςκενι μθ-τοπικότθτα 

και ανομοιογζνεια μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε διαταρακτικζσ μεκόδουσ που λειτουργοφν 

αρκετά καλά τόςο από ποιοτικι όςο και από ποςοτικι άποψθ. Φυςικά πάντα υπάρχουν 

περιοριςμοί ςε μια διαταρακτικι μζκοδο, και εδϊ κα λάβουμε υπ’ όψιν μασ αυτοφσ τουσ 

περιοριςμοφσ. Η παρουςία αςκενοφσ μθ-τοπικότθτασ τθσ απόκριςθσ και αςκενοφσ 

ανομοιογζνειασ ζχει ςαν αποτζλεςμα τθ διατιρθςθ του εντοπιςμζνου χαρακτιρα και 

ςχιματοσ του ςολιτονίου, αλλά και τθ δραςτικι μεταβολι των χαρακτθριςτικϊν τθσ διάδοςισ 

του. Η εξίςωςθ NLS λοιπόν γίνεται 

 

         | |
     

 | | 

  
            (2.0) 

  

Όπωσ εξαγάγαμε ςτο πρϊτο κεφάλαιο, ο τζταρτοσ όροσ ςτο αριςτερό μζλοσ αποτελεί 

τον όρο τθσ μθ-τοπικότθτασ, ενϊ ο όροσ ςτο δεξί μζλοσ αντιςτοιχεί ςε μια θμιτονοειδι 

εγκάρςια ανομοιογζνεια ςτο δείκτθ διάκλαςθσ του μζςου. 

 

2.1.1 Αδιαβατική θεωρία διαταραχών 

 

Για τθν εξίςωςθ NLS ορίηεται ωσ μάηα το ολοκλιρωμα  
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  ∫ | |   
 

  

 

Η μάηα αντιςτοιχεί ςτθν  ολικι ιςχφ του κφματοσ (ςολιτονίου) όπωσ αυτι ορίηεται από τθν 

κλαςςικι φυςικι ωσ το τετράγωνο  του πλάτουσ. Χρθςιμοποιϊντασ ωσ λφςθ τθσ αδιατάρακτθσ 

εξίςωςθσ NLS τθν εξίςωςθ (1.2) του κεφαλαίου 1  βρίςκουμε πωσ θ αντίςτοιχθ μάηα ιςοφται με 

     . Ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ μάηασ ωσ προσ τον άξονα διάδοςθσ, δίνεται από τθν ςχζςθ:  

 

  

  
 
 

  
∫ | |   
 

  

 

 

όπου αντικακιςτϊντασ | |       , παραγωγίηοντασ και χρθςιμοποιϊντασ τθν αδιατάρακτθ 

εξίςωςθ ΝLS και τθ ςυηυγι τθσ 

          | |
   

 

  
       

    | |    

 

μετά από παραγοντικι ολοκλιρωςθ και κεωρϊντασ ότι ςτο άπειρο ζχουμε     , προκφπτει 

ότι για τθ λφςθ   τθσ αδιατάρακτθσ NLS (εξίςωςθ 1.2 κεφαλαίου 1) 

 

  

  
   

Συνεπϊσ, θ μάηα αποτελεί μια διατθριςιμθ ποςότθτα για τθν αδιατάρακτθ εξίςωςθ NLS. 

 

Το ολοκλιρωμα: 

   ∫ [    
      

 ]  
 

  

 

 

ορίηεται ωσ ορμι. Με τρόπο αντίςτοιχο με τθν μάηα, προκφπτει πωσ και θ ορμι αποτελεί 

διατθριςιμθ ποςότθτα τθσ αδιατάρακτθσ NLS. Χρθςιμοποιϊντασ τθν ςχζςθ (1.5) του 

κεφαλαίου 1 προκφπτει πωσ      , με αντίςτοιχθ μάηα ίςθ με      , που αποτελεί και 
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τθν αντίςτοιχθ ςχζςθ οριςμοφ τθσ ορμισ ςτο χαμιλτονιανό ςφςτθμα του κλαςςικοφ 

ςωματιδίου. Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ θ ταχφτθτα   ςχετίηεται με τθν κλίςθ τθσ 

κατεφκυνςθσ διάδοςθσ του ςολιτονίου ωσ προσ τθ διεφκυνςθ του διαμικουσ άξονα  . 

 

Θεωρϊντασ γενικά τισ διαταραχζσ ωσ ζναν πρόςκετο όρο    θ εξίςωςθ NLS γράφεται ςτθ 

μορφι: 

         | |
     

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ αυτι και τθν ςυηυγι τθσ:   

          | |
      

 

  
       

    | |        

 

προκφπτουν οι παρακάτω εξιςϊςεισ  αντίςτοιχα για το ρυκμό μεταβολισ τθσ μάηασ και τθσ 

ορμισ  

*2 Im{ }
dm

uP dx
dz





    

*4 Re{ }x

dp
u P dx

dz





 
 

 

Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ θ διαταραχι είναι θ 

 

2

2 sin( )
u

P u A kx u
x




  
  

 

Όπωσ βλζπουμε όμωσ, όταν πάρουμε το μιγαδικό ςυηυγζσ και το πολλαπλαςιάςουμε με u  κα 

ζχουμε μόνο όρουσ τθσ  μορφισ  
2

u  που κα ζχουν μθδενικό φανταςτικό μζροσ. Άρα θ 

ποςότθτα μεσ ςτο ολοκλιρωμα είναι μθδενικι οπότε και θ μάηα κα διατθρείται 0
dm

dz
 .  
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Αξίηει να ςθμειωκεί ότι αν είχαμε ζναν όρο διαταραχισ φανταςτικό (πράγμα που κα διλωνε 

όρο κζρδουσ ι απωλειϊν) τότε δεν κα είχαμε απαραίτθτα διατιρθςθ τθσ μάηασ. 

 

Για το ρυκμό μεταβολισ τθσ ορμισ ζχουμε: 

 

  

  
  ∫ (   

    
  )

  

  

   

 ∫ [   
 *   

 | | 

  
     (  )+    

  *   
 | | 

  
     (  )+]   

  

  

 

  ∫ [   
 | | 

  
[   

    
  ]]

  

  

      ∫     (  )[   
    

  ]
  

  

   

 

όπου ο πρϊτοσ όροσ περιγράφει τθν επίδραςθ τθσ μθ-τοπικότθτασ και ο δεφτεροσ τθν 

επίδραςθ τθσ ανομοιογζνειασ, ςτο ρυκμό μεταβολισ τθσ ορμισ. 

 

Για τον όρο τθσ μθ τοπικότθτασ ζχουμε:  

2 2

* *4 x x

u u
u u u u dx

x x
 
 

 
   

2 2

4
u u

dx
x x


 
 

 

2
2

4
u

dx
x


 

   
 
 
  

Θεωρϊντασ ότι ο όροσ 

2
u

x

 
 
 
 

 τείνει ςτο μθδζν πιο γριγορα από ότι το   ςτο άπειρο, και 

κάνοντασ τθν παραγοντικι ολοκλιρωςθ προκφπτει ότι ο όροσ τθσ μθ-τοπικότθτασ ζχει τθν 

ακόλουκθ μορφι: 

  ∫  
 

  

  

  

(
 | | 

  
)

 

   

 

Θεωρϊντασ λφςθ τθσ μορφισ  

0( , )

0( )
i x x z

u f x x e
 

    
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όπου 0x  κεωροφμε το κζντρο του ςολιτονίου, ζχουμε τθ ςχζςθ  
0x x

 
 

 
, οπότε 

λαμβάνουμε για τον όρο μθ τοπικότθτασ  

 

2
2

0

4
u

x dx
x x


 

  
  
 


 

Από τθν παραπάνω μορφι, φαίνεται ότι θ μθ-τοπικότθτα του μζςου ζχει ςαν αποτζλεςμα τθ 

μεταβολι τθσ ορμισ του κφματοσ θ οποία αντιςτοιχεί ςε μια δφναμθ που προκφπτει από τθν 

ςυνάρτθςθ δυναμικοφ  

      ∫ (
 | | 

  
)

 

   

 

Θεωρϊντασ ότι οι διαταραχζσ είναι τόςο μικρζσ ϊςτε να αφινουν το προφίλ του ςολιτονίου 

ανεπθρζαςτο μποροφμε να υπολογίςουμε το δυναμικό χρθςιμοποιϊντασ τθν γνωςτι λφςθ 

φωτεινοφ ςολιτονίου (εξίςωςθ 1.2) τθσ αδιατάρακτθσ NLS 

  
 

2
2

0
2 4

0sech

v v
i x x z

u x x e


 

  
     

     
 

όπου         

Αντικακιςτϊντασ ςτο ολοκλιρωμα προκφπτει  

 

5

0 0

64
( )

15
NLV x x 

 

όπου παρατθροφμε ότι το δυναμικό εξαρτάται γραμμικά από το  ςθμείο x0, και ςυνεπϊσ θ 

παράγωγοσ του που αντιςτοιχεί ςε μια εφαρμοηόμενθ δφναμθ είναι ανεξάρτθτθ τθσ κζςθσ 

όπωσ άλλωςτε κα περίμενε κανείσ αφοφ θ μθ τοπικότθτα είναι ζνα φαινόμενο που 

παρατθρείται ςε όλθ τθν ζκταςθ του μζςου με τον ίδιο τρόπο κακϊσ οφείλεται ςε 

μικροςκοπικά χαρακτθριςτικά. 
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Για τον όρο τθσ ανομοιογζνειασ με εντελϊσ ανάλογο τρόπο προκφπτει μια ςυνάρτθςθ 

δυναμικοφ τθσ μορφισ 

   ∫  | |     (  )  
  

  

 

 

από τθν οποία προκφπτει θ δφναμθ που εκφράηει τθ μεταβολι τθσ ορμισ λόγω 

ανομοιογζνειασ. Αντικακιςτϊντασ τθν γνωςτι λφςθ φωτεινοφ ςολιτονίου (εξίςωςθ 1.5) τθσ 

αδιατάρακτθσ NLS προκφπτει: 

 

    
   

    (
  
  )

   (   ) 

 

Όπωσ παρατθροφμε το πλάτοσ του δυναμικοφ εξαρτάται πολφ ζντονα από το λόγο τθσ 

χωρικισ διαμόρφωςθσ του δυναμικοφ (κυματαρικμόσ  ) και του πλάτουσ του ςολιτονίου   . 

Μάλιςτα θ εξάρτθςθ είναι εκκετικι αφοφ υπάρχει ο όροσ υπερβολικοφ θμιτόνου που περιζχει 

το λόγο αυτό, πράγμα που μασ δείχνει ότι ςολιτόνια με διαφορετικό πλάτοσ, κα 

αντιμετωπίηουν ζνα αρκετά διαφορετικό δυναμικό ακόμθ και αν θ διαφορά ςτο πλάτοσ τουσ 

είναι ςχετικά μικρι. Βλζπουμε πϊσ θ αντίςτοιχθ δφναμθ εξαρτάται από τθ κζςθ του 

ςολιτονίου, πράγμα το οποίο είναι αναμενόμενο. Είναι ενδιαφζρον να παρατθριςουμε πωσ οι 

ςυναρτιςεισ δυναμικοφ που περιγράφουν τθν επίδραςθ των διαταραχϊν μποροφν να 

εξάγονται ανεξάρτθτα, πράγμα που κάνει πολφ εφκολο ςτο μοντζλο μασ να προςτίκενται και 

άλλοι διαταρακτικοί όροι ανάλογα με τα φαινόμενα που υπειςζρχονται ςτο ςφςτθμα. 

 

2.1.2 Αναλυτική μελζτη τησ δυναμικήσ του ςυςτήματοσ ενεργοφ ςωματιδίου 

 

Οι παραπάνω οριςμοί τθσ μάηασ και τθσ ορμισ του κφματοσ κακϊσ και οι εξιςϊςεισ 

μεταβολισ τουσ λόγω τθσ επίδραςθσ των διαταραχϊν επιτρζπει τθν μελζτθ τθσ δυναμικισ 

διάδοςθσ του ςολιτονίου με ζνα ςφςτθμα που αντιςτοιχεί ςτθν κίνθςθ ενόσ ςωματιδίου 

αντίςτοιχθσ μάηασ και ορμισ, το οποίο βρίςκεται ςτθν κζςθ x0 που αντιςτοιχεί ςτο κζντρο του 
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ςολιτονίου. Η απόςταςθ διάδοςθσ ζχει τθ κζςθ τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ και είναι 

αντίςτοιχθ του χρόνου. 

 

Πιο ςυγκεκριμζνα πρόκειται για ζνα ςωματίδιο ςυγκεκριμζνθσ μάηασ (αφοφ ςτθν 

περίπτωςι μασ δείξαμε πωσ θ μάηα διατθρείται) το οποίο βρίςκεται εντόσ ενόσ ενεργοφ 

δυναμικοφ      , το οποίο προςδιορίηει τθν εξζλιξθ τθσ δυναμικισ του. Η Χαμιλτονιανι του 

κλαςςικοφ αυτοφ ςυςτιματοσ είναι: 

 

  
  

  
          

 

  
  

  
 
  

  
       

   

    (
  
  )

   (   ) 

 

και είναι ίςθ με τθν ςυνολικι ενζργεια του ςωματιδίου, θ οποία αποτελεί μια διατθριςιμθ 

ποςότθτα τθσ κίνθςισ του, οπότε το ςφςτθμα είναι ολοκλθρϊςιμο. 

 

Το ςφςτθμα των διαφορικϊν εξιςϊςεων κίνθςθσ είναι 

 

   

  
       (2.1) 

  

 
  

  
  

     

   
        (2.2) 

 

όπου θ ταχφτθτα   του ςωματιδίου αντιςτοιχεί ςτθν κλίςθ τθσ οπτικισ δζςμθσ ωσ προσ τθ 

διεφκυνςθ διάδοςθσ.  
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Για τθ μελζτθ τθσ δυναμικισ κακοριςτικι ςθμαςία ζχουν τα ςτάςιμα ςθμεία του ςυςτιματοσ, 

τα οποία προςδιορίηονται ωσ τα ςθμεία ιςορροπίασ τθσ κίνθςθσ και αντιςτοιχοφν ςε μθδενικι 

ταχφτθτα και κζςθ ίςθ με κάποιο τοπικό ακρότατο τθσ ςυνάρτθςθσ δυναμικοφ. Οι ςυνκικεσ 

για τθν φπαρξθ ςτάςιμου ςθμείου του δυναμικοφ ςυςτιματοσ δίνουν:  

 

    

 

     

   
   

 

Από τθ δεφτερθ εξίςωςθ και χρθςιμοποιϊντασ τθν ζκφραςθ για το ενεργό δυναμικό ζχουμε τθ 

ςχζςθ 

   (  ̅ )   
     

  

    (
  

  
)

     
     (2.3.α) 

              

Αυτι θ ςχζςθ αποτελεί τθν απαραίτθτθ ςυνκικθ που πρζπει να ικανοποιείται ςτα ςθμεία 

ακροτάτου   ̅̅ ̅. Αυτομάτωσ βλζπουμε πωσ τίκεται ζνασ περιοριςμόσ ςτθν ςχζςθ μεταξφ  γ , θ , Α 

και k , για τθν φπαρξθ ακροτάτων ςτο δυναμικό: 

 

|   (   ̅̅ ̅)|        (2.3.β) 

 

Επίςθσ παρατθροφμε ότι οι κζςεισ ελαχίςτου ςτθν περίπτωςθ που υπάρχει μθ-

τοπικότθτα είναι μετατοπιςμζνεσ ςε ςχζςθ με τθν περίπτωςθ που υπάρχει μόνο ο όροσ τθσ 

θμιτονοειδοφσ εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ.  Όταν ςτο δυναμικό υπάρχει μόνο θ θμιτονοειδισ 

ανομοιογζνεια, τα ακρότατα ςθμεία βρίςκονται ςτα ςθμεία εκείνα   ̅̅ ̅ για τα οποία ιςχφει θ 

εξίςωςθ: 

 

   (  ̅ )    
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Η παραπάνω γενικι ςυνκικθ για τθν φπαρξθ ακροτάτων (2.3.α) και (2.3.β) αντιςτοιχεί ςτθν 

ανίςωςθ: 

 

  

  
    

     

    (
  

  
)
    (2.4) 

 

Τα ςθμεία τοπικοφ ελαχίςτου τθσ ςυνάρτθςθσ δυναμικοφ αντιςτοιχοφν ςε ευςτακι ιςορροπία 

ενϊ τα ςθμεία τοπικοφ μεγίςτου ςε αςτακι. Για τα ςθμεία ελαχίςτου κα πρζπει να ιςχφει θ 

ςχζςθ κυρτότθτασ: 

 

      

   
    

 

Από αυτι τθ ςχζςθ, κεωρϊντασ πωσ το δυναμικό τθσ εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ ζχει μια 

περιοδικότθτα    , λαμβάνουμε πωσ για τα ςθμεία ελαχίςτου ιςχφει 0 ( ,2 )kx   .  Δθλαδι ςε 

κάκε περίοδο τθσ ανομοιογζνειασ εμφανίηεται ζνα τοπικό μζγιςτο και ζνα τοπικό ελάχιςτο 

όπωσ ακριβϊσ ςτθν απλι θμιτονοειδι περίπτωςθ. Ανάλογα με τισ παραμζτρουσ , ,k A  , οι 

οποίεσ χαρακτθριηουν τθν εκάςτοτε διάταξθ, προκφπτουν οι τιμζσ του   για τισ οποίεσ μπορεί 

να υπάρχει παγίδευςθ. 

Παρατθροφμε, δθλαδι, ότι για το ίδιο δυναμικό, ςολιτόνια με διαφορετικό πλάτοσ ζχουν 

διαφορετικι δυναμικι. Κάποια μπορεί να ικανοποιοφν τθν ςυνκικθ οπότε και παγιδεφονται, 

ενϊ άλλα δεν παγιδεφονται πουκενά. Φυςικά ακόμθ και για αυτά που ικανοποιοφν τθ 

ςυνκικθ μποροφν να υπάρχουν περιπτϊςεισ που δεν παραμζνουν παγιδευμζνα ςε ζνα πθγάδι 

δυναμικοφ, κακϊσ θ δυναμικι τουσ εξζλιξθ εξαρτάται και από τθν αρχικι τιμι τθσ ταχφτθτάσ 

τουσ. 

Το ενεργό δυναμικό για μια τυπικι περίπτωςθ ςτθν οποία είναι δυνατι θ παγίδευςθ 

ςολιτονίου ζχει τθν ακόλουκθ μορφι: 
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Σχήμα 2.1. Eνεργό δυναμικό για          και           για διάφορεσ τιμζσ τθσ ολικισ ενζργειασ του 

ενεργοφ ςωματιδίου 

 

 

Στθν περίπτωςθ κατά τθν οποία δεν υπάρχει δυνατότθτα παγίδευςθσ, το δυναμικό δεν 

εμφανίηει τοπικά ακρότατα όπωσ φαίνεται παρακάτω:  

  

Σχήμα 2.2. Eνεργό δυναμικό για          και          
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Για τθν ποιοτικι μελζτθ τθσ κίνθςθσ του ενεργοφ ςωματιδίου μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε 

τθν ςυνολικι του ενζργεια, θ οποία διατθρείται ςτακερι κατά τθν κίνθςθ. Οι περιοχζσ 

επιτρεπτισ κίνθςθσ κακορίηονται από τθν απαίτθςθ για κετικι κινθτικι ενζργεια. Η αρχικι 

ςυνολικι ενζργεια ςε ςυνδυαςμό με το πρόςθμο τθσ αρχικισ ταχφτθτασ κακορίηουν ποιοτικά 

διαφορετικζσ δυνατότθτεσ κίνθςθσ. 

Όπωσ βλζπουμε ςτθν ςχιμα 1, ζχουμε κεωριςει τρείσ χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ ενεργειϊν 

ςε ςχζςθ με ζνα δυναμικό ςτο οποίο είναι δυνατι θ παγίδευςθ ςολιτονίων ςε κάποιεσ κζςεισ. 

Αν κεωριςουμε τθ ςτάκμθ τθσ ενζργειασ   , παρατθροφμε ότι το ςωματίδιο ζχει αρκετι ολικι 

ενζργεια ϊςτε να προςπερνά κάκε πθγάδι δυναμικοφ που βρίςκεται ςε μικρότερεσ κζςεισ από 

τθ κζςθ      (περίπου), που αποτελεί, λόγω διατιρθςθσ ενζργειασ, και τθ μεγαλφτερθ κζςθ 

που είναι ικανό να φτάςει το ςωματίδιο, με τθν προυπόκεςθ ότι θ αρχικι του ταχφτθτα ζχει 

φορά προσ τα δεξιά. Σε περίπτωςθ που θ αρχικι ταχφτθτα του ςωματιδίου ζχει φορά προσ τα 

μικρότερα  , τότε το ςωματίδιο κα κινθκεί προσ αυτζσ τισ κζςεισ. 

Στθν δεφτερθ περίπτωςθ όπωσ είναι εμφανζσ, θ ςυνολικι ενζργεια του ςωματιδίου ζχει τθν 

ίδια τιμι με τθν ςυνάρτθςθ δυναμικοφ ςτο τοπικό μζγιςτο      που αντιςτοιχεί ςε κζςθ 

αςτακοφσ ιςορροπίασ. Ζνα ςωματίδιο ςτθ κζςθ αυτι, με ελάχιςτα μικρότερθ ενζργεια μπορεί 

να βρεκεί παγιδευμζνο ςτο πθγάδι δυναμικοφ δεξιά του τοπικοφ μεγίςτου, ενϊ με ελάχιςτα 

μεγαλφτερθ ενζργεια, θ τροχιά του ςωματιδίου κα γίνει μθ φραγμζνθ, και κα είναι 

απαγίδευτο. Στθν τρίτθ περίπτωςθ θ ενζργεια είναι τζτοια που είναι εμφανισ θ δυνατότθτα 

παγίδευςθσ  ςε ζνα πθγάδι δυναμικοφ, αλλά και θ δυνατότθτα μθ φραγμζνθσ τροχιάσ αν θ 

αρχικι κζςθ βρίςκεται αριςτερότερα του πθγαδιοφ αυτοφ. 

 

Δφο άλλα ποςοτικά χαρακτθριςτικά που μποροφμε να εξάγουμε από μοντζλο ενεργοφ 

ςωματιδίου είναι θ μζγιςτθ ςυχνότθτα ταλαντϊςεων που κα ζχει το ςωματίδιο όντασ 

παγιδευμζνο ςε ζνα πθγάδι δυναμικοφ, αλλά και οι μζγιςτεσ τιμζσ τθσ αρχικισ ταχφτθτασ που 

μπορεί να ζχει το ςωματίδιο ζτςι ϊςτε να παραμζνει παγιδευμζνο όταν θ αρχικι του κζςθ 

αντιςτοιχεί ςε ζνα ελάχιςτο τθσ ςυνάρτθςθσ δυναμικοφ. Το ςωματίδιο που κα βρεκεί δζςμιο 

ςε ζνα πθγάδι δυναμικοφ κα ζχει τθ δυνατότθτα να ταλαντϊνεται μζςα ς’ αυτό με ςυχνότθτεσ 

που κα ποικίλουν από τθ μθδενικι ζωσ μια μζγιςτθ ςυχνότθτα που κα τθν ονομάςουμε 0 . Οι 
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ταλαντϊςεισ που ζχουν αυτιν τθν τιμι τθσ ςυχνότθτασ 0 ,είναι οι μικρζσ ταλαντϊςεισ γφρω 

από το ςθμείο ευςτακοφσ ιςορροπίασ, δθλαδι το τοπικό ελάχιςτο του πθγαδιοφ.   Για τον 

υπολογιςμό αυτισ τθσ ςυχνότθτασ κάνουμε προςζγγιςθ μικρϊν ταλαντϊςεων γφρω από το 

ςθμείο ιςορροπίασ ζτςι ϊςτε να μπορζςουμε να γραμμικοποιιςουμε το ςφςτθμα των 

εξιςϊςεων κίνθςθσ και να φτάςουμε ςε μια απλι λφςθ. Ζςτω ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ 

  το ςθμείο ιςορροπίασ  και    θ μικρι μετατόπιςθ από αυτό. Τότε θ εξίςωςθ κίνθςθσ μασ 

δίνει  

 

 
  (     )

   
  

     (     )

  
 

 

     

 *
    
   

 
    

   
+   

  

  
    

     

    (
  
  )

   ( (     )) 

 

Οπότε παίρνοντασ και το ανάπτυγμα Taylor του ςυνθμιτόνου ζχουμε: 

 

 *
    
   

 
    

   
+   

  

  
    

     

    (
  
  )

[   (   )       (   )      (  
 )] 

Στθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ επειδι το    είναι ςθμείο ιςορροπίασ ζχουμε απλοποιιςεισ ςτα 

δφο μζλθ των όρων που δεν περιζχουν    , οπότε θ εξίςωςθ απλοποιείται ςτθν εξισ: 

 

 *
    

   
+   

     

    (
  
  )

[      (   )    ] 

 

 *
    

   
+  

     

    (
  
  )

[   (   )    ] 

 



Κεφάλαιο 2    Εγκάρςια ανομοιογένεια του δείκτη διάθλαςησ και μη-τοπική απόκριςη  

 

45 
 

  
    

   
 

     

    (
  
  )

[   (   )    ] 

 

όπου χρθςιμοποιιςαμε το γεγονόσ ότι για τθ μάηα του ςωματιδίου ιςχφει  2m  . 

Εμφανίηοντασ ςτθ ςχζςθ το ςυνθμίτονο αντί του θμιτόνου ζχουμε : 

 

  
    

   
  

     

    (
  
  )

√  (   (   ))     

 

Από τα δφο πρόςθμα κα κρατιςουμε το αρνθτικό που αντιπροςωπεφει μια δφναμθ 

επαναφοράσ. Λαμβάνουμε λοιπόν για τθ ςυχνότθτα: 

 

  
  

     

       (
  
  )

√  (   (   ))  

 

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ςχζςθ αυτι τθ ςχζςθ (2.3.α) για το ςυνθμίτονο που πρζπει να 

ικανοποιείται ςτα ςθμεία ελαχίςτου, ζχουμε  

 

2

3 5
2

0 2

sinh( )
2 64 2

1
15 2

2 sinh( )
2

k

A k

k A k


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

 


 
 
    
 
 
 

 

 

Βλζπουμε ότι θ φπαρξθ μθ-τοπικότθτασ (   ) μεταβάλλει τισ ςυχνότθτεσ ταλάντωςθσ των 

παγιδευμζνων ςολιτονίων με διαφορετικό τρόπο για κάκε ςολιτόνιο ανάλογα με τισ 

παραμζτρουσ του. 

Αν κεωριςουμε ωσ    το ςθμείο τοπικοφ ελαχίςτου του δυναμικοφ (ελάχιςτο πθγαδιοφ), τότε 

επειδι για τα ελάχιςτα ιςχφει όπωσ αναφζραμε θ απαίτθςθ        (   (   ) ), για   
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περιττό, αυτό ςθμαίνει πωσ τα μζγιςτα κα βρίςκονται ςτο αντίςτοιχο διάςτθμα (   (   ) ) 

για άρτιο  .  

Για τθν κρίςιμθ ταχφτθτα κα ζχουμε από τθν αρχι διατιρθςθσ τθσ ενζργειασ  

 

 

 
    

      (
  

 
   )      (  ) 

 

όπου ο δεφτεροσ όροσ ςτο δεξί μζλοσ είναι θ τιμι του δυναμικοφ ςτο ελάχιςτο, ενϊ ο πρϊτοσ 

όροσ είναι θ τιμι του δυναμικοφ ςτο τοπικό μζγιςτο που βρίςκεται αριςτερά του ελαχίςτου 

(βλζπε ςχιμα 2.1). Η διαφορά ςτθν ενζργεια μεταξφ των δφο, αποτελεί και τθν ελάχιςτθ 

απαιτοφμενθ ενζργεια θ οποία κα δοκεί με τθ μορφι κινθτικισ, ϊςτε να υπάρξει 

αποπαγίδευςθ του ςωματιδίου. Όπωσ είδαμε, θ ταχφτθτα ςχετίηεται με τθ γωνία πρόςπτωςθσ 

τθσ δζςμθσ, αυτό κάνει τθν κρίςιμθ ταχφτθτα να ςχετίηεται με τθ μζγιςτθ γωνία με τθν οποία 

μπορεί να προςπζςει θ δζςμθ ςτο εκάςτοτε ςθμείο ϊςτε να παγιδεφεται οριακά (πάνω από 

αυτιν τθν τιμι θ τροχιά του ςολιτονίου κακίςταται απαγίδευτθ). 

 

    
 

 
     

  
  

  
   (

  

 
   )  

    

    (
  

  
)
   (      )  

  

  
       

    

    (
  

  
)
   (   ) 

 

 

 
      

  
  

  
   (

  

 
    )  

    

    (
  
  )

[     (   )] 

 

Οπότε ζχουμε τελικά για τθν κρίςιμθ ταχφτθτα: 

 

   
  

 

 
[
  

  
   (

  

 
    )  

    

    (
  
  )

[   (   )]] 

 

Διαλζγοντασ ζνα οποιοδιποτε ςθμείο τοπικοφ ελαχίςτου του δυναμικοφ, ουςιαςτικά 

αφαιροφμε τθν τιμι ςε εκείνο το ςθμείο από το ςθμείο τοπικοφ μεγίςτου που βρίςκεται 
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ακριβϊσ ςτα αριςτερά του. Ζτςι παίρνουμε τθν ελάχιςτθ ενζργεια που είναι απαραίτθτθ για να 

ζχουμε αποπαγίδευςθ του ςωματιδίου. Είναι ςθμαντικό να τονίςουμε το ότι είναι δυνατό το 

ςωματίδιο να ζχει αρχικι ταχφτθτα μεγαλφτερθ από τθν κρίςιμθ και με φορά προσ περιοχζσ 

μεγαλφτερου δυναμικοφ (ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ προσ τα δεξιά). Τότε θ κίνθςθ του κα 

είναι αρχικά προσ τα δεξιά μζχρι να αντιμετωπίςει φράγμα δυναμικοφ που δεν μπορεί να 

υπερπθδιςει οπότε και κα αναπθδιςει και κα κινθκεί προσ τθν αντίκετθ κατεφκυνςθ 

(μικρότερα  ).  

 

Ο φαςικόσ χϊροσ (κζςεων-ταχυτιτων) για το ενεργό ςωματίδιο αποτελείται από τισ 

ιςοςτακμικζσ καμπφλεσ τθσ ενζργειασ  

 

  
  

  
     (  ) 

 

Σχήμα 2.3. Φαςικόσ χϊροσ για το δυναμικό τθσ πρϊτθσ περίπτωςθσ όπου υπάρχει παγίδευςθ, Α=γ=0.01, θ=0.5, 

k=1. Με ζντονθ γραμμι παρουςιάηεται θ οριακι τροχιά (διαχωρίηουςα)  που διαχωρίηει παγιδευμζνεσ και 

απαγίδευτεσ τροχιζσ ςτο αντίςτοιχο πθγάδι δυναμικοφ με ενζργεια που αντιςτοιχεί ςτθν    τθσ εικόνασ 1)  
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Σχήμα 2.4. Φαςικόσ χϊροσ για το δυναμικό τθσ δεφτερθσ περίπτωςθσ όπου δεν υπάρχει παγίδευςθ, Α=γ=0.01, 

θ=1,k=1. Η απουςία παγίδευςθσ είναι εμφανισ από το γεγονόσ πωσ δεν υπάρχουν κλειςτζσ τροχιζσ ςτο φαςικό 

χϊρο 

2.2  Παραμετρική μελζτη ςυνθηκών παγίδευςησ ςολιτονίου 

Στθ ςυνζχεια διερευνοφμε το ρόλο τθσ μθ-τοπικότθτασ ςε ςχζςθ με τθν εγκάρςια 

ανομοιογζνεια ωσ προσ τθ δυνατότθτα παγίδευςθσ του ςολιτονίου. Θεωροφμε τισ περιπτϊςεισ 

που αντιςτοιχοφν ςε λόγο πλάτουσ εγκάρςιασ διαμόρφωςθσ    προσ πλάτοσ του όρου τθσ μθ-

τοπικότθτασ   ,    
 

 
         , και εξετάηουμε: 

Α)  το μζγιςτο επιτρεπτό πλάτοσ η του ςολιτονίου για κάκε   ϊςτε να παραμζνει παγιδευμζνο 

το ςολιτόνιο 

Β)  τθν κρίςιμθ ταχφτθτα ωσ ςυνάρτθςθ του πλάτουσ του ςολιτονίου για διάφορα   

Γ)  τθν ςυχνότθτα μικρϊν ταλαντϊςεων κοντά ςτο τοπικό ελάχιςτο του δυναμικοφ ωσ 

ςυνάρτθςθ του πλάτουσ του ςολιτονίου. 
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Α)  Επιτρεπόμενα πλάτθ ςολιτονίου με δεδομζνο κυματαρικμό ϊςτε να υπάρχει 

παγίδευςθ 

 

Σχήμα 2.5. Φπαρξθ ελάχιςτου και μζγιςτου φψουσ ςολιτονίου για να υπάρχει παγίδευςθ ςυναρτιςει του 

κυματαρίκμου k. Από το πιο εξωτερικό προσ το πιο εςωτερικό γράφθμα ζχουμε αντιςτοίχωσ λόγο Α/γ ίςο με 10, 

1, 0.1   

Οι περιοχζσ που περικλείονται από τισ καμπφλεσ προςδιορίηουν τουσ ςυνδυαςμοφσ 

πλάτουσ   του ςολιτονίου και κυματαρίκμου   τθσ ανομοιογζνειασ για τουσ οποίουσ μπορεί να 

υπάρξει παγίδευςθ του ςολιτονίου, με δεδομζνο τον εκάςτοτε λόγο πλάτουσ εγκάρςιασ 

διαμόρφωςθσ    προσ πλάτοσ του όρου τθσ μθ-τοπικότθτασ   ,  
 

 
. Αντιςτοίχωσ οι περιοχζσ 

εκτόσ των καμπυλϊν είναι αυτζσ ςτισ οποίεσ δεν είναι εφικτι θ παγίδευςθ.  

Όπωσ παρατθροφμε, ιδιαίτερο ενδιαφζρον ζχει το γεγονόσ ότι υπάρχει τόςο ζνα 

μζγιςτο, όςο και ζνα ελάχιςτο επιτρεπόμενο όριο ςτισ τιμζσ που μπορεί να λάβει το πλάτοσ 

του ςολιτονίου για δοςμζνο  . Αναμζνουμε πωσ για δεδομζνο κυματαρικμό k, θ φπαρξθ 

μζγιςτου επιτρεπόμενου πλάτουσ  ςολιτονίου κα οφείλεται ςτθν ενίςχυςθ των φαινομζνων 

μθ-τοπικότθτασ λόγω τθσ αφξθςθσ τθσ παραγϊγου του προφίλ του ςολιτονίου. Από τθν άλλθ 

πλευρά, μια ελάχιςτθ τιμι του απαιτοφμενου πλάτουσ για να υπάρξει παγίδευςθ, είναι εφλογο 

να υπάρχει κακϊσ δικαιολογείται από το γεγονόσ πωσ όςο το πλάτοσ μικραίνει, το χωρικό 

εφροσ  του ςολιτονίου οφείλει να αυξάνεται με ζνα ςυςχετιηόμενο ρυκμό. Από ζνα ςθμείο και 
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ζπειτα, το ςολιτόνιο κακίςταται τόςο πλατφ που ουςιαςτικά υπερκαλφπτει κάκε τοπικι 

μεταβολι του δυναμικοφ, με αποτζλεςμα να μθν επθρεάηεται πλζον από πθγάδια δυναμικοφ 

που είναι χωρικά εντοπιςμζνα. Συνεπϊσ για να βρίςκεται παγιδευμζνο, δεν πρζπει να 

υποβαίνει το πλάτοσ του μια ςυγκεκριμζνθ τιμι, γιατί τότε το εφροσ του κακίςταται 

ςυγκρίςιμο με τθ χωρικι διαμόρφωςθ του μζςου. Παρατθροφμε ότι ςτθν περίπτωςθ που Α < 

γ, θ περιοχι ςτθν οποία μπορεί να υπάρξει παγιδευμζνο ςολιτόνιο ζχει ςυρρικνωκεί κατά 

πολφ ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςε επίπεδα κυματαρικμϊν και πλατϊν. Εντοφτοισ ςε όλεσ τισ 

περιπτϊςεισ διατθρείται θ ίδια ποιοτικι ςυμπεριφορά μεταβαλλόμενθ ωσ προσ ζναν 

παράγοντα κλίμακασ. 

 

Όπωσ παρατθροφμε για αυξανόμενο   υπάρχει μια τάςθ αφξθςθσ και φςτερα 

ελάττωςθσ του μζγιςτου πλάτουσ που μπορεί να ζχει ζνα ςολιτόνιο ζτςι ϊςτε να παραμζνει 

παγιδευμζνο. Αυτό μπορεί να ερμθνευκεί από το γεγονόσ ότι τα ςολιτονία υφίςτανται 

διαφορετικά τθν επίδραςθ των διαταραχϊν, όπωσ περιγράφεται από τθν αντίςτοιχθ 

ςυνάρτθςθ δυναμικοφ, ανάλογα με τισ παραμζτρουσ τουσ. Σε ζνα δυναμικό με μεγάλο 

κυματαρικμό   τα πθγάδια δυναμικοφ γίνονται ςτενότερα, οπότε για να βρεκεί εντοπιςμζνο 

ζνα ςολιτόνιο, κα πρζπει να ζχει κατάλλθλα μικρό εγκάρςιο πλάτοσ, το οποίο όμωσ 

ςυνεπάγεται μεγαλφτερο φψοσ, αφοφ τα δφο τουσ είναι ςυςχετιςμζνα. Αυτι θ αυξθτικι τάςθ 

ςτο μζγιςτο φψοσ ςολιτονίου παρατθρείται και ςτθ γραφικι παράςταςθ αυξανόμενου του  . 

Βλζπουμε όμωσ πωσ όςο αυξάνεται ο κυματάρικμοσ υπάρχει μια μείωςθ ςτο μζγιςτο φψοσ 

ςολιτονίου, πράγμα που δεν κα περιμζναμε, οφείλεται όμωσ ςτθ ςυνειςφορά τθσ μθ 

τοπικότθτασ που επθρεάηει κατά πολφ τθ ςυμπεριφορά του ςολιτονίου εν ςυγκρίςει με τθν 

περίπτωςθ όπου είχαμε μόνο τθν ανομοιογζνεια. 
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B) Κρίςιμθ ταχφτθτα για αποπαγίδευςθ  

 

Σχήμα 2.6. Γραφικι παράςταςθ τθσ κρίςιμθσ ταχφτθτασ ωσ προσ το πλάτοσ του ςολιτονίου για διάφορεσ τιμζσ 

του κυματαρικμου k. Περίπτωςθ με                 

 

Παρατθροφμε τθν αυξανόμενθ και πτωτικι τάςθ τθσ μζγιςτθσ ταχφτθτασ που μπορεί να 

ζχει το ςωματίδιο (αντίςτοιχα γωνία πρόςπτωςθσ για το κφμα) ςυναρτιςει του πλάτουσ του 

ςολιτονίου. Η αρχικά αυξανόμενθ τάςθ είναι λογικι, κακϊσ το κφμα όςο αυξάνει το πλάτοσ 

του, τόςο μειϊνει το εγκάρςιο εφροσ του. Αυτό ςυντελεί ςτθν ευκολότερθ παγίδευςθ του ςε 

ζνα πθγάδι δυναμικοφ κακϊσ είναι πιο εντοπιςμζνο, άρα μπορεί να δεχκεί υψθλότερεσ τιμζσ 

ταχφτθτασ (γωνίασ πρόςπτωςθσ) μζχρι τθν αποπαγίδευςι του.  Αυτι θ ςυμπεριφορά ςυνεχίηει 

μζχρι ζνα ςυγκεκριμζνο πλάτοσ ςολιτονίου κακϊσ φςτερα βλζπουμε μια πτϊςθ ςτθ μζγιςτθ 

ταχφτθτα που μπορεί να ζχει το ςωματίδιο (γωνία για το κφμα). Θα περιμζναμε πωσ θ μεγάλθ 

αφξθςθ του πλάτουσ, που οδθγεί ςε μεγάλθ μείωςθ ςτο χωρικό εφροσ, κα το ζκανε πιο εφκολα 

περιορίςιμο ςτα όρια ενόσ πθγαδιοφ δυναμικοφ, πράγμα που δεν ςυμβαίνει. Εκεί κάνει 

εμφανι τθν επίδραςθ του ο όροσ μθ-τοπικότθτασ . Όςο μεγαλφτερο πλάτοσ ζχει το ςολιτόνιο, 

τόςο αυξάνει θ κλίςθ του πράγμα που ζχει μια κετικι επίδραςθ ςτθν αφξθςθ του όρου τθσ μθ-

τοπικότθτασ, κακϊσ είδαμε πωσ εξαρτάται από τθν χωρικι παράγωγο τθσ ζνταςθσ ωσ προσ τθν 

εγκάρςια διάςταςθ. Αυτό ςθμαίνει πωσ όςο αυξάνεται θ κλίςθ αυξάνεται και ο όροσ του 



Κεφάλαιο 2    Εγκάρςια ανομοιογένεια του δείκτη διάθλαςησ και μη-τοπική απόκριςη  

 

52 
 

δυναμικοφ που ςχετίηεται με τθν μθ τοπικότθτα κακιςτϊντασ τθν κίνθςθ απαγίδευτθ (αφοφ 

υπάρχει μια τάςθ θ μθ τοπικότθτα να το ωκεί ςαν ςτακερι δφναμθ προσ μια κατεφκυνςθ 

(παραλλθλιςμόσ με ςωματίδιο υπό ςτακερι δφναμθ)). Παρατθροφμε επίςθσ τον απότομο 

τερματιςμό τθσ καμπφλθσ ςτισ ανϊτερεσ τιμζσ του φψουσ του ςολιτονίου. Αυτό οφείλεται ςτο 

ότι από αυτζσ τισ τιμζσ και ζπειτα δεν ζχουμε ςυνκικεσ παγίδευςθσ (θ αντίςτοιχθ ςυνάρτθςθ 

δυναμικοφ δεν εμφανίηει τοπικά ελάχιςτα) πράγμα που κακιςτά άνευ νοιματοσ τθν 

αναηιτθςθ κρίςιμθσ ταχφτθτασ. Είναι ζντονθ επίςθσ θ ελάττωςθ του χϊρου πικανϊν πλατϊν 

του ςολιτονίου κακϊσ αυξάνεται ο κυματαρικμόσ k. Αυτό είναι κάτι που αναμζνεται όπωσ 

τονίηεται και ςτο ςχιμα 5. 

Αντίςτοιχα για πλάτθ         και          παίρνουμε τθν ακόλουκθ γραφικι 

παράςταςθ, όπου παρατθρείται μια παρόμοια ποιοτικι ςυμπεριφορά, αλλά με εμφανϊσ 

μεγαλφτερα περικϊρια ςτθν κρίςιμθ ταχφτθτα. Αυτό οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ςε αυτιν τθν 

περίπτωςθ το δυναμικό που οφείλεται ςτθν εγκάρςια διαμόρφωςθ είναι τοπικά αρκετά πιο 

βακφ από το δυναμικό τθσ διαμικουσ και αυτό κακιςτά το ςωματίδιο πιο ζντονα παγιδευμζνο. 

Εν αντικζςει με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ που ιταν και τα δυο τθσ ίδιασ τάξθσ μεγζκουσ 

και ο ςυνδυαςμόσ τουσ μποροφςε να φζρει πιο εφκολα το ςωματίδιο ςε απαγίδευτθ 

κατάςταςθ.   

 

Σχήμα 2.7. Κρίςιμθ ταχφτθτα ωσ προσ φψοσ ςολιτονίου για διαφορετικοφσ κυματαρικμοφσ και για Α=0.1,γ=0.01 
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Εδϊ παρατθροφμε μια παρόμοια ποιοτικι ςυμπεριφορά. Παρατθροφμε τθν αναμενόμενθ 

αφξθςθ ςτα μζγιςτα πλάτθ τον ςολιτόνιων με τθν αντίςτοιχθ αφξθςθ των κυματαρικμϊν. 

 

Γ) Συχνότθτα μικρϊν ταλαντϊςεων 

 

Σχήμα 2.8. Εδϊ ζχουμε τισ ςυχνότθτεσ ταλαντϊςεων γφρω από τα ςθμεία ιςορροπίασ ωσ ςυναρτιςεισ των 

πλατϊν τον ςολιτονίων για διαφορετικζσ τιμζσ των κυματαρικμϊν. Περίπτωςθ με               

 

Ζχουμε και εδϊ μια περίπου ίδια ςυμπεριφορά όπωσ ςτθν περίπτωςθ των κρίςιμων 

ταχυτιτων, πράγμα αναμενόμενο, επειδι αν ςκεφτεί κανείσ τα πθγάδια ςτθν προςζγγιςι τουσ 

γφρω από τα ςθμεία ιςορροπίασ τουσ ωσ αρμονικοφσ ταλαντωτζσ, τότε βλζπουμε τθν άμεςθ 

ςχζςθ που ζχει θ ςυχνότθτα ταλάντωςθσ με τθν ενζργεια και ςυνεπϊσ τθν κρίςιμθ (μζγιςτθ) 

ταχφτθτα. Όπωσ είναι φυςικό δεν μποροφμε να ζχουμε απόλυτθ ταφτιςθ ποςοτικά λόγω 

διαφορετικϊν ςυντελεςτϊν αλλά οφτε και ποιοτικά κακϊσ τα πθγάδια δυναμικοφ δεν 

ταυτίηονται απόλυτα με το δυναμικό του αρμονικοφ ταλαντωτι.  

Τζλοσ, και για τθν περίπτωςθ λόγου    ⁄     , θ ποιοτικι ςυμπεριφορά του 

ςυςτιματοσ είναι θ ίδια. Ποςοτικά παρατθροφμε διαφορζσ ςτθ μζγιςτθ ςυχνότθτα που μπορεί 

να επιτευχκεί. Αυτό γίνεται κατανοθτό από το γεγονόσ πωσ ζνασ τζτοιοσ λόγοσ πλατϊν δίνει 

πιο βακιά πθγάδια δυναμικοφ από τον αντίςτοιχο για τθν άνω περίπτωςθ. Το ςωματίδιο 
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βριςκόμενο ςε βακφτερο πθγάδι, ζχει μεγαλφτερθ απαίτθςθ ςε ελάχιςτθ ενζργεια για να 

αποπαγιδευτεί , πράγμα που με τθ ςειρά του δίνει δυνατότθτα για ταλαντϊςεισ μεγαλφτερθσ 

ςυχνότθτασ (άρα και ενζργειασ ςτθν προςζγγιςθ αρμονικοφ ταλαντωτι).  

 

 

 

Σχήμα 2.9. Συχνότθτα ταλαντϊςεων γφρω από το ςθμείο ιςορροπίασ ςυναρτιςει του φψουσ του ςολιτονίου για 

διάφορεσ τιμζσ του κυματαρικμοφ k και για Α=0.1, γ=0.01 

 

 

2.3 Αριθμητική μελζτη τησ δυναμικήσ του ενεργοφ ςωματιδίου 

 

Παρακάτω παρακζτουμε διάφορεσ ενδεικτικζσ τροχιζσ των ςολιτονίων που αποκτικθκαν με 

απλι αρικμθτικι επίλυςθ του ςυςτιματοσ διαφορικϊν εξιςϊςεων του μοντζλου του ενεργοφ 

ςωματιδίου.  
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2.3.1 Περίπτωςη Α=0.1, γ=0.01 

 

 

Σχήμα 2.10. Τροχιά ςολιτονίου για k=1.6 και n=1.4 με αρχικζσ ςυνκικεσ για τθ κζςθ x=2.6 και τθν ταχφτθτα 

v=0.8. Σθμειϊνουμε πωσ ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ παραμζτρων, το ελάχιςτο εμφανίηεται ςτθ κζςθ x=2.6760 

και με κρίςιμθ ταχφτθτα    =0.4607 

 

Αφοφ λοιπόν ζχουμε αρχικι ταχφτθτα μεγαλφτερθ από τθν κρίςιμθ είναι αναμενόμενθ 

θ κίνθςθ του ωσ αποπαγιδευμζνο (εκτελεί μθ φραγμζνθ κίνθςθ). Παρατθροφμε πωσ θ αρχικι 

ταχφτθτα είναι κετικι και αυτό μεταφράηεται ωσ μια αρχικι κετικι κλίςθ τθσ τροχιάσ. Η τιμι 

τθσ είναι αρκετά μεγαλφτερθ από τθ μζγιςτθ επιτρεπόμενθ για να παραμείνει παγιδευμζνο το 

ςολιτόνιο, ςυνεπϊσ είμαςτε ςίγουροι πωσ δεν κα παραμείνει ςτο πθγάδι δυναμικοφ το οποίο 

περιζχει το ςθμείο τθσ αρχικισ του κζςθσ.  

 

Σχήμα 2.11. Στθν περίπτωςθ αυτι λαμβάνουμε ωσ αρχικι ταχφτθτα v=0.4 που είναι αρκετά μικρότερθ τθσ 

κρίςιμθσ, γι αυτό παρατθροφμε ότι το ςολιτόνιο παραμζνει δζςμιο και διαγράφει μια ταλαντωτικι τροχιά. 
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Ο φαςικόσ χϊροσ του ςυςτιματοσ για τισ δοκείςεσ παραμζτρουσ είναι ο ακόλουκοσ:  

 

Σχήμα 2.12. Φαςικόσ χϊροσ του ςυςτιματοσ για τισ δοκείςεσ παραμζτρουσ, ςτον οποίο είναι εμφανείσ οι δφο 

ανωτζρω τροχιζσ των εικόνων 10 και 11. Η άνω ζντονθ κουκίδα είναι το ςθμείο αρχικϊν ςυνκθκϊν τθσ 

απαγίδευτθσ τροχιάσ (           ) (εικόνα 10), ενϊ θ ακριβϊσ από κάτω κουκίδα είναι το ςθμείο αρχικϊν 

ςυνκθκϊν τθσ παγιδευμζνθσ τροχιάσ (ςχιμα 2.11) 

 

Παρατθροφμε πωσ ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ θ τροχιά του φαςικοφ χϊρου παραμζνει 

ανοικτι πράγμα που υποδθλϊνει πωσ θ τροχιά δεν είναι περιοδικι. Συγκεκριμζνα κακϊσ ο 

χρόνοσ αυξάνεται, θ τροχιά διαγράφεται προσ τα αριςτερά, δθλαδι τείνει ςυνεχϊσ ςε πιο 

μικρζσ τιμζσ τθσ κζςθσ x , με ολοζνα αυξανόμενθ ταχφτθτα. Στθν δεφτερθ περίπτωςθ τθσ 

κλειςτισ τροχιάσ ςτο φαςικό χϊρο, παρατθροφμε τθν περιοδικι κίνθςθ του ςολιτονίου. 

Το αντίςτοιχο δυναμικό που δθμιουργεί τισ ανωτζρω τροχιζσ είναι το ακόλουκο: 
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Σχήμα 2.13.α. Δυναμικό για τθν περίπτωςθ         , κυματάρικμο       και πλάτοσ ςολιτονίου       

 

Μια δεφτερθ ενδεικτικι περίπτωςθ είναι αυτι όπου δεν εμφανίηεται παγίδευςθ ςολιτονίου 

για καμία πικανι τιμι αρχικισ ταχφτθτασ και κζςθσ. Ζνα τζτοιο δυναμικό είναι το παρακάτω: 

 

Σχήμα 2.13.β. Το δυναμικό αυτό προκφπτει για       και                  

 



Κεφάλαιο 2    Εγκάρςια ανομοιογένεια του δείκτη διάθλαςησ και μη-τοπική απόκριςη  

 

58 
 

Είναι εμφανζσ πωσ δεν υπάρχει παγίδευςθ κακϊσ δεν ζχουμε ςε κανζνα ςθμείο δθμιουργία 

πθγαδιοφ δυναμικοφ. Αντίςτοιχα γι αυτιν τθν περίπτωςθ παίρνουμε τον ακόλουκο φαςικό 

χϊρο ςτον οποίο είναι εμφανζσ πωσ δεν υπάρχουν κλειςτζσ τροχιζσ, πράγμα που ςθμαίνει πωσ 

δεν υπάρχει παγίδευςθ. 

 

 

Σχήμα 2.14. Φαςικόσ χϊροσ για       και                  

 

 

2.3.2 Περίπτωςη Α=0.01 και γ=0.01  

  

 Στθν περίπτωςθ όπου ζχουμε λόγο πλατϊν Α/γ=1 και κεωρϊντασ αρχικζσ ςυνκικεσ με 

κζςθ κοντά ςτο τοπικό ελάχιςτο του δυναμικοφ και ταχφτθτα μικρότερθ τθσ κρίςιμθσ, 

λαμβάνουμε μια τροχιά όπωσ θ παρακάτω: 
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Σχήμα 2.15. Τροχιά ςολιτονίου για     και       με αρχικζσ ςυνκικεσ : κζςθ     και ταχφτθτα        . 

Το ςθμείο ελαχίςτου παρουςιάηεται για τθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ παραμζτρων ςτθ κζςθ x=4.15 και με κρίςιμθ 

ταχφτθτα παγίδευςθσ          

 

 Παρατθροφμε τθν αρκετά μεγάλου πλάτουσ  ταλαντωτικι ςυμπεριφορά θ οποία οφείλεται 

ςτθν αρκετά μεγάλθ -ςε ςφγκριςθ με τθ μζγιςτθ- αρχικι ταχφτθτα. Το ςολιτόνιο με αυτζσ τισ 

παραμζτρουσ παραμζνει παγιδευμζνο. 

Με τθν ίδια αρχικι ταχφτθτα, αλλά αυτι τθ φορά με αρχικι κζςθ      , θ οποία 

βρίςκεται πολφ κοντά ςε τοπικό μζγιςτο του δυναμικοφ, αναμζνουμε πωσ το ςολιτόνιο κα 

διαγράφει μια απαγίδευτθ τροχιά, λαμβάνουμε ζτςι λοιπόν τθν παρακάτω τροχιά του 

ςολιτονίου: 
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Σχήμα 2.16. Τροχιά ςολιτονίου με           και αρχικι κζςθ     και αρχικι ταχφτθτα         

 

Ο αντίςτοιχοσ φαςικόσ χϊροσ είναι ο εξισ: 

 

Σχήμα 2.17. Φαςικόσ χϊροσ ςτον οποίο είναι ευδιάκριτεσ οι τροχιζσ που αντιςτοιχοφν ςτισ αρχικζσ ςυνκικεσ των 

ςχθμάτων 2.15 και 2.16. Είναι ευδιάκριτα και τα αντίςτοιχα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτισ αρχικζσ ςυνκικεσ κάκε 

φορά 
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Στθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ θ τροχιά του παγιδευμζνου ςολιτονίου που λαμβάνουμε 

ςχετίηεται με τθ δεξιά εςωτερικισ κόκκινθ τροχιά (βλ. αρχικζσ ςυνκικεσ) ςτο φαςικό χϊρο που 

όπωσ είναι εμφανζσ αντιςτοιχεί ςε κλειςτι τροχιά. Αντιςτοίχωσ, θ δεφτερθ τροχιά (θ πιο 

εξωτερικι από τισ δφο ςτο φαςικό χϊρο) αντιςτοιχεί ςτθν τροχιά του ςολιτονίου του ςχιματοσ 

16. Σε εκείνθ τθν περίπτωςθ ζχουμε απαγίδευτθ τροχιά και όπωσ είναι εμφανζσ από το φαςικό 

χϊρο, κανζνα κομμάτι τθσ δεν ςχθματίηει μια κλειςτι καμπφλθ. 

 

Συγκρίνοντασ τον φαςικό χϊρο αυτισ τθσ περίπτωςθσ με αυτόν τθσ προθγοφμενθσ, 

παρατθροφμε μια ςθμαντικι μείωςθ ςτο εφροσ των τιμϊν τθσ ορμισ για δεδομζνθ κζςθ ϊςτε 

να ζχουμε παγιδευμζνθ τροχιά. Αυτό οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ςτθν προθγοφμενθ  

περίπτωςθ (λόγοσ   ⁄    ) το δυναμικό ζχει πιο βακιά πθγάδια (βλζπε ςχιμα 13.α ςφγκριςθ 

με ςχιμα 18), πράγμα που απαιτεί μεγαλφτερεσ ταχφτθτεσ (άρα και ορμζσ) για τθν 

αποπαγίδευςθ του ςωματιδίου. Ποιοτικά, και ςτισ δφο περιπτϊςεισ παρατθροφμε τόςο 

παγιδευμζνεσ όςο και απαγίδευτεσ τροχιζσ. 

Το δυναμικό που δθμιουργεί τισ δφο προθγοφμενεσ τροχιζσ είναι το ακόλουκο : 

 

Σχήμα 2.18. Μορφι δυναμικοφ για                 
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Όπωσ είναι εμφανζσ ςτο ςθμείο με       βριςκόμαςτε εντόσ του πθγαδιοφ δυναμικοφ 

και πολφ κοντά ςτο ελάχιςτο, αυτό ςθμαίνει πωσ αν θ ταχφτθτα δεν υπερβεί μια ςυγκεκριμζνθ 

τιμι τότε το ςολιτόνιο παραμζνει παγιδευμζνο όπωσ και ςυμβαίνει. Αντίκετα, ςτθν περίπτωςθ 

που θ αρχικι κζςθ είναι    , βριςκόμαςτε ςχεδόν ςτθν κορυφι του λοφίςκου του 

δυναμικοφ, κοντά δθλαδι ςε ζνα τοπικό μζγιςτο, που κακιςτά τθ δυναμικι τθσ κίνθςθσ 

αςτακι. Ακόμθ και με ταχφτθτα που δεν υπερβαίνει τθν κρίςιμθ το ςολιτόνιο εν τζλει 

ακολουκεί μια απαγίδευτθ τροχιά. Ζχει ενδιαφζρον να παρατθριςουμε πωσ επειδι θ αρχικι 

ταχφτθτα είναι κετικι, το ςολιτόνιο αρχικά οδεφει προσ τα δεξιά, όπου όμωσ ςυναντά φράγμα 

δυναμικοφ που δεν του επιτρζπει τθ διζλευςθ και τελικά το ωκεί προσ τα αριςτερά, δθλαδι 

προσ μικρότερα  , που είναι ακριβϊσ θ κίνθςθ που κα ζκανε ζνα κλαςςικό ςωματίδιο ςε ζνα 

δυναμικό τζτοιασ μορφισ. 

Παρακάτω παρακζτουμε, για λόγουσ πλθρότθτασ, μια ενδεικτικι διαχωρίηουςα τροχιά 

ςτο φαςικό χϊρο θ οποία αποτελεί το όριο ανάμεςα ςε περιοχζσ παγιδευμζνθσ και 

απαγίδευτθσ  κίνθςθσ. 

 

Σχήμα 19. Ενδεικτικι τροχιά διαχωρίηουςασ καμπφλθσ, ίδιεσ παράμετροι με τθν ανωτζρω, λιφκθκε για 

          . Ζχει ςθμειωκεί και το αντίςτοιχο ςθμείο αςτακοφσ ιςορροπίασ 
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Είναι εμφανζσ το αςτακζσ ςθμείο ιςορροπίασ που υπάρχει ςε αυτιν τθν κίνθςθ και είναι το 

ςθμείο τομισ τθσ καμπφλθσ με τον εαυτό τθσ. Το ςθμείο αυτό αςτακοφσ ιςορροπίασ 

αντιςτοιχεί ςε ςθμείο τοπικοφ μεγίςτου του δυναμικοφ το οποίο ςτο ςυγκεκριμζνο 

παράδειγμα αντιςτοιχεί ςτο ςθμείο     (περίπου) με αρχικι ταχφτθτα μθδενικι (βλ. μορφι 

δυναμικοφ, ςχιμα 2.18)). 
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Κεφάλαιο 3 

Εγκάρςια ανομοιογζνεια δείκτθ διάκλαςθσ και διαμικθσ 

ανομοιογζνεια τθσ μθ-τοπικισ απόκριςθσ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάηουμε τθ διάδοςθ ςολιτονίων ςε φωτονικζσ διατάξεισ που 

παρουςιάηουν, εκτόσ από τθν εγκάρςια ανομοιογζνεια, μια ανομοιογζνεια κατά τον άξονα 

διάδοςθσ. Συγκεκριμζνα, κα μελετιςουμε τθν επίδραςθ τθσ διαμικουσ ανομοιογζνειασ του 

όρου τθσ μθ τοπικότθτασ ςτθν δυναμικι διάδοςθσ του ςολιτονίου [6],[17]. Θα κεωριςουμε 

μια απλι θμιτονοειδι διαμικθ διαμόρφωςθ τθσ μθ-τοπικότθτασ και κα δοφμε πωσ αυτι 

περιπλζκει τθ δυναμικι του ςυςτιματοσ. 

Αν προςτεκεί ςτο μοντζλο του προβλιματοσ μασ μια διαμόρφωςθ του ςυντελεςτι τθσ 

μθ-τοπικότθτασ κατά μικοσ τθσ διεφκυνςθσ διάδοςθσ του ςολιτονίου, τότε ουςιαςτικά 

προςκζτουμε ζναν επιπλζον βακμό ελευκερίασ ςτο ςφςτθμα πράγμα που του προςδίδει εν 

δυνάμει ιδιότθτεσ χαοτικισ δυναμικισ. Ουςιαςτικά κα επιτρζψουμε ςτον όρο τθσ μθ 

τοπικότθτασ να ζχει μια αςκενι εξάρτθςθ από το z , ζτςι ϊςτε ο ςχετικόσ όροσ εξάρτθςθσ από 
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τθ διεφκυνςθ διάδοςθσ να είναι μικρότεροσ από το ςτακερό όρο τθσ μθ τοπικότθτασ. Το 

αξιόλογο όπωσ κα δοφμε είναι ότι αν και τόςο μικρόσ ζχει ςθμαντικζσ επιπτϊςεισ ςτθ 

δυναμικι τθσ διάδοςθσ του ςολιτονίου. Συγκεκριμζνα θ διαμόρφωςθ  του ςυντελεςτι τθσ μθ 

τοπικότθτασ κα ζχει τθν εξισ μορφι : 

     (      (  ))  

όπου γ0 είναι ο όροσ που αναφζρεται ςτο απόλυτο πλάτοσ τθσ διαταραχισ λόγω μθ-

τοπικότθτασ, ε είναι το ςχετικό πλάτοσ τθσ διαμικουσ εξάρτθςθσ και ω είναι ο κυματάρικμοσ 

τθσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ. Στθν ςυνζχεια κα κεωριςουμε παντοφ τιμι ε=0.1, εκτόσ αν 

αναφζρεται διαφορετικά. 

Μεταβάλλοντασ το κα παρατθριςουμε δραςτικζσ ποιοτικζσ αλλαγζσ ςτθ δομι και τοπολογία 

του αντίςτοιχου φαςικοφ χϊρου του ενεργοφ ςωματιδίου που αντιςτοιχοφν ςε διαφορετικι 

δυναμικι διάδοςθσ του ςολιτονίου και κα εςτιάςουμε ςτισ περιπτϊςεισ που παρουςίαςαν το 

μεγαλφτερο ενδιαφζρον. 

 

3.1 Μη αυτόνομο ςφςτημα ενεργοφ ςωματιδίου 

 

Το Χαμιλτονιανό ςφςτθμα εξαρτάται από τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι z που παίηει το ρόλο του 

χρόνου ςτθν κίνθςθ του ενεργοφ ςωματιδίου, οπότε το ςφςτθμα είναι πλζον μθ-αυτόνομο. Οι 

εξιςϊςεισ κίνθςθσ γράφονται ωσ εξισ: 

 

   

  
           (1) 

 

       
  

  
  

     (    )

   
      (2) 
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όπου για το ενεργό δυναμικό ζχουμε τθν ακόλουκθ ςχζςθ (βλ. κεφάλαιο 2) με τον εξαρτϊμενο 

πλζον ,από τθν μεταβλθτι εξζλιξθσ, ςυντελεςτι    . 

 

   5

0, 0 0 0

64 2
( ) 1 0.1sin( ) sin

15
sinh

2

eff

A k
V x z z x kx

k


  





    
 
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Ο φαςικόσ χϊροσ του αρχικοφ αυτόνομου ςυςτιματοσ (χωρίσ διαμικθ διαμόρφωςθ) 

είχε διάςταςθ 2, και το ςφςτθμα είχε ζνα βακμό ελευκερίασ. Στθν περίπτωςθ αυτι, θ 

Χαμιλτονιανι, που αντιςτοιχεί ςτθν ενζργεια του ενεργοφ ςωματιδίου ιταν διατθριςιμθ 

ποςότθτα και το ςφςτθμα ιταν ολοκλθρϊςιμο, πράγμα που μασ ζδινε τθ δυνατότθτα επίλυςθσ 

ςε κλειςτι μορφι. Η φπαρξθ ενόσ επιπλζον βακμοφ ελευκερίασ, λόγω άμεςθσ εξάρτθςθσ από 

το   κακιςτά το ςφςτθμα μθ-αυτόνομο. Η ενζργεια δεν διατθρείται πλζον και το ςφςτθμα είναι 

μθ ολοκλθρϊςιμο. Παρατθροφμε ότι το πρόβλθμα μασ ζχει αποκτιςει ακριβϊσ τθ μορφι που 

ζχει ζνα πρόβλθμα ενόσ ταλαντωτι που επιδζχεται μια περιοδικά μεταβαλλόμενθ δφναμθ. 

Αναμζνουμε λοιπόν παρόμοια χαρακτθριςτικά πολφπλοκθσ δυναμικισ. Η απόςταςθ διάδοςθσ 

που ζχει το ρόλο του χρόνου, μπορεί να κεωρθκεί ςαν επιπλζον μεταβλθτι οπότε το ςφςτθμα 

μπορεί να κεωρθκεί ςαν αυτόνομο ςφςτθμα 2 βακμϊν ελευκερίασ ςε ζναν νζο εκτεταμζνο 

φαςικό χϊρο. Ο νζοσ φαςικόσ χϊροσ ζχει 4 διαςτάςεισ αλλά, κακϊσ θ νζα Χαμιλτονιανι δεν 

εξαρτάται πλζον από τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι (που είναι πλζον άλλθ από τθν z) αποτελεί 

μια ςτακερά τθσ κίνθςθσ. Ζτςι, θ δυναμικι περιορίηεται ςε τριδιάςτατεσ επιφάνειεσ ςτακερισ 

ενζργειασ μζςα ςτον τετραδιάςτατο φαςικό χϊρο. [10],[11] 

 

Μια μζκοδοσ που διευκολφνει ςθμαντικά τθν ανάλυςθ των μθ αυτόνομων ςυςτθμάτων 

και παρζχει ποιοτικζσ πλθροφορίεσ μζςω των αρικμθτικϊν τουσ λφςεων είναι αυτι τθσ χριςθσ 

των τομϊν Poincare [11]-[14]. Ουςιαςτικά πρόκειται για μια ςτροβοςκόπθςθ τθσ τροχιάσ ςε 

ζναν χϊρο που επιπλζον των διαςτάςεων που αντιςτοιχοφν ςτθ κζςθ και τθν ορμι ζχει και τθ 
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διάςταςθ του “χρόνου” (z). Η ςτροβοςκόπθςθ γίνεται με τθν ςυχνότθτα τθσ εξάρτθςθσ του 

ςυςτιματοσ από το z δθλ. με ςυχνότθτα ω.  

 

 

 

Σχήμα 3.1. Σχθματικι περιγραφι τθσ τομισ Poincare ςτθν τροχιά του εκτεταμζνου φαςικοφ χϊρου 

 

 Ο φαςικόσ χϊροσ του μθ-αυτόνομου ςυςτιματοσ που προκφπτει από τισ τομζσ 

Poincare, αποτελείται από διαφορετικοφ τφπου καμπφλεσ και ςθμεία, ανάλογα με τισ 

ςυχνότθτεσ των κινιςεων και το ςυςχετιςμό τουσ με τθ ςυχνότθτα διαμόρφωςθσ του μζςου. 

Πιο ςυγκεκριμζνα ςτο ςφςτθμα αναπτφςςονται , λόγω παγιδευμζνθσ κίνθςθσ του ςολιτονίου 

ςτθν εγκάρςια διεφκυνςθ, ταλαντωτικζσ ςυμπεριφορζσ ςυγκεκριμζνων ςυχνοτιτων (βλ. κεφ 

2), ενϊ ταυτόχρονα ζχουμε ωσ προσ τθ μεταβλθτι διάδοςθσ (διαμικθσ άξονασ  ) μια 

διαμόρφωςθ του μζςου ςε προκακοριςμζνθ ςυχνότθτα (κυματαρικμό). Ο ςυςχετιςμόσ αυτϊν 

των δφο τφπων ςυχνοτιτων δθμιουργεί τισ εκάςτοτε δομζσ ςτο φαςικό χϊρο. Όταν ο λόγοσ 

των ςυχνοτιτων αυτϊν είναι ρθτόσ, τότε ζχουμε τθν φπαρξθ περιοδικά επαναλαμβανόμενων 

ςθμείων ςτον φαςικό χϊρο τα οποία υποδθλϊνουν τθν φπαρξθ περιοδικϊν τροχιϊν των 

ςολιτονίων ωσ προσ τθ μεταβλθτι εξζλιξθσ   . Αυτά τα ςθμεία αποτελοφν κζντρα των 
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λεγόμενων νθςίδων, οι οποίεσ είναι ςχθματιςμοί από κλειςτζσ καμπφλεσ ςτο φαςικό χϊρο που 

ζχουν διαχωριςτεί από τισ ευρφτερεσ κλειςτζσ καμπφλεσ που ζχουμε ςτθν περίπτωςθ του 

αυτόνομου ςυςτιματοσ (κεφ. 2). Οι κλειςτζσ καμπφλεσ δθμιουργοφνται λόγω φπαρξθσ 

άρρθτου λόγου ςυχνοτιτων, που ζχει ωσ ςυνζπεια κατά τθν τομι Poincare να μθν ζχουμε ποτζ 

επανάλθψθ του ίδιου ςθμείου ςτο επίπεδο τθσ τομισ, αλλά αντ’ αυτοφ να ζχουμε τθν πυκνι 

κάλυψθ από ςθμεία με αποτζλεςμα να ςχθματίηουν κλειςτι καμπφλθ. Κάκε νθςίδα 

αποτελείται από το κεντρικό τθσ ςθμείο και πολλζσ κλειςτζσ καμπφλεσ γφρω τθσ, ενϊ 

υπάρχουν διαχωρίηουςεσ καμπφλεσ που τισ κακιςτοφν διακριτζσ νθςίδεσ. Στισ διαχωρίηουςεσ 

αυτζσ καμπφλεσ, τα ςάγματα είναι τα πρϊτα ςθμεία ςτα οποία εμφανίηεται χάοσ όταν αυξθκεί 

θ διαταραχι που κακιςτά το ςφςτθμα μθ αυτόνομο, ενϊ ςτθ ςυνζχεια αρχίηει να 

καταςτρζφεται και θ δομι των νθςίδων με τθν αφξθςθ τθσ διαταραχισ. 

 

 

3.2 Αριθμητική μελζτη του μη-αυτόνομου ςυςτήματοσ 

 

Στθν ςυνζχεια κα μελετιςουμε τθν επίδραςθ τθσ διαμικουσ ανομοιογζνειασ τθσ μθ-

τοπικότθτασ ςτισ τροχιζσ του ενεργοφ ςωματιδίου ςε ςφγκριςθ με τθν περίπτωςθ απουςίασ 

διαμικουσ ανομοιογζνειασ όπου το αντίςτοιχο ςφςτθμα είναι αυτόνομο. Στθ γενικι 

περίπτωςθ, βγάηουμε ωσ κοινό παράγοντα ςτο δυναμικό τον όρο   , ο οποίοσ είναι τθσ τάξθσ 

     . Αυτι είναι και μια τυπικι τιμι θ οποία αντιμετωπίηεται ςε πρακτικζσ εφαρμογζσ. Ο 

όροσ τθσ μθ τοπικότθτασ   ,ςυνικωσ προκφπτει μια τάξθσ μικρότεροσ ι και πιο μικρόσ ακόμθ. 

Αυτό κακιςτά δυνατό και διευκολφνει τθν ποιοτικι οπτικι, αν ςχθματίςουμε το λόγο   
 

 
  και 

ςτισ διάφορεσ προςομοιϊςεισ είναι θ μεταβλθτι μασ παράμετροσ. 
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3.2.1 Περίπτωςη λόγου    
 

 
     (      και         )  

 

Για τθν πρϊτθ περίπτωςθ όπου ζχουμε       και         με ςθμείο ελαχίςτου το 

           και κρίςιμθ ταχφτθτα           , φψοσ ςολιτονίου       και κυματαρικμό 

εγκάρςιασ διαμόρφωςθσ       , λαμβάνουμε για κυματάρικμο διαμικουσ διαμόρφωςθσ 

        τον ακόλουκο φαςικό χϊρο. 

 

 

Σχήμα 3.2. Φαςικόσ χϊροσ μθ αυτόνομου ςυςτιματοσ με μπλζ χρϊμα για τθν περίπτωςθ       , 

                         ςτθν προςομοίωςθ πιραμε αρχικζσ ςυνκικεσ x=2.6 και ταχφτθτα v ζωσ 0.4. Στο 

υπόβακρο με κόκκινο χρϊμα είναι ο φαςικόσ χϊροσ του αυτόνομου ςυςτιματοσ για τισ ίδιεσ παραμζτρουσ. Ο 

φαςικόσ χϊροσ του αυτόνομου ςυςτιματοσ λαμβάνεται ουςιαςτικά προβάλλοντασ για διάφορεσ τιμζσ τθσ 

Χαμιλτονιανισ, τισ αντίςτοιχεσ καμπφλεσ ςτο επίπεδο     . Με μάυρο χρϊμα είναι εμφανισ θ διαχωρίηουςα 

καμπφλθ του αυτόνομου ςυςτιματοσ, καμπφλθ θ οποία διακρίνει τισ παγιδευμζνεσ (εςωτερικζσ) από τισ 

απαγίδευτεσ (εξωτερικζσ καμπφλεσ) τροχιζσ. Με ζντονθ κόκκινθ γραμμι φαίνονται οι παγιδευμζνεσ τροχιζσ για 

διάφορεσ αρχικζσ τιμζσ τθσ ταχφτθτασ μζχρι τθν κρίςιμθ. Οι πιο αχνζσ κόκκινεσ γραμμζσ λιφκθκαν τυχαία για 

διάφορεσ τιμζσ τθσ ςυνολικισ ενζργειασ. Δεν υπάρχει ποιοτικι διαφορά μεταξφ των δφο για τισ παγιδευμζνεσ 

τροχιζσ, παρά μονο ότι αντιςτοιχοφν ςε διαφορετικζσ τιμζσ ενζργειασ.   



Κεφάλαιο 3   Εγκάρςια ανομοιογένεια δείκτη διάθλαςησ και διαμήκησ ανομοιογένεια  

τησ μη-τοπικήσ απόκριςησ 

 

 

70 
 

Όπωσ παρατθροφμε, ςτο φαςικό χϊρο του μθ αυτόνομου ςυςτιματοσ ζχουμε τθ 

δθμιουργία νθςίδων οι οποίεσ ςθματοδοτοφν κάποιο ςυντονιςμό μεταξφ τθσ ςυχνότθτασ τθσ 

περιοδικισ ταλάντωςθσ του ςολιτονίου ςε ζνα πθγάδι δυναμικοφ και τθσ ςυχνότθτασ 

(κυματάρικμου) τθσ διαμικουσ ανομοιογζνειασ, αλλά και ςχεδόν κυκλικζσ κλειςτζσ τροχιζσ 

που οφείλονται ςε ζνα άρρθτο λόγο ςυχνοτιτων. Βλζπουμε πωσ ο νζοσ φαςικόσ χϊροσ είναι 

ελαφρϊσ μετατοπιςμζνοσ ωσ προσ τον αντίςτοιχο του αυτόνομου ςυςτιματοσ, ενϊ ζχει χακεί 

θ ςυμμετρία γφρω από το       . Αυτό ςθμαίνει πωσ θ δυναμικι ςολιτονίων με αντίκετο 

πρόςθμο ςτθ γωνία πρόςπτωςθσ (αρχικι ταχφτθτα) μπορεί να είναι εντελϊσ διαφορετικι. 

Λαμβάνοντασ ζνα ενδεικτικό ςθμείο ςε μία από τισ εςωτερικζσ ςχεδόν κυκλικζσ 

τροχιζσ, με αρχικζσ ςυνκικεσ ζςτω το        και            και υπολογίηοντασ τθν 

εξζλιξθ τθσ κζςθσ   ςυναρτιςει του χρόνου, λαμβάνουμε τθν ακόλουκθ γραφικι παράςταςθ. 

 
Σχήμα 3.3 . Τροχιά ςολιτονίου με αρχικζσ ςυνκικεσ        και ταχφτθτα          . Οι αρχικζσ ςυνκικεσ 

αυτζσ ανικουν ςε ςθμείο των εςωτερικϊν κλειςτϊν καμπυλϊν οι οποίεσ υποδθλϊνουν κάποιον άρρθτο λόγο 

μεταξφ ςυχνοτιτων.  

 

Όπωσ βλζπουμε θ τροχιά ακολουκεί μια ςχεδόν θμιτονοειδι τροχιά, αλλά είναι 

εμφανισ θ ςυνειςφορά από μια δεφτερθ ςυχνότθτα περίπου ςε ζνα λόγο 8 προσ 1 με τθν 

πρϊτθ. Η τροχιά που ακολουκεί το ςολιτόνιο είναι φραγμζνθ και αυτό είναι εμφανζσ από τθν 
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αντίςτοιχθ καμπφλθ ςτο φαςικό χϊρο, θ οποία ςε κανζνα ςθμείο τθσ δεν περνά τθ 

διαχωρίηουςα ετςι ϊςτε να προκφψει αποπαγίδευςθ του ςολιτονίου. Αν τϊρα λάβουμε ζνα 

ςθμείο πάνω ςε μια νθςίδα ωσ αρχικι ςυνκικθ ϊςτε να βροφμε τθν τροχιά που αυτό 

ακολουκεί ζχουμε τα εξισ. Το ςθμείο που διαλζγουμε είναι το x=1.7 και με v=0 (p=0) και 

βρίςκεται ανάμεςα ςτισ δφο νθςίδεσ όπωσ αποτυπϊνεται ςτο ςχιμα. Τότε θ τροχιά που 

ακολουκεί είναι θ ακόλουκθ (ςχιμα 3.4). 

 

 
Σχήμα 3.4. Τροχιά για αρχικζσ ςυνκικεσ x=1.7 και v=0, που αντιςτοιχοφν ςε ςθμείο επάνω ςε καμπφλθ που 

ανικει ςε  νθςίδα ςυντονιςμοφ. 

 

Βλζπουμε πωσ ςε αυτθν τθν περίπτωςθ που βριςκόμαςτε ςε μια νθςίδα, υπάρχει ζνασ 

λόγοσ ςυχνοτιτων ο οποίοσ οδθγεί ςτθ δθμιουργία διακροτιματοσ. Ακολοφκωσ , για τισ ίδιεσ 

ςυνκικεσ διαμόρφωςθσ και φψουσ ςολιτονίου, αν λάβουμε ωσ αρχικό ςθμείο τθσ τροχιάσ ζνα 

ςθμείο το οποίο βρίςκεται κοντά ςτθ διαχωρίηουςα, ζςτω το           και            

λαμβάνουμε τθν παρακάτω τροχιά εξζλιξθσ. 
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Σχήμα 3.5. Τροχιά για αρχικζσ ςυνκικεσ πολφ κοντά ςτθ διαχωρίηουςα. Είναι εμφανζσ το απαγίδευτο τθσ 

τροχιάσ 

 

Όπωσ παρατθροφμε, αυτι θ τροχιά είναι μθ φραγμζνθ, αλλά θ αςτάκεια τθσ προκφπτει 

μετά από αρκετό χρόνο. Αυτό οφείλεται ςτθ χαοτικι ςυμπεριφορά του ςυςτιματοσ που ωκεί 

το ςολιτόνιο εκτόσ ευςτάκειασ (λόγω του οτι βρίςκεται πολφ κοντά ςτθ διαxωρίηουςα) παρ’ 

όλο που ζχει ξεκινιςει με ςυνκικεσ που ςτο αυτόνομο ςφςτθμα οδθγοφςαν ςε ευςτακι 

τροχιά. Ακόμθ και μια μικρι διαταραχι το ςτζλνει εκτόσ τθσ διαχωρίηουςασ ςτθν περιοχι 

αςτάκειασ. Αν ςχεδιάςουμε τθν τροχιά μζχρι ζνα ςθμείο ςτο οποίο παραμζνει φραγμζνθ 

ζχουμε τθν εξισ γραφικι. 
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Σχήμα 3.6 . Τροχιά του ςχιματοσ 5 πριν αυτι καταςτεί μθ φραγμζνθ 

 

Υπάρχει μεγάλθ ςυνειςφορά από μια ςυχνότθτα, θ οποία είναι εμφανισ και από το 

χαρακτιρα τθσ τροχιάσ, αλλά υπάρχουν και επιπλζον ςυχνότθτεσ που ςυμμετζχουν, πράγμα 

που κακιςτά τθν τροχιά μθ θμιτονοειδι.  

 

Περιπτϊςεισ ιςχυρότερθσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ τθσ μθ-τοπικότθτασ (ε) 

 

Αν τϊρα αυξιςουμε το μζγεκοσ τθσ διαμικουσ διαταραχισ ,θ οποία είναι αυτι που προκαλεί 

τα χαοτικά φαινόμενα, ςτθν τιμι ε=0.25  τότε κα λάβουμε ζνα φαςικό χϊρο ο οποίοσ κα 

δείχνει με μεγαλφτερθ ευκολία και ευκρίνεια τθ χαοτικι αυτι ςυμπεριφορά. Ο αντίςτοιχοσ 

φαςικόσ χϊροσ για τισ ςυνκικεσ διαμόρφωςθσ που είχαμε μζχρι τϊρα,                 

       και         και με ςυνκικεσ για τθν προςομοίωςθ       και ταχφτθτα ζωσ     , 

είναι ο ακόλουκοσ: 

 



Κεφάλαιο 3   Εγκάρςια ανομοιογένεια δείκτη διάθλαςησ και διαμήκησ ανομοιογένεια  

τησ μη-τοπικήσ απόκριςησ 

 

 

74 
 

 
Σχήμα 3.7. Φαςικόσ χϊροσ του ςυςτιματοσ για ςυντελεςτι διαμικουσ διαμόρφωςθσ              , 

       . Αρχικζσ ςυνκικεσ, για τθν κζςθ       και ταχφτθτα ζωσ      . 

 
 

Είναι εμφανισ πλζον θ χαοτικι ςυμπεριφορά που εμφανίηεται με τθ μορφι μθ-ομαλϊν 

τροχιϊν οι οποίεσ δεν περιορίηονται ςε λείεσ καμπφλεσ αλλά ζχουν μορφι διάςπαρτων 

ςθμείων. Παρατθροφμε ότι θ μια νθςίδα που αντιςτοιχεί και ςτθ μζγιςτθ τιμι τθσ ταχφτθτασ 

(     ) δεν είναι πλζον αυςτθρά κακοριςμζνθ και διάφορα ςθμεία τθσ βρίςκονται ακόμθ 

και εκτόσ τθσ διαχωρίηουςασ του αυτόνομου ςυςτιματοσ. Η αφξθςθ του ςυντελεςτι τθσ 

διαμικουσ διαμόρφωςθσ οδθγεί ςταδιακά το ςφςτθμα να γίνεται ςυνεχϊσ πιο χαοτικό, το 

οποίο γίνεται εμφανζσ από το ςπάςιμο των τροχιϊν ςταδιακά από αυτζσ με τισ υψθλότερεσ 

ενζργειεσ προσ τισ μικρότερεσ. 

Αυξάνοντασ λίγο ακόμθ το ςυντελεςτι  ε ςτο 0.28 ζχουμε τθν ακόλουκθ μορφι του φαςικοφ 

χϊρου: 
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Σχήμα 3.8. Φαςικόσ χϊροσ για      ,        ,        , κυματαρικμό εγκάρςιασ διαμόρφωςθσ      , 

πλάτοσ ςολιτονίου       και κυματαρικμό διαμικουσ διαμόρφωςθσ      . Είναι εμφανισ θ διάςπαςθ που 

υφίςτανται οι πιο εξωτερικζσ καμπφλεσ (κοντά ςτθ διαχωρίηουςα) με τθν αφξθςθ του ςυντελεςτι   . Οι πιο 

εςωτερικζσ καμπφλεσ παραμζνουν αναλλοίωτεσ, αλλά αρκετά μετατοπιςμζνεσ ςε ςχζςθ με το αυτόνομο 

ςφςτθμα, είναι αυτζσ που κα καταςτραφοφν τελευταίεσ αν ςυνεχιςτεί θ αφξθςθ του ςυντελεςτι. 

 

Όπωσ είναι εμφανζσ τϊρα ζχουμε εντονότερθ διαςπορά ςθμείων ςτισ νθςίδεσ , ενϊ 

παρατθροφμε και ςθμεία που προκφπτουν εκτόσ τθσ διαχωρίηουςασ. Όπωσ είναι εμφανζσ, όςο 

αυξάνουμε το επίπεδο διαταραχισ, το ςφςτθμα αποκτά μεγαλφτερθ ‘χαοτικότθτα’ που 

εκδθλϊνεται με το ακανόνιςτο ςχιμα αρχικά των πιο εξωτερικϊν τροχιϊν και φςτερα , ςτθν 

ακραία περίπτωςθ πολφ ιςχυρισ διαταραχισ, ςτθν πλιρθ αποδιοργάνωςθ οποιαςδιποτε 

μορφισ καλά κακοριςμζνθσ καμπφλθσ ςτο φαςικό χϊρο. 

Για ςυντελεςτι ςτο 0.3 οι καμπφλεσ φεφγουν πολφ γριγορα ςτο άπειρο, πράγμα που δθλϊνει 

τθν πλιρθ αδυναμία παγίδευςθσ του ςολιτονίου από ζνα επίπεδο διαταραχισ και πάνω ακόμθ 

και για ςχετικά μικρζσ ταχφτθτεσ ςε ςχζςθ με τθν κρίςιμθ. 

 

 



Κεφάλαιο 3   Εγκάρςια ανομοιογένεια δείκτη διάθλαςησ και διαμήκησ ανομοιογένεια  

τησ μη-τοπικήσ απόκριςησ 

 

 

76 
 

3.2.2 Περίπτωςη λόγου   
 

 
       (       και         )  

 

Στθν περίπτωςθ αυτι, και για     και         θ κζςθ ελαχίςτου ςτο αυτόνομο 

ςφςτθμα είναι         και θ αντίςτοιχθ κρίςιμθ ταχφτθτα          .  

Στθν προςομοίωςθ για το μθ αυτόνομο ςφςτθμα κζτουμε       και ταχφτθτα ζωσ      . Ο 

κυματάρικμοσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ είναι        , οπότε ο φαςικόσ χϊροσ που 

λαμβάνουμε είναι ο εξισ (ςχιμα 3.9). 

 

 

 
 

Σχήμα 3.9. Φαςικόσ χϊροσ μθ αυτόνομου ςυςτιματοσ για τθν περίπτωςθ λόγου       ,δθλαδι οι δφο 

διαταραχζσ είναι τθσ ίδιασ τάξθσ μεγζκουσ. Η μζγιςτθ αρχικι ταχφτθτα λιφκθκε ίςθ με       . 

 

Αρχικά κεωροφμε ζνα ςθμείο ςε μια από τισ εςωτερικζσ καμπφλεσ, ζςτω το           και 

         . Αυτό μασ δίνει τθν ακόλουκθ τροχιά εξζλιξθσ ςτο χρόνο. 
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Σχήμα 3.10 . Τροχιά ςολιτονίου με αρχικζσ ςυνκικεσ           και          . Είναι εμφανισ θ ςυμμετοχι 

διαφορετικϊν ςυχνοτιτων ςτο φάςμα τθσ τροχιάσ που τθν κακιςτοφν θμι-περιοδικι.  
 

Φςτερα κα κεωριςουμε ζνα ςθμείο επάνω ςε μια από τισ νθςίδεσ, ζςτω το           και 
          (           ) τότε θ τροχιά που ακολουκεί το ςωματίδιο είναι  
 

 
Σχήμα 3.11. Τροχιά ςολιτονίου με αρχικζσ ςυνκικεσ           και          . ‘Όπωσ είναι εμφανζσ 

εμφανίηει μια θμι-περιοδικότθτα  
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Περιπτϊςεισ ιςχυρότερθσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ τθσ μθ-τοπικότθτασ (ε) 
 

Θεωρϊντασ το ςυντελεςτι τθσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ ε = 0.25 παρατθροφμε πωσ 
αρχίηει να αναπτφςςεται χαοτικι ςυμπεριφορά με τθν αρχικι διάςπαςθ των πιο εξωτερικϊν 
καμπυλϊν του φαςικοφ χϊρου, ενϊ επίςθσ παρατθροφμε και μια ςυνολικι κατακόρυφθ 
μετατόπιςθ του φαςικοφ πορτραίτου ςε ςχζςθ με τθν περίπτωςθ όπου είχαμε       . Αν 
αυξιςουμε ακόμθ περιςςότερο τον ςυντελεςτι ςτο         τότε βλζπουμε πωσ πλζον 
αρχίηουν και διαταράςςονται και οι πιο εςωτερικζσ καμπφλεσ τόςο ζντονα που χάνουν τον 
κλειςτό χαρακτιρα που είχαν και αποτελοφνται πλζον από διεςπαρμζνα ςθμεία. Επίςθσ θ 
κατακόρυφθ μετατόπιςθ είναι αρκετά πιο ζντονθ. Οι δφο φαςικοί χϊροι φαίνονται παρακάτω. 

 
 

 
 

Σχήμα 3.13. Φαςικόσ χϊροσ για ςυντελεςτι                     
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Σχήμα 3.14. Φαςικόσ χϊροσ για ςυντελεςτι                     

 
 

Παρατθροφμε ότι μια αφξθςθ ςτο πλάτοσ του όρου διαταραχισ , που αντιςτοιχεί ςτον 

επιπλζον βακμό ελευκερίασ, δθμιουργεί μια πιο ζντονθ χαοτικι ςυμπεριφορά. Οι τροχιζσ 

«ςπάνε» για πολφ μικρότερεσ μεταβολζσ τθσ κζςθσ ι τθσ ταχφτθτασ ςε ςχζςθ με τθν 

προθγοφμενθ περίπτωςθ. Ενϊ αν αφιςουμε για μεγαλφτερο χρόνο προςομοίωςθσ θ τροχιά 

ξεκινά να γίνεται μθ περιοριςμζνθ και κα φφγει ςτο άπειρο. 

Για ακόμθ μεγαλφτερο χρονικό διάςτθμα προςομοίωςθσ οι τροχιζσ του φαςικοφ χϊρου 

«φεφγουν» ςτο άπειρο ακόμθ και με μικρζσ ταχφτθτεσ, οπότε ιταν ςκόπιμο να μθν 

ςχεδιαςτοφν. 

 

Συμπεραςματικά μποροφμε να παρατθριςουμε πωσ όςο αυξάνεται ο ςυντελεςτισ τθσ 

διαμικουσ ανομοιογζνειασ, ζχουμε τθν εμφάνιςθ πιο ζντονων χαοτικϊν φαινομζνων γιατί 
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απομακρυνόμαςτε από τισ ςυνκικεσ του κεωριματοσ ΚΑΜ ςτο οποίο απαιτείται μικρι 

διαταραχι για να ζχουμε διατιρθςθ κάποιων ομαλϊν τροχιϊν από το αυτόνομο 

(ολοκλθρϊςιμο) ςφςτθμα. Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ οι πρϊτεσ τροχιζσ που αρχίηουν και 

«ςπάνε» είναι αυτζσ κοντά ςτθ διαχωρίηουςα οι οποίεσ είναι πιο επιρρεπείσ ςε μεταβολζσ τισ 

ενζργειασ ϊςτε να καταςτακοφν χαοτικζσ. Η εμφάνιςθ νθςίδων ςχετίηεται με ςυντονιςμοφσ 

ανάμεςα ςτθν περίοδο τθσ διαμικουσ διαμόρφωςθσ και ςτθν περίοδο τθσ (αδιατάρακτθσ) 

παγιδευμζνθσ κίνθςθσ. Τα κζντρα των νθςίδων αντιςτοιχοφν ςε περιοδικζσ τροχιζσ ενϊ οι 

ομαλζσ τουσ καμπφλεσ ςε θμι-περιοδικζσ (quasiperiodic) τροχιζσ [10],[11]. Ο νζοσ φαςικόσ 

χϊροσ είναι μετατοπιςμζνοσ ςε ςχζςθ με αυτόν του αυτόνομου ςυςτιματοσ, με αποτζλεςμα 

να ςπάει θ ςυμμετρία μεταξφ κετικϊν και αρνθτικϊν ορμϊν. Αυτό υποδθλϊνει μια πικανι 

διαφοροποίθςθ τόςο ποιοτικά όςο και ποςοτικά ςτισ τροχιζσ που κα ακολουκιςουν δφο 

ςολιτόνια με ίδια ςε μζτρο, αλλά διαφορετικοφ προςιμου ταχφτθτα (γωνία πρόςπτωςθσ) ςτο 

ίδιο ςθμείο. Είναι εμφανζσ ςτο ςχιμα 3.13 πωσ ζνα ςολιτόνιο με αρχικι ορμι        κα ζχει 

τθ δυνατότθτα να παραμείνει παγιδευμζνο κακότι υπάρχει κλειςτι καμπφλθ που να αγγίηει 

αυτιν τθν τιμι. Αντικζτωσ , δεν υπάρχει κλειςτι καμπφλθ του φαςικοφ χϊρου που να περνά 

από το         , παρά μόνο καμπφλεσ που ζχουν αρχίςει να αποκτοφν χαοτικι 

ςυμπεριφορά. 
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Κεφάλαιο 4 

Αρικμθτικι επίλυςθ τθσ διαταραγμζνθσ NLS 

 

 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο κα πραγματοποιιςουμε μια ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων που μασ δίνει 

το μοντζλο του ενεργοφ ςωματιδίου, ςε ςχζςθ με τισ αρικμθτικζσ λφςεισ που λαμβάνουμε 

κατά τθν επίλυςθ τθσ μερικισ διαφορικισ εξίςωςθσ NLS. Η επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ γίνεται με τθ 

μζκοδο split-step Fourier. Στθ ςυνζχεια κα δείξουμε τθ ςυμφωνία των λφςεων και που αυτι 

καταρρζει, ενϊ με αυτόν τον τρόπο κα αναδειχκεί αβίαςτα θ δφναμθ τθσ μεκόδου του 

ςωματιδίου τόςο ςτισ ποιοτικζσ όςο και ςτισ ποςοτικζσ προβλζψεισ. 

4.1 Μζκοδοσ split-step Fourier 

Η μζκοδοσ αυτι χαρακτθρίηεται από μεγάλθ ταχφτθτα υπολογιςμοφ, θ οποία οφείλεται 

κυρίωσ ςτθ χριςθ του αλγορίκμου FFT για τον υπολογιςμό του μεταςχθματιςμοφ Fourier. Η 

ιδζα είναι να χωρίςουμε τθν εξίςωςθ ςε δφο κομμάτια τα οποία παράγονται από δφο 

διαφορετικοφσ τελεςτζσ. Ο ζνασ αναφζρεται ςτθ διαςπορά και τισ απϊλειεσ που κα υπιρχαν 

αν το μζςο ιταν γραμμικό και ο άλλοσ είναι ζνασ μθ γραμμικόσ τελεςτισ ο οποίοσ αναφζρεται 

ςτισ μθ γραμμικότθτεσ που υπειςζρχονται ςτθν εξίςωςθ [1]. Οπότε κα ζχουμε γενικά : 

 ˆ ˆA
D N A

z


 


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Όπου D είναι ο διαφορικόσ τελεςτισ που αντιςτοιχεί ςτισ απϊλειεσ και τθ διαςπορά ςτο 

γραμμικό μζςο, ενϊ Ν είναι ο μθ γραμμικόσ τελεςτισ που εμπεριζχει τθ ςυνειςφορά τθσ μθ 

γραμμικότθτασ του μζςου.  

Γενικά θ μθ γραμμικότθτα και θ διαςπορά δροφν ταυτόχρονα κατά τθ διάδοςθ μιασ δζςμθσ. Η 

μζκοδοσ split-step υποκζτει ότι κατά τθ διάδοςθ ςε ζνα μικρό βιμα h, τα δφο ςτοιχεία 

λειτουργοφν ανεξάρτθτα. Η διάδοςθ από ζνα ςθμείο z ςε ζνα ςθμείο z+h διενεργείται ςε δφο 

βιματα. Κατά το πρϊτο βιμα λειτουργεί μόνο θ μθ γραμμικότθτα, οπότε ˆ 0D  ,ενϊ κατά το 

δεφτερο βιμα λειτουργεί μόνο ο  διαφορικόσ τελεςτισ οπότε ˆ 0N  . 

Μακθματικά ζχουμε πωσ :    ˆ ˆ, exp exp ,A z h T hD hN A z T    
   

 

Το εκκετικό του τελεςτι D μπορεί να υπολογιςτεί κάνοντασ χριςθ του αντίςτροφου 

μεταςχθματιςμοφ Fourier, αφοφ πρϊτα ζχουμε αντικαταςτιςει τον όρο i  για κάκε 

παράγωγο ωσ προσ τθν εγκάρςια διεφκυνςθ. 

Η ακρίβεια τθσ μεκόδου αν ςυγκρίνουμε το γινόμενο των εκκετικϊν των δφο τελεςτϊν με το 

εκκετικό του ακροίςματοσ τουσ, προκφπτει κάνοντασ χριςθ του τφπου Baker-Hausdorff για 

δφο μθ μετατικζμενουσ τελεςτζσ πωσ είναι τθσ τάξθσ του τετραγϊνου του βιματοσ ( 2h ). 

Ουςιαςτικά θ μζκοδοσ αγνοεί τθν μθ μετακετικότθτα των τελεςτϊν, αλλά με ςχετικά μικρό 

ςφάλμα. Κάνοντασ χριςθ τθσ ςυμμετροποιθμζνθσ μεκόδου split-step (symmetrized), κατά τθν 

οποία ουςιαςτικά παρεμβάλουμε τθ δράςθ του μθ γραμμικοφ τελεςτι Ν ανάμεςα ςε δφο 

δράςεισ του τελεςτι D που θ κακεμία αντιςτοιχεί ςτο μιςό βιμα. Αυτό μπορεί να ρίξει το 

ςφάλμα τθσ μεκόδου ανεβάηοντασ τθν τάξθ ςε  3O h . 

Ο μθ γραμμικόσ τελεςτισ εμφανίηεται ωσ ολοκλιρωμα τθσ μορφισ :  ˆexp ' '

z h

z

N z dz

 
 
 
    

Για απλοποίθςθ αν το h είναι αρκετά μικρό, μποροφμε να πάρουμε τθν τιμι του 

ολοκλθρϊματοσ ωσ  ˆhN ,που κάνει το ςφάλμα τρίτθσ τάξθσ ωσ προσ το βιμα, είτε μποροφμε 

να το προςεγγίςουμε με τραπεηοειδι κανόνα ωσ    ˆ ˆ ( )
2

h
N z N z h  , όπου όμωσ χρειάηεται 
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μια επαναλθπτικι διαδικαςία γιατί το  N̂ z h  δεν είναι γνωςτό εκ των προτζρων. 

Ουςιαςτικά βάηουμε ςτθ κζςθ του το ˆ ( )N z  και υπολογίηουμε το ( , )A z h T  από όπου 

ακολοφκωσ υπολογίηουμε το νζο   N̂ z h  . 

 

 

4.2 Αρικμθτικι επίλυςθ τθσ NLS για εγκάρςια ανομοιογζνεια και μθ-

τοπικότθτα 

 

Αρχικά κα δοφμε ποιεσ είναι οι αρικμθτικζσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ NLS όταν ςτο 

πρόβλθμα ειςάγουμε μόνο τον όρο τθσ μθ τοπικότθτασ ωσ διαταραχι, φςτερα και ανεξάρτθτα 

κα δοφμε τθ λφςθ όταν υφίςταται μόνο ο όροσ τθσ ανομοιογζνειασ του μζςου, ενϊ τελικά κα 

δοφμε τθν απόκριςθ όταν ςυνυπάρχουν αυτά τα δφο, ενϊ ταυτόχρονα κα γίνεται μια ςφγκριςθ 

με τα αποτελζςματα που δίνει το μοντζλου του ενεργοφ ςωματιδίου για τισ αντίςτοιχεσ 

παραμζτρουσ. 

 

4.2.1  Επίδραςθ τθσ μθ-τοπικότθτασ ςτθ δυναμικι του ςολιτονίου 

 

Παρακάτω βλζπουμε τθ λφςθ που αποκτοφμε με τθν αρικμθτικι επίλυςθ τθσ NLS και 

υπερτικζμενθ πάνω ςε αυτι, τθν τροχιά που δίνει το μοντζλο του effective particle. Οι αρχικζσ 

ςυνκικεσ είναι για τθ κζςθ       ενϊ  κεωριςαμε μθδενικι αρχικι ταχφτθτα ,     . Το 

πλάτοσ του ςολιτονίου ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ είναι θ=1, ενϊ ο ςυντελεςτισ τθσ μθ 

τοπικότθτασ είναι        . Προφανϊσ , αφου δεν ζχουμε περιοδικι διαμόρφωςθ,    .  
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Σχιμα 4.1. Αρικμθτικι λφςθ τθσ NLS με υπερτικζμενθ τθ λφςθ των εξιςϊςεων κίνθςθσ  του ενεργοφ ςωματιδίου. 

Αρχικι κζςθ είναι       , αρχικι ταχφτθτα    , ενϊ ζχουμε μόνο διαμόρφωςθ εξαιτίασ του όρου μθ 

τοπικότθτασ με        . Το πλάτοσ του ςολιτονίου είναι    .  

 

Από μια δεφτερθ οπτικι γωνία βλζπουμε το εξισ: 

 

Σχιμα 4.2. Μια δεφτερθ οπτικι του ςχιματοσ 1, ςτθν οποία φαίνεται καλφτερα θ ςυμφωνία των δφο μεκόδων. 
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Όπωσ παρατθροφμε και οι δφο τροχιζσ ακολουκοφν μια παραβολικι τροχιά και είναι 

απαγίδευτεσ. Αυτό είναι αναμενόμενο κακότι θ μθ τοπικότθτα παρουςιάηεται ςαν ζνασ όροσ 

ςτακερισ δφναμθσ που επιταχφνει το ςωματίδιο. Παρατθροφμε μια απόκλιςθ των δφο τροχιϊν 

για μεγάλεσ αποςτάςεισ διάδοςθσ, θ ποιοτικι ςυμπεριφορά τουσ όμωσ παραμζνει θ ίδια και 

ζχουμε πολφ καλι ςυμφωνία για αρκετά μεγάλο διάςτθμα.  

Αν για τθν ίδια αρχικι κζςθ και τισ ίδιεσ παραμζτρουσ προςδϊςουμε μια αρχικι 

ταχφτθτα ςτο ςωματίδιο, ζςτω v=0.3, θ οποία μεταφράηεται ωσ κετικι γωνία πρόςπτωςθσ τθσ 

δζςμθσ, ζχουμε τθν εξισ απόκριςθ 

 

 

Σχιμα 4.3. Για τισ ίδιεσ παραμζτρουσ με τα ςχιματα 1 και 2, αλλά με αρχικι ταχφτθτα       
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Σχιμα 4.4. Μια δεφτερθ οπτικι γωνία του ςχιματοσ 3 

 

Όπωσ παρατθροφμε εξακολουκεί να υπάρχει αυτι θ παραβολικι κίνθςθ που οφείλεται 

ςτον ςτακερό όρο δφναμθσ ο οποίοσ επιταχφνει το ςωματίδιο προσ αρνθτικζσ κζςεισ, όμωσ ςε 

αυτιν τθν περίπτωςθ παρατθροφμε μια αρχικι κίνθςθ προσ τα κετικά του άξονα  , θ οποία 

οφείλεται ςτθν αρχικι ταχφτθτα (γωνία πρόςπτωςθσ).  

  

Παρατθροφμε πωσ ςε περίπτωςθ φπαρξθσ μόνο του όρου μθ τοπικότθτασ, το ςολιτόνιο 

τείνει να επιταχφνεται ςυνεχϊσ ωσ αποτζλεςμα τθσ ςτακερισ επίδραςθσ που του αςκείται, θ 

οποία ςτο μοντζλο του ςωματιδίου μεταφράηεται ωσ ςτακερι δφναμθ. Είναι λοιπόν αδφνατθ 

θ παγίδευςθ ενόσ ςολιτονίου ςε ζνα τζτοιο μζςο. 

Στθ γενικι περίπτωςθ προςομοίωςθσ, για μεγάλεσ αποςτάςεισ διάδοςθσ παρατθροφμε μια 

αςυμφωνία μεταξφ των μοντζλων ςτο ποςοτικό τουσ μζροσ.  
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4.2.2  Επίδραςθ τθσ  εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ ςτθ δυναμικι του ςολιτονίου 

 

Στθν περίπτωςθ που δεχόμαςτε πωσ ςτο μζςο ζχουμε μόνο τθν περιοδικι διαμόρφωςθ 

και δεν εμφανίηεται ο όροσ τθσ μθ τοπικότθτασ, κζτουμε     και          

Για κυματάρικμο       και για πλάτοσ ςολιτονίου ίςο με    , ζχουμε υπολογίςει 

νωρίτερα ςτο κεφάλαιο 2 πωσ θ κζςθ ελαχίςτου του δυναμικοφ εμφανίηεται κοντά ςτο 

         και θ κρίςιμθ ταχφτθτα είναι         . 

 

Θεωρϊντασ ωσ αρχικι κζςθ όςο πιο κοντά γίνεται ςτθν αρχικι κζςθ ελαχίςτου που 

υπολογίςαμε και αρχικι ταχφτθτα     τότε ζχουμε τθν εξισ εξζλιξθ: 

 
 

 

ησγ 

Σχιμα 4.5. Λφςθ ςτθν περίπτωςθ φπαρξθσ μόνο του περιοδικοφ δυναμικοφ, χωρίσ τον όρο μθ-τοπικότθτασ. 

Αρχικι κζςθ         , ςθμείο που αποτελεί ελάχιςτο του περιοδικοφ δυναμικοφ, και με κρίςιμθ ταχφτθτα 

        . Eδϊ κεωροφμε ταχφτθτα    . Το πλάτοσ του δυναμικοφ είναι        και ο κυματάρικμόσ 

          , ενϊ το πλάτοσ του ςολιτονίου    . 

Όπωσ βλζπουμε υπάρχει εξαιρετικι ςυμφωνία των αρικμθτικϊν αποτελεςμάτων με 

αυτά που προκφπτουν απο το μοντζλο του effective particle.  
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Στθν περίπτωςθ που κεωροφμε αρχικι κζςθ x=2.6 ,αρκετά μακρφτερα από τθ κζςθ 

ελαχίςτου, και αρχικι ταχφτθτα v=0.4, θ οποία είναι αρκετά κοντά ςτθν κρίςιμθ ταχφτθτα 

αποπαγίδευςθσ, ζχουμε: 

 

(a) 

 

(b) 

Σχιμα  4.6 . Αρχικζσ ςυνκικεσ       και      . εδϊ βριςκόμαςτε μακρφτερα  από τθ κζςθ ελαχίςτου ςε 

ςχζςθ με τθν εικόνα 5 και θ ταχφτθτα είναι αρκετά κοντά ςτθν κρίςιμθ. Αυτό κάνει τθν κίνθςθ απαγίδευτθ. 
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Παρατθροφμε ότι το ςολιτόνιο ακολουκεί μια αποπαγιδευμζνθ τροχιά και αυτό είναι 

λογικό κακότι βριςκόμαςτε πιο μακρυά από το τοπικό ελάχιςτο του δυναμικοφ και θ ταχφτθτα 

είναι αρκετι ϊςτε να οδθγιςει το ςωματίδιο ςε αποπαγίδευςθ. Όπωσ είναι εμφανζσ, οι 

υπολογιςμοί ταυτίηονται επακριβϊσ και ζχουμε πλιρθ ςυμφωνία αρικμθτικϊν 

αποτελεςμάτων και μοντζλου ςωματιδίου. Αν αντίςτοιχα κεωριςουμε τθν ίδια αρχικι κζςθ 

     , αλλά μικρότερθ αρχικι ταχφτθτα      , βλζπουμε τα εξισ:  
 

 

 

Σχιμα 4.7. Για αρχικι κζςθ       και ταχφτθτα      , αρκετά μικρότερθ τθσ κρίςιμθσ, παρατθροφμε 

παγιδευμζνθ τροχιά εντόσ του πθγαδιοφ δυναμικοφ, αλλά με μια ταλαντωτικι ςυμπεριφορά που οφείλεται ςτθν 

αρχικι ταχφτθτα. 
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Όπωσ παρατθροφμε ςε αυτιν τθν περίπτωςθ δεν υπάρχει αποπαγίδευςθ, αλλά αντ’αυτοφ μια 

ταλαντωτικι ςυμπεριφορά εξαιτίασ του οτι βριςκόμαςτε εντόσ του πθγαδιοφ δυναμικοφ. Η 

ςυμφωνία των δφο μεκόδων είναι εξαιρετικι για ολόκλθρθ τθ διάρκεια τθσ κίνθςθσ. 

 

4.2.3 Εγκάρςια ανομοιογζνεια ςε ςυνδυαςμό με μθ-τοπικότθτα 

 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ κεωροφμε πλάτοσ περιοδικισ διαμόρφωςθσ        και 

πλάτοσ του όρου τθσ μθ-τοπικότθτασ ωσ        . Αυτζσ οι τιμζσ αποτελοφν ρεαλιςτικζσ 

τιμζσ διαμορφϊςεων που εμφανίηονται ςτισ πρακτικζσ εφαρμογζσ και είναι επίςθσ ςε 

ικανοποιθτικά επίπεδα ζτςι ϊςτε να υφίςταται θ διαταρακτικι προςζγγιςθ που ζχουμε 

υιοκετιςει ζωσ τϊρα ςτθν ανάλυςι μασ. 

Θεωρϊντασ ωσ αρχικι κζςθ τθν         και αρχικι ταχφτθτα      , λαμβάνουμε τθν εξισ 

απόκριςθ: 

 

 

Σχιμα 4.8. Λφςθ ςτθν περίπτωςθ που εμφανίηεται τόςο ο όροσ δυναμικοφ διαμόρφωςθσ όςο και αυτόσ τθσ μθ-

τοπικότθτασ, με αντίςτοιχα πλάτθ        και        . οι αρχικζσ ςυνκικεσ είναι όπωσ        και      . 

 

Παρατθροφμε ςε ςφγκριςθ με τθν περίπτωςθ των ςχθμάτων  7, ότι με τισ ίδιεσ αρχικζσ 

ςυνκικεσ, ακόμθ και ζνασ όροσ μθ τοπικότθτασ αρκετά μικρόσ μπορεί να καταςτιςει τθν 
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κίνθςθ μθ φραγμζνθ. Με τθν ερμθνεία του ενεργοφ ςωματιδίου βλζπουμε ότι αν και μικρι, θ 

ςτακερι δφναμθ ςυμβάλει κακοριςτικά ςτθ δυναμικι του. 

 

 

ττυ 

 

 

Σχιμα 4.9. Μια διαφορετικι οπτικι του ςχιματοσ 4.8 

 

Όπωσ παρατθροφμε, θ τροχιά που ζχει υπολογιςτεί μζςω του μοντζλου του 

ςωματιδίου ακολουκεί αρκετά καλά ςε ποιοτικό επίπεδο τθν τροχιά που ζχει υπολογιςτεί 

αρικμθτικά, αλλά όχι επακριβϊσ. Αν παρατθριςουμε πιο προςεκτικά κα δόυμε ότι 

πραγματοποιοφν τισ ίδιεσ ταλαντωτικζσ κινιςεισ, αλλά όςο αυξάνει ο ‘χρόνοσ’ (απόςταςθ  ) θ 

τροχιά δείχνει μια απαγίδευτθ ςυμπεριφορά, παρατθροφμε ότι και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ 

(όπωσ και όταν είχαμε μόνο μθ τοπικότθτα) οι δφο τροχιζσ αποκλίνουν για μεγάλο διάςτθμα 

εξζλιξθσ. 

 

Για τθν περίπτωςθ που μειϊςουμε τθν αρχικι ταχφτθτα ςτο        κρατϊντασ τθν ίδια 

αρχικι κζςθ:  



Κεφάλαιο 4   Αριθμητική επίλυςη τησ διαταραγμένησ NLS  
 

92 
 

 

 

Σχιμα 4.10. Για αρχικι ταχφτθτα        και κζςθ      . Πλάτθ               . 

Βλζπουμε ότι οι δφο τροχιζσ είναι ςε πολφ καλι ςυμφωνία μζχρι που θ τροχιά του 

effective particle αποπαγιδεφεται νωρίτερα από τθν αρικμθτικά υπολογιςμζνθ. Ο λόγοσ που 

ςυμβαίνει αυτό μπορεί να γίνει εμφανισ από το παρακάτω ςχιμα που υπολογίηεται θ κρίςιμθ 

ταχφτθτα ςυναρτιςθ του φψουσ του ςολιτονίου θ για κυματάρικμο k=1.6 και τα αντίςτοιχα 

πλάτθ των διαταραχϊν. 
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Σχιμα 4.11. Αναπαραγωγι ςχιματοσ 2. , όπου είναι εμφανζσ ότι θ ταχφτθτα v=0.05 αποτελεί και τθν κρίςιμθ για 

τισ επιλεγμζνεσ παραμζτρουσ. Αυτό φζρνει τθν καμπφλθ ςτο φαςικό χϊρο πολφ κοντά ςτθ διαχωρίηουςα με 

πικανότθτα ανάπτυξθσ μθ φραγμζνθσ τροχιάσ. 

Όπωσ βλζπουμε θ κρίςιμθ ταχφτθτα για     είναι περίπου ςτο 0.05. Γι’αυτό ενϊ 

ξεκινά φραγμζνθ θ κίνθςθ, ξαφνικά αποπαγιδεφεται, ακόμθ και μια μικρι αρικμθτικι 

διαφοροποίθςθ ςτουσ υπολογιςμοφσ, για τζτοια οριακι περίπτωςθ ταχφτθτασ, μπορεί να 

οδθγιςει ςε απαγίδευτθ τροχιά. (βλζπε κεφ. 2 για περιςςότερεσ πλθροφορίεσ) 

4.2.4 Αλλθλεξάρτθςθ πλάτουσ ςολιτονίου και ενεργοφ δυναμικοφ που αυτό αντιμετωπίηει 

Αξίηει ςε αυτό το ςθμείο να τονιςτεί πωσ παρουςιάηεται ιδιάιτερο ενδιαφζρον ςτθν 

απόκλιςθ που αναπτφςςεται μεταξφ τθσ αρικμθτικισ λφςθσ τθσ NLS και τθσ λφςθσ μζςω του 

χαμιλτονιανοφ ςυτιματοσ του ςωματιδίου όταν ζχουμε υψθλότερεσ τιμζσ του φψουσ του 

ςολιτονίου. Συγκεκριμζνα είδαμε ςτο δεφτερο κεφάλαιο πωσ ο όροσ μθ τοπικότθτασ 

ειςζρχεται ςτο δυναμικό ωσ 
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Αυτό ςθμαίνει για παράδειγμα πωσ για φψοσ ςολιτονίου ίςο με       και         

ο όροσ αυτόσ είναι τθσ τάξθσ του       ενϊ για     είναι τθσ τάξθσ του      , δθλαδι μια 

τάξθ μεγζκουσ μικρότεροσ. Αυτό δείχνει τθν ζντονθ εξάρτθςθ τθσ μθ τοπικότθτασ από τα 

χαρακτθριςτικά του ςολιτονίου και επιςτρζφουμε ςτθ γενικι διαπίςτωςθ που αναφζραμε 

ςτθν αρχι πωσ διαφορετικά ςολιτόνια αντιμετωπίηουν διαφορετικό δυναμικό. 

Χαρακτθριςτικά, δίνοντασ ζνα παράδειγμα για       με μθ τοπικότθτα και περιοδικότθτα 

ταυτόχρονα, ζςτω:                , και αρχικζσ ςυνκικεσ       και       

 

Σχιμα 4.12. Παράδειγμα μθ ικανοποιθτικισ ςυμφωνίασ λόγω ζνταςθσ μθ-τοπικότθτασ 

Όπωσ είναι εμφανζσ, θ λφςθ του effective particle δεν ακολουκεί ικανοποιθτικά τθν αρικμθτικι λφςθ 

και αυτό ςυμβαίνει γιατί ο όροσ τθσ μθ τοπικότθτασ είναι μεγαλφτεροσ κατα μία τάξθ μεγζκουσ. Σε 

αντιδιαςτολι παρατίκεται θ αντίςτοιχθ απόκριςθ για    . 
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Σχιμα 4.13. Περίπτωςθ τροχιάσ για     και παραμζτρουσ                 , και αρχικζσ 

ςυνκικεσ       και       

 

4.3 Αρικμθτικζσ επίλυςθ NLS για τθν περίπτωςθ εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ και 

διαμικωσ μεταβαλλόμενθσ μθ-τοπικότθτασ 

Υπενκυμίηουμε πωσ ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ζχουμε μια εξάρτθςθ του ςυντελεςτι τθσ μθ 

τοπικότθτασ   από τθ χρονικι παράμετρο   ωσ: 

    (           ) 

Θα κεωριςουμε το ςυντελεςτι γ0 ότι είναι τθσ τάξθσ του 10-3 , δθλαδι μιασ τάξθσ μικρότεροσ 

από το αντίςτοιχο πλάτοσ τθσ θμιτονοειδοφσ διαμόρφωςθσ, Α. 

4.3.1 Ταυτόχρονθ φπαρξθ ανομοιογζνειασ και διαμικουσ μεταβαλλόμενθσ μθ-τοπικότθτασ  

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ λαμβάνουμε        και         . Διατθρϊντασ τισ ίδιεσ 

παραμζτρουσ με πρίν, δθλαδι       και φψοσ ςολιτονίου     κακϊσ και κυματάρικμο 

διαμόρφωςθσ ωσ προσ το διαμικθ άξονα       ζχουμε τα ακόλουκα. 
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Για αρχικι κζςθ       και αρχικι ταχφτθτα       ζχουμε:  

 

 

 

 

 

Σχιμα 4.12 . Τροχιά ςολιτονίου για πλάτθ περιοδικοφ δυναμικοφ και μθ-τοπικότθτασ                

αντίςτοιχα, πλάτοσ ςολιτονίου    , κυματάρικμο διαμόρφωςθσ περιοδικοφ δυναμικοφ      . Αρχικι κζςθ 

      και ταχφτθτα      . Διαμόρφωςθ όρου μθ-τοπικότθτασ ωσ προσ διαμικθ άξονα       
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Όπωσ βλζπουμε το ςολιτόνιο δεν είναι παγιδευμζνο, πράγμα που αναμζνεται, αφοφ θ 

ταχφτθτα είναι αρκετά κοντά ςτθν αντίςτοιχθ κρίςιμθ και του αυτόνομου ςυςτιματοσ ενϊ θ 

ποιοτικι ςυμφωνία των δφο αποτελεςμάτων είναι ικανοποιθτικι. Παρατθροφμε πάλι πωσ 

αρχίηει και αναπτφςςεται μια απόκλιςθ για αυξανόμενο χρόνο ανάμεςα ςτα δφο 

αποτελζςματα. 

Αν για τθν αρχικι κζςθ        λάβουμε μια αρχικι ταχφτθτα        

 

 

Σχιμα 4.13. (a,b) Τροχιά ςολιτονίου για αρχικι ταχφτθτα       . Οι υπόλοιπεσ παράμετροι είναι ίδιεσ με αυτζσ 

του ςχιματοσ 4.12. 
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Σε αυτιν τθν περίπτωςθ το ςολιτόνιο παραμζνει παγιδευμζνο και διαγράφει μια 

ταλαντωτικι κίνθςθ. Η αρχικι του ταχφτθτα είναι μικρι ςε ςχζςθ με τθν κρίςιμθ και δεν το 

οδθγεί ςε απαγίδευτθ τροχιά. Όμοια ςυμπεριφορά ζχουμε και ςτο αυτόνομο ςφςτθμα με τισ 

ίδιεσ παραμζτρουσ. 

 

4.3.2 Ταυτόχρονθ φπαρξθ ανομοιογζνειασ και διαμικουσ μεταβαλλόμενθσ μθ-τοπικότθτασ 

με αυξθμζνο ςυντελεςτι μθ-τοπικότθτασ 

Θεωροφμε ςε αυτιν τθν περίπτωςθ         αλλά αυξάνουμε λίγο το ςυντελεςτι τθσ 

μθ τοπικότθτασ         . Το πλάτοσ του ςολιτονίου παραμζνει     και ο κυματάρικμοσ 

τθσ εγξάρςιασ διαμόρφωςθσ       . 

Για αρχικι κζςθ       και αρχικι ταχφτθτα       λαμβάνουμε 
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Σχιμα 4.14. Τροχιά ςολιτονίου για πλάτθ       ,          και αρχικζσ ςυνκικεσ      ,      . Οι 

υπόλοιπεσ παράμετροι διατθροφνται ίδιεσ. 

Όπωσ παρατθροφμε ςε ςχζςθ με το ςχιμα 4.12, θ μόνθ διαφορά τουσ ζγκειται ςτθ 

διαφορά του πλάτουσ τθσ μθ-τοπικότθτασ μόλισ κατά ζνα παράγοντα 5, δθλαδι λιγότερο από 

μια τάξθ μεγζκουσ. Εντοφτοισ, όπωσ παρατθροφμε θ ςυμπεριφορά τθσ τροχιάσ είναι πολφ 

διαφορετικι κακότι παρατθρείται μια απότομα καμπυλωμζνθ τροχιά. Ποιοτικά θ τροχιά είναι 

επίςθσ απαγίδευτθ, αλλά είναι εμφανισ θ διαφορά. Αυτό είναι μια ζνδειξθ τθσ ευαιςκθςίασ ςε 

παραμζτρουσ που διακατζχει το ςφςτθμα και μασ προιδεάηει για τθν χαοτικι του 

ςυμπεριφορά. Παρατθροφμε , επίςθσ, πωσ θ ςυμφωνία τθσ αρικμθτικισ λφςθσ και τθσ τροχιάσ 

του ςυςτιματοσ ενεργοφ ςωματιδίου παρουςιάηουν μια απόκλιςθ θ οποία εμφανίηεται πολφ 

νωρίτερα ςτθν εξζλιξθ τθσ τροχιάσ ςε ςχζςθ με τθ περίπτωςθ όπου ζχουμε χαμθλότερο 

ςυντελεςτι μθ-τοπικότθτασ. Θα μποροφςαμε να ποφμε πωσ όςο πιο ζντονθ θ μθ τοπικότθτα 

και ςυνεπϊσ και θ μθ παγίδευςθ τθσ τροχιάσ, τόςο μεγαλφτερεσ αποκλίςεισ παρουςιάηονται 

ςτισ δφο μεκόδουσ υπολογιςμοφ.   

Ενϊ για τθν ίδια αρχικι κζςθ με ταχφτθτα        κα λάβουμε τθν παρακάτω τροχιά (ςχιμα 

4.15). 
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Σχιμα 4.15 .Τροχιά ςολιτονίου για αρχικι ταχφτθτα        . Οι υπόλοιπεσ παράμετροι παραμζνουν ίδιεσ , 

δθλαδι πλάτθ        ,         ,     και αρχικι κζςθ      . 

 

Παρατθροφμε πωσ θ τροχιά εμφανίηει τθν ίδια ποιοτικι ςυμπεριφορά με τθν 

αντίςτοιχθ περίπτωςθ όπου          (ςχιμα 4.10). Η τροχιά ξεκινά παγιδευμζνθ και εν 

τζλει κακίςταται απαγίδευτθ. Παρατθροφμε πωσ θ απόκλιςθ των δφο μεκόδων είναι 

μεγαλφτερθ ςε αυτιν τθν περίπτωςθ που είναι μεγαλφτερο και το πλάτοσ τθσ μθ-τοπικότθτασ. 

Ποιοτικά, οι δφο μζκοδοι περιγράφουν με τον ίδιο τρόπο τθν εξζλιξθ του ςυςτιματοσ. 

Τζλοσ, για μια μεγαλφτερθ αρχικι ταχφτθτα       : 
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Σχιμα 4.16. Τροχιά για αρχικι ταχφτθτα       και ίδιεσ παραμζτρουσ με το ςχιμα 4.15. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ είναι εμφανισ θ ζντονθ παραβολικι κίνθςθ που πραγματοποιεί 

το ςολιτόνιο, κακϊσ και το ότι πρόκειται για μθ φραγμζνθ κίνθςθ, που αναμζνουμε λόγω τθσ 

,πολφ μεγαλφτερθσ από τθν κρίςιμθ, αρχικισ ταχφτθτασ, οπότε μακροπρόκεςμα περιμζνουμε 

μια αςυμφωνία μεταξφ των δφο αποτελεςμάτων. 

 

4.4 Συμπεράςματα 

Όπωσ ζγινε εμφανζσ από τθν ςυμφωνία τον αποτελεςμάτων, το μοντζλο του effective 

particle ζχει τθ δυνατότθτα να περιγράφει ικανοποιθτικά τθν εξζλιξθ του ςυςτιματοσ για 

διάφορεσ παραμζτρουσ και αρχικζσ ςυνκικεσ. Η καλφτερθ ςυμφωνία παρουςιάηεται ςτισ 

περιπτϊςεισ όπου το ςολιτόνιο παραμζνει παγιδευμζνο. Σε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ ζχουμε 

άψογθ ςυμφωνία, ενϊ ακόμθ και για τισ περιπτϊςεισ που δεν ζχουμε παγίδευςθ, ζχουμε μια 

ικανοποιθτικι ποςοτικι ςυμφωνία μζχρι ενόσ ςθμείου τθσ δυναμικισ εξζλιξθσ, ενϊ μετά απο 

αυτό παρουςιάηεται μια απόκλιςθ ςυνεχϊσ αυξανόμενθ , αλλά θ ποιοτικι ςυμπεριφορά 

παραμζνει θ ίδια και ςτισ δφο περιπτϊςεισ. 
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Ζγινε εμφανζσ το γεγονόσ ότι υπάρχει ιςχυρι εξάρτθςθ του ενεργοφ δυναμικοφ που 

αντιμετωπίηει ζνα ςολιτόνιο από τισ ίδιεσ τισ παραμζτρουσ του ςολιτονίου (ςωματιδίου) 

ςυνεπϊσ υπάρχουν διαφοροποιιςεισ ςτο πόςο ακριβείσ μποροφν να είναι μεταξφ τουσ οι δυο 

προςεγγίςεισ τθσ δυναμικισ εξζλιξθσ, ανάλογα με το αν το ςολιτόνιο παγιδεφεται ι οχι . 

Να υπενκυμίςουμε ότι ςτισ περιπτϊςεισ μελζτθσ μασ οι όροι διαταραχισ ιταν αρκετά 

μικροί ϊςτε να ιςχφουν οι τεχνικζσ τθσ κεωρίασ διαταραχϊν. Αυτό δεν είναι μόνο κεωρθτικι 

απαίτθςθ κακϊσ τζτοιεσ τάξεισ μεγζκουσ διαταραχϊν είναι και οι φυςικά πραγματοποιιςιμεσ, 

και είναι εμφανζσ πωσ το μοντζλο λειτουργεί ικανοποιθτικά μειϊνοντασ ςε μεγάλο βακμό τθν 

υπολογιςτικι πολυπλοκότθτα. 

Συνοπτικά κα ζλεγε κανείσ ότι θ χριςθ του μοντζλου ενδείκνυται όχι μόνο γιατι μασ 

δίνει μια ποιοτικι περιγραφι των φαινομζνων, πράγμα που κακιςτά ευκολότερθ τθν 

αντίλθψι μασ αλλά και πιο ιςχυρι τθν ικανότθτά μασ να προβλζπουμε τθν ποιοτικι 

ςυμπεριφορά ωσ ςυνάρτθςθ των εφαρμοηόμενων διαταραχϊν, αλλά και γιατί δίνει ποςοτικά 

αποτελζςματα ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων τα οποία είναι ςε εξαιρετικι ςυμφωνία με 

τα αρικμθτικά. Στισ περιπτϊςεισ που δεν ςυμφωνοφν επακριβϊσ τα αποτελζςματα, το ςφάλμα 

είναι ςχετικά μικρό για μικρζσ αποςτάςεισ διάδοςθσ. 

Θα ζλεγε λοιπόν κανείσ πωσ θ απλοποίθςθ που ςυντελείται ςτουσ υπολογιςμοφσ ,και θ 

ελάττωςθ τθσ πολυπλοκότθτασ τουσ, υπερκεράηει κατα μια ζννοια τον περιοριςμό του 

μοντζλου του ςωματιδίου λόγω τθσ αδυναμίασ περιγραφισ ςολιτονίων που διαςπϊνται ι που 

παρουςιάηουν απϊλειεσ ακτινοβολίασ. 

 

 



101 
 

Επίλογοσ και Συμπεράςματα 

 

Στθν παροφςα εργαςία αναλφςαμε τθ διάδοςθ ςολιτονικϊν κυμάτων ςε 

μζςα που παρουςιάηουν μθ-τοπικι απόκριςθ και ανομοιογζνεια. Συγκεκριμζνα 

όταν ο δείκτθσ διάκλαςθσ τουσ είναι διαμορφωμζνοσ περιοδικά και υπάρχει επίςθσ 

μια επίδραςθ από φαινόμενα μθ τοπικότθτασ, φαινόμενα δθλαδι που επθρεάηουν 

τθν δυναμικι του ςολιτονίου, λαμβάνοντασ υπόψιν τθν διαταραχι ςε μια ευρφτερθ 

χωρικι ζκταςθ. Θεωριςαμε ότι τα ςολιτόνια εμφανίηονται ςτο μζςο διάδοςθσ ωσ 

λφςεισ τθσ εξίςωςθσ NLS και ςυνεπϊσ ςτθν αδιατάρακτθ περίπτωςθ περιγράφεται 

πλιρωσ θ εξζλιξι τουσ από αυτιν τθν εξίςωςθ. 

Αυτά τα φαινόμενα περιγράφονται ωσ επιπρόςκετοι όροι που υπειςζρχονται 

ςτθ μθ γραμμικι μερικι διαφορικι εξίςωςθ NLS. Αναφερόμαςτε ςε αυτά ωσ 

διαταραχζσ διότι ςε επίπεδο πρακτικϊν εφαρμογϊν ςυνιςτοφν όντωσ 

διαταρακτικοφσ όρουσ, αφοφ οι εντάςεισ τουσ (πλάτθ) είναι εξαιρετικά χαμθλζσ ςε 

ςφγκριςθ με τουσ υπόλοιπουσ όρουσ τθσ αδιατάρακτθσ εξίςωςθσ NLS. Αυτό μασ 

επιτρζπει να χρθςιμοποιιςουμε διαταρακτικι κεωρία και να κεωριςουμε πωσ θ 

λφςθ (προφίλ ςολιτονίου) δεν μεταβάλλεται κακόλου ςε ςχζςθ με τθν αρχικά 

αδιατάρακτθ. 

Εντοφτοισ, θ λφςθ ςε κλειςτι μορφι δεν είναι πάντα εφικτι για κάκε τφπου 

διαταρακτικοφσ όρουσ. Αυτό ςυνιςτά μια πολυπλοκότθτα του προβλιματοσ θ οποία 

χριηει μιασ πιο απλισ προςζγγιςθσ. Αυτι θ προςζγγιςθ ζρχεται μζςα από τθν 

παρατιρθςθ ότι θ μορφι τθσ λφςθσ δεν αλλάηει πολφ ,ςε ςχζςθ με τθ λφςθ τθσ 

αδιατάρακτθσ εξίςωςθσ, όταν εφαρμόηονται μικρζσ διαταραχζσ. Αυτό μασ επιτρζπει 

μζςω διατθριςιμων ποςοτιτων, να εξάγουμε τισ εξιςϊςεισ τθσ δυναμικισ εξζλιξθσ 

του ςυςτιματοσ και διαπιςτϊνουμε μια αναγωγι του προβλιματοσ ςε αυτό ενόσ 

ςωματιδίου ςε κλαςςικά δυναμικά. Εξάγουμε λοιπόν μζςω τθσ δυναμικισ αυτοφ 

του «ενεργοφ ςωματιδίου» , μια αντιςτοίχθςθ ζνα κλαςςικό Χαμιλτονιανό ςφςτθμα 

εξζλιξθσ. Η αντιςτοίχθςθ αυτι προκφπτει από τθν ίδια τθ κεωρία διαταραχϊν και 

δεν ςτθρίηεται ςε απλζσ φαινομενολογικζσ παραδοχζσ. Αυτό απλοποιεί κατά πολφ 

το πρόβλθμα αφοφ πλζον ζχουμε να λφςουμε ζνα πρόβλθμα ενόσ βακμοφ 
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ελευκερίασ, όπου οι ,ίςωσ, πολφπλοκοι όροι διαταραχισ, ζχουν μετατραπεί ςε 

δυναμικά. Η δυναμικι εξζλιξθ τθσ κίνθςθσ του ενεργοφ ςωματιδίου  ακολουκεί ζνα 

ςφςτθμα ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων, το οποίο εκ των πραγμάτων είναι πολφ 

πιο εφκολο να λυκεί ςε ςχζςθ με μια μθ γραμμικι μερικι διαφορικι εξίςωςθ. Το 

πραγματικό κζρδοσ τθσ μεκόδου όμωσ δεν είναι μόνο θ μείωςθ τθσ υπολογιςτικισ 

πολυπλοκότθτασ επίλυςθσ του προβλιματοσ, αλλά είναι θ ποιοτικι εποπτεία που 

αποκομίηουμε για τθ λφςθ ςυναρτιςει των εκάςτοτε δυναμικϊν. Με πολφ μικρι 

υπολογιςτικι προςπάκεια εντοπίηουμε τουσ ςυνδυαςμοφσ εκείνουσ των 

παραμζτρων του ςολιτονίου που μασ δίνουν μια χαρακτθριςτικι δυναμικι, όπωσ 

παγίδευςθ/αποπαγίδευςθ, για το εκάςτοτε δυναμικό. 

Η ανάλυςθ αυτι, με βάςθ το μοντζλο του «ενεργοφ» ςωματιδίου, γίνεται 

ςτθν παροφςα εργαςία για διάφορεσ περιπτϊςεισ που παρουςιάηουν 

ενδιαφζρουςα δυναμικι. Αρχικά κεωροφμε πωσ ςτο μζςο ςυνυπάρχει ο όροσ τθσ 

εγκάρςιασ ανομοιογζνειασ ςτο  δείκτθ διάκλαςθσ και ο όροσ τθσ μθ-τοπικότθτασ ο 

οποίοσ είναι ςτακερόσ ςε κακ’όλθ τθν εγκάρςια διάςταςθ του μζςου. Στθ ςυνζχεια 

επιτρζπουμε ςτον όρο τθσ μθ-τοπικότθτασ να ζχει μια εξάρτθςθ από τθ μεταβλθτι 

διάδοςθσ, να είναι δθλαδι διαμικωσ μεταβαλλόμενοσ. Οι αντίςτοιχεσ αναγωγζσ 

του ςυςτιματοσ, ςτο ςφςτθμα του «ενεργοφ ςωματιδίου» δίνουν ζνα αυτόνομο και 

ζνα μθ αυτόνομο Χαμιλτονιανό ςφςτθμα. Αυτόσ ο προςδιοριςμόσ προζρχεται από 

τθ κεωρία δυναμικϊν ςυςτθμάτων, ςτο μθ αυτόνομο ςφςτθμα παρουςιάηεται μια 

εξάρτθςθ των δυναμικϊν εξιςϊςεων από τθν παράμετρο εξζλιξθσ (εδϊ είναι το 

μικοσ διάδοςθσ). Αυτόσ ο χαρακτιρασ του μθ αυτόνομου υπειςζρχεται ςτο 

ςφςτθμα ωσ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι του δείκτθ μθ τοπικότθτασ, φυςικά κα 

μποροφςε να εμφανίηεται ςε οποιονδιποτε όρο. 

Τελικά, θ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων τθσ μεκόδου επίλυςθσ με αναγωγι 

ςε ζνα κλαςςικό πρόβλθμα ενόσ βακμοφ ελευκερίασ με τα αποτελζςματα τθσ 

αρικμθτικισ επίλυςθσ τθσ μθ γραμμικισ ΜΔΕ, είναι ιδιαίτερα ενκαρρυντικά για τθ 

μζκοδο του ενεργοφ ςωματιδίου κακϊσ υπάρχει πολφ καλι ςυμφωνία ανάμεςα 

ςτα δφο, θ οποία ζχει επιτευχκεί μετά από μια απλοφςτευςθ ,ςε μεγάλο βακμό , 

του προβλιματοσ. Η ςυμφωνία τείνει να γίνεται καλφτερθ όςο μικρότερθ είναι θ 

ζνταςθ των διαταραχϊν, ενϊ είναι εξαιρετικι για τισ περιπτϊςεισ όπου υπάρχει 
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παγίδευςθ του ςολιτονίου. Στισ περιπτϊςεισ που δεν υπάρχει παγίδευςθ του 

ςολιτονίου ςε πθγάδι δυναμικοφ ςυμφωνά με τθν αρικμθτικι επίλυςθ, δθλαδι 

εντοπιςμόσ του ωσ προσ τον εγκάρςιο άξονα ςε ζνα πεπεραςμζνο χωρίο, οι δφο 

περιγραφζσ δίνουν όλο και αυξανόμενα αποκλίνοντα αποτελζςματα κατά τθν 

εξζλιξθ του ςυςτιματοσ, αλλά θ ποιοτικι περιγραφι είναι θ ίδια, δθλαδι και το 

μοντζλο του «ενεργοφ» ςωματιδίου δείχνει αποπαγίδευςθ του ςολιτονίου. 

Σθμαντικό ρόλο παίηει το γεγονόσ πωσ ςε κάκε περίπτωςθ το ςολιτόνιο 

αντιμετωπίηει ζνα ενεργό δυναμικό με βάςθ τα ίδια του τα χαρακτθριςτικά. Αυτό 

μασ επιτρζπει να κάνουμε κάποιεσ γενικεφςεισ για το αυτόνομο ςφςτθμα, αλλά 

ςτθν περίπτωςθ του μθ αυτόνομου, οι πικανοί ςυντονιςμοί μεταβάλλουν κατά 

πολφ τθ δυναμικι του ςυςτιματοσ. Αυτό μπορεί να οδθγιςει ςε περιπτϊςεισ όπου 

για τισ ίδιεσ παραμζτρουσ του ςολιτονίου, το αυτόνομο και το μθ αυτόνομο 

ςφςτθμα να ςυμπεριφζρονται εντελϊσ διαφορετικά ποιοτικά.  

Μολονότι τα αποτελζςματα τθσ μεκόδου του «ενεργοφ» ςωματιδίου είναι 

ενκαρρυντικά, πρζπει να υπάρχει πάντα θ ςφνεςθ και θ αναγνϊριςθ των 

προςεγγίςεων που ζχουν γίνει. Για τθν εξαγωγι του μοντζλου αυτοφ, κεωριςαμε 

πωσ θ μορφι του ςολιτονίου παραμζνει πρακτικά αμετάβλθτθ ςε ςχζςθ με τθν 

αδιατάρακτθ λφςθ, παρά τθν επιβολι των διαταραχϊν. Αυτό ςθμαίνει ότι το 

μοντζλο εγγενϊσ αδυνατεί να περιγράψει περιπτϊςεισ που ζχουμε διάςπαςθ 

ςολιτονίων ςε περιςςότερα, ι που ζχουμε παραμόρφωςθ τουσ εξαιτίασ απωλειϊν 

ακτινοβολίασ. Επίςθσ, το μοντζλο καταρρζει ςτθν περίπτωςθ ιςχυρϊν διαταραχϊν, 

περίπτωςθ που όμωσ δεν είναι θ πιο ςυνικθσ ςτισ πρακτικζσ εφαρμογζσ. 

 

Μελλοντικζσ επεκτάςεισ 

Ζχει ιδιαίτερο ενδιαφζρον να μελετιςουμε τθ δυναμικι εξζλιξθ του 

ςυςτιματοσ όταν ειςάγουμε ςυνεχϊσ περιςςότερουσ ρεαλιςτικοφσ όρουσ 

διαταραχϊν ςτθν εξίςωςι μασ και κατ’επζκταςθ ςτο μοντζλο του «ενεργοφ» 

ςωματιδίου, ζτςι ϊςτε να περιγράφουμε τθ δυναμικι των ςολιτονικϊν λφςεων, 

πράγμα που κα βοθκιςει όχι μόνο ςτθν ανάλυςθ τθσ δυναμικισ, αλλά και ςτθ 

ςφνκεςθ επιλζγοντασ τα κατάλλθλα δυναμικά. Νζοι όροι είναι ικανοί να 
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δθμιουργοφν πιο πολφπλοκεσ ςυμπεριφορζσ, ακόμθ και να ωκοφν ςτθν εμφάνιςθ 

νζων φαινομζνων.  Όροι που κα μποροφςαν να προςτεκοφν είναι όροι οι οποίοι 

προςδίδουν ι αφαιροφν ενζργεια από το ςφςτθμα (gain/loss) με ζνα πολφπλοκο 

τρόπο που μπορεί να εξαρτάται τόςο από τθ διαμικθ όςο και από τθν εγκάρςια 

διάςταςθ τθσ διάταξθσ και όροι ανομοιογζνειασ που ακολουκοφν τθ μορφι πιο 

πολφπλοκων ςυναρτιςεων. Ιδιαίτερο ενδιαφζρον και πολφπλοκθ δυναμικι ζχουν οι 

περιπτϊςεισ όπου υπάρχουν όροι αλλθλεπίδραςθσ που περιγράφουν ελαςτικζσ ι 

ανελαςτικζσ ςυγκροφςεισ μεταξφ δφο (θ και περιςςοτζρων) ςολιτονίων ςε ζνα 

μζςο.  
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