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ΠΕΡΙΛΗΨΗ	

Ο	 πιστωτικός	 κίνδυνος	 αποτελείται	 από	 τα	 μοντέλα	 και	 τις	 τεχνικές	 που	 χρησιμοποιούν	 οι	
δανειστές	 για	 να	 αποφασίσουν	 σχετικά	 με	 την	 χορήγηση	 κυρίως	 καταναλωτικών	 δανείων.	 Οι	
τεχνικές	του	πιστωτικού	κινδύνου	εκτιμούν	τον	κίνδυνο	που	εμπεριέχεται	στη	δανειοδότηση	ενός	
καταναλωτή	και	όχι	την	πιστοληπτική	του	ικανότητα.	Οι	δανειστές	αποφασίζουν	εάν	θα	εγκρίνουν	
τη	 δανειοδότηση	 των	 νέων	 υποψηφίων	 σύμφωνα	 με	 τα	 στοιχεία	 των	 αιτήσεών	 τους.	 Για	 την	
λήψη	 αυτών	 των	 αποφάσεων	 χρησιμοποιούνται	 πολλές	 τεχνικές	 που	 βασίζονται	 κυρίως	 σε	
στατιστικά	μοντέλα,	τα	οποία	είναι	κατάλληλα	για	την	πραγματοποίηση	προβλέψεων	με	μεγάλη	
ακρίβεια.	 Ο	 σκοπός	 είναι	 να	 προβλεφθεί	 η	 τιμή	 μίας	 δίτιμης	 μεταβλητής	 που	 εκφράζει	 το	 εάν	
ένας	πελάτης	θα	αθετήσει	ή	όχι	το	δάνειό	του.	Δύο	πολύ	χρήσιμα	μοντέλα	για	τον	σκοπό	αυτόν	
είναι	 το	 γενικευμένο	 γραμμικό	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 και	 το	 ημιπαραμετρικό	
μοντέλο	αναλογικής	διακινδύνευσης	του	Cox.	
Το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 αποτελεί	 ειδική	 περίπτωση	 των	 γενικευμένων	
γραμμικών	μοντέλων	 και	 είναι	 πολύ	σημαντικό	στο	 χώρο	 της	 Στατιστικής.	 Εφαρμόζεται	 ευρέως	
και	 είναι	 ιδιαίτερα	 χρήσιμο	 στον	 χρηματοπιστωτικό	 τομέα,	 κομμάτι	 του	 οποίου	 αποτελεί	 ο	
πιστωτικός	κίνδυνος.	Χρησιμοποιείται	για	την	πρόβλεψη	μίας	δίτιμης	κατηγορικής	μεταβλητής	με	
βάση	 κάποιες	 ανεξάρτητες	 μεταβλητές	 που	 είναι	 συνεχείς	 ή/και	 κατηγορικές.	 Πολύ	 σημαντικό	
πλεονέκτημα	 του	 μοντέλου	 αυτού	 είναι	 η	 δυνατότητα	 ερμηνείας	 των	 τιμών	 των	 συντελεστών	
παλινδρόμησης.	
Το	ημιπαραμετρικό	μοντέλο	αναλογικής	διακινδύνευσης	 του	Cox	 είναι	 ένα	μοντέλο	αξιοπιστίας	
και	μας	επιτρέπει	να	μοντελοποιήσουμε	δεδομένα	τα	οποία	προέρχονται	από	έναν	πληθυσμό	για	
τον	οποίο	δεν	γνωρίζουμε	την	κατανομή	του.	Το	μοντέλο	αυτό	είναι	πολύ	χρήσιμο	ιδιαίτερα	στον	
ιατρικό	 τομέα,	 πράγμα	 που	 οδήγησε	 πολλούς	 ερευνητές	 να	 το	 χρησιμοποιήσουν	 και	 στον	
πιστωτικό	 κίνδυνο.	 Το	 μεγάλο	 του	 πλεονέκτημα	 δεν	 είναι	 μόνο	 η	 εύκολη	 ερμηνεία	 των	

συντελεστών	 � ,	όπως	συμβαίνει	και	στο	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης,	αλλά	κυρίως	η	
δυνατότητα	που	μας	προσφέρει	να	εκτιμήσουμε	όχι	μόνο	την	πιθανότητα	αθέτησης	ενός	πελάτη	
αλλά	και	το	χρόνο	στον	οποίο	θα	συμβεί	αυτό.	
Τα	δύο	αυτά	μοντέλα	χρησιμοποιήθηκαν	για	την	μοντελοποίηση	των	δεδομένων	ενός	δείγματος	
526	δανειζόμενων	χρησιμοποιώντας	τα	χαρακτηριστικά	που	δήλωσαν	κατά	την	συμπλήρωση	της	
αίτησης	 για	 δανειοδότηση.	 Σκοπός	 ήταν	 η	 εκτίμηση	 της	 πιθανότητας	 αθέτησης	 της	 συμφωνίας	
ενός	δανείου	αλλά	και	του	χρόνου	ύστερα	από	τον	οποίο	θα	συμβεί	αυτό.	Οι	εκτιμήσεις	έγιναν	
χρησιμοποιώντας	τέσσερις	επεξηγηματικές	μεταβλητές,	την	φερεγγυότητα	(solvency)	του	πελάτη,	
την	 σχέση	 της	 περιουσίας	 του	 (property)	 με	 τον	 συνολικό	 δανεισμό,	 το	 ιστορικό	 (history)	 του	
πελάτη	και	την	επαγγελματική	του	κατάσταση	(employment).
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ABSTRACT	

Credit	scoring	consists	of	the	models	and	the	methods	lenders	use	in	order	to	decide	if	they	
are	going	to	grant	a	loan,	mainly	a	commercial	one.	The	credit	scoring	techniques	es8mate	
the	risk	of	lending	of	a	consumer	and	not	their	credit.	The	lenders	decide	if	they	are	going	
to	grant	a	loan	to	a	new	applicant	based	on	the	informa8on	in	the	customer’s	applica8on.	
Many	techniques	based	on	sta8s8cal	models	are	used	in	order	to	make	these	decisions	and	
these	 models	 have	 to	 be	 able	 to	 make	 predic8ons	 with	 great	 accuracy.	 The	 goal	 is	 to	
predict	the	value	of	a	binary	variable	that	describes	if	a	customer	will	or	will	not	default	on	
their	 loan.	 Two	 models	 that	 are	 very	 useful	 for	 this	 purpose	 are	 the	 linear	 logis8c	
regression	model	and	the	semi	parametric	propor8onal	hazards	Cox	model.	
The	 logis8c	 regression	 model	 is	 a	 special	 case	 of	 generalised	 linear	 models,	 with	 great	
prac8cal	 importance	 in	 Sta8s8cs.	 It	 has	numerous	applica8ons	 	 and	 is	 very	useful	 in	 the	
financial	 sector,	 part	 of	 which	 is	 credit	 scoring.	 It	 is	 used	 for	 the	 predic8on	 of	 a	 binary	
categorical	 variable	 from	 independent	variables	 that	may	be	con8nuous	or	 categorical.	A	
very	important	advantage	of	this	model	is	that	it	gives	us	the	ability	to	interpret	the	values	
of	the	regression	coefficients.	
The	semi	parametric	propor8onal	hazards	Cox	model	 is	a	reliability	model	and	 it	gives	us	
the	ability	to	model	data	derived	from	a	popula8on,	whose	distribu8on	we	do	not	know.	
This	model	is	very	useful	especially	in	the	medical	field	and	this	is	the	reason	why	a	lot	of	
researchers	have	used	it	in	credit	scoring	applica8ons	as	well.	Its	greatest	advantage	is	not	
only	 the	easy	 interpreta8on	of	 the	 � 	 coefficients,	as	 it	happens	 in	 the	 logis8c	regression	
model	as	well,	but	mainly	the	fact	that	it	enables	us	to	es8mate	not	only	the	possibility	of	a	
customer	to	default	on	their	loan	but	also	the	8me	in	which	this	is	going	to	happen.	
These	 two	models	were	 used	 in	 order	 to	model	 the	 data	 of	 a	 sample	 of	 526	 borrowers	
using	the	characteris8cs	which	they	filled	in	their	applica8on	for	 lending.	Our	goal	was	to	
es8mate	the	probability	of	default	and	also	the	8me	when	this	 is	going	to	happen.	These	
es8ma8ons	 were	 made	 using	 four	 covariates,	 the	 customer’s	 solvency,	 the	 rela8onship	
between	the	customers	property	and	the	total	lending,	their	history	and	their	employment.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	1				ΕΙΣΑΓΩΓΗ	

1.1    Τι είναι ο πιστωτικός κίνδυνος

Ο	 πιστωτικός	 κίνδυνος	 είναι	 το	 σύνολο	 των	 μοντέλων	 και	 των	 τεχνικών	 που	
χρησιμοποιούνται	 από	 τους	 δανειστές	 για	 να	 αποφασίσουν	 σχετικά	 με	 την	 χορήγηση	
κυρίως	καταναλωτικών	δανείων.	Με	αυτές	τις	τεχνικές	αποφασίζουν	ποιοι	θα	δανειστούν,	
το	 ύψος	 του	 δανείου	 που	 θα	 πρέπει	 να	 τους	 χορηγηθεί	 αλλά	 και	 ποιες	 στρατηγικές	 θα	
αυξήσουν	την	αποδοτικότητα	των	δανειζόμενων	(Thomas	et	al.,	2002).	
 
Οι	 τεχνικές	 του	 πιστωτικού	 κινδύνου	 εκτιμούν	 τον	 κίνδυνο	 που	 εμπεριέχεται	 στη	
δανειοδότηση	 ενός	 καταναλωτή	 και	 όχι	 την	 πιστοληπτική	 του	 ικανότητα.	 Αυτή	 είναι	 μία	
παρερμηνεία	του	ορισμού	που	συναντάται	συχνά	αλλά	θα	πρέπει	να	αποφεύγεται. 
Οι	δανειστές	πρέπει	να	λάβουν	δύο	είδη	αποφάσεων.	Αρχικά,	πρέπει	να	αποφασίσουν	εάν	
θα	 εγκρίνουν	 τη	 δανειοδότηση	 των	 νέων	 υποψηφίων	 σύμφωνα	 με	 τα	 στοιχεία	 των	
αιτήσεών	τους	και	εν	συνεχεία	πρέπει	να	αντιμετωπίσουν	θέματα	που	προκύπτουν	με	τους	
πελάτες	των	οποίων	οι	αιτήσεις	έχουν	ήδη	εγκριθεί,	όπως	η	αύξηση	του	πιστωτικού	τους	
ορίου.	 Οι	 τεχνικές	 που	 βοηθούν	 στην	 λήψη	 του	 πρώτου	 είδους	 αποφάσεων	 καλούνται	
πιστωτικός	 κίνδυνος	 (credit	 scoring)	 ενώ	 εκείνες	 που	 βοηθούν	 στην	 λήψη	 του	 δεύτερου	
είδους	αποφάσεων	καλούνται	συμπεριφορικός	κίνδυνος	(behavioural	scoring).	

Και	 για	 τα	δύο	είδη	 τεχνικών	χρησιμοποιούνται	δείγματα	παλαιότερων	πελατών	για	 τους	
οποίους	είναι	διαθέσιμα	τα	στοιχεία	των	αιτήσεών	τους	αλλά	και	το	μετέπειτα	ιστορικό	των	
πληρωμών	και	της	φερεγγυότητάς	τους.	

1.2				Ιστορία	του	πιστωτικού	κινδύνου	

Ο	πιστωτικός	κίνδυνος	είναι	ένας	τομέας	που	έχει	γνωρίσει	πολύ	σημαντική	ανάπτυξη	τα	
τελευταία	 χρόνια.	 Ουσιαστικά,	 αποτελεί	 έναν	 τρόπο	 να	 διακρίνει	 κανείς	 διαφορετικές	
ομάδες	μέσα	σε	 έναν	πληθυσμό	όταν	δεν	 γνωρίζει	 το	 χαρακτηριστικό	που	 τις	 διαχωρίζει	
αλλά	 μόνο	 κάποια	 άλλα	 χαρακτηριστικά	 που	 συνδέονται	 με	 αυτό.	 Η	 πρώτη	 προσέγγιση	
επίλυσης	αυτού	 του	προβλήματος	 έγινε	από	 τον	 Fisher	 (1936),	 ο	 οποίος	προσπάθησε	 να	
διακρίνει	δύο	ποικιλίες	 ίριδας	μετρώνας	 το	φυσικό	μέγεθος	 των	φυτών	θέλοντας	έτσι	 να	
διακρίνει	 την	προέλευση	 του	σπόρου.	Παρατηρήθηκε	όμως	από	 τον	Durand	 (1941)	 ότι	 η	
ίδια	 μέθοδος	 μπορεί	 να	 εφαρμοστεί	 και	 στη	 διάκριση	 μεταξύ	 “καλών”	 και	 “κακών”	
δανείων.	

Στην	 πρώιμη	 μορφή	 του,	 ο	 πιστωτικός	 κίνδυνος	 δεν	 ήταν	 αυτοματοποιημένος.	 Ο	
υποψήφιος	 δανειζόμενος	 κατέθετε	 μία	 αίτηση	 στον	 πιστωτή	 και	 αυτός	 την	 αξιολογούσε	
εκτιμώντας	 το	 σχετικό	 ρίσκο.	 Στην	 αρχή	 λοιπόν	 η	 λήψη	 των	 αποφάσεων	 γινόταν	 από	
συγκεκριμένους	αναλυτές	οι	οποίοι	είχαν	εμπειρία	χρόνων.	Οι	αποφάσεις	τους	βασίζονταν	
κυρίως	στα	3,	4	ή	5	Cs,	δηλαδή	στον	χαρακτήρα	(character)	του	ατόμου,	στο	κεφάλαιό	του	
(capital),	 στον	 ενέχυρο	 (collateral)	 που	 ήταν	 σε	 θέσει	 να	 διαθέσει,	 στην	 ικανότητά	 του	
(capacity)	να	αποπληρώσει	σύμφωνα	με	το	“ελεύθερο”	και	σταθερό	εισόδημα	που	διέθετε	
και	την	κατάσταση	(condiQon)	της	αγοράς	(Thomas,	2000).	Όμως,	όταν	ξέσπασε	ο	Δεύτερος	
Παγκόσμιος	Πόλεμος,	πολλοί	από	αυτούς	κλήθηκαν	να	υπηρετήσουν	στον	στρατό.	Γι’	αυτό	
και	 οι	 εταιρείες	 τούς	 ζήτησαν	 να	 καταγράψουν	 τα	 κριτήρια	 και	 τις	 μεθόδους	 που	
χρηισμοποιούσαν	για	την	αξιολόγηση	των	αιτήσεων.	Οι	τεχνικές	αυτές	χρησιμοποιήθηκαν	
στη	συνέχεια	από	άτομα	που	δεν	ήταν	ειδικοί.	
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Μετά	 το	 τέλος	 του	 πολέμου,	 συνδυάζοντας	 την	 αυτοματοποίηση	 των	 πιστωτικών	
αποφάσεων	 και	 τις	 τεχνικές	 διάκρισης	 που	 είχαν	 αναπτυχθεί	 στην	 Στατιστική,	
παρατηρήθηκε	το	όφελος	που	είχαν	μοντέλα	που	είχαν	παραχθεί	με	χρήση	της	Στατιστικής	
στις	δανειοδοτικές	αποφάσεις.	 Γι’	αυτό	και	 τότε	οι	πιστωτές	ξεκίνησαν	να	χρησιμοποιούν	
κάποιες	 φόρμουλες	 μέσω	 των	 οποίων	 παρήγαγαν	 μία	 αριθμητική	 ποσοτικοποίηση	 του	
κινδύνου	 που	 εμπεριείχε	 η	 κάθε	 αίτηση.	 Αν	 λοιπόν	 το	 ρίσκο	 κάποιας	 αίτησης	 ήταν	
ικανοποιητικά	μικρό,	τότε	αυτή	γινόταν	αποδεκτή.	

Στις	αρχές	της	δεκαετίας	του	1960	εμφανίστηκαν	οι	πιστωτικές	κάρτες.	Οι	αιτήσεις	για	μία	
τέτοια	κάρτα	ήταν	πάρα	πολλές	και	αυτό	έκανε	απαγορευτική	την	αξιολόγησή	τους	με	τις	
μεθόδους	 που	 χρησιμοποιούνταν	 μέχρι	 τότε.	 Αυτή	 ήταν	 και	 η	 αιτία	 που	 ανάγκασε	 τις	
τράπεζες	να	χρησιμοποιήσουν	τις	τεχνικές	του	πιστωτικού	κινδύνου	που	είχαν	αναπτυχθεί.	
Η	αύξηση	των	δυνατοτήτων	των	υπολογιστών	βοήθησε	στη	διάδοση	και	στην	ευρεία	χρήση	
των	μεθόδων	αυτών.	Η	χρήση	του	πιστωτικού	κινδύνου	κατάφερε,	σε	πολλές	περιπτώσεις,	
να	επιφέρει	μείωση	μέχρι	και	50%	στα	ποσοτά	μη	αποπληρωμής	των	δανείων.	

Η	μεγάλη	επιτυχία	του	πιστωτικού	κινδύνου	στον	τομέα	των	πιστωτικών	καρτών	οδήγησε	
στη	 δεκαετία	 του	 1980	 πολλές	 τράπεζες	 να	 τον	 χρησιμοποιήσουν	 και	 σε	 άλλους	 τομείς,	
όπως	προσωπικά,	στεγαστικά	αλλά	και	επαγγελματικά	δάνεια.	

Παρ’	 όλες	 τις	 θετικές	 επιδράσεις	 του	 πιστωτικού	 κινδύνου,	 υπήρξαν	 και	 κάποιοι	 που	
εναντιώθηκαν	 στις	 νέες	 αυτές	 τεχνικές,	 όπως	 ο	 Capon	 (1982).	 Αυτή	 η	 μερίδα	 ατόμων	
υποστήριζε	ότι	θα	έπρεπε	να	υπάρχει	μεγαλύτερη	εξάρτηση	με	την	ιστορία	του	πιστωτικού	
τομέα	 και	 ότι	 θα	 έπρεπε	 να	 είναι	 δυνατόν	 να	 εξηγηθεί	 γιατί	 κάποια	 χαρακτηριστικά	
επηρεάζουν	περισσότερο	την	πιθανότητα	αθέτισης	του	δανείου	σε	σχέση	με	άλλα.	Όμως,	η	
πλήρης	αποδοχή	του	πιστωτικού	κινδύνου	ήρθε	με	την	Equal	Credit	Opportunity	Act	(1975,	
1976)	και	τις	τροπολογίες	αυτής	στις	ΗΠΑ,	όταν	και	έγινε	σαφές	ότι	“κάθε	διάκριση	που	έχει	
παραχθεί	 εμπειρικά	 και	 ισχύει	 στατιστικά”	 είναι	 αποδεκτή.	 Εξαίρεση	 σε	 αυτό	 αποτελούν	
χαρακτηριστικά	 όπως	 το	 φύλο,	 η	 φυλή,	 η	 ηλικία	 κ.ά.	 που	 θεωρείται	 ότι	 μπορούν	 να	
παράξουν	αθέμιτη	διάκριση	εις	βάρος	κάποιων	κοινωνικών	ομάδων	και	μειονοτήτων.	

Παρ’	 όλη	 τη	μεγάλη	σημασία	αλλά	 και	 την	 “νομική”	 του	 κατοχύρωση,	μέχρι	 τα	μέσα	 της	
δεκαετίας	 του	 ’80	 οι	 πιστωτικές	 εταιρείες	 απευθύνονταν	 σε	 εξωτερικούς	 συνεργάτες	 για	
την	 κατασκευή	 μοντέλων	 πιστωτικού	 κινδύνου.	 Ο	 δανειστής	 έδινε	 ένα	 δείγμα	 των	
δεδομένων	του	στον	αναλυτή,	βάσει	του	οποίου	κατασκευαζόταν	ένα	μοντέλο.	Οι	αναλυτές	
που	 κατασκεύαζαν	 τέτοια	 μοντέλα	 ήταν	 λίγοι	 σε	 κάθε	 αγορά	 την	 εποχή	 εκείνοι	 αλλά	
προσέφεραν	πολύ	χρήσιμες	υπηρεσίες.	Πολλοί	από	αυτούς	είτε	είχαν	άμεσες	διασυνδέσεις	
με	κάποιο	πιστωτικό	γραφείο	(credit	bureau)	το	οποίο	τους	παρείχε	επιπλέον	πληροφορίες	
είτε	 ανήκαν	 σε	 έναν	 μεγαλύτερο	 οργανισμό	 ο	 οποίος	 είχε	 ένα	 δικό	 του	 τέτοιο	 γραφείο	
(Thomas	et	al.,	2002).	

Με	το	πέρασμα	των	χρόνων	τα	πράγματα	έχουν	αλλάξει.	Yπάρxουν	ακόμα	βέβαια	κάποιες	
εταιρείες	 που	 ειδικεύονται	 στην	 κατασκευή	 μοντέλων	 πιστωτικού	 κινδύνου.	 Όταν	 ένας	
πιστωτικός	φορέας	εμπιστεύεται	μία	τέτοια	εταιρεία,	αποκομίζει	κάποια	οφέλη,	όπως,	για	
παράδειγμα,	οι	διασυνδέσεις	με	κάποια	πιστωτικά	γραφεία.	Οφέλη	υπάρχουν	όμως	και	για	
τις	εταιρείες	κατασκευής	των	μοντέλων	διότι,	κατασκευάζοντας	μοντέλα	και	επεργαζόμενες	
δεδομένα	 από	 πολλές	 διαφορετικές	 πηγές,	 έχουν	 τη	 δυνατότητα	 να	 αντιλαμβάνονται	 τις	
τάσεις	σε	όλη	την	έκταση	του	χρηματοπιστωτικού	τομέα.	

Παρ’	 όλα	 αυτά,	 πολλοί	 και	 κατά	 κύριο	 λόγο	 μεγάλοι	 πιστωτικοί	 φορείς	 έχουν	 αναπτύξει	
δικές	τους,	εσωτερικές	ομάδες	αναλυτών	για	την	κατασκευή	τέτοιων	μοντέλων.	Οι	ομάδες	
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αυτές	 έχουν	 το	 πλεονέκτημα	 της	 καλύτερης	 κατανόησης	 των	 δεδομένων	 και	 γι’	 αυτό	
μπορούν	να	αντιμετωπίσουν	καλύτερα	τις	προκλήσεις	που	παρουσιάζονται.	

Στις	 μέρες	 μας,	 ο	 κάθε	 υποψήφιος	 συμπληρώνει	 μία	 αίτηση,	 είτε	 μέσω	 υπολογιστή	 είτε	
χειρόγραφα,	την	οποία	και	καταθέτει	στο	πιστοληπτικό	φορέα.	Ο	φορέας	αυτός	συνήθως	
χρησιμοποιεί	τεχνικές	πιστωτικού	κινδύνου	για	να	αξιολογίσει	το	ρίσκο	της	αίτησης	αυτής	
αλλά	δεν	 χρηισμοποιούνται	 πάντα	 όλα	 τα	 στοιχεία	που	παρέχονται	 στην	αίτηση.	 Κάποια	
από	 αυτά	 είναι	 απαραίτητα	 για	 διαφορετικούς	 σκοπούς	 που	 συμπεριλαμβάνουν	 την	
ταυτοποίηση	 του	 πελάτη,	 την	 ασφάλεια	 της	 εταιρείας	 ή	 ακόμα	 και	 την	 κατασκευή	
μελλοντικών	παρόμοιων	μοντέλων.	

Σήμερα,	οι	περισσότεροι	δανειστές	χρησιμοποιούν	με	τον	έναν	ή	με	τον	άλλον	τρόπο	τον	
πιστωτικό	 κίνδυνο.	 Υπάρχουν	 όμως	 κι	 αυτοί	 που	 επιλέγουν	 να	 μην	 επεκτείνουν	 με	 έναν	
ελεγχόμενο	 τρόπο	τη	λίστα	 των	δανειζόμενών	 τους	και	έχουν	έτσι	 τη	δυνατότητα	και	 την	
“πολυτέλεια”	 να	 λαμβάνουν	 τις	 απαραίτητες	 αποφάσεις	 μέσω	 κάποιων	 ειδικά	
εκπαιδευμένων	 ατόμων.	 Δανειστές	 που	 κάνουν	 αυτή	 την	 επιλογή	 είναι	 συνήθως	 μικρές	
εταιρείες	που	μπορεί	να	μην	έχουν	τη	δυνατότητα	να	κάνουν	την	συγκεκριμένη	επέκταση.	
Η	 ανάπτυξη	 του	 συγκεκριμένου	 τομέα	 είναι	 ραγδαία	 και	 συνέχεια	 αναπτύσσονται	 νέες	
μέθοδοι	 που	 μπορούν	 να	 εφαρμοστούν	 με	 σκοπό	 την	 παραγωγή	 καλύτερων	 και	 πιο	
αξιόπιστων	αποτελεσμάτων.	Γι’	αυτό	και	υπάρχουν	κάποιοι	ερευνητές	που	προσπαθούν	να	
αλλάξουν	το	αντικείμενο	μελέτης	του	πιστωτικού	κινδύνου.	

Πιο	 συγκεκριμένα,	 αντί	 να	 υπολογίζουν	 την	 πιθανότητα	 αθέτησης	 του	 δανείου,	 θα	 ήταν	
προτιμότερο	να	αναπτυχθούν	τεχνικές	που	να	υπολογίζουν	την	μεγαλύτερη	αποδοτικότητα	
κάθε	πελάτη	για	τον	δανειστή,	έτσι	ώστε	να	μεγιστοποιείται	το	κέρδος	του.	

Γίνεται	επίσης	προσπάθεια	να	υπολογιστεί	όχι	μόνο	το	εάν	αλλά	και	το	πότε	κάθε	πελάτης	
θα	 αθετήσει	 την	 συμφωνία,	 πράγμα	 που	 υπολογίζεται	 εύκολα	 χρησιμοποιώντας	 το	
ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 του	 Cox,	 όπως	 θα	 παρουσιαστεί	 αργότερα,	 ένα	 πολύ	 χρήσιμο	
μοντέλο	 αξιοπιστίας	 και	 επιβίωσης.	 Αυτό	 γίνεται	 σκοπεύοντας	 στην	 μεγιστοποίηση	 του	
κέρδους,	 αφού,	 ακόμα	 και	 κάποιος	 πελάτης	 που	 δεν	 ολοκληρώνει	 την	 αποπληρωμή	 του	
δανείου	 μπορεί	 να	 επιφέρει	 πολύ	 σημαντικό	 κέρδος	 στην	 τράπεζα,	 πράγμα	 που	 να	
εξισορροπεί	 τις	 απώλειες	 που	 θα	 προκληθούν	 από	 την	 αθέτηση	 της	 συμφωνίας.	
Αντίστοιχα,	 ένας	πελάτης	που	αποπληρώνει	 το	δάνειό	 του	 νωρίτερα	 του	προβλεπόμενου	
μπορεί	να	θεωρηθεί	“κακός”	για	την	τράπεζα	αφού	θα	της	στερήσει	το	κέρδος	που	θα	της	
απέφεραν	οι	τόκοι.	

Τέλος,	γίνεται	προσπάθεια	για	ενσωμάτωση	μακροοικονομικών	μεταβλητών	στα	μοντέλα	οι	
οποίες	 εξελίσσονται	 στο	 χρόνο	 και	προσφέρουν	μεγαλύτερη	ακρίβεια	στα	αποτελέσματα	
των	 μεθόδων	 που	 εφαρμόζονται.	 Οι	 μεταβλητές	 αυτές	 είναι	 πολύ	 χρήσιμες	 αφού	 μας	
δείχνουν	ότι	ένας	παράγοντας	μπορεί	να	επηρεάζει	την	πιθανότητα	αθέτησης	ενός	δανείου	
διαφορετικά	σε	κάποια	περίοδο	του	χρόνου	μέχρι	την	αποπληρωμή	παρά	σε	κάποια	άλλη	
(Bello\	 and	 Crook,	 2009).	 Παράδειγμα	 μίας	 τέτοιας	 σχέσης	 αποτελεί	 η	 εξάρτηση	 της	
πιθανότητας	μη	αποπληρωμής	του	δανείου	από	την	αξία	του	σπιτιού	του	πελάτη.	Η	αξία	
του	σπιτιού	δεν	είναι	σταθερή	στο	πέρασμα	του	χρόνου.	Έτσι,	σε	μία	περίοδο	οικονομικής	
ύφεσης	η	αξία	του	σπιτιού	θα	είναι	χαμηλή,	πράγμα	που	θα	κάνει	πιο	πιθανή	την	αθέτηση	
της	συμφωνίας.	Αντίθετα,	σε	μία	περίοδο	οικονομικής	ανάπτυξης,	στην	οποία	η	 τιμή	 του	
σπιτιού	 θα	 είναι	 υψηλότερη,	 είναι	 πιο	 πιθανό	 η	 αποπληρωμή	 να	 ολοκληρωθεί	 χωρίς	
προβλήματα.	 Είναι	 εμφανές	 λοιπόν	 πόσο	 σημαντικό	 είναι	 να	 μπορούμε	 να	
συμπεριλάβουμε	 κατά	 την	 κατασκευή	 ενός	 μοντέλου	 την	 μεταβλητότητα	 κάποιων	
παραγόντων	στο	πέρασμα	του	χρόνου	για	να	έχουμε	πιο	ακριβείς	προβλέψεις.	
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1.3				Προβλήματα	του	πιστωτικού	κινδύνου	

Τα	 μοντέλα	 πρόβλεψης	 πιστωτικού	 κινδύνου	 βασίζονται	 στην	 συμπεριφορά	 και	 στην	
απόδοση	 παρόμοιων	 καταναλωτών	 και	 πελατών	 που	 έχουν	 γίνει	 ήδη	 αποδεκτοί.	 Η	
εκτίμηση	δηλαδή	της	μελλοντικής	απόδοσης	και	της	φερεγγυότητας	ενός	υποψήφιου	νέου	
πελάτη	 εκτιμάται	 χρησιμοποιώντας	 πληροφορίες	 για	 παλαιότερους	 πελάτες	 σχετικά	 με	
παρόμοιες	υπηρεσίες.	Αυτή	η	διαδικασία	όμως	εγείρει	τρία	προβλήματα.	

Το	πρώτο	είναι	ότι	δεν	υπάρχει	πάντα	ένα	παλαιότερο	δείγμα	διαθέσιμο.	Αυτό	συμβαίνει	
όταν	θέλουμε	να	εφαρμόσουμε	τις	τεχνικές	του	πιστωτικού	κινδύνου	για	την	προώθηση	και	
το	 markeéng	 ενός	 νέου	 προϊόντος.	 Σε	 αυτήν	 την	 περίπτωση,	 οι	 πρώτες	 εκτιμήσεις	
βασίζονται	συνήθως	σε	μοντέλα	παραπλήσιων	προϊόντων,	οι	οποίες	βέβαια	δεν	θα	είναι	
ιδιαίτερα	 ακριβείς,	 και	 στη	 συνέχεια	 κατασκευάζεται	 ένα	 νέο	 προβλεπτικό	 μοντέλο	 που	
βασίζεται	 αποκλειστικά	 σε	 δεδομένα	 για	 το	 επιθυμητό	 προϊόν.	 Αυτά	 τα	 δεδομένα	 όμως	
αποκτώνται	όταν	το	προϊόν	αυτό	δεν	είναι	πια	“νέο”	(Hand	and	Kelly,	2001).	

Παρόμοια	 είναι	 η	 κατάσταση	 στην	 οποία	 δεν	 υπάρχει	 διαθέσιμο	 δείγμα	 που	 να	
ανταποκρίνεται	 στις	 επικρατούσες	 καταστάσεις.	 Ένα	 τέτοιο	 παράδειγμα	 είναι	 η	 περίοδος	
της	παγκόσμιας	οικονομικής	ύφεσης	που	ξεκίνησε	το	1929.	Όλα	τα	μοντέλα	που	βασίζονταν	
σε	δεδομένα	πριν	από	αυτήν	την	περίοδο	ουσιαστικά	αχρηστεύθηκαν	αφού	ήταν	αδύνατο	
να	 προβλέψουν	 την	 εξέλιξη	 των	 πελατών	 μέσα	 στις	 νέες	 αυτές	 συνθήκες.	 Σε	 τέτοιες	
περιπτώσεις	 γίνεται	 ακόμα	 πιο	 ουσιώδης	 η	 προσάρτηση	 μακροοικονομικών	 μεταβλητών	
στα	μοντέλα	του	πιστωτικού	κινδύνου,	έτσι	ώστε	να	υπάρχει	ένα	μέσο	αντιμετώπισης	των	
αναγκών	σε	τέτοιες	ιδιαίτερες	συνθήκες.	

Το	 δεύτερο	 πρόβλημα	 είναι	 ότι	 για	 την	 κατασκευή	 οποιουδήποτε	 μοντέλου	 πιστωτικού	
κινδύνου	χρησιμοποιούνται	μόνο	πληροφορίες	που	αφορούν	τους	πελάτες	οι	οποίοι	είχαν	
γίνει	παλαιότερα	αποδεκτοί.	Δεν	χρησιμοποιείται	όμως	πληροφορία	σχετικά	με	αυτούς	οι	
οποίοι	είχαν	απορριφθεί.	Για	να	αντιμετωπιστεί	αυτό	το	πρόβλημα	υπάρχουν	τεχνικές	που	
χρησιμοποιούν	 τις	 πληροφορίες	 από	 τις	 αιτήσεις	 που	 είχαν	 συμπληρώσει	 οι	 υποψήφιοι	
που	 απορρίφθηκαν.	 Οι	 τεχνικές	 αυτές	 καλούνται	 reject	 inference.	 Στις	 περισσότερες	 των	
περιπτώσεων	 όμως	 τα	 στοιχεία	 αυτά	 δεν	 κρατώνται	 από	 τις	 τράπεζες	 και	 τους	
χρηματοπιστωτικούς	 φορείς.	 Ακόμα	 όμως	 κι	 αν	 χρησιμοποιηθούν	 αυτές	 οι	 πληροφορίες	
κατά	την	κατασκευή	του	μοντέλου,	η	πληροφορία	που	δεν	μπορεί	να	συμπεριληφθεί	είναι	
η	απόδοση	που	θα	είχαν	οι	πελάτες	αυτοί.	Κανείς	δεν	γνωρίζει	αν	τελικά	θα	αποτελούσαν	
“καλό”	ή	“κακό”	ρίσκο	για	τον	πιστωτή.	Η	απουσία	όμως	της	πληροφορίας	της	μετέπειτα	
πορείας	αυτών	των	ατόμων	δείνει	μία	μεροληψία	στην	επιλογή	του	δείγματος	το	οποίο	δεν	
αντιπροσωπεύει	ένα	μεγάλο	τμήμα	του	πληθυσμού.	Ακόμα	και	αν	χρησιμοποιηθούν	όλες	
οι	 πληροφορίες	 που	 είναι	 διαθέσιμες	 όμως,	 η	 αποπληρωμή	 ενός	 δανείου	 είναι	 μία	
δυναμική	και	συνεχώς	εξελισσόμενη	διαδικασία	και	γι’	αυτό	δεν	μπορεί	να	κατασκευαστεί	
ένα	 μοντέλο	 που	 να	 παρέχει	 τέλεια	 κατηγοριοποίηση	 των	 υποψήφιων	 πελατών	 (Hand,	
2001).	 Γι’	 αυτό	 και	 γίνεται	 προσπάθεια	 τα	 μοντέλα	 που	 κατασκευάζονται	 να	
ελαχιστοποιούν	την	πιθανότητα	λάθος	κατηγοριοποίησης	ενός	αιτούντα	χρησιμοποιώντας	
τα	στοιχεία	της	αίτησής	του.	

Τέλος,	 υπάρχουν	 περιπτώσεις	 στις	 οποίες	 η	 τελική	 απόφαση	 θα	 είναι	 διαφορετική	 από	
αυτή	 που	 παρέχει	 το	 μοντέλο	 πιστωτικού	 κινδύνου.	 Αυτές	 οι	 περιπτώσεις	 παράκαμψης	
(overrides)	 μπορεί	 να	 προκύψουν	 εξαιτίας	 επιπλέον	 πληροφοριών	 που	 είναι	 διαθέσιμες	
στο	 άτομο	 που	 λαμβάνει	 τις	 αποφάσεις	 ή	 λόγω	 πολιτικής	 του	 πιστωτή	 αφού	 υπάρχουν	
περιπτώσεις	 στις	 οποίες	 άτομα	 με	 συγκεκριμένα	 χαρακτηριστικά	 αντιμετωπίζονται	 με	
διαφορετικό	τρόπο	(Hand	and	Henley,	1997).	
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1.4				Παράκαμψη	και	ανθρώπινη	παρέμβαση	

Είδαμε	 και	 νωρίτερα	 ότι	 σε	 κάποιες	 περιπτώσεις	 παρακάμπτονται	 τα	 αποτελέσματα	 που	
προκύπτουν	 από	 κάποιο	 μοντέλο	 πιστωτικού	 κινδύνου.	 Αλλαγές	 των	 αποφάσεων	
πραγματοποιούνται	 και	προς	 τις	δύο	κατευθύνσεις.	Αυτό	σημαίνει	ότι	μπορεί	μία	αίτηση	
που	 αρχικά	 είχε	 απορριφθεί	 να	 γίνει	 τελικά	 αποδεκτή	 αλλά	 και	 αντίστροφα.	 Υπάρχουν	
αρκετοί	λόγοι	για	να	συμβεί	κάτι	τέτοιο	αλλά	θα	αναφέρουμε	μόνο	τους	σημαντικότερους	
από	αυτούς:	

i) Ένας	 υποψήφιος	 μπορεί	 να	 είναι	 “ελκυστικός”.	 Ειδικότερα,	 στο	 Ηνωμένο	 Βασίλειο	 οι	
πιστωτές	 ενθαρρύνονται	 να	 διαθέτουν	 μία	 διαδικασία	 που	 λαμβάνει	 υπόψη	 την	
“ελκυστικότητα”	 συγκεκριμένων	 αιτούντων	 (Finance	 and	 Leasing	 AssociaQon,	 2000)	
ειδικά	επειδή	μπορεί	να	έχει	υπάρξει	μία	λανθασμένη	απόφαση	του	μοντέλου.	Τέτοιες	
λανθασμένες	 αποφάσεις	 μπορούν	 να	 προκύψουν	 εξαιτίας	 λανθασμένης	
πληκτρολόγησης	 κάποιων	 στοιχείων	 της	 αίτησης	 ή	 λόγω	 χρήσης	 λανθασμένων	
πληροφοριών	από	κάποιο	πιστωτικό	γραφείο. 

ii) Όπως	 θα	 αναλυθεί	 στη	 συνέχεια	 (βλ.	 §1.5),	 κάποιες	 εταιρείες	 επιλέγουν	 να	 επα-
νεξετάζουν	τις	αιτήσεις	που	έλαβαν	score	κοντά	στο	βέλτιστο	(μεσαίο)	κατώφλι.	Αυτή	η	
διαδικασία	πραγματοποιείται	και	για	αιτήσεις	που	αρχικά	έχει	επιλεγεί	να	απορριφθούν	
αλλά	και	για	άλλες	που	έχει	επιλεγεί	να	γίνουν	αποδεκτές. 

iii) Ο	 πιστωτικός	 φορέας	 ενδέχεται	 να	 έχει	 απορρίψει	 τις	 αιτήσεις	 κάποιων	 ατόμων	 τα	
οποία	 είτε	 έχουν	 κάποιες	 οικονομίες	 στην	 άκρη	 είτε	 έχουν	 κάποιες	 ισχυρές		
οικογενειακές	ή	και	επαγγελματικές	διασυνδέσεις.	Σε	αυτήν	την	περίπτωση,	ο	δανειστής	
καλείται	να	σκεφτεί	εάν	και	κατά	πόσον	οι	διασυνδέσεις	αυτές	του	υποψήφιου	μπορούν	
να	 τους	 αποφέρουν	 μελλοντικά	 ή	 αντίστοιχα	 και	 να	 του	 στερήσουν	 κέρδος.	 Είναι	
πιθανόν	 λοιπόν	 η	 απόρριψη	 της	 αίτησης	 να	 σημαίνει	 ότι	 κάποιες	 μελλοντικές	
συναλλαγές	 του	δανειστή	 τίθενται	σε	 κίνδυνο.	 Γι’	αυτό	και	οι	αποφάσεις	αλλάζουν	σε	
τέτοιες	 περιπτώσεις,	 που	 είναι	 πολύ	 συνηθισμένες	 για	 μεγάλους	 δανειστικούς	
οργανισμούς.	 Πρέπει	 βέβαια	 να	 τονιστεί	 ότι	 λίγοι	 φορείς	 έχουν	 τη	 δυνατότητα	 να	
εκτιμήσουν	 ακριβώς	 το	 κέρδος	 ή	 τις	 απώλειες	 από	 τέτοιες	 πιθανές	 μελλοντικές	
διασυνδέσεις.	

1.5				Τεχνικές	πιστωτικού	κινδύνου	

Οι	 τεχνικές	 που	 χρησιμοποιούνται	 για	 την	 κατασκευή	 μοντέλων	 πιστωτικού	 κινδύνου	
ποικίλουν.	Μερικές	από	αυτές	είναι	

• η	διακριτή	ανάλυση	(discriminant	analysis)	
• η	παλινδρόμηση	(regression)	
• η	λογιστική	παλινδρόμηση	(logiséc	regression)	
• μαθηματικές	προγραμματιστικές	μέθοδοι	(mathemaécal	programming	methods)	
• η	αναδρομική	διαμέριση	(recursive	parééoning)	
• τα	ειδικά	συστήματα	(expert	systems)	
• τα	νευρικά	δίκτυα	(neural	networks)	
• οι	εξομαλυντικές	μη	παραμετρικές	μέθοδοι	(smoothing	nonparametric	methods)	
• τα	μοντέλα	μεταβαλλόμενου	χρόνου	(éme	varying	methods)	
• τα	μοντέλα	αξιοπιστίας	και	επιβίωσης	(reliability	and	survival	models)	
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Πολλές	από	τις	παραπάνω	μεθόδους	εκτιμούν	ένα	score	για	κάθε	δανειζόμενο,	γι’	αυτό	και	
χρησιμοποιείται	ο	όρος	credit	scoring,	και	στη	συνέχεια	συγκρίνεται	το	score	αυτό	με	ένα	
προκαθορισμένο	κατώφλι,	η	διαδιακασία	επιλογής	του	οποίου	δεν	θα	αναλυθεί	εδώ.	Αν	το	
score	του	πελάτη	ξεπερνά	το	κατώφλι,	τότε	η	αίτησή	του	γίνεται	αποδεκτή	διότι	θεωρείται	
ότι	θα	αποπληρώσει.	Αντίστοιχα,	αν	 το	 score	 του	δεν	 ξεπερνά	το	κατώφλι,	 τότε	η	αίτησή	
του	απορρίπτεται	διότι	θεωρείται	πιθανό	να	αθετήσει	το	δάνειο	(Mester,	1997).	Σε	πολλές	
περιπτώσεις	 όμως	 η	 κατηγοριοποίηση	 δεν	 είναι	 τόσο	 αυστηρή.	 Μπορεί	 δηλαδή	 να	
υπάρχουν	 περισσότερα	 από	 ένα	 κατώφλια	 τα	 οποία	 θα	 ορίζονται	 με	 διαφορετικούς	
τρόπους.	 Μπορούν,	 για	 παράδειγμα,	 να	 οριστούν	 τρία	 κατώφλια.	 Όποια	 αίτηση	 δεν	
ξεπερνά	το	χαμηλότερο	αυτών	θεωρείται	μία	“κακή”	περίπτωση	που	δεν	χρήζει	περαιτέρω	
επεξεργασίας	 και	 ανάλυσης,	 οπότε	 και	 απορρίπτεται	 άμεσα.	 Αντίστοιχα,	 όποια	 αίτηση	
ξεπερνά	 το	 ανώτερο	 κατώφλι	 θεωρείται	 μία	 εξαιετικά	 “καλή”	 περίπτωση	 και	 για	 αυτή	
εξετάζονται	και	άλλες	εναλλακτικές,	όπως	η	αύξηση	του	πιστωτικού	ορίου.	Οι	αιτήσεις	που	
βρίσκονται	κοντά	στο	μεσαίο	κατώφλι,	είτε	πάνω	είτε	κάτω	από	αυτό,	μπορεί	να	θεωρηθεί	
σκόπιμο	να	επαναεξεταστούν.	Αυτή	είναι	και	η	πιο	συνηθισμένη	περίπτωση	κατά	τη	χρήση	
των	μοντέλων	πιστωτικού	κινδύνου	στην	οποία	παίζει	ρόλο	ο	ανθρώπινος	παράγοντας.	Η	
αξιολόγηση	 των	 αιτήσεων	 είναι	 μία	 κατά	 κύριο	 λόγο	 αυτοματοποιημένη	 διαδικασία	 που	
γίνεται	με	τη	χρήση	ηλεκτρονικών	υπολογιστών	αλλά	υπάρχουν	περιπτώσεις,	όπως	αυτές,	
στις	 οποίες	 απαιτείται	 η	 ανθρώπινη	 παρέμβαση.	 Όπως	 προαναφέρθηκε,	 κάτι	 ανάλογο	
γίνεται	 και	 στις	 περιπτώσεις	 που	 η	 πολιτική	 κάποιας	 εταιρείας	 θέτει	 συγκεκριμένους	
περιορισμούς.	 Αν	 λοιπόν	 κάποιος	 πιστωτής	 επιλέξει,	 για	 παράδειγμα,	 να	 εγκρίνει	 ίσο	
αριθμό	 αιτήσεων	 από	 γυναίκες	 και	 άντρες,	 τότε	 είναι	 απαραίτητη	 η	 επαναξιολόγηση	
μερικών	 αιτήσεων	 κάποιων	 ανθρώπων	 έτσι	 ώστε	 να	 αλλάξουν	 οι	 αποφάσεις	 που	
προέκυψαν	 μέσω	 της	 αυτοματοποιημένης	 αξιολόγησης.	 Και	 αυτή	 η	 επανεξέταση	 γίνεται	
συνήθως	 σε	 αιτήσεις	 οι	 οποίες	 συγκέντρωσαν	 ένα	 score	 κοντά	 στο	 μεσαίο	 κατώφλι	 έτσι	
ώστε	 να	 ικανοποιηθούν	 οι	 περιορισμοί	 πολιτικής	 ελαχιστοποιώντας	 ταυτόχρονα	 τον	
κίνδυνο	 για	 την	 εταιρεία.	 Για	 τις	 αιτήσεις	 όμως	 αιτήσεις	 που	 συγκεντρώνουν	 ένα	 score	
ανάμεσα	στο	χαμηλό	και	στο	μεσαίο	κατώφλι	γίνεται	συνήθως		προσπάθεια	να	συλλεχθούν	
περισσότερα	 στοιχεία	 από	 πιστωτικά	 γραφεία	 έτσι	 ώστε	 να	 βελτιωθεί	 το	 score	 τους	 με	
σκοπό	 να	 ελεγχθεί	 αν	 θα	 φθάσει	 και	 θα	 ξεπεράσει	 το	 μεσαίο	 κατώφλι	 για	 να	 γίνουν	
αποδεκτές	(Thomas	et	al.,	2002).	

Η	διαδικασία	με	τα	πολλαπλά	κατώφλια	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	και	σε	περιπτώσεις	που	
μία	εταιρεία	επιθυμεί	να	προωθήσει	νέα	προϊόντα	ή	να	επιλέξει	με	ποια	τιμή	θα	πωλήσει	
ένα	συγκεκριμένο	προϊόν	σε	κάθε	πελάτη.	Στους	πελάτες	με	score	αίτησης	μεγαλύτερο	από	
το	ανώτερο	κατώφλι	μπορεί	να	προσφερθεί	μία	αναβαθμισμένη	έκδοση	του	προϊόντος	ή	το	
προϊόν	να	πωληθεί	σε	χαμηλότερη	τιμή.	Αντίστοιχα,	σε	αυτούς	με	score	μικρότερο	από	το	
χαμηλότερο	 κατώφλι	 θα	 προσφερθεί	 μία	 “υποβαθμισμένη”	 έκδοση	 του	 προϊόντος	 ή	 το	
προϊόν	σε	υψηλή	τιμή	και	σε	αυτούς	με	score	κοντά	στο	μεσαίο	θα	προσφερθεί	η	βασική	
έκδοση	του	προϊόντος	ή	το	προϊόν	στην	κανονική	του	τιμή.	Αυτό	είναι	ένα	παράδειγμα	που	
δείχνει	 πόσο	 πολλές	 εφαρμογές	 μπορούν	 να	 έχουν	 τα	 μοντέλα	 πιστωτικού	 κινδύνου,	 τα	
οποία	πλέον	δεν	περιορίζονται	 στα	 χρηματοπιστωτικά	δεδομένα	αλλά	η	 χρήση	 τους	 έχει	
γίνει	πολύ	ευρεία.	
Τα	 πιστωτικά	 γραφεία	 που	 προαναφέρθηκαν	 είναι	 συνήθως	 δημόσιοι	 οργανισμοί	 στα	
οποία	 βρίσκονται	 αποθηκευμένες	 πληροφορίες	 για	 όλους	 τους	 πελάτες.	 Η	 αποθήκευση	
αυτή	 επιτυγχάνεται	 μέσω	 των	πληροφοριών	που	παρέχονται	 από	διάφορες	 τράπεζες	 και	
πιστωτικούς	 οργανισμούς.	 Η	 σχέση	 μεταξύ	 των	 γραφείων	 και	 των	 δανειστών	 είναι	
αμφίδρομη.	Κάθε	δανειστής	δίνει	στοιχεία	που	αφορούν	την	συμπεριφορά	και	τις	οφειλές	
των	 πελατών	 τους	 έτσι	 ώστε	 να	 μπορεί	 να	 προμηθευτεί	 από	 τα	 γραφεία	 στοιχεία	 που	
αφορούν	νέους	πελάτες,	τα	οποία	θα	έχουν	προσφερθεί	από	κάποιον	άλλο	δανειστή,	για	
να	μπορέσουν	να	αξιολογήσουν	πιο	εύκολα	μία	νέα	αίτηση.	Τα	δεδομένα	αυτά	μπορούν	να	
χρησιμοποιήθουν	 και	 για	 την	 προώθηση	 ενός	 καινούργιου	 προϊόντος	 με	 κάποιους	
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ισχυρότερους	 περιορισμούς	 βέβαια.	 Τα	 γραφεία	 αποθηκεύουν	 επίσης	 και	 πληροφορίες	
που	 είναι	 δημόσια	 διαθέσιμες	 χωρίς	 να	 χρειαστεί	 να	 τις	 προμηθευτούν	 από	 κάποιον	
πιστωτή.	

Υπάρχουν	 βεβαίως	 και	 περιορισμοί	 στην	 σχέση	 αυτή.	 Αν	 κάποιος	 δανειστής	 παρέχει	 για	
παράδειγμα	 στοιχεία	 μόνο	 για	 τους	 εκπρόθεσμους	 πελάτες	 του	 και	 αυτούς	 που	 τελικά	
αθετούν	 την	 συμφωνία,	 θα	 μπορεί	 να	 προμηθευτεί	 στοιχεία	 μόνο	 για	 πελάτες	 της	 ίδιας	
κατηγορίας.	 Υπάρχουν	 επίσης	 και	 διαφοροποιήσεις	 ανάλογα	 με	 την	 χώρα	 στην	 οποία	
βρίσκεται	 κάθε	 πιστωτικό	 γραφείο	 αφού	 οι	 διαφορές	 στην	 νομοθεσία	 από	 κράτος	 σε	
κράτος	 είναι	 ουσιώδεις.	 Στο	 Ηνωμένο	 Βασίλειο	 για	 παράδειγμα	 η	 πολιτική	 είναι	 πιο	
αυστηρή	έτσι	ώστε	τα	δεδομένα	των	γραφείων	να	προστατεύονται	και	να	παρέχονται	μόνο	
όταν	υπάρχει	ουσιαστική	ανάγκη.	Αντιθέτως,	στις	ΗΠΑ	υπάρχει	 ελεύθερη	πρόσβαση	στις	
πληροφορίες	αυτές	 και	αποκρύπτονται	μόνο	όταν	υπάρχει	ουσιαστική	ανάγκη	να	συμβεί	
αυτό.	

Υπάρχουν	 επίσης	 γραφεία	 τα	 οποία	 έχουν	 αναπτύξει	 δικά	 τους	 μοντέλα	 πιστωτικού	
κινδύνου	 χρησιμοποιώντας	 την	 τεράστια	 βάση	 δεδομένων	 που	 διαθέτουν.	 Τα	 μοντέλα	
αυτά	 “ενοικιάζονται”	 σε	 δανειστές	 μικρού	 βεληνεκούς	 που	 δεν	 έχουν	 τη	 δυνατότητα	 να	
δημιουργήσουν	 ένα	 δικό	 τους	 μοντέλο	 ή	 κατά	 τα	 πρώτα	 χρόνια	 κυκλοφορίας	 ενός	 νέου	
προϊόντος.	

Από	 τις	 τεχνικές	 που	 αναφέρθηκαν	 παραπάνω	 θα	 ασχοληθούμε	 μόνο	 με	 δύο	 και,	
συγκεκριμένα,	με	την	λογιστική	παλινδρόμηση	και	με	τα	μοντέλα	αξιοπιστίας	και	επιβίωσης	
με	 τα	 οποία,	 όπως	 προείπαμε,	 μπορεί	 να	 υπολογιστεί	 και	 η	 στιγμή	 της	 αθέτησης	 της	
συμφωνίας.	
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	2				ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ	ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ	

2.1				Εισαγωγή	

Το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 αποτελεί	 ειδική	 περίπτωση	 των	 γενικευμένων	
γραμμικών	 μοντέλων.	 Είναι	 όμως	 πολύ	 σημαντικό	 στο	 χώρο	 της	 Στατιστικής	 και	 γι’	 αυτό	
συνήθως	μελετάται	αυτόνομα.	Έχει	πλούσιες	εφαρμογές	και	είναι	 ιδιαίτερα	χρήσιμο	στον	
ιατρικό	 αλλά	 και	 στον	 χρηματοπιστωτικό	 τομέα.	 Χρησιμοποιείται	 για	 την	 πρόβλεψη	 μίας	
δίτιμης	 κατηγορικής	 μεταβλητής	 με	 βάση	 κάποιες	 ανεξάρτητες	 μεταβλητές	 που	 είναι	
συνεχείς	ή/και	 κατηγορικές.	 Σε	 τέτοιες	περιπτώσεις	δεν	μπορούν	να	 χρησιμοποιηθούν	 τα	
κλασικά	μοντέλα	παλινδρόμησης	λόγω	της	φύσης	της	εξαρτημένης	μεταβλητής.	Το	μοντέλο	
της	 λογιστικής	παλινδρόμησης	όμως	 χρησιμοποιεί	 έναν	 λογαριθμικό	μετασχηματισμό	 για	
να	παρακάμψει	το	πρόβλημα	αυτό	και	μας	δίνει	τη	δυνατότητα	να	μοντελοποιήσουμε	μία	
μη	γραμμική	σχέση	με	έναν	γραμμικό	τρόπο.	Ο	μόνος	“πραγματικός”	περιορισμός	για	ένα	
τέτοιο	μοντέλο	είναι	ότι	η	εξαρτημένη	μεταβλητή	πρέπει	να	είναι	διακριτή.	
Ένα	 επίσης	 πολύ	 σημαντικό	 πλεονέκτημα	 του	 μοντέλου	 αυτού	 είναι	 η	 δυνατότητα	
ερμηνείας	των	τιμών	των	συντελεστών	 � 	κι	αυτός	είναι	ένας	ακόμα	λόγος	για	την	ευρεία	
χρήση	του	στο	χώρο	της	Στατιστικής.	
Ο	 πρώτος	 που	 χρησιμοποίησε	 αυτή	 την	 προσέγγιση	 για	 τη	 δημιουργία	 ενός	 μοντέλου	
πιστωτικού	κινδύνου	ήταν	ο	Wiginton	(1980).	

2.2				Θεωρητική	παρουσίαση	

Η	εξαρτημένη	μεταβλητή	� 	ενός	μοντέλου	λογιστικής	παλινδρόμησης	εκφράζει	τον	αριθμό	
“επιτυχιών”	 σε	 � 	 δοκιμές	 ενός	 πειράματος.	 Υπό	 την	 υπόθεση	 λοιπόν	 ότι	 η	 πιθανότητα	
“επιτυχίας”	 � 	σε	κάθε	δοκιμή	είναι	ίδια	και	ότι	οι	δοκιμές	είναι	ανεξάρτητες	μεταξύ	τους,	
για	 την	 εξαρτημένη	 μεταβλητή	 του	 μοντέλου	 ισχύει	 ότι	 � 	 με	 συνάρτηση	 μάζας	
πιθανότητας	

� .	

Η	μέση	τιμή	της	Y	είναι	� 	και	η	διασπορά	της	είναι	� .	

Τα	 δεδομένα	 καλούνται	 διωνυμικά	 ενώ,	 στην	 ειδική	 περίπτωση	 που	 � ,	 καλούνται	
δυαδικά.	

Όπως	 αναφέρθηκε	 και	 νωρίτερα,	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 ανήκει	 στα	
γενικευμένα	 γραμμικά	 μοντέλα.	 Στα	 μοντέλα	 αυτά	 όμως	 η	 κατανομή	 της	 εξαρτημένης	
μεταβλητής	 Y	 πρέπει	 να	 είναι	 μέλος	 της	 εκθετικής	 οικογένειας	 (exponenQal	 family)	 με	
συνάρτηση	πυκνότητας	πιθανότητας	για	συνεχείς	 � 	ή	συνάρτηση	μάζας	πιθανότητας	για	
διακριτές	� 	της	μορφής	

� 	

β!

Y
n

p
Y ~ b n, p( )

f y( ) = n
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ p

y 1− p( )n−y ,  y = 0,1,2,...,n

E Y( ) = np V Y( ) = np 1− p( )

n = 1

Y
Y

f y;θ ,ϕ( ) = exp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
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της	 οποίας	 το	 στήριγμα	 � ,	 το	 σύνολο	 δηλαδή	 των	 � 	 για	 τα	 οποία	 η	
συνάρτηση	 � 	 είναι	 θετική,	 να	 είναι	 ανεξάρτητο	 των	 παραμέτρων	 � 	 και	 � 	 και	 οι	
συναρτήσεις	 � 	 και	 � 	 είναι	 γνωστές.	 Η	 παράμετρος	 � 	 καλείται	 φυσική	 ή	
κανονική	 (natural	 ή	 canonical)	 και	 η	 παράμετρος	 � 	 καλείται	 παράμετρος	 κλίμακας	 ή	
μεταβλητότητας	 (scale	 ή	dispersion).	 Στην	 ειδική	 περίπτωση	που	 το	 � 	 θεωρηθεί	 γνωστό,	
τότε	 μιλάμε	 για	 τη	 γραμμική	 εκθετική	 οικογένεια.	 Επίσης,	 η	 συνάρτηση	 � 	 συχνά	
εκφράζεται	και	ως	� ,	με	� 	μία	σταθερά,	ή	απλά	ως	� 	(Οικονόμου	και	Καρώνη,	2010).	

Η	 μέση	 τιμή	 και	 η	 διασπορά	 μίας	 τυχαίας	 μεταβλητής	 μέλους	 της	 εκθετικής	 οικογένειας	
δίνονται	από	τις	σχέσεις	

i) � 	
ii) � 	

Απόδειξη:	Αφού	η	� 	είναι	μία	συνάρτηση	πυκνότητας	πιθανότητας,	ισχύει	ότι	

� .	

Παραγωγίζοντας	και	τα	δύο	μέλη	της	τελευταίας	σχέσης	ως	προς	� 	προκύπτει	ότι	

� 	

από	την	οποία	θα	έχουμε	τελικά	ότι	

� .	

Παρατηρούμε	ότι	 το	πρώτο	μέλος	 της	 τελευταίας	σχέσης	αποτελεί	 τον	ορισμό	 της	μέσης	
τιμής	της	τυχαίας	μεταβλητής	Y.	Συνεπώς,	

� .	

Το	 ολοκλήρωμα	 της	 τελευταίας	 σχέσης	 ισούται	 με	 την	 μονάδα	 ως	 ολοκλήρωμα	 μίας	
συνάρτησης	πυκνότητας	πιθανότητας.	Άρα,	� .	

Για	 τη	 διασπορά	 θα	 παραγωγίσουμε	 και	 τα	 δύο	 μέλη	 της	 αρχικής	 σχέσης	 δύο	φορές	ως	
προς	� 	και	θα	έχουμε	ότι	

� 	.	

S = y∈! :  f y( ) > 0{ } y
f y( ) θ ϕ
α ⋅( ),  b ⋅( ) c ⋅( ) θ

ϕ
ϕ

α ϕ( )
αϕ α ϕ

Ε y( ) = µ = b ' θ( )
V y( ) =α ϕ( )b '' θ( )

f y;θ ,ϕ( )

f y;θ ,ϕ( )
y∫ = exp

yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
dy = 1

y∫

θ

y − b ' θ( )
α ϕ( )y∫ exp

yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
dy = 0

yexp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
dy = b ' θ( )

y∫ exp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭y∫ dy

E Y( ) = b ' θ( ) exp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭y∫ dy

E Y( ) = b ' θ( )

θ

−
b '' θ( )
α ϕ( ) exp

yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭y∫ dy +

y − b ' θ( )( )2

α 2 ϕ( ) exp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭y∫ dy = 0
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Το	πρώτο	ολοκλήρωμα	της	τελευταίας	σχέσης	ισούται	με	την	μονάδα	ως	ολοκλήρωμα	μίας	

συνάρτησης	πυκνότητας	πιθανότητας	και	το	δεύτερο	ισούται	με	� 	αφού	

� 	

� 	

� 	

αντικαθιστώντας	 � 	και	 � ,	όπως	αποδείξαμε	

νωρίτερα.	

Άρα,	 � 	 με	 την	 συνάρτηση	 � 	 να	

καλείται	συνάρτηση	διασποράς	ή	συνάρτηση	μεταβλητότητας	(variance	funcQon).	

Για	την	Διωνυμική	κατανομή	λοιπόν	έχουμε	ότι	η	συνάρτηση	μάζας	πιθανότητάς	της	μπορεί	
να	γραφεί	ως	

� 	

� 	

� 	

από	την	οποία	προκύπτει	ότι,	σε	αντιστοιχία	με	την	γενική	έκφραση	της	συνάρτησης	μάζας	
πιθανότητας	μίας	τυχαίας	μεταβλητής	που	ανήκει	στην	εκθετική	οικογένεια,	

� .	

Συνεπώς,	 η	 Διωνυμική	 κατανομή	 ανήκει	 στην	 εκθετική	 οικογένεια.	 Από	 τα	 παραπάνω	
αποτελέσματα	προκύπτει	ότι	πράγματι	� 	και	� 	διότι		

� 	

V y( )
α 2 ϕ( )

y − b ' θ( )( )2
f y;θ ,ϕ( )dy = y2 f y;θ ,ϕ( )dy

y∫ − 2 yb ' θ( ) f y;θ ,ϕ( )dy
y∫ + b ' θ( )⎡⎣ ⎤⎦

2
f y;θ ,ϕ( )dy

y∫ =
y∫
= E Y 2( )− 2b ' θ( ) yf y;θ ,ϕ( )dy

y∫ + b ' θ( )⎡⎣ ⎤⎦
2

f y;θ ,ϕ( )dy
y∫ = E Y 2( )− 2b ' θ( )E Y( )+ b ' θ( )⎡⎣ ⎤⎦

2
=

= E Y 2( )− 2 E Y( )⎡⎣ ⎤⎦
2
+ E Y( )⎡⎣ ⎤⎦

2
= E Y 2( )− E Y( )⎡⎣ ⎤⎦

2
=V Y( )

f y;θ ,ϕ( ) = exp
yθ − b θ( )
α ϕ( ) + c y,ϕ( )⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

b ' θ( ) = E Y( )

−
b '' θ( )
α ϕ( ) +

V y( )
α 2 ϕ( ) = 0 ⇔V y( ) =α ϕ( )b '' θ( ) = α ϕ( )ν µ( ) ν µ( )

f y( ) = n
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ p

y 1− p( )n−y = exp ln n
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ p

y 1− p( )n−y
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= exp ln n

y
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+ y ln p( )+ n − y( )ln 1− p( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

= exp y ln p( )+ n ln 1− p( )− y ln 1− p( )+ ln n
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= exp y ln p( )− ln 1− p( )⎡⎣ ⎤⎦ + n ln 1− p( )+ ln n

y
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

= exp y ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ n ln 1− p( )+ ln n

y
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

θ = ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,  α ϕ( ) = 1,  b θ( ) = −n ln 1− p( ),  c y,ϕ( ) = ln n
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

E y( ) = np V y( ) = np 1− p( )

b θ( ) = −n ln 1− p( ) = n ln 1− p( )−1⎡⎣ ⎤⎦ = n ln 1
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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αλλά	γνωρίζουμε	ότι	� ,	οπότε	

� .	

Συνδυάζοντας	τα	δύο	παραπάνω	αποτελέσματα,	προκύπτει	ότι	

� .	

Παραγωγίζοντας	λοιπόν	την	σχέση	αυτή	θα	λάβουμε	τη	γνωστή	μέση	τιμή	της	διωνυμικής	
κατανομής	αφού	

� 	

διότι,	όπως	θα	δούμε	παρακάτω,	για	το	μοντέλο	αυτό	ισχύει	ότι	� .	

Για	να	προκύψει	και	η	έκφραση	της	διασποράς,	αφού	για	τη	διωνυμική	κατανομή	� ,	
το	μόνο	που	χρειάζεται	είναι	να	υπολογισθεί	και	η	δεύτερη	παράγωγος	της	� ,	ως	εξής:	

� 	

								� 	

Η	 � 	 εξαρτάται	 από	 κάποιες	 επεξηγηματικές	 μεταβλητές	 � 	 οι	 οποίες	 καλούνται	 ανε-
ξάρτητες	μεταβλητές	ή	συμμεταβλητές.	Γενικά,	η	εξάρτηση	αυτή	στα	γενικευμένα	γραμμικά	
μοντέλα	εισάγεται	θεωρώντας	ότι	οι	συμμεταβλητές	συνδέονται	γραμμικά,	σχηματίζοντας	
τη	γραμμική	προβλέπουσα	(linear	predictor)	 � ,	η	οποία	σχετίζεται	με	την	μέση	τιμή	
� 	της	κατανομής	μέσω	μίας	συνάρτησης	σύνδεσης	(link	funcQon)	� 	έτσι	ώστε		

� .	

Ουσιαστικά,	η	σχέση	μεταξύ	της	αναμενόμενης	τιμής	� 	και	της	γραμμικής	προβλέπουσας	

� 	είναι	μη	γραμμική	αλλά	“γραμμικοποιείται”	μέσω	αυτής	της	συνάρτησης	� .	Το	

� 	 αποκαλείται	 συχνά	 και	 το	 συστηματικό	 ή	 μη	 στοχαστικό	 (systemaéc	 ή	
nonstochasQc)	 μέρος	 του	 μοντέλου	 αφού	 θεωρούμε	 ότι	 οι	 συμμεταβλητές	 � 	 δεν	 είναι	
τυχαίες.	

θ = ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
1− p

= 1− p + p
1− p

= 1− p
1− p

+ p
1− p

= 1+ p
1− p

= 1+ exp ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= 1+ eθ

b θ( ) = n ln 1+ eθ( )

E y( ) = b ' θ( ) = n ln 1+ eθ( )⎡⎣ ⎤⎦
'
= n eθ

1+ eθ
= np

p = eθ

1+ eθ

α ϕ( ) = 1
b θ( )

V y( ) = b" θ( ) = n eθ

1+ eθ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

'

= n
eθ 1+ eθ( )− eθeθ

1+ eθ( )2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= n

eθ 1+ eθ − eθ( )
1+ eθ( )2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= n eθ

1+ eθ( )2 = n eθ

1+ eθ( )
1

1+ eθ
=

= np 1
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1

= np 1− p( )

Y x

ηx = x
'β

µ g ⋅( )

g µx( ) = x 'β =ηx

µx

ηx = x
'β g ⋅( )

ηx = x
'β

x
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Κάθε	 τέτοια	 συνάρτηση	 σύνδεσης	 για	 ένα	 γενικευμένο	 γραμμικό	 μοντέλο	 είναι	 � 	 και	
μπορεί	 να	 αντιστραφεί	 ως	 � ,	 πράγμα	 που	 παρουσιάζει	 το	 μοντέλο	
μέσω	μίας	έκφρασης	για	την	αναμενόμενη	τιμή	της	� .	
Πρέπει	να	σημειωθεί	βέβαια	ότι	η	συνάρτηση	σύνδεσης	είναι	συνήθως	πιο	περίπλοκη	από	
την	απλή	επιλογή	� .	

Στο	μοντέλο	 της	διωνυμικής	 κατανομής	 τώρα,	η	 εξάρτηση	 της	 � 	 από	 τις	 επεξηγηματικές	
μεταβλητές	� 	εισάγεται	μέσω	της	εξάρτησης	της	πιθανότητας	“επιτυχίας”	� 	από	τις	� .	Γι'	
αυτό	πρέπει	να	βρεθεί	μία	συνάρτηση	 � 	 της	πιθανότητας	“επιτυχίας”	 � 	κάθε	ομάδας	
παρατηρήσεων	 για	 τις	 οποίες	 οι	 συμμεταβλητές	 λαμβάνουν	 τις	 ίδιες	 τιμές	 που	 να	 την	
“συνδέει”	με	τις	επεξηγηματικές	μεταβλητές	(McCullagh	and	Nelder,	1989).	Πρέπει	λοιπόν	
να	βρεθεί	μία	συνάρτηση	σύνδεσης	τέτοια	ώστε	

� .	

Η	 � 	 όμως	 εκφράζει	 πιθανότητα,	 πράγμα	 που	 σημαίνει	 ότι	 πρέπει	 � .	 Για	 να	 ι-
κανοποιείται	 ο	 περιορισμός	 αυτός,	 μοντελοποιείται	 συχνά	 χρησιμοποιώντας	 μία	
σωρρευτική	κατανομή	πιθανότητας	

� 	

όπου	για	την	συνάρτηση	πυκνότητας	πιθανότητας	� ,	η	οποία	καλείται	κατανομή	ανοχής	

(tolerance	 distribuQon),	 ισχύει	 ότι	 � 	 και	 ότι	 � 	 (Dobson	 and	 Barnew,	
2008).	

Όπως	 προαναφέρθηκε,	 ο	 στόχος	 είναι	 να	 εντοπιστεί	 μία	 συνάρτηση	 της	 πιθανότητας	
“επιτυχίας”	έτσι	ώστε	να	εισαχθεί	στο	μοντέλο	η	εξάρτηση	της	Υ	από	τις	συμμεταβλητές	� .	
Για	 την	 πιο	 απλή	 περίπτωση	 του	 μοντέλου	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 λοιπόν,	 για	 το	
μοντέλο	με	μία	μόνο	ανεξάρτητη	μεταβλητή	δηλαδή,	η	κατανομή	ανοχής	είναι	η	

� 	

και	η	πιθανότητα	“επιτυχίας”	υπολογίζεται	να	είναι	

� .	

Από	τα	παραπάνω	προκύπτει	ότι	η	συνάρτηση	σύνδεσης	είναι	η	

� 	

και,	επεκτείνοντας,	στη	γενική	περίπτωση	το	μοντέλο	γράφεται	ως	

1−1
E yx( ) = µx = g

−1 x 'β( )
yx

ηx = x
'β

Y
x p x

g ⋅( ) pi

g pi( ) = xiTβ

pi pi ∈ 0,1[ ]

pi = f s( )ds
−∞

t

∫

f s( )
f s( ) ≥ 0 f s( )ds

−∞

+∞

∫ = 1

x

f s( ) = β1 exp β0 + β1s( )
1+ exp β0 + β1s( )⎡⎣ ⎤⎦

2

p = f s( )ds
−∞

x

∫ =
exp β0 + β1x( )

1+ exp β0 + β1x( )

ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= β0 + β1x
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� .	

Η	 παραπάνω	 συνάρτηση	 � είναι	 η	 κανονική	 συνάρτηση	 σύνδεσης	 (canonical	 link	
funcQon)	 της	 Διωνυμικής	 κατανομής	 και	 αποτελεί	 την	 συνήθη	 επιλογή,	 αφού	 για	 αυτήν	
ισχύει	ότι	 � .	Η	 χρήση	της	όμως	δεν	είναι	υποχρεωτική	και	 γι’	αυτό	υπάρχουν	και	
εναλλακτικές	 συναρτήσεις	 σύνδεσης	 που	 χρησιμοποιούνται	 για	 ειδικές	 περιπτώσεις.	 Σε	
αυτές	περιλαμβάνονται	οι:	

i) � 	(συνάρτηση	complementary	� )	

ii) � 	(συνάρτηση	� )	

Ένα	μη	αναμενόμενο	αποτέλεσμα	είναι	ότι,	ενώ	θεωρητικά	η	λογιστική	παλινδρόμηση	είναι	
ιδανική	για	σκοπούς	ταξινόμησης	για	μία	πιο	ευρεία	κατηγορία	κατανομών,	πολλές	φορές	η	
γραμμική	παλινδόμηση	παράγει	 τα	 ίδια	αποτελέσματα	για	την	μελέτη	του	 ίδιου	συνόλου	
δεδομένων.	Η	διαφορά	έγκειται	στο	γεγονός	ότι	η	γραμμική	παλινδρόμηση	προσπαθεί	να	
εκτιμήσει	 την	 πιθανότητα	 αθέτησης	 � 	 μέσω	 ενός	 γραμμικού	 συνδυασμού	 των	

συμμεταβλητών	 ενώ	 η	 λογιστική	 παλινδρόμηση	 προσπαθεί	 να	 εκτιμήσει	 την	 � 	

μέσω	ενός	γραμμικού	συνδυασμού	των	συμμεταβλητών.	Όπως	φαίνεται	άλλωστε	και	στο	

γράφημα	2.1	της	 � 	ως	προς	έναν	γραμμικό	μετασχηματισμό	της	 � ,	η	συνάρτηση	

� 	 συμπεριφέρεται	 σχεδόν	 σαν	 την	 � ,	 εκτός	 από	 τις	 περιπτώσεις	 που	 η	 � 	

τείνει	 στο	 0	 ή	 στο	 1.	 Αυτές	 είναι	 όμως	 και	 οι	 περιπτώσεις	 οι	 οποίες	 μπορούν	 να	
προβλεφθούν	εύκολα	(Thomas	et	al.,	2002).	
	

logit pi( ) = ln pi
1− pi

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= β0 + β1xi1 + ...+ bkxik = xi

Tβ ⇔ logit pi( ) = ln pi
1− pi

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= xi

Tβ

log it

g µ( ) = θ

g µx( ) = ln − ln 1− px( )⎡⎣ ⎤⎦ = x
'β log− log

g µx( ) = Φ−1 px( ) = x 'β probit

p

ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

p

ln p
1− p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

a + bp p
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Γράφημα 2.1: Σχέση της logit(p) με το γραμμικό μετασχηματισμό α+bp



2.3				Εκτίμηση	παραμέτρων	

Η	μόνη	δυσκολία	που	προκύπτει	κατά	την	προσαρμογή	ενός	μοντέλου	λογιστικής	παλινδρό-
μησης	σε	σχέση	με	την	προσαρμογή	ενός	μοντέλου	γραμμικής	παλινδρόμησης	είναι	ότι	δεν	
μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	η	μέθοδος	ελαχίστων	τετραγώνων.	Για	τον	λόγο	αυτό	η	προσαρ-
μογή	του	μοντέλου	στα	δεδομένα	γίνεται	με	την	μέθοδο	μέγιστης	πιθανοφάνειας	(Οικονό-
μου	και	Καρώνη,	2010).	Η	συνάρτηση	πιθανοφάνειας	 	για	τη	διωνυμική	κατανομή	δίδεται	
από	τον	τύπο	

� 	

και,	λογαριθμίζοντας,	λαμβάνουμε	την	

� 	

		� 	

διότι	
		

� 	

� .	

Η	συνάρτηση	 � 	είναι	συνάρτηση	των	αγνώστων	πιθανοτήτων	“επιτυχίας”	 � 	οι	οποίες	με	
την	 σειρά	 τους	 όμως	 συνδέονται	 με	 τις	 παραμέτρους	 � ,	 γι’	 αυτό	 και	 η	 � 	 είναι	 μία	
συνάρτηση	των	παραμέτρων	 � .	Παραγωγίζοντας	 την	 � 	ως	προς	κάθε	παράμετρο	 � 	 και	
μηδενίζοντας	κάθε	τέτοια	μερική	παράγωγο	έχουμε	ότι	

� .	

Το	παραπάνω	σύστημα	� 	μη	γραμμικών	εξισώσεων	επιλύεται	μόνο	με	επαναληπτικές	
μεθόδους	και	κατά	κύριο	λόγο	την	μέθοδο	Newton	-	Raphson,	και	η	λύση	του	μας	δίνει	τις	
τιμές	των	εκτιμητριών	� .	

2.4				Ερμηνεία	των	συντελεστών	

Ένα	 από	 τα	 βασικά	 πλεονεκτήματα	 του	 μοντέλου	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 είναι	 η	
δυνατότητα	ερμηνείας	των	τιμών	των	συντελεστών	� .	Αυτό	επιτυγχάνεται	μέσω	του	λόγου	
των	συμπληρωματικών	ή	σχετικών	πιθανοτήτων	(odds),	δηλαδή	του	
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� 	

όπου	 � .	 Από	 το	 odds	 προκύπτει	 ότι	 η	 σχετική	 πιθανότητα	 πραγματοποίησης	 του	

γεγονότος	 “επιτυχία”	 πολλαπλασιάζεται	 με	 την	 ποσότητα	 � 	 όταν	 η	 αντίστοιχη	 ανε-
ξάρτητη	 μεταβλητή	 � 	 αυξάνεται	 κατά	 μία	 μονάδα	 δεδομένου	 ότι	 οι	 υπόλοιπες	 συμ-
μεταβλητές	παραμένουν	σταθερές	(Οικονόμου	και	Καρώνη,	2010).	
Ανάλογα	με	το	πρόσημο	του	εκτιμημένου	συντελεστή	� ,	υπάρχουν	δύο	περιπτώσεις:	

• Αν	 � ,	 τότε	 το	odds	αυξάνεται	με	 την	αύξηση	 της	 τιμής	 της	μεταβλητής	
� .	

• Αν	 � ,	 τότε	 το	odds	μειώνεται	με	 την	αύξηση	 της	 τιμής	 της	μεταβλητής	
� .	

Οι	 παράμετροι	 της	 παλινδρόμησης	 μπορούν	 να	 εκφραστούν	 και	 μέσα	 από	 τον	 λόγο	 του	
λόγου	 των	 συμπληρωματικών	 πιθανοτήτων,	 δηλαδή	 μέσα	 από	 το	 λόγο	 των	 odds	 (odds	
raQo).	Ο	λόγος	των	odds	ενός	ατόμου	με	τιμές	συμμεταβλητών	 � 	σε	σχέση	με	ένα	άτομο	
με	τιμές	� 	των	ίδιων	συμμεταβλητών	προκύπτει	ως	

� .	

2.5				Ελεγχοσυναρτήσεις	

2.5.1				Ελεγχοσυνάρτηση	deviance	

Η	 ελεγχοσυνάρτηση	 deviance	 για	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 δίδεται	 από	
τον	τύπο	

� 	

και	χρησιμοποιείται	για	να	συγκριθούν	οι	παρατηρήσεις	 � 	με	τις	εκτιμημένες	 � .	Υπό	την	

υπόθεση	ότι	 το	μοντέλο	είναι	σωστό,	 � 	 ασυμπτωτικά	με	n	να	είναι	ο	αριθμός	

των	ομάδων	παρατηρήσεων	για	τις	οποίες	οι	συμμεταβλητές	λαμβάνουν	τις	ίδιες	τιμές	και	
� 	να	είναι	ο	αριθμός	των	παραμέτρων	στο	μοντέλο.	

Να	 σημειωθεί	 ότι	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 deviance	 δεν	 παρέχει	 πληροφορίες	 για	 την	
καταλληλότητα	 ενός	 μοντέλου	 στην	 περίπτωση	 των	 δυαδικών	 δεδομένων,	 όταν	 δηλαδή	
� ,	διότι	εξαρτάται	μόνο	από	τις	εκτιμημένες	τιμές	 � 	αφού	στην	περίπτωση	αυτή	
λαμβάνει	την	μορφή	
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� .	

Απόδειξη:	Στην	περίπτωση	των	δυαδικών	δεδομένων,	όταν	δηλαδή	� ,	η	συνάρτηση	
πιθανοφάνειας	δίδεται	από	τον	τύπο	

� 	

με	 � .	 Έτσι,	 η	 λογαριθμοποιημένη	 συνάρτηση	 πιθανοφάνειας	 δίδεται	
από	τον	τύπο	

� .	

Εκτιμώντας	 το	 κορεσμένο	 μοντέλο	 προκύπτει	 ότι	 � .	 Συνεπώς,	 οι	 όροι	 � 	 και	
� ,	που	εμφανίζονται	στην	 � ,	ισούνται	με	0	και	στην	περίπτωση	που	� 	
αλλά	και	στην	περίπτωση	που	 � .	Έτσι	προκύπτει	ότι	 � .	Άρα,	η	ελεγχοσυνάρτηση	
deviance	για	δυαδικές	παρατηρήσεις	δίδεται	από	τον	τύπο	

� .	

Γνωρίζουμε	ότι,	για	το	υπό	εξέταση	μοντέλο,	� 	κι	έχουμε	δείξει	

ότι	 � .	 Αντικαθιστώντας	 λοιπόν	 στην	 έκφραση	 της	 � 	

έχουμε	ότι	

� 	

		� 	

και,	παραγωγίζοντας	ως	προς	τις	παραμέτρους	� ,	έχουμε	ότι	

� 	

από	την	οποία	σχέση	προκύπτει	ότι	

� 	
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Επειδή	η	� 	είναι	η	εκτιμήτρια	μέγιστης	πιθανοφάνειας	της	� ,	η	παράγωγος	� 	στο	αρι-	

στερό	 μέλος	 της	 προηγούμενης	 σχέσης	 μηδενίζεται	 στο	 � .	 Άρα,	 οι	 προσαρμοσμένες	
πιθανότητες	� 	πρέπει	να	ικανοποιούν	τη	σχέση	

� .	

Αντικαθιστώντας	τώρα	την	έκφραση	για	το	� 	στην	έκφραση	για	την	συνάρτηση	

deviance	που	είχαμε	κατασκευάσει	νωρίτερα	προκύπτει	ότι	

� 	

η	οποία	παρατηρούμε	ότι	εξαρτάται	μόνο	από	τις	προσαρμοσμένες	τιμές	� 	και	όχι	άμεσα	
από	τις	παρατηρήσεις	 � .	Συνεπώς,	δεν	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	για	να	ελεγχθεί	η	καλή	
προσαρμογή	του	μοντέλου.	

2.5.2				Ελεγχοσυναρτήσεις	καλής	προσαρμογής	

• Pearson	

Για	 την	 μελέτη	 της	 καταλληλότητας	 του	 μοντέλου,	 εκτός	 από	 την	 ελεγχοσυνάρτηση	
deviance,	χρησιμοποιείται	και	αυτή	του	Pearson	που	δίδεται	από	τον	τύπο	

� .	

Υπό	 την	 υπόθεση	 ότι	 το	 μοντέλο	 είναι	 σωστό,	 � 	 ασυμπτωτικά	 με	 n	 να	 είναι	 ο	
αριθμός	των	ομάδων	παρατηρήσεων	για	τις	οποίες	οι	συμμεταβλητές	λαμβάνουν	τις	ίδιες	
τιμές	και	� 	να	είναι	ο	αριθμός	των	παραμέτρων	στο	μοντέλο.	

Οι	 ελεγχοσυναρτήσεις	 deviance	 και	 Pearson	 χρησιμοποιούνται	 για	 τον	 ίδιο	 έλεγχο	 και	
ακολουθούν	 την	 ίδια	 κατανομή.	Η	 ελεγχοσυνάρτηση	deviance	 όμως	 έχει	 το	 πλεονέκτημα	
ότι	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	για	τη	σύγκριση	μεταξύ	δύο	εμφολευμένων	μοντέλων	αφού	
από	 τη	 διαφορά	 της	 συνάρτησης	 αυτής	 μεταξύ	 των	 δύο	 μοντέλων	 αξιολογείται	 η	
σημαντικότητα	 των	 επιπρόσθετων	 όρων.	 Έχει	 παρατηρηθεί	 όμως	 ότι	 η	 συνάρτηση	 του	
Pearson	είναι	συχνά	καλύτερη	από	τη	deviance	διότι	δεν	επηρεάζεται	τόσο	από	πολύ	μικρές	
συχνότητες.	
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• Hosmer	-	Lemeshow	

Όπως	 προαναφέρθηκε,	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 deviance	 δεν	 είναι	 χρήσιμη	 στην	 περίπτωση	
των	δυαδικών	δεδομένων.	Το	ίδιο	ισχύει	και	για	αυτή	του	Pearson.	Σε	αυτήν	την	περίπτωση	
λοιπόν	 χρησιμοποιείται	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 των	 Hosmer	 και	 Lemeshow.	 Για	 τον	
υπολογισμό	 του	 ελέγχου	 αυτού	 οι	 παρατηρήσεις	 διατάσσονται	 σε	 αύξουσα	 σειρά	
σύμφωνα	με	την	τιμή	της	εκτιμημένης	πιθανότητας	� 	και	χωρίζονται	σε	ομάδες	του	ίδιου	
περίπου	αριθμού	παρατηρήσεων.	Στην	� -οστή	από	τις	συνολικά	g	τέτοιες	ομάδες	υπάρχουν	
� 	 παρατηρήσεις,	 ο	 αριθμός	 των	 “επιτυχιών”	 είναι	 � ,	 ο	 αριθμός	 των	 αναμενόμενων	

επιτυχιών	είναι	� 	και	η	μέση	πιθανότητα	επιτυχίας	είναι	� .	

Σημειώνεται	ότι	τα	� 	και	� 	κάθε	ομάδας	παρατηρήσεων	υπολογίζονται	αθροίζοντας	τα	� 	

και	� 	αντίστοιχα	για	� 	(Hosmer	et	al.,	2013).	

Με	βάση	τις	παραπάνω	ποσότητες,	η	ελεγχοσυνάρτηση	Hosmer	 -	 Lemeshow	δίδεται	από	
τον	τύπο	

� 	

Ισχύει	ότι	 � 	ασυμπτωτικά	αλλά	η	ελεγχοσυνάρτηση	αυτή	δε	χρησιμοποιείται	ιδι-
αίτερα	διότι	εξαρτάται	από	

i) το	χωρισμό	των	παρατηρήσεων	σε	ομάδες	και	
ii) τον	αριθμό	τους	σε	καθεμία	από	αυτές.	

2.6				Διαγνωστικές	μέθοδοι	

2.6.1				Υπόλοιπα	

2.6.1.1				Υπόλοιπα	Pearson	

Τα	υπόλοιπα	Pearson	και	τα	τυποποιημένα	υπόλοιπα	Pearson	δίδονται	από	τους	τύπους	

� 	

και	ισχύει	ότι	� 	με	� 	να	είναι	το	στατιστικό	ελέγχου	του	Pearson.	
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2.6.1.2				Υπόλοιπα	deviance	

Τα	υπόλοιπα	deviance	και	τα	τυποποιημένα	υπόλοιπα	deviance	δίδονται	από	τους	τύπους	

� 	

και	 ισχύει	 ότι	 � .	 Το	 � 	 μας	 βεβαιώνει	 ότι	 το	 � 	 θα	 έχει	 το	 ίδιο	

πρόσημο	με	το	� 	αφού	� .	

2.6.1.3				Υπόλοιπα	πιθανοφάνειας	

Τα	υπόλοιπα	πιθανοφάνειας	υπολογίζονται	εύκολα	μέσω	των	υπολοίπων	Pearson	και	των	
υπολοίπων	deviance	και	δίδονται	από	τον	τύπο	

� .	

Σημειώνεται	ότι	και	τα	υπόλοιπα	πιθανοφάνειας	παίρνουν	το	πρόσημο	� .	

Τα	υπόλοιπα	είναι	χρήσιμα	γιατί	μπορούμε	με	αυτά	να	κατασκευάσουμε	κάποια	διαγνωστι-
κά	γραφήματα	για	το	μοντέλο.	Τα	γραφήματα	των	τυποποιημένων	υπολοίπων	deviance	σε	
σχέση	με	τις	εκτιμώμενες	τιμές	και	με	βάση	τη	σειρά	των	δεδομένων	χρησιμεύουν	για	να	
ελεγχθεί	 η	 υπόθεση	 της	 ανεξαρτησίας	 των	 παρατηρήσεων	 και	 για	 να	 εντοπιστούν	
παρατηρήσεις	 που	 πιθανώς	 αποκλίνουν	 από	 τις	 υπόλοιπες.	 Η	 χρήση	 των	 υπολοίπων	
πιθανοφάνειας	θα	παρουσιαστεί	στη	συνέχεια.	

2.6.2				Επιρροή	

Μία	 επίσης	 χρήσιμη	 διαδικασία	που	ακολουθείται	 είναι	 η	 εξέταση	 για	 την	 επιρροή	 κάθε	
παρατήρησης	στην	προσαρμογή	του	μοντέλου.	Αυτό	γίνεται	γενικώς	σε	όλα	τα	γενικευμένα	
γραμμικά	μοντέλα.	
Τα	 υπόλοιπα	 πιθανοφάνειας	 που	 παρουσιάστηκαν	 νωρίτερα	 αποτελούν	 μέτρα	 που	
μπορούν	 να	 χρησιμοποιηθούν	 για	 τον	 σκοπό	αυτό.	 Γενικά	 όμως,	 η	 εξέταση	 των	 σημείων	
επιρροής	 στην	 εκτίμηση	 ενός	 μοντέλου	 μπορεί	 να	 πραγματοποιηθεί	 κατασκευάζοντας	
κάποια	 γραφήματα.	 Πιο	 συγκεκριμένα,	 κατασκευάζονται	 το	 διάγραμμα	 των	 υπολοίπων	
πιθανοφάνειας	ως	προς	τα	� 	αλλά	και	τα	γραφήματα	δείκτη	(index	plots)	των	υπολοίπων	
πιθανοφάνειας,	των	� 	και	των	αποστάσεων	Cook	(Cook’s	distance).	

2.6.2.1				Απόσταση	του	Cook	

Η	 απόσταση	 του	 Cook	 είναι	 ένα	 μέτρο	 που	 δείχνει	 κατά	 πόσο	 η	 αφαίρεση	 μίας	
συγκεκριμένης	παρατήρησης	θα	επηρεάσει	τις	εκτιμήσεις	των	παραμέτρων	ενός	μοντέλου	
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(Οικονόμου	 και	 Καρώνη,	 2010).	 Η	 στατιστική	 συνάρτηση	 του	 Cook	 που	 χρησιμοποιείται	
δίδεται	από	τον	τύπο	

� 	για	� 	

όπου	 με	 � 	 και	 � 	 συμβολίζονται	 οι	 εκτιμήσεις	 των	 συντελεστών	 του	 μοντέλου	 όταν	
παραλείπεται	από	την	ανάλυση	η	� -οστή	παρατήρηση	καθώς	και	όταν	χρησιμοποιείται	όλο	
το	δείγμα	αντίστοιχα.	Επίσης,	 � 	 είναι	ο	αριθμός	των	παραμέτρων	στο	μοντέλο	και	

� 	είναι	η	παρατηρούμενη	πληροφορία	κατά	Fisher	με	� .	

Αντί	για	τον	παραπάνω	περίπλοκο	τύπο	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	η	πιο	απλή	μορφή	 	για	
την	απόσταση	του	Cook	που	δίδεται	από	τη	σχέση	

� .	

Υπάρχει	επίσης	και	η	αποκαλούμενη	τροποποιημένη	στατιστική	συνάρτηση	του	Cook	που	
ορίζεται	ως	

� 	για	� ,	

η	 οποία	 και	 παρουσιάζει	 πλεονεκτήματα	 έναντι	 της	 κλασικής	 απόστασης	 Cook	 στον	
εντοπισμό	σημείων	αυξημένης	επιρροής.	

2.7				Κριτήρια	επιλογής	μοντέλου	λογιστικής	παλινδρόμησης	

2.7.1				Κριτήρια	AIC,	BIC	

Τα	κριτήρια	AIC	(Akaike,	1974)	και	BIC	για	το	μοντέλο	αυτό	δίδονται	από	τους	τύπους	

� 		

� 	

με	n	να	είναι	ο	αριθμός	των	ομάδων	παρατηρήσεων	για	τις	οποίες	οι	συμμεταβλητές	λαμ-
βάνουν	τις	ίδιες	τιμές	και	� 	να	είναι	ο	αριθμός	των	παραμέτρων	στο	μοντέλο.	

Το	καλύτερο	μοντέλο	λογιστικής	παλινδρόμησης	επιλέγεται	να	είναι	εκείνο	με	τις	μικρότε-
ρες	τιμές	των	δύο	παραπάνω	κριτηρίων.	
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2.7.2				Συντελεστές	συσχέτισης	

Όπως	 είναι	 γνωστό,	 οι	 συντελεστές	 � 	 για	 τα	 γενικευμένα	 γραμμικά	 μοντέλα	 δεν	
θεωρούνται	 ικανοποιητικά.	 Το	 ίδιο	 ισχύει	 και	 για	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλιν-
δρόμησης	αλλά,	παρ’	όλα	αυτά,	υπάρχουν	κάποια	τέτοια	μέτρα	που	χρησιμοποιούνται	για	
το	μοντέλο	αυτό.	Πιο	συγκεκριμένα:	

• Ψευδοσυντελεστής	

� 	

με	� 	να	είναι	το	πλήθος	όλων	των	δοκιμών	του	πειράματος.	

• Διορθωμένος	συντελεστής	του	Nagelkerke	

� 	

που	προτάθηκε	από	τον	Nagelkerke	(1991).	

Τα	δύο	αυτά	μέτρα	λαμβάνουν	συνήθως	χαμηλές	τιμές	για	το	μοντέλο	της	λογιστικής	πα-
λινδρόμησης,	 ιδίως	 στην	 περίπτωση	 των	 δυαδικών	 δεδομένων,	 ακόμα	 και	 όταν	 άλλοι	
δείκτες	 υποδεικνύουν	 την	 καλή	 προσαρμογή	 του	 μοντέλου.	 Αυτό	 συμβαίνει	 διότι	 η	 τιμή	
τους	 αυξάνεται	 καθώς	 προστίθενται	 περισσότερες	 παράμετροι	 στο	 μοντέλο	 αλλά	 και	
επειδή	 το	 μοντέλο	 προβλέπει	 μόνο	 την	 πιθανότητα	 “επιτυχίας”	 � 	 και	 όχι	 τις	
ατομικές	τιμές	 � 	ή	 � .	Άρα,	υπάρχει	ένα	τμήμα	της	συνολικής	μεταβλητότητας	που	
δεν	μπορεί	να	εξηγηθεί	και	γι’	αυτό	οι	δείκτες	αυτοί	λαμβάνουν	μικρές	τιμές.	

2.8				Πρόβλεψη	

Έστω	� 	η	εκτιμημένη	πιθανότητα	“επιτυχίας”	για	κάθε	μονάδα.	Ορίζουμε	τώρα	
ένα	κατώφλι	� 	και	διακρίνουμε	δύο	περιπτώσεις:	

• Αν	� ,	τότε	προβλέπουμε	ότι	� .	

• Αν	� ,	τότε	προβλέπουμε	ότι	� .	

Με	βάση	τα	παραπάνω	ορίζεται	λοιπόν	o	2.1	� 	πίνακας	συνάφειας.	
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Από	τον	πίνακα	αυτόν	ορίζονται	οι	ποσότητες:	

i) Ευαισθησία:	�  
 
Η	 ευαισθησία	 εκφράζει	 το	 true	 posiéve	 rate,	 το	 πόσο	 συχνά	 λέμε	 σωστά	 ότι	 είναι	
posiéve,	δηλαδή	ότι	� .  

ii) Ειδικότητα:	�  
 
Η	 ειδικότητα	 εκφράζει	 το	 true	 negaéve	 rate,	 το	 πόσο	 συχνά	 λέμε	 σωστά	 ότι	 είναι	
negaéve,	δηλαδή	ότι	� .  

Από	 τον	 ορισμό	 της	 ειδικότητας	 έχουμε	 ότι	 � .	

Αυτό	το	“συμπλήρωμα”	της	ειδικότητας	εκφράζει	το	false	posiéve	rate,	το	πόσο	συχνά	λέμε	
λανθασμένα	ότι	είναι	posiéve,	δηλαδή	ότι	� .	
 
Ένα	 μοντέλο	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 έχει	 υψηλή	 προβλεπτική	 ικανότητα	 όταν,	 για	
μικρές	τιμές	του	� ,	το	Sensiévity	λαμβάνει	μεγάλες	τιμές.	

Για	να	ελεγχθεί	λοιπόν	η	προβλεπτική	ικανότητα	ενός	μοντέλου	λογιστικής	παλινδρόμησης	
σχεδιάζουμε	 μία	 καμπύλη	 ROC	 (receiver	 operaQng	 characterisQc)	 (ROC	 curve).	 Μία	
ενδεικτική	τέτοια	καμπύλη	είναι	αυτή	που	παρουσιάζεται	στο	γράφημα	2.2.	

Στον	άξονα	x	έχουμε	το	 � 	και	στον	άξονα	y	έχουμε	το	Sensiévity.	Η	καμπύλη	
ROC	είναι	η	χρωματιστή	καμπύλη	και	η	διακεκομμένη	ευθεία	είναι	αυτή	για	την	οποία	ισχύ-
ει	 � 	και	χωρίζει	τη	γραφική	παράσταση	σε	δύο	ισεμβα-
δικά	χωρία.	Το	ιδανικό	για	ένα	μοντέλο	λογιστικής	παλινδρόμησης	είναι,	για	πολύ	μικρές	τι-
μές	του	� ,	το	Sensiévity	να	πλησιάζει	στο	1.	Όσο	πιο	κοντά	στο	1	είναι	λοιπόν	
η	τιμή	του	AUC	(area	under	the	curve),	τόσο	καλύτερη	είναι	και	η	προβλεπτική	ικανότητα	
του	μοντέλου.	Η	καμπύλη	ROC	δεν	μπορεί	να	βρεθεί	ποτέ	κάτω	από	την	ευθεία.	Συνεπώς,	
για	το	AUC	ισχύει	ότι	� 	αφού	το	εμβαδόν	κάτω	από	την	ευθεία	ισούται	πάντα	
με	0.5.	

Πραγματική	κατάσταση
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Πίνακας 2.1: 2x2 πίνακας συνάφειας
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Γράφημα 2.2: Παράδειγμα καμπύλης ROC



ΚΕΦΑΛΑΙΟ	3				ΑΝΑΛΥΣΗ	ΕΠΙΒΙΩΣΗΣ	

3.1				Εισαγωγή	

Σε	πολλές	εφαρμογές	του	πιστωτικού	κινδυνού	επιθυμούμε	να	εκτιμήσουμε	όχι	μόνο	εάν	
αλλά	 και	 πότε	 ένας	 δανειζόμενος	 θα	 αθετήσει	 την	 συμφωνία	 ενός	 δανείου.	 Στις	
περιπτώσεις	 αυτές	 είναι	 πολύ	 χρήσιμο	 το	 ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 παλινδρόμησης	 που	
προτάθηκε	από	τον	Cox	(1972).	Το	μοντέλο	αυτό	είναι	ένα	μοντέλο	αξιοπιστίας	και	συνήθως	
χρησιμοποιείται	 για	 την	 προσομοίωση	 της	 διάρκειας	 “ζωής”	 ατόμων	 σε	 διάφορες	
εφαρμογές	του	ιατρικού	κυρίως	τομέα.	Το	χαρακτηριστικό	που	το	κάνει	τόσο	χρήσιμο	είναι	
ότι	 μας	 επιτρέπει	 να	 μοντελοποιήσουμε	 δεδομένα	 τα	 οποία	 προέρχονται	 από	 έναν	
πληθυσμό	για	τον	οποίο	δεν	γνωρίζουμε	την	κατανομή	του.	Αυτό	είναι	πολύ	συνηθισμένο	
σε	πειράματα	που	αφορούν	 τον	άνθρωπο	αφού	 κάθε	πληθυσμός	 είναι	 διαφορετικός	 και	
δεν	 υπάρχουν	 μαθηματικές	 θεωρίες	 για	 να	 περιγράψουν	 την	 πορεία	 ενός	 ασθενή,	 για	
παράδειγμα.	Στις	βιοϊατρικές	επιστήμες	εξάλλου	είναι	πολύ	δύσκολο	να	εντοπιστούν	όλοι	
οι	παράγοντες	που	είναι	σημαντικοί	και	επηρεάζουν	τη	διάρκεια	“ζωής”	κάθε	ατόμου.	Γι’	
αυτό	 και	 σε	 όλες	αυτές	 τις	 περιπτώσεις	 χρησιμοποιείται	 το	 ημιπαραμετρικό	μοντέλο	 του	
Cox,	το	οποίο	δεν	κάνει	καμία	υπόθεση	για	την	κατανομή	του	πληθυσμού	του	πειράματος.	
Η	πολύ	μεγάλη	σημασία	του	μοντέλου	αυτού	στον	ιατρικό	τομέα	ήταν	αυτό	που	ανάγκασε	
πολλούς	ερευνητές	να	το	χρησιμοποιήσουν	και	για	την	μοντελοποίηση	χρηματοπιστωτικών	
δεδομένων	έτσι	ώστε	να	καταφέρουν	να	εκτιμήσουν	τη	χρονική	διάρκεια	κατά	την	οποία	ο	
δανειζόμενος	θα	έχει	την	αναμενόμενη	και	προσυμφωνημένη	συμπεριφορά	απέναντι	στον	
πιστωτή	του.	

3.2				Θεωρητική	παρουσίαση	

Όταν	 θέλουμε	 να	μοντελοποιήσουμε	 τη	 διάρκεια	 “ζωής”	 � 	 ενός	 πληθυσμού,	 μελετούμε	
ένα	δείγμα	ατόμων	του	πληθυσμού	αυτού	μέχρι	να	συμβεί	ένα	γεγονός	(θάνατος,	θραύση	
μηχανής	 κ.λπ.).	Η	μελέτη	αυτή	 γίνεται	 συνήθως	 για	 ένα	συγκεκριμένο	 χρονικό	διάστημα.	
Για	 κάθε	 μονάδα	 του	 δείγματος	 υπάρχουν	 δύο	 πιθανά	 ενδεχόμενα	 που	 μπορούν	 να	
συμβούν	μέσα	στο	διάστημα	αυτό,	δηλαδή	είτε	θα	πραγματοποιηθεί	το	γεγονός	είτε	όχι.	Αν	
το	 γεγονός	 πραγματοποιηθεί	 την	 χρονική	 στιγμή	 � ,	 τότε	 η	 διάρκεια	 ζωής	 της	 μονάδας	
αυτής	 είναι	 � .	 Αντιθέτως,	 αν	 το	 γεγονός	 δεν	 πραγματοποιηθεί	 εντός	 του	 χρόνου	
παρακολούθησης,	λέμε	ότι	η	παρατήρηση	αυτή	είναι	δεξιά	αποκομμένη	στη	χρονική	στιγμή	
� .	Η	 � -οστή	μονάδα	του	δείγματος	χαρακτηρίζεται	ως	αποκομμένη	ή	μη	με	βάση	την	
τιμή	της	μεταβλητής	 � 	η	οποία	λαμβάνει	την	τιμή	0	αν	η	παρατήρηση	είναι	αποκομμένη	
και	1	διαφορετικά.	Οι	χρόνοι	παρακολούθησης	των	μονάδων	του	δείγματος	είναι	πιθανόν	
να	 διαφέρουν	 μεταξύ	 τους	 αλλά	 το	 πιο	 συνηθισμένο	 είναι	 όλες	 οι	 μονάδες	 να	
παρακολουθούνται	 κατά	 το	 ίδιο	 χρονικό	 διάστημα,	 πράγμα	 που	 θα	 συμβεί	 και	 για	 την	
εφαρμογή	της	παρούσας	εργασίας.	

Η	 	 χρήση	 της	 θεωρίας	 που	 αναλύθηκε	 παραπάνω	 μπορεί	 να	 επεκταθεί	 και	 στην	 μελέτη	
δεδομένων	 του	 χρηματοπιστωτικού	 τομέα.	Ο	Narain	 (1992)	ήταν	 ένας	από	 τους	πρώτους	
που	πρότειναν	τη	χρήση	των	μοντέλων	επιβίωσης	στον	πιστωτικό	κίνδυνο.	Στις	εφαρμογές	
του	τομέα	αυτού	η	μελέτη	του	δείγματος	δεν	γίνεται	καθ’	όλο	το	διάστημα	έως	την	πλήρη	
αποπληρωμή	 του	 δανείου.	 Μη	 αποκομμένες	 θεωρούνται	 λοιπόν	 οι	 παρατηρήσεις	 των	
δανειζόμενων	που	αθετούν	τη	συμφωνία	εντός	του	χρόνου	παρακολούθησης,	αυτές	για	τις	
οποίες	δηλαδή	συμβαίνει	το	“γεγονός”.	Όλες	οι	υπόλοιπες	παρατηρήσεις	θεωρούνται	δεξιά	

T
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αποκομμένες.	 Αυτή	 η	 κατηγορία	 παρατηρήσεων	 περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 που	
αποπλήρωσαν	νωρίς	 την	οφειλή	 τους,	αυτούς	που	αποφάσισαν	να	μεταφέρουν	 το	 χρέος	
τους	 σε	 κάποιον	 άλλον	 πιστωτή	 αλλά	 και	 αυτούς	 που	 συνεχίζουν	 να	 αποπληρώνουν	
σύμφωνα	με	τα	συμφωνηθέντα	μέχρι	και	το	πέρας	του	χρόνου	παρακολούθησης.	

Η	μελέτη	χρηματοπιστωτικών	δεδομένων	με	τη	χρήση	ενός	μοντέλου	λογιστικής	παλινδρό-
μησης	κατατάσσει	έναν	πελάτη	ως	“κακό”	ρίσκο	(bad	risk)	μόνο	εάν	έχει	αθετήσει	το	δάνειό	
του	πριν	από	μία	προκαθορισμένη	χρονική	στιγμή.	Αν	αυτό	όμως	πραγματοποιηθεί	αμέσως	
μετά	τη	στιγμή	αυτή,	 το	μοντέλο	δεν	μπορεί	να	συμπεριλάβει	αυτό	το	στοιχείο	και	κατα-
τάσσει	 τον	πελάτη	αυτόν	ως	 ένα	 “καλό”	 ρίσκο	 (good	 risk)	 (Banasik	 et	 al.,	 2001).	 Αυτός	ο	
αυθαίρετος	διαχωρισμός	είναι	που	οδηγεί	σε	όχι	πολύ	αξιόπιστα	μοντέλα.	Γι’	αυτό	και	οι	
τεχνικές	 των	μοντέλων	 επιβίωσης	 είναι	 πολύ	 χρήσιμες,	 αφού	μπορούν	 να	 εκτιμήσουν	 το	
χρόνο	μετά	τον	οποίο	θα	πραγματοποιηθεί	η	αθέτηση.	

Η	 χρήση	 των	 μοντέλων	 επιβίωσης	 με	 σκοπό	 την	 απάντηση	 στην	 ερώτηση	 “πότε”	 έχει	
αρκετά	 πλεονεκτήματα	 σε	 σχέση	 με	 τη	 χρήση	 της	 παραδοσιακής	 τεχνικής	 της	 λογιστικής	
παλινδρόμησης	(Shumway,	2001).	Αυτά	είναι:	

i) Χειρίζονται	 εύκολα	 τα	αποκομμένα	δεδομένα,	όταν	δηλαδή	οι	πελάτες	σταματούν	 να	
είναι	δανειζόμενοι	για	οποιαδήποτε	αιτία	πριν	αθετήσουν	την	συμφωνία. 

ii) Αποφεύγουν	 την	 αστάθεια	 που	 προκαλείται	 εξαιτίας	 της	 επιλογής	 μίας	
προκαθορισμένης	 χρονικής	 διάρκειας	 μέσα	 στην	 οποία	 πρέπει	 να	 μετρηθεί	 η	
ικανοποιητική	απόδοση	των	πελατών.  

iii) Η	εκτίμηση	του	χρόνου	αθέτησης	είναι	ένα	σπουδαίο	βήμα	προς	τον	υπολογισμό	της	
αποδοτικότητας	ενός	αιτούντα.  

iv) Αυτές	οι	εκτιμήσεις	δίνουν	μία	πρόβλεψη	των	επιπέδων	αθέτησης	ως	μία	συνάρτηση	
του	χρόνου.	Αυτό	όμως	είναι	πολύ	χρήσιμο	στην	πρόβλεψη	του	χρέους. 

v) Αυτή	η	προσέγγιση	μπορεί	 να	διευκολύνει	 την	προσάρτηση	στο	σύστημα	εκτιμήσεων	
των	αλλαγών	στο	οικονομικό	κλίμα.	

Υπάρχουν	τρεις	διαφορετικές	προσεγγίσεις	για	την	περιγραφή	της	τυχαιότητας	μίας	τυχαίας	
μεταβλητής	� 	σε	μία	ανάλυση	επιβίωσης	(Collew,	2014):	

i) Μέσω	της	συνάρτησης	επιβίωσης	� .  

ii) Μέσω	της	συνάρτησης	πυκνότητας	πιθανότητας	(για	μία	συνεχή	τυχαία	μεταβλητή)	είτε	
της	συνάρτησης	μάζας	πιθανότητας	(για	μία	διακριτή	τυχαία	μεταβλητή)	� .  

iii) Μέσω	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	� .	

Οι	 δύο	 πιο	 συνηθισμένες	 κατανομές	 διάρκειας	 “ζωής”	 είναι	 η	 εκθετική	 κατανομή	 με	
� ,	 � 	 και	 � 	 και	 η	 κατανομή	Weibull	 για	 την	 οποία	 ισχύουν	 οι	

σχέσεις	� ,	� 	και	� .	
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Η	εκθετική	κατανομή	παρουσιάζει	 “απώλεια	μνήμης”	αφού	η	συνάρτηση	διακινδύνευσης	
είναι	σταθερή	και	ανεξάρτητη	του	χρόνου.	Εάν	τα	δεδομένα	περιγράφονται	καλύτερα	από	
την	κατανομή	Weibull,	τότε	η	αθέτηση	είναι	πιο	πιθανό	να	προκύψει	νωρίς	εάν	 � 	και	
αργά	εάν	� .	Στην	περίπτωση	που	� ,	η	κατανομή	Weibull	είναι	η	εκθετική	κατανομή	

θέτοντας	 � ,	 οπότε	 η	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 είναι	 και	 πάλι	 σταθερή	 και	

ανεξάρτητη	του	χρόνου.	
Η	πιο	συνηθισμένη	τακτική	στην	αντιμετώπιση	των	δεδομένων	διάρκειας	“ζωής”	είναι	να	
μοντελοποιούνται	μέσω	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	(hazard	funcQon)	που	εκφράζει	το	
στιγμιαίο	ρυθμό	διακοπής	(Καρώνη,	2009).	Για	να	ορίσουμε	αυτήν	την	συνάρτηση	πρέπει	
πρώτα	αναφερθούμε	στις	άλλες	συναρτήσεις	που	αναφέρθηκαν	νωρίτερα	και	είναι	εξίσου	
χρήσιμες.	
Ως	 συνάρτηση	 επιβίωσης	 (survival	 funcéon)	 � 	 της	
τυχαίας	μεταβλητής	� 	ορίζεται	η	πιθανότητα	ο	χρόνος	ζωής	να	ξεπεράσει	την	τιμή	� 	και	με	
� 	 συμβολίζεται	 η	 συνάρτηση	 κατανομής	 (distribuQon	 funcQon).	 Η	 συνάρτηση	
πυκνότητας	πιθανότητας	(probability	density	funcQon)	τώρα	υπολογίζεται	ως	

� .	

Η	συνάρτηση	διακινδύνευσης	ορίζεται	λοιπόν	ως	

� 	

από	όπου	παρατηρούμε	ότι	το	όριο	αποτελεί	τον	ορισμό	της	παραγώγου	της	συνάρτησης	
� 	στο	� .	Άρα,	τελικά	προκύπτει	ότι	

� .	

Μέσω	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	μπορούμε	να	ορίσουμε	την	σωρευτική	συνάρτηση	
διακινδύνευσης	ως	

� .	

Από	τους	παραπάνω	ορισμούς	προκύπτει	ότι	

� 	

								� .	

Στις	συνηθισμένες	τεχνικές	που	χρησιμοποιούνται	για	την	κατασκευή	μοντέλων	πιστωτικού	
κινδύνου	 θεωρείται	 ότι	 τα	 χαρακτηριστικά	 της	 αίτησης	 ενός	 πελάτη	 επιδρούν	 στην	
πιθανότητα	 αθέτησης	 του	 δανείου.	 Παρόμοια,	 στην	 προσέγγιση	 με	 	 τεχνικές	 ανάλυσης	
επιβίωσης	 είναι	 επιθυμητά	 μοντέλα	 που	 επιτρέπουν	 αυτά	 τα	 χαρακτηριστικά	 να	
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επηρεάζουν	την	πιθανότητα	του	πότε	ένας	πελάτης	θα	αθετήσει	το	δάνειο.	Υπάρχουν	δύο	
τέτοια	μοντέλα	που	συνδέουν	τις	επεξηγηματικές	μεταβλητές	με	τον	χρόνο	διακοπής	στην	
ανάλυση	επιβίωσης:	

i) τα	μοντέλα	αναλογικής	διακινδύνευσης	(proporQonal	hazards	models)  

ii) τα	μοντέλα	επιταχυνόμενης	διακοπής	(accelerated	life	models)	

Τα	 μοντέλα	 επιταχυνόμενης	 διακοπής	 υποθέτουν	 ότι	 συμμεταβλητές	 � 	 δρουν	 στη	
συνάρτηση	επιβίωσης	μέσω	της	σχέσης	

� 	

όπου	 � 	 μία	 συνάρτηση	 των	 συμμεταβλητών.	 Η	 συνήθης	 επιλογή	 είναι	 � 	 και	
έτσι	προκύπτει	ότι	

� 	

με	� 	να	είναι	η	βασική	συνάρτηση	επιβίωσης	του	πληθυσμού.	Η	μορφή	αυτή	της	συνάρτη-
σης	 επιβίωσης	 μας	 δείχνει	 ότι	 οι	 συμμεταβλητές	 � 	 μπορούν	 να	 επιταχύνουν,	 από	 όπου	
προκύπτει	και	ο	χαρακτηρισμός	ως	μοντέλα	επιταχυνόμενης	διακοπής,	ή	και	να	καθυστερή-
σουν	την	κλίμακα	του	χρόνου.	

Το	 μοντέλο	 του	 Cox,	 το	 οποίο	 και	 επιθυμούμε	 να	 αναλύσουμε	 εδώ,	 είναι	 ένα	 μοντέλο	
αναλογικής	 διακινδύνευσης,	 θεωρείται	 δηλαδή	 ότι	 οι	 συμμεταβλητές	 � 	 δρουν	 στη	
συνάρτηση	διακινδύνευσης	μέσω	της	σχέσης	

� 	

όπου	 � 	 είναι	μία	βασική	συνάρτηση	διακινδύνευσης	που	εκφράζει	 τη	διακινδύνευση	
όταν	όλες	οι	συμμεταβλητές	είναι	μηδενικές	(Padzera	et	al.,	2009)	και	 � 	ένα	διάνυσμα	 � 	
συντελεστών	 οι	 οποίοι	 εκφράζουν	 ποσοτικά	 την	 επίδραση	 κάθε	 συμμεταβλητής	 � 	 για	
� 	και	� .	Η	σωρευτική	συνάρτηση	διακινδύνευσης	θα	είναι	λοιπόν	

� 	

και,	συνεπώς,	η	συνάρτηση	επιβίωσης	θα	είναι	

� .	
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3.3				Εκτίμηση	παραμέτρων	

Για	να	εκτιμήσουμε	τις	παραμέτρους	 του	μοντέλου	θα	κάνουμε	αρχικά	μία	υπόθεση	που	
απλουστεύει	 το	 πρόβλημα,	 την	 οποία	 και	 θα	 αφαιρέσουμε	 στη	 συνέχεια	 αφού	 ο	
περιορισμός	 αυτός	 δεν	 είναι	 απαραίτητος.	 Θα	 θεωρήσουμε	 λοιπόν	 ότι	 σε	 κάθε	 χρονική	
στιγμή	που	διακόπτεται	η	λειτουργία	κάποιας	μονάδας	δεν	συμβαίνει	καμία	άλλη	διακοπή.	
Θα	 συμβολίζουμε	 λοιπόν	 ως	 � 	 την	 � -οστή	 διακοπή	 και	 όχι	 τη	 διακοπή	 της	 � -οστής	
μονάδας	 του	 δείγματος.	 Οι	 χρονικές	 στιγμές	 των	 διακοπών	 λοιπόν	 θα	 διατάσσονται	 σε	
αύξουσα	σειρά,	σύμφωνα	με	το	ποια	συνέβη	πριν	από	κάποια	άλλη,		ως	

� 	

με	 � 	να	είναι	ο	αριθμός	των	διακοπών	που	σημειώθηκαν	και	 � 	να	είναι	το	μέγεθος	
του	 δείγματος.	 Κατά	 τη	 χρονική	 στιγμή	 � 	 διακόπτεται	 η	 λειτουργία	 μίας	 μονάδας	 με	
συμμεταβλητές	 � .	Θα	συμβολίσουμε	με	 � 	 το	σύνολο	 των	μονάδων	που	βρίσκονται	σε	
κίνδυνο	αμέσως	πριν	από	 τη	 χρονική	στιγμή	 � .	Η	πιθανότητα	να	διακοπεί	η	λειτουργία	
μίας	 συγκεκριμένης	 μονάδας	 � ,	 δεδομένου	 ότι	 παύει	 να	 λειτουργεί	 μία	 οποιαδήποτε	
μονάδα	που	ανήκει	στο	� ,	θα	είναι	

� 	

που	είναι	ανεξάρτητη	της	 � .	Αυτό	είναι	και	το	χαρακτηριστικό	του	μοντέλου	που	μας	
επιτρέπει	 να	 μην	 υποθέτουμε	 κάποια	 συγκεκριμένη	 κατανομή	 για	 να	 περιγράψουμε	 τα	
δεδομένα	μας.	

Η	 παραπάνω	 σχέση	 προκύπτει	 επειδή	 η	 ποσότητα	 � 	 εκφράζει	 την	 στιγμιαία	
πιθανότητα	διακοπής.	Η	συνάρτηση	πιθανοφάνειας,	σύμφωνα	με	τα	παραπάνω,	θα	είναι	

� .	

Η	λογαριθμοποιημένη	συνάρτηση	πιθανοφάνειας	θα	είναι	

� .	

Η	 εκτιμήτρια	 μέγιστης	 πιθανοφάνειας	 � 	 της	 � 	 υπολογίζεται	 παραγωγίζοντας	 την	

λογαριθμοποιημένη	συνάρτηση	πιθανοφάνειας	ως	προς	κάθε	συντελεστή	� 	και	θέτοντας	
όλες	τις	μερικές	παραγώγους	ίσες	με	το	0.	Οι	πρώτες	μερικές	παράγωγοι	δίνονται	από	τον	
τύπο	
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� 	

και	το	σύστημα	εξισώσεων	

� 	

λύνεται	ως	προς	� 	με	αριθμητικές	μεθόδους	ώστε	να	προκύψει	η	εκτιμήτρια	� .	

Σημειώνεται	 ότι	 ο	 όρος	 � 	 δεν	 περιλαμβάνει	 κάποιον	 σταθερό	 όρο	 � 	 διότι	 αυτός	
περιέχεται	στη	βασική	συνάρτηση	διακινδύνευσης	� .	

Για	 να	 προκύψουν	 εκτιμήσεις	 των	 διασπορών	 των	 εκτιμητριών	 � 	 θα	 πρέπει	 να	
υπολογιστεί	 ο	αντίστροφος	 του	παρατηρούμενου	πίνακα	πληροφορίας,	 ο	 οποίος	 θα	 έχει	

για	� 	-	στοιχείο	την	δεύτερη	μερική	παράγωγο	� 	η	οποία	δίνεται	από	τον	τύπο	

� .	

Πρέπει	 να	 παρατηρηθεί	 ότι	 σε	 όλη	 την	 παραπάνω	 διαδικασία	 η	 βασική	 συνάρτηση	
διακινδύνευσης	� 	δεν	παίζει	κανέναν	ρόλο,	γι’	αυτό	και	χρησιμοποιείται	ο	όρος	“μερική	
πιθανοφάνεια”	(parQal	likelihood)	για	την	ανάλυση	αυτή	(Cox,	1975).	

3.3.1				Ισόπαλοι	χρόνοι	διακοπής	

Νωρίτερα	υποθέσαμε	ότι	 σε	 κάθε	 χρονική	στιγμή	 � 	 συμβαίνει	μόνο	μία	διακοπή.	Αυτό	
όμως	 δεν	 είναι	 απαραίτητο	 στην	 πραγματικότητα.	 Αν	 λοιπόν	 σε	 κάποια	 χρονική	 στιγμή	
συμβούν	 � 	διακοπές,	συνήθως	υποθέτουμε	ότι	η	μέτρηση	του	χρόνου	είναι	συνεχής.	
Αυτό	σημαίνει	ότι	με	μία	μέτρηση	μεγαλύτερης	ακρίβειας	οι	� 	διακοπές	θα	συνέβαιναν	σε	
διαφορετικές	χρονικές	στιγμές,	πράγμα	που	σημαίνει	ότι	υπάρχει	μία	συγκεκριμένη	σειρά	
μεταξύ	των	 � 	διακοπών.	Υπάρχουν	όμως	 � 	 τέτοιες	πιθανές	σειρές	και	δεν	γνωρίζουμε	
ποια	 από	 αυτές	 πράγματι	 συνέβη.	 Αυτό	 έχει	 ως	 συνέπεια,	 η	 συνάρτηση	 μερικής	
πιθανοφάνειας	να	πρέπει	να	τις	συμπεριλάβει	όλες	και	να	λάβει	την	μορφή	

� 	

∂ℓ
∂βr

= x jr
j=1

k

∑ −
xire

β 'xi

i∈Rj
∑

eβ
'xi

i∈Rj
∑

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

j=1

k

∑

∂ℓ
∂βr

= 0,  r = 1,…, p

β β!

β 'x β0

h0 t( )

β!
r

r, s( ) − ∂2ℓ
∂βr ∂βs

− ∂2ℓ
∂βr ∂βs

= xir xis −
xlse

β 'xl

l∈Rj
∑

eβ
'xl

l∈Rj
∑

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

eβ
'xi

eβ
'xl

l∈Rj
∑i∈Rj

∑
j=1

k

∑

h0 t( )

t j( )

dj >1
dj

d j d j !

eβ
'sj

eβ
'si

i∈Rj
∑j=1

k

∏

�33



με	 � ,	 � 	 το	 διάνυσμα	 συμμεταβλητών	 της	 μονάδας	 � ,	 η	 οποία	 διακόπτεται	 τη	

χρνική	στιγμή	� 	και	� 	(Banasik	et	al.,	1999).  
 
Ο	 τύπος	 αυτός	 όμως	 είναι	 περίπλοκος	 και	 δύσκολος	 στον	 υπολογισμό.	 Γι’	 αυτό	 κι	 έχουν	
προταθεί	πολλές	διορθώσεις.	Οι	πιο	συνηθισμένες	είναι	αυτές	του	Breslow,	του	Efron	και	
του	 Cox.	 Συνήθως	 προτιμάται	 αυτή	 του	 Breslow,	 σύμφωνα	 με	 την	 οποία	 η	 συνάρτηση	
μερικής	πιθανοφάνειας	λαμβάνει	την	μορφή	

� 	

με	 � ,	 � 	 το	 διάνυσμα	 συμμεταβλητών	 της	 μονάδας	 � ,	 η	 οποία	 διακόπτεται	 τη	

χρνική	 στιγμή	 � 	 και	 � 	 (Breslow,	 1974).	 Η	 προσέγγιση	αυτή	 θεωρείται	 ακριβής	

όταν	η	ποσότητα	� 	είναι	μικρή.	

Στην	περίπτωση	όμως	που	ο	λόγος	� 	δεν	είναι	μικρός,	χρησιμοποιείται	η	προσέγγιση	του	

Cox	 (1972)	 με	 την	 οποία	 παραδεχόμαστε	 ουσιαστικά	 ότι	 στην	 πράξη	 τα	 δεδομένα	
μετρήθηκαν	 σε	 διακριτή	 και	 όχι	 σε	 συνεχή	 κλίμακα.	 Σύμφωνα	 με	 την	 προσέγγιση	 αυτή,	
δεδομένου	ότι	τη	χρονική	στιγμή	 � 	συμβαίνουν	 � 	διακοπές,	η	πιθανότητα	να	προκύψει	

ένα	 οποιοδήποτε	 σύνολο	 � 	 αποτελούμενο	 από	 � 	 μονάδες	 είναι	 � .	 Όπως	 και	

στην	 προσέγγιση	 του	 Breslow,	 � ,	 � 	 το	 διάνυσμα	 συμμεταβλητών	 των	 μονάδων	

του	συνόλου	� .	Τότε,	η	υπό	συνθήκη	πιθανότητα	του	παρατηρούμενου	συνόλου	μονάδων	
� 	εκφράζεται	από	την	σχέση	

� .	

Σημειώνεται	ότι	ο	παρανομαστής	της	τελευταίας	ποσότητας	αποτελείται	από	το	άθροισμα	

όλων	των	� 	όρων,	όπου	� 	είναι	η	πληθικότητα	του	συνόλου	� ,	δηλαδή	ο	αριθμός	

μονάδων	σε	κίνδυνο	αμέσως	πριν	τη	χρονική	στιγμή	� .	

Μία	 εναλλακτική	προσέγγιση	 είναι	αυτή	 του	Efron,	 σύμφωνα	με	 την	οποία	η	συνάρτηση	
μερικής	πιθανοφάνειας	λαμβάνει	την	μορφή	
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� 	

με	 � ,	 � 	 το	 διάνυσμα	 συμμεταβλητών	 της	 μονάδας	 � ,	 η	 οποία	 διακόπτεται	 τη	

χρνική	στιγμή	� 	και	� 	(Efron,	1977	και	Stepanova	and	Thomas,	2002).	

3.4				Έλεγχοι	υποθέσεων	

Όταν	προσαρμόζεται	 ένα	μοντέλο	 του	Cox,	πολλές	φορές	θέλουμε	 να	 ελέγξουμε	 κάποιες	
υποθέσεις.	Η	πιο	συνηθισμένη	από	αυτές	είναι	η	υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	
Αν	 ο	 ισχυρισμός	 αυτός	 δεν	 ισχύει,	 τότε	 δεν	 έχει	 νόημα	 η	 προσαρμογή	 ενός	 τέτοιου	
μοντέλου	στα	δεδομένα.	

Για	να	γίνει	ο	έλεγχος	αυτός,	από	την	συνάρτηση	επιβίωσης	� 	έχουμε	ότι	

� 	

� 	

Η	τελευταία	σχέση	μας	υποδεικνύει	ότι	η	καμπύλη	 � 	είναι	παράλληλη	για	

οποιοδήποτε	� 	με	την	� 	ως	προς	το	χρόνο.	
Επομένως,	 για	 να	 ελέγξουμε	 την	 υπόθεση	 της	 αναλογικής	 διακινδύνευσης	 για	 κάποια	
συμμεταβλητή,	αρκεί	να	κάνουμε	το	γράφημα	της	ποσότητας	 � 	έναντι	του	
χρόνου	 � 	 ή	 κάποιας	 συνάρτησης	 αυτού	 που	 κάνει	 το	 γράφημα	 πιο	 ομαλό,	 όπως	 για	
παράδειγμα	 η	 � .	 Αν	 η	 συμμεταβλητή	 ικανοποιεί	 την	 υπόθεση	 της	 αναλογικής	
διακινδύνευσης,	τότε	οι	ευθείες	που	σχηματίζονται	θα	πρέπει	να	είναι	παράλληλες	μεταξύ	
τους.	

Μία	άλλη	υπόθεση	που	ελέγχεται	πολύ	συχνά	όταν	προσαρμόζονται	τέτοια	μοντέλα	είναι	η	
� 	 	με	την	οποία	ελέγχουμε	αν	η	διάρκεια	ζωής	εξαρτάται	ή	όχι	από	
την	συμμεταβλητή	� .	Τέτοιου	είδους	έλεγχοι	μπορούν	να	γίνουν	με	έναν	έλεγχο	του	λόγου	
πιθανοφανειών.	 Για	 να	 πραγματοποιηθεί	 αυτό,	 προσαρμόζουμε	 το	 μοντέλο	 με	 και	 χωρίς	
την	συμμεταβλητή	 � ,	αφού	η	αφαίρεσή	της	ισοδυναμεί	με	την	επιβολή	του	περιορισμού	
� .	Από	την	προσαρμογή	του	κάθε	μοντέλου	λαμβάνεται	η	μεγιστοποιημένη	τιμή	της	
λογαριθμοποιημένης	συνάρτησης	μερικής	πιθανοφάνειας,	δηλαδή	 � 	και	 � 	με	και	χωρίς	

την	 � 	αντίστοιχα.	Με	βάση	τις	ποσότητες	αυτές,	υπολογίζεται	η	τιμή	της	 � 	 την	

οποία	και	συγκρίνουμε	με	την	� 	κατανομή.	

Για	να	επιλέξουμε	το	καταλληλότερο	μοντέλο	πολύ	χρήσιμα	είναι	επίσης	τα	κριτήρια	 � 	
και	� ,	όπως	και	στο	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης.	
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3.5				Επεκτάσεις	του	μοντέλου	

3.5.1				Στρωματοποιημένη	ανάλυση	

Η	 στρωματοποιημένη	 ανάλυση	 του	 μοντέλου	 του	 Cox	 (straQfied	 Cox	 model)	
χρησιμοποιείται	 όταν	 υποθέτουμε	 ότι	 οι	 συναρτήσεις	 διακινδύνευσης	 μεταξύ	 δύο	 ή	
περισσότερων	κατηγοριών	μίας	συμμεταβλητής	δεν	βρίσκονται	σε	αναλογία	μεταξύ	τους.	
Στην	 περίπτωση	 αυτή	 η	 συνάρτηση	 δαικινδύνευσης	 έχει	 διαφορετική	 μορφή	 για	 κάθε	
“στρώμα”	 της	 κατηγορικής	 μεταβλητής	 και	 λαμβάνει	 την	 παρακάτω	 μορφή	 με	 � 	 να	
είναι	 η	 βασική	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 για	 το	 m-οστό	 στρώμα	 της	 κατηγορικής	
μεταβλητής	και	� :	

� 	

Σύμφωνα	 με	 το	 μοντέλο,	 οι	 βασικές	 συναρτήσεις	 διακινδύνευσης	 των	 στρωμάτων	 της	
συμμεταβλητής	 αυτής	 δεν	 βρίσκονται	 σε	 αναλογία	 μεταξύ	 τους	 αλλά	 η	 υπόθεση	 της	
αναλογικής	 διακινδύνευσης	 εξακολουθεί	 να	 ισχύει	 για	 όλες	 τις	 άλλες	 συμμεταβλητές	
(Καρώνη,	 2009).	 Οι	 συντελεστές	 � 	 των	 υπόλοιπων	 συμμεταβλητών	 είναι	 ίδιοι	 σε	 κάθε	
στρώμα	αλλά	αυτό	δεν	συμβαίνει	για	την	συμμεταβλητή	που	δεν	ικανοποιεί	την	υπόθεση	
της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	
Για	 την	 συμμεταβλητή	 αυτή	 η	 εκτίμηση	 των	 παραμέτρων	 γίνεται	 με	 τρόπο	 παρόμοιο	 με	
αυτόν	που	χρησιμοποιείται	και	για	τις	υπόλοιπες	αλλά	τα	αποτελέσματα	θα	διαφέρουν	για	
κάθε	 στρώμα	 � .	 Πιο	 συγκεκριμένα,	 για	 κάθε	 στρώμα	 ο	 λογάριθμος	 της	 συνάρτησης	
μερικής	πιθανοφάνειας	δίδεται	ως	

� 	

όπως	και	στη	γενική	περίπτωση	και	το	μόνο	που	απαιτείται	είναι	να	προτεθεί	ο	δείκτης	 � 	
στα	 σύμβολα	 � ,	 � 	 και	 � 	 ώστε	 να	 υποδειχθεί	 ότι	 μόνο	 τα	 δεδομένα	 που	 αφορούν	 το	
στρώμα	� 	συμμετέχουν	στον	υπολογισμό	της	� .	
Συνολικά	 λοιπόν,	 για	 όλα	 τα	 στρώματα	 � ,	 η	 λογαριθμοποιημένη	 συνάρτηση	
μερικής	πιθανοφάνειας	δίδεται	από	τον	τύπο	

� .	

Η	υπόθεση	μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	ως	μία	εναλλακτική	 τεχνική	 για	 να	γίνει	ο	 έλεγχος	
της	υπόθεσης	της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	
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3.5.2				Συμμεταβλητές	εξαρτημένες	από	το	χρόνο	

Η	 τιμή	 μίας	 συμμεταβλητής	 μίας	 μονάδας	 ή	 ατόμου	 ενδέχεται	 να	 μεταβάλλεται	 με	 το	
πέρασμα	 του	 χρόνου.	 Τέτοιες	 μεταβλητές	 είναι	 για	 παράδειγμα	 η	 ηλικία	 ενός	 ατόμου,	 η	
δόση	 ενός	 δανείου,	 κατάσταση	 της	 οικονομίας	 της	 χώρας	 κ.ά.	 Οι	 μεταβλητές	 αυτές	
καλούνται	εξωτερικές	 (external)	διότι	ελέγχονται	από	τον	πειραματιστή,	όπως	η	δόση	του	
δανείου,	ή	αλλάζουν	με	τρόπο	που	μπορεί	να	προβλεφθεί,	όπως	η	ηλικία,	ή	είναι	κοινές	για	
όλες	τις	μονάδες	του	δείγματος,	όπως	η	κατάσταση	της	οικονομίας	της	χώρας.	Αντίστοιχα,	
υπάρχουν	 και	 οι	 εσωτερικές	 (internal)	 μεταβλητές	 που	 λαμβάνουν	 τιμές	 ανάλογα	 με	 την	
πορεία	 της	 μονάδας	 του	 δείγματος,	 όπως	 για	 παράδειγμα	 η	 μόλυνση	 από	 ραδιενέργεια	
ενός	 εργαζόμενου	 σε	 πυρηνικό	 εργοστάσιο	 για	 την	 οποία	 η	 τιμή	 της	 αντίστοιχης	
ψευδομεταβλητής	αλλάζει	από	0	έως	1	ανάλογο	με	το	επίπεδο	μόλυνσης	του	ατόμου. 
Οι	συμμεταβλητές	αυτές	συμπεριλαμβάνονται	πολύ	εύκολα	στο	μοντέλο	του	Cox.	Το	μόνο	
που	 πρέπει	 να	 γίνει	 είναι	 να	 αντικατασταθεί	 κάθε	 � 	 στη	 βασική	 συνάρτηση	 μερικής	

πιθανοφάνειας	 με	 την	 έκφραση	 � .	 Συνεπώς,	 η	 λογαριθμοποιημένη	 συνάρτηση	
μερικής	πιθανοφάνειας	θα	είναι	η	

� .	

Αυτό	βέβαια	σημαίνει	ότι,	σε	κάθε	χρονική	στιγμή	 � 	που	συμβαίνουν	κάποιες	διακοπές,	
θα	πρέπει	 να	 είναι	 διαθέσιμες	 οι	 τιμές	 των	 συμμεταβλητών.	 Αυτό	 όμως	 δεν	 είναι	 πάντα	
εφικτό	αφού	στις	περισσότερες	μελέτες	οι	μετρήσεις	λαμβάνονται	κατά	διαστήματα,	οπότε	
οι	τιμές	των	συμμεταβλητών	για	τις	ενδιάμεσες	χρονικές	στιγμές	 � 	δεν	είναι	διαθέσιμες.	
Μία	συνηθισμένη	τεχνική	αντιμετώπισης	στις	περιπτώσεις	αυτές	είναι	να	χρησιμοποιείται	
η	τελευταία	μέτρηση	πριν	τη	διακοπή.	

3.6				Υπόλοιπα	

Τα	 υπόλοιπα	 που	 είναι	 χρήσιμα	 για	 την	 μελέτη	 του	 ημιπαραμετρικού	 μοντέλου	 του	 Cox	
καλούνται	υπόλοιπα	Schoenfeld	ή	μερικά	υπόλοιπα	(parQal	residuals).	Για	τον	υπολογισμό	
τους	χρειάζεται	να	αναπτυχθούν	πρώτα	οι	παρακάτω	ποσότητες.	
Όπως	προαναφέρθηκε,	η	πιθανότητα	διακοπής	της	λειτουργίας	της	μονάδας	 � 	τη	χρονική	
στιγμή	 � ,	 δεδομένου	ότι	πραγματοποιείται	μία	διακοπή	 την	στιγμή	αυτή	και	 το	σύνολο	
� 	να	είναι	το	σύνολο	των	μονάδων	που	βρίσκονται	σε	κίνδυνο	πριν	από	την	� ,	είναι	

� .	

Αφού	όμως	δεν	γνωρίζουμε	ποια	μονάδα	του	συνόλου	� 	διακόπτεται	πρόκειται	να	
διακοπεί	τη	χρονική	στιγμή	� ,	η	τιμή	των	συμμεταβλητών	� 	της	μονάδας	αυτής	είναι	μία	
τυχαία	μεταβλητή	με	μέση	τιμή	
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� .	

Ως	υπόλοιπο	ορίζεται	η	απόκλιση	της	παρατήρησης	από	την	αναμενόμενη	τιμή,	δηλαδή	

� 	

και,	αντικαθιστώντας	τα	� 	με	τα	� ,	προκύπτουν	τα	επιθυμητά	υπόλοιπα	Schoenfeld	(1982)	
ως	

� .	

Παρατηρούμε	 ότι	 τα	 υπόλοιπα	 Schoenfeld	 δεν	 προσδιορίζονται	 από	 τις	 τιμές	 της	
εξαρτημένης	 μεταβλητής	 αλλά	 από	 αυτές	 των	 συμμεταβλητών	 � .	 Επίσης,	 τα	 υπόλοιπα	
Schoenfeld	 υπολογίζονται	 στους	 χρόνους	 διακοπής	 και	 όχι	 στις	 αποκομμένες	
παρατηρήσεις.	 Οι	 παρατηρήσεις	 όμως	 αυτές	 προφανώς	 και	 λαμβάνονται	 υπόψη	 στους	
υπολογισμούς.	 Κάθε	 τέτοιο	 υπόλοιπο	 είναι	 ένα	 διάνυσμα	 διότι	 κάθε	 μη	 αποκομμένη	
παρατήρηση	έχει	ίσο	αριθμό	υπολοίπων	με	τον	αριθμό	των	συμμεταβλητών.	
Μία	διαφορετική	μορφή	αυτών	των	πολοίπων	είναι	η	σταθμισμένη	εκδοχή	των	υπολοίπων	
Schoenfeld,	η	οποία	θεωρείται	πιο	ισχυρή	στον	εντοπισμό	προβλημάτων	στο	μοντέλο	του	
Cox.	Αυτή	η	εκδοχή	δίνεται	από	τον	τύπο	

� 	

με	� 	να	είναι	ο	εκτιμημένος	πίνακας	διασποράς	των	� .	

Ο	 παραπάνω	 τύπος	 περιλαμβάνει	 αρκετά	 περίπλοκους	 υπολογισμούς	 και	 γι’	 αυτό	
χρησιμοποιείται	η	προσέγγιση	

� 	

με	 � 	 να	 είναι	 το	 πλήθος	 των	 μη	 αποκομμένων	 παρατηρήσεων	 και	 � 	 να	 είναι	 ο	

εκτιμημένος	πίνακας	διασποράς	των	 � .	Με	την	προσέγγιση	αυτή	απλοιποιούνται	πολύ	οι	
υπολογισμοί	 που	 πρέπει	 να	 γίνουν.	 Για	 αυτόν	 τον	 λόγο,	 τελικά	 χρησιμοποιούνται	 τα	
κλιμακοποιημένα	 (scaled)	 υπόλοιπα	 Schoenfeld	 που,	 σύμφωνα	 με	 τους	 Grambsch	 and	
Therneau	(1994),	δίνονται	από	τον	τύπο	

� .	

Το	μοντέλο	του	Cox	προϋποθέτει	ότι	 � .	Αυτός	ο	περιορισμός	υποδεικνύει	 την	
υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	Οι	Grambsch	and	Therneau	(1994)	απέδειξαν	ότι	
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� 	

όπου	� 	ειναι	ο	συντελεστής	της	� -οστής	μεταβλητής	τη	χρονική	στιγμή	� .	

Για	 να	 γίνει	 αποδεκτή	 λοιπόν	 η	 υπόθεση	 της	 αναλογικής	 διακινδύνευσης,	 δηλαδή	 η	
υπόθεση	� ,	θα	πρέπει	η	γραφική	παράσταση	

� 	ως	προς	� 	

να	δείχνει	μία	οριζόντια	γραμμή	(Caroni,	2017).  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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	4				ΔΕΔΟΜΕΝΑ	

4.1				Παρουσίαση	

Με	 τα	 δεδομένα	 μας	 έχουμε	 σκοπό	 να	 εκτιμήσουμε	 την	 πιθανότητα	 αθέτησης	 της	
συμφωνίας	 ενός	 δανείου	 αλλά	 και	 τον	 χρόνο	 ύστερα	 από	 τον	 οποίο	 θα	 συμβεί	 αυτό.	
Χρησιμοποιήθηκε	ένα	δείγμα	526	δανειζόμενων	χρησιμοποιώντας	τα	χαρακτηριστικά	που	
δήλωσαν	κατά	την	συμπλήρωση	της	αίτησης	για	δανειοδότηση.	Η	μελέτη	αυτή	έγινε	με	δύο	
τρόπους:	με	το	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης	και	με	το	ημιπαραμετρικό	μοντέλο	
αναλογικής	 διακινδύνευσης	 του	 Cox.	 Οι	 εκτιμήσεις	 έγιναν	 χρησιμοποιώντας	 τέσσερις	
επεξηγηματικές	 κατηγορικές	 μεταβλητές.	 Αυτές	 είναι	 η	 φερεγγυότητα	 (solvency)	 του	
πελάτη,	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 του	 (property)	 με	 τον	 συνολικό	 δανεισμό,	 το	 ιστορικό	
(history)	του	πελάτη	και	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	(employment).	

Η	μεταβλητή	solvency	χωρίζεται	σε	τρεις	κατηγορίες.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	 την	τιμή	
“2”	 περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 με	 ανάκληση	 συγκατάθεσης	 δεδομένων	 συστήματος	
συγκέντρωσης	κινδύνων.	Αντίστοιχα,	η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“3”	περιλαμβάνει	
τους	πελάτες	με	τακτοποιημένα	δυσμενή	στοιχεία	άνω	των	1500€	και	τέλος,	η	κατηγορία	
που	λαμβάνει	την	τιμή	“4”	περιλαμβάνει	τους	πελάτες	με	τακτοποιημένα	δυσμενή	στοιχεία	
κάτω	των	1500€.	

Η	μεταβλητή	property	χωρίζεται	σε	τρεις	κατηγορίες.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	
“1”	 περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 για	 τους	 οποίους	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 τους	 με	 τον	
συνολικό	δανεισμό	είναι	έως	και	100%.	Αντίστοιχα,	η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“2”	
περιλαμβάνει	τους	πελάτες	για	τους	οποίους	η	σχέση	της	περιουσίας	τους	με	τον	συνολικό	
δανεισμό	 είναι	 από	 100%	 έως	 και	 300%	 και	 η	 κατηγορία	 που	 λαμβάνει	 την	 τιμή	 “3”	
περιλαμβάνει	τους	πελάτες	για	τους	οποίους	η	σχέση	της	περιουσίας	τους	με	τον	συνολικό	
δανεισμό	είναι	άνω	του	300%.	

Η	μεταβλητή	history	χωρίζεται	σε	πέντε	κατηγορίες.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“1”	
περιλαμβάνει	τους	πελάτες	για	τους	οποίους	δεν	υπάρχει	κανένα	δάνειο	στο	παρελθόν.	Η	
κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“2”	περιλαμβάνει	τους	πελάτες	για	τους	οποίους	για	το	
υπάρχον	 δάνειο	 δεν	 υπάρχουν	 προβλήματα	 εξυπηρέτησης	 ή	 υπάρχει	 μία	 μη	
επαναλαμβανόμενη	 αποπληρωμένη	 καθυστέρηση	 εντός	 δύο	 μηνών.	 Η	 κατηγορία	 που	
λαμβάνει	 την	 τιμή	 “3”	 περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 για	 τους	 οποίους	 ένα	 προηγούμενο	
δάνειο	 είναι	 κανονικά	 αποπληρωμένο	 ή	 υπάρχει	 μία	 μη	 επαναλαμβανόμενη	
αποπληρωμένη	 καθυστέρηση	 εντός	 δύο	 μηνών.	 Η	 κατηγορία	 που	 λαμβάνει	 την	 τιμή	 “4”	
περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 για	 τους	 οποίους	 για	 το	 υπάρχον	 δάνειο	 υπάρχει	 μία	
καθυστέρηση	από	έναν	μέχρι	τρεις	μήνες	από	την	λήξη	του.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	
τιμή	 “5”	 περιλαμβάνει	 τους	 πελάτες	 για	 τους	 οποίους	 υπάρχουν	 εξοφλημένες	
καθυστερήσεις	πέραν	των	τριών	μηνών	από	την	λήξη	τους.	

Τέλος,	η	μεταβλητή	employment	 χωρίζεται	σε	 έξι	 κατηγορίες.	Η	 κατηγορία	που	λαμβάνει	
την	τιμή	“1”	περιλαμβάνει	τους	πελάτες	οι	οποίοι	είναι	άνεργοι	ή	έχουν	κάποια	εποχιακή	
απασχόληση.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“2”	περιλαμβάνει	τους	πελάτες	οι	οποίοι	
είναι	εισοδηματίες.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“3”	περιλαμβάνει	τους	ιδιωτικούς	
υπαλλήλους	και	τους	συνταξιούχους	του	 ιδιωτικού	τομέα.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	
τιμή	 “4”	 περιλαμβάνει	 τους	 δημόσιους	 υπαλλήλους,	 τους	 υπαλλήλους	 ΔΕΚΟ	 και	 τους	
συνταξιούχους	του	Δημοσίου.	Η	κατηγορία	που	λαμβάνει	την	τιμή	“5”	περιλαμβάνει	τους	
ελεύθερους	επαγγελματίες	και	τους	επιστήμονες,	όπως	γιατρούς,	δικηγόρους,	μηχανικούς	
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κ.λπ.	 Η	 κατηγορία	 που	 λαμβάνει	 την	 τιμή	 “6”	 περιλαμβάνει	 τους	 λοιπούς	 ελεύθερους	
επαγγελματίες,	όπως	υδραυλικούς,	ηλεκτρολόγους	κ.λπ.	

Οι	526	παρατηρήσεις	χωρίστηκαν	σε	δύο	ομάδες:	το	training	set	και	το	test	set.	Το	πρώτο	
set	 χρησιμοποιήθηκε	 για	 την	 προσαρμογή	 των	 μοντέλων	 και	 το	 δεύτερο	 για	 να	
αξιολογήσουμε	την	προβλεπτική	τους	ικανότητα.	

Σκοπός	μας	ήταν	το	test	set	να	αποτελεί	περίπου	το	� 	των	συνολικών	παρατηρήσεων,	να	
έχει	δηλαδή	περίπου	μέγεθος	100	παρατηρήσεων.	Για	να	γίνει	ο	χωρισμός	αυτός	πάρθηκε	
ένα	 τυχαίο	 δείγμα	 της	 ομοιόμορφης	 κατανομής	 μεγέθους	 526	 παρατηρήσεων	 στο	
διάστημα	� .	Εάν	η	τιμή	της	� -οστής	παρατήρησης	αυτού	του	δείγματος	ήταν	μικρότερη	
του	 0.2,	 τότε	 αποφασίστηκε	 η	 � -οστή	 παρατήρηση	 να	 ανήκει	 στο	 test	 set	 και	 όλες	 οι	
υπόλοιπες	να	ανήκουν	στο	training	set.	

Η	 κατασκευή	 των	 μοντέλων	 πιστωτικού	 κινδύνου	 με	 την	 μέθοδο	 της	 λογιστικής	
παλινδρόμησης	 αλλά	 και	 με	 το	 ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 του	 Cox	 έγινε	 με	 χρήση	 του	
στατιστικού	πακέτου	R.	Για	κάποιους	γραφικούς	ελέγχους	χρησιμοποιήθηκε	το	στατιστικό	
πακέτο	MINITAB	και	η	προσαρμογή	του	μοντέλου	του	Cox	που	περιέχει	τις	αλληλεπιδράσεις	
μεταξύ	των	κατηγορικών	μεταβλητών	προσομοιώθηκε	με	το	στατιστικό	πακέτο	Stata.	

Αφ’	ότου	τα	δεδομένα	περάστηκαν	στην	R,	πρώτα	έγινε	ο	διαχωρισμός	σε	training	set	και	
test	set.	Στη	συνέχεια,	για	μία	πιο	εμπεριστατωμένη	μελέτη	αυτών	των	δειγμάτων,	κρίθηκε	
σκόπιμο	να	κατασκευαστούν	πίνακες	συχνοτήτων	για	τις	επεξηγηματικές	μεταβλητές	και	τα	
αποτελέσματα	φαίνονται	στους	πίνακες	4.1	-	4.4.	

Σημείωση:	Οι	πίνακες	4.1	-	4.4	είναι	αποτέλεσμα	κάποιων	τροποποιήσεων	στους	αρχικούς	
πίνακες	που	προέκυψαν.	Πιο	συγκεκριμένα,	η	φερεγγυότητα	λαμβάνει	μόνο	5	φορές	 την	
τιμή	 “2”,	 γι’	 αυτό	 και	 προτιμάται	 οι	 παρατηρήσεις	 αυτές	 να	 προσαρτηθούν	 στις	
παρατηρήσεις	 που	 έλαβαν	 την	 τιμή	 “3”.	 Επίσης,	 το	 “ιστορικό”	 του	 πελάτη	 λαμβάνει	 τις	
τιμές	 “4”	 και	 “5”	 με	 πολύ	 μικρή	 συχνότητα,	 γι’	 αυτό	 και	 οι	 παρατηρήσεις	 αυτές	
προσαρτήθηκαν	 στην	 ομάδα	 των	 παρατηρήσεων	 με	 τιμή	 “ιστορικού”	 “3”.	 Τέλος,	 η	
επαγγελματική	 κατάσταση	 του	 πελάτη	 λαμβάνει	 τις	 τιμές	 “1”	 και	 “2”	 με	 πολύ	 μικρή	
συχνότητα,	 γι’	 αυτό	 και	 οι	 παρατηρήσεις	 αυτές	 προσαρτήθηκαν	 στην	 ομάδα	 των	
παρατηρήσεων	με	τιμή	επαγγελματικής	κατάστασης	“3”. 
 

1
5

0,1( ) i
i

Training set Test set

Φερεγγυότητα	
(solvency)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

3 20 4,7% 2 2,0%

4 406 95,3% 98 98,0%

Σύνολο 426 100,0% 100 100,0%
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Πίνακας 4.1: Πίνακας συχνοτήτων για τη φερεγγυότητα



Training set Test set

Περιουσία	
(property)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

1 108 25,4% 19 19,0%

2 75 17,6% 19 19,0%

3 243 57,0% 62 62,0%

Σύνολο 426 100,0% 100 100,0%

Training set Test set

Ιστορικό	(history)
Απόλυτη	συχνότητα	

(frequency)
Σχετική	συχνότητα	

(frequency)
Απόλυτη	συχνότητα	

(frequency)
Σχετική	συχνότητα	

(frequency)

1 164 38,5% 43 43,0%

2 100 23,5% 20 20,0%

3 162 38,0% 37 37,0%

Σύνολο 426 100,0% 100 100,0%

Training set Test set

Επαγγελματική	
κατάσταση	

(employment)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

Απόλυτη	συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	συχνότητα	
(frequency)

1 152 35,7% 31 31,0%

2 218 51,2% 56 56,0%

3 13 3,0% 2 2,0%

4 43 10,1% 11 11,0%

Σύνολο 426 100,0% 100 100,0%
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Πίνακας 4.2: Πίνακας συχνοτήτων για την περιουσία

Πίνακας 4.3: Πίνακας συχνοτήτων για το ιστορικό

Πίνακας 4.4: Πίνακας συχνοτήτων για την επαγγελματική κατάσταση



Όλες	οι	παραπάνω	μεταβλητές	είναι	κατηγορικές.	Γι’	αυτό	και	κατασκευάστηκαν	αυτόματα	
από	την	R	οι	κάτωθι	ψευδομεταβλητές	για	την	προσαρμογή	του	μοντέλου:	

� ,		� ,	

� ,		� ,	

� ,	� ,	

� 	και	� 	

Παρατηρούμε	ότι	η	R	επιλέγει	σαν	κατηγορία	αναφοράς	την	πρώτη	κατηγορία	κάθε	μετα-
βλητής.	Χρησιμοποιώντας	τις	μεταβλητές	αυτές	θα	γίνει	στη	συνέχεια	προσαρμογή	των	μο-
ντέλων.	

4.2				Πιστωτικός	κίνδυνος	με	λογιστική	παλινδρόμηση	

Για	την	ανάλυση	των	δεδομένων	προσαρμόζοντας	ένα	μοντέλο	λογιστικής	παλινδρόμησης	
η	εξαρτημένη	μεταβλητή	θα	είναι	η	year_5,	η	οποία	είναι	δίτιμη	και	εκφράζει	εάν	υπήρξε	α-
θέτηση	του	δανείου	εντός	πενταετίας	ή	όχι	λαμβάνοντας	την	τιμή	1	εάν	αυτό	συνέβη	και	0	
εάν	όχι.	Για	την	προσαρμογή	του	μοντέλου	αυτού	λοιπόν	αφαιρέθηκαν	όσες	παρατηρήσεις	
ήταν	δεξιά	αποκομμένες	πριν	λήξει	η	πενταετία,	πριν	περάσουν	δηλαδή	60	μήνες.	Το	πλή-
θος	 των	 παρατηρήσεων	 αυτών	 ήταν	 151.	 Για	 τις	 υπόλοιπες	 275	 παρατηρήσεις	
κατασκευάστηκαν	οι	πίνακες	4.5	-	4.8,	οι	οποίοι	είναι	2	-	way	πίνακες	με	βάση	την	αθέτηση	
του	 δανείου	 (year_5)	 και	 παρουσιάζουν	 τις	 συχνότητες	 εμφάνισης	 κάθε	 τιμής	 σε	 κάθε	
μεταβλητή	δίνοντάς	μας	μία	πρώτη	εικόνα	για	 την	 εξάρτηση	 της	αθέτησης	από	κάθε	μία	
ανεξάρτηση	μεταβλητή.	

solvency4 =
1,  αν  solvency=4
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
property2 =

1,  αν  property=2
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

property3=
1,  αν  property=3
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
history2 =

1,  αν  history=2
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

history3=
1,  αν  history=3
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
employment4 =

1,  αν  employment=4
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

employment5 =
1,  αν  employment=5

0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
employment6 =

1,  αν  employment=6
0,  διαϕορετικα

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

Αθέτηση (year_5)

Φερεγγυότητα	
(solvency)

Απόλυτη	
συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	
συχνότητα	
(rela}ve	
frequency)

Πλήθος	
αθετήσεων

Ποσοστό	
αθετήσεων

3 17 6,2% 11 64,7%
0,007

4 258 93,8% 84 32,6%

Σύνολο 275 100,0% 95 34,5

p-value �  
ελέγχου

χ 2
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Πίνακας 4.5: 2 - way πίνακας για την εξάρτηση της αθέτησης από τη φερεγγυότητα



Η	 p-value	 του	 παραπάνω	 ελέγχου	 μας	 υποδεικνύει	 ότι	 η	 φερεγγυότητα	 έχει	 υψηλή	
συσχέτιση	με	την	αθέτηση	ενός	δανείου,	οπότε	είναι	πολύ	πιθανό	να	χρησιμοποιηθεί	στο	
τελικό	μοντέλο.	

Η	p-value	του	παραπάνω	ελέγχου	μας	υποδεικνύει	ότι	η	σχέση	της	περιουσίας	με	το	συνο-
λικό	δανεισμό	δεν	έχει	ιδιαίτερα	υψηλή	συσχέτιση	με	την	αθέτηση	ενός	δανείου,	οπότε	εί-
ναι	πιθανό	να	μην	χρησιμοποιηθεί	στο	τελικό	μοντέλο.	

Η	 p-value	 του	 παραπάνω	 ελέγχου	 μας	 υποδεικνύει	 ότι	 το	 ιστορικό	 οριακά	 μπορεί	 να	
θεωρηθεί	πως	δεν	έχει	υψηλή	συσχέτιση	με	την	αθέτηση	ενός	δανείου,	οπότε	είναι	πιθανό	
να	μην	χρησιμοποιηθεί	στο	τελικό	μοντέλο.

Αθέτηση (year_5)

Περιουσία	
(property)

Απόλυτη	
συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	
συχνότητα	
(rela}ve	
frequency)

Πλήθος	
αθετήσεων

Ποσοστό	
αθετήσεων

1 61 22,2% 26 42,6%

0,2632 50 18,2% 18 36,0%

3 164 59,6% 51 31,1%

Σύνολο 275 100,0% 95 34,5

p-value �  
ελέγχου

χ 2

Αθέτηση (year_5)

Ιστορικό	
(history)

Απόλυτη	
συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	
συχνότητα	
(rela}ve	
frequency)

Πλήθος	
αθετήσεων

Ποσοστό	
αθετήσεων

1 105 38,2% 45 42,9%

0,0742 62 22,5% 18 29,0%

3 108 39,3% 32 29,6%

Σύνολο 275 100,0% 95 34,5

p-value �  
ελέγχου

χ 2
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Πίνακας 4.6: 2 - way πίνακας για την εξάρτηση της αθέτησης από την περιουσία

Πίνακας 4.7: 2 - way πίνακας για την εξάρτηση της αθέτησης από το ιστορικό



Η	p-value	του	παραπάνω	ελέγχου	μας	υποδεικνύει	ότι	η	επαγγελματική	κατάσταση	έχει	πο-
λύ	υψηλή	συσχέτιση	με	την	αθέτηση	ενός	δανείου,	οπότε	είναι	πολύ	πιθανό	να	χρησιμο-
ποιηθεί	στο	τελικό	μοντέλο. 

4.2.1    Προσαρμογή μοντέλου

Για	να	γίνει	η	προσαρμογή	του	μοντέλου	κατασκευάστηκαν	οι	παραπάνω	ψευδομεταβλη-
τές	και	αρχικά	προσαρμόστηκε	ένα	μοντέλο	λογιστικής	παλινδρόμησης	που	περιέχει	όλες	
αυτές	 τις	 μεταβλητές.	 Τα	 αποτελέσματα	 της	 προσαρμογής	 αυτής	 φαίνονται	 στον	 πίνακα	
4.9.	
 

Αθέτηση (year_5)

Επαγγελματική	
κατάσταση	

(employment)

Απόλυτη	
συχνότητα	
(frequency)

Σχετική	
συχνότητα	
(rela}ve	
frequency)

Πλήθος	
αθετήσεων

Ποσοστό	
αθετήσεων

3 103 37,5% 48 46,6%

<0,001
4 133 48,4% 28 21,1%

5 10 3,6% 4 40,0%

6 29 10,5 15 51,7%

Σύνολο 275 100,0% 95 34,5

p-value �  
ελέγχου

χ 2

Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

Σταθερός	όρος 2.0891 0.6517 0.00135

solvency -1.5349 0.5597 0.00610

property2 -0.4604 0.4233 0.27671

property3 -0.7503 0.3453 0.02979

history2 -0.5083 0.3775 0.17812

history3 -0.4177 0.3140 0.18337

employment4 -1.2503 0.3107 <0.001

employment5 -0.2125 0.6891 0.75779

employment6 0.3768 0.4408 0.39259
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Πίνακας 4.8: 2 - way πίνακας για την εξάρτηση της αθέτησης από την επαγγελματική 
κατάσταση

Πίνακας 4.9: Πίνακας αποτελεσμάτων προσαρμογής του μοντέλου που περιέχει 
όλες τις μεταβλητές



Όπως	 είδαμε	 στην	 §2.5.1,	 η	 συνάρτηση	 deviance	 δεν	 μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	 για	 τη	
σύγκριση	του	μοντέλου	που	προσαρμόστηκε	με	το	κορεσμένο	μοντέλο	επειδή	τα	δεδομένα	
μας	 είναι	 δυαδικά	 (� )	 και	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 αυτή	 εξαρτάται	 μόνο	 από	 τις	
εκτιμημένες	τιμές	� 	αφού	στην	περίπτωση	αυτή	λαμβάνει	την	μορφή	

� .	

Το	 ίδιο	 πρόβλημα	 υπάρχει	 και	 με	 την	 ελεγχοσυνάρτηση	 Pearson.	 Αντιθέτως,	 η	
ελεγχοσυνάρτηση	 Hosmer	 -	 Lemeshow	 είναι	 χρήσιμη	 στην	 περίπτωση	 των	 δυαδικών	
δεδομένων.	Για	το	μοντέλο	αυτό	έχουμε	ότι	

� 	με	� 	και	7	βαθμούς	ελευθερίας.	

Από	την	παραπάνω	p-value	βλέπουμε	ότι	η	προσαρμογή	του	μοντέλου	στα	δεδομένα	είναι	
ικανοποιητική.	

Σημείωση:	 Τα	 δεδομένα	 μας	 χωρίστηκαν	 σε	 9	 ομάδες	 για	 να	 υπολογιστεί	 η	
ελεγχοσυνάρτηση	 Hosmer	 -	 Lemeshow.	 Αυτό	 το	 καταλαβαίνουμε	 από	 τους	 7	 βαθμούς	
ελευθερίας	 της	 � 	 κατανομής,	 αφού	 γνωρίζουμε	 ότι	 το	 στατιστικό	 αυτό	 ακολουθεί	 την	
� 	κατανομή.	

Στον	 πίνακα	 4.10	 παρουσιάζονται	 οι	 προβλέψεις	 των	παρατηρήσεων	που	υπολογίστηκαν	
για	τον	έλεγχο	Hosmer	-	Lemeshow	για	το	μοντέλο	που	περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές.	

ni = 1 ∀i
µ! i

D β!( ) = −2 µ! ilogit µ! i( )+ ln 1− µ! i( ){ }
i=1

n

∑

XHL
2 = 4.94 p − value = 0.667

χ 2

χg−2
2

Αθέτηση (year_5 = 1) Αποπληρωμή (year_5 = 0)

Ομάδα Observed Expected Observed Expected

1 8 6,5 42 43,5

2 7 5,9 26 27,1

3 7 6,7 21 21,3

4 8 9,8 22 20,2

5 10 9,6 17 17,4

6 17 21,1 31 26,9

7 13 13,8 14 13,2

8 20 17,4 7 9,6

9 5 4,0 0 1,0
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Πίνακας 4.10: Πίνακας προβλέψεων των παρατηρήσεων για τον έλεγχο Hosmer - 
Lemeshow για το μοντέλο που περιέχει όλες τις μεταβλητές



Σύμφωνα	με	τις	p-values	των	ελέγχων	Wald	που	βλέπουμε	στον	πίνακα	4.9,	συμπεραίνουμε	
ότι	 η	 μεταβλητή	 solvency	 είναι	 στατιστικά	 σημαντική.	 Βλέπουμε	 επίσης	 ότι	 κάποιες	
κατηγορίες	 των	 μεταβλητών	 property	 και	 employment	 είναι	 στατιστικά	 σημαντικές	 ενώ	
κάποιες	 άλλες	 όχι,	 πράγμα	 που	 σημαίνει	 ότι	 οι	 μεταβλητές	 αυτές	 θα	 διατηρηθούν	 στο	
μοντέλο	για	να	μην	απωλεσθεί	η	σημαντικότητα	που	εμπεριέχουν	οι	στατιστικά	σημαντικές	
κατηγορίες	τους.	Για	την	σημαντικότητα	των	μεταβλητών	solvency	και	employment	είχαμε	
ήδη	 μία	 ένδειξη	 από	 τις	 p-value	 των	 ελέγχων	 � 	 στους	 πίνακες	 4.5	 -	 4.8.	 Αντιθέτως,	 η	
μεταβλητή	property	είχε	φανεί	οριακά	στατιστικά	μη	σημαντική	αλλά	βλέπουμε	ότι	τελικά	
υπάρχουν	κάποιες	κατηγορίες	της	που	είναι	απαραίτητες	στο	μοντέλο.	Τέλος,	παρατηρούμε	
ότι	 η	 μεταβλητή	 history	 είναι	 στατιστικά	 μη	 σημαντική	 αφού	 καμία	 κατηγορία	 της	 δεν	
φαίνεται	να	χρειάζεται	στο	μοντέλο.	Για	την	μη	σημαντικότητα	της	μεταβλητής	history	μας	
είχε	προϊδεάσει	άλλωστε	η	p-value	του	ελέγχου	� 	για	την	μεταβλητή	αυτή.	
Τα	 ίδια	 αποτελέσματα	 προκύπτουν	 χρησιμοποιώντας	 τα	 95%	 διαστήματα	 εμπιστοσύνης	
των	παραμέτρων	του	μοντέλου.	Τα	διαστήματα	αυτά	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.11.	

Παρατηρούμε	ότι	τα	διαστήματα	εμπιστοσύνης	και	για	τους	δύο	συντελεστές	που	αφορούν	
τις	ψευδομεταβλητές	της	μεταβλητής	history	περιέχουν	το	0,	πράγμα	που	μας	υποδεικνύει	
ότι	είναι	στατιστικά	μη	σημαντικές.	Αντιθέτως,	για	όλες	τις	υπόλοιπες	μεταβλητές	υπάρχει	
κάποια	κατηγορία	που	να	είναι	στατιστικά	σημαντική.	
Μπορεί	η	ελεγχοσυνάρτηση	deviance	να	μην	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	για	την	σύγκριση	
του	 προσαρμοσμένου	 μοντέλου	 με	 το	 κορεσμένο	 αλλά	 η	 διαφορά	 των	 συναρτήσεων	
deviance	 μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	 ανάμεσα	 σε	 δύο	 εμφωλευμένα	 μοντέλα	 για	 να	
ελέγξουμε	ποιο	από	τα	δύο	είναι	καταλληλότερο.	Η	τεχνική	αυτή	χρησιμοποιήθηκε	για	να	
συγκρίνουμε	το	μοντέλο	που	περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές	με	ένα	καινούργιο	από	το	οποίο	
απουσίαζε	 μία	 διαφορετική	 μεταβλητή	 κάθε	 φορά.	 Ουσιαστικά,	 η	 διαδικασία	 αυτή	
αποτελεί	μία	παραλλαγή	 του	 ελέγχου	Wald	που	 χρησιμοποιήθηκε	 νωρίτερα.	 Στον	πίνακα	
4.12	 παρουσιάζονται	 τα	 αποτελέσματα	 του	 ελέγχου	 αυτού.	 Στην	 πρώτη	 γραμμή	
συγκρίνουμε	το	μοντέλο	που	περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές	με	εκείνο	που	δεν	περιέχει	την	

χ 2

χ 2

2,5% 97,5%

Σταθερός	όρος 0.8503 3.4311

solvency -2.6975 -0.4700

property2 -1.3017 0.3638

property3 -1.4333 -0.0745

history2 -1.2641 0.2223

history3 -1.0375 0.1965

employment4 -1.8724 -0.6509

employment5 -1.6502 1.1249

employment6 -0.4880 1.2508
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Πίνακας 4.11: 95% διαστήματα εμπιστοσύνης για τους συντελεστές του μοντέλου 
που περιέχει όλες τις μεταβήτές



μεταβλητή	solvency.	Αντίστοιχα,	στη	δεύτερη	γραμμή	συγκρίνουμε	το	μοντέλο	που	περιέχει	
όλες	τις	μεταβλητές	με	εκείνο	που	δεν	περιέχει	την	μεταβλητή	property	κ.ο.κ.	

Aπό	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.12	βλέπουμε	ότι	η	μεταβλητή	history	είναι	περισσότερο	
στατιστικά	 μη	 σημαντική	 από	 τις	 υπόλοιπες	 αφού	 η	 p-value	 για	 τον	 � 	 ελέγχο	 που	 της	
αναλογεί	είναι	η	μεγαλύτερη.	Επίσης,	επειδή	το	κριτήριο	AIC	λαμβάνει	την	τιμή	334.7903	
για	 το	μοντέλο	που	περιλαμβάνει	 όλες	 τις	 μεταβλητές,	 παρατηρούμε	ότι	 μειώνεται	μόνο	
όταν	 αφαιρούμε	 την	 μεταβλητή	 history	 από	 το	 μοντέλο	 ενώ	 σε	 κάθε	 άλλη	 περίπτωση	
αυξάνεται.	
Για	 κάθε	 μοντέλο	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 μπορούν	 να	 υπολογιστούν	 και	 κάποιοι	 � 	
συντελεστές,	 παρ’	 όλο	 που	 γνωρίζουμε	 ότι	 δεν	 είναι	 ιδιαίτερα	 αξιόπιστοι	 για	 τα	
γενικευμένα	 γραμμικά	 μοντέλα.	 Για	 το	 μοντέλο	 που	 περιέχει	 όλες	 τις	 μεταβλητές	 ο	
συντελεστής	 delta	 � 	 ισούται	 με	 � ,	 η	 οποία	 τιμή	φαίνεται	 να	 είναι	
μικρή	αλλά	για	ένα	γενικευμένο	γραμμικό	μοντέλο	είναι	αρκετά	συνηθισμένη.	

Με	βάση	όλα	 τα	παραπάνω	αποτελέσματα	λοιπόν,	αφαιρούμε	 την	μεταβλητή	history	 και	
ξαναπροσαρμόζουμε	το	μοντέλο	μόνο	με	τις	υπόλοιπες.	Τα	αποτελέσματα	για	το	νέο	αυτό	
μοντέλο	φαίνονται	στον	πίνακα	4.13.	
 

Μεταβλητή 
που 

αφαιρείται

Βαθμοί 
ελευθερίας AIC Μεταβολή της 

deviance p-value 

solvency 1 340.835 8,045 8,04 0,005

property 2 335.5679 4,778 4,78 0,092

history 2 333.309 2,519 2,52 0,284

employment 3 351.9306 23,140 23,14 <0,001

τιμή �  
ελέγχου

χ 2

χ 2

R2

R2 RD
2 = 10.64% = 0.1064

Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

Σταθερός	όρος 1.8652 0.6269 0.00293

solvency -1.4594 0.5481 0.00776

property2 -0.5296 0.4199 0.20723

property3 -0.8460 0.3383 0.02979

employment4 -1.3352 0.3063 <0.001

employment5 -0.2056 0.6858 0.76431

employment6 0.2684 0.4306 0.53302
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Πίνακας 4.12: Πίνακας μεταβολής της deviance για το μοντέλο που περιέχει όλες τις 
μεταβλητές

Πίνακας 4.13: Πίνακας αποτελεσμάτων προσαρμογής του μοντέλου που περιέχει 
όλες τις μεταβλητές εκτός του ιστορικού



Το	μοντέλο	αυτό	είναι	καταλληλότερο	για	την	περιγραφή	των	δεδομένων	μας	αφού,	από	τη	
διαφορά	των	τιμών	της	συνάρτησης	deviance	μεταξύ	των	δύο	μοντέλων	όπως	είδαμε	και	
στην	τρίτη	γραμμή	του	πίνακα	4.12,	έχουμε	ότι	

� 	και	� .	

Η	 παραπάνω	 διαφορά	 ακολουθεί	 την	 � 	 κατανομή	 και	 η	 p-value	 του	 ελέγχου	 μας	
υποδεικνύει	ότι	πράγματι	πρέπει	να	δεχθούμε	την	μηδενική	υπόθεση	και	να	αφαιρέσουμε	
την	μεταβλητή	history	από	το	μοντέλο.	

Για	το	μοντέλο	αυτό,	για	την	ελεγχοσυνάρτηση	Hosmer	-	Lemeshow	έχουμε	ότι	

� 	με	� 	και	4	βαθμούς	ελευθερίας.	

Από	την	παραπάνω	p-value	βλέπουμε	ότι	η	προσαρμογή	του	μοντέλου	στα	δεδομένα	είναι	
οριακά	 ικανοποιητική.	 Παρατηρούμε	 φυσικά	 ότι	 είναι	 πολύ	 καλύτερη	 σε	 σχέση	 με	 την	
προσαρμογή	του	μοντέλου	που	περιείχε	όλες	τις	μεταβλητές.	

Σημείωση:	 Τα	 δεδομένα	 μας	 χωρίστηκαν	 σε	 6	 ομάδες	 για	 να	 υπολογιστεί	 η	
ελεγχοσυνάρτηση	 Hosmer	 -	 Lemeshow.	 Αυτό	 το	 καταλαβαίνουμε	 από	 τους	 4	 βαθμούς	
ελευθερίας	 της	 � 	 κατανομής,	 αφού	 γνωρίζουμε	 ότι	 το	 στατιστικό	 αυτό	 ακολουθεί	 την	
� 	κατανομή.	

Στον	 πίνακα	 4.14	 παρουσιάζονται	 οι	 προβλέψεις	 των	παρατηρήσεων	που	υπολογίστηκαν	
για	τον	έλεγχο	Hosmer	-	Lemeshow	για	το	μοντέλο	που	περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές	εκτός	
του	ιστορικού.	

Σύμφωνα	 με	 τις	 p-values	 των	 ελέγχων	 Wald	 που	 βλέπουμε	 στον	 πίνακα	 4.13,	
συμπεραίνουμε	ότι	η	μεταβλητή	solvency	παραμένει	στατιστικά	σημαντική	και	για	όλες	τις	
άλλες	 βλέπουμε	 ότι	 υπάρχουν	 κάποιες	 κατηγορίες	 που	 φαίνεται	 να	 χρειάζονται	 στο	

D0 − D1 = 2.518633 p − value = 0.283848

χ2
2

XHL
2 = 7.85 p − value = 0.097

χ 2

χg−2
2

Αθέτηση (year_5 = 1) Αποπληρωμή (year_5 = 0)

Ομάδα Observed Expected Observed Expected

1 15 10,0 54 59,0

2 10 13,8 46 42,2

3 21 26,0 46 41,0

4 17 17,4 21 20,6

5 21 17,2 9 12,8

6 11 10,6 4 4,4
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Πίνακας 4.14: Πίνακας προβλέψεων των παρατηρήσεων για τον έλεγχο Hosmer - 
Lemeshow για το μοντέλο που περιέχει όλες τις μεταβλητές εκτός του ιστορικού



μοντέλο.	 Αυτό	 μας	 υποδεικνύει	 ότι	 μάλλον	 οι	 μεταβλητές	 αυτές	 πρέπει	 να	 παραμείνουν	
στο	μοντέλο	αφού	έχουν	να	συνεισφέρουν	κάποια	χρήσιμη	πληροφορία	σε	αυτό.	
Τα	 ίδια	 αποτελέσματα	 προκύπτουν	 χρησιμοποιώντας	 τα	 95%	 διαστήματα	 εμπιστοσύνης	
των	παραμέτρων	του	μοντέλου.	Τα	διαστήματα	αυτά	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.15.	

Παρατηρούμε	ότι	για	όλες	τις	μεταβλητές	υπάρχει	ένα	διάστημα	εμπιστοσύνης	που	αφορά	
κάποια	ψευδομεταβλητή	της,	το	οποίο	δεν	περιέχει	το	0,	πράγμα	που	μας	υποδεικνύει	ότι	
είναι	στατιστικά	σημαντικές.	
Ο	έλεγχος	με	τη	χρήση	της	μεταβολής	της	συνάρτησης	deviance	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	
και	για	αυτό	το	μοντέλο.	Η	τεχνική	αυτή	χρησιμοποιήθηκε	για	να	συγκρίνουμε	το	μοντέλο	
που	περιέχει	όλες	 τις	μεταβλητές	εκτός	 του	 ιστορικού	με	ένα	καινούργιο	μοντέλο	από	το	
οποίο	απουσίαζε	μία	διαφορετική	μεταβλητή	κάθε	φορά.	Στον	πίνακα	4.16	παρουσιάζονται	
τα	 αποτελέσματα	 του	 ελέγχου	 αυτού.	 Στην	 πρώτη	 γραμμή	 συγκρίνουμε	 το	 μοντέλο	 που	
περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές	εκτός	του	ιστορικού	με	εκείνο	από	το	οποίο	απουσιάζει	επίσης	
η	 μεταβλητή	 solvency.	 Αντίστοιχα,	 στη	 δεύτερη	 γραμμή	 συγκρίνουμε	 το	 μοντέλο	 που	
περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές	εκτός	του	ιστορικού	με	εκείνο	από	το	οποίο	απουσιάζει	επίσης	
η	μεταβλητή	property	κ.ο.κ.	

2,5% 97,5%

Σταθερός	όρος 0.6702 3.1557

solvency4 -2.5989 -0.4149

property2 -1.3652 0.2868

property3 -1.5166 -0.1853

employment4 -1.9496 -0.7452

employment5 -1.6380 1.1247

employment6 -0.5785 1.1204

Μεταβλητή 
που 

αφαιρείται

Βαθμοί 
ελευθερίας AIC Μεταβολή της 

deviance p-value 

solvency 1 338.8533 7,544 7,54 0,006

property 2 335.6509 6,342 6,34 0,042

employment 3 352.838 25,529 25,53 <0,001

τιμή �  
ελέγχου

χ 2
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Πίνακας 4.15: 95% διαστήματα εμπιστοσύνης για τους συντελεστές του μοντέλου 
που περιέχει όλες τις μεταβήτές εκτός του ιστορικού

Πίνακας 4.16: Πίνακας μεταβολής της deviance για το μοντέλο που περιέχει όλες τις 
μεταβλητές εκτός του ιστορικού



Aπό	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.16	βλέπουμε	ότι	όλες	οι	μεταβλητές	είναι	στατιστικά	
σημαντικές	πλέον	αφού	η	p-value	για	τους	� 	ελέγχους	είναι	αρκετά	μικρή.	Επίσης,	επειδή	
το	 κριτήριο	 AIC	 λαμβάνει	 την	 τιμή	 333.309	 για	 το	 μοντέλο	 που	 περιλαμβάνει	 όλες	 τις	
μεταβλητές	εκτός	 του	 ιστορικού,	παρατηρούμε	ότι	αυξάνεται	κάθε	φορά	που	αφαιρούμε	
από	αυτό	μία	επιπλέον	μεταβλητή.	
Για	 το	 μοντέλο	αυτό	 λοιπόν,	 ο	 συντελεστής	 delta	 � 	 ισούται	 με	 � ,	 η	
οποία	 τιμή	 είναι	μεν	μικρότερη	από	 την	αντίστοιχη	 για	 το	μοντέλο	που	περιέχει	 όλες	 τις	
μεταβλητές	 αλλά	αυτό	 είναι	φυσιολογικό	 αφού	 έχουμε	αφαιρέσει	 την	 μεταβλητή	history	
από	αυτό.	Η	διαφορά	των	δύο	τιμών	είναι	μικρή,	οπότε	και	αυτό	το	μέτρο	μας	δείχνει	ότι	
αυτό	είναι	το	καταλληλότερο	μοντέλο	μεταξύ	των	δύο.	

Μπορούμε	βέβαια	να	ελέγξουμε	κατά	πόσο	χρειάζεται	να	αφαιρέσουμε	και	κάποια	άλλη	
μεταβλητή	από	το	μοντέλο	προσαρμόζοντας	το	μοντέλο	χωρίς	τις	μεταβλητές	για	τις	οποίες	
υπάρχουν	κάποιες	κατηγορίες	που	φαίνονται	στατιστικά	μη	σημαντικές	και	να	συγκρίνουμε	
τα	 αποτελέσματα	 αυτά	 με	 τα	 αποτελέσματα	 του	 προηγούμενου	 μοντέλου.	 Η	 σύγκριση	
αυτή	επιλέχθηκε	να	γίνει	μέσω	του	κριτηρίου	AIC,	όπως	και	στον	πίνακα	4.16,	αλλά	και	με	
τον	έλεγχο	του	λόγου	των	πιθανοφανειών.	

Σύμφωνα	με	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.13,	η	πιο	μεγάλη	p-value	εμφανίζεται	για	την	
ψευδομεταβλητή	 employment5,	 άρα	 θα	 επιχειρήσουμε	 να	 αφαιρέσουμε	 την	 μεταβλητή	
employment	 από	 το	 μοντέλο.	 Γι’	 αυτό	 και	 ξαναπροσαρμόζουμε	 το	 μοντέλο	 μόνο	 με	 τις	
εναπομείνασες	μεταβλητές	και	τα	αποτελέσματα	για	το	νέο	αυτό	μοντέλο	φαίνονται	στον	
πίνακα	4.17.	

Η	 τιμή	 του	 κριτηρίου	 AIC	 αυξάνεται	 όταν	 αφαιρούμε	 από	 το	 μοντέλο	 την	 μεταβλητή	
employment.	 Το	αποτέλεσμα	αυτό	μας	υποδεικνύει	ότι	η	 επαγγελσματική	κατάσταση	 του	
πελάτη	είναι	χρήσιμη	για	το	μοντέλο.	Στο	ίδιο	συμπέρασμα	καταλήγουμε	κάνοντας	και	έναν	
έλεγχο	λόγου	πιθανοφανειών.	Η	τιμή	της	μεγιστοποιημένης	λογαριθμοποιημένης	συνάρτη-
σης	πιθανοφάνειας	για	κάθε	μοντέλο	φαίνεται	στη	δεύτερη	στήλη	του	πίνακα	και	στην	τρί-
τη	φαίνεται	η	p-value	 του	 ελέγχου	αυτού.	Αυτή	η	p-value	υπολογίζεται	 χρησιμοποιώντας	
την	ελεγχοσυνάρτηση	� 	ως	εξής	

� 	

αφού	 γνωρίζουμε	 ότι	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 � 	 για	 αυτόν	 τον	 έλεγχο	 ακολουθεί	
προσεγγιστικά	 την	 � 	 αφού	 το	 μοντέλο	 αντιλαμβάνεται	 την	 απώλεια	 της	 μεταβλητής	
employment	ως	απώλεια	των	τριών	ψευδομεταβλητών	που	της	αντιστοιχούν.	

χ 2

R2 RD
2 = 9.93% = 0.0993

Μεταβλητές που έχουν 
αφαιρεθεί (συνολικά) AIC p-value

history 333.309 -159.65
<0.001

history και employment 352.838 -172.42

� ℓ̂

X 2 = −2 −172.42 +159.65( ) = 25.54

P X 2 > 25.54( ) = 1− P X 2 ≤ 25.54( ) = 0.00001197 < 0.001

X 2

χ3
2
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Πίνακας 4.17: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ του μοντέλου χωρίς το 
ιστορικό και του μοντέλου χωρίς το ιστορικό και την επαγγελματική κατάσταση



Αφού	� ,	απορρίπτουμε	την	μηδενική	υπόθεση	έναντι	της	εναλλακτικής	και	
διατηρούμε	την	μεταβλητή	employment	στο	μοντέλο.	

Παρόμοια	 είναι	 η	 ερμηνεία	 και	 των	 αποτελεσμάτων	 του	 πίνακα	 4.18,	 για	 την	 περίπτωση	
που	επιχειρήσουμε	να	αφαιρέσουμε	από	το	μοντέλο	την	μεταβλητή	property.	

Ούτε	η	μεταβλητή	property	μπορεί	λοιπόν	να	αφαιρεθεί	από	το	μοντέλο	αφού	η	τιμή	του	
κριτηρίου	AIC	αυξάνεται	όταν	αφαιρούμε	από	το	μοντέλο	την	μεταβλητή	αυτή.	Το	αποτέλε-
σμα	αυτό	μας	υποδεικνύει	ότι	η	σχέση	της	περιουσίας	του	πελάτη	με	το	συνολικό	δανεισμό	
του	πελάτη	είναι	χρήσιμη	για	το	μοντέλο.	Στο	ίδιο	συμπέρασμα	καταλήγουμε	κάνοντας	και	
έναν	έλεγχο	λόγου	πιθανοφανειών.	Η	τιμή	της	μεγιστοποιημένης	λογαριθμοποιημένης	συ-
νάρτησης	 πιθανοφάνειας	 για	 κάθε	 μοντέλο	 φαίνεται	 στη	 δεύτερη	 στήλη	 του	 πίνακα	 και	
στην	τρίτη	φαίνεται	η	p-value	του	ελέγχου	αυτού.	Αυτή	η	p-value	υπολογίζεται	χρησιμοποι-
ώντας	την	ελεγχοσυνάρτηση	� 	ως	εξής	

� 	

αφού	γνωρίζουμε	ότι	η	ελεγχοσυνάρτηση	� 	για	αυτόν	τον	έλεγχο	ακολουθεί	προσεγγιστι-
κά	την	� 	αφού	το	μοντέλο	αντιλαμβάνεται	την	απώλεια	της	μεταβλητής	property	ως	απώ-
λεια	των	δύο	ψευδομεταβλητών	που	της	αντιστοιχούν.	
Αφού	 � ,	απορρίπτουμε	την	μηδενική	υπόθεση	έναντι	της	εναλλακτικής	και	
διατηρούμε	την	μεταβλητή	property	στο	μοντέλο.	

Άρα,	το	τελικό	μας	μοντέλο	θα	είναι	το	

� 	

με	� 	η	εκτιμώμενη	πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου.	

Άρα,	 η	 αθέτηση	 του	 δανείου	από	 έναν	 πελάτη	 εξαρτάται	 από	 την	φερεγγυότητά	 του,	 τη	
σχέση	της	περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό	και	την	επαγγελματική	του	κατάσταση.	

Για	 να	 καταλήξουμε	 στο	 καταλληλότερο	 μοντέλο	 για	 την	 περιγραφή	 των	 δεδομένων	 μας	
μπορούμε	να	πραγματοποιήσουμε	και	τη	διαδικασία	της	διαδοχικής	αφαίρεσης	(backward	
eliminaéon).	 Σύμφωνα	 με	 τη	 διαδικασία	 αυτή,	 προσαρμόζεται	 αρχικά	 ένα	 μοντέλο	 που	
περιέχει	 όλες	 τις	 μεταβλητές	 και	 σε	 κάθε	 βήμα	 αφαιρείται	 η	 μεταβλητή	 που	 είναι	

p − value < 0.001

Μεταβλητές που 
έχουν αφαιρεθεί 

(συνολικά)
AIC p-value

history 333.309 -159.65
0.04196

history και property 335.6509 -162.82

� ℓ̂

X 2 = −2 −162.82 +159.65( ) = 6.34

P X 2 > 6.34( ) = 1− P X 2 ≤ 6.34( ) = 0.04196

X 2

χ2
2

p − value < 0.05

ln p!

1− p!
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= -1.4594solv-0.5296prop2 − 0.8460prop3 −1.3352empl4 − 0.2056empl5 + 0.2684empl6 +1.8652

p!
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Πίνακας 4.18: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ του μοντέλου χωρίς το 
ιστορικό και του μοντέλου χωρίς το ιστορικό και την περιουσία



περισσότερο	στατιστικά	μη	σημαντική.	Το	τελικό	μοντέλο	στο	οποίο	καταλήγει	η	διαδικασία	
αυτή	είναι	εκείνο	που	περιέχει	μόνο	τις	στατιστικά	σημαντικές	μεταβλητές,	τις	οποίες	δεν	
μπορούμε	να	αφαιρέσουμε	από	το	μοντέλο.	
Τα	 αποτελέσματα	 αυτής	 της	 διαδικασίας	 για	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	
παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.19.	

Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.19	 βλέπουμε	 ότι,	 όταν	 αφαιρούμε	 την	 μεταβλητή	
history	από	το	μοντέλο,	το	μοντέλο	βελτιώνεται	αφού	μειώνεται	η	τιμή	του	κριτηρίου	AIC	
και	η	ελεγχοσυνάρτηση	deviance	παρουσιάζει	την	μικρότερη	αύξηση.	Η	αύξηση	αυτή	είναι	
αναμενόμενη	 αφού	 αφαιρούμε	 από	 το	 μοντέλο	 την	 “πληροφορία”	 που	 του	 παρείχε	 η	
μεταβλητή	 history	 αλλά	 θέλουμε	 να	 είναι	 όσο	 πιο	 μικρή	 γίνεται.	 Επίσης,	 η	 p-value	 του	
ελέγχου	του	λόγου	των	πιθανοφανειών	είναι	μεγάλη,	πράγμα	που	σημαίνει	ότι	μπορούμε	
να	αφαιρέσουμε	την	μεταβλητή	από	το	μοντέλο.	
Σύμφωνα	με	τα	παραπάνω,	η	διαδικασία	συνεχίζεται	και	τα	αποτελέσματα	του	επόμενου	
βήματος	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.20.	

Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.20	 βλέπουμε	 ότι	 όλες	 οι	 εναπομείνασες	 μεταβλητές	
είναι	 στατιστικά	 σημαντικές	 και	 δεν	 μπορούν	 να	 αφαιρεθούν	 από	 το	 μοντέλο.	 Οπότε	
καταλήγουμε	στο	ίδιο	συμπέρασμα	και	το	τελικό	μοντέλο	θα	είναι	το	

� 	

Μεταβλητή	που	θα	
αφαιρεθεί

Βαθμοί	
ελευθερίας Deviance AIC

history 2 319.31 333.31 2.5186 0.283848

Καμία - 316.79 334.79 - -

property 2 321.57 335.57 4.7776 0.091741

solvency 1 324.84 340.84 8.0447 0.004564

employment 3 339.93 351.93 23.1403 <0.001

Τιμή �  ελέγχου 
λόγου πιθανοφανειών

χ 2 p-value	� 	
ελέγχου

χ 2

Μεταβλητή	που	
θα	αφαιρεθεί

Βαθμοί	
ελευθερίας Deviance AIC

Καμία - 319.31 333.31 - -

property 2 325.65 335.65 6.3419 0.04196

solvency 1 326.85 338.85 7.5443 0.00602

employment 3 344.84 352.84 25.5291 <0.001

Τιμή �  ελέγχου 
λόγου πιθανοφανειών

χ 2 p-value	� 	
ελέγχου

χ 2

ln p!

1− p!
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= -1.4594solv-0.5296prop2 − 0.8460prop3 −1.3352empl4 − 0.2056empl5 + 0.2684empl6 +1.8652
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Πίνακας 4.19: Πίνακας αποτελεσμάτων backward elimination για το μοντέλο της 
λογιστικής παλινδρόμησης με όλες τις μεταβλητές

Πίνακας 4.20: Πίνακας αποτελεσμάτων backward elimination για το μοντέλο της 
λογιστικής παλινδρόμησης χωρίς το ιστορικό



4.2.2				Ερμηνεία	συντελεστών	

Όπως	 προαναφέρθηκε,	 ένα	 από	 τα	 σημαντικότερα	 πλεονεκτήματα	 του	 μοντέλου	 της	
λογιστικής	παλινδρόμησης	είναι	η	εύκολη	ερμηνεία	των	συντελεστών	του.	

Για	 το	 μοντέλο	 στο	 οποίο	 καταλήξαμε	 λοιπόν,	 ο	 συντελεστής	 της	 μεταβλητής	 solvency4	
ισούται	με	� ,	άρα	η	σχετική	πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	
μειώνεται	 κατά	 � 	 αν	 η	 φερεγγυότητα	 του	 πελάτη	 αυξηθεί	 από	 την	
κατηγορία	“3”	στην	κατηγορία	“4”	και	η	σχέση	της	περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό	
αλλά	και	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	παραμείνουν	σταθερές.	

Ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	property2	ισούται	με	 ,	άρα	η	σχετική	πιθανότητα	
αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	μειώνεται	κατά	� 	αν	η	σχέση	
της	 περιουσίας	 του	 με	 το	 συνολικό	 δανεισμό	 αυξηθεί	 από	 την	 κατηγορία	 “1”	 στην	
κατηγορία	 “2”	 και	 η	 φερεγγυότητά	 του	 αλλά	 και	 η	 επαγγελματική	 του	 κατάσταση	
παραμείνουν	 σταθερές.	 Αντίστοιχα,	 ο	 συντελεστής	 της	 μεταβλητής	 property3	 ισούται	 με	
� ,	άρα	η	σχετική	πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	μειώνεται	
κατά	 � 	 αν	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 του	 με	 το	 συνολικό	 δανεισμό	
αυξηθεί	 από	 την	 κατηγορία	 “2”	 στην	 κατηγορία	 “3”	 και	 η	 φερεγγυότητά	 του	 αλλά	 και	 η	
επαγγελματική	του	κατάσταση	παραμείνουν	σταθερές.	

Τέλος,	ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	employment4	 ισούται	με	 ,	άρα	η	σχετική	
πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	μειώνεται	κατά	� 	
αν	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“3”	στην	κατηγορία	“4”	και	
η	 φερεγγυότητά	 του	 αλλά	 και	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 του	 με	 το	 συνολικό	 δανεισμό	
παραμείνουν	 σταθερές.	 Ο	 συντελεστής	 της	 μεταβλητής	 employment5	 ισούται	 με	
� ,	άρα	η	σχετική	πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	μειώνεται	
κατά	 � 	 αν	 η	 επαγγελματική	 του	 κατάσταση	 αυξηθεί	 από	 την	
κατηγορία	 “4”	 στην	 κατηγορία	 “5”	 και	 η	 φερεγγυότητά	 του	 αλλά	 και	 η	 σχέση	 της	
περιουσίας	 του	 με	 το	 συνολικό	 δανεισμό	 παραμείνουν	 σταθερές.	 Αντίστοιχα,	 ο	
συντελεστής	 της	 μεταβλητής	 employment6	 ισούται	 με	 ,	 άρα	 η	 σχετική	
πιθανότητα	αθέτησης	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	αυξάνεται	κατά	� 	
αν	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“5”	στην	κατηγορία	“6”	και	
η	 φερεγγυότητά	 του	 αλλά	 και	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 του	 με	 το	 συνολικό	 δανεισμό	
παραμείνουν	σταθερές.	

Τα	αποτελέσματα	αυτά	ήταν	και	αυτά	που	αναμέναμε	αφού,	όσο	πιο	φερέγγυος	είναι	ένας	
πελάτης,	 τόσο	 πιο	 απίθανο	 θεωρείται	 να	 αθετήσει	 το	 δάνειό	 του.	 Αντίστοιχα,	 όσο	
υψηλότερη	είναι	η	σχέση	της	περιουσίας	ενός	πελάτη	με	το	συνολικό	δανεισμό,	τόσο	πιο	
μικρή	θεωρείται	η	πιθανότητα	να	αθετήσει	το	δάνειό	του.	Τέλος,	όσο	πιο	σταθερό	ή	υψηλό	
εισόδημα	έχει	ένας	πελάτης	λόγω	της	επαγγελματικής	του	κατάστασης,	τόσο	πιο	απίθανο	
θεωρείται	να	αθετήσει	το	δάνειό	του.	

4.2.3				Γραφήματα	υπολοίπων	

Πολύ	χρήσιμα	για	την	μελέτη	της	καταλληλότητας	του	μοντέλου	είναι	κάποια	διαγνωστικά	
γραφήματα.	Για	να	κατασκευαστούν	είναι	απαραίτητος	ο	υπολογισμός	των	υπολοίπων	του	
μοντέλου.	Χρήσιμα	είναι	και	τα	τρία	είδη	υπολοίπων,	δηλαδή	τα	υπόλοιπα	deviance,	τα	υ-
πόλοιπα	Pearson	και	τα	υπόλοιπα	πιθανοφάνειας	(likelihood	residuals)	αλλά	και	οι	αποστά-

-1.4594 < 0
exp -1.4594( ) = 0.2324

-0.5296 < 0
exp -0.5296( ) = 0.5888

-0.8460 < 0
exp -0.8460( ) = 0.4291

-1.3352 < 0
exp -1.3352( ) = 0.2631

-0.2056 < 0
exp -0.2056( ) = 0.8142

0.2684 < 0
exp 0.2684( ) = 1.3079
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σεις	Cook	(Cook’s	distance).	Οι	γραφικές	παραστάσεις	αυτών	των	ποσοτήτων	φαίνονται	στις	
γραφικές	παραστάσεις	4.1	-	4.4.	

Εκτός	 από	 τις	 γραφικές	 παραστάσεις	 αυτές,	 μπορούν	 να	 κατασκευαστούν	 και	 τα	 half	
normal	plots	των	υπολοίπων	deviance	και	pearson.	Με	τα	γραφήματα	αυτά	δεν	ελέγχεται	η	
υπόθεση	της	κανονικότητας	των	υπολοίπων,	η	οποία	προφανώς	δεν	ισχύει	για	το	μοντέλο	
αυτό,	αλλά	μπορούν	να	μας	υποδείξουν	αν	υπάρχουν	παρατηρήσεις	οι	οποίες	διαφέρουν	
πολύ	 από	 τις	 υπόλοιπες	 (outliers)	 και	 παρέχουν	 επίσης	 χρήσιμες	 πληροφορίες	 για	 την	
επάρκεια	 του	 γραμμικού	 μέρους	 του	 μοντέλου	 (Collew,	 2003).	 Κι	 αυτές	 οι	 γραφικές	
παραστάσεις	φαίνονται	στα	γραφήματα	4.5	-	4.6.	

Από	τα	γραφήματα	των	τυποποιημένων	υπολοίπων	deviance	σε	σχέση	με	τις	εκτιμώμενες	
τιμές	και	με	βάση	τη	σειρά	των	δεδομένων	παρατηρούμε	ότι	οι	παρατηρήσεις	είναι	ανεξάρ-
τητες	και	ότι	δεν	υπάρχουν	παρατηρήσεις	που	να	αποκλίνουν	σημαντικά	από	τις	υπόλοι-
πες.	
 
Πιο	συγκεκριμένα,	το	γράφημα	των	τυποποιημένων	υπολοίπων	deviance	σε	σχέση	με	τις	ε-
κτιμώμενες	τιμές	χωρίζεται	σε	δύο	τμήματα.	Κάτω	από	την	ευθεία	� 	βρίσκεται	το	τμή-
μα	για	τα	δεδομένα	όπου	η	εξαρτημένη	μεταβλητή	λαμβάνει	την	τιμή	0	και	πάνω	από	την	
ευθεία	βρίσκεται	το	τμήμα	για	τα	δεδομένα	όπου	η	εξαρτημένη	μεταβλητή	λαμβάνει	την	τι-
μή	1.	Παρατηρούμε	λοιπόν	ότι	στο	“επάνω”	τμήμα	οι	προσαρμοσμένες	τιμές	πλησιάζουν	
την	τιμή	1	και	έτσι	τα	τυποποιημένα	υπόλοιπα	deviance	τείνουν	στο	0.	Αντίστοιχα,	στο	“κά-
τω”	τμήμα	οι	προσαρμοσμένες	τιμές	πλησιάζουν	την	τιμή	0	και	έτσι	τα	τυποποιημένα	υπό-
λοιπα	deviance	τείνουν	και	πάλι	στο	0.	Αυτή	είναι	και	η	επιθυμητή	συμπεριφορά	για	τα	τα	
υπόλοιπα	αυτά	έτσι	ώστε	να	μην	υπάρχουν	παρατηρήσεις	που	αποκλίνουν	από	τις	υπόλοι-
πες.	
 
Αντίστοιχα,	το	γράφημα	των	τυποποιημένων	υπολοίπων	deviance	σε	σχέση	με	τη	σειρά	των	
δεδομένων	χωρίζεται	κι	αυτό	στα	ίδια	τμήματα.	Παρατηρούμε	λοιπόν	ότι	και	στα	δύο	τμή-
ματα	η	κατανομή	 των	υπολοίπων	είναι	 τυχαία	και	δεν	ακολουθεί	 κάποιο	μοτίβο,	πράγμα	
που	υποδεικνύει	ότι	οι	παρατηρήσεις	είναι	ανεξάρτητες	και	δεν	έχουν	σχέση	με	την	σειρά	
εμφάνισής	τους	στο	δείγμα.	

Για	τον	εντοπισμό	σημείων	επιρροής	κατασκευάστηκαν	το	διάγραμμα	των	υπολοίπων	πιθα-
νοφάνειας	ως	προς	τα	 � 	αλλά	και	τα	γραφήματα	δείκτη	των	υπολοίπων	πιθανοφάνειας,	
των	 � 	και	των	αποστάσεων	Cook.	Από	τα	τέσσερα	αυτά	γραφήματα	παρατηρούμε	δεν	υ-
πάρχουν	σημεία	επιρροής	στο	μοντέλο	μας.	

Τέλος,	από	τα	γραφήματα	της	ημικανονικής	κατανομής	των	υπολοίπων	βλέπουμε	ότι	δεν	
υπάρχουν	κάποιες	παρατηρήσεις	που	να	διαφέρουν	πολύ	από	τις	υπόλοιπες.	
 
Με	βάση	όλα	τα	παραπάνω,	συμπεραίνουμε	ότι	το	μοντέλο	μας	προσαρμόζεται	καλά	στα	
δεδομένα	και	είναι	κατάλληλο	για	να	τα	περιγράψει	αφού	δεν	παρατηρείται	κάποια	συστη-
ματική	συμπεριφορά	που	να	υποδεικνύει	τον	μετασχηματισμό	κάποιας	μεταβλητής	για	πα-
ράδειγμα.	

y = 0

h! ii
hii
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Γράφημα 4.1: Υπόλοιπα deviance

Γράφημα 4.2: Υπόλοιπα pearson
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Γράφημα 4.3: Υπόλοιπα πιθανοφάνειας

Γράφημα 4.4: Γραφήματα δείκτη των αποστάσεων Cook και των hat values
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Γράφημα 4.5: Γράφημα κανονικότητας για τα υπόλοιπα deviance

Γράφημα 4.6: Γράφημα κανονικότητας για τα υπόλοιπα pearson



4.2.4				Προβλεπτική	ικανότητα	

Το	 σημαντικότερο	 χαρακτηριστικό	 ενός	 καλού	 μοντέλου	 πιστωτικού	 κινδύνου	 είναι	 η	
προβλεπτική	 του	 ικανότητα.	 Το	 ιδανικό	 είναι	 να	 είναι	 πολύ	 υψηλή	 έτσι	 ώστε	 να	 είναι	
χρήσιμο	 και	 αξιόπιστο	 για	 τον	 πιστωτή	 που	 το	 χρησιμοποιεί	 ελαχιστοποιώντας	 την	
πιθανότητα	λάθος	κατηγοριοποίησης	μίας	νέας	αίτησης. 
Η	 προβλεπτική	 ικανότητα	 του	 μοντέλου	 που	 προσαρμόστηκε	 νωρίτερα	 ελέγχθηκε	 με	 τη	
χρήση	 μίας	 καμπύλης	 ROC.	 Για	 να	 είναι	 υψηλή,	 θα	 πρέπει	 το	 εμβαδόν	 κάτω	 από	 την	
καμπύλη	 να	 είναι	 όσο	 πιο	 κοντά	 στην	 μονάδα	 γίνεται	 και,	 για	 μικρές	 τιμές	 του	
� ,	το	Sensiévity	να	λαμβάνει	μεγάλες	τιμές.	

4.2.4.1 Training set

Όπως	 φαίνεται	 στο	 γράφημα	 4.7,	 αυτά	 συμβαίνουν	 και	 για	 το	 μοντέλο	 στο	 οποίο	
καταλήξαμε.	 Το	 εμβαδόν	 κάτω	 από	 την	 καμπύλη	 είναι	 � ,	 δηλαδή	 αρκετά	
μεγαλύτερο	 από	 την	 ελάχιστη	 τιμή	 του	 που	 είναι	 η	 � ,	 και	 ένα	 95%	 διάστημα	
εμπιστοσύνης	για	το	εμβαδόν	αυτό	είναι	το	� .	

Βλέπουμε	ότι	η	προβλεπτική	ικανότητα	του	μοντέλου	μας	είναι	αρκετά	ικανοποιητική	παρ’	
όλο	που	απέχει	από	την	ιδανική.	Αυτό	σημαίνει	ότι	το	μοντέλο	μας	έχει	πετύχει	τον	σκοπό	

1− Specificity( )

AUC = 0.7147
AUC = 0.5

0.6416,  0.78[ ]
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Γράφημα 4.7: Καμπύλη ROC τελικού μοντέλου για το training set



του	διότι	είναι	αναμενόμενο	ένα	μοντέλο	πιστωτικού	κινδύνου	που	έχει	προσαρμοστεί	χρη-
σιμοποιώντας	το	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης	να	μην	παρουσιάζει	 ιδιαίτερα	υ-
ψηλές	τιμές	AUC	διότι	σε	ένα	τέτοιο	μοντέλο	δεν	μπορούν	να	συμπεριληφθούν	χρονικά	με-
ταβαλλόμενες	μεταβλητές	αλλά	ούτε	έχει	τη	δυνατότητα	να	προβλέψει	το	χρόνο	μετά	από	
τον	οποίο	θα	συμβεί	η	αθέτηση	του	δανείου.	Η	κατασκευή	και	η	αποδοτικότητα	του	μοντέ-
λου	βασίζονται	σε	μία	“φωτογραφία”	του	δείγματος	σε	μία	συγκεκριμένη	χρονική	στιγμή	
στην	οποία	λαμβάνονται	οι	τιμές	όλων	των	μεταβλητών	αλλά	αυτό	του	στερεί	τη	δυναμική	
που	θα	είχε	αν	μπορούσε	να	αναπροσαρμόζεται	με	τα	νέα	δεδομένα	στις	αγορές	και	στις	
οικονομίες,	πράγμα	που	θα	συνέβαινε	με	την	εισαγωγή	μεταβλητών	η	τιμή	των	οποίων	αλ-
λάζει	με	την	πάροδο	του	χρόνου.	

4.2.4.2 Test set

Από	το	γράφημα	4.8	βλέπουμε	ότι	παρόμοια	αποτελέσματα	ισχύουν	και	για	την	καμπύλη	
ROC	 του	 test	 set.	 Πιο	 συγκεκριμένα,	 το	 εμβαδόν	 κάτω	 από	 την	 καμπύλη	 είναι	
� ,	 δηλαδή	 αρκετά	 μεγαλύτερο	 από	 την	 ελάχιστη	 τιμή	 του	 που	 είναι	 η	
� ,	 και	 ένα	 95%	 διάστημα	 εμπιστοσύνης	 για	 το	 εμβαδόν	 αυτό	 είναι	 το	
� .	Το	διάστημα	αυτό	έχει	μεγάλο	εύρος	λόγω	του	μικρού	μεγέθους	του	test	
set.	

AUC = 0.7442
AUC = 0.5
0.5919,  0.8783[ ]
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Γράφημα 4.8: Καμπύλη ROC τελικού μοντέλου για το test set



4.3				Πιστωτικός	κίνδυνος	με	μοντέλα	παλινδρόμησης	επιβίωσης	

Για	την	ανάλυση	των	δεδομένων	προσαρμόζοντας	ένα	μοντέλο	αναλογικής	διακινδύνευσης	
η	εξαρτημένη	μεταβλητή	θα	είναι	η	t,	η	οποία	εκφράζει	το	χρόνο,	σε	μήνες,	με	τον	οποίο	
σταμάτησε	 η	 παρακολούθηση	 κάθε	 μονάδας	 του	 δείγματος	 με	 συνολικό	 χρόνο	
παρακολούθησης	 � ,	δηλαδή	15	χρόνια.	Σε	κάθε	τέτοια	χρονική	στιγμή	ή	συνέβη	το	
γεγονός	ή	για	κάποιον	άλλο	λόγο	σταμάτησε	η	παρακολούθηση	της	μονάδας.	Εάν	υπήρξε	
αθέτηση	 του	 δανείου,	 δηλαδή	 συνέβη	 το	 γεγονός,	 τότε	 η	 παρατήρηση	 θεωρείται	 μη	
αποκομμένη	και	η	μεταβλητή	 status	λαμβάνει	 την	 τιμή	1.	Αντίστοιχα,	 εάν	 το	 γεγονός	δεν	
συνέβη,	 τότε	η	μεταβλητή	 status	λαμβάνει	 την	 τιμή	0	και	η	παρατήρηση	θεωρείται	δεξιά	
αποκομμένη.	 Για	 τις	 526	παρατηρήσεις	 του	δείγματος	οι	πίνακες	συχνοτήτων	είναι	αυτοί	
που	παρουσίαστηκαν	νωρίτερα	μετά	την	προσαρμογή	των	τιμών	τους.	
Μία	μη	παραμετρική	μελέτη	 των	δεδομένων	κάνοντας	 τη	γραφική	παράσταση	 των	 τιμών	
της	εκτιμήτριας	Kaplan	-	Meier,	σύμφωνα	με	το	γράφημα	4.9,	μας	δείχνει	πώς	η	αξιοπιστία	
των	πελατών	ελαττώνεται	με	την	πάροδο	του	χρόνου.  

Πιο	συγκεκριμένα,	βλέπουμε	ότι	κατά	την	πρώτη	χρονική	περίοδο,	δηλαδή	για	� ,	η	
“επιβίωση”	 των	 δανειζόμενων	 φθείνει	 αρκετά	 γρήγορα.	 Αυτό	 επιβεβαιώνει	 και	 μία	
επικρατούσα	άποψη	στον	χώρο	του	πιστωτικού	κινδύνου,	δηλαδή	ότι,	αν	κάποιος	αθετήσει	
την	 συμφωνία,	 αυτό	 θα	 γίνει	 νωρίς	 (“If	 they	 go	 bad,	 they	 go	 bad	 early”,	 Banasik	 et	 al.,	
1999).	Η	επιβίωση	συνεχίζει	να	φθείνει	μέχρι	και	την	χρονική	στιγμή	� ,	όπου	σταματά	
η	παρακολούθηση	όλων	των	μονάδων	που	βρίσκονται	σε	λειτουργία	έως	τότε.	Σε	εκείνο	το	
σημείο	βλέπουμε	ότι	η	συνάρτηση	επιβίωσης	πέφτει	κατακόρυφα	και	μηδενίζεται	απότομα	
αλλά	 ο	 μηδενισμός	 αυτός	 οφείλεται	 αποκλειστικά	 στο	 στατιστικό	 πακέτο	MINITAB	 με	 το	
οποίο	κατασκευάστηκε	το	γράφημα	4.9.	Υπάρχουν	άλλα	στατιστικά	πακέτα	στα	οποία	δεν	
εμφανίζεται	η	κατακόρυφη	αυτή	πτώση	προς	το	μηδέν.	

T ∗ = 180

t ∈ 0,50[ ]

t = 180
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Γράφημα 4.9: Η εκτιμήτρια Kaplan - Meier της S(t)



Το	ημιπαραμετρικό	μοντέλο	του	Cox	δεν	υποθέτει	κάποια	κατανομή	για	την	βασική	συνάρ-
τηση	διακινδύνευσης	 � 	αλλά	μπορούν	να	γίνουν	κάποιοι	γραφικοί	έλεγχοι	για	να	δού-
με	ποια	κατανομή	θα	μπορούσε	να	περιγράψει	καλύτερα	τα	δεδομένα	μας. 

h0 t( )
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Γράφημα 4.10 (α): Γραφικός έλεγχος για την κατανομή της T

Γράφημα 4.10 (β): Γραφικός έλεγχος για την κατανομή της T



Από	τις	γραφικές	παραστάσεις	4.10	(α)	-	4.10	(γ)	βλέπουμε	ότι	κατάλληλες	κατανομές	για	
την	 περιγραφή	 των	 δεδομένων	 μας	 θα	 ήταν	 η	 Weibull,	 η	 Lognormal,	 η	 Loglogiséc,	 η	 3-
parameter	Weibull,	η	3-parameter	Lognormal	αλλά	και	η	3-parameter	Loglogiséc.	Για	να	α-
ποφασίσουμε	 ποια	 από	 αυτές	 τις	 κατανομές	 είναι	 πιο	 κατάλληλη	 σε	 σχέση	 με	 τις	 άλλες	
πρέπει	 να	 συγκρίνουμε	 τις	 τιμές	 που	 λαμβάνει	 ο	 προσαρμοσμένος	 έλεγχος	 Anderson	 -	
Darling	για	καθεμία	από	αυτές	τις	κατανομές.	Οι	τιμές	αυτές	φαίνονται	στον	πίνακα	4.21	σε	
αύξουσα	σειρά.	

Το	πιο	κατάλληλο	μοντέλο	είναι	αυτό	με	την	μικρότερη	τιμή	για	τον	προσαρμοσμένο	έλεγχο	
Anderson	-	Darling.	Συνεπώς,	μία	κατάλληλη	κατανομή	για	να	περιγράψει	τα	δεδομένα	μας	

Κατανομή Anderson	-	Darling	(adjusted)

3-parameter	Loglogiséc 152.928

Loglogiséc 152.944

3-parameter	Lognormal 152.964

Lognormal 153.004

3-parameter	Weibull 153.039

Weibull 153.361

2-parameter	Exponenéal 153.385

Exponenéal 153.927

Normal 158.424

Logiséc 158.711

Smallest	extreme	value 160.415
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Γράφημα 4.10 (γ): Γραφικός έλεγχος για την κατανομή της T

Πίνακας 4.21: Πίνακας προσαρμοσμένου ελέγχου Anderson - Darling



θα	μπορούσε	να	είναι	η	3-parameter	Loglogiséc	ή,	ακόμα	καλύτερα,	η	Loglogiséc,	διότι	στην	
Στατιστική	προτιμούνται	οι	κατανομές	με	τις	λιγότερες	παραμέτρους	προς	εκτίμηση	και	η	
διαφορά	 στην	 τιμή	 του	 προσαρμοσμένου	 ελέγχου	 Anderson	 -	 Darling	 ανάμεσα	 στις	 δύο	
αυτές	κατανομές	είναι	αμελητέα.	

4.3.1				Έλεγχος	υπόθεσης	αναλογικής	διακινδύνευσης	

Θα	 επικεντρωθούμε	 στο	 ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 αναλογικής	 διακινδύνευσης	 του	 Cox.	
Όπως	είδαμε	στην	§3.4,	πριν	 γίνει	η	προσαρμογή	πρέπει	 να	ελεγχθεί	 εάν	η	υπόθεση	 της	
αναλογικής	διακινδύνευσης	επαληθεύεται	για	τα	δεδομένα	μας.	Αυτή	η	υπόθεση	ελέγχεται	
αρχικά	για	κάθε	μεταβλητή	χωριστά	με	τα	γραφήματα	4.11	-	4.14.  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Γράφημα 4.11: Γραφικός έλεγχος υπόθεσης αναλογικής 
διακινδύνευσης  για την φερεγγυότητα

Γράφημα 4.12: Γραφικός έλεγχος υπόθεσης αναλογικής 
διακινδύνευσης  για την περιουσία
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Γράφημα 4.13: Γραφικός έλεγχος υπόθεσης αναλογικής διακινδύνευσης  για το 
ιστορικό

Γράφημα 4.14: Γραφικός έλεγχος υπόθεσης αναλογικής διακινδύνευσης  για την 
επαγγελματική κατάσταση



Από	 τα	γραφήματα	4.11	 -	 4.14	βλέπουμε	ότι	οι	 ευθείες	 κάθε	γραφήματος	διαφέρουν	ως	
προς	 κάποια	 κατακόρυφη	 μετατόπιση	 αλλά	 αυτή	 δεν	 είναι	 η	 μόνη	 διαφοροποίηση	 που	
υπάρχει	 μεταξύ	 τους.	 Για	 τις	 μεταβλητές	 property	 και	 history	 βλέπουμε	 ότι	 οι	 ευθείες	
καλύπτουν	σχεδόν	η	μία	 την	άλλη,	πράγμα	που	μας	υποδεικνύει	ότι	 είναι	πιθανό	να	μην	
υπάρχει	 στατιστικά	 σημαντική	 διαφοροποίηση	 ανάμεσα	 στις	 κατηγορίες	 των	
συμμεταβλητών	αυτών.	 Επίσης,	στο	 γράφημα	4.14	βλέπουμε	ότι	οι	 ευθείες	 τέμνονται	σε	
κάποια	 σημεία,	 οπότε	 για	 την	 μεταβλητή	 employment	 είναι	 πιθανό	 να	 μην	 ισχύει	 η	
υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	 Για	όλες	επίσης	 τις	μεταβλητές	βλέπουμε	ότι	η	
προσαρμογή	 της	 ευθείας	 στα	 σημεία	 κάθε	 κατηγορίας	 είναι	 ικανοποιητική	 αφού	 δεν	
υπάρχουν	 σημεία	 που	 αποκλίνουν	 πολύ.	 Αυτά	 τα	 χαρακτηριστικά	 μας	 δείχνουν	 ότι	 η	
υπόθεση	 της	 αναλογικής	 διακινδύνευσης	 ικανοποιείται	 για	 τα	 δεδομένα	 μας	 έχοντας	
κάποιους	 ενδοιασμούς	 για	 την	 μεταβλητή	 employment.	 Θα	 προσαρμοστεί	 λοιπόν	 ένα	
ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 αναλογικής	 διακινδύνευσης	 του	 Cox	 στα	 δεδομένα	 μας	 και	 στη	
συνέχεια	 θα	 γίνουν	 περαιτέρω	 έλεγχοι	 για	 αυτήν	 την	 υπόθεση	 και	 τους	 τρόπους	
αντιμετώπισης	πιθανών	προβλημάτων	που	δημιουργούνται.	

4.3.2				Προσαρμογή	του	μοντέλου	

Προσαρμόστηκε	 αρχικά	 ένα	 ημιπαραμετρικό	 μοντέλο	 του	 Cox	 που	 περιέχει	 όλες	 τις	
τροποποιημένες	μεταβλητές	και	τα	αποτελέσματα	φαίνονται	στον	πίνακα	4.22.	

Σημείωση:	Βλέπουμε	ότι	πράγματι	στο	μοντέλο	του	Cox	δεν	υπάρχει	σταθερός	όρος	αφού	
αυτός	έχει	προσαρτηθεί	στη	βασική	συνάρτηση	διακινδύνευσης.	

Παρατηρούμε	 λοιπόν	 ότι,	 σύμφωνα	 με	 τις	 p-values	 των	 ελέγχων	 Wald,	 η	 μεταβλητή	
solvency	είναι	στατιστικά	σημαντική.	Βλέπουμε	επίσης	ότι	κάποιες	κατηγορίες	των	υπόλοι-
πων	 μεταβλητών	 είναι	 στατιστικά	 σημαντικές	 ενώ	 κάποιες	 άλλες	 όχι	 αλλά	 και	 ότι	 δεν	
υπάρχει	 κάποια	 μεταβλητή	 της	 οποίας	 όλες	 οι	 κατηγορίες	 να	 είναι	 στατιστικά	 μη	
σημαντικές.	Οι	παρατηρήσεις	αυτές	μας	υποδεικνύουν	ότι	μάλλον	όλες	οι	μεταβλητές	είναι	
χρήσιμες	στο	μοντέλο.	

Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

solvency -1.19132 0.28116 <0.001

property2 0.04629 0.23875 0.8463

property3 -0.42805 0.19861 0.0311

history2 -0.41685 0.20888 0.0460

history3 -0.45599 0.18274 0.0126

employment4 -1.03386 0.18693 <0.001

employment5 0.17605 0.39727 0.6577

employment6 0.43082 0.23983 0.0724
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Πίνακας 4.22: Πίνακας αποτελεσμάτων προσαρμογής του μοντέλου που περιέχει 
όλες τις μεταβλητές



Τα	 ίδια	 αποτελέσματα	 προκύπτουν	 χρησιμοποιώντας	 τα	 95%	 διαστήματα	 εμπιστοσύνης	
των	παραμέτρων	του	μοντέλου.	Τα	διαστήματα	αυτά	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.23.	

Παρατηρούμε	ότι	για	όλες	τις	μεταβλητές	υπάρχει	ένα	διάστημα	εμπιστοσύνης	που	αφορά	
κάποια	ψευδομεταβλητή	της,	το	οποίο	δεν	περιέχει	το	0,	πράγμα	που	μας	υποδεικνύει	ότι	
είναι	στατιστικά	σημαντικές.	

Αυτό	όμως	πρέπει	να	επιβεβαιωθεί	και	μέσα	από	κάποιους	στατιστικούς	ελέγχους.	Γι’	αυτό	
και	ξαναπροσαρμόζουμε	το	μοντέλο	χωρίς	την	μεταβλητή	history	μιας	και	οι	κατηγορίες	της	
φαίνονται	να	είναι	οριακά	στατιστικά	σημαντικές	και	στο	μοντέλο	της	λογιστικές	παλινδρό-
μησης	δεν	είχε	συμπεριληφθεί	στο	τελικό	μοντέλο.	Τα	αποτελέσματα	για	το	νέο	αυτό	μο-
ντέλο	φαίνονται	στον	πίνακα	4.24.	

Η	τιμή	του	κριτηρίου	AIC	αυξάνεται	όταν	αφαιρούμε	από	το	μοντέλο	την	μεταβλητή	history.	
Το	 αποτέλεσμα	 αυτό	 μας	 υποδεικνύει	 ότι	 το	 ιστορικό	 του	 πελάτη	 είναι	 χρήσιμο	 για	 το	
μοντέλο.	Στο	ίδιο	συμπέρασμα	καταλήγουμε	κάνοντας	και	έναν	έλεγχο	λόγου	πιθανοφανει-
ών.	Η	τιμή	της	μεγιστοποιημένης	λογαριθμοποιημένης	συνάρτησης	πιθανοφάνειας	για	κά-
θε	μοντέλο	φαίνεται	στη	δεύτερη	στήλη	του	πίνακα	και	στην	τρίτη	φαίνεται	η	p-value	του	

2,5% 97,5%

solvency -1,7424 -0,6403

property2 -0,4217 0,5142

property3 -0,8173 -0,0388

history2 -0,8263 -0,0074

history3 -0,8142 -0,0978

employment4 -1,4002 -0,6675

employment5 -0,6026 0,9547

employment6 -0,0392 0,9009

Μεταβλητές που 
έχουν αφαιρεθεί AIC p-value

Καμία 1679.142 -831.57
0.02834

history 1682.27 -835.13

� ℓ̂
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Πίνακας 4.23: 95% διαστήματα εμπιστοσύνης για τους συντελεστές του μοντέλου 
που περιέχει όλες τις μεταβήτές

Πίνακας 4.24: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ του μοντέλου με όλες τις 
μεταβλητές και του μοντέλου χωρίς το ιστορικό



ελέγχου	 αυτού.	 Αυτή	 η	 p-value	 υπολογίζεται	 χρησιμοποιώντας	 την	 ελεγχοσυνάρτηση	
� 	ως	εξής	

� 	

αφού	 γνωρίζουμε	 ότι	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 � 	 για	 αυτόν	 τον	 έλεγχο	 ακολουθεί	
προσεγγιστικά	 την	 � 	 αφού	 το	 μοντέλο	 αντιλαμβάνεται	 την	 απώλεια	 της	 μεταβλητής	
history	ως	απώλεια	των	δύο	ψευδομεταβλητών	που	της	αντιστοιχούν.	
Αφού	 � ,	απορρίπτουμε	την	μηδενική	υπόθεση	έναντι	της	εναλλακτικής	και	
διατηρούμε	την	μεταβλητή	history	στο	μοντέλο.	

Παρόμοια	αποτελέσματα	προκύπτουν	αν	δοκιμάσουμε	να	αφαιρέσουμε	οποιαδήποτε	άλλη	
μεταβλητή	από	το	μοντέλο	του	Cox.	Πιο	συγκεκριμένα,	θα	δοκιμάσουμε	να	αφαιρέσουμε	
την	μεταβλητή	property	και	τα	αποτελέσματα	φαίνονται	στον	πίνακα	4.25.	

Η	 τιμή	 του	 κριτηρίου	 AIC	 αυξάνεται	 όταν	 αφαιρούμε	 από	 το	 μοντέλο	 την	 μεταβλητή	
property.	Το	αποτέλεσμα	αυτό	μας	υποδεικνύει	ότι	η	σχέση	της	περιουσίας	του	πελάτη	σε	
σχέση	με	τον	συνολικό	δανεισμό	είναι	χρήσιμη	για	το	μοντέλο.	Στο	ίδιο	συμπέρασμα	κατα-
λήγουμε	κάνοντας	και	έναν	έλεγχο	λόγου	πιθανοφανειών.	Η	τιμή	της	μεγιστοποιημένης	λο-
γαριθμοποιημένης	 συνάρτησης	 πιθανοφάνειας	 για	 κάθε	 μοντέλο	 φαίνεται	 στη	 δεύτερη	
στήλη	του	πίνακα	και	στην	τρίτη	φαίνεται	η	p-value	του	ελέγχου	αυτού.	Αυτή	η	p-value	υπο-
λογίζεται	χρησιμοποιώντας	την	ελεγχοσυνάρτηση	� 	ως	εξής	

� 	

αφού	γνωρίζουμε	ότι	η	ελεγχοσυνάρτηση	� 	για	αυτόν	τον	έλεγχο	ακολουθεί	προσεγγιστι-
κά	την	� 	αφού	το	μοντέλο	αντιλαμβάνεται	την	απώλεια	της	μεταβλητής	property	ως	απώ-
λεια	των	δύο	ψευδομεταβλητών	που	της	αντιστοιχούν.	
Αφού	 � ,	απορρίπτουμε	την	μηδενική	υπόθεση	έναντι	της	εναλλακτικής	και	
διατηρούμε	την	μεταβλητή	property	στο	μοντέλο.	

Τέλος,	θα	δοκιμάσουμε	να	αφαιρέσουμε	την	μεταβλητή	employment	και	τα	αποτελέσματα	
φαίνονται	στον	πίνακα	4.26.	

X 2 = −2 −835.13+ 831.57( ) = 7.12

P X 2 > 7.12( ) = 1− P X 2 ≤ 7.12( ) = 0.02834

X 2

χ2
2

p − value < 0.05

Μεταβλητές που 
έχουν αφαιρεθεί AIC p-value

Καμία 1679.142 -831.57
0.02232

property 1682.747 -835.37

� ℓ̂

X 2 = −2 −835.37 + 831.57( ) = 7.6

P X 2 > 7.6( ) = 1− P X 2 ≤ 7.6( ) = 0.02232

X 2

χ2
2

p − value < 0.05
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Πίνακας 4.25: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ του μοντέλου με όλες τις 
μεταβλητές και του μοντέλου χωρίς την περιουσία



Η	τιμή	του	κριτηρίου	AIC	αυξάνεται	πολύ	όταν	αφαιρούμε	από	το	μοντέλο	την	μεταβλητή	
employment.	Το	αποτέλεσμα	αυτό	μας	υποδεικνύει	ότι	η	επαγγελματική	κατάσταση	του	πε-
λάτη	είναι	χρήσιμη	για	το	μοντέλο.	Στο	ίδιο	συμπέρασμα	καταλήγουμε	κάνοντας	και	έναν	έ-
λεγχο	 λόγου	 πιθανοφανειών.	 Η	 τιμή	 της	 μεγιστοποιημένης	 λογαριθμοποιημένης	
συνάρτησης	πιθανοφάνειας	για	κάθε	μοντέλο	φαίνεται	στη	δεύτερη	στήλη	του	πίνακα	και	
στην	τρίτη	φαίνεται	η	p-value	του	ελέγχου	αυτού.	Αυτή	η	p-value	υπολογίζεται	χρησιμοποι-
ώντας	την	ελεγχοσυνάρτηση	� 	ως	εξής	

� 	

αφού	γνωρίζουμε	ότι	η	ελεγχοσυνάρτηση	� 	για	αυτόν	τον	έλεγχο	ακολουθεί	προσεγγιστι-
κά	την	 � 	αφού	το	μοντέλο	αντιλαμβάνεται	την	απώλεια	της	μεταβλητής	employment	ως	
απώλεια	των	τριών	ψευδομεταβλητών	που	της	αντιστοιχούν.	
Αφού	� ,	απορρίπτουμε	την	μηδενική	υπόθεση	έναντι	της	εναλλακτικής	και	
διατηρούμε	την	μεταβλητή	employment	στο	μοντέλο.	

Σημείωση:	Η	p-value	του	τελευταίου	ελέγχου	είναι	πάρα	πολύ	μικρή,	γεγονός	που	υποδει-
κνύει	πόσο	σημαντική	είναι	η	μεταβλητή	αυτή	για	το	μοντέλο.	Μία	ένδειξη	για	το	αποτέλε-
σμα	αυτό	είχαμε	και	από	τις	p-values	των	ελέγχων	Wald	για	τις	παραμέτρους	του	αρχικού	
μοντέλου	στον	πίνακα	4.20	διότι	η	p-value	της	ψευδομεταβλητής	employment4	ήταν	επίσης	
πολύ	μικρή	και	οδηγούσε	στο	ίδιο	συμπέρασμα,	παρ’	όλο	που	οι	άλλες	δύο	κατηγορίες	της	
μεταβλητής	employment	ήταν	στατιστικά	μη	σημαντικές.	

Άρα,	η	αθέτηση	του	δανείου	από	έναν	πελάτη	εξαρτάται	από	όλες	τις	διαθέσιμες	μεταβλη-
τές,	δηλαδή	την	φερεγγυότητά	του,	τη	σχέση	της	περιουσίας	του	με	τον	συνολικό	δανεισμό,	
το	ιστορικό	του	αλλά	και	την	επαγγελματική	του	κατάσταση.	

Το	τελικό	μοντέλο	λαμβάνει	λοιπόν	την	μορφή	

� 	

Η	διαδικασία	της	διαδοχικής	αφαίρεσης	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	και	για	το	μοντέλο	του	
Cox.	Τα	αποτελέσματα	αυτής	της	διαδικασίας	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.27.	

Μεταβλητές που 
έχουν αφαιρεθεί AIC p-value

Καμία 1679.142 -831.57
<0.001

employment 1720.254 -855.13

� ℓ̂

X 2 = −2 −855.13+ 831.57( ) = 47.12

P X 2 > 47.12( ) = 1− P X 2 ≤ 47.12( ) = 3.29 ⋅10−10 < 0.001

X 2

χ3
2

p − value < 0.001

h t; x( ) = h0 t( )exp -1.19132solv + 0.046298prop2 -0.42805prop3-0.41685hist2 -0.45599hist3{
                              -1.03386empl4 + 0.17605empl5 + 0.43082empl6}
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Πίνακας 4.26: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ του μοντέλου με όλες τις 
μεταβλητές και του μοντέλου χωρίς την επαγγελματική κατάσταση



Από	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.27	βλέπουμε	ότι	όλες	οι	μεταβλητές	είναι	στατισιτικά	
σημαντικές	και	δεν	μπορούν	να	αφαιρεθούν	από	το	μοντέλο.	Οπότε	καταλήγουμε	στο	ίδιο	
συμπέρασμα	και	το	τελικό	μοντέλο	είναι	το	

� 	

4.3.2    Ερμηνεία συντελεστών

Η	ερμηνεία	των	συντελεστών	είναι	πολύ	εύκολη	και	για	αυτό	το	μοντέλο,	όπως	και	για	το	
μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης.	Η	τιμή	του	� 	για	κάθε	έναν	συντελεστή	� 	δείχνει	
κατά	 πόσο	 πολλαπλασιάζεται	 η	 βασική	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης.	 Δείχνει	 δηλαδή	 κατά	
πόσο	μία	συμμεταβλητή	επιδρά	στη	“διάρκεια	ζωής”	όταν	αυξάνεται	κατά	μία	μονάδα	και	
οι	άλλες	συμμεταβλητές	του	τελικού	μοντέλου	θεωρούνται	σταθερές.	

Για	το	μοντέλο	στο	οποίο	καταλήξαμε	λοιπόν,	ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	solvency	ισού-
ται	 με	 � ,	 άρα	 η	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 επηρεάζεται	 κατά	
� 	αν	η	φερεγγυότητα	του	πελάτη	αυξηθεί	από	την	κατη-
γορία	“3”	στην	κατηγορία	“4”	και	η	σχέση	της	περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό,	το	
ιστορικό	του	και	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	παραμείνουν	σταθερά.	
 
Ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	property2	ισούται	με	 ,	άρα	η	συνάρτηση	διακιν-
δύνευσης	επηρεάζεται	κατά	 � 	αν	η	σχέση	της	περιουσίας	
του	με	το	συνολικό	δανεισμό	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“1”	στην	κατηγορία	“2”	και	η	φε-
ρεγγυότητά	του,	το	ιστορικό	του	και	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	παραμείνουν	σταθε-
ρά.	Αντίστοιχα,	ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	property3	 ισούται	με	 ,	άρα	συ-
νάρτηση	διακινδύνευσης	επηρεάζεται	κατά	 � 	αν	η	σχέση	
της	περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“2”	στην	κατηγορί-
α	“3”	και	η	φερεγγυότητά	του,	το	ιστορικό	του	και	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	παρα-
μείνουν	σταθερά.	

Μεταβλητή	που	
θα	αφαιρεθεί

Βαθμοί	
ελευθερίας AIC

Καμία - 1679.1 - -

history 2 1682.3 7.127 0.0283368

property 2 1682.8 7.604 0.0223241

solvency 1 1690.8 13.606 0.0002255

employment 3 1720.2 47.112 <0.001

Τιμή �  ελέγχου 
λόγου πιθανοφανειών

χ 2 p-value	� 	
ελέγχου

χ 2

h t; x( ) = h0 t( )exp -1.19132solv + 0.046298prop2 -0.42805prop3-0.41685hist2 -0.45599hist3{
                              -1.03386empl4 + 0.17605empl5 + 0.43082empl6}

eβ̂ β̂

-1.19132 < 0
h0 t( ) ⋅exp -1.19132( ) = 0.3038h0 t( )

0.04629>0
h0 t( ) ⋅exp 0.04629( ) = 1.0474h0 t( )

-0.42805<0
h0 t( ) ⋅exp -0.42805( ) = 0.6518h0 t( )
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Πίνακας 4.27: Πίνακας αποτελεσμάτων backward elimination για το μοντέλο του 
Cox



Τέλος,	ο	συντελεστής	της	μεταβλητής	employment4	ισούται	με	 ,	άρα	η	συνάρ-
τηση	διακινδύνευσης	 επηρεάζεται	 κατά	 � 	 αν	 η	 επαγγελ-
ματική	του	κατάσταση	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“3”	στην	κατηγορία	“4”	και	η	φερεγγυό-
τητά	του,	η	σχέση	της	περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό	αλλά	και	 το	 ιστορικό	του	
παραμείνουν	 σταθερά.	 Ο	 συντελεστής	 της	 μεταβλητής	 employment5	 ισούται	 με	
� ,	 άρα	 η	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 στην	 περίπτωση	 αυτή	 επηρεάζεται	 κατά	
� 	αν	η	επαγγελματική	του	κατάσταση	αυξηθεί	από	την	κα-
τηγορία	“4”	στην	κατηγορία	“5”	και	η	φερεγγυότητά	του,	η	σχέση	της	περιουσίας	του	με	το	
συνολικό	δανεισμό	αλλά	και	το	ιστορικό	του	παραμείνουν	σταθερά.	Αντίστοιχα,	ο	συντελε-
στής	της	μεταβλητής	employment6	 ισούται	με	 ,	άρα	η	συνάρτηση	διακινδύνευ-
σης	επηρεάζεται	κατά	� 	αν	η	επαγγελματική	του	κατάστα-
ση	αυξηθεί	από	την	κατηγορία	“5”	στην	κατηγορία	“6”	και	η	φερεγγυότητά	του,	η	σχέση	της	
περιουσίας	του	με	το	συνολικό	δανεισμό	αλλά	και	το	ιστορικό	του	παραμείνουν	σταθερά.	

Τα	αποτελέσματα	αυτά	ήταν	και	αυτά	που	αναμέναμε	αφού,	όσο	πιο	φερέγγυος	είναι	ένας	
πελάτης,	τόσο	πιο	απίθανο	θεωρείται	να	αθετήσει	το	δάνειό	του	κι	αυτό	φαίνεται	από	την	
μείωση	 της	 συνάρτησης	 διακινδύνευσης	 για	 την	 “υψηλότερη”	 κατηγορία	 της	 μεταβλητής	
solvency.	

Αντίστοιχα,	 όσο	 υψηλότερη	 είναι	 η	 σχέση	 της	 περιουσίας	 ενός	 πελάτη	 με	 το	 συνολικό	
δανεισμό,	 τόσο	 πιο	 μικρή	 θεωρείται	 η	 πιθανότητα	 να	 αθετήσει	 το	 δάνειό	 του	 κι	 αυτό	
φαίνεται	από	την	μείωση	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	για	τις	“υψηλότερες”	κατηγορίες	
της	μεταβλητής	property.	Παρατηρούμε	βέβαια	ότι,	μεταβαίνοντας	από	την	κατηγορία	“1”	
στην	 κατηγορία	 “2”,	 η	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 αυξάνεται	 αντί	 να	 μειώνεται	 αλλά	 η	
αύξηση	αυτή	είναι	πολύ	μικρή	και	δεν	επηρεάζει	ουσιαστικά	το	μοντέλο	και	την	ερμηνεία	
των	συντελεστών	του.	

Όσο	καλύτερη	είναι	η	γνώση	που	υπάρχει	σε	σχέση	με	το	ιστορικό	ενός	πελάτη,	τόσο	πιο	
εύκολο	θεωρείται	να	προβλεφθεί	αν	θα	αθετήσει	το	δάνειό	του.	Οι	πελάτες	που	ανήκουν	
στις	 “υψηλότερες”	 κατηγορίες	 ιστορικού	 λοιπόν	 θεωρείται	 ότι	 θα	 έχουν	 καλύτερη	
“απόδοση”	και	ότι	είναι	πιο	απίθανο	να	αθετήσουν	το	δάνειό	τους.	Αυτό	φαίνεται	από	την	
μείωση	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	για	τις	“υψηλότερες”	κατηγορίες	της	μεταβλητής	
history.	

Τέλος,	όσο	πιο	σταθερό	ή	υψηλό	εισόδημα	έχει	ένας	πελάτης	λόγω	της	επαγγελματικής	του	
κατάστασης,	 τόσο	 πιο	 απίθανο	 θεωρείται	 να	 αθετήσει	 το	 δάνειό	 του.	 Αυτό	φαίνεται	 και	
από	 το	 γεγονός	 ότι	 η	 συνάρτηση	 διακινδύνευσης	 αυξάνεται	 για	 τους	 ελεύθερους	
επαγγελματίες	 και	 τους	 επιστήμονες	 σε	 σχέση	 με	 τους	 δημόσιους	 υπαλλήλους	 και	
αυξάνεται	περαιτέρω	για	 τους	λοιπόυς	ελεύθερους	επαγγελματίες,	όπως	για	παράδειγμα	
για	τους	υδραυλικούς	και	τους	ηλεκτρολόγους.	Το	αποτέλεσμα	αυτό	δείχνει	ότι,	παρ’	όλο	
που	 οι	 ελεύθεροι	 επαγγελματίες	 και	 οι	 επιστήμονες	 ενδέχεται	 να	 έχουν	 πιο	 υψηλό	
εισόδημα,	η	σταθερότητα	του	μισθού	των	δημοσίων	υπαλλήλων	εκτιμάται	ιδιαιτέρως	κατά	
την	 έγκριση	 μίας	 αίτησης	 δανειοδότησης	 και	 γι’	 αυτό	 οι	 πελάτες	 αυτοί	 έχουν	 μικρότερη	
συνάρτηση	 διακινδύνευσης.	 Επίσης,	 οι	 λοιποί	 ελεύθεροι	 επαγγλεματίες	 έχουν	 συνήθως	
αρκετά	 χαμηλότερο	 εισόδημα	 σε	 σχέση	 με	 τους	 γιατρούς	 και	 τους	 δικηγόρους	 για	
παράδειγμα,	 παρά	 το	 γεγονός	 ότι	 η	 σταθερότητα	 και	 του	 δικού	 τους	 μισθού	 είναι	
επισφαλής.	Γι’	αυτό	και	βλέπουμε	την	περαιτέρω	αύξηση	της	συνάρτησης	διακινδύνευσης	
για	την	κατηγορία	αυτή.	

-1.03386 < 0
h0 t( ) ⋅exp -1.03386( ) = 0.3556h0 t( )

0.17605>0
h0 t( ) ⋅exp 0.17605( ) = 1.1925h0 t( )

0.43082>0
h0 t( ) ⋅exp 0.43082( ) = 1.5385h0 t( )
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4.3.3				Γραφήματα	υπολοίπων	

Όπως	 είδαμε	 στην	 §3.6,	 τα	 κλιμακοποιημένα	 υπόλοιπα	 Schoenfeld	 μας	 εξασφαλίζουν	 έναν	
ακόμη	γραφικό	έλεγχο	για	την	υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης	για	το	μοντέλο	του	
Cox.	Για	να	ελεγχθεί	λοιπόν	η	υπόθεση	αυτή,	δηλαδή	η	υπόθεση	� ,	γίνεται	ένα	
γράφημα	των	κλιμακοποιημένων	υπολοίπων	Schoenfeld	για	κάθε	μεταβλητή	σε	σχέση	με	το	
χρόνο.	Για	να	γίνει	αποδεκτή	η	υπόθεση	που	είναι	μία	βασική	προϋπόθεση	για	το	μοντέλο	
του	Cox,	θα	πρέπει	το	γράφημα	αυτό	να	απεικονίζει	μία	ευθεία. 

Όπως	φαίνεται	από	τα	γραφήματα	4.15	-	4.22,	η	προσέγγιση	μίας	οριζόντιας	γραμμής	είναι	
αρκετά	 ικανοποιητική,	 πράγμα	 που	 δείχνει	 να	 ισχύει	 ότι	 η	 υπόθεση	 της	 αναλογικής	
διακινδύνευσης	για	το	μοντέλο	που	προσαρμόσαμε.	

βi t( ) = βi  ∀t
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Γράφημα 4.15: Υπόλοιπα Schoenfeld για το solvency_4

Γράφημα 4.16: Υπόλοιπα Schoenfeld για το property_2
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Γράφημα 4.17: Υπόλοιπα Schoenfeld για το property_3

Γράφημα 4.18: Υπόλοιπα Schoenfeld για το history_2



�74

Γράφημα 4.19: Υπόλοιπα Schoenfeld για το history_3

Γράφημα 4.20: Υπόλοιπα Schoenfeld για το employment_4
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Γράφημα 4.21: Υπόλοιπα Schoenfeld για το employment_5

Γράφημα 4.22: Υπόλοιπα Schoenfeld για το employment_6



Για	 τον	 έλεγχο	 της	υπόθεσης	 της	αναλογικής	διακινδύνευσης	μπορούμε	 να	 χρησιμοποιή-
σουμε	και	κάποια	άλλα	διαγνωστικά	γραφήματα	με	την	μέθοδο	της	στρωματοποιημένης	α-
νάλυσης,	που	παρουσιάζονται	στην	επόμενη	παράγραφο.	

4.3.4   Επεκτάσεις του μοντέλου

4.3.4.1			Στρωματοποιημένη	ανάλυση		

Όπως	είδαμε,	τα	γραφήματα	4.15	-	4.22	των	κλιμακοποιημένων	υπολοίπων	Schoenfeld	για	
τις	τέσσερις	μεταβλητές	δείχνουν	να	ικανοποιούν	την	υπόθεση	της	υπόθεσης	της	αναλογι-
κής	διακινδύνευσης,	ωστόσο	κρίνεται	σκόπιμο	να	εφαρμοστεί	και	μία	στρωματοποιημένη	
ανάλυση	 για	 να	 ελεγχθεί	 εκ	 νέου	η	υπόθεση	αυτή.	Πραγματοποιήθηκαν	 λοιπόν	 τέσσερις	
γραφικές	παραστάσεις	 της	 συνάρτησης	 επιβίωσης	σε	 σχέση	με	 τον	 χρόνο	που	φαίνονται	
στα	γραφήματα	4.23	 -	4.26,	μία	για	κάθε	μεταβλητή.	Σε	κάθε	γράφημα	απεικονίζονται	οι	
καμπύλες	των	� 	για	όλα	τα	στρώματα	της	μεταβλητής	έναντι	του	λογαρίθμου	

του	χρόνου	� 	(Andreeva,	2006).	

ln − ln Ŝ t( )⎡⎣ ⎤⎦{ }
ln t( )
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Γράφημα 4.23: Στρωματοποιημένη ανάλυση για τη φερεγγυότητα



Tο	 γράφημα	 4.23	 απεικονίζει	 δύο	 ευθείες	 γραμμές	 που	 φαίνονται	 να	 είναι	 παράλληλες,	
οπότε	 η	 επιβίωση	 των	 μονάδων	 του	 δείγματος	 φαίνεται	 να	 μη	 διαφέρει	 σημαντικά	
ανάμεσα	 στις	 κατηγορίες	 “3”	 και	 “4”.	 	 Αυτό	 σημαίνει	 ότι	 η	 υπόθεση	 της	 αναλογικής	
διακινδύνευσης	 ισχύει	 για	 την	 μεταβλητή	 solvency	 και	 θα	 υπάρχει	 μία	 κοινή	 βασική	
συνάρτηση	διακινδύνευσης	� 	και	για	τις	δύο	κατηγορίες	της	μεταβλητής.	

Tο	 γράφημα	 4.24	 απεικονίζει	 τρεις	 ευθείες	 γραμμές	 που	 είναι	 παράλληλες,	 οπότε	 η	
επιβίωση	 των	μονάδων	 του	δείγματος	φαίνεται	 να	μη	διαφέρει	 σημαντικά	ανάμεσα	στις	
κατηγορίες	“1”,	“2”	και	“3”.	 	Αυτό	σημαίνει	ότι	η	υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης	
ισχύει	 για	 την	 μεταβλητή	 property	 και	 θα	 υπάρχει	 μία	 κοινή	 βασική	 συνάρτηση	
διακινδύνευσης	� 	και	για	τις	τρεις	κατηγορίες	της	μεταβλητής.	
Παρατηρούμε	 επίσης	 ότι,	 όπως	 και	 στο	 γράφημα	 4.12,	 δεν	 φαίνεται	 να	 υπάρχουν	
ουσιαστικές	 διαφορές	 ανάμεσα	 στις	 κατηγορίες	 της	 μεταβλητής	 αφού	 οι	 ευθείες	 σχεδόν	
επικαλύπτονται	μεταξύ	τους.	

h0 t( )

h0
' t( )
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Γράφημα 4.24: Στρωματοποιημένη ανάλυση για την περιουσία



Tο	 γράφημα	 4.25	 απεικονίζει	 τρεις	 ευθείες	 γραμμές	 που	 είναι	 παράλληλες,	 οπότε	 η	
επιβίωση	 των	 μονάδων	 του	 δείγματος	 δε	φαίνεται	 να	 διαφέρει	 σημαντικά	 ανάμεσα	 στις	
κατηγορίες	“1”,	“2”	και	“3”.	 	Αυτό	σημαίνει	ότι	η	υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης	
ισχύει	 για	 την	 μεταβλητή	 history	 και	 θα	 υπάρχει	 μία	 κοινή	 βασική	 συνάρτηση	
διακινδύνευσης	� 	και	για	τις	τρεις	κατηγορίες	της	μεταβλητής.	
Παρατηρούμε	 επίσης	 ότι,	 όπως	 και	 στο	 γράφημα	 4.13,	 δεν	 φαίνεται	 να	 υπάρχουν	
ουσιαστικές	 διαφορές	 ανάμεσα	 στις	 κατηγορίες	 της	 μεταβλητής	 αφού	 οι	 ευθείες	 σχεδόν	
επικαλύπτονται	μεταξύ	τους.	

Tο	γράφημα	4.26	απεικονίζει	τέσσερις	ευθείες	γραμμές	που	είναι	παράλληλες,	οπότε	η	επι-
βίωση	των	μονάδων	του	δείγματος	δε	φαίνεται	να	διαφέρει	σημαντικά	ανάμεσα	στις	κατη-
γορίες	“3”,	“4”,	“5”	και	“6”.		Αυτό	σημαίνει	ότι	η	υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης	ι-
κανοποιείται	για	την	μεταβλητή	employment	και	θα	υπάρχει	μία	κοινή	βασική	συνάρτηση	
διακινδύνευσης	� 	και	για	τις	τρεις	κατηγορίες	της	μεταβλητής.	

h0
'' t( )

h0
''' t( )
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Γράφημα 4.25: Στρωματοποιημένη ανάλυση για το ιστορικό



4.3.4.2			Αλληλεξάρτηση	συμμεταβλητών	

Εκτός	 από	 μία	 πιθανή	 εξάρτηση	 των	 συμμεταβλητών	 από	 το	 χρόνο,	 είναι	 πιθανό	 να	
υπάρχει	 και	 κάποια	 αλληλεπίδραση	 μεταξύ	 δύο	 κατηγορικών	 μεταβλητών.	 Για	 να	
ελέγξουμε	αν	αυτό	ισχύει	για	τα	δεδομένα	μας,	προσαρμόσαμε	ένα	νέο	μοντέλο	στο	οποίο	
συμπεριλάβαμε	 όλες	 τις	 πιθανές	 αλληλεπιδράσεις	 ανάμεσα	 στις	 κατηγορίες	 των	
συμμεταβλητών	και	λάβαμε	τα	αποτελέσματα	που	παρουσιάζονται	στον	πίνακα	4.28.	
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Γράφημα 4.26: Στρωματοποιημένη ανάλυση για την επαγγελματική κατάσταση



Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

solvency -5,9700554 0,0034399 <0,001

property2 -1,4821024 0,2509913 0,18

property3 -4,2698772 0,0186235 0,001

history2 -1,0952165 0,3099679 0,237

history3 -1,0055636 0,3296596 0,264

employment4 -4,5123723 0,0129312 <0,001

employment5 -0,071614 0,9615573 0,945

employment6 -2,00789 0,1654347 0,103

1,1045579 3,018701 0,269

3,2329594 32,97373 0,013

1,0268427 2,378346 0,228

1,0345501 2,357012 0,217

2,9975651 21,71797 0,006

1,7553117 6,359461 0,11

-0,2269958 0,5453993 0,74

-0,5397578 0,3742136 0,4

-0,221298 0,4535165 0,696

-0,0949192 0,444017 0,846

0,9754973 1,518665 0,088

0,4504092 2,031468 0,728

1,4097726 3,682419 0,117

1,1814357 1,507118 0,011

1,2076909 4,247259 0,341

0,9922105 1,984164 0,177

-0,3498692 0,347854 0,478

-0,0382922 0,6525419 0,955

-0,6354192 0,2188354 0,124

-1,1087008 0,3458531 0,29

-0,2961621 0,4908338 0,654history3 employment6∗

property3 history2∗

property3 employment4∗

solvency property3∗

history3 employment4∗

property2 history2∗

property2 employment5∗

history2 employment4∗

solvency employment4∗

property3 history3∗

property3 employment5∗

solvency history2∗

history3 employment5∗

property2 history3∗

property2 employment6∗

solvency property2∗

history2 employment6∗

solvency employment6∗

property2 employment4∗

property3 employment6∗

solvency history3∗
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Πίνακας 4.28: Πίνακας αποτελεσμάτων μοντέλου με όλες τις μεταβλητές και τις 
αλληλεπιδράσεις μεταξύ τους



Σημείωση:	 Στον	 πίνακα	 4.28	 δεν	 συμπεριλαμβάνεται	 η	 αλληλεπίδραση	 solvency�
employment5	διότι	αυτό	το	“ζευγάρι”	εμφανίστηκε	μόνο	μία	φορά	και	δεν	έδωσε	κάποιον	
συντελεστή	και	κάποια	συνεισφορά	στο	μοντέλο.	Δεν	συμπεριλαμβάνεται	επίσης	η	αλληλε-
πίδραση	history2 employment5	διότι	για	αυτό	το	“ζευγάρι”	η	τιμή	του	συντελεστή	του	μο-
ντέλου	ήταν	πολύ	μικρή	και	δεν	ήταν	δυνατό	να	υπολογιστεί	το	τυπικό	της	σφάλμα	και	κατ’	
επέκταση	η	τιμή	του	ελέγχου	Wald	και	η	p-value	αυτού.	

Σημειώνεται	επίσης	ότι	κάποια	σφάλματα	είναι	πολύ	μεγάλα	επειδή	οι	αντίστοιχοι	“συνδυ-
ασμοί”	εμφανίζονται	με	μικρή	συχνότητα,	πράγμα	που	οδηγεί	σε	μεγάλες	τιμές		των	σφαλ-
μάτων.	

Τονίζεται	εδώ	ότι	οι	p-values	του	πίνακα	4.32	δεν	συγκρίνονται	με	το	επίπεδο	σημαντικότη-

τας	 � 	αλλά	με	την	ποσότητα	 � .	Αυτό	συμβαίνει	λόγω	της	διόρθω-

σης	Bonferroni	(Bonferroni	correcQon).	Η	διόρθωση	αυτή	χρησιμοποιείται	όταν	πραγματο-
ποιούνται	ταυτόχρονα	πολλοί	στατιστικοί	έλεγχοι,	γεγονός	που	αυξάνει	την	πιθανότητα	να	
συμβεί	ένα	σπάνιο	γεγονός	και	κατ’	επέκταση	αυξάνει	την	πιθανοφάνεια	της	λανθασμένης	
απόρριψης	μίας	μηδενικής	υπόθεσης.	Αυτό	πρακτικά	σημαίνει	ότι	αυξάνεται	η	πιθανότητα	
να	συμβεί	ένα	σφάλμα	τύπου	I.	Η	διορθώση	Bonferroni	αντισταθμίζει	λοιπόν	αυτήν	την	αύ-
ξηση	ελέγχοντας	κάθε	επιμέρους	στατιστικό	έλεγχο	σε	ένα	νέο	επίπεδο	σημαντικότητας	ίσο	
με	το	� 	διαιρεμένο	με	το	πλήθος	των	στατιστικών	ελέγχων	που	πραγματοποιούνται	
ταυτόχρονα.	

Από	τα	αποτελέσματα	λοιπόν	του	πίνακα	4.28	βλέπουμε	ότι	καμία	αλληλεπίδραση	μεταξύ	
κάποιων	 κατηγορικών	 μεταβλητών	 δεν	 είναι	 στατιστικά	 σημαντική.	 Αυτό	 σημαίνει	 ότι	 η	
αλλαγή	 της	 τιμής	 της	 μίας	 μεταβλητής	 δεν	 επιφέρει	 κάποια	 αλλαγή	 στην	 τιμή	
οποιασδήποτε	άλλης.	

4.3.4.3			Συμμεταβλητές	εξαρτημένες	από	το	χρόνο	

Μέχρι	 στιγμής	 έχουμε	 δει	 ότι	 το	 μοντέλο	 που	 προσαρμόσαμε	 φαίνεται	 να	 πληροί	 την	
υπόθεση	της	αναλογικής	διακινδύνευσης.	Θέλουμε	όμως	να	πραγματοποιήσουμε	έναν	συ-
μπληρωματικό	έλεγχο	για	την	υπόθεση	� .	Ένας	τρόπος	για	να	πραγματοποιηθεί	
αυτό	είναι	να	εισάγουμε	την	αλληλεπίδραση	κάθε	συμμεταβλητής	με	το	χρόνο	προσαρμό-
ζοντας	εκ	νέου	ένα	μοντέλο,	στο	οποίο	θα	εισάγουμε	τις	αλληλεπιδράσεις	των	μεταβλητών	
με	το	χρόνο	αυτές.	

Προσαρμόζουμε	 λοιπόν	 ένα	 μοντέλο	 που	 περιλαμβάνει	 την	 αλληλεπίδραση	 κάθε	
μεταβλητής	 με	 το	 χρόνο	 και	 λαμβάνουμε	 τα	 αποτελέσματα	 που	 παρουσιάζονται	 στον	
πίνακα	4.29.	

∗

∗

a = 0.05 a
21

= 0.05
21

= 0.002

a = 0.05

βi t( ) = βi  ∀t
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Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.29	 βλέπουμε	 ότι	 η	 αλληλεπίδραση	 κάποιων	
μεταβλητών	 με	 το	 χρόνο	 φαίνεται	 να	 είναι	 στατιστικά	 σημαντική.	 Αυτό	 πρέπει	 όμως	 να	
ελεγχθεί	περισσότερο	για	να	δούμε	κατά	πόσο	ισχύει	διότι	τα	γραφήματα	4.14	-	4.21	που	
απεικονίζουν	τα	υπόλοιπα	Schoenfeld	δεν	έδειξαν	κάποια	εξάρτηση	των	συμμεταβλητών	με	
το	χρόνο.	

Πρέπει	τώρα	να	ελέγξουμε	εάν	το	μοντέλο	αυτό	είναι	καταλληλότερο	από	το	προηγούμενο	
για	την	περιγραφή	των	δεδομένων	μας.	Ο	έλεγχος	αυτός	θα	γίνει	συγκρίνοντας	την	τιμή	του	
κριτηρίου	AIC	ανάμεσα	στα	δύο	μοντέλα	αλλά	και	χρησιμοποιώντας	τον	έλεγχο	του	λόγου	
των	πιθανοφανειών.	Τα	αποτελέσματα	των	ελέγχων	αυτών	φαίνονται	στον	πίνακα	4.30.	

Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

solvency 4.947414 0.807422 <0.001

property2 1.399698 0.454776 0.00209

property3 0.899431 0.392428 0.02191

history2 0.517318 0.392205 0.18717

history3 0.218813 0.353838 0.53631

employment4 0.034755 0.352906 0.92155

employment5 -0.440101 0.899316 0.62458

employment6 0.434633 0.476259 0.36145

-0.066497 0.005197 <0.001

-0.025392 0.006398 <0.001

-0.017514 0.005553 0.00161

-0.013806 0.005868 0.01863

-0.006007 0.004895 0.21979

-0.013444 0.005407 0.01291

0.007048 0.012838 0.58300

-0.006360 0.007937 0.42297

history3 }me∗

employment6 }me∗

solvency� }me∗

history2 }me∗

employment5 }me∗

property3 }me∗

employment4 }me∗

property2 }me∗

Μοντέλο AIC p-value

Χωρίς	αλληλεπίδραση	με	το	χρόνο 1679.142 -831.57
<0.001

Με	αλληλεπίδραση	με	το	χρόνο 1028.451 -498.23

� ℓ̂
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Πίνακας 4.29: Πίνακας αποτελεσμάτων προσαρμογής του μοντέλου που περιέχει 
όλες τις μεταβλητές και τις αλληλεπιδράσεις τους με το χρόνο

Πίνακας 4.30: Πίνακας σύγκρισης αποτελεσμάτων μεταξύ των μοντέλων με και 
χωρίς αλληλεπίδραση με το χρόνο



Η	τιμή	του	κριτηρίου	AIC	μειώνεται	αισθητά	όταν	προσθέτουμε	στο	μοντέλο	την	εξάρτηση	
των	 μεταβλητών	 από	 το	 χρόνο.	 Το	 αποτέλεσμα	 αυτό	 μας	 δείχνει	 ότι	 οι	 αλληλεπιδράσεις	
αυτές	 φαίνονται	 να	 είναι	 στατιστικά	 σημαντικές.	 Στο	 ίδιο	 συμπέρασμα	 καταλήγουμε	
κάνοντας	 και	 έναν	 έλεγχο	 λόγου	 πιθανοφανειών.	 Η	 τιμή	 της	 μεγιστοποιημένης	
λογαριθμοποιημένης	συνάρτησης	πιθανοφάνειας	για	κάθε	μοντέλο	φαίνεται	στη	δεύτερη	
στήλη	 του	 πίνακα	 και	 στην	 τρίτη	 φαίνεται	 η	 p-value	 του	 ελέγχου	 αυτού.	 Αυτή	 η	 p-value	
υπολογίζεται	 χρησιμοποιώντας	 την	ελεγχοσυνάρτηση	 � 	
ως	εξής	

� 	

αφού	 γνωρίζουμε	 ότι	 η	 ελεγχοσυνάρτηση	 � 	 για	 αυτόν	 τον	 έλεγχο	 ακολουθεί	
προσεγγιστικά	 την	 � 	 αφού	 το	 μοντέλο	 που	 περιλαμβάνει	 τις	 αλληλεπιδράσεις	
αποτελείται	από	οκτώ	περισσότερες	μεταβλητές,	δηλαδή	τις	αλληλεπιδράσεις	με	το	χρόνο.	
Αφού	 � ,	 απορρίπτουμε	 την	 μηδενική	 υπόθεση	 έναντι	 της	 εναλλακτικής,	
πράγμα	 που	 μας	 δείχνει	 και	 πάλι	 ότι	 οι	 αλληλεπιδράσεις	 φαίνονται	 να	 είναι	 στατιστικά	
σημαντικές.	

Το	 τελευταίο	 αποτέλεσμα	 έρχεται	 σε	 αντίφαση	 με	 όλα	 τα	 προηγούμενα.	 Γι’	 αυτό	 και	
εξακολουθούμε	να	μην	είμαστε	σίγουροι	για	την	εξάρτηση	των	μεταβλητών	από	το	χρόνο.	

Το	πρόβλημα	που	προκύπτει	με	τον	τελευταίο	έλεγχο	είναι	ότι,	όταν	πολλαπλασιάζουμε	την	
τιμή	κάθε	συμμεταβλητής	με	το	χρόνο,	αυτό	γίνεται	για	όλες	τις	μονάδες	του	δείγματος	για	
κάθε	χρονική	στιγμή.	Η	τεχνική	αυτή	όμως	είναι	λανθασμένη	διότι	σε	κάθε	χρονική	στιγμή	
� 	 το	 risk	 set	 � 	 είναι	 μικρότερο	 από	 το	 � 	 διότι	 έχουν	 αφαιρεθεί	 οι	 μονάδες	 για	 τις	
οποίες	έχει	συμβεί	το	γεγονός	αλλά	και	οι	δεξιά	αποκομμένες	παρατηρήσεις	και	γι’	αυτό	τα	
αποτελέσματα	του	ελέγχου	αυτού	δεν	είναι	αξιόπιστα	(Therneau	et	al.,	2017).	

Γι’	αυτό	και	θα	γίνει	ένας	περαιτέρω	έλεγχος	στην	συνέχεια,	στον	οποίον	χρησιμοποιήθηκε	
μία	διόρθωση	για	το	πρόβλημα	που	έχει	προκύψει.	Η	διόρθωση	αυτή	έγγειται	στο	γεγονός	
ότι	 η	 αλληλεξάρτηση	 μίας	 μεταβλητής	 από	 το	 χρόνο	 δεν	 μπορεί	 να	 υπολογιστεί	 ως	 το	
γινόμενο	 αυτής	 με	 το	 χρόνο	 αλλά	 αποτελεί	 μία	 συνάρτηση	 της	 οποίας	 η	 τιμή	 πρέπει	 να	
επανυπολογιστεί	 για	 κάθε	 μονάδα	 του	 risk	 set	 σε	 κάθε	 παρατηρούμενη	 χρονική	 στιγμή	
(Hosmer	et	al.,	2008).	

Συνεχίζοντας	τη	διερεύνηση	σε	ό,	τι	έχει	να	κάνει	με	την	εξάρτηση	των	συμμεταβλητών	από	
το	χρόνο,	πραγματοποιήθηκε	ένας	 � 	έλεγχος	για	κάθε	μεταβλητή	του	μοντέλου	και	ένας	
για	 όλες	 μαζί	 (global).	 Ο	 έλεγχος	 αυτός	 μπορεί	 να	 πραγματοποιηθεί	 αρκετούς	
μετασχηματισμούς.	 Εδώ	 επιλέγχθηκε	 να	 παρουσιαστούν	 τα	 αποτελέσματα	 του	 ελέγχου	
αυτού	κάνοντας	 χρήση	 του	μετασχηματισμού	Kaplan	 -	Meier,	 του	μετασχηματισμού	 rank,	
του	ταυτοτικού	μετασχηματισμού	idenéty	και	του	λογαριθμικού	μετασχηματισμού.	

Τα	αποτελέσματα	αυτά	παρουσιάζονται	στους	πίνακες	4.31	-	4.34.	

X 2 = −2 −831.57 + 498.23( ) = 666.68

P X 2 > 666.68( ) = 1− P X 2 ≤ 666.68( ) = 2.2 ⋅10−16 < 0.001

X 2

χ8
2

p − value < 0.05

t j Rj Rj−1

χ 2
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Από	τα	αποτελέσματα	αυτά	βλέπουμε	ότι	καμία	μεταβλητή	δεν	φαίνεται	να	εξαρτάται	από	
το	 χρόνο,	 πράγμα	 που	 συμφωνεί	 με	 τα	 γραφήματα	 4.15	 -	 4.22	 που	 απεικονίζουν	 τα	
υπόλοιπα	Schoenfeld,	τα	οποία	δεν	έδειξαν	κάποια	εξάρτηση	των	συμμεταβλητών	από	το	
χρόνο.	

Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.32	 βλέπουμε	 ότι	 καμία	 μεταβλητή	 δεν	 φαίνεται	 να	
εξαρτάται	από	το	χρόνο,	πράγμα	που	συμφωνεί	με	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.31.	

Μεταβλητή p-value 

solvency 2,6557 0,103

property2 0,6470 0,421

property3 0,0495 0,824

history2 0,0250 0,874

history3 0,3157 0,574

employment4 0,4808 0,488

employment5 2,3337 0,127

employment6 1,1281 0,288

global 6,5404 0,587

τιμή �  ελέγχουχ 2

Μεταβλητή p-value 

solvency 2.27447 0.1315

property2 0.32287 0.5699

property3 0.00638 0.9363

history2 0.04725 0.8279

history3 0.41292 0.5205

employment4 0.46365 0.4959

employment5 2.74399 0.0976

employment6 1.31456 0.2516

global 6.57415 0.5832

τιμή �  ελέγχουχ 2
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Πίνακας 4.32: Πίνακας χ2 ελέγχων για την εξάρτηση των μεταβλητών από το χρόνο 
με τον μετασχηματισμό rank

Πίνακας 4.31: Πίνακας χ2 ελέγχων για την εξάρτηση των μεταβλητών από το χρόνο 
με τον μετασχηματισμό Kaplan - Meier



Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.33	 βλέπουμε	 και	 πάλι	 ότι	 καμία	 μεταβλητή	 δεν	
φαίνεται	 να	 εξαρτάται	 από	 το	 χρόνο,	 πράγμα	 που	 έρχεται	 σε	 πλήρη	 αντιστοιχία	 με	 τα	
αποτελέσματα	των	πινάκων	4.31	και	4.32.	

Ο	έλεγχος	των	πινάκων	4.31	-	4.33	μπορεί	να	χρησιμοποιήσει	και	οποιονδήποτε	άλλον	με-
τασχηματισμό.	Όπως	αναφέρθηκε	και	νωρίτερα	λοιπόν,	στον	πίνακα	4.34	παρουσιάζονται	
τα	αποτελέσματα	για	τον	λογαριθμικό	μετασχηματισμό.	

Μεταβλητή p-value 

solvency 3.2415 0.0718

property2 1.2595 0.2618

property3 0.4522 0.5013

history2 0.0256 0.8729

history3 0.2512 0.6163

employment4 0.6768 0.4107

employment5 1.6298 0.2017

employment6 0.8589 0.3540

global 6.5239 0.5888

τιμή �  ελέγχουχ 2

Μεταβλητή p-value 

solvency 1,65 0,1992

property2 0,135 0,7138

property3 0,9997

history2 0,0892 0,7652

history3 0,449 0,5030

employment4 0,544 0,4609

employment5 3,11 0,0777

employment6 2,02 0,1550

global 6,68 0,5718

τιμή �  ελέγχουχ 2

1,05 10-7∗
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Πίνακας 4.33: Πίνακας χ2 ελέγχων για την εξάρτηση των μεταβλητών από το χρόνο 
με τον ταυτοτικό μετασχηματισμό identity

Πίνακας 4.34: Πίνακας χ2 ελέγχων για την εξάρτηση των μεταβλητών από το χρόνο 
με τον λογαριθμικό μετασχηματισμό



Από	 τα	 αποτελέσματα	 του	 πίνακα	 4.34	 βλέπουμε	 και	 πάλι	 ότι	 καμία	 μεταβλητή	 δεν	
φαίνεται	 να	 εξαρτάται	 από	 το	 χρόνο,	 πράγμα	 που	 έρχεται	 σε	 πλήρη	 αντιστοιχία	 με	 τα	
αποτελέσματα	των	πινάκων	4.31	-	4.33.	

Από	 τα	 αποτελέσματα	 των	 προηγούμενων	 ελέγχων	 και	 των	 γραφημάτων	 των	 υπολοίπων	
Schoenfeld	προκύπτει	ότι	η	μόνη	μεταβλητή	που	θα	μπορούσε	να	εξαρτάται	από	το	χρόνο	
είναι	η	φερεγγυότητα	του	πελάτη	αφού	εμφανίζει	τις	μικρότερες	p-values.	

Γι’	αυτό	και	κάνουμε	έναν	τελευταίο	έλεγχο	για	την	συχέτιση	αυτή.	Προσαρμόζουμε	λοιπόν	
ένα	 μοντέλο	 που	 περιέχει	 όλες	 τις	 μεταβλητές	 αλλά	 και	 την	 αλληλεπίδραση	 της	
φερεγγυότητας	 με	 το	 χρόνο.	 Ο	 έλεγχος	 αυτός	 αποτελεί	 τη	 διόρθωση	 του	 ελέγχου	 που	
παρουσιάστηκε	στους	πίνακες	4.29	και	4.30	 (Therneau	et	al.,	 2017)	 και	 τα	αποτελέσματα	
αυτής	της	προσαρμογής	φαίνονται	στον	πίνακα	4.35.	

Από	τα	αποτελέσματα	του	πίνακα	4.35	βλέπουμε	ότι	η	μεταβλητή	solvency	δεν	εξαρτάται	
από	το	χρόνο.	

Σημείωση:	 Παρατηρούμε	 ότι	 η	 p-value	 του	 §(solvency)	 είναι	 παρόμοια	 με	 τις	 τιμές	 που	
λαμβάνει	η	μεταβλητή	solvency	σε	κάθε	έναν	από	τους	πίνακες	4.31	-	4.34.	

Με	βάση	όλους	τους	παραπάνω	ελέγχους	λοιπόν	καταλήγουμε	στο	συμπέρασμα	ότι	καμία	
μεταβλητή	του	μοντέλου	δεν	εξαρτάται	από	το	χρόνο.	Συνεπώς,	το	τελικό	μας	μοντέλο	είναι	
το	

�  

Συντελεστής	μοντέλου Τυπικό	σφάλμα p-value	ελέγχου	Wald

solvency -1.673677 0.411036 <0.001

property2 0.084354 0.239336 0.7245

property3 -0.428421 0.198897 0.0312

history2 -0.404045 0.207722 0.0518

history3 -0.450375 0.182159 0.0134

employment4 -1.019369 0.186007 <0.001

employment5 0.197223 0.397765 0.6200

employment6 0.428348 0.239520 0.0737

à(solvency) 0.008513 0.006140 0.1656

h t; x( ) = h0 t( )exp -1.19132solv + 0.046298prop2 -0.42805prop3-0.41685hist2 -0.45599hist3{
                              -1.03386empl4 + 0.17605empl5 + 0.43082empl6}
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Πίνακας 4.35: Πίνακας αποτελεσμάτων προσαρμογής του μοντέλου που περιέχει 
όλες τις μεταβλητές και τη διόρθωση της αλληλεπίδρασης της φερεγγυότητας με 

το χρόνο



4.3.5			Προβλεπτική	ικανότητα	του	μοντέλου	

4.3.5.1 Training set

Για	να	ελεγχθεί	η	προβλεπτική	 ικανότητα	του	μοντέλου	που	προσαρμόστηκε	σχεδιάστηκε	
και	πάλι	μία	καμπύλη	ROC,	όπως	και	για	το	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης.	
Από	το	γράφημα	4.26	φαίνεται	ότι	η	προβλεπτική	ικανότητα	του	μοντέλου	είναι	διαφορετι-
κή	για	κάθε	χρονική	στιγμή.	Βλέπουμε	δηλαδή	ότι	σε	μία	μέση	χρονική	στιγμή,	δηλαδή	για	
� ,	 η	 προβλεπτική	 ικανότητα	 του	 μοντέλου	 είναι	 ικανοποιητική	 αφού	
� .	Κοντά	στη	λήξη	της	παρακολούθησης	όμως,	δηλαδή	για	 	 � ,	
παρατηρούμε	ότι	η	προβλεπτική	ικανότητα	του	μοντέλου	είναι	μικρότερη	αφού	το	εμβαδόν	
κάτω	 από	 την	 καμπύλη	 είναι	 μικρότερο	 απ’	 όσο	 ήταν	 νωρίτερα,	 δηλαδή	
� .	

Για	 να	 γίνει	 πιο	 κατανοητό	 αυτό	 το	 αποτέλεσμα,	 στο	 γράφημα	 4.27	 παρουσιάζονται	 οι	
διάφορες	τιμές	του	εμβαδού	κάτω	από	το	γράφημα	ROC	(AUC)	με	την	πάροδο	του	χρόνου.	

t = 50
AUC 50( ) = 0.6890926 t = 170

AUC 170( ) = 0.649363
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Γράφημα 4.26: Καμπύλη ROC τελικού μοντέλου για το training set



	
Παρατηρούμε	λοιπόν	ότι	πράγματι	η	τιμή	του	AUC	λαμβάνει	τη	μέγιστη	τιμή	της	στην	αρχή	
της	παρακολούθησης	των	μονάδων	και	φθείνει	με	το	πέρασμα	του	χρόνου.	Το	αποτέλεσμα	
αυτό	επιβεβαιώνει	την	παρατήρηση	που	έγινε	σύμφωνα	με	το	γράφημα	4.26.	

4.3.5.2 Test set

Από	 το	 γράφημα	 4.28	 βλέπουμε	 ότι	 τα	 ίδια	 αποτελέσματα	 ισχύουν	 και	 για	 την	 καμπύλη	
ROC	 του	 test	 set.	Πιο	συγκεκριμένα,	παρατηρούμε	 και	πάλι	 ότι	 η	προβλεπτική	 ικανότητα	
του	μοντέλου	είναι	διαφορετική	για	κάθε	χρονική	στιγμή.	Βλέπουμε	δηλαδή	ότι	σε	μία	μέ-
ση	χρονική	στιγμή,	δηλαδή	για	� ,	η	προβλεπτική	ικανότητα	του	μοντέλου	είναι	ικανο-
ποιητική	αφού	� .	Κοντά	στη	λήξη	της	παρακολούθησης	όμως,	δηλαδή	
για	 	 � ,	 παρατηρούμε	 ότι	 η	 προβλεπτική	 ικανότητα	 του	 μοντέλου	 είναι	 μικρότερη	
αφού	το	εμβαδόν	κάτω	από	την	καμπύλη	είναι	μικρότερο	απ’	όσο	ήταν	νωρίτερα,	δηλαδή	
� .	

Για	 να	 γίνει	 πιο	 κατανοητό	 αυτό	 το	 αποτέλεσμα,	 στο	 γράφημα	 4.29	 παρουσιάζονται	 οι	
διάφορες	τιμές	του	εμβαδού	κάτω	από	το	γράφημα	ROC	(AUC)	με	την	πάροδο	του	χρόνου. 

t = 50
AUC 50( ) = 0.6904618

t = 170

AUC 170( ) = 0.6185099
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Γράφημα 4.27: Καμπύλη του AUC τελικού μοντέλου για το training set σε σχέση με 
το χρόνο
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Γράφημα 4.28: Καμπύλη ROC τελικού μοντέλου για το test set

Γράφημα 4.29: Καμπύλη του AUC τελικού μοντέλου για το test set σε σχέση με το χρόνο



Παρατηρούμε	λοιπόν	ότι	πράγματι	η	τιμή	του	AUC	λαμβάνει	τη	μέγιστη	τιμή	της	στην	αρχή	
της	παρακολούθησης	των	μονάδων	και	φθείνει	με	το	πέρασμα	του	χρόνου.	Το	αποτέλεσμα	
αυτό	επιβεβαιώνει	την	παρατήρηση	που	έγινε	σύμφωνα	με	το	γράφημα	4.28.	

Συνολικά,	 βλέπουμε	 ότι	 η	 προβλεπτική	 ικανότητα	 του	 μοντέλου	 για	 το	 test	 set	 είναι	
παρόμοια	και	ίσως	και	καλύτερη	από	αυτή	για	το	training	set.	Αυτό	σημαίνει	ότι	το	μοντέλο	
μας	είναι	κατάλληλο	για	να	περιγράψει	τα	δεδομένα	μας	και	να	κάνει	σωστές	προβλέψεις	
σχετικά	με	την	πιθανότητα	αθέτησης	ενός	νέου	υποψηφίου.	
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	5				ΣΥΓΚΡΙΣΗ	ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ	ΚΑΙ	ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ	

Η	 σύγκριση	 των	 δύο	 μοντέλων	 γίνεται	 ουσιαστικά	 συγκρίνοντας	 την	 προβλεπτική	 τους	
ικανότητα.	
Παρά	τα	πλεονεκτήματα	που	παρουσιάζει	η	χρήση	των	μοντέλων	αξιοπιστίας	κι	επιβίωσης	
έναντι	του	μοντέλου	της	λογιστικής	παλινδρόμησης	(βλ.	§3.2),	για	το	δείγμα	που	χρησιμο-
ποιήσαμε,	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 βλέπουμε	 ότι	 έχει	 υψηλότερη	 προ-
βλεπτική	ικανότητα,	έστω	και	οριακά	αφού	� 	ενώ	� .	
Αυτό	σημαίνει	ότι	και	τα	δύο	μοντέλα	είναι	εξίσου	χρήσιμα	και	μας	δίνουν	σχεδόν	τα	ίδια	
συμπεράσματα	αλλά	το	ημιπαραμετρικό	μοντέλο	του	Cox	μας	επιτρέπει	να	διαχειριστούμε	
πολύ	πιο	εύκολα	τις	δεξιά	αποκομμένες	παρατηρήσεις	και	μπορεί	να	εκεμεταλλευθεί	όλο	
το	πλήθος	της	“πληροφορίας”	που	μας	είναι	διαθέσιμη.	Θα	μπορούσε	επίσης	να	περιέχει	
μεταβλητές	που	αλλάζουν	με	τον	χρόνο,	πράγμα	που	θα	αύξανε	ιδιαιτέρως	την	προβλεπτι-
κή	του	ικανότητα.	
Από	την	άλλη,	το	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης	“θέτει”	λιγότερους	περιορισμούς	
για	την	προσαρμογή	του	και,	στην	περίπτωση	αυτή,	μας	δίνει	λίγο	καλύτερα	αποτελέσματα.	
Καταλήγουμε	 λοιπόν	 στο	 συμπέρασμα	 ότι,	 για	 το	 σύνολο	 των	 δεδομένων	 που	
χρησιμοποιήσαμε,	 τα	 δύο	 μοντέλα	 είναι	 εξίσου	 ικανοποιητικά	 και	 αποδοτικά.	 Οπότε,	 η	
επιλογή	 ενός	 από	 τα	 δύο	 έγγειται	 στον	 πειραματιστή	 που	 θέλει	 να	 μελετήσει	 το	
συγκεκριμένο	 δείγμα	 και	 ίσως	 να	 απαντήσει	 και	 σε	 κάποια	 άλλα	 ερωτήματα.	 Αν,	 για	
παράδειγμα,	θέλει	να	χρησιμοποιήσει	και	να	εκτιμήσει	το	χρόνο,	θα	προτιμήσει	το	μοντέλο	
του	Cox.	

Σημείωση:	Τα	ίδια	αποτελέσματα	ισχύουν	και	για	την	προβλεπτική	ικανότητα	των	μοντέλων	
με	 βάση	 το	 test	 set.	 Πιο	 συγκεκριμένα,	 έχουμε	 ότι	 � 	 και	
� .	

Παρατηρούμε	 επίσης	 ότι	 το	 μοντέλο	 της	 λογιστικής	 παλινδρόμησης	 δεν	 περιέχει	 το	
ιστορικό	του	πελάτη,	σε	αντίθεση	με	το	μοντέλο	του	Cox	που	περιέχει	όλες	τις	μεταβλητές.	
Η	διαφορά	αυτή	μπορεί	να	οφείλεται	στην	ύπαρξη	του	χρόνου	στο	μοντέλο	του	Cox. 

AUClog = 0.7147 AUCsurv 50( ) = 0.6890926

AUCtest  log = 0.7442
AUCtest  surv 50( ) = 0.6904618
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	6				ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ	

Για	 τους	 πίνακες	 συχνοτήτων	 έχοντας	 εγκαταστήσει	 το	 πακέτο	 “plyr”	 χρησιμοποιήθηκε	 η	
εντολή	“count”	ως	εξής:	

>	count(solvency)	
>	count(property)	
>	count(history)	
>	count(employment)	

Η	τροποποίηση	των	μεταβλητών	έγινε	με	τις	κάτωθι	εντολές:	

>	for	(i	in	1:length(solvency)){	
+	solvency[i]	<-	if(solvency[i]	==	2)	3	else	solvency[i]}	

>	for	(i	in	1:length(history)){	
+	history[i]	<-	if	(history[i]	==	4)	3	else	if	(history[i]	==	5)	3	else	history[i]}	

>	for	(i	in	1:length(employment)){	
+ employment[i]	<-	if	(employment[i]	==	1)	3	else	if	(employment[i]	==	2)	3	else	
employment[i]}	
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6.1				Για	το	μοντέλο	της	λογιστικής	παλινδρόμησης	

Για	 να	 πρσαρμόσουμε	 τα	 μοντέλα	 μετατρέψαμε	 τις	 μεταβλητές	 μας	 σε	 κατηγορικές	 ως	
εξής:	

>	log_solvency<-as.factor(log_solvency)	
>	log_property<-as.factor(log_property)	
>	log_history<-as.factor(log_history)	
>	log_employment<-as.factor(log_employment)	

Η	προσαρμογή	των	μοντέλων	έγινε	λοιπόν	με	τις	κάτωθι	εντολές:	

>	fit	<-	glm(log_year_5~log_solvency+log_property+log_history+log_employment,	
family=binomial)	
>	fit1	<-	glm(log_year_5~log_solvency+log_property+log_employment,	family=binomial)	
>	fit2	<-	glm(log_year_5~log_solvency+log_property,	family=binomial)	
>	fit3	<-	glm(log_year_5~log_solvency+log_employment,	family=binomial)	

Ο	έλεγχος	με	τη	διαφορά	της	συνάρτησης	deviance	έγινε	ως	εξής:	

>	ddev	<-	fit1$deviance-fit$deviance	
>	pvalue	<-	1-pchisq(ddev,2)	

Για	τα	διαστήματα	εμπιστοσύνης	χρησιμοποιήθηκαν	οι	εντολές:	

>	confint(fit)	
>	confint(fit1)	

Οι	 έλεγχοι	 λόγου	 πιθανοφανειών	 έγιναν	 έχοντας	 εγκαταστήσει	 το	 πακέτο	 “lmtest”	
χρησιμοποιήθηκε	η	εντολή	“lrtest”	ως	εξής:	

>	lrtest(fit2,fit1)	
>	lrtest(fit3,fit1)	
>	lrtest(fit4,fit1)	

Η	διαδικασία	της	διαδοχικής	αφαίρεσης	πραγματοποιήθηκε	με	την	εντολή	

>	step(fit,	direcéon="backward",	test="Chisq")	

Τα	υπόλοιπα	του	μοντέλου	υπολογίστηκαν	με	τις	ακόλουθες	εντολές:	

>	pearson.res	<-	residuals(fit1,type="pearson")	
>	deviance.res	<-	residuals(fit1,type="deviance")	
>	st.pearson.res	<-	residuals(fit1,type="pearson")/(sqrt(1-hatvalues(fit1)))	
>	st.deviance.res	<-	residuals(fit1,type="deviance")/(sqrt(1-hatvalues(fit1)))	
>	res.lik	<-	sign(log_year_5-fi§ed.values(fit1))*sqrt((hatvalues(fit1)*(st.pearson.res)^2)+((1-
hatvalues(fit1))*(st.deviance.res)^2))	

Τα	γραφήματα	υπολοίπων	σχεδιάστηκαν	ως	εξής:	

>	par(mfrow=c(1,2))	
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>	plot(fi§ed.values(fit1),st.deviance.res,xlab="Fi§ed	values",ylab="Standard	deviance	
residuals")	
>	abline(h=0)	
>	plot(id,st.deviance.res,ylab="Standard	deviance	residuals")	
>	abline(h=0)	

>	par(mfrow=c(1,2))	
>	plot(fi§ed.values(fit1),st.pearson.res,xlab="Fi§ed	values",ylab="Standard	pearson	
residuals")	
>	abline(h=0)	
>	plot(id,st.pearson.res,ylab="Standard	pearson	residuals")	
>	abline(h=0)	

>	par(mfrow=c(1,2))	
>	plot(hatvalues(fit1),res.lik,	xlab="Fi§ed	values",	ylab="Likelihood	residuals")	
>	abline(h=0)	
>	plot(id,res.lik,	ylab="Likelihood	residuals")	
>	abline(h=0)	

>	par(mfrow=c(1,2))	
>	plot(id,cooks.distance(fit1),	ylab="Cook's	distance")	
>	plot(id,hatvalues(fit1),	ylab="Hat	values")	

Η	καμπύλη	ROC	για	το	training	set,	έχοντας	εγκαταστήσει	το	πακέτο	“pROC”,	σχεδιάστηκε	
με	τις	εντολές:	

>	pred	<-	fi§ed.values(fit1)	
>	roc(log_year_5,	pred,	smooth=TRUE,	plot=TRUE,	ci	=	TRUE,	xlab	=	“1-Specificity”)	

Η	καμπύλη	ROC	για	το	test	set,	έχοντας	εγκαταστήσει	το	πακέτο	“pROC”,	σχεδιάστηκε	με	τις	
εντολές:	

>	predicéons<-vector(mode="integer",length=100)	
>	for	(i	in	1:length(predicéons)){	
+ predicéons[i]<-
predicéon(test_solvency4[i],test_property2[i],test_property3[i],test_employment4[i],test
_employment5[i],test_employment6[i])}	

>	roc(test_year_5,	predicéons,	smooth=TRUE,	plot=TRUE,	ci=TRUE,	xlab="1-Specificity",	
main="ROC	curve	fot	test	set”)	

Η	συνάρτηση	predicéons	κατασκευάστηκε	με	τις	ακόλουθες	εντολές,	έτσι	ώστε	να	μας	δίνει	
τις	προβλεπόμενες	τιμές	της	πιθανότητας	� :	

>	predicéon<-funcéon(solv4,prop2,prop3,empl4,empl5,empl6){	
+ return(exp(1.8652-1.4594*solv4-0.5296*prop2-0.846*prop3-1.3352*empl4-0.2056*empl
5+0.2684*empl6)/
(1+exp(1.8652-1.4594*solv4-0.5296*prop2-0.846*prop3-1.3352*empl4-0.2056*empl5+0.
2684*empl6)))}	

p̂
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6.2				Για	το	μοντέλο	του	Cox	

Η	προσαρμογή	των	μοντέλων	έγινε	ως	εξής:	

>	mod	<-	
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_history+train_employ
ment)	
>	mod1	<-	
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_employment)	
>	mod2	<-	
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_history+train_employment)	
>	mod3	<-	coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_history)	

Για	τα	διαστήματα	εμπιστοσύνης	χρησιμοποιήθηκε	η	εντολή:	

>	confint(mod)	

Η	διαδικασία	της	διαδοχικής	αφαίρεσης	πραγματοποιήθηκε	με	την	εντολή	

>	step(fit,	direcéon="backward",	test="Chisq")	

Τα	γραφήματα	τγια	την	στρωματοποιημένη	ανάλυση	έγινε	με	τις	εντολές:	

>	fit<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_property+train_history+train_employment+strata(trai
n_solvency))	
>	plot(survfit(fit),	col=seq_along(levels(train_solvency)),	fun="cloglog",	xlab="ln(t)",	
ylab="ln(-ln(Survival))",	main="Straéfied	analysis	for	solvency")	
>	legend(140,-5,legend=levels(train_solvency),text.col=seq_along(levels(train_solvency)))	

>	fit1<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_history+train_employment+strata(trai
n_property))	
>	plot(survfit(fit1),	col=seq_along(levels(train_property)),	fun="cloglog",	xlab="ln(t)",	
ylab="ln(-ln(Survival))",	main="Straéfied	analysis	for	property")	
>	legend(140,-4.5,legend=levels(train_property),text.col=seq_along(levels(train_property)))	

>	fit2<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_employment+strata(tr
ain_history))	
>	plot(survfit(fit2),	col=seq_along(levels(train_history)),	fun="cloglog",	xlab="ln(t)",	
ylab="ln(-ln(Survival))",	main="Straéfied	analysis	for	history")	
>	legend(140,-4.5,legend=levels(train_history),text.col=seq_along(levels(train_history)))	

>	fit3<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_history+strata(train_e
mployment))	
>	plot(survfit(fit3),	col=seq_along(levels(train_employment)),	fun="cloglog",	xlab="ln(t)",	
ylab="ln(-ln(Survival))",	main="Straéfied	analysis	for	employment")	
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>	
legend(140,-4,legend=levels(train_employment),text.col=seq_along(levels(train_employmen
t)))	

Η	προσαρμογή	του	μοντέλου	με	την	αλληλεπίδραση	του	χρόνου	έγινε	με	τις	εντολές:	

>	z<-train_solvency*train_t	
>	z1<-train_property2*train_t	
>	z2<-train_property3*train_t	
>	z3<-train_history2*train_t	
>	z4<-train_history3*train_t	
>	z5<-train_employment4*train_t	
>	z6<-train_employment5*train_t	
>	z7<-train_employment6*train_t	

>	mod4<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property2+train_property3+train_hist
ory2+train_history3+train_employment4+train_employment5+train_employment6+z+z1+z2
+z3+z4+z5+z6+z7)	

Ο	έλεγχος	για	την	εξάρτηση	των	συμμεταβλητών	από	το	χρόνο	έγινε	με	τις	εντολές:	

>	cox.zph(mod,	transform="km")	
>	cox.zph(mod,	transform=“rank")	
>	cox.zph(mod,	transform=“idenéty”)	
>	cox.zph(mod,	transform=funcéon(t)	log(t))	

Η	προσαρμογή	του	μοντέλου	με	τη	διόρθωση	για	την	αλληλεξάρτηση	της	φερεγγυότητας	
με	το	χρόνο	έγινε	με	την	εντολή:	

>	mod2<-
coxph(Surv(train_t,train_status)~train_solvency+train_property+train_history+train_employ
ment+§(train_solvency),	§=funcéon(x,	t,	...)	x*t)	

Η	 καμπύλη	 ROC	 για	 το	 trianing	 set,	 έχοντας	 εγκαταστήσει	 το	 πακέτο	 “risksetROC”,	
σχεδιάστηκε	με	τις	εξής	εντολές:	

>	eta<-mod$linear.predictor	
>	ROC50=risksetROC(Séme=	train_t,	status=train_status,	marker=eta,	predict.éme=50,	
method=“Cox",	main="ROC	Curve”,	lty=2,	col="red",	ylab="True	Posiéve",	xlab="False	
Posiéve")	
>	ROC170=risksetROC(Séme=	train_t,	status=train_status,	marker=eta,	predict.éme=170,	
method="Cox",	plot=FALSE)	
>	lines(ROC170$FP,ROC170$TP,	lty=3,col="darkblue")	
>	legend(.6,.25,lty=c(2,3),col=c("red","darkblue"),	legend=c("t=50","t=170"),	bty="n")	

Το	γράφημα	του	AUC,	έχοντας	εγκαταστήσει	το	πακέτο	“risksetROC”,	σχεδιάστηκε	με	τις	
εξής	εντολές:	

>	tmax=180	
>	risksetAUC(Séme=	train_t,	status=train_status,	marker=eta,	method="Cox",	tmax=tmax,	
main="AUC	Curve",	lty=2,	col="red")	
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Η	καμπύλη	ROC	για	το	test	set,	έχοντας	εγκαταστήσει	το	πακέτο	“risksetROC”,	σχεδιάστηκε	
με	τις	εξής	εντολές:	

>	mod_coef	<-	coef(mod)	
>	predicéons<-vector(mode=“integer",length=100)	
>	predicéon<-funcéon(solv4,prop2,prop3,hist2,hist3,empl4,empl5,empl6){	
+ return(mod_coef[1]*(as.numeric(solv4)-mean(test_solvency4))
+mod_coef[2]*(as.numeric(prop2)-mean(test_property2))
+mod_coef[3]*(as.numeric(prop3)-mean(test_property3))
+mod_coef[4]*(as.numeric(hist2)-mean(test_history2))+mod_coef[5]*(as.numeric(hist3)-
mean(test_history3))+mod_coef[6]*(as.numeric(empl4)-mean(test_employment4))
+mod_coef[7]*(as.numeric(empl5)-mean(test_employment5))
+mod_coef[8]*(as.numeric(empl6)-mean(test_employment6)))}	

>	for	(i	in	1:length(predicéons)){	
+ predicéons[i]<-
predicéon(test_solvency4[i],test_property2[i],test_property3[i],test_history2[i],test_histor
y3[i],test_employment4[i],test_employment5[i],test_employment6[i])}	

>	ROC50=risksetROC(Séme=test_	t,	status=test_status,	marker=predicéons,	predict.éme=50,	
method=“Cox",	main="ROC	Curve”,	lty=2,col=“red",	ylab="True	Posiéve”,	xlab="False	
Posiéve")	
>	ROC170=risksetROC(Séme=test_t,	status=test_status,	marker=predicéons,	
predict.éme=170,	method=“Cox",	plot=FALSE)	
>	lines(ROC170$FP,ROC170$TP,lty=3,col="darkblue")	
>	legend(.6,.25,lty=c(2,3),col=c(“red","darkblue"),legend=c("t=50","t=170"),bty="n")	

Το	γράφημα	του	AUC,	έχοντας	εγκαταστήσει	το	πακέτο	“risksetROC”,	σχεδιάστηκε	με	τις	
εξής	εντολές:	

>	tmax=180	
>	risksetAUC(Séme=	test_t,	status=test_status,	marker=predicéons,	method="Cox",	
tmax=tmax,	main="AUC	Curve",	lty=2,	col="red")  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