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Πεξίιεςε 
 

Ο ΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Γηεξγαζηψλ (΢ΔΓ) είλαη κηα ζπιινγή ρξήζηκσλ εξγαιείσλ 

γηα ηελ αλίρλεπζε θάπνηαο κεηαβνιήο ζε κηα δηεξγαζία θαη έρεη επξεία εθαξκνγή 

ζηνλ ηνκέα ηεο βηνκεραλίαο, ηεο ηαηξηθήο θαη ζε άιινπο ηνκείο φπνπ 

παξαθνινπζείηαη ν κέζνο θαη ε κεηαβιεηφηεηα ηεο εθάζηνηε δηεξγαζίαο. Σα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ είλαη ην πην ρξήζηκν, πην απνηειεζκαηηθφ θαη πην ζπλεζηζκέλν 

εξγαιείν γηα ηελ παξαθνινχζεζε ησλ παξακέηξσλ ζέζεο θαη δηαζπνξάο κηαο 

δηεξγαζίαο. 

΢ην 1
ν
 Κεθάιαην πεξηγξάθνληαη ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ΢ηαηηζηηθνχ 

Διέγρνπ Πνηφηεηαο, ηνπ ΢ηαηηζηηθνχ Διέγρνπ Γηεξγαζηψλ (΢ΔΓ) θαζψο θαη ησλ 

Γηαγξακκάησλ Διέγρνπ. Δπίζεο, γίλεηαη κηα ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ησλ 

δηαγξακκάησλ ειέγρνπ κεηαβιεηψλ, δηαγξακκάησλ ειέγρνπ ηδηνηήησλ, αιιά θαη ησλ 

δηαγξακκάησλ CUSUM θαη EWMA. 

΢ην 2
ν
 Κεθάιαην παξνπζηάδνληαη θάπνηα βειηησκέλα δηαγξάκκαηα γηα ην εχξνο 𝑅 

θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε 𝑆 πνπ πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Khoo & Lim (2005) θαη ηνλ 

Zhang (2014). 

΢ην 3
ν
 Κεθάιαην γίλεηαη αλαθνξά ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κλήκεο γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο κηαο δηεξγαζίαο. Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ πεξηγξάθνληαη 

ηα δηαγξάκκαηα CUSUM κε ρξήζε ηεο ηερληθήο FIR θαζψο θαη ηα εχξσζηα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ CUSUM γηα ηελ δηαζπνξά, ιακβάλνληαο ππφςε ηε ρξήζε 

δηαθφξσλ εχξσζησλ εθηηκεηξηψλ.    

΢ην 4
ν
 Κεθάιαην παξνπζηάδνληαη θάπνηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ηνλ απφ θνηλνχ 

έιεγρν ηνπ κέζνπ θαη ηεο δηαζπνξάο κηαο δηεξγαζίαο. Σα δηαγξάκκαηα ηα νπνία 

πεξηγξάθνληαη είλαη ην Max – CUSUM θαη ηα δηάγξακκα EWMA – SC.  

 

 

Λέμεηο – θιεηδηά: ΢ΔΓ, Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ, Shewhart, CUSUM, EWMA, Max – 

CUSUM, EWMA – SC, FIR CUSUM, ARL  
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Abstract 
 

Statistical process control (SPC) is a collection of useful tools for detecting change 

in a process and it has wide application in the industrial, the medical and other fields 

where process mean and process variation are being monitored. Control chart is the 

most useful, the most effective and the most commonly used tool for monitoring the 

location and dispersion parameters of a process.  

In 1
st
 Chapter the main features of statistical quality control, statistical process 

control (spc) and control charts are described. Also, we provide a summary of control 

charts for variables, control charts for attributes, CUSUM and EWMA charts. 

In 2
nd

  Chapter improved R control charts by Khoo and Lim (2005), and improved 

S control charts, proposed by Zhang (2014), are being presented. 

In 3
rd

 Chapter we refer to the memory control charts for monitoring the dispersion 

of a process. For this purpose, we describe improve CUSUM charts using FIR for 

monitoring, and robust CUSUM control charts for process dispersion, based on the 

use of some robust estimators. 

In 4
th

 Chapter we present some control charts for joint control of the process mean 

and process dispersion. Control charts which are described are the Max – CUSUM 

chart and a EWMA control chart for monitoring both location and dispersion.         

 

 

 

 

 

 

Key - words: SPC, Control Charts, Shewhart, CUSUM, EWMA, Max – CUSUM, 

EWMA – SC, FIR CUSUM, ARL 
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1. ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1  

 

Δηζαγσγή 

 

 

1.1 ΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Πνηφηεηαο 

 

1.1.1 Οξηζκφο θαη Γηαζηάζεηο ηεο πνηφηεηαο  

 

Ζ πνηφηεηα είλαη έλαο απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο παξάγνληεο ιήςεο απφθαζεο 

ησλ θαηαλαισηψλ γηα ηελ επηινγή κεηαμχ ησλ αληαγσληζηηθψλ πξντφλησλ θαη 

ππεξεζηψλ. Σν θαηλφκελν απηφ είλαη επξχηαην, αλεμάξηεηα απφ ην αλ ν θαηαλαισηήο 

είλαη έλα άηνκν, έλαο βηνκεραληθφο νξγαληζκφο, έλα θαηάζηεκα ιηαληθήο, κηα 

ηξάπεδα ή έλα ρξεκαηνπηζησηηθφ ίδξπκα ή έλα πξφγξακκα ζηξαηησηηθήο άκπλαο.   

Καηά ζπλέπεηα, ε θαηαλφεζε θαη ε βειηίσζε ηεο πνηφηεηαο είλαη βαζηθνί 

παξάγνληεο πνπ νδεγνχλ ζηελ επηηπρία, αλάπηπμε θαη εληζρπκέλε αληαγσληζηηθφηεηα 

ησλ επηρεηξήζεσλ. Τπάξρεη ζεκαληηθή απφδνζε ησλ επελδχζεσλ απφ ηε βειηίσζε 

ηεο πνηφηεηαο θαη απφ ηελ επηηπρεκέλε εθαξκνγή ηεο πνηφηεηαο σο αλαπφζπαζην 

κέξνο ηεο ζπλνιηθήο επηρεηξεκαηηθήο ζηξαηεγηθήο.  

΢εκαληηθφ ξφιν ζε απηή ηελ πξνζπάζεηα ειέγρνπ ησλ παξαγσγηθψλ δηεξγαζηψλ 

κε ζθνπφ ηελ βειηίσζε ηεο πνηφηεηαο ησλ παξαγφκελσλ πξντφλησλ έρεη ν 

΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Πνηφηεηαο (Statistical Quality Control). Έλαο απφ ηνπο 

βαζηθνχο ζηφρνπο ηνπ είλαη ε έγθαηξε αλαθάιπςε ησλ κε ζπκκνξθνχκελσλ κε ηηο 

πξνδηαγξαθέο παξαγφκελσλ πξντφλησλ ε νπνία ζεκαηνδνηεί ηε ιήςε δηνξζσηηθψλ 

ελεξγεηψλ γηα ηελ απνκάθξπλζε ησλ αηηηψλ πνπ είλαη ππεχζπλεο γηα ηηο απνθιίζεηο, 

ζπκβάιινληαο έηζη ζηε δηαηήξεζε ηεο πνηφηεηαο ησλ πξντφλησλ.   
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Ζ πνηφηεηα ελφο πξντφληνο κπνξεί λα πεξηγξαθεί θαη λα εθηηκεζεί κε δηάθνξνπο 

ηξφπνπο. Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα δηαρσξηζηνχλ απηέο νη δηαθνξεηηθέο δηαζηάζεηο 

ηεο πνηφηεηαο. Παξαθάησ ζπλνςίδνληαη νη 8 δηαζηάζεηο ηεο πνηφηεηαο: 

1. Απόδνζε 

Έρεη λα θάλεη κε ην αλ ην πξντφλ θάλεη γηα ηε δνπιεηά πνπ πξννξίδεηαη. Οη 

πηζαλνί πειάηεο ζπλήζσο αμηνινγνχλ έλα πξντφλ γηα λα πξνζδηνξίζνπλ αλ 

εθηειεί θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ιεηηνπξγίεο θαη πφζν θαιά.  

 

2. Αμηνπηζηία 

Αθνξά ηε ζπρλφηεηα επηζθεπήο ελφο πξντφληνο. Σα ζχλζεηα πξντφληα, φπσο 

απηνθίλεηα ή αεξνπιάλα, ζπλήζσο απαηηνχλ θάπνηα επηζθεπή θαζ’ φιε ηε 

δηάξθεηα ηεο δσήο ηνπο. 

 

3. Γηάξθεηα 

Δίλαη ε πξαγκαηηθή δηάξθεηα δσήο ηνπ πξντφληνο. Πξνθαλψο, νη πειάηεο 

επηζπκνχλ πξντφληα πνπ ιεηηνπξγνχλ ηθαλνπνηεηηθά γηα κεγάιν ρξνληθφ 

δηάζηεκα. 

 

4. Δπηζθεπή 

Τπάξρνπλ βηνκεραλίεο ζηηο νπνίεο ε άπνςε ηνπ πειάηε γηα ηελ πνηφηεηα 

επεξεάδεηαη άκεζα απφ ην πφζν γξήγνξα θαη νηθνλνκηθά επηηπγράλεηαη κηα 

επηζθεπή ή ζπλήζεο δξαζηεξηφηεηα ζπληήξεζεο. 

 

5. Αηζζεηηθή 

Αλαθέξεηαη ζηελ νπηηθή ειθπζηηθφηεηα ηνπ πξντφληνο, ιακβάλνληαο ππφςε 

παξάγνληεο φπσο ζηπι, ρξψκα, ζρήκα, ελαιιαθηηθέο ζπζθεπαζίαο, 

ραξαθηεξηζηηθά αθήο θαη άιισλ αηζζεηεξηαθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ. 

 

6. Γπλαηόηεηεο 

Δίλαη ζχλεζεο απφ ηνπο πειάηεο λα ζπλδένπλ ηελ πςειή πνηφηεηα ελφο 

πξντφληνο κε ηα πξφζζεηα ραξαθηεξηζηηθά, δειαδή αλ δηαζέηνπλ 

ραξαθηεξηζηηθά πέξαλ ησλ βαζηθψλ. 
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7. Δθιακβαλόκελε πνηόηεηα ______________   __________________________ 

Έρεη λα θάλεη κε ηε θήκε ηεο επηρείξεζεο ή ηνπ πξντφληνο. ΢ε πνιιέο 

πεξηπηψζεηο, νη πειάηεο βαζίδνληαη ζηελ θήκε κηαο εηαηξίαο απφ παιαηφηεξα 

πξντφληα ηεο. Ζ θήκε απηή επεξεάδεηαη άκεζα απφ απνηπρίεο θάπνηνπ πξντφληνο 

πνπ είλαη εκθαλείο ζην επξχ θνηλφ ή πνπ απαηηεί ηελ αλάθιεζε θάπνηνπ 

πξντφληνο, θαζψο θαη απφ ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ πειάηε ζε πεξίπησζε πνπ 

αλαθεξζεί θάπνην πξφβιεκα. 

 

8. ΢πκκόξθσζε ζηηο πξνδηαγξαθέο __________                        _______ 

Αλαθέξεηαη ζην θαηά πφζν ην πξντφλ θαηαζθεπάδεηαη φπσο πξννξηδφηαλ απφ 

ηνλ θαηαζθεπαζηή. ΢πλήζσο, ζεσξνχκε έλα πξντφλ πςειήο πνηφηεηαο φηαλ 

αληαπνθξίλεηαη αθξηβψο ζηηο απαηηήζεηο πνπ ηίζεληαη ζε απηφ.  

Όπσο θαίλεηαη απφ ηα πξνεγνχκελα, ε πνηφηεηα είλαη κηα πνιχπιεπξε έλλνηα θαη 

δελ είλαη πάληα εχθνιν λα δνζεί κηα απιή απάληεζε ζηελ εξψηεζε ηνπ ηη είλαη 

πνηφηεηα. 

Ο παξαδνζηαθφο νξηζκφο ηεο πνηφηεηαο βαζίδεηαη ζηελ άπνςε φηη ηα πξντφληα θαη 

νη ππεξεζίεο πξέπεη λα πιεξνχλ ηηο απαηηήζεηο απηψλ πνπ ηα ρξεζηκνπνηνχλ. 

΢χκθσλα κε ηνλ παξαδνζηαθφ νξηζκφ, πνηφηεηα ζεκαίλεη καηαλληλόηηηα για τρήζη. 

΢ηα πιαίζηα ηνπ παξαδνζηαθνχ νξηζκνχ γηα ηελ πνηφηεηα, ππάξρνπλ δπν βαζηθέο 

απφςεηο: πνηφηεηα ζρεδηαζκνχ  θαη πνηφηεηα ζπκκφξθσζεο. Όια ηα πξντφληα θαη νη 

ππεξεζίεο παξάγνληαη ζε δηάθνξα επίπεδα θαη βαζκφ πνηφηεηαο. Απηέο νη δηαθνξέο 

ζην βαζκφ θαη ζηα επίπεδα πνηφηεηαο είλαη πξνκειεηεκέλεο θαη νξίδνπλ ηελ πνηφηεηα 

ζρεδηαζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, φια ηα απηνθίλεηα έρνπλ σο βαζηθφ ζθνπφ λα 

παξέρνπλ αζθαιή κεηαθνξά ησλ πειαηψλ, φκσο δηαθέξνπλ ζην κέγεζνο, ηελ 

εκθάληζε θαη ηε ιεηηνπξγηθφηεηα. Απηέο νη δηαθνξέο είλαη ην απνηέιεζκα 

πξνκειεηεκέλσλ ραξαθηεξηζηηθψλ πνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί, ηα νπνία πεξηιακβάλνπλ 

δηαθνξεηηθά είδε πιηθψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ θαηαζθεπή εμαξηεκάησλ ή 

εμνπιηζκνχ.  

Ζ πνηφηεηα ζπκκφξθσζεο είλαη ην πφζν θαιά ζπκκνξθψλεηαη ην πξντφλ ζηηο 

πξνδηαγξαθέο πνπ απαηηνχληαη απφ ηνλ ζρεδηαζκφ θαη επεξεάδεηαη απφ έλα κεγάιν 

αξηζκφ παξαγφλησλ φπσο ηελ επηινγή ηεο δηαδηθαζίαο θαη ην είδνο ηεο αζθάιεηαο 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί. Γπζηπρψο, ν παξαδνζηαθφο νξηζκφο ηεο πνηφηεηαο έρεη 
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ζπζρεηηζηεί πεξηζζφηεξν κε ηελ άπνςε ηεο ζπκκφξθσζεο παξά ηνπ ζρεδηαζκνχ, 

γεγνλφο πνπ έρεη νδεγήζεη ζε πνιχ ιηγφηεξν ελδηαθέξνλ γηα ηηο αλάγθεο ηνπ 

θαηαλαισηή, αγλνψληαο αλ ην ηειηθφ πξντφλ είλαη πξαγκαηηθά θαηάιιειν γηα ρξήζε 

απφ ηνλ θαηαλαισηή. 

΢χκθσλα κε έλαλ κνληέξλν νξηζκφ, ε πνηφηεηα είλαη αληηζηξφθσο αλάινγε ηεο 

δηαζπνξάο. Ο νξηζκφο απηφο ππνδειψλεη φηη αλ κεησζεί ε δηαζπνξά ζηα ζεκαληηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο πξντφληνο, απμάλεηαη ε πνηφηεηα ηνπ.  

 

 

1.1.2 ΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Γηεξγαζηψλ (΢ΔΓ) 

 

Δμεηάδνληαο πεξηζζφηεξν ηελ πξαθηηθή πιεπξά ηεο πνηφηεηαο, πξνθεηκέλνπ λα 

θαηαζθεπαζηεί έλα πξντφλ πνπ ζα ηθαλνπνηεί ζπλερψο ηηο αλάγθεο θαη πξνζδνθίεο 

ησλ θαηαλαισηψλ, ζα πξέπεη λα παξάγεηαη θάησ απφ ζηαζεξέο θαη 

επαλαιακβαλφκελεο δηεξγαζίεο. ΢πγθεθξηκέλα, νη παξαγσγηθέο δηεξγαζίεο ζα πξέπεη 

λα έρνπλ κηθξή κεηαβιεηφηεηα γχξσ απφ ηηο νλνκαζηηθέο ηνπο δηαζηάζεηο ή ηα 

πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξέπεη λα έρεη ην ηειηθφ πξντφλ. Ο ΢ηαηηζηηθφο 

Έιεγρνο Γηεξγαζηψλ (΢ΔΓ) (Statistical Process Control – SPC) είλαη κηα ζπιινγή 

εξγαιείσλ πνπ είλαη ρξήζηκα γηα ηελ επίηεπμε ηεο ζηαζεξφηεηαο κηαο δηεξγαζίαο, 

πεξηνξίδνληαο ηελ κεηαβιεηφηεηά ηεο θαη παξέρνληαο ηε δπλαηφηεηα πξνζδηνξηζκνχ 

ηεο ηθαλφηεηαο (capability) κηαο δηεξγαζίαο λα ιεηηνπξγεί ζχκθσλα κε ηηο 

απαηηνχκελεο πξνδηαγξαθέο.  

Ο ΢ΔΓ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε θάζε δηεξγαζία. Σα επηά θπξηφηεξα εξγαιεία πνπ 

ρξεζηκνπνηεί είλαη ηα αθφινπζα (cf. Montgomery, 2013): 

1.   Ηζηφγξακκα (Histogram) 

2. Γηάγξακκα Αηηίαο - Απνηειέζκαηνο (Cause-and-Effect diagram)  

3. Γηάγξακκα Pareto 

4. Φχιια Διέγρνπ (Check Sheets)  

5. Γηάγξακκα ΢πγθέληξσζεο Διαηησκάησλ (Defect concentration diagram) 

6. Γηάγξακκα ζπζρεηηζκνχ (Scatter plot) 
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7. Γηάγξακκα ειέγρνπ (Control chart).  

Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ είλαη ην πην ρξήζηκν, πην απνηειεζκαηηθφ θαη πην 

ζπλεζηζκέλν εξγαιείν κεηαμχ ησλ άιισλ εξγαιείσλ γηα ηελ παξαθνινχζεζε ζε 

πξαγκαηηθφ ρξφλν ηεο πνηφηεηαο παξαγσγήο θαη ηεο πνξείαο κηαο παξαγσγηθήο 

δηεξγαζίαο. ΢ηηο κέξεο καο, ππάξρνπλ γεληθψο απνδεθηνί θαλφλεο γηα ηνλ ηξφπν πνπ  

ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ζηηο εηαηξίεο, ζε αληίζεζε κε ην 

παξειζφλ πνπ δελ ππήξραλ θαζνιηθά απνδεθηνί θαλφλεο γηα ηε ρξήζε ησλ 

δηαγξακκάησλ ειέγρνπ.   

΢ε θάζε παξαγσγηθή δηεξγαζία, αλεμάξηεηα απφ ην πφζν θαιά είλαη ζρεδηαζκέλε 

θαη ην πφζν θαιά επηβιέπεηαη θαη ζπληεξείηαη, ζα ππάξρεη πάληα κηα κνξθή θπζηθήο 

κεηαβιεηφηεηαο πνπ ζα ηε ζπλνδεχεη. Γειαδή, φζν θαιά ξπζκηζκέλα θαη λα είλαη ηα 

κεραλήκαηα θαη φζν ηθαλνί θαη λα είλαη νη ρεηξηζηέο ησλ κεραλεκάησλ ή φζν 

ηθαλνπνηεηηθή θαη αλ είλαη ε πξψηε χιε, πνηέ δπν παξαγφκελα πξντφληα δελ ζα είλαη 

ίδηα. Απηή ε θπζηθή κεηαβιεηφηεηα είλαη ην αζξνηζηηθφ απνηέιεζκα πνιιψλ κηθξψλ 

αηηηψλ (δελ κπνξνχλ λα απνδνζνχλ ζε ειέγμηκνπο παξάγνληεο), πνπ θαινχληαη 

ζπλήζεηο ή ηπραίεο αηηίεο κεηαβιεηόηεηαο (common or chance cause of variation). 

Μηα δηεξγαζία, ε νπνία ιεηηνπξγεί κφλν κε ηελ παξνπζία θπζηθήο κεηαβιεηφηεηαο 

ιέγεηαη εληόο (ζηαηηζηηθνύ) ειέγρνπ δηεξγαζία (in (statistical) process control), ή 

φηη ιεηηνπξγεί ζε επζηαζή θαηάζηαζε (stable state). 

Όκσο, ζε κηα δηεξγαζία κπνξεί λα εκθαλίδνληαη πεξηζηαζηαθά θαη άιιεο κνξθέο 

κεηαβιεηφηεηαο, νη νπνίεο δελ νθείινληαη ζε ηπραίεο αηηίεο αιιά αθνξνχλ ζηε 

ζπζηεκαηηθή αιιαγή ηνπ επηπέδνπ θάπνησλ παξαγφλησλ πνπ θαζνξίδνπλ ηελ 

πνηφηεηα ηνπ πξντφληνο. Απηή ε κνξθή κεηαβιεηφηεηαο νθείιεηαη ζπλήζσο ζε 

ιαλζαζκέλε ξχζκηζε κεραλψλ, ιάζε ρεηξηζηψλ ή ειαηησκαηηθή πξψηε χιε. Ζ 

κεηαβιεηφηεηα είλαη κεγαιχηεξε ζε κέγεζνο ηεο θπζηθήο κεηαβιεηφηεηαο θαη ε 

παξνπζία ηεο νδεγεί ζπλήζσο ζε κε απνδεθηά επίπεδα ιεηηνπξγίαο ηεο παξαγσγηθήο 

δηεξγαζίαο. Ζ πξναλαθεξζείζα κεηαβιεηφηεηα θαιείηαη εηδηθή κεηαβιεηόηεηα θαη 

νη αηηίεο πνπ νδεγνχλ ζε απηή νλνκάδνληαη εηδηθέο ή πξνζδηνξηζκέλεο αηηίεο 

κεηαβιεηόηεηαο (special or assignable causes of  variation). Μηα δηεξγαζία ε νπνία 

ιεηηνπξγεί κε ηελ παξνπζία εηδηθήο κεηαβιεηφηεηαο ιέγεηαη εθηόο ειέγρνπ 

δηεξγαζία (out of (statistical) control process) ή φηη ιεηηνπξγεί ζε αζηαζή 

θαηάζηαζε (unstable state). 
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Με ηελ παξαγσγή ελφο πξντφληνο ζπλδέεηαη άκεζα ε έλλνηα ησλ νξίσλ 

πξνδηαγξαθώλ (specification limits) ησλ πνηνηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ (quality 

characteristics) ηνπ πξντφληνο ηα νπνία θαζνξίδνληαη ζηε θάζε ζρεδηαζκνχ. Απηά 

είλαη ηα άλσ θαη θάησ όξηα πξνδηαγξαθώλ (upper and lower specification limits, 

𝑈𝑆𝐿 θαη 𝐿𝑆𝐿) θαη εληφο απηψλ ησλ νξίσλ πξέπεη λα βξίζθνληαη νη ηηκέο ηνπ πνηνηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ γηα θάζε παξαγφκελν πξντφλ πξνθεηκέλνπ λα είλαη πνηνηηθά 

απνδεθηφ. Δπίζεο, ζηε θάζε ζρεδηαζκνχ ηνπ πξντφληνο νξίδεηαη κηα επηζπκεηή ηηκή 

γηα ην πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ πνπ νλνκάδεηαη ηηκή ζηόρνο (target value) πνπ είλαη 

ζπλήζσο ην κέζν ηνπ δηαζηήκαηνο  𝐿𝑆𝐿, 𝑈𝑆𝐿 . Κάησ απφ ζπλζήθεο θπζηθήο 

κεηαβιεηφηεηαο, ε πιεηνςεθία ησλ ηηκψλ ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ βξίζθεηαη 

εληφο ησλ νξίσλ πξνδηαγξαθψλ, ελψ ππφ ζπλζήθεο εηδηθήο κεηαβιεηφηεηαο δελ 

ηζρχεη ην ίδην. 

Σν θχξην αληηθείκελν ηνπ ΢ηαηηζηηθνχ Διέγρνπ Γηεξγαζηψλ είλαη ε έγθαηξε 

αλίρλεπζε ηεο εκθάληζεο εηδηθψλ αηηηψλ κεηαβιεηφηεηαο ζε κηα δηεξγαζία έηζη ψζηε 

λα πξνρσξήζνπκε ζε έξεπλα θαη ζηηο απαξαίηεηεο δηνξζσηηθέο ελέξγεηεο πξνηνχ 

θαηαζθεπαζηνχλ αξθεηά πξντφληα πνπ δελ πιεξνχλ ηηο πξνδηαγξαθέο. Όπσο, 

αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο 

γηα ηελ αλίρλεπζε εκθάληζεο εηδηθψλ αηηηψλ κεηαβιεηφηεηαο ζε κηα δηεξγαζία ζε 

πξαγκαηηθφ ρξφλν (on-line-process-monitoring).  

Γηα λα είλαη απνηειεζκαηηθφο ν ΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Γηεξγαζηψλ ζα πξέπεη λα 

ζπλνδεχεηαη απφ έλα εθηόο ειέγρνπ πξόγξακκα δξάζεο (out-of-control action plan, 

OCAP) ην νπνίν ζα πξέπεη λα ελεξγνπνηείηαη θάζε θνξά πνπ ην δηάγξακκα ειέγρνπ 

παξέρεη ελδείμεηο εκθάληζεο εηδηθψλ αηηηψλ κεηαβιεηφηεηαο ζηε δηεξγαζία. Σν 

OCAP πεξηγξάθεη ηελ αθνινπζία ησλ ελεξγεηψλ πνπ πξέπεη λα γίλνπλ κε ζθνπφ ηελ 

εμάιεηςε ησλ εηδηθψλ αηηηψλ κεηαβιεηφηεηαο θαη ν ζρεδηαζκφο ηνπ απαηηεί ηε 

ζπλεξγαζία αηφκσλ απφ δηάθνξα ηκήκαηα ηεο επηρείξεζεο.  

΢εκαληηθφ είλαη επίζεο λα νξίζνπκε θάπνηεο έλλνηεο φπσο κε ζπκκνξθνύκελν ή 

ειαηησκαηηθό πξντόλ (nonconforming or defective product) θαη αξηζκόο 

ειαηησκάησλ ή αηειεηώλ (defects or nonconformities) ελφο πξντφληνο πξνθεηκέλνπ 

λα απνθχγνπκε ηε ζπζρέηηζε ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ κφλν κε ηελ πεξίπησζε πνπ 

νη ηηκέο ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ ηνπ πξντφληνο πεξηγξάθνληαη απφ κηα 
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ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή (variable), δειαδή απφ κηα κεηαβιεηή πνπ παίξλεη ηηκέο 

ζε κηα ζπλερή θιίκαθα.  

Με ηνλ φξν κε ζπκκνξθνχκελν ή ειαηησκαηηθφ πξντφλ νλνκάδνπκε ην πξντφλ γηα 

ην νπνίν ηνπιάρηζηνλ έλα πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ έρεη ηηκή ε νπνία βξίζθεηαη 

εθηφο ησλ νξίσλ πξνδηαγξαθψλ, δειαδή παξνπζηάδεη ηνπιάρηζηνλ έλα ειάηησκα ή 

αηέιεηα. Όκσο, ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ θαη ηε ζνβαξφηεηα 

ησλ ειαηησκάησλ πνπ παξνπζηάδεη έλα πξντφλ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί 

ζπκκνξθνχκελν ή κε ειαηησκαηηθφ πξντφλ θαη λα πξνσζεζεί πξνο πψιεζε ζηελ 

αγνξά. Γηα παξάδεηγκα, έλα ξνχρν κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί ειαηησκαηηθφ εάλ ην 

ηειηθφ πξντφλ έρεη ειαηηψκαηα ζηηο ξαθέο, ή ειαηηψκαηα ζην ρξψκα, ή ειαηηψκαηα 

ζην χθαζκα, θηι. Όκσο αξθεηέο θνξέο ην ξνχρν δελ ζα ραξαθηεξηζηεί (πξαθηηθά) 

ειαηησκαηηθφ αλ παξνπζηάδεη κφλν έλα απφ ηα παξαπάλσ ειαηηψκαηα, ή αθφκα θαη 

αλ παξνπζηάδεη πεξηζζφηεξα ειαηηψκαηα αιιά ζε κηθξφηεξν βαζκφ. ΢ε ηέηνηεο 

πεξηπηψζεηο θαηαζθεπάδνληαη δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ηνλ αξηζκφ ησλ 

ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ ή αθφκα θαη γηα ηνλ αξηζκφ ησλ ειαηησκάησλ ελφο 

πξντφληνο πνπ σο πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ελφο πξντφληνο δελ κεηξψληαη ζε κηα 

ζπλερή θιίκαθα αιιά παίξλνπλ αξηζκήζηκν πιήζνο ηηκψλ θαη πεξηγξάθνληαη κε 

δηαθξηηέο ηπραίεο κεηαβιεηέο (attributes). Σέηνηα δηαγξάκκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη 

θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε πξνο πψιεζε κνλάδα είλαη κηα ζπζθεπαζία ε νπνία 

πεξηέρεη έλαλ αξηζκφ πξντφλησλ θαη ε νπνία κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί σο 

ειαηησκαηηθή ή κε, βάζεη ηνπ αξηζκνχ ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ πνπ πεξηέρεη. 

΢χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα, ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κπνξνχκε λα 

δηαθξίλνπκε δχν βαζηθέο θαηεγνξίεο αλάινγα κε ην είδνο ηεο κεηαβιεηήο πνπ 

πεξηγξάθεη ην πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πξντφληνο:  

 Γηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ζπλερή ραξαθηεξηζηηθά – κεηαβιεηέο (control charts 

for variables)  

 Γηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα δηαθξηηά ραξαθηεξηζηηθά – ηδηφηεηεο (control charts 

for attributes) 
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1.2 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ 

 

1.2.1 Βαζηθέο αξρέο δηαγξακκάησλ ειέγρνπ  

 

΢ρήκα 1.1. Σππηθό δηάγξακκα ειέγρνπ. 

 

Σν δηάγξακκα ειέγρνπ είλαη κηα γξαθηθή απεηθφληζε ελφο πνηνηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ πνπ κεηξήζεθε ή εθηηκήζεθε απφ έλα δείγκα ζε ζπλάξηεζε κε ηνλ 

αξηζκφ δείγκαηνο ή ηνλ ρξφλν. Έλα ηππηθφ δηάγξακκα ειέγρνπ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 

1.1. Σν δηάγξακκα ειέγρνπ πεξηιακβάλεη κηα θεληξηθή γξακκή (center line - CL) 

πνπ αλαπαξηζηά ηε κέζε ηηκή (average value) ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ εληφο ειέγρνπ θαηάζηαζε. ΢ην δηάγξακκα πεξηέρνληαη θαη δχν άιιεο 

νξηδφληηεο γξακκέο, ην άλσ φξην ειέγρνπ (upper control limit – UCL) θαη θάησ φξην 

ειέγρνπ (lower control limit - LCL). Σα φξηα ειέγρνπ επηιέγνληαη έηζη ψζηε αλ ε 

δηαδηθαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, φια ζρεδφλ ηα ζεκεία ηνπ δείγκαηνο λα βξίζθνληαη 

κεηαμχ απηψλ ησλ γξακκψλ. Όζν ηα ζεκεία θαηαλέκνληαη εληφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ, 

ε δηαδηθαζία ζεσξείηαη φηη είλαη ππφ έιεγρν θαη δελ απαηηείηαη θακία ελέξγεηα. Όκσο 

ε παξνπζία θάπνηνπ ζεκείνπ εθηφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ, εξκελεχεηαη σο απφδεημε φηη 
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ε δηαδηθαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ θαη απαηηείηαη έξεπλα θαη δηνξζσηηθέο ελέξγεηεο γηα 

λα βξεζνχλ θαη λα εμαιεηθζνχλ  νη εηδηθέο αηηίεο ή νη αηηίεο πνπ πξνθαινχλ απηή ηε 

ζπκπεξηθνξά. ΢πλήζσο, ηα ζεκεία ηνπ δείγκαηνο ζην δηάγξακκα ειέγρνπ ζπλδένληαη 

κε επζχγξακκα ηκήκαηα γηα λα απεηθνλίδεηαη επθνιφηεξα ην πψο εμειίζζεηαη ε 

αθνινπζία ησλ ζεκείσλ ζην ρξφλν.  

Όκσο, αθφκε θαη αλ φια ηα ζεκεία βξίζθνληαη εληφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ, αιιά 

ζπκπεξηθέξνληαη κε έλα ζπζηεκαηηθφ ή κε ηπραίν ηξφπν, ηφηε απηφ ζα κπνξνχζε λα 

είλαη κηα έλδεημε φηη ε δηεξγαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ. Γηα παξάδεηγκα, αλ 18 απφ ηα 

20 ηειεπηαία ζεκεία ελφο δηαγξάκκαηνο βξίζθνληαη πάλσ απφ ηελ θεληξηθή γξακκή 

αιιά θάησ απφ ην άλσ φξην ειέγρνπ θαη κφλν δπν απφ απηά βξίζθνληαη θάησ απφ ηελ 

θεληξηθή γξακκή αιιά πάλσ απφ ην θάησ φξην ειέγρνπ, ζα ππνςηαδφκαζηαλ φηη θάηη 

πάεη ζηξαβά ζηε δηαδηθαζία. Αλ ε δηαδηθαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, φια ηα ζεκεία ηνπ 

δείγκαηνο ζα πξέπεη λα θαηαλέκνληαη εληφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ κε εληειψο ηπραίν 

ηξφπν. Μπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κέζνδνη εχξεζεο κε 

ηπραίσλ αθνινπζηψλ πξνθεηκέλνπ λα εληνπηζηνχλ πεξηπηψζεηο δηαδηθαζηψλ εθηφο 

ειέγρνπ. ΢πλήζσο, ππάξρεη θάπνηνο ιφγνο πνπ εκθαλίδεηαη κηα ζπγθεθξηκέλε κε 

ηπραία αθνινπζία ζεκείσλ ζε έλα δηάγξακκα ειέγρνπ θαη ε απφδνζε ηεο δηαδηθαζίαο 

κπνξεί λα βειηησζεί αλ απηφο ν ιφγνο εληνπηζηεί θαη δηνξζσζεί. 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα δνζεί έλα γεληθφ κνληέιν γηα ην δηάγξακκα ειέγρνπ, ην μονηέλο 

ορίων ζίγμα (sigma limits model). Σν κνληέιν νξίσλ ζίγκα πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Shewhart (1931) θαη γη’ απηφ θαιείηαη δηάγξακκα ειέγρνπ ηχπνπ Shewhart θαη 

δίλεηαη παξαθάησ: 

               𝑈𝐶𝐿    = 𝜇𝑊 +  𝐿𝜎𝑊
𝐶𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝐿𝑖𝑛𝑒    = 𝜇𝑊                
                𝐿𝐶𝐿    = 𝜇𝑊 −  𝐿𝜎𝑊 ,

                                  (1.2.1) 

 

φπνπ ηα  𝜇𝑊  θαη 𝜎𝑊  ζπκβνιίδνπλ ηε κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε, αληίζηνηρα, ηεο 

ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο 𝑊 πνπ εθηηκά ην πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ελφο πξντφληνο 

πνπ ζέινπκε λα παξαθνινπζήζνπκε. Ο αξηζκφο 𝐿 δειψλεη ηελ απφζηαζε ησλ νξίσλ 

ειέγρνπ απφ ηελ θεληξηθή γξακκή ζε κνλάδεο ηππηθήο απφθιηζεο. ΢πλήζσο, ην  

𝐿 = 3, νπφηε θαη κηιάκε γηα ηελ θαηαζθεπή δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ 3𝜎 νξίσλ. Γηα 

κεγάιεο ηηκέο ηνπ 𝐿, κεγαιψλεη ε απφζηαζε ησλ νξίσλ ειέγρνπ απφ ηελ θεληξηθή 
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γξακκή θαη έηζη κεηψλεηαη ε πηζαλφηεηα ηνπ  ζθάικαηνο ηχπνπ Η, δειαδή κεηψλεηαη ν 

θίλδπλνο λα βξεζεί έλα ζεκείν εθηφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα 

είλαη εληφο ειέγρνπ. Σαπηφρξνλα φκσο, απμάλεηαη ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΗΗ, 

δειαδή ηα ζεκεία λα θαίλνληαη εληφο ειέγρνπ ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη εθηφο. 

Γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ 𝐿, έρνπκε ηα αληίζεηα απνηειέζκαηα, δειαδή απμάλεηαη ην 

ζθάικα ηχπνπ Η θαη κεηψλεηαη ην ζθάικα ηχπνπ ΗΗ.  

Γηα 3𝜎 φξηα ειέγρνπ θαη θαλνληθή θαηαλνκή ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο 𝑊, φηαλ 

ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, ε πηζαλφηεηα λα πάξεη ε 𝑊 ηηκή εθηφο ησλ νξίσλ 

ειέγρνπ είλαη ίζε κε 𝛼 =0.0027. Σν γεγνλφο απηφ ζεκαίλεη φηη έλαο εζθαικέλνο 

ζπλαγεξκφο ζπκβαίλεη 27 θνξέο αλά 10,000 ζεκεία ηνπ δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ. 

Δπηπιένλ, γηα ηελ θαηαζθεπή νξίσλ ειέγρνπ ζε έλα δηάγξακκα ειέγρνπ ππάξρεη 

θαη ην μονηέλο ορίων πιθανόηηηας (probability limits model). Γηα θαλνληθή ή 

πξνζεγγηζηηθά θαλνληθή θαηαλνκή ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο 𝑊, ε θεληξηθή 

γξακκή θαη ηα άλσ θαη θάησ φξηα ειέγρνπ γηα ην κνληέιν νξίσλ πηζαλφηεηαο 𝛼 είλαη: 

               𝑈𝐶𝐿    = 𝜇𝑊 +  𝑧𝑎
2 
𝜎𝑊 = 𝑤𝑎

2 
      

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝐿𝑖𝑛𝑒    = 𝜇𝑊                                         
                𝐿𝐶𝐿    =  𝜇𝑊 − 𝑧𝑎

2 
𝜎𝑊 = 𝑤1− 𝑎 2  ,

                    (1.2.2) 

φπνπ ην 𝑤𝑎  είλαη ην άλσ πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο 𝑊. Γηα εληφο ειέγρνπ δηεξγαζίεο (κε 

θαλνληθή θαηαλνκή) έρνπκε φηη ε πηζαλφηεηα εζθαικέλνπ ζπλαγεξκνχ ζε θάζε 

πιεπξά ησλ νξίσλ ειέγρνπ είλαη ίζε κε  𝛼 2  (φπνπ 𝛼 είλαη ε πηζαλφηεηα εζθαικέλνπ 

ζπλαγεξκνχ). Γηα 𝛼 2 =0.001 (δειαδή κνληέιν κε φξηα πηζαλφηεηαο 0.002), ηζρχεη 

φηη 𝑧𝛼
2 

=3.09024. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ηεο 𝑊 δελ είλαη θαλνληθή 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα πνζνζηηαία ζεκεία ηεο θαηαλνκήο 𝑊. 
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1.2.2 Αλαγλψξηζε κνηίβσλ 

 

Οη βαζηθφηεξεο κνξθέο πξνηύπσλ ή κνηίβσλ (patterns) κε ηπραίνπ ηξφπνπ 

ζπκπεξηθνξάο κηαο αθνινπζίαο ζεκείσλ είλαη ηα θπθιηθά κνηίβα (cycles), ηα κηθηά 

(mixtures), αικάησλ (shifts in the process level), ηάζεσλ (trends) θαη ηα κνηίβα 

έιιεηςεο κεηαβιεηφηεηαο (stratification) ηα νπνία πεξηγξάθνληαη νπηηθά ζηα 

παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 1.2. Κπθιηθό Μνηίβν. 

΢ρήκα 1.3. Μηθηό Μνηίβν. 
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΢ρήκα 1.4. Μνηίβν άικαηνο. 

΢ρήκα 1.5. Μνηίβν ηάζεο. 
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΢ηα θπθιηθά πξφηππα εκθαλίδεηαη κηα πεξηνδηθφηεηα ζηε δηάηαμε ησλ ζεκείσλ κε 

απνηέιεζκα λα ζρεκαηίδνληαη επαλαιακβαλφκελνη θχθινη. Πηζαλέο αηηίεο είλαη νη 

πεξηνδηθέο δηαθπκάλζεηο ησλ πεξηβαιινληηθψλ ζπλζεθψλ θαη ζπλζεθψλ παξαγσγήο 

φπσο ε ζεξκνθξαζία, ε ειεθηξηθή ηάζε θ.ιπ.  

Σα κηθηά πξφηππα θαίλεηαη λα πξνθχπηνπλ απφ δπν δηαθνξεηηθέο θαηαλνκέο ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ 𝛸 κεηαμχ ησλ νπνίσλ παιηλδξνκεί ε δηεξγαζία. 

Σα πξφηππα αικάησλ νθείινληαη ζπλήζσο ζε λένπο εξγαδφκελνπο, λέεο κεζφδνπο 

παξαγσγήο, λέεο κεραλέο θηι. 

Σα πξφηππα ηάζεσλ πξνθαινχληαη ζπλήζσο απφ παξάγνληεο φπσο ε ζηαδηαθή 

θζνξά εξγαιείσλ, ε θφπσζε ησλ εξγαδνκέλσλ, ε παξνπζία επηζεσξεηή θ.ιπ. 

΢ηα πξφηππα έιιεηςεο κεηαβιεηφηεηαο, ηα ζεκεία ηνπ δηαγξάκκαηνο θηλνχληαη κε 

ηερλεηφ ηξφπν γχξσ απφ ηελ θεληξηθή γξακκή ρσξίο λα ππάξρεη θάπνηα 

αμηνζεκείσηε κεηαβιεηφηεηα. Οθείινληαη ζπλήζσο ζε εζθαικέλε ζρεδίαζε ησλ 

νξίσλ ειέγρνπ. 

 

΢ρήκα 1.6. Μνηίβν έιιεηςεο κεηαβιεηόηεηαο. 
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1.2.3 Πξνεηδνπνηεηηθά φξηα ειέγρνπ 

 

΢πρλά ρξεζηκνπνηνχληαη 2 δεχγε νξίσλ ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ φπσο θαίλεηαη 

ζην ΢ρήκα 1.1. Σα εμσηεξηθά, φπσο αλαθέξνληαη 3𝜎 φξηα ειέγρνπ είλαη ηα 

ζπλεζηζκέλα φξηα δξάζεο, φπνπ φηαλ έλα ζεκείν βξεζεί εθηφο απηψλ, απαηηείηαη 

έξεπλα γηα ηελ αηηία ηνπ πξνβιήκαηνο θαη δηνξζσηηθέο ελέξγεηεο γηα ηελ 

απνθαηάζηαζή ηνπ.  

Σα εμσηεξηθά πξνεηδνπνηεηηθά όξηα (outer warning limits) ζρεδηάδνληαη ζε 

απφζηαζε 2𝜎 απφ ηελ θεληξηθή γξακκή ηνπ δηαγξάκκαηνο (φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 

1.1). Αλ έλα ή πεξηζζφηεξα ζεκεία βξεζνχλ κεηαμχ ησλ εμσηεξηθψλ 

πξνεηδνπνηεηηθψλ νξίσλ θαη ησλ νξίσλ ειέγρνπ (πξνο ηε κηα πιεπξά ηεο θεληξηθήο 

γξακκήο) ή πνιχ θνληά ζηα πξνεηδνπνηεηηθά φξηα, ππάξρνπλ ελδείμεηο φηη ε 

δηεξγαζία ίζσο δελ ιεηηνπξγεί ζσζηά. Μηα πηζαλή ελέξγεηα πνπ κπνξεί λα 

πξαγκαηνπνηεζεί ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη ε αχμεζε ηεο ζπρλφηεηαο ή ηνπ 

κεγέζνπο ησλ δεηγκάησλ έηζη ψζηε λα ιακβάλνληαη πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα 

ηελ παξαγσγηθή δηεξγαζία (adaptive or variable sampling interval  or variable 

sample size process). 

Δπίζεο, κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα εζσηεξηθά πξνεηδνπνηεηηθά όξηα 

(inner warning limits) ηα νπνία ζρεδηάδνληαη ζε απφζηαζε 1𝜎 απφ ηελ θεληξηθή 

γξακκή ηνπ δηαγξάκκαηνο (΢ρήκα 1.1). Σα φξηα ειέγρνπ καδί κε ηα πξνεηδνπνηεηηθά 

φξηα (εζσηεξηθά θαη εμσηεξηθά) ρσξίδνπλ ην δηάγξακκα ζε ηξεηο δψλεο.  

Ζ ρξήζε ησλ πξνεηδνπνηεηηθψλ νξίσλ απμάλεη ηελ επαηζζεζία (sensitivity) ηνπ 

δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, θαζψο δίλνπλ ηε δπλαηφηεηα ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ λα 

εληνπίζνπλ γξεγνξφηεξα κηα κεηαηφπηζε ζηε δηεξγαζία. ΢εκαληηθά κεηνλεθηήκαηα 

ηεο ρξήζεο ησλ πξνεηδνπνηεηηθψλ νξίσλ είλαη φηη απμάλνπλ ηελ πηζαλφηεηα 

εζθαικέλσλ ζεκάησλ θαη επίζεο κπνξεί λα πξνθαιέζνπλ ζχγρπζε ζην πξνζσπηθφ.  
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΢ρήκα 1.7. Γηάγξακκα ειέγρνπ κε πξνεηδνπνηεηηθά όξηα θαη δώλεο Α, Β θαη C. 

  

 

 

1.2.4 Μέγεζνο δείγκαηνο θαη ζπρλφηεηα δεηγκαηνιεςίαο 

  

Καηά ηνλ ζρεδηαζκφ ελφο δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, πξέπεη λα θαζνξηζηεί ηφζν ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο φζν θαη ε ζπρλφηεηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο. Γεληθά, κεγαιχηεξα 

δείγκαηα αληρλεχνπλ επθνιφηεξα κηθξέο κεηαηνπίζεηο ζηε δηεξγαζία. 

Υξεζηκνπνηψληαο 3𝜎 φξηα ειέγρνπ θαη ππνζέηνληαο φηη ε δηεξγαζία είλαη εληφο 

ειέγρνπ θαη ε θαηαλνκή ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑋 είλαη θαλνληθή, ην 

δηάγξακκα ειέγρνπ δίλεη (εζθαικέλε) έλδεημε φηη ε δηεξγαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ 

(ζθάικα ηχπνπ Η) κε πηζαλφηεηα 𝛼 =0.0027, αλεμαξηήησο ηνπ κεγέζνπο ηνπ 

δείγκαηνο. Γειαδή, αλ 𝑋 ~ 𝑁 𝜇, 𝜎2  θαη ζην δηάγξακκα ειέγρνπ γηα ηε κέζε ηηκή 

απεηθνλίδεηαη ν δεηγκαηηθφο κέζνο 𝑋 , ε πηζαλφηεηα 𝛼 (ζθάικα ηχπνπ Η) είλαη ίζε κε: 
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𝛼 = 𝑃 𝑋 < 𝜇 − 3𝜎𝑋      ή     𝑋 > 𝜇 + 3𝜎𝑋   |  𝑋~𝑁 𝜇, 𝜎2   

    = 𝑃  𝑋 < 𝜇 − 3𝜎𝑋  +  𝑃 𝑋 > 𝜇 + 3𝜎𝑋                             

              = 𝑃  
𝑋 − 𝜇

𝜎𝑋 
<
𝜇 − 3𝜎𝑋 − 𝜇

𝜎𝑋 
 +  𝑃  

𝑋 − 𝜇

𝜎𝑋 
>
𝜇 + 3𝜎𝑋 − 𝜇

𝜎𝑋 
  

 = 𝑃 𝑍 < −3 + 𝑃 𝑍 > 3                                                  

    = 𝛷 −3 + 1 − 𝛷 3                                                             

    = 1 − 𝛷 3 + 1 − 𝛷 3                                                        

= 2 1 − 𝛷 3  = 0.0027.                                                                (1.2.3) 

(πξνθαλψο ε πηζαλφηεηα 𝛼 δελ εμαξηάηαη απφ ην κέγεζνο 𝑛 ηνπ δείγκαηνο) 

Αληίζηνηρα, ε πηζαλφηεηα 𝛽 (ζθάικα ηχπνπ ΗΗ) ην δηάγξακκα ειέγρνπ λα δψζεη 

έλδεημε (εζθαικέλε) φηη ε δηαδηθαζία είλαη εληφο ειέγρνπ ελψ είλαη εθηφο ιφγσ 

κεηαηφπηζεο ηνπ κέζνπ επηπέδνπ ηεο δηεξγαζίαο απφ 𝜇 ζε 𝜇∗ είλαη: 

𝛽 = 𝑃 𝜇 − 3𝜎𝑋 ≤ 𝑋  ≤ 𝜇 + 3𝜎𝑋   |  𝑋~𝑁 𝜇∗, 𝜎2   

    = 𝑃  
𝜇 − 3𝜎𝑋 − 𝜇

∗

𝜎𝑋 
 ≤  

𝑋 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
 ≤  

𝜇 + 3𝜎𝑋 − 𝜇
∗

𝜎𝑋 
  

    = 𝑃  
𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
− 3 ≤  

𝑋 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
≤ 
𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
+ 3  

    = 𝑃   𝑛 
𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
− 3 ≤   𝑛 

𝑋 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
≤  𝑛 

𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
+ 3  

= 𝛷   𝑛 
𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
+ 3 − 𝛷   𝑛 

𝜇 − 𝜇∗

𝜎𝑋 
− 3 .                             (1.2.4) 

Πξνθαλψο ε πηζαλφηεηα 𝛽 εμαξηάηαη απφ ην 𝜇∗ θαη απφ ην κέγεζνο 𝑛 ηνπ 

δείγκαηνο, δειαδή 𝛽 = 𝛽 𝜇∗, 𝑛 . Απνδεηθλχεηαη φηη απμάλνληαο ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο, κεηψλεηαη ε πηζαλφηεηα 𝛽, επνκέλσο απμάλεηαη ε ηθαλφηεηα ηνπ 

δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ λα αληρλεχεη ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπ κέζνπ επηπέδνπ ηεο 

δηεξγαζίαο.  

΢ην ΢ρήκα 1.8 παξνπζηάδεηαη ε ραξαθηεξηζηηθή θακπύιε (operating curve) ελφο 

𝑋 − δηαγξάκκαηνο, δειαδή ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 𝛽 = 𝛽 𝜇∗, 𝑛  γηα 

𝑛 = 2 θαη 𝑛 = 5. 
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Παξαηεξνχκε φηη αλ ην κέζν επίπεδν ηεο δηεξγαζίαο κεηαηνπηζηεί απφ 𝜇 =10 ζε 

𝜇∗ = 10.5 γηα κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛 = 2, ε πηζαλφηεηα ην δηάγξακκα ειέγρνπ λα 

δψζεη έλδεημε φηη ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη 

εθηφο ειέγρνπ είλαη ίζε κε 𝛽 = 0.5681. ΢ηελ πεξίπησζε, πνπ ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο είλαη 𝑛 = 5, ε πηζαλφηεηα απηή είλαη ίζε κε 𝛽 = 0.0705, πνπ είλαη αξθεηά 

ηθαλνπνηεηηθή. 

Ωζηφζν, γηα κηθξφηεξεο κεηαηνπίζεηο, δειαδή αλ ην κέζν επίπεδν ηεο δηεξγαζίαο 

κεηαηνπηζηεί απφ 𝜇 = 10 ζε 𝜇∗ = 10.3 ηφηε γηα 𝑛 = 2 καο δίλεη 𝛽 = 0.9037, ελψ γηα 

𝑛 = 5 έρνπκε φηη 𝛽 = 0.6243. 

Δπνκέλσο, γηα λα αληρλεχεη έλα δηάγξακκα ειέγρνπ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ 

κηθξέο κεηαηνπίζεηο ηνπ κέζνπ επηπέδνπ ηεο δηεξγαζίαο, θξίλεηαη αλαγθαία ε αχμεζε 

ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο. ΢πλεπψο, ην θαηάιιειν κέγεζνο δείγκαηνο εμαξηάηαη 

απφ ην είδνο ηεο κεηαηφπηζεο ηνπ κέζνπ ηεο δηεξγαζίαο πνπ ζέινπκε λα 

αληρλεχζνπκε.  

  

΢ρήκα 1.8. Υαξαθηεξηζηηθή θακπύιε 𝑿 - δηαγξάκκαηνο. 
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΢ην ΢ρήκα 1.9 παξηζηάλνληαη νη ραξαθηεξηζηηθέο θακπχιεο ηνπ κέζνπ 𝑋  γηα 

δηάθνξα κεγέζε δείγκαηνο. Παξαηεξνχκε μαλά φηη ε πηζαλφηεηα αλίρλεπζεο κηαο 

κεηαηφπηζεο, γηα παξάδεηγκα, απφ 1.500𝜇 ζε 1.600𝜇, απμάλεηαη θαζψο απμάλεηαη ην 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο.  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Όζνλ αθνξά ηε ζπρλφηεηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο, ην επηζπκεηφ ζα ήηαλ λα 

παίξλνπκε δείγκαηα πνιχ ζπρλά θαη πξνθαλψο ε βέιηηζηε θαηάζηαζε ζα ήηαλ λα 

ειέγρνπκε φια ηα παξαγφκελα πξντφληα. Απηέο, φκσο, νη πνιηηηθέο δεηγκαηνιεςίαο 

ζπλεπάγνληαη κεγάιν νηθνλνκηθφ θφζηνο. ΢πλήζσο, ε πνιηηηθή πνπ αθνινπζείηαη ζε 

ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα είλαη λα ιακβάλνληαη κηθξά κεγέζε δεηγκάησλ αλά κηθξά 

θαη ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα (ηδηαίηεξα ζε πεξηπηψζεηο καδηθήο παξαγσγήο 

πξντφλησλ ή φηαλ εκθαλίδνληαη ζπρλά εηδηθέο αηηίεο κεηαβιεηφηεηαο), παξά κεγάια 

κεγέζε δεηγκάησλ ιηγφηεξν ζπρλά. 

Έλαο άιινο ηξφπνο επηινγήο ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο είλαη κέζσ ηνπ κέζνπ 

κήθνπο ξνήο ηνπ δηαγξάκκαηνο (average run length – ARL). Ζ πνζφηεηα 𝐴𝑅𝐿 είλαη ν 

αλακελφκελνο αξηζκφο ζεκείσλ (δεηγκάησλ) πνπ πξέπεη λα ζρεδηαζηνχλ ζε έλα 

δηάγξακκα ειέγρνπ γηα λα εκθαληζηεί έλα ζεκείν εθηφο νξίσλ ειέγρνπ. Γηα 

νπνηνδήπνηε δηάγξακκα ειέγρνπ ηχπνπ Shewhart, ην 𝐴𝑅𝐿 κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ 

ηελ ζρέζε:  

΢ρήκα 1.9. Υαξαθηεξηζηηθέο θακπύιεο γηα ην 𝑿 − δηάγξακκα. 
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𝐴𝑅𝐿 =

1

𝑝
 , (1.2.5) 

φπνπ 𝑝 είλαη ε πηζαλφηεηα λα βξεζεί έλα ζεκείν εθηφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ. 

Όηαλ κηα δηεξγαζία βξίζθεηαη ππφ έιεγρν, ζηελ πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηνχκε 

3𝜎 φξηα, ε πηζαλφηεηα έλα ζεκείν λα μεπεξλά ηα φξηα ειέγρνπ είλαη 𝛼 = 𝑝 =0.0027. 

Έηζη, ην εληφο ειέγρνπ κέζν κήθνο ξνήο, 𝐴𝑅𝐿0, είλαη: 

𝐴𝑅𝐿0 =
1

𝑝
=

1

𝛼
=

1

0.0027
= 370.                                (1.2.6) 

Απηφ ζεκαίλεη φηη φηαλ ε δηαδηθαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, έλα ζεκείν ζα βξίζθεηαη 

εθηφο νξίσλ θάζε 370 δείγκαηα. Πξνθαλψο, ζέινπκε λα έρνπκε κεγάιν 𝐴𝑅𝐿0. 

Γηα κηα δηεξγαζία πνπ βξίζθεηαη εθηφο ειέγρνπ ιφγσ κεηαηφπηζεο ηνπ κέζνπ 

επηπέδνπ ηεο δηεξγαζίαο απφ 𝜇 ζε 𝜇∗, ε πηζαλφηεηα έλα ζεκείν λα βξίζθεηαη 

πξάγκαηη εθηφο ησλ νξίσλ είλαη 𝑝 = 1 − 𝛽 θαη επνκέλσο ην εθηόο ειέγρνπ κέζν 

κήθνο ξνήο, 𝐴𝑅𝐿1 είλαη: 

 
𝐴𝑅𝐿1 =

1

𝑝
=

1

1 − 𝛽
 . (1.2.7) 

Πξνθαλψο, ζέινπκε λα έρνπκε κηθξφ 𝐴𝑅𝐿1, ψζηε ζε κηα εθηφο ειέγρνπ δηαδηθαζία λα 

δίλεηαη ε έλδεημε φηη είλαη εθηφο ειέγρνπ ζε κηθξφ αξηζκφ δεηγκάησλ. 

 

 

1.2.5 Φάζε Η θαη ΗΗ 

 

΢ηε βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ δχν θάζεηο (phases) γηα ηνλ έιεγρν κηαο παξαγσγηθήο 

δηεξγαζίαο κε ηε ρξήζε δηαγξακκάησλ ειέγρνπ, ε Φάζε Ι θαη ε Φάζε ΙΙ. 

΢ηε Φάζε Η, ζπιιέγεηαη έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ απφ ηε δηεξγαζία θαη αλαιχνληαη 

φια καδί ηαπηνρξφλσο ζε κηα αλαδξνκηθή (retrospective) αλάιπζε. Γηα ην ζθνπφ 

απηφ θαηαζθεπάδνληαη ηα δνθηκαζηηθά όξηα ειέγρνπ (trial control limits) γηα λα 

θαζνξηζηεί αλ ε δηεξγαζία ήηαλ εληφο ειέγρνπ θαηά ηε ρξνληθή πεξίνδν πνπ έγηλε ε 
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ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ θαη γηα λα δηαπηζησζεί αλ κπνξνχλ λα θαζνξηζηνχλ 

αμηφπηζηα φξηα ειέγρνπ γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο κειινληηθήο ζπκπεξηθνξάο ηεο 

δηεξγαζίαο. ΢πλήζσο, απηφ είλαη ην πξψην πξάγκα πνπ γίλεηαη φηαλ εθαξκφδεηαη έλα 

δηάγξακκα ειέγρνπ ζε νπνηαδήπνηε δηεξγαζία. Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ζηελ Φάζε Η 

βνεζνχλ ην πξνζσπηθφ λα «θέξεη» ηε δηεξγαζία ππφ έιεγρν.  

Ζ Φάζε ΗΗ, αξρίδεη αθνχ ζπγθεληξσζεί έλα «θαζαξφ» ζχλνιν δεδνκέλσλ ππφ 

ζπλζήθεο επζηάζεηαο θαη είλαη αληηπξνζσπεπηηθή ηεο εληφο ειέγρνπ απφδνζεο. ΢ηε 

Φάζε ΗΗ, ρξεζηκνπνηνχληαη ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ πξνθεηκέλνπ λα ειέγρεηαη 

ζπλερψο αλ ε δηεξγαζία παξακέλεη εληφο ειέγρνπ. ΢ηε θάζε απηή δηαηίζεηαη ζην 

πξνζσπηθφ έλα πνιχηηκν εξγαιείν, κέζσ ηνπ νπνίνπ είλαη δπλαηφλ λα 

παξαθνινπζείηαη ζπλερψο ε παξαγσγηθή δηεξγαζία θαη λα αληρλεχεηαη εγθαίξσο κηα 

πηζαλή αιιαγή ζην κέζν επίπεδν ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ πνπ θαζνξίδνπλ ηελ πνηφηεηα 

ηνπ παξαγφκελνπ πξντφληνο. 

 

 

1.2.6 Καλφλεο επαηζζεηνπνίεζεο γηα ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ  

(Run Rules) 

 

Γηα  ηνλ εληνπηζκφ αζπλήζηζησλ, κε ηπραίσλ αθνινπζηψλ ζεκείσλ ζε έλα 

δηάγξακκα ειέγρνπ καδί κε ηα πξνεηδνπνηεηηθά φξηα ρξεζηκνπνηνχληαη θαη θάπνηνη 

θαλφλεο επαηζζεηνπνίεζεο (sensitizing rules) πνπ πεξηγξάθνπλ ελδερφκελα κε ηελ 

εκθάληζε ηέηνησλ «εηδηθψλ» αθνινπζηψλ ζεκείσλ (φπσο πεξηγξάθεθαλ ζηελ 

παξάγξαθν 1.2.2). ΢ηελ πεξίπησζε πνπ εκθαληζηεί ε αθνινπζία απηή ή ην κνηίβν 

πνπ πεξηγξάθεη ν θαλφλαο, ζεσξνχκε φηη ε δηεξγαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ ρσξίο 

απαξαίηεηα λα έρνπκε θάπνην ζεκείν ηνπ δηαγξάκκαηνο εθηφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ.  

Οη ζεκαληηθφηεξνη απφ ηνπο θαλφλεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

επαηζζεηνπνίεζε ελφο δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ είλαη νη αθφινπζνη: 

1. Έλα ή πεξηζζφηεξα ζεκεία εθηφο ησλ νξίσλ ειέγρνπ. 

2. Γχν απφ ηξία ζπλερφκελα ζεκεία ζηε Εψλε Α (ζε κηα απφ ηηο δχν δψλεο Α). 
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3. Σέζζεξα απφ πέληε ζπλερφκελα ζεκεία πέξαλ ηεο Εψλεο C (ζε κηα απφ ηηο δχν 

πεξηνρέο). 

4. Οθηψ ζπλερφκελα ζεκεία ζηελ ίδηα κεξηά (επάλσ ή θάησ) ηεο θεληξηθήο 

γξακκήο. 

5. Έμη ζπλερφκελα ζεκεία ζε αχμνπζα ή θζίλνπζα δηάηαμε. 

6. Γεθαηέζζεξα ζπλερφκελα ζεκεία ζε ελαιιαζζφκελε κνξθή “πάλσ- θάησ”. 

7. Έλα ή πεξηζζφηεξα ζεκεία θνληά ζε νπνηαδήπνηε φξηα. 

8. Γεθαπέληε ζπλερφκελα ζεκεία ζηελ νιηθή Εψλε C. 

9. Οθηψ ζπλερφκελα ζεκεία εθηφο ηεο νιηθήο Εψλεο C. 

10. Οπνηαδήπνηε αζπλήζηζηε ή κε ηπραία αθνινπζία ζεκείσλ. 

Οη πξψηνη ηέζζεξηο θαλφλεο είλαη γλσζηνί σο Western Electric Rules. ΢ην ΢ρήκα 

1.10 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα ειέγρνπ φπνπ ζεκεηψλνληαη ηα ζεκεία εθείλα πνπ 

«ρηππνχλ» γηα πξψηε θνξά ν θαζέλαο απφ ηνπο Western Electric Rules.Παξαηεξνχκε 

δειαδή φηη ζην ζεκείν 4 ρηχπεζε ν Καλφλαο 2, ζην ζεκείν 11 ρηχπεζε ν Καλφλαο 3, 

ζην ζεκείν 16 ρηχπεζε ν Καλφλαο 1 θαη ζην ζεκείν 21 ρηχπεζε ν Καλφλαο 4. 

 

  

 

΢ρήκα 1.10. Παξάδεηγκα Western Electric Rules. 
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1.3 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ Μεηαβιεηψλ 

 

1.3.1 Δηζαγσγή 

 

Πνιιά πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε αξηζκεηηθή θιίκαθα. 

Έλα απιφ κεηξήζηκν πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ, φπσο ραξαθηεξηζηηθά πνπ αθνξνχλ 

δηάζηαζε, γηα παξάδεηγκα ην βάξνο ή ην χςνο, νλνκάδεηαη κεηαβιεηή. Σα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα κεηαβιεηέο αλαπηχρζεθαλ ην 1930 θαη ρξεζηκνπνηνχληαη 

επξέσο ζηε βηνκεραλία αιιά θαη ζε άιια επηζηεκνληθά πεδία. 

Όηαλ αζρνινχκαζηε κε έλα πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ πνπ είλαη κεηαβιεηή, είλαη 

ζπλήζσο απαξαίηεην λα παξαθνινπζνχκε ηφζν ηε κέζε ηηκή φζν θαη ηε δηαζπνξά 

απηνχ ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ. Ο έιεγρνο γηα ην δεηγκαηηθφ κέζν γίλεηαη 

ζπλήζσο κε ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ην κέζν ή αιιηψο 𝑋 − δηαγξάκκαηα. Ο 

έιεγρνο ηεο δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο κπνξεί λα γίλεη είηε κε ηα δηαγξάκκαηα 

ειέγρνπ γηα ηελ ηππηθή απφθιηζε, ηα ιεγφκελα 𝑆 − δηαγξάκκαηα ή κε ηα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ην εχξνο, ηα 𝑅 − δηαγξάκκαηα. 

 

 

1.3.2 𝑋   θαη  𝑅 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ 

 

Τπνζέηνπκε φηη ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑋 ησλ πξντφλησλ πνπ παξάγνληαη αθνινπζεί 

ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 𝑁 𝜇, 𝜎2 , κε 𝜇 θαη 𝜎 λα είλαη γλσζηά. Αλ 𝑋𝑖 =

 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛 , 𝑖 ≥ 1  είλαη ηπραία δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛, ηφηε ν δεηγκαηηθφο κέζνο 

(sample average):  

𝑋 𝑖 =
𝑋𝑖1  +  𝑋𝑖2  + … +  𝑋𝑖𝑛

𝑛
                                     (1.3.1) 

 

αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 𝛮 𝜇, 𝜎2 𝑛   θαη είλαη ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα ηεο 
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κέζεο ηηκήο 𝜇 ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑋. Γηα νπνηνδήπνηε δείγκα κεγέζνπο 𝑛, ν 

δεηγκαηηθφο κέζνο 𝑋 𝑖  παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα  

 𝜇𝑋 𝑖 − 𝑧𝛼 2 𝜎𝑋 𝑖 , 𝜇𝑋 𝑖 + 𝑧𝛼 2 𝜎𝑋 𝑖 ,   με  𝜎𝑋 𝑖 =
𝜎

 𝑛
                  (1.3.2) 

κε πηζαλφηεηα 1 − 𝛼. Γηα 𝛼 =0.0027, 𝑧𝛼 2 = 3, ηα φξηα ειέγρνπ ζην δηάγξακκα γηα 

ην δεηγκαηηθφ κέζν είλαη: 

𝐿𝐶𝐿𝑋 𝑖    =  𝜇𝑋 𝑖 − 3𝜎𝑋 𝑖 = 𝜇 − 3
𝜎

 𝑛
𝐶𝐿𝑋 𝑖   =  𝜇𝑋 𝑖 = 𝜇                          

𝑈𝐶𝐿𝑋 𝑖   =  𝜇𝑋 𝑖 + 3𝜎𝑋 𝑖 = 𝜇 + 3
𝜎

 𝑛
 .

                                  (1.3.3) 

Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο φκσο, νη πνζφηεηεο 𝜇 θαη 𝜎 είλαη άγλσζηεο θαη ρξεηάδεηαη 

λα εθηηκεζνχλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ επηιέγνληαη ζπλήζσο 𝑚 = 20 έσο 25 αλεμάξηεηα 

ηπραία δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 = 4 έσο 6 ην θαζέλα, ππνζέηνληαο φηη ε επηινγή ησλ 

δεηγκάησλ έγηλε φηαλ ε δηεξγαζία ήηαλ εληφο ειέγρνπ. 

 Εκηίμηζη ηοσ 𝜇 

Έζησ φηη 𝑋 1, 𝑋 2, … , 𝑋 𝑚  είλαη νη δεηγκαηηθνί κέζνη ησλ 𝑚 δεηγκάησλ θαη 

ππνινγίδνπκε ηε κέζε ηηκή απηψλ 

𝑋 =
1

𝑚
  𝑋 𝑖

𝑚

𝑖=1

=
1

𝑚
  

𝑋 𝑖1 + 𝑋 𝑖2 +  …+  𝑋 𝑖𝑛
𝑛

𝑚

𝑖=1

=
1

𝑚𝑛
   𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

.       (1.3.4) 

Ζ πνζφηεηα 𝑋  αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 𝛮  𝜇,
𝜎2

𝑛𝑚
  θαη ρξεζηκνπνηείηαη σο 

εθηίκεζε ηεο πνζφηεηαο 𝜇 θαη ηζρχεη φηη 𝜇 = 𝑋  . Δπίζεο, αλεμάξηεηα απφ ηελ 

θαηαλνκή ηνπ πιεζπζκνχ, ηζρχεη φηη 𝐸  𝑋   = 𝜇 θαη 𝑉𝑎𝑟  𝑋   =  𝜎2 𝑛𝑚 . 

 Εκηίμηζη ηοσ 𝜎 (Μέθοδος 𝑆) 

Έζησ φηη 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑚  είλαη ηα εχξε ησλ 𝑚 δεηγκάησλ, δειαδή, 

𝑅𝑖 = max 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛  − min 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛            (1.3.5) 
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κε 𝜇𝑅𝑖 = 𝐸 𝑅𝑖 = 𝜎𝑑2  θαη  𝜎𝑅𝑖 =  𝑉𝑎𝑟(𝑅𝑖) = 𝜎𝑑3. Θέηνπκε  𝑅 =
𝑅1+ 𝑅2+ ….+ 𝑅𝑚

𝑚
, 

ηφηε 𝜎 =
𝑅 

𝑑2
  είλαη ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα ηνπ 𝜎. 

 

 Εκηίμηζη ηοσ 𝜎 (Μέθοδος 𝑅) 

Οξίδνπκε ηελ πνζφηεηα 𝑆 απφ ηε ζρέζε: 

𝑆𝑖 =  𝑆𝑖
2 =  

1

𝑛 − 1
   𝑋𝑖𝑗 − 𝑋 𝑖 

2
𝑛

𝑗=1

,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚                  (1.3.6) 

κε 𝜇𝑆𝑖 = 𝐸  𝑆𝑖 = 𝜎𝑐4  θαη  𝜎𝑆𝑖 =  𝑉𝑎𝑟 𝑆𝑖 = 𝜎 1 − 𝑐4
2 .  

Θέηνπκε  𝑆 =
𝑆1+ 𝑆2+ ….+ 𝑆𝑚

𝑚
, νπφηε 𝐸 𝑆  = 𝜎 𝑐4 . Σν 𝜎 =

𝑆 

𝑐4
 είλαη ακεξφιεπηε 

εθηηκήηξηα ηνπ 𝜎. 

Δπνκέλσο, ηα φξηα ειέγρνπ γηα ηα δηαγξάκκαηα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ  𝑿   δηαγξάκκαηνο 

 𝑈𝐶𝐿     =  𝑋 + 𝐴2𝑅 

𝐶𝐿     =  𝑋          
  𝐿𝐶𝐿    =  𝑋 − 𝐴2𝑅 

                                              (1.3.7) 

Όξηα ειέγρνπ  𝑹  δηαγξάκκαηνο 

 𝑈𝐶𝐿    =  𝐷4𝑅 

  𝐶𝐿    =  𝑅    
  𝐿𝐶𝐿    =  𝐷3𝑅 ,

                                                  (1.3.8) 

φπνπ ηα  𝑑2, 𝑑3, 𝑐4, 𝐴2 = 3  𝑑2 𝑛  , 𝐷3 = 1 − 3 𝑑3 𝑑2   θαη 𝐷4 = 1 + 3(𝑑3 𝑑2)  

είλαη ζηαζεξέο πνπ δίλνληαη ζην Παξάξηεκα. 
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1.3.3  𝑋   θαη  𝑆  Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ 

 

Σα δηαγξάκκαηα 𝑋  θαη 𝑆 ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο φηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

𝑛 είλαη ζρεηηθά κεγάιν, 𝑛 > 10  ή  12. Γηα ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ 𝑋  θαη 𝑆 

απαηηείηαη ε ίδηα δηαδηθαζία κε ηα 𝑋  θαη 𝑅 δηαγξάκκαηα ειέγρνπ, κε ηε δηαθνξά φηη 

γηα θάζε δείγκα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ην κέζν 𝑋  θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε 𝑆.  

Γηα ηε δηαζπνξά ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑋 ρξεζηκνπνηείηαη ε ζρέζε 

(1.3.6) θαη ηζρχεη:  𝜇𝑆𝑖 = 𝐸 𝑆𝑖 = 𝜎 𝑐4 ,   𝜎𝑆𝑖 = 𝜎  1 − 𝑐4
2, φπνπ ην 𝑐4 είλαη κηα 

ζηαζεξά
1
 πνπ εμαξηάηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Σν κνληέιν κε 3𝜎 φξηα έρεη 

ηε κνξθή: 

𝑈𝐶𝐿𝑆    = 𝜇𝑆𝑖 + 3𝜎𝑆𝑖 =  𝑐4 + 3 1 − 𝑐4
2 𝜎 = 𝐵6𝜎

   𝐶𝐿𝑆    = 𝜇𝑆𝑖 = 𝑐4 𝜎                                                        

 𝐿𝐶𝐿𝑆   = 𝜇𝑆𝑖 − 3𝜎𝑆𝑖 =  𝑐4 − 3 1 − 𝑐4
2 𝜎 = 𝛣5𝜎 .

                 (1.3.9) 

 Όκσο, ζπλήζσο ε πνζφηεηα 𝜎 είλαη άγλσζηε θαη γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζρέζε: 𝜎 =
𝑆 

𝑐4
, θαη ηα φξηα ειέγρνπ ζα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ  𝑺  δηαγξάκκαηνο 

𝑈𝐶𝐿𝑆 = 𝜇𝑆𝑖 + 3𝜎𝑆𝑖 = 𝑆 + 3
𝑆 

𝑐4

 1 − 𝑐4
2 =  1 +

3

𝑐4

 1 − 𝑐4
2 𝑆 = 𝐵4𝑆 

   𝐶𝐿𝑆 = 𝜇𝑆𝑖 = 𝑆                                                                                                    

 𝐿𝐶𝐿𝑆 = 𝜇𝑆𝑖 − 3𝜎𝑆𝑖 = 𝑆 − 3
𝑆 

𝑐4

 1 − 𝑐4
2 =  1 −

3

𝑐4

 1 − 𝑐4
2 𝑆 = 𝐵3𝑆 .

         (1.3.10) 

 

 

 

                                                           

1
  Απνδεηθλχεηαη φηη   𝑐4 =  

2

𝑛−1
 

1
2 𝛤  𝑛 2  

𝛤  𝑛−1 2  
 . 
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Αληίζηνηρα, ηα φξηα ειέγρνπ γηα ην 𝑋 − δηάγξακκα ζα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ  𝑿   δηαγξάκκαηνο 

𝑈𝐶𝐿𝑋  = 𝜇𝑋 𝑖 + 3𝜎𝑋 𝑖 = 𝑋 + 3
𝑆 

𝑐4 𝑛
= 𝑋 + 𝐴3𝑆 

   𝐶𝐿𝑋  = 𝜇𝑋 𝑖 = 𝑋                                                        

𝐿𝐶𝐿𝑋  = 𝜇𝑋 𝑖 − 3𝜎𝑋 𝑖 = 𝑋 − 3
𝑆 

𝑐4 𝑛
= 𝑋 − 𝐴3𝑆 .

                  (1.3.11) 

Οη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝑐4, 𝐴3 , 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5, 𝐵6 γηα δηάθνξα κεγέζε 𝑛, δίλνληαη 

ζην Παξάξηεκα. 

 

 

1.3.4 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ γηα κεκνλσκέλεο παξαηεξήζεηο 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 𝑛 = 1, κηιάκε γηα ηα δηαγξάκκαηα 

ειέγρνπ κεκνλσκέλσλ ή αηνκηθψλ παξαηεξήζεσλ (individual observations).  Σα φξηα 

ειέγρνπ 𝑋 − δηαγξάκκαηνο γηα ην πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ 𝑋 ~ 𝑁 𝜇, 𝜎2  κε 𝜇 θαη 𝜎2 

γλσζηά θαη γηα 𝑛 = 2, ζα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ  𝑿   δηαγξάκκαηνο, γηα 𝒏 = 1 

𝑈𝐶𝐿𝑋  = 𝑋 + 3
𝜎

 𝑛
= 𝑋 + 3𝜎

   𝐶𝐿𝑋  = 𝑋                                   

𝐿𝐶𝐿𝑋  = 𝑋 − 3
𝜎

 𝑛
= 𝑋 − 3𝜎.

                                  (1.3.12) 

Γηα ηε ζπκπεξηθνξά ηεο δηαζπνξάο ηνπ πνηνηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑋, δελ 

κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αληίζηνηρν 𝑅 δηάγξακκα ειέγρνπ αθνχ δελ έρεη 

λφεκα λα ππνινγηζηεί ην εχξνο γηα 𝑛 = 1. Γη’ απηφ ρξεζηκνπνηνχκε ην θηλνύκελν 

εύξνο (moving range, MR) ησλ κεκνλσκέλσλ παξαηεξήζεσλ πνπ νξίδνληαη απφ ηε 

ζρέζε: 
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𝑀𝑅𝑖 =  𝑋𝑖 − 𝑋𝑖−1  , 𝑖 ≥ 2                                   (1.3.13) 

θαη ζα ηζρχεη φηη 𝜇𝑀𝑅𝑖 = 𝐸 𝑀𝑅𝑖 = 𝜎 𝑑2 θαη 𝜎𝑀𝑅𝑖 =  𝑉𝑎𝑟 𝑀𝑅𝑖 = 𝜎 𝑑3. Οη 

ζηαζεξέο 𝑑2, 𝑑3 ππνινγίδνληαη γηα 𝑛 = 2. Δπνκέλσο, ην κνληέιν ησλ 3𝜎 νξίσλ ζα 

είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ 𝑴𝑹  δηαγξάκκαηνο: 

𝑈𝐶𝐿𝑀𝑅 = 𝜇𝑀𝑅𝑖 + 3𝜎𝑀𝑅𝑖 =  𝑑2 + 3𝑑3 𝜎 = 𝐷2𝜎

   𝐶𝐿𝑀𝑅 = 𝜇𝑀𝑅𝑖 = 𝑑2𝜎                                               

𝐿𝐶𝐿𝑀𝑅 = 𝜇𝑀𝑅𝑖 − 3𝜎𝑀𝑅𝑖 =  𝑑2 − 3𝑑3 𝜎 = 𝐷1𝜎.

                 (1.3.14) 

φπνπ νη ζηαζεξέο 𝐷1, 𝐷2 ππνινγίδνληαη μαλά γηα 𝑛 = 2. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη πνζφηεηεο 𝜇 θαη 𝜎2 είλαη άγλσζηεο, πξέπεη λα εθηηκεζνχλ. 

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑚, 𝑋 =  𝑋1, 𝑋2, . . , 𝑋𝑚  απφ ην 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑋 ~ 𝑁 𝜇, 𝜎2 , ηφηε ηζρχεη: 𝐸 𝑋  = 𝜇 = 𝑋 =  𝑋𝑖
𝑚
𝑖=1   𝑚 . 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝜎, ζέηνπκε: 𝑀𝑅     =
 𝑀𝑅𝑖 
𝑚−1
𝑖=1

𝑚−1
 θαη ζα ηζρχεη:   

𝐸 𝑀𝑅𝑖 = 𝜎 𝑑2, 𝜎 = 𝑀𝑅      /𝑑2 .  

Σφηε, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαπάλσ εθηηκήζεηο θαη απφ ηηο ζρέζεηο (1.3.12) θαη 

(1.3.14), έρνπκε: 

                                        Όξηα ειέγρνπ 𝑿   δηαγξάκκαηνο 

𝑈𝐶𝐿𝑋 = 𝑋 + 3
𝑀𝑅     

𝑑2

   𝐶𝐿𝑋 = 𝑋                

𝐿𝐶𝐿𝑋 = 𝑋 − 3
𝑀𝑅     

𝑑2

                                            (1.3.15) 

                                         Όξηα ειέγρνπ 𝑴𝑹  δηαγξάκκαηνο 

𝑈𝐶𝐿𝑀𝑅 =  1 + 3
𝑑3

𝑑2
  𝑀𝑅     = 𝐷4𝑀𝑅     

   𝐶𝐿𝑀𝑅 = 𝑀𝑅                                           

𝐿𝐶𝐿𝑀𝑅 =  1 − 3
𝑑3

𝑑2
  𝑀𝑅     = 𝐷3𝑀𝑅     .

                             (1.3.16) 

Όπνπ θαη πάιη νη ζηαζεξέο 𝐷3, 𝐷4 ππνινγίδνληαη γηα 𝑛 = 2. 



  

48 
 

1.4 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ Ηδηνηήησλ 

 

1.4.1 Δηζαγσγή 

 

΢ην πξνεγνχκελν θεθάιαην, πεξηγξάθεθαλ ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κεηαβιεηψλ 

γηα ηελ πεξηγξαθή πνηνηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ, σζηφζν ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο 

πνηνηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ πνπ δελ κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζαλ κεηαβιεηέο. 

Πνιιέο θνξέο καο ελδηαθέξεη λα εμεηάζνπκε έλα πξντφλ θαη λα ην ηαμηλνκήζνπκε σο 

ειαηησκαηηθφ ή κε ζπκκνξθνχκελν, αλ ηνπιάρηζηνλ έλα πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ 

ηνπ έρεη ηηκή εθηφο ησλ νξίσλ πξνδηαγξαθψλ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ην πξνο εμέηαζε 

πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ πεξηγξάθεηαη κε δηαθξηηέο ηπραίεο κεηαβιεηέο νη νπνίεο 

νλνκάδνληαη ηδηόηεηεο (attributes) θαη ηα δηαγξάκκαηα ιέγνληαη Γηαγξάκκαηα 

Διέγρνπ Ιδηνηήησλ (Attribute Control Charts).  

Δθηφο απφ ηηο ειαηησκαηηθέο κνλάδεο, ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο καο ελδηαθέξεη λα 

εμεηάζνπκε ηα ειαηηώκαηα ή αηέιεηεο  (defects or non conformities) κηαο κνλάδαο. 

Διαηησκαηηθέο είλαη νη κνλάδεο πνπ ζεσξνχληαη εληειψο απνηπρεκέλεο, δελ 

ζπκκνξθψλνληαη ζην απαηηνχκελν πξφηππν ιφγσ ηεο παξνπζίαο ειαηησκάησλ, ελψ 

ειαηηψκαηα είλαη νη αηέιεηεο ή ηα κε ζπκκνξθνχκελα ραξαθηεξηζηηθά ηα νπνία 

πξνθαινχλ δπζιεηηνπξγία ζηηο κνλάδεο θαη ηηο εκπνδίδνπλ λα πξνζαξκνζηνχλ ζηηο 

πξνδηαγξαθέο. 

΢ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ, ζα παξνπζηάζνπκε ηέζζεξα βαζηθά είδε 

δηαγξακκάησλ ειέγρνπ ηδηνηήησλ. Σα δπν πξψηα δηάγξακκα αθνξνχλ ην πνζνζηφ (ή 

αλαινγία ή θιάζκα) θαη ηνλ αξηζκφ ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ κηαο 

παξαγσγηθήο δηεξγαζίαο, γλσζηά αληίζηνηρα σο p θαη np δηαγξάκκαηα ειέγρνπ. Σν 

ηξίην δηάγξακκα αθνξά ην μέζο αριθμό ηων ελαηηωμάηων ανά μονάδα επιθεώρηζης, 

γλσζηφ σο u δηάγξακκα ειέγρνπ θαη ην ηέηαξην δηάγξακκα αθνξά ην ζσνολικό 

αριθμό ηων ελαηηωμάηων ζε μια μονάδα επιθεώρηζης γλσζηφ σο c δηάγξακκα 

ειέγρνπ.  

Με ηνλ φξν κνλάδα ή κνλάδα επηζεώξεζεο (inspection unit) κπνξεί λα 

αλαθεξφκαζηε ζην ίδην ην πξντφλ, ζε έλα κέξνο ηνπ ή ζε έλα ζχλνιν πξντφλησλ. 
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1.4.2 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ 𝑝 θαη 𝑛𝑝 

 

Με ηνλ φξν πνζνζηφ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ νξίδνπκε ην πειίθν ηνπ αξηζκνχ 

ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ πξνο ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ παξαγφκελσλ 

πξντφλησλ. Γηα ην ζρεδηαζκφ ησλ δηαγξακκάησλ αξρηθά επηιέγνληαη m 

πξνθαηαξθηηθά δείγκαηα ηζνκεγέζε ή κε. Τπνζέηνπκε φηη ην πνζνζηφ ησλ 

ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ κηαο παξαγσγηθήο δηεξγαζίαο είλαη γλσζηφ θαη ίζν κε p 

θαη φηη απφ ηελ παξαγσγή επηιέγνπκε m αλεμάξηεηα ηπραία δείγκαηα κε κεγέζε 

𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑚  αληίζηνηρα.  

Θα ζπκβνιίδνπκε κε 𝑋𝑖𝑗 , 𝑖 ≥ 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑖  ηελ ηπραία κεηαβιεηή κε ηηκέο 1 θαη 

0 αλάινγα κε ην αλ ην j πξντφλ ηνπ i δείγκαηνο είλαη ειαηησκαηηθφ ή φρη. Γηα ηελ 

ηπραία κεηαβιεηή 𝑋𝑖𝑗  έρνπκε φηη 𝑋𝑖𝑗  ~ 𝐵 1, 𝑝 , ελψ γηα ηελ  

 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖1 + 𝑋𝑖2+ . . +𝑋𝑖𝑛𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 (1.4.1) 

πνπ δειψλεη ην πνζνζηφ ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ ζην i δείγκα ηζρχεη φηη 

𝑋𝑖  ~ 𝐵 𝑛𝑖 , 𝑝  κε κέζε ηηκή 𝜇𝑥𝑖 = 𝑛𝑖𝑝 θαη δηαζπνξά 𝜎𝑥𝑖
2 = 𝑛𝑖𝑝 1 − 𝑝 1. Σφηε γηα ηελ 

ηπραία κεηαβιεηή  

𝑊𝑖 = 𝑝𝑖 =
𝑋𝑖
𝑛𝑖

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚                                    (1.4.2)  

πνπ δειψλεη ην πνζνζηφ ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ ζην i δείγκα ηζρχεη: 

𝜇𝑊𝑖
= 𝐸 𝑊𝑖 = 𝑝                                 

  𝜎𝑊𝑖

2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑊𝑖 =
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛𝑖
,    𝑖 ≥ 1.

                            (1.4.3)   

Δπνκέλσο, γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ 

ζα απεηθνλίδεηαη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 𝑊𝑖  ζην δηάγξακκα ειέγρνπ. Σα φξηα 

ειέγρνπ ηνπ p δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, ζηελ πεξίπησζε πνπ ην p είλαη γλσζηφ, είλαη: 

                                                           
1
  Αλ 𝑋 ~ 𝐵 𝑛, 𝑝  είλαη γλσζηφ φηη 𝑃 𝑋 = 𝑥 =  𝑛

𝑥
 𝑝𝑥 1 − 𝑝 𝑛−𝑥  𝐼𝐴 𝑥 ,    𝐴 =  0, 1, . . , 𝑛  κε 𝜇𝑥 = 𝑛𝑝 

θαη 𝜎𝑥
2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝 . 
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Όξηα ειέγρνπ p δηαγξάκκαηνο (Φάζε ΙΙ) 

𝑈𝐶𝐿𝑝 = 𝜇𝑊𝑖
+ 3𝜎𝑊𝑖

= 𝑝 + 3 
𝑝 1 − 𝑝 

𝑛 

   𝐶𝐿𝑝 = 𝜇𝑊𝑖
= 𝑝                                          

  𝐿𝐶𝐿𝑝 = 𝜇𝑊𝑖
− 3𝜎𝑊𝑖

= 𝑝 − 3 
𝑝 1 − 𝑝 

𝑛 
,

                           (1.4.4) 

φπνπ  𝑛 =
𝑛1+ ..+𝑛𝑚

𝑚
 είλαη φ κέζνο φισλ ησλ κεγεζψλ ησλ m δεηγκάησλ (γηα ηζνκεγέζε 

δείγκαηα 𝑛 = 𝑛). 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηα δείγκαηα είλαη ηζνκεγέζε, ε θαηαζθεπή ελφο 

δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ειαηησκαηηθψλ 

πξντφλησλ επηηαρχλεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑋𝑖 , ε νπνία ζα 

απεηθνλίδεηαη ζην δηάγξακκα ειέγρνπ φπνπ 𝜇𝑋𝑖 = 𝑛𝑝  και  𝜎𝑋𝑖
2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝 , 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

Όξηα ειέγρνπ 𝒏𝒑 δηαγξάκκαηνο (Φάζε ΙΙ) 

𝑈𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝜇𝑋𝑖 + 3𝜎𝑋𝑖 = 𝑛𝑝 + 3 𝑛𝑝 1 − 𝑝 

      𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝜇𝑋𝑖 = 𝑛𝑝                                             

    𝐿𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝜇𝑋𝑖 − 3𝜎𝑋𝑖 = 𝑛𝑝 − 3 𝑛𝑝 1 − 𝑝 .

                      (1.4.5) 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο 𝑝 δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ Φάζεο Η (𝑝 άγλσζην), 

ππνζέηνπκε φηη έρνπκε m αλεμάξηεηα πξνθαηαξηηθά δείγκαηα κε κεγέζε 

𝑛1, 𝑛2 , . . , 𝑛𝑚   αληίζηνηρα, ηα 𝑋𝑖 =  𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, . . , 𝑋𝑖𝑛𝑖  , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, φπνπ 𝑋𝑖  ~ 𝐵 𝑛𝑖 , 𝑝  

κε κέζε ηηκή 𝜇𝑋𝑖 = 𝑛𝑖𝑝  θαη δηαζπνξά  𝜎𝑋𝑖
2 = 𝑛𝑖𝑝 1 − 𝑝 . Θέηνπκε 𝑊𝑖 = 𝑝𝑖 = 𝑋𝑖 𝑛𝑖 , 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  θαη νπφηε  𝑝 =
𝑋1+𝑋2+ ..+𝑋𝑚

𝑛1+𝑛2+ ..+𝑛𝑚
  κε 𝐸 𝑝  = 𝑝 = 𝑝  (ε εθηίκεζε ηνπ p).  

Απφ ηηο ζρέζεηο (1.4.4) θαη (1.4.5) πξνθχπηνπλ ηα φξηα ειέγρνπ γηα ηα 

δηαγξάκκαηα 𝑝 θαη 𝑛𝑝 γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην πνζνζηφ 𝑝 είλαη άγλσζην (Φάζε Η): 
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Όξηα ειέγρνπ p δηαγξάκκαηνο (Φάζε Ι) 

𝑈𝐶𝐿𝑝 = 𝑝 + 3 
𝑝  1 − 𝑝  

𝑛 

   𝐶𝐿𝑝 = 𝑝                              

 𝐿𝐶𝐿𝑝 = 𝑝 − 3 
𝑝  1 − 𝑝  

𝑛 

                                     (1.4.6) 

Όξηα ειέγρνπ 𝒏𝒑 δηαγξάκκαηνο (Φάζε Ι) 

   𝑈𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝑛𝑝 + 3 𝑛𝑝  1 − 𝑝  

      𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝑛𝑝                                

   𝐿𝐶𝐿𝑛𝑝 = 𝑛𝑝 − 3 𝑛𝑝  1 − 𝑝   1.

                                  (1.4.7) 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην LCL ζηηο ζρέζεηο (1.4.6) θαη (1.4.7) είλαη αξλεηηθφ, ε ηηκή 

ηνπ ζεσξείηαη κεδέλ. 

 

 

1.4.3 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ c 

 

΢ηελ παξάγξαθν απηή ζα αλαπηχμνπκε ηελ θαηαζθεπή δηαγξακκάησλ ειέγρνπ γηα 

ηνλ αξηζκφ ησλ ειαηησκάησλ ζε κηα κνλάδα επηζεψξεζεο
2
 γλσζηνχ σο c 

δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ. ΢ηα δηαγξάκκαηα απηά ζπλήζσο ππνζέηνπκε φηη ν ζπλνιηθφο 

αξηζκφο ειαηησκάησλ ζε κηα κνλάδα επηζεψξεζεο αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Poisson. ΢χκθσλα κε απηή ηελ ππφζεζε, ζα πξέπεη ε πηζαλφηεηα εκθάληζεο 

ειαηηψκαηνο ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν κηαο κνλάδαο λα είλαη κηθξή. 

Έηζη ν αξηζκφο 𝑋 ησλ ειαηησκάησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε κηα κνλάδα επηζεψξεζεο 

αθνινπζεί θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν 𝑐. Γειαδή, 𝑋~𝑃 𝑐  κε 𝜇𝑥𝑖 = 𝜎𝑥𝑖
2 = 𝑐. 

                                                           
1
  Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο πνζφηεηαο 𝑛𝑝  ζην δηάγξακκα 𝑛𝑝 δελ απαηηείηαη πξψηα ν ππνινγηζκφο ηνπ 

𝑝𝑖  γηα θάζε δείγκα θαη ηνπ 𝑝 =
𝑝1+ ..+𝑝𝑚

𝑚
. Δίλαη  𝑛𝑝 = 𝑛

𝑋1  + ..+𝑋𝑚

𝑛𝑚
=  

𝑋1  + ..+𝑋𝑚

𝑚
. 

2
 Ο φξνο κνλάδα επηζεψξεζεο ρξεζηκνπνηείηαη εδψ κε ηελ έλλνηα ηνπ δείγκαηνο, γηαηί ζην c 

δηάγξακκα ειέγρνπ θάζε δείγκα απνηειείηαη απφ 1 κνλάδα επηζεψξεζεο. 



  

52 
 

Έηζη, ζην δηάγξακκα ειέγρνπ γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ 

ειαηησκάησλ ζα απεηθνλίδεηαη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 𝑋𝑖 , 𝑖 ≥ 1, φπνπ 𝑋𝑖  είλαη ν 

αξηζκφο ησλ ειαηησκάησλ ζηελ 𝑖 κνλάδα επηζεψξεζεο. Δπνκέλσο, ηα φξηα ειέγρνπ, 

φηαλ ην c είλαη γλσζηφ ζα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ c δηαγξάκκαηνο (Φάζε ΙΙ) 

𝑈𝐶𝐿𝑐 = 𝑐 + 3 𝑐
   𝐶𝐿𝑐 = 𝑐             

 𝐿𝐶𝐿𝑐 = 𝑐 − 3 𝑐.

                                                 (1.4.8) 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο c δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ Φάζεο Η (c άγλσζην) ππνζέηνπκε 

φηη έρνπκε ζηε δηάζεζή καο m πξνθαηαξθηηθέο κνλάδεο επηζεψξεζεο. Έζησ 𝛸𝜄  ν 

αξηζκφο ησλ ειαηησκάησλ ζηελ i κνλάδα επηζεψξεζεο, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Θέηνπκε 

𝑐 =
𝑋1+ 𝑋2+ ..+𝑋𝑚

𝑚
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 θαη έρνπκε φηη 𝐸 𝑐  = 𝑐 θαη ε πνζφηεηα 𝑐  

ρξεζηκνπνηείηαη σο εθηίκεζε ηνπ c, δειαδή 𝑐 = 𝑐 . Δπνκέλσο ηα φξηα ειέγρνπ ζα 

είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ c δηαγξάκκαηνο (Φάζε Ι) 

𝑈𝐶𝐿𝑐 = 𝑐 + 3 𝑐 
   𝐶𝐿𝑐 = 𝑐              

 𝐿𝐶𝐿𝑐 = 𝑐 − 3 𝑐 .

                                                 (1.4.9) 

Αλ ην LCL γηα ηα παξαπάλσ φξηα είλαη αξλεηηθφ ηφηε ζεσξείηαη κεδέλ.  

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζθάικαηνο ηχπνπ Η ζε έλα c δηάγξακκα ζα ηζρχεη: 

𝛼 = 𝑃  𝑋 < 𝐿𝐶𝐿𝑐   ή  𝑋 > 𝑈𝐶𝐿𝑐  | 𝑋 ~ 𝑃 𝑐  ,                     (1.4.10) 

φπνπ c είλαη ε εληφο ειέγρνπ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηεο θαηαλνκήο Poisson θαη γηα ην 

ζθάικα ηχπνπ ΗΗ ζε έλα c δηάγξακκα ζα ηζρχεη: 

𝛽 = 𝑃  𝐿𝐶𝐿𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑈𝐶𝐿𝑐  | 𝑋 ~ 𝑃 𝑐∗  ,                         (1.4.11) 

φπνπ 𝑐∗ είλαη κηα εθηφο ειέγρνπ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηεο θαηαλνκήο Poisson. 
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1.4.4 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ u 

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ γηα ην κέζν αξηζκφ ησλ 

ειαηησκάησλ ζε κηα κνλάδα επηζεψξεζεο
1
 γλσζηνχ σο u δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, 

ππνζέηνπκε μαλά φηη ν αξηζκφο 𝑋 ησλ ειαηησκάησλ ζε κηα κνλάδα επηζεψξεζεο 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν c. Ζ βαζηθή δηαθνξά κε ην c 

δηάγξακκα ειέγρνπ είλαη φηη ηψξα κπνξνχκε λα έρνπκε δείγκαηα κεγέζνπο 

κεγαιπηέξνπ ηεο 1 κνλάδαο επηζεψξεζεο θαη δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο. 

    Τπνζέηνπκε φηη απφ ηελ παξαγσγή, επηιέγνπκε m αλεμάξηεηα ηπραία δείγκαηα 

κε κεγέζε 𝑛1, 𝑛2, . . , 𝑛𝑚  κνλάδεο επηζεψξεζεο ην θαζέλα. ΢πκβνιίδνπκε κε 𝑋𝑖𝑗 , 

𝑖 ≥ 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑖  ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ ειαηησκάησλ 

ηεο 𝑗 κνλάδαο επηζεψξεζεο ζην 𝑖 δείγκα. Γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή 𝑋𝑖𝑗  έρνπκε φηη 

𝑋𝑖𝑗  ~ 𝑃 𝑐  κε 𝜇𝑋𝑖𝑗 =  𝜎𝑋𝑖𝑗
2 =  𝑐, ελψ γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή  

𝑋𝑖 = 𝑋𝑖1 + 𝑋𝑖2+ . . +𝑋𝑖𝑛𝑖  , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 πνπ δειψλεη ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ 

ειαηησκάησλ ζην 𝑖 δείγκα έρνπκε φηη 𝑋𝑖  ~ 𝑃 𝑛𝑖𝑐  κε 𝜇𝑋𝑖 = 𝜎𝑋𝑖
2 = 𝑛𝑖𝑐.  

Σφηε γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή 𝑢𝑖 = 𝑋𝑖 𝑛𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, πνπ δειψλεη ηελ 

αλαινγία ησλ ειαηησκάησλ ζην 𝑖 δείγκα ηζρχεη 𝜇𝑢𝑖 = 𝑐 θαη 𝜎𝑢𝑖
2 = 𝑐 𝑛𝑖 , 𝑖 ≥ 1. 

΢πλεπψο, ηα φξηα ηνπ u δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε παξάκεηξνο 

c είλαη γλσζηή, ζα είλαη: 

Όξηα ειέγρνπ u δηαγξάκκαηνο (Φάζε ΙΙ) 

𝑈𝐶𝐿𝑢 = 𝑐 + 3 
𝑐

𝑛 
   𝐶𝐿𝑢 = 𝑐              

 𝐿𝐶𝐿𝑢 = 𝑐 − 3 
𝑐

𝑛 
,

                                               (1.4.12) 

φπνπ 𝑛 =
𝑛1+ ..+𝑛𝑚

𝑚
  ν κέζνο φξνο φισλ ησλ κεγεζψλ ησλ m δεηγκάησλ (γηα ηζνκεγέζε 

δείγκαηα, 𝑛 = 𝑛). 

                                                           
1
  Ο φξνο κνλάδα επηζεψξεζεο ρξεζηκνπνηείηαη εδψ κε ηελ έλλνηα ηνπ πξντφληνο, γηαηί ζην u 

δηάγξακκα ειέγρνπ θάζε δείγκα κπνξεί λα έρεη κέγεζνο κεγαιχηεξν ηεο 1 κνλάδαο επηζεψξεζεο. 
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Όηαλ ε παξάκεηξνο c ηεο θαηαλνκήο Poisson είλαη άγλσζηε, πξέπεη λα εθηηκεζεί 

απφ ηηο πιεξνθνξίεο πνπ ζα καο δψζνπλ ηα m αλεμάξηεηα πξνθαηαξθηηθά δείγκαηα 

κε κεγέζε 𝑛1, 𝑛2 , . . ., 𝑛𝑚  κνλάδεο επηζεψξεζεο αληίζηνηρα, έζησ ηα  

𝑋𝑖 =  𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, . . , 𝑋𝑖𝑛𝑖 ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Θέηνληαο 𝑢𝑖 = 𝑋𝑖  𝑛𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, ζα έρνπκε 

𝑢 =
𝑋1+ 𝑋2+...  +𝑋𝑚

𝑛1+ 𝑛2+ …+𝑛𝑚
  κε 𝐸 𝑢  = 𝑐, επνκέλσο ην 𝑢  ρξεζηκνπνηείηαη σο εθηίκεζε ηνπ c 

 𝑐 = 𝑢  . Δπνκέλσο, ηα φξηα ειέγρνπ ζα γίλνπλ: 

Όξηα ειέγρνπ u δηαγξάκκαηνο (Φάζε Ι) 

𝑈𝐶𝐿𝑢 = 𝑢 + 3 
𝑢 

𝑛 

   𝐶𝐿𝑢 = 𝑢               

 𝐿𝐶𝐿𝑢 = 𝑢 − 3 
𝑢 

𝑛 
.

                                            (1.4.13) 

Αλ ην LCL γηα ηα παξαπάλσ φξηα είλαη αξλεηηθφ ηφηε ζεσξνχκε ηελ ηηκή ίζε κε  

κεδέλ.  

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζθάικαηνο ηχπνπ Η ζε έλα u δηάγξακκα ζα ηζρχεη: 

𝛼 = 𝑃  
𝑋𝑖
𝑛𝑖

< 𝐿𝐶𝐿𝑢   ή   
𝑋𝑖
𝑛𝑖

> 𝑈𝐶𝐿𝑢  | 𝑋𝑖  ~ 𝑃 𝑛𝑖 , 𝑐  ,             (1.4.14) 

φπνπ c είλαη ε εληφο ειέγρνπ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηεο θαηαλνκήο Poisson θαη γηα ην 

ζθάικα ηχπνπ ΗΗ ζε έλα u δηάγξακκα ζα είλαη: 

𝛽 = 𝑃   𝐿𝐶𝐿𝑢 ≤
𝑋𝑖
𝑛𝑖
≤ 𝑈𝐶𝐿𝑢  | 𝑋𝑖  ~ 𝑃 𝑛𝑖 , 𝑐

∗  ,                   (1.4.15) 

φπνπ 𝑐∗ είλαη κηα εθηφο ειέγρνπ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηεο θαηαλνκήο Poisson. 
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1.5 Αζξνηζηηθά Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ (Cumulative Sum Control 

Charts- CUSUM) 

 

1.5.1 Δηζαγσγή 

 

Σα ζσξεπηηθά αζξνηζηηθά δηαγξάκκαηα ειέγρνπ (Cumulative Sum Control Charts 

– CUSUM) εηζήρζεθαλ απφ ηνλ Page ην 1954 θαη είλαη επξέσο γλσζηά σο 

δηαγξάκκαηα CUSUM. Σν βαζηθφ ηνπο πιενλέθηεκα είλαη φηη είλαη ηδηαίηεξα 

επαίζζεηα ζηνλ εληνπηζκφ κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ, γη’ απηφ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

αλίρλεπζε κηθξψλ ζπζηεκαηηθψλ ζθαικάησλ. Τπνζέηνπκε φηη καο ελδηαθέξεη λα 

παξαθνινπζήζνπκε ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝛸 ην νπνίν αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή 

𝑁 𝜇0, 𝜎2 . Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, επηιέγνπκε ηπραία δείγκαηα 𝑋𝑖 =  𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … . , 𝑋𝑖𝑚  ,

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, κεγέζνπο 𝑛 ≥ 1 ην θαζέλα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, έλα ζεκαληηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ησλ δηαγξακκάησλ CUSUM είλαη φηη ελζσκαηψλνπλ φιεο ηηο 

πιεξνθνξίεο ηεο αθνινπζίαο ησλ ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο, ζρεδηάδνληαο ηα ζσξεπηηθά 

αζξνίζκαηα ησλ απνθιίζεσλ ησλ ηηκψλ  ηνπ δείγκαηνο απφ ηελ ηηκή ζηφρν. 

 

 

1.5.2 Γηάγξακκα Tabular CUSUM 

 

Γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ δηαγξάκκαηνο Tabular CUSUM ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγηζηνχλ δπν ζσξεπηηθά αζξνίζκαηα γηα θάζε ηηκή ειέγρνπ. Οη ζεηηθέο 

απνθιίζεηο απφ ην ζηφρν ζπλαζξνίδνληαη κε ην άλσ ζπζζσξεπκέλν άζξνηζκα 𝐶𝑖
+ 

(one-sided upper CUSUM), ελψ νη αξλεηηθέο κε ην θάησ ζπζζσξεπκέλν άζξνηζκα 

𝐶𝑖
− (one-sided lower CUSUM) θαη δίλνληαη απφ ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

 𝐶𝑖
+ = max 0, 𝑋𝑖 −  𝜇0 + 𝛫 + 𝐶𝑖−1

+  

  𝐶𝑖
− = max 0,  𝜇0 − 𝛫 − 𝑋𝑖 + 𝐶𝑖−1

−  ,
 (1.5.1) 

κε 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ελψ νη αξρηθέο ηηκέο  είλαη 𝐶0
+ = 𝐶0

− = 0. 
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Σν 𝐾 νλνκάδεηαη ηιμή αναθοράς (reference or allowance value). Παξαηεξνχκε φηη 

ηα 𝐶𝑖
+, 𝐶𝑖

− ππνινγίδνληαη απφ ηηο δηαθνξέο ησλ 𝑋𝑖  απφ ην 𝜇0, εθφζνλ απηέο είλαη 

κεγαιχηεξεο απφ ην 𝐾. Όηαλ νη δηαθνξέο γίλνληαη αξλεηηθέο, ην άζξνηζκα 

κεδελίδεηαη θαη αξρίδεη λα απμάλεη μαλά φηαλ νη δηαθνξέο γίλνπλ κεγαιχηεξεο ηνπ 

κεδελφο. ΢ην δηάγξακκα Tabular CUSUM ηα δπν 𝐶𝑖
+, 𝐶𝑖

− ζρεδηάδνληαη σο δπν 

δηαθνξεηηθέο ζηήιεο πάλσ θαη θάησ απφ ηε κέζε ηηκή.  

΢ην Tabular CUSUM, εθηφο απφ ηα δπν αζξνίζκαηα, ζρεδηάδεηαη θαη ην φξην 

ειέγρνπ πνπ ιέγεηαη διάζηημα απόθαζης, 𝐻 (decision interval). Σν αλψηεξν 𝐻+ θαη 

θαηψηεξν 𝐻− ζρεδηάδνληαη κε δπν επζείεο γξακκέο παξάιιειεο πξνο ην κέζν 𝜇0. Ζ 

ηηκή ηνπ δηαζηήκαηνο απφθαζεο ππνδεηθλχεη ηα αλψηαηα επηηξεπηά φξηα ησλ 

αζξνηζκάησλ θαη επηιέγεηαη ζπλήζσο λα είλαη 𝐻 = 5𝜎. Θέηνπκε 𝐻 = 𝑕𝜎, 

𝛫 = 𝑘𝜎 =
𝛿

2
𝜎  με  𝛿 =

 𝜇1−𝜇0 

𝜎
, φπνπ ην 𝛿 είλαη ην κέγεζνο ηεο κεηαηφπηζεο πνπ 

επηζπκνχκε λα αληρλεχζνπκε, 𝜇0 είλαη ε ηηκή ζηφρνο θαη 𝜇1 είλαη ε κεηαηνπηζκέλε 

κέζε ηηκή.  

 

 

1.5.3 Σππνπνηεκέλν Γηάγξακκα CUSUM 

 

΢ε θάπνηεο πεξηπηψζεηο πξνηηκάηαη λα ηππνπνηείηαη ε κεηαβιεηή 𝑋𝑖  πξηλ ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ αζξνηζκάησλ. Έηζη, νξίδνπκε ηελ παξαθάησ κεηαβιεηή πνπ 

απνηειεί ηελ ηππνπνηεκέλε ηηκή ηεο 𝑋𝑖 : 

 
𝑌𝑖 =

𝑋𝑖 − 𝜇0

𝜎
 ~ 𝛮 0,1 . 

(1.5.2) 

Σα άλσ θαη θάησ ζπζζσξεπκέλα αζξνίζκαηα ηξνπνπνηνχληαη σο εμήο:  

 𝐶𝑖
+ = max 0, 𝑌𝑖 − 𝑘 + 𝐶𝑖−1

+  

𝐶𝑖
− = max 0,−𝑘 − 𝑌𝑖 + 𝐶𝑖−1

−  ,
 (1.5.3) 

κε 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 θαη αξρηθέο ηηκέο  𝐶0
+ = 𝐶0

− = 0. 

Σα ηππνπνηεκέλα δηαγξάκκαηα CUSUM έρνπλ δπν βαζηθά πιενλεθηήκαηα: 
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 Μπνξνχκε λα έρνπκε πνιιά δηαγξάκκαηα CUSUM κε ηηο ίδηεο ηηκέο ησλ 𝑘 θαη 𝑕. 

 Γίλεηαη επθνιφηεξνο ν έιεγρνο ηεο κεηαβιεηφηεηαο κηαο δηεξγαζίαο. 

 

 

1.5.4 Γηάγξακκα Scale CUSUM 

 

Σα δηαγξάκκαηα Scale CUSUM ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο κηαο δηεξγαζίαο θαη ιακβάλνληαο ππφςε φηη ηζρχνπλ νη 

πξνεγνχκελεο πξνυπνζέζεηο γηα ηα 𝑋𝑖  ~ 𝑁(𝜇0, 𝜎2) θαη 𝑌𝑖~𝛮 0,1 , νξίδνπκε κηα λέα 

κεηαβιεηή:  

 
𝑣𝑖 =

  𝑌𝑖 − 0.822

0.349
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

(1.5.4) 

Οη πνζφηεηεο 𝑣𝑖~ 𝛮 0,1  θαη ηα δπν ζπζζσξεπκέλα αζξνίζκαηα γηα ην Scale 

CUSUM νξίδνληαη σο: 

 𝑆𝑖
+ = max 0, 𝑣𝑖 − 𝑘 + 𝑆𝑖−1

+  

𝑆𝑖
− = max 0,−𝑘 − 𝑣𝑖 + 𝑆𝑖−1

−  ,
 

(1.5.5) 

κε 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 θαη αξρηθέο ηηκέο 𝑆0
+ = 𝑆0

− = 0.  

Αλ ε ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο απμεζεί, ζα απμάλνληαη θαη νη ηηκέο ησλ 

αζξνηζκάησλ 𝑆𝑖
+ θαη θάπνηα ζηηγκή ζα μεπεξάζνπλ ην δηάζηεκα απφθαζεο 𝐻. Δλψ 

ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε, πνπ ζα κεησζεί ε ηππηθή απφθιηζε, ζα κεηψλνληαη ηα 𝑆𝑖
− 

κέρξη λα μεπεξάζνπλ ην 𝐻.  
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1.6 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ κε Κηλεηνχο Μέζνπο θαη Δθζεηηθά Βάξε 

(Exponentially Weighted Moving Average Control Charts) 

 

1.6.1 Δηζαγσγή θαη βαζηθέο έλλνηεο 

 

Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κε Κηλεηνχο Μέζνπο θαη Δθζεηηθά Βάξε (Exponentially 

Weighted Moving Average – EWMA) πξνηάζεθαλ απφ ηνλ Roberts (1959) γηα ηελ 

αλίρλεπζε κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν ηεο δηεξγαζίαο. Γεδνκέλνπ φηη ηα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ EWMA είλαη γλσζηά γηα ηελ επαηζζεζία ηνπο ζηελ αλίρλεπζε 

κηθξψλ αιιαγψλ ζην κέζν ή ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, ε ηερληθή EWMA 

έρεη ιάβεη κεγάιε πξνζνρή θαη έρεη απνθηήζεη εθηεηακέλεο εθαξκνγέο ζηνλ ηνκέα 

ηνπ ειέγρνπ πνηφηεηαο.  

Οη πνζφηεηεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα απηφλ ηνλ έιεγρν θαη ηνπνζεηνχληαη πάλσ 

ζην δηάγξακκα EWMA είλαη νη παξαθάησ: 

 𝑧𝑖 = 𝜆𝑥𝑖 +  1 − 𝜆 𝑧𝑖−1, (1.6.1) 

φπνπ ηα 𝑥𝑖  είλαη νη παξαηεξήζεηο, ην 𝜆 είλαη κηα παξάκεηξνο πνπ νλνκάδεηαη 

ζσνηελεζηής βαρύηηηας (weighting factor) κε 𝜆 ∈  0,1  θαη ε αξρηθή ηηκή ησλ 𝑧𝑖  είλαη 

ε κέζε ηηκή, 𝜇0.  

Έηζη, ην δηάγξακκα EWMA κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί δεκηνπξγψληαο ην γξάθεκα 

ησλ 𝑧𝑖  σο πξνο ηνλ δεηγκαηηθφ αξηζκφ 𝑖. Σα φξηα ειέγρνπ είλαη ηα εμήο: 

 𝑈𝐶𝐿 = 𝜇0 + 𝐿𝜎  𝜆  2 − 𝜆    1 −  1 − 𝜆 2𝑖 

   𝐶𝐿 = 𝜇0                                                                 

𝐿𝐶𝐿 =  𝜇0 − 𝐿𝜎  𝜆  2 − 𝜆    1 −  1 − 𝜆 2𝑖 ,

 (1.6.2) 

φπνπ ην 𝐿 είλαη ην εχξνο ησλ νξίσλ θαη 𝜇0 ε ηηκή ζηφρνο.  

Παξαηεξείηαη φηη ην 1 −  1 − 𝜆 2𝑖  
𝑖↑
  1, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη απφ έλα ζεκείν 

θαη κεηά ηα φξηα ειέγρνπ εμνκαιχλνληαη θαη δίλνληαη πιένλ σο: 
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𝑈𝐶𝐿 = 𝜇0 + 𝐿𝜎 
𝜆

 2 − 𝜆 

   𝐶𝐿 = 𝜇0                             

𝐿𝐶𝐿 = 𝜇0 − 𝐿𝜎 
𝜆

 2 − 𝜆 
.

 (1.6.3) 

Παξαηεξνχκε φηη ηειηθά ηα φξηα απνθηνχλ κηα ζηαζεξή ηηκή θαη απεηθνλίδνληαη 

ζην δηάγξακκα ειέγρνπ σο δπν επζείεο γξακκέο παξάιιειεο κεηαμχ ηνπο.  

 

 

1.6.2 Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ κε Κηλεηνχο Μέζνπο (Moving Average 

Control Charts) 

 

Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κε Κηλεηνχο Μέζνπο (Moving Average Control Charts) 

απνηεινχλ κηα ελαιιαγή ησλ δηαγξακκάησλ EWMA ρσξίο βάξε. ΢ηελ πεξίπησζε 

πνπ έρνπκε κεκνλσκέλεο παξαηεξήζεηο απφ κηα δηαδηθαζία, έζησ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 

νξίδνπκε ηνλ κινηηό μέζο m (span) ζηνλ ρξφλν 𝑖, γηα 𝑖 ≥ 𝑚 σο αθνινχζσο:  

 

𝑀𝑖 =
𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1 +  …+ 𝑥𝑖−𝑚+1

𝑚
. (1.6.4) 

Γειαδή, ηε ρξνληθή ζηηγκή 𝑖, δηαγξάθεηαη ε παιαηφηεξε παξαηήξεζε θαη πξνζηίζεηαη 

ε πην λέα. Ζ ζρέζε ηνπ κεγέζνπο ηεο κεηαβνιήο πνπ επηζπκνχκε λα αληρλεχζνπκε 

είλαη αληηζηξφθσο αλάινγε κε ηνλ 𝑚. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ ζηνρεχνπκε ζην λα 

αληρλεχζνπκε κηα αξθεηά κηθξή κεηαηφπηζε ηνπ κέζνπ, ρξεζηκνπνηνχκε κεγάιν 𝑚.  

Γηα 0 ≤ 𝑖 < 𝑚, ν θηλεηφο κέζνο νξίδεηαη σο ν κέζνο φξνο ησλ παξαηεξήζεσλ: 

 𝑀𝑖 =
𝑥1 + 𝑥2 +  …+ 𝑥𝑖

𝑖
. (1.6.5) 
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Οπφηε ηα 3𝜎 φξηα ειέγρνπ γηα κηα ηηκή ζηφρν 𝜇0 ζα είλαη: 

 
𝑈𝐶𝐿 = 𝜇0 +

3𝜎

 𝑚
   𝐶𝐿 = 𝜇0             

 𝐿𝐶𝐿 = 𝜇0 −
3𝜎

 𝑚
.

 (1.6.6) 

 Δλψ γηα 0 < 𝑖 < 𝑚, ηα φξηα ειέγρνπ ζα είλαη: 

 
𝑈𝐶𝐿 = 𝜇0 +

3𝜎

 𝑖
   𝐶𝐿 = 𝜇0           

 𝐿𝐶𝐿 = 𝜇0 −
3𝜎

 𝑖
.

 (1.6.7) 
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2. ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2  

 

Βειηησκέλα 𝑹 θαη 𝑺 Γηαγξάκκαηα γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

δηαζπνξάο 

 

 

2.1 Βειηησκέλν δηάγξακκα R (Khoo & Lim, 2005) 

 

2.1.1 Λεπηνκεξήο πεξηγξαθή ηεο θαηαλνκήο, θεληξηθήο γξακκήο θαη 

νξίσλ ειέγρνπ 

 

Σα φξηα ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅 βαζίδνληαη ζηελ πξνζέγγηζε ησλ 3𝜎 

νξίσλ, φπσο, 𝜇𝑅 ±  3𝜎𝑅 , φπνπ 𝜇𝑅  είλαη ε κέζε ηηκή θαη 𝜎𝑅  ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ 

ζηαηηζηηθνχ ηνπ εχξνπο 𝑅. Σν ζηαηηζηηθφ εχξνο 𝑅, γηα θάζε δείγκα, είλαη ε δηαθνξά 

ηεο κηθξφηεξεο απφ ηε κεγαιχηεξε παξαηήξεζε ηνπ δείγκαηνο. Σα φξηα ειέγρνπ γηα 

ην θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅 είλαη:  

 𝑈𝐶𝐿 = 𝐷4𝑅 

𝐿𝐶𝐿 = 𝐷3𝑅 ,
 (2.1.1) 

φπνπ ηα 𝐷3 , 𝐷4 είλαη ζηαζεξέο ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ, νη ηηκέο ησλ νπνίσλ 

εμαξηψληαη απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, 𝑛, θαη ην 𝑅  είλαη ε εθηίκεζε ηνπ 𝜇𝑅 . Δλψ 

ζην 𝛸  δηάγξακκα, ππφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, ε ρξήζε ησλ 3𝜎 νξίσλ παξάγεη έλα 

ζθάικα 𝛼 = 0.0027, δελ ηζρχεη ην ίδην γηα ην θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅. Ζ 

δεηγκαηνιεπηηθή θαηαλνκή ηνπ 𝑅 δελ είλαη ζπκκεηξηθή, αθφκα θαη φηαλ ε 

δεηγκαηνιεςία πξνέξρεηαη απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή θαη ε «νπξά» ηεο θαηαλνκήο 

είλαη ζηελ πςειή ή ζεηηθή πιεπξά. Δπνκέλσο, ηα 3𝜎 φξηα είλαη κφλν κηα πξνζέγγηζε 

θαη ην ζθάικα, 𝛼, δελ έρεη ηηκή 𝛼 = 0.0027. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, γηα έλα δείγκα 

κεγέζνπο 𝑛 = 4, πξνθχπηεη 𝑎 = 0.00461 (cf. Montgomery, 2013). Γηα λα μεπεξαζηεί 

απηφ ην πξφβιεκα, νη Khoo & Lim (2005) πξφηεηλαλ ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅. 
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Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε κηα ζεηξά δεηγκάησλ κεγέζνπο 𝑛 ην θάζε έλα θαη επίζεο 

φηη νη παξαηεξήζεηο, 𝑋1, 𝑋2, . . . . , 𝑋𝑛  θάζε δείγκαηνο, είλαη φιεο αλεμάξηεηεο θαη 

ηζφλνκα θαηαλεκεκέλεο, ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή 

𝑁 𝜇, 𝜎0
2 . Έηζη, ε 𝑌𝑖 = 𝐹 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 αθνινπζεί νκνηφκνξθε θαηαλνκή ζην 

δηάζηεκα ηεο κνλάδαο, φπνπ ε 𝐹 .   είλαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο 𝑁 𝜇 , 𝜎0
2 . 

Έζησ φηη ζπκβνιίδνπκε κε 𝑋(𝑛) θαη 𝑋(1) ηε κεγαιχηεξε θαη κηθξφηεξε παξαηήξεζε 

αληίζηνηρα, ζε έλα δείγκα παξαηεξήζεσλ 𝑋1, 𝑋2, 𝛸3, … , 𝑋𝑛 . Οη αληίζηνηρεο 

κεηαζρεκαηηζκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, γηα παξάδεηγκα 𝑌𝑖 = 𝐹(𝑋𝑖), γηα ηηο 𝑋(𝑛) θαη  

𝑋(1) ζπκβνιίδνληαη κε 𝑌(𝑛) θαη 𝑌(1), αληίζηνηρα. Οξίδνπκε ην (ζηαηηζηηθφ) εχξνο, 𝑅𝑗 , 

ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ηνπ δείγκαηνο 𝑗, 𝑗 = 1, 2, . .. λα είλαη: 

 𝑅𝑗 = 𝑌(𝑛) − 𝑌 1 . (2.1.2) 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 𝑌𝑖  είλαη: 

 𝑘𝑌𝑖 𝑦𝑖 =  
1,
0,
     

φηαλ  0 < 𝑦𝑖 < 1 

                   αλλού.
 (2.1.3) 

Καη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο είλαη: 

 

𝛫𝑌𝑖 𝑦𝑖 =  
0,
𝑦𝑖 ,
1,

      

όταν 𝑦𝑖 < 0

όταν 0 ≤ 𝑦𝑖 < 1        

 όταν 𝑦𝑖 ≥ 1.
 (2.1.4) 

Οξίδνπκε θαη ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε, 𝑇= (1) 2 𝑌 1 − 𝑌 𝑛   . ΢ηνπο Mood et 

al. (1974) απνδεηθλχεηαη φηη ε απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ 𝑅 

θαη 𝑇 είλαη: 

𝑕𝑅,𝑇 𝑟, 𝑡 = 𝑛 𝑛 − 1  𝐾  𝑡 +
𝑟

2
 − 𝐾  𝑡 −

𝑟

2
  
𝑛−2

𝑘  𝑡 −
𝑟

2
 𝑘  𝑡 +

𝑟

2
                    

= 𝑛 𝑛 − 1  𝑡 +
𝑟

2
− 𝑡 +

𝑟

2
 
𝑛−2

                                                                 

= 𝑛 𝑛 − 1 𝑟𝑛−2  ,             0 < 𝑟 < 2𝑡 < 2 − 𝑟.                                (2.1.5) 

Δλψ ε πεξηζψξηα θαηαλνκή ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ 𝑅 είλαη: 
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          𝑕𝑅 𝑟 =  𝑕𝑅,𝑇 𝑟, 𝑡 

1−𝑟 2 

𝑟 2 

𝑑𝑡 

 = 𝑛 𝑛 − 1 𝑟𝑛−2  1 −
𝑟

2
−
𝑟

2
  

                     = 𝑛 𝑛 − 1  1 − 𝑟 𝑟𝑛−2 , 0 < r < 1. 

(2.1.6) 

Σν άλσ φξην ειέγρνπ (𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 −  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈) ηνπ κνλφπιεπξνπ 

βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 γηα ηελ αλίρλεπζε αλνδηθψλ κεηαηνπίζεσλ ζηε 

κεηαβιεηφηεηα κηαο δηεξγαζίαο θαζνξίδνληαη απφ ηελ επίιπζε ηνπ νινθιεξψκαηνο: 

 

 𝑕𝑅𝑗  𝑟 𝑑𝑟 =

1

𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

 𝛼, (2.1.7) 

φπνπ ζα έρνπκε: 

𝑛 𝑛 − 1  
𝑟𝑛−1

𝑛 − 1
−
𝑟𝑛

𝑛
 
𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

1

= 𝛼 

𝑛 𝑛 − 1  
𝑛𝑟𝑛−1 −  𝑛 − 1 𝑟𝑛

𝑛(𝑛 − 1)
 
𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

1

= 𝛼 

 𝑟𝑛−1 𝑛 −  𝑛 − 1 𝑟  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈
1 = 𝛼 

 𝑛 −  𝑛 − 1  −  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 
𝑛−1 𝑛 −  𝑛 − 1  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈  = 𝛼 

1 − 𝑛 𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 
𝑛−1 +  𝑛 − 1  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 

𝑛 = 𝛼 

𝑛 𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 
𝑛−1 −  𝑛 − 1  𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 

𝑛 = 1 − 𝛼,                        (2.1.8) 

φπνπ ην 𝛼 είλαη ην επηζπκεηφ ζθάικα ηχπνπ Η. 

Παξφκνηα, ην θάησ φξην ειέγρνπ (𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 −  𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿) ελφο 

κνλφπιεπξνπ βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 γηα ηελ αλίρλεπζε θαζνδηθψλ 

κεηαηνπίζεσλ θαζνξίδεηαη απφ ηελ επίιπζε ηνπ παξαθάησ νινθιεξψκαηνο: 
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 𝑕𝑅𝑗  𝑟 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿

0

𝑑𝑟 = 𝛼, (2.1.9) 

ην νπνίν καο δίλεη αληίζηνηρα, 

 𝑛 𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿 
𝑛−1 −  𝑛 − 1  𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿 

𝑛 = 𝛼. (2.1.10) 

Σα φξηα ειέγρνπ (𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇  θαη 𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇) ελφο ακθίπιεπξνπ βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 

𝑅 απνθηψληαη επίζεο απφ ηηο εμηζψζεηο (2.1.8) θαη (2.1.10) αληίζηνηρα, αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε θαη ζηηο δπν εμηζψζεηο ην ζθάικα ηχπνπ Η, 𝛼 κε ην 𝛼/2. 

 

 

2.1.2 Απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 (𝐴𝑅𝐿) κε θψδηθα ζηελ R 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ R, δηεμάγνπκε κηα κειέηε πξνζνκνίσζεο βαζηζκέλε ζε 

5000 επαλαιήςεηο. Θεσξνχκε 3 πεξηπηψζεηο εληφο ειέγρνπ κέζνπ κήθνπο ξνήο 

(𝐴𝑅𝐿0), ηα νπνία είλαη: 𝐴𝑅𝐿0 = 250, 370 θαη 500. Κάζε πεξίπησζε απνηειείηαη απφ 

3 κεγέζε δείγκαηνο, πνπ είλαη 𝑛 = 5, 10 θαη 20. Σα φξηα ειέγρνπ γηα ηα άλσ, θάησ 

θαη ακθίπιεπξα βειηησκέλα δηαγξάκκαηα 𝑅, θαζνξίδνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο (2.1.8) 

θαη (2.1.10), γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ νπνίσλ, έγηλε ρξήζε ηεο R. Οη ηηκέο ηνπ 

𝛿 ∈{1.05,1.1,1.15,…,5} αλαπαξηζηνχλ ην κέγεζνο ησλ αλνδηθψλ κεηαηνπίζεσλ ζηε 

κεηαβιεηφηεηα κηαο δηεξγαζίαο, ελψ ην 𝛿 ∈ {0.9,0.8,0.7,…,0.1} αληηπξνζσπεχεη ην 

κέγεζνο ησλ θαζνδηθψλ κεηαηνπίζεσλ. Δδψ έρνπκε φηη 𝛿 = 𝜎 𝜎0 , φπνπ 𝜎0 είλαη ε 

βαζηθή ηππηθή απφθιηζε ελψ 𝜎 είλαη ε κεηαηνπηζκέλε ηππηθή απφθιηζε ηεο 

δηεξγαζίαο. Δπνκέλσο, ζηελ πεξίπησζε πνπ ε δηεξγαζία βξίζθεηαη ππφ ζηαηηζηηθφ 

έιεγρν έρνπκε 𝛿 = 1.0. Οη παξαηεξήζεηο ησλ δεηγκάησλ γηα ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο 

ησλ 𝐴𝑅𝐿0 ζεσξνχκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, φηη αθνινπζνχλ ηελ 

ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή (𝑁(0,1)). ΢ηνλ Πίλαθα 2.1, παξνπζηάδνληαη ηα 

απνηειέζκαηα γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 𝐴𝑅𝐿0 = 370, ελψ ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο 

πεξηπηψζεηο ησλ 𝐴𝑅𝐿0 = 250 θαη 𝐴𝑅𝐿0 = 500 είλαη παξφκνηα.  
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Πίλαθαο 2.1. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑹 γηα ηελ αλίρλεπζε 

κεηαηνπίζεσλ ζηελ δηαζπνξά κε 𝑨𝑹𝑳𝟎=370. 

 

Απφ ηνλ Πίλαθα 2.1, ζπκπεξαίλνπκε φηη φζν απμάλεηαη ην κέγεζνο ηεο 

κεηαηφπηζεο (είηε ζεηηθά ή αξλεηηθά), ηφζν κεηψλνληαη νη ηηκέο ηνπ 𝐴𝑅𝐿 θαη άξα ην 

δηάγξακκα αληρλεχεη γξεγνξφηεξα ηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη εθηφο ειέγρνπ. Δπίζεο, 

 𝑛 = 5 𝑛 = 10 𝑛 = 20 

𝛿

= 𝜎 𝜎0  
(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

= 0.98) 

Upper 

sided 
(𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿

= 0.16) 

Lower 

sided 
(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇

= 0.99, 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇

= 0.13) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

= 0.99) 

Upper 

sided 

(𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿

= 0.42) 

Lower 

sided 
(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇

= 0.99, 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇

= 0.39) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈

= 0.99) 

Upper 

sided 

(𝐿𝐶𝐿𝐼𝐿

= 0.66) 

Lower 

sided 
(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇

= 1.00, 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇

= 0.63) 

Two- 

sided 

0.10  1.04 1.14  1.00 1.00  1.00 1.00 

0.20  2.61 4.26  1.00 1.01  1.00 1.00 

0.30  8.19 15.13  1.23 1.43  1.00 1.00 

0.40  21.58 41.11  2.50 3.55  1.06 1.15 

0.50  46.49 90.56  6.41 10.42  1.63 2.01 

0.60  85.84 173.89  16.94 30.54  3.84 5.51 

0.70  144.75 288.12  43.20 79.66  11.56 18.87 

0.80  219.20 433.61  96.34 189.01  37.89 68.59 

0.90  299.35 520.28  200.17 373.90  124.34 232.09 

1.00 371.59

2 

366.68 374.97 377.37 363.28 374.08 363.88 374.19 369.04 

1.05 217.86  268.04 187.44  260.34 169.51  250.38 

1.10 130.60  182.06 105.43  160.39 85.10  139.91 

1.15 84.19  123.08 62.63  98.32 46.72  76.22 

1.20 58.77  84.65 39.84  62.28 28.01  44.07 

1.30 30.84  44.63 19.43  28.23 12.03  17.79 

1.40 18.41  25.90 10.87  15.31 6.54  8.89 

1.50 12.64  16.71 6.95  9.29 4.02  5.18 

1.60 9.21  11.87 4.98  6.25 2.90  3.45 

1.70 7.08  8.85 3.73  4.63 2.19  2.57 

1.80 5.76  7.05 3.05  3.59 1.81  2.04 

1.90 4.82  5.71 2.51  2.94 1.55  1.73 

2.00 4.14  4.86 2.16  2.45 1.40  1.51 

2.50 2.48  2.74 1.42  1.53 1.10  1.10 

3.00 1.90  2.01 1.19  1.24 1.03  1.04 

3.50 1.63  1.68 1.10  1.15 1.02  1.02 

4.00 1.48  1.50 1.04  1.11 1.01  1.01 

4.50 1.40  1.42 1.03  1.06 1.00  1.00 

5.00 1.35  1.34 1.01  1.05 1.00  1.00 
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απφ ηα απνηειέζκαηα είλαη πξνθαλέο φηη ε επαηζζεζία ηνπ δηαγξάκκαηνο απμάλεηαη 

κε ηελ αχμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο, 𝑛. 

 

 

2.1.3 ΢χγθξηζε ηεο απφδνζεο ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅 θαη ηνπ 

βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 

 

Γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο απφδνζεο ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅, ππνινγίδνπκε 

ηηο ηηκέο ηνπ 𝐴𝑅𝐿 ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν πξνζνκνίσζεο κε ηε βνήζεηα ηεο R. 

Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, ιακβάλνληαη ππφςε δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 = 5, 10 θαη 20 γηα ηε 

δεκηνπξγία ελφο ακθίπιεπξνπ θαη άλσ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅. Σν ακθίπιεπξν 

θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅 βαζίδεηαη ζηα φξηα ηεο εμίζσζεο (2.1.1) ελψ γηα ην άλσ 

θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅 δίλνληαη ηα αθφινπζα φξηα: 

 𝑈𝐶𝐿𝑈 = 𝐷4𝑅 

  𝐶𝐿 = 𝑅 .
 (2.1.11) 

΢ηε κειέηε απηή, δελ έρνπκε ιάβεη ππφςε ην θάησ θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅, επεηδή 

γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 𝑛 ≤ 6, ην 𝐿𝐶𝐿𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο 

είλαη κεδέλ, θαη άξα θαζίζηαηαη αδχλαηε ε αλίρλεπζε κηαο βειηίσζεο ζηε δηεξγαζία. 

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 𝑛 > 6, φπσο 𝑛 = 10 ή 20, ε αλίρλεπζε κηαο βειηίσζεο 

κηθξνχ κεγέζνπο κεηαηφπηζεο είλαη δχζθνιε εμαηηίαο ηεο δεμηάο ινμφηεηαο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ 𝑅. Δπηπιένλ, γηα ηελ εληφο ειέγρνπ πεξίπησζε, ε πηζαλφηεηα 𝑃 𝑅 <

𝐿𝐶𝐿𝐿 = 𝐷3𝑅   είλαη πξαθηηθά κεδέλ, θαη έηζη ην ζθάικα ηχπνπ Η πιεζηάδεη ην κεδέλ. 

΢ηελ παξάγξαθν απηή ρξεζηκνπνηνχκε ην ίδην κέγεζνο κεηαηνπίζεσλ 𝛿 = 𝜎 𝜎0 , 

φπσο ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν. 

΢ηνλ Πίλαθα 2.2 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ ηηκψλ 𝐴𝑅𝐿. Απφ ηα 

απνηειέζκαηα θαίλεηαη φηη παξφιν πνπ ην θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅 βαζίδεηαη ζηα 3𝜎 

φξηα, νη ηηκέο ησλ εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα ηα ηξία κεγέζε δείγκαηνο είλαη ρακειφηεξεο 

απφ ηηο αλακελφκελεο ηηκέο, δειαδή 370.  
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Πίλαθαο 2.2. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ην θιαζηθό άλσ θαη ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝑹. 

 

Γηα παξάδεηγκα, ηα 𝐴𝑅𝐿0 είλαη 217.73, 232.79 θαη 213.62 γηα 𝑛 = 5, 10 θαη 20, 

αληίζηνηρα, επνκέλσο ην ζπκβαηηθφ δηάγξακκα 𝑅 δελ δίλεη ηηο αλακελφκελεο ηηκέο γηα 

ην 𝐴𝑅𝐿0. Οη ηηκέο ηνπ 𝐴𝑅𝐿 ηνπ ακθίπιεπξνπ θαη ηνπ άλσ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅 

είλαη παξφκνηεο, επεηδή ε πηζαλφηεηα ην ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝑅 λα αληρλεχζεη 

 𝑛 = 5 𝑛 = 10 𝑛 = 20 

𝛿 = 

𝜎 𝜎0  

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑈 =

4.92)       𝐿𝐶𝐿𝑇 = 0) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑇 = 4.92, 

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑈 =

5.47) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑇 = 5.47, 

 𝐿𝐶𝐿𝑇 = 0.69) 

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑈 = 5.92) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝑇 = 5.92, 

 𝐿𝐶𝐿𝑇 = 1.55) 

0.10  -  1.00  1.00 

0.20  -  1.46  1.00 

0.30  -  6.31  1.04 

0.40  -  34.10  1.68 

0.50  -  161.29  5.05 

0.60  -  650.21  23.31 

0.70  -  2250.62  122.72 

0.80  -  4143.15  633.14 

0.90  -  1277.50  1107.79 

1.00 217.71 217.71 232.78 232.78 213.63 213.63 

1.05 122.23 122.23 114.47 114.47 97.92 97.92 

1.10 74.50 74.50 63.03 63.03 49.73 49.73 

1.15 48.06 48.06 37.53 37.53 27.49 27.49 

1.20 32.65 32.65 24.04 24.04 16.82 16.82 

1.30 17.53 17.53 11.66 11.66 7.61 7.61 

1.40 10.64 10.64 6.81 6.81 4.25 4.25 

1.50 7.27 7.27 4.40 4.40 2.79 2.79 

1.60 5.28 5.28 3.18 3.18 2.03 2.03 

1.70 4.03 4.03 2.43 2.43 1.62 1.62 

1.80 3.29 3.29 2.02 2.02 1.39 1.39 

1.90 2.78 2.78 1.74 1.74 1.25 1.25 

2.00 2.42 2.42 1.53 1.53 1.17 1.17 

2.50 1.57 1.57 1.14 1.14 1.02 1.02 

3.00 1.28 1.28 1.04 1.04 1.00 1.00 

3.50 1.15 1.15 1.01 1.01 1.00 1.00 

4.00 1.10 1.10 1.00 1.00 1.00 1.00 

4.50 1.07 1.07 1.00 1.00 1.00 1.00 

5.00 1.03 1.03 1.00 1.00 1.00 1.00 
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ζεκείν θάησ ηνπ 𝐿𝐶𝐿 𝑃(𝑅 < 𝐿𝐶𝐿) είλαη θνληά ζην κεδέλ. Με κηα αχμεζε ζηε 

δηαζπνξά θαη ηε δεμηά ινμή θαηαλνκή, ε πηζαλφηεηα 𝑃 𝑅 < 𝐿𝐶𝐿  είλαη πξαθηηθά 

κεδέλ. 

  

Πίλαθαο 2.3. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ην βειηησκέλν άλσ θαη ακθίπιεπξν δηάγξακκα 

𝑹. 

 𝑛 = 5 𝑛 = 10 𝑛 = 20 

𝛿 = 

𝜎 𝜎0  

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 =

0.98) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇 = 0.99, 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇 = 0.15) 

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 =

0.99) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇 =

0.99, 𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇 = 0.41) 

Upper-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 =

0.99) 

Two-sided 

(𝑈𝐶𝐿𝐼𝑇 = 0.99, 

𝐿𝐶𝐿𝐼𝑇 = 0.65) 

0.10  1.04  1.00  1.00 

0.20  2.93  1.01  1.00 

0.30  9.34  1.29  1.00 

0.40  25.13  2.78  1.09 

0.50  54.54  7.61  1.69 

0.60  100.61  20.48  4.12 

0.70  170.46  52.71  12.81 

0.80  252.45  119.89  42.59 

0.90  298.61  233.51  136.24 

1.00 222.45 222.12 232.02 232.58 215.45 215.56 

1.05 131.43 163.22 123.70 166.18 102.23 152.80 

1.10 83.07 115.91 71.35 107.56 54.01 88.26 

1.15 56.76 80.58 43.83 68.41 31.19 50.21 

1.20 39.74 58.01 28.85 44.86 19.27 30.61 

1.30 22.05 31.84 14.90 21.65 8.87 12.93 

1.40 14.13 19.18 8.63 12.02 5.02 6.91 

1.50 10.06 13.09 5.78 7.62 3.30 4.19 

1.60 7.45 9.62 4.19 5.39 2.48 2.89 

1.70 5.93 7.35 3.30 4.10 1.98 1.24 

1.80 4.91 5.95 2.66 3.26 1.63 1.89 

1.90 4.18 4.93 2.25 2.70 1.41 1.64 

2.00 3.64 4.26 2.03 2.29 1.35 1.43 

2.50 2.29 2.48 1.34 1.49 1.08 1.11 

3.00 1.81 1.88 1.17 1.21 1.03 1.04 

3.50 1.56 1.59 1.10 1.17 1.01 1.02 

4.00 1.45 1.45 1.07 1.08 1.01 1.01 

4.50 1.36 1.37 1.05 1.05 1.00 1.00 

5.00 1.28 1.29 1.02 1.04 1.00 1.00 
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Με ηελ βνήζεηα ηεο R, πξαγκαηνπνηνχκε άιιε κηα πξνζνκνίσζε γηα ην 

ακθίπιεπξν θαη άλσ βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅, πξνζαξκφδνληαο ηα φξηα ηνπο πνπ 

δίλνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο (2.1.8) θαη (2.1.10) γηα λα απνθηήζνπκε ηηο ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 

πνπ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.2. Σα απνηειέζκαηα απηήο ηεο πξνζνκνίσζεο 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.3.  

΢πγθξίλνληαο ηνπο Πίλαθεο 2.2 θαη 2.3, παξαηεξνχκε φηη ηα δηαγξάκκαηα ηνπ 

θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅 είλαη πην επαίζζεηα απφ απηά ηνπ βειηησκέλνπ 

δηαγξάκκαηνο ζηελ αλίρλεπζε απμεηηθψλ κεηαηνπίζεσλ ζηε δηαζπνξά κηαο 

δηεξγαζίαο. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε θαηαλνκή ηνπ ζηαηηζηηθνχ 𝑅 

παξνπζηάδεη ινμφηεηα θαη επνκέλσο δελ απνηειεί έθπιεμε ην απνηέιεζκα. Όκσο, ην 

κεηνλέθηεκα ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅 είλαη φηη ην ζθάικα ηχπνπ Η έρεη 

πξνθαζνξηζηεί θαη δελ κπνξεί λα νξηζζεί βαζηζκέλν ζε κηα επηζπκεηή ηηκή. Έλα 

δεχηεξν κεηνλέθηεκα είλαη φηη ην θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅 δελ κπνξεί λα αληρλεχζεη 

πηζαλή βειηίσζε ηεο δηεξγαζίαο. Σν ηξίην πξφβιεκα είλαη κηα ηάζε πνπ δεκηνπξγεί 

ηελ εληχπσζε ζε θάπνηνλ φηη ην ζθάικα ηχπνπ Η ηνπ θιαζηθνχ ακθίπιεπξνπ 

δηαγξάκκαηνο 𝑅 κε ηα 3𝜎 φξηα είλαη 0.0027, ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη 

κεγαιχηεξν, ζπγθεθξηκέλα πεξίπνπ 0.0045, 0.0043 θαη 0.0046 γηα 𝑛 = 5, 10 θαη 20, 

αληίζηνηρα, απφ ηα πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.2. ΢ε αληίζεζε κε ην 

θιαζηθφ δηάγξακκα 𝑅, ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 είλαη απαιιαγκέλν απφ απηά ηα 

πξνβιήκαηα. 

 

 

2.1.4 Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 

 

΢ηελ παξάγξαθν απηή, δίλεηαη έλα παξάδεηγκα γηα ηνλ ηξφπν πνπ ιεηηνπξγεί ην 

βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 ζε πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο. Γηα λα θάλνπκε απηή ηελ 

πξνζνκνίσζε απφ κηα ξεαιηζηηθή δηεξγαζία, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ R, γηα λα 

δεκηνπξγήζνπκε ηπραίεο παξαηεξήζεηο απφ 20 δείγκαηα. Σα πξψηα 5 δείγκαηα 

κεγέζνπο 𝑛 = 5, επηιέγνληαη ψζηε λα απνηεινχλ παξαηεξήζεηο ηεο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο 𝑁 0,1 , νη νπνίεο αλαπαξηζηνχλ ηελ εληφο ειέγρνπ θαηάζηαζε. Γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε ηεο εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζεο, παίξλνπκε ηα επφκελα 15 δείγκαηα απφ 
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ηελ 𝑁 0,4 , ψζηε ην κέγεζνο ηεο κεηαηφπηζεο λα είλαη 𝛿 = 𝜎 𝜎0 = 2. ΢ηνλ Πίλαθα 

2.4, δίλνληαη ηα πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα απφ ηηο ηπραίεο θαλνληθέο παξαηεξήζεηο 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5 θαζελφο απφ ηα 20 δείγκαηα θαη νη αληίζηνηρεο κεηαζρεκαηηζκέλεο 

𝑈 0,1  ηηκέο. ΢ηνλ ίδην πίλαθα, παξνπζηάδεηαη θαη ην εχξνο 𝑅𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 20, γηα 

θάζε δείγκα, πνπ βαζίδεηαη ζηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο παξαηεξήζεηο, 𝑌𝑖 . 

Τπνζέηνπκε φηη ζέινπκε λα ζρεδηάζνπκε έλα βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 γηα λα 

παξαθνινπζήζνπκε ηπρφλ απμήζεηο ζηε δηαζπνξά κηαο δηεξγαζίαο κε ζθάικα ηχπνπ 

Η, 𝛼 = 0.004 (ην νπνίν καο δίλεη εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 = 250). Υξεζηκνπνηψληαο ηελ 

εμίζσζε (2.1.8), παίξλνπκε 𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 = 0.979585. 

  

Πίλαθαο 2.4. Πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα. 

Αξ. 

Γείγ. 

𝑗 

Παξαηεξήζεηο Μεηαζρεκαηηζκέλεο 𝑌𝑖 = 𝐹 𝑋𝑖  Δχξνο 

𝑅𝑗  𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑌1 𝑌2 𝑌3 𝑌4 𝑌5 

1 -0.910 -0.757 0.755 -0.644 -0.910 0.583 0.182 0.224 0.775 0.260 0.593 

2 -0.047 0.815 -0.526 1.461 -0.047 0.273 0.481 0.792 0.299 0.928 0.655 

3 -0.310 -0.560 -0.421 1.167 -0.310 0.850 0.378 0.288 0.337 0.878 0.591 

4 -0.340 -1.012 0.070 0.173 -0.340 0.265 0.367 0.156 0.528 0.568 0.413 

5 -0.480 0.521 -0.222 1.214 -0.480 0.273 0.316 0.699 0.412 0.888 0.615 

6 1.496 3.122 0.278 0.241 1.496 0.032 0.933 0.999 0.610 0.595 0.967 

7 -0.781 -0.440 1.152 -4.052 -0.781 0.714 0.217 0.330 0.875 2.538 0.875 

8 -0.959 1.350 -0.945 0.039 -0.959 0.126 0.169 0.911 0.172 0.515 0.786 

9 -1.022 -2.060 0.503 -1.511 -1.022 0.444 0.153 0.020 0.693 0.065 0.673 

10 -3.073 2.640 -0.320 1.936 -3.073 0.364 0.001 0.996 0.374 0.974 0.995 

11 -1.918 -0.379 1.795 -1.185 -1.918 0.792 0.028 0.352 0.964 0.118 0.936 

12 0.813 -0.192 -0.012 -2.410 0.813 1.000 0.792 0.424 0.495 0.008 0.992 

13 0.153 -2.164 -0.470 1.065 0.153 0.085 0.561 0.015 0.319 0.857 0.841 

14 -3.564 -0.922 3.113 -0.042 -3.564 0.872 0.000 0.178 0.999 0.483 0.999 

15 -3.069 -3.476 -0.489 -0.923 -3.069 0.876 0.001 0.000 0.312 0.178 0.876 

16 1.256 -5.569 -0.494 -2.872 1.256 0.971 0.895 1.280 0.311 0.002 0.971 

17 0.558 1.543 -2.855 0.680 0.558 0.876 0.711 0.939 0.002 0.752 0.936 

18 0.116 -3.169 -4.948 4.216 0.116 0.020 0.546 0.001 3.755 1.000 1.000 

19 3.650 -1.377 0.195 -0.217 3.650 0.984 1.000 0.084 0.577 0.414 0.916 

20 0.277 -1.913 -1.235 -0.477 0.277 0.107 0.609 0.028 0.108 0.317 0.581 
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Δπίζεο, ζην ΢ρήκα 2.1, δίλεηαη ην γξάθεκα ηνπ εχξνπο 𝑅𝑗  κε ην άλσ φξην ειέγρνπ 

𝑈𝐶𝐿𝐼𝑈 . Όπσο θαίλεηαη θαζαξά, ην δηάγξακκα αληρλεχεη ηε κεηαηφπηζε γηα πξψηε 

θνξά ζην 10
ν
 δείγκα, ελψ παξαηεξείηαη κηα αλνδηθή ηάζε απφ ην 5

ν
 δείγκα θαη κεηά.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

2.2 Βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 (Zhang, 2014) 

 

2.2.1 Λεπηνκεξήο πεξηγξαθή ηεο θαηαλνκήο, θεληξηθήο γξακκήο, 

νξίσλ ειέγρνπ θαη ζηαζεξψλ γηα ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 

 

Σν 𝑅 δηάγξακκα ειέγρνπ ηχπνπ Shewhart ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζηηο δηεξγαζίεο 

πνηνηηθνχ ειέγρνπ (cf. Shewhart, 1931). Σν ζηαηηζηηθφ εχξνο 𝑅𝑖  νξίδεηαη σο ηε 

δηαθνξά ηεο κηθξφηεξεο απφ ηε κεγαιχηεξε παξαηήξεζε ηνπ θάζε δείγκαηνο 𝑖. 

Βαζηζκέλνη ζηελ 3𝜎 πξνζέγγηζε, ηα φξηα ειέγρνπ ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 είλαη 𝜇𝑅 ±

3𝜎𝑅  , φπνπ ην 𝜇𝑅  είλαη ν κέζνο θαη 𝜎𝑅  ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ 𝑅𝑖 . 

Σα άλσ (𝑈𝐶𝐿) θαη θάησ (𝐿𝐶𝐿) φξηα ειέγρνπ γηα ην δηάγξακκα 𝑅 είλαη: 
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΢ρήκα 2.1. Σν βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑹𝒋 ησλ δεδνκέλσλ ηνπ παξαδείγκαηνο. 
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 𝑈𝐶𝐿 = 𝐷4𝑅 

𝐿𝐶𝐿 = 𝐷3𝑅 ,
 

(2.2.1) 

φπνπ ηα 𝐷3 , 𝐷4 είλαη ζηαζεξέο πνπ εμαξηψληαη απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, 𝑛, θαη 

ην 𝑅  είλαη κηα εθηίκεζε ηνπ 𝜇𝑅 . 

Ζ θαηαζθεπή ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 βαζίδεηαη ζηελ ππφζεζε φηη ε θαηαλνκή ησλ 

πνηνηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ είλαη πξνζεγγηζηηθά θαλνληθή, ελψ ε πξαγκαηηθή 

θαηαλνκή ηνπ εχξνπο 𝑅 έρεη κεγάιε νπξά απφ ηα δεμηά. Αθφκα θη αλ ζεσξήζνπκε 

έλα θαλνληθφ θαηαλεκεκέλν πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ, δελ είλαη ζσζηή ε πξνζέγγηζε 

ησλ 3𝜎 νξίσλ, θαζψο απφ ηηο εμηζψζεηο (2.2.1), ηα φξηα ειέγρνπ πνπ βξίζθνπκε 

παξάγνπλ έλα πςειφηεξν ζθάικα ηχπνπ Η απφ απηφ ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑋 , δειαδή δελ 

καο παξέρνπλ έλα εληφο ειέγρνπ κέζν κήθνο ξνήο (𝐴𝑅𝐿0) γχξσ ζην 370 (νχηε θαη 

ζθάικα ηχπνπ Η 𝛼 = 0.0027 αληίζηνηρα). Όηαλ ην κέγεζνο 𝑛, ηνπ δείγκαηνο είλαη 

κηθξφ, ηα θάησ φξηα ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 ηείλνπλ ζην 0. 

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε κηα ζεηξά δεηγκάησλ κεγέζνπο 𝑛 ην θάζε έλα. Τπνζέηνπκε 

επίζεο φηη νη παξαηεξήζεηο, 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛  θάζε δείγκαηνο, είλαη φιεο αλεμάξηεηεο, 

ηζφλνκεο, ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή 𝑁 𝜇 , 𝜎0
2 . Υσξίο 

βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, ζεσξνχκε 𝑛 αλεμάξηεηεο, ηζφλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο ηεο 

ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο. Έζησ 𝑈 = 𝑚𝑖𝑛𝑍𝑖 , 𝑉 = 𝑚𝑎𝑥𝑍𝑖  θαη φηη 

𝑅 = 𝑉 − 𝑈. Ζ απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ 𝑈 θαη 𝑉 είλαη (cf. 

Bain & Engelhardt, 1992): 

 

𝑓 𝑈, 𝑉 =  𝑛 𝑛 − 1 𝜑 𝑈 𝜑 𝑉  𝛷 𝑉 − 𝛷 𝑈  
𝑛−2

 ,

0 ,                                                                       
    
για 𝑉 > 𝑈
     αλλιώς,

             (2.2.2) 

φπνπ 𝜑 είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

(𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 −  𝑝𝑑𝑓) ησλ 𝑍𝑖  θαη 𝛷 ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ 

𝑍𝑖 . Απφ κεηαζρεκαηηζκφ, ε απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ 𝑈 

θαη 𝑉 ζα είλαη: 



  

73 
 

𝑔 𝑈, 𝑅 =  𝑛 𝑛 − 1 𝜑 𝑈 𝜑 𝑈 + 𝑅  𝛷 𝑈 + 𝑅 − 𝛷 𝑈  
𝑛−2

,

0 ,                                                                                        
   
για 𝑅 > 0
     αλλιώς.

      (2.2.3) 

Ζ πεξηζψξηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 κπνξεί λα 

νξηζηεί σο: 

𝐻𝑅 𝑟 = 𝑃 𝑅 < 𝑟                                                                                                   

=    𝑔 𝑈, 𝑅 

∞

−∞

𝑑𝑈𝑑𝑅

𝑟

0

                                                                 

           =   𝑛 𝑛 − 1 𝜑 𝑈 𝜑 𝑈 + 𝑅  𝛷 𝑈 + 𝑅 − 𝛷 𝑈  
𝑛−2

𝑟

0

∞

−∞

𝑑𝑅𝑑𝑈 

=  𝑛𝜑 𝑈  𝛷 𝑈 + 𝑟 − 𝛷 𝑈  
𝑛−1

∞

−∞

𝑑𝑈.                                          (2.2.4) 

Γηα έλα κνλφπιεπξν βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅  𝐼𝑚𝑝𝑟𝑜𝑣𝑒𝑑 𝑅 𝐶𝑕𝑎𝑟𝑡 − 𝐼𝑅𝐶 , 

κπνξνχκε λα βξνχκε ην άλσ φξην ειέγρνπ 𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑈  ιχλνληαο ην παξαθάησ 

νινθιήξσκα: 

 

 𝑛𝜑 𝑈  𝛷 𝑈 + 𝑟 − 𝛷 𝑈  
𝑛−1

∞

−∞

𝑑𝑈 = 1 − 𝑎 (2.2.5) 

γηα 𝑟 , ιέγεηαη 𝐷𝑈
∗  , φπνπ ην 𝛼 είλαη ην ζθάικα ηχπνπ Η. 

Σν θάησ φξην ειέγρνπ κπνξεί λα βξεζεί απφ ηελ επίιπζε ηνπ παξαθάησ 

νινθιεξψκαηνο: 

 

 𝑛𝜑 𝑈  𝛷 𝑈 + 𝑟 − 𝛷 𝑈  
𝑛−1

∞

−∞

𝑑𝑈 = 𝑎 (2.2.6) 

γηα 𝑟, ιέγεηαη 𝐷𝐿
∗ .  
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Σα άλσ θαη θάησ φξηα ηνπ 𝐼𝑅𝐶 ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑈 = 𝐷𝑈
∗ ∙ 𝜎             και              𝐿𝐶𝐿𝑅𝐼𝐿 = 𝐷𝐿

∗ ∙ 𝜎.                   (2.2.7) 

Γηα ην ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑅𝐶, κπνξνχκε λα βξνχκε ηα 𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇  θαη 𝐿𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇  

απφ ηηο εμηζψζεηο (2.2.5) θαη (2.2.6) αληίζηνηρα, αληηθαζηζηψληαο ην ζθάικα ηχπνπ Η 

θαη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο κε ην 𝛼 2 . Σα φξηα απηά ζα είλαη: 

𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇 = 𝐷2
∗ ∙ 𝜎             και              𝐿𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇 = 𝐷1

∗ ∙ 𝜎,                  (2.2.8) 

θαη ηα δπν αλαδξνκηθά φξηα ηνπ 𝐼𝑅𝐶 ζα είλαη: 

𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇 = 𝐷4
∗ ∙ 𝑅              και              𝐿𝐶𝐿𝑅𝐼𝑇 = 𝐷3

∗ ∙ 𝑅 .                 (2.2.9) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ R εθηηκνχκε ηα νινθιεξψκαηα ησλ εμηζψζεσλ (2.2.5) θαη 

(2.2.6) θαη παξνπζηάδνπκε ζηνπο Πίλαθεο 2.5 θαη 2.6 ηηο ζηαζεξέο 𝐷1
∗ − 𝐷4

∗ , 𝐷𝑈
∗  θαη 

𝐷𝐿
∗ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ζθάικα ηχπνπ Η ίζν κε 𝛼 = 0.0027 θαη 𝛼 = 0.005 

αληίζηνηρα. 

Πίλαθαο 2.5. Σηκέο ησλ ζηαζεξώλ (ησλ 𝑼𝑪𝑳 , 𝑳𝑪𝑳)   𝑫𝑼
∗   , 𝑫𝑳

∗   , 𝑫𝟏
∗ −𝑫𝟒

∗  ηνπ 

βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑹 (𝑰𝑹𝑪) γηα 𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟕. 

𝑛 𝐷𝑈
∗  𝐷𝐿

∗ 𝐷1
∗ 𝐷2

∗ 𝐷3
∗ 𝐷4

∗ 

2 4.2426 0.0048 0.0024 4.5328 0.0021 4.0316 

3 4.6787 0.0990 0.0700 4.9502 0.0414 2.9322 

4 4.9385 0.2784 0.2206 5.1997 0.1072 2.5319 

5 5.1231 0.4734 0.3965 5.3774 0.1706 2.3175 

6 5.2660 0.6575 0.5690 5.5151 0.2246 2.1815 

7 5.3821 0.8245 0.7288 5.6271 0.2696 2.0857 

8 5.4798 0.9745 0.8744 5.7215 0.3072 2.0141 

9 5.5639 1.1093 1.0064 5.8028 0.3389 1.9580 

10 5.6377 1.2309 1.1263 5.8742 0.3660 1.9124 

11 5.7034 1.3413 1.2353 5.9377 0.3895 1.8752 

12 5.7625 1.4425 1.3363 5.9950 0.4101 1.8438 

13 5.8162 1.5344 1.4283 6.0470 0.4281 1.8162 

14 5.8689 1.6197 1.5132 6.0998 0.4442 1.7923 

15 5.9127 1.6987 1.5923 6.1416 0.4587 1.7714 

20 6.0955 2.0227 1.9181 6.3179 0.5136 1.6946 

25 6.2344 2.2668 2.1642 6.4528 0.5506 1.6444 
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Πίλαθαο 2.6. Σηκέο ησλ ζηαζεξώλ (ησλ 𝑼𝑪𝑳 , 𝑳𝑪𝑳) 𝑫𝑼
∗   , 𝑫𝑳

∗   , 𝑫𝟏
∗ −𝑫𝟒

∗  ηνπ 

βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑹 (𝑰𝑹𝑪) γηα 𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓. 

𝑛 𝐷𝑈
∗  𝐷𝐿

∗ 𝐷1
∗ 𝐷2

∗ 𝐷3
∗ 𝐷4

∗ 

2 3.9697 0.0089 0.0044 4.5328 0.0040 3.7981 

3 4.4242 0.1348 0.0953 4.9502 0.0563 2.7866 

4 4.6941 0.3427 0.2713 5.1997 0.1318 2.4167 

5 4.8856 0.5549 0.4642 5.3774 0.1996 2.2182 

6 5.0335 0.7490 0.6470 5.5151 0.2553 2.0922 

7 5.1536 0.9218 0.8132 5.6271 0.3008 2.0034 

8 5.2546 1.0753 0.9627 5.7215 0.3382 1.9369 

9 5.3414 1.2121 1.0972 5.8028 0.3695 1.8849 

10 5.4176 1.3349 1.2187 5.8742 0.3960 1.8426 

11 5.4854 1.4459 1.3290 5.9377 0.4189 1.8080 

12 5.5463 1.5469 1.4299 5.9950 0.4389 1.7789 

13 5.6017 1.6393 1.5224 6.0470 0.4563 1.7534 

14 5.6543 1.7244 1.6076 6.0998 0.4718 1.7312 

15 5.7001 1.8031 1.6864 6.1416 0.4857 1.7118 

20 5.8892 2.1250 2.0106 6.3179 0.5383 1.6405 

25 6.0319 2.3667 2.2549 6.4528 0.5736 1.5939 

 

 

 

2.2.2 Απφδνζε ηνπ βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑅 (𝐴𝑅𝐿) κε ρξήζε 

θψδηθα ζηελ R 

 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ην πξνηεηλφκελν δηάγξακκα 𝑅 ρξεζηκνπνηνχκε 

πξνζνκνηψζεηο. Έζησ φηη 𝜎0 είλαη ε νλνκαζηηθή ηππηθή απφθιηζε (ζηελ πεξίπησζε 

καο 𝜎0 = 1) θαη ην 𝜎 είλαη ε κεηαηνπηζκέλε ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. Σν 

κέγεζνο ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηε κεηαβιεηφηεηα κηαο δηεξγαζίαο, 𝛿, νξίδεηαη σο: 

𝛿 = 𝜎 𝜎0 . Όηαλ 𝛿 = 1.0, ε δηεξγαζία είλαη ππφ ζηαηηζηηθφ έιεγρν. Υσξίο βιάβε ηεο 

γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη νη εληφο ειέγρνπ παξαηεξήζεηο αθνινπζνχλ ηελ 

ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή. Οη πξνζνκνηψζεηο πνπ δηεμάγνληαη βαζίδνληαη ζε 

1,000,000 επαλαιήςεηο κε ηα αθφινπζα ραξαθηεξηζηηθά: 
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(1) ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿0 = 370,  

(2) ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 𝑛 = 5, 10, 20 θαη  

(3) νη ηηκέο ηνπ 𝛿 γηα αλνδηθέο κεηαηνπίζεηο είλαη: 𝛿 ∈ {1.05, 1.1, 1.15,…, 3} ελψ γηα 

θαζνδηθέο κεηαηνπίζεηο είλαη: 𝛿 ∈ {0.9, 0.8, 0.7,…, 0.1}. 

 

Πίλαθαο 2.7. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ην δηάγξακκα 𝑰𝑹𝑪 κε 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟑𝟕𝟎. 

  

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηνχκε ην ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑅𝐶 γηα λα 

επεμεγήζνπκε ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 𝐴𝑅𝐿. Αξρηθά παξάγνπκε ηα δεδνκέλα ππφ 

δηαθνξεηηθέο ξπζκίζεηο βαζηδφκελνη ζην κέγεζνο ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηε 

 𝑛 = 5 𝑛 = 10 𝑛 = 20 

𝛿

= 𝜎 𝜎0  

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

0.10  1.01 1.04  1.00 1.00  1.00 1.00 

0.2  1.81 2.66  1.00 1.00  1.00 1.00 

0.3  4.99 8.63  1.11 1.23  1.00 1.00 

0.4  12.26 23.01  1.91 2.53  1.04 1.08 

0.5  27.09 51.66  4.31 6.82  1.43 1.71 

0.6  52.39 101.9

2 

 11.26 19.34  3.06 4.20 

0.7  93.15 181.6

2 

 28.76 52.36  8.56 13.57 

0.8  156.8

0 

301.1

1 

 71.04 134.0

1 

 28.99 50.39 

0.9  243.6

5 

423.4

8 

 166.8

7 

308.1

0 

 102.0

1 

188.0

0 1.0 371.5

2 

377.4

7 

369.5

2 

376.4

7 

372.0

8 

372.5

8 

374.8

8 

367.9

0 

371.7

4 1.05 198.1

8 

 266.5

4 

181.2

4 

 258.6

4 

155.3

5 

 248.4

8 1.10 116.6

0 

 172.3

6 

92.66  148.0

9 

77.13  127.5

1 1.15 72.49  110.7

8 

53.43  87.12 40.52  66.21 

1.20 47.47  73.45 33.04  52.27 23.65  37.67 

1.30 23.63  35.43 15.33  22.23 9.87  14.29 

1.40 13.63  19.61 8.47  11.41 5.04  7.09 

1.50 9.13  12.21 5.25  6.89 3.12  4.17 

1.60 6.41  8.29 3.68  4.56 2.23  2.78 

1.80 3.86  4.70 2.25  2.62 1.50  1.68 

2.00 2.72  3.16 1.66  1.84 1.21  1.28 

3.00 1.34  1.41 1.05  1.00 1.00  1.00 
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κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Έπεηηα, ππνινγίδνπκε 

ην ζηαηηζηηθφ εχξνο 𝑅𝑖  θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (2.2.8) ππνινγίδνπκε ηα 

φξηα ειέγρνπ γηα λα δνχκε αλ ηα 𝑅𝑖  είλαη κέζα ζηα φξηα ή φρη. Δπαλαιακβάλνπκε ηε 

δηαδηθαζία 1,000,000 θνξέο. Σν 𝐴𝑅𝐿 είλαη ην αληίζηξνθν ηνπ πνζνζηνχ ησλ θνξψλ 

πνπ ην 𝑅𝑖  είλαη εθηφο ησλ νξίσλ. Σα φξηα γηα ην άλσ, θάησ θαη ακθίπιεπξν 

δηάγξακκα 𝐼𝑅𝐶 εμάγνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο (2.2.7) θαη (2.2.8).  

 ΢ηνλ Πίλαθα 2.7 δίλνληαη νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 γηα ην δηάγξακκα 𝐼𝑅𝐶, απ’ φπνπ 

βιέπνπκε φηη ηα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 είλαη γχξσ ζην 370. Οη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 

κηθξαίλνπλ θαζψο ην κέγεζνο ηεο κεηαηφπηζεο απμάλεηαη ή κεηψλεηαη. Παξαηεξνχκε 

επίζεο φηη κε απμεκέλν κέγεζνο δείγκαηνο, απμάλεηαη επίζεο θαη ε επαηζζεζία ηνπ 

δηαγξάκκαηνο.  

 

 

2.2.3 Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 

 

΢ηελ παξάγξαθν απηή, δίλεηαη έλα παξάδεηγκα ζην νπνίν πεξηγξάθεηαη ε ρξήζε 

ηνπ 𝐼𝑅𝐶. Πξνζνκνηψλνπκε 20 δείγκαηα κεγέζνπο 5, απφ ηα νπνία ηα 5 πξψηα είλαη 

εληφο ειέγρνπ, δειαδή αληινχληαη απφ ηελ 𝑁 0,1 , θαη ηα επφκελα 15 είλαη εθηφο 

ειέγρνπ. Γηα ηελ εθηφο ειέγρνπ πεξίπησζε, ζεσξνχκε ην κέγεζνο ηεο κεηαηφπηζεο λα 

είλαη: 𝛿 = 𝜎 𝜎0 = 2. ΢ηνλ Πίλαθα 2.8 δίλνληαη ηα πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5 θαη νη αληίζηνηρεο ηηκέο γηα ην εχξνο 𝑅𝑗 , 𝑗 = 1,2, … ,20.  

΢ηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάδνπκε έλα κνλφπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑅𝐶 γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο κε 𝐴𝑅𝐿0 = 370. Απφ ηελ εμίζσζε 

(2.2.7), έρνπκε ην 𝑈𝐶𝐿𝑅𝐼𝑈  είλαη ίζν κε 5.1298. 

΢ην ΢ρήκα 2.2 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα ηνπ ζηαηηζηηθνχ εχξνπο 𝑅𝑗  έλαληη 

ηνπ αξηζκνχ ησλ δεηγκάησλ. Απφ ην δηάγξακκα απηφ βιέπνπκε φηη ην πξψην ζήκα 

γηα εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζε δίλεηαη ζην 7
ν
  δείγκα. 
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Πίλαθαο 2.8. Πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα. 

  

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

Αξηζκφο 

δείγκαηνο 

Παξαηεξήζεηο Δχξνο 

𝑗 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑅𝑗  

1 1.04865 0.37045 -0.08643 -0.20035 1.04865 2.53737 

2 0.11359 1.33821 -0.37597 0.15323 0.11359 2.09444 

3 0.24556 1.59957 -0.03471 -1.90151 0.24556 3.50107 

4 0.86025 0.34811 -0.98864 -1.06139 0.86025 2.19102 

5 -1.04827 -1.16349 -0.84146 0.74067 -1.04827 1.92675 

6 0.59560 0.98934 -2.67917 1.05589 0.59560 4.20004 

7 1.81307 -1.00880 0.59077 -2.97713 1.81307 5.99198 

8 2.88948 2.67832 4.21907 -2.60141 2.88948 6.95351 

9 1.50793 0.74816 -1.47220 1.01903 1.50793 2.98013 

10 -4.24962 -1.41642 -4.21524 1.71685 -4.24962 5.96647 

11 0.00905 -3.03044 -0.15143 -0.04360 0.00905 3.74918 

12 -4.64062 -1.11885 -2.29180 1.05806 -4.64062 7.45482 

13 1.34137 3.02427 -3.80089 0.16632 1.34137 6.82516 

14 -2.15016 1.90290 -1.05492 -1.65174 -2.15016 4.05305 

15 -2.16605 2.31416 -2.13745 -0.67894 -2.16605 4.48022 

16 0.99057 1.00114 -0.59597 0.00818 0.99057 1.59712 

17 0.52110 -2.15650 3.79245 -3.16767 0.52110 6.96012 

18 2.00368 -0.43282 -0.12352 -2.17931 2.00368 5.59669 

19 0.05416 -1.05816 1.48981 2.86805 0.05416 3.92621 

20 -0.64085 -1.98567 0.62887 -0.62655 -0.64085 2.91594 

΢ρήκα 2.2. Γηάγξακκα 𝑰𝑹𝑪. 
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2.3 Βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑆 

 

2.3.1 Λεπηνκεξήο πεξηγξαθή ηεο θαηαλνκήο, θεληξηθήο γξακκήο, 

νξίσλ ειέγρνπ θαη ζηαζεξψλ γηα ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑆 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 𝜎, ζηεξηδφκαζηε απηή ηε θνξά ζηε δεηγκαηηθή δηαζπνξά 

κηαο δηαδηθαζίαο: 

 
𝑆2 =   

 𝑋𝑖 − 𝑋  
2

𝑛 − 1

𝑛

𝑖=1

. (2.3.1) 

Απφ ηε ζεσξία πηζαλνηήησλ έρνπκε φηη: 

  𝑛 − 1 𝑆2

𝜎2
 ~ 𝜒𝑛−1

2 . (2.3.2) 

Έζησ 𝑊 ~ 𝜒𝑛−1
2 . Σν 𝑆 έρεη ηελ ίδηα θαηαλνκή κε ην: 𝜎 𝑊 / 𝑛 − 1. Ζ ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηεο 𝑆 γηα ηηο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθέο κεηαβιεηέο 𝑍1, 𝑍2, . . . , 𝑍𝑛  είλαη: 

𝐻𝑆 𝑠 = 𝑃 𝑆 < 𝑠                     

             = 𝑃  
1

 𝑛 − 1
 𝑊 < 𝑠  

            = 𝑃(𝑊 <  𝑛 − 1 𝑠2) 

                         = 𝐺𝜒𝑛−1
2   𝑛 − 1 𝑠2 ,                                         (2.3.3) 

φπνπ ην 𝐺(∙) είλαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο 𝜒2 κε 𝑛 − 1 βαζκνχο ειεπζεξίαο.  

Γηα έλα κνλφπιεπξν βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑆 (𝐼𝑚𝑝𝑟𝑜𝑣𝑒𝑑 𝑆 𝐶𝑕𝑎𝑟𝑡 − 𝐼𝑆𝐶), ην 

άλσ φξην ειέγρνπ 𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑈  κπνξεί λα εμαρζεί ιχλνληαο ηελ αθφινπζε εμίζσζε γηα 𝑠, 

θαη καο δίλεη ην 𝐵𝑈
∗ : 

 𝐺𝜒𝑛−1
2   𝑛 − 1 𝑠2 = 1 − 𝛼. (2.3.4) 
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Αληίζηνηρα, ην θάησ φξην ειέγρνπ 𝐿𝐶𝐿𝑠𝐼𝐿  κπνξεί λα εμαρζεί ιχλνληαο ηελ 

εμίζσζε γηα 𝑠 και μαο δίλεη ην 𝐵𝐿
∗: 

 
𝐺𝜒𝑛−1

2   𝑛 − 1 𝑠2 = 𝛼. (2.3.5) 

Γηα έλα ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑆𝐶, ηα φξηα ειέγρνπ 𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇  θαη 𝐿𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇  κπνξνχλ 

λα βξεζνχλ ιχλνληαο ηηο εμηζψζεηο (2.3.4) θαη (2.3.5) αληίζηνηρα, αληηθαζηζηψληαο ην 

ζθάικα ηχπνπ Η κε 𝛼 2 . 

Σα άλσ θαη θάησ φξηα ηνπ κνλφπιεπξνπ δηαγξάκκαηνο 𝐼𝑆𝐶 ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο: 

𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑈 = 𝐵𝑈
∗ ∙ 𝜎          και         𝐿𝐶𝐿𝑠𝐼𝐿 = 𝐵𝐿

∗ ∙ 𝜎.                      (2.3.6) 

Σα φξηα ηνπ ακθίπιεπξνπ δηαγξάκκαηνο 𝐼𝑆𝐶 ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇 = 𝐵6
∗ ∙ 𝜎          και         𝐿𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇 = 𝐵5

∗ ∙ 𝜎.                      (2.3.7) 

Σα φξηα ηνπ αλαδξνκηθνχ ακθίπιεπξνπ δηαγξάκκαηνο 𝐼𝑆𝐶 ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο: 

𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇 = 𝐵4
∗ ∙ 𝑠           και         𝐿𝐶𝐿𝑠𝐼𝑇 = 𝐵3

∗ ∙ 𝑠 ,                       (2.3.8) 

φπνπ νη ζηαζεξέο 𝐵3
∗ − 𝐵6

∗, 𝐵𝑈
∗  θαη 𝐵𝐿

∗, πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα ζθάικαηα ηχπνπ Η γηα  

𝛼 = 0.0027 θαη 𝛼 = 0.005, παξνπζηάδνληαη ζηνπο Πίλαθεο 2.9 θαη 2.10, αληίζηνηρα. 
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Πίλαθαο 2.9. Σηκέο ησλ 𝑳𝑪𝑳,𝑼𝑪𝑳 θαη 𝑩𝟑
∗ − 𝑩𝟔

∗  γηα ην 𝑰𝑺𝑪 γηα 𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟕. 

𝑛 𝛣𝑈
∗  𝐵𝐿

∗ 𝐵6
∗ 𝐵5

∗ 𝐵3
∗ 𝐵4

∗ 

2 2.9999 0.0033 3.2051 0.0017 0.0021 4.0167 

3 2.4319 0.0520 2.5705 0.0368 0.0415 2.9005 

4 2.1722 0.1256 2.2825 0.0995 0.1081 2.4775 

5 2.0156 0.1941 2.1095 0.1626 0.1731 2.2440 

6 1.9081 0.2520 1.9910 0.2182 0.2294 2.0925 

7 1.8285 0.3003 1.9034 0.2656 0.2769 1.9839 

8 1.7666 0.3410 1.8353 0.3062 0.3174 1.9019 

9 1.7166 0.3756 1.7804 0.3411 0.3520 1.8368 

10 1.6752 0.4054 1.7350 0.3714 0.3819 1.7837 

11 1.6401 0.4314 1.6966 0.3980 0.4081 1.7394 

12 1.6100 0.4543 1.6635 0.4215 0.4313 1.7016 

13 1.5837 0.4746 1.6347 0.4425 0.4519 1.6691 

14 1.5605 0.4929 1.6094 0.4614 0.4704 1.6406 

15 1.5398 0.5094 1.5868 0.4785 0.4872 1.6154 

20 1.4624 0.5730 1.5021 0.5449 0.5522 1.5220 

25 1.4107 0.6169 1.4457 0.5910 0.5973 1.4609 

 

 

Πίλαθαο 2.10. Σηκέο ησλ 𝑳𝑪𝑳,𝑼𝑪𝑳 θαη 𝑩𝟑
∗ − 𝑩𝟔

∗  γηα ην 𝑰𝑺𝑪 γηα 𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓. 

𝑛 𝛣𝑈
∗  𝐵𝐿

∗ 𝛣6
∗ 𝐵5

∗ 𝐵3
∗ 𝐵4

∗ 

2 2.8070 0.0062 3.0233 0.0031 0.0040 3.7892 

3 2.3018 0.0707 2.4478 0.0500 0.0565 2.7621 

4 2.0687 0.1546 2.1848 0.1224 0.1329 2.3715 

5 1.9275 0.2274 2.0263 0.1903 0.2026 2.1557 

6 1.8303 0.2869 1.9176 0.2480 0.2606 2.0153 

7 1.7582 0.3355 1.8371 0.2962 0.3088 1.9148 

8 1.7020 0.3759 1.7745 0.3369 0.3491 1.8389 

9 1.6566 0.4099 1.7239 0.3715 0.3834 1.7785 

10 1.6190 0.4390 1.6820 0.4014 0.4128 1.7293 

11 1.5871 0.4643 1.6466 0.4275 0.4383 1.6881 

12 1.5596 0.4864 1.6161 0.4505 0.4608 1.6531 

13 1.5357 0.5061 1.5895 0.4709 0.4809 1.6230 

14 1.5145 0.5236 1.5661 0.4893 0.4988 1.5964 

15 1.4957 0.5394 1.5452 0.5058 0.5150 1.5730 

20 1.4250 0.6001 1.4669 0.5697 0.5774 1.4865 

25 1.3778 0.6418 1.4147 0.6139 0.6204 1.4297 
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2.3.2 Απφδνζε ηνπ βειηησκέλνπ δηαγξάκκαηνο 𝑆 

 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ην πξνηεηλφκελν δηάγξακκα 𝑆 ρξεζηκνπνηνχκε 

πξνζνκνηψζεηο κε ηελ ίδηα ινγηθή πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηελ πξνεγνχκελε 

παξάγξαθν γηα ην δηάγξακκα 𝑅. Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε θαη ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε φηη νη εληφο ειέγρνπ παξαηεξήζεηο αθνινπζνχλ ηελ 

ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή, κε κέγεζνο κεηαηνπίζεσλ ζηε κεηαβιεηφηεηα 

κηαο δηεξγαζίαο, 𝛿, πνπ νξίδεηαη σο: 𝛿 = 𝜎 𝜎0 . Όηαλ 𝛿 = 1.0, ε δηεξγαζία είλαη ππφ 

ζηαηηζηηθφ έιεγρν. Όκνηα κε πξνεγνχκελε παξάγξαθν, νη πξνζνκνηψζεηο πνπ 

δηεμάγνληαη βαζίδνληαη ζε 1,000,000 επαλαιήςεηο  κε ηα αθφινπζα ραξαθηεξηζηηθά: 

(1) ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿0 = 370,  

(2) ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 𝑛 = 5, 10, 20 θαη  

(3) νη ηηκέο ηνπ 𝛿 γηα αλνδηθέο κεηαηνπίζεηο είλαη: 𝛿 ∈ {1.05, 1.1, 1.15,…, 3} ελψ γηα 

θαζνδηθέο κεηαηνπίζεηο είλαη: 𝛿 ∈ {0.9, 0.8, 0.7,…, 0.1}. 

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηνχκε ην ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑆𝐶 γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ηνπ 𝐴𝑅𝐿, φπνπ αξρηθά παξάγνπκε ηα δεδνκέλα ππφ δηαθνξεηηθέο ξπζκίζεηο 

βαζηδφκελνη ζην κέγεζνο ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο θαη 

ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Έπεηηα, ππνινγίδνπκε ηε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 𝑆𝑖  

απφ ηε ζρέζε (2.3.1) θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (2.3.7) ππνινγίδνπκε ηα φξηα 

ειέγρνπ γηα λα δνχκε αλ ηα 𝑆𝑖  είλαη κέζα ζηα φξηα ή φρη. Δπαλαιακβάλνπκε ηε 

δηαδηθαζία 1,000,000 θνξέο. Σν 𝐴𝑅𝐿 είλαη ην αληίζηξνθν ηνπ πνζνζηνχ ησλ θνξψλ 

πνπ ην 𝑆𝑖  είλαη εθηφο ησλ νξίσλ. Σα φξηα γηα ην άλσ, θάησ θαη ακθίπιεπξν 

δηάγξακκα 𝐼𝑆𝐶 εμάγνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο (2.3.6) θαη (2.3.7).  

΢ηνλ Πίλαθα 2.11 δίλνληαη νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 γηα ην δηάγξακκα 𝐼𝑆𝐶, απ’ φπνπ 

βιέπνπκε φηη ηα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 είλαη γχξσ ζην 370. Οη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 

κηθξαίλνπλ θαζψο ην κέγεζνο ηεο κεηαηφπηζεο απμάλεηαη ή κεηψλεηαη. Παξαηεξνχκε 

επίζεο φηη κε απμεκέλν κέγεζνο δείγκαηνο, απμάλεηαη επίζεο θαη ε επαηζζεζία ηνπ 

δηαγξάκκαηνο.  
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Πίλαθαο 2.11. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ην δηάγξακκα 𝑰𝑺𝑪 κε 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟑𝟕𝟎. 

 

 

 

2.3.3 Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 

 

΢ην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί, πεξηγξάθεηαη ε ρξήζε ηνπ 𝐼𝑆𝐶 ζηελ πξάμε. 

Πξνζνκνηψλνπκε 20 δείγκαηα κεγέζνπο 5, κε ηα πξψηα 5 δείγκαηα λα είλαη εληφο 

ειέγρνπ, δειαδή ηα δεδνκέλα αληινχληαη απφ ηελ 𝑁 0,1 , θαη ηα επφκελα 15 είλαη 

εθηφο ειέγρνπ. Γηα ηελ εθηφο ειέγρνπ πεξίπησζε, ζεσξνχκε ην κέγεζνο ηεο 

κεηαηφπηζεο λα είλαη: 𝛿 = 𝜎 𝜎0 = 2. ΢ηνλ Πίλαθα 2.12 δίλνληαη ηα πξνζνκνησκέλα 

δεδνκέλα 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5 θαη νη αληίζηνηρεο ηππηθέο απνθιίζεηο 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1,2, … ,20. 

 𝑛 = 5 𝑛 = 10 𝑛 = 20 

𝛿

= 𝜎 𝜎0  

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

Upper 

sided 

Lower 

sided 

Two- 

sided 

0.10  1.00 1.03  1.00 1.00  1.00 1.00 

0.2  1.78 2.62  1.00 1.00  1.00 1.00 

0.3  4.94 8.34  1.06 1.14  1.00 1.00 

0.4  12.29 22.41  1.70 2.23  1.00 1.01 

0.5  26.62 51.76  3.91 6.12  1.19 1.34 

0.6  52.99 103.0

2 

 10.41 17.60  2.31 3.03 

0.7  93.00 185.3

2 

 27.50 49.52  6.71 10.39 

0.8  155.1

0 

307.9

1 

 69.54 129.0

9 

 24.19 42.87 

0.9  245.1

5 

444.5

4 

 166.6

7 

300.1

3 

 95.31 174.6

2 
1.0 372.2

1 

366.1

6 

368.1

8 

368.5

9 

370.9

1 

367.7

8 

374.9

5 

372.8

5 

368.3

6 
1.05 184.7

8 

 262.9

4 

156.2

9 

 225.1

8 

120.5

5 

 187.2

1 
1.10 107.0

3 

 157.3

6 

75.26  120.1

5 

48.33  78.82 

1.15 65.45  99.68 41.63  63.89 23.03  35.52 

1.20 42.56  64.13 24.14  36.69 12.52  18.26 

1.30 21.20  30.45 10.39  14.91 5.12  6.72 

1.40 12.18  16.81 5.97  7.69 2.81  3.43 

1.50 8.01  10.29 3.85  4.67 1.89  2.20 

1.60 5.68  7.20 2.58  3.21 1.50  1.64 

1.80 3.49  4.16 1.80  2.01 1.15  1.20 

2.00 2.50  2.87 1.41  1.51 1.05  1.07 

3.00 1.29  1.35 1.02  1.03 1.00  1.00 
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΢ηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάδνπκε έλα κνλφπιεπξν δηάγξακκα 𝐼𝑆𝐶 γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο κε 𝐴𝑅𝐿0 = 370. Απφ ηελ εμίζσζε 

(2.3.6), έρνπκε ην 𝑈𝐶𝐿𝑠𝐼𝑈  είλαη ίζν κε 2.0155. 

΢ην ΢ρήκα 2.3 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα ηνπ ζηαηηζηηθνχ εχξνπο 𝑆𝑗  έλαληη 

ηνπ αξηζκνχ ησλ δεηγκάησλ. Απφ ην δηάγξακκα απηφ βιέπνπκε φηη ην πξψην ζήκα 

γηα εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζε δίλεηαη ζην 10
ν
 δείγκα. 

  

Πίλαθαο 2.12. Πξνζνκνησκέλα δεδνκέλα. 

 

 

Αξηζκφο 

δείγκαηνο 

Παξαηεξήζεηο 
Σππηθή 

Απφθιηζε 

𝑗 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑆𝑗  

1 0.12992 2.64516 -2.23226 1.96670 0.56076 1.89035 

2 -1.00921 0.53617 0.89289 0.66939 -1.32517 1.03637 

3 -2.06494 1.38306 0.52147 -1.89940 0.17320 1.53090 

4 -1.59364 0.62375 0.17309 1.60186 -0.40616 1.18931 

5 -0.06993 0.29467 0.41862 0.26455 -1.52138 0.80254 

6 2.15809 0.92133 0.70918 -0.14152 -1.36778 1.30967 

7 0.64183 -1.13051 -1.90914 -1.87087 -1.91889 1.10226 

8 1.59356 2.16773 1.04389 1.56072 -0.05999 0.83886 

9 -0.93879 2.60396 1.39005 -2.02603 -1.19793 1.94476 

10 2.64650 -1.92805 -2.23304 1.67974 -1.96589 2.33160 

11 -2.06243 -3.01142 -1.44143 0.53766 0.62083 1.60744 

12 0.02565 -1.65099 -1.55126 -0.23693 -1.37318 0.78932 

13 1.71029 1.62464 0.53791 0.90367 2.59203 0.79531 

14 -1.59986 -3.92959 0.32651 0.13598 1.06396 2.00335 

15 3.92212 -0.70519 2.56649 0.55093 3.11930 1.91223 

16 0.71668 -0.22410 -3.26507 -1.38311 0.68442 1.67303 

17 2.00740 1.92588 -1.34383 -0.52219 -0.06916 1.50196 

18 2.41730 0.11078 0.66490 -1.85945 -0.83095 1.61208 

19 -2.49513 2.78177 -2.47755 -2.33289 -1.37692 2.26256 

20 -2.25328 0.37938 0.09747 3.11036 -1.57173 2.08351 
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΢ρήκα 2.3. Γηάγξακκα 𝑰𝑺𝑪. 
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3. ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3  

 

Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ Μλήκεο γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

δηαζπνξάο 

 

3.1 Υξήζε ηεο FIR γηα βειηίσζε ησλ Γηαγξακκάησλ CUSUM γηα 

παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο 

 

3.1.1 Δηζαγσγή 

 

Σα δηαγξάκκαηα CUSUM εθαξκφζηεθαλ ζην εχξνο ππννκάδσλ (𝑅) απφ ηνλ Page 

(1954)
 
γηα ηελ αλίρλεπζε κεηαηφπηζεο ζηε δηαζπνξά κηαο δηεξγαζίαο. Αξγφηεξα, νη 

Tuprah & Ncube (1987) ζχγθξηλαλ απηή ηε δηεξγαζία κε κηα άιιε ε νπνία βαζίδεηαη 

ζηε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε (𝑆). Υξεζηκνπνηψληαο ηελ πξνζέγγηζε ηνπ 𝐴𝑅𝐿 

δηαπίζησζαλ φηη ε δηεξγαζία πνπ βαζίδεηαη ζηε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 

αληρλεχεη γξεγνξφηεξα ηηο κεηαηνπίζεηο απφ ηελ ηηκή – ζηφρν, δεδνκέλνπ φηη νη 

κεηαβιεηέο ηεο δηεξγαζίαο θαηαλέκνληαη θαλνληθά. Δπηπιένλ, ην δηάγξακκα EWMA 

πνπ βαζίδεηαη ζην εχξνο ησλ ππννκάδσλ πξνηάζεθε απφ ηνλ Ng (1988), ελψ ν 

κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ θπζηθνχ ινγάξηζκνπ ηεο δηαζπνξάο ησλ ππννκάδσλ εηζήρζεθε 

ζην κνλφπιεπξν EWMA γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ηεο 

δηεξγαζίαο (cf. Crowder & Hamilton, 1992). Παξνκνίσο, ηα κνλφπιεπξα θαη 

ακθίδξνκα δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηνλ ινγαξηζκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ 

ηεο δηαζπνξάο κηαο δηεξγαζίαο γηα ηελ παξαθνινχζεζε κεηαηνπίζεσλ ζηε δηαζπνξά 

πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Chang & Gan (1995), θαη επίζεο βειηίσζαλ ηελ απφδνζε ησλ 

δηαγξακκάησλ εηζάγνληαο ηε γξήγνξε αξρηθή απφθξηζε (Fast Initial Response – 

FIR). Ζ ηερληθή/ηδηφηεηα (feature) FIR ζην CUSUM αξρηθά πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Lucas (1982) θαη αξγφηεξα βειηηψζεθε απφ ηνλ Steiner (1999) ψζηε λα κεησζεί ε 

ρξνληθή πνηθηιφηεηα ησλ νξίσλ ησλ πξψησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο. Ζ ηερληθή 

𝐹𝐼𝑅 βειηηψλεη ηελ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM αλ ππάξρεη κεηαηφπηζε ζηελ 

αξρή κηαο δηεξγαζίαο (start – up) (cf. Hawkins & Olwell, 1998). Ζ απφδνζε απηήο 
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ηεο ηερληθήο βειηηψζεθε αξγφηεξα, κε ηε ρξήζε ελφο κεηαζρεκαηηζκνχ ηζρχνο 

(power transformation) ζε ζρέζε κε ην ρξφλν (cf. Haq, 2013).  

΢ηελ παξάγξαθν απηή επηθεληξσλφκαζηε ζηε ρξήζε ηεο 𝐹𝐼𝑅 γηα ηε βειηίσζε ηεο 

εξγαζίαο ησλ Acosta – Mejia et al. (1999), νη νπνίνη παξαθνινχζεζαλ ηελ αχμεζε 

θαη ηε κείσζε ηεο δηαζπνξάο κηαο θαλνληθήο δηεξγαζίαο ρξεζηκνπνηψληαο ηα 

δηαγξάκκαηα CUSUM βαζηζκέλα ζην κεηαζρεκαηηζκφ 𝜒2    𝜒 − CUSUM , ζηνλ 

κεηαζρεκαηηζκφ ηεο αληίζηξνθεο θαλνληθήο (inverse normal transformation) 

 𝑃𝜎  CUSUM  θαη ζηα CUSUM πξνεξρφκελα απφ ηνλ έιεγρν ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ  

γηα ην ζεκείν αιιαγήο θαηάζηαζεο κηαο θαλνληθήο δηεξγαζίαο  𝐶𝑃 CUSUM .  

 

 

3.1.2 ΢σξεπηηθφ Αζξνηζηηθφ Γηάγξακκα γηα ηελ παξάκεηξν ηεο 

δηαζπνξάο 

 

Σν ΢σξεπηηθφ Αζξνηζηηθφ δηάγξακκα γηα ηελ παξάκεηξν ηεο δηαζπνξάο είλαη 

θαιφ γηα ηνλ έγθαηξν εληνπηζκφ κηθξψλ εθηξνπψλ ζε κηα δηεξγαζία. Μηα απφ ηηο 

δνκέο απηνχ ηνπ δηαγξάκκαηνο είλαη ην ηππνπνηεκέλν ακθίπιεπξν δηάγξακκα 

CUSUM. Έζησ φηη ην 𝑋 𝑖  είλαη ε 𝑖 −νζηή κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ 

δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛, νη νπνίεο αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 𝜇0 θαη 

ηππηθή απφθιηζε 𝜎0. Οξίδνπκε ηελ ηππνπνηεκέλε ηηκή ηεο 𝑋𝑖 : 

 𝑍𝑖 =  𝑋 𝑖 − 𝜇0     𝜎0  𝑛  .  
(3.1.1) 

Σν ηππνπνηεκέλν ακθίπιεπξν δηάγξακκα 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 απνηειείηαη απφ ηα άλσ θαη 

θάησ ζπζζσξεπηηθά αζξνίζκαηα φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 𝐶𝑖
+ = max    0  , 𝑍𝑖 − 𝑘1 + 𝐶𝑖−1

+   

𝐶𝑖
− = max    0  , − 𝑍𝑖 − 𝑘2 + 𝐶𝑖−1

−   ,
 (3.1.2) 

φπνπ ηα 𝐶𝑖
−, 𝐶𝑖

+ > 0 , 𝐶0
+ = 𝐶0

− = 0 θαη ηα 𝑘1 , 𝑘2 είλαη ε άλσ θαη θάησ, αληίζηνηρα, 

ηηκή αλαθνξάο ηα νπνία ζπλήζσο ζπκβνιίδνληαη κε 𝑘 = 𝑘1 = 𝑘2 φπνπ 𝑘 = 
1

2
 
𝛿𝜎0

 𝑛
 , 
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δειαδή ηε ζεσξνχκε σο ην κηζφ ηεο κεηαηφπηζεο ηνπ κέζνπ (𝛿) πνπ πξέπεη λα 

εληνπηζηεί, κεηξεκέλε ζε κνλάδεο ηππηθήο απφθιηζεο. Οη πνζφηεηεο 𝐶𝑖
+, 𝐶𝑖

− πνπ 

ηνπνζεηνχληαη ζην γξάθεκα, ζρεδηάδνληαη σο πξνο ηα φξηα ειέγρνπ 𝑕1, 𝑕2 

αληίζηνηρα. Απφ ηε δηεξγαζία απηή αληρλεχεηαη κηα πξνο ηα πάλσ ή πξν ηα θάησ 

ηάζε φηαλ  𝐶𝑖
+ > 𝑕1 ή  𝐶𝑖

− > 𝑕2, αληίζηνηρα. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, ηα φξηα 

ειέγρνπ ζρεδίαζεο κπνξεί λα είλαη ηα ίδηα, δειαδή  𝑕1 = 𝑕2 = 𝑕.  

 

 

3.1.3 Σν πξνηεηλφκελν Γηάγξακκα Διέγρνπ ΢πζζσξεπηηθνχ 

Αζξνίζκαηνο γηα ηελ δηαζπνξά 

 

Έζησ 𝑋𝑖  ~ 𝑁 𝜇0 , 𝜎0
2  είλαη ε 𝑖 −νζηή παξαηήξεζε ηεο κειέηεο κεηαβιεηψλ ζε 

κηα δηεξγαζία. Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη κηα δηαηαξαρή ζηε κεηαβιεηφηεηα ηεο 

δηεξγαζίαο, ε θαηαλνκή ησλ 𝑋𝑖  κεηαηξέπεηαη ζε: 𝑋𝑖  ~ 𝑁 𝜇0 , 𝜆2𝜎0
2 , φπνπ ην 𝜆 

αλαπαξηζηά κηα κεηαηφπηζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε. Γηα 𝜆 = 1 ζεκαίλεη φηη δελ 

ππάξρεη κεηαηφπηζε, γηα 𝜆 > 1 θαη  𝜆 < 1 ζεσξείηαη φηη ππάξρεη ζεηηθή θαη αξλεηηθή 

κεηαηφπηζε, αληίζηνηρα. Απνδεηθλχεηαη φηη κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε απεπζείαο ην 

εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿, φηαλ 𝜆 ≠ 0, απφ ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿. 

Έζησ: 

 
𝑇𝑖 =

𝑋𝑖 − 𝜇0

𝜎0
 ~ 𝛮 0, 𝜆2  

𝑍𝑖 =
𝑇𝑖
𝜆

=
𝑋𝑖 − 𝜇0

𝜆𝜎0
 ~ 𝛮 0, 1  

⇒ 𝑇𝑖 = 𝜆 𝑍𝑖       ή      𝑍𝑖 =
𝑇𝑖
𝜆

. 

(3.1.3) 
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Ζ δνκή ηνπ CUSUM γηα ηα 𝑇𝑖  δίλεηαη παξαθάησ: 

 𝑆0
+ = 𝑆0

− = 0 

𝑆𝑖
+ = max  0, 𝑇𝑖 − 𝑘1 + 𝑆𝑖−1

+   

𝑆𝑖
− = max  0, 𝑇𝑖 − 𝑘2 + 𝑆𝑖−1

−  . 

(3.1.4) 

΢ρεδηάδνληαο ην ηππνπνηεκέλν CUSUM γηα ηα 𝑍𝑖 , παίξλνπκε: 

 𝑈0
+ = 𝑈0

− = 0 

𝑈𝑖
+ = max   0, 𝑍𝑖 −

𝑘1

𝜆
+ 𝑈𝑖−1

+   

𝑈𝑖
− = max   0, 𝑍𝑖 −

𝑘2

𝜆
+ 𝑈𝑖−1

−  . 

(3.1.5) 

΢πγθξίλνληαο ηηο εμηζψζεηο (3.1.4) θαη (3.1.5), ιακβάλνπκε φηη 𝑆𝑖
+ = 𝜆𝑈𝑖

+ θαη 

𝑆𝑖
− = 𝜆𝑈𝑖

−. ΢πλεπψο, ην 𝑆𝑖
+ > 𝑕1 αλ θαη κφλνλ αλ 𝑈𝑖

+ > 𝜆𝑕1 θαη 𝑆𝑖
− > 𝑕2 αλ θαη 

κφλνλ αλ 𝑈𝑖
− > 𝜆𝑕2. Σν παξαπάλσ ζεκαίλεη φηη: 

 Σν 𝐴𝑅𝐿 ηνπ CUSUM 𝑆𝑖
+  𝑆𝑖

−  ζην φξην ειέγρνπ 𝑕1  𝑕2  είλαη αληίζηνηρν κε ην 

𝐴𝑅𝐿 ηνπ CUSUM  𝑈𝑖
+  𝑈𝑖

−  ζην φξην ειέγρνπ 𝑕1 𝜆    𝑕2 𝜆  . 

 Σα CUSUM 𝑈𝑖
+ θαη 𝑈𝑖

−, είλαη CUSUM ηεο θαλνληθήο, 𝑁 0,1  ρσξίο 

κεηαηνπίζεηο (standard unshifted) κε ηηκέο αλαθνξάο 𝑘1 𝜆  θαη 𝑘2 𝜆 , 

αληίζηνηρα, θαη φξηα ειέγρνπ 𝑕1 𝜆  θαη 𝑕2 𝜆 , αληίζηνηρα.  

Παξαθάησ γίλεηαη κηα κηθξή εηζαγσγή ζηα 𝑃𝜎  CUSUM, 𝜒 − CUSUM θαη 

𝐶𝑃 CUSUM γηα ηε δηαζπνξά. 

𝑃𝜎  CUSUM: Έζησ φηη κε 𝑆𝑖
2 ζπκβνιίδνπκε ηε κεηαβιεηφηεηα ηνπ 𝑋𝑖  πνπ 

αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε δηαζπνξά 𝜎2. Αθνχ εθαξκφζνπκε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκφ ηεο αληίζηξνθεο θαλνληθήο ζην 𝑆𝑖
2 θαη ζεσξψληαο φηη 𝜎 = 𝜎0, 

έρνπκε φηη: 

 
𝑃𝜎𝑖 = 𝜙−1  𝐹𝜒𝑛−1

2   
 𝑛 − 1 𝑆𝑖

2

𝜎0
2    , (3.1.6) 
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φπνπ 𝑃𝜎  ~ 𝛮  0, 1  , ην 𝜙( ) είλαη ε αζξνηζηηθή θαηαλνκή απφ κηα ηππηθή θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη ην 𝐹𝜒𝑛−1
2 ( ) είλαη ε αζξνηζηηθή θαηαλνκή απφ κηα 𝜒2 θαηαλνκή κε 

 𝑛 − 1  βαζκνχο ειεπζεξίαο. Ζ παξαθνινχζεζε ηνπ κέζνπ ηνπ 𝑃𝜎  είλαη αληίζηνηρε 

κε ηελ παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο ηνπ 𝑋𝑖 . Δπνκέλσο, κπνξνχκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην 𝑍𝑖  κε ην 𝑃𝜎𝑖  ζηελ εμίζσζε (3.1.2) γηα λα παξαθνινπζήζνπκε 

ηε κεηαβιεηφηεηα κηαο δηεξγαζίαο. Οη ηηκέο αλαθνξάο 𝑘1, 𝑘2 θαη ηα φξηα ειέγρνπ 

𝑕1, 𝑕2 πνπ θαζνξίδνπλ έλα ζπγθεθξηκέλν 𝐴𝑅𝐿 κπνξνχλ λα απνθηεζνχλ κέζσ κηαο 

κεζφδνπ αλαδήηεζεο ή πξνζνκνίσζεο. 

 

𝜒 − CUSUM : Οη Wilsson & Hilferty (1931) απέδεημαλ φηη:  

 

 
𝜒𝑛2

𝑛

3

  ~  𝑁   1 −
2

9𝑛
 ,

2

9𝑛
 . (3.1.7) 

Γηα αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκα θαηαλεκεκέλεο απφ ηελ 𝛮 𝜇, 𝜎 , φηαλ 𝜎 = 𝜎0, έρνπκε: 

 

𝜒𝑖 =

  
𝑆𝑖

2

𝜎0
2 

1
3 

−  1 −
2

9 𝑛 − 1 
  

 
2

9 𝑛 − 1 

  ≈  𝑁 0,1 . 
(3.1.8) 

Ζ παξαθνινχζεζε ηνπ κέζνπ ηνπ 𝜒𝑖   είλαη ηζνδχλακε κε ηελ παξαθνινχζεζε ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ηνπ 𝑋𝑖 . ΢πλεπψο, αληηθαζηζηψληαο ην 𝑍𝑖  κε ην 𝜒𝑖  ζηελ εμίζσζε 

(3.1.2) δίλεη ην 𝜒 −CUSUM. Σα 𝑕1 θαη 𝑕2 πνπ θαζνξίδνπλ έλα ζπγθεθξηκέλν 𝐴𝑅𝐿 

κπνξνχλ λα βξεζνχλ απφ κηα κέζνδν αλαδήηεζεο ή πξνζνκνίσζε. Γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ 𝑘1 θαη 𝑘2, ππνζέηνπκε φηη 𝜎1 > 𝜎0 γηα άλσ κεηαηνπίζεηο θαη 

𝜎2 < 𝜎0 γηα θάησ κεηαηνπίζεηο, είλαη ε ηππηθή απφθιηζε πνπ πξφθεηηαη λα 

παξαθνινπζεζεί, ηφηε: 
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𝑘1 =

1

2
 𝐸 𝜒𝑖 𝜎0 + 𝛦 𝜒𝑖  𝜎1                  

=
1

2

 
 
 

 
   

𝜎1
2

𝜎0
2 

1
3 

− 1  1 −
2

9 𝑛 − 1 
 

 
2

9 𝑛 − 1 

 

 
 
 

 
 

 

(3.1.9) 

 

θαη 

 
𝑘2 =

1

2
 𝐸 −𝜒𝑖 𝜎0 + 𝛦 −𝜒𝑖  𝜎2          

=
1

2

 
 
 

 
  1 −  

𝜎1
2

𝜎0
2 

1
3 

  1 −
2

9 𝑛 − 1 
 

 
2

9 𝑛 − 1 
 
 
 

 
 

. 

(3.1.10) 

 

𝐶𝑃 CUSUM: Σν 𝐶𝑃 CUSUM πξνέξρεηαη απφ ηνλ έιεγρν ιφγνπ πηζαλνθάλεηαο γηα 

ην ζεκείν αιιαγήο θαηάζηαζεο ηεο κεηαβιεηφηεηαο κηαο θαλνληθήο δηεξγαζίαο γα 

ηελ παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο. Ζ δνκή ηνπ δίλεηαη σο εμήο: 

 𝐶0
+ = 𝐶0

− = 0 

𝐶𝑖
+ = max  0, 𝑍𝑖

2 − 𝑛𝑘1 + 𝐶𝑖−1
+   

𝐶𝑖
− = max  0, −𝑍𝑖

2 + 𝑛𝑘2 + 𝐶𝑖−1
−  , 

(3.1.11) 

φπνπ ην 𝑍𝑖
2 =  𝑍𝑖𝑚

2𝑛
𝑚−1 , κε 𝑍𝑖𝑚 =

 𝑋𝑖𝑚−𝜇0 

𝜎0
 λα αλαπαξηζηά ηελ 𝑚 −νζηή 

ηππνπνηεκέλε παξαηήξεζε ζηελ 𝑖 ππννκάδα. Οη ηηκέο αλαθνξάο νξίδνληαη σο: 

 

𝑘1 =
ln 𝜆1

 1 −  
1
𝜆1
  

      και      𝑘2 =
𝑙𝑛𝜆2

 1 −  
1
𝜆2
  

, 
(3.1.12) 

φπνπ ηα  𝜆1 =
𝜎1

𝜎0
  θαη  𝜆2 =

𝜎2

𝜎0
  είλαη ε ζρεηηθή αχμεζε θαη κείσζε ζηελ ηππηθή 

απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, αληίζηνηρα. 
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Σν 𝑃𝜎  CUSUM, ην 𝜒 − CUSUM θαη ην 𝐶𝑃 CUSUM έρνπλ απνδεηρζεί απφ ηνπο 

Acosta–Mejia et al. (1999) φηη αληρλεχνπλ γξήγνξα κεηαηνπίζεηο ζηε κεηαβιεηφηεηα 

κηαο δηεξγαζίαο. Αλ ππάξρεη θάπνην ζεκείν εθηφο ειέγρνπ ζηελ αξρή ηεο δηεξγαζίαο, 

ζα κπνξνχζε λα αληρλεπζεί ην ζπληνκφηεξν, εηζάγνληαο θάπνην πξνβάδηζκα (head 

start) ζηελ θαηαζθεπή ηνπ CUSUM.   

Γξήγνξε αξρηθή απφθξηζε (Fast Initial Response): Ζ ηδηφηεηα FIR CUSUM 

ζρεδηάζηεθε έηζη ψζηε λα δίλεη έλα πξνβάδηζκα (head start) ζηε δηεξγαζία. Σν 

πξνβάδηζκα απηφ δίλεη ηε δπλαηφηεηα ζηελ θαηαζθεπή ηνπ CUSUM λα μεθηλήζεη 

απφ έλα ζεκείν δηαθνξεηηθφ απφ ην ζπλεζηζκέλν ζεκείν - κεδέλ. Ζ θαηαζθεπή ηνπ 

CUSUM ιεηηνπξγεί ζπζζσξεχνληαο κηθξέο αιιαγέο κέρξη νη αιιαγέο απηέο λα 

κεγαιψζνπλ αξθεηά ψζηε λα κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ. Ζ ηδηφηεηα FIR ζα 

κπνξνχζε λα επηηξέςεη ζε έλα δηάγξακκα CUSUM λα αληρλεχζεη ην ζπληνκφηεξν 

δπλαηφλ έλα ζεκείν πνπ είλαη εθηφο ειέγρνπ αλ ππάξρεη κεηαηφπηζε ζηελ αξρή κηαο 

δηεξγαζίαο θαη επνκέλσο, κεηψλεη ηνλ ρξφλν απηφ. Γηα λα δηαηεξεζεί ην ίδην εληφο 

ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿  𝐴𝑅𝐿0  ελφο δηαγξάκκαηνο CUSUM, ζα πξέπεη λα απμεζεί θαηά κηα 

κηθξή πνζφηεηα ε ηηκή 𝑕 ηνπ αληίζηνηρνπ FIR CUSUM. Καηά εηξσλεία ηεο ηχρεο, ην 

εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 (𝐴𝑅𝐿1) ηνπ FIR CUSUM ζα ήηαλ ιηγφηεξν απφ απηφ ηνπ 

αληίζηνηρνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM. ΢ηελ εξγαζία ησλ Lucas & Crosier (1982), ην 

𝐴𝑅𝐿1 ηνπ FIR CUSUM είλαη 30% - 40% κηθξφηεξν απφ ην αληίζηνηρν 𝐴𝑅𝐿1 ηνπ 

δηαγξάκκαηνο CUSUM, ζηελ παξαθνινχζεζε ηεο παξακέηξνπ ζέζεο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ην ζπληζηψκελν πξνβάδηζκα ηνπο (50% πξνβάδηζκα) θαη θάπνηα 

άιια ραξαθηεξηζηηθά ηεο FIR (25% θαη 75% πξνβάδηζκα), δεκηνπξγνχκε ην 

𝐶0 =
𝑕

4
,
𝑕

2
 και 𝑕 ∗

3

4
 ζηελ θαηαζθεπή ηνπ CUSUM θαη επηθεληξσλφκαζηε ζηελ 

θαηαζθεπή ηνπ κνλφπιεπξνπ FIR CUSUM. Γηα ζθνπνχο ζχγθξηζεο, ρξεζηκνπνηνχκε 

ηα απνηειέζκαηα ηνπ 50% πξνβαδίζκαηνο. 

 

 

3.1.4 Δθηίκεζε απφδνζεο θαη ζχγθξηζε 

  

΢ηελ εξγαζία ησλ Abujiya et al. (2015) ρξεζηκνπνηήζεθαλ δηάθνξα κέηξα 

απφδνζεο, φπσο ην 𝐴𝑅𝐿, ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ κήθνπο ξνήο (𝑆𝐷𝑅𝐿), ε ππέξ-

ηεηξαγσληθή απψιεηα (𝑒𝑥𝑡𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑙𝑜𝑠𝑠 −  𝐸𝑄𝐿), ην ζρεηηθφ κέζν κήθνο ξνήο 
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 𝑅𝐴𝑅𝐿  θαη ν δείθηεο ζχγθξηζεο απνδφζεσλ (𝑃𝐶𝐼), γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ θαη ηελ 

επεμήγεζε ηεο απνδνηηθφηεηαο ησλ πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ. Με ηνλ ίδην 

ηξφπν, ζεσξνχκε ηελ ίδηα πξνζέγγηζε εζηηάδνληαο ζην 50% πξνβάδηζκα γηα ιφγνπο 

επθνιίαο.  

 Μέζν κήθνο ξνήο (Average Run Length – ARL) είλαη ν κέζνο αξηζκφο ησλ 

παξαηεξνχκελσλ δεηγκάησλ κέρξη ηελ αλίρλεπζε ηνπ πξψηνπ ζεκείνπ εθηφο 

ειέγρνπ ζηε δηεξγαζία. Σν 𝐴𝑅𝐿0 αληηπξνζσπεχεη ην ARL φηαλ δελ ππάξρεη 

αιιαγή ζηελ παξάκεηξν κηαο δηεξγαζίαο (εληφο ειέγρνπ) (παξάκεηξν 

δηαζπνξάο ζηελ πεξίπησζε καο) ελψ ην 𝐴𝑅𝐿1 αλαπαξηζηά ην ARL φηαλ ππάξρεη 

αιιαγή ζηελ παξάκεηξν. Γηα κηα απνδνηηθή παξαθνινχζεζε ησλ παξακέηξσλ 

ή ηεο παξακέηξνπ είλαη επηζπκεηή κηα πςειή ηηκή ηνπ 𝐴𝑅𝐿0 αιιά ρακειή γηα 

ην 𝐴𝑅𝐿1  (cf. Riaz et al., 2014).  

 Σππηθή απφθιηζε ηνπ κήθνπο ξνήο (Standard Deviation of the Run Length – 

SDRL) είλαη ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ αξηζκνχ ησλ παξαηεξνχκελσλ δεηγκάησλ 

κέρξηο φηνπ έλα δείγκα δψζεη κηα ζπλζήθε εθηφο ειέγρνπ ζηε δηεξγαζία. ΢πρλά 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέηξνπ απφδνζεο ελφο δηαγξάκκαηνο θαη 

ηελ ηθαλφηεηα ηνπ δηαγξάκκαηνο λα αληηδξάζεη ζε κηα αιιαγή ζηηο 

παξακέηξνπο ηνπ (cf. Abbasi et al., 2012). Όζν πην κηθξφ 𝑆𝐷𝑅𝐿 έρεη έλα 

δηάγξακκα, ηφζν θαιχηεξε είλαη ε απφδνζε ηνπ.  

 Πνζνζηεκφξηα (Quantile) : Σα 0.05, 0.25, 0.50, 0.75 θαη 0.95 πνζνζηεκφξηα 

(ζεκεηψλνληαη σο q5, q25, q50, q75 θαη q95) ππνινγίδνληαη γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ κνηίβνπ ηεο θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ξνήο κηαο εληφο ειέγρνπ 

δηεξγαζίαο.  

 Δπηπιένλ, ε ππέξ-ηεηξαγσληθή απψιεηα (Extra Quadratic Loss - EQL) δίλεη ηελ 

απνδνηηθφηεηα ελφο δηαγξάκκαηνο γηα ην ζχλνιν ησλ κεηαηνπίζεσλ πνπ 

ιακβάλνληαη ππφςε ζε κηα δηεξγαζία. Σν πην απνδνηηθφ δηάγξακκα ζεσξείηαη 

απηφ κε ην ρακειφηεξν EQL. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ρξεζηκνπνηνχκε 

αξηζκεηηθέο κεζφδνπο κε ηνλ ηχπν: 

 𝐸𝑄𝐿 =
1

𝛿𝑚𝑖𝑛 − 𝛿𝑚𝑎𝑥
 𝛿2𝐴𝑅𝐿 𝛿  𝑑𝛿

𝛿𝑚𝑎𝑥

𝛿𝑚𝑖𝑛

, (3.1.13) 
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φπνπ ην 𝐴𝑅𝐿(𝛿)  είλαη ε ηηκή ηνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα κηα ζπγθεθξηκέλε κεηαηφπηζε ηεο 

ηππηθήο απφθιηζεο. Σα  𝛿𝑚𝑎𝑥  θαη  𝛿𝑚𝑖𝑛  είλαη ην άλσ θαη θάησ φξην ησλ 

κεηαηνπίζεσλ ηεο ηππηθήο απφθιηζεο, αληίζηνηρα.   

 Σν ζρεηηθφ κέζν κήθνο ξνήο (Relative Average Run Length – RARL) δίλεη ηε 

ζπλνιηθή απνηειεζκαηηθφηεηα ελφο δηαγξάκκαηνο ζε ζρέζε κε έλα δηάγξακκα 

αλαθνξάο. Έλα δηάγξακκα αλαθνξάο είλαη ζπλήζσο ην θαιχηεξν δηάγξακκα 

(κε ην ρακειφηεξν EQL) ή ην αλαθεξφκελν δηάγξακκα. Ζ ηηκή ηνπ ARL 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πξνζδηνξίζνπκε πφζν θνληά είλαη έλα δηάγξακκα ζην 

δηάγξακκα αλαθνξάο. Σν 𝑅𝐴𝑅𝐿 ηζνχηαη κε έλα γηα ην δηάγξακκα αλαθνξάο θαη 

είλαη κεγαιχηεξν απφ έλα γηα ην θαηψηεξν δηάγξακκα (ζην δηάγξακκα 

αλαθνξάο) (cf. Zhao et al., 2005). 

 𝑅𝐴𝑅𝐿 =
1

𝛿𝑚𝑖𝑛  −  𝛿𝑚𝑎𝑥
 

𝐴𝑅𝐿 𝛿 

𝐴𝑅𝐿𝑏𝑚𝑘  𝛿 
 𝑑𝛿.

𝛿𝑚𝑎𝑥

𝛿𝑚𝑖𝑛

 (3.1.14) 

 Ο δείθηεο ζχγθξηζεο απνδφζεσλ (Performance Comparison Index - PCI) είλαη 

ν ιφγνο ηνπ EQL ελφο δηαγξάκκαηνο πξνο ην EQL ηνπ δηαγξάκκαηνο αλαθνξάο 

θάησ απφ ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. Σν θαιχηεξν δηάγξακκα (benchmark chart) έρεη 

𝑃𝐶𝐼 = 1, ελψ ην ρεηξφηεξν δηάγξακκα, ζπγθξηλφκελν κε ην δηάγξακκα 

αλαθνξάο (benchmark chart), έρεη ηελ πςειφηεξε ηηκή PCI (cf. Ou et al., 

2012). 

 𝑃𝐶𝐼 =
𝐸𝑄𝐿

𝐸𝑄𝐿𝑏𝑚𝑘
. (3.1.15) 
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Πίλαθαο 3.1. 𝑺𝑫𝑹𝑳 θαη Πνζνζηηαία ζεκεία ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ 

γηα άλσ ηάζεηο ζην 𝝈 κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟐𝟎𝟎. 

% Αχμεζε ζην 𝜎 0 10 20 30 40 50 100 

SDRL A 215.91 36.85 12.77 6.31 3.78 2.86 1.01 

 B 211.20 36.69 12.59 6.15 3.71 2.78 1.20 

 C 218.19 30.12 10.02 4.98 3.09 2.14 0.91 

q5 A 4.4 2 2 1 1 1 1 

 B 4.9 2.7 2 1 1 1 1 

 C 5 2 1.5 1 1 1 1 

q25 A 49.1 8 4 3 2 1 1 

 B 46.5 8.9 4.5 3.2 2.8 2 1 

 C 47 7 4 2.2 2 2 1 

q50 A 136 23 8 5 4 3 2 

 B 131.4 22.5 8 5 4 3 2 

 C 133 18.5 7.6 4 3 3 1 

q75 A 283 48.1 17.2 9 6 5 1.5 

 B 278.5 49.5 17.5 9 6 5 2 

 C 282 39.4 14 7.6 5 4 2 

q95 A 628.03 110.01 39 20 13 9 4 

 B 620.1 109.1 38 19.5 12 9 4 

 C 625.1 88.2 29.5 16 10.5 7 3 

A = 𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 , Β = 𝜒 −  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 , C = 𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 
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Πίλαθαο 3.2. 𝑺𝑫𝑹𝑳 θαη Πνζνζηηαία ζεκεία ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ 

γηα θάησ ηάζεηο ζην 𝝈 κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟐𝟎𝟎. 

𝐴 = 𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅, 𝐵 = 𝜒 − 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅, 𝐶 = 𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 

 

  

Πίλαθαο 3.3. 𝑬𝑸𝑳,𝑹𝑨𝑹𝑳 θαη 𝑷𝑪𝑰 ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ. 

 
Άλσ κεηαηφπηζε ζην 𝜎  Κάησ κεηαηφπηζε ζην 𝜎 

Α Β C  A B C 

𝐸𝑄𝐿 28.50427 28.23217 25.31232  28.24351 28.06285 26.76816 

𝑅𝐴𝑅𝐿 1.22344 1.218127 1  1.159091 1.141963 1 

𝑃𝐶𝐼 1.126103 1.115353 1  1.055116 1.048367 1 

𝐴 = 𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅, 𝐵 = 𝜒 − 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅, 𝐶 = 𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 

Μεηαηφπηζε 1 0.9 0.8 0.7 0.6 

SDRL A 214.10 35.19 8.31 3.05 1.53 

 B 214.35 34.67 8.15 3.01 1.51 

 C 214.05 30.36 6.81 2.19 0.95 

q5 A 6.3 4.1 3 2 2 

 B 6 4 3 2 2 

 C 5 3 3 2 2 

q25 A 48 10.3 5 4 3 

 B 44 9 5 4 3 

 C 48 8 4 3 3 

q50 A 134 21 8 5 4 

 B 132 22 8 5 4 

 C 134 20 7 4 3 

q75 A 285 47 14 7 5 

 B 282 46 14 7 5 

 C 284 42 11 6 4 

q95 A 631 106 28 12 7 

 B 629 106 27 12 7 

 C 632 92 22 9 5 
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Οη ηηκέο αλαθνξάο (𝑘) θαη ηα ζεκεία ησλ ζρεηηθψλ δηαγξακκάησλ ηππνπνηνχληαη 

ψζηε λα είλαη αλεμάξηεηα απφ θάζε ηηκή ηνπ 𝜎0. ΢ην δηάγξακκα  𝑆 CUSUM, έρνπκε: 

 
𝐶𝑖

+ = max  0,  
𝑆𝑖
𝜎0
 − 𝑘1 + 𝐶𝑖−1

+  , (3.1.16) 

γηα ην άλσ δηάγξακκα, φπνπ  𝑘1 = 𝑐4  1 +  
𝜎1

𝜎0
    2 . Οκνίσο, ην άλσ δηάγξακκα ηνπ 

𝑅 CUSUM δίλεηαη απφ ην παξαθάησ: 

 
𝐶𝑖

+ = max  0,  
𝑅𝑖
𝜎0
 − 𝑘1 + 𝐶𝑖−1

+  , (3.1.17) 

φπνπ 𝑘1 = 𝑑2  1 +  
𝜎1

𝜎0
    2 . 

Σν κνλφπιεπξν δηάγξακκα 𝑅 CUSUM γηα ηελ αλίρλεπζε κηαο κείσζεο ζηελ 

ηππηθή απφθιηζε δίλεηαη σο: 

 
𝐶𝑖
− = max  0, 𝑘 −  

𝑅𝑖
𝜎0
 + 𝐶𝑖−1

−  , (3.1.18) 

ελψ ην κνλφπιεπξν δηάγξακκα 𝑆 CUSUM γηα ηελ αλίρλεπζε κείσζεο ζηελ ηππηθή 

απφθιηζε δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 
𝐶𝑖
− = max  0, 𝑘 −  

𝑆𝑖
𝜎0
 + 𝐶𝑖−1

−  . (3.1.19) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηα κέηξα πνπ ζπδεηήζεθαλ, ζπγθξίλνληαη ηα πξνηεηλφκελα 

δηαγξάκκαηα κε 50% πξνβάδηζκα κε ηα ήδε ππάξρνληα δηαγξάκκαηα, γηα ηελ 

αλίρλεπζε κεηαηνπίζεσλ ζηε δηαζπνξά. Σν κνλφπιεπξν δηάγξακκα CUSUM 

ζεσξείηαη φηη έρεη ηηκή ζηφρν γηα ην 𝐴𝑅𝐿 ην 200. Ζ κεηαηφπηζε ζηε δηαζπνξά 

ιακβάλεηαη ππφςε ζρεηηθά κε ηελ πνζνζηηαία κεηαηφπηζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε, 

ελψ ν κέζνο ζεσξείηαη ζηαζεξφο. Σα ππάξρνληα δηαγξάκκαηα πνπ ιακβάλνληαη 

ππφςε είλαη: ηα δηαγξάκκαηα 𝑅 θαη 𝑆 ηνπ Shewhart, ην δηάγξακκα 𝑆 Shewhart ηνπ 

Page (1963) κε πξνεηδνπνηεηηθέο γξακκέο, ην CUSUM γηα ην εχξνο 𝑅, ην CUSUM 

γηα ηελ ηππηθή απφθιηζε 𝑆, ην 𝐸𝑊𝑀𝐴 γηα ην 𝑙𝑛𝑆2 (cf. Crowder & Hamilton, 1992), 

ην CUSUM γηα ην 𝑙𝑛𝑆2 (cf. Chang & Gan, 1995), ην 𝑃𝜎  CUSUM, ην 𝜒 − CUSUM, 

𝐶𝑃 CUSUM ησλ Acosta – Mejia et al. (1999). 
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΢ηνλ Πίλαθα 3.4 (καδί κε ην ΢ρήκα 3.1) παξνπζηάδνληαη νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 απφ ηε 

ζχγθξηζε ησλ δηαγξακκάησλ γηα ηελ αλίρλεπζε αχμεζεο 20% ζηελ ηππηθή απφθιηζε, 

κε ππννκάδεο κεγέζνπο 5. Σα δηαγξάκκαηα είλαη δηαηεηαγκέλα θαηά αχμνπζα ζεηξά 

ησλ αληίζηνηρσλ απνδφζεψλ ηνπο. Σν δηάγξακκα 𝑆 Shewhart εληζρπκέλν κε 

βνεζεηηθέο γξακκέο απνδίδεη θαιχηεξα απφ ηα δηαγξάκκαηα 𝑅 θαη 𝑆 ηνπ Shewhart. 

Σν δηάγξακκα EWMA 𝑙𝑛𝑆2 έρεη θαιχηεξε απφδνζε απφ ηα δηαγξάκκαηα Shewhart 

ζηελ αλίρλεπζε κηαο αχμεζεο ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, αιιά ην 

δηάγξακκα CUSUM 𝑙𝑛𝑆2 ππεξηζρχεη. Όκσο, ηα δηαγξάκκαηα 𝑅 CUSUM, 𝜒 − 

CUSUM, 𝑃𝜎  CUSUM, 𝑆 CUSUM θαη 𝐶𝑃 CUSUM ππεξέρνπλ ηνπ CUSUM 𝑙𝑛𝑆2, 

αιιά απνδίδνπλ ρεηξφηεξα απφ ην 𝑃𝜎  CUSUM κε 𝐹𝐼𝑅, 𝜒 − CUSUM κε 𝐹𝐼𝑅 θαη 𝐶𝑃 

CUSUM κε 𝐹𝐼𝑅. 

 

Πίλαθαο 3.4. ΢ύγθξηζε ησλ 𝑨𝑹𝑳 ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ γηα ζεηηθέο 

κεηαηνπίζεηο ζηελ ηππηθή απόθιηζε. 

 
1
 Γηάγξακκα Shewhart κε θάησ πξνεηδνπνηεηηθά φξηα 𝑕1𝑟 θαη θάησ φξην δξάζεο 𝑕2𝑟  

 

Γηαγξάκκαηα δηαζπνξάο (𝑛 = 5) 
Πνζνζηηαία αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε 

0 10 20 30 40 50 100 

Shewhart 𝑅 (𝑈𝐶𝐿 = 4.88) 200.12 68.78 30.72 16.53 10.20 6.94 2.39 

Shewhart 𝑆 (𝑈𝐶𝐿 = 1.93) 200.09 65.08 28.22 15.12 9.22 6.23 2.43 

Shewhart
1
  𝑆 (𝑕1 = 1.53, 𝑕2 = 2.03) 200.00 58.88 24.57 13.02 8.09 5.69 2.21 

𝐸𝑊𝑀𝐴  𝑙𝑛𝑆2 (𝑘 = 1.06, 𝜆 = 0.05) 200.00 43.00 18.10 11.00 7.60 6.00 3.20 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀  𝑙𝑛𝑆2 (𝑘 = 0.068, 𝑕 = 2.66) 199.91 42.90 18.02 10.73 7.63 5.97 3.16 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 𝑅 (𝑘 = 2.56, 𝑕 = 4.88) 201.72 40.40 17.58 10.80 7.80 6.11 3.13 

𝜒  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 (𝑘 = 0.38, 𝑕 = 4.28) 200.69 41.01 17.15 10.20 7.21 5.66 2.90 

𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 (𝑘 = 0.38, 𝑕 = 4.28) 201.09 41.10 17.18 10.20 7.25 5.64 2.98 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 𝑆 (𝑘 = 1.034, 𝑕 = 1.90) 200.58 38.78 16.86 10.36 7.50 5.84 3.00 

𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 (𝑘 = 1.193, 𝑕 = 18.45) 200.75 34.61 14.13 8.40 5.91 4.58 2.20 

𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 0.38, 𝑕 = 4.403) 203.24 34.78 12.87 6.94 4.80 3.61 1.85 

𝜒  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 0.38, 𝑕 = 4.398) 198.26 34.64 12.58 6.91 4.75 3.60 1.83 

𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 1.193, 𝑕 = 18.95) 202.01 28.21 9.91 5.73 3.95 3.05 1.58 
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΢ηνλ Πίλαθα 3.5 (θαη ΢ρήκα 3.2) δίλνληαη νη απνδφζεηο 𝐴𝑅𝐿 ησλ δηαγξακκάησλ 

γηα ηελ αλίρλεπζε κείσζεο 20% ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, κε ζηαζεξφ 

𝐴𝑅𝐿 ζηα 200 θαη ππννκάδεο κεγέζνπο 5. 

Σν 𝑅 CUSUM έρεη έλα πιενλέθηεκα έλαληη ησλ 𝜒 − CUSUM θαη 𝑃𝜎  CUSUM 

ζηελ αλίρλεπζε κηαο κείσζεο ζην 𝜎 (αληίζεηα κε ηελ αλίρλεπζε αχμεζεο ζην 𝜎). Σα 

𝑃𝜎  CUSUM, 𝜒 − CUSUM, CUSUM 𝑅 θαη 𝑆 CUSUM είλαη ζπγθξίζηκα θαη 

παξνπζηάδνπλ θαιχηεξε απφδνζε απφ ηα δηαγξάκκαηα Shewhart, ην δηάγξακκα 

EWMA 𝑙𝑛𝑆2 θαη ην δηάγξακκα CUSUM 𝑙𝑛𝑆2, αιιά απνδίδνπλ ρεηξφηεξα ζε ζρέζε 

κε ηα 𝐶𝑃 CUSUM, 𝑃𝜎  CUSUM κε 𝐹𝐼𝑅, 𝜒 − 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 κε 𝐹𝐼𝑅 θαη 𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 κε 𝐹𝐼𝑅. 

΢πλεπψο, ηα γξαθήκαηα κε ηελ ηερληθή ηεο 𝐹𝐼𝑅 έρνπλ ηελ θαιχηεξα απφδνζε, κε ην 

𝐶𝑃 CUSUM κε 𝐹𝐼𝑅 λα παξνπζηάδεη ηελ θαιχηεξε ζπλνιηθή απφδνζε.  

 

΢ρήκα 3.1. Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 𝑨𝑹𝑳 ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ 

από ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 3.4 γηα αλνδηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο ηππηθήο 

απόθιηζεο. 
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Πίλαθαο 3.5. ΢ύγθξηζε ησλ 𝑨𝑹𝑳 ησλ πξνηεηλόκελσλ δηαγξακκάησλ γηα 

αξλεηηθέο κεηαηνπίζεηο ζηελ ηππηθή απόθιηζε. 

1
 Γηάγξακκα Shewhart κε θάησ πξνεηδνπνηεηηθά φξηα 𝑕1𝑟 θαη θάησ φξηα δξάζεο 𝑕2𝑟 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηαγξάκκαηα δηαζπνξάο (𝑛 = 5) 

Πνζνζηηαία κείσζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε 

0 10 20 30 40 

Shewhart 𝑅 (𝑈𝐶𝐿 = 0.55) 200.21 133.58 85.36 51.74 
29.42 

Shewhart 𝑆 (𝑈𝐶𝐿 = 0.23) 200.01 133.29 85.35 51.62 
29.24 

Shewhart
1
  𝑆 (𝑕1 = 0.47, 𝑕2 = 0.06) 200.00 101.23 49.44 23.55 

11.15 

𝐸𝑊𝑀𝐴  𝑙𝑛𝑆2 (𝑘 = 2.22, 𝜆 = 0.10) 201.03 50.02 20.67 11.87 
7.89 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀  𝑙𝑛𝑆2 (𝑘 = 0.43, 𝑕 = 5.49) 200.00 47.47 18.97 10.76 
7.15 

𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀(𝑘 = 0.23, 𝑕 = 5.76) 201.10 44.68 17.57 10.14 
6.93 

𝜒  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 (𝑘 = 0.23, 𝑕 = 5.75) 201.15 44.34 17.40 10.04 
6.91 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 𝑅 (𝑘 = 2.093, 𝑕 = 4.34) 200.90 45.24 17.39 9.97 
6.84 

𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 𝑆 (𝑘 = 0.846, 𝑕 = 1.70) 200.14 44.59 17.03 9.71 
6.69 

𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 (𝑘 = 0.793, 𝑕 = 11.66) 199.68 38.35 14.12 8.24 
5.98 

𝑃𝜎  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 0.23, 𝑕 = 6.085) 201.31 34.05 11.02 5.93 
3.94 

𝜒  𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 0.23, 𝑕 = 5.94) 200.32 33.85 10.77 5.87 
3.93 

𝐶𝑃 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 + 𝐹𝐼𝑅 (𝑘 = 0.793, 𝑕 = 11.99) 201.75 30.09 8.91 4.74 
3.37 
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΢χκθσλα κε ηα απνηειέζκαηα πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνπο Πίλαθεο 3.1 – 3.5 θαη 

ζηα ΢ρήκαηα 3.1 θαη 3.2 ζπλνςίδνληαη παξαθάησ ηα βαζηθά ζπκπεξάζκαηα: 

 

i. Γηα  𝜆 = 1, δελ παξαηεξείηαη ζεκαληηθή δηαθνξά αλάκεζα ζηα 𝐴𝑅𝐿 θαη 𝑆𝐷𝑅𝐿 

ησλ πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ (Πίλαθεο 3.1, 3.2, 3.4 θαη 3.5). 

ii. Γηα  𝜆 ≠ 1, ηα 𝐴𝑅𝐿 θαη 𝑆𝐷𝑅𝐿 ησλ πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ κεηψλνληαη 

ξαγδαία (Πίλαθεο 3.1, 3.2, 3.4 θαη 3.5). 

iii. Ζ ηερληθή 𝐹𝐼𝑅 δελ βειηηψλεη κνλάρα ηελ ηθαλφηεηα ησλ δηαγξακκάησλ γηα ηελ 

αλίρλεπζε κηαο εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζεο ζηελ αξρή ηεο δηεξγαζίαο, αιιά θαη 

ηελ ηθαλφηεηα λα αληρλεχνπλ θάζε κεηαηφπηζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο 

δηεξγαζίαο (Πίλαθεο 3.4, 3.5 θαη ΢ρήκαηα 3.1 θαη 3.2). 

iv.  Σα πνζνζηηαία ζεκεία δείρλνπλ φηη ε θαηαλνκή ηνπ κήθνπο ξνήο ησλ 

πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ παξνπζηάδεη ζεηηθή ινμφηεηα. (Πίλαθεο 3.1 θαη  

3.2). 

v. Σν 0.50 πνζνζηεκφξην (δηάκεζνο) ηνπ κήθνπο ξνήο είλαη κηθξφηεξν απφ ην 

ζηαζεξφ 𝐴𝑅𝐿0 ησλ 200, απηφ ζεκαίλεη φηη ππάξρεη 50% πηζαλφηεηα ηεο 

΢ρήκα 3.2. Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 𝑨𝑹𝑳 ησλ πξνηεηλόκελσλ 

δηαγξακκάησλ από ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 3.5 γηα θαζνδηθέο κεηαηνπίζεηο 

ηεο ηππηθήο απόθιηζεο. 
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δηακέζνπ λα δψζεη ςεπδή έλδεημε (false alarm) ζηα πξψηα 134 δείγκαηα 

(πεξίπνπ) ελψ ε ςεπδή έλδεημε  εκθαλίδεηαη θαηά κέζν φξν θάζε 200 δείγκαηα 

(Πίλαθεο 3.1 θαη 3.2). 

vi. Γεληθά, ηα κέηξα απφδνζεο ππνδεηθλχνπλ ζεκαληηθή αχμεζε ζηελ 

απνδνηηθφηεηα ησλ πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ. 

vii. Σν 𝐶𝑃 CUSUM κε ηελ ηερληθή 𝐹𝐼𝑅 είλαη ην πην απνδνηηθφ δηάγξακκα απφ ηα 

πξνηεηλφκελα ζηελ αλίρλεπζε κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ (αχμεζε ή κείσζε) ζηε 

δηαζπνξά κηαο δηεξγαζίαο. 

 

 

3.2 Δχξσζηα Γηαγξάκκαηα Διέγρνπ CUSUM γηα ηελ δηαζπνξά 
 

3.2.1 Δηζαγσγή 

 

Σα επξέσο γλσζηά δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ζρεδηάδνληαη ζπλήζσο ππφ ηηο ππνζέζεηο 

ηεο θαλνληθφηεηαο θαη ηα πεξηβάιινληα ρσξίο αθξαία ζεκεία (outlier free) ζην 

πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ πνπ καο ελδηαθέξεη. Ζ θαλνληθφηεηα είλαη θάηη 

πεξηζζφηεξν απφ ζεσξεηηθή ηηκή, θαη είλαη γεληθά δχζθνιν λα βξεζνχλ πξαθηηθέο 

θαηαζηάζεηο φπνπ ε ππφζεζε θαλνληθφηεηαο ηθαλνπνηείηαη εχθνια. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, ππάξρνπλ πνιιέο πξαθηηθέο θαηαζηάζεηο φπνπ ε κε-θαλνληθφηεηα 

είλαη πεξηζζφηεξν θνηλή. Με βάζε ηελ εκπεηξία, ζηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξγαζηψλ 

πεξηζηαζηαθά εκθαλίδνληαη αθξαία ζεκεία. ΢ε πεξίπησζε παξαβίαζεο ηεο ππφζεζεο 

ηεο θαλνληθφηεηαο θαη ηεο παξνπζίαο αθξαίσλ ζεκείσλ, απηά ηα θνηλψο 

ρξεζηκνπνηεκέλα δηαγξάκκαηα ράλνπλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα θαη ηθαλφηεηα 

απφδνζήο ηνπο θαη, σο εθ ηνχηνπ, ηπγράλνπλ ιηγφηεξεο πξαθηηθήο ρξήζεο. ΢ε γεληθέο 

γξακκέο, πξνηηκψληαη ηα εχξσζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ θαη είλαη πην ρξεζηηθά 

πξαθηηθά φηαλ ε δνκή ζρεδίαζεο δελ επεξεάδεηαη απφ ηελ παξαβίαζε ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ ηδεαηψλ παξαδνρψλ. 

Ζ επηινγή ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ εμαξηάηαη απφ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξέπεη λα ππνινγηζηνχλ ζηε δηεξγαζία θαη ηη είδνπο πνζφηεηα 

ηεο κεηαηφπηζεο πξέπεη λα θαζνξηζηεί. Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ θαηαηάζζνληαη ζε 

δπν θαηεγνξίεο, δειαδή ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ρσξίο κλήκε θαη ηα δηαγξάκκαηα 
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ειέγρνπ κλήκεο. Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ηχπνπ Shewhart ραξαθηεξίδνληαη σο 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ρσξίο κλήκε, θαη ην θχξην ειάηησκα ηνπο είλαη φηη είλαη 

ιηγφηεξν επαίζζεηα ζε κηθξέο θαη κέηξηεο κεηαηνπίζεηο ζηηο παξακέηξνπο (ζέζε θαη 

δηαζπνξά). Σα θνηλψο ρξεζηκνπνηεκέλα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κλήκεο, ζηελ 

βηβιηνγξαθία, πεξηιακβάλνπλ ηα ζσξεπηηθά αζξνηζηηθά δηαγξάκκαηα ειέγρνπ 

(CUSUM) (cf. Page, 1954) θαη ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κε θηλεηνχο κέζνπο θαη 

εθζεηηθά βάξε (EWMA) (cf. Roberts, 1959). Απηά ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κλήκεο 

ζρεδηάδνληαη έηζη ψζηε λα ρξεζηκνπνηνχλ ηηο πξνεγνχκελεο πιεξνθνξίεο καδί κε ηηο 

ηξέρνπζεο, γεγνλφο πνπ ηα θαζηζηά πνιχ επαίζζεηα ζε κηθξέο θαη κέηξηεο 

κεηαηνπίζεηο ησλ παξακέηξσλ ηεο δηεξγαζίαο. 

Σν ζχζηεκα δηαγξακκάησλ ειέγρνπ θαλνληθά εθαξκφδεηαη ζε δπν μερσξηζηά 

ζηάδηα: Φάζε Η (αλαδξνκηθή θάζε) θαη Φάζε ΗΗ (κειινληηθή / αλακελφκελε θάζε). 

΢ηε Φάζε Η, ην θιεηδί ηνπ πξνβιεκαηηζκνχ είλαη λα θαηαλνήζνπκε ηε δηεξγαζία θαη 

λα απνθηήζνπκε ζηαζεξφηεηα απηήο, δηαζθαιίδνληαο φηη ε δηεξγαζία ιεηηνπξγεί πξνο 

ηνλ επηδησθφκελν ζηφρν ππφ νξηζκέλεο θπζηθέο αηηίεο κεηαβιεηφηεηαο. Ζ Φάζε Η, 

επίζεο, πεξηιακβάλεη ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ θαζψο θαη ηνλ θαζνξηζκφ ή ηελ 

εθηίκεζε ησλ νξίσλ ειέγρνπ. ΢ηε Φάζε ΗΗ, ην δηάγξακκα ειέγρνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο δηεξγαζίαο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο παξαγσγήο ψζηε λα 

αληρλεπζνχλ αιιαγέο πνπ πξνθχπηνπλ ζηε δηεξγαζία έηζη ψζηε λα κπνξνχλ λα 

παξζνχλ γξήγνξα νη απαξαίηεηεο δηνξζσηηθέο ελέξγεηεο. Ζ Φάζε ΗΗ επηθεληξψλεηαη 

ζηελ απφδνζε ηνπ ειέγρνπ, δειαδή πφζν απνηειεζκαηηθφ είλαη ην δηάγξακκα ζηελ 

αλίρλεπζε αιιαγψλ. Οη Jensen et al. (2006) πξφηεηλαλ φηη απαηηνχληαη πεξηζζφηεξα 

δεδνκέλα ζηε Φάζε Η απ’ φζα ζπληζηψληαη ηππηθά γηα λα επηηεπρζεί κηα απφδνζε 

ζπγθξίζηκε κε ηηο γλσζηέο πεξηπηψζεηο παξακέηξσλ. ΢πγθεθξηκέλα, γηα ην 

δηάγξακκα CUSUM, ν αξηζκφο ησλ πξσηαξρηθψλ (preliminary) δεηγκάησλ ζα πξέπεη 

λα είλαη ζε θιίκαθεο εθαηνληάδσλ παξά δσδεθάδσλ φπσο ρξεζηκνπνηνχληαλ ζην 

δηάγξακκα Shewhart (cf. Hawkins & Olwell, 1998). Γηα παξάδεηγκα, ν Quesenberry 

(1993) ζπλέζηεζε φηη ηνπιάρηζηνλ 100 δείγκαηα κεγέζνπο 5 ζα έπξεπε λα 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε Φάζε Η γηα ην δηάγξακκα CUSUM. Απηφ ζπκβαίλεη επεηδή ην 

δηάγξακκα CUSUM είλαη επαίζζεην ζε κηθξέο κεηαηνπίζεηο θαη θάζε ηπραίν ζθάικα 

ζηελ εθηηκεκέλε παξάκεηξν ζα έρεη ηελ ηάζε λα πξνθαιέζεη εληφο θαη εθηφο ειέγρνπ 

απνθιίζεηο ζηελ απφδνζε. 
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Γηάθνξνη ζπγγξαθείο έρνπλ ζπλεηζθέξεη ζηελ εθαξκνγή εχξσζησλ εθηηκεηξηψλ 

γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο παξακέηξνπ δηαζπνξάο ηεο δηαδηθαζίαο. Οη Langenberg 

& Iglewicz (1986) πξφηεηλαλ ηνλ ζηαζκηζκέλν κέζν φξν ηνπ εχξνπο ησλ ππννκάδσλ 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δηαζπνξάο κηαο δηαδηθαζίαο. Σν ελδνηεηαξηεκνξηαθφ εχξνο 

(Interquartile range – IQR) πξνηάζεθε απφ ηνλ Rocke (1989) σο κηα εθηηκήηξηα. Ζ 

ηξνπνπνηεκέλε 𝑏2 Α- εθηηκήηξηα ζπζηήζεθε απφ ηνλ Tatum (1997). Οη DeMast & 

Roes (2004) ρξεζηκνπνίεζαλ κηα Α- εθηηκήηξηα γηα λα θαηαζθεπάζνπλ ηα φξηα 

ειέγρνπ γηα έλα κεκνλσκέλν δηάγξακκα ειέγρνπ. Ο Omar (2008) πξφηεηλε ηε ρξήζε 

ησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ ηνπ κέζνπ ησλ δηακέζσλ ησλ ππννκάδσλ. Οη Abbasi & 

Miller (2012) πξφηεηλαλ έλα εχξσζην δηάγξακκα EWMA Φάζεο ΗΗ βαζηζκέλν ζηε 

κέζε απφιπηε δηαζπνξά απφ ηε δηάκεζν θαη απνδείρηεθε φηη ην πξνηεηλφκελν 

δηάγξακκά ηνπο είλαη απνηειεζκαηηθφ θαη εχξσζην έλαληη ηεο παξαβίαζεο ηεο 

παξαδνρήο ηεο θαλνληθφηεηαο ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ζηε Φάζε Η δηαηίζεηαη έλα 

κεγάιν, θαζαξφ ζχλνιν δεδνκέλσλ. Γελ έιαβαλ ππφςε ηελ παξνπζία κνιχλζεσλ ζηε 

Φάζε ΗΗ. Οη Schoonhoven et al. (2011) κειέηεζαλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα θαη 

επξσζηία δηαθνξεηηθψλ εθηηκεηξηψλ δηαζπνξάο ζηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ δηαζπνξάο 

ηχπνπ Shewhart ζηε Φάζε Η θαη Φάζε ΗΗ ππφ ηελ θαλνληθφηεηα θαη πεξηπηψζεηο φπνπ 

είλαη παξνχζεο εηδηθέο αηηίεο.  

Σα CUSUM δηαγξάκκαηα ειέγρνπ έρνπλ ιάβεη κεγάιε πξνζνρή ζηε βηβιηνγξαθία 

ηνπ ειέγρνπ πνηφηεηαο εμαηηίαο ηεο απιφηεηαο θαη απνδνηηθφηεηαο ηνπο. Αξρηθά έρεη 

ρξεζηκνπνηεζεί σο έλα εξγαιείν γηα ηελ παξαθνινχζεζε ησλ επηπέδσλ ηνπ κέζνπ 

ηεο δηεξγαζίαο. Οη ζεσξεηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηνπ κέζνπ ηεο δηεξγαζίαο έρνπλ δηεξεπλεζεί δηεμνδηθά. Αληηζέησο, 

ην δηάγξακκα CUSUM σο εξγαιείν παξαθνινχζεζεο ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηεο 

δηεξγαζίαο έρεη ιάβεη ιηγφηεξε πξνζνρή θαη δηεξεχλεζε. Μεξηθέο δεκνζηεπκέλεο 

ηδηφηεηεο πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Page (1963), Chang & Gan (1995), Hawkins & 

Olwell (1998), Acosta – Mejia (1998), Acosta – Mejia et al. (1999) θαη Acosta – 

Mejia & Pignatiello (2000). Να ζεκεησζεί φηη ην αληίζηνηρν δηάγξακκα ειέγρνπ 

EWMA είλαη ην αληηθείκελν ελφο δηδαθηνξηθνχ ζέκαηνο ζην Παλεπηζηήκην ηνπ 

Άκζηεξληακ.  
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3.2.2 Πεξηγξαθή ησλ εθηηκεηξηψλ ηεο δηαζπνξάο ηεο δηαδηθαζίαο 

 

Τπνζέηνπκε φηη ην 𝜃 είλαη ε παξάκεηξνο δηαζπνξάο, ε νπνία πξέπεη λα 

παξαθνινπζεζεί κέζσ ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ, θαη ην 𝜃  είλαη ε εθηηκήηξηά ηνπ 

βαζηζκέλε ζε έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛. Τπάξρνπλ πνιιέο επηινγέο γηα ην 𝜃 . Ο David 

(1998) παξέρεη έλα ζχληνκν ηζηνξηθφ ησλ εθηηκεηξηψλ ηππηθήο απφθιηζεο. Οη 

παξαδνζηαθέο εθηηκήηξηεο είλαη ε νκαδνπνηεκέλε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 

(pooled sample), ε κέζε ηηκή ησλ δεηγκαηηθψλ ηππηθψλ απνθιίζεσλ θαη ε κέζε ηηκή 

ησλ δεηγκαηηθψλ εχξσλ. Οη Mahmoud et al. (2010) κειέηεζαλ ηηο ζρεηηθέο απνδφζεηο 

απηψλ ησλ εθηηκεηξηψλ γηα δηαθνξεηηθά κεγέζε δεηγκάησλ 𝑛 θαη πιήζνπο δεηγκάησλ 

𝑘. Οη Schoonhoven et al. (2011) έιαβαλ ππφςε δηαθνξεηηθέο εθηηκήηξηεο ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο ηνπ πιεζπζκνχ θαη παξείραλ κηα ζπλνιηθή αλάιπζε ζηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα θαη ρξήζε ηνπο ζε δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα δηαθνξεηηθέο 

θάζεηο.  

Καηά ηελ απφθηεζε ησλ εθηηκεηξηψλ ηεο παξακέηξνπ δηαζπνξάο ηνπ πιεζπζκνχ, 

ζα δνχκε πην ζθαηξηθά θάπνηεο απφ ηηο εθηηκήηξηεο πνπ ζπδεηήζεθαλ ζηνπο 

Schoonhoven et al. (2011) θαζψο θαη θάπνηεο άιιεο εχξσζηεο εθηηκήηξηεο πνπ δελ 

είλαη ζπλήζεηο ζηε βηβιηνγξαθία ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ. 

Ζ πξψηε εθηηκήηξηα ηεο δηαζπνξάο 𝜃 (ε νπνία ζα ρξεζηκνπνηεζεί επίζεο σο κηα 

εθηηκήηξηα αλαθνξάο ζηε ζπλέρεηα) είλαη ε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 𝑆, ε νπνία 

νξίδεηαη σο: 

 

𝑆 =  
1

𝑛 − 1
  𝑋𝑖 − 𝑋  

2

𝑛

𝑖=1

 

1/2

. (3.2.1) 

φπνπ ην  𝑋𝑖  αληηζηνηρεί ζηελ 𝑖 −νζηή παξαηήξεζε ελφο δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 θαη ην 

𝑋  αλαπαξηζηά ηελ αληίζηνηρε κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο. Ζ δεηγκαηηθή ηππηθή 

απφθιηζε 𝑆 είλαη ε πην απνηειεζκαηηθή εθηηκήηξηα ζε θαλνληθά θαηαλεκεκέλα 

πεξηβάιινληα, αιιά νη έξεπλεο έρνπλ δείμεη φηη επεξεάδεηαη πνιχ απφ ηελ παξνπζία 

αθξαίσλ ζεκείσλ θαη εηδηθψλ αηηηψλ. Σν ζεκείν δηαθνπήο (breakdown point) (ην 

πνζνζηφ ησλ απνκαθξπζκέλσλ παξαηεξήζεσλ πνπ κπνξεί λα αληηκεησπίζεη κηα 

εθηηκήηξηα) ηεο δεηγκαηηθήο ηππηθήο απφθιηζεο είλαη κεδέλ.  
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Ζ επφκελε εθηηκήηξηα βαζίδεηαη ζην δεηγκαηηθφ 𝐼𝑄𝑅 θαη νξίδεηαη σο  

𝐼𝑄𝑅 = 
𝑄3−𝑄1

1.34898
 , φπνπ ηα 𝑄3 θαη 𝑄1 είλαη ην ηξίην θαη πξψην ηεηαξηεκφξην ηνπ 

δείγκαηνο, αληίζηνηρα. Απφ ηνλ Riaz (2008) κπνξνχκε λα δνχκε δηαθνξεηηθέο 

ηδηφηεηεο ηνπ δεηγκαηηθνχ 𝐼𝑄𝑅 πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα. Σν 

δεηγκαηηθφ 𝐼𝑄𝑅 είλαη πην εχξσζην ζηηο παξεθθιίζεηο απφ ηελ θαλνληθφηεηα θαη ηα 

αθξαία ζεκεία απφ ηε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε. Σν ζεκείν δηαθνπήο ηνπ 𝐼𝑄𝑅 

είλαη 25%.  

Δπίζεο, ιακβάλεηαη ππφςε κηα εθηηκήηξηα πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ Gini (1912), ε 

νπνία είλαη γλσζηή σο κέζεο δηαθνξέο ηνπ Gini 𝐺 θαη νξίδεηαη σο εμήο: 

 

𝐺 =
4

𝑛 − 1
  

2𝑖 − 𝑛 − 1

2𝑛
 𝑋(𝑖)

𝑛

𝑖=1

, (3.2.2) 

φπνπ ην 𝑋(𝑖) είλαη ε 𝑖 −νζηή δηαηεηαγκέλε παξαηήξεζε ηνπ δείγκαηνο. Ζ εθηηκήηξηα 

ηνπ Gini είλαη εμαηξεηηθά απνηειεζκαηηθή θαη πην εχξσζηε ζηα αθξαία ζεκεία απφ 

ηηο εθηηκήηξηεο πνπ βαζίδνληαη ζην εχξνο θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε.  

Γπν παξφκνηεο εθηηκήηξηεο πνπ νλνκάδνληαη: εθηηκήηξηα ηνπ Downton πνπ δίλεηαη 

απφ ηε ζρέζε: 

 

𝐷 =
2 𝜋

𝑛 𝑛 − 1 
  𝑖 −

𝑛 + 1

2
 𝑋 𝑖 

𝑛

𝑖=1

 (3.2.3) 

θαη ε εθηηκήηξηα πνπ βαζίδεηαη ζε πηζαλνηηθά – ζηαζκηζκέλεο ξνπέο: 

 

𝑆𝑝𝑤 =
 𝜋

𝑛2
  2𝑖 − 𝑛 − 1 𝑋 𝑖 

𝑛

𝑖=1

, (3.2.4) 

πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη απφ ηνπο Khoo (2004) θαη Muhammad & Riaz (2006), 

αληίζηνηρα, κε ηε δνκή ειέγρνπ ησλ δηαγξακκάησλ ηνπ Shewhart. Οη ηδηφηεηεο απηψλ 

ησλ εθηηκεηξηψλ θαίλνληαη παξφκνηεο κε ηελ εθηηκήηξηα ηνπ Gini επεηδή νη ηξεηο 

εθηηκήηξηεο είλαη αλάινγεο κεηαμχ ηνπο.  
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Δπίζεο ιακβάλνπκε ππφςε κηα εχξσζηε εθηηκήηξηα πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Hampel (1974). Ζ εχξσζηε εθηηκήηξηά ηνπ βαζίδεηαη ζηε δηάκεζν ησλ απνιχησλ 

απνθιίζεσλ απφ ηε δηάκεζν πνπ νξίδεηαη σο: 

 𝑀𝐴𝐷𝑀 = 1.4826 ∗ 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑋𝑖 − 𝑋  , (3.2.5) 

φπνπ ην  𝑋  είλαη ε δεηγκαηηθή δηάκεζνο. Απηή ε εθηηκήηξηα είλαη πνιχ εχξσζηε πξνο 

ηα αθξαία ζεκεία, αιιά ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ππφ ηελ θαλνληθφηεηα είλαη πνιχ 

ρακειή (δειαδή κφιηο 37%).  

Τπάξρνπλ κεξηθέο αθφκα εθηηκήηξηεο πνπ βαζίδνληαη ζηηο απφιπηεο απνθιίζεηο, 

πνπ είλαη, ε κέζε ηηκή ησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ απφ ηε κέζε ηηκή  

 𝑀𝐷 =
   𝑋𝑖−𝑋   
𝑛
𝑖=1  𝑛 

1.2533
 , ε δηάκεζνο ησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ απφ ηε κέζε ηηκή 

 𝑀𝐴𝐷 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑋𝑖 − 𝑋   , θαη ε κέζε ηηκή ησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ απφ ηε 

δηάκεζν  𝐴𝐴𝐷𝑀 =   𝑋𝑖 − 𝑋    𝑛 𝑛
𝑖=1  . Οη Wu et al. (2002) απέδεημαλ φηη ε 

εθηηκήηξηα 𝑀𝐴𝐷𝑀 απνδίδεη θαιχηεξα, ζπγθξηλφκελε κε ηηο άιιεο ηξεηο εθηηκήηξηεο 

ζηε βάζε ησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ, ζηελ πεξίπησζε ησλ λνζεπκέλσλ 

(contaminated) πεξηβαιιφλησλ. Σν ζεκείν δηαθνπήο ηεο εθηηκήηξηαο 𝑀𝐴𝐷𝑀 είλαη 

ζην 50%. Ζ επαηζζεζία κηθηνχ ζθάικαηνο (gross error sensitivity) (ην νπνίν κεηξάεη 

ηε ρεηξφηεξε επηξξνή ζηελ ηηκή ηεο εθηηκήηξηαο πνπ κπνξεί λα έρεη κηα κηθξή 

πνζφηεηα λφζεπζεο ζηαζεξνχ κεγέζνπο) ηεο 𝑀𝐴𝐷𝑀 είλαη ίζν κε 1.167, ην νπνίν 

είλαη ε κηθξφηεξε ηηκή πνπ κπνξεί λα απνθηεζεί γηα θάζε εθηηκήηξηα θιίκαθαο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο.  

Οη Rousseeuw & Croux (1993) πξφηεηλαλ δηαθνξεηηθέο εχξσζηεο εθηηκήηξηεο ηεο 

παξακέηξνπ δηαζπνξάο 𝜃 ηνπ πιεζπζκνχ, νη νπνίεο είλαη εμαηξεηηθά εχξσζηεο 

ελάληηα ζηα αθξαία ζεκεία θαη νη απνδφζεηο ηνπο ππφ ηελ θαλνληθφηεηα είλαη 

πςειφηεξεο ζπγθξηλφκελεο κε ηελ εθηηκήηξηα πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ Hampel 

(1974). Μηα απφ ηηο εθηηκήηξηεο ησλ Rousseeuw & Croux (1993) νξίδεηαη σο: 

 𝑇𝑛 = 1.38 ∗
1

𝑕
  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑋𝑖 − 𝑋𝑙 ; 𝑖 ≠ 𝑙 (𝑘)

𝑕

𝑘=1

. (3.2.6) 
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Ζ παξαπάλσ ζρέζε νξίδεηαη σο εμήο: γηα θάζε 𝑖, ππνινγίδνπκε ηε δηάκεζφ ηνπ 

 𝑋𝑖 − 𝑋𝑙 , 𝑙 = 1,2, . . , 𝑛. Απηφ απνδίδεη 𝑛 ηηκέο, ν κέζνο φξνο ησλ πξψησλ 𝑕 

δηαηεηαγκέλσλ ζηαηηζηηθψλ δίλεη ηελ ηειηθή εθηίκεζε ηεο 𝑇𝑛 , φπνπ ην 𝑕 =  
𝑛

2
 + 1, ε 

νπνία είλαη πεξίπνπ ην κηζφ ηνπ αξηζκνχ ησλ παξαηεξήζεσλ (ην ζχκβνιν  ∙  

αλαπαξηζηά ην αθέξαην κέξνο ελφο θιάζκαηνο). Οη Rousseeuw & Croux (1993), 

πξφηεηλαλ επίζεο δπν άιιεο εχξσζηεο εθηηκήηξηεο (παξφκνηεο ηεο 𝑇𝑛 ), πνπ είλαη: 

 𝑆𝑛 = 1.1926 ∗ 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑖 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑙  𝑋𝑖 − 𝑋𝑙 ;  𝑖 ≠ 𝑙  (3.2.7) 

θαη 

 𝑄𝑛 = 2.2219 ∗   𝑋𝑖 − 𝑋𝑙 ; 𝑖 < 𝑙 (𝑝), (3.2.8) 

κε  𝑝 =
𝑕!

2! 𝑕−2 !
. Σν ζεκείν δηαθνπήο ηεο εθηηκήηξηαο 𝑇𝑛  είλαη ην 50%. Ζ 𝑇𝑛  είλαη 

πνιχ εχξσζηε ελάληηα ζηα αθξαία ζεκεία, θαη ε απνηειεζκαηηθφηεηά ηεο ππφ ηελ 

θαλνληθφηεηα είλαη 52%. Ζ επαηζζεζία κηθηνχ ζθάικαηνο ηεο 𝑇𝑛  είλαη 1.4688. Ο 

ιφγνο επηινγήο ηεο 𝑇𝑛  είλαη ε ρακειή επαηζζεζία κηθηνχ ζθάικαηφο ηεο ζε ζχγθξηζε 

κε ηηο 𝑆𝑛  θαη 𝑄𝑛 . 

Τπνινγίδεηαη επίζεο κηα εθηηκήηξηα ηεο παξακέηξνπ δηαζπνξάο ηνπ πιεζπζκνχ 

πνπ αλαθέξζεθε απφ ηνπο Shamos (1976) θαη Bickel & Lehmann (1979). Ζ 

εθηηκήηξηα απηή απνθηάηαη κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ θαηά δεχγε κέζσλ φξσλ απφ 

ηηο θαηά δεχγε απνζηάζεηο θαη νξίδεηαη σο: 

 𝐵𝑛 = 1.0483 ∗ 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛  𝑋𝑖 − 𝑋𝑙 ; 𝑖 < 𝑙 . (3.2.9) 

Απηή ε εχξσζηε εθηηκήηξηα έρεη απφδνζε 86% ππφ ηελ θαλνληθφηεηα, αιιά είλαη 

ιηγφηεξν εχξσζηε ζε ζχγθξηζε κε ηηο εθηηκήηξηεο πνπ πξνηάζεθαλ απφ ηνπο 

Rousseeuw & Croux (1993) θαη ην ζεκείν δηαθνπήο ηεο είλαη κφιηο 29%.  

Ζ ηειεπηαία εθηηκήηξηα πνπ κειεηάκε βαζίδεηαη ζηηο δηαηεηαγκέλεο ζηαηηζηηθέο 

ζπλαξηήζεηο νξηζκέλσλ ππνθαηεγνξηψλ πνπ πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Croux & 

Rousseeuw (1992) έρνληαο ζεκείν δηαθνπήο ζην 50% θαη νξίδεηαη σο: 
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 𝑆𝑟 = 1.4826 ∗  𝑋 𝑖+ 0.25𝑛 +1 − 𝑋 𝑖    𝑛
2
 − 0.25𝑛  

. (3.2.10) 

Ζ 𝑆𝑟  είλαη κηα πνιχ εχξσζηε εθηηκήηξηα ζηελ παξνπζία αθξαίσλ ζεκείσλ, θαη 

ζηνπο Croux & Rousseeuw (1992) κπνξνχλ λα βξεζνχλ δηάθνξα ραξαθηεξηζηηθά ηεο. 

Ζ απφδνζε ηεο ππφ ηελ θαλνληθφηεηα είλαη κφιηο 37%, φκσο είλαη πεξηζζφηεξν 

απνηειεζκαηηθή απφ ηε 𝑀𝐴𝐷𝑀 γηα κηθξά δείγκαηα.  

΢ηνπο Rousseeuw & Croux (1993), David (1998), Mahmoud et al. (2010), 

Schoonhoven et al. (2011) θαη Abbasi & Miller (2012) βιέπνπκε πεξαηηέξσ 

πεξηγξαθή θαη δηαθνξεηηθέο ηδηφηεηεο (π.ρ. απφδνζε θαη επξσζηία) απηψλ ησλ 

εθηηκεηξηψλ.  

Αλακέλεηαη φηη νξηζκέλεο εχξσζηεο εθηηκήηξηεο απνδίδνπλ θαιά ζε έλα κε 

λνζεπκέλν (uncontaminated) πεξηβάιινλ φπσο θαη ζηελ παξνπζία αθξαίσλ ζεκείσλ 

θαη ππφ πεξηβάιινληα εηδηθψλ αηηηψλ φπσο ν ζηφρνο ηέηνησλ εχξσζησλ εθηηκεηξηψλ 

είλαη λα ππνινγηζηεί ε παξάκεηξνο δηαζπνξάο ηνπ πιεζπζκνχ απνηειεζκαηηθά θαη λα 

παξάζρεη αλνρή έλαληη αθξαίσλ ζεκείσλ θαη πεξηβαιιφλησλ εηδηθψλ αηηηψλ.  

 

3.2.2.1 Αποηελεζμαηικόηηηα ηων  εκηιμηηριών 

 

Γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο θαζψο θαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αθξίβεηαο ησλ 

εθηηκεηξηψλ δηαζπνξάο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε απηή ηελ παξάγξαθν, 

ππνινγίδνληαη νη θαλνληθνπνηεκέλεο δηαζπνξέο (SV- Standardized Variances) ησλ 

εθηηκεηξηψλ φπσο πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Rousseeuw & Croux (1993) θαη νη ζρεηηθέο 

απνδφζεηο ησλ εθηηκεηξηψλ φπσο ρξεζηκνπνίεζαλ νη Abbasi & Miller (2012). Ζ 

θαλνληθνπνηεκέλε δηαζπνξά ηεο εθηηκήηξηαο 𝜃 , ππνινγίδεηαη σο: 

 𝑆𝑉𝜃 =
𝑛𝑉𝐴𝑅 𝜃  

 𝐸 𝜃   
2 . (3.2.11) 

Ο παξνλνκαζηήο ηεο 𝑆𝑉𝜃  ρξεηάδεηαη γηα λα απνθηεζεί έλα θπζηθφ κέηξν αθξίβεηαο 

ηεο εθηηκήηξηαο ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο (cf. Bickel & Lehmann, 1976). Ζ ζρεηηθή 

απφδνζε (RE- Relative Efficiency) ηεο εθηηκήηξηαο ππνινγίδεηαη σο εμήο: 
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 𝑅𝐸𝜃 =
min 𝑆𝑉𝜃  

𝑆𝑉𝜃 
 × 100, (3.2.12) 

φπνπ ην min 𝑆𝑉𝜃   αλαπαξηζηά ηελ ειάρηζηε θαλνληθνπνηεκέλε δηαζπνξά, απφ φιεο 

ηηο επηινγέο ησλ εθηηκεηξηψλ 𝜃 . 

Οη 𝑆𝑉 θαη 𝑅𝐸 ππνινγίδνληαη παξάγνληαο 105 δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 = 4, 5 και 9 

θάησ απφ ηα αθφινπζα πεξηβάιινληα: κε λνζεπκέλε θαλνληθή θαηαλνκή, λνζεπκέλε 

θαλνληθή, Γάκκα, t ηνπ Student θαη ινγηζηηθή θαηαλνκή. Ζ πεξηγξαθή απηψλ ησλ 

θαηαλνκψλ δίλεηαη παξαθάησ. Οη ηηκέο ησλ 𝑆𝑉 δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.6 θαη νη ηηκέο 

ησλ 𝑅𝐸 ζηνλ Πίλαθα 3.7.  

  

Πίλαθαο 3.6. 𝑺𝑽 ησλ εθηηκεηξηώλ δηαζπνξάο ππό δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα. 

Πεξηβάιινληα Μέγεζνο Δθηηκήηξηεο 

𝐺 𝐼𝑄𝑅 𝑆 𝑀𝐴𝐷𝑀 𝐵𝑛  𝑇𝑛  𝑆𝑟  

N(0,1) 4 0.7231 0.7247 0.7141 1.3067 0.7732 1.2800 1.3030 

5 0.6700 0.7029 0.6642 1.7130 0.8941 1.0230 1.6475 

9 0.5911 0.9228 0.5787 1.5335 0.7372 1.0663 1.3495 

1%CNormal 4 0.8123 0.8233 0.8217 1.3334 0.8639 1.3095 1.3360 

5 0.7772 0.7872 0.7913 1.7375 0.9431 1.0597 1.6753 

9 0.6898 0.9278 0.7718 1.6441 0.8947 1.1094 1.3475 

5%CNormal 4 1.1095 1.0929 1.1693 1.4798 1.1296 1.4224 1.4248 

5 1.0514 1.0152 1.1706 1.9132 1.0842 1.2502 1.7875 

9 0.9937 1.2628 1.3316 1.9575 0.8904 1.3425 1.7704 

10%CNormal 4 1.3050 1.2076 1.4117 1.6253 1.2877 1.5873 1.6231 

5 1.2618 1.1881 1.3916 2.0849 1.2542 1.4259 2.0734 

9 1.1908 1.4627 1.8695 2.2486 1.3396 1.6735 2.0230 

G(1,1) 4 1.5687 1.5609 1.6780 2.2637 1.6059 2.3068 2.2586 

5 1.5039 1.4757 1.6704 2.6112 1.8681 1.8466 2.5361 

9 1.4141 1.7209 1.7095 2.3798 1.6196 1.9879 2.2464 

𝛵4 4 1.3584 1.3524 1.4544 1.6027 1.3685 1.5782 1.6075 

5 1.2865 1.1210 1.4407 2.0250 1.2694 1.3167 1.9643 

9 1.2497 1.2111 1.6094 1.7984 1.1010 1.3291 1.6309 

Logistic(0,1) 4 0.8960 0.8960 0.9040 1.4356 0.9102 1.3847 1.4320 

5 0.8621 0.8649 0.8728 1.8771 1.0402 1.1574 1.8221 

9 0.7764 1.0525 0.8137 1.6792 0.9040 1.1990 1.4974 

 

΢ηνλ Πίλαθα 3.6, γηα παξάδεηγκα, ππφ ηελ κε λνζεπκέλε θαλνληθή θαηαλνκή ε 

εθηηκήηξηα δηαζπνξάο 𝑆 έρεη ηε ρακειφηεξε 𝑆𝑉 φπσο αλακελφηαλ θαη ε 𝑀𝐴𝐷𝑀 έρεη 
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ηελ πςειφηεξε. Ζ απφδνζε ησλ ππνινίπσλ εθηηκεηξηψλ είλαη αλάκεζα ζηηο ηηκέο 

απηψλ ησλ δχν (𝑆 θαη 𝑀𝐴𝐷𝑀). Τπφ ηα 5% θαη 10% ζπκκεηξηθήο δηαζπνξάο 

λνζεπκέλα θαλνληθά κνληέια, ε 𝐵𝑛  έρεη ηε ρακειφηεξε 𝑆𝑉 θαη γηα κηθξή 1% 

λφζεπζε, ε 𝐺 ιακβάλεη ηε ρακειφηεξε 𝑆𝑉. Γηα ηα πεξηζζφηεξα κε θαλνληθά 

πεξηβάιινληα, νη 𝐺 θαη 𝐼𝑄𝑅 είλαη πην απνηειεζκαηηθέο εθηηκήηξηεο ζε ζχγθξηζε κε 

άιιεο εθηηκήηξηεο. Ζ εθηηκήηξηα δηαζπνξάο 𝑆 επεξεάδεηαη εμαηξεηηθά απφ λνζεχζεηο 

θαη κε-θαλνληθά πεξηβάιινληα. 

  

Πίλαθαο 3.7. 𝑹𝑬 ησλ εθηηκεηξηώλ δηαζπνξάο ππό δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα. 

Πεξηβάιινληα Μέγεζνο 
Δθηηκήηξηεο 

G IQR S MADM 𝐵𝑛  𝑇𝑛  𝑆𝑟  

N(0,1) 4 98.7554 98.5373 100.0000 54.6491 92.3564 55.7891 54.8043 

5 99.1343 94.4942 100.0000 38.7741 74.2870 64.9267 40.3156 

9 97.9022 62.7113 100.0000 37.7372 78.4997 54.2718 42.8825 

1%CNormal 4 100.0000 98.6639 98.8560 60.9195 94.0271 62.0313 60.8009 

5 100.0000 98.7297 98.2181 44.7309 82.4091 73.3415 46.3917 

9 100.0000 74.3479 89.3755 41.9561 77.0985 62.1778 51.1911 

5%CNormal 4 98.5038 100.0000 93.4662 73.8546 96.7511 76.8349 76.7055 

5 96.5570 100.0000 86.7248 53.0629 93.6359 81.2030 56.7944 

9 89.6045 70.5100 66.8669 45.4866 100.0000 66.3240 50.2937 

10%CNormal 4 92.5364 100.0000 85.5423 74.3001 93.7796 76.0789 74.4008 

5 94.1591 100.0000 85.3765 56.9859 94.7297 83.3228 57.3020 

9 100.0000 81.4111 63.6962 52.9574 88.8922 71.1563 58.8631 

G(1,1) 4 99.5028 100.0000 93.0215 68.9535 97.1978 67.6652 69.1092 

5 98.1249 100.0000 88.3441 56.5142 78.9947 79.9144 58.1878 

9 100.0000 82.1721 82.7201 59.4210 87.3117 71.1354 62.9496 

𝑇4 4 99.5583 100.0000 92.9868 84.3826 98.8235 85.6926 84.1306 

5 87.1356 100.0000 77.8094 55.3580 88.3094 85.1371 57.0687 

9 88.1011 90.9091 68.4106 61.2211 100.0000 82.8380 67.5087 

Logistic(0,1) 4 100.0000 100.0000 99.1150 62.4129 98.4399 64.7072 62.5698 

5 100.0000 99.6763 98.7741 45.9272 82.8783 74.4859 47.3135 

9 100.0000 73.7672 95.4160 46.2363 85.8850 64.7540 51.8499 
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3.2.3 Σα πξνηεηλφκελα δηαγξάκκαηα CUSUM γηα ηελ δηαζπνξά 

 

Γηα ηηο δηαδηθαζίεο ζρεηηθά κε ην δηάγξακκα CUSUM, ππνζέηνπκε φηη ζέινπκε λα 

αληρλεχζνπκε κηα αχμεζε ζηελ παξάκεηξν δηαζπνξάο 𝜃 ηεο δηεξγαζίαο.  Έζησ φηη ην 

𝜃  είλαη ε εθηηκήηξηα ηεο παξακέηξνπ δηαζπνξάο 𝜃, πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο, 

απφ έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑛, ην νπνίν ιακβάλεηαη απφ κηα ζπλερή γξακκή 

παξαγσγήο ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα. Ο θαλφλαο γηα ηα δηαγξάκκαηα 

𝜃 −CUSUM είλαη ν αθφινπζνο: 

 𝑍𝑡 = max 0,  𝜃 − 𝐾𝜃  + 𝑍𝑡−1 ,    𝑡 = 1, 2, 3, … (3.2.13) 

φπνπ 𝑍0 = 0 ζχκθσλα κε ηνπο Tuprah & Ncube (1987) θαη ην 𝐾𝜃  είλαη ε ηηκή 

αλαθνξάο γηα ην δηάγξακκα. Έπεηηα, ζρεδηάδνληαη ηα 𝑍𝑡  σο  πξνο ηνλ αξηζκφ 𝑡 ηνπ 

δείγκαηνο. Αλ  𝑍𝑡 > 𝐻𝜃  (φπνπ ην 𝐻𝜃  είλαη ην δηάζηεκα απφθαζεο) γηα θάζε ηηκή ηνπ 

𝑡, ε δηαδηθαζία θξίλεηαη φηη είλαη εθηφο ειέγρνπ θαη ζπκπεξαίλεηαη φηη ε δηαζπνξά 

ηεο δηαδηθαζίαο έρεη απμεζεί. Ο αξηζκφο ηνπ δείγκαηνο ζηνλ νπνίν ην 𝑍𝑡 > 𝐻𝜃  είλαη 

ην κήθνο ξνήο ηεο δηαδηθαζίαο, θαη ην 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο είλαη ην κέζν κήθνο 

ξνήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο.  

Οη ηηκέο ηνπ 𝐾𝜃  επηιέγνληαη κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα αληρλεχεηαη γξήγνξα κηα 

κεηαηφπηζε ζηελ παξάκεηξν δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο. Οη ηηκέο ηνπ 𝐻𝜃  επηιέγνληαη 

γηα κηα ζηαζεξή ηηκή ηνπ 𝐴𝑅𝐿 καδί κε ην 𝐾𝜃 , φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ 

θάησ απφ φια ηα πεξηβάιινληα πνπ ειήθζεζαλ ππφςε ζε απηή ηελ έξεπλα θαη 

αλακέλεηαη ην 𝐴𝑅𝐿 λα είλαη κηθξφ φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ. Ζ ηηκή 

αλαθνξάο  𝐾𝜃  ζα βαζίδεηαη ζηνπο Ewan & Kemp (1960), Page (1963) θαη Tuprah & 

Ncube (1987), επνκέλσο ε ηηκή ηνπ 𝐾𝜃  ιακβάλεηαη λα είλαη ε κηζή ησλ 

αλακελφκελσλ ηηκψλ ηνπ 𝜃 , δεδνκέλνπ ηνπ 𝜃0 = 1 θαη ησλ αλακελφκελσλ ηηκψλ ηνπ 

𝜃  δεδνκέλνπ ηνπ 𝜃1 = 1.4, φπνπ ην 𝜃0 είλαη ε ηηκή ζηφρνο θαη ην 𝜃1 είλαη ε ηηκή ηεο 

δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο πνπ ρξεηάδεηαη λα αληρλεπζεί γξήγνξα. ΢ηνλ Page (1963), 

παξέρνληαη νη ηηκέο αλαθνξάο ψζηε λα παξαηεξεζεί γξήγνξα κηα κεηαηφπηζε (φπνπ 

απφ 𝜃1 = 1.40 έσο 𝜃1 = 2.23) ζηε δηαζπνξά ηεο δηεξγαζίαο ρξεζηκνπνηψληαο ην 

δεηγκαηηθφ εχξνο. Καηά ζπλέπεηα, 𝛫𝜃 =   𝛦 𝜃  𝜃0 +  𝛦 𝜃  𝜃1      2 .  
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Καζψο είλαη δχζθνιν λα βξεζνχλ νη αλαιπηηθέο ηηκέο ηνπ 𝛦 𝜃  ∙ , ρξεζηκνπνηείηαη 

πξνζνκνίσζε θαη έηζη παξάγνληαη 50,000 ηπραία δείγκαηα απφ ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή κε κέζε ηηκή (𝜃0 = 1 αληίζηνηρα 𝜃1 = 1.40) θαη δηαζπνξά ίζε κε 1 θαη 

ππνινγίδεηαη ε αλακελφκελε ηηκή. ΢ηνλ Πίλαθα 3.8 δίλνληαη νη ηηκέο ηνπ 𝐾𝜃  γηα 

δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 = 5 θαη 𝑛 = 9 γηα ηελ αλίρλεπζε κεηαηφπηζεο κεγέζνπο 

𝜃1 = 1.4. 

  

Πίλαθαο 3.8. Σηκέο ηνπ 𝑲𝜽   γηα ηα 𝜽 - CUSUM ππό ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 

 

Γηα ηηο ηηκέο ηνπ 𝐻𝜃  ππφ δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα (θαλνληθά θαη κε-θαλνληθά), 

έρνπκε βξεη ηηο ηηκέο ηνπ 𝐻𝜃  παξάγνληαο ηπραία δείγκαηα απφ ηα αλαθεξζέληα 

πεξηβάιινληα ρσξηζηά θαη έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν έσο 

φηνπ ιεθζεί ε ηηκή ηνπ 𝐻𝜃  ζε θάζε πεξίπησζε πνπ θαζνξίδεη έλα πξνβιεπφκελν 𝐴𝑅𝐿 

καδί κε ηελ ηηκή αλαθνξάο 𝛫𝜃 . ΢ηνλ Πίλαθα 3.9 δίλνληαη νη ηηκέο ηνπ 𝐻𝜃  κε  

𝐴𝑅𝐿0 = 500. Με παξφκνην ηξφπν, γηα άιιεο ηηκέο ηνπ 𝐴𝑅𝐿0 κπνξνχλ λα βξεζνχλ 

ελαιιαθηηθέο ηηκέο ηνπ 𝐻𝜃 .  

 

Πίλαθαο 3.9. Σηκέο ηνπ 𝑯𝜽  γηα ηα 𝜽 - CUSUM ππό δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα. 

𝑛 
Δθηηκήηξηεο 

𝑆 𝐼𝑄𝑅 𝐺 𝑀𝐴𝐷𝑀 𝐵𝑛  𝑇𝑛  𝑆𝑟  

5 1.134 1.473 1.354 0.982 1.321 1.354 1.151 

9 1.161 1.340 1.352 1.091 1.264 1.252 1.203 

Δθηηκήηξηεο 𝑁 0,1  𝐺(1,1) 𝑇4 𝐿𝑜𝑔𝑖𝑠(0,1) 

𝑛 = 5 𝑛 = 9 𝑛 = 5 𝑛 = 5 𝑛 = 5 

𝑆 1.531 0.816 2.954 3.120 1.971 

𝐼𝑄𝑅 2.203 1.478 2.900 3.060 2.412 

𝐺 1.910 0.973 2.812 3.195 2.294 

𝑀𝐴𝐷𝑀 3.310 1.951 1.959 2.240 2.888 

𝐵𝑛  2.460 1.161 2.623 2.312 2.433 

𝑇𝑛  2.877 1.570 2.250 2.220 2.620 

𝑆𝑟  3.641 1.860 2.000 2.596 3.309 
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Οη ηηκέο ησλ 𝛫𝜃  θαη 𝐻𝜃  έρνπλ επηιεγεί πξνζεθηηθά επεηδή ε απφδνζε ηνπ 𝐴𝑅𝐿  

ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM είλαη επαίζζεηε ζ’ απηέο ηηο ηηκέο.  

 

 

3.2.4 Δθηίκεζε ηεο απφδνζεο ησλ δηαγξακκάησλ 𝜃 - CUSUM 

 

Γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο απφδνζεο ησλ πξνηεηλφκελσλ δηαγξακκάησλ 𝜃  –CUSUM, 

ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ κέηξν απφδνζεο ην 𝐴𝑅𝐿. Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ 𝐴𝑅𝐿 ζε 

εληφο θαη εθηφο ειέγρνπ δηεξγαζίεο, ρξεζηκνπνηνχκε πξνζνκνίσζε Monte Carlo. 

Παξαθάησ δίλνληαη νη ιεπηνκέξεηεο ηεο πξνζνκνίσζεο:  

Γεκηνπξγήζακε 105 ηπραία δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 απφ ηα αξρηθά (parent) 

πεξηβάιινληα (δειαδή, θαλνληθήο, λνζεπκέλεο θαλνληθήο θαη κε-θαλνληθήο 

θαηαλνκήο) θαη ππνινγίζακε ηε ζηαηηζηηθή δηαζπνξά πνπ καο ελδηαθέξεη (δειαδή, 

𝑆, 𝐼𝑄𝑅, 𝐺, 𝑀𝐴𝐷𝑀, 𝐵𝑛  , 𝑇𝑛   ή  𝑆𝑟). Σα αληίζηνηρα φξηα ειέγρνπ ηνπ δηαγξάκκαηνο 

δηακνξθψλνληαη ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο Πίλαθεο 3.8 θαη 3.9. Έπεηηα, ζεκεηψλεηαη ν 

αξηζκφο ηνπ δείγκαηνο ζηνλ νπνίν ην δηάγξακκα ηνπ ζηαηηζηηθνχ 𝑍𝑡  πέθηεη εθηφο ησλ 

νξίσλ ειέγρνπ. Απηφο ν αξηζκφο ηνπ δείγκαηνο ιέγεηαη μήκος ροής (Run Length, RL) 

θαη είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία 104 θνξέο γηα 

λα βξεζεί ε θαηαλνκή ησλ κεθψλ ξνήο. Ζ κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ξνήο 

αλαπαξίζηαηαη κε ην 𝐴𝑅𝐿 θαη ε ηππηθή απφθιηζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ξνήο 

ζπκβνιίδεηαη κε ην 𝑆𝐷𝑅𝐿. 

Δκπλεπζκέλνη απφ ηνπο Tatum (1997) θαη Schoonhoven et al. (2011), 

ππνινγίδνπκε ηα δηαγξάκκαηα 𝜃  – CUSUM ππφ ηα αθφινπζα πεξηβάιινληα: 

1. Έλα κνληέιν (ιεγφκελε κε λνζεπκέλε πεξίπησζε) ζην νπνίν φιεο νη 

παξαηεξήζεηο είλαη απφ ηελ 𝛮 0,1 . 

2. Έλα κνληέιν γηα ζπκκεηξηθέο δηαηαξαρέο δηαζπνξάο ζην νπνίν θάζε παξαηήξεζε 

έρεη 99% πηζαλφηεηα λα αληιεζεί απφ ηελ 𝛮 0,1  θαη κηα 1% πηζαλφηεηα λα 

αληιεζεί απφ ηελ 𝛮 0,9  θαηαλνκή.  
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3. Έλα κνληέιν γηα αζχκκεηξεο δηαηαξαρέο δηαζπνξάο ζην νπνίν θάζε παξαηήξεζε 

αληιείηαη απφ ηελ 𝛮 0,1  θαη έρεη κηα πηζαλφηεηα 1% λα έρνπκε έλα πνιιαπιάζην 

κηαο 𝜒1
2 κεηαβιεηήο λα πξνζηίζεηαη ζε απηφ, κε πνιιαπιαζηαζηή ίζν κε 4. 

4. Έλα κνληέιν γηα δηαηαξαρέο ηεο κέζεο ηηκήο ζην νπνίν θάζε παξαηήξεζε έρεη 

99% πηζαλφηεηα λα αληιεζεί απφ ηελ 𝑁 0,1  θαηαλνκή θαη κηα 1% πηζαλφηεηα λα 

αληιεζεί απφ ηελ 𝛮 4,1 . 

5. Γηα λα εξεπλήζνπκε ηελ επίδξαζε ηεο ρξήζεο κε-θαλνληθψλ θαηαλνκψλ, 

ζεσξνχκε δπν πεξηπηψζεηο: κηα δηαηαξάζζνληαο ηελ θχξησζε θαη ηελ άιιε 

δηαηαξάζζνληαο ηε ζπκκεηξία ηεο θαηαλνκήο. Γηα ηελ πεξίπησζε δηαηαξαρήο ηεο 

θχξησζεο, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ θαηαλνκή 𝑡 𝑆𝑡𝑢𝑑𝑒𝑛𝑡′𝑠 κε 4 βαζκνχο ειεπζεξίαο 

  𝛵4   θαη ηε ινγηζηηθή θαηαλνκή  𝑙𝑜𝑔𝑖𝑠 0,1   θαη γηα ηελ πεξίπησζε δηαηαξαρήο 

ηεο ζπκκεηξίαο, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ θαηαλνκή Γάκκα  𝐺 1,1  . 

 

 

3.2.5 ΢πδήηεζε γηα ηα απνηειέζκαηα 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηα πξναλαθεξζέληα πεξηβάιινληα, πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο 

ησλ 𝐴𝑅𝐿 ησλ δηαγξακκάησλ 𝜃 − CUSUM. Θεσξνχκε κεηαηνπίζεηο ζρεηηθά κε ην 𝜃 

(δειαδή 𝛿𝜃), ην νπνίν ζεκαίλεη φηη ε κεηαηνπηζκέλε παξάκεηξνο δηαζπνξάο, 

ζπκβνιίδεηαη 𝜃΄ θαη νξίδεηαη σο  𝜃΄ = 𝛿𝜃. Δδψ, ην 𝛿 = 1 ζεκαίλεη θακία κεηαηφπηζε 

ζην 𝜃 θαη ε δηαζπνξά ηεο δηαδηθαζίαο είλαη ζηαζεξή, ελψ γηα 𝛿 > 1 ζεκαίλεη αχμεζε 

ηνπ 𝜃.  

 

3.2.5.1 Μη νοθεσμένη περίπηωζη 

 

Σν πεξηβάιινλ απηφ απνηειεί ηε βαζηθή ππφζεζε ηεο δνκήο ζρεδίαζεο θάζε 

δηαγξάκκαηνο, ην νπνίν παξέρεη κηα βάζε γηα ζπγθξίζεηο δηαθνξεηηθψλ δνκψλ 

δηαγξακκάησλ ειέγρνπ θαη επνκέλσο γηα ηα πξνηεηλφκελα δηαγξάκκαηα 𝜃 −CUSUM. 

Σα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.10. 
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Πίλαθαο 3.10. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ κε λνζεπκέλε 𝜨 𝟎, 𝟏  κε 

𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

  

Όηαλ δελ ππάξρνπλ λνζεχζεηο, ηα δηαγξάκκαηα 𝜃 −CUSUM, πνπ βαζίδνληαη ζηε 

δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε, 𝑆, απνδίδνπλ ην κέγηζην φπσο αλακελφηαλ, 

αθνινπζνχκελν απφ ην δηάγξακκα πνπ βαζίδεηαη ζηε 𝐺. Σν δηάγξακκα CUSUM πνπ 

βαζίδεηαη ζην 𝐼𝑄𝑅 ιεηηνπξγεί θαιά θαζψο ζπγθξίλεηαη κε ηα δηαγξάκκαηα πνπ 

βαζίδνληαη ζηηο 𝐵𝑛  θαη 𝑇𝑛 . Σα άιια δηαγξάκκαηα 𝜃 −CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηηο 

ελαπνκείλαζεο εθηηκήηξηεο (𝑀𝐴𝐷𝑀 θαη 𝑆𝑟) είλαη θάπσο ιηγφηεξν απνηειεζκαηηθά. 

Απμάλνληαο ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο απφ 𝑛 = 5 ζε 𝑛 = 9, έρεη σο απνηέιεζκα φηη 

ηα δηαγξάκκαηα πνπ βαζίδνληαη ζηηο 𝐵𝑛  θαη 𝑇𝑛  απνδίδνπλ θαιχηεξα ζε ζχγθξηζε κε 

ην 𝐼𝑄𝑅 γηα 𝛿 < 1.25, αιιά γηα 𝛿 > 1.25 ην 𝐼𝑄𝑅 ιεηηνπξγεί εμίζνπ θαιά. 

Γηα πεξαηηέξσ εμήγεζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ξνήο ππφ ηα κε λνζεπκέλα 

πεξηβάιινληα, παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.11 νη ηηκέο ησλ 𝑆𝐷𝑅𝐿 ησλ 

δηαγξακκάησλ 𝜃 −CUSUM, γηα λα πνζνηηθνπνηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ξνήο φπσο πξφηεηλαλ νη Αληδνπιάθνο θαη Ραθηηδήο (2008). 

Όηαλ ε δηεξγαζία είλαη ππφ έιεγρν, επηζπκνχκε ην 𝑆𝐷𝑅𝐿 λα είλαη θνληά ζηελ 

πξνβιεπφκελε ηηκή, δειαδή 500. 

𝑛 Δθηηκήηξηα 𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 502.04 75.01 40.10 25.30 17.61 7.21 4.80 3.78 2.30 

𝐼𝑄𝑅 498.89 78.10 42.32 26.61 18.70 7.35 5.20 3.86 2.31 

𝐺 501.86 75.81 40.51 25.18 18.22 7.32 4.85 2.40 1.73 

𝑀𝐴𝐷𝑀 497.44 89.15 69.46 47.04 34.57 14.53 9.10 6.9 4.20 

𝐵𝑛  497.75 91.13 49.53 31.21 23.23 8.50 5.95 4.39 2.97 

𝑇𝑛  503.22 92.50 53.81 33.33 24.10 9.63 6.49 5.14 3.20 

𝑆𝑟  499.25 111.87 69.74 45.22 33.89 13.51 8.90 6.73 3.79 

9 𝑆 500.11 54.31 26.04 16.27 11.34 4.74 3.29 2.46 1.49 

𝐼𝑄𝑅 498.9 57.76 38.92 23.71 17.22 5.71 4.70 3.22 1.89 

𝐺 496.98 56.32 27.57 16.08 11.27 4.30 3.15 2.47 1.37 

𝑀𝐴𝐷𝑀 504.56 54.36 48.66 31.19 22.31 8.81 5.79 4.42 2.58 

𝐵𝑛  504.03 63.54 31.35 19.93 13.09 5.36 3.45 2.50 2.00 

𝑇𝑛  499.57 75.46 39.38 24.76 17.05 6.92 4.58 3.46 1.95 

𝑆𝑟  500.44 80.90 44.21 27.42 19.01 7.89 5.18 4.09 2.19 
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΢ηνλ Πίλαθα 3.11 βιέπνπκε φηη ην 𝑆𝐷𝑅𝐿 είλαη ειαθξψο ρακειφηεξν απφ ηελ 

πξνθαζνξηζκέλε ηηκή γηα θάπνηα δηαγξάκκαηα 𝜃 −CUSUM θαη φηη ην 𝑆𝐷𝑅𝐿 

κεηψλεηαη θαζψο απμάλεηαη ην 𝛿 γηα φια ηα δηαγξάκκαηα.  

 

Πίλαθαο 3.11. Σηκέο 𝑺𝑫𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ κε λνζεπκέλε 𝜨 𝟎, 𝟏  κε 

𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

 

  

3.2.5.2 Περίπηωζη ζσμμεηρικής διαζποράς 

 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ ζπκκεηξηθψλ δηαηαξαρψλ, δεκηνπξγνχκε ηνλ Πίλαθα 3.12, κε 

ηα απνηειέζκαηα ησλ ηηκψλ ησλ 𝐴𝑅𝐿, φπνπ παξαηεξνχκε φηη ηα θαιχηεξα 

δηαγξάκκαηα CUSUM βαζίδνληαη ζηηο 𝑀𝐴𝐷𝑀, 𝑆𝑟  , 𝑇𝑛  αθνινπζνχκελα απφ ηελ 𝐵𝑛 . 

Οη εθηηκήηξηεο απηέο είλαη πνιχ εχξσζηεο ζηα αθξαία ζεκεία θαζψο απνθιίλνπλ 

ιηγφηεξν απφ ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿. Σα άιια δηαγξάκκαηα CUSUM είλαη πνιχ 

αλεπαξθή ζηελ εληφο ειέγρνπ θαηάζηαζε θαζψο ηα 𝐴𝑅𝐿 απνθιίλνπλ πάξα πνιχ απφ 

ην αλακελφκελν 𝐴𝑅𝐿. Ζ απφδνζε ησλ δηαγξακκάησλ CUSUM βαζηζκέλα ζηηο 𝑆, 𝐺 

𝑛 Δθηηκήηξηα 𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 487.71 71.42 34.96 20.38 13.27 3.69 1.96 1.37 0.70 

𝐼𝑄𝑅 498.68 71.17 35.76 21.52 13.48 3.66 2.16 1.48 0.78 

𝐺 484.24 69.31 35.36 20.31 13.56 3.77 2.05 1.40 0.71 

𝑀𝐴𝐷𝑀 484.34 109.83 60.96 38.70 26.34 8.51 4.37 3.12 1.55 

𝐵𝑛  488.56 83.87 44.09 26.73 16.13 4.74 2.60 1.80 0.89 

𝑇𝑛  491.41 86.34 47.08 28.13 19.04 5.12 3.04 2.02 0.99 

𝑆𝑟  489.89 102.39 61.01 37.78 25.44 8.04 4.47 3.08 1.46 

9 𝑆 486.57 50.83 22.26 12.09 7.69 1.99 1.09 0.78 0.31 

𝐼𝑄𝑅 493.96 66.63 33.27 19.00 11.58 3.06 1.65 1.17 0.53 

𝐺 490.42 50.86 23.36 12.21 7.43 2.13 1.13 0.74 0.32 

𝑀𝐴𝐷𝑀 495.09 82.58 42.64 25.20 16.11 4.84 2.56 1.73 0.85 

𝐵𝑛  499.56 58.37 28.12 15.13 9.34 2.62 1.31 0.95 0.42 

𝑇𝑛  495.17 68.28 34.17 19.67 12.44 3.43 0.86 1.24 0.63 

𝑆𝑟  494.12 73.65 37.61 22.65 14.41 4.08 2.21 1.52 0.77 



  

119 
 

θαη  𝐵𝑛  ρεηξνηεξεχεη φηαλ απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Όκσο, ην δηάγξακκα 

CUSUM βαζηζκέλν ζην 𝐼𝑄𝑅 απνδίδεη θαιχηεξα απφ απηφ πνπ βαζίδεηαη ζηελ 𝑇𝑛  γηα 

𝑛 = 9.  

 

Πίλαθαο 3.12. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ λνζεπκέλνπ πεξηβάιινληνο 

ζπκκεηξηθήο δηαζπνξάο κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

  

 

3.2.5.3 Περίπηωζη αζύμμεηρης διαζποράς 

 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ αζχκκεηξσλ δηαηαξαρψλ, ζρεκαηίδνπκε ηνλ Πίλαθα 3.13, 

φπνπ ηα δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηηο εθηηκήηξηεο 𝑀𝐴𝐷𝑀, 𝑆𝑟  , 𝑇𝑛  θαη 

𝐵𝑛  δείρλνπλ θαιή αληίζηαζε έλαληη ηέηνησλ δηαηαξαρψλ θαη απνδίδνπλ 

απνηειεζκαηηθά ζηελ αλίρλεπζε κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ ζηηο παξακέηξνπο δηαζπνξάο 

ηεο δηεξγαζίαο. Σα άιια δηαγξάκκαηα απνδίδνπλ ρεηξφηεξα ζηε δηαηήξεζε ηνπ εληφο 

ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿. Σν δηάγξακκα CUSUM πνπ βαζίδεηαη ζην 𝐼𝑄𝑅 αλαθάκπηεη αξθεηά 

𝑛 Δθηηκήηξηα 𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 125.32 44.21 28.55 20.10 14.86 6.65 4.47 3.61 2.34 

𝐼𝑄𝑅 178.25 50.10 32.00 21.89 16.67 7.09 4.90 3.87 2.52 

𝐺 146.34 45.98 29.56 20.91 15.42 6.98 4.86 3.67 2.37 

𝑀𝐴𝐷𝑀 387.23 94.98 60.78 42.59 31.25 13.62 8.65 6.80 4.05 

𝐵𝑛  292.11 67.70 40.68 27.84 21.01 8.64 5.70 4.47 2.65 

𝑇𝑛  343.39 75.32 45.21 30.45 22.41 9.50 6.30 4.97 3.11 

𝑆𝑟  357.71 67.01 37.23 25.52 18.21 7.90 5.52 4.13 2.69 

9 𝑆 80.97 28.32 19.04 12.71 9.25 4.43 3.10 2.21 1.39 

𝐼𝑄𝑅 356.78 59.01 32.04 20.31 14.75 5.98 4.02 3.27 2.14 

𝐺 108.12 31.06 18.54 13.02 9.45 4.41 3.15 2.42 1.87 

𝑀𝐴𝐷𝑀 392.08 76.81 43.64 28.29 20.81 8.40 5.70 4.39 2.48 

𝐵𝑛  267.01 46.98 25.16 16.51 11.76 5.20 3.57 3.02 2.13 

𝑇𝑛  342.75 59.93 33.86 21.89 16.08 6.56 4.53 3.60 2.47 

𝑆𝑟  357.73 66.49 37.56 25.43 17.93 7.52 5.23 4.01 2.42 
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νπζηαζηηθά θαζψο κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, αιιά ε απφδνζε ησλ 𝑆 θαη 𝐺 

ρεηξνηεξεχεη. 

 

Πίλαθαο 3.13. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ λνζεπκέλνπ πεξηβάιινληνο 

αζύκκεηξεο δηαζπνξάο κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

  

 

3.2.5.4 Περίπηωζη νόθεσζης θέζης 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ εκθαλίδνληαη δηαηαξαρέο ζηε κνξθή εηζαγσγήο αθξαίσλ 

ζεκείσλ ζηελ παξάκεηξν ζέζεο ηεο δηαδηθαζίαο δεκηνπξγνχκε ηνλ Πίλαθα 3.14. ΢ε 

απηή ηελ πεξίπησζε ην δηάγξακκα CUSUM πνπ βαζίδεηαη ζηε 𝑀𝐴𝐷𝑀 απνδίδεη θαιά 

θαζψο δηαηεξεί πεξηζζφηεξν ή ιηγφηεξν ην εληφο ειέγρνπ αλακελφκελν 𝐴𝑅𝐿, 

αθνινπζνχκελν απφ ηα δηαγξάκκαηα βαζηζκέλα ζηηο 𝑆𝑟  θαη 𝑇𝑛 . Όια ηα άιια 

δηαγξάκκαηα απνδίδνπλ ιηγφηεξν θαζψο είλαη αλίθαλα λα δηαηεξήζνπλ ηηο εληφο 

ειέγρνπ ηδηφηεηεο ζην ζηφρν 𝐴𝑅𝐿. Ζ αχμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο νδεγεί ζε 

αθφκα θαιχηεξε απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM βαζηζκέλν ζηε 𝑀𝐴𝐷𝑀. Σν 

𝑛 Δθηηκήηξηα 𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 105.12 37.31 26.15 19.63 14.94 6.81 4.69 3.75 2.12 

𝐼𝑄𝑅 171.51 40.43 28.25 20.39 15.79 7.31 4.98 3.96 2.39 

𝐺 167.19 39.28 26.63 19.81 15.16 6.89 4.78 3.83 2.27 

𝑀𝐴𝐷𝑀 376.48 97.47 61.69 42.99 31.97 13.70 9.01 6.84 4.09 

𝐵𝑛  251.99 65.76 40.54 27.29 20.30 8.70 5.80 4.59 2.90 

𝑇𝑛  318.15 75.19 46.11 31.10 22.71 9.61 6.40 5.00 3.09 

𝑆𝑟  359.16 95.11 60.24 41.37 30.76 13.20 8.59 6.62 3.91 

9 𝑆 110.12 26.15 16.76 11.95 9.06 4.33 3.20 2.29 1.59 

𝐼𝑄𝑅 328.51 57.59 32.15 20.88 14.82 6.09 4.19 3.36 2.02 

𝐺 118.78 24.65 17.03 12.36 9.43 4.48 3.21 2.70 1.80 

𝑀𝐴𝐷𝑀 391.02 78.69 44.78 29.56 21.37 8.65 5.71 4.50 2.86 

𝐵𝑛  237.51 45.37 26.15 17.00 12.11 5.23 3.72 3.01 2.20 

𝑇𝑛  337.69 61.18 34.62 22.31 16.13 6.61 4.52 3.60 2.43 

𝑆𝑟  360.67 66.89 38.90 25.26 18.25 7.56 5.16 4.11 2.68 
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δηάγξακκα CUSUM βαζηζκέλν ζην 𝐼𝑄𝑅 απνδίδεη αθφκα θαιχηεξα γηα κηθξνχ 

κεγέζνπο δείγκαηα, αιιά ηα δηαγξάκκαηα CUSUM βαζηζκέλα ζηηο 𝑆, 𝐺 θαη 𝐵𝑛  

απνθιίλνπλ αθφκα πεξηζζφηεξν απφ ηα αλακελφκελα 𝐴𝑅𝐿 ζε απηέο ηηο ζπλζήθεο.  

 

Πίλαθαο 3.14. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό λνζεπκέλνπ πεξηβάιινληνο 

παξακέηξνπ ζέζεο κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

 

 

 

3.2.5.5 Σημεία διακοπής και εσρωζηία ηων διαγραμμάηων  

 

Κάησ απφ έλα κε λνζεπκέλν πεξηβάιινλ, φπσο αλακελφηαλ, θαλέλα άιιν 

δηάγξακκα CUSUM δελ κπνξεί λα απνδψζεη θαιχηεξα απφ απηφ πνπ βαζίδεηαη ζηελ 

𝑆. Μπνξεί λα βξεζεί απφ ηνλ Πίλαθα 3.11 φηη απηφ ην δηάγξακκα ππεξέρεη φισλ, 

αθνινπζνχκελν απφ ηα δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηε 𝐺 θαη ζην 𝐼𝑄𝑅 γηα 

κηθξά δείγκαηα θαη ηα δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηηο 𝐵𝑛  θαη 𝑇𝑛  

δνπιεχνπλ θαιά γηα κεγάια δείγκαηα. Σα δηαγξάκκαηα CUSUM βαζηζκέλα ζηε 

𝑛 Δθηηκήηξηεο 𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 131.30 32.23 23.12 17.34 13.68 6.54 4.58 3.72 2.51 

𝐼𝑄𝑅 183.25 38.64 26.12 19.19 14.84 7.03 4.91 3.85 2.57 

𝐺 134.42 35.56 23.78 17.59 14.05 6.60 4.71 3.80 2.60 

𝑀𝐴𝐷𝑀 285.27 84.44 55.21 39.34 30.11 13.31 8.79 6.80 4.00 

𝐵𝑛  177.35 54.04 34.95 24.67 18.72 8.24 5.65 4.50 2.90 

𝑇𝑛  234.61 64.88 39.69 27.91 20.85 9.11 6.21 4.79 3.09 

𝑆𝑟  268.05 79.56 52.28 36.83 28.20 12.69 8.46 6.50 3.89 

9 𝑆 198.20 20.14 14.25 10.61 8.25 4.21 2.99 2.10 1.59 

𝐼𝑄𝑅 234.87 49.65 28.42 18.45 13.67 5.89 4.10 3.15 2.01 

𝐺 100.78 25.16 15.24 11.10 8.70 4.30 3.05 2.24 1.90 

𝑀𝐴𝐷𝑀 325.26 68.20 40.13 26.73 19.67 8.44 5.60 4.45 2.36 

𝐵𝑛  152.25 36.10 21.85 14.75 10.98 5.09 3.64 2.89 1.75 

𝑇𝑛  252.85 52.27 30.32 20.35 14.71 6.42 4.43 3.41 2.15 

𝑆𝑟  273.75 56.71 33.74 23.18 6.90 7.33 5.05 4.03 2.45 
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𝑀𝐴𝐷𝑀 απνδίδνπλ ρεηξφηεξα απφ φια θαζψο ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπο ππφ ηελ 

θαλνληθφηεηα είλαη πνιχ ρακειή (ζπγθεθξηκέλα, κφιηο 37%). 

Όηαλ φκσο ππάξρεη λφζεπζε ζηα δεδνκέλα, κπνξεί λα βξεζεί απφ ηνπο Πίλαθεο 

3.12 θαη 3.13 φηη ην δηάγξακκα CUSUM βαζηζκέλν ζηε 𝑀𝐴𝐷𝑀 (κε ζεκείν δηαθνπήο 

ζην 50% θαη κε ρακειή επαηζζεζία κηθηνχ ζθάικαηνο) δηαηεξεί ηηο εληφο ειέγρνπ 

ηδηφηεηεο ηνπ θαιά, αθνινπζνχκελν απφ ηα άιια δηαγξάκκαηα βαζηζκέλα ζηηο 

εχξσζηεο εθηηκήηξηεο 𝑆𝑟  θαη 𝑇𝑛  (θαη νη δπν εθηηκήηξηεο έρνπλ ζεκεία δηαθνπήο ζην 

50%). Με κηα αχμεζε ζην κέγεζνο ησλ δεηγκάησλ, παξαηεξείηαη ην ίδην απνηέιεζκα 

αιιά ε εληφο ειέγρνπ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM βαζηζκέλν ζην 𝐼𝑄𝑅 (πνπ 

έρεη ζεκείν δηαθνπήο ζην 25%) βειηηψλεηαη νπζηαζηηθά. Τπφ λνζεχζεηο, ηα 

δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ βαζίδνληαη ζηηο 𝑆 θαη 𝐺 απνδίδνπλ ρεηξφηεξα θαζψο θαη 

ηα δπν βαζίδνληαη ζε κε – εχξσζηεο εθηηκήηξηεο (πρ. ε 𝑆 έρεη κεδεληθφ ζεκείν 

δηαθνπήο).  

  

 

3.2.5.6 Περιπηώζεις μη-κανονικόηηηας 

 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, ηα δείγκαηα πνπ ιακβάλνληαη κεηαζρεκαηίδνληαη 

κε ηέηνην ηξφπν πνπ ην δείγκα πνπ πξνθχπηεη έρεη κέζε ηηκή ίζε κε κεδέλ θαη 

δηαζπνξά ίζε κε έλα. Γηα ην ζθνπφ απηφ, ε κέζε ηηκή ηνπ πεξηβάιινληνο αθαηξείηαη 

απφ θάζε δείγκα θαη έπεηηα δηαηξείηαη απφ ηελ ηππηθή απφθιηζε ηνπ πεξηβάιινληνο, 

έηζη ψζηε ππνινγίδνληαη απηά ηα έγθπξα θαη ζπγθξίζηκα απνηειέζκαηα. Παξαθάησ 

δίλνληαη νη Πίλαθεο 3.15, 3.16 θαη 3.17, νη νπνίνη αθνξνχλ ηηο ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 ππφ ηηο 

θαηαλνκέο Γάκκα, t–Student θαη Λνγηζηηθή αληίζηνηρα.  

Τπφ ηελ θαηαλνκή Γάκκα, ην δηάγξακκα 𝜃 −CUSUM βαζηζκέλν ζην 𝐼𝑄𝑅 

απνδίδεη θαιχηεξα αθνινπζνχκελν απφ ηα δηαγξάκκαηα πνπ βαζίδνληαη ζηηο 𝑆 θαη 𝐺. 

Σα δηαγξάκκαηα πνπ βαζίδνληαη ζε άιιεο εθηηκήηξηεο αληρλεχνπλ θάπσο ιηγφηεξν 

απνηειεζκαηηθά κεηαηνπίζεηο ζηε δηεξγαζία, φπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 3.15. 
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Μπνξεί λα παξαηεξεζεί απφ ηνλ Πίλαθα 3.16 φηη ηα δηαγξάκκαηα 𝜃 −CUSUM 

βαζηζκέλα ζηελ 𝑇𝑛  ππεξέρνπλ φισλ ησλ ππνινίπσλ ππφ ηελ 𝛵4 θαηαλνκή 

αθνινπζνχκελν απφ ην δηάγξακκα βαζηζκέλν ζηηο 𝑆𝑟 , 𝐵𝑛  θαη 𝑀𝐴𝐷𝑀. 

  

Πίλαθαο 3.15. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ 𝑮(𝟏, 𝟏) κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

 

  

Πίλαθαο 3.16. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ 𝑻𝟒 κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

 

 

𝑛 Δθηηκήηξηεο 

𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 502.12 158.21 101.94 67.91 49.12 16.17 9.76 6.96 3.25 

𝐼𝑄𝑅 500.98 157.21 97.35 64.09 46.16 14.90 8.55 6.35 3.41 

𝐺 503.25 158.85 100.25 66.10 46.49 15.34 8.91 6.38 3.54 

𝑀𝐴𝐷𝑀 504.14 219.57 152.11 110.10 81.39 27.32 14.43 9.48 4.61 

𝐵𝑛  498.81 200.98 135.51 95.21 68.37 21.34 11.37 7.78 3.91 

𝑇𝑛  504.64 196.05 127.62 90.81 64.81 21.02 11.08 7.49 3.79 

𝑆𝑟  504.75 222.28 151.59 110.91 81.48 28.31 14.60 9.55 4.52 

           

𝑛 Δθηηκήηξηεο 

𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 499.31 209.97 135.56 87.64 60.88 17.61 9.95 7.18 3.94 

𝐼𝑄𝑅 503.76 189.22 118.32 77.49 51.75 15.06 8.42 6.12 3.48 

𝐺 505.82 194.44 122.35 80.49 54.45 15.90 8.91 6.49 3.65 

𝑀𝐴𝐷𝑀 503.52 175.90 114.06 76.57 56.27 18.60 10.40 7.49 4.07 

𝐵𝑛  500.60 172.75 111.75 72.34 49.35 14.52 8.12 5.89 3.35 

𝑇𝑛  498.75 166.88 102.52 69.47 47.90 14.47 8.17 5.82 3.33 

𝑆𝑟  500.47 169.80 109.51 74.32 53.85 17.73 10.31 7.32 4.00 
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Πίλαθαο 3.17. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ  𝜽  – CUSUM ππό ηελ 𝑳𝒐𝒈𝒊𝒔(𝟎, 𝟏) κε 𝑨𝑹𝑳 = 𝟓𝟎𝟎. 

 

Δπίζεο, απφ ηνλ Πίλαθα 3.17, παξαηεξνχκε φηη ηα δηαγξάκκαηα CUSUM 

βαζηζκέλα ζηελ εθηηκήηξηα 𝐺 ιεηηνπξγνχλ απνηειεζκαηηθά αθνινπζνχκελα απφ ηα 

δηαγξάκκαηα βαζηζκέλα ζην 𝐼𝑄𝑅 ππφ ηε ινγηζηηθή θαηαλνκή. Σα άιια δηαγξάκκαηα 

δνπιεχνπλ ζρεηηθά θαιά ππφ απηφ ην πεξηβάιινλ. 

  

𝑛 Δθηηκήηξηεο 

𝛿 

1 1.1 1.15 1.2 1.25 1.5 1.75 2 3 

5 𝑆 501.12 102.98 58.22 36.59 25.53 9.31 5.97 4.59 2.92 

𝐼𝑄𝑅 500.63 100.54 56.39 35.79 25.01 9.09 5.82 4.51 2.84 

𝐺 499.14 100.25 56..23 35.45 25.02 9.10 5.85 4.59 2.87 

𝑀𝐴𝐷𝑀 506.54 136.98 83.87 56.94 41.15 15.35 9.43 7.05 4.01 

𝐵𝑛  498.64 113.39 64.14 42.09 28.89 10.48 6.53 5.04 3.03 

𝑇𝑛  498.64 117.21 66.92 43.97 30.26 11.03 6.87 5.20 3.21 

𝑆𝑟  504.33 135.12 83.01 55.19 38.56 14.96 9.27 6.89 4.01 
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4. ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4  

 

Γηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ηνλ από θνηλνύ έιεγρν ηνπ κέζνπ 

θαη ηεο δηαζπνξάο δηεξγαζηώλ 
 

 

4.1 Γηάγξακκα Max – CUSUM 

 

4.1.1 Δηζαγσγή  

 

Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο ζηηο βηνκεραλίεο γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο πνηφηεηαο κηαο δηεξγαζίαο. ΢πλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη δπν 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ηελ παξαθνινχζεζε κηαο δηεξγαζίαο: έλα δηάγξακκα  γηα 

ηελ παξαθνινχζεζε ηνπ κέζνπ θαη έλα άιιν γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο δηαζπνξάο 

κηαο δηεξγαζίαο, φηαλ έρνπκε λα θάλνπκε κε δεδνκέλα πνπ αθνξνχλ κεηαβιεηέο. 

Οη πξψηνη ηχπνη δηαγξακκάησλ ειέγρνπ αλαπηχρζεθαλ απφ ηνλ Shewhart ζηε 

δεθαεηία ηνπ 1920 θαη έπεηηα αλαπηχρζεθαλ αξθεηά λέα δηαγξάκκαηα ζε κηα 

πξνζπάζεηα βειηίσζεο ηεο ηθαλφηεηαο ηνπο λα αληρλεχνπλ γξήγνξα κηα κεηαηφπηζε 

ζηε δηεξγαζία απφ ηελ ηηκή ζηφρν. Ωζηφζν, ην κεηνλέθηεκα ησλ δηαγξακκάησλ 

ειέγρνπ ηχπνπ Shewhart είλαη φηη ρξεζηκνπνηνχλ, ζρεηηθά κε ηε δηεξγαζία, κφλν ηηο 

πιεξνθνξίεο πνπ πξνέξρνληαη απφ ηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε θαη ηηο δνζκέλεο 

πιεξνθνξίεο απφ νιφθιεξε ηελ αθνινπζία ζεκείσλ.  

Έλα απφ ηα δηαγξάκκαηα πνπ αλαπηχρζεθαλ ζαλ βειηίσζε ησλ δηαγξακκάησλ 

ηχπνπ Shewhart είλαη ηα ζσξεπηηθά αζξνηζηηθά δηαγξάκκαηα (CUSUM) ηα νπνία 

πξνηάζεθαλ απφ ηνλ Page ην 1954. Έλα ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ 

δηαγξακκάησλ CUSUM είλαη φηη ελζσκαηψλνπλ φιεο ηηο πιεξνθνξίεο ηεο 

αθνινπζίαο ησλ ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο ζρεδηάδνληαο ηα ζσξεπηηθά αζξνίζκαηα ησλ 

απνθιίζεσλ ησλ ηηκψλ  ηνπ δείγκαηνο απφ ηελ ηηκή ζηφρν. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ 

ππάξρεη εηδηθή αηηία κεηαβιεηφηεηαο, ηα ακθίπιεπξν δηάγξακκα CUSUM είλαη έλαο 

ηπραίνο πεξίπαηνο κε κεδεληθή ηάζε.  Αλ κεηαηνπηζηεί ε δηεξγαζία, αλαπηχζζεηαη 
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κηα ηάζε είηε αλνδηθή ή θαζνδηθή, αλάινγα κε ηελ θαηεχζπλζε ηεο κεηαηφπηζεο θαη 

επνκέλσο αλ αλαπηπρζεί κηα ηάζε αλαδεηνχληαη νη εηδηθέο αηηίεο κεηαβιεηφηεηαο πνπ 

ηελ πξνθάιεζαλ. Σν κέγεζνο κηαο αιιαγήο κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί απφ ηελ θιίζε 

ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM θαη  ην ζεκείν ζην νπνίν πξσηνεκθαλίζηεθε ε αιιαγή 

είλαη ην ζεκείν πνπ αλαπηχρζεθε αξρηθά ε ηάζε. Απηή ε ηθαλφηεηα ηνπ 

δηαγξάκκαηνο CUSUM λα αλαδεηθλχεη έλα ζεκείν ζην νπνίν αξρίδνπλ νη αιιαγέο 

ζηε δηεξγαζία, ην θαζηζηά έλα βηψζηκν δηάγξακκα ην νπνίν επίζεο βνεζά ζηελ 

έγθαηξε δηάγλσζε ηεο αηηίαο ησλ αιιαγψλ ζηε δηεξγαζία. Τπάξρνπλ δπν ηξφπνη λα 

αλαπαξαζηαζνχλ ηα δηαγξάκκαηα CUSUM: ην Tabular CUSUM (ή αιγνξηζκηθφ) θαη 

ε κέζνδνο ηεο V – κάζθαο ησλ δηαγξακκάησλ CUSUM. 

Σν δηάγξακκα CUSUM, γηα ηε κεηαβνιή ζην κέζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε γηα 

κεηαβιεηέο, έρνπλ κειεηεζεί εθηεηακέλα θαη έρνπλ δεκηνπξγεζεί δπν μερσξηζηά 

δηαγξάκκαηα γηα ηελ εθηίκεζε κηαο κεηαηφπηζεο απφ ηελ ηηκή ζηφρν. Ζ θαηαζθεπή 

μερσξηζηψλ δηαγξακκάησλ γηα ηε κέζε ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε είλαη 

πνιχπινθε θαη πνιχ θνπξαζηηθή κεξηθέο θνξέο. Έηζη ν Hawkins (1993) πξφηεηλε ηνλ 

ζρεδηαζκφ ησλ δπν ζηαηηζηηθψλ ζην ίδην γξάθεκα, ρξεζηκνπνηψληαο δηαθνξεηηθέο 

κεηαβιεηέο ζρεδίαζεο. Παξήγαγε έλα δηάγξακκα ην νπνίν είλαη θάπσο πεξίπινθν λα 

εξκελεπηεί αιιά θαη παξνπζηάδεη ζπκθφξεζε κε ηα πνιιά ζεκεία ζρεδίαζεο ζην ίδην 

δηάγξακκα. Καη άιια δηαγξάκκαηα έρνπλ αλαπηπρζεί κε ηελ πξνζπάζεηα λα 

πξνηαζνχλ μερσξηζηά εληαία δηαγξάκκαηα γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηφζν ηεο κέζεο 

ηηκήο φζν θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ηεο δηεξγαζίαο.  

΢ηηο επφκελεο παξαγξάθνπο ζα παξνπζηαζηεί έλα εληαίν ζσξεπηηθφ αζξνηζηηθφ 

δηάγξακκα ειέγρνπ (CUSUM), ην ιεγφκελν Max – CUSUM δηάγξακκα ην νπνίν 

είλαη ηθαλφ λα αληρλεχεη γξήγνξα κηθξέο θαη κεγάιεο κεηαηνπίζεηο ηφζν ζηε κέζε 

ηηκή φζν θαη ζηελ ηππηθή απφθιηζε κηαο δηεξγαζίαο θαζψο θαη λα ρεηξίδεηαη 

πεξηπηψζεηο φπνπ ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο δηαθέξνπλ. Σν δηάγξακκα απηφ βαζίδεηαη 

ζηελ ηππνπνίεζε ησλ δεηγκαηηθψλ κέζσλ θαη ηππηθψλ απνθιίζεσλ θαη ρξεζηκνπνηεί 

κφλν κηα κεηαβιεηή ζρεδίαζεο γηα ηελ παξαθνινχζεζε θαη ησλ δπν παξακέηξσλ. 

Γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο απφδνζεο ηνπ πξνηεηλφκελνπ δηαγξάκκαηνο, 

πξαγκαηνπνηνχληαη θάπνηεο ζπγθξίζεηο κε άιια πξφζθαηα εληαία επίζεο 

δηαγξάκκαηα, ζρεηηθά κε ηα κέζα κήθε ξνήο ηνπο (𝐴𝑅𝐿𝑠). Σν δηάγξακκα Max – 

CUSUM αληρλεχεη γξεγνξφηεξα κηθξέο κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή θαη ηππηθή 
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απφθιηζε απφ ην Max – EWMA δηάγξακκα θαη ην Max δηάγξακκα. Σν γεγνλφο απηφ 

θαζηζηά ην Max – CUSUM δηάγξακκα πεξηζζφηεξν εθαξκφζηκν ζηε ζχγρξνλε 

παξαγσγηθή δηεξγαζία φπνπ παξάγνληαη πξντφληα πςειήο πνηφηεηαο κε πνιχ ρακειφ 

πνζνζηφ κε ζπκκνξθνχκελσλ πξντφλησλ θαη ππάξρεη κεγάιε δήηεζε γηα θαιή 

πνηφηεηα.  

 

 

4.1.2 Πεξηγξαθή ηνπ λένπ δηαγξάκκαηνο 

 

Τπνζέηνπκε φηη ην 𝑋𝑖 =  𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛   , 𝑖 = 1, 2, … αλαπαξηζηά κηα ζεηξά 

δεηγκάησλ κεγέζνπο 𝑛 πνπ ιακβάλνληαη γηα ην πνηνηηθφ ραξαθηεξηζηηθφ 𝑋. Δπίζεο, 

γηα θάζε 𝑖, ηα 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛  είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκα θαηαλεκεκέλεο 

παξαηεξήζεηο νη νπνίεο αθνινπζνχλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή θαη ηππηθή 

απφθιηζε πνπ εμαξηψληαη απφ ην 𝑖, ην νπνίν ζπκβνιίδεη ην 𝑖 −νζηφ δείγκα. Έζησ 𝜇0 

θαη 𝜎0 είλαη ε νλνκαζηηθή κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε, αληίζηνηρα. Οη παξάκεηξνη 

ηεο κέζεο ηηκήο, 𝜇, θαη ηππηθήο απφθιηζεο, 𝜎, εθθξάδνληαη σο: 𝜇 = 𝜇0 +  𝛼𝜎0 θαη 

𝜎 = 𝑏𝜎0, φπνπ ηα 𝛼 = 0 θαη 𝑏 = 1, φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, 

δηαθνξεηηθά έρεη αιιάμεη ε δηεξγαζία ιφγσ θάπνησλ εηδηθψλ αηηηψλ. Σφηε ην 𝛼 θαη ην 

𝑏 αλαπαξηζηνχλ κηα κεηαηφπηζε ζηε κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, 

αληίζηνηρα κε 𝑏 > 0.  

Έζησ φηη ηα 𝑋𝑖 = 
𝑋𝑖1+ 𝑋𝑖2+ …+𝑋𝑖𝑛

𝑛
  θαη  𝑆𝑖

2 = 
  𝑋𝑖𝑗−𝑋 𝑖 

2𝑛
𝑗=1

𝑛−1
  είλαη ε κέζε ηηκή θαη 

ηππηθή απφθιηζε γηα ην 𝑖 −νζηφ δείγκα, αληίζηνηρα. Ζ δεηγκαηηθή κέζε ηηκή 𝑋𝑖  θαη ε 

δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 𝑆𝑖
2 είλαη νη ακεξφιεπηεο εθηηκήηξηεο νκνηφκνξθα 

ειάρηζηεο δηαζπνξάο γηα ηηο αληίζηνηρεο παξακέηξνπο ηνπ πιεζπζκνχ. Οη δπν απηέο 

ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλέκνληαη αλεμάξηεηα φπσο νη ηηκέο ηνπ δείγκαηνο θαη 

αθνινπζνχλ δηαθνξεηηθέο θαηαλνκέο.  Σα δηαγξάκκαηα CUSUM γηα ηελ κέζε ηηκή 

θαη ηππηθή απφθιηζε βαζίδνληαη ζηα 𝑋 𝑖  θαη 𝑆𝑖  αληίζηνηρα.  

Γηα ηελ αλάπηπμε ελφο εληαίνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM, νξίδνπκε ηηο αθφινπζεο 

ζπλαξηήζεηο: 
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𝑍𝑖 =  𝑛 
 𝑋 𝑖 − 𝜇0 

𝜎0
                                                (4.1.1) 

𝑌𝑖 = 𝛷−1  𝛨  
 𝑛 − 1 𝑆𝑖

2

𝜎0
2  ;  𝑛 − 1  ,                              (4.1.2) 

φπνπ 𝛷 𝑧 = 𝑃 𝑍 ≤ 𝑧 , γηα 𝑍 ~ 𝑁 0,1 , ην 𝛷−1 είλαη ε αληηζηξνθή ηεο αζξνηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο θαη 𝐻 𝑤 ; 𝑝 = 𝑃 𝑊 ≤ 𝑤  𝑝  

κε 𝑊 ~ 𝜒𝑝
2, ηελ θαηαλνκή 𝜒2 κε 𝑝 βαζκνχο ειεπζεξίαο. Οη ζπλαξηήζεηο 𝑍𝑖  θαη 𝑌𝑖  

είλαη αλεμάξηεηεο θαη ην 𝑌𝑖  αθνινπζεί ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή φηαλ ε 

δηαζπνξάο ηεο δηεξγαζίαο είλαη ζηελ νλνκαζηηθή ηεο ηηκή.  

Γηα ηε ζρεδίαζε ηνπ δηαγξάκκαηνο CUSUM ρξεζηκνπνηνχληαη νη παξαθάησ 

ζρέζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηα 𝑍𝑖  θαη 𝑌𝑖 , αληίζηνηρα:  

𝐶𝑖
+ = max   0, 𝑍𝑖 − 𝑘 + 𝐶𝑖−1

+                                        (4.1.3) 

𝐶𝑖
− = max   0, −𝑍𝑖 − 𝑘 + 𝐶𝑖−1

−                                      (4.1.4) 

θαη  

𝑆𝑖
+ = max   0, 𝑌𝑖 − 𝑘 + 𝑆𝑖−1

+                                        (4.1.5) 

𝑆𝑖
− = max   0, −𝑌𝑖 − 𝑘 + 𝑆𝑖−1

−  ,                                   (4.1.6) 

φπνπ 𝐶0 θαη 𝑆0 είλαη νη αξρηθέο ηηκέο. Δπεηδή ηα 𝑍𝑖  θαη 𝑌𝑖  αθνινπζνχλ ηελ ίδηα 

θαηαλνκή, νξίδνπκε κηα λέα ζπλάξηεζε γηα ην εληαίν δηάγξακκα ειέγρνπ: 

𝑀𝑖 = max  𝐶𝑖
+,  𝐶𝑖

−,  𝑆𝑖
+,  𝑆𝑖

−  .                                    (4.1.7) 

Ζ πνζφηεηα 𝑀𝑖  ζα είλαη κεγάιε ζηελ πεξίπησζε πνπ ν κέζνο ηεο δηεξγαζίαο έρεη 

κεηαηνπηζηεί απφ ην 𝜇0 θαη/ή ε ηππηθή απφθιηζε έρεη κεηαηνπηζηεί απφ ην 𝜎0. 

Αληίζεηα, κηθξέο ηηκέο ηνπ 𝑀𝑖  δείρλνπλ φηη ε δηεξγαζία είλαη ππφ ζηαηηζηηθφ έιεγρν. 

Δθφζνλ νη ηηκέο ησλ 𝑀𝑖  είλαη κε αξλεηηθέο, ζα ηηο ζπγθξίλνπκε κφλν κε ην άλσ 

δηάζηεκα απφθαζεο (decision interval).  

΢πρλά, σο κνλαδηθφ κέηξν απφδνζεο ηνπ δηαγξάκκαηνο ρξεζηκνπνηείηαη ην κέζν 

κήθνο ξνήο (𝐴𝑅𝐿). Σν 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο είλαη ν κέζνο αξηζκφο ζεκείσλ πνπ 

πξέπεη λα ζρεδηαζηνχλ έσο φηνπ έλα ζεκείν βξεζεί πάλσ ή θάησ απφ ην δηάζηεκα 
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απφθαζεο. Όηαλ ζπκβεί απηφ, εθδίδεηαη ζήκα φηη βξηζθφκαζηε εθηφο ειέγρνπ θαη 

μεθηλά κηα έξεπλα γηα ηηο εηδηθέο αηηίεο κεηαβιεηφηεηαο. Έλα δηάγξακκα ζεσξείηαη 

φηη είλαη πεξηζζφηεξν απνδνηηθφ αλ έρεη κηθξφηεξε ηηκή 𝐴𝑅𝐿 ζε ζρέζε κε φια ηα 

άιια κε ηα νπνία ζπγθξίλεηαη φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εθηφο ειέγρνπ θαη ηε 

κεγαιχηεξε αλ είλαη εληφο ειέγρνπ.  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ παξαηεξείηαη κεηαηφπηζε είηε ζηε κέζε ηηκή ή ηελ ηππηθή 

απφθιηζε ή θαη ζηα δπν απφ ηελ ηηκή ζηφρν ηνπο, εθδίδεηαη έλα ζήκα φηη ε δηεξγαζία 

είλαη εθηφο ειέγρνπ. Δπνκέλσο, ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη ηα φξηα ειέγρνπ 

επηιέγνληαη έηζη ψζηε λα έρνπκε κεγάιν 𝐴𝑅𝐿 φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ 

θαη κηθξφ φηαλ είλαη εθηφο. Ο Cox (1999) πξφηεηλε φηη ηα θξηηήξηα γηα έλα θαιφ 

δηάγξακκα είλαη νη απνδεθηέο πηζαλφηεηεο ιαλζαζκέλσλ ελεξγεηψλ, ηα κέζα 

αλακελφκελα επίπεδα πνηφηεηαο πνπ θηάλνπλ ζηνλ θαηαλαισηή θαη ηα κέζα 

αλακελφκελα θνξηία επηζεψξεζεο (inspection loads). Έηζη, ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 

επηιέγεηαη έηζη ψζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ε ζπρλφηεηα ησλ εζθαικέλσλ ζπλαγεξκψλ 

θαη λα εμαζθαιίδεη ηθαλνπνηεηηθνχο ρξφλνο απφθξηζεο ζε πξαγκαηηθέο κεηαηνπίζεηο.  

΢ε έλα πξνθαζνξηζκέλν εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿, γηα ηε γξήγνξε αλίρλεπζε 

κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν θαη ηε δηαζπνξά, πξνζδηνξίδεηαη έλαο βέιηηζηνο ζπλδπαζκφο  

ησλ 𝑕 θαη 𝑘, ν νπνίνο ζα ειαρηζηνπνηήζεη ην εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα κηα 

ζπγθεθξηκέλε κεηαηφπηζε ζην κέζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε, φπνπ ην 𝑕 είλαη ην 

δηάζηεκα απφθαζεο θαη ην 𝑘 είλαη ε ηηκή αλαθνξάο ηνπ δηαγξάκκαηνο. Σν 

πξνηεηλφκελν δηάγξακκα είλαη επαίζζεην ζηηο αιιαγέο ηφζν ηνπ κέζνπ φζν θαη ηεο 

ηππηθήο απφθιηζεο φηαλ παξνπζηάδεηαη αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε θαη ιηγφηεξν 

επαίζζεην φηαλ ε κεηαηφπηζε απηή είλαη θαζνδηθή. Σν θαηλφκελν απηφ έρεη 

παξαηεξεζεί γηα άιια δηαγξάκκαηα βαζηζκέλα ζηηο ηππνπνηεκέλεο ηηκέο Domangue 

θαη Patch (1991). 

 

 

4.1.3 Καηαζθεπή ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM 

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ λένπ δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ 

πνζφηεηα 𝑀𝑖 , ε νπνία είλαη κεγαιχηεξε ησλ ηεζζάξσλ άιισλ  𝐶𝑖
+,  𝐶𝑖

−,  𝑆𝑖
+,  𝑆𝑖

−  θαη 
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γη’ απηφ ην λέν δηάγξακκα, θαιείηαη δηάγξακκα Max – CUSUM. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ηνπ εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα ην δηάγξακκα απηφ, ρξεζηκνπνηείηαη πξνζνκνίσζε Monte 

Carlo. Ζ ηηκή αλαθνξάο 𝑘 ππνινγίδεηαη σο ην κηζφ ηεο κεηαηφπηζεο, γηα έλα 

δεδνκέλν εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 θαη κηα κεηαηφπηζε γηα ηε κέζε ηηκή θαη/ή ηππηθή 

απφθιηζε πνπ αλακέλεηαη λα αληρλεπζεί απφ ην δηάγξακκα. Γη’ απηέο ηηο ηηκέο 

 𝐴𝑅𝐿, 𝑘 , αθνινπζεί θαη ν ππνινγηζκφο ηνπ δηαζηήκαηνο απφθαζεο 𝑕. 

Υξεζηκνπνηνχκε, παξαθάησ, 10,000 πξνζνκνηψζεηο γηα ηνλ ππνινγηζκφ θάζε ηηκήο 

𝐴𝑅𝐿 γηα ηηο δηάθνξεο αιιαγέο ζηε κέζε ηηκή θαη/ή ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο.  

΢ηνλ Πίλαθα 4.1 δίλνληαη νη ζπλδπαζκνί ησλ 𝑘 θαη 𝑕 γηα έλα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 

ίζν κε 250. Τπνζέηνπκε φηη ε δηεξγαζία μεθηλά ζε κηα εληφο ειέγρνπ θαηάζηαζε κε 

κέζν ίζν κε ην κεδέλ (𝜇0 = 0) θαη ηππηθή απφθιηζε ίζε κε ηε κνλάδα (𝜎0 = 1), 

επνκέλσο ε αξρηθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο δηαγξάκκαηνο CUSUM ηίζεηαη ίζε κε 

κεδέλ, 𝑀0 = 0. Γηα παξάδεηγκα, αλ επηζπκνχκε λα έρνπκε έλα εληφο ειέγρνπ 

𝐴𝑅𝐿 = 250 θαη λα πξνζηαηεπηνχκε απφ κηα 3𝜎0 αχμεζε ζην κέζν θαη 1.25𝜎0 

αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε, φπσο 𝛼 =3 θαη 𝑏 = 1.25, νη βέιηηζηεο ηηκέο γηα ηα 𝑘 

θαη 𝑕 είλαη: 𝑘 = 1.500 θαη 𝑕 = 1.220. Οη κεηαηνπίζεηο απηέο κπνξνχλ λα 

αληρλεπζνχλ ζην δεχηεξν δείγκα, δειαδή ην 𝐴𝑅𝐿 είλαη πεξίπνπ 2. Έλα θαιφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM είλαη φηη αληρλεχεη πνιχ ηαρχηεξα 

κηθξφηεξεο κεηαηνπίζεηο ζην κέζν ηεο δηεξγαζίαο απφ ην εληαίν δηάγξακκα Shewhart 

(Max chart) φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 

΢ηνλ Πίλαθα 4.1 θαίλεηαη φηη νη κηθξέο ηηκέο ηνπ 𝑘 κε κεγάιεο ηηκέο ηνπ 𝑕 

νδεγνχλ ζε γξήγνξε αλίρλεπζε κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν θαη/ή ηελ ηππηθή 

απφθιηζε. Αλ ζέινπκε λα  πξνζηαηεπηνχκε απφ κηα 3𝜎0 αχμεζε ζην κέζν θαη 3𝜎0 

αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε, ε ηηκή ηνπ 𝑕 = 1.220 θαη ηνπ 𝑘 = 1.500. Όκσο, γηα 

κηα αχμεζε 1𝜎0 ζηε κέζε ηηκή θαη 1.25𝜎0 ζηελ ηππηθή απφθιηζε, ε ηηκή γηα ην 𝑕 

είλαη 𝑕 = 4.051 θαη ε ηηκή  ηνπ 𝑘 κεηψλεηαη ζην 𝑘 = 0.500. 
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Πίλαθαο 4.1. ΢πλδπαζκνί ησλ  𝒌, 𝒉  θαη νη αληίζηνηρεο ηηκέο 𝑨𝑹𝑳 γηα ην 

δηάγξακκα Max – CUSUM κε 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 250. 

𝑏 Παξάκεηξνη 
𝛼 

0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 250.21 53.21 22.04 7.99 4.56 2.76 1.96 1.50 

0.5 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 91.30 67.33 25.00 8.24 4.43 2.62 1.84 1.30 

1.25 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 82.42 41.01 18.98 7.40 4.21 2.73 1.91 1.47 

1.50 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 41.84 34.92 16.37 6.93 4.11 2.72 1.89 1.43 

2.00 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 18.81 23.97 12.75 5.95 3.77 2.61 1.87 1.43 

2.50 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 11.78 18.16 10.22 5.11 3.37 2.55 1.86 1.42 

3.00 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 8.63 14.32 8.49 4.53 3.15 2.47 1.84 1.39 

4.00 
𝑕 4.051 8.572 6.161 4.051 2.981 2.103 1.554 1.220 

𝑘 0.500 0.125 0.250 0.500 0.750 1.000 1.250 1.500 

𝐴𝑅𝐿 5.85 10.16 6.38 3.80 2.87 2.36 1.81 1.37 

 

Σν δηάγξακκα Max – CUSUM είλαη επαίζζεην ηφζν ζηηο κηθξέο φζν θαη ζηηο 

κεγάιεο κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε. Μηα 0.25𝜎0 αχμεζε ζηε 

κέζε ηηκή κεηψλεη ην 𝐴𝑅𝐿 απφ ην 250 πεξίπνπ ζην 53, ελψ γηα 1.25𝜎0 αχμεζε ζηελ 

ηππηθή απφθιηζε θαη κηα 0.25𝜎0 αχμεζε ζηε κέζε ηηκή, ην 𝐴𝑅𝐿 κεηψλεηαη απφ ην 250 

πεξίπνπ ζην 41. Δπίζεο, ην 𝐴𝑅𝐿 κεηψλεηαη ζην 2 αλ θαη νη δπν παξάκεηξνη 

απμάλνληαη κε κεγάιεο ηηκέο. Δπνκέλσο, ε αχμεζε ζα αληρλεπζεί ζην δεχηεξν δείγκα. 

Γηα παξάδεηγκα, κηα 3𝜎0 αχμεζε θαη ζηηο δπν παξακέηξνπο ζα αληρλεπζεί ζην 

δεχηεξν δείγκα.  
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Μηα ελαιιαθηηθή κέζνδνο γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο απφδνζεο ηνπ δηαγξάκκαηνο 

CUSUM είλαη λα θαζνξίζνπκε ηηο ηηκέο ησλ 𝑕 θαη 𝑘 θαη λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο 

ησλ 𝐴𝑅𝐿 γηα δηάθνξεο κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή θαη/ή ηελ ηππηθή απφθιηζε, νη 

νπνίεο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2. Γηα ηηκή ηνπ 𝑘 = 0.5, ζέινπκε λα 

αληρλεχζνπκε κηα 1𝜎0 κεηαηφπηζε ζηε κέζε ηηκή θαη ην 𝑕 = 4.051. Ο ζπλδπαζκφο 

απηφο δίλεη έλα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 = 250. Μπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε απφ ηνλ 

Πίλαθα 4.2 φηη ην δηάγξακκα είλαη επαίζζεην ζηηο κηθξέο θαη ζηηο κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή θαη/ή ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο αθφκα θαη 

φηαλ έρεη ζρεδηαζηεί λα αληρλεχεη κεηαηνπίζεηο κεγέζνπο 1𝜎0. 

  

Πίλαθαο 4.2. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 γηα ηνλ δηάγξακκα Max – CUSUM κε 𝒉 = 4.051 θαη 

𝒌 = 0.500. 

𝑏 
𝛼 

0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 250.21 69.66 29.33 7.99 4.95 3.44 2.68 2.24 

1.25 82.42 36.97 19.58 7.40 4.93 3.44 2.64 2.21 

1.50 41.84 24.08 15.20 6.93 4.86 3.42 2.61 2.17 

2.00 18.81 13.72 10.39 6.95 4.59 3.37 2.59 2.12 

2.50 11.78 9.55 7.88 5.11 4.26 3.33 2.55 2.04 

3.00 8.63 7.40 6.41 4.53 3.96 3.28 2.47 1.94 

4.00 5.85 5.31 4.84 3.80 3.49 3.25 2.44 1.88 

 

 

 

4.1.4 ΢χγθξηζε ηεο απφδνζεο ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM κε 

άιια δηαγξάκκαηα 

 

΢ηελ παξάγξαθν απηή, ζπγθξίλεηαη ε απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM 

κε απηή δηαθφξσλ άιισλ δηαγξακκάησλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο πνηφηεηαο κηαο δηεξγαζίαο. Σα πεξηζζφηεξα δηαγξάκκαηα 

CUSUM πνπ αλαπηχρζεθαλ, έρνπλ ζρεδηαζηεί έηζη ψζηε λα παξαθνινπζνχλ ρσξηζηά 
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ηε κέζε ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε. Αθφκε θαη ηα ζπλδπαζκέλα δηαγξάκκαηα 

CUSUM αλαπηχρζεθαλ γηα λα παξαθνινπζνχλ απηέο ηηο παξακέηξνπο ρσξηζηά ζηα 

ίδηα γξαθήκαηα. Απηφ επηηπγράλεηαη, ρξεζηκνπνηψληαο δηαθνξεηηθέο κεηαβιεηέο 

ζρεδίαζεο γηα ην κέζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ δηαγξάκκαηνο 

θαη έπεηηα ππνινγίδνληαη νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 γηα ηελ θάζε παξάκεηξν ρσξηζηά. Έπεηηα, 

ιακβάλεηαη ην 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο σο ε ειάρηζηε ηηκή απφ ηηο δπν. Σν λέν 

δηάγξακκα ζπγθξίλεηαη κε ην γεληθφ (Omnibus) δηάγξακκα CUSUM πνπ πξνηάζεθε 

απφ ηνπο Domangue & Patch (1991), ην Max δηάγξακκα (Chen & Cheng, 1998) θαη 

ην Max – EWMA δηάγξακκα (Xie, 1999). 

 

Πίλαθαο 4.3. Δπίπεδα κεηαηόπηζεο πνπ ιακβάλνληαη ππόςε γηα ηνλ κέζν θαη ηελ 

ηππηθή απόθιηζε. 

Ολνκαζία 𝜇 𝜎 

𝑆1 0.75 1.0 

𝑆2 1.5 1.0 

𝑆3 0 1.2 

𝑆4 0 1.4 

𝑆5 0.75 1.3 

𝑆6 1.0 1.2 

 

΢ηνλ Πίλαθα 4.3 παξνπζηάδνληαη ηα κεγέζε ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηε κέζε ηηκή θαη 

ηελ ηππηθή απφθιηζε γηα ηα νπνία ππνινγίδνληαη νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 γηα ην δηάγξακκα 

Max – CUSUM θαη ην δηάγξακκα Omnibus CUSUM πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνπο 

Domangue & Patch (1991). Σα απνηειέζκαηα ησλ ππνινγηζκψλ ησλ 𝐴𝑅𝐿 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.4, απφ φπνπ παξαηεξνχκε φηη ην Max – CUSUM 

απνδίδεη θαιχηεξα απφ ην Omnibus CUSUM γηα φιεο ηηο κεηαηνπίζεηο έσο φηνπ νη 

ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 ηνπ Max – CUSUM γίλνπλ κηθξφηεξεο απφ εθείλεο ηνπ Omnibus 

CUSUM. Δπίζεο, ην Max – CUSUM είλαη πην εχθνιν ζηε ζρεδίαζε θαη ζηελ 

εξκελεία ζε ζρέζε κε ην Omnibus CUSUM αθνχ ρξεζηκνπνηεί κφλν κηα κεηαβιεηή 

ζρεδίαζεο γηα θάζε δείγκα. 
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Πίλαθαο 4.4. Σηκέο ησλ 𝑨𝑹𝑳 ηνπ Max – CUSUM θαη ηνπ Omnibus CUSUM γηα  
𝒌 = 𝟏, 𝒏 = 𝟏, 𝒂 = 𝟎. 𝟓  θαη 𝒉 = 𝟏. 𝟐𝟕𝟗. 

Γηαγξάκκαηα 𝑆1 𝑆2 𝑆3 𝑆4 𝑆5 𝑆6 

Omnibus CUSUM 37.0 7.0 50.4 21.5 15.7 13.0 

Max – CUSUM 9.2 3.1 26.1 15.5 6.3 5.0 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ζηνλ Πίλαθα 4.5 ζπγθξίλνπκε ην Max – CUSUM κε ην Max 

δηάγξακκα. Απφ ηνλ Πίλαθα 4.5 πξνθχπηεη φηη ην Max – CUSUM είλαη πεξηζζφηεξν 

επαίζζεην ζε κηθξέο κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή, ελψ δελ παξαηεξείηαη ζεκαληηθή 

δηαθνξά ζηελ απφδνζε ησλ δπν δηαγξακκάησλ γηα κεγαιχηεξεο κεηαηνπίζεηο παξφιν 

πνπ ην Max δηάγξακκα έρεη ειαθξψο ρακειά 𝐴𝑅𝐿𝑠 γηα κεγάιεο κεηαηνπίζεηο. Σν λέν 

δηάγξακκα απνηειεί κηα ζεκαληηθή βειηίσζε ησλ δηαγξακκάησλ CUSUM θαζψο ηα 

ππάξρνληα δηαγξάκκαηα CUSUM είλαη ιηγφηεξν επαίζζεηα ζηηο κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο ηεο κέζεο ηηκήο θαη/ή ηππηθήο απφθιηζεο ηεο δηεξγαζίαο. 

 

Πίλαθαο 4.5. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 γηα ην Max – CUSUM δηάγξακκα θαη ην Max 

δηάγξακκα γηα  𝒏 = 𝟒  θαη  𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎. 

𝑏 

𝑀𝑎𝑥 − 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 δηάγξακκα 𝑀𝑎𝑥 δηάγξακκα 

𝛼 𝛼 

0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 3.00 0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 3.00 

1.00 250.21 69.66 29.33 7.99 3.44 2.24 250.0 143.8 49.3 7.2 1.2 1.0 

1.25 82.42 36.97 19.58 7.40 3.44 2.21 34.3 27.2 15.9 4.9 1.3 1.0 

1.50 41.84 24.08 15.20 6.93 3.42 2.17 9.8 8.9 6.9 3.5 1.3 1.0 

2.00 18.81 13.72 10.39 5.95 3.37 2.04 2.9 2.8 2.6 2.1 1.3 1.1 

3.00 8.63 7.40 6.41 4.53 3.28 1.94 1.4 1.4 1.4 1.3 1.2 1.1 

 

΢ηνλ Πίλαθα 4.6 δίλεηαη ε απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM θαη Max-

EWMA γηα 𝐴𝑅𝐿0 = 250. Καη ηα δπν δηαγξάκκαηα είλαη επαίζζεηα ζε κηθξέο θαη 

κεγάιεο κεηαηνπίζεηο ζηε κέζε ηηκή θαη/ή ηππηθή απφθιηζε, απνδίδνληαο θαιχηεξα 

απφ ηα δπν ην Max – EWMA γηα κηθξέο θαη κεγάιεο κεηαηνπίζεηο. Σα δπν απηά 
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δηαγξάκκαηα ρξεζηκνπνηνχλ κφλν κηα κεηαβιεηή ζρεδίαζεο γηα θάζε δείγκα θαη 

έρνπλ θαινχο ηξφπνπο έλδεημεο ηεο πεγήο θαη ηεο θαηεχζπλζεο ησλ κεηαηνπίζεσλ 

ζηε δηεξγαζία.  

 

Πίλαθαο 4.6. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 γηα ην Max – CUSUM δηάγξακκα θαη ην Max – EWMA  

δηάγξακκα γηα 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎. 

𝑏 

𝑀𝑎𝑥 − 𝐶𝑈𝑆𝑈𝑀 δηάγξακκα 𝑀𝑎𝑥 − 𝐸𝑊𝑀𝐴 δηάγξακκα 

𝛼 𝛼 

0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 3.00 0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 3.00 

1.00 250.21 69.66 29.33 7.99 3.44 2.24 250.0 24.6 8.6 2.9 1.1 1.0 

1.25 82.42 36.97 19.58 7.40 3.44 2.21 17.8 12.3 7.1 2.9 1.2 1.0 

1.50 41.84 24.08 15.20 6.93 3.42 2.17 6.3 5.7 4.5 2.5 1.2 1.0 

2.00 18.81 13.72 10.39 5.95 3.37 2.04 2.5 2.5 2.3 1.8 1.2 1.0 

3.00 8.63 7.40 6.41 4.53 3.28 1.94 1.7 1.6 1.6 1.5 1.2 1.1 

 

 

4.1.5 Γηαδηθαζία ζρεδίαζεο ηνπ Max – CUSUM 

 

Ζ δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM είλαη παξφκνηα κε 

ηνπ ηππηθνχ άλσ δηαγξάκκαηνο CUSUM. Οη δηαδνρηθέο ηηκέο ησλ 𝑀𝑖  ζρεδηάδνληαη σο 

πξνο ηνπο αξηζκνχο ησλ δεηγκάησλ ψζηε λα πξνθχςεη ην δηάγξακκα. Αλ έλα ζεκείν 

βξεζεί θάησ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο, ε δηεξγαζία ζεσξείηαη φηη είλαη εθηφο 

ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ θαη ην ζεκείν ζπκβνιίδεηαη κε κηα ηειεία. Αλ νπνηνδήπνηε 

ζεκείν βξίζθεηαη πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο, δίλεηαη έλα εθηφο ειέγρνπ ζήκα 

θαη ηα ζεκεία απηά απεηθνλίδνληαη κε θάπνηνπο ραξαθηήξεο πνπ δίλνληαη παξαθάησ. 

Σν δηάγξακκα Max – CUSUM είλαη έλαο ζπλδπαζκφο δπν ακθίπιεπξσλ ηππηθψλ 

δηαγξακκάησλ CUSUM. Γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ δηαγξάκκαηνο αθνινπζνχκε ηελ 

παξαθάησ δηαδηθαζία: 
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1. Καζνξίδνπκε ηηο αθφινπζεο παξακέηξνπο 𝑕, 𝑘, 𝛿, ηελ εληφο ειέγρνπ ηηκή ή 

ηηκή ζηφρν ηεο κέζεο ηηκήο, 𝜇0 , θαζψο θαη ηελ νλνκαζηηθή ηηκή ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο 𝜎0.  

2. Αλ ην 𝜇0 είλαη άγλσζην, ρξεζηκνπνηνχκε ηε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή ησλ κέζσλ, 

𝑋  ησλ δεδνκέλσλ, γηα ηελ εθηίκεζή ηνπ, φπνπ 𝑋 =  𝛸 1 + 𝛸 2 +  …+ 𝛸 𝑚 𝑚 . 

Αλ ην 𝜎0 είλαη άγλσζην, γηα ηελ εθηίκεζή ηνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηα 𝑅 𝑑2  ή 

𝑆 𝑐4 , φπνπ ην 𝑆 =  𝑆 1 + 𝑆 2 + …+ 𝑆 𝑚 𝑚   είλαη νη κέζνη γηα ην εχξνο θαη ηελ 

ηππηθή απφθιηζε, ελψ ηα 𝑑2 θαη 𝑐4 είλαη ζηαζεξέο πνπ πξνζδηνξίδνληαη.  

3. Γηα θάζε δείγκα ππνινγίδνπκε ηα 𝑍𝑖  θαη 𝑌𝑖 . 

4. Δπηιέγνπκε έλαλ βέιηηζην ζπλδπαζκφ ησλ  𝑕, 𝑘  θαη ππνινγίδνπκε ηα 

𝐶𝑖
+, 𝐶𝑖

−, 𝑆𝑖
+ θαη 𝑆𝑖

− γηα λα αληρλεχζνπκε ζπγθεθξηκέλεο αιιαγέο ζηε κέζε 

ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 

5. Τπνινγίδνπκε ηα 𝑀𝑖  θαη ηα ζπγθξίλνπκε κε ην 𝑕, πνπ είλαη ην δηάζηεκα 

απφθαζεο. 

6. Αλ ηα 𝑀𝑖 ≤ 𝑕, ζεκεηψλνπκε ηα ζεκεία κε ηειείεο θαη ηα ζρεδηάδνπκε σο πξνο 

ηνλ αξηζκφ ηνπ δείγκαηνο. 

7. Αλ θάπνην απφ ηα 𝑀𝑖  είλαη κεγαιχηεξα απφ ην 𝑕, ρξεζηκνπνηνχληαη νη 

αθφινπζνη ραξαθηήξεο ζρεδίαζεο γηα λα δείμνπλ ηελ θαηεχζπλζε φπσο ηα 

ζεκεία πνπ βξίζθνληαη πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο: 

i. Αλ 𝐶𝑖
+ > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐶 +, ην νπνίν δειψλεη κηα αχμεζε ζην 

κέζν ηεο δηεξγαζίαο. 

ii. Αλ 𝐶𝑖
− > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐶 −, δειψλνληαο έηζη κηα κείσζε ζην κέζν 

ηεο δηεξγαζίαο. 

iii. Αλ 𝑆𝑖
+ > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝑆 +, ην νπνίν δειψλεη κηα αχμεζε ζηελ 

ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 

iv. Αλ 𝑆𝑖
− > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝑆 −, ην νπνίν θαλεξψλεη κηα κείσζε ζηελ 

ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 

v. Αλ 𝐶𝑖
+ > 𝑕 θαη 𝑆𝑖

+ > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐵 + + θαη  δειψλεηαη έηζη κηα 

αχμεζε ηφζν ζην κέζν φζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 

vi. Αλ 𝐶𝑖
+ > 𝑕 θαη 𝑆𝑖

− > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐵 + −, πνπ  δειψλεη αχμεζε 

ζην κέζν αιιά κείσζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 

vii. Αλ 𝐶𝑖
− > 𝑕 θαη 𝑆𝑖

+ > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐵 − + θαη  δειψλεηαη έηζη κηα 

κείσζε ζην κέζν θαη αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο. 
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viii. Σέινο, αλ 𝐶𝑖
− > 𝑕 θαη 𝑆𝑖

− > 𝑕, ζπκβνιίδνπκε κε 𝐵 − − θαη  δειψλεηαη 

έηζη κηα κείσζε ηφζν ζην κέζν φζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο 

δηεξγαζίαο. 

8. Δξεπλψληαη νη αηηίεο ηεο κεηαηφπηζεο γηα θάζε ζεκείν ζην δηάγξακκα πνπ 

βξίζθεηαη εθηφο ειέγρνπ θαη εθηεινχληαη ηα απαξαίηεηα δηνξζσηηθά κέηξα γηα 

λα επαλέιζεη ε δηεξγαζία εληφο ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ. 

 

 

4.1.6 Αξηζκεηηθφ Παξάδεηγκα 

 

Δθαξκφδνπκε ην δηάγξακκα Max – CUSUM ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα πνπ 

ιακβάλνληαη απφ ηνπο DeVor, Chang & Sutherland (1992). Σα δεδνκέλα αθνξνχλ 

κεηξήζεηο ηεο εζσηεξηθήο δηακέηξνπ ησλ θπιηλδξηθψλ νπψλ ζε κηα ηξνραιία 

θηλεηήξα. Οη κεηξήζεηο γίλνληαη ζην 1/10,000 ηεο ίληζαο. Σα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο 

𝑛 = 5, ιακβάλνληαη πεξίπνπ θάζε κηζή ψξα θαη ζηνλ Πίλαθα 4.7 δίλνληαη ηα πξψηα 

35 δείγκαηα. Οη πξαγκαηηθέο ηηκέο ησλ κεηξήζεσλ είλαη ηεο κνξθήο 3.5205, 2.5202, 

3.5204 θαη νχησ θαζεμήο, νπφηε ζηνλ Πίλαθα 4.7 παξνπζηάδνληαη ηα ηξία ηειεπηαία 

ςεθία ησλ κεηξήζεσλ.  

Με βάζε ηελ πξνεγνχκελε καο εκπεηξία, ππνζέηνπκε φηη έλαο ρεηξηζηήο ζέιεη λα 

αληρλεχζεη κηα κεηαηφπηζε ηεο ηάμεο 1𝜎 ζην κέζν, δειαδή 𝛼 = 1 θαη 2𝜎 ζηελ ηππηθή 

απφθιηζε, δειαδή 𝑏 = 2 κε 𝐴𝑅𝐿0 = 250, ηφηε απφ ηνλ Πίλαθα 4.1 παξαηεξνχκε φηη 

ην αληίζηνηρν δηάζηεκα απφθαζεο ζα είλαη 𝑕 = 4.051 θαη ε ηηκή αλαθνξάο είλαη 

𝑘 = 0.500. Έηζη, ε νλνκαζηηθή ηηκή ηνπ κέζνπ, 𝜇0, εθηηκάηαη απφ ην 𝑋  θαη ην 𝜎0 

εθηηκάηαη απφ ην 𝑆 𝑐4 . Γηα ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα, νη εθηηκήζεηο απηέο είλαη: 

𝑋 = 200.25 θαη 𝑆 𝑐4 = 3.31.  
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Πίλαθαο 4.7. Μεηξήζεηο ησλ δηακέηξσλ. 

Γείγκαηα 𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 𝑋𝑖3 𝑋𝑖4 𝑋𝑖5 

1 205 202 204 207 205 

2 202 196 201 198 202 

3 201 202 199 197 196 

4 205 203 196 201 197 

5 199 196 201 200 195 

6 203 198 192 217 196 

7 202 202 198 203 202 

8 197 196 196 200 204 

9 199 200 204 196 202 

10 202 196 204 195 197 

11 205 204 202 208 205 

12 200 201 199 200 201 

13 205 196 201 197 198 

14 202 199 200 198 200 

15 200 200 201 205 201 

16 201 187 209 202 200 

17 202 202 204 198 203 

18 201 198 204 201 201 

19 207 206 194 197 201 

20 200 204 198 199 199 

21 203 200 204 199 200 

22 196 203 197 201 194 

23 197 199 203 200 196 

24 201 197 196 199 207 

25 204 196 201 199 197 

26 206 206 199 200 203 

27 204 203 199 199 197 

28 199 201 201 194 200 

29 201 196 197 204 200 

30 203 206 201 196 201 

31 203 197 199 197 201 

32 197 194 199 200 199 

33 200 201 200 197 200 

34 199 199 201 201 201 

35 200 204 197 197 199 
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΢ην ΢ρήκα 4.1, ζην δηάγξακκα Max – CUSUM ζρεδηάδνληαη θαη νη 35 

παξαηεξήζεηο απφ φπνπ θαίλεηαη φηη δηάθνξα ζεκεία βξίζθνληαη πάλσ απφ ην 

δηάζηεκα απφθαζεο. Σν 6
ν
 δείγκα δείρλεη αχμεζε ηεο ηππηθήο απφθιηζεο. Μεηά απφ 

απηφ, ηα δείγκαηα 7 θαη 8 βξίζθνληαη επίζεο πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο, φκσο 

ζηα ζεκεία απηά θαίλεηαη φηη ε ηππηθή απφθιηζε κεηψλεηαη πξνο ηελ πεξηνρή 

ειέγρνπ. Δμαηηίαο ηεο πνιχ πςειήο ηηκήο ηνπ 𝑀𝑖  γηα ηελ ηππηθή απφθιηζε ζην 6
ν
 

δείγκα, νη δηαδνρηθέο ηηκέο ζηα δείγκαηα 7 θαη 8 δείρλνπλ κηα ηηκή πάλσ απφ ην 

δηάζηεκα απφθαζεο παξφιν πνπ νη ηηκέο ηεο ηππηθήο απφθιηζεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

απηά ηα δείγκαηα είλαη εληφο ειέγρνπ. Γηεξεπλνχκε ινηπφλ, ηελ αηηία ηεο πςειφηεξεο 

κεηαβιεηφηεηαο ζην 6
ν
 δείγκα. ΢χκθσλα κε ηνπο DeVor, Chang & Sutherland 

(1992), ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα ιήθζεθε φηαλ απνπζίαδε ν ηαθηηθφο ρεηξηζηήο θαη 

είρε αλαιάβεη ππεχζπλνο γηα ηε γξακκή παξαγσγήο σο αληηθαηαζηάηεο ηνπ έλαο 

άπεηξνο ρεηξηζηήο, γεγνλφο πνπ ζα κπνξνχζε λα επεξεάζεη ηε δηεξγαζία. 

Σν 11
ν
 δείγκα επίζεο βξίζθεηαη πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο, γεγνλφο πνπ 

αληηζηνηρεί ζε κηα αχμεζε ηεο κέζεο ηηκήο. Σν ζεκείν απηφ αληηζηνηρεί ζε έλα δείγκα 

πνπ ιήθζεθε ζηελ 1:00 κκ φπνπ ε παξαγσγή είρε κφιηο μαλαξρίζεη κεηά απφ 

κεζεκεξηαλφ δηάιεηκκα. Οη κεραλέο έθιεηζαλ θαηά ην κεζεκεξηαλφ γεχκα γηα 

αιιαγή εξγαιείσλ θαη έηζη ηα ζηνηρεία παξάρζεθαλ ελψ ηα κεραλήκαηα ήηαλ αθφκε 

θξχα. Μφιηο ηα κεραλήκαηα δεζηάζεθαλ, ε δηεξγαζία ηέζεθε ζε θαηάζηαζε 

επζηάζεηαο. Απφ ην παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε φηη ε κεηαηφπηζε ζην κέζν 

πξνθιήζεθε απφ πξφβιεκα ξχζκηζεο ησλ κεραλψλ.  

Δπίζεο, ην 16
ν
 δείγκα παξαηεξείηαη φηη βξίζθεηαη πάλσ απφ ην δηάζηεκα 

απφθαζεο θαη ε κεηαηφπηζε απηή θαλεξψλεη αχμεζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε. 

΢χκθσλα κε ηνπο DeVor, Chang & Sutherland (1992), απηφ ην δείγκα αληηζηνηρεί ζε 

κηα ρξνληθή ζηηγκή πνπ έλαο κε-έκπεηξνο ρεηξηζηήο είρε ηνλ έιεγρν ηεο δηεξγαζίαο. 

Δθηφο απφ ηα πξναλαθεξζέληα ζεκεία πνπ επίζεο βξίζθνληαη πάλσ απφ ην φξην 

ειέγρνπ ζηα δηαγξάκκαηα Shewhart, Max θαη EWMA, πάλσ απφ ην δηάζηεκα 

απφθαζεο βξίζθεηαη θαη ην 34
ν
 δείγκα. Σν ζπγθεθξηκέλν ζεκείν αληηζηνηρεί ζε κηα 

κείσζε ζηελ ηππηθή απφθιηζε. ΢ην δηάγξακκα 𝑆 Shewhart, ε ηηκή απηή ζρεδηάδεηαη 

θνληά ζην θάησ φξην ειέγρνπ αιιά εληφο ηεο απνδεθηήο πεξηνρήο. Απφ ηνλ Πίλαθα 

4.1 θαίλεηαη φηη ην δηάγξακκα Max – CUSUM είλαη πνιχ επαίζζεην ζηηο κηθξέο 

κεηαηνπίζεηο θαη επνκέλσο ζεκαηνδνηεί γηα απηή ηελ κηθξή κείσζε ζηελ ηππηθή 
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απφθιηζε.  

 

  

΢ρήκα 4.1. Σν δηάγξακκα Max – CUSUM. 

΢ρήκα 4.2. Σν δηάγξακκα Max – CUSUM. 
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Όηαλ απηά ηα ηέζζεξα δείγκαηα αθαηξεζνχλ, ππνινγίδνληαη λέεο εθηηκήζεηο γηα ηε 

κέζε ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε, δίλνληαο ηα αθφινπζα: 𝑋 = 200.08 θαη  

𝑆 𝑐4 = 3.02. Σν αλαζεσξεκέλν δηάγξακκα παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 4.2. ΢ην 

δηάγξακκα απηφ εκθαλίδεηαη κφλν έλα ζεκείν πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο. Σν 

ζεκείν αληηζηνηρεί ζην 1
ν
 δείγκα, ην νπνίν ιήθζεθε ζηηο 8:00 πκ θαη δείρλεη κηα 

αχμεζε ζηε κέζε ηηκή. Σν δείγκα απηφ ιήθζεθε πεξίπνπ ζηελ αξρή ηεο γξακκήο 

παξαγσγήο ην πξσί, φηαλ ην κεράλεκα ήηαλ θξχν. Μφιηο ην κεράλεκα ζεξκάλζεθε, 

ε παξαγσγή επηζηξέθεη ζε θαηάζηαζε εληφο ειέγρνπ.  

Μεηά ηελ αθαίξεζε ηνπ 1
νπ 

δείγκαηνο, θάλνπκε μαλά ππνινγηζκνχο θαη 

παίξλνπκε: 𝑋 = 199.93 θαη 𝑆 𝑐4 = 3.06. ΢ην ΢ρήκα 4.3 παξνπζηάδεηαη ην 

δηάγξακκα Max – CUSUM γηα ηα λέα δεδνκέλα, απφ φπνπ θαίλεηαη φηη φια ηα 

ζεκεία βξίζθνληαη κέζα ζην δηάζηεκα απφθαζεο θαλεξψλνληαο φηη ε δηεξγαζία είλαη 

εληφο ειέγρνπ. 

 

  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ζεσξήζνπκε ηελ ηηκή ηνπ δηαζηήκαηνο απφθαζεο λα είλαη 

𝑕 = 4.051 ζχκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 4.1, πξνθχπηεη ην ΢ρήκα 4.4, απφ ην νπνίν 

παξαηεξνχκε φηη ην 6
ν
 δείγκα βξίζθεηαη πάλσ απφ ην δηάζηεκα απφθαζεο. Απηφ ην 

΢ρήκα 4.3. Σν δηάγξακκα Max – CUSUM. 
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ζεκείν δείρλεη αχμεζε ηεο ηππηθήο απφθιηζεο. Μεηά ηελ αθαίξεζε ηνπ ζεκείνπ 

απηνχ, θάλνπκε μαλά ππνινγηζκνχο θαη παίξλνπκε: 𝑋 = 200.22 θαη 𝑆 𝑐4 = 3.10. 

΢ρεδηάδνπκε μαλά ην Max – CUSUM, ζην ΢ρήκα 4.5 φπνπ θαη παξαηεξνχκε φηη φια 

ηα ζεκεία είλαη εληφο ησλ νξίσλ. 

 

΢ρήκα 4.4. Σν δηάγξακκα Max – CUSUM. 

 

΢ρήκα 4.5. Σν δηάγξακκα Max – CUSUM. 
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4.2 Γηάγξακκα EWMA – SC 

 

4.2.1 Δηζαγσγή 

 

Ο Roberts (1959) πξφηεηλε ην δηάγξακκα ειέγρνπ κε θηλεηνχο κέζνπο θαη εθζεηηθά 

βάξε (EWMA) γηα ηελ αλίρλεπζε κηαο κεηαηφπηζεο ζην κέζν ηεο δηεξγαζίαο. 

Γεδνκέλνπ φηη ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ EWMA είλαη γλσζηά γηα ηελ επαηζζεζία 

ηνπο ζηελ αλίρλεπζε κηθξψλ αιιαγψλ ζην κέζν ή ηππηθή απφθιηζε ηεο δηεξγαζίαο, ε 

ηερληθή EWMA έρεη ιάβεη κεγάιε πξνζνρή θαη έρεη απνθηήζεη εθηεηακέλεο 

εθαξκνγέο ζηνλ ηνκέα ηνπ ειέγρνπ πνηφηεηαο. Απφ πνιινχο ζπγγξαθείο έρνπλ γίλεη 

ζπκβνιέο ζηε βηβιηνγξαθία. Ωζηφζν, ζπλήζσο απαηηνχληαη δπν δηαγξάκκαηα 

EWMA γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηνπ κέζνπ θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ηεο 

δηεξγαζίαο αληίζηνηρα. Μεξηθέο θνξέο απηφ είλαη ελνριεηηθφ θαη ρξνλνβφξν.  

Δθηφο απφ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ελφο δηαγξάκκαηνο ειέγρνπ, είλαη ζεκαληηθφ, 

εηδηθά ζε έλα εξγαζηαθφ πεξηβάιινλ παξαγσγήο, λα γίλεη ε δηεξγαζία ζρεδίαζεο 

εχθνιε ζηελ εθαξκνγή. Οη Chao & Cheng (1996) αλέπηπμαλ έλα δηάγξακκα ειέγρνπ, 

ην δηάγξακκα εκηθπθιίνπ (Semicircle Chart – SC). Σν δηάγξακκα απηφ κπνξεί λα 

ζπλδπάζεη ηελ απφ θνηλνχ αλίρλεπζε κεηαηφπηζεο ηνπ κέζνπ θαη ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο ζε έλα εληαίν δηάγξακκα θαη είλαη απιφ ζηε ρξήζε θαη ζηελ θαηαλφεζε. 

Έλα απφ ηα πην εληππσζηαθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δηαγξάκκαηνο εκηθπθιίνπ είλαη ε 

επθνιία ηνπ ζην λα απνδίδεη έλα ζήκα εθηφο ειέγρνπ ζηελ αηηία ηεο κεηαηφπηζεο ηνπ 

κέζνπ θαη/ή ηεο ηππηθήο απφθιηζεο. Παξ’ φια απηά, ην SC δηάγξακκα δελ είλαη 

επαίζζεην ζε κηθξέο αιιαγέο ζε κηα δηεξγαζία.  

΢πλδπάδνληαο ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δηαγξάκκαηνο εκηθπθιίνπ κε ηελ ηερληθή 

EWMA, εθαξκφδνπκε ηελ ηερληθή EWMA ζην SC δηάγξακκα θαη πξνηείλεηαη έλα 

λέν δηάγξακκα. Σν δηάγξακκα απηφ είλαη πνιχ επαίζζεην ζηελ αλίρλεπζε κηθξψλ 

αιιαγψλ κέζα ζε κηα δηεξγαζία φηαλ κηα κεηαηφπηζε ζην κέζν ζπλνδεχεη κηα 

απμεκέλε αιιαγή ζηε δηαζπνξά. Μπνξεί ηαπηφρξνλα λα παξαθνινπζεί ηφζν ην κέζν 

φζν θαη ηελ απμεκέλε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο θαη αληρλεχεη ηελ πεγή θαη ηελ 

θαηεχζπλζε ελφο ζήκαηνο εθηφο ειέγρνπ. Δπηπιένλ, έρεη έλα αθφκα πιενλέθηεκα ζην 

λα ζρεδηάδεηαη επθνιφηεξα ζε πξαθηηθή εθαξκνγή, ην νπνίν επηηξέπεη κεγαιχηεξε 

επειημία απφ ηε ζπλεζηζκέλε πξνζέγγηζε. Έηζη, πξνηείλεηαη κηα ζηξαηεγηθή 
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ζρεδίαζεο ρξεζηκνπνηψληαο ηα βέιηηζηα 𝜆 θαη 𝐿 θαη δίλεηαη έλα παξάδεηγκα γηα λα 

επεμεγεζεί ε αθνξκή ηνπ λένπ δηαγξάκκαηνο έιεγρνο. 

 

 

4.2.2 Πεξηγξαθή ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC  

 

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε κηα ζεηξά ηπραίσλ κεηαβιεηψλ 𝑋𝑖𝑗  ~ 𝑁 𝜇, 𝜎2 , 

𝑖 = 1, 2, … θαη 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛𝑖 . Έζησ επίζεο φηη ην 𝜇0 είλαη ε νλνκαζηηθή ηηκή ηεο 

κέζεο ηηκήο θαη 𝜎0 είλαη κηα γλσζηή ηηκή ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ηεο δηεξγαζίαο θαη 

ππνζέηνπκε φηη νη παξάκεηξνη ηεο δηεξγαζίαο 𝜇 θαη 𝜎 κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο 

𝜇 = 𝜇0 + 𝛼𝜎0 θαη 𝜎 = 𝑏𝜎0, φπνπ ηα 𝛼 θαη 𝑏 είλαη ζηαζεξέο κε 𝑏 > 0. Ζ δηεξγαζία 

είλαη ππφ έιεγρν φηαλ 𝛼 = 0 θαη 𝑏 = 1. Γηαθνξεηηθά ε δηεξγαζία έρεη αιιάμεη.  

Έζησ φηη 𝑋 𝑖 =   𝑋𝑖𝑗 𝑛𝑖 𝑛𝑖
𝑗=1  είλαη ν 𝑖 −νζηφο δεηγκαηηθφο κέζνο θαη  

𝑆𝑖
2 =    𝑋𝑖𝑗 − 𝑋 𝑖 

2
 𝑛𝑖 − 1  

𝑛𝑖
𝑗=1  είλαη ε 𝑖 −νζηή δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε. 

Οξίδεηαη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ δηαγξάκκαηνο SC σο: 

𝑇𝑖 =  𝑋 𝑖 − 𝜇0 
2 +

𝑛 − 1

𝑛
 𝑆𝑖

2  , 𝑖 = 1, 2, …                       (4.2.1) 

Έζησ φηη  𝑇𝑖
∗ =   𝑛 𝜎0

2   𝛵𝑖  . Σφηε ε ζπλάξηεζε 𝑄𝑖  γηα ην EWMA ππνινγίδεηαη σο: 

𝑄𝑖 =  1 − 𝜆 𝑄𝑖−1 +  𝜆 𝑇𝑖
∗ , 𝑖 = 1, 2, …                          (4.2.2) 

φπνπ ην 𝑄0 είλαη ε αληίζηνηρε αξρηθή ηηκή θαη ην 𝜆 είλαη ε ζηαζεξά εμνκάιπλζεο γηα 

ην ζρεδηαζκφ ηνπ EWMA, κε 0 ≤ 𝜆 ≤ 1.  

Δπεηδή ην 𝑇𝑖
∗ ~ 𝜒𝑛

2  φπνπ ην 𝛼 = 0 θαη 𝑏 = 1, είλαη εχθνιν λα δεηρζεί φηη: 

𝛦 𝑄𝑖 = 𝛦  𝑇𝑖
∗ = 𝑛                                              (4.2.3) 

𝑉𝑎𝑟 𝑄𝑖 =
𝜆 1 −  1 − 𝜆 2𝑖 

2 − 𝜆
 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑖

∗ =
2𝑛𝜆 1 −  1 − 𝜆 2𝑖 

2 − 𝜆
.         (4.2.4) 
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Όηαλ 𝑄0 = 𝑛, ε εμίζσζε (4.2.2) κπνξεί επίζεο λα γξαθεί σο: 

𝑄𝑖 = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑛,                                                 (4.2.5) 

φπνπ  

𝑈𝑖 =  1 − 𝜆 𝑈𝑖−1 + 𝜆  
𝑛 𝑋 𝑖 − 𝜇0 

2

𝜎0
2 − 1                              (4.2.6) 

θαη  

𝑉𝑖 =  1 − 𝜆 𝑉𝑖−1 + 𝜆   𝑛 − 1  
𝑆𝑖

2

𝜎0
2 − 1  ,                           (4.2.7) 

 κε  𝑈0 = 𝑉0 = 0. 

Μηα κεηαηφπηζε ζην κέζν ηεο δηεξγαζίαο θαη/ή κηα κεηαηφπηζε ζηε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο νδεγεί ζε κηα κεγάιε ηηκή ηνπ 𝑄𝑖 , δηαθνξεηηθά ε ηηκή 

ηνπ 𝑄𝑖  κηθξαίλεη θαη ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ. Δπεηδή ην δηάγξακκα EWMA 

βαζίδεηαη ζηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ δηαγξάκκαηνο SC, ην δηάγξακκα απηφ 

νλνκάδεηαη δηάγξακκα EWMA – SC. Όζν ην 𝑄𝑖  είλαη κε-αξλεηηθφ, ρξεηάδεηαη κφλν 

ην 𝑈𝐶𝐿. Σν 𝑈𝐶𝐿 πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εμίζσζε (4.2.2) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝑈𝐶𝐿1 = 𝐸 𝑄𝑖 + 𝐿 𝑉𝑎𝑟 𝑄𝑖 = 𝑛 + 𝐿 
2𝑛𝜆 1 −  1 − 𝜆 2𝑖 

2 − 𝜆
.          (4.2.8) 

Σν 𝑈𝐶𝐿 πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εμίζσζε (4.2.5) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝑈𝐶𝐿2 = 𝐿 
2𝑛𝜆 1 −  1 − 𝜆 2𝑖 

2 − 𝜆
.                                   (4.2.9) 

Καζψο κεγαιψλεη ην 𝑖, ην 𝑈𝐶𝐿 ηείλεη λα πξνζεγγίζεη ηελ ηηκή ηεο θαηάζηαζεο 

επζηάζεηαο θαη ε εμίζσζε (4.2.8) ζα γίλεη:  

𝑈𝐶𝐿1 = 𝑛 + 𝐿 
2𝑛𝜆

2 − 𝜆
.                                       (4.2.10) 
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Καη ε εμίζσζε (4.2.9) γίλεηαη:  

𝑈𝐶𝐿2 = 𝐿 
2𝑛𝜆

2 − 𝜆
,                                             (4.2.11) 

φπνπ ηα 𝜆 θαη 𝐿 είλαη νη παξάκεηξνη ζρεδηαζκνχ ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC θαη 

ειέγρνπλ ηελ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο.  

 

 

4.2.3 ΢ρεδηαζκφο ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC 

 

Με βάζε ηηο ζεσξεηηθέο κειέηεο ησλ Crowder (1987) θαη Lucas & Saccucci 

(1990), ην θξηηήξην γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ελφο βέιηηζηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC 

είλαη λα θάλνπκε ην δηάγξακκα λα έρεη ηελ θαιχηεξε απφδνζε 𝐴𝑅𝐿. Αλ ζέινπκε λα 

αληρλεχζνπκε γξήγνξα έλα ζπγθεθξηκέλν δεχγνο αιιαγψλ ζην κέζν θαη ζηε 

δηαζπνξά ηεο δηεξγαζίαο, κπνξνχκε λα απνθηήζνπκε ην επηζπκεηφ εληφο ειέγρνπ 

𝐴𝑅𝐿 επηιέγνληαο ην ζπλδπαζκφ  𝜆, 𝐿  γηα ηνλ βέιηηζην ζρεδηαζκφ θαη ειαρηζηνπνηεί 

ην εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο αιιαγέο ζην κέζν θαη ηε δηαζπνξά. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν εμίζσζεο νινθιήξσζεο πνπ πεξηγξάθεηαη παξαθάησ 

κπνξνχκε λα απνθηήζνπκε θάζε ηηκή 𝐴𝑅𝐿 γηα ην δηάγξακκα EWMA – SC.   

Γηα ηε ρξήζε ηεο πξνζέγγηζεο ηεο εμίζσζεο νινθιεξψκαηνο γηα ηνλ ππνινγηζκνχ 

ηνπ 𝐴𝑅𝐿 πξέπεη λα βξεζεί ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ 𝑇𝑖
∗. Σν 𝛵𝜄

∗ 

κπνξεί λα αλαιπζεί ζε: 

𝑇𝑖
∗ = 𝑏2 𝑇𝑖1

∗ + 𝑇𝑖2
∗  ,                                              (4.2.12) 

  φπνπ  

𝑇𝑖1
∗ =

𝑛

𝑏2𝜎0
2
  𝑋 𝑖 − 𝜇) + 𝛼𝜎0

2] 𝑇𝑖2
∗   2                               (4.2.13) 

𝑇𝑖2
∗ =

𝑛 − 1

𝑏2𝜎0
2 𝑆𝑖

2.                                                (4.2.14) 
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Δπεηδή ην 𝑇𝑖1
∗  ~ 𝜒1,𝛿2

2   θαη ην 𝑇𝑖2
∗  ~ 𝜒𝑛−1

2  θαη ηα 𝑇𝑖1
∗ , 𝑇𝑖2

∗  είλαη αλεμάξηεηα, ζα 

ηζρχεη: 𝑇𝑖1
∗ +  𝑇𝑖2

∗  ~ 𝜒𝑛,𝛿2
2 , φπνπ  𝛿2 = 𝑛𝑎2 𝑏2 . 

Μηα Γθανπζηαλή πξνζέγγηζε γηα ηελ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ 𝑇𝑖
∗ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝐻𝑛,𝛿2 𝑦  ≈  𝛷   
1

𝑑
  

𝑦

𝑛 + 𝛿2
 
𝑟

− 𝑐  ,                            (4.2.15) 

φπνπ  

𝑟 =
1

3
  1 +

2𝛿4

 𝑛 + 2𝛿2 2
  , 𝑐 = 1 +

𝑟 𝑟 − 1  𝑛 + 2𝛿2 

 𝑛 + 𝛿2 2
 , 𝑑 =

𝑟 2 𝑛 + 2𝛿2 

𝑛 + 𝛿2
. 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ εμίζσζε (4.2.15) σο πξνο ην 𝑦, ε Γθανπζηαλή πξνζέγγηζε 

γηα ην 𝑕𝑛,𝛿2 𝑦  ππνινγίδεηαη λα είλαη ε αθφινπζε: 

𝑕𝑛,𝛿2 𝑦  ≈  
𝑟

𝑑 𝑛 + 𝛿2 2
 𝜙   

1

𝑑
  

𝑦

𝑛 + 𝛿2
 
𝑟

− 𝑐  .                  (4.2.16) 

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ 𝑇𝑖
∗ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝑓𝑇∗ 𝑦 =
1

𝑏2
 𝑕𝑛,𝛿2  

𝑦

𝑏2
  , 𝑦 ≥ 0.                             (4.2.17) 

΢πλεπψο, ε ζπλάξηεζε νινθιήξσζεο γηα ην 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC 

ζα είλαη: 

𝐿 𝑄0 =  1 +
1

𝜆
  𝐿 𝑦  𝑓𝑇∗  

𝑦 −  1 − 𝜆 𝑄0

𝜆
 𝑑𝑦

𝑈𝐶𝐿

0

.               (4.2.18) 

Λχλνληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε νινθιεξψκαηνο εθηηκνχκε ην 𝐴𝑅𝐿 

ρξεζηκνπνηψληαο ηα 64 ζεκεία νινθιήξσζεο ηνπ Gauss (64 point Gaussian 

quadrature).  

Έηζη, γηα έλα δεδνκέλν εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 = 250 θαη 𝜆 = 0.05  0.005 1, ην 

αληίζηνηρν 𝐿 βξίζθεηαη ψζηε ν ζπλδπαζκφο  𝜆, 𝐿  λα καο δίλεη ην επηζπκεηφ εληφο 

ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿. Υξεζηκνπνηψληαο 191 ηέηνηνπο ζπλδπαζκνχο, ππνινγίδεηαη θάζε εθηφο 
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ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 ζε ζρέζε κε έλα δεχγνο ζπγθεθξηκέλσλ 𝛼 θαη 𝑏. Ο βέιηηζηνο 

ζπλδπαζκφο  𝜆, 𝐿  γηα έλα δεχγνο θαζνξηζκέλσλ 𝛼 θαη 𝑏, είλαη απηφο πνπ νδεγεί ζηε 

κηθξφηεξε ηηκή ησλ 191 εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿𝑠. Ζ πξνζέγγηζε ηνπ 𝑈𝐶𝐿 ζηελ εμίζσζε 

(4.2.10) ή (4.2.11) είλαη ε ηηκή επζηαζνχο θαηάζηαζεο πνπ ζα πξνζεγγηζηεί αθνχ ην 

δηάγξακκα EWMA – SC εθηειεζηεί γηα αξθεηέο ρξνληθέο πεξηφδνπο, πνπ ιακβάλεηαη 

πεξίπνπ σο 5. 

΢ηνπο Πίλαθεο 4.8, 4.9 θαη 4.10 πεξηιακβάλνληαη κεξηθέο αληηπξνζσπεπηηθέο 

βέιηηζηεο ηηκέο ησλ  𝜆, 𝐿  θαη ηα αληίζηνηρα εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿𝑠 δεδνκέλσλ ησλ 

αληίζηνηρσλ εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿0 = 250, 370 θαη 500, ρξεζηκνπνηψληαο ην 

πξνζεγγηζηηθφ 𝑈𝐶𝐿 γηα 𝑛 = 5 κε αξρηθέο ηηκέο 𝑄0 = 5 ή 𝑈0 = 𝑉0 = 0. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ θάπνηνο ζέιεη λα έρεη έλα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿0 = 250 θαη λα 

πξνθπιαρηεί απφ κηα θαηά έλα ηέηαξην ηεο κνλάδαο αχμεζε ζην κέζν θαη ζηε 

δηαζπνξά, δειαδή 𝛼 = 0.25 , 𝑏 = 1.25, νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ είλαη 

𝜆 = 0.05 θαη 𝐿 = 1.87996. Όπσο απεηθνλίδεηαη ζηνπο πίλαθεο απηνχο, νη κηθξφηεξεο 

ηηκέο ηνπ 𝜆 είλαη πην απνηειεζκαηηθέο ζηελ αλίρλεπζε κηθξψλ αιιαγψλ ζην κέζν 

θαη/ή ζηε δηαζπνξά. 

Οη MacGregor & Harris (1990) δηεξεχλεζαλ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ δηαγξάκκαηνο 

EWMA θαη θαηέιεμαλ ζην ζπκπέξαζκα φηη ε ρξήζε ηεο αθξηβνχο δηαζπνξάο ηνπ 

EWMA νδεγεί ζε κηα θπζηθή γξήγνξε αξρηθή απφθξηζε γηα έλα δηάγξακκα EWMA. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη νη αξρηθέο εθηφο ειέγρνπ ζπλζήθεο κπνξνχλ λα αληρλεπζνχλ πην 

γξήγνξα ρξεζηκνπνηψληαο ην αθξηβέο 𝑈𝐶𝐿 ζηελ εμίζσζε (4.2.8) ή (4.2.9). Ζ 

απφδνζε ζχκθσλα κε ηηο ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿 ηνπ EWMA – SC δηαγξάκκαηνο ζπκθσλεί 

κε ηα ζπκπεξάζκαηα ησλ MacGregor & Harris (1990). Υξεζηκνπνηψληαο ην αθξηβέο 

𝑈𝐶𝐿, ζηνλ Πίλαθα 4.11 κπνξνχκε επίζεο λα βξνχκε κεξηθέο αληηπξνζσπεπηηθέο 

βέιηηζηεο ηηκέο ησλ  𝜆, 𝐿  θαη ηα αληίζηνηρα εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿𝑠 γηα 𝑛 = 5 θαη γηα 

δηάθνξεο αιιαγέο ζην κέζν θαη ηε δηαζπνξά ηεο δηεξγαζίαο, δεδνκέλνπ φηη έρνπκε 

𝐴𝑅𝐿0 = 250 θαη αξρηθέο ηηκέο 𝑄0 = 5 ή 𝑉0 = 𝑈0 = 0. Φαίλεηαη απφ ηνλ παξαπάλσ 

πίλαθα φηη φιεο νη ηηκέο ησλ 𝐴𝑅𝐿𝑠 είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο κε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο 

ηνπ Πίλαθα 4.8.  
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Πίλαθαο 4.8. Οη  𝝀, 𝑳  ζπλδπαζκνί θαη ηα αληίζηνηρα 𝑨𝑹𝑳 γηα βέιηηζηα 

δηαγξάκκαηα EWMA – SC ζε κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε όηαλ 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎 θαη 

𝒏 = 𝟓. 

𝛼 

𝑏  0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

 𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.0500 1.4100 0.7000 0.9200 0.9800 

1.00 𝐿 1.87996 1.87996 1.87996 1.87996 3.40589 3.75687 3.87189 3.88108 

 𝐴𝑅𝐿 250.00 73.46 22.60 5.16 2.11 1.25 1.03 1.00 

 𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.3000 0.4650 0.7000 0.9000 0.9700 

1.25 𝐿 1.87996 1.87996 1.87996 3.18646 3.49091 3.75687 3.86667 3.88021 

 𝐴𝑅𝐿 9.43 8.50 6.51 3.22 1.79 1.23 1.05 1.00 

 𝜆 0.2250 0.2650 0.2650 0.4100 0.5700 0.7300 0.8850 0.9600 

1.50 𝐿 3.10506 3.10506 3.40589 3.63012 3.78053 3.86209 3.87907 3.07814 

 𝐴𝑅𝐿 4.17 3.96 3.44 2.30 1.56 1.20 1.06 1.01 

 𝜆 0.4650 0.5000 0.5000 0.5900 0.7000 0.7950 0.8850 0.9500 

2.00 𝐿 3.54163 3.54163 3.65165 3.75687 3.82226 3.86209 3.87766 3.49091 

 𝐴𝑅𝐿 1.87 1.84 1.76 1.52 1.30 1.14 1.06 1.02 

 𝜆 0.6550 0.6550 0.7000 0.7000 0.7950 0.8600 0.9100 0.9350 

2.50 𝐿 3.71688 3.75687 3.82226 3.85326 3.85328 3.86948 3.87510 3.71688 

 𝐴𝑅𝐿 1.34 1.33 1.31 1.24 1.16 1.10 1.05 1.02 

 𝜆 0.7950 0.7950 0.7950 0.8250 0.8600 0.8850 0.9350 0.9350 

3.00 𝐿 3.82226 3.82226 3.83783 3.85328 3.86209 3.87510 3.87510 3.82226 

 𝐴𝑅𝐿 1.16 1.16 1.15 1.13 1.09 1.06 1.04 1.02 
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Πίλαθαο 4.9. Οη  𝝀, 𝑳  ζπλδπαζκνί θαη ηα αληίζηνηρα 𝑨𝑹𝑳 γηα βέιηηζηα 

δηαγξάκκαηα EWMA – SC ζε κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε όηαλ 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟑𝟕𝟎 θαη 

𝒏 = 𝟓. 

𝛼 

𝑏  0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 

𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.0500 0.3650 0.6550 0.9000 0.9800 

𝐿 1.94790 1.94790 1.94790 1.94790 3.57945 3.99578 4.15768 4.14281 

𝐴𝑅𝐿 369.99 78.75 23.66 5.33 2.26 1.30 1.04 1.00 

1.25 

𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.2650 0.4650 0.6750 0.8850 0.9750 

𝐿 1.94790 1.94790 1.94790 3.34585 3.75513 4.01538 4.15283 4.17241 

𝐴𝑅𝐿 9.80 8.80 6.73 3.47 1.89 1.27 1.06 1.01 

1.50 

𝜆 0.0500 0.0500 0.2750 0.3650 0.5550 0.7000 0.8700 0.9500 

𝐿 1.94790 1.94790 3.37492 3.57945 3.88463 4.03916 4.14728 4.17076 

𝐴𝑅𝐿 4.48 4.28 3.71 2.44 1.64 1.24 1.07 1.01 

2.00 

𝜆 0.4650 0.4650 0.4850 0.5550 0.6550 0.7850 0.8800 0.9500 

𝐿 3.75513 3.75513 3.78798 3.88463 3.99578 4.10416 4.15108 4.16931 

𝐴𝑅𝐿 1.96 1.93 1.84 1.58 1.33 1.16 1.07 1.03 

2.50 

𝜆 0.6550 0.6550 0.6550 0.6750 0.7550 0.8450 0.8800 0.9800 

𝐿 3.99578 3.99578 3.99578 4.01538 4.08420 4.13634 4.15108 4.16554 

𝐴𝑅𝐿 1.38 1.37 1.37 1.27 1.18 1.11 1.06 1.02 

3.00 

𝜆 0.7750 0.7850 0.7850 0.8150 0.8450 0.8800 0.9300 0.9300 

𝐿 4.09778 4.10416 4.10416 4.12147 4.13634 4.15108 4.16554 4.16554 

𝐴𝑅𝐿 1.18 1.17 1.17 1.14 1.10 1.07 1.04 1.02 
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Πίλαθαο 4.10. Οη  𝝀, 𝑳  ζπλδπαζκνί θαη ηα αληίζηνηρα 𝑨𝑹𝑳 γηα βέιηηζηα 

δηαγξάκκαηα EWMA – SC ζε κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε όηαλ 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟓𝟎𝟎 θαη 

𝒏 = 𝟓. 

𝛼 

𝑏  0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 

𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.0500 0.3250 0.6550 0.8950 0.9850 

𝐿 1.98485 1.98485 1.98485 1.98485 3.67776 4.20688 4.37768 4.39549 

𝐴𝑅𝐿 499.99 80.96 24.08 5.42 2.37 1.34 1.05 1.00 

1.25 

𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.0500 0.4650 0.6550 0.8550 0.9750 

𝐿 1.98485 1.98485 1.98485 1.98485 3.95253 4.20688 4.36167 4.39474 

𝐴𝑅𝐿 9.95 8.93 6.82 3.63 1.97 1.30 1.07 1.01 

1.50 

𝜆 0.0500 0.0500 0.0500 0.3250 0.5000 0.6750 0.8450 0.9600 

𝐿 1.98485 1.98485 1.98485 3.67776 4.01069 4.22752 4.35674 4.39305 

𝐴𝑅𝐿 4.54 4.34 3.85 2.56 1.69 1.26 1.08 1.02 

2.00 

𝜆 0.4650 0.4650 0.4650 0.5700 0.6750 0.7750 0.8450 0.9300 

𝐿 3.95253 3.95253 3.95253 4.10935 4.22752 4.31610 4.35674 4.38762 

𝐴𝑅𝐿 2.04 2.00 1.90 1.63 1.36 1.18 1.07 1.02 

2.50 

𝜆 0.6300 0.6300 0.6550 0.6750 0.7500 0.8150 0.9000 0.9300 

𝐿 4.18027 4.18027 4.20688 4.22752 4.29857 4.34115 4.37936 4.38762 

𝐴𝑅𝐿 1.41 1.40 1.38 1.29 1.20 1.12 1.06 1.03 

3.00 

𝜆 0.7300 0.7750 0.7850 0.7850 0.8450 0.8450 0.9050 0.9300 

𝐿 4.28130 4.31610 4.32300 4.32300 4.35674 4.35674 4.38117 4.38762 

𝐴𝑅𝐿 1.19 1.19 1.18 1.15 1.11 1.08 1.05 1.03 

 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ην 0.05 πνπ είλαη ε κηθξφηεξε ηηκή ηνπ 𝜆 

ζην επηιεγκέλν ζχλνιν, είλαη ε βέιηηζηε ηηκή γηα ην 𝜆, αθφκα θαη φηαλ νη 

κεηαηνπίζεηο ζην κέζν θαη/ή κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο είλαη κεγάιεο. Απηφ 

ζπκβαίλεη επεηδή ην αθξηβέο 𝑈𝐶𝐿, γηα κηθξφ 𝜆, είλαη πνιχ κηθξφηεξν απφ ην θαηά 

πξνζέγγηζε θαηά ηελ αξρηθή θάζε. ΢ην αξρηθφ ζηάδην, ε ρξήζε ηνπ αθξηβνχο 𝑈𝐶𝐿 ζα 

βειηηψζεη ηελ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC ζηελ αλίρλεπζε κηαο αξρηθήο 

εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζεο.  
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Πίλαθαο 4.11. Οη ζπλδπαζκνί  𝝀, 𝑳  θαη ηα αληίζηνηρα 𝑨𝑹𝑳 γηα ην βέιηηζην 

δηάγξακκα EWMA – SC ζε κηα αξρηθή θαηάζηαζε θαη 𝒏 = 𝟓. 

𝛼 

𝑏  0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 

𝜆 0.40 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 3.4054 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 249.94 66.30 21.21 3.61 1.61 1.12 1.01 1.00 

1.25 

𝜆 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 7.53 6.61 4.77 2.38 1.46 1.13 1.02 1.00 

1.50 

𝜆 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 3.07 2.92 2.57 1.82 1.35 1.12 1.03 1.00 

2.00 

𝜆 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 1.56 1.54 1.49 1.34 1.20 1.10 1.04 1.01 

2.50 

𝜆 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 1.23 1.22 1.21 1.17 1.11 1.06 1.03 1.01 

3.00 

𝜆 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

𝐿 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 2.1180 

𝐴𝑅𝐿 1.11 1.11 1.10 1.09 1.06 1.04 1.02 1.01 

 

Γηα ηελ αλίρλεπζε κηθξψλ θαη κεζαίσλ κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν θαη ηε 

κεηαβιεηφηεηα, ζπληζηάηαη νη ηηκέο ηνπ 𝜆 λα θπκαίλνληαη απφ ην 0.05 έσο 0.30 

επεηδή ε ρξήζε κηθξφηεξσλ ηηκψλ ηνπ 𝜆 κπνξνχλ λα αληρλεχζνπλ κηθξφηεξεο 

κεηαηνπίζεηο. Όηαλ ρξεζηκνπνηνχκε κηθξέο ηηκέο γηα ην 𝜆, ε εκθάληζε ελφο 

πξνβιήκαηνο αδξάλεηαο είλαη ε ρεηξφηεξε θαηάζηαζε γηα ηα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ 

ηχπνπ EWMA. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε ηεο ρεηξφηεξεο θαηάζηαζεο, ην 𝑄𝑖  

ζα είλαη πνιχ θνληά ζην 𝑈𝐶𝐿 φηαλ εκθαλίδεηαη κηα κεγάιε κεηαηφπηζε πξνο ηελ 

άιιε θαηεχζπλζε, θαηαιήγνληαο ζε κηα αξγή αληίδξαζε ζηε κεγάιε κεηαηφπηζε αλ 

ρξεζηκνπνηείηαη κηα κηθξή ηηκή γηα ην 𝜆. Πξνθεηκέλνπ λα πξνιεθζεί απηφ ην 

πξφβιεκα, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ηαπηφρξνλα έλα επηπιένλ δηάγξακκα EWMA – 

SC κε 𝜆 = 1. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη φηαλ ην 𝜆 = 1, ην δηάγξακκα EWMA – SC 
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είλαη ηζνδχλακν κε ην δηάγξακκα SC ην νπνίν είλαη κηα ρξήζηκε ελαιιαθηηθή 

επηινγή ζηελ θνηλή πξαθηηθή ρξήζεο ησλ δηαγξακκάησλ 𝑋  θαη 𝑅. Ο Montgomery 

(2013) θαη ν Lowry (1989) ζπδήηεζαλ ην πξφβιεκα αδξάλεηαο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ ηχπνπ EWMA.  

Γηα ηα δεδνκέλα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 ησλ 250, 370 θαη 500 θαζψο θαη γηα θάπνηεο 

θνηλψο ρξεζηκνπνηνχκελεο ηηκέο ηνπ 𝜆, ην αληίζηνηρν 𝐿 βξίζθεηαη έηζη ψζηε ν 

ζπλδπαζκφο  𝜆, 𝐿  λα δίλεη ηα επηζπκεηά εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿, φηαλ ρξεζηκνπνηνχληαη 

ην θαηά πξνζέγγηζε 𝑈𝐶𝐿 θαη νη αξρηθέο ηηκέο 𝑄0 = 0 ή 𝑈0 = 𝑉0 = 0. ΢ηνλ Πίλαθα 

4.12 παξνπζηάδνληαη απηνί νη ζπλδπαζκνί  𝜆, 𝐿 . 

  

Πίλαθαο 4.12. Οη ζπλδπαζκνί  𝝀, 𝑳  γηα ην δηάγξακκα EWMA – SC ζε κηα 

ζηαζεξή θαηάζηαζε όηαλ 𝒏 = 𝟓. 

𝐴𝑅𝐿0 = 250 

𝜆 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.80 1.00 

𝐿 1.88 2.45 2.74 2.93 3.08 3.19 3.39 3.54 3.82 3.88 

𝐴𝑅𝐿0 = 370 

𝜆 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.80 1.00 

𝐿 1.95 2.65 2.98 3.17 3.32 3.44 3.65 3.81 4.11 4.17 

𝐴𝑅𝐿0 = 500 

𝜆 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.80 1.00 

𝐿 1.98 2.78 3.16 3.36 3.51 3.62 3.84 4.01 4.33 4.40 

 

 

4.2.4 ΢χγθξηζε δηαγξάκκαηνο EWMA – SC κε άιια δηαγξάκκαηα 

 

Πξνθεηκέλνπ λα δνζεί κηα ελαιιαθηηθή πξφηαζε ζηε ρξήζε ζπλδπαζκψλ ησλ 

πθηζηακέλσλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ, ην δηάγξακκα EWMA –SC ζπγθξίλεηαη κε δπν 

ζπλδπαζκνχο δηαγξακκάησλ: ν ζπλδπαζκφο ησλ δπν δηαγξακκάησλ Shewhart θαη ν 

ζπλδπαζκφο ησλ δπν δηαγξακκάησλ EWMA. Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηελ απφδνζε ησλ 

δηαθφξσλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ επί ίζνηο φξνηο, βαζκνλνκνχκε ην θάζε δηάγξακκα 
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έηζη ψζηε ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 λα είλαη πεξίπνπ ίζν κε 250 ζε κηα θαηάζηαζε 

επζηάζεηαο θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο λα είλαη ζε φια ίζν κε 𝑛.  

Ζ πξψηε ζχγθξηζε πξαγκαηνπνηείηαη κεηαμχ ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC θαη 

ηνπ ζπλδπαζκνχ ησλ δηαγξακκάησλ 𝑋  θαη 𝑆. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ δηαγξάκκαηνο 𝑋  

φηαλ ε δηεξγαζία είλαη εληφο ειέγρνπ, ρξεζηκνπνηνχληαη ηα 3𝜎 φξηα ειέγρνπ θαη ε 

πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Η είλαη ίζε κε 0.002. Αληίζηνηρα, γηα ην δηάγξακκα 𝑆 

ζηελ εληφο ειέγρνπ θαηάζηαζε, ρξεζηκνπνηνχληαη ηα φξηα ειέγρνπ πηζαλφηεηαο θαη 

ζε θάζε νπξά απνδίδεηαη πηζαλφηεηα 0.001 έηζη ψζηε ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ 

Η λα είλαη επίζεο 0.002. Ο ζπλδπαζκφο ησλ δηαγξακκάησλ 𝑋  θαη 𝑆 έρεη κηα 

ζπλδπαζκέλε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Η ίζε κε 1 −  1 − 0.002 2 = 0.004, ην 

νπνίν ηζνδπλακεί ζε έλα εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 ίζν κε 250. Γηα δηάθνξεο κεηαηνπίζεηο 

ζην κέζν κεκνλσκέλα, κεκνλσκέλα ζηε κεηαβιεηφηεηα αιιά θαη ζην κέζν θαη 

κεηαβιεηφηεηα, κπνξεί λα απνθηεζεί εχθνια ην 𝐴𝑅𝐿 γηα ην ζπλδπαζκφ ησλ 𝑋  θαη 𝑆 

δηαγξακκάησλ, αθνχ ηα δηαγξάκκαηα 𝑋  θαη 𝑆 είλαη αλεμάξηεηα, ελψ ην 𝐴𝑅𝐿 γηα ην 

δηάγξακκα EWMA – SC ιακβάλεηαη απφ ηνλ Πίλαθα 4.8.  

΢ηνλ Πίλαθα 4.13 δίλνληαη θάπνηα αληηπξνζσπεπηηθά απνηειέζκαηα. Απφ ηνλ 

Πίλαθα 4.13 ινηπφλ κπνξνχκε λα δνχκε φηη ην δηάγξακκα EWMA – SC ππεξέρεη ηνπ 

ζπλδπαζκνχ ησλ δηαγξακκάησλ 𝑋  θαη 𝑆 ζηελ αλίρλεπζε κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν 

θαη/ή ηε κεηαβιεηφηεηα. Έλα ελδηαθέξνλ απνηέιεζκα είλαη φηη αθφκα θαη γηα 

κεγάιεο κεηαηνπίζεηο ζε κηα δηεξγαζία, νη βέιηηζηεο ηηκέο 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο 

EWMA – SC είλαη κηθξφηεξεο απφ απηέο ηνπ ζπλδπαζκνχ δηαγξακκάησλ 𝑋  θαη 𝑆. Σν 

παξαπάλσ είλαη γεληθά αιεζέο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ιακβάλνληαη ππφςε θαη άιια 

εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿.  
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Πίλαθαο 4.13. Βέιηηζηεο ηηκέο 𝑨𝑹𝑳 ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC θαη ηνπ 

ζπλδπαζκνύ ησλ δηαγξακκάησλ 𝑿  θαη 𝑺 όηαλ 𝒏 = 𝟓 θαη 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎. 

Γηάγξακκα EWMA – SC 

𝛼 

𝑏 0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 250.00 73.46 22.60 5.16 2.11 1.25 1.03 1.00 

1.25 9.43 8.50 6.51 3.22 1.79 1.23 1.05 1.00 

1.50 4.17 3.96 3.44 2.30 1.56 1.20 1.06 1.01 

2.00 1.87 1.84 1.76 1.52 1.30 1.14 1.06 1.02 

2.50 1.34 1.33 1.31 1.24 1.16 1.10 1.05 1.02 

3.00 1.16 1.16 1.15 1.13 1.09 1.06 1.04 1.02 

 
΢πλδπαζκφο δηαγξακκάησλ Shewhart 

𝛼 

𝑏 0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 250.21 128.14 38.08 5.05 1.65 1.09 1.01 1.00 

1.25 30.92 23.85 13.20 3.82 1.69 1.15 1.02 1.00 

1.50 8.30 7.50 5.78 2.90 1.65 1.20 1.08 1.02 

2.00 2.43 2.38 2.22 1.80 1.43 1.20 1.08 1.02 

2.50 1.52 1.50 1.47 1.37 1.24 1.14 1.07 1.03 

3.00 1.24 1.23 1.22 1.19 1.14 1.09 1.06 1.03 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ην δηάγξακκα EWMA – SC ζπγθξίλεηαη κε ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ δπν 

δηαγξακκάησλ EWMA. Σν έλα απφ ηα δπν δηαγξάκκαηα EWMA, πνπ εκπιέθνληαη 

ζηνλ ζπλδπαζκφ, είλαη ην ζπλεζηζκέλν EWMA 𝑋  πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ Roberts 

(1959) θαη ην άιιν είλαη ην ηξνπνπνηεκέλν δηάγξακκα EWMA ln 𝑆2  πνπ δίλεηαη 

ζηνπο Crowder & Hamilton (1992). Γηα ηηο παξαγξάθνπο πνπ αθνινπζνχλ, ζεσξνχκε 

φηη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 𝑛 = 5.  

Σν δηάγξακκα EWMA 𝑋  έρεη ηα αθφινπζα φξηα ειέγρνπ: 
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𝑈𝐶𝐿1 = 𝜇1 + 𝐿1 
𝜆1

2 − 𝜆1
𝜎1 

𝐶𝐿1 = 𝜇1                                                                   (4.2.19) 

   𝐿𝐶𝐿1 = 𝜇1 − 𝐿1 
𝜆1

2 − 𝜆1
𝜎1, 

φπνπ ηα 𝜆1 θαη 𝐿1 είλαη παξάκεηξνη πνπ ειέγρνπλ ηελ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο 

EWMA 𝑋 , κε 𝜇1 = 𝜇0 θαη 𝜎1 = 𝜎0  𝑛  . 

Σν ζηαηηζηηθφ ζρεδίαζεο νξίδεηαη σο αθνινχζσο: 

𝑄𝑖 =  1 − 𝜆 𝑄𝑖−1 + 𝜆𝑋 𝑖  ,    𝑖 = 1, 2, …                         (4.2.20) 

κε 𝑄0 = 𝜇1. 

Γηα ην δηάγξακκα EWMA ln 𝑆2 , ηα φξηα ειέγρνπ είλαη: 

𝑈𝐶𝐿2 = 𝜇2 + 𝐿2 
𝜆2

2 − 𝜆2
𝜎2 

𝐶𝐿2 = 𝜇2                                                                   (4.2.21) 

    𝐿𝐶𝐿2 = 𝜇2 − 𝐿2 
𝜆2

2 − 𝜆2
𝜎2, 

φπνπ ηα 𝜆2 θαη 𝐿2 είλαη νη παξάκεηξνη πνπ ειέγρνπλ ηελ απφδνζε ηνπ δηαγξάκκαηνο 

EWMA ln 𝑆2 , ην 𝜇2 είλαη ε πξνζεγγηζηηθή κέζε ηηκή ηνπ ln 𝑆2  θαη δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε: 

𝜇2 = ln 𝜎0
2 −

1

𝑛 − 1
−

1

3 𝑛 − 1 2
+

2

15 𝑛 − 1 5
                (4.2.22) 

θαη 𝜎2
2 είλαη ε πξνζεγγηζηηθή κεηαβιεηφηεηα ηνπ ln 𝑆2  πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝜎2
2 =

2

𝑛 − 1
+

2

 𝑛 − 1 2
+

4

3 𝑛 − 1 3
−

16

15 𝑛 − 1 2
.              (4.2.23) 

 



  

157 
 

Σν ζηαηηζηηθφ ζρεδίαζεο ινηπφλ, ζα είλαη: 

𝑌𝑖 =  1 − 𝜆2 𝑌𝑖−1 + ln 𝑆𝑖
2   ,   𝑖 = 1, 2, …                        (4.2.24) 

κε 𝑌0 = 𝜇2. 

Με δεδνκέλν φηη ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 είλαη 𝐴𝑅𝐿0 = 500 ηφζν γηα ην δηάγξακκα 

EWMA 𝑋  φζν θαη γηα ην EWMA ln 𝑆2 , ην εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο 

ζπλδπαζκνχ είλαη 250. ΢ηνλ Πίλαθα 4.14 πεξηέρνληαη νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ  𝜆1, 𝐿1  

γηα ζπγθεθξηκέλεο κεηαηνπίζεηο ζην κέζν ηεο δηεξγαζίαο, νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ 

 𝜆2, 𝐿2  γηα ζπγθεθξηκέλεο κεηαηνπίζεηο ζηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο θαη ηα 

αληίζηνηρα κηθξφηεξα 𝐴𝑅𝐿𝑠, ηα νπνία ιακβάλνληαη απφ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ 

νινθιήξσζεο κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο ζηνλ Crowder (1987) θαη Crowder & Hamilton 

(1992). 

  

Πίλαθαο 4.14. Οη βέιηηζηεο ηηκέο παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηα 

δηαγξάκκαηα EWMA 𝑿  θαη EWMA 𝐥𝐧 𝑺𝟐  όηαλ 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟓𝟎𝟎 θαη 𝒏 = 𝟓. 

Γηάγξακκα EWMA 𝑋  

𝛼 

 0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

𝜆1 0.655 0.055 0.160 0.430 0.765 0.940 0.995 1.000 

𝐿1 3.084 2.645 2.920 3.060 3.088 3.090 3.090 3.090 

𝐴𝑅𝐿1 500.0 24.4 9.6 3.0 1.6 1.1 1.0 1.0 

 
Γηάγξακκα EWMA ln 𝑆2  

𝛼 

 1.00 1.25 1.50 2.00 2.50 3.00 

𝜆2 0.435 0.050 0.110 0.200 0.270 0.330 

𝐿2 3.561 2.633 2.900 3.143 3.292 3.402 

𝐴𝑅𝐿2 500.0 24.5 10.3 4.8 3.3 2.6 

 

Αθφηνπ έλα δηάγξακκα ηχπνπ EWMA ειέγρεηαη απφ ηνλ ζπλδπαζκφ  𝜆, 𝐿 , 

ππάξρνπλ πνιιά πηζαλά 𝐴𝑅𝐿 γηα κηα εθηφο ειέγρνπ θαηάζηαζε θαη κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ δπν πξνζεγγίζεηο γηα λα γίλνπλ νη ζπγθξίζεηο κεηαμχ ησλ 

δηαγξακκάησλ ηχπνπ EWMA. Ζ πξψηε πξνζέγγηζε ζπγθξίλεη ηελ θαιχηεξε απφδνζε 
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𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC κε εθείλε ηνπ ζπλδπαζκνχ ησλ δπν 

δηαγξακκάησλ EWMA. Γηα έλα δεπγάξη θαζνξηζκέλσλ κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν θαη 

ηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο φπσο δίλεηαη απφ ηα θαζνξηζκέλα 𝛼 θαη 𝑏, 

κπνξνχκε λα απνθηήζνπκε ηε κηθξφηεξε ηηκή εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 γηα θάζε 

δηάγξακκα ηχπνπ EWMA ρξεζηκνπνηψληαο ηηο βέιηηζηεο παξακέηξνπο ηνπο. ΢ηνλ 

Πίλαθα 4.15 πεξηιακβάλνληαη ηα απνηειέζκαηα απηψλ ησλ ζπγθξίζεσλ, ελψ γηα ην 

δηάγξακκα EWMA – SC ιακβάλνπκε ηηο ηηκέο απφ ηνλ Πίλαθα 4.8. Οη αληίζηνηρεο 

ηηκέο γηα ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ δηαγξακκάησλ EWMA 𝑋  θαη EWMA ln 𝑆2  

ιακβάλνληαη απφ 10,000 πξνζνκνηψζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηηο βέιηηζηεο ηηκέο 

παξακέηξσλ γηα ηνπο ζπλδπαζκνχο ησλ  𝜆1, 𝐿1  θαη  𝜆2, 𝐿2  νη νπνίεο δίλνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 4.14. 

 

Πίλαθαο 4.15. Οη βέιηηζηεο ηηκέο 𝑨𝑹𝑳 ησλ δηαγξακκάησλ EWMA – SC θαη ηνπ 

ζπλδπαζκνύ ησλ δπν δηαγξακκάησλ EWMA κε 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎 θαη 𝒏 = 𝟓. 

  

Γηάγξακκα EWMA – SC 

𝛼 

𝑏 0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 250.00 73.46 22.60 5.16 2.11 1.25 1.03 1.00 

1.25 9.43 8.50 6.51 3.22 1.79 1.23 1.05 1.00 

1.50 4.17 3.96 3.44 2.30 1.56 1.20 1.06 1.01 

2.00 1.87 1.84 1.76 1.52 1.30 1.14 1.06 1.02 

2.50 1.34 1.33 1.31 1.24 1.16 1.10 1.05 1.02 

3.00 1.16 1.16 1.15 1.13 1.09 1.06 1.04 1.02 

 
΢πλδπαζκφο δηαγξακκάησλ EWMA 

𝛼 

𝑏 0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 

1.00 250.13 23.53 8.47 2.94 1.55 1.09 1.01 1.00 

1.25 20.83 16.52 7.99 2.94 1.61 1.15 1.02 1.00 

1.50 9.26 8.58 6.40 2.88 1.66 1.21 1.05 1.01 

2.00 3.83 4.64 4.00 2.54 1.70 1.31 1.12 1.04 

2.50 2.57 3.21 2.88 2.16 1.64 1.36 1.18 1.08 

3.00 2.04 2.58 2.34 1.89 1.56 1.37 1.21 1.12 
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Ζ δεχηεξε πξνζέγγηζε αθνξά ζπγθξίζεηο φπνπ ηα πέληε δηαγξάκκαηα ηχπνπ 

EWMA ρξεζηκνπνηνχλ ηηο ίδηεο ηηκέο γηα ηα βάξε, φπσο 𝜆 = 𝜆1 = 𝜆2. ΢ηνλ Πίλαθα 

4.16 παξνπζηάδνληαη ηα αληίζηνηρα εθηφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – 

SC θαη ηνπ ζπλδπαζκνχ ησλ δπν δηαγξακκάησλ EWMA γηα δηάθνξεο κεηαηνπίζεηο 

ζην κέζν θαη ηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο. 

 

Πίλαθαο 4.16. Σηκέο 𝑨𝑹𝑳 ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC θαη ηνλ ζπλδπαζκό 

ησλ δπν δηαγξακκάησλ EWMA κε 𝒏 = 𝟓 θαη 𝑨𝑹𝑳𝟎 = 𝟐𝟓𝟎. 

  Γηάγξακκα EWMA – SC ΢πλδπαζκφο δηαγξακκάησλ 

  𝛼 𝛼 

 𝑏 0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 0.00 0.25 0.50 1.00 2.00 

𝜆 = 0.05 1.00 250.0 73.5 22.6 5.2 1.6 249.6 24.2 9.9 4.7 2.4 

𝐿 = 1.88 1.25 9.4 8.5 6.5 3.5 1.5 23.1 16.6 9.6 4.7 2.4 

𝐿1 = 2.61 1.50 4.3 4.2 3.7 2.6 1.4 10.7 10.1 8.0 4.7 2.5 

𝐿2 = 2.60 2.00 2.2 2.1 2.0 1.8 1.3 5.9 5.8 5.5 4.3 2.5 

𝜆 = 0.10 1.00 250.0 109.2 27.5 5.2 1.5 252.1 25.1 8.8 3.9 2.0 

𝐿 = 2.45 1.25 10.1 8.9 6.7 3.4 1.4 24.4 15.8 8.4 3.9 2.1 

𝐿1 = 2.81 1.50 4.3 4.1 3.6 2.5 1.4 9.7 8.8 6.9 3.9 2.1 

𝐿2 = 2.86 2.00 2.1 2.1 2.0 1.7 1.2 5.0 4.8 4.5 3.5 2.1 

𝜆 = 0.20 1.00 250.0 128.4 34.2 5.2 1.4 250.9 31.5 8.6 3.3 1.7 

𝐿 = 2.93 1.25 10.8 9.5 6.8 3.3 1.3 36.1 17.9 7.9 3.3 1.7 

𝐿1 = 2.96 1.50 4.2 4.0 3.5 2.4 1.3 10.2 8.7 6.3 3.3 1.7 

𝐿2 = 3.14 2.00 2.0 1.9 1.9 1.6 1.2 4.4 4.3 3.9 2.9 1.7 

𝜆 = 0.30 1.00 250.0 134.8 39.3 5.4 1.3 249.4 40.2 9.4 3.0 1.4 

𝐿 = 3.19 1.25 11.7 10.2 7.1 3.2 1.3 48.7 20.5 8.3 3.4 1.7 

𝐿1 = 3.02 1.50 4.1 3.9 3.4 2.3 1.3 10.1 8.5 6.1 3.0 1.7 

𝐿2 = 3.35 2.00 1.9 1.9 1.7 1.4 1.2 4.2 4.1 3.3 2.6 1.4 

 

΢ηνπο Πίλαθεο 4.15 θαη 4.16 παξνπζηάδνληαη παξφκνηα απνηειέζκαηα. Σν 

δηάγξακκα EWMA –SC απνδίδεη θαιχηεξα απφ ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ δηαγξακκάησλ 

EWMA 𝑋  θαη EWMA ln 𝑆2  γηα φιεο ηηο πεξηπηψζεηο εθηφο απφ εθείλεο ζηηο νπνίεο 

ππάξρνπλ κηθξέο κεηαηνπίζεηο κεκνλσκέλα ζην κέζν  𝑏 = 1 . Παξφκνηεο 

παξαηεξήζεηο κπνξνχλ λα γίλνπλ θαη γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ 𝐴𝑅𝐿 απφ ην 250. 

 



  

160 
 

4.2.5 Γηαδηθαζία ζρεδίαζεο ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC  

 

Τπάξρνπλ δπν ηξφπνη λα απεηθνληζηνχλ ηα ζηαηηζηηθά γηα ην δηάγξακκα EWMA – 

SC. Έλαο ηξφπνο είλαη λα ζρεδηαζηνχλ ηα 𝑄𝑖  σο πξνο ηα 𝑖, ελψ ν δεχηεξνο είλαη λα 

ζρεδηάζνπκε ηα δεχγε  𝑈𝑖 , 𝑉𝑖  ζην δηάγξακκα δπν δηαζηάζεσλ. Ο δεχηεξνο ηξφπνο 

είλαη πξνηηκφηεξνο επεηδή κπνξεί λα αλαγλσξηζηεί άκεζα, ε πεγή κηαο εηδηθήο αηηίαο, 

απφ ηε ζέζε ησλ ζεκείσλ πάλσ ζην δηάγξακκα. ΢ε έλα 𝑈 − 𝑉 επίπεδν 

ζπληεηαγκέλσλ, ε πεξηνρή ειέγρνπ   𝑈𝑖  , 𝑉𝑖 ∶ 𝑈𝑖 + 𝑉𝑖 ≤ 𝑈𝐶𝐿2 , απνηειείηαη απφ φια 

ηα ζεκεία πάλσ ή θάησ απφ ηε γξακκή 𝑈𝑖 + 𝑉𝑖 = 𝑈𝐶𝐿2. Ζ δηαδηθαζία ιεηηνπξγεί 

θαιά φηαλ έλα ζεκείν βξεζεί θνληά ζηελ πεγή. Αλ έλα ζεκείν βξεζεί πάλσ απφ ηε 

γξακκή, ππνδειψλεη φηη ε κεηαβνιή νθείιεηαη ζε κηα κεηαηφπηζε ζην κέζν ηεο 

δηεξγαζίαο. Όηαλ ην ζεκείν απνθιίλεη αξθεηά απφ ηνλ άμνλα 𝑉, απηφ ππνδεηθλχεη φηη 

ε κεηαβνιή νθείιεηαη ζε κηα κεηαηφπηζε ζηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο. ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ ηα ζεκεία απνθιίλνπλ αξθεηά απφ ηνλ άμνλα 𝑈, ππνλνείηαη φηη ε 

κεηαβνιή νθείιεηαη ζε έλα απνηέιεζκα ζπλδπαζκνχ ηφζν ηνπ κέζνπ φζν θαη ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο φηαλ ην ζεκείν βξεζεί θνληά ζε κηα απφ ηηο δπν γξακκέο: 

𝑈𝑖 − 𝑉𝑖 = 0 ή 𝑈𝑖 + 𝑉𝑖 = 0.  

΢ηελ πεξίπησζε ελφο ζήκαηνο εθηφο ειέγρνπ, είλαη εχθνιν λα εληνπίζνπκε ηελ 

θαηεχζπλζε κηαο κεηαηφπηζεο ζην κέζν θαη/ή ηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο απφ 

ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ ηνπ δείγκαηνο. Έλα ζεκείν ζην δεμηφ κηζφ επίπεδν ππνδεηθλχεη 

φηη ν κέζνο ηεο δηεξγαζίαο απμάλεηαη, δηαθνξεηηθά ν κέζνο κεηψλεηαη. Έλα ζεκείν 

ζην άλσ κηζφ επίπεδν δείρλεη φηη απμάλεηαη ε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο, 

δηαθνξεηηθά κεηψλεηαη.  

Ζ δηαδηθαζία κπνξεί λα ζπλνςηζηεί κε ζπληνκία ζηα αθφινπζα βήκαηα: 

1. Αλ ην 𝜇0 είλαη άγλσζην ην αληηθαζηζηνχκε κε ην 𝑋 . Αλ ην 𝜎0 είλαη άγλσζην, 

αληηθαζίζηαηαη ην 𝜎0 κε ην 𝑆 𝑐4   𝑅 𝑑2   θαη ην 𝜎0
2 απφ ην  𝑆 2.  

2. Γηα θάζε δείγκα, ππνινγίδνπκε ηα 𝑈𝑖  θαη 𝑉𝑖  κε 𝑈0 = 𝑉0 = 0. 

3. ΢ην αξρηθφ ζηάδην, αλ επηδηψθνπκε λα αληρλεχζνπκε γξήγνξα ζπγθεθξηκέλεο 

κεηαβνιέο ζην κέζν θαη ηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο κε ην 𝐴𝑅𝐿 ζηα 250, 

επηιέγνπκε ηνλ βέιηηζην ζπλδπαζκφ  𝜆, 𝐿  απφ ηνλ Πίλαθα 4.11. Έζησ  

𝑈𝑖
′ = 𝑈𝑖  2 − 𝜆  𝜆 1 −  1 − 𝜆 2𝑖   2𝑛      
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θαη   𝑉𝑖
′ = 𝑉𝑖  2 − 𝜆  𝜆 1 −  1 − 𝜆 

2𝑖     
1

2 .  

Γηα λα απνθχγνπκε λα ζρεδηάζνπκε πνιιέο παξάιιειεο γξακκέο, ππνινγίδνπκε 

ηα 𝑈𝑖
′  θαη 𝑉𝑖

′  , 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5  θαη ηα ζρεδηάδνπκε πάλσ ζην 𝑈′ − 𝑉 ′  επίπεδν 

ζπληεηαγκέλσλ. ΢ρεδηάδνπκε ηε γξακκή 𝑈𝑖
′ + 𝑉𝑖

′ = 𝐿 σο ην φξην ηεο πεξηνρήο 

ειέγρνπ.  

4. Γηα ηελ αλίρλεπζε ζπγθεθξηκέλσλ κεηαηνπίζεσλ ζην κέζν θαη ηε κεηαβιεηφηεηα 

ηεο δηεξγαζίαο ζε θαηάζηαζε επζηάζεηαο επηιέγνπκε ηνλ βέιηηζην ζπλδπαζκφ 

 𝜆, 𝐿  απφ ηνπο Πίλαθεο 4.8, 4.9 θαη 4.10. Αλ δελ είλαη εκθαλέο απφ πνηεο 

κεηαβνιέο ζην κέζν θαη ηε κεηαβιεηφηεηα πξέπεη λα πξνθπιαρηνχκε, 

επηιέγνπκε ηνλ επηζπκεηφ ζπλδπαζκφ  𝜆, 𝐿  απφ ηνλ Πίλαθα 4.12. ΢ρεδηάδνπκε 

ηα 𝑈𝑖  θαη 𝑉𝑖  ζην 𝑈 −  𝑉 επίπεδν ζπληεηαγκέλσλ έρνληαο σο φξην ηεο πεξηνρήο 

ειέγρνπ ηε γξακκή 𝑈 + 𝑉 = 𝐿  2𝑛𝜆  2 − 𝜆   .  

5. Διέγρνπκε αλ θάπνην ζεκείν βξίζθεηαη εθηφο ηεο πεξηνρήο ειέγρνπ ηνπ. Αλ 

δνζεί έλα ζήκα εθηφο ειέγρνπ, εμαθξηβψλνπκε ηελ πεγή θαη ηελ θαηεχζπλζε ηεο 

κεηαβνιήο αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ ζην δηάγξακκα θαη ππνδεηθλχνπκε 

ηελ πεγή θαη θαηεχζπλζε ρξεζηκνπνηψληαο ραξαθηήξεο ζρεδίαζεο. 

6. Γηεξεπλνχκε ηηο αηηίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε θάζε ζήκα εθηφο ειέγρνπ. 

 

 

4.2.6 Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 

 

Σν παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ιακβάλεηαη απφ ηνπο DeVor, Chang & Sutherland 

(1992), φπνπ ηα δεδνκέλα απφ ηα πξψηα 35 δείγκαηα κεγέζνπο 5 ζπιιέρζεθαλ αλά 

κηζή ψξα, φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, κε ηνλ Πίλαθα 4.7.  

Γηα ηα δεδνκέλα απηά, βαζηζκέλνη ζε πξνεγνχκελε εκπεηξία, ππνζέηνπκε φηη έλαο 

ρεηξηζηήο επηζπκεί λα πξνθπιαρζεί απφ ηηο κεηαβνιέο 𝛼 = 1.50 θαη 𝑏 = 1.50. Γηα ηε 

ρξήζε ηνπ δηαγξάκκαηνο EWMA – SC ψζηε λα παξαθνινπζήζνπκε ηε δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ησλ θπιίλδξσλ, εθηηκνχκε ην 𝜇0 απφ ην 𝑋 = 200.25 θαη ην 𝜎0 απφ ην 

𝑆 𝑐4 = 3.31.  



  

162 
 

Υξεζηκνπνηψληαο απηέο ηηο εθηηκήζεηο, θαηαζθεπάδνπκε ην πξψην δηάγξακκα 

EWMA – SC, πνπ απνηειείηαη απφ ηα πξψηα πέληε ζεκεία γηα ην αξρηθφ ζηάδην κε 

𝜆 = 0.05 θαη 𝐿 = 2.118 θαη ηα ππφινηπα ηξηάληα ζεκεία γηα ην ζηάδην επζηαζνχο 

θαηάζηαζεο κε 𝜆 = 0.57 θαη 𝐿 = 3.78054. Σν δηάγξακκα απηφ παξνπζηάδεηαη ζην 

΢ρήκα 4.6, ζην νπνίν ππνδεηθλχεηαη φηη δελ ππάξρεη θαλέλα ζεκείν πάλσ απφ ηε 

γξακκή 𝑈′ + 𝑉 ′ = 2.12, παξφιν πνπ ην ζεκείν ηνπ 1
νπ

 δείγκαηνο είλαη πνιχ θνληά 

ζην φξην ειέγρνπ.  

 

 

 

΢ρήκα 4.6. Σν 1
ν
 δηάγξακκα EWMA – SC. 
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΢ρήκα 4.7. Σν 2
ν
 δηάγξακκα EWMA – SC. 

  

 

Σν δεχηεξν δηάγξακκα δίλεηαη ζην ΢ρήκα 4.7. Καζψο ε δηαδηθαζία είλαη ήδε ζε 

θαηάζηαζε επζηάζεηαο, εθαξκφδεηαη ην δηάγξακκα EWMA – SC κε 𝐴𝑅𝐿0 = 250,

𝜆 = 0.57 θαη 𝐿 = 3.78054. Παξαηεξνχκε φηη δπν ζεκεία βξίζθνληαη πάλσ απφ ηε 

γξακκή 𝑈 + 𝑉 = 7.54. Γεδνκέλνπ φηη ηα δπν απηά ζεκεία βξίζθνληαη πνιχ πάλσ 

απφ ηνλ άμνλα 𝑈, θαη ηα δπν ζρεηίδνληαη κε απμεκέλε κεηαβιεηφηεηα ηεο 

δηαδηθαζίαο. Μεηά απφ έξεπλα απνθαιχπηεηαη φηη ην 6
ν
 θαη 16

ν
 δείγκα 

αληηζηνηρνχζαλ ζην ρξφλν φπνπ απνπζίαδε ν ηαθηηθφο ρεηξηζηήο θαη ππεχζπλνο ηεο 

γξακκήο παξαγσγήο είρε αλαιάβεη έλαο αληηθαηαζηάηεο ηνπ, κε ιηγφηεξε εκπεηξία. 

Αθνχ εμαηξέζνπκε ηα δπν απηά δείγκαηα, εθηηκνχκε μαλά ηηο εθηηκήηξηεο θαη 

βξίζθνπκε φηη ην 𝑋 = 200.22 θαη ην 𝑆 𝑐4 = 2.93. Γηα λα απνθεπρζνχλ νη ίδηεο 

κεηαβνιέο γηα ην ζηάδην επζηαζνχο θαηάζηαζεο, θαηαζθεπάδεηαη ην ηξίην δηάγξακκα 

ην νπνίν παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 4.8. Όπσο θαίλεηαη απφ ην δηάγξακκα, ην 11
ν
 

δείγκα ζην αξρηθφ ζχλνιν δεδνκέλσλ βξίζθεηαη πάλσ απφ ηε γξακκή. Σν δείγκα 

απηφ ζπλδέεηαη κε ην κέζν ηεο δηαδηθαζίαο αθνχ ην ζεκείν ηνπ δείγκαηνο απνθιίλεη 

αξθεηά απφ ηνλ άμνλα 𝑉 θαη πέθηεη ζην δεμί κηζφ επίπεδν. Σν 11
ν
 δείγκα παξήρζε 

ζηε 1:00 κκ ην νπνίν αληηζηνηρεί πεξίπνπ ζηελ αξρή ηεο γξακκήο παξαγσγήο ακέζσο 

κεηά ηελ ψξα ηνπ κεζεκεξηαλνχ γεχκαηνο, φπνπ ε κεραλή ζηακάηεζε λα ιεηηνπξγεί 
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γηα αιιαγή εξγαιείνπ. Μφιηο ε κεραλή ζεξκάλζεθε, ζε πεξίπνπ 10 ιεπηά, ην 

πξφβιεκα θαίλεηαη λα εμαθαλίδεηαη. Μεηά ηελ πεξαηηέξσ αθαίξεζε θαη απηνχ ηνπ 

δείγκαηνο, νη εθηηκήζεηο ζα είλαη 𝑋 = 200.08 θαη 𝑆 𝑐4 = 2.95. ΢ην ΢ρήκα 4.9 

δίλεηαη ην ηέηαξην δηάγξακκα ζην νπνίν θαίλεηαη φηη θαλέλα ζεκείν δελ βξίζθεηαη 

πάλσ απφ ηε γξακκή. 

 

΢ρήκα 4.8. Σν 3
ν
 δηάγξακκα EWMA – SC. 

  

 

 

΢ρήκα 4.9. Σν 4
ν
 δηάγξακκα EWMA – SC. 
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5. ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5  

 

΢πκπεξάζκαηα 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ηα θιαζηθά δηαγξάκκαηα ηχπνπ Shewhart πνπ πεξηγξάθεθαλ 

ζην 1
ν
 Κεθάιαην, θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη ην πξνηεηλφκελν βειηησκέλν 

δηάγξακκα 𝑅 μεπεξλά ηα δπν ζεκαληηθά κεηνλεθηήκαηα ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 

𝑅. Σν έλα κεηνλέθηεκα είλαη φηη ην πξαγκαηηθφ εληφο ειέγρνπ 𝐴𝑅𝐿 είλαη πνιχ 

ρακειφηεξν απφ ην αλακελφκελν θαη ην δεχηεξν είλαη φηη κηα κείσζε ζηε 

κεηαβιεηφηεηα, πνπ ελδερνκέλσο αληηζηνηρεί ζε κηα ρξήζηκε βειηίσζε ηεο 

δηεξγαζίαο, δελ πξνθαιεί ζρεδφλ θακία κείσζε ζην 𝐴𝑅𝐿, επνκέλσο δελ είλαη δπλαηφ 

λα αληρλεπζεί ε βειηίσζε. Έηζη, ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑅 είλαη κηα ειθπζηηθή 

ελαιιαθηηθή ιχζε ηνπ θιαζηθνχ δηαγξάκκαηνο 𝑅. ΢ε αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα 

θαηαιήγνπκε θαη γηα ην βειηησκέλν δηάγξακκα 𝑆, ην νπνίν ππεξηεξεί ηνπ θιαζηθνχ 

δηαγξάκκαηνο 𝑆 θαη είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκν γηα κεγάια κεγέζε δείγκαηνο.  

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ επίζεο ηα επξήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα 

δηαγξάκκαηα ειέγρνπ κλήκεο γηα ηε δηαζπνξά, πνπ αλαθέξζεθαλ ζην 3
ν
 Κεθάιαην. 

Σα δηαγξάκκαηα ειέγρνπ είλαη έλα απφ ηα εξγαιεία ηνπ ζηαηηζηηθνχ πνηνηηθνχ 

ειέγρνπ γηα ηελ παξαθνινχζεζε κηαο παξαγσγηθήο δηεξγαζίαο, θαη γηα ηνλ 

δηαρσξηζκφ κεηαμχ εηδηθψλ θαη ηπραίσλ αηηηψλ κεηαβιεηφηεηαο. Ζ κεηαβιεηφηεηα 

κπνξεί λα νθείιεηαη ζηε κεηαηφπηζε ηεο παξακέηξνπ ζέζεο ή/θαη ηεο παξακέηξνπ 

δηαζπνξάο κηαο δηεξγαζίαο. Σα πξνηεηλφκελα δηαγξάκκαηα 𝐹𝐼𝑅 CUSUM, εθηφο ηνπ 

φηη αληρλεχνπλ γξεγνξφηεξα αξρηθέο κεηαηνπίζεηο ζηε δηαζπνξά κηαο δηεξγαζίαο, 

έρνπλ θαιχηεξε ζπλνιηθή απφδνζε απφ ηα αληίζηνηρά ηνπο γηα ηελ παξαθνινχζεζε 

ηεο δηαζπνξάο. Γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο, ρξεζηκνπνηνχληαη επίζεο κέηξα απφδνζεο 

φπσο ηα, 𝐴𝑅𝐿, 𝑆𝐷𝑅𝐿, 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒, 𝐸𝑄𝐿, 𝑅𝐴𝑅𝐿 θαη 𝑃𝐶𝐼. 

 Όζνλ αθνξά ηα εχξσζηα δηαγξάκκαηα CUSUM κειεηήζακε ηε ρξήζε δηαθφξσλ 

εθηηκεηξηψλ δηαζπνξάο ζηελ θαζηέξσζε νξίσλ ειέγρνπ Φάζεο ΙΙ. Γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο παξακέηξνπ δηαζπνξάο ρξεζηκνπνηνχκε έλα δηάγξακκα 

CUSUM ρξεζηκνπνηψληαο απηέο ηηο εθηηκήηξηεο, ε απφδνζε ησλ νπνίσλ έρεη 

αμηνινγεζεί θάησ απφ δηάθνξεο ζπλζήθεο: ε κε – λνζεπκέλε θαηαλνκή θαη δηάθνξεο 
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πεξηπηψζεηο λνζεπκέλσλ κε ζπκκεηξηθέο θαη κε ζπκκεηξηθέο δηαθπκάλζεηο 

κεηαβιεηφηεηαο, δηαθπκάλζεηο ζέζεο, θαη κε θαλνληθέο θαηαλνκέο. Παξαηεξνχκε φηη 

ππφ ηε κε λνζεπκέλε θαλνληθή θαηαλνκή, απνδίδνπλ θαιά φια ηα δηαγξάκκαηα θαη 

ππεξηεξεί φισλ ην δηάγξακκα CUSUM πνπ βαζίδεηαη ζηε δεηγκαηηθή ηππηθή 

απφθιηζε 𝑆, φπσο αλακελφηαλ ππφ θαλνληθφηεηα. ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ππήξραλ 

ζπκκεηξηθέο θαη κε ζπκκεηξηθέο δηαθπκάλζεηο, απέδηδαλ ηθαλνπνηεηηθά ηα 

δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ είλαη βαζηζκέλα ζηηο εθηηκήηξηεο 𝑇𝑛 , 𝑀𝐴𝐷𝑀 θαη  𝑆𝑟 , ελψ 

ηα ππφινηπα ήηαλ αξθεηά αλεπαξθή. Γηα ηελ θαηαλνκή Γάκκα, απνδίδεη θαιά ην 

δηάγξακκα CUSUM βαζηζκέλν ζην 𝐼𝑄𝑅, γηα ηε ινγηζηηθή θαηαλνκή μερσξίδεη απηφ 

κε ηελ 𝐺 ελψ γηα ηελ θαηαλνκή 𝑡 𝑆𝑡𝑢𝑑𝑒𝑛𝑡′𝑠 είλαη ην δηάγξακκα CUSUM βαζηζκέλν 

ζηελ εθηηκήηξηα 𝑇𝑛 . Ωζηφζν, νη δηαθνξέο πνπ παξαηεξνχληαη κεηαμχ ησλ 

εθηηκεηξηψλ δελ είλαη πνιχ ζεκαληηθέο. Δλ νιίγνηο, ηα δηαγξάκκαηα CUSUM πνπ 

βαζίδνληαη ζηηο εχξσζηεο εθηηκήηξηεο  𝑇𝑛 , 𝑀𝐴𝐷𝑀, 𝑆𝑟  ζπκπεξηθέξνληαη θαιά ζε 

φισλ ησλ εηδψλ ηα πεξηβάιινληα (κε λνζεπκέλα, λνζεπκέλα θαη κε θαλνληθά).  

Σέινο, ζην 4
ν
 Κεθάιαην έγηλε κηα παξνπζίαζε ζε δηαγξάκκαηα ειέγρνπ γηα ηνλ 

απφ θνηλνχ έιεγρν ηνπ κέζνπ θαη ηεο δηαζπνξάο δηεξγαζηψλ. Γηα ηα δηαγξάκκαηα 

Max – CUSUM, παξαηεξνχκε φηη ην 𝐴𝑅𝐿 ηνπο κεηψλεηαη θαζψο απμάλεηαη ε 

κεηαηφπηζε. Έλα κεηνλέθηεκα ηνπ ηππηθνχ δηαγξάκκαηνο CUSUM είλαη φηη δελ 

αληρλεχεη γξήγνξα κηα κεγάιε αχμεζε ησλ παξακέηξσλ ηεο δηεξγαζίαο θαη επνκέλσο 

δελ ζπληζηάηαη γηα κεγάιε αχμεζε ηφζν ηνπ κέζνπ φζν θαη ηεο κεηαβιεηφηεηαο. Έλα 

θαιφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ δηαγξάκκαηνο Max – CUSUM είλαη ε ηθαλφηεηά ηνπ λα 

αληρλεχεη γξήγνξα κηθξέο θαη κεγάιεο αιιαγέο ηφζν ζην κέζν φζν θαη ζηε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο. Έλα άιιν πιενλέθηεκα ηνπ Max – CUSUM είλαη φηη 

είκαζηε ζε ζέζε λα παξαθνινπζήζνπκε ην θέληξν θαη ηελ έθηαζε ηεο δηεξγαζίαο 

εμεηάδνληαο έλα δηάγξακκα. Ζ απφδνζε ηνπ πξνηεηλφκελνπ δηαγξάκκαηνο Max – 

CUSUM είλαη πνιχ αληαγσληζηηθή ζε ζχγθξηζε κε ην δηάγξακκα Max θαη ην 

δηάγξακκα Max – EWMA.  

Δπίζεο, ηα δηαγξάκκαηα EWMA – SC ζρεδηάζηεθαλ θαηά θχξην ιφγν γηα λα 

αληρλεχνπλ απνηειεζκαηηθά ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπ κέζνπ πνπ ζπλνδεχνληαη απφ 

απμεκέλεο κεηαβνιέο ζηε κεηαβιεηφηεηα. Ωζηφζν, κπνξνχλ λα ππνλνεζνχλ 

κεηψζεηο ζηε κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο απφ ηε ζέζε πνπ ζρεδηάζηεθε ην ζεκείν 

ηνπ δείγκαηνο ζην δηάγξακκα. Έλα θχξην πιενλέθηεκα ζηε ρξήζε ηνπ δηαγξάκκαηνο 
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EWMA – SC είλαη φηη φρη κφλν κπνξεί λα παξαθνινπζεί ηαπηφρξνλα ν κέζνο θαη ε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο δηεξγαζίαο, αιιά επίζεο έρεη ηηο επηζπκεηέο ηδηφηεηεο ηνπ 

δηαγξάκκαηνο EWMA. Έλα άιιν πιενλέθηεκα είλαη φηη ε ηερληθή ζρεδίαζεο είλαη 

απνηειεζκαηηθή θαη εχθνιε ζηελ εθαξκνγή, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα εληνπηζηεί 

γξήγνξα ε πεγή θαη ε θαηεχζπλζε ελφο ζήκαηνο εθηφο ειέγρνπ ζην δηάγξακκα. 

Υξεζηκνπνηψληαο επξέσο ππνινγηζηέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο παξαγσγήο, θαζίζηαηαη 

εχθνιε ε δηαδηθαζία ζρεδίαζεο ζηελ πινπνίεζή ηεο ζε έλα εξγαζηαθφ πεξηβάιινλ, 

θαζψο κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί εχθνια, ρξεζηκνπνηψληαο ην ππνινγηζηηθφ θχιιν. 
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6. Παξάξηεκα 
 

Πίλαθαο ΢πληειεζηώλ ησλ δηαγξακκάησλ ειέγρνπ γηα κεηαβιεηέο 

 

 

 

 

 

 

Γηα 𝑛 > 30 

                  𝐴 =
3

 𝑛
         𝐴3 =  

3

𝑐4 𝑛
          𝑐4 ≈

4 𝑛 − 1 

4𝑛 − 3
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Γηα 𝑛 > 30 

𝐵3 = 1 − 
3

𝑐4 2 𝑛 − 1 
       𝐵4 = 1 +  

3

𝑐4 2 𝑛 − 1 
        𝐵5 = 𝑐4 − 

3

 2 𝑛 − 1 
    

𝐵6 = 𝑐4 + 
3

 2 𝑛 − 1 
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