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Μέρος I
Εισαγωγικά
1 Λίγα λόγια

Η θεωρία των αναδρομικών συναρτήσεων, ως ξεχωριστός κλά-
δος των μαθηματικών, εμφανίστηκε τη δεκατία του 1930, μέσα
από τις έρευνες των Kleene, Church και Turing. Ένα απο τα βα-
σικά της ορίσματα είναι τυπικοί χαρακτηρισμοί των μερικών συ-
ναρτήσεων τόσο από τους Turing και Kleene, όσο και από αλλους,
που έχουν δειχθεί ίσοδύναμοι. Ο κάθε χαρακτηρισμός διαφέρει ως
προς δομή και λεπτομέρεια, όλοι όμως δίνουν τυπικούς ορισμούς
για αλγοριθμο / πρόγραμμα και εν συνεχεία τυπικούς ορισμούς για
τις μερικές συναρτήσεις υπολογίσιμες από πρόγραμμα.
Στο παρόν σύγγραμμα, θα δούμε την τυπική μορφή που έδωσε ο
Kleene για τις μερικές συναρτήσεις υπολογίσιμες από πρόγραμμα.
Συγκεκριμένα στο θεώρημα Κανονικής Μορφής και Απαρίθμησης,
o Kleene, έδωσε έναν τρόπο υπολογισμού των αναδρομικών συ-
ναρτήσεων.
”Κάθε αναδρομική συνάρτηση μπορεί να υπολογιστεί από τις βασι-
κές συναρτήσεις (μηδέν, επομένου, ταυτοτική) με σύνθεση, πρω-
τογενή αναδρομή και ελαχιστοποίηση, χρησιμοποιώντας την τε-
λευταία μόνο μια φορά”
Περίπου το 1936 οι Church και Turing, έδειξαν ότι οι αναδρομικές
συναρτήσεις όπως ορίστηκαν από τον Gödel, οι λ-υπολογίσιμες
όπως ορίστηκαν από τον Church και οι συναρτήσεις που είναι υπο-
λογίσιμες από μια μηχανή Turing ταυτίζονται. Μάλιστα διατύπω-
σαν την εξής θέση:
”Η τυχαία μερική συνάρτηση στους φυσικούς είναι υπολογίσιμη
αν και μόνο αν είναι αναδρομική”
Επειδή η έννοια της υπολογισιμότητας είναι διαισθητική έννοια,
η θέση δεν επιδέχεται αυστηρή απόδειξη. Μέχρι και σήμερα όμως
δεν αμφισβητείται από τη μαθηματική κοινότητα.
Σε κάθε περίπτωση πάντως, η ταύτιση των αναδρομικών συναρ-
τήσεων με τις υπολογίσιμες από μηχανή, είναι από μόνη της αρ-
κετά ενδιαφέρουσα.
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Δομή

Το σύγγραμμα έχει τον εξής σκελετό:
Μαθηματικό Υπόβαθρο - Θεώρημα Κανονικής Μορφής - Απόδειξη
Θεωρήματος - Το Πρόβλημα Τερματισμού.
-Στο μαθηματικό υπόβαθρο αρχικά θα δώσουμε τον ορισμό του
αναδρομικού σχήματος και των πρωτογενώς αναδρομικών συνό-
λων, συναρτήσεων και προγραμμάτων.
Με την εισαγωγή του μ-σχήματος θα ορίσουμε τη διαδικασία της
αναζήτησης και έπειτα τις ελαχιστικά-αναδρομικές συναρτήσεις.
Στη συνέχεια θα κινηθούμε σε ένα καινούριο περιβάλλον, τις με-
ρικές άλγεβρες, μέσα στο οποίο θα ορίσουμε γλώσσα που μπορεί
να ερμηνευθεί και σαν γλώσσα προγράμματος.Εδώ γίνεται σιγά
σιγά ξεκάθαρη η σχέση των αναδρομικών συναρτήσεων και ανα-
δρομικών προγραμμάτων.
Τέλος θα ορίσουμε κωδικοποίηση.Την κωδικοποίηση (με τον τρόπο
που θα οριστεί) την εισήγαγε για πρώτη φορά ο Gödel, και απο-
δίδει σε κάθε σύμβολο και κάθε σχέση μια τυπικής γλώσσας ένα
μοναδικό φυσικό αριθμό (αριθμό Gödel).
-Θα διατυπώσουμε το Θεώρημα Κανονικής Μορφής του Kleene και
θα δώσουμε μια ερμηνεία του.
-Θα προχωρήσουμε στην απόδειξη των επιμέρους ορισμάτων του
θεωρήματος χρησιμοποιώντας όσα ορίσαμε στο Μαθηματικό Υπό-
βαθρο, και ειδικά στην Κωδικοποίηση.
-Τέλος θα παραθέσουμε το πρόβλημα τερματισμού του Turing και
θα το αποδείξουμε, ως εφαρμογή του θεωρήματος του Kleene.
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2 Μαθηματικό Υπόβαθρο

2.1 Συμβολισμοί
Παραθέτουμε μερικούς συμβολισμούς από τη λογική και τη συνο-
λοθεωρία
&: και
_ : ή
␣ : όχι
ùñ : συνεπάγεται
ðñ : αν και μόνο αν
@ : για κάθε
D : υπάρχει
D! : υπάρχει μοναδικό

x P Aðñ το στοιχείο x ανήκει στο σύνολο A
A Ď B ðñ κάθε μέλος του A είναι μέλος του B
ðñ (@x)[x P A ùñ x P B]
A = B ðñ τα σύνολα A και B έχουν ακριβώς τα ίδια μέλη
ðñ A Ď B&B Ď A
f : A ÝÑ B ðñ η f είναι συνάρτηση με πεδίο εισόδου (ορισμού) το
σύνολο A και πεδίο εξόδου (τιμών) το σύνολο B
f : A ↣ B ðñ η f είναι μονοφορφισμός από το σύνολο A στο B
f : A ↠ ðñ η f είναι αντιστοιχία από το σύνολο A στο B
tx|P (x)u = το σύνολο όλων των x που έχουν την ιδιότητα P (x)
tx P A|P (x)u = tx|x P A&P (x)u
AˆB = t(a, b)|a P A και b P Bu
AˆB ˆ C = t(a, b, c)|a P A, b P B, c P Cu
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2.2 Αναδρομή
Λήμμα 2.1. Βασικό Λήμμα Αναδρομής Για όλα τα σύνολα X,W
και δοσμένες συναρτήσεις g:X ÝÑW,h : W ˆNˆX ÝÑW , υπάρχει
ακριβώς μια συνάρτηση f :NˆX ÝÑW τέτοια ώστε

f(0, x) = g(x)

f(n+ 1, x) = h(f(n), n, x)

.
Θα δείξουμε με χρήση της Αρχής της Επαγωγής ότι η f όντως
υπάρχει, είναι συνάρτηση και είναι μοναδική.

Απόδειξη. Οι συναρτήσεις στο Λήμμα είναι ορισμένες στα σύνολα
N, X,W αλλά το αναδρομικό σχήμα που περιγράφεται μπορεί να
εφαρμοστεί και στα σύνολα N,W . Καλούμε την πρώτη περίπτωση
αναδρομικό σχήμα με παράμετρο και την δεύτερη αναδρομικό σχήμα
χωρίς παράμετρο.
Χάριν ευκολίας θα ξεκινήσουμε την απόδειξη μας για το αναδρο-
μικό σχήμα χωρίς παράμετρο:
@w0 P W και @h:W ˆ N ÝÑ W υπάρχει ακριβώς μια συνάρτηση
f :N ÝÑW τέτοια ώστε

f(0) = w0

f(n+ 1) = h(f(n), n)

Για την ύπαρξη της f :N ÝÑW θέτουμε
Wn = (w0, ..., wn´1)|wi PW,n P N ,
και ορίζουμε το σύνολο των προσεγγίσεων της fP (n,w) P A :
P (n,w) P A ðñ P συνάρτηση &Domain(P ) Ď N&Image(P ) Ď W&0 P
Domain(P )&P (0) = w0&(@n P N)[Sn P Domain(P )ñ n P Domain(P )&P (Sn) =
h(P (n))]
όπου Sn η συνάρτηση του επομένου Sn = n+ 1
(Τα ζεύγη (n,w) είναι προσεγγίσεις της f(n) = w και έχουν πεδίο
ορισμού υποσύνολα του N )
Πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει ακριβώς μια συνάρτηση f :N ÝÑW
που να ανήκει στο (μοναδικότητα).
Έστω λοιπόν δύο συναρτήσεις-προσεγγίσεις P1, P2 στο A. Πεδία
ορισμού έχουν υποσύνολα του N .
Άρα για n P N θα δείξουμε ότι
n P Domain(P1)XDomain(P2)ñ P1(n) = P2(n).
Δηλαδή στις τομές των πεδίων ορισμού τα ζεύγη (n,w) των προ-
σεγγίσεων ταυτίζονται και αυτό συμβαίνει σε όλο το N.
Έστω X = tn P N|(@P1, P2 P A)n P Domain(P1 XDomain(P2)ñ P1(n) =
P2(n)u
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Προφανώς 0 P X αφού @P P A0 P Domain(P )&P (0) = w0

Έστω n P X&P1, P2 P A&Sn P Domain(P1)XDomain(P2)τότε
P1(Sn) = h(P1(n)) P1 P A
= h(P2(n)) n P X
= P2(Sn) P2 P A
Άρα n P X ñ Sn P X
X ” N .
Άρα για όλα τα n P N οι τιμές των προσεγγίσεων Pi της f ταυτί-
ζονται. Επομένως υπάρχει το πολύ μια f : N ÝÑ W τέτοια ώστε
f P A. Αρκεί να δείξουμε ότι τουλάχιστον μια f υπάρχει (ύπαρξη).
Θέτουμε f = YA = t(n,w)|(DP P A)[n P Domain(P )&P (n) = w]u

1. H f είναι συνάρτηση:
έστω (n,w) P f&(n,w1) P f ùñ (DP1, P2 P A)[(n,w) P P1&(n,w1) P
P2] ùñ w = w1 (P1(n) = P2(n)@n P N)
2. f P A καθώς πληρεί τον ορισμό του:
f συνάρτηση (1) & (για κάποιο P P A) Domain(f) = Domain(P ) Ď
N&Image(f) Ď N&0 P Domain(f)&f(0) = P (0) = w0&(@n P N)[Sn P
Domain(f)ñ Sn P Domain(P )ñ n P Domain(P )ñ n P Domain(f)&f(Sn) =
P (Sn) = h(P (n)) = h(f(n))]

3. Domain(f) = N
Θα το δείξουμε κάνοντας ξανά χρήση της Αρχής της Επαγωγής.
0 P Domain(f) αφού 0 P Domain(P ) για P P A
Αν n P Domain(f) ùñ DP1 P A : n P Domain(P1) ùñ P2 = P1 Y

Sn|P1(Sn) = h(P1(n)) P A ùñ Sn P Domain(P2) Ď Domain(f) ùñ Sn P
Domain(f)

Έχουμε δείξει την ύπαρξη και τη μοναδικότητα της f : N ÝÑW :
f(0) = w0

f(n+ 1) = h(f(n))

Εάν στη θέση του w0 έχουμε τη συνάρτηση g(x) : X ÝÑ W που
ορίζεται σε ένα σύνολο παραμέτρων X.
@x P X θέτουμε hx : W ÝÑ N ώστε hx = h(x,w) (κρατάμε δηλαδή
σταθερό το x)
Όπως δείξαμε υπάρχει μοναδική συνάρτηση fx : N ÝÑW ˆN ώστε

fx(0) = g(x)

fx(n+ 1) = hx(f(n)) = h(f(n), x)

Άρα η f(n, x) = fx(n) ικανοποιεί την αναδρομή για παραμετρική
μορφή.

Έχουμε πλέον διατυπώσει το Βασικό Λήμμα Αναδρομής και δείξει
την μαθηματική του βάση.
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Θα προχωρήσουμε στον ορισμό ενός πιο αυστηρού πλαισίου, αυ-
τού των πρωτογενώς αναδρομικών συνόλων, με το οποίο μπο-
ρούμε να κωδικοποιούμε μαθηματικά αλγόριθμους.

Πρωτογενώς Αναδρομικά Σύνολα

Ορισμός 2.2. Ένα σύνολο F πλειομελών συναρτήσεων στο N εί-
ναι πρωτογενώς κλειστό αν:
i) η συνάρτηση του επομένου S(x) = x+ 1 ανήκει στο F .
ii) για κάθε n και q, η σταθερή συνάρτηση n μεταβλητών

Cn
q (x1, ..., xn) = q

ανήκει στο F
iii) για κάθε n και i, 1 ď i ď n, η προβολή

Pn
i (x1, ..., xn) = xi

ανήκει στο F .
iv) To F είναι κλειστό για σύνθεση:
Αν η m-μελής συνάρτηση g(u1, ..., um) και οιm, n-μελείς συναρτή-
σεις h1(x⃗), ..., hm(x⃗) ανήκουν στο F , με x⃗ = (x1, ..., xn), τότε και η

f(x⃗) = g(h1(x⃗), ..., hm(x⃗)) (1)

ανήκει στο F .
v) Το F είναι κλειστό για πρωτογενή αναδρομή:
Αν η n-μελής g και η (n+2)-μελής h ανήκουν στο F , και αν η (n+1)-
μελής f ορίζεται από τις εξισώσεις

f(0, x⃗) = g(x⃗)

f(y + 1, x⃗) = h(f(y, x⃗), y, x⃗) (2)

τότε και η f ανήκει στο F .

Στην περίπτωση που n = 0 έχουμε πρωτογενή αναδρομή χωρίς
παραμέτρους.

Ορισμός 2.3. Πρωτογενώς Αναδρομική Συνάρτηση. Μια συ-
νάρτηση f είναι πρωτογενώς αναδρομική αν ανήκει σε κάθε πρω-
τογενώς αναδρομικό σύνολο.
Συμβολίζουμε Rp = tf | η f είναι πρωτογενώς αναδρομικήu το σύ-
νολο των πρωτογενώς αναδρομικών συναρτήσεων.
Μια συνάρτηση f είναι πρωτογενώς αναδρομική στο A για A σύ-
νολο δοσμένων πλειομελών συναρτήσεων, αν η f ανήκει σε κάθε
πρωτογενώς κλειστό σύνολο που περιέχει το A.
Αντίστοιχα Rp(A) = tf | η f είναι πρωτογενώς αναδρομική στο Au.
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Προφανώς Rp = Rp(H).

Ορισμός 2.4. Πρωτογενώς Αναδρομικό Πρόγραμμα είναι η
τυχαία ακολουθία πλειομελών συναρτήσεων

E = (f0, f1, ..., fn)

τέτοια που για κάθε j ď n ισχύει ένα από τα εξής:
i) η fj είναι μια από τις βασικές πρωτογενώς αναδρομικές συναρ-
τήσεις S, Pn

i , C
n
q .

ii) η fj ορίζεται με σύνθεση (1), όπου οι g, h1, ..., hm είναι βασικές
πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις ή εμφανίζονται στης ακο-
λουθία f0, ..., fj´1.
iii) η fj ορίζεται με πρωτογενή αναδρομή (2), όπου οι g, h είναι
βασικές πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις ή εμφανίζονται
στης ακολουθία f0, ..., fj´1.

Όπως είχαμε αναφέρει, τα πρωτογενώς αναδρομικά σύνολα μας
παρέχουν ένα πλαίσιο μέσα στο οποίο μπορούμε να κωδικοποιούμε
αλγορίθμους.
Μια πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση είναι υπολογίσιμη από
αλγόριθμο. Συγκεκριμένα

Πρόταση 2.5. : η τυχαία f : Nk ÝÑ N είναι πρωτογενώς αναδρο-
μική αν και μόνο αν είναι f = fn για κάποιο πρωτογενώς αναδρο-
μικό πρόγραμμα (f0, f1, ..., fn).

Απόδειξη. Ένα σύνολο συναρτήσεων F είναι πρωτογενώς κλειστό
αν και μόνο αν
i) περιέχει την συνάρτηση του επομένου S(x) = x+ 1 η οποία υπο-
λογίζεται από το πρωτογενές αναδρομικό πρόγραμμα S.
ii) περιέχει τη σταθερή συνάρτηση Cn

q (x1, ..., xn) = q η οποία υπολο-
γίζεται από το πρωτογενές αναδρομικό πρόγραμμα Cn

q .
iii) περιέχει τη συνάρτηση-προβολή Pn

i (x1, ..., xn) = xi η οποία υπο-
λογίζεται από το πρόγραμμα Pn

i .
iv) είναι κλειστό για σύνθεση (1).
´Εστω G(g0, g1, ..., gk) το πρόγραμμα που υπολογίζει την συνάρτηση
g,
Hi(hi,0, hi,1, ..., hi,ni) το πρόγραμμα που υπολογίζει την hi, 1 ď i ď m.
Τότε η f , σύνθεση των g και h, υπολογίζεται από το:
E(g0, ..., gk, h1,0, ..., h1,n1 , h2,0, ..., h2,n2 , ..., hm,0, ..., hm,nm , gk(h1,n1 , ..., hm,nm)).
v) είναι κλειστό για πρωτογενή αναδρομή (2).
Έστω πρόγραμμα G(g0, ..., gk) που υπολογίζει τη συνάρτηση g(x),
και
πρόγραμμα H(h0, ..., hl) που υπολογίζει τη συνάρτηση h(w, y, x).

7



Τότε η f που προκύπτει από τις g, h με πρωτογενή αναδρομή (2)
υπολογίζεται από το:
E(g0, ..., gk, h0, ..., hl, f0 = gk, f1 = hl(f0, 0), ..., fn = hl(f(n´ 1), n´ 1)).
Το ότι κάθε πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση υπολογίζεται από
πρωτογενώς αναδρομικό πρόγραμμα, προκύπτει άμεσα με επα-
γωγή από τον ορισμό για τις περιγραφές των προγραμμάτων που
δώσαμε.
Για το αντίστροφο:
Έστω D το σύνολο όλων των συναρτήσεων f για τις οποίες υπάρ-
χει ακολουθίας (f0, ..., fn). Προφανώς το D περιέχεται σε κάθε σύ-
νολο F που είναι κλειστό για τα i -v .
Επιπλέον και το D είναι κλειστό για τα i -v .
Άρα το D συμπίπτει με την τομή όλων των F και είναι το ελάχιστο
σύνολο στο οποίο ορίζεται f : Nn ÝÑ N πρωτογενώς αναδρομική.

(Η έννοια του ελάχιστου συνόλου είναι πολύ σημαντική, καθώς
μας δίνει τη δυνατότητα να εφαρμόζουμε επαγωγή).
Μέχρι στιγμής έχουμε δει πως μια συνάρτηση είναι πρωτογενώς
αναδρομική αν γράφεται στη μορφή (2).

Πρόταση 2.6. Οι επόμενες συναρτήσεις είναι πρωτογενώς ανα-
δρομικές:
#1. x+ y x+ 0 = 0

x+ Sy = S(x+ y)
#2. x ˚ y x ˚ 0 = 0

x ˚ Sy = x ˚ y + x
#3. xy x0 = 1

xSy = xy ˚ x
#4. x! 0! = 1

Sx = x! ˚ x
#5. Pd(x) Pd(0) = 0

Pd(Sx) = x
#6. x ´ y x ´ 0 = x

x ´ Sy = Pd(x ´ y)
#7. min(x, y) min(x, y) = y ´ (y ´ x)

min(x1, ..., xn) min(x1, ..., xn) = min(...min(min(x1, x2), x3), ..., xn)
#8. max(x, y) max(x, y) = (x+ y) ´ min(x, y)
max(x1, ..., xn) max(x1, ..., xn) = max(...max(max(x1, x2), x3), ..., xn)

#9. sg(x) = 0 αν x = 0, 1 αν x ą 0 sg(x) = min(x, 1)
#10. sg(x) = 1 αν x = 0, 1 αν x ą 0 sg(x) = 1 ´ x
#11. | x´ y | | x´ y |= (x ´ y) + (y ´ x)
#12. rm(x, y) rm(0, y) = 0

rm(Sn, y) = S(rm(x, y)) ˚ sg(| y ´ S(rm(x, y)) |)
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#13. [x/y] [0/y] = 0
[Sx/y] = [x/y] + (1 ´ y ´ S(rm(x, y)))

Έχουμε εξ’ ορισμού ότι οι βασικές συναρτήσεις S,Cn
q , P

n
i είναι πρω-

τογενώς αναδρομικές.
Επίσης το σύνολο Rp(A) των πρωτογενώς αναδρομικών συναρτή-
σεων στο A περιέχει το A και είναι πρωτογενώς κλειστό.
Ένας άλλος τρόπος λοιπόν να δείξουμε ότι μια συνάρτηση f είναι
πρωτογενώς αναδρομική είναι δίνοντας τον ”ρητό ορισμό” της.
Ρητός ορισμός στην προκειμένη περίπτωση είναι μια έκφραση κα-
τασκευασμένη χρησιμοποιώντας μόνο τις βασικές συναρτήσεις,
πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις (από το A, ή που έχουν
ορισθεί επίσης ρητά) και μεταβλητές, η οποία επιστρέφει για κάθε
όρισμα την ίδια τιμή που επιστρέφει η f .
πχ1.f(x) = x+ 1 = S(x)
πχ2.f(x) = x = P 1

1 (x)
πχ3. για g(x, y) P Rp(A)

f(x, y) = g(x+ 1, y) = g(S(P 2
1 (x, y), P

2
2 (x, y))

Επίσης μπορούμε να θεωρούμε τις σταθερές πρωτογενώς αναδρο-
μικές συναρτήσεις, Cn

q για n = 0.
Παρ’όλο που η έννοια των ρητών ορισμών μπορεί να φαίνεται τε-
τριμμένη, είναι σημαντική καθώς καθιστά δυνατή την χρήση των
δηλώτριων ή χαρακτηριστικών συναρτήσεων ως αριθμητικές συ-
ναρτήσεις.

Ορισμός 2.7. Η χαρακτηριστική συνάρτηρη μιας σχέσης P (x⃗)
είναι η

χP (x⃗) =

#

1, αν P (x⃗)

0, αλλιώς

και η σχέση P (x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομική αν η χP (x⃗) είναι
πρωτογενώς αναδρομική.
Ομοίως για σύνολα: η χαρακτηριστική συνάρτηση του A Ď N είναι
η

χA(x) =

#

1, αν x P A

0, αλλιώς

και το A είναι πρωτογενώς αναδρομικό αν η χA είναι πρωτογενώς
αναδρομική.

Οπότε τώρα έχουμε ακόμα έναν τρόπο ορισμού πρωτογενώς ανα-
δρομικών συναρτήσεων, αυτόν του ορισμού με περιπτώσεις.
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Πρόταση 2.8. Αν η P (x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομική σχέση,
οι g(x⃗) και h(x⃗) πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις, και η f(x⃗)
ορίζεται από αυτές με περιπτώσεις

f(x⃗) =

#

g(x⃗), αν P (x⃗)

h(x⃗), αλλιώς

τότε η f(x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομική.

Απόδειξη. f(x⃗) = χP (x⃗)g(x⃗) + (1 ´ χP (x⃗))h(x⃗).

Αντίστοιχα μπορούμε να ορίσουμε f πρωτογενώς αναδρομική με
n περιπτώσεις, για κάθε n ě 2 :
Αν οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις χPi , 1 ď i ď m είναι αμοιβαίως
αποκλειόμενες, και χPi , gi P Rp(A) τότε η
f(x⃗) = χP1(x⃗)g1(x⃗)+...+χPm(x⃗)gm(x⃗)+(1´χPm(x⃗))gm+1(x⃗) είναι επίσης
πρωτογενώς αναδρομική στο A.
Με χρήση των τελευταίων ορισμών, μπορούμε να συμπληρώσουμε
στις συναρτήσεις τιςΠρότασης 2.6 που θα θεωρούνται γνωστές
ως πρωτογενώς αναδρομικές:
#14. x = y χ=(x,y) = sg | x´ y |
#15. x ď y χď(x,y) = 1 ´ (x ´ y)
#16. x|y χ|(x,y) ´ 1 ´ rm(y.x)

Πρόταση 2.9. a. Το σύνολο των πρωτογενώς αναδρομικών σχέ-
σεων είναι κλειστό για τους προτασιακόύς τελεστές ␣,_,&,ùñ
P (x⃗) = ␣Q(x⃗) χP (x⃗) = 1 ´ χQ(x⃗)

P (x⃗)ðñ Q(x⃗)_R(x⃗) χP (x⃗) = min(χQ(x⃗) + χR(x⃗), 1)
P (x⃗)ðñ Q(x⃗)&R(x⃗) χP (x⃗) = Pd(χQ(x⃗) + χR(x⃗))
P (x⃗) = Q(x⃗) χP (x⃗) = χQ(x⃗)

b. Αν Q(y⃗) πρωτογενώς αναδρομική σχέση και f1(x⃗), ..., fm(x⃗) πρω-
τογενώς αναδρομικές συναρτήσεις, τότε και η σχέση

P (x⃗)ðñ Q(f1(x⃗), ..., fm(x⃗))

είναι πρωτογενώς αναδρομική.
(Προφανές αφού η χαρακτηριστική συνάρτηση τηςQ και οι fi είναι
πρωτογενώς αναδρομικές και ισχύει κλειστότητα για σύνθεση).
c. Αν η σχέση P (i, x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομική και

Q(z, x⃗)ðñ (Di ď z)P (i, x⃗)

R(z, x⃗)ðñ (@i ď z))P (i, x⃗)
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τότε και οι Q(z, x⃗), R(z, x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομικές:
χQ(z,x⃗) = sg(

řz
i=0 P (i, x⃗)

χR(z,x⃗) =
śz

i=0 P (i, x⃗)
Το ότι το πεπερασμένο άθροισμα πρωτογενώς αναδρομικών συ-
ναρτήσεων είναι πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση είναι εύ-
κολο.
Θα δείξουμε όμως ότι ισχύει για το πεπερασμένο γινόμενο:
Έστω f(z, y) πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση. Τότε το πεπε-
ρασμένο γινόμενο ακολουθεί το σχήμα της πρωτογενούς αναδρο-
μής:
ś

ză0 f(z, y) = 1
ś

zăn+1 f(z, y) = [
ś

zăn f(z, y)] ˚ f(n, y)

d. Αν η σχέση P (i, x⃗) είναι πρωτογενώς αναδρομική και η συνάρ-
τηση f(x⃗) είναι επίσης πρωτογενώς αναδρομική, τότε και οι σχέ-
σεις:

Q(x⃗)ðñ (Di ď f(x⃗))P (i, x⃗)

R(x⃗)ðñ (@i ď f(x⃗))P (i, x⃗)

(από b και c)
Έπεται ότι η σχέση

Prime(x)ðñ ο x είναι πρώτος αριθμός

είναι πρωτογενώς αναδρομική:
#17.Pr(x) χPr(x) = (x ą 1)&(1´ χ(Da1ăaăx[a|x])

Στους αλγορίθμους εκτός από την έννοια του υπολογισμού, έχουμε
και αυτή της αναζήτησης. Αυτή την λειτουργία πληρεί ο τελεστής
της φραγμένης ελαχιστοποίησης µ που ορίζουμε στη συνέχεια. Ο
µ παίρνει ως είσοδο ένα φράγμα z και μια σχέση R(i, x⃗) και επι-
στρέφει τον μικρότερο φυσικό i ă z για τον οποίο η R(i, x⃗) ισχύει,
ή, αν δεν υπάρχει τέτοιος, επιστρέφει z+1 που σημαίνει αρνητική
απάντηση στην αναζήτηση.
Ορισμός 2.10. Ο τελεστής φραγμένης ελαχιστοποίησης ορί-
ζεται ως

(µi ď z)R(i, x⃗) =

#

o ελάχιστος i ď z ώστε R(i, x⃗),αν (Di ď z)R(i, x⃗)

z + 1 αλλιώς

Πρόταση 2.11. Για κάθε πρωτογενώς αναδρομική σχέση R(i, x⃗),
η συνάρτηση

f(z, x) = (µi ď z)R(i, x⃗)

είναι πρωτογενώς αναδρομική.
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Απόδειξη. Έστω q(i, x⃗) η χαρακτηριστική συνάρτηση της R(i, x⃗).
Έχουμε ισοδύναμα

(µi ď z)q(i, x⃗) =

#

o ελάχιστος i ď z ώστε q(i, x⃗) = 1,αν Di ď z τέτοιο
0 αλλιώς

(µi ď 0)q(i, x⃗) = 0

(µi ď z+1)q(i, x⃗) =

$

’

&

’

%

0, αν ∄i ď z + 1 q(i, x⃗) = 1

(µi ď z)q(i, x⃗), ανDi ď z q(i, x⃗) = 1

z + 1, αν q(z + 1, x⃗) = 1 & ∄i ď z q(i, x⃗) = 1

Με εφαρμογή του 2.9.b στην τελευταία πρόταση έχουμε και ότι
για R(i, x⃗, g(x⃗) πρωτογενώς αναδρομικές, η συνάρτηση
f(z, x) = (µi ď g(x⃗))R(i, x⃗)
είναι επίσης πρωτογενώς αναδρομική.

Μέχρι στιγμής έχουμε μελετήσει της πρωτογενώς αναδρομικές
συναρτήσεις, που όπως είδαμε υπολογίζονται από πρωτογενώς
αναδρομικά προγράμματα.

Λήμμα 2.12. Οι S, Cn
q , Pn

i , η σύνθεση και ο ορισμός με περιπτώ-
σεις είναι ολικές συναρτήσεις. Ως εκ τούτου πρωτογενώς ανα-
δρομικές συναρτήσεις που ορίζονται μόνο με χρήση αυτών, είναι
ολικές συναρτήσεις.

Λήμμα 2.13. Οι πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις είναι υπο-
σύνολο των ολικών συναρτήσεων που είναι αριθμήσιμο.

Είδαμε στην πρόταση 2.5 ότι κάθε πρωτογενώς αναδρομική συ-
νάρτηση υπολογίζεται από κάποιο πρωτογενώς αναδρομικό πρό-
γραμμα. Θα δούμε παρακάτω (Κεφάλαιο Κωδικοποίησης) ότι υπάρ-
χει πρωτογενώς αναδρομική κωδικοποίηση (και) κάθε τέτοιου προ-
γράμματος στους φυσικούς. Ορίζοντας αρίθμηση για τους κωδι-
κούς, που είναι φυσικοί αριθμοί, μπορούμε να αριθμήσουμε τα προ-
γράμματα που υπολογίζουν πρωτογενώς αναδρομικές συναρτή-
σεις (κάθε συνάρτηση μπορεί να καταγράφεται πάνω από μια φορά
αλλά εδώ μας ενδιαφέρει η αριθμησιμότητα. Επίσης κάθε πλειο-
μελής συνάρτηση μπορεί να αντιστοιχίσει σε συνάρτηση μιας με-
ταβλητής (currying)).
Άρα έχουμε
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0 1 2 ... j ...
[f0] f0(0) f0(1) f0(2) . . . f0(j) . . .
[f1] f1(0) f1(1) f1(2) . . . f1(j) . . .
[f2] f2(0) f2(1) f2(2) . . . f2(j) . . .
... ...

[fi] fi(0) fi(1) fi(2) . . . fi(j) . . .
... ...

Τέλος, η κωδικοποίηση μας επιτρέπει από κάθε κωδικό [fn] να ανα-
κτίσουμε και τον τερματικό υπολογισμό του πρωτογενώς αναδρο-
μικού προγράμματος που υπολογίζει την f για κάθε όρισμα (ολική).
Άρα μπορούμε να ανακτίσουμε και την τιμή στο fn(n).
Ορίζουμε την d(n,m) = fn(m) + 1 @n,m.
Η d(n,m) είναι ”υπολογίσιμη”,με την έννοια ότι μπορώ να υπολο-
γίσω την τιμή κάθε fn για κάθε όρισμα, και να προσθέσω 1.
Αλλά δεν είναι πρωτογενώς αναδρομική. Όντως, έστω ότι d(n,m)
πρωτογενώς αναδρομική, άρα εμφανίζεται στην αρίθμηση και εί-
ναι d(n,m) = fn(m) για κάποιο n.
Όμως τότε fn(n) = d(n, n) = fn(n) + 1 , άτοπο.
Παρατηρούμε ότι η μέθοδος της διαγωνιοποίησης (Cantor 1874)
είναι τόσο ισχυρή που αν περιοριστούμε στις πρωτογενώς ανα-
δρομικές συναρτήσεις δε μπορούμε να αποφύγουμε το παραπάνω
αποτέλεσμα.
Ο τρόπος να αποφύγουμε την αντίφαση fn(n) = fn(n) + 1 είναι να
επιτρέψουμε μερικές συναρτήσεις, δηλαδή συναρτήσεις που δεν
είναι απαραίτητα ορισμένες σε όλο το N, και δεν εμφανίζονται
στην παραπάνω αρίθμηση.

Ορισμός 2.14. Μερική συνάρτηση από το πεδίο εισόδου A στο
πεδίο τιμών B

f : A ÝÑ B

είναι η τυχαία συνάρτηση

f : A0 ÝÑ B

όπου A0 = Domain(f) Ď A, το πεδίο σύγκλισης της f .
Ισοδύναμα είναι η τυχαία συνάρτηση

f : A ÝÑ B YK

όπου K κάποιο συμβατικά επιλεγμένο αντικείμενο που δεν ανήκει
στο B.
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Έτσι η f παίρνει τιμές από το B στο πεδίο ορισμού της και την
”τιμή” K στα στοιχεία του N για τα οποία δεν ορίζεται:
Λέμε ότι η f συγκλίνει στο x⃗,

f(x⃗) Óðñ x⃗ P Domain(f)ðñ f(x⃗) P B

και ότι η f αποκλίνει στο x⃗,

f(x⃗) Òðñ x⃗ R Domain(f)ðñ f(x⃗) =K

Προφανώς οι S, Cn
q , Pn

i είναι μερικές συναρτήσεις που ορίζονται
σε όλο το N.
Η σύνθεση και η πρωτογενής αναδρομή ερμηνεύονται για μερικές
συναρτήσεις με το φυσικό τρόπο του υπολογισμού τους:
Σύνθεση αν f : A ÝÑ B, g : Gm ÝÑ D,hi : H ÝÑ G:
f(x⃗) = g(h1(x⃗), ..., hm(x⃗)) = w
ðñ Dui P G : hi(x⃗) = ui και g(u1, ..., um) = w P D XB
αν συγκίνει.
Αν για κάποιο i, hi(x⃗) Ò, ή g(h1(x⃗), ..., hm(x⃗)) Ò, τότε f(x⃗) =K.
Πρωτογενής Αναδρομή
#

f(0, x⃗) = g(x⃗)

f(y + 1, x⃗) = h(f(y, x⃗, y, x⃗)

αν g, h μερικές συναρτήσεις στο N τότε για y, x⃗, w P N:
f(y, x⃗) = w
ðñ (Dw0, ..., wy P N)[w0 = g(x⃗)
& (@i, 0 ď i ď y)[wi = h(wi´1, i ´ 1, x⃗)] & wy = w]
Προφανώς αν g(x⃗) Ò, f(y, x⃗) Ò @y.

Ορισμός 2.15. Έστω n-μελής συναρτήσεις f, g : A ÝÑ B.Ορίζουμε

f Ď g ÐÑ (@x⃗)[f(x⃗) Óñ f(x⃗) = g(x⃗)

Μένει τώρα να ορίσουμε τελεστή για τη διαδικασία της αναζήτη-
σης. Είχαμε δει στις πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις τον
τελεστή της φραγμένης ελαχιστοποίησης. Ενώ και αυτός συνε-
χίζει να ισχύει στις μερικές συναρτήσεις, έχουμε πλέον τη δυ-
νατότητα (αφού έχουμε ενσωματώσει στη γλώσσα μας την περί-
πτωση μια συνάρτηση/υπολογισμός/πρόγραμμα να αποκλίνει) για
μη φραγμένη ελαχιστοποίηση.

Ορισμός 2.16. Η ελαχιστοποίηση της μερικής συνάρτησης g(i, x⃗)
είναι η μερική συνάρτηση

f(y, x⃗) = (µi ě y)[g(i, x⃗) = 0]

= ο ελάχιστος w ě y,ώστε g(w, x⃗) = 0&(@i)[y ď i ď w ùñ g(i, x⃗) ą 0]
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Όπως και στη φραγμένη ελαχιστοποίηση, η f(y, x⃗) αναζητά i ώστε
g(i, x⃗) = 0. Η g μπορεί και εδώ να είναι δείκτρια αν είναι ολική.
Όπως και να έχει ο τελεστής µ επιστρέφει ελάχιστη λύση.
Η διαφορά εδώ είναι ότι δεν υπάρχει φράγμα, οπότε η αναζήτηση
συνεχίζεται μέχρι να βρεθεί όρισμα που ικανοποιεί τη σχέση, ή επ’
άπειρον.
Το τελευταίο σημαίνει ότι η f αποκλίνει, δηλαδή δεν είναι ορι-
σμένη στο x⃗.
Αυτό μπορεί να συμβαίνει είτε αν η g(i, x⃗) δεν μηδενίζεται ποτέ,
είτε αν η g(i, x⃗) αποκλίνει σε κάποια είσοδο πριν βρεθεί i : g(i, x⃗) = 0.

Έχουμε πλέον ο,τι χρειάζεται για να ορίσουμε την επόμενη ευρύ-
τερη κλάση υπολογίσιμων συναρτήσεων (στις οποίες ανήκει λχ. η
d(n) παραπάνω).

Ορισμός 2.17. Η τυχαία μερική συνάρτηση f : Nn ÝÑ N είναι
ελαχιστικά αναδρομική (ή μ-αναδρομική) στο σύνολο μερικών
συναρτήσεων A, αν η f ανήκει σε κάθε σύνολο που περιέχει το A
και είναι πρωτογενώς κλειστό και κλειστό για ελαχιστοποίηση.

Συμβολίζουμε

Rµ(A) = tf | η f είναι μ-αναδρομική στο Au

Ισχύει κι εδώ αντίστοιχα, ότι μια σχέση P (x⃗) είναι ελαχιστικά ανα-
δρομική αν η χαρακτηριστική της συνάρτηση είναι ελαχιστικά
αναδρομική.
Και, όπως προκύπτει από τον ορισμό:
Rµ = Rµ(H)
Rp(A) Ď Rµ(A)

Θα προχωρήσουμε δείχνοντας την κλειστότητα του Rµ για τον
τελεστή της διακλάδωσης, για ορισμούς με περιπτώσεις. Πλέον
όμως πρέπει να ενσωματώσουμε και την περίπτωση απόκλισης,
καθώς και να εξετάσουμε τη συνθήκη σύγκλισης.

Ορισμός 2.18. Η διακλάδωση τριών, δοσμένων μερικών συναρ-
τήσεων c(x⃗), g(x⃗), h(x⃗) είναι η μερική συνάρτηση

f(x⃗) = αν (c(x⃗ = 0) τότε g(x⃗)αλλιώς h(x⃗)

=

$

’

&

’

%

q(x⃗), αν c(x⃗) = 0,

h(x⃗), αν c(x⃗) Ó &c(x⃗) ‰ 0

K, αν c(x⃗) Ò
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Πρόταση 2.19. Η ελαχιστοποίηση

f(y, x⃗) = (µi ě y)[g(i, x⃗) = 0]

τυχαίας μερικής συνάρτησης g είναι η Ď-ελάχιστη λύση της ανα-
δρομικής εξίσωσης

(10) p(y, x⃗) = αν (g(y, x⃗) = 0) τότε y, αλλιώς p(y + 1, x⃗)

δηλαδή:
a) η σχέση (10) ισχύει για όλα τα y, x⃗ αν θέσουμε p := f .
b) αν η σχέση (10) ισχύει για όλα τα y, x⃗ για κάποια p, τότε f Ď p.

Απόδειξη. (a) Θα δείξουμε ότι για όλα τα y, x⃗,

f(y, x⃗) = αν (g(y, x⃗) = 0) τότε y, αλλιώς f(y + 1, x⃗)

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις για την f :
1. f(y, x⃗) Ó
δηλαδή για κάποιο y g(y, x⃗) = 0.
Τότε f(y, x⃗) = y, για αυτό το πρώτο y που μηδενίζει την g. Όμως
και p(y, x⃗) = y για το ίδιο y.
Άρα p = f .
2. f(y, x⃗) Ò
H f αποκλίνει αν η g(y, x⃗) Ò ή αν g(y, x⃗) ą 0 για όλα τα y.
Αν g(y, x⃗) Ò, τότε και p(y, x⃗) Ò.
Άρα p = f .
Αν g(y, x⃗) ą 0 για όλα τα y, τότε p(y, x⃗) = K = p(y + 1, x⃗)@y.
Άρα και πάλι p = f .
(b) Θα δείξουμε ότι @x⃗, για όλα τα y και w ě y,

f(y, x⃗) = w ùñ p(y, x⃗) = w

με επαγωγή στη διαφορά w ´ y.
Επαγωγική Βάση: w ´ y = 0 ùñ w = y.
f(y, x⃗) = w = y ùñ g(y, x⃗) = 0 ùñ p(y, x⃗) = y = w
Επαγωγικό Βήμα: έστω w ą y και g(y, x⃗) ą 0,
αν f(y, x⃗) = w τότε:
w = f(y, x⃗)
= f(y + 1, x⃗) (@i ě y f(i, x⃗) = f(y, x⃗) (από ορισμό f)
= p(y+1, x⃗) (w´(y+1) = (w´y)´1 (άρα ισχύει επαγωγική υπόθεση)
= p(y, x⃗) (ορισμός p για g(y, x⃗) ą 0 )
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2.3 Γενική Αναδρομή
Χαρακτηριστικό παράδειγμα μερικής άλγεβρας είναι η βασική δομή
της αριθμητικής

N0 = (N, 0, 1, S, Pd)

όπου S και Pd είναι οι συναρτήσεις του επόμενου και του προη-
γούμενου στους φυσικούς αριθμούς, και όπου έχουμε προβάλλει
τις αληθοτιμές 0, 1.
Ορισμός 2.20. Μερική άλγεβρα είναι η τυχαία δομή

Μ = (M, 0, 1, f1..., fn),

όπου το M είναι σύνολο, 0, 1 PM και 0 ‰ 1 και για i = 1, ...,K, η
fi : M

n ÝÑM

είναι μερική συνάρτηση πλειομέλειας ni. Για ni = 0, η fi είναι στα-
θερά, κάποιο μέλος του M ή ο πάτος K.
Ορισμός 2.21. Τυπική γλώσσα R(Μ).
A.Σύνταξη
Σε κάθε μερική άλγεβραΜ αντιστοιχούμε την τυπική της γλώσσα
R=R(M), της οποίας το αλφάβητο αποτελείται από τα εξής σύμ-
βολα:
τις ατομικές μεταβλητές: v0,v1, ...,
τις ατομικές σταθερές: x(x PM)
τις συνατρησιακές σταθερές: f1, ..., fK
τα σύμβολα για τη διακλάδωση: αν τότε αλλιώς
τα σημεία στίξεως: , ( )
το σύμβολο της ισότητας: =

Απ’αυτά τα σύμβολα ξεχωρίζουμε το λεξιλόγιο
(f1, ..., fK) (arity(fi) = ni)

που παρέχει συμβολισμό για τις δοσμένες μερικές συναρτήσεις
τηςM, ενώ τα υπόλοιπα σύμβολα είναι κοινά για όλες τις μερικές
άλγεβρες στο σύνολο M .

Λέξεις στο σύνολο είναι οι πεπερασμένες ακολουθίες από στοι-
χεία τουM . Η παράθεση δύο λέξεων είναι η παράθεση των συμβό-
λων τους. Ισότητα ’”’ λέξεων είναι η ταύτιση τους στοιχείο προς
στοιχείο.
Συμβολίζουμε με ’Λ’ την κενή λέξη και ισχύει:

Λα ” αΛ ” α

.
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Όροι της R είναι το ελάχιστο σύνολο λέξεων που ορίζεται ανα-
δρομικά ως εξής:
(A1) Κάθε x PM (και ιδιαίτερα τα 0 και 1) και κάθε ατομική μετα-
βλητή vi είναι όροι.
(A2) Αν οι λέξεις A1, ..., Ani είναι όροι, τότε όρος είναι και η λέξη

fi(A1, ..., Ani)

(A3) Αν οι λέξεις A1, A2, A3 είναι όροι, τότε όρος είναι και η λέξη

(αν (A1 = 0) τότε A2 αλλιώςA3)

Ο όρος A είναι κλειστός αν δεν εμφανίζεται σ’αυτόν καμία ατο-
μική μεταβλητη vi και αγνός αν οι μόνες ατομικές σταθερές που
μπορεί να εμφανίζονται στον A είναι το 0 ή το 1.

Λήμμα 2.22. Μοναδική αναγνωσιμότητα όρων
a)Σε κάθε όρο A, το πλήθος των αριστερών παρενθέσεων ’(’ είναι
ίσο με το πλήθος των δεξιών παρενθέσεων ’)’.
b)Κανένα γνήσιο αρχικό τμήμα όρου δεν είναι όρος.
[α,β,γ λεξεις, β‰ Λ , γ‰ Λ: α γνήσιο αρχικό τμήμα της β αν β” αγ]
c)Αν η λέξη A ” α1...αn είναι όρος, τότε πληρεί ακριβώς μια από
τις περιπτώσεις Α1, Α2, Α3 του ορισμού του συνόλου των Όρων.

Απόδειξη. a) Κάθε όρος A είναι:
είτε σταθερά -καμία δεξιά ή αρίστερή παρένθεση,
είτε μεταβλητή -καμία δεξιά ή αριστερή παρένθεση,
είτε της μορφής fi(A1, ..., Ani) -ίσος αριθμός αριστερών δεξιών πα-
ρενθέσεων,
είτε της μορφής (αν (A1 = 0) τότε A2 αλλιώςA3) -ίσος αριθ-
μος αριστερών δεξιών παρενθέσων,
είτε συνδιασμός των παραπάνω. Άρα επαγωγικά έχει ίσο αριθμό
αριστερών δεξιών παρενθέσεων,
b) Αν A σταθερά ή μεταβλητή, το αρχικό του τμήμα είναι η Λ πού
δεν είναι όρος. Αν A προκύπτει από Α2 ή Α3 το αρχικό του τμήμα
δεν έχει ίσο αριθμό παρενθέσων,αφού γ‰ Λ, άρα από a) δεν είναι
όρος.
c) Επειδή το σύνολο Όροι είναι το ελάχιστο που ορίζεται αναδρο-
μικά από Α1, Α2, Α3 αν μια λέξη είναι όρος θα πληρεί τουλάχιστον
μια από τις περιπτώσεις. Προφανώς μια σταθέρα δεν μπορεί να εί-
ναι μεταβλητή. Αν A = α1...αn προκύπτει από Α2 τότε α1 = fi για
κάποια συναρτησιακή σταθερά, άρα δε μπορεί να γραφεί και ώς
σταθερά, μεταβλητή ή στη μορφή Α3. Ομοίως για Α3.
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Από τις λέξεις από το αλφάβητο της R(M) δικρίνουμε ώς συντα-
κτικά ορθές εκφράσεις τους όρους και τις εξισώσεις όρων, δη-
λαδή λέξεις της μορφής A = B, όπου A και B όροι.

Β. Δηλωτική σημασιολογία.
Η τιμή valM (A)M :
(B1) valM (x) = x, x PM.
(B2) Αν valM (Aj = wj)j = 1, ..., ni, valM (fi(A1, ..., Ani)) = fi(w1, ...wni)
(B3) Αν valM (A) = a, valM (B) = bvalM (C) = c, valM (( = 0)C) = ( =
0)bc.
όπου στο Β2 η fi είναι η μερική συνάρτηση τηςM που εκπροσωπεί
η συναρτησιακή σταθερά fifi(w1, ...wni)Ò τότε valM (fi(A1, ..., Ani)) =K
.
Στην περίπτωση των ατομικών μεταβλητών η τιμή valM (vi).
Εξετάζουμε όμως την περίπτωση αντικατάστασης μεταβλητής
από όρο:
Αν οι ατομικές μεταβλητές που εμφανίζονταί στον όρο Α είναι στη
λίστα vi, ...,vnκαι οι1, ..., nείναι κλειστοί όροι και έχουμε

valM (B1) = w1 PM, ...,valM (Bn) = wn PM

τότε

valM (Atv1 ” B1, ...,vn :” Bnu) = valM (Atv1 :” w1, ..., textvn :” wnu)

Ορισμός 2.23. Αποτίμηση στο M είναι η τυχαία συνάρτηση

π : tv0,v1, ...u ÝÑM

που αναθέτει σε κάθε ατομική μεταβλητή μια τιμή π(vi) στο M .
Αν οι ατομικές μεταβλητές που εμφανίζονταί στον όρο Α είναι στη
λίστα vi, ...,vn,

valM (A, π) = valM (Atv0 :” π(v0, ...,vn :” π(vnu)
Ορισμός 2.24. Προγραμματιστική γλώσσα R(M).
Α. Σύνταξη
Εισάγουμε στους όρους της R τις συναρτησιακές μεταβλητές

ζn0 , ζ
n
1 , ... (arity(ζni ) = n, n = 0, 1, ...).

Το λεξιλόγιο της R πλέον είναι το σύνολο (f1, ..., fK , ζn0 , ζ
n
1 , ...).

Τυπική αναδρομική εξίσωση είναι η τυχαία εξίσωση όρων

ζ(v0, ...,vn) = A
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όπου ζ συναρτησιακή μεταβλητή, v0, ...,vn διαφορετικές ατομικές
μεταβλητές.
Ο όρος A πρέπει να είναι αγνός στον οποίο όσες ατομικές μετα-
βλητές εμαφανίζονταί ανήκουν στη λίστα v0, ...,vn, ώστε η εξί-
σωση να είναι αναδρομική καλά ορισμένη.
Αν καμία συναρτησιακή μετβλητή ζ δεν εμφανίζεται στον όρο A
η εξίσωση καλείται ρητή.

Αναδρομικό πρόγραμμα της μερική άλγεβραM είναι το τυχαίο
σύστημα αναδρομικών εξισώσεων

ζ0(v⃗0) = E0

...
ζk(v⃗k) = Ek

όπου ζ0, ..., ζk διαφορετικές συναρτησιακές μεταβλητές και οι μό-
νες που εμφανίζονται στους όρους E0, ..., Ek.
Έτσι ξεκαθαρίζει και ο ορισμός/χρήση των συναρτησιακών μετα-
βλητών. Η κάθε ζi ορίζεται και υπολογίζεται μέσα στο πρόγραμμα
μέσω των όρων (ακόμα και άλλων συναρτήσεων ζ ) της εξίσωσής
της, που με τη σειρά τους υπολογίζονται από το σύνολο των εξι-
σώσεων του συστήματος.
Οι εξισώσεις του E καλούνται ορισμοί των συναρτησιακών με-
ταβλητών ζ0, ..., ζk.
Έτσι, ενώ οι συναρτησιακές μεταβλητές από συντακτική απόψη
μοιάζουν με τις συναρτησιακές σταθερές f1, ..., fK που ονομάζουν
τις (δεδομένες) μερικές συναρτήσεις της M, οι συναρτησιακές
μεταβλητές δεν αντιστοιχούν σε δεδομένες μερικές συναρτήσεις,
αλλά αντιστοιχούν σε μερικές συναρτήσεις που εξαρτώνται από
το εκάστοτε πρόγραμμα E.
Κάθε πρόγραμμα E αντιστοιχίζει και υπολογίζει κάθε μια από τις
συναρτήσεις ζi που εμφανίζεται σε αυτό, σε μια μερική συνάρτηση

ζ̄i : M
ki ÑM (ki = arity(ζi))

ώστε οι ζ̄0, ..., ζ̄k να ικανοποιούν το E στη M.
Τα σύνολα μερικών συναρτήσεων που ικανοποιούν το E μπορεί να
είναι πολλά. Όπως θα δούμε στη συνέχεια όμως, υπάρχει, για κάθε
πρόγραμμα που έχει λύση, ελάχιστη λύση και αυτή θα αντιστοιχή-
σει η υπολογιστική σημασιολογία της R(M) στο E.
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Η υπολογιστική σημασιολογία της R(M) πατώντας στην προγραμ-
ματιστική γλώσσα όπως την ορίσαμε και ένα σύνολο κανόνων υπο-
λογισμού, μας δίνει μια μηχανή (αναδρομική μηχανη) η οποία
πραγματοποιεί την αντιστοιχία

(E, ζ) ÝÑ ζ̄

Δίνουμε αρχικά τους ακόλουθους δυο ορισμούς, που θέτουν το
πλαίσιο λειτουργίας αυτής της μηχανής.
Ορισμός 2.25. Σύστημα μεταβάσεων είναι η τυχαία τριάδα

T = (S,Ñ, T )

όπου
i)το S είναι μη-κενό σύνολο, οι καταστάσεις του T
ii)το Ñ είναι μια διμελής σχμέση μετάβασης στο S.
iii)το T Ď S είναι το σύνολο των τερματικών καταστάσεων
και για κάθε τερματική κατάσταση

s P T ùñ (@s1)[s ↛ s1)

Μια κατάσταση s που ικανοποιεί την τελευταία σχέση αλλά δεν
είναι τερματική καλείταί άγονη.
Το T είναι αιτιοκρατικό αν κάθε κατάσταση s έχει το πολύ μια
επόμενη. Για παράδειγμα

mÑ1 nô m ą n , mÑ2 nô m = n+ 1

το σύστημα (N,Ñ1, 0) δεν είναι αιτιοκρατικό, ενώ το (N,Ñ2, 0) εί-
ναι.

Ορισμός 2.26. Μερικός υπολογισμός του συστήματος μετα-
βάσεων T είναι κάθε πεπερασμένο μονοπάτι

Y = (s0 Ñ s1 Ñ ...Ñ sn)

στο γράφημα (S,Ñ). Ο Y είναι τερματικός αν η τελευταία κατά-
σταση sn είναι τερματική, και άγονος αν η sn είναι άγονη.
Άπείρος υπολογισμός είναι κάθε άπειρο μονοπάτι

Y = (s0 Ñ s1 Ñ ...).

Προφανώς ένας άπειρος υπολογισμός είναι αποκλίνων.
Αποκλίνων είναι και ένας υπολογισμός με άγονη τερματική κατά-
σταση (άγονος).
Το μήκος πεπερασμένου υπολογισμού είναι το πλήθος το καταστά-
σεων στο μονοπάτι (n+1).
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Το σύστημα μετάβασης T υπολογίζει τη μερική συνάρτηση π : S Ñ
T αν, για όλα τα s P S, t P T

π(s) = tô (D(s0, ..., sn) P C(T ))[s0 = s&sn = t]

όπου

C(T ) = το σύνολο των τερματικών υπολογισμών τουT

Κάθε αιτιοκρατικό σύστημα μεταβάσεων T υπολογίζει ακριβώς
μια τέτοια συνάρτηση π : S Ñ T , και για κάθε κατάσταση s υπάρχει
ακριβώς ένας τερματικός (αν π(s) Ó), άγονος ή άπειρος (αν π(s) Ò)
υπολογισμός.
Παρατηρούμε ότι για T αιτιοκρατικό κάθε υπολογισμός μπορεί να
οριστεί με το αναδρομικό σχήμα:
s0 = s

sn+1 =

#

η μοναδική s1 τέτοια ώστε sn Ñ s1, αν υπάρχει
K, αλλιώς

Θα δούμε στη συνέχεια πώς μπορούμε να υπολογίσουμε μια ανα-
δρομική μερική συνάρτηση f : AÑ B μέσω του αναδρομικού σχή-
ματος του υπολογισμού ενός συστήματος μεταβάσεων.
Κατ’αρχάς για να υπολογίσουμε μια μερική συνάρτηση f : A Ñ

B με κάποιο σύστημα μεταβάσεων T , πρέπει να έχουμε κάποιον
τρόπο εισαγωγής στοιχείων από το A στο T και κάποιον τρόπο
εξαγωγής τιμών από το T στο B.

Ορισμός 2.27. Αφηρημένη Μηχανή με πεδίο εισόδου A και πε-
δίο εξόδου B είναι η τυχαία πεντάδα

M = T (input, output) = (s,Ñ, T, input, output)

όπου T = (S,Ñ, T ) ένα σύστημα μεταβάσεων, και
input: AÑ S μια συνάρτηση εισόδου
output: T Ñ B μια συνάρτηση εξόδου.
Η T (input, output) υπολογίζει τη μερική συνάρτηση f : A Ñ B αν
για όλα τα x P A και w P B

f(x) = w ô (D(s0, ..., sn) P C(S,Ñ, T ))[s0 = input(x)&output(sn) = w]

Προφανώς για να είναι η f καλά ορισμένη (σε κάθε input αντιστοι-
χεί ένα output) το T πρέπει να είναι αιτιοκρατικό.
Έχουμε πλέον ο,τι χρειαζόμαστε για να ορίσουμε την αναδρο-
μική μηχανή που θα πραγματοποιεί την αντιστοιχία (E, ζ)Ñ ζ̄.
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(pass) αx :β Ñ α: xβ(x PM)

(e-call) αfi : x⃗β Ñ α: fi(x⃗)β

(e-cal) για την N0 αS : xβ Ñ α: x+ 1β
αPd : xβ Ñ α: x ˙́ 1β

(i-call) αζi : x⃗β Ñ αEitv⃗iu :” x⃗ :β

(comp) αh(A1, ..., An) :β Ñ αh A1.... An :β

(br) ααν(A = 0)τότεBαλλιώςC :β Ñ αB C ? A :β

(br0) αB C ? : 0β Ñ αB :β

(br1) αB C ? : yβ Ñ αC :β (y ‰ 0)

Πίνακας 1: Πίνακας Μεταβάσεων

Ορισμός 2.28. Αναδρομικές μηχανές. Για κάθε πρόγραμμα E
της R(M) ορίζουμε ένα σύστημα μεταβάσεων T (E) = T (E,M) ώς
εξή:
i) Οι καταστάσεις του T(E) είναι όλες οι λέξεις s της μόρφης

α0...αm´1 : β0...βn´1

όπου

• κάθε αi είναι συναρτησιακό σύμβολο ή κλειστός όρος ή το
σύμβολο ?

• κάθε βj είναι ατομική σταθερά

• οι υπογεγραμμένες λέξεις είναι αυτές που αλλάζουν σε κάθε
μετάβαση

• x⃗ = x1, ..., xn είναι n-άδα ατομικών σταθερών

• στην εξωτερική κλίση (e-call) f = fi είναι μερική συνάρτηση
της M με arity(fi) = ni = n

• στην εσωτερική κλίση (i-call) η ζi είναι n-μελής συναρτησιακή
μεταβλητη του προγράμματος E που ορίζεται από την εξί-
σωση ζi(x⃗) = Ei

• στη μετάβαση σύνθεσης (comp) η h είναι συναρτησιακό σύμ-
βολο με arity(h) = n
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ii) Η σχέση μετάβασης του T (E) ορίζεται στις περιπτώσεις του
Πίνακα Μεταβάσεων .
iii) Οι τερματικές καταστάσεις του T (E) είναι οι λέξεις της μορ-
φής

: w

Το σύστημα T (E) είναι προφανώς αιτιοκρατικό -κάθε κατάσταση
s στον πίνακα έχει μια s1 ώστε s Ñ s1 και αυτές είναι οι μόνες
περιπτώσεις που ορίζεται η σχέση μετάβασης.
Όλες οι μηχανές που στηρίζονται στο T (E) έχουν συνάρτηση εξό-
δου την

output( : w) = w

που παίρνει σαν ορίσματα καταστάσεις της μορφής : w (τερμα-
τικές) και επιστρέφει w.
Για κάθε n-μελή συναρτησιακή μεταβλητή του E, η αναδρομική
μηχανή T (E, ζ) παράγεται από το σύστημα μεταβάσεων T (E) με
την προσθήκη της κοινής συνάρτησης εξόδου output() και την
προσθήκης της συνάρτησης εισόδου για της εκάστοτε ζ :

input(x⃗) ” ζ : x⃗

και υπολιγίζει την μερική συνάρτηση ζ̄ = ζ̄E : Mn ÑM .

Παρατηρούμε ότι η ζ̄ εξαρτάται τόσο από το πρόγραμμα E όσο
και από την μερική άλγεβρα M.
Επίσης όπως προκύπτει από την Αναδρομική Μηχανή, κάθε πρό-
γραμμα E υπολογίζει τη συνάρτηση του input, δηλαδή την συναρ-
τησιακή μεταβλητή που ορίζεται ”πρώτη” ζ0.

Ορισμός 2.29. M-αναδρομικό.
Η τυχαία n-μελής συνάρτηση f : Mn Ñ M είμαι M-αναδρομική
αν και μόνο αν υπολογίζεται από κάποιο αναδρομικό πρόγραμμα
της M. Δηλαδή έχουμε f = ζ̄E για πρόγραμμα E της M .
Η τυχαία σχέση P (x⃗) στο M είναι M-αναδρομική αν η χαρακτη-
ριστική της συνάρτηση είναι M-αναδρομική.
Το τυχαίο σύνολο A Ď M είναι M-αναδρομικό αν η χαρακτηρι-
στική του συνάρτηση είναι M-αναδρομική.

Θέτουμε

R(M) = tf : Mn ÑM |η f είναι M-αναδρομικήu

Συγκεκριμένα για την αλγεβρά N0 και τις επεκτάσεις της

R = R(N, 0, 1, S, Pd) = tf : Nn Ñ N|η f είναι N0 ´ αναδρομικήu
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Για σύνολο Ψ πλειομελών μερικών συναρτήσεων στο N

R(Ψ) = tf : Nn Ñ N|f(N0, f1, ..., fK)´ αναδρομική για f1, ..., fK P Ψu

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι λύσεις που υπολογίζονται από την
R(M) ικανοποιούν όντως το εκάστοτε πρόγραμμα E.

Λήμμα 2.30. Για κάθε μερικό υπολογισμό

α0 : β0 Ñ α1 : β1 Ñ ...Ñ αm : βm

στο σύστημα T (E,M) και λέξεις α˚, β˚ τέτοιες ώστε

α ˚ α0 : β0β˚

να είναι κατάσταση, ο

α ˚ α0 : β0β˚ Ñ α ˚ α1 : β1β˚ Ñ ...Ñ α ˚ αm : βmβ˚

είναι επίσης μερικός υπολογισμός του T (E,M).

Απόδειξη. Με επαγωγή στο m ě 0. Η επαγωγική βάση για m = 0
είναι τετριμμένη από την υπόθεση. Έστω ότι

α ˚ α0 : β0β˚ Ñ α ˚ α1 : β1β˚ Ñ ...Ñ α ˚ αm : βmβ˚

μερικός υπολογισμός. Παρατηρούμε ότι οποιαδήποτε περίπτωση
του Πινακα Μεταβάσεων δικαιολογεί τη μετάβαση

αm : βm Ñ αm+1 : βm+1

δικαιολογεί και την μετάβαση

α ˚ αm : βmβ˚ Ñ α ˚ αm+1 : βm+1β˚

Έπεται ότι αν ο
α0 : β0 Ñ α1 : β1 Ñ ...

είναι αποκλείνων υπολογισμός, θα είναι και ο

α ˚ α0 : β0β˚ Ñ α ˚ α1 : β1β˚ Ñ ...

Θεώρημα 2.31. Υπολογιστική Εγκυρότητα της R(M)
Για τυχαίο αναδρομικό πρόγραμμα E στην M = (M, 0, 1, f1, ..., fK)
με συναρτησιακές μεταβλητές ζ0, ..., ζk, θέτουμε

M̄ = (M, ζ̄0, ..., ζ̄k) = (M, 0, 1, f1, ..., fK , ζ0, ..., ζk)

Οι μερικές συναρτήσεις ζ̄0, ..., ζ̄k ικανοποιούν το σύστημα E στη
μερική άλγεβρα M.

25



Απόδειξη. Κατ’αρχάς θα δείξουμε ότι για δοσμένο, κλειστό όρο A
αν val(A) Ò τότε ο υπολογισμός compT (A :) του T (E,M) με αρχική
κατάσταση A : είναι άπειρος ή άγονος, ενώ αν val(A) = w τότε
ο υπολογισμός compT (A :) του T (E,M) με αρχική κατάσταση A :
συγκλίνει με τερματική κατάσταση : w.
Όντως με επαγωγή στις περιπτώσεις για τον όρο A έχουμε:
(1) A ” x PM , τότε val(A) = x και compT (A :) :
x: (pass)
:x
(2) A ” fi(A1, ..., Ani) για κάποια δοσμένη μερική συνάρτηση fi της
M, τότε ο compT (A :) αρχίζει με τη μετάβαση
fi(A1, ..., Ani) : (comp) fi A1, ..., Ani

Θεωρούμε τρείς περιπτώσεις
(2α) Για κάποιο j, val(Aj) Ò, οπότε και val(A) Ò. Αν το j είναι το μέ-
γιστο ď ni με αυτή την ιδιότητα τότε με επίκληση της επαγωγικής
υπόθεσης ο υπολογισμός comp(A:) αρχίζει
fi(A1, ..., Ani) : (comp)
fi A1, ..., Ani : (επαγ. υπ.)
...
fi A1, ..., Ani´1 : wni

...
fi A1, ..., Aj : wj+1...wni

Όμως αφού val(Aj) Ò από το Λήμμα 2.30 ο comp(Aj:) επίσης απο-
κλίνει, άρα και ο comp(A:).
(2β) Υπάρχουν w1, ..., wj P M τέτοια ώστε val(Aj) = wj για j =
1, ..., ni, αλλά fi(w1, ..., wni) Ò. Εδώ από επαγωγική υπόθεση ο υπολο-
γισμός comp(A:) έχει ώς εξής:
fi(A1, ..., Ani) : (comp)
fi A1, ..., Ani : (επαγ. υπ.)
...
fi A1, ..., Ani´1 : wni

...
fi : w1w2...wni

και πάλι από το Λήμμα 2.30 σταματά άγονα.
(2γ) val(fi(A1, ..., Ani) = w, έτσι ώστε υπάρχουν στοιχεία w1, ..., wni

στοM με val(Aj) = wj για j = 1, ..., ni και fi(w1, ..., wni) = w. Από την
επαγωγική υπόθεση και το Λήμμα 2.30 ο υπολογισμός comp(A:)
είναι
fi(A1, ..., Ani) : (comp)
fi A1, ..., Ani : (επαγ. υπ.)
...
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fi A1, ..., Ani´1 : wni

...
fi : w1w2...wni

: fi(w1, ..., wni)
(3) A ” ζi(A1, ..., Ani) για κάποια n-μελ συναρτησιακή μεταβλητή ζi
του E, τότε ο υπολογισμός comp(A:) αρχίζει με τη μετάβαση
ζi(A1, ..., Ani) : (comp)
ζi A1, ..., Ani :
Θεωρούμε τρεις περιπτώσεις όπως και στο (2):
(3α) Για κάποιο j, val(Aj) Ò, οπότε και val(A) Ò.
Απόδειξη ίδια με το (2α).
(3β) Υπάρχουν w1, ..., wj P M τέτοια ώστε val(Aj) = wj για j =
1, ..., ni, αλλά ζi(w1, ..., wni) Ò.
ζi(A1, ..., Ani) : (comp)
ζi A1, ..., Ani : (επαγ. υπ.)
...
ζi A1, ..., Ani´1 : wni

...
ζi : w1w2...wni

όπου το τελευταίο αποκλίνει.
(3γ) val(ζi(A1, ..., Ani) = w, έτσι ώστε υπάρχουν στοιχεία w1, ..., wni

στο M με val(Aj) = wj για j = 1, ..., ni και ζ̄i(w1, ..., wni) = w. Κι εδώ
όπως πριν
ζi(A1, ...An) : (comp)
ζi A1, ...An : (επαγ. υπ.)
...
ζi A1, ...An´1 : wn (επαγ. υπ.)
...
ζi : w1w2...wn (ορισμός της ζ̄i)
...
: ζ̄i(w1, ..., wn)
: w

Από τον ορισμό της αναδρομικής μηχανής έχουμε

ζ̄i(x⃗) = w ô ζi : x⃗Ñ Eitx⃗ :” x⃗u :Ñ s1 Ñ ...Ñ: w

και από τον Πίνακα Μεταβάσεων
ζi : x⃗ (i-call)
Eitv⃗ :” x⃗u :
Σύμφωνα με τα παραπάνω σε όποια περίπτωση (1),(2γ),(3γ) και να
εμπιπτουν τα ορίσματα του Ei ο υπολογισμός πραγματοποιείται
και ισχύει
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Eitx⃗ :” x⃗u :Ñ s1 Ñ ...Ñ: w ô val(Eitv⃗ :” x⃗u) = w

.
Άρα έχουμε το ζητούμενο ζ̄i(x⃗) = w ô val(Eitv⃗ :” x⃗u) = w.

Θεώρημα 2.32. Το σύνολο των M-αναδρομικών μερικών συναρ-
τήσεων περιλαμβάνει τις δοσμένες μερικές συναρτήσεις f1, ..., fK
της M, τις προβολές

Pn
i (x1, ..., xn) = xi (i = 1, ..., n)

και τις σταθερές C0(x⃗) = 0 και C1(x⃗) = 1, και είναι κλειστό για
σύνθεση και διακλάδωση.

Απόδειξη. Για τις δοσμένες μερικές συναρτήσεις, παρατηρούμε
ότι για το πρόγραμμα Efi: ζ(x⃗) = fi(x⃗) έχουμε:
ζ(x⃗) : Ñ ζ : x⃗ Ñ Eitv⃗i :” x⃗u : Ñ fi(x⃗) : Ñ: fi(x⃗)

Για την προβολή Pn
i χρησιμοποιούμε το πρόγραμμα ζ(x⃗) = xi

και για τις σταθερές συναρτήσεις C0, C1 χρησιμοποιούμε τα ζ(x⃗) =
0 και ζ(x⃗) = 1 αντίστοιχα.
Για τη σύνθεση έστω Ef και Eg προγράμματα της M που υπολο-
γίζουν τις f και g. Τότε η σύνθεση f ˝ g υπολογίζεται από το πρό-
γραμμα:
E = Ef + Eg + tζ(x⃗) = f(g(x⃗))u

Για τη διακλάδωση έστω τα Ec, Eg, Eh προγράμματα της M που
υπολογίζουν τις c̄, ḡ και h̄ αντίστοιχα. Αλλάζοντας το όνομα τυ-
χόν κοινών συναρτησιακών μεταβλητών ώστε κάθε σύμβολο να
εμφανίζεται σε ένα μόνο από τα προγράμματα Ec, Eg, Eh και να
διατηρείται η αιτιοκρατία έχουμε:
E = Ec+Eg+Eh+tζ(x⃗) = αν (c(x⃗) = 0) τότε g(x⃗) αλλιώς h(x⃗)u

Πόρισμα 2.33. Για κάθε μερική άλγεβρα M = tM, 0, 1, f1, ..., fKu
και τυχαίες g : Mn ÑM,f : Mm ÑM ,

[g P R(M) & f P R(M, g)]ñ f P R(M)

Απόδειξη. Εφόσον η g P R(M) το πρόγραμμα που υπολογίζει την
g χρησιμοποιεί το λεξιλόγιο της M. Άρα αν το Eg χρησιμοποιεί N
από τα Κ i που υπολογίζουν τις αντίστοιχες fi και προγράμματα
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EP̄n
i
, EC̄0

, EC̄1
προγράμματα σύνθεσης έστω E˝ και διακλάδωσης Ed

έχουμε ότι

Eg =
N
ÿ

i=1

Ei +EP̄n
i
+EC̄0

+EC̄1
+E˝ +Ed+ tζg(x1, ..., xn) = g(x1, ..., xn)u

.
Για f P R(M, g) έχουμε ότι το πρόγραμμα Ef που υπολογίζει την f
χρησιμοποιεί M από τα Κ i που υπολογίζουν τις αντίστοιχες fi και
προγράμματα EP̄n

i
, EC̄0

, EC̄1
προγράμματα σύνθεσης έστω E˝ και

διακλάδωσης Ed και το πρόγραμμα που υπολογίζει την g. Άρα

Ef =
M
ÿ

i=1

Ei +EP̄n
i
+EC̄0

+EC̄1
+E˝+Ed+Eg+tζf (x1, ..., xm) = f(x1, ..., xm)u

=
N
ÿ

i=1

Ei+
M
ÿ

i=1

Ei+EP̄n
i
+EC̄0

+EC̄1
+E˝+Ed+tζg(x⃗n) = g(x⃗n)u+tζf (x⃗m) = f(x⃗m)u

Δεδομένου ότι σε ένα πρόγραμμα επιπλέον ορίσματα απλώς αγνο-
ούνται (δεν χρησιμοποιούνται στους υπολογισμούς), μπορούμε να
γράψουμε:

Ef =
K
ÿ

i=1

Ei+EP̄n
i
+EC̄0

+EC̄1
+E˝+Ed+tζg(x⃗n) = g(x⃗n)u+tζf (x⃗m) = f(x⃗m)u

Οπώς φαίνεται το Ef , δηλαδή όλα τα επιμέρους προγράμματα που
το ορίζουν, καλούν μόνο τα δοσμένα προγράμματα της M. Άρα η
f είναι M-αναδρομική : f P R(M).

Θα δείξουμε τώρα πως σε κάθε πρόγραμμα E η υπολογιστική ση-
μασιολογία της R(M) αντιστοιχίζει τις ελάχιστες λύσεις - ”κανο-
νικές”.

Θεώρημα 2.34. Ελάχιστων Σταθερών Σημείων
Για κάθε πρόγραμμα E στη μερική άλγεβρα M με συναρτησιακές
μεταβλητές ζ0, ..., ζK οι μερικές συναρτήσεις ζ̄0, ..., ζ̄K που υπολογί-
ζει το σύστημα μεταβάσεων T (E) είναι οι Ď- ελάχιστες μερικές
συναρτήσεις που ικανοποιούν τις εξισώσεις του E.

Απόδειξη. Οι ζ̄0, ..., ζ̄k ικανοποιούν το σύστημα E από το Θεώρημα
2.31. Άρα, από τον ορισμό του αρχικού τμήματος, αρκεί να δεί-
ξουμε ότι αν οι τυχαίες ζ 1

0, ..., ζ
1
k ικανοποιούν τις εξισώσεις του E,

τότε
ζ̄i(x⃗) = w ñ ζ 1

i(x⃗) = w (i = 0, ..., k)
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Υποθέτουμε ότι οι ζ 1
0, ..., ζ

1
k ικανοποιούν τις εξισώσεις του E, και

θεωρούμε

M̄ = (M, ζ̄0, ..., ζ̄k), M’ = (M, ζ 1
0, ..., ζ

1
k)

Από το Θεώρημα 2.31 ξέρουμε ότι για κάθε κλειστό όρο A στο
λεξιλόγιο (f1, ..., fK , ζ0, ..., ζk), αν valM̄(A) = w, τότε ο υπολογισμός
comp(A:) της T (E) είναι τερματικός με τελευταία κατάσταση την
: w. Θα δείξουμε με επαγωγή στο μήκος του υπολογισμού m, ότι
για κάθε A και για κάθε w,

(a) αν A :Ñ α1 : β1 Ñ ...αm´1 : βm´1 Ñ: w, τότε valM’(A) = w.

Συγκεκριμένα μας ενδιαφέρει η περίπτωση A :” ζi(x1, ..., xn), οπότε

ζ̄i(x⃗) = w ñ valM’(ζi(x⃗))ñ ζ 1
i(x⃗) = w.

Για την απόδειξη της (a) εξετάζουμε τη μορφή του όρου A, και το
επιχείρημα είναι τετριμμένο σε όλες τις περιπτώσεις εκτός από
την ζi(A1, ..., An), όπου ο υπολογισμός έχει τη μορφή:
ζi(A1, ..., An) :
ζiA1, ..., An :
...
ζiA1, ..., An´1 : wn
...
ζi : w1 . . . wn

Eitv⃗ :” w⃗u :
...
: w
Σημειώνουμε ότι έχουμε και χρησιμοποιούμε δεδομένο μήκος υπο-
λογισμού.
Η επαγωγική υπόθεση τώρα συνεπάγεται ότι

valM’(A1) = w1, ...,valM’(An) = wn,valM’(Eitv⃗ :” w⃗u) = w

επειδή οι υπολογισμοί που αντιστοιχούν σ’αυτές τις τιμές έχουν
μικρότερο μήκος. Άρα
valM’(ζi(A1, ..., An)) = ζ 1

i(valM’(A1) = w1, ...,valM’(An))
= ζi(w1, ..., wn) = valM’(Eitv⃗ :” w⃗u) = w

Έχουμε πλέον ορίσει τις αναδρομικές συναρτήσεις και έχουμε δώ-
σει σύστημα υπολογισμού τους και δείξει την εγκυροτητά του.
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Έχουμε ορίσει το σύνολο των μερικών συναρτήσεων που είναι
αναδρομικές σε ένα σύνολο Ψ πλειομελών, αναδρομικών συναρ-
τήσεων στους φυσικούς:

R(Ψ) = tf : Nn Ñ N|f (N0, f1, ..., fK)´αναδρομική για f1, ..., fK P Ψu

Θεώρημα 2.35. Το σύνολο R(Ψ) είναι πρωτογενώς κλειστό και
κλειστό για ελαχιστοποίηση, με

Rµ(Ψ) Ď R(Ψ).

Έχουμε ότι κάθε ελαχιστικά αναδρομική μερική συνάρτηση είναι
αναδρομική.

Απόδειξη. Από Θεώρημα 2.32 τοR(Ψ) στους φυσικούς περιέχει τις
προβολές, τις σταθερές 0 και 1, τις δοσμένες μερικές συναρτή-
σεις S(x), Pd(x) και είναι κλειστό για σύνθεση και διακλάδωση.
Θα δείξουμε ότι το συνολοR(Ψ) είναι κλειστό για ελαχιστοποιήση.
Δηλαδή αν g P R(Ψ) και

f(y, x⃗) = (µi ě y)[g(i, x⃗) = 0],

τότε f P R(Ψ). Από Πρόταση 2.20 η f είναι η ελάχιστη λύση της
αναδρομικής εξίσωσης

f(y, x⃗) = αν (g(y, x⃗) = 0) τότε y αλλιώς f(y + 1, x⃗)

η οποία από μόνη της είναι πρόγραμμα.
Από το Θεώρημα 2.34 έχουμε ότι η f υπολογίζεται από αυτό ο
πρόγραμμα και f P R(ΨYtgu). Αλλά από Πόρισμα 2.33 για g P R(Ψ)
καταλήγουμε ότι f P R(Ψ). Άρα Rµ(Ψ) Ď R(Ψ).

Επίσης από τον Oρισμό 2.18 έχουμε Rp(Ψ) Ď Rµ(Ψ).

2.4 Κωδικοποίηση
Γενικά κωδικοποίηση ενός συνόλου A σε ένα σύνολο C είναι η
τυχαία ένα-προς-ένα συνάρτηση c : A ↣ C, που μας επιτρέπει να
ανακτήσουμε ένα τυχαίο στοιχείο x P A από τον κωδικό c(x).
Έστω N˚ το σύνολο όλων των πεπερασμέων ακολουθιών φυσικών
αριθμών, ώστε Λ, (1), (1, 4), (2, 3, 4), ... P N˚, όπου Λ η κενή ακολου-
θία.
Η τυχαία κωδικοποίηση

x y : N˚ ↣ N
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του N˚ είναι πρωτογενώς αναδρομική, αν για κάθε ακολουθία
φυσικών αριθμών u0, ..., un´1:
i) ui ă xu0, ..., un´1y (i ă n).
ii) η σχέση Seq(u) ô u = xu0, ..., un´1y για κάποια u0, ..., un´1 είναι
πρωτογενώς αναδρομική.
iii) για κάθε n η n-μελής συνάρτηση fn(u0, ..., un´1) = xu0, ..., un´1y

είναι πρωτογενώς αναδρομική
και
iv) υπάρχουν πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις που ικανο-
ποιούν τα έξης:

lh(xu0, ..., un´1y) = n (μήκος)
proj(xu0, ..., un´1y, i) = (xu0, ..., un´1y)i = ui (i ă n) (προβολή)

append(xu0, ..., un´1y, y) = xu0, ..., un´1, yy. (προσθήκη)

Για τεχνικούς λόγους απαιτούμε

[␣Seq(u)V i ě lh(u)]ñ lh(u) = (u)i = 0.

το οποίο μαζί με το (i) δίνει ότι

u ą 0ñ (ui) ă u.

Πρόταση 2.36. Υπάρχουν πρωτογενώς αναδρομικές συναρτή-
σεις u ↾ i και u ˚ v, τέτοιες που

xu0, .., un´1y ↾ i = xu0, ..., ui´1y (i ď n)

xu0, ..., un´1y ˚ xv0, ..., vm´1y = xu0, ..., un´1, v0, ..., vm´1y

Όντως η πρώτη είναι σύνθεση των πρωτογενώς αναδρομικών συ-
ναρτήσεων Seq και append, ενώ η δεύτερη των Seq και lh.

Πρόταση 2.37. Υπάρχει πρωτογενώς αναδρομική κωδικοποίηση
του N˚, συγκεκριμένα η ”κλασσική” κωδικοποίηση

xu0, ..., un´1y = pu0+1
0 ˚ pu1+1

1 ˚ ... ˚ p
un´1+1
n´1

όπου p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5,... πρώτοι. Θέτουμε xΛy = 1.

Απόδειξη.
xΛy = 1

xu0, ..., un+1y = xu0, ..., uny ˚ p
un+1+1
n+1
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Είχαμε δει στο πρώτο κεφάλαιο, ότι η σχέση

Prime(x)ô ο x είναι πρώτος αριθμός

είναι πρωτογενώς αναδρομική.

Λήμμα 2.38. Για την ”κλασσική” κωδικοποίηση, οι εξής συναρ-
τήσεις είναι πρωτογενώς αναδρομικές

maxseq(n) = maxtxu0, ..., um´1y|m,u0, ..., um´1 ď nu

seg(u, i, j) =

#

x(u)i, (u)i+1, ..., (u)j´1y, αν Seq(u) (0 ď i ă j ď lh(u))

0, αλλιώς

Έστω τώρα φυσικός αριθμός c(u) κωδικός ακολουθίας. Για να ανα-
κτήσουμε το i-οστό στοιχείο της ακολουθίας αρκεί να πάρουμε
τον i-οστό πρώτο και να ανακτήσουμε τον εκθέτη του.
Υπάρχει πρόγραμμα που επιστρέφει τον i-οστό πρώτο:
p(0) = 2
p(n+ 1) = tµk ą p(n) : (Prime(k)u

Έστω pi. Tότε με c(u)˜ pi = y είναι

ui = logpi(y) + 1.

Φυσικά και μπορούμε να έχουμε ακολουθίες ακολουθιών. Χάρην
ευκολίας θέτουμε

(u)i,j = ((u)i)j , (u)i,j,k = (((u)i)j)k κτλ

first(u) = (u)0, το πρώτο στοιχείο της u0, .., un´1

last(u) = (u)lh(u)´1, το τελευταίο στοιχείο της u0, .., un´1

Η ”κλασσική” κωδικοποιήση του N˚ δεν είναι η πιο αποτελεσμά-
τική, τουλάχιστον από άποψη πολυπλοκότητας. Από άποψη υπο-
λογισιμότητας όμως, όλες οι κωδικοποιήσεις του N˚ είναι ισοδύ-
ναμες.

Πρόταση 2.39. Έστω πρωτογενώς αναδρομικές συναρτήσεις

x y1, x y2 : N˚ ↣ N.

Τότε υπάρχει πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση s : N Ñ N , τέ-
τοια που

s(xx⃗y1) = xx⃗y2 (x⃗ P N˚)
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Απόδειξη. Για u = (u0, ..., uk) ορίζουμε συνάρτηση g(u, n) :

g(xuy1, 0) = x y2

g(xuy1, n+ 1) = g(xuy1, n) ˚ x(xuy1)n+1y2 m+ 1 ď k

Τότε s = g(xuy1, lh(u)).

Από δω και στο εξής θα χρησιμοποιούμε τη ”κλασσική” κωδικοποί-
ηση και τα συμπεράσματα, συμφωνα με την παραπάνω Πρόταση,
θα ισχύουν για οποιαδήποτε κωδικοποιήση στο N.

Χρησιμοποιώντας την ”κλασσική” κωδικοποίηση ακολουθιών θα
ορίσουμε κωδικούς για τα βασικά σύνολα αντικειμένων στη θεω-
ρία της προγραμματιστικής γλώσσας R.
Συμβολίζοντας [X]A τον κωδικό του αντικειμένου X, οι ορισμοί
που ακολουθούν μας δίνουν ένα-προς-ένα συναρτήσεις []A : A ↣ N,
για κάθε σύνολο A.
Έχουμε τα εξής 6 συνολα και για i = 1, ..., 6 θα συμβολίζουμε με []i
τον κωδικό του αντίστοιχού συνόλου.
i=1. Σύμβολα
Θέτουμε

[vi]1 = x0, 0, 1y, [n]1 = x0, 1, ny, [S]1 = x1, 1, 0y,

[Pd]1 = x1, 1, 1y, [ζ
n
i ]1 = x1, n, 2 + iy.

και για τα σύμβολα διακλάδωσης

[αν]1 = x2, 0y, [τότε]1 = x2, 1y [αλλιώς]1 = x2, 2y,
[, ]1 = x2, 3y, [(]1 = x2, 4y, [)]1 = x2, 5y. [=]1 = x2, 6y, [?]1 = x2, 7y.

i=2. Λέξεις
Για κάθε λέξη (ακολουθία από σύμβολα) α ” α0, α1, ..., αn θέτουμε

[α0, α1, ..., αn]2 = x[α0]1, [α1]1, ..., [αn]1y.

Για παράδειγμα,
[ζ21 (v1, 5) = x[ζ21 ]1, [(]1, [v]1, [, ]1, [5]1, [)]1y

= xx1, 2, 3y, x2, 4y, x0, 0, 1y, x2, 3y, x0, 1, 5y, x2, 5y.
Ο ορισμός αυτός αναθέτει κωδικούς στους όρους της R.
Πρέπει να προσέχουμε πότε οι μεταβλητές vi και οι σταθερες n
είναι σύμβολα και πότε όροι και να χρησιμοποιούμε την κωδικο-
ποίηση []1, []2 αντίστοιχα.
i=3. Αναδρομικές εξισώσεις
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Η τυχαία τυπική εξίσωση καθορίζεται από το αριστερό και το δεξί
μέλος της που είναι όροι. Θέτουμε

[ζ(v⃗) = ]3 = x[ζ(v⃗)]2, []2y

i=4. Αναδρομικά προγράμματα
Αν E = (e0, ..., ek), όπου ei κωδικός αναδρομικης εξίσωσης, θέτουμε

[E]4 = x[e0]3, ..., [ek]3y.

i=5. Καταστάσεις
Μια κατάσταση έχει τη μορφή α0...αm´1 : β0...βn´1, όπου αi κλειστός
όρος ή συναρτησιακό σύμβολο ή ? και βi αριθμητικές σταθερές.
Θέτουμε

[α0...αm´1 : β0...βn´1]5 = xx[α0]˚, ..., [αm´1]˚y, x[β0]1, ..., [βn´1]1yy,

όπου
[αi]˚ =

#

[αi]1, αν αi σναρτησιακό σύμβολο ή ?
[αi]2, αν αi κλειστός όρος

i=6. Υπολογισμοί
Για κάθε ακολουθία καταστάσεων s = (s0, ..., sk) , θέτουμε

[s0, ..., sk]6 = x[s0]5, ..., [sk]5y.

Η τελευταία σχέση κωδικοποιεί όλες τις ακολουθίες καταστάσεων,
και ιδιαίτερα τους τερματικούς υπολογισμούς για οποιοδήποτε
αναδρομικό πρόγραμμα.
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Μέρος II
Θεώρημα Κανονική Μορφής
Με το ακόλουθο θεώρημα ο Kleene (c.1943) έδειξε ότι μπορούμε
να μεταφράζουμε από αναδρομή σε πρωτογενή αναδρομή, και μά-
λιστα υπάρχουν κανονικοί κανόνες μετάφρασης.

Θεώρημα 2.40. Θεώρημα Κανονικής Μορφής και Απαρίθμη-
σης (Kleene)
Υπάρχει πρωτογενώς αναδρομική συνάρτηση U(y), κα πρωτογε-
νώς αναδρομικές σχέσεις Tn(e, x1, ..., xn, y) (n ě 1) και συναρτήσεις
Sm
n (e, z1, ..., zm) (n,m ě 1), για τις οποίες ισχύουν τα εξής:
a) Η τυχαία n-μελής μερική συνάρτηση f(x⃗) στους φυσικούς είναι
αναδρομική αν και μόνον αν υπάρχει κάποιος αριθμός e τέτοιος
που

f(x⃗) = U(µyTn(e, x⃗, y)) (x⃗ = x1, ..., xn P N)

b) Για όλα τα e, y, z⃗ = z1, ..., zm και x⃗ = x1, ..., xn,

U(µyTm+n(e, z⃗, x⃗, y)) = U(µyTn(S
m
n (e, z⃗), x⃗, y)).

Επιπλέον οι συναρτήσεις Sm
n (e, z⃗) είναι ένα προς ένα.

Για το νόημα του (a) έχουμε τη σχέση
Tn(e, x1, ..., xn, y)ô

”o e είναι κωδικός κάποιου αναδρομικού προγράμματος E,
και ο y είναι κωδικός τερματικού υπολογισμού του E
στη είσοδο ζ0 : x1, ..., xn”. να είναι πρωτογενώς αναδρομική.
Και υπάρχει πρωτογενώς αναδρομική U(y), τέτοια που αν y κωδι-
κός τερματικού υπολογισμού, τότε
U(y) = η τιμή εξόδου από τον τερματικό υπολογισμό y.
Από την κανονική μορφή (a) συνεπάγεται ότι κάθε αναδρομική με-
ρική συνάρτηση ”παράγεται” από πρωτογενώς αναδρομικές συ-
ναρτήσεις με μόνο μια βλακώδη αναζητηση.
Έστω π.χ. η ”κλασσική” κωδικοποίηση. Η U παίρνει τον εκθέτη του
μεγαλύτερου πρώτου και ’μετράει’ τους πρώτους που τον διαι-
ρούν μια φορά.
Φαίνεται επίσης ότι κάθε αναδρομική μερική συνάρτηση είναι ελα-
χιστικά αναδρομική.
Τέλος αν θέσουμε

ϕn
e = U(µyTn(e, x⃗, y)),
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ϕ, n-μελής συνάρτηση με κωδικό e. Τότε η κανονική μορφή (a) συ-
νεπάγεται ότι, για κάθε n, η ακολουθία

ϕn
0 , ϕ

n
1 , ...

απαριθμεί όλες τις n-μελής αναδρομικές μερικές συναρτήσεις και
μάλιστα με τέτοιο τρόπο ώστε η (n+ 1)-μελής συνάρτηση

ϕn(e, x⃗) = ϕn
e (x⃗)

να είναι αναδρομική.
Μας δίνεi δηλαδή και μια απαρίθμηση όλων των αναδρομικών συ-
ναρτήσεων.

Το μέρος (b) του θεωρήματος δείχνει ότι μια συγκεκριμένη κα-
τασκευή αναδρομικών προγραμμάτων είναι πρωτογενώς αναδρο-
μική στους κωδικούς. Συγκεκριμένα, αν ο e είναι κωδικός της f(z⃗, x⃗),
τότε, για κάθε z⃗, o Sm

n (e, z⃗) είναι κωδικός της μερικής συνάρτησης
fz(x⃗).
Με χρήση αυτού του θεωρήματος (θεώρημα Sm

n ) φαίνεται πώς πιο
πολύπλοκα προγράμματα (προγράμμα πάνω σε κωδικούς άλλων
προγραμμάτων πχ) είναι επίσης πρωτογενώς αναδρομικά στους
κωδικούς.
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Μέρος III
Απόδειξη Θεωρήματος
Κανονικής Μορφής
Για την απόδειξη του πρώτου μέρους (a) του Θεωρήματος θα πα-
ραθέσουμε μια σειρά από σχέσεις, οι οποίες με χρήση της κωδι-
κοποίησης όπως ορίστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο μας δίνουν
πρωτογενώς αναδρομικούς ορισμούς.
Απόδειξη ότι Tn(e, x⃗, y) είναι πρωτογενώς αναδρομική

ΑρΜετ(v) ðñ ο v είναι κωδικός κάποιος μεταβλητής vi
ðñ v = x0, 0, (v)2y
ΑρΣταθ(c)ô ο c είναι κωδικός αριθμού
ðñ c = x0, 1, (c)2y
ΣυνΜετ(f)ðñ ο f είναι κωδικός κάποιας ζni
ðñ f = x1, (f)1, (f)2y&(f)1 ě &(f)2 ě 2
ΣυνΣταθ(f)ðñ ο f είναι κωδικός του S ή του Pd
ðñ f = [S]1V f = [Pd]1
ΣυνΣυμβ(f)ðñ ΣυνΜετ(f)V ΣυνΣταθ(f)
arity(f) = η πλειομέλεια του συναρτησιακού συμβόλου f, αν ΣυνΣυμβ(f) =
(f)1
Όρος(u)ðñ ο u είναι κωδικός όρου
ΚλΟρος(u)ðñ ο u είναι κωδικός κλειστού όρου
ðñ Όρος(u)&(@i ă lh(u))␣ΑρΜετ((u)i)
ΣυνθΟρος(u)ðñ ο u είναι κωδικός όρου ζni (A1, ..., An)
ðñ Όρος(u)&ΣυνΜετ(firstu)
ΥποΟρος(u, v)ðñ ο v είναι κωδικός υποόρου του όρου με κωδικό u
ðñ Όρος(u)&Όρος(v)&(Di, j ď lh(u))[i ă j&v = seg(u, i, j)]
ΑπλΟρος(u)ðñ ο u είναι κωδικός όρου ζni (v1, ...,vn)
ðñ ΣυνθΟρος(u)&(@v ă u)[ΥποΟρος(u, v)ñ ΑρΜετ(v)]
Εξισωση(e)ðñ ο e είναι κωδικός αναδρομικής εξίσωσης
ðñ e = xfirst(e), last(e)y
&ΑπλΟρος(first(e))&Ορος(last(e))
&(@i ă lh(last(e)))[ΑρΜετ((last(e))i)
ñ (Dj ă lh(first(e)))[(last(e))i = (first(e))j ]
Προγρ(e)ðñ ο e είναι κωδικός προγράμματος
ðñ Seq(e)&lh(e) ą 0&(@i ă lh(e))[Εξισωση((e)i)]
(@i ă lh(e))(@j ă lh((e)i,1)[ΣυνΜετ((e)i,1,j) ñ (Dk ă lh(e)[(e)i,1,j =
(e)k,0,0]]
Κατ(s)ðñ ο s είναι κωδικός κατάστασης
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ðñ s = x(s)0, (s)1y
&(@i ă lh((s)0)[ΣυνΣυμβ((s)0,i)V (s)0,i=[?]1V ΚλΟρος((s)0,i)] &(@jălh((s)1)ΑρΣταθ((s)1,j)
ΤερμΚατ (s) ðñ ο s είναι κωδικός τερματικής κατάστασης
ðñ Κατ(s)&lh((s)0) = 0&lh((s)1) = 1
Αντ(u, j, x) = το αποτέλεσμα της αντικατάστασης της μεταβλητής
με κωδικό j=[v i] με τη σταθερά x στον όρο με κωδικό u

ΠλΑντ (u,v,w) = το αποτέλεσμα της αντικατάστασης
των μεταβλητών με κωδικούς (v)0, ..., last(v)
με τις σταθερές (w)0, ..., last(w) στον όρο με κωδικό u

ΜετΑπλΟρου (u) = x[vi1 ]1, ..., [vin ]1y (ανu = [ζn(v1, ..., [vin)]2)
Μετάβαση (e,s,s’) ðñ Προγρ(e)&Κατ(s)&Κατ(s1)

& sÑ s1 στο T (E) για e = [E]4
Υπολ (e,y) ðñ ο y είναι κωδικός τερματικού υπολογισμού

στο T(E) για e=[E]4
ðñ (@i ă lh(y) ´ 1)[Μετάβαση(e, (y)i, (y)i+1]
ΤερμΚατ (last (y))

Tn(e, x⃗, y)ðñ Προγρ(e)&Υπολ(e, y)
first(first (y))=xfirst(first(first(e)))y
last(first (y))=[x1x2...xn]2

Λήμμα 2.41. Η σχέση Ορος(u) είναι πρωτογενώς αναδρομική.

Απόδειξη. Αν ο n είναι φυσικός αριθμός, με ”n” συμβολίζουμε την
αποκωδικοποίηση του.
Θα ορίσουμε μια σχέση Ορος˚

(u), η οποία ανάγει τη ισχύ ή όχι της
Ορος(u) στους υποόρους της.
Συγκεκριμένα ορίζουμε
Ορος(u)ô Ορος1 _Ορος2 _Ορος3 _Ορος4
όπου

Ορος1 ô για κάποια μεταβλητή vi, u = [vi]2 ô u = xx0, 0, (u)0,2yy

Ορος2 ô u = [n]2 για κάποιον αριθμό nô u = xx0, 1, (u)0,2yy

Οι πιο δύσκολες περιπτώσεις είναι της διακλάδωσης και της σύν-
θεσης. Εδώ απλώς ενδιαφερόμαστε αν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί
πιθανοί κωδικοί όρων, ώστε χρησιμοποιώντας τους στην κωδικο-
ποίηση ο u να παρουσιάζει μορφή όρου.
Συγκεκριμένα ορίζουμε:
Ορος4 ô
για κάποιους αριθμόυς a, b, c : u = [ αν (”” = 0) τότε ”b” αλλιώς ”c”]2
ô (Da, b, c ă u)(u = [(αν(]2 ˚ ˚ [= 0) τότε ]2 ˚ b ˚ [ αλλιώς ]2 ˚ c ˚ [)]2
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Παρατήρηση: Η Ορος4 δε συνεπάγεται (αντίθετα από τις Ορος1(u),
Ορος2(u) ) ότι ο u είναι κωδικός όρου. Η συνεπαγωγή είναι αληθής
αν οι a, b, c είναι κωδικοί όρου.
Για την περίπτωση της σύνθεσης, θέλουμε να ελέγξουμε αν ο u
είναι κωδικός όρου της μορφής f(A0, ..., An). Εδώ έχουμε ένα επι-
πρόσθετο πρόβλημα, τις τελίτσες ” . . . ”, για τις οποίες θα χρη-
σιμοποιήσουμε πρωτογενή αναδρομή. Ούτε εδώ θα ελέγξουμε αν
στην αποκωδικοποίηση οι φυσικοί αριθμοί α0, ..., αn που αντιστοι-
χούν στους A0, ..., An είναι πράγματι κωδικοί όρων. Έτσι ουσια-
στικά θα ορίσουμε

Ορος3(u)ô Dα0, ..., αn : u = [f(”α0”, ..., ”αn”)]2

Θα χρησιμοποιήσουμε τον υπαρξιακό ποσοδείκτη για τον κωδικό
α = xα0, ..., αny ď maxseq(n).
Για να ανασχηματίσουμε το [f(”α0”, ..., ”αn”)]2, ώστε να συγκρίνουμε
με το u, ορίζουμε τις εξής πρωτογενώς αναδρομικες συναρτή-
σεις:
h(0, u, α) = x(u)0y ˚ [(]2 ˚ x(α)0y
h(t+ 1, u, α) = h(t, u, α) ˚ [, ]2 ˚ x(α)t+1y

Τότε αν u = [f(”α”0, ..., ”α”n]2 (1) και t ď n:
h(t, u, a) = [f(”α”0, ..., ”α”t]2.
Επειδή αν ο u είναι της μορφής (1), (u)0,1 είναι η πλειομέλια (arity)
της f , έπεται ότι η g(u, v) = h((u)0,1, u, α) ˚ [)]2 θα είναι ακριβώς ο
αριθμός [f(”α”0, ..., ”α”n)]2.
Άρα μπορούμε να ορίσουμε:

Ορος3(u)ô Seq(u)&ΣυνΣυμβ((u)0)&(Dα ď maxseq(u))[u = g(u, α)

Οι σχέσεις Ορος3,Ορος4 θα χρειαστούν κάποια συνάρτηση εξόδου
που δίνει κωδικούς, που με τη σειρά τους πρέπει να ελεγθούν αν
έχουν τη μορφή όρων. Θέτουμε

output(Ορος4)(u) = (µα ď maxseq(u))(u = [( αν (]2 ˚ x(α)2y ˚ [)]2

output(Ορος3)(u) = (µα ď maxseq(u))[u = g(u, α)]

όπου η συνάρτηση g ορίστηκε πιο πάνω.
Τέλος ορίζουμε αναδρομικά τη συνάρτηση h(w) η οποία ”θυμάται”
ποίοι κωδικοί είναι πραγματικοί όροι. Η μορφή της εξόδου της σε
κάποιο w είναι xt0, ..., tw´1y, όπου για iw ´ 1, ο i είναι κωδικός όρου
αν και μόνο αν ti = 1, διαφορετικά ti = 0.
h(0) = x y
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h(w+1) =

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

h(w) ˚ x1y, αν (Ορος1(w)_Ορος2(w)_ tΟρος3(w)
&@i ď lh(output(Ορος3)(w))[h(w)output(Ορος3(w)i = 1]u

_tΟρος4(w)&@i ď lh(output(Ορος4)(w))
[h(w)output(Ορος4(w) = 1]u

h(w) ˚ x0y, αλλιώς
Έπεται ότι Ορος(u)ô (h(u+ 1))u = 1.

Απόδειξη ότι U(y) είναι πρωτογενώς αναδρομική
Έχοντας δείξει ότ η κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση στο N
είναι πρωτογενώς αναδρομική, έπεται άμεσα ότι είναι και η U(y)
για y κωδικό τερματικού υπολογισμού:

U(y) = last(y)1,0,2

Για την απόδειξη του δεύτερου μέρους (b) τους θεωρήματος, βλέ-
πουμε ότι η σχέση Tm+n(e, z⃗, x⃗, y) = T (Sm

n (e, z⃗), x⃗, y) σημαίνει ότι τα
προγράμματα που υπολογίζουν την πρωτογενώς αναδρομική T
στο δεξί και αριστερό μέρος της ισότητας είναι ισοδύναμα.
Δηλαδή το πρόγραμμα με κωδικό e και ορίσματα (z⃗, x⃗) και το πρό-
γραμμα με κωδικό Sm

n (e, z⃗) και όρισμα (x⃗) επιστρέφουν τον ίδιο
τερματικό υπολογισμό με κωδικό y.
Αρκεί να υπολογίσουμε μονοσήμαντα τον κωδικό Sm

n (e, z⃗) από τον
κωδικό e και το δοσμένο z⃗. (Είναι σα να σταθεροποιούμε το όρισμα
z⃗ και να ’τρέχουμε’ το πρόγραμα για τυχόν όρισμα x⃗).
Έστω

g(z⃗, x⃗)

η μερική συνάρτηση που υπολογίζει το πρόγραμμα E με κωδικό e,
και

f(x⃗) = g(z⃗, x⃗)

η συνάρτηση που υπολογίζει το πρόγραμμα Ez⃗ με κωδικό Sm
n (e, z⃗).

Προφανώς το πρώτο συναρτησιακό σύμβολο του E είναι η g, και
το πρώτο συναρτησιακό σύμβολο του Ez⃗ η f .
Για τον ορισμό του Ez⃗, εφόσον f(x⃗) = g(z⃗, x⃗), αρκεί να προσθέσουμε
στην αρχή του προγράμματον E τη συναρτησιακή μεταβλητή f .
0 υπολογισμός του κωδικού Sm

n (e, z⃗) θα χρησιμοποιεί τον κωδικό
της f .
Έχουμε από την κωδικοποίηση ότι ο κωδικός της συναρτησιακής
μεταβλητής που ορίζεται στην πρώτη εξίσωση του E είναι

[ζm+n
i ] = (e)0,0,0
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και οι κωδικοί των αριθμητικών μεταβλητών στην πρώτη εξίσωση

[vi] = (e)0,0,2+2i (i = 0, ...,m+ n´ 1).

Παρατηρούμε ότι ο αριθμός

f˚(e) = x1, n,maxt(e)i,0,0,2 + 1|i ă lh(e)uy

είναι κωδικός συναρτησιακής μεταβλητής που δεν εμφανίζεται
στο E, καθώς είναι γνήσια μεγαλύτερος κάθε κωδικού που εμφα-
νίζεται στο E.
Μπορούμε τώρα θα θέσουμε
Sm
n (e, z⃗) = xxf˚(e), [(], g2(e,m), [)], ..., g2(e,m+ n´ 1), [)]y
xg1(e), [z1]1, ..., [, ][1, ..., [, ]1, [zm]1, [)]1yy ˚ e

Για να είναι καλά ορισμένη συνάρτηση, θέτουμε στην περίπτωση
που ␣Προγρ(e):

Sm
n (e, z⃗) = x0, e, z⃗y

καθώς από την κωδικοποίηση καμία ακολουθία αυτής της μορφής
δεν είναι κωδικός προγράμματος ( ισοδύνα επιστρέφει K ).
Τέλος από τη ’κλασσική’ κωδικοποίηση, η συναρτήσεις Sm

n (e, z⃗) εί-
ναι ένα-προς-ένα.

Πόρισμα 2.42. Η μερική συνάρτηση f : Nn Ñ N είναι αναδρομική
τότε και μόνο αν είναι ελαχιστικά αναδρομική.

Απόδειξη. Οι ελαχιστικά αναδρομικές μερικές συναρτήσεις είναι
αναδρομικες από Θεώρημα 2.36 και από το Θεώρημα Κανονικής
Μορφής προκύπτει ότι κάθε αναδρομική μερική συνάρτηση είναι
ελαχιστικά αναδρομική.

42



Μέρος IV
Το Πρόβλημα Τερματισμού
Θεώρημα 2.43. Turing
Η σχέση τερματισμού

H(e, x)ô ϕe(x) Ó

δεν είναι αναδρομική.

Απόδειξη. Από τον ορισμός της H(e, x) έχουμε:

H(e, x)ô ϕe(x) Ó
ô (Dy)T

1(e,x,y)

ô Προγρ(e)& η αναδρομική μηχανή με κωδικό e
τερματίζει στην είσοδο x

Έστω ότι η H(e, x) είναι αναδρομική. Τότε αναδρομική είναι και η
ολική συνάρτηση

f(x) =

#

ϕx(x) + 1, αν H(x, x)

0, αλλιώς

Από το θεώρημα κανονικής μορφής για f αναδρομική έχουμε
f = U(µyT1(e, x, y)) = ϕe(x), για κάποιο κωδικό αναδρομικού προ-
γράμματος e.
Άρα για κάποιο e, αν H(x, x): ϕe(x) = ϕx(x) + 1 για κάθε δυνατή
είσοδο x.
Άτοπο για x = e.
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