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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία θα εξετάσουμε τα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2
και την ύπαρξη λύσεων μελανών οπών στη μεμβράνη. Αρχικά θα θεωρήσουμε ένα
πενταδιάστατο πρότυπο βαρύτητας με έναν όρο Gauss - Bonnet στο bulk και έναν
όρο επαγόμενης βαρύτητας σε μία τρισδιάστατη μεμβράνη. Μπορούμε να δούμε ότι
σύστημα αυτό, δέχεται ως λύσεις τρισδιάστατες BTZ μελανές οπές στη μεμβράνη,
με τις λύσεις να επεκτείνονται ομαλά στο bulk. Επιπλέον εξετάζουμε το αντίστοιχο
ζήτημα στην περίπτωση ενός εξαδιάστατου προτύπου βαρύτητας και πάλι με έναν όρο
Gauss - Bonnet στο bulk και έναν επαγόμενο όρο βαρύτητας, αυτή τη φορά σε μία
τετραδιάστατη μεμβράνη. Και πάλι το σύστημα επιδέχεται λύσεις μελανών οπών στη
μεμβράνη, και την επέκτασή τους στο bulk. Ωστόσο η προβολή του όρου Gauss
- Bonnet στη μεμβράνη επιβάλλει μια σχέση η οποία απαιτεί, την παρουσία ύλης
στις επιπλέον διαστάσεις. Παράλληλα, εξετάζουμε και το ζήτημα της ευστάθειας
της πενταδιάστατης λύσης. Για να γίνει αυτό, εξάγουμε την εξίσωση Lichnerowicz
υπό την παρουσία του όρου Gauss - Bonnet. Χρησιμοποιώντας την τροποποιημένη
εξίσωση Lichnerowicz μελετάμε τις διαταραχές της μετρικής.
Παράλληλα, ξέχωρα από την παραπάνω ανάλυση, εξετάζουμε την περίπτωση ενός

πενταδιάστατου προτύπου μεμβρανών συνδιάστατης - 1, στο οποίο η επιπλέον χωρική
διάσταση, μετασχηματίζεται διαφορετικά από ότι οι υπόλοιπες διαστάσεις πάνω στη
μεμβράνη. Βρίσκουμε τις μέγιστα συμμετρικές λύσεις της μεμβράνης στην περίπτω-
ση που το bulk περιέχει μια κοσμολογική σταθερά. Οι λύσεις, θυμίζουν τις λύσεις
στο πρότυπο των Randall και Sundrum, αλλά εξαρτώνται από τις παραμέτρους που
αντιπροσωπεύουν το σπάσιμο τις αναλλοιώτητας κάτω από τον πενταδιάστατο διφε-
ομορφισμό. Ακολούθως, μελετάμε τις βαθμωτές διαταραχές, όπου και παρατηρούμε
ότι το πρότυπο έχει μερικές παθογένειες, καθώς και το χαρακτηριστικό, ότι στο όριο
που η αναλλοιώτητα κάτω απο τον πενταδιάστατο διφεομορφισμό έχει αποκατασταθεί,
ένας όρος με αρνητική κινητική ενέργεια παραμένει στο σύστημα.
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Abstract

In this thesis we discuss codimension-2 braneworlds and the existence of black
holes on the brane. Firstly we consider a five-dimensional gravity model with
a Gauss-Bonnet term in the bulk and an induced gravity term on a 2-brane of
codimension-2. We show that this system admits BTZ black holes on the 2-brane
which are extended into the bulk with regular horizons. Furthermore we discuss
black hole solutions in six-dimensional gravity with a Gauss-Bonnet term in the
bulk and an induced gravity term on a thin 3-brane of codimension-2. We show
that these black holes can be localized on the brane, and they can further be
extended into the bulk by a warp function. These solutions have regular horizons
and no other curvature singularities appear apart from the string-like ones. The
projection of the Gauss-Bonnet term on the brane imposes a constraint relation
which requires the presence of matter in the extra dimensions. Additionally we
address the stability issue of the five-dimensional solutions. In order to do so, we
derive the Lichnerowicz equation in the presence of the Gauss-Bonnet term. Using
the modified Lichnerowicz equation we study the metric perturbations of Gauss-
Bonnet black strings in codimension-2 braneworlds.

Apart from the above analysis, we consider a codimension-1 scenario in a five-
dimensional theory, where the extra spatial dimension has different scaling than the
other four dimensions. We find background maximally symmetric solutions, when
the bulk is filled with a cosmological constant and at the same time it has a three-
brane embedded in it. These background solutions are reminiscent of Randall-
Sundrum warped metrics, with bulk curvature depending on the parameters of
the breaking of diffeomorphism invariance. Subsequently, we consider the scalar
perturbation sector of the theory and show that it has certain pathologies and the
striking feature that in the limit where the diffeomorphism invariance is restored,
there remain ghost scalar mode(s) in the spectrum.
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Πρόλογος

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας (ΓΘΣ) είναι η μόνη βαρυτική θεωρία στις
τέσσερεις διαστάσεις, της οποίας οι εξισώσεις κίνησης, εμπεριέχουν μέχρι δεύτερης
τάξης παραγώγους (κατ΄ αντιστοιχία με την εξίσωση Poisson στη Νευτώνια θεωρία),
ενώ παράλληλα διατηρείται η ενέργεια. Οι εξισώσεις, προκύπτουν από τη μεταβολή
της Einstein - Hilbet δράσης με κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Ως θεωρία έχει
αποδειχθεί οτι αποτελεί ένα αρκετά ενδιαφέρον πεδίο έρευνας, τόσο από της άποψη
της εξερεύνησης στατικών λύσεων, όσο και της μελέτης κοσμολογικών προτύπων. Αν
και ως θεωρία έχει επιβεβαιωθεί αρκετές φορές, πρόσφατα αστροφυσικά δεδομένα και
κοσμολογικές παρατηρήσεις, υποδεικνύουν ότι η ΓΘΣ θα πρέπει να τροποποιηθεί στο
όριο των μεγάλων αποστάσεων. Επιπρόσθετα γνωρίζουμε ότι σε υψηλές ενέργειες
η θεωρία καταρρέει, επομένως είναι ανάγκη να τροποποιηθεί στο όριο των μικρών
αποστάσεων, ώστε να συμπεριλάβει και κβαντικά φαινόμενα.

Η μόνη αλλαγή στο πεδίο της δράσης, από μια γεωμετρική ματιά, η οποία μπορεί να
μας δώσει εξισώσεις κίνησης, οι οποίες να ικανοποιούν τις δύο παραπάνω απαιτήσεις,
είναι η εισαγωγή μιας κοσμολογικής σταθεράς. Οποιαδήποτε εισαγωγή μεγαλύτε-
ρων δυνάμεων όρων καμπυλότητας, είτε θα μπορεί να απαλειφθεί μέσω παραγοντικών
ολοκληρώσεων, είτε θα εισάγει παθογένειες (ghosts) στο σύστημα. Παρόλ΄ αυτά
αντί να μείνουμε στο πλαίσιο των τεσσάρων διαστάσεων μπορούμε να θεωρήσουμε
ένα πρότυπο με επιπλέον διαστάσεις και να εξετάσουμε τις επιπτώσεις τόσο για τον
υψηλοδιάστατο χωροχρόνο, όσο και για τον τετραδιάστατο.

Η πρώτη προσπάθεια προς αυτή την κατεύθυνση έγινε με την πρωτοπόρα δουλειά
των Kaluza και Klein, η οποία πυροδότησε αργότερα τη γενικότερη μελέτη στη θεω-
ρία χορδών. Πιο πρόσφατα μεγάλο ενδιαφέρον προσέλκυσαν τα πρότυπα μεμβρανών,
κατά τα οποία το σύμπαν μπορεί να αναπαρασταθεί με μία τετραδιάστατη μεμβράνη,
η οποία είναι εμβαπτισμένη σε ένα υψηλοδιάστατο χωροχρόνο (bulk). ΄Ολα τα πεδία
του Καθιερωμένου Προτύπου είναι είναι εντοπισμένα πάνω στη μεμβράνη, ενώ μόνο η
βαρύτητα μπορεί να διαδίδεται στον επιπλέον χώρο.

Η συγκεκριμένη ιδέα χρησιμοποιήθηκε αρχικά από τους Arkani - Hamed, Di-
mopoulos και Dvali (ADD) [7], σε μια προσπάθεια επίλυσης του προβλήματος της
ιεραρχίας. Αργότερα οι Randall και Sundrum (RS), υπέθεσαν ένα πρότυπο με δύ-
ο μεμβράνες σε πέντε διαστάσεις, υπό την παρουσία μιας αρνητικής κοσμολογικής
σταθεράς. Στη συγκεκριμένη περίπτωση έγινε δυνατή και πάλι η επίλυση του προβλή-
ματος της ιεραρχίας, ενώ θεωρώντας το αντίστοιχο πρότυπο, αλλά με μία μεμβράνη
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αυτή τη φορά, μπόρεσε να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν να εντοπισθεί με συνεπή τρόπο
η βαρύτητα στη μεμβράνη.

Με βάση το πρότυπο των Randall και Sundrum ξεκίνησε μια ενδελεχής μελέτη
των προτύπων μεμβρανών συνδιάστατσης - 1, όπου δηλαδή έχουμε μία επιπρόσθετη
διάσταση κάθετη σε μία μεμβράνη, τόσο στο πεδίο της κοσμολογίας, όσο και στην
εξερεύνηση των μελανών οπών [6]. Ωστόσο μπορούμε να αυξήσουμε το βαθμό συνδιά-
στασης και να θεωρήσουμε για παράδειγμα ένα πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2,
στο οποίο τώρα θα έχουμε δύο επιπλέον χωρικές διαστάσεις, κάθετες στη μεμβράνη.

Η ανάλυση των προτύπων μεμβρανών συνδιάστασης - 2, προσέλκυσε το ενδια-
φέρον λόγω του ότι έχουν την ιδιότητα να επηρεάζουν τον εγκάρσιο στη μεμβράνη
δυσδιάστατο χώρο. Η εισαγωγή μιας τετραδιάστατης μεμβράνης για παράδειγμα σε
ένα εξαδιάστατο bulk, έχει σαν αποτέλεσμα την εμφάνιση μιας ελλείπουσας γωνίας,
η οποία εξαρτάται από το ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβράνης. Η συγκεκριμένη
ιδιότητα χρησιμοποιήθηκε με στόχο την επίλυση του προβλήματος της κοσμολογικής
σταθεράς. Ωστόσο για να έχει κανείς ένα γενικό τανυστή ενέργειας ορμής στη μεμ-
βράνη θα πρέπει είτε να δώσει ένα πάχος στη μεμβράνη, είτε να θεωρήσει επιπλέον
όρους καμπυλώτητας στο bulk, ή στη μεμβράνη. ΄Οπως και στην περίπτωση των προ-
τύπων των Randall και Sundrum, έτσι και στα πρότυπα συνδιάστασης - 2 έγινε μια
εκτενής μελέτη των κοσμολογικών λύσεων, αλλά και των μελανών οπών.

Στην κατεύθυνση της τροποποίησης της βαρύτητας σε μικρές αποστάσεις, ιδιαί-
τερη προσοχή έχει δοθεί σε ιδέες που προέρχονται από τη φυσική συμπυκνωμένης
ύλης. Προς το παρόν έχουν υπάρξει δύο βασικές κατευθύνσεις. Η πρώτη αφορά το
πεδίο των ολογραφικών υπεραγωγών και η δεύτερη στο πεδίο θεωριών που επιβάλλουν
ανισοτροπικούς μετασχηματισμούς στις διαστάσεις, εισάγοντας με αυτό τον τρόπο ε-
ναλλακτικά πρότυπα για ΓΘΣ προκειμένου να έχουμε μια συνεπή θεωρία βαρύτητας
κοντά στο όριο των υψηλών ενεργειών.

Εστιάζοντας στην δεύτερη περίπτωση, το κύριο ενδιαφέρον έχει αποδοθεί σε θεω-
ρίες που παραβιάζουν τη συμμετρία Lorentz, κυρίως στο πλαίσιο της θεωρίας Hořava
- Lifshitz κατα την οποία μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο χρόνος μετασχηματίζεται
διαφορετικά σε σχέση με τις υπόλοιπες τρείς χωρικές διαστάσεις [118],[119]. Η θεω-
ρία προσέλκυσε μεγάλο ενδιαφέρον, αφού μπόρεσε να δώσει μία πιθανή εκδοχή ενός
επανακανονικοποιήσιμου πρότυπου για μια θεωρία βαρύτητας, η οποία σε μεγάλες
αποστάσεις συγκλίνει στη ΓΘΣ.

Στο εν λόγω πρότυπο δεν έχουμε συμμετρία κάτω από τους γενικούς μετασχη-
ματισμούς συντεταγμένων (general coordinate invariance), αλλά κάτω από το πιο
περιοριστικό σύνολο των μετασχηματισμών διατήρησης φύλλωσης (foliation prese-
rving diffeomorphisms). Κατ΄ αυτόν το τρόπο οι βαθμοί ελευθερίας της βαρύτητας
αυξάνονται κατα ένα βαθμό ελευθερίας. Το βαθμωτό πεδίο το οποίο εμφανίζεται παίζει
σημαντικότατο ρόλο στη θεωρία. Αναλύοντας το φάσμα των βαθμωτών διαταραχών
τις θεωρίας, βρέθηκε ότι ο επιπλέον βαθμός ελευθερίας εμφανίζει ένα πρόβλημα ισχυ-
ρής σύζευξης (strong coupling problem), κοντά στο όριο που η θεωρία συγκλίνει
στη ΓΘΣ, θέτοντας σοβαρά υπόψην την βιωσιμότητα της θεωρίας [126].

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, θα εξετάσουμε πρότυπα μεμβρανών συνδιά-
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στασης - 2, κατα τα οποία μία μεμβράνη εμβαπτίζεται σε ένα χωροχρόνο με επιπλέον
δύο χωρικές διαστάσεις, καθώς επίσης και πρότυπα κατα τα οποία, μία διάσταση με-
τασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες. Στην πρώτη κατεύθυνση,
κύριος σκοπός μας είναι η εύρεση λύσεων μελανών οπών πάνω στη μεμβράνη και η
επέκτασή τους στον επιπλέον χώρο, ώστε να σχηματίζουν λύσεις μελανών χορδών.
Παράλληλα θα μας απασχολήσει και το ζήτημα της ευστάθειας μίας εκ τον λύσεων
που θα παρουσιάσουμε στη συνέχεια. Στο θέμα της ανάλυσης προτύπων κατα τα
οποία μια διάσταση μετασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες, θα
ασχοληθούμε με την κατασκευή ενός προτύπου, όπου μία τετραδιάστατη μεμβράνη
εμβαπτίζεται σε ένα πενταδιάστατο χωροχρόνο, με την επιπλέον χωρική διάσταση να
μετασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από οτι οι υπόλοιπες τέσσερεις, που βρίσκον-
ται στη μεμβράνη, συμπεριλαμβανομένου και του χρόνου.

Στο πρώτο κεφάλαιο θα κάνουμε μία γενική επισκόπηση των προτύπων ADD
και RS και θα επικεντρώσουμε το ενδιαφέρον μας στη μελέτη των λύσεων μελανών
χορδών, καθώς επίσης και στην εξέταση της ευστάθειάς τους κάτω από κλασικές
διαταραχές της μετρικής. Στη συνέχεια στο δεύτερο κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με τα
πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2. Αρχικά θα δούμε τον μηχανισμό με τον οποίο
εμφανίζεται η ελλείπουσα γωνία στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο, και ακολούθως θα
εξετάσουμε διάφορους τρόπους που θα μας δώσουν τη δυνατότητα να μελετήσουμε
τις πιθανές λύσεις μελανών χορδών στα εν λόγω πρότυπα.

Ακολούθως στο τρίτο κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με τις λύσεις σε πρότυπα μεμ-
βρανών συνδιάστασης - 2 σε πέντε και έξι διαστάσεις, στα οποία θα θεωρήσουμε ότι
έχουμε έναν όρο Gauss - Bonnet (GB) στο bulk και έναν επαγώμενο όρο βαρύτητας
στη μεμβράνη. Στις πέντε διαστάσεις θα μπορέσουμε να βρούμε λύσεις οι οποίες πάνω
στη μεμβράνη αντιστοιχούν σε τρισδιάστατες μελανές οπές BTZ , οι οποίες μπορούν
να επεκταθούν στον εγκάρσιο δυσδιάστατο στη μεμβράνη χώρο, σχηματίζοντας με-
λανές χορδές [105]. Στην εξαδιάστατη περίπτωση θα δούμε ότι και πάλι μπορούμε
πάνω στη μεμβράνη να βρούμε λύσεις τετραδιάστατων Schwarzschild μελανών οπών,
αλλά σε αυτή την περίπτωση η προβολή του όρου Gauss - Bonnet στη μεμβράνη επι-
βάλλει μια σχέση η οποία απαιτεί, την παρουσία ύλης στις επιπλέον διαστάσεις [106].
Στο τέταρτο κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με τις διαταραχές της πενταδιάστατης λύσης
[107]. Αρχικά θα αναπτύξουμε το φορμαλισμό για την περίπτωση που έχουμε επιπλέον
όρους Gauss - Bonnet στις εξισώσεις κινησης και στη συνέχεια επιλέγοντας κατάλ-
ληλα τη μορφή της διαταραχής θα εξετάσουμε την ευστάθεια της λύσης. Θα δούμε
ότι μακρυά από το όριο Chern - Simons, οι βαθμωτές διαταραχές δεν αποσταθερο-
ποιούν το σύστημα. Για τις τανυστικές και διανυσματικές συνιστώσες της διαταραχής
η κατάστασης είναι πιο ευαίσθητη.

Συνεχίζοντας στο πέμπτο κεφάλαιο θα κάνουμε μία επισκόπηση της λεγόμενης
θεωρίας Hořava - Lifshitz και στη συνέχεια θα εξετάσουμε τη δομή και τις λύσεις σε
ένα πενταδιάστατο πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 1, κατα το οποίο η επιπλέον
χωρική διάσταση μετασχηματίζεται διαφορετικά από ότι οι υπόλοιπες τέσσερεις δια-
στάσεις στη μεμβράνη [141]. Εξετάζοντας τις βαθμωτές διαταραχές του συστήματος
θα δούμ ότι η θεωρία χαρακτηρίζεται από δύο δυναμικούς βαθμούς ελευθερίας, οι
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οποίοι εμφανίζονται στη δράση ώς διορθωτικοί όροι με παραγώγους υψηλής τάξης.
Επιπρόσθετα για τον ένα από τους βλέπουμε ότι εμφανίζεται και ώς γηοστ πάνω στη
μεμβράνη, δίχως να εξαφανίζεται στο όριο που η θεωρία συγκλίνει στην πενταδιάστατη
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Τέλος θα κλείσουμε με τα συμπεράσματά μας.
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Κεφάλαιο 1

Πρότυπα Μεμβρανών
Συνδιάστασης ΄Ενα

Για περισσότερα από δέκα χρόνια, τα πρότυπα μεμβρανών, έχουν απασχολήσει
ιδιαίτερα την επιστημονική κοινότητα, λόγω πολλών, αρκετά ελκυστικών χαρακτηρι-
στικών τους. ΄Ηδη από το 1920, με τις εργασίες των Kaluza και Klein [1, 2], σε
μια προσπάθεια ενοποίησης της βαρύτητας με τον ηλεκτρομαγνητισμό, εισήχθει η ιδέα
των επιπλέον χωρικών διαστάσεων, μία ιδέα η οποία απέκτησε εντονότατο ενδιαφέρον
στο πλαίσιο της θεωρίας χορδών [3, 4, 5].

Στα πρότυπα μεμβρανών, θεωρούμε ότι το τετραδιάστατο σύμπαν το οποίο αν-
τιλαμβανόμαστε, αντιστοιχεί σε μία απείρως λεπτή μεμβράνη, ή σύμφωνα με την ο-
ρολογία, μία 3-brane, με τον αριθμό 3, να αντιστοιχεί στον αριθμό των χωρικών
διαστάσεων. Η εν λόγω μεμβράνη είναι εμβαπτισμένη σε ένα (4 + n)-διάστατο χωρό-
χρονο τον οποίο και θα ονομάσουμε bulk, με τα πεδία του Καθιερωμένου Προτύπου
(Standard Model) να είναι εντοπισμένα πάνω στη μεμβράνη και τη βαρύτητα να μπο-
ρεί να διαδοθεί και στις επιπλέον διαστάσεις. Στην περίπτωση που έχουμε μόνο μία
επιπλέον χωρική διάσταση κάθετη στη μεμβράνη τότε έχουμε ένα πρότυπο μεμβρανών
συνδιάστασης - 1, κ.ο.κ. [6].

Τα κυριότερα πρότυπα στα οποία βασίστηκε η μελέτη των προτύπων μεμβρανών
ήταν το πρότυπο των Arkani-Hamed, Dimopoulos, και Dvali (ADD) [7, 8, 9], καθώς
επίσης και τα πρότυπα των Randall και Sundrum (RS) [10, 11]. Στο πρότυπο των
ADD έγινε δυνατή η επίλυση του προβλήματος της ιεραρχία, ενώ στα πρότυπα των
RS, έγινε επίσης μία επίλυση του προβλήματος της ιεραρχίας (στην περίπτωση του
προτύπου με δύο μεμβράνες (RS1)), καθώς επίσης μελετήθηκε και το φαινόμενο του
εντοπισμού της βαρύτητας στη μεμβράνη (στην περίπτωση του προτύπου με μία μεμ-
βράνη (RS2)). Στη συνέχεια θα κάνουμε μία επισκόπηση των προτύπων αυτών και
ακολούθως θα επικεντρωθούμε σε κάποια πιο ειδικά θέματα, τα οποία αφορούν την
κατασκευή και μελέτη των μελανών χορδών σε πρότυπα μεμβράνων συνδιάστασης -
1.

Η δομή του κεφαλαίου θα είναι η εξής. Στην πρώτη παράγραφο θα δούμε τα
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1.1. Πρότυπα ADD και RS1, RS2

κυριότερα χαρακτηριστικά των προτύπων ADD, RS1 και RS2. Στη συνέχεια θα
δούμε τις λύσεις οι οποίες αντιστοιχούν σε μελανές χορδές και στην τρίτη παράγραφο
θα ασχοληθούμε με το θέμα τις ευστάθειας των μελανών χορδών κάτω από βαρυτικές
διαταραχές. Επιπρόσθετα θα σχολιάσουμε την αδυναμία ύπαρξης λύσεων μελανών
χορδών σε πενταδιάστατα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 1 με επιπλέον όρους
Gauss - Bonnet.

1.1 Πρότυπα ADD και RS1, RS2

Στο πρότυπο ADD [7], έχουμε έναν επίπεδο χώρο D = 4 + n διαστάσεων, με
n συμπαγωποιημένες επιπλέον διαστάσεις, η τοπολογία των οποίων αντιστοιχεί σε
ένα τόρο μεγέθους R. Η θεμελιώδης (4 + n) - διάστατη μάζα Planck M∗, η οποία
εμπεριέχει τη σύζευξη του βαρυτικού πεδίου με τα πεδία της ύλης, συνδέεται με την
ενεργό τετραδιάστατη μάζα Planck MP , μέσω της σχέσης

M2
P l = M2+n

∗ Rn. (1.1)

Από την παραπάνω σχέση βλέπουμε πως, αν η M∗ είναι της τάξης μεγέθους της
ηλεκτρασθενούς κλίμακας (1TeV ), μπορούμε να πάρουμε μια αρκετά μεγάλη τετρα-
διάστατη μάζα Planck MP l, εφόσον το μέγεθος των επιπρόσθετων διαστάσεων είναι
μεγάλο. Το όριο στο μέγεθος των επιπλέον χωρικών διαστάσεων, θεωρώντας ότι
μόνο η βαρύτητα μπορεί να διαδίδεται στο bulk, είναι της τάξης

R . 10−1mm. (1.2)

Επομένως για MP l ∼ 1016 TeV βρίσουμε ότι R ∼ 0, 1mm για την περίπτωση που
n = 2, δηλαδή στην περίπτωση που έχουμε δύο επιπλέον χωρικές διαστάσεις κάθετες
στη μεμβράνη (πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2).
Στο πρώτο πρότυπο RS1, των Randall και Sundrum (RS) [10], βασισμένο στην

[12], έχουμε δύο τετραδιάστατες μεμβράνες (3 - branes), η οποίες είναι εμβαπτισμένες
σε ένα πενταδιάστατο bulk το οποίο περιέχει μία αρνητική κοσμολογική σταθερά. Οι
μεμβράνες θα βρίσκονται στις θέσεις y = 0 και y = yc της επιπλέον διάστασης y, για
την οποία ισχύει μια S1/Z2 συμμετρία.
Η δράση του προτύπου έχει την εξής μορφή

S = SEH + S1 + S2 (1.3)

SEH =
1

2κ2
(5)

∫

d4x dy

√

−g(5)
(

R(5) − 2Λ5

)

(1.4)

S1 =
1

2κ2
(4)

∫

d4x

√

−g(4)(−T ) (1.5)

S2 =
1

2κ2
(4)

∫

d4x

√

−g′(4)(−T ′), (1.6)
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Κεφάλαιο 1. Πρότυπα Μεμβρανών Συνδιάστασης ΄Ενα

όπου g(5) είναι η ορίζουσα της πενταδιάστατης μετρικής, Λ5 η πενταδιάστατη κοσμο-
λογική σταθερά, R(5) το πενταδιάστατο βαθμωτό Ricci, g(4) και g′(4) η ορίζουσα της
μετρικής για τις δύο μεμβρανές στις θέσεις y = 0 και y = yc της επιπλέον διάστασης
αντίστοιχα και τέλος T και T ′ η τάση (πυκνότητα ενέργειας) των δύο μεμβρανών. Οι
σταθερές ζεύξης κ2

(5),κ
2
(4) ορίζονται από τις σχέσεις:

κ2
(5) = 8π G(5) = 8πM−3

(5) , κ2
(4) = 8πG(4) = 8πM−2

(4) . (1.7)

Οι εξισώσεις Einstein που προκύπτουν σύμφωνα με την παραπάνω δράση,

√

−g(5)G
(5)
MN = −[Λ5

√

−g(5)g
(5)
MN + κ2

(4) T

√

−g(4)g(4)
µν δ

µ
Mδ

ν
Nδ(y − yc)

+ κ2
(4) T

′
√

−g′(4)g′(4)µν δ
µ
Mδ

ν
Nδ(y)], (1.8)

ικανοποιούνται για μία μετρική της μορφής,

ds2 = a(y)2ηµν dx
µdxν + dy2 (1.9)

με τη συνάρτηση a(y), η οποία θα ονομάζεται συνάρτηση στρέβλωσης (warp factor),
να δίνεται από την

a(y) = e−|y|/l. (1.10)

Με βάση την (1.9) υπολογίζουμε ότι

R
(5)
AB = − 4

l2
g
(5)
AB (1.11)

R(5) = −20

l2
(1.12)

G
(5)
AB = − 4

l2
g
(5)
AB − 1

2

(

−20

l2

)

=
6

l2
g
(5)
AB , (1.13)

απ΄ όπου καταλλήγουμε ότι το bulk έχει μία αρνητική κοσμολογική σταθερά

Λ5 = − 6

l2
, (1.14)

με l την ακτίνα καμπυλώτητας του AdS χώρου. Η τετραδιάστατη κοσμολογική στα-
θερά πάνω στις μεμβρανές δίνεται, βάση της σχέσης

Λ4 =
1

2

(

Λ5 + κ2
(4) λ

)

, (1.15)

όπου το λ σχετίζεται με τις τάσεις στις μεμβρανές

T ′ = −T = λ. (1.16)
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1.1. Πρότυπα ADD και RS1, RS2

Απαιτώντας ότι Λ(4) = 0 βρίσκουμε

λ =
3M2

(4)

4π l2
. (1.17)

Η τετραδιάστατη κλίμακα Planck δίνεται από την σχέση

M2
(4) = M3

(5) l
[

1 − e−2yc/l
]

. (1.18)

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο μπορούμε να έχουμε μία νέα προσέγγιση στο πρόβλημα της
ιεραρχίας (hierarchy problem), εξαιτίας του εκθετικού παράγοντα, για όχι και τόσο
μεγάλες τιμές του yc.
Παίρνοντας το όριο κατά το οποίο yc → ∞, καταλλήγουμε στο δεύτερο πρότυπο

των Randall και Sundrum (RS2) [11], στο οποίο ουσιατικά έχουμε μόνο μία μεμβράνη
θετικής τάσης. Σ΄ αυτή την περίπτωση δεν έχουμε κάποιο μηχανισμό επίλυσης του
προβλήματος της ιεραρχίας, αλλά λόγω της στρεβλωμένης γεωμετρίας στην επιπλέον
χωρική διάσταση, μπορούμε και έχουμε εντοπισμό της βαρύτητας στη μεμβράνη [13].
΄Ετσι, για τις κλίμακες ενέργειας θα ισχύει ότι

M3
(5) =

M2
(4)

l
. (1.19)

Η δράση είναι και πάλι της ίδιας μορφής με την (1.4)

S = SΕΗ + S1 (1.20)

SΕΗ =
1

2κ2
(5)

∫

d4x dy

√

−g(5)
(

R(5) − 2Λ
)

(1.21)

S1 =
1

2κ2
(4)

∫

d4x

√

−g(4)(−T ), (1.22)

όπως επίσης και η μετρική

ds2 = e−2|y|/lηµν dx
µdxν + dy2, (1.23)

με τη διαφορά ότι το βαρυτόνιο είναι εντοπισμένο στη μεμβράνη. Διαταράσοντας τη
λύση κενού και επιλέγοντας την κατάλληλη βαθμίδα βλέπουμε ότι το zero −mode,
δίνει ένα τετραδιάστατο βαρυτικό δυναμικό V ∝ r−1, ενώ ταmassive−modes, δίνουν
μία διόρθωση στο δυναμικό V ∝ r−3. Για r ≪ l έχουμε

V (r) ≈ GMl

r2
(1.24)

από όπου βλέπουμε ότι το δυναμικό αποκτά πενταδιάστατο χαρακτήρα σε χαμηλές
κλίμακες. Για r ≫ l,

V (r) ≈ GMl

r

(

1 +
2l2

3r2

)

, (1.25)
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Κεφάλαιο 1. Πρότυπα Μεμβρανών Συνδιάστασης ΄Ενα

όπου υπάρχουν μικρές διορθώσεις σε χαμηλές ενέργειες λόγω φαινομένων από τις
επιπλέον διαστάσεις [13].
Οι σχέσεις τώρα, που συνδέουν την πενταδιάστατη κοσμολογική σταθερά με την

ακτίνα καμπυλότητας του Anti de-Sitter χώρου, καθώς και τη σχέση μεταξύ τάσης
της μεμβράνης και της πενταδιάστατης ενεργειακής κλίμακας είναι

Λ(5) = −6/l2, λ =
3M3

(5)

4π l
(1.26)

1.2 Μελανές Χορδές

΄Εχοντας μελετήσει τα κύρια χαρακτηριστικά των προτύπων μεμβρανών, θα περά-
σουμε στη συνέχεια στην ανάλυση των μελανών χορδών (black strings). Η μετρική
σε D-διαστάσεις, η οποία αντιστοιχεί σε μία μελανή χορδή, έχει την ακόλουθη μορφή,

ds2 = −V dt2 + V −1dr2 + r2dΩ2
d−2 + dz2, V = 1 − rd−3

0

rd−3
, (1.27)

όπου έχουμε πάρει μία d-διάστατη στατική μελανή οπή Schwarzschild-Tangherlini
[14] και έχουμε προσθέσει μία επιπλέον επίπεδη διάσταση z. Ο ορίζοντας γεγονότων
είναι στη θέση r0, με την τοπολογία του να είναι της μορφής Sd−2 × R.
Από τη μεριά τώρα των προτύπων μεμβρανών συνδιάστασης - 1 και συγκεκριμένα

έχοντας υπ΄ όψην το RS2 πρότυπο των Randall και Sundrum (RS2) [11], το ερώτημα
που προκύπτει είναι κατα πόσο μπορούμε να έχουμε μία αντίστοιχη κατασκευή στο
εν λόγο πρότυπο. Λόγω του θεωρήματος των Campell - Magaard [15, 16], στη
μετρική (1.23) αντί για το ηµν , μπορούμε να έχουμε οποιαδήποτε Ricci f lat λύση της
μεμβράνης. Η πρώτη προσπάθεια να βρεθεί μία λύση μελανής οπής σε μία μεμβράνη
στο RS2 πρότυπο έγινε από τους Chamblin, Hawking και Reall (CHR black string)
[17], κατα την οποία αντικαταστάθηκε η μετρική Minkowski της (1.23) με τη μετρική
για μία τετραδιάστατη Schwarzchild μελανή οπή.

ds2 = α(z)2

[

−
(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2
II

]

+ dz2 (1.28)

Εκτελώντας την παρακάτω αλλαγή μεταβλητών

y = lez/l (1.29)

και υπολογίζοντας το βαθμωτό Ricci και τον τανυστή Ricci, βρίσκουμε ότι έχουν
πεπερασμένη τιμή. Ωστόσο κατά τον υπολογισμό του τετραγώνου του τανυστή Rie-
mann, έχουμε

Rµνρσ R
µνρσ =

1

l4

(

40 +
48M2y4

r6

)

. (1.30)
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1.2. Μελανές Χορδές

απ΄ όπου και βλέπουμε ότι αποκλίνει στον ορίζοντα του AdS χώρου y = ∞, όπως
επίσης και στην θέση της απροσδιοριστίας (singularity) της μελανής χορδής r = 0.
Οι συγγραφείς της [17] ισχυρίστηκαν ότι τελικά η επέκταση της λύσης στην επιπλέον
διάσταση δεν θα φτάνει μέχρι τον ορίζοντα του AdS χώρου και θα σταματήσει σε μια
ενδιάμεση απόσταση, σχηματίζοντας ένα black cigar, λόγω της αστάθειας Gregory -
Laflamme (Gregory - Laflamme instability) [18, 19, 20]. Θα δούμε περίσσοτερα για
το εν λόγω ζήτημα στην επόμενη παράγραφο.

Η λύση των CHR για τη μελανή χορδή (1.28), αποτελεί τη μόνη γνωστή λύση
για μία μελανή χορδή σε μία μεμβράνη στο πρότυπο RS2, της οποίας η λύση μπορεί
να επεκτείνεται στο bulk. Ωστόσο, θα περίμενε κανείς ότι, θεωρώντας ότι η ύλη είναι
εντοπισμένη στη μεμβράνη, όλα τα βαρυτικά φαινόμενα να είναι και αυτά εντοπισμένα
κοντά στη μεμβράνη. Αν για παράδειγμα μελετούσαμε την κατάρρευση ενός αστέρα,
θα περιμέναμε ότι ο ορίζοντας γεγονότων που θα σχηματιζόταν, θα μπορούσε να
επεκταθεί στο bulk, όχι σε πολύ μεγάλες αποστάσεις, αλλά αρκετά κοντά στη θέση
της μεμβράνης [21].

Οι λύσεις μελανών οπών στη μεμβράνη έχουν μελετηθεί εκτενέστατα στη βιβλιο-
γραφία. Στην [22], οιDadhich et al. χρησιμοποιώντας τις επαγώμενες τετραδιάστατες
εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη, στο RS2 πρότυπο [23], κατάφεραν να βρούν
λύση για μία στατική μαύρη τρύπα, η οποία βρίσκεται πάνω στη μεμβράνη.

Οι Emparan et al. [24] βρήκαν επίσης λύσεις για μαύρες οπές, για μία τρισδιά-
στατη μεμβράνη (2-brane), η οποία είναι εμβαπτισμένη σε ένα τετραδιάστατο bulk,
χρησιμοποιώντας τη μετρική για μία επιταχυνόμενη μαύρη τρύπα (C-metric) [25]. Σε
ακόλουθη εργασία οι Emparan, Gregorry και Santos [26] βασισμένοι στην [24] έ-
δωσαν πάχος στη μεμβράνη (domain wall) και ανέλυσαν την περιγραφή μίας μαύρης
τρύπας, η οποία είναι περιορισμένη στη συγκεκριμένη κατασκευή.

Οι Kofinas, Papantonopoulos και Pappa στην [27] ανέλυσαν σφαιρικά συμμετρι-
κές μεμβράνες, εισάγωντας στην δράση έναν τετραδιάστατο βαθμωτό όρο καμπυλώτη-
τας, παίρνοτας ως συνοριακή συνθήκη ότι το ηλεκτρικό κομμάτι του τανυστή τουWeyl
μηδενίζεται πάνω στη μεμβράνη. Κάποιες από τις λύσεις για μία στατική ύλη εντοπι-
σμένη πάνω στη μεμβράνη, έχουν την μορφή Schwarzschild-(A)dS(4) . Επεκτείνοντας
τη μελέτη, οι Kofinas, Papantonopoulos και Zamarias [28], μελέτησαν σφαιρικά συμ-
μετρικές μεμβράνες με επαγώμενη βαρύτητα (induced gravity), εισάγωντας μη τοπικά
φαινόμενα από το bulk.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει τέλος η μελέτη των Barcelo et. al. [29], στην οποία εξε-
τάστηκε το ενδεχόμενο ύπαρξης αναλυτικής λύσης για μία μελανή χορδή σε πρότυπα
μεμβρανών, με επιπρόσθετους όρους Gauss - Bonnet στο bulk. Το αποτέλεσμα είναι
ότι για να έχουμε μια τέτοια λύση στο εν λόγω πρότυπο, θα πρέπει το τετράγωνο
του τανυστή Riemann (Kretschmann Scalar) είναι σταθερό, το οποίο για μία Schw-
arzschild μελανή οπή δεν ισχύει. Θα δούμε στη συνέχεια ότι παραμένοντας σε ένα
πενταδιάστατο πρότυπο, αλλά μεταβάλοντας το βαθμό συνδιάστασης από ένα σε δύο
μπορούμε επιτυχώς να έχουμε μία λύση η οποία να ικανοποιεί αυτό το κριτήριο.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε την ευστάθεια των μελανών χορδών σε πρότυπα
συνδιάστασης - 1, με έμφαση στο πρότυπο RS2.
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Κεφάλαιο 1. Πρότυπα Μεμβρανών Συνδιάστασης ΄Ενα

1.3 Διαταραχές

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε την ευστάθεια των μελανών χορδών
στη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας [21, 30, 31]. Αρχικά θα δούμε την αντιστοιχία
στη Νευτώνια θεωρία και ακολούθως θα εξετάσουμε τον μηχανισμό της αστάθειας
Gregory - Laflamme [18] για διαταραχές με μεγάλο μήκος κύματος (long wavelength
modes).

1.3.1 Αστάθεια Jeans

Η πρώτη μελέτη σχετικά με την ευστάθεια, κάτω από διαταραχές μεγάλου μήκους
κύματος έγινε από τον Sir James Jeans [32] στο πλαίσιο της Νευτώνιας θεωρίας. Ας
υποθέσουμε ότι έχουμε ένα δείγμα στατικής ύλης με σταθερή πυκνότητα μάζας ρ = ρ0,
πίεση p = p0 και μηδενική ταχύτητα ~v = 0. Η εξίσωση συνέχειας και η εξίσωση Euler
αντίστοιχα, μας παρέχουν τις εξισώσεις κίνησης, για ένα μη σχετικιστικό, ισοτροπικό
υδροδυναμικό σύστημα. Αυτές είναι οι εξής

∂tρ+ ~∇ · (ρ~v) = 0 , (1.31)

και η εξίσωση Euler

∂t~v + (~v · ~∇)~v = −1

ρ
~∇p+ ~g (1.32)

ενώ οι εξισώσεις για το βαρυτικό πεδίο είναι οι

~∇× ~g = 0 ~∇ · ~g = −4πGρ , (1.33)

όπου ρ είναι η πυκνότητα μάζας, p η πίεση, ~v η ταχύτητα και ~g το εξωτερικό βαρυτικό
πεδίο, με G να είναι η σταθερά του Νεύτωνα.
Διαταράσοντας το σύστημα με βάση το παρακάτω σχήμα,

ρ0 + δρ p0 + δp δ~v ~g + δ~g (1.34)

παραμελώντας τη συνεισφορά λόγω φαινομένων αυτοβαρύτητας (self-gravitation ef-
fects), καταλλήγουμε στα παρακάτω αποτελέσματα, μετά απο αντικατάσταση στις
εξισώσεις

∂tδρ+ρ0
~∇·δ~v = 0 ∂tδ~v = − 1

ρ0

~∇δp+δ~g ~∇×δ~g = 0 ~∇·δ~g = −4πGδρ. (1.35)

Από τα παραπάνω αποτελέσματα συμπεραίνουμε ότι

∂2
t δρ = ~∇2δp + 4πGρ0δρ . (1.36)

Απαιτούμε η διαταραχή να ικανοποιεί μία καταστατική εξίσωση, δp = v2
sδρ. Αναλύ-

οντας κατα Fourier, δρ = Aeiωt−i
~k·~x καταλλήγουμε στη ζητούμενη σχέση διασποράς

ω2 = v2
sk

2 − 4πGρ0 . (1.37)
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1.3. Διαταραχές

Με βάση τη σχέση (1.37), είναι προφανές ότι, αν έχουμε μία διαταραχή με ένα σχετικά
μεγάλο μήκος κύματος,

λ > λJ ≡
√

πvs
Gρ0

(1.38)

παρατηρούμε την εμφάνιση μιας ασταθούς συνιστώσας με ω2 < 0. Το παραπάνω
αποτέλεσμα μας δείχνει ουσιαστικά, ότι αν σε ένα αντικείμενο το μέγεθός του ξεπε-
ράσει το κρίσιμό μήκος κύματος Jeans λJ , τότε γίνεται ασταθές κάτω από βαρυτικές
διαταραχές.
Στη συνέχεια θα δούμε το μηχανισμό της αστάθειας Gregory - Laflamme, όπου

και σε αυτή την περίπτωση μόλις το σύστημα ξεπεράσει κάποιο συγκεκριμένο όριο
γίνεται ασταθές κάτω από βαρυτικές διαταραχές.

1.3.2 Αστάθεια Gregory - Laflamme

Μελετώντας της διαταραχές στη ΓΘΣ, ξεκινάμε από μία λύση των εξισώσεων
Einstein gαβ και υποθέτουμε ότι ισχύει

gαβ → gαβ + hαβ , (1.39)

όπου θεωρούμε ότι το hαβ, είναι αρκετά μικρό. Τώρα η κύρια συμμετρία της ΓΘΣ
είναι η συμμετρία κάτω από γενικούς μετασχηματισμούς συνταταγμένων (General Co-
ordinate Transformatiosn,(GCT)) [33]. Κάτω από τους εν λόγω μετασχηματισμούς
ισχύει ότι για

Xα → Xα + ξα, (1.40)

έχουμε ότι
δgαβ = ξα;β + ξβ;α. (1.41)

Το γεγονός αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να διαλέξουμε κατάλληλα το ξα, ώστε να
καταλλήξουμε στην αρμονική βαθμίδα (harmonic gauge), για το hαβ , για την οποία
στο κενό θα ισχύει

hαα = ∇αh
α
β = 0. (1.42)

Στη συνέχεια χρειζόμαστε τη μεταβολή του τανυστή Ricci η οποία δίνεται από τη
σχέση

δRαβ = −1

2
∇2hαβ −Rαγβδh

γδ +Rγ(αhβ)γ + ∇(α∇γhβ)γ = −1

2
∆Lhαβ , (1.43)

όπου ονομάζεται τελεστής Lichnerowicz (Lichnerowicz operator). Οι δείκτες ανε-
βαίνουν με τη βοήθεια του gαβ . Περισσότερα για τις διαταραχές και τη μορφή του
τελεστή Lichnerowicz, θα δούμε στο κεφάλαιο 5.
Για τις εξισώσεις κενού και θεωρώντας την αρμονική βαθμίδα η εξίσωση Lichne-

rowicz, παίρνει την ακόλουθη μορφή

∇2hαβ + 2Rα βγ δh
γδ = 0. (1.44)
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Κεφάλαιο 1. Πρότυπα Μεμβρανών Συνδιάστασης ΄Ενα

Σε πρώτη φάση θα μελετήσουμε τις διαταραχές τις (1.27) στην περίπτωση που d = 4,
δηλαδή θα εξετάσουμε την ευστάθεια της

ds2 = −
(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2
II + dz2. (1.45)

Η διαραραχή hαβ μπορεί να αναλυθεί σε ενα πλήρως τετραδιάστατο κομμάτι, ένα
το οποίο θα αντιστοιχεί στο συνδιασμό του εγκάρσιου και του τετραδιάστατου μέρους
και τέλος ένα πλήρως εγκάρσιο μέρος. Σχηματικά θα έχουμε

hαβ =

(

hµν hµz
hzν hzz

)

, (1.46)

όπου µ, ν = 0, 1, 2, 3. Το hµν , θα αντιστοιχεί στις τανυστικές διαταραχές (tensor
perturbation), το hµz στις διανυσματικές (vector perturbation) και τέλος το hzz
στις βαθμωτές διαταραχές (scalar perturbation). Είναι αρκετά εύκολο να δεί κανείς
ότι χρησιμοποιώντας την (1.45) και τη μορφή της διαταραχής ότι το βαθμωτό μέρος
διαχωρίζεται αμέσως από τις υπόλοιπες συνινστώσες της διαταραχής και ότι δεν α-
ποσταθεροποιεί το σύστημα. Αντίστοιχα το ίδιο συμβαίνει και για το διανυσματικό
μέρος της διαταραχής [34].
Μπορούμε λοιπόν να μηδενίσουμε τις συγκεκριμένες συνιστώσες και να επικεν-

τρωθούμε στις τανυστικές διαταραχές. Λόγω της συμμετρίας στην επιπλέον διάσταση
μπορούμε να αναλύσουμε τη διαταραχή με βάση την παρακάτω μορφή

hαβ = eΩteiµz













htt(r) htr(r) 0 0 0
htr(r) hrr(r) 0 0 0

0 0 K(r) 0 0
0 0 0 K(r)/ sin2 θ 0
0 0 0 0 0













. (1.47)

Από την εξίσωση Lichnerowicz (1.44) καταλλήγουμε στην ακόλουθη εξίσωση

(

∆
(4)
L + µ2

)

hµν = 0, (1.48)

όπου ∆
(4)
L είναι ο τετραδιάστατος τελεστής Lichnerowicz και το Ω είναι πραγματι-

κός. Βλέπουμε δηλαδή ότι από μία πενταδιάστατη εξίσωση Lichnerowicz χωρίς μάζα,
παίρνουμε μία τετραδιάστατη με έναν όρο μάζας. Οποιαδήποτε λύση της (1.48), για
την οποία η διαταραχή εμφανίζει μία εκθετικά αύξουσα συμπεριφορά, δηλαδή όπου το
Ω είναι θετικό, θα αποτελεί ένδειξη ότι το σύστημα δεν είναι ευσταθές. Αντίστοιχα
κριτήρια ισχύουν και στη μελέτη των ψευδοκανονικών τρόπων ταλάντωσης (Quasi
Normal Modes-QNM) [35]. Πράγματι μία τέτοια λύση μπορεί να βρεθεί αριθμητικά,
με αποτέλεσμα η λύση να είναι ασταθής για διαταραχές των οποίων το μήκος κύματος
είναι της τάξης του ορίζοντα γεγονότων

λGL ≈ r0, (1.49)
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όπου r0 είναι ο ορίζοντας γεγονότων της τετραδιάστατης μελανής οπής. Ουσιαστικά
κατά τη μελέτη της ευστάθειας μελανών χορδών σε πρότυπα συνδιάστασης - 1, κα-
ταλλήγοντας σε μία τετραδιάστατη εξίσωση Lichnerowicz με μάζα, μας εξασφαλίζει
αυτόματα την αστάθεια του συστήματος.
Κατ΄ αυτό τον τρόπο μπορεί να αποδειχθεί και η αστάθεια Gregory - Laflamme,

για τις μελανές χορδές στο RS2, παρόλο που η επιπρόσθετη διάσταση δεν θα είναι
πλέον επίπεδη, λόγω του παράγοντα στρέβλωσης (warp factor). Αυτή τη φορά θα ξε-
κινήσουμε από τη μετρική (1.28) και θα θεωρήσουμε ότι η διαταραχή είναι συμμετρική
ως προς τις γωνιακές συντεταγμένες (s-wave). Η μορφή της διαταραχής θα είναι

hαβ = eΩt













htt(r, z) htr(r, z) 0 0 0
htr(r, z) hrr(r, z) 0 0 0

0 0 K(r, z) 0 0
0 0 0 K(r, z)/ sin2 θ 0
0 0 0 0 0













. (1.50)

΄Ολες οι συνιστώσες του hαβ συνδέονται μεταξύ τους μέσω της βαθμίδας transverse
και traceless. Βλέπουμε ότι δεν υπάρχει μια εκθετική συνιστώσα ως προς z, εξαιτίας
του εκθετικού παράγοντα στρέβλωσης στη μετρική (1.28). Και πάλι έχουμε μία διατα-
ραχή τανυστικής μορφής από την τετραδιάστατη οπτική γωνία. Θα περιμένε κανείς ότι
η παρουσία της κοσμολογικής σταθεράς θα άλλαζε τα χαρακτηριστκά της διαταραχής.
Ωστόσο δουλεύοντας τις εξισώσεις διαταραχών καταλλήγουμε στην παρακάτω σχέση

(

(∇(4))2hµν + 2R
(4)
µλνρh

λρ
)

−
[

a4
(

a−2hµν
)′]′

= 0 . (1.51)

Υποθέτοντας ότι hµν = χµν(r)um(z), με τη συνάρτηση u(z) να δίνεται από τη
σχέση

uz(z) = AJ2

(m

k
ekz
)

− BN2

(m

k
ekz
)

, (1.52)

όπου τα A,B ικανοποιούν τη συνοριακή συνθήκη AJ2

(

m
k

)

= BN2

(

m
k

)

, καταλλήγου-
με σε μία εξίσωση η οποία ικανοποιείται από τη συνάρτηση u(z)

−hµν + 2

(

α′′

α
+

(

α′

α

)2
)

hµν = α−2m2hµν (1.53)

και μία τετραδιάστατη εξίσωση Lichnerowicz με μάζα για το χµν
(

∆
(4)
L +m2

)

χµν = 0. (1.54)

Το αποτέλεσμα της u(z) είναι να επάγει έναν όρο μάζας για το χµν , κατ΄ ανάλογο
τρόπο με την περίπτωση της επίπεδης επιπλέον διάστασης. Με βάση την ανάλυση
την οποία παρουσιάσαμε παραπάνω, βλέπουμε ότι και στην περίπτωση των μελανών
χορδών στο πρότυπο των Randall και Sundrum με μία μεμβράνη θα έχουμε την
εμφάνιση ασταθειών για διαταραχές, των οποίων το μήκος κύματος θα είναι της τάξης
του ορίζοντα γεγονότων της μελανή οπής Schwarzschild.
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Κεφάλαιο 2

Πρότυπα Συνδιάστασης Δύο

2.1 Κωνικές Ατέλειες

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εξετάσουμε τη δυναμική των προτύπων μεμβρανών συν-
διάστασης - 2, όπου τώρα θα έχουμε δύο επιπλέον χωρικές διαστάσεις κάθετες στη
μεμβράνη. Θα δούμε ότι η παρουσία της μεμβράνης στο bulk έχει σαν αποτέλεσμα
την εμφάνιση μιας ελλείπουσας γωνίας (deficit angle) στον εγκάρσιο δυσδιάστατο
χώρο [40], η οποία θα εξαρτάται ακριβώς από το ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβρά-
νης. Λόγω της φύσης του συστήματος, ο τανυστής ενέργειας ορμής της μεμβράνης
μπορεί να είναι ανάλογος της μετρικής της μεμβράνης [41]. Ωστόσο αν κανείς θεω-
ρήσει, ότι η μεμβράνη έχει κάποιο πάχος [59, 60, 61], ή συμπεριλάβει επιπλέον όρους
καμπυλότητας στη δράση, είτε υπό τη μορφή του όρου Gauss-Bonnet [66], είτε υπο
τη μορφή ενός όρου επαγόμενης βαρύτητας [99], μπορεί κανείς να πάρει πιο γενικές
μορφές για τον τανυστή ενέργειας ορμής της μεμβράνης, ενώ παράλληλα έχουμε και
την αναπαραγωγή των εξισώσεων Einstein πάνω στη μεμβράνη.

Η κατανόηση των κοσμολογικών λύσεων στα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης -
2 εξακολουθεί να είναι σχετικά ανεπαρκής. Στο όριο που η μεμβράνη δεν έχει κάποια
επέκταση στις επιπλέον χωρικές διαστάσεις, εξαιτίας της σχέσης μεταξύ του τανυστή
ενέργειας ορμής της μεμβράνης και του bulk, δεν μπορούμε να πάρουμε μία ρεαλιστική
κοσμολογία στη μεμβράνη [67, 68]. Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να κανονικο-
ποιήσουμε (regularize), τη μεμβράνη εισάγοντας κάποιο πάχος και να υποθέσουμε ότι
έχουμε κάποιου είδους μάζα [69, 70, 71, 72]. Για να έχουμε μια κάποια κοσμολογική
εξέλιξη στην κανονικοποιημένη μεμβράνη, ο όγκος της μεμβράνης θα πρέπει να επε-
κτείνεται και γενικά ο bulk χώρος θα πρέπει να είναι χρονοεξαρτώμενος. Πρόκειται
για μια αρκετά δύσκολη διαδικασία και έτσι μια εναλλακτική προσπάθεια εξετάστηκε
στις [73, 74] υποθέτοντας ότι μία μεμβράνη συνδιάστασης - 1 κινείται στο κανονι-
κοποιημένο υπόβαθρο. Το αποτέλεσμα ωστόσο δεν μπορεί να θεωρηθεί ρεαλιστικό,
αφού εμφανίζεται μία αρνητική σταθερά του Νεύτωνα (για μια σύντομη επισκόπηση
της κοσμολογίας στις έξι διαστάσεις μπορεί κανείς να συμβουλευτεί την [75], ενώ για
μια σχετικά πρόσφατη μελέτη μπορεί κανείς να συμβουλευτεί την [76]).
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2.1. Κωνικές Ατέλειες

Επιπρόσθετα οι λύσεις μελανών οπών σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2
έχουν προσελκύσει έντονο ενδιαφέρον. Γενικεύοντας τον τετραδιάστατο μηχανισμό
των Aryal, Ford και Vilenkin [77, 78], όπου μία κοσμική χορδή διαπερνά μία μελανή
οπή, οι Kaloper και Kiley [79] κατασκεύασαν μία εξαδιάστατη μελανή οπή η οποία
εμφανίζει κωνικές ατέλειες εξαιτίας της παρουσίας μιας τετραδιάστατης μεμβράνης.
Ωστόσο δεν είναι απόλυτα ξεκάθαρο πώς μπορεί κανείς να πάρει τέτοιου είδους λύσεις
στο όριο που η μεμβράνη είναι λεπτή, όπου οι επιπλέον όροι καμπυλότητας παίζουν
σημαντικό ρόλο. Η γενίκευση της [79] με την εισαγωγή στροφορμής μελετήθηκε στην
[80], ενώ η ανάλυση των διαταραχών διεξήχθει στην [81, 82].
Οι κωνικές ατέλειες εμφανίζονται και σε άλλες περιπτώσεις, όπως για παράδειγ-

μα στην τρισδιάστατη βαρύτητα [36, 37, 38], αλλά και σε πρότυπα κοσμικών χορδών
[39]. Ας εξετάσουμε για παράδειγμα την περίπτωση της τρισδιάστατης βαρύτητας, της
οποίας η περιγραφή είναι σχετικά απλή. Στις τρείς διαστάσεις αν μετρήσουμε τους
βαθμούς ελευθερίας του συστήματος, θα δούμε ότι είναι μηδέν. Ξεκινάμε έχοντας έξι
βαθμούς ελευθερίας από τους οποίους αφαιρούμε τρείς, λόγω της συμμετρίας κάτω
από τους γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων και αφαιρούμε άλλους τρείς ε-
ξαιτίας των τριών μη-δυναμικών εξισώσεων που υπάρχουν στις τρεις διαστάσεις, με
αποτέλεσμα να μην έχουμε κανένα βαθμό ελευθερίας.
Παρόλ΄ αυτά ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα σύνολο από σημειακές μάζες οι οποίες

έχουν τοποθετηθεί σε διάφορα σημεία του δυσδιάστατου χώρου [36]. Μακρυά από
της μάζες ο χωρόχρονος είναι επίπεδος και μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε τι γίνεται
κοντά στην περιοχή των μαζών. Θα μελετήσουμε τις εξισώσεις Einstein

Gβα = 8πGT βα , (2.1)

όπου για τα α, β έχουμε ότι α, β = 0, 1, 2 και το G έχει διαστάσεις αντίστροφης
μάζας. Ας υποθέσουμε επίσης ότι η μετρική έχει την εξής μορφή

−g00 = N2(r), g0i = 0, gij = γij(r),
√−g = N

√
γ, (2.2)

με i, j = 1, 2 και g και γ να είναι οι ορίζουσες των gij και γij . Υπολογίζοντας
τον τανυστή Einstein μπορούμε να δούμε ότι εξαρτάται από την εσωτερική χωρική
γεωμετρία του δυσδιάστατου χώρου και τη συνάρτηση Ν,

−√
γG0

0 =
1

2

√
γR, G0

i = 0, Gij = − 1

2N
(DiDj − γijD

2)N. (2.3)

Στην παραπάνω σχέσηDi είναι η συναλλοίωτη παράγωγος ως προς την χωρική μετρική
γij και το R αντιστοιχεί στην καμπυλότητα του δυσδιάστατου χώρου. Ο τανυστής
ενέργειας ορμής ο οποίος θα αντιπροσωπεύει την παρουσία σημειακών μαζών mn σε
διάφορες θέσεις rn, θα έχει την εξής μορφή

T 00 =
∑

n

mnδ
2(r − rn), T 0i = T ij = 0. (2.4)

Το γεγονός ότι ισχύει Gij = 0, συνεπάγεται ότι D2N = 0, DiDjN = 0, επομένως
μπορούμε να επιλέξουμεN = 1. Επίσης θεωρούμε ότι γij = φδij . Τότε το

1
2

√
γR είναι
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Κεφάλαιο 2. Πρότυπα Συνδιάστασης Δύο

ανάλογο του −1
2∇2 lnφ, του οποίου η συνάρτηση Green είναι η ln r όπου ∇2 ln r =

2πδ2(r) και επομένως η λύση της (00) συνιστώσας των εξισώσεων είναι

lnφ = −8πG
∑

n

mn ln |r − rn| + lnC, (2.5)

με τη μετρική να γίνεται

g00 = −1, g0i = 0, gij = Cδij
∏

n

|r − rn| − 8Gmn. (2.6)

Η σταθερά C μπορεί να απαληφθεί με έναν επαναορισμό της συντεταγμένης r. Αν
υποθέσουμε ότι έχουμε μία μάζα μόνο, η μορφή της δυσδιάστατης χωρικής μετρική
έχει την μορφή

dl2 = r−8Gm
[

dr2 + r2dθ2
]

, (2.7)

με το θ να κυμαίνεται από 0 6 θ 6 2π. Εκτελώντας την παρακάτω αλλαγή μεταβλητών,

ρ = α−1rα, θ′ = αθ, α ≡ 1 − 4Gm, (2.8)

καταλλήγουμε στη γνωστή μορφή για μία επίπεδη δυσδιάστατη χωρική μετρική

dl2 = dρ2 + ρ2(dθ′)2, (2.9)

μόνο που σε αυτή την περίπτωση το θ′ κυμαίνεται από 0 6 θ′ 6 2πα. Το αποτέλεσμα
είναι να έχουμε έναν κωνικό χώρο, ο οποίος είναι παντού επίπεδος, εκτός από ένα
σημείο, τη μύτη του κώνου.
Στην περίπτωση των κοσμικών χορδών τώρα, ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα

ασθενές βαρυτικό πεδίο, με τη μετρική να μην απέχει πολύ απο την επίπεδη μορφή
της,

gµν = η + hµν , |hµν | << 1. (2.10)

Οι εξισώσεις Einstein στην αρμονική βαθμίδα (harmonic gauge) έχουν την ακόλουθη
απλή μορφή

�hµν = −16πGSµν , (2.11)

όπου

Sµν = Tµν −
1

2
ηµνT

α
α , (2.12)

με το T µν να είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής και με τους δείκτες να ανεβαίνουν με
τη μετρική ηµν . Η αρμονική βαθμίδα καθορίζεται από τη συνθήκη

∂ν

(

hνµ −
1

2
δνµh

α
α

)

= 0. (2.13)

Ο τανυστής ενέργειας ορμής της κοσμικής χορδής έχει την εξής μορφή

T νµ = µδ(x)δ(y)diag(1, 0, 0, 1), (2.14)
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2.2. Πρότυπα Μεμβρανών με Κωνικές Ατέλειες

με αποτέλεσμα η λύση για τη μετρική σε κυλινδρικές συντεταγμένες να είναι

ds2 = −dt2 + dz2 + dr2 + (1 − 8Gµ)dθ2, (2.15)

με το θ να κυμαίνεται από 0 6 θ 6 2π. ΄Οπως και στην τρισδιάστατη περίπτωση
εκτελώντας την παρακάτω αλλαγή μεταβλητών

θ′ = 1 − 4Gµ (2.16)

βρίσκουμε την επίπεδη μετρική σε κυλινδρικές συντεταγμένες, μόνο που πλέον για τη
θ′ ισχύει ότι 0 6 θ′ 6 2π(1− 4Gµ), με αποτέλεσμα ο εγκάρσιος δυσδιάστατος χώρος
με σταθερό t και z, κοντά στην κοσμική χορδή να έχει την τοπολογία ενός κώνου με
έλλειμμα γωνίας

∆ = 8πGµ. (2.17)

Και στις δύο περιπτώσεις, τόσο για μια σημειακή μάζα, αλλά και στην περίπτωση
της κοσμικής χορδής έχουμε να ασχοληθούμε με προβλήματα μεμβρανών συνδιάστα-
σης - 2. Η σημειακή μεμβράνη ουσιαστικά είναι μια μηδέν-μεμβράνη (0-brane) , εμ-
βαπτισμένη σε ένα τρισδιάστατο bulk, ενώ η κοσμική χορδή είναι μια, ένα-μεμβράνη
(1-brane) εμβαπτισμένη σε ένα τετραδιάστατο bulk. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε
την συμπεριφορά μιας p-μεμβράνης εμβαπτισμένης σε ένα bulk χώρο με δύο επιπλέον
χωρικές διαστάσεις και θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση όπου το p = 3, δηλαδή
σε ένα εξαδιάστατο πρότυπο συνδιάστασης - 2.

2.2 Πρότυπα Μεμβρανών με Κωνικές Ατέ-
λειες

Τα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2, εμφανίζουν αρκετό ενδιαφέρον, λόγο
του ότι η βαρύτητα φαίνεται να έχει μια πολύ ιδιαίτερη συμπεριφορά σε αυτά. Το κύριο
χαρακτηριστικό αυτών των προτύπων είναι ότι η ενέργεια κενού της μεμβράνης, αντί να
επηρεάζει την ίδια την μεμβράνη, φαίνεται ότι επιδρά στον τον bulk χώρο, επάγοντας
ένα έλλειμμα γωνίας στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο [40]. Η ιδιότητα αυτή χρησιμο-
ποιήθηκε εκτενέστατα προς την επίληση του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς
[42], [43]-[56]. Επιπρόσθετα σύμφωνα με το πρότυπο των Antoniadis, Arkani-Hamed,
Dimopoulos και Dvali [7, 8, 9], κατα το οποίο ζούμε σε μία 3-μεμβράνη εμβαπτισμένη
σε ένα (3 + 1 +n)-διάστατο χωρόχρονο, η υψηλοδιάστατη κλίμακα Planck συνδέεται
με την τετραδιάστατη, μέσω της σχέσης M2

P l = M2+nVn, όπου Vn είναι ο όγκος του
συμπαγοποιημένου χώρου. Η ιεραρχία μεταξύ της ηλεκτρασθενούς κλίμακας και της
κλίμακας Planck μπορεί να δημιουργηθεί αν υποθέσουμε ότι έχουμε n > 2, έχοντας
δηλαδή το λιγότερο δύο επιπλέον διαστάσεις, με το μήκος τους να είναι της τάξης
του 10−2mm. Αξίζει να αναφέρουμε την ιδιότητα των προτύπων συνδιάστασης - 2 να
αυτορυθμίζονται, (selftunning) [48, 49, 50]. Τέλος πρότυπα συνδιάστασης - 2, χωρίς
κωνική τοπολογία, μπορούν να προκύψουν και από την τομή μεμβρανών συνδιάστασης
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- 1 υπό την παρουσία όρων Gauss - Bonnet στο bulk, όπου η μεμβράνη συνδιάστασης
- 2 θα βρίσκεται ακριβώς πάνω στην τομή [57], [58].
΄Εστω ότι έχουμε μία εξαδιάστατη μετρική η οποία είναι της μορφής

ds2 = ω2(r)ηµν dx
µ dxν + dr2 + ρ2(r) dθ2, (2.18)

όπου xµ (µ = 0, 1, 2, 3) παραμετροποιούν το χώρο της μεμβράνης, ηµν είναι η τετρα-
διάστατη μετρική του Minkowski και r, θ παραμετροποιούν τον εγκάρσιο χώρο. Αυτή
η μετρική είναι η πιό γενική μετρική η οποία διατηρεί την αναλλοιώτητα κατα Poincaré
και έχει μία κυλινδρική συμμετρία δηλαδή θεωρούμε ότι η μεταβλητη θ είναι περιοδική
με μία περίοδο 2π. Μία μεμβράνη τότε τοποθετημένη στο r = 0 επάγει μία κωνική
ανωμαλία (singularity) με μια ελλείπουσα γωνία

∆θ = 2π
[

ρ′(0) − 1
]

=
T4

M4
6

, (2.19)

όπου T4 είναι η τάση της μεμβράνης (tension) και M6, είναι η εξαδιάστατη κλίμακα
Planck[40].
Αναλυτικότερα ξεκινάμε με μία δράση της μορφής

S =
1

κ2

∫

d6X
√
−GR− T

∫

d4x
√−g, (2.20)

η οποία είναι δηλαδή το άθροισμα μίας κανονικής Einstein - Hilbert δράσης μαζί με
ένα τετραδιάστατο κομμάτι. T είναι η τάση της μεμβράνης. Επιπλέον αντί της (2.18)
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την

ds2 = ηµν dx
µ dxν + k(r)

(

dr2 + ρ2(r) dθ2
)

, (2.21)

η οποία διατηρεί τα χαρακτηριστκά της (2.18).
Οι εξισώσεις κίνσης της (2.20) είναι

√
−G
κ2

(

RMN − 1

2
RGMN

)

= −T
2
δ(2)(y)

√−ggµνδMµ δNν , (2.22)

όπου y = (r cosφ, r sinφ), δ(2) είναι η δυσδιάστατη δέλτα συνάρτηση του Dirac (για
περισσοτερες πληροφορίες σχετικα με τη δέλτα συνάρτηση μπορεί κανείς να κοιτά-
ξει στο παράρτημα της [63]) και GMN είναι τα στοιχεία της εξαδιάστατης μετρικής
αλλά τώρα στις συντεταγμένες x και y. Στη συγκεκριμένη περίπτωση ισχύει ότι
M,N : 0, 1, 2, 3, 4, 5, υποδεικύοντας όλες της συντεταγμένες του εξαδιάστατου χώ-
ρου, µ, ν : 0, 1, 2, 3 τα οποία αναφέρονται μόνο για τις συντεταγμένες πάνω στη μεμ-
βράνη καιm,n : 4, 5 τα οποία σχετίζονται μόνο με τις δύο έξτρα εγκάρσιες διαστάσεις.
Χρησιμοποιώντας την (2.21), τα µ, ν στοιχεία των εξισώσεων Einstein δίνουν

1

κ2

√
g2R

(2) = Tδ(2)(y), (2.23)
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όπου g2 είναι η ορίζουσα της δυσδιάστατης μετρικής gmn και R(2) είναι το δυσδιάστατο
βαθμωτό Ricci, με βάση τη μετρική gmn. Παρατηρούμε ότι το βαθμωτό Ricci έξω από
τη μεμβράνη δεν έχει καμία εξάρτηση από την τάση της μεμβράνης και για την ακρίβεια
μηδενίζεται. Μία παρόμοια συμπεριφορά είδαμε και στην τρισδιάστατη περίπτωση όπου
η καμπυλότητα του εγκάρσιου δυσδιάστατου χώρου επηρεάζεται κατ΄ ανάλογο τρόπο,
από τις σημειακές μάζες. Το γεγονός αυτό μας υποδεικνύει την πιθανή ανεξαρτησία
της γεωμετρίας από τις τάσεις των μεμβρανών στα πρότυπα συνδιάστασης - 2. Τα
m,n στοιχεία λόγω κενού του bulk ικανοποιούν αμέσως την Rmn − 1

2Rgmn = 0
και η δυσδιάστατη μετρική gmn ικανοποιεί τη σχέση Rmn = K(r)gmn για κάποια
συνάρτηση του r.
Επιπλέον για το βαθμωτό Ricci ισχύει ότι

R(2) = −1

k
∇2
E ln k, (2.24)

με ∇2
E να είναι η συναλλοίωτη Λαπλασιανή (Laplacian), υπολογισμένη με την Ευκλεί-

δια μετρική ds2E = dr2 + r2dφ2. Αντικαθιστώντας την (2.24) στην (2.23) παίρνουμε
μία διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης για την συνάρτηση k, η οποία ικανοποιείται
μόνο αν k ∝ r2α, όπου χρησιμοποιείται η σχέση ∇2

E ln r = 2πδ(2)(y) με το α να
δίνεται υπό τη μορφή

α =
1

4π
κ2T. (2.25)

Η παράμετρος α έχει ένα γεωμετρικό ενδιαφέρον το οποίο μπορεί να κατανοηθεί
με την εισαγωγή της συντατεγμένης ρ ≡ rα+1/(α+ 1). Τότε η δυσδιάστατη μετρική
παίρνει τη νέα μορφή dρ2 + (α+ 1)2ρ2dφ2. Επομένως για μία μη μηδενική τιμή της α
έχουμε την μετατώπιση φ → (α + 1)φ της φ συντεταγμένης, η οποία δημιουργεί μία
ελλείπουσα γωνία ∆ η οποία δίνεται από τη σχέση

2∆

κ2
= T. (2.26)

Βλέπουμε δηλαδή, ότι επαγόμενη γεωμετρία του εγκάρσιου στη μεμβράνη δυσδιάστα-
του χώρου, εμφανίζει μία κωνική ατέλεια (conical defect) ή αλλιώς μια κωνική μονα-
δικότητα (conical singularity) στο r = 0 [65]. Ανάλογη κατάσταση μπορεί κανείς να
βρεί επίσης και σε πρότυπα χορδών στις έξι διαστάσεις [64].
Η εισαγωγή επομένως, μίας τετραδιάστατης μεμβράνης, η οποία χαρακτηρίζεται

από έναν τανυστή ενέργειας ορμής που είναι ανάλογος με την μετρική (τάση,tension),
αλλάζει την τοπολογία του εξαδιάστατου χώρου και συγκεκριμμένα επιδρά στις δύο
επιπλέον, εγκάρσιες στη μεμβράνη, διαστάσεις. Στην [41] έγινε αντιληπτό, ότι δεν
είναι εμφανές το κατα πόσο μπορούμε να έχουμε λύση στις εξαδιάστατες εξισώσεις του
Einstein, εάν πάνω στην μεμβράνη έχουμε οποιουδήποτε είδους ύλη ή ακτινοβολία.
Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μία μετρική της μορφής

ds2 = −N2dt2 +M2dxi dx
i +B2dρ2 + L2dθ2, (2.27)
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Κεφάλαιο 2. Πρότυπα Συνδιάστασης Δύο

όπου όλες οι συναρτήσεις της μετρικής εξαρτώνται από το r και το ρ και θεωρούμε
τους όρους των εξισώσεων Einstein που περιέχουν απροσδιοριστεία (singularity),
λόγω των δυσδιάστατων δέλτα συναρτήσεων:

00 : 3

(

M ′′

M
+
M ′L′

ML

)

+
L′′

L
∼ ǫB2δ(2)(ρ) (2.28)

ii : 2

(

M ′′

M
+
M ′L′

ML

)

+

(

N ′′

N
+
N ′L′

NL

)

+
L′′

L
∼ pB2δ(2)(ρ) (2.29)

θθ : 3

(

M ′′

M
+
M ′L′

ML

)

+

(

N ′′

N
+
N ′L′

NL

)

∼ 0. (2.30)

Σε όλες τις λύσεις που βρέθηκαν στην [41] η πυκνότητα ενέργειας της μεμβράνης
δίνεται από ǫ = −p = τ3, και M ′ = N ′ = 0 στο ρ = 0, έτσι ώστε να μην υπάρχει
κάποια απροσδιοριστεία στα μέρη των εξισώσεων που περιέχουν M ′′ ή N ′′. Για να
έχουμε ǫ 6= −p, είναι αναγκαίο να έχουμε ανώμαλη συμπεριφορά όχι μόνο στο L′′/L,
αλλά επίσης και σε άλους όρους. Ωστόσο το L′′/L δίνει μία δυσδιάστατη δέλτα
συνάρτηση δ(2)(ρ) ∼ δ(ρ)/ρ συνεπεία του γεγονότος ότι το L θα μηδενίζεται καθώς
το ρ → 0. Αυτή τη συμπεριφορά μπορούμε να την έχουμε από το M ′′/M αν και το
M μηδενίζεται επίσης, το οποίο δεν έχει φυσικό νόημα αφού τότε θα μηδενιζόταν η
τετραδιάστατη μετρική, γεγονός αδύνατο για το καθιερωμένο πρότυπο.
Συνοψίζοντας τα κύρια μέρη αυτή της παραγράφου, θα λέγαμε ότι η εισαγωγή

μίας τετραδιάστατης μεμβράνης σε έναν εξαδιάστατο χώρο έχει σαν αποτέλεσμα, την
επαγωγή μίας ελλείπουσας γωνίας στον εγκάρσιο στη μεμβράνη χώρο, ενώ παράλληλα
η ίδια η μεμβράνη μπορεί να έχει έναν τανυστή ενέργειας ορμής ο οποίος θα είναι
ανάλογος της τετραδιάστατης μετρικής, δίοτι σε αντίθετη περίπτωση η μεμβράνη θα
προκαλλεί σοβαρές απροσδιοριστείες (singularities) στη μετρική γύρω από τη θέση τς
μεμβράνης. Στη συνέχεια θα δούμε διάφορους τρόπους που μπορούμε ξεπεράσουμε
αυτό το πρόβλημα και να έχουμε έναν τανυστή ενέργειας ορμής διαφορετικό από
καθαρή τάση, ο οποίος ωστόσο θα πρέπει να ικανοποιεί και πάλι κάποιες συνθήκες.

2.3 Μεμβράνες με Πάχος

Είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο, ότι αν και η ενέργεια κενού της μεμβράνης
επηρεάζει τον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο, στα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης -
2, δεν μπορούμε να έχουμε μία γενική μορφή για τον τανυστή ενέργειας ορμής της
μεμβράνης, η οποία να υποστηρίζεται από το σύστημά μας. Μία λύση σε αυτό το
πρόβλημα είναι να δώσουμε ένα πάχος στη μεμβράνη, επεκτείνοντάς την στις επιπλέον
διαστάσεις.
Οι Navvaro και Santiago [61], κάνοντας αυτή τη θεώρηση, υπολόγισαν τις συν-

θήκες συμβολής (matching conditions), για μία γενική θεωρία βαρύτητας σε πρότυπα
μεμβρανών συνδιάστασης - 2, υπό την προϋπόθεση ότι δεν μας ενδιαφέρει η πλήρης
περιγραφή της εσωτερικής δομής της μεμβράνης. Σε αυτή την περίπτωση, οι παρά-
γωγοι της μετρικής ως προς τις συντεταγμένες της μεμβράνης και συνεπακόλουθα ο
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τανυστής του Ricci, με βάση την επαγόμενη μετρική αποτελούν αμελητέες ποσότητες.
Οι συνθήκες συμβολής όπως έχουμε αναφέρει ήδη, είναι εξισώσεις οι οποίες συνδέ-
ουν, τις πρώτες παραγώγους της μετρικής ώς προς την ακτινική διεύθυνση πάνω στον
κώνο στο σύνορο της μεμβράνης, με τον τανυστή ενέργειας ορμής της μεμβράνης.
Θεωρούμε μία μετρική

ds2 = gµνdx
µdxν − dr2 − L(x, r)2dθ2, (2.31)

με το xµ να υποδηλώνει τις τέσσερεις διαστάσεις της μεμβράνης, µ = 0, ..., 3, ενώ
το r, θ υποδηλώνουν την ακτινική και γωνιακή συντεταγμένη των δύο επιπλέον χωρι-
κών διαστάσεων. Για να αποφευχθούν οποιουδήποτε είδους ανωμαλίες θεωρούμε τις
ακόλουθες συνοριακές συνθήκες στο r = 0:

L(x, 0),= 0, L′(x, 0),= 1, ∂rgµν(x, 0) = 0, (2.32)

με τον τόνο να υποδηλώνει την παραγώγηση ως προς r. Ο χώρος μας έχει κυλινδρική
συμμετρία γύρω από από το σημείο r = 0 στο οποίο βρίσκεται η μεμβράνη. Οι
εξισώσεις Einstein, μπορούν να γραφούν υπό την μορφή

M4∗RMN = TMN − 1

4
δMN T, (2.33)

όπου M4∗ είναι η εξαδιάστατη κλίμακα μάζας, TMN ο τανυστή ενέργειας ορμής και
T ≡ TMM το ίχνος του. Η μεμβράνη θα είναι ένα κυλινδρικά συμμετρικό αντικείμενο,
το οποίο θα γεμίζει το χώρο μέχρι τιν περιοχή r < ǫ. Χρειαζόμαστε τις πρώτες
παραγώγους της μετρικής στη θέση r = ǫ για να βρούμε τις συνθήκες συμβολής. Για
να το κάνουμε αυτό θα πρέπει να ολοκληρώσουμε τις εξισώσεις κίνησης. Εφόσσον
δεν μας ενδιαφέρει η εσωτερική δομή της μεμβράνης οι κυρίαρχοι όροι θα είναι αυτοί οι
οποίοι περιέχουν παραγώγους ως προς r και άρα κατα την ολοκλήρωση θα κρατήσουμε
μόνο αυτούς τους όρους.
Οι (µ ν) όροι του τανυστή Ricci, δίνονται από τη σχέση

√
gLRµν =

1

2
[
√
gLKµ

ν ]′ +
√
gLRµν (g) −√

g∇µ∇νL, (2.34)

όπου Kµν = ∂rgµν (και K ≡ Kµ
µ ), ∇µ είναι η τετραδιάστατη συναλλοίωτη παράγω-

γος ως προς την μετρική gµν και R
µ
ν (g) είναι ο τανυστής Ricci, για την τετραδιάστατη

μετρική gµν . Η (θθ) συνιστώσα θα έχει την εξής μορφή

√
gLRθθ =

[

(
√
gL′]′ −√

g∇ρ∇ρL. (2.35)

Οι δύο προηγούμενες εξισώσεις μπορούν να γραφούν σαν μια ολική παράγωγος ως
προς r συν κάποιους όρους που σχετίζονται με παραγώγους ως προς τις διαμήκεις
συντεταγμένες της μεμβράνης. Αυτές θα καθορίσουν και τις συνθήκες συμβολής. Τα
(rr) και (µr) στοιχεία θα είναι αντίστοιχα,

Rrr =
L′′

L
+

1

2
K ′ +

1

4
Kν
µK

µ
ν (2.36)
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και

Rµr = −∂µL
′

L
+
Kν
µ∂νL

2L
+

1

2
∇ν(Kµν − gµνK). (2.37)

Μπορούμε να ολοκληρώσουμε τα (µ ν) και (θθ) στοιχεία του τανυστή Ricci από
0 ≤ r ≤ ǫ και να βρούμε τις ζητούμενες συνοριακές συνθήκες συμβολής. Αγνοώντας
τους όρους που δέν έχουν παραγωγήσεις ως προς r έχουμε

2π√
g |ǫ

∫ ǫ

0
dr

√
gLRµν ≃ π

Kµ
ν |ǫ
Mb

≃

1

M4∗
√
g |ǫ

∫ 2π

0
dθ

∫ ǫ

0
dr

√
gL

[

T µν − 1

4
δµν T

]

≡ T̂ µν − 1
4δ
µ
ν T̂

M4∗
, (2.38)

όπου L(x, ǫ) ≡ 1/Mb, ενώ το σύμβολο |p συμβολίζει τον υπολογισμό μίας ποσότητας
στη r = p. Επίσης T̂MN είναι ο τετραδιάστατος τανυστής ενέργειας ορμής, ορισμένος
μέσω της ολοκλήρωσης του εξαδιάστατου τανυστή στην περιοχή r < ǫ:

T̂MN ≡ 1√
g |ǫ

∫ 2π

0
dθ

∫ ǫ

0
dr

√
gLTMN , (2.39)

και T̂ ≡ T̂MM ίχνος του.
Κάνοντας την ίδια διαδικασία για το (θθ) στοιχείο έχουμε

2π√
g |ǫ

∫ ǫ

0
dr

√
gLRθθ ≃ 2π

(

β −
√
g |0√
g |ǫ

)

≃

1

M4∗
√
g |ǫ

∫ 2π

0
dθ

∫ ǫ

0
dr

√
gL

[

T θθ − 1

4
T

]

≡ T̂ θθ − 1
4 T̂

M4∗
, (2.40)

όπου έχουμε ορίσει β(x) ≡ L′(x, ǫ). Είναι φανερό ότι η (θθ) εξίσωση ορίζει την ελ-
λείπουσα γωνία στον εγκάρσιο χώρο, ενώ οι µν εξισώσεις έχουν την καθαρή ερμηνεία
της απαίτησης μιας μη μηδενικής εξωτερικής καμπυλότητας στο r = ǫ αν δεν έχουμε
T̂ µν − 1

4δ
µ
ν T̂ .

Από τις παραπάνω σχέσεις παρατηρούμε ότι οι συνθήκες συμβολής κοντά στη μεμ-
βράνη μοιάζουν με τις συνοριακές συνθήκες Israel [62], για την περίπτωση που έχουμε
πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 1. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι πλέον η
μεμβράνη μας έχει μια έκταση στον εγκάρσιο χώρο και δεν ειναι πλήρως μια μεμβράνη
συνδιάστασης - 2. Επιπρόσθετα έχουμε και μια επιπλέον συνοριακή εξίσωση, στην
οποία και πάλι παρατηρούμε την εμφάνιση μιας ελλείπουσας γωνίας, (2.40). Στην
περίπτωση μίας μεμβράνης συνδιάστασης - 2, η οποία έχει μόνο τάση σαν τανυστή
ενέργειας ορμής και T̂ rr = T̂ θθ = 0, αυτή η συνεισφορά απορροφά τελείως την επιρροή
της μεμβράνης δίνοντάς μας τη δυνατότητα να έχουμε μη-μηδενική εξωγενή καμπυλό-
τητα. Το γεγονός αυτό δεν ισχύει στα πρότυπα συνδιάστασης - 1. Αυτή η διαφορά
είναι που κάνει τα πρότυπα συνδιάστασης - δύο ελκυστικά στην προσπάθεια λύσης
του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς. Επιπλέον στα πρότυπα συνδιάστασης
- 2 δεν μπορούμε να πάρουμε το όριο στο μηδέν, διότι

√
G = L

√
g θα μηδενιστεί στο
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r = 0, με αποτέλεσμα το αριστερό κομμάτι της εξίσωσης (2.38) πηγαίνει στο μηδέν
για ǫ→ 0 αν επιμείνουμε να κρατήσουμε το Kν

µ πεπερασμένο. Σε αυτή την περίπτωση
είναι φυσικό να περιμένει κανείς ότι, κρατώντας το ǫ μικρό αλλά πεπερασμένο, σε ένα
πρότυπο συνδιάστασης - 2 η εξωτερική καμπυλότητα θα έχει την κύρια συνεισφορά
στο ολοκλήρωμα (2.38). Γι΄ αυτό και μπορούμε με ασφάλεια να αγνοήσουμε όρους
παραγώγησης ως προς τις μεταβλητές της μεμβράνης στις περισσότερες περιπτώσεις,
κυρίως αν το ενδιαφέρον μας εστιάζεται σε ύστερους κοσμολογικούς χρόνους, στους
οποίους η τετραδιάστατη καμπυλότητα είναι πάρα πολύ μικρή.
Χρησιμοποιώντας τώρα κανείς τις συνθήκες συμβολής μπορεί να καθορίσει το (µr)

στοιχείο του τανυστή ενέργειας ορμής, το οποίο θα αποτυπώνει την ροή ενέργειας
από την μεμβράνη στο bulk. Παράλληλα επιλέγοντας κανείς μία μη-στατική μετρική
μπορεί να δεί ποιά θα είναι η κοσμολογική εξέλιξη ενός τέτοιου προτύπου, θέμα με το
οποίο δεν θα ασχοληθούμε στην παρούσα φάση. Τέλος μπορούμε νά έχουμε και πάλι
σχέσεις για τις κλίμακες μάζας όπως για παράδειγμα και στα πρότυπα των Randall
και Sundrum, η οποία δίνεται από τη σχέση

M2
P l = −8π2M

8
∗

M2
b

(pr + pθ) ≃ 4π
M8

∗
Λr

(

1 − T0

2πM4∗

)

, (2.41)

όπου Λr είναι μία bulk κοσμολογική σταθερά, και pr, pθ είναι οι πιέσεις κατα τις
κατευθύνσεις r και θ και σχετίζονται με τον τανυστή ενέργειας ορμής του bulk.

2.4 Επιπλέον ΄Οροι Καμπυλότητας

Στη συγκεκριμένη παράγραφο θα δούμε τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να
αναπαράγουμε τις εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη, εάν συμπεριλάβουμε στη
δράση επιπλέον όρους καμπυλότητας. Οι επιπλέον αυτοί όροι, μπορεί να εμφανίζονται
είτε υπό τη μορφή του Gauss - Bonnet συνδιασμού [66], είτε υπό τη μορφή ενός
επαγόμενου όρου βαρύτητας της μεμβράνης [99]. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε την
κάθε περίπτωση ξεχωριστά.

2.4.1 Ο ΄Ορος Gauss - Bonnet

Δύο απο τα βασικότερα χαρακτηριστικά της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας
σε τέσσερεις διαστάσεις, είναι ότι εξισώσεις κίνησης εμπεριέχουν μέχρι δεύτερης τά-
ξης παραγώγους (κατ΄ αντιστοιχία με την εξίσωση Poisson στη Νευτώνια θεωρία),
ενώ παράλληλα διατηρείται η ενέργεια. Ωστόσο σε υψηλότερες διαστάσεις η ΓΘΣ
δεν είναι η μόνη θεωρία η οποία μπορεί και ικανοποιεί αυτές τις απαιτήσεις. Η γενι-
κότερη θεωρία η οποία, έχει σαν όριο στις τέσσερεις διαστάσεις τη ΓΘΣ και μπορεί
να δώσει δευτεροτάξιες εξισώσεις κίνησης, ενώ παράλληλα να μην παραβιάζει κάποια
ενεργειακή συνθήκη, είναι η θεωρία Lovelock [86]. Η Λανγκραντζιανή της θεωρίας
Lovelock αποτελείται από το άθροισμα των δυνάμεων k της 2-μορφής (2−form) της
καμπυλότητας με τις κατάλληλες μορφές των συζυγών Hodge (Hodge duals) [87, 88].
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Η δύναμη k της 2-μορφής της καμπυλότητας σχετίζεται με την διάσταση του χωρο-
χρόνου μέσω της σχέσης k = [(D − 1) /2], όπου οι αγκύλες υπονοούν το ακέραιο
μέρος. Για τις πέντε και έξι διαστάσεις, αυτοί οι επιπλέον όροι καταλλήγουν στον
Gauss - Bonnet (GB) συνδιασμό, ο οποίος περιλαμβάνει τετραγωνικά αναλλοίωτους
όρους καμπυλώτητας.
Πρότυπα με όρους Gauss - Bonnet έχουν εξετασθεί διεξοδικά σε πολλές περι-

πτώσεις. Για παράδειγμα εχουν βρεθεί στατικές λύσεις οι οποίες γενικεύουν την τε-
τραδιάστατη Schwarzchild μελανή οπή [89], [90], [91],[92] . Επιπρόσθετα σε πρότυπα
μεμβρανών συνδιάστασης - 1 ο όρος Gauss - Bonnet στο bulk επηρεάζει σημαντικά
την κοσμολογική εξέλιξη στη μεμβράνη [93, 94], ενώ παράλληλα δεν επιτρέπει την
εύρεση λύσεων μελανών χορδών [29].
Ας εξετάσουμε τον τρόπο με τον οποίο, ένας όρος Gauss - Bonnet στο bulk

επηρεάζει τη δυναμική των προτύπων μεμβρανών συνδιάστασης - 2. Θεωρώντας ότι η
μεμβράνη έχει μία μετρική ĝµν(xµ), η οποία είναι συνεχής στην περιοχή της μεβράνης,
με xµ να είναι οι συντεταγμένες της μεμβράνης, r η ακτινική απόσταση πάνω στον
κώνο και θ η γωνία που θα προσδιορίζει τη γωνιακή θέση πάνω στον κώνο, θα έχουμε
ότι η εξαδιάστατη μετρική θα δίνεται από τη σχέση

ds2 = gµν(x, r)dxµdxν − dr2 − L2(x, r)dθ2 (2.42)

όπου gµν(x, 0) = ĝµν(x).
Για να βρεθούν οι εξισώσεις στη μεμβράνη αναπτύσουμε τη συνάρτηση L(x, r)

γύρω από τη θέση της μεμβράνης

L(x, r) = β(x)r +O(r2). (2.43)

Για β 6= 1 θα υπάρχει μία κωνική ανωμαλία στο r = 0, η οποία δικαιολογείται λόγω
της δέλτα συνάρτησης από την παρουσία της μεμβράνης. Ορίζεται ότι L′(x, 0) = 1,
g′µν(x, 0) = 0, έτσι ώστε ο τανυστής καμπυλότητας να έχει την απαιτούμενη καλά
ορισμένη συμπεριφορά κοντά στην περιοχή της μεμβράνης, με τον τόνο να υποδεικνύει
την παραγώγηση ως προς r.
Το πρόβλημα εντοπίζεται στη εύρεση της βαρυτικής δυναμικής, κατά την οποία ο

τανυστής ενέργειας ορμής θα δίνεται από τη σχέση

TMN =

(

T̂µν
δ(r)
2π L 0
0 0

)

, (2.44)

(τα κεφαλαία γράμματα τρέχουν σε όλες τις διαστάσεις). Αυτό που μας ενδιαφέρει
ιδιαίτερα, είναι η σχέση της μετρικής ĝµν(x) με τον τανυστή ενέργειας ορμής της
μεμβράνης.
Ξεκινάμε με την εξίσωση Einstein - Gauss - Bonnet

M4
∗ (GMN +HMN) = TMN + SMN , (2.45)

όπου M∗ είναι η εξαδιάστατη κλίμακα μάζας και

GMN = RMN − 1

2
gMNR, (2.46)
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ενώ ο όρος Gauss - Bonnet δίνεται από τη σχέση

HMN = α [
1

2
gMN (R2 − 4RPQRPQ +RPQSTRPQST ) − 2RRMN

+4RMPR
P
N + 4RKMPNR

P
K − 2RMQSPR

QSP
N ], (2.47)

με το α να είναι μία παράμετρος με διαστάσεις (m)−2. SMN είναι ο τανυστής ενέργειας
ορμής του bulk για τον οποίο θα θεωρήσουμε ότι δεν έχει καμία συνεισφορά απο
συναρτήσεις δέλτα του Dirac.
Για να είναι σωστή η εξίσωση (2.45), θα πρέπει να εξισωθούν οι δέλτα συνεισφορές

και από τα δύο μέλη. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να υπάρχει κάποιο κομμάτι στο αριστερό
μέρος της (2.45), το οποίο θα περιέχει δέλτα όρους. Τέτοια συνεισφορά μπορεί να
προκύψει από όρους οι οποίοι περιέχουν τις παρακάτω εκφράσεις

L′′

L
= −(1 − β)

δ(r)

L
+ non-singular terms (2.48)

∂2
r gµν
L

= ∂rgµν
δ(r)

L
+ non-singular terms (2.49)

Πρέπει να δούμε ποία είναι η δέλτα συνεισφορά τους αριστερού κομματιού της (2.45)
και να το εξισώσουμε με τον τανυστή ενέργειας ορμής της μεμβράνης. Υπολογίζοντας
τα µ, ν στοιχεία βρίσκουμε ότι το μέρος το οποίο μπορεί να εμφανίζει κάποια ανωμαλία
δίνεται από τη σχέση

−L
′′

L

[

gµν + 4α

(

Rµν(g) − 1

2
gµνR(g)

)]

+
α

L
∂r
(

L′Wµν

)

, (2.50)

με το Wµν να ορίζεται βάση των παραγώγων της τετραδιάστατης μετρικής

Wµν = gλσ∂rgµλ∂rgνσ − gλσ∂rgλσ∂rgµν

+
1

2
gµν [(gλσ∂rgλσ)2 − gλσgδρ∂rgλδ∂rgσρ]. (2.51)

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες

L′′

L
= −(1 − β)

δ(r)

L
+ . . . (2.52)

∂r(L
′Wµν)

L
= βWµν |r=0+

δ(r)

L
+ . . . , (2.53)

μπορούμε να βρούμε τις συνοριακές συνθήκες, εξισώνοντας τους όρους της (2.45)

που περιέχουν δ(r)
L και να πάρουμε την παρακάτω σχέση

2π (1 − β) M4
∗

[

ĝµν + 4α Ĝµν + α
β

1 − β
Ŵµν

]

= T̂µν , (2.54)

όπου το Ĝµν είναι ο τετραδιάστατος τανυστής του Einstein για την επαγόμενη μετρική
ĝµν και Ŵµν ≡ Wµν |r=0+ . ΄Οπως μπορούμε να δούμε οι βαρυτικές εξισώσεις πάνω
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στη μεμβράνη είναι οι εξισώσεις Einstein μαζί με έναν επιπλέον όρο Weyl Ŵµν , ο
οποίος εξαρτάται από την bulk λύση. Ας δούμε όμως ποιές είναι οι επιπτώσεις αυτού
του όρου.
Πέρνοντας το όριο α → 0 καταλλήγουμε στην περίπτωση των εξαδιάστατων εξι-

σώσεων Einstein. Τότε η εξίσωση (2.54) γίνεται

2π (1 − β) M4
∗ = T̂µν , (2.55)

όπου το β αν δεν είναι σταθερό δεν μπορεί να καθοριστεί από τις εξισώσεις της
μεμβράνης και μόνο. Ωστόσο κοιτώντας τους O(1

r ) όρους των (µ, ν), (r, r) και (µ, r)
συνιστωσών των εξισώσεων Einstein έχουμε

gµν
[L′′]
L

− L′

2L
[∂rgµν − gµνg

ρσ∂rgρσ ] = 0

L′

2L
gρσ∂rgρσ = 0 ,

∂µL
′

L
= 0, (2.56)

όπου το [L′′] είναι το ομαλό κομμάτι της δεύτερης παραγώγου του L καθως πλη-
σιάζουμε στη θέση της μεμβράνης. Από τις παραπάνω εξισώσεις βλέπουμε ότι το β
πρέπει να είναι σταθερό, ∂2

rL|r=0+ = 0 και ∂rgµν = 0. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, επανα-
προσδιορίζεται το αποτέλεσμε των Cline et al. [41]. Το γεγονός ότι ∂rgµν = 0, έχει
μεγάλη σημασία διότι με αυτό το τρόπο είναι δυνατή η εξομάλυνση των ανωμαλιών
που εμφανίζει ο τανυστής καμπυλώτητας Ricci και το βαθμωτό καμπυλότητας στο
r = 0,

Rµν =
1

2

L′

L
∂rgµν + . . . =

∂rgµν
2r

+O(1). (2.57)

Ωστόσο κανείς μπορεί να συνεχίσει και να προσθέσει επιπλέον όρους καμπυλό-
τητας, κάνοντας το πρόβλημα ακόμα πιό δύσκολο, γεγονός που μας οδηγεί στο ότι
πρέπει να επιβάλουμε τη συνθήκη ∂rgµν = 0, απ΄ όπου βλέπουμε ότι από την (2.56)
ότι η ελλείπουσα γωνία β πρέπει να είναι σταθερή και έτσι η εξίσωση (2.54) γίνεται

Ĝµν =
1

8π(1 − β)αM4∗
T̂µν −

1

4α
ĝµν , (2.58)

καταλλήγοντας δηλαδή στις συνήθεις τετραδιάστατες εξισώσεις Einstein.

Η σχέση της τετραδιάστατης μάζας Planck και της θεμελιώδους κλίμακας μάζας
θα είναι

M2
P l = 8π(1 − β)αM4

∗ , (2.59)

καθώς επίσης θα έχουμε και την παρουσία μιας ενεργούς τετραδιάστατης κοσμολογι-
κής σταθεράς

Λ4 = T0 − 2π(1 − β)M4
∗ , (2.60)

όπου T0 είναι η τάση της μεμβράνης:

T̂0 = T0gµν + δ Tµν . (2.61)
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΄Οπως μπορούμε να δούμε η σχέση μεταξύ της τάσης της μεμβράνης και της ελ-
λείπουσας γωνίας, T0 = 2π (1 − β)M4

∗ , δεν ισχύει στη βαρύτητα με όρους Gauss -
Bonnet, όπου μπορούμε να προσδιορίσουμε τα δύο μεγέθη ανεξάρτητα, με την επα-
γωγή όμως μίας τετραδιάστατης κοσμολογικής σταθεράς.
Επομένως, βλέπουμε ότι προσθέτοντας έναν όρο Gauss-Bonnet στο bulk, μπο-

ρούμε να έχουμε μία ρεαλιστική άποψη της βαρύτητας σε πρότυπα μεμβρανών συν-
διάστασης - 2, όπου η μεμβράνη δεν έχει πάχος, δίνοντας μας για την ακρίβεια τις
τετραδιάστατες εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη, ανεξάρτητα από το ποιά είναι
η δομή του bulk, με τη μόνη επίδραση από το bulk εμφανίζεται μέσω της ελλείπουσας
γωνίας.

2.4.2 Επαγόμενος ΄Ορος Βαρύτητας

Ξέχωρα από την περίπτωση του όρου Gauss - Bonnet, ένας επαγόμενος όρος
βαρύτητας της μεμβράνης μπορεί εξίσου να χρησιμοποιηθεί ώστε να αναπαράγουμε τις
εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη. Σε αυτή την περίπτωση όμως, όπως θα δούμε
παρακάτω, ο τανυστής ενέργειας της μεμβράνης θα πρέπει να ικανοποιεί μια συγκεκρι-
μένη σχέση, ώστε να είναι συνεπές το όλο σύστημα. Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε
κανονικά ένα εξαδιάστατο πρότυπο, του οποίου η δυναμική θα περιγράφεται μέσω της
Λαγκρατζιανής πυκνότητας Lbulk μαζί με μία μεμβράνη η οποία θα βρίσκεται στη θέση
r = 0 του δυσδιάστατου εγκάρσιου χώρου, της οποίας η δυναμική θα περιγράφεται
από την Λαγκρατζιανή πυκνότητα Lbrane.
Εισάγοντας έναν επαγόμενο όρο βαθμωτής καμπυλότητας, εντοπισμένο στην θέση

της μεμβράνης θα έχουμε μία δράση σύμφωνα με την σχέση

S =
M4

6

2
[

∫

d6x
√
GR(6) + r2c

∫

d4x
√
g R(4) δ(r)

2π L
]

+

∫

d6xLbulk +

∫

d4xLbrane
δ(r)

2π L
. (2.62)

Ισχύει ότιM6 είναι η εξαδιάστατη μάζα Planck, M4 είναι η τετραδιάστατη μάζα Planck
και rc = M4/M

2
6 είναι η κλίμακα αναλογίας μεταξύ τετραδιάστατης και εξαδιάστατης

βαρύτητας. Η μετρική που θα χρησιμοποιήσουμε είναι της μορφής

ds2 = gµν(x, r)dxµdxν + dr2 + L2(x, r)dθ2, (2.63)

όπου gµν(x, 0) είναι η μετρική της μεμβράνης, xµ υποδεικνύουν τις συντεταγμένες στη
μεμβράνη με µ = 0, . . . , 3 και r, θ είναι η ακτινική και γωνιακή συνιστώσα αντίστοι-
χα, των δύο επιπλέον διαστάσεων. Τα κεφαλαία γράμματα θα τρέχουν σε όλο τον
χωρόχρονο, ενω υπονοούμε ότι υπάρχει αζιμουθιακή συμμετρία ως προς τη γωνιακή
συντεταγμένη του εγκάρσιου, στη μεμβράνη, δυσδιάστατου χώρου.
΄Οπως και στην περίπτωση της εισαγωγής του Gauss-Bonnet όρου, αναπτύσουμε

την συνάρτηση L γύρω από τη θέση της μεμβράνης ως,

L(x, r) = β(x)r +O(r2). (2.64)
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Στη θέση της μεμβράνης θα ισχύει ότι L′(x, 0) = β(x). Οπως θα δούμε παρακά-
τω η ύπαρξη της κωνικής ανωμαλίας, απαιτεί κάποια ομαλοποίηση του προβλήματος,
γεγονος που θα μας οδηγήσει στο να ορίσουμε τις επιπλέον συνοριακές συνθήκες
∂rβ = 0 και ∂rgµν(x, 0) = 0.
Χρησιμοποιώντας την παραπάνω δράση εξάγουμε τις εξισώσεις Einstein, παρουσία

της μεμβράνης

G
(6)N
M + r2cG

(4)ν
µ δµM δ

N
ν

δ(r)

2πL
=

1

M4
6

[

T
(B)N
M + T (br)ν

µ δµM δ
N
ν

δ(r)

2πL

]

, (2.65)

με G
(6)N
M και G

(4)ν
µ να είναι ο εξαδιάστατος και τετραδιάστατος τανυστής του Einstein

αντίστοιχα και T
(B)N
M και T

(br)ν
µ οι τανυστές ενέργειας ορμής του εξαδιάστατου χώρου

και της μεμβράνης αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της [61] γράφουμε
τον εξαδιάστατο τανυστή του Ricci σύμφωνα με τις παρακάτω σχέσεις

R(6)ν
µ = −

(
√
gLKν

µ)′

2
√
gL

+R(4)ν
µ − ∇(4)

µ ∂νL

L
(2.66)

R
(6)θ
θ = −(

√
gL′)′

√
gL

− �(4)L

L
(2.67)

R(6)r
r = −L

′′

L
− 1

2
K ′ − 1

4
Kν
µK

µ
ν (2.68)

R(6)
µr = −∂µL

′

L
+
Kν
µ∂νL

2L
+

1

2
∇ν

(4)(Kµν − gµνK), (2.69)

όπου Kµν είναι η εξωγενής καμπυλότητα για την οποία βάση της συγκεκριμένης βαθ-
μίδας grr = 1, ισχύει ότι δίνεται από τη σχέση Kµν = g′µν . Για να εξάγουμε τις
εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις
(2.48) και (2.49) [66]

L′′

L
= −(1 − β)

δ(r)

L
+ non-sigular terms (2.70)

∂2
r gµν
L

= ∂rgµν
δ(r)

L
+ non-sigular terms. (2.71)

Βασιζόμενοι στις σχέσεις (2.66)-(2.68), μπορούμε να υπολογίσουμε τη (µ ν) συνιστώ-
σα του τανυστή Einstein. Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω εκφράσεις για το L′′/L και
για το K ′

µν/L μπορούμε να εξισώσουμε τους όρους που περιέχουν δέλτα συναρτήσεις
στην εξίσωση (2.65) και να λάβουμε τις συνοριακές εξισώσεις Einstein πάνω στη
μεμβράνη,

G(4)ν
µ |0 =

1

r2cM
4
6

T (br)ν
µ +

2π

r2c

(

1 − β
)

δνµ +
2πL

2r2c

(

Kν
µ − δνµK

)

|0, (2.72)

όπου με το σύμβολο |0 εννοείται ότι ο υπολογισμός γίνεται πάνω στη μεμβράνη.
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΄Οπως βλέπουμε από τη σχέση (2.66) το Rµν απειρίζεται καθώς πλησιάζουμε στη
θέση της μεμβράνης

R(6)ν
µ = −1

2

L′′

L
∂rgµν + . . . = −∂rgµν

2r
+O(1). (2.73)

Για να αποφύγουμε οποιουδήποτε είδους ανωμαλίες πρέπει να θέσουμε ∂rgµν = 0,
δηλαδή ότι Kµν |0 = 0. Τότε οι εξισώσεις Einstein(2.72) γίνονται,

G(4)
µν |0 =

1

r2cM
4
6

T (br)
µν +

2π

r2c

(

1 − β
)

. (2.74)

Οι τετραδιάστατες εξισώσεις Einstein(2.74), αναπαριστούν την βαρυτική δυναμι-
κή πάνω στη μεμβράνη, με την τετραδιάστατη μάζα Planck και την τετραδιάστατη
κοσμολογική σταθερά να δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις

M2
P l = M2

4 = r2cM
4
6 , (2.75)

Λ4 = λ− 2πM4
6 (1 − β). (2.76)

Ωστόσο αν και μπορέσαμε να αναπαραγάγουμε τις εξισώσεις της τετραδιάστατης
Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας πάνω στη μεμβράνη, δεν έχουμε πεί τίποτα σχετικά
με το κατά πόσο η ελλείπουσα γωνία μπορεί να είναι σταθερή ή όχι, καθώς επίσης
και τι είδους ύλη μπορεί να υποστηρίξει η μεμβράνη. Αρχικά μπορούμε να δούμε από
την εξίσωση (2.69) για το (µ r) στοιχείο της εξίσωσης Einstein (2.65), μαζί με το
γεγονός ότι ∂rgµν = 0, πως

∂µL
′

L

∣

∣

∣

∣

0

= − 1

M4
6

T (B)
µr |0. (2.77)

Η εξίσωση αυτή μπορεί να είναι συνεπής μόνο στην περίπτωση που β = L′|0 =
σταθερό, διότι διαφορετικά το ∂µL′/L θα απειρίζεται στη θέση r = 0. Αυτό σημαίνει

επίσης ότι �(4)L
L |0 = 0, καθώς επίσης ότι δεν έχουμε καμία ροή ενέργειας από τη

μεμβράνη στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο, αφού με αυτό τον τρόπο προκύπτει ότι

T
(B)
µr = 0.
Υπολογίζοντας τώρα την (rr) συνιστώσα της εξίσωσης Einstein (2.65) μέσω των

εξισώσεων (2.66)-(2.67) στη θέση r = 0 βρίσκουμε ότι

R(4)|0 = − 2

M4
6

T (B) r
r |0. (2.78)

Παίρνοντας τώρα το ίχνος της συνοριακής εξίσωσης Einstein (2.72) έχουμε

R(4)|0 = − 1

r2cM
4
6

T (br)µ
µ − 8π

r2c

(

1 − β
)

. (2.79)

Από τις εξισώσεις (2.78) και (2.79) καταλήγουμε στη σχέση των στοιχείων των τα-
νυστών ενέργειας ορμής του bulk και της μεμβράνης.

T (B)r
r =

1

2r2c

[

T (br)µ
µ + 8πM4

6

(

1 − β(r)
)

]

. (2.80)
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Από την παραπάνω εξίσωση μπορούμε να δούμε ότι ναι μεν μπορούμε να έχουμε ένα
τανυστή ενέργειας ορμής στη μεμβράνη διαφορετικό από τάση, πρέπει όμως αυτός ο
τανυστής ενέργειας ορμής να συμπρεριφέρεται κατ΄ ανάλογο τρόπο με τον τανυστή
του bulk, αφού όπως προείπαμε η ελλείπουσα γωνία είναι σταθερή. Με άλλα λόγια
μπορούμε να πούμε ότι οποιαδήποτε κοσμολογική εξέλιξη πάνω στη μεμβράνη επάγεται
από το περιεχόμενο του bulk.

2.4.3 Συνδιασμός και των δύο όρων

Αφού εξετάσαμε την επίδραση του κάθε όρου ξεχωριστά, θα μελετήσουμε τώρα
το αποτέλεσμα που έχουν και οι δύο όροι συνδιαστικά. Επομένως θα θεωρήσουμε
ότι μαζί με την εξαδιάστατη δράση (2.62) έχουμε και τον όρο Gauss - Bonnet και θα
παρατηρήσουμε της αλλαγές που προκαλούνται στα προαναφερθέντα αποτελέσματα.
΄Αρα η (2.62) αλλάζει κατα έναν επιπλέον όρο

SGB =
M4

6α

2

∫

d6x(R(6) 2 − 4R
(6) 2
MN +R

(6) 2
MNKΛ) . (2.81)

Οι εξισώσεις Einstein (2.65), περιέχουν και αυτές έναν επιπλέον όρο,

HN
M = −α

[

1

2
δNM (R(6) 2 − 4R

(6) 2
KΛ +R

(6) 2
ABKΛ) − 2R(6)R

(6)N
M

+4R
(6)
MPR

NP
(6) +4R

(6) N
KMP RKP(6) − 2R

(6)
MKΛPR

NKΛP
(6)

]

. (2.82)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με την προηγούμενη ενότητα, καταλλήγουμε
στις συνοριακές εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη

G(4)
µν |0 =

1

M4
6 (r2c + 8π(1 − β)α)

T (br)
µν +

2π(1 − β)

r2c + 8π(1 − β)α
gµν |0 . (2.83)

Η σχέση (2.83) περιγράφει ακριβώς τη βαρυτική δυναμική σε μία μεμβράνη συνδιά-
στασης - δύο, όταν και οι δύο όροι, ενός επαγόμενου όρου βαρύτητας της μεμβράνης
και ενός όρου Gauss - Bonnet, έχουν συμπεριληφθεί στη δράση. Για την τετραδιά-
στατη μάζα Planck και την κοσμολογική σταθερά έχουμε

M2
P l = M4

6 (r2c + 8π(1 − β)α) , (2.84)

Λ4 = λ− 2πM4
6 (1 − β) , (2.85)

όπου και πάλι λ είναι η τάση της μεμβράνης. Βλέπουμε ότι σε αυτή την περίπτωση η
μάζα Planck εξαρτάται από την ελλείπουσα γωνία, γεγονός το οποίο οφείλεται στην
παρουσία του όρου Gauss - Bonnet στο bulk.
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2.4. Επιπλέον ΄Οροι Καμπυλότητας

Στη συνέχεια υπολογίζοντας την (rr) συνιστώσα των εξισώσεων Einstein στη
θέση της μεμβράνης r = 0 καταλλήγουμε στην ακόλουθη σχέση

R(4)|0 + α(R(4) 2 − 4R
(4) 2
κl +R

(4) 2
αβκλ)|0 = − 2

M2
6

T (B)r
r |0 . (2.86)

Από τη σχέση (2.86) παρατηρούμε, οτι δεν υπάρχει καμία σχέση μεταξύ της συ-

νιστώσας T
(B)r
r |0 του τανυστή ενέργειας ορμής του bulk στη θέση της μεμβράνης,

με το ίχνος του τανυστή ενέργειας ορμής της μεμβράνης T
(br)µ
µ . Αυτό οφείλεται στη

παρουσία του τανυστή Riemann, ο οποίος δεν μπορεί να υπολογισθεί από κάποια α-
πό τις προηγούμενες εξισώσεις (ο τανυστής Ricci και το βαθμωτό Ricci μπορούν να
αντικατασταθούν από την (2.83). Αντ΄ αυτού, χρησιμοποιώντας την (2.83) και την

(2.86), μπορούμε να λύσουμε ως προς R
(4) 2
αβκλ|0 και να το υπολογίσουμε ως συνάρτηση

της ύλης στη μεμβράνη και στο bulk, στη θέση της μεμβράνης.
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Κεφάλαιο 3

Μελανές Χορδές & Μελανές
Οπές Συνδιάστασης - 2

΄Εχοντας κάνει μια σύντομη επισκόπηση των προτύπων μεμβρανών συνδιάστασης -
1 και -2 θα περάσουμε στη συνέχεια στην μελέτη των στατικών λύσεων στα πρότυπα
συνδιάστασης - 2 και συγκεκριμένα στις πέντε και έξι διαστάσεις. Αντίστοιχες μελέτες
έχουν γίνει όπως προαναφέραμε και στις [79, 80, 81, 82]. Σε αυτό το κεφάλαιο θα
εξετάσουμε λύσεις οι οποίες έχουν τη μορφή μελανών χορδών.

Ο εντοπισμός μιας μελανής οπής στη μεμβράνη και η επέκτασή της στο bulk
είναι ένα δύσκολο έργο. ΄Οπως είδαμε στην περίπτωση των προτύπων μεμβρανών
συνδιάστασης - 1, η πρώτη μελέτη για μια τέτοιου είδους λύση εξετάσθηκε στην [17],
με την επακόλουθη αστάθεια λόγω των διαταραχών μεγάλου μήκους κύματος [18,
19, 20]. Αριθμητικές λύσεις έχουν βρεθεί στην [83], ενώ αναλυτικά οι εξισώσεις
της μεμβράνης έχουν αναλυθεί υπό την παρουσία της προβολής του τανυστή Weyl,
[23, 84] πάνω στη μεμβράνη. Εφόσον το σύστημα των εξισώσεων δεν κλείνει, θα
πρέπει να γίνουν συγκεκριμένες παραδοχές είτε στη μορφή της μετρικής ή στη μορφή
του τανυστή Weyl [85].

Αρχικά θα ξεκινήσουμε θεωρώντας ότι έχουμε ένα πενταδιάστατο bulk, στο οποίο
και εμβαπτίζουμε μια τρισδιάστατη μεμβράνη. Προφανώς έχουμε ένα πενταδιάστατο
πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2. Επιπρόσθετα θα υποθέσουμε ότι στο bulk
έχουμε την παρουσία επιπλέον όρωνGauss - Bonnet και μιας κοσμολογικής σταθεράς,
ενώ πάνω στη μεμβράνη έχουμε έναν επαγόμενο όρο βαρύτητας της μεμβράνης. Οι
λύσεις που θα βρούμε περιγράφουν μία μελανή οπή πάνω στη μεμβράνη της οποίας η
λύση μπορεί να επεκταθεί και στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο. Τέλος η αντίστοιχη
μελέτη θα διεξαχθεί και για την περίπτωση των έξι διαστάσεων όπου και θα δούμε για
ποιό λόγο δεν μπορούμε να έχουμε ακριβείς λύσεις μελανών χορδών στη συγκεκριμένη
περίπτωση.

Η δομή του κεφαλαίου είναι η εξής. Αρχικά θα δούμε τις λύσεις για το πενταδιά-
στατο πρότυπο και θα εξετάσουμε τις λύσεις πάνω στη μεμβράνη [105]. Ακολούθως
θα δούμε τις λύσεις σε εξαδιάστατα πρότυπα στην περίπτωση σταθερής και μη - σταθε-
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3.1. Μελανές Χορδές σε πέντε διαστάσεις

ρής ελλείπουσας γωνίας, και τέλος θα εξετάσουμε το ρόλο του όρου Gauss - Bonnet
[106].

3.1 Μελανές Χορδές σε πέντε διαστάσεις

Θεωρούμε την παρακάτω δράση σε πέντε διαστάσεις με έναν όρο Gauss-Bonnet
στο bulk και έναν όρο επαγόμενης βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη

Sgrav =
M3

(5)

2

∫

d5x

√

−g(5)
{

R(5) +α
[

R(5)2 − 4R
(5)
MNR

(5)MN +R
(5)
MNKLR

(5)MNKL
]}

+r2c

∫

d3x

√

−g(3)R(3) δ(ρ)

2πb
+

∫

d5xLbulk +

∫

d3xLbrane
δ(ρ)

2πb
, (3.1)

όπου α (≥ 0) είναι η Gauss-Bonnet σταθερά σύζευξης και rc = M(3)/M
3
(5) η στα-

θερά κλίμακας της επαγόμενης βαρύτητας, η οποία σηματοδοτεί το πέρασμα από την
τρισδιάστατη, στην πενταδιάστατη βαρύτητα.
Στην παραπάνω δράση, M(5) είναι η πενταδιάστατη μάζα Planck και M(3) είναι

η τρισδιάστατη. Θα δουλέψουμε σε ένα συγκεκριμενο σύστημα συντεταγμένων, στο
οποίο η μετρική παίρνει την παρακάτω μορφή

ds25 = gµν(x, ρ)dxµdxν + a2(x, ρ)dρ2 + b2(x, ρ)dθ2 , (3.2)

όπου gµν(x, 0) είναι η μετρική της μεμβράνης και xµ υποδεικνύουν τις τρείς διαστάσεις
της, με µ = 0, 1, 2 ενώ ρ, θ υποδεικνύουν την ακτινική και την γωνιακή συντεταγμένη
των δύο επιπλέον διαστάσεων (η ρ κατεύθυνση έχει τη δυνατότητα να είναι συμπαγής
ή όχι και η θ συντεταγμένη κυμαίνεται από 0 έως 2π). Οι κεφαλαίοι M , N δείκτες
παίρνουν τιμές στον πενταδιάστατο χώρο. Επιπλέον, έχουμε υποθέσει ότι το σύστημά
μας έχει αζιμουθιακή συμμετρία, έτσι ώστε τόσο η επαγόμενη πάνω στη μεμβράνη
μετρική όσο και οι συναρτήσεις a και b δεν εξαρτώνται από το θ.
Οι εξισώσεις του Einstein οι οποίες προκύπτουν από τη μεταβολή (variation) της

δράσης (3.1) είναι

G
(5)N
M + r2cG

(3)ν
µ gµMg

N
ν

δ(ρ)

2πb
− αHN

M =
1

M3
(5)

[

T
(B)N
M + T (br)ν

µ gµMg
N
ν

δ(ρ)

2πb

]

, (3.3)

όπου

HN
M =

[

1

2
gNM (R(5) 2 − 4R

(5) 2
KΛ +R

(5) 2
ABKΛ) − 2R(5)R

(5)N
M

+4R
(5)
MPR

NP
(5) +4R

(5) N
KMP RKP(5) − 2R

(5)
MKLPR

NKLP
(5)

]

. (3.4)

Για να λάβουμε τις εξισώσεις πάνω στη μεμβράνη, αναπτύσουμε τη μετρική κοντά στη
μεμβράνη ως

b(x, ρ) = β(x)ρ+O(ρ2) . (3.5)
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Στο σύνορο του δυσδιάστατου χώρου όπου βρίσκεται η 2-μεμβράνη, η συνάρτηση b
συμπεριφέρεται σαν b ′(x, 0) = β(x), όπου ο τόνος υποδεικνύει παράγωγο ως προς
το ρ. Επιπλέον απαιτούμε ότι ο χώρος στην περιοχή κοντά στην κωνική ανωμαλία,
είναι ομαλός, γεγονός το οποίο επιβάλλει τις επιπλέον συνθήκες ότι ∂µβ = 0 και
∂ρgµν(x, 0) = 0 [66].
Η εξωγενής (extrinsic) καμπυλότητα στο συγκεκρημένο gauge gρρ = 1 το οποίο

θεωρούμε, δίνεται από τη σχέση Kµν = g′µν . Η παραπάνω επιλογή θα φανεί χρήσιμη
στη συνέχεια, έτσι ώστε να βρεθεί η επαγόμενη δυναμική της μεμβράνης. Επιπλέον
θα εκμεταλευθούμε το γεγονός, ότι οι δευτεροτάξιες παράγωγοι των συναρτήσεων
της μετρικής, εμπεριέχουν συναρτήσεις δ στη θέση στην οποία βρίσκεται η μεμβράνη.
Η φύση της εν λόγο απροσδιοριστίας, μας δίνει τις παρακάτω σχέσεις [66].

b′′

b
= −(1 − b′)

δ(ρ)

b
+ non − singular terms , (3.6)

K ′
µν

b
= Kµν

δ(ρ)

b
+ non − singular terms . (3.7)

Από τις παραπάνω εκφράσεις μπορούμε να εξισώσουμε τα μέρη των εξισώσεων
Einstein τα οποία και περιέχουν δ συναρτήσεις και να πάρουμε τις συνοριακές εξισώ-
σεις Einstein.

G(3)
µν =

1

M3
(5)(r

2
c + 8π(1 − β)α)

T (br)
µν +

2π(1 − β)

r2c + 8π(1 − β)α
gµν . (3.8)

Η ενεργός τρισδιάστατη μάζα Planck και η κοσμολογική σταθερά δίνονται από τις
παρακάτω εκφράσεις

M2
3 = M3

(5)(r
2
c + 8π(1 − β)α) , (3.9)

Λ3 = λ− 2πM3
(5)(1 − β) , (3.10)

όπου λ είναι τη τάση της μεμβράνης. Ας συμειώσουμε ότι η τρισδιάστατη μάζα Planck
μπορεί να εξαρτάται από την ελλείπουσα γωνία. Αυτό προκύπτει ως αποτέλεσμα του
όρου Gauss-Bonnet στο bulk.
Θεωρούμε ότι έχουμε μία τρισδιάστατη μελανή οπή πάνω στη μεμβράνη. Η μετρική

της μεμβράνης έχει την παρακάτω μορφή

ds23 =

(

−n(r)2dt2 + n(r)−2dr2 +
r2

l2
dφ2

)

, (3.11)

όπου 0 ≤ r <∞ είναι η ακτινική συντεταγμένη, το φ έχει την συνήθη περιοδικότητα
(0, 2π) και l η κλίμακα μήκους του AdS3 χώρου. Θα εξετάσουμε την ύπαρξη λύσεων
μελανών χορδών των εξισώσεων Einstein (3.3) χρησιμοποιώντας την πενταδιάστατη
μετρική (4.54) στην παρακάτω μορφή

ds25 = f2(ρ)

(

−n(r)2dt2 + n(r)−2dr2 +
r2

l2
dφ2

)

+a2(r, ρ)dρ2 +b2(r, ρ)dθ2 . (3.12)
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3.1. Μελανές Χορδές σε πέντε διαστάσεις

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, ο χώρος έξω από την κωνική ανωμαλία είναι ομαλός
και επομένως θεωρούμε ότι και η συνάρτηση στρέβλωσης f(ρ), είναι επίσης ομαλή
παντού. Θεωρούμε επίσης ότι στο bulk έχουμε την παρουσία μόνο της κοσμολογικής
σταθεράς Λ5, ενώ επιπλέον επιλέγουμε ότι a(r, ρ) = 1. Τότε από τις εξισώσεις στο
bulk

G
(5)
MN − αHMN = −

Λ(5)

M3
(5)

gMN , (3.13)

παίρνουμε ότι

tt− comp. =⇒ − n3ṅ

r
− n2

(

f ′2 + 2ff ′′ + 2ff ′
b′

b
+ f2 b

′′

b

)

+ 4α
n2

b

[

b′′
(

nṅ

r
+ f ′2

)

+ 2f ′b′f ′′
]

= Λ(5)n
2f2 ,(3.14)

rr − comp. =⇒ ṅ

nr
+

1

n2

(

f ′2 + 2ff ′′ + 2ff ′
b′

b
+ f2 b

′′

b

)

− 4
α

bn

[

b′′
(

ṅ

r
+
f ′2

n

)

+ 2
f ′b′f ′′

n

]

= −Λ(5)
f2

n2
, (3.15)

φφ− comp. =⇒ (ṅ2 + nn̈) +

(

f ′2 + 2ff ′′ + 2ff ′
b′

b
+ f2 b

′′

b

)

− 4
α

b

[

b′′
(

nṅ+ ṅ2 + f ′2
)

+ 2f ′b′f ′′
]

= −Λ(5)f
2 ,(3.16)

ρρ− comp. =⇒ 1

f2

(

ṅ2 + nn̈+ 2
nṅ

r

)

+ 3

[

(

f ′

f

)2

+
f ′b′

fb

]

− 4α
f ′b′

f3b

(

2
nṅ

r
+ nn̈+ ṅ2 + 3f ′2

)

= −Λ(5) , (3.17)

θθ − comp. =⇒ 1

f2

(

ṅ2 + nn̈+ 2
nṅ

r

)

+ 3

[

(

f ′

f

)2

+
f ′′

f

]

− 4α
f ′′

f3

(

2
nṅ

r
+ nn̈+ ṅ2 + 3f ′2

)

= −Λ(5) (3.18)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις (3.15) και (3.16) παίρνουμε

(

ṅ2 + nn̈− nṅ

r

)(

1 − 4α
b′′

b

)

= 0 . (3.19)

Επίσης αφαιρώντας την εξίσωση (3.17) από την (3.18) παίρνουμε

(

f ′′ − f ′b′

b

)[

3 − 4
α

f2

(

ṅ2 + nn̈+ 2
nṅ

r
+ 3f ′2

)]

= 0 . (3.20)

Εν συνεχεία θα εξετάσουμε τις λύσεις των δύο παραπάνω εξισώσεων.
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3.1.1 BTZ Χορδές ως λύση των Bulk Εξισώσεων

Αρχικά θα θεωρήσουμε την εξίσωση

ṅ2 + nn̈− nṅ

r
= 0 , (3.21)

η οποία έχει ώς λύση την πιο απλή ΒΤΖ μελανή οπή χωρίς φορτίο ή στροφορμή [95]

n2(r) = −M +
r2

l2
. (3.22)

Η ΒΤΖ μελανή οπή έχει, για θετική μάζα, ορίζοντα γεγονότων στο r = l
√
M και η

ακτίνα καμπυλότητας του AdS3 χώρου l = (−Λ3)−1/2 παρέχει την αναγκαία κλίμακα
μήκους για να οριστεί ο εν λόγω ορίζοντας. Για τιμές τις μάζας στις οποίες έχουμε
−1 < M < 0 η οποία είναι αδιάστατη, η ΒΤΖ μελανή οπή έχει μία γυμνή κωνική
ανωμαλία, ενώ για M = −1 έχουμε ανάκτηση του AdS3 χώρου. Τότε η εξίσωση
(3.20) γίνεται

(

f ′′ − f ′b′

b

)[

1 − 4
α

f2

(

1

l2
+ f ′2

)]

= 0 . (3.23)

Από την παραπάνω εξίσωση έχουμε δύο περιπτώσεις. Η πρώτη περίπτωση είναι

f ′2 − f2

4α
+

1

l2
= 0 . (3.24)

Η εξίσωση αυτή, έχει την ακόλουθη λύση

f1(ρ) = C1 e
ρ

2
√

α + C2 e
−ρ

2
√

α , (3.25)

όπου C1 και C2 είναι ολοκληρωτικές σταθερές και ικανοποιούν τη σχέση C1C2 =
α/l2. Η συνάρτηση f(ρ) είναι ομαλή και αν απαιτήσουμε στη θέση της μεμβράνης τη
συνοριακή συνθήκη f2(ρ = 0) = 1, οι ολοκληρωτικές σταθερές μπορούν να έκφρα-
στούν σε σχέση με τα α και l

C1 = ±
1 + ε

√

1 − 4 α
l2

2
, (3.26)

C2 = ±
1 − ε

√

1 − 4 α
l2

2
, (3.27)

όπου ε = ±1 ανεξάρτητα απο το πρόσημο ± των C1 και C2. Αντικαθιστώντας τις
παραπάνω λύσεις στην εξίσωση (3.17) παίρνουμε μία ακριβώς καθορισμένη σχέση
μεταξύ των α και Λ5

Λ5 = − 3

4α
. (3.28)

Λόγω του γεγονότος ότι το α είναι θετικό, ο πενταδιάστατος bulk χώρος είναι Anti-
de-Sitter.Ας σημειώσουμε επίσης ότι αυτή η ακριβώς καθορισμένη σχέση εμφανίζεται
και σε μια συγκεκριμένη κλάση λύσεων της πενταδιάστατης θεωρίας Gauss-Bonnet
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[96]. Η συνάρτηση b(ρ) δεν καθορίζεται από τις υπόλοιπες εξισώσεις και παραμένει
μια αυθαιρετη συνάρτηση του ρ. Μπορεί κανείς να δεί ότι η λύση (3.25) είναι συνεπής
με όλες τις εξισώσεις στις (3.14)-(3.18).
Η δεύτερη περίπτωση είναι

f ′′ − f ′b′

b
= 0 , (3.29)

το οποίο σημαίνει ότι b(ρ) = b0 f
′(ρ). Τότε χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3.17) μαζί

με την σχέση (3.28), παίρνουμε την εξίσωση

(

1 − 4α
f ′′

f

)[

1 − 4
α

f2

(

1

l2
+ f ′2

)]

= 0 . (3.30)

από την οποία έχουμε δύο υποπεριπτώσεις.

Η πρώτη υποπερίπτωση είναι
(

1 − 4α f ′′

f

)

= 0 η οποία χρησιμοποιώντας την

(3.28) δίνει

f2(ρ) = C1 e
ρ

2
√

α + C2 e
−ρ

2
√

α , (3.31)

και από την (3.29) έχουμε

b2(ρ) = b0

[

C1 e
ρ

2
√

α −C2 e
−ρ

2
√

α

]

, (3.32)

όπου C1 και C2 είναι ολοκληρωτικές σταθερές. Θεωρώντας ξανά τη συνοριακή συν-
θήκη f2(ρ = 0) = 1 και το γεγονός ότι στη θέση της μεμβράνης b(ρ = 0) = 0
και b′(ρ = 0) = β παίρνουμε C1 = C2 = ±1

2 και b0 = 4αβ. Επομένως για την
συγκεκριμένη περίπτωση οι συναρτήσεις f(ρ) και b(ρ) μπορούν να γραφούν ως

f2(ρ) = ± cosh

(

ρ

2
√
α

)

, (3.33)

b2(ρ) = ±2β
√
α sinh

(

ρ

2
√
α

)

. (3.34)

Μπορεί κανείς να δει ότι η λύση (3.33)-(3.34) είναι συνεπής με όλες τις εξισώσεις
στις (3.14)-(3.18).
Για τη δεύτερη υποπερίπτωση έχουμε, οπως και για την πρώτη περίπτωση, την ίδια

λύση για τη συνάρτηση f(ρ) (εξίσωση (3.25) με C1C2 = α/l2, αλλά η συνάρτηση b(ρ)
δίνεται από τη σχέση b(ρ) = b0 f

′(ρ). Θεωρώντας και πάλι τις συνοριακές συνθήκες
για τις συναρτήσεις f2(ρ) και b(ρ) έχουμε b0 = 2αβ και C1 = C2 = 1/2. Τότε οι
f(ρ) και b(ρ) δίνονται από τις (3.33) και (3.34) αντίστοιχα, η σχέση (3.28) ισχύει και
σε αυτή την περίτωση και επιπλέον έχουμε τον ακόλουθο περιορισμό

l2 = 4α. (3.35)

Αντικαθιστώντας αυτές τις λύσεις πίσω στις σχέσεις (3.14)-(3.18) μπορούμε να δούμε
ότι ικανοποιούνται.
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Οι λύσεις αυτές επεκτείνουν την ΒΤΖ μελανή οπή, πάνω στη μεμβράνη, στο bulk.
Υπολογίζοντας το τετράγωνο της βαθμωτής καμπυλότητας Ricci βρίσκουμε

R2 =
4

r2b2f4

[

rf2b′′ + 3rf(b′f ′ + bf ′′) + b(3rf ′2 + 2nṅ+ rṅ2 + rnn̈
]2
. (3.36)

Από το παραπάνω αποτέλεσμα, μπορούμε να δούμε ότι η μόνη απροσδιοριστία η οποία
εμφανίζεται στο σύστημά μας είναι η ΒΤΖ εμφανίζεται και οτι η ΒΤΖ χορδή είναι
ομαλή στο bulk. Η ακριβής σχέση (3.85) και η σχέση Λ5 = −6/L2 όπου L η
κλίμακα μήκους του πενταδιάστατου AdS χώρου, μας δίνει

L2 = 8α. (3.37)

Η συνάρτηση στρέβλωσης f2(ρ) καθορίζει τη μορφή του ορίζοντα της ΒΤΖ χορδής.
Το μέγεθος του ορίζοντα καθορίζεται από την κλίμακα

√
α και αν αυτή ικανοποιεί

μία σχέση ακρίβειας με την κλίμακα μήκους του πενταδιάστατου AdS χώρου, χρησι-
μοποιώντας τη σχέση (3.37), η συνάρτηση στρέβλωσης f(ρ) είναι πεπερασμένη στο
σύνορο του AdS χώρου.
Υπάρχει επίσης και μία σταθερή λύση για την f(ρ), η οποία μας δίνει

f4(ρ) = ±1, (3.38)

n(r) =

√

−M +
r2

l2
, (3.39)

b4(ρ) =

√

−3 + 4αΛ5

2 Λ5
sinh

(

√

− 2Λ5

3 + 4αΛ5
ρ

)

, (3.40)

Λ5 = − 3

l2
. (3.41)

3.1.2 Γενικές Λύσεις

Σε αυτή την παράγραφο θα εξετάσουμε γενικότερες λύσεις πέραν αυτών για τις
οποίες η συνάρτης n(r) περιγράφει μία ΒΤΖ μελανή οπή. Αυτό σημαίνει ότι στην
εξίσωση (3.19) επιλέγουμε

1 − 4α
b′′

b
= 0 , (3.42)

από το οποίο η συνάρτηση b(ρ) παίρνει την παρακάτω μορφή

b5(ρ) = C1 e
ρ/2

√
α + C2 e

−ρ/2√α . (3.43)

Η πρώτη περίπτωση είναι να θεωρήσουμε απο την (3.20)

f ′′ − f ′b′

b
= 0 , (3.44)

το οποίο σημαίνει ότι b(ρ) = b0 f
′(ρ). Τότε έχουμε

f5(ρ) = f0

√
α
(

C1 e
ρ

2
√

α − C2 e
−ρ

2
√

α

)

+C3 , (3.45)
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3.1. Μελανές Χορδές σε πέντε διαστάσεις

όπου C1, C2 και C3 είναι ολοκληρωτικές σταθερές. Αντικαθιστώντας τις παραπάνω
λυσεις στην εξίσωση (3.18) βρίσκουμε ότι C3 = 0 και την σχέση ακρίβειας (3.28).
Θεωρώντας ξανά τις συνοριακές συνθήκες για την f2(ρ) και b(ρ) έχουμε C1 = C2 = 1

2
και b0 = 4αβ. Επομένως στη συγκεκριμένη περίπτωση οι f(ρ) και b(ρ), μπορούν να
γραφτούν ώς (3.33) και (3.34) αντίστοιχα. Η συνάρτηση n(r) παραμένει μια αυθαίρετη
συνάρτηση του r και δεν καθορίζεται από τις υπόλοιπες εξισώσεις. Μπορεί κανείς να
δεί ότι η παραπάνω λύση ικανοποιεί όλες τις εξισώσεις (3.14)-(3.18).
Για τη δεύτερη περίπτωση θα αναλύσουμε απο την (3.19), τον όρο

3
(

f2 − 4α f ′2
)

− 4α

(

ṅ2 + nn̈+ 2
nṅ

r

)

= 0 . (3.46)

Η πρώτη παρένθεση της παραπάνω εξίσωσης εξαρτάται από το ρ, ενώ η δεύτερη από
το r. Επομένως κάθε ένας όρος θα πρέπει εν γένει να είναι ίσως με μία σταθερά κ.
Τότε έχουμε ότι

3
(

f2 − 4α f ′2
)

= κ , (3.47)

4α

(

2
nṅ

r
+ nn̈+ ṅ2

)

= κ , (3.48)

οι οποίες έχουν ώς λύση

f6(ρ) = C3 e
ρ

2
√

α +
κ

12C3
e

−ρ

2
√

α , (3.49)

n(r) =

√

C5 +
κ

12α
r2 +

C6

r
. (3.50)

Επιβάλλοντας τη συνθήκη f2(ρ = 0) = 1, έχουμε για την συνάρτηση f(ρ), όπως και
στην πρώτη περίπτωση των ΒΤΖ λύσεων, ότι

f6(ρ) = C3 e
ρ

2
√

α + C4 e
−ρ

2
√

α , (3.51)

όπου

C3 = ±
1 + ε

√

1 − κ
3

2
, (3.52)

C4 = ±
1 − ε

√

1 − κ
3

2
. (3.53)

Επιπλέον επιβάλλοντας τις συνθήκες b(0) = 0 και b′(0) = β παίρνουμε

b6(ρ) = ±2β
√
α sinh

(

ρ

2
√
α

)

. (3.54)

Εάν επαναπροσδιορίσουμε τις σταθερές C5 = −M , C6 = −ζ και l2 = 12
κ α, καταλλή-

γουμε σε μία ΒΤΖ μελανή οπή με έναν επιπλέον όρο, λύση η οποία αντιστοιχεί σε μία
ΒΤΖ μελανή οπή σύμμορφα συζευγμένη με ένα βαθμωτό πεδίο [97]

n(r) =

√

−M +
r2

l2
− ζ

r
. (3.55)
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω λύσεις στην εξίσωση (3.17) πέρνουμε την (3.28).
Χρησιμοποιώντας τη σχέση Λ5 = −6/L2 πέρνουμε την ακόλουθη ακριβή σχέση,
μεταξύ της κλίμακας μήκους του πενταδιάστατου AdS χώρου και του τρισδιάστατου
χώρου

L2 =
2κ l2

3
. (3.56)

Εύκολα μπορεί κανείς να δεί, ότι η παραπάνω λύση είναι συνεπής με τις εξισώσεις
(3.14)-(3.18). Ας συμειώσουμε ότι για κ = 3 παίρνουμε

f6(ρ) = ± cosh

(

ρ

2
√
α

)

, (3.57)

με l2 = 4α και L2 = 2 l2. Επίσης υπάρχει και μία σταθερή λύση της f(ρ) για την
οποία έχουμε

f7(ρ) = ±1 , (3.58)

n(r) =

√

−M +
r2

l2
− ζ

r
, (3.59)

b7(ρ) = 2β
√
α sinh

(

ρ

2
√
α

)

, (3.60)

Λ5 = − 1

4α
= − 3

l2
. (3.61)

Συνοψίζουμε τα αποτελέσματά μας στον ακόλουθο πίνακα.

n(r) f(ρ) b(ρ) −Λ5 Περιορισμοί

ΒΤΖ C1 e
ρ

2
√

α + C2 e
−ρ

2
√

α ∀b(ρ) 3
4α C1,2 =

1±
√

1−4 α

l2

2

ΒΤΖ cosh
(

ρ
2
√
α

)

2β
√
α sinh

(

ρ
2
√
α

)

3
4α -

ΒΤΖ cosh
(

ρ
2
√
α

)

2β
√
α sinh

(

ρ
2
√
α

)

3
4α l2 = 4α

ΒΤΖ ±1 1 sinh ( ρ) 3
l2

=
√

− 2Λ5
3+4αΛ5

∀n(r) cosh
(

ρ
2
√
α

)

2β
√
α sinh

(

ρ
2
√
α

)

3
4α -

√

−M + r2

l2
− ζ

r C1 e
ρ

2
√

α + C2 e
−ρ

2
√

α 2β
√
α sinh

(

ρ
2
√
α

)

3
4α C1,2 =

1±
√

1−4 α

l2

2
l2

α = 12
κ

√

−M + r2

l2
− ζ

r ±1 2β
√
α sinh

(

ρ
2
√
α

)

1
4α Λ5 = − 1

4α = − 3
l2

3.1.3 Εξισώσεις στη Μεμβράνη

Προκειμένου να ολοκληρώσουμε την ανάλυση των λύσεων μας, με την εισαγω-
γή της μεμβράνης, θα πρέπει να λύσουμε και τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες
μετάβασης, οι οποίες δίνονται από τις εξισώσεις του Einstein στη μεμβράνη (3.8),
χρησιμοποιώντας την επαγόμενη μετρική στη μεμβράνη η οποία δίνεται από τη σχέση
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(3.11). Στην περίπτωση όπου η συνάρτηση n(r) αντιστοιχεί σε μία ΒΤΖ μελανή οπή
(3.22), και η κοσμολογική σταθερά της μεμβράνης δίνεται από τη σχέση Λ3 = −1/l2,
βρήκαμε ότι ο τανυστής ενέργειας ορμής είναι μηδενικός. Επομένως η ΒΤΖ μελανή
οπή βρίσκεται στη μεμβράνη στο κενό.
Στην περίπτωση που η συνάρτηση n(r) είναι της μορφής (3.55), βρήκαμε τον

ακόλουθο τανυστή ενέργειας ορμής

T βα = diag

(

ζ

2r3
,
ζ

2r3
,− ζ

r3

)

, (3.62)

ο οποίος διατηρείται πάνω στη μεμβράνη, ▽βT
β
α = 0. Η ιδιότητα αυτή έχει μελετηθεί

στην [98] για πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2 στις έξι διαστάσεις. Παρόλ΄ αυ-
τά, φαίνεται ότι είναι μία ιδιότητα ανεξάρτητη από τις bulk διαστάσεις για τα πρότυπα
μεμβρανών συνδιάστασης - 2 με όρουςGauss-Bonnet τα οποία έχουν μία αξονικά συμ-
μετρική μετρική σαν την (3.2) με a2(x, ρ) = 1, και ικανοποιούν συνοριακές συνθήκες
μετάβασης ανάλογες με την (3.8).
Η μελανή οπή της μορφής (3.55) αντιστοιχεί σε μία ΒΤΖ μελανή οπή, σύμμορφα

συζευγμένη με ένα άμαζο βαθμωτό πεδίο [97]. Το βαθμωτό πεδίο δεν εισαγάγει ένα
ενεξάρτητο διατηρούμενο ρεύμα και γι΄ αυτό τον λόγο δεν εμφανίζεται στη μορφή
της μετρικής. Τροποποιεί μόνο τον τανυστή ενέργειας ορμής των τρισδιάστατων
εξισώσεων Einstein. Εάν υπολογίσουμε τον τανυστή ενέργειας ορμής στην [97], ο
οποίος είναι αναγκαίος για να υποστηρίξει μία τέτοια λύση και πάρουμε το όριο r/l <<
1, καταλλήγουμε στο ενδιαφέρον αποτέσμα, ότι συγκλίνει στη μορφή της σχέσης
(3.62), η οποία είναι αναγκαία για να έχουμε μία τέτοια μελανή οπή στην κωνική
μεμβράνη. ΄Ενας τρόπος για να καταλάβουμε αυτό το αποτέλεσμα, είναι ότι επειδή σε
αυτό το όριο το r είναι πολύ μικρό, η μελανή οπή είναι εντοπισμένη κοντά στην κωνική
ανωμαλία και επομένως οποιουδήποτε είδους ύλη θα πάρει μία διανεμητική μορφή
(distributional form), γύρω από αυτή την ανωμαλία. Ας σημειώσουμε επίσης ότι αυτή
η λύση είναι αποτέλεσμα της παρουσίας του όρου Gauss-Bonnet.Αν μηδενίσουμε τη
σταθερά σύζευξης του Gauss-Bonnet, τότε από τις σχέσεις (3.19) και (3.20) μπορεί
κανείς να δεί ότι μόνο η ΒΤΖ μελανή οπή αποτελεί λύση.

3.2 Μελανές Χορδές σε έξι διαστάσεις

Στη συγκεκριμένη εννότητα θα εξετάσουμε την ύπαρξη λύσεων μελανών χορδών
σε έξι διαστάσεις με κωνικές ανωμαλίες. Ξεκινώντας θα θεωρήσουμε μία δράση της
μορφής (3.1) αλλά σε έξι διαστάσεις,

S =
M4

6

2

{
∫

d6x

√

−g(6)
[

R(6) + α
(

R(6)2 − 4R
(6)
MNR

(6)MN +R
(6)
MNKLR

(6)MNKL
)]

+ r2c

∫

d4x

√

−g(4)R(4)

}

+

∫

d6xLbulk +

∫

d4xLbrane . (3.63)

΄Οπως και στη πενταδιάστατη περίπτωση, rc = M4/M
2
6 είναι η σταθερά κλίμακας

της επαγόμενης βαρύτητας, η οποία σηματοδοτεί το πέρασμα από την τετραδιάστατη,
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στην εξαδιάστατη βαρύτητα, M6 είναι η εξαδιάστατη μάζα Planck και M4 είναι η
τετραδιάστατη.
Η μετρική όπως και στην πενταδιάστατη περίπτωση έχει τη παρακάτω μορφή

ds26 = gµν(r, χ)dxµdxν + a2(r, χ)dχ2 + L2(r, χ)dξ2 , (3.64)

όπου τώρα µ = 0, 1, 2, 3 ενώ χ, ξ υποδηλώνουν την ακτινική και γωνιακή συντεταγ-
μένη αντίστοιχα, για τις δύο επιπλέον διαστάσεις (η κατεύθυνση χ μπορεί να είναι
συμπαγής ή όχι, ενώ η ξ συντεταγμένη κυμαίνεται από 0 έως 2π). Ας σημειώσουμε
ότι έχουμε υποθέσει αζιμουθιακή συμμετρία στο σύστημά μας, επομένως τόσο η επα-
γώμενη τετραδιάστατη μετρική, αλλά και οι συναρτήσεις a και L δεν εξαρτώνται από
το ξ.
Οι εξισώσεις του Einstein που αντιστοιχούν στην παραπάνω δράση είναι

G
(6)N
M + r2cG

(4)ν
µ gµMg

N
ν

δ(χ)

2πL
− αHN

M =
1

M4
6

[

−Λ6 + T
(B)N
M + T (br)ν

µ gµMg
N
ν

δ(χ)

2πL

]

,

(3.65)
όπου HN

M είναι ο εξαδιάστατος όρος της σχέσης (3.4).
Για να λάβουμε τις εξισώσεις πάνω στη μεμβράνη, αναπτύσσουμε τη μετρική κοντά

στη μεμβράνη ως
L(r, χ) = β(r)χ +O(χ2) , (3.66)

και όπως και στην πενταδιάστατη περίπτωση η συνάρτηση L συμπεριφέρεται σαν
L′(r, 0) = β(r). Οι συνοριακές εξισώσεις Einstein είναι

G(4)
µν

(

r2c + 8π(1 − β)α
)

|0 =
1

M4
6

T (br)
µν |0 + 2π(1 − β)gµν |0

+ πL(r, χ)Eµν |0 − 2πβαWµν |0 , (3.67)

όπου ο όρος
Eµν |0 = (Kµν − gµν K) |0 , (3.68)

εμφανίζεται λόγω της παρουσίας του όρου επαγόμενης βαρύτητας στη δράση, ενώ ο
όρος

Wµν |0 = gλσ∂χgµλ∂χgνσ|0 − gλσ∂χgλσ∂χgµν |0

+
1

2
gµν

[

(

gλσ∂χgλσ

)2
− gλσgδρ∂χgλδ∂χgσρ

]

∣

∣

∣

0
, (3.69)

είναι ο όρος Weyl λόγω της παρουσίας του όρου Gauss-Bonnet term στο bulk [66].
Η ενεργός τετραδιάστατη μάζα και κοσμολογική σταθερά δίνονται από

M2
P l = M4

6 (r2c + 8π(1 − β)α) , (3.70)

Λ4 = λ− 2πM4
6 (1 − β) , (3.71)

όπου λ είναι η τάση της μεμβράνης.
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Εάν απαιτήσουμε ότι ο χώρος στην εγγύτητα της κωνική ανωμαλίας είμαι ομαλός
(∂µβ = 0) τότε η (3.67) απλά καταλλήγει στην [66, 99]

G(4)
µν

(

r2c + 8π(1 − β)α
)

|0 =
1

M4
6

T (br)
µν |0 + 2π(1 − β)gµν |0 . (3.72)

3.2.1 Λύσεις Τύπου Μελανών Χορδών με καθαρή
κωνική ανωμαλία

Σε αυτή την υποεννότητα , κάνουμε την υπόθεση ότι η ανωμαλία κοντά στη θέση
της μεμβράνης είναι καθαρά κωνική. Επομένως, θα λύσουμε τις bulk εξισώσεις για
μία σταθερή ελλείπουσα γωνία β (∂µβ = 0). Θεωρούμε ότι η μετρική της μεμβράνης
είναι της μορφής

ds24 = −A(r)2dt2 +A(r)−2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dφ2 , (3.73)

όπου 0 ≤ r <∞ είναι η ακτινική συντεταγμένη, και το φ έχει τη συνήθη περιοδικότητα
(0, 2π). Θα εξετάσουμε την ύπαρξη λύσεων της μορφής των μελανών χορδών στις
εξισώσεις Einstein (3.65) χρησιμοποιώντας την εξαδιάστατη μετρική (3.64) στην
παρακάτω μορφή

ds26 = F 2(χ)
(

−A(r)2dt2 +A(r)−2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dφ2
)

+a2(r, χ)dχ2 + L2(r, χ)dξ2 . (3.74)

΄Οπως έχουμε ήδη σχολιάσει, ο χώρος πέρα από την κωνική ανωμαλία στον εγκάρσιο
δυσδιάστατο χώρο είναι ομαλός, επομένως απαιτούμε ότι και η συνάρτηση στρέβλωσης
F (χ) είναι επίσης ομαλή παντού. ΄Εχουμε σπάσει το γενικό τανυστή ενέργειας ορμής

του bulk T̃
(B)N
M σε μία κοσμολογική σταθερά Λ6 και έναν τανυστή ενέργειας ορμής

για το bulk T
(B)N
M . Επιπλέον υποθέτουμε για τη συνάρτηση a ότι a(r, χ) = 1. Τότε

από τις εξισώσεις του bulk

G
(6)
MN − αHMN =

1

M4
6

(

−Λ6 gMN + T
(B)
MN

)

, (3.75)

παίρνοντας το συνδιασμό rr− θθ και χχ− ξξ των εξισώσεων Einstein καταλλήγουμε
αντίστοιχα στις παρακάτω σχέσεις

(

Ȧ2 +AÄ− A2

r2
+

1

r2

)[

1 − 4α

(

L′′

L
+
F ′′

F
+
F ′L′

FL

)]

= 0 , (3.76)

(

F ′′ − F ′L′

L

)

[

1 − 2α

F 2

(

Ȧ2 +AÄ+
A2

r2
+ 4

AȦ

r
− 1

r2
+ 6F ′2

)]

= 0 . (3.77)

Οι χχ και ξξ συνιστώσες των εξισώσεων Einstein είναι

Gχχ = Tχχ ,

Gξξ = T ξξ , (3.78)
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και επομένως για να πάρουμε την (3.77) θα πρέπει να πάρουμε τη διαφορά Gχχ−Gξξ =

Tχχ − T ξξ , και αφού η μόνη επιπλέον ενεργειακή συνεισφορά στο bulk προέρχεται από
την κοσμολογική σταθερά, η ύλη στις δύο επιπλέον διαστάσεις θα πρέπει να ικανοποιεί

τη σχέση Tχχ = T ξξ .

3.2.2 Λύσεις των Bulk Εξισώσεων: Περίπτωση 1

Αρχικά θα θεωρήσουμε την

Ȧ2 +AÄ− A2

r2
+

1

r2
= 0 , (3.79)

η οποία έχει σαν λύση την

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

− ζ

r
, (3.80)

όπου L4 έιναι η κλίμακα μήκους του AdS4 χώρου, και ζ είναι μία ολοκληρωτική
σταθερά. Τότε η εξίσωση (3.77) παίρνει την παρακάτω μορφή

(

F ′′ − F ′L′

L

)[

1 − 12
α

F 2

(

1

L2
4

+ F ′2
)]

= 0 . (3.81)

Από την παραπάνω εξίσωση έχουμε δύο υποπεριπτώσεις:

• Υποπερίπτωση 1α: Στην πρώτη υποπερίπτωση έχουμε

F ′2 − F 2

12α
+

1

L2
4

= 0 . (3.82)

Αυτή η εξίσωση έχει την ακόλουθη λύση

F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α + C2 e
−χ

2
√

3α , (3.83)

όπου C1 και C2 είναι ολοκληρωτικές σταθερές, οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση
C1C2 = 3α/L2

4. Η συνάρτηση F (χ) είναι ομαλή και αν επιπλέον απαιτήσουμε
ότι στη θέση της μεμβράνης ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη F 2(χ = 0) = 1,
οι ολοκληρωτικές σταθερές μπορούν να εκφρασθούν με τη βοήθεια του α και
του L4 ως

C1 = ±
1 + ε

√

1 − 12 α
L2

4

2
,

C2 = ±
1 − ε

√

1 − 12 α
L2

4

2
, (3.84)

όπου το ε = ±1 ανεξάρτητα απο το ± πρόσημο στην C1 και C2. Επιπλέον
χρειαζόμαστε ∂χgµν |(χ=0) = 0, π.χ., ∂χF |(χ=0) = 0, επομένως C1 = C2 = 1

2
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και α =
L2

4
12 . ΄Ετσι, F (χ) = cosh

(

χ
L4

)

. Αντικαθιστώντας τις παραπάνω λύσεις

στις tt, rr, θθ, και φφ συνιστώσες των εξισώσεων Einstein καταλλήγουμε στη
σχέση ακρίβειας μεταξύ του α και Λ6

Λ6 = − 5

12α
= − 5

L2
4

. (3.85)

Λόγω του γεγονότος ότι η σταθερά α είναι θετική, ο εξαδιάστατος bulk χώρος
είναι Anti-de-Sitter. Επιπλέον έχουμε μία σχέση μεταξύ της εξαδιάστατης
κοσμολογικής σταθεράς Λ6 και της κλίμακας μήκους του AdS4 χώρου L4. Εάν
απαιτήσουμε οι εξισώσεις στο bulk να έχουν ώς λύση μία Schwarzschild-AdS
μελανή οπή (3.80) με ζ 6= 0, τότε η συνέπεια μεταξύ των εξισώσεων απαιτεί ότι
οι χχ και ξξ συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορμής νά έχουν τη μορφή

T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −6α ζ2

r6
1

F (χ)4
, (3.86)

με τις υπόλοιπες συνιστώσες να είναι μηδέν. Ας σημειώσουμε ότι εκτός της συ-
νάρτησης στρέβλωσης F (χ), οι παραπάνω συνιστώσες του τανυστή ενέργειας
ορμής δεν εξαρτώνται από το χ, αλλά μόνο από την ακτινική συνιστώσα πάνω
στη μεμβράνη. Θα ασχοληθούμε περεταίρω με αυτή την εξάρτηση στη συνέχεια
του κεφαλαίου.

• Υποπερίπτωση 1β: Στη δεύτερη υποπερίπτωση θεωρούμε ότι

F ′′ − F ′L′

L
= 0 , (3.87)

το οποίο σημαίνει ότι L(χ) = L0 F
′(χ). Σε κάθε περίπτωση καταλλήγουμε στα

ίδια συμπεράσματα με την υποπερίπτωση 1a Ωστόσο η συνάρτηση L(χ) δεν

είναι πλέον αυθέρετη και δίνεται από τη σχέση L(χ) = β L4 sinh
(

χ
L4

)

, όπου

χρησιμοποιήσαμε τις συνοριακές συνθήκες L(χ = 0) = 0 και L′(χ = 0) = β.

• Υπάρχουν επίσης δύο σταθερές λύσεις για την F (χ) για τις οποίες έχουμε

F (χ) = ±1, (3.88)

A(r) =

√

1 +
r2

L2
4

− ζ

r
, (3.89)

L(χ) = β
sinh (χ)

, (3.90)

γ =
1

L4

√

√

√

√

1 − L2
4

4α

1 − L2
4

12α

Λ6 = − 6

L2
4

(

1 − 2α

L2
4

)

(3.91)

ζ 6= 0 T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −6αζ2

r6
. (3.92)
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Η δεύτερη έχει το ίδιο F (χ) και A(r), όπως επίσης και τη σχέση T
(B)χ
χ =

T
(B) ξ
ξ , αλλά

L(χ) = β χ
sinh γ

γ
, (3.93)

T
(B) t
t = T (B) r

r = T
(B) θ
θ = T

(B)φ
φ =

3
(

4α− L2
4

)

L4
4

. (3.94)

3.2.3 Λύσεις των Bulk Εξισώσεων: Περίπτωση 2

Σε αυτή την εννότητα επιλέγουμε από την (3.76) την εξίσωση

1 − 4α

(

L′′

L
+
F ′′

F
+
F ′L′

FL

)

= 0 . (3.95)

• Υποπερίπτωση 2α: Αρχικά θεωρούμε από τη σχέση (3.77)

F ′′ − F ′L′

L
= 0 , (3.96)

το οποίο σημαίνει ότι L(χ) = L0 F
′(χ). Αν και αυτή η σχέση δεν αρκεί για να

λύσουμε την (3.95), υπάρχει μία εκθετική λύση και για τις δύο συναρτήσεις, η
οποία δίνεται από την

F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α + C2 e
−χ

2
√

3α , (3.97)

L(χ) = L0 F
′(χ) . (3.98)

Αντικαθιστώντας την παραπάνω λύση στις tt, rr, θθ, και φφ συνιστώσες των
εξισώσεων Einstein καταλλήγουμε σε μία σχέση ακρίβειας μεταξύ του α και
του Λ6,

Λ6 = − 5

12α
. (3.99)

Εάν επιλέξουμε, όπως έχουμε κάνει και προηγούμενα, C1C2 = 3α
L2

4
, τότε παίρ-

νουμε μία διαφορική εξίσωση για το A(r), η οποία έχει την ακόλουθη λύση

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

±
√

1 +
C3

L2
4

+
C4

L4
4

r , (3.100)

με τον περιορισμό ότι 12α = L2
4 ο οποίος συσχετίζει την 6-διάστατη κοσμολο-

γική σταθερά Λ6 με την κλίμακα μήκους του AdS4 χώρου L4 ώς Λ6 = − 5
L2

4
. Ε-

πομένως επιβάλοντας τις συνοριακές συνθήκες F 2(χ = 0) = 1 (∂χF |(χ=0) = 0
ικανοποιήται ίδη), L(χ = 0) = 0 και L′(χ = 0) = β έχουμε ότι F (χ) =

cosh
(

χ

2
√

3α

)

και L(χ) = 2
√

3αβ sinh
(

χ

2
√

3α

)

ικανοποιώντας όλες τις εξισώ-

σεις Einstein.
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• Υποπερίπτωση 2β: Στη συγκεκριμένη υποπερίπτωση θα θεωρήσουμε απο την
(3.77)

(

F 2 − 12αF ′2)− 2α

(

Ȧ2 +AÄ+
A2

r2
+ 4

AȦ

r
− 1

r2

)

= 0 , (3.101)

Ο πρώτος όρος είναι ουσιαστικά μία συνάρτηση του χ ενώ ο δεύτερος είναι
συνάρτηση του r. Επομένως, κάθε όρος θα πρέπει γενικά να είναι ίσως με μία
σταθερά κ. Τότε έχουμε ότι

F 2 − 12αF ′2 = κ , (3.102)

2α

(

Ȧ2 +AÄ+
A2

r2
+ 4

AȦ

r
− 1

r2

)

= κ , (3.103)

οι οποίες δίνουν

F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α + C2 e
−χ

2
√

3α , (3.104)

A2(r) = 1 +
2C3

r2
+
C4

r
+
κ r2

12α
, (3.105)

με C1C2 = κ
4 . Καμιά λύση δεν είναι δυνατόν να βρεθεί εκτός αν θέσουμε

Λ6 = − 5
12α . Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να λύσουμε την παρακάτω

διαφορική εξίσωση

−L(χ) +
√

3α







1 − κ
4C2

1
e

−χ√
3α

1 + κ
4C2

1
e

−χ√
3α






L′(χ) + 6αL′′(χ) = 0, (3.106)

η οποία έχει σαν λύση τη

L(χ) =
4C2

1 C5 e
χ√
3α

κ
2F1

[

1

2
, 2,

5

2
,−4C2

1

κ
e

χ√
3α

]

, (3.107)

όπου η 2F1 είμαι η υπεργεωμετρική συνάρτηση του δευτέρου είδους. Οι χχ και
ξξ συνιστώσες των εξισώσεων Einstein μας επιβάλουν ότι C1 = 0, αλλά σε
αυτή την περίπτωση δεν μπορούμε να έχουμε ∂χ gµν = 0. Αρα θα πρέπει να
ισχύει ότι C1 6= 0 και πρέπει να θεωρήσουμε ειδικές μορφές για τις χχ και ξξ
συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορμής, οι οποίες θα εξαρτώνται από το r
και το χ και οι οποίες δίνονται από την παρακάτω σχέση

T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −2α

(

40C2
3 + 24C3 C4 r + 3C2

4 r
2
)

r8
1

F (χ)4
. (3.108)
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Επιβάλλοντας τις συνοριακές συνθήκες F 2(χ = 0) = 1, L(χ = 0) = 0 και
L′(χ = 0) = β παίρνουμε

C1 = ±1 + ε
√

1 − κ

2
, (3.109)

C2 = ±1 − ε
√

1 − κ

2
, (3.110)

κ = β, (3.111)

C5 =
5
√

3αβ3

η2

(

5β 2F1

[

1

2
, 2,

5

2
,−η

2

β

]

− 2 η2
2F1

[

3

2
, 3,

7

2
,−η

2

β

]

)

, (3.112)

η = 1 +
√

1 − β.

Επιπλέον θα πρέπει να ισχύει ∂χF |(χ=0) = 0, επομένως C1 = C2 = 1
2 π.χ.

κ = 1 επιβάλλοντας ότι C5 = 0. ΄Ετσι δεν υπάρχει λύση.

• Υπάρχει επιπλέον μία σταθερή λύση για την F (χ) η οποία μας δίνει

F (χ) = ±1, (3.113)

A(r)2 = 1 +
r2

4α
−

√
3

12α

√

2 r4 − 3C4 r + 48α (α− C3), (3.114)

L(χ) = 2
√
αβ sinh

χ

2
√
α
, (3.115)

Λ6 = − 1

4α
. (3.116)

3.2.4 Μελανές Οπές πάνω στη Μεμβράνη

Προκειμένου να ολοκληρωθούν οι λύσεις μας παρουσία της μεμβράνης, θα πρέπει
να λύσουμε τις συνθήκες συμβολής, οι οποίες δίνονται από τις εξισώσεις Einstein πάνω
στη μεμβράνη (3.72) χρησιμοποιώντας την επαγόμενη μετρική πάνω στη μεμβράνη
(3.73).

Η εξίσωση (3.72) μπορεί να γραφεί σαν

T
(br) ν
µ |0
M6

4

=
(

r2c + 8π (1 − β) α
)

G(4) ν
µ |0 − 2π (1 − β) g νµ |0, (3.117)

Επιπλέον η (χχ) συνιστώσα του εξαδιάστατου τανυστή Einstein υπολογισμένη στο
χ = 0 δίνεται από

−1

2
R(4)|0 −

α

2

(

R(4) 2 − 4R(4) 2
µν +R

(4) 2
µνκλ

) ∣

∣

∣

0
=

1

M4
6

T (B)χ
χ |0 −

Λ6

M4
6

|0, (3.118)
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η οποία μας δίνει τη μορφή της (χχ) συνιστώσας του bulk τανυστή ενέργειας ορμής
υπό τη μορφή των ποσοτήτων της μεμβράνης

1

M4
6

T (B)χ
χ |0 = −1

2
R(4)|0 −

α

2

(

R(4) 2 − 4R(4) 2
µν +R

(4) 2
µνκλ

) ∣

∣

∣

0
+

Λ6

M4
6

|0. (3.119)

• Για την Υποπερίπτωση 1α έχουμε:

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

− ζ

r
,

F (χ) = cosh

(

χ

2
√

3α

)

,

Σε αυτή την περίπτωση η συνάρτηση L(χ) είναι αυθαίρετη, και έχουμε τον

ακόλουθο περιορισμό α =
L2

4
12 . Επιπλέον,

Λ6 = − 5

12α
= − 5

L2
4

, (3.120)

T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −6α ζ2

r6
1

F (χ)4
. (3.121)

Τότε η (3.119) είναι συνεπής με την (3.121) ενώ η (3.117) δίνει σαν αποτέλεσμα

T νµ
M4

6

= 3
r2c
L2

4

δνµ. (3.122)

• Για την Υποπερίπτωση 1β έχουμε:

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

− ζ

r
,

F (χ) = cosh

(

χ

L4

)

, (3.123)

L(χ) = β L4 sinh

(

χ

L4

)

, (3.124)

με τον περιορισμό α =
L2

4
12 και

Λ6 = − 5

12α
= − 5

L2
4

,

T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −6α ζ2

r6
1

F (χ)4
. (3.125)

Από τη (3.117) παίρνουμε
T ν

µ

M4
6

= 3 r
2
c

L2
4
δνµ ενώ οι (3.119) και (3.125) είναι συνε-

πείς.
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• Για την Υποπερίπτωση 2α ισχύει:

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

±
√

1 +
C3

L2
4

+
C4

L4
4

r,

F (χ) = cosh

(

χ

2
√

3α

)

,

L(χ) = 2
√

3αβ sinh

(

χ

2
√

3α

)

,

Λ6 = − 5

12α
= − 5

L2
4

,

Στη συγκεκριμένη περίπτωση οι (3.119) και (3.117) δίνουν αντίστοιχα, αρκετά
περίπλοκες εκφράσεις, εξαρτόμενες απο το r για τα Tχχ και T

µ
µ , όπως επίσης

και για τη λύση (3.113)-(3.116).

• Για την υποπερίπταση 2β δεν έχουμε καμιά λύση.

Τα αποτελέσματά μας συνοψίζονται στον πίνακα 3.1.

3.2.5 Λύσεις δίχως καθαρή κωνική ανωμαλία: Πε-
ρίπτωση ∂µβ 6= 0

Σε αυτή την ενότητα δεν θα θεωρήσουμε πλέον ότι στη περιοχή κοντά στη μεμ-
βράνη, ο εγκάρσιος δυσδιάστατος χώρος σχηματίζει μία κωνική ανωμαλία. Επομένως
γενικά θα θεωρίσουμε ότι ∂χ gµν 6= 0 με τη συνάρτηση β(r) να εξαρτάται απο το r.

Λύσεις Τύπου Μελανών Χορδών στις Bulk Εξισώσεις

Στη συγκεκριμένη περίπτωση ο συνδιασμός των rr − tt συνιστωσών των bulk
εξισώσεων (3.75) δίνει

rr − tt: − A2 L̈

r2 F 4 L

[

4α− 4αA2 + r2
(

F 2 − 4αF ′2 − 8αFF ′′)] . (3.126)

Εάν θέλουμε να διατηρήσουμε αυτή την παραγοντοποιημένη μορφή, μπορούμε να ε-
πιλέξουμε L̈ = 0, το οποίο όμως δεν πρόκειται να διευκολύνει την προσπάθειά μας.
Επομένως θα θεωρήσουμε εν γένει ότι L̈ 6= 0. Η δεύτερη πιθανότητα είναι να θεωρή-
σουμε την παράσταση μέσα στην αγκύλη ότι είναι ίση με μηδέν.

• Υποπερίπτωση 1: Θεωρούμε αρχικά ότι ο όρος στην αγκύλη της (3.126) είναι
ίσος με μηδέν. Επομένως θα έχουμε ότι T

(B) r
r = T

(B) t
t και πρέπει να λύσουμε

τις ακόλουθες εξισώσεις

4l2α− 4αA2 = −κr2, (3.127)

F 2 − 4αF ′2 − 8αFF ′′ = κ , (3.128)

49



3.2. Μελανές Χορδές σε έξι διαστάσεις

A2(r) F (χ) L(χ) −Λ6 Περιορισμοί & T (B)

1 + r2

L2
4
− ζ

r
cosh

(

χ

2
√

3α

)

∀L(χ) 5
12α

α =
L2

4

12
,

T χ
χ = T

ξ
ξ = − 6αζ2

r6F (χ)4

1 + r2

L2
4
− ζ

r
cosh

(

χ

2
√

3α

)

2
√

3αβ sinh
(

χ

2
√

3α

)

5
12α

α =
L2

4

12
,

T χ
χ = T

ξ
ξ = − 6αζ2

r6F (χ)4

1 + r2

L2
4
− ζ

r
±1 β

γ
sinh ( χ) 6

L2
4

(

1 − 2α
L2

4

)

= 1
L4

√

1−L2
4

4α

1− L2
4

12α

,

T χ
χ = T

ξ
ξ = −6αζ2

r6

1 + r2

L2
4
− ζ

r
±1 β

γ
χ sinh 6

L2
4

(

1 − 2α
L2

4

)

γ = 1
L4

√

1−L2
4

4α

1− L2
4

12α

,

T χ
χ = T

ξ
ξ = −6αζ2

r6
,

T t
t = T r

r = T θ
θ =

= T
φ
φ =

3(4α−L2
4)

L2
4

(3.100) cosh
(

χ

2
√

3α

)

2
√

3α β sinh
(

χ

2
√

3α

)

5
12α

α =
L2

4

12

(3.114) ±1 2
√

α β sinh
(

χ
2
√
α

)

1
4α

α =
L2

4

4

Πίνακας 3.1: Λύσεις Τύπου Μελανών Χορδών σε Εξαδιάστατα Πρότυπα Μεμ-
βρανών Συνδιάστασης-2

όπου κ είναι μία σταθερά. Τότε οι λύσεις είναι τις μορφής

A2(r) = 1 +
κ

4α
r2, (3.129)

F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α + C2 e
−χ

2
√

3α , (3.130)

με κ = 4C1 C2
3 . Εάν επαναπροσδιορίσουμε ότι 4α

κ = L2
4 παίρνουμε

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

, (3.131)

F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α + C2 e
−χ

2
√

3α with C1 C2 =
3α

L2
4

. (3.132)

Σε αυτή την περίπτωση όλες οι bulk Einstein εξισώσεις ικανοποιούνται για
Λ(6) = − 5

12α χωρίς ύλη στο bulk. Επιπλέον εάν απαιτήσουμε ότι στη θέση
της μεμβράνης ισχύει η συνοριακή συνθήκη F 2(χ = 0) = 1, οι ολοκληρωτικές
σταθερές μπορούν να εκφρασθούν όπως και στην υποπερίπτωση 1a με σταθερή
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ελλείπουσα γωνία, σε σχέση με το α και το L4

C1 = ±
1 + ε

√

1 − 12 α
L2

4

2
,

C2 = ±
1 − ε

√

1 − 12 α
L2

4

2
, (3.133)

όπου ε = ±1 ανεξάρτητα απο το ± πρόσημο στο C1 και το C2. Επιπλέον, η
συνάρτηση L(r, χ) είναι αυθαίρετη.

• Υποπερίπτωση 2: Εν συνεχεία θα θεωρήσουμε ότι η παραγωντοποιημένη εξί-
σωση (3.126), δεν είναι ίση με μηδέν (π.χ. T

(B) r
r 6= T

(B) t
t ) κάνοντας έτσι τις

bulk εξισώσεις Einstein να μην είναι εν γένει επιλύσημες. Ωστόσο εάν υποθέ-
σουμε ότι η συνάρτηση A(r) έχει την ίδια μορφή όπως και στις προηγούμενες
υποπεριπτώσεις (1α) και (1β),

A2(r) = 1 +
r2

L2
4

− ζ

r
, (3.134)

τότε ο συνδιασμός θθ − tt και χχ − ξξ των bulk εξισώσεων (3.75), μπορεί
αντίστοιχα να παραγοντοποιηθεί ως

θθ − tt :

(

2l2r − 3ζ
)

L̇
[

8αζL2
4 + 4αr3 + r3L2

4

(

4αF ′2 + 8αFF ′′ − F 2
)]

2r5L2
4F

4L

−12αζrL̈ (r3 + l2L2
4r − L2

4ζ)

2r5L2
4F

4L
, (3.135)

χχ− ξξ :
(

12α − L2
4F

2 + 12αL2
4F

′2)×

×

[

L̇
(

4r3 + 2l2L2
4r − ζL2

4

)

+ r L̈
(

r3 + L2
4 r l

2 − ζ L2
4

)

+ 4r2L2
4F (F ′L′ − F ′′L)

]

r2L4
4F

4L
,

(3.136)
όπου η τελεία υποδηλώνει παράγωγο ως προς r. Ας σημειώσουμε εδώ ότι στον
θθ− tt συνδιασμό ο πρώτος όρος στην αγκύλη δεν μπορεί ποτέ να είναι μηδέν,
ενώ ο δεύτερος δεν μπορεί να λυθεί αναλυτικά. Επομένως εδώ έχουμε T rr 6= T θθ .
Στον χχ− ξξ συνδιασμό, ο δεύτερος όρος στην αγκύλη, επίσης δεν μπορεί να
λυθεί αναλυτικά. ΄Αρα ο μόνος όρος ο οποίος μπορεί να μηδενιστεί, ούτος ώστε
να διατηρήσουμε αυτή την παραγοντοποιημένη μορφή, είναι η πρώτη αγκύλη

(3.136). Τότε έχουμε ότι F (χ) = C1 e
χ

2
√

3α +C2 e
−χ

2
√

3α με C1C2 = 3α
L2

4
. Τέλος

οι bulk εξισώσεις Einstein ικανοποιούνται για  L(6) = − 5
12α και ζ = 0, εκτός
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αν έχουμε τον ακόλουθο bulk τανυστή ενέργειας ορμής

T
(B) t
t = −T (B) θ

θ = −T (B)φ
φ =

2αζ

r5LF 4

×
[

(

3ζ − 2l2r
)

L̇+ 2r2L̈

(

l2 +
r2

L2
4

− ζ

r

)]

, (3.137)

T (B) r
r =

2αζ

r5LF 4

(

3ζ − 2l2r
)

L̇ , (3.138)

T (B)χ
χ = T

(B) ξ
ξ = −6α ζ2

r6
1

F (χ)4
. (3.139)

Επιπλέον εάν απαιτήσουμε στη θέση της μεμβράνης τη συνοριακή συνθήκη
F 2(χ = 0) = 1, οι ολοκληρωτικές σταθερές μπορούν να εκφρασθούν όπως και
στην (3.133). Επιπλέον η συνάρτηση, L(r, χ) είναι αυθαίρετη.

3.2.6 Μελανές Οπές Πάνω στη Μεμβράνη

Προκειμένου να ολοκληρώσουμε τη μελέτη με την είσοδο της μεμβράνης, θα πρέπει
να λύσουμε τις αντίστοιχες εξισώσεις συμβολής οι οποίες δίνοντα από τις εξισώσεις
Einstein πάνω στη μεμβράνη (3.67), χρησιμοποιώντας την επαγόμενη μετρική στη
μεμβράνη (3.73). Η εξίσωση (3.67) μπορεί να γραφεί ως

T
(br) ν
µ |0
M6

4

=
(

r2c + 8π(1 − β)α
)

G(4)µ
ν |0 − 2π(1 − β)δµν |0

− πL(r, χ)Eµν |0 + 2πβαW µ
ν |0. , (3.140)

Επιπλέον η (χχ) συνιστώσα του εξαδιάστατου τανυστή Einstein υπολογισμένη στο
χ = 0 δίνεται, υπό τη μορφή των ποσοτήτων της μεμβράνης, ως

1

M4
6

T (B)χ
χ

∣

∣

∣

0
= −1

2
R(4)

∣

∣

∣

0
− α

2

(

R(4) 2 − 4R(4) 2
µν +R

(4) 2
µνκλ

) ∣

∣

∣

0

− K ′

4

∣

∣

∣

0
− 1

8
Kν
µK

µ
ν |0 +

g′L′

4gL

∣

∣

∣

0
+

▽(4)
µ ∂µL

L

∣

∣

∣

0
+

Λ6

M4
6

∣

∣

∣

0
. (3.141)

Στην παραπάνω σχέση έχουμε

K ′

4

∣

∣

∣

0
= 2

(

F ′′

F
− F ′2

F 2

)

∣

∣

∣

0
(3.142)

1

8
Kν
µK

µ
ν |0 = 2

F ′2

F 2

∣

∣

∣

0
, (3.143)

g′L′

4gL

∣

∣

∣

0
=

F ′L′

2FL

∣

∣

∣

0
, (3.144)

▽(4)
µ ∂µL

L

∣

∣

∣

0
=

1

F 2 L

[

2L̇

(

A2

r
+AȦ

)

+A2L̈

]

∣

∣

∣

0
, (3.145)
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απ΄ όπου μπορούμε να δούμε ότι απαιτώντας το L(r, χ = 0) = 0, όλοι οι όροι είναι
ομαλοί εκτός από τον (3.144) ο οποίος έχει μία 1

χ συνεισφορά. Η εν λόγω συνεισφορά

μπορεί να αποφευχθεί εάν F ′|0 = 0, έτσι α =
L2

4
12 , για παράδειγμα εάν το β είναι

σταθερό. ΄Ενας άλλος τρόπος, που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ώστε να γίνει
η σχέση (3.141) ομαλή, είναι να θεωρήσουμε μόνο την Gauss Bonnnet περίπτωση,
χωρίς τον όρο επαγόμενης βαρύτητας στη δράση. Σε αυτή την περίπτωση οι bulk
λύσεις είναι ακριβώς οι ίδιες και επιπλέον δεν έχουμε τη συνεισφορά των (3.142)-
(3.145) στην (3.141) η οποία παίρνει την μορφή της (3.119). Τότε και για τις δύο

υποπεριπτώσεις 1 και 2 εάν θέλουμε να ταιριάξουμε την T
(B)χ
χ συνιστώσα της bulk

λύσης, με αυτήν τη οποία προκύπτει από την (3.141), θα πρέπει να ισχύει η παρακάτω

σχέση α = λ2

12 , η οποία μας δίνει την περίπτωση κατα την οποία το β είναι σταθερό.
Επομένως η σχέση (3.141) μεταξύ του bulk και της μεμβράνης ποσοτικοποιεί την
ελλειπουσα γωνία να είναι σταθερή, ώστε στην περιοχή κοντά στην κωνική ανωμαλία
ο χώρος να είναι ομαλός.

3.3 Ο ρόλος του όρου Gauss-Bonnet

Είναι γνωστό ότι από μία Ricci flat (D−1)-διάστατη λύση, μπορούμε να παράγου-
με μία D-διάστατη λύση, η οποία να ικανοποιεί τις D-διάστατες Ricci flat εξισώσεις
Einstein [15], [16],[100]. Η διαδικασία αυτή μπορεί να εφαρμοστεί και στην περίπτωση
που έχουμε μίαD-διάστατη αρνητική κοσμολογική σταθερά στο bulk. Το αποτέλεσμα
αυτό χρησιμοποιήθηκε στην [17], ούτος ώστε να κατασκευασθεί μία πενταδιάστατη
μελανή χορδή σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 1.
Εάν έχουμε έναν όρο Gauss-Bonnet στο bulk, τότε το αποτέλεσμα αλλάζει δρα-

ματικά [29, 101]. Στην πενταδιάστατη περίπτωση, η συνέπεια των τετραδιάστατων εξι-
σώσεων Einstein επιβάλλουν ότι η προβολή του τετραδιάστατου όρου Gauss-Bonnet
πάνω στη μεμβράνη είναι μία σταθερή ποσότητα [29] 1. Αυτό υπονοεί ότι δεν θα μπο-
ρούσαν να υπάρχουν λύσεις μελανών χορδών της μορφής [17], με έναν όρο Gauss-
Bonnet στο bulk, σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 1.
Στα πρότυπα συνδιάστασης - 2, υπάρχει μία σχέση η οποία συνδέει την προβολή

του όρου Gauss-Bonnet πάνω στη μεμβράνη, με τις συνιστώσες του τανυστή ενέρ-
γειας ορμής στο bulk, οι οποίες αντιστοιχούν στις επιπλέον διαστάσεις [99]. Σε έξι
διαστάσεις αυτή παίρνει την παρακάτω μορφή

−1

2
R(4)|0 −

1

2
α
(

R(4) 2 − 4R(4) 2
µν +R

(4) 2
µνκλ

) ∣

∣

∣

0
=

1

M4
6

T (B)χ
χ |0 −

Λ6

M4
6

|0 . (3.146)

΄Ολες οι bulk λύσεις θα πρέπει να ικανοποιούν αυτή τη σχέση η οποία δρα ως σχέση
συνέπειας. Παρά το γεγονός ότι στις τέσσερεις διαστάσεις ο όροςGauss-Bonnet είναι
ένας τοπολογικά αναλλοίωτος όρος, όταν προβάλλεται πάνω στη μεμβράνη, αφήνει το

1Μία παρόμοια σχέση, η οποία επιτεύχθηκε στην [29] και εμπεριέχει τον όρο Gauss-
Bonnet παρουσιαστηκε στην [102] σε ένα διαφορετικό πλαίσιο.
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3.3. Ο ρόλος του όρου Gauss-Bonnet

ίχνος του μέσω της παραπάνω σχέσης. Για την Schwarzschild-AdS λύση της μορφής
(3.80) το τετράγωνο του τανυστή Riemann έχει ως εξής

R2
µνκλ =

192ζ2e
4χ

L4

(1 + e
2χ

L4 )4r6
+

60

L4
4

, (3.147)

ενώ το βαθμωτό Ricci και ο τανυστής Ricci είναι σταθερές ποσότητες. Επομένως αν

θέλουμε να ισχύει η σχέση (3.146), bulk τανυστής ενέργειας ορμής T
(B)χ
χ |0 πρέπει

να έχει μία συμπεριφορά της μορφής 1/r6 με τους σωστούς πάντα συντελεστές. Αυτό
είναι ακριβώς που συμβαίνει αν πάρουμε υπ’οψην μας το αποτέλεσμα (3.86). Επιπλέον
είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε οτι η σχέση (3.146) ικανοποιείται, αφού αντικαταστή-
σουμε τις αντίστοιχες ποσότητες. Επομένως η παρουσία του όρου Gauss-Bonnet στο
bulk, ο οποίος δρά ως μία μορφή πηγής, λόγω τις αποκλείνουσας φύσης του, επιβάλλει
τη μορφή της ύλης η οποία πρέπει να εισαχθεί στο bulk, έτσι ώστε να υποστηρίζεται
μία λύση μελανής οπής στη μεμβράνη. 2.
Στην την πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση, όπου πάνω στην μεμβράνη έχουμε μία

Schwarzschild-AdS μελανή οπή, βρήκαμε ότι πρέπει να έχουμε μία μη συμβατική μορ-
φή ύλης στις επιπλέον δύο διαστάσεις η οποία δίνεται από τη σχέση (3.86). Αυτές οι
συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορμής εξαρτώνται από την ακτινική απόσταση, r
πάνω στη μεμβράνη αλλά και από την ακτινική απόσταση χ του εγκάρσιου δυσδιάστα-
του χώρου, μέσω της συνάρτησης F (χ). Επομένως εάν μετακινηθούμε μακρυά από
τη μεμβράνη (για μεγάλα χ), λόγω της μορφής της συνάρτησης στέβλωσης (Πίνακας
2), ο τανυστής ενέργειας ορμής αποσυνδέεται. Αυτό σημαίνει ότι πάνω στη μεμβράνη
έχουμε μία κανονική τετραδιάστατη βαρύτητα χωρίς διορθώσεις, οι οποίες να προέρ-
χονται από το bulk. Σε αντίθεση, κοντά στη μεμβράνη ο 1/r6 κυριαρχεί (η συνάρτηση
στρέβλωσης είναι μία σταθερά) μεταβάλοντας έντονα το τετραδιάστατο περιεχόμενο
της βαρύτητας στη μεμβράνη.
Στις πέντε διαστάσεις ισχύει μία παρόμοια σχέση με (3.146). Τότε, εάν χρησιμο-

ποιήσουμε τη λύση της τρισδιάστατης μελανής οπής του Πίνακα 1, η αντίστοιχη σχέση
ικανοποιείται ταυτοτικά. Ο λόγος είναι ότι η μελανή οπή ΒΤΖ δεν έχει μία ανωμαλία
στο r = 0 [104] και επομένως όλα τα αναλλοίωτα καμπυλότητας τα οποία εμφανίζον-
ται στην εν λόγω σχέση είναι σταθερές. Επιπλέον η μελανή οπή ΒΤΖ δεν χρειάζεται
μάζα στο bulk [105]. ΄Ετσι η αντίστοιχη σχέση της (3.146) στις πέντε διαστάσεις,
ικανοποιείται άμμεσα, επιτρέποντας ουσιαστικά την ύπαρξη λύσεων μελανών χορδών
σε πενταδιάστατα πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2, με έναν όρο Gauss-Bonnet
στο bulk.
Στην περίπτωση της ΒΤΖ μελανής οπή, σύμμορφα συζευγμένης μέ ένα βαθμωτό

πεδίο, η εξέταση πρέπει να γίνει με περισσότερη προσοχή. Η συγκεκριμένη μελανή
οπή έχει μία 1/r συμπεριφορά, και επομένως ένα μη σταθερό βαθμωτό Krestsch-
mann, το οποίο είναι ανάλογο με 1/r6. Αυτό σημαίνει ότι αν θέλουμε να ισχύει η
εν λόγω σχέση, ο συνδιασμός του τετραγώνου του τρισδιάστατου βαθμωτού Ricci

2Μελανές οπές σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης -2 έχουν εξετασθεί επίσης στο πλαί-
σιο της [103].
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και του τετραγώνου του τανύστη Ricci, θα πρέπει να είναι επίσης ανάλογα με 1/r6,
με τους κατάλληλους πάντα συντελεστές. Τις συγκεκριμένες ποσότητες, μπορούμε
να τις υπολογίσουμε αφού λύσουμε τις τρισδιάστατες εξισώσεις Einstein στη μεμ-
βράνη (3.67). Στη συγκεκριμένη περίπτωση, μια μη συμβατική μορφή ύλης θα πρέπει
να εισαχθεί, αυτή τη φορά στη μεμβράνη και είναι αυτό ακριβώς που συμβαίνει όπως
επιβεβαιώθηκε στην [105] (σχέση (3.62) ).
Στην εν λόγω περίπτωση, η ύλη που χρειάζεται ώστε να αποκτήσουμε μία τέτοια

μελανή οπή πάνω στη μεμβράνη, αντστοιχεί σε ένα βαθμωτό πεδίο σύμμορφα συζευγ-
μένο με την ΒΤΖ μελανή οπή. Στις έξι διαστάσεις δεν είναι ξεκάθαρο σε τι είδους
ύλη αντιστοιχεί ο τανυστής ενέργειας ορμής τον οποίο βρήκαμε, ώστε να έχουμε μία
Schwarzschild-AdS μελανή οπή στη μεμβράνη.

3.4 Συμπεράσματα

Στις παραπάνω παραγράφους μελετήσαμε λύσεις μελανών οπών, εντοπισμένες πά-
νω σε μεμβράνες σε πρότυπα συνδιάστασης - 2 και την επέκτασή τους σε ένα AdS
bulk. Η έρευνα επικεντρώθηκε για πρότυπα σε πέντε και έξι διαστάσεις. Για να
αναπαράγουμε τις εξίσωσεις του Einstein πάνω στη μεμβράνη, είναι αναγκαίο να συμ-
περιλάβουμε και έναν όρο Gauss-Bonnet στη δράση. Επιπρόσθετα θεωρήσαμε στη
δράση μας και έναν επαγόμενο όρο βαρύτητας της μεμβράνης.
Στην πενταδιάστατη περίπτωση, βρήκαμε μία τρισδιάστατη ΒΤΖ μελανή οπή στη

μεμβράνη, με τη λύση να επεκτείνεται επίσης και στον εγκάρσιο χώρο, σχηματίζοντας
μία μελανή χορδή. Επιπρόσθετα μεταξύ άλλων λύσεων, βρήκαμε και μία λύση στη
μεμβράνη, η οποία αντιστοιχεί σε μία ΒΤΖ μελανή οπή, σύμμορφα συζευγμένη με
ένα βαθμωτό πεδίο. Ωστόσο για να είμαστε συνεπείς με την ακριβή τρισδιάστατη
περιγραφή θα πρέπει η θεώρηση του βαθμωτού πεδίου να γίνει για μικρές ακτινικές
αποστάσεις.
Για την εξαδιάστατη περίπτωση βρήκαμε μία τετραδιάστατη μελανή οπή στη μεμ-

βράνη, με τη λύση και πάλι να επεκτείνεται στον εγκάρσιο χώρο. Σε αυτή την πε-
ρίπτωση όμως, λόγω του μη σταθερού βαθμωτού Kretsmann θα πρέπει να έχουμε
μία μη συμβατική μάζα στον εγκάρσιο χώρο ώστε να αντισταθμίσει την παρουσία
της μελανής οπής στη μεμβράνη. Τέλος επεκτείναμε τη μελέτη μας και σε πρότυπα
συνδιάστασης - 2, στα οποία η ελλείπουσα γωνία είναι μη σταθερή.
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Κεφάλαιο 4

Διαταραχες σε Μελανές
Χορδές Συνδιάστασης - 2

΄Εχοντας μελετήσει στα δύο προηγούμενα κεφάλαια, τις λύσεις μελανών χορδών
σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2 στις πέντε και έξι διαστάσεις, θα συνεχί-
σουμε εστιάζοντας στην μελέτη της ευστάθειας της πενταδιάστατης μελανής χορδής,
η οποία διεξήχθει στην [107]. Γενικότερα η μελέτη των μελανών οπών σε πρότυπα
με επιπλέον διαστάσεις έχει εξετασθεί επαρκώς στην [108], ενώ παράλληλα η κατα-
νόηση τις ευστάθειας των μελανών χορδών και μελανών δακτυλίων (black rings) έχει
βελτιωθεί σημαντικά [30, 31].

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο πέρα από το θέμα της ευστάθειας της πενταδιάστατης
μελανής χορδής σε ένα πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2 με όρους Gauss-Bonnet
στο bulk, θα μας αποσχολήσει γενικότερα το εν λόγο ζήτημα για θεωρίες βαρύτητας
με επιπλέον όρους καμπυλότητας στη δράση. Στην περίπτωση των προτύπων μεμ-
βρανών συνδιάστασης - 1, η επέκταση μίας μελανής οπής Schwarzschild στο bulk
μελετήθηκε στην [17]. Η έρευνα για την ευστάθεια της λύσης έδειξε ότι είναι α-
σταθής, κάτω από κλασικές γραμμικές διαταραχές της μετρικής [18, 19, 20]. Μία
χαμηλοδιάστατη εκδοχή μίας τρισδιάστατης μελανής οπής σε ένα πρότυπο μεμβρανών
συνδιάστασης - 1 θεωρήθηκε στην [109]. Η θερμοδυναμική μελέτη για την ευστάθεια
της λύσης έδειξε ότι η συγκεκριμένη μελανή χορδή παραμένη σε μία ευσταθή κατά-
σταση, εφόσσον το εγκάρσιο προς τη μεμβράνη μήκος της είναι συγκρίσιμο με με την
ακτίνα του AdS χώρου. Πάνω από αυτό το όριο η λύση γίνεται ασταθής, λόγο της
αστάθειας Gregory-Laflamme [18, 19], με αποτέλεσμα να έχουμε εντοπισμένες ΒΤΖ
μελανές οπές πάνω στη μεμβράνη. Επιπρόσθετα η μελέτη των ΒΤΖ μελανών χορδών
σε πρότυπα συνδιάστασης - 1 εξετάσθηκε και στην [110]

΄Ενας τρόπος για να μελετήσουμε την ευστάθεια είναι και η εύρεση των ιδιοτιμών
του τελεστή Lichnerowicz για μία δεδομένη διαταραχή της μετρικής. Στη συνέχεια
του κεφαλαίου θα εξάγουμε την τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz υπό την παρου-
σία όρων Gauss-Bonnet. Θα κάνουμε εφαρμογή της μεθόδου στην περίπτωση μίας
εξαδιάστατης σφαιρικά συμμετρικής μελανής οπής της θεωρίας Gauss-Bonnet, επα-
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ναπροσδιορίζοντας τα αποτελέσματα της [111], για τις διαταραχές τανυστικού τύπου
(tensor perturbations).

Ακολούθως θα χρησιμοποιήσουμε την τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz για
τη μελέτη των γραμμικών διαταραχών της πενταδιάστατης μελανής χορδής σε ένα
πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2 [105], μακρυά από το όριο Chern-Simons. Θα
δούμε ότι η γνώση της εξίσωσης Lichnerowicz μπορεί να μας δώσει σημαντικές πλη-
ροφορίες σχετικά με την ευστάθεια ενός συστήματος το οποίο χαρακτηρίζεται από
αρκετά πολύπλοκες συζευγμένες διαφορκές εξισώσεις. Στην περίπτωση όπου έχου-
με πρότυπα συνδιάστασης - 2, η μελανή χορδή μπορεί να επεκταθεί σε δύο επιπλέον
εγκάρσιες διαστάσεις, επομένως διαισθητικά κανείς θα περίμενε ότι οι διαταραχές της
μετρικής θα έχουν πολύ πιο σοβαρά προβλήματα από ότι οι συμβατικές μελανές χορδές
σε πρότυπα συνδιάστασης - 1, στα οποία έχουμε μία επιπλέον εγκάρσια διάσταση.

Κατα την ανάλυση που θα ακολουθήσει θα δούμε ότι οι τανυστικές διαταραχές
(tensor perturbations) της τροποποιημένης εξίσωσης Lichnerowicz, λόγω των συμ-
μετριών της μελανής χορδής για το πρότυπο συνδιάστασης - 2, δεν μπορούν να μας
δώσουν κάποια πληροφορία, υποδεικνύοντάς μας ότι είτε δεν έχουμε τανυστικούς
βαθμούς ελευθερίας στο σύστημά μας, είτε ότι είμαστε αντιμέτωποι με ένα πρόβλημα
ισχυρής σύζευξης. Για τις διανυσματικές διαταραχές (vector perturbations) θα δούμε
ότι έχουμε ένα εκφυλισμό των συνιστωσών στο bulk, ενώ παράλληλα δεν θα μπορέ-
σουμε να εξάγουμε κάποια πληροφορία για τη μεμβράνη. Το γεγονός αυτό θα μας
οδηγήσει στο συμπέρασμα ότι έχουμε ασταθείς συνιστώσες. Για να υπολογίσουμε
τις βαθμωτές διαταραχές (scalar perturbations) θα εφαρμόσουμε την τροποποιημέ-
νη εξίσωση Lichnerowicz, στο βαθμωτό μέρος των διαταραχών της μετρικής. Λόγω
της μορφής της μετρικής της μελανής χορδής, τα αποτελέσματα είναι τα ίδια με το
να εξετάσουμε την ευστάθεια της λύσης μέσω της εξίσωσης Klein-Gordon. Και οι
δύο μέθοδοι υποδεικνύουν την ευστάθεια του συστήματος κάτω από τις εν λόγω
διαταραχές.

Μία επιπλέον πληροφορία που μπορούμε να πάρουμε μέσω της τροποποιημένης
εξίσωσης Lichnerowicz, είναι η συμπεριφορά της λύσης κοντά στο όριο Chern-Simons.
Στη θεωρία Gauss-Bonnet έχουμε δύο κλάδους σφαιρικά συμμετρικών λύσεων στο
κενό: τον Schwarzschild-AdS κλάδο (γνωστό και ως το όριο Einstein) και τον κλάδο
χορδών (γνωστό και ως το όριο Gauss-Bonnet) [115]. Οι δύο κλάδοι συγκλίνουν
στό όριο Chern-Simons, κατα το οποίο η θεωρία γίνεται ισχυρά συζευγμένη. ΄Οπως
θα δούμε και στην περίπτωσή μας το όριο Chern-Simons κάνει αισθητή την παρουσία
του μέσω ενός συντελεστή στις εξισώσεις διαταραχών. Το όριο κατα το οποίο αυτός
ο συντελεστής μηδενίζεται είναι ακριβώς το σημείο ένδειξης του προβλήματος ισχυρής
σύζευξης, το οποίο και σηματοδοτεί την αδυναμία εφαρογής οποιασδήποτε μεθόδου
διαταραχών.

Η δομή του κεφαλαίου έχει ώς εξής: Στην πρώτη παράγραφο παρουσιάσουμε το
γενικό φορμαλισμό για τις γραμμικές διαταραχές της μετρικής και θα εξάγουμε την
εξίσωση Lichnerowicz. Στην δεύτερη παράγραφο θα επεκτείνουμε τον φορμαλισμό
εισάγοντας και τον επιπλέον όρο Gauss-Bonnet, καταλλήγοντας σε μία τροποποιη-
μένη εξίσωση Lichnerowicz, όπου λόγω της παρουσίας του όρου Gauss-Bonnet έ-
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χουμε την εμφάνιση επιπλέον όρων. Ακολούθως στην τρίτη παράγραφο θα κάνουμε
εφαρμογή της μεθόδου σε μία σφαιρικά συμμετρική λύση της θεωρίας Gauss-Bonnet.
Στις παραγράφους τέσσερα έως και επτά θα ασχοληθούμε με τις βαθμωτές (scalar),
διανυσματικές (vector) και τανυστικές (tensor) διαταραχές της μελανής χορδής στο
πενταδιάστατο πρότυπο συνδιάστασης - 2 και τέλος θα κλείσουμε το κεφάλαιο με τα
συμπεράσματά μας.

4.1 Τελεστής Lichnerowitz

Σε αυτή την εννότητα θα μελετήσουμε τον γενικό φορμαλισμό των γραμμικών
διαταραχών της μετρικής και θα εξάγουμε την D-διάστατη εξίσωση Lichnerowitz
[20]. Με έναυσμα αυτή την εξίσωση, στη συνέχεια του κεφαλαίου θα εξάγουμε την
τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowitz, υπό την παρουσία του όρου Gauss-Bonnet.

4.1.1 Γενικός φορμαλισμός γραμμικών διαταραχών
της μετρικής

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μία D-διάστατη πολλαπλότητα (B, g̃). Η μελέτη της
ευστάθειας μιας λύσης των εξισώσεων Einstein, μπορεί να αναχθεί στην αναζήτηση
και λύση, μιας συνήθους διαφορικής εξίσωσης, της μορφής μίας εξίσωσης Schrödin-
ger,την οποία θα ονομάσουμε εξίσωση Lichnerowicz. Αυτό σημαίνει οτι θα πρέπει να
καθορίσουμε το φάσμα των λύσεων του τελεστή Lichnerowicz χρησιμοποιώντας συμ-
μετρικά τανυστικά πεδία, τα οποία ικανοποιούν συγκεκριμένες συνθήκες (transverse,
traceless symmetric tensor fields) στην πολλαπλότητα B. Θα εξετάσουμε αρχικά το
γενικό φορμαλισμό και στη συνέχεια θα επεκταθούμε και στην περίπτωση που έχουμε
και όρους Gauss-Bonnet. Θα ξεκινήσουμε από τον ορισμό του τανυστή Riemann,
σύμφωνα με την [33],

∇C∇DT
A −∇D∇CT

A = RABCDT
B (4.1)

και θα υποθέσουμε την ακόλουθη γραμμική διαταραχή σε ένα D-διάστατο υπόβαθρο
ḡMN

gMN = ḡMN + ε hMN , (4.2)

όπου οι Λατινικοί κεφαλαίοι χαρακτήρεςM , N παίρνουν τιμές στον D-διάστατο χώρο
και όλες οι μη διαταραχόμενες ποσότητες μπορούν να γραφούν ως X̄ . Επιπλέον θα
αναλύσουμε τον τανυστή Ricci και τον D-διάστατο τανυστή ενέργειας ορμής TMN

αντίστοιχα ως εξής

RMN = R̄MN + ε δRMN , (4.3)

TMN = T̄MN + ε δTMN . (4.4)

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein είναι οι

GMN = RMN − 1

2
RgMN = TMN , (4.5)
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και παίρνοντας το ίχνος τους, μπορούν να γραφούν σαν

RMN = TMN − 1

2

2

D − 2
gMN T

L
L . (4.6)

Οι μηδενικής τάξης εξισώσεις (ή αλλιώς λύση υποβάθρου) είναι οι

R̄MN = T̄MN − 1

2

2

D − 2
ḡMN T̄

L
L , (4.7)

ενώ η πρώτης τάξης εξισώσεις Einstein (εξισώσεις διαταραχής) έχουν την παρακάτω
μορφή

δRMN = δSMN . (4.8)

Γενικά ισχύει ότι

δΓABΓ =
1

2
ḡAK (hKB;Γ + hKΓ;B − hK;BΓ) , (4.9)

όπου ΓABΓ είναι τα σύμβολα Christofell, ενώ για τον τανυστή Riemann έχουμε

δRABΓ∆ =
(

δΓAB∆

)

;Γ
−
(

δΓABΓ

)

;∆
⇒ (4.10)

=
1

2
ḡAK(hKB;∆;Γ + hK∆;B;Γ − hB∆;K;Γ

−hKB;Γ∆ − hKΓ;B;∆ + hBΓ;K;∆). (4.11)

Τέλος για τον τανυστή Ricci έχουμε

δRMN =
(

δΓ∆
MN

)

;∆
−
(

δΓ∆
M∆

)

;N
(4.12)

επομένως

δRMN = −1

2

(

�hMN + ∇N∇M h−∇K∇M hKN −∇K∇N hMK

)

, (4.13)

με το �hMN = ḡAB ∇A∇BhMN , και

δSMN = δTMN − 1

2

2

D − 2

(

ḡMN ḡ
KL δTKL + ḡMN h

PS T̄PS − hMN T̄
L
L

)

. (4.14)

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι οι εξισώσεις Einstein (4.5) ικανοποιούνται
για gMN = ḡMN + ε hMN και TMN = T̄MN + ε δTMN . Για να απλοποιήσουμε τις
εξισώσεις μας επιλέγουμε τη βαθμίδα de Donder η οποία ουσιαστικά είναι οι, traceless
και transverse, συνθήκες βαθμίδας, οι οποίες δίνονται από τις σχέσεις

ḡMN hMN = 0, (4.15)

∇M hMN = 0. (4.16)
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Με τη βοήθεια της παραπάνω βαθμίδας, ο τανυστής Ricci με όρους πρώτης τάξης
(4.13), μπορεί να γραφεί ως

δ RMN = −1

2

(

�hMN − 2 R̄KNML h
KL − R̄KM hKN − R̄KN hMK

)

. (4.17)

Στο κενό (TMN = 0), οι εξισώσεις Einstein καταλλήγουν στη σχέση RMN = 0,
της οποίας το μέρος το οποίο αντιστοιχεί στους όρους μηδενικής τάξης R̄MN = 0,
μπορεί να χρησιμοποιηθεί στην εξίσωση των όρων πρώτης τάξης (4.17), ώστε να
αποκτήσουμε την εξίσωση Lichnerowicz για γραμμικές διαταραχές στο κενό

�hMN − 2RKMNL h
KL = 0. (4.18)

΄Οταν επιπλέον έχουμε και μία κοσμολογική σταθερά, για παράδειγμα (TMN =
−ΛD gMN ) οι εξισώσεις μηδενικής και πρώτης τάξης (4.6) αντίστοιχα είναι οι εξης

R̄MN = −Λ̃D ḡMN , (4.19)

δRMN = −Λ̃D hMN , (4.20)

όπου Λ̃D = D−3
D−2 ΛD. Χρησιμοποιώντας την (4.19) στην (4.17), η εξίσωση πρώτης

τάξης (4.20) καταλλήγει και πάλι στην εξίσωση Lichnerowicz (4.18).

4.2 Τροποποιημένος τελεστής Lichnerowi-

cz με όρους Gauss-Bonnet

Θα θέλαμε να εξασφαλίσουμε την αντίστοιχη εξίσωση Lichnerowicz, στην πε-
ρίπτωση όπου ένας όρος Gauss-Bonnet εμπεριέχεται επίσης στην πολλαπλότητα B.
Στις πέντε ή και στις έξι διαστάσεις, ο συγκεκριμένος όρος έχει την ακόλουθη μορφή
στη δράση

αLGB = α
(

R2 − 4RKLR
KL +RKLPQR

KLPQ
)

, (4.21)

όπου α(≥ 0) είναι η σταθερά σύζευξης Gauss-Bonnet. Η μεταβολή του συγκεκριμέ-
νου όρου μας δίνει τον όρο Gauss-Bonnet αHMN στις εξισώσεις πεδίου, όπου HMN

είναι ο τανυστής Gauss-Bonnet,

GMN − αHMN = −ΛD gMN . (4.22)

Για ευκολία θα χωρίσουμε τον συγκεκριμένο τανυστή στους παρακάτω πέντε ό-
ρους HMNi

(i = 1, ..., 5) οι οποίοι είναι

HMN1 =
1

2
gMN LGB , (4.23)

HMN2 = −2RRMN , (4.24)

HMN3 = +4RMK R
K
N , (4.25)

HMN4 = +4RKMLN R
L
K , (4.26)

HMN5 = −2RMKLP R
KLP
N . (4.27)
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΄Οσον αφορά τις γραμμικές διαταραχές, αναλύουμε τον τανυστή Gauss-Bonnet ως
εξής

HMN = H̄MN + ε δHMN =

5
∑

i=1

(

H̄MNi
+ ε δHMNi

)

. (4.28)

Μετά από μία σειρά μακροσκελών υπολογισμών, κατα τους οποίους χρησιμοποιήσαμε
τις συνθήκες βαθμίδας (4.15) και (4.16), βρίσκουμε ότι η πρώτης τάξης συνεισφορά
των πέντε όρων του τανυστή Gauss-Bonnet είναι η παρακάτω

δHMN1 =
1

2
hMNLGB − ḡMN h

KL R̄KL R̄+ 2ḡMN R̄
KL�hKL

−4ḡMN R̄
KL R̄PKL

Q hQP − ḡMN R̄
KLPQ hKR R̄

R
LPQ

+2ḡMN R̄
KLQP ∇Q∇L hKP , (4.29)

δHMN2 = 2hKL R̄KL R̄MN + R̄�hMN − 2R̄ R̄KMN
L hLK

−R̄ R̄KN hMK − R̄ R̄KM hNK , (4.30)

δHMN3 = 2R̄KN
(

−�hMK + 2R̄LMK
Q hLQ + R̄LK hML

)

+2R̄KM
(

−�hKN + 2R̄LNK
Q hLQ + R̄LK hLN

)

, (4.31)

δHMN4 = 2R̄KL(−R̄PKLN hMP + ∇L∇M hKN −∇L∇K hMN

−∇N∇M hKL + ∇N∇K hML)

+2R̄KMLN

(

−hLP R̄KP − �hKL − 2R̄LPKQ hQP
)

, (4.32)

δHMN5 = +2R̄ KLP
N (∇P∇K hML −∇P∇M hKL)

+2R̄ KLP
M (∇P∇K hLN −∇P∇N hKL)

−R̄MKLP R̄
QKLP hQN + 4R̄ KLP

M R̄NKQP h
Q
L

−R̄ KLP
N R̄QKLP h

Q
M . (4.33)

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein (4.22), μπορούν επίσης να γραφούν σαν

RMN = αHMN − ΛD gMN − 1

D − 2
gMN (αH −DΛD) , (4.34)

όπου οι εξισώσεις μηδενικής τάξης είναι οι παρακάτω

R̄MN = α H̄MN − ΛD ḡMN − 1

D − 2
ḡMN

(

α H̄ −DΛD
)

. (4.35)

Χρησιμοποιώντας την (4.35) μαζί με τη σχέση (4.17), οι εξισώσεις διαταραχών πρώτης
τάξης μπορούν να γραφούν με την ακόλουθη μορφή

�hMN − 2R̄KMNL h
KL = αBMN , (4.36)

όπου

BMN = −2δHMN +
2

D − 2
ḡMN ḡ

KLδHKL − 2

D − 2
ḡMN H̄KL h

KL

+H̄K
M hKN + H̄K

N hMK . (4.37)
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Υπολογίζοντας τη μεταβολή του τανυστή Gauss-Bonnet, χρησιμοποιήσαμε την
αρμονική βαθμίδα (harmonic gauge). Παρόλ΄ αυτά λόγο της μορφής του (4.37) και
των μεταβολών (4.29-4.33), μπορούμε να απλοποιήσουμε μερικούς όρους.
Ο δεύτερος όρος της (4.37) γράφεται σαν

ḡKLδHKL = (2 −D)hMN R̄MN R̄+ (8 − 2D) R̄MN�hMN

+ (4D − 10) R̄MSR̄P N
M ShPN − (D − 2) R̄ABMSR̄PBMShAP

+4R̄LP R̄TPhLT + (2D − 8) R̄ABMS∇M∇BhAS (4.38)

ενώ ο τρίτος όρος γίνεται

H̄KL h
KL = −R̄ R̄KL hKL + 4R̄KP R̄

P
L hKL

+4R̄MKPL R̄
P
M hKL − 2R̄KMNPR

MNP
L hKL (4.39)

Η σχέση (4.36) είναι η τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz. Η διαφορά της σε
σχέση με την (4.18) είναι η εμφάνιση του όρου αBMN , λόγο της παροσουσίας του
όρου Gauss-Bonnet στη δράση
΄Ενας άλλος τρόπος, ούτως ώστε να καταλλήξουμε στα ακριβώς ίδια αποτελέ-

σματα, είναι να θεωρήσουμε τη διαταραχή εξάρχής της εξίσωσης (4.22). Ωστόσο η
τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz (4.36) είναι αρκετά χρήσιμη μιάς και μας δίνει
απ΄ ευθείας τις εξισώσεις διαταραχής μόλις καθοριστεί η μορφή της διαταραχής της
ίδιας.

4.3 Διαταραχές μελανών οπών με όρους Gauss-

Bonnet

Ως μία πρώτη εφαρμογή του φορμαλισμού που αναπτύξαμε παραπάνω, θα εξετά-
σουμε τις διαταραχές σε σφαιρικά συμμετρικές λύσεις των εξισώσεων Einstein-Gauss-
Bonnet

GMN − αHMN = −ΛD gMN , (4.40)

όπου GMN είναι ο τανυστής Einstein και HMN είναι ο τανυστής Gauss-Bonnet

H N
M =

1

2
g NM

(

R2 − 4RKLR
KL +RKLPQR

KLPQ
)

− 2RR N
M (4.41)

+4RMK R
NK + 4R N

KMP RKP − 2RMKLP R
NKLP .

Συγκεκριμένα θα εξετάσουμε την ακόλουθη σχέση

δG B
A − αδH B

A = −ΛDδg
B
A . (4.42)

Στην transverse traceless βαθμίδα η μεταβολή του τανυστή Einstein έχει ως εξής

δGAB = −1

2

(

�hAB + 2RL K
A BhLK −RLAhBL −RLBhAL

)

−1

2
hABR+

1

2
gABh

KLRKL (4.43)
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και
δG B

A = gBKδGAK − hBKGAK . (4.44)

Επιπλέον,
δH B

A = gBKδHAK − hBKHAK , (4.45)

όπου οι μεταβολή δHAK δίνεται από τις σχέσεις (4.29)-(4.33), οι οποίες εμπεριέχουν
ήδη την transverse traceless βαθμίδα. Επιπρόσθετα, είναι αρκετά εύκολο να δούμε ότι

δg BA = gBKhAK − hBKgAK = 0. (4.46)

Θα θεωρήσουμε σφαιρικά συμμετρικές λύσεις μελανών οπών των εξισώσεων Ein-
stein - Gauss - Bonnet σε έξι διαστάσεις. Η διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια και για
την περίπτωση των πέντε διαστάσεων. Οι εξισώσεις που προκύπτουν είναι οι

δG′ B
A + α′ δH ′ B

A = 0, (4.47)

όπου δH ′ B
A δίνεται από τις (4.29)-(4.33) οι οποίες συμπίπτουν ακριβώς με τις εξισώσεις

οι οποίες έχουν εξαχθεί στην [111] για τανυστικές διαταραχές με τις παρακατάτω
ταυτοποιήσεις −1

2HAB = H ′
AB και α = 2α′.

Ακολουθώντας τα βήματα της [111], οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν να λυθούν
μετασχηματίζοντάς τες σε μία εξίσωση μορφής Schrödinger. Ας λάβουμε υπ΄ όψην
μας την παρακάτω σφαιρικά συμμετρική μετρική

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2

[

dθ2 + sin2 θ
(

dϕ2 + sin2 ϕ
(

dχ2 + sin2 χdψ2
))]

(4.48)
η οποία ικανοποιεί τις εξισώσεις (4.40). Οι διαταραχές της παραπάνω μετρικής έχουν
ως εξής [111]

gαβ → gαβ + hαβ , (4.49)

όπου

hαβ = r2φ (r, t)

















0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 hθθ hθϕ hθχ hθψ
0 0 hθϕ hϕϕ hϕχ hϕψ
0 0 hχθ hχϕ hχχ hχψ
0 0 hψθ hψϕ hψχ hψψ

















. (4.50)

Για κάθε όρο της διαταραχής έχουμε ότι hij = hij (θ, ϕ, χ, ψ) με τα i, j = θ, ϕ, χ, ψ.
Επιπλέον η επιλογή της transverse και traceless βαθμίδας παράλληλα με τις συμμε-
τρίες της μετρικής συνεπάγουν ότι τον περιορισμό του hαβ πάνω στη σφαίρα να είναι
transverse και traceless και επομένως μπορεί να αναπτυχθεί σύμφωνα με τη βάση των
ιδιοτανυστών της Λαπλασιανής πάνω στη σφαίρα [112]. ΄Ετσι με τα i, j να τρέχουν
πάνω στη σφαίρα, έχουμε ότι

hij = r2φ (r, t) h̄ij(x), (4.51)
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όπου
∇̄k∇̄kh̄ij = h̄ij , ∇̄ih̄ij = 0, ḡij h̄ij = 0. (4.52)

Η μπάρα υποδεικνύει στη μετρική και σε τανυστές πάνω στον S4.
Αντικαθιστώντας την (4.50) στην (4.44) και χρησιμοποιώντας την ανάπτυξη του

hij σύμφωνα με τη βάση των ιδιοτανυστών της Λαπλασιανής πάνω στη σφαίρα καταλ-
λήγουμε στην εξίσωση (11) της [111]. Αλλά αυτό υπο μία έννοια είναι αναμενόμενο.
Επιπλέον βρίσκουμε ακριβώς τις ίδιες εξισώσεις, όπως και στην [111] και για τον συν-
διασμό του όρου Gauss-Bonnet. Αντικαθιστώντας και πάλι την (4.50) στην (4.45)
και χρησιμοποιώντας τόσο την ανάπτυξη του hij σύμφωνα με τη βάση των ιδιοτανυ-
στών της Λαπλασιανής πάνω στη σφαίρα, όπως επίσης και την transverse και traceless
βαθμίδα, καταλλήγουμε μετά από αρκετές αλγεβρικές πράξεις στην εξίσωση (12) της
[111].
Το σημαντικό στοιχείο της παραπάνω ανάλυσης έρχεται από τις συμμετρίες του

χωροχρόνου. Εδώ η σφαιρική συμμετρία επιτρέπει τη ανάλυση του hij σύμφωνα με τη
βάση των ιδιοτανυστών της Λαπλασιανής πάνω στη σφαίρα, γεγονός το οποίο εν κατα-
κλείδη αποτελεί ένα σημαντικό παράγοντα, ώστε να καταλήξουμε σε μία κύρια εξίσωση
για τη μελέτη των διαταραχών. Μία τέτοια απλούστευση είναι αρκετά πιο δύσκολη
και μερικές φορές αδύνατη σε περιπτώσεις που ο χωρόχρονος εμπεριέχει συμμετρίες
διαφορετικές από αυτή της σφαιρικής, όπως θα δούμε σε παρακάτω εννότητα.

4.4 Διαταραχές σε μελανές χορδές με ό-
ρους Gauss-Bonnet

΄Εχοντας μελετήσει την κατασκευή της εξίσωση Lichnerowicz, τόσο στην κα-
νονική της μορφή, όσο και στην τροποιημένη της έκφραση με την παρουσία όρων
Gauss-Bonnet και αφού εξετάσαμε την αξιοπιστεία του φορμαλισμού σε μία ήδη υ-
πάρχουσα ανάλυση για μελανές οπές, θα συνεχίσουμε εξετάζοντας την ευστάθεια των
μελανών χορδών σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2.
Θα θεωρήσουμε μία πενταδιάστατη δράση, με όρους Gauss-Bonnet, της μορφής

S =
M3

5

2

∫

d5x

√

−g(5)
[

R(5) + α
(

R(5)2 − 4R
(5)
MNR

(5)MN +R
(5)
MNKLR

(5)MNKL
)]

.

(4.53)
΄Οπως έχουμε δεί και σε προηγούμενη εννότητα, οι λύσεις των εξισώσεων πεδίου που
προκύπτουν από την παραπάνω δράση έχουν την παρακάτω δομή

ds25 = gµν(x, ρ)dxµdxν + a2(x, ρ)dρ2 + L2(x, ρ)dθ2 . (4.54)

Η τοπολογία του εγκάρσιου δυσδιάστατου χώρου (ρ, θ), μπορεί να αναπαρασταθεί
από ένα κώνο με μία ελλείπουσα γωνία β. Για να είναι ευσταθές το σύστημά μας θα
πρέπει στην κορυφή του κώνου να εισάγουμε μία μεμβράνη. ΄Οπως θα δούμε και στη
συνέχεια, η παρουσία της μεμβράνης, έχει σημαντικές συνέπειες στην ανάλυση των
διαταραχών, χώρων με παρόμοια τοπολογία. Λύσεις της μορφής (4.54) έχουν βρεθεί
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στην [105] και έχουν ήδη περιγραφεί σε προηγούμενη ενότητα. Εδώ θα αναπτύξουμε
το γενικό φορμαλισμό των διαταραχών τις μετρικής και θα σχολιάσουμε τις βαθμωτές
(scalar), διανυσματικές (vector) και τανυστικές (tensor) διαταραχές.

4.4.1 Γενικός φορμαλισμός των διαταραχών της με-
τρικής

Ας θεωρήσουμε την παρακάτω μετρική

ds2 = f2(ρ)

[

−n2(r)dt2 +
dr2

n2(r)
+ r2dφ2

]

+ dρ2 + b2(ρ)dθ2 , (4.55)

η οποία είναι της μορφής (4.54). Ακολούθως θα θεωρήσουμε για τις συναρτήσεις
f(ρ) = cosh (ρ/2

√
α), b(ρ) = 2β

√
α sinh (ρ/2

√
α), και n2(r) = −M + r2/l2, για

της οποίες η (4.55) αποτελεί λύση της (4.53) με την επιπρόσθετη εισαγωγή ένός
συνοριακού όρου στη μεμβράνη [105].
΄Εχοντας ώς στόχο την διερεύνηση της ευστάθειας της λύσης κάτω από βαρυτικές

διαταραχές, θα πρέπει να υιοθετίσουμε μία αρχική μορφή (ansatz) για τις διαταραχές.
΄Οπως μπορούμε να δούμε η παραπάνω μετρική έχει 3 διανύσματα Killing. Επομένως
μπορούμε να αναπτύξουμε κατά Fourier τη διαταραχή μας, σύμφωνα με τις συντεταγ-
μένες t, φ, θ και να κρατήσουμε όλες τις συνιστώσες της διαταραχής, ως συναρτήσεις
των r, ρ. Πρόκειται να εξετάσουμε διαταραχές, οι οποίες διατηρούν την γωνιακή συμ-
μετρία τόσο πάνω στη μεμβράνη, όσο και στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο. Κρα-
τώντας την αξονική συμμετρία και στη μεμβράνη και στον κάθετο χώρο σημαίνει, ότι
οποιαδήποτε ποσότητα κάτω απο παραγωγίσεις Lie με βάση τα διανύσματα ∂φ και ∂θ,
θα πρέπει να είναι μηδέν [113]. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, θε μελετήσουμε κύματα-s του
συστήματός μας και για τις δύο γωνιακές συντεταγμένες.
Ως αποτέλεσμα των συμμετριών του χωροχρόνου μας, μπορούμε να χωρίσουμε την

διαταραχή μας σε ένα πλήρες δυσδιάστατο εγκάρσιο κομμάτι, ένα ανομοιογενές μέρος
το οποίο θα αντισοιχεί σε μία συντεταγμένη της μεμβράνης και μία του εγκάρσιου
χώρου και ένα καθαρό τρισδιάστατο κομμάτι. Μπορούμε να αναπαραστήσουμε την εν
λόγο διαταραχή ως εξής

(

hµν hµi
hjν hij

)

(4.56)

όπου (µ, ν = t, r, φ) και (i, j = ρ, θ). Ως μία Kaluza-Klein θεωρία, αυτές οι διατα-
ραχές μπορούν να ερμηνευθούν σαν βαθμωτές (scalar), διανυσματικές (vector) και
τανυστικές (tensor) διαταραχές αντίστοιχα, με βάση τον τρισδιάστατο χώρο. Ας υ-
ποθέσουμε την ακόλουθη μορφή για τη διαταραχή

hAB = eΩt
(

hµν (r, ρ) hµi (r, ρ)
hjν (r, ρ) hij (r, ρ)

)

(4.57)

Η παραπάνω επιλογή περιέχει το μέγιστο βαθμό πληροφορίας σχετικά με τη δια-
ταραχή του συστήματος, σύμφωνα πάντα με τις παραδοχές τις οποίες υιοθετήσαμε
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(συμμετρία τόσο ως προς τη γωνιακή συντεταγμένη της μεμβράνης, όσο και για τη
γωνιακή συντεταγμένη του εγκάρσιου χώρου).

Αντικαθιστώντας την (4.57) στην τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz (4.36),
μπορούμε να δούμε άμεσα ότι η hφθ(r, ρ) συνιστώσα διαχωρίζεται από το υπόλοιπο
σύστημα των συνιστωσών, ενώ οι htφ (r, ρ), hrφ (r, ρ) και hρφ (r, ρ) είναι συζευγμένες
και οι τρείς. Ακριβώς το ίδιο συμβαίνει και για τις htθ (r, ρ), hrθ (r, ρ) και hρθ (r, ρ)
συνιστώσες. Θα μπορούσαμε να τις θέσουμε ίσες με μηδέν, ώστε να εξετάσουμε
το υπόλοιπο σύστημα, αλλά προς το παρόν θα τις διατηρήσουμε, μιας και που σε
οποιαδήποτε περίπτωση, για την προσέγγιση των συμμετρικών κυμμάτων (s-waves),
το οποία και μελετάμε, δεν αλληλεπιδρούν με τις υπόλοιπες συνιστώσες. Σαν ένα
πρώτο βήμα θα εξετάσουμε τη συμπεριφορά των βαθμωτών συνιστωσών hθθ (r, ρ),
hρρ (r, ρ) και hρθ (r, ρ).

4.5 Βαθμωτές (scalar) διαταραχές

Ξεκινώντας τη μελέτη των γραμμικών διαταραχών της μετρικής, θα μελετήσουμε
τις Βαθμωτές (scalar) συνιστώσες. Σκοπός μας είναι να λύσουμε την τροποποιημένη
εξίσωση Lichnerowicz (4.36), θεωρώντας ότι η λύση στο αδιατάραχτο σύστημα αν-
τιστοιχεί στην μετρική (4.55). Το ansatz το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε είναι της
μορφής (4.57). Αντικαθιστώντας τη διαταραχή βλέπουμε αμέσως ότι όλες οι εξισώ-
σεις διαταραχών διέπονται από ένα κοινό παράγοντα,

(

l2 − 4α
)

. Βλέπουμε ότι όταν
βρισκόμαστε κοντά στο όριο l2 → 4α, ερχόμαστε αντιμέτωποι με ένα πρόβλημα ισχυ-
ρής σύζευξης (strong coupling problem). Ουσιαστικά στο όριο αυτό οποιαδήποτε
τεχνική διαταραχών καταρρέει. Θα ασχοληθούμε με το εν λόγο όριο στη συνέχεια.

Χρησιμοποιώντας τις (4.38) και (4.39) μπορούμε να υπολογίσουμε τις εξισώσεις
για τις βαθμωτές συνιστώσες της διαταραχής. Σε αυτές, οι βαθμωτές συνιστώσες
είναι συζευγμένες με τις τανυστικές (tensor) και διανυσματικές (vector) συνιστώσες.
Ωστόσο είναι δυνατόν να αποσυζευχθούν. Ας δούμε αναλυτικά τον τρόπο αυτό.

Αρχικά επιλέγουμε την traceless εξίσωση και λύνουμε ως προς τη συνάρτηση hrr,
την οποία και αντικαθιστούμε πλήρως στην (θθ) συνιστώσα τις εξίσωσης Lichnero-
wicz (4.36). Πλήρως εννούμε ότι αντικαθιστούμε τη σχέση για το hrr, ακόμα και για
παραγώγους του. Επιπλέον αντικαθιστούμε τη συνάρτηση hrr στη σχέση ∇AhAρ ,
απ΄ όπου και λύνουμε για ∂rhrρ. Στη συνέχεια αντικαθιστούμε το ∂rhrρ και ∂r∂ρhrρ
στην (θθ) συνιστώσα των εξισώσεων διαταραχής. Ακολουθούμε ακριβώς τα ίδια βή-
ματα επίσης και για την (ρρ) συνιστώσα της (4.36). Από τις δύο αξισώσεις στις οποίες

καταλλήγουμε, παίρνουμε τον παρακάτω συνδιασμό 4αβ2
tanh2

“

ρ

2
√

α

”

sech2
“

ρ

2
√

α

” (ρρ) − (θθ) και

βρίσκουμε την παρακάτω εξίσωση για τις δύο βαθμωτές συνιστώσες hρρ και hθθ

(

2 l2 αΩ2 −
(

l2M − r2
)

cosh
(

ρ√
α

)

sech4
(

ρ
2
√
α

))

4 l2 (l2M − r2) α
hθθ
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+β2

(

3r2 − l2
(

3M − αΩ2
))

(

1 − 8 cosh
(

ρ√
α

))

− 5
(

l2M − r2
)

cosh
(

2ρ√
α

)

8l2 (l2M − r2) sech−4
(

ρ
2
√
α

) hρρ

−
6csch3

(

ρ√
α

)

sinh2
(

ρ
2
√
α

)

l2
√
α

∂ρ hθθ −
√
αβ2

(

−3 + 4 cosh
(

2ρ√
α

))

sinh
(

ρ
2
√
α

)

l2 cosh3
(

ρ
2
√
α

) ∂ρhρρ

+
∂ρρ hθθ

l2
(

1 + cosh
(

ρ√
α

)) −
2αβ2 tanh2

(

ρ
2
√
α

)

∂ρρhρρ

l2

−
(

l2M − 3r2
)

sech4
(

ρ
2
√
α

)

∂rhθθ

2l4r
−
(

l2M − r2
)

sech4
(

ρ
2
√
α

)

∂rrhθθ

2l4

+
32
(

l2M − 3r2
)

αβ2csch4
(

ρ√
α

)

sinh6
(

ρ
2
√
α

)

∂rhρρ

l4r

+
32
(

l2M − r2
)

αβ2csch4
(

ρ√
α

)

sinh6
(

ρ
2
√
α

)

∂rrhρρ

l4
= 0. (4.58)

Χρειαζόμαστε μία ακόμα εξίσωση ούτος ώστε να λύσουμε το σύστημα. Η δεύτερη
εξίσωση προκύπτει από την (tρ) συνιστώσα της (4.36), και μπορεί να εξαχθεί με
παρόμοιο τρόπο, όπως και η (4.58). Και πάλι λύνουμε την traceless συνθήκη για το hrr
και το αντικαθιστούμε στην (tρ) συνιστώσα των εξισώσεων διαταραχής. Επιπρόσθετα
αντικαθιστούμε στην ∇AhAρ και λύνουμε ως προς ∂r hrρ. Κάνουμε ακριβώς το ίδιο
και για το ∇AhAt και λύνουμε ως προς ∂rhtρ, απ΄ όπου παίρνουμε ∂r∂ρhtρ. Τέλος
απο την συνιστώσα (tρ) παίρνουμε την ακόλουθη σχέση

hρρ =
1

β2
∂ρ





hθθ
√
a sinh

(

ρ√
α

)



 . (4.59)

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.59), η σχέση (4.58) γίνεται

−2αΩ2l2 +
(

8
(

r2 − l2M
)

− 6αΩ2l2
)

cosh
(

ρ√
α

)

+
(

r2 − l2M
)

[

7 + cosh
(

2ρ√
α

)]

8l2 (l2M − r2)α sinh−6
(

ρ
2
√
α

) hθθ

−8αΩ2l2 +
(

6
(

r2 − l2M
)

+ 4αΩ2l2
)

cosh
(

ρ√
α

)

+
(

r2 − l2M
)

[

11 − 5 cosh
(

2ρ√
α

)]

16 l2 (l2M − r2)
√
α csch−1

(

ρ
2
√
α

)

sinh−5
(

ρ
2
√
α

) ∂ρhθθ

−
(

l2M − 3r2
)

[

1 + 3 cosh
(

ρ√
α

)]

sech6
(

ρ
2
√
α

)

4l4r
∂rhθθ

−
(

l2M − r2
)

[

1 + 3 cosh
(

ρ√
α

)]

sech6
(

ρ
2
√
α

)

4 l4
∂rrhθθ
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−

[

−7 + cosh
(

ρ√
α

)]

sech4
(

ρ
2
√
α

)

4l2
∂ρρhθθ −

2
√
α csch

(

ρ√
α

)

tanh2
(

ρ
2
√
α

)

l2
∂ρρρhθθ

+

(

l2M − 3r2
) √

α sech4
(

ρ
2
√
α

)

tanh
(

ρ
2
√
α

)

l4 r
∂r ∂ρhθθ

+

(

l2M − r2
) √

α sech4
(

ρ
2
√
α

)

tanh
(

ρ
2
√
α

)

l4
∂rr ∂ρ hθθ = 0. (4.60)

Εξετάζοντας την εξίσωση (4.60) μπορούμε να δούμε ότι εμπεριέχει παραγώγους τρίτης
τάξης ως προς ρ, όπως επίσης και ανάμεικτους όρους της μορφής ∂r∂ρ και ∂rr∂ρ. Το
γεγονός αυτό κάνει το χειρισμό της εξίσωσης ιδιαίτερα δύσκολο. Θα συνεχίσουμε
θεωρώντας ότι η συνάρτηση hθθ έχει την παρακάτω μορφή

hθθ =

[

2β
√
α sinh

(

ρ

2
√
α

)]2

u (r, ρ) . (4.61)

Τότε αντικαθιστώντας την (4.61) στη σχέση (4.60) καταλλήγουμε

2αΩ2 sech2
(

ρ
2
√
α

)

tanh4
(

ρ
2
√
α

)

l2M − r2
u (r, ρ)

−
[

6
(

r2 − l2M
)

+ 8αΩ2l2
]

[

1 + cosh
(

ρ√
α

)]

− 3
(

r2 − l2M
)

[

1 + cosh
(

2ρ√
α

)]

4l2α− 1
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ρ
2
√
α

)
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ρ
2
√
α

)

(l2M − r2)
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−
α
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(

ρ√
α
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sech2
(

ρ
2
√
α

)

tanh2
(

ρ
2
√
α

)

l2
∂ρρu (r, ρ)

−
4α

3
2 tanh3

(

ρ
2
√
α

)

l2
∂ρρρu (r, ρ)

−
2
(

l2M − 3r2
)

α sech2
(

ρ
2
√
α

)

tanh4
(

ρ
2
√
α

)

l4 r
∂ru (r, ρ)

−
2
(

l2M − 3r2
)

α sech2
(

ρ
2
√
α

)

tanh4
(

ρ
2
√
α

)

l4
∂rru (r, ρ)

+
128

(

l2M − 3r2
)

α
3
2 csch5

(

ρ√
α

)

sinh8
(

ρ
2
√
α

)

l4 r
∂rρu (r, ρ)

+
128

(

l2M − 3r2
)

α
3
2 csch5

(

ρ√
α

)

sinh8
(

ρ
2
√
α

)

l4
∂rrρu (r, ρ) = 0. (4.62)

Η παραπάνω σχέση, μετά από μερικές πράξεις, παίρνει την ακόλουθη σχετικά απλή
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μορφή,

− ∂

∂ρ







2 Ω2 l2

(l2M − r2) cosh
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√
α

) u (r, ρ) +
3
[

1 − 2 cosh2
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√
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)
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∂ρ2
+

2 ∂
∂ r

[

r
(

r2M − r2
) ∂ u(r,ρ)

∂ r

]

l2 r cosh
(

ρ
2
√
α

)







= 0. (4.63)

Η παραπάνω εξίσωση είναι ολοκληρώσιμη ως προς την ρ συντεταγμένη. Θέτοντας
την ολοκλητωτική σταθερά με μηδέν και χρησιμοποιώντας τη μέθοδο χωριζομένων
μεταβλητών, με βάση τη σχέση u (r, ρ) = f (r) y (ρ), καταλλήγουμε στις παρακάτω
δύο διαφορικές εξισώσεις,

4α3/2 coth
(

ρ
2
√
α

)

l2

(

3 cosh

(

ρ√
α

)

∂ y (ρ)

∂ ρ
+

√
α sinh

(

ρ√
α

)

∂2 y (ρ)

∂ ρ2

)

+my (ρ) = 0,

(4.64)
όπου m είναι η σταθερά που χρησιμοποιούμε ώστε να διαχωρίσουμε την αρχική σχέση
στις δύο παραγώμενες.

(

m− 8α2 Ω2

l2M − r2

)

f (r)+
8α2

l4 r

(

(

l2M − 3r2
) ∂ f (r)

∂ r
+ r

(

l2M − r2
) ∂2 f (r)

∂ r2

)

= 0.

(4.65)
Η εξίσωση (4.65) μπορεί να γραφεί στην ακόλουθη μορφή

(

−l2M + r2
) ∂2 f (r)

∂ r2
+

(

−l2M + 3r2
)

r

∂ f (r)

∂ r
+

l4

8α2

(

8α2 Ω2

l2M − r2
−m

)

f (r) = 0.

(4.66)

Θέτοντας f (r) = ψ(r)√
r
, και εισάγοντας ένα νέο σύστημα συντεταγμένων το οποίο

ορίζεται σύμφανα με τη σχέση

dr∗ =
dr

−M + r2

l2

η εξίσωση (4.66) μπορεί να γραφεί σαν μία εξίσωση Schrödinger

d2ψ (r)

dr2∗
+
[

V (r) − Ω2
]

ψ (r) = 0, (4.67)

όπου το V (r) έχεις ως εξής

V (r) =
M

2l2
+
M2

4r2
− 3r2

4l4
+
l2mM

8α2
− mr2

8α2
. (4.68)
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Ας σημειώσουμε ότι το παραπάνω δυναμικό, εξαρτάται τόσο από τη σταθερά m, όσο
και από τη σταθερά σύζευξης Gauss-Bonnet α. ΄Ολη η πληροφορία του bulk εμπεριέ-
χεται σε αυτές τις δύο σταθερές. Επιπρόσθετα δεν εξαρτάται από την ελείπουσα γωνία
β. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι η συνάρτηση b(ρ) εκφράζει τον τρόπο με τον
οποίο ανταποκρίνεται η bulk γεωμετρία στην παρουσία της κωνικής ανωμαλίας, μία
πληροφορία η οποία είναι πλήρως κωδικοποιημένη στην εξίσωση αποσύζευξης (4.64),
η οποία και περιγράφει τη συμπεριφορά της διαταραχής στις επιπλέον διαστάσεις. Στην
επόμενη παράγραφο, θα δούμε ότι η ελλείπουσα γωνία εμφανίζεται ρητά στην εξίσωση
που αφορά τον εγκάρσιο χώρο, μόνο εάν θεωρήσουμε μία γωνιακή εξάρτηση για τη
διαταραχή, όπως φαίνεται από τη σχέση (4.84) και τη λύση αυτής (4.103).
Το εν λόγο δυναμικό είναι παρόμμοιο με εκείνο το οποίο βρέθηκε κατα τον υ-

πολογισμό των ψευδοκανονικών τρόπων ταλάντωσης (quasinormal modes) της ΒΤΖ
μελανής οπής [114]. Επιπρόσθετα είναι ακριβώς ίδιο, με το δυναμικό που θα βρούμε
λύνοντας την εξίσωση Klein-Gordon για την ίδια λύση του αδιατάρακτου συστήματος,

υπό την προϋπόθεση ότι κάνουμε την ακόλουθη ταυτοποίηση ν2 → l2m
8α2 . Η εξίσωση

Schrödinger (4.67) θα λυθεί στην επόμενη παράγραφο. Η λύση της επιβάλλει ότι

Ω = −
√
M

l

(

1 + 2N +

√

1 +
ml4

8α2

)

, (4.69)

όπου N είναι θετικός ακέραιος. Καθώς αυτή η ποσότητα είναι πάντα αρνητική, συ-
νεπάγεται ότι η λύση για τη διαταραχή είναι φθίνουσα στο χρόνο, εξασφαλίζοντας με
αυτό τον τρόπο την ευστάθεια του συστήματος κάτω από βαθμωτές (scalar) διατα-
ραχές. Αν και εν γένει η μάζα μπορεί να πάρει και αρνητικές τιμές, το φάσμα του
m μπορεί να βρεθεί εξετάζοντας την bulk εξίσωση (4.64), της οποίας η γενική λύση
είναι η εξής

y(ρ) = C1 q
A

2F1(A,B;C; q) + C2 q
A′

2F1(A′, B′;C ′; q) , (4.70)

όπου

q = cosh2(ρ/2
√
α) , (4.71)

A = −1

2
− 1

4

√

4 + 2l2m/α , (4.72)

B =
5

2
− 1

4

√

4 + 2l2m/α , (4.73)

C = 1 − 1

2

√

4 + 2l2m/α , (4.74)

A′ = −C/2 , (4.75)

B′ = B −A− C/2 , (4.76)

C ′ = −2A . (4.77)

Για τη λύση αυτή, ας επιλέξουμε τα C1 και C2 να έχουν τέτοιες τιμές, ώστε να εξασφα-
λίσουμε μία φθίνουσα συμπεριφορά, η οποία θα μας εξασφαλίσει μία ομαλή μετάβαση
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για μεγάλες τιμες του ρ. Καθώς οι μεταβλητές των υπεργεωμετρικών συναρτήσεων
πρέπει να είναι πραγματικές, ο πρώτος περιορισμός για το m προέρχεται από τη ρί-
ζα: m ≥ −2α/l2. Η ισότητα στην προηγούμενη σχέση, μόλις αντικατασταθεί στην
(4.69) αντιστοιχεί στο όριο ισχυρής σύζευξης (strong coupling limit) ή αλλιώς στο
όριο Chern-Simons. Στο συγκεκριμένο όριο ο επιπλέον όρος στη σχέση διασποράς
εξαφανίζεται και καταλλήγουμε στο αποτέλεσμα των τρισδιάστατων ψευδοκανονικών
τρόπων ταλάντωσης μίας ΒΤΖ μελανής οπής [114]. Παρόλ΄ αυτά οι υπεργεωμετρικές
συναρτήσεις δεν είναι καλώς ορισμένες για όλες τις τιμές του m πάνω από το εν λόγω
όριο. Αυτό εξαρτάται αυτηρά από τις παραμέτρους τις κάθε συνάρτησης. Μία προ-
σεκτική ανάλυση αποκαλύπτει ότι το C2 πρέπει να είναι μηδέν μιάς και δεν μπορεί να
σχηματίσει λύσεις με φθίνουσα συμπεριφορά. Επιπλέον χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες
των συγκεκριμένων συναρτήσεων, μπορούμε να βρούμε μία ειδική περίπτωση, θέτον-
τας B = 0, η οποία αντιστοιχεί στο m = 48α/l2, όπου η διαταραχεί χαρακτιρίζεται
από μία φθίνουσα συμπεριφορά.
Με βάση την ανάλυση την οποία ξεκινήσαμε, έχουμε άλλη μία βαθμωτή συνιστώσα,

η οποία είναι η hρθ. ΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, η συγκεκριμένη συνιστώσα είναι
συζευγμένη με τις htθ και hrθ συνιστώσες. Ωστόσο χρησιμοποιώντας την transverse
βαθμίδα, μπορούμε εύκολα να διακρίνουμε ότι και αυτή η συνιστώσα αποσυζεύγνεται
από τις άλλες δύο και ικανοποιεί ακριβώς την ίδια εξίσωση Schrödinger με την hθθ
συνιστώσα.

4.6 Βαθμωτές διαταραχές - Λύνοντας την
εξίσωση Klein-Gordon

Σε αυτή την παράγραφο θα αναλύσουμε τις βαθμωτές διαταραχές, λύνοντας την
την εξίσωση Klein-Gordon, Θα δούμε ότι θα καταλλήξουμε στα ίδια συμπεράσματα με
αυτά στα οποία οδηγηθήκαμε κατά τη μελέτη της εξίσωσης Lichnerowicz, με τη διαφο-
ρά ότι εξετάζοντας την εξίσωση Klein-Gordon καταλλήγουμε να έχουμε μία καλύτερη
κατανόηση της ευστάθειας της μελανής χορδής κάτω από βαθμωτές διαταραχές.
Ξεκινάμε θεωρώντας την εξίσωση Klein-Gordon με μάζα

�Φ =
1√−g∂M (

√−ggMN∂N )Φ = m2Φ . (4.78)

Χρησιμοποιώντας τη μετρική (4.55) και αναλύοντας το βαθμωτό πεδίο ως εξής

Φ(t, r, φ, ρ, θ) = Z(t, r, ρ)Ξ(φ)Θ(θ) , (4.79)

καταλλήγουμε στην ακόλουθη εξίσωση

− 1

f2n2

∂2
tZ

Z
+

(

n2

f2r
+

2nṅ

f2

)

∂rZ

Z
+
n2

f2

∂2
rZ

Z
+

(

3f ′

f
+
b′

b

)

∂ρZ

Z
+
∂2
ρZ

Z

+
l2

f2r2
∂2
φΞ

Ξ
+

1

b2
∂2
θΘ

Θ
−m2 = 0 . (4.80)
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Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών στα μέρη της
εξίσωσης τα οποία εξαρτώνται ως προς θ- και φ-. Επομένως οι λύση των Θ(θ) και
Ξ(φ) δίνεται από τις σχέσεις

Θ(θ) = Aeiκθ +Be−iκθ (4.81)

Ξ(φ) = Ceiǫφ +De−iǫφ , (4.82)

όπου A, B, C, και D είναι ολοκληρωτικές σταθερές, ενώ τα κ και ǫ είναι επίσης
σταθερές. Η εναπομείνουσα εξίσωση μπορεί να αναλυθεί περεταίρω σε δύο εξισώσεις,
με βάση την παρακάτω παραδοχή Z(t, r, ρ) = Ψ(t, r)P (ρ) όπως μπορούμε να δούμε,

∂2
t Ψ − n2

(

n2

r
+ 2nṅ

)

∂rΨ − n4∂2
rΨ +

(

ǫ2l2n2

r2
+ ν2n2

)

Ψ = 0 (4.83)

∂2
ρP +

(

3
f ′

f
+
b′

b

)

∂ρP +

(

−κ
2

b2
−m2 +

ν2

f2

)

P = 0 , (4.84)

με το ν2 να είναι η σταθερά διαχωρισμού των δύο εξισώσεων. Η σχέση (4.83) πε-
ριγράφει την εξέλιξη της βαθμωτής διατραχής πάνω στη μεμβράνη, ενώ η εξίσωση
(4.84) εκφράζει τον τρόπο με τον οποίο αυτή η διαταραχή διαδίδεται σε διαφερετικές
αποστάσεις από την μεμβράνη.
Για να λύσουμε την σχέση (4.83), θα κάνουμε την ακόλουθη αλλαγή μεταβλητών

r∗ =

∫

dr

n2
. (4.85)

κατα την οποία η (4.83) παίρνει τη παρακάτω μορφή μίας εξίσωσης Schrödinger

−∂
2X(t, r∗)

∂t2
+
∂2X(t, r∗)

∂r2∗
= V [r(r∗)]X(t, r∗) . (4.86)

Η συνάρτηση X(t, r∗) ορίζεται ώς εξής

X(t, r∗) =
√
rΨ(t, r) , (4.87)

και ο όρος δυναμικού μπορεί να γραφεί ως

V (r) =
n2

2r

(

2nṅ− n2

2r

)

+
ǫ2l2n2

r2
+ ν2n2 . (4.88)

Συγκρίνοντας το παραπάνω δυναμικό με εκείνο της καθαρής τριδιάστατης περίπτωσης
το οποίο μελετήθηκε στην [114], βλέπουμε ότι η εξίσωση (5.38) έχει μία επιπλέον
διόρθωση ν2n2. Αυτός ο νέος όρος ουσιαστικά συνδέει τις διαταραχές στη μεμβράνη
με αυτές στο bulk μέσω της σταθεράς ν και εν γένει δεν είναι μηδενικός.
Επιλέγουμε την εξάρτηση ως προς τον χρόνο να είναι της μορφής e−iωt, έτσι ώστε

X(t, r) = e−iωtR(r) και επομένως, η εξίσωση (4.86) γίνεται

d2R

dr2∗
+ [ω2 − V (r)]R = 0 . (4.89)
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Επιλέγοντας τη συνάρτηση n(r) να έχει τη μορφή που αντιστοιχεί σε μία ΒΤΖ
μελανή οπή, n2(r) = −M + r2/l2, το δυναμικό (5.38) καταλήγει να είναι

V (r) =

(

3

4l4
+
ν2

l2

)

r2 −
(

M

2l2
+Mν2 − ǫ2

)

+

(

−M
2

4
− l2Mǫ2

)

1

r2
. (4.90)

Με βάση την προαναφερθείσα αλλαγή μεταβλητών (4.85) βρίσκουμε ότι

r = −l
√
M coth

(

r∗
√
M

l

)

. (4.91)

Ας σημειώσουμε ότι το rH = l
√
M ≤ r <∞ αντιστοιχεί στο −∞ < r∗ ≤ 0.

Συνεχίζουμε κάνοντας μία επιπλέον αλλαγή μεταβλητών,

x =
1

cosh2( r∗
√
M
l )

, (4.92)

όπου 0 ≤ x ≤ 1, έτσι ώστε το δυναμικό να πάρει την παρακάτω μορφή

V (x) = −x
4

[

4M(1 + ν2l2) −Mx− 4l2ǫ2(x− 1)

l2(x− 1)

]

(4.93)

και η εξίσωση (4.89) γίνεται

4x(1−x)
d2R

dx2
+(4−6x)

dR

dx
+

[

ω2l2

Mx
+

1 + ν2l2

x− 1
− x

4(x− 1)
− l2ǫ2

M

]

R = 0 . (4.94)

΄Εχοντας ως απότερο σκοπό να γράψουμε αυτή την εξίσωση σε μία ποιο οικία
μορφή, κάνουμε την ακόλουθη αντικατάσταση,

R =
(x− 1)3/4

xiωl/2
√
M

y(x) . (4.95)

΄Ετσι η σχέση (4.94) προκύπτει ότι είναι η εξής

−x(x−1)y′′+

[

1 − 3x+
iωl√
M

(x− 1)

]

y′+

[

ω2l2

4M
+

iωl√
M

− l2ǫ2

4M
− 1 +

ν2l2

4(x− 1)

]

y = 0 .

(4.96)
Η γενική λύση αυτής της εξίσωσης μπορεί να εκφρασθεί με τη βοήθεια των υπεργε-

ωμετρικών συναρτήσεων δευτέρου είδους 2F1(a, b; c;x). ΄Εχοντας ως απότερο σκοπό
την ευστάθεια του συστήματός μας, θα κρατήσουμε το φθίνον τμήμα της γενικής
λύσης και θα απαιτήσουμε να ισχύουν οι κατάλληλες συνθήκες.

y(x) = (1 − x)−(1+
√

1+ν2l2)/2
2F1(a, b; c;x) , (4.97)
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όπου

a =
1

2

(

1 −
√

1 + ν2l2 − iωl√
M

+
ilǫ√
M

)

b =
1

2

(

1 −
√

1 + ν2l2 − iωl√
M

− ilǫ√
M

)

c = 1 − iωl√
M

. (4.98)

Αφού ο (2 + 1) χωροχρόνος είναι ασυμπτωτικά AdS, η ακριβής συνοριακή συν-
θήκη η οποία πρέπει να θεωρηθεί για την εξίσωση (4.97) είναι η συνθήκη ροής (flux
condition),

F ∼ (y∗∂µy − y∂µy
∗)
∣

∣

∣

x=1
= 0 . (4.99)

Προκειμένου να υπολογίσουμε αυτή την συνθήκη στο x = 1 μπορούμε να χρησι-
μοποιήσουμε την ακόλουθη ιδιότητα των υπεργεωμετρικών συναρτήσεων. Δεδομένου
ότι έχουμε μία συνάρτηση 2F1(a′, b′; c′;x), εάν η σταθερά c′ δεν είναι ένας αρνητικός
ακέραιος αριθμός, η σειρά συγκλίνει όταν x = 1 εφόσσον ℜ(c′−a′− b′) > 0, και τότε
μπορούμε να γράψουμε την υπεργεωμετρική συνάρτηση ως εξής

2F1(a′, b′; c′; 1) =
Γ(c′)Γ(c′ − a′ − b′)
Γ(c′ − a′)Γ(c′ − b′)

. (4.100)

Η παράγωγος της υπεργεωμετρικής συνάρτησης με την οποία ασχολούμαστε έχει την
παρακάτω μορφή

2F1
′(a, b; c;x = 1) =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1;x = 1) . (4.101)

Χρησιμοποιώντας την (4.98) μπορούμε να επιβεβαιώσουμε ότι ℜ(c − a − b − 1) =√
1 + ν2l2 − 1 > 0 αφού ν2 > 0. Επομένως μπορούμε να γράψουμε την (4.101) σε
σχέση με τις Γ συναρτήσεις, όπως και στην (4.100) και να επιστρέψουμε στη συνθήκη
ροής (4.99). Η νέα εξίσωση ικανοποιείται όταν c − a = −N ή c − b = −N , όπου
N είναι θετικός ακέραιος. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο εξασφαλίζουμε τις ψευδοκανονικές
συχνότητες (quasinormal frequencies),

ω = ±ǫ− i

√
M

l
(1 + 2N +

√

1 + ν2l2) . (4.102)

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι το φανταστικό μέρος αυτών των συχνοτήτων είναι
αρνητικό, γεγονός το οποίο υποδεικνύει την ευστάθεια του συστήματός μας κάτω
απο βαθμωτές διαταραχές. Ας προσέξουμε ότι στην (4.102) εμφανίζεται ένας όρος
ανάλογος του ν2, ο οποίος εμπεριέχει την πληροφορία του bulk και όταν το ν2 = 0
καταλλήγουμε στα αμιγή αποτελέσματα για μία τρισδιάστατη ΒΤΖ μελανή οπή [114].
Για να ολοκληρώσουμε την ανάλυσή μας, θα πρέπει να λύσουμε την εξίσωση

(4.84). Εδώ θα εξετάσουμε δύο υποπεριπτώσεις:

75



4.6. Βαθμωτές διαταραχές - Λύνοντας την εξίσωση Klein-Gordon

1. ΄Οταν f(ρ) = cosh(ρ/2
√
α) και b(ρ) = 2β

√
α sinh(ρ/2

√
α), η πιο γενική λύση

της εξίσωσης (4.84) δίνεται από την

P (z) =
(z − 1)κ/2β√

2z
[C1z

−
√

1+4ν2α/2
2F1(â, b̂; ĉ; z)

+C2z
√

1+4ν2α/2
2F1(â′, b̂′; ĉ′; z)] , (4.103)

όπου

z = cosh2

(

ρ

2
√
α

)

, (4.104)

C1 και C2 είναι σταθερές και

â =
1

2

(
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κ

β
−
√

1 + 4ν2α+ 2
√

1 +m2α

)
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β
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√
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√
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)

ĉ = 1 −
√

1 + 4ν2α

â′ =
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2

(

1 +
κ

β
+
√

1 + 4ν2α− 2
√

1 +m2α

)

b̂′ =
1

2

(

1 +
κ

β
+
√

1 + 4ν2α+ 2
√

1 +m2α

)

ĉ′ = 1 +
√

1 + 4ν2α . (4.105)

Μία προσεκτική μελέτη και των δύο υπεργεωμετρικών συναρτήσεων, δείχνει ότι
το C2 θα πρέπει να είναι μηδέν αν θέλουμε να έχουμε μία φθίνουσα συμπεριφορά.
Λαμβάνοντας υπ΄ όψην ένα κατάλληλο σύνολο παραμέτρων η εναπομείνουσα
υπεργεωμετρική συνάρτηση έχει την επιδιωκόμενη συμπεριφορά. Μία ειδική
περίπτωση εμφανίζεται όταν το ν2 αποκτά την παρακάτω μορφή,

ν2 = m2 +
1

α
+

κ

2αβ

(

1 +
κ

2β

)

+

√
m2α+ 1

α

(

1 +
κ

β

)

, (4.106)

η οποία μας δίνει b = 0. Η συγκεκριμένη περίπτωση αντιστοιχεί σε μία ταλάν-
τωση με απόσβεση στο ρ. Επομένως το σύστημα έχει μία καλή συμπεριφορά
κάτω από τις εν λόγο διαταραχές με τις ψευδοκανονικές συχνότητες να δίνοντας
απο τη σχέση (4.102).

2. ΄Οταν f(ρ) = ±1 και b(ρ) = γ sinh(ρ/γ), με γ =
√

(l2 − 4α)/2, καταλλήγουμε
στην παρακάτω λύση για την εξίσωση (4.84),

P (w) =
√

2(w − 1)κ/2
[

C3 2F1(ã, b̃; c̃;w) + C4

√
2w 2F1(ã′, b̃′; c̃′;w)

]

,

(4.107)
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όπου

w = cosh2

( √
2 ρ√

l2 − 4α

)

, (4.108)

C3 και C4 είναι σταθερές και
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1
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− 1
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√
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√
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. (4.109)

Σε αυτή την περίπτωση και οι δύο υπεργεωμετρικές συναρτήσεις εμφανίζουν
αύξουσα συμπεριφορά. Το γεγονός αυτό σημαίνει ότι, όταν η βαθμωτή διατα-
ραχή περνά στο bulk διαδίδεται δίχως κάποια συνοριακή συνθήκη. Μία σχετικά
ανάλογη συμπεριφορά βρέθηκε και στην ανάλυση μιας πενταδιάστατης μελανής
χορδής σε πρότυπα συνδιάστασης - 1, [17].

Στις δύο τελευταίες παραγράφους μελετήσαμε τις βαθμωτές (scalar) διαταραχές
μίας μελανής χορδής σε ένα πενταδιάστατο πρότυπο μεμβρανών συνδιάστασης - 2.
Χρησιμοποιώντας τόσο την τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz, υπο την παρουσία
όρων Gauss-Bonnet, όσο και την εξίσωση Klein-Gordon, εξακριβώσαμε την ευστά-
θεια του συστήματος κάτω από τις διαταραχές του συγκεκριμένου τύπου. Για τον
ενδελεχή αναγνώστη παραθέτουμε ένα επιπλέον σχόλιο σχετικά με την προσέγγιση
την οποία και ακολουθήσαμε. Επιλέξαμε να μελετήσουμε τις διαταραχές των συμμε-
τρικών κυμάτων (s-wave), τόσο για την γωνιακή συντεταγμένη πάνω στη μεμβράνη,
όσο και για εκείνη στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο. Ωστόσο σε μία γενική περίπτω-
ση η ανάλυση κατα Fourier θα πρέπει να εμπεριέχει τις συνιστώσες συχνοτήτων και
για αυτές τις δύο συντεταγμένες. Παρόλ΄ αυτά, το κατά πόσον η ελλείπουσα γωνία
μπορεί να παίξει έναν σημαντικό ρόλο, στην ανάλυση της ευστάθειας του συστήματος
σε αυτή την περίπτωση, δεν είναι ξεκάθαρο. Η μέθοδος την οποία ακολουθήσαμε
κατα την ανάλυση των ψευδοκανονικών τρόπων ταλάντωσης (quasi-normal modes)
αποδεικνύει ( βλέπε τις εξισώσεις (4.83) και (4.84) ) οτι κάθε γωνιακή συντεταγμένη
επιδρά στον αντίστοιχο χώρο, στον οποίο ανήκει. Η εξάρτηση από το φ αντικατο-
πτρίζεται από την εξίσωση της μεμβράνης, ενώ η εξάρτηση από τη θ συντεταγμένη και
επομένως η ρητή εμφάνιση της ελλείπουσας γωνίας είναι ξεκάθαρη στην εξίσωση του
εγκάρσιου χώρου. Οποιαδήποτε επίδραση της ελλείπουσας γωνίας θα πρέπει να απει-
κονίζεται στο τμήμα της λύσης το οποίο χαρακτηρίζει το εγκάρσιο τμήμα. Ωστόσο, η
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μόνη πληροφορία που μπορεί να μας δώσει η εξίσωση (4.84), είναι το πως μεταδίδεται
η διαταραχή από τη μεμβράνη στον υπόλοιπο χώρο.
Στην περίπτωση που, κατα την ανάλυση κατα Foyrier, είχαμε επιλέξει μία συ-

νιστώσα συχνότητας για τη θ συντεταγμένη, τότε θα έπρεπε να εξετάσουμε κατα
πόσο το βαθμωτό κομμάτι της διαταραχής αποσυζεύγνεται από το υπόλοιπο τμήμα
και επιπλέον να δούμε κατα πόσο είναι δυνατόν να διαχωρίσουμε τις μεταβλητές. Η
διαδικασία αυτή είναι αρκετά πολύπλοκη και επίπονη, λόγο της παρουσίας των τετρα-
γωνικών όρων Gauss-Bonnet’s και βρίσκεται πέρα από το σκοπό της συγκεκριμένης
μελέτης. Είναι πολύ πιθανό μία ανάλυση κάτω απο το εν λόγω σκεπτικό να δώσει δια-
φορετικά αποτελέσματα. Παρόλ΄ αυτά ακόμα και σε αυτή την περίπτωση, η ελλείπουσα
γωνία, εξαιτίας της εσωτερικής της γεωμετρικής φύσης, πιθανόν να επιδρά μόνο στον
εγκάρσιο χώρο.

4.7 Διανυσματικές (Vector) και Τανυστι-
κές (Tensor) διαταραχές

Είδαμε ότι εφόσον είμαστε μακρυά από το όριο Chern-Simons μπορούμε πάντα να
εφαρμόσουμε την transverse και traceless βαθμίδα και να εξετάσουμε την ευστάθεια
του συστήματος. Από τα μέχρι τώρα αποτελέσματά μας παρατηρούμε ότι, για τις βαθ-
μωτές διαταραχές το σύστημά μας εμφανίζει μία εκθετική μείωση, εννοώντας δηλαδή
ότι παράμετρος Ω είναι αρνητική, παρά το γεγονός ότι η μάζα m της βαθμωτής συνι-
στώσας της διαταραχής, μπορεί να πάρει και αρνητικές τιμές μέχρι ένα συγκεκριμένο
όριο. Το χαρακτηριστικό αυτό εξασφαλίζει την ευστάθεια του συστήματός μας κάτω
από βαθμωτές διαταραχές της μετρικής. Η παρουσία των τετραγωνικών όρων καμ-
πυλότητας, εξαιτίας της εμφάνισης του όρου Gauss-Bonnet, δεν επιτρέπει την άμεση
αποσύζευξη των εξισώσεων για το βαθμωτό μέρος της διαταραχής και η διαδικασία
για να γίνει αυτό δεν είναι εύκολη και γρήγορη, σε αντιδιαστολή με την περίπτωση
που έχουμε μόνο τον τανυστή Einstein, όπου για το κενό το βαθμωτό μέρος της
διαταραχής για μία μελανή χορδή διαχωρίζεται άμεσα.
Είναι γνωστό ότι μία κατηγορία σφαιρικά συμμετρικών λύσεων στο κενό, με ό-

ρους Gauss-Bonnet, παρουσιάζουν αστάθειες (ghost instabilities), κατα τις οποίες
ο κινητικός όρος αποκτά αρνητικό πρόσιμο, ενώ παράλληλα υπάρχει και το πρόβλημα
ισχυρής σύζευξης (strong coupling problem ), κοντά στο όριο Chern-Simons [115].
Στην περίπτωσή μας αναμένουμε ότι το πρόβλημα ισχυρής σύζευξης να παραμένει τό-
σο για τις διανυσματικές (vector) , όσο και για τις τανυστικές (tensor) διαταραχές.
Με βάση την ανάλυση που κάναμε είδαμε ότι κάτω από τη συγκεκριμένη μορφή που
επιλέξαμε για τη διαταραχή, έχουμε την εμφάνιση ενός παράγοντα αναλογικότητας,
ο οποίος παρουσιάζεται σε όλες τις εξισώσεις διαταραχών και συγκεκριμένα έχει την
ακόλουθη μορφή, (l2 − 4α). Καθώς το l2 → 4α, όλες οι εξισώσεις ικανοποιούνται
ταυτοτικά. Το γεγονός αυτό σημαίνει οτι οι όροι πρώτης τάξης της διαταραχής δεν
είναι σημαντικοί και επομένως θα πρέπει να προχωρήσουμε σε όρους δεύτερης τάξης.
Διαφορετικά θα μπορούσε να πεί κανείς ότι οποιαδήποτε τεχνική διαταραχών, στο
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συγκεκριμένο όριο καταρρέει.
Είδαμε στις προηγούμενες παραγράφους ότι το βαθμωτό κομμάτι της διαταραχής

μπορεί να διαχωριστεί από το υπόλοιπο μέρος της διαταραχής με την βοήθεια της
transverse και traceless βαθμίδας. Επιπρόσθετα μία προσεκτική ανάλυση των εξι-
σώσεων διαταραχής, ανέδειξε ότι το βαθμωτό μέρος της διαταραχής της μετρικής δεν
εμφανίζει κάποια παθολογική συμπεριφορά. Για να εξετάσουμε το υπόλοιπο μέρος της
διαταραχής, θα θέσουμε αυτούς τους όρους ίσους με μηδέν και θα διερευνήσουμε την
απόκριση του συστήματος.
Η εξίσωση για τη διανυσματική συνιστώσα hφθ είναι αρκετά απλή και διαχωρίζεται

άμεσα από το υπόλοιπο σύστημα

coth

(

ρ√
α

)

∂hφθ
∂ρ

−
√
α
∂2hφθ
∂ρ2

= 0. (4.110)

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι τετριμμένη και μας δίνει πληροφορίες μόνο για
το εγκάρσιο μέρος της συγκεκριμένης συνιστώσας. ΄Οπως είναι εμφανές δεν υπάρχει
καμία πληροφορία για τη διάδοση της διαταραχής στη μεμβράνη και την εξέλιξή της
στο χρόνο. Πρίν κάνουμε οποιοδήποτε σχόλιο σχετικά με το συγκεκριμένο φαινόμενο
ας δούμε την εξίσωση για τις htθ και hrθ συνιστώσες.
Χρησιμοποιώντας την transverse βαθμίδα οι συγκεκριμές συνιστώσες διαχωρί-

ζονται μεταξύ τους με αποτέλεσμα και οι δύο να ικανοποιούν την ίδια εξίσωση όπως
και η hφθ συνιστώσα, δηλαδή μία εξίσωση της μορφής (4.110). Το γεγονός αυτό
δεν αποτελεί μία αναμενόμενη συμπεριφορά από πολλές απόψεις. Πρώτον εφοσον η
εξάρτηση από τη μεμβράνη είναι αυθαίρετη, θα μπορούσαμε να έχουμε μια οποιαδή-
ποτε συμπεριφορά, για την οποία η παράμετρος Ω να είναι θετική, σηματοδοτώντας
με αυτό τον τρόπο την παρέκκλιση του συστήματος από ευσταθή χαρακτηριστικά.
Επιπρόσθετα το σύστημα εμφανίζει χαρακτηριστικά εκφυλισμού, αφού και οι τρείς
προαναφερθήσες συνιστώσες συμπεριφέρονται με ακριβώς τον ίδιο τρόπο, ενώ παράλ-
ληλα δεν μπορούμε να κάνουμε καμία προβλεψη για την εξέλιξή τους στη μεμβράνη.
Το γεγονός αυτό θα μπορούσε να είναι ένα σημάδι ότι έχουμε ένα επιπλέον πρόβλημα
ισχυρής σύζευξης, αλλά δεν είναι ξεκάθαρο το κατα πόσο είναι αυτή η περίπτωση ή
όχι.
΄Εχουμε ακόμα το τανυστικό μέρος της διαταραχής, καθώς επίσης και ένα ακόμα

διανυσματικό. Αποδεικνύεται ότι οποιαδήποτε από τις εξισώσεις και αν επιλέξουμε,
χρησιμοποιώντας την transverse και traceless βαθμίδα, μπορούμε να την θέσουμε
ταυτοτικά ίση με μηδέν. Αυτό συμβαίνει για όλες τις εξισώσεις διαταραχών. Για άλλη
μια φορά, το συγκεκριμένο αποτέλεσμα δεν αποτελεί παράδειγμα μιάς φυσικά αποδε-
κτής συμπεριφοράς. Μπορούμε να δώσουμε τις παρακάτω ερμηνίες για το φαινόμενο
αυτό. Πρώτον θα μπορούσαμε να μήν έχουμε άλλους βαθμούς ελευθερίας, γεγονός
το οποίο είναι αρκετά πιθανό να συμβαίνει, μιας και που στις τρείς διαστάσεις δεν
υπάρχει το βαρυτόνιο. Η δεύτερη πιθανότητα είναι να είμαστε και πάλι αντιμέτωποι
με ένα πρόβλημα ισχυρής σύζευξης, το οποίο μας εμποδίζει στο να βγάλουμε κάποιο
αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας τους γραμικούς όρους της διαταραχής. 1. Εν τούτοις,

1Στην [116] η ολογραφική περιγραφή μιάς θεωρίας με όρους Gauss-Bonnet σε πέντε
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η περίπτωση όπου δεν έχουμε κανένα επιπλέον βαθμό ελευθερίας φαίνεται να είναι η
πιο πιθανή, μιας και που στην προσέγγιση των συμμετρικών κυμμάτων που έχουμε
θεσπίσει τόσο για τη γωνιακή συντεταγμένη πάνω στη μεμβράνη, όσο και για εκείνη
στην εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο, υπό μία έννοια η μεμβράνη ’’επικοινωνεί’’ με τον
εγκάρσιο χώρο, μέσω της γωνιακής συμμετρίας των δύο συντεταγμένων. Η απουσία
τα βαρυτονίου στη μεμβράνη, εξαιτίας της τρισδιάστατης φύσης της, αντικατοπτρίζεται
επίσης και στον εγκάρσιο χώρο λόγω της προαναφερθήσας συμμετρίας.

4.8 Συμπεράσματα

Στη συγκεκριμένη ενότητα μελετήσαμε τις διαταραχές της μετρικής μίας πενταδιά-
στατης μελανής χορδής σε ένα πρότυπο συνδιάστασης - δύο, με όρους Gauss-Bonnet
στο bulk. Μετά από μία επισκόπηση του γενικού φορμαλισμού των γραμμικών διατα-
ραχών της μετρικής, εξετάσαμε την μορφή μίας τροποποιημένης εξίσωσης Lichnero-
wicz, υπό την παρουσία ενός όρου Gauss-Bonnet. Ως μία εφαρμογή, θεωρήσαμε μία
εξαδιάστατη σφαιρικά συμμετρική Gauss-Bonnet μελανή οπή, στην οποία και εφαρ-
μόσαμε την τροποποιημένη εξίσωση Lichnerowicz, απ΄ όπου και καταλλήξαμε στα ήδη
γνωστά αποτελέσματα για τις τανυστικές διαταραχές.

Εν συνεχεία θεωρήσαμε τις βαθμωτές διαταραχές μίας μελανής χορδής σε ένα
πρότυπο συνδιάστασης - δύο, με όρους Gauss-Bonnet στο bulk. Για να κάνουμε
την ανάλυση των εν λόγω διαταραχών χρησιμοποιήσαμε τόσο την τροποποιημένη ε-
ξίσωση Lichnerowicz, καθώς επίσης και την εξίσωση Klein-Gordon. Μακρυά από
το Chern-Simons όριο είδαμε ότι τα αποτελέσματα των δύο μεθόδων συγκλίνουν. Η
συμπεριφορά της μελανής χορδής κάτω από βαθμωτές διαταραχές μπορεί να περιγραφεί
με τη βοήθεια δύο εξισώσεων. Η μία από αυτές περιγράφει την εξέλιξη της βαθμωτής
διαταραχής, πάνω στη μεμβράνη, ενώ η δεύτερη εξίσωση μας δείχνει, με ποιό τρόπο
αυτή η διαταραχή εξελίσεται σε διαφορετικές αποστάσεις από τη μεμβράνη. Η εξέλιξη
της μελανής χορδής πάνω στη μεμβράνη εξαρτάται από τους ψευδοκανονικούς τρόπους
ταλάντωσης (quasinormal modes), οι οποίοι είναι παρόμοιοι με του ψευδοκανονικούς
τρόπους ταλάντωσης μίας τρισδιάστατης μελανής με τη μόνη διαφορά ότι στη συγκε-
κριμένη περίπτωση έχουμε την παρουσία ενός επιπλέον όρου ο οποίος μεταφέρει την
πληροφορία του bulk. Η ανάλυση της ευστάθειας μας δείχνει ότι η μελανή χορδή είναι
ευσταθής κάτω από βαθμωτές διαταραχές.

Επιπλέον μελετήσαμε τις διανυσματικές (vector) και τανυστικές (tensor) διατα-
ραχές της μελανής χορδής. Βρήκαμε ότι για τις διανισματικές συνιστώσες η μόνη
πληροφορία για την συμπεριφορά τους, προέρχεται από το bulk, ενώ για τις τανυστι-
κές δεν βρήκαμε καμία φυσικά διαδιδόμενη συνιστώσα. Το φαινόμενο αυτό κυρίως το
αποδίδουμε στις συγκεκριμένες συμμετρίες της μελανής χορδής, τις οποίες και θεωρή-

διαστάσεις τέθηκε υπό μελέτη. Το αποτέλεσμα ήταν ότι υπάρχει μία ιδιαίτερη ανωμαλία
(Weyl anomaly) η οποία αποτρέπει την εν λόγω θεωρία να συγκλίνει ομαλά προς το ό-
ριο Chern-Simons σηματοδοτώντας έτσι την κατάρρευση οποιασδήποτε μεθόδου διαταραχών
τουλάχιστον μέχρι τους όρους γραμμικής τάξης.
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σαμε επίσης για την διαταραχή, αλλά θα μπορούσε παράλληλα να είναι και μία ένδειξη
ενός πιό σοβαρού προβλήματος ισχυρής σύζευξης.
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Κεφάλαιο 5

Θεωρίες Ανισοτροπικών
Διαστάσεων

Με την πάροδο των ετών, η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας (ΓΘΣ) έχει α-
ποδειχθεί ως ένα αρκετά προσοδοφόρο πεδίο έρευνας, τόσο στο πεδίο της μελέτης
στατικών λύσεων, όσο και στον τομέα της κοσμολογίας. Αν και σαν θεωρία, έχει
εξετασθεί η εγκυρότητά της αρκετές φορές, πρόσφατα αστροφυσικά δεδομένα και κο-
σμολογικές παρατηρήσεις μας υποδεικνύουν ότι θα πρέπει να τροποποιηθεί σε μεγάλες
αποστάσεις. Παράλληλα είναι γνωστό ότι καθώς πηγαίνουμε σε όλο και πιο υψηλές
ενέργειες, η ΓΘΣ καταρρέει και θα πρέπει να αντικατασταθεί από μία νέα θεωρία, η
τουλάχιστον να τροποποιηθεί καταλλήλως.

Το θέμα της επανακανονικοποίησης της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας απο-
τελεί ένα αγκάθι στο όλο οικοδόμημά της, γεγονός που μας οδηγεί στο συμπέρασμα
ότι η θεωρία θα πρέπει να ισχύει μέχρι μια συγκεκριμένη ενεργειακή κλίμακα, όπως
προαναφέραμε, πέρα από την οποία κάποιο διαφορετικό πρότυπο για τις βαρυτικές αλ-
ληλεπιδράσεις, αλλά και για την περιγραφή του χωροχρόνου θα πρέπει να θεωρηθεί.
΄Ενα τέτοιο παράδειγμα μπορούμε να δούμε στην μελέτη της [117], όπου αντί για την
κανονική Einstein-Hilbert δράση έχουμε και την εισαγωγή επιπλέον τετραγωνικών
όρων καμπυλότητας. Αν και η θεωρία είναι επανακανονικοποιήσιμη περιέχει όρους με
αρνητική κινητική ενέργεια και θα πρέπει να απορυθφεί.

Πρόσφατα ο Hořava διατύπωσε μία θεωρία βαρύτητας, κατα την οποία μπορούμε
να θεωρήσουμε ότι ο χρόνος συμπεριφέρεται διαφορετικά σε σχέση με τις υπόλοιπες
τρείς χωρικές διαστάσεις [118],[119]. Το γεγονός αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να
μεταχειριστούμε διαφορετικά, όρους που εμπεριέχουν χρονικές και αντίστοιχα χωρικές
παραγώγους. Το συγκεκριμένο πρότυπο προσέλκυσε ένα αρκετά μεγάλο ενδιαφέρον,
μίας και θεωρήθηκε ώς ένα πιθανό επανακανονικοποιήσιμο πρότυπο για την βαρύτητα.
Αρκετά γρήγορα όμως φάνηκε ότι περιείχε κάποιες παθογένιες. Παρόλ΄ αυτά παραμένει
μία αρκετά ενδιαφέρουσα πρόταση.

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε αρχικά με μία βασική επισκόπηση της βαρυ-
τικής θεωρίας του Hořava και στη συνέχεια θα εξετάσουμε ένα πρότυπο κατα το οποίο
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έχουμε μία τρισδιάστατη μεμβράνη εμβαπτισμένη σε ένα πενταδιάστατο χωροχρόνο,
στον οποίο η επιπλέον χωρική διάσταση συμπεριφέρεται διαφορετικά σε σχέση με τις
υπόλοιπες τέσσερεις διαστάσεις οι οποίες βρίσκονται πάνω στη μεμβράνη. Ουσιαστι-
κά έχουμε μία παραλλαγή του προτύπου του Hořava, μόνο που σε αυτή τη περίπτωση
έχουμε μία χωρική, και όχι μία χρονική διάσταση η οποία να καθορίζει τα κύρια συστα-
τικά του προτύπου. Στην πρώτη παράγραφο θα εξετάσουμε το σπάσιμο της Lorentz
συμμετρίας σε βαθμωτές θεωρίες στην κβαντική θεωρία πεδίου και στη συνέχεια θα
δούμε τα κύρια χαρακτηριστικά της θεωρίας του Hořava. Στην τέταρτη παράγραφο
θα εξετάσουμε τις επιπτώσεις των ανισοτροπικών επιπλέον χωρικών διαστάσεων. Θα
βρούμε τις λύσεις για μερικές εκδοχές του προτύπου και θα μελετήσουμε το σύστημα
κάτω από βαθμωτές διαταραχές. Το αποτέλεσμα της ανάλυσης είναι, ότι το σπάσιμο
της πενταδιάστατης Lorentz συμμετρίας, κατά το οποίο μία επιπλέον χωρική διάσταση
μετασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από οτι οι υπόλοιπες τέσσερεις, επιφέρει την
εμφάνιση παθογενειών στο σύστημα [141].

5.1 Σπάσιμο της Lorentz συμμετρίας

Πριν εξετάσουμε τα κύρια χαρακτηριστικά του προτύπου του Hořava, ας μελετή-
σουμε ένα αντίστοιχο θέμα στη θεωρία πεδίου με βαθμωτά πεδία. Ας υποθέσουμε ότι
έχουμε την παρακάτω δράση

S =

∫

dtdx3
(

φ̇2 − φ(−∆)φ− κφ4
)

(5.1)

όπου ˙≡ ∂/∂t και ∆ = ~∇2. Κάνοντας μία διαστατική ανάλυση της παραπάνω δράσης
θα δούμε ότι, για [t] = [x] = −1 το βαθμωτό πεδίο έχει διάσταση [φ] = 1. Τότε
η σταθερά σύζευξης κ έχει μηδενική διάσταση. Μάλιστα, δεν μπορούμε να θεωρή-
σουμε μία δράση με έναν όρο με μεγαλύτερη δύναμη από το φ4, διότι σε αυτή την
περίπτωση η σταθερά σύζευξης αποκτά αρνητική διάσταση κάνοντας τη θεωρία μας
μη επανακανονικοποιήσιμη [120].
Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε την παρακάτω δράση

S =

∫

dtdx3
(

φ̇2 − φ(−∆z)φ− κnφ
n
)

. (5.2)

Για z = 1 έχουμε την (5.1). Το z και το n είναι θετικοί ακέραιοι. Για να είναι μία
θεωρία επανακανονοικοποιήσιμη με καταμέτρηση δυνάμεων (power counting renor-
malisable), θα πρέπει οι όροι αλληλεπίδρασης να έχουν σταθερές σύζευξης η οποίες
να μην έχουν αρνητική διάσταση. Ας υποθέσουμε τώρα ότι η κλίμακα του χρόνου,
είναι διαφορετική από εκείνη των υπολοίπων τριών διαστάσεων, δηλαδή ότι διαστατικά
έχουμε ότι

[t] = −z, [x] = −1. (5.3)

Σε αυτή την περίπτωση βλέπουμε ότι η διάσταση του βαθμωτού πεδίου είναι

[φ] =
3 − z

2
, (5.4)
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ενώ για τη σταθερά σύζευξης κn έχουμε

[κn] = 3 + z + n
z − 3

2
. (5.5)

Εύκολα βλέπουμε ότι για z = 3 η σταθερά σύζευξης κn αποκτά θετική διάσταση,
οποισδήποτε κι αν είναι ο βαθμός αλλήλεπίδρασης. Επι της ουσίας σπάσαμε την
Lorentz συμμετρία με αποτέλεσμα να έχουμε μία επανακανονικοποιήσιμη θεωρία στην
οποία έχουμε συμπεριλάβει επιπλέον όρους οι οποίοι εμπεριέχουν χωρικές παραγώγους
[121],[122]. Η πλήρης δράση θα έχει την παρακάτω μορφή

S =

∫

dtdx3
(

φ̇2 − φ(m2 − c2∆ + c̃4∆2 − ∆3)φ− κnφ
n
)

. (5.6)

Εν κατακλείδι βλέπουμε ότι αντιμετωπίζοντας το χρόνο και το χώρο διαφερετι-
κά μπορούμε να καταλλήξουμε σε μία θεωρία με αρκετά ελκυστικά χαρακτηριστικά:
πρώτον είναι επανακανονοικοποιήσιμη θεωρία και δεύτερον είμαστε σε θέση να ει-
σαγάγουμε επιπλέον όρους χωρικών μόνο παραγώγων χωρίς την εμφάνιση επιπλέον
χρονικών παραγώγων υψηλής τάξης που θα επέφεραν κινητικούς όρους με αρνητι-
κό πρόσημο. Ακριβώς αυτή την ιδέα θα εφαρμόσουμε στη συνέχεια για μία θεωρία
βαρύτητας.

5.2 Θεωρία Hořava

Θα ξεκινήσουμε θεωρώντας ότι η χρονική συνιστώσα εμφανίζει μία ανιστοτροπία
σε σχέση με τις υπόλοιπες τρείς χωρικές συνιστώσες, γεγονός το οποίο αντικατοπτρί-
ζεται και στη διαστατικότητά τους, όπου και επιλέγουμε την περίπτωση του z = 3,

[t] = −3, [x] = −1 . (5.7)

Πριν ασχοληθούμε με τη δράση του προτύπου, είναι χρήσιμο να εκφράσουμε τη μετρική
σύμφωνα με την ADM μορφή της [123],

ds2 = −c2N2dt2 + gij
(

dxi −N idt
) (

dxj −N jdt
)

, (5.8)

όπου c είναι η ταχύτητα του φωτός με διάσταση [c] = 2. Η gij είναι η χωρική με-
τρική με signature (+,+,+), ενώ το N και το Ni είναι η συνάρτηση lapse και shift
αντίστοιχα, οι οποίες εμφανίζονται κατα τον διαχωρισμό του χωροχρόνου σε τρισδιά-
στατες χωρικές υπερεπιφάνιες σταθερού χρόνου. Για τις συγκεκριμένες ποσότητες
ισχύει ότι

[gij ] = 0, [N ] = 0, [Ni] = 2 . (5.9)

΄Εχοντας υποθέσει ότι ο χρόνος και ο χώρος μετασχηματίζονται με διαφορετικό
τρόπο, βλέπουμε πως ο χρόνος παίζει έναν ιδιαίτερο ρόλο στο εν λόγο πρότυπο. Ο
ρόλος αυτός μπορεί να κωδικοποιηθεί στην πολλαπλότητα θεωρώντας ότι αυτή έχει
τη δομή φύλλωσης συνδιάστασης - 1 (codimension-1 foliation). Πλέον δεν θα έχου-
με μία συμμετρία της θεωρίας κάτω από γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων
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(general coordinate invariance), αλλά κάτω από ένα πιο αυστηρό σύνολο μετασχη-
ματισμών, το λεγόμενο μετασχηματισμό διατήρησης φύλλωσης (foliation preserving
transformations), οι οποίοι έχουν την παρακάτω μορφή

x̃i = x̃(xj , t), t̃ = t̃(t) . (5.10)

Η μορφή των παραπάνω μετασχηματιμών θα μας επιβάλει και την κατάλληλη δομή της
δράσης, όπως επίσης θα μας επιτρέψει να εισαγάγουμε επιπλέον όρους στη δράση.
Ο τρόπος με τον οποίο μετασχηματίζονται τα gij , N και Ni είναι ο εξής. Ξεκινάμε

με το gij . Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τον παρακάτω μετασχηματισμό

t′ = t+ f(t) (5.11)

x′i = xi + ζi(t, χ). (5.12)

Επομένως για τη χωρική μετρική θα έχουμε

g′ij
(

X ′) =
dxA

dx′i
dxB

dx′j
gAB (X)

= (δki − ∂iζ
k)(δlj − ∂jζ

l)gkl (X)

= gij − ∂iζ
lgjl − ∂jζ

lgil, (5.13)

όπου τα κεφαλαία γράμματα τρέχουν σε όλο τον χωρόχρονο, ενώ οι λατινικοί χαρακτή-
ρες υποδηλώνουν μόνο χωρικές συνιστώσες. Επομένως για τη μεταβολή βρίσκουμε
ότι

δgij = gij
(

X ′)− g′ij
(

X ′)

= f ġij + ζk∂kgij + ∂iζ
lgjl + ∂jζ

lgil. (5.14)

Κατ΄ αναλογία έχουμε τα παρακάτω και για τα N και Ni, τα οποία συνοψίζουμε μαζί
με το gij

δgij = f ġij + ζk∂kgij + ∂iζ
lgjl + ∂jζ

lgil

δNi = Nj∂iζ
j + ζj∂jNi + ζ̇jgij + ḟNi + fṄi (5.15)

δN = ζj∂jN + ḟN + fṄ.

Η δράση τώρα για το πρότυπο του Hořava, αποτελείται από έναν κινητικό όρο και
ένα δυναμικό

S = SK + SV , (5.16)

με τον κινητικό όρο της δράσης να παίρνει την παρακάτω μορφή

SK =
2

κ2

∫

dtd3xN
√
g
(

KijK
ij − λK2

)

, (5.17)

όπου Kij είναι η εξωγενής καμπυλότητα (extrinsic curvature)

Kij =
1

2N
(ġij −∇iNj −∇jNi) (5.18)
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με K = gijKij και τη συναλλοίωτη παράγωγο ∇ να υπολογίζεται με βάση τη μετρική
gij , ενώ τα κ, λ είναι σταθερές σύζευξης με το λ να είναι αδιάστατο. Υπολογίζοντας
τη διαστατικότητα της εξωγενούς καμπυλότητας έχουμε ότι

[Kij ] = 3, (5.19)

επομέμως βλέπουμε ότι η σταθερά σύζευξης κ είναι και αυτή αδιάστατη. Η παρουσία
της σταθεράς λ ουσιαστικά σηματοδοτεί το σπάσιμο της πλήρους συμμετρίας κάτω
από τους γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων και επιβάλει, κάθε όρος του κι-
νητικού όρου της δράσης να παραμένει αμετάβλητος κάτω από τους πιο περιοριστικούς
μετασχηματισμούς διατήρησης φύλλωσης. Για παράδειγμα για τον πρώτο όρο έχουμε

K ′
ij(X

′) =
∂xA

∂xi
∂xB

∂xj
KAB

=
(

δki − ∂iζ
k
)(

δlj − ∂jζ
l
)

Kkl

= Kij(X) − ∂iζ
kKkj − ∂jζ

kKki (5.20)

και
Kij(X

′) = Kij(X) + fK̇ij + ζk∂kKij , (5.21)

άρα
δKij = fK̇ij + ζk∂kKij + ∂iζ

kKkj + ∂jζ
kKki. (5.22)

Επιπλέον

K ′ij(X ′) =
∂xi

∂xA
∂xj

∂xB
KAB

=
(

δik + ∂kζ
i
)

(

δjl + ∂lζ
j
)

Kkl

= Kij(X) + ∂kζ
iKkj + ∂kζ

jKki (5.23)

και
Kij(X ′) = Kij(X) + fK̇ij + ζk∂kK

ij , (5.24)

άρα
δKij = fK̇ij + ζk∂kK

ij − ∂kζ
iKkj + ∂kζ

jKki. (5.25)

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις βρίσκουμε ότι

δ(KijK
ij) = f∂t(KijK

ij) + ζk∂k(KijK
ij). (5.26)

Εκμεταλευόμενοι τις (5.26) και (5.15) και επειδή ισχύει

δ
√
g =

1

2

√
ggijδgij , ∂cg = ggab∂cgab, (5.27)

μπορούμε να δούμε ότι ο πρώτος όρος του κινητικού όρου είναι αμετάβλητος κάτω
από το συγκεκριμένο μετασχηματισμό. Αντίστοιχα μπορούμε να αποδείξουμε, ότι
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και ο δεύτερος όρος παραμένει επίσης αμετάβλητος κάτω από τους μετασχηματισμούς
διατήρησης φύλλωσης. Σε αντίθεση με τη Γενική Σχετικότητα η απαίτηση να έχουμε
συμμετρία κάτω από γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων, επιβάλει το λ = 1.
Στην περίπτωση της θεωρίας του Hořava η σταθερά λ, είναι μία δυναμική σταθερά.

΄Εχοντας ορίσει τη μορφή του κινητικού όρου, θα περάσουμε στη συνέχεια στον
όρο δυναμικού. ΄Οπως είναι φανερό υπάρχουν πάρα πολλοί συνδιασμοί για το δυνα-
μικό, ωστόσο η αρχική θεωρία βασίστηκε σε μία παραδοχή, η οποία ελάττωνε τους
πιθανούς συνδιασμούς. Η συμμετρία λεπτομερούς ισορροπίας (detailed balance), κά-
τω από την οποία θα πρέπει να υπόκειται το δυναμικό V , προέρχεται από τη φυσική
συμπυκνωμένης ύλης και συνοπτικά ορίζει ότι το δυναμικό V θα πρέπει να προκύπτει
από ένα υπερδυναμικό W , δηλαδή

V = EijGijklE
kl, (5.28)

όπου

Eij =
1√
g

δW

δgij
(5.29)

και

Gijkl =
1

2

(

gikgjl + gilgjk
)

− λgijgkl. (5.30)

Η πιο γενική δράση που μπορεί να γραφεί με βάση τις παραπάνω παραδοχές έχει την
παρακάτω μορφή.

Sdb =
M2
pl

2

∫

d3xdtN
√
g

{

KijKij − λK2 − α4

M4
pl

CijC
ij (5.31)

+
2α2β

M3
pl

ǫijk√
g
Ril∇jR

l
k −

β2

M2
pl

RijRij +
β2

4

1 − 4λ

1 − 3λ
R2

+
β2 ζ

1 − 3λ
R− 3β2 ζ2

1 − 3λ
M2
pl

}

, (5.32)

όπου ǫijk είναι το σύμβολο Levi-Civita και

Cij =
ǫikl√
g
∇k

(

Rj l −
1

4
Rδjl

)

(5.33)

είναι ο τανυστής Cotton και τα α, β και ζ είναι αδιάστατες σταθερές. Ωστόσο η
συγκεκριμένη μορφή για τη δράση δεν είναι συμβατή με τις παρατηρήσεις για λ > 1/3,
ενώ παραβιάζει την ισοτιμία (parity).

Επίσης η θεωρία χωρίζεται σε δύο επιπλέον κατηγορίες. Η περίπτωση κατα την
οποία το N = N(t), ονομάζεται προβαλώμενη (projectable), ενώ εάν N = N(t, xi)
έχουμε τη μη-προβαλώμενη (non-projectable), περίπτωση. Στην προβαλώμενη περί-
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πτωση έχουμε ότι η δράση παίρνει την παρακάτω μορφή

Sp =
M2
pl

2

∫

d3xdtN
√
g

{

KijKij − λK2 − g0M
2
pl − g1R− g2M

−2
pl R

2

−g3M−2
pl RijR

ij − g4M
−4
pl R

3 − g5M
−4
pl R(RijR

ij)

−g6M−4
pl R

i
jR

j
kR

k
i − g7M

−4
pl R∇2R

−g8M−4
pl ∇iRjk∇iRjk

}

, (5.34)

με τα gi να είναι αδιάστατες σταθερές. Βλέπουμε ότι στη δράση δεν υπάρχει καθό-
λου η παρουσία του τανυστή Riemann. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι στις
τρείς διαστάσεις ο τανυστής Riemann μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδιασμός
του βαθμωτού Ricci και του τανυστή Ricci. Κάτι τέτοιο θα ήταν αδύνατο αν θεω-
ρούσαμε την ίδια θεωρία σε περισσότερες από τέσσερεις διαστάσεις, όπου σε αυτή
την περίπτωση θα έπρεπε να τον συμπεριλάβουμε [131]. Στην (5.34) δεν υπάρχουν
πλέον όροι που παραβιάζουν την ισοτιμία, ενώ το g0 σχετίζεται με τη κοσμολογική
σταθερά[124],[125],[126].
Στη μη-προβαλώμενη περίπτωση πέρα από τους όρους της (5.34) θα πρέπει να

συμπεριλάβουμε και τον παρακάτω όρο

∆SV =
Mpl

2

∫

d3xdtN
√
g [η αiα

i + ξ1α
4
i + ξ2αi∇2αi + ξ3∇2R+ ...

χ1α
6
i + χ2αi∇4αi + χ3∇4R+ ...]. (5.35)

όπου
αi = ∂i lnN (5.36)

Στην παραπάνω σχέση δεν έχουμε γράψει όλο το πλήθος των πιθανών όρων τέταρτης
και έκτης τάξης που θα μπορούσαν να συμπεριληθφούν [127].
Η θεωρία όπως προαναφέραμε προσέλκυσε αρκετά μεγάλο ενδιαφέρον, τόσο στον

τομέα της κοσμολογίας [129], όσο επίσης και στη μελέτη μελανών οπών [128], [130],
[131],[132], καθώς επίσης και σε άλλους τομείς. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε το
σοβαρότερο θέμα της εν λόγο θεωρίας το οποίο εντοπίζεται στον επιπλέον βαθμό
ελευθερίας, ο οποίος εμφανίζεται εξαιτίας του ότι πλέον δεν έχουμε τους πλήρεις
μετασχηματισμούς κάτω από μία γενική αλλαγή συντεταγμένων, αλλά ένα πιο περιο-
ρισμένο σύνολο.

5.3 Πρόβλημα Ισχυρής Σύζευξης

Το εν λόγο πρόβλημα μελετήθηκε αρχικά στην [133] και στη συνέχεια στις [134],
[135], [136], [137], [138]. Στη συγκεκριμένη παράγραφο θα μελετήσουμε το πρό-
βλημα της ισχυρούς σύζευξης υπό το πρίσμα της μη-προβαλώμενης θεωρίας (non-
projectable) [137].
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Ξεκινάμε θεωρώντας την παρακάτω δράση

S =
M2
pl

2

∫

d3xδtN
√
g
{

KijKij − λK2 − V
}

, (5.37)

όπου τοMpl είναι η μάζα Planck και V είναι ένα γενικό δυναμικό της δράσης, το οποίο
έχει την εξής μορφή

V = 2Λ −R+M−2
pl O(R2) +M−4

pl O(R3) + α− terms, (5.38)

όπου για το αi έχουμε ότι

αi ≡ ∂iN/N. (5.39)

Για να συνεχίσουμε, θα ασχοληθούμε με το όριο που η ενέργεια είναι χαμηλή, όπου
και διατηρούμε εκείνους τους όρους του δυναμικού, των οποίων η διάσταση είναι το
πολύ 2 και θα θέσουμε τη μάζα Planck ίση με ένα. Επομένως η δράση στην οποία
και θα επικεντρωθούμε είναι η εξής

S =
1

2

∫

d3xδtN
√
g
{

KijKij − λK2 +R+ η aia
i
}

. (5.40)

Θα εξετάσουμε της βαθμωτές διαταραχές σε ένα επίπεδο υπόβαθρο το οποίο και
αποτελεί λύση των εξισώσεων κίνησης της παραπάνω δράσης. Υποθέτουμε λοιπόν ότι
έχουμε

N = eα(t,x), Ni = ∂iβ(t, x), gij = e2ζ(t,x)δij . (5.41)

Η ποιο γενική μορφή για τις βαθμωτές διαταραχές περιέχει και έναν όρο ακόμα στη
μετρική gij , ο οποίος είναι της μορφής ∂i∂jE(t, x). Ωστόσο διαλέγοντας ένα κατάλ-
ληλο μετασχηματισμό, xi → xi + χ,i, η συνάρτηση E μεταβάλλεται σαν E → E − χ.
Επομένως μπορούμε να ορίσουμε με κατάλληλο τρόπο το χ, ώστε να απαλλήψουμε
τη συνιστώσα E.
Χρησιμοποιώντας την (5.41) βρίσκουμε ότι

Γkij =
1

2
gkl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

= δkj ∂iζ + δki ∂jζ − δij∂
kζ, (5.42)

όπου ισχύει ότι

∂kζ = δkl∂lζ. (5.43)

Για την εξωγενή καμπυλότητα (extrinsic curvature) έχουμε

Kij =
1

2N
(ġij −∇iNj −∇jNi)

=
1

e2α

(

2e2ζ ζ̇δij − 2∂i∂jβ + 2∂iζ∂jβ + 2∂jζ∂iβ − 2δij∂
kζ∂kβ

)

(5.44)
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και για το ίχνος της

K = gijKij

=
1

2

(

e−α−2ζ
)(

6ζ̇e2ζ − 2∆β − 2∂kζ∂kβ
)

, (5.45)

όπου
∆ = δij∂iζ∂j. (5.46)

Τώρα για τον τανυστή Riemann έχουμε ότι

Rijkl = ∂kΓijl − ∂lΓ
i
jk + ΓejlΓ

i
ek − ΓejkΓ

i
el

= δil∂k∂jζ − δjl∂k∂
iζ − δik∂l∂jζ + δjk∂l∂

iζ

+δik∂lζ∂jζ − δikδjl(∂ζ)2 + δjl∂kζ∂
iζ

−δil∂kζ∂jζ + δilδjk(∂ζ)2 − δjk∂
iζ∂lζ, (5.47)

ενώ για τον τανυστή Ricci και το βαθμωτό Ricci βρίσκουμε

Rjl = Rijil

= −δjl∆ζ − ∂l∂jζ − δjl(∂ζ)2 + ∂lζ∂jζ (5.48)

και αντίστοιχα

R = gjlRjl

= −2e−2ζ
(

(∂ζ)2 + 2∆ζ
)

. (5.49)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω ποσότητες στην (5.40) και διατηρώντας τους ό-
ρους δεύτερης τάξης, καταλλήγουμε στην ακόλουθη Λανγκραντζιανή, εφαρμόζοντας
κατάλληλες συνοριακές συνθήκες:

L2 =
3

2
(1−3λ)ζ̇2 +(∂ζ)2 +

1

2
(1−λ)(∆β)2 −(1−3λ)ζ̇∆β−2α∆ζ− η

2
α∆α. (5.50)

Από την παραπάνω Λανγκραντζιανή, βρίσκουμε τις εξισώσεις για το α και β οι οποίες
αντιστοιχουν στις εξισώσεις διατήρησης της ορμής (momentum constraint) και ενέρ-
γειας (Hamiltonian constraint), θεωρώντας πάντα κατάλληλες συνοριακές συνθήκες,

∆β = − 1

c2ζ
ζ̇, α = −2

η
ζ. (5.51)

Για το cζ ισχύει ότι

c2ζ =
1 − λ

3λ− 1
. (5.52)

Στη Γενική Σχετικότητα, όπου έχουμε τους πλήρης μετασχηματισμούς συντεταγμέ-
νων, με τη βοήθεια των παραπάνω συνθηκών θα βρίσκαμε ότι ζ = 0, ότι δηλαδή το
βαρυτόνιο δεν έχει ένα βαθμωτό βαθμό ελευθερίας. Στη συγκεκριμένη περίπτωση
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όμως λόγο του σπασίματος της συμμετρίας των εν λόγο μετασχηματισμών έχουμε
την εμφάνιση του επιπλέον βαθμού ελευθερίας. Αντικαθιστώντας τις (5.51) στην
Λανγκραντζιανή δεύτερης τάξης και με κατάλληλες παραγοντικές ολοκληρώσεις βρί-
σκουμε την ακόλουθη Λανγκραντζιανή

S2 = −
∫

δ3xδt

[

1

c2ζ
ζ̇2 − η − 2

η
(∂ζ)2

]

. (5.53)

Από την (5.53) βλέπουμε ότι το cζ αντιστοιχεί στην ταχύτητα του ήχου, για τη διατα-
ραχή ζ. Είναι φανερό από τη δομή του cζ , ότι θα πρέπει να ισχύουν κάποιοι περιορισμοί
στις τιμές του λ. Δίχως τη συνεισφορά του η η ζ συνιστώσα της διαταραχής είτε
θα ήταν ασταθής για c2ζ < 0, ή θα είχε κινητική ενέργεια με το λάθος πρόσημο στην

περίπτωση που c2ζ > 0. Το πρόβλημα μπορεί να λυθεί υποθέτοντας ότι έχουμε τον
παρακάτω περιορισμό

c2ζ < 0 και 0 < η < 2. (5.54)

΄Εχοντας μελετήσει τώρα τη συμπεριφορά για τους όρους δεύτερης τάξης συνεχί-
ζουμε, εξετάζοντας τους όρους τρίτης τάξης, ώστε να ερευνήσουμε το πρόβλημα της
ισχυρούς σύζευξης. Η Λανγκραντζιανή για τους όρους τρίτης τάξης έχει ως εξής

L3 =
9

2
(1 − 3λ)ζζ̇2 − ζ(∂ζ)2 − ζ2∆ζ − (1 − 3λ)ζζ̇∆β − (1 − 3λ)ζ̇∂kζ∂

kβ

+(1 − λ)∆β∂kζ∂
kβ − 1

2
ζ∂i∂jβ∂

i∂jβ − 2∂i∂jβ∂
iβ∂jζ +

λ

2
ζ(∆β)2

−3

2
(1 − 3λ)αζ̇2 + (1 − 3λ)αζ̇∆β − 1

2
α∂i∂jβ∂

i∂jβ +
λ

2
α(∆β)2 − α(∂ζ)2

−2αζ∆ζ − α2∆ζ +
η

2
ζ(∂α)2 +

η

2
α(∂α)2. (5.55)

Αντικαθιστώτας τους περιορισμούς (5.51), βρίσκουμε τη δράση για τους όρους τρίτης
τάξης της διαταραχής,

S3 =

∫

δtδ3x

{

(

1 − 4(1 − η)

η2

)

ζ(∂ζ)2 − 2

c4ζ
ζ̇∂iζ

∂i

∆
ζ̇

+

(

3

2
+

1

η

)

[

1

c4ζ
ζ

(

∂i∂j
∆

ζ̇

)2

−
(2c2ζ + 1)

c4ζ
ζζ̇2

]}

. (5.56)

Παρατηρώντας την (5.56) έχουμε να σημειώσουμε τα εξής. Αν αποκαταστήσουμε
τη σταθερά Mpl στη δράση και κανονικοποιώντας τον κινητικό όρο στην (5.53) ως,

ζ = |cζ |ζ̂/Mpl, όλοι οι όροι της (5.56) εκτός από τον πρώτο μεταβάλλονται σαν
(|cζ |Mpl)

−1. Επομένως για λ → 1, όπου έχουμε αποκατάστασης της Lorentz συμ-
μετρίας, το cζ → 0, με αποτέλεσμα οι αλληλεπιδράσεις της ζ συνιστώσας να γίνονται
ισχυρά συζευγμένες για ενέργειες μεγαλύτερες από |cζ |Mpl. Επιπλέον η παρουσία της
σταθεράς σύζευξης η δεν επιλύει το πρόβλημα μιάς και οι τιμές της, για τις οποίες κά-
ποιοι από τους όρους μηδενίζονται βρίσκονται εκτός των επιτρεπτών ορίων. Επιπλέον
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όπως φαίναται και στην (5.56), ο δεύτερος όρος δεν εξαρτάται από το η και επομένως
το προβλημα ισχύρής σύζευξης θα παραμένει έστω και αν υπήρχε κάποια επιτρεπτή
τιμή για το η.
Επιπρόσθετα ούτε και οι όροι με παραγώγους ανώτερης τάξης θα άλλαζαν ιδιαίτερα

την κατάσταση, αφού θα πρόσθεταν όρους με χωρικές παραγώγους του ζ και του α
και όχι του β το οποίο και σχετίζεται με τις χρονικές παραγώγους του ζ και είναι
αυτές οι οποίες εμφανίζουν το πρόβλημα ισχυρής σύζευξης. Το μόνο αποτέλεσμα
της εισαγωγής των επιπλέον όρων στη δράση, που πιθανώς να έλυνε το πρόβλημα
είναι η εισαγωγή μιάς καινούργιας ενεργειακής κλίμακας Z, για την οποία ισχύει Z <
|cζ |Mpl. Σε αυτή την περίπτωση οι όροι με υψηλότερες διαστάσεις θα κυριαρχήσουν
κατα τη διαταρακτική διαδικασία, πρίν ενεργοποιηθεί το πρόβλημα ισχυρής σύζευξης
[137],[139],[140].

5.4 Ανισοτροπικές επιπλέον χωρικές διαστά-
σεις

Στην προηγούμενη παράγραφο είδαμε τα κύρια χαρακτηριστικά της θεωρίας του
Hořava για μία αρκούντως επαρκή θεωρία βαρύτητας, η οποία θα παρέχει αναλλα-
κτική άποψη για το όριο των υψηλών ενεργειών. Η κατασκευή της στηρίζεται στην
ύπαρξη μία προτιμητέας φύλλωσης του τρισδιάστατου χώρου σε υπερεπιφάνειες στα-
θερού χρόνου, χωρίζοντας έτσι το χωροχρόνο σε χώρο και χρόνο με ένα διακριτό
τρόπο. Το γεγονός αυτό μας επέτρεψε να εισαγάγουμε στη δράση τελεστές οι ο-
ποίοι περιέχουν χωρικές παραγώγους υψηλής τάξης, δίχως την παράλληλη εισαγωγή
χρονικών παραγώγων, που θα προκαλούσαν παθογένειες στο σύστημα. Η διαδικα-
σία αυτή βελτιώνει τη συμπεριφορά του διαδώτη της βαρύτητας κάνοντας τη θεωρία
επανακανονικοποιήσιμη. Ωστόσο είδαμε ότι λόγω της συγκεκριμένης φύλλωσης θα
πρέπει να αποχωριστούμε την συμμετρία κάτω από τους γενικούς μετασχηματισμούς
συντεταγμένων και να υιοθετήσουμε ένα πιο περιοριστικό σύνολο μετασχηματισμών,
το οποίο ακολούθως παράγει έναν επιπλέον βαθμωτό βαθμό ελευθερίας. Το συγ-
κεκριμένο βαθμωτό πεδίο, φαίνεται ότι παρουσιάζει ένα πρόβλημα ισχυρής σύζευξης
στο όριο κατα το οποίο η θεωρία συγκλίνει στην Γενική Θεωρία της Σχετικότητας,
βάζοντας σοβαρές σκέψεις για τη βιωσιμότητα της θεωρίας.
Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε και πάλι το σπάσιμο των γενικών μετασχημα-

τισμών συντεταγμένων, αλλα τώρα θα ασχοληθούμε με ένα πρότυπο στο οποίο έχουμε
μία επιπλέον χωρική διάσταση και η προτιμητέα φύλλωση είναι προσαρμοσμένη στην
επιπλέον χωρική διάσταση και όχι στο χρόνο, όπως στο πρότυπο του Hořava [118],
[119], [131]. Το γεγονός αυτό θα αφήσει αμετάβλητο τον τετραδιάστατο χωρόχρονο,
περαμένοντας αναλλοίωτος κάτω από τους τετραδιάστατους μετασχηματισμούς Lo-
rentz, αλλά θα επιρρεάσει την πλήρη πενταδιάστατη θεωρία. Επιπρόσθετα ανάλογα
με τον τρόπο που μετασχηματίζεται η επιπλέον χωρική διάσταση, μπορούμε να εισα-
γάγουμε επιπλέον όρους της εξωγενούς καμπυλότητας στη δράση, προτού φτάσουμε
σε ενέργειες όπου αναπόφευκτα θα πρέπει να εισάγουμε και τετραδιάστατους όρους
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καμπυλότητας, οι οποίοι τώρα περιέχουν χρονικές παραγώγους και με αυτό τον τρόπο
θα έχουμε την εμφάνιση κινητικών όρων με αρνητικό πρόσημο (ghosts).

Σκοπός της μελέτης είναι να εξετάσουμε το σπάσιμο των γενικών μετασχηματι-
σμών συντεταγμένων με ένα τρόπο όπου να αφήνουμε ανέπαφη την τετραδιάστατη
συμμετρία και παράλληλα να εξετάσουμε τις επιπτώσεις του προτύπου αυτού. Αφού
δούμε ποιά είναι η δράση και οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν απο την εν λόγο
δράση θα μελετήσουμε ποιές είναι οι λύσεις κενού για τις εξισώσεις και θα εξετάσουμε
την ευστάθεια του μοντέλου κάτω απο βαθμωτές διαταραχές.

5.4.1 Εξισώσεις Κίνησης

Ξεκινάμε αρχικά, θεωρώντας μία πενταδιάστατη Einstein θεωρία βαρύτητας, υπό
την παρουσία μίας κοσμολογικής σταθεράς, με μία μεμβράνη εμβαπτισμένη σε κάποιο
σημείο, y = 0 της επιπλέον χωρικής διάστασης. Υποθέτουμε ότι κατα μήκος της
επιπλέον διάστασης μία Z2 συμμετρία με το y = 0 να είναι το σημείο εφαρμογής. Η
δράση που αντιστοιχεί στο σύστημα δίνεται κατα τα γνωστά από

S =

∫

d5x
(

R(5) − 2Λ5

)√
−G−

∫

brane
d4x

√−g σ, (5.57)

όπου R(5) είναι ο πενταδιάστατος όρος Einstein-Hilbert με Λ5, σ και GMN να είναι
η πενταδιάστατη κοσμολογική σταθερά, η τάση της μεμβράνης και η πενταδιάστατη
μετρική, ενώ το gµν αντιστοιχεί στην τετραδιάστατη μετρική. Θέλουμε να τροποποι-
ήσουμε την παραπάνω δράση με τέτοιο τρόπο ώστε να σπάσει η αναλλοιώτητα κάτω
απο διφεομορφισμούς ως προς την επιπλέον χωρική διάσταση.
Θα αναλύσουμε την πενταδιάστατη μετρική σύμφωνα με τον ADM φορμαλισμό,

με βάση την επιπλέον διάσταση y

ds2 = dy2N2c2 + gµν (Nµdy + dxµ) (Nνdy + dxν) , (5.58)

με το gµν να είναι η τετραδιάστατη μετρική, όπως προαναφέραμε. Κατά την τροπο-
ποίηση της (5.57) θα υποθέσουμε ότι έχουμε ανισοτροπικούς μετασχηματίσμούς στις
διαστάσεις, με [xµ] = −1 και [y] = −w, κατά την οποία η επιπλέον διάσταση μετα-
σχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από τις υπόλοιπες τέσσερεις διαστάσεις, οι οποίες
βρίσκονται πάνω στη μεμβράνη. Για μία τέτοια θεωρία, οι συνιστώσες της ADM με-
τρικής έχουν τις ακόλουθες διαστάσεις [gµν ] = 0, [N ] = 0 και [Nν ] = w − 1. Η
πενταδιάστατη δράση λοιπόν (5.57), μπορεί να γενικευθεί σαν

S =

∫

d4xdyN
√−g

[

ρ

2

(

R(4) − 2Λ5

)

− 2

κ2

(

KµνK
µν − λK2

)

]

−
∫

brane
d4x

√−g σ ,
(5.59)

με την εξωγενή καμπυλότητα Kµν να δίνεται από τη σχέση

Kµν =
1

2N
(∂ygµν −∇µNν −∇νNµ) , (5.60)
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απ΄ όπου βλέπουμε ότι έχει διάσταση [Kµν ] = w, ενώ για τις υπόλοιπες σταθερές
έχουμε ότι [ρ] = w + 2, [κ] = w−4

2 ,
[

R(4)
]

= [Λ5] = 2. Η παραπάνω δράση μπορεί
να εμπεριέχει επιπλέον διορθωτικούς όρους, εισάγοντας σε αυτή τελεστές υψηλών
διαστάσεων. Ανάλογα με την τιμή του w, μπορούμε να έχουμε ακόμα μεγαλύτερες
δυνάμεις της εξωγενούς καμπυλότητας στη δράση, οι οποίες είναι σημαντικές σε ε-
κείνες τις ενεργειακές κλίμακες για τις οποίες δεν χρειάζεται να εισαγάγουμε όρους
οι οποίοι θα διαταράξουν την ομαλότητα της θεωρίας (π.χ. για παράδειγμα τετραγω-
νικούς όρους της τετραδιάστατης καμπυλότητας R2, οι οποίοι εμπεριέχουν χρονικές
παραγώγους υψηλής τάξης). Θα ασχοληθούμε με την συγκεκριμένη πιθανότητα σε
επόμενη παράγραφο. Προς το παρόν θα επικεντρωθούμε στη κλασική γενικευμένη
δράση (5.59).
Η παράμετρος λ είναι πολύ σημαντική, όπως και στην περίπτωση της θεωρίας του

Hořava. Ουσιαστικά αντιπροσωπεύει το σπάσιμο των πενταδιάστατων μετασχηματι-
σμών κάτω από γενικευμένες συντεταγμένες, αφήνοντας την τετραδιάστατη υποομάδα
τους ανέπαφη. Η συγκεκριμένη συμμετρία επιβάλλει τη εισαγωγή του K2

µν και του
K2 στη δράση με διαφορετικό τρόπο, σε αντίθεση με την πλήρη θεωρία για την οποία
θα είχαμε λ = 1.
Οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν από την δράση (5.59) με βάση τα πεδία

N,Nµ και gµν δίνονται από τις ακόλουθες εξισώσεις

0 =
1√−g

δS

δN
=

ρ

2

(

R(4) − 2Λ5

)

+
2

κ2

(

KµνK
µν − λK2

)

, (5.61)

0 =
1√−g

δS

δNµ
= − 4

κ2
∇µπ

µν , (5.62)

0 =
1√−g

δS

δgµν
= −ρ

2

(

Gµν(4) + gµνΛ5

)

N (5.63)

+
2

κ2

[

∂yπ
µν +NKπµν + 2∇σ

(

πσ(µNν)
)

−Nκ∇κπµν + 2NKσµπνσ

]

−1

2
gµν

2

κ2

(

KµνK
µν − λK2

)

− 1

2
σδ (y) gµν ,

όπου η y - κανονική ορμή της τετραδιάστατης μετρικής είναι

πµν = Kµν − λKgµν . (5.64)

΄Οπως και στην αρχική περίπτωση των Randall - Sundrum [10], [11], είναι πο-
λύ σημαντικό να εξετάσουμε τις συνθήκες συμβολής (junction conditions) του συ-
στήματος. Οι συγκεκριμές συνθήκες συμβολής, στις οποίες συμμετέχει η τάση της
μεμβράνης, μπορούν αν βρεθούν ταυτοποιώντας τους όρους διασποράς (distributio-
nal terms) στις εξισώσεις κίνησης. Είναι σχετικά εύκολο να δούμε από την (5.63),
ότι ο μόνος όρος διασποράς είναι ∂yπµν . Ολοκληρώνοντας κατά μήκος της επιπλέον
χωρικής διάστασης και παίρνοντας το όριο κοντά στη μεμβράνη, καταλλήγουμε στις
εξισώσεις συμβολής, οι οποίες έχουν την παρακάτω μορφή

2

κ2
[πµν ]+− =

1

2
gµνσ . (5.65)
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΄Εχοντας υπ΄ όψην την Z2 συμμετρία, η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί σαν

4

κ2
πµν =

1

2
gµνσ . (5.66)

Αφού βρήκαμε τις εξισώσεις κίνησης, στη συνέχεια θα εξετάσουμε τις λύσεις για
τις οποίες έχουμε το μέγιστο αριθμό Killing διανυσμάτων (maximal symmetry), στις
τέσσερεις διαστάσεις. Θα δούμε ότι αυτές οι λύσεις φέρουν μεγάλες ομοιότητες με
τις λύσεις για το πρότυπο των Randall - Sundrum [10], [11], καθώς επίσης και με
το ανάλογό τους στην καμπυλωμένη περίπτωση [142], με την bulk καμπυλότητα να
εξαρτάται από το λ.

5.4.2 Μέγιστα Συμμετρικές (Maximally Symmetric)

Λύσεις

Σ΄ αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε λύσεις των εξισώσεων κίνησης, για τις ο-
ποίες η τετραδιάστατης μετρική gµν έχει τη μεγαλύτερη δυνατή συμμετρία (maximal
symmetry). Η μετρική υπολογισμένη στη θέση της μεμβράνης είναι επίσης και η ε-
παγώμενη μετρική της μεμβράνης στο y = 0, μιας και που η μεμβράνη είναι στατική.
Επομένως, οι λύσεις για την bulk μετρική, οι οποίες θα ικανοποιούν της κατάλληλες
συνοριακές συνθήκες, ορίζουν οικεγένειες λύσεων της μεμβράνης, με τη μεγαλύτερη
δυνατή συμμετρία (maximally symmetric brane solutions).

Επίπεδη Μεμβράνη

Ας μελετήσουμε αρχικά την περίπτωση όπου το gµν αντιστοιχεί σε μία επίπεδη
μετρική. Σε αυτή την περίπτωση θα υιοθετήσουμε τις ακόλουθες παραδοχές για τις
συνιστώσες της πενταδιάστατης μετρικής

Nµ = 0, gµν = e2 f(y)
µν , N = 1 , (5.67)

επιτρέποντας να έχουμε μία συνάρτηση στέβλωσης (warp factor), f(y) κατά μήκος
της επιπλέον διάστασης. Τότε η εξίσωση (5.61) γίνεται

κΛ5ρ+
8 (−1 + 4λ) (f ′ (y))2

κ
= 0 , (5.68)

και η εξίσωση (5.62) ικανοποιείται αυτόματα, ενώ η εξίσωση (5.63) μας δίνει ως απο-
τέλεσμα

κ2Λ5ρ+ κ2σδ (y) + 8 (−1 + 4λ)
(

f ′ (y)
)2

+ 4 (−1 + 4λ) f ′′ (y) = 0 . (5.69)

Ανάλογα με την τιμή της παραμέτρου λ, διακρίνουμε τις ακόλουθες τρεις περιπτώ-
σεις για τις λύσεις τις οποίες και εξετάζουμε.
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• (λ < 1
4 )

Σε αυτή την περίπτωση , η (5.68) μας δίνει

f (y) = −|y|κ
2
√

2

√

Λ5 ρ

1 − 4λ
. (5.70)

Προφανώς το ρΛ5 θα πρέπει να είναι θετικό. Αντικαθιστώντας τη λύση στην
εξίσωση (5.69) παρατηρούμε ότι ικανοποιείται αυτόματα

• (λ > 1
4 )

Σε αυτή την περίπτωση, έχουμε την ίδια μορφή για τη λύση, αλλά τώρα θα πρέπει
να ισχύει ότι το ρΛ5 είναι αρνητικό. Και πάλι η εξίσωση (5.69) ικανοποιείται.
Για λ = 1 έχουμε τη λύση των Randall - Sundrum [10], [11].

• (λ = 1
4 )

Στην περίπτωση που ισχύει λ = 1
4 , βρίσκουμε ότι Λ5 = 0 και η συνάρτηση f (y)

παραμένει αυθαίρετη. Αυτό αποτελεί και το κρίσιμο σημείο της θεωρίας, όπου
η bulk θεωρία γίνεται σύμμορφα αναλλοίωτη.

Αντικαθιστώντας το gµν στην εξίσωση (5.66) παίρνουμε ότι

κ2σ + 8 (−1 + 4λ) f ′ (y) = 0 . (5.71)

Η εξίσωση αυτή μπορεί να αναπαραχθεί ολοκληρώνοντας τα μέρη διασποράς της (5.69).
Αντικαθιστώντας και την συνάρτηση f(y) καταλλήγουμε στην ακόλουθη έκφραση για
την τάση της μεμβράνης

σ = −2
√

2
(1 − 4λ)

κ

√

Λ5ρ

1 − 4λ
. (5.72)

Ας σημειώσουμε ότι στην οριακή περίπτωση που το bulk είναι σύμμορφα αναλλοί-
ωτο, η τάση της μεμβράνης είναι μηδέν. Επιπλέον στο όριο που το λ→ 1, παίρνουμε
το σύνηθες αποτέλεσμα μιας μεμβράνης με θετική τάση.

Καμπυλωμένη Μεμβράνη

Αντί να χρησιμοποιήσουμε μία επίπεδη μετρική για το gµν , μπορούμε σε αντιδια-
στολή να χρησιμοποιήσουμε μία μετρική με μη μηδενική καμπυλότητα. Συγκεκριμμένα
θα έχουμε μία μετρική της μορφής

ds2(5) = ds2(4) + dy2 , (5.73)

όπου

ds2(4) = α (y)2
(

−dt2 + e2Htδijdx
idxj

)

(5.74)

97



5.4. Ανισοτροπικές επιπλέον χωρικές διαστάσεις

είναι ένας σύμμορφα επίπεδος χώρος Einstein (conformally flat, Einstein space),
μιας σταθερούς και μη μηδενικής καμπυλότητας [143]. Και πάλι η εξίσωση (5.62)
ικανοποιείται αυτόματα. Για τις υπόλοιπες δύο εξισώσεις, (5.61) και (5.63), έχουμε
αντίστοιχα

− Λ5ρ+
1

κ2α (y)2

(

6H2κ2ρ+ (8 − 32λ)
(

α′ (y)
)2
)

= 0 , (5.75)

και

3H2ρ

2α (y)4
− Λ5ρ

2α (y)2
− σ

2α (y)2
δ(y) +

2 (1 − 4λ)

κ2α (y)4

(

(

α′ (y)
)2

+ α (y)α′′ (y)
)

= 0 .(5.76)

Λύνοντας την εξίσωση (5.75) για το H2 και αντικαθιστώντας το στην (5.76) καταλ-
λήγουμε στην παρακάτω σχέση

κ2α (y) (Λ5ρ+ 2σδ (y)) + 8 (−1 + 4λ)α′′ (y) = 0 . (5.77)

Αυτή είναι η εξίσωση για τη συνάρτηση στρέβλωσης a(y), της οποίας η λύση εξαρτάται
από την παράμετρο λ, που σηματοδοτεί την ύπαρξη των μετασχηματισμών διατήρησης
φύλωσης. Είναι αρκετά χρήσιμο να παρατηρήσουμε ότι οι εξισώσεις (5.75) και (5.77),
στο όριο που το λ → 1 συγκλίνουν ακριβώς στις εξισώσεις (6), (7) της [143], με τις
κατάλληλες ταυτοποιήσεις κ2 → 1

M3 , ρ→ 4M3 και Λ5 → Λ5/4M
3.

Για να συνεχίσουμε θα χρειαστούμε τις παρακάτω σχέσεις

sinh (m|r|) = (2θ(r) − 1) sinh (mr)

[sinh (m|r|)]′ = m (2θ(r) − 1) cosh (mr) (5.78)

[sinh (m|r|)]′′ = 2mδ(r) +m2 sinh (m|r|) ,
όπου ο ( ′) υποδηλώνει παραγώγιση ως προς r. Η θ(r), είναι η συνάρτηση πέδησης
(step function), ή αλλιώς συνάρτηση Heaviside, για την οποία ισχύει θ(r)′ = δ(r).
Επιπρόσθετα θα χρειαστούμε και τις σχέσεις

sin (m|r|) = (2θ(r) − 1) sin (mr)

[sin (m|r|)]′ = m (2θ(r) − 1) cos (mr) (5.79)

[sin (m|r|)]′′ = 2mδ(r) −m2 sin (m|r|) ,
΄Εχουμε λοιπόν να ασχοληθούμε με τις εξισώσεις (5.75) και (5.77). Παίρνοντας υπ΄

όψην την σχέση (5.66), καταλλήγουμε να εξετάσουμε τις ακόλουθες τρείς περιπτώσεις:

• (λ < 1
4)

Στην περίπτωση που λ < 1
4 ισχύει ότι 1−4λ = |1−4λ|. Τότε η εξίσωση (5.77)

γίνεται

κ2ρΛ5α (y) − 8 (1 − 4λ)α (y)′′ = 0 ⇒

α (y)′′ − κ2ρ

8|1 − 4λ|Λ5α (y) = 0 ⇒

α (y)′′ +m2α (y) = 0 (5.80)
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όπου

m2 = − κ2ρ

8|1 − 4λ|Λ5 , (5.81)

και η πενταδιάστατη κοσμολογική σταθερά Λ5 θεωρούμε οτι είναι αρνητική.
Θεωρώντας ότι έχουμε την Z2 συμμετρία, η λύση για την παραπάνω εξίσωση
έχει την εξής μορφή

α (y) = C1 cosh (my) + C2 sinh (m|y|) . (5.82)

Κανονικοποιώντας το α(0) = 1, παίρνουμε ότι C1 = 1. Για να βρούμε ποιά είναι
η τιμή του C2 θα πρέπει να εξετάσουμε την συνοριακή συνθήκη της (5.77) και
να αντιπαραβάλουμε τη συνεισφορά από τις δ(y) συναρτήσεις. Υπολογίζοντας
τις παραγώγους της α(y) και με τη βοήθεια των σχέσεων (5.78) και (5.79),
βρίσκουμε ότι

C2 = − σm

ρΛ5
. (5.83)

Επομένως η συνάρτηση στρέβλωσης έχει ως λύση την ακόλουθη μορφή

α (y) = cos (my) − σm

ρΛ5
sin (m|y|) , (5.84)

με το m να δίνεται από την (5.81), όπως προαναφέραμε. Από την (5.75) υπο-
λογίζουμε το H2, για το οποίο και βρίσκουμε

H2 =
1

48

(

8Λ5 −
κ2σ2

ρ(1 − 4λ)

)

=
1

6 Λ5ρ2
(σ2m2 + Λ2

5ρ
2) . (5.85)

• (λ = 1
4 )

Για λ = 1
4 έχουμε ότι

κ2Λ5ρα (y) = 0 (5.86)

και

−Λ5ρ+
6H2ρ

α2 (y)
= 0. (5.87)

΄Αρα βρίσκουμε ότι Λ5 = 0 και H2 = 0, ενώ παράλληλα η μεμβράνη δεν έχει
τάση (σ = 0).

• (λ > 1
4 )

Η τελευταία περίπτωση είναι το λ > 1
4 . Τότε θα έχουμε ότι 1−4λ = −|1−4λ|.

΄Ετσι η εξίσωση (5.77) γίνεται

κ2ρΛ5α (y) − 8 (1 − 4λ)α (y)′′ = 0 ⇒
κ2ρΛ5α (y) + 8 (1 − 4λ)α (y)′′ = 0 ⇒

α (y)′′ −
(

− κ2ρ

8|1 − 4λ|Λ5

)

α (y) = 0 ⇒

α (y)′′ −m2α (y) = 0 (5.88)
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όπου

m2 = − κ2ρ

8|1 − 4λ|Λ5 . (5.89)

και η πενταδιάστατη κοσμολογική σταθερά Λ5 είναι και πάλι αρνητική. Λύνον-
τας την παραπάνω εξίσωση καταλλήγουμε να έχουμε

α (y) = C1e
m|y| + C2e

−m|y|. (5.90)

Κανονικοποιώντας τη λύση ώστε α(0) = 1, βρίσκουμε ότι C1 + C2 = 1. Επο-
μένως η λύση έχει την εξής μορφή

α (y) = cosh (my) + (1 − C2) sinh (m|y|) . (5.91)

Για να βρούμε την τιμή του C2, θα πρέπει και πάλι να ανατρέξουμε στη συνο-
ριακή συνθήκη της (5.77), και να αντιπαραβάλουμε τη συνεισφορά από τις δ(y)
συναρτήσεις. Εκτελώντας και πάλι τη διαδικασία όπως και στην περίπτωση για
λ < 1/4 βρίσκουμε οτι για το C2 ισχύει

1 − C2 =
σm

ρΛ5
. (5.92)

Τελικά η λύση για το α(y) είναι

α (y) = cosh (my) +
σm

ρΛ5
sinh (m|y|) . (5.93)

Από την (5.75) βρίσκουμε για το H2 ότι

H2 =
1

6

(

Λ5α
2 (y) +

8|1 − 4λ| (α′ (y))2

κ2ρ

)

⇒ (5.94)

H2 =
4

3

|1 − 4λ|
ρ3κ2

m2

Λ2
5

(

σ2m2 − Λ2
5ρ

2
)

, (5.95)

απ΄ όπου και καταλλήγουμε

|H2| =



















4
3
|1−4λ|
ρ3κ2

m2

Λ2
5

(

σ2m2 − Λ2
5ρ

2
)

, |Λ5|
m < σ

ρ for dS4 branes ,

0 , |Λ5|
m = σ

ρ for flat branes ,

4
3
|1−4λ|
ρ3κ2

m2

Λ2
5

(

Λ2
5ρ

2 − σ2m2
)

, |Λ5|
m > σ

ρ for AdS4 branes .

(5.96)

Υποθέτοντας ότι η κοσμολογική σταθερά Λ5 είναι θετική, καταλλήγουμε ακριβώς
στις ίδιες λύσεις με εναλλαγμένο το πεδίο τιμών του λ και με τη σταθερά m2 να έχει
θετικό πρόσημο στην (5.81). Παρόμοιες λύσεις έχουν βρεθεί και στην [142].
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5.4.3 Επιπρόσθετοι τελεστές

Η δράση (5.59) μπορεί να δεχθεί διορθωτικούς όρους υπό την μορφή τελεστών με
μεγαλύτερη διασταση. Η διάσταση των εν λόγο τελεστών θα εμπεριέχει το w, αν σε
αυτούς συμμετέχει το Kµν , η θα είναι ανεξάρτητοι από το w σε περίπτωση που έχου-
με τη συμμετοχή τετραδιάστατων όρων καμπυλότητας. Είναι εύλογο να εξετάσουμε
τη θεωρία σε εκείνες τις ενεργειακές κλίμακες όπου οι (R(4))2 όροι είναι αμελητέοι,
μιάς και που η εισαγωγή τους στη δράση θα επιφέρει την εμφάνιση παθογενειών στο
σύστημα (ghosts). Για αυτές τις ενέργειες, ανάλογα με το βαθμό w με τον οποίο με-
τασχηματίζεται η επιπλέον χωρική διάσταση, μπορούμε να προσθέσουμε μεγαλύτερες
δυνάμεις της εξωγενούς καμπυλότητας στη δράση. Γνωρίζοντας ότι η διάστασης του
(R(4))2 είναι [(R(4))2] = 4 και της εξωγενούς καμπυλότητας [Kij ] = w, θα πρέπει να
συνυπολογίσουμε στη δράση εκείνες τις δυνάμεις του K για τις οποίες ικανοποιείται η
σχέση nw < 4. Για παράδειγμα αν θέλουμε να συνυπολογίσουμε κυβικούς όρους στη
δράση (n = 3), θα πρέπει να ισχύει w < 4

3 , πάντα σε εκείνες τις ενεργειακές κλίμακες
που η θεωρία δεν εμφανίζει παθογένειες.
Δεχόμενοι τις παραπάνω παραδοχές θα επεκτείνουμε την (5.59) εισάγοντας σε

αυτή τους παρακάτω όρους

∆S =

∫

dydx4√−gN
(

1

κ4

1

ǫ

(

αK3 + βKµνK
µνK + γKµνK

νρKµ
ρ

)

)

, (5.97)

όπου [κ] = w−4
2 . Η σταθερά σύζευξης ǫ έχει την εξής διάσταση, [ǫ] = 4 και τα α, β, γ

είναι αδιάστατες σταθερές. Το επιπλέον κομμάτι της δράσης το οποίο και προσθέσαμε,
χωρίζεται σε τρία κομμάτια ∆S = ∆Sα + ∆Sβ + ∆S τα οποία και θα εξετάσουμε
ξεχωριστά, ώστε να βρούμε τις εξισώσεις κίνησης.
Οι εξισώσεις με βάση το gµν είναι οι εξής

1√−g
δ∆Sα
δgµν

= N
1

κ4

1

ǫ
α[N

(

−K3gµν − 3K2Kµν
)

− 3

2
∂y
(

K2gµν
)

(5.98)

−3∇α

(

K2g(µαNν)
)

+
3

2
Nα∇α

(

K2gµν
)

],

1√−g
δ∆Sβ
δgµν

=
1

κ4

1

ǫ
β[−N

(

2KKµσKν
σ +KαβKαβK

µν +K2Kµν
)

(5.99)

−(∂y(KKµν) +
1

2
∂y(K

αβKαβg
µν) + 2∇α(Kα(µNν)K)

+∇α(ga(µNν)KρσKρσ) −Nα∇α(KKµν)

−1

2
Nα∇α(KκlKκlg

µν))] ,

1√−g
δ∆Sγ
δgµν

=
1

κ4

1

ǫ
γ[N(

1

2
gµνKλκK

κσK λ
σ − 3K µ

λ K
νσK λ

σ (5.100)

−3

2
KKµ

λK
νλ) − (∂y(

3

2
Kµ

σK
νσ)

+3∇α(Kα
σK

(µσNν)) −Nα∇α(
3

2
Kµ

σK
νσ))] .
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Για το Nµ έχουμε

1√−g
δ∆Sα
δNµ

=
1

κ4

1

ǫ
α
(

3∇ν

(

K2gµν
))

, (5.101)

1√−g
δ∆Sβ
δNµ

=
1

κ4

1

ǫ
β (∇ν (2KµνK +KρσKρσg

µν)) , (5.102)

1√−g
δ∆Sγ
δNµ

=
1

κ4

1

ǫ
γ (∇ν (3Kµ

σK
ν
σ )) . (5.103)

Τέλος οι εξισώσεις σε σχέση με το N είναι

1√−g
δ∆S

δN
=

1

κ4

1

ǫ
(−2)

(

αK3 + β KµνK
µνK + γ KµνK

νσK µ
σ

)

. (5.104)

΄Οπως και στην αρχική περίπτωση θα πρέπει να υπολογίσουμε τις συνθήκες συμ-
βολής (junction conditions), κοντά στη μεμβράνη. Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις
(5.98), (5.99), (5.100) και επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον μας στους όρους διασπο-
ράς, βρίσκουμε ότι οι συνθήκες συμβολής έχουν την παρακάτω μορφή

[
2

κ2
πµν +

1

κ4

1

ǫ
(−α3

2
K2gµν − β(KKµν +

1

2
KσκKσκg

µν)

−γ 3

2
Kµ

σK
νσ)]+− =

1

2
σgµν . (5.105)

Παίρνοντας υπ΄ όψην τις παραπάνω εξισώσεις και συγκίνοντάς τες με τις εξισώσεις
κίνησης που προκύπτουν με τους τετραγωνικούς όρους της εξωγενούς καμπυλότητας
μόνο, παρατηρούμε ότι για γ = −4β − 16α καταλλήγουμε ακριβώς στα ίδια αποτελέ-
σματα, για τις περιπτώσεις της επίπεδης και καμπυλωμένης μεμβράνης. Το γεγονός
αυτό οφείλεται στο ότι σ΄ αυτό το όριο η (5.97) μηδενίζεται. Για την περίπτωση των
επίπεδων μεμβρανών που θα μελετήσουμε στη συνέχεια, θα δούμε ότι μακρυά από
αυτό το όριο, οι λύσεις που προκύπτουν έχουν την ίδια δομή με την περίπτωση που
έχουμε μόνο τετραγωνικούς όρους εξωγενούς καμπυλώτητας στη δράση, αλλά με
επαναπροσδιορισμένες σταθερές.

5.4.4 Λύσεις Επίπεδης Μεμβράνης

Αφού βρήκαμε τις εξισώσεις κίνησης για τους επιπλέον κυβικούς όρους τους οποί-
ους συμπεριλάβαμε στη δράση, θα εξετάσουμε τη μορφή των λύσεων για μία επίπεδη
μεμβράνη. Θεωρούμε ότι ισχύουν οι παραδοχές της (5.67). Τότε η εξίσωση (5.61)
μαζί με τη σχέση (5.104) μας δίνουν

−ρΛ5 +
8 (1 − 4λ) (f ′ (y))2

κ2
− 8 (16α + 4β + γ)

ǫ κ4

(

f ′ (y)
)3

= 0 . (5.106)
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Η εξίσωση (5.62) μαζί με τις σχέσεις (5.101),(5.102) και (5.103) ικανοποιούνται και
πάλι ταυτοτικά. Τέλος η εξίσωση (5.69) μαζί με τις σχέσεις (5.98),(5.99) και (5.100)
μας δίνουν την ακόλουθη έκφραση

− ρ

2
gµνΛ5N +

2

κ2
[∂yπ

µν +NKπµν + 2NKσµπνσ] (5.107)

− 1

2
gµν

(

2

κ2

(

KµνK
µν − λK2

)

)

− 1

2
σgµνδ (y)

+
1

κ4

1

ǫ
[α

(

−K3 gµν − 3K2Kµν − 3

2
∂y(K

2 gµν)

)

+ β

(

−2KKµσKν
σ −KσκKσκK

µν − ∂y(KKµν) − 1

2
∂y(K

σκKσκ g
µν)

)

+ γ

(

1

2
gµν KσκK

κλK σ
λ − 3K µ

λ KνσK λ
σ − 3

2
KKµ

ρK
νρ − 3

2
∂y(K

µ
σK

νσ)

)

] = 0 ,

από την οποία καταλλήγουμε στην

ǫκ4Λ5ρ+ 8
(

f ′(y)
)2 (

ǫκ2(−1 + 4λ) + (16α + 4β + γ)f ′(y)
)

(5.108)

+ǫκ4σδ(y) + 2
(

2ǫκ2(−1 + 4λ) + 3(16α + 4β + γ) f ′(y)
)

f ′′(y) = 0 .

Ανάλογα με τις τιμές της έκφρασης (16α + 4β + γ) έχουμε να διακρίνουμε τις
παρακάτω περιπτώσεις:

• (16α + 4β + γ) = 0

Είναι προφανές ότι σε αυτή την περίπτωση όπου οι αδιάστατες σταθερές ικα-
νοποιούν τη σχέση (16α+ 4β + γ) = 0, καταλλήγουμε στα ίδια αποτελέσματα
με τη περίπτωση που έχουμε μόνο τους τετραγωνικούς όρους, K2 στη δράση.

• (16α + 4β + γ) 6= 0

Στην περίπτωση που δεν ισχύει η ισότητα, λύνοντας τη σχέση (5.106) για το
(f ′(y))3 και αντικαθιστώντας το στην εξίσωση (5.108) παίρνουμε ότι

2
(

2ǫκ2(−1 + 4λ) + 3(16α + 4β + γ)f ′(y)
)

f ′′(y) = 0 . (5.109)

– (περίπτωση 1)

Αν υποθέσουμε ότι

2ǫκ2(−1 + 4λ) + 3(16α + 4β + γ)f ′(y) = 0 , (5.110)

τότε

f (y) =
2 |y| ǫ κ2 (1 − 4λ)

3 (16α+ 4β + γ)
, (5.111)
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και

Λ5 = − 32 ǫ2 κ2 (−1 + 4λ)3

27 (16α + 4β + γ)2 ρ
. (5.112)

Ας σημειώσουμε εδώ, ότι σε αντιδιαστολή με την περίπτωση των τετρα-
γωνικών όρων, στην εν λόγο περίπτωση η συμπεριφορά της συνάρτησης
στρέβλωσης f(y), το κατα πόσο είναι αύξουσα ή φθίνουσα, εξαρτάται από
την τιμή του (1− 4λ)/(16α+ 4β + γ). Επιπρόσθετα στην περίπτωση των
κυβικών όρων, το πρόσημο του Λ5, εξαρτάται από την τιμή του λ.

– (περίπτωση 2)

Αν σε αντίθετη περίπτωση έχουμε ότι f ′′(y) = 0, για παράδειγμα

f (y) = Ay +B, (5.113)

παρατηρούμε ότι,

Λ5 = −8A2
(

ǫκ2 (−1 + 4λ) + (16α + 4β + γ)A
)

ǫκ4ρ
. (5.114)

Στο κρίσιμο σημείο της θεωρίας όπου το λ→ 1/4, βρίσκουμε ότι f ′(y)f ′′(y) = 0,
επομένως είτε έχουμε f(y) = const και Λ5 = 0, ή f(y) = Ay+B και η κοσμολογική
σταθερά γίνεται Λ5 = −8 (16α+ 4β + γ) /ǫκ4ρ. Και πάλι βλέπουμε ότι η συμπεριφο-
ρά της συνάρτησης στρέβλωσης, αλλά και το πρόσημο της κοσμολογικής σταθεράς
εξαρτώνται από την επιλογή των παραμέτρων.
Παραμένει να μελετήσουμε τις συνοριακές συνθήκες συμβολής. Κάνοντας εφαρ-

μογή των παραπάνω αποτελεσμάτων στην (5.105), βρίσκουμε ότι

ǫκ4σδ(y) + 4ǫκ2(−1 + 4λ)
[

f ′(y)
]+

− + 6 (16α+ 4β + γ) [(f ′(y))2]+− = 0 . (5.115)

Εξαιτίας της Z2 συμμετρίας, οι τετραγωνικοί όροι εξαφανίζονται, με αποτέλεσμα να
έχουμε και πάλι την ίδια μορφή για τις συνοριακές συνθήκες συμβολής, όπως και στην
περίπτωση των K2 όρων στη δράση. Αντικαθιστώντας τη λύση για την f(y) (5.111)
έχουμε ότι

σ =
16

3
ǫ

(1 − 4λ)2

(16α + 4β + γ)
, (5.116)

ενώ για τη λύση (5.113) βρίσκουμε ότι

σ = − 8

κ2
(−1 + 4λ)A . (5.117)

Και πάλι στο όριο που το λ→ 1/4 η μεμβράνη δεν έχει τάση. Για να έχουμε κάποια
σημαντική αλλαγή για τις συνοριακές συνθήκες συμβολής, θα πρέπει να μελετήσουμε
τους πιθανούς K4 όρους που μπορούν να εισέλθουν στη δράση, μιας και αυτοί οι όροι
θα σχηματίσουν μία συνεισφορά της μορφής (f ′(y))3, η οποία δεν θα εξαφανίζεται.
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5.4.5 Βαθμωτές Διαταραχές

Αφού μελετήσαμε τη δομή και τη λύση του προτύπου, θα περάσουμε στην έρευ-
να της ευστάθειας του προτύπου κάτω από βαθμωτές διαταραχές. Συγκεκριμένα θα
επικεντρωθούμε στην εκδοχή του προτύπου, στην οποία έχουμε μόνο τους τετραγω-
νικούς όρους της εξωγενούς καμπυλώτητας στη δράση και θα χρησιμοποιήσουμε την
επίπεδη λύση η οποία αναλύθηκε σε προηγούμενη ενότητα

S =

∫

N
√−g dy dx4

[

ρ

2

(

R(4) − 2Λ5

)

− 2

κ2

(

KµνK
µν − λK2

)

]

. (5.118)

Συγκεκριμένα θα υποθέσουμε ότι έχουμε την ακόλουθη μορφή για τη μετρική,

N = eα(xν ,y), Nµ = ∂µβ (xν , y) , gµν = e2(f(y)+ζ(xρ,y))ηµν , (5.119)

η οποία διαφέρει από την πιο γενική μορφή για τις βαθμωτές διαταραχές κατα έναν
όρο στο gµν , ο οποίος είναι της μορφής 2∂µ∂νE. Ο όρος αυτός μπορεί εύκολα να
απαληφθεί με μία αλλαγή συντεταγμένων και επομένως δεν θα μας απασχολήσει [137].
Με τη βοήθεια της (5.119), είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε τους όρους της

(5.118). Αρχικά ξεκινάμε με τον υπολογισμό των συμβόλων Christoffel

Γλµν = ∂µζδ
λ
ν + ∂νζδ

λ
µ − ∂λζηµν (5.120)

όπου ∂λ = ηλκ ∂κ. Χρησιμοποιώντας τα σύμβολα Christoffel μπορούμε να υπολογί-
σουμε τους όρους της εξωγενούς καμπυλότητας

Kµν =
1

2N
(∂ygµν −∇µNν −∇νNµ) (5.121)

=
1

eα

[

e2(f+ζ)∂y (f + ζ) ηµν − ∂µ∂νβ + ∂µζ∂νβ + ∂νζ∂µβ − ηµν∂
λζ∂λβ

]

.

Επίσης

Kµν = e−4(f+ζ+ α
4 )[e2(f+ζ)∂y (f + ζ) ηµν − ∂µ∂νβ + ∂µζ∂νβ (5.122)

+∂νζ∂µβ − ηµν∂λζ∂λβ],

ενώ το ίχνος της εξωγενούς καμπυλότητας δίνεται από τη σχέση

K = gµνKµν (5.123)

= e−2(f+ζ+ α
2 )
[

4 e2(f+ζ)∂y (f + ζ) − �(4)β − 2∂λζ∂λβ
]

όπου �(4) = ηµν∂µ∂ν . Στη συνέχεια θέλουμε να υπολογίσουμε το τετράγωνο του
Kµν και το τετράγωνο του ίχνους του. Μετά από μια σειρά πράξεων καταλλήγουμε
στο παρακάτω αποτέλεσμα

Kµν Kµν = e−4(f+ζ+ α
2 )[4 e4(f+ζ) (∂y(f + ζ))2 (5.124)

−2 e2(f+ζ)∂y (f + ζ) �(4)β + 2�(4)β ∂ρζ ∂ρβ

−4 e2(f+ζ)∂y (f + ζ) ∂λζ ∂λβ + ∂µ∂νβ ∂µ∂νβ

−4∂µ∂νβ ∂µζ ∂νβ + 2∂νζ ∂µβ ∂νζ ∂µβ + 2∂νζ ∂µβ ∂µζ ∂νβ]
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και

K2 = e−4(f+ζ+ α
2 )[16 e4(f+ζ) (∂y(f + ζ))2 (5.125)

−8 e2(f+ζ)∂y (f + ζ) �(4)β − 16 e2(f+ζ)∂y (f + ζ) ∂λζ ∂λβ

+
(

�(4)β
)2

+ 4 �(4)β ∂µζ ∂µβ + 4 (∂νζ ∂νβ)2].

Συνεχίζουμε υπολογίζοντας τον τανυστή Riemann

Rαβδ = ∂Γαβδ − ∂δΓ
α
β + ΓλβδΓ

α
λ − ΓλβΓαλδ (5.126)

= ∂∂δζ δ
a
δ − ∂∂αζ ηβδ − ∂δ∂βζ δ

a + ∂δ∂
αζ ηβ

+∂δζ ∂βζδ
α − (∂ ζ)2 ηβδδ

α + ∂ζ ∂αζηβδ

−∂ζ ∂βζ δαδ + (∂ ζ)2 ηβδ
α
δ − ∂δζ ∂

αζ ηβ ,

τον τανυστή Ricci

Rβδ = Rαβαδ (5.127)

= −�(4)ζηβδ − 2∂δ ∂βζ − 2 (∂ ζ)2 ηβδ + 2∂βζ ∂δζ

και τέλος το βαθμωτό Ricci

R = −6 e−2(f+ζ)
(

�(4)ζ + (∂ ζ)2
)

. (5.128)

Ακολούθως θα αντικαταστήσουμε το βαθμωτό Ricci και το τετράγωνο της εξωγε-
νούς καμπυλότητας, όπως και του ίχνους της στην (5.118), απ΄ όπου και θα εξάγουμε
τη μορφή της δράσης με σύμφωνα με τη μορφή των βαθμωτών διαταραχών τις οποίες
και εξετάζουμε. Ξεκινάμε με τον όρο του βαθμωτού Ricci και της πενταδιάστατης
κοσμολογικής σταθεράς

SR =

∫

dx4 dy N
√−g ρ

2
R (5.129)

=

∫

dx4 dy
[

3 ρ e2f
(

(∂ ζ)2 − α�(4) ζ
)]

και

SΛ5 =

∫

dx4 dy N
√−g ρ

2
(−2Λ5) (5.130)

= −
∫

dx4 dy
[

ρ eα e4(f+ζ) Λ5

]

= −
∫

dx4dye2fρ

[

e2f
(

1 + 4ζ + α+ 4αζ +
α2

2
+ 8ζ2

)

Λ5

]
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όπου εκτελέσαμε κατάλληλες παραγοντικές ολοκληρώσεις με τις αντίστοιχες συνο-
ριακές συνθήκες. Συνεχίζουμε υπολογίζοντας το μέρος της δράσης με τους τετραγω-
νικούς όρους της εξωγενούς καμπυλώτητας και του ίχνους της, κρατώντας μέχρι και
τους τετραγωνικούς όρους.

SKµν Kµν =

∫

dx4 dy N
√−g

(

− 2

κ2
Kµν K

µν

)

(5.131)

= − 2

κ2

∫

dx4 dy[4e4f ((∂yf)2 + 2∂yf ∂yζ + (∂yζ)2 − α (∂yf)2 − 2α ∂yf ∂yζ

+
α2

2
(∂yf)2 + 4ζ (∂yf)2 + 8ζ∂yf ∂yζ − 4αζ (∂yf)2 + 8ζ2 (∂yf)2)

+2e2f∂yfα�(4)β − 4e2f∂yfζ�
(4)β − 2e2f∂yζ�

(4)β

−4e2f∂yf∂
νζ∂νβ + ∂µ∂νβ∂µ∂νβ]

και

SK2 =

∫

dx4 dy N
√−g

(

2

κ2
λK2

)

(5.132)

=
2

κ2
λ

∫

dx4 dy[16e4f ((∂yf)2 + 2∂yf ∂yζ + (∂yζ)2 − α (∂yf)2 − 2α∂yf ∂yζ

+
α2

2
(∂yf)2 + 4ζ (∂yf)2 + 8ζ∂yf ∂yζ − 4αζ (∂yf)2 + 8ζ2 (∂yf)2)

+8e2f∂yfα�(4)β − 16e2f∂yfζ�
(4)β − 8e2f∂yζ�

(4)β

−16e2f∂yf∂
νζ∂νβ +

(

�(4)β
)2

].

Συγκεντρώνοντας όλους τους όρους καταλλήγουμε στην παρακάτω έκφραση

S =

∫

dx4dy e2f [ρ(3
(

(∂ ζ)2 − α�(4) ζ
)

(5.133)

− e2f
(

1 + 4ζ + α+ 4αζ +
α2

2
+ 8ζ2

)

Λ5)

− 2

κ2
(4e2f (1 − 4λ)((∂yf)2 + 2∂yf ∂yζ + (∂yζ)2 − α (∂yf)2 − 2α∂yf ∂yζ

+
α2

2
(∂yf)2 + 4ζ (∂yf)2 + 8ζ∂yf ∂yζ − 4αζ (∂yf)2 + 8ζ2 (∂yf)2)

+ 2(1 − 4λ)∂yfα�(4)β − 4(1 − 4λ)∂yfζ�
(4)β − 2(1 − 4λ)∂yζ�

(4)β

− 4(1 − 4λ)∂yf∂
νζ∂νβ + e−2f (1 − λ)

(

�(4)β
)2

)] .

Οι όροι που έχουν σχέση με το β είναι οι εξής
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Sβ = −
∫

dx4dy e2f
2

κ2
[2(1 − 4λ)∂yfα�(4)β − 4(1 − 4λ)∂yfζ�

(4)β(5.134)

−2(1 − 4λ)∂yζ�
(4)β − 4(1 − 4λ)∂yf∂

νζ∂νβ

+e−2f (1 − λ)
(

�(4)β
)2

],

άρα η εξίσωση της β συνιστώσας δίνεται από την εξίσωση

δSβ =

∫

dx4dy e2f
2

κ2
2δβ[(1 − 4λ) ∂yf�(4)α− (1 − 4λ) �(4)(∂yζ) (5.135)

+ (1 − λ) e−2f�(4)(�(4)β)] =>

(1 − λ) e−2f�(4)β = (1 − 4λ) (∂yζ − ∂yfα) . (5.136)

Αντίστοιχα οι όροι σε σχέση με το α είναι οι εξής

Sα =

∫

dx4dy e2f [−3ρα�(4) ζ − ρe2fΛ5

(

1 + 4ζ +
α

2

)

α (5.137)

− 2

κ2
(4 e2f (1 − 4λ)

(

−α (∂yf)2 − 2α∂yf∂yζ +
α2

2
(∂yf)2 − 4αζ (∂yf)2

)

+2 (1 − 4λ) ∂yf α�(4)β)],

επομένως η εξίσωση της α συνιστώσας δίνεται από τη

δSα =

∫

dx4dy e2f [−3ρ�(4) ζ − ρe2fΛ5 (1 + 4ζ) − ρe2fαΛ5 (5.138)

+
2

κ2
(4 e2f (1 − 4λ)

(

(∂yf)2 + 2∂yf∂yζ − α (∂yf)2 + 4ζ (∂yf)2
)

−2 (1 − 4λ) ∂yf �(4)β)]δα =>

3ρ�(4) ζ +
4

κ2
(1 − 4λ) ∂yf �(4)β = (5.139)

=
8

κ2
e2f (1 − 4λ)

(

(∂yf)2 + 2∂yf∂yζ − α (∂yf)2 + 4ζ (∂yf)2
)

−e2fρΛ5 (1 + 4ζ + α) .

Από τις δύο εξισώσεις (5.136) και (5.139), μόνο η (5.139) αποτελεί μία εξίσωση
συνδέσμου, αφού δεν περιέχει χρονικές παραγώγους της συνιστώσας α, της οποία
είναι και εξίσωση. Η (5.136) εμπεριέχει χρονικές παραγώγους της β συνιστώσας,
αφού στη συγκεκριμένη περίπτωση το �(4) = ηµν∂µ∂ν . Επομένως είναι μία δυναμική
εξίσωση του β και δεν μπορεί να αντικατασταθεί. Χρησιμοποιώντας λοιπόν την (5.139)
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μπορούμε να απαλείψουμε τη συνιστώσα α από την (5.133), και να καταλλήξουμε σε
μία έκφραση στην οποία έχουμε δύο δυναμικούς βαθμούς ελευθερίας, το ζ και το β

S =

∫

dx4dy e2f [24∂yf(∂yζ)�(4)ζ
(−1 + 4λ)

Λ5κ2
(5.140)

+ 16∂yf∂yζ (−1 + 4λ) e2f
(1 + 4ζ)

κ2
+ 3ρ (∂ζ)2 +

9ρ

4Λ5
e−2f

(

�(4)ζ
)2

− 3

2κ2
e−2f

(

�(4)β
)2

− 6(∂yf)e−2f (−1 + 4λ)

κ2Λ5
�(4)β�(4)ζ − 2e2f

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

Λ5ρ]

−
∫

dx4dy e2f
(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

e2fσδ(y) .

Ο τελευταίος όρος της παραπάνω δράσης είναι ο συνοριακός όρος της μεμβράνης ο
οποίος εμφανίζεται στην (5.59). Επιπλέον μπορούμε να δούμε ότι έχουμε την εμφάνιση
είτε σταθερών όρων, είτε και όρων πρώτης τάξης.
Ας εξετάσουμε τους παρακάτω όρους της (5.140)

∫

dx4dy e2f [16∂yf∂yζ (−1 + 4λ) e2f
1 + 4ζ

κ2
− 2e2f

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

Λ5ρ] =(5.141)

=

∫

dx4dy e2f4(∂yyf)e2f
(1 − 4λ)

κ2

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

,

όπου εκτελέσαμε μία παραγοντική ολοκλήρωση ως προς την επιπλέον χωρική διάσταση
και αντικαταστήσαμε την τιμή για το (∂yf)2. Ο συνοριακός όρος έχει παραλειφθεί
λόγο της συμμετρίας του συστήματος. Για τις λύσεις της επίπεδης μεμβράνης με
λ 6= 1/4, έχουμε ότι

f (y) = − κ

2
√

2
|y|
√

Λ5ρ

1 − 4λ

(∂yf)2 =
κ2

8

Λ5ρ

(1 − 4λ)

∂yyf (y) = −2
κ

2
√

2

√

Λ5ρ

1 − 4λ
δ (y) . (5.142)

Επομένως
∫

dx4dy e2f [16∂yf∂yζ (−1 + 4λ) e2f
1 + 4ζ

κ2
− 2e2f

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

Λ5ρ] =(5.143)

= −
∫

dx4dy e4f2
√

2
(1 − 4λ)

κ

√

Λ5ρ

1 − 4λ

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

δ(y) ,

Το αποτέλεσμα αυτό είναι ακριβώς το ίδιο με τη συνεισφορά του όρου της μεμβράνης,
αλλά με αντίθετο πρόσημο. Ας θυμηθούμε ότι από τις συνοριακές συνθήκες συμβολής
της μεμβράνης (junction conditions) έχουμε για την τάση σ της μεμβράνης ότι

σ = −2
√

2
(1 − 4λ)

κ

√

Λ5ρ

1 − 4λ
. (5.144)
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΄Αρα καταλλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

∫

dx4dy e2f [16∂yf∂yζ (−1 + 4λ) e2f
1 + 4ζ

κ2
− 2e2f

(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

Λ5ρ] −

−
∫

dx4dy e2f
(

1 + 4ζ + 8ζ2
)

e2fσδ(y) = 0. (5.145)

Συνεχίζουμε με τους ακόλουθους όρους της (5.140)

∫

dx4dy e2f [24∂yf(∂yζ)�(4)ζ
(−1 + 4λ)

Λ5κ2
+ 3ρ (∂ζ)2]. (5.146)

Μπορούμε εύκολα να δούμε ότι

∫

dx4dy e2f∂y[∂µζ∂
µζ] =

∫

dx4dy e2f
(

−2 (∂yζ) �(4)ζ
)

, (5.147)

όπου εκτελέσαμε μία παραγοντική ολοκλήρωση ως προς τις συντεταγμένες της μεμ-
βράνης και θεωρήσαμε κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Κατ΄ αυτό τον τρόπο έχουμε
ότι

∫

dx4dy[3ρ (∂ζ)2 e2f + 12
(

−2(∂yζ)�(4)ζ
)

∂yf e
2f (1 − 4λ)

Λ5κ2
] =

∫

dx4dy[3ρ (∂ζ)2 e2f + 12∂y

(

(∂ ζ)2
)

∂yf e
2f (1 − 4λ)

Λ5κ2
] =

∫

dx4dy e2f
6
√

2

κ

(1 − 4λ)

Λ5

√

Λ5ρ

1 − 4λ
(∂ ζ)2 δ (y) . (5.148)

Χρησιμοποιώντας την (5.148) το τελικό αποτέλεσμα της διαταραγμένης δράσης (5.59)
κάτω από τις βαθμωτές διαταραχές της μορφής (5.119), είναι το εξής

S =

∫

dx4dy e2f [
9ρ

4Λ5
e−2f (�ζ)2 − 3

2κ2
e−2f (�β)2 (5.149)

−6(∂yf)e−2f (−1 + 4λ)

κ2Λ5
�β�ζ

+
6
√

2

κ

(1 − 4λ)

Λ5

√

Λ5ρ

1 − 4λ
(∂ ζ)2 δ (y)] .

Αυτό είναι και το τελικό αποτέλεσμα της ανάλυσης. Ας εξετάσουμε καλύτερα την
παραπάνω σχέση. Οι όροι στην πρώτη και δεύτερη γραμμή είναι όροι παραγώγων
μεγαλυτερης τάξης (higher derivative terms) των δύο βαθμών ελευθερίας ζ και β,
όπου επίσης υπάρχει και ένας μεικτός κινητικός όρος μεταξύ τους. Ως ενα τεστ
αυτοσυνέπειας της παραπάνω σχέσης μπορούμε να δούμε ότι η εξίσωση κίνησης του β
είναι ακριβώς η ίδια με εκείνη που προκύπτει από την δράση (5.133) και συγκεκριμένα
είναι η εξής

(1 − λ) e−2f�(4)β = (1 − 4λ) (∂yζ − ∂yfα) . (5.150)
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Κεφάλαιο 5. Θεωρίες Ανισοτροπικών Διαστάσεων

Η αντιστοιχία μπορεί εύκολα να γίνει αντιληπτή αν αντικαταστήσουμε την (5.139)
στην (5.150). Παρόμοια η εξίσωση του ζ μας δίνει και το ίδιο αποτέλεσμα αν πάρουμε
υπ΄ όψην μας την περιοριστική συνθήκη που ισχύει.
Η δράση (5.149) έχει κάποια καίρια χαρακτηριστικά. Πρώτων όλοι οι όροι του bulk

περιλαμβάνουν τέσσερεις παραγώγους των συντεταγμένων της μεμβράνης, επομένως
κάποιοι όροι θα περιέχουν τέσσερεις χρονικές παραγώγους. Παρατηρούμε λοιπόν ότι
δεν έχουμε μία δράση για τη διαταραχή μας η οποία να περιλαμβάνει το πολύ μέχρι
δεύτερες παραγώγους. Δεύτερον ο όρος της μεμβράνης έχει ένα κινητικό όρο με
λάθος πρόσιμο (ghost term), για τη συνιστώσα ζ.
Αν αντικαταστήσουμε τις δύο δυναμικές συνιστώσες με τις κυματοσυναρτήσεις

τους, η τετραδιάστατη δράση θα αποτελείται από έναν κινητικό όρο με λάθος πρόσημο
(ghost kinetic term) για το ζ, συν τους όρους με τις παραγώγους υψηλής τάξης. Αυ-
τοί οι όροι θα εμφανίζονται στη δράση πολλαπλασιασμένοι με διαφορετικές σταθερές
σύζευξης. Ωστόσο οποιαδήποτε και αν είναι η ιεραρχία μεταξύ αυτών των σταθερών,
θα υπάρχει πάντα κάποιο πρόβλημα του κινητικού όρου (ghost problem), είτε από τον
συνοριακό όρο της μεμβράνης είτε από τους όρους με τις παραγώγους υψηλής τάξης.
Οι συγκεκριμένες συνιστώσες θα παραμένουν ακόμα και μετά την αποκατάσταση

της πλήρους πενταδιάστατης συμμετρίας κάτω από τους γενικούς μετασχηματισμούς
συντεταγμένων, για παράδειγμα όταν το λ → 1. Το τελευταίο αυτό χαρακτηριστι-
κό είναι παρεμφερές με τη συμπεριφορά σε πρότυπα που το βαρυτόνιο αποκτά μάζα
(massive gravity), και συγκεκριμένα με την ασυνέχεια vDVZ [145, 146]. Σε εκείνη
την περίπτωση, η διαμήκης συνιστώσα (longitudinal mode) του βαρυτονίου με μάζα
δεν μπορεί να αποσυζευχθεί στο όριο που η Pauli-Fierz [144] μάζα μηδενίζεται. Στη
περίπτωση που εξετάσαμε, έχουμε ένα ακόμα δυσκολότερο θέμα, μιας και που οι ε-
ναπομένουσες συνιστώσες εμπεριέχουν έναν παθογονικό όρο. Τα προβλήματα αυτά
προκύπτουν, εξαιτίας του κατηγορηματικού τρόπου με τον οποίο σπάμε την αναλλοιώ-
τητα κάτω από τον πενταδιάστατο διφεομορφισμό της θεωρίας. Αν και η θεωρία δεν
φαίνεται να έχει κάποιο πρόβλημα στην μορφή των λύσεων υποβάθρου, διαταράσοντας
το σύστημα βρισκόμαστε αντιμέτωποι με αυτά.

5.5 Συμπεράσματα

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο μελετήσαμε θεωρίες στις οποίες μία διάσταση μετασχηματί-
ζεται με διαφορετικό τρόπο, από οτι οι υπόλοιπες. Αρχικά κάναμε μία επισκόπηση της
θεωρίας του Hořava, κατά την οποία ο χρόνος μετασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο,
σε σχέση με τις υπόλοιπες τρείς χωρικές διαστάσεις. Το γεγονός αυτό μας επιβάλλει
να αποχωριστούμε τη συμμετρία κάτω από τους γενικούς μετασχηματισμούς συντε-
ταγμένων και τα επιβάλλουμε ένα πιο περιοριστικό σύνολο κάτω από τους μετασχημα-
τισμούς διατήρησης φύλλωσης (foliation preserving diffeomorphisms). Ουσιαστικά
σπάει η Lorentz συμμετρία με αποτέλεσμα να βελτιώνεται η συμπεριφορά του διαδότη
κοντά στο όριο των υψηλών ενέργειών. Λόγο του σπασίματος της Lorentz συμμετρί-
ας έχουμε την εμφάνιση ενός επιπλέον βαθμωτού βαθμού ελευθερίας. Εξετάζοντας
τη θεωρία εκτελώντας βαθμωτές διαταραχές, παρατηρήσαμε πως η συγκεκριμένη συ-
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5.5. Συμπεράσματα

νιστώσα εμφανίζει ένα πρόβλημα ισχυρής σύζευξης στο όριο που η θεωρία πρέπει να
συγκλίνει με τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας.
Στη συνέχεια εξετάσαμε τις συνέπειες της υπόθεσης ότι αντί για το χρόνο, μία

επιπλέον χωρική διάσταση μετασχηματίζεται διαφορετικά, σε σχέση με τις υπόλοιπες
τέσσερεις διαστάσεις, στις οποίες τώρα συμπεριλαμβάνεται και ο χρόνος. Για να το
κατορθώσουμε αυτό, θεωρήσαμε ότι έχουμε μία πενταδιάστατη θεωρία με μία κοσμο-
λογική σταθερά και μία τετραδιάστατη μεμβράνη εμβαπτισμένη στον πενταδιάστατο
χωροχρόνο. ΄Οπως και στη θεωρία του Hořava, υποθέσαμε ότι οι γενικοί μετασχημα-
τισμοί συντεταγμένων στις πέντε διαστάσεις, δεν ισχύουν και στη θέση τους έχουμε
την εμφάνιση των μετασχηματισμών διατήρησης φύλλωσης του τετραδιάστατου υπο-
χώρου. Κατ΄ αυτό τον τρόπο η τετραδιάστατη Lorentz συμμετρία, παραμένει ανέπαφη.
Εξαιτίας του διαφορετικού τρόπου μετασχηματισμού της επιπλέον χωρικής διάστασης,
μπορούμε να εισαγάγουμε στη δράση μεγαλύτερες δυνάμεις της εξωγενούς καμπυλό-
τητας της τετραδιάστατης υπερεπιφάνειας, τουλάχιστον μέχρι εκείνες τις ενεργειακές
κλίμακες, στις οποίες θα πρέπει να συμπεριλάβουμε και τους επιπλέον όρους οι οποίοι
δημιουργούν παθογένειες (ghost terms) στο σύστημα.
Σε πρώτη φάση μελετήσαμε τις λύσεις τις θεωρίας. Για μέγιστα συμμετρικά υ-

πόβαθρα (maximally symmetric) με τετραγωνικούς όρους εξωγενούς καμπυλότητας
στη δράση, βρήκαμε όλες τις λύσεις για επίπεδες και καμπυλωμένες μεμβράνες, καθώς
επίσης μελετήσαμε και τις συνοριακές συνθήκες συμβολής κοντά στη μεμβράνη. Οι
λύσεις αυτές μοιάζουν με τις λύσεις που έχουν ήδη αναφερθεί στη βιβλιογραφία, οι
οποίες ωστόσο χαρακτηρίζονται από την παρουσία της παραμέτρου λ, η οποία ουσια-
στικά εκφράζει το σπάσιμό της αναλλοιώτητας των πενταδιάστατων διφεομορφισμών.
Επιπρόσθετα, εξετάσαμε τις λύσεις για μία επίπεδη μεμβράνη, στην περίπτωση που
στη δράση έχουμε την εμφάνιση κυβικών όρων της εξωγενούς καμπυλότητας της μεμ-
βράνης. Οι λύσεις αυτές πέρα από την εξάρτησή τους από το λ, εξαρτώνται επίσης και
από την επιλογή των επι μέρους παραμέτρων με τις οποίες οι κυβικοί όροι εισέρχονται
στη δράση.
Σπάζοντας την πενταδιάστατη Lorentz συμμετρία στις πέντε διαστάσεις, ψάξαμε

για τις πιθανές επιδράσεις στον τετραδιάστατο χωροχρόνο. ΄Οπως και στην περίπτω-
ση της βαρυτικής θεωρίας του Hořava, εκτελέσαμε μία ανάλυση της θεωρίας, με τους
τετραγωνικούς όρους της εξωγενούς καμπυλώτητας στη δράση, κάτω από βαθμω-
τές διαταραχές. Λόγω του σπασίματος της αναλλοιώτητας κάτω απο τους πενταδιά-
στατους διφεομορφισμούς, έχουμε την εμφάνιση δύο δυναμικών βαθμωτών βαθμών
ελευθερίας. Και οι δύο χαρακτηρίζονται από το γεγονός, ότι εμφανίζονται στη δρά-
ση ώς διορθωτικοί όροι με παραγώγους υψηλής τάξης. Επιπλέον ένας από τους δύο
όρους εμφανίζεται και ώς ghost πάνω στη μεμβράνη. Οι παθολογίες αυτές εφανίζον-
ται λόγω του κατηγορηματικού τρόπου με τον οποίο σπάει η συμμετρία των γενικών
μετασχηματισμών συντεταγμένων, στο επίπεδο της δράσης.
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Κεφάλαιο 6

Επίλογος

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, μελετήθηκαν πρότυπα μεμβρανών συνδιά-
στασης - 2, κατα τα οποία μία μεμβράνη εμβαπτίζεται σε ένα χωροχρόνο με επιπλέον
δύο χωρικές διαστάσεις, καθώς επίσης και πρότυπα κατα τα οποία, μία διάσταση με-
τασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες. Εξετάζοντας τα πρότυπα
μεμβρανών συνδιάστασης - 2, κύριος σκοπός μας ήταν η εύρεση λύσεων μελανών ο-
πών πάνω στη μεμβράνη και η επέκτασή τους στον επιπλέον χώρο. Παράλληλα μας
απασχόλησε και το ζήτημα της ευστάθειας μιας εκ τον λύσεων που βρέθηκαν κατα
την εν λόγω μελέτη. Στο θέμα της ανάλυσης προτύπων κατα τα οποία μια διάστα-
ση μετασχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες, ασχοληθήκαμε με
την κατασκευή ενός προτύπου, όπου μία τετραδιάστατη μεμβράνη εμβαπτίζεται σε έ-
να πενταδιάστατο χωροχρόνο, με την επιπλέον χωρική διάσταση να μετασχηματίζεται
με διαφορετικό τρόπο από οτι οι υπόλοιπες τέσσερεις, που βρίσκονται στη μεμβράνη,
συμπεριλαμβανομένου και του χρόνου.
Αρχικά κάναμε μία μικρή επισκόπηση στα δύο κυριότερα πρότυπα μεμβρανών συν-

διάστασης - 1 και αναφερθήκαμε στα κύρια χαρακτηριστικά τους [7, 10, 11]. Περισσό-
τερο μας απασχόλησε το πλαίσιο της θεωρίας στα πρότυπα μεμβρανών που προτάθηκαν
από τους Randall και Sundrum, κατα τα οποία μία τετραδιάστατη μεμβράνη εμβαπτί-
ζεται σε ένα πενταδιάστατο χωροχρόνο, ο οποίος περιέχει μία αρνητική κοσμολογική
σταθερά. Πέρα από το αξιόλογο ενδιαφέρον που προκάλεσαν τα εν λόγω πρότυπα,
όσον αφορά την επίλυση σημαντικών προβλημάτων, όπως για παράδειγμα το πρόβλη-
μα της ιεραρχίας, αποτέλεσαν πήγη έμπνευσης για τη μελέτη των μελανών οπών. Η
πρώτη μελέτη έγινε από τους Chamblin et.al. [17], κατα την οποία η λύση μιας τε-
τραδιάστατης μελανής οπής στη μεμβράνη, μπορεί να επεκταθεί στον εγκάρσιο χώρο
σχηματίζοντας μία μελανή χορδή, η οποία μπορεί και ικανοποιεί τις πενταδιάστατες
εξισώσεις Einstein. Ωστόσο, όπως είδαμε μία τέτοια λύση δεν μπορεί να παραμείνει
ευσταθής κάτω από κλασικές διαταραχές της μετρικής [18, 19]. Κατά την ανάλυση
των διαταραχών του συγκεκριμένου συστήματος βρέθηκε ότι η διαταραχή παρουσιά-
ζει μία αύξουσα εκθετική συμπεριφορά, για μήκη κύματος τα οποία είναι της τάξης
του ορίζοντα γεγονότων της μελανής οπής της μεμβράνης. Το γεγονός αυτό σημα-
τοδοτεί και την αστάθεια της λύσης, ή όπως συγκεκριμένα αναφέρεται το σύστημα
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παρουσιάζει μία Gregory - Laflamme αστάθεια.

Ακολούθως εξετάσαμε τα βασικά στοιχεία των προτύπων μεμβρανών συνδιάστα-
σης - 2. Το κύριο χαρακτηριστικό αυτών των προτύπων είναι, ότι με την εισαγωγή
της μεμβράνης σε έναν χωροχρόνο, ο οποίος περιέχει επιπλέον δύο διαστάσεις σε
σχέση με τη μεμβράνη, έχουμε την εμφάνιση ενός ελλείμματος γωνίας στον εγκάρσιο
στη μεμβράνη δυσδιάστατο χώρο, σχηματίζοντας μία κωνική ατέλεια στη θέση της
μεμβράνης [40]. Αφού μελετήσαμε το σχηματισμό κωνικών ατελειών σε τρισδιάστατα
πρότυπα βαρύτητας [36] και σε τετραδιάστατα πρότυπα κοσμικών χορδών [39], εξε-
τάσαμε το μηχανισμό με τον οποίο εμφανίζεται η ελλείπουσα γωνία σε εξαδιάστατα
πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2 [40], με το ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβρά-
νης να επιδρά στον εγκάρσιο χώρο. Η συγκεκριμένη ιδιότητα αποτέλεσε το έναυσμα
για τη μελέτη επίλυσης του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς. Ωστόσο, όπως
παρατηρήθηκε ο τανυστής ενέργειας ορμής της μεμβράνης πρέπει να είναι ανάλογος
της μετρικής, ώστε το σύστημα να αποφύγει σοβαρές ανωμαλίες. Παρόλα αυτά δίνον-
τας πάχος στη μεμβράνη ή εισάγοντας επιπλέον όρους καμπυλότητας στη δράση, μας
δίνει τη δυνατότητα να αποφύγουμε το εν λόγω εμπόδιο. Συγκεκριμένα, στην περί-
πτωση των επιπλέον όρων καμπυλότητας αναλύσαμε τον τρόπο με τον οποίο μπορεί
κανείς λάβει τις τετραδιάστατες εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη, εάν εισάγει
έναν όρο Gauss - Bonnet στη δράση [66]. Αντίστοιχα το ίδιο μπορεί να συμβεί εάν
θεωρήσουμε έναν επιπλέον όρο επαγομένης βαρύτητας της μεμβράνης στη δράση [99],
μόνο που εδώ θα ισχύει μία επιπρόσθετη σχέση για τα στοιχεία του τανυστή ενέργειας
ορμής της μεμβράνης. Τέλος εξετάσαμε ποιό είναι το αποτέλεσμα του συνδιασμού και
των δύο όρων στη δράση.

΄Εχοντας εξετάσει τα βασικά χαρακτηριστικά των προτύπων μεμβρανών συνδιάστα-
σης - 1 και συνδιάστασης - 2, στο επόμενο κεφάλαιο ασχοληθήκαμε με την εύρεση
λύσεων μελανών οπών σε πρότυπα μεμβρανών συνδιάστασης - 2 σε πέντε και έξι δια-
στάσεις. Αρχικά αναλύσαμε την πενταδιάστατη περίπτωση [105], κατά την οποία μία
τρισδιάστατη μεμβράνη εμβαπτίζεται σε ένα πενταδιάστατο χωροχρόνο. Στη δράση
του συστήματος θεωρήσαμε, πέρα από τον συνήθη Einstein - Hilbert όρο, έναν όρο
Gauss - Bonnet, καθώς επίσης και έναν όρο επαγόμενης βαρύτητας της τρισδιάστατης
μεμβράνης. Βρήκαμε ότι το σύστημα των εξισώσεων δέχεται ως λύσεις, τρισδιάστατες
μελανές οπές BTZ πάνω στη μεμβράνη, με τις λύσεις να επεκτείνονται στον εγκάρ-
σιο δυσδιάστατο χώρο, σχηματίζοντας μελανές χορδές σε πρότυπα συνδιάστασης - 2.
Μεταξύ των αποτελεσμάτων βρέθηκε επίσης και μία λύση η οποία πάνω στη μεμβράνη
αντιστοιχεί σε μία τρισδιάστατη μελανή οπή BTZ, σύμμορφα συζευγμένη με ένα βαθ-
μωτό πεδίο. Στη συνέχεια μελετήσαμε την εξαδιάστατη περίπτωση [106], κατά την
οποία μία τετραδιάστατη μεμβράνη εμβαπτίζεται σε ένα εξαδιάστατο χωροχρόνο. Και
πάλι η μορφή της δράσης είναι ίδια με την πενταδιάστατη περίπτωση. Και σε αυτή την
περίπτωση, το σύστημα επιδέχεται λύσεις τετραδιάστατων μελανών οπών Schwarzsch-
ild στη μεμβράνη, οι οποίες επεκτείνονται στον επιπλέον δυσδιάστατο χώρο. Ωστόσο
η προβολή του όρου Gauss - Bonnet στη μεμβράνη επιβάλλει μια σχέση η οποία α-
παιτεί, την παρουσία ύλης στις επιπλέον διαστάσεις. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο
ότι, στην τετραδιάστατη μελανή οπή το αναλλοίωτο Kretschmann δεν είναι σταθερό,
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Κεφάλαιο 6. Επίλογος

ενώ στην τρισδιάστατη περίπτωση είναι, ακόμα και στην περίπτωση της σύμμορφα
συζευγμένης BTZ μελανής οπής.

΄Οπως και στα πρότυπα συνδιάστατης - 1, είναι σημαντικό να εξετάσουμε την ευ-
στάθεια των λύσεων. ΄Ετσι στο τέταρτο κεφάλαιο ασχοληθήκαμε με την μελέτη της
ευστάθειας της πενταδιάστατης λύσης, η οποία πάνω στη μεμβράνη αντιστοιχεί σε
μία BTZ μελανή οπή, ενώ η επέκτασή της στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο γίνεται
μέσω μίας συνάρτησης στρέβλωσης [107]. Για το σκοπό αυτό εξαγάγαμε την εξίσωση
Lichnerowicz, υπό την παρουσία του όρου Gauss - Bonnet. Αφού εξετάσαμε αρχικά
το φορμαλισμό της μεθόδου, σε σφαιρικά συμμετρικές μελανές οπές με όρους Gauss -
Bonnet, στη συνέχεια μελετήσαμε τις βαθμωτές (scalar), διανυσματικές (vector) και
τανυστικές (tensor) διαταραχές της BTZ μελανής χορδής στο πενταδιάστατο πρότυπο
μεμβρανών συνδιάστασης - 2, για τις οποίες διατηρούμε των γωνιακή συμμετρία τόσο
πάνω στη μεμβράνη, όσο και στον εγκάρσιο δυσδιάστατο χώρο . Μακρυά από το όριο
Chern - Simons, στο οποίο το σύστημα εμφανίζει ένα πρόβλημα ισχυρής σύζευξης
(strong coupling) για όλους τους τύπους των διαταραχών, οι βαθμωτές διαταραχές
μπορούν να αποσυζευχθούν από τις υπόλοιπες συνιστώσες της διαταραχής. Η μελέτη
των εξισώσεων διαταραχής μας έδειξε, ότι το σύστημα παραμένει ευσταθές κάτω από
τις διαταραχές του συγκεκριμένου τύπου, γεγονός το οποίο επαληθεύτηκε και κατά
την ανάλυση της εξίσωσης Klein - Gordon, για τη συγκεκριμένη λύση υποβάθρου.
Αναφορικά με τις τανυστικές διαταραχές, λόγω των συμμετριών της μελανής χορδής,
για το πρότυπο συνδιάστασης - 2, δεν μπορούμε να πάρουμε κάποια πληροφορία, υπο-
δεικνύοντάς μας ότι, είτε δεν έχουμε τανυστικούς βαθμούς ελευθερίας στο σύστημά
μας, είτε ότι είμαστε αντιμέτωποι με ένα πρόβλημα ισχυρής σύζευξης. Τέλος σχετικά
με τις διανυσματικές διαταραχές βλέπουμε ότι έχουμε ένα εκφυλισμό των συνιστωσών
στον εγκάρσιο χώρο, ενώ παράλληλα δεν είμαστε σε θέση να εξάγουμε κάποια πλη-
ροφορία για τη συμπεριφορά των εν λόγω συνιστωσών στη μεμβράνη. Το γεγονός
αυτό μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι έχουμε ασταθείς μια ασταθή συμπεριφορά για
τις διανυσματικές συνιστώσες της διαταραχής.

Επιπρόσθετα ασχοληθήκαμε και με θεωρίες κατα τις οποίες μία διάσταση μετα-
σχηματίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες. Η συγκεκριμένη ιδέα α-
ναπτύχθηκε σχετικά πρόσφατα από τον Hořava [118, 119], σε ένα πρότυπο κατά το
οποίο, ο χρόνος μετασχηματίζεται διαφορετικά από ότι οι υπόλοιπες τρείς χωρικές
διαστάσεις. Η συγκεκριμένη ιδέα πυροδότησε το ενδιαφέρον για τη μελέτη μιας ε-
πανακανονικοποιήσιμης θεωρίας για τη βαρύτητα. Λόγω ωστόσο του διαφορετικού
τρόπου με τον οποίο μετασχηματίζεται ο χρόνος, δεν έχουμε πλέον συμμετρία κάτω
από τους γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων, αλλά κάτω από το πιο περιο-
ριστικό σύνολο των μετασχηματισμών διατήρησης φύλλωσης (foliation preserving
diffeomorphisms). Το σπάσιμο της συμμετρίας έχει σαν αποτέλεσμα την εμφάνιση
ενός επιπρόσθετου βαθμωτού όρου ελευθερίας, ο οποίος αυξάνεί των αριθμό των συ-
νολικών βαθμών ελευθερίας, από δύο σε τρείς. Η ανάλυση των βαθμωτών διαταραχών
έδειξε ότι ο συγκεκριμένος βαθμός ελευθερίας, πάσχει από ένα πρόβλημα ισχυρής σύ-
ζευξης, κοντά στο όριο που η θεωρία συγκλίνει στη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας
[126].
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Στην περίπτωσή μας θεωρήσαμε ότι έχουμε μία τετραδιάστατη μεμβράνη, η ο-
ποία είναι εμβαπτισμένη σε ένα πενταδιάστατο χωρόχρονο, με την επιπλέον χωρική
διάσταση να μετασχημετίζεται με διαφορετικό τρόπο από ότι οι υπόλοιπες τέσσερεις,
συμπεριλαμβανομένου και του χρόνου σε αντίθεση με το πρότυπο του Hořava, όπου
έχουμε τη χρονική διάσταση να μετασχηματίζεται διαφορετικά [141]. Οι λύσεις του
προτύπου έχουν παρόμοια μορφή με τις λύσεις στο πρότυπο των Randall και Sundrum
[11], για μια επίπεδη μεμβράνη, όπως και για μία καμπυλομένη μεμβράνη [142, 143] με
τις σταθερές να εξαρτώνται από τις παραμέτρους του προτύπου. Μελετώντας τις βαθ-
μωτές διαταραχές είδαμε ότι η θεωρία χαρακτηρίζεται από δύο δυναμικούς βαθμούς
ελευθερίας, οι οποίοι εμφανίζονται στη δράση ώς διορθωτικοί όροι με παραγώγους υ-
ψηλής τάξης. Επιπρόσθετα για τον ένα από τους δύο παρατηρούμε ότι εμφανίζεται και
ώς ghost πάνω στη μεμβράνη, δίχως να εξαφανίζεται στο όριο που η θεωρία συγκλίνει
στην πενταδιάστατη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας.
Αδιαμφισβήτητα η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας έχει αποτελέσει ένα απο τα

σημαντικότερα θεμέλια της σύγχρονης θεωρητικής φυσικής. Ωστόσο τα παρατηρη-
σιακά αστροφυσικά και κοσμολογικά δεδομένα, μας υποδεικνύουν ότι θα πρέπει να
εξετάσουμε εναλλακτικές θεωρίες πέρα από τα όριά της. Τα τελευταία χρόνια υπάρ-
χει εντονότατο ενδιαφέρον στη μελέτη εναλλακτικών προτύπων κυρίως στο πεδίο των
θεωριών με επιπλέον χωρικές διαστάσεις, όπως επίσης και σε πρότυπα τα οποία είναι
επηρεασμένα από τη φυσική συμπυκνωμένης ύλης. Αναλύοντας τα εκάστοτε πρότυπα
με τη βοήθεια των παρατηρησιακών δεδομένων, καθώς επίσης και των επίγειων πει-
ραμάτων, θα μας δώσει μια εικόνα για το ποιά οδός είναι πιο πρόσφορη για μια πιο
ολοκληρωμένη άποψη του σύμπταντός μας.
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