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Περίληψη
Κατα την διαρκεια των τελευταιων ετων, ενα ικανο μερος της παγκοσμιας ακαδημαϊ-

κης ερευνας αφιερωνει πορους για την κατασκευη, υλοποιηση και μελετη μη επανδρωμε-
νων ιπταμενων συστηματων (Unmanned Aerial Systems-UAS). Οι εφαρμογες εκτεινονται
απο την μετεωρολογια,την αεροφωτογραφια και χαρτογραφηση δυσπροσιτων περιοχων,
την παρακολουθηση, την ασφαλεια/ διασωση μεχρι, προσφατως, την μεταφορα εμπορευ-
ματων.

Καθως οι απαιτησεις των αυτονομων εναεριων συστηματων αυξανονται, η αναγκη για
μοντελοποιηση των ασκουμενων αεροδυναμικων τασεων και ροπων εν πτησει προβαλλει
ολοενα και πιο επιτακτικη. Η δημιουργια προσομοιωτων υψηλης ακριβειας, η αναπτυξη
ελεγκτων υψηλωνπροδιαγραφων οπως και η προβλεψη/χαρακτηρισμος σφαλματων κατα
την διαρκεια της πτησης, εξαρτωνται αμεσααπο την ακριβεια και την προβλεψιμοτητα των
εκτιμωμενων μοντελων της δυναμικης συμπεριφορας της σχετικης πλατφορμας. Παραλ-
ληλα, οι περιορισμοι κοστους και πορων καθιστουν την χρηση Αεροσηραγγας και εξειδι-
κευμενου εργαστηριακου εξοπλισμου απαγορευτικη για πολλες ερευνητικες ομαδες.

Bασικος στοχος της συγκεκριμενης μελετης ειναι ο υπολογισμος των παραμετρων (Pa-
rameter Identi ication) του Δυναμικου Μοντελου μη επανδρωμενου αεροσκαφους μικρης
η μεσαιας κλιμακας με την βοηθεια περιορισμενου αισθητηριακου συστηματος χαμηλου
κοστους χρησιμοποιωντας δεδομενα αποκλειστικα απο δοκιμαστικες πτησεις. Η αναπτυξη
αλγοριθμων σχετικων με το Parameter Identi ication απαιτει τον παραλληλο σχεδιασμο τε-
χνικων εκτιμησης της καταστασης του αεροσκαφους συνδυαζοντας πληροφορια απο την
φυσικηαναλυσηκαι τοαισθητηριακοσυστημα (StateEstimation/SensorFusion). Επιπλεον,
μερος της εργασιας αφιερωθηκε στον σχεδιασμο και την εκτελεση πειραματων για την
βαθμονομηση αισθητηρων (Sensor Callibration) με την βοηθεια Αεροδυναμικης Σηραγγας
(Wind Tunnel Tets). Όλη η παραπανω τεχνογνωσια επιβεβαιωθηκε πειραματικα και θα εν-
σωματωθει στο πειραματικο αεροσκαφος του Control Systems Lab της Σχολης Μηχανολο-
γων Μηχανικων του ΕΜΠ.

Λέξεις κλειδιά: UAV, εκτιμηση παραμετρων, εκτιμηση καταστασης, βαθμονομηση αισθη-
τηρων, αεροδυναμικο μοντελο, φιλτρα Καλμαν, στατιστικες μεθοδοι μοντελοποιησης
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Abstract
System Identi ication in the discipline of aerodynamics, incorporates various Parameter

Estimation techniques in order to model the exerted forces and moments on an airframe.
Core to this process is the determination of the Stability and Control derivatives , which gov-
ern the relationship between light dynamics and fundamental aircraft variables (e.g. control
surface de lections, stability angles, angular rates).

The escalating complexity of implementations associatedwithUnmannedAerial Systems
(UAS), renders the identi ication of the Aerodynamic Model pivotal to various cutting edge
control systems. Sophisticated autopilots, fault tolerant systems and high idelity light simu-
lators, all require the explicit knowledge of theAerodynamic Parameters of the vehicle under
consideration. For this reason, a considerable amount of research has been conducted in the
ield.

Providing feasible solutions to such prerequisites is a non-trivial goal, especially in small-
scale unmanned aircrafts. Payload, cost and computational constraints are dominant fac-
tors in the design of such Parameter Identi ication (PId) algorithms. Moreover, costly and
time consuming wind tunnel tests cannot be considered a viable option for many research
groupswith limited resources. Contrariwise, the characterization of the AerodynamicModel
by means of light data can overcome such de iciencies while providing the respective con-
idence intervals for the parameter estimates.

Central concept of this study is the decomposition of the State Estimation/Parameter
Identi ication problem. After implementing a suitable -model independent- sensor fusion
process, the estimated outputs are used for Model Identi ication. As a considerable amount
of uncertainty is present in the explanatory variables, a Total Least Squares (TLS) method is
implemented for Aerodynamic Parameter Estimation.

Main contribution of this work is a fully developed, computationally ef icient PId proce-
dure, oriented towards the needs of small low-cost UAVs. The proposed algorithms are based
on the non-linear aircraft model and are suitable for both off-line and real-time applications.
A batch implementation serves for the identi ication of reference models for different light
states. A sequential approach can be used for control purposes and in- light parameter track-
ing -e.g. for contributing to a greater Fault Detection and Identi ication module. Parameter
tracking capabilities have been enhanced with the application of an adaptive Variable For-
getting Factor, while lack of Persistent Excitation of the input signals is handled by Princi-
pal Component Analysis. Finally, we devised a Monte Carlo method for accurate uncertainty
quanti ication in synthetic aerodynamic variables, a crucial step for securing the robustness
and reliability of the process.

Keywords: UAV, Paramter Identi ication, sensor fusion, state estimation, aerodynamicmodel,
Kalman Filter, regression methods, sensor calibration, Singular Value Decomposition, Prin-
cipal Component Analysis, Monte Carlo Methods
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1 Εισαγωγή

1.1 Μη επανδρωμένα ιπτάμενα συστήματα και έρευνα

Κατα την διαρκεια των τελευταιων ετων, ενα ικανο μερος της παγκοσμιας ακαδημαϊκης
ερευνας αφιερωνει πορους για την κατασκευη, υλοποιηση και μελετη μη επανδρωμενων
ιπταμενων συστηματων (Unmanned Aerial Systems-UAS). Οι εφαρμογες εκτεινονται απο
την μετεωρολογια,την αεροφωτογρσφια και χαρτογραφηση δυσπροσιτων περιοχων, την
παρακολουθηση, την ασφαλεια/ διασωση μεχρι -προσφατως- την μεταφορα εμπορευμα-
των.
Καθως οι απαιτησεις αποδοτικοτητας αυξανουν, το ενδιαφερον εστιαζεται ολοενα και
περισσοτερο στην αναπτυξη αυτονομων αεροσκαφων σταθερης πτερυγας ( ixed wing air-
crafts). Τα βασικα πλεονεκτηματα αυτων των αρχιτεκτονικων περιλαμβανουν:

• την απλοποιημενη δομη που διευκολυνει τις διαδικασιες συντηρησης και αναβαθ-
μισης

• την βελτιστη αεροδυναμικη συμπεριφορα ακομα και κατα τη διαρκεια περιπλοκων
ελιγμων

• την δυνατοτητα μεταφορας αυξημενου ωφελιμου φορτιου (payload)
• την πολυ μεγαλυτερη εμβελεια σε σχεση με αλλες αρχιτεκτονικες
• την χαμηλοτερη καταναλωση ενεργειακων πορων
• την δυνατοτητα ενσωματωσης πιο ολοκληρωμενων αισθητηριακων συστηματων

1.2 Διάγνωση Βλαβών / Ανοχή στα σφάλματα

Στο πλαισιο αυτο, καθισταται υψηλης προτεραιοτητας η αναπτυξη μεθοδων και τεχνο-
γνωσιας στην κατευθυνση ακομα πιο αυτονομων εναεριων συστηματων ικανων να εντο-
πιζουν και να διαχειριζονται βλαβες χωρις την ανθρωπινη παρεμβαση.Τετοιες τεχνικες
συνιστανται στον σχεδιασμο αυτοματοποιημενων διαδικασιων -αλγοριθμων- με σκοπο τον
εντοπισμο πιθανων σφαλματων εν πτησει (Fault Diagnosis) και στην κατασκευη ελεγ-
κτων ικανων να αντιμετωπιζουν τις προκειμενες βλαβες (Fault Tolerant Controllers).
Στην περιπτωση αεροσκαφων υψηλων προδιαγραφων, η διαγνωση σφαλματων επιτυγ-
χανεται με τη χρηση εκτεταμενων και πολυπλοκων αισθητηριακων συστηματων τα οποια
επιτρεπουν την διαφορικη διαγνωση της πτητικης καταστασης και της αξιοπλοϊας. Όσον
αφορα, ομως, την περιπτωση εμπορικων εφαρμογων μικρης και μεσαιας κλιμακας, η δυ-
νατοτητα εγκαταστασης τετοιων συστηματων καθισταται πρακτικα αδυνατη. Εν προκει-
μενω λοιπον, οι τεχνικες Fault Diagnosis βασιζονται στην εκ των προτερων εκτιμηση
μαθηματικων μοντελων που περιγραφουν την συμπεριφορα των αεροσκαφων οπως και
στην παρακολουθηση σε πραγματικο χρονο (real time tracking) ολων των σχετικων πα-
ραμετρων. Η αποκλιση των μοντελων αυτων απο την εκτιμωμενη ονομαστικη κατασταση
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ενεργοποιει τις σχετικες διαδικασιες για την διαγνωση και τον χαρακτηρισμο των πιθα-
νων σφαλματων.

1.3 Σκοπός της εργασίας

Ένας σημαντικος ογκος πληροφοριας για την μοντελοποιηση των αεροσκαφων προκυ-
πτει απο τον υπολογισμο των παραμετρων που σχετιζονται με την αεροδυναμικη συ-
μπεριφορα της ατρακτου. Βασικός στόχος της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας
είναι υπολογισμός των παραμέτρων (Parameter Identi ication) του Δυναμικού Μοντέ-
λου μή επανδρωμένου αεροσκάφους μικρής ή μεσαίας κλίμακας με την βοήθεια περιο-
ρισμένου αισθητηριακού συστήματος χαμηλού κόστους. Η αναπτυξη αλγοριθμων σχε-
τικων με το Parameter Identi ication απαιτει τον παραλληλο σχεδιασμο τεχνικων εκτιμη-
σης της καταστασης του αεροσκαφους συνδυαζοντας πληροφορια απο την φυσικη ανα-
λυση και το αισθητηριακο συστημα (State Estimation/Sensor Fusion). Επιπλεον , μερος
της εργασιας αφιερωθηκε στον σχεδιασμο και την εκτελεση πειραματων για την βαθ-
μονομηση αισθητηρων (Sensor Callibration) με την βοηθεια Αεροδυανμικης Σηραγγας
(Wind Tunnel Tets). Όλη η παραπανω τεχνογνωσια επιβεβαιωθηκε πειραματικα και θα
ενσωματωθει στο αεροσκαφος τουControl Systems Lab της Σχολης Μηχανολογων Μηχα-
νικων του ΕΜΠ.

2 Βασικές Έννοιες Αεροπλοΐας

2.1 Πλαίσια Αναφοράς

Η μοντελοποιηση της κινησης και του προσανατολισμου του αεροσκαφους επιτυγχανε-
ται με την χρηση διαφορων πλαισιων αναφορας των οποιων οι γενετειρες βρισκονται
ειτε στο εδαφος ειτε επι του αεροσκαφους. Τα τρια βασικα πλαισια αναφορας που εξυ-
πηρετουν την αναλυση της συγκεκριμενης μελετης ειναι τα παρακατω:

• Το αδρανειακο πλαισιο αναφορας, τοποθετημενο σε ενα σταθερο σημειο στην επι-
φανεια της γης και προσανατολισμενο κατα το προτυπο NED (x-North,y-East,z-
Down) (Εικονα 1)

• Το σωματοδετο πλαισιο αναφορας (Body Frame) με αρχη το κεντρο μαζας της
ατρακτου και προσδεδεμενο στο αεροσκαφος. Ο προσανατολισμος του συγκεκρι-
μενου πλαισιου χαρακτηριζεται βασει των γωνιων Euler (ϕ, θ, ψ) (Εικονα 2)

• Το πλαισιο ανεμου (Wind Frame) του οποιου ο αξονας x ταυτιζεται με την κατευ-
θυνση του διανυσματος ταχυτητας αερος του αεροσκαφους (Εικονα 3). Ο σχετικος
προσανατολισμος του πλαισιου ανεμου σε σχεση με το σωματοδετο πλαισιο χαρα-
κτηριζεται βασει της γωνιας προσβολης (α) και της γωνιας πλαγιολισθησης (β).

Στο εξης, η αναφορα στα πλαισια θα γινεται με τη χρηση της αγγλικης ορολογιας (NED-
frame, Body Frame, Wind Frame) και τους αντιστοιχους δεικτες (G,B,W).
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Εικονα 1: Αδρανειακο Πλαισιο NED

Εικονα 2: Σωματοδετο Πλαισιο (Body Frame)

Εικονα 3: Πλαισιο Ανεμου (Wind Frame)

10



2.1.1 Μητρώα Στροφής-Μετασχηματισμοί Συντεταγμένων

Στην κινηματικη και δυναμικη αναλυση των αεροσκαφων, διανυσματα που αφορουν την
ταχυτητα και τον προσανατολισμο του α/φους εκφραζονται σε διαφορετικα πλαισια,
αναλογα με τις αναγκες τις φυσικης αναλυσης η της θεσης του αισθητηριακου συστη-
ματος. Στην γενικη περιπτωση, ενα διανυσμα x εκπεφρασμενο σε ενα πλαισιο αναφορας
I μπορει να εκφραστει με συντεταγμενες αναφορας ενος πλαισιου II ως:

xII = T +RII
I xI (2.1)

οπου T ∈ R3 ενας μετασχηματισμος μεταφορας (μεταθεσης) και RII
I ∈ SO(3) το μητρωο

μετασχηματισμου προσανατολισμου (μητρωο στροφης) απο το πλαισιο I στο πλαισιο
II . Στο ευρος της συγκεκριμενης μελετης, οι μετασχηματισμοι αφορουν ταχυτητες, δυνα-
μεις και ροπες. Στις περιπτωσεις αυτες , η μητρα T ταυτιζεται συνηθως με το μηδενικο
διανυσμα. Τα βασικα μητρωα στροφης αφορουν μετασχηματισμους απο το αδρανειακο
πλαισιο NED (G)) στο σωματοδετο πλαισιο (B) και επειτα στο πλαισιο ανεμου (W).
Αυτα ειναι:

RG
B =

 cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ sinϕ cos θ
cos θ sin θ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ

 (2.2)

RB
W =

cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

sinα cos β − sinα sin β cosα

 (2.3)

Δεδομενου οτι τα μητρωα στροφης ανηκουν στον SO(3), ισχυουν ακομα:

RII
I = (RI

II)T (2.4)
Rn+2
n = Rn+1

n Rn+2
n+1 (2.5)

2.2 Τα διάνυσματα κατάστασης και ελέγχου

Η διεθνης βιβλιογραφια εχει κατα καιρους χρησιμοποιησει πολλες διαφορετικες αναπα-
ραστασεις για το διανυσμα καταστασης του αεροσκαφους. Για τον σκοπο της συγκεκρι-
μενης εργασιας προτιμηθηκε η αναπαρασταση που παρουσιαζεται στην πηγη [8]. Ήτοι:

xF = [x y z ϕ θ ψ u v w p q r ]T (2.6)

Ο πινακας 1 παρουσιαζει τις συνιστωσες του διανυσματος καταστασης, την αντιστοιχη
ορολογια και το πλαισιο αναφορας καθε μεταβλητης.
Η κινηση του αεροσκαφους επιτυγχανεται απο την Ωση (Thrust-Τ) που παρεχει ο εκα-
στοτε κινητηρας. Ο χειρισμος και η πλοηγηση επιτυγχανονται με την εκτροπη των επι-
φανειων ελεγχου του αεροσκαφους (Control Surfaces). Τα συμβατικα αεροσκαφη στα-
θερης πτερυγας ειναι εξοπλισμενα με τις παρακατω επιφανειες ελεγχου (Εικονα 4):
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• το πτερυγιο ανοδου-καθοδου (elevator-ϵ) που επιτρεπει τον ελεγχο της πρόνευ-
σης (pitch)

• το πτερυγιο εκτροπης (rudder -r) με σκοπο τον ελεγχο της εκτροπής (yaw)

• τα πτερυγια κλισης (aileron-α) του αεροσκαφους για την εκτελεση ελιγμών περι-
στροφής (roll)

Ο χειριστης καθοριζει καθε στιγμη την γωνια εκτροπης των επιφανειων ελεγχου και την
παραγομενη ωση προκειμενου το αεροσκαφος να αποκτησει την επιθυμητη ταχυτητα
και τον αντιστοιχο προσανατολισμο. Μαθηματικα, η διαδικασια αυτη μοντελοποειται με
ενα διανυσμα ελεγχου.

u = [δT δe δr δα]T (2.7)
H ονοματολογια των μεταβλητων δινεται στον Πινακα 2

Εικονα 4: Τυπικη αρχιτεκτονικη επιφανειων ελεγχου σε α/φος σταθερης πτερυγας

2.3 Ατμοσφαιρικές Διαταραχές - Άνεμος

Η δυναμικη του αεροσκαφους επηρεαζεται απο τις ατμοσφαιρικες συνθηκες που επικρα-
τουν καθε στιγμη κατα τη διαρκεια της πτησης. Η ταχυτητα του ανεμου θεωρειται θε-
μελιωδης ατμοσφαιρικη μεταβλητη για την αεροπλοϊα καθως μπορει να επηρεασει σε
σημαντικο βαθμο την ευσταθεια της πτησης. Η μοντελοποιηση της συμπεριφορας του
ανεμου ειναι απαραιτητη διαδικασια, ειδικα σε περιπτωσεις μη επανδρωμενων αεροσκα-
φων μικρης κλιμακας.
Για τον λογο αυτο, πρεπει να γινει διακριση μεταξυ των ταχυτητων εδαφους, αερος και
ανεμου. Έτσι, στην περιπτωση ενος αδρανειακου παρατηρητη του πλαισιου NED, η κα-
ταγραφομενη ταχυτητα του αεροσκαφους αποτελειται απο τις παρακατω συνιστωσες:

V⃗g = V⃗a + V⃗w (2.8)

οπου:
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Μεταβλητη Ελληνικη Ορο-
λογια

Αγγλικη ορολο-
για

Πλαισιο Ανα-
φορας

x Αδρανειακη
Θεση στον
αξονα x

Inertial North
Position

G

y Αδρανειακη
Θεση στον
αξονα y

Inertial East
Position

G

z Αδρανειακη
Θεση στον
αξονα z

Inertial Down
Position

G

φ Γωνια Περι-
στροφης

Roll Angle (V2)

θ Γωνια Προνευ-
σης

Pitch Angle (V1)

ψ Γωνια Εκτρο-
πης

Yaw Angle (V)

u Αξονικη Ταχυ-
τητα

x-axis Body
Frame Velocity

B

v Εγκαρσια Τα-
χυτητα

y-axis Body
Frame Velocity

B

w Καθετη Ταχυ-
τητα

z-axis Body
Frame Velocity

B

p Ρυθμος Περι-
στροφης

Roll rate B

q Ρυθμος Προ-
νευσης

Pitch rate B

r Ρυθμος Εκτρο-
πης

Yaw Angle B

Πινακας 1: Οι μεταβλητες καταστασης του αεροσκαφους

• Vg η ταχυτητα εδαφους του αεροσκαφους (αυτη δηλαδη που καταγραφεται απο
εναν αδρανειακο παρατηρητη)

• Va η ταχυτητα του αεροσκαφους ως προς την αερια μαζα
• Vw η ταχυτητα του ανεμου ως προς το εδαφος

H εξισωση 2.8 αναφερεται ως τρίγωνο του ανέμου (Wind Triangle)
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Μεταβλητη Αγγλικη Ορολογια
δτ Throttle
δϵ Elevator De lection
δr Rudder De lection
δα Aileron De lection

Πινακας 2: Οι μεταβλητες ελεγχου του αεροσκαφους

Εικονα 5: Το τριγωνο του Ανεμου (Wind Triangle)

Η μητρικη μορφη της εξισωσης 2.8 στους αδρανειακους αξονες NED ειναι:V
g
x

V g
y

V g
z

 = (RB
G)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (2.9)

οπου RB
G το μητρωο στροφης απο το αδρανειακο στο σωματοδετο πλαισιο.

2.3.1 Μοντελοποίηση του ανέμου

Η ακριβης προσομοιωση των συνθηκων πτησης ενος μικρου αεροσκαφους πρεπει να
λαμβανει υποψη της τις ατμοσφαιρικες διαταραχες. Η σημαντικοτερη εξ’ αυτων ειναι
η υπαρξη του ανεμου. Τα μοντελα ταχυτητας ανεμου αποτελουνται συνηθως απο εναν
σταθερο και εναν στοχαστικο ορο.Ήτοι:

Vw = Vws + Vwg ⇔

uwvw
ww

 =

uwsvws
wws

+

uwg(t)vwg(t)
wwg(t)

 (2.10)

Ο χρονο-μεταβλητος η στοχαστικος ορος αφορα την μοντελοποιηση ριπων ανεμου και
αναταραξεων. Στο πλαισιο της συγκεκριμενης μελετης, οι ριπες ανεμου παραχθηκαν με
την χρηση του μοντελου αναταραξεων Dryden (US Department of Defence, Handbook
MIL-F-8785-C). Αυτοι οι οροι παραγονται διεγειροντας τα παρακατω Γραμμικα Χρονικως
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Ανεξαρτητα (ΓΧΑ) φιλτρα με λευκο θορυβο μηδενικης μεσης τιμης και μοναδιαιας δια-
κυμανσης. Οι συναρτησεις μεταφορα των φιλτρων ειναι:

Hu(s) = σu

√
2Va
Lu

1
s+ Va

Lu

(2.11αʹ)

Hv(s) = σv

√
3Va
Lu

s+ Va√
3Lv

(s+ Va

Lu
)2 (2.11βʹ)

Hw(s) = σw

√
3Va
Lw

s+ Va√
3Lw

(s+ Va

Lw
)2 (2.11γʹ)

Η αρχιτεκτονικη του συνολικου φιλτρου περιγραφεται σχηματικα στην Εικονα 6. Οι δια-
φορες παραμετροι των εξισωσεων (2.11) εξαρτωνται απο το υψομετρο της πτησης και
της επιθυμητης εντασης. Οι τιμες τους φαινονται στην Εικονα 7.

Εικονα 6: Αρχιτεκτονικη του φιλτρου Dryden για την παραγωγη ριπων ανεμου

Εικονα 7: Οι τιμες των παραμετρων του φιλτρου Dryden αναλογα με το υψομετρο και
την επιθυμητη ενταση
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2.4 Αεροδυναμική Ευστάθεια

Για τον χαρακτηρισμο της ευσταθειας της πτησης, γινεται χρηση των παρακατω μετα-
βλητων:

• της νορμας της ταχυτητας αερος Va (airspeed norm)
• της γωνιας προσβολης α (angle of attack) η οποια οριζεται ως η γωνια μεταξυ της
χορδης της αεροτομης και της διευθυνσης του αερα γυρω απο αυτη

• της γωνιας πλαγιολισθησης (angle of sideslip) η οποια οριζεται ως η γωνια μεταξυ
του διανυσματος της ταχυτητας αερος και του διαμηκους αξονα του αεροσκαφους

Οι μεταβλητες αυτες ονομαζονται τριάδα ευστάθειας (stability triplet) και μαθηματικα
οριζονται ως:

Va =
√
u2
r + v2

r + w2
r (2.12)

α = arctan(wr
vr

) (2.13)

β = arcsin( vr
Va

) (2.14)

3 Κινηματική και Δυναμική του Αεροσκάφους

3.1 Κινηματικές Εξισώσεις

Η θεση του αεροσκαφους εκφραζεται συνηθως στο αδρανειακο πλαισιο NED. Αντιθετα,
οπως ειδαμε οι μεταφορικες ταχυτητες εκφραζονται στο σωματοδετο πλαισιο. Συνδυα-
ζοντας τις πληροφοριες αυτες εχουμε:

d

dt

xy
z

 = RG
B

uv
w

 = (RB
G)T

uv
w

 (3.1)

ητοι, χρησιμοποιωντας την (2.2):
ẋẏ
ż

 =

 cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ sinϕ cos θ
cos θ sin θ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ


T uv

w


(3.2)

Αντιστοιχα, οι γωνιακες ταχυτητες ως προς τους ρυθμους μεταβολης των γωνιων Εuler
εχουν ως: ψ̇θ̇

ϕ̇

 =

0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ
0 cosϕ − sinϕ
1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ


pq
r

 (3.3)
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3.2 Δυναμικές εξισώσεις

Το αεροσκαφος μοντελοποιειται ως ενα στερεο σωμα εξι βαθμων ελευθεριας (6-DOF rigid
body). Κανοντας χρηση του Θεμελιωδους Νομου της Μηχανικης, οι εξασκουμενες τασεις
και ροπες περιγραφονται απο τις παρακατω εξισωσεις (Body Frame):

F = d

dt
(mV) (3.4)

M = d

dt
(Jω) (3.5)

οπου:
• V το διανυσμα της μεταφορικης ταχυτητας

V =

uv
w

 (3.6)

• J το μητρωο των ροπων αδρανειας

J =

 Jx 0 −Jxz
0 Jy 0
Jxz 0 Jz

 (3.7)

• ω το διανυσμα των γωνιακων ταχυτητων (angular rates)

ω =

pq
r

 (3.8)

• m η μαζα του αεροσκαφους
Το σωματοδετο πλαισιο αποτελει ενα συστημα περιστρεφομενων αξονων. Έτσι, η πα-
ραπανω διαφοριση θα πρεπει να λαβει υποψη της τον ρυθμο μεταβολης των ταχυτη-
των οσο και την περιστροφη των αξονων (οροι coriolis). Αυτο εκφραζεται ως ([49, eq.
(3.39)]):

d

dt
(•) = δ

δt
(•) + ω × (•) (3.9)

Παραδεχομενοι πως η μαζα του αεροσκαφους παραμενει (σχεδον) σταθερη κατα τη διαρ-
κεια της πτησης, εχουμε:

F = mV̇ + ω × (mV) (3.10)
M = Jω̇ + ω × (Jω) (3.11)

Συνδυαζοντας τα παραπανω, εξαγουμε τις δυναμικες εξισωσεις του αεροσκαφους:
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Εξισώσεις Τάσεων (Body Frame):

Fx = m (u̇+ qw − rv) (3.12αʹ)
Fy = m (v̇ + ru− pw) (3.12βʹ)
Fz = m (ẇ + pv − qu) (3.12γʹ)

Εξισώσεις Ροπών (Body Frame):

Mx = ṗJx − ṙJxz + qr(Jz − Jy)− qpJxz (3.13αʹ)
My = q̇Jy + pr(Jx − Jz) + (p2 − r2)Jxz (3.13βʹ)
Mz = ṙJz − ṗJxz + pq(Jy − Jx) + qrJxz (3.13γʹ)

3.3 Συγκεντρωτικές εξισώσεις Κινηματικού και Δυναμικού Μοντέλου

Συγκεντρωτικα, το κινηματικο/δυναμικο μοντελο του αεροσκαφους, βασει των μεταβλη-
των καταστασης, εχει ως: ẋẏ

ż

 = RB
G

−1

uv
w

+

WN

WE

WD

 (3.14)

ψ̇θ̇
ϕ̇

 =

0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ
0 cosϕ − sinϕ
1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ


pq
r

 (3.15)

 u̇v̇
ẇ

 =

rv − qwpw − ru
qu− pv

+ 1
m

FxFy
Fz

 (3.16)

ṗq̇
ṙ

 =

 Γ1pq − Γ2qr
Γ5pr − Γ6(p2 − r2)

Γ7pq − Γ1qr

+

Γ3l + Γ4Mx
1
Jy
My

Γ4l + Γ8Mz

 (3.17)

οπου :

Γ = JxJz − J2
xz

Γ1 = Jxz(Jx − Jy + Jz)
Γ

Γ2 = Jz(Jz − Jy) + J2
xz

Γ
Γ3 = Jz

Γ
Γ4 = Jxz

Γ
Γ5 = Jz − Jx

Jy
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Γ6 = Jxz
Jy

Γ7 = Jz(Jx − Jy) + J2
xz

Γ
Γ8 = Jx

Γ

3.4 Ανάλυση των ασκούμενων τάσεων και ροπών στο α/φος

Εν πτησει, οι εξασκουμενες τασεις και ροπες στο α/φος οφειλονται στην αεροδυναμικη,
την παραγομενη ωση απο τον κινητηρα και την βαρυτητα. Οι βαρυτικες δυναμεις ασκου-
νται στο κεντρο μαζας του αεροσκαφους και κατ’ επεκταση δεν παραγουν ροπη. Έτσι,
εχουμε:

F = FA + FT + FG (3.18)
M = MA + MT (3.19)

Οι βαρυτικες δυναμεις εξαρτωνται απο τον προσανατολισμο της ατρακτου καθε στιγμη.
Χρησιμοποιωντας τις γωνιες Euler, το διανυσμα της βαρυτητας εκφραζεται ως:

FG =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (3.20)

οπου g η επιταχυνση της βαρυτητας.
Παραδεχομαστε ακομη πως η Ωση του κινητηρα (στο εξης Thrust), ασκειται κατα την
διευθυνση του αξονα x του σωματοδετου πλαισιου. Επομενως:

FT =

T0
0

 (3.21)

Κατα την παραγωγη ωσης, ο κινητηρας αυξανει την στροφορμη της αεριας μαζας παρα-
γοντας ετσι μια ροπη αντιδρασης:

MT =

τp0
0

 (3.22)

Οι αεροδυναμικες τασεις απαιτουν συνθετη αναλυση και για τον λογο αυτο θα εξεταζο-
νται ενδελεχως στην επομενη ενοτητα.

3.5 Αεροδυναμικές Τάσεις και Ροπές

Καθως το α/φος κινειται ως προς την αερια μαζα,παρατηρειται μη ομοιομορφη κατα-
νομη της πιεσης, η οποια και προκαλει τις αεροδυναμικες δρασεις. Αυτες εξαρτωνται
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απο την πυκνοτητα της αεριας μαζας, την ταχυτητα αερος,την γεωμετρια και τον προ-
σανατολισμο του αεροσκαφους. Με βαση οσα προηγηθηκαν, προχωρουμε στην αναλυση
των δυναμεων και των ροπων που ασκουνται στο αεροσκαφος κατα την διαρκεια της
πτησης.

3.5.1 Διαμήκης Άξονας

Στον εγκαρσιο αξονα του αεροσκαφους (Εικονα 8) ασκουνται οι κατωθι αεροδυναμικες
δρασεις:

• η καθετη αντωση (Lift - L)που οφειλεται στην διαφορικη πιεση που παραγεται απο
τις αεροδυναμικα διαμορφωμενες επιφανειες του αεροσκαφους (κυριως την πτε-
ρυγα)

• η οπισθελκουσα (Drag -D) που αντικειται στην κινηση του αεροσκαφους και οφει-
λεται στην τριβη της ατρακτου και της πτερυγας με την αερια μαζα

• η ροπη προνευσης (PitchingMoment -m) που οφειλεται σε ποικιλλους παραγοντες
που επηρεαζουν την αεροδυναμικη

Εικονα 8: Ο εγκαρσιος αξονας του α/φους

3.5.2 Εγκάσιος Άξονας

Αντιστοιχα, στον εγκαρσιο αξονα του αεροσκαφους ασκουνται:
• η πλαγια δυναμη (Lateral Force-Y) που ασκειται στον αξονα y του σωματοδετου
πλαισιου ανφορας

• η ροπη διατοιχισμου (Rolling Moment-l) που προκαλει περιστοφη ως προς τον
σωματοδετο αξονα x
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• η ροπη εκτροπης (Yawing Moment-n) που προκαλει περιστροφη ως προς τον σω-
ματοδετο αξονα z

3.5.3 Οι εξισώσεις του αεροδυναμικού μοντέλου

Βασει των [8],[49],[51] οι αεροδυναμικες δυναμεις και ροπες περιγραφονται απο τις πα-
ρακατω εξισωσεις: Συγκεκριμενα:

FA = q̄S

CXCY
CZ

 (3.23)

MA = q̄S

 bClc̄Cm
bCn

 (3.24)

οπου

ρ : η πυκνοτητα της αεριας μαζας
S : η επιφανεια της πτερυγας
c̄ : η μεση χορδη της πτερυγας
b : το μηκος της πτερυγας

q̄ = 1
2
ρV 2

a : η δυναμικη πιεση
C,C, .., Cn : οι αδιαστατοι αεροδυναμικοι συντελεστες

Η αντωση και η οπισθελκουσα οριζονται στο πλαισιο ανεμου ως:

L = q̄S (−CZ cosα + CX sinα) = q̄SCL (3.25)
D = q̄S (−CX cosα− CZ sinα) = q̄SCD (3.26)

Η τελικη μορφη του μοντελου που κανει χρηση η συγκεκριμενη μελετη εχει ως:

L = q̄SCL = 1
2
ρV 2

αSCL (3.27αʹ)

D = q̄SCD = 1
2
ρV 2

αSCD (3.27βʹ)

m = q̄Sc̄Cm = 1
2
ρV 2

αSc̄Cm (3.27γʹ)

Y = q̄SCY = 1
2
ρV 2

αSCY (3.27δʹ)

l = q̄SbCl = 1
2
ρV 2

αSbCl (3.27εʹ)

n = q̄SbCn = 1
2
ρV 2

αSbCn (3.27στʹ)
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3.5.4 Οι Παράγωγοι Ευστάθειας του αεροδυναμικού μοντέλου

Εν γενει, η δυναμικη πιεση (q̄) και τα γεωμετρικα χαρακτηριστικα καθε αεροδυναμικης
επιφανειας αποτελουν γνωστα και αυστηρως ορισμενα μεγεθη. Επομενως, το ενδιαφερον
εστιαζεται στον υπολογισμο και την μοντελοποίηση των αδιάστατων αεροδυναμικών
συντελεστών {CL, CD, ..Cn}

Στην περιπτωση μη επανδρωμενων αεροσκαφων μικρης κλιμακας (Micro Aerial Vehicles-
MAVs) και σταθερων συνθηκων αερα (quasi-steady low) οι αεροδυναμικοι συντελεστες
εξαρτωνται κυριως απο:

• τις γωνιες ευσταθειας α, β
• τις γωνιακες ταχυτητες p, q, r
• τις εντολες χειρισμου (δϵ, δr, δα)

Έτσι εχουμε:
Για τον διαμηκη αξονα του α/φους:

CL = CL(α, q, δϵ)
CD = CD(α, q, δϵ)
Cm = Cm(α, q, δϵ)

Αντιστοιχα, για τον εγκαρσιο αξονα:

CY = CY (β, p, r, δα, δr)
Cl = Cl(β, p, r, δα, δr)
Cn = Cn(β, p, r, δα, δr)

Η δομη των συναρτησεων ειναι γενικα αγνωστη και μη γραμμικη. Eν τουτοις, στην πε-
ριπτωση της στρωτης αργα μεταβαλλομενης ροης (quasi-steady low) μπορουν να προ-
σεγγιστουν με την χρηση σειρων Taylor.

Έτσι,για παραδειγμα:

CL = CL0 + ∂CL
∂α

α + ∂CL
∂q

q + ∂CL
∂δϵ

δϵ+ ... (3.28)

= CL0 + CLαα + CLq
c̄

2Va
q + CLδϵ

δϵ+ ..+ (3.29)

Η ταξη της προσεγγισης ποικιλλει αναλογα την κλιμακα του α/φους και την κατασταση
της πτησης (προσγειωση, απογειωση, cruising, ελιγμοι).

Τυπικα μοντελα που χρησιμοποιουνται συνηθως στις περιπτωσεις των MAVs εχουν ως
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εξης ([8] )1 :

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (3.31αʹ)
CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ (3.31βʹ)
CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (3.31γʹ)
Cl = Cl0 + Clββ + Clpnpn + Clrnrn + Clδαδα + Clδrδr (3.31δʹ)
Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (3.31εʹ)
Cn = Cn0 + Cnββ + Cnpnpn + Cnrnrn + Cnδαδα + Cnδrδr (3.31στʹ)

Το συνολο των συντελεστων αυτων ονομαζονται παράγωγοι ευστάθειας και ελέγχου
(control & stability derivatives). Η εκτιμηση τις τιμης τους ειναι αντικειμενο μαθημα-
τικων εργαλειων σχετικων με την ανίχνευση παραμέτρων (Parameter Identi ication).

4 Ανίχνευση Παραμέτρων (Parameter Identi ication)

4.1 Εισαγωγή

Όπως προκυπτει απο τα παραπανω, οι αεροδυναμικοι συντελεστες μοντελοποιουνται ως
συναρτησεις γνωστων μεταβλητων και ενος συνολου παραμετρων.
Για παραδειγμα, αναπαριστωντας την σχεση (3.29) σε μητρικη μορφη καταληγουμε:

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ+ ... =
[
1 α qn δϵ ...

]


CL0

CLα
CLqn

CLδϵ
...

 (4.1)

Θεωρουμε πως ,για συγκεκριμενα σταδια της πτησης, οι παραγωγοι ευσταθειας παρα-
μενουν σταθεροι και ανεξαρτητοι του χρονου. Η παραδοχη αυτη ,που στηριζεται στις
παρατηρησεις των [8] & [49], καθιστα το προβλημα της μοντελοποιησης γραμμικό ως
προς τις παραμέτρους (linear in the paramaters).

Γενικευοντας, οι προσεγγισεις των αεροδυναμικων συντελεστων λαμβανουν την μορφη:

y = θ0 +
n∑
k=1

θkξk(x) (4.2)

1Είθισται, για λόγους συνέπειας ως προς την διαστασιολόγηση, οι γωνιακές ταχύητητες p, q, r να κανονικοποιού-
νται. Οι κανονικοποιημένες μορφές των μεταβλητών συνοδεύονται απο τον δείκτη n και ισχύει:

{pn, qn, rn} = { b

2Va
p,

c̄

2Va
q,

b

2Va
r} (3.30)
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οπου:
y : η ανεξαρτητη μεταβλητη (εν προκειμενω οι αεροδυναμικοι συντελεστες)
ξk : γραμμικοι η μη γραμμικοι συνδυασμοι των ανεξαρτητων μεταβλητων {x1, x2, ..., xn}

που κατασκευαζουν τις συναρτησεις των αεροδυναμικων συντελεστων
(ονομαζονται προβλέπτες ή regressors)

{θ0, θ1, ..., θk} : το συνολο των αντιστοιχων παραμετρων

Θεωρουμε ,ακομα, την υπαρξη ενος διανυσματος παρατηρησης της ανεξαρτητης μετα-
βλητης (που εμπεριεχει αβεβαιοτητα) τετοιο ωστε:

z(i) = y(i) + v(i)
v ∼ N (0, σ2)

Ένα βασικο εργαλειο, που επιτρεπει τον υπολογισμο τετοιων παραμετρων, ειναι η πο-
λυμεταβλητη παλινδρομηση (Multivariate Regression). Αποτελει μια απο τις πιο δημο-
φιλεις μεθοδους Parameter Identi ication στο πεδιο της αεροναυτικης.

4.2 Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων
Oridinary Least Squares

Η γενικη μορφη του μοντελου της (4.2) μπορει να γραφει και ως:

y = Xθ (4.3)

Συνοδευομενη απο το διανυσμα παρατηρησης:

z = Xθ + v (4.4)

Όπου:

z =[z(1) z(2) . . . z(N)]T :το N × 1 διανυμα των παρατηρησεων
θ =[θ0 θ1 θ2 . . . θn]T :το διανυσμα των np = n+ 1 παραμετρων
X =[1 ξ1 ξ2 . . . ξn] :η N × np μητρα παρατηρησεων των προβλεπτων (regressors)
v =[v(1) v(2) . . . v(N)]T :το N × 1 διανυσμα των σφαλματων μετρησης

Επισης, παραδεχομαστε οτι:
• οι προβλεπτες ξk = f(x1, x2, .., xn) ειναι ντερτερμινιστικης φυσεως (μηδενικα επι-
πεδα αβεβαιοτητας η θορυβου) (Ι)

• το διανυσμα των σφαλματων ειναι IID2διαδικασια για την οποια ισχυει: E(v) = 0,
E(vvT ) = σ2I (Λευκος Θορυβος) (ΙΙ)
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Με βαση την προσεγγιση των Απλων Ελαχιστων Τετραγωνων (Ordinary Least Squares
- OLS), ο βελτιστος προβλεπτης του διανυσματος θ προκυπτει απο την ελαχιστοποιηση
του κριτηριου:

J(θ) = 1
2

(z −Xθ)T (z −Xθ) (4.5)
Επομενως, πρεπει :

∂J

∂θ
= 0⇒ −XT z +XTXθ̂ = 0⇒ XTXθ̂ = XT z (4.6)

Η μητρα XTX ειναι παντα συμμετρικη. Θεωρωντας , επισης, οτι οι προβλεπτες ξ που
κατασκευαζουν τον πινακα Χ ειναι γραμμικως ανεξαρτητα, συμπεραινουμε πως ο πινα-
κας XTX ειναι θετικα ορισμενος και αντιστρεψιμος. Ήτοι:

θ̂ = (XTX)−1XT z (4.7)

4.2.1 Συνδιακύμανση και στατιστική σημαντικότητα των παραμέτρων

Η μητρα συνδιακυμανσης του θ̂ προκυπτει ως:

Cov(θ̂) = E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ] = E{(XTX)−1XT (z − y)(z − y)TX(XTX)−1}
= (XTX)−1XTE(vvT )X(XTX)−1

Βασει της παραδοχης (ΙΙ), το διανυσμα v ειναι μηδενικης μεσης τιμης και αυτοσυσχετι-
σης.
Επομενως:

Cov(θ̂) = E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ] = σ2(XTX)−1 (4.8)
Συμφωνα με την [49], το διανυσμα των εκτιμωμενων παραμετρων πρεπει να εξεταστει
στο πλαισιο της στατιστικης σημαντικοτητας.
Παραδεχομενοι πως τα σφαλματα μετρησης εχουν την μορφη λευκου θορυβου, μπορουμε
να συναγουμε:

θ̂ ∼ N (θ, σ2
θI)

ŷ ∼ N (Xθ, σ2
yI)

Έτσι, καθε συνιστωσα του διανυσματος παραμετρων ακολουθει κανονικη κατανομη και,
κατ’ επεκταση, το συνολο των παρακατω μεταβλητων:

t = θ̂i − θi
σ̂θ

i = 1, 2, ..., np (4.9)

ακολουθει την κατανομη του Student (t) με N −np βαθμους ελευθεριας ??. Το 100(1−α)
διαστημα εμπιστοσυνης για καθε παραμετρο θi ειναι:

θ̂i − t(
a

2
, N − np)σ̂θ ≤ θi ≤ θ̂i + t(a

2
, N − np)σ̂θ (4.10)

2IID: Independent & Identically Distributed Random Process
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Επιλεγοντας διαστημα εμπιστοσυνης της ταξης του 95% (α = 0.05) και δεδομενου οτι
N − np ≫ 100, παιρνουμε

θi = θ̂i ± 1.96σθ
≈ θ̂i ± 2σθ (4.11)

Κανοντας χρηση του λογου:
t0 = θi

σθi

(4.12)

χαρακτηριζουμε ως στατιστικα σημαντικες τις παραμετρους για τις οποιες ισχυει:

|t0|> t(a
2
, N − np) (4.13)

Η συνεισφορα μια μη στατιστικα σημαντικης παραμετρου θεωρειται αμελητεα και η αντι-
στοιχη τιμη της μηδενιζεται.

4.2.2 Διάνυσμα Υπολειπόμενης πληροφορίας

Τελικα, το εκτιμωμενο μοντελο εχει την μορφη:

ŷ = Xθ̂ = X(XTX)−1XT z (4.14)

Η διαφορα μεταξυ του διανυσματος παρατηρησης και του εκτιμωμενου μοντελου ονο-
μαζεται διάνυσμα υπολειπόμενης πληροφορίας (residual) και ισχυει:

ν = z − ŷ = z −Xθ̂
= z −X(XTX)−1XT z

= (I −K)z (4.15)

Στην ιδανικη περιπτωση που οι παραδοχες (Ι) & (ΙΙ) ικανοποιουνται στο ακεραιο , το
διανυσμα των residuals εχει την μορφη λευκου γκαουσιανου θορυβου (Εικονα 9). Αυτο
σημαινει οτι το μοντελο εχει απορροφησει ολη την πληροφορια που εμπεριεχει το δια-
νυσμα παρατηρησης και επομενως η μοντελοποιηση ειναι βελτιστη (στο πλαισιο της με-
θοδολογιας των Ελαχιστων Τετραγωνων). Η αναλυση των residuals ειναι θεμελιωδης για
την αξιολογηση της αξιοπιστιας των μοντελων μας.
Η κατανομη του διανυσματος υπολειπομενης πληροφοριας μπορει να αξιολογηθει με χρηση
πιθανοτικου διαγραμματος (normal probability plot). Αυτο κατασκευαζεται αναπαριστω-
ντας γραφικα τις τιμες του μοντελου (y) ως προς την ακολουθη ποσοτητα [49]:

Φ−1

(i− 1
2

)

N

 (4.16)

οπου

Φ(z) = 1√
2π

∫ z

−∞
exp(−u

2

2
) (4.17)
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Το πιθανοτικο διαγραμμα μιας κανονικα κατανεμημενης ποσοτητας πρεπει να εχει τη
μορφη ευθειας γραμμης. Όσο μεγαλυτερη η καμπυλοτητα τοσο μεγαλυτερη ειναι η απο-
κλιση της κατανομης απο την κανονικη (gaussian). Ένα τυπικο διαγραμμα ενος γκαου-
σιανου διανυσματος υπολειπομενης πληροφοριας φαινεται στην Εικονα 10.
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Εικονα 9: Διανυσμα Υπολειπομενης πληροφοριας μετα απο επιτυχη εκτιμηση παραμε-
τρων του μοντελου της αντωσης (CL)

Εικονα 10: Πιθανοτικο διαγραμμα γκαουσιανου residual

4.2.3 Εκτίμηση Παραμέτρων σε πραγματικό χρόνο (OLS)

Πληθωρα εφαρμογων σχετικα με το Parameter Identi ication στο πεδιο της Αεροναυτι-
κης απαιτουν την εκτιμηση του διανυσματος παραμετρων σε πραγματικο χρονο. Η πα-
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ρακολουθηση των παραμετρων εξυπηρετει την εγκαιρη ανιχνευση και τον χαρακτηρι-
σμο σφαλματων της πτησης ενω παραλληλα διευκολυνει την προσαρμογη του εκτιμητη
σε αλλαγες του δυναμικου μοντελου κατα την αλλαγη της καταστασης πτησης. Τελος,
ενα χρονομεταβλητο διανυσμα παραμετρων δυναται να μοντελοποιει ισχυρα μη γραμ-
μικα φαινομενα που οφειλονται σε συνθετη δυναμικη συμπεριφορα του α/φους η σε
συνθετους ελιγμους ([49],[88]).
Στις περιπτωσεις αυτες οι αλγοριθμοι των OLS τροποποιουνται ετσι ωστε να αποκτη-
σουν αναδρομικη μορφη. Έτσι πλεον θεωρουμε πως η μητρα προβλεπτων και το διανυ-
σμα παρατηρησης εχουν χρονομεταβλητο μεγεθος:

XT
m =

[
XT

m−1, x
T
m

]
(4.18)

zT
m =

[
zT

m−1, zm
]

(4.19)

ενω η ελαχιστοποιηση του κοστους των OLS εχει πλεον την μορφη:

J(θ) = 1
2

k∑
i=1

{
λk−i
F

[
z(i)− xT (i)θ

]2 } (4.20)

οπου 0 ≪ λF ≤ 1 ενας παραγοντας διαμορφωσης παραθυρου παρατηρησης (exponential
forgetting window/forgetting factor).
Δεδομενου οτι η σχεση XT

mXm = λFX
T
m−1Xm−1 + xTmxm μπορει να γραφει ως P−1

m−1 +
xTmIxm και χρησιμοποιωντας την ταυτοτητα του Woodbury για την αντιστροφη μητρων
(Matrix Inversion Lemma [42]) εχουμε:

(XT
mXm)−1 = Pm = λF

−1
(
Pm−1 −

Pm−1x
T
mxmPm−1

λF + xmPm−1xTm

)
(4.21)

οπου η εναπομεινασα ποσοτητα προς αντιστροφη ειναι βαθμωτο μεγεθος. Έτσι, θετο-
ντας k = Pm−1x

T
m

λF + xmPm−1xTm
καταληγουμε στον αναδρομικο αλγοριθμο Ελαχιστων Τετρα-

γωνων (Recursive Ordinary Least Squares- ROLS):

k = Pm−1x
T
m

λF + xmPm−1xTm
(4.22)

Pm = λF
−1 (Pm−1 − kxmPm−1) (4.23)

θm = θm−1 + k(zm − xmθm−1) (4.24)

Ο συγκεκριμενος αλγοριθμος ανηκει στην οικογενεια των φιλτρων Kalman.

4.2.4 OLS : Αποτελέσματα προσομοίωσης

Ο σχεδιασμος αλγοριθμων για πραγματικα συστηματα πρεπει να επιβεβαιωνεται με την
βοηθεια προσομοιωσης. Η προσομοιωση ενα σημαντικο σημειο αναφορας για την αξιο-
λογηση της αποδοτικοτητας του εκαστοτε αλογριθμου εκτιμησης. Σε αυτη την μελετη
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εγινε χρηση του προσομοιωτη πτησης last letter 3 που αναπτυχθηκε απο τον Γιωργο
Ζωγοπουλο, διδακτορικο ερευνητη του Control Systems Lab της σχολης Μηχανολογων
Μηχανικων του ΕΜΠ υπο την εποπτεια του Δρ. Κωνσταντινου Κυριακοπουλου.
Ο προσομοιωτης μπορει να εξυπηρετησει πληθωρα αεροσκαφων και αλλων ιπταμενων
πλατφορμων μικρης η μεσαιας κλιμακας και ειναι εφοδιασμενος με την δυνατοτητα πα-
ραγωγης ατμοσφαιρικων διαταραχων με τη μορφη σταθερου ανεμου και αναταραξεων
(Dryden Gusts). Οι δυναμικες παραμετροι καθε πλατφορμας ειναι γνωστες εκ των προτε-
ρων ενω η δημιουργια ψευδο-αισθητηριακου συστηματος γινεται με την προσθεση λευ-
κου γκαουσιανου θορυβου η αλλης μορφης αβεβαιοτητων στα ντετερμινιστικα σηματα
με την βοηθεια της πλατφορμας της Matlab.
Όπως ειδαμε παραπανω, η ανιχνευση παραμετρων μπορει να πραγματοποιηθει με δυο
τροπους:

• Μη αναδρομικα (στο εξης Batch Identi ication) οπου η ανιχνευση παραμετρων επι-
τυγχανεται μετα το περας της πτησης χρησιμοποιωντας τα δεδομενα συνολικα η
ομαδοποιημενα

• Αναδρομικα (στο εξης real-time/sequential identi ication), οπου η ανιχνευση παρα-
μετρων πραγματοποιειται σε πραγματικο χρονο κατα διαρκεια της πτησης επεξερ-
γαζομενοι τα δεδομενα σειριακα. Οι αναδρομικοι αλγοριθμοι μπορουν να εφαρμο-
στουν με τον ιδιο τροπο και σε batch δεδομενα. Στην περιπτωση των OLS, Τα απο-
τελεσματα αναδρομικων και μη αναδρομικων αλγοριθμων ταυτιζονται.

4.2.4.1 Μή αναδρομικός Αλγόριθμος Εν πρωτοις, εξεταζουμε την αποδοση των σχε-
διαζομενων εκτιμητων με την μη αναδρομικη μεθοδο. Η δυνατοτητα του μοντελου να
προσαρμοστει στις μετρησεις αξιολογειται με την χρηση του συντελεστη προσδιορισμου
(R2):

R2 = θTXT −Nz̄2

zT z −Nz̄2 (4.25)

οπου:
z̄ = 1

N

N∑
i=1

zi (4.26)

R2 κυμαινεται στο διαστημα [0, 1] . Τιμες κοντα στην μοναδα υποδεικνυουν πολυ καλη
προσαρμοστικοτητα του μοντελου. Αξιοπιστα μοντελα συνοδευονται με συντελεστες προσ-
διορισμου ανω του 0.85.

Συντελεστής Πλάγιας Δύναμης Ας εξετασουμε τον συντελεστη της πλαγιας δυναμης
CY . Κανουμε χρηση του παρακατω γραμμικου μοντελου:

CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (4.27)

Το διανυσμα παρατηρησης του CY αλλοιωνεται με χρηση προσθετικου λευκου θορυβου.
Ο λογος σηματος προς θορυβο (SNR) ειναι 30.

3https://github.com/Georacer/last_letter
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Όπως φαινεται στην Εικονα 11 και στον Πινακα εκτιμωμενων παραμετρων 3 η ανι-
χνευση παραμετρων ειναι επιτυχης.
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Εικονα 11: Ανιχνευση Παραμετρων του Συντελεστη Πλαγιας Δυναμης (CY ). Η μητρα
προβλεπτων (X) ειναι ντετερμινιστικης φυσεως.

CY0 CYβ
CYpn

CYrn
CYδα

CYδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.98 0.00 0.00 0.00 -0.20
Εκτιμώμενη Τιμή 0.00 -0.9804 0.00 0.0001 0.0002 -0.1994
Διάστημα Εμπιστ. (±1σ) 0.0002 0.0240 0.0192 0.0482 0.0042 0.0052

Πινακας 3: CY Συγκριση εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες (Τιμες
Αναφορας) (SNR=30)

ΣυντελεστήςΡοπήςΔιατοιχισμού Το αντιστοιχο μοντελο για την ροπη διατοιχισμου ει-
ναι:

Cl = Cl0 + Clββ + Clpnpn + Clrnrn + Clδαδα + Clδrδr

Τα αποτελεσματα της διαδικασιας φαινονται στην Εικονα 12 και στον πινακα 4.
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Εικονα 12: Ανιχνευση Παραμετρων του Συντελεστη Ροπης Διατοιχισμου (Cl). Η μητρα
προβλεπτων (X) ειναι ντετερμινιστικης φυσεως.

Cl0 Clβ Clpn
Clrn

Clδα
Clδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.12 -1.00 0.14 0.25 -0.0037
Εκτιμώμενη Τιμή 0.00 -0.1258 -0.9974 0.1363 0.2494 -0.0029
Διάστημα Εμπιστ.(±1σ) 0.0004 0.0423 0.0339 0.0851 0.0742 0.0091

Πινακας 4: Cl Συγκριση εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες (Τιμες
Αναφορας) (SNR=45)

4.2.4.2 Αναδρομικός Αλγόριθμος Στην υποενοτητα αυτη εξεταζουμε την αποδοτικο-
τητα των σχεδιαζομενων αλγοριθμων με την αναδρομικη μεθοδο. Στα διαγραμματα που
ακολουθουν εξεταζουμε την εξελιξη καθε παραμετρου ξεχωριστα. Τα διανυσματα παρα-
τηρησης εχουν αλλοιωθει με χαμηλης ενεργειας προσθετικο λευκο θορυβο. Η μητρα των
προβλεπτων παραμενει ντετερμινιστικης φυσεως.

Συντελεστής κάθετης Άντωσης Το μοντελο του συντελεστη καθετης αντωσης εχει ως:

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (4.28)

Η χρονικη εξελιξη των εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες φαινεται
στην Εικονα 13.
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CL : R-OLS identification- Deterministic Regressor matrix

Εικονα 13: Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελε-
στη αντωσης (CL). Το διανυσμα παρατηρησης αλλοιωθηκε με προσθετικο λευκο θορυβο
μικρου πλατους (snr > 50)

Συντελεστής ροπής πρόνευσης Αντιστοιχα, για τον συντελεστη ροπης προνευσης χρη-
σιμοποιουμε το παρακατω μοντελο:

Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (4.29)

Η χρονικη εξελιξη των εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες φαινεται
στην Εικονα 14.
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Cm : R-OLS identification- Deterministic Regressor matrix

Εικονα 14: Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελε-
στη ροπης προνευσης (Cm). Το διανυσμα παρατηρησης αλλοιωθηκε με προσθετικο λευκο
θορυβο μικρου πλατους (snr > 50)

4.2.5 Η περίπτωση της αβεβαιότητας στη μήτρα των προβλεπτών

Συμφωνα με τις παραδοχες της θεωριας των OLS, η μητρα προβλεπτων X πρεπει να ει-
ναι ντετερμινιστικης φυσεως, Αυτο σημαινει πως ο εκτιμητης παρουσιαζει μεγαλη ευαι-
σθησια στις διαταραχες η στην αβεβαιοτητα των προβλεπτων (regressors). Σε πραγ-
ματικες εφαρμογες αεροπλοϊας, οι προβλεπτες αποτελουν εκτιμωμενα μεγεθη τα οποια
αντλουνται απο το αισθητηριακο συστημα. Ειδικα στις περιπτωσεις UAVs μικρης κλιμα-
κας, το εγκατεστημενο αισθητηριακο συστημα ειναι συνηθως χαμηλου κοστους και αμ-
φιβολης ακριβειας. Η στρεβλωση αυτη δημιουργει σοβαρα προβληματα στους εκτιμητες
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που χρησιμοποιουν την OLS μεθοδο, οδηγωντας σε προκατειλημμενες (biased) εκτιμη-
σεις. Καθως μαλιστα ο λογος σηματος προς θορυβο (snr) μειωνεται οι εκτιμησεις απο-
κλινουν απογοητευτικα απο τις πραγματικες τιμες. Ενδεικτικα, αποτελεσματα για τις δια-
φορες διακυμανσεις του snr στις περιπτωσεις των CD, Cm φαινονται στις εικονες 16,??.
Ενδεικτικη περιπτωση μη αναδρομικης εφαρμογης των OLS με θορυβο στην μητρα προ-
βλεπτων για την περιπτωση του Cl φαινεται στην Εικονα 15 και τον Πινακα 5.
Εν τελει, για τις αναγκες εφαρμογων χαμηλου κοστους και κλιμακας οπου οι περιορι-
σμοι στην ακριβεια αλλα και το ωφελιμο φορτιο ειναι πολυ αυστηροι, η προσεγγιση
των OLS -ειδικα για εφαρμογες σε πραγματικο χρονο- ειναι μη βελτιστη.
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Εικονα 15: Batch Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
ροπης διατοιχισμου (Cl). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο λευκο
θορυβο.

Cl0 Clβ Clpn
Clrn

Clδα
Clδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.12 -1.00 0.14 0.25 -0.0037
Εκτιμώμενη Τιμή -0.006 -0.2198 -0.6457 0.096 0.1755 0.0052
Διάστημα Εμπιστ.(±1σ) 0.01 0.0643 0.0583 0.0856 0.0136 0.0108

Πινακας 5: OLS με θορυβο στη μητρα προβλεπτων: Cl Συγκριση εκτιμωμενων τιμων με
τις τιμες αναφορας (SNR=45)
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CD : R-OLS identification- Noise on inputs

Εικονα 16: Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελε-
στη οπισθελκουσας (CD). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο λευκο
θορυβο.
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Cm : R-OLS identification- Noise on inputs

Εικονα 17: Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντε-
λεστη ροπης προνευσης (Cm). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο
λευκο θορυβο.
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4.3 Προσέγγιση των Ολικών Ελαχίστων Τετραγώνων
Total Least Squares

Στην περιπτωση των πραγματικων συστηματων, τουλαχιστον ενα υποσυνολο των μετα-
βλητων x1, x2, . . . , xn μετραται η εκτιμαται με καποιο επιπεδο αβεβαιοτητας. Το γεγονος
αυτο, οδηγει στην παραβιαση της παραδοχης (Ι) της θεωριας των Απλων Ελαχιστων Τε-
τραγωνων που απαιτει οι προβλεπτες ξi(x1, . . . , xk)(k ≤ n) να ειναι ντερερμινιστικης φυ-
σεως.
Η ανεπαρκεια αυτη επιλυεται απο την θεωρια τωνΟλικώνΕλαχίστωνΤετραγώνων(Total
Least Squares-TLS) [1] η οποια παραδεχεται την υπαρξη σφαλματων στη μητρα των
προβλεπτων.
Εν προκειμενω λοιπον, η μητρα οπως και το διανυσμα παρατηρησης z μετρωνται η
εκτιμωνται σε ενα επιπεδο αβεβαιοτητας ετσι ωστε:

Xm = X + ∆X (4.30)
z = y + ε (4.31)

οπου ∆X, ε τα μητρωα διαταραχης της μητρας προβλεπτων και του διανυσματος πα-
ρατηρησης αντιστοιχα.

4.3.1 Βασικές Έννοιες και Ορισμοί

Στην ενοτητα αυτη παρουσιαζουμε τα βασικα μεγεθη και εννοιες που χρησιμοποιουνται
απο την θεωρια των TLS. Οι παρακατω ορισμοι αποτελουν βασικα εργαλεια για την
αναλυση του προβληματος.

Επαυξημένος πίνακας του συστήματος Η βασικη αρχη των TLS επαναδιατυπωνει το
μοντελο ως εξης:

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0 (4.32)

οπου [X|y] ειναι ο επαυξημενος πινακας του συστηματος οπου ενοποιει τη μητρα των
προβλεπτων με το διανυσμα παρατηρησης.

Πραγματικές και Εκτιμώμενες ποσότητες Βασει οσων ειπωθηκαν παραπανω, ο επαυ-
ξημενος πινακας της σχεσης (??) δεν ειναι διαθεσιμος. Αντ’αυτου, χρησιμοποιουμε τον
εκτιμωμενο επαυξημενο πινακα που υποκειται σε σφαλματα:

[Xm|z] = [X|y] + [∆X|ε] (4.33)
Ο εκτιμωμενος πινακας της (4.33) ειναι πλεον πληρους ταξης και επομενως δεν υπαρ-
χει μη μηδενικο διανυσμα παραμετρων

[
θT 1

]T που να ικανοποιει ταυτοχρονα και την
(??),[99]:

[Xm|z]
[
θ
−1

]
̸= 0 (4.34)
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Εναλλακτικα και για λογους συντομιας, στο πλαισιο αυτης της μελετης η αναφορα στις
επαυξημενες μητρες θα πραγματοποιειται και με την παρακατω σημειολογια:

D0 = [X|y] (4.35)
D = [Xm|z] (4.36)

ΜήτραΕκτιμώμενωνσφαλμάτων Σε γενικες γραμμες, η θεωρια των TLS απαιτει η μη-
τρα των σφαλματων να αποτελειται απο δειγματα IID4 ακολουθιων ενω η προκυπτουσα
μητρα συνδιακυμανσης να ειναι γνωστη σε τουλαχιστον εως εναν παραγοντα αναλογι-
κοτητας (”up to a level of proportionality” [99]).
Η συγκεκριμενη μελετη περιοριζει την γενικοτητα αυτου του ορισμου υιοθετωντας το
ακολουθο μοντελο για την επαυξημενη μητρα σφαλματων :

[∆X|ε] = FEC (4.37)
οπου :
E : μια N × (np + 1) μητρα κανονικων τυχαιων ασυσχετιστων μεταβλητων μηδενικης μεσης

τιμης και μοναδιαιας διακυμανσης (standard normal deviates)
F : η μητρα χρονικης συσχετισης των σφαλματων
C : η μητρα τυπικης αποκλισης των σφαλματων
Στο πλαισιο της συγκεκριμενης εφαρμογης, η μητρα F θεωρειται μοναδιαια ενω η μη-
τρα C υπολογιζεται ως μια διασπαση Cholesky ([79]) του πινακα συνδιακυμανσης των
σφαλματων WT :

WT = CTC = E
(
[∆X|ε]T [∆X|ε]

)
=


σ2
x1 σx1,x2 . . . σx1z

σx1x2 σ2
x2 . . . σx2z... ... . . . ...

σx1xn σx2xn . . . σ2
z

 (4.38)

⇒ C = chol(WT ) (4.39)
στην περιπτωση ασυσχετιστων σφαλματων η μητρα C προκυπτει ως:

C(np+1)×(np+1) = diag(σx1 , σx2 ...σxn , σz) (4.40)
Ένα τυπικο παραδειγμα της μητρας C για το μοντελο της αντωσης (σχ. (3.31αʹ)) ειναι:

CCL(α,qn,δe) =



ϵ 0 0 0 0
0 σα 0 0 0
0 0 c̄

2Va
σq 0 0

0 0 0 σδe 0
0 0 0 0 σCL


(4.41)

Εναλλακτικα, η μητρα σφαλματων συμβολιζεται και ως:
δD = [∆X|ε] (4.42)

4Independent Identically Distributed
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Κανονικοποιημένημορφήτουσυστήματος Η επιλυση προβληματων με την χρηση των
TLS απαιτει τα σφαλματα να φερουν κοινη διακυμανση. Στην περιπτωση που αυτο το
προαπαιτουμενο δεν ικανοποιειται, η εκτιμηση επιτυγχανεται με τη γενικευμενη μεθοδο
των TLS (Generalized Total Least Squares - GTLS, [97]) οπου οι επαυξημενοι πινακες του
συστηματος κανονικοποιουνται με τον κατωθι τροπο:

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0

⇔ ([Xm|z]− [∆X|ε])
[
θ
−1

]
= 0

⇔ F
(
F−1 [Xm|z]C−1 − F−1[∆X|ε]C−1

)
C

[
θ
−1

]
= 0

⇔ F ([Xm|z]∗ − [∆X|ε]∗)C
[
θ
−1

]
= 0 (4.43)

οπου:

[Xm|z]∗ = F−1 [Xm|z]C−1 (4.44)
[∆X|ε]∗ = F−1[∆X|ε]C−1 (4.45)

η

D∗ = F−1DC−1 (4.46)
δD∗ = F−1δDC−1 (4.47)

Νόρμα Frobenius Όπως θα δουμε παρακατω, η εκτιμηση με χρηση των TLS βασιζε-
ται στην ελαχιστοποιηση της νορμας Frobenius της επαυξημενης μητρας σφαλματων. Για
εναν πινακα Am×n, η νορμα Frobenius υπολογιζεται ως:

∥A∥2
F =

√√√√ m∑
1

n∑
1
|αij|2 =

√
tr(A ∗ A) (4.48)

Παραδοχές των TLS Οι νεες παραδοχες του προβληματος εχουν ως εξης:
• οι αβεβαιοτητες ολων των μετρουμενων ποσοτητων μοντελοποιουνται ως γκαου-
σιανος λευκος θορυβος μηδενικης μεσης τιμης και μοναδιαιας διακυμανσης (i)

• οι παρατηρησεις τοσο του X̂ οσο και του z δεν εμπεριεχουν συστηματικα σφαλ-
ματα (ii)
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4.3.2 TLS: Διατύπωση του προβλήματος εκτίμησης παραμέτρων

Στα πλαισια της θεωριας των TLS, η εκτιμηση παραμετρων μπορει να διατυπωθει ως
ενα προβλημα μεγιστοποιησης πιθανοφανειας (Maximum Likelihood Estimation,[51]). Σκο-
πος μας ειναι η μεγιστοποιηση της συναρτησης πιθανοτητας των εκτιμωμενων ποσοτη-
των υπο τον περιορισμο της συμφωνιας αυτων με την γενικευμενη εξισωση του μοντε-
λου (4.32). Έτσι, εχουμε:

[X̂ML|ŷML] = arg max[X y]

{
p
(

[Xm z]
∣∣∣∣ [X y]

)}
υπό τον περιορισμό: (4.49)

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0

η βασει της (4.43):

[
∆̂XML|ε̂ML

]∗
= arg max[∆X|ε]∗

{
p
(

[∆X|ε]∗
)}

υπό: (4.50)
(

[Xm|z]∗ − [∆X|ε]∗
)
C

 θ
−1

 = 0

Υπο την ισχυ της παραδοχης των κανονικα κατανεμημενων σφαλματων, η συναρτηση
πιθανοτητας της (4.51) μπορει να γραφει και ως:

p
(

[∆X|ε]∗
)

=
i=m,j=np+1∏
i=1,j=1

p
(

[∆X|ε]∗(i, j)
)

=
i=m,j=np+1∏
i=1,j=1

{ 1√
2π

exp
(
−1

2
([∆X|ε]∗(i, j)2)

)}

= 1

(2π)
m(np + 1)

2

exp

−1
2

(i,j)=(m,np+1)∑
(i,j)=(1,1)

([∆X|ε]∗(i, j)2)



= 1

(2π)
m(n+ 1)

2

exp
(
−1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

)
(4.51)
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Εφαρμοζοντας νεπεριους λογαριθμους στην σχεση (4.51) η ελαχιστοποιηση της (??) γρα-
φεται ως:

[
∆̂XML|ε̂ML

]∗
= arg max

{
p ([∆X|ε]∗)

}

= arg min

ln

 1
(2π)

m(np+1)
2

exp
(
−1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

)
= arg min

{
m(np + 1)

2
ln(2π) + 1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

}

= arg min
{∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

}
(4.52)

Ήτοι, το προβλημα της εκτιμησης παραμετρων μπορει να γραφει ως ενα προβλημα μει-
ωσης της ταξης (rank reduction) της επαυξημενης μητρας του συστηματος με ορους
αποστασης Frobenius

Τελικα, θεωρωντας πως F = I , εχουμε:

min
θ̂,∆X̂,ε̂

∥∥∥∥ [∆X|ε]∗
∥∥∥∥
F

υπο :
(
[Xm|z]∗ −

[
∆X̂|ε̂

]∗)
C

 θ
−1

 = 0 (4.53)

4.3.3 TLS:ΕπίλυσητηςελαχιστοποίησηςμεχρήσηΔιάσπασης ΙδιαζουσώνΤιμών(Singular
Value Decomposition)

Η λυση στο προβλημα ελαχιστοποιησης των TLS επερχεται με την χρηση της αναλυσης
ιδιαζουσων τιμων (Singular Value Decomposition- SVD) στον εκτιμωμενο επαυξημενο πι-
νακα της (4.33).
Ήτοι, θεωρουμε:

[Xm|z]C−1 = UΣV T = U



σ1
σ2

. . .
σnp

σnp+1
− − − − −

0


V T (4.54)
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οπου

U : η αριστερη μητρα ιδιοδιανυσματων. Οι στηλες της ειναι τα ιδιοδιανυσματα
του [Xm|z][Xm|z]T

V : η δεξια μητρα ιδιοδιανυσματων. Οι στηλες της ειναι τα ιδιοδιανυσματα
του [Xm|z]T [Xm|z]

Σ : η διαγωνια μητρα ιδιαζουσων τιμων, διατεταγμενες απο την μεγαλυτερη
στην μικροτερη

Στην περιπτωση πινακων πληρους ταξης, ολες οι ιδιαζουσες τιμες ειναι μη μηδενικες.
Συμφωνα με την θεωρια της Γραμμικης Άλγεβρας, η καλυτερη k−ταξης προσεγγιση μιας
μητρας (rank de icient matrix) με ορους αποστασης Frobenius ειναι ([1],[51]):

min
rank(N)=k

∥M −N∥2
F = ∥M −Mk∥2

F =
√√√√ n∑
j=k+1

σ2
j (4.55)

Βασει αυτων, καταληγουμε στους παρακατω πινακες μεγιστης πιθανοφανειας (Maximum
Likelihood) :

[
∆̂X|ε̂

]
C−1 = U



0
0

. . .
0

σnp+1
− − − − −

0


V T (4.56)

[
X̂|ŷ

]
C−1 = U



σ1
σ2

. . .
σnp

0
− − − − −

0


V T (4.57)

Χρησιμοποιωντας τα συμπερασματα απο τις (4.57),(4.33),(4.56) και αντικαθιστωντας στην
(??) εχουμε: {[

X̂|ŷ
]
C−1

}
C

[
θTLS
−1

]
= 0 (4.58)

η , βασει της Γραμμικης Άλγεβρας :

C

[
θTLS
−1

]
= λker

([
X̂|ŷ

]
C−1

)
(4.59)

Συμφωνα με τις [1],[51], ο πυρηνας του πινακα
[
X̂|ŷ

]
C−1 ταυτιζεται με την τελευταια

στηλη της δεξιας μητρας ιδιοδιανυσματων vnp+1.
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Τελικα:
C

[
θTLS
−1

]
= λvnp+1 (4.60)

η [
θTLS
−1

]
= λC−1vnp+1 (4.61)

Ο παραγοντας κανονικοποιησης λ χρησιμοποιειται προκειμενου το τελευταιο στοιχειο της
μητρας C−1vn+1 να ισουται με -1.

4.3.4 Μήτρα Συνδιακύμνασης των παραμέτρων

Σχετικα με την μητρα συνδιακυμανσης που συνοδευει το διανυσμα των TLS παραμε-
τρων, η [99] την προσεγγιζει ως:

cov(θTLS) = [θ0 − 1]CTC

[
θ0
−1

]
[XT

0 X0]−1 (4.62)

η αναδρομικα:

cov(θTLS) ≈
σ2
np+1

N
(1 + ∥θTLS∥)2

(
XT
mXm − σ2

np+1I
)−1 (4.63)

4.3.5 Υπολογισμός Εκτιμώμενης Μήτρας Σφαλμάτων

Στην περιπτωση των λευκων γκαουσιανων σφαλματων, η μητρα μεγιστης πιθανοφανειας
των σφαλματων υπολογιζεται ως [79]:

δD̂ =
[
∆̂X|ε

]
= −D(vkvTk ) (CTC)

vTk (CTC)vk
(4.64)

οπου vk γραμμικος συνδυασμος των τελευταιων np − k δεξιων ιδιοδιανυσματων. Στην
περιπτωση επαρκους διεγερσης των μεταβλητων προβλεψης (xi) το διανυσμα vk ισουται
με το δεξιοτερο διανυσμα της μητρας V . Πιο λεπτομερης αναλυση για αυτο το ζητημα
θα γινει στην επομενη ενοτητα.

4.3.6 Το πρόβλημα της Ανεπαρκούς Διέγερσης Εισόδου του Συστήματος

4.3.6.1 Γενικά Μια βασικη ανεπαρκεια των εκτιμητων TLS -ειδικα σε εφαρμογες πραγ-
ματικου χρονου- ειναι η Ανεπαρκης Διεγερση της Εισοδου (Insuf icient System Excitation
- ISE). Αυτο συνισταται στο χαμηλο πληροφοριακο περιεχομενο η στην περιορισμενη
μεταβλητοτητα των σηματων εισοδου (που συνιστουν την επαυξημενη μητρα συστημα-
τος). Σε αυτες τις περιπτωσεις, τα σηματα εξοδου των εκτιμητων (διανυσμα παραμε-
τρων) παρουσιαζουν απροβλεπτες χρονικες μεταβολες χωρις φυσικο νοημα, επιστρεφο-
ντας προκατειλημμενες (biased) εκτιμησεις. Τετοια φαινομενα μπορουν να προκαλεσουν
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ακομα και την καταρρευση των αλγοριθμων (crash) εξ’αιτιας αριθμητικων σφαλματων.
Ένα χαρακτηριστικο παραδειγμα ανεπαρκους διεγερσης της εισοδου αφορα σε περιπτω-
σεις μικρης και σταθερης εκτροπης των επιφανειων ελεγχου (δe, δa, δr) για μεγαλα χρο-
νικα διαστηματα σε συνθηκες ονομαστικης πτησης. Υπο αυτο το καθεστως, οι εκτιμητες
αποτυγχανουν να αποδωσουν τις σωστες τιμες παραμετρων γιατι τα σηματα αυτα δεν
ξεχωριζουν σε πληροφοριακο περιεχομενο απο τον σταθερο, μοναδιαιο προβλεπτη (con-
stant bias, θ0).
Η ανεπαρκης διεγερση της εισοδου γινεται εμφανης και με ορους ιδιαζουσων τιμων (σi).
Συγκεκριμενα, το χαμηλο πληροφοριακο περιεχομενο ενος υποσυνολου των προβλεπτων
οδηγει σε περιπου ισες τιμες των τελευταιων np + 1− k ιδιαζουσων τιμων:

σ1 > σ2 > · · · > σk+1 ≃ σk+2 ≃ · · · ≃ σnp+1 (4.65)

Κατ’ επεκταση, η ελαχιστοποιηση της (4.53) ικανοποιειται απο οποιονδηποτε γραμμικο
συνδυασμο των τελευταιων np + 1− k φασματικων κατευθυνσεων.[

θTLS
−1

]
= λk+1C

−1vk+1 + · · ·+ λnp+1C
−1vnp+1 (4.66)

Επομενως, υπο αυτες τις συνθηκες, η μοναδικοτητα της λυσης παραβιαζεται καθως ολες
οι παραπανω λυσεις για

[
λk+1, λk+2, . . . , λnp+1

]
∈ R ειναι αποδεκτες.

Εικονα 18: Ιδιαζουσες Τιμες και
Δεξια Ιδιοδιανυσματα. Ένα τυπικο
παραδειγμα ISE (σχημα απο [51])

Εν γενει, οι ιδιαζουσες τιμες ειναι ενας σημαντικος
δεικτης της διεγερσης του συστηματος. Η παρα-
γοντοποιηση SVD διασπα τον χωρο της επαυξημε-
νης μητρας σε καθετες, γραμμικως ανεξαρτητες κα-
τευθυνσεις (singular directions/φασματικες κατευ-
θυνσεις). Καθε φασματικη κατευθυνση συνεισφερει
ανεξαρτητα απο τις υπολοιπες στην εξηγηση του
μοντελου. Συνηθως, λογω συσχετισης, οι φασματι-
κες κατευθυνσεις δεν αντιστοιχουν αμφιμονοσημα-
ντα σε μια στηλη της επαυξημενης μητρας συστη-
ματος. Απο την αλλη, τα σφαλματα συνεισφερουν
σε ολες τις κατευθυνσεις κατα εναν ορο:

∀
k

(
σ2
k

)
errors

= m− np (4.67)

οπου m ο δεικτης της τρεχουσας μετρησης.
Μια τυπικη κατασταση ISE φαινεται στην Εικονα 18. Η μωβ ελλειψη περιγραφει τον
χωρο των δεδομενων ενω ο κοκκινος πυρηνας απεικονιζει τον χωρο των σφαλματων. Η
εν λογω πληροφορια αποτελειται απο δυο φασματικες κατευθυνσεις. Όπως φαινεται, το
διανυσμα της κατευθυνσης 1 (σ1v1) εχει ξεπερασει σε μετρο τον πυρηνα των σφαλμα-
των. Αντιθετα, η δευτερη κατευθυνση (σ2v2) δεν εμπεριεχει υψηλο πληροφοριακο περιε-
χομενο και δεν εχει ξεπερασει τα ορια του θορυβου. Στις περιπτωσεις αυτες, η συγκε-
κριμενη κατευθυνση πρεπει να απορριφθει. Η Εικονα 19 δειχνει την εξελιξη των ιδια-
ζουσων τιμων ενος συστηματος με Ανεπαρκεια Διεγερσης Εισοδου (ISE). Οι τελευταιες
ιδιαζουσες τιμες σ5, σ6, σ7 εχουν σχεδον ιση τιμη.
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Εικονα 19: Εξελιξη Ιδιαζουσων Τιμων ενος συστηματος με ISE

4.3.6.2 AνάλυσηΚυρίωνΣυνιστωσών-PrincipalCompnentAnalysis Το παραπανω προ-
βλημα μπορει να επιλυθει με χρηση της αναλυσης Κυριων Συνιστωσων (Principal Com-
ponent Analysis-PCA). Η τεχνικη αυτη περιοριζει το πληροφοριακο περιεχομενο της επαυ-
ξημενης μητρας στις επαρκως διεγερμενες φασματικες κατευθυνσεις. Ο περιορισμος αυ-
τος πραγματοποιειται με περαιτερω μειωση της ταξης της επαυξημενης μητρας χρησιμο-
ποιωντας τις πρωτες k ιδιαζουσες τιμες για τις οποιες ισχυει:

σk > (S/n + 1)
√
m− np > σnp+1 ∀k = 1, . . . , np (4.68)

οπoυ

S/n : ο ελαχιστος λογος σηματος προς θορυβο προκειμενου που επιτρεπει
την εισοδο της φασματικη διευθυνσης στο μοντελο

m : ο δεικτης τρεχουσας μετρησης

ητοι , ο ακεραιος αριθμος k οριζεται ως το πληθος των στοιχειων του παρακατω συνο-
λου:

SSE =

σj : σj ≥ (S/n + 1)
√
N − np, j ≤ np

 (4.69)

k = card (SSE) (4.70)

Η παραμετρος S/n εξαρταται απο τις ειδικες αναγκες του μοντελου. Οι τυπικες τιμες της
παραμετρου αυτης κυμαινονται στο διαστημα [1, 10]. Εν τελει, η επαυξημενη μητρα δια-
χωριζεται σε τρια μερη: ενα επαρκως διεγερμενο (se), ενα μη επαρκως διεγερμενο (v)

45



και στα εκτιμωμενα σφαλματα:

[Xm|z]∗ =
np+1∑
j=1

ujσjv
T
j (4.71)

[Xex|yex]∗ =
k∑
j=1

ujσjv
T
j (4.72)

[Xv|yv]∗ =
np∑

j=k+1
ujσjv

T
j (4.73)

[
∆̂X|ε̂

]∗
= unp+1σnp+1v

T
np+1 (4.74)

Όπως διαπιστωθηκε πριν, μη επαρκως διεγερμενα συστηματα δεν συνοδευονται με μο-
ναδικη λυση για το εκτιμωμενο διανυσμα παραμετρων. Αντ’ αυτου, ο χωρος των λυσεων
εκφραζεται απο τον γραμμικο συνδυασμο των np + 1− k δεξιων ιδιοδιανυσματων:[

θPCA
−1

]
= µk+1C

−1vk+1 + · · ·+ µnp+1C
−1vnp+1 ∀µ ∈ ℜnp+1−k (4.75)

Η εξαγωγη μοναδικης λυσης επιτυγχανεται με την επιβολη ενος προσθετου περιορισμου.
Εν προκειμενω, απο τον χωρο της (4.75), επιλεγεται το διανυσμα παραμετρων που ελα-
χιστοποιει την παρακατω σταθμισμενη νορμα (Weighted Norm Solution):

θPCAMIN
= min∥WθPCA∥2

2 (4.76)

οπου Wnp×np μια καταλληλα επιλεγμενη μητρα βαρων. Τα διαγωνια στοιχεια της μη-
τρας καθοριζουν την σημαντικοτητα καθε παραμετρου, ενω τα υπολοιπα καθοριζουν την
σχεση σημαντικοτητας/ιεραρχιας μεταξυ δυο παραμετρων. Σε περιπτωσεις που δεν υπαρ-
χει καμια παραδοχη η a priori γνωση για το διανυσμα των παραμετρων, θεωρουμε θεω-
ρουμε πως W = Inp×np . Η ελαχιστοποιηση της (4.76) επιτυγχανεται με την επιλυση του
αναλογου προβληματος Σταθμισμενων Ελαχιστων τετραγωνων:

((
W 0
0 ∞

)(
C−1vk+1 . . . C

−1vnp+1
))

µk+1
...

µnp+1

 =


0
...
0
−∞

 (4.77)

η, με απλουστευση των συμβολισμων:

UW


µk+1
...

µnp+1

 = β∞

⇔


µk+1
...

µnp+1

 = (UT
WUW )−1UT

Wβ∞ (4.78)
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οπου:

UW =

(W 0
0 ∞

)(
C−1vk+1 . . . C

−1vnp+1
) 

β∞ =


0
...
0
−∞

 (4.79)

Σε πρακτικο επιπεδο, στα απειρισμενα στοιχεια ανατιθεται μια μεγαλη σταθερη τιμη
(μεγαλύτερη από 107).
Η μεθοδος PCA συνοδευεται απο την ακολουθη μητρα συνδιακυμανσης:

covTLS,PCA =
(
B0 +

[
θTPCA −1

]
CTC

[
θPCA
−1

] [
XT
exXex

])−1

(4.80)

οπου η μητρα B0 χρησιμευει ως ανω οριο.

4.3.7 Αναδρομικός Αλγόριθμοι για εκτιμητές TLS

Σε εφαρμογες πραγματικου χρονου, ο υπολογισμος της SVD διασπασης ειναι εξαιρετικα
κοστοβορος απο πλευρας υπολογιστικης πολυπλοκοτητας. Γι’ αυτον τον λογο, αναπτυ-
χθηκαν διαφορες τεχνικες αναδρομικου υπολογισμου των SVD με προσανατολισμο την
ελαχιστοποιηση των υπολογιστικων πορων.
Στην περιπτωση των TLS, η επαυξημενη μητρα συστηματος καθε χρονικη στιγμη
(t = tk−1, D

∗(tk−1) = D∗
k−1) παραγοντοποιειται ως:

D∗
k−1 = Uk−1Σk−1V

T
k (4.81)

Την αμεσως επομενη χρονικη στιγμη (t = tk) μια νεα σειρα δεδομενων (d∗) προστιθεται
στην μητρα D ετσι ωστε:

D∗
k =

(
D∗
k−1

d∗
k

)
= UkΣkV

T
k (4.82)
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Μια απλη ακολουθιακη υλοποιηση της παραγοντοποιησης πραγματοποιειται ως:

D∗
k =

(
D∗
k−1
d∗
k

)

=
(
Uk−1Σk−1V

T
k−1

d∗
kVk−1V

T
k−1

)

=
(
Uk−1 0

0 1

)(
Σk−1
d∗
kVk−1

)
V T
k−1

=
(
Uk−1 0

0 1

)(
U∗ΣkV

T
∗

)
V T
k−1 (4.83)

=
((

Uk−1 0
0 1

)
U∗

)
Σk

(
V T

∗ V
T
k−1

)
= UkΣkV

T
k

Για τις μεθοδους TLS-GTLS, η γνωση της μεταβλητου μεγεθους μητρας U δεν εξυπηρε-
τει με καποιο τροπο τους εκτιμητες μας και γι’αυτο δεν υπολογιζεται. Κατ’ επεκταση, η
ακολουθιακη παραγοντοποιηση SVD ελαττωνεται στις παρακατω σχεσεις:

Σk = UT
∗

(
Σi−1

kVk−1

)
V∗ (4.84)

Vk = Vk−1V∗ (4.85)

οπου πλεον η παραγοντοποιηση γινεται σε μια σταθερου μεγεθους μητρα διαστασεων
(np+ 2)× (np+ 1). Κατ’ αυτον τον τροπο, μειωνονται δραματικα οι απαιτουμενες πραξεις
οπως και οι απαιτησεις σε υπολογιστικους πορους, επιτρεποντας ετσι την ακολουθιακη
υλοποιηση σε πραγματικο χρονο.
Στην περιπτωση χρησης εκθετικου παραθυρου παρατηρησης με παραμετρο λF οι παρα-
πανω σχεσεις εχουν την μορφη:

D∗
k =

(
λFD

∗
k−1

d∗
k

)
= UkΣkV

T
k (4.86)

Σk = UT
∗

(
λFΣi−1
xkVk−1

)
V∗ (4.87)

Ως προς τα υπολοιπα, η ακολουθιακη υλοποιηση των εκτιμητων βασιζεται στην αναλυση
της προηγουμενης ενοτητας. Η διαδικασια περιγραφεται συνολικα στους Αλγοριθμους 1,
2.
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Algorithm 1 Recursive PCA-GTLS
1: Initialize C,W, s

n
, λF , Nc ← 0

2: input: xm(t), z(t)
3: loop
4: d∗ ← [xm(t) z(t)]C−1

5: [St, Vt]← RSVD (d∗, St−1, Vt−1, λF )
6: if Nc > np then
7: k ← card{σi(t) >

(
1 + s

n

)√
Nc − np}

8: if k < np then
9: θ̂t ← min∥WθPCA∥2

2
10: else
11: θ̂t ← µC−1vnp+1(t)
12: end if
13: end if
14: Nc ← Nc + 1
15: estimate covθ̂ using eq. (4.80)
16: end loop

Algorithm 2 Recursive SVD
1: constant: eM (machine precision)
2: procedure RSVD( d∗, St−1, Vt−1, λF )
3: π ← Vt−1d

∗

4: M0 ←
(
λFSt−1
πT

)
5: QR← qr(d∗ − Vt−1π)
6: ζ ←

√
det(RTR)

7: if ζ < ϵM then
8: U∗S∗V

T
∗ ← svd(M0)

9: St ← S∗(1 : np, 1 : np)
10: else
11: U∗StV

T
∗ ← svd(M0, ’econ’) ◃ thin SVD

12: end if
13: Vt ← Vt−1V∗
14: end procedure

4.3.8 PCA-TLS: Αποτελέσματα με χρήση προσομοίωσης

Βασει των οσων προηγηθηκαν, παρουσιαζουμε ενδεικτικες εξοδους των εκτιμητων σε
περιβαλλον προσομοιωσης. Τα σηματα των ψευδο-αισθητηρων αλλοιωθηκαν με λευκο
θορυβο καταλληλης διακυμανσης, βασει των αναμενομενων αβεβαιοτητων του αισθητη-
ριακου συστηματος. Εξεταζουμε την αποτελεσματικοτητα των σχεδιασμενων αλγοριθμων
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τοσο για batch οσο και για on-line υλοποιησεις. Όλες οι δοκιμαστικες πτησεις πραγματο-
ποιηθηκαν υπο το καθεστως περιβαλλοντικων διαταραχων (σταθερος ανεμος και ριπες
Dryden).

4.3.8.1 Batch Μέθοδος Πρωτα εξεταζουμε την μη αναδρομικη μορφη των αλγοριθ-
μων. Στην εικονα 20 φαινονται τα εκτιμωμενα μοντελα OLS, TLS για τον συντελεστη
ροπης εκτροπης (Cn). Το εκτιμωμενο μοντελο εχει την μορφη:

Cn = Cn0 + Cnββ + Cnpnpn + Cnrnrn + Cnδαδα + Cnδrδr (4.88)

Ειναι εμφανες πως η αλλοιωση της μητρας προβλεπτων (X) με προσθετικο θορυβο επη-
ρεαζει σημαντικα τον εκτιμητη OLS. Το αντιστοιχο residual περιλαμβανει σημαντικη πο-
σοτητα μη μοντελοποιημενης πληροφοριας ενω το σταθμισμενο σχετικο σφαλμα (εOLS
ξεπερναει σε κατα τοπους το 10%. Αντιθετα, ο εκτιμητης TLS φερεται να μην επηρεα-
ζεται απο τις αβεβαιοτητες της μητρας προβλεπτων. Ο εκτιμητης συγκλινει στο μοντελο
αναφορας ενω το αντιστοιχο residual εχει καθαρα τη μορφη λευκου θορυβου. To σταθ-
μισμενο σχετικο σφαλμα TLS (εTLS) κυμαινεται στα ορια του 2%, σημαντικα χαμηλοτερα
απο το σφαλμα του αντιστοιχου εκτιμητη OLS. Οι εκτιμωμενοι παραμετροι σε σχεση με
το προκαθορισμενο διανυσμα αναφορας της προσομοιωσης φαινονται στον Πινακα 6.

Cn0 Cnβ
Cnpn

Cnrn
Cnδα

Cnδr

θref 0.00 0.25 0.022 -1.00 0.00 0.10
θOLS -0.0034 0.0835 -0.0057 -0.1067 -0.0011 0.0844
δθOLS(±1σ) 0.0009 0.0056 0.00105 0.0169 0.0012 0.0011
θTLS 0.0118 0.2509 0.0121 -1.0129 -0.0001 0.100
δθTLS(±1σ) 0.0009 0.0078 0.0084 0.0334 0.001 0.0011

Πινακας 6: Cn : Εκτιμωμενες παραμετροι με τις μεθοδους OLS και TLS
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Cn: Batch identification OLS v.TLS - Noise on Regerssor Marix

Εικονα 20: Cn: Μη Αναδρομικη εκτιμηση των παραμετρων της ροπης εκτροπης. Συ-
γκριση μεταξυ OLS και TLS μεθοδων
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4.3.8.2 On-line Μέθοδος Στην υποενοτητα αυτη, εξεταζουμε την επιδοση των εκτιμη-
των OLS, TLS σε υλοποιησεις πραγματικου χρονου (real time) με χρηση προσομοιωτη.
Για αλλη μια φορα, η μητρα προβλεπτων κατασκευαζεται απο ψευδο-αισθητηριακα δε-
δομενα, αλλοιωμενα με τις προσδοκωμενες αβεβαιοτητες.
Η on-line υλοποιηση TLS επιτρεπει την αξιολογηση του συχνοτικου περιεχομενου και
της διεγερσης των σηματων εισοδου. Η επαρκης διεγερση των σηματων εισοδου επι-
τυγχανεται με εγκαρσιους και διαμηκεις ελιγμους που φερουν υψηλο συχνοτικο/πληρο-
φοριακο περιεχομενο. Οι χειρισμοι πρεπει να ειναι τετοιοι ωστε να καταγραφει ολο το
αεροδυναμικο φασμα του α/φους. Η αποτελεσματικοτητα των ελιγμων αξιολογειται με
την παρακολουθηση της χρονικης εξελιξης των ιδιαζουσων τιμων.
Στην εικονα 21 εξεταζεται η περιπτωση των παραμετρων του συντελεστη της οπισθελ-
κουσας (CD). Το μοντελο αναφορας εχει την μορφη:

CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ (4.89)

Στην συγκεκριμενη περιπτωση, συγκρινουμε την επιδοση των on-line υλοποιησεων των
OLS, TLS εκτιμητων. Λαμβανουμε επισης υποψη το ζητημα της επαρκειας διεγερσης. Όπως
βλεπουμε, ο εκτιμητης TLS συγκλινει στις τιμες αναφορας, αμεσως μολις ολες οι ιδιαζου-
σες τιμες ξεπερασουν το προκαθορισμενο κατωφλι. Ακομα και στην περιπτωση μη λευ-
κου θορυβου -προβλεπτης α2, ο εκτιμητης συγκλινει μετα απο εγκαρσιους ελιγμους (ma-
neuvers) μεγαλου πλατους και υψηλου συχνοτικου περιεχομενου (tse = 255s). Η σκια-
σμενη περιοχη αφορα το χρονικο διαστημα της επαρκους διεγερσης της εισοδου, οπως
αυτη αναλυθηκε στην ενοτητα των PCA-TLS. Αντιθετα, ο εκτιμητης OLS αποτυγχανει να
συγκλινει στο διανυσμα αναφορας - ακομα και μετα το περας μεγαλου χρονικου δια-
στηματος που περιλαμβανει πληθωρα ελιγμων.
Τα επομενα δυο παραδειγματα αφορουν μονο τους εκτιμητες TLS καθοτι εχει πλεον δια-
πιστωθει η πολυ καλυτερη επιδοση τους. Οι αλγοριθμοι εξεταζονται για τις περιπτωσεις
του εγκαρσιου μοντελου και των ροπων.
Η εικονα 22 παρουσιαζει την περιπτωση της εκτιμησης του μοντελου της πλαγιας δυ-
ναμης. Η δομη του μοντελου αναφορας εχει ως:

CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (4.90)

Η συγκλιση των εκτιμωμενων παραμετρων ειναι επιτυχης αλλα πιο αργη εξαιτιας της
χαμηλοτερης διεγερσης του εγκαρσιου αξονα.
Τελος, εξεταζουμε μια περιπτωση εκτιμησης συντελεστη ροπης. Στην εικονα 23 βλεπουμε
την εξελιξη της διαδικασιας εκτιμησης των παραμετρων της ροπης προνευσης. Το μο-
ντελο αναφορας ειναι:

Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (4.91)

Όπως παρατηρουμε, η εκτιμηση ειναι επιτυχης και με σχετικα ταχεια συγκλιση.
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Εικονα 21: CD: on-line εκτιμηση παραμετρων του συντελεστη οπισθελκουσας. Συγκριση
των μεθοδων OLS, TLS. Η σκιασμενη περιοχη υποδεικνυει την κατασταση επαρκους διε-
γερσης του συστηματος με βαση τις ιδιαζουσες τιμες.
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Εικονα 22: CY : on-line εκτιμηση παραμετρων της πλαγιας δυναμης με την μεθοδο των
TLS.
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Εικονα 23: Cm: on-line εκτιμηση παραμετρων της ροπης προνευσης με την μεθοδο των
TLS.
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4.3.9 Προσαρμογή Εκτιμητών σε δομικές μεταβολές του μοντέλου

4.3.9.1 Γενικά Οι υλοποιησεις των εκτιμητων σε πραγματικο χρονο πρεπει να ειναι
σε θεση να εντοπιζουν και να παρακολουθουν εγκαιρως τις αλλαγες στη δυναμικη συ-
μπεριφορα και ,κατ’ επεκταση, στις παραμετρους του αεροδυναμικου μοντελου του αε-
ροσκαφους. Η συγκεκριμενη ιδιοτητα ειναι απαραιτητη για συστηματα που ειναι εμπλου-
τισμενα με αλγοριθμους διαγνωσης σφαλματων/βλαβων ειτε σε περιπτωσεις που οι εκτι-
μητες προσεγγιζουν συστηματα με ραγδαια μεταβαλλομενη δυναμικη.
Όπως αναφερθηκε στις εισαγωγικες ενοτητες, το Αεροδυναμικο Μοντελο αεροσκαφων
σταθερης πτερυγας δεν ειναι απαραιτητα σταθερο υπο διαφορετικες συνθηκες πτησης.
Για παραδειγμα, οι παραμετροι των μοντελων μπορει να διαφερουν οταν πραγματοποιου-
νται διαφορετικοι ελιγμοι η οταν η πτητικη κατασταση υπερβαινει καποια ονομαστικα
ορια (λ.χ. πολυ υψηλες γωνιες προσβολης,α). Επιπλεον, επιτρεποντας σε ενα γραμμικο
μοντελο να μεταβαλλεται με τον χρονο, μπορουμε να επιτυχουμε αποτελεσματικη χαμη-
λης ταξης προσεγγιση ισχυρα μη γραμμικων φαινομενων. Για τους λογους αυτους, οι
εκτιμητες περιοριζουν τα διαθεσιμα δεδομενα σε ενα εκθετικα σταθμισμενο παραθυρο
παρατηρησης με τη χρηση μια παραμετρου λF (παραγοντας εξασθενισης).
Ο παραγοντας εξασθενισης λαμβανει τιμες στο διαστημα (0, 1]. Συνηθως αναθετουμε τι-
μες πολυ κοντινες στην μοναδα. Στις περιπτωσεις οπου λF = 1, ο εκτιμητης λαμβανει
υποψη του ολες τις διαθεσιμες παρατηρησεις. Καθως η τιμη του μειωνεται, το παρα-
θυρο παρατηρησης στενευει και ο εκτιμητης αναθετει υψηλοτερα βαρη στις προσφατες
παρατηρησεις. Χαμηλες τιμες του λF μπορουν να οδηγησουν σε προβληματα συγκλισης
η ακομα και σε αποκλιση. Έτσι, η σωστη επιλογη τιμης για τον παραγοντα εξασθενισης
πρεπει να εκφραζει τον συμβιβασμο μεταξυ ταχυτητας συγκλισης και επαρκειας πληρο-
φοριας.

4.3.9.2 Χρονοσταθερός Παράγοντας Εξασθένισης-Constant Forgetiing Factor-CFF Οι
περισσοτερες υλοποιησεις εκτιμητων με σταθμισμενα εκθετικα παραθυρα παρατηρησης
κανουν χρηση παραγοντα εξασθενισης με σταθερη τιμη. Κατ’ επεκταση, η προγενεστερη
πληροφορια των εκτιμητων εξασθενει ανεξαρτητα με την πτητικη κατασταση. Αυτο συ-
χνα μπορει να οδηγησει τον εκτιμητη σε απωλεια διεγερσης και να εχει ως αποτελεσμα
την αποκλιση του εκτιμωμενου διανυσματος παραμετρων. Παρ’ ολα αυτα, αν η αλλα-
γες στο μοντελο ειναι σταδιακες, οι δυνατοτητες παρακολουθησης του χρονοσταθερου
παραγοντα εξασθενισης ειναι ικανοποιητικες.
Η σωστη επιλογη παραγοντα εξασθενησης εξαρταται σε μεγαλο βαθμο απο την συχνο-
τητα δειγματοληψιας (fs). Ο συνδυασμος υψηλου ρυθμου δειγματοληψιας και χαμηλου
παραγοντα εξασθενισης (≤ 0.99) μπορει να αποτελεσει συχνα αιτια διακυμανσεων η και
αποκλισης. Λαμβανοντας υποψη οτι η μητρα δεδομενων πολλαπλασιαζεται επαναλαμβα-
νομενα απο εναν παραγοντα λF , καταληγουμε στο συμπερασμα οτι την χρονικη στιγμη
t0 +τ η παρατηρηση d0, που εληφθη την χρονικη στιγμη t0, θα εχει πολλαπλασιαστει με
ενα συνολικο βαρος εξασθενισης:

wx0 = (λF )τfs = (λF )m (4.92)
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Παραδεχομενοι πως η παρατηρηση d0 παυει να συνεισφερει στο πληροφοριακο περιεχο-
μενο του εκτιμητη οταν wd0 ≤ 0.05, καταληγουμε στο χρονικο κατωφλι πληρους εξασθε-
νισης:

(λF )τ5%fs = 0.05

⇔ τ5% = ln(0.05)
fs ln(λF )

(4.93)

Το κατωφλι πληρους εξασθενισης για την τυπικη τιμη λF = 0.997 για διαφορες συχνο-
τητες δειγματοληψιας φαινεται στην Eικονα 24.
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Εικονα 24: Η χρονικη εξελιξη του βαρους εξασθενισης για διαφορες συχνοτητες δειγμα-
τοληψιας. Η κοκκινη διακεκομενη γραμμη υποδεικνυει το κατωφλι πληρους εξασθενισης.

4.3.9.3 CFF: ενδεικτικάαποτελέσματα Στην παραγραφο αυτη, εξεταζουμε την επιδοση
των εκτιμητων TLS με χρηση χρονοσταθερου παραγοντα εξασθενισης. Η πρωτη περι-
πτωση (Εικονα 25) αφορα την μοντελοποιηση του συντελεστη ροπης προνευσης. Το συ-
στημα παρουσιαζει μια αποτομη αλλαγη του διανυσματος παραμετρων την t = 300s. Η
τιμη του παραγοντα εξασθενισης ειναι λF = 0.9997. Η συγκλιση του εκτιμητη ειναι σχε-
τικα ικανοποιητικη. Στην δευτερη περιπτωση ομως (Εικονα 26), ο εκτιμητης αποτυγχα-
νει να συγκλινει στις τιμες αναφορας καθοτι το συστημα δεν ειναι επαρκως διεγερμενο
στον διαμηκη αξονα. Η συνεχης μετακινηση του παραθυρου δυσχεραινει την κατασταση
των εκτιμητων διοτι μειωνει το διαθεσιμο πληροφοριακο περιεχομενο.
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4.3.9.4 Προσαρμοστικός Παράγοντας Εξασθένισης -Variable Forgetting Factor Οι πε-
ριορισμενες δυνατοτητες του χρονοσταθερου παραγοντα εξασθενισης οδηγησαν την ακα-
δημαϊκη ερευνα στην αναπτυξη πιο προσαρμοστικων τεχνικων. Η αναπτυξη του χρονο-
μεταβλητου παραγοντα εξασθενησης βασιζεται στον εξαναγκασμο ισχυρης μειωσης του
λF σε περιπτωσεις οπου διαπιστωνονται σημαντικες, ντετερμινιστικες αποκλισεις του μο-
ντελου απο την μετρηση. Αυτο επιτυγχανεται με την αξιολογηση του διανυσματος υπο-
λειπομενης πληροφοριας [73],[55].
Συγκεκριμενα, χρησιμοποιωντας την θεμελιωδη σχεση που περιγραφει την μετρηση :

z(t) = x(t)θ(t) + ε(t) (4.94)

επιδιωκουμε η υπολειπομενη πληροφορια να ανακατασκευαζει την σημα θορυβου:

z(t)− x(t)θ̂(t) = ε(t) ∀t > 0 (4.95)

Η αναπτυξη του προσαρμοστικου παραγοντα εξασθενισης βασιζεται στα a priori και a
posterioiri διανυσματα υπολειπομενης πληροφοριας (στο εξης σφαλματα), ν(t) και r(t)
αντιστοιχα, οπου:

ν(t) = z(t)− x̂(t)θ̂(t− 1) (4.96)
r(t) = z(t)− x̂(t)θ̂(t) (4.97)

Θα ξεκινησουμε την αναλυση μας χρησιμοποιωντας τις εξισωσεις της on-line μεθοδου

των OLS και επειτα θα γενικευσουμε τα συμπερασματα μας για την περιπτωση των

OLS. Υπενθυμιζουμε πως το φιλτρο των on-line OLS εχει την μορφη:

ν(t) = z(t)− x(t)θ(t− 1) (4.98)

k(t) = P (t− 1)xT (t)
λF (t) + x(t)P (t− 1)xT (t)

(4.99)

θ(t) = θ(t− 1) + k(t)ν(t) (4.100)

P (t) = 1
λF (t)

[P (t− 1)− k(t)x(t− 1)P (t− 1)] (4.101)

Χρησιμοποιωντας τις (4.96),(4.97) και (4.100) καταληγουμε στη σχεση διαδοσης του a
posteriori σφαλματος:

r(t) = ν(t) [1− x(t)k(t)] (4.102)
Η προσδοκια ανακατασκευης του θορυβου απο το a posteriori σφαλμα μπορει να επι-
τευχθει απαιτωντας:

E
{
r2(t)

}
= σ2

ε (4.103)

60



οπου:
ε(t) ∼ N (0, σ2

ε) (4.104)
Εφαρμοζοντας τον τελεστη μεσης τιμης στην (4.102) και χρησιμοποιωντας τον συμβολι-
σμο q(t) = x(t)P (t− 1)xT (t) , καταληγουμε σε:

E


[
1− q(t)

λF (t) + q(t)

]2
 = σ2

ε

σ2
ν

(4.105)

οπου:
E{ν2(t)} = σ2

ν(t) (4.106)
Έτσι , λυνοντας ως προς λF εχουμε τελικα:

λF (t) = σq(t)σε
σν(t)− σε

(4.107)

οπου:
E{q2(t)} = σ2

q (t) (4.108)
Πρακτικα, τα μεγεθη σ2

e , σ
2
q εκτιμωνται απο τις παρακατω σταθμισεις:

σ2
ν(t) = λeσ

2
ν(t− 1) + (1− λe)ν2(t) (4.109)

σ2
q (t) = λeσ

2
q (t− 1) + (1− λe)q2(t) (4.110)

οπου το λe αποτελει μια προκαθορισμενη τιμη σταθμισης.
Η προσαρμοστικοτητα της διαδικασιας βελτιωνεται αισθητα οταν και η εκτιμηση του σε
σταθμιζεται και εκεινη απο ενα αρκετα πλατυτερο παραθυρο σταθμισης:

σ2
ε(t) = λεσ

2
ε(t− 1) + (1− λε)ν2(t) (4.111)

Οι σταθμιστες λe, λε αποτελουν ουσιαστικα ρυθμιστικες παραμετρους (tunning parame-
ters) και η τιμη τους εξαρταται απο τις ιδιαιτεροτητες της εκαστοτε εφαρμογης. Σε γε-
νικες γραμμες οι τιμες τους μπορουν να καθοριστουν ως:

λe = 1− 1
Kenp

(4.112)

λε = 1− 1
Kεnp

(4.113)

οπου Kε > Ke ≥ 2 (εφοσον λη > λe).
Θεωρητικα ισχυει οτι σe(t) ≥ σε(t). Παρ’ ολα αυτα, η χρηση σταθμιζομενων ποσοτητων
μπορει συχνα να προκαλεσει διακυμανσεις της ποσοτητας σe(t) στην περιοχη του ευρους
τιμων της σε. Για τον λογο αυτο, η σχεδιαζομενη διαδικασια θα πρεπει να μην αποδε-
χεται την υπαρξη αλλαγης στην δομη του μοντελου οταν:

σe(t) ≤ γσε(t) (4.114)
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οπου 1 < γ ≤ 2. Η επιλογη της παραμετρου γ ερχεται να συμβιβασει την γρηγορη απο-
κριση της διαδικασιας με την ευρωστια του εκτιμητη. Γενικα, σε περιπτωσεις που ισχυει
η σχεση (4.114), ο παραγοντας εξασθενισης λαμβανει την μεγιστη δυνατη τιμη του ,
λFmax η οποια μπορει και να ταυτιζεται με την μοναδα. Ειδαλλως, η τιμη του παραγο-
ντα καθοριζεται απο την ακολουθη σχεση:

λF (t) = min

 σq(t)σε(t)
ς + |σν(t)− σε(t)|

, λFmax

 (4.115)

οπου ς ειναι μια μικρη σταθερα που αποτρεπει τον μηδενισμο του παρανομαστη του
παραπανω κλασματος.
Όσα προηγηθηκαν βρισκουν αμεση εφαρμογη στην περιπτωση της μεθοδου OLS. Κα-
θοτι ομως η διαδικασια υλοποιησης του χρονομεταβλητου παραγοντα εξασθενισης απαι-
τει την ντετερμινιστικη φυση των εισοδων x(t). Παραδεχομενοι ομως πως η μητρα προ-
βλεπτων ειναι αλλοιωμενη αποκλειστικα με προσθετικο λευκο θορυβο, αποδεικνυεται πως
η TLS εκτιμηση της ,xTLS(t) αποτελει την εκτιμηση μεγιστης πιθανοφανειας (Maximum
Likelihood Estimate) της πραγματικης μητρας x(t) [99, p. 233],[30]. Σε αυτην την περι-
πτωση η TLS μητρα προβλεπτων μπορει να εξαχθει απο την σχεση (4.64) ως:

[
∆̂X|ε̂

]
= − [Xm|z] (vxvTx ) (CTC)

vTx (CTC)vx
(4.116)

⇒ [X|y]
T LS

= [Xm|z]−
[
∆̂X|ε̂

]
= [Xm|z]

(
Inp+1 + (vxvTx ) (CTC)

vTx (CTC)vx

)
(4.117)

οπου

vx =
[
θTTLS − 1

]T (
1 + θTTLSθTLS

)−
1
2 (4.118)

Στην περιπτωση αυτη, η εφαρμογη του προσαρμοστικου παραγοντα εξασθενισης μπορει
να ενσωματωθει και στους εκτιμητες TLS.

4.3.9.5 VFF: Ενδεικτικά Αποτελέσματα Στα γραφηματα της εικονας 27 συγκρινει τα
αποτελεσματα υλοποιησης των εκτιμητων με χρονοσταθερο και προσαρμοστικο παρα-
θυρο παρατηρησης.Όπως φαινεται, η συγκλιση του προσαρμοστικου εκτιμητη ειναι σα-
φως γρηγοροτερη. Αναθεσαμε τιμη του λFmax στη μοναδα ετσι ωστε να μην υπαρχει
απωλεια πληροφοριας σε περιπτωση μη δομικων αλλαγων στο μοντελο. Όπως παρατη-
ρουμε στην περιπτωση του Cmqn

το χρονοσταθερο παραθυρο παρατηρησης οδηγει τον
εκτιμητη σε κατασταση ανεπαρκους διεγερσης.
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Εικονα 27: Cm: Συγκριση εκτιμητων ροπης προνευσης με σταθερο και προσαρμοστικο
παραγοντα εξασθενισης με αποτομη αλλαγη των παραμετρων
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Στην δευτερη περιπτωση, αναλυουμε μια καθαρα μη γραμμικη συμπεριφορα του μοντε-
λου που αφορα τον συντελεστη καθετης αντωσης (CL). Συγκεκριμενα, σε περιπτωσεις
οπου το αεροσκαφος οδηγειται σε πολυ υψηλες γωνιες προσβολης, η ροη του αερα επι
της πτερυγας αποκολλαται με αποτελεσμα την απωλεια στηριξης (stall). Η απωλεια στη-
ριξης ειναι μια μη γραμμικη δυναμικη κατασταση η οποια οδηγει το αεροσκαφος σε
απροβλεπτη και ακανονιστη συμπεριφορα. Το μοντελο της αντωσης και οπισθελκουσας
για γωνιες κοντινες η υψηλοτερες απο το κατωφλι της κρισιμης γωνιας προσβολης (α0)
γινεται:

CL(α) = (1− σ(α)) [CL0 + CLαα] + σ(α)
[
2sign(α) sin2(α) cos(α)

]
(4.119)

CD(α) = (1− σ(α)) [CD0 + CDαα] + σ(α)
[
2 sin3(α)

]
(4.120)

οπου:
σ(α) = 1 + e−M(α−α0) + eM(α+α0)

(1 + e−M(α−α0)) (1 + eM(α+α0))
(4.121)

H αποκριση του μοντελου του συντελεστη Άντωσης φαινεται στην Εικονα 28αʹ.
Προκειμενου να αξιολογησουμε την αποκριση του εκτιμητη σε ακραιες συνθηκες, οδηγη-
σαμε το προσομοιωμενο αεροσκαφος σε υψηλη γωνια προσβολης επιφεροντας απωλεια
στηριξης. Σχεδον αμεσα, και με καταλληλους χειρισμους, επαναφερουμε το αεροσκαφος
σε ονομαστικη κατασταση πτησης. Η αντιστοιχη γωνια προσβολης φαινεται στην Εικονα
28βʹ. O εκτιμητης οπως διαπιστωνουμε στην Εικονα 29 ανιχνευει τις δυο αποτομες αλ-
λαγες και επανερχεται αμεσα στην ονομαστικη κατασταση μολις το αεροσκαφος ξεφυγει
απο το καθεστως απωλειας στηριξης.

(αʹ) (βʹ)

Εικονα 28: CL: Αριστερα: Αποκριση συντελεστη Άντωσης σε ολο το φασμα των γωνιων
προσβολης. Δεξια: Γωνια προσβολης σε καθεστως απωλειας στηριξης
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4.4 Αρχικοποίηση των εκτιμητών

Στο πεδιο της Αεροδυναμικης αεροσκαφων, η εκτιμηση παραμετρων ακολουθει συνηθως
μια υβριδικη προσεγγιση στο ζητημα της ακολουθιακης η batch υλοποιησης των εκτι-
μητων. Σε γενικες γραμμες, οι batch υλοποιησεις ειναι λιγοτερο περιπλοκες και , καθοτι
η επεξεργασια των δεδομενων δεν γινεται σε πραγματικο χρονο, το υπολογιστικο κο-
στος αποτελει ζητημα δευτερευουσας σημασιας. Ακομα, η προ-επεξεργασια και η ποιο-
τικη βελτιωση των δεδομενων που επιτρεπουν οι batch αλγοριθμοι ειναι σημαντικα προ-
τερηματα που εξασφαλιζουν μεγαλυτερη ακριβεια την εκτιμηση των παραμετρων. Απο
την αλλη, η παρακολουθηση της δυναμικης σε πραγματικο χρονο ειναι απαραιτητη για
τον ελεγχο, την προσαρμοστικοτητα της πλατφορμας οπως και για την ανιχνευση σφαλ-
ματων.
Η υβριδικη υλοποιηση συνισταται στην αρχικοποιηση των on-line εκτιμητων με δεδο-
μενα που εχουν προκυψει απο batch αναλυσεις πειραματικων πτησεων. Έτσι, σε καθε
εκκινηση οι εκτιμητες εμπλουτιζονται με την a priori γνωση που εχουμε για το δυνα-
μικο μοντελο επιτρεποντας ετσι ταχυτερη αποκριση και ευρωστια. Η αρχικοποιηση, λοι-
πον, προϋποθετει την γνωση ενος προϋπολογισμενου διανυσματος αναφορας θ̂0 και την
συνοδευομενη μητρα συνδιακυμανσης του, Pθ0 οπου :

Pθ0 = E
{(

θ̂0 − θ0
)T (

θ̂0 − θ0
)}

(4.122)

Στην περιπτωση των OLS η αρχικοποιηση πραγματοποιειται με την επαυξηση (augmen-
tation) των μητρων X, z ως:

X0 =
(

P
− 1

2
θ0

x1(t0) . . . xnp(t0)

)
(4.123)

z0 =

P− 1
2

θ0
θ0

z(t0)

 (4.124)

Αντιστοιχα στην περιπτωση των TLS, η επαυξηση γινεται ως:

[Xm z]∗ =

(c0Pθ)− 1
2 (c0Pθ)− 1

2 θ0

x∗(t0) z∗(t0)

 (4.125)

οπου:
c0 =

[
θT0 −1

]T
CTC

[
θ0
−1

]
(4.126)

και t0 ο χρονος εναρξης της εκτιμησης.
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5 Το αισθητηριακό σύστημα του αεροσκάφους και οι πε-
ριορισμοί του

5.1 Εισαγωγή

Όπως ειδαμε στην προηγουμενη ενοτητα, η προσβαση σε αξιοπιστα αισθητηριακα δε-
δομενα ειναι εξαιρετικης σημασιας για την ακριβη εκτιμηση των αεροδυναμικων παρα-
μετρων του αεροσκαφους. Δυστυχως ομως, οι πλατφορμες μικρης η μεσαιας κλιμακας
συνοδευονται απο αισθητηριακα συστηματα χαμηλης αξιοπιστιας λογω περιορισμων κο-
στους και ωφελιμου φορτιου. Σε αυτες τις περιπτωσεις, η απευθειας χρηση αισθητηρια-
κων δεδομενων raw data απο τους εκτιμητες οδηγει σε μεγαλες ανακριβειες που καθι-
στουν ολη την διαδικασια αναξιοπιστη η και μη χρηστικη.
Οι αβεβαιοτητες του αισθητηριακου συστηματος διακρινονται σε τυχαιες και συστηματι-
κες. Ένα διαδεδομενο μοντελο αισθητηρα για την καταγραφη μια ποσοτητας ψ εχει την
μορφη:

ψs(t) = bψ0 + b̃ψ(t) + (1 + sf )ψ(t) + η(t) + wp(t) (5.1)
οπου:

bψ0 : η σταθερη προκαταληψη του αισθητηρα (bias)
b̃ψ(t) : η μεταβαλλομενη προκαταληψη (bias instability)
sf : ο παραγοντας κλιμακωσης της παρατηρησης (scaling factor)
η(t) : ο θορυβος της μετρησης (white measurement noise)
wp(t) : οι εξωτερικες διαταραχες (process noise-external disturbances)

Οι συστηματικες αβεβαιοτητες οφειλονται στην εσωτερικη αρχιτεκτονικη η στις αρχες
λειτουργιας του καθε αισθητηρα. Στην κατηγορια αυτη εντασσονται οι προκαταληψεις
(bψ0), b̃ψ(t), ο παραγοντας κλιμακωσης (sf ) και οι εξωτερικες διαταραχες. H κατηγορια
της τυχαιων αβεβαιοτητων περιλαμβανει τον θορυβο της μετρησης (η(t)).
Η σταθερη προκαταληψη και ο παραγοντας κλιμακωσης αποτελουν συνηθως κομματι
των προδιαγραφων του αισθητηρα και εμπεριεχονται στο φυλλο οδηγιων του κατασκευα-
στη. Σε περιπτωσεις που αυτη η πληροφορια δεν ειναι διαθεσιμη, η ασφαλης εκτιμηση
των μεγεθων αυτων πραγματοποιειται με την διεξαγωγη πειραματων βαθμονομησης (cal-
ibration experiments). Στην περιπτωση εφαρμογων αεροπλοϊας τα πειραματα αυτα διε-
ξαγονται με την βοηθεια αεροσηραγγας (wind tunnel). Οι υπολοιπες αβεβαιοτητες απα-
λειφονται με τον σχεδιασμο φιλτρων καταστασης State Estimation Sensor Fusion il-
ters, τα οποια συνδυαζουν με βελτιστο τροπο τις διαφορετικες πηγες πληροφοριας του
αισθητηριακου συστηματος, επιστρεφοντας τις καλυτερες δυνατες εκτιμησεις των θεμε-
λιωδων μεταβλητων καταστασης του αεροσκαφους.
Στο πλαισιο της συγκεκριμενης μελετης, τα τυχαια σφαλματα μοντελοποιουνται ως λευ-
κος γκαουσιανος θορυβος :

η ∼ N (0, σ2
ψ) (5.2)
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Επισης, παραδεχομαστε πως η προκαταληψη των αισθητηρων ειναι χρονοσταθερη:

b̃ψ(t) = 0 (5.3)

5.2 Το διαθέσιμο αισθητηριακό σύστημα του αεροσκάφους

Σε αυτην την ενοτητα θα αναλυσουμε τα δομικα στοιχεια των αισθητηριακων συστημα-
των των μικρων μη επανδρωμενων αεροσκαφων σταθερης πτερυγας και θα παρουσια-
σουμε τα αντιστοιχα μαθηματικα μοντελα τους . Για πιο λεπτομερη αναλυση των επιμε-
ρους συστηματων, ο αναγνωστης παραπεμπεται στο εγχειριδιο [96].

5.2.1 Το σύστημα αδρανειακής πλοήγησης (Inertial Navigation System)

Το συστημα αδρανειακης πλοηγησης (Inertial Navigation System-INS) περιλαμβανει το
επιταχυνσιομετρο, το γυροσκοπιο και το δορυφορικο συστημα θεσιθεσιας (GPS).

5.2.1.1 Επιταχυνσιόμετρο : Το επιταχυνσιομετρο καταγραφει το διανυσμα επιταχυν-
σης (περιλαμβανομενων και των ορων coriolis) του αεροσκαφους ως προς το σωματο-
δετο πλαισιο. Στην περιπτωση των επιταχυσιομετρων τυπου MEMS (micro-electro-mechanical
systems) οι καταγραφομενες ποσοτητες ειναι:

yaccelxyaccely
yaccelz

 =

u̇+ qw − rv − gx
v̇ + ru− pw − gy
ẇ + pv − qu− gz

+

baccelxbaccely
baccelz

+

ηaccelxηaccely
ηaccelz

 (5.4)

οπου:

g =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (5.5)

ισοδυναμα αν [fx, fy, fz]T ειναι οι ασκουμενες δυναμεις στο σωματοδετο πλαισιο του αε-
ροσκαφους ισχυει: yaccelxyaccely

yaccelz

 = 1
m

fxfy
fz

+ baccel + ηaccel (5.6)

5.2.1.2 Γυροσκόπιο : Το γυροσκοπιο καταγραφει τις γωνιακες ταχυτητες του αερο-
σκαφους ως προς το σωματοδετο πλαισιο:ygyroxygyroy

ygyroz

 =

pq
r

+ bgyro + ηgyro (5.7)
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5.2.1.3 GPS Το GPS καταγραφει τα διανυσματα θεσης και ταχυτητας ως προς το αδρα-
νειακο πλαισιο NED. Οι αισθητηρες GPS συνηθως δεν αλλοιωνονται απο προκαταληψη

ygps =



px
py
pz

VN
VE
VD


+ ηgps (5.8)

5.2.1.4 Μαγνητόμετρο και Γωνίες Euler Συνηθως το INS περιλαμβανει μαγνητομετρο
που καταγραφει την κατευθυνση του αεροσκαφους ως προς τον μαγνητικο βορρα. Σε
αυτη την περιπτωση εσωτερικες διαδικασιες και φιλτρα του INS μπορουν να παρασχουν
σχετικα αξιοπιστες εκτιμησεις του προσανατολισμου του αεροσκαφους υπο την μορφη
γωνιων Euler. ψinsϕins

θins

 =

ψϕ
θ

+ bang + ηang (5.9)

5.2.2 Το σύστημα μεταβλητών αέρος - Air Data Boom

Το συστημα μεταβλητων αερος περιλαμβανει το συστημα pitot-static και τους ανεμοδει-
κτες γωνιων αεροδυναμικης ευσταθειας.

5.2.2.1 Τοσύστημαpitot-static Το συστημα pitot-static καταγραφει την διαφορικη πι-
εση αερα, την στατικη πιεση και την θερμοκρασια αερος

ypitot = diag
(

1 + sd, 1 + sp, 1 + sT

) q̄ps
T

+ bpitot + ηpitot (5.10)

Υπενθυμιζουμε οτι, με βαση τον νομο Bernoulli, ισχυει q̄ = 1
2ρV

2
a

5.2.2.2 Οι ανεμοδείκτες γωνιών ευστάθειας-WindVanes Οι ανεμοδεικτες γωνιων ευ-
σταθειας καταγραφουν την γωνια προσβολης και την γωνια πλαγιολισθησης.

yvanes = diag
(

1 + sα, 1 + sβ

) [
α
β

]
+ bvanes + ηvanes (5.11)

5.2.3 Απλοιποιήσεις

Τα περισσοτερα πειραματικα αεροσκαφη ενσωματωνουν συγχρονα INS τα οποια απαλει-
φουν αυτοματα, μεσω εσωτερικων διαδικασιων, τα συστηματικα σφαλματα των μετρη-
σεων. Για τον λογο αυτο, παραδεχομαστε πως τα παρεχομενα δεδομενα απο το INS δεν
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αλλοιωνονται απο προκαταληψεις (biases):{
baccel,bgyro,bang,bgps

}
≈ 0 (5.12)

5.2.4 Βαθμονόμηση συστήματος μεταβλητών αέρος

To συστημα μεταβλητων αερος βαθμονομηθηκε μετα απο διεξαγωγη πειραματων στην
αεροσηρραγγα του εργαστηριου Αεροδυναμικης του ΕΜΠ. Για αναλυτικες λεπτομερειες
ο αναγνωστης παραπεμπεται στο σχετικο εγχειριδιο του Control Systems Lab [104]. Στο
εξης, θεωρουμε πως τα συστηματικα σφαλματα, πλην των εξωτερικων διαταραχων (w),
εχουν εκτιμηθει και απαλειφθει απο τις μετρησεις μας. Η απομονωση των συνιστωσων
της ταχυτητας αερος του αεροσκαφους θα πραγματοποιηθει με χρηση φιλτρων εκτιμη-
σης καταστασης (State Estimation).

5.3 Οι περιβαλλοντικές διαταρραχές

Η βασικοτερη πηγη εξωτερικων διαταραχων για τα μικρα αεροσκαφη ειναι ο ανεμος. Ο
ανεμος, οπως αναφερθηκε και στο εισαγωγικο κεφαλαιο, μοντελοποειται ως ενα διανυ-
σμα ταχυτητας5. Καθοτι, η γνωση της σχετικης ως προς την αερια μαζα ταχυτητας του
αεροσκαφους ειναι υψιστης σημασιας, η επιδραση του ανεμου στα αισθητηριακα δεδο-
μενα πρεπει να εκτιμηθει και απαλειφθει.
Το σημαντικοτερο εργαλειο για την απαλοιφη του ανεμου ειναι οι μετρησεις ταχυτητας
που καταγραφονται απο το GPS. Όπως αναφερθηκε και στο εισαγωγικο κεφαλαιο της
αεροπλοϊας, η ταχυτητα εδαφους (οπως αυτη καταγραφεται απο το GPS) περιλαμβανει
και την συνιστωσα του ανεμου:

V⃗g = V⃗a + V⃗w (5.13)
η ισοδυναμα: VNVE

VD

 = (RB
G)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (5.14)

Οι δυο παραπανω συνιστωσες σχηματιζουν το τριγωνο του ανεμου (Εικονα 30).
Η απαλοιφη των ορων ανεμου πραγματοποιειται στο πλαισιο του φιλτρου εκτιμησης κα-
ταστασης που περιγραφεται στις επομενες ενοτητες. Η μοντελοποιηση των συνιστωσων
ανεμου γινεται βασει οσων ειπωθηκαν στην ενοτητα 2.3.

5Η ταχυητητα του ανεμου σε προβληματα μικρης κλιμακας εμπεριεχει μονο μεταφορικη συνιστωσα. Σε προ-
βληματα υψηλοτερης ακριβειας, το διανυσμα ανεμου μπορει να περιλαμβανει και τυρβωσεις με τη μορφη γωνια-
κων ταχυτητων
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Εικονα 30: To τριγωνο ανεμου

5.4 ΦίλτραΚάλμανγιαεκτίμησητουανέμουκαιτηςτριάδαςευστάθειας

5.4.1 Γενικά

Θεμελιος λιθος της αξιοπιστης εκτιμησης του αεροδυναμικου μοντελου, ειναι ακριβεις με-
τρησεις για την τριαδα αεροδυναμικης ευσταθειας (Va, α, β). Καθοτι το αισθητηριακο συ-
στημα ειναι χαμηλης αξιοπιστιας, σχεδιασαμε ειδικους αλγοριθμους/φιλτρα για την κα-
λυτερη δυνατη εκτιμηση αυτων των ποσοτητων εκμεταλλευομενοι με την βελτιστη με-
θοδο ολη την πληροφορια που μπορουμε να εξαγουμε απο τις διαθεσιμες παρατηρησεις.
Οι αλγοριθμοι Εκτιμησης Καταστασης (State Estimation) που αναπτυξαμε βασιζονται στις
αρχες του Επεκτεταμενου Φιλτρου Καλμαν (Extended Kalman Filter) το οποιο ειναι η
πιο διαδεδομενη μεθοδος State Estimation για μη γραμμικα συστηματα.
Το σημαντικοτερο εμποδιο που συναντησαμε κατα την αναπτυξη των αλγοριθμων αφο-
ρουσε το γεγονος πως οι περισσοτερες εως αρχιτεκτονικες βασιζονταν στην εκ των προ-
τερων γνωση των παραμετρων του Αεροδυναμικου Μοντελου. Προφανως, η περιπτωση
μας δεν μπορουσε να εξυπηρετηθει απο τετοιες τεχνικες - τουλαχιστον μεχρις οτου απο-
κτησουμε μια πρωτη εκτιμηση του διανυσματος παραμετρων μεσω πειραματικων πτη-
σεων. Αυτη η συζευξη επιλυθηκε με την αναπτυξη αρχιτεκτονικων ανεξαρτητων του αε-
ροδυναμικου μοντελου (Model Free Implementations-MF). Όπως θα δουμε και παρακατω
η MF υλοποιηση του φιλτρου Καλμαν δεν απαιτει γνωση των παραμετρων του μοντελου
και ειναι σε θεση να επιστρεψει αρκετα αξιοπιστες εκτιμησεις. Επισης, εχει εξασφαλι-
σμενη ευρωστια καθοτι δεν παρουσιαζει καμια ευαισθησια σε διακυμανσεις της δυναμι-
κης της αεροσκαφους -ακομα και σε εξαιρετικα δυσχερεις συνθηκες οπως ειναι η απω-
λεια στηριξης (stall). H αρχιτεκτονικη του συστηματος με χρηση MF Καλμαν φιλτρου
παρισταται διαγραμματικα στην Εικονα 31.
Εφοσον αποκτησουμε προσβαση σε εκτιμησεις των αεροδυναμικων παραμετρων, μπο-
ρουμε πλεον να προχωρησουμε στην αναπτυξη φιλτρων Καλμαν με βαση τις εξισωσεις
του μοντελου (Model Based Implemenations-MB). Σε αυτην την περιπτωση οι εκτιμη-
σεις του ανεμου οσο και της τριαδας ευσταθειας εχουν μεγαλυτερη ακριβεια. Παρ’ολα
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αυτα, η υλοποιηση αυτη ειναι εξαιρετικα ευαισθητη σε διακυμανσεις των παραμετρων
και επομενως δεν ειναι τοσο ευρωστη. Ειδικα σε περιπτωσεις υλοποιησης κλειστου βρο-
χου (closed loop) το συστημα μπορει υπο την επιδραση μικρων διαταραχων να οδηγη-
θει σε ασταθεια. Το σχηματικο διαγραμμα της MB υλοποιησης ανοιχτου βροχου φαινεται
στην Εικονα 32.
Στις επομενες υπο-ενοτητες παρουσιαζουμε την μαθηματικη διατυπωση της αρχιτεκτονι-
κης των δυο φιλτρων και τα σχετικα αποτελεσματα απο προσομοιωσεις.

Εικονα 31: Model-Free υλοποιηση φιλτρου Καλμαν

Εικονα 32: Model-Based υλοποιηση του φιλτρου Καλμαν σε ανοιχτο βροχο
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5.4.2 Ο γενικός αλγόριθμος του Extended Kalman Filter

Εν πρωτοις, παρουσιαζουμε τον γενικο αλγοριθμο State Estimation που χρησιμοποιει η
τεχνικη του Extended Kalman Filtering. Θεωρουμε οτι εξεταζουμε ενα μη γραμμικο συ-
στημα με δυναμικη συνεχους χρονου και εξισωσεις καταστασης που περιγραφονται απο
την παρακατω σχεση:

ẋ = f(x(t), u(t), t) + w(t)
w(t) ∼ N (0, Q)

Η κατασταση του συστηματος παρατηρειται μη-γραμμικως απο ενα συνολο διαδικασιων
(λ.χ. αισθητηριακο συστημα) σε διακριτο χρονο ετσι ωστε:

yk = hk(xk, vk) + vk

vk ∼ N (0, Rk)

Η αρχικη κατασταση του συστηματος μπορει να εκτιμηθει σε ενα επιπεδο αβεβαιοτη-
τας που εκφραζεται απο την αρχικοποιημενη τιμη των διανυσματων καταστασης και της
αντιστοιχης μητρας συνδιακυμανσης:

x̂(0)+ = E
{
x(0)

}
P (0) = E

{
(x(0)− x̂(0)) (x(0)− x̂(0))T

}
Η δυναμικη του συστηματος προβλεπεται σε συνεχη χρονο απο τις εξισωσεις του μο-
ντελου (Time Update). Καθε χρονικη στιγμη η προβλεψη πραγματοποιειται βασει των
εξισωσεων:
Time Update

˙̂x = f(x̂, u, t)

F = ∂f(x, u, t)
∂x

|(x=x̂)

Ṗ = FP + PF T +Q

Οι προβλεψεις διορθωνονται τις χρονικες στιγμες που υπαρχουν διαθεσιμες μετρησεις με
βαση τα κερδη του παρατηρητη Καλμαν. Η μητρα D χρησιμευει ως μασκα του διανυ-
σματος παρατηρησης6.
Measurement Update

Ck = DkHk

H = ∂h(x, t)
∂x

|(x=x̂−
k

)

Kk = P−
k C

T
k (CkP−

k C
T
k +Rk)

x̂+
k = x̂−

k +Kk(yk − hk(x−
k , tk))

P+
k = (I −KkCk)P−

k +KkRkK
T
k

6Διαγωνια μητρα που μοντελοποιει την διαθεσιμοτητα των παρατηρησεων- αν η μετρηση ειναι διαθεσιμη στο
αντιστοιχο στοιχειο ανατιθεται η μοναδιαια τιμη ενω σε αντιθετη περιπτωση η μηδενικη
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Οι μητρες Q,R εκφραζουν την εμπιστοσυνη στην προβλεψη του μοντελου και στις πα-
ρατηρησεις αντιστοιχα. Ήτοι:

Q(t)δ(tj − ti) = E
{
w(ti)wT (tj)

}
(5.15)

R(t)δ(tj − ti) = E
{
v(ti)vT (tj)

}
(5.16)

5.4.3 Model-Free υλοποίηση του φίλτρου Κάλμαν

Στην περιπτωση της MF υλοποιησης, θεωρουμε το παρακατω διανυσμα παρατηρησης:

x =



x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



ur
vr
wr

WN

WE

WD


(5.17)

Κατα τα γνωστα, το υποδιανυσμα [ur, vr, wr]T αφορα τις σχετικες ταχυτητες του αερο-
σκαφους ως προς την αερια μαζα, ενω το [WN ,WE,WD]T αφορα στις μεταφορικες τα-
χυτητες του ανεμου στις κατευθυνσεις Βορεια, Ανατολικα και προς τα κατω.

5.4.3.1 Time Update Θεωρουμε οτι οι εξισωσεις του αεροδυναμικου μοντελου ειναι
προς το παρον αγνωστες. Παρατηρουμε, ομως, πως οι εξοδοι του επιταχυνσιομετρου
εχουν την μορφη: yaccelxyaccely

yaccelz

 =

u̇+ qw − rv − gx
v̇ + ru− pw − gy
ẇ + pv − qu− gz

 (5.18)

οπου:

g =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (5.19)

Το επιταχυνσιομετρο και το γυροσκοπιο δυνανται να επιστρεφουν παρατηρησεις σε πολυ
υψηλους ρυθμους δειγματοληψιας (ανω των 150Hz). Η ιδιοτητα αυτη μας επιτρεπει να
αντικαταστησουμε τις εξισωσεις του μοντελου με τις παρατηρησεις αυτες -ρυθμιζοντας
καταλληλα την μητρα Q.
Ακομη, παραδεχομαστε πως οι ταχυτητες ανεμου κυμαινονται με αργους ρυθμους. Αυτο
μας επιτρεπει να προσεγγισουμε τις αντιστοιχες εξισωσεις μοντελου ως:[

ẆN , ẆE, ẆD

]T
≈ 0 (5.20)
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Αντιμετωπιζοντας το επιταχυνσιομετρο ως εισοδο στο συστημα (u), oι εξισωσεις του μο-
ντελου αντικαθιστανται απο τις παρακατω (ψευδο-δυναμικο μοντελο):u̇rv̇r

ẇr

 =

yaccelx − qwr + rvr + gx
yaccely − rur + pwr + gy
yaccelz − pvr + qur + gz

 (5.21)

Εν τελει, καταληγουμε στην παρακατω μορφη για το Time Update:

ẋ =



u̇r
v̇r
ẇr
ẆN

ẆE

ẆD


=



yaccelx − qwr + rur + gx
yaccely − rur + pwr + gy
yaccelz − pvr + qur + gz

0
0
0


(5.22)

Η Ιακωβιανη του συστηματος εχει την μορφη:

F = ∂f
∂x =



0 r(t) −q(t) 0 0 0
−r(t) 0 p(t) 0 0 0
−p(t) q(t) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(5.23)

H αρχικη τιμη του διανυσματος καταστασης μπορει να υπολογιστει ως εξης: θεωρωντας
πως εχουμε διαθεσιμες τις πρωτες παρατηρησεις για την νορμα της ταχυτητας αερα
Va(t0) και της ταχυτητας εδαφους Vg(t0) εκτιμαμε το διανυσμα σχετικης ταχυτητας ως:ur(t0)vr(t0)

wr(t0)

 = Vα(t0)
Vg(t0)
∥Vg(t0)∥

(5.24)

ενω για την ταχυτητα ανεμου εχουμε:WN(t0)
WE(t0)
WD(t0)

 =
(
RG
B

)−1
(

Vg(t0)−

ur(t0)vr(t0)
wr(t0)

) (5.25)

5.4.3.2 MeasurementUpdate Το διανυσμα παρατηρησεων περιλαμβανει το GPS, το συ-
στημα pitot και τους ανεμοδεικτες γωνιων ευσταθειας. Πρωτα εκφραζουμε τα μοντελα
των αισθητηρων ως προς το διανυσμα καταστασης.
Για το GPS, δεδομενης της προσβασης στις γωνιες Euler απο το INS, εχουμε:

y1
y2
y3

 =

VNVE
VD

 =


(cos θ cosψ)ur + (sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ)vr+

+(cosϕ sin θ cosψ + sinϕ sinψ)wr +WN

(cos θ sinψ)ur + (sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ)vr+
+(cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ)wr +WE

(− sin θ)ur + (sinϕ cos θ)vr + (cosϕ cos θ)wr +WD

 (5.26)
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Για το συστημα pitot:
y4 = q̄ = 1

2
ρ
(
u2
r + v2

r + w2
r

)
(5.27)

Τελος, για τους ανεμοδεικτες των γωνιων ευσταθειας:

[
y5
y6

]
=
[
α
β

]
=


arctan

(
ur
wr

)

arcsin

 vr√
u2
r + v2

r + w2
r


 (5.28)

Η σχετικη Ιακωβιανη μητρα H = ∂h
∂x υπολογιζεται στο Παραρτημα Αʹ.4.

5.4.3.3 Εξαγωγή της τριάδας αεροδυναμικής ευστάθειας Η εκτιμωμενη τριαδα αερο-
δυναμικης ευσταθειας ειναι πλεον:

Va,kalαkal
βkal

 =



√
x2

1 + x2
2 + x2

3

arctan
(
x1

x3

)

arcsin

 x2√
x2

1 + x2
2 + x2

3




(5.29)

5.4.4 Αποτελέσματα Model-Free υλοποίησης με δεδομένα προσομοίωσης

Η βασικη αξιολογηση σχετικων αρχιτεκτονικων Καλμαν γινεται με την βοηθεια καποιου
περιβαλλοντος προσομοιωσης. Η προσομοιωση επιτρεπει αμεση και αδιαμφισβητητη προ-
σβαση στα σηματα αναφορας (”αληθινες τιμες”) επιτρεποντας ετσι την ποσοτικοποιηση
της επιδοσης των αλγοριθμων υπο ποικιλες συνθηκες. Εν προκειμενω χρησιμοποιησαμε
ξανα τον προσομοιωτη πτησης του Control Systems Lab7 που αναπτυχθηκε απο τον Δρ.
Γ. Ζωγοπουλο. Όπως προαναφεραμε, οι περιβαλλοντικες διαταρραχες ειναι εξεχουσας ση-
μασιας για το πεδιο των μικρων μη επανδρωμενων αεροσκαφων. Για τον λογο αυτο,
η προσομοιωση περιλαμβανει διαταρραχες ανεμου, σε χρονοσταθερη μορφη οπως και
με την μορφη ριπων, χρησιμοποιωντας το μοντελο Dryden 8 για χαμηλο υψομετρο και
εντονες αναταραξεις.
Η προσομοιωση της ροης δεδομενων πραγματοποιηθηκε με αναπτυξη ενος ψευδοαισθη-
τηριακου συστηματος. Συγκεκριμενα, τα σηματα αναφορας αλλοιωθηκαν με βαση τα γνω-
στα μοντελα των αισθητηρων και προσθετικο λευκο θορυβο με χρηση ρουτινων που
αναπτυχθηκαν στο περιβαλλον της MATLAB (Εικονα 33). Όπου ηταν απαραιτητο, μειω-
σαμε τον ρυθμο δειγματοληψιας των ψευδο-αισθητηριακων δεδομενων προκειμενου να
συμφωνουν με τις προδιαγραφες των αντιστοιχων αισθητηρων. Οι πληροφοριες αυτες
παρατιθενται στον Πινακα 7.

7https://github.com/Georacer/last_letter
8Ενοτητα 2.3
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Pseudo-sensor Quantity Units Noise (±2σ) Rate (Hz)
Accelerometer ax, ay, az m/s2 0.1 100
Gyro p,q, r rad/s 0.7 100

ψ, ϕ, θ deg 1.5 100
GPS VN,VE m/s 0.1 20

VD m/s 0.2 20
Pitot q̄ Pa 20 100
Wind Vanes α, β deg 1.2 100

Πινακας 7: Χαρακτηριστικα Ψευδοαισθητηριακου Συστηματος

Pseudo-
Sensor 

Routines 
(MATLAB)

Sensor Models
(biases,scaling 

errors,noise,higher order 
uncertainties)

Εικονα 33: Υλοποιηση ψευδο-αισθητηριακου συστηματος με την χρηση του περιβαλλο-
ντος MATLAB
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Εικονα 34: MF-Kalman: Το διανυσμα σχετικης ταχυτητας αεροσκαφους και αεριας μαζας.
Συγκριση μεταξυ εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”). Οι σκιασμε-
νες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης
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Εικονα 35: MF-Kalman:Το διανυσμα ταχυτητων ανεμου στο πλαισιο NED. Συγκριση με-
ταξυ εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”). Οι σκιασμενες περιοχες
αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης
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Εικονα 36: MF-Kalman: Ταχυτητα αερος αεροσκαφους. Συγκριση αισθητηριακου, εκτιμω-
μενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπι-
στοσυνης
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Εικονα 37: MF-Kalman: Γωνια προσβολης αεροσκαφους (α). Συγκριση αισθητηριακου,
εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα
εμπιστοσυνης
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Εικονα 38: MF-Kalman: Γωνια πλαγιολισθησης αεροσκαφους (β). Συγκριση αισθητηρια-
κου, εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% δια-
στημα εμπιστοσυνης
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5.4.4.1 Συμπεράματα Όπως βλεπουμε στα παραπανω διαγραμματα, το MF φιλτρο Καλ-
μαν καταφερε να απομονωσει το μεγαλυτερο μερος των αβεβαιοτητων απο τα σηματα
των ψευδοαισθητηρων. Τα διανυσματα του ανεμου (Εικονα 35), αν και υψηλης διακυ-
μανσης και μειωμενης παρατηρητικοτητας, καταφεραν να προβλεφθουν ικανοποιητικα
και εντος των αντιστοιχων διαστηματων εμπιστοσυνης (σκιασμενη περιοχη). Στην περι-
πτωση της ταχυτητας αερος (Εικονα 36)- και κυριως αναφορικα με την εγκαρσια συ-
νιστωσα της ( Εικονα 34)- παρατηρουμε μια ελαφρια προκαταληψη των εκτιμησεων
της ταξεως των 0.2 m/s. Αυτη ειναι αποτελεσμα της παραδοχης μας οτι η πληρης μο-
ντελοποιηση των συστηματικων σφαλματων των μετρησεων ειναι πρακτικα ανεφικτη.
Για τον λογο αυτο, στην περιπτωση ορισμενων ψευδοαισθητηριακων δεδομενων η απα-
λοιφη των συστηματικων σφαλματων εγινε μονο μερικως. Δυστυχως ομως, τα φιλτρα
Καλμαν δεν μπορουν να αντιμετωπισουν με βελτιστο τροπο τις συστηματικες αλλοιωσεις
των παρατηρησεων, οδηγωντας ετσι σε μια μικρη προκαταληψη των εκτιμησεων. Κατα
τ’αλλα, οι εκτιμησεις των γωνιων ευσταθειας α, β (Εικονες 37,38) επιστρεφουν ακριβεια
0.25 deg η οποια κρινεται ως πολυ ικανοποιητικη.

5.4.5 Model-Based υλοποίηση του φίλτρου Κάλμαν

Στην δευτερη υλοποιηση του φιλτρου μας, θεωρουμε πως εχουμε προσβαση στα batch
διανυσματα παραμετρων. Για λογους ελαχιστοποιησης της υπολογιστικης πολυπλοκοτη-
τας οριζουμε το νεο διανυσμα καταστασης του φιλτρου ως:

x =



x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



Va
α
β
WN

WE

WD


(5.30)

η αναφορα πλεον του υποδιανυσματος [x1, x2, x3]T γινεται πλεον στο πλαισιο ανεμου
του αεροσκαφους.

5.4.5.1 Time Update Οι εξισωσεις καταστασης του φιλτρου ειναι πλεον εξαρτωμενες
απο το μοντελο και συγκεκριμενα η τριαδα ευσταθειας (Va, α, β) ακολουθει τις δυναμι-
κες εξισωσεις των αξονων ανεμου (Wind-Axes Force Equations):

V̇α = − q̄S
m
CDW

+ T

m
cosα cos β (5.31αʹ)

+ g(cosϕ cos θ sinα cos β + sinϕ cos θ sin β − sin θ cosα cos β)
= Φ1(t)
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α̇= − q̄S

mVa cos β
CL + q − tan β(p cosα + r sinα)− T sinα

mVa cos β
(5.31βʹ)

+ g

Va cos β
(cosϕ cos θ cosα + sin θ sinα)

= Φ2(t)

β̇= q̄S

mVa
CYW

+ p sinα− r cosα + g

Va
cos β sinϕ cos θ (5.31γʹ)

+sin β
Va

(g cosα sin θ − g sinα cosϕ cos θ + T cosα
m

)

= Φ3(t)

οπου:

CDW
= CD cos β − CY sin β (5.31δʹ)

CYW
= CY cos β + CD sin β (5.31εʹ)

Τελικα εχουμε:

ẋ =



V̇a
α̇

β̇
ẆN

ẆE

ẆD


=



Φ1(t)
Φ2(t)
Φ3(t)

0
0
0


(5.32)

Όπου οι ποσοτητες Φ1(t),Φ2(t),Φ3(t) αντιστοιχουν στις σχεσεις (5.31αʹ)-(6.6). Τα μοντελα
των αεροδυναμικων συντελεστων βασιζονται στις σχεσεις (3.31αʹ)-(3.31στʹ). Η Ιακωβιανη
του συστηματος μπορει να υπολογιστει με την βοηθεια των παραγωγων του Παραρτη-
ματος Αʹ.3.

5.4.5.2 Measurement Update Οι παρατηρησεις του επιταχυνσιομετρου προωθουνται
πλεον στην υποδιαδικασια του Measurement Update.
Έτσι εχουμε:

y =


yaccel
ygps
ypitot
yvanes

 (5.33)

οπου:

yaccel =

yaccel,xyaccel,y
yaccel,z

 =



ρV 2
a S

2m
[−CD cosα + CL sinα] + T

m
ρV 2

a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
[−CD sinα− CL cosα]

 (5.34)
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Αντιστοιχα, το μοντελο του GPS με βαση το νεο διανυσμα παρατηρησης κατασκευαζεται
απο την σχεση [49] : urvr

wr

 = Va

cosα cos β
sin β

sinα cos β

 (5.35)

Έτσι τελικα εχουμε:

ygps =

VgxVgy
Vgz

 = (RG
B)−1

urvr
wr

+ +

WN

WE

WD

 (5.36)

η αντιστοιχα:

ygps = (RG
B)−1Va

cosα cos β
sin β

sinα cos β

+

WN

WE

WD

 (5.37)

Το pitot πλεον διατηρει το μοντελο:

ypitot = 1
2
ρV 2

a (5.38)

Τελος, το μοντελο για του ανεμοδεικτες γινεται:

yvan =
[
α
β

]
(5.39)

Η Ιακωβιανη μητρα των αισθητηρων κατασκευαζεται ως:

H =



∂yaccel,x
∂Va

. . .
∂yaccel,x
∂WD...

∂yGPS,V x
∂Va

. . .
∂yGPS,V x
∂WD...

∂ypitot
∂Va

. . .
∂ypitot
∂WD

∂yvanes,α
∂Va

. . .
∂yvanes,α
∂WD

∂yvanes,β
∂Va

. . .
∂yvanes,β
∂WD


9×6

(5.40)

Ο υπολογισμος των μερικων παραγωγων (5.40) παρατιθεται στο Παραρτημα Αʹ.5. Παρα-
κατω παραθετουμε ενδεικτικα αποτελεσματα απο το προσομοιωμενο φιλτρο.

5.4.6 Αποτελέσματα Model-Based υλοποίησης με δεδομένα προσομοίωσης

Όπως και στην προηγουμενη ενοτητα το φιλτρο αναπτυχθηκε με την βοηθεια της πλατ-
φορμας της MATLAB. Η υλοποιηση ειναι παρομοια με την ενοτητα 5.4.4
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Εικονα 39: MB-Kalman:Το διανυσμα ταχυτητων ανεμου στο πλαισιο NED. Συγκριση με-
ταξυ εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”). Οι σκιασμενες περιοχες
αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης

86



V
a
(m

/s
)

sensed to estimated comparison
V
a
(m

/s
)

reference to estimated comparison

V
a
(m

/s
)

sensed to estimated closeup

V
a
(m

/s
)

reference to estimated closeup

Kalman Filtering- Airspeed (Va)

300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

5

10

15

20

300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

5

10

15

20

360 370 380 390 400

6

8

10

12

14

16

360 370 380 390 400

8

10

12

14

16

Vasensed

Vakalman

Varef

Vakalman

Vasensed

Vakalman

Varef

Vakalman

Εικονα 40: MB-Kalman: Ταχυτητα αερος αεροσκαφους. Συγκριση αισθητηριακου, εκτιμω-
μενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπι-
στοσυνης
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Εικονα 41: MB-Kalman: Γωνια προσβολης αεροσκαφους (α). Συγκριση αισθητηριακου,
εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα
εμπιστοσυνης
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Εικονα 42: MB-Kalman: Γωνια πλαγιολισθησης αεροσκαφους (β). Συγκριση αισθητηρια-
κου, εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% δια-
στημα εμπιστοσυνης
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Kalman Filters: Estimation Error for MF and MB techniques

Εικονα 43: Συγκριση Σφαλματων εκτιμησης για τις Model-Based και Model-Free τεχνικες.
Στο υποβαθρο, η σκιασμενη περιοχη χαρακτηριζει διακυμανση του πραγματικου σηματος.
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5.4.6.1 Συμπεράσματα Δεδομενης της αξιοπιστης εκτιμησης των παραμετρων του μο-
ντελου, παρατηρουμε πως η Model-Based υλοποιηση του φιλτρου Καλμαν παρουσιαζει
μεγαλυτερη ακριβεια. Ειδικα στην περιπτωση εκτιμησης του των συνιστωσων του ανε-
μου (Εικονα 39) και της ταχυτητας αερος του αεροσκαφους (Εικονα 36), τα αποτελε-
σματα ειναι αισθητα καλυτερα. Όπως βλεπουμε απο την ποσοτικοποιηση των σφαλμα-
των των δυο τεχνικων (Εικονα 43) το σημαντικοτερο κερδος εγκειται στην απαλοιφη
μερικης προκαταληψης που παρατηρειται στο διανυσμα ταχυτητας αερος. Παρ’ ολα αυτα
, θα πρεπει να τονιστει πως σε περιπτωση πραγματικων διακυμανσεων στο διανυσμα
παραμετρων (ητοι μικρες αλλαγες στην αεροδυναμικη κατασταση του αεροσκαφους που
εκφραζονται με μικρες αλλαγες στις παραγωγους ευσταθειας) ειναι εξαιρετικα αμφιβολο
το κατα ποσο η Model-Based υλοποιηση παρουσιαζει καλυτερη επιδοση απο την αντι-
στοιχη Model-Free. Τελος, η υλοποιηση ενος Model-Based φιλτρου Καλμαν σε κλειστο
βροχο μπορει να οδηγησει σε ασταθεια σε περιπτωσεις αποτομων αλλαγων στο διανυ-
σμα των παραμετρων η σε εναν μη-βελτιστo συντονισμο των παραμετρων που αφορουν
τον παραγοντα εξασθενισης (λF )

5.5 Απομόνωση Αεροδυναμικών Συντελεστών

Επεξεργαζομενοι τις εξοδους των παραπανω βαθμιδων του αισθητηριακου συστηματος
και γνωριζοντας πλεον τις βασικες συστηματικες συνιστωσες των σφαλματων, θεωρουμε
οτι μπορουμε να εξαγουμε εκτιμησεις για:

• τις μεταφορικες επιταχυνσεις του αεροσκαφους [ax, ay, az]T

• τις γωνιακες ταχυτητες [p, q, r]T

• την δυναμικη πιεση q̄ = 1
2ρV

2
a

• τις γωνιες ευσταθειας α, β
Επισης, θεωρουμε πως εχουμε σχεδιασει καταλληλα φιλτρα για την εκτιμηση των πα-
ραγωγων των γωνιακων ταχυτητων [ṗ, q̇, ṙ] [96]
Συνδυαζοντας τα παραπανω με την γνωση των γεωμετρικων και αδρανειακων χαρακτη-
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ριστικων του αεροσκαφους, εκτιμαμε τις αεροδυναμικες δυναμεις και ροπες ως:

zCL
= −maz

q̄S
cosα + (max − T )

q̄S
sinα (5.41αʹ)

zCD
= −(max − T )

q̄S
cosα− maz

q̄S
sinα (5.41βʹ)

zCY
= may

q̄S
(5.41γʹ)

zCl
= 1

q̄Sb
(ṗJx − ṙJxz + qr(Jz − Jy)− qpJxz − τp) (5.41δʹ)

zCm = 1
q̄Sc̄

(
q̇Jy + pr(Jx − Jz) + (p2 − r2)Jxz

)
(5.41εʹ)

zCn = 1
q̄Sb

(ṙJz − ṗJxz + pq(Jy − Jx) + qrJxz) (5.41στʹ)

5.6 ΕκτίμησηΑβεβαιότηταςσύνθετωνΑεροδυναμικώνΜεταβλητώνμε
χρήση μεθόδων Monte-Carlo

Αντιθετα με την μεθοδο OLS, οι εκτιμητες Ολικων Ελαχιστων Τετραγωνων απαιτουν την
εκ των προτερων (a priori) γνωση η εκτιμηση των αβεβαιοτητων ολων των μεταβλη-
των εισοδου. Η μη σωστη κανονικοποιηση της μητρας D (μεσω του πινακα C), μπορει
να οδηγησει σε καθεστως τεχνητης στρεβλωσης (arti icial ill-conditioning) του προβλη-
ματος ελαχιστοποιησης, εισαγοντας διακυμανσεις και προκαταληψη (variations and bias)
στο διανυσμα παραμετρων. Συνεπως, η ακριβης εκτιμηση των οριων αβεβαιοτητας των
μεταβλητων εισοδου ειναι υψιστης σημασιας για την ευρωστια των εκτιμητων.
Η ποσοτικοποιηση της αβεβαιοτητας σε περιπτωσεις μη συνθετων η απευθειας μετρου-
μενων μεταβλητων πραγματοποιειται χρησιμοποιωντας τις προδιαγραφες των σχετικων
αισθητηρων. Αντιστοιχα , σε περιπτωσεις οπου η μεταβλητη προκυπτει ως εξοδος κα-
ποιου φιλτρου εκτιμησης καταστασης (State Estimation), η αβεβαιοτητα υπολογιζεται απο
την συνοδευομενη μητρα συνδιακυμανσης του διανυσματος καταστασης.
Απο την αλλη, υπαρχουν περιπτωσεις οπου οι μεταβλητες εισοδου κατασκευαζονται συν-
θετικα, με χρηση πολλαπλων παρατηρησεων απο διαφορετικους αισθητηρες η φιλτρα,
που υποκεινται σε ποικιλα σφαλματα. Για παραδειγμα, η μετρηση του συντελεστη κα-
θετης αντωσης (CL) εξαγεται χρησιμοποιωντας παρατηρησεις απο το επιταχυνσιομετρο
(ax, ay, az), το συστημα pitot-static (για την εκτιμηση της διαφορικης πιεσης αερα q̄), το
μοντελο της Ωσης (T ) και τους ανεμοδεικτες των γωνιων ευσταθειας (α, β):

zCL
(q̄, ax, az, α, T ) = −maz

q̄S
cosα + (max − T )

q̄S
sinα (5.42)

Συνηθως, σε τετοιες περιπτωσεις η εκτιμηση των επιπεδων αβεβαιοτητας πραγματοποιει-
ται με γραμμικοποιηση των συνθετων εξισωσεων της μορφης της (5.42) και την εφαρ-
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μογη του Γενικευμενου Νομου Διαδοσης των Σφαλματων (General Law of Error Propaga-
tion) [68]. Παρ’ολα αυτα, οι μεθοδοι αυτες συχνα αποτυγχανουν να εκτιμησουν αξιοπι-
στα τα ορια της αβεβαιοτητας, ειδικα οταν η διαδικασια εμπεριεχει ισχυρα μη γραμμικες
εξισωσεις, χρονομεταβλητες αβεβαιοτητες και μη κανονικα κατανεμημενες παρατηρησεις
[20]. Μια εναλλακτικη λυση σε αυτους τους περιορισμους ειναι η ποσοτικοποιηση της
αβεβαιοτητας με χρηση των αριθμητικων μεθοδων Monte Carlo. Η μεθοδος περιγραφε-
ται αναλυτικα παρακατω.
Θεωρουμε μια μετρουμενη ποσοτητα Z (στο εξης measurand) η οποια κατασκευαζεται
συνθετικα απο μια μη γραμμικη συναρτηση τυχαιων μεταβλητων (TM) Ξi ωστε:

Z = f(Ξ1, . . . ,Ξn) (5.43)

οπου ολες οι μεταβλητες Ξ προερχονται απο δειγματοληψια καποιων συναρτησεων πυ-
κνοτητας πιθανοτητας (ΣΠΠ), gΞj

(ξj).
Πρωτα απ’ολα , η ακολουθη αναλυση χρησιμοποιει σε θεμελιωδεις παραδοχες:

• Τα συστηματικα σφαλματα των μετρησεων ειναι γνωστα εκ των προτερων και
εχουν αφαιρεθει απο την τελικη μετρηση

• οι αβεβαιοτητες των TM εισοδου (∆Ξ) ειναι γνωστες με επαρκη ακριβεια
• οι μητρες συνδιακυμανσης των ΤΜ (ΣΞ) και των σφαλματων (Σ∆Ξ) ειναι διαθεσι-
μες η εχουν εκτιμηθει

H μεθοδος Monte Carlo (MC) βασιζεται στην επαναλαμβανομενη πραγματοποιηση της f
με δειγματοληψια των ΤΜ απο τις αντιστοιχες ΣΠΠ. Μετα το περας ενος μεγαλου πλη-
θους πραγματοποιησεων M (≥ 106), κατασκευαζουμε αριθμητικα την Αθροιστικη Συναρ-
τηση Κατανομης (ΑΚ) :

ĜZ(z) u P [Z ≤ z] (5.44)

Η αβεβαιοτητα εκτιμαται αντιστρεφοντας την ΑΚ και υπολογιζοντας τα ορια που αντι-
στοιχουν σε καποιον συντελεστη πιθανοτικης επικαλυψης p (συνηθως p = 95%). Μια
σχηματικη αναπαρασταση της διαδικασιας φαινεται στην Εικονα 44.
Εφοσον οι παραπανω προϋποθεσεις ικανοποιουνται, το σφαλμα ποσοτικοποιειται σε καθε
πραγματοποιηση i ≤M ως:

ε(Ξ) = Z − Z̃ = f(Ξ)− f(Ξ + ∆Ξ) (5.45)

οπου τα διανυσματα Ξ, ∆Ξ ειναι δειγματα των παραπανω ΣΠΠ.
Γενικα υποθετουμε πως οι ΤΜ εισοδου (Ξ) ανηκουν σε γνωστα προκαθορισμενα δια-
στηματα ονομαστικης καταστασης η λειτουργιας. Για τον λογο αυτο ,τα δειγματα των
εισοδων αντληθηκαν απο ομοιομορφες κατανομες. Επισης, θα πρεπει να σημειωθει πως,
σε εφαρμογες αεροδυναμικης, οι περισσοτερες μεταβλητες που συνθετουν την f εχουν
αρκετα υψηλη ετεροσυσχετιση.
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Η κατασκευη ομοιομορφων κατανομων με ετεροσυσχετιση, γινεται με τη βοηθεια του
θεωρηματος του Sklar και την χρηση Gaussian Copulas [45]. Έτσι, στην περιπτωση πο-
λυμεταβλητων ομοιομορφων κατανομων (joint rectangular distributions) οι μεταβλητες
εισοδου κατασκευαζονται ως εξης:

CG(u1, . . . , un) = ΦR

(
Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un)

)
(5.46)

⇒ (u1, . . . , un) ∼ U(0, 1) (5.47)

οπου CG : [0, 1]n → [0, 1] ειναι η γκαουσιανη copula, ΦR μια πολυμεταβλητη γκαουσιανη
κατανομη μηδενικης μεσης τιμης και συνδιακυμανσης ΣΞ και Φ−1 η αντιστροφη συναρ-
τηση ΑΚ μιας κανονικης (standard normal) ΤΜ. Έτσι, καταληγουμε με ενα συνολο συ-
σχετισμενων μεταβλητων με ομοιομορφες οριακες κατανομες.
Οι ομοιομορφα κατανεμημενες μεταβλητες U μετατοπιζονται και κλιμακωνονται ετσι ωστε
να αντιστοιχουν στα προκαθορισμενα διαστημα ονομαστικης καταστασης των εισοδων:

ξj = r(−) +
(
r(+) − r(−)

)
uj (5.48)

Τα εικονικα σφαλματα των μετρησεων αντλουνται απο πολυμεταβλητες γκαουσιανες κα-
τανομες:

∆Ξ ∼ N (0,Σ∆Ξ) (5.49)
Μετα το περας των M πραγματοποιησεων μπορουμε πλεον να κατασκευασουμε μια εκτι-
μητρια της ΑΚ του σφαλματος (Ĝε). Χρησιμοποιωντας εναν συντελεστη πιθανοτικης επι-
καλυψης της ταξης του 95%, τα ανω και κατω ορια της αβεβαιοτητας

[
U(−) , U(+)

]
ποσο-

τικοποιουνται ως : [
U(−) , U(+)

]
=
[
Ĝ−1
ε (0.025), Ĝ−1

ε (0.975)
]

(5.50)

Για το σκοπο την συγκεκριμενης υλοποιησης, τα σφαλματα αυτα προσεγγιζονται απο
κανονικες κατανομες μηδενικης μεσης τιμης και διακυμανσης:

σ̂2
ε :=

max
(
|U(−) |, |U(+)|

)
1.96

2

(5.51)

Ένα παραδειγμα υλοποιησης της μεθοδου με χρηση MATLAB φαινεται στην Εικονα 45.
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Εικονα 44: Σχηματικη αναπαρασταση της διαδικασιας ποσοτικοποιησης του σφαλματος
με χρηση MC

Εικονα 45: Εκτιμησης αβεβαιοτητας της μετρησης του συντελεστη καθετης Άντωσης με
χρηση της μεθοδου MC

6 Πειραματική Επαλήθευση των Αλγορίθμων

6.1 Γενικά

Οι διαδικασιες που σχεδιασαμε παραπανω, αφορουν την εξυπηρετηση αναγκων πειραμα-
τικης πλατφορμας υπο πραγματικες συνθηκες. Για τον λογο αυτο, η επιδοση των αλγο-
ριθμων εκτιμησης που αναπτυξαμε επαληθευτηκαν με πειραματικα δεδομενα που απο-
κτηθηκαν απο δοκιμαστες πτησεις του UAV σταθερης πτερυγας του τμηματος των ενα-
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εριων εφαρμογων του Control Systems Lab9 της Σχολης Μηχανολογων Μηχανικων του
ΕΜΠ.

6.2 Η πειραματική πλατφόρμα UnATRaP

Οι δοκιμαστικες πτησεις πραγματοποιηθηκαν με την χρηση του μεσσαιου-μεγεθους μη
επανδρωμενου αεροσκαφους σταθερης πτερυγας UnATRaP (Unmanned Aerial Testbed for
Rapid Prototyping). Η συγκεκριμενη πλατφορμα συναρμολογηθηκε και αναπτυχθηκε απο
τον Γιωργο Ζωγοπουλο-Παπαλιακο, διδακτορικο ερευνητη της Σχολης Μηχανολογων Μη-
χανικων του ΕΜΠ. Το συγκεκριμενο αεροσκαφος ανηκει στο στολο των εναεριων οχημα-
των του Control Systems Lab υπο την εποπτεια του Δρ. Κωνσταντινου Κυριακοπουλου.
Η πλατφορμα του UnATRap τροφοδοτειται απο εναν 32cc κινητηρα εσωτερικης καυ-
σης, αποδοσης 3.8 HP και χωρητικοτητας καυσιμου 1 lt, που επιτρεπει μεγαλη ανθε-
κτικοτητα, επαρκες ωφελιμο φορτιο (∼ 2.5 kg) και σχετικα ικανοποιητικο ευρος πτη-
σης (36 km). Απο την αλλη, οι κινητηρες εσωτερικης καυσεις μειονεκτουν ως προς την
στιβαροτητα εξαιτιας των παραγομενων δονησεων μεγαλου πλατους. Η τοποθετηση του
αισθητηριακου συστηματος πρεπει να γινει με μεγαλη προσοχη και με στοχο την μεγα-
λυτερη δυνατη αποσβεση των δονησεων. Το ανοιγμα πτερυγας αγγιζει τα 2.7m και η
συνολικη επιφανεια αντωσης (S) τα (0.92 m2). Τα βασικα γεωμετρικα χαρακτηριστικα
της πλατφορμας συνοψιζονται στον Πινακα 8.
Το UnATRap ειναι εξοπλισμενο με ενα αισθητηριακο συστημα μεσαιου προς χαμηλου
κοστους. Περιλαμβανει τον ελεγκτη Pixhawk ο οποιος ενσωματωνει μοναδες IMU, GPS,
Gyro καθως και ενα εσωτερικο φιλτρο Καλμαν για εκτιμηση των γωνιων Euler. Τα λογι-
σμικο που χρησιμοποιηθηκε για την λειτουργια του Pixhawk ηταν το Ardupilot. Στο αε-
ροσκαφος ενσωματωθηκε και ιδιοκατασκευασμενο συστημα μετρησης δεδομενων αερος,
που αναπτυχθηκε στο πλαισιο των δρασεων του εργαστηριου απο τον Γιωργο Ζωγοπουλο-
Παπαλιακο (περισσοτερες πληροφοριες για την αναπτυξη και την βαθμονομηση του συ-
στηματος βρισκονται στην πηγη [104]). Οι ποσοτητες που καταγραφηκαν κατα την διαρ-
κεια των πτησεων συνοδευομενες απο τους αντιστοιχους ρυθμους δειγματοληψιας συ-
νοψιζονται στον πινακα 9. Χαρακτηριστικες οψεις του UnATRaP φαινονται στην Εικονα
46.

Symbol Name Value Units
m0 zero fuel mass 11.6 kg
mF operating mass 12.6 kg
c̄ mean chrod 34 cm
b wingspan 2, 72 m
S wing area 0.92 m2

Πινακας 8: Γεωμετρικα Χαρακτηριστικα UnATRaP

9http://www.controlsystemslab.gr/main/
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No Contained in Description Logging Rate (Hz)
1 IMU IMU1 Accelerometer and Gyroscope 50
2 IMU2 IMU2 Accelerometer and Gyroscope 50
3 ATT Used Euler angles 25
4 POS Used latitude, longitude and altitude 25
5 NKF1 Internal Kalman ilter Euler Angles 25
6 NKF1 Internal Kalman NED coordinates 25
7 NKF1 Internal Kalman NED velocities 25
8 NKF1, NKF2 Internal Kalman gyroscope and magnetometer 25
9 NKF2 Internal Kalman planar wind components 25
10 BARO Temperature and barometric pressure inside

autopilot
10

11 ARSP Differential Pressure, air temperature 10
12 ARSP Calculated airspeed 10
13 RCIN Pilot RC commands 10
14 RCOU Commands to servos 10
15 RPM Engine RPM 10
16 CUR2 Wind vane information 10
17 STAT isFlying state lag 5
18 MODE Flight mode Event

Πινακας 9: Οι καταγραφομενες ποσοτητες απο το συστημα ληψης και επισκοπησης δε-
δομενων του UnARTaP

Εικονα 47: Το μη επανδρωμενο αεροσκαφος σταθερης πτερυγας UnATRaP
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Εικονα 46: Χαρακτηριστικες οψεις του UnATRaP

6.3 Οι πειραματικές πτήσεις

Οι πειραματικες πτησεις ελαβαν χωρα στην Αερολεσχη του Καστρου Βοιωτιας. Αντλη-
σαμε δεδομενα απο τρεις διαφορετικες δοκιμαστικες πτησεις με διαφορετικες συνθηκες
συστηματικης διεγερσης και υποβοηθουμενου ελεγχου. Η πρωτη πτηση πραγματοποιη-
θηκε με υποβοηθηση του συστηματος αυτοματου πιλοτου και περιεχει ελιγμους μικρου
πλατους. Η δευτερη πραγματοποιηθηκε χωρις υποβοηθηση απο το συστημα αυτοματου
πιλοτου και περιεχει ελιγμους μεγαλου πλατους και υψηλου συχνοτικου περιεχομενου,
διεγειροντας κατα τοπους τοσο τον εγκαρσιο οσο και τον διαμηκη αξονα του αεροσκα-
φους. Η τριτη πραγματοποιηθηκε επισης χωρις την βοηθεια αυτοματου πιλοτου με το
αεροσκαφος να βρισκεται σε κυριο λογο σε κατασταση σταθερης πτησης με μικρη διε-
γερση στους αξονες.
Για τις αναγκες της εκτιμησης του αεροδυναμικου μοντελου, χρησιμοποιησαμε δεδομενα
απο την δευτερη πτηση. Η επιλογη βασιστηκε στο μεγαλο πληροφοριακο ευρος των
δεδομενων. Η χειροκινητη πλοηγηση επετρεψε την καταγραφη ελιγμων μεγαλου πλα-
τους και υψηλου συχνοτικου περιεχομενου, συνθηκες ιδανικες για την πλουσια διεγερση
της εισοδου και την αποτελεσματικη εκτιμηση του διανυσματος παραμετρων. Η πτηση
2 διηρκεσε 3000 δευτερολεπτα και περιελαμβανε περιοδους ξεχωριστης διεγερσης του
εγκαρσιου και διαμηκους αξονα.
Οι ξεχωριστες περιοδοι διεγερσης σημειωνονται στην εικονα των σηματων εκτροπης των
επιφανειων ελεγχου (Εικονα 48). Επισης, παραθετουμε ενδεικτικα τις γωνιες Euler (Ει-
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κονα 49) και τις παρατηρουμενες ταχυτητες εδαφους απο το GPS (Εικονα 50).
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Εικονα 48: Τα σηματα εκτροπης των επιφανειων ελεγχου για την δευτερη πτηση. Οι
σκιασμενες περιοχες αντιστοιχουν στις διεγερσεις των αξονων του αεροσκαφους

(Πρωτα στον εγκαρσιο και επειτα στον διαμηκη)
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Εικονα 49: Τα σηματα εκτροπης των γωνιων Euler για την πειραματικη πτηση 2
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Εικονα 50: Τα σηματα ταχυτητων εδαφους για την πειραματικη πτηση 2
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Εικονα 51: Το αεροσκαφος κατα την διαρκεια των πειραματικων πτησεων
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6.4 Αποτελέσματα MF φίλτρου Κάλμαν
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Στην Εικονα 52 φαινονται οι εξοδοι του φιλτρου Καλμαν για την τριαδα αεροδυναμικης
ευσταθειας για την δευτερη πειραματικη πτηση. Καθοτι δεν υπαρχουν τιμες αναφορας,
η συγκριση γινεται μονο με το σημα του αισθητηρα. Παρατηρουμε πως, τα σηματα εκτι-
μησης παρουσιαζουν χαμηλοτερη μεταβλητοτητα, πραγμα αναμενομενο λογω της απαλοι-
φης του θορυβου.

6.5 Αποτελέσματα Εκτίμησης Δυναμικού Μοντέλου

Εν προκειμενω, η πειραματικη εκτιμηση των δυναμικων παραμετρων πραγματοποιηθηκε
σε δυο σταδια. Πρωτα απομονωσαμε τις ομαδες δεδομενων που αντιστοιχουσαν στις
περιοδους διεγερσης του εγκαρσιου και διαμηκους αξονα του αερσοσκαφους. Αυτες οι
ομαδες δεδομενων (clusters) χρησιμοποιηθηκαν για την εκπαιδευση των μοντελων μας
και την εκτιμηση των παραμετρων βασης (Batch Parameters). Ο εκτιμητης που χρησι-
μοποιηθηκε ηταν ο PCA-TLS. Η επαληθευση των εκτιμησεων εγινε με χρηση των εξι-
σωσεων (5.31αʹ)-(6.6), οπου οι εκτιμωμενες παραμετροι χρησιμοποιηθηκαν για να ανα-
κατασκευασουν την τριαδα αεροδυναμικης ευσταθειας. Τελος, συγκριναμε τα ανακατα-
σκευασμενα σηματα με τα αντιστοιχα εκτιμωμενα απο το φιλτρο Καλμαν προκειμενου
να διαπιστωσουμε την αξιοπιστια της εκτιμησης. Σε καθε εκτιμωμενο μοντελο, παραμε-
νουν μονο οι παραμετροι που ικανοποιουν τις συνθηκες στατιστικης σημαντικοτητας της
ενοτητας 4.2.1.
Θεωρουμε πως το συχνοτικο περιεχομενο της δυναμικης του αεροσκαφους δεν ξεπερ-
ναει το φασμα των 10Hz. Θα πρεπει να τονιστει πως το αισθητηριακο συστημα ειναι
ευαισθητο στις παραγομενες δονησεις απο τον κινητηρα, εισαγοντας συνηθως υψισυ-
χνο θορυβο στα δεδομενα. Επιλεξαμε σχετικα υψηλες συχνοτητες δειγματοληψιας, μα-
κρια απο τις αρμονικες συχνοτητες των δονησεων προκειμενου να αποφυγουμε την συ-
χνοτικη επικαλυψη (aliansing) κοντα στις περιοχες ενδιαφεροντος του φασματος των αι-
σθητηριακων σηματων. Eπισης, για τον ιδιο λογο οπως και για την εκτιμηση μη απευ-
θειας μετρουμενων παραγωγων (.. ṗ, q̇, ṙ), τα σηματα εξοδου επεξεργαζονται με καταλ-
ληλα προσαρμοστικα FIR βαθυπερατα η ζωνoπερατα φιλτρα. Για λεπτομερεις πληροφο-
ριες αναφορικα με την αρχιτεκτονικη των φιλτρων που χρησιμοποιηθηκαν σε αυτην την
εφαρμογη, ο αναγνωστης παραπεμπεται στο εγχειριδιο [96].
Τελος, θα πρεπει να αναφερθει πως η Ωση και η ροπη του κινητηρα εκτιμηθηκαν με
πολυωνυμικα μοντελα υψηλης ταξης τα οποια αναπτυχθηκαν με βαση τα παρεχομενα
μοντελα των κατασκευαστων. Επισης, η εκτιμηση των επιπεδων αβεβαιοτητας για τις
μετρησεις των αεροδυναμικων συντελεστων εγινε με χρηση της μεθοδου Monte Carlo
που αναπτυχθηκε στην ενοτητα 5.6.

6.5.1 Εκμάθηση Μοντέλων

Στις παρακατω εικονες καταγραφονται τα δεδομενα εκμαθησης των μοντελων. Το πανω
διαγραμμα καθε εικονας συγκρινει το διανυσμα παρατηρησης που χρησιμοποιηθηκε για
την εκμαθηση με το εκτιμωμενο μοντελο. Στη μεση παρατιθενται οι χρονικη εξελιξη ση-
μαντικων παραμετρων του μοντελου. Το κατω διαγραμμα παρουσιαζει την χρονικη εξε-

104



λιξη των ιδιαζουσων τιμων και το προκαθορισμενο κατωφλι επαρκους διεγερσης. Οι σκια-
σμενες περιοχες αφορουν τις περιοχες επαρκους διεγερσης ολων των φασματικων κα-
τευθυνσεων των εκτιμητων. Στον Πινακα 10 παρατιθενται ολες οι εκτιμωμενοι παραμε-
τροι που αφορουν τις αεροδυναμικες δυναμεις. Δυστυχως, μεχρι το περας της συγκεκρι-
μενης μελετης, δεν ειχαμε προσβαση στην μητρα ροπων αδρανειας του αεροσκαφους -
η οποια πρεπει να προσδιοριστει πειραματικα.
Τα εκτιμωμενα μοντελα εχουν την παρακατω δομη:

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (6.1)
CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ+ CDT c

Tc (6.2)
CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (6.3)

Παράμετρος Τιμή Σφάλμα (±1σ) Στατιστική Σημαντι-
κότητα

CL0 0.2933 0.026 Y
CLα 3.6070 0.0334 Y
CLqn

2.3550 2.6010 N
CLδe

0.0711 0.058 N
CD0 0.1268 0.0179 Y
CDα 0.1268 0.0103 Y
CDα2 1.9081 0.1917 Y
CDqn

0.2904 0.3118 N
CDδe

0.0068 0.1793 N
CDTc

0.0152 0.0090 Y
CY0 0.00312 0.081 N
CYβ

0.6696 0.049 Y
CYpn

0.1055 0.0355 Y
CYrn

0.5134 0.6379 N
CYδa

0.0032 0.0019 N
CYδr

−0.1257 0.0130 Y

Πινακας 10: Εκτιμωμενες αεροδυναμικοι παραμετροι του UnATRaP
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Εικονα 53: PCA-TLS: Πειραματικη εκτιμηση Συντελεστη Καθετης Άντωσης (CL)
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6.5.2 Επαλήθευση Μοντέλου

Η επαληθευση του μοντελου θα πραγματοποιηθει με την επιλυση του διαφορικου μο-
ντελου των δυναμεων αξονων ανεμου:

V̇α = − q̄S
m
CDW

+ T

m
cosα cos β (6.4)

+ g(cosϕ cos θ sinα cos β + sinϕ cos θ sin β − sin θ cosα cos β)
= Φ1(t)

α̇ = − q̄S

mVa cos β
CL + q − tan β(p cosα + r sinα)− T sinα

mVa cos β
(6.5)

+ g

Va cos β
(cosϕ cos θ cosα + sin θ sinα)

= Φ2(t)

β̇ = q̄S

mVa
CYW

+ p sinα− r cosα + g

Va
cos β sinϕ cos θ (6.6)

+ sin β
Va

(g cosα sin θ − g sinα cosϕ cos θ + T cosα
m

)

= Φ3(t)

Η ολοκληρωση γινεται με την μεθοδο Runge-Kutta. Καθοτι οι εξισωσεις τροφοδοτουνται
απο το γυροσκοπιο που εμπεριεχει θορυβο, η ολοκληρωση διορθωνεται περιοδικα απο
τις ταχυτητες εδαφους που καταγραφει το GPS. Τα αποτελεσματα παρατιθενται στην
εικονα 56. Οι αποκλισεις απο τις τιμες αναφορας (πληρες MF φιλτρο Καλμαν) παρατι-
θενται στον Πινακα 11.

Reconstructed Variable MAE Units
Varec 1.2 m/s
αrec 0.87 deg
βrec 0.52 deg

Πινακας 11: Αποκλισεις ανακατασκευασμενων μεταβλητων απο τις αντιστοιχες εκτιμω-
μενες απο το φιλτρο Καλμαν
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6.6 Συμπεράσματα

Στην μελετη αυτη, αναπτυξαμε μεθοδους εκτιμησης παραμετρων του αεροδυναμικου μο-
ντελου με χρηση αβεβαιων αισθητηριακων δεδομενων. Επιδιωκαμε μια αποδοτικη με-
θοδο με οριζοντα το χαμηλο κοστος υλοποιησης. Για τον λογο αυτο, προτειναμε αντι
της χρησης αεροσηραγγας και κοστοβορων πειραματων, την εκτιμηση του αεροδυναμι-
κου μοντελου με πραγματοποιηση δοκιμαστικων πτησεων ενος μικρου μη επανδρωμενου
αεροσκαφους που εξοπλιστηκε με ενα τυπικο αισθητηριακο συστημα χαμηλου κοστους.
Η κυριαρχη ανεπαρκεια αυτων των μεθοδων εγκειται στις αβεβαιοτητες των αισθητη-
ριακων σηματων που προκαλουνται ειτε απο συστηματικα σφαλματα, ειτε απο θορυβο
ειτε απο περιβαλλοντικες διαταραχες. Τα συστηματικα σφαλματα των ιδιοκατασκευασμε-
νων αισθητηρων εκτιμηθηκαν με πειραματα βαθμονομησης σε μικρη αεροσηραγγα ενω
για το υπολοιπο μερος του αισθητηριακου συστηματος η απαλοιφη τους εγινε με τα
εργαλεια και τις προδιαγραφες που παρεχουν οι κατασκευαστες.
Περαιτερω βελτιωση των κρισιμων σηματων για την ευσταθεια του αεροσκαφους
(Va, α, β) υλοποιηθηκε με την χρηση φιλτρων καλμαν. Οι αλγοριθμοι αυτοι καταφεραν
να απομονωσουν τις περιβαλλοντικες διαταραχες (ανεμος) των οποιων η επιδραση θε-
ωρειται κρισιμη για αεροσκαφη μικρης η μεσαιας κλιμακας. Το φιλτρο αναπτυχθηκε με
δυο τεχνικες : μια ανεξαρτητη του αεροδυναμικου μοντελου και μια βασισμενη στις εκτι-
μωμενες παραμετρους. Η επιδοση τους κριθηκε πολυ ικανοποιητικη τοσο σε προσομοιω-
μενο περιβαλλον οσο και σε συνθηκες πραγματικου πειραματος.
Καθοτι ομως τα σηματα εξακολουθουν να φερουν αβεβαιοτητες, αποφασισαμε να απορ-
ριψουμε την χρηση εκτιμητων OLS για το αεροδυναμικο μοντελο και αντ’ αυτων να ανα-
πτυξουμε νεους, βασισμενους στην νεοτερη μεθοδο των TLS. Παρολο που η μαθηματικη
αναλυση των TLS εκτιμητων ειναι αρκετα πιο συνθετη, οι εκτιμησεις τους -οπως φα-
νηκε και απο τα προσομοιωμενα δεδομενα- ειναι πολυ πιο αξιοπιστες απο αυτες των
OLS. Επισης, καθοτι τα σηματα εισοδου του αεροσκαφους δεν ακολουθουν την αρχη
της διαρκους διεγερσης, χρησιμοποιησαμε τις αρχες της Αναλυσης Πρωτευουσων Συνι-
στωσων προκειμενου να προστατεψουμε την καταρρευση των εκτιμητων μας απο ανε-
παρκη διεγερση. Ακομα, οι χρονικες αλλαγες στο μοντελο παρακολουθουνται απο ενα
προσαρμοστικο εκθετικο παραθυρο παρατηρησης με σκοπο την βελτιστη προσαρμογη
των εκτιμητων σε διακυμανσεις των παραμετρων.
Η ολη τεχνογνωσια επιβεβαιωθηκε πειραματικα με την χρηση μικρου μη επανδρωμενου
αεροσκαφους σταθερης πτερυγας που ανεπτυξε το Control Systems Lab. Όπως ειδαμε,
παρα τον περιορισμενο ογκο δεδομενων που ειχαμε στη διαθεση μας τα αποτελεσματα
της εκτιμησης ηταν ικανοποιητικα. Η χαμηλη υπολογιστικη πολυπλοκοτητα του PCA-TLS
επιτρεπει την ενσωματωση των εκτιμητων στον on-board υπολογιστη του αεροσκαφους
για συνεχη παρακολουθηση των παραμετρων και την ανιχνευση πιθανων σφαλματων εν
πτησει.
Μελλοντικος στοχος ειναι η ενσωματωση των PCA-TLS εκτιμητων σε συστηματα με πιο
συνθετη, καθαρα μη-γραμμικη αεροδυναμικη συμπεριφορα η που υποστηριζουν ακομη
πιο περιορισμενο αισθητηριακο συστημα.
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Παράρτημα Αʹ Υπολογισμός Θεμελειωδών Παραγώγων

Αʹ.1 Συμβολισμοί

Για λογους συντομιας, χρησιμοποιουμε τους παρακατω συμβολισμους για τoυς παρα-
κατω τριγωνομετρικους αριθμους των βασικων γωνιων του αεροσκαφους

cosα = cα (Αʹ.1)
sinα = sα (Αʹ.2)
cos β = cβ (Αʹ.3)
sin β = sβ (Αʹ.4)
tan β = τβ (Αʹ.5)
cosϕ = cϕ (Αʹ.6)
sinϕ = sϕ (Αʹ.7)
cos θ = cθ (Αʹ.8)
sin θ = sθ (Αʹ.9)

cosψ = cψ (Αʹ.10)
sinψ = sψ (Αʹ.11)

Αʹ.2 Αεροδυναμικές Τάσεις

Οι αεροδυναμικες τασεις στο κεντρο μαζας του αεροσκαφους εχουν ως:

X = 1
2
ρV 2

a SCX = 1
2
ρV 2

a S(−cαCD + sαCL) (Αʹ.12)

Y = 1
2
ρV 2

a SCY (Αʹ.13)

Z = 1
2
ρV 2

a SCZ = 1
2
ρV 2

a S(−sαCD − cαCL) (Αʹ.14)

Όπου {CX , CY , CZ , CL, CD} ειναι το συνολο των αδιάστατων αεροδυναμικών συντελε-
στών των αεροδυναμικών τάσεων.
Χρησιμοποιωντας το μοντελο των (3.31αʹ)-(3.31στʹ), προχωραμε στον υπολογισμο των
αντιστοιχων παραγωγων του μοντελου ως προς την τριαδα ευσταθειας (Va, α, β):

119



∂CL
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

CLqn (Αʹ.15)

∂CL
∂α

=CLα (Αʹ.16)
∂CL
∂β

=0 (Αʹ.17)
∂CD
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

CLqn (Αʹ.18)

∂CD
∂α

=CDα + 2CDα2α (Αʹ.19)
∂CD
∂β

=0 (Αʹ.20)
∂CX
∂Va

= c̄q

2V 2
a

(CDqncα − CLqnsα) (Αʹ.21)

∂CX
∂α

=(CD + ∂CL
∂α

)sα + (CL −
∂CD
∂α

)cα (Αʹ.22)
∂CX
∂β

=0 (Αʹ.23)
∂CY
∂Va

=− b

2V 2
a

(CYpnp+ CYrnr) (Αʹ.24)

∂CY
∂α

=0 (Αʹ.25)
∂CY
∂β

=CYβ
(Αʹ.26)

∂CZ
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

(CDqnsα + CLqncα) (Αʹ.27)

∂CZ
∂α

=− (CD + ∂CL
∂α

)cα + (CL −
∂CD
∂α

)sα (Αʹ.28)
∂CX
∂β

=0 (Αʹ.29)

Αʹ.3 Ιακωβιανή Μήτρα Μοντέλου Δυνάμεων του Άξονα ανέμου

Υπενθυμιζουμε πως οι εξιωσεις δυναμεων στο πλαισιο ανεμου εχουν ως:

V̇α=− q̄S

m
CDW

+ T

m
cαcβ + g(cϕcθsαcβ + sϕcθsβ − sθcαcβ) = Φ1(t) (Αʹ.30)

α̇ =− q̄S

mVacβ
CL + q − τβ(pcα + rsα)− Tsα

mVacβ
+ g

Vacβ
(cϕcθcα + sθsα)= Φ2(t) (Αʹ.31)

β̇ = q̄S

mVa
CYW

+ psα − rcα + g

Va
cβsϕcθ + sβ

Va
(gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m
) = Φ3(t) (Αʹ.32)
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οπου:

CDW
= CDcβ − CY sβ (Αʹ.33)

CYW
= CY cβ + CDsβ (Αʹ.34)

Παραγωγιζοντας ως προς την τριαδα αεροδυναμικης ευσταθειας εχουμε:
∂Φ1

∂Va
=−m−1SρVaCDW

(Αʹ.35)

∂Φ1

∂α
=g(cβsαsθ + cαcβcϕcθ)−m−1Tcβsα −m−2SV 2

a ρcβ
∂CD
∂α

(Αʹ.36)

∂Φ1

∂β
=− 2m−2SρV 2

a CYW
+ g (cβcθsϕ + cαsβsθ − cϕsαsβcθ)−m−1Tcαsβ (Αʹ.37)

∂Φ2

∂Va
= 1

2mV 2
a cβ

(
2Tsα + ρV 2

a SCL − 2mgcαcϕcθ
)

(Αʹ.38)

∂Φ2

∂α
=− 1

mVacβ

(
Tcα − 1/2ρV 2

a CLα − gmcαsθ +mVarcαsβ + gmcϕsαcθ
)

(Αʹ.39)

∂Φ2

∂β
= 1
mVac2

β

(
gmsαsβsθ −mVapcα −mVarsα − 2Tsαsβ + 1/2ρV 2

a sβCL

+ gmcαcϕsβcθ (Αʹ.40)
∂Φ3

∂Va
= ρS

2m
CYW

− g

V 2
a

cβsϕcθ −
sβ
V 2
a

(
gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m

)
(Αʹ.41)

∂Φ3

∂α
=
ρVaSsβ(CDα + 2αCDα2 )

2m
+ pcα + rsα −

sβ
Va

(
gsαsθ − gcαcϕcθ −

Tsα
m

)
(Αʹ.42)

∂Φ3

∂β
= q̄S

mVa

(
cβCD − sβCY + cβCYβ

)
+ g

Va
sβsϕcθ −

cβ
Va

(
gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m

)
(Αʹ.43)

Αʹ.4 Ιακωβιανή μήτρα αισθητήρωνModel-Free Υλοποίησης

Οι ασθητηρες εκφραζονται ως προς το διανυσμα καταστασης:

x =
[
ur vr wr WN WE WD

]T (Αʹ.44)

Αʹ.4.1 GPS

Το σχετικο μοντελο του GPS ειναι:y1
y2
y3

 =

VNVE
VD

 =
(
RG
B

) urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.45)
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Οι σχετικες παραγωγοι ειναι:

∂VN
∂ur

= cθcψ (Αʹ.46)
∂VN
∂vr

= sϕsθcψ − cϕsψ (Αʹ.47)
∂VN
∂wr

= cϕsθcψ + sϕsψ (Αʹ.48)
∂VN
∂WN

= 1 (Αʹ.49)
∂VN
∂WE

= 0 (Αʹ.50)
∂VN
∂WD

= 0 (Αʹ.51)
∂VE
∂ur

= cθsψ (Αʹ.52)
∂VE
∂vr

= sϕsθsψ + cϕcψ (Αʹ.53)
∂VE
∂wr

= cϕsθsψ − sϕcψ (Αʹ.54)
∂VE
∂WN

= 0 (Αʹ.55)
∂VE
∂WE

= 1 (Αʹ.56)
∂VE
∂WD

= 0 (Αʹ.57)
∂VD
∂ur

= −sθ (Αʹ.58)
∂VD
∂vr

= sϕcθ (Αʹ.59)
∂VD
∂wr

= cϕcθ (Αʹ.60)
∂VD
∂WN

= 0 (Αʹ.61)
∂VD
∂WE

= 1 (Αʹ.62)
∂VD
∂WD

= 0 (Αʹ.63)

Αʹ.4.2 Pitot

Το μοντελο του pitot ειναι:
ypitot = 1

2
ρ
(
u2
r + v2

r + w2
r

)
(Αʹ.64)
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Οι σχετικες παραγωγοι ειναι:
∂ypitot
∂ur

= ρur (Αʹ.65)
∂ypitot
∂vr

= ρvr (Αʹ.66)
∂ypitot
∂wr

= ρwr (Αʹ.67)
∂ypitot
∂WN

= 0 (Αʹ.68)
∂ypitot
∂WE

= 0 (Αʹ.69)
∂ypitot
∂WD

= 0 (Αʹ.70)

Αʹ.4.3 Ανεμοδείκτες Ευστάθειας

Το μοντελο των ανεμοδεικτων ειναι:

yvn =
[
yvn,α
yvn,β

]
=


arctan

(
ur
wr

)

arcsin

 vr√
u2
r + v2

r + w2
r


 (Αʹ.71)

Οι αντιστοιχες παραγωγοι ειναι:
∂yvn,α
∂ur

= ur
u2
r + w2

r

(Αʹ.72)

∂yvn,α
∂vr

= 0 (Αʹ.73)
∂yvn,α
∂wr

= − wr
u2
r + w2

r

(Αʹ.74)

∂yvn,β
∂ur

= − urvr
2ρ2(1− 4v2

r)(u2
r + v2

r + w2
r)2 (Αʹ.75)

∂yvn,β
∂vr

= 2
ρ
√
u2
r + v2

r + w2
r

− 2ρv2
r

(1− 4v2
r)(u2

r + v2
r + w2

r)
(Αʹ.76)

∂yvn,β
∂wr

= − vrwr
2ρ2(1− 4v2

r)(u2
r + v2

r + w2
r)2 (Αʹ.77)

Αʹ.5 Ιακωβιανή μήτρα αισθητήρωνModel Based Υλοποίησης

Οι model-based τεχνικες εκτιμησης καταστασης απαιτουν τον υπολογισμο των παραγω-
γων των μοντελων των αισθητηρων Sensor Jacobians σε σχεση με την τριαδα ευστα-
θειας (Va, α, β):
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Αʹ.5.1 Επιαταχυνσιόμετρο

Το μοντελο του επιταχυνσιομετρου ως πrος την τριαδα ευσταθειας εκφραζεται ως:

zaccel =

yaccel,xyaccel,y
yaccel,z

 =



ρV 2
a S

2m
CX

ρV 2
a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
CZ


=



ρV 2
a S

2m
[−CDcα + CLsα] + T

m
ρV 2

a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
[−CDsα − CLcα]

 (Αʹ.78)

Οι σχετικες παραγωγοι ειναι:

∂yaccel,x
∂Va

=ρV
2
a

2m
(2CX
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) (Αʹ.79)
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∂yaccel,x
∂β

=0 (Αʹ.81)

∂yaccel,y
∂Va

=ρV
2
a

2m
(2CY
V a

+ ∂CY
∂Va

) (Αʹ.82)
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Αʹ.5.2 GPS

Κανουμε χρηση των εκτιμησεων του GPS για την ταχυτητα εδαφους (VG = [VN , VE, VD])

VNVE
VD

 = (RG
B)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.88)

Οι σχετικες ταχυτητες του αεροσκαφους μπορουν να εκφραστουν στους αξονες ανεμου:urvr
wr

 = Va

cαcβsβ
sαcβ

 (Αʹ.89)
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Έτσι:  VV
VD

 = (RG
B)−1Va

cαcβsβ
sαcβ

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.90)

Διαφοριζοντας ως προς Va, α, β εχουμε:

∂
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VgxVgy
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 = (RG
B)−1
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 (Αʹ.91)
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Ευρετήριο Γραφημάτων και Εικόνων

1 Αδρανειακο Πλαισιο NED 10

2 Σωματοδετο Πλαισιο (Body Frame) 10

3 Πλαισιο Ανεμου (Wind Frame) 10

4 Τυπικη αρχιτεκτονικη επιφανειων ελεγχου σε α/φος σταθερης πτερυγας 12

5 Το τριγωνο του Ανεμου (Wind Triangle) 14

6 Αρχιτεκτονικη του φιλτρου Dryden για την παραγωγη ριπων ανεμου 15

7 Οι τιμες των παραμετρων του φιλτρου Dryden αναλογα με το υψομετρο και
την επιθυμητη ενταση 15

8 Ο εγκαρσιος αξονας του α/φους 20

9 Διανυσμα Υπολειπομενης πληροφοριας μετα απο επιτυχη εκτιμηση παραμετρων
του μοντελου της αντωσης (CL) 27

10 Πιθανοτικο διαγραμμα γκαουσιανου residual 27

11 Ανιχνευση Παραμετρων του Συντελεστη Πλαγιας Δυναμης (CY ). Η μητρα προβλεπτων
(X) ειναι ντετερμινιστικης φυσεως. 30

12 Ανιχνευση Παραμετρων του Συντελεστη Ροπης Διατοιχισμου (Cl). Η μητρα
προβλεπτων (X) ειναι ντετερμινιστικης φυσεως. 31

13 Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
αντωσης (CL). Το διανυσμα παρατηρησης αλλοιωθηκε με προσθετικο λευκο
θορυβο μικρου πλατους (snr > 50) 32

14 Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
ροπης προνευσης (Cm). Το διανυσμα παρατηρησης αλλοιωθηκε με προσθετικο
λευκο θορυβο μικρου πλατους (snr > 50) 33

15 Batch Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
ροπης διατοιχισμου (Cl). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο
λευκο θορυβο. 34

16 Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
οπισθελκουσας (CD). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο
λευκο θορυβο. 35
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17 Αναδρομικη Εκτιμηση Παραμετρων με την μεθοδο των OLS για τον συντελεστη
ροπης προνευσης (Cm). Η μητρα των προβλεπτων εχει αλλοιωθει με προσθετικο
λευκο θορυβο. 36

18 Ιδιαζουσες Τιμες και Δεξια Ιδιοδιανυσματα. Ένα τυπικο παραδειγμα ISE (σχημα
απο [51]) 44

19 Εξελιξη Ιδιαζουσων Τιμων ενος συστηματος με ISE 45

20 Cn: Μη Αναδρομικη εκτιμηση των παραμετρων της ροπης εκτροπης. Συγκριση
μεταξυ OLS και TLS μεθοδων 51

21 CD: on-line εκτιμηση παραμετρων του συντελεστη οπισθελκουσας. Συγκριση
των μεθοδων OLS, TLS. Η σκιασμενη περιοχη υποδεικνυει την κατασταση
επαρκους διεγερσης του συστηματος με βαση τις ιδιαζουσες τιμες. 53

22 CY : on-line εκτιμηση παραμετρων της πλαγιας δυναμης με την μεθοδο των
TLS. 54

23 Cm: on-line εκτιμηση παραμετρων της ροπης προνευσης με την μεθοδο των
TLS. 55

24 Η χρονικη εξελιξη του βαρους εξασθενισης για διαφορες συχνοτητες δειγματοληψιας.
Η κοκκινη διακεκομενη γραμμη υποδεικνυει το κατωφλι πληρους εξασθενισης. 57

25 Cm: Προσαρμογη του εκτιμητη σε αποτομη αλλαγη των παραμετρων με χρηση
χρονοσταθερου παραγοντα εξασθενισης 58

26 Αδυναμια συγκλισης και προασαρμογης του εκτιμητη λογω συνεχους απωλειας
πληροφοριας 59

27 Cm: Συγκριση εκτιμητων ροπης προνευσης με σταθερο και προσαρμοστικο
παραγοντα εξασθενισης με αποτομη αλλαγη των παραμετρων 63

28 CL: Αριστερα: Αποκριση συντελεστη Άντωσης σε ολο το φασμα των γωνιων
προσβολης. Δεξια: Γωνια προσβολης σε καθεστως απωλειας στηριξης 64

29 CL: Επαναφορα του εκτιμητη μετα απο απωλεια στηριξης 65

30 To τριγωνο ανεμου 71

31 Model-Free υλοποιηση φιλτρου Καλμαν 72

32 Model-Based υλοποιηση του φιλτρου Καλμαν σε ανοιχτο βροχο 72

33 Υλοποιηση ψευδο-αισθητηριακου συστηματος με την χρηση του περιβαλλοντος
MATLAB 77
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34 MF-Kalman: Το διανυσμα σχετικης ταχυτητας αεροσκαφους και αεριας μαζας.
Συγκριση μεταξυ εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”).
Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης 78

35 MF-Kalman:Το διανυσμα ταχυτητων ανεμου στο πλαισιο NED. Συγκριση μεταξυ
εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”). Οι σκιασμενες
περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης 79

36 MF-Kalman: Ταχυτητα αερος αεροσκαφους. Συγκριση αισθητηριακου, εκτιμωμενου
και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα
εμπιστοσυνης 80

37 MF-Kalman: Γωνια προσβολης αεροσκαφους (α). Συγκριση αισθητηριακου, εκτιμωμενου
και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα
εμπιστοσυνης 81

38 MF-Kalman: Γωνια πλαγιολισθησης αεροσκαφους (β). Συγκριση αισθητηριακου,
εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο
95% διαστημα εμπιστοσυνης 82

39 MB-Kalman:Το διανυσμα ταχυτητων ανεμου στο πλαισιο NED. Συγκριση μεταξυ
εκτιμωμενων σηματων και σηματων αναφορας (”αληθινα”). Οι σκιασμενες
περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα εμπιστοσυνης 86

40 MB-Kalman: Ταχυτητα αερος αεροσκαφους. Συγκριση αισθητηριακου, εκτιμωμενου
και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο 95% διαστημα
εμπιστοσυνης 87

41 MB-Kalman: Γωνια προσβολης αεροσκαφους (α). Συγκριση αισθητηριακου,
εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο
95% διαστημα εμπιστοσυνης 88

42 MB-Kalman: Γωνια πλαγιολισθησης αεροσκαφους (β). Συγκριση αισθητηριακου,
εκτιμωμενου και σηματος αναφορας. Οι σκιασμενες περιοχες αφορουν στο
95% διαστημα εμπιστοσυνης 89

43 Συγκριση Σφαλματων εκτιμησης για τις Model-Based και Model-Free τεχνικες.
Στο υποβαθρο, η σκιασμενη περιοχη χαρακτηριζει διακυμανση του πραγματικου
σηματος. 90

44 Σχηματικη αναπαρασταση της διαδικασιας ποσοτικοποιησης του σφαλματος
με χρηση MC 95

45 Εκτιμησης αβεβαιοτητας της μετρησης του συντελεστη καθετης Άντωσης με
χρηση της μεθοδου MC 95

47 Το μη επανδρωμενο αεροσκαφος σταθερης πτερυγας UnATRaP 97
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46 Χαρακτηριστικες οψεις του UnATRaP 98

48 Τα σηματα εκτροπης των επιφανειων ελεγχου για την δευτερη πτηση. Οι
σκιασμενες περιοχες αντιστοιχουν στις διεγερσεις των αξονων του αεροσκαφους
(Πρωτα στον εγκαρσιο και επειτα στον διαμηκη) 99

49 Τα σηματα εκτροπης των γωνιων Euler για την πειραματικη πτηση 2 100

50 Τα σηματα ταχυτητων εδαφους για την πειραματικη πτηση 2 101

51 Το αεροσκαφος κατα την διαρκεια των πειραματικων πτησεων 102

52 Συγκριση σηματων αισθητηρων και σηματων εκτιμησης του φιλτρου Καλμαν 103

53 PCA-TLS: Πειραματικη εκτιμηση Συντελεστη Καθετης Άντωσης (CL) 106

54 PCA-TLS: Πειραματικη εκτιμηση Συντελεστη Οπισθελκουσας (CD) 107

55 PCA-TLS: Πειραματικη εκτιμηση Συντελεστη Πλαγιας Δυναμης (CY ) 108

56 UnaTRaP: Επαληθευση του εκτιμωμενου μοντελου με ανακατασκευη των σηματων
της τριαδας αεροδυναμικης ευσταθειας 110

Ευρετήριο Πινάκων

1 Οι μεταβλητες καταστασης του αεροσκαφους 13

2 Οι μεταβλητες ελεγχου του αεροσκαφους 14

3 CY Συγκριση εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες (Τιμες
Αναφορας) (SNR=30) 30

4 Cl Συγκριση εκτιμωμενων παραμετρων σε σχεση με τις πραγματικες (Τιμες
Αναφορας) (SNR=45) 31

5 OLS με θορυβο στη μητρα προβλεπτων: Cl Συγκριση εκτιμωμενων τιμων με
τις τιμες αναφορας (SNR=45) 34

6 Cn : Εκτιμωμενες παραμετροι με τις μεθοδους OLS και TLS 50

7 Χαρακτηριστικα Ψευδοαισθητηριακου Συστηματος 77

8 Γεωμετρικα Χαρακτηριστικα UnATRaP 96

9 Οι καταγραφομενες ποσοτητες απο το συστημα ληψης και επισκοπησης δεδομενων
του UnARTaP 97
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10 Εκτιμωμενες αεροδυναμικοι παραμετροι του UnATRaP 105

11 Αποκλισεις ανακατασκευασμενων μεταβλητων απο τις αντιστοιχες εκτιμωμενες
απο το φιλτρο Καλμαν 109
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