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Πρόλογος

Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις έκαναν την εμφάνισή τους στην μαθηματική μοντελοποιησή

πολλών φυσικών, χημικών, βιολογικών φαινομένων και σε ποικίλες θεματικές περιοχές όπως

η μηχανική των ρευστών, ο ηλεκτρομαγνητισμός, η επιστήμη των υλικών, αστροφυσική, οι-

κονομία κ.τ.λ. Ωστόσο, πολύ συχνά οι εξισώσεις είναι τόσο πολύπλοκες, που η εύρεση

της ακριβής λύσης μέσω συγκεκριμένων τύπων είτε θεωρητικών αναλυτικών μεθόδων (με-

τασχηματισμοί Laplace, Fourier ή δυναμοσειρές) καθιστάται αδύνατη είτε μη αποδοτική.
Επομένως, είναι απαραίτητη η αναζήτηση αριθμητικών προσεγγίσεων της άγνωστης αναλυ-

τικής λύσης.

Μια συγκεκριμένη κατηγορία αριθμητικών μεθόδων για την επίλυση μερικών διαφορικών

εξισώσεων είναι τα πεπερασμένα στοιχεία, που προτάθηκαν σε μία εργασία του Richard
Courant [6], το 1943. Η μέθοδος αυτή πήρε την απαραίτητη αναγνώριση όταν αναπτύχθηκε,
ανεξάρτητα, από μηχανικούς στις αρχές του 1950. Παρόλα αυτά, η μαθηματική ανάλυση

της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων ξεκίνησε πολύ αργότερα, με τα πρώτα σημαντι-

κά αποτελέσματα του Miloš Zlámal [16], το 1968. Από τότε, η μέθοδος εξελίχθηκε και
χρησιμοποιήθηκε ευρέως στην μηχανολογία, τόσο στον τομέα του σχεδιασμού όσο και της

ανάλυσης.

Η βασική ιδέα των πεπερασμένων στοιχείων είναι η διακριτοποίηση. ΄Ενα δοθέν συνεχές

πρόβλημα με απείρως πολλούς βαθμούς ελευθερίας μετατρέπεται μέσω της διακριτοποίησης

σε ένα σύστημα πεπερασμένα πολλών αγνώστων. Η μέθοδος είναι γνωστή ως μέθοδος

Galerkin και αποτελείται από τα ακόλουθα στάδια:

• Ασθενή διατύπωση

• Δημιουργία χώρων πεπερασμένης διάστασης

• Λύση του διακριτού προβλήματος

• Εφαρμογή στον υπολογιστή

Σε αυτή την εργασία, θα ασχοληθούμε με δύο χωροχρονικά προβλήματα αρχικών και συνο-

ριακών τιμών. Αρχικά, με το γραμμικό παραβολικό πρόβλημα για την εξίωση θερμότητας και

στη συνέχεια με μια ημιγραμμική παραλλαγή για την εξίσωση των Allen-Chan. Θα ξεκινή-
σουμε από βασικές ιδέες και αποτελέσματα της μεθόδου στο στατικό ελλειπτικό πρόβλημα,

που θα αποτελέσουν εργαλεία για την μετέπειτα ανάλυση.
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Η αριθμητική μέθοδος που θα εφαρμόσουμε χειρίζεται τις μεταβλητές χώρου και χρόνου

παρόμοια. Συγκεκριμένα, θα χρησιμοποιήσουμε την κλασική μέθοδο πεπερασμένων στοι-

χείων στον χώρο και την ασυνεχή μέθοδο Galerkin στον χρόνο. Πρωτοεμφανίστηκε στην
εργασία των Reed-Hill, το 1971, για την προσομοίωση μεταφοράς νετρονίων. Βασικό χα-
ρακτηριστικό της τελευταίας είναι η αναζήτηση λύσεων ως κατά τμήματα πολυώνυμα που

επιτρέπεται να είναι ασυνεχή στα κομβικά σημεία της χρονικής διαμέρισης.

Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε την ευστάθεια των μεθόδων, καθώς επίσης και την ακρίβεια

των προσεγγιστικών λύσεων, αποδεικνύωντας εκτιμήσεις σφαλμάτων βέλτιστης τάξης. ΄Ολα

τα αποτελέσματα εξαρτώνται αποκλειστικά από τα δεδομένα των εκάστοτε προβλημάτων

και της ακριβής λύσης. Τέτοιες εκτιμήσεις είναι γνωστές στην βιβλιογραφία ως a priori
estimates.

ii



Κεφάλαιο 1

Το παραβολικό πρόβλημα

1.1 Προαπαιτούμενα

1.1.1 Χώροι συνεχών συναρτήσεων

΄Εστω N το σύνολο των μη αρνητικών ακεραίων. Μια n-άδα α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
καλείται

πολυδείκτης και |α| := α1 + α2 + · · ·+ αn είναι το μήκος του. Τότε

Dα =

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn

=
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

.

΄Εστω Ω ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn
και k ∈ N. Συμβολίζουμε με Ck(Ω) το σύνολο

όλων των συνεχών συναρτήσεων που είναι ορισμένες στο σύνολο Ω έτσι ώστε Dαu να είναι
συνεχής στο Ω για όλα τα α = (α1, . . . , αn) με |α| ≤ k · και C∞(Ω) ο χώρος συναρτήσεων
με συνεχείς παραγώγους όλων των τάξεων.

Αν υποθέσουμε ότι το Ω έιναι ένα φραγμένο σύνολο, Ck(Ω) είναι το σύνολο όλων των
συναρτήσεων u ∈ Ck(Ω) για τι οποίες Dαu μπορεί να επεκταθεί από το Ω ως μια συνεχή
συνάρτηση στην κλειστότητα Ω για όλα τα α = (α1, . . . , αn) με |α| ≤ k. Ο χώρος αυτός
εφοδιάζεται με την νόρμα

‖u‖Ck(Ω) :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω

∣∣Dαu(x)
∣∣ .

Για k = 0, γράφουμε C(Ω) ≡ C0(Ω)

‖u‖C(Ω) = sup
x∈Ω

|u(x)| = max
x∈Ω
|u(x)|

Ορισμός 1.1.1 Ο φορέας μιας συνεχής συνάρτησης u σε ένα ανοιχτό σύνολο Ω ⊆ Rn

ορίζεται ως

supp u = {x ∈ Ω : u(x) 6= 0} .

1



2 Κεφάλαιο 1. Το παραβολικό πρόβλημα

Συμβολίζουμε με Ck
0 (Ω) το σύνολο των συναρτήσεων με συμπαγή φορέα που περιέχονται στο

Ck(Ω) και με C∞0 (Ω) τον χώρο των συναρτήσεων με συνεχείς παραγώγους όλων των τάξεων
που έχουν συμπαγή φορέα στο Ω. Τις συναρτήσεις αυτές συνηθίζουμε να τις αποκαλούμε
συναρτήσεις ελέγχου (test functions).

Θεώρημα 1.1.2 (Ταυτότητα Green) ΄Εστω u, v βαθμωτές συναρτήσεις ορισμένες
στο Ω ⊂ Rn

. Υποθέτουμε ότι u ∈ C2(Ω) και v ∈ C1(Ω). Τότε

∫
Ω

(v∆u+∇u∇v) dV =

∮
∂Ω

v (∇u ~n) dS .

1.1.2 Χώροι ολοκληρώσιμων συναρτήσεων

Ορισμός 1.1.3 ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞, τότε ο χώρος Lp(Ω) αποτελείται από μετρήσιμες
συναρτήσεις u : Ω→ R, με

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞

και L∞(Ω) ο χώρος των συναρτήσεων u που είναι ουσιωδώς φραγμένες (δηλαδή, υπάρχει
θετική σταθερά M ώστε |u(x)| ≤ M για σχεδόν όλα τα x ∈ Ω · και η μικρότερη τέτοια
σταθερά καλέιται essential supremum της |u(x)|), δηλαδή ess.sup

x∈Ω

|u(x)| <∞,

με αντίστοιχες νόρμες

‖u‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|u(x)|p dx
)1/p

,

‖u‖L∞(Ω) = ess. sup
x∈Ω

|u(x)| .

Για p = 2, L2(Ω) είναι χώρος Hilbert με νόρμα και εσωτερικό γινόμενο

‖u‖L2(Ω) :=

(∫
Ω

|u(x)|2 dx
)1/2

,

(u, v) :=

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Θεώρημα 1.1.4 (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) ΄Εστω u, v ∈ L2(Ω) και uv ∈
L1(Ω). Τότε

|(u, v)| ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).
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Θεώρημα 1.1.5 (Τριγωνική ανισότητα) ΄Εστω u, v ∈ Lp(Ω) και u + v ∈ Lp(Ω).
Τότε για 1 ≤ p ≤ ∞, έχουμε

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω).

Θεώρημα 1.1.6 (Ανισότητα Hölder) ΄Εστω p, q ∈ [1,∞] με 1
p

+ 1
q

= 1. Τότε, για

κάθε u ∈ Lp(Ω) και v ∈ Lq(Ω), έχουμε

∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Θεώρημα 1.1.7 (Ανισότητα Hölder τριών όρων) ΄Εστω p, q, r ∈ (1,∞) ώστε
1
p

+ 1
q

+ 1
r

= 1. Τότε, για κάθε f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω) και h ∈ Lr(Ω), έχουμε

∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)‖h‖Lr(Ω).

1.1.3 Χώροι Sobolev

Αρχικά, θα ορίσουμε την ιδέα της ασθενής παραγώγου ώστε να περιγράψουμε τους χώρους

Sobolev.
Θεωρούμε μια ομαλή συνάρτηση u, έστω u ∈ Ck(Ω), Ω ανοιχτό υποσύνολο του Rn

και

v ∈ C∞0 (Ω). Τότε, ισχύει η ακόλουθη ολοκλήρωση κατά μέλη:

∫
Ω

Dαu(x)v(x) dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαv(x) dx ∀v ∈ C∞0 (Ω) , |α| ≤ k.

Υποθέτουμε, επίσης ότι u είναι τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση. ΄Εστω ότι υπάρχει συνάρ-
τηση ωα, η οποία είναι και αυτή τοπικά ολοκληρώσιμη στο σύνολο Ω, τέτοια ώστε

∫
Ω

ωα(x)v(x) dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαv(x) dx ∀v ∈ C∞0 (Ω) , |α| ≤ k.

Τότε, η ωα, είναι η ασθενής παράγωγος της συνάρτησης u τάξης |α| := α1 +α2 + · · ·+αn.
Αν υπάρχει η κλασική παράγωγος Dαu, τότε Dαu = ωα.

Ορισμός 1.1.8 ΄Εστω k ένας μη αρνητικός ακέραιος και p ∈ [1,∞]. Ορίζουμε τον χώρο
Sobolev τάξης k ως

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k},

με τις εξής νόρμες
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‖u‖Wk,p(Ω) :=

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)

1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖u‖Wk,∞(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω) , p =∞,

και ημινόρμες

|u|Wk,p(Ω) :=

∑
|α|=k

‖Dαu‖pLp(Ω)

1/p

,

|u|Wk,∞(Ω) :=
∑
|α|=k

‖Dαu‖L∞(Ω).

Παρατήρηση 1 Για p = 2, ο χώρος W k,2(Ω) είναι ένας χώρος Hilbert με εσωτερικό
γινόμενο

(u, v)Wk,2(Ω) :=
∑
|α|≤k

(Dαu,Dαv)

Θα ορίσουμε τους κλασικούς χώρους Hilbert H1, H2
με τις νόρμες τους.

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xj
∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n

}

‖u‖H1(Ω) =
{
‖u‖2

L2(Ω) +
n∑
j=1

∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥2

L2(Ω)

}1/2

H2(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xj
∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n ,

∂2u

∂xi∂xj
∈ L2(Ω), i, j = 1, . . . , n

}

‖u‖H2(Ω) =
{
‖u‖2

L2(Ω) +
n∑
j=1

∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥2

L2(Ω)
+

n∑
i,j=1

∥∥∥ ∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥2

L2(Ω)

}1/2

.

Τέλος, μια ειδική περίπτωση είναι ο χώρος H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u = 0 στο ∂Ω}.

Θεώρημα 1.1.9 (Ανισότητα Poincaré - Friedrichs) Υποθέτουμε ότι Ω είναι ένα
φραγμένο και ανοιχτό υποσύνολο στον Rn

. ΄Εστω u ∈ H1
0 (Ω), τότε υπάρχει CPF > 0,

τέτοια ώστε

‖u‖L2(Ω) ≤ CPF‖∇u‖L2(Ω) = CPF |u|H1(Ω) .
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Πρόταση 1.1.10 (Ανισότητα Poincaré) ΄Εστω Ω ένα φραγμένο χωρίο. Τότε, υπάρ-
χει σταθερά C <∞, τέτοια ώστε

‖u‖H1(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω) = C|u|H1(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Ορισμός 1.1.11 Ο δυϊκός χώρος του H1
0 (Ω) είναι ο χώρος H−1(Ω), και γράφουμε

(H1
0 (Ω))

′
= H−1(Ω). Δηλαδή f ∈ H−1(Ω) είναι ένα φραγμένο, γραμμικό συναρτησια-

κό στον χώρο H1
0 (Ω), με την ακόλουθη νόρμα

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f, u〉 : u ∈ H1
0 (Ω) , ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}

όπου 〈·, ·〉 το ταίριασμα του χώρου H−1(Ω) με τον H1
0 (Ω) (duality pairing).

Θεώρημα 1.1.12 Υποθέτουμε ότι f ∈ H−1(Ω). Τότε υπάρχουν συναρτήσεις

f 0, f 1, · · · , fn ∈ L2(Ω) τέτοιες ώστε

〈f, v〉 =

∫
Ω

(
f 0v +

n∑
i=1

f ivxi

)
dx (1)

όπου v ∈ H1
0 (Ω). Επιπλέον,

‖f‖H−1(Ω) = inf
{( n∑

i=0

|f i|2 dx

)1/2

: f ικανοποιεί την (1) για f 0, f 1, · · · , fn ∈ L2(Ω)
}
.

Θεώρημα 1.1.13 (Θεώρημα αναπαράστασης τουRiesz) ΄Εστω H ένας χώρος

Hilbert και f ∈ H ′ . Τότε υπάρχει μοναδικό y ∈ H ώστε

f(x) = fy(x) = (x, y)H ∀x ∈ H

και επιπλέον ‖f‖ = ‖y‖.

Θεώρημα 1.1.14 (Lax-Milgram) ΄Εστω B : H ×H → R μια διγραμμική απεικόνιση.
Τότε, εάν

• ∃c1 > 0 ∀u ∈ H ώστε B(u, u) ≥ c1‖u‖2
H (coersive)

• ∃c2 > 0 ∀u, v ∈ H ώστε |B(u, v)| ≤ c2‖u‖H‖v‖H (bounded)

• ∃c3 > 0 ∀v ∈ H ώστε |l(v)| ≤ c3‖v‖H (bounded)

υπάρχει μοναδική λύση u ∈ H ώστε B(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H.
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1.1.4 Χώροι Bochner

Ορισμός 1.1.15 Ο χώρος Lp(0, T ;X) αποτελείται από μετρήσιμες συναρτήσεις u :
[0, T ]→ X με:

‖u‖Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
)1/p

, 1 ≤ p <∞

‖u‖L∞(0,T ;X) := ess. sup
0≤t≤T

‖u(t)‖X .

Ορισμός 1.1.16 Ο χώρος C ([0, T ];X) περιέχει τις συνεχείς συναρτήσεις u : [0, T ]→ X
με:

‖u‖C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

‖u(t)‖X .

Ορισμός 1.1.17 ΄Εστω u ∈ L1(0, T ;X). Λέμε ότι v ∈ L1(0, T ;X) είναι η ασθενής
παράγωγος της u, γράφοντας u′ = v, εάν

∫ T

0

uϕ′(t) dt = −
∫ T

0

vϕ dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Ορισμός 1.1.18 Ο Sobolev χώρος W 1,p(0, T ;X) περιλαμβάνει τις συναρτήσεις u ∈
Lp(0, T ;X) έτσι ώστε u′ να υπάρχει με την ασθενή έννοια και να ανήκει στον χώρο
Lp(0, T ;X). Επιπλέον :

‖u‖W 1,p(0,T ;X) :=

(∫ T

0

‖u(t)‖pX + ‖u′(t)‖pX dt
)1/p

, 1 ≤ p <∞

‖u‖W 1,∞(0,T ;X) := ess. sup
0≤t≤T

(‖u(t)‖X + ‖u′(t)‖X) .

Θα γράφουμε H1(0, T ;X) = W 1,2(0, T ;X).

Θεώρημα 1.1.19 ΄Εστω Ω ανοιχτό και φραγμένο σύνολο, με σύνορο ∂ω ομαλό. Ακόμη
υποθέτουμε ότι u ∈ L2(0, T ;Hm+2(Ω)) με ut ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)), όπουm ένας μη αρνητικός
ακέραιος. Τότε

• u ∈ C([0, T ];Hm+1(Ω))·

• επιπλέον έχουμε την εκτίμηση

max
0≤t≤T

‖u(t)‖Hm+1(Ω) ≤ C
(
‖u‖L2(0,T ;Hm+2(Ω)) + ‖ut‖L2(0,T ;Hm(Ω))

)
.
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Η σταθερά C εξαρτάται μόνο από τα T,Ω,m.

Θεώρημα 1.1.20 (Ανισότητα Young) ΄Εστω α, b πραγματικοί αριθμοί και p > 1.
Τότε

αb ≤ p− 1

p
α

p
p−1 +

1

p
bp.
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1.2 Κλασική μέθοδος Galerkin στον χώρο

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε την εφαρμογή της κλασικής (συνεχής) μεθόδου

Galerkin πεπερασμένων στοιχείων για την εύρεση προσεγγιστικής λύσης ενός παραβολι-
κού προβλήματος με κατάλληλες αρχικές και συνοριακές τιμές.

Συγκεκριμένα, θα ασχοληθούμε με το ακόλουθο πρόβλημα αρχικών-συνοριακών τιμών της

εξίσωσης θερμότητας με ομογενή συνοριακή συνθήκη Dirichlet:

ut −∆u = f, x ∈ Ω, t > 0

u = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

u(·, 0) = v, x ∈ Ω

(1.1)

στο ανοιχτό και φραγμένο χωρίο Ω ⊂ Rn
, με ομαλό σύνορο ∂Ω και όπου u = u(x, t),

ut = ∂u/∂t και ∆ =
∑n

j=1 ∂
2/∂x2

j ο τελεστής Laplace. Ακόμη, f : Ω × [0,∞) → R και
v : Ω→ R είναι οι εξωτερικοί παράγοντες και η αρχική συνθήκη, αντιστοίχως.

Το πρόβλημα αυτό περιγράφει την μεταβολή στον χρόνο της θερμοκρασίας u(x, t) ενός
σώματος που βρίσκεται στο χωρίο Ω υπό την επίδραση μιας υπάρχουσας πηγής ενέργειας
f . Ο όρος ∆u αναπαριστά την διάχυση της θερμοκρασίας μέσα στο χωρίο.

1.2.1 Το ελλειπτικό πρόβλημα

Πριν ξεκινήσουμε την συζήτηση για το προαναφερθέν πρόβλημα, θα περιγράψουμε συνοπτικά

τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων του αντίστοιχου στατικού προβλήματος, δηλαδή του

Dirichlet προβλήματος για την εξίσωση Poisson:

−∆u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(1.2)

Ασθενής διατύπωση και συνθήκες ομαλότητας

Αρχικά, Θα γράψουμε το πρόβλημα σε ασθενή ή μεταβολική διατύπωση. Θεωρόυμε ότι

f ∈ L2(Ω). Πολλαπλασιάζουμε την ελλειπτική εξίσωση με μια ομαλή συνάρτηση ϕ, που
εξαφανίζεται στο σύνορο (οπότε αρκεί να ζητήσουμε ϕ ∈ H1

0 (Ω)), ολοκληρώνουμε πάνω
στο χωρίο Ω, εφαρμόζουμε την ταυτότητα Green στο αριστερό μέλος και προκύπτει

(∇u,∇ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), (1.3)

όπου χρησιμοποιήσαμε τα παρακάτω L2-εσωτερικά γινόμενα

(f, ϕ) =

∫
Ω

fϕ dx,
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(∇u,∇ϕ) =

∫
Ω

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xj
dx.

΄Αρα, το πρόβλημα αναδιατυπώνεται ως εξής:

Βρες u ∈ H1
0 (Ω) τέτοια ώστε

B(u, ϕ) = l(ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

όπου B : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) → R είναι η διγραμμική μορφή, με B(u, ϕ) = (∇u,∇ϕ), ενώ,
l : H1

0 (Ω)→ R, με l(ϕ) = (f, ϕ), η γραμμική μορφή.
Μια συνάρτηση u ∈ H1

0 , που ικανοποιεί την (1.3) καλείται μεταβολική ή ασθενής λύση

του προβλήματος (1.2). Η ύπαρξη καθώς και η μοναδικότητα μιας τέτοιας λύσης είναι

επακόλουθο του θεωρήματος Lax-Milgram [9].

Παρατήρηση 2 Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.1.12, το δεξί μέλος f μπορεί να ανήκει στον
δϋικό χώρο του H1

0 (Ω), δηλαδή στον χώρο H−1(Ω).

Αν το σύνορο να είναι ομαλό και πιο συγκεκριμένα ∂Ω ∈ Cm+2
, η λύση u θα έιναι ομαλότερη

κατά δύο παραγώγους στον L2-χώρο από το δεξί μέλος f . Αυτό εκφράζεται ως elliptic
regularity estimate [9], και διατυπώνεται ως εξής

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C‖∆u‖Hm(Ω) = C‖f‖Hm(Ω) ∀m ≥ −1. (1.4)

Διακριτοποίηση στον χώρο

΄Εστω ότι το Ω είναι ένα κυρτό χωρίο στον χώρο Rd
, θεωρούμε μια διαμέριση Th από τρίγωνα

τ έτσι ώστε καμία κορυφή από οποιοδήποτε τρίγωνο να μην βρίσκεται στο εσωτερικό πλευράς
κάποιου άλλου τριγώνου. Επίσης, η ένωση όλων των τριγώνων σχηματίζει ένα πολυγωνικό

χωρίο Ωh ⊂ Ω με προσπείπτουσες στο σύνορο κορυφές.
Με hτ θα συμβολίζουμε διάμετρο κάθε τριγώνου τ και h = max

τ∈Th
hτ , την μέγιστη διάμετρο

της τριγωνοποίησης Th. Είναι μια παράμετρος που μειώνεται όσο η τριγωνοποίηση γίνεται
καλύτερη.

Υποθέτουμε, ακόμη, ότι οι γωνίες φράσσονται από πάνω από μία θετική σταθερά, ανεξάρτητη

του h, και κάποιες φορές πως η τριγωνοποίηση μπορεί να είναι σχεδόν ομοιόμορφη, με την
έννοια ότι τα τριγωνά θα είναι ουσιαστικά του ίδιου μεγέθους και επιτυγχάνεται ζητώντας

το εμβαδό κάθε τριγώνου να είναι μεγαλύτερο είτε ίσο από την ποσότητα Chd.

Ορίζουμε, λοιπόν, Sh τον γραμμικό χώρο πεπερασμένης διάστασης χωρικών συναρτήσεων,
τέτοιο ώστε Sh ⊂ H1

0 (Ω), ως εξής:

Sh = {χ ∈ C(Ω) ; χ|τ ∈ Pr(τ) , χ|∂Ω = 0},

όπου, με Pr(τ) συμβολίζουμε τον χώρο πολυωνύμων βαθμού r ∈ N ∪ {0} στο τ .
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΄Εστω {Pj}Nh
j=1, οι εσωτερικές κορυφές της τριγωνοποίησης, άρα οι συναρτήσεις χ ∈ Sh

ορίζονται μονοσήμαντα από τις τιμές στα σημεία Pj και επομένως εξαρτώνται από Nh σε

πλήθος παραμέτρους. ΄Εστω ϕj οι συναρτήσεις πυραμίδα στον Sh που παίρνουν την τιμή 1
στα Pj και μηδενίζονται στις υπόλοιπες κορυφές. Δηλαδή, το {ϕj}Nh

j=1 αποτελεί μια βάση

του χώρου Sh και, κάθε χ ∈ Sh, έχει την εξής μοναδική αναπαράσταση:

χ(x) =

Nh∑
j=1

ajϕj(x), aj(x) = χ(Pj).

Στην γενική περίπτωση, δοθέντος μιας ομαλής συνάρτησης v ∈ H1
0 (Ω) και μιας οικογένειας

{Sh} από πεπερασμένης διάστασης υποχώρους του H1
0 (Ω), για κάποιο ακέραιο r ≥ 2 και

μικρό h ισχύει η εκτίμηση

inf
χ∈Sh

{‖v − χ‖ + h‖∇ (v − χ)‖} ≤ Chs‖v‖Hs(Ω), 1 ≤ s ≤ r, (1.5)

όταν v ∈ Hs(Ω)∩H1
0 (Ω) [3],[2]. Ο αριθμός r συμβολίζει την τάξη ακρίβειας της οικογένειας

{Sh}. ΄Οταν r ≥ 2 , ο χώρος συναρτήσεων Sh αποτελείται από κατά τμήματα πολυώνυμα
βαθμού τουλάχιστον r−1, οπότε εκτιμήσεις της μορφής (1.5) επιτυγχάνονται με την ύπαρξη
ενός τελεστή παρεμβολής Ih : Hs ∩H1

0 → Sh έτσι ώστε

‖Ihv − v‖ + h‖∇ (Ihv − v)‖ ≤ Chs‖v‖Hs(Ω), 1 ≤ s ≤ r. (1.6)

Αυτό σημαίνει ότι η μέγιστη τάξη πρόσεγγισης των συναρτήσεων και των κλίσεών τους,

σύμφωνα με την υπόθεση (1.5), είναι O(hs) και O(hs−1) αντίστοιχα. Μια εξίσου καλή
προσέγγιση της v στον χώρο Sh είναι αποτέλεσμα της εφαρμογής της L2-προβολής Ph :
L2 → Sh που ορίζεται ως εξής

(Phv, χ) = (v, χ) ∀χ ∈ Sh. (1.7)

Παρατήρηση 3 Θέτωντας χ = Phv ∈ Sh αποδεικνύουμε την ευστάθεια στον χώρο των
ολοκληρώσιμων συναρτήσεων L2, δηλαδή ‖Phv‖ ≤ ‖v‖ ∀v ∈ L2(Ω).

Διακριτό σχήμα και βασικές εκτιμήσεις σφάλματος

Τώρα μπορούμε να κατασκευάσουμε προσεγγίσεις αυτών των τάξεων για τη λύση του προ-

βλήματος (1.2) με την μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Το προσεγγιστικό πρόβλημα,

τότε, γίνεται: Βρες uh ∈ Sh έτσι ώστε

(∇uh,∇χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh. (1.8)

Αυτός ο τρόπος ορισμού μιας προσεγγιστικής λύσης σε όρους της μεταβολικής διατύπωσης

του προβλήματος είναι γνωστός ως μέθοδος Galerkin, λόγω του Ρώσου εφαρμοσμένου
μαθηματικού Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945).
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Καταλήγουμε από τις (1.3) και (1.8) στην σχέση

(∇(uh − u),∇χ) = 0 ∀χ ∈ Sh. (1.9)

Οπότε το σφάλμα είναι ορθογώνιο στον Sh αναφορικά με το Dirichlet- εσωτερικό γινόμενο
(∇v,∇w). Η σχέση αυτή είναι γνωστή και ως ορθογωνιότητα Galerkin.

Το διακριτό πρόβλημα (1.8) μπορεί να αναπαρασταθεί χρησιμοποιώντας την βάση {ϕi}Nh
i=1

του χώρου πεπερασμένων στοιχείων, Sh, με τον ακόλουθο τρόπο :

Βρες τους συντελεστές αi της uh(x) =
∑Nh

i=1 αiϕi(x) ώστε

Nh∑
i=1

αi(∇ϕi,∇ϕj) = (f, ϕj) ∀j = 1, . . . , Nh.

Με την χρήση πινάκων το παραπάνω αποτέλεσμα γράφεται ισοδύναμα

Sα = f̃ ,

όπου S = (aij) έιναι ο πίνακας ακαμψίας (stiffness matrix) με στοιχεία aij = (∇ϕi,∇ϕj),
f̃ = (fj) είναι ο πίνακας στήλη (load vector) με στοιχεία fj = (f, ϕj) και τέλος α το
διάνυσμα των αγνώστων αi.
Ο πίνακας ακαμψίας είναι θετικά ορισμένος και αντιστρέψιμος, επομένως η λύση του

διακριτού προβλήματος είναι μοναδική.

Θα αποδείξουμε ακριβώς παρακάτω την εκτίμηση σφάλματος μεταξύ των λύσεων του (1.8)

και του συνεχούς προβλημάτος (1.2). Πρέπει να σημειώσουμε πως λαμβάνοντας υπόψιν την

υπόθεση (1.5), οι εκτιμήσεις θα είναι μέγιστης τάξης.

Ακόμη, αφού έχουμε ζητήσει το συνορό μας να είναι ομαλό, σύμφωνα με την elliptic regular-
ity estimate (1.4), η λύση του (1.2) μπορεί να έχει οποιοδήποτε βαθμό ομαλότητας απαιτεί
το πρόβλημα, αρκεί όμως να έχουμε υποθέσει ότι το δεξί μέλος f είναι επαρκώς ομαλό.
Πιο συγκεκριμένα, u ∈ Hr(Ω)∩H1

0 (Ω) αν f ∈ Hr−2(Ω), και η λύση u ανήκει στον C∞(Ω),
εάν f ∈ C∞(Ω).

Θεώρημα 1.2.1 Υποθέτουμε ότι ισχύει η σχέση (1.4), και έστω uh και u οι λύσεις των
(1.7) και (1.2), αντίστοιχα. Τότε για 1 ≤ s ≤ r, έχουμε

‖uh − u‖ ≤ Chs‖u‖Hs(Ω) , ‖∇uh −∇u‖ ≤ Chs−1‖u‖Hs(Ω).

Απόδειξη: Θα ξεκινήσουμε με το σφάλματων κλίσεων.

Αφού (∇(uh − u),∇χ) = 0, ∀χ ∈ Sh , uh είναι η ορθογώνια προβολή της u στον Sh
αναφορικά με το Dirichlet - εσωτερικό γινόμενο.
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‖∇(uh − u)‖2 = (∇(uh − u),∇(uh − u))

= (∇(uh − u),∇uh)− (∇(uh − u),∇u)

= (∇(uh − u),∇χ)− (∇(uh − u),∇u)

= (∇(uh − u),∇(χ− u)) ,

από την ανισότητα Cauchy - Schwarz και την υπόθεση (1.5) έπεται

‖∇(uh − u)‖ ≤ ‖∇(χ− u)‖ ≤ inf
χ∈Sh

‖∇(χ− u)‖ ≤ Chs−1‖u‖Hs(Ω).

Για το σφάλμα στην L2-νόρμα θα χρησιμοποιήσουμε το τέχνασμα των Aubin-Nitsche.
΄Εστω ϕ μια βοηθητική συνάρτηση στον L2(Ω), και ψ ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) η λυση του
προβλήματος:

−∆ψ = ϕ, x ∈ Ω

ψ = 0, x ∈ ∂Ω.
(1.10)

Με βάση την σχέση (1.4) η λύση του (1.10) είναι ομαλότερη, κατά δύο παραγώγους, από
το δεξί μέλος ϕ, έτσι ώστε

‖ψ‖H2(Ω) ≤ C‖∆ψ‖ = C‖ϕ‖. (1.11)

Για κάθε ψh ∈ Sh έχουμε

(uh − u, ϕ) = −(uh − u,∆ψ) = (∇(uh − u),∇ψ)

= (∇(uh − u),∇ψ)− (∇(uh − u),∇ψh)
= (∇(uh − u),∇(ψh − ψ))

≤ ‖∇(uh − u)‖‖∇(ψh − ψ)‖,

επικαλούμαστε την εκτίμηση για σφάλμα των κλίσεων που δείξαμε παραπάνω, όταν s = 2
για το πρόβλημα (1.10) και σε συνδυασμό με την (1.11) παίρνουμε

(uh − u, ϕ) ≤ Chs−1‖u‖Hs(Ω)‖∇(ψh − ψ)‖
≤ Chs−1‖u‖Hs(Ω) h ‖ψ‖H2(Ω)

≤ Chs‖u‖Hs(Ω)‖ϕ‖.

Επιλέγοντας ϕ = uh − u προκύπτει ότι

‖uh − u‖2 ≤ Chs‖u‖Hs(Ω)‖uh − u‖.
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΄Αρα, καταλήγουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα

‖uh − u‖ ≤ Chs‖u‖Hs(Ω).

Στο σημείο θα ορίσουμε την ελλειπτική ή αλλιώς Ritz προβολή στον χώρο πεπερασμένων
στοιχείων Sh, όπου Rh : H1

0 (Ω)→ Sh,

(∇Rhu,∇χ) = (∇u,∇χ) ∀χ ∈ Sh, u ∈ H1
0 (Ω). (1.12)

Καλείται επίσης, ορθογώνια προβολή ως προς το εσωτερικό γινόμενο (∇v,∇w).

Παρατήρηση 4 Θέτωντας χ = ∇Rhu έπεται η ευστάθεια στον χώρο H
1
0 (Ω) ή αλλιώς

‖∇Rhu‖ ≤ ‖∇u‖ ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Σχόλιο 1 Από την σκοπιά της σχέσης (1.9), ο παραπάνω ορισμός μπορεί να εκφραστεί

διαφορετικά λέγοντας πως η Rhu είναι η πεπαρασμένη προσέγγιση στον Sh της ακριβής
λύσης u του ελλειπτικού προβλήματος.

Λήμμα 1.2.2 Υποθέτουμε ότι η (1.5) ισχύει. ΄Αρα σύμφωνα με τον τρόπο που ορίσαμε

τον προβολικό τελεστή Rh, για 1 ≤ s ≤ r,

‖Rhu− u‖ + h‖∇ (Rhu− u)‖ ≤ Chs‖u‖Hs(Ω) ∀u ∈ Hs(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Μετά από αυτή την προετοιμασία, θα επανέλθουμε στο πρόβλημα αρχικών-συνοριακών τιμών

(1.1) της εξίσωσης θερμότητας.

1.2.2 Η εξίσωση θερμότητας

Ασθενής διατύπωση και συνθήκες ομαλότητας

΄Οπως και στην περίπτωση του ελλειπτικού προβλήματος θα ξεκινήσουμε γράφοντας το

πρόβλημα σε ασθενή διατύπωση.

Αρχικά, πολλαπλασιάζουμε την εξίσωση με μια ομαλή συνάρτηση ϕ που εξαφανίζεται στο
σύνορο (είτε ϕ ∈ H1

0 (Ω)), ολοκληρώνουμε πάνω στο χωρίο Ω, έπειτα εφαρμόζουμε την
ταυτότητα Green στο αριστερό μέλος και έπεται:

Πόρισμα 1.2.3 Βρες u ∈ H1
0 (Ω) ώστε

(ut, ϕ) + (∇u,∇ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), t > 0. (1.13)
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Από το Θεώρημα 1.1.12, έπεται ότι ut ∈ H−1(Ω).

Απόδειξη: Από την ασθενή διατύπωση έχουμε ότι

(ut, ϕ) = (f, ϕ)− (∇u,∇ϕ) =

∫
Ω

(fϕ−∇u · ∇ϕ) dx,

με f,∇u ∈ L2(Ω).

Από το Θεώρημα 1.1.12 προκύπτει ότι μπορούμε να έχουμε ut ∈ H−1(Ω) και μπορούμε να
γράψουμε (ut, ϕ) = 〈ut, ϕ〉.

Ορισμός 1.2.4 Μια συνάρτηση u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), με ut ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) αποτελεί

ασθενή λύση του παραβολικού προβλήματος αρχικών-συνοριακών τιμών (1.1) και ισχύουν

• 〈ut, ϕ〉+ (∇u,∇ϕ) = (f, ϕ) για κάθε ϕ ∈ H1
0 (Ω) , 0 ≤ t ≤ T , και επιπλέον

• u(·, 0) = v.

Σχόλιο 2 Βάσει του Θεωρήματος 1.1.19, βλέπουμε ότι u ∈ C([0, T ];L2(Ω)), και επομένως
η ισότητα u(·, 0) = v έχει νόημα.

Πόρισμα 1.2.5 Η μεταβολική λύση του προβλήματος (1.13) είναι μοναδική.

Απόδειξη: Για ϕ = u ∈ H1
0 (Ω) στη σχέση (1.13) έπεται ότι

(ut, u) + (∇u,∇u) = (f, u),

1

2

d

dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 ≤ ‖f‖‖u‖.

Από την ανισότητα Poincare-Friedrichs στο αριστερό μέλος προκύπτει ότι

1

2

d

dt
‖u‖2 +

1

CPF
‖u‖2 ≤ ‖f‖‖u‖

Θέτουμε k = 1
CPF
και από την ανισότητα Young στο δεξί μέλος έχουμε ότι

1

2

d

dt
‖u‖2 + k‖u‖2 ≤ 1

2k
‖f‖2 +

k

2
‖u‖2,

d

dt
‖u‖2 + k‖u‖2 ≤ 1

k
‖f‖2,
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d

dt

(
ekt‖u‖2

)
≤ ekt

k
‖f‖2.

Ολοκληρώνοντας από το 0 εώς το t,

ekt‖u‖2 − ‖v‖2 ≤ 1

k

∫ t

0

eks‖f‖2 ds,

‖u‖2 ≤ e−kt‖v‖2 +
1

k

∫ t

0

e−k(t−s)‖f‖2 ds.

΄Εστω u1, u2 λύσεις του προβλήματος για v ≡ 0 και f ≡ 0. Τότε από την τελευταία σχέση
έπεται ότι u ≡ 0⇒ u1 ≡ u2.

Εφόσον το σύνορο είναι ομαλό, μια τέτοια λυση είναι ομαλή και καθιστά κατ΄ επέκταση τα

δεδομένα ως ομαλές συναρτήσεις, αλλά με την προϋπόθεση ότι θα πληρούνται συγκεκριμένες

συνθήκες συμβατότητας την χρονική στιγμή t = 0. Οι συνθήκες συμβατότητας που απαι-
τούνται, υποδηλώνουν ότι αν και διαφορετικές οι συνθήκες στο σύνορο του προβλήματος

(1.1) συμφωνούν μεταξύ τους [9]. ΄Ολα αυτά συνοψίζονται στο παρακάτω θεώρημα .

Θεώρημα 1.2.6 Υποθέτουμε ότι v ∈ H2m+1(Ω), dkf
dtk
∈ L2(0, T ;H2m−2k(Ω)) k =

0, . . . ,m. Θεωρούμε, επίσης, τις ακόλουθες συνθήκες συμβατότητας:

v0 := v ∈ H1
0 (Ω), v1 := ∆v0 + f(0) ∈ H1

0 (Ω) , . . . , vm := ∆vm−1 + dm−1

dtm−1f(0) ∈ H1
0 (Ω)

Τότε
dku
dtk
∈ L2(0, T ;H2m+2−2k(Ω)) k = 0, . . . ,m και έχουμε την ακόλουθη εκτίμηση

(parabolic regularity estimate)

m+1∑
k=0

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m+2−2k(Ω))

≤ C

(
m∑
k=0

∥∥∥∥dkfdtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m−2k(Ω))

+ ‖v‖H2m+1(Ω)

)
.

Πλήρως διακριτό σχήμα

Τώρα είμαστε έτοιμοι να προσεγγίσουμε την λύση u(x, t) του προβλήματος (1.1) μέσω
των συναρτήσεων uh(x, t), οι οποίες για κάθε σταθερή χρονική στιγμή ανήκουν σε ένα
πεπερασμένο γραμμμικό χώρο Sh από χωρικές συναρτήσεις. Συνεπώς, η προσεγγιστική
λύση θα έιναι λύση ενός h-εξαρτώμενου πεπερασμένου συστήματος από συνήθεις διαφορικές
εξισώσεις στον χρόνο.

Αρχικά διατυπώνουμε το χωρικά ημιδιακριτό πρόβλημα βασισμένοι στην ασθενή διατύπωση

(1.13)
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Βρες uh(t) = uh(·, t) ∈ Sh, t ≥ 0 έτσι ώστε

(uh,t, χ) + (∇uh,∇χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0

uh(0) = vh,
(1.14)

όπου vh είναι μια προσέγγιση της αρχικής συνθήκης v στον χώρο Sh.

Το ημιδιακριτό πρόβλημα (1.14) μπορεί να διατυπωθεί σε όρους της βάσης, {ϕi}Nh
i=1, του

χώρου Sh ως εξής:

Βρες τους συντελεστές αi(t) της uh(x, t) =
∑Nh

i=i αi(t)ϕi(t) ώστε

Nh∑
i=i

α′i(t)(ϕi, ϕj) +

Nh∑
i=i

αi(t)(∇ϕi,∇ϕj) = (f, ϕj) ∀j = 1, . . . , Nh

και γi οι συντελεστές της αρχικής προσέγγισης vh, δηλαδή αi(0) = γi ,∀j = 1, . . . , Nh.

Με την χρήση πινάκων προκύπτει μια ισοδύναμη αναπαράσταση της μορφής :

Mα′(t) + Sα(t) = f̃(t) , t > 0

α(0) = γ,

όπου M = (mij) ο πίνακας μάζας (mass matrix) με στοιχεία mij = (ϕi, ϕj), S = (sij)
ο πίνακας ακαμψίας (stiffness matrix) με sij = (∇ϕi,∇ϕj) και f̃ = (fj) ο πίνακας στήλη
(load vector με στοιχεία fj = (f, ϕj). Ακόμη, α(t) το διάνυσμα των αγνώστων αi(t), και
γ = (γj).
΄Οπως και ο πίνακας ακαμψίας, έτσι και ο πίνακας μάζας είναι θετικά ορισμένος και αντιστρέ-

ψιμος. ΄Αρα, το προηγούμενο σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων μπορεί να γραφεί

α′(t) +M−1Sα(t) = M−1f̃(t) , t > 0

α(0) = γ

και προφανώς θα έχει μοναδική λύση για κάθε χρονική στιγμή.

Για να επιτύχουμε ένα πλήρως διακριτό επαναληπτικό σχήμα αρκεί να διακριτοποιήσουμε το

σύστημα ως προς τον χρόνο. Στα βασικά σχήματα αυτή η χρονική διακριτοποίηση γίνεται

με μια μέθοδο πεπερασμένων διαφορών. Θα δούμε συνοπτικά κάποια απλά και βασικά

σχήματα.

Θα συμβολίζουμε με k το σταθερο χρονικό βηματισμό, οπότε τα χρονικά επίπεδα θα είναι
ισαπέχοντα με t = tn = nk και n ένα μη αρνητικό ακέραιο. Με Un = Un

h ∈ Sh θα
δηλώνουμε την προσέγγιση της u(tn).
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Θα ξεκινήσουμε με την backward Euler Galerkin Method, όπου προσεγγίζουμε την πρώτη

παράγωγο ως προς τον χρόνο από ένα πηλίκο προς τα πίσω διαφορών, ∂Un = Un−Un−1

k
,

(∂Un, χ) + (∇Un,∇χ) = (f(tn), χ) ∀χ ∈ Sh , n ≥ 1

U0 = vh,

για δοθείσα Un−1
, η Un

έπεται άμεσα από την εξίσωση

(Un, χ) + k(∇Un,∇χ) = (Un−1 + kf(tn), χ) ∀χ ∈ Sh,

η αποία αποτελεί διατύπωση πεπερασμένων στοιχείων της ελλειπτικής εξισωσης της μορφής

(I − k∆)u = g. Η μέθοδος αυτή είναι τάξης ακρίβειας ένα ως προς τον χρόνο, λόγω της
μη συμμετρικής επιλογής της διακριτοποίσης του χρονικου διαστήματος.

Συνεχίζουμε με την Crank - Nicolson Galerkin Method. Εδώ, η ημιδιακριτή εξίσωση διακρι-
τοποιείται με ένα συμμετρικό τρόπο γύρω από το σημείο tn− 1

2
= (n− 1

2
)k, κατασκευάζονατς

μία μέδοθο τάξης ακρίβειας δύο στον χρόνο. Συγκεκριμένα, θέτουμε Ûn = Un+Un−1

2
και

αναζητούμε Un ∈ Sh ώστε

(∂Un, χ) + (∇Ûn,∇χ) = (f(tn− 1
2
), χ) , ∀χ ∈ Sh , n ≥ 1,

U0 = vh

΄Ενας άλλος τρόπος, για να πετύχουμε τάξη ακρίβειας δύο στον χρόνο, είναι να προσεγγί-

σουμε την χρονική παράγωγο της διαφορικής εξίσωσης με ένα πηλίκο προς τα πίσω διαφορών

αλλά δεύτερης τάξης. ΄Αρα, θέτουμε

DUn = ∂Un +
1

2
k∂

2
Un =

3
2
Un − 2Un−1 + 1

2
Un−2

k
.

Αν εφραμόσουμε το ανάπτυγμα Taylor, για ομαλή συνάρτηση ισχύειDu(tn) = ut(tn)+O(k2)
καθώς k → 0.

Στην περίπτωση αυτή το διακριτό πρόβλημα γίνεται

(DUn, χ) + (∇Un,∇χ) = (f(tn), χ) , ∀χ ∈ Sh , n ≥ 2.

Να σημειώσουμε ότι για σταθερό n, η παραπάνω εξίσωση χρειάζεται τρία χρονικά επίπεδα εν
συγκρίσει με τις προηγούμενες μεθόδους που αρκούσαν δύο. Οπότε έχοντας ως αρχική συν-

θήκη U0 = vh, χρειαζόμαστε ακόμη την τιμή U
1
. Για αυτό τον λόγο θα χρησιμοποιήσουμε

το πρώτο βήμα της backward Euler Method, δηλαδή για n = 1.

Σχόλιο 3 Το πλεονέκτημα της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων σε σύγκριση με τη

μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών είναι ότι χειρίζεται τα περίπλοκα χωρία ,τις γενικές
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συνοριακές συνθήκες και τις μη γραμμικές ιδιότητες πιο εύκολα. Ακόμη, η ξεκάθαρη δομή

και ευελιξία επιτρέπει την δημιουργία κώδικα για γενικές εφαρμογές. Τέλος, το μαθηματι-

κό υπόβαθρο των πεπρασμένων στοιχείων καθιστά δυνατή την ανάλυση και την εκτίμηση

σφάλματος της προσεγγιστικής λύσης.
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1.3 Ασυνεχής μέθοδος Galerkin στον χρόνο

Σε αυτή την ενότητα θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο Galerkin και στη μεταβλητή του χρόνου.
΄Επομένως, θα ορίσουμε και θα αναλύσουμε μια μέθοδο που χειρίζεται τις μεταβλητές χρόνου

και χώρου παρόμοια. Θα αναζητήσουμε την προσεγγιστική λύση ως μια κατά τμήματα

πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού το πολύ q − 1 ως προς τον χρόνο t, η οποία δεν θα είναι
κατά ανάγκη συνεχής στα κομβικά σημεία της διαμέρισης.

Αρχικά, θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με την διακριτοποίηση στον χρόνο. Θεωρούμε H
ένα χώρο Hilbert και A ένα αυτοσυζηγή, θετικά ορισμένο, και όχι υποχρεωτικά φραγμένο
τελεστή, με πεδίο ορισμόυ D(A) ⊆ H.

΄Εστω, το ακόλουθο πρόβλημα αρχικών τιμών

u′ + Au = f, t > 0

u(0) = v.
(1.15)

Προκειμένου να διακριτοποιήσουμε αυτή την αφηρημένη συνήθη διαφορική εξίσωση, θεω-

ρούμε μια διαμερίση του t - άξονα όχι υποχρεωτικά ομοιόμορφα τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 <
· · · < tn < · · · και θέτουμε Jn = (tn−1, tn] τα επιμέρους διαστήματα, μήκους kn = tn− tn−1

και k = max
n

kn. Αναζητούμε μια προσεγγιστική λύση του προβήματος (1.15) πολυωνυμι-

κού βαθμού το πολύ q− 1 ως προς τον χρόνο σε κάθε υποδιάστημα Jn με συντελεστές που
ανήκουν στον χώρο H.

Ορίζουμε τον ακόλουθο χώρο συναρτήσεων,

Sk = {X : [0,∞)→ H; X|Jn =

q−1∑
j=0

ψjt
j , ψj ∈ H}.

Να σημειώσουμε ότι οι συναρτήσεις που ανήκουν στον χώρο Sk επιτρέπεται να είναι ασυ-
νεχείς στα κομβικά σημεία, αλλά είναι συνεχείς από τα αριστερά. Ακόμη, η X(0) πρέπει
να οριστεί ξεχωριστά καθώς 0 /∈ J1. Για X = Xk ∈ Sk, θα συμβολίζουμε με Xn

και Xn
+

την τιμή της X και το κάτω όριο την χρονική στιγμή tn, αντίστοιχα. Τέλος, με S
n
k θα

αναφερόμαστε στον περιορισμό των συναρτήσεων του χώρου Sk σε κάθε διάστημα Jn.

Για να παρουσιάσουμε την μέθοδο διακριτοποίησης, επιλέγουμε ένα διάστημα [0, tN ] με
T = tN . Η ακριβής λύση του συνεχούς προβλήματος (1.15) ικανοποιεί την επόμενη εξίσωση
για δοθείσα ομαλή συνάρτηση w

∫ tN

0

((u′, w) + A(u,w)) dt =

∫ tN

0

(f, w) dt.

Ολοκληρώνοντας κατά μέλη τον πρώτο όρο του αριστερού μέλους και εφόσον w(tN) = 0,

∫ tN

0

(−(u,w′) + A(u,w)) dt = (v, w(0)) +

∫ tN

0

(f, w) dt (1.16)
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εδώ A(u,w) είναι η διγραμμική μορφή, ορισμένη ως A(u,w) = (u,Aw) = (Au,w), u, w ∈
D(A). Αντικαθιστώντας την u στην ασθενή διατύπωση (1.16) με μια συνάρτηση U ∈ Sk
και ολοκληρώνοντας κατά μέλη σε κάθε υποδιάστημα Jn, παρατηρούμε για τον πρώτο όρο
του αριστερού μέλους, με wn = w(tn) (wN = 0),

−
∫ tN

0

(U,w′) dt = −
N∑
n=1

(
(U,w)

∣∣tn
tn−1

+

∫
Jn

(U ′, w) dt

)

=

∫ tN

0

(U ′, w) dt+
N−1∑
n=1

([U ]n, w
n) + (U0

+, w
0),

όπου [U ]n = Un
+ − Un

είναι το άλμα (jump) της U στο tn και U
′
είναι το κατά τμήματα

πολυώνυμο βαθμού q − 2, που συμφωνεί με την παράγωγο dU
dt
σε κάθε διάστημα Jn.

Ανακαλώντας την σχέση (1.16), μπορούμε να ορίσουμε το διακριτό σχήμα.

Βρες U ∈ Sk τέτοια ώστε ∀X ∈ Sk

N∑
n=1

∫
Jn

((U ′, X) + A(U,X)) dt+ +
N−1∑
n=1

(
[U ]n, X

n
+

)
+ (U0

+, X
0
+) = (v,X0

+) +
N∑
n=1

∫
Jn

(f,X) dt,

U0 = v
(1.17)

Η συνάρτηση X δεν απαιτείται να είναι συνεχής στις χρονικές στιγμές tn, μπορούμε να
διαλέξουμε τις τιμές της στα διαφορετικά χρονικά διαστήματα ανεξάρτητα. Επιλέγοντας το

X να εξαφανίζεται εκτός του Jn, η εξίσωση ισοδυναμεί με ένα σύνολο εξισώσεων σε κάθε
διάστημα Jn, n ≤ N , και προκύπτει το ανάλογο διακριτό σχήμα:

Βρες U ∈ Snk τέτοια ώστε ∀X ∈ Snk , 1 ≤ n ≤ N

∫
Jn

((U ′, X) + A(U,X)) dt+ (Un−1
+ , Xn−1

+ ) = (Un−1, Xn−1
+ ) +

∫
Jn

(f,X) dt

U0 = v.

(1.18)

Παρατηρούμε ότι η διακριτή λύση είναι ανεξάρτητη της επιλογής του τελικού κόμβου tN .
Ακόμη, η ακριβής λύση ικανοποιεί το ημιδιακριτό σχήμα (1.18), δηλαδή η μέθοδος είναι
συνεπής.

Τώρα θα δείξουμε ότι το τοπικό πρόβλημα (1.18) έχει μοναδική λύση που ανήκει στον χώρο
Sk για δοθέντα U

n−1
και f |Jn . Ωστόσο, για να δείξουμε την μοναδικότητα αρκεί να δείξουμε

ότι η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση

∫
Jn

((U ′, X) + A(U,X)) dt+ (Un−1
+ , Xn−1

+ ) = 0 ∀X ∈ Snk
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έχει μοναδική λύση, την τετριμμένη, U ≡ 0.

Για τον σκοπό αυτό, υποθέτωντας ότι U είναι η λύση, διαλέγουμε X = U ∈ Snk .
Εφόσον, 2(U ′, U) = d

dt
‖U‖2

, έπεται

‖Un‖2 − ‖Un−
+ ‖2 + 2

∫
Jn

A(U,U) dt+ 2‖Un−1
+ ‖2 = 0,

είτε

‖Un‖2 + ‖Un−
+ ‖2 + 2

∫
Jn

∣∣U ∣∣2
1
dt = 0. (1.19)

Από εδώ και στο εξής θα χρησιμοποιούμε την νόρμα |u|s = ‖As/2u‖ στον χώρο Ḣs [1],[5].

Πιο συγκεκριμένα, A(U,U) = ‖A1/2u‖2 =
∣∣U ∣∣2

1
. Από την σχέση (1.19) έπεται ότιA(U,U) =

0 στο διάστημα Jn, άρα U(t) = 0 στο Jn το οποίο αποδεικνύει τον ισχυρισμό μας. Επίσης,
μπορόυμε να καταλήξουμε άμμεσα πως Un = Un−1

+ = 0, το οποίο συνεπάγεται ότι U(t) = 0
στο Jn, εάν q = 1 ή q = 2, αλλά όχι για υψηλότερες τιμές του q.

Στην περίπτωση q = 1, δηλαδή όταν οι προσεγγιστικές συναρτήσεις είναι κατά τμήματα
σταθερές στον χρόνο, U ′ = 0 και U(t) = Un = Un−1

+ στο Jn, με αποτέλεσμα η μέθοδος να
μετατρέπεται στην τροποποιημένη backward Euler μέθοδο,

(Un, ψ) + knA(Un, ψ) = (Un−1, ψ) +

(∫
Jn

f(t) dt, ψ

)
∀ψ ∈ D(A),

είτε

(I + knA)Un = Un−1 +

∫
Jn

f(t) dt, (1.20)

για Un ∈ D(A). Η εξίσωση (1.20) μπορεί επίσης, να γραφεί ως εξής

∂nU
n + AUn =

1

kn

∫
Jn

f(t) dt όπου ∂nU
n =

Un − Un−1

kn
.

Να σημειώσουμε ότι το fn = f(tn) της κλασικής backward Euler μεθόδου αντικαταστήθηκε
από το μέσο της f στο εκάστοτε διάστημα Jn.

Επειδή ενδιαφερόμαστε να εκτιμήσουμε το σφάλμα για το πρόβλημα (1.18) την χρονική

στιγμή t = tN θα ορίσουμε την ολική διγραμμική μορφή

BN(V,W ) =
N∑
n=1

∫
Jn

((V ′,W ) + A(V,W )) dt+
N−1∑
n=1

(
[V ]n,W

n
+

)
+ (V 0

+,W
0
+) ∀V,W ∈ Sk.

(1.21)
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Ολοκληρώνοντας κατά μέλη, προκύπτει μια ισοδύναμη αναπαράσταση της διγραμμικής μορ-

φής

BN(V,W ) =
N∑
n=1

∫
Jn

(−(V,W ′) + A(V,W )) dt−
N−1∑
n=1

(V n, [W ]n)+(V N ,WN) ∀V,W ∈ Sk.

(1.22)

Με βάση αυτό τον ορισμό οι διακριτές εξισώσεις (1.17) μπορούν να γραφούνε:

Βρες U ∈ Sk τέτοιο ώστε

BN(U,X) = (v,X0
+) +

N∑
n=1

∫
Jn

(f,X) dt ∀X ∈ Sk.

Προφανώς η λύση u του συνεχούς προβλήματος ικανοποιεί την παραπάνω εξίσωση και ισχύει

BN(u,X) = (v,X0
+) +

N∑
n=1

∫
Jn

(f,X) dt, (1.23)

και για το σφάλμα e = U − u ισχύει

BN(e,X) = 0 ∀X ∈ Sk (1.24)

Η σχέση (1.24) είναι γνωστή ως ορθογωνιότητα Galerkin της μεθόδου.

Στην αναλυσή μας, θα λάβουμε υπόψη το αντίστροφο (backward) ομογενές πρόβλημα με
τελική συνθήκη

−z′ + Az = 0, t < tN

z(tN) = ϕ.
(1.25)

Η ανάλογη διακριτή μορφή, βάσει του δεύτερου τρόπου αναπαράστασης (1.22) της διγραμ-

μικής μορφής, είναι

Βρες Z ∈ Sk τέτοιο ώστε

BN(X,Z) = (XN , ϕ) ∀X ∈ Sk
ZN

+ = ϕ.
(1.26)

Η ακριβής λύση z επαληθεύει την σχέση (1.26), άρα για το σφάλμα Z − z ισχύει
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BN(X,Z − z) = 0 ∀X ∈ Sk .

Αναπτύσσουμε την εξίσωση (1.26) σε επιμέρους για κάθε διάστημα Jn:

Βρες Z ∈ Snk ώστε

∫
Jn

(−(X,Z ′) + A(X,Z)) dt+ (Xn, Zn) = (Xn, Zn
+) ∀X ∈ Snk , n ≤ N

ZN
+ = ϕ.

Τώρα θα εφαρμόσουμε την ασυνεχή μέθοδο Galerkin στον χρόνο για την εύρεση της

προσεγγιστικής λύσης του παραβολικού προβλήματος αρχικών - συνοριακών τιμών (1.1),

που διατυπώσαμε από την αρχή κιόλας της προηγούμενης ενότητας, αλλά για δοθέν χρονικό

διάστημα [0, T ]:

ut −∆u = f, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]

u = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ]

u(·, 0) = v, x ∈ Ω.

Θεωρούμε πλέον ότι το Ω είναι ένα κυρτό υποσύνολο του R2
. Θα περιορίσουμε την συζήτηση

στην κλασική οικογένεια Sh = {χ ∈ C(Ω) ; χ|τ ∈ P1(τ) , χ|∂Ω = 0} για το ημιδιακριτό
πρόβλημα:

Βρες uh(t) = uh(·, t) ∈ Sh για κάθε t ∈ (0, T ] έτσι ώστε

(uh,t, χ) + (∇uh,∇χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t ∈ (0, T ]

uh(0) = vh,

όπου vh είναι μια προσέγγιση της αρχικής συνθήκης v.

Σε αυτό το πρόβλημα τώρα θα εφαρμόσουμε την ασυνεχή μέθοδο στον χρόνο (DG
time stepping method), οπότε ο χώρος Hilbert H1

0 (Ω) θα αντικατασταθεί από τον Sh,
εφοδιασμένο με το L2-εσωτερικό γινόμενο, και ο διακριτός τελεστής Laplace, ∆h, θα παίξει

τον ρόλο του τελεστή Α. ΄Οπου ∆h : Sh → Sh ώστε (∆hψ, χ) = −(∇ψ,∇χ) ∀ψ, χ ∈ Sh.

Επομένως, θα εργαστούμε στον ακόλουθο συναρτησιακό χώρο

Skh = {X : [0, T ]→ Sh; X
∣∣
Jn

=

q−1∑
j=0

Xjt
j , Xj ∈ Sh}

και το πλήρως διακριτό πλέον σχήμα γίνεται:
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Βρες Uh ∈ Skh έτσι ώστε

BN(Uh, X) = (vh, X
0
+) +

N∑
n=1

∫
Jn

(f,X) dt ∀X ∈ Skh , N ≥ 0, (1.27)

αλλά αυτή την φορά

BN(Vh,Wh) =
N∑
n=1

∫
Jn

((Vh,t,W ) + (∇Vh,∇Wh)) dt+
N−1∑
n=1

(
[Vh]n,W

n
h,+

)
+ (V 0

h,+,W
0
h,+)

=
N∑
n=1

∫
Jn

(−(Vh,Wh,t) + (∇Vh,∇Wh)) dt−
N−1∑
n=1

(V n
h , [Wh]n) + (V N

h ,W
N
h ).

Καταλήγουμε λοιπόν στην σχέση

BN(e,X) = (vh − v,X0
+) ∀X ∈ Skh, (1.28)

με e = Uh − u , το σφάλμα.

Τέλος, εάν υποθέσουμε επιπλέον ότι vh = Phv, το δεξί μέλος μηδενίζεται.

1.4 Ανάλυση ευστάθειας

1.4.1 Συνεχές πρόβλημα

Θεώρημα 1.4.1 ΄Εστω u ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H1
0 (Ω)) η ασθενής λύση του προ-

βλήματος (1.13). Τότε, ισχύει η ακόλουθη εκ των προτέρων εκτίμηση ενέργειας

1

4
‖u‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖u‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ T‖f‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) +

1

2
‖v‖2.

Απόδειξη: Για ϕ = u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) η σχέση (1.13) γίνεται

∫
Ω

utu dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

fu dx,

1

2

d

dt

∫
Ω

u2 dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

fu dx,

1

2

∫
Ω

u2 dx+

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2 dx ds =

∫ t

0

∫
Ω

fu dx ds+

∫
Ω

v2 dx
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εφαρμόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz στο δεξί μέλος έπεται ότι

1

2
‖u‖2 +

∫ t

0

‖∇u‖2 ds =

∫ t

0

(f, u) ds+
1

2
‖v‖2

(1.29)

Εφόσον 0 ≤ t ≤ T και από τις ανισότητες Young και Hölder έχουμε

∫ t

0

(f, u) ds ≤
∫ T

0

‖f‖‖u‖ dt ≤ 1

4ε

∫ T

0

‖f‖2 dt+ ε

∫ T

0

‖u‖2 dt

≤ 1

4ε

∫ T

0

‖f‖2 dt+ εT max
t∈[0,T ]

‖u‖2.

Παίρνοντας το supremum σε όλα τα t ∈ [0, T ] στην σχέση (1.29), θέτουμε εT = 1
4
και

προκύπτει

1

2
max
t∈[0,T ]

‖u‖2 +

∫ T

0

‖∇u‖2 dt ≤ T

∫ T

0

‖f‖2 dt+
1

4
max
t∈[0,T ]

‖u‖2 +
1

2
‖v‖2,

ή

1

4
max
t∈[0,T ]

‖u‖2 +

∫ T

0

‖∇u‖2 dt ≤ T

∫ T

0

‖f‖2 dt+
1

2
‖v‖2,

είτε
1

4
‖u‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖u‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ T‖f‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) +

1

2
‖v‖2.

1.4.2 Πλήρως διακριτό πρόβλημα

Οι σχέσεις (1.27) και (1.28) αποτελούν μια πλήρη διακριτή διατύπωση του παραβολικού

προβλήματος (1.1) με αρχικέσ-συνοριακές συνθήκες στον χώρο Skh. Τώρα θα αναλύσουμε
την ευστάθεια του διακριτού σχήματος.

Θεώρημα 1.4.2 ΄Εστω Uh ∈ Skh η λύση του πλήρως διακριτού προβλήματος (1.27). Τότε,
ισχύει η ακόλοθουθη εκτιμήση

‖UN
h ‖2 +

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
N−1∑
n=0

‖[Uh]n‖2 ≤ C2
PF

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt+ ‖vh‖2.

Απόδειξη: Σε κάθε υποδιάστημα Jn = (tn−1, tn], n = 1, . . . , N έχουμε

∫
Jn

((Uh,t, X) + (∇Uh,∇X)) dt+
(
[Uh]n−1, X

n−1
+

)
=

∫
Jn

(f,X) dt ∀X ∈ Snkh, 1 ≤ n ≤ N
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Για X = Uh ∈ Snkh έπεται ότι

∫
Jn

((Uh,t, Uh) + (∇Uh,∇Uh)) dt+
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
=

∫
Jn

(f, Uh) dt,

∫
Jn

1

2

d

dt
‖Uh‖2 dt+

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
=

∫
Jn

(f, Uh) dt,

1

2
‖Un

h ‖2 − 1

2
‖Un−1

h,+ ‖
2 +

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
=

∫
Jn

(f, Uh) dt.

Εφόσον ισχύει

2
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
=
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+ + Un−1

h,+

)
=
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+ + Un−1

h + [Uh]n−1

)

= ‖[Uh]n−1‖2 +
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+ + Un−1

h

)

= ‖[Uh]n−1‖2 +
(
Un−1
h,+ − U

n−1
h , Un−1

h,+ + Un−1
h

)

= ‖[Uh]n−1‖2 + ‖Un−1
h,+ ‖

2 − ‖Un−1
h ‖2,

προκύπτει ότι

‖Un
h ‖2 + 2

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+ ‖[Uh]n−1‖2 = 2

∫
Jn

(f, Uh) dt+ ‖Un−1
h ‖2.

Αθροίζοντας από n = 1 εώς N , παίρνουμε

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
N∑
n=1

‖[Uh]n−1‖2 = 2
N∑
n=1

∫
Jn

(f, Uh) dt+ ‖U0
h‖2

όμως U0
h = vh

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
N∑
n=1

‖[Uh]n−1‖2 = 2
N∑
n=1

∫
Jn

(f, Uh) dt+ ‖vh‖2
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Εφαρμόζοντας τις ανισότητες Cauchy-Schwarz, Young και Poincare-Friedrichs στο δεύτερο
μέλος, έπεται ότι

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
N∑
n=1

‖[Uh]n−1‖2 ≤ 2
N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖‖Uh‖ dt+ ‖vh‖2

≤ 2
N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖CPF‖∇Uh‖ dt+ ‖vh‖2

≤ C2
PF

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt+
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+ ‖vh‖2,

και καταλήγουμε στο ακόλουθο αποτέλεσμα ευστάθειας

‖UN
h ‖2 +

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
N−1∑
n=0

‖[Uh]n‖2 ≤ C2
PF

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt+ ‖vh‖2 .

Παρατήρηση 5 Συνοψίζοντας, το βασικό χαρσκτηριστικό της ασυνεχής μεθόδου Galer-
kin στον χρόνο είναι ότι το πλήρως διακριτό σχήμα (1.27) μιμείται κατά κάποιον τρόπο τις
ιδιότητες ευστάθειας του συνεχούς προβλήματος (1.1).
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1.5 Ανάλυση σφάλματος

Υποθέτουμε ότι η τριγωνοποίησή μας, Th, είναι σχηματικά κανονική και σχεδόν ομοιόμορφη
(quasi uniform).

Ορισμός 1.5.1 (Σχηματικά κανονική τριγωνοποίηση) Υποθέτουμε ότι υπάρχει

σ > 1 τέτοιο ώστε hτ ≤ σ · pτ , για κάθε τ ∈ Th, όπου pτ , η διάμετρος του εγγεγραμένου
κύκλου, στο τρίγωνο τ ∈ Th.

Ορισμός 1.5.2 (Σχεδόν ομοιόμορφη τριγωνοποίηση) Υποθέτουμε ότι υπάρχει

γ > 1 τέτοιο ώστε max
τ∈Th
|τ | ≤ γ · min

τ∈Th
|τ |.

Μια διαδεδομένη στρατηγική στην ανάλυση σφάλματος του παραβολικού προβλήματος είναι

η διατύπωση του σφάλματος σε άθροισμα δύο όρων, δηλαδή

e = Uh − u = θ + ρ

όπου ο όρος ρ, είναι το σφάλμα του ελλειπτικού πρόβληματος και οπότε μπορούμε να το
εκτιμήσουμε άμμεσα, ενώ ο πρώτος όρος θ θα είναι το κύριο ζητούμενο της ανάλυσης.
Σε αυτή την ενότητα θα αναλύσουμε τα σφάλματα που παρουσιάζονται στα κομβικά σημεία

όταν q = 1, q = 2 και q ≥ 3.

Στο σημείο αυτό θα διατυπώσουμε τα παρακάτω λήμματα που είναι απαραίτητα για τις απο-

δείξεις των βασικών θεωρημάτων.

Λήμμα 1.5.3 ΄Εστω οι τελεστές Ph, Rh, ∆h και ∆. Η σχέση που τους συνδέει είναι η
ακόλουθη

∆hRh = Ph∆.

Απόδειξη: Από τις προηγούμενες ενότητες γνωρίζουμε ήδη ότι

(Phv, χ) = (v, χ) ∀χ ∈ Sh
(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ) ∀χ ∈ Sh, v ∈ H1

0

(∆hψ, χ) = −(∇ψ,∇χ) ∀ψ, χ ∈ Sh.

Για Rhv ∈ Sh, έχουμε

(∆hRhv, χ) = −(∇Rhv,∇χ) = −(∇v,∇χ) = (∆v, χ) = (Ph∆v, χ) ∀χ ∈ Sh.
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Λήμμα 1.5.4 Υποθέτουμε ότι
kn+1

kn
≥ c > 0. Τότε για την λύση του (1.26) ισχύει

N∑
n=1

∫
Jn

(‖Zh,t‖ + ‖∆hZh‖) dt+
N∑
n=1

‖[Zh]n‖ ≤ CLN‖ϕ‖

όπου LN =
(

log tN
kN

)1/2

+ 1. (βλ.[14])

Από εδώ και στο εξής θα χρησιμοποιούμε τους παρακάτω συμβολισμούς

‖ϕ‖Jn = sup
t∈Jn
‖ϕ‖ , ‖ϕ‖2,Jn = sup

t∈Jn
‖ϕ‖2,

όπου τώρα ‖ · ‖ είναι η νόρμα στον L2 = L2(Ω) και ‖ · ‖2 εκείνη στον H
2 = H2(Ω).

Παρατήρηση 6 Να σημειώσουμε ότι η σταθερά C που εμφανίζεται σε αυτή την ενό-
τητα είναι θετική, όχι αναγκαστικά η ίδια σε κάθε περίσταση και, τέλος, ανεξάρτητη των

εμπλεκόμενων παραμέτρων και συναρτήσεων.

Αρχικά, έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα, όπου οι προσεγγιστικές συναρτήσεις είναι κατά

διαστήματα σταθερές ως προς τον χρόνο. Στον χώρο θα αρκεστούμε σε γραμμικές.

Θεώρημα 1.5.5 Υποθέτουμε ότι
kn+1

kn
≥ c > 0 για κάθε n ≥ 0 και έστω q = 1. Τότε για

τις λύσεις των (1.1) και (1.27), όπου vh = Phv, έχουμε ότι

‖UN
h − u(tN)‖ ≤ CLN max

n≤N

(
h2‖u‖2,Jn + kn‖ut‖Jn

)
.

Απόδειξη: ΄Εστω ũ(t) ∈ Sk, η κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση (συναρτήσει του χρόνου
t), για την οποία ισχύει ũ(t) = u(tn), t ∈ Jn. Τότε, αναλύουμε το σφάλμα ως εξής

e = Uh − u =
(
Uh −Rhũ

)
+
(
Rhũ− u

)
= θ + ρ (1.30)

όπου Rh : H1
0 → Sh, η ελλειπτική προβολή που ορίζεται σύμφωνα με την σχέση (1.12).

Επειδή ũ(tN) = u(tN), προκύπτει ότι ‖ρN‖ = ‖
(
Rhu− u

)
(tN)‖ ≤ Ch2‖u(tN)‖2.

Για να φράξουμε την ποσότητα θN , θα βασιστούμε στο αντίστροφο πρόβλημα (1.26), όπου
ϕ ∈ L2(Ω) και Zh η πλήρως διακριτή μορφή του προηγόυμενου Z με

BN(X,Zh) = (XN , Phϕ) = (XN , ϕ) ∀X ∈ Skh.
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Να σημειώσουμε ότι η δεύτερη κατά σειρά ισότητα προήλθε από τον ορισμό της L2-προβολής,

(1.7). Οπότε για X = θ ∈ Skh προκύπτει

(θN , X) = BN(θ, Zh) = BN(e, Zh)−BN(ρ, Zh).

΄Ομως από υπόθεση vh = Phv, άρα η (1.28) για X = Zh γίνεται BN(e, Zh) = 0.

Αφού Zh,t(t) ≡ 0 σε κάθε διάστημα Jn,

(θN , ϕ) = −
N∑
n=1

∫
Jn

(∇ρ,∇Zh) dt+
N−1∑
n=1

(ρn, [Zh]n)− (ρN , Phϕ). (1.31)

΄Ομως (∇ρ,∇Zh) = (∇Rhρ ,∇Zh), άρα

|(θN , ϕ)| ≤
N∑
n=1

∫
Jn

‖Rhρ‖‖∆hZh‖ dt+
N−1∑
n=1

‖ρn‖‖[Zh]n‖+ ‖ρN‖‖Phϕ‖

≤ max
n≤N

(‖ρ‖Jn + ‖Rhρ‖Jn)

(
N∑
n=1

∫
Jn

‖∆hZh‖L2(Ω) dt+
N−1∑
n=1

‖[Zh]n‖+ ‖ϕ‖

)
.

Από το αποτέλεσμα ευστάθειας του Λήμματος 1.5.4, έχουμε ότι

‖θN‖ ≤ CLN max
n≤N

(
‖ρ‖Jn + ‖Rhρ‖Jn

)
.

Τώρα,

‖ρ‖Jn = ‖Rhũ− u‖Jn ≤ ‖Rhũ− ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ ‖(Rh − I)ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ Ch2‖u‖2,Jn + Ckn‖ut‖Jn

και επειδή Rhρ = Rhũ− Rhu = ρ− (Rhu− u), η συνάρτηση αυτή φράσσεται ακριβώς από
την ίδια ποσότητα. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Για q = 2 θα δείξουμε την παρακάτω υπερσύγκλιση τρίτης τάξης στα κομβικά σημεία.

Θεώρημα 1.5.6 ΄Εστω q = 2, και υποθέτουμε ότι kn+1

kn
≥ c > 0 για κάθε n ≥ 0. Τότε

για τις λύσεις των (1.1) και (1.27), όπου vh = Phv, έχουμε ότι

‖UN
h − u(tN)‖ ≤ CLN max

n≤N

(
h2‖u‖2,Jn + k3

n‖utt‖2,Jn

)
.
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Απόδειξη: ΄Οπως και στην προηγούμενη απόδειξη θα αναλύσουμε το σφάλμα σύμφωνα με

την σχέση (1.30), δηλαδή

e = Uh − u =
(
Uh −Rhũ

)
+
(
Rhũ− u

)
= θ + ρ

όπου τώρα ορίζουμε ως ũ(t) ∈ Sk, την κατά τμήματα γραμμική παρεμβάλουσα της ακριβής
λύσης του (1.1) απαιτώντας

ũ(tn) = u(tn), n ≥ 0∫
Jn

(
ũ(t)− u(t)

)
tl dt = 0, l ≤ q − 2, n ≥ 1,

δηλαδή η ũ παρεμβάλλει την u στα κομβικά σημεία, και το σφάλμα παρεμβολής είναι κάθετο
στο Πq−2 σε κάθε διάστημα Jn [14].

Επίσης, για κάθε t ∈ Jn, j = 0, 1 ισχύει ότι

|ũ(t)− u(t)|2j ≤ Ck2q−1
n

∫
Jn

|u(q)|2j dt.

Επομένως,

(θN , ϕ) = BN(θ, Zh) = −BN(ρ, Zh)

= −
N∑
n=1

∫
Jn

(
− (ρ, Zh,t) + (∇ρ,∇Zh)

)
dt+

N−1∑
n=1

(ρn, [Zh]n)− (ρN , Phϕ).

Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τον ορισμό της ũ, έχουμε

∫
Jn

(ρ, Zh,t) dt =

∫
Jn

(Rhũ− u, Zh,t) dt =

∫
Jn

(Rhu− u, Zh,t) dt

και από το Λήμμα 1.5.4

∣∣∣∣ N∑
n=1

∫
Jn

(Rhu− u, Zh,t) dt
∣∣∣∣ ≤ N∑

n=1

∫
Jn

∣∣(Rhu− u, Zh,t)
∣∣ dt

≤
N∑
n=1

∫
Jn

‖Rhu− u‖‖Zh,t‖ dt

≤ max
n≤N
‖Rhu− u‖Jn

N∑
n=1

∫
Jn

‖Zh,t‖ dt

≤ CLNh
2 max
n≤N
‖u‖2,Jn‖ϕ‖.
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Ομοίως,

∣∣∣∣N−1∑
n=1

(ρn, [Zh]n)

∣∣∣∣+
∣∣(ρN , Phϕ)

∣∣ ≤ N−1∑
n=1

‖ρn‖‖[Zh]n‖+ ‖ρN‖‖Phϕ‖

≤ max
n≤N
‖(Rhu− u)(tn)‖

(N−1∑
n=1

‖[Zh]n‖+ ‖ϕ‖
)

≤ CLNh
2 max
n≤N
‖u‖2,Jn‖ϕ‖.

Από τον ορισμό του ελλειπτικού τελεστή έχουμε

N∑
n=1

∫
Jn

(∇ρ,∇Zh) dt =
N∑
n=1

∫
Jn

(∇(Rhũ− u),∇Zh) dt =
N∑
n=1

∫
Jn

(∇(ũ− u),∇Zh) dt

= −
N∑
n=1

∫
Jn

(∆(ũ− u), Zh) dt =:
N∑
n=1

Kn.

Επειδή το σφάλμα παρεμβολής είναι κάθετο στις σταθερές, έχουμε

Kn = −
∫
Jn

(
∆(ũ− u), Zh

)
dt = −

∫
Jn

(
∆(ũ− u), Zn−1

h +

∫ t

tn−1

Zh,t(s) ds

)
dt

= −
∫
Jn

(
∆(ũ− u),

∫ t

tn−1

Zh,t(s) ds

)
dt.

Επομένως, έπεται

|Kn| ≤ kn‖∆(ũ− u)‖Jn
∫
Jn

‖Zh,t‖ dt ≤ k3
n‖∆(utt)‖Jn

∫
Jn

‖Zh,t‖ dt

= k3
n‖utt‖2,Jn

∫
Jn

‖Zh,t‖ dt

Αθροίζουμε από n = 1 εώς N και βάσει του Λήμματος 1.5.4 καταλήγουμε

N∑
n=1

|Kn| ≤ max
n≤N

k3
n‖utt‖2,Jn CLN‖ϕ‖

Συνδέοντας τις παραπάνω εκτιμήσεις, έχουμε
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|(θN , ϕ)| ≤ CLN max
n≤N

(
h2‖u‖2,Jn + k3

n‖utt‖2,Jn

)
‖ϕ‖

που φράσσει τον όρο ‖θN‖ από την επιθυμητή ποσότητα.

Θεώρημα 1.5.7 ΄Εστω q ≥ 3, και υποθέτουμε ότι kn+1

kn
≥ c > 0 για κάθε n ≥ 0. Τότε

για τις λύσεις των (1.1) και (1.28), όπου vh = Phv, έχουμε ότι

‖UN
h − u(tN)‖ ≤ CLN max

n≤N

(
h2‖u‖2,Jn + kqn‖u(q)‖Jn

)
.

Απόδειξη: Με την βοήθεια του ελλειπτικού τελεστή, το σφάλμα γράφεται, όπως και στις

προηγόυμενες αποδείξεις

e = Uh − u = (Uh −Rhũ) + (Rhũ− u) = θ + ρ

με την διαφορά τώρα ότι ũ έιναι η κατά τμήματα παρεμβάλουσα το πολύ q − 1 βαθμού, για
την οποία ισχύει

ũ(tn) = u(tn), n ≥ 0∫
Jn

(
ũ(t)− u(t)

)
tl dt = 0, l ≤ q − 2, n ≥ 1,

δηλαδή η ũ παρεμβάλλει την u στα κομβικά σημεία, και το σφάλμα παρεμβολής είναι κάθετο
στο Πq−2 σε κάθε διάστημα Jn.

Επίσης, για κάθε t ∈ Jn, j = 0, 1 ισχύει

|ũ(t)− u(t)|2j ≤ Ck2q−1
n

∫
Jn

|u(q)|2j dt.

Μπορούμε κατευθείαν να φράξουμε την ποσότητα ‖ρN‖ ως εξής

ρN = Rhũ(tN)− u(tN) = Rhu(tN)− u(tN) = (Rhu− u) (tN)

και άρα

‖ρN‖ = ‖(Rhu− u) (tN)‖ ≤ Ch2‖u(tN)‖2.
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Τώρα, θα ασχοληθούμε με τον δεύτερο όρο του σφάλματος

(θN , ϕ) = BN(θ, Zh) = −BN(ρ, Zh)

= −
N∑
n=1

∫
Jn

(
− (ρ, Zh,t) + (∇ρ,∇Zh)

)
dt+

N−1∑
n=1

(ρn, [Zh]n)− (ρN , Phϕ).

΄Ομως (∇ρ,∇Zh) = (∇Rhρ ,∇Zh), άρα

|(θN , ϕ)| ≤
N∑
n=1

∫
Jn

(‖ρ‖‖Zh,t‖+ ‖Rhρ‖‖∆hZh‖) dt+
N−1∑
n=1

‖ρn‖‖[Zh]n‖+ ‖ρN‖‖Phϕ‖

≤ max
n≤N

(‖ρ‖Jn + ‖Rhρ‖Jn)

(
N∑
n=1

∫
Jn

(‖Zh,t‖+ ‖∆hZh‖) dt+
N−1∑
n=1

‖[Zh]n‖+ ‖ϕ‖

)

Τελειώνοντας, σύμφωνα με το Λήμμα 1.5.4

‖θN‖ ≤ CLN max
n≤N

(‖ρ‖Jn + ‖Rhρ‖Jn).

Τώρα,

‖ρ‖Jn = ‖Rhũ− u‖Jn ≤ ‖Rhũ− ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ ‖(Rh − I)ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ Ch2‖u‖2,Jn + Ckqn‖u(q)‖Jn ,

και επειδή Rhρ = Rhũ− Rhu = ρ− (Rhu− u), η συνάρτηση αυτή φράσσεται ακριβώς από
την ίδια ποσότητα. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Αν και οι παραπάνω εκτιμήσεις αφορούν τα κομβικά σημεία, εκτιμήσεις με βέλτιστης τάξης

μπορούν να επιτευχθούν επίσης στο εσωτερικό των διαστημάτων Jn.

Θεώρημα 1.5.8 Για τις λύσεις των (1.1) (με q ≥ 1) και(1.27), με 1 ≤ n ≤ N , έχουμε

‖Uh − u‖Jn ≤ ‖U
n
h − u(tn)‖+ C‖Un−1

h − u(tn−1)‖+ Ch2‖u‖2,Jn + Ckqn‖u(q)‖Jn .

Απόδειξη: Αυτή την φορά θα αναλύσουμε το σφάλμα με την βοήθεια του L2-προβολικόυ

τελεστή ως εξής
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e = Uh − u = (Uh − Phũ) + (Phũ− u) = θ + ρ

όπου ũ, η κατά τμήματα το πολύ βαθμού q−1 παρεμβάλουσα της ακριβής λύσης που ορίσαμε
παραπάνω. ΄Αμμεσα έπεται ότι

‖ρ‖Jn = ‖Phũ− u‖Jn ≤ ‖Phũ− ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ ‖(Ph − I)ũ‖Jn + ‖ũ− u‖Jn
≤ Ch2‖u‖2,Jn + Ckqn‖u(q)‖Jn

Οπότε, αρκεί να φράξουμε το θ ∈ Snkh. Αλλά,

‖θ(t)‖ ≤ ‖θ(tn)‖+

∫ tn

t

‖θt‖ ds ≤ ‖en‖+ ‖ρn‖+

∫
Jn

‖θt‖ dt,

δηλαδή αρκει μόνο να δείξουμε ότι

∫
Jn

‖θt‖ dt ≤ C
(
‖en−1‖ + ‖ρn‖

)
.

Ξεκινάμε απο την σχέση

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ )

= (Un−1
h , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(f,X) dt−
∫
Jn

(((Phũ)t, X) + (∇Phũ,∇X)) dt− ((Phũ)n−1
+ , Xn−1

+ )

=
(
Un−1
h − (Phũ)n−1

+ , Xn−1
+

)
−
∫
Jn

(ρt, X) dt

=
(
Un−1
h − u(tn−1) + u(tn−1)− (Phũ)n−1

+ , Xn−1
+

)
− (ρ,X)|Jn +

∫
Jn

(ρ,Xt) dt

= (en−1 − ρn−1
+ , Xn−1

+ )− (ρn, Xn) + (ρn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(Phũ− u,Xt) dt

= (en−1, Xn−1
+ )− (ρn, Xn) +

∫
Jn

(ũ− u,Xt) dt

Λόγω της ορθογωνιότητας του σφάλματος παρεμβολής, καταλήγουμε στην σχέση∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) = (en−1, Xn−1
+ )− (ρn, Xn) ∀X ∈ Snhk

(1.32)
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Επιλέγοντας για X(t) = (t− tn−1)θt ∈ Snkh, βρίσκουμε, εφόσον Xn−1
+ = 0,

∫
Jn

((θt, (t− tn−1)θt) + (∇θ,∇(t− tn−1)θt)) dt = −(ρn, (t− tn−1)θt(tn)).

Εφαρμόζουμε την ανισότητα Cauchy-Schwarz στο δεξί μέλος

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt+

∫
Jn

(t− tn−1)
d

dt
(∇θ,∇θ) dt ≤ kn‖ρn‖‖θt(tn)‖,

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt+
1

2

∫
Jn

(t− tn−1)
d

dt
‖∇θ‖2 dt ≤ kn‖ρn‖‖θt(tn)‖,∫

Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt︸ ︷︷ ︸
(α)

+
1

2
kn‖∇θn‖2 ≤ 1

2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+ kn‖ρn‖‖θnt ‖.
(1.33)

Στο σημείο αυτό θα προσπαθήσουμε να βρούμε ένα κάτω φράγμα της ποσότητας (α).
Από την ανισότητα Hölder (για 1

2
+ 1

2
= 1) έχουμε ότι(∫

Jn

‖θt‖ dt
)2

≤ kn

∫
Jn

‖θt‖2 dt ≤ C

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt (1.34)

⇒ k2
n‖θnt ‖2 ≤ C

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt. (1.35)

Η ανισότητα (1.33) διατηρείται αν παραλείψουμε τη μη αρνητική ποσότητα
1
2
kn‖∇θn‖2

και

σε συνδιασμό με την ανισότητα Young , παίρνουμε

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt ≤ 1

2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+
‖ρn‖2

2
+
k2
n‖θnt ‖2

2
(1.35)

≤ 1

2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+
‖ρn‖2

2
+ C

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt

οπότε

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt ≤ C

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt︸ ︷︷ ︸
(β)

+C‖ρn‖2.
(1.36)

Για να εκτιμήσουμε το ολοκλήρωμα (β) στο δεξί μέλος της σχέσης (1.36), θα χρησιμοποι-
ήσουμε την σχέση (1.32) για X = 2θ ∈ Snkh και έπεται∫

Jn

((θt, 2θ) + (∇θ,∇2θ)) dt+ 2(θn−1
+ , θn−1

+ ) = 2(en−1, θn−1
+ )− 2(ρn, θn),
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2

∫
Jn

((θt, θ) + 2(∇θ,∇θ)) dt+ 2(θn−1
+ , θn−1

+ ) ≤ 2‖en−1‖‖θn−1
+ ‖ + 2‖ρn‖‖θn‖,

∫
Jn

d

dt
‖θ‖2 dt+ 2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+ 2‖θn−1
+ ‖2 ≤ 2‖en−1‖‖θn−1

+ ‖ + 2‖ρn‖‖θn‖,

‖θn‖2 − ‖θn−1
+ ‖2 + 2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+ 2‖θn−1
+ ‖2 ≤ ‖en−1‖2 + ‖θn−1

+ ‖2 + ‖ρn‖2 + ‖θn‖2,

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt ≤ C
(
‖en−1‖2 + ‖ρn‖2

)
,

΄Αρα η (1.36), γίνεται

∫
Jn

(t− tn−1)‖θt‖2 dt ≤ C
(
‖en−1‖2 + ‖ρn‖2

)
και από την (1.34) προκύπτει

∫
Jn

‖θt‖ dt ≤ C
(
‖en−1‖ + ‖ρn‖

)
.

Δείξαμε, λοιπόν, μία ολική εκτίμηση σφάλματος τάξης O(kqn + h2) στον χώρο
L∞ (0, tN ;L2(Ω)), η οποία είναι η βέλτιστη τάξη χρησιμοποιώντας πολυώνυμα βαθ-
μού q − 1 και γραμμικά, στον χρόνο και στο χώρο αντίστοιχα.

Το επόμενο θεώρημα αφορά εκτίμηση σφάλματος στον χώρο συναρτήσεων

L2 (0, tN ;H1
0 (Ω)).

Θεώρημα 1.5.9 Για τις λύσεις των (1.1) (με q ≥ 1) και (1.27), ισχύει

‖Uh − u‖L2(0,tN ;H1
0 (Ω)) ≤ ‖θ

0‖+ Ct
1/2
N max

n≤N

(
h‖u‖2,Jn + kqn‖∇u(q)‖Jn

)
.

Απόδειξη: Θέλουμε να εκτιμήσουμε την ποσότητα

e = Uh − u = (Uh − Phũ) + (Phũ− u) = θ + ρ.
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Αρχικά θα ασχοληθούμε με τον όρο θ:∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ )

=

∫
Jn

((Uh,t, X) + (∇Uh,∇X)) dt+ (Un−1
h,+ , Xn−1

+ )−
∫
Jn

(((Phũ)t, X) + (∇Phũ,∇X)) dt

− ((Phũ)n−1
+ , Xn−1

+ )

= (Un−1
h , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(f,X) dt−
∫
Jn

(((Phũ)t, X) + (∇Phũ,∇X)) dt− ((Phũ)n−1
+ , Xn−1

+ )

= (Un−1
h , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

((ut, X) + (∇u,∇X)) dt−
∫
Jn

(((Phũ)t, X) + (∇Phũ,∇X)) dt

− ((Phũ)n−1
+ , Xn−1

+ )

Γνωρίζουμε ότι (Phũ
n−1 − un−1, X) = 0 ∀X ∈ Snkh και u

n−1 = un−1
+ διότι u ∈

C([0, tN ];L2(Ω)). Αφαιρώντας από το δεύτερο μέλος τον όρο (Phũ
n−1 − un−1

+ , Xn−1
+ ), έ-

χουμε

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) =(θn−1, Xn−1
+ )− (ρn−1

+ , Xn−1
+ )−

∫
Jn

(ρt, X) dt

−
∫
Jn

(∇ρ,∇X), dt

Ολοκληρώνοντας κατά μέλη και επειδή (ρn, Xn) = 0,

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+(θn−1
+ , Xn−1

+ ) = (θn−1, Xn−1
+ )+

∫
Jn

((ρ,Xt)− (∇ρ,∇X)) dt,

΄Ομως (ρ,Xt) = 0 και, άρα,

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) = (θn−1, Xn−1
+ )−

∫
Jn

(∇ρ,∇X) dt ∀X ∈ Skh.

Για X = θ ∈ Skh,∫
Jn

((θt, θ) + (∇θ,∇θ)) dt+ (θn−1
+ , θn−1

+ ) = (θn−1, θn−1
+ )−

∫
Jn

(∇ρ,∇θ) dt.

Εφαρμόζοντας τις ανισότητες Cauchy-Schwarz και Young στο δεύτερο μέλος έπεται ότι

1

2

∫
Jn

d

dt
‖θ‖2 dt+

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+
(
[θn−1], θn−1

+

)
≤ 1

2

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt+
1

2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt,
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1

2
‖θn‖2 − 1

2
‖θn−1

+ ‖2 +
1

2

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+
(
[θn−1], θn−1

+

)
≤ 1

2

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt.

Αφού

2
(
[θn−1], θn−1

+

)
= ‖[θ]n−1‖2 + ‖θn−1

+ ‖2 − ‖θn−1‖2,

προκύπτει ότι

‖θn‖2 +

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+ ‖[θ]n−1‖2 ≤
∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt+ ‖θn−1‖2.

Αθροίζοντας από n = 1 μέχρι N ,

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+
N∑
n=1

‖[θ]n−1‖2 + ‖θN‖2

︸ ︷︷ ︸
(α)

−‖θ0‖2 ≤
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt.

Αγνοούμε την μη αρνητική ποσότητα (α)

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt ≤ ‖θ0‖2 +
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt,

και, άρα,

‖θ‖2
L2(0,tN ;H1

0 (Ω)) ≤ ‖θ
0‖2 + ‖ρ‖2

L2(0,tN ;H1
0 (Ω)),

ή

‖θ‖L2(0,tN ;H1
0 (Ω)) ≤ ‖θ

0‖+ ‖ρ‖L2(0,tN ;H1
0 (Ω)).

Αρκεί, λοιπόν, να φράξουμε τον όρο ‖ρ‖L2(0,tN ;H1
0 (Ω)), προκείμένου να ολοκληρώσουμε την

απόδειξη.

Από την ανισότητα Hölder (για 1
∞ + 1

1
= 1) έχουμε

‖ρ‖2
L2(0,tN ;H1

0 (Ω)) =
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt ≤ tN max
n≤N
‖∇ρ‖2

Jn.
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Αλλά

‖∇ρ‖Jn = ‖∇(Phũ− u)‖Jn
≤ ‖∇(Phũ− ũ)‖Jn + ‖∇(ũ− u)‖Jn
≤ Ch‖u‖2,Jn + Ckqn‖∇u(q)‖Jn

που μας αρκεί ώστε

‖θ‖L2(0,tN ;H1
0 (Ω)) ≤ ‖θ

0‖ + Ct
1/2
N max

n≤N

(
h‖u‖2,Jn + kqn‖∇u(q)‖Jn

)
.

Αν, επιπλέον, ισχύει ότι vh = Phv, τότε ‖θ0‖ = ‖U0
h − Phũ(0)‖ = ‖vh − Phv‖ = 0.

Θα ολοκληρώσουμε αυτή την ενότητα και κατ΄ επέκταση το πρώτο κεφάλαιο με το ακόλουθο

θεώρημα που αφορά την εκτίμηση σφάλματος στον χώρο L∞ (0, tN ;H1
0 (Ω)).

Θεώρημα 1.5.10 Υποθέτουμε ότι
kn+1

kn
≥ c > 0 για κάθε n ≥ 0 και έστω q ≥ 1. Τότε

για τις λύσεις των (1.1) και (1.27), όπου vh = Phv, έχουμε ότι

‖∇(Uh − u)(tN)‖ ≤ CLN max
n≤N

(
h‖u‖2,Jn + Ckqn‖u(q)‖1,Jn

)
.

Απόδειξη: ΄Εστω ũ(t) ∈ Sk η κατά τμήματα παρεμβάλουσα βαθμού το πολύ q − 1 της
ακριβής λύσης u στα κομβικά σημεία, που είναι κάθετη στο Πq−2 σε κάθε διάστημα Jn και
γράφουμε

e = Uh − u = (Uh −Rhũ) + (Rhũ− u) = θ + ρ .

Από το Λήμμα 1.2.2 έχουμε ότι

‖∇ρN‖ = ‖∇ρ(tN)‖ = ‖∇(Rhũ− u)(tN)‖ = ‖∇(Rhu− u)(tN)‖ ≤ Ch‖u(tN)‖2.

Για να φράξουμε τον όρο ∇θN , θα βασιστούμε στο πλήρως διακριτό ομογένες αντίστροφο
πρόβλημα.

BN(X,Zh) = (XN , Phϕ) = (XN , ϕ) ∀X ∈ Skh

Για X = ∇θN ∈ Skh,

(∇θN , ϕ) = BN(∇θN , Zh) = BN(∇e, Zh)−BN(∇ρ, Zh).
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΄Ομως vh = Phv άρα

BN(e,X) = (vh − v,X0
+) = (Phv − v,X0

+) = 0 ∀X ∈ Skh.

Επομένως, για X = ∇Zh ∈ Skh ισχύει

BN(e,∇Zh) = 0⇔ BN(∇e, Zh) = 0

και καταλήγουμε ότι

(∇θN , ϕ) = BN(∇θ, Zh) = −BN(∇ρ, Zh)

= −
N∑
n=1

∫
Jn

(
− (∇ρ, Zh,t) + (∇(∇ρ),∇Zh)

)
dt+

N−1∑
n=1

(∇ρn, [Zh]n)− (∇ρN , Phϕ)

=
N∑
n=1

∫
Jn

(
(∇ρ, Zh,t)− (∇ρ,∆Zh)

)
dt+

N−1∑
n=1

(∇ρn, [Zh]n)− (∇ρN , Phϕ).

΄Αρα

|(∇θN , ϕ)| ≤
N∑
n=1

∫
Jn

(
‖∇ρ‖‖Zh,t‖+ ‖∇ρ‖‖∆Zh‖

)
dt+

N−1∑
n=1

‖∇ρn‖‖‖[Zh]n‖+ ‖∇ρN‖‖Phϕ‖

≤ max
n≤N
‖∇ρ‖Jn

(
N∑
n=1

∫
Jn

(‖Zh,t‖+ ‖∆Zh‖) dt+
N−1∑
n=1

‖[Zh]n‖+ ‖ϕ‖

)
.

Από το Λήμμα 1.5.4 έπεται

‖∇θN‖ ≤ CLN max
n≤N
‖∇ρ‖Jn

όμως

‖∇ρ‖Jn = ‖∇(Rhũ− u)‖Jn
≤ ‖∇(Rhũ− ũ)‖Jn + ‖∇(ũ− u)‖Jn
≤ Ch‖u‖2,Jn + Ckqn‖∇u(q)‖Jn
= Ch‖u‖2,Jn + Ckqn‖u(q)‖1,Jn .

Συνοψίζοντας, οι εκτιμήσεις σφαλμάτων που αποδείξαμε παραπάνω, περιέχουν ποσότητες

που εξαρτώνται από την ακριβή λύση του συνεχούς προβλήματος (1.1) και έχουν την επιθυ-

μητή τάξη μεγέθους υπό την προΰπόθεση ότι η ακριβής λύση έχει συγκεκριμένες regularity
properties. Τέτοιου είδους εκτιμήσεις είναι γνωστές ως εκ των προτέρων εκτιμήσεις (a
priori error estimates).
Ωστόσο, αφού η ακριβής λύση δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων, τέτοιες εκτιμήσεις δεν

παρέχουν ακριβή ποσοτικά άνω φράγματα για το σφάλμα.
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Κεφάλαιο 2

Το ημιγραμμικό παραβολικό

πρόβλημα

2.1 Προαπαιτούμενα

2.1.1 Ανισότητες και θεωρήματα ενσφήνωσης σε χώρους

Sobolev

Ορισμός 2.1.1 ΄Εστω 1 ≤ p < n, ο Sobolev συζυγής του δείκτη p ορίζεται ως εξής :

p∗ :=
np

n− p
και ισχύει

1

p∗
=

1

p
− 1

n
, p∗ > p.

Θεώρημα 2.1.2 (Εκτίμηση για τον χώρο W 1,p
, 1 ≤ p < n ) ΄Εστω Ω, ένα ανοι-

χτό και φραγμένο υποσύνολο του Rn
και υποθέτουμε ότι ∂Ω ∈ C1

. ΄Εστω u ∈ W 1,p(Ω),
τότε u ∈ Lp∗(Ω) με την ακόλουθη εκτίμηση

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω),

δηλαδή W 1,p(Ω) ↪→ Lp∗(Ω).

• Εάν p = n, τότε W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,∞).

• Ενώ αν p > n ισχύει W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Θεώρημα 2.1.3 (Εκτίμηση για τον χώρο W 1,p
0 , 1 ≤ p < n) ΄Εστω Ω, ένα ανοι-

χτό και φραγμένο υποσύνολο του Rn
. Υποθέτουμε ότι u ∈ W 1,p

0 (Ω), τότε έχουμε την
ακόλουθη εκτίμηση

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀q ∈ [1, p∗].
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Σημέιωση 1 Η σταθερά C που εμφανίζεται στα Θεωρήματα 2.1.2 και 2.1.3 εξαρτάται μόνο
από τους δείκτες p, q και το χωρίο Ω.

Θεώρημα 2.1.4 (Γενικευμένη ανισότητα Sobolev) ΄Εστω Ω, ένα ανοιχτό και
φραγμένο υποσύνολο του Rn

, με ∂Ω ∈ C1
και u ∈ W k,p(Ω). Εάν k < n

p
με

1
q

= 1
p
− k

n
, τότε

u ∈ Lq(Ω) και ισχύει

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖Wk,p(Ω).

Σημέιωση 2 Στο παραπάνω θεώρημα η σταθερά C εξαρτάται απο τους δείκτες p, q, n και
το χωρίο Ω.

Θεώρημα 2.1.5 (Ανισότητα Ladyszeshkayka-Gagliardo-Nirenberg) Υπάρχει
σταθερά C > 0, που εξαρτάται μόνο από το χωρίο Ω, τέτοια ώστε για κάθε u ∈ H1

0 (Ω):

‖u‖L4(Ω) ≤ C‖u‖1/2
L2(Ω)‖∇u‖

1/2
L2(Ω) , d = 2

‖u‖L3(Ω) ≤ C‖u‖1/2
L2(Ω)‖∇u‖

1/2
L2(Ω) , d = 3

‖u‖L4(Ω) ≤ C‖u‖1/4
L2(Ω)‖∇u‖

3/4
L2(Ω) , d = 3.

Θεώρημα 2.1.6 (Αντίστροφη ανισότητα [5]) ΄Εστω Sh ⊂ W 1,n
, τότε ικανοποιεί-

ται το ακόλουθο διακριτό φράγμα

‖uh‖L∞(Ω) ≤ C|log h|1−1/n‖uh‖W 1,n(Ω) ∀uh ∈ Sh.

Για n = 2, προκύπτει, λοιπόν,

‖uh‖L∞(Ω) ≤ C|log h|‖uh‖H1(Ω) ∀uh ∈ Sh.

2.1.2 Ανισότητες Grönwall

Οι ανισότητες Grönwall αποτελόυν βασικό εργαλείο στην ανάλυση των χρονικά εξαρτώμε-
νων προβλημάτων. Θα παρουσιάσουμε την συνεχή και την διακριτή μορφή.

Λήμμα 2.1.7 (Συνεχές Λήμμα Grönwall) ΄Εστω u : [0, T ]→ [0,∞), μια μη αρνη-
τική και συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

du

dt
≤ Cu , u(0) = u0 για κάποιες σταθερές C, u0 ≥ 0 .

Τότε,

u(t) ≤ u0 e
Ct , 0 ≤ t ≤ T

είτε

u(t) ≤ u0 + C

∫ t

0

u(s) ds , 0 ≤ t ≤ T .
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Λήμμα 2.1.8 (Γενικευμένη περίπτωση) ΄Εστω f, g, h κατά τμήματα συνεχείς μη
αρνητικές συναρτήσεις ορισμένες στο διάστημα (α, b). Υποθέτουμε ότι g είναι μη φθίνουσα
και ότι υπάρχει μια θετική σταθερά C ανεξάρτητη του t, τέτοια ώστε

∀t ∈ (α, b) f(t) + h(t) ≤ g(t) + C

∫ b

α

f(s) ds.

Τότε

∀t ∈ (α, b) f(t) + h(t) ≤ eC(t−α)g(t).

Λήμμα 2.1.9 (Διακριτό Λήμμα Grönwall) Εάν (1 − ckn)αn + bn ≤ αn−1 + fn,
και επιπλέον maxn ckn < 1, τότε

αN +
N∑
n=1

bn
N∏
i=n

(1− cki)
≤ α0

N∏
i=1

(1− cki)
+

N∑
n=1

fn
N∏
i=n

(1− cki)
.

Λήμμα 2.1.10 Από το Λήμμα 2.1.9, έπεται η ακόλουθη ανισότητα

αN +
N∑
n=1

ec(T−tn) bn ≤ e
ckN
1−ck

(
α0 +

N∑
n=1

fn

)
.

Απόδειξη: ΄Εστω {αn}, {bn}, {fn} μη αρνητικές ακολουθίες για τις οποίες ισχύει ότι

(1− ckn)αn + bn ≤ αn−1 + fn , 1 ≤ n ≤ N

Τότε, εάν 0 < kn < 1/c, ισχύει

αN +
N∑
n=1

bn
N∏
i=n

(1− cki)
≤ α0

N∏
i=1

(1− cki)
+

N∑
n=1

fn
N∏
i=n

(1− cki)
.

Εφόσον ισχύει

e

N∑
i=n

cki
≤ 1

N∏
i=n

(1− cki)
,

προκύπτει ότι

αN +
N∑
n=1

e

N∑
i=n

cki
bn ≤

α0

N∏
i=1

(1− cki)
+

N∑
n=1

fn
N∏
i=n

(1− cki)
,
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δηλαδή

αN +
N∑
n=1

ec(T−tn) bn ≤
α0∏N

i=1(1− cki)
+

N∑
n=1

fn∏N
i=n(1− cki)

≤ α0

(1− ck)N
+

N−1∑
n=0

fn+1

(1− ck)N−n
,

όπου k = max
1≤i≤N

ki.

΄Ομως

1

1− ck
=

1− ck + ck

1− ck
= 1 +

ck

1− ck
= 1 +

(
c

1− ck

)
k ≤ e

ck
1−ck .

΄Αρα,

αN +
N−1∑
n=1

ec(T−tn) bn ≤ e
ckN
1−ck α0 +

N−1∑
n=0

e(
ck

1−ck)N−nfn+1

≤ e
ckN
1−ck

(
α0 +

N−1∑
n=0

e(
ck

1−ck)−nfn+1

)

≤ e
ckN
1−ck

(
α0 +

N∑
n=1

fn

)
.
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2.2 Η εξίσωση Allen-Cahn

Η εξίσωση Allen-Cahn είναι μια παραβολική ημιγραμμική μερική διαφορική εξίσωση, που
εξαρτάται από την παράμετρο ε, της μορφής

ut −∆u+
1

ε2
(u3 − u) = f, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]

u = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ]

u(·, 0) = v, x ∈ Ω.

(2.1)

Το Ω είναι ένα φραγμένο υποσύνολο του Ευκλείδειου χώρου R2
και v, f η αρχική συνθήκη

και οι εξωτερικοί παράγοντες αντιστοίχως. Η βασική δυσκολία του παραπάνω προβλήματος

έγκειται στην παράμετρο 0 < ε << 1, η οποία είναι πολύ μικρή σε σύγκριση με το χωρίο Ω.
Εμείς θα ασχοληθούμε με την ιδανική περίπτωση, όπου ε = 1.

2.2.1 Ασθενής διατύπωση και ανάλυση ευστάθειας

Το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών γίνεται:

ut −∆u+ u3 − u = f, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]

u = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ]

u(·, 0) = v, x ∈ Ω.

(2.2)

΄Εστω f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) και u0 ∈ L2(Ω). Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσω-
σης με μια συνάρτηση ελέγχου ω ∈ H1

0 (Ω)∩L4(Ω), ολοκληρώνουμε πάνω στο χωρίο Ω και
εφαρμόζοντας την ταυτότητα Green στο αριστερό μέλος καταλήγουμε στην εξής ασθενή
διατύπωση:

Βρες u ∈ H1
0 (Ω), για κάθε t ∈ (0, T ] τέτοια ώστε

(ut, ω) + (∇u,∇ω) +
(
(u3 − u), ω

)
= (f, ω) (2.3)

για κάθε ω ∈ H1
0 (Ω) και t ∈ (0, T ], και u(·, 0) = v.

Σχόλιο 4 Στην αρχή θεωρήσαμε ότι ω ∈ H1
0 (Ω)∩L4(Ω), αλλά από το Θεώρημα Ενσφή-

νωσης 2.1.2 (για n = p = 2) προκύπτει ότι H1(Ω) ↪→ L4(Ω). Επιπλέον, αφού H1
0 (Ω) είναι

υπόχωρος του H1(Ω), αρκεί ω ∈ H1
0 (Ω).

Επειδή το πρόβλημα είναι χωροχρονικό, μια σωστή ασθενής διατύπωση είναι:

Βρες u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L4(0, T ;L4(Ω)) τέτοια ώστε

∫ T

0

[
(ut, ω) + (∇u,∇ω) +

(
(u3 − u), ω

) ]
dt =

∫ T

0

(f, ω) dt
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για κάθε ω ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L4(0, T ;L4(Ω)) και u(·, 0) = v.

Αφού ολοκληρώσαμε την ασθενή διατύπωση του προβλήματος, θα συνεχίσουμε με το ακό-

λουθο αποτέλεσμα ευστάθειας.

Θεώρημα 2.2.1 Η μεταβολική λύση του ασθενώς διατυπωμένου προβλήματος (2.3) ικα-

νοποιεί το ακόλουθο εκ των προτέρων αποτέλεσμα ενεργειακής εκτίμησης

‖u‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) + 2‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2‖u‖4

L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ e3T
(
‖v‖2 + ‖f‖2

L2(0,T ;L2(Ω))

)
.

Απόδειξη: Για ω = u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L4(0, T ;L4(Ω)) η σχέση (2.3) έπεται ότι

(ut, u) + (∇u,∇u) + (u3 − u, u) = (f, u).

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz στο δεξί μέλος, έχουμε

1

2

d

dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖u‖4

L4(Ω) − ‖u‖2 ≤ ‖f‖‖u‖.

Από την ανισότητα Young στο δεξί μέλος προκύπτει ότι

1

2

d

dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖u‖4

L4(Ω) − ‖u‖2 ≤ 1

2
‖f‖2 +

1

2
‖u‖2.

Ολοκληρώνοντας από 0 εώς t, έχουμε

1

2
‖u(t)‖2+

∫ t

0

‖∇u‖2 ds+

∫ t

0

‖u‖4
L4(Ω) ds ≤

1

2
‖v‖2+

1

2

∫ t

0

‖f‖2 ds+
1

2

∫ t

0

‖u‖2 ds+

∫ t

0

‖u‖2 ds,

‖u(t)‖2 + 2

∫ t

0

‖∇u‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖u‖4
L4(Ω) ds ≤ ‖v‖2 +

∫ t

0

‖f‖2 ds+
3

2

∫ t

0

‖u‖2 ds.

Από το συνεχές Λήμμα Grönwall 2.1.8 έπεται ότι

‖u(t)‖2 + 2

∫ t

0

‖∇u‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖u‖4
L4(Ω) ds ≤ e3t

(
‖v‖2 +

∫ t

0

‖f‖2 ds

)
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παίρνουμε το supremum σε όλα τα t ∈ [0, T ] και έχουμε

max
t∈[0,T ]

‖u(t)‖2 + 2

∫ T

0

‖∇u‖2 ds+ 2

∫ T

0

‖u‖4
L4(Ω) ds ≤ e3T

(
‖v‖2 +

∫ T

0

‖f‖2 ds

)
,

δηλαδή

‖u‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) + 2‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2‖u‖4

L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ e3T
(
‖v‖2 + ‖f‖2

L2(0,T ;L2(Ω))

)
.

Παρατήρηση 7 Δείξαμε την ευστάθεια στην ιδανική περίπτωση που το ε = 1. Στο
πρόβλημα (2.1) όταν 0 < ε << 1, η απόδειξη ευστάθειας δεν είναι αυτονόητη. Για πολύ

μικρές τιμές της παραμέτρου ε, ο εκθέτης της ποσότητας e
T
2

+ T
ε2 θα τείνει στο άπειρο καθώς

το ε→ 0.
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2.3 Πλήρως διακριτό πρόβλημα

Για να διακριτοποιήσουμε το μοντελοποιημένο πρόβλημα της εξίσωσης Allen-Cahn, θα
χρησιμοποιήσουμε την ασυνέχη μέθοδο Galerkin στον χρόνο σε συνδυασμό με την
κλασσική μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων στον χώρο.

Θα αναζητήσουμε προσεγγιστικές λύσεις σε μία διαμέριση της μορφής 0 = t0 < t1 <
· · · < tN = T του δοθέντος χρονικού διαστήματος [0, T ]. Συνεπώς, δημιουργούμε χρονικά
υποδιαστήματα Jn = (tn−1, tn], μήκους kn = tn − tn−1, για κάθε n = 1, . . . , N .
Υποθέτουμε ότι η διαμέριση που επιλέξαμε είναι σχεδόν ομοιόμορφη, δηλάδη υπάρχειCk > 1
τέτοια ώστε max

1≤n≤N
kn < Ck · min

1≤n≤N
kn.

Σχετικά με την διακριτοποίηση του χωρίου Ω, οπώς και στην περίπτωση του παραβολικού
προβλήματος, θεωρούμε μια κανονική και σχεδόν ομοιόμορφη τριγωνοποίηση Th. ΄Αρα, θα
ασχοληθούμε με τον γραμμικό υπόχωρο πεπρασμένης διάστασης Sh ⊂ H1

0 (Ω), σε κάθε
χρονικό υποδιάστημα Jn.

Θα προσεγγίσουμε την λύση, u, του συνεχούς προβλήματος, (2.2), με γραμμικές και κατά
τμήματα σταθερές συναρτήσεις ως προς τον χώρο και τον χρόνο αντίστοιχα. Ορίζουμε τον

ακόλουθο χώρο συναρτήσεων:

Skh = {X : [0, T ]→ Sh : X|Jn = X1, X1 ∈ Sh}.

Το πλήρως διακριτό σχήμα μπορεί να αναπαρασταθεί σε κάθε υποδιάστημα Jn ως εξής :

Βρες Uh ∈ Snkh ώστε ∀X ∈ Snkh, 1 ≤ n ≤ N

∫
Jn

((Uh,t, X) + (∇Uh,∇X)) dt+ ([Uh]n−1, X
n−1
+ ) +

∫
Jn

(U3
h − Uh, X) dt =

∫
Jn

(f,X) dt,

Uh(0) = vh.
(2.4)

2.3.1 Ανάλυση ευστάθειας

Σε αυτό το σημείο θα ελέγξουμε την ευστάθεια του σχήματος. Αρκεί να δείξουμε ότι η

προσεγγιστική λύση Uh ικανοποιεί κάποιου είδους εκ των προτέρων ενεργειακής εκτίμησης
(a priori energy estimate).

Θεώρημα 2.3.1 Υποθέτουμε ότι
max kn
min kn

< Ck, 1 ≤ n ≤ N . Τότε, για τη λύση Uh του
διακριτού προβλήματος (2.4) ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

e3(T−tn)
(
‖∇Uh‖2 + ‖Uh‖4

L4(Ω)

)
dt+

N∑
n=1

e3(T−tn)‖[Uh]n−1‖2

≤ e
3CkT

1−3k

(
‖vh‖2 +

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt

)
.
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Απόδειξη: Ξεκινώντας από την σχέση (1.36) για X = Uh ∈ Sh, έπεται ότι

∫
Jn

(Uh,t, Uh) dt+

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
+

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt =

∫
Jn

(f, Uh) dt+

∫
Jn

‖Uh‖2 dt,

∫
Jn

1

2

d

dt
‖Uh‖2 dt+

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
+

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt =

∫
Jn

(f, Uh) dt+

∫
Jn

‖Uh‖2 dt.

Από την ανισότητα Cauchy-Shwarz και επειδή ήδη έχουμε δείξει στο προηγούμενο κεφάλαιο
ότι 2

(
[Uh]n−1, U

n−1
h,+

)
= ‖[Uh]n−1‖2 + ‖Un−1

h,+ ‖2 − ‖Un−1
h ‖2

, προκύπτει ότι

1

2
‖Un

h ‖2−1

2
‖Un−1

h,+ ‖
2+

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
1

2
‖[Uh]n−1‖2+

1

2
‖Un−1

h,+ ‖
2−1

2
‖Un−1

h ‖2+

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt

≤
∫
Jn

‖f‖‖Uh‖ dt+

∫
Jn

‖Uh‖2 dt.

Εφαρμόζοντας την ανισότητα Young στο δεξί μέλος

1

2
‖Un

h ‖2 +

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+
1

2
‖[Uh]n−1‖2 +

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt

≤ 1

2
‖Un−1

h ‖2 +
1

2

∫
Jn

‖f‖2 dt+
1

2

∫
Jn

‖Uh‖2 dt+

∫
Jn

‖Uh‖2 dt,

είτε

‖Un
h ‖2 + 2

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+ 2

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt+ ‖[Uh]n−1‖2

≤ ‖Un−1
h ‖2 +

∫
Jn

‖f‖2 dt+ 3

∫
Jn

‖Uh‖2 dt.

Η Uh είναι σταθερή ως προς τον χρόνο σε κάθε διάστημα Jn. Οπότε

‖Uh(t)‖ = ‖Uh(tn)‖ ∀t ∈ Jn,

δηλαδή ∫
Jn

‖Uh(t)‖2 dt = kn‖Un
h ‖2.
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και προκύπτει ότι

(1−3kn)‖Un
h ‖2+2

∫
Jn

‖∇Uh‖2 dt+2

∫
Jn

‖Uh‖4
L4(Ω) dt+‖[Uh]n−1‖2 ≤ ‖Un−1

h ‖2+

∫
Jn

‖f‖2 dt.

(2.5)

Προκειμένου να καταλήξουμε στο ζητούμενο θα εφαρμόσουμε το Διακριτό Λήμμα Grönwall
2.1.9.

Από το Λήμμα 2.1.10 για

αn = ‖Un
h ‖2

bn = 2

∫
Jn

(
‖∇Uh‖2 + ‖Uh‖4

L4(Ω)

)
dt+ ‖[Uh]n−1‖2

αn−1 = ‖Un−1
h ‖2

fn =

∫
Jn

‖f‖2 dt

c = 3,

εφαρμοσμένο στην σχέση (2.5), έπεται το ακόλουθο αποτέλεσμα ευστάθειας

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

e3(T−tn)
(
‖∇Uh‖2 + ‖Uh‖4

L4(Ω)

)
dt+

N∑
n=1

e3(T−tn)‖[Uh]n−1‖2

≤ e
3kN
1−3k

(
‖vh‖2 +

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt

)
.

Επειδή έχουμε υποθέσει ότι η διαμέριση του χρονικόυ διαστήματος [0, T ] είναι σχεδόν ο-
μοιόμορφη, ισχύει k ·N < Ck N ·min kn < CkT , και καταλήγουμε ότι

‖UN
h ‖2 + 2

N∑
n=1

∫
Jn

e3(T−tn)
(
‖∇Uh‖2 + ‖Uh‖4

L4(Ω)

)
dt+

N∑
n=1

e3(T−tn)‖[Uh]n−1‖2

≤ e
3CkT

1−3k

(
‖vh‖2 +

N∑
n=1

∫
Jn

‖f‖2 dt

)
.
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2.3.2 Ανάλυση σφάλματος

Θεώρημα 2.3.2 Υποθέτουμε ότι
max kn
min kn

< Ck, 1 ≤ n ≤ N . Τότε για τις λύσεις u, Uh του
συνεχούς προβλήματος (2.2) και του πλήρως διακριτού (2.4) αντίστοιχα, αποδεικνύουμε την

ακόλουθη βέλτιστη εκτίμηση σφάλματος

‖Uh − u‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ O(h2 + kn).

Απόδειξη: Αναλύουμε το σφάλμα ως εξής

e = Uh − u = (Uh −Rhũ) + (Rhũ− u) = θ + ρ,

όπου ũ είναι η κατά τμήματα πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού το πολύ q − 1 ως προς την
μεταβλητή του χρόνου t με τις εξής ιδιότητες:

ũ(tn) = u(tn) , n ≥ 0∫
Jn

(ũ− u)tl = 0 , ∀l ≤ q − 2 , n ≥ 1.

Ακόμη, Rh είναι η γνωστή ελλειπτική προβολή. Επομένως, Rhũ ∈ Pq−1(Jn)× Sh.

Υποθέτουμε ότι η λύση u είναι τετραγωνική στον χώρο και γραμμική στον χρόνο. Θα
ξεκινήσουμε εκτιμώντας την ποσότητα θ, οπότε έχουμε

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+(θn−1
+ , Xn−1

+ )+

∫
Jn

(θ3−θ,X) dt =

∫
Jn

((Uh,t, X) + (∇Uh,∇X)) dt

+(Un−1
h,+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(U3
h − Uh, X) dt−

∫
Jn

(((Rhũ)t, X) + (∇Rhũ,∇X)) dt

−((Rhũ)n−1
+ , Xn−1

+ )−
∫
Jn

((Rhũ)3 −Rhũ, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

΄Ομως γνωρίζουμε ότι

∫
Jn

((Uh,t, X) + (∇Uh,∇X)) dt+(Un−1
h,+ , Xn−1

+ )+

∫
Jn

(U3
h−Uh, X) dt = (Un−1

h , Xn−1
+ )+

∫
Jn

(f,X) dt,

άρα έπεται ότι
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∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ,X) dt

= (Un−1
h , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(f,X) dt−
∫
Jn

(((Rhũ)t, X) + (∇Rhũ,∇X)) dt

−((Rhũ)n−1
+ , Xn−1

+ )−
∫
Jn

((Rhũ)3 −Rhũ, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

Σύμφωνα με το συνεχές πρόβλημα∫
Jn

((ut, X) + (∇u,∇X)) dt+

∫
Jn

(u3 − u,X) dt =

∫
Jn

(f,X) dt,

οπότε έχουμε

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ,X) dt

= (Un−1
h , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

((ut, X) + (∇u,∇X)) dt+

∫
Jn

(u3 − u,X) dt

−
∫
Jn

((Rhũ)t, X) dt−
∫
Jn

(∇Rhũ,∇X) dt− ((Rhũ)n−1
+ , Xn−1

+ )

−
∫
Jn

((Rhũ)3 −Rhũ, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

και από τον ορισμό που δώσαμε στην αρχή της απόδειξης για τον όρο ρ, μπορούμε να
γράψουμε

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ,X) dt

= (Un−1
h , Xn−1

+ )−
∫
Jn

(ρt, X) dt−
∫
Jn

(∇ρ,∇X) dt+

∫
Jn

(ρ,X) dt

−((Rhũ)n−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

((u3 − (Rhũ)3, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

Προσθαφαιροντας από το δεύτερο μέλος την ποσότητα (Rhũ
n−1 − un−1

+ , Xn−1
+ ), και λαμβά-

νοντας υπόψιν ότι un−1 = un−1
+ αφού u ∈ C([0, tN ];L2(Ω)), προκύπτει η ακόλουθη σχέση

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ,X) dt

= (θn−1, Xn−1
+ )− (ρn−1

+ , Xn−1
+ )−

∫
Jn

(ρt, X) dt+ (ρn−1, Xn−1
+ )−

∫
Jn

(∇ρ,∇X) dt
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+

∫
Jn

(ρ,X) dt+

∫
Jn

((u3 − (Rhũ)3, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

Μετά από ολοκλήρωση κατά παράγοντες και αφού
∫
Jn

(ρ,Xt) dt = 0 ∀n ≤ N , έχουμε

∫
Jn

((θt, X) + (∇θ,∇X)) dt+ (θn−1
+ , Xn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ,X) dt

= (θn−1, Xn−1
+ )− (ρn, Xn) + (ρn−1, Xn−1

+ )−
∫
Jn

(∇ρ,∇X) dt+

∫
Jn

(ρ,X) dt

+

∫
Jn

((u3 − (Rhũ)3, X) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), X) dt.

Για X = θ ∈ Snkh, έχουμε∫
Jn

((θt, θ) + (∇θ,∇θ)) dt+ (θn−1
+ , θn−1

+ ) +

∫
Jn

(θ3 − θ, θ) dt

= (θn−1, θn−1
+ )− (ρn, θn) + (ρn−1, θn−1

+ )−
∫
Jn

(∇ρ,∇θ) dt+

∫
Jn

(ρ, θ) dt

+

∫
Jn

((u3 − (Rhũ)3, θ) dt−
∫
Jn

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt.

Αθροίζοντας για j = 1, . . . , n ∈ {1 . . . N} με tN = T , έπεται ότι

n∑
j=1

∫
Jj

((θt, θ) + (∇θ,∇θ)) dt+
n∑
j=1

(
[θ]j−1, θ

j−1
+

)
+

n∑
j=1

∫
Jj

(θ3 − θ, θ) dt

= −
n∑
j=1

(ρj, θj) +
n∑
j=1

(ρj−1, θj−1
+ )−

n∑
j=1

∫
Jj

(∇ρ,∇θ) dt+
n∑
j=1

∫
Jj

(ρ, θ) dt

+
n∑
j=1

∫
Jj

((u3 − (Rhũ)3, θ) dt−
n∑
j=1

∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt.

Από τις ιδιότητες της ελλειπτικής προβολής,έχουμε

n∑
j=1

∫
Jj

(∇ρ,∇θ) dt =
n∑
j=1

∫
Jj

(∇(ũ− u),∇θ) dt,

και άρα προκύπτει ότι
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n∑
j=1

∫
Jj

1

2

d

dt
‖θ‖2 dt+

n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
n∑
j=1

(
[θ]j−1, θ

j−1
+

)
+

n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖4
L4(Ω) dt

=
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
n∑
j=1

(ρj−1, [θ]j−1)− (ρ0, θ0)− (ρn, θn)−
n∑
j=1

∫
Jj

(∇(ũ− u),∇θ) dt

+
n∑
j=1

∫
Jj

(ρ, θ) dt+
n∑
j=1

∫
Jj

((u3 − (Rhũ)3, θ) dt︸ ︷︷ ︸
(γ)

−
n∑
j=1

∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt︸ ︷︷ ︸
(δ)

. (2.6)

Σε αυτό το σημείο θα εκτιμήσουμε ξεχώριστα τις ολοκληρωτέες ποσότητες (γ), (δ) της
ισοτήτας (2.7) προκειμένου να καταλήξουμε σε ένα επιθυμητό φράγμα του όρου θ.

• Ξεκινάμε από τον όρο (δ).
Από την ανισότητα Hölder προκύπτει ότι∫

Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt ≤
∣∣∣ ∫

Jj

(3UhRhũθ, θ) dt
∣∣∣ ≤ ∫

Jj

∣∣ (3UhRhũθ, θ)
∣∣ dt

= 3

∫
Jj

∫
Ω

|UhRhũθ
2| dx dt

≤ 3

∫
Jj

‖Uh‖‖Rhũθ
2‖ dt.

΄Ομως

‖Rhũθ
2‖ =

(∫
Ω

|Rhũθ
2|2 dx

)1/2

=

(∫
Ω

|Rhũ|2|θ2|2 dx
)1/2

≤
(
‖(Rhũ)2‖L∞(Ω) ‖(θ2)2‖L1(Ω)

)1/2

= ‖Rhũ‖L∞(Ω) ‖θ2‖,

και επομένως έπεται ότι∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt ≤ 3

∫
Jj

‖Uh‖‖Rhũ‖L∞(Ω)‖θ2‖ dt

= 3

∫
Jj

‖Uh‖‖Rhũ‖L∞(Ω)‖θ‖2
L4(Ω) dt.
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Η ũ είναι σταθερή κατά διαστήματα Jj = (tj−1, tj], άρα το πολυώνυμο Rhũ είναι σταθερό
ως προς την μεταβλητή του χρόνου. Εφαρμόζοντας ξανά την ανισότητα Hölder στο δεύτερο
μέλος της παραπάνω ανισοτικής σχέσης προκύπτει

∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt ≤ 3‖Uh‖L∞(0,T ;L2(Ω))‖Rhũ‖L∞(Ω)

∫
Jj

‖θ‖2
L4(Ω) dt

Από τις ανισότητες Ladyszeshkayka-Gagliardo-Nirenberg 2.1.5 (d = 2) και Young, έχουμε

∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt ≤ 3‖Uh‖L∞(0,T ;L2(Ω))‖Rhũ‖L∞(Ω)

∫
Jj

C1‖θ‖‖∇θ‖ dt

≤ 3C1‖Uh‖L∞(0,T ;L2(Ω))‖Rhũ‖L∞(Ω)

∫
Jj

√
2‖θ‖ 1√

2
‖∇θ‖ dt

≤ 9C2
1 ‖Uh‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))︸ ︷︷ ︸
(ζ)

‖Rhũ‖2
L∞(Ω)︸ ︷︷ ︸

(η)

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

4

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt.

(2.7)

Στο σημείο αυτό θα φράξουμε τους όρους (ζ), (η) από γνωστές σε μας ποσότητες.

• Ξεκινάμε με τον όρο (ζ): Σύμφωνα με την ανάλυση ευστάθειας του πλήρως διακριτο-
ποιημένου σχήματος στην προηγούμενη ενότητα έχουμε ότι

‖Uh‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ Cstab{vh,f}.

• Για τον όρο (η): Αρχικά από την αντίστροφη ανισότητα (Θεώρημα 2.1.6) για n = 2
έπεται ότι

‖Rhũ‖L∞(Ω) ≤ C|log h|‖Rhũ‖H1(Ω).

Ακόμη λόγω της ευστάθειας της ελλειπτικής προβολής στον χώρο H1(Ω), προκύπτει
ότι

‖Rhũ‖L∞(Ω) ≤ C|log h|‖Rhũ‖H1(Ω) ≤ CC2|log h|‖ũ‖H1(Ω).

Συνεπώς, η σχέση (2.7) γίνεται

∫
Jj

(3UhRhũ(Uh −Rhũ), θ) dt ≤ 9C2
1C

2C2
2Cstab{vh,f}|logh|

2‖ũ‖2
H1(Ω)

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

4

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt

= α

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

4

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt,
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όπου α = 9C2
1C

2C2
2Cstab{vh,f}|log h|2‖ũ‖2

H1(Ω).

• Τώρα θα συνεχίσουμε με την εκτίμηση του όρου (γ). Χρησιμοποιώντας την ανισότητα
Hölder (τριών όρων με 1

2
+ 1

4
+ 1

2
= 1)

∫
Jj

(u3 − (Rhũ)3, θ) dt ≤
∫
Jj

∣∣(u3 − (Rhũ)3, θ)
∣∣ dt

=

∫
Jj

∫
Ω

∣∣ρ(u2 + (Rhũ)2 + uRhũ)θ
∣∣ dx dt

≤
∫
Jj

‖ρ‖ ‖u2 + (Rhũ)2 + uRhũ‖L4(Ω) ‖θ‖L4(Ω) dt.

Εφόσον

‖u2 + (Rhũ)2 + uRhũ‖L4(Ω) ≤ ‖u2‖L4(Ω) + ‖(Rhũ)2‖L4(Ω) + ‖uRhũ‖L4(Ω)

≤ ‖u‖2
L8(Ω) + ‖Rhũ‖2

L8(Ω) + ‖u‖L8(Ω)‖Rhũ‖L8(Ω)

≤ ‖u‖2
L8(Ω) + ‖Rhũ‖2

L8(Ω) +
1

2
(‖u‖2

L8(Ω) + ‖Rhũ‖2
L8(Ω))

≤ C3(‖u‖2
L8(Ω) + ‖Rhũ‖2

L8(Ω)),

έπεται ότι

∫
Jj

(u3−(Rhũ)3, θ) dt ≤
∣∣∣ ∫

Jj

(u3−(Rhũ)3, θ) dt
∣∣∣ ≤ C3

∫
Jj

‖ρ‖(‖u‖2
L8(Ω)+‖Rhũ‖2

L8(Ω))‖θ‖L4(Ω) dt.

(2.8)

Από το θεώρημα συνεχούς ενσφήνωσης για χώρους Sobolev W 1,p
, όταν p = n = 2, προ-

κύπτει ότι H1(Ω) ↪→ L8(Ω) και σε συνδιασμό με την ευστάθεια της ελλειπτικής προβολής
στον χώρο H1(Ω),

‖Rhũ‖L8(Ω) ≤ C4‖Rhũ‖H1(Ω) ≤ C4C5‖ũ‖H1(Ω).

Εφαρμόζοντας τις ανισότητες Ladyszeshkayka-Gagliardo-Nirenberg 2.1.5 (d = 2) και
Young
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∫
Jj

(u3 − (Rhũ)3, θ) dt ≤
∫
Jj

‖ρ‖
(
‖u‖2

L8(Ω) + C4C5‖ũ‖2
H1(Ω)

)
‖θ‖L4(Ω) dt

≤
(
‖u‖2

L∞(0,T ;L8(Ω)) + C4C5‖ũ‖2
L∞(0,T ;H1(Ω))

)∫
Jj

‖ρ‖ ‖∇θ‖1/2 ‖θ‖1/2 dt

≤ β

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

4

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
1

2

∫
Jj

‖ρ‖2 dt

όπου β = 1
4

(
‖u‖2

L∞(0,T ;L8(Ω)) + C4C5‖ũ‖2
L∞(0,T ;H1(Ω))

)2

Επιστρέφουμε στην σχέση (2.6),

n∑
j=1

∫
Jj

1

2

d

dt
‖θ‖2 dt︸ ︷︷ ︸

(κ)

+
n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
n∑
j=1

(
[θ]j−1, θ

j−1
+

)
︸ ︷︷ ︸

(λ)

+
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖4
L4(Ω) dt

≤
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

2

n∑
j=1

‖ρj−1‖2 +
1

2

n∑
j=1

‖[θ]j−1‖2 +
1

2
‖ρ0‖2 +

1

2
‖θ0‖2 + ‖ρn‖2 +

1

4
‖θn‖2

+
n∑
j=1

∫
Jj

‖∇(ũ− u)‖2 dt+
1

4

n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
1

2

n∑
j=1

∫
Jj

‖ρ‖2 dt+
1

2

n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt

+
1

4

n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+α
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt+β
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt+
1

4

n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
1

2

n∑
j=1

∫
Jj

‖ρ‖2 dt.

Αναπτύσσουμε ξεχωριστά τα δύο παρακάτω αθροίσματα (κ) και (λ) ώστε να είναι πιο ευ-
διάκριτη η απλοποίηση

n∑
j=1

∫
Jj

1

2

d

dt
‖θ‖2 dt =

1

2
‖θn‖2 +

1

2

n−1∑
j=1

‖θj‖2 − 1

2

n∑
j=1

‖θj−1
+ ‖2

n∑
j=1

(
[θ]j−1, θ

j−1
+

)
=

1

2

n∑
j=1

‖[θ]j−1‖2 +
1

2

n∑
j=1

‖θj−1
+ ‖2 − 1

2

n∑
j=1

‖θj−1‖2

θέτουμε ε = α + β + 1
2

+ 1,
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1

4
‖θn‖2 +

1

4

n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖4
L4(Ω) dt

≤ ‖θ0‖2 + ‖ρ0‖2 +
n∑
j=1

‖ρj‖2 +
n∑
j=1

∫
Jj

‖ρ‖2 dt+
n∑
j=1

∫
Jj

‖∇(ũ− u)‖2 dt+ ε

n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖2 dt.

Αφού θ ∈ Skh, είναι σταθερό πολυώνυμο ως προς την μεταβλητή του χρόνου σε κάθε
υποδιάστημα Jj = (tj−1, tj]. Δηλαδή, για κάθε ∈ Jj , 1 ≤ j ≤ n ισχύει

ε

∫
Jj

‖θ‖2 dt = εkj‖θj‖2,

και προκύπτει ότι

‖θn‖2 +
n∑
j=1

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+ 4
n∑
j=1

∫
Jj

‖θ‖4
L4(Ω) dt

≤ 4‖θ0‖2 +4‖ρ0‖2 +
n∑
j=1

4εkj‖θj‖2 +4
n∑
j=1

‖ρj‖2 +4
n∑
j=1

∫
Jj

‖ρ‖2 dt+4
n∑
j=1

∫
Jj

‖∇(ũ−u)‖2 dt

Στο σημείο αυτό θα εφαρμόσουμε κάποια μορφή διακριτού λήμματος Grönwall που εξυπη-
ρετεί την συγκεκριμένη περίπτωση. Αρχικά, υποθέτουμε ότι 4εk < 1, όπου k = max

1≤j≤n
kj.

Θέτοντας

αn = ‖θn‖2

bj = 4

∫
Jj

‖∇θ‖2 dt+ 4

∫
Jj

‖θ‖4
L4(Ω) dt

B = 4‖θ0‖2 + 4‖ρ0‖2

aj = ‖θj‖2

fj = 4‖ρj‖2 + 4

∫
Jj

‖ρ‖2 dt+ 4

∫
Jj

‖∇(ũ− u)‖2 dt,

δείχνουμε ότι για κάθε n ≥ 1 ισχύει

αn +
n∑
j=1

bj ≤ B +
n∑
j=1

4εkjαj +
n∑
j=1

fj.

Τότε, για κάθε n ≥ 1 ισχύει
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αn +
n∑
j=1

bj ≤ e
4ε

n∑
j=1

kj

(
B +

n∑
j=1

fj

)
,

οπότε και για n = N ισχύει

αN +
N∑
n=1

bj ≤ e
4ε

N∑
n=1

kj

(
B +

N∑
n=1

fj

)
= e4εT

(
B +

N∑
n=1

fj

)
,

δηλαδή

‖θN‖2 +
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇θ‖2 dt+ 4
N∑
n=1

∫
Jn

‖θ‖4
L4(Ω) dt

≤ e4εT

{
4‖θ0‖2++4‖ρ0‖2+

(
4

N∑
n=1

‖ρj‖2 + 4
N∑
n=1

∫
Jn

‖ρ‖2 dt+ 4
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇(ũ− u)‖2 dt

)
︸ ︷︷ ︸

(µ)

}
.

Για να προσδιορίσουμε την τάξη σύγκλισης της μεθόδου στην L∞(0, T ;L2(Ω)), χρειάζεται
να εκτιμήσουμε την ποσότητα (µ). Από τον ορισμό του ρ άμεσα έπονται τα ακόλουθα:

N∑
n=1

‖ρj‖ ≤ Ch2

N∑
n=1

‖un‖2,

N∑
n=1

∫
Jn

‖ρ‖ dt ≤ T max
n≤N

‖ρ‖2,Jn ≤ T max
n≤N

(
Ch2 ‖u‖2,Jn + Ckn ‖ut‖Jn

)
,

N∑
n=1

∫
Jn

‖∇(ũ− u)‖2 dt ≤
N∑
n=1

∫
Jn

Ck2
n‖∇ut‖2 dt = TCk2

n‖∇ut‖2.

Τώρα, ολοκληρώνουμε την εκτίμηση για τον όρο θ ως εξής

‖θ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = ‖Uh −Rhũ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ O(h2 + kn)

και καταλήγουμε ότι από τον ορισμό του σφάλματος στην ανισότητα

‖e‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖θ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ρ‖L∞(0,T ;L2(Ω)),
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όπου

‖ρ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = max
t∈[0,T ]

‖ρ‖ ≤ max
n≤N
‖ρ‖Jn ≤ max

n≤N
(Ch2‖u‖2,Jn + Ckn ‖ut‖Jn)

Αν επιπλεόν υποθέσουμε ότι vh = Rhv, τότε ‖θ0‖ = 0.

Παρατήρηση 8 Αν είχαμε χρησιμοποιήσει την L2-προβολή, Ph, αντί της ελλειπτικής,
Rh, δεν θα έιχαμε καταλήξει σε αποτέλεσμα βέλτιστης σύγκλισης. Συγκεκριμένα, θα έιχαμε

δείξει ότι

‖Uh − u‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ O(h+ kn).

Σχόλιο 5 Στην παραπάνω ανάλυση σφάλματος δείξαμε έμμεσα τις εξής δύο εκτιμήσεις:

• ‖θ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ O(h2 + kn).

• ‖θ‖L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ O(h2 + kn).

Συνεπώς, για να δείξουμε εκτιμήσεις σφάλματος στις παραπάνω νόρμες, αρκεί να υπολογί-

σουμε τις αντίστοιχες εκτιμήσεις για τον όρο ρ.

Πόρισμα 2.3.3 Υποθέτουμε ότι
max kn
min kn

< Ck, 1 ≤ n ≤ N . Τότε για τις λύσεις u, Uh του
συνεχούς προβλήματος (2.2) και του πλήρως διακριτού (2.4) αντίστοιχα, αποδεικνύουμε την

ακόλουθη βέλτιστη εκτίμηση σφάλματος

‖Uh − u‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ O(h+ kn).

Απόδειξη: Αναλύουμε το σφάλμα όπως και πριν

e = (Uh −Rhũ) + (Rhũ− u) = θ + ρ.

Για να εκτιμήσουμε το σφάλμα στην L2(0, T ;H1
0 (Ω)), αρκεί να ασχοληθούμε αποκλειστικά

με τον όρο ρ, γιατί από το Θεώρημα 2.3.2 έπεται ότι ‖θ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ O(h2 + kn).

Εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder (για 1
∞ + 1

1
= 1), έπεται ότι

‖ρ‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) =
N∑
n=1

∫
Jn

‖∇ρ‖2 dt ≤ T max
n≤N
‖∇ρ‖2

Jn ,

από τον ορισμό της ελλειπτικής προβολής προκύπτει ότι
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‖∇ρ‖Jn ≤ ‖∇Rhũ−∇ũ‖Jn + ‖∇ũ−∇u‖Jn
≤ Ch‖ũ‖2,Jn + Ckn‖∇ut‖Jn
= Ch‖u‖2,Jn + Ckn‖∇ut‖Jn

και καταλήγουμε στην επιθυμητή εκτίμηση

‖ρ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C T 1/2 max

n≤N
(h‖u‖2,Jn + kn‖∇ut‖Jn).

Πόρισμα 2.3.4 Υποθέτουμε ότι
max kn
min kn

< Ck, 1 ≤ n ≤ N . Τότε για τις λύσεις u, Uh του
συνεχούς προβλήματος (2.2) και του πλήρως διακριτού (2.4) αντίστοιχα, αποδεικνύουμε την

ακόλουθη βέλτιστη εκτίμηση σφάλματος

‖Uh − u‖L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ O(h2 + kn).

Απόδειξη: Αναλύουμε το σφάλμα όπως και πριν

e = (Uh −Rhũ) + (Rhũ− u) = θ + ρ.

Για να εκτιμήσουμε το σφάλμα στην L4(0, T ;L4(Ω)), αρκεί να ασχοληθούμε αποκλειστικά
με τον όρο ρ, γιατί από το Θεώρημα 2.3.2 έπεται ότι ‖θ‖L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ O(h2 + kn).

Εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder (για 1
∞ + 1

1
= 1), έπεται ότι

‖ρ‖4
L4(0,T ;L4(Ω)) =

N∑
n=1

∫
Jn

‖ρ‖4
L4(Ω) dt ≤ T max

n≤N
‖ρ‖4

L4,Jn
,

όπου ‖ρ‖L4,Jn
= sup

t∈Jn
‖ρ‖L4(Ω).

Αφού

‖ρ‖L4,Jn
≤ ‖Rhũ− ũ‖L4,Jn︸ ︷︷ ︸

(α)

+ ‖ũ− u‖L4,Jn︸ ︷︷ ︸
(β)

,

θα εκτιμήσουμε ξεχωριστά τους όρους (α), (β).

Αρχικά, για τον όρο (α): Από το Λήμμα Bramble-Hilbert [3] (για k = 1, q = 4, p = 4,
m = 0), για κάθε u ∈ H1

0 (Ω) ∩W 2,4(Ω) ισχύει ότι

‖Rhũ− ũ‖L4(Ω) ≤ Ch2‖ũ‖W 2,4(Ω),

και, έπεται ότι
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‖Rhũ− ũ‖L4,Jn
≤ Ch2‖ũ‖W 2,4,Jn = Ch2‖u‖W 2,4,Jn

Στην συνέχεια για τον όρο (β), ισχύει

‖ũ− u‖L4,Jn
≤ Ckn‖ut‖L4,Jn

.

΄Αρα, καταλήγουμε στην ζητούμενη εκτίμηση

‖ρ‖L4(0,T ;L4(Ω)) ≤ CT 1/4 max
n≤N

(h2‖u‖W 2,4,Jn + kn‖ut‖L4,Jn
).



Κεφάλαιο 3

Αριθμητικά αποτελέσματα

Στο σημέιο αυτό, θα παρουσιάσουμε κάποια αποτελέσματα από την ασυνεχή μεθόδο

Galerkin στο πρόβλημα (1.1) αρχικών και συνοριακών τιμών για την εξίσωση θερμότητας.
Συγκεκριμένα, θεωρούμε Ω = (0, 1)2

και [0, T ] = [0, 2] το αντίστοιχο χρονικό διάστημα.
Επιλέγουμε, ως αρχική συνθήκη u(x, y, 0) = v(x, y) = sin(πx) sin(πy).

Αρχικά, θα ασχοληθούμε με το ομογενές παραβολικό πρόβλημα, όπου οι εξωτερικοί

παράγοντες απουσιάζουν (f = 0). Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε την διαφορετική εξέλιξη
της θερμοκρασίας στην πάροδο του χρόνου υπό την επίδραση των εξωτερικών παραγόντων,

f(x, y) = 2π2 sin(πx) sin(πy).

Προσεγγίζουμε την ακριβή λύση, u, του συνεχούς προβλήματος με γραμμικές και κατά τμή-
ματα σταθερές συναρτήσεις ως προς τον χώρο και τον χρόνο αντίστοιχα. Να σημειώσουμε

ότι η διακριτοποίηση στο χωρίο Ω, είναι αποτέλεσμα της τριγωνοποίησης Delaunay. Τέλος,
η χρονική διαμέριση είναι ομοιόμορφη, δηλαδή τα υποδιαστήματα είναι ισαπέχοντα , μήκους

k = 0.01.

3.1 Ομογενές παραβολικό πρόβλημα

Στα Σχήματα 3.1 και 3.2, απεικονίζεται η προσεγγιστική λύση Uh για τις επαναλήψεις n = 1,
n = 5, n = 10 και n = 30. Από την επανάληψη n = 31 έως την n = 200, η συνάρτηση Uh
τείνει στο μηδέν.

65
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n = 1 n = 5

n = 10 n = 30

Σχήμα 3.1: Η συνάρτηση Uh για το ομογενές πρόβλημα.

n = 1 n = 5

n = 10 n = 30

Σχήμα 3.2: Η προβολή της Uh στο xz-επίπεδο, για το ομογενές πρόβλημα.
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3.2 Μη ομογενές παραβολικό πρόβλημα

Στα Σχήματα 3.3 και 3.4 απεικονίζεται η προσεγγιστική λύση για τις επαναλήψεις n = 1,
n = 10 και n = 50. Για n > 50, η προσεγγιστική λύση Uh μειώνεται αμελητέα και συγκλίνει
σε μια σταθερή τιμή.

n = 1 n = 10 n = 50

Σχήμα 3.3: Η συνάρτηση Uh για το μη-ομογενές πρόβλημα.

n = 1 n = 10 n = 50

Σχήμα 3.4: Η προβολή της Uh στο xz-επίπεδο, για το μη-ομογενές πρόβλημα.
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discontinuous Galerkin time stepping for parabolic problems, [ Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg. , 190 (2001), pp 6685-6708.
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