
H áíåîáñôçóßá ôçò ãåíéêåõìÝíçò õðüèåóçò ôïõ

óõíå÷ïýò áðü ôï áîéùìáôéêü óýóôçìá ZFC

ÄéðëùìáôéêÞ åñãáóßá

ÁëÝîáíäñïò Ðáðïýëéáò

ÅðéâëÝðùí KáèçãçôÞò : ÁëÝêïò ÁñâáíéôÜêçò

Åèíéêü Ìåôóüâéï Ðïëõôå÷íåßï

Ó÷ïëÞ ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Öõóéêþí Åðéóôçìþí

ÁèÞíá 2011



ii

ÈÝëù íá åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ ôïõò êáèçãçôÝò ðïõ ìå âïÞèçóáí óå áõôÞ ôçí åñãáóßá.
Éäéáßôåñá ôïí ê. ÁñâáíéôÜêç ðïõ Þôáí ðÜíôá ðñüèõìïò íá ìïõ ëýóåé üëåò ôéò áðïñßåò ðïõ
åß÷á êáé ôïí ê. Áñãõñü ãéá ôç âïÞèåéá ôïõ óôçí åðéëïãÞ ôïõ èÝìáôïò êáé ôçí õðüäåéîç ìÝñïõò
ôçò âéâëéïãñáößáò. ÔÝëïò èÝëù íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí óõìöïéôçôÝò ìïõ Íßêï ÐáëçêáñÜêç êáé
Ìáñßíá ÊùíóôáíôÜôïõ ðïõ ìå âïÞèçóáí óôç ÷ñÞóç ôùí ðñïãñÜììáôùí LATEX êáé Power-
Point.



Ðåñéå÷üìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 1
1.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò ôçò ëïãéêÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 To áîéùìáôéêü óýóôçìá ZFC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 ÂáóéêÝò Ýííïéåò ôçò èåùñßáò óõíüëùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Ôá êáëÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá 7
2.1 ÅðáãùãÞ êáé áíáäñïìÞ óå êáëÜ èåìåëéùìÝíåò ó÷Ýóåéò . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 H êëÜóç ôùí êáëÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Áðüëõôåò ¸ííïéåò 15
3.1 ÌïíôÝëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Áðüëõôåò ¸ííïéåò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3 ÓõíáñôÞóåéò ðïõ ïñßæïíôáé áíáäñïìéêÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4 ÁñéèìÞóéìá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC 27
4.1 Èåþñçìá Mostowski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 ÈåùñÞìáôá ÁíÜêëáóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5 Ç êëÜóç L 35
5.1 Ïñßóéìá óýíïëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.2 Éäéüôçôåò ôçò L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.3 To Áîßùìá ôçò Êáôáóêåõáóéìüôçôáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6 Forcing 47
6.1 ÌåñéêÝò äéáôÜîåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
6.2 Generic åðåêôÜóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
6.3 Forcing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
6.4 To Ì [G] ùò ìïíôÝëï ôïõ ZFC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

7 H óõíÝðåéá ôçò Üñíçóçò ôçò GCH 63

iii



iv ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ



ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò ôçò ëïãéêÞò

Áí êáé ç ðñïóÝããéóç áõôÞò ôçò åñãáóßáò åßíáé êáèáñÜ óõíïëïèåùñçôéêÞ, åßíáé áäýíáôï ìéá
áðüäåéîç óõíÝðåéáò áîéùìáôéêþí óõóôçìÜôùí íá áðïöýãåé åíôåëþò ôç ëïãéêÞ. Ãéá áõôü èá
ðáñïõóéÜóïõìå ìå óõíôïìßá êáé ÷ùñßò áõóôçñüôçôá ïñéóìÝíåò Ýííïéåò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
óå üëç ôçí Ýêôáóç áõôÞò ôçò åñãáóßáò. Ç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí áðïôåëåßôáé áðïêëåéóôéêÜ
áðü ôï óýìâïëï ó÷Ýóçò äýï èÝóåùí ∈. ÅðïìÝíùò ïé áôïìéêïß ôýðïé ôçò ãëþóóáò ôçò èåùñßáò
óõíüëùí èá åßíáé åêöñÜóåéò ôçò ìïñöÞò x ∈ y Þ x = y. Ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ ðïéÝò åêöñÜóåéò
åßíáé ôýðïé ìå âÜóç ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò:

1. ÊÜèå áôïìéêüò ôýðïò åßíáé ôýðïò.

2. Áí ö êáé ø åßíáé ôýðïé ôüôå åßíáé êáé ïé ¬ö, ö ∧ ø, ö ∨ ø, ö → ø êáé ö ↔ ø.

3. Áí ï ö åßíáé ôýðïò êáé ç x ìåôáâëçôÞ ôüôå ïé ∃xö êáé ∀xö åßíáé ôýðïé.

ÓçìáóéïëïãéêÜ, åðåéäÞ ïé ôýðïé ö ∨ ø, ö → ø, ö ↔ ø êáé ∀xö ìðïñïýí íá ãñáöïýí
éóïäýíáìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôïõò ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò ¬ êáé ∧ êáé ôïí ðïóïäåßêôç
∃, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå, êáé áõôü èá êÜíïõìå óå üëç ôçí Ýêôáóç ôçò åñãáóßáò, üôé ïé
ôýðïé Ý÷ïõí ïñéóôåß ìå âÜóç ìüíï áõôïýò ôïõò êáíüíåò:

1. ÊÜèå áôïìéêüò ôýðïò åßíáé ôýðïò.

2. Áí ö êáé ø åßíáé ôýðïé ôüôå åßíáé êáé ïé ¬ö êáé ö ∧ ø.

3. Áí ï ö åßíáé ôýðïò êáé ç x ìåôáâëçôÞ ôüôå ï ∃xö åßíáé ôýðïò.

Áõôü èá ìáò ãëõôþóåé áðü á÷ñåßáóôï êüðï, êõñßùò üôáí åëÝã÷ïõìå üôé êÜôé éó÷ýåé ãéá êÜèå
ôýðï ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ.

ÐïëëÝò öïñÝò èá èåùñÞóïõìå óõëëïãÝò ôçò ìïñöÞò {x : ö(x)} ðïõ èá ôéò ïíïìÜæïõìå
êëÜóåéò êáé èá ôéò ãñÜöïõìå ìå Ýíôïíá ãñÜììáôá. Ïé êëÜóåéò óõ÷íÜ äåí åßíáé óýíïëá, üðùò
ãéá ðáñÜäåéãìá ç V = {x : x = x} Þ ç ÏÍ = {x : ï x åßíáé äéáôáêôéêüò}. Ãéá áõôü
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ôï ëüãï áíôéìåôùðßæïõìå ôéò êëÜóåéò áêñéâþò üðùò ôïõ ôýðïõò. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç
Ýêöñáóç £ãéá êÜèå êëÜóç éó÷ýåé áõôü¤ äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéá ðñüôáóç ôçò èåùñßáò óõíüëùí.
Èá áíáöåñüìáóôå åðßóçò êáé óå ó÷Ýóåéò Þ óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí åßíáé óýíïëá áëëÜ êëÜóåéò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ∈ ïñßæåé ìéá êëÜóç E = {〈x; y〉 : x ∈ y}, åíþ ç

⋃
ïñßæåé ìéá êëÜóç

UN = {〈x; y〉 : y =
⋃
x}. ÄéáéóèçôéêÜ UN : V→ V.

ÏíïìÜæïõìå âåëçíåêÝò ìéáò åìöÜíéóçò åíüò ðïóïäåßêôç óå Ýíá ôýðï ôïí ìïíáäéêü ôýðï
ðïõ áêïëïõèåß ôïí ðïóïäåßêôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôïí ôýðï (∃x(x ∈ y)) ∧ (y ∈ z) ôï
âåëçíåêÝò ôïõ ðïóïäåßêôç ∃x åßíáé ï ôýðïò x ∈ y. Ìéá åìöÜíéóç ìéáò ìåôáâëçôÞò óå
Ýíáí ôýðï êáëåßôáé äåóìåõìÝíç áí âñßóêåôáé óôï âåëçíÝêåò åíüò ðïóïäåßêôç ðïõ äñá óå
áõôÞ ôç ìåôáâëçôÞ, äéáöïñåôéêÜ êáëåßôáé åëåýèåñç. Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ç åìöÜíéóç
ôçò x åßíáé äåóìåõìÝíç åíþ êáé ïé äýï åìöáíßóåéò ôçò y åßíáé åëåýèåñåò. ÄéáéóèçôéêÜ Ýíáò
ôýðïò åêöñÜæåé ìéá éäéüôçôá ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ôïõ, äçëáäÞ ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ ðïõ
ôïõëÜ÷éóôïí ìéá åìöÜíéóÞ ôïõò åßíáé åëåýèåñç, êáèþò ìéá äåóìåõìÝíç ìåôáâëçôÞ ìðïñåß íá
áíôéêáôáóôáèåß áðü ìéá êáéíïýñéá ìåôáâëçôÞ ÷ùñßò íá ìåôáâÜëëåé ôï íüçìá ôïõ ôýðïõ. Ãéá
ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò (∃w(w ∈ y)) ∧ (y ∈ z) åßíáé éóïäýíáìïò ìå áõôüí ðïõ åßäáìå ðáñáðÜíù.
Óõ÷íÜ èá ãñÜöïõìå Ýíáí ôýðï óôç ìïñöÞ ö(x1; :::; xn) êáé èá åííïïýìå üôé üëåò ïé åëåýèåñåò
ìåôáâëçôÝò ôïõ ö ðåñéëáìâÜíïíôáé óôï óýíïëï {x1; :::; xn}, ÷ùñßò üìùò íá åßíáé áðáñáßôçôï
üôé êÜèå xi åßíáé åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôïõ ö. ¸íáò ôýðïò ÷ùñßò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò êáëåßôáé
ðñüôáóç.

Aí S óýíïëï ðñïôÜóåùí êáé ö ðñüôáóç ôüôå ãñÜöïõìå S ` ö áí ç ö áðïäåéêíýåôáé áðü ôï
S, äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ôýðùí ö1; :::; ön ôÝôïéá þóôå ï ön íá åßíáé
ï ö êáé êÜèå ôýðïò ôçò áêïëïõèßáò åßôå íá áíÞêåé óôï S, åßôå íá åßíáé ëïãéêü áîßùìá, åßôå íá
åßíáé ôï óõìðÝñáóìá åíüò êáíüíá áðáãùãÞò ìå õðïèÝóåéò ôïõò ôýðïõò ìå ìéêñüôåñï äåßêôç.
¸íá óýíïëï ðñïôÜóåùí S êáëåßôáé óõíåðÝò êáé ãñÜöïõìå Con(S) áí äåí õðÜñ÷åé ðñüôáóç ö
ôÝôïéá þóôå S ` ö ∧ ¬ö. Áðü ôï ãåãïíüò üôé ç áðüäåéîç åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç äéáäéêáóßá
ðñïêýðôåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá, ðïõ åßíáé ìéá ìïñöÞ ôïõ èåùñÞìáôïò óõìðÜãåéáò.

Èåþñçìá 1.1.1 Aí S ` ö, ôüôå õðÜñ÷åé S0 ⊂ S ðåðåñáóìÝíï ôÝôïéï þóôå S0 ` ö.

Ðüñéóìá 1.1.1 Áí ôï S åßíáé áóõíåðÝò ôüôå õðÜñ÷åé S0 ⊂ S ðåðåñáóìÝíï ðïõ åßíáé áóõíåðÝò.

Ç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí åßíáé êÜôé ôï ôõðéêü áí äåí ôçò äïèåß ìéá åñìçíåßá. Ìéá
äïìÞ M ãéá ôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí åßíáé Ýíá æåýãïò 〈A;R〉 ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ìéá
ìç êåíÞ êëÜóç A êáé ìéá ó÷Ýóç R óå áõôÞ ôçí êëÜóç. ÄåäïìÝíçò ìéáò äïìÞò èåùñïýìå üôé
ç A åßíáé ôï óýìðáí ôùí áíôéêåéìÝíùí óôá ïðïßá áíáöåñüìáóôå êáé ç R ìáò äßíåé Ýíáí ôñüðï
åñìçíåßáò ôïõ óõìâüëïõ ∈ óôïõò ôýðïõò ôçò ãëþóóáò ôçò èåùñßáò óõíüëùí. ¸íá áðëïúêü
ðáñÜäåéãìá äïìÞò åßíáé ç 〈Z;≤〉. Ðñïöáíþò äåí åßíáé ìéá äïìÞ ðïõ óõìöùíåß ìå ôç äéáßóèçóÞ
ìáò ìéáò êáé ∀x(x ∈ x). Óå üëç ôçí Ýêôáóç ôçò åñãáóßáò óôéò äïìÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ç åñìçíåßá ôïõ óýìâïëï ∈ èá åßíáé ç äéáéóèçôéêÜ öõóéïëïãéêÞ, äçëÜäç x ∈ y èá åñìçíåýåôáé
ùò ôï x áíÞêåé óôï y.
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1.2 To áîéùìáôéêü óýóôçìá ZFC

H èåùñßá óõíüëùí áðïôåëåß ôç âÜóç üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí. Óôçí ðñïóðÜèåéá ç âÜóç
áõôÞ íá åßíáé óôÝñåá, áíáðôý÷èçêå óôá ôÝëç ôïõ 19ïõ êáé óôéò áñ÷Ýò ôïõ 20ïõ áéþíá ç
áîéùìáôéêÞ óõíïëïèåùñßá. Óêüðïò ôçò åßíáé ìÝóù ëßãùí êáé áðëþí áîéùìÜôùí íá åêöñÜóåé
ôéò êïéíþò áðïäåêôÝò ìáèçìáôéêÝò áëÞèåéåò êáé íá áðïêëåßóåé áíôéöÜóåéò üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá
ôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell. Áí êáé õðÜñ÷ïõí êáé Üëëá áîéùìáôéêÜ óõóôÞìáôá (ð.÷. von
Neumman-Bernays-Godel Þ Morse-Kelley), áõôü ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñýôåñá êáé áõôü ðïõ
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå áõôÞ ôçí åñãáóßá åßíáé ôï áîéùìáôéêü óýóôçìá Zermelo-Frankel ìáæß
ìå ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò Þ óõíôïìüôåñá ZFC. Ìéá ðáñïõóßáóç ôïõ ZFC åßíáé ç ðáñáêÜôù:

1. Áîßùìá ôçò ¸êôáóçò

∀x∀y(∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

2. Áîßùìá ôçò Èåìåëßùóçò

∀x[∃y(y ∈ x)→ ∃y(y ∈ x ∧ ¬∃(z ∈ x ∧ z ∈ y))]

3. Áîéùìáôéêü Ó÷Þìá ôïõ Äéá÷ùñéóìïý

Ãéá êÜèå ôýðï ö(x; z; w1; :::; wn); ∀z∀w1; :::; wn∃y∀x(x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ ö)

4. Áîßùìá ôïõ Æåýãïõò
∀x∀y∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z)

5. Áîßùìá ôçò ¸íùóçò

∀w∃z∀y∀x(x ∈ y ∧ y ∈ w → x ∈ z)

6. Áîéùìáôéêü Ó÷Þìá ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò

Ãéá êÜèå ôýðï ö(x; y; A; w1; :::; wn); ∀A∀w1; :::; wn[∀x ∈ A∃!yö → ∃Y ∀x ∈ A∃y ∈ Y ö]

7. Áîßùìá ôïõ ÁðÝéñïõ
∃x(0 ∈ x ∧ ∀y ∈ x(S(y) ∈ x))

8. Áîßùìá ôïõ Äõíáìïóõíüëïõ

∀x∃y∀z(z ⊂ x→ z ∈ y)

9. Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò (AC)

∀Á∃R(ç 〈A;R〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç) (âëÝðå ïñéóìü 1.3.2)
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Ôá áîéþìáôá 7,8,9 åßíáé êáëþò ïñéóìÝíá ìéáò êáé ïé Ýííïéåò ôïõ õðïóõíüëïõ, ôïõ êåíïý
óõíüëïõ, ôïõ S(x) = x ∪ {x} êáé ôçò êáëÞò äéÜôáîçò ìðïñüõí íá ïñéóôïýí óôç âÜóç ôùí
áîéùìÜôùí 1-6. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò éóïäýíáìåò ðáñïõóéÜóåéò ôïõ ZFC. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá
áîéùìáôéêÜ ó÷Þìáôá ôïõ Äéá÷ùñéóìïý êáé ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé åêöñÜóåéò ôçò ìåôáãëþóóáò
êáé åêöñÜæïõí ü÷é Ýíá, áëëÜ Üðåéñá áîéþìáôá. ÌåñéêÝò öïñÝò èá åßíáé óçìáíôéêü íá ãíùñßæïõìå
üôé êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí êáé óå Ýíá õðïóýíïëï ôïõ ZFC. Ãéá áõôü
èá ãñÜöïõìå ÆF êáé èá áíáöåñüìáóôå óôï óýíïëï üëùí ôùí ðáñáðÜíù áîéùìÜôùí åêôüò
áðü ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò, ÆFC− êáé èá áíáöåñüìáóôå óôï óýíïëï üëùí ôùí ðáñáðÜíù
áîéùìÜôùí åêôüò áðü ôï áîßùìá ôçò èåìåëßùóçò, ÆFC−P êáé èá áíáöåñüìáóôå óôï óýíïëï
üëùí ôùí ðáñáðÜíù áîéùìÜôùí åêôüò áðü ôï áîßùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ êáé ÆFC − Inf
êáé èá áíáöåñüìáóôå óôï óýíïëï üëùí ôùí ðáñáðÜíù áîéùìÜôùí åêôüò áðü ôï áîßùìá ôïõ
áðåßñïõ.

1.3 ÂáóéêÝò Ýííïéåò ôçò èåùñßáò óõíüëùí

Èá ðáñïõóéÜóïõìå óõíïðôéêÜ ïñéóìÝíåò ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò êáé áðïôåëÝóìáôá ôçò èåùñßáò
óõíüëùí.

Ïñéóìüò 1.3.1 Ìéá ó÷Ýóç R êáëåßôáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óå Ýíá óýíïëï Á áí

∀X ⊂ A[X 6= 0→ ∃y ∈ X(¬∃z ∈ X(zRy))]:

Ôï óôïé÷åßï y êáëåßôáé R-åëá÷éóôéêü ôïõ ×.

Ïñéóìüò 1.3.2 Ìéá êáëÞ äéÜôáîç åßíáé Ýíá æåýãïò 〈A;R〉 üðïõ ôï Á åßíáé óýíïëï êáé ç R
åßíáé ìéá êáëÜ èåìåëéùìÝíç ó÷Ýóç óôï Á ôÝôïéá þóôå ∀x; y; z ∈ A(xRy ∧ yRz → xRz),
∀x; y ∈ A(xRy ∨ yRx ∨ x = y) êáé ∀x ∈ A(¬(xRx)).

Ïñéóìüò 1.3.3 ¸íá óýíïëï åßíáé ìåôáâáôéêü áí êÜèå óôïé÷åßï ôïõ åßíáé êáé õðïóýíïëï ôïõ.

Ïñéóìüò 1.3.4 ¸íá óýíïëï åßíáé äéáôáêôéêüò áí åßíáé ìåôáâáôéêü êáé äéáôÜóóåôáé êáëÜ
áðü ôç ó÷Ýóç ∈.

×ñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò ãéá ôïõò äéáôáêôéêïýò ôá ìéêñÜ ãñÜììáôá ôïõ åëëçíéêïý áëöáâÞôïõ.
Áí ï á åßíáé äéáôáêôéêüò èÝôïõìå S(á) = á ∪ {á} ðïõ åßíáé åðßóçò äéáôáêôéêüò. ¸íáò
äéáôáêôéêüò á êáëÝéôáé åðüìåíïò äéáôáêôéêüò áí ∃â(á = S(â)). ¸íáò äéáôáêôéêüò á êáëÝéôáé
ïñéáêüò äéáôáêôéêüò áí á 6= 0 êáé ï á äåí åßíáé åðüìåíïò. Ï ìéêñüôåñïò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò
óõìâïëßæåôáé ìå ôï ù.

Èåþñçìá 1.3.1 ÊÜèå êáëÞ äéÜôáîç åßíáé éóïìïñöéêÞ ìå Ýíá ìïíáäéêü äéáôáêôéêü.
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Ïñéóìüò 1.3.5 Áí ôï Á ìðïñåß íá äéáôá÷èåß êáëÜ ïñßæïõìå |Á| íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò
ìå ôïí ïðïßï ôï Á åßíáé éóïìïñöéêü.

Áðü ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò êÜèå óýíïëï ìðïñåß íá äéáôá÷èåß êáëÜ Üñá ãéá êÜèå óýíïëï
Á õðÜñ÷åé ç ðëçèéêüôçôá ôïõ |Á|.

Èåþñçìá 1.3.2 (Schroder-Bernstein) Áí õðÜñ÷åé ìéá 1-1 óõíÜñôçóç áðü ôï Á óôï Â êáé
ìéá áðü ôï Â óôï Á ôüôå |Á| = |Â|.

|A| ≤ |B| áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá 1-1 óõíÜñôçóç áðü ôï Á óôï Â Þ áí êáé ìüíï áí
õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç áðü ôï Â åðß ôïõ A.

Ïñéóìüò 1.3.6 ¸íáò äéáôáêôéêüò ê åßíáé ðëçèÜñéèìïò áí |ê| = ê.

Óõìâïëßæïõìå ìå á+ ôïí åëÜ÷éóôï ðëçèÜñéèìï ðïõ åßíáé ìåãáëõôåñïò ôïõ á. ÊÜèå Üðåéñïò
ðëçèÜñéèìïò åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ïñéóìüò 1.3.7 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ôï óýíïëï ℵá = ùá ùò åîÞò:

1. ù0 = ù.

2. ùá+1 = ù+
á .

3. ùá =
⋃
î<á ùî üôáí ï á åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

ÊÜèå ùá åßíáé ðëçèÜñéèìïò êáé êÜèå Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò åßíáé ßóïò ìå ùá ãéá êÜðïéï
äéáôáêôéêü á.

Ïñéóìüò 1.3.8 ¸óôù ê, ë ðëçèÜñéèìïé. Ïñßæïõìå êë íá åßíáé ç ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ
{f : ç f åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï ë óôï ê}.

Ïé äõíÜìåéò ðëçèáñßèìùí äåí åßíáé éóïäýíáìåò ìå ôéò äõíÜìåéò äéáôáêôéêþí.

Èåþñçìá 1.3.3 (Cantor) Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï ê, ê < 2ê = |P(ê)|.

Ïñéóìüò 1.3.9 H õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò (CH) åßíáé ç ðñüôáóç ù1 = 2ù0. H ãåíéêåõìÝíç
õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò (GCH) åßíáé ç ðñüôáóç ∀á(ùá+1 = 2ùá).

Ôåëåéþíïõìå ôçí åéóáãùãÞ áðïäåßêíýïíôáò äýï ëÞììáôá ðïõ áöïñïýí ôïõò Üðåéñïõò ðëçèáñßèìïõò
êáé èá ìáò öáíïýí ÷ñÞóéìá óôç óõíÝ÷åéá.

ËÞììá 1.3.1 Aí ï ê åßíáé Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò |ê × ê| = ê.

Áðüäåéîç.
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Ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï ê. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï ìéêñüôåñï
ôïõ ê. Ôüôå ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á < ê, |á×á| = ||á|× |á|| < ê. ËáìâÜíïõìå õðüøç ðùò ãéá
ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò ë, |ë× ë| < ù ≤ ê. Ç éóüôçôá |á × á| = ||á| × |á|| éó÷ýåé ãéáôß
áí f : á → |á| 1-1 ôüôå ç g : á × á → |á| × |á| ôÝôïéá þóôå g(〈â; ã〉) = 〈f(â); f(ã)〉 åßíáé 1-1.
Ïñßæïõìå ìéá êáëÞ äéÜôáîç / óôï ê × ê ùò åîÞò: 〈á; â〉 / 〈ã; ä〉 áí

max(á; â) < max(ã; ä) ∨ [max(á; â) = max(ã; ä) ∧ (á < ã ∨ (á = ã ∧ â < ä))]:

Ãéá êÜèå 〈á; â〉 ∈ ê × ê, åðåéäÞ ï ê åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò max(á; â) + 1 < ê. ¢ñá êÜèå
〈á; â〉 ∈ ê × ê Ý÷åé ôï ðïëý |(max(á; â) + 1) × (max(á; â) + 1)| < ê ðñïçãïýìåíïõò óôç
äéÜôáîç /. ÅðïìÝíùò ç äéÜôáîç 〈ê × ê; /〉 åßíáé éóïìïñöéêÞ ìå Ýíá äéáôáêôéêü ìéêñüôåñï Þ ßóï
ôïõ ê, Üñá |ê × ê| ≤ ê. ÅðåéäÞ ðñïöáíþò |ê × ê| ≥ ê, |ê × ê| = ê. �

Ìå âÜóç ôï ðáñáðÜíù ëÞììá êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ áîéþìáôïò ôçò åðéëïãÞò ðñïêýðôåé åýêïëá
üôé ãéá êÜèå óýíïëï Á ìå |Á| ≥ ù éó÷ýåé |Á× A| = |A| Þ |Án| = |A|.

ËÞììá 1.3.2 Áí ê ≥ ù êáé |×á| ≤ ê ãéá êÜèå á < ê ôüôå |
⋃
á<ê ×á| ≤ ê.

Áðüäåéîç.

Ãéá êÜèå á åðéëÝãïõìå ìéá 1-1 óõíÜñôçóç fá áðü ôï ×á óôï ê. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç
g :
⋃
á<ê ×á → ê×ê ìå g(x) = 〈á; fá(x)〉 üðïõ á åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò ãéá ôïí ïðïßï

x ∈ Xá. Ç g åßíáé 1-1 Üñá |
⋃
á<ê ×á| ≤ |ê × ê| = ê. �



ÊåöÜëáéï 2

Ôá êáëÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá

2.1 ÅðáãùãÞ êáé áíáäñïìÞ óå êáëÜ èåìåëéùìÝíåò ó÷Ýóåéò

¼ðùò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò áðïäåéêíýïõìå éäéüôçôåò åðáãùãéêÜ êáé ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ
áêïëïõèßåò, ìðïñïýìå íá êÜíïõìå êÜôé áíôßóôïé÷ï óå ïðïéáäÞðïôå êëÜóç ðïõ åßíáé åöïäéáóìÝíç
ìå ìéá ó÷Ýóç ðïõ éêáíïðïéåß ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò. Óå üëç ôçí ðñþôç åíüôçôá èá äïõëåýïõìå
óôï ZF− − P . Êáôáñ÷Üò åðåêôåßíïõìå ôçí Ýííïéá ôçò êáëÜ èåìåëéùìÝíçò ó÷Ýóçò êáé óå
êëÜóåéò.

Ïñéóìüò 2.1.1 H R êáëåßôáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óå ìéá êëÜóç A áí

∀X ⊂ A[X 6= 0→ ∃y ∈ X(¬∃z ∈ X(zRy))]:

Ðáñüôé ï ïñéóìüò ìïéÜæåé áêñéâþò ï ßäéïò ìå áõôüí ðïõ áíáöåñüôáí óå óýíïëá õðÜñ÷åé ìéá
ïõóéþäçò äéáöïñÜ. Ï ïñéóìüò ðïõ áíáöåñüôáí óå óýíïëá ïñßæåé Ýíáí ôýðï ìå äýï ìåôáâëçôÝò
R êáé A, åíþ áõôüò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá åêöñÜæåé Üðåéñïõò ïñéóìïýò. Ãéá êÜèå ôýðï ðïõ
ïñßæåé ôéò êëÜóåéò R êáé A, ïñßæåé Ýíáí Üëëï ôýðï. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç £ç ∈ åßíáé êáëÜ
èåìåëéùìÝíç óôçí V¤ åßíáé ìéá ðñüôáóç óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí ðïõ ìÜëéóôá åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôï áîßùìá ôçò èåìåëßùóçò.

Ïñéóìüò 2.1.2 H R êáëåßôáé set-like óå ìéá êëÜóç A áí ∀x ∈ A, ôï {y ∈ A : yRx} åßíáé
óýíïëï.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ∈ åßíáé set-like óå êÜèå êëÜóç êáé êÜèå ó÷Ýóç óå Ýíá óýíïëï åßíáé set-like.

Ïñéóìüò 2.1.3 Aí ç R åßíáé set-like óôçí Á êáé x ∈ A ôüôå:

1. pred(Á; x;R) = {y ∈ Á : yRx}

2. pred0(Á; x;R) = pred(Á; x;R)
predn+1(Á; x;R) =

⋃
{pred(Á; y;R) : y ∈ predn(Á; x;R)}

3. cl(Á; x;R) =
⋃
{predn(Á; x;R) : n ∈ !}

7
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Ðáñáôçñüõìå üôé üëá ôá ðáñáðÜíù åßíáé óýíïëá.

ËÞììá 2.1.1 Áí ç R åßíáé set-like óôçí Á êáé x ∈ A ôüôå ãéá êÜèå y ∈ cl(Á; x;R),
pred(Á; y;R) ⊂ cl(Á; x;R).

Áðüäåéîç.

¸óôù y ∈ cl(Á; x;R). Èá õðÜñ÷åé n ∈ ù ôÝôïéï þóôå y ∈ predn(Á; x;R)}. pred(Á; y;R) ⊂
predn+1(Á; x;R) ⊂ cl(Á; x;R). �

Èåþñçìá 2.1.1 (ÕðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ). Áí ç R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-like
óôçí Á, ôüôå êÜèå ìç êåíÞ õðïêëÜóç × ôçò Á Ý÷åé Ýíá R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï.

Áðüäåéîç.

Óôáèåñïðïéïýìå x ∈ X. Áí ôï x äåí åßíáé R-åëá÷éóôéêü óôç × ôüôå ôï × ∩ cl(Á; x;R)
åßíáé Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôçò Á êáé åðïìÝíùò Ý÷åé Ýíá R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï y. ¸óôù
üôé ôï y äåí åßíáé R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï ôçò ×, äçëáäÞ üôé õðÜñ÷åé z ∈ X ìå zRy. Ôüôå
z ∈ pred(Á; y;R) ⊂ cl(Á; x;R) êáé Üñá z ∈ × ∩ cl(Á; x;R) ðñÜãìá ðïõ áíôéöÜóêåé ìå ôï
ãåãïíüò üôé ôï y åßíáé Ýíá R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï ôïõ × ∩ cl(Á; x;R). ¢ñá ôï y åßíáé Ýíá
R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï ôçò ×. �

Ðáñáôçñïýìå üôé êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò ðñüêåéôáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
ãéá Ýíá ó÷Þìá ðïõ åêöñÜæåé Üðåéñá èåùñÞìáôá ôçò ZF− − P . Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá
ðñïêýðôåé üôé äéêáéïëïãïýíôáé áðïäåßîåéò ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óå êáëÜ èåìåëéùìÝíåò
set-like ó÷Ýóåéò. ÐñÜãìáôé áí Ý÷ïõìå äåßîåé üôé [∀y ∈ Á(yRx → ö(y))] → ö(x), ôüôå éó÷ýåé
∀x ∈ Áö(x), ìéáò êáé áí ç êëÜóç {x ∈ Á : ¬ö(x)} Þôáí ìç êåíÞ èá åß÷å Ýíá R-åëá÷éóôéêü
óôïé÷åßï ðñÜãìá ðïõ ïäçãåß óå Üôïðï.

Ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå óõíáñôÞóåéò ìå áíáäñïìÞ
óå êáëÜ èåìåëéùìÝíåò set-like ó÷Ýóåéò.

Èåþñçìá 2.1.2 (ÕðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ). ¸óôù R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-
like óôçí êëÜóç Á. Áí F : Á×V→ V ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ G : Á→ V ôÝôïéá þóôå
∀x ∈ Á[G(x) = F(x;G � pred(Á; x;R))].

Áðüäåéîç.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï
x. ¸óôù G êáé G′ ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí õðüèåóç êáé ãéá êÜèå y ∈ Á ìå yRx, G(y) = G′(y).
ÅðïìÝíùò G � pred(Á; x;R) = G′ � pred(Á; x;R) Üñá G(x) = F(x;G � pred(Á; x;R)) =
F(x;G′ � pred(Á; x;R)) = G′(x). ÅðïìÝíùò G = G′.

¸íá õðïóýíïëï d ôçò Á êáëÝéôáé êëåéóôü áí ∀x ∈ d(pred(Á; x;R) ⊂ d). ÊÜèå x ∈ Á
áíÞêåé óå êÜðïéï êëåéóôü óýíïëï, óõãêåêñéìÝíá óôï {x}∪ cl(Á; x;R). Aí ôï d Ýéíáé êëåéóôü
ç g êáëåßôáé d-ðñïóÝããéóç áí åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï d êáé ∀x ∈ d[g(x) =
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F(x; g � pred(Á; x;R))]. Ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò
ðñïêýðôåé üôé áí g åßíáé ìéá d-ðñïóÝããéóç êáé g′ åßíáé ìéá d′-ðñïóÝããéóç ôüôå g � (d ∩ d′) =
g′ � (d ∩ d′).

¸óôù x ∈ Á. Må õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï x èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá {x} ∪
cl(Á; x;R)-ðñïóÝããéóç. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé ìéá {y}∪cl(Á; y;R)-ðñïóÝããéóç, gy, ãéá êÜèå y ∈
Á ìå yRx. Ôüôå ç h =

⋃
{gy : yRx} åßíáé ìéá cl(Á; x;R)-ðñïóÝããéóç êáé ç h∪{〈x;F(x; h)〉}

åßíáé ìéá {x} ∪ cl(Á; x;R)-ðñïóÝããéóç. Ïñßæïõìå G(x) íá åßíáé ç ôéìÞ g(x) üðïõ g åßíáé ìéá
d-ðñïóÝããéóç ãéá êÜðïéï êëåéóôü d ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x.

�

2.2 H êëÜóç ôùí êáëÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí

Èá ïñßóïõìå óôï ZF− ôçí êëÜóç ôùí êáëÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí WF êáé èá äåßîïõìå üôé
ôï Áîßùìá ôçò Èåìåëßùóçò åðéâÜëëåé íá ðåñéïñßóïõìå ôï óýìðáí ìáò óå áõôÞ.

Ïñéóìüò 2.2.1 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ôï óýíïëï V (á) ùò åîÞò:

1. V (0) = 0.

2. V (á + 1) = P(V (á)).

3. V (á) =
⋃
î<á V (î) üôáí ï á åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ðéï áõóôçñÜ ïñßæïõìå ìéáG : ÏÍ→ V ìå õðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ óôçí êáëÜ èåìåëéùìÝíç
êáé set-like ó÷Ýóç ∈ êáé èÝôïõìå V (á) = G(á).

Ïñéóìüò 2.2.2 WF =
⋃
{V (á) : á ∈ ON}.

ËÞììá 2.2.1 Ãéá êáèå äéáôáêôéêü á:

1. ôï V (á) åßíáé ìåôáâáôéêü.

2. ∀î ≤ á (V (î) ⊂ V (á))

Áðüäåéîç.

Ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï á. ÕðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå â < á êáé äåß÷íïõìå
ïôé éó÷ýåé ãéá ôï á.
Áí á = 0 åßíáé ôåôñéììÝíï.
Áí á = â + 1 Ýóôù x ∈ V (â). ÅðåéäÞ ôï V (â) åßíáé ìåôáâáôéêü x ⊂ V (â) Üñá x ∈ V (á) =
P(V (â)). ÅðïìÝíùò V (â) ⊂ V (á) êáé Üñá áðï åðáãùãéêÞ õðüèåóç ∀î ≤ á (V (î) ⊂ V (á)).
Ãéá íá äåé÷èåß üôé ôï V (á) åéíáé ìåôáâáôéêü Ýóôù x ∈ V (á) = P(V (â)). Ôüôå x ⊂ V (â) ⊂
V (á).
Áí á åßíáé ïñéÜêïò äéáôáêôéêüò ôï V (á) åßíáé ìåôáâáôéêü ùò Ýíùóç ìåôáâáôéêþí óõíüëùí êáé,
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åî ïñéóìïý ôïõ V (á), ∀î ≤ á (V (î) ⊂ V (á)). �

Ìðüñïõìå íá ïñßóïõìå ìéá éåñáñ÷ßá óôá êáëÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá. Áðü ôïí ïñéóìü ôùí
V (á) ãéá ïñéáêïýò äéáôáêôéêïýò, ãéá êÜèå x ∈ WF o åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò ãéá ôïí ïðïßï
x ∈ V (á) èá ðñÝðåé íá åßíáé åðüìåíïò. ¢ñá äéêáéïëïãåßôáé ï áêüëïõèïò ïñéóìïò.

Ïñéóìüò 2.2.3 Áí x ∈ WF ïñßæïõìå rank(x) íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò â ôÝôïéïò
þóôå x ∈ V (â + 1).

ËÞììá 2.2.2 Ãéá êáèå äéáôáêôéêü á, V (á) = {x ∈WF : rank(x) < á}.

Áðüäåéîç.

Ãéá x ∈WF, rank(x) < á ⇔ ∃â < á(x ∈ V (â + 1))⇔ x ∈ V (á). �

ËÞììá 2.2.3 Áí y ∈WF ôüôå

1. ∀x ∈ y(x ∈WF ∧ rank(x) < rank(y))

2. rank(y) = sup{rank(x) + 1 : x ∈ y}

Áðüäåéîç.

1. ¸óôù á = rank(y). Ôüôå y ∈ V (á + 1) = P(V (á)) äçëáäÞ y ⊂ V (á). ¢ñá áí x ∈ y
ôüôå x ∈ V (á). ÅðïìÝíùò x ∈WF êáé áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá rank(x) < á.

2. ¸óôù á = sup{rank(x) + 1 : x ∈ y}. Áðü ôï 1., á ≤ rank(y). ÅðéðëÝïí êÜèå x ∈ y
Ý÷åé rank(x) < á Üñá y ⊂ V (á). ÅðïìÝíùò y ∈ V (á + 1) Üñá rank(y) ≤ á.

�

ËÞììá 2.2.4 ∀x(x ∈WF⇔ x ⊂WF).

Áðüäåéîç.

¸óôù x ∈WF. Èá õðÜñ÷åé äéáôáêôéêüò á ôåôïéùò þóôå x ∈ V (á) êáé, ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò
ôïõ V (á), x ⊂ V (á) ⊂WF.
¸óôù x ⊂ WF. ¢ñá ∀y ∈ x (y ∈ WF) êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôïí á =
sup{rank(y) + 1 : y ∈ x}. Ôüôå x ⊂ V (á) Üñá x ∈ V (á) ⊂WF. �

H WF ðåñéÝ÷åé ôïõò äéáôáêôéêïýò êáé åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò üëåò ôéò óõíïëïèåùñçôéêÝò
êáôáóêåõÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôá ìáèçìáôéêÜ.

ËÞììá 2.2.5 1. ∀á ∈ ON(á ∈WF ∧ rank(á) = á).

2. ∀á ∈ ON(V (á) ∩ON = á).
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Áðüäåéîç.

1. Ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï á. ÕðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå â < á êáé
äåß÷íïõìå ïôé éó÷ýåé ãéá ôï á. Ãéá â < á áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç â ∈ V (â+ 1) ⊂ V (á),
Üñá á ⊂ V (á), Üñá á ∈ V (á + 1). ÅðïìÝíùò á ∈WF êáé rank(á) = sup{â + 1 : â <
á} = á.

2. ∀á ∈ ON[V (á) ∩ON = {â ∈ ON : rank(â) < á} = {â ∈ ON : â < á} = á]:

�

ËÞììá 2.2.6 1. Áí x ∈WF ôüôå ôá óýíïëá P(x), {x} êáé
⋃
x åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíá.

2. Áí x; y ∈WF ôüôå ôá óýíïëá

(a) x ∪ y
(b) x ∩ y
(c) {x; y}
(d) 〈x; y〉
(e) x× y

(f) yx

åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíá.

Áðüäåéîç.

1. ¸óôù á = rank(x). Ôüôå x ⊂ V (á) Üñá P(x) ⊂ P(V (á)) = V (á + 1) Üñá P(x) ∈
V (á + 2). Åðßóçò x ∈ P(x) Üñá {x} ⊂ P(x) ⊂ V (á + 1) Üñá {x} ∈ V (á + 2). ÔÝëïò
∀y ∈ x(y ∈ V (á)) êáé ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò ôïõ V(á) y ⊂ V (á). ¸óôù z ∈

⋃
x. Ôüôå

∃y ∈ x ôÝôïéï þóôå z ∈ y ⊂ V (á). ¢ñá
⋃
x ⊂ V (á) Üñá

⋃
x ∈ V (á + 1).

2. ¸óôù á = max(rank(x); rank(y)).

(a) x; y ⊂ V (á)⇒ x ∪ y ⊂ V (á)⇒ x ∪ y ∈ V (á + 1)

(b) x; y ⊂ V (á)⇒ x ∩ y ⊂ V (á)⇒ x ∩ y ∈ V (á + 1)

(c) {x; y} ⊂ P(x ∪ y) ⊂ V (á + 1)⇒ {x; y} ∈ V (á + 2)

(d) 〈x; y〉 = {x; {x; y}}. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï (c) 〈x; y〉 ∈ V (á + 3).

(e) ÊÜèå z ∈ x × y åßíáé ôçò ìïñöÞò z = 〈v; w〉 üðïõ v ∈ x êáé w ∈ y. v; w ∈ V (á)
Üñá áðü (d) z ∈ V (á + 2). ÅðïìÝíùò x× y ⊂ V (á + 2)⇒ x× y ∈ V (á + 3).

(f) KÜèå z ∈ yx åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï y óôï x, Üñá êÜèå óôïé÷åßï ôïõ z åßíáé Ýíá
äéáôåôáãìÝíï æåýãïò 〈v; w〉 üðïõ v ∈ y êáé w ∈ x. 〈v; w〉 ∈ V (á + 2) ⇒ z ⊂
V (á + 2)⇒ z ∈ V (á + 3)⇒ yx ⊂ V (á + 3)⇒ yx ∈ V (á + 4).
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�

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå áðü ôïí ôñüðï ðïõ ïñßæïíôáé üôé ôá óýíïëá Z, Q, R, C åßíáé êáëÜ
èåìåëéùìÝíá. ÅðéðëÝïí ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé üëá ôá ìáèçìáôéêÜ óõìâáßíïõí ìÝóá óôç WF.

Ôá åðüìåíá äýï ëÞììáôá äåß÷íïõí ôç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé áíÜìåóá óôá êáëÜ èåìåëéùìÝíá
óýíïëá êáé ôéò êáëÜ èåìåëéùìÝíåò ó÷Ýóåéò.

ËÞììá 2.2.7 Áí Á ∈WF, ç ó÷Ýóç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôï Á.

Áðüäåéîç.

¸óôù × ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ Á êáé á = min{rank(y) : y ∈ X}. ÅðéëÝãïõìå Ýíá y ∈ X
ìå rank(y) = á. Ôüôå áðü ËÞììá 2.2.3 ôï y åßíáé ∈-åëá÷éóôéêü óôï ×. �

ËÞììá 2.2.8 Áí ôï Á åßíáé ìåôáâáôéêü êáé ç ó÷Ýóç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôï Á, ôüôå
Á ∈WF.

Áðüäåéîç.

Áñêåß íá äåßîù üôé Á ⊂WF. Áí ü÷é ôüôå × = Á\WF 6= 0 êáé Ýóôù y íá åßíáé ∈-åëá÷éóôéêü
óôï ×. Ãéá êÜèå z ∈ y, z =∈ X áëëÜ z ∈ A ìéáò êáé ôï Á åßíáé ìåôáâáôéêü, Üñá z ∈ WF.
ÅðïìÝíùò y ⊂WF Üñá y ∈WF ðïõ åßíáé Üôïðï. �

Ïñéóìüò 2.2.4 ¸óôù óõíïëï Á. Ïñßæïõìå
⋃0A = A êáé ãéá êÜèå n 6= 0 öõóéêü

⋃n+1A =⋃
(
⋃nA). Ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ Á åßíáé ôï óýíïëï trcl(A) =

⋃
{
⋃nA : n ∈ ù}.

Ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ Á åßíáé ôï ìéêñüôåñï ìåôáâáôéêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Á.
Ðáñáôçñïýìå üôé trcl(A) = cl(V; A;∈).

ËÞììá 2.2.9 1. A ⊂ trcl(A).

2. Ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá åßíáé ìåôáâáôéêÞ.

3. Áí A ⊂ Ô êáé ôï Ô åßíáé ìåôáâáôéêü ôüôå trcl(A) ⊂ T .

4. Áí Á ìåôáâáôéêü ôüôå trcl(A) = A.

5. Áí x ∈ A ôüôå trcl(x) ⊂ trcl(A).

Áðüäåéîç.

1. Åî ïñéóìïý ôçò trcl(A).

2. ¸óôù x ∈ trcl(A). Tüôå õðÜñ÷åé n ∈ ù ôÝôïéï þóôå x ∈
⋃nA. ¢ñá x ⊂

⋃
(
⋃nA) =⋃n+1A Üñá x ⊂ trcl(A).
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3. Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé
⋃nA ⊂ T ãéá êÜèå n ∈ ù êáé Üñá trcl(A) ⊂ T . Ãéá

n = 0 ßó÷õåé áðü õðüèåóç. ¸óôù üôé
⋃mA ⊂ T . ÅðïìÝíùò ∀x ∈

⋃mA (x ∈ T ) êáé
ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò ôïõ T x ⊂ T . ¸óôù y ∈

⋃m+1A =
⋃

(
⋃mA). Ôüôå ∃x ∈

⋃mA
ôÝôïéï þóôå y ∈ x ⊂ T . ¢ñá

⋃m+1A ⊂ T .

4. Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï 1. êáé ôï 3. èÝôïíôáò Ô = Á.

5. x ∈ A⇒ x ∈ trcl(A)⇒ x ⊂ trcl(A) êáé áðü 3. trcl(x) ⊂ trcl(A).

�

Èåþñçìá 2.2.1 Ãéá êÜèå óýíïëï Á ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:

1. A ∈WF.

2. trcl(A) ∈WF.

3. Ç ó÷Ýóç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôçí trcl(A).

Áðüäåéîç.

1:→ 2:: Áí A ∈WF ôüôå ìå åðáãùãÞ óôï n
⋃nA ∈WF ìéáò êáé ç WF åßíáé êëåéóôÞ óôéò

åíþóåéò. ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå n
⋃nA ⊂WF Üñá trcl(A) ⊂WF Üñá trcl(A) ∈WF.

2:→ 3:: Åßíáé ôï ËÞììá 2.2.7.
3: → 1:: Áðü 3. êáé åðåéäÞ ç trcl(A) åßíáé ìåôáâáôéêÞ, trcl(A) ∈ WF, Üñá Á ⊂ trcl(A) ⊂
WF, Üñá A ∈WF. �

ÅðïìÝíùò ìðïñüõìå íá ïñßóïõìå éóïäýíáìá ôçí êëÜóç ôùí êáëÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí
÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áîßùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ ùò ôçí êëÜóç üëùí ôùí óõíüëùí
Á ðïõ ç ó÷Ýóç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôçí trcl(A).

Ôåëåéþíïõìå áõôÞí ôçí åíüôçôá äåß÷íïíôáò üôé ôï íá õéïèåôÞóïõìå ôï áîßùìá ôçò èåìåëßùóçò
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá ðåñéïñßóïõìå ôï óýìðáí ìáò óôá êáëÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá. Åßíáé
åýêïëï íá äïýìå üôé áõôüò ï ðåñéïñéóìüò äåí Ýñ÷åôáé óå áíôßèåóç ìå ôá Üëëá áîéþìáôá ïýôå
Ý÷åé êÜðïéá åðßðôùóç óôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ ãíùñßæïõìå. Áõôü ôï ïðïßï êÜíåé üìùò åßíáé íá
áðïêëåßåé ïñéóìÝíåò ðáèïãÝíåéåò ìéáò êáé áðïêëåßåé ôçí áõôïáíáöïñÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá äåí
õðÜñ÷åé êáëÜ èåìåëéùìÝíï óýíïëï Á ôÝôïéï þóôå A ∈ A.

Èåþñçìá 2.2.2 Ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:

1. Ôï Áîßùìá ôçò Èåìåëßùóçò.

2. Ãéá êÜèå óýíïëï Á ç ó÷Ýóç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôï Á.

3. V = WF

Áðüäåéîç.

Ôï 1: ↔ 2: ðñïêýðôåé áðåõèåßáò áðü ôïí ïñéóìü ôçò êáëÜ èåìåëéùìÝíçò ó÷Ýóçò. Ãéá ôï
2: → 3:, áðü ôï 2. óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå óýíïëï Á ç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôï
trcl(Á), Üñá Á ∈WF, Üñá V = WF. ÔÝëïò ãéá ôï 3:→ 2: åöáñìüæïõìå ôï ËÞììá 2.2.7. �
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ÊåöÜëáéï 3

Áðüëõôåò ¸ííïéåò

3.1 ÌïíôÝëá

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôç óõíÝðåéá êÜðïéïùí óõíüëùí ðñïôÜóåùí ðñÝðåé íá
åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìïíôÝëïõ. Êáôáñ÷Üò ðñÝðåé íá âñïýìå Ýíáí ôñüðï íá åêöñÜæïõìå
êÜèå ôýðï áíÜëïãá ìå ôç äïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáöåñüìáóôå óå ìßá
êëÜóç M üôáí ðéï áõóôçñÜ èá Ýðñåðå íá áíáöåñèïýìå óå ìéá äïìÞ M = 〈M;∈〉.

Ïñéóìüò 3.1.1 ¸óôù M ìéá êëÜóç. Ãéá êÜèå ôýðï ö ïñßæïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ
ôç ó÷åôéêïðïßçóÞ ôïõ óôçí M, öM ìå âÜóç ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò:

1. (x = y)M ⇔ x = y

2. (x ∈ y)M ⇔ x ∈ y

3. (ö ∧ ø)M ⇔ öM ∧ øM

4. (¬ö)M ⇔ ¬(öM)

5. (∃x ö)M ⇔ ∃x(x ∈M ∧ öM)

Ç Ýííïéá ôçò ó÷åôéêïðïßçóçò äåí áöïñÜ ìüíï ôç èåùñßá óõíüëùí áëëÜ åßíáé ìéá ðïëý ãåíéêüôåñç
Ýííïéá ôçò ëïãéêÞò.

Ïñéóìüò 3.1.2 ¸óôù M ìéá êëÜóç êáé Ô Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí. Ãéá ìéá ðñüôáóç ö, £ç ö
åßíáé áëçèÞò óôçí M¤ óçìáßíåé üôé T ` öM. Ãéá Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí S, £ç M éêáíïðïéåß
ôï S¤ Þ £ç M åßíáé Ýíá ìïíôÝëï ôïõ S¤ óçìáßíåé üôé êÜèå ðñüôáóç ôïõ S åßíáé áëçèÞò óôçí
M.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç Ýíïò óõíüëïõ áîéùìÜôùí Ô ãéá íá ìðïñÝóïõìå
íá áðïäåßîïõìå ìéá ðñüôáóç. Óõìâïëßæïõìå M |= S ãéá íá ðïýìå üôé ç M åßíáé Ýíá ìïíôÝëï
ôïõ S.

15
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Ôï ðáñÜêáôù ëÞììá åßíáé Ýíá Üìåóï ðüñéóìá ôïõ åýêïëïõ óêÝëïõò ôïõ èåùñÞìáôïò
ðëçñüôçôáò ôïõ Godel. Èá ìáò öáíåß ðïëý ÷ñÞóéìï ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôç
óõíÝðåéá åíüò óõíüëï ðñïôÜóåùí äåäïìÝíçò ôçò óõíÝðåéáò åíüò Üëëïõ.

ËÞììá 3.1.1 ¸óôù S êáé T äýï óýíïëá ðñïôÜóåùí êáé Ýóôù üôé ãéá êÜðïéá êëÜóç M
ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå áðü ôï T üôé M 6= 0 êáé üôé ç M åßíáé Ýíá ìïíôÝëï ôïõ S. Ôüôå
Con(T )→ Con(S).

Áðüäåéîç.

Áí ôï S åßíáé áóõíåðÝò ôüôå ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå áðü ôï S ìéá áíôßöáóç ö∧¬ö. ÅðéðëÝïí
õðïèÝôïíôáò ôï Ô ìðïñïõìå íá äåßîïõìå üôé ôï S åßíáé áëçèÝò óôçí M, Üñá öM ∧ ¬öM ôï
ïðïßï åßíáé áíôéöáôéêü. ¢ñá ôï Ô åßíáé áóõíåðÝò. �

3.2 Áðüëõôåò ¸ííïéåò

Åßíáé óçìáíôéêü ãéá ôçí áíÜëõóÞ ìáò íá åíôïðßóïõìå êÜðïéåò Ýííïéåò ðïõ ôï íüçìá ôïõò äåí
åîáñôÜôáé áðü ôï ìïíôÝëï ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå.

Ïñéóìüò 3.2.1 ¸óôù ö(x1; :::; xn) Ýíáò ôýðïò êáé M, N ìïíôÝëá åíüò óõíüëïõ áîéùìÜôùí
S.

1. Áí M ⊂ N, ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò êëÜóåéò M êáé Í áí

S ` ∀x1; :::; xn ∈M (öM(x1; :::; xn)↔ öN(x1; :::; xn)):

2. Ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôçí M áí åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M, V äçëáäÞ áí

S ` ∀x1; :::; xn ∈M (öM(x1; :::; xn)↔ ö(x1; :::; xn)):

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôçí M êáé áðüëõôïò ãéá ôçí Í êáé M ⊂ N,
ôüôå ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M êáé Í.

Ôï áí Ýíáò ôýðïò åßíáé áðüëõôïò åîáñôÜôáé áðü ôï íüçìá ôïõ êáé ü÷é áðü ôïí ôñüðï ìå
ôïí ïðïßï Ý÷åé ãñáöåß, üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï ðáñáêÜôù ëÞììá.

ËÞììá 3.2.1 ÁíM ⊂ N êáé ïéM êáé N åßíáé êáé ïé äýï ìïíôÝëá ãéá Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí
S ôÝôïéï þóôå S ` ∀x1; :::; xn(ö(x1; :::; xn)↔ ø(x1; :::; xn)), ôüôå ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò
M êáé N áíí åßíáé ï ø.

Áðüäåéîç.
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ÅðåéäÞ çM åßíáé ìïíôÝëï ãéá ôï S êáé S ` ∀x1; :::; xn(ö(x1; :::; xn)↔ ø(x1; :::; xn)) óõíåðÜãåôáé
üôé [∀x1; :::; xn(ö(x1; :::; xn)↔ ø(x1; :::; xn))]M ⇔ ∀x1; :::; xn ∈M(öM(x1; :::; xn)↔ øM(x1; :::; xn)).
Ïìïßùò ∀x1; :::; xn ∈ Í(öÍ(x1; :::; xn)↔ øÍ(x1; :::; xn)) êáé åðåéäÞM ⊂ N éó÷ýåé ôï áóèåíÝóôåñï
∀x1; :::; xn ∈Ì(öÍ(x1; :::; xn)↔ øÍ(x1; :::; xn)). ÅðüìÝíùò ∀x1; :::; xn ∈M (öM(x1; :::; xn)↔
öN(x1; :::; xn))⇔ ∀x1; :::; xn ∈M (øM(x1; :::; xn)↔ øN(x1; :::; xn)). �

ÐïëëÝò áðü ôéò Ýííïéåò ðïõ èá åëÝãîïõìå áí åßíáé áðüëõôåò èá åßíáé óõíáñôÞóåéò ìå ôï íüçìá
ðïõ Ý÷åé áõôÞ ç ëÝîç óôç ìåôáãëþóóá. TÝôïéåò èá åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá ç

⋃
x Þ ç dom(x).

Ïñéóìüò 3.2.2 ¸óôù M ⊂ N êáé ö(x1; :::; xn; y) åßíáé Ýíáò ôýðïò ãéá ôïí ïðïßï ç ðñüôáóç
∀x1; :::; xn∃!yö(x1; :::; xn; y) åßíáé áëçèÞò êáé óôçM êáé óôç N. Áí F(x1; :::; xn) Ý÷åé ïñéóôåß
íá åßíáé ôï ìïíáäéêü y ôÝôïéï þóôå ö(x1; :::; xn; y) èá ëÝìå üôé ç óõíÜñôçóç F åßíáé áðüëõôç
ãéá ôéò M êáé N áí åßíáé ç áðüëõôç ç ö.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáðôýîïõìå ìåèüäïõò ãéá íá äåßîïõìå üôé áñêåôÝò Ýííïéåò åßíáé áðüëõôåò
ãéá ðïëëÜ áðü ôá ìïíôÝëá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå.

ËÞììá 3.2.2 Áí M ⊂ N êáé ïé ö, ø åßíáé áðüëõôïé ãéá ôéò M, Í ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ïé
¬ö êáé ö ∧ ø.

Áðüäåéîç.

¸óôù x1; :::; xn ïé åëÝõèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ ö êáé y1; :::; ym ïé åëÝõèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ ø.
Ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M, Í ⇔ [∀x1; :::; xn ∈ M (öM(x1; :::; xn) ↔ öN(x1; :::; xn))] ⇔
[∀x1; :::; xn ∈M (¬(öM)(x1; :::; xn)↔ ¬(öN)(x1; :::; xn))]⇔ [∀x1; :::; xn ∈M ((¬ö)M(x1; :::; xn)↔
(¬ö)N(x1; :::; xn))]⇔ ï ¬ö åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M, Í.
Ïé ö êáé ø åßíáé áðüëõôïé ãéá ôéòM,Í⇔ [(∀x1; :::; xn ∈M (öM(x1; :::; xn)↔ öN(x1; :::; xn)))∧
(∀y1; :::; ym ∈M (øM(y1; :::; ym)↔ øN(y1; :::; ym)))]⇒ [∀x1; :::; xn; y1; :::; ym ∈M (öM(x1; :::; xn)∧
øM(y1; :::; ym)↔ öN(x1; :::; xn)∧øN(y1; :::; ym))]⇔ [∀x1; :::; xn; y1; :::; ym ∈M ((ö(x1; :::; xn)∧
ø(y1; :::; ym))M ↔ (ö(x1; :::; xn)∧ ø(y1; :::; ym))Í]⇔ ï ö ∧ ø åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M, Í. �

Ðüñéóìá 3.2.1 Áí Ýíáò ôýðïò äåí Ý÷åé ðïóïäåßêôåò ôüôå åßíáé áðüëõôïò ãéá ïðïéáäÞðïôå
êëÜóç.

Áðüäåéîç.

Ïé ôýðïé x = y êáé x ∈ y åßíáé áðüëõôïé ãéá êÜèå êëÜóç êáé êÜèå ôýðïò ÷ùñßò ðïóïäåßêôåò,
åðåéäÞ êáôáóêåõÜæåôáé áðü ôÝôïéïõò ôýðïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò óõíäÝóìïõò ¬ êáé ∧, åßíáé
áðüëõôïò ãéá ïðïéáäÞðïôå êëÜóç. �

Ôï ðáñáêÜôù ëÞììá èá ìáò âïçèÞóåé íá áíôéìåôùðßóïõìå Ýííïéåò ðïõ ïñßæïíôáé ìå ÷ñÞóç
ðïóïäåéêôþí.

ËÞììá 3.2.3 Áí ïé êëÜóåéò M êáé N åßíáé ìåôáâáôéêÝò, M ⊂ N êáé ï ö åßíáé áðüëõôïò
ãéá ôéò M, Í ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ï ∃x(x ∈ y ∧ ö).
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Áðüäåéîç.

ÃñÜöïõìå ôïí ö óôç ìïñöÞ ö(x; y; z1; :::; zn) Ýôóé þóôå óôç ëßóôá x; y; z1; :::; zn íá ðåñéëáìâÜíïíôáé
üëåò ïé åëÝõèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ ö. Ôüôå óôç ëßóôá y; z1; :::; zn ðåñéëáìâÜíïíôáé üëåò ïé
åëÝõèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ ∃x(x ∈ y ∧ ö) ãéáôß ç ìåôáâëçôÞ x åßíáé äåóìåõìÝíç. ÅðïìÝíùò
ãéá êÜèå y; z1; :::; zn ∈M, [∃x(x ∈ y ∧ ö(y; z1; :::; zn)]M ⇔ ∃x ∈M(x ∈ y ∧ öM(y; z1; :::; zn)).
ÅðåéäÞ ç M åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé y ∈ M, x ∈ y → x ∈ M, Üñá ç ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç
ãñÜöåôáé éóïäýíáìá ∃x(x ∈ y ∧ öM(y; z1; :::; zn) ç ïðïßá ëüãù ôçò áðïëõôüôçôáò ôïõ ö åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôçí ∃x(x ∈ y ∧ öÍ(y; z1; :::; zn) ðïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï
ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôçò N áðïäåéêíýåôáé éóïäýíáìç ìå ôçí [∃x(x ∈ y ∧ ö(y; z1; :::; zn)]Í.
ÅðïìÝíùò ï ∃x(x ∈ y ∧ ö) åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M, Í. �

Ïñéóìüò 3.2.3 Ïé Ä0 ôýðïé åßíáé áõôïß ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé åðáãùãéêÜ ìå âÜóç ôïõò
ðáñáêÜôù êáíüíåò:

1. Ïé x = y êáé x ∈ y åßíáé Ä0.

2. Áí ïé ö, ø åßíáé Ä0 ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ïé ¬ö êáé ö ∧ ø.

3. Áí ï ö åßíáé Ä0 ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ï ∃x(x ∈ y ∧ ö).

ÏõóéáóôéêÜ ïé Ä0 ôýðïé åßíáé áõôïß óôïõò ïðïßïõò êÜèå ðïóïäåßêôçò åßíáé öñáãìÝíïò äçëáäÞ
åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃x ∈ y üðïõ y óýíïëï.

Ðüñéóìá 3.2.2 Áí ç M åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé ï ö åßíáé Ä0, ôüôå ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá
ôçí M.

Èåþñçìá 3.2.1 Ïé ðáñáêÜôù Ýííïéåò Ý÷ïõí ïñéóôåß óôï ZF− − P − Inf áðï ôýðïõò ðïõ
áðïäåéêíýïíôáé éóïäýíáìïé óôï ZF−−P −Inf ìå Ä0 ôýðïõò. ÅðïìÝíùò åßíáé áðüëõôåò ãéá
êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóç M ðïõ åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF− − P − Inf .

1. x ⊂ y

2. {x; y}

3. {x}

4. 〈x; y〉

5. 0

6. x ∪ y

7. x ∩ y

8. x \ y
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9. S(x) äçëáäÞ x ∪ {x}

10.
⋃
x

11.
⋂
x üðïõ ïñßæïõìå

⋂
0 = 0

12. ôï x åßíáé ìåôáâáôéêü

13. n, üðïõ n ïðïéïóäÞðïôå öõóéêüò áñéèìüò

Áðüäåéîç.

1. x ⊂ y ↔ [¬∃z ∈ x(¬(z ∈ y))] ðïõ åßíáé Ä0.

2. z = {x; y} ↔ [x ∈ z ∧ y ∈ z ∧ ∀w ∈ z(w = x ∨ w = y)] ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò ìå Ä0.

3. z = {x} ↔ [x ∈ z ∧ ∀w ∈ z(w = x)]

4. z = 〈x; y〉 ↔ [∃w ∈ z(w = {x})∧∃w ∈ z(w = {x; y})∧∀w ∈ z(w = {x}∨w = {x; y})]
ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò ìå Ä0 áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôá w = {x} êáé w = {x; y} ìå ôïõò
áíôßóôïé÷ïõò Ä0 ôýðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò åßíáé éóïäýíáìïé.

5. z = 0↔ [∀w ∈ z(w 6= w)]

6. z = x ∪ y ↔ [∀w ∈ z(w ∈ x ∨ w ∈ y) ∧ x ⊂ z ∧ y ⊂ z]

7. z = x ∩ y ↔ [∀w ∈ x(w ∈ y → w ∈ z) ∧ z ⊂ x ∧ z ⊂ y]

8. z = x \ y ↔ [∀w ∈ x(w ∈ z ↔ w =∈ y) ∧ z ⊂ x]

9. z = S(x)↔ [x ∈ z ∧ x ⊂ z ∧ ∀w ∈ z(w = x ∨ w ∈ y)]

10. z =
⋃
x↔ [∀w ∈ x(w ⊂ z) ∧ ∀y ∈ z∃w ∈ x(y ∈ w)]

11. z =
⋂
x↔ [∀w ∈ x(z ⊂ w) ∧ ∀v ∈ x∀y ∈ v((∀w ∈ x y ∈ w)→ y ∈ z) ∧ (x = 0→ z =

0)]

12. ôï x åßíáé ìåôáâáôéêü ↔ [∀w ∈ x∀z ∈ w(z ∈ x)]

13. Ìå åðáãùãÞ óôï n. Ãéá n = 0 ôï Ý÷ïõìå äåßîåé. ¸óôù üôé ç z = n åßíáé éóïäýíáìç ìå
Ýíá Ä0 ôýðï. Ôüôå ç z = n + 1 ↔ ∃x ∈ z(x = n ∧ z = S(x)) åßíáé éóïäýíáìç ìå Ä0

ôýðï ìéáò êáé Ý÷ïõìå äåßîåé üôé êáé ç S(x) åßíáé éóïäýíáìç ìå Ä0.

�

ËÞììá 3.2.4 Ïé áðüëõôåò Ýííïéåò åßíáé êëåéóôÝò óôç óýíèåóç, äçëáäÞ áí M ⊂ N êáé
ö(x1; :::; xn), F(x1; :::; xn) êáé Gi(y1; :::; ym)(i = 1; :::; n) åßíáé üëåò áðüëõôåò ãéá ôéò M êáé
N ôï ßäéï åßíáé êáé ï ôýðïò ö(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym)) êáé ç óõíÜñôçóç

F(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym)):
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Áðüäåéîç.

¸óôù øi(y1; :::; ym; z)(i = 1; :::; n) ïé ôýðïé ìå âÜóç ôïõò ïðïßïõò ïñßæïíôáé ïé Gi.

ö(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym))↔ ∃z1; :::; zn[ø1(y1; :::; ym; z1)∧:::∧øn(y1; :::; ym; zn)∧ö(z1; :::; zn)]:

¢ñá ãéá êÜèå y1; :::; ym ∈M,

[ö(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym))]M ↔

↔ ∃z1; :::; zn ∈M[øM1 (y1; :::; ym; z1) ∧ ::: ∧ øMn (y1; :::; ym; zn) ∧ öM(z1; :::; zn)]↔

↔ öM(G1
M(y1; :::; ym); :::;Gn

M(y1; :::; ym)):

ÅðåéäÞ üìùò ïé Gi åßíáé áðüëõôåò ãéá ôéò M êáé N äçëáäÞ Gi
M(y1; :::; ym) = Gi

N(y1; :::; ym)
êáé ç ö åßíáé åðßóçò áðüëõôç ãéá ôéò M êáé N, öM(G1

M(y1; :::; ym); :::;Gn
M(y1; :::; ym)) ↔

öÍ(G1
Í(y1; :::; ym); :::;Gn

Í(y1; :::; ym))↔ [ö(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym))]Í. Ïìïßùò

[F(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym))]M = FM(G1
M(y1; :::; ym); :::;Gn

M(y1; :::; ym)) =

= FÍ(G1
Í(y1; :::; ym); :::;Gn

Í(y1; :::; ym)) = [F(G1(y1; :::; ym); :::;Gn(y1; :::; ym))]Í:

�

Èåþñçìá 3.2.2 Ïé ðáñáêÜôù Ýííïéåò åßíáé áðüëõôåò ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóç M ðïõ
åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF− − P − Inf .

1. ôï z åßíáé äéáôåôáãìÝíï æåýãïò

2. Á×B

3. ç R åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç

4. ç 〈A;R〉 åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç

5. dom(R)

6. ran(R)

7. ç f åßíáé óõíÜñôçóç

8. f(x)

9. ç f åßíáé 1-1 óõíÜñôçóç

Áðüäåéîç.
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1. ôï z åßíáé äéáôåôáãìÝíï æåýãïò↔ [∃x ∈
⋃
z ∃y ∈

⋃
z (z = 〈x; y〉)]↔ ö(G1(z); G2(z); G3(z))

üðïõ G1(z) = G2(z) =
⋃
z, G3(z) = z êáé ö(a; b; c) åßíáé ∃x ∈ a ∃y ∈ b (z = 〈x; y〉).

Ïé G1(z), G2(z) êáé G3(z) åßíáé áðüëõôåò üðùò êáé ï ö(a; b; c) ìéáò êáé ï ðñïôáóéáêüò
ôýðïò z = 〈x; y〉 åßíáé áðüëõôïò êáé ïé ðïóïäåßêôåò ôïõ ö åßíáé öñáãìÝíïé. ¢ñá áðï
ËÞììá ï ö(G1(z); G2(z); G3(z)) åßíáé áðüëõôïò.

2. C = Á×B ↔ [(∀x ∈ A∀y ∈ B(〈x; y〉 ∈ C)) ∧ (∀z ∈ C∃x ∈ A∃y ∈ B(z = 〈x; y〉))]

3. ç R åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç ↔ [∀z ∈ R(ôï z åßíáé äéáôåôáãìÝíï æåýãïò)]

4. ç 〈A;R〉 åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç ↔ [(∀x; y; z ∈ A(xRy ∧ yRz → xRz)) ∧ (∀x; y ∈ A(x =
y ∨ xRy ∨ yRx)) ∧ (∀x ∈ A(¬(xRx)))]

5. A = dom(R)↔ [(∀x ∈ A∃y ∈
⋃⋃

R(〈x; y〉 ∈ R)) ∧ (∀x ∈
⋃⋃

R∀y ∈
⋃⋃

R(〈x; y〉 ∈
R→ x ∈ A))]

6. A = ran(R) ↔ [(∀y ∈ A∃x ∈
⋃⋃

R(〈x; y〉 ∈ R)) ∧ (∀x ∈
⋃⋃

R∀y ∈
⋃⋃

R(〈x; y〉 ∈
R→ y ∈ A))]

7. ç f åßíáé óõíÜñôçóç ↔ [ç f åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç ∧(∀x ∈
⋃⋃

f∀y ∈
⋃⋃

f∀y′ ∈⋃⋃
f((〈x; y〉 ∈ f ∧ 〈x; y′〉 ∈ f)→ y = y′))]

8. y = f(x)↔ [(ö(x)∧〈x; y〉 ∈ f)∨ (¬ö(x)∧ y = 0)] üðïõ ö(x) åßíáé ∃v ∈
⋃⋃

f(〈x; v〉 ∈
f ∧ ∀w ∈

⋃⋃
f(〈x;w〉 ∈ f → v = w))

9. ç f åßíáé 1-1 óõíÜñôçóç ↔ [ç f åßíáé óõíÜñôçóç ∧(∀x ∈ dom(f)∀x′ ∈ dom(f)(f(x) =
f(x′)→ x = x′))]

�

ËÞììá 3.2.5 ¸óôùM ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZF−−P−Inf . Áí ù ∈M ôüôå ôï Áîßùìá
ôïõ Áðåßñïõ åßíáé áëçèÝò óôçí M.

Áðüäåéîç.

ÅðåéäÞ ôï 0 êáé ç S(x) åßíáé áðüëõôåò Ýííïéåò ç ó÷åôéêïðïßçóç ôïõ Áîéþìáôïò ôïõ Áðåßñïõ
óôçM åßíáé éóïäýíáìç ìå ∃x ∈M(0 ∈ x∧∀y ∈ x(S(y) ∈ x)) ðïõ éêáíïðïéåßôáé ãéá x = ù. �

Ðåñéóóüôåñåò Ýííïéåò åßíáé áðüëõôåò ãéá ìïíôÝëá ðïõ éêáíïðïéïýí ôï áîßùìá ôçò èåìåëßùóçò.

ËÞììá 3.2.6 Ôï óýíïëï Á åßíáé äéáôáêôéêüò áíí åßíáé ìåôáâáôéêü êáé ç ∈ åßíáé ïëéêÞ
äéÜôáîç óôï Á.

Áðüäåéîç.
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Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç ∈ åßíáé êáëÞ äéÜôáîç óôï Á, Ýóôù × ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ Á êáé
åöáñìüæïõìå ôï Áîßùìá ôçò Èåìåëßùóçò óôï × ãéá íá ðáñÜîïõìå Ýíá ∈-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï
ôïõ ×. �

Èåþñçìá 3.2.3 Ïé ðáñáêÜôù Ýííïéåò Ý÷ïõí ïñéóôåß óôï ZF−P áðï ôýðïõò ðïõ áðïäåéêíýïíôáé
éóïäýíáìïé óôï ZF −P ìå Ä0 ôýðïõò. ÅðïìÝíùò åßíáé áðüëõôåò ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóç
M ðïõ åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF − P .

1. ï x åßíáé äéáôáêôéêüò

2. ï x åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò

3. ï x åßíáé åðüìåíïò äéáôáêôéêüò

4. ï x åßíáé ðåðåñáóìÝíïò äéáôáêôéêüò

5. ù

Áðüäåéîç.

1. Óôï ZF−P ï x åßíáé äéáôáêôéêüò áíí åßíáé ìåôáâáôéêüò êáé ç 〈x;∈〉 åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç
ôï ïðïßï åßíáé éóïäýíáìï óôï ZF −P ìå ôï [ï x åßíáé ìåôáâáôéêüò ∧∀y ∈ x∀z ∈ x(y ∈
z ∨ y = z ∨ z ∈ y)] ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå Ä0.

2. O x åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò↔ [ï x åßíáé äéáôáêôéêüò ∧(∀y ∈ x∃z ∈ x(y ∈ z))∧ (x 6=
0)]

3. O x åßíáé åðüìåíïò äéáôáêôéêüò ↔ [ï x åßíáé äéáôáêôéêüò ∧ ï x äåí åßíáé ïñéáêüò
äéáôáêôéêüò ∧(x 6= 0)]

4. O x åßíáé ðåðåñáóìÝíïò äéáôáêôéêüò ↔ [ï x åßíáé äéáôáêôéêüò ∧ ï x äåí åßíáé ïñéáêüò
äéáôáêôéêüò ∧∀y ∈ x(ï y äåí åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò)]

5. x = ù ↔ [ï x åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ∧∀y ∈ x(ï y äåí åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò)]

�

ËÞììá 3.2.7 Áí M åßíáé ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ãéá ôï ZF − P ôüôå êÜèå ðåðåñáóìÝíï
õðïóýíïëï ôçò M áíÞêåé óôç M.

Áðüäåéîç.

Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé ∀x ⊂ M(|x| = n → x ∈ M). Ãéá n = 0 åßíáé ðñïöáíÝò
ãéáôß ôï 0 åßíáé áðüëõôï. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá n êáé ôï x ⊂M Ý÷åé n+1 óôïé÷åßá. ÅðéëÝãïõìå
y ∈ x ðïõ åðåéäÞ çM åßíáé ìåôáâáôéêÞ y ∈M. Ôüôå x\{y} ∈M êáé x = {y}∪(x\{y}) ∈M
ìéáò êáé ç Ýíùóç, ç {y} êáé ç \ åßíáé áðüëõôåò. �
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Èåþñçìá 3.2.4 Ôá ðáñáêÜôù åßíáé áðüëõôá ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóçM ðïõ åßíáé ìïíôÝëï
ôïõ ZF − P .

1. ôï x åßíáé ðåðåñáóìÝíï

2. Án

Áðüäåéîç.

1. Ôï x åßíáé ðåðåñáóìÝíï áíí ∃fö(x; f) üðïõ ö(x; f)↔ [ç f åßíáé 1-1 óõíÜñôçóç ∧dom(f) =
x ∧ ran(f) ∈ ù]. O ö(x; f) åßíáé áðüëõôïò ãéá ôçí M Üñá áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá
x ∈ M, ∃fö(x; f) ↔ ∃f ∈ Mö(x; f). H óõíåðáãùãÞ áðü ôá äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ
åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôï áíôßóôñïöï èá äåßîïõìå üôé ö(x; f) → f ∈ M. Ðáñáôçñïýìå
üôé ï ö(x; f) óõíåðÜãåôáé üôé ç f åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí
ôçò ìïñöÞò 〈y; á〉 üðïõ y ∈ x êáé á < ran(f) < ù. ÅðïìÝíùò, ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò
ôçò M, y ∈ M êáé, åðåéäÞ ïé ðåðåñáóìÝíïé äéáôáêôéêïß åßíáé áðüëõôïé ãéá ìåôáâáôéêÜ
ìïíôÝëá ôïõ ZF − P , á ∈ M. ¢ñá 〈y; á〉 ∈ M ìéáò êáé ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç åßíáé
áðüëõôá, Üñá f ∈M áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá.

2. Èåùñüýìå ôï Án ùò ìéá áðåéêüíéóç äõï ìåôáâëçôþí F (A; n), üðïõ F (A; n) = 0 áí
x =∈ ù. ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá A; x ∈M, F (A; x) = FM(A; x). ÅðåéäÞ ôï
ù åßíáé áðüëõôï FM(A; x) = 0 áí x =∈ ù. Áí n ∈ ù, FM(A; x) = {f ∈M : öM(f; n; A)}
üðïõ ö(f; n; A) ↔ [ç f åßíáé óõíÜñôçóç ∧dom(f) = n ∧ ran(f) ⊂ A]. Ï ö åßíáé
áðüëõôïò ãéá ôçí M Üñá FM(A; x) = {f ∈ M : ö(f; n; A)}. ÅðïìÝíùò áñêåß íá
äåßîïõìå üôé ö(f; n; A) → f ∈ M. Ðáñáôçñïýìå üôé ï ö(f; n; A) óõíåðÜãåôáé üôé ç
f åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí ôçò ìïñöÞò 〈á; y〉 üðïõ y ∈ A
êáé á < n < ù. ÅðïìÝíùò, ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò ôçò M, y ∈ M êáé, åðåéäÞ ïé
ðåðåñáóìÝíïé äéáôáêôéêïß åßíáé áðüëõôïé ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF − P , á ∈M.
¢ñá 〈á; y〉 ∈ M ìéáò êáé ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç åßíáé áðüëõôá, Üñá f ∈ M áðü ôï
ðñïçãïýìåíï ëÞììá.

�

Èåþñçìá 3.2.5 H ó÷Ýóç £ç 〈A;R〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç¤ åßíáé áðüëõôç ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ
êëÜóç M ðïõ åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF − P .

Áðüäåéîç.

ÐñÝðåé íá äÝéîïõìå üôé (ç 〈A;R〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç)↔ (ç 〈A;R〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç)M.
Ãéá íá äåßîïõìå ôï åõèý áñ÷éêÜ ðáñáôçñïýìå üôé (ç 〈A;R〉 åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç)M ìéáò êáé ç
ó÷Ýóç £ç 〈A;R〉 åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç¤ åßíáé áðüëõôç. ¢ñá áñêåß íá äåßîïõìå üôé (∀Xö(×;A;R))M

üðïõ ö(×;A;R)↔ [× ⊂ A ∧X 6= 0→ ∃y ∈ X∀z ∈ X(〈z; y〉 =∈ R)]. Ï ö åßíáé áðüëõôïò ãéá
ôçí M, Üñá áñêåß íá äåßîïõìå ∀X ∈Mö(×;A;R), ôï ïðïßï éó÷ýåé êáèþò ∀Xö(×;A;R).
Ãéá íá äåßîïõìå ôï áíôßóôñïöï ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï èåþñçìá ôïõ ZF −P ðïõ ëÝåé üôé ç 〈A;R〉
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åßíáé êáëÞ äéÜôáîç áíí ∃á ∈ ON(〈A;R〉 ∼= 〈á;<〉). ÅðïìÝíùò áí (ç 〈A;R〉 åßíáé êáëÞ
äéÜôáîç)M ôüôå ∃f; á ∈ ÌöM(f; á; Á;R) üðïõ ö(f; á; A;R) ↔ [(á ∈ ON) ∧ (ç f åßíáé 1-1
óõíÜñôçóç ) ∧ (dom(f) = A) ∧ (ran(f) = á) ∧ (∀x; y ∈ A(xRy ↔ f(x) < f(y)))]. Ï ö åßíáé
áðüëõôïò ãéá ôçí M, Üñá ∃f; á ∈Ìö(f; á; Á;R). ÅðïìÝíùò ∃f; á ö(f; á; Á;R) Üñá ç 〈A;R〉
åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. �

3.3 ÓõíáñôÞóåéò ðïõ ïñßæïíôáé áíáäñïìéêÜ

Èåþñçìá 3.3.1 ¸óôù R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-like óôçí êëÜóç Á, F : Á×V→
V, G : Á → V ôÝôïéá þóôå ∀x ∈ Á[G(x) = F(x;G � pred(Á; x;R))] êáé M ìåôáâáôéêü
ìïíôÝëï ôïõ ZF −P . Áí ïé R, A êáé F åßíáé áðüëõôåò ãéá ôçí M, (ç R åßíáé set-like óôçí
Á)M êáé ∀x ∈M(pred(A; x;R) ⊂M) ôüôå ç G åßíáé áðüëõôç ãéá ôçí M.

Áðüäåéîç.

Êáôáñ÷Üò ðáñáôçñïýìå üôé (ç R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôçí Á)Ì. ÐñÜãìáôé Ýóôù × ìç
êåíü õðïóýíïëï ôçò ÁÌ = Á ∩Ì ⊂ A. Ôüôå áðü õðüèåóç ∃y ∈ X(¬∃z ∈ X(zRy)).
ÅðïìÝíùò åðåéäÞ RÌ = R ∩ (Ì ×Ì) ⊂ R, ¬∃z ∈ X(zRÌy). ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá
åöáñìüóïõìå õðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ ìÝóá óôçí Ì êáé íá ïñßóïõìå ôçí GÌ : ÁÌ →Ì
Ýôóé þóôå

∀x ∈ ÁÌ[GÌ(x) = FÌ(x;GÌ � predÌ(ÁÌ; x;RÌ))]:

¼ìùò ãéá êÜèå x ∈ Á∩Ì, predÌ(ÁÌ; x;RÌ) = {y ∈ Á∩Ì : 〈y; x〉 ∈ R∩(Ì×Ì)} = {y ∈
Á : 〈y; x〉 ∈ R}∩Ì = pred(A; x;R)∩Ì = pred(A; x;R) ìéáò êáé ∀x ∈M(pred(A; x;R) ⊂
M). ¢ñá, åðåéäÞ åðéðëÝïí ç F åßíáé áðüëõôç,

∀x ∈ ÁÌ[GÌ(x) = F(x;GÌ � pred(Á; x;R))]:

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç G åßíáé áðüëõôç ãéá ôçí M ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé GÌ = G � ÁÌ.
ÕðïèÝôïõìå üôé ôï óýíïëï {z ∈ ÁÌ : GÌ(z) 6= G(z)} åßíáé ìç êåíü. Ôüôå èá Ý÷åé Ýíá
R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï x. ÅðïìÝíùò GÌ � pred(Á; x;R) = G � pred(Á; x;R). ¢ñá
GÌ(x) = G(x) ðïõ åßíáé Üôïðï. �

Èá äþóïõìå Ýíáí éóïäýíáìï áíáäñïìéêü ïñéóìü ôïõ rank(x) ðïõ äå ÷ñçóéìïðïéåß ôï
áîßùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ êáé èá äåßîïõìå üôé ç rank åßíáé áðüëõôç.

Ïñéóìüò 3.3.1 Aí ç R êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-like óôçí êëÜóç Á, ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ
rank(x;Á;R) = sup{rank(y;Á;R) + 1 : yRx ∧ y ∈ Á}.

ËÞììá 3.3.1 Áí ç Á åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé ç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôçí Á ôüôå Á ⊂
WF êáé rank(x;Á;∈) = rank(x) ãéá êÜèå x ∈ Á.

Áðüäåéîç.
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Áí Á \WF 6= 0 Ýóôù x Ýíá ∈-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï ôçò. Ãéá êÜèå y ∈ x, y =∈ Á \WF êáé
åðåéäÞ ç Á åßíáé ìåôáâáôéêÞ, y ∈WF. ¢ñá x ⊂WF, Üñá x ∈WF ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðåéäÞ
ç ∈ åßíáé ðñïöáíþò set-like, èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï x üôé rank(x;Á;R) = rank(x).
ÕðïèÝôïõìå üôé ∀y ∈ x rank(y;Á;∈) = rank(y). Ôüôå rank(x;Á;∈) = sup{rank(y;Á;∈
) + 1 : y ∈ x∧ y ∈ Á} = sup{rank(y) + 1 : y ∈ x} = rank(x) ëüãù ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò ôçò
Á êáé ôïõ ËÞììáôïò 2.2.3. �

Èåþñçìá 3.3.2 Ôá ðáñáêÜôù åßíáé áðüëõôá ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóçÌ ðïõ åßíáé ìïíôÝëï
ôïõ ZF − P .

1. rank(x)

2. trcl(x)

Áðüäåéîç.

1. ¸÷ïõìå äåßîåé üôé rank(x) = rank(x;V;∈). Ðñïöáíþò ç V êáé ç ∈ åßíáé áðüëõôåò, (ç
∈ åßíáé set-like óôçí V)M êáé ∀x ∈ M(pred(V; x;∈) ⊂ M). ¸óôù F : V ×V → V
ôÝôïéá þóôå F (x; h) = sup{á+1 : á ∈ ran(h)} áí ç h åßíáé óõíÜñôçóç ìå ran(h) ⊂ ON
êáé F (x; h) = 0 äéáöïñåôéêÜ. ¼ëåò ïé Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôïí ïñéóìü ôçò
F åßíáé áðüëõôåò Üñá ç F åßíáé áðüëõôç. ÅðïìÝíùò åðåéäÞ rank(x) = F(x; rank �
pred(V; x;∈)) ç rank åßíáé áðüëõôç.

2. Ç
⋃n(x) Ý÷åé ïñéóôåß áíáäñïìéêÜ êáé ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé

áðüëõôç. ¢ñá ç trcl(x) =
⋃
{
⋃n(x) : n ∈ ù} åßíáé áðüëõôç.

Ïñéóìüò 3.3.2 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ïñßæïõìå á − 1 íá åßíáé ï á áí ï á åßíáé ïñéáêüò Þ
0 êáé íá åßíáé ï â áí á = S(â).

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò á−1 ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé áðüëõôç ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF−P .

Èåþñçìá 3.3.3 Ôá ðáñáêÜôù åßíáé áðüëõôá ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóçÌ ðïõ åßíáé ìïíôÝëï
ôïõ ZF − P .

1. á + â

2. á · â

3. áâ

Áðüäåéîç.

H ðñüóèåóç äéáôáêôéêþí ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

• á + 0 = á.
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• á + S(â) = S(á + â).

• á + â = sup{á + î : î < â} üôáí ï â åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ðéï áõóôçñÜ Ýóôù F : ON × ON × V → V ôÝôïéá þóôå F(á; â; h) = 0 áí ç h äåí åßíáé
óõíÜñôçóç ìå dom(h) = â êáé ran(h) ⊂ ON, Ýíù áí åßíáé, F(á; â; h) = á áí â = 0,
F(á; â; h) = S(h(â − 1)) áí ï â åßíáé åðüìåíïò äéáôáêôéêüò êáé F(á; â; h) = sup{h(î) : î <
â} áí ï â åßíáé ïñéáêüò. ¸óôù R ó÷Ýóç óôï ON × ON ôÝôïéá þóôå 〈á; â〉R 〈ã; ä〉 ↔
(á = ã ∧ â < ä). Ç R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-like óôçí ON × ON. Ôüôå áí
G : ON×ON→ V ôÝôïéá þóôå

∀ 〈á; â〉 ∈ ON×ON[G(á; â) = F(á; â;G � pred(ON×ON; 〈á; â〉 ;R))];

∀á; â ∈ ON(G(á; â) = á + â). ¼ëåò ïé Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôïí ïñéóìü ôçò F
åßíáé áðüëõôåò Üñá ç F åßíáé áðüëõôç. Ç ON×ON êáé ç R åßíáé áðüëõôåò, (ç R åßíáé set-like
óôçí ON ×ON)M êáé ∀ 〈á; â〉 ∈ M(pred(ON ×ON; 〈á; â〉 ;R) ⊂ M). ÅðïìÝìùò ç á + â
åßíáé áðüëõôç.
Ï ðïëëáðëáóéáóìüò äéáôáêôéêþí ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

• á · 0 = á.

• á · S(â) = á · â + á.

• á · â = sup{á · î : î < â} üôáí ï â åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ïé äõíÜìåéò äéáôáêôéêþí ïñßæïíôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

• á0 = 1.

• áâ+1 = áâ · á.

• áâ = sup{áî : î < â} üôáí ï â åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá ìå ôçí ðñüóèåóç áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáé ïé
äõíÜìåéò åßíáé áðüëõôåò. �



ÊåöÜëáéï 4

ÁñéèìÞóéìá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC

4.1 Èåþñçìá Mostowski

¸÷åé Þäç öáíåß ðüóï óçìáíôéêü åßíáé Ýíá ìïíôÝëï íá åßíáé ìåôáâáôéêü. Èá äåßîïõìå Ýíáí
ôñüðï êáôáóêåõÞò åíüò ôÝôïéïõ ìïíôÝëïõ, õðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç åíüò ìïíôÝëïõ A = 〈A;R〉
ðïõ éêáíïðïéåß ïñéóìÝíåò áðëÝò éäéüôçôåò.

Ïñéóìüò 4.1.1 ¸óôùR êáëÜ èåìåëéùìÝíç êáé set-like óôçí êëÜóç Á. Ç óõíÜñôçóç Mostowski
ôùí Á, R åßíáé ç áðåéêüíéóç G : Á → V ðïõ ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò G(x) = {G(y) : y ∈
A ∧ yRx}.

ËÞììá 4.1.1 ÁíM åßíáé ôï ðåäßï ôéìþí ìéáò óõíÜñôçóçò Mostowski ôüôå çM åßíáé ìåôáâáôéêÞ
êáé M ⊂WF.

Áðüäåéîç.

¸óôù G(x) ∈ M. Ãéá êÜèå z ∈ G(x) õðÜñ÷åé y ∈ A ∧ yRx ôÝôïéï þóôå z = G(y) Üñá
z ∈ M. ÅðïìÝíùò ç M åßíáé ìåôáâáôéêÞ. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ M ⊂ WF èá äåßîïõìå ìå
åðáãùãÞ óôï x üôé ∀x ∈ A(G(x) ∈ WF). ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå y ∈ A ∧ yRx. Ôüôå
G(x) ⊂WF ðïõ óõíåðÜãåôáé G(x) ∈WF. �

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç óõíÜñôçóç Mostowski åßíáé éóïìïñöéóìüò. Ãéá íá óõìâáßíåé áõôü
ðñÝðåé ôï ìïíôÝëï A íá éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ôçò ¸êôáóçò, äçëáäÞ

∀x; y ∈ A(∀z ∈ A(zRx↔ zRy)→ x = y):

Éóïäýíáìá ôï ìïíôÝëï A éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ôçò ¸êôáóçò áí

∀x; y ∈ A(x 6= y → pred(A; x;R) 6= pred(A; y;R)):

Áðü áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç ðñïêýðôåé Üìåóá ôï ðáñáêÜôù ëÞììá.

27
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ËÞììá 4.1.2 Aí ç N åßíáé ìåôáâáôéêÞ ôüôå ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò éêáíïðïéåßôáé ãéá ôç
ó÷Ýóç ∈ óôçí Í.

Áðüäåéîç.

ÅðåéäÞ ç N åßíáé ìåôáâáôéêÞ, pred(N; x;∈) = x. �

ÅðïìÝíùò åðåéäÞ ôï ðåäßï ôéìþí ìéáò óõíÜñôçóçò Mostowski åßíáé ìåôáâáôéêü èá éêáíïðïéåß
ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò. ¢ñá áí ìéá óõíÜñôçóç Mostowski åßíáé éóïìïñöéóìüò èá ðñÝðåé êáé
ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò íá éêáíïðïéåß ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò. Èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ôï
áíôßóôñïöï.

ËÞììá 4.1.3 Áí ç R åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç, set-like êáé éêáíïðïéåß ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò
óôçí êëÜóç Á, ç óõíÜñôçóç Mostowski ôùí Á, R åßíáé éóïìïñöéóìüò äçëáäÞ åßíáé 1-1 êáé
∀x; y ∈ Á(xRy ↔ G(x) ∈ G(y)).

Áðüäåéîç.

Èá äåßîïõìå áñ÷éêÜ üôé åßíáé 1-1. Áí ü÷é Ýóôù x R-åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï ôçò ìç êåíÞò
õðïêëÜóçò ôçò Á, {x ∈ Á : ∃y ∈ Á(x 6= y ∧ G(x) = G(y))} êáé åðéëÝãïõìå y 6= x
ôÝôïéï þóôå G(x) = G(y). ÅðåéäÞ éêáíïðïéåßôáé ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò éó÷ýåé ìéá áðü ôéò
äýï ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

1. ∃z ∈ A ôÝôïéï þóôå zRx êáé ¬(zRy). EðåéäÞ G(z) ∈ G(x) = G(y), G(z) = G(w) ãéá
êÜðïéï w ìå wRy. Ôüôå w 6= z êáé Üñá z ∈ {x ∈ Á : ∃y ∈ Á(x 6= y ∧G(x) = G(y))}
êáé zRx ðïõ åßíáé Üôïðï ìéáò êáé ôï x åßíáé åëá÷éóôéêü.

2. ∃w ∈ A ôÝôïéï þóôå wRy êáé ¬(wRx). EðåéäÞ G(w) ∈ G(y) = G(x), G(z) = G(w)
ãéá êÜðïéï z ìå zRx. Ôüôå w 6= z êáé Üñá z ∈ {x ∈ Á : ∃y ∈ Á(x 6= y∧G(x) = G(y))}
êáé zRx ðïõ åßíáé Üôïðï ìéáò êáé ôï x åßíáé åëá÷éóôéêü.

¢ñá ç G åßíáé 1-1. To ∀x; y ∈ Á(xRy → G(x) ∈ G(y)) åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü
ôçò G. Ãéá ôï ∀x; y ∈ Á(xRy ← G(x) ∈ G(y)), Ýóôù x; y ∈ Á ìå G(x) ∈ G(y). Ôüôå
G(x) = G(z) ãéá êÜðïéï z ìå zRy. ÅðåéäÞ üìùò ç G åßíáé 1-1, x = z Üñá xRy. ÅðïìÝíùò
ç G åßíáé éóïìïñöéóìüò. �

Èåþñçìá 4.1.1 (Èåþñçìá Mostowski). ¸óôù R êáëÜ èåìåëéùìÝíç, set-like êáé éêáíïðïéåß
ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò óôçí êëÜóç Á. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóç Ì êáé ìéá 1-1
áðåéêüíéóç G áðü ôçí Á åðß ôçò Ì ôÝôïéá þóôå ç G íá åßíáé éóïìïñöéóìüò áíÜìåóá óôéò
〈Á;R〉 êáé 〈M;∈〉. ÅðéðëÝïí ïé Ì êáé G åßíáé ìïíáäéêÝò.

Áðüäåéîç.
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H ýðáñîç ðñïêýðôåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï x. ¸óôùG′ êáéM′ ðïõ åðßóçò éêáíïðïéïýí
ôï èåþñçìá êáé ãéá êÜèå y ∈ Á ìå yRx,G(y) = G′(y). ÅðåéäÞ ïéG′ êáéG åßíáé éóïìïñöéóìïß
áíÜìåóá óôéò 〈Á;R〉 êáé 〈M;∈〉, G′(x) = {G′(y) : y ∈ A∧yRx} = {G(y) : y ∈ A∧yRx} =
G(x). ÅðïìÝíùò G = G′ êáé Ì = Ì′. �

Ðüñéóìá 4.1.1 Aí ç ∈ éêáíïðïéåß ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò óôçí Á ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìåôáâáôéêÞ
êëÜóç Ì êáé ìéá 1-1 áðåéêüíéóç G áðü ôçí Á åðß ôçò Ì ôÝôïéá þóôå ç G íá åßíáé
éóïìïñöéóìüò ãéá ôç ó÷Ýóç ∈ äçëáäÞ ∀x; y ∈ A(x ∈ y ↔ G(x) ∈ G(y)).

Áðüäåéîç.

Áðü ôï Áîßùìá ôçò Èåìåëßùóçò ðñïêýðôåé üôé ç ∈ åßíáé êáëÜ èåìåëéùìÝíç óôçí V Üñá êáé
óå êÜèå õðïêëÜóç ôçò. Åðßóçò ç ∈ åßíáé set-like. ¢ñá ç ∈ ðëçñåß ôçò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ
ÈåùñÞìáôïò Mostowski Üñá õðÜñ÷åé ìéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóç Ì êáé ìéá 1-1 áðåéêüíéóç G áðü
ôçí Á åðß ôçò Ì ôÝôïéá þóôå ç G íá åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá ôç ó÷Ýóç ∈. �

¼ðùò áíáìÝíåôáé ïé éóïìïñöéóìïß äéáôçñïýí üëåò ôéò éäéüôçôåò.

ËÞììá 4.1.4 ¸óôù G 1-1 óõíÜñôçóç áðü ôï Á åðß ôïõ Ì ðïõ åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá ôç
ó÷Ýóç ∈. Ãéá êÜèå ôýðï ö(x1; :::; xn), ∀x1; :::; xn ∈ A[öA(x1; :::; xn)↔ öM(G(x1); :::; G(xn))].

Áðüäåéîç.

Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ ö. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò x = y ôüôå ôï ëÞììá éó÷ýåé
åðåéäÞ ç G åßíáé 1-1. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò x ∈ y ôüôå ôï ëÞììá éó÷ýåé åðåéäÞ ç G
åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá ôç ó÷Ýóç ∈. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬ø ôüôå [øÁ ↔ øÌ ] ⇒
[¬øÁ ↔ ¬øÌ ] ⇒ [(¬ø)Á ↔ (¬ø)Ì ]. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ø ∧ ø′ ôüôå [(øÁ ↔
øÌ) ∧ (ø′Á ↔ ø′Ì)] ⇒ [(øÁ ∧ ø′Á) ↔ (øÌ ∧ ø′Ì)] ⇒ [(ø ∧ ø′)Á ↔ (ø ∧ ø′)Ì ]. ÔÝëïò áí ï
ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃yø(y; x1; :::; xn) êáé ãíùñßæïõìå üôé ∀y; x1; :::; xn ∈ A[øA(y; x1; :::; xn)↔
øM(G(y); G(x1); :::; G(xn))] Ýóôù x1; :::; xn ∈ A. öA(x1; :::; xn)↔ [∃y ∈ AøA(y; x1; :::; xn)]↔
[∃y ∈ AøM(G(y); G(x1); :::; G(xn))]. ÅðåéäÞ ç G åßíáé åðß ôïõ Ì áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå
[∃y ∈ ÌøM(y;G(x1); :::; G(xn))]↔ öM(G(x1); :::; G(xn)). �

4.2 ÈåùñÞìáôá ÁíÜêëáóçò

Ôá ìïíôÝëá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå, åêôüò áðü ìåôáâáôéêÜ, ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ÷ñåéáæüìáóôå
íá åßíáé óýíïëá. Áðü ôï èåþñçìá ôçò Ìç Ðëçñüôçôáò ôïõ Godel äåí õðÜñ÷åé óýíïëï
ðïõ íá åßíáé ìïíôÝëï üëïõ ôïõ ZFC. Ùóôüóï èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ëßóôá
áîéùìÜôùí ôïõ ZFC õðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï ðïõ ôá éêáíïðïéåß. Áõôü ôåëéêÜ ìáò åßíáé áñêåôü,
üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï èåþñçìá óõìðÜãåéáò. ÐñÜãìáôé áí èÝëïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
Ýíá èåþñçìá ôïõ ZFC Þ ìéá Ýííïéá ðïõ Ý÷åé ïñéóôåß óôï ZFC, áñêåß íá åðéâÜëëïõìå íá
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éêáíïðïéïýíôáé óôï ìïíôÝëï ìáò ôá ðåðåñáóìÝíá áîéþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí áðüäåéîç
ôïõ èåùñÞìáôïò Þ óôïí ïñéóìü ôçò Ýííïéáò.

Îåêßíáìå äßíïíôáò Ýíá êñéôÞñéï ãéá ôï ðüôå ìéá ëßóôá ôýðùí åßíáé áðüëõôç ãéá ìéá êëÜóç
M.

Ïñéóìüò 4.2.1 Ìéá ëßóôá áðü ôýðïõò ö1; :::; ön êáëåßôáé êëåéóôÞ áí êÜèå ôýðïò öi åßíáé åßôå
áôïìéêüò äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò x ∈ y Þ x = y, åßôå ôçò ìïñöÞò ¬öj ãéá êÜðïéï j ∈ {1; :::; n},
åßôå ôçò ìïñöÞò öj ∧ ök ãéá êÜðïéá j; k ∈ {1; :::; n}, åßôå ôçò ìïñöÞò ∃xöj ãéá êÜðïéï j ∈
{1; :::; n}.

ËÞììá 4.2.1 ¸óôù M ⊂ N êáé ö1; :::; ön ìéá êëåéóôÞ ëßóôá áðü ôýðïõò. Ôá ðáñáêÜôù
åßíáé éóïäýíáìá:

1. Ïé ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôïé ãéá ôéò M êáé N.

2. Áí öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) ôüôå ∀y1; :::; yl ∈M[∃x ∈ NöNj (x; y1; :::; yl)→
∃x ∈MöNj (x; y1; :::; yl)]

Áðüäåéîç.

1:→ 2:: ¸óôù y1; :::; yl ∈M êáé õðïèÝôïõìå üôé ∃x ∈ NöNj (x; y1; :::; yl). Ôüôå ö
N

i (y1; :::; yl)
Üñá, åðåéäÞ ï öi åßíáé áðüëõôïò, ö

Ì

i (y1; :::; yl) äçëáäÞ ∃x ∈ MöMj (x; y1; :::; yl) Üñá, åðåéäÞ ï
öj åßíáé áðüëõôïò, ∃x ∈MöNj (x; y1; :::; yl).
2: → 1:: Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ öi üôé åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéò M êáé N.
¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå ôýðï ìéêñüôåñï ôïõ öi. Áí ï öi åßíáé áôïìéêüò åßíáé ðñïöáíþò
áðüëõôïò. Áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬öj åßíáé áðüëõôïò åðåéäÞ åßíáé áðüëõôïò ï öj. Ïìïßùò
áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò öj ∧ ök. ÔÝëïò áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) Ýóôù
y1; :::; yl ∈ M. Ôüôå öÌi (y1; :::; yl) ↔ ∃x ∈ MöMj (x; y1; :::; yl) åßíáé éóïäýíáìï, åðåéäÞ åßíáé
áðüëõôïò ï öj, ìå ∃x ∈MöNj (x; y1; :::; yl). ¼ìùò áðü õðüèåóç êáé åðåéäÞ M ⊂ N áõôü åéíáé
éóïäýíáìï ìå ∃x ∈ NöNj (x; y1; :::; yl)↔ öÍi (y1; :::; yl). ¢ñá ï öi åßíáé áðüëõôïò ãéá ôéòM êáé
N. �

Ôï ðáñáðÜíù êñéôÞñéï åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï ìéáò êáé ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá åëÝãîïõìå áí
Ýíáò ôýðïò åßíáé áðüëõôïò, êïéôÜæïíôáò ôç ó÷åôéêïðïßçóç ôïõ ìüíï óôç ìåãáëýôåñç êëÜóç.
Ìå âÜóç áõôü áðïäåéêíýïõìå ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.2.1 ¸óôù ìéá êëÜóç Z êáé, ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á, Ýíá óýíïëï Æ(á) ôÝôïéá
þóôå

1. á < â → Æ(á) ⊂ Æ(â).

2. Áí ï â åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò Æ(â) =
⋃
á<â Æ(á).

3. Z =
⋃
á∈ON Z(á).
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Ôüôå ãéá êÜèå ôýðïõò ö1; :::; ön, ∀á∃â > á(ïé ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôïé ãéá ôï Æ(â) êáé ôçí
Z).

Áðüäåéîç.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ç ëßóôá ö1; :::; ön åßíáé êëåéóôÞ. Áí äåí åßíáé ôçí
åðåêôåßíïõìå óå ìéá êëåéóôÞ. Ãéá êÜèå i = 1; :::; n ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç Fi : ON → ON
ùò åîÞò. Áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) ôüôå èÝôïõìå Gi(y1; :::; yl) íá åßíáé ßóï
ìå 0 áí ¬∃x ∈ ÆöÆj (x; y1; :::; yl) êáé ßóï ìå ôï ìéêñüôåñï äéáôáêôéêü ç ôÝôïéï þóôå ∃x ∈
Æ(ç)öÆj (x; y1; :::; yl) áí ∃x ∈ ÆöÆj (x; y1; :::; yl). ÈÝôïõìå Fi(î) = sup{Gi(y1; :::; yl) : y1; :::; yl ∈
Z(î)}. Áðü ôï áîßùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôï {Gi(y1; :::; yl) : y1; :::; yl ∈ Z(î)} åßíáé óýíïëï
äéáôáêôéêþí Üñá ôï supremum õðÜñ÷åé. Áí ï öi äåí åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) ôüôå
èÝôïõìå Fi(î) = 0.
¸óôù â ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ôÝôïéïò þóôå, ãéá êÜèå i = 1; :::; n, ∀î < â(Fi(î) < â). ¸óôù
y1; :::; yl ∈ Z(â). ÅðåéäÞ Æ(â) =

⋃
î<â Æ(î) êáé î1 < î2 → Æ(î1) ⊂ Æ(î2), ∃ã < â(y1; :::; yl ∈

Z(ã)). Åî ïñéóìïý ôçò Fi ãéá êÜèå öi ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) áí ∃x ∈ ÆöÆj (x; y1; :::; yl)
ôüôå ∃x ∈ Æ(Fi(ã))öÆj (x; y1; :::; yl). ÅðéðëÝïí åðåéäÞ Fi(ã) < â → Æ(Fi(ã)) ⊂ Æ(â),
∃x ∈ Æ(â)öÆj (x; y1; :::; yl). ÅðïìÝíùò áí öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yl) ôüôå ∀y1; :::; yl ∈
Æ(â)[∃x ∈ ÆöÆj (x; y1; :::; yl)→ ∃x ∈ Æ(â)öÆj (x; y1; :::; yl)]. ¢ñá áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá ïé
ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôïé ãéá ôï Æ(â) êáé ôçí Z.
Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á õðÜñ÷åé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò â > á
ôÝôïéïò þóôå, ãéá êÜèå i = 1; :::; n, ∀î < â(Fi(î) < â). Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ìéá áêïëïõèßá
âp ìå p ∈ ù ùò åîÞò: â0 = á êáé âp+1 = sup{âp + 1;F1(âp); :::;Fn(âp)}. ÈÝôïõìå â =
sup{âp : p ∈ ù}. O â åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ùò supremum ìéáò Üðåéñçò ãíçóßùò áýîïõóáò
áêïëïõèßáò äéáôáêôéêþí êáé ðñïöáíþò ìåãáëýôåñïò ôïõ á. Áí î < î′ ôüôå Æ(î) ⊂ Æ(î′)
Üñá {Gi(y1; :::; yl) : y1; :::; yl ∈ Z(î)} ⊂ {Gi(y1; :::; yl) : y1; :::; yl ∈ Z(î′)} êáé åðïìÝíùò
Fi(î) ≤ Fi(î

′). Áí î < â ôüôå î < âp ãéá êÜðïéï p Üñá Fi(î) ≤ Fi(âp) ≤ âp+1 < â. �

Åýêïëá ðáñáôçñïýìå üôé çV êáé ôá óýíïëá V (á) éêáíïðïéïýí ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò.
¢ñá ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ôìÞìá ôïõ ZFC õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï V (â) ðïõ ôï éêáíïðïéåß, üðùò
ðñïêýðôåé êáé áðü ôï åðüìåíï ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 4.2.1 ¸óôù S Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí ðïõ åðåêôåßíåé ôï ZF êáé ö1; :::; ön áîéþìáôá
ôïõ S. Ôüôå

S ` ∀á∃â > á(
n∧
i=1

öV (â)
i ):

Áðüäåéîç.

∀á∃â > á(ôá ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôá ãéá ôï V (â) êáé ôçí V) êáé ãéá êÜèå i = 1; :::; n, S ` öi.
�
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ÕðïèÝôïíôáò ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò ìðïñïýìå ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ôìÞìá ôïõ ZFC
íá ðÜñïõìå áñéèìÞóéìá óýíïëá ðïõ íá ôï éêáíïðïéïýí. Áõôü èá ìáò öáíåß ÷ñÞóéìï üôáí èá
áíáðôýîïõìå ôç ìÝèïäï forcing.

Èá ÷ñåéáóôïýìå ôçí Ýííïéá ôçò êëåéóôüôçôáò åíüò óõíüëïõ ùò ðñïò Ýíá óýíïëï óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò 4.2.2 Méá óõíÜñôçóç n èÝóåùí óôï Á åßíáé ìéá f : An → A áí n > 0 Þ åíá
óôïé÷åßï ôïõ Á áí n = 0. Áí B ⊂ Á ôï Â êáëåßôáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí f áí {f(x) : x ∈
Bn} ⊂ B üôáí n > 0 êáé áí f ∈ B üôáí n = 0. Méá óõíÜñôçóç ðåðåñáóìÝíùí èÝóåùí óôï Á
åßíáé ìéá óõíÜñôçóç n èÝóåùí óôï Á ãéá êÜðïéï n ∈ ù. Áí F åßíáé Ýíá óýíïëï óõíáñôÞóåùí
ðåðåñáóìÝíùí èÝóåùí óôï Á êáé B ⊂ Á, ç êëåéóôüôçôá ôïõ Â ùò ðñïò ôï F åßíáé ôï åëÜ÷éóôï
C ⊂ Á ôÝôïéï þóôå B ⊂ C êáé ôï C åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò óôï F .

Èåþñçìá 4.2.2 ¸óôù ê Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò, B ⊂ Á, |Â| ≤ ê êáé F Ýíá óýíïëï óõíáñôÞóåùí
ðåðåñáóìÝíùí èÝóåùí óôï Á ìå |F| ≤ ê. Ç êëåéóôüôçôá ôïõ Â ùò ðñïò ôï F Ý÷åé ðëçèéêüôçôá
ìéêñüôåñç Þ ßóç ôïõ ê.

Áðüäåéîç.

Áí f ∈ F êáé D ⊂ A èÝôïõìå f ∗ D íá åßíáé {f(x) : x ∈ Dn} áí ç f åßíáé n èÝóåùí Þ {f}
áí ç f åßíáé 0 èÝóåùí. Áí |D| ≤ ê ôüôå, åðåéäÞ ç f åßíáé åðß ôïõ f ∗ D, |f ∗ D| ≤ ê. ¸óôù
C0 = B êáé Cn+1 = Cn ∪

⋃
{f ∗ Cn : f ∈ F}. Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé |Cn| ≤ ê

ãéá êÜèå n. Ãéá n = 0 éó÷ýåé áðü õðüèåóç. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá n = m. Ôüôå |f ∗ Cm| ≤ ê
ãéá êÜèå f ∈ F êáé åðåéäÞ |F| ≤ ê áðü ËÞììá 1.3.2. |

⋃
{f ∗ Cm : f ∈ F}| ≤ ê. ¢ñá

|Cm+1| = |Cm ∪
⋃
{f ∗ Cm : f ∈ F}| ≤ ê. ¸óôù Cù =

⋃
n∈ù Cn. To Cù åßíáé ç êëåéóôüôçôá

ôïõ Â ùò ðñïò ôï F êáé, ðÜëé áðü ôï ËÞììá 1.3.2, |Cù| ≤ ê. �

Èåþñçìá 4.2.3 ¸óôù ìéá êëÜóç Æ êáé ö1; :::; ön ôýðïé. Ôüôå ∀X ⊂ Æ∃A[X ⊂ A ⊂ Æ∧ (ïé
ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôïé ãéá ôï Á êáé ôç Æ) ∧ |Á| ≤ max(ù; |× |)].

Áðüäåéîç.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ç ëßóôá ö1; :::; ön åßíáé êëåéóôÞ. ¸óôù Æ(á) =
Z ∩ V (á) êáé ðáñáôçñïýìå üôé ç Z êáé ôá Æ(á) éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò
4.2.1. ÅðéëÝãïõìå Ýíá á ôÝôïéï þóôå × ⊂ Æ(á) êáé áðü ôï Èåþñçìá 4.2.1 óôáèåñïðïéïýìå
Ýíá â > á ôÝôïéï þóôå ïé ö1; :::; ön íá åßíáé áðüëõôïé ãéá ôï Æ(â) êáé ôç Æ. ×ñçóéìïðïéþíôáò
ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò åðéëÝãïõìå ìéá êáëÞ äéÜôáîç / ôïõ Æ(â).
Áí ï öi Ý÷åé li > 0 åëåýèåñåò ìåôáâëçôåò ïñßæïõìå óõíáñôÞóåéò Hi : Z(â)li → Z(â) ùò åîÞò.

Áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yli) êáé ∃x ∈ Æ(â)öÆ(â)j (x; y1; :::; yli) ôüôå èÝôïõìå
Hi(y1; :::; yli) íá åßíáé ôï /-ìéêñüôåñï ôÝôïéï x. Áí ï öi äåí åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x; y1; :::; yli)
Þ ¬∃x ∈ Æ(â)öÆ(â)j (x; y1; :::; yli) ôüôå èÝôïõìå Hi(y1; :::; yli) íá åßíáé ôï /-ìéêñüôåñï óôïé÷åßï

ôïõ Æ(â). Áí li = 0 ôüôå áí ï öi åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xöj(x) êáé ∃x ∈ Æ(â)öÆ(â)j (x) èÝôïõìå Hi

íá åßíáé ôï /-ìéêñüôåñï ôÝôïéï x åíþ äéáöïñåôéêÜ èÝôïõìå Hi íá åßíáé ôï /-ìéêñüôåñï óôïé÷åßï
ôïõ Æ(â).
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¸óôù Á íá åßíáé ç êëåéóôüôçôá ôïõ × ùò ðñïò ôéò H1; :::; Hn. Ôüôå áí öi åßíáé ôçò ìïñöÞò

∃xöj(x; y1; :::; yl) ôüôå ∀y1; :::; yl ∈ Á[∃x ∈ Æ(â)öÆ(â)j (x; y1; :::; yl)→ ∃x ∈ ÁöÆ(â)j (x; y1; :::; yl)].
¢ñá áðü ôï ËÞììá 4.2.1 ïé ö1; :::; ön åßíáé áðüëõôïé ãéá ôï Á êáé ôï Æ(â) êáé åðïìÝíùò åßíáé
áðüëõôïé ãéá ôï Á êáé ôç Z. Ôï |Á| ≤ max(ù; |× |) ðñïêýðôåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá.
�

Ïé óõíáñôÞóåéò Hi ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí áðüäåéîç êáëïýíôáé óõíáñôÞóåéò Skolem.

Ðüñéóìá 4.2.2 ¸óôù Z ìéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóç êáé ö1; :::; ön ðñïôÜóåéò. Ôüôå ãéá êÜèå
ìåôáâáôéêü X ⊂ Z,

∃M [X ⊂M ∧
n∧
i=1

(öMi ↔ öZi ) ∧ ôï Ì åßíáé ìåôáâáôéêü ∧ |Ì | ≤ max(ù; |× |)]:

Áðüäåéîç.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé óôç ëßóôá ôùí ðñïôÜóåùí áíÞêåé ôï Áîßùìá
ôçò ¸êôáóçò. Áí ü÷é ôï ðñïóèÝôïõìå. ¸óôù Ýíá óýíïëï Á üðùò óôï óõìðÝñáóìá ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò. Ôüôå öAi ↔ öZi . EðåéäÞ ç Z åßíáé ìåôáâáôéêÞ, ôï Áîßùìá ôçò
¸êôáóçò éó÷ýåé óôç Z Üñá êáé óôï Á. ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíáò ∈-éóïìïñöéóìüò, G, áðü ôï Á åðß
åíüò ìåôáâáôéêïý óõíüëïõ Ì. Ãéá x ∈ X, G(x) = {G(y) : y ∈ A ∧ y ∈ x} = {G(y) : y ∈ x}
ìéáò êáé ôï × åßíáé ìåôáâáôéêü. ÅðïìÝíùò, ìå ∈-åðáãùãÞ óôï x, G(x) = x ãéá êÜèå x ∈ X.
¢ñá × ⊂M . �

ÈÝôïíôáò Z = V êáé × = ù ðñïêýðôåé ôï ðáñáêÜôù.

Ðüñéóìá 4.2.3 ¸óôù S Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí ðïõ åðåêôåßíåé ôï ZFC. Áí ö1; :::; ön áîéþìáôá
ôïõ S ôüôå

S ` ∃M(|M | = ù ∧ ôï Ì åßíáé ìåôáâáôéêü ∧
n∧
i=1

öMi ):

ÅðïìÝíùò áðïäåßîáìå, ãéá ïðïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíï ôìÞìá ôïõ ZFC, ôçí ýðáñîç åíüò
áñéèìÞóéìïõ ìåôáâáôéêïý óõíüëïõ Ì ðïõ ôï éêáíïðïéåß. Áõôü ìå ôçí ðñþôç ìáôéÜ öáßíåôáé
ðáñÜäïîï ìéáò êáé ìðïñïýìå íá ðáñáèÝóïõìå ðåðåñáóìÝíá áîéþìáôá ôïõ ZFC þóôå íá ïñßæåôáé
ï ðëçèÜñéèìïò ℵ1. ¼ìùò ï ℵ1 äåí åßíáé áðüëõôïò. Ï ℵÌ1 åßíáé Ýíáò áñéèìÞóéìïò äéáôáêôéêüò,
ðïõ áðü ôçí óêïðéÜ ôïõ Ì åßíáé Ýíáò õðåñáñéèìÞóéìïò ðëçèÜñéèìïò, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé 1-1
óõíÜñôçóç óôï Ì áðü ôï ℵÌ1 óôï ù. Ôï ãåãïíüò üôé êÜðïéá óýíïëá ôïõ Ì åßíáé áñéèìÞóéìá
áëëÜ õðåñáñéèìÞóéìá áðü ôç óêïðéÜ ôïõ Ì åßíáé ãíùóôü óáí ðáñÜäïîï ôïõ Skolem. Óôï åîÞò
èá ëÝìå êáôá÷ñçóôéêÜ üôé Ýíá óýíïëï åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF êáé èá åííïïýìå üôé ôï óýíïëï
éêáíïðïéåß ôçí ðåðåñáóìÝíç ëßóôá áîéùìÜôùí ôïõ ZF ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.



34 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÁÑÉÈÌÇÓÉÌÁ ÌÅÔÁÂÁÔÉÊÁ ÌÏÍÔÅËÁ ÔÏÕ ZFC



ÊåöÜëáéï 5

Ç êëÜóç L

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí êëÜóç ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí L êáé èá
äåßîïõìå üôé åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZFC + GCH.

5.1 Ïñßóéìá óýíïëá

¸íá óýíïëï x èá ëÝãåôáé ïñßóéìï áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ôýðïò ö ôÝôïéïò þóôå ö(z) ↔ z = x.
Ùóôüóï ç ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç äåí åßíáé íüìéìïò ïñéóìüò óôï ZFC ìéáò êáé ç Ýêöñáóç
£õðÜñ÷åé êÜðïéïò ôýðïò ö¤ åßíáé Ýêöñáóç ôçò ìåôáãëþóóáò. Ãéá íá áðïöýãïõìå áõôüí ôï
óêüðåëï îåêéíÜìå ïñßæïíôáò ôï Df(A; n), ðïõ èá åßíáé äéáéóèçôéêÜ ôï óýíïëï üëùí ôùí
ó÷Ýóåùí n èÝóåùí óôï Á ðïõ åßíáé ïñßóéìåò áðü ôç ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ ìå n åëåýèåñåò
ìåôáâëçôÝò óôï Á. ÅðïìÝíùò Ýíá óôïé÷åßï x ôïõ Á èá åßíáé ïñßóéìï áðü ôç ó÷åôéêïðïßçóç
åíüò ôýðïõ óôï Á áí {x} ∈ Df(A; 1).

Ïñéóìüò 5.1.1 Aí n ∈ ù, i; j < n êáé R ⊂ An+1,

1. Proj(A;R; n) = {s ∈ An : ∃t ∈ R(t � n = s)}.

2. Diag∈(A; n; i; j) = {s ∈ An : s(i) ∈ s(j)}.

3. Diag=(A; n; i; j) = {s ∈ An : s(i) = s(j)}.

4. Ìå åðáãùãÞ óôï k ∈ ù ïñßæïõìå ôï Df ′(k;A; n) ùò åîÞò:

(a) Df ′(0; A; n) = {Diag∈(A; n; i; j) : i; j < n} ∪ {Diag=(A; n; i; j) : i; j < n}.

(b) Df ′(k + 1; A; n) = Df ′(k;A; n) ∪ {An \ R : R ∈ Df ′(k;A; n)} ∪ {R ∩ S : R; S ∈
Df ′(k;A; n)} ∪ {Proj(A;R; n) : R ∈ Df ′(k;A; n + 1)}.

5. Df(A; n) =
⋃
{Df ′(k;A; n) : k ∈ ù}.

35
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Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé áí R; S ∈ Df(A; n) ôüôå Án \ R ∈ Df(A; n) êáéR ∩ S ∈
Df(A; n). Åðßóçò áí R ∈ Df(A; n + 1) ôüôå Proj(A;R; n) ∈ Df(A; n). Ðáñáôçñïýìå üôé
ïé óõíïëïèåùñçôéêÝò ðñÜîåéò ôïõ óõìðëçñþìáôïò, ôçò ôïìÞò êáé ôçò ðñïâïëÞò áíôéóôïé÷ïýí
óôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò êáé ðïóïäåßêôåò ¬, ∧ êáé ∃. Óå áõôü âáóßæåôáé ôï åðüìåíï
ëÞììá, ðïõ óôç ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé ìéá Ýêöñáóç ôçò ìåôáãëþóóáò ðïõ åêöñÜæåé Üðåéñá
ëÞììáôá êáé äåß÷íåé üôé ôï Df(A; n) ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ó÷Ýóåéò óôï Á ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôç
ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ óôï Á, üðùò åðéäéþêáìå.

ËÞììá 5.1.1 Ãéá êÜèå ôýðï ö(x0; :::; xn−1),

∀Á[{s ∈ An : öÁ(s(0); :::; s(n− 1))} ∈ Df(A; n)]:

Áðüäåéîç.

Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ ö. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò xi ∈ xj ôüôå ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ìéáò
êáé Diag∈(A; n; i; j) ∈ Df(A; n). Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò xi = xj ôüôå ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé
ìéáò êáéDiag=(A; n; i; j) ∈ Df(A; n). Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ø∧÷ êáé ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé
ãéá ôïõò ø êáé ÷, ôüôå éó÷ýåé êáé ãéá ôï ö êáèþò ôï Df(A; n) åßíáé êëåéóôü óôéò ðåðåñáóìÝíåò
ôïìÝò. Áí ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬ø êáé ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãéá ôï ø, ôüôå éó÷ýåé êáé ãéá ôï ö
êáèþò ôïDf(A; n) åßíáé êëåéóôü óôá óõìðëçñþìáôá. ÔÝëïò Ýóôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃yø
êáé ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãéá ôï ø. Áí ç y äåí åßíáé ìéá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò x0; :::; xn−1 ôüôå
{s ∈ An : öÁ(s(0); :::; s(n− 1))} = Proj(A; {t ∈ An+1 : øÁ(t(0); :::; t(n− 1))}; n) ∈ Df(A; n)
ìéáò êáé {t ∈ An+1 : øÁ(t(0); :::; t(n− 1))} ∈ Df(A; n+ 1). Áí ç y åßíáé ìéá xj ôüôå ï ö åßíáé
ï ∃xjø(x0; :::; xn−1) Üñá ç xj åßíáé äåóìåõìÝíç óôï ö. ¸óôù z ìéá ìåôáâëçôÞ ç ïðïßá äåí
åìöáíßæåôáé ðïõèåíÜ óôï ö. ¸óôù ø′(x0; :::; xn−1; z) íá åßíáé ï ø(x0; :::; xj−1; z; xj+1; :::; xn−1)
êáé ö′ íá åßíáé ∃zø′. Ôüôå ïé ö′ êáé ö åßíáé éóïäýíáìïé êáé ôï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãéá ôï ö′

Üñá êáé ãéá ôï ö. �

Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá äå ìáò åîáóöáëßæåé üôé ôï Df(A; n) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí
ó÷Ýóåùí n èÝóåùí óôï Á ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ óôï Á, áëëÜ
ìüíï üôé ôéò ðåñéÝ÷åé. ÅðïìÝíùò èá ðñÝðåé íá äåßîïõìå êáé ôï áíôßóôñïöï ôïõ ðáñáðÜíù
ëÞììáôïò, äçëáäÞ üôé ãéá êÜèå óôïé÷åßï R ôïõ Df(A; n) õðÜñ÷åé ôýðïò ö ôÝôïéïò þóôå
R = {s ∈ An : öÁ(s(0); :::; s(n−1))}. Áí R ∈ Df(A; n) ôüôå, ãéá êÜðïéï k, R ∈ Df ′(k;A; n).
EðïìÝíùò ôï áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ óôï k. To åðáãùãéêü âÞìá âáóßæåôáé óôï üôé ïé
ôñüðïé ìå ôïõò ïðïßïõò êáôáóêåõÜæïíôáé ïé ó÷Ýóåéò ôïõ Df ′(k;A; n) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
óõíïëïèåùñçôéêÝò ðñÜîåéò ôïõ óõìðëçñþìáôïò, ôçò ôïìÞò êáé ôçò ðñïâïëÞò áíôéóôïé÷ïýí
óôïõò ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò êáôáóêåõÜæïíôáé ïé ôýðïé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ëïãéêïýò
óõíäÝóìïõò êáé ðïóïäåßêôåò ¬, ∧ êáé ∃. ¼ìùò ôï áíôßóôñïöï ôïõ ëÞììáôïò äåí ìðïñåß íá
åßíáé ìéá ðñüôáóç óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí êáèþò áíáöÝñåôáé óå üëïõò ôïõò ôýðïõò
ôáõôü÷ñïíá. ÅðïìÝíùò äå ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óá âÜóç ãéá íá áðïäåßîïõìå êÜðïéá
éäéüôçôá ôïõ Df(A; n). Ìðïñåß üìùò íá ìáò õðïäåßîåé éäéüôçôåò ðïõ èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí êáé
ôéò ïðïßåò èá ðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå ìå Üëëïõò ôñüðïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï Df(A; n)
èá ðñÝðåé íá åßíáé áñéèìÞóéìï, ìéáò êáé ïé ôýðïé åßíáé áñéèìÞóéìïé. Åðßóçò ôï Df(A; n) èá
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ðñÝðåé íá åßíáé áðüëõôï ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF − P ìéáò êáé áí Á ∈ M êáé ç M
åßíáé ìåôáâáôéêÞ êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Á áíÞêåé óôç M, Üñá ç ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ óôï Á
Ý÷åé ôï ßäéï íüçìá åßôå óôç M åßôå óôç V.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôá ðáñáðÜíù áõóôçñÜ. Èá îåêéíÞóïõìå ïñßæïíôáò ìéá
óõíÜñôçóç ðïõ áñéèìåß ôï Df(A; n), ç ïðïßá èá ìáò ÷ñåéáóôåß êáé óôç óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 5.1.2 Ìå åðáãùãÞ óôï m ∈ ù ïñßæïõìå ôï En(m;A; n) ùò åîÞò:

1. Aí m = 2i · 3j êáé i; j < n, ôüôå En(m;A; n) = Diag∈(A; n; i; j).

2. Aí m = 2i · 3j · 5 êáé i; j < n, ôüôå En(m;A; n) = Diag=(A; n; i; j).

3. Aí m = 2i · 3j · 52, ôüôå En(m;A; n) = An \ En(i; A; n).

4. Aí m = 2i · 3j · 53, ôüôå En(m;A; n) = En(i; A; n) ∩ En(j; A; n).

5. Aí m = 2i · 3j · 54, ôüôå En(m;A; n) = Proj(A;En(i; A; n + 1); n).

6. Áí ôï m äåí Ý÷åé êáìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù ìïñöÝò ôüôå En(m;A; n) = 0.

ËÞììá 5.1.2 Ãéá êÜèå n êáé Á, Df(A; n) = {En(m;A; n) : m ∈ ù}.

Áðüäåéîç.

Áñ÷éêÜ äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ óôï m üôé ∀n[En(m;A; n) ∈ Df(A; n)] êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå
åðáãùãÞ óôï k üôé ∀n[Df ′(k;A; n) ⊂ {En(m;A; n) : m ∈ ù}. �

Ðüñéóìá 5.1.1 |Df(A; n)| ≤ ù.

ËÞììá 5.1.3 Ïé óõíáñôÞóåéò Df êáé En åßíáé áðüëõôåò ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF −
P .

Áðüäåéîç.

Ïé óõíáñôÞóåéò Proj, Diag= êáé Diag∈ áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé åßíáé áðüëõôåò. Ç Df ′

åßíáé áðüëõôç ãéáôß ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðüëõôåò Ýííïéåò. ÅðïìÝíùò ç Df
åßíáé áðüëõôç ìéáò êáé Df(A; n) =

⋃
{Df ′(k;A; n) : k ∈ ù}. ÔÝëïò ëáìâÜíïíôáò õðüøç ðùò

ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáé ïé äõíÜìåéò äéáôáêôéêþí åßíáé áðüëõôåò, ç En åßíáé áðüëõôç ãéáôß
ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðüëõôåò Ýííïéåò. �

Èá ïñßóïõìå ôçí ðñÜîç ôïõ ïñßóéìïõ äõíáìïóõíüëïõ D. ÄéáéóèçôéêÜ ôï D(A) åßíáé ôï
óýíïëï ôùí õðïóõíüëùí ôïõ Á ðïõ åßíáé ïñßóéìá áðü ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá ôïõ
Á ìÝóù ôçò ó÷åôéêïðïßçóçò åíüò ôýðïõ óôï Á. ÐáñåìâÜëëïõìå ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò
s a t.
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Ïñéóìüò 5.1.3 Aí ïé s êáé t åßíáé óõíáñôÞóåéò ìå dom(s) = á êáé dom(t) = â, ïñßæïõìå ôç
óõíÜñôçóç s a t ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï á+â ùò åîÞò: (s a t) � á = s êáé (s a t)(á+î) = t(î)
ãéá êÜèå î < â.

Óõìâïëßæïõìå ìå 〈x0; :::; xn−1〉 ôç óõíÜñôçóç s ìå dom(s) = n êáé s(0) = x0, ..., s(n−1) =
xn−1.

Ïñéóìüò 5.1.4

D(A) = {X ⊂ A : ∃n ∈ ù∃s ∈ An∃R ∈ Df(A; n + 1)[X = {x ∈ A : s a 〈x〉 ∈ R}]}:

ËÞììá 5.1.4 Áí ö(x0; :::; xn−1; y) ôýðïò ôüôå

∀Á∀x0; :::; xn−1 ∈ A[{y ∈ A : öÁ(x0; :::; xn−1; y)} ∈ D(A)]:

Áðüäåéîç.

¸óôù Á êáé x0; :::; xn−1 ∈ A. Áðü ËÞììá 5.1.1 R = {t ∈ An+1 : öÁ(t(0); :::; t(n))} ∈
Df(A; n + 1). ¸óôù s = 〈x0; :::; xn−1〉. ÅðïìÝíùò {y ∈ A : öÁ(x0; :::; xn−1; y)} = {y ∈ A :
s a 〈y〉 ∈ R} ∈ D(A). �

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõDf(A; n) ôï áíôßóôñïöï ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò éó÷ýåé
áëëÜ äå ìðïñåß íá åßíáé ìéá ðñüôáóç óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò óõíüëùí.

ËÞììá 5.1.5 Ãéá êÜèå óýíïëï Á,

1. D(A) ⊂ P(A)

2. Áí ôï Á åßíáé ìåôáâáôéêü, Á ⊂ D(A).

3. ∀X ⊂ A[|X| < ù → X ∈ D(A)].

4. (AC) |A| ≥ ù → |D(A)| = |A|.

Áðüäåéîç.

1. Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ D(A).

2. Åöáñìüæïíôáò ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá ìå ôïí ôýðï y ∈ x, ∀x ∈ A[{y ∈ A : y ∈ x} ∈
D(A)]. ¼ìùò áí ôï Á åßíáé ìåôáâáôéêü {y ∈ A : y ∈ x} = x, Üñá ∀x ∈ A[x ∈ D(A)],
Üñá Á ⊂ D(A).

3. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ∀n < ù∀s ∈ An(ran(s) ∈ D(A)). Ðáñáôçñïýìå üôé áí R; S ∈
Df(A; n + 1) ôüôå R ∪ S = An+1 \ ((An+1 \ R) ∩ (An+1 \ S)) ∈ Df(A; n + 1). ¸óôù
Em
n = {t ∈ An+1 : ∃i < m(t(n) = t(i))}. Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï m ≤ n üôé

Em
n ∈ Df(A; n+ 1). Ãéá m = 1, E1

n = Diag=(A; n+ 1; n; 0) ∈ Df(A; n+ 1). Áí éó÷ýåé
ãéá m ôüôå Em+1

n = Em
n ∪Diag=(A; n + 1; n;m) ∈ Df(A; n + 1). ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå

s ∈ An, ran(s) = {x ∈ A : s a 〈x〉 ∈ En
n} ∈ D(A).
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4. Áí õðïèÝóïõìå ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò êáé |A| ≥ ù ôüôå, ãéá êÜèå n ∈ ù, |An| = |A|.
Åðßóçò Ý÷ïõìå äåßîåé üôé |Df(A; n + 1)| ≤ ù. ÅðïìÝíùò |D(A)| ≤ |A|. Ùò åéäéêÞ
ðåñßðôùóç ôïõ 3. éó÷ýåé üôé ∀x ∈ A({x} ∈ D(A)) Üñá |D(A)| ≥ |A|.

�

5.2 Éäéüôçôåò ôçò L

Êáôá áíáëïãßá ìå ôç WF èá ïñßóïõìå ôçí êëÜóç L.

Ïñéóìüò 5.2.1 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ôï óýíïëï L(á) ùò åîÞò:

1. L(0) = 0.

2. L(á + 1) = D(L(á)).

3. L(á) =
⋃
î<á L(î) üôáí ï á åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Ç äéáöïñÜ ôùí óõíüëùí L(á) áðü ôá V (á) åßíáé üôé ôï L(á + 1) ðåñéÝ÷åé ìüíï ôá ïñßóéìá
õðïóýíïëá ôïõ L(á).

Ïñéóìüò 5.2.2 L =
⋃
{L(á) : á ∈ ON}.

ÐïëëÝò éäéüôçôåò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôá V (á) éó÷ýïõí êáé ãéá ôá L(á).

ËÞììá 5.2.1 Ãéá êáèå äéáôáêôéêü á:

1. ôï L(á) åßíáé ìåôáâáôéêü.

2. ∀î ≤ á (L(î) ⊂ L(á))

Áðüäåéîç.

Ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ óôï á. ÕðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå â < á êáé äåß÷íïõìå
ïôé éó÷ýåé ãéá ôï á.
Áí á = 0 åßíáé ôåôñéììÝíï.
Áí á = â + 1, åðåéäÞ ôï L(â) åßíáé ìåôáâáôéêü êáé L(á) = D(L(â)), L(â) ⊂ L(á) êáé Üñá áðï
åðáãùãéêÞ õðüèåóç ∀î ≤ á (L(î) ⊂ L(á)). Ãéá íá äåé÷èåß üôé ôï L(á) åéíáé ìåôáâáôéêü Ýóôù
x ∈ L(á) = D(L(â)). Ôüôå x ⊂ L(â) ⊂ L(á).
Áí á åßíáé ïñéÜêïò äéáôáêôéêüò ôï L(á) åßíáé ìåôáâáôéêü ùò Ýíùóç ìåôáâáôéêþí óõíüëùí êáé
åî ïñéóìïý ôïõ L(á) ∀î ≤ á (L(î) ⊂ L(á)). �

Ïñéóìüò 5.2.3 Áí x ∈ L ïñßæïõìå ñ(x) íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò â ôÝôïéïò þóôå
x ∈ L(â + 1).
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ËÞììá 5.2.2 Ãéá êáèå äéáôáêôéêü á, L(á) = {x ∈ L : ñ(x) < á}.

Áðüäåéîç.

Ãéá x ∈ L, ñ(x) < á ⇔ ∃â < á(x ∈ L(â + 1))⇔ x ∈ L(á). �

ËÞììá 5.2.3 Ãéá êáèå äéáôáêôéêü á, L(á) ⊂ V (á).

Áðüäåéîç.

Ìå åðáãùãÞ óôï á. Ãéá á = 0 åßíáé ôåôñéììÝíï. Áí á = â + 1 êáé L(â) ⊂ V (â) ôüôå
L(á) = D(L(â)) ⊂ P(L(â)) ⊂ P(V (â)) = V (á). Áí á ïñéáêüò êáé ∀î < á[L(î) ⊂ V (î)],
ôüôå L(á) =

⋃
î<á L(î) ⊂

⋃
î<á V (î) = V (á). �

ËÞììá 5.2.4 ∀á ∈ ON(L(á) ∩ON = á).

Áðüäåéîç.

Ìå åðáãùãÞ óôï á. Ãéá á = 0 åßíáé ôåôñéììÝíï. ¸óôù á = â + 1. ÅðåéäÞ L(â) ⊂ L(á),
â = L(â) ∩ ON ⊂ L(á) ∩ ON êáé åðåéäÞ L(á) ⊂ V (á), L(á) ∩ ON ⊂ V (á) ∩ ON = á.
ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåé÷èåß üôé â ∈ L(á). ¸óôù ö(x) Ýíáò Ä0 ôýðïò ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò ìå
ôïí x ∈ ON. ÅðåéäÞ ïé Ä0 ôýðïé åßíáé áðüëõôïé ãéá ìåôáâáôéêÜ óýíïëá, â = L(â) ∩ON =
{x ∈ L(â) : öL(â)(x)}, Üñá â ∈ D(L(â)) = L(á). Áí ï á åßíáé ïñéáêüò L(á) ∩ ON =
(
⋃
î<á L(î)) ∩ON =

⋃
î<á(L(î) ∩ON) =

⋃
î<á î = á. �

ËÞììá 5.2.5 L(á) ∈ L(á + 1).

Áðüäåéîç.

L(á) = {x ∈ L(á) : (x = x)L(á)} ôï ïðïßï áíÞêåé óôï L(á + 1) = D(L(á)). �

ËÞììá 5.2.6 Ç óõíÜñôçóç L(á) åßíáé áðüëõôç ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF − P .

Áðüäåéîç.

¸÷ïíôáò äåßîåé üôé çDf åßíáé áðüëõôç ðñïêýðôåé åýêïëá üôé êáé ç D åßíáé áðüëõôç. ÅðïìÝíùò
êáé ç L(á) åßíáé áðüëõôç ìéáò êáé Ý÷åé ïñéóôåß áíáäñïìéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðüëõôåò Ýííïéåò.
�

ËÞììá 5.2.7 (AC) Ãéá êÜèå á ≥ ù, |L(á)| = |á|.

Áðüäåéîç.
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ÅðåéäÞ á ⊂ L(á), |á| ≤ |L(á). Èá äÝéîïõìå üôé |L(á)| = |á| ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ
óôï á. ÕðïèÝôïõìå üôé á ≥ ù êáé ∀â < á(â ≥ ù → |L(â)| = |â|). Ôüôå ∀â < á(|L(â)| ≤ |á|)
ìéáò êáé |L(n)| ≤ |V (n)| < ù ãéá n < ù. Áí ï á åßíáé ïñéáêüò ôüôå ôï L(á) =

⋃
â<á L(â)

åßíáé ìéá Ýíùóç |á| óõíüëùí ìå ðëçèéêüôçôá ≤ |á| Üñá Ý÷åé ðëçèéêüôçôá ≤ |á|. Áí á = â + 1
ôüôå |L(â)| = |â| = |á| êáé L(á) = D(L(â)) Üñá |L(á)| = |á| áðü ôï ËÞììá 5.1.5. �

H áîßá ôçò êëÜóçò L âáóßæåôáé óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.2.1 H L åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF .

Áðüäåéîç.

To Aîßùìá ôçò ¸êôáóçò éó÷ýåé óôçí L, ãéáôß ç L åßíáé ìåôáâáôéêÞ, êáé ôï Áîßùìá ôçò
Èåìåëßùóçò éó÷ýåé óå êÜèå êëÜóç.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôïõ Äéá÷ùñéóìïý áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôýðï
ø(x; z; v1; :::; vn), ∀z; v1; :::; vn ∈ L[{x ∈ z : øL(x; z; v1; :::; vn)} ∈ L]. ¸óôù z; v1; :::; vn ∈ L.
¸óôù á ôÝôïéïò þóôå z; v1; :::; vn ∈ L(á). Áðü Èåþñçìá 4.2.1 õðÜñ÷åé â > á ôÝôïéïò þóôå
ç ø íá åßíáé áðüëõôç ãéá ôï L(â) êáé ôçí L. Ôüôå {x ∈ z : øL(x; z; v1; :::; vn)} = {x ∈
L(â) : öL(â)(x; z; v1; :::; vn)} üðïõ ö ↔ [x ∈ z ∧ ø]. ÅðïìÝíùò áõôü ôï óýíïëï áíÞêåé óôï
D(L(â)) = L(â + 1) ⊂ L.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôïõ Æåýãïõò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ∀x; y ∈ L∃z ∈ L(x ∈
z ∧ y ∈ z). ¸óôù á = sup{ñ(x) + 1; ñ(y) + 1}. Ôüôå ãéá z = L(á) ∈ L(á + 1) ⊂ L ôï
æçôïýìåíï éêáíïðïéåßôáé.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôçò ¸íùóçò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ∀x ∈ L∃z ∈ L(

⋃
x ⊂

z). Ãéá z = L(ñ(x)) ∈ L ôï æçôïýìåíï éêáíïðïéåßôáé.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå
ôýðï ø(x; y; A; v1; :::; vn) êáé ∀A; v1; :::; vn ∈ L áí ∀x ∈ A∃!y ∈ LøL(x; y; A; v1; :::; vn) ôüôå
∃Õ ∈ L[{y : ∃x ∈ AøL(x; y; A; v1; :::; vn)} ⊂ Y ]. ¸óôù á = sup{ñ(x) + 1 : ∃x ∈
AøL(x; y; A; v1; :::; vn)}. Ôüôå ãéá Y = L(á) ∈ L ôï æçôïýìåíï éêáíïðïéåßôáé.
Ôï Aîßùìá ôïõ ÁðÝéñïõ éó÷ýåé óôçí L ãéáôß ù ∈ L.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôïõ Äõíáìïóõíüëïõ áñêåß íá äåßîïõìå üôé ∀x ∈ L∃y ∈
L∀z ∈ L[z ⊂ x→ z ∈ y). ¸óôù á = sup{ñ(z) + 1 : z ⊂ x ∧ z ∈ L}. Ôüôå ãéá y = L(á) ∈ L
ôï æçôïýìåíï éêáíïðïéåßôáé. �

H L åßíáé ç åëÜ÷éóôç êëÜóç ðïõ åßíáé ìïíôÝëï ïëüêëçñïõ ôïõ ZF .

Èåþñçìá 5.2.2 Áí ç êëÜóç M åßíáé ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZF , ôüôå L ⊂M.

Áðüäåéîç.

Áñ÷éêÜ èá äåßîïõìå üôé ON ⊂ M. ¸óôù á ∈ ON. ÕðÜñ÷åé x ∈ M ìå rank(x) ≥ á,
ãéáôß äéáöïñåôéêÜ èá ßó÷õåÌ ⊂ V (á) äçëáäÞ çM èá Þôáí óýíïëï. ÅðåéäÞ üìùò ç rank åßíáé
áðüëõôç ãéá ôçíM, rank(x) ∈M. ÅðïìÝíùò á ∈M ìéáò êáé çM åßíáé ìåôáâáôéêÞ. ÅðéðëÝïí
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åðåéäÞ ç L(á) åßíáé áðüëõôç, LM = {x ∈ M : [∃á ∈ ON(x ∈ L(á))]M} = {x ∈ M : ∃á ∈
ON(x ∈ L(á))} =

⋃
á∈ON{x ∈ M : x ∈ L(á)} =

⋃
á∈ON{x ∈ L(á)} =

⋃
á∈ON L(á) = L.

ÅðïìÝíùò L = LM ⊂M. �

¸íá áíÜëïãï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá óýíïëá.

Ïñéóìüò 5.2.4 o(M) = M ∩ON.

ËÞììá 5.2.8 Aí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü óýíïëï ôüôå o(M) ∈ ON.

Áðüäåéîç.

ÅðåéäÞ ôï Ì êáé çON åßíáé ìåôáâáôéêÜ ôï o(M) = M∩ON åßíáé ìåôáâáôéêü êáé äéáôÜóóåôáé
êáëþò áðü ôçí ∈ ìéáò êáé o(M) ⊂ ON. �

Èåþñçìá 5.2.3 Áí ôï óýíïëï M åßíáé ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZF − P , ôüôå L(o(M)) =
LÌ ⊂M .

Áðüäåéîç.

Áí á ∈ M ôüôå S(á) = á + 1 ∈ M ìéáò êáé ç S åßíáé áðüëõôç ãéá ôï Ì. ¢ñá ï o(M) åßíáé
ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, Üñá L(o(M)) =

⋃
á∈M L(á). ÅðéðëÝïí åðåéäÞ ç L(á) åßíáé áðüëõôç,

LM = {x ∈ M : [∃á ∈ ON(x ∈ L(á))]M} = {x ∈ M : ∃á ∈ ï(Ì)(x ∈ L(á))} =⋃
á∈ï(Ì) L(á) = L(ï(Ì)). ÅðïìÝíùò L(o(M)) = LÌ ⊂M . �

5.3 To Áîßùìá ôçò Êáôáóêåõáóéìüôçôáò

Óôç ìÝ÷ñé ôþñá áíÜëõóç ìáò äåí Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ óýíïëïõ ðïõ íá ìçí
áíÞêåé óôçí L. Èá äåßîïõìå üôé ç ðñüôáóç V = L åßíáé óõíåðÞò ìå ôï ZF .

Ïñéóìüò 5.3.1 To Áîßùìá ôçò Êáôáóêåõáóéìüôçôáò åßíáé ç ðñüôáóçV = L äçëáäÞ ∀x∃á(x ∈
L(á)).

Èåþñçìá 5.3.1 H L åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF +V = L.

Áðüäåéîç.

¼ôé åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZF Ý÷åé äåé÷èåß. Ãéá íá äåßîïõìå üôé (V = L)L ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé
∀x ∈ L∃á ∈ L(x ∈ L(á))L. ¸óôù x ∈ L. ¸óôù á ôÝôïéïò þóôå x ∈ L(á). á ∈ L ìéáò êáé
ON ⊂ L êáé (x ∈ L(á))L ìéáò êáé ç L(á) åßíáé áðüëõôç. �

Ðüñéóìá 5.3.1 Con(ZF )→ Con(ZF +V = L).
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Èá ïñßóïõìå ìéá êáëÞ äéÜôáîç óå êÜèå L(á). ÅðïìÝíùò èá äåßîïõìå üôé ôï áîßùìá ôçò
êáôáóêåõáóéìüôçôáò óõíåðÜãåôáé ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò êáé Üñá üôé ç L åßíáé ìïíôÝëï ôïõ
ZFC.

Ïñéóìüò 5.3.2 ¸óôù / ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï Á. Ïñßæïõìå

/n = {〈s; t〉 ∈ Án × Án : ∃k < n(s � k = t � k ∧ s(k) / t(k))}:

ËÞììá 5.3.1 Aí ç 〈A; /〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôüôå êáé ç 〈An; /n〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.

Áðüäåéîç.

• ∀s ∈ An¬(s /n s) ãéáôß, ãéá êÜèå k < n, ¬(s(k) / s(k)) ìéáò êáé ç 〈A; /〉 åßíáé êáëÞ
äéÜôáîç.

• ¸óôù s/n t êáé t /n v. ÅðïìÝíùò ∃k < n(s � k = t � k∧ s(k)/ t(k)) êáé ∃m < n(t � k =
v � k ∧ t(m) / v(m)). ¸óôù l = min(k;m). Ôüôå s � l = v � l ∧ s(l) / v(l), Üñá s /n v.

• ¸óôù s; t ∈ An. Áí s 6= t ôüôå ∃k < n(s � k = t � k∧s(k) 6= t(k)). ÅðåéäÞ ç 〈A; /〉 åßíáé
ïëéêÞ äéÜôáîç, åßôå s(k) / t(k) ðïõ óõíåðÜãåôáé s /n t, åßôå t(k) / s(k) ðïõ óõíåðÜãåôáé
t /n s.

• Èá äåßîïõìå üôé åßíáé êáëþò èåìåëéùìÝíç ìå åðáãùãÞ óôï n. Ãéá n = 1 åßíáé ôåôñéììÝíï
ãéáôß /1 = /. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá n êáé X ⊂ An+1 ìå X 6= 0. ¸óôù t ôï /n-åëÜ÷éóôï
óôïé÷åßï ôïõ {s � n : s ∈ X} êáé x ôï /-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ {s(n) : s ∈ X∧s � n = t}.
Ôüôå t a 〈x〉 ∈ X êáé åßíáé ôï /n+1-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ.

ÅðïìÝíùò ç 〈An; /n〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. �

Ïñéóìüò 5.3.3 ¸óôù 〈A; /〉 ìéá êáëÞ äéÜôáîç. Aí × ∈ D(Á), oñßæïõìå nX íá åßíáé ï
åëÜ÷éóôïò n ôÝôïéïò þóôå

∃s ∈ Án∃R ∈ Df(Á; n + 1)(X = {x ∈ Á : s a 〈x〉 ∈ R}):

Ïñßæïõìå sX íá åßíáé ç /nX -åëÜ÷éóôç s ∈ AnX ôÝôïéá þóôå

∃R ∈ Df(A; nX + 1)(X = {x ∈ Á : s a 〈x〉 ∈ R})

êáé mX íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò m ∈ ù ôÝôïéïò þóôå × = {x ∈ A : sX a 〈x〉 ∈ En(m;A; nX)}:

Ïñéóìüò 5.3.4 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ç äéìåëÞò ó÷Ýóç /á ùò åîÞò:

1. /0 = 0.

2. Áí 〈L(á); /á〉 äåí åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôüôå /á+1 = 0.
Áí 〈L(á); /á〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôüôå, ãéá ×;Õ ∈ L(á + 1), × /á+1 Õ áí
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(a) ×;Õ ∈ L(á) ∧X /á Y Þ

(b) × ∈ L(á) ∧ Õ =∈ L(á) Þ

(c) ×;Õ =∈ L(á)∧ [(nX < nY )∨ (nX = nY ∧sX /nXá sY )∨ (nX = nY ∧sX = sY ∧mX <
mY )].

3. /á = {〈x; y〉 ∈ L(á) × L(á) : ñ(x) < ñ(y) ∨ (ñ(x) = ñ(y) ∧ 〈x; y〉 ∈ /ñ(x)+1)} üôáí ï á
åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

ËÞììá 5.3.2 Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü á ç 〈L(á); /á〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.

Áðüäåéîç.

Må åðáãùãÞ óôï á. Ãéá á = 0 åßíáé ôåôñéììÝíï.
¸óôù á = â + 1 êáé ç

〈
L(â); /â

〉
åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.

• ¸óôù × ∈ L(á). Áí × ∈ L(â), ¬(× /â×) ìéáò êáé ç
〈
L(â); /â

〉
åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. Áí

× =∈ L(â), ¬(s× /
nX
â s×) ìéáò êáé ç

〈
L(â)nX ; /nXâ

〉
åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. ¢ñá ¬(× /á ×).

• ¸óôù × /á Õ êáé Õ /á Æ . Áí ×; Y; Z ∈ L(â) ôüôå × /â Æ , ãéáôß ç /â åßíáé ìåôáâáôéêÞ,
Üñá × /á Æ . Áí × ∈ L(â) êáé Z =∈ L(â) ôüôå × /á Æ åî ïñéóìïý ôçò /á. ÔÝëïò áí
×; Y; Z =∈ L(â), åðåéäÞ ïé ó÷Ýóåéò < êáé /nXâ åßíáé ìåôáâáôéêÝò, × /á Æ .

• ¸óôù ×;Õ ∈ L(á). Áí ×;Õ ∈ L(â) ôüôå (× = Õ ) ∨ (× /â Õ ) ∨ (Õ /â ×) ìéáò êáé ç〈
L(â); /â

〉
åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç, Üñá (× = Õ ) ∨ (× /á Õ ) ∨ (Õ /á ×). Áí × ∈ L(â) êáé

Õ =∈ L(â) ôüôå × /á Õ åî ïñéóìïý ôçò /á. ÔÝëïò Ýóôù ×; Y =∈ L(â). Áí nX = nY = n,
sX = sY = s êáé mX = mY = m, ôüôå × = {x ∈ L(â) : s a 〈x〉 ∈ En(m;A; n)} = Y .
¢ñá áí × 6= Y , åßôå × /á Õ , åßôå Õ /á × .

• ¸óôù Á ⊂ L(á) ìå Á 6= 0. Áí Á ∩ L(â) 6= 0 Ýóôù × ôï /â-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ
Á ∩ L(â). Ôï × èá åßíáé êáé ôï /á-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á. Áí Á ∩ L(â) = 0 Ýóôù
nmin = min{nX : X ∈ A}, smin ôï /nXâ -åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ {sX : X ∈ A} êáé
mmin = min{mX : X ∈ A}. Ôï × = {x ∈ L(â) : smin a 〈x〉 ∈ En(mmin; A; nmin)} èá
åßíáé êáé ôï /á-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á.

ÅðïìÝíùò ç 〈L(á); /á〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.
¸óôù á ïñéáêüò äéáôáêôéêüò êáé ãéá êÜèå î < á ç

〈
L(î); /î

〉
åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.

• ¸óôù × ∈ L(á). 〈×;×〉 =∈ /ñ(X)+1 ìéáò êáé ç /ñ(X)+1 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç Üñá ¬(× /á×).

• ¸óôù × /á Õ êáé Õ /á Æ . Áí ñ(×) < ñ(Z) ôüôå × /á Æ . Áí ñ(×) = ñ(Õ ) = ñ(Æ) = â
ôüôå × /â+1 Õ êáé Õ /â+1 Æ Üñá × /â+1 Æ ìéáò êáé ç /â+1 åßíáé ìåôáâáôéêÞ. ÅðïìÝíùò
× /á Æ .

• ¸óôù ×;Õ ∈ L(á). Áí ñ(×) < ñ(Õ ) ôüôå × /á Õ . Áí ñ(×) = ñ(Õ ) = â ôüôå
(× = Õ ) ∨ (× /â+1 Õ ) ∨ (Õ /â+1 ×) ìéáò êáé ç

〈
L(â + 1); /â+1

〉
åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç,

Üñá (× = Õ ) ∨ (× /á Õ ) ∨ (Õ /á ×).
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• ¸óôù Á ⊂ L(á) ìå Á 6= 0. ¸óôù â = min{ñ(X) : X ∈ A} êáé Â = {× ∈ A : ñ(×) =
â}. ÅðåéäÞ Â ⊂ L(â + 1) êáé Â 6= 0 Ý÷åé Ýíá /â+1-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï. Áõôü èá åßíáé êáé
ôï /á-åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á.

ÅðïìÝíùò ç 〈L(á); /á〉 åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. �

Èåþñçìá 5.3.2 V = L→ AC

Áðüäåéîç.

Áí x ∈ L ôüôå, ãéá êÜðïéï á, x ⊂ L(á) êáé ç /á äéáôÜóóåé êáëþò ôï x. �

Åñ÷üìáóôå ôþñá óôç ãåíéêåõìÝíç õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò.

Èåþñçìá 5.3.3 Áí V = L ãéá êÜèå Üðåéñï äéáôáêôéêü á, P(L(á)) ⊂ L(á+).

Áðüäåéîç.

¸óôù ö1; :::; ön ìéá ðåðåñáóìÝíç ëßóôá áîéùìÜôùí ôïõ ZF + V = L ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëá
ôá áîéùìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.2.3 êáé ôï áîßùìá ôçò
êáôáóêåõáóéìüôçôáò. Ôüôå ãéá êÜèå ìåôáâáôéêü óýíïëï Ì,

n∧
i=1

öMi → L(o(M)) = LM = M:

¸óôù Á ∈ P(L(á)). ÈÝôïõìå × = L(á) ∪ {A}. ÅðåéäÞ V = L → AC, |× | = |L(á)| = |á|
áðü ôï ËÞììá 5.2.7. Áðü ôï Ðüñéóìá 4.2.2, õðÜñ÷åé Ýíá ìåôáâáôéêü óýíïëï Ì ôÝôïéï þóôå

|Ì | ≤ |á| ∧X ⊂M ∧
n∧
i=1

(öMi ↔ öVi ):

ÅðåéäÞ ôá öi åßíáé áîéþìáôá ôïõ ZF+V = L êáé Ý÷ïõìå õðïèÝóåéV = L, ãéá êÜèå i = 1; :::; n
ç öVi åßíáé áëçèÞò, Üñá êáé ç öMi åßíáé áëçèÞò. ÅðïìÝíùò M = L(o(M)). ÅðåéäÞ |Ì | ≤ |á|
êáé ï(Ì) ⊂M , |ï(Ì)| < á+. ÅðïìÝíùò Á ∈ L(o(M)) ⊂ L(á+). �

Ðüñéóìá 5.3.2 V = L→ GCH.

Áðüäåéîç.

Ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï ê, P(ê) ⊂ P(L(ê)) ⊂ L(ê+), Üñá 2ê ≤ |L(ê+)| = ê+. �

Ðüñéóìá 5.3.3 Con(ZF )→ Con(ZFC + GCH).
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ÊåöÜëáéï 6

Forcing

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôç óõíÝðåéá ôçò Üñíçóçò ôçò õðüèåóçò ôïõ óõíå÷ïýò èá
ðñÝðåé íá âñïýìå Ýíá ìïíôÝëï óôï ïðïßï ôï áîßùìá ôçò êáôáóêåõáóéìüôçôáò äåí éó÷ýåé. Ï
ðéï Üìåóïò ôñüðïò íá åðéäéþîïõìå êÜôé ôÝôïéï èá Þôáí íá ïñßóïõìå ìéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóç
N êáé íá áðïäåßîïõìå üôé üëá ôá áîéþìáôá ôïõ ZFC + V 6= L éó÷ýïõí óôçí N. Ôüôå
üìùò èá åß÷áìå áðü ôï Èåþñçìá 5.2.2 üôé L ⊂ N. Åðßóçò L 6= N ìéáò êáé ôï áîßùìá ôçò
êáôáóêåõáóéìüôçôáò éó÷ýåé óôçí L áëëÜ ü÷é óôç Í. ¢ñá èá åß÷áìå äåßîåé óôï ZFC üôé
õðÜñ÷åé ìéá ãíÞóéá õðåñêëÜóç ôçò L, Üñá ZFC ` V 6= L ðïõ åßíáé Üôïðï ìéáò êáé Ý÷ïõìå
äåßîåé ôç óõíÝðåéá ôïõ ZFC +V = L. ÅðïìÝíùò èá ðñÝðåé íá âñïýìå êÜðïéïí Üëëï ôñüðï.

Èá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC êáé èá ôï åðåêôåßíïõìå
êáôÜ ôÝôïéï ôñüðï þóôå íá éêáíïðïéåß ôéò éäéüôçôåò ðïõ èÝëïõìå.

6.1 ÌåñéêÝò äéáôÜîåéò

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß éóïäýíáìïé ôñüðïé íá åðåêôåßíïõìå ôï áñ÷éêü ìïíôÝëï. Óå áõôÞ ôçí åñãáóßá
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìåñéêÝò äéáôÜîåéò. ÐáñáèÝôïõìå ìéá óåéñÜ áðü ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 6.1.1 Ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç åßíáé Ýíá æåýãïò 〈P;≤〉 ôÝôïéï þóôå P 6= 0 êáé ç ≤ åßíáé
ìéá ìåôáâáôéêÞ êáé áíáêëáóôéêÞ äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï P. Èá ëÝìå üôé ôï p åðåêôåßíåé ôï q áí
p ≤ q.

Óõ÷íÜ ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò èá ãñÜöïõìå ãéá ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç P êáé èá åííïïýìå
〈P;≤〉, üôáí äåí ðñïêáëåßôáé óýã÷õóç. Åðßóçò èá ãñÜöïõìå P ∈ M êáé èá åííïïýìå üôé êáé
≤∈M .

Ïñéóìüò 6.1.2 ¸óôù P ìåñéêÞ äéÜôáîç. Ôá p; q ∈ P êáëïýíôáé óõìâáôÜ áí ∃r ∈ P(r ≤
p ∧ r ≤ q). ÄéáöïñåôéêÜ êáëïýíôáé áóýìâáôá êáé ãñÜöïõìå p⊥q.

Ïñéóìüò 6.1.3 ¸óôù P ìåñéêÞ äéÜôáîç. To D ⊂ P åßíáé ðõêíü óôï P áí ∀p ∈ P∃q ∈
D(q ≤ p).

47
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Ïñéóìüò 6.1.4 ¸óôù P ìåñéêÞ äéÜôáîç. To G ⊂ P åßíáé ößëôñï óôï P áí ∀p; q ∈ G∃r ∈
G(r ≤ p ∧ r ≤ q) êáé ∀p ∈ G∀q ∈ P(q ≥ p→ q ∈ G).

Ïñéóìüò 6.1.5 ¸óôù 〈P;≤〉 ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé Ì Ýíá óýíïëï. To G êáëåßôáé 〈P;≤〉-
generic ðÜíù óôï Ì áí åßíáé ößëôñï óôï P êáé ãéá êÜèå ðõêíü D ⊂ P, D ∈M → G∩D 6= 0.

Ôï óýíïëïÌ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ïñéóìïý èá åßíáé óôéò åöáñìïãÝò ìáò ôï áñ÷éêü áñéèìÞóéìï
ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï. Ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå üôé üëåò ïé Ýííïéåò ðïõ ïñßóáìå åßíáé
áðüëõôåò ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC.

ËÝìå üôé ôï p åðåêôåßíåé ôï q áí p ≤ q ãéáôß äéáéóèçôéêÜ ôï p ìáò äßíåé ðåñéóóüôåñåò
ðëçñïöïñßåò ãéá Ýíá óýíïëï ðïõ åßíáé P-generic ðÜíù óôï ìïíôÝëï Ì . Áõôü öáßíåôáé óôï
ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 6.1.1

P = Fn(ù; 2) = {p : p ⊂ ù × 2 ∧ |p| < ù ∧ ç p åßíáé óõíÜñôçóç}

ÈÝôïõìå p ≤ q áí q ⊂ p. Ðáñáôçñïýìå üôé ∀p ∈ Fn(ù; 2)(p ≤ 0) Üñá ç êåíÞ óõíÜñôçóç
åßíáé ìÝãéóôï óôïé÷åßï ôçò Fn(ù; 2). Ôá p êáé q åßíáé óõìâáôÜ áí p � (dom(p) ∩ dom(q)) =
q � (dom(p) ∩ dom(q)). Ôüôå ç p ∪ q åßíáé ìéá êïéíÞ åðÝêôáóç ôùí p êáé q. Áí ôï G åßíáé
ößëôñï ôüôå ôá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé óõìâáôÜ Üñá áí èÝóïõìå fG =

⋃
G ç fG åßíáé óõíÜñôçóç

ìå dom(fG) ⊂ ù. Áí p ∈ G ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôçí p óá ìéá ðåðåñáóìÝíç ðñïóÝããéóç
ôçò fG, ãéáôß p ⊂ fG Üñá fG � dom(p) = p. Áí q ≤ p ôüôå ôï q ðåñéãñÜöåé ôçí fG óå
Ýíá ìåãáëýôåñï óýíïëï áðü üôé ôï p. ¸óôù Dn = {p ∈ Fn(ù; 2) : n ∈ dom(p)} ãéá
n ∈ ù. ÊÜèå Dn åßíáé ðõêíü ãéáôß êÜèå óõíÜñôçóç óôï Fn(ù; 2) ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå
ìßá ðïõ ôï n áíÞêåé óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò. ¸óôù Å0 = {p ∈ Fn(ù; 2) : 0 ∈ ran(p)} êáé
Å1 = {p ∈ Fn(ù; 2) : 1 ∈ ran(p)}. Ôá Å0 êáé Å1 åßíáé êáé áõôÜ ðõêíÜ ãéáôß êÜèå óõíÜñôçóç
óôï Fn(ù; 2) ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìßá ðïõ ôï 0 Þ ôï 1 áíÞêåé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò. ¸óôù
Ì ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC. Áðü ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóôçêáí ôá Dn êáé Ån åßíáé áðüëõôá
ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC, Üñá áíÞêïõí óôï Ì . Áí ôï G åßíáé P-generic ðÜíù óôï
Ì ÷ôõðÜåé üëá áõôÜ ôá óýíïëá, Üñá dom(fG) = ù êáé ran(fG) = 2.

To åðüìåíï ëÞììá ìáò åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç åíüò P-generic óõíüëïõ ðÜíù óå Ýíá
áñéèìÞóéìï óýíïëï.

ËÞììá 6.1.1 Aí ôï Ì åßíáé áñéèìÞóéìï êáé p ∈ P ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá G ðïõ åßíáé P-generic
ðÜíù óôï Ì ôÝôïéï þóôå p ∈ G.

Áðüäåéîç.

¸óôù Dn ìéá áñßèìçóç üëùí ôùí ðõêíþí õðïóõíüëùí ôïõ P ðïõ áíÞêïõí óôï Ì. Ïñßæïõìå
åðáãùãéêÜ ìéá áêïëïõèßá óôïé÷åßùí ôïõ P ùò åîÞò: p0 = p êáé pn+1 åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå
åðÝêôáóç ôïõ pn ôÝôïéá þóôå pn+1 ∈ Dn. Áõôü åßíáé åöéêôü ìéáò êáé êÜèå Dn åßíáé ðõêíü.
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¸óôù G = {q ∈ P : ∃n(q ≥ pn)}. Ôï G åßíáé P-generic ðÜíù óôï Ì êáé p ∈ G. �

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá åðåêôåßíïõìå ôï áñ÷éêü ìïíôÝëï èá ðñÝðåé ôï óýíïëï ðïõ åßíáé
P-generic ðÜíù óôï Ì íá ìáò äßíåé êÜôé ðáñáðÜíù, íá ìçí åßíáé äçëáäÞ ìÝóá óôï áñ÷éêü
ìïíôÝëï.

ËÞììá 6.1.2 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZF − P , ç P ∈ M åßíáé ìåñéêÞ
äéÜôáîç ôÝôïéá þóôå ∀p ∈ P∃q; r ∈ P(q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q⊥r) êáé ôï G åßíáé P-generic ðÜíù
óôï Ì, ôüôå G =∈M .

Áðüäåéîç.

Áí G ∈ M ôüôå D = P \G ∈ M ìéáò êáé ç óõíïëïèåùñçôéêÞ äéáöïñÜ åßíáé áðüëõôç. ¸óôù
p ∈ P. Ôüôå ∃q; r ∈ P(q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q⊥r). ÅðåéäÞ q⊥r, äå ìðïñïýí êáé ôá äýï íá áíÞêïõí
óôï G, êáèþò ôï G åßíáé ößëôñï. ¢ñá Ýíá áðü ôá äýï áíÞêåé óôï D, Üñá ôï p Ý÷åé ìéá åðÝêôáóç
óôï D. ÅðïìÝíùò ôï D åßíáé ðõêíü. ¼ìùò G ∩D = 0 ðïõ áíôéâáßíåé óôçí õðüèåóç üôé ôï G
åßíáé P-generic. �

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôçí ìåñéêÞ äéÜôáîç Fn(ù; 2) éó÷ýåé ç õðüèåóç ôïõ ðáñáðÜíù ëÞììáôïò.
ÐñÜãìáôé Ýóôù p ∈ Fn(ù; 2). ÅðéëÝãïõìå n ∈ ù ôÝôïéï þóôå n =∈ dom(p) êáé èÝôïõìå
q = p ∪ {〈n; 0〉} êáé r = p ∪ {〈n; 1〉}. Ôüôå q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q⊥r.

6.2 Generic åðåêôÜóåéò

ÐëÝïí äéáèÝôïõìå üëá ôá åñãáëåßá ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ãéá íá åðåêôåßíïõìå ôï áñ÷éêü áñéèìÞóéìï
ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï Ì . ÄåäïìÝíçò ìéáò ìåñéêÞò äéÜôáîçò P êáé åíüò óõíüëïõ G ðïõ íá åßíáé
P-generic ðÜíù óôï Ì èá ïñßóïõìå ôï ìïíôÝëï M [G] ðïõ èá åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ìïíôÝëï ôïõ
ZFC ðïõ èá åðåêôåßíåé ôï Ì êáé èá ðåñéÝ÷åé ôï G. Ïé Üíèñùðïé ðïõ æïõí ìÝóá óôï ìïíôÝëï
Ì äå èá ìðïñïýí íá Ý÷ïõí ðëÞñç åéêüíá ôïõ M [G] áí G =∈M . Ùóôüóï üëá ôá åñãáëåßá ãéá
ôçí êáôáóêåýç ôïõ M [G] õðÜñ÷ïõí ìÝóá óôï Ì êáé ôï ìüíï ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé åßíáé íá ôïõò
äïèåß ôï óýíïëï G. ÅðïìÝíùò êÜèå óôïé÷åßï ôïõ M [G] èá Ý÷åé Ýíá üíïìá óôï Ì ðïõ èá
åêöñÜæåé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï êáôáóêåõÜóôçêå áðü ôï G.

Ïñéóìüò 6.2.1 Ôï ô êáëåßôáé P-üíïìá áí åßíáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç êáé

∀ 〈ó; p〉 ∈ ô [ôï ó åßíáé P-üíïìá ∧ p ∈ P]:

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ïñéóìüò ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï ôï óýíïëï P êáé ü÷é êÜðïéï ìïíôÝëï Þ
êÜðïéá äéÜôáîç óôï P. Ïñßæïõìå dom(ô) = {ó : ∃p ∈ P(〈ó; p〉 ∈ ô)} áí êáé óõíÞèùò ôï ô äåí
åßíáé óõíÜñôçóç.

ËÞììá 6.2.1 H Ýííïéá ôïõ P-ïíüìáôïò åßíáé áðüëõôç ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZF −P .
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Áðüäåéîç.

H Ýííïéá ôïõ P-ïíüìáôïò ïñßóôçêå áíáäñïìéêÜ. Ðéï áõóôçñÜ ãéá äåäïìÝíï P èá Ýðñåðå íá
åß÷áìå ïñßóåé ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôùí P-ïíïìÜôùí, HP ùò åîÞò:

HP(x) = 1 áí ç x åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç ∧ ∀ 〈ó; p〉 ∈ x[HP(ó) = 1 ∧ p ∈ P]

HP(x) = 0 äéáöïñåôéêÜ

ÅðïìÝíùò ôï ô åßíáé P-üíïìá áí HP(ô) = 1. H HP Ý÷åé ïñéóôåß áíáäñïìéêÜ êáé ç ó÷Ýóç ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí áíáäñïìÞ åßíáé ç x ∈ trcl(y). ¼ëåò ïé Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí
óôïí ïñéóìü ôçò åßíáé áðüëõôåò Üñá êáé ç HP åßíáé áðüëõôç Üñá ôï ßäéï åßíáé êáé ç Ýííïéá ôïõ
P-ïíüìáôïò. �

Ïñéóìüò 6.2.2 H VP åßíáé ç êëÜóç ôùí P-ïíïìÜôùí. Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï
ôïõ ZFC êáé P ∈M ôüôåÌP = VP∩M Þ éóïäýíáìáÌP = {ô ∈M : (ôï ô åßíáé P-üíïìá)Ì}.

Ãéá P 6= 0 ç VP äåí åßíáé ðïôÝ óýíïëï. Áõôü ãéá ìáò äå èá åßíáé ðñüâëçìá åðåéäÞ èá
äïõëÝøïõìå ìüíï óôï ÌP. Ãéá êÜèå ô ∈ ÌP ïñßæïõìå ìÝóù ôïõ G Ýíá óýíïëï ô[G]. To íÝï
ìïíôÝëï M [G] èá åßíáé ôï óýíïëï üëùí áõôþí ôùí óõíüëùí.

Ïñéóìüò 6.2.3 ô[G] = {ó[G] : ∃p ∈ G(〈ó; p〉 ∈ ô)}.

Ïñéóìüò 6.2.4 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M êáé G ⊂ P ôüôå
M [G] = {ô[G] : ô ∈ ÌP}.

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ôï Ì åßíáé áñéèìÞóéìï ôï ßäéï èá åßíáé êáé M [G]. Ôï ô[G] ïñßóôçêå
áíáäñïìéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðüëõôåò Ýííïéåò Üñá åßíáé áðüëõôï ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ
ZF − P . ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù.

ËÞììá 6.2.2 Áí Ì,N åßíáé ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC, Ì ⊂ N , P ∈ M , G ⊂ P êáé
G ∈ N ôüôå M [G] ⊂ N .

Áðüäåéîç.

Ãéá êÜèå ô ∈ ÌP, ô ∈ N . EðéðëÝïí G ∈ N , Üñá, åðåéäÞ ç ô[G] åßíáé áðüëõôç, ô[G] =
(ô[G])Í ∈ N . �

ÅðïìÝíùò áí äåßîïõìå üôé ôïM [G] åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC ðïõ åðåêôåßíåé
ôï Ì êáé ðåñéÝ÷åé ôï G, èá åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôÝôïéï ìïíôÝëï.

Óôï åîÞò õðïèÝôïõìå üôé ç P Ý÷åé êÜðïéï ìÝãéóôï óôïé÷åßï 1P, äçëáäÞ ∀p ∈ P(p ≤ 1P).
Ôüôå ãéá êÜèå ãéá êÜèå ìç êåíü ößëôñï G, 1P ∈ G. Ìå âÜóç áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç èá äïýìå
üôé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Ì Ý÷åé Ýíá P-üíïìá áíåîÜñôçôá áðü ôï P-generic G.
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Ïñéóìüò 6.2.5 ¸óôù P ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé x ∈ M . Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ôï P-üíïìá
x̆ = {〈y̆; 1P〉 : y ∈ x}.

ËÞììá 6.2.3 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé
G ìç êåíü ößëôñï óôï P ôüôå ãéá êÜèå x ∈M x̆ ∈ ÌP êáé x̆[G] = x.

Áðüäåéîç.

¸óôù x ∈ M . ÅðåéäÞ ç˘åßíáé áðüëõôç, x̆ ∈ ÌP. KÜèå ìç êåíü ößëôñï óôï P ðåñéÝ÷åé ôï 1P
Üñá x̆[G] = {y̆[G] : y ∈ x}. Ìå åðáãùãÞ óôï x, x̆[G] = x. �

Èåþñçìá 6.2.1 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M ìåñéêÞ äéÜôáîç
êáé G ìç êåíü ößëôñï óôï P ôüôå

1. Ì ⊂M [G].

2. ôï M [G] åßíáé ìåôáâáôéêü.

3. G ∈M [G].

Áðüäåéîç.

1. Ðñïêýðôåé áðåõèåßáò áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá.

2. ¸óôù x ∈M [G] êáé y ∈ x. Ôüôå x = ô[G] ãéá êÜðïéï ô ∈ ÌP êáé y = ó[G] ãéá êÜðïéï
ó ãéá ôï ïðïßï ∃p ∈ G(〈ó; p〉 ∈ ô). ÅðåéäÞ ôï Ì åßíáé ìåôáâáôéêü ó ∈ M Üñá ó ∈ ÌP

Üñá y = ó[G] ∈M [G].

3. ¸óôù Ã = {〈p̆; p〉 : p ∈ P}. ÅðåéäÞ P ∈ M êáé ïé Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôïí
ïñéóìü ôïõ Ã åßíáé áðüëõôåò Ã ∈ M . Ôï Ã åßíáé ðñïöáíþò P-üíïìá Üñá Ã ∈ ÌP.
Ã[G] = {p̆[G] : p ∈ G} = {p : p ∈ G} = G. ¢ñá G ∈M [G].

�

ËÞììá 6.2.4 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé
G ìç êåíü ößëôñï óôï P ôüôå

1. ∀ô ∈ ÌP(rank(ô[G]) ≤ rank(ô)).

2. ï(Ì [G]) = o(M).

Áðüäåéîç.

1. Ìå åðáãùãÞ óôï ô. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå ó ∈ dom(ô). Ðñïöáíþò rank(ó) <
rank(ô) ãéá êÜèå ó ∈ dom(ô). ¢ñá áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç rank(ó[G]) < rank(ô).
¼ìùò ô[G] ⊂ {ó[G] : ó ∈ dom(ô)}. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ rank(ô[G]) = sup{rank(x) + 1 :
x ∈ ô[G]} êáé rank(x) + 1 ≤ rank(ô) ãéá êÜèå x ∈ ô[G], rank(ô[G]) ≤ rank(ô).
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2. ÅðåéäÞ Ì ⊂ M [G] ðñïöáíþò ï(Ì) ⊂ o(M [G]). ¢ñá áñêåß íá äåé÷èåß üôé ï(Ì [G]) ⊂
o(M). ¸óôù á ∈ o(M [G]). Èá õðÜñ÷åé ô ∈ ÌP ôÝôïéï þóôå á = ô[G]. Ôüôå á =
rank(á) = rank(ô[G]) ≤ rank(ô). ÅðåéäÞ ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC
ç rank åßíáé áðüëõôç Üñá rank(ô) ∈M . ÅðïìÝíùò ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò á ∈M .

�
Ïñßæïíôáò ïñéóìÝíá ïíüìáôá áêüìá èá äåßîïõìå üôé ôï Ì [G] éêáíïðïéåß êÜðïéá áðü ôá

áîéþìáôá ôïõ ÆFC.

Ïñéóìüò 6.2.6 1. up(ó; ô) = {〈ó; 1P〉 ; 〈ô; 1P〉}.

2. op(ó; ô) = up(up(ó; ó); up(ó; ô)).

ËÞììá 6.2.5 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M ìåñéêÞ äéÜôáîç, G
ìç êåíü ößëôñï óôï P êáé ó; ô ∈MP ôüôå

1. up(ó; ô) ∈MP êáé up(ó; ô)[G] = {ó[G]; ô[G]}.

2. op(ó; ô) ∈MP êáé op(ó; ô)[G] = 〈ó[G]; ô[G]〉.

Áðüäåéîç.

H up åßíáé áðüëõôç êáé ðñïöáíþò ôï up(ó; ô) åßíáé P-üíïìá Üñá up(ó; ô) ∈ MP. KÜèå ìç
êåíü ößëôñï óôï P ðåñéÝ÷åé ôï 1P Üñá up(ó; ô)[G] = {ó[G]; ô[G]}. Áðü áõôÜ ðñïêýðôåé êáé ôï
áðïôÝëåóìá ãéá ôï ïp(ó; ô). �

ËÞììá 6.2.6 Áí ôï Ì åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé G
ìç êåíü ößëôñï óôï P ôüôå ôï Ì [G] éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôçò ¸êôáóçò, ôçò Èåìåëßùóçò,
ôïõ Æåýãïõò êáé ôçò ¸íùóçò.

Áðüäåéîç.

To Aîßùìá ôçò ¸êôáóçò éó÷ýåé óôoM [G], ãéáôß ôïM [G] åßíáé ìåôáâáôéêü, êáé ôï Áîßùìá ôçò
Èåìåëßùóçò éó÷ýåé óå êÜèå êëÜóç. To Áîßùìá ôïõ Æåýãïõò éó÷ýåé ãéáôß áí ó[G]; ô[G] ∈M [G]
ôüôå ó; ô ∈ MP Üñá up(ó; ô) ∈ MP Üñá {ó[G]; ô[G]} = up(ó; ô)[G] ∈ M [G]. ÔÝëïò ãéá ôï
Áîßùìá ôçò ¸íùóçò ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ó[G] ∈ M [G] õðÜñ÷åé ô[G] ∈ M [G]
ôÝôïéï þóôå

⋃
ó[G] ⊂ ô[G]. ¸óôù ô =

⋃
dom(ó). ô ∈ MP Üñá ô[G] ∈ M [G]. Áí ôï ð[G]

åßíáé óôïé÷åßï ôïõ ó[G] ôüôå ð ∈ dom(ó). ÅðïìÝíùò ð ⊂ ô Üñá ð[G] ⊂ ô[G]. ÅðïìÝíùò⋃
ó[G] ⊂ ô[G]. �

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìüíï üôé ôï G ðåñéÝ÷åé ôï 1P áëëÜ ü÷é üôé åßíáé
P-generic ðÜíù óôï Ì . Ç óçìáóßá ôçò éäéüôçôáò ôïõ áõôÞò èá öáíåß üôáí èá áíáðôýîïõìå
ôçí Ýííïéá ôçò forcing.
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6.3 Forcing

Óôç ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åßäáìå êÜðïéåò ðñïôÜóåéò ðïõ éó÷ýïõí óôï Ì [G] áíåîÜñôçôá áðü
ôï G, üðùò ôï áîßùìá ôïõ æåýãïõò. ÃåíéêÜ üìùò ç áëÞèåéá ìéáò ðñüôáóçò óôï M [G] èá
åîáñôÜôáé áðï ôï óõãêåêñéìÝíï G.

Ïñéóìüò 6.3.1 ¸óôù ö(x1; :::; xn) ôýðïò, Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈
M ìåñéêÞ äéÜôáîç, ô1; :::; ôn ∈ MP êáé p ∈ P. Èá ãñÜöïõìå p P;M ö(ô1; :::; ôn) áí ãéá êÜèå
G P-generic ðÜíù óôï Ì ìå p ∈ G ç öM [G](ô1[G]; :::; ôn[G]) åßíáé áëçèÞò.

Èá ãñÜöïõìå p  ö(ô1; :::; ôn) áíôß ãéá p P;M ö(ô1; :::; ôn) áí äå äçìéïõñãåßôáé óýã÷õóç.

ÐáñÜäåéãìá 6.3.1 Áò åðéóôñÝøïõìå ãéá ëßãï óôï ðáñÜäåéãìá ôçò Fn(ù; 2). Áí äåßîïõìå
üôé ôï Ì [G] åßíáé ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC ôüôå ðñïêýðôåé Üìåóá üôé fG =

⋃
G ∈M [G]

ìéáò êáé ç Ýíùóç åßíáé áðüëõôç. Ùóôüóï ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé fG ∈M [G] êáé áðåõèåßáò.
¸óôù

ô = {
〈

˘〈n;m〉; p
〉

: p ∈ Fn(ù; 2) ∧ n ∈ dom(p) ∧ p(n) = m}:

Ôüôå
ô[G] = {〈n;m〉 : ∃p ∈ G(n ∈ dom(p) ∧ p(n) = m)} = fG:

¢ñá fG ∈M [G]. ¸÷ïõìå äåßîåé üôé ãéá êÜèå G P-generic ðÜíù óôï Ì ç fG åßíáé óõíÜñôçóç
ìå dom(fG) = ù êáé ran(fG) = 2. ¢ñá

0  ç ô åßíáé óõíÜñôçóç ìå dom(ô) = ù̆ êáé ran(ô) = 2̆

áöïý ôï 0 åßíáé ìÝãéóôï óôïé÷åßï êáé áíÞêåé óå êÜèå G. ¸óôù p ç óõíÜñôçóç ìå ðåäßï
ïñéóìïý ôï 1 ôÝôïéá þóôå p(0) = 0. Ôüôå p  ô(0̆) = 0̆. Áí üìùò q ìéá óõíÜñôçóç ìå
q(0) = 1 ôüôå q  ô(0̆) = 1̆.

Ç éäÝá üôé áí ôï q åðåêôåßíåé ôï p ôüôå ìáò ðñïóöÝñåé ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ãßíåôáé
óõãêåêñéìÝíç ìå ôï ðáñáêÜôù ëÞììá.

ËÞììá 6.3.1 Aí p  ö(ô1; :::; ôn) êáé q ≤ p ôüôå q  ö(ô1; :::; ôn).

Áðüäåéîç.

¸óôù G P-generic ðÜíù óôï Ì ìå q ∈ G. ÅðåéäÞ ôï G åßíáé ößëôñï p ∈ G. ¢ñá åðåéäÞ
p  ö(ô1; :::; ôn) ç öM [G](ô1[G]; :::; ôn[G]) åßíáé áëçèÞò. �

Ç  éêáíïðïéåß äýï ðïëõ óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò. Ç ðñþôç åßíáé üôé ïé Üíèñùðïé ðïõ æïõí
óôï Ì îÝñïõí áí ç p  ö åßíáé áëçèÞò Þ ü÷é êáé ç äåýôåñç üôé ãéá êÜèå ö ðïõ åßíáé áëçèÞò óôï
M [G] õðÜñ÷åé p ∈ P ôÝôïéï þóôå p  ö. Ç ðñþôç éäéüôçôá öáßíåôáé ðáñÜîåíç áöïý ï ïñéóìüò
ôçò  Ýãéíå óôï V êáé ü÷é óôï Ì êáé áíáöÝñåôáé óå üëá ôá ðéèáíÜ P-generic G. Ãéá áõôü èá
ïñßóïõìå ìéá Üëëç ó÷Ýóç ∗ êáé èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôýðï ö, (p  ö)↔ (p ∗ ö)Ì .
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Ïñéóìüò 6.3.2 ¸óôù 〈P;≤〉 ìåñéêÞ äéÜôáîç. Aí Å ⊂ P êáé p ∈ P ôï Å êáëåßôáé ðõêíü
êÜôù áðü ôï p áí ∀q ≤ p∃r ≤ q(r ∈ E).

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êáé áõôÞ ç Ýííïéá åßíáé áðüëõôç ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC.

ËÞììá 6.3.2 ¸óôù Ì ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M , E ⊂ P, E ∈ M êáé G
P-generic ðÜíù óôï Ì. Ôüôå

1. Áí G ∩ E = 0, ∃q ∈ G∀r ∈ E(r⊥q).

2. Aí p ∈ G êáé ôï Å åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p, G ∩ E 6= 0.

Áðüäåéîç.

1. ¸óôù A = {p : ∃r ∈ E(p ≤ r)}, B = {q : ∀r ∈ E(r⊥q)} êáé D = A ∪ B. Ãéá
êÜèå q ∈ P ìå q =∈ D õðÜñ÷åé r ∈ E ôÝôïéï þóôå ¬(r⊥q). ¢ñá õðÜñ÷åé p ôÝôïéï þóôå
p ≤ q ∧ p ≤ r Üñá ôï p åßíáé åðÝêôáóç ôïõ q óôï D. ÅðïìÝíùò ôï D åßíáé ðõêíü. ¢ñá
G ∩D 6= 0. Aí G ∩ Á 6= 0, åðåéäÞ ôï G åßíáé ößëôñï, G ∩ Å 6= 0 ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá
G ∩ Â 6= 0.

2. Áí G ∩ E = 0 Ýóôù q ∈ G ôÝôïéï þóôå ∀r ∈ E(r⊥q). ÅðåéäÞ ôï G åßíáé ößëôñï, Ýóôù
q′ ôÝôïéï þóôå q′ ≤ q êáé q′ ≤ p. ÅðåéäÞ ôï E åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p, Ýóôù r ∈ E
ôÝôïéï þóôå r ≤ q′. Ôüôå r ≤ q ðïõ åßíáé Üôïðï ìéáò êáé Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé r⊥q.

�

Ïñéóìüò 6.3.3 ¸óôù ö(x1; :::; xn) ôýðïò, P ìåñéêÞ äéÜôáîç, ô1; :::; ôn ∈ VP êáé p ∈ P. Ìå
áíáäñïìÞ óôï ìÞêïò ôçò ö ïñßæïõìå p ∗ ö(ô1; :::; ôn) ùò åîÞò:

1. p ∗ ô1 = ô2 áí ãéá êÜèå 〈ð1; s1〉 ∈ ô1 ôï óýíïëï

{q ≤ p : q ≤ s1 → ∃〈ð2; s2〉 ∈ ô2(q ≤ s2 ∧ q ∗ ð1 = ð2)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p êáé ãéá êÜèå 〈ð2; s2〉 ∈ ô2 ôï óýíïëï

{q ≤ p : q ≤ s2 → ∃〈ð1; s1〉 ∈ ô1(q ≤ s1 ∧ q ∗ ð1 = ð2)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p.

2. p ∗ ô1 ∈ ô2 áí ôï óýíïëï

{q : ∃ 〈ð; s〉 ∈ ô2(q ≤ s ∧ q ∗ ô1 = ð)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p.

3. p ∗ ö(ô1; :::; ôn) ∧ ø(ô1; :::; ôn) áí p ∗ ö(ô1; :::; ôn) êáé p ∗ ø(ô1; :::; ôn).
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4. p ∗ ¬ö(ô1; :::; ôn) áí äåí õðÜñ÷åé q ≤ p ôÝôïéï þóôå q ∗ ö(ô1; :::; ôn).

5. p ∗ ∃xö(x; ô1; :::; ôn) áí ôï óýíïëï

{r : ∃ó ∈ VP(r ∗ ö(ó; ô1; :::; ôn))}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p.

ËÞììá 6.3.3 Áí ï ö(ô1; ô2) åßíáé áôïìéêüò ôýðïò ôüôå ç p ∗ ö(ô1; ô2) åßíáé áðüëõôç ãéá
ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC.

Áðüäåéîç.

O ïñéóìüò ôïõ p ∗ ô1 = ô2 åßíáé áíáäñïìéêüò. Ðéï áõóôçñÜ ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç F :
VP×VP → P(P) ôÝôïéá þóôå F(〈ô1; ô2〉) = {p ∈ P : p ∗ ô1 = ô2}: Ç F ïñßæåôáé ìå áíáäñïìÞ
óôç ó÷Ýóç R üðïõ

〈ð1; ð2〉R 〈ô1; ô2〉 ↔ [ð1 ∈ dom(ô1) ∧ ð2 ∈ dom(ô2)]:

H R åßíáé êáëþò èåìåëéùìÝíç, set-like êáé áðüëõôç Üñá ãéá ôïí ïñéóìü ôçò F üðùò öáßíåôáé
êáé áðü ôï 1. ôïõ ðñïÞãïõìåíïõ ïñéóìïý ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðüëõôåò Ýííïéåò êáé åðïìÝíùò
åßíáé áðüëõôç. Ôï ãåãïíüò üôé ç p ∗ ô1 = ô2 åßíáé áðüëõôç åßíáé ðñïöáíÝò ìéáò êáé
(p ∗ ô1 = ô2) ↔ (p ∈ F(〈ô1; ô2〉)). Ôþñá ðïõ äåßîáìå üôé ç p ∗ ô1 = ô2 åßíáé áðüëõôç
ôï üôé ç p ∗ ô1 ∈ ô2 åßíáé áðüëõôç ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôçò. �

Ðáñáôçñïýìå üôé äåí éó÷ýåé ôï ßäéï ãéá Ýíáí ïðïéïäÞðïôå ôýðï. Óôï óêÝëïò 5. ôïõ ïñéóìïý
ôçò ∗ ôï ∃ó ∈ VP ãéíåôáé ∃ó ∈ ÌP áí ó÷åôéêïðïéçèåß óå Ýíá ìïíôÝëï Ì .

ËÞììá 6.3.4 Ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:

1. p ∗ ö(ô1; :::; ôn).

2. ∀r ≤ p(r ∗ ö(ô1; :::; ôn)).

3. ôï óýíïëï {r : r ∗ ö(ô1; :::; ôn)} åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p.

Áðüäåéîç.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé (2)→ (1) êáé (2)→ (3).
ÕðïèÝôïõìå áñ÷éêÜ üôé ï ö åßíáé áôïìéêüò. Ãéá íá äåßîïõìå üôé (1)→ (2) áðëÜ ðáñáôçñïýìå
üôé áí Ýíá óýíïëï åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p êáé r ≤ p ôüôå åßíáé êáé ðõêíü êÜôù áðü ôï r.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé (3) → (1) áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí D ⊂ P êáé ôï {r : ôï D åßíáé ðõêíü
êÜôù áðü ôï r} åßíáé ðõêíü êÜôù áð ôï p ôüôå ôï D åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p. ÐñÜãìáôé
Ýóôù q ≤ p. ÅðåéäÞ ôï {r : ôï D åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï r} åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p
õðÜñ÷åé r ≤ q ôÝôïéï þóôå ôï D íá åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï r. ¢ñá õðÜñ÷åé s ≤ r ìå s ∈ D.
Ôþñá ðïõ ç éóïäõíáìßá Ý÷åé áðïäåé÷èåß ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò ôçí áðïäåéêíýïõìå ãéá êÜèå
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ôýðï ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ.
¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ÷ ∧ ø. Ãéá íá äåßîïõìå üôé (1)→ (2) õðïèÝôïõìå üôé p ∗ ö
Üñá p ∗ ÷ êáé p ∗ ø. Áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç ∀r ≤ p(r ∗ ÷) êáé ∀r ≤ p(r ∗ ø).
ÅðïìÝíùò ∀r ≤ p(r ∗ ÷ ∧ r ∗ ø) ðïõ åßíáé åî ïñéóìïý ∀r ≤ p(r ∗ ö). Ãéá íá äåßîïõìå üôé
(3)→ (1) õðïèÝôïõìå üôé ôï D = {r : r ∗ ö} = {r : r ∗ ÷ ∧ r ∗ ø} åßíáé ðõêíü êÜôù áðü
ôï p. ¸óôù D1 = {r : r ∗ ÷} êáé D2 = {r : r ∗ ø}. Ôá D1; D2 åßíáé ðõêíÜ êÜôù áðü ôï
p ìéáò êáé D ⊂ D1 êáé D ⊂ D2. ¢ñá áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç p ∗ ÷ êáé p ∗ ø. ÅðïìÝíùò
p ∗ ö.
¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬ø. Ãéá íá äåßîïõìå üôé (1)→ (2) áðëÜ ðáñáôçñïýìå üôé áí
äåí õðÜñ÷åé q ≤ p ôÝôïéï þóôå q ∗ ø ôüôå ãéá êÜèå r ≤ p äåí õðÜñ÷åé q ≤ r ôÝôïéï þóôå
q ∗ ø. Ãéá íá äåßîïõìå üôé (3) → (1) õðïèÝôïõìå üôé ôï D = {r : r ∗ ö} åßíáé ðõêíü
êÜôù áðü ôï p êáé äåí éó÷ýåé ç p ∗ ö. ¢ñá õðÜñ÷åé q ≤ p ôÝôïéï þóôå q ∗ ø. ÅðåéäÞ áðï
åðáãùãéêÞ õðüèåóç (1)→ (2) ãéá ôïí ø, ãéá êÜèå r ≤ q, r ∗ ø. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï ãéáôß
ôï D = {r : r ∗ ö} åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p êáé áí ôï r ≤ q áíÞêåé óôï D ôüôå r 6 ∗ø.
ÔÝëïò Ýóôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xø. Ç áðüäåéîç äå ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç
êáé åßíáé üìïéá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí. �

Èåþñçìá 6.3.1 ¸óôù Ì ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç, ô1; :::; ôn ∈
MP êáé G P-generic ðÜíù óôï Ì.

1. Aí p ∈ G êáé (p ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì ôüôå (ö(ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G].

2. Aí (ö(ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G] ôüôå ∃p ∈ G(p ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì .

Áðüäåéîç.

H áðüäåéîç èá ãßíåé áñ÷éêÜ ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò. Ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò ï p ∗ ö åßíáé
áðüëõôïò ãéá ôï Ì Üñá ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå ôç ó÷åôéêïðïßçóç.
¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ô1 = ô2. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôá ô1 êáé ô2
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôïõ p ∗ ô1 = ô2.

1. ¸óôù üôé p ∈ G êáé p ∗ ô1 = ô2. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ô1[G] = ô2[G]. Èá äåßîïõìå
üôé ô1[G] ⊂ ô2[G]. Ç áðüäåéîç ôïõ ô2[G] ⊂ ô1[G] åßíáé üìïéá. ÊÜèå óôïé÷åßï ôïõ ô1[G]
åßíáé ôçò ìïñöÞò ð1[G], üðïõ 〈ð1; s1〉 ∈ ô1 ãéá êÜðïéï s1 ∈ G. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé
ð1[G] ∈ ô2[G]. ÅðåéäÞ ôï G åßíáé ößëôñï õðÜñ÷åé r ∈ G ìå r ≤ p êáé r ≤ s1. ÅðåéäÞ
p ∗ ô1 = ô2 êáé r ≤ p, r ∗ ô1 = ô2. ÅðïìÝíùò åî ïñéóìïý ôï óýíïëï

D = {q ≤ r : q ≤ s1 → ∃〈ð2; s2〉 ∈ ô2(q ≤ s2 ∧ q ∗ ð1 = ð2)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï r. Áðü ôï ËÞììá 6.3.2 G ∩D 6= 0. ¸óôù q ∈ G ∩D. q ≤ r
êáé r ≤ s1 Üñá q ≤ s1. ÅðïìÝíùò ∃ 〈ð2; s2〉 ∈ ô2(q ≤ s2 ∧ q ∗ ð1 = ð2). ÅðåéäÞ q ≤ s2
êáé ôï G åßíáé ößëôñï, s2 ∈ G. ¢ñá ð2[G] ∈ ô2[G]. ÅðéðëÝïí áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç
q ∗ ð1 = ð2 óõíåðÜãåôáé ð1[G] = ð2[G]. ÅðïìÝíùò ð1[G] ∈ ô2[G].
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2. ÕðïèÝôïõìå üôé ô1[G] = ô2[G]. ¸óôù D ôï óýíïëï üëùí ôùí r ∈ P ðïõ éêáíïðïéïýí
êÜðïéï áðü ôá ðáñáêÜôù:

(a) r ∗ ô1 = ô2

(b) ∃ 〈ð1; s1〉 ∈ ô1[r ≤ s1 ∧ ∀ 〈ð2; s2〉 ∈ ô2∀q ∈ P((q ≤ s2 ∧ q ∗ ð1 = ð2)→ q⊥r)]
(c) ∃ 〈ð2; s2〉 ∈ ô2[r ≤ s2 ∧ ∀ 〈ð1; s1〉 ∈ ô1∀q ∈ P((q ≤ s1 ∧ q ∗ ð1 = ð2)→ q⊥r)]

Èá äåßîïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé r ∈ G ðïõ íá éêáíïðïéåß ôï (b) Þ ôï (c). ¢ñêåß íá ôï
äåßîïõìå ãéá ôï (b). Ç áðüäåéîç ãéá ôï (c) èá åßíáé áêñéâþò ç ßäéá. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé
r ∈ G êáé 〈ð1; s1〉 üðùò óôï (b). Ôüôå, åðåéäÞ r ≤ s1, s1 ∈ G Üñá ð1[G] ∈ ô1[G] = ô2[G].
¸óôù 〈ð2; s2〉 ∈ ô2 ìå s2 ∈ G êáé ð1[G] = ð2[G]. Áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç õðÜñ÷åé
q0 ∈ G ìå q0 ∗ ð1 = ð2. ÅðéëÝãïõìå q ∈ G ìå q ≤ q0 êáé q ≤ s2. ÅðåéäÞ q ∗ ð1 = ð2
áðü ôï (b) Ý÷ïõìå q⊥r. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï ãéáôß q; r ∈ G êáé ôï G åßíáé ößëôñï.
ÅðïìÝíùò áí ¬∃r ∈ G(r ∗ ô1 = ô2) ôüôåG∩D = 0. To D Ý÷åé ïñéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò
Ýííïéåò áðüëõôåò ãéá ôï Ì Üñá D ∈ M . ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï D åßíáé
ðõêíü.
¸óôù p ∈ P. Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé r ∈ D ìå r ≤ p. Áí p ∗ ô1 = ô2 ôüôå åßíáé
ôåôñéììÝíï ãéáôß p ∈ D. Aí ü÷é áðü ôïí ïñéóìü ôïõ p ∗ ô1 = ô2 éó÷ýåé ôïõëÜ÷éóôïí
Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù:

(a) ∃ 〈ð1; s1〉 ∈ ô1∃r ≤ p∀q ≤ r[q ≤ s1 ∧ ∀ 〈ð2; s2〉 ∈ ô2(¬(q ≤ s2 ∧ q ∗ ð1 = ð2))]

(b) ∃ 〈ð2; s2〉 ∈ ô2∃r ≤ p∀q ≤ r[q ≤ s2 ∧ ∀ 〈ð1; s1〉 ∈ ô1(¬(q ≤ s1 ∧ q ∗ ð1 = ð2))]

¸óôù üôé éó÷ýåé ôï (a). ÅðéëÝãïõìå 〈ð1; s1〉 êáé r ðïõ íá ôï éêáíïðïéïýí. Åöüóïí
∀q ≤ r(q ≤ s1), r ≤ s1. Áí õðÜñ÷ïõí 〈ð2; s2〉 ∈ ô2 êáé q ≤ s2 ôÝôïéá þóôå q ∗ ð1 = ð2
ôüôå q⊥r, ãéáôß äéáöïñåôéêÜ èá õðÞñ÷å ìéá êïéíÞ åðÝêôáóç ôùí q êáé r ðñÜãìá ðïõ
Ýñ÷åôáé óå áíôßèåóç ìå ôï (a). ÅðïìÝíùò r ≤ p êáé r ∈ D ìéáò êáé éêáíïðïéåß ôï
äåýôåñï óêÝëïò ôïõ ïñéóìïý ôïõ D. Ïìïßùò áí éó÷ýåé ôï (b) õðÜñ÷åé Ýíá r ≤ p ðïõ
éêáíïðïéåß ôï ôñßôï óêÝëïò ôïõ ïñéóìïý ôïõ D.

¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ô1 ∈ ô2. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå üôé ôï ÈÝùñçìá Ý÷åé áðïäåé÷èåß
ãéá ôýðïõò ôçò ìïñöÞò ô1 = ô2.

1. ¸óôù üôé p ∈ G êáé p ∗ ô1 ∈ ô2. Åî ïñéóìïý ôï óýíïëï

D = {q : ∃ 〈ð; s〉 ∈ ô2(q ≤ s ∧ q ∗ ô1 = ð)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p. ÅðïìÝíùò G ∩D 6= 0. ¸óôù q ∈ G êáé 〈ð; s〉 ∈ ô2 ôÝôïéá
þóôå q ≤ s êáé q ∗ ô1 = ð. s ∈ G ìéáò êáé q ≤ s Üñá ð[G] ∈ ô2[G] åî ïñéóìïý ôïõ
ô2[G]. Åöáñìüæïíôáò ôï ðñþôï óêÝëïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ôýðï ô1 = ð, åðåéäÞ
q ∈ G êáé q ∗ ô1 = ð, ô1[G] = ð[G]. ÅðïìÝíùò ô1[G] ∈ ô2[G].

2. ÕðïèÝôïõìå üôé ô1[G] ∈ ô2[G]. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé 〈ð; s〉 ∈ ô2 ôÝôïéï þóôå s ∈ G êáé
ô1[G] = ð[G]. Åöáñìüæïíôáò ôï äåýôåñï óêÝëïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ôýðï ô1 = ð



58 ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. FORCING

õðÜñ÷åé r ∈ G ôÝôïéï þóôå r ∗ ô1 = ð. ¸óôù p ∈ G ìå p ≤ s êáé p ≤ r. Ôüôå
∀q ≤ p(q ≤ s ∧ q ∗ ô1 = ð) Üñá ðñïöáíþò ôï óýíïëï

{q : ∃ 〈ð; s〉 ∈ ô2(q ≤ s ∧ q ∗ ô1 = ð)}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p, Üñá p ∗ ô1 ∈ ô2.

Ôþñá ðïõ ôï Èåþñçìá Ý÷åé áðïäåé÷èåß ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò èá áðïäåßîïõìå ôç ãåíéêÞ
ðåñßðôùóç ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò ö. Ç åðáãùãÞ èá ãßíåé ôáõôü÷ñïíá êáé ãéá ôá äýï óêÝëç
ôïõ ÈåùñÞìáôïò. ÐëÝïí äå ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå ôéò ó÷åôéêïðïéÞóåéò ãéáôß ï p ∗ ö äåí
åßíáé áðüëõôïò áí ï ö Ý÷åé ðïóïäåßêôåò. Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôùí
ôýðùí åííïïýíôáé êáé ðáñáëåßðïíôáé.
¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬ø.

1. ¸óôù üôé p ∈ G êáé (p ∗ ¬ø)Ì . ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ¬øÌ [G]. ¸óôù üôé øÌ [G].
Åöáñìüæïíôáò ôï äåýôåñï óêÝëïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ø õðÜñ÷åé q ∈ G ìå (q ∗

ø)M . ¸óôù r ∈ G ìå r ≤ p êáé r ≤ q. Ôüôå (r ∗ ø)M ðïõ åßíáé Üôïðï ìéáò êáé áðü
ôïí ïñéóìü ôïõ (p ∗ ¬ø)Ì äåí õðÜñ÷åé r ≤ p ôÝôïéï þóôå (r ∗ ø)M .

2. ÕðïèÝôïõìå üôé ¬øÌ [G]. ¸óôù

D = {p : (p ∗ ø)Ì ∨ (p ∗ ¬ø)Ì}:

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ, D ∈ M . ÅðéðëÝïí ôï D åßíáé ðõêíü. ÐñÜãìáôé ãéá êÜèå p ∈ P
åßôå õðÜñ÷åé q ≤ p ôÝôïéï þóôå (q ∗ ø)Ì , åßôå äåí õðÜñ÷åé êáé (p ∗ ¬ø)Ì . ÅðïìÝíùò
G ∩D 6= 0. ¸óôù p ∈ G ∩D. Áí (p ∗ ø)Ì ôüôå åöáñìüæïíôáò ôï ðñþôï óêÝëïò ôïõ
ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ø, Ý÷ïõìå øÌ [G] ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò (p ∗ ¬ø)Ì .

¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ÷ ∧ ø.

1. ¸óôù üôé p ∈ G êáé (p ∗ ÷ ∧ ø)Ì . Ôüôå (p ∗ ÷)Ì êáé (p ∗ ø)Ì . ¢ñá ÷Ì [G] êáé
øÌ [G], Üñá (÷ ∧ ø)Ì [G].

2. ÕðïèÝôïõìå üôé (÷ ∧ ø)Ì [G]. ÅðïìÝíùò ÷Ì [G] êáé øÌ [G]. ¢ñá õðÜñ÷ïõí p; q ∈ G ôÝôïéá
þóôå (p ∗ ÷)Ì êáé (q ∗ ø)Ì . ¸óôù r ∈ G ìå r ≤ p êáé r ≤ q. Ôüôå (r ∗ ÷)Ì êáé
(r ∗ ø)Ì Üñá (r ∗ ÷ ∧ ø)Ì .

¸óôù üôé ï ö åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xø(x).

1. ¸óôù üôé p ∈ G êáé (p ∗ ∃xø(x))Ì . ÅðïìÝíùò ôï

D = {r : ∃ó ∈MP(r ∗ ø(ó))Ì}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ, D ∈ M . ÅðïìÝíùò G ∩ D 6= 0.
ÅðéëÝãïõìå r ∈ G êáé ó ∈ MP ôÝôïéá þóôå (r ∗ ö(ó))Ì . Åöáñìüæïíôáò ôï ðñþôï
óêÝëïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ø, (ø(ó[G]))M [G]. ÅðïìÝíùò (∃xø(x))Ì [G].
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2. ÕðïèÝôïõìå üôé (∃xø(x))Ì [G]. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ó ∈ MP ôÝôïéï þóôå (ø(ó[G]))M [G].
Åöáñìüæïíôáò ôï äåýôåñï óêÝëïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ãéá ôïí ø, õðÜñ÷åé p ∈ G ôÝôïéï
þóôå (p ∗ ø(ó))Ì . Ôüôå ∀r ≤ p(r ∗ ø(ó))Ì Üñá ðñïöáíþò ôï óýíïëï

{r : ∃ó ∈MP(r ∗ ø(ó))Ì}

åßíáé ðõêíü êÜôù áðü ôï p Üñá (p ∗ ∃xø(x))Ì .

�

Ôþñá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôéò äýï éäéüôçôåò ôçò .

Èåþñçìá 6.3.2 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç
êáé ô1; :::; ôn ∈MP. Ãéá êÜèå p ∈ P,

p  ö(ô1; :::; ôn)↔ (p ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì :

Áðüäåéîç.

Ç óõíåðáãùãÞ áðü ôá äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ ðñïêýðôåé áðåõèåßáò áðü ôï ðñþôï óêÝëïò ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ ÈåùñÞìáôïò êáé ôïí ïñéóìü ôïõ . Ãéá ôç óõíåðáãùãÞ áðü ôá áñéóôåñÜ ðñïò
ôá äåîéÜ õðïèÝôïõìå üôé p  ö(ô1; :::; ôn). Ãéá íá äåßîïõìå üôé (p ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì , áñêåß
áðü ôï ËÞììá 6.3.4 íá äåßîïõìå üôé ôï D = {r : (r ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì} åßíáé ðõêíü êÜôù áðü
ôï p. ¸óôù üôé äåí åßíáé. Ôüôå õðÜñ÷åé q ≤ p ôÝôïéï þóôå ¬∃r ≤ q(r ∈ D). ÅðïìÝíùò
(q ∗ ¬ö(ô1; :::; ôn))Ì . ¢ñá áðü ôç óõíåðáãùãÞ áðü ôá äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ ðïõ Ý÷åé
áðïäåé÷èåß, q  ¬ö(ô1; :::; ôn). ÅðåéäÞ ôï Ì åßíáé áñéèìÞóéìï áðü ôï ËÞììá 6.1.1 õðÜñ÷åé G
P-generic ðÜíù óôï Ì ìå q ∈ G. Ôüôå ¬(ö(ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G]. Åðßóçò p ∈ G ìéáò êáé
q ≤ p Üñá (ö(ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G] ðïõ åßíáé Üôïðï. �

Ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá äåßîïõìå üôé äéÜöïñá óýíïëá ðïõ
ïñßæïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí  âñßóêïíôáé óôïÌ . Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá äåäïìÝíá ô1; :::; ôn ∈
MP ôï óýíïëï {p ∈ P : p  ö(ô1; :::; ôn)} âñßóêåôáé óôï Ì ãéáôß åßíáé ßóï ìå ôï {p ∈ P :
(p ∗ ö(ô1; :::; ôn))Ì} ðïõ âñßóêåôáé óôï Ì áðü ôï áîßùìá ôïõ äéá÷ùñéóìïý óôï Ì .

¢ìåóá áðü ôá äýï ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá ðñïêýðôåé êáé ç äåýôåñç éäéüôçôá ôçò .

Ðüñéóìá 6.3.1 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç,
ô1; :::; ôn ∈MP êáé G P-generic ðÜíù óôï Ì.

(ö(ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G] ↔ ∃p ∈ G(p  ö(ô1; :::; ôn)):

Ç ∗ äå èá ìáò ÷ñåéáóôåß îáíÜ.
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6.4 To Ì [G] ùò ìïíôÝëï ôïõ ZFC

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç forcing ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï Ì [G] åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZFC.
ÎåêéíÜìå áðïäåéêíýïíôáò ìéá åíéó÷õìÝíç ìïñöÞ ôïõ áîéþìáôïò ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êáé ìéá
éóïäýíáìç ôïõ áîéþìáôïò ôçò åðéëïãÞò.

ËÞììá 6.4.1 Óôï ZF ãéá êÜèå ôýðï ö(x; y; A; z1; :::; zn),

∀A∀z1; :::; zn[∀x ∈ A∃yö(x; y; A; z1; :::; zn)→ ∃B∀x ∈ A∃y ∈ Bö(x; y; A; z1; :::; zn)]:

Áðüäåéîç.

Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò ôá z1; :::; zn ðáñáëåßðïíôáé. ¸óôù Á êáé õðïèÝôïõìå üôé ∀x ∈ A∃yö(x; y; A).
¸óôù ø(x;A; á) íá åßíáé ï ôýðïò ðïõ ðåñéãñÜöåé üôé ï á åßíáé ï ìéêñüôåñïò äéáôáêôéêüò ôÝôïéïò
þóôå ∃y ∈ R(á)ö(x; y; A). Áðü õðüèåóç êáé åðåéäÞ V = WF, ∀x ∈ A∃!áø(x;A; á). ¢ñá áðï
ôï Áîßùìá ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò ∃C∀x ∈ A∃á ∈ Cø(x;A; á). ¸óôù â = sup(C) ìéáò êáé ôï
C åßíáé óýíïëï äéáôáêôéêþí. Ôüôå ôï R(â) åßíáé ôï æçôïýìåíï óýíïëï Â. �

ËÞììá 6.4.2 Óôï ZF ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí

∀x∃á ∈ ON∃f(ç f åßíáé óõíÜñôçóç ∧ dom(f) = á ∧ x ⊂ ran(f)):

Áðüäåéîç.

H ìéá êáôåýèõíóç ðñïêýðôåé áðü ôï üôé êÜèå êáëÞ äéÜôáîç åßíáé éóïìïñöéêÞ ìå Ýíá äéáôáêôéêü.
Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç Ýóôù g(z) = min(f−1{z}) ãéá êÜèå z ∈ x. Ôüôå ç g åßíáé 1-1 áðü
ôï x óôï á. ÅðïìÝíùò áí yRz ↔ g(y) < g(z), ç R äéáôÜóóåé êáëþò ôï x. �

Èåþñçìá 6.4.1 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈M ìåñéêÞ äéÜôáîç
êáé G P-generic ðÜíù óôï Ì. Ôï M [G] åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ÆFC.

Áðüäåéîç.

¸÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé ôï Ì [G] éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôçò ¸êôáóçò, ôçò Èåìåëßùóçò, ôïõ
Æåýãïõò êáé ôçò ¸íùóçò.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôïõ Äéá÷ùñéóìïý ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôýðï
ö(x; v; y1; :::; yn) êáé ãéá êÜèå ó; ô1; :::; ôn ∈MP,

× = {a ∈ ó[G] : (ö(a; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G]} ∈M [G]:

¸óôù
ñ = {〈ð; p〉 ∈ dom(ó)× P : p  (ð ∈ ó ∧ ö(ð; ó; ô1; :::; ôn))}:

Åöáñìüæïíôáò ôï Èåþñçìá 6.3.2 êáé ôï Áîßùìá ôïõ Äéá÷ùñéóìïý óôï Ì, ñ ∈M . ¢ñá, åðåéäÞ
ðñïöáíþò åéíáé P-üíïìá, ñ ∈ MP. ÅðïìÝíùò áñêÝé íá äåé÷èåß üôé ñ[G] = X. ÊÜèå óôïé÷åßï
ôïõ ñ[G] åßíáé ôçò ìïñöÞò ð[G] üðïõ 〈ð; p〉 ∈ ñ ãéá êÜðïéï p ∈ G. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ñ
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p  (ð ∈ ó ∧ ö(ð; ó; ô1; :::; ôn)) Üñá ð[G] ∈ ó[G] êáé (ö(ð[G]; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G]. ¢ñá
ð[G] ∈ × Üñá ñ[G] ⊂ X. Ãéá íá äåßîïõìå ôçí éóüôçôá Ýóôù a ∈ X. Ôüôå a ∈ ó[G] Üñá õðÜñ÷åé
ð ∈ dom(ó) ôÝôïéï þóôå a = ð[G]. ÅðïìÝíùò (ð[G] ∈ ó[G]∧ö(ð[G]; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G].
Áðü ôï Ðüñéóìá 6.3.1 õðÜñ÷åé p ∈ G ôÝôïéï þóôå p  (ð ∈ ó ∧ ö(ð; ó; ô1; :::; ôn)). Ôüôå
〈ð; p〉 ∈ ñ, Üñá ð[G] ∈ ñ[G]. ÅðïìÝíùò ñ[G] = X.
Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò Ýóôù ö(x; v; r; z1; :::; zn) ôýðïò êáé
ó; ô1; :::; ôn ∈MP êáé õðïèÝôïõìå üôé

(∀x ∈ ó[G]∃!yö(x; y; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G]))M [G]:

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ñ ∈MP ôÝôïéï þóôå

∀x ∈ ó[G]∃y ∈ ñ[G]ö(x; y; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G])M [G]:

ÅðåéäÞ ï p  ö(ð; ì; ó; ô1; :::; ôn) ãéá ð; ì ∈ M ïñßæåôáé áðü ôç ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ
óôï Ì, åöáñìüæïíôáò ôçí åíéó÷õìÝíç ìïñöÞ ôïõ Áîéþìáôïò ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò ìÝóá óôï
Ì õðÜñ÷åé S ∈M ôÝôïéï þóôå

∀ð ∈ dom(ó)∀p ∈ P[∃ì ∈MP(p  ö(ð; ì; ó; ô1; :::; ôn))→ ∃ì ∈ S(p  ö(ð; ì; ó; ô1; :::; ôn))]:

Ðñïöáíþò S ⊂ MP. ¸óôù ñ = S × {1P}, Üñá ñ[G] = {ì[G] : ì ∈ S}. Èá äåßîïõìå üôé ôï
ñ éêáíïðïéåß ôï æçôïýìåíï. ¸óôù x ∈ ó[G]. Ôüôå ãéá êÜðïéï ð ∈ dom(ó), x = ð[G]. Áðü
õðüèåóç ∃yö(ð[G]; y; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G])M [G] Üñá ãéá êÜðïéï í ∈MP,

ö(ð[G]; í[G]; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G])M [G]:

ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé p ∈ G ôÝôïéï þóôå p  ö(ð; í; ó; ô1; :::; ôn). ¢ñá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ S
õðÜñ÷åé ì ∈ S ôÝôïéï þóôå p  ö(ð; ì; ó; ô1; :::; ôn). ÅðïìÝíùò ì[G] ∈ ñ[G] êáé

ö(ð[G]; ì[G]; ó[G]; ô1[G]; :::; ôn[G])M [G]:

Ãéá íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôïõ Áðåßñïõ áñêåß íá äåßîïõìå üôé ù ∈ M [G]. ¼ìùò
ù ∈M Üñá ù̆ ∈MP Üñá ù = ù̆[G] ∈M [G].
Ãéá ôï Áîßùìá ôïõ Äõíáìïóõíüëïõ Ýóôù ó[G] ∈M [G]. ÐñÝðåé íá âñïýìå Ýíá ñ ∈MP ôÝôïéï
þóôå ∀x ∈ M [G](x ⊂ ó[G] → x ∈ ñ[G]). ¸óôù S = {ô ∈ MP : dom(ô) ⊂ dom(ó)}.
Ðáñáôçñïýìå üôé ôï S åßíáé ôï P(dom(ó)×P) ó÷åôéêïðïéçìÝíï óôï Ì. ¸óôù ñ = S×{1P}.
Èá äåßîïõìå üôé ôï ñ éêáíïðïéåß ôï æçôïýìåíï. ¸óôù ì ∈ MP ôÝôïéï þóôå ì[G] ⊂ ó[G].
¸óôù

ô = {〈ð; p〉 : ð ∈ dom(ó) ∧ p  ð ∈ ì}:

ô ∈ S Üñá ô[G] ∈ ñ[G]. EðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ì[G] = ô[G]. Ãéá íá äåßîïõìå üôé
ì[G] ⊂ ô[G], ðáñáôçñïýìå, ìéáò êáé ì[G] ⊂ ó[G], üôé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ ì[G] åßíáé ôçò ìïñöÞò
ð[G] ãéá êÜðïéï ð ∈ dom(ó). ÅðåéäÞ ð[G] ∈ ì[G] õðÜñ÷åé p ∈ G ôÝôïéï þóôå p  ð ∈ ì, Üñá
〈ð; p〉 ∈ ô Üñá ð[G] ∈ ô[G]. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ô[G] ⊂ ì[G], ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå óôïé÷åßï
ôïõ ô[G] åßíáé ôçò ìïñöÞò ð[G] üðïõ 〈ð; p〉 ∈ ô ãéá êÜðïéï p ∈ G. Ôüôå p  ð ∈ ì Üñá
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ð[G] ∈ ì[G].
¸÷ïõìå äåßîåé üôé ôï Ì [G] åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ÆF. Ãéá íá äåßîïõìå ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò
áñêåß íá äåßîïõìå ôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå ðáñáðÜíù. ¸óôù x = ó[G] ∈
M [G]. Áðü ôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ ÁCM õðÜñ÷åé äéáôáêôéêüò á êáé óõíÜñôçóç f : á →
dom(ó) óôï Ì. ÅðïìÝíùò dom(ó) = {ðã : ã < á} üðïõ ðã = f(ã). ¸óôù ô = {op(ã̆; ðã) :
ã < á} × {1P}. Ôüôå ô ∈M êáé ô[G] = {

〈
ã; ðã[G]

〉
: ã < á}, Üñá ç ô[G] åßíáé óõíÜñôçóç ìå

dom(ô[G]) = á êáé ó[G] ⊂ ran(ô[G]). �

Ðüñéóìá 6.4.1 Con(ZFC)→ Con(ZFC +V 6= L)

Áðüäåéîç.

¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé G P-generic
ðÜíù óôï Ì ôÝôïéï þóôå G =∈ M . Áõôü Ý÷åé äåé÷èåß üôé éó÷ýåé ãéá êÜèå G P-generic ðÜíù
óôï Ì áí ôï P åßíáé ôÝôïéï þóôå ∀p ∈ P∃q; r ∈ P(q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q⊥r). Ãéá ðáñÜäåéãìá
ôï P = Fn(ù; 2) éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç. ÅðåéäÞ G =∈ M , Ì $ M [G]. ÅðéðëÝïí åðåéäÞ
ï(M [G]) = ï(Ì), LM [G] = LM ⊂M . ÅðïìÝíùò ôï M [G] åßíáé ìïíôÝëï ôïõ ZFC +V 6= L.
�



ÊåöÜëáéï 7

H óõíÝðåéá ôçò Üñíçóçò ôçò GCH

Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ìïíôÝëï óôï ïðïßï íá ìçí éó÷ýåé ç ãåíéêåõìÝíç õðüèåóç ôïõ
óõíå÷ïýò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ðåðåñáóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò áðü Ýíá óýíïëï I óå
Ýíá Üëëï J . ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãåíßêåõóç ôçò ìåñéêÞò äéÜôáîçò Fn(ù; 2). Óå üëï
ôï êåöÜëáéï ôï Ì èá åßíáé Ýíá áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC.

Ïñéóìüò 7.0.1

Fn(I; J) = {p : |p| < ù ∧ ç p åßíáé óõíÜñôçóç ∧ dom(p) ⊂ I ∧ ran(p) ⊂ J}:

ÄéáôÜóóïõìå ôï Fn(I; J) ùò åîÞò: p ≤ q ↔ p ⊃ q.

ËÞììá 7.0.3 Áí I; J ∈M ôüôå Fn(I; J) ∈M .

Áðüäåéîç.

ÅðåéäÞ ç Ýííïéåò ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ, ôçò óõíÜñôçóçò, ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý êáé ôïõ ðåäßïõ
ôéìþí åßíáé áðüëõôåò êáé ôï Fn(I; J) èá åßíáé áðüëõôï. ¢ñá áí I; J ∈ M ôüôå Fn(I; J) =
Fn(I; J)Ì ∈ M . Ç ≤ åßíáé ç ó÷Ýóç ôïõ õðïóõíüëïõ ðåñéïñéóìÝíç óôï Fn(I; J) Üñá áíÞêåé
óôï Ì . �

ËÞììá 7.0.4 Áí I; J ∈ M , ôï É åßíáé Üðåéñï êáé ôï G åßíáé P-generic ðÜíù óôï Ì ôüôå ç⋃
G åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï É åðß ôïõ J .

Áðüäåéîç.

ÅðåéäÞ ôï G åßíáé ößëôñï ôá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé óõìâáôÜ Üñá áí èÝóïõìå fG =
⋃
G ç fG åßíáé

óõíÜñôçóç ìå dom(fG) ⊂ É êáé ran(fG) ⊂ J . ¸óôù Di = {p ∈ Fn(I; J) : i ∈ dom(p)} ãéá
i ∈ I. ÊÜèå Di åßíáé ðõêíü ãéáôß êÜèå óõíÜñôçóç óôï Fn(I; J) ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìßá
ðïõ ôï i áíÞêåé óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò ìéáò êáé ôï É åßíáé Üðåéñï. ¸óôù Åj = {p ∈ Fn(I; J) :
j ∈ ran(p)} ãéá j ∈ J . Ôá Åj åßíáé êáé áõôÜ ðõêíÜ ãéáôß êÜèå óõíÜñôçóç óôï Fn(I; J) ìðïñåß
íá åðåêôáèåß óå ìßá ðïõ ôï j áíÞêåé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò. Áðü ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóôçêáí ôá Di

63
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êáé Åi åßíáé áðüëõôá ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC, Üñá áíÞêïõí óôï Ì . Áí ôï G åßíáé
P-generic ðÜíù óôï Ì ÷ôõðÜåé üëá áõôÜ ôá óýíïëá, Üñá dom(fG) = I êáé ran(fG) = J . �

Áò åîåôÜóïõìå ôþñá ôé óõìâáßíåé ãéá ìéá óõãêåêñéììÝíç ìåñéêÞ äéÜôáîç.

ËÞììá 7.0.5 Aí ê ∈ M êáé ôï G åßíáé Fn(ê × ù; 2)-generic ðÜíù óôï Ì ôüôå (2ù ≥
|ê|)Ì [G].

Áðüäåéîç.

H
⋃
G åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï ê × ù óôï 2. ÈÝôïõìå ãéá êÜèå á ∈ ê, gá(n) = (

⋃
G)(á; n).

¸óôù f : ê → 2ù ôÝôïéá þóôå f(á) = gá. H f åßíáé áðüëõôç êáé G ∈ M [G] Üñá ç f áíÞêåé
óôï M [G]. ÅðéðëÝïí ç f åßíáé 1-1. ÐñÜãìáôé áí á; â ∈ ê ìå á 6= â Ýóôù

Dáâ = {p ∈ Fn(ê × ù; 2) : ∃n ∈ ù(〈á; n〉 ∈ dom(p) ∧ 〈â; n〉 ∈ dom(p) ∧ p(á; n) 6= p(â; n))}:

To Dáâ åßíáé ðõêíü. Åðßóçò åßíáé áðüëõôï Üñá áíÞêåé óôï Ì . ÅðïìÝíùò G ∩ Dáâ 6= 0 ðïõ
óõíåðÜãåôáé gá 6= gâ. ¢ñá õðÜñ÷åé óôï Ì [G] ìéá 1-1 óõíÜñôçóç áðü ôï ê óôï 2ù åðïìÝíùò
(2ù ≥ |ê|)Ì [G]. �

ÅðïìÝíùò ãéá ê = ùÌ
2 Ý÷ïõìå (2ù ≥ |ùÌ

2 |)Ì [G]. Áõôü áðü ìüíï ôïõ äå ìáò åîáóöáëßæåé
üôé äåí éó÷ýåé ç õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò ãéáôß ç Ýííïéá ôïõ ðëçèáñßèìïõ äåí åßíáé áðüëõôç.

¢ñá ÷ñåéÜæåôáé íá äåßîïõìå üôé ùÌ
2 = ùM [G]

2 . Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá èá äåßîïõìå ìéá ðïëý
ãåíéêüôåñç éäéüôçôá ôçò ìåñéêÞò äéÜôáîçò ðïõ åîåôÜæïõìå.

Ïñéóìüò 7.0.2 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC êáé P ∈ M ìåñéêÞ
äéÜôáîç. Èá ëÝìå üôé ç P äéáôçñåß ôïõò ðëçèáñßèìïõò áí ãéá êÜèå G P-generic ðÜíù óôï
Ì ,

∀â ∈ o(M)[(ï â åßíáé ðëçèÜñéèìïò)Ì ↔ (ï â åßíáé ðëçèÜñéèìïò)Ì [G]]:

Áí ç ìåñéêÞ äéÜôáîÞ ìáò äéáôçñåß ôïõò ðëçèáñßèìïõò ôüôå ùÌ
2 = ùM [G]

2 . Ãéá íá ôï äïýìå
áðëÜ ðáñáôçñïýìå üôé ï ù2 ïñßæåôáé ùò ï ôñßôïò Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò.

ÎåêéíÜìå ìå Ýíá óõíäõáóôéêü ëÞììá ðïõ Ý÷åé ãåíéêüôåñï åíäéáöÝñïí.

Ïñéóìüò 7.0.3 ¸óôù A ïéêïãÝíåéá óõíüëùí. Ç A êáëåßôáé Ä-óýóôçìá áí õðÜñ÷åé Ýíá
óýíïëï r ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå A;B ∈ A ìå A 6= B, A ∩ B = r. Ôï r ïíïìÜæåôáé ñßæá ôïõ
óõóôÞìáôïò.

ËÞììá 7.0.6 ¸óôù A õðåñáñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí. Ôüôå õðÜñ÷åé
õðåñáñéèìÞóéìç B ⊂ A ðïõ åßíáé Ä-óýóôçìá.

Áðüäåéîç.
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Ãéá êÜèå n ∈ ù Ýóôù An = {A ∈ A : |A| = n}. Ðñïöáíþò A =
⋃
n∈ùAn êáé åðåéäÞ

ïé áñéèìÞóéìåò åíþóåéò áñéèìÞóéìùí óõíüëùí åßíáé áñéèìÞóéìåò, õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá
n ∈ ù ôÝôïéï þóôå ç An íá åßíáé õðåñáñéèìÞóéìç. ÅðïìÝíùò, åðéëÝãïíôáò ìéá êáôÜëëçëç
õðïïéêïãÝíåéá, ìðïñïýìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé üëá ôá A ∈ A
Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðëçèéêüôçôá n.
Èá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé áí ç A åßíáé õðåñáñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá n-óõíüëùí,
õðÜñ÷åé õðåñáñéèìÞóéìç B ⊂ A ðïõ åßíáé Ä-óýóôçìá. Ãéá n = 1 åßíáé ôåôñéììÝíï ãéáôß ôá
óôïé÷åßá ôçò A åßíáé ìïíïóýíïëá Üñá îÝíá áíÜ äýï êáé åðïìÝíùò ç A åßíáé ç ßäéá Ä-óýóôçìá
ìå ñßæá ôï êåíü óýíïëï. ÕðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ãéá n = m. ¸óôù A õðåñáñéèìÞóéìç
ïéêïãÝíåéá óõíüëùí ðëçèéêüôçôáò m+1. ÅðéëÝãïõìå ìéá ìåãéóôéêÞ ïéêïãÝíåéá, B, îÝíùí áíÜ
äõï óôïé÷åßùí ôçò A, äçëáäÞ ìéá B ⊂ A ôÝôïéá þóôå ∀×;Õ ∈ B(X 6= Y → X ∩ Y = 0)
êáé ∀× ∈ A∃Õ ∈ B(X ∩ Y 6= 0). Aí ç B åßíáé õðåñáñéèìÞóéìç ôüôå éêáíïðïéåß ôï
æçôïýìåíï ìéáò êáé åßíáé Ä-óýóôçìá ìå ñßæá ôï êåíü óýíïëï. Áí ü÷é õðÜñ÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï
óýíïëï äåéêôþí É ôÝôïéï þóôå B = {×i : i ∈ I}. Ãéá êÜèå ×i = {x1i ; :::; xm+1

i } ∈ B
Ýóôù Cji = {Y ∈ A : xji ∈ Y } üðïõ j = 1; :::;m + 1. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé
∀× ∈ A∃Õ ∈ B(X ∩ Y 6= 0), A =

⋃n
j=1

⋃
i∈I C

j
i : ÅðåéäÞ ôï É åßíáé áñéèìÞóéìï êáé ç

A õðåñáñéèìÞóéìç, õðÜñ÷ïõí i0 ∈ I êáé j0 ∈ {1; :::;m + 1} ôÝôïéá þóôå ç Cj0i0 íá åßíáé

õðåñáñéèìÞóéìç. ¸óôù E = {X \ {xj0i0} : X ∈ Cj0i0 }. H E åßíáé õðåñáñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá
óõíüëùí ðëçèéêüôçôáò m Üñá õðÜñ÷åé õðåñáñéèìÞóéìç F ⊂ E ðïõ åßíáé Ä-óýóôçìá ìå ñßæá r.
¸óôù G = {X ∪ {xj0i0} : X ∈ F}. Ôüôå G ⊂ A êáé åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï Ä-óýóôçìá ìå ñßæá

r ∪ {xj0i0}. �

Ç ìåñéêÞ äéÜôáîÞ ìáò èá éêáíïðïåß ôç óõíèÞêç áñéèìÞóéìçò áëõóßäáò.

Ïñéóìüò 7.0.4 Ìéá áíôéáëõóßäá óôç P åßíáé Ýíá Á ⊂ P ôÝôïéï þóôå ∀p; q ∈ A(p 6= q →
p⊥q). Ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç P Ý÷åé ôç óõíèÞêç áñéèìÞóéìçò áëõóßäáò áí êÜèå áíôéáëõóßäá
ôïõ P åßíáé áñéèìÞóéìç.

ËÞììá 7.0.7 Ãéá êÜèå óýíïëï I, áí ôï J åßíáé áñéèìÞóéìï ôüôå ç Fn(I; J) Ý÷åé ôç óõíèÞêç
áñéèìÞóéìçò áëõóßäáò.

Áðüäåéîç.

¸óôù × Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ Fn(I; J). Áñêåß íá âñïýìå äýï äéáêñéôÜ p; q ∈
X ðïõ íá åßíáé óõìâáôÜ. ¸óôù D = {dom(p) : p ∈ X}. Tï D åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï.
ÐñÜãìáôé áí Þôáí áñéèìÞóéìï ãéá êÜèå a ∈ D Ýóôù Ya = {p ∈ X : dom(p) = a}. ÅðåéäÞ
|a| = n < ù êáé ôï J åßíáé áñéèìÞóéìï, ôï Ja åßíáé åðßóçò áñéèìÞóéìï Üñá êáé ôï Ya åßíáé
áñéèìÞóéìï. ÅðïìÝíùò ôï × =

⋃
a∈D Ya åßíáé áñéèìÞóéìï ðïõ åßíáé Üôïðï. Áðü ôï ëÞììá ôùí

Ä-óõóôçìÜôùí, õðÜñ÷åé õðåñáñéèìÞóéìï E ⊂ D ðïõ áðïôåëåß Ä-óýóôçìá ìå êÜðïéá ñßæá d.
¸óôù Õ = {p ∈ X : dom(p) ∈ Å}. To Y åßíáé ðñïöáíþò õðåñáñéèìÞóéìï. ÅðåéäÞ ôï Jd åßíáé
áñéèìÞóéìï, ôï Æ = {p � d : p ∈ Y } åßíáé åðßóçò áñéèìÞóéìï. ¢ñá õðÜñ÷ïõí äéáêñéôÜ p; q ∈ Õ
ôÝôïéá þóôå p � d = q � d. ÅðåéäÞ p; q ∈ Õ , dom(p) ∩ dom(q) = d. ¢ñá ç p ∪ q åßíáé ìéá
êáëþò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç óôï Fn(I; J) êáé åßíáé ìéá êïéíÞ åðÝêôáóç ôùí p êáé q. �
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ËÞììá 7.0.8 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC, P ∈ M ìåñéêÞ äéÜôáîç
ðïõ Ý÷åé ôç óõíèÞêç áñéèìÞóéìçò áëõóßäáò óôï Ì êáé G P-generic ðÜíù óôï Ì . Aí A;B ∈
M êáé f ∈ M [G] ìå f : A → B ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç F : A → P(B) ìå F ∈ M
ôÝôïéá þóôå ∀a ∈ A(f(a) ∈ F (a)) êáé ∀a ∈ A(|F (a)| ≤ ù)Ì .

Áðüäåéîç.

Ìéáò êáé f ∈M [G] õðÜñ÷åé ô ∈MP ìå f = ô[G]. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé p ∈ G ôÝôïéï þóôå

p  ç ô åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï Á̆ óôï Â̆:

¸óôù F (a) = {b ∈ B : ∃q ≤ p(q  ô(ă) = ô(b̆))}: ÅðåéäÞ ï q  ô(ă) = ô(b̆) ïñßæåôáé áðü ôç
ó÷åôéêïðïßçóç åíüò ôýðïõ óôï Ì, F ∈M .
¸óôù a ∈ A. Ãéá íá äåßîïõìå üôé f(a) ∈ F (a) Ýóôù b = f(a). Ôüôå õðÜñ÷åé r ∈ G
ôÝôïéï þóôå r  ô(ă) = ô(b̆). ¸óôù q ìéá êïéíÞ åðÝêôáóç ôùí r êáé p. Ôüôå q ≤ p êáé
q  ô(ă) = ô(b̆) Üñá b ∈ F (a).
Ãéá íá äåßîïõìå üôé (|F (a)| ≤ ù)Ì êáôáñ÷Üò ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ F (a) ãéá
êÜèå b ∈ F (a) ôï óýíïëï

Qb = {q ∈ P : q ≤ p ∧ q  ô(ă) = ô(b̆)}

åßíáé ìç êåíü. ¢ñá áðü ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò óôï Ì õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò
g : F (a) → P óôï Ì ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå b ∈ F (a), g(b) ∈ Qb. Aí b; c ∈ F (a) êáé b 6= c,
ôüôå g(b)⊥g(c). ÐñÜãìáôé áí ü÷é èá õðÞñ÷å Ýíá óýíïëï Ç P-generic ðÜíù óôï Ì ðïõ èá
ðåñéåß÷å êáé ôá äýï êáé óôï M(H) ç ô[Ç ] èá Þôáí óõíÜñôçóç áðü ôï Á óôï Â ìå ô[Ç ](a) = b
êáé ô[Ç ](a) = c ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï C = {g(b) : b ∈ F (a)} åßíáé ìéá
áíôéáëõóßäá óôï P êáé Üñá áñéèìÞóéìï óôï Ì . ÅðåéäÞ g ∈M êáé ç g åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï
F (a) åðß ôïõ C, (|F (a)| ≤ ù)Ì . �

Èåþñçìá 7.0.2 ¸óôù Ì áñéèìÞóéìï ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï ôïõ ZFC êáé P ∈ M ìåñéêÞ
äéÜôáîç. Áí ôï P Ý÷åé ôç óõíèÞêç áñéèìÞóéìçò áëõóßäáò óôïÌ ôüôå äéáôçñåß ôïõò ðëçèáñßèìïõò.

Áðüäåéîç.

Êáôáñ÷Üò ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðåðåñáóìÝíïé äéáôáêôéêïß êáé ï ù åßíáé áðüëõôïé ãéá ìåôáâáôéêÜ
ìïíôÝëá ôïõ ZFC êáé áðïäåéêíýåôáé óôï ZFC üôé åßíáé ðëçèÜñéèìïé. ÅðéðëÝïí áíåîÜñôçôá
áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ P, áí ï ê ∈ o(M) åßíáé ðëÞèÜñéèìïò óôï Ì [G] ôüôå åßíáé êáé óôï Ì .
ÐñÜãìáôé áí äåí åßíáé ðëçèÜñéèìïò óôï Ì õðÜñ÷åé êÜðïéïò äéáôáêôéêüò á < ê êáé ìéá 1-1 êáé
åðß óõíÜñôçóç f : á → ê ìå f ∈ M . ¼ìùò Ì ⊂ M [G], Üñá f ∈ M [G] êáé, åðåéäÞ üëåò ïé
Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç êáé áöïñïýí ôçí f êáé ôïí á åßíáé
áðüëõôåò ãéá ìåôáâáôéêÜ ìïíôÝëá ôïõ ZFC, ï ê äåí åßíáé ðëçèÜñéèìïò ïýôå óôï Ì [G].
ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé

∀â ∈ o(M)[(â > ù ∧ (ï â åßíáé ðëçèÜñéèìïò)Ì)→ (ï â åßíáé ðëçèÜñéèìïò)Ì [G]]:
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ÕðïèÝôïõìå üôé ï ê ∈ o(M) ìå ê > ù åßíáé ðëçèÜñéèìïò óôïÌ áëëÜ ü÷é óôïÌ [G]. ÅðïìÝíùò
õðÜñ÷åé êÜðïéïò äéáôáêôéêüò á < ê êáé ìéá 1-1 êáé åðß óõíÜñôçóç f : á → ê ìå f ∈ M [G].
Åöáñìüæïõìå ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá ãéá íá ðÜñïõìå ìéá óõíÜñôçóç F : á → P(ê) ìå
F ∈ M ôÝôïéá þóôå ∀â < á(f(â) ∈ F (â)) êáé ∀â < á(|F (â)| ≤ ù)Ì . Ðáñáôçñïýìå üôé
ê =

⋃
â<á F (â). ÐñÜãìáôé åðåéäÞ ç f åßíáé åðß ôïõ ê ãéá êÜèå ã < ê õðÜñ÷åé â < á ôÝôïéï

þóôå ã = f(â) ∈ F (â). ÅðåéäÞ F ∈ M , ç ðáñáðÜíù Ýíùóç ïñßæåôáé ìÝóá óôï Ì , Üñá
(ê =

⋃
â<á F (â))Ì . ÅðïìÝíùò áðü ËÞììá 1.3.2, (|ê| ≤ |á|)Ì . Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï ãéáôß

á < ê êáé Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ï ê åßíáé ðëçèÜñéèìïò óôï Ì . �

ÅðïìÝíùò ðëÝïí äåßîáìå üôé (2ù ≥ ù2)
Ì [G] Üñá üôé óôï Ì [G] äåí éó÷ýåé ç õðüèåóç ôïõ

óõíå÷ïýò.

Ðüñéóìá 7.0.2 Con(ZFC)→ Con(ZFC + ¬GCH)

ÈÝôïíôáò óôï ËÞììá 7.0.5 ïðïéïíäÞðïôå ðëçèÜñéèìï ê ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé åßíáé
óõíåðÝò ôï óõíå÷Ýò íá åßíáé ìåãáëýôåñï Þ ßóï áðü ôïí ê. ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá äåßîïõìå
üôé åßíáé óõíåðÝò ôï óõíå÷Ýò íá åßíáé áêñéâþò ßóï ìå ïðïéïíäÞðïôå ðëçèÜñéèìï ðïõ äåí åßíáé
co�nal ìå ôï ù Þ üôé åßíáé óõíåðÝò íá éó÷ýåé ç õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò êáé íá ìçí éó÷ýåé ç
ãåíéêåõìÝíç, üìùò áõôÜ îåöåýãïõí áðü ôïí óêïðü áõôÞò ôçò åñãáóßáò.
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