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ΜΘ ΓΡΑΜΜΙΚΘ ΑΝΑΛΤΘ ΚΑΣΑΚΕΤΩΝ ΑΠΟ ΩΠΛΙΜΕΝΟ 

ΚΤΡΟΔΕΜΑ ΜΕ ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΑ ΠΕΠΕΡΑΜΕΝΑ ΣΟΙΧΕΙΑ 

 

ΕΙΑΓΩΓΗ 
τθν παροφςα Μεταπτυχιακι εργαςία, γίνεται μία προςπάκεια προςομοίωςθσ προεντεταμζνων 

δοκϊν από ωπλιςμζνο ςκυρόδεμα, με χριςθ μθ γραμμικισ ανάλυςθσ και τριςδιάςτατων 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Για το ςκοπό αυτό ζγινε χριςθ του προγράμματοσ ATENA τθσ 

εταιρείασ Cervenka Consulting. 

 

Σο Αϋ μζροσ τθσ εργαςίασ, αποτελείται από οριςμζνα κεωρθτικά ςτοιχεία, νόμουσ και παραδοχζσ 

τα οποία το πρόγραμμα ATENA χρθςιμοποιεί. Γίνεται αναλυτικι περιγραφι των νόμων και των 

χαρακτθριςτικϊν του υλικοφ του ςκυροδζματοσ, μζςω δφο καταςτατικϊν μοντζλων υλικοφ, όπωσ 

αυτά προςομοιϊνονται ςτο πρόγραμμα. Περιγράφονται επίςθσ και οι δφο μζκοδοι ανάλυςθσ που 

χρθςιμοποιικθκαν, θ μζκοδοσ Newton – Raphson και θ μζκοδοσ Arc Length. 

 

το Β’ μζροσ τθσ εργαςίασ, παρουςιάηονται τρία μοντζλα, ςτα οποία ζγινε ανάλυςθ. Σο πρϊτο και 

το δεφτερο μοντζλο, αφοροφν μία προεντεταμζνθ, αμφιζριςτθ δοκό από ωπλιςμζνο ςκυρόδεμα, 

ανοίγματοσ 20 m. Σο πρϊτο προςομοίωμα αναλφκθκε με ςχετικά μεγάλο μζγεκοσ πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων για να τονιςτεί πόςο ςθμαντικόσ είναι ο ρόλοσ του μεγζκουσ των πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων που χρθςιμοποιοφνται. Θ τελικι ςφγκριςθ γίνεται τόςο με το δεφτερο προςομοίωμα,  

ςτο οποίο χρθςιμοποιικθκαν ςαφϊσ μικρότερα (άρα και περιςςότερα) πεπεραςμζνα ςτοιχεία, 

όςο και με το φορτίο κατάρρευςθσ που προκφπτει για αυτι τθ δοκό, ςφμφωνα με απλοφσ 

υπολογιςμοφσ, βάςει τθσ πλαςτικισ ροπισ τθσ δοκοφ. Θ μζκοδοσ που χρθςιμοποιικθκε και για 

τα δφο προςομοιϊματα, είναι θ Arc Length, με εφαρμογι ομοιόμορφου κατανεμθμζνου φορτίου 

ςτο άνω μζροσ τθσ δοκοφ. 

 

Σζλοσ εξετάηεται ζνα τρίτο προςομοίωμα, μία αμφιζριςτθ δοκόσ, προεντεταμζνθ, αλλά με 

εξωτερικά καλϊδια αυτι τθ φορά. Θ δοκόσ ζχει άνοιγμα 3 m. τθ δοκό εφαρμόηεται 

επιβαλλόμενθ μετατόπιςθ ςτο άνω μζροσ τθσ δοκοφ, ςε δφο κόμβουσ εκατζρωκεν τθσ μεςαίασ 

διατομισ. Θ μζκοδοσ ανάλυςθσ που χρθςιμοποιικθκε για αυτό το πρόβλθμα είναι θ μζκοδοσ 

Newton – Raphson. Γίνεται ςφγκριςθ του προςομοιϊματοσ αυτοφ με το αντίςτοιχο προςομοίωμα 

που χρθςιμοποιείται ςτο παράδειγμα τθσ Cervenka Consulting. 
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ΜΕΡΟ Α: ΘΕΩΡΗΣΙΚΑ ΣΟΙΧΕΙΑ 

1 Καταςτατικά Μοντζλα 

1.1 Καταςτατικό Μοντζλο SBETA (CCSbetaMaterial) 

1.1.1 Βαςικζσ Παραδοχζσ 

1.1.1.1 Σάςη, Παραμόρφωςη, Δυςκαμψία Τλικοφ 

 
Θ διαμόρφωςθ καταςτατικϊν ςχζςεων πραγματοποιείται μζςω τάςεων. Οι ιδιότθτεσ του υλικοφ, 

κακϊσ και οι ρωγμζσ και ο οπλιςμόσ, που ορίηονται ςε ζνα ςθμείο του υλικοφ, ιςχφουν για ζνα 

δεδομζνο όγκο υλικοφ, ο οποίοσ ςε αυτι τθν περίπτωςθ ςυςχετίηεται με ολόκλθρο το 

πεπεραςμζνο ςτοιχείο. Σο καταςτατικό μοντζλο βαςίηεται ςτθ δυςκαμψία και περιγράφεται από 

τθν εξίςωςθ ιςορροπίασ ενόσ ςθμείου ςτο υλικό: 

 

       (1.1)  

 

όπου     και   είναι το διάνυςμα των τάςεων, θ δυςκαμψία του υλικοφ και το διάνυςμα των 

παραμορφϊςεων, αντίςτοιχα. 

             
 

 

             
 

 

 

Σο διάνυςμα των τάςεων   και θ δυςκαμψία του υλικοφ   εμπεριζχουν τα αντίςτοιχα 

διανφςματα και μθτρϊα για το ςκυρόδεμα και για τον οπλιςμό. Είναι δθλαδι: 

 

 
       

       
 (1.2)  

 

Σο διάνυςμα των τάςεων  , όπωσ και τα ςυνκετικά του    και    ςυςχετίηονται με τθ ςυνολικι 

επιφάνεια τθσ διατομισ. Θ τάςθ του ςκυροδζματοσ   , ενεργεί ςτθν επιφάνεια του ςκυροδζματοσ 

  , θ οποία είναι περίπου ίςθ με τθ ςυνολικι επιφάνεια τθσ διατομισ     , εάν αγνοιςουμε 

τθν επιφάνεια του οπλιςμοφ ςτθ διατομι αυτι. Σο μθτρϊο   εκφράηει το νόμο του Hooke είτε 

για ιςότροπα, είτε για ορκότροπα υλικά. τα χήμα 1.1 και χήμα 1.2 παρουςιάηονται οι τάςεισ 

και οι παραμορφϊςεισ ςτο επίπεδο, αντίςτοιχα. 
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χήμα 1.1: Οι τάςεισ ςτο επίπεδο 

 
χήμα 1.2: Οι παραμορφϊςεισ ςτο επίπεδο 

Σο διάνυςμα των τάςεων του οπλιςμοφ    είναι το άκροιςμα των τάςεων όλων των ςτοιχείων του 

διανεμθμζνου οπλιςμοφ, δθλαδι: 

        

 

   

 (1.3)  

 

όπου   είναι το πλικοσ των ςτοιχείων του διανεμθμζνου οπλιςμοφ. Για τον  -ςτο οπλιςμό, το θ 

ολικι τάςθ του ςτοιχείου του οπλιςμοφ     ςυνδζεται με τθν τοπικι τάςθ του οπλιςμοφ    
  με τον 

μεταςχθματιςμό: 

            
  (1.4)  

 

όπου  
 
 είναι  ο λόγοσ του οπλιςμοφ: 

   
   

  
 

 

όπου     θ επιφάνεια τθσ διατομισ του οπλιςμοφ. Θ τοπικι τάςθ    
  ενεργεί ςτθ διατομι του 

οπλιςμοφ    .  

 

Σα διανφςματα των τάςεων και των παραμορφϊςεων μεταςχθματίηονται ςφμφωνα με τισ 

εξιςϊςεισ που ακολουκοφν ςε νζουσ άξονεσ     οι οποίοι ζχουν ςτραφεί κατά γωνία   ςε ςχζςθ 

με τουσ κακολικοφσ άξονεσ    . Θ γωνία   είναι κετικι κατά τθν αντιωρολογιακι φορά, όπωσ 

φαίνεται ςτο χήμα 1.3. 
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χήμα 1.3: Περιςτροφι των αξόνων αναφοράσ 

 

 

Μεταςχθματιςμόσ των τάςεων: 

             (1.5)  

     

                           

                            

                                        

  (1.6)  

με: 

                 
  

                 
 

 

Μεταςχθματιςμόσ παραμορφϊςεων: 

             (1.7)  

 

     

                          

                           

                                          

  (1.8)  

 

με: 

                 
  

                 
 

 

 

Οι γωνίεσ των κφριων αξόνων των τάςεων και των παραμορφϊςεων, χήμα 1.1: Οι τάςεισ ςτο 

επίπεδο και χήμα 1.2, υπολογίηονται από τισ εξιςϊςεισ: 

          
    

     

                 
   

     

 (1.9)  

 

όπου    είναι θ γωνία του πρϊτου κφριου άξονα των τάςεων και    θ γωνία του πρϊτου κφριου 

άξονα των παραμορφϊςεων. 

 

τθν περίπτωςθ ιςότροπου υλικοφ (μθ ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα) οι κφριεσ διευκφνςεισ των 

τάςεων και των παραμορφϊςεων ταυτίηονται, ενϊ ςτθν περίπτωςθ ανιςότροπου υλικοφ 
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(ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα) μπορεί και να διαφζρουν. το πρόγραμμα ΑΣΕΝΑ κεωροφνται κετικζσ 

οι εφελκυςτικζσ τάςεισ και οι αντίςτοιχεσ παραμορφϊςεισ, ενϊ αρνθτικζσ είναι οι κλιπτικζσ 

τάςεισ και παραμορφϊςεισ. Θ διατμθτικι τάςθ και θ αντίςτοιχθ διατμθτικι παραμόρφωςθ, 

κεωρείται κετικι όταν ενεργεί ςτθ διατομι κατά τθ φορά που φαίνεται ςτο χήμα 1.1. 

1.1.1.2 Περιγραφή του Τλικοφ Μοντζλου SBETA 

 
Θ ονομαςία SBETA προκφπτει από τθ ςφντμθςθ τθσ γερμανικισ λζξθσ StahlBETonAnalyse, που 

ςθμαίνει ανάλυςθ οπλιςμζνου ςκυροδζματοσ. 

 
Σο υλικό μοντζλο SBETA περιλαμβάνει τα εξισ χαρακτθριςτικά ςυμπεριφοράσ ςκυροδζματοσ: 

 

 μθ γραμμικι ςυμπεριφορά ςτθ κλίψθ, λαμβάνοντασ υπόψθ τθ ςκλιρυνςθ και τθ χαλάρωςθ 

 θ κραφςθ του ςκυροδζματοσ ςτον εφελκυςμό βαςίηεται ςτισ αρχζσ τθσ Θραυςτομθχανικισ 

 κριτιρια αςτοχίασ ςε διαξονικι καταπόνθςθ 

 μείωςθ κλιπτικισ αντοχισ μετά τθ ρθγμάτωςθ 

 επιρροι του εφελκυςμοφ ςτθ δυςκαμψία 

 μείωςθ τθσ διατμθτικισ αντοχισ μετά τθ ρθγμάτωςθ 

 δφο μοντζλα ρθγμάτωςθσ: ςτακερό μοντζλο ρθγμάτωςθσ και εςτραμμζνο μοντζλο 

ρθγμάτωςθσ 

 

Μεταξφ ςκυροδζματοσ και οπλιςμοφ κεωρείται ότι υπάρχει πλιρθσ ςυνάφεια. Δεν μπορεί να 

προςομοιωκεί ολίςκθςθ του οπλιςμοφ απευκείασ, εκτόσ από αυτι που ςυμπεριλαμβάνεται 

εγγενϊσ ςτθ δυςκαμψία. Ωςτόςο, ςε μακροςκοπικό επίπεδο μπορεί να προκφψει ςχετικι 

ολίςκθςθ του οπλιςμοφ ςε ςχζςθ με το ςκυρόδεμα, εάν αυτό είναι ρθγματωμζνο ι εάν ζχει 

αςτοχιςει ςε κραφςθ. Αυτι θ περίπτωςθ αντιςτοιχεί ςε πραγματικό μθχανιςμό αςτοχίασ ςτθ 

ςφνδεςθ των δφο υλικϊν, ςτθν περίπτωςθ ράβδων οπλιςμοφ από νευροχάλυβα. 

 

Ο οπλιςμόσ και ςτισ δφο του μορφζσ, διανεμθμζνοσ ι διακριτόσ, καταπονείται ςε μονοαξονικι 

ζνταςθ και ο καταςτατικόσ νόμοσ ςτον οποίο υπόκειται είναι ζνα πολυγραμμικό διάγραμμα 

τάςεων – παραμορφϊςεων. 

 

Για το υλικό εφαρμόηεται μθ γραμμικι ελαςτικι ανάλυςθ. Κατά τθν προςζγγιςθ αυτι, οι 

ελαςτικζσ ςτακερζσ προκφπτουν από μία ςυνάρτθςθ τάςεων – παραμορφϊςεων, θ οποία ςτο 

πρόγραμμα ΑΣΕΝΑ αποκαλείται “ιςοδφναμοσ μονοαξονικόσ νόμοσ” (equivalent uniaxial law). Θ 

προςζγγιςθ αυτι είναι παρόμοια με το μθ-γραμμικό υποελαςτικό καταςτατικό μοντζλο, με τθ 

διαφορά ότι εδϊ χρθςιμοποιοφνται διαφορετικοί νόμοι για τθ φόρτιςθ και τθν αποφόρτιςθ, 

προκαλϊντασ τθ ςκζδαςθ τθσ ενζργειασ που δαπανάται για τθν καταςτροφι του υλικοφ.  
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1.1.2 χζςεισ Σάςεων – Παραμορφϊςεων για το κυρόδεμα 

1.1.2.1 Ιςοδφναμοσ Μονοαξονικόσ Νόμοσ 

 
Θ μθ γραμμικι ςυμπεριφορά του ςκυροδζματοσ ςε διαξονικι ζνταςθ περιγράφεται με όρουσ  

ενεργϊν τάςεων   
  

, και ιςοδφναμων μονοαξονικϊν παραμορφϊςεων    . Θ ενεργόσ τάςθ είναι 
ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων και κφρια τάςθ. 
 
 
 
Θ ιςοδφναμθ μονοαξονικι παραμόρφωςθ ειςάγεται με ςτόχο τθν απαλοιφι τθσ επίδραςθσ του 
φαινομζνου του Poisson ςε κατάςταςθ πλιρουσ ζνταςθσ. 
 

     
   

   
 (1.10)  

 
Θ ιςοδφναμθ μονοαξονικι παραμόρφωςθ μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ παραμόρφωςθ που 
προκαλείται από τθν τάςθ     ςε δοκιμι μονοαξονικισ αντοχισ με μζτρο ελαςτικότθτασ     κατά 
τθν κατεφκυνςθ  . Με αυτι τθν υπόκεςθ, θ μθ-γραμμικότθτα που παρουςιάηεται κατά τθ 
ρθγμάτωςθ οφείλεται αποκλειςτικά ςτθν κυρίαρχθ τάςθ    . 
 
Σο πλιρεσ διάγραμμα ιςοδφναμου μονοαξονικοφ νόμου τάςθσ – παραμόρφωςθσ για το 
ςκυρόδεμα παρουςιάηεται ςτο χήμα 1.4. 
 

 
χήμα 1.4: Νόμοσ τάςθσ – παραμόρφωςθσ για το ςκυρόδεμα ςε μονοαξονικι ζνταςθ 

Οι αρικμοί 1 ζωσ 4 που αντιςτοιχοφν ςτα διάφορα μζρθ του διαγράμματοσ του χήμα 1.4 

(material state numbers), χρθςιμοποιοφνται ςτθν ανάλυςθ για να προςδιοριςτεί θ κατάςταςθ τθσ 

βλάβθσ του ςκυροδζματοσ. 
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Θ αποφόρτιςθ είναι μία γραμμικι ςυνάρτθςθ προσ το ςθμείο (0,0). το χήμα 1.4 παρουςιάηεται 

ζνα ςθμείο αποφόρτιςθσ  . Επομζνωσ θ ςχζςθ μεταξφ τθσ ενεργοφσ τάςθσ   
  

 και τθσ 

παραμόρφωςθσ     δεν είναι μοναδικι και εξαρτάται από τθν ιςτορία τθσ φόρτιςθσ. Μετάβαςθ 

από τθ φόρτιςθ ςτθν αποφόρτιςθ πραγματοποιείται, όταν θ αφξθςθ τθσ ενεργοφσ 

παραμόρφωςθσ αλλάηει πρόςθμο. Εάν διαδραματιςτεί μεταγενζςτερθ επαναφόρτιςθ, 

ακολουκείται το ίδιο γραμμικό μονοπάτι τθσ αποφόρτιςθσ, ζωσ ότου προςεγγιςτεί ξανά το 

τελευταίο ςθμείο φόρτιςθσ  . Σότε, επαναλαμβάνεται θ ςυνάρτθςθ φόρτιςθσ. 

 

Σα ςθμεία αιχμισ τθσ τάςθσ ςτθ κλίψθ   
   

 και ςτον εφελκυςμό   
   

 υπολογίηονται ςφμφωνα με 

τθ διαξονικι κατάςταςθ αςτοχίασ όπωσ εξθγείται ςτθν παράγραφο 1.1.5. Ζτςι, ο ιςοδφναμοσ 

νόμοσ μονοαξονικισ τάςθσ – παραμόρφωςθσ αντικατοπτρίηει τθ διαξονικι εντατικι κατάςταςθ. 

 

Σο τζμνον μζτρο ελαςτικότθτασ υπολογίηεται ωσ εξισ: 

 

   
  

  

   
 (1.11)  

 

και χρθςιμοποιείται ςτθν καταςτατικι εξίςωςθ για τον υπολογιςμό των τάςεων, για δεδομζνθ 

παραμόρφωςθ, όπωσ αναφζρεται ςτθν παράγραφο 1.1.12. 

 

Σο εφαπτομενικό μζτρο ελαςτικότθτασ   
  χρθςιμοποιείται ςτο μθτρϊο του υλικοφ    για τθ 

δθμιουργία ενόσ μθτρϊου δυςκαμψίασ ενόσ ςτοιχείου για τθν επαναλθπτικι λφςθ. Σο 

εφαπτομενικό μζτρο ελαςτικότθτασ είναι θ κλίςθ τθσ καμπφλθσ τάςεων – παραμορφϊςεων για 

μία δεδομζνθ παραμόρφωςθ και είναι πάντα κετικό. τθν περίπτωςθ που το εφαπτομενικό 

μζτρο ελαςτικότθτασ είναι μικρότερο από τθν ελάχιςτθ τιμι     
 , τότε λαμβάνεται   

      
 . 

Αυτό ςυμβαίνει ςτο πεδίο όπου πραγματοποιείται χαλάρωςθ κοντά ςτο ςθμείο αιχμισ τθσ 

κλίψθσ. 

 

τισ επόμενεσ υποενότθτεσ παρουςιάηεται αναλυτικι περιγραφι του νόμου τάςεων – 

παραμορφϊςεων. 

 

1.1.2.2 Αντοχή ςε εφελκυςμό πριν τη ρηγμάτωςη 

 
Θ ςυμπεριφορά του ςκυροδζματοσ ςε εφελκυςμό, χωρίσ τθν φπαρξθ ρωγμϊν, κεωρείται 

γραμμικι ελαςτικι. Σο αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ του ςκυροδζματοσ είναι   , ενϊ   
   

 είναι θ 

ενεργόσ αντοχι ςε εφελκυςμό, θ οποία προκφπτει από τθ ςυνάρτθςθ διαξονικισ αςτοχίασ, 
παράγραφοσ 1.1.5.2. 
 

   
       

                 
    (1.12)  
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1.1.2.3 Αντοχή ςε εφελκυςμό μετά τη ρηγμάτωςη 

 
Χρθςιμοποιοφνται δφο διατυπϊςεισ για το άνοιγμα τθσ ρωγμισ: 
 
 Ζνα πλαςματικό μοντζλο ρθγμάτωςθσ, που βαςίηεται ςτο νόμο ανοίγματοσ ρωγμισ και ςτθν 

ενζργεια κραφςθσ. Θ διατφπωςθ αυτι είναι κατάλλθλθ για τθν προςομοίωςθ τθσ 
αναπαραγωγισ των ρωγμϊν ςτο ςκυρόδεμα. Χρθςιμοποιείται ςε ςυνδυαςμό με τθ ηϊνθ 
ρθγματϊςεωσ, βλζπε παράγραφο 1.1.3. 

 Μία ςχζςθ τάςεων – παραμορφϊςεων ςε ζνα ςθμείο του υλικοφ. Αυτι θ διατφπωςθ δεν 
είναι κατάλλθλθ για τισ ςυνικεισ περιπτϊςεισ εξζλιξθσ των ρωγμϊν ςτο ςκυρόδεμα, αλλά 
πρζπει να χρθςιμοποιείται μόνον ςε εξαιρετικζσ περιπτϊςεισ. 

 
Περιγράφονται ακολοφκωσ, πζντε προςομοιϊςεισ χαλάρωςθσ που περιλαμβάνονται ςτο μοντζλο 
υλικοφ SBETA. 
 
1. Εκκετικόσ Νόμοσ Ανοίγματοσ Ρωγμισ 
 

 
χήμα 1.5: Εκκετικόσ Νόμοσ Ανοίγματοσ Ρωγμισ 

 
Θ ςυνάρτθςθ ανοίγματοσ τθσ ρωγμισ, προζρχεται από πειραματικά αποτελζςματα (HORDIJK – 
1991). 
 
 

 
 

  
   

       

 

  
 

 

        

 

  
  

 

  

     
            (1.13)  

       
  

  
    

 
όπου: 
  το άνοιγμα τθσ ρωγμισ 
   το άνοιγμα τθσ ρωγμισ με πλιρθ απελευκζρωςθ των τάςεων 
  θ κανονικι τάςθ ςτθ ρωγμι (ςυνοχι ρωγμισ) 
     ςτακερά 
        ςτακερά 
    ενζργεια κραφςθσ: θ ενζργεια που απαιτείται για να δθμιουργθκεί μια ρωγμι 
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  χωρίσ εςωτερικζσ τάςεισ  

  
   

 θ ενεργόσ εφελκυςτικι αντοχι, που προκφπτει από τθ ςυνάρτθςθ αςτοχίασ, 

 εξ. (1.22) 
 
Σο άνοιγμα τθσ ρωγμισ  , προκφπτει από τισ παραμορφϊςεισ (εξ. (1.18)), ςφμφωνα με τθ 
κεωρία ανοίγματοσ ρωγμισ. 
 
2. Γραμμικόσ Νόμοσ Ανοίγματοσ Ρωγμισ 
 

 
χήμα 1.6: Γραμμικόσ Νόμοσ Ανοίγματοσ Ρωγμισ 

 
 

 
  

  

  
   

 
  

 

  

        (1.14)  

 

   
   

 
 
 

 

 
3. Γραμμικι Χαλάρωςθ λόγω Σοπικισ Παραμόρφωςθσ 
 

 
χήμα 1.7: Γραμμικι Χαλάρωςθ λόγω Σοπικισ Παραμόρφωςθσ 
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Ο κακοδικόσ κλάδοσ του διαγράμματοσ τάςεων – παραμορφϊςεων κακορίηεται από τθν 
παραμόρφωςθ   , θ οποία αντιςτοιχεί ςε μθδενικι τάςθ (πλιρθσ απελευκζρωςθ τθσ τάςθσ). 

 
4. SFRC (Steel Fiber Reinforced Concrete) – Ινοπλιςμζνο κυρόδεμα, βάςει τθσ Ενζργειασ 

Θραφςθσ 

 
χήμα 1.8: SFRC – βάςει τθσ Ενζργειασ Θραφςθσ 

Παράμετροι: 
 

   
  

  
    

 

   
  

  
    

 

   
   

     
 

 
5. SFRC (Steel Fiber Reinforced Concrete) – Ινοπλιςμζνο κυρόδεμα, βάςει τθσ 

Παραμόρφωςθσ 
 

 
χήμα 1.9: SFRC – βάςει τθσ Παραμόρφωςθσ 
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Παράμετροι: 
 

   
  

  
    

 

   
  

  
    

 
Οι παράμετροι    και    είναι ςχετικζσ τιμζσ παραμόρφωςθσ, ενϊ θ    είναι θ τελικι τιμι 
παραμόρφωςθσ. 

 

1.1.2.4 Θλίψη πριν τη Μζγιςτη Σάςη 

 
Θ εξίςωςθ που ςυνιςτά ο CEB – FIP Model Code 90 υιοκετείται για τον ανοδικό κλάδο τθσ 
ςυνάρτθςθσ τάςεων – παραμορφϊςεων του ςκυροδζματοσ υπό κλίψθ, χήμα 1.10. Θ εξίςωςθ 
αυτι είναι κατάλλθλθ για κανονικά, αλλά και για υψθλισ αντοχισ ςκυροδζματα.  
 
 

   
     

        

        
 (1.15)  

όπου: 
 

  
 

  
 

 

  
  

  
 

 

 
χήμα 1.10: Διάγραμμα Θλιπτικϊν Σάςεων - Παραμορφϊςεων 
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 κλιπτικι τάςθ ςκυροδζματοσ 

  
   

 ενεργόσ κλιπτικι αντοχι ςκυροδζματοσ 

  κανονικοποιθμζνθ παραμόρφωςθ 

  παραμόρφωςθ 

   παραμόρφωςθ ςτο ςθμείο καμπισ   
   

 

  παράμετροσ μορφισ       

   επιβατικό μζτρο ελαςτικότθτασ 

   τζμνον μζτρο ελαςτικότθτασ ςτθ μζγιςτθ τάςθ, 

 

   
  

   

  
 

 

Θ παράμετροσ   μπορεί να ζχει οποιαδιποτε κετικι τιμι μεγαλφτερθ ι ίςθ με τθ μονάδα. Για 

παράδειγμα:    , γραμμικό.    , παραβολικό. 

 

Ωσ ςυνζπεια τθσ παραπάνω κεϊρθςθσ, μζχρι το ςθμείο καμπισ κεωρείται κατανεμθμζνθ 

ρθγμάτωςθ, ενϊ μετά από τθ μζγιςτθ τάςθ κεωρείται τοπικι ρθγμάτωςθ. 

 

1.1.2.5 Θλίψη μετά τη Μζγιςτη Σάςη 

 
Ο νόμοσ χαλάρωςθσ ςτθ κλίψθ, διακζτει γραμμικό κακοδικό κλάδο. Τπάρχουν δφο μοντζλα 
ςχετικά με τισ παραμορφϊςεισ κατά τθ χαλάρωςθ ςτθ κλίψθ. Σο πρϊτο βαςίηεται ςτθ 
δαπανόμενθ ενζργεια, ενϊ το δεφτερο ςτθ χαλάρωςθ των τοπικϊν παραμορφϊςεων. 
 
 Πλαςματικό Μοντζλο Θλίψθσ 
 
Σο μοντζλο αυτό βαςίηεται ςτθ κεϊρθςθ ότι θ κλιπτικι αςτοχία, εμφανίηεται ςε ζνα επίπεδο 
κάκετο ωσ προσ τθν κφρια τάςθ. Όλεσ οι κλιπτικζσ μετατοπίςεισ και θ διάχυςθ ενζργειασ 
εντοπίηονται ςτο επίπεδο αυτό. Τποτίκεται ότι θ μετατόπιςθ αυτι είναι ανεξάρτθτθ από το 
μζγεκοσ τθσ καταςκευισ. Θ υπόκεςθ αυτι, βαςίηεται ςε πειράματα του Van MIER (1986). 
Θ παραπάνω υπόκεςθ είναι ανάλογθ με τθν Πλαςματικι Θεωρία Ρωγμϊν για τον εφελκυςμό, 
όπου θ μορφι του διαγράμματοσ ανοίγματοσ ρωγμισ και θ ενζργεια κραφςθσ ορίηονται και 
αντιμετωπίηονται ωσ ιδιότθτεσ του υλικοφ. 
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χήμα 1.11: Νόμοσ χαλάρωςθσ ςτθ κλίψθ 

τθν περίπτωςθ τθσ κλίψθσ, το ςθμείο καμπισ τθσ καμπφλθσ χαλάρωςθσ ορίηεται από τθν 
πλαςτικι μετατόπιςθ   . Με αυτό τον τρόπο, θ ενζργεια που απαιτείται για τθ δθμιουργία μίασ 
επιφάνειασ του επιπζδου αςτοχίασ, κακορίηεται ζμμεςα. Από τα πειράματα του Van MIER (1986), 
ζχει προκφψει για το κανονικό ςκυρόδεμα θ τιμι          . Αυτι θ τιμι χρθςιμοποιείται για 
τον προςδιοριςμό τθσ χαλάρωςθσ ςτθ κλίψθ. 
 
Ο νόμοσ τθσ χαλάρωςθσ μετατρζπεται από το πλαςματικό επίπεδο αςτοχίασ, χήμα 1.11, ςτθ 
ςχζςθ τάςεων – παραμορφϊςεων για τον αντίςτοιχο όγκο ςυνεχοφσ υλικοφ, χήμα 1.10. Θ κλίςθ 
του τμιματοσ χαλάρωςθσ του διαγράμματοσ τάςεων – παραμορφϊςεων προςδιορίηεται από δφο 
ςθμεία: από το ςθμείο καμπισ του διαγράμματοσ ςτθ μζγιςτθ τάςθ και από τθν οριακι κλιπτικι 
παραμόρφωςθ    που αντιςτοιχεί ςε μθδενικι τάςθ. Θ παραμόρφωςθ αυτι υπολογίηεται από 
τθν πλαςτικι μετατόπιςθ    και το εφροσ   

  (βλ. παράγραφο 1.1.3) ςφμφωνα με τθν παρακάτω 
ςχζςθ: 
 
 

       
  

  
  (1.16)  

 
 

 Νόμοσ Θλιπτικϊν Παραμορφϊςεων Βάςει Παραμόρφωςθσ 
 
Θ κλίςθ του διαγράμματοσ του νόμου χαλάρωςθσ ορίηεται από το μζτρο ελαςτικότθτασ    και 
εξαρτάται από το μζγεκοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. 
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1.1.3 Σοπικά Όρια 

 
Τπάρχει μία περιοχι (ζνα εφροσ) του υλικοφ, που αντιςτοιχεί ςε ζνα διακριτό επίπεδο αςτοχίασ 
ςτθν ανάλυςθ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. τον εφελκυςμό θ περιοχι αυτι είναι μία ρωγμι, 
ςτθ κλίψθ είναι ζνα επίπεδο κλίψθσ. τθν πραγματικότθτα αυτζσ οι περιοχζσ αςτοχίασ ζχουν 
κάποιεσ διαςτάςεισ. Ωςτόςο, επειδι ςτα πειράματα οι διαςτάςεισ των περιοχϊν αςτοχίασ είναι 
ανεξάρτθτεσ από το μζγεκοσ του δομικοφ ςτοιχείου, αντιμετωπίηονται ωσ πλαςματικά επίπεδα. 
τθν περίπτωςθ των εφελκυςτικϊν ρωγμϊν, θ προςζγγιςθ αυτι είναι γνωςτι ωσ “κεωρία εφρουσ 
ρωγμισ”, BAZANT OH (1983). Θ ίδια κεϊρθςθ εφαρμόηεται και για τθ κλιπτικι αςτοχία. Ο ςτόχοσ 
του εφρουσ αςτοχίασ είναι να εξαλειφκοφν δφο ελαττϊματα που προκφπτουν από το μοντζλο των 
πεπεραςμζνων ςτοιχείων: θ επιρροι του μεγζκουσ του ςτοιχείου και θ επιρροι του 
προςανατολιςμοφ του. 
 

 
χήμα 1.12: Προςδιοριςμόσ τοπικϊν ορίων 

1.1.3.1 Επιρροή του μεγζθουσ του ςτοιχείου 

 
Θ διεφκυνςθ των επιπζδων αςτοχίασ, κεωρείται ότι είναι κάκετθ ωσ προσ τισ κφριεσ τάςεισ 
εφελκυςμοφ και κλίψθσ. Σο εφροσ αςτοχίασ για τον εφελκυςμό    και αντίςτοιχα το εφροσ 
αςτοχίασ για τθ κλίψθ   , ορίηονται ωσ προβολζσ των διαςτάςεων του πεπεραςμζνου ςτοιχείου 
ςτα επίπεδα αςτοχίασ, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.12. 
 

1.1.3.2 Επιρροή του προςανατολιςμοφ του ςτοιχείου 

 
Θ επιρροι του προςανατολιςμοφ του ςτοιχείου, μειϊνεται με περεταίρω αφξθςθ του εφρουσ 
αςτοχίασ για λοξά πεπεραςμζνα ςτοιχεία, ςφμφωνα με τθ ςχζςθ που προτείνεται από τον 
CERVENCA et al. (1995): 
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                (1.17)  

 
Θ γωνία   είναι θ ελάχιςτθ γωνία              μεταξφ τθσ διεφκυνςθσ του επιπζδου του 
κάκετου με το επίπεδο αςτοχίασ και τισ πλευρζσ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου. τθν περίπτωςθ 
τετραγωνικϊν ςτοιχείων, οι διευκφνςεισ των πλευρϊν του ςτοιχείου υπολογίηονται ωσ θ μζςθ 
διεφκυνςθ δφο απζναντι άκρων. Γίνεται μία γραμμικι παρεμβολι μεταξφ του ςυντελεςτι       

για τθ διεφκυνςθ τθν παράλλθλθ με τισ πλευρζσ του ςτοιχείου και τθσ τιμισ        για τθ 

διεφκυνςθ των    . υνιςτάται θ τιμι         . 
 

1.1.4 Διαδικαςία Θραφςησ, Εφροσ Ρωγμήσ 

 
Θ διαδικαςία ςχθματιςμοφ ρωγμϊν χωρίηεται ςε τρία ςτάδια, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.13. Σο 
πρϊτο ςτάδιο, είναι το ςτάδιο τθσ μθ ρθγματωμζνθσ διατομισ, το οποίο ιςχφει πριν το 
ςκυρόδεμα φτάςει τθν εφελκυςτικι του αντοχι. Κατόπιν ξεκινάει ο ςχθματιςμόσ ρωγμϊν, με 
ταυτόχρονθ απομείωςθ των εφελκυςτικϊν τάςεων. Σζλοσ μετά από τθν πλιρθ απελευκζρωςθ 
των τάςεων, το άνοιγμα τθσ ρωγμισ ςυνεχίηεται χωρίσ να απαιτείται επιπλζον τάςθ. 
 
Σο εφροσ ρωγμισ   υπολογίηεται ωσ ςυνολικι μετατόπιςθ μζςα ςτθ ηϊνθ τθσ ρωγμισ, ωσ: 
 
 

        
  (1.18)  

 
όπου     είναι θ παραμόρφωςθ ςτο ςθμείο τθσ ρωγμισ, κατά τθ διεφκυνςθ αυτισ, ςτθν κατάςταςθ τθσ 
ρθγμάτωςθσ, μετά τθν πλιρθ απελευκζρωςθ των τάςεων. 
 

 
χήμα 1.13: τάδια ανοίγματοσ ρωγμϊν 
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1.1.5 Διαξονική Ζνταςη Κριτήριο Αςτοχίασ του κυροδζματοσ 

 

1.1.5.1 Θλιπτική αςτοχία 

 
Για τθν αςτοχία ςε κλίψθ, χρθςιμοποιείται το κριτιριο αςτοχίασ ςε διαξονικι ζνταςθ, που ζχει 
προτακεί από τον KUPFER et al. (1969), και το οποίο φαίνεται ςτο χήμα 1.14. τθν εντατικι 
κατάςταςθ κλίψθσ – κλίψθσ, θ ςυνάρτθςθ αςτοχίασ είναι: 
 

  
 
    

       

       
 
  (1.19)  

όπου, 
 

  
   

   
 

 
και    ,     είναι οι κφριεσ τάςεισ ςτο ςκυρόδεμα, ενϊ   

  είναι θ μονοαξονικι κυλινδρικι αντοχι. 
τθν διαξονικι εντατικι κατάςταςθ, θ αντοχι του ςκυροδζματοσ προκφπτει ανάλογα με το 
ςυνδυαςμό των τάςεων. 
 
τθν κατάςταςθ εφελκυςμοφ – κλίψθσ, θ ςυνάρτθςθ αςτοχίασ ςυνεχίηει γραμμικά από το ςθμείο 
             

  , εντόσ τθσ περιοχισ εφελκυςμοφ – κλίψθσ του διαγράμματοσ, με γραμμικϊσ 
απομειοφμενθ αντοχι: 
 

  
 
     

 
     (1.20)  

όπου, 
 

             
   

   
                       

 
     είναι ο ςυντελεςτισ μείωςθσ τθσ κλιπτικισ αντοχισ του ςκυροδζματοσ ςτθν κατεφκυνςθ 
των κφριων τάςεων    , λόγω εφελκυςτικϊν τάςεων ςτθν κφρια διζυκυνςθ των    . 

 
χήμα 1.14: Διάγραμμα διαξονικισ ζνταςθσ για το ςκυρόδεμα 
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1.1.5.2 Εφελκυςτική αςτοχία 

 
τθν κατάςταςθ εφελκυςμοφ – εφελκυςμοφ, θ εφελκυςτικι αντοχι είναι ςτακερι και ίςθ με τθ 
μονοαξονικι εφελκυςτικι αντοχι   

 . τθν κατάςταςθ εφελκυςμοφ – κλίψθσ, θ εφελκυςτικι 
αντοχι μειϊνεται ςφμφωνα με τθ ςχζςθ: 
 

  
 
     

 
     (1.21)  

 
όπου     είναι ο μειωτικόσ ςυντελεςτισ τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ ςτθ διεφκυνςθ των κφριων 
τάςεων    , λόγω των κλιπτικϊν τάςεων ςτθ διεφκυνςθ των     και δίνεται από τισ παρακάτω 
εκφράςεισ: 

          
   

 
 
 

 (1.22)  

 

     
        

  
 (1.23)  

       
 

  
   

   
 

 
Θ Εξ. (1.22) παριςτάνει τθ γραμμικι απομείωςθ τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ, ενϊ θ Εξ. (1.23) δίνει 
τθν υπερβολικι μείωςθ αυτισ. 
 
Δφο τφποι υπερβολισ δίνονται με βάςθ το ενδιάμεςο ςθμείο      . Οι ςτακερζσ   και  , 
κακορίηουν το ςχιμα τθσ υπερβολισ. Οι τιμζσ των ςτακερϊν για τισ δφο κζςεισ του ενδιάμεςου 
ςθμείου δίνονται ςτον ακόλουκο πίνακα: 
 

τύποσ υπερβολήσ 
ςημείο παράμετροι 

    A K 

a 0,5 0,4 0,75 1,125 

b 0,5 0,2 1,0625 6,0208 

 

 
χήμα 1.15: υνάρτθςθ αςτοχίασ εφελκυςμοφ – κλίψθσ για το ςκυρόδεμα 
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1.1.6 Ρωγμζσ 

 
Για τθν περιγραφι τθσ κατανομισ των ρωγμϊν ςτο ςκυρόδεμα, ακολουκοφνται δφο τφποι 
μοντζλων: το ςτακερό μοντζλο και το εςτραμμζνο μοντζλο. Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ θ ρωγμι 
εμφανίηεται όταν θ κφρια τάςθ ξεπεράςει τθν εφελκυςτικι αντοχι. Τποτίκεται ότι οι ρωγμζσ 
κατανζμονται ομοιόμορφα μζςα ςτον όγκο του υλικοφ. το καταςτατικό μοντζλο αυτό 
αντικατοπτρίηεται μζςω ενόσ ορκότροπου υλικοφ. 
 

1.1.6.1 ταθερό μοντζλο ρηγμάτωςησ 

 
το ςτακερό μοντζλο ρθγμάτωςθσ (CERVENKA 1985, DARWIN 1974) θ διεφκυνςθ τθσ ρωγμισ 
δίνεται από τθ διεφκυνςθ τθσ κφριασ τάςθσ κατά τθν ζναρξθ τθσ ρθγμάτωςθσ. Κατά τθν αφξθςθ 
του φορτίου, θ διεφκυνςθ αυτι παραμζνει αμετάβλθτθ και αντιπροςωπεφει τθν ορκότροπθ 
ςυμπεριφορά του υλικοφ. 
 

 
χήμα 1.16: τακερό μοντζλο ρθγμάτωςθσ, τάςεισ – παραμορφϊςεισ 

Οι διευκφνςεισ των κφριων τάςεων και παραμορφϊςεων ςυμπίπτουν ςτο αρθγμάτωτο 
ςκυρόδεμα, λόγω του ότι το αρθγμάτωτο ςκυρόδεμα κεωρείται ιςότροπο. Μετά τθ ρθγμάτωςθ 
το ςκυρόδεμα είναι ορκότροπο.  
 
τθ γενικι περίπτωςθ οι άξονεσ των κφριων παραμορφϊςεων    και    είναι εςτραμζνοι και δε 
ςυμπίπτουν κατ’ ανάγκθ με τουσ άξονεσ του ορκότροπου υλικοφ    και   . Αυτό δθμιουργεί 
διατμθτικι τάςθ κάκετα ςτθ ρωγμι, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.16. Σα διανφςματα των τάςεων 
    και     δεν αντιςτοιχοφν ςε κφριεσ τάςεισ λόγω τθσ φπαρξθσ των διατμθτικϊν τάςεων. 
 

1.1.6.2 Εςτραμμζνο μοντζλο ρηγμάτωςησ 

 
το εςτραμμζνο μοντζλο ρθγμάτωςθσ (VECCHIO 1986, CRISFIELD 1989) θ διεφκυνςθ των κφριων 
τάςεων ςυμπίπτει με τθ διεφκυνςθ των κφριων παραμορφϊςεων. Ζτςι, δεν εμφανίηεται 
διατμθτικι τάςθ ςτο επίπεδο τθσ ρθγμάτωςθσ, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.17. 
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χήμα 1.17: Εςτραμμζνο μοντζλο ρθγμάτωςθσ, τάςεισ – παραμορφϊςεισ 

Κατά τθν αφξθςθ του φορτίου περιςτρζφονται τόςο οι άξονεσ των κφριων τάςεων, όςο και αυτοί 
των ρωγμϊν. Προκειμζνου να εξαςφαλιςτεί θ ταφτιςθ των αξόνων των κφριων παραμορφϊςεων 
με τουσ άξονεσ του υλικοφ, το μζτρο διάτμθςθσ υπολογίηεται ςφμφωνα με τον CRISFIELD (1989) 
ωσ: 
 
 

    
       

        
 (1.24)  

 

1.1.7 Διατμητικζσ Σάςεισ και Δυςκαμψία ςτο Ρηγματωμζνο κυρόδεμα 

 
τθν περίπτωςθ του ςτακεροφ μοντζλου ρθγμάτωςθσ, το μζτρο διάτμθςθσ μειϊνεται ςφμφωνα 
με το νόμο που προτείνεται από τον KOLMAR (1986) μετά τθ ρθγμάτωςθ. Σο μζτρο διάτμθςθσ 
μειϊνεται με τθν αφξθςθ τθσ παραμόρφωςθσ κάκετθσ ςτθ ρωγμι, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.18 
και θ μείωςθ αυτι αναπαριςτά τθ μείωςθ τθσ διατμθτικισ δυςκαμψίασ λόγω του ανοίγματοσ τθσ 
ρωγμισ. 
 

 
χήμα 1.18: Διατμθτικόσ ςυντελεςτισ    
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        (1.25)  

 
όπου    είναι μειωτικόσ ςυντελεςτισ διάτμθςθσ: 

 

     

    
      

  
 

  
 

 
                  
                   
         

 
  είναι το απομειωμζνο μζτρο διάτμθςθσ και    είναι το αρχικό μζτρο διάτμθςθσ του 
ςκυροδζματοσ: 
 
 

    
  

      
 (1.26)  

 
   είναι το αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ και   είναι ο λόγοσ Poisson. Θ παραμόρφωςθ    είναι κάκετθ 
ςτθ διεφκυνςθ τθσ ρωγμισ και τα   ,    είναι παράμετροι που εξαρτϊνται από τον οπλιςμό που 
διαςταυρϊνει τθ ρωγμι. Σο   είναι το μεταςχθματιςμζνο ποςοςτό οπλιςμοφ ςτο επίπεδο τθσ 
ρωγμισ, ενϊ    είναι ο παράγοντασ τθσ κλίμακασ και εξαρτάται από το χριςτθ, με 
προκακοριςμζνθ τιμι     . το πρόγραμμα ATENA αμελείται θ επιρροι του οπλιςμοφ κι ζτςι 
το ποςοςτό του οπλιςμοφ κεωρείται    . 
 
Ζνασ ακόμθ περιοριςμόσ όςον αφορά το μζτρο διάτμθςθσ είναι ότι θ διατμθτικι τάςθ ςτθ ρωγμι 
       περιορίηεται από τθν εφελκυςτικι αντοχι   

 . Σο δευτερεφον και το εφαπτόμενο μζτρο 
διάτμθςθσ του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ, ταυτίηονται. 

1.1.8 Θλιπτική Αντοχή του Ρηγματωμζνου κυροδζματοσ 

 
Μετά τθ ρθγμάτωςθ, κεωρείται μείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ του ςκυροδζματοσ κατά τθ 
διεφκυνςθ των ρωγμϊν, όπωσ προκφπτει και ςτα πειράματα των VECCHIO και COLLINS 1982 και 
όπωσ διατυπϊνεται ςτθ κεωρία τθσ κλίψθσ. Ωςτόςο χρθςιμοποιείται μία διαφορετικι ςυνάρτθςθ 
ςτο πρόγραμμα ATENA, με ςκοπό να επιτρζπεται ςτο χριςτθ θ ρφκμιςθ τθσ μείωςθσ τθσ 
κλιπτικισ αντοχισ. Θ ςυνάρτθςθ αυτι ζχει τθ μορφι ςυνάρτθςθσ Gauss, όπωσ φαίνεται ςτο 
χήμα 1.19. Οι παράμετροι τθσ ςυνάρτθςθσ αυτισ προκφπτουν από πειραματικά αποτελζςματα 
που δθμοςιεφτθκαν από τον KOLLEGER et al. 1988 και τα οποία περιλαμβάνουν επίςθσ και 
ςτοιχεία από τουσ Collins και Vecchio (VECCHIO et al. 1982). 
 
 

   
        

  (1.27)  

 

όπου                     
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Για μθδενικι ορκι παραμόρφωςθ   , δεν πραγματοποιείται μείωςθ τθσ αντοχισ, ενϊ για 

μεγάλεσ τιμζσ παραμορφϊςεων, θ αντοχι πλθςιάηει αςυμπτωτικά τθν ελάχιςτθ τιμι,    
   

    
 . 

 

 
χήμα 1.19: Απομείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ του ςκυροδζματοσ, λόγω ρθγμάτωςθσ 

Θ ςτακερά   εκφράηει τθ μζγιςτθ απομείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ υπό μεγάλθ εγκάρςια 
παραμόρφωςθ. Από τα πειράματα του KOLLEGER et al. 1988, προζκυψε για οπλιςμζνο 
ςκυρόδεμα θ τιμι       . Άλλοι ερευνθτζσ (DYNGELAND 1989) βρικαν ωσ ελάχιςτθ τιμι του 
μειωτικοφ ςυντελεςτι      . Θ τιμι του ςυντελεςτι   μπορεί να προςαρμοςτεί ςτα δεδομζνα 
του μοντζλου ανάλογα με τον πραγματικό τφπου του οπλιςμοφ. 
 
Ωςτόςο θ μείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ, δεν επθρεάηεται 
απαραίτθτα μόνο από τον οπλιςμό. το ςκυρόδεμα, όταν θ παραμόρφωςθ ςυγκεντρϊνεται ςε 
μία κφρια ρωγμι, κλιπτικζσ λωρίδεσ ςκυροδζματοσ, μπορεί να διαπερνοφν τθ ρωγμι αυτι, 
προκαλϊντασ το λεγόμενο “φαινόμενο γεφφρωςησ” (bridging effect). Με το παραπάνω μοντζλο, 
προςομοιάηεται και θ μείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ των λωρίδων αυτϊν.  

1.1.9 Εφελκυςτική Αντοχή του Ρηγματωμζνου κυροδζματοσ 

 
Θ εφελκυςτικι αντοχι του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ περιγράφεται ωσ θ ςυνειςφορά του 
ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ ςτθν εφελκυςτικι αντοχι των ράβδων οπλιςμοφ. Θ δυςκαμψία 
αυτι προςφζρεται από το αρθγμάτωτο ι από το μθ πλιρωσ ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα και 
γεννάται από τθ διαδικαςία ςυγκζντρωςθσ παραμορφϊςεων. Αυτό βεβαιϊκθκε από πειράματα 
προςομοίωςθσ του HARTL, G 1977 και δθμοςιεφτθκε από τον MARGOLDOVA et al. 1998. 
 
Ζνασ ςυντελεςτισ για τθν εφελκυςτικι δυςκαμψία, κα είχε ωσ αποτζλεςμα μία υπερεκτίμθςθ του 
φαινομζνου αυτοφ. Για το λόγο αυτό ςτισ νεότερεσ εκδόςεισ του ATENA μετά τθν 1.2.0 δεν 
υπάρχει θ επιλογι ενόσ τζτοιου ςυντελεςτι ςτα δεδομζνα του μοντζλου. 
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1.1.10  φνοψη των Σάςεων ςτο Μοντζλο SBETA 

 
τθν περίπτωςθ του αρθγμάτωτου ςκυροδζματοσ, τα ςφμβολα των τάςεων μεταφράηονται ωσ 
εξισ: 
 
    : μζγιςτθ κφρια τάςθ 
    : ελάχιςτθ κφρια τάςθ 
   (κλίψθ αρνθτικι, εφελκυςμόσ κετικόσ) 
 
τθν περίπτωςθ του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ, χήμα 1.16, οι τάςεισ ορίηονται ςτο επίπεδο 
τθσ ρθγμάτωςθσ: 
 
    : τάςθ κάκετθ ςτθ διεφκυνςθ των ρωγμϊν 
    : τάςθ παράλλθλθ ςτθ διεφκυνςθ των ρωγμϊν 
   : διατμθτικι τάςθ ςτο επίπεδο τθσ ρθγμάτωςθσ 
 

1.1.11  Μητρϊα Δυςκαμψίασ του Τλικοφ 

 
1. Αρθγμάτωτο κυρόδεμα 

 
Σο μθτρϊο δυςκαμψίασ του υλικοφ του αρθγμάτωτου ςκυροδζματοσ ζχει τθ μορφι ελαςτικοφ 
μθτρϊου ιςότροπου υλικοφ. το κακολικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων   και  , ζχει τθ μορφι: 
 

    
 

    
 

   
   

  
   

 

  (1.28)  

 
όπου   είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ που προκφπτει από τον ιςοδφναμο μονοαξονικό νόμο. Ο 
δείκτθσ Poisson   είναι ςτακερόσ. 
 
2. Ρθγματωμζνο κυρόδεμα 

 
Για το ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα το μθτρϊο δυςκαμψίασ του υλικοφ, ζχει τθ μορφι ενόσ 
ελαςτικοφ μθτρϊου για ορκότροπο υλικό. Σο μθτρϊο διατυπϊνεται για το ςφςτθμα 
ςυντεταγμζνων   ,    , χήμα 1.16 και χήμα 1.17, το οποίο ςυςχετίηεται με τθ διεφκυνςθ των 
ρωγμϊν. Σο τοπικό αυτό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων αναφζρεται με το δείκτθ  . Θ διεφκυνςθ 1 
είναι θ διεφκυνςθ κάκετα ςτθ ρωγμι, ενϊ θ διεφκυνςθ 2 είναι θ παράλλθλθ ςτθ ρωγμι. Ο 
οριςμόσ των ελαςτικϊν ςτακερϊν του ορκότροπου υλικοφ προκφπτει από τθ ςχζςθ: 
 
 

  

  

  

 
  

 
 
 
 
 
 
 

 

  
 

   

  
 

 
   

  

 

  
 

  
 

  
 
 
 
 
 
 

 
  

  

 
  (1.29)  
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Πρϊτα απαλείφονται οι δείκτεσ Poisson του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ, διότι είναι άγνωςτοι. 
Για το ςκοπό αυτό χρθςιμοποιείται θ ςχζςθ ςυμμετρίασ:            . Ζτςι ςτθν εξίςωςη 1.29 
μζνουν μόνο τρεισ ανεξάρτθτεσ ελαςτικζσ ςτακερζσ:   ,    και    . Τποκζτοντασ ότι       είναι 
ο δείκτθσ Poisson για το ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα και χρθςιμοποιϊντασ τθν παραπάνω ςχζςθ 
ςυμμετρίασ, προκφπτει: 
 

     
  

  

  (1.30)  

 
Σο μθτρϊο δυςκαμψίασ   

  τότε είναι: 
 

   
    

    

    

   

  (1.31)  

όπου: 
 

  
  

  
 

 
            
 
     
 
Εάν      και     , τότε χρθςιμοποιείται μια εναλλακτικι ζκφραςθ με τθν αντίςτροφθ 
παράμετρο: 
 

 

 
 

  

  
 

 
ε περίπτωςθ όπου        , το μθτρϊο   

  ορίηεται ίςο με το μθδζν. 
 
Σο μθτρϊο   

  μεταςχθματίηεται ςτο κακολικό ςφςτθμα αξόνων, με τθ χριςθ του μθτρϊου 
μεταςχθματιςμοφ    από τθν εξ. 1.8: 
 

      
     

      (1.32)  

 
Μεταξφ του κακολικοφ άξονα   και του άξονα του υλικοφ   , κεωρείται θ γωνία  , χήμα 1.16. 
 
3. Διανεμθμζνοσ Οπλιςμόσ 

 
Σο μθτρϊο δυςκαμψίασ τθσ   διανομισ οπλιςμοφ είναι: 
 

           

       
        

        
        

        

       
        

        
               

 

       
                      

        
        

 

  (1.33)  

 
Θ γωνία   είναι μεταξφ του κακολικοφ άξονα   και τθσ   διεφκυνςθσ του οπλιςμοφ. Ακόμθ     
είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ του οπλιςμοφ, ενϊ         , είναι το ποςοςτό οπλιςμοφ. 
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4. Μθτρϊο Δυςκαμψίασ φνκετου Τλικοφ 

 
Σο ςυνολικό μθτρϊο δυςκαμψίασ του οπλιςμζνου ςκυροδζματοσ, είναι το άκροιςμα των 
μθτρϊων δυςκαμψίασ του ςκυροδζματοσ και του οπλιςμοφ: 
 

          

 

   

 (1.34)  

 
το πρόγραμμα ATENA ο διανεμθμζνοσ οπλιςμόσ προςομοιάηεται από ξεχωριςτά επίπεδα 
ςτοιχείων, των οποίων οι κόμβοι ςυνδζονται με τουσ αντίςτοιχουσ κόμβουσ των ςτοιχείων του 
ςκυροδζματοσ. Αυτό ανταποκρίνεται ςτθ κεϊρθςθ τθσ πλιρουσ ςυνάφειασ μεταξφ του 
διανεμθμζνου οπλιςμοφ και του ςκυροδζματοσ. 
 
5. Δευτερεφον και Εφαπτόμενο Μζτρο Ελαςτικότθτασ 

 
Σα παραπάνω μθτρϊα δυςκαμψίασ εμπεριζχουν είτε το δευτερεφον, είτε το εφαπτόμενο μζτρο 
ελαςτικότθτασ. 
 
Σο δευτερεφον μζτρο ελαςτικότθτασ χρθςιμοποιείται για τον υπολογιςμό των τάςεων για 
δεδομζνεσ παραμορφϊςεισ, όπωσ παρουςιάηεται ςτθν παράγραφο που ακολουκεί. 
 
Σο εφαπτόμενο μζτρο ελαςτικότθτασ χρθςιμοποιείται για τθ μόρφωςθ του μθτρϊου δυςκαμψίασ 
του ςτοιχείου. 
 

1.1.12  Ανάλυςη των Σάςεων 

 
Οι τάςεισ ςτο ςκυρόδεμα προκφπτουν χρθςιμοποιϊντασ το δευτερεφον μθτρϊο δυςκαμψίασ 
 

      
     (1.35)  

 
όπου   

  είναι το δευτερεφον μζτρο δυςκαμψίασ όπωσ περιγράφθκε ςτθν παράγραφο 1.1.11, για 
αρθγμάτωτο ι για το ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα. Σα διανφςματα των τάςεων υπολογίηονται τόςο 
ςτο κακολικό, όςο και ςτο τοπικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, οι κφριεσ τάςεισ ςτο αρθγμάτωτο 
ςκυρόδεμα και οι ορκζσ ςτο ρθγματωμζνο. 
 
Οι τάςεισ ςτον οπλιςμό και το αντίςτοιχο μθτρϊο δυςκαμψίασ για τον εφελκυςμό υπολογίηονται 
άμεςα από τθν παραμόρφωςθ κατά τθ διεφκυνςθ του οπλιςμοφ. 
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1.1.13  Παράμετροι του Καταςτατικοφ Μοντζλου 

 
τον πίνακα που ακολουκεί, παρουςιάηονται οι αρχικζσ τιμζσ των παραμζτρων του υλικοφ: 
 

Παράμετροσ Σφποσ 

Κυλινδρικι αντοχι   
          

  

Εφελκυςτικι αντοχι   
         

 
 
  

Αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ                 
      

  

Δείκτθσ Poisson       

Παραμόρφωςθ λόγω χαλάρωςθσ ςτθ κλίψθ              

Σφποσ εφελκυςτικισ χαλάρωςθσ              , βάςει του    

Θλιπτικι αντοχι ςτο ρθγματωμζνο ςκυρόδεμα       

Εφελκυςτικι τάςθ       

Μειωτικόσ ςυντελεςτισ διάτμθςθσ μεταβλθτό (1.1.7) 

Σφποσ ςυνάρτθςθσ εφελκυςμοφ – κλίψθσ γραμμικόσ 

Ενζργεια κραφςθσ   , ςφμφωνα με τον VOS 1983              
   

          

Γωνιακι παραμόρφωςθ            (1.1.3) 

 
Οι τιμζσ των παραμζτρων του υλικοφ επθρεάηονται από τουσ ςυντελεςτζσ αςφαλείασ ςτθν 
περίπτωςθ του ςχεδιαςμοφ. Για το λόγο αυτό, θ επιλογι των παραμζτρων του υλικοφ εξαρτάται 
από το είδοσ και το ςκοπό τθσ ανάλυςθσ, κακϊσ και από το πεδίο εφαρμογισ. Συπικά 
παραδείγματα τθσ εφαρμογισ είναι ο ςχεδιαςμόσ, θ προςομοίωςθ τθσ αςτοχίασ και θ ζρευνα.  
 
τθν περίπτωςθ του ςχεδιαςμοφ, ςφμφωνα με τα περιςςότερα πρότυπα, οι ιδιότθτεσ του υλικοφ 
λαμβάνονται για τον υπολογιςμό τθσ αντοχισ και του φορτίου αςτοχίασ, με μειωμζνεσ τιμζσ, με 
τθ χριςθ μερικϊν ςυντελεςτϊν αςφαλείασ. 
 
τθν περίπτωςθ τθσ προςομοίωςθσ τθσ πραγματικισ ςυμπεριφοράσ, οι παράμετροι του υλικοφ 
κα πρζπει να επιλζγονται κοντά ςτισ πραγματικζσ ιδιότθτεσ του υλικοφ. Ο καλφτεροσ τρόποσ είναι 
να προςδιορίηονται οι ιδιότθτεσ αυτζσ από δειγματολθψίεσ και πειραματικά δεδομζνα. 
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1.2 Καταςτατικό Μοντζλο CC3DNonLinCementitious2 
 

1.2.1 Ειςαγωγή 

 
το καταςτατικό αυτό μοντζλο ςυνδυάηεται ςυμπεριφορά ςε κλίψθ αλλά και ςε εφελκυςμό. Σο 
μοντζλο εφελκυςμοφ βαςίηεται ςτθ κεϊρθςθ του ορκότροπου υλικοφ, όπου οι ρωγμζσ 
διανζμονται μζςα ςτο υλικό. Περιλαμβάνει κριτιρια αςτοχίασ Rankine, εκκετικι χαλάρωςθ, 
κακϊσ και εςτραμμζνο ι ςτακερό μοντζλο ρθγμάτωςθσ. 
 
Σο μοντζλο αυτό χρθςιμοποιεί ζνα ςυγκεκριμζνο αλγόρικμο για  τθν ολοκλιρωςθ των 
καταςτατικϊν εξιςϊςεων. Δίνεται ιδιαίτερθ προςοχι ςτθν ανάπτυξθ ενόσ αλγορίκμου για το 
ςυνδυαςμό των δφο τφπων αςτοχίασ. Ο ςυνδυαςτικόσ αλγόρικμοσ βαςίηεται ςε αναδρομικι 
αντικατάςταςθ και επιτρζπει ςτουσ δφο τρόπουσ αςτοχίασ να αναπτυχκοφν ξεχωριςτά. Ο 
αλγόρικμοσ μπορεί να λάβει υπόψθ του περιπτϊςεισ όπου οι επιφάνειεσ αςτοχίασ και των δφο 
τρόπων αςτοχίασ είναι ενεργζσ, αλλά και άλλα φαινόμενα, όπωσ το κλείςιμο των ρωγμϊν. Με το 
μοντζλο αυτό προςομοιϊνεται θ ρθγμάτωςθ του ςκυροδζματοσ, θ κραφςθ κ.ά. 
 

1.2.2 Rankine – Μοντζλο Θραφςησ για τη Ρηγμάτωςη του κυροδζματοσ 

 
Για τθ ρθγμάτωςθ του ςκυροδζματοσ χρθςιμοποιείται το κριτιριο του Rankine: 
 

   
 

    
      

    (1.36)  

 
Θεωρείται ότι οι παραμορφϊςεισ και οι τάςεισ προςαρμόηονται ςτισ κφριεσ διευκφνςεισ του 
υλικοφ, οι οποίεσ ςτθν περίπτωςθ του εςτραμμζνου μοντζλου ρθγμάτωςθσ, αντιςτοιχοφν ςτισ 
διευκφνςεισ των κφριων παραμορφϊςεων, ενϊ ςτθν περίπτωςθ του ςτακεροφ μοντζλου 
ρθγμάτωςθσ, δίνονται από τισ κφριεσ διευκφνςεισ που προκφπτουν από τθν ζναρξθ τθσ 

ρθγμάτωςθσ. Ζτςι ο όροσ    
   αναφζρεται ςε δοκιμαςτικι τάςθ, ενϊ ο όροσ   

  
 

 είναι θ εφελκυςτικι 

αντοχι κατά τθ διεφκυνςθ του υλικοφ  . Θ δοκιμαςτικι τάςθ υπολογίηεται με τθν ελαςτικι κεϊρθςθ: 

 
    

      
              

  (1.37)  

 
Εάν θ δοκιμαςτικι τάςθ δεν ικανοποιεί τθν εξ. 1.36, θ αφξθςθ τθσ παραμόρφωςθσ κατά τθ 
κραφςθ ςτθ διεφκυνςθ  , μπορεί να υπολογιςτεί με τθ κεϊρθςθ ότι θ τελικι τάςθ πρζπει να 
ικανοποιεί τθν: 
 

   
     

      
     

            
      

    (1.38)  

 
Θ παραπάνω εξίςωςθ μπορεί να απολοποιθκεί περεταίρω με τθ κεϊρθςθ ότι θ αφξθςθ τθσ 
παραμόρφωςθσ κραφςθσ είναι κάκετθ ςτο επίπεδο αςτοχίασ και κάκε φόρα ελζγχεται ζνα μόνο 
επίπεδο αςτοχίασ. Για τθν επιφάνεια αςτοχίασ  , θ αφξθςθ τθσ παραμόρφωςθσ κραφςθσ ζχει τθν 
ακόλουκθ μορφι: 
 

     
     

   
 

    
        (1.39)  
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Μετά από αντικατάςταςθ ςτθν εξ. 1.38 προκφπτει θ παρακάτω ςχζςθ για τθν αφξθςθ του 
πολλαπλαςιαςτι κραφςθσ  : 
 

 

   
   

      
 

     
 

   
     

    
    

     
 

(1.40)  

  
           

  
     

 
Θ παραπάνω εξίςωςθ λφνεται με επαναλιψεισ αφοφ για τα υλικά που υπόκεινται ςε χαλάρωςθ, 
θ τιμι τθσ τρζχουςασ εφελκυςτικισ αντοχισ   

    
     είναι ςυνάρτθςθ του ανοίγματοσ ρωγμισ 

  και βαςίηεται ςτθν εξίςωςθ του Hordijk (εξ. 1.13) όπωσ προςδιορίςτθκε για το καταςτατικό 
μοντζλο SBETA. 
 

Σο άνοιγμα ρωγμισ   υπολογίηεται από τθ ςυνολικι τιμι τθσ παραμόρφωςθσ κραφςθσ     
  

 ςτθ 

διεφκυνςθ  , ςυν τθν τρζχουςα αφξθςθ τθσ παραμόρφωςθσ κραφςθσ    και το άκροιςμα αυτό 
πολλαπλαςιάηεται με το χαρακτθριςτικό μικοσ   . Σο χαρακτθριςτικό μικοσ ορίηεται ωσ εφροσ 
ρωγμισ από τουσ BAZANT και OH. Προτείνονται διάφορεσ μζκοδοι για τον υπολογιςμό του 
μεγζκουσ του εφρουσ ρωγμισ ςτο πλαίςιο τθσ μεκόδου των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ο 
FEENSTRA (1993) προτείνει μία μζκοδο, που βαςίηεται ςτον όγκο του ςθμείου ολοκλιρωςθσ, ο 
οποίοσ δεν είναι καλϊσ οριςμζνοσ για παραμορφωμζνα ςτοιχεία. Μία ςτακερι και μάλλον 
πολφπλοκθ προςζγγιςθ προτείνεται από τον OLIVIER. Σο εφροσ ρωγμισ    υπολογίηεται ωσ το 
μζγεκοσ τθσ προβολισ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου ςτθ διεφκυνςθ των ρωγμϊν, χήμα 1.20. Ο 
CERVENKA V. et al. (1995) ζδειξε ότι αυτι θ προςζγγιςθ είναι ικανοποιθτικι για μικρισ τάξθσ 
γραμμικά πεπεραςμζνα ςτοιχεία. Προτείνεται ακόμθ μια τροποποίθςθ, θ οποία λαμβάνει υπ’ 
όψθ τισ ρωγμζσ τισ μθ παράλλθλεσ με τισ πλευρζσ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου.  
 

 
χήμα 1.20: Εφελκυςτικι χαλάρωςθ και χαρακτθριςτικό μικοσ    

Θ εξ. 1.40 μπορεί να λυκεί με επαναλαμβανόμενεσ αντικαταςτάςεισ. Μπορεί να δειχκεί με 

ανάπτυξθ του όρου  
 
    

     ςε ςειρζσ Taylor ότι αυτι θ επανάλθψθ ςυγκλίνει, όταν: 
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 (1.41)  

 
Θ εξ. 1.41 δεν ικανοποιείται για υλικά που εμφανίηουν το φαινόμενο τθσ χαλάρωςθσ, μόνο όταν 
πραγματοποιείται “πίςω-γφριςμα” (snap back) ςτθ ςχζςθ τάςεων – παραμορφϊςεων, το οποίο 
μπορεί να εμφανιςτεί όταν χρθςιμοποιοφνται μεγάλα πεπεραςμζνα ςτοιχεία. τθν κανονικι 
μζκοδο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων, που βαςίηεται ςτισ μετατοπίςεισ, θ αφξθςθ τθσ 
παραμόρφωςθσ είναι δεδομζνθ, επομζνωσ ζνα πίςω-γφριςμα δεν μπορεί να ςυλλθφκεί. Αυτό 
ςθμαίνει ότι θ κρίςιμθ περιοχι, που περιλαμβάνει το πίςω-γφριςμα ςτθν καμπφλθ χαλάρωςθσ, 
παρακάμπτεται κατά τον υπολογιςμό, με αποτζλεςμα θ ςκζδαςθ τθσ ενζργειασ από το ςφςτθμα 
να υπερεκτιμάται. Αυτό είναι βζβαια μθ επικυμθτό, επομζνωσ κα πρζπει να χρθςιμοποιθκοφν 
πεπεραςμζνα ςτοιχεία με μζγεκοσ: 

  
     

 
   

    
   

 

όπου  
   

    

  
 δθλϊνει τθν αρχικι κλίςθ τθσ καμπφλθσ χαλάρωςθσ τθσ ρωγμισ 

 

θμαντικόσ είναι ο διαχωριςμόσ μεταξφ τθσ ςυνολικισ παραμόρφωςθσ κραφςθσ     
  

, θ οποία 

αντιςτοιχεί ςτθ μζγιςτθ παραμόρφωςθ κραφςθσ, που πραγματοποιείται κατά τθ διάρκεια τθσ 

φόρτιςθσ, και τθσ τρζχουςασ παραμόρφωςθσ κραφςθσ    
  

, θ οποία μπορεί να είναι μικρότερθ, 

λόγω κλειςίματοσ των ρωγμϊν και θ οποία υπολογίηεται ςφμφωνα με τθν εξ. 1.42 των ROTS και 
BLAUWENDRAAD: 
 

    
  

             
    

  
        

  (1.42)  

και ο όροσ      
    ορίηεται από: 

   
       

      
  

  

 

Ο τανυςτισ τζταρτθσ τάξθσ      
    παριςτάνει τθ δυςκαμψία τθσ ρθγμάτωςθσ ςτισ τοπικζσ 

διευκφνςεισ του υλικοφ. τθν παροφςα ςχζςθ κεωρείται ότι δεν υπάρχει αλλθλεπίδραςθ μεταξφ 
ορκϊν και διατμθτικϊν τάςεων. Ζτςι ο τανυςτισ τθσ ρωγμισ δίνεται από τισ παρακάτω ςχζςεισ: 
 

      
      για     και     (1.43)  

 
Για τον Σρόπο Ι θ δυςκαμψία τθσ ρθγμάτωςθσ είναι: 
 

      
    

  
    

    

    
    όχι άκροιςθ των δεικτϊν  (1.44)  

 
και οι τρόποι ΙΙ και ΙΙΙ υπολογίηονται ωσ: 
 

      
               

         
      όχι άκροιςθ των δεικτϊν  (1.45)  

 
όπου     και    είναι διατμθτικόσ ςυντελεςτισ που κακορίηει τθ ςχζςθ μεταξφ τθσ ορκισ και 
τθσ διατμθτικισ δυςκαμψίασ τθσ ρωγμισ. Θ αρχικι τιμι του    ςτο πρόγραμμα είναι   . 
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Θ διατμθτικι αντοχι του ρθγματωμζνου ςκυροδζματοσ υπολογίηεται με τθν “Σροποποιθμζνθ 
Θεωρία τθσ Θλίψθσ” (Modified Compression Field Theory) των VECCHIO και COLLINS (1986). 
 

     
       

 

     
   

     

       (1.46)  

 

Όπου  
 
 
 είναι θ κλιπτικι αντοχι ςε    ,    είναι το μζγεκοσ του μεγαλφτερου κόκκου αδρανϊν ςε 

   και   είναι το μζγιςτο άνοιγμα ρωγμισ ςε    ςτθ δεδομζνθ περιοχι. Σο μοντζλο αυτό 
ενεργοποιείται με τον οριςμό του μεγζκουσ του μζγιςτου κόκκου αδρανϊν   , αλλιϊσ 

χρθςιμοποιείται θ προεπιλεγμζνθ ςυμπεριφορά, όπου θ διατμθτικι τάςθ ςε μία ρθγματωμζνθ 
επιφάνεια, δεν μπορεί να ξεπερνά τθν εφελκυςτικι αντοχι. 
 
Σο τζμνον καταςτατικό μθτρϊο ςτθ διεφκυνςθ του υλικοφ διαμορφϊκθκε από τουσ ROTS και 
BLAUWENDRAAD ωσ: 
 

                    (1.47)  

 
Σο μθτρϊο μεταςχθματιςμοφ του διανφςματοσ των παραμορφϊςεων   , δθλαδι το μθτρϊο 
μεταςχθματιςμοφ των κακολικϊν παραμορφϊςεων ςε τοπικζσ, χρθςιμοποιείται για να 
μεταςχθματίςει το τοπικό τζμνον μθτρϊο δυςκαμψίασ ςτο κακολικό ςφςτθμα. 
 

       
      (1.48)  

 
Είναι απαραίτθτοσ ο χειριςμόσ των ειδικϊν περιπτϊςεων πριν τθν ζναρξθ των ρωγμϊν, όπου το 
μθτρϊο δυςκαμψίασ τθσ ρθγμάτωςθσ τείνει να γίνει άπειρο. τθν περίπτωςθ αυτι 
χρθςιμοποιοφνται πολφ μεγάλεσ τιμζσ για τθ δυςκαμψία τθσ ρθγμάτωςθσ. 
 

1.2.3 Πλαςτικό Μοντζλο φνθλιψησ κυροδζματοσ 

 
Θ νζα εντατικι κατάςταςθ ςτο πλαςτικό μοντζλο υπολογίηεται ςφμφωνα με τθν εξίςωςθ: 
 

    
     

                   
      

           
 

    
     

 
 (1.49)  

 
Ο πλαςτικόσ “διορκωτισ”    

 
 υπολογίηεται άμεςα από τθ ςυνάρτθςθ διαρροισ με τον αλγόρικμο: 

 

       
     

         
           (1.50)  

 
Ηωτικισ ςθμαςίασ είναι ο οριςμόσ του διανφςματοσ επιςτροφισ    , το οποίο ορίηεται ωσ: 

 

          

       
  

    
  τότε  Δ   

  Δ 
       

  

    
 (1.51)  

 

όπου        είναι θ πλαςτικι ενδεχόμενθ ςυνάρτθςθ, τθσ οποίασ θ παράγωγοσ εκτιμάται ςτθν 

προβλεπόμενθ εντατικι κατάςταςθ    
  για τον προςδιοριςμό τθσ διεφκυνςθσ επιςτροφισ. 
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Χρθςιμοποιείται θ επιφάνεια αςτοχίασ των MENETREY και WILLAM: 
 

    
 

      
 

  
  

 

   
 

    
 
       

 

    
 
      (1.52)  

 
όπου: 

   
  

     
  

     
 

 

   
             

                    

                                       
 
 

 

 
τισ παραπάνω εξιςϊςεισ         είναι Haigh-Vestergaard ςυντεταγμζνεσ,   

  και   
  είναι θ 

κλιπτικι και θ εφελκυςτικι αντοχι αντίςτοιχα. Θ παράμετροσ                 ορίηει τθν 
καμπυλότθτα τθσ επιφάνειασ αςτοχίασ. Θ επιφάνεια αςτοχίασ ζχει οξείεσ γωνίεσ εάν      , και 
είναι πλιρωσ κυκλικι για τθν τιμι      . 
 
Θ κζςθ τθσ επιφάνειασ αςτοχίασ δεν είναι ςτακερι αλλά μεταβάλλεται ανάλογα με τθν τιμι των 
παραμζτρων ςκλιρυνςθσ/χαλάρωςθσ τθσ παραμόρφωςθσ. Θ παραμόρφωςθ ςκλιρυνςθσ 
βαςίηεται ςτθν ιςοδφναμθ πλαςτικι παραμόρφωςθ θ οποία υπολογίηεται ςφμφωνα με τθν 
παρακάτω εξίςωςθ: 
 

 Δ   
      Δ   

   (1.53)  

 
Για τθν επιφάνεια αςτοχίασ των MENETREY και WILLAM θ ςκλιρυνςθ/χαλάρωςθ ελζγχεται από 
τθν παράμετρο c        , θ οποία ορίηεται κατά τθ διαδικαςία διαρροισ/ςφνκλιψθσ από τθν 
ακόλουκθ ςχζςθ: 
 

    
  

     
  

  
  

 

 (1.54)  

 

τισ παραπάνω δφο εξιςϊςεισ θ ζκφραςθ   
     

   υποδεικνφει το νόμο ςκλιρυνςθσ/χαλάρωςθσ, 

ο οποίοσ βαςίηεται ςε δοκιμζσ μονοαξονικισ αντοχισ. Ο νόμοσ φαίνεται ςτο χήμα 1.21, όπου θ 
καμπφλθ τθσ χαλάρωςθσ είναι γραμμικι και ο ελλειπτικόσ ανοδικόσ κλάδοσ δίνεται από τθν 
παρακάτω εξίςωςθ: 
 

                   
      

 

  
 

 

 (1.55)  
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χήμα 1.21: Θλιπτικι ςκλιρυνςθ/χαλάρωςθ και κλιπτικό χαρακτθριςτικό μικοσ, βάςει 

πειραμάτων του VAN MIER 

 
Ο νόμοσ του ανοδικοφ κλάδου βαςίηεται ςτισ παραμορφϊςεισ, ενϊ ο κακοδικόσ κλάδοσ βαςίηεται 
ςε μετατοπίςεισ για να ειςάγει τθν αντικειμενικότθτα τθσ διακριτοποίθςθσ ςτθ λφςθ των 
πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Θ μορφι του νόμου αυτοφ βαςίηεται ςτο ζργο του VAN MIER. Θ ζναρξθ 
τθσ μθ γραμμικισ ςυμπεριφοράσ    

  είναι μία παράμετροσ που ειςάγεται, όπωσ επίςθσ και θ 

πλαςτικι παραμόρφωςθ ςτθ κλιπτικι αντοχι   
 

. To χήμα 1.21 δείχνει τυπικζσ τιμζσ των 
παραμζτρων αυτϊν. Ιδιαίτερθ προςοχι πρζπει να δοκεί ςτθν επιλογι τθσ παραμζτρου    

 , 
προκειμζνου να εξαςφαλιςτεί ότι οι επιφάνειεσ κραφςθσ και πλαςτικότθτασ τζμνονται ςε όλα τα 
ςτάδια του υλικοφ. τον κακοδικό κλάδο θ ιςοδφναμθ πλαςτικι παραμόρφωςθ μεταςχθματίηεται 
ςε μετατοπίςεισ μζςω τθσ παραμζτρου   . Θ παράμετροσ αυτι ορίηεται όμοια με τθν παράμετρο 
του εφρουσ ρωγμισ ςτο μοντζλο κραφςθσ, παράγραφοσ 1.2.2 και αντιςτοιχεί ςτθν προβολι του 
μεγζκουσ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου, κατά τθ διεφκυνςθ τθσ ελάχιςτθσ κφριασ τάςθσ. Σο 
τετράγωνο ςτθν εξ. 1.54 οφείλεται ςτθν παραβολικι μορφι τθσ επιφάνειασ των MENETREY και 
WILLAM. 
 
Θ διεφκυνςθ επιςτροφισ δίνεται από τθν ακόλουκθ ςχζςθ: 
 

          
 

  
        (1.56)  

 
όπου   κακορίηει τθ διεφκυνςθ επιςτροφισ. Εάν     το υλικό ςυμπιζηεται, εάν     ο όγκοσ 
του υλικοφ παραμζνει ςτακερόσ, και εάν     το υλικό διογκϊνεται. Γενικά το πλαςτικό μοντζλο 
είναι μθ-ςυνεχζσ, εφόςον θ πλαςτικι ροι δεν είναι κάκετθ ςτθν επιφάνεια αςτοχίασ. 
 
Ο αλγόρικμοσ επιςτροφισ για το πλαςτικό μοντζλο, βαςίηεται ςτθν προςζγγιςθ τθσ πρόβλεψθσ-
διόρκωςθσ, όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 1.22. Κατά τθ φάςθ τθσ διόρκωςθσ του αλγορίκμου θ 
επιφάνεια αςτοχίασ κινείται κατά μικοσ του ςτατικοφ άξονα για να προςομοιωκεί θ ςκλιρυνςθ 
και θ χαλάρωςθ. Θ τελικι επιφάνεια αςτοχίασ ζχει τθν κορυφι τθσ ςτθν αρχι του ςυςτιματοσ 
ςυντεταγμζνων Haigh-Vestergaard. Για τον προςδιοριςμό τθσ τάςθσ ςτθν επιφάνεια 
χρθςιμοποιείται ο Αλγόρικμοσ 1, που ακολουκεί, ο οποίοσ ικανοποιεί τθ διαρροι αλλά και το 
νόμο ςκλιρυνςθσ/χαλάρωςθσ. 
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χήμα 1.22: Αλγόρικμοσ πλαςτικισ πρόβλεψθσ-διόρκωςθσ 

Αλγόρικμοσ 1: ειςάγονται    
   ,    

 
, Δ   

  

Ελαςτικι πρόβλεψθ:    
     

             
  (1.57)  

 

Εκτίμθςθ κριτθρίου αςτοχίασ:   
 

       
     

    
         (1.58)  

Εάν παραβιάηεται το κριτιριο 
αςτοχίασ, δθλ: 

  
 

    

 

Εκτίμθςθ διεφκυνςθσ 
επιςτροφισ: 

    
       

  

    
 (1.59)  

 

Επιςτροφι:       
                

    
        (1.60)  

 

Εκτίμθςθ κριτθρίου 
αςτοχίασ: 

  
 

       
                

    
          (1.61)  

 

Επαναλιψεισ     εφόςον:             (1.62)  
 

Νζα αφξθςθ πλαςτικοφ 
πολλαπλαςιαςτι: 

         
        

  
 

   
  (1.63)  
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Νζα διεφκυνςθ επιςτροφισ:    
   

 
       

          
     

 

    
 (1.64)  

Εκτίμθςθ κριτθρίου 
αςτοχίασ: 

         
          

   
     

 
       

   
  (1.65)  

 

Νζεσ αρχικζσ τιμζσ για 
επαναλιψεισ: 

  
 

     
 

            (1.66)  

 

   
 

     
 

   
 
             

 
            (1.67)  

 

Σζλοσ κφκλου επανάλθψθσ   
 

Σζλοσ ανανζωςθσ τάςεων και 
πλαςτικϊν παραμορφϊςεων: 

   
  

    
    

        
   

  
(1.68)  

   
     

           
   

 

 

1.2.4 υνδυαςμόσ Πλαςτικοφ Μοντζλου και Μοντζλου Θραφςησ 

 
Ο ςκοπόσ είναι να ςυνδυαςτοφν τα δφο μοντζλα που περιγράφθκαν παραπάνω ςε ζνα μόνο 
μοντζλο ζτςι ϊςτε να χρθςιμοποιείται θ πλαςτικότθτα για τθ ςφνκλιψθ και το μοντζλο κραφςθσ 
του Rankine για τθ ρθγμάτωςθ. Σο πρόβλθμα αυτό μπορεί γενικά να τεκεί ωσ ταυτόχρονθ λφςθ 
των δφο ακόλουκων ανιςοτιτων: 
 

Λφςθ ωσ προσ     
 

       
                   

 
     

      (1.69)  

 

Λφςθ ωσ προσ     
 

       
                   

 
     

      (1.70)  

 
Θ μία ανιςότθτα εξαρτάται από το αποτζλεςμα τθσ άλλθσ, ςυνεπϊσ χρθςιμοποιείται ο 
Αλγόρικμοσ 2 που ακολουκεί: 
 
Αλγόρικμοσ 2:  
 
Βιμα 1: λφςθ ωσ 

προσ     
    

 
      

                   
      

      
        

     
    

      

 
Βιμα 2: λφςθ ωσ 

προσ     
    

 
      

                   
    

     
    

      

 

Βιμα 3:     
      

     
    

     
      

 (1.71)  
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Θ επαναλθπτικι διόρκωςθ τθσ νόρμασ τθσ παραμόρφωςθσ μεταξφ δφο ςυνεχόμενων 
επαναλιψεων εκφράηεται ωσ: 
 

      
      

                
        

  (1.72)  

 

         
     

    

     
      

 

     
    

     
      

 
     

     
    

     
      

 

     
    

 

 
και   είναι θ επαναλθπτικι διόρκωςθ ι ςυντελεςτισ χαλάρωςθσ, ο οποίοσ ειςάγεται με ςκοπό να 

εξαςφαλιςτεί θ ςφγκλιςθ. Θα κακοριςτεί ςφμφωνα με το χρόνο ανάλυςθσ των     και   , ζτςι 

ϊςτε θ ςφγκλιςθ των επαναλιψεων να είναι βζβαιθ. Οι παράμετροι    και    χαρακτθρίηουν τισ 
ιδιότθτεσ κάκε μοντζλου, δθλ. τθν πλαςτικότθτα και τθ κραφςθ. Θ απαραίτθτθ ςυνκικθ για τθ 
ςφγκλιςθ είναι: 
 

                 (1.73)  

 
Εάν    , τότε πραγματοποιείται ζνασ επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ με αναδρομικι 
αντικατάςταςθ. Θ ςφγκλιςθ μπορεί να επιτευχκεί μόνο ςε δφο περιπτϊςεισ: 
 

Ζνα από τα μοντζλα παραμζνει ανενεργό, δθλ. είτε      είτε     , δεν υπάρχει χαλάρωςθ 
ςε κανζνα από τα δφο μοντζλα και ςτο πλαςτικό μζροσ δεν χρθςιμοποιείται διογκοφμενο υλικό, 
κάτι το οποίο ςθμαίνει ότι     για τθν εξ. 1.56. Αυτι είναι ικανι αλλά μθ αναγκαία ςυνκικθ 

για να διαςφαλιςτεί ότι    και     . 
 

Αποδεικνφεται ότι οι τιμζσ των    και    είναι ανάλογεσ με το εφροσ χαλάρωςθσ ςε κάκε 
μοντζλο. Εφόςον για δεδομζνο υλικό και για δεδομζνο μζγεκοσ πεπεραςμζνων ςτοιχείων το 

μοντζλο χαλάρωςθσ παραμζνει ςυνικωσ ςτακερό, οι τιμζσ των    και    δεν αλλάηουν 
ςθμαντικά κατά τισ επαναλιψεισ. Είναι πικανό να επιλεγεί θ παράμετροσ   ζτςι ϊςτε θ ανίςωςη 

1.73 να ικανοποιείται πάντα ςτο τζλοσ κάκε επανάλθψθσ ςφμφωνα με τισ τρζχουςεσ τιμζσ των    
και   . Τπάρχουν τρία πικανά ςενάρια, τα οποία πρζπει να λθφκοφν υπ’ όψθ για ςωςτό 
υπολογιςμό του  : 
 

1θ περίπτωςθ: 
 

             όπου   ςυςχετίηεται με το ηθτοφμενο εφροσ ςφγκλιςθσ Για γραμμικό εφροσ  

 
μπορεί να τεκεί       τθν περίπτωςθ αυτι θ ςφγκλιςθ πραγματοποιείται και     
 

2θ περίπτωςθ: 

              τότε θ ςφγκλιςθ κα είναι πολφ αργι τθν περίπτωςθ αυτι το   μπορεί να  

εκτιμθκεί ωσ     
        

 
  με ςτόχο τθν αφξθςθ του εφρουσ ςφγκλιςθσ  
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3θ περίπτωςθ: 

           , τότε ο αλγόρικμοσ δε ςυγκλίνει. τθν περίπτωςθ αυτι το   πρζπει να εκτιμθκεί ωσ 

    
 

        
  για να ςτακεροποιιςει τισ επαναλιψεισ  

Θ προςζγγιςθ αυτι εγγυάται τθ ςφγκλιςθ εφόςον οι παράμετροι    και    δεν μεταβάλλονται 
δραςτικά κατά τισ επαναλιψεισ, όπωσ ςυμβαίνει ςε ομαλά και ςωςτά διαμορφωμζνα μοντζλα. 
Σο εφροσ τθσ ςφγκλιςθσ εξαρτάται από τθ κραυςτότθτα του υλικοφ, τθν παράμετρο διόγκωςθσ   
και το μζγεκοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ζνα μεγαλφτερο πλεονζκτθμα κα είναι θ 
ςτακεροποίθςθ του αλγορίκμου με εξομάλυνςθ τθσ παραμζτρου   κατά τθ διάρκεια των 
επαναλιψεων: 

   
             

 
 (1.74)  

 

όπου ο δείκτθσ   δθλϊνει τιμζσ δφο ςυνεχόμενων επαναλιψεων. Πολφ ςθμαντικό για τθ 
ςφγκλιςθ του Αλγορίκμου 2 είναι οι επιφάνειεσ αςτοχίασ των δφο μοντζλων να τζμνουν θ μία τθν 
άλλθ ςε κάκε πικανι κζςθ, ακόμθ και κατά τθ ςκλιρυνςθ ι τθ χαλάρωςθ. 

 

τον επαναλθπτικό αλγόρικμο χρθςιμοποιοφνται πρόςκετοι περιοριςμοί. Εάν θ εντατικι 
κατάςταςθ ςτο τζλοσ του πρϊτου βιματοσ παραβιάηει το κριτιριο του Rankine, θ ςειρά των δφο 
πρϊτων βθμάτων του Αλγορίκμου 2 αντιςτρζφεται. Επίςθσ ςτθν πραγματικότθτα, θ ςφνκλιψθ 
του ςκυροδζματοσ ςτθ μία διεφκυνςθ ζχει ωσ επίπτωςθ ρθγματϊςεισ ςτισ άλλεσ διευκφνςεισ. 
Τποτίκεται ότι μετά τθν παραβίαςθ του πλαςτικοφ κριτθρίου διαρροισ, θ εφελκυςτικι αντοχι ςε 
όλεσ τισ διευκφνςεισ του υλικοφ μθδενίηεται. 

 

Ο προτεινόμενοσ αλγόρικμοσ για το ςυνδυαςμό των μοντζλων πλαςτικότθτασ και κραφςθσ 
παρουςιάηεται γραφικά ςτο χήμα 1.23. Όταν και οι δφο επιφάνειεσ ενεργοποιοφνται, θ 
ςυμπεριφορά είναι παρόμοια με τθν πλαςτικότθτα πολλαπλϊν επιφανειϊν (SIMO et al. 1988). 
Αντίκετα με τον αλγόρικμο τθσ πλαςτικότθτασ πολλαπλϊν επιφανειϊν, θ προτεινόμενθ μζκοδοσ 
είναι πιο γενικι, με τθν ζννοια ότι καλφπτει όλεσ τισ φορτίςεισ περιλαμβάνοντασ και φυςικά 
φαινόμενα, όπωσ είναι το κλείςιμο των ρωγμϊν. 
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χήμα 1.23: χθματικι απεικόνιςθ τθσ επαναλθπτικισ διαδικαςίασ του Αλγορίκμου 2 (εξ. 1.71), 

για ευκρίνεια ςτο ςχιμα απεικονίηονται μόνο οι δφο διαςτάςεισ 

Τπάρχουν δφο πρόςκετεσ αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των δφο αυτϊν μοντζλων που πρζπει να 
λθφκοφν υπ’ όψθ, ζτςι ϊςτε να περιγραφεί καλφτερα θ ςυμπεριφορά του υλικοφ του 
ςκυροδζματοσ: 
 
(α) Μετά τθ ςφνκλιψθ του ςκυροδζματοσ, πρζπει να μειωκεί και θ εφελκυςτικι αντοχι. 
 
(β) φμφωνα με ζρευνα των VECCHIO και COLLINS (1986) όταν πραγματοποιείται ρθγμάτωςθ, 

θ κλιπτικι αντοχι πρζπει να μειωκεί ςτθν κάκετθ διεφκυνςθ. Θ κεωρία αυτι καλείται 
Θεωρία Θλίψθσ και χρθςιμοποιείται για τθν περιγραφι τθσ διατμθτικισ αςτοχίασ δοκϊν 
και τοιχείων. 

 
Θ αλλθλεπίδραςθ (α) λαμβάνεται υπ’ όψθ με τθν προςκικθ τθσ ιςοδφναμθσ πλαςτικισ 
παραμόρφωςθσ ςτθ μζγιςτθ παραμόρφωςθ κραφςθσ ςτο μοντζλο κραφςθσ, ζτςι ϊςτε να 
αυξάνεται αυτόματα θ εφελκυςτικι βλάβθ λόγω κλίψθσ ςε άλλθ κατεφκυνςθ. Πρζπει να ιςχφει θ 
παρακάτω ςυνκικθ: 
 

     
   

  
 

  
 
   

  (1.75)  

 
Θ μείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ (β) βαςίηεται ςτθν ακόλουκθ εξίςωςθ, που προτείνεται από τον 
COLLINS: 
 
 

 
       

  
(1.76)  
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όπου    είναι θ παραμόρφωςθ λόγω εφελκυςμοφ ςτθ ρωγμι. το πρόγραμμα ATENA θ μζγιςτθ 
παραμόρφωςθ κραφςθσ χρθςιμοποιείται ωσ    και θ κλιπτικι αντοχι μειϊνεται με το ςυντελεςτι 

  
   . Εάν   

    δεν προςδιορίηεται, τότε δεν πραγματοποιείται μείωςθ τθσ κλιπτικισ αντοχισ. 
 

1.2.5 Δυςκαμψία Εφελκυςμοφ 

 
ε φορείσ από ωπλιςμζνο ςκυρόδεμα με ιςχυρό οπλιςμό, οι ρωγμζσ δεν μποροφν να 
αναπτυχκοφν πλιρωσ και το ςκυρόδεμα ςυνειςφζρει ςτθ δυςκαμψία του χάλυβα. Σο φαινόμενο 
αυτό καλείται δυςκαμψία εφελκυςμοφ και μπορεί να προςομοιωκεί ςτο μοντζλο υλικοφ 
CC3DNonLinCementitious2 με τον προςδιοριςμό ενόσ ςυντελεςτι εφελκυςτικισ δυςκαμψίασ    . 
Ο ςυντελεςτισ αυτόσ αναπαριςτά τθ ςχετικι οριακι τιμι τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ ςτο 
διάγραμμα εφελκυςτικισ χαλάρωςθσ. Θ εφελκυςτικι αντοχι δεν μπορεί να μειωκεί κάτω από 
τθν τιμι       (χήμα 1.24). Θ προτεινόμενθ αρχικι τιμι είναι         όπωσ προτείνεται από τον 
CEB-FIP Model Code 1990. 
 

 
χήμα 1.24: Δυςκαμψία εφελκυςμοφ 

1.2.6 Απόςταςη Ρωγμϊν 

 
ε φορείσ ωπλιςμζνου ςκυροδζματοσ με ιςχυρό οπλιςμό, ι ςε φορείσ με μεγάλα πεπεραςμζνα 
ςτοιχεία, όπου από κάκε πεπεραςμζνο ςτοιχείο περνοφν πολλζσ ράβδοι οπλιςμοφ, θ προςζγγιςθ 
του εφρουσ ρωγμισ που περιγράφθκε ςτθν παράγραφο 1.1.3 κα παράγει πολφ ςυντθρθτικά 
αποτελζςματα και το εφροσ των ρωγμϊν κα υπερεκτιμάται. Αυτό είναι απόρροια του γεγονότοσ 
ότι θ κεωρία εφρουσ ρωγμισ υποκζτει ότι οι αποςτάςεισ των ρωγμϊν είναι μεγαλφτερεσ από το 
μζγεκοσ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου. Αντίκετα όταν ο φορζασ ζχει βαρφ οπλιςμό ι είναι 
διακριτοποιθμζνοσ με μεγάλα πεπεραςμζνα ςτοιχεία, είναι πικανό θ απόςταςθ των ρωγμϊν να 
είναι μικρότερθ από το μζγεκοσ του πεπεραςμζνου ςτοιχείου. Αυτό ιςχφει ειδικότερα όταν 
χρθςιμοποιοφνται shell/plate πεπεραςμζνα ςτοιχεία. τθν περίπτωςθ αυτι είναι χριςιμο να 
προςδιορίηεται θ απόςταςθ των ρωγμϊν από τον χριςτθ, αλλιϊσ το πρόγραμμα κα 
υπερεκτιμιςει τθ ρθγμάτωςθ, άρα κα επθρεαςτοφν και οι παραμορφϊςεισ. Ο οριςμόσ από το 
χριςτθ γίνεται μζςω του εφρουσ ρωγμισ   . 
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2 Επίλυςη Μη Γραμμικϊν Εξιςϊςεων 
 
κοπόσ του κεφαλαίου αυτοφ είναι θ περιγραφι των μεκόδων επίλυςθσ μθ γραμμικϊν 
εξιςϊςεων. Περιγράφονται διάφορεσ μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται ςτο πρόγραμμα ATENA. 
Ωςτόςο, ςε όλεσ τισ μεκόδουσ γίνεται επίλυςθ ενόσ ςυνόλου γραμμικϊν αλγεβρικϊν εξιςϊςεων, 
τθσ μορφισ: 
 

      (2.1)  

 
όπου  ,  ,   είναι κακολικά μθτρϊα και διανφςματα, άγνωςτων μεταβλθτϊν. 

 

2.1 Γραμμική Επίλυςη 
 
Δφο τφποι επίλυςθσ υποςτθρίηονται: άμεςθ και με επαναλιψεισ. Ο κάκε τφποσ επίλυςθσ ζχει 
οριςμζνα προτεριματα και οριςμζνα μειονεκτιματα. Θ άμεςθ επίλυςθ ςυνίςταται ςε μικρά 
προβλιματα, ενϊ θ επίλυςθ με επαναλιψεισ είναι καλφτερθ ςε μεγάλα προβλιματα τριϊν 
διαςτάςεων. 
 
Οι δφο προςεγγίςεισ διαφζρουν επίςθσ ςτον τρόπο μόρφωςθσ του μθτρϊου  . 
 
Εάν χρθςιμοποιείται θ άμεςθ επίλυςθ, τότε τα μθ μθδενικά ςτοιχεία κάκε ςτιλθσ τοποκετοφνται 
ςε ςτακερι απόςταςθ από το διαγϊνιο ςτοιχείο και το τελευταίο μθ μθδενικό ςτοιχείο, ςτθ 
ςτιλθ. Σο μθτρϊο  , που αποκαλείται και μητρϊο κορυφογραμμήσ (skyline matrix), ζχει τθ 
μορφι: 
 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
            

               

               

               

                  

            

       
 
 
 
 
 
 
 

 (1.2)  

 
περιγράφεται ζτςι ςε τρία διανφςματα  ,  ,  , με πραγματικά δεδομζνα και ςε ζνα διάνυςμα   με 

πλθροφορίεσ ςχετικά με το προφίλ του μθτρϊου: 
 

 

                           (1.3)  

                                             

                                             

 

               

 
Για κάκε ςτιλθ   του μθτρϊου   ςτο διάνυςμα   περιλαμβάνονται ςτοιχεία για το         μζςα 

ςτθ διάταξθ των   και   αντίςτοιχα. Εάν το   είναι ςυμμετρικό, τότε     και καταχωρείται μόνο 

το  . θμειϊνεται ότι πρζπει να καταχωρθκοφν όλα τα ςτοιχεία, ακόμθ κι αν οριςμζνα από αυτά 
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είναι μθδενικά, διότι κατά τθ διαδικαςία τθσ επίλυςθσ μπορεί να μετατραποφν ςε μθ μθδενικά  
(παραγοντοποίθςθ του μθτρϊου). 
Θ λφςθ με επαναλιψεισ, αποκθκεφει μόνο πραγματικά μθ μθδενικά ςτοιχεία, ανεξάρτθτα από το 
εάν αυτά βρίςκονται πάνω ι κάτω από τθν κορυφογραμμι. Ζςτω ότι το μθτρϊο   τθσ εξ. 2.2 
αποκθκεφει και οριςμζνα μθδενικά ςτοιχεία κάτω από τθν κορυφογραμμι 
 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
          

           

             

             

          

            

       
 
 
 
 
 
 
 

 (1.4)  

 
Όλοι οι τρόποι επίλυςθσ με επαναλιψεισ αποκθκεφουν το μθτρϊο   με τθ μορφι τριϊν 
διανυςμάτων. Όλα τα δεδομζνα αποκθκεφονται ςτο διάνυςμα   και θ κζςθ των αποκθκευμζνων 

δεδομζνων καταγράφεται ςτα διανφςματα   και  . Σο παραπάνω μθτρϊο εκφράηεται ζτςι ωσ 

εξισ: 
 

 

                                          

(1.5)  
 

                  

            

 
Σο διάνυςμα   αποκθκεφει για κάκε ςτιλθ του   το πρϊτο διαγϊνιο ςτοιχείο, που ακολουκείται 

από όλα τα μθ μθδενικά ςτοιχεία, από τθν κορυφι τθσ ςτιλθσ μζχρι το τζλοσ τθσ. Σο διάνυςμα   

αποκθκεφει τθν ζνδειξθ τθσ γραμμισ κάκε ςτοιχείου του διανφςματοσ  . Σο διάνυςμα   τζλοσ 

αποκθκεφει τθ κζςθ όλων των διαγϊνιων ςτοιχείων     που υπάρχουν ςτο  , ενςωματωμζνα ςε 

ζναν τεχνθτό δείκτθ            , όπου         . 

 

2.1.1 Άμεςη Επίλυςη 

 
Για τθ λφςθ του προβλιματοσ χρθςιμοποιείται θ πλιρθσ μζκοδοσ του Cholesky. Σο μθτρϊο   
χωρίηεται ωσ: 
 

       (1.6)  

 
Όπου  ,   είναι τα άνω και τα κάτω μθτρϊα αντίςτοιχα και   είναι το διαγϊνιο μθτρϊο. Θ 
μζκοδοσ για το διαχωριςμό του μθτρϊου   περιγράφεται από τον BATHE 1982. Θ εξ. 2.6 λφνεται 
ςε δφο βιματα: 
 

 
       

(1.7)  
          

 
Και οι δφο παραπάνω εξιςϊςεισ υπολογίηονται εφκολα, διότι και τα δφο μθτρϊα ζχουν τριγωνικι 
μορφι. Εάν το   είναι ςυμμετρικό, που είναι και ςυνικθσ περίπτωςθ, τότε 
 

      (1.8)  
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2.1.2 Λφςη με Επαναλήψεισ 

 
Κάκε τρόποσ επίλυςθσ με επαναλιψεισ αποτελείται τυπικά από δφο ρουτίνεσ, μία για τθν 
“προετοιμαςία” τθσ λφςθσ και μία για τθ λφςθ αυτι κακεαυτι, δθλαδι τθ φάςθ τθσ “εκτζλεςθσ”. 
Οι ρουτίνεσ είναι ιδιαίτερα ςθμαντικζσ για τθν περίπτωςθ λφςεων με επαναλιψεισ με ςυνοριακζσ 
ςυνκικεσ. τθν περίπτωςθ αυτι δθμιουργείται ζνα μθτρϊο ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν. 
 
Θ πιο αποτελεςματικι ρουτίνα ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν βαςίηεται ςτθν ατελι διάςπαςθ του 
Cholesky (RECTORYS 1995). Σο μθτρϊο ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν    διαχωρίηεται με τον ίδιο τρόπο 
όπωσ και ςτθν εξ. 2.6 δθλαδι: 
 

           (1.9)  

 
υγκρίνοντασ το   και το   , μπορεί να γραφεί: 
 

 
                        

       
(1.10)   

                        
       

 
Θ ατελισ μζκοδοσ του Cholesky χρθςιμοποιείται με τον ίδιο τρόπο όπωσ και θ πλιρθσ μζκοδοσ 
του Cholesky τθσ εξ. 2.6, ωςτόςο τα δεδομζνα του μθτρϊου  , τα οποία είναι αρχικά μθδενικά 
και ςτθ ςυνζχεια μετατρζπονται ςε μθ μθδενικά κατά τθν παραγοντοποίθςθ αγνοοφνται, δθλαδι 
παραμζνουν μθδενικά, ακόμθ και μετά τθν παραγοντοποίθςθ. Αυτι θ ανακρίβεια είναι το κόςτοσ 
για τθν μικρότερθ απαίτθςθ μνιμθσ των λφςεων με επαναλιψεισ. 
 

2.2 Πλήρησ Μζθοδοσ Newton – Raphson 
 
Με βιμα προσ βιμα ανάλυςθ και με ταυτόχρονθ αφξθςθ του φορτίου, προκφπτει το ακόλουκο 
ςφνολο μθ γραμμικϊν εξιςϊςεων: 
 

               (1.11)  

όπου: 
  είναι  το διάνυςμα όλων των εφαρμοηόμενων ςθμειακϊν φορτίων 

     είναι το διάνυςμα των εςωτερικϊν επικόμβιων δυνάμεων 

   είναι θ αφξθςθ τθσ παραμόρφωςθσ, λόγω αφξθςθσ των φορτίων 

  είναι οι παραμορφϊςεισ του φορζα, πριν από τθν αφξθςθ του φορτίου 

     είναι το μθτρϊο δυςκαμψίασ που ςυνδζει τθν αφξθςθ του φορτίου με τισ παραμορφϊςεισ 

 
Θ εξ. 2.11 αντιπροςωπεφει τισ μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ κατά τθν αφξθςθ του φορτίου, δθλαδι είναι θ 
διαφορά του ςυνολικοφ φορτίου μετά τθν εφαρμογι τθσ αφξθςθσ του φορτίου, μείον τισ εςωτερικζσ 
δυνάμεισ που προζκυψαν από το προθγοφμενο βιμα φόρτιςθσ. Γενικότερα το μθτρϊο δυςκαμψίασ 
εξαρτάται από τισ παραμορφϊςεισ, είναι δθλαδι ςυνάρτθςθ του  , ςυνικωσ όμωσ αυτό αμελείται κατά 

τθν αφξθςθ του φορτίου, προκειμζνου να διατθρθκεί θ γραμμικότθτα. τθν περίπτωςθ αυτι το μθτρϊο 
δυςκαμψίασ υπολογίηεται βαςιηόμενο ςτθν τιμι του   που λαμβάνεται από το βιμα πριν τθν αφξθςθ του 

φορτίου. 
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Σο ςφνολο των εξ. 2.11 είναι μθ γραμμικό, λόγω τθσ μθ γραμμικότθτασ των ςυναρτιςεων των εςωτερικϊν 
δυνάμεων: 

 

             (1.12)  

 
και τθσ μθ γραμμικότθτασ του μθτρϊου δυςκαμψίασ: 
 

              (1.13)  

 
Όπου   είναι ακζραια ςτακερά. 
 
Σο ςφνολο των εξιςϊςεων είναι θ μακθματικι περιγραφι τθσ ςυμπεριφοράσ του φορζα κατά τθ 
διάρκεια ενόσ βιματοσ. Εάν επαναγραφεί θ εξ. 4.12 για τθν   επανάλθψθ τθσ φόρτιςθσ, 
λαμβάνεται: 
 

                      (1.14)  

 
Όλεσ οι ποςότθτεσ τθσ       επανάλθψθσ, ζχουν ιδθ υπολογιςκεί κατά τθ διάρκεια του 
προθγοφμενου βιματοσ. Σϊρα επιλφεται θ εξίςωςθ για το    με φορτίο  , με τθ βοικεια τθσ 

ςχζςθσ: 
 

  
 
  

   
   

 
 (1.15)  

 
Όπωσ επιςθμάνκθκε και παραπάνω, θ εξ. 2.14 είναι μθ γραμμικι και για αυτό το λόγο είναι 
απαραίτθτο να γίνει ολοκλιρωςθ μζχρι να ικανοποιοφνται οριςμζνα κριτιρια ςφγκλιςθσ. το 
πρόγραμμα ATENA υποςτθρίηονται τα εξισ: 
 

 

 
   

    

  
   

           

(1.16)  

 
           

 

           

     
 

     
            

 
   

            

  
      

             

 
                                

                      
            

 
Όπου ο εκκζτθσ   ςυμβολίηει το   ςτοιχείο του αντίςτοιχου διανφςματοσ. 
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Σο πρϊτο κριτιριο ςφγκλιςθσ εξετάηει τισ παραμορφϊςεισ κατά τθν τελευταία επανάλθψθ, ενϊ 
το δεφτερο κριτιριο εξετάηει τισ μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ. Σο τρίτο κριτιριο ςφγκλιςθσ εξετάηει τθ 
μθ ιςόρροπθ ενζργεια, ενϊ τζλοσ το τζταρτο κριτιριο εξετάηει τισ μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ ςε 
όρουσ μεγίςτων. Οι τιμζσ των ορίων ςφγκλιςθσ   είναι αρχικά ςτο πρόγραμμα      και μποροφν 
να προςαρμοςκοφν ανάλογα με τισ ανάγκεσ του κάκε χριςτθ. 
 
Θ λογικι τθσ επίλυςθσ των μθ γραμμικϊν εξιςϊςεων με τθν πλιρθ μζκοδο Newton – Raphson 
απεικονίηεται ςτο παρακάτω διάγραμμα: 
 

 
χήμα 2.1: Πλιρθσ μζκοδοσ Newton - Raphson 

2.3 Σροποποιημζνη Μζθοδοσ Newton – Raphson 
 
Κατά τθν επίλυςθ τθσ εξ. 2.14, καταναλϊνεται πολφσ χρόνοσ ςτον υπολογιςμό εκ νζου του 

μθτρϊου δυςκαμψίασ         ςε κάκε επανάλθψθ. ε πολλζσ περιπτϊςεισ αυτό δεν είναι 

απαραίτθτο και μπορεί να χρθςιμοποιθκεί το μθτρϊο       τθσ πρϊτθσ επανάλθψθσ του 

βιματοσ. Αυτι είναι θ βαςικι ιδζα τθσ τροποποιθμζνθσ μεκόδου Newton – Raphson. Με τθ 
μζκοδο αυτι μειϊνεται ςθμαντικά ο απαιτοφμενοσ χρόνοσ επίλυςθσ, ωςτόςο θ ςφγκλιςθ γίνεται 
δυςκολότερα. 
 
Θ απλοποίθςθ που γίνεται κατά τθν τροποποιθμζνθ μζκοδο Newton – Raphson, αποτυπϊνεται 
μακθματικά ωσ εξισ: 
 

               (1.17)  

 
Θ τροποποιθμζνθ μζκοδοσ Newton – Raphson παριςτάνεται διαγραμματικά ςτο χήμα 2.2 που 
ακολουκεί. υγκρίνοντασ το χήμα 2.1 και το χήμα 2.2, φαίνεται ότι θ τροποποιθμζνθ μζκοδοσ 
Newton – Raphson ςυγκλίνει με πιο αργό ρυκμό ςε ςχζςθ με τθν πλιρθ μζκοδο. Από τθν άλλθ 
πλευρά όμωσ μία επανάλθψθ απαιτεί λιγότερο υπολογιςτικό χρόνο, διότι το μθτρϊο δυςκαμψίασ 
μορφϊνεται και απαλείφεται μόνο μία φορά. τθν πράξθ υιοκετείται ζνασ προςεκτικόσ 
ςυνδυαςμόσ και των δφο μεκόδων για τθν καλφτερθ και αποδοτικότερθ λφςθ. υνικωσ 
ςυνιςτάται θ αρχι τθσ επίλυςθσ να γίνεται με τθν πλιρθ μζκοδο Newton – Raphson και κατά τθ 
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διάρκεια τθσ επίλυςθσ, δθλαδι κοντά ςε μζγιςτεσ τιμζσ, να γίνεται χριςθ τθσ τροποποιθμζνθσ 
μεκόδου για τθν αποφυγι αποκλίςεων. 
 

 
χήμα 2.2: Σροποποιθμζνθ μζκοδοσ Newton - Raphson 

2.4 Μζθοδοσ Arc - Length 
 
Εκτόσ από τθν τροποποιθμζνθ μζκοδο Newton – Raphson, μία ευρζωσ χρθςιμοποιοφμενθ 
μζκοδοσ είναι θ μζκοδοσ Arc – Length. Θ μζκοδοσ αυτι εφαρμόςτθκε για πρϊτθ φορά πριν 
δεκαπζντε περίπου χρόνια, προκειμζνου να λυκοφν φορείσ γεωμετρικά μθ γραμμικοί. Λόγω τθσ 
εξαιρετικισ προςζγγιςθσ του προβλιματοσ, θ μζκοδοσ αυτι κακιερϊκθκε τόςο για γεωμετρικά 
μθ γραμμικά προβλιματα, όςο και για προβλιματα όπου υπάρχει μθ γραμμικότθτα υλικοφ.  
 
Ο κφριοσ λόγοσ που κακιςτά αυτι τθ μζκοδο δθμοφιλι, είναι θ υπολογιςτικι αξιοπιςτία που 
εξαςφαλίηει ςωςτά αποτελζςματα, ακόμθ και ςε περιπτϊςεισ όπου θ πλιρθσ μζκοδοσ Newton – 
Raphson αποτυγχάνει. Με τθ χριςθ τθσ μεκόδου Arc – Length, μποροφν να μελετθκοφν 
προβλιματα ςτακερότθτασ, όπωσ επίςθσ και προβλιματα με μθ γραμμικότθτα υλικοφ με 
διαγράμματα τάςεων – παραμορφϊςεων μθ ομαλά ι/και αςυνεχι. Αυτό επιτυγχάνεται χάρθ 
ςτθν αλλαγι των ςυνκθκϊν φόρτιςθσ κατά τθ διάρκεια των επαναλιψεων μζςα ςτο ίδιο βιμα. 
 
Θ βαςικι ιδζα τθσ μεκόδου αυτισ εξθγείται καταρχάσ από το ίδιο το όνομά τθσ, “μικοσ τόξου”. Θ 
βαςικι αρχι είναι θ παρακολοφκθςθ τθσ ςχζςθσ μεταξφ φορτίου – μετατόπιςθσ και όχι θ 
εφαρμογι ςτακερισ αφξθςθσ φορτίου όπωσ γίνεται ςτθ μζκοδο  Newton – Raphson. Ζτςι θ 
μζκοδοσ Arc – Length προςαρμόηει τόςο τισ ςυνκικεσ φόρτιςθσ, όςο και τισ ςυνκικεσ 
μετατόπιςθσ ςτο τζλοσ κάκε βιματοσ. Τπάρχουν αρκετοί τρόποι για τθν προςαρμογι αυτι. Ο πιο 
ςυνθκιςμζνοσ είναι να μεταβάλλεται θ μετατόπιςθ ςε κάκε βιμα για κακοριςμζνο μζγεκοσ 
διανφςματοσ φορτίου. 
 
Από μακθματικισ ςκοπιάσ, πρζπει να ειςαχκεί ζνασ πρόςκετοσ βακμόσ ελευκερίασ που ζχει να 
κάνει με το βακμό φόρτιςθσ (δθλ. το πρόβλθμα ζχει n βακμοφσ ελευκερίασ για τθ μετατόπιςθ και 
1 βακμό ελευκερίασ για το φορτίο). Χρειάηεται ακόμθ να προςτεκεί ζνασ περιοριςμόσ για τθ νζα 
άγνωςτθ μεταβλθτι. Ο νζοσ βακμόσ ελευκερίασ ονομάηεται ςυνικωσ   (φορτιςτικόσ 
ςυντελεςτισ). Τπάρχουν πολλζσ δυνατότθτεσ ςτο να κακοριςτοφν οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ για το 
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 . Αυτζσ που χρθςιμοποιοφνται ςτο πρόγραμμα ATENA παρουςιάηονται ςυνοπτικά ςτισ 
ακόλουκεσ παραγράφουσ. 
 
Θ εξ. 2.11, προςαρμοςμζνθ ςτθ μζκοδο Arc – Length γράφεται ωσ εξισ: 
 

                (1.18)  

 
Γράφοντασ τϊρα τθν εξ. 2.18 ςε μορφι που αρμόηει για επαναλθπτικι λφςθ, λαμβάνεται: 
 

                               (1.19)  

 
                           (1.20)  

 
                    (1.21)  

 
               (1.22)  

 
Οι ςυμβολιςμοί εξθγοφνται ςτο χήμα 2.3. Σο μθτρϊο   μπορεί να υπολογιςτεί για κάκε 
επανάλθψθ, με παρόμοιο τρόπο όπωσ και ςτθν πλιρθ μζκοδο Newton – Raphson, ι μπορεί να 
μορφωκεί βάςει τθσ πρϊτθσ επανάλθψθσ για όλεσ τισ επακόλουκεσ επαναλιψεισ, όπωσ γίνεται 
και ςτθν τροποποιθμζνθ μζκοδο Newton – Raphson. Σο διάνυςμα   δε ςυμβολίηει πλζον το 

ςφνολο του φορτίου ςτο τζλοσ του βιματοσ, αλλά μόνο μία φόρτιςθ αναφοράσ. Σο πραγματικό 
φορτίο είναι πολλαπλάςιο αυτοφ.  
 
Σο   είναι μία πρόςκετθ μεταβλθτι που ειςάγεται για τθ μζκοδο Line – search, και κα επεξθγθκεί 
αργότερα. Σο   χρθςιμοποιείται για να επιταχφνεται θ επίλυςθ ςε περίπτωςθ που θ ςχζςθ 
φορτίου – παραμόρφωςθσ εξελίςςεται ομαλά, ι για να ξεπεράςει πικανά προβλιματα μθ 
ςφγκλιςθσ, που μπορεί να προκφψουν κοντά ςε διακλαδϊςεισ και ςε τοπικά μζγιςτα. 
 

 
χήμα 2.3: Θ μζκοδοσ Arc - Length 
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Επιπρόςκετα, οι μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ κατά τθν   επανάλθψθ, είναι: 
 

                                  (1.23)  

 
και το διάνυςμα R.H.S ςτθν   επανάλθψθ: 
 

                           (1.24)  

 
Με αντικατάςταςθ τθσ εξ. 2.20 ςτθν εξ. 2.19 και με χριςθ τθσ εξ. 2.24, θ αφξθςθ τθσ μετατόπιςθσ 
 

   
 μπορεί να υπολογιςτεί από τθ ςχζςθ: 

 
                          (1.25)  

Επομζνωσ, 
 

       
   

         (1.26)  

όπου: 
 

 

 
   

          

(1.27)  
        

 
Για τον πλιρθ κακοριςμό του αλγορίκμου μζνει να οριςκοφν οι πρόςκετοι περιοριςμοί για τα 
      και     . Ζτςι ςυγκριτικά και με τισ μεκόδουσ Newton – Raphson όπου γίνεται επίλυςθ   μθ 
γραμμικϊν μεταβλθτϊν, για τθ μζκοδο Arc – Length απαιτείται θ επίλυςθ       εξιςϊςεων, όπου οι    

μεταβλθτζσ αντιςτοιχοφν ςτισ παραμορφϊςεισ και οι   πρόςκετεσ είναι οι       και     . 
 
Εάν τεκεί       , τότε το πρόβλθμα μεταπίπτει ςε πρόβλθμα       εξιςϊςεων που αντιςτοιχεί 
κακαρά ςτθ μζκοδο Arc – Length, αλλιϊσ χρθςιμοποιείται ζνασ ςυνδυαςμόσ τθσ μεκόδου Arc – Length και 
τθσ μεκόδου Line – search, θ οποία εξθγείται ςε επόμενθ παράγραφο. θμειϊνεται ότι όλα τα διανφςματα 
ςυμπεριλαμβανομζνων και των  

   
,  

 
 είναι       τάξθσ. Θ       ςυντεταγμζνθ τουσ, αντιςτοιχεί 

ςτο φορτιςτικό ςυντελεςτι   και τίκεται μθδενικι. 
 

Ειςάγονται τϊρα δφο νζα διανφςματα    και   , όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 2.4. Ορίηονται ωσ: 
 

        
   

    
   

  
     

  (1.28)  

 

        
   

        (1.29)  

όπου: 
 
  είναι θ κλίςθ που ςυνδζει το   με τθν παραμόρφωςθ 
 

   
 είναι το       διάνυςμα με τισ πρϊτεσ   ςυντεταγμζνεσ του μθδενικζσ και τθ        

 ςυντεταγμζνθ του ίςθ με  
   

. 

 
     

 είναι το       διάνυςμα, όμοια με το  
   

. 
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χήμα 2.4: Σα διανφςματα    και    και θ κλίςθ   

Είναι φανερό ότι 
 

              (1.30)  

Ορίηεται ζτςι το  : 
 

                (1.31)  

 
Θ εξ. 2.19 με τθ χριςθ τθσ εξ. 2.31 οδθγεί ςτθν τελικι ζκφραςθ του άγνωςτου       (ςθμειωτζον 
ότι      

            
        ): 

 

       
          

   
   

       
                    

 (1.32)  

 
Σο      , λαμβάνεται από τθν εξ. 2.32 εφόςον κακοριςτεί το     . τθν πραγματικότθτα 

κακορίηει και τον τφπο των περιοριςμϊν τθσ μεκόδου Arc – Length που χρθςιμοποιοφνται. Οι 
τφποι που υποςτθρίηονται από το πρόγραμμα ATENA περιγράφονται παρακάτω. 
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2.4.1 Κάθετη Μζθοδοσ Ενημζρωςησ 

 
Σα διανφςματα      και      είναι κάκετα ςτθν περίπτωςθ αυτι, επομζνωσ είναι       , βλ. 
και χήμα 2.5.  

 
χήμα 2.5: Κάκετθ Μζκοδοσ Ενθμζρωςθσ 

Σο βαςικό πλεονζκτθμα αυτισ τθσ μεκόδου είναι θ απλότθτά τθσ. Σο κάκετο επίπεδο 
ενθμζρωςθσ είναι ςχετικά αξιόπιςτο, αλλά μπορεί να αςτοχιςει εάν το     διάγραμμα αλλάξει 
απότομα κλίςθ ι αν γυρίςει πίςω ι κάτω (snap back και snap through αντίςτοιχα). Εκτόσ τοφτου, 
εάν τζτοιεσ ειδικζσ περιπτϊςεισ αντιμετωπιςτοφν με τθ μζκοδο αυτι, κα πρζπει να μειωκεί 
ςθμαντικά το βιμα τθσ μεκόδου. 
 

2.4.2 Μζθοδοσ υνεχοφσ Γραμμικοποίηςησ 

 
Σο      ορίηεται ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ωσ: 
 
          

                                              (1.33)  

 
Σο μζγεκοσ του βιματοσ   και θ γωνία   απεικονίηονται ςτο χήμα 2.6. Θ νόρμα του διανφςματοσ 

       υπολογίηεται χρθςιμοποιϊντασ τθν εξ. 2.28: 

 

       
 

   
   

    
   

     
   

  
     

 
 

 (1.34)  

 
 
 



Μθ Γραμμικι Ανάλυςθ Καταςκευϊν από Ωπλιςμζνο κυρόδεμα με Σριςδιάςτατα 
Πεπεραςμζνα τοιχεία 

51 

 

 
χήμα 2.6: Μζκοδοσ υνεχοφσ Γραμμικοποίθςθσ 

Με αντικατάςταςθ των εξ. 2.33 και 2.34 ςτθν εξ. 2.32 προκφπτει θ τελικι ζκφραςθ του      . 
Πρζπει να ςθμειωκεί ότι θ κλίςθ   ζχει οριςκεί από τθν αρχι και κακορίηει το πραγματικό 
μζγεκοσ του βιματοσ. Αυτό βζβαια κακιςτά τθν επιλογι τθσ παραμζτρου  , πολφ ουςιαςτικι για 
τθ λφςθ και για το λόγο αυτό, κα ςυηθτθκεί λεπτομερζςτερα ςε επόμενθ παράγραφο.  
 
Θ μζκοδοσ αυτι είναι ιδιαίτερα βολικι για επιλφςεισ που περιλαμβάνουν     διαγράμματα με 

απότομεσ διακοπζσ και αςυνζχειεσ, δθλαδι ςτισ περιπτϊςεισ όπου παρουςιάηεται μθ 
γραμμικότθτα ςτο υλικό. 
 
 

2.4.3 Λεπτομερήσ Ορθογωνική Μζθοδοσ 

 
Ο βαςικόσ περιοριςμόσ που τίκεται για το       ςτθν περίπτωςθ αυτι είναι ότι                  

             , όπου   είναι το ςαφϊσ οριςμζνο εξ’ αρχισ μζγεκοσ του βιματοσ. Όμοια με 

τθν προθγοφμενθ μζκοδο, εκτιμάται και πάλι το     : 
 

          
                                          (1.35)  

 
Από τα όμοια τρίγωνα του διαγράμματοσ του χήμα 2.7, προκφπτει: 
 

 
  

   
 

  
   
    

 
  

   
 

  
 
  

 (1.36)  

 

      
       

     

   
  

 (1.37)  

 
   

           
  (1.38)  
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 (1.39)  

 

Σο διάνυςμα      
   υπολογίηεται από τθν εξ. 2.34. Αντικακιςτϊντασ τισ παραπάνω εξιςϊςεισ 

ςτθν εξ. 2.32 λαμβάνεται θ τελικι ζκφραςθ του      . 
 
Από τθν ανωτζρω προςζγγιςθ γίνεται αντιλθπτό ότι πρϊτα εφαρμόηεται θ Κάκετθ Μζκοδοσ 

Ενθμζρωςθσ (παράγραφοσ 2.4.1) για τον υπολογιςμό των    
   και      

   και ζπειτα γίνεται 

διόρκωςθ του      , ζτςι ϊςτε να ικανοποιείται θ ςυνκικθ              . 

 

 
χήμα 2.7: Λεπτομερισ Ορκογωνικι Μζκοδοσ 

Θ μζκοδοσ αυτι χρθςιμοποιείται ςυνικωσ για τθν ανάλυςθ φορζων με γεωμετρικι μθ 
γραμμικότθτα και ειδικά ςε προβλιματα ιςορροπίασ. υγκριτικά με τθ μζκοδο Crisfield, που 
ακολουκεί, αποφεφγεται το πρόβλθμα τθσ επιλογισ του κατάλλθλου      . Όςον αφορά ςτθ 
ςφγκλιςθ τζλοσ, θ μζκοδοσ ζχει ωσ πλεονζκτθμα ότι διατθρεί το μζγεκοσ του βιματοσ. 
 

2.4.4 Μζθοδοσ Crisfield 

 

Θ μζκοδοσ Crisfield βαςίηεται ςτον περιοριςμό του ςτακεροφ βιματοσ              . Θ 

ζκφραςθ του      δεν χρθςιμοποιείται ςε αυτιν τθ μζκοδο και ζτςι γίνεται άμεςθ 
αντικατάςταςθ των εξ. 2.19 μζςω τθσ εξ. 2.30 απευκείασ ςτον παραπάνω περιοριςμό. Προκφπτει 
ζτςι θ ακόλουκθ εξίςωςθ για το      : 
 

        
               (1.40)  
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(1.41)                         
   

   
    

                  
      

   

 
  

   
    

 
Θ εξ. 2.40 ζχει γενικά δφο ρίηεσ       και επομζνωσ πρζπει να επιλεγεί θ μία από τισ δφο ωσ 
κατάλλθλθ. Τπάρχουν διάφορεσ ςτρατθγικζσ για τθν επιλογι αυτι. Σο πρόγραμμα ATENA 

επιλζγει τθ λφςθ      , για τθν οποία ιςχφει               , δθλαδι θ διεφκυνςθ τθσ νζασ 

αφξθςθσ να είναι όςο το δυνατόν κοντά ςτθ διεφκυνςθ τθσ προθγοφμενθσ αφξθςθσ, μζςα ςτο ίδιο 
βιμα. 
 

2.4.5 Βήμα τησ Arc Length 

 
Θ επιλογι του κατάλλθλου βιματοσ είναι πρωταρχικισ ςθμαςίασ για ςωςτι ανάλυςθ και 
απόδοςθ ςωςτϊν αποτελεςμάτων. Επθρεάηει άμεςα τθ ςφγκλιςθ, αλλά και τον απαιτοφμενο 
αρικμό βθμάτων. Σο πρόγραμμα ATENA ακολουκεί τθν παρακάτω διαδικαςία για τθ βζλτιςτθ 
επιλογι του βιματοσ  : 
 
 Ορίηεται το διάνυςμα φόρτιςθσ   και ζτςι ορίηεται ζνα φορτίο αναφοράσ (μζςα ςε μία 

αφξθςθ του φορτίου). 
 

 Θ ανάλυςθ ξεκινάει με αυτό το φορτίο ςτο 1ο βιμα και θ 1θ επανάλθψθ κακορίηει το μζγεκοσ 
του βιματοσ    για το 1ο βιμα. τα ακόλουκα βιματα, το μζγεκοσ του βιματοσ παραμζνει 
ςτακερό, ι βελτιςτοποιείται, βάςει των ακολοφκων: 

 
 
 

         
    

 
 (1.42)  

 

         
    

 

 
 (1.43)  

 

         
 

    
 (1.44)  

 
όπου: 
 
   και      είναι το βιμα τθσ Arc Length ςτθν τρζχουςα και ςτθν προθγοφμενθ αφξθςθ του φορτίου 
αντίςτχοιχα. 
 

  και      είναι ο επικυμθτόσ αρικμόσ επαναλιψεων του τρζχοντοσ και του προθγοφμενου βιματοσ 

αντίςτοιχα. υνικωσ το   είναι   με  . 
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2.5 Μζθοδοσ Line – search 
 
κοπόσ τθσ μεκόδου αυτισ είναι ο υπολογιςμόσ τθσ παραμζτρου  , θ οποία αναφζρκθκε ιδθ 
ςτθν παράγραφο 2.4. Θ μζκοδοσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί είτε ανεξάρτθτα, είτε ςε ςυνδυαςμό 
με τθ μζκοδο Arc Length. Ο βαςικόσ λόγοσ για τον οποίο ειςάγεται μία νζα παράμετροσ (δθλ. 
ζνασ νζοσ βακμόσ ελευκερίασ ςτισ εξιςϊςεισ) είναι για να επιταχυνκεί ι για να ςταματιςει θ 
ανάλυςθ τθσ ςχζςθσ φορτίου – μετατόπιςθσ. 
 
Θ βαςικι ιδζα τθσ παραμζτρου   είναι να ελαχιςτοποιθκεί το ζργο των ενεργϊν μθ ιςόρροπων 
δυνάμεων κατά τθν αφξθςθ τθσ μετατόπιςθσ. 
 
Ζςτω ότι ζχουν ιδθ βρεκεί δφο ςθμεία    και         και επομζνωσ ζχουν επίςθσ υπολογιςτεί 

οι μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ       και           ςτα ςθμεία αυτά. Ο ςκοπόσ αυτισ τθσ 

μεκόδου είναι να τεκεί θ παράμετροσ   ζτςι ϊςτε, το ζργο των μθ ιςόρροπων δυνάμεων ςτο 
ςθμείο       να είναι ελάχιςτο. 

 
Σο ζργο των μθ ιςόρροπων δυνάμεων είναι: 
 

                 
  

  

       (1.45)  

Επομζνωσ: 
 

 
     

  
   

 

  
      

  

  

 
  

  
     

   

  
   (1.46)  

 
Με γραμμικι ολοκλιρωςθ των μθ ιςόρροπων δυνάμεων μεταξφ των ςθμείων    και        

 

 

   
 

        
 
   

   
 

         
 
 

  
 

      
 
 

    
 

     
 
  

    
 
  

   
 
         

 
 

  
  

(1.47)  

 
και με χριςθ των εξιςϊςεων: 
 

 

   
 
    

(1.48)    
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Προκφπτει θ τελικι ζκφραςθ του   : 
 

     
     

 
 

     
 
           

 
 

 (1.49)  

 
Επομζνωσ θ μζκοδοσ Line – search ςυνοψίηεται ςτα εξισ: 
 
 Χρθςιμοποιείται οποιαδιποτε μζκοδοσ για τον υπολογιςμό τθσ αφξθςθσ τθσ μετατόπιςθσ   

(βλ. χήμα 2.3 και εξ. 2.27). Θ παράμετροσ    μπορεί να τεκεί ςφμφωνα με τθν τελευταία 
αφξθςθ του φορτίου, ι απλά ωσ μονάδα. 

 

 Τπολογίηονται οι μθ ιςόρροπεσ δυνάμεισ και για το       και για το          . 

 

 Χρθςιμοποιείται θ εξ. 2.49 για τον υπολογιςμό τθσ νζασ τιμισ του  . 
 

Εφόςον όλεσ οι παραπάνω εξιςϊςεισ είναι μθ γραμμικζσ, θ παράμετροσ   πρζπει να λυκεί με 
επαναλιψεισ μζχρισ ότου  
 

          

     
 μία κακοριςμζνθ τιμι πτϊςθσ ενζργειασ ςυνικωσ μεταξφ     και     

 
Εμπειρικά ζχει προκφψει ότι θ τιμι τθσ παραμζτρου   πρζπει να κυμαίνεται μεταξφ     και 5. 
 

2.6 Η Παράμετροσ   
 
Θ παράμετροσ   ςυνδζει τθν παραμόρφωςθ   με το φορτιςτικό ςυντελεςτι  .  

 
Εάν    , θ λφςθ για το       αναηθτείται ςε μία περιοχι κυλινδρικισ μορφισ με ακτίνα ίςθ με 
το μζγεκοσ του βιματοσ   (μζκοδοσ Crisfield) και με άξονα κάκετο ςτθν παραμόρφωςθ  . Θ λφςθ 

βρίςκεται ςτο ςθμείο τομισ τθσ επιφάνειασ αυτισ και τθσ γραμμισ, που ορίηεται από τθν 
ενζργεια τθσ καταςκευισ και από το φορτίο που εφαρμόηεται ςτο ςθμείο  .  

 
Εάν     θ λφςθ βρίςκεται με τον ίδιο τρόπο, αλλά ςε περιοχι ελλειψοειδοφσ ι ςφαιρικισ 
μορφισ. 
 
Όςο μεγαλφτερθ θ τιμι του  , τόςο δυςκολότερθ θ αλλαγι ςτθ φόρτιςθ, ςυγκριτικά με τθν 
αφξθςθ τθσ μετατόπιςθσ. 
 
Σο πρόγραμμα ATENA υποςτθρίηει τισ παρακάτω εξιςϊςεισ για τον οριςμό και τθ βελτιςτοποίθςθ 
τθσ τιμισ του  , για το τρζχον βιμα  . 
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Με τθν πρϊτθ ςτρατθγικι, κεωρείται ότι ο λόγοσ φορτίου – μετατόπιςθσ τθσ εξ. 2.50 είναι 
ςτακερόσ ςε όλα τα βιματα και ίςοσ με τθν τιμι δεδομζνων     : 

 

   
    

      
      (1.50)  

 
Κατόπιν, ςτο τζλοσ του βιματοσ     υπολογίηεται 
 

      
          

         
 (1.51)  

 
Αυτι θ τιμι, λόγω μθ γραμμικότθτασ, δεν ταυτίηεται με τθν τιμι     . Για το λόγο αυτό ςτο βιμα 

  μεταςχθματίηεται το    ωσ εξισ: 

 

 

              

(1.52)    
    

    

 

             

    

    

     

    

          

         

     

         

     
 

 
Θ παραπάνω διαδικαςία βελτιςτοποίθςθσ γίνεται ςτο πρϊτο βιμα, κεωρϊντασ ότι  
 

 
 

   

      

    
   

        

όπου    είναι θ μετατόπιςθ που αντιςτοιχεί ςτθν κφρια αφξθςθ του φορτίου κατά τθ μζκοδο Arc – 

Length, όπωσ ορίςτθκε παραπάνω. Ζτςι 

 

 
       

    

    

 
    

          

         

 
    

 

    

          
(1.53)  

 

Οι παράμετροι    ςε όλα τα ακόλουκα βιματα, υπολογίηονται ςφμφωνα με τθν εξ. 2.52. Εάν ο λόγοσ 

τθσ διαφοράσ των μετατοπίςεων     
 

   προσ τθ διαφορά του φορτίου       αυξθκεί ςτο 

τελευταίο βιμα τθσ φόρτιςθσ, τότε το   αυξάνεται ςτο τρζχον βιμα, και επομζνωσ δίνεται 
περιςςότερθ “βαρφτθτα” ςτα φορτία ςε ςχζςθ με τισ μετατοπίςεισ. Αυτό προςπακεί να 
αποτρζψει θ εξ. 2.53. 
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Θ δεφτερθ ςτρατθγικι είναι διαφορετικι. Γίνεται προςπάκεια να διατθρθκεί ςτακερό το  , με 
κατάλλθλθ διαχείριςθ των ςυντελεςτϊν  . Είναι δθλαδι θ αντίςτροφθ διαδικαςία τθσ πρϊτθσ 
ςτρατθγικισ που αναφζρκθκε παραπάνω. 
 
Από τθν εξ. 2.51 μπορεί να γραφεί για τα βιματα       και   
 

     
        

   
   

     
 

   
      

 
   

   
 

 

Επομζνωσ εάν         

 

 

          

   
 

              

     
 

(1.54)  

  

    

 

         

     

       

   

 

 
και εάν υποτεκεί 

     

         
 

   

       
 

 
τότε 

  

    

 
  

    

 

και άρα 

 

        

         

     

       

   

 (1.55)  

 
Εάν ο λόγοσ 
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ςτα επόμενα βιματα αλλάξει, με τθ διαδικαςία αυτι επιχειρείται να περιοριςτεί θ αλλαγι αυτι με 
επανακακοριςμό των ςυντελεςτϊν  . Με τθ διαδικαςία αυτι δθλαδι επιχειρείται να παραμείνει ο λόγοσ 
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ΜΕΡΟ B: ΑΝΑΛΤΗ ΠΡΟΟΜΟΙΩΜΑΣΩΝ 

3 Προςομοίωςη Φορζων και Ανάλυςη με το Πρόγραμμα 

ATENA 

3.1 Αμφιζριςτη Προεντεταμζνη Δοκόσ από Ωπλιςμζνο κυρόδεμα  –  
FE 0,25 cm 

 
Εξετάηεται μία προεντεταμζνθ δοκόσ από ωπλιςμζνο ςκυρόδεμα, με τα γεωμετρικά 
χαρακτθριςτικά που φαίνονται ςτο ςχιμα που ακολουκεί. Θ δοκόσ είναι αμφιζριςτθ με άνοιγμα 
       και διαςτάςεισ διατομισ                    . Χρθςιμοποιείται ποιότθτα 
ςκυροδζματοσ C35/45, ενϊ ο χάλυβασ προζνταςθσ ζχει              και διατομι καλωδίου 

            . Θ δφναμθ προζνταςθσ που εφαρμόηεται ςτο καλϊδιο είναι            . 
 
Ο φορζασ αυτόσ ζχει πλαςτικι ροπι            θ οποία αντιςτοιχεί ςε κατανεμθμζνο 
φορτίο   ωσ εξισ: 

   

 
      

 

  
  

 

           
 

     
  

 
           

 
τισ παραγράφουσ που ακολουκοφν αναφζρεται θ διαδικαςία προςομοίωςθσ αυτοφ του 
προβλιματοσ, ενϊ γίνεται ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων που προκφπτουν από τθν ανάλυςθ με 
το πρόγραμμα ATENA με τθν τιμι του φορτίου κατάρρευςθσ           . 
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3.1.1 Προςομοίωςη 
 
Σο πρόγραμμα ATENA δίνει τθ δυνατότθτα ςτο χριςτθ να επιλζξει και να κακορίςει μία πλθκϊρα 
παραμζτρων του προβλιματοσ, ζτςι ϊςτε θ προςομοίωςθ να είναι όςο το δυνατόν πιο 
ρεαλιςτικι. Ενδεικτικά, επιλζγεται ο τφποσ ανάλυςθσ, κακορίηονται τα υλικά και οι γεωμετρία 
του προβλιματοσ, θ μζκοδοσ τθσ ανάλυςθσ και το είδοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων και άλλεσ 
επιλογζσ. 

3.1.1.1 Γενικά Δεδομζνα – General Data 

 
Θ προςομοίωςθ του προβλιματοσ ξεκινά με τθν επιλογι οριςμζνων γενικϊν δεδομζνων που 
αφοροφν ςτον τφπο τθσ ανάλυςθσ. το χήμα 3.1 που ακολουκεί παρουςιάηονται οι επιλογζσ 
προςδιοριςμοφ των γενικϊν δεδομζνων του προβλιματοσ, οι οποίεσ είναι: Analysis information, 
Materials, Activity. 

 

 
χήμα 3.1: Γενικά δεδομζνα – General data 

 

 Analysis information: με τθν επιλογι αυτι εμφανίηεται ςτο παράκυρο πλθροφοριϊν θ φόρμα 
που φαίνεται ςτο χήμα 3.2.  
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χήμα 3.2: Analysis information 

Με το κουμπί Global δίνεται θ περιγραφι του προβλιματοσ, δθλαδι ο τίτλοσ και κάποια 
ςθμείωςθ (χήμα 3.3). Ο τίτλοσ που δίνεται ςτθν περιγραφι κα φαίνεται και ςτισ ςελίδεσ των 
αποτελεςμάτων. 
 

 
χήμα 3.3: Global structural parameters 

Σο κουμπί Solution κακορίηει τον τφπο επίλυςθσ του προβλιματοσ, κακϊσ και το εάν κεωρθκεί 
γεωμετρικι μθ γραμμικότθτα (χήμα 3.4). 
 

 
χήμα 3.4: Global solution parameters 
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τουσ τφπουσ επίλυςθσ περιλαμβάνονται οι: 
 
- standard: άμεςθ επίλυςθ βαςιςμζνθ ςτθν απαλοιφι Gauss. 
- sparse – iterative/ incomplete Cholesky preconditioning (ICCG): είναι πιο απαιτθτικι μζκοδοσ 

και ωσ προσ το χρόνο και ωσ προσ τθ μνιμθ που χρειάηεται για κάκε επανάλθψθ, ωςτόςο 
χρειάηεται λιγότερεσ επαναλιψεισ για να ςυγκλίνει, επομζνωσ τελικά απαιτείται λιγότεροσ 
χρόνοσ για το ςφνολο τθσ ανάλυςθσ. 

- sparse – iterative/diagonal preconditioning (DCG): είναι ςαν τθ μζκοδο ICCG, αλλά χρειάηεται 
περιςςότερεσ επαναλιψεισ για να ςυγκλίνει. 

 

 Materials: με τθν επιλογι αυτι εμφανίηεται θ εικόνα που φαίνεται ςτο χήμα 3.5. 
 

 
χήμα 3.5: Τλικά - Materials 

Με το κουμπί Add εμφανίηονται οι εξισ επιλογζσ (χήμα 3.6). 
 

 
χήμα 3.6: Προςδιοριςμόσ των υλικϊν 

 
 

εδϊ φαίνονται 
όλα τα υλικά 
που ειςάγονται 
από το χριςτθ 
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Με τθν επιλογι Direct definition προςδιορίηεται το υλικό για τα μεταλλικά ςτοιχεία, ωσ εξισ 
(χήμα 3.7) 
 

 
χήμα 3.7: Προςδιοριςμόσ των υλικϊν – Direct definition 

Επιλζγεται το είδοσ του υλικοφ ωσ τριςδιάςτατο, ελαςτικό ιςότροπο (3D Elastic Isotropic) με τα 
χαρακτθριςτικά που φαίνονται ςτο χήμα 3.8 που ακολουκεί. 
 

 

 
χήμα 3.8: Χαρακτθριςτικά υλικοφ 3D Elastic Isotropic 
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Σο επόμενο υλικό που κακορίηεται είναι αυτό του χάλυβα του προεντεταμζνου καλωδίου. Και 
πάλι από τθν επιλογι Direct definition επιλζγεται το υλικό Reinforcement (χήμα 3.9), 
 

 
χήμα 3.9: Direct definition – τφποσ υλικοφ Reinforcement 

με τα χαρακτθριςτικά που φαίνονται ςτα χήμα 3.11 και χήμα 3.11 που ακολουκοφν. 
 

 
χήμα 3.10: Χαρακτθριςτικά υλικοφ Reinforcement 
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χήμα 3.11: Χαρακτθριςτικά υλικοφ Reinforcement 

Σζλοσ με τθν επιλογι Select from catalogue (χήμα 3.12 και ) επιλζγεται το υλικό του 
ςκυροδζματοσ ςφμφωνα με τισ χαρακτθριςτικζσ τιμζσ που ορίηει ο Ευρωκϊδικασ 2. 
 

 
χήμα 3.12: Επιλογι από λίςτα 
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χήμα 3.13: Επιλογι του υλικοφ C35/45 με τισ χαρακτθριςτικζσ τιμζσ του Ευρωκϊδικα 2 

Οι χαρακτθριςτικζσ τιμζσ που δίνει ο Ευρωκϊδικασ 2, φαίνονται ςτα χήμα 3.14, χήμα 3.15, 
χήμα 3.16, χήμα 3.17 και χήμα 3.18. Ωςτόςο δίνεται θ δυνατότθτα ςτο χριςτθ να επζμβει και 
να αλλάξει τισ τιμζσ αυτζσ. 
 

 
χήμα 3.14: Βαςικά χαρακτθριςτικά του υλικοφ C35/45 – χαρακτθριςτικζσ τιμζσ EC2 
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χήμα 3.15: Ενζργεια κραφςθσ του υλικοφ C35/45 – χαρακτθριςτικζσ τιμζσ EC2 

 
χήμα 3.16: Χαρακτθριςτικά που αφοροφν ςτθ κλίψθ του υλικοφ C35/45 –             

χαρακτθριςτικζσ τιμζσ EC2 
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χήμα 3.17: Χαρακτθριςτικά που αφοροφν ςτθ διάτμθςθ του υλικοφ C35/45 –             

χαρακτθριςτικζσ τιμζσ EC2 

 
χήμα 3.18: Διάφορα χαρακτθριςτικά του υλικοφ C35/45 – χαρακτθριςτικζσ τιμζσ EC2 
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3.1.1.2 Σοπολογία – Topology 

 
Με τισ επιλογζσ Topology (χιμα 3.19) κακορίηεται θ γεωμετρία του φορζα με τον οριςμό 
“μακροςτοιχείων” (macroelements), ράβδων οπλιςμοφ, εξωτερικϊν καλωδίων κλπ. 
 

 
χήμα 3.19: Σοπολογία 

Με τθν επιλογι Macroelements ειςάγονται τα γεωμετρικά ςτοιχεία των μελϊν του φορζα, ενϊ 
επίςθσ προςδιορίηεται και το υλικό που αντιςτοιχεί ςε κάκε μζλοσ. 
 
Αξίηει να ςθμειωκεί ότι για τθν καλφτερθ αγκφρωςθ του καλωδίου προζνταςθσ, 
χρθςιμοποιοφνται δφο μεταλλικά ςτοιχεία ςτα άκρα τθσ δοκοφ μζχρι        από τθ ςτιριξθ, για 
τθν αποφυγι τθσ ρθγμάτωςθσ ςτα άκρα. Ζτςι λοιπόν ορίηονται τρία ςυνολικά μακροςτοιχεία, που 
αποτελοφν το φορζα. Σα δφο ςτοιχεία ςτα άκρα είναι μεταλλικά, ενϊ ςτο ενδιάμεςο 
παρεμβάλλεται το ςκυρόδεμα. Ο οριςμόσ τθσ γεωμετρίασ των μακροςτοιχείων γίνεται με οριςμό 
του ςθμείου αναφοράσ και των διαςτάςεϊν του         , με τθν εντολι Add (χήμα 3.20). 
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χήμα 3.20: Κακοριςμόσ μακροςτοιχείου 

Εφόςον κακοριςτεί θ γεωμετρία του μακροςτοιχείου με τον τρόπο που προαναφζρκθκε, ςτθν 
καρτζλα Properties, ορίηονται οι ιδιότθτεσ του μακροςτοιχείου, όπωσ είναι το υλικό, ο 
διανεμθμζνοσ οπλιςμόσ κ.ά. (χήμα 3.21). 
 

 
χήμα 3.21: Ιδιότθτεσ μακροςτοιχείου 
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Πλζον θ δοκόσ ζχει οριςκεί ωσ προσ τθ γεωμετρία και το υλικό. τθ ςυνζχεια προςδιορίηεται θ 
γεωμετρία και το υλικό του καλωδίου προζνταςθσ με παρόμοιο τρόπο, μόνο που τϊρα ορίηεται 
από τισ επιλογζσ του Topology ωσ Reinforcement bars. 
 

 
χήμα 3.22: Οπλιςμόσ – τζνοντασ προζνταςθσ 

Με τθν επιλογι Add, ορίηεται θ γεωμετρία του τζνοντα προζνταςθσ. Για παραβολικι χάραξθ 
τζνοντα, δίνονται διάφορεσ επιλογζσ ςτο χριςτθ. Θ πιο γριγορθ και βολικι, είναι αυτι του 
κακοριςμοφ τριϊν ςθμείων: ςθμείο αρχισ, ςθμείο τζλουσ και ενδιάμεςο ςθμείο. θμειϊνεται ότι 
για να είναι εφικτι θ παραβολικι χάραξθ του τζνοντα, κα πρζπει να επιλεγεί το κατάλλθλο 
επίπεδο εργαςίασ (εδϊ το επίπεδο ΧΗ). Σο επίπεδο αυτό πρζπει να ςυμπίπτει με το επίπεδο του 
τζνοντα και αυτό επιτυγχάνεται δίνοντασ τθν κατάλλθλθ τιμι ςτο offset του επιπζδου (χήμα 
3.23). 
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χήμα 3.23: Οριςμόσ τθσ γεωμετρίασ του καλωδίου 

τθν καρτζλα Properties ορίηεται το υλικό, κακϊσ και θ διατομι του καλωδίου. Επιλζγεται τζλοσ, 
θ ςυνάφεια που κα ζχει το καλϊδιο με το ςκυρόδεμα. τθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ κεωρείται 
πλιρθσ ςυνάφεια (χήμα 3.24). 
 

 
χήμα 3.24: Οριςμόσ του υλικοφ, τθσ διατομισ και τθσ ςυνάφειασ του καλωδίου με το ςκυρόδεμα 

Με τισ παραπάνω ενζργειεσ που περιγράφθκαν, κακορίςτθκε πλιρωσ θ γεωμετρία και τα 
χαρακτθριςτικά του υλικοφ τθσ δοκοφ και του τζνοντα, κακϊσ και θ μεταξφ τουσ ςφνδεςθ. τθ 
ςυνζχεια περιγράφεται ο προςδιοριςμόσ των οριακϊν ςυνκθκϊν και των φορτίςεων του 
προβλιματοσ. 
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3.1.1.3 Φορτίςεισ – Load cases 

 
Καταρχάσ ειςάγονται οι απαραίτθτεσ για τθν ανάλυςθ κατθγορίεσ φορτίςεων, ωσ ξεχωριςτζσ load 
cases. Για το παράδειγμα αυτό, τρεισ είναι οι απαιτοφμενεσ περιπτϊςεισ φορτίςεων: 
 
1. Φορτία: ςε αυτιν τθν περίπτωςθ φόρτιςθσ ειςάγεται το κατανεμθμζνο φορτίο πάνω ςτθ 

δοκό. 
2. τθρίξεισ: με τθν περίπτωςθ φόρτιςθσ αυτι, προςδιορίηονται οι ελευκερίεσ – δεςμεφςεισ 

ςτουσ κόμβουσ των ςτθρίξεων. 
3. Προζνταςθ: ωσ ξεχωριςτι φόρτιςθ ειςάγεται και θ δφναμθ προζνταςθσ του καλωδίου. 
 
Οι παραπάνω περιπτϊςεισ φόρτιςθσ, ορίηονται από το Input data tree, με τθν επιλογι Load cases 
και Add, όπωσ φαίνεται ςτα χήμα 3.25, χήμα 3.26, χήμα 3.27 και χήμα 3.28 που 
ακολουκοφν. 
 

 
χήμα 3.25: Περιπτϊςεισ φόρτιςθσ 

 
χήμα 3.26: Περίπτωςθ φόρτιςθσ 1 – Δυνάμεισ 
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χήμα 3.27: Περίπτωςθ φόρτιςθσ 2 – τθρίξεισ 

 
χήμα 3.28: Περίπτωςθ φόρτιςθσ 3 – Προζνταςθ 

Εφόςον οριςκοφν όλεσ οι περιπτϊςεισ φόρτιςθσ, εμφανίηονται με τθ μορφι λίςτασ ςτθν επιλογι 
Load cases. Εκεί φαίνεται κάκε φορά ποια περίπτωςθ φόρτιςθσ είναι ενεργι. Κάκε είδοσ 
φόρτιςθσ ζχει ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι, για παράδειγμα οι δυνάμεισ μποροφν να εφαρμοςτοφν 
ςε επιφάνεια, γραμμι ι κόμβο μακροςτοιχείων. Ομοίωσ και οι ςτθρίξεισ. Θ προζνταςθ όμωσ, 
εφαρμόηεται μόνο ςε οπλιςμό. Άρα επομζνωσ, με επιλογι τθσ πρϊτθσ περίπτωςθσ φόρτιςθσ 
(φορτία), εφαρμόηεται ςτθν επιφάνεια τθσ δοκοφ ομοιόμορφο κατανεμθμζνο φορτίο ίςο με 
           (χήμα 3.29). 
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χήμα 3.29: Εφαρμογι κατανεμθμζνου φορτίου ςτθ δοκό 

Κατόπιν ορίηονται οι δεςμεφςεισ ςτισ δφο ακραίεσ ακμζσ τθσ δοκοφ (χήμα 3.30). 
 

 
χήμα 3.30: τθρίξεισ 
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Σζλοσ ορίηεται θ δφναμθ προζνταςθσ. το πρόγραμμα ATENA καλό είναι θ προζνταςθ να 
ειςάγεται ςταδιακά ςε 5 ι ςε 10 βιματα τθσ ανάλυςθσ. Για το λόγο αυτό θ αρχικι τιμι τθσ 
προζνταςθσ είναι το 1/10 τθσ τελικισ τιμισ (για 10 βιματα ανάλυςθσ) (χήμα 3.31). 
 

 
χήμα 3.31: Προζνταςθ 

3.1.1.4 Διακριτοποίηςη ςε Πεπεραςμζνα τοιχεία – FE Mesh 

 
Πολφ ςθμαντικό ρόλο για τθν ανάλυςθ παίηει θ διακριτοποιιςθ του φορζα ςε πεπεραςμζνα 
ςτοιχεία με κατάλλθλο μζγεκοσ. υνικωσ ςτοιχεία μεγζκουσ          επαρκοφν για τθν 
ακρίβεια των αποτελεςμάτων. το παράδειγμα αυτό χρθςιμοποιοφνται μεγαλφτερα 
πεπεραςμζνα ςτοιχεία         για να τονιςτεί θ διαφορά που προκφπτει ςτα αποτελζςματα. 
Επομζνωσ, από το Input data tree, με τθν επιλογι FE mesh   Macroelements   Add, 
ειςάγονται τα μακροςτοιχεία που κα διακριτοποιθκοφν (χήμα 3.32). Επιλζγονται ςτοιχεία Brick, 
linear (χήμα 3.33). 
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χήμα 3.32: FE mesh 

 
χήμα 3.33: τοιχεία Brick 

Κατόπιν γίνεται θ διακριτοποίθςθ του φορζα, με τθν εντολι Generation και τον κακοριςμό του 
μεγζκουσ των ςτοιχείων. το παράδειγμα αυτό τα ςτοιχεία είναι μεγζκουσ      , όπωσ 
προαναφζρκθκε (χήμα 3.34). 
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χήμα 3.34: Διακριτοποίθςθ φορζα 

Σα Brick – linear ςτοιχεία που χρθςιμοποιοφνται, ζχουν 8 κόμβουσ και 8 ςθμεία ολοκλιρωςθσ 
όπωσ φαίνεται ςτο χήμα 3.35. 
 

 
χήμα 3.35: τοιχείο Brick – linear: 8 κόμβοι, 8 ςθμεία ολοκλιρωςθσ 
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3.1.1.5 τοιχεία Ανάλυςησ 

 
Σο τελευταίο βιμα που απαιτείται πριν τθν ζναρξθ τθσ ανάλυςθσ, είναι ο κακοριςμόσ τθσ 
μεκόδου ανάλυςθσ, των παραμζτρων τθσ και τα βιματα τθσ ανάλυςθσ. Αυτό γίνεται με τισ 
επιλογζσ τθσ εντολισ Run, από το Input data tree (χήμα 3.36). 
 

 
χήμα 3.36: Εντολζσ Run 

 Solution parameters: ειςάγεται μία μζκοδοσ Arc Length με τα χαρακτθριςτικά που φαίνονται 
ςτα χήμα 3.37, χήμα 3.38, χήμα 3.39, χήμα 3.40 που ακολουκοφν. 
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χήμα 3.37: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Arc Length 

 
χήμα 3.38: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Arc Length 
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χήμα 3.39: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Arc Length 

 
χήμα 3.40: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Arc Length 
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 Analysis steps: ειςάγονται τα βιματα τθσ ανάλυςθσ, λαμβάνοντασ υπόψθ και τισ περιπτϊςεισ 
φόρτιςθσ που αντιςτοιχοφν ςε κάκε βιμα. Ζτςι, αρχικά ειςάγεται ςτα 10 πρϊτα βιματα θ 
προζνταςθ, μαηί με το εξωτερικό φορτίο (το οποίο αυξάνει ςε κάκε βιμα ςφμφωνα με τθ 
μζκοδο Arc Length) και φυςικά τισ ςτθρίξεισ (χήμα 3.41). Κατόπιν ειςάγονται τα υπόλοιπα 
βιματα τθσ ανάλυςθσ, δθλαδι το εξωτερικό φορτίο και οι ςτθρίξεισ (χήμα 3.42). 

 

 
χήμα 3.41: Βιματα ανάλυςθσ, ειςαγωγι τθσ προζνταςθσ ςταδιακά ςε 10 βιματα 

 
χήμα 3.42: Λοιπά βιματα ανάλυςθσ 

 Monitoring points: τζλοσ για τθν καλφτερθ απεικόνιςθ των αποτελεςμάτων κατά τθ διάρκεια 
τθσ ανάλυςθσ, ορίηονται κάποια ςθμεία ενδείξεων, τα οποία δείχνουν το φορτίο, ι τθ 
μετατόπιςθ ι τθν κφρια τάςθ, το εφροσ ρωγμϊν, τθν παραμόρφωςθ κτλ. ςε κάποιον κόμβο. 
θμειϊνεται ότι ειδικά ςτθ μζκοδο Arc Length, κα πρζπει ο κόμβοσ ςτον οποίο ηθτείται 
ζνδειξθ του φορτίου κατά μία διεφκυνςθ, να είναι δεςμευμζνοσ κατά τθ διεφκυνςθ αυτι. 

 
Με τα παραπάνω θ διαδικαςία τθσ προετοιμαςίασ των δεδομζνων για τθν ανάλυςθ 
ολοκλθρϊνεται κι επομζνωσ ακολουκεί θ ανάλυςθ αυτι κακ’ εαυτι με το κουμπί  
και ζπειτα το .  
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3.1.2 Αποτελζςματα 
 
Αυτό που ενδιαφζρει από τα αποτελζςματα, εκτόσ των τιμϊν των μετατοπίςεων, του εφρουσ των 
ρωγμϊν κ.ά., είναι κυρίωσ θ τάςθ που ζχει αναπτφξει ο τζνοντασ, αλλά και το φορτίο ςτο οποίο 
καταρρζει ο φορζασ. Αναλυτικά αποτελζςματα για το τελευταίο βιμα τθσ ανάλυςθσ 
παρουςιάηονται ςτο Παράρτημα Α. 
 
Θ ανάλυςθ ςταμάτθςε ςτο βιμα 395 (από τα 400 που είχαν οριςτεί), γιατί δεν ικανοποιοφνταν 
δφο από τα τζςςερα κριτιρια: αυτό των μθ ιςόρροπων δυνάμεων και αυτό τθσ μθ ιςόρροπθσ 
ενζργειασ. Άρα λοιπόν, εφόςον θ ανάλυςθ δεν μπορεί να ςυγκλίνει, κεωρείται ότι επζρχεται θ 
κατάρρευςθ. Θ μθ ςφγκλιςθ ςε ςχετικά μικρό αρικμό βθμάτων, οφείλεται ςτο μεγάλο μζγεκοσ 
των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. τθν επόμενθ παράγραφο, κα φανεί πόςο ςθμαντικόσ είναι ο 
ρόλοσ τθσ επιλογισ κατάλλθλου μεγζκουσ για τα πεπεραςμζνα ςτοιχεία. 
 
Οι αντιδράςεισ ςτα άκρα τθσ δοκοφ κατά το βιμα 395 είναι: 
 

Αντιδράςεισ τήριξησ 1 -  
     

Αντιδράςεισ τήριξησ 2 - 
     

Τπολογιςμόσ Φορτίου 
         

131,3 119,6 
υνολικό κατακόρυφο φορτίο 

131,0 119,8 

235,4 227,1 
                    

209,8 221,0 

203,8 220,8 
Φορτίο ανά μζτρο 

209,9 221,1 

235,6 227,4 
  

 

 
 

       

    
  

             
φνολο φνολο 

1357 1357 

 
Σο φορτίο             , είναι αρκετά μικρότερο από το υπολογιςμζνο φορτίο βάςει τθσ 
πλαςτικισ ροπισ του φορζα,           , με απόκλιςθ 23,6%. Θ απόκλιςθ αυτι οφείλεται ςτο 
ςχετικά μεγάλο μζγεκοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. 
 
τα ςχιματα που ακολουκοφν, παρουςιάηεται θ εικόνα του φορζα ςτο τελευταίο βιμα τθσ 
ανάλυςθσ (ρθγμάτωςθ, παραμόρφωςθ, τάςθ κτλ.) 
 
θμειϊνεται τζλοσ ότι θ τάςθ του τζνοντα ζχει φτάςει τα         , τιμι αρκετά μικρότερθ τθσ 
τάςθσ διαρροισ           . Θ απόκλιςθ αυτι οφείλεται και πάλι ςτο μζγεκοσ των 
πεπεραςμζνων ςτοιχείων, όπωσ κα φανεί ςτθν επόμενθ παράγραφο. Ακόμθ, το εφροσ ρωγμισ 
κατά τθ διεφκυνςθ   είναι περίπου     , ενϊ θ βφκιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ δεν ξεπερνά τα 
     . 
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χήμα 3.43: Ορκζσ τάςεισ   , μζγιςτθ κλιπτικι           , μζγιςτθ εφελκυςτικι           

 
χήμα 3.44: Όλεσ οι ρωγμζσ 

 
χήμα 3.45: Ρωγμζσ         

Από το χήμα 3.45 διαπιςτϊνεται ότι οι κφριεσ ρωγμζσ είναι καμπτικζσ. 
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 χήμα 3.46: Βφκιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ        
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3.2 Αμφιζριςτη Προεντεταμζνη Δοκόσ από Ωπλιςμζνο κυρόδεμα  –  
FE 0,15 cm 

3.2.1 Προςομοίωςη 
 
Ακριβϊσ θ ίδια δοκόσ που εξετάςτθκε ςτθν Παράγραφο 3.1, αναλφεται και πάλι με μόνθ 
διαφορά ότι θ διακριτοποίθςθ γίνεται με τριςδιάςτατα, κυβικά πεπεραςμζνα ςτοιχεία ακμισ 
        αντί για        . 
 

3.2.2 Αποτελζςματα 
 
Αναλυτικά αποτελζςματα για το τελευταίο βιμα τθσ ανάλυςθσ παρουςιάηονται ςτο Παράρτημα 
Β. 
 
Είναι ιδθ ςαφισ θ διαφορά τθσ ανάλυςθσ του μοντζλου αυτοφ από τθν ανάλυςθ που 
περιγράφθκε ςτθν Παράγραφο 3.1, διότι πραγματοποιικθκαν πολφ περιςςότερα βιματα. Επίςθσ 
ο τζνοντασ ζφταςε πολφ κοντά ςτθ διαρροι. Σα κριτιρια ςφγκλιςθσ ςταμάτθςαν να 
ικανοποιοφνται ςτο βιμα 836. 
 
Οι αντιδράςεισ ςτα άκρα τθσ δοκοφ κατά το βιμα 836 είναι: 
 

Αντιδράςεισ τήριξησ 1 -  
     

Αντιδράςεισ τήριξησ 2 - 
     

Τπολογιςμόσ Φορτίου          

97,18 88,68 

υνολικό κατακόρυφο φορτίο 96,53 89,24 

176,20 164,60 

168,20 164,40 

                             159,60 164,10 

152,90 164,10 

149,10 164,20 

Φορτίο ανά μζτρο 153,10 164,20 

159,90 164,50 

168,70 164,90 

  
 

 
 

          

    
  

             

177,00 165,40 

φνολο φνολο 

1658,41 1658,32 

 
Σο φορτίο             , είναι αρκετά κοντά ςτο υπολογιςμζνο φορτίο βάςει τθσ πλαςτικισ 
ροπισ του φορζα,           , με απόκλιςθ περίπου 7,9%.  
 
τα ςχιματα που ακολουκοφν, παρουςιάηεται θ εικόνα του φορζα ςτο τελευταίο βιμα τθσ 
ανάλυςθσ (ρθγμάτωςθ, παραμόρφωςθ, τάςθ κτλ.) 
 
θμειϊνεται τζλοσ ότι θ τάςθ του τζνοντα ζχει φτάςει τα         , τιμι κοντά ςτθν τάςθσ 
διαρροισ          (ποςοςτό      ). Ακόμθ, το εφροσ ρωγμισ κατά τθ διεφκυνςθ   είναι 

περίπου       , ενϊ θ βφκιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ είναι περίπου      . 
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χήμα 3.47: Ορκζσ τάςεισ   , μζγιςτθ κλιπτικι –          , μζγιςτθ εφελκυςτικι           

 
χήμα 3.48: Όλεσ οι ρωγμζσ 

 
χήμα 3.49: Ρωγμζσ         

Από το χήμα 3.49 διαπιςτϊνεται ότι οι κφριεσ ρωγμζσ είναι καμπτικζσ. 
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 χήμα 3.50: Βφκιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ        
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3.3 Αμφιζριςτη Δοκόσ με Εξωτερική Προζνταςη 
 
Σο τελευταίο μοντζλο που εξετάηεται, είναι μία δοκόσ από ωπλιςμζνο ςκυρόδεμα, με τα 
γεωμετρικά χαρακτθριςτικά που φαίνονται ςτο ςχιμα που ακολουκεί. τθ δοκό εφαρμόηονται 
δφο προεντεταμζνα εξωτερικά καλϊδια εκατζρωκεν του κορμοφ τθσ. Θ δοκόσ είναι αμφιζριςτθ 
με άνοιγμα         και διαςτάςεισ διατομισ                                  . 
Χρθςιμοποιείται ςκυρόδεμα με κλιπτικι αντοχι            , ενϊ ο χάλυβασ προζνταςθσ ζχει 
             και θ διατομι του κάκε καλωδίου είναι            . Θ δφναμθ προζνταςθσ 

που εφαρμόηεται ςτο καλϊδιο είναι         . 
 
τισ παραγράφουσ που ακολουκοφν αναφζρεται θ διαδικαςία προςομοίωςθσ αυτοφ του 
προβλιματοσ, ενϊ γίνεται ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων που προκφπτουν από τθν ανάλυςθ με 
το πρόγραμμα ATENA του ίδιου προβλιματοσ, όπωσ ζχει προςομοιωκεί από τθ Cervenka 
Consulting. 
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3.3.1 Προςομοίωςη 
 
Γενικότερα, ο οριςμόσ των υλικϊν τθσ γεωμετρίασ κτλ. γίνεται όπωσ περιγράφθκε ςτθν 
Παράγραφο 3.1.1. Οι δφο βαςικζσ διαφορζσ ςτθν προςομοίωςθ είναι τα εξωτερικά καλϊδια και 
θ μζκοδοσ ανάλυςθσ και περιγράφονται παρακάτω. 
 

3.3.1.1 Εξωτερικά Καλϊδια 

 
Για τθν προςομοίωςθ των εξωτερικϊν καλωδίων, επιλζγεται από το Input data tree   Topology 
  External cables. Ειςάγονται τότε οι ςυντεταγμζνεσ των κόμβων, με όμοιο τρόπο όπωσ και με 
τα καλϊδια των εςωτερικϊν τενόντων, και ςτθν καρτζλα Properties, εκτόσ από το υλικό και τθ 
διατομι του καλωδίου, ορίηονται επίςθσ θ διάμετροσ του τυμπάνου, ο ςυντελεςτισ τριβισ και θ 
ςυνοχι (χήμα 3.51). Επιλζγεται τζλοσ, εάν θ προζνταςθ κα εφαρμοςτεί ςτον κόμβο αρχισ, ι 
ςτον κόμβο τζλουσ. 
 

 
 χήμα 3.51: Χαρακτθριςτικά εξωτερικοφ καλωδίου 

3.3.1.2 Επιβαλλόμενη μετατόπιςη 

 
Σο παράδειγμα αυτό αναλφεται με τθ μζκοδο Newton – Raphson, όπου ειςάγεται μία αρχικι 
επιβαλλόμενθ μετατόπιςθ, θ οποία αυξάνεται ςε κάκε βιμα. Για το λόγο αυτό, ςτισ περιπτϊςεισ 
φόρτιςθσ πρζπει να ειςαχκεί και αυτι τθσ επιβαλλόμενθσ μετατόπιςθσ (χήμα 3.52). Θ αρχικι 
τιμι αυτισ τθσ φόρτιςθσ είναι βφκιςθ        και επιβάλλεται ςτα δφο μεταλλικά ςτοιχεία ςτθν 
άνω επιφάνεια τθσ δοκοφ. θμειϊνεται ότι τα μεταλλικά αυτά ςτοιχεία είναι απαραίτθτα για τθν 
αποφυγι ςυγκζντρωςθσ τάςεων. 
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 χήμα 3.52: Επιβαλλόμενθ μετατόπιςθ 

3.3.1.3 τοιχεία Ανάλυςησ 

 
Σζλοσ, διαφοροποιείται θ μζκοδοσ τθσ ανάλυςθσ που ακολουκείται, θ οποία είναι θ Newton 
Raphson, με τα χαρακτθριςτικά που φαίνονται ςτα ςχιματα που ακολουκοφν. 
 

 
χήμα 3.53: Γενικά χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Newton – Raphson 
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χήμα 3.54: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Newton – Raphson 

 
χήμα 3.55: Χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου Newton – Raphson 
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3.3.2 Αποτελζςματα 
 
υγκρίνεται κατ’ αρχάσ θ καμπφλθ φορτίου – μετατόπιςθσ, όπωσ αυτι προκφπτει από τθν 
ανάλυςθ, με αυτιν που προκφπτει από το μοντζλο τθσ Cervenka Consulting. Σο μζγιςτο φορτίο 
είναι ικανοποιθτικά κοντά, αφοφ προκφπτει περίπου       , αντί του       , απόκλιςθ δθλαδι 
περίπου 3,6%. Θ μορφι τθσ καμπφλθσ επίςθσ, απεικονίηει τθν πλαςτιμότθτα του φορζα. 
 
Οι ρωγμζσ που αναπτφςςονται, είναι επίςθσ όμοιεσ ςτουσ δφο φορείσ, με τθν κφρια ρθγμάτωςθ 
να παρουςιάηεται ςτο μζςον τθσ δοκοφ, με τθ μορφι καμπτικϊν ρωγμϊν. 
 
Ακόμθ, θ μετατόπιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ είναι περίπου       , αντί των        που προκφπτει 
από το μοντζλο τθσ Cervenka Consulting. Θ απόκλιςθ δθλαδι που παρουςιάηεται είναι τθσ τάξθσ 
του 18,4%. 
 
Σζλοσ, ςθμειϊνεται ότι και ςτα δφο μοντζλα ο χάλυβασ προζνταςθσ ζχει φτάςει το όριο διαρροισ 
του             . 

 
τα ςχιματα που ακολουκοφν, παρουςιάηεται θ εικόνα του φορζα ςτο τελευταίο βιμα τθσ 
ανάλυςθσ (ρθγμάτωςθ, παραμόρφωςθ, τάςθ κτλ.), ενϊ τα γραφιματα και οριςμζνα από τα 
αποτελζςματα ςυνοψίηονται ςε πίνακα ςτο Παράρτημα Γ. 
 

 
χήμα 3.56: Ορκζσ τάςεισ   , μζγιςτθ κλιπτικι –          , μζγιςτθ εφελκυςτικι          
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χήμα 3.57: Όλεσ οι ρωγμζσ 

 
χήμα 3.58: Ρωγμζσ         

 
 χήμα 3.59: Βφκιςθ ςτο μζςον τθσ δοκοφ         
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ΜΕΡΟ Γ: ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 
 
Με τθ Μεταπτυχιακι αυτι εργαςία και από τθν εμπειρία που αποκτικθκε μζςω του ςυνόλου 
των αναλφςεων που πραγματοποιικθκαν, προκφπτουν οριςμζνα ςυμπεράςματα που αφοροφν 
ςτθν αξιοπιςτία και ςτθ λειτουργία του προγράμματοσ ATENA. 
 
Με το πρόγραμμα ATENA δίνεται θ δυνατότθτα πραγματοποίθςθσ μίασ ρεαλιςτικισ 
προςομοίωςθσ φορζων, από ζνα “δφςκολο” υλικό, όπωσ είναι το ςκυρόδεμα. Σα τριςδιάςτατα 
πεπεραςμζνα ςτοιχεία που παρζχει, δίνουν τθ δυνατότθτα αυτι, προςφζροντασ αρκετά μεγάλθ 
ακρίβεια ςτα αποτελζςματα. 
 
Εκτόσ ότι το πρόγραμμα ATENA είναι από τα λίγα προγράμματα τθσ αγοράσ που επιτρζπουν τθ 
χριςθ τριςδιάςτατων πεπεραςμζνων ςτοιχείων, είναι επίςθσ ζνα από τα λίγα προγράμματα που 
παρζχουν τθ δυνατότθτα προςομοίωςθσ καλωδίων τενόντων και ειδικότερα εξωτερικϊν 
καλωδίων. 
 
Θ ανάλυςθ τζλοσ που πραγματοποιείται, βαςίηεται ςε εξελιγμζνεσ μθ γραμμικζσ μεκόδουσ, οι 
οποίεσ λαμβάνουν υπόψθ και τθ μείωςθ τθσ δυςκαμψίασ μετά το ςχθματιςμό ρωγμϊν. 
 
Είναι ζνα πρόγραμμα φιλικό προσ το χριςτθ, με καλι παρουςίαςθ των αποτελεςμάτων, τόςο ςε 
επίπεδο απεικόνιςθσ και γραφθμάτων, όςο και ςε πινακοποιθμζνθ μορφι. 
 
Ωςτόςο, παρουςιάηει κάποια προβλιματα που αφοροφν κυρίωσ ςτον απαιτοφμενο χρόνο 
ανάλυςθσ, αλλά και ςτθν απαιτοφμενθ μνιμθ και χωρθτικότθτα του υπολογιςτι. Σο πρόβλθμα 
αυτό γίνεται εντονότερο ςε προςομοιϊματα μεγάλθσ κλίμακασ τεχνικϊν ζργων, όπωσ είναι οι 
προεντεταμζνεσ γζφυρεσ, με αποτζλεςμα το πρόγραμμα αυτό, να μθ κεωρείται τόςο 
“ανταγωνιςτικό” για περιπτϊςεισ αναλφςεων πραγματικϊν τεχνικϊν ζργων, όπου ο χρόνοσ 
ολοκλιρωςθσ τθσ μελζτθσ είναι ζνασ πολφ ςθμαντικόσ παράγοντασ, αλλά δεν παφει να είναι ζνα 
πολφ χριςιμο εργαλείο, που προςφζρει πολλζσ δυνατότθτεσ ςε επίπεδο ερευνθτικισ ανάλυςθσ. 
 
Σζλοσ πρζπει να υπογραμμιςτεί ότι λόγω των πολλαπλϊν παραμζτρων που υπειςζρχονται ςτθν  
τριςδιάςτατθ προςομοίωςθ και ανάλυςθ των μοντζλων, απαιτείται μεγάλθ προςοχι ςτθν 
επιλογι του κατάλλθλου μεγζκουσ πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ειδικότερθ δε προςοχι, πρζπει να 
δίνεται ςε προεντεταμζνουσ φορείσ, όπου θ ανάλυςθ είναι πιο “ευαίςκθτθ” και τα κριτιρια 
ςφγκλιςθσ μπορεί εφκολα να ξεπεράςουν το όριο ανοχισ τουσ. 
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