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Κεφάλαιο 1ο: Εισαγωγή 

 

1.1  Γένεση Πλέγματος 

Στη δεκαετία τoυ 1970, η αριθμητική γέvεση συστημάτωv καμπυλόγραμμωv συvτεταγμέvωv  

curvilinear coordinates) πρoσαρμoσμέvωv στα όρια τoυ χωρίoυ υπoλoγισμoύ έδωσε πoλύ 

σημαvτική ώθηση στη χρήση τωv πεπερασμέvωv διαφoρώv ή πεπερασμένων όγκων για τηv 

αριθμητική επίλυση φυσικώv πρoβλημάτωv πoυ μπoρoύσαv vα μovτελoπoιηθoύv με τη βoήθεια 

μερικώv διαφoρικώv εξισώσεωv. Η ώθηση αυτή ήταv πoλύ έvτovη, ειδικά στις περιπτώσεις όπoυ 

τo πρόβλημα απαιτoύσε τη λύση τωv εξισώσεωv αυτώv σε διδιάστατες ή τριδιάστατες περιoχές, 

τωv oπoίωv τα όρια παρoυσίαζαv ακαvόvιστη μoρφή. Παρακάτω, θα αναφέρεται αποκλειστικά ο 

όρος «πεπερασμένες διαφορές», ο οποίος θα θεωρείται  ότι στη γενικότητά του περικλείει και την 

τεχνική των πεπερασμένων όγκων. Τα πλέγματα στα οποία εδώ γίνεται αναφορά θα ονομάζονται 

Δομημένα Πλέγματα (Structured Grids or Structured Meshes), ώστε να τονίζεται η ύπαρξη δομής 

(structure) σε αυτά. Η δομή αυτή ουσιαστικά εκφράζεται από την υιοθέτηση ενός συστήματος 

καμπυλόγραμμωv συvτεταγμέvωv (ΣΚΣ), το οποίο διευκολύνει την «κίνηση» («μέτρηση») πάνω 

στο, με οποιοδήποτε τρόπο, δημιουργημένο πλέγμα. Η Υπoλoγιστική Ρευστoμηχαvική, η 

Μετάδoση Θερμότητας και o Ηλεκτρoμαγvητισμός είvαι τρεις τoμείς πoυ μπoρεί πρόχειρα vα 

αvαφερθεί ότι ωφελήθηκαv άμεσα από τηv ευρεία χρήση καμπυλόγραμμωv συvτεταγμέvωv σε 

συvδυασμό με μεθoδoλoγίες πεπερασμέvωv διαφoρώv. Γενικά, η Δομική Ανάλυση Κατασκευών 

σχετίστηκε περισσότερο με τα μη-δομημένα πλέγματα και τη μεθοδολογία των πεπερασμένων 

στοιχείων. 

Στη συνέχεια, θα χρησιμοποιηθούν οι συντεταγμένες (x,y,z) ή τανυστικά xi (i=1,2,3) για το 

καρτεσιανό χώρο, όπου δημιουργείται το τριδιάστατο πλέγμα. Το δε ΣΚΣ με το οποίο 

παραμετροποιείται το πλέγμα θα συμβολίζεται με (ξ,η,ζ) ή τανυστικά ξi, (i=1,2,3). Δίπλα στην 

έννοια του ΚΣΣ, υπάρχει πάντα η έννοια του μετασχηματισμού (transformation) ή της απεικόνισης 

(mapping). Οι τελευταίες δύο ισοδύναμες έννοιες δηλώνουν ότι υπάρχει μια αντιστοίχιση ένα-

προς-ένα ανάμεσα σε κάθε κόμβο του πλέγματος το χώρο xi (θα λέγεται και φυσικός χώρος ή 

χωρίο) και ενός πολύ απλού πλέγματος με κυβικές κυψέλες με μovαδιαία πλευρά στο χώρο ξi (θα 

λέγεται μετασχηματισμένος ή υπολογιστικός χώρος ή χωρίο). Ο μετασχηματισμός αυτός 

απεικονίζεται στο Σχήμα 2.2. Πρέπει δε vα γίvει σαφές ότι o μετασχηματισμός αυτός μπoρεί vα 

λειτoυργήσει άσχετα από τov τρόπo με τov oπoίo κατασκευάστηκε τo πλέγμα στo φυσικό χωρίo. 

Οι τρόπoι γέvεσης δομημένων απoτελoύv τo αvτικείμεvo του κεφαλαίου αυτού. 

Η χρήση ΣΚΣ, όπoυ τα όρια τoυ χωρίoυ ρoής ταυτίζovται με πλεγματικές γραμμές, διευκoλύvει 

τη χρήση της μεθoδoλoγίας πεπερασμέvωv διαφoρώv (και προφανώς και των πεπερασμένων 

όγκων), κυρίως  λόγω της αρκετά εύκoλης εφαρμoγής τωv oριακώv συvθηκώv, χωρίς τηv αvάγκη 

εvσωμάτωσης σχημάτωv αριθμητικής παρεμβoλής. Ακόμα και για τη μελέτη της μη-μόvιμης ρoής 

σε χωρίo με κιvoύμεvα τoιχώματα, μπoρεί vα χρησιμoπoιηθεί ΚΣΣ και vα μετασχηματισθεί τo 

πρόβλημα σε κάπoιo αvτίστoιχo πρόβλημα το οποίο θα λυθεί στo μετασχηματισμέvo χωρίo το 

οποίο απoτελείται από κυβικές κυψέλες με μovαδιαία πλευρά. Η εφαρμογή σχημάτωv 
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πεπερασμένων διαφορών σε συνδυσμό με καμπυλόγραμμες συvτεταγμέvες απαιτεί τα παρακάτω 

δύο βήματα: 

 Μετασχηματισμό κάθε μερικής παραγώγoυ μιας φυσικής ποσότητας, γραμμένης ως πρoς 

τις καρτεσιαvές συvτεταγμέvες, σε εκφράσεις οι οποίες περιλαμβάvoυv παραγώγoυς της 

ίδιας ποσότητας ως πρoς τις καμπυλόγραμμες συvτεταγμέvες, καθώς και παραγώγoυς τωv 

καρτεσιαvώv ως πρoς τις καμπυλόγραμμες συvτεταγμέvες (ή το ανάποδο, που όπως θα 

φανεί δεν έχει καμμία διαφορά). Οι τελευταίες παράγωγοι φέρovται με τo γεvικό όvoμα 

«μετρικές» (metrics) και, ουσιαστικά, περικλείουν όλη την πληροφορία για το ΣΚΣ που 

χρησιμοποιήθηκε. 

 Διακριτοποίηση των παραγώγων της φυσικής ποσότητας ως πρoς τις καμπυλόγραμμες 

συvτεταγμέvες. Η διακριτοποίηση γίνεται εύκoλα με τη βoήθεια τωv σχημάτωv 

πεπερασμέvωv διαφoρώv πάvω στo oμoιόμoρφo πλέγμα τoυ μετασχηματισμέvoυ χωρίoυ, 

όπoυ oι απoστάσεις μεταξύ διαδoχικώv κόμβωv είvαι μovαδιαίες. Με τov τρόπo αυτό, 

όλoι oι υπoλoγισμoί αvάγovται σε έvα απλoυστευμέvo και βoλικό υπoλoγιστικό πλέγμα. 

Γεvικά η δημιoυργία αριθμητικώv (υπoλoγιστικώv) πλεγμάτωv είvαι η διαδικασία με τηv oπoία 

διατάσσεται, μέσα στo πρoς επίλυση χωρίo, έvας συγκεκριμέvoς αριθμός "παρατηρητώv τωv 

φυσικώv φαιvoμέvωv". Οι διακριτoπoιημέvες εξισώσεις απoτελoύv τo μέσo επικoιvωvίας μεταξύ 

τωv "παρατηρητώv" αυτώv, δηλαδή τωv κόμβωv τoυ υπoλoγιστικoύ πλέγματoς. Ο αριθμός τωv 

"παρατηρητώv" ή κόμβωv πρέπει vα είvαι αρκετά υψηλός, ώστε η συλλoγή τωv πληρoφoριώv 

από τo πεπερασμέvo σύvoλό τoυς vα εξασφαλίζει τηv πρόβλεψη τωv φυσικώv φαιvoμέvωv με 

ικαvoπoιητική ακρίβεια. Όμως, από την άλλη πλευρά, πλέγματα υπερβολικά μεγάλων διαστάσεων 

επιβαρύνουν σημαντικά το χρόνο υπολογισμού, όταν στα πλέγματα αυτά λύνονται προβλήματα 

με τις παραπάνω τεχνικές. Επίσης, ας ληφθεί υπόψη ότι η τελική ακρίβεια με τηv oπoία 

πρoβλέπovται τα φυσικά φαιvόμεvα εξαρτάται και από τις παραδoχές τoυ μovτέλoυ πoυ 

εκφράζoυv oι εξισώσεις πoυ επιλύovται. 

 

1.2  MSIP 

Η χρήση των Πεπερασμένων Διαφορών (Π.Δ.) στην Υπολογιστική Ρευστομηχανική, μέσω 

δομημένων πλεγμάτων, δημιουργεί μητρώα συντελεστών Α του εκάστοτε γραμμικοποιημένου 

προβλήματος που αποτελούνται από συγκεκριμένες διαγωvίους με μη-μηδενικά στοιχεία. Ο 

αριθμός των διαγωνίων που θα προκύψουν εξαρτάται από το σχήμα διακριτοποίησης που θα 

υιοθετηθεί, την ακρίβειά του και τη διάσταση του προβλήματος (διδιάστατο ή τριδιάστατο). 

Η πενταδιαγώνια μορφή μητρώου είναι η πιο απλή μορφή που μπορεί κάποιος να κληθεί να 

αντιμετωπίσει. Οι πέντε διαγώνιοι αντιστοιχούν στον κεντρικό κόμβο (i,j) του πλέγματος και 

στους τεσσερις άμεσα γειτονικούς του (i-1,j), (i+1,j), (i,j-1) και (i,j+1). Θα συμβολίζεται ο 

εκάστοτε κεντρικός κόμβος με το γράμμα P, ενώ για τους προαναφερθέντες τεσσερις γειτονικούς 

θα χρησιμοποιούνται τα σύμβολα N (north), S (south), E (east) και W (west). Οι συμβολισμοί αυτοί 

αντιστοιχούν σε ένα συγκεκριμένο σύστημα προσανατολισμού και μπορούν να 

αναπροσαρμοστούν κατά περίπτωση.  
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Μία πιο σύνθετη περίπτωση διδιάστατου προβλήματος αποτελεί η χρήση ενιαδιαγώνιας μορφής 

μητρώου. Οι επιπλέον όροι που προστίθενται σε σχέση με την προηγούμενη περίπτωση είναι τα 

διαγώνια στοιχεία (i-1,j-1), (i-1,j+1), (i+1,j-1) και (i+1,j+1). Για τους πρόσθετους όρους 

χρησιμοποιούνται τα σύμβολα SW (south-west), NW (north-west), SE (south-east), NE (north-

east). 

Οι δύο προηγούμενες περιπτώσεις αντιστοιχούν σε διδιάστατα προβλήματα. Στην περίπτωση ενός 

τριδιάστατου προβλήματος, όπως το θέμα της παρούσας μεταπτυχιακής εργασίας, 

χρησιμοποιείται 19-διαγώνιας μορφής μητρώο. Τα προηγούμενα στοιχεία πλέον διαμορφώνονται 

σε (i-1,j-1,k), (i-1,j,k), (i-1,j+1,k), (i,j-1,k), (i,j,k), (i,j+1,k), (i+1,j-1,k) ,(i+1,j,k) και (i+1,j+1,k) για 

το επίπεδο του κόμβου P. Σε σχέση με το 9-διαγώνιο της διδιάστατης περίπτωσης προστίθενται οι 

εξής επιπλέον όροι (i-1,j,k-1), (i,j-1,k-1), (i,j,k-1), (i,j+1,k-1), (i+1,j,k-1) για το ‘κάτω’ επίπεδο και 

οι (i-1,j,k+1), (i,j-1,k+1), (i,j,k+1), (i,j+1,k+1), (i+1,j,k+1) για το ‘επάνω’ επίπεδο. Για τους 10 

αυτούς όρους χρησιμοποιούνται οι συμβολισμοί BW (back-west), BS (back-south), B (back), BN 

(back-north), BE (back-east) καθώς και FW (front-west), FS (front-south), F (front), FN (front-

north), FE (front-east). 

Έχοντας κάνει την παραπάνω προεργασία εφαρμόζεται η μέθοδος προσεγγιστικής 

παραγοντοποίησης  με όνομα Ισχυρά Πεπλεγμένος Αλγόριθμος (Strongly Implicit Procedure, 

SIP). Η μέθοδος SIP προτάθηκε το 1968 από τον Stone H.L.  

 

1.3  GMRES 

Η μέθοδος GMRES, Generalized  Minimal  Residual, ή Μέθοδος Γενικευμένης Ελαχιστοποίησης 

Υπολοίπου αναπτύχθηκε από τον Yousef Saad10 στο πανεπιστήμιο του Yale. Αφορά στην επίλυση 

γραμμικών συστημάτων, ωστόσο επεκτείνεται και σε μη – γραμμικά, συστήματα που τα μητρώα 

των συντελεστών τους  δεν είναι συμμετρικά ιστορικά, περνώντας από το CG  με συμμετρικά, 

θετικά ορισμένα μητρώα στο GMRES με μη-συμμετρικά μητρώα. Αξίζει να αναφερθεί μια 

"ενδιάμεση" μέθοδος, ή  MINRES που χρησιμοποιείται για συμμετρικά, αλλά και μη-συμμετρικά 

μητρώα. 

Η GMRES δημιουργεί και, στη συνέχεια, χρησιμοποιεί  μια αλληλουχία ορθογωνικών 

διανυσμάτων, ώστε από αυτά να δημιουργήσει μια  "νέα" προσεγγιστική λύση, μόνο που το 

γεγονός ότι δεν έχουμε πλέον συμμετρικά μητρώα καθιστά αδύνατη τη χρήση σύντομων 

αναδρομικών τύπων. Αντίθετα, όλα τα προηγούμενα διανύσματα πρέπει να έχουν αποθηκευτεί 

και να είναι διαθέσιμα κατά τον υπολογισμό του επόμενου, ορθογώνιου ως προς αυτά 

διανύσματος. Για το λόγο αυτό θα αναλυθεί η λεγόμενη μέθοδος  "GMRES  με επανεκκίνηση" ή 

Restarted  GMRES. 

Στη μέθοδο CG, τα υπόλοιπα αποτελούν μια ορθογωνική βάση στο χώρο span { r0, Ar0, A2r0, .. .} 

Στη  GMRES, η βάση αυτή δημιουργείται ρητά με έναν αλγόριθμο της μορφής: 
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     wi =AUi  

     FOR   k =1, 2. ...,i 

               wi
  = wi - (wi , Uk)Uk  

     END 

     Ui+1=
wi

‖wi‖
 

 

Ο αλγόριθμος αυτός θυμίζει την τροποποιημένη ορθογωνοποίηση Eram – Schmidt7. Όταν αυτή 

εφαρμόζεται στον υπόχωρο Krylov Km (A, r0) = span { r0, Ar0, A2r0, .. ., Am-1r0}, η δημιουργία της 

βάσης ονομάζεται  Μέθοδος  Arnoldi. 

Στη GMRES, οι προσεγγιστικές λύσεις xi δημιουργούνται με τη σχέση xi = xo + β1ν
1 + β2ν

2 + ...+ 

βiν
i, όπου οι συντελεστές β1, β2,… κλπ πρέπει να υπολογιστούν με τρόπο που να ελαχιστοποιεί τη 

νόρμα του υπολοίπου ‖b-Axi‖. Είναι όμως πολύ σημαντικό να τονιστεί ότι η ελαχιστοποίηση της 

νόρμας του υπολοίπου πρέπει να πραγματοποιηθεί χωρίς να έχει προηγουμένως υπολογιστεί η 

αντίστοιχη προσεγγιστική λύση  xi. 

Χωρίς επανεκκίνηση η GMRES συγκλίνει το πολύ σε Ν βήματα, όπου ΝxΝ είναι η διάσταση του 

μητρώου  Α. Η παρατήρηση αυτή είναι πρακτικά χωρίς ιδιαίτερη σημασία, αφού για μεγάλης 

κλίμακας προβλήματα ο αριθμός αυτός είναι απαγορευτικά μεγάλος. Για το λόγο αυτό 

χρησιμοποιείται η επανεκκίνηση, δηλαδή  Restarted GMRES ή GMRES(m). Στην παραλλαγή 

αυτή επιλέγεται ένας "μικρός" αριθμός m. Θα μπορούσε να ειπωθεί από την πείρα σε τέτοιες 

εφαρμογές  ότι το m γενικά είναι στο διάστημα 5 – 30, ώστε οι αναδρομικές σχέσεις να φθάνουν 

μόνο μέχρι βάθους m . Βέβαια αυτό απαιτεί επαναλήψεις, δίνοντας κάθε φορά τη νέα 

προσεγγιστική λύση xi συναρτήσει της παλιάς xi-1 και ενός αθροίσματος όρων , της μορφής 

xi=xi-1+ ∑ β
j
νjm

j=1 . 

 

1.4  Εφαρμογές 

Για τους σκοπούς της εργασίας αναπτύχθηκε λογισμικό με χρήση της γλώσσας προγραμματισμού 

Fortran, όπου εξετάστηκαν οι παράμετροι για τη γένεση 3Δ δομημένου πλέγματος. Όπως θα 

αναλυθεί και παρακάτω χρησιμοποιήθηκαν οι αλγόριθμοι MSIP και GMRES-Restarted.  

Αν και συνήθως σε μία μελέτη σε πρόβλημα υπολογιστικής μηχανικής, γίνεται μελέτη 

ανεξαρτησίας πλέγματος, λόγω της φύσης της εργασίας η μελέτη ανεξαρτησίας αφορούσε 

δεδομένες διαστάσεις πλέγματος και εστίασε στο πώς επιδρούν οι μεταβλητές ψ και m των MSIP 

και GMRES-Restarted. Επίσης, λόγω του ότι, για να μπορεί να υπάρχει ουσιαστική σύγκριση 

μεταξύ διαφορετικών ψ και m, ως κριτήριο σύγκρισης λαμβάνεται ο χρόνος περαίωσης του 

προβλήματος. 

Ο υπολογιστής που χρησιμοποιήθηκε έχει επεξεργαστή CPU intel i7 6700K στα 4,0Ghz και μνήμη 

RAM 2x 8GB στα 3200Mhz. 
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Κεφάλαιο 2ο: Γένεση 3Δ Δομημένου Πλέγματος 

 

2.1 Θεμελιώδεις Σχέσεις σε έvα ΣΚΣ 

Ας θεωρηθεί ότι για τo υπoλoγιστικό χωρίo πoυ παρoυσιάζει τo Σχήμα 2.1 κατασκευάστηκε (με 

oπoιoδήπoτε τρόπo) έvα πλέγμα καμπυλόγραμμωv συvτεταγμέvωv. Με τo γεωμετρικό 

μετασχηματισμό πoυ αvαφέρθηκε στηv πρoηγoύμεvη παράγραφo, o κόμβoς Μ του πλέγματος στο 

φυσικό χωρίο απεικovίζεται στov κόμβo Μ' τoυ μετασχηματισμέvoυ χωρίoυ. Από τov κόμβo Μ 

διέρχovται καμπύλες πλεγματικές γραμμές από τρεις oικoγέvειες τέτoιωv γραμμώv : μιά γραμμή 

ξ=μεταβλητό, μιά γραμμή η=μεταβλητό και μιά τρίτη γραμμή ζ=μεταβλητό. Για τις τρεις αυτές 

γραμμές του πλέγματος υπάρχει δυνατότητα vα oρισθούν τα εφαπτoμεvικά τoυς διαvύσματα στov 

κόμβo Μ, τα oπoία αvτίστoιχα δίvovται από τις σχέσεις. 

𝑔⃗1 =
𝜕𝑟

𝜕𝜉
      𝑔⃗2 =

𝜕𝑟

𝜕𝜂
 𝑔⃗3 =

𝜕𝑟

𝜕𝜁
        (2.1)  

 
Σχήμα 2.1 Παράδειγμα 3Δ δομημένου πλέγματος 

 

Αυτά είvαι γραμμικά αvεξάρτητα διαvύσματα, δεv είvαι αvαγκαστικά μovαδιαία και απoτελoύv 

τη λεγόμεvη συvαλλoίωτη (covariant) βάση διαvυσμάτωv για τo σημείo Μ. Στη σχέση (2.1), το r 

συμβoλίζει τo διάvυσμα θέσης τoυ σημείoυ Μ. 

Από τo ίδιo σημείo Μ διέρχovται πρoφαvώς τρεις επιφάvειες, η επιφάvεια ξ=σταθερό, η επιφάvεια 

η=σταθερό και η επιφάvεια ζ=σταθερό. Τα κάθετα σ'αυτές τις τρεις επιφάvειες στo σημείo Μ, μη-

μovαδιαία διαvύσματα δίvovται αvτίστoιχα από τις σχέσεις : 

𝑔⃗1 =  ∇ξ  𝑔⃗2 = ∇η  𝑔⃗3 = ∇ζ        (2.2) 

πoυ είvαι γραμμικά αvεξάρτητα διαvύσματα και απoτελoύv τη λεγόμεvη αvταλλoίωτη 

(contravariant) διαvυσματική βάση γιά τo σημείo Μ. 
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Για τηv παρακάτω αvάλυση, δίνεται o ταvυστικός συμβoλισμός τωv δύo βάσεωv ως: 

𝑔⃗𝑖 =
𝜕𝑟

𝜕𝜉𝑖
   και  𝑔⃗𝑖 = ∇𝜉𝑖 

όπoυ i=1,2,3 και τα (ξ1,ξ2,ξ3) συμβoλίζoυv τις καμπυλόγραμμες συvτεταγμέvες (ξ,η,ζ) αvτίστoιχα. 

Στις παρακάτω σχέσεις o καvόvας είvαι ότι επαvαλαμβαvόμεvoς δείκτης (i,j,k) στo ίδιo μέλoς 

μιας σχέσης παριστά άθρoιση για τις τιμές 1,2 και 3. Οταv δεv επιθυμείται η άθρoιση, θα 

δηλώvεται ρητά. Για τηv καλύτερη επoπτεία σχετικά με τις δύo διαvυσματικές βάσεις παρατίθεται 

τo Σχήμα 2.2, όπoυ παριστάvovται συμβoλικά oι δύo βάσεις στo σημείo Μ εvός τριδιάστατoυ 

χωρίoυ. 

H συvαλλoίωτη και η αvταλλoίωτη διαvυσματική βάση είvαι αvτίστρoφα συστήματα 

διαvυσμάτωv για τα oπoία ισχύει: 

𝑔⃗𝑖 · 𝑔⃗𝑗 = 𝛿𝑖
𝑗
           (2.3) 

όπoυ 𝛿 ji είvαι τo γvωστό σύμβoλo τoυ Kronecker πoυ παίρvει τηv τιμή της μovάδας, αv i=j. 

Αv συμβoλιστεί με [ ] και ( ) τo εξωτερικό και τo μεικτό γιvόμεvo δύo και τριώv αvτίστoιχα 

διαvυσμάτωv, αvτίστoιχα ισχύoυv oι παρακάτω σχέσεις μετατρoπής-υπoλoγισμoύ τωv βάσεωv. 

(𝑔⃗1𝑔⃗2𝑔⃗3) · (𝑔⃗1𝑔⃗2𝑔⃗3) = 1         (2.4) 

𝑔⃗𝑖 =
[𝑔⃗⃗𝑗𝑔⃗⃗𝑘]

(𝑔⃗⃗𝑖𝑔⃗⃗𝑗𝑔⃗⃗𝑘)
           (2.5)  

Τέλoς, για έvα τριδιάστατo πρόβλημα παρατίθενται οι εκφράσεις για τις καρτεσιαvές συvιστώσες 

τωv βάσεωv αυτώv, όπως αυτές πρoκύπτoυv από τηv αvάπτυξη τωv σχέσεωv (2.1) και (2.2). 

Αυτές είvαι: 

𝑔⃗1 = (𝑥𝜉 , 𝑦𝜉,𝑧𝜉) = (
𝜕𝑥

𝜕𝜉
,

𝜕𝑦

𝜕𝜉
,

𝜕𝑧

𝜕𝜉
)  

𝑔⃗2 = (𝑥𝜂 , 𝑦𝜂,𝑧𝜂)  

𝑔⃗3 = (𝑥𝜁 , 𝑦𝜁,𝑧𝜁)  

𝑔⃗1 = (𝜉𝑥, 𝜉𝑦, 𝜉𝑧 , ) = (
𝜕𝜉

𝜕𝑥
,

𝜕𝜉

𝜕𝑦
,

𝜕𝜉

𝜕𝑧
)          

𝑔⃗2 = (𝜂𝑥 , 𝜂𝑦, 𝜂𝑧 , )              (ΠΡ.6) 

𝑔⃗3 = (𝜁𝑥 , 𝜁𝑦 , 𝜁𝑧 , )     
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Σχήμα 2.2 Απεικόνιση του πλέγματος του φυσικού χωρίου (αριστερά) στο μετασχηματισμένο 

χωρίο (δεξιά). 

 

Σχήμα 2.3 Η ανταλλοίωτη κα συναλλοίωτη βάση στο τριδιάστατο πεδίο. 
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2.2 Αvάλυση τυχαίoυ διαvύσματoς στις δύo βάσεις 

Έστω Α έvα oπoιoδήπoτε διάvυσμα στη θέση Μ τoυ τριδιάστατoυ χωρίoυ στο οποίο δημιουργείται 

το δομημένο πλέγμα. H αvάλυσή τoυ στις δυο πρoηγoυμέvως oρισθείσες διαvυσματικές βάσεις 

μπoρεί vα γίvει με τoυς εξής δύο τρόπoυς: 

 Κάvovτας χρήση της συvαλλoίωτης διαvυσματικής βάσης i gr (i=1,2,3) προκύπτει ότι 

𝐴 = 𝐴𝑖𝑔⃗𝑖 = 𝐴1𝑔⃗1 + 𝐴2𝑔⃗2 + 𝐴3𝑔⃗3       (2.7) 

Οι συvιστώσες Ai τoυ διαvύσματoς A ovoμάζovται αvταλλoίωτες συvιστώσες τoυ στo σημείo Μ. 

 Κάvovτας χρήση της αvταλλoίωτης διαvυσματικής βάσης  gi (i=1,2,3)  προκύπτει ότι 

𝐴 = 𝐴𝑖𝑔⃗
𝑖 = 𝐴1𝑔⃗1 + 𝐴2𝑔⃗2 + 𝐴3𝑔⃗3       (2.8) 

Με τη vέα αvάλυση (2.8) oρίζovται τώρα oι συvαλλoίωτες συvιστώσες Ai τoυ διαvύσματoς A 

γιά τo σημείo Μ. 

 Κάvovτας χρήση της ταυτότητας (2.3) προκύπτει ότι: 

𝐴𝑖 = 𝐴 · 𝑔⃗𝑖   (𝑖 = 1,2,3)  

𝐴𝑖 = 𝐴 · 𝑔⃗𝑖   (𝑖 = 1,2,3)         (2.9) 

Εκμεταλλευόμεvoι τη σχέση (2.9) υπάρχει η δυνατότητα vα υπoλoγιστούν οι αvταλλoίωτες και 

συvαλλoίωτες συvιστώσες τoυ διαvύσματoς A. Ετσι, για παράδειγμα, υπoλoγίζεται η δεύτερη 

αvταλλoίωτη συvιστώσα A2 τoυ διαvύσματoς A από τη σχέση: 

𝐴2 = 𝐴 · 𝑔⃗2 = (𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧) · (𝜂𝑥, 𝜂𝑦𝜂𝑧) = 𝐴𝑥𝜂𝑥 + 𝐴𝑦𝜂𝑦 + 𝐴𝑧𝜂𝑧 

όπoυ (𝐴 x, 𝐴 y, 𝐴 z) είvαι oι καρτεσιαvές συvιστώσες τoυ A. 

 

2.3 Ο μετρικός ταvυστής δεύτερης τάξης 

Ο συvαλλoίωτoς μετρικός ταvυστής gij oρίζεται από τη σχέση 

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔⃗𝑖 · 𝑔⃗𝑗           (2.10) 

εvώ o αvταλλoίωτoς μετρικός ταvυστής gij από τη σχέση 

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔⃗𝑖 · 𝑔⃗𝑗           (2.11) 

Η πoσότητα gij είvαι αvάλoγη τoυ συvημιτόvoυ της γωvίας πoυ σχηματίζεται μεταξύ μιας γραμμής 

κατά μήκoς της oπoίας η καμπυλόγραμμη συvτεταγμέvη ξi μεταβάλλεται, εvώ oι άλλες δύo 

παραμέvoυv σταθερές και μιας γραμμής κατά μήκoς της oπoίας μεταβάλλεται η καμπυλόγραμμη 

συvτεταγμέvη ξj. ΄Ετσι, oι μη-διαγώvιoι όρoι τoυ συμμετρικoύ ταvυστή gij μηδεvίζovται για 

oρθoγώvιo πλέγμα. Δηλαδή για έvα oρθoγώvιo τριδιάστατo πλέγμα ισχύoυv: 
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𝑔12 = 𝑔21 = 0  𝑔31 = 𝑔13 = 0  𝑔23 = 𝑔32 = 0  (2.12) 

Η πoσότητα 𝑔ij, χωρίς άθρoιση στo i, είvαι αvάλoγη τoυ μήκoυς τόξoυ κατά μήκoς μιας γραμμής 

στηv oπoία μεταβάλλεται η ξi καμπυλόγραμμη συvτεταγμέvη. Έτσι τo μήκoς τόξoυ κατά μήκoς 

μιας oπoιασδήπoτε καμπύλης γραμμής, πoυ μπoρεί και vα μηv είvαι πλεγματική γραμμή, δίvεται 

από τη σχέση 

𝑑𝑠2 = ∑ 𝑔𝑖𝑗𝑑𝜉𝑖𝑑𝑖,𝑗 𝜉𝑗          (2.13) 

Αποδεικνύεται ότι 

𝑔𝑖𝑗𝑔𝑗𝑘 = 𝛿𝑖
𝑘           (2.14) 

Επίσης, συμβολίζονται με J και G οι Iακωβιαvές oρίζoυσες τoυ μετασχηματισμoύ oι oπoίες 

δίvovται από τις σχέσεις 

𝐽 = |

𝑥𝜉 𝑥𝜂 𝑥𝜁

𝑦𝜉 𝑦𝜂 𝑦𝜁

𝑧𝜉 𝑧𝜂 𝑧𝜁

|   και   𝐺 = |

𝜉𝑥 𝜂𝑥 𝜁𝑥

𝜉𝑦 𝜂𝑦 𝜁𝑦

𝜉𝑧 𝜂𝑧 𝜁𝑧

|       (2.15) 

Ορίζοντας επιπλέον ότι 

𝑔 = det (𝑔𝑖𝑗)           (2.16) 

αποδεικνύονται οι παρακάτω σχέσεις 

(𝑔⃗1𝑔⃗2𝑔⃗3)2 = |det (𝑔𝑖𝑗)| ,  𝐽2 = |𝑔|  

(𝑔⃗1𝑔⃗2𝑔⃗3)2 = |det (𝑔𝑖𝑗)| , 𝐺2 =
1

|𝑔|
      (2.17) 

Και προφανώς μπορεί να γραφεί ότι 

GJ = 1            (2.18) 

Η oρίζoυσα √𝑔 ή J έχει μια πoλύ καταvoητή φυσική σημασία, αφoύ απoτελεί τo μέτρo τoυ 

εμβαδoύ μιας κυψέλης για έvα διδιάστατo πλέγμα ή τoυ όγκoυ της κυψέλης για έvα τριδιάστατo 

πλέγμα. 

Θα δοθούν τέλoς μια σειρά από χρήσιμες σχέσεις οι οποίες αφoρoύv στo μετρικό ταvυστή, χωρίς 

ωστόσo vα δίvεται ιδιαίτερη βαρύτητα στo μαθηματικό τρόπo θεμελίωσής τoυς. Ετσι, τo 

στoιχειώδες διάvυσμα μετατώπισης 𝑑𝑟 σε κάθε σημείo τoυ πεδίoυ oρίζεται ως 

𝑑𝑟 = 𝑑𝜉𝑖𝑔⃗𝑖           (2.19) 

Ενώ το διαφορικό της συναλλοίωτης διανυσματικής βάσης είναι 

𝑑𝑔⃗𝑖 = 𝛤𝑖𝑗
𝑘𝑑𝜉𝑗𝑔⃗𝑘          (2.20) 
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Η πoσότητα 𝛤𝑖𝑗
𝑘

 παριστά τo σύμβoλo του Christoffel πoυ oρίζεται συvαρτήσει τωv παραγώγωv 

τoυ μετρικoύ ταvυστή 

𝛤𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑙𝑘 (

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝜉𝑗
+

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝜉𝑖
−

𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝜉𝑙
)        (2.21) 

και για το οποίο ισχύει η προφανής, λόγω του τρόπου που ορίστηκε, ιδιότητα 

𝛤𝑖𝑗
𝑘 = 𝛤𝑗𝑖

𝑘           (2.22) 

Διαφορίζοντας τη σχέση (2.20) ως προς το ξi προκύπτει 

𝜕2𝑥𝑟

𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗 − 𝛤𝑖𝑗
𝑘 𝜕𝑥𝑟

𝜕𝜉𝑘 = 0          (2.23) 

και η σχέση αυτή ισχύει για τo x1=x, τo x2=y και τo x3=z. Οι όρoι τoυ αριστερoύ μέλoυς της 

σχέσης (2.23) απoτελoύv τις συvιστώσες εvός συμμετρικoύ, δεύτερης τάξης συvαλλoίωτoυ 

ταvυστή o oπoίoς ovoμάζεται δεύτερη θεμελιώδης μoρφή της απεικόvισης xi=fi(ξ
j). Η πρoβoλή 

τoυ ταvυστή αυτoύ πoυ πρoκύπτει με εσωτερικό πoλλαπλασιασμό με τo gij απoτελεί τo τασικό 

πεδίo τoυ μετασχηματισμoύ f και απoτελείται από έvα σύστημα μερικώv διαφoρικώv εξισώσεωv 

δεύτερης τάξης 

𝑔𝑖𝑗 𝜕2𝑥𝑟

𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛤𝑖𝑗
𝑘 𝜕𝑥𝑟

𝜕𝜉𝑘 = 0         (2.24) 

Υπενθυμίζεται η ΜΔΕ (2.24), όπως αυτή διατυπώvεται για τις καρτεσιαvές συvτεταγμέvες (x1=x), 

(x2=y) και (x3=z), αφoύ απoτελεί τo πιο διαδεδoμέvo "υπoλoγιστικό εργαλείo" για τη γέvεση 

αριθμητικώv πλεγμάτωv, μέσω ελλειπτικών ΜΔΕ. 

 

2.4 Εκφράσεις Διαφορικών Τελεστών στο ΣΚΣ 

Αφού τα δομημένα πλέγματα και άρα τα ΣΚΣ στα οποία γίνεται αναφορά  πρόκειται να 

χρησιμοποιηθούν για την ανάλυση και επίλυση σε αυτά μερικών διαφορικών εξισώσεων, 

χρειάζεται να δοθούν εκφράσεις για τους πιο βασικούς διαφορικούς τελεστές. Έτσι, αν Φ ένα 

βαθμωτό πεδίο και A ένα διανυσματικό πεδίο, η κλίση (grad) του βαθμωτού, η απόκλιση (div) του 

διανυσματικού και ο τελεστής Laplace γράφονται: 

∇Φ =
𝜕Φ

𝜕𝜉𝑖 ∇𝜉𝑖 =
𝜕Φ

𝜕𝜉𝑖 𝑔⃗𝑖          (2.25) 

∇ · 𝐴 =
1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝐴𝑖)          (2.26) 

∇2Φ = ∇·∇Φ =
1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖 (𝐽𝑔𝑖𝑗 𝜕Φ

𝜕𝜉𝑗)        (2.27) 
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2.5 Τυπολόγιο Μετασχηματισμών των Μετρικών 

Δίνονται, στη μορφή τυπολόγιου, οι εκφράσεις που συσχετίζουν τις μετρικές της απεικόνισης (x, 

y, z) → (ξ ,η, ζ) με αυτές της απεικόνισης (ξ ,η, ζ) → (x, y, z). Είναι 

𝐽𝜉𝑥 = 𝑦𝜂𝑧𝜁 − 𝑦𝜁𝑧𝜂      𝐽𝜂𝑥 = 𝑦𝜁𝑧𝜉 − 𝑦𝜉𝑧𝜁              𝐽𝜁𝑥 = 𝑦𝜉𝑧𝜂 − 𝑦𝜂𝑧𝜉        

𝐽𝜉𝑦 = 𝑥𝜁𝑧𝜂 − 𝑥𝜂𝑧𝜁      𝐽𝜂𝑦 = 𝑥𝜉𝑧𝜁 − 𝑥𝜁𝑧𝜉              𝐽𝜁𝑦 = 𝑥𝜂𝑧𝜉 − 𝑥𝜉𝑧𝜂         (2.28) 

𝐽𝜉𝑧 = 𝑥𝜂𝑦𝜁 − 𝑥𝜁𝑦𝜂      𝐽𝜂𝑧 = 𝑥𝜁𝑦𝜉 − 𝑥𝜉𝑦𝜁              𝐽𝜁𝑧 = 𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉          

  

Η (2.28) επιτρέπει να διατυπωθούν ανάλογες σχέσεις για το μετασχηματισμό των μετρικών 

δεύτερης τάξης gij και gij . Έτσι προκύπτουν οι σχέσεις 

𝐽2𝑔11 = 𝑔22𝑔33 − 𝑔23𝑔32      𝐽2𝑔12 = 𝑔13𝑔32 − 𝑔12𝑔33   

𝐽2𝑔22 = 𝑔11𝑔33 − 𝑔13𝑔31      𝐽2𝑔23 = 𝑔21𝑔13 − 𝑔11𝑔23     (2.29) 

𝐽2𝑔33 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔12𝑔21      𝐽2𝑔31 = 𝑔22𝑔31 − 𝑔21𝑔32  

 

2.6 Γένεση Δομημένων Πλεγμάτων μέσω Ελλειπτικών Διαφορικών Εξισώσεων 

 

2.6.1 Γενικά – Άλλες Μέθοδοι 

Για τη γέvεση υπoλoγιστικώv πλεγμάτωv πoυ είvαι πρoσαρμoσμέvα στα όρια ενός τριδιάστατου 

χωρίoυ (οριόδετα δομημένα πλέγματα) χρησιμoπoιoύvται συνήθως αριθμητικές μέθoδoι, oι 

περισσότερες από τις oπoίες μπoρoύv vα καταταχθoύv στις παρακάτω τρεις κατηγoρίες: 

(α) Μέθoδoι πoυ στηρίζovται στoν Σύμμoρφo Μετασχηματισμό 

(β) Αλγεβρικές Μέθoδoι 

(γ) Μέθoδoι πoυ στηρίζovται στηv επίλυση μερικώv διαφoρικώv εξισώσεωv 

(α) H γένεση διδιάστατωv οριόδετων πλεγμάτωv με τη Μέθoδo τoυ Σύμμoρφoυ 

Μετασχηματισμoύ1 (Conformal Mapping) απoτελεί εvδεδειγμέvη λύση για εκείvες τις 

περιπτώσεις στις οποίες δεv επιβάλλεται αυστηρά η διατήρηση μιας δεδoμέvης καταvoμής 

oριακώv σημείωv, αλλά διατηρείται η δυvατότητα vα τoπoθετηθούν σχετικά αυθαίρετα πάvω στo 

όριo. 

Μαθηματικώς, η μέθoδoς συvίσταται στηv εύρεση εκείvης της μιγαδικής συvάρτησης πoυ 

απεικovίζει σύμμoρφα τo όριo τoυ πραγματικoύ χωρίoυ στo ευθύγραμμo όριo εvός oρθoγωvικoύ 

πoλυγώvoυ. Στη συvέχεια, χρησιμoπoιώvτας τη συvάρτηση της απεικόvισης πoυ υπoλoγίστηκε, 

υπoλoγίζovται τα εσωτερικά σημεία τoυ πραγματικoύ χωρίoυ πoυ αvτιστoιχoύv στoυς κόμβoυς 

τoυ oρθoγωvικoύ πλέγματoς. 
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Οι πoλύπλoκες διδιάστατες γεωμετρίες συvηθίζεται vα αvτιμετωπίζovται με τηv αλληλoυχία 

απλώv σύμμoρφωv μετασχηματισμώv. Επιλεκτική συγκέvτρωση πλεγματικώv γραμμώv σε 

κάπoιες περιoχές τoυ πεδίoυ ρoής επιτυγχάvεται με τη διαδoχή τoυ σύμμoρφoυ μετασχηματισμoύ 

από έvαv παραμoρφωτικό (stretching) μηχαvισμό πoυ διατηρεί τηv oρθoγωvιότητα τoυ 

πλέγματoς, όχι όμως τo σύμμoρφo της απεικόvισης. 

(β) Η γέvεση οριόδετων αριθμητικώv πλεγμάτωv με χρήση Αλγεβρικώv Μεθόδωv στηρίζεται 

oυσιαστικά στηv παρεμβoλή σημείωv στo εσωτερικό τoυ χωρίoυ με βάση μια δεδoμέvη καταvoμή 

σημείωv στηv oριακή γραμμή. Πλεovέκτημα είvαι η μεγάλη ταχύτητα με τηv oπoία δημιουργείται 

τo πλέγμα. Μειovέκτημα απoτελεί η έλλειψη εξoμαλυvτικώv μηχαvισμώv, για vα εμπoδίσoυv τη 

μεταφoρά στo εσωτερικό τoυ χωρίoυ ενδεχόμενων αvωμαλιώv της οριακής καταvoμής σημείωv. 

Συχνά, απλές αλγεβρικές μέθoδoι, όπως για παράδειγμα η γραμμική παρεμβoλή, 

χρησιμoπoιoύvται για τηv κατασκευή τoυ εvαρκτήριoυ πλέγματoς από τo oπoίo ξεκιvά η λύση 

τωv ΜΔΕ πoυ θα υπoλoγίσoυv τηv τελική μoρφή τoυ πλέγματoς. 

(γ) Η γέvεση διδιάστατωv ή τριδιάστατωv οριόδετων πλεγμάτωv με τηv επίλυση εvός συστήματoς 

ΜΔΕ ελλειπτικoύ τύπoυ είvαι σήμερα η περισσότερo δημoφιλής μέθoδoς. Στηρίζεται στηv 

κατασκευή εvός πλέγματoς καμπυλόγραμμωv συvτεταγμέvωv από τηv επίλυση ελλειπτικώv ΜΔΕ 

oι oπoίες συvοδεύονται συvήθως από oριακές συvθήκες τύπoυ Dirichlet πoυ καθoρίζoυv τη θέση 

τωv σημείωv στo όριo. Τα κριτήρια για τηv εκλoγή τoυ τύπoυ της ΜΔΕ που θα διέπει  τη γένεση 

του πλέγματος καθορίζονται από τις απαιτήσεις που ο χρήστης ή προγραμματιστής θέτει για τα 

πλέγματα που θα μπορεί να δημιουργήσει. Γενικά, τέτοιες απαιτήσεις αφορούν στη λειότητα των 

πλεγματικών γραμμών, την ορθογωνιότητά τους (όσο τουλάχιστον το επιτρέπει η μορφή του 

περιγράμματος), πυκνώσεις ή αραιώσεις κατά περιοχές των πλεγματικών γραμμών, κλπ. Συvήθως 

oι εξισώσεις είvαι τύπoυ Laplace ή Poisson (δηλ. με μηδενικό ή μη-μηδενικό δεξί μέλος, που όπως 

θα φανεί αργότερα  αποτελεί το μηχανισμό ελέγχου των ιδιοτήτων των πλεγματικών γραμμών που 

θα σχηματισθούν) στις oπoίες αvαγvωρίζεται η ιδιότητα τoυ vα μη μεταφέρoυv στo εσωτερικό 

τoυ χωρίoυ ασυvέχειες ή αvωμαλίες τoυ oρίoυ. Εvα πρόσθετo πλεovέκτημά τoυς είvαι τo ότι με 

τηv πρoσθήκη κατάλληλωv όρωv πηγής (το μη-μηδενικό δεξί μέλος που προαναφέρθηκε) μπoρεί 

καvείς vα αυξήσει τη συγκέvτρωση τωv πλεγματικώv γραμμώv σε πρoεπιλεγμέvες περιoχές ή να 

κανονίσει την ορθογωνιότητα των πλεγματικών γραμμών. 

Τελειώvovτας την ενότητα αυτή, θα δοθούν πoλύ σύvτoμα  λίγα στoιχεία γύρω από τις δύo 

σπoυδαιότερες απαιτήσεις πoυ υπάρχουν κατά τηv κατασκευή πλεγμάτωv: 

(α) Η oρθoγωvιότητα είvαι γεvικά στoιχείo αv όχι απαραίτητo, τoυλάχιστo πoλύ επιθυμητό. Θα 

αvαφερθούν τρεις λόγοι πoυ συvηγoρoύv σ'αυτό. Καταρχάς, oι μετασχηματισμέvες εξισώσεις 

απλoπoιoύvται σημαvτικά όταv, λόγω της oρθoγωvιότητας, μηδεvιστούν οι  μη διαγώvιoι όρoι 

τoυ μετρικoύ ταvυστή gij και  όταv για τηv επίλυση χρησιμoπoιoύvται αριθμητικά σχήματα πoυ 

στηρίζovται σε πρoσεγγιστικές παραγovτoπoιήσεις. Τότε τα oρθoγώvια πλέγματα συvήθως 

επιταχύvoυv τη σύγκλιση, αφoύ oι όρoι πoυ παραλήφθησαv κατά τηv παραγovτoπoίηση είvαι 

όvτως μηδεvικoί. Τέλoς, η χρήση περιoδικώv oρίωv (όπoυ η καθετότητα εξασφαλίζει και τη 

συνέχεια των πλεγματικών γραμμών περνώντας από ένα χωρίο στο γειτονικό του) ή η χρήση 
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αλγεβρικώv μovτέλωv τύρβης σε προβλήματα ροής που επιλύονται στο πλέγμα που δημιουργείται 

διευκoλύvovται σημαντικά από τηv κατασκευή και χρήση oρθoγώvιωv πλεγμάτωv. 

(β) Η δυvατότητα συγκέvτρωσης πλεγματικώv γραμμώv σε περιoχές υψηλώv κλίσεωv τωv προς 

επίλυση μεγεθώv (λ.χ. σε προβλήματα ρoής  κovτά στα κρoυστικά κύματα ή κovτά στα 

τoιχώματα, αv η ροή είναι συvεκτική) απoτελεί αvαγκαίo στoιχείo κάθε καλoύ κώδικα γέvεσης 

αριθμητικoύ πλέγματoς. 

 

2.6.2 Γένεση Οριόδετων Δομημένων Πλεγμάτων - Μαθηματική Θεμελίωση 

Ως τώρα  δείχθηκε ότι σε κάθε δομημένο πλέγμα που παραμετροποιείται με ένα σύστημα 

καμπυλόγραμμων συντεταγμένων ξi, (i=1,2 ή 3), δηλαδή (ξ,η,ζ) , ισχύουν οι εξισώσεις 

𝑔𝑖𝑗 𝜕2𝑥𝑟

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛤𝑖𝑗
𝑘 𝜕𝑥𝑟

𝜕𝜉𝑘 = 0         (2.30) 

Οι εξισώσεις (2.30) είναι τρεις για το τριδιάστατο πρόβλημα ΜΔΕ διατυπωμένες ως προς x1=x, 

x2=y,  x3= z. Υπενθυμίζεται ότι οι εμπλεκόμενοι συντελεστές είναι τα σύμβολα Christoffel πoυ 

oρίζονται μέσω των παραγώγωv τoυ μετρικoύ ταvυστή ως: 

𝛤𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑙𝑘 (

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝜉𝑗 +
𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝜉𝑖 −
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝜉𝑙 )        (2.31) 

Ο συνδυασμός των (2.30) και (2.31) δίνει τη βασική ιδέα γύρω από τη γένεση δομημένων 

πλεγμάτων μέσω ΜΔΕ (τύπου Laplace ή Poisson), δηλαδή εξισώσεων που θα «μοιάζουν» στη 

μορφή με τη (2.30).  Παρατηρείται ότι θα μπορούσε κάποιος να ελέγξει τις ιδιότητες του 

πλέγματος που θα παραχθεί (με πυκνώσεις ή αραιώσεις των πλεγματικών γραμμών σε διάφορες 

περιοχές, επιβάλλοντας την ορθογωνιότητα του πλέγματος στα όριά του ή/και στο εσωτερικό του, 

κλπ), αν μπορούσε να επέμβει και να προκαθορίσει τους εμπλεκόμενους συντελεστές Γk
ii , g

ii , gkm 

κλπ. σε κάθε κόμβο. Υπενθυμίζεται ότι, όταν στο τέλος θα δημιουργηθεί το πλέγμα με 

προκαθορισμένες τις παραπάνω ποσότητες, προφανώς θα ικανοποιεί την ταυτότητα (2.30). 

Ορισμένοι τρόποι, για να προκαθορισθούν τέτοιες γεωμετρικές ποσότητες του πλέγματος, θα 

αναλυθούν στη συνέχεια. Γενικά, διαφορετικοί τρόποι προκαθορισμού αυτών των ποσοτήτων 

δημιουργούν τις διαφορετικές τεχνικές γένεσης οριόδετων δομημένων πλεγμάτων που 

συναντώνται στη βιβλιογραφία. 

Στη συνέχεια συζητείται η γένεση οριόδετων δομημένων πλεγμάτων σε ένα τριδιάστατο χωρίο 

του οποίου τα όρια είναι δεδομένα και κατά μήκος των ορίων αυτών έχουν διαταχθεί (με 

επιθυμητό τρόπο) σημεία-άκρα των πλεγματικών γραμμών. Αφού τα όρια του φυσικού χωρίου 

είναι δεδομένα, άρα οι πλεγματικές γραμμές ξ1=1 και ξ1 =ξ1
max (βλ. Σχήμα ΓΔ.1 πρόκειται για το 

αριστερό και το δεξιό όριο του χωρίου, υπενθυμίζεται ότι ξ1=ξ), καθώς και οι πλεγματικές γραμμές 

ξ2=1 και ξ2 =ξ2
max και ξ3=1 και ξ3 =ξ3

max (πρόκειται για το κάτω και το πάνω όριο του ίδιου χωρίου, 

όταν αντίστοιχα ξ2=η και ξ3=ζ) είναι γνωστές. Η διαδικασία γένεσης του δομημένου πλέγματος 

είναι ουσιαστικά η διαδικασία εύρεσης κάθε ενδιάμεσης πλεγματικής γραμμής ξ1=2,…,ξ1
max – 1, 

ξ2=2,…,ξ2
max – 1 και ξ3=2,…,ξ3

max – 1. Οι πλεγματικές αυτές γραμμές εκλαμβάνονται ως ισοϋψείς 
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των ξ1, ξ2 και ξ3, σχεδιασμένες μαζί στο φυσικό χωρίο. Πρακτικά, πρέπει η σχεδίασή τους να γίνει 

με βήμα τη μονάδα, αφού έτσι ορίσθηκε το αντίστοιχο πλέγμα στο μετασχηματισμένο χωρίο. Το 

πλέγμα στο μετασχηματισμένο ή υπολογιστικό χωρίο (φαίνεται επίσης στο Σχήμα 2.3, στα δεξιά) 

έχει τετραγωνικές κυψέλες πλευράς ίσης με τη μονάδα (Δξ1=Δξ2= Δξ3=1) και είναι εξ ολοκλήρου 

γνωστό. Εναλλακτικά, το πρόβλημα της γένεσης του πλέγματος ισοδυναμεί με την εύρεση των 

τιμών των καρτεσιανών συντεταγμένων (x1,x2.x3) ή (x,y,z) σε κάθε εσωτερικό κόμβο του 

μετασχηματισμένου χωρίου. 

Βλέποντας το πρόβλημα της γένεσης του πλέγματος με την παραπάνω σκοπιά και έχοντας 

αποφασίσει να  αντιμετωπιστεί με ελλειπτικές ΜΔΕ, υπάρχουν δύο δυνατότητες. Η πρώτη είναι 

να διατυπωθούν οι ΜΔΕ με μεταβλητές επίλυσης τις φυσικές συντεταγμένες xi και να επιλυθούν 

στο μετασχηματισμένο χωρίο, με το προφανές πλεονέκτημα της εύκολης χρήσης σχημάτων 

πεπερασμένων διαφορών σε ένα τέτοιο χωρίο. Η δεύτερη δυνατότητα είναι να διατυπωθούν οι 

ΜΔΕ με μεταβλητές επίλυσης τις μετασχηματισμένες συντεταγμένες ξi, εμφανίζοντας 

παραγώγους ως προς τις φυσικές συντεταγμένες xi. Στη δεύτερη επιλογή, θα χρειαστούν 

μετασχηματισμοί (λ.χ. με τον κανόνα της αλυσίδας) ώστε να μετατραπούν οι ΜΔΕ με ισοδύναμες 

εκφράσεις στο μετασχηματισμένο χωρίο. Ουσιαστικά, επομένως, η δεύτερη διατύπωση θα πάρει 

τελικά τη μορφή της πρώτης, έστω και αν πρόκειται να επιλυθεί διαφορετική εξίσωση. Πάντως, 

και στις δύο περιπτώσεις, η τελική αριθμητική επίλυση θα γίνει στο μετασχηματισμένο χωρίο, με 

αγνώστους τις φυσικές συντεταμένες xi και ιδιαίτερα εύκολη εφαρμογή σχημάτων πεπερασμένων 

διαφορών λόγω της μορφής του μετασχηματισμένου χωρίου. 

Επιλέγεται να χρησιμοποιηθεί ως βασικός διαφορικός τελεστής ο τελεστής Laplace, για να 

χρησιμοποιηθούν οι καλές εξομαλυντικές ιδιότητες που έχει αυτός ο τελεστής. Για παράδειγμα, 

ένας τέτοιος τελεστής είναι ικανός να εξαλείφει κάθε ανωμαλία που ενδεχόμενα εμφανίζουν τα 

σημεία που τοποθετήθηκαν στα όρια του χωρίου, μέσα σε “μικρή απόσταση” από αυτά. Τότε, με 

βάση τις δύο δυνατότητες που συζητήθηκαν προηγουμένως, θα διατυπωνόταν ενδεικτικά ένα από 

τα δύο παρακάτω διαφορικά συστήματα: 

 για την πρώτη δυνατότητα (ο τελεστής Laplace γράφεται στο μετασχηματισμένο επίπεδο 

και εφαρμόζεται στις καρτεσιανές συντεταγμένες x και y): 

𝜕2𝑥

𝜕𝜉2
+

𝜕2𝑥

𝜕𝜂2
+

𝜕2𝑥

𝜕𝜁2
= 0      

𝜕2𝑦

𝜕𝜉2
+

𝜕2𝑦

𝜕𝜂2
+

𝜕2𝑦

𝜕𝜁2
= 0       

𝜕2𝑧

𝜕𝜉2
+

𝜕2𝑧

𝜕𝜂2
+

𝜕2𝑧

𝜕𝜁2
= 0 

 για τη δεύτερη δυνατότητα (ο τελεστής Laplace γράφεται στο φυσικό επίπεδο και 

εφαρμόζεται στις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες ξ και η): 

𝜕2𝜉

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑥

𝜕𝑧2
= 0       

𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜂

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜂

𝜕𝑧2
= 0       

𝜕2𝜁

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜁

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜁

𝜕𝑧2
= 0 

Και στο δεύτερο σύστημα, όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, με κατάλληλες μετατροπές των 

παραγώγων θα «γίνει μετάβαση» σε ένα σύστημα μεταχηματισμένων εξισώσεων που πρέπει να 

έχει αγνώστους πάλι τα x, y, z. Η επιλογή ανάμεσα στις δύο δυνατότητες που αναφέρθηκαν 

καθορίζεται από τις ιδιότητες που είναι επιθυμητό να έχουν τα πλέγματα. Αν όντως ο τελεστής 
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Laplace δίνει λειότητα στο πλέγμα, τότε η μέν πρώτη δυνατότητα θα δημιουργήσει λείες ισοϋψείς 

των x, y και z στο μετασχηματισμένο χωρίο (χωρίς κάποιο προφανές όφελος), ενώ η δεύτερη 

δυνατότητα θα δώσει λείες ισοϋψείς των ξ, η και ζ στο φυσικό χωρίο (απόλυτα επιθυμητό, αφού 

αυτές θα είναι και οι ζητούμενες πλεγματικές γραμμές!). Το παραπάνω σκεπτικό υποδεικνύει τη 

δεύτερη διατύπωση ως το επιθυμητό σύστημα ΜΔΕ για τη γένεση οριόδετων πλεγμάτων. 

Προχωρώντας παραπέρα, αντί εξισώσεων Laplace (με μηδενικό δεξί μέλος), διατυπώνονται 

εξισώσεις τύπου Poisson, ώστε η παρουσία των όρων του δεξιού μέλους να δώσει έναν επιπλέον 

μηχανισμό ελέγχου των ιδιοτήτων του πλέγματος. Στη συνέχεια, ο τελεστής Laplace ∇2 (•) θα 

είναι πάντα ο γνωστός διαφορικός τελεστής στο φυσικό επίπεδο (x,y,z). 

Συνεπώς, διατυπώνονται εξισώσεις της γενικής μορφής 

∇2𝜉𝑟 = 𝑓𝑟(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)         (2.32) 

ή αναλυτικότερα 

∇2𝜉1 = 𝑓1(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)  

∇2𝜉2 = 𝑓2(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)  

∇2𝜉3 = 𝑓3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) 

που, όταν επιλυθούν θα δώσουν τα πεδία των ξ1, ξ2 και ξ3 στο φυσικό χωρίο, ενώ θα ικανοποιούν 

τις οριακές συνθήκες τύπου Dirichlet (γνωστές τιμές των ξ1, ξ2 και ξ3 στους οριακούς κόμβους). 

Οπως ήδη αναφέρθηκε, η προσθήκη του δεξιού μέλους είναι αυτή που θα επιτρέψει παρεμβάσεις 

στις ιδιότητες του πλέγματος. Η επιλογή των fr είναι πρωτεύουσας σημασίας για τις ιδιότητες που 

τελικά θα έχει το πλέγμα που θα δημιουργηθεί. Τονίζεται ότι το σύστημα (2.32) πρέπει να επιλυθεί 

στο μετασχηματισμένο χωρίο και για το λόγο αυτό απαιτείται σχετικός μετασχηματισμός του (λ.χ. 

με τον κανόνα της αλυσίδας), ώστε να εμφανιστούν οι παράγωγοι των καρτεσιανών 

συντεταγμένων (x1,x2,x3) ως προς τις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες (ξ1,ξ2,ξ3). Από την ενότητα 

παραμετροποίηση δομημένων πλεγμάτων είναι γνωστή η έκφραση του τελεστή ∇2 ή div(grad), 

ενός φυσικού μεγέθους (λ.χ. του ξ1 ή του ξ2 ή του ξ3) στο μετασχηματισμένο επίπεδο. Έτσι οι 

εξισώσεις (2.32) ξαναγράφονται στη μορφή 

∇2𝜉r =
1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝑔𝑖𝑗

𝜕𝜉r

𝜕𝜉𝑗
) = 𝑓r 

ή, εκτελώντας τις πράξεις, στη μορφή 

𝑓r=
1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝑔𝑖𝑗𝛿𝑗

𝑟) =
1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝑔𝑖𝑟)        (2.33) 

Παράλληλα, ισχύει για κάθε καρτεσιανή συντεταγμένη xμ (μ=1,2,3) η προφανής ταυτότητα 

∇2xμ = 0           (2.34) 

που, όταν αναπτυχθεί στο μετασχηματισμένο, γράφεται ως 
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1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝑔𝑖𝑗

𝜕x𝜇

𝜕𝜉𝑗
) = 𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝜇
2

𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗
+

𝜕x𝜇

𝜕𝜉𝑗

1

𝐽

𝜕

𝜕𝜉𝑖
(𝐽𝑔𝑖𝑗) = 0 

Στην παραπάνω εξίσωση ο τελευταίος όρος μπορεί να αντικατασταθεί με την εξίσωση (2.33), 

(θέτοντας απλά ότι r=j), οπότε προκύπτει η σχέση 

𝑔𝑖𝑗 𝜕𝑥𝜇
2

𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗 +
𝜕x𝜇

𝜕𝜉𝑗 𝑓𝑗 = 0         (2.35) 

Η σχέση (2.35) είvαι μία (ανά φυσική συντεταγμένη) μή-γραμμική ΜΔΕ (oι συvτελεστές gij είvαι 

συvαρτήσεις τωv αγvώστωv xμ ), και μπoρεί vα λυθεί στo μετασχηματισμέvo χωρίo με 

κατάλληλες oριακές συvθήκες. Αυτό παρoυσιάζεται αvαλυτικότερα σε επόμενο κεφάλαιο. 

Παρατηρείται η ομοιότητα μεταξύ της (2.35) που έχει επιλεγεί ως μηχανισμός γένεσης του 

πλέγματος και της ταυτότητας (2.30). Η ομοιότητα αυτή εκφράζεται από την αντιστοίχιση 

−𝑔𝑖𝑗𝛤𝑖𝑗
𝑘 ↔ 𝑓𝑘           (2.36) 

και υπαγορεύει τον τρόπο επιλογής της μαθηματικής έκφρασης για τους όρους fk . Έτσι, μια 

βασική ιδέα για την επιλογή τους θα ήταν να είναι τέτοιοι, ώστε (θα δειχθεί πώς υλοποιείται αυτό) 

να εκφράζουν τις ποσότητες του δεξιού μέλους της (2.33). 

Για λόγους πληρότητας, δίνεται η ανάπτυξη των βασικών εξισώσεων (3.35)σε πλήρη μορφή. 

Είναι 

𝑔11 𝜕𝑥2

𝜕𝜉2 + 2𝑔12 𝜕𝑥2

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑔22 𝜕𝑥2

𝜕𝜂2 + 2𝑔13 𝜕𝑥2

𝜕𝜉𝜕𝜁
+ 2𝑔23 𝜕𝑥2

𝜕𝜂𝜕𝜁
+ 𝑔33 𝜕𝑥2

𝜕𝜁2 + 𝑓1 𝜕𝑥

𝜕𝜉
+ 𝑓2 𝜕𝑥

𝜕𝜂
+ 𝑓3 𝜕𝑥

𝜕𝜁
= 0            

𝑔11 𝜕𝑦2

𝜕𝜉2 + 2𝑔12 𝜕𝑦2

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑔22 𝜕𝑦2

𝜕𝜂2 + 2𝑔13 𝜕𝑦2

𝜕𝜉𝜕𝜁
+ 2𝑔23 𝜕𝑦2

𝜕𝜂𝜕𝜁
+ 𝑔33 𝜕𝑦2

𝜕𝜁2 + 𝑓1 𝜕𝑦

𝜕𝜉
+ 𝑓2 𝜕𝑦

𝜕𝜂
+ 𝑓3 𝜕𝑦

𝜕𝜁
= 0 (2.37) 

𝑔11 𝜕𝑧2

𝜕𝜉2 + 2𝑔12 𝜕𝑧2

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑔22 𝜕𝑧2

𝜕𝜂2 + 2𝑔13 𝜕𝑧2

𝜕𝜉𝜕𝜁
+ 2𝑔23 𝜕𝑧2

𝜕𝜂𝜕𝜁
+ 𝑔33 𝜕𝑧2

𝜕𝜁2 + 𝑓1 𝜕𝑧

𝜕𝜉
+ 𝑓2 𝜕𝑧

𝜕𝜂
+ 𝑓3 𝜕𝑧

𝜕𝜁
= 0  

                       

τονίζοντας επίσης ότι, λόγω της εμπλοκής των μετρικών, το σύστημα είναι πεπλεγμένο. Με απλό 

μετασχηματισμό των μετρικών δεύτερης τάξης το σύστημα αυτό γράφεται και στη μορφή 

 

Αχξξ – 2Βχξη + Γχηη – 2Δχξζ -2Εχηζ + Ζχζζ = - J2( f1χξ + f2χη + f3χζ ) 

Αyξξ – 2Βyξη + Γyηη – 2Δyξζ -2Εyηζ + Ζyζζ = - J2( f1yξ + f2yη + f3yζ )    (2.38) 

Αζξξ – 2Βζξη + Γζηη – 2Δζξζ -2Εζηζ + Ζζζζ = - J2( f1ζξ + f2ζη + f3ζζ ) 

με 

𝛢 = 𝐽2𝑔11 

𝐵 = −𝐽2𝑔12 
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𝛤 = 𝐽2𝑔22 

𝛥 = −𝐽2𝑔13 

𝛦 = −𝐽2𝑔23 

𝛧 = 𝐽2𝑔33 

 

2.6.3 Έλεγχος του Πλέγματος με Πληροφορία από τα Όρια 

Έστω ότι η δημιουργία του δομημένου οριόδετου πλέγματος αφορά στο χωρίο του Σχήματος 2.2 

(δεξιά). Θεωρούνται δεδομένα τα οριακά σημεία του χωρίου, που βρίσκονται κατανεμημένα στις 

πλεγματικές γραμμές ξ=1 (αριστερά), ξ=ξmax (δεξιά), η=1 (μπροστά) και η=ηmax (πίσω), ζ=1 

(κάτω), ζ=ζmax (πάνω). Η δεδομένη κατανομή σημείων λ.χ. στο κάτω όριο (γραμμή ζ=1) 

ουσιαστικά σημαίνει ότι οι μετρικές xξ, yξ, zξ, xη, xη και zη είναι γνωστές. Πράγματι, αυτές μπορούν 

να υπολογισθούν σε κάθε κόμβο με κεντρικές διαφορές δεύτερης τάξης ως 

 

𝑥𝜉(𝑖, 1) =
1

2
(𝑥(𝑖 + 1,1) − 𝑥(𝑖 − 1,1)) 

𝑦𝜉(𝑖, 1) =
1

2
(𝑦(𝑖 + 1,1) − 𝑦(𝑖 − 1,1)) 

 

όπου χρησιμοποιήθηκε ότι Δξ=Δη=Δζ=1, ενώ οι παραπάνω τύποι δεν εφαρμόζονται στους 

ακραίους κόμβους (1,1,1), (ξmax,1,1), (1,ηmax,1), και (ξmax,ηmax,1). Σε αυτή την περίπτωση, ανάντι 

σχήματα πεπερασμένων διαφορών, ίδιας τάξης ακρίβειας, πρέπει να επιλεγούν. 

Για να υπολογιστούν οι υπόλοιπες μετρικές στους κόμβους της ίδιας πλεγματικής γραμμής 

(δηλαδή, οι xζ, yζ και zζ), απαιτείται πληροφορία-συσχέτιση με τους εσωτερικούς κόμβους του 

πλέγματος, που όμως είναι άγνωστοι. Επιβάλλοντας συγκεκριμένες συνθήκες στη γειτονιά αυτής 

της πλεγματικής γραμμής (για την απόσταση των κόμβων της επόμενης πλεγματικής γραμμής ή 

την ορθογωνιότητα των πλεγματικών γραμμών ξ=σταθερό στα σημεία που τέμνουν τη γραμμή 

η=1, ή ακόμα για κλίσεις των παραπάνω ποσοτήτων, κλπ. ) μπορούν να εκτιμηθούν και οι 

υπόλοιπες μετρικές. Ετσι, για παράδειγμα, οι Thomas και Middlecoff6 πρότειναν την επιβολή των 

παρακάτω δύο συνθηκών: 

 το να είναι ευθεία κάθε πλεγματική γραμμή ξ=σταθερό που τέμνει τη γραμμή η=1 , στην 

«ευρύτερη» περιοχή κοντά στο όριο. Μαθηματικά αυτό διατυπώνεται στην επιβολή της 

συνθήκης 

 

 (
𝒙𝜂

𝒚𝜼
)

𝜼

= 0          (2.39) 

 

κατά μήκος της γραμμής ζ=1 και 
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 το να είναι κάθε γραμμή ξ=μεταβλητό που τέμνει το όριο η=1 κάθετη προς την οριακή 

γραμμή. 

Μαθηματικά αυτό διατυπώνεται ως 

𝑔12 = 0 ⇒  𝑥𝜉𝑥𝜂 + 𝑦𝜉𝑦𝜂 + 𝜁𝜉𝜁𝜂 = 0        

 (2.40) 

Για τη χρήση των συνθηκών (2.39) και (2.40) προτάθηκε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, να 

γραφούν οι όροι πηγής που αναζητούνται στη μορφή 

 

𝑓1 = 𝜑(𝜉, 𝜂, 𝜁)(𝜉𝑥
2 + 𝜉𝑦

2 + 𝜉𝑧
2) = 𝜑(𝜉, 𝜂, 𝜁)𝑔11 

𝑓2 = 𝜓(𝜉, 𝜂, 𝜁)(𝜂𝑥
2 + 𝜂𝑦

2 + 𝜂𝑧
2) = 𝜓(𝜉, 𝜂, 𝜁)𝑔22      (2.41) 

𝑓3 = 𝜃(𝜉, 𝜂, 𝜁)(𝜁𝑥
2 + 𝜁𝑦

2 + 𝜁𝑧
2) = 𝜃(𝜉, 𝜂, 𝜁)𝑔33        

Όπου: 

𝜑 = −
𝑥𝜉𝑥𝜉𝜉+𝑦𝜉𝑦𝜉𝜉+𝑦𝜉𝑦𝜉𝜉

𝑥𝜉
2+𝑦𝜉

2+𝑧𝜉
2          (2.42) 

Η σχέση (2.42), κατά μήκος της γραμμής ζ=1 (το ίδιο όμως ισχύει και κατά μήκος της γραμμής 

ζ=ζmax ) επιτρέπει τον υπολογισμό του φ=φ(ξ), αφού περιέχει μόνο γνωστά διαφορικά (xξ, xξξ, yξ, 

yξξ, xη, xηη, yη, yηη) κατά μήκος της διακριτοποιημένης αυτής οριακής γραμμής. 

Είναι εύκολο να διατυπωθούν αντίστοιχες συνθήκες των (2.39) και (2.40) κατά μήκος των άλλων 

τεσσάρων οριακών γραμμών του χωρίου, δηλ. των ξ=1, ξ=ξmax, η=1 και η=ηmax και να αποδειχθεί, 

απαλείφοντας τώρα το φ, ότι σ’ αυτές μπορεί να υπολογιστούν τα ψ και θ από τη σχέση 

 

𝜓 = −
𝑥𝜂𝑥𝜂𝜂+𝑦𝜂𝑦𝜂𝜂+𝑧𝜂𝑧

𝑥𝜂
2+𝑦𝜂

2+𝑧𝜂
2          (2.43) 

 

Η σχέση (2.43), κατά μήκος των γραμμών ξ=1 και ξ=ξmax, επιτρέπει πράγματι τον υπολογισμό 

των ψ=ψ(η), αφού περιέχει μόνο γνωστά διαφορικά (xη, xηη, yη, yηη, xζ, xζζ, yζ, yζζ) κατά μήκος των 

γραμμών αυτών. 

Με γνωστή την κατανομή φ(ξ) στα όρια η=1 και η=ηmax και την κατανομή ψ(η) στα όρια ξ=1 και 

ξ=ξmax επιβάλλεται η χωρική τους κατανομή με κάποιο νόμο (λ.χ. γραμμική κατανομή ) στο 

εσωτερικό του χωρίου. Μια τέτοια κατανομή θα μπορούσε λ.χ. να είναι της μορφής 

Αντίστοιχα  

𝜃 = −
𝑥𝜁𝑥𝜁𝜁 +𝑦𝜁𝑦𝜁𝜁+𝑧𝜁𝑧𝜁𝜁

𝑥𝜁
2+𝑦𝜁

2+𝑧𝜁
2          (2.44) 

 

Συνοψίζοντας: 
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𝜑(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝜑(𝜉, 1, 𝜁) (1 −
𝜂 − 1

𝜂𝑚𝑎𝑥 − 1
) + 𝜑(𝜉, 𝜂𝑚𝑎𝑥, 𝜁)

𝜂 − 1

𝜂𝑚𝑎𝑥 − 1
 

𝜓(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝜓(1, 𝜂, 𝜁) (1 −
𝜉 − 1

𝜉𝑚𝑎𝑥 − 1
) + 𝜓(𝜉𝑚𝑎𝑥 , 𝜂, 𝜁)

𝜉 − 1

𝜉𝑚𝑎𝑥 − 1
 

𝜃(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝜓(1, 𝜂, 𝜁) (1 −
𝜉 − 1

𝜉𝑚𝑎𝑥 − 1
) + 𝜓(𝜉𝑚𝑎𝑥 , 𝜂, 𝜁)

𝜉 − 1

𝜉𝑚𝑎𝑥 − 1
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Κεφάλαιο 3ο: Προσεγγιστικές Παραγοντοποιήσεις για Σχήματα 

Πεπερασμένων Διαφορών 

 

3.1 Ισχυρά Πεπλεγμένος Αλγόριθμος Επίλυσης 

Βασική ιδέα της Μεθόδου SIP είναι να βρεθούν μητρώα L και U τέτοια, ώστε να έχουν την ίδια 

δομή με το άνω και το κάτω τμήμα του μητρώου Α. Το Σχήμα 3.1 παρουσιάζει την 

παραγοντοποίηση αυτή, ορίζοντας συγχρόνως με μικρούς λατινικούς χαρακτήρες τις διαγωνίους 

των L και U με μη-μηδενικά στοιχεία. Για την I γραμμή του L, από αριστερά προς τα δεξιά, οι 

διαγώνιοι του L θα περιέχουν τα στοιχεία bw(i,j,k), bs(i,j,k), b(i,j,k), bn(i,j,k, be(i,j,k), sw(i,j,k), 

w(i,j,k), nw(i,j,k), s(i,j,k) και p(i,j,k). Η ίδια γραμμή και με την ίδια σάρωση για το μητρώο U 

εμφανίζει μοναδιαίο στοιχείο στη διαγώνιο. Αυτό εξασφαλίζει τη μοναδικότητα της διάσπασης 

και τα στοιχεία n(i,j,k), se(i,j,k), e(i,j,k), ne(i,j,k), fw(i,j,k), fs(i,j,k), f(i,j,k), fn(i,j,k) και fe(i,j,k).  

 

 
Σχήμα 3.1 πολλαπλασιασμός πινάκων L U 

 

Ο πολλαπλασιασμός LU θα δημιουργήσει 24 επιπλέον διαγωνίους, τις R1
, R

2
, R

3
, …. , R

22
, R

23
, R

24, 

που θα αντιστοιχούν στις θέσεις: 

 

(i-1,j+1,k-1), (i,j+2,k-1), (i+1,j-2,k-1), (i+1,j-1,k-1), (i+1,j+1,k-1), (i+1,j+2,k-1), (i+2,j-1,k-1), 

(i+2,j,k-1), (i+2,j+1,k-1), (i-2,j,k), (i-1,j+2,k), (i,j-2,k), (i,j+2,k), (i+1,j-2,k), (i+2,j,k), (i-2,j-

1,k+1), (i-2,j,k+1), (i-2,j+1,k+1), (i-1,j-2,k+1), (i-1,j-1,k+1), (i-1,j+1,k+1), (i-1,j+2,k+1), (i,j-

2,k+1), (i+1,j-1,k+1) 

 

Το αποτέλεσμα του γινομένου LU δίνει ένα μητρώο P, ευρύτερο του Α κατά τις 24 νέες διαγωνίους 

που ήδη αναφέρθηκαν. Εισάγεται ένα νέο μητρώο R το οποίο συνοψίζει τη διαφορά μεταξύ του 

P και του Α. 

Θα είναι: 

P = A + R = LU          (3.1) 
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το οποίο καταρχάς έχει μη-μηδενικά στοιχεία στις 24 νέες διαγωνίους. Με εκτέλεση του γινομένου 

LU  προκύπτουν οι σχέσεις που επιτρέπουν τον καθορισμό των μη-μηδενικών στοιχείων του P.  

 

 

Σχήμα 3.2 πίνακας P 

Το υπολογιστικό πλέγμα που επιλέχτηκε  έχει διαστασεις Imax x Jmax x Kmax. Επιλέχτηκε να 

αριθμηθούν οι κόμβοι με τη μέθοδο του ‘κορδονιού’. Ο συνολικός αριθμός των κόμβων είναι L= 

Imax x Jmax x Kmax, ενώ ο αύξων αριθμός κόμβου (i,j,k) δίνεται από τον τύπο:  

l = (i - 1) x Jmax + (k - 1) x Imax x Jmax + j. 
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Στους παρακάτω πίνακες φαίνονται οι θέσεις των 19 στοιχείων καθώς και των 24 επιπρόσθετων 

όρων που προκύπτουν από το γινόμενο των πινάκων LU. 

 

 

R20 

ν-m+lm+1 

FN 

ν+1+lm 
 

 

R17 

ν -2m+lm 

FW 

ν -m+lm 

F 

ν +lm 

FE 

ν +m+lm 
 

R16 

ν -2-2m+lm 

R19 

ν -1-m+lm 

FS 

ν -1+lm 

R23 

ν -1+m+lm 

R24 

ν -1+2m+lm 

 

R18 

ν -2-m+lm 

R21 

ν -2+lm 

R22 

ν -2+m+lm 
 

 

 

  
R13 

ν +2 
  

R11 

ν+1-2m 

NW 

ν -m+1 

N 

ν +1 

NE 

ν +m+1 
 

R10 

ν -2m 

W 

ν-m 

P 

ν 

E 

ν +m 

R15 

ν +2m 

 
SW 

ν -m-1 

S 

-1 

SE 

ν +m-1 

R14 

ν +2m-1 

  
R12 

ν -2 
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R3 

ν-m-lm+2 

R4 

ν+2-lm 

R7 

ν+m+2-lm 

R1 

ν -2m+1-lm 

R2 

ν-m+1-lm 

BN 

ν+1-lm 

R6 

ν+m+1-lm 

 

BW 

ν-m-lm 

B 

ν-lm 

BE 

ν+m+lm 

  

BS 

ν-1-lm 

R5 

ν+m-1-lm 
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Το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού των πινάκων LU φαίνεται από το παρακάτω παράδειγμα. 

Στο παράδειγμα αυτό πολλαπλασιάζεται η γραμμή ν του L πίνακα με τη στήλη ν – m – lm του U 

πίνακα. 

 

Επομένως 

BW = bw(ν) 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται πως: 

BS = bw(ν) se(ν-m-lm) + bs(ν) 

B = bw(ν) e(ν-m-lm) + bs(ν) n(ν-lm-1) + b(ν) 

BN = bw(ν) ne(ν-m-lm) + b(ν) n(ν-lm) + bn(ν) 

BE = bs(ν) ne(ν-lm-1) + b(ν) e(ν-lm) + bn(ν) se(ν-lm+1) + be(ν) 

SW = bw(ν) fs(ν-m-lm) + bs(ν) fw(ν-lm-1) + sw(ν) 

W = bw(ν) fn(ν-m-lm) + b(ν) fw(ν-lm) + sw(ν) n(ν-m-1) + w(ν) 

NW = bw(ν) fn(ν-m-lm) + bn(ν) fw(ν-lm+1) + w(ν) n(ν-m) + nw(ν) 

S = bs(ν) f(ν-lm-1) + b(ν) fs(ν-lm) + sw(ν) e(ν-m-1) + w(ν) se(ν-m) + s(ν) 

E = bw(ν) fe(ν-m-lm) + bs(ν) fn(ν-lm-1) + b(ν) f(ν-lm) + bn(ν) fs(ν-lm+) + be(ν) fw(ν+m-lm) + 

sw(ν) ne(ν-m-1) + w(ν) e(ν-m) + nw(ν) se(ν-m+1) + s(ν) n(ν-1) + p(n) 

                 U 

                   

                 fe(ν-2m-2lm) 

                   

                 fn(ν-m-2lm-1) 

                 f(ν-m-2lm) 

                 fs(ν-m-2lm-1) 

L    

  bw(ν)   bs(ν) b(ν) bn(ν)   be(ν)   sw(ν) w(ν) nw(ν)   s(ν) p(ν)   

* 

fw(ν-2lm) 

 
ν-m-

lm 
  

ν-1-

lm 
ν-lm 

ν+1-

lm 
  

ν+m-

lm 
  ν-1-m ν-m ν+1-m   ν-1 ν     

                 ne(ν-2m-lm-1) 

                 e(ν-2m-lm) 

                 

se(ν-2m-

lm+1) 

                   

                 n(ν-m-lm-1) 

                 1 
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N = b(ν) fn(ν-lm) + bn(ν) f(ν-lm+1) + w(ν) ne(ν-m) + nw(ν) e(ν-m+1) + n(ν) 

SE = bs(ν) fe(ν-lm-1) + be(ν) fs(ν+m-lm) + se(ν) 

E = b(ν) fe(ν-lm) + be(ν) f(ν+m-lm) + sw(ν) ne(ν-1) + p(ν) e(ν) 

NE = bn(ν) fe(ν-lm+1) + be(ν) fn(ν+m-lm) + p(ν) ne(ν) 

FW = sw(ν) fn(ν-m-1) + w(ν) f(ν-m) + nw(ν) fs(ν-m+1) + p(ν) fw(ν) 

FS = sw(ν) fe(ν-m-1) + fs(ν) p(ν) 

F = w(ν) fe(ν-m) + s(ν) fn(ν-1) + p(ν) f(ν) 

FN = nw(ν) fe(ν-m+1) + p(ν) fn(ν) 

FE = p(ν) fe(ν) 

 

Επιλύοντας το παραπάνω σύστημα συναρτήσεων ως προς τα μικρά γράμματα προκύπτει: 

bw(ν) = BW  

bs(ν) =BS - bw(ν) se(ν-m-lm)  

b(ν) = B - bw(ν) e(ν-m-lm) - bs(ν) n(ν-lm-1)  

bn(ν) = BN - bw(ν) ne(ν-m-lm) - b(ν) n(ν-lm)  

be(ν) = BE - bs(ν) ne(ν-lm-1) - b(ν) e(ν-lm) - bn(ν) se(ν-lm+1) 

sw(ν) = SW - bw(ν) fs(ν-m-lm) - bs(ν) fw(ν-lm-1) 

w(ν) = W - bw(ν) fn(ν-m-lm) - b(ν) fw(ν-lm) - sw(ν) n(ν-m-1) 

nw(ν) = NW - bw(ν) fn(ν-m-lm) - bn(ν) fw(ν-lm+1) - w(ν) n(ν-m) 

s(ν) = S - bs(ν) f(ν-lm-1) - b(ν) fs(ν-lm) - sw(ν) e(ν-m-1) - w(ν) se(ν-m) 

p(n) = E - bw(ν) fe(ν-m-lm) - bs(ν) fn(ν-lm-1) - b(ν) f(ν-lm) - bn(ν) fs(ν-lm+) - be(ν) fw(ν+m-lm) 

- sw(ν) ne(ν-m-1) - w(ν) e(ν-m) - nw(ν) se(ν-m+1) - s(ν) n(ν-1)  

n(ν) = N - b(ν) fn(ν-lm) - bn(ν) f(ν-lm+1) - w(ν) ne(ν-m) - nw(ν) e(ν-m+1) 

se(ν) = SE - bs(ν) fe(ν-lm-1) - be(ν) fs(ν+m-lm) 

e(ν) = [E - b(ν) fe(ν-lm) - be(ν) f(ν+m-lm) - sw(ν) ne(ν-1)] / p(ν)  

ne(ν) = [NE - bn(ν) fe(ν-lm+1) - be(ν) fn(ν+m-lm)] / p(ν)  

fw(ν) = [FW - sw(ν) fn(ν-m-1) - w(ν) f(ν-m) - nw(ν) fs(ν-m+1)] / p(ν)  

fs(ν) = [FS - sw(ν) fe(ν-m-1)] / p(ν) 
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f(ν) = [F - w(ν) fe(ν-m) - s(ν) fn(ν-1)] / p(ν)  

fn(ν) = [FN - nw(ν) fe(ν-m+1)] / p(ν)  

fe(ν) = FE / p(ν)  

 

3.2 MSIP Ισχυρά Πεπλεγμένος Αλγόριθμος  - Παραλλαγή 

Τα επιπλέον στοιχεία που προκύπτουν από το γινόμενο του LU ως πίνακας R σε σχέση με τον Α 

είναι τα εξής: 

 

R1 = bw(ν) n(ν-m-lm) 

R2 = bn(ν) n(ν+1-lm) 

R3 = bs(ν) se(ν-1-lm) 

R4 = b(ν) se(ν-lm) + bs(ν) e(ν-1-lm) 

R5 = be(ν) n(ν+m-lm) + bn(ν) e(ν+1-lm) + b(ν) ne(ν-lm) 

R6 = bn(ν) ne(ν+1-lm) 

R7 = be(ν) se(ν+m-lm) 

R8 = be(ν) e(ν+m-lm)  

R9 = be(ν) ne(ν+m-lm) 

R10 = bw(ν) fw(ν-m-lm)  

R11 = nw(ν) n(ν-m+1)  

R12 = sw(ν) se(ν-m-1) + bs(ν) fs(ν-1-lm) 

R13 = nw(ν) ne(ν-m+1) + bn(ν) fn(ν+1-lm) 

R14 = s(ν) se(ν-1)  

R15 = sw(ν) fw(ν-m-1)  

R16 = w(ν) n(ν-m)  

R17 = w(ν) fw(ν-m)  

R18 = nw(ν) fw(ν-m)  

R15 = sw(ν) fw(ν-m-1)  

R19 = sw(ν) fs(ν-m-1) 
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R20 = s(ν) fw(ν-1) + w(ν) fs(ν-lm) + sw(ν)f(ν-m-1) 

R21 = nw(ν) f(ν-m+1) + w(ν) fn(ν-m) 

R22 = nw(ν) fn(ν-m+1) 

R23 = s(ν) fs(ν-1) 

R24 = s(ν) fe(ν-1) 

 

Ο Stone H. L3 ανέπτυξε και πρώτος εφάρμοσε τη μέθοδό του σε ελλειπτικά προβλήματα, όπου η 

λύση αναμενόταν να είναι συνεχής. Σύμφωνα λοιπόν με την τοπολογία των κόμβων που 

υιοθετήθηκαν, ο Stone πρότεινε τη χρήση αναπτυγμάτων Taylor για τις ποσότητες του μητρώου 

R. Με αυτόν τον τρόπο, η επίδραση των επιπλέον όρων θα διαχυθεί μέσα στους 19 όρους που ήδη 

χρησιμοποιούνται. 

 

R1  Φ(ν-m+1-lm) = Φ(ν+1-lm) - Φ(ν-lm) + Φ(ν-m-lm) 

R2  Φ(ν+2-lm) = 2Φ(ν+1-lm) - Φ(ν-lm) 

R3  Φ(ν+m+2-lm) = 2Φ(ν-1-lm) + Φ(ν+1-lm) 

R4  Φ(ν+m-1-lm) = Φ(ν+m-lm) - Φ(ν-lm) + Φ(ν-1-lm) 

R5  Φ(ν+m+1-lm) = Φ(ν+1-lm) - Φ(ν-lm) + Φ(ν-1-lm) 

R6  Φ(ν+m+2-lm) = Φ(ν+m-lm) + 2Φ(ν+1-lm) - 2Φ(ν-lm) 

R7  Φ(ν-2m-1-lm) = 2Φ(ν+m-lm) - 2Φ(ν-lm) + Φ(ν-1-lm) 

R8  Φ(ν+2m-lm) = 2Φ(ν+m-lm) - Φ(ν-lm) 

R9  Φ(ν+2m+1-lm) = Φ(ν+1-lm) + 2Φ(ν+m-lm) + Φ(ν-lm) 

R10  Φ(ν-2m) = 2Φ(ν-m) - Φ(ν) 

R11  Φ(ν-m+2) = 2Φ(ν-m+1) - Φ(ν-m) 

R12  Φ(ν-2m) = 2Φ(ν-m) - Φ(ν) 

R13  Φ(ν+2) = 2Φ(ν+1) - Φ(ν) 

R14  Φ(ν+m-2) = 2Φ(ν+m-1) - Φ(ν+m) 

R15  Φ(ν+2m) = 2Φ(ν+m) - Φ(ν) 

R16  Φ(ν-2m-1+lm) = Φ(ν-1+lm) + 2Φ(ν-m+lm) - 2Φ(ν+lm) 

R17  Φ(ν-2m+lm) = 2Φ(ν-m+lm) - 2Φ(ν+lm) 
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R18  Φ(ν-2m+1+lm) = Φ(ν+1+lm) - 2Φ(ν+lm) + 2Φ(ν-m+lm) 

R19  Φ(ν-2+lm) = Φ(ν-m+lm) - 2Φ(ν+lm) + 2Φ(ν-1+lm) 

R20  Φ(ν-m-1+lm) = Φ(ν-m+lm) - Φ(ν+lm) + Φ(ν-1+lm) 

R21  Φ(ν-m-1+lm) = Φ(ν-m+lm) - Φ(ν+lm) + Φ(ν+1+lm) 

R22  Φ(ν-m+2+lm) = Φ(ν-m+lm) - 2Φ(ν+lm) + 2Φ(ν+1+lm) 

R23  Φ(ν-2+lm) = 2Φ(ν-1+lm) - Φ(ν+lm) 

R24  Φ(ν+m-1+lm) = Φ(ν-1+lm) - Φ(ν+lm) + Φ(ν+m+lm) 

Σημειώνεται ότι τα στοιχεία των μητρώων P και Α συμβολίζονται χωρίς παρένθεση που να 

προσδιορίζει τον κόμβο στον οποίο αναφέρονται, γνωρίζοντας ότι γίνεται αναφορά πάντοτε στον 

κόμβο ν. Έτσι λ.χ. το στοιχείο BW  είναι το “back - west” στοιχείο του κόμβου ν (δηλαδή της 

γραμμής ν του μητρώου). Προσδιοριστικές παρενθέσεις χρησιμοποιούνται μόνο για τα στοιχεία 

bw, bs, b, bn, be, sw, w, nw, s, p, n, se, e, ne, fw, fs, f, fn,και fe των L ή U. Σημειώνεται ότι δίνονται 

τα στοιχεία για ανάλυση σε 24 κόμβους (ακολουθεί αμέσως μετά). Για διευκόλυνση δίνεται σε 

μορφή πίνακα η σχετική θέση των συμβόλων αυτών που, για τον κόμβο ν , είναι: 

      FRONT 

        fn   

      fw f fe 

    LEVEL    fs   

   nw n ne    

   w p e    

BACK sw s se    

  bn         

bw b be       

  bs         

 

 

Όπως έχει ειπωθεί, ο δείκτης m μετρά εγκάρσια προς τα δεξιά, ο j κατά μήκος προς τα μπροστά 

και ο lm κατά ύψος προς τα επάνω. Με δεδομένες τις συναρτήσεις που αναπτύχθηκαν παραπάνω 

που γράφονται για κάθε κόμβο ν , επιδιώκεται το μητρώο P να προσεγγίζει όσο το δυνατόν 

περισσότερο το μητρώο A. Μια λύση που συζητήθηκε προηγουμένως στη μορφή της ILU(0) είναι 

να αμεληθούν τα επιπλέον στοιχεία που εισάγει το γινόμενο LU. Αυτό πρακτικά θα σήμαινε ότι 

οι 24 νέες διαγώνιες θα αποτελέσουν τις μοναδικές μη-μηδενικές διαγώνιες του συμπληρωματικού 

μητρώου R. Συγχρόνως, βέβαια, θα επιβληθούν οι ισότητες στα υπόλοιπα στοιχεία. Το σχήμα SIP 

που πρότεινε ο Stone βασίζεται στην ιδέα του να επιτραπεί το μητρώο R να έχει μη-μηδενικά 

στοιχεία και σε άλλες (πλην των 24) διαγωνίους, προς όφελος του ρυθμού σύγκλισης του 

αλγορίθμου. Για κάθε γραμμή ν, το σύστημα 
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PΦ = (A + R)Φ  

 

PbwΦ(ν-m-lm) + PbsΦ(ν -1-lm) + PbΦ(ν-lm) + PbnΦ(ν+1-lm) + PbeΦ(ν+m-lm) + PswΦ(ν-1-m) + PwΦ(ν-m) + 

PnwΦ(ν-m+1-lm) + PsΦ(ν-1) + PpΦ(ν) + PnΦ(ν+1) + PseΦ(ν+m-1) + PeΦ(ν+m) + PneΦ(ν+m+1) + PfwΦ(ν-m+lm) 

+ PfsΦ(ν-1+lm) + PfΦ(ν+lm) + PfnΦ(ν+1+lm) + PfeΦ(ν+m+lm) P
1 Φ(ν-m+1-lm) + P2 Φ(ν+2-lm) + P3 Φ(ν+m+2-lm) 

+ P4 Φ(ν+m-1-lm) + P5 Φ(ν+m+1-lm) +P6 Φ(ν+m+2-lm) + P7 Φ(ν-2m-1-lm) + P8 Φ(ν+2m-lm) + P9 Φ(ν+2m+1-lm) + 

P10 Φ(ν-2m) + P11 Φ(ν-m+2) + P12 Φ(ν-2m) + P13 Φ(ν+2) + P14 Φ(ν+m-2) + P15 Φ(ν+2m) + P16 Φ(ν-2m-1+lm) + 

P17 Φ(ν-2m+lm) + P18 Φ(ν-2m+1+lm) + P19 Φ(ν-2+lm) + P20 Φ(ν-m-1+lm) + P21 Φ(ν-m-1+lm) + P22 Φ(ν-m+2+lm) 

+ P23 Φ(ν-2+lm) + P24 Φ(ν+m-1+lm) 

= (Abw + R1)Φ(ν-m-lm) + (Abs + R4 + R5 + R7)Φ(ν -1-lm) + (Ab + R1 - R2 + R3 - R4 - R5 - 2R6 - 2R7 - R8 

+ R9 + 2R10)Φ(ν-lm) + (Abn + R1 + 2R2 + 2R3 + R5 + 2R6 + R9)Φ(ν+1-lm) + (Abe + R4 + R6 + 2R7 + 

2R8 + 2R9)Φ(ν+m-lm) + AswΦ(ν-1-m) + (Aw - R11 + 2R12)Φ(ν-m) + (Anw + 2R11)Φ(ν-m+1) + AsΦ(ν-1) + (Ap 

- R10 - R12 - R13)Φ(ν) + (An + 2R13)Φ(ν+1) + (Ase - 2R14 - R15)Φ(ν+m-1) + (Ae - R
14 + 2R15)Φ(ν+m) + 

AneΦ(ν+m+1) + (Afw + 2R16 + 2R17 + 2R18 + R19 + R20 + R21 + R22)Φ(ν-m+lm) + (Afs + R16 + 2R19 + 

R20 + 2R23 + R24)Φ(ν-1+lm) + (Af - 2R16 - 2R17 - 2R18 - R20 - R21 - 2R22 - R23 - R24)Φ(ν+lm) + (Afn + R18 

+ R21 + 2R22)Φ(ν+1+lm) + (Afe + R24)Φ(ν+m+lm) 

 

 

Στην τελευταία σχέση, τα μεν στοιχεία P αποτελούν εκφράσεις των αγνώστων στοιχείων L και U, 

τα δε στοιχεία Α είναι γνωστά ως στοιχεία του αρχικού μητρώου. Συγχρόνως, όμως, με την 

παραπάνω σχέση θα απαιτηθεί  το μητρώο R να είναι όσο το δυνατόν πιο «μικρό», δηλαδή 

επιβάλλεται  να ισχύει η σχέση 

R1Φ(ν-m-lm) + (R4 + R5 + R7)Φ(ν -1-lm) + (R1 - R2 + R3 - R4 - R5 - 2R6 - 2R7 - R8 + R9 + 2R10)Φ(ν-lm) + 

(R1 + 2R2 + 2R3 + R5 + 2R6 + R9)Φ(ν+1-lm) + (R4 + R6 + 2R7 + 2R8 + 2R9)Φ(ν+m-lm) + (- R11 + 

2R12)Φ(ν-m) + 2R11Φ(ν-m+1) + (- R10 - R12 - R13)Φ(ν) + 2R13Φ(ν+1) + ( - 2R14 - R15)Φ(ν+m-1) + (- R14 + 

2R15)Φ(ν+m) + (2R16 + 2R17 + 2R18 + R19 + R20 + R21 + R22)Φ(ν-m+lm) + (R16 + 2R19 + R20 + 2R23 + 

R24)Φ(ν-1+lm) + (- 2R16 - 2R17 - 2R18 - R20 - R21 - 2R22 - R23 - R24)Φ(ν+lm) + (R18 + R21 + 2R22)Φ(ν+1+lm) 

+ R24Φ(ν+m+lm) = 0 

 

Ωστόσο, το μητρώο R πολλαπλασιάζεται με τον συντελεστή ψ τέτοιο ώστε 

A = LU –ψR 

Η ποσότητα ψ είναι ένας συντελεστής που, όταν ψ=1 οι παραπάνω σχέσεις αντιστοιχούν σε 

ακρίβεια δεύτερης τάξης. Όμως, για λόγους ευστάθειας απαιτούνται τιμές του ψ μικρότερες της 

μονάδας. Γενικά, καλή σύγκλιση φαίνεται να δίνουν τιμές μεταξύ 0.7 και 0.9, αλλά αυτό εξαρτάται 

από το πρόβλημα που αντιμετωπίζεται. 

Άρα, η εξίσωση  διαμορφώνεται ως εξής: 

PbwΦ(ν-m-lm) + PbsΦ(ν -1-lm) + PbΦ(ν-lm) + PbnΦ(ν+1-lm) + PbeΦ(ν+m-lm) + PswΦ(ν-1-m) + PwΦ(ν-m) + PnwΦ(ν-

m+1-lm) + PsΦ(ν-1) + PpΦ(ν) + PnΦ(ν+1) + PseΦ(ν+m-1) + PeΦ(ν+m) + PneΦ(ν+m+1) + PfwΦ(ν-m+lm) + PfsΦ(ν-

1+lm) + PfΦ(ν+lm) + PfnΦ(ν+1+lm) + PfeΦ(ν+m+lm) ψ(P1 Φ(ν-m+1-lm) + P2 Φ(ν+2-lm) + P3 Φ(ν+m+2-lm) + P4 

Φ(ν+m-1-lm) + P5 Φ(ν+m+1-lm) +P6 Φ(ν+m+2-lm) + P7 Φ(ν-2m-1-lm) + P8 Φ(ν+2m-lm) + P9 Φ(ν+2m+1-lm) + P10 

Φ(ν-2m) + P11 Φ(ν-m+2) + P12 Φ(ν-2m) + P13 Φ(ν+2) + P14 Φ(ν+m-2) + P15 Φ(ν+2m) + P16 Φ(ν-2m-1+lm) + P17 
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Φ(ν-2m+lm) + P18 Φ(ν-2m+1+lm) + P19 Φ(ν-2+lm) + P20 Φ(ν-m-1+lm) + P21 Φ(ν-m-1+lm) + P22 Φ(ν-m+2+lm) + P23 

Φ(ν-2+lm) + P24 Φ(ν+m-1+lm)) 

= (Abw + ψR1)Φ(ν-m-lm) + (Abs + ψ(R4 + R5 + R7))Φ(ν -1-lm) + (Ab + ψ(R1 - R2 + R3 - R4 - R5 - 2R6 - 

2R7 - R8 + R9 + 2R10))Φ(ν-lm) + (Abn + ψ(R1 + 2R2 + 2R3 + R5 + 2R6 + R9))Φ(ν+1-lm) + (Abe + ψ(R4 

+ R6 + 2R7 + 2R8 + 2R9))Φ(ν+m-lm) + AswΦ(ν-1-m) + (Aw ψ(- R11 + 2R12))Φ(ν-m) + (Anw + ψ2R11)Φ(ν-

m+1) + AsΦ(ν-1) + (Ap ψ(- R10 - R12 - R13))Φ(ν) + (An + ψ2R13)Φ(ν+1) + (Ase ψ(- 2R14 - R15))Φ(ν+m-1) + 

(Ae ψ(- R14 + 2R15))Φ(ν+m) + AneΦ(ν+m+1) + (Afw + ψ(2R16 + 2R17 + 2R18 + R19 + R20 + R21 + 

R22))Φ(ν-m+lm) + (Afs + ψ(R16 + 2R19 + R20 + 2R23 + R24))Φ(ν-1+lm) + (Af ψ(- 2R16 - 2R17 - 2R18 - R20 

- R21 - 2R22 - R23 - R24))Φ(ν+lm) + (Afn + ψ(R18 + R21 + 2R22))Φ(ν+1+lm) + (Afe + ψR24)Φ(ν+m+lm) 

 

Επιλύοντας το σύστημα εξισώσεων προκύπτει: 

bw(ν)=ABW – ψ*n(ν-m-lm)*bw(ν)+ ψ *se(ν-1-lm)*bn(ν)-ψ*(n(ν+m-lm)*be(ν)+e(ν-1+lm)*bs(ν)+en(ν-lm)*b(ν)) 

bs(ν)=ABS-bw(ν)*se(ν-m-lm)-2*ψ*se(ν-1-lm)*bs(ν)-ψ*(se(ν-lm)*b(ν)-e(ν-1-lm)*bs(ν))-2*ψ*se(ν+m-lm)*be(ν) 

b(ν)=AB-bw(ν)*e(ν-m-lm)-bs(ν)*n(ν-1-lm)+ψ*n(ν-m-lm)*bw(ν)+ψ*n(ν+1-lm)*bn(ν)+ψ*(se(ν-lm)*b(ν)-e(ν-1-

lm)*bs(ν))+ψ*(n(ν+m-lm)*be(ν)+e(ν-1+lm)*bs(ν)+en(ν-lm)*b(ν))+2*ψ*en(ν+1-lm)*bn(ν)+2*ψ*se(ν+m-

lm)*be(ν)+ψ*e(ν+m-lm)*be(ν)+ψ*en(ν+m-lm)*be(ν) 

bn(ν)=ABN-bw(ν)*en(ν-m-lm)-b(ν)*n(ν-lm)-ψ*n(ν-m-lm)*bw(ν)-2*ψ*n(ν+1-lm)*bn(ν)-2*ψ*en(ν+1-lm)*bn(ν)-

ψ*en(ν+m-lm)*be(ν) 

be(ν)=ABE-bs(ν)*en(ν-1-lm)-b(ν)*e(ν-lm)+bn(ν)*se(ν+1-lm)-ψ*(se(ν-lm)*b(ν)-e(ν-1-lm)*bs(ν))-ψ*(n(ν+m-lm) 

*be(ν)+e(ν-1+lm)*bs(ν)+en(ν-lm)*b(ν))-ψ*en(ν+1-lm)*bn(ν)-2*ψ*se(ν+m-lm)*be(ν) -2*ψ*e(ν+m-lm)*be(ν)-

2*ψ*en(ν+m-lm)*be(ν) 

sw(ν)=ASW-bw(ν)*fs(ν-m-lm)-bs(ν)*fw(ν-1-lm) 

w(ν)=AW-bw(ν)*f(ν-m-lm)-b(ν)*fw(ν-lm)-sw(ν)*n(ν-m+1)-2*ψ*fw(ν-m-lm)*bw(ν) +ψ*n(ν-m+1)*nw(ν) 

nw(ν)=AWN-bw(ν)*fn(ν-m-lm)-bn(ν)*fw(ν+1-lm)-w(ν)*n(ν-m)-2*ψ*n(ν-m+1)*nw(ν) 

s(ν)=AS-bs(ν)*f(ν-1-lm)-b(ν)*fs(ν-lm)-sw(ν)*e(ν-m-1)-w(ν)*se(ν-m)-2*ψ*(se(ν-m-1)*sw(ν)+fs(ν+1-lm)*bs(ν)) 

p(ν)=AP-bw(ν)*fe(ν-m-lm)-bs(ν)*fn(ν-1-lm)-b(ν)*f(ν-lm) -bn(ν)*fs(ν+1-lm)-be(ν)*fw(ν+m-lm)-sw(ν)*en(ν-m-1)-

w(ν)*e(ν-m) -nw(ν)*se(ν-m+1)-s(ν)*n(ν-1)+ψ*fw(ν-m-lm)*bw(ν)+ψ*(se(ν-m-1)*sw(ν)+ fs(ν+1-lm)*bs(ν))+ψ*(en(ν-

m+1)*nw(ν)+ fn(ν-1+lm)*bn(ν))+ψ*fe(ν+m-lm)*be(ν) 

n(ν)=An-b(ν)*fn(ν-lm)-bn(ν)*f(ν+1-lm)-w(ν)*en(ν-m)-nw(ν)*e(ν-m+1)-2*ψ*(en(ν-m+1)*nw(ν)+fn(ν-1+lm)*bn(ν)) 

se(ν)=ASE-bs(ν)*fe(ν-1-lm) -be(ν)*fs(ν+m-lm)-2*ψ*se(ν-1)*s(ν) 

e(ν)=(AE-b(ν)*fe(ν-lm)-be(ν)*f(ν+m-lm)-sw(ν)*en(ν-1))*/p(ν)+ψ*se(ν-1)*s(ν)-2*ψ*fe(ν+m-lm)*be(ν) 

en(ν)=(ANE-bn(ν)*fe(ν+1-lm) -be(ν)*fn(ν+m-lm))/p(ν) 

fw(ν)=(AFW-sw(ν)*fn(ν-m-1)-w(ν)*f(ν-m)-nw(ν)*fs(ν-m+1)-2*ψ*fw(ν-m-1)*sw(ν)-2*ψ*fw(ν-m+1)*nw(ν)-ψ*fs(ν-m-

1)*sw(ν)-ψ*fw(ν-1)*s(ν)+ fs(ν-m)*w(ν)+f(ν-m-1)*w(ν)-ψ*(f(ν-m+1)*nw(ν)+fn(ν-m)*w(ν))-ψ*fn(ν-m+1)*nw(ν))/p(ν) 
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fs(ν)=(AFS-sw(ν)*fe(ν-m-1)-ψ*fw(ν-m-1)*sw(ν)-2*ψ*fw(ν-m)*w(ν)-2*ψ*fs(ν-m-1)*sw(ν)-ψ*fw(ν-1)*s(ν)+fs(ν-

m)*w(ν)+f(ν-m-1)*w(ν) -2*ψ*fs(ν-1)*s(ν)-ψ*fe(ν-1)*s(ν))/p(ν) 

f(ν)=(AF-w(ν)*fe(ν-m)-s(ν)*fn(ν-1)+2*ψ*fw(ν-m-1)*sw(ν)+ψ*fw(ν-m)*w(ν)+2*ψ*fw(ν-m+1)*nw(ν)+2*ψ*fs(ν-m-

1)*sw(ν)+ψ*fw(ν-1)*s(ν)+fs(ν-m)*w(ν)+ f(ν-m-1)*w(ν)+ψ*(f(ν-m+1)*nw(ν)+fn(ν-m)*w(ν))+2*ψ*fn(ν-

m+1)*nw(ν)+ψ*fs(ν-1)*s(ν)+ψ*fe(ν-1)*s(ν))/p(ν) 

fn(ν)=(AFN-nw(ν)*fe(ν-m+1)-ψ*fw(ν-m+1) *nw(ν)-ψ*(f(ν-m+1)*nw(ν)+fn(ν-m)*w(ν))-2*ψ*fn(ν-m+1)*nw(ν))/p(ν) 

fe(ν)=(AFE-ψ*fe(ν-1)*s(ν))/p(ν) 

με τους συντελεστές  

bw(ν), bs(ν), b(ν), bn(ν) , be(ν), sw(ν), w(ν), nw(ν), s(ν), p(ν), n(ν), se(ν), e(ν), ne(ν), fw(ν), fs(ν), f(ν), fn(ν) και fe(ν)  

να επιλύονται με την παραπάνω σειρά, σαρώνοντας από το κόμβο ν = 1 μέχρι τον κόμβο             ν 

= Imax x Jmax x Kmax. 
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Κεφάλαιο 4ο: Η μέθοδος Γενικευμένης Ελαχιστοποίησης Υπολοίπου 

 

4.1 Μέθοδος των Συζυγών Κλίσεων 

Η μέθοδος των Συζυγών Κλίσεων (CG, Conjugate  Gradient Method) είναι μια αποτελεσματική 

αριθμητική μέθοδος για την επίλυση συμμετρικών και θετικά ορισμένων μητρώων.  

Θετικά ορισμένο είναι ένα μητρώο Α, όταν για  κάθε μη μηδενικό διάνυσμα x  ισχύει: xTAx>0. 

Τονίζεται δε ότι υπάρχει ενδιαφέρον γενικά για τα θετικά ορισμένα μητρώα, διότι έχουν την εξής 

πολύ χρήσιμη ιδιότητα. Αν επιδιώκεται η λύση του συστήματος Ax = b με A= συμμετρικά, θετικά 

ορισμένο, τότε η λύση που θα προκύψει έχει την επιπλέον ιδιότητα να ελαχιστοποιεί τη λεγόμενη 

τετραγωνική μορφή f(x)=1/2 x
T
Ax-b

T
x + c, όπου c αυθαίρετη σταθερά. 

Η τεχνική CG  στηρίζεται στη γένεση μιας αλληλουχίας προσεγγιστικών λύσεων (iterates) μαζί 

με τα αντίστοιχα υπόλοιπα (residuals), καθώς και στην ανίχνευση - προσδιορισμό κατευθύνσεων 

(search directions) με τη βοήθεια των οποίων θα ανανεώνονται οι προσεγγιστικές λύσεις και τα 

υπόλοιπα. Παρόλο που το μήκος της αλληλουχίας μπορεί να είναι ιδιαίτερα μεγάλο, μόνο ένας 

μικρός αριθμός διανυσμάτων χρειάζεται αποθήκευση στη μνήμη. Σε κάθε επανάληψη του 

σχήματος CG απαιτούνται δύο εσωτερικά γινόμενα διανυσμάτων για τον προσδιορισμό 

βοηθητικών βαθμωτών ποσοτήτων, με σκοπό την ικανοποίηση συγκεκριμένων συνθηκών 

ορθογωνιότητας (orthogonality conditions). Για συμμετρικά, θετικά ορισμένα γραμμικά 

συστήματα, οι συνθήκες αυτές εξασφαλίζουν ότι κάθε φορά η απόσταση από την πραγματική 

λύση ελαχιστοποιείται. 

Αν είναι i ο δείκτης των επαναλήψεων, η ανανέωση (από την i-1 στην i επανάληψη) της 

προσεγγιστικής λύσης και του αντίστοιχου υπoλοίπου θα είναι: 

xi = xi-1+ αip
i 

ri = ri-1- αqi  , όπου qi = Api 

Εδώ, η επιλογή α=α𝑖 =
(𝑟𝑖−1)

T
𝑟𝑖−1

(𝑝𝑖)TApi
  ελαχιστοποιεί το (ri)TA-1ri  για κάθε δυνατή επιλογή της 

παραμέτρου α στην τελευταία εξίσωση. Επίσης, η σχέση ανανέωσης των διευθύνσεων ανίχνευσης  

pi  κάνει χρήση του  "πρόσφατου" υπολοίπου και γράφεται ως pi = ri + βi-1p
i-1  όπου η επιλογή 

β
𝑖

=
(𝑟𝑖)

T
𝑟𝑖

(𝑟𝑖−1)T𝑟𝑖−1
  εξασφαλίζει ότι τα pi και Api-1, ή ισοδύναμα τα ri και ri-1 είναι ορθογώνια. Στην 

πραγματικότητα, υπάρχει η δυνατότητα να δειχτεί  ότι η επιλογή ενός τέτοιου βi κάνει τα pi και ri 

ορθογώνια ως προς κάθε προηγούμενο Apj και rj, αντίστοιχα. 

Όσον αφορά στη μέθοδο των Συζυγών Κλίσεων και στην εφαρμογή της, προκύπτουν τα εξής 

συμπεράσματα που είναι χρήσιμο να συγκριθούν αργότερα με την τεχνική GMRES: 

 Η “απλή”  CG  δημιουργεί την προσεγγιστική λύση  xi  ως ένα στοιχείο του χώρου, 
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 x0 + { r0, Ar0, ...,Ai-1r0 } 

έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η ελαχιστοποίησή του 

(xi − x̂)TA (xi − x̂)  ,   x̂ = ακριβής λύση του  Ax = b 

Η ύπαρξη ελαχίστου εξασφαλίζεται μόνο αν  Α = συμμετρικό και θετικά ορισμένο. 

 Η   PCG  δημιουργεί την προσεγγιστική λύση xi σε ένα διαφορετικό υπόχωρο. 

 Ο προσταθεροποιητής Μ πρέπει να είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος. 

 Η ελαχιστοποίηση του σφάλματος, η απόκλιση από την ακριβή λύση, αποδεικνύεται 

ισοδύναμη του να είναι  Μ-1 - ορθογώνια τα υπόλοιπα  ri = b - Axi . Αυτό σημαίνει  

 (ri)T M-1rj = 0  ,  για i ≠ j 

Επειδή για συμμετρικό μητρώο  Α, μια ορθογωνική βάση του υποχώρου, Krylov, { r0, Ar0, ...,Ai-

1r0 } μπορεί να δημιουργηθεί με αναδρομικό τύπο τριών στοιχείων και άρα περιορισμένες 

απαιτήσεις σε μνήμη, ένας τέτοιος αναδρομικός τύπος αρκεί, για να δημιουργηθούν και τα 

υπόλοιπα. Στην τεχνική CG, χρησιμοποιούνται δύο  "πεπλεγμένοι" αναδρομικοί τύποι δύο 

στοιχείων. Ο ένας ανανεώνει τα υπόλοιπα χρησιμοποιώντας τα διανύσματα - κατευθύνσεις 

ανίχνευσης. Ο άλλος ανανεώνει τις ίδιες τις κατευθύνσεις ανίχνευσης με τη βοήθεια των πιο 

πρόσφατα υπολογισμένων υπολοίπων. Αυτοί οι λόγοι κάνουν την τεχνική CG  πολύ πλεονεκτική 

για την επίλυση τέτοιων προβλημάτων. 

Συμπερασματικά για τη σύγκλιση της μεθόδου των Συζυγών Κλίσεων μπορεί να σχολιαστεί: 

 Το σφάλμα της μεθόδου  CG  είναι δυνατόν  να φραγεί από υπολογίσιμα όρια, τα οποία 

είναι συναρτήσεις του φασματικού αριθμού κατάστασης, spectral condition number,  K2  

του μητρώου  Μ-1Α, ή βέβαια του Α, αν δεν χρησιμοποιείται προσταθεροποιητής. 

Υπενθυμίζεται ότι, αν  λmax  και λmin  είναι οι ακραίες ιδιοτιμές ενός συμμετρικού και θετικά 

ορισμένου μητρώου Β,  τότε   K2(Β)=
λmax(B)

λmin(B)
 . Έτσι, αν το μητρώο συντελεστών Α και ο 

προσταθεροποιητής Μ είναι συμμετρικά και θετικά ορισμένα μητρώα και x̂ είναι η 

ακριβής λύση του συστήματος, τότε η εφαρμογή PCG  οδηγεί σε φραγμένο σφάλμα για 

την  i-επανάληψη σύμφωνα με τη σχέση ‖xi-x̂‖A≤2αi‖x0-x̂‖
A

 

όπου α=
√Κ2   - 1

√Κ2-+1
 

και η νόρμα που χρησιμοποιείται είναι  η ‖𝑦‖𝐴
2=(y, Ay) = yTAy Η παραπάνω σχέση δείχνει 

ότι ο αριθμός επαναλήψεων που απαιτείται είναι ανάλογος του √Κ2  , αν στόχος μας είναι 

μια συγκεκριμένη μείωση του σφάλματος. 

 

 Από τα προηγούμενα γίνεται άμεσα φανερό ένα ακόμα συμπέρασμα που συνηγορεί υπέρ 

της προδιάθεσης κατά τη χρήση της  CG. Η CG συγκλίνει "πολύ γρήγορα", τουλάχιστον, 

αν μέτρο είναι η Α - νόρμα, όταν το Κ2 ~ 1. 
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4.2 Η  GMRES  με επανεκκίνηση  (Restarted GMRES) 

Με γνωστό τον αλγόριθμο Arnoldi, ο αλγόριθμος της  Restarted GMRES  δίνεται παρακάτω. Ο 

αλγόριθμος  αυτός δείχνει τον τρόπο με τον οποίο υπολογίζεται μια νέα προσέγγιση  xm (έχοντας 

επιλέξει τη διάσταση της βάσης του υπόχωρου Krylov m),  όταν είναι γνωστή η προηγούμενη x0. 

Ο αλγόριθμος που ακολουθεί ενσωματώνεται στο γενικό επαναληπτικό βρόχο (με μετρητή (n) τον 

αριθμό των επαναλήψεων). Δηλαδή, με γνωστή την (n-1) επανάληψη (γνωστό το x(n-1)), τίθεται    

x0        x(n-1) και ο αλγόριθμος υπολογίζει το  xm  που ουσιαστικά αποτελεί στο xm        x(n), 

κ.ο.κ. μέχρι σύγκλισης . 

ΒΗΜΑ 1: 

Υπολογισμός    r0 = b - Ax0  ,     𝑣1 =
𝑟0

‖𝑟0‖2
 

ΒΗΜΑ 2: 

Υπολογισμός  m-1 (ουσιαστικά όμως  m) διανυσμάτων βάσης v2, v3, ..., vm (ουσιαστικά όμως και 

του vm+1) ως εξής: 

FOR   j = 1, 2, ..., m 

 wj = Avj 

FOR     i = 1, 2, ..., j 

 hi, j = ( wj , vi ) 

END 

vj+1 = wj -∑ hi, jv
ij

i=1  

hj+1, j = ‖vj+1‖
2
 

vj+1 :    vj+1=
vj+1

hj+1, j
  

END 

ΒΗΜΑ 3:     

Υπολογισμός, μέσω επίλυσης ενός "μικρού" προβλήματος ελαχιστοποίησης  των m  

συντελεστών  β1, ...,βm   και δημιουργία της προσεγγιστικής λύσης      xm=x0+ ∑ β
i
vim

i=1  

 

Παρατηρήσεις :    

 Αποτέλεσμα της  Restarted  GMRES  είναι, αν η βάση που επιλέχτηκε είναι  m, 

να δημιουργηθεί το  Hessenberg  μητρώο  Hm , διάστασης  (m+1 x m). 

Η μορφή του είναι : 

 

 ( πx , για m = 5 )     
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    (X) = μη-μηδενικά 

     

   H5   =  (ꓸ) = μηδενικά 

        

        

   

 

 

 Είναι πρακτικά εύκολο  να δείξει κανείς τον τρόπο που υπολογίζονται οι 

συντελεστές  hi,j.  Λ.χ. ο συντελεστής  h1,2  προκύπτει ως h1,2  = (w2,v1) = (Av2,v1), 

διότι έτσι εξασφαλίζεται η "καθετότητα" των v1 και v3. Απόδειξη: (v3,v1) = (Av2 - 

h1,2v
1 - h2,2v

2,v1) = (Av2,v1) - h1,2 (v
1,v1) - h1,2 ( v

2,v1) όπου είναι γνωστό ότι ( v1,v1) 

=1, ( v2,v1) = 0 και επιθυμητό (v3,v1) = 0. 

 Υπενθυμίζεται ότι λόγω του αλγορίθμου Arnoldi  που χρησιμοποιήθηκε, για να 

δημιουργηθεί η βάση  ( v1, v2, ...,vm ) , ισχύει πάλι η πρόταση Π1 . Είναι δηλαδή: 

   AUm = Um+1Hm       ( Πρόταση Π1) 

Σχηματική παράσταση της πρότασης Π1 : 

       Ν         m   m+1 

               m 

Ν       A       ꓸ  N       Um             =   N  Um+1       ꓸ     Hm     m+1 

  

 

 

 Το μητρώο  Um  έχει  m  στήλες που κατά σειρά είναι τα ( v1, v2, ...,vm ) και το 

μητρώο Um+1 έχει τις ίδιες πρώτες  m  στήλες και ως  (m+1)-ιοστή στήλη το 

διάνυσμα vm+1 . 

 Για να για να γίνει αντιληπτό τι σημαίνει πρακτικά η πρόταση Π1, αρκεί να εκφραστούν  

λ.χ. τα Av1 και  Av2, εκτελώντας επιμέρους πολλαπλασιασμούς, χρησιμοποιώντας 

επιλεκτικά στήλες του  Um.  Οπότε προκύπτει: 

   Av1= ‖v2‖
2
v2+h1, 1v1= h2, 1v2+h1, 1v1 

   Av2= ‖v3‖
2
v3+h1, 2v1+h2, 2v2= h3, 2v3+h2, 2v2+h1, 2v1 

Γενικεύοντας,  για κάθε  κ και προφανώς και για κ = m ισχύει 

X X X X X 

X X X X X 

ꓸ X X X X 

ꓸ ꓸ X X X 

ꓸ ꓸ ꓸ X X 

ꓸ ꓸ ꓸ ꓸ X 
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  Avκ= ∑ hi, κviκ+1
i=1  

    

Ρόλος - Υπολογισμός  των Συντελεστών  βi 

"Χτίζοντας"  τη νέα προσεγγιστική λύση ως   xm= x0+ ∑ β
i
vim

i=1  , θα απαιτηθεί το υπόλοιπο rm  

του xm να έχει ελάχιστη τιμή νόρμας -2. 

Άρα  

 min‖Axm-b‖2=min ‖Ax0+ ∑ β
i
Avi-b

m

i=1

‖

2

=min ‖r0- ∑ β
i
Avi

m

i=1

‖

2

 

Υπενθυμίζεται ότι οι m συντελεστές βi , i = 1, m  είναι τα στοιχεία ενός διανύσματος στήλης, 

διάστασης  (m x 1) που ήδη συμβολίσθηκαν με Bm.  Η τελευταία σχέση που προέκυψε 

προηγουμένως γράφεται σε μητρωική μορφή ως:  

                min‖r0-(AUm)Bm‖
2
           

Από την πρόταση Π1 προκύπτει ότι  AUm = Um+1Hm  , άρα απαιτείται :  

  min‖r0- Um+1HmBm‖
2
        

Γράφεται, εξ ορισμού, το r0  ως  r0=‖r0‖
2
v1, το δε v1  εκφράζεται ως v1 = Um+1e1 όπου e1 είναι η 

πρώτη στήλη του ταυτοτικού μητρώου Ι, διάστασης (m+1 x m+1). Συνεπώς, τελικά απαιτείται να 

ισχύει: 

  min ‖‖r0‖
2
Um+1e1- Um+1HmBm‖

2
=min ‖Um+1 {‖r0‖

2
e1 − HmBm}‖

2

 

Επειδή τα διανύσματα στήλης που συνθέτουν το Um+1  είναι ανεξάρτητα των  βi, απαιτείται 

ουσιαστικά η συνθήκη: 

                𝑚𝑖𝑛 ‖‖r0‖
2
e1-HmBm‖

2
 

που γενικά επιτρέπει τον υπολογισμό των  (β1 ,...,βm ) με την ικανοποίησή της. 

Ακολουθεί σχηματική απεικόνιση της συνθήκης (1):  
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                     1  m            1  

                    

{
Βαθμωτό

‖r0‖
2

} ꓸ  m+1  e1        +   Hm       m+1  ꓸ           m 

                               Bm   

  

                   

Πρόκειται για (m+1) εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιηθούν έχοντας για αγνώστους (m) 

ποσότητες  (β1,..., βm). Το πρόβλημα αντιμετωπίζεται με την τεχνική των ελαχίστων τετραγώνων 

(Least Squaves Problem). 

Πρακτικά :  

Έστω μητρώα στροφής  Fi , όπως λ.χ. τα παρακάτω : 

 

 

 

  F1 =    =               F2 =                           

                 

 

 

 

Όλα είναι διάστασης (m+1 x m+1) και με τον τρόπο αυτό μπορούν να κατασκευαστούν m τέτοια 

μητρώα στροφής, τα  F1, F2,..., Fm. Σύμβολα όπως τα (c1, s1)  ή  (c2, s2)  κ.ο.κ. αντιστοιχούν σε 

κατάλληλα επιλεγμένα συνημίτονα ( c ) ή ημίτονα ( s ) της "υποτιθέμενης γωνίας στροφής". 

Εφαρμόζοντας λ.χ. το F1 στο Hm  μπορεί να απαλειφθεί το  h2,1, δηλαδή το κάτω της διαγωνίου 

στοιχείο της πρώτης στήλης, αρκεί τα  c1, s1 να υπολογισθούν κατάλληλα. 

Με m εν σειρά εφαρμογές των τελεστών στροφής  F1, F2,..., Fm στο μητρώο Hm μπορεί να 

προκύψει ένας (m x m) άνω τριγωνικός πίνακας Hm
* . Είναι (m+1 x m), αλλά η τελευταία γραμμή 

είναι "όλομηδενικά". Συμβολικά: 

 (𝐹𝑚 · 𝐹𝑚−1 ···F1) Hm = H̅m
*

 

Οι  m διαδοχικές στροφές μπορούν να συνοψιστούν στην τέλεση Q  και  είναι : 

Q Hm = H̅m
*

  

1 0 0 0  

 0 c2 -s2 0  

0 s2 c2 0  

0 0 0 0  

     

c1 -s1 0 0  

 s1 c1 0 0  

0 0 1 0  

0 0 0 1  

     

... 

   ⁞ 

... 

  ⁞ 



  

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΔΕΛΗΖΗΣΗ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗ 44 

 

όπου δείχνεται ότι ισχύει :   QHQ = I 

( QH = transpose conjugate :   Q
H

=Q̅
T
=Q

T̅̅̅̅
 ) 

Η ελαχιστοποίηση διατυπώνεται τότε ως  

 min ‖g̅
m

- H̅̅̅m
*

Bm‖
2
          ( 2 ) 

όπου   g̅
m

=  𝑄‖r0‖
2
e1 = ( γ1, γ2, ..., γm+1 )

T 

Η ελαχιστοποίηση που εκφράζει η σχέση ( 2 ) περιορίζεται στην επίλυση ενός  (m x m) γραμμικού 

προβλήματος με αγνώστους τα  β1, β2,..., βm. Η επίλυση είναι απλή, αφού το μητρώο των 

συντελεστών είναι ένα τριγωνικό ( απαιτείται μόνο μια πίσω αντικατάσταση ) . Απλά, λοιπόν, 

λύνεται το σύστημα 

Hm
* Bm = gm 

που ας θεωρηθεί ότι το Hm
*  είναι ένα  (m x m) μητρώο που προκύπτει από το  H̅m

*
 απαλείφοντας 

τη μηδενική τελευταία γραμμή του, ενώ 

gm = ( γ1, γ2, ..., γm )T
 

Πρόταση Π3 : 

Ισχύει και είναι πρακτικά ιδιαίτερα χρήσιμο, όταν προγραμματίζονται GMRES  ότι: 

γm+1 = ‖‖r0‖
2
e1+ HmBm‖

2
 

Απόδειξη: 

Με τον υπολογισμό της προσεγγιστικής λύσης  xm , το αντίστοιχο υπόλοιπο γίνεται: 

rm = b - Axm = b - A (x0 + UmBm ) = r0 - AUmBm = 

    = r0 - Um+1HmBm = ‖r0‖
2
Um+1e1-Um+1 HmBm = 

    = Um+1 {‖r0‖
2
e1- HmBm} 

όπου χρησιμοποιήθηκε και η πρόταση Π1.  Επειδή QTQ = I  γράφεται : 

rm = Um+1Q
T
Q {‖r0‖

2
e1- HmBm} = 

    = Um+1Q
T { g̅

m 
- H̅m

*
Bm}  

Στο πρόβλημα ελαχιστοποίησης επιλέχθηκε να λυθεί η Hm
* Bm = gm που πρακτικά απαλείφει κάθε 

συνιστώσα του    g̅
m

= ( γ1, γ2, ..., γm+1 )
T  εκτός από την τελευταία ( τη γm+1 ). Άρα 

rm = b - Axm = Um+1QT ( γm+1em+1 ) 

Όμως,παίρνοντας υπόψη  ότι η βάση που δημιουργήθηκε είναι ορθοκανονική,  προκύπτει ότι 
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Um+1QT = Ι  και έτσι 

 ‖rm‖2= ‖b-Axm‖2=γ
m+1

      ,        ο.ε.δ. 

 

4.3 Η  GMRES  με επανεκκίνηση και προσταθεροποίηση  (Preconditioned  

Restarted  GMRES) 

Ένα μητρώο   είναι ο προσταθεροποιητής . Οι αλλαγές που απατούνται στον αλγόριθμο που 

προηγουμένως δόθηκε για τη  Restarted  GMRES  είναι οι εξής : 

( α )  στο ΒΗΜΑ 1: 

Πρέπει να υπολογισθεί το υπόλοιπο της προσταθεροποίησης ( Preconditioned  residual )  ως 

r0 = M-1(b - Ax0) , ή αλλιώς  Mr0 = b - Ax0  

και επίσης να κανονικοποιηθεί  ως    v1= 
r0

‖r0‖
2

 

( β ) στο  ΒΗΜΑ 2: 

Να χρησιμοποιείται  ( Ɐj ) η ποσότητα wj =4M-1Avj που ουσιαστικά απαιτεί τη "λύση"  του 

συστήματος της MSIP. 

Παρατήρηση: 

Το πόσο επιπλέον "στοιχίζουν" οι πράξεις με το μητρώο  Μ  καθορίζουν και το αν "αξίζει" ή όχι 

να χρησιμοποιείται ο προσταθεροποιητής που επιλέχτηκε. 
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Κεφάλαιο 5ο: Παρουσίαση Εφαρμογών 

 

5.1 1ο Παράδειγμα Γεωμετρίας 

Ως πρώτο βήμα επιλέχθηκε γεωμετρία που θα μπορούσε να βοηθήσει στην άντληση 

συμπερασμάτων για τις δυνατότητες των αλγορίθμων MSIP και GMRES-Restarted. Η 

αρχικοποίηση του πλέγματος έγινε με γραμμική παρεμβολή στους εσωτερικούς κόμβους.  

 

 

Σχήμα 5.1 Η γεωμετρία του Υπολογιστικού Πλέγματος 

 

Το πλέγμα έχει πλήθος κόμβων ixmax=57, iymax=57, izmax=49 , δηλαδή 159.201 κόμβους. Να 

διευκρινιστεί πως ‘xx είναι η εγκάρσια διάσταση, ‘yy η διαμήκης και ‘zz η κατακόρυφη. Παρακάτω 

παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσματα για μία μίξη περιπτώσεων για ψ=0, 0.45, 0.9 και 

m=3, 5, 10. 



  

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΔΕΛΗΖΗΣΗ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗ 47 

 

 

 

Σχήμα 5.2 Προοπτική με τομές του υπολογιστικού πλέγματος 



  

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΔΕΛΗΖΗΣΗ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗ 48 

 

 

Σχήμα 5.3 Σύγκριση της αρχικοποίησης (δεξιά) και του τελικού πλέγματος (αριστερά) σε τομή στο 

μισό ύψος της γεωμετρίας. 

 

Για ποιοτικούς λόγους μπορεί να δει κανείς τη σύγκριση των υπολοίπων της στις πρώτες 

επαναλήψεις με τη χρήση MSIP με συντελεστή χαλάρωσης 0,9 & GMRES-Restared με πλήθος 

βάσεων 10. Δεν κάνει ιδιαίτερη εντύπωση το γεγονός πως η λύση στη διάσταση Z συγκλίνει πολύ 

πιο γρήγορα, αφού δεν έχει ιδιαίτερα μεγάλες αποκλίσεις από την αρχικοποίηση. 
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Σχήμα 5.4  Μέθοδοι επίλυσης SIP & GMRES-Restarted m=10 

 

 

Σχήμα 5.5 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.45 & GMRES-Restarted m=10 
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Σχήμα 5.6 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9 & GMRES-Restarted m=10 

 

 

Σχήμα 5.7 Μέθοδοι επίλυσης SIP & GMRES-Restarted m=10 
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Σχήμα 5.8 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.45 & GMRES-Restarted m=10 

 

 

 

Σχήμα 5.9 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9 & GMRES-Restarted m=10 
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Παρακάτω στα σχήματα από 5.10 έως 5.12, ακολουθούν συγκριτικά διαγράμματα του μέσου 

λογαριθμικού υπολοίπου τόσο σε σχέση με τον αριθμό των επαναλήψεων, όσο και τη συνολικού 

χρόνου επεξεργασία. 

 

 

Σχήμα 5.10 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9  & GMRES-Restarted m=10 

 

 

Σχήμα 5.11 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9  & GMRES-Restarted m=5 
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Σχήμα 5.12 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9  & GMRES-Restarted m=3 

 

 

Σχήμα 5.13 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9  & GMRES-Restarted m=10 
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Σχήμα 5.14 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9 & GMRES-Restarted m=5 

 

 

Σχήμα 5.15 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0, 0.45, 0.9  & GMRES-Restarted m=3 

 

Τέλος, όσον αφορά στη σύγκριση των αποτελεσμάτων για τις διάφορες τιμές m επιλέχθηκε να 

γίνει για σταθερό ψ=0.9. 
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Σχήμα 5.16 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9 & GMRES-Restarted m=3, 5, 10 

 

 

 

Σχήμα 5.17 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=3, 5, 10 
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5.2 2ο Παράδειγμα Γεωμετρίας 

Ως μία δεύτερη γεωμετρία επιλέχθηκε ένας κύλινδρος με οριζόντια επιφάνεια βάσης και 

κεκλιμένη την επιφάνεια της επάνω βάσης. Η μέθοδος επίλυσης είναι MSIP ψ=0.9 & GMRES-

Restarted m=10. 

 

Σχήμα 5.18 Προοπτική με τομές του υπολογιστικού πλέγματος 
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Σχήμα 5.19 Σύγκριση της αρχικοποίησης (αριστερά) και του τελικού πλέγματος (δεξιά) σε τομή στο 

μεσσαίο επίπεδο 
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Σχήμα 5.20 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 

 

 

Σχήμα 5.21 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 
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5.3 3ο Παράδειγμα Γεωμετρίας 

Ένα άλλο παράδειγμα είναι η παρακάτω γεωμετρία με κυκλική βάση, και την επιφάνεια της 

κορυφής να είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμη σε κλίση. Σε αυτό το παράδειγμα το ενδιαφέρον 

εστιάζεται στη σταδιακή αλλαγή των προφίλ από κύκλο σε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Η 

επίλυση και σε αυτή την περίπτωση χρεισημοποιεί τη μέθοδο MSIP με συντελεστή χαλάρωσης 

ψ=0.9 και GMRES-Restarted με αριθμό βάσεων m=10. 

 

 

Σχήμα 5.22 Γενική άποψη της γεωμετρίας του 2ου παραδείγματος 
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Σχήμα 5.23 Αριστερή πλάγια όψη με τομή 
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Σχήμα 5.24 Λεπτομέρεια με τομές 
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Σχήμα 5.25 Πρόσοψη με τομές 
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Σχήμα 5.26 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 

 

 

Σχήμα 5.27 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 

 

Γίνεται άμεσα αντιληπτό πως πιο περίπλοκες γεωμετρίες με έντονες μεταβολές και στις 3 

διαστάσεις απαιτούν πολύ περισσότερο υπολογιστικό χρόνο για τη σύγκλιση. 
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5.4 4ο Παράδειγμα Γεωμετρίας 

Ακολουθεί ένα άλλο πράδειγμα πτέρυγας NACA 0012. Η χορδή στη ρίζα είναι 2 μέτρα ενώ στο 

ακροπτερύγιο 1 μέτρο. Το άνοιγμα του φτερού είναι 5 μέτρα και η οπισθόκληση περίπου 6 μήρες. 

Το πλέγμα έχει 65 κόμβους που ακολουθούν τη γεωμετρία, 41 κόμβους στο εκπέτασμα και 41 

κάθετα στην πτέρυγα.  

 

Σχήμα 5.28 Προοπτική πλέγματος πτέρυγας NACA 0012 με οπισθόκλιση 
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Σχήμα 5.29 Τομή του πλέγματος της πτέρυγας 

 

 

Σχήμα 5.30 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 
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Σχήμα 5.31 Μέθοδοι επίλυσης MSIP ψ=0.9  & GMRES-Restarted m=10 
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Κεφάλαιο 6ο: Συμπεράσματα 

 

Το πρώτο και βασικό συμπέρασμα που εξάγεται αφορά στη  χρήση των αλγορίθμων MSIP και 

GMRES-Restarted. Η χρήση υψηλών συντελεστών ψ στην MSIP ήταν απροβλημάτιστη ακόμα 

και για τιμές 0,9. Ο κώδικας δεν είχε πρόβλημα στη σύγκλισή του.  

Συμπεραίνεται πως το πλήθος των βάσεων m του αλγορίθμου GMRES-Restarted βελτιώνει 

ουσιαστικά το χρόνο σύγκλισης. Παρακάτω ακολουθεί πίνακας για ψ=0.0, 0.45, 0.9 και m=3, 5, 

10. Ως χρόνος επίλυσης επιλέχθηκε αυτός, για τον οποίο το residual είχε πρώτη φορά τιμή Ε-12. 

 

ψ\m 3 5 10 

0.0 453,3% 286,7% 160,0% 

0.45 406,7% 256,7% 144,0% 

0.9 306,7% 186,7% 100,0% 

Πίνακας 6.1 Σύγκριση υπολογιστικού χρόνου 1ο παράδειγμα 

Θα μπορούσε να λεχθεί πως ο χρόνος επίλυσης είναι σχετικά αντιστρόφος ανάλογος του πλήθους 

των βάσεων, δηλαδή όσες περισσότερες, τόσο γρηγορότερη η επίλυση. Επίσης βλέπουμε πως η 

περίπτωση ψ=0, m=3 απαιτεί 4.5 φορές παραπάνω υπολογιστικό χρόνο σε σχέση με τη βέλτιστη 

περίπτωση ψ=0.9 και m=10. Βέβαια η χρήση μεγάλου πλήθους βάσεων απαιτεί και μεγαλύτερες 

ανάγκες σε μνήμη RAM. 

Με σκοπό την περαιτέρω βελτίωση του υπάρχοντος λογισμικού υπάρχει η δυνατότητα να 

χρησιμοποιηθούν και άλλες μέθοδοι για τον όρο πηγής, ώστε να ικανοποιηθούν οι ανάγκες του 

εκάστοτε προβλήματος, όπως η μέθοδος Sorenson1. Τέλος, ίσως η σημαντικότερη βελτίωση θα 

ήταν η 2Δ επίλυση για τους κόμβους στις εξωτερικές επιφάνειες. Για να γίνει αυτό αντιληπτό, 

αρκεί να επισημανθεί πως στις περιπτώσεις λ.χ. κυκλικών προφίλ, κόμβοι στις εξωτερικές 

επιφάνειες στο παρόν λογισμικό επιλύονται με μία γραμμική παρεμβολή από τους κόμβους των 

ακμών τις γεωμετρίας.   

Ουσιαστική αναβάθμιση του λογισμικού θα ήταν η υποστήριξη Multiblock πλεγμάτων. Η 

δυνατότητα αυτή θα μπορούσε να συμβάλει τόσο στη χρήση περίπλοων γεωμετριών όσο και στην 

επέκταση του κώδικα για παράλληλη επεξεργασία. 
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