
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

«ΕΠΙΣΤΗΜΗ 
ΚΑΙ 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑ 
Υ∆ΑΤΙΚΩΝ 
ΠΟΡΩΝ» 

     

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
 

∆ΙΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟ - ∆ΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

« ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑ 

Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ » 
 
 
 

ΣΥΜΒΟΛΗ ΣΤΗΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ  
ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ  

ΣΕ ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ 
 
 

Γεώργιος Κλωνάρης 
 

 
 
 
 

Επιβλέπων: Καθηγητής Κ. Μέµος 

 
 
 
 
 

Αθήνα, Ιούνιος 2011 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

«ΕΠΙΣΤΗΜΗ 
ΚΑΙ 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑ 
Υ∆ΑΤΙΚΩΝ 
ΠΟΡΩΝ» 

     

 

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
 

∆ΙΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟ - ∆ΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ

« ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑ

Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ » 
 
 
 

ΣΥΜΒΟΛΗ ΣΤΗΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ

ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ

ΣΕ ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ
 
 

Γεώργιος Κλωνάρης 
 

 
 
 

Επιβλέπων: Καθηγητής Κ. Μέµος

 
 
 
 
 

Αθήνα, Ιούνιος 2011 

ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 

∆ΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ 

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑ 

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ  
ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ  

BOUSSINESQ 

 

Καθηγητής Κ Μέµος 

 



iii 
 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

Η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία εκπονήθηκε κατά τη διάρκεια του ακαδηµαϊκού έτους 2010-
11 στα πλαίσια του ∆ιατµηµατικού - ∆ιεπιστηµονικού Προγράµµατος Μεταπτυχιακών Σπουδών 
«Επιστήµη και Τεχνολογία Υδατικών Πόρων». Εντάσσεται στη γενικότερη έρευνα σχετικά µε τα 
µαθηµατικά µοντέλα διάδοσης κυµατισµών τύπου Boussinesq. Εκπονήθηκε µε προσωπικό 
µεράκι και προσήλωση, προσπαθώντας όσο το δυνατόν να παραµείνει εντός των ορίων και των 
στόχων ενός µεταπτυχιακού προγράµµατος σπουδών. 
Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή µου, κ. Κωνσταντίνο Μέµο για την ανάθεση της 

εργασίας στα πλαίσια ενός πολύ ενδιαφέροντος αντικειµένου, καθώς και για την εµπιστοσύνη, 
την καθοδήγηση και τη διαρκή επίβλεψη της εξέλιξής της. 
Επίσης, θα ήθελα να εκφράσω τις ευχαριστίες µου προς τον αναπληρωτή καθηγητή του 

Τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του Α.Π.Θ., κ. Θεοφάνη Καραµπά για τις πολύ χρήσιµες 
συζητήσεις και υποδείξεις κατά τη διάρκεια της εν λόγω έρευνας. 
Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον υποψήφιο διδάκτορα του Ε.Μ.Π., κ. Μιχάλη Χονδρό για 

την παροχή επιστηµονικού υλικού και τις χρήσιµες συζητήσεις που κάναµε, καθώς και τον 
υποψήφιο διδάκτορα του Α.Π.Θ., κ. Χρήστο Μακρή για την παροχή επιστηµονικού υλικού. 

 
 

Αθήνα, 2011                                                                                                    Κλωνάρης Γεώργιος 
 

 
  



iv 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 
 

v 
 

 
ΠΡΟΛΟΓΟΣ.................................................................................................................................iii 
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ............................................................................................................................v 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ...................................................................................................................................ix 
EXTENDED ABSTRACT.............................................................................................................xi 

 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ.....................................................................................................................................1 

 
1. ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ...............................................................................5  

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ...........................................................................................................................5  
1.2 ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ-ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ....................................................................7  
1.3 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ.....................................9 

1.3.1 ΘΕΩΡΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΑΠΕΙΡΟΣΤΟΥ ΠΛΑΤΟΥΣ (Airy ή Stokes 
         1ης τάξης)......................................................................................................................9 
1.3.2 ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ.................................................................................13 

1.3.2.1 Θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης........................................................................13 
1.3.2.2 Θεωρία κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου (Cnoidal waves).........................17 
1.3.2.3 Θεωρία µοναχικού κύµατος (solitary wave)........................................................21 
1.3.2.4 Θεωρία ροϊκής συνάρτησης (stream function theory).........................................24 

1.3.3 ΠΕΡΙΟΧΗ ΙΣΧΥΟΣ ΤΩΝ ΘΕΩΡΙΩΝ...........................................................................26 
1.4 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ..................................................................29 

1.4.1 ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ................................31 
1.4.2 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ.............................................................32 
1.4.3 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ - ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ..................34 

1.5 ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ.............................................................................37 
1.5.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ (ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ) ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ..................................37 

1.5.1.1 Φασµατικά µοντέλα ακτίνων (Spectral ray models)............................................38 
1.5.1.2 Μαθηµατικά µοντέλα τύπου Boussinesq............................................................38 
1.5.1.3 Μαθηµατικά µοντέλα ήπιας κλίσης.....................................................................39 

1.5.2 ΦΥΣΙΚΑ (ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΑ) ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ............................................40 
 

2. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΤΥΠΟΥ BOUSSINESQ.................42 
2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ.........................................................................................................................42 
2.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΚΑΤΑ PEREGRINE (1967,1972)..........................................43 
2.3 ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ ΜΕ ΒΕΛΤΙΩΜΕΝΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ............45 

2.3.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΩΝ MADSEN ET AL. (1991).......................................46 
2.3.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΟΥ NWOGU (1993).....................................................50 
2.3.3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΟΥ KARAMBAS (1999)...............................................52 
2.3.4 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΟΥ ZOU (1999)...........................................................55 

2.4 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΥΨΗΛΗΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΤΑΞΗΣ 
∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ.....................................................................................................................58 



vi 
 

2.4.1 ΠΛΗΡΩΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ WEI ET AL. (1995)............................59 
2.4.2 ΠΛΗΡΩΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ GOBBI, KIRBY ΚΑΙ WEI (2000)........60 
2.4.3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΛΗΡΟΥΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ ΤΩΝ MADSEN 

ET AL. (2002,2003,2006)...........................................................................................62 
2.4.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ FOURIER-BOUSSINESQ ΓΙΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΥΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΥΣ 

ΤΩΝ BINGHAM ΚΑΙ AGNON (2005)..........................................................................68 
2.4.5 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΥΨΗΛΗΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΠΛΗΡΟΥΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

ΤΟΥ LI (2008).............................................................................................................71 
2.5 ΠΡΟΣΘΗΚΕΣ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ................................................................72  

2.5.1 Η ΘΡΑΥΣΗ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ.............................................................72 
2.5.2 Η ΤΡΙΒΗ ΠΥΘΜΕΝΑ..................................................................................................72 
2.5.3 Η ΑΝΑΡΡΙΧΗΣΗ ΣΤΗΝ ΑΚΤΗ...................................................................................77 
2.5.4 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ...............................................................................................78 

2.5.4.1 Όρια γένεσης κύµατος........................................................................................78 
2.5.4.2 Όρια ακτινοβολίας ή απορροφητικά όρια............................................................83  

 
3. ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS  
   ΚΑΙ MEMOS (2009)................................................................................................................88 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ.........................................................................................................................88 
3.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΩΝ TSUTSUI ET AL. (1998)...............................................89 
3.3 ΚΑΤΑΣΤΡΩΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ  

MEMOS (2009).................................................................................................................94 
3.3.1 ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ (1 DH).....................................................................94 
3.3.2 ∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ (2 DH).........................................................................100 

3.4 ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ.................................................................................102 
3.5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ.................................................................................104 

3.5.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ................................................................104 
3.5.2 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ.............................................................................................106 
3.5.3 ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ...........................................................107 

3.5.3.1 Σύγκλιση (Convergence)..................................................................................108 
3.5.3.2 Συνέπεια (Consistency)....................................................................................109 
3.5.3.3 Ευστάθεια (Stability).........................................................................................111 
3.5.3.4 Ακρίβεια (Accuracy)..........................................................................................115 
3.5.3.5 Υπολογιστική απόδοση (Computational efficiency)..........................................117 

3.5.4 ΤΟ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ-∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ  
(PREDICTOR-CORRECTOR)..................................................................................119 

3.6 ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009)...................122 
3.6.1 (1 DH) ΣΤΑΘΕΡΟ ΒΑΘΟΣ: ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΑΙ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ 

ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ- ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΣΥΝΘΕΣΗ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ........122 
3.6.2 (1 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΡΗΧΩΣΗ, ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΗ 

ΚΥΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΥΦΑΛΟ ΤΡΑΠΕΖΙΟ ΚΑΙ ΡΗΧΩΣΗ  
ΜΟΝΑΧΙΚΟΥ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΕ ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ ΠΥΘΜΕΝΑ....................................126 

3.6.3 (2 DH) ΣΤΑΘΕΡΟ ΒΑΘΟΣ: ΠΟΛΥΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΙ ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ 
ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ...........................................................................................................129 



vii 
 

3.6.4 (2 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΩΝ  
ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΥΦΑΛΟ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ.......................130  

3.6.5 (2 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΗ ∆ΙΑΘΛΑΣΗ-ΠΕΡΙΘΛΑΣΗ 
ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΗΜΙΚΥΚΛΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 
ΥΦΑΛΟ ΕΜΠΟ∆ΙΟ...................................................................................................133 

3.6.6 (2 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΛΟΞΩΣ ΠΡΟΣΠΙΠΤΟΝΤΕΣ  
ΜΟΝΟΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΙ (LONG-CRESTED) ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ...............135 

3.7 ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ ΤΡΙΒΗΣ ΠΥΘΜΕΝΑ ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ KARAMBAS  
ΚΑΙ MEMOS (2009)........................................................................................................138 

 
4. Η ΘΡΑΥΣΗ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ........................................................................141 

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΡΑΥΣΗ ΤΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ..............................................................141 
4.2 ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΘΡΑΥΣΗΣ......................................................................................................147 
4.3 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΥΜΑΤΩΝ ΕΝΤΟΣ ΤΗΣ ΖΩΝΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ.............................150 
4.4 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΟΥ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟΥ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΥ (SURFACE 

ROLLER MODEL)...........................................................................................................153  
4.5 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΗΣ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΣΥΝΕΚΤΙΚΟΤΗΤΑΣ (EDDY 

VISCOSITY MODEL)......................................................................................................160 
4.6 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΗΣ ΣΤΡΟΒΙΛΟΤΗΤΑΣ (VORTICITY WAVE-BREAKING 

MODEL)..........................................................................................................................166 
 

5. ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009) 
ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΜΙΑ ΝΕΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ..............................................................................170 
5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ.......................................................................................................................170 
5.2 ΚΑΘΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΣΚΕ∆ΑΣΗΣ  

ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ............................................................................................................173 
5.3 Η ΜΟΡΦΗ ΤΩΝ ΟΡΩΝ ΘΡΑΥΣΗΣ.................................................................................176 
5.4 ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ.................................................................................179 

 
6. ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MIKE 21 BOUSSINESQ WAVES (BW).................................................185 

6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ.......................................................................................................................185 
6.2 ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ......................................................................................................186 
6.3 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ......................................................................................................189 
6.4 ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ..........................................................191 
6.5 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ....................................................................................................192 
6.6 ΤΟ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ...........................................................................193 
6.7 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ MIKE 21 BW (1DH) ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ 

ΤΟΥ WALLINGFORD (1997)..........................................................................................195 
 

7. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS 
ΚΑΙ MEMOS (2009) ΜΕ ΤΗ ΝΕΑ ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ..........................................203 
7.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ.......................................................................................................................203 
7.2 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ WALLINGFORD (1997)...................................................................204 

7.2.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗΣ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ......................................................204 



viii 
 

7.2.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ KARAMBAS 
ΚΑΙ MEMOS (2009)..................................................................................................207 

7.2.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ-ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ...........................................................................208 
7.3 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ TING ΚΑΙ KIRBY (1994)..................................................................212 
7.4 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ HANSEN ΚΑΙ SVENDSEN (1979)...................................................217 
7.5 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993) - ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΟΙ 

ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ..................................................................................................................223 
7.6 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ SYNOLAKIS (1987).........................................................................233 
7.7 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ MASE ΚΑΙ KIRBY (1992)................................................................237 
7.8 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993) - ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ.................245 

 
8. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ-ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ...........................................................................................253 

8.1 ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ.............................................................................................253 
8.2 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ 

KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009)...................................................................................255 
8.3 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΕΜΠΟΡΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ MIKE 21 BW (1 DH).....................259 
8.4 ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΕΞΕΛΙΞΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΥΠΟΥ BOUSSINESQ ΤΩΝ 

KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009)...................................................................................261 
 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ........................................................................................................................265 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α: ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΩΝ ΣΕ FORTRAN 90..................281 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β: ΒΟΗΘΗΤΙΚΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ ΣΕ FORTRAN 90...................339 
ΟΡΙΣΜΟΙ ΣΥΜΒΟΛΩΝ..............................................................................................................343 
 
 
 
 
 
 
 



ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

ix 
 

Τα µαθηµατικά µοντέλα αποτελούν πλέον τον καθιερωµένο τρόπο µελέτης της διάδοσης 
κυµατισµών στην παράκτια ζώνη. Ανάµεσα σε αυτά, τα µοντέλα τύπου Boussinesq κατέχουν 
εξέχουσα θέση. Βασίζονται στις ολοκληρωµένες στο βάθος εξισώσεις συνέχειας και ορµής και 
περιλαµβάνουν χαρακτηριστικά διασποράς και µη-γραµµικότητας. Ένα πλήθος εργασιών έχει 
εκπονηθεί µε στόχο τη βελτίωση της απόδοσης των χαρακτηριστικών αυτών. 
Οι Karambas και Memos (2009) παρουσίασαν ένα εξελιγµένο µοντέλο τύπου Boussinesq που 

περιγράφει τη διάδοση πλήρως διασπειρόµενων και ελαφρώς µη-γραµµικών κυµατισµών σε 
οποιοδήποτε βάθος. Το µοντέλο εφαρµόζεται για απλούς και σύνθετους κυµατισµούς σε 
περιοχές σταθερού βάθους ή ήπια µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας. Αποτελείται από ένα σύστηµα 
εξισώσεων σε δύο (2D) ή µία (1D) οριζόντιες διαστάσεις. 
Η προσοµοίωση της θραύσης κυµατισµών στα µοντέλα τύπου Boussinesq αποτελεί πεδίο 

επιστηµονικής έρευνας. Η προσθήκη της στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) έχει 
γίνει κατά το παρελθόν τόσο βάσει της τεχνικής του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller 
breaker), όσο και βάσει της τεχνικής της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity breaking 
model).  
Ακολουθώντας την πρόταση των Cienfuegos et al. (2010), το µονοδιάστατο µοντέλο των 

Karambas και Memos (2009) επεκτείνεται ώστε να συµπεριλάβει την επίδραση της θραύσης 
τόσο στην εξίσωση ορµής, όσο και στην εξίσωση συνέχειας προσθέτοντας επιπλέον όρους 
θραύσης. Το 1D µοντέλο περιλαµβάνει όρους της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας ζ και 
της µέσης κατά το βάθος ταχύτητας U. Στην περιοχή της θραύσης γίνεται ένας ξεκάθαρος 
διαχωρισµός µεταξύ της περιοχής όπου µπορεί να εφαρµοστεί η θεωρία δυναµικού και της 
τυρβώδους περιοχής του επιφανειακού κυλίνδρου από πάνω της. Οι όροι θραύσης 
ενεργοποιούνται όταν η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας ξεπεράσει µία οριακή τιµή και 
απενεργοποιούνται όταν γίνει µικρότερη από µία άλλη χαµηλότερη οριακή τιµή. Η µορφή των 
όρων θραύσης είναι τέτοια ώστε να διασφαλίζεται η συνολική διατήρηση της µάζας και της 
ορµής σε ένα γεγονός θραύσης, σε αντίθεση µε τις προηγούµενες προσεγγίσεις προσοµοίωσης 
της θραύσης. 
Στα πλαίσια της εργασίας έγινε διερεύνηση του απλού ρητού σχήµατος πεπερασµένων 

διαφορών (FTCS) που προτάθηκε αρχικά. Το σχήµα αυτό εξασφαλίζει µικρούς υπολογιστικούς 
χρόνους και αποδίδει ικανοποιητικά για µικρούς χρόνους προσοµοίωσης, αλλά δεν παρουσιάζει 
σύγκλιση και για µεγαλύτερους χρόνους εµφανίζει προβλήµατα αριθµητικής αστάθειας, ιδίως 
όταν συµπεριληφθεί και η θραύση. Έτσι, η αριθµητική επίλυση έγινε µε ένα σχήµα 
πεπερασµένων διαφορών (3ης τάξης) πρόβλεψης- (4ης τάξης) διόρθωσης Adams- Bashforth- 
Moulton. Το στάδιο διόρθωσης περιλαµβάνει επαναληπτική διαδικασία ώσπου το µοντέλο να 
συγκλίνει µε επιθυµητή ακρίβεια. 
Το µοντέλο επαληθεύτηκε σε σχέση µε αρκετά σετ πειραµάτων για θραυόµενους κυµατισµούς. 

Τα πειράµατα αφορούσαν σε απλούς µονοχρωµατικούς κυµατισµούς, κύµατα cnoidal, µοναχικό 
κύµα και σύνθετους κυµατισµούς. Εκτός των πειραµατικών καταγραφών, γίνεται σύγκριση και 
µε τα αποτελέσµατα του εµπορικού µοντέλου MIKE 21 BW. Το µοντέλο αυτό είναι επίσης ήπιας 
µη-γραµµικότητας µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά διασποράς. Για λόγους πληρότητας γίνεται µία 
σύντοµη περιγραφή του προγράµµατος. Επίσης, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου 
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συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα των προηγούµενων εκδόσεων του µοντέλου των Karambas και 
Memos (2009) µε προσοµοίωση της θραύσης βάσει της τεχνικής του επιφανειακού κυλίνδρου 
και της τυρβώδους συνεκτικότητας. Τέλος, έγινε διερεύνηση σε σχέση µε την ευαισθησία ως 
προς κάποιες παραµέτρους που υπεισέρχονται στο µοντέλο. 
Το προτεινόµενο µοντέλο έδειξε γενικά βελτιωµένη απόκριση, ενώ το σχήµα πρόβλεψης-

διόρθωσης (predictor-corrector) εξασφάλισε την αριθµητική ευστάθεια της λύσης. Βέβαια, 
υπάρχουν αρκετές προοπτικές επέκτασης του µοντέλου, όπως η αύξηση της τάξης µη-
γραµµικότητας, η προσοµοίωση των µη-γραµµικών κυµατικών αλληλεπιδράσεων (wave-wave 
interactions), η προσοµοίωση της αναρρίχησης στην ακτή και η επέκταση της θραύσης σε δύο 
διαστάσεις. Τελικός σκοπός είναι η σύνδεση του µοντέλου µε κάποιο µοντέλο παράκτιας 
στερεοµεταφοράς και διάβρωσης του πυθµένα και των ακτών. Αυτές οι κατευθύνσεις µπορούν 
να αποτελέσουν αντικείµενο µελλοντικής έρευνας. 
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1. INTRODUCTION 
 

Mathematical wave models have been a field of intense scientific research during the last 
twenty years. The most commonly used among them are the Boussinesq-type models. These 
models rely on the solution of Boussinesq equations with the standard form given by Peregrine 
(1967). These equations describe the propagation of weakly dispersive waves in contrary to 
shallow water equations which don't contain any characteristics of dispersion. Since then the 
main research subject has concerned the improvement of the characteristics of dispersion and 
non-linearity so that these models be able to accurately simulate wave transformations during 
their propagation in the offshore region as well as in shallow waters. 

Boussinesq models normally lack any wave breaking formulation and so the resulting energy 
dissipation is not described. This is considered as a major drawback since wave breaking is the 
phenomenon dominating wave transformation, especially in the surf zone. 

Numerous attempts were carried out in order to incorporate wave breaking in Boussinesq 
models. Two methods have been the most important for simulating wave breaking. The first one 
relies on an eddy viscosity formulation of the breaking phenomenon and can be attributed to 
Zelt (1991) and Karambas and Koutitas (1992). Kennedy et al. (2000) further developed this 
model by providing a more realistic description of the beginning and cessation of wave breaking. 

A different approach was successfully implemented by Schäffer et al. (1993), namely the 
surface roller criterion. The roller corresponded to an extra momentum term linked to the 
surface roller' s thickness that was related to the front slope of the waves. This model was 
expanded by Madsen et al. (1997) for 2-dimensional cases and irregular wave conditions. 

Cienfuegos et al. (2010) presented a new approach to wave breaking simulation. They 
included the breaker effects in both the continuity and momentum equations by adding extra 
dissipative terms. The main concept is based on a clear distinction between the organized layer 
where potential flow theory can be applied and the turbulent roller region above it in the vicinity 
of the breaker. 

Karambas and Memos (2009) presented a post-Boussinesq model for fully dispersive and 
weakly non-linear regular and irregular waves at any water depth. The significant advantage of 
this model is the small number of terms involved in both the mass and the momentum 
conservation equations that significantly reduce the required computational load, without 
compromising the accuracy in describing the dispersive conditions. In the present work the 
formulation by Cienfuegos et al. (2010) is followed in order to incorporate wave breaking in 
Karambas and Memos's (2009) model. The first chapters refer to the various works on 
Boussinesq models and also describe in detail the present model and wave breaking simulation 
techniques. The improved model is calibrated and verified by comparing its results with 
experimental measurements and those of MIKE 21 BW, one of the most advanced commercial 
wave models. The tests refer to breaking monochromatic waves, cnoidal waves, solitary wave 
and irregular waves. 
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2. THEORETICAL BACKROUND 
 
2.1 BASIC EQUATIONS OF BOUSSINESQ MODEL 
 

The model by Karambas and Memos (2009) consists of a system of equations in two (2D) or 
one (1D) horizontal dimensions. The one-dimensional model is expressed in terms of surface 
elevation ζ and depth-averaged horizontal velocity U and includes the mass conservation 
equation (1) and the momentum equation (2): 

 ��
�� + ������	
�

�� = 0                                                                                                                          (1) 

 
where d is the still water depth. The above equation is an exact relation valid in any water depth 
without restrictions in non-linearity. 
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���� − �, �	 − ���, �	������ℎ  �|�|4� #��																																																				�2	 
 

where (g) is the gravity acceleration. The above momentum equation is derived by retaining 
terms of &�1, (, )*	, where ε is a non-linearity parameter (the ratio of a characteristic wave 
height to a depth of reference) and σ is a dispersion parameter (the ratio of a depth of reference 
to a characteristic wavelength). The model satisfies exactly the linear dispersion equation with 
no practical limitation to water depth. It can be applied to constant or slowly varying water depth. 
In addition, it contains only four terms in the momentum equation in contrast to other 
Boussinesq-type models containing complex terms with high order derivatives.  
 
2.2 WAVE BREAKING 
 

In the present work wave breaking is incorporated to the Karambas and Memos's (2009) 
model following the formulation by Cienfuegos et al. (2010). By including the wave-breaking 
terms into the model equations, the latter are written: 

 �+
�� + ��+
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where h is the local depth of the organized or potential bulk flow (Fig. 1), U is the depth-
averaged velocity in the potential layer, Dh and Dhu are terms representing breaking-induced 
contributions. It is important to emphasize that in the present definition a clear distinction is 
made between the organized layer where potential flow theory can be applied and the turbulent 
roller region that develops above it when wave-breaking is taking place. 

It is worth pointing out that when the eddy viscosity analogy (Kennedy et al. (2000), Zelt 
(1991)) is used, only the breaking-induced momentum term Dhu is included. The term Dh in the 
continuity equation appears because the latter equation is not integrated all the way to the free 
surface, but only over the potential flow layer. Therefore, the turbulent roller region is excluded 
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from the depth-averaged equations. So the extra breaking terms represent respectively, for the 
continuity and momentum equations: 
(1) A local mass exchange between the turbulent and potential flow regions 
(2) A local momentum deficit produced by the presence of the roller (Fig. 1) 

In Fig. 1 (&. 0. 1) is a frame of reference moving with wave celerity c and so it follows each 
breaking wave with 0 = 0 at the wave crest. 

 
 

 
 
  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1. Definition sketch for a breaking wave. (a) Potential and turbulent flow 
   regions, (b) definition of related variables (Cienfuegos et al. (2010)) 

 
Cienfuegos et al. (2010) presented an analysis based on energy considerations and the 

nonlinear shallow water shock theory. They proposed the following form for the breaking terms: 
 

,+ = �
�2 34+ �+

�25                                                                                                                                                         (5) 

 

,+. = �
�2 64+. ��+
	

�2 7                                                                                                                      (6) 

 
where the mass and momentum diffusivity coefficients are of the form: 
 

4+ = −8+9�: 32;< − 15 =32;< − 15 + 32;< − 15*>                  where   0 ≤ 0 ≤ �@                                               (7) 

 

4+. = −8+.9�: 32;< − 15 =32;< − 15 + 32;< − 15*>             where   0 ≤ 0 ≤ �@                                                (8) 

 
In the above equations �@ is the finite distance over which energy dissipation takes place (Fig. 

1) and 8+, 8+. are slowly varying functions of 0 of a complex form given by Cienfuegos et al. 
(2010). Following their simplifications and after calibration for the present model the following 
values were used: 
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 8+ = 0.2A�       and    8+. = 2A�                                                                                                                           (9) 
 

The functional form of equations (7) and (8) yields 4+ = 4+. = 0 for 0 = 0 and 0 = �@. Thus after 
integration of equations (5) and (6) over the finite distance �@, overall mass and momentum 
conservation is ensured and only a local redistribution of these quantities takes place. 

The breaking terms are activated when 	���2 ≤ −���BC. The critical value of the slope of the free 
surface for the continuation or cessation of breaking varies according to the exponential 
temporal law of equation (10) with final value ���BD. 

 B = BD + �BC − BE	9�: 6− ����F	GF ��27  για   � ≥ �C                                                                       (10)   

 
where �C is the time of inception breaking and IC is a characteristic transitional time scale that 
was set IC = 0.1I with I the wave period. For spilling breaking the angles �BC, BD	 = �30°, 7°	 
were used, while for plunging breaking the angle BC had a greater value that reached as high as  35° − 36°. 
 
 
3. NUMERICAL SOLUTION 
 
3.1 NUMERICAL SCHEME 
 

The numerical solution was accomplished by a finite difference scheme. The spatial 
derivatives were approximated through central differences and the time derivatives through 
forward differences on a staggered grid. The discrete continuity equation was centered at the 
level points and the momentum equation at the flux points. The convolution integral of the 
momentum equation was calculated numerically, using higher order accurate methods, such as 
the Newton's 3/8 rule or the complex Simpson's rule. The infinite limits of the integral were set 
finite at ±4�.  

The numerical scheme is a predictor-corrector scheme proposed by Wei and Kirby (1995). The 
predictor stage is of 3rd order Adams-Bashforth and the corrector stage is of 4th order Adams-
Moulton. The corrector stage was iterated until the error between two successive results 
reaches a set limit. In particular:      

 

PQ = ∑STUVWX�TU�VWX	∗S∑ZTUVWXZ                                                                                                                                                 (11)  

 
where f is either of the two variables ζ and U and ()* denotes the previous estimate. The iteration 
limit PQ was set 0.001. 
 
3.2 BOUNDARY CONDITIONS 
 
The waves were generated inside the computational domain using the source function 

technique proposed by Wei et al. (1999). In order to absorb the waves at the open boundaries 
the sponge layer scheme by Yoon and Choi (2001) was applied. 
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4. MODEL VERIFICATION 
 
4.1 CNOIDAL WAVES 
 

The first experiment for verification of the proposed model is the one performed by Ting and 
Kirby (1994). It refers to the propagation and breaking of cnoidal waves over mildly sloping bed. 
The generated waves had height [ = 0.125	\ and period I = 2	]9A. Wave breaking was of 
spilling type. The experimental setup is shown in Fig. 2. 

 
 

 
 

Figure 2. Experimental setup in Ting and Kirby (1994) 
 

 
Figure 3. Comparison of timeseries of surface elevation at station � = 7	\ 

in Ting and Kirby's experiment (1994) 
 

The surface elevation at station � = 7	\ (the axis origin is shown in Fig. 2) is shown in Fig. 3. 
The station is downstream of the incipient breaking point. Results of the proposed model 
(referred as model) are compared to experimental measurements and the results of Karambas 
and Memos's (2009) model including the surface roller technique (referred as roller breaker). 

The proposed model computes with accuracy the wave crests after the breaking initiation in 
contrast to the surface roller breaker model which overestimates them. However the proposed 
model computes slightly narrower wave forms, while the surface roller model describes a little 
better the wave troughs. 
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4.2 LINEAR REGULAR WAVES 
 

Another case that was investigated was the propagation and breaking of linear regular waves 
over a submerged trapezoid bar. The verification refers to Beji and Battjes's (1993) experiment. 
Here are presented the results for long waves of period I = 2.5	]9A and height [ = 0.044	\. 
Breaking is of spilling type and the experiment setup is depicted in Fig. 4.  

 
 

 
 

Figure 4. Experimental setup in Beji and Battjes (1993) 
 

Fig. 5 shows the surface elevation at stations 5 and 7 at the bar crest and the downstream 
slope respectively. Results of the proposed model (referred as model) are compared to 
experimental measurements and the results of the commercial wave model MIKE 21 BW. 
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Figure 5. Comparison of timeseries of surface elevation at station 5 (up) and station  

7 (down) in Beji and Battjes's experiment (1993) 
 

The results of the proposed model are very satisfactory. On the other hand MIKE 21 BW tends 
to underestimate energy dissipation due to breaking and so it overestimates wave crests and 
troughs. Some differences in the free surface form can be observed in both models, especially 
in the case of station 7. This can be attributed to the fact that conditions after the reef crest 
become strongly non-linear with energy transfer to higher harmonics and the release of the 
latter, especially in the case of long waves. Since both models incorporate weakly non-linear 
effects some deviations of the free surface are expected. However the proposed model shows 
better response than MIKE 21 BW. 

 
4.3 IRREGULAR WAVES 
 

The model was also verified for the propagation of irregular waves. Here is presented 
indicatively the verification with Mase and Kirby's (1992) experiment which refers to random 
waves of Pierson-Moskowitz spectrum with peak period Î = 1	]9A. The dominant breaking type 
is spilling and the experimental setup is depicted in Fig. 6. 

 

 
Figure 6. Experimental setup in Mase and Kirby (1992) 
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Fig. 7 shows the surface elevation at stations 4 and 6. Results of the proposed model (referred 
as model) are compared to experimental measurements and the results of the commercial wave 
model MIKE 21 BW. Both models show satisfactory accuracy even though they are weakly non-
linear. The proposed model shows slightly better response as concerned the computation of 
wave crests. 

 

 

 
Figure 7. Comparison of timeseries of surface elevation at station 4 (left) and station  

6 (right) in Mase and Kirby's experiment (1992) 
 
 

5. CONCLUSIONS 
 

An extension to Karambas and Memos's (2009) Boussinesq-type model was developed in 
order to describe the wave-breaking process in one dimension according to a newly presented 
method. The proposed model ensures overall mass and momentum conservation over a 
breaking event in contrast to previously proposed breaking models. It was tested for regular and 
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irregular waves and in general showed improved response when compared to both its previous 
wave-breaking versions and MIKE 21 BW. The predictor-corrector numerical scheme ensured 
stability of the solution. Some objectives of a future investigation may be the following: 
• Incorporation of higher order non-linear terms in order to simulate more accurately strongly 

non-linear wave conditions 
• Expansion of the aforementioned model for two dimensional (2D) cases 
• Incorporation of run-up and run-down simulation 
• Combination of  the proposed model with a coastal sediment transport model 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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Η παράκτια µηχανική και η θαλάσσια υδροδυναµική αποτελούν επιστηµονικούς τοµείς άµεσου 

ενδιαφέροντος για το µηχανικό καθότι αποτελούν το γνωστικό υπόβαθρο για το σχεδιασµό και 
την κατασκευή των λιµενικών έργων, των έργων προστασίας των ακτών και γενικά των 
θαλάσσιων κατασκευών. Υπό το πρίσµα αυτό η επιστήµη της θαλάσσιας µηχανικής έχει 
γνωρίσει ραγδαία ανάπτυξη τα τελευταία εξήντα χρόνια, µε αποτέλεσµα να αποτελεί ένα ισχυρό 
εργαλείο στην προσπάθεια κατανόησης και περιγραφής των θαλάσσιων φαινοµένων που µέχρι 
τότε αντιµετωπίζονταν µε τρόπο εµπειρικό, βάσει της συσσωρευµένης  πείρας και των 
παρατηρήσεων αιώνων. 
Οι κυµατισµοί που γεννώνται στην ανοιχτή θάλασσα υφίστανται ένα πλήθος φυσικών 

διεργασιών κατά τη διάδοση τους, µε αποτέλεσµα την έντονη παραµόρφωσή τους, κυρίως στον 
παράκτιο χώρο. Φαινόµενα όπως η ρήχωση, η διάθλαση, η περίθλαση, η θραύση και η 
αναρρίχηση στις ακτές καθιστούν απαραίτητη, αλλά και ελκυστική τη συστηµατική µελέτη της 
κυµατοµηχανικής. 
Μέχρι σήµερα έχει αναπτυχθεί ένα πλήθος αναλυτικών θεωριών για την περιγραφή των 

κυµατισµών. Κάθε µία από αυτές βασίζεται σε κάποιες παραδοχές και απλοποιήσεις και 
συνεπώς έχει ένα συγκεκριµένο πεδίο ισχύος. Οι θεωρίες αυτές αποτέλεσαν για πολλά χρόνια 
το µοναδικό εργαλείο επιστηµονικής προσέγγισης των θαλάσσιων φαινοµένων. 
Ωστόσο, τα τελευταία τριάντα χρόνια οι σύγχρονες απαιτήσεις και η ραγδαία εξέλιξη των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών έχουν οδηγήσει στην ανάπτυξη και ευρεία εφαρµογή των 
µαθηµατικών µοντέλων διάδοσης κυµατισµών. Υπάρχει πληθώρα υπολογιστικών µοντέλων 
που βασίζονται σε διαφορετικό φυσικό, µαθηµατικό και αριθµητικό υπόβαθρο, όπως τα 
φασµατικά µοντέλα, RANS, LES, SPH κλπ. Ίσως τα πιο ευρέως διαδεδοµένα µε τη µεγαλύτερη 
πρακτική εφαρµογή είναι τα µοντέλα τύπου Boussinesq. Τα µοντέλα αυτά βασίζονται στην 
επίλυση των εξισώσεων του Boussinesq (1872), η κλασική µορφή των οποίων είναι αυτή που 
δόθηκε από τον Peregrine (1967). Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν τη διάδοση µερικώς 
διασπειρόµενων κυµατισµών, σε αντίθεση µε τις εξισώσεις ρηχών νερών που δεν 
περιλαµβάνουν χαρακτηριστικά διασποράς. Από τότε τα µοντέλα Boussinesq έχουν γνωρίσει 
έντονη ανάπτυξη µε κύριες κατευθύνσεις έρευνας τη βελτίωση των χαρακτηριστικών διασποράς 
και µη-γραµµικότητας. Ένα τέτοιο µοντέλο είναι αυτό των Karambas και Memos (2009) µε 
χαρακτηριστικά πλήρους διασποράς και ήπιας µη-γραµµικότητας. 
Ένα άλλο πεδίο έρευνας σχετικά µε τα µοντέλα Boussinesq αφορά στην προσθήκη σε αυτά 

της προσοµοίωσης της θραύσης κυµατισµών. Η θραύση είναι ίσως η σηµαντικότερη για το 
µηχανικό φυσική διεργασία, καθότι καθορίζει σε µεγάλο βαθµό τις υδροδυναµικές φορτίσεις και 
έµµεσα το σχεδιασµό των τεχνικών έργων. Η θέση εκδήλωσής της ορίζει τις εξής θαλάσσιες 
ζώνες ιδιαίτερου ενδιαφέροντος: ζώνη πριν τη θραύση, ζώνη θραύσης (surf zone) και ζώνη 
διαβροχής (swash zone). Η προσοµοίωση της θραύσης επιτρέπει στα µοντέλα Boussinesq να 
περιγράφουν τη διάδοση κυµατισµών και εντός της ζώνης θραύσης. Επιπλέον, η προσοµοίωση 
της αναρρίχησης στην ακτή προσφέρει ένα πλήρες και ισχυρό εργαλείο για µια ενιαία 
αντιµετώπιση της διάδοσης κυµατισµών από τα βαθιά ως την ακτή. Αντίθετα µε την εφαρµογή 
των µοντέλων, τα ηµι-εµπειρικά κριτήρια θραύσης και οι µέθοδοι µετασχηµατισµού και 
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περιγραφής των κυµατισµών εντός της ζώνης θραύσης και διαβροχής σε συνδυασµό µε τις 
αναλυτικές θεωρίες στη ζώνη πριν τη θραύση προσφέρουν µια µερική και τµηµατική 
αντιµετώπιση των φαινοµένων.  
Έχουν αναπτυχθεί διάφορες τεχνικές προσοµοίωσης της θραύσης µε κυριότερες αυτές του 

επιφανειακού κυλίνδρου και της τυρβώδους συνεκτικότητας. Οι τεχνικές αυτές έχουν 
ενσωµατωθεί στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) από τον Koutsourelakis (2009) και 
Chondros (2008 (στην αρχική δηµοσίευση του µοντέλου), 2010). Οι Cienfuegos et al. (2010) 
παρουσίασαν µια νέα τεχνική για την προσοµοίωση της θραύσης κυµατισµών που λαµβάνει 
υπόψη την επιρροή της και στην εξίσωση συνέχειας, εκτός της εξίσωσης ορµής. Η µέθοδος 
αυτή συνδυάζει κατά κάποιο τρόπο τις δύο προαναφερθείσες τεχνικές, αλλά βασίζεται σε 
καλύτερο φυσικό υπόβαθρο από αυτές.  
Αντικείµενο της παρούσας µεταπτυχιακής εργασίας αποτελεί η εφαρµογή της νέας αυτής 

προσέγγισης προσοµοίωσης της θραύσης στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009). Η 
εργασία αυτή εντάσσεται στη γενικότερη έρευνα σχετικά µε τα µοντέλα τύπου Boussinesq που 
φαίνεται να αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο µε εφαρµογή στο παρόν και στο µέλλον.  
Ο στόχος της εργασίας είναι πολλαπλός. Καταρχάς, διερευνάται η αποτελεσµατικότητα της 

προτεινόµενης τεχνικής προσοµοίωσης της θραύσης. Ερευνάται δηλαδή η ακρίβεια του 
µοντέλου µέσω σύγκρισης µε πειραµατικές καταγραφές. Επιπλέον, εξετάζεται η συµπεριφορά 
της προσθήκης της θραύσης στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µελετώντας έννοιες 
όπως η σύγκλιση και η ευστάθεια του τροποποιηµένου µοντέλου. Επίσης, γίνεται σύγκριση µε 
τις προηγούµενες εκδόσεις του µοντέλου µε τις άλλες τεχνικές προσοµοίωσης της θραύσης 
ώστε να ελεγχθεί κατά πόσο η προτεινόµενη τεχνική δίνει ακριβέστερα αποτελέσµατα. Σύγκριση 
του προτεινόµενου µοντέλου επιχειρείται και µε το εµπορικό µοντέλο MIKE 21 BW ώστε να 
βγουν συµπεράσµατα σε σχέση και µε ένα κοινώς αποδεκτό και ευρέως χρησιµοποιούµενο 
πρόγραµµα. Ένας άλλος στόχος της εργασίας είναι η διερεύνηση και βαθµονόµηση των 
εµπλεκόµενων στην προσοµοίωση παραµέτρων µε σκοπό τη βελτίωση της ακρίβειας των 
αποτελεσµάτων. Τέλος, η εργασία στοχεύει στο να διαπιστωθούν τα όρια εφαρµογής του 
µοντέλου, να εξαχθούν συµπεράσµατα και να διατυπωθούν προτάσεις σχετικά µε την 
περαιτέρω επέκταση του µοντέλου των Karambas και Memos (2009). Αξίζει πάντως να 
σηµειωθεί ότι η εν λόγω εργασία εκπονείται σε επίπεδο µεταπτυχιακού προγράµµατος, 
προδιαγράφοντας έτσι τα όρια και το επίπεδο εµβάθυνσης της αντίστοιχης έρευνας. 
Η εργασία διαρθρώνεται σε οκτώ κεφάλαιο. Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό και 

αναφέρεται αρχικά στις διάφορες θεωρίες απλών κυµατισµών. Επιχειρείται µία περιγραφή των 
κυριότερων εξ αυτών και παρουσιάζονται τα όρια ισχύος της κάθε µίας. Επίσης, παρουσιάζεται 
σύντοµα η φασµατική και στατιστική περιγραφή των σύνθετων κυµατισµών. Επιπλέον, γίνεται 
µια συνοπτική παρουσίαση των κυριότερων τύπων µαθηµατικών µοντέλων και το κεφάλαιο 
κλείνει µε µια µικρή αναφορά στα φυσικά µοντέλα. 
Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται µια εµβάθυνση στα µοντέλα τύπου Boussinesq. Επιχειρείται µια 

σύντοµη περιγραφή των κυριότερων εργασιών σχετικά µε αυτά τα µοντέλα, κυρίως όσον αφορά 
στα χαρακτηριστικά διασποράς και µη-γραµµικότητας. Επίσης, στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια 
αναφορά στις κυριότερες προσθήκες στα µοντέλα Boussinesq, όπως η τριβή πυθµένα, η 
αναρρίχηση στην ακτή και οι οριακές συνθήκες. 
Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται αρχικά το µοντέλο των Tsutsui et al. (1998) που είναι 

παρεµφερές µε το παρόν µοντέλο. Στην συνέχεια αναπτύσσεται το µοντέλο των Karambas και 
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Memos (2009) που αποτελεί τη βάση της µεταπτυχιακής εργασίας. Γίνεται επιπλέον µία 
διερεύνηση των ιδιοτήτων του µοντέλου, καθώς µελετώνται έννοιες όπως η ευστάθεια, η 
ακρίβεια, η σύγκλιση, η συνέπεια και ο υπολογιστικός χρόνος. Επίσης, παρουσιάζεται η 
επαλήθευση της βασικής µορφής του µοντέλου, όπως έγινε από τους Karambas και Memos 
κατά τη δηµοσίευση του το 2009. Τέλος, παρουσιάζεται η προσθήκη της τριβής πυθµένα, όπως 
έγινε από τον Koutsourelakis (2009), χωρίς αυτή όµως να εφαρµόζεται στην παρούσα εργασία. 
Το τέταρτο κεφάλαιο αναφέρεται στη θραύση των κυµατισµών. Αρχικά γίνεται µια εισαγωγική 

περιγραφή του φαινοµένου της θραύσης. Στη συνέχεια παρουσιάζονται αναλυτικές σχέσεις και 
κριτήρια θραύσης για απλούς και σύνθετους κυµατισµούς, καθώς και οι διάφορες µέθοδοι 
µετασχηµατισµού εντός της ζώνης θραύσης. Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται οι 
κυριότερες τεχνικές προσοµοίωσης της θραύσης στα µοντέλα Boussinesq. Συγκεκριµένα, 
παρουσιάζεται το µοντέλο του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller model) και της 
τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity model) που έχουν ενσωµατωθεί παλαιότερα στο 
µοντέλο των Karambas και Memos (2009), καθώς και το µοντέλο θραύσης της στροβιλότητας 
(vorticity wave-breaking model). 
Στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζεται αναλυτικά η προτεινόµενη τεχνική προσοµοίωσης της 

θραύσης σύµφωνα µε την εργασία των Cienfuegos et al. (2010). Μέσα από ενεργειακούς 
συλλογισµούς προκύπτουν οι όροι θραύσης και γίνεται βαθµονόµηση των σχετιζόµενων 
παραµέτρων.  
Στο έκτο κεφάλαιο γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση του εµπορικού µοντέλου MIKE 21 BW 

που εφαρµόστηκε στην εργασία για συγκριτικούς λόγους. Αρχικά γίνεται µια γενική περιγραφή 
του προγράµµατος και στη συνέχεια παρουσιάζονται οι γενικές εξισώσεις, η προσοµοίωση της 
θραύσης, οι οριακές συνθήκες και το αριθµητικό σχήµα επίλυσης. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται 
µε την περιγραφή της εφαρµογής του MIKE 21 BW ενδεικτικά για το πείραµα του Wallingford 
(1997) που είναι ένα από τα πειράµατα επαλήθευσης που χρησιµοποιούνται στην εργασία. Η 
εφαρµογή του προγράµµατος για τα υπόλοιπα πειράµατα γίνεται κατά παρόµοιο τρόπο. 
Στο έβδοµο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα από την εφαρµογή του προτεινόµενου 

µοντέλου. Γίνεται σύγκριση µε πειραµατικές καταγραφές, το MIKE 21 BW (1DH) και τις 
προηγούµενες εκδόσεις του µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου και της τυρβώδους συνεκτικότητας. Τα πειράµατα επαλήθευσης 
περιλαµβάνουν απλούς µονοχρωµατικούς κυµατισµούς, κυµατισµούς cnoidal, µοναχικό κύµα, 
σύνθετους κυµατισµούς φάσµατος Pierson-Moskowitz και σύνθετους κυµατισµούς φάσµατος 
Jonswap. 
Στο όγδοο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα της εργασίας. Αρχικά αναφέρονται 

κάποια γενικά συµπεράσµατα για τις κυµατικές θεωρίες και τα µοντέλα Boussinesq. Στη 
συνέχεια παρουσιάζονται κάποια συµπεράσµατα σχετικά µε το τροποποιηµένο µοντέλο των 
Karambas και Memos (2009) και το πρόγραµµα MIKE 21 BW (1DH). Το κεφάλαιο κλείνει µε 
κάποιες προτάσεις για µελλοντική έρευνα και επέκταση του παρουσιαζόµενου µοντέλου. 
Τα πρόσφατα δυσάρεστα γεγονότα µε το καταστροφικό tsunami στην Ιαπωνία το 2011 και 

στην Ινδονησία το 2004 καθιστούν προφανή την ανάγκη για περαιτέρω διερεύνηση και 
κατανόηση του θαλάσσιου περιβάλλοντος και της κυµατοµηχανικής. Τα µαθηµατικά µοντέλα 
τύπου Boussinesq αποτελούν ένα δυναµικό πεδίο έρευνας της θαλάσσιας υδροδυναµικής. 
Βρίσκουν ολοένα και µεγαλύτερη εφαρµογή και αποτελεί επιστηµονική πρόκληση η 
τελειοποίησή τους. Στην κατεύθυνση αυτή εντάσσεται και η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο  
 
 
ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
 
 
1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Σε κάθε συνεχές παραµορφώσιµο µέσο ως κυµατισµοί µπορεί να οριστούν όλες οι µη µόνιµες 

περιοδικές διαταραχές της θέσεως των µορίων του γύρω από µια θέση ισορροπίας στο 
εσωτερικό ή την επιφάνειά του. 
Η ταυτόχρονη δράση δυνάµεων αποµακρύνσεως των υδάτινων σωµατιδίων της θαλάσσιας 

µάζας από τη θέση ηρεµίας τους (γενεσιουργές δυνάµεις) και δυνάµεων επαναφοράς στις 
αρχικές θέσεις τους (επαναφέρουσες δυνάµεις), σε συνδυασµό µε τη µεγάλη κινητικότητα των 
σωµατιδίων, προκαλεί κάτω από ορισµένες συνθήκες τη δηµιουργία κινήσεων ταλαντώσεως. Η 
συνισταµένη διαταραχή της θαλάσσιας µάζας από τις ταλαντώσεις των σωµατιδίων οδηγεί στο 
θαλάσσιο κυµατισµό. 
Τα κυριότερα γενεσιουργά αίτια των ταλαντώσεων είναι ο άνεµος (ανεµογενείς κυµατισµοί), οι 

σεισµικές δονήσεις ή υποθαλάσσιες κατολισθήσεις (tsunamis),  οι γρήγορες µεταβολές της 
ατµοσφαιρικής πίεσης (seiches), η έλξη των ουράνιων σωµάτων (αστρονοµική παλίρροια) κλπ. 
Οι κυριότερες επαναφέρουσες δυνάµεις προέρχονται από τη βαρύτητα, τη δύναµη Coriolis και 
την επιφανειακή τάση. Η δύναµη Coriolis υπεισέρχεται στους κυµατισµούς µεγάλης κλίµακας, 
ενώ η επιφανειακή τάση υπεισέρχεται στους κυµατισµούς µικρής κλίµακας µε µήκος κύµατος 
µερικά µόνο εκατοστά. 
Μπορεί οι µηχανισµοί πρόκλησης των θαλάσσιων κυµατισµών να ποικίλουν, όµως η 

χωροχρονική εξέλιξή τους καθορίζεται από την επίδραση της µαζικής δύναµης της βαρύτητας. 
Για το λόγο αυτό από φυσική άποψη κατατάσσονται όλοι στην κατηγορία των κυµατισµών 
βαρύτητας. Ειδικότερα στις παράκτιες θαλάσσιες µάζες ιδιαίτερα σηµαντικές για τα θαλάσσια 
τεχνικά έργα είναι οι διαταραχές της επιφάνειάς τους που διέπονται από τη δύναµη της 
βαρύτητας. Είναι γνωστές ως επιφανειακοί θαλάσσιοι κυµατισµοί και το µηχανικό ενεργειακό 
περιεχόµενό τους είναι ο σηµαντικότερος παράγων φορτίσεως των τεχνικών έργων που 
σχεδιάζουν και υπολογίζουν οι πολιτικοί µηχανικοί. 
Στο σχήµα 1.1 φαίνεται η κατανοµή του ενεργειακού περιεχοµένου (ανάλογου του H2, όπου H 

το ύψος κύµατος) στις διάφορες περιόδους κυµατισµών. Η κατανοµή αναφέρεται στο σύνολο 
των θαλάσσιων περιοχών της γης. Φαίνεται ότι τα µεγαλύτερα ποσοστά µηχανικής ενέργειας 
συγκεντρώνονται στους ανεµογενείς κυµατισµούς (περίοδος ως 15 sec) και στους 
παλιρροιακούς κυµατισµούς (T=40000-80000 sec). Τέλος, στον πίνακα 1.1 αναφέρονται τα 
διάφορα φυσικά φαινόµενα του θαλάσσιου χώρου µε τα γενεσιουργά τους αίτια κατά σειρά 
ανάλογη προς τη χρονική τους κλίµακα. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                     ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ

 

 

Σχήµα

                  

                                                                               

                                                                             

                                                                                               

Πίνακας 1.1:

 

 
 
 

ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 

6 

 

Σχήµα 1.1: Κατανοµή ενεργειακού περιεχοµένου 
                  στις διάφορες περιόδους (πηγή: [93])                 
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Πίνακας 1.1: Γενεσιουργά αίτια κυµατισµών και αντίστοιχη  
χρονική κλίµακα (πηγή: [92]) 
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1.2 ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ- ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
 
Κατά την ανάπτυξη των µαθηµατικών θεωριών περιγραφής των κυµατισµών, όπως 

εξετάζονται στο παρόν κεφάλαιο, θεωρείται ότι οι ταλαντώσεις των σωµατιδίων είναι µόνιµες 
χωρίς απόσβεση. Κατά συνέπεια, θεωρείται ότι τα κύµατα µεταδίδονται εκτός της περιοχής 
γένεσης, ανάπτυξης ή απόσβεσής τους. Έστω, στη γενική περίπτωση ενός τυχαίου ρευστού 
χωρίς τριβές µε ελεύθερη επιφάνεια, ένας ορισµένος όγκος του V, µάζας M, µε µηδενική 
συνεκτικότητα, στον καρτεσιανό χώρο και εµβαδόν περιβάλλουσας επιφάνειας S. Έστω ακόµη, 
ότι �_̀  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στην S, ρ=ρ(x,y,z,t) η πυκνότητα του ρευστού και ότι ο 
όγκος κινείται µε ταχύτητα 4̀ = �a, 4, b	. Αν υποτεθεί ότι δε λαµβάνει χώρα δηµιουργία ή 
απώλεια µάζας, η αρχή διατήρησης της µάζας οδηγεί στην εξίσωση: 
 

dMdt =f∂ρ∂tV
dV+jρv_̀

S
∙n_̀ 	dS=0																																																																																																																										(1.1) 

	      
Στη συνέχεια γίνονται οι παρακάτω παραδοχές: 
� Ρευστό οµοιογενές 
� Ρευστό ασυµπίεστο 
� Αστρόβιλη ροή 
� Σταθερό βάθος και αδιαπέρατος πυθµένας 
Βάσει των παραπάνω παραδοχών προκύπτει από τη διανυσµατική ανάλυση ότι η ταχύτητα 

προέρχεται από βαθµωτό δυναµικό: 
 4̀ = �o��B = ∇B                                                                                                                      (1.2) 

 
Λόγω των παραδοχών και της (1.2), η εξίσωση (1.1) τελικά γράφεται: 
 ∇ ∙ 4̀ = 0                                                                                                                                  (1.3α) 
 
ή 
 ∆B = ∇*B = �rs��r + �rs�tr + �rs�ur = 0                                                                               (1.3β) 

 

όπου ∇  ο τελεστής βαθµίδας (	 ��� 	 , ��t 	 , ��u	) στις τρεις διευθύνσεις. Η εξίσωση (1.3β) είναι η 

εξίσωση Laplace και ισχύει σε ολόκληρο το πεδίο ροής. 
Από την εξίσωση διατήρησης της ορµής για δισδιάστατη ροή στο κατακόρυφο επίπεδο x-z, 

θεωρώντας µόνο την επίδραση των δυνάµεων βαρύτητας, προκύπτουν οι εξισώσεις Euler: 
 �.�� + a �.�� + b �.�u = − vw �^	��                                                                                          (1.4α) 
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�x�� + a �x�� + b �x�u = − vw �^	�u − �                                                                                                (1.4β) 

 
όπου p=p(x,z,t) η πίεση. 
Ολοκληρώνοντας τις (1.4α),(1.4β) και χρησιµοποιώντας την περιορισµένη στο επίπεδο x-z 

(1.3β), προκύπτει η εξίσωση Bernoulli: 
 �s�� + v* (a* + b*) + �y + ŵ = z(�)                                                                                              (1.5) 

 
όπου η σταθερά ολοκλήρωσης C(t) µπορεί να ληφθεί ίση µε µηδέν. 
 
Οριακή συνθήκη πυθµένα 
Επειδή ο πυθµένας θεωρείται αδιαπέρατος, ισχύει η συνθήκη µηδενικής ροής: 
 
w=0 στο z=-h    (1.6α)     (όπου h το σταθερό βάθος του πεδίου) 
 
ή 
 �s�u = 0  στο z=-h                                                                                                                     (1.6β) 

 
Οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας 
Στην ελεύθερη επιφάνεια πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής δύο συνθήκες: 
• Κινηµατική οριακή συνθήκη: ένα σωµατίδιο της ελεύθερης επιφάνειας παραµένει διαρκώς 

εκεί, δηλαδή: 
 �s
�u = �{

�� + �s
��

�{
��   στο z=n(x,t)                                                                                                 (1.7α) 

 
• ∆υναµική οριακή συνθήκη: η πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια είναι ίση µε µηδέν 

(ατµοσφαιρική πίεση): 
 �s
�� + v

* |∇B|* + �� = z��	 = 0  στο z=n(x,t)                                                                             (1.7β) 

 
Οριακές συνθήκες περιοδικότητας 
Αν ο διαδιδόµενος κυµατισµός είναι περιοδικός ως προς το χρόνο και το χώρο, ισχύουν οι 

επιπλέον οριακές συνθήκες: 
Φ(x,z,t) = Φ(x+L,z,t)                                                                                                               (1.8α) 
Φ(x,z,t) = Φ(x,z,t+T)                                                                                                               (1.8β) 
όπου L το µήκος κύµατος και T η περίοδος του κύµατος. 
Στο σχήµα 1.2 απεικονίζονται όλες οι χρησιµοποιούµενες µεταβλητές της παραπάνω 

ανάλυσης. 
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Σχήµα 1.2: 

1.3 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ

 
Ένας βασικός διαχωρισµός των κυµατισµών

Οι απλοί κυµατισµοί µπορούν επιπλέον
κυµατισµούς. Όπως αναφέρεται παρακάτω
δυνατότητα γραµµικοποίησης των
κυµατισµοί αυτής της κατηγορίας
συνάρτηση. Ιδιότητά τους είναι η συµµετρία
(Ox) άξονα. Αντίθετα, οι µη γραµµικοί
διευθύνσεις και δεν περιγράφονται
πραγµατικοί κυµατισµοί µπορεί να
πολλών απλών κυµατισµών µε
διάδοσης). Οι σύνθετοι κυµατισµοί
µελέτη τους γίνεται µε στατιστικές µεθόδους

 
1.3.1 ΘΕΩΡΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ

τάξης) 
 
Η κλασική θεωρία γραµµικών κυµατισµών

µικρών τιµών των λόγων ε=H/d
δυνατότητα αστρόβιλης ροής).  
Οι παραδοχές αυτές επιτρέπουν

επιφάνειας (1.7α) και (1.7β) διατηρώντας
συνθήκες σε συνδυασµό µε την οριακή
εξίσωση Laplace αποτελούν το σύστηµα
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Σχήµα 1.2: Χρησιµοποιούµενες µεταβλητές (πηγή: [43]) 
 
 
 
 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ

διαχωρισµός των κυµατισµών είναι σε απλούς και σύνθετους
µπορούν επιπλέον να διαχωριστούν σε γραµµικούς
αναφέρεται παρακάτω, ο όρος γραµµικός κυµατισµός

γραµµικοποίησης των οριακών συνθηκών (1.7α) και (1.7β
κατηγορίας να περιγράφονται από µία απλή αρµονική

τους είναι η συµµετρία τόσο στον κατακόρυφο (Oz), όσο
οι µη γραµµικοί κυµατισµοί εµφανίζουν ασυµµετρία

περιγράφονται από µία απλή αρµονική συνάρτηση
κυµατισµοί µπορεί να είναι τρισδιάστατοι και προέρχονται από

κυµατισµών µε διαφορετικά χαρακτηριστικά (ύψη, περίοδοι
κυµατισµοί είναι αυτοί που συναντώνται κατά κανόνα

στατιστικές µεθόδους και όχι µε αναλυτικές. 

ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΑΠΕΙΡΟΣΤΟΥ ΠΛΑΤΟΥΣ

γραµµικών κυµατισµών απειροστού πλάτους βασίζεται
d και H/L (<<1) και αµελητέων δυνάµεων

επιτρέπουν τη γραµµικοποίηση των οριακών συνθηκών
β διατηρώντας µόνο όρους πρώτης τάξης. Έτσι οι

συνδυασµό µε την οριακή συνθήκη πυθµένα, τις συνθήκες περιοδικότητας
αποτελούν το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει

 

ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 

και σύνθετους (random waves). 
γραµµικούς και µη γραµµικούς 

γραµµικός κυµατισµός αναφέρεται στη 
και (1.7β) µε αποτέλεσµα οι 
απλή αρµονική (ηµιτονοειδή) 

, όσο και στον οριζόντιο 
εµφανίζουν ασυµµετρία κατά τις δύο 
αρµονική συνάρτηση. Οι σύνθετοι ή 

προέρχονται από την επαλληλία 
ύψη, περίοδοι, διευθύνσεις 

συναντώνται κατά κανόνα στη φύση και η 

ΠΛΑΤΟΥΣ (Airy ή Stokes 1ης 

πλάτους βασίζεται στις παραδοχές 
δυνάµεων ιξώδους (και κατά 

οριακών συνθηκών ελεύθερης 
τάξης Έτσι, οι νέες αυτές οριακές 
συνθήκες περιοδικότητας και την 

εξισώσεων που περιγράφει στη θεωρία 
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Airy τη διάδοση των κυµατισµών. Η επίλυση γίνεται µε τη µέθοδο των χωριζόµενων µεταβλητών 
και οδηγεί στις αναλυτικές σχέσεις [43]: 
 B = |}*~ ∙ ����	[�(��u)]����	(��) ∙ sin	(�� − ��)                                                                              (1.9) 

 
και   
 � = |* ∙ cos	(�� − ��)                                                                                               (1.10) 

 
όπου ζ η διακύµανση της ελεύθερης επιφάνειας, H το ύψος κύµατος, ω=2π/Τ η γωνιακή 
συχνότητα, d το βάθος και k=2π/L ο κυµαταριθµός (wavenumber). 
Με αντικατάσταση των (1.9) και (1.10) στην κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας 

προκύπτει η εξίσωση: 
 �* = �����ℎ(��)                                                                                                                  (1.11)  

 
που είναι γνωστή ως εξίσωση διασποράς γιατί στην παράγωγη µορφή 
 A = }G*� ∙ tanh	(��)                                                                                                                   (1.12) 

 
υποδηλώνει ότι η φασική ταχύτητα είναι αύξουσα συνάρτηση της περιόδου του κύµατος και 
κατά συνέπεια ένας κυµατισµός που συντίθεται από µία σειρά ηµιτονοειδών κυµάτων µε 
διαφορετικές περιόδους Τ1,Τ2,... κατά τη διάδοσή του διασπείρεται καθώς οι συνιστώσες µε τις 
µεγαλύτερες περιόδους διαδίδονται ταχύτερα από ότι αυτές µε τις µικρότερες περιόδους. Από 
την εξίσωση διασποράς προκύπτει και η σχέση (1.13) για το µήκος κύµατος: 
 � = }Gr*� ∙ tanh	(��)                                                                                                  (1.13) 

 
Από τη συνάρτηση δυναµικού Φ προκύπτουν οι συνιστώσες (u,w) της ταχύτητας των µορίων 

του νερού και τα ολοκληρώµατά τους γύρω από τη θέση ισορροπίας, δηλαδή οι συνιστώσες 
µετατοπίσεως ξ και ζ.  

 a = �s�� = �|G ∙ ����[�(��u)]����(��) ∙ cos(�� − ��)                                                                                   (1.14) b = �s�u = �|G ∙ ����[�(��u)]����(��) ∙ sin(�� − ��)                                                                                   (1.15) � = �a�� = − |* ∙ ����	[�(��u)]����	(��) ∙ sin	(�� − ��)                                                                            (1.16) � = �b�� = |* ∙ ����[�(��u)]����	(��) ∙ cos(�� − ��)                                                                                (1.17) 
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Στο σχήµα 1.4 φαίνεται η κατανοµή της ταχύτητας συναρτήσει του βάθους σε τέσσερις 
χαρακτηριστικές φάσεις. 

 

 
Σχήµα 1.4: Κατανοµή ταχυτήτων µορίων νερού 
                   συναρτήσει του βάθους (πηγή: [43]) 

 
Οι εξισώσεις (1.14),(1.15),(1.16) και (1.17) ισχύουν γενικά στο πεδίο ροής. Ωστόσο, επειδή η 

τιµή του tanh(kd) τείνει ασυµπτωτικά προς τη µονάδα στην περίπτωση των βαθιών νερών και 
προς το όρισµα (kd) στην περίπτωση των ρηχών νερών, οι εξισώσεις απλοποιούνται 

παίρνοντας τις εξισώσεις "βαθιών" (	�� > 0.5	 και "ρηχών" �	�� < 0.05	 νερών αντίστοιχα (πίνακας 

1.2). 
Με αντικατάσταση της συνάρτησης δυναµικού και των συνιστωσών της ταχύτητας στην 

εξίσωση Bernoulli προκύπτει η κατανοµή της πίεσης στο βάθος. Η πίεση συντίθεται από δύο 
συνιστώσες την υδροστατική και την υδροδυναµική. Η υδροδυναµική συνιστώσα είναι φθίνουσα 

συνάρτηση του βάθους και γίνεται ανεπαίσθητη σε βάθος � > �
* . 

 

: = −��y���
��wD������ή

+ w}|
* ∙ ����	�����u	�����	���	 ∙ cos	��� − ��	�         �         �

��wD��¡�¢��ή
                                                          (1.18) 

 
Τέλος, σηµαντικό µέγεθος είναι η πυκνότητα ενέργειας £¤ που ορίζεται ως το ενεργειακό 

περιεχόµενο στήλης νερού µε κάτοψη ίση προς 1 m2 και κατά µέσο όρο κατά την περίοδο του 
κύµατος βρίσκεται ίσο προς: 

 

£¤ = v
¥��[*                                                                                                                             (1.19) 
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ΣΧΕΤΙΚΟ 
ΒΑΘΟΣ  

�� ΡΗΧΑ ΝΕΡΑ  
�� ≤ v*¦ ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΑ ΝΕΡΑ  

v*¦ < �� < v* ΒΑΘΙΑ ΝΕΡΑ  
�� ≥ v* 

ΤΑΧΥΤΗΤΑ 
ΦΑΣΗΣ A = §�� A = �I2� tanh	(��) A = A¦ = �I2� 

ΜΗΚΟΣ 
ΚΥΜΑΤΟΣ � = I§�� � = �I*2� tanh	(��) � = �¦ = �I*2�  

ΤΑΧΥΤΗΤΑ 
ΟΜΑ∆ΑΣ A} = A = §�� A} = � ∙ A = 12 (1 + 2��sinh(2��)) ∙ A A} = A2 

ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ 
ΤΑΧΥΤΗΤΑ 
ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ 

a = �[I 1�� cos	(�� − ��) a = �[I ∙ cosh[�(� + y)]sinh(��) cos(�� − ��) a = �[I e©ªcos	(�� − ��) 
ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ 
ΤΑΧΥΤΗΤΑ 
ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ 

b = �[I (1 + y�)sin	(�� − ��) b = �[I ∙ sinh[�(� + y)]sinh(��) sin(�� − ��) b = �[I e©ªsin	(�� − ��) 
ΟΡΙΖΟΝΤΙΕΣ 

ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ � = [2 1�� sin	(�� − ��) � = [2 ∙ cosh[�(� + y)]sinh(��) ]«�(�� − ��) � = [2 e©ªsin(�� − ��) 
ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΕΣ 
ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ � = [2 (1 + y�)A¬](�� − ��) � = [2 ∙ ]«�h[�(� + y)]sinh(��) A¬](�� − ��) � = [2 e©ªA¬](�� − ��) 

Πίνακας 1.2: Εξισώσεις χαρακτηριστικών µεγεθών κυµατισµών 

 
Παρατηρώντας τις εξισώσεις του πίνακα 1.2 προκύπτει ότι σύµφωνα µε τη θεωρία γραµµικών 

κυµατισµών απειροστού πλάτους, οι τροχιές των υγρών σωµατιδίων είναι κλειστές µε περίοδο 
επαναφοράς την περίοδο κυµατισµού T. Συγκεκριµένα, όπως φαίνεται στο σχήµα 1.5, στα 
βαθιά νερά οι τροχιές είναι κυκλικές, ενώ στα νερά ενδιάµεσου βάθους και στα ρηχά νερά είναι 
ελλειπτικές. Εποµένως, µπορεί να γίνει δεκτό ότι δεν εµφανίζεται µεταφορά µάζας κατά την 
κίνηση των κυµατισµών.  

 
 

 
Σχήµα 1.5: Σχηµατική αναπαράσταση τροχιών σωµατιδίων νερού (πηγή: [43]) 
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1.3.2 ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 
Για τη συµπερίληψη των µη-γραµµικών όρων της δυναµικής και κινηµατικής συνθήκης 

επιφανείας και για την περιγραφή των κυµατισµών στα ρηχά νερά όπου το πλάτος του κύµατος 
(το µισό του ύψους κύµατος) είναι µη αµελητέο ποσοστό του βάθους του νερού έχουν 
αναπτυχθεί διάφορες θεωρίες. Οι πιο σηµαντικές είναι οι θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης 
(κυρίως δεύτερης, τρίτης και πέµπτης τάξης), η θεωρία κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου 
(cnoidal waves), η θεωρία µοναχικού κύµατος (solitary wave) και η πιο πρόσφατη θεωρία της 
ροϊκής συνάρτησης (stream function). Οι µη-γραµµικές θεωρίες περιγράφουν καλύτερα από τη 
θεωρία Airy το µη συµµετρικό προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας κατά την οριζόντια και 
κατακόρυφη διεύθυνση. 
Οι θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης αναπτύχθηκαν και εφαρµόζονταν κυρίως σε σχέση µε τις 

κατασκευές στην ανοιχτή θάλασσα. Η γραµµική θεωρία Airy συµπίπτει µε τη θεωρία Stokes  
πρώτης τάξης. Η θεωρία κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου εφαρµόζεται για την περιγραφή 
της διάδοσης στα ρηχά νερά κυµατισµών πεπερασµένου πλάτους και η θεωρία µοναχικού 
κύµατος για την περιγραφή της διάδοσης σεισµογενών κυµατισµών (µοναχικών παλµών που 
προκαλούνται από µετατοπίσεις ορίων ακτής ή πυθµένα) και τη θραύση των κυµατισµών στις 
ακτές. 

 
1.3.2.1 Θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης 
Παρά τη γραµµικοποίηση των οριακών συνθηκών ελεύθερης επιφάνειας (αµελώντας τους 

διαφορικούς όρους ανώτερης από την πρώτη τάξης), δεν είναι δυνατή η εξεύρεση αναλυτικής 
λύσης του προβλήµατος. Έτσι, γίνεται µια δεύτερη απλοποίηση χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 
των µικρών διαταραχών (perturbation method). Συγκεκριµένα, η αδιάστατη συνάρτηση 
δυναµικού φ και η αδιάστατη συνάρτηση της ελεύθερης επιφάνειας Π αναπτύσσονται σε 
δυναµοσειρές µιας µικρής παραµέτρου ε. Κατά την ανάλυση αυτή του Stokes συνήθως 

επιλέγεται η αδιάστατη παράµετρος ε=kα<1 (� = *��  και  = |*), οπότε ( = |�  . Συνεπώς: 

 

® = ®v + (®* + (*®¯ +⋯ =±((²�v-
²³v ∙ ®²)																																																																																																		(1.20	 

´ = v́ + (´* + (*´¯ +⋯ =±�(²�v-

²³v
∙ ²́																																																																																																			�1.21	 

όπου ® = �s
�§}�  και ´ = �

� . 

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (1.20) και (1.21) στις µη γραµµικές αδιαστατοποιηµένες 
συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας, διαχωρίζοντας τους όρους ίδιας τάξης ως προς την παράµετρο 
ανάπτυξης σε σειρά ε και επειδή κάθε ένα από τα δυναµικά ( εi-1φi ) πρέπει να ικανοποιεί την 
εξίσωση Laplace, προκύπτουν οι συντελεστές των όρων 1ης, 2ης, 3ης κλπ. τάξης. Οι θεωρίες 
Stokes δίνουν ακριβέστερα αποτελέσµατα κυρίως σε νερά ενδιάµεσου βάθους, ενώ οι θεωρίες 
µοναχικού κύµατος και ελλειπτικού συνηµιτόνου εφαρµόζονται κυρίως σε ρηχά νερά. 
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Θεωρία Stokes 2ης τάξης 
Στη θεωρία Stokes 2ης τάξης (1847) διατηρούνται στις δυναµοσειρές (1.20) και (1.21) οι όροι: ® = ®v + (®*                                                                                                                          (1.22) ´ = v́ + (´*                                                                                                                          (1.23) 
Οπότε επιλύοντας την εξίσωση Laplace προκύπτουν το δυναµικό και η διακύµανση της 

ελεύθερης επιφάνειας 1ης και 2ης τάξης και τελικά: 
 B = |}*~ ����	[�(u��)]����	(��) sin(�� − ��) + ¯�|rvµG ����	[*�(��u)]¶²{+·(��) sin	[2(�� − ��)]                                       (1.22) 

 � = |* cos(�� − ��) + �|r¥� ����(��)¶²{+¸(��) [2 + cos(2��)]cos	[2(�� − ��)]                                          (1.23)   

 
Στο σχήµα 1.6 γίνεται συγκριτική γραφική παράσταση της ελεύθερης επιφάνειας βάσει των 

θεωριών πρώτης και δεύτερης τάξης. Στη θεωρία Stokes 2ης τάξης οι κυµατοκορυφές 
γίνονται οξύτερες και οι κοιλίες ρηχαίνουν. Έτσι, το κύµα αποκτά ασυµµετρία ως προς τη µέση 
στάθµη κυµατισµών (ΜΣΚ). 

 

 
Σχήµα 1.6: Ελεύθερη επιφάνεια σύµφωνα µε τις θεωρίες  

  Stokes1ης και 2ης τάξης (πηγή:[93]) 
 

Η σχέση διασποράς παραµένει όµοια µε την αντίστοιχη της γραµµικής θεωρίας (1.11). Οι 
συνιστώσες της ταχύτητας των υγρών σωµατιδίων δίνονται από τις σχέσεις: 

 a = �s�� = �|G ����	[�(��u)]����	(��) cos(�� − ��) + ¹̄ �r|rG� ����	[*�(��u)]¶²{+·(��) cos	[2(�� − ��)]                            (1.24) 
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b = �s�u = �|G ����	[�(��u)]����	(��) sin(�� − ��) + ¹̄ �r|rG� ����	[*�(��u)]¶²{+·(��) sin	[2(�� − ��)]                             (1.25) 

 
Μία σηµαντική διαφορά της θεωρίας 2ης τάξης από τη γραµµική θεωρία είναι ότι η συνάρτηση 

οριζόντιας µετατόπισης ξ των µορίων του νερού δεν είναι περιοδική αλλά περιέχει ένα γραµµικά 
αυξανόµενο κατά το χρόνο όρο, ο οποίος διαιρούµενος µε την περίοδο του κύµατος, δίνει τη 
µέση ταχύτητα µετατόπισης (drift) των µορίων κατά τη διεύθυνση του κύµατος: 

 �º(y) = �r|r*G� ����	[*�(��u)]¶²{+r(��)                                                                                                           (1.26) 

 
Λόγω αυτής της µεταφοράς µάζας οι τροχιές των µορίων δεν είναι πλέον κλειστές. 
 
Θεωρία Stokes 3ης τάξης 
Η θεωρία Stokes 3ης τάξης αναπτύχθηκε από τους Borgman και Chappelear (1958) και τον 

Skjelbreia (1959). Η ανάλυση που ακολουθεί παρουσιάζεται από τον Wiegel (1964). Οι 
εξισώσεις (1.20) και (1.21) γράφονται: 
φ=φ1+εφ2+ε

2φ3                                                                                                                       (1.27) 
Π=Π1+εΠ2+ε

2Π3                                                                                                                      (1.28) 
Στη θεωρία Stokes 3ης τάξης η εξίσωση διασποράς διαφοροποιείται και γράφεται: 
 �* = }� tanh(��) [1 + �r|r¹ v¹�¹»E¶+r(*��)vµ¶²{+·(��) ]                                                                                 (1.29)   

 
Ακολουθώντας την ανάλυση που παρουσιάστηκε παραπάνω προκύπτει η συνάρτηση της 

ελεύθερης επιφάνειας: 
 � = [2 ∙ cos(�� − ��) + �[*8� ∙ cosh(��) [2 + cosh(2��)]]«�ℎ¯(��) cos[2(�� − ��)] + 

+ ¯�r|¸v*¥�r ∙ v�¥»E¶+½(��)¶²{+½(��) cos	[3(�� − ��)]                                                                                      (1.30)  

 
Η συνάρτηση δυναµικού και οι συνιστώσες της ταχύτητας των υγρών σωµατιδίων δίνονται από 
τις σχέσεις: 
 B = »�*� ∙ {¿v cosh[�(y + �)] sin À + v*¿* cosh[2�(y + �)] sin(2θ) + v̄ ¿̄ cosh[3�(� + y)] sin(3θ)} 
(1.31) 
 .» = ¿v cosh[�(y + �)] cos À + ¿* cosh[2�(y + �)] cos(2θ) + ¿̄ cosh[3�(� + y)] cos(3θ)          (1.32) 

 x» = ¿v sinh[�(y + �)]sinÀ + ¿* sinh[2�(y + �)] sin(2θ) + ¿̄ sinh[3�(� + y)] sin(3θ)              (1.33) 

 
 
όπου  θ=kx-ωt (1.34) και 
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¿v = �|� ∙ v����	(��)                                                                                                                      (1.35) ¿* = ¯�r|r¹�r ∙ v¶²{+·(��)                                                                                                                (1.36) ¿̄ = ¯�¸|¸µ¹�¸ ∙ vv�*����	(*��)¶²{+Ã(��)                                                                                                          (1.37) 

Παρατηρώντας τη σχέση (1.29) προκύπτει ότι στη θεωρία Stokes 3ης τάξης εµφανίζεται 
διασπορά τόσο ως προς την περίοδο, όσο και ως προς το ύψος κύµατος. Η παρατήρηση αυτή 
επιβεβαιώνεται και από πειράµατα των Wiegel (1950), Morison (1951), Suquet και Wallet 
(1953), Savage (1954), όπου προέκυψε ότι τα κύµατα µε µεγάλο ύψος ταξιδεύουν ταχύτερα 
από κύµατα µικρού ύψους. 
 
Θεωρία Stokes 5ης τάξης 
Οι πρώτοι που ασχολήθηκαν µε την ανάλυση πέµπτης τάξης ήταν οι De (1955), Chappelear 

(1961), Skjelbreia και Hendrickson (1960). Πιο πρόσφατη και ακριβής είναι η ανάλυση πέµπτης 
τάξης του Fenton (1985) . Θεωρείται σύστηµα αξόνων που κινείται µε ταχύτητα ίση µε την 
ταχύτητα του κύµατος, οπότε µονιµοποιείται η ροή. Το δυναµικό δίνεται από τη σχέση: 

 

B(�, y) = −a¤� + z¦(��)Xr±{(²Ä
²³v ±[Å²Æ²

Æ³v cosh(Ç�y) ∙ sin(Ç��)]} + &((µ)																																																(1.38) 

όπου a¤ η µέση οριζόντια ταχύτητα των σωµατιδίων του ρευστού µε: 
 a¤(�})Xr = z¦ + (*z* + (¹z¹ + &((µ)                                                                                           (1.39) 

 
Η ελεύθερη επιφάνεια δίνεται από την πολύπλοκη σχέση: 
 � ∙ �(�) = �� + ( ∙ cos(��) + (* ∙ È** ∙ cos(2��) + (¯ ∙ È¯v ∙ [cos(��) − cos(3��)] + +(¹ ∙ [È¹* ∙ cos(2��) + È¹¹ ∙ cos(4��)] + (Ä ∙ [−(ÈÄ¯ + ÈÄÄ) ∙ cos(��) + ÈÄ¯ ∙ cos(3��) + 	+ÈÄÄ ∙ cos(5��)] + &((µ)                                                                                                       (1.40) 
 
Η ειδική παροχή όγκου κάτω από τον κυµατισµό δίνεται από τη σχέση: 
 

É ∙ 3�¸} 5Xr = z¦�� + (*(z*�� + ,*) + (¹(z¹�� + ,¹) + &((µ) = a¤ ∙ 3�¸} 5Xr + (*,* + (¹,¹ + &((µ)	 
(1.41) 
 

Στις παραπάνω σχέσεις είναι ( = � |*  και οι Aij, Bij, Ci,Di είναι αδιάστατες συναρτήσεις του kd µε 

τιµές που δίνονται στην εργασία του Fenton (1985) . Η ταχύτητα διάδοσης του κυµατισµού 
δίνεται από τη σχέση: 
 A = a¤ + AÊ = Ë� + A¶                                                                                                                 (1.42) 
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όπου cE είναι η µέση κατά το χρόνο ταχύτητα του ρευστού σε συντεταγµένες Euler, a¤ η µέση 
ταχύτητα των µορίων του ρευστού ως προς το κινούµενο σύστηµα αξόνων (έστω κατά την 
αρνητική κατεύθυνση), cS είναι η µέση κατά το βάθος ταχύτητα µεταφοράς µάζας και Q η ειδική 
παροχή όγκου. Η ταχύτητα a¤ είναι ίση µε c σε ένα σύστηµα αναφοράς ως προς το οποίο η 

ταχύτητα του ρεύµατος είναι µηδέν. Για τους γραµµικούς κυµατισµούς a¤ = Ë� .  

Η προσέγγιση του Fenton έχει επιβεβαιωθεί ως θεωρητικά ορθή για ακρίβεια 5ης τάξης της 
δυναµικής συνθήκης ελεύθερης επιφάνειας. Η θεωρία αυτή παρουσιάζει ικανοποιητική 
συµφωνία µε πειραµατικά αποτελέσµατα (Huang (1990), Sobey (1990)  [174]).  
Στα βαθιά νερά η παράµετρος ε παίρνει µικρές σχετικά τιµές. Ο Fenton στην αρχική του 

εργασία (1985) αναφέρει ότι η ανάλυση του 5ης τάξης εµφανίζει ικανοποιητική ακρίβεια για 
σχετικά βραχέα κύµατα µε µήκος L<10d. Για µακρά κύµατα (ρηχά νερά)  η ακρίβεια, άρα και η 

εφαρµογή της µεθόδου, περιορίζεται από τον αδιάστατο αριθµό Ursell  � = |�r�¸  . Ο Hedges 

(1995) έδειξε ότι το όριο εφαρµογής της θεωρίας Fenton 5ης τάξης και θεωρίας Cnoidal κυµάτων 
είναι U=40. Ένα άλλο όριο της ισχύος της θεωρίας Stokes 5ης τάξης για µακρά κύµατα δίνεται 

από τον Ebbesmeyer (1974)  � < ¥�r¯ . Ακόµη όµως και εντός του πεδίου εφαρµογής της 

θεωρίας Fenton 5ης τάξης, για µεγάλα κύµατα (κοντά στο ύψος θραύσης) εµφανίζονται κάποιες 
ανακρίβειες. Συγκεκριµένα, στις κοιλίες του κύµατος εµφανίζονται σηµεία καµπής 
(δευτερεύουσες κορυφές). Οι µορφές αυτές είναι ορθές µαθηµατικά, αλλά όχι από φυσική 
άποψη. Οι Karambas και Koutitas (1998) προτείνουν µια προσεγγιστική µέθοδο που βελτιώνει 
τη µη αποδεκτή αυτή λύση. 

 
1.3.2.2 Θεωρία κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου (Cnoidal waves) 
 
Η διαµόρφωση στα ρηχά νερά µακρών κυµατισµών πεπερασµένου πλάτους και σταθερής 

µορφής µε εξισορρόπηση της τάσης για θραύση (από τους µη γραµµικούς όρους) και της 
διασποράς πλάτους πρωτοερευνήθηκε από τους Boussinesq (1877) και Korteweg και De Vries 
(1895). Σύµφωνα µε τους Keulegan (1950) και De (1955), η θεωρία Stokes µπορεί να 

εφαρµοστεί επιτυχώς για λόγους 
�� ≥ (v¥÷ vv¦) . Για πιο ρηχά νερά πιο ικανοποιητική είναι η 

θεωρία των cnoidal κυµάτων [185]. Τα κύµατα αυτά έχουν τη µοναδική ιδιότητα να µεταπίπτουν 
σε µοναχικούς κυµατισµούς (παρ. 1.3.2.3) στη µία ακραία τους περίπτωση και στην άλλη σε 
προφίλ ελεύθερης επιφάνειας που εκφράζεται µε συνηµιτονοειδείς όρους. Η ιδιότητά τους αυτή 
γεφυρώνει το χάσµα µεταξύ της γραµµικής θεωρίας και της θεωρίας µοναχικού κύµατος. Το 
προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας αναπτύσσεται σε όρους ενός Ιακωβιανού ελλειπτικού 
ολοκληρώµατος, cn(u), εξ' ου και η διεθνής ονοµασία "cnoidal" των κυµατισµών αυτών. 
Οι cnoidal κυµατισµοί µελετήθηκαν εκτενώς από διάφορους ερευνητές (Patterson και 

Keulegan 1940, Laitone 1963, Keller 1948, Littman 1957 κλπ.). Οι µελέτες αυτές αφορούσαν σε 
προσεγγίσεις πρώτης και τρίτης τάξης. Το 1979 ο Fenton ανέπτυξε µία µεθοδολογία κάθε τάξης 
για τη λύση της εξίσωσης Korteweg- De Vries. Οι λύσεις 5ης και 9ης τάξης είναι οι πιο συχνά 
χρησιµοποιούµενες στην πράξη. 
Στα πολύ ρηχά νερά (ασυµπτωτικά kd→0) η ελεύθερη επιφάνεια των κυµάτων Stokes παίρνει 

τη µορφή: 
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 � =  ∙ cos(�� − ��) + ¯�Ír¹(��)¸ ∙ cos[2(�� − ��)] + ⋯                                                                (1.43) 

 

µε  = |* . Η ανάπτυξη αυτή απαιτεί παράµετρο Ursell πολύ µικρότερη της µονάδας (U<<1). Αν 

η συνθήκη αυτή δεν ικανοποιείται και αναζητείται κύµα σταθερής µορφής (σταθερή ταχύτητα c), 
οδηγούµαστε στην αδιάστατη εξίσωση Korteweg-De Vries (1895) υπό µόνιµες συνθήκες: 

 v̄ �¸Î�2¸ + ¯aÎÏ �Î�Ð + �Î�Ð 3 }αaÏ»r − vÏ5 = 0       (1.44)        όπου: 

 

 = |
* 	,	a = �

� 	 , Ò = �r
�r 	 , ´ = �

� , 0 = �
�   και αρχικά η ταχύτητα c δίνεται από τη σχέση: 

 

A ≈ §�� ∙ �1 − *�rÏ
¯ 	                                                                                                               (1.45)    

Αναζητώντας µία περιοδική λύση της (1.44) προκύπτει το προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας: 
 

� =  ∙ A�*�� ∙ Ô ¯a
¹�¸�r	         (1.46)    όπου: 

 
α: το ύψος κύµατος H 

a = � 

cn: η Ιακωβιανή συνάρτηση ελλειπτικού συνηµιτόνου 
 

� = v
√v�Ö                                                                                                                                  (1.47)     

× = 1 − ¿ Ï
a                                                                                                                              (1.48) 

¿ = v
Ï �1 − }�

a»r	                                                                                                                        (1.49) 

 
Τελικά για µη µόνιµες συνθήκες, η ελεύθερη επιφάνεια συναρτήσει και του χρόνου για σταθερό 

σύστηµα αξόνων δίνεται από τη σχέση: 
 

� = �Ø²{ + [ ∙ A�*�28��	 3�� − �
G5 , ��                                                                                       (1.50) 

 
όπου: 
ζmin : η µέγιστη αρνητική µετατόπιση της ελεύθερης επιφάνειας κάτω από τη µέση στάθµη 
H:     το ύψος κύµατος 
K(k): το πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωµα πρώτου είδους 
k:      το όρισµα του ελλειπτικού ολοκληρώµατος κυµαινόµενο από 0 ως 1 
Το ζmin δίνεται από τη σχέση: 

�Ø²{ = [ ∙ {−1 + v
�r ∙ 61 − Ù��	

Ú��	7}                                                                                               (1.51)   
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όπου K(k) το πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωµα πρώτου είδους και E(k) το πλήρες ελλειπτικό 
ολοκλήρωµα δεύτερου είδους που δίνονται από τις σχέσεις: 
 8(�) = � �Û§v��r¶²{rÛÜr¦                                                                                                                (1.52) 

£(�) = � §1 − �*]«�*®Ür¦ �®                                                                                                    (1.53) 

 
Οι cnoidal κυµατισµοί χαρακτηρίζονται από πολύ οξύτερες κορυφές και πεπλατυσµένες κοιλίες 

που απέχουν λίγο από τη ΜΣΚ. Η κωδικοποιηµένη  από τον Wiegel (1960) θεωρία των 

κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου έχει εφαρµογή για λόγο 
�� < v¥ και τιµή της παραµέτρου 

Ursell >25. Ο όρος  A�*[28(�) 3�� − �G5 , �] έχει µέγιστο 1. Όπως προαναφέρθηκε, το όρισµα k 

παίρνει τιµές από 0 ως 1. Όταν k→0 ο λόγος ύψους κύµατος προς βάθος νερού γίνεται πάρα 
πολύ µικρός και το κυµατικό προφίλ µεταπίπτει στο ηµιτονοειδές της γραµµικής θεωρίας Airy. 
Στο άνω όριο k→1, το µήκος κύµατος τείνει στο άπειρο και όπως αναφέρεται παρακάτω (παρ. 
1.3.2.3) το κυµατικό προφίλ τείνει σε αυτό του µοναχικού κύµατος (cn2(x)→sech2(x) για k→1). 
Τέλος,  αξίζει να σηµειωθεί ότι ο Iwagaki (1968)  χρησιµοποιώντας την ασυµπτωτική 
συµπεριφορά για όρισµα κοντά στη µονάδα (πρακτικά k>0.98) και Κ ≥ 3, ανέπτυξε τη θεωρία 
των υπερβολικών κυµατισµών που συνδυάζει τα µαθηµατικά προτερήµατα της θεωρίας 
µοναχικού κύµατος και κάποιες ιδιότητες των cnoidal κυµατισµών. 
Στη θεωρία των cnoidal κυµάτων η περίοδος δίνεται από τη σχέση: 
 I = �Ý = Ôvµ̄ [Ú(�)]r�r�r}| [1 + |� 3 v�r − 25]                                                                                    (1.54) 

 
Τελικά η ταχύτητα φάσης στη θεωρία των cnoidal κυµάτων δίνεται από τη σχέση: 
 z = Ô }�v�Þß( Xàr�*)                                                                                                                        (1.55) 

 
Στο σχήµα 1.7 φαίνεται η σχέση του ορίσµατος k µε τα στοιχεία H, T, d του κυµατισµού. Στο 

σχήµα 1.8 φαίνεται η σχέση του ορίσµατος k µε τα στοιχεία Η, L, d του κυµατισµού. Τέλος, στο 

σχήµα 1.9 προκύπτει η µορφή της ελεύθερης επιφάνειας 
�| (��) για διάφορες τιµές του k. 

Χαρακτηριστική είναι η κατακόρυφη ασυµµετρία του κύµατος για αύξουσες τιµές του k 
(ελάττωση του βάθους του νερού). 
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Σχήµα 1.7: Σχέση k µε τα στοιχεία T,H και d (πηγή: [93]) 

 
 
 

 
Σχήµα 1.8: Σχέση k µε τα στοιχεία L,H και d (πηγή: [93]) 
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Σχήµα 1.9: Μορφή της ελεύθερης επιφάνειας για διάφορες τιµές του k (πηγή: [93]) 

 
 

1.3.2.3 Θεωρία µοναχικού κύµατος (solitary wave) 
 
Η θεωρία µοναχικού κύµατος διερευνήθηκε αρχικά από τον Russell (1844) και στη συνέχεια 

από τον Boussinesq (1872). Ο Munk (1949) χρησιµοποίησε τη θεωρία για την περιγραφή 
κυµατισµών στη ζώνη θραύσης. Τα µοναχικά κύµατα προκύπτουν από την επίλυση της 
εξίσωσης (1.44)  Korteweg- De Vries. Ουσιαστικά αναζητείται λύση µη-γραµµικού µεµονωµένου 

κύµατος που δεν επηρεάζει την ελεύθερη επιφάνεια στο άπειρο, δηλαδή ´ = �Î�2 = 0 για 0 → ∞ . 

Η µόνιµη πλευρική µετατόπιση ενός στερεού ορίου κατά ένα πεπερασµένο διάστηµα προκαλεί 
µια ύβωση της ελεύθερης επιφάνειας και τη διαµόρφωση ενός µοναχικού κύµατος µε όλα τα 
σηµεία της επιφάνειας πάνω από τη στάθµη ηρεµίας και θεωρητικά άπειρο µήκος.  

 

 
Σχήµα 1.10: Προφίλ ελεύθερης επιφάνειας και τροχιά µορίου  

                      νερού στη θεωρία µοναχικού κύµατος (πηγή: [93]) 
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Στη φύση σπάνια εµφανίζονται καθαρά µοναχικά κύµατα. Συνήθως ακολουθούνται από 
συρµούς κυµατισµών µεγαλύτερης συχνότητας µετά τον κύριο παλµό (λόγω διασποράς). Η πιο 
συνηθισµένη περίπτωση είναι µακροί κυµατισµοί (π.χ. tsunamis) που δηµιουργούνται από 
µετατοπίσεις µεγάλων υδάτινων µαζών, οφειλόµενοι σε φαινόµενα όπως σεισµούς ή 
κατολισθήσεις, να συµπεριφέρονται σαν µοναχικοί. 
Θεωρητικά η περίοδος και το µήκος ενός µοναχικού κύµατος τείνουν στο άπειρο. Συνεπώς, 

χρησιµοποιείται µόνο µία παράµετρος H/d για να προσδιορίσει το κύµα. Όπως προαναφέρθηκε, 
το µοναχικό κύµα είναι µία οριακή περίπτωση των cnoidal κυµατισµών για τιµή του ορίσµατος 
k=1 οπότε 8(�) = 8(1) → ∞. Στην περίπτωση αυτή το ελλειπτικό συνηµίτονο µετατρέπεται στην 
υπερβολική τέµνουσα. ∆ηλαδή το κυµατικό προφίλ δίνεται από τη σχέση: 

 � = [ ∙ ]9Aℎ*[Ô ¯|¹�¸ ∙ (� − A�)]                                                                                                  (1.56) 

 

και η ταχύτητα φάσης δίνεται από τη σχέση:   A = §�([ + �)                                               (1.57)    
 
Εργαστηριακά πειράµατα έχουν δείξει ότι η απλή αυτή έκφραση δίνει πολύ καλά 

αποτελέσµατα στον υπολογισµό της ταχύτητας του µοναχικού κυµατισµού. Σύµφωνα µε τον  
Munk (1949) οι συνιστώσες της ταχύτητας των υγρών σωµατιδίων δίνονται από τις σχέσεις: 

 a = A ∙ ã ∙ v����	(ä∙åß)∙����	(ä∙æß)[���3ä∙åß5�����3ä∙æß5]r                                                                             (1.58) 

 b = A ∙ ã ∙ ���	(ä∙åß)∙����	(ä∙æß)[���3ä∙åß5�����3ä∙æß5]r                                                                             (1.59) 

 

όπου Μ,Ν συναρτήσεις του λόγου  
|�  που απεικονίζονται στο διάγραµµα του σχήµατος 1.11. Η 

ενέργεια που περικλείεται στο µέτρο πλάτους στο σύνολο του µήκους κύµατος δίνεται από τη 
σχέση: 
 £ = ¥¯√¯��[v.Ä�v.Ä                                                                                                                   (1.60) 

 
και ο όγκος του νερού που περιέχεται πάνω από τη στάθµη ηρεµίας δίνεται από τη σχέση: 
 ç = Ôvµ̄ ∙ �¯ ∙ [                                                                                                                       (1.61) 

 
Η µορφή του µοναχικού κύµατος γίνεται ασταθής και προκαλείται η θραύση του σε νερό του 

οποίου το βάθος είναι µικρότερο από την κρίσιµη τιµή που ορίζεται από τη σχέση: 
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3|�5Ø²{ = 0.78     ή    3�|5ØÍ� = 1.2                                                                                         (1.62)  

 

 

 

 
Σχήµα 1.11: Συντελεστές M και N συναρτήσει του λόγου H/d (πηγή: [93])  

 

Στο σχήµα 1.12 φαίνονται συγκριτικά τα προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας για τις διάφορες 
θεωρίες που παρουσιάστηκαν παραπάνω. Η γραµµική θεωρία (Airy) εκφράζεται από ένα 
συµµετρικό και στις δύο διευθύνσεις, ηµιτονοειδές προφίλ. Στις θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης 
οι κορυφές των κυµατισµών γίνονται πιο απότοµες και οι κοιλίες πιο πλατιές από το 
ηµιτονοειδές προφίλ εξαιτίας τις παρουσίας των όρων µε συχνότητα πολλαπλάσια της 
συχνότητας της γραµµικής θεωρίας. Στους κυµατισµούς ελλειπτικού συνηµιτόνου (cnoidal) το 
προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας έχει ακόµη πιο απότοµες κορυφές και ευρείς επίπεδες κοιλίες. 
Τέλος, στο µοναχικό κυµατισµό δεν υπάρχει κοιλία, η ελεύθερη επιφάνεια είναι ολόκληρη πάνω 
από τη µέση στάθµη ηρεµίας και το µήκος του τείνει στο άπειρο. 
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Σχήµα 1.12: Προφίλ ελεύθερης επιφάνειας κύµατος 

                     µε βάσει διάφορες θεωρίες (πηγή: [174]) 
 
 

1.3.2.4 Θεωρία ροϊκής συνάρτησης (stream function theory) 
 
Λόγω της µεγάλης υπολογιστικής δυσκολίας για την ανάπτυξη των θεωριών Stokes ανώτερης 

τάξης, προέκυψε η ανάγκη για την ανάπτυξη µιας θεωρίας που θα µπορούσε εύκολα, µε τη 
χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών, να επεκταθεί σε οποιαδήποτε τάξη. Η πρώτη θεωρία αυτού 
του είδους αναπτύχθηκε από τον Chappelear (1961) και χρησιµοποιούσε τη συνάρτηση 
δυναµικού της ταχύτητας. Ο Dean (1965) πρότεινε τη χρήση της ροϊκής συνάρτησης Ψ ώστε να 
αναπτύξει µία θεωρία υπολογιστικά απλούστερη από αυτή του Chappelear. Ο Cokelet (1977) 
επέκτεινε µία µέθοδο που αρχικά προτάθηκε από τον Schwartz (1974) και πρόκυψε η πιο 
ακριβής θεωρία ως και λίγο πριν τη θραύση. Ωστόσο, η µέθοδος της ροϊκής συνάρτησης του 
Dean (1965) και Dalrymple (1974) είναι η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη. 
Η ροϊκή συνάρτηση Ψ ορίζεται σε δισδιάστατο πεδίο ροής ασυµπίεστου ρευστού από τις 

σχέσεις: 
 a = − �è�u      και    b = �è��                                                                                                         (1.63)  

 

Από τη συνθήκη δισδιάστατης αστρόβιλης ροής 3�.�u = �x��5  προκύπτει η εξίσωση Laplace: 

 �rè��r + �rè�ur = 0                                                                                                                          (1.64) 

 
ενώ η οριακή συνθήκη αδιαπέρατου πυθµένα γράφεται: 
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�è�� = 0     για z=-d                                                                                                                   (1.65) 

 
Η δυναµική οριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας γράφεται: 
 
v
* =3�è��5* + 3�è�u5*> + �� = Éé      για  z=ζ(x)  µε QB: σταθερά                                                  (1.66) 

 
ενώ η κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας γράφεται: 
 �è
�� = − �è

�u ∙ ����      για z=ζ(x)                                                                                                     (1.67) 

 
Τέλος η συνθήκη χωρικής περιοδικότητας γράφεται: 
 ê��, y	 = ê�� + �, y	                                                                                                              (1.68) 
 
Θεωρώντας κινούµενο σύστηµα αξόνων µε ταχύτητα c ώστε να εξασφαλιστούν µόνιµες 

συνθήκες, η ροϊκή συνάρτηση N τάξης γράφεται: 
 

ê��, y	 = A ∙ y +±{0��	 ∙ sinh����� + y	� ∙ cos����	ë

{³v
}																																																																									(1.69) 

 
µε X(n) συντελεστές που πρέπει να προσδιοριστούν. Η (1.69) ικανοποιεί την εξίσωση Laplace 
(1.64), την κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας (1.67) και την οριακή συνθήκη πυθµένα 
(1.65). Με αντικατάσταση της (1.69) στην δυναµική συνθήκη (1.66) και διακριτοποίηση της 
ελεύθερης επιφάνειας από x=0 ως x=L/2, το πρόβληµα ανάγεται στον υπολογισµό της Ψ για 
z=ζ(x), του QB και των συντελεστών Χ(n), n=1,2,...,N. 
Οι Dean και Dalrymple (1984) πρότειναν µία επαναληπτική µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων για 

την επίλυση του προβλήµατος. Η µέθοδος αυτή είναι παρόµοια µε αυτή που ανέπτυξαν οι 
Chappelear (1961) και  Dean (1965). Αργότερα οι Rienecker και Fenton (1981) πρότειναν µία 
διαφορετική προσέγγιση, όπως περιγράφεται παρακάτω [147]. 
Η κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας γράφεται:  
 
Ψ(x,ζ(x))= -Q    για z=ζ(x)                                                                                                       (1.70) 
 
όπου Q θετική σταθερά. Η ελεύθερη επιφάνεια διακριτοποιείται σε M+1 ίσα µέρη, από την 
κορυφή ως την κοιλία και έτσι οι οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας γράφονται: 
 
Ψ(xm,ζm)= -Q     για m=0,1,2,...,M                                                                                          (1.71) 
 
v
* =3�è��5* + 3�è�u5*>��,�	³��ì,�ì	 + ��Ø = Éé      για  m=0,1,2,...,M                                            (1.72)   
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Το ύψος κύµατος δίνεται από τη σχέση:           H=ζ0-ζm                                                         (1.73) 

Η ταχύτητα φάσης:                            A = AÙ − a¤ = Ë� + AÖ                                                       (1.74)  

Η περίοδος:                    í = �»                                                                                                (1.75) 

 
όπου τα σύµβολα cE και cS ορίστηκαν παραπάνω στη θεωρία Stokes 5ης τάξης του Fenton και 
 

� = 1î ï12 �¦ + ± �Ø + 12 �ää�v
Ø³v ð 																																																																																																																										(1.76)	 

 

µε      �Ø = \ �*ä   και    �Ø = �(�Ø)                                                                                       (1.77) 

 
Οι εξισώσεις (1.71) ως (1.76) αποτελούν ένα µη-γραµµικό σύστηµα 2Μ+6 εξισώσεων µε 

Μ+Ν+6 αγνώστους: 

• �, a¤, A, É και Éé 

• M+1 τιµές της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας ζ 
• N συντελεστές X(1),X(2),...,X(N) 
Για M=N το σύστηµα έχει µοναδική λύση, ενώ για M>N είναι υπέρ-ορισµένο. Οι Rienecker και 

Fenton (1981) πρότειναν για την επίλυση του συστήµατος την επαναληπτική µέθοδο του 
Newton. Η εκλογή της τάξης της θεωρίας εξαρτάται από την περιοχή εφαρµογής της. Μικρές 
τιµές του N (π.χ. N=5) µπορεί να δηµιουργήσουν στα ρηχά νερά µη ρεαλιστικά µικρού µήκους 
παρασιτικά κύµατα, τα οποία δεν εµφανίζονται για µεγαλύτερες τιµές (π.χ. Ν=18). Από την 
αριθµητική επίλυση του συστήµατος υπολογίζονται τελικά οι τιµές Ψ(x,z),ζ(x),u(x,z) και w(x,z). 

 
 

1.3.3 ΠΕΡΙΟΧΗ ΙΣΧΥΟΣ ΤΩΝ ΘΕΩΡΙΩΝ 
 
Η γνώση του πεδίου εφαρµογής των παραπάνω θεωριών είναι ύψιστης σηµασίας για την 

επίλυση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος µε γνωστά κυµατικά χαρακτηριστικά (ύψος κύµατος, 
περίοδος, µήκος κύµατος) και βάθος νερού. Η ισχύς των διαφόρων θεωριών αναλύεται σε δύο 
συνιστώσες: µαθηµατική ισχύς και φυσική ισχύς. Η πρώτη αναφέρεται στη δυνατότητα της 
εκάστοτε θεωρίας να ικανοποιεί το πρόβληµα όπως εκφράζεται µαθηµατικά από το σύστηµα 
διαφορικών εξισώσεων και οριακών συνθηκών. Για παράδειγµα, όλες οι παραπάνω θεωρίες 
ικανοποιούν την οριακή συνθήκη πυθµένα, αλλά η θεωρία των cnoidal κυµατισµών και του 
µοναχικού κύµατος ικανοποιούν µόνο προσεγγιστικά την εξίσωση Laplace στο εσωτερικό του 
ρευστού. Επίσης, όλες οι θεωρίες ικανοποιούν προσεγγιστικά τη δυναµική συνθήκη ελεύθερης 
επιφάνειας, ενώ η κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας ικανοποιείται (µε ακρίβεια 
εξαρτώµενη από την υπολογιστική ικανότητα του ηλεκτρονικού υπολογιστή) από τη θεωρία της 
ροϊκής συνάρτησης. Η φυσική ισχύς αναφέρεται στο κατά πόσο οι προγνώσεις της εκάστοτε 
θεωρίας συµφωνούν ή όχι µε πραγµατικές µετρήσεις. 
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Πίνακας 1.3: Μαθηµατική ισχύς διαφόρων θεωριών (πηγή: [174]) 

 

Σε γενικές γραµµές οι µη-γραµµικές θεωρίες περιγράφουν αποτελεσµατικότερα τη µεταφορά 
µάζας, τη θραύση των κυµατισµών, τη ρήχωση, την ανάκλαση και άλλα µη γραµµικά 
χαρακτηριστικά. Για το λόγο αυτό η χρήση τους προτείνεται σε περιπτώσεις όπου τα φαινόµενα 
αυτά είναι εντονότερα. 
Αρχικά η ταξινόµηση των θεωριών γίνεται βάσει δύο αδιάστατων παραµέτρων, του σχετικού 

βάθους ( = �� και του σχετικού ύψους ñ = |� . Επίσης, χρησιµοποιείται και η κλίση του κύµατος |� . Η παράµετρος ε καθορίζει κατά πόσο οι κυµατισµοί είναι πλήρους, µερικής ή καθόλου 

διασποράς διακρίνοντας τρεις περιοχές βαθών: 
• ε <0.05 → ρηχά νερά 
• 0.05 ≤ ε ≤ 0.5 → νερά ενδιάµεσου βάθους 
• 0.5 < ε → βαθιά νερά 
Μικρές τιµές των ε και δ αποτελούν απαραίτητη προϋπόθεση για την εφαρµογή της γραµµικής 

θεωρίας Airy. Σε αντίθετη περίπτωση είναι απαραίτητη η εφαρµογή θεωριών πεπερασµένου 
πλάτους ( θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης, cnoidal κυµατισµών κλπ.). Όπως παρατηρεί ο 
Dean, η θεωρία των cnoidal κυµατισµών εφαρµόζεται επιτυχώς στα ρηχά νερά, ενώ στα βαθιά 
νερά η θεωρία Stokes 5ης τάξης είναι πιο ρεαλιστική. Στα νερά ενδιάµεσου βάθους η γραµµική 
θεωρία περιγράφει αρκετά ικανοποιητικά τους κυµατισµούς, αλλά η θεωρία ροϊκής συνάρτησης, 
ειδικά υψηλής τάξης (τουλάχιστον 20ης τάξης), δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα ακόµη και για 
ρηχά νερά. 
Η ταξινόµηση ανάλογα µε το σύνολο των µεγεθών d, L και H οδηγεί στην εµφάνιση της 

παραµέτρου Ursell  � = |�r�¸ = �òr . Για µικρές τιµές του U οι θεωρίες διάφορων τάξεων είναι 

δυνατό να εφαρµοστούν. Για µεγάλες τιµές, όπως στην περίπτωση µακρών κυµατισµών ή 
κυµατισµών µεγάλου εύρους, εφαρµόσιµη είναι η θεωρία κυµατισµών ελλειπτικού συνηµιτόνου. 
Στο σχήµα 1.13 φαίνεται το πεδίο εφαρµογής των διαφόρων θεωριών. 

Η επέκταση στης θεωρίας Stokes ανώτερης τάξης ισχύει τυπικά υπό τις συνθήκες 
|� ≪ (��)* 

µε kd<1 και 
|� ≪ 1 όπως αναφέρει ο Peregrine (1972). Οι περιορισµοί αυτοί οδηγούν σε ένα 

αριθµό Ursell U < 79. Το γεγονός αυτό περιορίζει το ύψος κύµατος στα ρηχά και γι' αυτό η 
θεωρία Stokes δεν είναι γενικά εφαρµόσιµη στα ρηχά νερά (πρέπει d/L>1/8 ή kd>0.78). Για 
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παράδειγµα, όπως αναφέρει ο Fenton (1985), στα ρηχά νερά το µέγιστο ύψος κύµατος που 
µπορεί να περιγράψει η θεωρία Stokes 2ης τάξης είναι περίπου ίσο µε το µισό του βάθους. Το 
πεδίο ισχύος της θεωρίας των cnoidal κυµατισµών είναι d/L<1/8 και παράµετρος Ursell U>20. 
[174] 

 

 
Σχήµα 1.13: Περιοχή ισχύος διάφορων θεωριών (πηγή: [93]) 

 

Ο Dean (1968,1974) παρουσίασε µία ανάλυση όπου όριζε τις περιοχές ισχύος των διάφορων 

θεωριών συναρτήσει των παραµέτρων 
|Gr και �Gr . Αργότερα ο Méhauté (1976) παρουσίασε µία 

ελαφρώς διαφορετική ανάλυση για να υποδείξει τα κατάλληλα όρια εφαρµογής των διαφόρων 
θεωριών, συµπεριλαµβανοµένων και των θεωριών Stokes 3ης και 4ης τάξης. Η θεωρία 4ης τάξης 
αντικαθίσταται από τη θεωρία 5ης τάξης που ακολουθείται πιο συχνά στις εφαρµογές. Τόσο ο 
Dean, όσο και ο Méhauté πρότειναν την εφαρµογή της θεωρίας των cnoidal για ρηχά νερά και 
κύµατα µικρής κλίσης, ενώ τις θεωρίες Stokes ανώτερης τάξης για κυµατισµούς µεγάλης κλίσης 
στα βαθιά νερά. Επίσης, πρότειναν τη χρήση της γραµµικής θεωρίας για κυµατισµούς µικρής 
κλίσης και µικρές τιµές της παραµέτρου Ursell. Για κυµατισµούς µικρής κλίσης σε νερά 
ενδιάµεσου βάθους και βαθιά νερά η γραµµική θεωρία είναι επαρκής, ωστόσο µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν ικανοποιητικά και άλλες θεωρίες. Τέλος, η θεωρία του Fenton (1988) είναι 
κατάλληλη για ευρεία περιοχή κυµατικών παραµέτρων. 
Για να καθοριστεί η καταλληλότητα της κάθε θεωρίας που χρησιµοποιεί την ανάπτυξη της 

θεωρίας Stokes είναι απαραίτητο να είναι γνωστές οι οριακές τιµές του ύψους και της κλίσης 
κύµατος στα διάφορα βάθη. Αυτό επιτυγχάνεται συγκρίνοντας τους διαδοχικούς όρους της 
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ανάπτυξης Stokes. Κάθε όρος πρέπει να είναι µικρότερος από τον προηγούµενό του. Για 
παράδειγµα αν ο δεύτερος όρος πρέπει να είναι µικρότερος του 1% του πρώτου όρου στη 
θεωρία Stokes 2ης τάξης, η οριακή κλίση κύµατος είναι: 

 |� ≤ v¥¦ ∙ ¶²{+¸(��)����(��)∙[¯�*¶²{+r(��)]                                                                                      (1.78) 

 
Αντίστοιχα, αν ο όρος τρίτης τάξης πρέπει να είναι µικρότερος του όρου δεύτερης τάξης, η 

οριακή κλίση είναι: 
 |� ≤ vô ∙ ¶²{+¸(��)§v�¥»E¶+¸(��)                                                                                                 (1.79) 

 
Οµοίως, χρησιµοποιώντας ανάπτυξη 5ης τάξης, οι ασύµπτωτες στη θεωρία Stokes 3ης τάξης 

είναι 
|�õ < 0.1 και 

|
� < ¯

¹ ���	* για βαθιά και ρηχά νερά αντίστοιχα. Έτσι, επιτρέπεται στη θεωρία 

Stokes να επεκτείνεται προσθέτοντας διαδοχικά µικρότερες περιοχές ισχύος στο πεδίο 
εφαρµογής της γραµµικής θεωρίας (σχήµα 1.13) µέχρι να προσεγγιστεί το όριο θραύσης. Η 
θεωρία Stokes 5ης τάξης προσεγγίζει πολύ το όριο θραύσης και πιθανόν ανάλυση µεγαλύτερης 
τάξης να µη δικαιολογείται. Ο Laitone (1962) πρότεινε ένα όριο στα ρηχά νερά στη θεωρία 
Stokes θέτοντας αριθµό Ursell U=20. Κοντά στο όριο αυτό η θεωρία Stokes προσεγγίζει τη 
θεωρία των cnoidal κυµατισµών. 

 
 

1.4 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Στις προηγούµενες παραγράφους οι κυµατισµοί αντιµετωπίστηκαν σαν µονοχρωµατικοί, 

δηλαδή σαν κύµατα µίας µόνο συχνότητας, µε µοναδική διεύθυνση διάδοσης. Στην 
πραγµατικότητα όµως η επιφάνεια της θάλασσας, ή άλλη µεγάλη υδάτινη επιφάνεια συντίθεται 
από ποικίλους κυµατισµούς διαφόρων υψών και περιόδων που διαδίδονται σε διάφορες 
διευθύνσεις (εικόνες 1.1 και 1.2). Λόγω της πολύ µεγάλης µεταβλητότητας των µεγεθών αυτών 
στο χώρο και στο χρόνο, η θαλάσσια επιφάνεια δεν περιγράφεται µε ντετερµινιστικές 
προσεγγίσεις, αλλά απαιτούνται στατιστικοί όροι. Η προσέγγιση αυτή καθιστά την ανάλυση 
πολύ περίπλοκη, αλλά περιγράφει την πραγµατική κατάσταση πιο ρεαλιστικά, αφού 
µονοχρωµατικοί κυµατισµοί µε σταθερές ιδιότητες παράγονται µεν στα εργαστήρια, αλλά στη 
φύση εµφανίζονται πολύ σπάνια. Στους κυµατισµούς που έχουν ταξιδέψει σε µεγάλες 
αποστάσεις από την περιοχή γένεσης τους αποδίδεται ο όρος αποθάλασσα (swell) και 
εµφανίζουν συχνά ιδιότητες παρόµοιες µε αυτές των µονοχρωµατικών κυµάτων στα βαθιά. Η 
επιφάνεια όµως της θάλασσας κατά τη διάρκεια µιας καταιγίδας αποτελείται από σύνθετους 
κυµατισµούς (irregular ή random waves). Τελικά, η πραγµατική εικόνα της θαλάσσιας 
επιφάνειας διαµορφώνεται από τη σύνθεση κυµατισµών διαφόρων χαρακτηριστικών και 
προέλευσης. 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                     ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 

 

30 
 

     
Εικόνες 1.1 και 1.2: Στιγµιότυπα πραγµατικής θαλάσσιας επιφάνειας στα βαθιά  

          (αριστερά) και  ρηχά νερά (δεξιά) αντίστοιχα  
 

Οι µετρήσεις των κυµατισµών στη φύση γίνονται µε ειδικές διατάξεις. Ο πρώτος τρόπος 
µετρήσεων είναι η απευθείας ανάγνωση των ενδείξεων ύστερα από διαβροχή σε σταθερές 
κατακόρυφες σταδίες κοντά στην ακτή ή στα έργα ανοιχτής θάλασσας. Πολλές φορές γίνεται 
απευθείας καταγραφή µε χρήση ηλεκτρικού κυκλώµατος. Η µέθοδος αυτή δε δίνει πληροφορίες 
για τη διεύθυνση των κυµάτων. ∆εύτερος τρόπος µετρήσεων είναι η χρήση κυµατογράφου 
πίεσης που σταθεροποιείται σε βάθος d και µέσω αισθητήρων πίεσης καταγράφει τις 
υψοµετρικές διαφορές στην επιφάνεια. Σύγχρονη µέθοδος καταγραφής είναι οι πλωτήρες (wave 
buoy) οι οποίοι αγκυροβολούνται σε κάποιο σταθερό σηµείο και µε ενσωµατωµένα 
επιταχυνσιόµετρα καταγράφουν τις τρισδιάστατες επιταχύνσεις. Οι επιταχύνσεις αυτές 
ολοκληρώνονται δύο φορές ως προς το χρόνο και προκύπτουν οι µετακινήσεις της θαλάσσιας 
επιφάνειας. Προκύπτει έτσι µια πολύ καλή καταγραφή ακόµη και των κατευθύνσεων των 
κυµατισµών. Άλλες µέθοδοι καταγραφής είναι µε τη χρήση µετρητών τοποθετηµένων στα ύφαλα 
πλοίων, µε χρήση οπτικών µεθόδων (φωτογράφηση, στερεογράφηση, κινηµατογράφηση) ή µε 
τη χρησιµοποίηση µετρητών υπερήχων. Τέλος, τα τελευταία χρόνια χρησιµοποιούνται και 
καταγραφές από ειδικές διατάξεις πάνω σε δορυφόρους (altimeters). 

 
Η ανάλυση των κυµάτων, όπως αυτά εµφανίζονται και 

καταγράφονται σε ένα ορισµένο σηµείο, σε συνάρτηση µε το 
χρόνο ονοµάζεται εξέταση στην "περιοχή χρόνου" (time-
domain). Η διερεύνηση της κατανοµής σε συνάρτηση µε τις 
συχνότητες είναι στην "περιοχή συχνοτήτων" (frequency 
domain) ή φασµατική ανάλυση (spectral analysis). 
Η φασµατική ανάλυση βασίζεται στο µετασχηµατισµό 

Fourier της θαλάσσιας επιφάνειας. Εξαιτίας της έντονης 
πολυπλοκότητας και της έλλειψης µετρήσεων, 
χρησιµοποιείται συχνά µία άλλη µέθοδος, της ανάλυσης 
κατά οµάδες κυµατισµών (wave trains ή wave-by-wave 

analysis). Στη µέθοδο αυτή χρησιµοποιούνται σηµειακές µετρήσεις των διαταραχών της 
επιφάνειας οι οποίες αντιµετωπίζονται ως κυµατισµοί και αναλύονται στατιστικά. Το µειονέκτηµα 
της µεθόδου αυτής είναι ότι δεν παρέχει πληροφορίες για την κατεύθυνση των κυµατισµών, 
καθώς αυτό που παρουσιάζεται ως µεµονωµένο κύµα σε ένα σηµείο καταγραφής, µπορεί στην 

Εικόνα 1.3: Πλωτήρας τρισδιάστατης 
καταγραφής κυµατισµών  
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πραγµατικότητα να προέρχεται από την επαλληλία δύο ή περισσότερων κυµάτων διαφορετικού 
ύψους και κατεύθυνσης. Αντίστοιχα, το µειονέκτηµα της φασµατικής ανάλυσης είναι ο γραµµικός 
της χαρακτήρας που µπορεί να µην αποδίδει πιστά της µη-γραµµικές ιδιότητες των κυµατισµών. 
Στο σχήµα 1.14 φαίνεται ενδεικτικά µία χρονοσειρά ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας από 
επιτόπου µετρήσεις. 

 

 
Σχήµα 1.14: Χρονοσειρά ανύψωσης ελεύθερης επιφάνειας από επιτόπου µετρήσεις (πηγή: [174])  

 
 

1.4.1 ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Η IAHR (1986) δίνει µια λεπτοµερή περιγραφή των κύριων παραµέτρων περιγραφής των 

πραγµατικών κυµατισµών. Βασικότερες παράµετροι περιγραφής µιας κατάστασης θαλάσσιας 
διαταραχής είναι τα διάφορα ύψη κύµατος, πραγµατικά ή στατιστικά, οι διάφορες περίοδοι 
(κορυφής, µέση και χαρακτηριστική) και η κύρια κατεύθυνση κύµατος (principal ή central wave 
direction). Πραγµατικά ύψη είναι: 
� Hmax το µέγιστο ύψος κύµατος στην καταγραφή 
� Hmin  το ελάχιστο ύψος κύµατος στην καταγραφή 
Στατιστικά ύψη κύµατος είναι τα εξής: 
� [º ή Hm ή Hav  το µέσο στατιστικά ύψος κύµατος της καταγραφής 

� H1/n  το µέσο ύψος του υψηλότερου 
v¦¦{  % των υψών των κυµάτων της καταγραφής. 

Ιδιαίτερης σηµασίας είναι το χαρακτηριστικό κύµα της διαταραχής, στο οποίο αντιστοιχεί το 
σηµαντικό ύψος κύµατος που συµβολίζεται µε Hs και έχει επικρατήσει σαν το 
αντιπροσωπευτικό ύψος του συνόλου των κυµάτων. Το σηµαντικό ύψος κύµατος είναι το 
µέσο ύψος του υψηλότερου 33% των κυµάτων, δηλαδή Hs=H1/3 .  

� Hrms το µέσο τετραγωνικό ύψος (root mean squares height) ορίζεται ως η τετραγωνική ρίζα 
του µέσου όρου των τετραγώνων των υψών κύµατος της καταγραφής. 

Το σηµαντικό ύψος κύµατος προσεγγίζεται στη φασµατική ανάλυση ως [Øõ ≈ 4§\¦  (1.80), 

όπου m0 η ροπή µηδενικής τάξης του φάσµατος κυµάτων (παρ. 1.4.3). Στην περιοχή του 
χρόνου προσεγγίζεται από τη σχέση [¶ ≈ 4)  (1.81), όπου σ είναι η τυπική απόκλιση της 
καταγραφής της ελεύθερης επιφάνειας ζ(t).  
Οι συνηθέστερα χρησιµοποιούµενες περίοδοι είναι: 
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• I¤ ή Tm ή Tav  η µέση στατιστικά περίοδος της καταγραφής 
• Ts η χαρακτηριστική περίοδος, που ορίζεται σαν η µέση τιµή των περιόδων των κυµάτων που 

αντιστοιχούν στο υψηλότερο 33% των υψών της καταγραφής. 
• Στη φασµατική ανάλυση, σηµαντική παράµετρος είναι η συχνότητα αιχµής fp (peak 

frequency), η οποία ορίζεται ως η συχνότητα στην οποία αντιστοιχεί η µέγιστη τιµή του 

φάσµατος (παρ. 1.4.3). Η περίοδος αιχµής Tp ορίζεται ως Î = vTö . 
 
1.4.2 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ  
 
Στην ανάλυση στην περιοχή του χρόνου προσδιορίζονται οι χρονικές µεταβολές της θαλάσσιας 

επιφάνειας, όπως είναι το ύψος και το µήκος κύµατος, µε τη βασική παραδοχή, ότι το ένα 
ορισµένο κύµα είναι ανεξάρτητο από οποιοδήποτε άλλο. Κατά τη στατιστική ανάλυση µίας 
καταγραφής µε διακεκριµένες τιµές του ύψους κύµατος, ορίζεται το ύψος Hrms ως εξής: 

[@Ø¶ = ÷1ã ∙±[²*
ë
²³v 																																																																																																																																														(1.82) 

 
Σχήµα 1.15: Χαρακτηριστικά µεγέθη τυχαίου κυµατισµού (πηγή: [174]) 

 

Σε ένα τµήµα χρονοσειράς ζ(t) καταγραµµένων κυµατισµών, όπως του σχήµατος 1.15, η 
εφαρµογή των µεθόδων της στατιστικής κατέδειξε τα εξής: 
� Οι ανά χρονικές αποστάσεις ∆t τιµές του ζ αποτελούν ένα στοχαστικό µέγεθος που ακολουθεί 

κατανοµή Gauss 
� Η εφαρµογή της τεχνικής "zero upcrossing", δηλαδή της αποτίµησης ύψους κύµατος σαν 

διαφοράς διαδοχικών ελαχίστων και µεγίστων τιµών του ζ, δίνει µία σειρά Hi που επίσης είναι 
στοχαστικό µέγεθος. Αν η χρονοσειρά ζ(t) είναι µια διαδικασία µικρού εύρους διακυµάνσεως 
περιόδων, η κατανοµή των Hi είναι κατανοµή Rayleigh. 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι: 
 :([) = *||<ìør ∙ 9�: =− 3 ||<ìø5*>                                                                                    (1.83) 

 
και η πιθανότητα υπέρβασης µιας τιµής [∗ δίνεται από τη σχέση: 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                     ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 

 

33 
 

ù([ ≥ [∗) = 9�: =−3 |∗|<ìø5*>	                                                                                                (1.84) 

 
Στο σχήµα 1.16 φαίνονται γραφικά η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και η αθροιστική 

κατανοµή πιθανότητας. 
 

 
Σχήµα 1.16: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και αθροιστική  

κατανοµή πιθανότητας (πηγή: [174]) 
 

Σε µία καταγραφή κυµατικού επεισοδίου που περιέχει N ύψη κύµατος και έχει διάρκεια TL, η 
µέση περίοδος κυµατισµού δίνεται από τη σχέση: 

 íØ = Gúë                                                                                                                 (1.85) 

 

ενώ το µέσο ύψος του ανώτερου 
v¦¦û % των υψών δίνεται από τη σχέση: 

 ýv/û = [@Ø¶ ∙ {√��ã + ã ∙ √� ∙ �1 − B�√2��ã��}                                                                   (1.86)  

 

µε     B(�) = v√*�� 9�: 3− .r* 5 �a��-                                                                                          (1.87) 

       
που για πολύ µεγάλες τιµές του N οδηγεί στο µέγιστο πιθανό ύψος: 
 [ØÍ� = [@Ø¶ ∙ √��ã                                                                                                (1.88) 
 
Επίσης, προκύπτουν οι σχέσεις: 
 [º = √�* [@Ø¶                                                                                                          (1.89) 

 [v/¯ = [¶ = √2[@Ø¶                                                                                                               (1.90) 
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1.4.3 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ - ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 
 
Στους σύνθετους κυµατισµούς γίνεται η υπόθεση ότι η ελεύθερη επιφάνεια προκύπτει από την 

επαλληλία πολλών µονοχρωµατικών κυµατισµών απειροστού ύψους και ποικίλων 
κατευθύνσεων: 
 

�(�̀, �) =±[²-
²³v ∙ cos	(�_̀ ∙ �̀ − 2�Q²� + (²)]																																																																																																						(1.91) 

Σε κάθε συνιστώσα αντιστοιχεί πυκνότητα ενέργειας: 
 �² = v*��²*                                                                                                                             (1.92) 

 
Οπότε κατ' επέκταση, αγνοώντας σε πρώτη φάση την κατευθυντικότητα, µπορεί να οριστεί η 

(ανηγµένη) συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας: 
 

×(Q)�Q = 12 ± ²*T��T
T 																																																																																																																																														(1.93) 

Η συνάρτηση S(f) αποτελεί το ενεργειακό φάσµα και µπορεί να υπολογιστεί από µία ψηφιακή 
(ή ψηφιοποιηµένη) καταγραφή ζ(t) µε τη µέθοδο αναλύσεως Fourier (FFT). Στη γενική 
περίπτωση η πυκνότητα ενέργειας κατανέµεται στις διάφορες κατευθύνσεις (ενώ ακόµη 
γενικότερα µεταβάλλεται και µε το χρόνο), ορίζοντας το κατευθυντικό φάσµα: 

 

×(Q, À)�Q�À = 12 ± ± ²*����
�

T��T
T 																																																																																																																											(1.94) 

µε 
 ×(Q, À) = �(Q, À) ∙ ×(Q)                                                                                                          (1.95) 
 
όπου G(f,θ) η συνάρτηση κατευθυντικότητας µε: 
 � �(Q, À)�À = 1																																																																																																																																																			(1.96)
�
��  

 
Σηµαντικά µεγέθη του ενεργειακού φάσµατος είναι οι ροπές n τάξεως: 
 \{ = � ×(Q) ∙ Q{∞¦ �Q							(1.97)	     n=0,1,2,... 
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Φάσµα Pierson-Moskowitz (1964) 
Το φάσµα Pierson-Moskowitz προέκυψε από µετρήσεις ανεµολογικών και κυµατικών 

δεδοµένων βρετανικών πλοίων στο βόρειο Ατλαντικό. Αφορά στις πλήρως ανεπτυγµένες 
θάλασσες (συνήθως µεγάλες θαλάσσιες εκτάσεις). Το φάσµα δίνεται από τον τύπο: 

 ×(Q) = �}r(*�)·T� ∙ 9�: =−1.25 3TöT 5¹>                                                                                            (1.98) 

 
όπου α=0.0081 και τα χαρακτηριστικά µεγέθη δίνονται από τη σχέση: 
 [Øõ = ¦.*v
X	.�r}     (1.99)   και    Q̂ = ¦.¥ô}*�
X	.�                                                                             (1.100) 

 
U19.5 είναι η ταχύτητα του ανέµου 19.5m πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας. 
 
Φάσµα Jonswap (Hasselmann et al.,1973) 
Εκτεταµένες µετρήσεις και αναλύσεις κατά τη διάρκεια της δεκαετίας 1970-80 στη Βόρεια 

θάλασσα, έδειξαν ότι για ανάπτυξη κυµατισµών µε περιορισµό µήκους (πιο συνηθισµένη 
κατάσταση για παράκτιες λεκάνες), το ενεργειακό φάσµα µπορεί να παραµετροποιηθεί σε µία 
ενιαία µορφή: 

 

×(Q) = �}r(*�)·T� ∙ 9�: =−1.25 3TöT 5¹> ∙ 
��^�
�� ��ö�X#rr�r ���

��
                                                                    (1.101) 

 
όπου:  = 0.076 3}�
Xõr 5

�¦.**
           (1.102)      ο συντελεστής Phillips 

 

Q̂ = ¯.Ä}

Xõ 3}�
Xõr 5

�¦.¯¯
               (1.103) 

 
γ=1÷7 παράγων εξέλιξης της κορυφής µε µέση τιµή 3.3   
ο Mitsuyasu (1980) πρότεινε τη σχέση: 
 


 = 7 ∙ 3}�
Xõr 5
�XÃ                                                                                                                       (1.104) 

 

) = �0.07			Q ≤ Q̂0.09			Q > Q̂ �                                                                                                                  (1.105) 

 
µε F (fetch) το ανάπτυγµα πελάγους και U10 την ταχύτητα ανέµου σε ύψος 10m από την 
επιφάνεια της θάλασσας. 
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Άλλα γνωστά φάσµατα είναι το Bretschneider (1959), το ISSC, το τροποποιηµένο Wallops, το 
τροποποιηµένο Jonswap, Ochi-Hubble (1976), Mitsuyasu (1968) κλπ. 

 

 
Σχήµα 1.17: Σύγκριση ενεργειακών φασµάτων P-M και Jonswap (πηγή: [174]) 

 
 

 
Σχήµα 1.18: Κατευθυντικό φάσµα (πηγή: [174]) 
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Φάσµα TMA (1985) 
Τα παραπάνω φάσµατα συνήθως αναφέρονται σε βαθιά νερά. Καθώς τα κύµατα εισέρχονται 

σε νερά ενδιάµεσου βάθους και ρηχά νερά υφίστανται αλλαγές στο σχήµα του φάσµατος λόγω 
ρήχωσης, διάθλασης και θραύσης. Για το λόγο αυτό οι Bouws et al. (1985) ανέπτυξαν το φάσµα 
TMA που ουσιαστικά µετατρέπει ένα φάσµα από τα βαθιά νερά, στο τυχαίο βάθος d. Η µέθοδος 
αναπτύχθηκε για φάσµα Jonswap αλλά επεκτείνεται και σε άλλα φάσµατα. Είναι: 

 ×Gä�(Q, �) = ×��ëÖ���(Q) ∙ �(�, �)                                                                                       (1.106) 
 
όπου το SJONSWAP προκύπτει από την 1.101 µε τροποποιηµένες τιµές: 
  = 0.0078 �*�
Xõr}�ö  ¦.¹!     (1.107)        και    
 = 2.47 �*�
Xõr}�ö  ¦.¯!                                            (1.108) 

 
µε Lp το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη συχνότητα fp. Μία καλή προσέγγιση του Θ (σφάλµα 
ως 4%) δίνεται από τη σχέση: 
 

���, �	 = " ~#r* 																																				�+ ≤ 1
1 − v

* �2 − �+	*																		�+ > 1													 �                                                               (1.109)        

  

µε  �+ = 2�QÔ�
}                                                                                                                    (1.110) 

 
 

1.5 ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Οι αναλυτικές µέθοδοι περιγραφής της διάδοσης των κυµατισµών που περιγράφηκαν 

παραπάνω χαρακτηρίζονται από απλοποιητικές παραδοχές ως προς τη γεωµετρία του πεδίου 
(δισδιάστατα φαινόµενα, σταθερό βάθος κλπ.) και ξεχωριστή επί µέρους ανάλυση των 
διεργασιών (διάθλαση, περίθλαση, ανάκλαση κλπ.). Όταν το θαλάσσιο πεδίο έχει καθαρά 
τρισδιάστατη µορφή και οι διεργασίες αναµιγνύονται και αλληλεπιδρούν στο χώρο και στο 
χρόνο, όπως συνήθως συµβαίνει και πρέπει να ληφθεί υπ' όψη στην ανάλυση των παράκτιων 
τεχνικών έργων , τότε η σύγχρονη τεχνική διαθέτει σα µόνη διέξοδο τη σύνθεση και λειτουργία 
µοντέλων (µοντέλων) του φυσικού φαινοµένου. Τα µοντέλα διακρίνονται σε δύο βασικές 
κατηγορίες, τα φυσικά (εργαστηριακά) και τα υπολογιστικά (µαθηµατικά µοντέλα που επιλύονται 
λόγω πολυπλοκότητας σε ηλεκτρονικό υπολογιστή). 

 
1.5.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ (ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ) ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Τα µαθηµατικά µοντέλα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: τα µη ολοκληρωµένα ως προς την 

περίοδο του κύµατος (non phase averaged) και τα ολοκληρωµένα ως προς την περίοδο του 
κύµατος (phase averaged). Στα µοντέλα της πρώτης κατηγορίας περιέχεται σαν ανεξάρτητη 
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µεταβλητή και ο χρόνος. Η κυµατική διαταραχή εισάγεται στο πεδίο µε τη µορφή οριακής 
συνθήκης ταλάντωσης της ελεύθερης επιφάνειας και προωθείται προς το όριο όπου υπάρχουν 
κατασκευές που περιγράφονται από τις κατάλληλες οριακές συνθήκες (όριο ανάκλασης, 
απορροφητικό όριο κλπ.). Στα µοντέλα της δεύτερης κατηγορίας γίνεται η παραδοχή της 
ολοκλήρωσης ως προς την περίοδο του κύµατος µε αποτέλεσµα το ύψος κύµατος H να 
αποτελεί το επιχειρησιακό άγνωστο µέγεθος. Τα µοντέλα αυτά βρίσκουν εφαρµογή σε 
θαλάσσιες εκτάσεις µεγάλων διαστάσεων.   
Τέλος, υπάρχουν µαθηµατικά µοντέλα που βασίζονται στη 2D ή 3D επίλυση των πλήρων 

εξισώσεων Navier-Stokes περιγράφοντας και τα τυρβώδη µεγέθη µε µεθόδους όπως RANS 
(Reynolds Averaged Navier-Stokes), LES (Large Eddy Simulation), SPH (Smoothed Particle 
Hydro-dynamics) κλπ. Γνωστά εµπορικά υδροδυναµικά µοντέλα είναι το DELFT3D, MIKE 21, 
LIMWAVE, ShoreCirc, COBRAS κλπ. 

 
1.5.1.1 Φασµατικά µοντέλα ακτίνων  (Spectral ray models) 
 
Αριθµητικά µοντέλα κυµατικών ακτίνων έχουν αναπτυχθεί από τη δεκαετία του 1970 (π.χ. 

Abernethy και Gilbert, 1975) . Τα µοντέλα αυτά επιτύγχαναν το µετασχηµατισµό των φασµάτων 
από τα βαθιά νερά στην παράκτια ζώνη λαµβάνοντας υπόψη τη ρήχωση και τη διάθλαση. Το 
φάσµα στα βαθιά διακριτοποιείται ως προς τη διεύθυνση και τη συχνότητα και κάθε συνιστώσα- 
συνδυασµός των τιµών αυτών των δύο παραµέτρων υπόκειται σε ρήχωση και διάθλαση. Στη 
συνέχεια οι νέες τιµές ξανασυνθέτουν το φάσµα στο βάθος d. Η ανάπτυξη του φάσµατος TMA 
επέτρεψε την συµπερίληψη της θραύσης στα µοντέλα µε εµπειρικό τρόπο, θέτοντας ένα άνω 
όριο στην ενέργεια. 
Πιο αναλυτικά, µικρές ανωµαλίες στη βυθοµετρία εκτρέπουν τις ακτίνες, που δεν µπορούν να 

επανέλθουν στη θέση τους επειδή δεν περιλαµβάνεται µηχανισµός περίθλασης (όπως στα 
παραβολικά µοντέλα ή στα µοντέλα ήπιας κλίσης). Για το λόγο αυτό η διακριτοποίηση πρέπει να 
είναι της τάξης του τοπικού µήκους κύµατος, κατά µήκος του οποίου υποτίθεται ότι δε 
µεταβάλλεται το ύψος κύµατος. Τεµνόµενες ακτίνες (καυστικές) αντιµετωπίζονται µε ειδικές 
τεχνικές (averaging techniques) που ουσιαστικά υποκαθιστούν την περίθλαση. Γενικά, τα 
µοντέλα αυτά είναι κατάλληλα για βαθειά νερά (µικρή επίδραση διάθλασης) και για µεγάλες 
θαλάσσιες περιοχές. 

 
1.5.1.2 Μαθηµατικά µοντέλα τύπου Boussinesq 
 
Τα µοντέλα αυτά επιλύουν τις εξισώσεις τύπου Boussinesq που προκύπτουν µε ολοκλήρωση 

κατά βάθος των εξισώσεων Euler (συνέχειας και ορµής) και περιλαµβάνουν µη γραµµικούς 
όρους πίεσης και ταχύτητας ανώτερης τάξης. Τα µοντέλα Boussinesq περιγράφουν εν µέρει µη 
γραµµικά φαινόµενα (π.χ θραύση, γέννηση  αρµονικών, µη γραµµικές αλληλεπιδράσεις) και 
έχουν εµφανιστεί σε διάφορες εκδοχές. Αναλυτική παρουσίασή τους γίνεται στο δεύτερο 
κεφάλαιο.  

 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                     ΘΕΩΡΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 

 

39 
 

1.5.1.3 Μαθηµατικά µοντέλα ήπιας κλίσης  
 
Τα µοντέλα αυτού του τύπου χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση της διάδοσης 

κυµατισµών µε δυνατότητα περιγραφής διάθλασης, περίθλασης, ανάκλασης και θραύσης. 
Εφαρµόζονται για περιπτώσεις µονοχρωµατικών κυµατισµών αφού στηρίζονται στη γραµµική 
θεωρία, ενώ η περιγραφή τυχαίων κυµατισµών γίνεται µε επαλληλία πολλών µονοχρωµατικών 
µε διαφορετικές συχνότητες και διευθύνσεις. Εποµένως, το βασικό µειονέκτηµά τους είναι η 
αδυναµία περιγραφής των µη γραµµικών αλληλεπιδράσεων. Τα µαθηµατικά αυτά µοντέλα 
στηρίζονται στην επίλυση της εξίσωσης ήπιας κλίσης (mild slope equation) στις διάφορες 
µορφές της. Η εξίσωση αυτή στη χρονικά εξαρτώµενη µορφή της είναι: 

 − �r���r + ∇�AA}∇��− ��* − �*AA}�� = 0                                                                                 (1.111) 

 
µε c τη ταχύτητα φάσης και cg τη ταχύτητα οµάδας 
 
Ο Berkhoff (1972) µε την παραδοχή πλήρως αρµονικού κύµατος οδηγήθηκε στην ελλειπτικού 

τύπου διαφορική εξίσωση τύπου Helmholtz: 
 �
�� 3AA} ��

��5 + �
�t 3AA} ��

�t5 + »$» �*� = 0                                                                                    (1.112) 

 
Βάσει των εργασιών των Ito Tanimoto (1972), Berkhoff (1972) και Booij (1981), η εξίσωση 

ήπιας κλίσης µπορεί να πάρει την υπερβολική µορφή 2ης τάξης: 
 

»$» �r�
��r = �

�� 3AA} ��
��5 + �

�t 3AA} ��
�t5                                                                                            (1.113) 

 
Ο Copeland (1985) εξέφρασε την 1.113 ως ζεύγος υπερβολικών εξισώσεων πρώτης τάξης: 
 

∇Q+ �&� '�'� = 0                                                                                                                       (1.114) 
�Ë
�� + A}A∇� = 0                                                                                                                      (1.115)    

 
όπου Q είναι µία ολοκληρωµένη κατά το βάθος συνάρτηση της ταχύτητας των µορίων του 
νερού. Το σύστηµα των (1.114) και (1.115) αποτελεί συνήθως τη βάση των µοντέλων ήπιας 
κλίσης που επιλύονται µε µεθόδους πεπερασµένων διαφορών και επιτρέπουν και την 
περιγραφή των ανακλώµενων κυµατισµών. 
Για την περίπτωση που εµφανίζεται έντονη περίθλαση ή είναι εµφανής η κύρια διεύθυνση του 

κυµατισµού και η ανάκλαση είναι αµελητέα ,ο Radder (1979) ανέπτυξε µία παραβολική µορφή 
της εξίσωσης ήπιας κλίσης που αποτελεί τη βάση των λεγόµενων παραβολικών αριθµητικών 
µοντέλων. 
Σε όλες τις παραπάνω προσεγγίσεις γίνεται η παραδοχή της µικρής µεταβολής του βάθους, 

αµελώντας όρους ανώτερης τάξης ανάλογους των  �|∇�|	* και |∇*�|. Ωστόσο, µεταγενέστερα 
µοντέλα όπως των Massel (1993), Chamberlain και Porter (1995), Suh et al.(1997), Lee et al. 
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(1998) κλπ. προσοµοιώνουν τη διάδοση κυµατισµών και σε έντονα µεταβαλλόµενες 
βυθοµετρίες χρησιµοποιώντας την τροποποιηµένη εξίσωση ήπιας κλίσης. 

 
1.5.2 ΦΥΣΙΚΑ (ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΑ) ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Η αξιοπιστία και απόδοση ενός φυσικού µοντέλου διάδοσης κυµατισµών επιβάλλει την ισχύ 

της θεωρίας οµοιότητας. Συγκεκριµένα επιχειρείται να εξασφαλιστεί: 
• Γεωµετρική οµοιότητα 
• Κινηµατική οµοιότητα 
• ∆υναµική οµοιότητα 
Στα παρακάτω ο δείκτης p αναφέρεται στο πρωτότυπο και ο δείκτης m στο µοντέλο. Η 

γεωµετρική οµοιότητα επιβάλλει σταθερό λόγο αντίστοιχων µηκών πρωτότυπου και µοντέλου 
και η κινηµατική οµοιότητα σταθερό λόγο ταχυτήτων: 
 (� = �ì�ö 	→   σταθερά                                                                                                            (1.116)  

 () = )ì)ö 	→   σταθερά                                                                                                            (1.117) 

 

Η δυναµική οµοιότητα επιβάλει ισότητα των αριθµών Froude ¿o = )§}� και Reynolds *9 = )�+  µε 

V χαρακτηριστική ταχύτητα, L χαρακτηριστικό µήκος και v το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού. 
Πρέπει δηλαδή: 

 ¿oØ = ¿ô → ,-§,ú = 1    (1.118)       και      *9Ø = *9^ → ,-,ú,. = 1                                         (1.119) 

 
όπου (+ ο λόγος των τιµών του κινηµατικού ιξώδους στο µοντέλο και στο πρωτότυπο 
αντίστοιχα. Οι σχέσεις αυτές δείχνουν ότι το ιξώδες του ρευστού στο µοντέλο θα πρέπει να είναι 
σηµαντικά µικρότερο του ιξώδους του πραγµατικού ρευστού. Η απαίτηση αυτή είναι δύσκολο να 
πραγµατοποιηθεί και γι' αυτό οι (1.118) και (1.119) είναι ασυµβίβαστες. Η τήρηση του αριθµού 
Froude συνεπάγεται µείωση του αριθµού Reynolds του µοντέλου µε εµφάνιση του κινδύνου 
επιδράσεως της κλίµακας (scale effect), δηλαδή της µείωσης του Re σε επίπεδα στρωτής ροής 
και µη πλήρους ανάπτυξης της τύρβης όπως στη φύση. Για το λόγο αυτό στα µοντέλου τύπου 
Froude γίνεται συνήθως µια τεχνητή αύξηση της τραχύτητας του πυθµένα σε µη πραγµατικά 
επίπεδα για την υποστήριξη της ανάπτυξης τυρβώδους ροής. Από τη σχέση (1.118) προκύπτει 
η κλίµακα χρόνου ενώ µπορεί να χρησιµοποιηθεί στρεβλή κλίµακα ως προς το βάθος: (G = §(�             (1.120)     και      (/ = 3,ú,05*                                                                      (1.121) 

 
Οι µετρητικές διατάξεις είναι σταθµηγράφοι επιφάνειας, φωτογραφήσεις, βιντεοσκοπήσεις, 

διαλύσεις χρωστικών, µετρήσεις ταχύτητας µε κλασικές µεθόδους ή ανεµόµετρα Doppler. Οι 
κυµατογεννήτριες µπορεί να είναι τύπου πλωτήρα (plunger), τύπου κουπιού (flap ή paddle) ή 
τύπου εµβόλου (piston).  
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Σχήµα 1.19: Τύποι κυµατογεννητριών (πηγή: [93]) 

 

Πρόβληµα στα φυσικά µοντέλα αποτελεί η ανεξέλεγκτη ανάκλαση στα όρια που προκαλεί τη 
δηµιουργία στάσιµων µακρών κυµάτων. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούνται περιµετρικά 
στοιχεία απορρόφησης των κυµατισµών (πλέγµατα και χαλικόστρωτες ακτές) ή γίνεται 
προγραµµατισµός των κυµατογεννητριών ώστε να απορροφούν τα επιστρέφοντα εξ 
ανακλάσεως κύµατα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 
 
 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΤΥΠΟΥ 
BOUSSINESQ 
 
 
 
2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Κατά τη διάδοση των κυµατισµών από τα βαθιά νερά στον παράκτιο χώρο, σε περιοχές 

τυχαίας πολύπλοκης βυθοµετρίας µε την παρουσία τεχνικών έργων και λόγω των στερεών 
ορίων των ακτών (µε µικρή ή µεγάλη κλίση πρανών), οι κυµατισµοί διαµορφώνονται πολύ 
διαφορετικά από τις δισδιάστατες αναλυτικά περιγράψιµες µορφές του πρώτου κεφαλαίου. Οι 
υδροδυναµικές διεργασίες, κυρίως στη ζώνη θραύσης και στην περιοχή αναρρίχησης στις 
ακτές, εµφανίζουν µεγάλο επιστηµονικό και τεχνικό ενδιαφέρον διότι επιδρούν στο σχεδιασµό 
των θαλάσσιων κατασκευών και στην εξέλιξη της ακτογραµµής. Έτσι, άµεσα και έµµεσα 
επηρεάζουν την ανθρώπινη δραστηριότητα στην παράκτια ζώνη. 
Η διάθλαση, η ρήχωση, η περίθλαση, η ανάκλαση, η αναρρίχηση, η τριβή πυθµένα και κυρίως 

η θραύση, που αποτελεί τον κύριο µηχανισµό διάχυσης της κυµατικής ενέργειας, προσδίδουν 
έντονη πολυπλοκότητα στην παράκτια διάδοση των κυµάτων. Τα φαινόµενα αυτά 
προσεγγίζονται προκαταρκτικά µε απλές ποσοτικές µεθόδους (νόµος Snell, πίνακες Wiegel, 
απλές σχέσεις θραύσης κλπ.), αλλά για τη λεπτοµερή και ακριβέστερη περιγραφή τους 
απαιτείται η εφαρµογή κάποιου µοντέλου. 
Ένας από τους πιο αποδοτικούς  τρόπους προσοµοίωσης των φαινοµένων αυτών έχει 

αποδειχθεί τα τελευταία χρόνια ότι είναι τα µαθηµατικά µοντέλα τύπου Boussinesq. Τα µοντέλα 
αυτά βασίζονται στην επίλυση των διαφορικών εξισώσεων τύπου Boussinesq. Οι εξισώσεις 
αυτές προκύπτουν από την ολοκλήρωση κατά βάθος των εξισώσεων Euler, θεωρώντας 
αστρόβιλη ροή και σε πρώτο στάδιο σχετικά µακρούς κυµατισµούς. Η αρχική προσέγγιση του 
Boussinesq (1872) για επίπεδο πυθµένα σταθερού βάθους συνοψίζεται στη διαφορική εξίσωση 
δεύτερης τάξης: 

 �r���r − �� �r���r − �� �r��r 6*̄ �r� + �r¯ �r���r7 = 0                                                                                      (2.1) 

 
Η (2.1) αποτελεί την πρωταρχική εξίσωση Boussinesq, ωστόσο η µορφή που έδωσε ο 

Peregrine (1967,1972) αποτελεί ουσιαστικά τη βάση των γνωστών µοντέλων Boussinesq. 
Βαθµιαία τα µοντέλα αυτά επεκτάθηκαν για (ελαφρώς) µη γραµµικούς κυµατισµούς και για 
(πλήρως) διασπειρόµενους κυµατισµούς. ∆ύο αδιάστατες παράµετροι ποσοτικοποιούν τις 

ιδιότητες αυτές. Η πρώτη είναι η  ( = |
�  (ύψος κύµατος προς τοπικό βάθος) και εκφράζει τη µη-
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γραµµικότητα (non-linearity parameter). Η δεύτερη παράµετρος είναι η  )* = 3��5*  (το 

τετράγωνο του λόγου του βάθους προς ένα χαρακτηριστικό οριζόντιο µήκος, συνήθως το µήκος 
κύµατος) και εκφράζει τη διασπορά συχνοτήτων (dispersion parameter). 
Από υπολογιστικής άποψης τα µοντέλα Boussinesq θεωρούνται αποδοτικότερα σε σύγκριση 

µε τις πιο περίπλοκες πλήρεις εξισώσεις Navier-Stokes (fully Navier-Stokes 2D/3D models) και 
πιο ακριβή από τις εξισώσεις ρηχών νερών. Τα πλεονεκτήµατα αυτά οδήγησαν τα τελευταία 
χρόνια σε αρκετές επιστηµονικές προσπάθειες για την υπέρβαση των αρχικών µειονεκτηµάτων 
των µοντέλων Boussinesq. Ενώ λοιπόν οι αρχικές εξισώσεις Peregrine (1967) βασίζονται στην 
παραδοχή µικρών τιµών των παραµέτρων ε και σ2, βαθµιαία έχουν γίνει προσπάθειες για 
επέκταση του πεδίου εφαρµογής των µοντέλων. Έτσι, βελτιωµένες εκδόσεις µοντέλων 
Boussinesq επιτρέπουν την εφαρµογή τους σε βαθύτερα νερά (Witting (1984), Murray (1989), 
Madsen et al. (1991), Nwogu (1993), Karambas (1999), Zou (1999), Gobbi and Kirby (2000) 
κλπ.) βελτιώνοντας τα χαρακτηριστικά διασποράς τους. Βελτιώσεις των µοντέλων έχουν 
επιτευχθεί και όσον αφορά στην υπέρβαση της αρχικής υπόθεσης της ήπιας µη γραµµικότητας 
(Madsen et al. (2002,2003), Bingham and Agnon (2005), Schäffer (2004), Wei et al. (1995), Beji 
and Nadaoka (1996) κλπ.) µέχρι και λίγο πριν τη θραύση.  
Γενικά οι διάφορες κατευθύνσεις επέκτασης των µοντέλων Boussinesq είναι η µεταβαλλόµενη 

βυθοµετρία, η βελτιωµένη διασπορά συχνοτήτων, η βελτιωµένη µη-γραµµική συµπεριφορά, η 
ανάπτυξη σε σειρά Taylor των όρων των εξισώσεων γύρω από διαφορετικές κατά βάθος θέσεις, 
η συµπερίληψη της θραύσης, η συµπερίληψη της τριβής πυθµένα, η συµπερίληψη της 
επιφανειακής τάσης, η ύπαρξη εσωτερικών κυµατισµών κλπ. Οι κυριότερες διαφορές µεταξύ 
των διαφόρων µορφών των µοντέλων αφορούν κυρίως στη διαφορετική επιλογή (θεώρηση) της 
οριζόντιας ταχύτητας και στις διαφορετικές εκφράσεις των όρων ανώτερης τάξης που 
διατηρούνται κατά την κατάστρωση των εξισώσεων. Ως προς την επιλογή της οριζόντιας 
ταχύτητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέση ως προς το βάθος ταχύτητα, η ταχύτητα στην 
ελεύθερη επιφάνεια, η ταχύτητα σε τυχαίο βάθος ή η ταχύτητα στον πυθµένα. 

 
 

2.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΚΑΤΑ PEREGRINE (1967,1972) 
 
Τα σηµερινά µοντέλα Boussinesq βασίζονται στην αρχική µορφή των εξισώσεων Boussinesq, 

όπως δόθηκε από τον Peregrine στις εργασίες του (1967,1972). Πρόκειται για το σύστηµα 
εξισώσεων διατήρησης της µάζας και της ορµής, όπως προκύπτει από τις εξισώσεις κίνησης 
του Euler και την εξίσωση συνέχειας για ιδεατό ρευστό: 

 �.__̀�� + (a_̀ ∙ ∇)a_̀ + b �.__̀�u + vw ∇: = 0                                                                                                 (2.2) 

 �x
�� + �a_̀ ∙ ∇	b + b �x

�u + v
w
�^
�u + � = 0                                                                                          (2.3) 

 

∇a_̀ + �x
�u = 0                                                                                                                              (2.4) 
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όπου a_̀ (�) = (a(�), 4(�)) το διάνυσµα της οριζόντιας ταχύτητας, p η πίεση και w η κατακόρυφη 
συνιστώσα της ταχύτητας, ρ η πυκνότητα του ρευστού, g η επιτάχυνση της βαρύτητας και ∇= ( ��� 	 , ��t) ο οριζόντιος τελεστής βαθµίδας. 

Βασιζόµενος στην παραδοχή ότι οι παράµετροι ( = |�  και )* = 3��5* είναι µικρές (Ο(ε)<<1 και 

Ο(σ2)<<1) και της ίδιας τάξης (ε=Ο(σ2)) και ύστερα από ολοκλήρωση κατά βάθος προκύπτουν 
οι: 

 �� + ∇ ∙ �	(� + �)�__̀ 	� = 0                                                                                                             (2.5) 
 

�__̀ � + ��__̀ ∙ ∇��__̀ + �∇� = �
* ∇�∇���__̀ ��� − �r

µ ∇�∇�__̀ ��                                                                        (2.6)  

 

όπου �__̀ ��	 = ����	, ç��		 το διάνυσµα της µέσης κατά το βάθος οριζόντιας ταχύτητας (από τον 
πυθµένα ως την ελεύθερη επιφάνεια), d=d(x,y) το µεταβαλλόµενο βάθος (ως τη στάθµη 
ηρεµίας), ζ η διακύµανση της ελεύθερης επιφάνειας και ο δείκτης t δείχνει παραγώγιση ως προς 
το χρόνο. 
Η παραπάνω εξισώσεις διατήρησης της µάζας και της ορµής για µονοδιάστατη ροή γράφονται: 
 ��
�� + �

�� ��� + �	�� = 0                                                                                                               (2.7) 

 
�

�� + � �


�� + � ��
�� = �

*
�r
��r 3� �


��5 − �r
µ

�¸

����r                                                                                   (2.8) 

 
Στα βαθιά νερά η παράµετρος σ2 γίνεται σηµαντική και συνεπώς οι αρχικές εξισώσεις 

Boussinesq του Peregrine δεν έχουν ισχύ. Θεωρώντας σταθερό βάθος, αµελώντας όρους 
ανάλογους του ε και µεγαλύτερης τάξης και για απλό αρµονικό κυµατισµό προκύπτει η σχέση 
διασποράς: 

 

�* = ���* v
v�X̧���	r                                                                                                                    (2.9)    

 
Η εξίσωση αυτή για µικρές τιµές του kd συµπίπτει µε την αναλυτική σχέση της ταχύτητας 

φάσης από τη γραµµική θεωρία Airy για ρηχά νερά (ω2 = gdk2). Για µεγαλύτερες τιµές του kd, οι 
αποκλίσεις από τη γραµµική θεωρία είναι σηµαντικές. Όπως φαίνεται και στο σχήµα 2.1, για 
βάθη µεγαλύτερα του 0.3 του µήκους κύµατος, το σχετικό σφάλµα (ως προς την ταχύτητα 
φάσης της γραµµικής θεωρίας) ξεπερνά το 5%. Οι Madsen και Sørensen (1992) δίνουν σαν 

όριο εφαρµογής των κλασικών εξισώσεων Peregrine το  
�
�õ = 0.22 (L0 το µήκος κύµατος στα 

βαθιά) για σταθερό βάθος και το 
�
�õ = 0.12 για µεταβλητή βυθοµετρία. 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2       ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΤΥΠΟΥ BOUSSINESQ  

 

45 
 

 
 

Σχήµα 2.1: Σχετικό σφάλµα της ταχύτητας φάσης των εξισώσεων Peregrine 
                   ως προς την αντίστοιχη της γραµµικής θεωρίας Airy (πηγή: [177]) 

 
 
 

2.3 ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ ΜΕ ΒΕΛΤΙΩΜΕΝΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ 
∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 
Το βασικό µειονέκτηµα των αρχικών εξισώσεων Peregrine είναι η δυνατότητα περιγραφής 

κυµατισµών µε ακρίβεια µόνο στα ρηχά νερά. Εποµένως, οι προσπάθειες γενίκευσης 
αφορούσαν καταρχάς στην επέκταση του πεδίου εφαρµογής των εξισώσεων τύπου Boussinesq 
σε βαθύτερα νερά. 
Η πρώτη σοβαρή προσπάθεια γίνεται από τον Witting (1984) που προσθέτει όρους στην 

εξίσωση ορµής ανάλογους µίας παραµέτρου διασποράς. Χρησιµοποιώντας αναπτύγµατα Padé 
τάξεως [Ν,Ν] και [Ν-1,Ν] επεκτείνει τη σχέση διασποράς (2.9) που αντιστοιχεί σε ανάπτυγµα 
Padé τάξης [0,2]. Έτσι, για ανάπτυγµα [2,2] προκύπτει η σχέση: 

 »r}� = v� XX�(��)rv�r�(��)r                                                                                                                            (2.10) 

 
Η µέθοδος των αναπτυγµάτων Padé χρησιµοποιήθηκε σε πολλές µεταγενέστερες εργασίες. Η 

εργασία των Schäffer και Madsen (1995) είναι ίσως η γενικότερη όλων. Οι συγγραφείς εισάγουν 
δύο συντελεστές (Β1,Β2) που βελτιώνουν τη σχέση διασποράς και την περιγραφή της ρήχωσης. 
Για τους διάφορους συνδυασµούς τιµών των συντελεστών αυτών, προκύπτουν οι σχέσεις 
διασποράς των άλλων εργασιών. Μάλιστα συνδυάζοντας τις προγενέστερες προσεγγίσεις των 
Madsen-Sørensen (1992) και Nwogu (1993) κατέληξαν σε εξισώσεις µε χαρακτηριστικά 
διασποράς που αντιστοιχούν σε ανάπτυγµα Padé [4,4] της σχέσης γραµµικής διασποράς. 
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Οι κυριότερες εργασίες που ανήκουν στην κατηγορία των µοντέλων µε βελτιωµένα 
χαρακτηριστικά διασποράς είναι µε χρονολογική σειρά: 
1) Madsen et al. (1991) 
2) Madsen και Sørensen (1992) 
3) Nwogu (1993) 
4) Beji και Battjes (1994) 
5) Beji και Nadaoka (1996) 
6) Madsen και Schäffer (1998) 
7) Karambas (1999) 
8) Zou (1999) 
Στις παρακάτω παραγράφους θα γίνει εκτενέστερη αναφορά στις εργασίες των Madsen et al. 

(1991), Nwogu (1993), Karambas (1999) και Zou (1999). 
 

2.3.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΩΝ MADSEN ET AL. (1991) 
 
Στην εργασία αυτή παρουσιάστηκε µία άλλη µορφή των εξισώσεων Boussinesq µε σκοπό τη 

βελτίωση των χαρακτηριστικών διασποράς. Έτσι, επεκτείνεται το πεδίο εφαρµογής σε βαθύτερα 
νερά. Το µοντέλο αυτό των Madsen, Murray και Sørensen έχει τη δυνατότητα περιγραφής της 
διάδοσης σύνθετων κυµατισµών από τα βαθιά προς τα ρηχά σε δύο διαστάσεις. Στα βαθιά νερά 
το µοντέλο αποκτά έντονα γραµµικό χαρακτήρα δίνοντας ταχύτητες φάσης που συµφωνούν µε 
τις αντίστοιχες της γραµµικής θεωρίας Stokes. Στα ρηχά νερά συγκλίνει προς τις κλασικές 
εξισώσεις Boussinesq δίνοντας ικανοποιητικά αποτελέσµατα για κύµατα µε ύψος ως και 75% 
του ύψους θραύσης. 
Για τη διασπορά οι συγγραφείς πρότειναν τη σχέση: 
 »r}� = v�é�r�rv�3é�X̧5�r�r                                                                                                                      (2.11) 

 
όπου η παράµετρος B παίρνει διάφορες τιµές ανάλογα µε το ποια οριζόντια ταχύτητα 
χρησιµοποιείται: 

 

B	=	
234
35 1/6				κάνοντας	χρήση	της	ταχύτητας	πυθμένα	�C																														-1/3				κάνοντας	χρήση	της	ταχύτητας	επιφάνειας	�¶																											
0									κάνοντας	χρήση	της	μέσης	κατά	βάθος	ταχύτητας		�º													
1/15		κάνοντας	χρήση	της	προσέγγισης		Padé																																							

�      
 
Η τιµή B=1/6 προκύπτει από τη χρησιµοποίηση της ταχύτητας πυθµένα ως χαρακτηριστικής 

οριζόντιας ταχύτητας στην ανάλυση των Svendsen (1974) και Witting (1984). Η τιµή B=-1/3 
προκύπτει από την εργασία του Svendsen (1974) µε τη χρήση της επιφανειακής ταχύτητας. Με 
τη χρήση της µέσης κατά βάθος ταχύτητας το B  παίρνει την τιµή 0 και η εξίσωση διασποράς τη 
µορφή της (2.9) των κλασικών εξισώσεων Boussinesq. Τέλος, η τιµή B=1/15 προκύπτει από την 
ανάλυση Padé τάξης [2,2] που ακολούθησε ο Witting (1984), όπως αναφέρθηκε παραπάνω. 
Στο σχήµα 2.2 φαίνεται το σχετικό σφάλµα της ταχύτητας φάσης όπως προκύπτει από τις 
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διάφορες µορφές των εξισώσεων Boussinesq σε σχέση µε τη ταχύτητα φάσης της γραµµικής 
θεωρίας Airy (δηλαδή 100·(c-cSTOKES)/cSTOKES) συναρτήσει του λόγου d/Lo, όπου L0 το µήκος 
κύµατος στα βαθιά. 

 

 
Σχήµα 2.2: Ποσοστιαίο σφάλµα της ταχύτητας φάσης 100·(c-cSTOKES)/cSTOKES  
                  για διάφορες µορφές των εξισώσεων Boussinesq σε σχέση µε τη  
                 γραµµική θεωρία Stokes συναρτήσει του λόγου d/L0 (πηγή: [109]) 

 

Από το διάγραµµα προκύπτει ότι αν περιοριστεί το ανεκτό σφάλµα στο 5%, οι κλασικές 
εξισώσεις Boussinesq δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα µέχρι το όριο d/L0 <0.22, ενώ µε την 
ανάλυση Padé του Witting (B=1/15) ο περιορισµός βάθους γίνεται d/L0 < 0.5. 
Αντίστοιχα συµπεράσµατα (σχήµα 2.3) προκύπτουν και για τη ταχύτητα οµάδας cg: 
 

 	A} = A + � �»��	                                                                                                                         (2.12) 

 
Από τα διαγράµµατα των σχηµάτων 2.2 και 2.3, προκύπτει ότι η µέθοδος του Witting δίνει 

καλύτερα αποτελέσµατα σε σχέση µε τις κλασικές εξισώσεις Boussinesq. Ωστόσο, εξαιτίας της 
δυσκολίας επέκτασης της προσέγγισης Witting σε δύο διαστάσεις, οι Madsen et al. πρότειναν 
ένα νέο σετ εξισώσεων Boussinesq έχοντας διπλό στόχο: 
� οι εξισώσεις να εκφραστούν σε δύο οριζόντιες διαστάσεις µε αγνώστους την ανύψωση της 

ελεύθερης επιφάνειας και τις ολοκληρωµένες στο βάθος οριζόντιες συνιστώσες της ταχύτητας 
� η διασπορά πρέπει να έχει γραµµικό χαρακτήρα και να περιγράφεται από τη σχέση (2.11) 
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Σχήµα 2.3: Ποσοστιαίο σφάλµα της ταχύτητας οµάδας 100·(cg-cg,STOKES)/cg,STOKES  

             για διάφορες µορφές των εξισώσεων Boussinesq σε σχέση µε τη  
             γραµµική θεωρία Stokes συναρτήσει του λόγου d/L0 (πηγή: [109]) 

 
Οι συγγραφείς ξεκίνησαν από την κλασική µορφή των εξισώσεων Boussinesq, όπως 

επιλύθηκαν από τους Abbott et al. (1984): 
 ×� + ù� + Ét = 0                                                                                                                     (2.13) 

 

ù� + 3�r� 5� + 3�Ë� 5t + ��×� − v
¯ ℎ*�ù��� + É�t�� = 0                                                                 (2.14) 

 

É� + 3Ër
� 5t + 3�Ë� 5� + ��×t − v

¯ ℎ*�Étt� + ù�t�� = 0                                                                (2.15) 

 
όπου d είναι το συνολικό βάθος του νερού, h το βάθος νερού ως τη στάθµη ηρεµίας,S η 
ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας και P και Q οι ολοκληρωµένες ως προς το βάθος οριζόντιες 
συνιστώσες της ταχύτητας κατά x και y αντίστοιχα και οι δείκτες υποδηλώνουν παραγώγιση ως 
προς την αντίστοιχη µεταβλητή.  Η γραµµική σχέση διασποράς των εξισώσεων αυτών 
αντιστοιχεί στην τιµή B=0 στη (2.11). 
Μία συνηθισµένη απλοποίηση όρων υψηλότερης τάξης έγκειται σε πρώτη φάση στη χρήση 

των εξισώσεων µακρών κυµάτων (Mei, 1989). Για πυθµένα ήπιας κλίσης οι χωρικές παράγωγοι 
του βάθους h (ως τη στάθµη ηρεµίας) µπορούν να αµεληθούν. Οπότε ως πρώτη προσέγγιση 
ισχύει: 

 �ù��� + É�t�	 ≈ −�ℎ�×��� + ×�tt	                                                                                           (2.16) 

 �Étt� + ù�t�	 ≈ −�ℎ�×ttt + ×t��	                                                                                          (2.17) 
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Εποµένως, µία µορφή των εξισώσεων (2.13), (2.14), (2.15) προκύπτει χρησιµοποιώντας τις 
(2.16) και (2.17). Στα ρηχά νερά αυτή η προσέγγιση δεν επιφέρει σηµαντικές αλλαγές στην 
αριθµητική λύση. Στα βαθιά νερά όµως τα χαρακτηριστικά διασποράς είναι πολύ περιορισµένα, 
αντίστοιχα µε αυτά που προκύπτουν για B=-1/3 στη (2.11). Για το λόγο αυτό οι Madsen et al. 
θεώρησαν τις ποσότητες: 

 (v = −Lℎ*[ù��� + É�t� + �ℎ�×��� + ×�tt�]                                                                             (2.18) 

 (* = −Lℎ*[Étt� + ù�t� + �ℎ�×ttt + ×t���]                                                                             (2.19) 

 
Στα ρηχά νερά η προσεγγιστική ισχύς των (2.16) και (2.17) δηλώνει ότι οι όροι ε1 και ε2 είναι 

ασήµαντοι στην περιοχή αυτή και εποµένως µπορούν να προστεθούν στις προηγούµενες 
εξισώσεις Boussinesq χωρίς να επηρεάσουν την ακρίβεια του µοντέλου. Εποµένως, οι 
εξισώσεις παίρνουν τη µορφή: 

 ×� + ù� + Ét = 0                                                                                                                     (2.20) 

 

ù� + 3�r� 5� + 3�Ë� 5t + ��×� − 3L + v
¯5 ℎ*�ù��� + É�t��− È�ℎ¯�×��� + ×�tt	 = 0                      (2.21) 

 

É� + 3Ër
� 5t + 3�Ë� 5� + ��×t − �È + v

¯	ℎ*�Étt� + ù�t�� − È�ℎ¯�×ttt + ×t��	 = 0                     (2.22) 

 
Αυτές οι εξισώσεις ικανοποιούν την απαίτηση της εξίσωσης (2.11) για τη φασική ταχύτητα, 

αλλά και την αντίστοιχη σχέση για την ταχύτητα οµάδας: 
 

A} = A M1 + é�r+r
v�é�r+r − �é�X̧	�r+r

v��é�X̧	�r+rN                                                                                            (2.23) 

 
Οι τιµές του συντελεστή B δεν περιορίζονται στις προαναφερθείσες. Αντίθετα, ο B µπορεί να 

προσδιοριστεί µέσω της ελαχιστοποίησης του σφάλµατος της ταχύτητας φάσης (ή οµάδας) σε 
σχέση µε την αντίστοιχη της γραµµικής θεωρίας Airy. Για παράδειγµα στο σχήµα 2.4 φαίνεται 
ότι επιλέγοντας B=1/21 το σφάλµα της ταχύτητας φάσης είναι µικρότερο από 3% για όλο το 
πεδίο τιµών 0 < h/L0 < 0.75. 
Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι προσθέτοντας επιπλέον όρους του τύπου Sxxxxx και Pxxxxt στις 

(2.20), (2.21) και (2.22), καθίσταται δυνατή η εισαγωγή όρων τέταρτης τάξης στη σχέση 
διασποράς κατά Witting: 

 

»r
}+ = v�X	�r+r� X	·��·+·v�·	�r+r� X½¸�·+·                                                                                                                  (2.24) 
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Η προσθήκη αυτή δίνει ακόµη καλύτερα αποτελέσµατα. Το σφάλµα για την ταχύτητα φάσης 
είναι λιγότερο από 0.05% στο όριο h/L0=0.5. Ωστόσο, η εισαγωγή των όρων αυτών κάνει το 
µαθηµατικό αυτό µοντέλο µη ελκυστικό από πρακτικής άποψης. 

 

 
Σχήµα 2.4: Ποσοστιαίο σφάλµα της ταχύτητας φάσης 100·(c-cSTOKES)/cSTOKES  

                για διάφορες τιµές της παραµέτρου B σε σχέση µε τη γραµµική  
     θεωρία Stokes συναρτήσει του λόγου h/L0 (πηγή: [109]) 

 
 

2.3.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΟΥ NWOGU (1993) 
 
Για τη βελτίωση των χαρακτηριστικών διασποράς των εξισώσεων Boussinesq ο Nwogu (1993) 

ακολούθησε µία διαφορετική προσέγγιση από τους Madsen et al. (1991). Οι εξισώσεις του 
Nwogu προκύπτουν µε ανάπτυξη της ταχύτητας σε σειρά Taylor και αντικατάστασής της στις 
ολοκληρωµένες κατά βάθος εξισώσεις κίνησης Euler και στην εξίσωση συνέχειας. Βασική 
διαφοροποίηση είναι ότι χρησιµοποιείται αρχικά ως εξαρτηµένη µεταβλητή στην κατάστρωση 
των εξισώσεων η οριζόντια ταχύτητα σε µία αυθαίρετη κατακόρυφη θέση zα. Το βάθος στο 
οποίο λαµβάνεται η ταχύτητα καθορίζεται στη συνέχεια από την προκύπτουσα σχέση 
διασποράς σε σύγκριση µε τη σχέση διασποράς της γραµµικής θεωρίας. Έτσι, οι 
προκύπτουσες εξισώσεις περιγράφουν καλύτερα τη διάδοση κυµατισµών σε βαθύτερα νερά σε 
σχέση µε την κλασική µορφή των εξισώσεων Boussinesq. Οι εξισώσεις Nwogu γράφονται: 

 �� + ∇ ∙ [(� + �)a_̀ �] + ∇ ∙ O y�*2 − �*6 #�∇�∇ ∙ a_̀ �	 + �y� + �2 �∇�∇ ∙ ��a_̀ �	�P = 0																												(2.25) 

 

a_̀ �� + �∇� + a_̀ �∇a_̀ � + y� QuR* ∇�∇ ∙ a_̀ ��	 + ∇�∇ ∙ ��a_̀ ��	�S = 0                                                    (2.26) 

 
 
όπου a_̀ � = �a�, 4�	 το διάνυσµα  της οριζόντιας ταχύτητας στην αυθαίρετη θέση z=zα . Η µορφή 
αυτή των εξισώσεων εν συγκρίσει µε τις κλασικές µορφές των εξισώσεων  Boussinesq περιέχει 
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έναν επιπλέον όρο διασποράς στην εξίσωση συνέχειας. Έτσι, τα χαρακτηριστικά της γραµµικής 
διασποράς διαφοροποιούνται σηµαντικά από ότι στις κλασικές µορφές εξισώσεων, ειδικά στα 
νερά ενδιάµεσου βάθους και βαθιά νερά. Στην περίπτωση διάδοσης κυµατισµών σε µία 
διεύθυνση (1D) µε σταθερό βάθος, οι εξισώσεις (2.25) και (2.26) παίρνουν τη µορφή: 
 ���� + � �.R�� + �(�.R)�� + 3 + v̄5�¯ �¸.R��¸ = 0                                                                                  (2.27) 

 
�.R�� + a� �.R�� + � ��

�� + �* �¸.R��r�� = 0                                                                                         (2.28) 

 

όπου:    = v
* 3uR� 5* + uR�                                                                                                           (2.29) 

 
Με γραµµικοποίηση των (2.27),(2.28) και για ένα περιοδικό κύµα µικρού ύψους µε συχνότητα ω 
και κυµαταριθµό k της µορφής 
 � = ¦ ∙ 9�:�«��� − ��	�     (2.30)    και     a� = a¦ ∙ 9�:�«��� − ��	�    (2.31) 
 
προκύπτει η σχέση διασποράς: 
 

A* = ~r
�r = �� Mv�3��X̧5���	r

v�����	r N                                                                                                      (2.32) 

 
Στο σχήµα 2.5 γίνεται σύγκριση της σχέσης (2.32) µε τη σχέση διασποράς της γραµµικής 
θεωρίας Airy ω2 = gktanh(kd) για διάφορες τιµές του α. 
 
 

 
Σχήµα 2.5: Κανονικοποιηµένη ταχύτητα φάσης για διάφορες τιµές  

        του α στην ανάλυση Nwogu (1993) (πηγή: [130]) 
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Όπως αναφέρθηκε παραπάνω η κλασική µορφή των εξισώσεων Boussinesq αντιστοιχεί στην 
τιµή α=-1/3. Στα ρηχά νερά (kd→0) όλες οι σχέσεις διασποράς συγκλίνουν ασυµπτωτικά. 
Ωστόσο, σε µεγαλύτερα βάθη η σχέση διασποράς αποκλίνει σηµαντικά από την αντίστοιχη της 
γραµµικής θεωρίας. 
Οι εξισώσεις Nwogu έχουν το πλεονέκτηµα ότι είναι δυνατόν να προσδιοριστεί µία βέλτιστη 

τιµή για την παράµετρο α, τέτοια ώστε η σχέση διασποράς σε µια καθορισµένη περιοχή τιµών 
kd να προσεγγίζει αυτή της γραµµικής θεωρίας. Για την τιµή α = -2/5 προκύπτει η σχέση 
διασποράς στην οποία κατέληξε και ο Witting (1984) ακολουθώντας ανάλυση Padé (1,1). 
Ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των σχετικών σφαλµάτων της ταχύτητας φάσης σε ολόκληρο το 
διάστηµα 0<d/L0<0.5, προκύπτει η βέλτιστη τιµή του α=-0.39 που αντιστοιχεί στη θέση          
zα=-0.53d. Η τιµή αυτή δίνει µέγιστη διαφορά στο προαναφερθέν διάστηµα µικρότερη του 2% 
από την ταχύτητα φάσης της γραµµικής θεωρίας (σχήµα 2.5). Αντίθετα, η κλασική µορφή της 
εξίσωσης Boussinesq (α=-1/3) δίνει σχετικό σφάλµα 85% στο µέγιστο σχετικό βάθος d/L0=0.48. 
Γενικά το σετ εξισώσεων του Nwogu επεκτείνει το πεδίο εφαρµογής σε βάθη από τρεις µέχρι 
πέντε φορές µεγαλύτερα από τις προηγούµενες µορφές των εξισώσεων για δεδοµένο επίπεδο 
ακρίβειας της διασποράς. 
Για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων ο Nwogu χρησιµοποίησε τη µέθοδο Crank- 

Nicolson σε σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης. Συµπεριλήφθηκαν όροι µε παραγώγους τρίτης 
τάξης λόγω της αριθµητικής διασποράς. 
Τέλος, µε την αριθµητική επίλυση του µοντέλου του Nwogu (1993) ασχολήθηκαν οι Wei και 

Kirby (1995). Όπως αναφέρεται στην εργασία τους, οι πρόσθετοι όροι για τη βελτίωση της 
διασποράς στις εξισώσεις Boussinesq προσφέρουν διόρθωση Ο(σ2) αλλά η αντίστοιχη σχέση 
διασποράς µέσω της ανάλυσης Padé εµφανίζει ακρίβεια Ο(σ4) . Οι συγγραφείς πρότειναν ένα 
ακόµη ακριβέστερο σχήµα πρόγνωσης-διόρθωσης (predictor-corrector) 4ης τάξης. Η 
διακριτοποίηση του σχήµατος απαλείφει αυτόµατα σφάλµατα που θα ήταν ίδιου τύπου µε τους 
όρους διασποράς και θα έπρεπε να υπόκεινται σε διόρθωση αν χρησιµοποιούταν σχήµα 
χαµηλότερης τάξης. 

 
2.3.3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΟΥ KARAMBAS (1999) 
 
Οι κλασικές εξισώσεις του Peregrine (1967) (2.7), (2.8) για σταθερό βάθος και µία διάσταση 

γράφονται: 
 ���� + ��� (�ℎ) = 0                                                                                                                      (2.33) 

 
�

�� + � �


�� + � ��
�� = �r

¯
�¸

����r                                                                                                       (2.34) 

 
όπου h=d+ζ το συνολικό βάθος ως την ελεύθερη επιφάνεια. Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν 
πολύ ικανοποιητικά  τη διάδοση των κυµάτων στα ρηχά νερά. Ωστόσο, στα βαθιά νερά η 
παράµετρος διασποράς σ2 γίνεται σηµαντική καθιστώντας µη ρεαλιστική τη χρήση τους. Ο 
Karambas (1999) επέκτεινε το πεδίο εφαρµογής των εξισώσεων Boussinesq σε νερά 
ενδιάµεσου βάθους για µονοχρωµατικούς, µη-γραµµικούς διασπειρόµενους κυµατισµούς. 
Αποτέλεσµα της ανάλυσής του ήταν η σταθερά 1/3 στην εξίσωση (2.34) να αντικατασταθεί από 
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ένα συντελεστή Α, ο οποίος είναι συνάρτηση της περιόδου κύµατος και του συνολικού βάθους 
h.  
Το φυσικό πρόβληµα περιγράφεται για αστρόβιλη ροή από την εξίσωση Laplace: 
 �rs��r + �rs�ur = 0		                                                                                                                         (2.35) 

 
όπου Φ το δυναµικό της ταχύτητας, την οριακή συνθήκη πυθµένα, τη δυναµική και κινηµατική 
οριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας (κεφ.1ο). Οι εξισώσεις των Peregrine (1967) και Nwogu 
(1993) βασίζονται στην παραδοχή ότι η κατανοµή της κατακόρυφης ταχύτητας µε το βάθος είναι 
γραµµική (ρηχά νερά). Η υπόθεση αυτή δεν είναι ρεαλιστική για ενδιάµεσα νερά, όπου πρέπει 
να χρησιµοποιηθούν συναρτήσεις υπερβολικού συνηµιτόνου. Αν U  είναι η µέση ως προς το 
βάθος οριζόντια ταχύτητα ο Karambas ανέπτυξε την κατακόρυφη ταχύτητα w σε δυναµοσειρά 
του d+z: 
 

b = − 6Åv�� + y	 + Å* ���u	r
+ + Å¯ ���u	¸

+r +⋯7 ∙ �
��                                                                  (2.36) 

 
µε Α1+Α2+Α3+...=1                                                                                                                  (2.37) 
 
Από την εξίσωση συνέχειας, την κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας και κάνοντας την 

παραδοχή ότι: 
 

� ��
�� ≈ a¶ ����                                                                                                                             (2.38) 

 
µε us την ταχύτητα στην ελεύθερη επιφάνεια, προκύπτει η σχέση: 
 

b = −ℎ �

�� = ��

�� + � ��
�� ≈ ��

�� + a¶ ����     για  z=ζ                                                                        (2.39) 

 
Ακολουθώντας την αναλυτική επίλυση της εξίσωσης Laplace µε χωρισµό µεταβλητών και 

χρησιµοποιώντας τις (2.36), (2.37) και (2.39) ο Karambas καταλήγει στις σχέσεις: 
 T{ = ��+	V

{!����	��+	       n=1,3,5,7,...→ περιττός                                                                             (2.40) 

 Å{ = 0                   n=2,4,6,8,...→ άρτιος                                                                                (2.41) 
 
και όντως  A1+A2+A3+A4+A5+...=1 
Οπότε τελικά η εξίσωση ορµής Boussinesq παίρνει τη µορφή: 
 
�

�� + � �


�� + � ��
�� = Tℎ* �¸


��r�� + Åℎ* 3� �¸

��¸ − �


��
�r

��r5 + ℎ ��

��
�r

����                                               (2.42) 
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µε   Α=Α1/3+Α3/5+Α5/7+...   (2.43). Εποµένως, η παράµετρος A είναι συνάρτηση του συνολικού 
βάθους h και της περιόδου T του κύµατος. Για βάθη µε d/L0<0.5 απαιτούνται λιγότεροι από επτά 
όροι στο άθροισµα (2.43). Στα ρηχά νερά µε kd→0 προκύπτει A→1/3, όπως και στην εξίσωση 
Serre (1953). 
Ανάλογη ανάλυση ακολούθησε ο Karambas και για ήπια κεκλιµένο πυθµένα. Η εξίσωση ορµής 

στο µοντέλο Boussinesq παίρνει τη µορφή: 
 	�
�� + � �
�� + � ���� = ℎ* �r3VWXWæ5���� + Åℎ* 3� �¸
��¸ − �
�� �r
��r5 + � ���� �r
���� + ��ℎ 6 �r
���� 3Åv v*+ Å¯ ¹̄ +⋯5 +v* �r.õ����7 + ��ℎ� �r
��r 63Åv v*+ Å¯ ¹̄+⋯5 + v*7 + �� '�'Y '
'Z 								                                                         (2.44) 

 
µε u0 την ταχύτητα πυθµένα. Η σχέση γραµµικής διασποράς γράφεται: 
 �* = }��rv��(��)r                                                                                                                          (2.45) 

Οπότε αντικαθιστώντας προκύπτει: 
 

 �* = }�∙��∙¶²{+(��)����(��)��àß¸∙X!�(àß)¸�∙¸! �(àß)�Ã∙�! �⋯  (��)r = �� ����	(��)����	(��) = �����ℎ(��)                                           (2.46) 

 
Η (2.46) είναι η εξίσωση διασποράς της γραµµικής θεωρίας Airy και συνεπώς όσον αφορά στη 

διασπορά οι προταθείσες εξισώσεις είναι ακριβείς. Εκτός των παραπάνω, ο Karambas (1999) 
ανέπτυξε και ένα µη γραµµικό µοντέλο Boussinesq µε παρόµοια ανάλυση µε των Madsen et al. 
(1991). Η εξίσωση ορµής που έδωσε είναι: 

 �
�� + � �
�� + � ���� = ℎ* �r3VWXWæ5���� + Åℎ* 3� �¸
��¸ − �
�� �r
��r5 + � ���� �r
���� + ��ℎ 6 �r
���� 3Åv v*+ Å¯ ¹̄ +⋯5 +
v* �r.õ����7 + ��ℎ� �r
��r 63Åv v*+ Å¯ ¹̄+⋯5 + v*7 + �� '�'Y '
'Z + È�* M �¸
��r�� + � �¸���¸ + �r3
WXWæ5��r N							          (2.47)   

 

µε την παράµετρο B να δίνεται από τη σχέση:  È = − ��X̧
�(��)r                                                  (2.48) 

 
και γραφικά από το σχήµα (2.6). Στο µη-γραµµικό µοντέλο η εξίσωση συνέχειας είναι ακριβής σε 
όλο το φάσµα βαθών, αλλά στην εξίσωση ορµής διατηρούνται όροι ως Ο(εσ2). Για κύµατα κοντά 
στη θραύση και για νερά ενδιάµεσου βάθους (π.χ. κοντά στο όριο βαθιών νερών d/L=0.5 και 
θεωρώντας κριτήριο θραύσης H/L=0.14) το ε=H/d έχει τιµή περίπου 0.28 και άρα το γινόµενο 
εσ2=0.07 είναι όντως µικρό. Συνεπώς, εξισώσεις µπορούν να προσοµοιώσουν µη-γραµµικά 
διασπειρόµενα κύµατα σε ρηχά νερά και νερά ενδιάµεσου βάθους. 
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Σχήµα 2.6: ∆ιάγραµµα της ποσότητας 1/Β συναρτήσει του σχετικού  

    βάθους d/L0 για γραµµικά κύµατα (πηγή: [80]) 
 
 

2.3.4 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSINESQ ΤΟΥ ZOU (1999) 
 
Ο Zou (1999) στην εργασία του παρουσίασε ένα σύνολο εξισώσεων Boussinesq που εµφανίζει 

ακρίβεια τρίτης τάξης. Οι χωρικές παράγωγοι τέταρτης τάξης που εµφανίζονται στους 
τριτοβάθµιους όρους, µετασχηµατίζονται σε χωρικές παραγώγους δεύτερης τάξης. Εκτός των 
βελτιωµένων χαρακτηριστικών διασποράς και η µη-γραµµική συµπεριφορά εµφανίζεται 
καλύτερη, µε αποτέλεσµα η ακρίβεια των αποτελεσµάτων να είναι κατά µία τάξη ανώτερη από 
αυτή των κλασικών εξισώσεων Boussinesq. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το κατακόρυφο προφίλ της 
οριζόντιας ταχύτητας προκύπτει πολυώνυµο τέταρτου βαθµού και της κατακόρυφης ταχύτητας 
πολυώνυµο τρίτου βαθµού. Οι εξισώσεις ανταποκρίνονται σε οριζόντιο πυθµένα αλλά και σε 
µεταβαλλόµενο βάθος µε την υπόθεση ήπιας κλίσης. Στην περίπτωση οριζόντιου πυθµένα οι 
εξισώσεις Boussinesq του Zou έχουν τη µορφή: 

 �� + ∇ ∙ �(� + �)�__̀ � = 0                                                                                                            (2.49) 
 

�__̀ � + ��__̀ ∙ ∇�U__̀ + g∇� + �̀ = v
¯ �� + �	*∇�∇ ∙ �__̀ ��+ v

vÄ�*∇�∇ ∙ ��__̀ � + �∇���                                  (2.50) 

 
όπου: 
 �̀ = v

¯∇ Q�* 6�∇ ∙ �__̀ �* − �__̀ ∙ ∇*�__̀ − v
v¦∇*��__̀ ∙ �__̀ 	7S− � ∙ ∇� ∙ �∇ ∙ �__̀ 	                                             (2.51) 

 

µε d το βάθος ως τη στάθµη ηρεµίας, �__̀  η µέση κατά βάθος οριζόντια ταχύτητα και ζ η ανύψωση 
της ελεύθερης επιφάνειας. 
Για την περίπτωση µεταβλητού βάθους µε πυθµένα ήπιας κλίσης (]�∇�	 ≤ ]�)		 οι εξισώσεις 

Boussinesq παίρνουν τη µορφή: 
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�� + ∇ ∙ �(� + �)�__̀ � = 0                                                                                                            (2.52) 
 

�__̀ � + ��__̀ ∙ ∇�U__̀ + g∇� + ¿̀ = v
* �� + �	∇�∇ ∙ �� ∙ �__̀ ��� − v

µ �� + �	*∇�∇ ∙ �__̀ �	 + v
vÄ�*∇�∇ ∙ ��__̀ � + �∇���        

(2.53) 
 
όπου: 
 

¿̀ = v
¯∇ Q�* 6�∇ ∙ �__̀ �* − �__̀ ∙ ∇*�__̀ − v

v¦∇*��__̀ ∙ �__̀ 	7S− � ∙ ∇� ∙ �∇ ∙ �__̀ �− v
* �∇�∇ ∙ �� ∙ �__̀ ���               (2.54) 

 
Ο Zou βελτίωσε την προσοµοίωση της ρήχωσης προσθέτοντας έναν όρο πηγής στην εξίσωση 

συνέχειας που αντιστοιχεί στους όρους δεύτερης τάξης των αναπτυγµάτων των µεταβλητών σε 
σειρά δυνάµεων της παραµέτρου ε=H/d. Έτσι η εξίσωση συνέχειας παραµένει ίδια µε την (2.52), 
όµως η εξίσωση ορµής παίρνει τη µορφή: 
 

�__̀ � + ��__̀ ∙ ∇�U__̀ + g∇� + 8__̀ = 12 �� + �	∇�∇ ∙ �� ∙ �__̀ ��� − 16 �� + �	*∇�∇ ∙ �__̀ �� 
+Lv�*∇�∇ ∙ ��__̀ � + �∇��� + È*∇�∇ ∙ ��*�__̀ � + ��*∇���                                                               (2.55) 
 

µε   8__̀ = v
¯∇ Q�* 6�∇ ∙ �__̀ �* − �__̀ ∙ ∇*�__̀ − v

v¦∇*��__̀ ∙ �__̀ 	7S− v
* �∇�∇ ∙ �� ∙ �__̀ ���                                   (2.56) 

 
Αν παραληφθεί στις εξισώσεις Zou µε τις παραµέτρους Β1,Β2 ο ανώτερης τάξης µη-γραµµικός 

όρος 8__̀  και αµεληθούν οι δεύτερης τάξης χωρικές παράγωγοι του d προκύπτει µορφή που 
παραπέµπει στις εξισώσεις των Schäffer και Madsen (1995). Αν ληφθεί Β1=Β2=1/30 προκύπτει 
µορφή παρόµοια µε αυτή των Madsen και Sørensen (1992). 
Στην περίπτωση που η παράµετρος ε είναι µικρότερη του σ2 ο Zou αναπτύσσει τις σειρές: 

 

� = (�v + (*�* + ]�(¯	     (2.57)     και    �__̀ = (�__̀ v + (*�__̀ * + ]�(¯	                                          (2.58) 
 
και θεωρώντας µονοχρωµατικό κύµα για τους όρους πρώτης τάξης (σε µία διάσταση): 
 �v = �� ∙ 9�:�«��� − ��	�     (2.59)    και     �v = �� ∙ 9�:�«��� − ��	�                                    (2.60) 
 
προκύπτει η σχέση διασποράς: 
 

A* = ~r
�r = �� 61 − v

¯ �*�* + *
vÄ�¹�¹ + &��µ�µ	7                                                                      (2.61) 

 
ενώ για στη γραµµική θεωρία ισχύει: 
 

A* = �� Z^��	���	
�� = �� 61 − v

¯�*�* + *
vÄ �¹�¹ − vô

¯vÄ �µ�µ + &��¥�¥	7                                        (2.62) 
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Στο σχήµα 2.7 γίνεται σύγκριση των χαρακτηριστικών διασποράς των εξισώσεων του Zou 
(2.61) µε τη γραµµική θεωρία Airy (2.62) και τις κλασικές εξισώσεις Peregrine (1967). Όπως 
διαπιστώνεται, για ανεκτό σχετικό σφάλµα < 5% (ως προς Airy) οι κλασικές εξισώσεις Peregrine 
έχουν πεδίο εφαρµογής d<0.22L0, ενώ οι εξισώσεις Zou d<0.5L0. 

 

 
Σχήµα 2.7: Σύγκριση αδιάστατης ταχύτητας φάσης µεταξύ θεωρίας Stokes 

                          1ης τάξης (συνεχής γραµµή), εξισώσεων Zou (διακεκοµµένη-τελείες)  
                       και κλασικών εξισώσεων Boussinesq (διακεκοµµένη) (πηγή: [191]) 

 

Η ταχύτητα οµάδας δίνεται από τη σχέση: 
 A} = �~�� = A 61 + �r�rvÄ��r�r ∙ *�r�rÄ�*�r�r7                                                                                           (2.63) 

 
Από τη σύγκριση της ταχύτητας οµάδας που προκύπτει από τη γραµµική θεωρία, τις κλασικές 

εξισώσεις Boussinesq και εξισώσεις Zou (σχήµα 2.8) προκύπτει ότι το πεδίο εφαρµογής των 
κλασικών εξισώσεων περιορίζεται στο d<0.13L0, ενώ των εξισώσεων Zou είναι d<0.3L0. 
Η ακρίβεια στον υπολογισµό της φασικής ταχύτητας και της ταχύτητας οµάδας από τις 

εξισώσεις Zou είναι πανοµοιότυπη µε αυτή των εργασιών των Madsen et al. (1991), Madsen και 
Sørensen (1992) και Nwogu (1993). Ωστόσο, οι τρεις τελευταίες εργασίες εµφανίζουν ακρίβεια 
δεύτερης τάξης όσον αφορά στις κατανοµές κατά βάθος της ταχύτητας και της πίεσης. Οπότε 
δεν παρουσιάζουν βελτίωση σε σχέση µε τις κλασικές εξισώσεις Boussinesq. Αντίθετα, οι 
εξισώσεις Zou εµφανίζουν ακρίβεια 3ης τάξης ως προς τις κατανοµές ταχύτητας και πίεσης. Οι 
αντίστοιχες εξισώσεις είναι: 

 
 a_̀ (y) = �__̀ − v*)* 6(y + 1)* − v̄ (� + �)*7 ∇*�__̀ + v¹)¹[(y + 1)¹ − 2(� + �)¹]∇*∇*�__̀ + ]()µ)        (2.64) 

 b(y) = −)(y + 1)∇ ∙ �__̀ + vµ)¯(y + 1)[(y + 1)* − (� + �)*]∇�∇ ∙ �__̀ �+ ]()Ä)                           (2.65) 
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 :(y) = :¦ − (y − (�) + v*)*[(y + 1)* − (� + �)*] 6∇ ∙ �__̀ � + (�__̀ ∙ ∇*�__̀ − (�∇ ∙ �__̀ �*7 − v¹!)¹[(y + 1)* −(� + �)*]*∇*�∇ ∙ �__̀ ��+ &()µ)                                                                                                  (2.66) 
 
όπου p0 η σταθερή πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια, ε=H/d και σ=d/L. 
 

 
Σχήµα 2.8: Σύγκριση αδιάστατης ταχύτητας οµάδας µεταξύ θεωρίας Stokes 

                          1ης τάξης (συνεχής γραµµή), εξισώσεων Zou (διακεκοµµένη-τελείες)  
                       και κλασικών εξισώσεων Boussinesq (διακεκοµµένη) (πηγή: [191]) 

 
 
 

2.4 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΥΨΗΛΗΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΤΑΞΗΣ 
∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 
Οι πιο πρόσφατες εξελίξεις στον τοµέα των µοντέλων Boussinesq κινήθηκαν στην κατεύθυνση 

της αύξησης της τάξης ακρίβειας της µη-γραµµικότητας και της διασποράς µε σκοπό την 
επέκταση του πεδίου εφαρµογής των µοντέλων αυτών. 
Όπως αναφέρουν οι Madsen et al. (2002) το πεδίο εφαρµογής των αρχικών µοντέλων 

Boussinesq που βασίζονται στις εξισώσεις Peregrine (1967) περιορίζεται στο kd<0.75. Τα 
µεταγενέστερα µοντέλα µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά διασποράς και µη-γραµµικότητας 
φτάνουν ως kd ≤ 40, ενώ ακόµη πιο σύγχρονα µοντέλα επεκτείνουν αυτό το όριο καταργώντας 
ουσιαστικά τον περιορισµό του βάθους του πεδίου εφαρµογής τους. 
Οι κυριότερες εργασίες στην κατεύθυνση της βελτίωσης της µη-γραµµικής συµπεριφοράς των 

µοντέλων τύπου Boussinesq µε χρονολογική σειρά είναι: 
� Wei et al. (1995) 
� Madsen και Schäffer (1998) 
� Agnon, Madsen και Schäffer (1999) 
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� Gobbi, Kirby και Wei (2000) 
� Madsen et al. (2002,2003) 
� Lynett et al. (2002) 
� Schäffer (2004) 
� Bingham και Agnon (2005) 
� Madsen, Fuhrman και Wang (2006,2009) 
� Li (2008) 
Στις παρακάτω παραγράφους θα γίνει εκτενέστερη αναφορά στις εργασίες των Wei et al. 

(1995), Gobbi, Kirby και Wei (2000), Madsen et al. (2002,2003,2006), Bingham και Agnon 
(2005) και Li (2008). 

 
2.4.1 ΠΛΗΡΩΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΩΝ WEI ET AL. (1995) 
 
Η αρχή των µοντέλων Boussinesq πλήρους µη-γραµµικότητας έγινε από τους Wei, Kirby, Grilli 

και Subramanya (1995). Η ανάλυσή τους ακολουθεί την προσέγγιση του Nwogu (1993) και 
οδηγεί στην κατάστρωση ενός πλήρους µη-γραµµικού µοντέλου Boussinesq στο οποίο 
διατηρούνται όροι διασποράς τάξης Ο(σ2) και όλων των τάξεων της µη-γραµµικής παραµέτρου 
ε. Έτσι, το σύστηµα των µη γραµµικών εξισώσεων παίρνει τη µορφή: 

 �� + ∇ ∙ î__̀ = 0                                                                                                                         (2.67) 
 

a_̀ Í� + (�a_̀ � ∙ ∇	a_̀ � + ∇� + )*ç_̀v + ()*ç_̀ * = ]�)¹	                                                                     (2.68) 
 
όπου: 
 

î__̀ = �� + (�	 Oa_̀ � + )* �Qv* y�* − v
µ ��* − �(� + �(�	*�S∇�∇ ∙ a_̀ �	 + 6y� + v

* �� − (�	7 ∇�∇ ∙ ��a_̀ �	�_P+]�)¹	                                                                                                                                      (2.69) 
 

ç_̀v = v
* y�*∇�∇ ∙ a_̀ Í�	 + y�∇�∇ ∙ ��a_̀ ��	� − ∇ 6v* �(�	*∇ ∙ a_̀ Í� + (�∇ ∙ ��a_̀ ��	7                                   (2.70) 

 

ç_̀ * = ∇ ��y� − (�	�a_̀ � ∙ ∇	�∇ ∙ ��a_̀ �	� + v
* �y�* − �(�	*��a_̀ � ∙ ∇	�∇ ∙ a_̀ �	 + v

*∇{�∇ ∙ ��a_̀ �	 + (�∇ ∙ a_̀ ��*}_                                    
(2.71) 
 
Στην ανάλυση των Wei et al. (1995) αίρεται η υπόθεση ε=Ο(σ2). Επίσης, από τη σχέση (2.69) 

προκύπτει ότι η ροή µάζας τείνει στο µηδέν (î__̀ → 0_̀ ) στην ακτογραµµή, όπου d+εζ→0. Το 
αποτέλεσµα αυτό έχει φυσική ερµηνεία και εµφανίζεται στα µη-γραµµικά µοντέλα ρηχών νερών 
αλλά και σε όλα τα µοντέλα Boussinesq όταν χρησιµοποιείται ως ανεξάρτητη µεταβλητή η µέση 
κατά βάθος ταχύτητα. Αντίθετα, η οριακή αυτή συνθήκη δεν ικανοποιείται αυτόµατα στις 
εξισώσεις του Nwogu ή σε άλλα ελαφρώς µη-γραµµικά µοντέλα που δε χρησιµοποιούν τις 
µέσες κατά βάθος ταχύτητες. Οι εξισώσεις Nwogu προκύπτουν από τις (2.67) - (2.71) 
παραλείποντας όρους Ο(σ4,εσ2). Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι συγγραφείς για την αριθµητική 
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επίλυση του µη-γραµµικού µοντέλου πρότειναν τη χρήση ενός ρητού σχήµατος πρόβλεψης-
διόρθωσης (predictor-corrector). 

 
2.4.2 ΠΛΗΡΩΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ GOBBI, KIRBY ΚΑΙ WEI (2000) 
 
Στην εργασία τους οι Gobbi, Kirby και Wei (2000) παρουσίασαν ένα πλήρως µη γραµµικό 

µοντέλο Boussinesq µε ακρίβεια τέταρτης τάξης Ο((kd)4). Το µοντέλο ικανοποιεί επακριβώς τη 
µη-γραµµική κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας και εξήχθη για οριζόντιο πυθµένα 
(ξεχωριστή εργασία των Gobbi και Kirby το 1999 το επέκτεινε σε πυθµένα µεταβλητού βάθους). 
Βασική υπόθεση είναι η προσέγγιση της συνάρτησης δυναµικού µε ένα πολυώνυµο τετάρτου 
βαθµού ως προς το βάθος. Για την ανάλυση ορίστηκε µία νέα εξαρτηµένη µεταβλητή ως ο 
σταθµισµένος µέσος του δυναµικού της ταχύτητας σε δύο διαφορετικά βάθη. Οι θέσεις και οι 
συντελεστές βαρύτητας επιλέχθηκαν έτσι ώστε η ανάλυση Padé (4,4) κατά Witting (1984) να 
δίνει πολύ ακριβή προσέγγιση της σχέσης γραµµικής διασποράς. Το µοντέλο ελέγχθηκε ως 
προς την ικανότητά του να περιγράφει πιστά ελαφρώς µη-γραµµικές κυµατικές ιδιότητες σε νερά 
ενδιάµεσου βάθους χρησιµοποιώντας αναπτύγµατα Stokes σε δυνάµεις του ε για τυχαίες τιµές 
του σ.  
Η εξαρτηµένη µεταβλητή που ορίζεται είναι: 
 ®̀ = Ò®� + (1 − Ò)®C                                                                                                             (2.72) 
 
µε φα και φb το αδιάστατο δυναµικό της ταχύτητας στις θέσεις z=zα και z=zb αντίστοιχα και β 
ένας συντελεστής βαρύτητας. Στη συνέχεια το δυναµικό προσεγγίζεται µε ένα πολυώνυµο 4ου 
βαθµού του οποίου οι συντελεστές είναι τέτοιοι ώστε να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη 
πυθµένα και η εξίσωση Laplace και λόγω της (2.72) προκύπτει: 
 ® = ®̀ + v*)*{1 − (1 + y)*}∇*®̀ + v¹)¹ QL − L(1 + y)* − vµ, + vµ (1 + y)¹S∇*∇*®̀ + ]()µ)       (2.73) 

 
µε: 
 È = Ò(1 + y�)* + (1 − Ò)(1 + yC)*                                                                                         (2.74) , = Ò(1 + y�)¹ + (1 − Ò)(1 + yC)¹                                                                                         (2.75) 
 

 
Ορίζοντας το συνολικό αδιάστατο βάθος ως H=1+εζ (ζ αδιαστατοποιηµένο µε το ύψος 

κύµατος) και αντικαθιστώντας στη σχέση διατήρησης της µάζας, προκύπτει: 
 �� + ∇ ∙ Q[ 6∇®̀ + v*)* 3L − v̄[*5∇(∇*®̀) + v¹)¹ 3L* − v̄Lý* − vµ, + v̄¦[¹5∇(∇*∇*®̀)7S = ]()µ)  

(2.76) 
 
και λόγω της (2.73) η εξίσωση Bernoulli γράφεται προσεγγιστικά: 
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� + ®̀� + v*)*(L − ý*)∇*®̀� + v¹)¹ QL* − Lý* − vµ, + vµ[¹S∇*∇*®̀� + v* ( Q(∇®̀)* + )*(L − ý*)∇®̀ ∙∇(∇*®̀) + )*[*(∇*®̀)* + v*)¹ 3È* − È[* − vµ, + vµ[¹5 ∇®̀ ∙ ∇(∇*∇*®̀) + v¹)¹(È* − 2È[* +[¹)[∇(∇*®̀)]* + )¹ 3Lý* − v̄ý¹5 (∇*®̀)(∇*∇*®̀)S = ]()µ)                                                     (2.77) 

 
Οι εξισώσεις (2.76) και (2.77) αποτελούν ένα πλήρως µη-γραµµικό σύστηµα 4ης τάξης στο 

οποίο αν αµεληθούν οι όροι Ο(σ4) και τεθεί β=1 µε κατάλληλη επιλογή του zα προκύπτει το 
µοντέλο Boussinesq των Wei et al. (1995). Αν επιπλέον αµεληθούν όροι τάξης Ο(εσ2) ή και 
µεγαλύτερης προκύπτει το µοντέλο του Nwogu όπως εκφράστηκε µε τη χρήση συνάρτησης 
δυναµικού από τους Chen και Liu (1995). Τέλος, κάνοντας την κλασική παραδοχή των 
µοντέλων Boussinesq ε=Ο(σ2) και διατηρώντας όρους Ο(εσ2,σ4), προκύπτει µια κλασική µορφή 
του µη γραµµικού µοντέλου ανώτερης τάξης των Gobbi, Kirby και Wei: 

 �� + ∇ ∙ Q[∇®̀ + v*)* 6È[ − v̄ (1 + 3(�)7 ∇(∇*®̀) + v¹)¹ 3L* − v̄L − vµ, + v̄¦5 ∇(∇*∇*®̀)S = &()µ)  
(2.78) 
 � + ®̀� + v*)*[L − (1 + (�)]∇*®̀� + v¹)¹ 3L* − L − vµ, + vµ5∇*∇*®̀� + v* ([(∇®̀)* + )*(L − 1)∇®̀ ∙∇(∇*®̀) + )*(∇®̀)*] = ]()µ, ()¹)                                                                                            (2.79) 
 
Από την ανάλυση Padé (4,4) προκύπτουν: 
 

y� = Ov! − 6 ¥ÏÄµô(v�Ï)7Xr + 6 ¥ÄµôÏ(v�Ï)7XrP
Xr − 1                                                                                (2.80) 

 

yC = Ov! − 6 ¥ÏÄµô(v�Ï)7XrP
Xr − 1                                                                                                      (2.81) 

 
Για να είναι τα zα, zb πραγµατικοί µη θετικοί αριθµοί, άρα να έχουν φυσική ερµηνεία, θα πρέπει 

0.018 ≤ β ≤ 0.467. Ωστόσο όπως βρέθηκε (ακόµη για την περίπτωση µεταβλητού βάθους) το 
µοντέλο δεν εµφανίζει σηµαντική ευαισθησία ως προς την παράµετρο β (εντός του πεδίου 
ορισµού της). 
Στο σχήµα 2.9 φαίνεται η σύγκριση του ποσοστού φασικής ταχύτητας των µοντέλων ως προς 

την ακριβή λύση της γραµµικής θεωρίας Airy για την περίπτωση των κλασικών εξισώσεων 
Boussinesq Ο(σ2), των εξισώσεων Nwogu (1993) και του παρόντος µοντέλου Gobbi και Kirby 
(2000). Είναι φανερό ότι το µοντέλο εµφανίζει βελτιωµένες ιδιότητες γραµµικής διασποράς σε 
σχέση µε το µοντέλο του Nwogu και προσεγγίζει ικανοποιητικά την ακριβή λύση στα νερά 
ενδιάµεσου βάθους και στα βαθιά νερά. Η βελτίωση είναι ακόµη πιο εµφανής όσον αφορά στην 

ταχύτητα οµάδας A} = �~��   , όπως προκύπτει από το σχήµα 2.10. 
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Σχήµα 2.9: Ποσοστό της φασικής ταχύτητας προς την αντίστοιχη της ακριβής  
                   λύσης Airy συναρτήσει της παραµέτρου διασποράς µ=σ. Κλασικές 

                     εξισώσεις Boussinesq (παύλες-τελείες), Nwogu µε α=-0.39 (τελείες) 
                                                 Gobbi-Kirby (4,4) Padé (παύλες) (πηγή: [61]) 
 

 
Σχήµα 2.10: Ποσοστό της ταχύτητας οµάδας προς την αντίστοιχη της ακριβής  
                     λύσης Airy συναρτήσει της παραµέτρου διασποράς µ=σ. Nwogu  

                            µε α=-0.39 (τελείες) και Gobbi-Kirby (4,4) Padé (παύλες) (πηγή: [61]) 
 
 
 
 
 

2.4.3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΛΗΡΟΥΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ ΤΩΝ MADSEN ET AL.   
(2002,2003,2006) 

 
Όπως αναφέρουν οι Madsen, Bingham και Liu στην εργασία τους (2002), οι προγενέστερες 

έρευνες έχουν επεκτείνει το πεδίο εφαρµογής των µοντέλων Boussinesq όσον αφορά στη 
διασπορά το πολύ ως kd ≈ 6, ενώ τα µη-γραµµικά κυµατικά χαρακτηριστικά δεν έχουν 
αναπαρασταθεί επαρκώς. Ωστόσο, µία σηµαντική καινοτοµία στην αντιµετώπιση της µη-
γραµµικότητας εισήχθη από τους Agnon, Madsen και Schäffer (1999). Συγκεκριµένα, πέτυχαν 
την ίδια ακρίβεια στις µη-γραµµικές και στις γραµµικές ιδιότητες εκφράζοντας επακριβώς τις 
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οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας και πυθµένα συνδυάζοντάς τες µε µία προσεγγιστική 
λύση της εξίσωσης Laplace αναπτυσσόµενης σε σειρά.  
Το πεδίο ταχυτήτων που προκύπτει εκφράζεται συναρτήσει της οριζόντιας και κατακόρυφης 

συνιστώσας της ταχύτητας. Προκύπτει ένα σύστηµα από έξι ζεύγη εξισώσεων µε αγνώστους 
την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, την οριζόντια βαθµίδα του δυναµικού στην ελεύθερη 
επιφάνεια και τις συνιστώσες (οριζόντιες και κατακόρυφη) της ταχύτητας στην ελεύθερη 
επιφάνεια και στη στάθµη ηρεµίας. Η προσέγγιση αυτή περιγράφει επαρκώς τη διασπορά µη 
γραµµικών κυµάτων ως kd ≈ 6. 
Βασικό µειονέκτηµα της παραπάνω µεθόδου είναι ότι δεν παρέχει ακριβές κατακόρυφο προφίλ 

του δυναµικού της ταχύτητας. Οι Madsen et al. (2002) επεκτείνουν την έρευνα των Agnon et al. 
(1999) και καταφέρνουν να αποδώσουν τα γραµµικά και µη-γραµµικά χαρακτηριστικά ως kd=40 
και περιγράφουν επαρκώς το κατακόρυφο προφίλ του δυναµικού µέχρι kd=12. Ο στόχος 
επιτυγχάνεται µε ανάπτυξη της εξίσωσης Laplace σε σειρά στο επιλεγµένο ύψος z που είναι 
τέτοιο ώστε να µηδενίζεται το σφάλµα της υπολογιζόµενης µέσης καθ' ύψος ταχύτητας σε σχέση 
µε αυτή που προκύπτει από το γραµµικό προφίλ. Επίσης, ελέγχεται και η ελαχιστοποίηση του 
σφάλµατος στη σχέση διασποράς και στον υπολογισµό της ρήχωσης. Στις προκύπτουσες 
σειρές διατηρούνται όροι µε παραγώγους ως και πέµπτης τάξης. 
Η συγκεκριµένη εργασία επεκτάθηκε και παρουσιάστηκε ολοκληρωµένη από τους Madsen, 

Bingham και Schäffer (2003). Αρχικά η εξίσωση Laplace αναπτύχθηκε σε σειρά άπειρων όρων 
στη στάθµη ηρεµίας. Στη συνέχεια οι σειρές αυτές αναπτύχθηκαν σε τυχαίο βάθος. Τελικά, για 
την αριθµητική αντιµετώπιση του προβλήµατος οι άπειρες σειρές αντικαταστάθηκαν από 
πεπερασµένες σειρές στο τυχαίο ŷ διατηρώντας όρους ως και 5ης τάξης.  
Η επιλογή της στάθµης ŷ δεν έχει σηµασία στην περίπτωση της ανάπτυξης σε σειρά άπειρων 
όρων. Στην περίπτωση όµως των πεπερασµένων σειρών η επιλογή αυτή είναι µείζονος 
σηµασίας καθότι επηρεάζει τη µορφή των όρων αποκοπής. Έτσι, επιδρά έµµεσα στις γραµµικές 
και µη-γραµµικές ιδιότητες του συστήµατος εξισώσεων. Οι Madsen et al. (2003) εφάρµοσαν 
τρεις µεθόδους αποκοπής (truncation methods): 
I. Μία απλή αποκοπή όρων αναπτυγµάτων Taylor όλων των χρησιµοποιούµενων συναρτήσεων 
και τελεστών 

II. Εφαρµογή προσέγγισης Padé στην οριακή συνθήκη πυθµένα σε συνδυασµό µε 
βελτιστοποίηση όρων κλίσης 

III. Εφαρµογή προσέγγισης Padé και στη στάθµη ηρεµίας εκτός της οριακής συνθήκης πυθµένα 
Σε όλες τις παραπάνω µεθόδους το ŷ υπολογίζεται από την ελαχιστοποίηση του µέσου κατά 

βάθους σχετικού σφάλµατος της ταχύτητας σε σχέση µε την αντίστοιχη της γραµµικής 
προσέγγισης. Ορίζοντας κ=kd και για πεδίο εφαρµογής ως κ0=6, επιδιώκεται ελαχιστοποίηση 
της παράστασης: 

 

¿*(), ��) = 1b¦� c1� � a(y) − a¶(y)a¶(0	 #* �y
¦

��
d�õ

¦
�b																																																																																									(2.82)	 

 
όπου σ το ζητούµενο ποσοστό του βάθους που ορίζει τη στάθµη ỹ = )� και us η ταχύτητα που 
προσεγγίζεται. Από τη διαδικασία αυτή προκύπτει σ ≈ -0.5. Η τρίτη µέθοδος προτείνει και µία 
άλλη προσέγγιση για τον προσδιορισµό του σ. Συγκεκριµένα, προτείνει την ελαχιστοποίηση του 
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σχετικού σφάλµατος της ταχύτητας φάσης σε σχέση µε την αντίστοιχη της σχέσης γραµµικής 
διασποράς: 
 

¿̄ (), ��) = 1b¦� �A − AÖ�E��¶AÖ�E��¶  *�õ
¦ �b																																																																																																																	(2.83)	 

 
µε κ0=25 προκύπτει σ ≈ -0.2. ∆ιατηρώντας µόνο όρους χαµηλής τάξης προκύπτει η σχέση 
διασποράς: 
 ~r}��r = v�� Q¶+[�(��ù)]»+(�ù)�»+[�(��ù)]¶+(�ù)»+[�(��ù)]»+(�ù)�¶+[�(��ù)]¶+(�ù)S                                                                     (2.84) 

 
όπου: 
 Aℎ(() = 1 + ¹! (* + vµ¯ (¹     και   ]ℎ(() = 1 + v! (¯ + v!¹Ä (Ä                                                        (2.85) 

 
 
Αν διατηρηθούν άπειροι όροι προκύπτει η ακριβής σχέση γραµµικής διασποράς: 
 ~r}��r = v�� Q¶²{+[�(��ù)]»E¶+(�ù)�»E¶+[�(��ù)]¶²{+(�ù)»E¶+[�(��ù)]»E¶+(�ù)�¶²{+[�(��ù)]¶²{+(�ù)S = Z^��	(��)��                                                       (2.86) 

 
Με την εφαρµογή µεθόδων αποκοπής εισάγονται σφάλµατα, η µορφή και η τάξη των οποίων 

εξαρτάται από την εφαρµοζόµενη µέθοδο. Στο σχήµα 2.11 φαίνεται η ακρίβεια της σχέσης 
γραµµικής διασποράς για σ=-0.5, σ=-0.2, για ανάλυση Padé (4,4) µε σ=0 και ανάλυση Padé 
(8,10) της πρότυπης λύσης (target solution). 
Όσον αφορά στις µη-γραµµικές ιδιότητες του µοντέλου, οι Madsen et al. (2003) αρχικά 

χρησιµοποίησαν τη θεωρία µικρών διαταραχών αναπτύσσοντας την ανύψωση της ελεύθερης 
επιφάνειας θεωρώντας υψηλές αρµονικές ως τρίτης τάξης: 

 � = (TvA¬]À + (*T*A¬]2À + (¯T¯A¬]3À                                                                                  (2.87) 
 
µε θ=ωt-kx. Αντίστοιχα αναπτύχθηκαν οι συνιστώσες της ταχύτητας. Χρησιµοποιώντας σαν 
πρότυπη λύση αυτή των Skjelbreia και Hendrickson (1960) προκύπτουν τα διαγράµµατα 
διασποράς των υψών των υψηλότερων αρµονικών του σχήµατος 2.12 µε ω13 συνάρτηση των 
Α1, k, kd που δίνουν οι συγγραφείς [113].  
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Σχήµα 2.11: Η ακρίβεια του τετραγώνου της ταχύτητας φάσης χρησιµοποιώντας τις 
                     σχέσεις (2.84)-(2.85) µε (i) σ=-0.2 (ii) σ=-0.5 (iii) Padé (8,10) ακριβούς  

      λύσης (iv) σ=0 και Padé (4,4) (πηγή: [113]) 

 

 
Σχήµα 2.12: Η ακρίβεια της δεύτερης και τρίτης αρµονικής και η διασπορά 

 των υψών κύµατος µε (α) µέθοδος ΙΙ µε σ=0 (b) µέθοδος ΙΙ 
µε σ=-0.5 (c) µέθοδος ΙΙΙ µε σ=-0.5 (d) µέθοδος ΙΙΙ µε σ=-0.2 
(πηγή: [113]) 

 

Μία δεύτερη ανάλυση της µη-γραµµικής συµπεριφοράς του µοντέλου έγκειται στις µη-
γραµµικές αλληλεπιδράσεις µεταξύ των κυµάτων. Οι συγγραφείς θεώρησαν µία οµάδα (wave 
group) που αποτελείται από κύµατα δύο συχνοτήτων ωn και ωm. Τα κύµατα αλληλεπιδρούν 
σχηµατίζοντας συρµούς αποτελούµενους από µία υπο-αρµονική (subharmonic) ωp=ωn-ωm και 
τρεις υπερ-αρµονικές (superharmonics) ωp=ωn+ωm, ωp=2ωn και ωp=2ωm. Έτσι, η συνάρτηση 
της ελεύθερης επιφάνειας µε ανάλυση 2ης τάξης καθορίζεται από τις συναρτήσεις µεταφοράς �{± 
µεταξύ των αρµονικών. Αδιαστατοποιώντας τις συχνότητες µέσω των σχέσεων: f{ = ~V*� Ô�

}        και   fØ = ~ì*� Ô�
}                                                                                            (2.88) 

 
οι Madsen et al. (2003) κατέληξαν στα διαγράµµατα του σχήµατος 2.13 που συγκρίνουν τη 
συνάρτηση µεταφοράς Gn µε την αντίστοιχη της θεωρίας Stokes (Ω=1 για kd=39.5). 
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Σχήµα 2.13: Η ακρίβεια των συναρτήσεων µεταφοράς δεύτερης τάξης Gn/Gn

Stokes. Η συνάρτηση 
Gn

+  για την υπερ-αρµονική απεικονίζεται πάνω από τη διαγώνιο και η -Gn
- 
για τις 

υπο-αρµονικές κάτω από τη διαγώνιο. Αριστερά: µέθοδος ΙΙ µε σ=-0.5 και δεξιά: 
µέθοδος ΙΙΙ µε σ=-0.2 (πηγή: [113]) 

 

Η ακρίβεια των τριών µεθόδων συνοψίζεται στους πίνακες 2.1 και 2.2. Η 3η και 4η στήλη 
βασίζονται στην ανάλυση των γραµµικών ιδιοτήτων του µοντέλου ενώ η 5η στήλη παρουσιάζει 
το σφάλµα της τρίτης αρµονικής της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας. Η τελευταία στήλη 
περιέχει το σφάλµα της οριζόντιας ταχύτητας της ελεύθερης επιφάνειας για ένα σταθερό µη-
γραµµικό κύµα κλίσης H/L=0.12. Προφανώς, οι τρεις µέθοδοι I,II και ΙΙΙ µπορούν να 
εφαρµοστούν για ανάλυση µε παραγώγους χαµηλότερης τάξης της πέµπτης (πίνακας 2.1) π.χ. 
παράγωγοι τρίτης τάξης (πίνακας 2.2). Από τους πίνακες προκύπτει ότι η µέθοδος ΙΙΙ µε σ=-
0.5d ή σ=-0.2d είναι µακράν η ακριβέστερη. 

 

 
Πίνακας 2.1: Ακρίβεια µεθόδων περιλαµβάνοντας παραγώγους  

µέχρι 5ης  τάξης (πηγή: [113]) 
 
 

 
Πίνακας 2.2: Ακρίβεια µεθόδων περιλαµβάνοντας παραγώγους  

µέχρι 3ης  τάξης (πηγή: [113]) 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι στους παραπάνω πίνακες είναι: 
 

¿v(), ��) = 1� � a(y) − a¶(y)a¶(0	 #* �y
¦

��
																																																																																																													�2.89	 

 
Οι εργασίες των Madsen et al. (2002,2003) αναφέρονται σε οριζόντιο πυθµένα ή πυθµένα 

ήπιας κλίσης. Οι Madsen, Fuhrman και Wang (2006) επέκτειναν το µοντέλο για πλήρως µη 
γραµµικά κύµατα σε απότοµα µεταβαλλόµενη βυθοµετρία. Οι Madsen et al. (2003) 
παρατήρησαν ότι για ήπιες κλίσεις η παράλειψη όρων ανάλογων του ∇ŷ δεν επηρεάζει 
σηµαντικά τη µεταβολή του ύψους κύµατος λόγω ρήχωσης, αλλά επιδρά εν µέρει στον 
υπολογισµό του προφίλ της ταχύτητας και εισάγει ένα σφάλµα φάσης (phase shift) σε σχέση µε 
την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας.  
Οι Madsen et al. (2006) επεκτείνουν το µοντέλο διατηρώντας όρους ανάλογους των ∇ŷ, ∇*ŷ 

και ∇ŷ ∙ ∇ŷ . Εισάγουν τους τελεστές J1 και J2 που αποτελούν αναπτύγµατα σειρών της 
αδιάστατης µικρής παραµέτρου δ (δ<<1) και τελεστών κλίσης ως και 5ης τάξης. Έτσι, 
µετασχηµατίζουν την εξίσωση Laplace και τις οριακές συνθήκες πυθµένα και ελεύθερης 
επιφάνειας, επιτυγχάνοντας ακρίβεια Ο(δ3). Με τη µέθοδο αυτή αίρουν τη βασική παραδοχή της 
ήπια µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας και υπολογίζουν ακριβέστερα τους συντελεστές ανάκλασης 
και διάδοσης και τη µεταβολή φάσης (downshift / upshift). Οι συγγραφείς δίνουν ως όρια 
εφαρµογής του µοντέλου τις συντηρητικές τιµές |∇�| < 0.25 , |∇ŷ| < 0.10 , |ŷ∇*ŷ| < 0.030 και |ŷ*∇¯ŷ| < 0.015 . Στο σχήµα 2.14 φαίνεται για την πειραµατική διάταξη του Booij (1983) η 
σύγκριση του µοντέλου για απότοµα µεταβαλλόµενες βυθοµετρίες (περιλαµβάνει όρους δ) και 
του µοντέλου για ήπια µεταβαλλόµενες βυθοµετρίες (χωρίς δ όρους) µε τις πρότυπες λύσεις 
των Suh et al. (1997) µε µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων (FEM) και Suh et al. (1997) µε τη 
διευρυµένη γραµµική εξίσωση ήπιας κλίσης (MMSE). Παρατηρείται ότι το νέο µοντέλο δίνει µε 
πολύ καλή ακρίβεια τον συντελεστή ανάκλασης, ακόµη και για κλίσεις πυθµένα ως 1:1. 

      
 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

Σχήµα 2.14: Αριστερά: πειραµατική διάταξη του Booij (1983). ∆εξιά: σύγκριση συντελεστή 
ανάκλασης υπολογισµένου από µοντέλο µε δ-όρους (γεµάτοι κύκλοι) και 
µοντέλο χωρίς δ-όρους (ανοιχτοί κύκλοι) σε σχέση µε πρότυπες λύσεις των 
Suh et al. (1997) (πηγή: [115]) 
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2.4.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ FOURIER-BOUSSINESQ ΓΙΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΥΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΥΣ ΤΩΝ 
BINGHAM ΚΑΙ AGNON (2005) 

 
Στην προηγούµενη παράγραφο παρατέθηκαν οι εργασίες των Madsen et al. (2002,2003) που 

αποτελούν µεθόδους πολύ υψηλής ακρίβειας µε παραγώγους ως και 5ης τάξης. Το µοντέλο τους 
απαιτεί την επίλυση τριών εξισώσεων σε κάθε υπολογιστικό κόµβο και εφαρµόζεται 
ικανοποιητικά ως kd≈25 (ή kd≈40). Οι Bingham και Agnon (2005) παρουσίασαν µία νέα µέθοδο 
για υψηλής µη-γραµµικότητας πλήρως διασπειρόµενα κύµατα. Το σφάλµα προσέγγισης είναι 
µικρό για όλο το εύρος 0 ≤ �� < ∞, απαλείφοντας ουσιαστικά τον περιορισµό του βάθους. 
Η µέθοδος που παρουσίασαν οι συγγραφείς είναι βασικά τύπου Boussinesq, αλλά 

περιλαµβάνει ένα γενικευµένο µετασχηµατισµό Hilbert για να απαλείψει περιορισµούς στο 
σχετικό βάθος. Ο µετασχηµατισµός Hilbert υπολογίζεται µέσω ενός µετασχηµατισµού Fourier 
(FFT) και γι' αυτό το υπολογιστικό πεδίο περιορίζεται µόνο σε ορθογωνικές γεωµετρίες. Για την 
ακρίβεια της µεθόδου συµπεριλήφθηκαν όροι µε παραγώγους ως και 6ης τάξης µε αποτέλεσµα 
η πολυπλοκότητα του σχήµατος να είναι αντίστοιχη µε άλλες µεθόδους Boussinesq υψηλής µη-
γραµµικότητας ή µεθόδους τοπικών πολυωνύµων (LPA) 7ου βαθµού. Σε αντίθεση µε άλλες 
πολυωνυµικές µεθόδους, η µέθοδος Fourier-Boussinesq των Bingham και Agnon προσεγγίζει 
τον όρο διασποράς tanh(kd)/kd µε µία ρητή συνάρτηση του kd αντί του k2d2. Έτσι, η σχέση 
διασποράς γίνεται ακριβής ασυµπτωτικά και στα δύο όρια του kd (kd→0 και ∞). Ο γενικευµένος 
µετασχηµατισµός Hilbert µετατρέπει τις περιττές δυνάµεις σε άρτιες καθιστώντας τις κατάλληλες 
για εκτίµηση µε τοπικές µεθόδους πεπερασµένων διαφορών. Έτσι, τα σφάλµατα διασποράς 
γίνονται πολύ µικρά για 0 ≤ �� < ∞. 
Οι συγγραφείς θεώρησαν το ρευστό ασυµπίεστο, µε αµελητέο ιξώδες και τη ροή αστρόβιλη. 

Έτσι, η ταχύτητα περιγράφεται µε βαθµωτό δυναµικό ®��̀, y, �	, η ελεύθερη επιφάνεια είναι y = ���̀, �	 και ο πυθµένας y = −���̀	. Προκύπτει το ακόλουθο πρόβληµα οριακών τιµών: 
 ∇*® + ®uu = 0     στον όγκο ρευστού ç��̀, y, �	                                                                       (2.90) ®u + ∇® ∙ ∇� = 0     , y = −���̀	                                                                                             (2.91) 

 �� + ∇φg ∙ ∇� − �1 + ∇� ∙ ∇�	®̀u = 0                                                                                          (2.92) 
 

®̀� + v
*∇φg ∙ ∇φg − v

* �1 + ∇� ∙ ∇�	®̀u* + �� = 0                                                                          (2.93) 

 
Οι οριακές συνθήκες της ελεύθερης επιφάνειας εκφράζονται σε όρους του δυναµικού στην 

ελεύθερη επιφάνεια  ®̀ = ®��̀, ���̀, �	, �	 (Zakharov,1968). Απαιτούνται αρχικές συνθήκες για τα ®̀ και ζ. 
Οι Bingham και Agnon χρησιµοποίησαν τη µέθοδο των σειρών Taylor κατά Dommermuth και 

Yue (1987) για την ικανοποίηση των οριακών συνθηκών ελεύθερης επιφάνειας, επειδή οδηγεί 
σε ένα σταθερό στο χρόνο h × h σύστηµα γραµµικών εξισώσεων που µπορεί να επιλυθεί µε 
άµεσες µεθόδους µητρώων. Το δυναµικό προσεγγίζεται µε αποκοπή όρων από σειρές της µη-
γραµµικής παραµέτρου ε=kα<<1, µε α ένα ενδεικτικό µέτρο του ύψους κύµατος. Συνεπώς: 
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® = ± ®(Ø)ä
Ø³v 		µε		φ(m)=Ο(εm)																						  																																																																																																			(2.94) 

Η τιµή του φ(m) στην ελεύθερη επιφάνεια προσδιορίζεται µε ανάπτυγµα Taylor στο z=0 
δίνοντας: 

 

®̀ = ± ± �{�! �{�y{ ®j (Ø)ä�Ø
{³¦

ä
Ø³v 																																																																																																																																			(2.95) 

 
όπου ®j = ®(�̀,0, �	. Συλλέγοντας όρους κάθε τάξης της παραµέτρου ε προκύπτει µία ρητή 
ακολουθία για τον υπολογισµό των όρων δυναµικού κάθε τάξης: 
 ®j �v	 = ®̀                                                                                                                                  (2.96) 
 

®j �Ø	 = − ± �{�! �{�y{ ®j �Ø�{	
Ø�v

{³v
				 , \ = 2,3,… , î																																																																																													(2.97) 

 
Εκφράζοντας τις εξισώσεις µε αυτό τον τρόπο, το πρόβληµα µεταπίπτει στον υπολογισµό του 

®ju�Ø	 από το ®j �Ø	 . Οι παράγωγοι ανώτερης τάξης ως προς z προκύπτουν µε εφαρµογή της 
αρνητικής Λαπλασιανής σε αυτά τα δύο µεγέθη. Τέλος, παραγωγίζοντας την (2.95) ως προς z 
προκύπτει η τιµή ®̀u και προωθείται η επίλυση. 
Η µεθοδολογία αυτή των µικρών διαταραχών προϋποθέτει ελαφρά µη γραµµικότητα, αλλά δε 

θέτει περιορισµό στο kd. Το χρησιµοποιούµενο σχήµα συγκλίνει για µη γραµµικούς 
κυµατισµούς σταθερής µορφής µε κλίση ελεύθερης επιφάνειας ως και 80% της οριακής 
σταθερής κλίσης για κάθε kd.  
Η επίλυση του προβλήµατος επιτυγχάνεται µε τον υπολογισµό της κατακόρυφης συνιστώσας 

της ταχύτητας στη στάθµη ηρεµίας από το δυναµικό στην ίδια θέση. Η µέθοδος Boussinesq που 
προτείνουν οι συγγραφείς είναι ασυµπτωτικά ακριβής και στα δύο όρια του kd. Όλες οι 
προγενέστερες µέθοδοι Boussinesq προσεγγίζουν την αδιάστατη ταχύτητα c2/gd µε ρητές 
συναρτήσεις του (kd)2. Το γεγονός αυτό τις καθιστά εφαρµόσιµες σε προβλήµατα µεταβλητού 

βάθους. Ωστόσο, η ακριβής σχέση γραµµικής διασποράς είναι υπερβατική  
»r
}� = Z^��	���	

��  και 

τείνει στο 1/(kd) στα βαθιά νερά. Εποµένως, η προγενέστερες µέθοδοι Boussinesq αποκλίνουν 
από την ακριβή λύση σε αυτό το όριο. Για να διορθωθεί η ακρίβεια για �� → ∞ εισάγονται 
περιττές δυνάµεις του kd στην προσέγγιση και χρησιµοποιείται ένας γενικευµένος (2D) 
µετασχηµατισµός Hilbert  H  που εκφράζει τις δυνάµεις αυτές στο φυσικό χώρο. Ο 

µετασχηµατισµός εκφράζεται ως εξής: 
 

H	lφ = F-1{k F {φ}}                                                                                                                   (2.98) 
 

όπου F ο συνήθης 2D (	�__̀ : �_̀ 		 µετασχηµατισµός Fourier και F-1 ο αντίστροφος µετασχηµατισµός. 
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Για την περίπτωση σταθερού βάθους, ένας συνηθισµένος έλεγχος για την ακρίβεια των 
µοντέλων Boussinesq αφορά στο κατά πόσο προσεγγίζουν τη σχέση γραµµικής διασποράς: 

 »r}� = Z^��	(��)��                                                                                                                             (2.99) 

 
Προσεγγίζοντας τη (2.99) µε  τη µέθοδο Fourier-Boussinesq χαµηλότερης τάξης προκύπτει η 

αντίστοιχη ρητή προσέγγιση χαµηλότερης τάξης: 
 »r}� ≈ vv���                                                                                                                               (2.100) 

 

Στο χώρο Fourier και για αρµονική γραµµική λύση ισχύει ∇= «�_̀  . Επιπλέον, ορίζοντας τον 
τελεστή εφαπτοµένης ως: 

 

tan(�∇) = ���	(�∇)���	(�∇) = �∇�ß¸∇¸½ �ß�∇�Xrõ �⋯v�ßr∇rr �ß·∇·r· �⋯                                                                                         (2.101) 

 

προκύπτει:  tan(�∇) = «���ℎ(��) ≈ ²��v��� = �∇v��H	n                                                               (2.102) 

 

Οπότε λόγω της εξίσωσης Laplace θέτοντας aj_̀ = ∇®(�,0, �	 και bo = ®u��, 0, �	 προκύπτει: 
 

�1 + �H	l�bo = −�∇ ∙ aj_̀                                                                                                          (2.103) 
 
Η εξίσωση αυτή ως προς bo  επιλύεται µε επαναληπτική διαδικασία λόγω της ύπαρξης του 

µετασχηµατισµού Hilbert. Σχηµατίζοντας το ανάπτυγµα του φ ως προς την ελεύθερη επιφάνεια 
z=ζ και για ανάλυση της χαµηλότερης δυνατής τάξης, προκύπτει το σύστηµα: 

 ®j + �bo = ®̀                                                                                                                           (2.104) 
 �∇*®j + �1 + �H	l�bo = 0                                                                                                      (2.105) 
 
και τελικά: bg = bo − �∇*®j                                                                                                      (2.106) 
 
Η λύση αυτή αντιστοιχεί στη χαµηλότερη δυνατή τάξη και εµφανίζει ενδιαφέρον για πολύ 

µακρά ή πολύ βραχέα κύµατα. Οι συγγραφείς παρουσίασαν λύσεις ανώτερης τάξης µε ρητές 
(τροποποιηµένες ή µη) προσεγγίσεις Padé. Επίσης, µελέτησαν και την περίπτωση 
µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας.  
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2.4.5 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΥΨΗΛΗΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΠΛΗΡΟΥΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ ΤΟΥ LI 
(2008) 

 
Ο Li (2008) πρότεινε ένα νέο σετ εξισώσεων που συνδυάζει τα πλεονεκτήµατα της εξίσωσης 

ήπιας κλίσης και των µοντέλων Boussinesq. Η εξίσωση ήπιας κλίσης (mild slope equation) 
περιγράφει ικανοποιητικά τη διάδοση απλών γραµµικών κυµατισµών στα βαθιά νερά (π.χ. 
kd>10). Αντίθετα, τα µοντέλα Boussinesq παρέχουν τη δυνατότητα περιγραφής της διάδοσης 
και σύνθετων κυµατισµών µε έντονα µη-γραµµικό χαρακτήρα στα ρηχότερα νερά. Ο Li εξήγαγε 
ένα νέο σετ εξισώσεων, που συνδυάζοντας τις δύο µεθόδους περιγράφει πλήρως 
διασπειρόµενους, απλούς και σύνθετους µη-γραµµικούς κυµατισµούς σε όλα τα βάθη. 
Ως πρώτη προσέγγιση για τη συνάρτηση δυναµικού χρησιµοποιούνται συναρτήσεις 

υπερβολικού συνηµιτόνου κατ' αναλογία µε τη θεωρία Stokes 1ης τάξης. Στη συνέχεια, από την 
εξίσωση Laplace προκύπτει µία νέα συνάρτηση δυναµικού. Αν επαναληφθεί αυτή η διαδικασία 
µπορούν να προκύψουν προσεγγίσεις κάθε τάξης, οι οποίες οδηγούν σε νέες εξισώσεις τύπου 
Boussinesq µε ακρίβεια µεγαλύτερη των κλασικών εξισώσεων. Η µεθοδολογία αναπτύχθηκε 
τόσο για σταθερό βάθος, όσο και για µεταβαλλόµενη βυθοµετρία. 
Για δισδιάστατη ροή, ο Li κατέληξε στις εξισώσεις: 
 ���� + ∇ ∙ [(� + �)a_̀ �] + ∇ ∙ Q∇∇ ∙ [(¿v − �¿*)a_̀ �] + �∇∇ ∙ 63¿* − y�¿¹ + v* y�*5 a_̀ �7 + �y�∇∇ ∙[(¿¹ − y�)a_̀ �] + v*�y�*∇∇ ∙ a_̀ �S = 0                                                                                         (2.107) 

 
�.__̀ R�� + a_̀ � ∙ ∇a_̀ � + �∇� + �

�� Q∇∇ ∙ 63¿̄ − y�¿¹ + v
* y�*5 a_̀ �7 + y�∇∇ ∙ ��¿¹ − y�	a_̀ �� + v

* y�*∇∇ ∙ a_̀ �S = 0    

(2.108) 
 
όπου:  
 

¿v = v
�¸ 6�� − ����	���	

����	�����uR	7     (2.109)            ¿* = v
�r 61 − v

����	�����uR	7                                 (2.110) 

 

¿̄ = v
�r 61 − »E¶�	���	

����	�����uR	7        (2.111)           ¿¹ = v
� tanh	��� + �y�	                                     (2.112) 

 
και a_̀ � = �a�, 4�	 η οριζόντια ταχύτητα στη θέση z=zα=-0.66d (regular waves) ή z=zα=-0.544d 
(irregular waves).   
Βασικό µειονέκτηµα της προσέγγισης του Li είναι ότι απαιτείται ο προσδιορισµός του 

κυµαταριθµού k. Για µονοχρωµατικούς κυµατισµούς το k υπολογίζεται από την ακριβή σχέση 
διασποράς, αλλά για σύνθετους υπεισέρχεται σφάλµα στον υπολογισµό του και έτσι το µοντέλο 
καθίσταται µη ακριβές στα βαθιά νερά.  
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2.5 ΠΡΟΣΘΗΚΕΣ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ 
 
Στις παραπάνω παραγράφους παρουσιάστηκαν συνοπτικά οι κυριότερες εργασίες που 

αφορούσαν στη βασική µορφή των εξισώσεων των διαφόρων µοντέλων τύπου Boussinesq. Οι 
προαναφερθείσες µελέτες απέβλεπαν στη βελτίωση των χαρακτηριστικών διασποράς και µη-
γραµµικότητας των διαφόρων µοντέλων. Ωστόσο, για την πιο πιστή αναπαράσταση της 
πραγµατικής διάδοσης κυµάτων στη φύση ή το εργαστήριο απαιτείται και η προσοµοίωση 
διαφόρων παράλληλων φυσικών διεργασιών, όπως η θραύση των κυµατισµών, η αναρρίχηση 
στις ακτές, η τριβή πυθµένα, η επιφανειακή τάση του ανέµου, η ανάκλαση των κυµάτων, το 
wave setup και setdown σε συνδυασµό µε µοντέλα κυκλοφορίας, αλλά και υπολογιστικής φύσης 
διεργασιών, όπως οι τεχνικές και τα όρια γένεσης των κυµατισµών και οι οριακές και αρχικές 
συνθήκες. Βέβαια, µπορεί θεωρητικά η προσπάθεια προσέγγισης αυτών των φαινοµένων να 
είναι στην κατεύθυνση της πληρέστερης προσοµοίωσης των φυσικών διεργασιών, όµως πολλές 
φορές η υπολογιστική διαδικασία καθίσταται ιδιαίτερα σύνθετη µε απαιτήσεις βαθµονόµησης 
πολλών παραµέτρων και ζητήµατα ευστάθειας των αριθµητικών σχηµάτων που είναι δύσκολο 
να διερευνηθούν.  

 
2.5.1 Η ΘΡΑΥΣΗ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ 
 
Η θραύση των κυµατισµών είναι ίσως η πιο ενδιαφέρουσα φυσική διεργασία που συντελείται 

κατά τη διάδοση των κυµάτων. Αποτελεί το σηµαντικότερο µηχανισµό µεταβολής της δυναµικής 
κατάστασης και της στερεοµεταφοράς κυρίως στην παράκτια ζώνη. Η προσοµοίωση της 
θραύσης και της διάδοσης κυµάτων εντός της ζώνης θραύσης (surf zone) αποτέλεσε 
αντικείµενο µελέτης πολλών εργασιών πάνω στα µοντέλα Boussinesq. Πλήθος ερευνητών 
όπως οι Schäffer, Madsen, Karambas και Koutitas, Zelt, Kennedy, Veeramony και Svendsen 
κλπ. έχουν ασχοληθεί µε το ζήτηµα της θραύσης και πρότειναν διάφορες τεχνικές προσέγγισης. 
Η προσοµοίωση της θραύσης αποτελεί κύριο αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας 
και για το λόγο αυτό εξετάζεται αναλυτικά στο τέταρτο και πέµπτο κεφάλαιο. 

 
2.5.2 Η ΤΡΙΒΗ ΠΥΘΜΕΝΑ 
 
Η µαθηµατική ανάπτυξη των διάφορων κυµατικών θεωριών που παρουσιάστηκαν στο πρώτο 

κεφάλαιο προϋποθέτει άκαµπτο, σταθερό, αδιαπέρατο και οριζόντιο πυθµένα. Ωστόσο, στη 
φύση υπάρχει ένα τεράστιο εύρος από είδη πυθµένων, από λασπώδεις όπου η ιλύς 
συµπεριφέρεται σαν παχύρευστο υγρό µεγάλου ιξώδους, µέχρι αµµώδεις µε πορώδη 
αµµοκυµάτια και σκληρούς και τραχείς βραχώδεις πυθµένες. Η ακαµψία του πυθµένα, το 
πορώδες του και η τραχύτητά του είναι παράγοντες που επηρεάζουν τα κυµατικά 
χαρακτηριστικά. Σε γενικές γραµµές η αλληλεπίδραση του κυµατισµού και του πυθµένα οδηγεί 
σε απόσβεση ποσού της κυµατικής ενέργειας και τοπική αλλαγή της κινηµατικής των υγρών 
µορίων. Η σηµαντικότερη απόσβεση ενέργειας εµφανίζεται όταν ο πυθµένας είναι πολύ 
µαλακός (εύκαµπτος) ή όταν τα κύµατα προωθούνται σε µεγάλες αποστάσεις. Η παρακάτω 
συνοπτική παρουσίαση του υπολογισµού της τριβής πυθµένα ακολουθεί την ανάπτυξη των 
Dean και Dalrymple (1984). Η εισαγωγή της τριβής στο µοντέλο των Karambas και Memos 
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(2009) βασίζεται στην εργασία των Memos et al. (2005), εξετάστηκε από τον I. Koutsourelakis 
(2009) και παρουσιάζεται στο τρίτο κεφάλαιο. Ωστόσο, εξαιτίας της έλλειψης επαρκών στοιχείων 
στη βιβλιογραφία σχετικών µε τα πραγµατοποιηθέντα πειράµατα, στην παρούσα εργασία η 
τριβή δε λαµβάνεται υπόψη. 
Οι γραµµικοποιηµένες εξισώσεις Navier-Stokes σε δύο διαστάσεις για ένα ιξώδες ρευστό είναι: 
 �.�� = − vw �^�� + 4 3�r.��r + �r.�ur5                                                                                                    (2.113) 

 �x�� = − vw �^�u + 4 3�rx��r + �rx�ur5                                                                                                   (2.114) 

 
όπου v το κινηµατικό ιξώδες. 
Στην περίπτωση δηµιουργίας οριακής στοιβάδας στρωτής ροής, η επίδραση του ιξώδους είναι 

σηµαντική πολύ κοντά στον πυθµένα. Έτσι, είναι βολικό να χωριστεί το πεδίο ροής σε 
αστρόβιλο (up) και στροβιλό (ur) µε: u=up+ur . 
H up ικανοποιεί την εξίσωση Euler: 
 �.ö�� = − vw �^��                                                                                                                           (2.115) 

 
και η ur ικανοποιεί την προσεγγιστική εξίσωση στροβιλότητας: 
 �.<�� = 4 �r.<�ur                                                                                                                            (2.116) 

 
Συνδυάζοντας τη λύση από τη γραµµική θεωρία για την up και τη λύση της (2.116) για την ur 

προκύπτει η συνολική οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας: 
 a = }��~����	(��) �A¬]ℎ[�(� + y)]A¬](�� − ��) − 9�§~/*+∙(u��)A¬] =�� − �� + Ô~*+ (y + �)>_      (2.117) 

 
και από την εξίσωση συνέχειας προκύπτει η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας: 
 b = − }��~����	(��) �]«�ℎ[�(� + y)]9²3p�Ür5 − �Ô+~ 69�(v�²)§~/*+∙(u��) − 17 9²3p�¸Ü· 5_                    (2.118) 

 
µε ψ=kx-ωt και α το πλάτος κυµατισµού. Η στιγµιαία διατµητική τάση που ασκείται στον 
πυθµένα δίνεται από τη σχέση: 
 q�u = �4 �3�.�u + �x��5Su³�� ≈ �4 �3�.<�u 5Su³��                                                                               (2.119) 

 
και λόγω της λύσης της (2.116) προκύπτει: 
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q�u ≈ �Ô+~ }������	(��) cos	 3�� − �� − �¹5                                                                                    (2.120) 

 
Από την (2.120) προκύπτει ότι η διατµητική τάση πυθµένα είναι αρµονική συνάρτηση και 

εµφανίζει διαφορά φάσης 45° ως προς την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας. Η µέση 
διατµητική τάση πυθµένα σε µία περίοδο κύµατος είναι µηδενική. Μία συµβατική µορφή της 
διατµητικής τάσης πυθµένα για ταλαντευόµενη ροή δίνεται από τη σχέση: 

 q�u = wT¥ aC|aC|                                                                                                                        (2.121) 

 
όπου ub η ταχύτητα (θεωρούµενη συµβατικά) στον πυθµένα όπως δίνεται από τη θεωρία 
συνάρτησης δυναµικού έξω από το οριακό στρώµα πυθµένα και f είναι ένας συντελεστής 
τριβής. Η µέγιστη ταχύτητα πυθµένα από την (2.117) προκύπτει: 
 (aC)ØÍ� = }��~����	(��) = �C�                                                                                                    (2.122) 

 
όπου ζb η µέγιστη οριζόντια µετακίνηση των υγρών µορίων στον πυθµένα (λόγω κυµατισµού) 
για ροή υγρού αµελητέου ιξώδους. Αν θεωρηθεί ότι η µέγιστη ταχύτητα πυθµένα αντιστοιχεί στη 
µέγιστη διατµητική τάση πυθµένα, τότε λόγω των (2.120) και (2.121) προκύπτει: 
 �Ô+~ }������	(��) = wT(.F)ìrær¥                                                                                                         (2.123) 

 
και λόγω της (2.122) προκύπτει: 
 Q = ¥sFX rt      (2.124)    όπου Rb είναι ο αριθµός Reynolds µε:  *C = .F�F+                                 (2.125) 

 
Στο διάγραµµα του σχήµατος (2.15) φαίνεται ο συντελεστής τριβής f συναρτήσει του Rb. Ως d90 

ορίζεται η διάµετρος του κόκκου της άµµου από τον οποίο το 90% των υπόλοιπων κόκκων είναι 
λεπτότερο. Ο Kamphuis (1975), µε κάποια επιφύλαξη, για να προσδιορίσει τη σχετική 
τραχύτητα πυθµένα όρισε ένα ισοδύναµο µέγεθος κόκκου άµµου ως ke=2d90 . 
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Σχήµα 2.15: Συντελεστής τριβής f συναρτήσει του αριθµού Reynolds 

 Rb και της σχετικής τραχύτητας (πηγή: [43]) 
 

Οι παραπάνω σχέσεις προέκυψαν για οριακό στρώµα πυθµένα στρωτής ροής πάνω από λείο, 
άκαµπτο και αδιαπέρατο πυθµένα. Ωστόσο, όταν το ύψος κύµατος γίνεται µεγάλο ή ο πυθµένας 
είναι τραχύς, η ροή στην οριακή στοιβάδα γίνεται τυρβώδης. Η περίπτωση αυτή είναι η πιο 
συνηθισµένη στη φύση. Οι πειραµατικές εργασίες των Jonsson (1966), Kamphuis (1975), 
Jonsson και Carlsen (1976) και οι θεωρητικές µελέτες του Kajiura (1968) απέδειξαν την 
εξάρτηση της τυρβώδους ροής στην οριακή στοιβάδα από τη σχετική τραχύτητα πυθµένα που 
ορίζεται ως ke/ζb . 
Όπως στην περίπτωση της τραχείας τυρβώδους ροής σε αγωγό, η τιµή του συντελεστή τριβής 

f είναι ανεξάρτητη του αριθµού Reynolds Rb . Συγκεκριµένα, ο Kamphuis πρότεινε: 
 Q ≈ 0.1 3�u�F5

¯ ¹t
    για  

�u�F > 0.02                                                                                              (2.126) 

 v
*§T + �� v

*§T = −0.35 − ¹
¯ �� �u�F       για 

�u�F < 0.02                                                                     (2.127) 

 

Οι (2.126) και (2.127) ισχύουν όταν:   
�u�F ≥ **¦¦sF    και Rb > 5·104 . Η σχέση (2.121) ισχύει και 

στην περίπτωση της τυρβώδους οριακής στοιβάδας. Η απόσβεση ενέργειας λόγω τριβής δίνεται 
από τη σχέση: 

 (/ = q�uaC¤¤¤¤¤¤¤                                                                                                                            (2.128) 
 
ή 
 

(/ = wT
¥ �aCØÍ�	¯A¬]*��� − ��	|A¬]��� − ��	|¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤

                                                                      (2.129) 

 
Οπότε η µέση απόσβεση ενέργειας στην περίοδο του κύµατος είναι: 
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(/ = wT¥ (aCØÍ�)¯ = wTµ� 6 Í~����	(��)7¯                                                                                           (2.130) 

 
Από την εξίσωση ενέργειας προκύπτει ότι η µείωση του ύψους κύµατος συναρτήσει της 

απόστασης πάνω από έναν επίπεδο πυθµένα δίνεται από τη σχέση: 
 (�) = �õv�r�¸Ü àrRõæ[ràßWvwxy	�ràß	�vwxy	�àß	                                                                                               (2.131) 

 
όπου α0 το ύψος κύµατος στην αρχική θέση µελέτης όπου πρακτικά η τριβή είναι αµελητέα. Η 
σχέση αυτή παριστάνεται γραφικά στο σχήµα 2.16. 
 

 
Σχήµα 2.16: Μείωση του ύψους κύµατος εξαιτίας της απόσβεσης 

ενέργειας λόγω τριβής µε σχηµατισµό τυρβώδους  
οριακής στοιβάδας πυθµένα (πηγή: [43]) 

 

Η µείωση του ύψους κύµατος αυξάνεται µε την αύξηση του συντελεστή τριβής f και εξαρτάται 
από το βάθος. Στα βαθιά νερά, ο λόγος α/α0 τείνει στη µονάδα καθώς η τριβή πυθµένα γίνεται 
αµελητέα, ενώ στα ρηχά νερά τείνει ασυµπτωτικά στη σχέση: 

 �
�õ = v

v� �½ÜRõæßr
                                                                                                                           (2.132) 

 
Τα παραπάνω ισχύουν για άκαµπτους και αδιαπέρατους πυθµένες. Στις περιπτώσεις 

λασπώδους πυθµένα υψηλού ιξώδους ή πορώδους πυθµένα, απαιτείται τροποποίηση των 
σχέσεων υπολογισµού της ενεργειακής απόσβεσης. 
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2.5.3 Η ΑΝΑΡΡΙΧΗΣΗ ΣΤΗΝ ΑΚΤΗ 
 
Η προσοµοίωση της αναρρίχησης των κυµατισµών στην ακτή δεν εισάγει νέες φυσικές έννοιες 

στα µοντέλα. Τα προβλήµατα που παρουσιάζονται είναι κυρίως αριθµητικά και σχετίζονται µε τη 
µετακίνηση του κατάντη ορίου του πεδίου σε ένα σταθερό οριζόντιο σύστηµα συντεταγµένων. 
Για την αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτών έχουν προταθεί στη διεθνή βιβλιογραφία 
αρκετές τεχνικές, οι οποίες σε γενικές γραµµές µπορούν να διακριθούν σε τρεις κατηγορίες: 
� τεχνικές µετασχηµατισµού των συντεταγµένων  
� τεχνικές στράγγισης και πλήρωσης του κανάβου 
� τεχνικές που χειρίζονται ολόκληρη την υπολογιστική περιοχή σαν ένα τµήµα της ενεργής 

περιοχής του ρευστού 
Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει µοντέλα που αναπτύσσονται σε συντεταγµένες Lagrange. 

Στην περίπτωση κίνησης του ρευστού κάθετα στην ακτή, η χρησιµοποίηση συντεταγµένων 
Lagrange αναιρεί τη µονιµότητα της θέσης της ακτογραµµής και εποµένως είναι εφικτή η 
επίλυση της αναρρίχησης. Η τεχνική αυτή χρησιµοποιήθηκε αρχικά από τους Pedersen και 
Gjevik (1983) για τον υπολογισµό της αναρρίχησης µοναχικών κυµάτων. Ο Zelt (1991) εξέλιξε 
τη χρήση της µεθόδου των συντεταγµένων Lagrange ενσωµατώνοντας ένα µοντέλο θραύσης 
ώστε τελικά να µελετήσει την αναρρίχηση θραυόµενων και µη θραυόµενων µοναχικών 
κυµατισµών. Η τεχνική των συντεταγµένων Lagrange µπορεί κατά βάση να επεκταθεί σε δύο 
οριζόντιες διαστάσεις, ώστε να περιλαµβάνει και κίνηση παράλληλη στην ακτή. Ωστόσο, η 
χρήση αποκλειστικά ενός σχήµατος Lagrange για εφαρµογές στη ζώνη θραύσης είναι 
προβληµατική από την άποψη ότι η µέση ροή που αναπτύσσεται από τα θραυόµενα κύµατα 
στη ζώνη αυτή παραµορφώνει τον κάναβο στην παράλληλη προς την ακτή διεύθυνση. Είναι 
δυνατόν να χρησιµοποιηθούν σχήµατα ηµί-Lagrange στα οποία µόνο η κίνηση κάθετα στην 
ακτή αντιµετωπίζεται στα πλαίσια των συντεταγµένων Lagrange. Εναλλακτικά, µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν απλές τεχνικές επιµήκυνσης των συντεταγµένων, οι οποίες επεκτείνουν τον 
κάναβο του µοντέλου στην κάθετη στην ακτή διεύθυνση ώστε να παρακολουθείται η 
µετακινούµενη ακτογραµµή. Οι Özkan-Haller και Kirby (1997) χρησιµοποίησαν την προσέγγιση 
αυτή σε σχήµατα που βασίζονται στις µη-γραµµικές εξισώσεις των ρηχών νερών για να 
περιγράψουν την αναρρίχηση κατά µήκος της ακτής. 
Η δεύτερη κατηγορία τεχνικών έχει µακρά ιστορία εφαρµογής στα πλαίσια υπολογισµών που 

αφορούν στην αναρρίχηση tsunamis. Σε αυτά τα µοντέλα ελέγχεται η στάθµη του ρευστού στον 
πλησιέστερο στην ακτή ενεργό κόµβο της υπολογιστικής περιοχής. Η θέση της ακτογραµµής 
µετακινείται κατάντη αν η στάθµη του ρευστού υπερβεί µια κρίσιµη τιµή, ενώ ο κόµβος 
στραγγίζεται και απενεργοποιείται αν η στάθµη πέσει κάτω από µία δεύτερη κρίσιµη τιµή. Η 
µεθοδολογία αυτή εφαρµόζεται καλύτερα στην περίπτωση ρητών αριθµητικών σχηµάτων, τα 
οποία δεν επηρεάζονται από αλλαγές στη διάσταση του κανάβου. 
Την προσέγγιση του Zelt (1991) σε συνδυασµό µε τη δεύτερη τεχνική υιοθέτησαν στο µοντέλο 

τους και οι Karambas και Koutitas (2002). Οι συγγραφείς για να προσεγγίσουν την απώλεια 
ενέργειας λόγω τύρβης στη ζώνη διαβροχής (swash zone) πρόσθεσαν στο δεξί µέλος της 
εξίσωσης ορµής τον όρο: 

 v��� ��� 64¶(� + �) �
��7                                                                                                               (2.133) 
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όπου vs είναι ένας συντελεστής ιξώδους στη ζώνη διαβροχής (swash zone eddy viscosity 
coefficient) που δίνεται από τη σχέση: 
 4¶ = �* S�
��S                                                                                                                            (2.134) 

 
µε � = 2(� + �) ένα χαρακτηριστικό µήκος. Κοντά στην ακτή όπου το � είναι µικρότερο από το 
βήµα χωρικής διακριτοποίησης, τίθεται  � = 2��. Η οριακή συνθήκη "στεγνού πυθµένα" (dry 
bed) χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση της αναρρίχησης. Έτσι, σε ένα κόµβο i: 
• Αν (d+ζ)i-1 < 0.00001 και Ui > 0 τίθεται ζi=-d και Ui =0  
• Αν (d+ζ)i-1 < 0.00001 και Ui < 0 τίθεται ζi=-d και Ui =0 
Τέλος, έχουν γίνει αρκετές προσπάθειες που στοχεύουν στη διατήρηση ενός ενεργού 

υπολογιστικά κανάβου πάνω από µία ολόκληρη προκαθορισµένη έκταση του µοντέλου η οποία 
περιλαµβάνει επιµέρους περιοχές. Στην κατηγορία αυτή ανήκει η τεχνική των Kennedy et al. 
(2000) που προτείνει µία διαφοροποίηση της µεθόδου των σχισµών του Tao (1983,1984). Στην 
περιοχή µε ελάχιστο ή καθόλου νερό, επιλύονται τροποποιηµένες εξισώσεις µε την παραδοχή 
ότι η ακτή είναι πορώδης ή περιέχει στενές σχισµές και έτσι είναι δυνατόν η στάθµη του νερού 
να βρίσκεται κάτω από το επίπεδο της ακτής. Εναλλακτικά, µπορεί να θεωρηθεί ότι πρόκειται 
για µία µέθοδο λεπτού "φιλµ" µε έναν τροποποιηµένο όρο βαρύτητας, στην οποία ένα πολύ 
λεπτό στρώµα νερού καλύπτει στεγνές περιοχές. Μία παραλλαγή της τεχνικής αυτής 
χρησιµοποιήθηκε από τους Madsen et al. (1997 parts I,II) και κατέδειξε ότι η τυπική µέθοδος 
των σχισµών υποεκτιµά την κυµατική αναρρίχηση κατά περίπου 10% σε σχέση µε την 
αναλυτική λύση των Carrier και Greenspan (1958).  
Πρέπει να σηµειωθεί ότι το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) που χρησιµοποιείται 

στην παρούσα εργασία δεν προσοµοιώνει την αναρρίχηση (run-up) και καταρρίχηση (run-down) 
του κύµατος στην ακτή καθότι χρησιµοποιούνται απορροφητικές στοιβάδες και στα κατάντη 
όρια. 

 
 

2.5.4 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
 
Τα αριθµητικά σχήµατα επίλυσης των µοντέλων Boussinesq συµπληρώνονται από κατάλληλες 

οριακές συνθήκες. Οι οριακές συνθήκες που κατά κανόνα συναντώνται στη βιβλιογραφία 
αναφέρονται σε: 
� όρια γένεσης κύµατος (wave generation) 
� όρια ακτινοβολίας ή απορροφητικά όρια (transmitting or absorbing boundaries) 
 
 
 
2.5.4.1 Όρια γένεσης κύµατος 
 
Η απλούστερη µέθοδος για την εισαγωγή κυµατικής διαταραχής στο υπολογιστικό πεδίο 

συνίσταται στον καθορισµό σε κάποιο όριο του κανάβου (συνήθως στο ανάντη) των τιµών των 
συναρτήσεων ζ(t), u(t) και v(t) σε κάθε χρονικό βήµα εφαρµογής του αριθµητικού σχήµατος 
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επίλυσης. Η προσέγγιση αυτή εµφανίζει το µειονέκτηµα ότι δεν επιτρέπει τη διαχείριση των 
ανακλώµενων κυµατισµών που επιστρέφουν στο όριο. 
Συνήθως στο όριο γένεσης του κύµατος είναι διαθέσιµη µόνο η χρονοσειρά ανύψωσης της 

ελεύθερης επιφάνειας ζ(t). Αν το ύψος κύµατος είναι µικρό συγκρινόµενο µε το βάθος στη θέση 
αυτή, µπορεί να εφαρµοστεί η γραµµική θεωρία και οι Wei και Kirby (1995) πρότειναν για των 
υπολογισµό των συνιστωσών της οριζόντιας ταχύτητας τις σχέσεις: 

 a = ~��õ6v�3��X̧5(��õ)r7 ∙ � ∙ A¬]À                                                                                               (2.135) 

 4 = ~��õ6v�3��X̧5(��õ)r7 ∙ � ∙ ]«�À                                                                                               (2.136) 

 

όπου θ η γωνία διάδοσης των κυµατισµών σε σχέση µε τον άξονα των x και  = v* 3uR� 5* + uR�  , µε 

zα στάθµη αναφοράς σύµφωνα µε την ανάλυση του Nwogu (1993). 
Μία σχετικά πρόσφατη εξέλιξη αποτελεί η τεχνική της συνάρτησης πηγής για την παραγωγή 

του κύµατος στο εσωτερικό της υπολογιστικής περιοχής. Η εφαρµογή στοιβάδων απορρόφησης 
(sponge layers) κοντά στα όρια του πεδίου αφαιρεί τη δυνατότητα γένεσης κυµάτων σε αυτά. 
Συνεπώς, τα κύµατα που γεννώνται στο εσωτερικό του πεδίου λόγω της συνάρτησης πηγής 
απορροφώνται όταν προσπίπτουν στα όρια απορρόφησης.  
Η πρώτη προσπάθεια να συµπεριληφθεί ένας τέτοιος όρος πηγής στις εξισώσεις Boussinesq 

έγινε από τους Larsen και Dancy (1983), οι οποίοι πρόσθεταν και αφαιρούσαν µάζα από την 
υπολογιστική περιοχή κατά µήκος µίας γραµµής (δισδιάστατο µοντέλο) ή σε ένα σηµείο 
(µονοδιάστατο µοντέλο). Οι συγγραφείς προσπάθησαν να παράγουν έναν αρχικό κυµατισµό µε 
ταχύτητα διάδοσης c και ανύψωσης ζI, ο οποίος διαδίδεται µε µία γωνία θ ως προς τη γραµµή 
γένεσης l. Αυτός ο κυµατισµός έχει ταχύτητα διάδοσης csinθ κάθετα στην l. Έστω ότι η l περνάει 
από κόµβους του κανάβου και ∆s η απόσταση µεταξύ διαδοχικών σηµείων επί της l, τότε η 
παροχή ρευστού κατά την l είναι ζIcsinθ∆s και στις δύο διευθύνσεις. Αυτή η ποσότητα πρέπει να 
εξισορροπηθεί προσθέτοντας όγκο στο σύστηµα. Κάθε κόµβος του κανάβου αντιστοιχεί σε 
περιοχή εµβαδού ∆x∆y, όπου ∆x και ∆y τα βήµατα χωρικής διακριτοποίησης του πεδίου στις 
διευθύνσεις x και y αντίστοιχα. Εποµένως, η ανύψωση που πρέπει να προστεθεί στο ζ σε κάθε 
σηµείο της l είναι: 

 �∗ = 2�ΙAP� {¶{�{t ]«�À                                                                                                            (2.137) 

 
Σε µία διάσταση η (2.137) γίνεται: 
 �∗ = 2�Ιzo                                                                                                                            (2.138) 
 
όπου Cr=c∆t/∆x ο αριθµός Courant. 
Στο σχήµα 2.17 φαίνεται η γένεση cnoidal κυµατισµών σε µία διάσταση µε ύψος 0.5 m στη 

θέση x=200 m. Το βάθος του νερού είναι 10 m. Αριστερά της πηγής φαίνεται ένα στάσιµο κύµα 
που προκύπτει από πλήρη ανάκλαση στο αριστερό όριο του πεδίου και δεξιά το διαδιδόµενο 
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κύµα. Όπως προκύπτει, το ανακλώµενο κύµα διέρχεται από τη θέση της πηγής χωρίς 
παραµόρφωση. Λόγω της µη γραµµικότητας των κυµατισµών δεν εµφανίζονται τέλειοι κόµβοι. 

 
 

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.17: ∆οκιµή γένεσης κυµατισµών εσωτερικά του  
υπολογιστικού πεδίου (πηγή: [97]) 

 

Ο Wei (1997) διαπίστωσε ότι ενώ αυτή η µέθοδος εφαρµόζεται µε επιτυχία στον έκκεντρο 
κάναβο των Larsen και Dancy (1983), στην περίπτωση µη έκκεντρου κανάβου εµφανίζεται 
θόρυβος γύρω από το σηµείο της πηγής. Για το λόγο αυτό οι Gobbi και Kirby (1999) 
ακολουθώντας την προσέγγιση των Wei et al. (1999), έκαναν την υπόθεση ότι η συνάρτηση 
πηγής κατανέµεται γύρω από τη θέση της πηγής µε τη µορφή γκαουσιανού προφίλ (Gaussian 
shape). 
Αν το τοπικό βάθος στην περιοχή της πηγής είναι σταθερό d και απαιτείται η παραγωγή 

µονοχρωµατικών κυµατισµών γωνιακής συχνότητας ω, η συνάρτηση πηγής για µονοδιάστατα 
προβλήµατα γράφεται: 

 Q¶(�, �) = ,¶9�:[−Ò¶(� − �¶)*]sin	(��)                                                                                 (2.139) 
 
όπου: 
xs το κέντρο της συνάρτησης πηγής 
βs παράµετρος που καθορίζει πόσο επικεντρωµένη είναι η πηγή 
Ds το µέτρο της συνάρτησης πηγής 
Υποθέτοντας ότι το παραγόµενο κύµα έχει µικρό εύρος, είναι δυνατόν να βρεθεί αναλυτική 

έκφραση για το Ds . Συγκεκριµένα, γραµµικοποιώντας το πλήρως µη γραµµικό µοντέλο τους 
τέταρτης τάξης (FN4), οι Gobbi και Kirby (1999) κατέληξαν στη µορφή: 

 ,¶ = ²�õ~V|}X[v�Ý¸(��)r�Ý·(��)·]                                                                                                   (2.140) 
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όπου ζ0=Η/2 το πλάτος του επιθυµητού κύµατος και I1, AG, C3 και C4 παράµετροι που δίνονται 
αναλυτικά από τους Gobbi και Kirby (1999). 
Οι Wei et al. (1999) δίνουν µία ελαφρώς διαφορετική µορφή: 
 ,¶ = *�õ�~r��X}�·�¸�»E¶�~}X�[v��(��)r]                                                                                                         (2.141) 

 
όπου α1, α συντελεστές που προκύπτουν από το µοντέλο του Nwogu (1993), θ η διεύθυνση 
διάδοσης του κυµατισµού και I1 παράµετρος που δίνεται αναλυτικά από τους συγγραφείς [184]. 
Έναν παρόµοιο τύπο για το Ds δίνουν και οι Memos et al. (2005) µε αφετηρία τα µοντέλα των 
Madsen et al. (1991) και Zou (1999). 
Οι Gobbi και Kirby (1999) επισηµαίνουν πως παρότι η παράµετρος βs (Gaussian shape 

parameter) είναι τυχαία, στην πράξη η τιµή της έχει µεγάλη επιρροή στο πόσο καλά η 
συνάρτηση πηγής παράγει το επιθυµητό κύµα. Θεωρητικά η τιµή αυτή θα έπρεπε να είναι όσο 
το δυνατόν µεγαλύτερη, ώστε η συνάρτηση πηγής να είναι πιο επικεντρωµένη. Ωστόσο, από 
εφαρµογές προκύπτει πως αν η περιοχή της πηγής είναι πολύ στενή (µεγάλες τιµές βs), τα 
παραγόµενα κύµατα µπορεί να παραµορφωθούν αρκετά και να εµφανιστεί θόρυβος στην 
περίπτωση κυµάτων πεπερασµένου ύψους. Οι συγγραφείς καθόρισαν το πλάτος Ws της 
περιοχής γένεσης των κυµατισµών ως την απόσταση δύο σηµείων που ισαπέχουν από το 
κέντρο της συνάρτησης πηγής και οι συντεταγµένες τους προκύπτουν ως λύση της εξίσωσης: 

 9�Ïø(���ø)r = 9�Ä                                                                                                                   (2.142)   
 

 και τελικά:  ~¶ = 2Ô ÄÏø                                                                                                          (2.143) 

 
Οι Gobbi και Kirby (1999) αναφέρουν ότι µετά από δοκιµές, ένα πλάτος Ws περίπου ίσο µε το 

µήκος κύµατος δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για µονοχρωµατικούς κυµατισµούς και ένα 
σηµαντικό εύρος υψών κύµατος και κυµαταριθµών. Οι Wei et al. (1999) σχετίζουν το πλάτος της 
συνάρτησης πηγής µε το µήκος κύµατος µέσω της σχέσης: 

 ~¶ = ñ 3�*5      και άρα      Ò¶ = ¥¦�r�r                                                                                       (2.144) 

 
όπου δ παράµετρος µε τυπικές τιµές 0.3-0.5 και συνεπώς το πλάτος της συνάρτησης πηγής 
είναι περίπου 0.15-0.25 του µήκους κύµατος. Για την παραγωγή τυχαίων κυµατισµών επιλέγεται 
ένα αντιπροσωπευτικό κύµα µε περίοδο την περίοδο αιχµής του αντίστοιχου φάσµατος, ώστε 
να προσδιοριστεί ένα µοναδικό βs για όλες τις φασµατικές συνιστώσες. 
Όταν οι επιθυµητοί κυµατισµοί είναι έντονα µη γραµµικοί (Ο(1)) η µέθοδος της συνάρτησης 

πηγής δεν µπορεί να εφαρµοστεί. 
Οι Lee και Suh (1998) παρουσίασαν µία µέθοδο παραγωγής κυµατισµών παρόµοια µε αυτή 

των Larsen και Dancy (1983). Οι συγγραφείς µελέτησαν τη γένεση κυµατισµών για δύο χρόνο- 
εξαρτώµενα µοντέλα εξισώσεων ήπιας κλίσης των Copeland (1985) και Radder και Dingemans 
(1985). Προσέγγισαν την εσωτερική παραγωγή κυµάτων από δύο οπτικές γωνίες, της 
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µεταφοράς µάζας και της µεταφοράς ενέργειας. Για τις δύο προσεγγίσεις έκαναν χρήση της 
ταχύτητας φάσης και της ταχύτητας µεταφοράς της ενέργειας αντίστοιχα. Απέδειξαν ότι η 
µέθοδος της µεταφορά µάζας που χρησιµοποιήθηκε από τους Larsen και Dancy (1983) για τις 
εξισώσεις Boussinesq του Peregrine (1967) και από τους Madsen και Larsen (1987) για τις 
εξισώσεις Copeland (1985), δεν µπορεί καταλλήλως να παράγει κύµατα στις εξισώσεις των 
Radder και Dingemans (1985). Οι χρόνο-εξαρτώµενες εξισώσεις προβλέπουν την εξέλιξη της 
ενέργειας των κυµατισµών καθώς και την αλλαγή της ταχύτητας φάσης. Η χρήση της 
προσέγγισης της γεωµετρικής οπτικής δίνει κατ' αναλογία ένα ζεύγος εξισώσεων από το οποίο 
προκύπτει η ταχύτητα µεταφοράς της ενέργειας. Στο µοντέλο Copeland η ταχύτητα ενέργειας 
ταυτίζεται µε την ταχύτητα φάσης. Άλλωστε, το µοντέλο αυτό δεν µπορεί να αποδώσει τη 
συµπεριφορά οµάδας τυχαίων κυµατισµών. Όπως όµως αναφέρουν οι Lee και Suh η 
ενεργειακή προσέγγιση δεν είναι σίγουρο πως δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για άλλες 
χρόνο-εξαρτώµενες εξισώσεις, όπως τα µοντέλα Boussinesq, εκτός αυτών που ελέγχθηκαν 
στην εργασία τους. 
Χρησιµοποιώντας λοιπόν την ταχύτητα µεταφοράς ενέργειας Ce αντί της ταχύτητας φάσης  Cp 

προκύπτει σχέση παρόµοια µε την (2.138): 
 

 �∗ = 2�Ιz� {�{�                                                                                                                        (2.145) 

 
µε ζΙ =αeiωt , όπου α το εύρος των εισερχόµενων κυµατισµών. Η ταχύτητα µεταφοράς ενέργειας 
Ce υπολογίζεται µοναδικά και εξαρτάται από τον τύπο των κυµατικών εξισώσεων του εκάστοτε 
µοντέλου. Για το µοντέλο Copeland (1985) είναι η ταχύτητα φάσης, ενώ για το µοντέλο Radder 
και Dingemans (1985) είναι η ταχύτητα οµάδας Cg .  
Στο σχήµα 2.18 φαίνεται συγκριτικά η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας µε χρήση των δύο 

διαφορετικών ορισµών της ταχύτητας ενέργειας Ce (ταχύτητα φάσης και ταχύτητα οµάδας) και 
µε χρήση των βελτιωµένων εξισώσεων στοιβάδων απορρόφησης των Yoon και Choi (2001) 
που περιγράφονται στην επόµενη παράγραφο. Με τη χρήση της ταχύτητας οµάδας Cg ως 
ταχύτητας ενέργειας προκύπτει η ακριβής γένεση κυµάτων. 
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Σχήµα 2.18: Η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας όπως προκύπτει 

µε τη χρήση δύο διαφορετικών ταχυτήτων ενέργειας  
Ce . (α) Ce=Cp και (b) Ce=Cg  (πηγή: [188])  

 

 
 
2.5.4.2 Όρια ακτινοβολίας ή απορροφητικά όρια 
 
Η απορρόφηση της κυµατικής ενέργειας, η διέλευσή της χωρίς µεταβολές και η µερική ή ολική 

ανάκλασή της από τα ανοιχτά όρια ή εσωτερικές περιοχές του πεδίου εφαρµογής ενός µοντέλου 
Boussinesq είναι ζήτηµα που έχει απασχολήσει πολλούς ερευνητές. 
Η συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld (ή συνθήκη ελεύθερης διάβασης), η οποία 

υποδηλώνει ότι οι κυµατικές διαταραχές πρέπει απλά να εξέρχονται προς το άπειρο, 
χρησιµοποιείται συχνά. Η συνθήκη αυτή εκφράζεται µαθηµατικά: 

 �� + AA¬]À�� = 0                                                                                                                   (2.146) 
 
όπου c η ταχύτητα φάσης και θ η διεύθυνση διάδοσης του κύµατος στο όριο. 
Ωστόσο, στην περίπτωση διασπειρόµενων κυµατισµών δεν υπάρχει συγκεκριµένη φασική 

ταχύτητα που να χαρακτηρίζει το σύστηµα. Επιπλέον, στην περίπτωση δισδιάστατων 
εφαρµογών δεν είναι συνήθως γνωστή εκ των προτέρων η διεύθυνση διάδοσης του κύµατος. 
Για να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα αυτό γίνονται προσεγγίσεις στη συνθήκη ακτινοβολίας. Στην 
περίπτωση που η κύρια διεύθυνση διάδοσης των κυµάτων βρίσκεται κοντά στον άξονα x, η 
προσεγγιστική οριακή συνθήκη ακτινοβολίας κατά τους Engquist και Majda (1977) γράφεται: 
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��� + A��� − »r* �tt = 0                                                                                                           (2.147) 

 
που αντιστοιχεί στην επιβολή µιας παραβολικής προσέγγισης στο εξερχόµενο κύµα. Το 
πρόβληµα της µη ύπαρξης µοναδικής ταχύτητας φάσης για όλο το σύστηµα λόγω διασποράς, 
αντιµετωπίζεται κατά τους Wei και Kirby (1995) µε θεώρηση της ταχύτητας µακρών κυµατισµών 

A = §�� . 
Η προαναφερθείσα σχέση ακτινοβολίας εισάγει αναπόφευκτα κυµατική ανάκλαση κατά µήκος 

των ορίων που µπορεί να οδηγήσει το µοντέλο σε αστάθεια. Για τη µείωση της ανάκλασης οι 
Israeli και Orszag (1981) προτείνουν την εφαρµογή µιας στοιβάδας απορρόφησης (sponge 
layer) στην περιοχή του ορίου και µιας συνθήκης ακτινοβολίας ανώτερης τάξης. Με πρόσθεση 
των όρων απορρόφησης, οι Wei και Kirby (1995) δίνουν τις εξισώσεις ορµής: 

 �� = ¿��, a, 4	 + �¿v�4	�� − bv��	a − b*��	�a�� + att�                                                       (2.148) 

 ç� = ���, a, 4	 + ��v�a	�� − bv��	4 − b*��	�4�� + 4tt�                                                        (2.149) 

 
όπου F,G,F1,G1 οι υπόλοιποι όροι των εξισώσεων ορµής και u,v οι οριζόντιες συνιστώσες της 
ταχύτητας. Οι συντελεστές απόσβεσης δίνονται από τις σχέσεις: 
 

bv��	 = �0,																� < �¶v�Q��	, � > �¶ �                                                                                                    (2.150)         

 

b*��	 = �0,																� < �¶*4Q��	, � > �¶ �                                                                                                    (2.151)       

 
όπου α1, α2 σταθερές που προσδιορίζονται κατά την εκτέλεση του µοντέλου, ω η γωνιακή 
συχνότητα του κυµατισµού που αποσβένεται, xs η τετµηµένη της αρχής της στοιβάδας 
απορρόφησης (το υπολογιστικό πεδίο εκτείνεται από x=0 ως x=xm) και v το κινηµατικό ιξώδες. 
Η f είναι συνάρτηση εκθετικής µορφής: 
 

Q��	 = ��^3 æ�æøæì�æø5V�v�Y�	�v	�v                                                                                                               (2.152)   

 
Οι Wei και Kirby (1995) προτείνουν ως πλάτος στοιβάδας απορρόφησης να λαµβάνεται δύο µε 

τρεις φορές το µήκος κύµατος. 
Οι Larsen και Dancy (1983) χρησιµοποίησαν επίσης την τεχνική της στοιβάδας απορρόφησης 

(sponge layer) στα ανοιχτά όρια για την απορρόφηση των κυµατισµών. Σύµφωνα µε την τεχνική 
τους, οι στοιβάδες αυτές απορροφούν βαθµιαία την ενέργεια του κύµατος διαιρώντας τα ζ,u και 
v µε µία συνάρτηση µ(x). Αν οι στοιβάδες απορρόφησης είναι στο διάστηµα 0 ≤ � ≤ �¶ , τότε: 

 ���	 = O9�:��2��/{� − 2��ø/{�����,				0 ≤ � ≤ �¶1																																																			,									�¶ < � �                                                                 (2.153) 
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όπου α είναι µία σταθερά που εξαρτάται από τον αριθµό των γραµµών του κανάβου στη 
στοιβάδα. Η συνάρτηση µ(x) είναι συνεχής στο x=xs απεικονίζεται γραφικά στο διάγραµµα του 
σχήµατος 2.19 για δύο διαφορετικά σετ τιµών των xs /∆x και α. 

 

 
Σχήµα 2.19: Η µ(x) συναρτήσει της αδιάστατης απόστασης για  

δύο διαφορετικές στοιβάδες απορρόφησης 
(πηγή: [97]) 

 

Για να αποτυπώσουν τα αποτελέσµατα αυτής της τεχνικής, οι συγγραφείς  δηµιούργησαν ένα 
πεδίο στο αριστερό άκρο του οποίου παρήγαγαν cnoidal κυµατισµούς ύψους ενός µέτρου. Το 
βήµα διακριτοποίησης είναι ∆x=10m και έχουν τοποθετηθεί δύο στοιβάδες απορρόφησης 
πλάτους 5∆x περίπου συµµετρικά ως προς την ευθεία x=250 . Όπως φαίνεται στο σχήµα 2.20 η 
ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας δύσκολα διακρίνεται µετά το διπλό πέρασµα από τις 
στοιβάδες απορρόφησης. Η απόδοση της στοιβάδας απορρόφησης εξαρτάται από την ανάλυση 
του πλέγµατος του κανάβου πεπερασµένων διαφορών. Για δεδοµένο εύρος στοιβάδας xs=5∆x 
ή 10∆x, το σχετικό πλάτος της στοιβάδας σε σχέση µε το µήκος κύµατος αλλάζει. Η απόδοση 
της απορροφητικής στοιβάδας πέφτει καθώς αυξάνει η ανάλυση του κανάβου, µε συνέπεια η 
ανάκλαση των κυµατισµών να είναι ισχυρή. 
Οι Yoon και Choi (2001) παρουσίασαν ένα βελτιωµένο σχήµα. Η συνάρτηση απόσβεσης v 

πολλαπλασιάζεται µε τα ζ, u και v και δίνεται από τη σχέση: 
 4(�∗) = 9�:�−����∗/{� − ���ø/{������       για   0 ≤ �∗ ≤ �¶  

 4��∗	 = 1                                                    για   �¶ < �∗                                                       (2.154) 
 
όπου: 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2       ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΤΥΠΟΥ BOUSSINESQ  

 

86 
 

� = [1 + o¶ + 9�:(−1/o¶)]                                                                                                     (2.155) o¶ = 10/�¶                                                                                                                             (2.156) 
 
όπου xs το πλάτος της στοιβάδας απορρόφησης, ts ο αριθµός των σηµείων του κανάβου εντός 
της στοιβάδας και Λ παράµετρος ίση µε 2. 

 

 
Σχήµα 2.20: ∆οκιµή αποτελεσµατικότητας στοιβάδων απορρόφησης Larsen  

                                                     και Dancy (1983) (πηγή: [97]) 
 

Οι Yoon και Choi (2001) πρότειναν το πλάτος της στοιβάδας απορρόφησης να είναι ίσο µε το 
µήκος κύµατος, ώστε η ανάκλαση να είναι αµελητέα. Στο σχήµα 2.21 γίνεται σύγκριση των 
αποτελεσµάτων της τεχνικής της στοιβάδας απορρόφησης των Larsen και Dancy (1983) µε 
αυτής των Υοοn και Choi (2001). Στην περιοχή 0<x<L/2 φαίνεται ότι η µέθοδος των Larsen και 
Dancy προκαλεί µερική ανάκλαση των κυµάτων στη στοιβάδα απορρόφησης και τελικά ήπια 
επαναδιαµόρφωση. Αντίθετα, η µέθοδος των Yoon και Choi αποδεικνύεται πιο αποτελεσµατική 
καθώς δίνει περίπου οµοιόµορφους κυµατισµούς στην ίδια περιοχή. 
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Σχήµα 2.21: Η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας µε εφαρµογή δύο  

διαφορετικών τεχνικών στοιβάδων απορρόφησης 
πάνω: Larsen και Dancy (1983) κάτω: Yoon και Choi 
(2001) (πηγή: [188]) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο 
 
 
ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ ΤΩΝ 
KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009) 
 
 
 
3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Όπως αναφέρθηκε στο 2ο κεφάλαιο, τα µαθηµατικά µοντέλα που βασίζονται στις κλασικές 

εξισώσεις Boussinesq του Peregrine (1967) περιγράφουν τη διάδοση ήπια µη γραµµικών και 
ελαφρώς διασπειρόµενων κυµατισµών. Τα κύρια µειονεκτήµατά τους είναι η αδυναµία 
περιγραφής θραυόµενων κυµατισµών και το περιορισµένο πεδίο εφαρµογής τους σε βάθη το 
πολύ 20% του µήκους κύµατος. Πλήθος εργασιών, όπως των Madsen et al. (1991), Nwogu 
(1993), Wei et al. (1995), Madsen και Schäffer (1998), Karambas (1999), Zou (1999) κλπ. 
βελτίωσαν τα χαρακτηριστικά διασποράς των εξισώσεων επεκτείνοντας το πεδίο εφαρµογής 
των αντίστοιχων µοντέλων σε βαθύτερα νερά. Πιο πρόσφατες εργασίες, όπως των Madsen et 
al. (2002,2003,2006), Bingham και Agnon (2005) κλπ. πέτυχαν πρακτικά την άρση του 
περιορισµού του βάθους, περιγράφοντας τη διάδοση πλήρως διασπειρόµενων και υψηλής µη-
γραµµικότητας κυµατισµών. 
Ωστόσο, προκύπτουν πολλά πρακτικά προβλήµατα σχετικά µε την εφαρµογή, την ευστάθεια 

και την ακρίβεια των αριθµητικών σχηµάτων που προτείνονται στις εργασίες αυτές. Πολλές από 
αυτές τις δυσκολίες προκύπτουν από την έντονη πολυπλοκότητα των συστηµάτων των µερικών 
διαφορικών εξισώσεων (PDEs) που εµπεριέχουν σηµαντικό αριθµό όρων, οι περισσότεροι των 
οποίων περιλαµβάνουν παραγώγους υψηλής τάξης. Έτσι, τα αριθµητικά σχήµατα είναι γενικά 
σύνθετα και περιλαµβάνουν συστήµατα µε µεγάλο αριθµό διακριτών εξισώσεων. 
Η παρούσα διπλωµατική εργασία βασίζεται στο εξελιγµένο µοντέλο τύπου Boussinesq των 

Karambas και Memos (2009). Το µοντέλο αυτό περιλαµβάνει εξισώσεις παρόµοιες µε αυτές των 
Chester (1968) και Tsutsui et al. (1998) και βασίζεται σε ένα σύστηµα εξισώσεων σε δύο (2DH) 
ή µία (1DH) οριζόντιες διευθύνσεις. Περιγράφει τη διάδοση πλήρως διασπειρόµενων ελαφρώς 
µη γραµµικών σύνθετων και µονοχρωµατικών κυµατισµών σε οποιοδήποτε πεπερασµένο 
βάθος νερού. Στη δισδιάστατη µορφή του το µοντέλο περιέχει πέντε όρους σε κάθε µία από τις 
εξισώσεις ορµής, περιλαµβάνοντας τους όρους της εξίσωσης µακρών κυµατισµών και µόνο 
έναν όρο διασποράς συχνοτήτων. Το αριθµητικό σχήµα επίλυσης που προτάθηκε από τους 
συγγραφείς είναι ένα απλό ρητό σχήµα πεπερασµένων διαφορών και απαιτείται ο υπολογισµός 
ενός ολοκληρώµατος συνέλιξης. Συνεπώς, δεν απαιτείται η επίλυση ενός συστήµατος µε 
µεγάλο πλήθος αλγεβρικών εξισώσεων όπως σε προηγούµενες εργασίες. 
Το µοντέλο επεκτάθηκε από τον Chondros ώστε να συµπεριλάβει τη θραύση µονοχρωµατικών 

(2008) και σύνθετων (2010) κυµατισµών σύµφωνα µε το κριτήριο θραύσης των Kennedy et al. 
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(2000) και από τον Koutsourelakis (2009) ώστε να προσοµοιώσει τη θραύση µονοχρωµατικών 
κυµατισµών σύµφωνα µε το κριτήριο του επιφανειακού κυλίνδρου και να συµπεριλάβει την τριβή 
πυθµένα. Στόχος της παρούσας εργασίας είναι να αναπροσαρµοστεί το µοντέλο ώστε να 
συµπεριλάβει τη θραύση µε µία διαφορετική προσέγγιση που εισάγει όρους θραύσης τόσο στην 
εξίσωση ορµής, όσο και στην εξίσωση συνέχειας. Εκτενής αναφορά στην εισαγωγή της 
θραύσης γίνεται στο τέταρτο κεφάλαιο. Επίσης, προτείνεται ένα σχήµα επίλυσης πρόγνωσης-
διόρθωσης (predictor-corrector) αντί του απλού ρητού σχήµατος πεπερασµένων διαφορών, που 
βελτιώνει την ευστάθεια και ακρίβεια του µοντέλου. 
Στον παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η αρχική µορφή του µοντέλου των Karambas και Memos 

(2009) και τα αντίστοιχα αριθµητικά σχήµατα επίλυσης. Επίσης, παρουσιάζεται η σύγκριση της 
αρχικής αυτής µορφής µε αναλυτικές λύσεις της µη-γραµµικής και γραµµικής θεωρίας και µε 
πειραµατικά δεδοµένα, όπως αυτή παρουσιάστηκε στη δηµοσίευση του µοντέλου από τους 
συγγραφείς το 2009. 

 
 
 

3.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ BOUSSINESQ ΤΩΝ TSUTSUI ET AL. (1998) 
 
Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται η εργασία των Tsutsui, Suzuyama και Ohki (1998) καθότι 

είναι συναφής µε το µοντέλο των Karambas και Memos (2009). Οι Tsutsui et al. (1998) 
παρήγαγαν ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει τη διάδοση ελαφρώς µη 
γραµµικών κυµατισµών πλήρους διασποράς σε όρους της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 
και της ολοκληρωµένης ως προς το βάθος οριζόντιας ταχύτητας. Το σύστηµα αυτό είναι 
παρόµοιο τα αντίστοιχα των γραµµικών εξισώσεων ήπιας κλίσης υπερβολικού τύπου των 
Copeland (1985) και Watanabe και Maruyama (1986), µε τη διαφορά ότι οι όροι της ταχύτητας 
φάσης στις εξισώσεις ορµής αντικαταστάθηκαν από ένα ολοκλήρωµα µε τον πυρήνα (kernel) 
του µετασχηµατισµού Fourier της ταχύτητας φάσης. Με τον τρόπο αυτό το µοντέλο των Tsutsui 
et al. (1998) γίνεται ανεξάρτητο του κυµαταριθµού και µπορεί να περιγράψει τη διάδοση 
σύνθετων κυµατισµών σε οποιοδήποτε πεπερασµένο βάθος. 
Οι συγγραφείς όρισαν (�v∗, �*∗) τις οριζόντιες συντεταγµένες, z* την κατακόρυφη συντεταγµένη 

µε αρχή αξόνων στη στάθµη ηρεµίας και θετική φορά του z* προς τα πάνω, t* το χρόνο, −�∗(�v∗, �*∗) το βάθος στην τυχαία θέση (�v∗, �*∗) και �∗(�v∗, �*	∗ , �∗)  την ανύψωση της ελεύθερης 
επιφάνειας. Έστω (av∗, a*	∗ , b∗) η ταχύτητα των υγρών σωµατιδίων, (a¤v∗, a¤*∗) η µέση κατά το 
βάθος οριζόντια ταχύτητα, p* η πίεση του νερού, g η επιτάχυνση της βαρύτητας και ρ η 

πυκνότητα του νερού. Επίσης, ορίζονται A¦∗ = §��¦∗ και �∗ = *�G∗  , όπου T* η περίοδος του 

κύµατος. Ως οριζόντια κλίµακα µήκους χρησιµοποιείται το χαρακτηριστικό µήκος κύµατος (�¦∗)�v = »õ∗~∗ , το χαρακτηριστικό βάθος �¦∗ ως κατακόρυφη κλίµακα µήκους και 
v~∗ ως κλίµακα 

χρόνου. Τέλος, χρησιµοποιείται το χαρακτηριστικό ύψος κύµατος ¦∗ και ορίζονται η παράµετρος 

µη γραµµικότητας ( = �õ∗�õ∗ και η παράµετρος διασποράς ) = �¦∗�¦∗ = �∗Ô�õ∗}  . Υπό αυτούς τους 

ορισµούς γίνεται η αδιαστατοποίηση: 
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�� = �∗�∗	, 	�² = �¦∗�²∗	, y = u∗�õ∗ 	 , � = 	 �∗�õ∗ 	 , � = 	 �∗�õ∗: = ^∗w}�õ∗ 	 , (a² = .U∗»õ∗ 	 , (a¤² = .ºU∗»õ∗ 		 , (b = 	 �x∗»õ∗ 			 �                                                                          (3.1) 

 
µε i=1,2. Η ολοκληρωµένη ως προς το βάθος εξίσωση συνέχειας σε καρτεσιανή τανυστική 
µορφή γράφεται: 
 ���� + �[(��ò�).ºU]��U = 0                                                                                                                     (3.2) 

 
και οι ολοκληρωµένες ως προς το βάθος εξισώσεις κίνησης του Euler: 
 

�a¤²�� + (a¤Æ �a¤²��Æ +
(� + (� ���Æ � Pa²PaÆ�y

ò�

��
= − (� + (� � ���²

ò�

��
3:(5 �y																																																								(3.3)	 

 

: − :¦ = −y + ( �� + ���� b�y
ò�

u
�+ (* c ���Æ� aÆb�y − 3b)5

*ò�

u
d 																																																															(3.4) 

 
µε i,j=1,2 , p0 η ατµοσφαιρική πίεση και: 
 

a¤² = 1� + (� � a²�y
ò�

��
								και								Pa² = a² − a¤² 																																																																																															(3.5) 

 
Ολοκληρώνοντας την εξίσωση συνέχειας κατά z προκύπτει η κατακόρυφη συνιστώσα της 

ταχύτητας: 
 

b = −)* ���Æ �aÆ�y																																																																																																																																															(3.6)

u
��  

 
Η εργασία εστίασε στον υπολογισµό του όρου πίεσης στο δεξί µέλος της εξίσωσης (3.3) 

κάνοντας την παραδοχή ότι ε<<1 και σ2<<1. Ο όρος αυτός µπορεί να υπολογιστεί 
ακολουθώντας τη διαδικασία που προτείνει ο Chester (1968). Από τη γραµµική προσέγγιση µε 
τις αντίστοιχες οριακές συνθήκες προκύπτουν: 

 )* �.���� + �x�u = 0                                                                                                                         (3.7) 

 

( �.U�� = − �^
��U                                                                                                                               (3.8) 
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( �x�� = − �^�u − 1                                                                                                                          (3.9) 

 

και    )* ���� − b = 0  και p=p0 για z=εζ                                                                                    (3.10) 

 

)*aÆ ��
��� + b = 0        για z=-d                                                                                                 (3.11) 

 
Στις εξισώσεις (3.8) και (3.9) οι στροβιλισµοί εξαφανίζονται σε ολόκληρο το πεδίο και 

εποµένως η ταχύτητα των µορίων του νερού µπορεί να περιγραφεί µε µία βαθµωτή συνάρτηση 

δυναµικού, οριζόµενη σε αδιάστατη µορφή από τη σχέση ®��v, �*, y, �	 = �õ∗ò»õ∗®∗��v∗, �*∗, y∗, �∗	 . 

Λόγω της εξίσωσης συνέχειας (3.7), το δυναµικό φ ικανοποιεί την εξίσωση Laplace και 
συνεπώς µπορεί να εκφραστεί µέσω του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier 

χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση B��, �	 = �õ∗¸ò»õ∗ B∗��∗, �∗	  και τελικά: 

 

φ= 1�2π	2j eikjxjcosh�σk�d+z	�+∞

-∞ Φ�k,t	dk1dk2																																																																																										(3.12)	 
 

όπου � = �∗/�¦∗ είναι ο αδιάστατος κυµαταριθµός και kj (j=1,2) οι δύο συνιστώσες του 
κυµαταριθµού k. Η οριακή συνθήκη πυθµένα εκφράζεται w ≈ 0, όπως και στην κατάστρωση της 
εξίσωσης ήπιας κλίσης. Λόγω της (3.12) οι εξισώσεις (3.8) και (3.9) γράφονται: 
 

�:��² = − (�2�	*j «�²eikjxjcosh�σk�d+z	�+∞

-∞
�B�� dk1dk2																																																																																	(3.13) 

 

����² = − 1�2�	*j «�²eikjxjcosh�)��	
+∞

-∞
�B�� dk1dk2																																																																																									(3.14) 

 
Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση Φ(k,t) µπορεί να προσδιοριστεί από την κινηµατική συνθήκη 

ελεύθερης επιφάνειας. Λόγω της (3.13), ο όρος πίεσης της εξίσωσης κίνηση (3.3) µπορεί να 
γραφτεί προσεγγιστικά: 

 

− (� + (� � ���²
ò�

��
3:(5 �y ≈ 1�2�	*j «�²eikjxjcosh�)��	

+∞

-∞
�B�� tanh	�)��	)�� dk1dk2																																		(3.15) 

 
Αν ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier: 
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8(�v, �*) = 1(2�)*j eikjxj+∞
-∞

tanh	()��))�� dk1dk2																																																																																													(3.16) 

 
υπάρχει, συνδυάζοντας τον µε την εξίσωση (3.14), ο όρος πίεσης της (3.15) καταλήγει στη 

συνέλιξη των συναρτήσεων 8(�v, �*) και ����U . Τελικά, η εξίσωση κίνησης (3.3) µε ακρίβεια τάξης 

O(ε,σ2) γράφεται: 
 �a¤²�� + (a¤Æ �a¤²��Æ = −j ����² (�v − �v, �* − �*, �)8(�v, �*)dξ1dξ2

�∞
�∞ 																																																															(3.17) 

 
Αν οι µεταβολές του ύψους κύµατος εντός του πεδίου επιρροής του kernel είναι πολύ µικρές, η 

εξίσωση (3.17) γράφεται: 
 �.ºU�� + (a¤Æ �.ºU��� = − Z^��	(���)��� ����U                                                                                                   (3.18) 

 
Στην περίπτωση µονοδιάστατης ροής (ροή κατά x και ολοκληρωµένες εξισώσεις κατά z) το 

παραπάνω δισδιάστατο µοντέλο των (3.2) και (3.17) ή (3.18) παίρνει τη µορφή: 
 ���� + �[(��ò�).º]��U = 0                                                                                                                    (3.19) 

 

�a¤�� + (a¤ �a¤�� = − � ���� �� − �, �	8��	dξ
�-

�-
																																																																																																							(3.20) 

 �.º
�� + (a¤ �.º

�� = − Z^��	����	
���

��
��                                                                                                       (3.21) 

 
µε µονοδιάστατο kernel: 
 

8��	 = 12� � tanh	�)��	)��
�∞

�∞
9²����																																																																																																																			(3.22)		 

 
Ο όρος µε το ολοκλήρωµα στην εξίσωση (3.20) είναι παρόµοιας µορφής µε αυτόν που 

παρουσίασε ο Chester (1968). Οι Tsutsui et al. (1998) υπολόγισαν τους πυρήνες (kernel) για τη 
µονοδιάστατη και τη δισδιάστατη περίπτωση (σε διαστατική µορφή): 

 

8��	 = �2� � tanh	���	��
�-

�-
9²���� = − ��� �� M���ℎ  �|�|4� #N 																																																																						(3.23) 
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8(�v, �*) = �(2�)*j eikjxj+∞
-∞

tanh	()��))�� dk1dk2 = �2��* 24
5 1o/� −± (−1){�vÔ�* + (o/�)*4

-
{³v ��

� 																							(3.24) 

 
όπου το r προκύπτει από τη χρήση πολικών συντεταγµένων για τον υπολογισµό του kernel και 
ορίζεται από τη σχέση o* = �v* + �** . 
Το µονοδιάστατο kernel της (3.23) έχει τις ιδιότητες: 
 

8(�) = " − }�� �� 3�¹ S��S5 						για		 S��S → 0
*}
�� 9�: 3− �

* S��S5 				για		 S��S → +∞�                                                                                (3.25) 

 

Στο σχήµα 3.1 αναπαρίστανται γραφικά τα kernel  
�
}8��	 και �r} 8��v, �*	. Η γραµµή µε τις 

τελείες αναπαριστά τη δισδιάστατη συνάρτηση δυναµικού 
�
*�@ . Όπως προκύπτει και από τη 

σχέση (3.25) το K(x) συµπεριφέρεται ως λογαριθµικό δυναµικό κοντά στο µηδέν και µειώνεται 

εκθετικά ώστε K(x) ≈ 0 στην περιοχή S��S > 4 . Επίσης, οι τιµές του δισδιάστατου kernel  

�r
} 8��v, �*	 είναι µικρότερες στην περιοχή S@�S > v

¹  από τις αντίστοιχες του µονοδιάστατου 
�
}8��	. 

Για το λόγο αυτό, οι Tsutsui et al. (1998) αναφέρουν ότι το πεδίο επιρροής του µονοδιάστατου 

και του δισδιάστατου kernel περιορίζονται στις περιοχές S��S < 4 και S@�S < 4 αντίστοιχα. 

 

 
Σχήµα 3.1: Γραφική παράσταση του µονοδιάστατου 

και του δισδιάστατου kernel (πηγή: [173]) 
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3.3 ΚΑΤΑΣΤΡΩΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS  
(2009) 

 
Στην παράγραφό αυτή εξάγονται οι εξισώσεις τύπου Boussinesq των Karambas και Memos 

(2009) που είναι κατάλληλες για ελαφρώς µη-γραµµικούς σύνθετους ή απλούς κυµατισµούς 
πλήρους διασποράς που διαδίδονται σε νερό σταθερού βάθους ή ήπια µεταβαλλόµενη 
βυθοµετρία. Γίνεται η υπόθεση του ασυµπίεστου ρευστού αµελητέου ιξώδους, συνεπώς 
εφαρµόζονται οι συνήθεις εξισώσεις Navier-Stokes.  

 
3.3.1 ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ (1DH) 
 
Η εξίσωση συνέχειας, οι εξισώσεις ορµής, η κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας και η 

οριακή συνθήκη αδιαπέρατου πυθµένα για µεταβαλλόµενη βυθοµετρία γράφονται: 
 �.���� + �x��u� = 0                                                                                                                         (3.26α) 

 
�.�
��� + a� �.�

��� + b� �.�
�u� = − v

w
�^�
���                                                                                                 (3.26b) 

 
�x�
��� + a� �x�

��� + b� �x�
�u� = − v

w
�^�
�u� − �                                                                                         (3.26c) 

 

b� = ���
��� + a� ������         για  y� = �����, ��	                                                                                (3.26d) 

 

b� = −a� ���
���         για  y� = −��                                                                                            (3.26e) 

 
όπου a� και b� η οριζόντια και η κατακόρυφη ταχύτητα των υγρών σωµατιδίων, �� η διακύµανση 
της ελεύθερης επιφάνειας, �� και y� η οριζόντια και κατακόρυφη συντεταγµένη αντίστοιχα (µε την 
αρχή των αξόνων στη στάθµη ηρεµίας και θετική φορά του y� προς τα πάνω), :� η πίεση, ρ η 
πυκνότητα του νερού, g η επιτάχυνση της βαρύτητας, �� το βάθος του νερού και �� ο χρόνος. Ο 
τόνος υποδηλώνει µεταβλητές µε διαστάσεις. 
Γίνεται η επιπλέον παραδοχή της αστρόβιλης ροής, συνεπώς υπάρχει συνάρτηση δυναµικού 

της ταχύτητας ¿����, y�, ��	 που περιγράφει τη ροή. Εξ ορισµού ισχύουν οι σχέσεις: 
 

a� = ���
���      και   b� = ���

�u�                                                                                                        (3.27) 

 
Στη συνέχεια οι ανεξάρτητες µεταβλητές αδιαστατοποιούνται σύµφωνα µε τις εργασίες των 

Veeramony και Svendsen (2000) και Karambas και Koutitas (2002): 
 

� = ��
�� 	 , y = u�

�õ� 	 , � =
Ô}�õ�
�� ��                                                                                                    (3.28) 
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όπου �� και �¦�  συµβολίζουν ένα χαρακτηριστικό µήκος κύµατος και ένα χαρακτηριστικό βάθος 
αναφοράς αντίστοιχα. Οι εξαρτηµένες µεταβλητές αδιαστατοποιούνται ως εξής: 
 � = ���õ� 	 , � = ��|� 	 , a = .�

òÔ}�õ� 	 , b = �x�
òÔ}�õ� 	    και  ¿ = ��

ò��Ô}�õ�                                                      (3.29) 

 

όπου [� ένα χαρακτηριστικό ύψος κύµατος, ( = |��õ�  η παράµετρος µη-γραµµικότητας 

(nonlinearity parameter) και )* = 3�õ���5* η παράµετρος διασποράς (dispersion parameter). 

Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση F είναι συνάρτηση δυναµικού στον αδιάστατο χώρο, καθότι a = ���� 

και b = ���u . 
Η εξίσωση συνέχειας (3.26α) και οι οριακές συνθήκες (3.26d) και (3.26e) γράφονται σε 

αδιάστατη µορφή: 
 )* �.�� + �x�u = 0                                                                                                                       (3.30α) 

 

b = )* 3���� + (a ��
��5      για y = (���, �	                                                                                 (3.30b) 

 

b = −)*a ��
��                 για y = −�                                                                                       (3.30c)  

 
Ολοκληρώνοντας την (3.30α) κατά βάθος και χρησιµοποιώντας τις οριακές συνθήκες (3.30b) 

και (3.30c) προκύπτει η εξίσωση συνέχειας σε αδιάστατη µορφή: 
 

��
�� + �����ò�	
�

�� = 0                                                                                                                   (3.31) 

 

όπου		� = 1� + (� � a�y
ò�

��
					η αδιάστατη µέση κατά βάθος οριζόντια ταχύτητα. 

Η σχέση (3.31) είναι ακριβής σε οποιοδήποτε βάθος, χωρίς περιορισµούς στη µη-
γραµµικότητα. Ολοκληρώνοντας κατά βάθος τις εξισώσεις οριζόντιας (3.26b) και κατακόρυφης 
(3.26c) ορµής και χρησιµοποιώντας τις (3.30α), (3.30b) και (3.30c) προκύπτουν: 

 

����� + (�	��� + ( ��� � a*�y
ò�

��
= − ��� � 3:(5

ò�

��
�y + �:(Su³�� ���� 																																																																	(3.32) 

 
 

:��, y, �	 = �(� − y	 + ( ���� b�y
ò�

u
− (*b*

)* + (* ���� ab�y
ò�

u
																																																																		(3.33) 
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όπου p=p'/ρgd0΄ η αδιαστατοποιηµένη πίεση.  
Αντικαθιστώντας την (3.33) στην (3.32) και λόγω της εξίσωσης συνέχειας, προκύπτει η 

ολοκληρωµένη κατά βάθος εξίσωση ορµής κατά x, παρόµοια µε αυτή των Veeramony και 
Svendsen (2000) και Karambas και Koutitas (2002): 
 ���� + (� ���� = −���� + )* 1� �� �*����� ��� �a�y�yu

��
¦
u �¦

�� �y + &(()*, (*,… )																																								(3.34)	 
 
όπου έχουν διατηρηθεί µόνο όροι της τάξης O(1,ε,σ2). Για αυτό το επίπεδο προσέγγισης είναι 
δυνατόν να γίνει η παραδοχή ότι εζ≈0 στα όρια των ολοκληρωµάτων που πολλαπλασιάζονται 
µε σ2. 
Επειδή θα διατηρηθούν µόνο όροι πρώτης τάξης ως προς την παράµετρο µη-γραµµικότητας ε, 

το µοντέλο πρέπει να αντιµετωπίζεται ως ελαφρώς µη-γραµµικό και εποµένως δε δικαιολογείται 
η πλήρης ανάλυση των µη-γραµµικών όρων. Εποµένως, τα µη-γραµµικά χαρακτηριστικά του 
µοντέλου δε θα αποδίδονται πολύ ικανοποιητικά στα βαθύτερα νερά όπου εσ2 ~ ε. 
Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση δυναµικού F, η αδιάστατη εξίσωση συνέχειας (3.30α) παίρνει 

τη µορφή: 
 )* �r���r + �r��ur = 0                                                                                                                      (3.35) 

 
Από τους διάφορους ορισµούς του µετασχηµατισµού Fourier και του αντίστροφού του, 

επιλέγεται το εξής ζεύγος: 
 

Φ{Q} = � 9�²��Q��	�� = Q�																																																																																																																													(3.36)

�-

�-
 

 

Φ
	�v�Q�� = 12� � 9²��Q���	�� = Q																																																																																																																				(3.37)

�-

�-
 

 
όπου k ο αδιάστατος κυµαταριθµός k=k'/k0 µε k

' ο κυµαταριθµός και k0=2π/L' . 
Εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό Fourier στην ισοδύναµη µορφή (3.35) της εξίσωσης 

Laplace, προκύπτει η γραµµική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης (Radder (1992), Kervella et 
al. (2007)): 

 
�rs
�ur − )*�*B = 0                                                                                                                     (3.38) 

 
όπου B��, y, �	 = Φ{¿��, y, �	, � → �}. Μία γενική λύση της (3.38) είναι: 
 B = TA¬]ℎ�)��� + y	� + È]«�ℎ�)��� + y	�                                                                             (3.39) 
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µε A,B συναρτήσεις των k και t. 
Θεωρώντας σταθερό βάθος και χρησιµοποιώντας την οριακή συνθήκη πυθµένα (3.30c) 

εκφρασµένη ως b = �Φ
�X{s}�u = 0 για z=-d, προκύπτει η λύση: 

 B��, y, �	 = QA¬]ℎ�)��� + y	�                                                                                                 (3.40) 
 
όπου f είναι συνάρτηση µόνο των k και t. Εποµένως, η αδιάστατη συνάρτηση δυναµικού F 
εκφράζεται ως ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης f(k,t): 
 

¿��, y, �	 = Φ
	�v{B��, y, �	, � → �} = 12� � 9²��A¬]ℎ�)��� + y	�

�-

�-
Q��, �	��																																					(3.41) 

Συνεπώς ισχύουν: 
 

a = �¿�� = 12� � «�9²��A¬]ℎ�)��� + y	�
�-

�-
Q��, �	��																																																																																				(3.42) 

 

b = �¿�y = 12� � )�9²��]«�ℎ�)��� + y	�
�-

�-
Q��, �	��																																																																																			(3.43) 

 
Λόγω της (3.42) ο όρος µε τα ολοκληρώµατα στο δεξί µέλος της (3.34) γράφεται: 
 

, = )* 1� �" �*����� ��� � 12� � «�9²��A¬]ℎ�)��� + y	�
�-

�-
Q��, �	���y�y

u

��

¦

u
�¦

��
�y 

= −) 1� �" �*�����" 12� � �9²��]«�ℎ�)��� + y	�
�-

�-
Q��, �	����y¦

u
�¦

��
�y 

= −1� �� �*����" 12� � 9²��{A¬]ℎ�)��	 − A¬]ℎ�)��� + y	�}
�-

�-
Q��, �	����¦

��
�y 

= − 12π � «�9²��
�-

�-
A¬]ℎ�)��	 M1 − ���ℎ�)��	)�� N�Q��, �	�� ��																																																																						(3.44) 

 
Η (3.26b) σε αδιάστατη µορφή γράφεται: 
 �.
�� + (a �.

�� + ò
�rb �.

�u = − v
ò
�^
��                                                                                                    (3.45) 

 
οπότε χρησιµοποιώντας την (3.42) προκύπτει: 
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 �:�� = −( 12� � «�9²��A¬]ℎ[)�(� + y)]�-
�-

�Q(�, �)�� �� + &((*, … )																																																													(3.46) 

 
Συνδυάζοντας την (3.46) και την (3.33) και για την ακρίβεια που θεωρήθηκε παραπάνω, 

προκύπτει η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας: 
 ���� = − 12� � «�9²��A¬]ℎ()��)�∞

�∞
�Q(�, �)�� ��																																																																																																		(3.47) 

 

Επειδή η συνάρτηση  
Z^��	(���)���   είναι άρτια ισχύει: 

 

� 9�²���-
�-

���ℎ	()��))�� �� = � 9²Æ��-
�-

���ℎ	()Ç�))Ç� �Ç
= − 2)� �� M���ℎ  �|�|4)�#N 																																						(3.48)	

 
και επιπλέον µπορεί να δειχθεί ότι: 
 

� �� M���ℎ  �|�|4)�#N
�-
�- ��

= −)��																																																																																																																							(3.49) 
Στη συνέχεια χρησιµοποιείται η ταυτότητα συνέλιξης: 
 

� ¿(�)�(�)9²���� = � Q(a)�(� − a)�a																																																																																																			(3.50)

�∞
�-

�∞
�-  

 
µε  Φ{Q} = ¿(�) και Φ{�} = �(�) . Οπότε, λόγω των εξισώσεων (3.47), (3.48) και (3.49), η 
εξίσωση (3.44) γράφεται: 
 

, = 1)�� � ��� [�(� − �, �) − �(�, �)]�∞
�∞ �� M���ℎ  �|�|4)�#N��																																																																							(3.51) 

 
Όπως αναφέρουν και οι Chester (1968) και Tsutsui et al. (1998), αν γίνει η προσέγγιση 

µακρών κυµατισµών η (3.51) µπορεί να γραφτεί: 
 , = −)* v̄�* �¸���¸                                                                                                                      (3.52) 
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και έτσι η (3.34) παίρνει τη µορφή των κλασικών εξισώσεων Boussinesq. Ξαναγράφοντας την 
(3.34) σε διαστατική µορφή λόγω της (3.51) προκύπτει: 
 ���� + � ���� + � ���� = ��� � ��� [�(� − �, �) − �(�, �)]�∞

�∞ �� M���ℎ  �|�|4� #N��																																									(3.53) 

 
Η εξίσωση (3.53) είναι η εξίσωση ορµής κατά x τύπου Boussinesq και δεν προϋποθέτει 

περιορισµένη διασπορά. Το δεξί µέλος είναι τάξης O(σ2) και περιγράφει τα µη υδροστατικά 
χαρακτηριστικά της πίεσης. Η εξίσωση αυτή παρήχθη και από τον Chester (1968) 
ακολουθώντας µια διαφορετική διαδικασία. 
Όπως παρουσιάστηκε στην παράγραφο 3.2 οι Tsutsui et al. (1998) κατέληξαν στην αδιάστατη 

εξίσωση (3.20), η οποία σε διαστατική µορφή γράφεται: 
 ���� + � ���� == − � ���� (� − �, �)8(�)���-

�- 																																																																																																				(3.54) 

 
µε τον πυρήνα (kernel) να δίνεται από τη σχέση: 
  8(�) = − }�� �� 6���ℎ 3�|�|¹� 57                                                                                                     (3.55) 

 
Η εξίσωση (3.54) είναι ισοδύναµη µε την (3.53). Ωστόσο, προτείνεται η χρήση της (3.53) διότι 

διευκολύνει την αριθµητική λύση του µοντέλου. Όπως αναφέρουν οι Karambas και Memos 
(2009), εφαρµογές της (3.54) µε το απλό ρητό σχήµα επίλυσης που προτείνεται παρακάτω 
είχαν ως αποτέλεσµα µη σταθερές µορφές της ελεύθερης επιφάνειας ζ και της ταχύτητας U, 
στην περίπτωση ενός γραµµικού περιοδικού κύµατος που διαδίδεται σε σταθερό βάθος. 
Η εξίσωση συνέχειας σε διαστατική µορφή γράφεται: 
 ���� + �[(���)
]�� = 0                                                                                                                     (3.56) 

 
Οι εξισώσεις (3.53) και (3.56) αποτελούν το σύστηµα του µονοδιάστατου µοντέλου. Όπως 

παρατηρείται το µοντέλο είναι ανεξάρτητο κυµαταριθµού. Οι µόνες υποθέσεις που έγιναν κατά 
την ανάπτυξη είναι η θεώρηση ροής που περιγράφεται από συνάρτηση δυναµικού, σταθερού 
βάθους και ήπιας µη-γραµµικότητας κυµατισµών. Είναι προφανές ότι η παραπάνω ανάλυση 
βρίσκεται σε συµφωνία µε τη γραµµική θεωρία Stokes και περιγράφει ακριβώς τη διάδοση 
γραµµικών περιοδικών κυµάτων σε σταθερό βάθος. Έτσι, όσον αφορά στη γραµµική σχέση 
διασποράς, η παραπάνω ανάλυση είναι ακριβής και εποµένως δεν τίθεται κανένας περιορισµός 
βάθους. Βέβαια, όπως αναφέρθηκε, τα µη-γραµµικά χαρακτηριστικά δεν αποδίδονται 
επακριβώς στα βαθιά νερά.  
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3.3.2 ∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ (2DH) 
 
Για τη δισδιάστατη διάδοση κυµατισµών µπορεί να ακολουθηθεί η ίδια διαδικασία µε τη 

µονοδιάστατη ανάπτυξη της προηγούµενης παραγράφου. Ωστόσο, για λόγους απλότητας, οι 
Karambas και Memos (2009) προτείνουν για δύο οριζόντιες διαστάσεις την ανάλυση των 
Tsutsui et al. (1998). Έτσι, οι δύο εξισώσεις ορµής γράφονται σε διαστατική µορφή: 

 ���� + � ���� + ç ���� = − � � ���� (� − �v, � − �*, �)�∞
�∞

�∞
�∞ 8(�v, �*)��v��*																																																			(3.57) 

 �ç�� + � �ç�� + ç �ç�� = − � � ���� (� − �v, � − �*, �)�∞
�∞

�∞
�∞ 8(�v, �*)��v��*																																																			(3.58) 

 
όπου V η µέση κατά βάθος οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση y. 
Όπως αναπτύχθηκε στην παράγραφο 3.2, το kernel σε αδιάστατη µορφή δίνεται από τη σχέση 

(3.16) ή ισοδύναµα στη διαστατική µορφή των εξισώσεων ορµής: 
 

8(�, �) = �(2�)*j ei����+����+∞
-∞

tanh	(��)�� dkxdky																																																																																										(3.59) 

 

όπου �_̀ = ���, �t� ο κυµαταριθµός και � = Z�_̀ Z. Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες: 
 ��� = �A¬]®	, 	�t = �]«�®	, 	�* = ��* + �t*	� = oA¬]À	, � = �]«�À	, 	o* =	�* + �* P                                                                              (3.60) 

 
η (3.59) γράφεται: 
 

8(o, À) = �(2�)*� tanh	(��)� � 9²�@»E¶(Û��)�
��

�∞
¦ �®��																																																																																				(3.61) 

 
Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα Bessel µηδενικής τάξης: 
 

�¦(y) = 12� � 9²u»E¶���																																																																																																																																						(3.62)		�
��  

 
και αναπτύσσοντας σε σειρά Fourier: 
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tanh(��) = 1 + 2±(−1){9�*{��∞

{³v 			 , �� > 0																																																																																															(3.63) 

 
η (3.61) γράφεται: 
 

8�o	 = �2��� ï1 + 2±�−1	{9�*{��∞

{³v
ð �¦��o	�∞

¦
��																																																																																						(3.64) 

 
Χρησιµοποιώντας τις παρακάτω ιδιότητες της συνάρτησης Bessel: 
 

� �¦��	�� = 1
�∞

¦
								µε  > 0																																																																																																																											(3.65) 

 

� 9���
�-

¦
�¦���	�� = 1

√* + �* 												µε		*9� ± �«	 > 0																																																																										(3.66) 

 
προκύπτει τελικά το kernel: 
 

8��,�	 = ��2�	*j ei��æ����t�
+∞

-∞
tanh	�)��	)�� dkxdky = �2��* �

� 1o/� −± �−1	{�v
Ô�* + �o/�	*4

-

{³v ��
�� 																																			(3.67) 

 
Με τη βοήθεια κάποιου µαθηµατικού λογισµικού υπολογίζεται: 
 

� � 8��,�	���� =
�∞

�∞

�∞

�∞
� � �

2��2 �
� 1
o/� −± �−1	�−1

Ô�2 + �o/�	24

∞

�=1 ��
������ =

�∞

�∞

�∞

�∞
�					 																																								(3.68)	 

 

Οπότε προσθέτοντας � ��
�� και στα δύο µέλη της (3.57) και � ��

�t και στα δύο µέλη της (3.58), 

προκύπτουν: 
 

���� + � ���� + ç ���� + � ���� = − � � =���� �� − �v,� − �*, �	 − ����>
�∞

�∞

�∞

�∞
8��v, �*	��v��*																							(3.69) 

 

�ç�� + � �ç�� + ç �ç�� + � ���� = − � � =���� �� − �v,� − �*, �	 − ����>
�∞

�∞

�∞

�∞
8��v, �*	��v��*																							(3.70) 
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Η εξίσωση συνέχειας γράφεται: 
 ���� + �[(� + �)�]�� + �[(� + �)ç]�� = 0																																																																																																														(3.71) 

 
Οι (3.69), (3.70) και (3.71) αποτελούν το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων του µοντέλου 

Karambas και Memos (2009) για τη δισδιάστατη διάδοση κυµατισµών. Ο πυρήνας (kernel) 
δόθηκε γραφικά και από τους Karambas και Memos (2009) όπως φαίνεται στο σχήµα 3.2. 

 

 
Σχήµα 3.2: Γραφική παράσταση του µονοδιάστατου 

και του δισδιάστατου kernel (πηγή: [85]) 
 
 
 

3.4 ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ 
 
Στην παράγραφο αυτή διερευνώνται οι εξισώσεις συνέχειας (3.56) και ορµής (3.53) όσον 

αφορά στην ποσοτικοποίηση των χαρακτηριστικών µη γραµµικότητας και διασποράς των 
κυµατισµών του µονοδιάστατου µοντέλου των Karambas και Memos (2009). 
Γίνεται η υπόθεση του οριζόντιου πυθµένα και της ήπιας µη γραµµικότητας των κυµατισµών 

ε<<1. Εφαρµόζοντας ανάλυση Fourier τύπου Stokes, αναζητούνται λύσεις πρώτης και δεύτερης 
τάξης της µορφής (µεταβλητές µε διαστάσεις): 

 � = vA¬]À + (*A¬]2À  και � = �vA¬]À + (�*A¬]2À                                                             (3.72) 
 

όπου À = �� − �� , � = *�
G  και I η περίοδος του κύµατος. 

Αντικαθιστώντας την (3.72) στις εξισώσεις (3.53) και (3.56) και για ανάλυση τάξης O(ε0) 
προκύπτει: 
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�v = ~�X��                                                                                                                                  (3.73) 

 
και λόγω των (3.48) και (3.49) προκύπτει η σχέση διασποράς: 
 �* = �����ℎ(��)                                                                                                                   (3.74) 
 
η οποία είναι η ακριβής γραµµική σχέση διασποράς του Stokes. 
Προχωρώντας σε ανάλυση δεύτερης τάξης, εισάγεται πάλι η (3.72) στις (3.53) και (3.56) και 

διαχωρίζονται όροι τάξης O(ε). Έτσι, προκύπτει η λύση δεύτερης τάξης: 
 * = 3�Xr� 5 ¯Z^��	(��)¹ Z^��(��)�*Z^��	(*��)                                                                                                  (3.75) 

 
Στον πίνακα 3.1 φαίνεται η σύγκριση της σχέσης αυτής µε την αντίστοιχη της θεωρίας Stokes 

που εξήχθη από διάφορους ερευνητές, όπως οι Skjelbreia και Hendrickson (1960) και 
προτείνεται ως σχέση αναφοράς και από τους Madsen και Schäffer (1998): 

 *Stokes = 3�Xr� 5 v¹ ��A¬�ℎ(��)[3A¬�ℎ*(��) − 1]                                                                            (3.76) 

 ��	 0.1	 0.5	 1	 2	 3	 4	 5	
*/*Stokes 1.01 1.207 1.492 1.347 0.985 0.748 0.599 

Πίνακας 3.1: Λόγος των δεύτερων αρµονικών για διάφορες τιµές του kd (πηγή: [85]) 
 

Σηµειώνεται ότι η απόκλιση της δεύτερης αρµονικής του παρόντος µοντέλου από την 
αναλυτική σχέση (3.76) οφείλεται στην υπόθεση των ελαφρώς µη-γραµµικών κυµατισµών. 
Παρόµοια συµπεριφορά εµφανίζουν και άλλα ελαφρώς µη-γραµµικά µοντέλα τύπου 
Boussinesq. Στο σχήµα (3.3) φαίνεται συγκριτικά ο λόγος */*Stokes συναρτήσει της αδιάστατης 
ποσότητας kd όπως υπολογίζεται από το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) και από τις 
διάφορες µορφές (διαφορετική τάξη ακρίβειας) του µοντέλου των Madsen και Schäffer (1998). 
Τέλος, όπως αναµενόταν, συγκρίνοντας τα σχήµατα (2.12) και (3.3) φαίνεται ότι το πλήρως µη-
γραµµικό µοντέλο των Madsen et al. (2003) αποδίδει καλύτερα τις υψηλές αρµονικές.  
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Σχήµα 3.3: Ο λόγος των δεύτερων αρµονικών */*Stokes. Πράσινο: Karambas-Memos Ο(σ2,ε) (2009)  

Μπλε: Madsen-Schäffer Ο(σ2,ε) (1998)  Κόκκινο: Madsen-Schäffer Ο(σ4,εσ4) (1998) 
(πηγές: [85],[151]) 

 
 
 

3.5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 
 
3.5.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 
 
Για την αριθµητική επίλυση του συστήµατος των (3.69), (3.70) και (3.71) οι Karambas και 

Memos (2009) πρότειναν τη χρήση ενός απλού και ευρέως χρησιµοποιούµενου ρητού 
σχήµατος πεπερασµένων διαφορών 2ης τάξης. Το σχήµα χρησιµοποιεί κεντρικές διαφορές ως 
προς το χώρο (εκτός από τις οπίσθιες διαφορές στους όρους πίεσης της εξίσωσης ορµής) και 
εµπρόσθιες διαφορές ως προς το χρόνο (forward in time, centered in space ή (τροποποιηµένο) 
FTCS) στον έκκεντρο κάναβο που απεικονίζεται στο σχήµα 3.4. Το αριθµητικό σχήµα 
διασφαλίζει σε ικανοποιητικό βαθµό τη διατήρηση µάζας και ενέργειας για µη θραυόµενους 
κυµατισµούς. Η διακριτοποιηµένη εξίσωση συνέχειας εφαρµόζεται στο κέντρο των κελιών που 
προκύπτουν από τη διακριτοποίηση (level points), ενώ οι εξισώσεις ορµής στις πλευρές των 
κελιών, δηλαδή στα σηµεία ροής (flux points).  
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Σχήµα 3.4: Ο έκκεντρος κάναβος του αριθµητικού σχήµατος (πηγή: [85])  

 

Για δύο οριζόντιες διαστάσεις, το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων (3.69), (3.70) και (3.71) 
διακριτοποιείται βάσει του ρητού σχήµατος πεπερασµένων διαφορών που αναφέρθηκε  
(Koutitas, 1985) ως εξής: 

 �U,�VWX��U,�V{� + �
����¤¤¤¤¤¤��UWX,�V ��
����¤¤¤¤¤¤��U,�V{� + �)����¤¤¤¤¤¤��U,�WXV ��)����¤¤¤¤¤¤��U,�V{t = 0                                                      (3.77) 

 

U,�VWX�
U,�V{� + �²,Æ{ 
UWX,�V �
U�X,�V

*{� + ç¤²,Æ{ 
U,�WXV �
U,��XV
*{t + � �U,�VWX��U�X,�VWX

{� = �²{�v                                               (3.78) 

 )U,�VWX�)U,�V{� + �º²,Æ{ )UWX,�V �)U�X,�V
*{� + ç²,Æ{ )U,�WXV �)U,��XV

*{t + � �U,�VWX��U,��XVWX
{t = �Æ{�v                                                  (3.79) 

 
όπου Ii και Ij είναι οι όροι των ολοκληρωµάτων συνέλιξης, ∆t και ∆x,∆y είναι το χρονικό και τα 
χωρικά βήµατα διακριτοποίησης των εξισώσεων. Η παύλα δηλώνει µέση τιµή ως προς το χώρο. 
Σύµφωνα µε το σχήµα (3.4): 
 �� + �¤¤¤¤¤¤¤�²�v,Æ{ = 6����	UWX,�V �����	U,�V 7

*                                                                                                (3.80) 

 ���� + �¤¤¤¤¤¤¤��²,Æ{ = �²,Æ 6����	U,�V �����	U�X,�V 7
*                                                                                         (3.81) 

 �� + �¤¤¤¤¤¤¤�²,Æ�v{ = 6����	U,�V �����	U,�WXV 7
*                                                                                                (3.82) 

 �ç�� + �¤¤¤¤¤¤¤��²,Æ{ = ç²,Æ 6����	U,�V �����	U,��XV 7
*                                                                                         (3.83) 
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�º²,Æ{ = 
U,�V �
UWX,�V �
U,��XV �
UWX,��XV
¹                                                                                                     (3.84) 

 

ç¤²,Æ{ = )U,�V�)U,�WXV �)U�X,�V �)U�X,�WXV
¹                                                                                                       (3.85) 

 
Τα συνελικτικά ολοκληρώµατα των εξισώσεων (3.69) και (3.70) υπολογίζονται αριθµητικά. 

Αριθµητικά πειράµατα έδειξαν ότι είναι µεγάλης σηµασίας για αυτούς τους υπολογισµούς η 
χρήση µεθόδων ακρίβειας υψηλότερης τάξης, όπως ο σύνθετος τύπος του Simpson ή η 
µέθοδος Newton 3/8. Επειδή τα kernel των ολοκληρωµάτων εµπλέκουν συναρτήσεις παλµού 
που υφίστανται εκθετική απόσβεση, τα όρια των ολοκληρωµάτων τίθενται ±4�αντί για ±∞. Η 
παρατήρηση αυτή προκύπτει και από τα σχήµατα 3.1 και 3.2, όπου φαίνεται η απόσβεση των 
kernel και σχολιάστηκε στην παράγραφο 3.2 σύµφωνα µε τις εργασίες των Tsutsui et al. (1998) 
και του Schäffer (2004b). 
Οι όροι του αθροίσµατος της εξίσωσης (3.67) είναι εναλλασσόµενου πρόσηµου και συνεπώς η 

σύγκλιση είναι αργή. Για να επιταχυνθεί ο ρυθµός σύγκλισης, η σειρά στην εξίσωση (3.67) 
υπολογίζεται µε τη χρήση του µετασχηµατισµού Euler του van Wijngaarden (Press et al., 1986). 
Με τον τρόπο αυτό δεν απαιτούνται περισσότεροι από 25 όροι αθροίσµατος. Η διαδικασία αυτή 
για τον αριθµητικό υπολογισµό των ολοκληρωµάτων συνέλιξης αυξάνει σηµαντικά τον 
υπολογιστικό χρόνο του µοντέλου. 
Τέλος, επειδή στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία µελετήθηκε το µονοδιάστατο µοντέλο των 

Karambas και Memos (2009), αναφέρεται η διακριτοποίηση σύµφωνα µε το απλό ρητό σχήµα 
που παρουσιάστηκε παραπάνω: 

 
�UVWX��UV{� + �
����¤¤¤¤¤¤��UWXV ��
����¤¤¤¤¤¤��UV{� = 0                                                                                            (3.86) 

 

UVWX�
UV{� + �²{ 
UWXV �
U�XV

*{� + � �UVWX��U�XVWX{� = �{�v                                                                             (3.87) 

 
όπου I ο όρος του ολοκληρώµατος συνέλιξης της µονοδιάστατης περίπτωσης. 
 
3.5.2 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
 
Στην παράγραφο 2.5.4 έγινε εκτενής αναφορά στις οριακές συνθήκες των µοντέλων 

Boussinesq. Συγκεκριµένα, αναφέρθηκαν οι διάφορες τεχνικές για τα όρια γένεσης κυµατισµών 
και τα απορροφητικά όρια ή όρια ακτινοβολίας. 
Στην αρχική µορφή του παρόντος µοντέλου, όπως δηµοσιεύτηκε από τους Karambas και 

Memos (2009), οι κυµατισµοί παράγονταν εντός του υπολογιστικού πεδίου προσθέτοντας 
απλώς µία γραµµική πηγή (σηµειακή πηγή στη µονοδιάστατη περίπτωση) στην εξίσωση 
συνέχειας σύµφωνα µε τις τεχνικές των Larsen και Dancy (1983) ή των Lee και Suh (1998). Οι 
τεχνικές αυτές παρουσιάστηκαν εκτενώς στην παράγραφο 2.5.4.1. Ωστόσο, κατά την επέκταση 
του µοντέλου για την εισαγωγή της θραύσης κυµατισµών από τους Chondros (2008,2010) και 
Koutsourelakis (2009) χρησιµοποιήθηκε η τεχνική της συνάρτησης πηγής που επίσης 
περιγράφηκε στην παράγραφο 2.5.4.1. Η τεχνική αυτή υιοθετείται και στην παρούσα εργασία.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3       ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 
MEMOS (2009)      

 

107 
 

Οι Gobbi και Kirby (1999) και οι Wei et al. (1999) κατέληξαν στις γενικές σχέσεις (2.139), 
(2.140) και (2.141) για τη συνάρτηση πηγής. Ωστόσο, οι σχέσεις αυτές έχουν εξαχθεί 
βασιζόµενες σε µοντέλα Boussinesq µορφής παρόµοιας µε αυτή του Nwogu (1993) που 
διαφέρουν αρκετά από το µοντέλο πλήρους διασποράς των Karambas και Memos (2009). Έτσι, 
κατά την επέκταση του µοντέλου για τη συµπερίληψη της θραύσης από τους Chondros 
(2008,2010) και Koutsourelakis (2009) χρησιµοποιήθηκε ως µέτρο της συνάρτησης πηγής η 

απλή σχέση ,¶ = 0.039 |
*  για µονοχρωµατικούς κυµατισµούς, όπου [ το ύψος κύµατος. Για 

σύνθετους κυµατισµούς η ψηφιοποιηµένη χρονοσειρά εισαγωγής πολλαπλασιάζεται πάλι µε την 
τιµή 0.0399�:�−Ò¶�� − �¶	*�, όπου το Ò¶ δίνεται από τη σχέση (2.144) µε µήκος κύµατος αυτό 
που αντιστοιχεί στην περίοδο αιχµής. Η µέθοδος αυτή υιοθετήθηκε και στην παρούσα 
διπλωµατική, µε τη διαφορά ότι ο συντελεστής στο µέτρο της συνάρτησης πηγής δε θεωρήθηκε 
σε όλες τις πειραµατικές διατάξεις ίσος µε 0.039 καθώς, όπως προκύπτει και από τη θεωρία της 
παραγράφου 2.5.4.1, εξαρτάται από την περίοδο των κυµατισµών, το βάθος του νερού και την 
παράµετρο Ò¶. Πρακτικά η διαδικασία που ακολουθήθηκε περιλάµβανε βαθµονόµηση του 
συντελεστή ώστε να παραχθεί η επιθυµητή χρονοσειρά στη θέση της πηγής για κάθε 
πειραµατική διάταξη επαλήθευσης του µοντέλου. Έτσι, η τιµή του κυµαίνεται από 0.039 ως 
0.075 (στις διατάξεις που ελέγχθηκαν). Η παράµετρος δ παίρνει τιµές 0.3-0.5. 
Για την απορρόφηση των κυµατισµών στα ανοιχτά όρια του υπολογιστικού πεδίου 

χρησιµοποιείται η τεχνική των στοιβάδων απορρόφησης. Εκτενής αναφορά στη µέθοδο αυτή 
γίνεται στην παράγραφο 2.5.4.2. Οι Karambas και Memos (2009) προτείνουν τη χρήση του 
βελτιωµένου σχήµατος των Yoon και Choi (2001), όπου οι µεταβλητές ζ, U και V 
πολλαπλασιάζονται µε το συντελεστή απορρόφησης 4 που ορίζεται από τις σχέσεις (2.154) και 
(2.155). Το πλάτος της στοιβάδας απορρόφησης θεωρείται γενικά ίσο µε ένα µήκος κύµατος. 
Ωστόσο κατά την επέκταση του µοντέλου για τη συµπερίληψη της θραύσης χρησιµοποιήθηκαν 
διπλές οριακές στοιβάδες ( πλάτους 10∆x+10∆x=20∆x ) στα ανοιχτά όρια του πεδίου. Κάθε µία 
από τις διπλές αυτές στοιβάδες έχει 8+8=16 εσωτερικούς κόµβους (�¶ = 16) και εποµένως 
προκύπτει b ≈ 1.8. Κατά τους Larsen και Dancy (1983) για �¶ = 10P� προκύπτει α=5 και άρα �� ≈ 1.6 . Οπότε χρησιµοποιήθηκε η σχέση: 

 4��∗	 = 9�:�−�1.8��∗/{� − 1.8��ø/{�� ∙ 1.6�       για   0 ≤ �∗ ≤ �¶  
 4��∗	 = 1                                                    για   �¶ < �∗                                                         (3.88) 
 
Στην παρούσα διπλωµατική χρησιµοποιήθηκε τόσο η σχέση (3.88), όσο και αυτές των Yoon 

και Choi (2001)  και των Larsen και Dancy (1983) ώστε να διερευνηθεί η επίδραση των 
στοιβάδων απορρόφησης στην ακρίβεια του µοντέλου. 

 
3.5.3 ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 

 
Στην ενότητα αυτή επιχειρείται µία αδροµερής διερεύνηση των χαρακτηριστικών του 

µονοδιάστατου απλού ρητού αριθµητικού σχήµατος που προτάθηκε παραπάνω. Συγκεκριµένα, 
εξετάζονται η σύγκλιση (convergence), η συνέπεια (consistency), η ευστάθεια (stability), η 
ακρίβεια (accuracy) και η υπολογιστική απόδοση (computational efficiency) του µοντέλου. 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι ιδιότητες αυτές µελετώνται προσεγγιστικά και εν µέρει επιφανειακά, 
καθότι η αριθµητική συµπεριφορά του µοντέλου είναι σχεδόν χαοτική λόγω της µη-
γραµµικότητας που εισάγουν οι όροι των χωρικών παραγώγων των σχέσεων (3.86), (3.87) και 
ο όρος του συνελικτικού ολοκληρώµατος. Επίσης, οι πειραµατικές διατάξεις επαλήθευσης που 
χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία αποτελούνται από ένα τµήµα µεταβαλλόµενης 
βυθοµετρίας που κάνει το πρόβληµα ακόµη πιο σύνθετο. Τέλος, η χρήση του έκκεντρου 
κανάβου, αλλά και το γεγονός ότι ουσιαστικά οι υπολογισµοί εκτελούνται σε δύο χρονικά 
βήµατα, αφού αρχικά υπολογίζονται οι ανυψώσεις ζi από την εξίσωση συνέχειας και στη 
συνέχεια αντικαθιστώνται στην εξίσωση ορµής για τον υπολογισµό των ταχυτήτων Ui (σχήµα 
3.4), καθιστούν αδύνατη την ακριβή ανάλυση των ιδιοτήτων του µοντέλου. Ωστόσο, έστω και µία 
διερευνητική προσέγγιση των χαρακτηριστικών αυτών εµφανίζει ενδιαφέρον, ακόµη και αν 
εξασφαλίζει µόνο αναγκαίες και όχι απαραίτητα ικανές συνθήκες σύγκλισης, ευστάθειας και 
συνέπειας. 
Στην ενότητα αυτή οι παραπάνω ιδιότητες (που εξαρτώνται από το εκάστοτε πρόβληµα) 

µελετώνται για το πείραµα του Wallingford (1997) που περιγράφεται στο έκτο κεφάλαιο και 
συγκεκριµένα για το τµήµα της διάταξης που έχει σταθερό βάθος d=0.8m. Στο τµήµα αυτό 
παράγονται κυµατισµοί ύψους H=0.1m και περιόδου T=1sec. Το πείραµα περιλαµβάνει 
αµελητέο ποσοστό θραυόµενων κυµατισµών. 

 
3.5.3.1 Σύγκλιση (Convergence) 
 

Η λύση του αλγεβρικού συστήµατος εξισώσεων (3.86)-(3.87) �̀²{ = 3�UV
UV5 συγκλίνει αν τείνει 
στην ακριβή λύση �̀��², �{	 = 3���U,�V	
��U,�V	5 του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων (3.56)-(3.53) 

καθώς τα βήµατα χωρικής και χρονικής διακριτοποίησης τείνουν στο µηδέν P�, P� → 0 . 
Το σφάλµα της αριθµητικής λύσης σε σχέση µε την ακριβή γράφεται: 
 

9̀²{ = 3�UVpUV5 = �̀��², �{	 − �̀²{ = 3 ���U,�V	��UV
��U,�V	�
UV5                                                                               (3.89) 

 
Η ακριβής λύση του αλγεβρικού συστήµατος εξισώσεων προκύπτει όταν δεν εισάγονται 

αριθµητικά σφάλµατα κανενός είδους, όπως π.χ. σφάλµατα στρογγυλοποιήσεων. Το σφάλµα 9̀²{ 
στον κόµβο i και στο χρονικό βήµα n εξαρτάται γενικά από τα βήµατα διακριτοποίησης ∆x και ∆t 
και από την τιµή των παραγώγων ανώτερης τάξης στο συγκεκριµένο κόµβο που παραλείπονται 
κατά τη χρήση της µεθόδου πεπερασµένων διαφορών. Επειδή σπάνια είναι γνωστή η αναλυτική 
λύση ενός προβλήµατος η αναλυτική απόδειξη της σύγκλισης ή µη ενός µοντέλου είναι τις 
περισσότερες φορές αδύνατη. Σε ένα καλώς ορισµένο γραµµικό πρόβληµα αρχικών συνθηκών 
µπορεί να εφαρµοστεί το θεώρηµα ισοδυναµίας του Lax που αναφέρει ότι ικανή και αναγκαία 
συνθήκη σύγκλισης ενός σχήµατος πεπερασµένων διαφορών είναι η ευστάθεια και η συνέπεια 
του σχήµατος. Ωστόσο, το σχήµα των Karambas και Memos (2009) είναι µη-γραµµικό και άρα 
το θεώρηµα του Lax µπορεί να παρέχει µία αναγκαία, αλλά όχι απαραίτητα ικανή, συνθήκη 
σύγκλισης. 
Μπορεί συνήθως να είναι αδύνατη η θεωρητική απόδειξη της σύγκλισης ή µη ενός µοντέλου, 

ωστόσο είναι δυνατόν να ληφθούν αριθµητικές ενδείξεις για τη συµπεριφορά του. Έτσι, στην 
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προκειµένη περίπτωση του πειράµατος του Wallingford (1997) ελέγχθηκαν διαφορετικά βήµατα 
διακριτοποίησης ∆x,∆t και υπολογίστηκε το rms (root mean square) σφάλµα ξrms της ανύψωσης 
της ελεύθερης επιφάνειας όπως προκύπτει από διαθέσιµες µετρήσεις σε διακεκριµένους 
σταθµούς και σε συγκεκριµένο χρόνο (t=20 sec): 

 

�@Ø¶ = �1ã ∙ ±[�(�U)��U]r 
U¡X 																																																																																																																																							(3.90) 

 
όπου N ο αριθµός των χρησιµοποιούµενων σταθµών. Το ξrms συναρτήσει των βηµάτων 
διακριτοποίησης ∆x και ∆t φαίνεται στο διάγραµµα του σχήµατος 3.5. 
 

 
Σχήµα 3.5: Σφάλµα ξrms συναρτήσει των βηµάτων διακριτοποίησης 

∆x και ∆t για το πείραµα του Wallingford (1997)  
 

Η σύγκλιση του µοντέλου απαιτεί το σφάλµα να τείνει στο µηδέν καθώς τα βήµατα 
διακριτοποίησης τείνουν στο µηδέν P�	, P� → 0 . Ωστόσο, από το σχήµα προκύπτει ότι το 
σφάλµα εµφανίζει ταλαντώσεις και ως προς τη χωρική και ως προς τη χρονική διακριτοποίηση. 
Το γεγονός αυτό δεν αποτελεί απόδειξη µη σύγκλισης καθώς δεν αποκλείει την περίπτωση το 
σφάλµα να τείνει στο µηδέν, αλλά αποτελεί ένδειξη µη σύγκλισης. Όµως, όπως θα δειχθεί 
παρακάτω, το απλό ρητό σχήµα των Karambas και Memos (2009) είναι µη ευσταθές και αρά 
όντως το µοντέλο δεν συγκλίνει. 

 
3.5.3.2 Συνέπεια (Consistency) 

 
Ένα αριθµητικό µοντέλο καλείται συνεπές αν το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων που 

προκύπτει από τη διακριτοποίηση είναι ισοδύναµο σε κάθε κόµβο µε το αρχικό σύστηµα 
διαφορικών εξισώσεων καθώς τα βήµατα διακριτοποίησης τείνουν στο µηδέν. Η συνέπεια είναι 
αναγκαία αλλά όχι ικανή συνθήκη σύγκλισης καθότι απαιτείται και η ευστάθεια του σχήµατος. 
Για τη µονοδιάστατη περίπτωση το αριθµητικό σχήµα επίλυσης αποτελείται από τις εξισώσεις 

(3.86) και (3.87). Όπως αναφέρθηκε, τα άπειρα όρια στο συνελικτικό ολοκλήρωµα 
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αντικαθίστανται από τα πεπερασµένα όρια ±4�. Στο τµήµα της διάταξης µε σταθερό βάθος 
d=0.8m υπάρχουν 160 κόµβοι στο διάστηµα 4d. Οπότε στον κόµβο i και στο χρονικό βήµα n 
χρησιµοποιώντας το σύνθετο κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης του Simpson προκύπτει: 

 

c ��� � ��� ���� − �, �	 − ���, �	�
�∞

�∞
�� M���ℎ  �|�|4� #N��d

²

{
 

 

≈ 	 ��� P�3 {	 �����¢²�vµ¦{ − �����¢²{# �����ℎ �160�P�4�  + 

 

+ ± {4 �����¢Æ{ − �����¢²{# �����ℎ  �|« − Ç|P�4� # +			
²�vÄ!£Æ£²�vÄ!,*  

 

+				2 ������SÆ�v{ − �����S²{ �����ℎ 3�|²�Æ�v|{�¹� 5}	+ 

 

+3 �����S²�vµ¦{ − �����S²{5 �����ℎ 3vµ¦�{�¹� 5}                                                                                        (3.91) 

 
Αναπτύσσοντας σε σειρές Taylor προκύπτουν: 
 

�²{�v = �²{ + 3����5²
{ P� + &�P�*	                                                                                               (3.92) 

 

�²�v{ = �²{ + 3����5²
{ P� + 3�r���r5²

{ {�r
*! + &�P�¯	                                                                            (3.93) 

 

�²�v{ = �²{ − 3����5²
{ P� + 3�r���r5²

{ {�r
*! + &�P�¯	                                                                            (3.94) 

 

�²�v{ = �²{ + 3�
��5²
{ P� + 3�r
��r5²

{ {�r
*! + &�P�¯	                                                                          (3.95) 

 

�²�v{ = �²{ − 3�
��5²
{ P� + 3�r
��r5²

{ {�r
*! + &�P�¯	                                                                          (3.96) 

 
και άρα µετά από πράξεις προκύπτει στην εξίσωση συνέχειας: 
 

3����5²
{ + Q��
����	��� S²{ = �UVWX��UV{� + �
����¤¤¤¤¤¤��UWXV ��
����¤¤¤¤¤¤��UV{� + £v,²{ = 0                                                (3.97) 

 
µε σφάλµα αποκοπής (truncation error): 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3       ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 
MEMOS (2009)      

 

111 
 

£v,²{ = −0.5P� =� 3�r
��r5²
{ + �²{ 3�r
��r5²

{ + 3����5²
{ 3�
��5²

{> + &�P�, P�*	                                           (3.98) 

 
αντίστοιχα στην εξίσωση ορµής προκύπτει: 
 

3�
��5²
{ + �²{ 3�
��5²

{ + � 3����5²
{�v − 6 }�� � ��� [�(� − �, �) − �(�, �)]�∞�∞ �� 6���ℎ 3�|�|¹� 57 ��7²{�v =  

 = 
UVWX�
UV{� + �²{ 
UWXV �
U�XV
*{� + � �UVWX��U�XVWX{� − �{�v + £*,²{�v = 0                                                       (3.99) 

 
µε σφάλµα αποκοπής: 
 

£*,²{�v = 0.5�P�  �*���*#²
{�v − �P�3�� ¤0.5P� ï �*���*#²�vµ¦

{�v − 2 �*���*#²
{�v +  �*���*#²�vµ¦

{�v ð �� =���ℎ �160�P�4�  >¥− 

 

− �P�
3�� { ± {4P� �

«−159≤Ç≤«+159,2 ï �2���2#Ç
�+1

−  �2���2#«
�+1ð �� M���ℎ �|« − Ç|P�

4� #N + 

 

2P� =3�2���25Ç+1
�+1 − 3�2���25«

�+1> �� 6���ℎ 3�|«−Ç−1|P�4� 57 + 4�� 6���ℎ 3�|«−Ç|P�4� 57&�P�2	 +    

 

2�� 6���ℎ 3�|²�Æ�v|{�¹� 57&�P�*	} + �� 6���ℎ 3vµ¦�{�¹� 57&�P�*	} + &�P�, P�*	                                         (3.100) 

 
Το σφάλµα £v,²{   τείνει στο µηδέν καθώς P�, P� → 0 . Επίσης, χρησιµοποιώντας τον κανόνα του 

De L' Hôspital η παράσταση P�Ø ∙ ������ℎ�P�	� για α σταθερά και m θετικό ακέραιο τείνει στο 
µηδέν για P� → 0. Συνεπώς και το σφάλµα £*,²{�v τείνει στο µηδέν καθώς P�, P� → 0. Εποµένως, 

το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα των διαφορικών 
εξισώσεων καθώς τα βήµατα χωρικής και χρονικής διακριτοποίησης τείνουν στο µηδέν. Άρα το 
αριθµητικό σχήµα που προτείνουν οι Karambas και Memos (2009) είναι συνεπές. 

 
3.5.3.3 Ευστάθεια (Stability) 
 
Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων (3.53)-(3.56) που αποτελεί τη βάση του µοντέλου των 

Karambas και Memos (2009) είναι µη-γραµµικό. Όσον αφορά στην εξίσωση συνέχειας, η µη-

γραµµικότητα έγκειται στον όρο της χωρικής παραγώγου 
������	
�

��   καθότι τόσο η βυθοµετρία 

όσο και η ταχύτητα U (αλλά και η ανύψωση ζ) µεταβάλλονται στο χώρο. Όσον αφορά στην 

εξίσωση ορµής, η µη-γραµµικότητα οφείλεται στον όρο � �

�� , ενώ µη-γραµµικού χαρακτήρα 

είναι και το συνελικτικό ολοκλήρωµα. Τα χαρακτηριστικά αυτά του µοντέλου καθιστούν αδύνατη 
την ακριβή ανάλυση ευστάθειας. Η υπολογιστική δυσκολία επιτείνεται µε τη χρήση του 
έκκεντρου κανάβου αλλά και εξαιτίας του γεγονότος ότι οι άγνωστες µεταβλητές ζ και U δεν 
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υπολογίζονται ταυτοχρόνως, αλλά διαδοχικά ως �²{�Xr  (επιλύοντας την εξίσωση συνέχειας µε 

χρήση της �²{) και εν συνεχεία  �²{�v (επιλύοντας την εξίσωση ορµής µε χρήση της �²{�Xr ).  

Εποµένως, το αριθµητικό σχήµα επίλυσης δεν µπορεί να γραφτεί στη διανυσµατική µορφή �¦_̀�� + �� ��̀�� = 0_̀  µε �̀ = ��
�, ¿̀ = ¿̀��, �	 και �� ένας ενιαίος τελεστής παραγώγισης και για τις δύο 

εξισώσεις, µορφή που θα διευκόλυνε υπολογιστικά την ανάλυση ευστάθειας. Άρα κάθε εξίσωση 
πρέπει να διερευνηθεί ως προς την ευστάθεια της ξεχωριστά. Λόγω των παραπάνω η διεξοδική 
ανάλυση ευστάθειας δεν είναι δυνατή παρά µόνο διερευνητικά προσφέροντας κάποιες 
αναγκαίες συνθήκες. 
Οι εξισώσεις (3.53)-(3.56) λόγω της χωροχρονικής µεταβλητότητας της ταχύτητας U 

προσοµοιάζουν στη γνωστή µη-γραµµική εξίσωση Burger και όχι στην απλή εξίσωση 
µετάθεσης. Τέτοιες µη-γραµµικές εξισώσεις µπορούν να προσεγγιστούν ως προς την ευστάθεια 
τους µε τοπικό "πάγωµα" της µη-γραµµικότητας. Άλλωστε, όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 
αυτή µελετάται ενδεικτικά για λόγους ευκολίας το τµήµα της πειραµατικής διάταξης του 
Wallingford (1997) µε σταθερό βάθος d=0.8m (άρα η µέγιστη ως προς το χρόνο ταχύτητα Umax 
είναι θεωρητικά αµετάβλητη ως προς το χώρο). Λόγω τη σταθερότητας του βάθους εισάγεται η 

βοηθητική µεταβλητή  ℎ = � + �  και άρα: 
��
�� = �+

�� και 
��
�� = �+

�� . 
Ο Koutitas (1985), που προτείνει το αριθµητικό σχήµα επίλυσης το οποίο υιοθετούν οι 

Karambas και Memos (2009), δίνει το απλό κριτήριο ευστάθειας CFL: 
 

§�� {�{� ≤ 1                                                                                                                            (3.101) 

 
το οποίο για P� = 0.02	\  οδηγεί στον περιορισµό P� ≤ 0.007	]9A. Επειδή το µοντέλο των 
Karambas και Memos (2009) είναι ακριβές ως προς τη διασπορά, ίσως ακριβέστερη της (3.101) 
είναι η σχέση: 
 

A {�{� ≤ 1         (3.102)         µε      A = }G
*� ���ℎ���	                                                                 (3.103) 

 
που οδηγεί στον περιορισµό P� ≤ 0.013	]9A. Ωστόσο, ενδεικτικότερη ανάλυση ευστάθειας είναι 
η παρακάτω. Η διακριτοποιηµένη εξίσωση συνέχειας (3.86) γράφεται: 
 
+UVWX�+UV{� + 
UWXV �+UWX�+U	�
UV�+U�+U�X	*{� = 0                                                                                     (3.104) 

 
"Παγώνοντας" τοπικά τους µη γραµµικούς όρους, δηλαδή θέτοντας προσεγγιστικά �²�v{ ≈�²{ = �, προκύπτει το γνωστό σχήµα FTCS: 
 

+UVWX�+UV{� + � +UWX�+U�X*{� = 0                                                                                                       (3.105) 

 
Θεωρώντας προσεγγιστικά ότι το σφάλµα �²{ = ℎ��², �	 − ℎ²{ ικανοποιεί τη σχέση (3.105) (ο 

χαρακτηρισµός προσεγγιστικά αναφέρεται στο γεγονός ότι η ακριβής λύση δεν ικανοποιεί τη 
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γραµµικοποιηµένη εξίσωση  
�+�� + � �+�� = 0 αλλά τη µη-γραµµική 

�+
�� + ��
+	

�� = 0) µπορεί να 

εφαρµοστεί µία γραµµική ανάλυση ευστάθειας Von Neumann. Εκφράζοντας το αρχικό σφάλµα 
σε σειρά Fourier: 
 

�Æ¦ = ± Ø9²�ìÆ
ë

Ø³v
																																																																																																																																															(3.106) 

 
µε ÀØ = \�P� και επειδή λόγω της γραµµικοποίησης του σχήµατος οι συνιστώσες του 
σφάλµατος δεν αλληλεπιδρούν, αρκεί η µελέτη της συµπεριφοράς της µιας συνιστώσας η οποία 
στο n-ιοστό χρονικό βήµα γράφεται: 
 �Æ{ = �{9²�Æ                                                                                                                          (3.107) 

 
όπου G είναι ο παράγοντας ενίσχυσης του σφάλµατος (amplification factor). Αντικαθιστώντας 
την (3.107) στην (3.105) και ύστερα από πράξεις προκύπτει: 
 � = 1 − «� {�{� ]«�À                                                                                                                 (3.108) 

 
Για να υπάρχει ευστάθεια θα πρέπει |�| ≤ 1 για κάθε θ. Ωστόσο ισχύει: 
 

|�| = Ô1 + 3−� {�{� ]«�À5* > 1        (3.109)   π.χ. για U=Umax και θ≠κπ, κ ακέραιος.  

 
Άρα το αριθµητικό σχήµα επίλυσης είναι ασταθές.  
Η εξίσωση ορµής είναι εκφρασµένη ως προς τα σηµεία ροής (flux points). Εκφράζοντας την 

ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ως προς τα σηµεία αυτά µέσω της σχέσης: 
 

�²�{�v = v
* ��²�v{�v + �²{�v	                                                                                                          (3.110) 

 
και αµελώντας τον τονισµό προκύπτει η διακριτοποιηµένη εξίσωση: 
 

UVWX�
UV{� + �²{ 
UWXV �
U�XV

*{� + � �UWXVWX��U�XVWX
*{� = §{�v                                                                          (3.111) 

 
όπου Κ ο όρος αθροίσµατος της σχέσης (3.91) που προσεγγίζει το συνελικτικό ολοκλήρωµα και 
στον οποίο οι παράγωγοι της ελεύθερης επιφάνειας ζ εκφράζονται επίσης µε κεντρικές 
διαφορές. Η (3.111) µπορεί ελαφρώς να τροποποιηθεί αντικαθιστώντας  �²{ = 0.5��²�v{ + �²�v{ 	 
 

UVWX�
UV{� + v

*
�
UWXV �r��
U�XV �r

*{� + � �UWXVWX��U�XVWX
*{� = §{�v                                                                      (3.112) 

 
ώστε να προσεγγίζει αριθµητικά τη γραµµικοποιηµένη διαφορική µορφή: 
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�
�� + ���� = 0                                                                                                                           (3.113) 

 
µε τελεστή χωρικής παραγώγισης αυτόν των κεντρικών διαφορών και: 
 

¿ = v
*�* + �� + L                                                                                                                 (3.114) 

 
όπου B ο όρος που αντιστοιχεί στο άθροισµα που προσεγγίζει το συνελικτικό ολοκλήρωµα. Η 
(3.113) γράφεται: 

 �

�� + Å �


�� = 0                                                                                                                        (3.115) 

 

όπου Å = ��
�
 . Κάνοντας παρόµοιες παραδοχές µε παραπάνω και εφαρµόζοντας γραµµική 

ανάλυση ευστάθειας Von Neumann προκύπτει: 
 � = 1 − «Å {�{� ]«�À                                                                                                                 (3.116) 

 
και άρα 
 

|�| = Ô1 + 3−Å {�{� ]«�À5* > 1        (3.117)   για Α,sinθ ≠ 0 

 
εποµένως και το αριθµητικό σχήµα επίλυσης της εξίσωσης ορµής είναι ασταθές. Αξίζει να 
σηµειωθεί ότι ακόµη και αν η παραπάνω ανάλυση Von Neumann έδινε κάποιες ικανές συνθήκες 
ευστάθειας, η ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος δεν θα ήταν εξασφαλισµένη καθότι 
αστάθειες θα µπορούσαν να προκληθούν από την επίδραση των οριακών συνθηκών ή των µη-
γραµµικών όρων. Επιπλέον, µελετήθηκε η περίπτωση του σταθερού βάθους. Στις περισσότερες 
εφαρµογές όµως τα κύρια προβλήµατα ασταθειών προκύπτουν στις περιοχές µειούµενου 
βάθους. 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) είναι ασταθές 

και άρα δεν συγκλίνει. Ωστόσο, για σχετικά περιορισµένους χρόνους µελέτης επιλέγοντας ένα 
µικρό χρονικό βήµα (π.χ. ∆t~0.0025 sec) εισάγει µικρό σφάλµα και είναι αρκετά αξιόπιστο. 
Επιπλέον, εν µέρει προβλήµατα αστάθειας αντιµετωπίζονται µε τη χρήση αριθµητικών φίλτρων 
µετά από ένα συγκεκριµένο αριθµό χρονικών βηµάτων υπολογισµών. Ένα τέτοιο φίλτρο 
χρησιµοποιείται στην παρούσα εργασία και συνδέει τρεις γειτονικούς κόµβους: 

 �²{� = 0.005�²�v{ + 0.99�²{ + 0.005�²�v{                                                                                    (3.118) 
 �²{� = 0.005�²�v{ + 0.99�²{ + 0.005�²�v{                                                                                 (3.119) 
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3.5.3.4 Ακρίβεια (Accuracy) 
 
Οι παραπάνω ιδιότητες της σύγκλισης, συνέπειας και ευστάθειας αναφέρονται στη 

συµπεριφορά του µοντέλου καθώς P�, P� → 0. Ωστόσο, στην πράξη η λύση παρέχεται σε έναν 
πεπερασµένο κάναβο και εποµένως η ακρίβεια που επιτυγχάνεται είναι µεγάλης σηµασίας. 
Ο έλεγχος της συνέπειας του µοντέλου παρήγαγε τις αναλυτικές εκφράσεις (3.98) και (3.100) 

για το σφάλµα αποκοπής. Ο κορυφαίος όρος του σφάλµατος αποκοπής (truncation error)  
παρέχει µία καλή προσέγγιση του τελικού σφάλµατος υπολογισµού (error). Συνήθως οι τάξεις 
των δύο αυτών σφαλµάτων συµπίπτουν για αρκετά πυκνό κάναβο και οµαλές αρχικές και 
οριακές συνθήκες. 
Ένας τρόπος να ελεγχθεί η ακρίβεια του µοντέλου είναι να συγκριθούν τα αποτελέσµατά του 

µε µία συναφή θεωρητική λύση. Ωστόσο, η ακρίβεια του µοντέλου εξαρτάται από το εκάστοτε 
πρόβληµα. Στο σχήµα 3.6 φαίνεται ενδεικτικά η σύγκριση της χρονοσειράς του µοντέλου µε τη 
γραµµική θεωρία Airy και τη θεωρία Stokes 2ης τάξης στο σταθµό 2 του πειράµατος του 
Wallingford (1997). Το πείραµα περιγράφεται αναλυτικά στο έβδοµο κεφάλαιο. Το µοντέλο 
εµφανίζει ικανοποιητική ακρίβεια στην περιγραφή των κορυφών του κύµατος αλλά υστερεί στην 
προσοµοίωση των κοιλιών.   

 

 
Σχήµα 3.6: Σύγκριση χρονοσειράς µοντέλου µε γραµµική  

θεωρία Airy και θεωρία Stokes 2ης τάξης 
 

Ένας δεύτερος τρόπος µελέτης της ακρίβειας του µοντέλου είναι η επίλυση σε διαδοχικά πιο 
πυκνό κάναβο και ο έλεγχος του κατά πόσο µεταβάλλεται η λύση σε σχέση µε µία 
προδιαγεγραµµένη ακρίβεια. Βέβαια, η τεχνική αυτή προϋποθέτει τη σύγκλιση του µοντέλου 
που εν προκειµένω δεν ισχύει. Εναλλακτικά γίνεται σύγκριση των υπολογιστικών λύσεων µε 
αξιόπιστα πειραµατικά δεδοµένα γνωστής ακρίβειας. Αναλυτικά αποτελέσµατα παρουσιάζονται 
στο έβδοµο κεφάλαιο. Ενδεικτικά στο σχήµα 3.7 φαίνεται η σύγκριση του µοντέλου µε τη χρήση 
δύο διαφορετικών κανάβων σε σχέση µε τα πειραµατικά δεδοµένα για το σταθµό 2 στο πείραµα 
του Wallingford (1997). Στο σχήµα 3.8 φαίνεται το rms ως προς το χρόνο σφάλµα �@Ø¶ της 
ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας για βήµατα P� = 0.02	\ και P� = 0.04	\ συναρτήσει του 
χρόνου. Παρατηρείται ότι το �@Ø¶ αυξάνει γενικά µε το χρόνο, γεγονός που αποτελεί ένδειξη µη 
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σύγκλισης του µοντέλου. Αντίστοιχη ανάλυση γίνεται για  P� = 0.02	\ και διαφορετικά χρονικά 
βήµατα P� = 0.0025	]9A και P� = 0.004	]9A. Προκύπτει το σχήµα 3.9. 

 

 
Σχήµα 3.7: Χρονοσειρά ζ στο σταθµό 2 για διαφορετικό  

βήµα χωρικής διακριτοποίησης  
 
 

 
Σχήµα 3.8: Σφάλµα ξrms ως προς το χρόνο της ανύψωσης ζ 

συναρτήσει του χρόνου εφαρµογής του µοντέλου            
στο σταθµό 2 για διαφορετικό βήµα ∆x 

 

Παραδόξως το σφάλµα είναι µεγαλύτερο (σχήµα 3.8) για την πυκνότερη διακριτοποίηση. Αυτό 
εξηγείται από το γεγονός ότι το µοντέλο δεν εµφανίζει σύγκλιση. Επιπλέον, η συµπεριφορά αυτή 
εµφανίζεται στο σταθµό 2 χωρίς να σηµαίνει ότι παρόµοια είναι και στα άλλα σηµεία του 
κανάβου. Άλλωστε, το σφάλµα ξrms ως προς το χρόνο δεν είναι απόλυτα αντιπροσωπευτικός 
δείκτης αλλά χρησιµοποιείται εδώ ενδεικτικά λόγω έλλειψης πειραµατικών δεδοµένων σε όλο το 
µήκος της διάταξης (υπάρχουν µόνο σε διακεκριµένους σταθµούς). Βέβαια, συγκεκριµένα για 
αυτή την επιλογή P� = 0.02	\  και P� = 0.04	\  και το ξrms ως προς το χώρο για δεδοµένο 
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χρόνο είναι µεγαλύτερο για τον πιο πυκνό κάναβο (σχήµα 3.5). Ωστόσο, ο αριθµός των 
χρησιµοποιούµενων σταθµών µέτρησης είναι ιδιαίτερα µικρός. 
Το µοντέλο δεν εµφανίζει αντίστοιχη ευαισθησία ως προς το χρονικό βήµα διακριτοποίησης 

όπως προκύπτει και από το σχήµα 3.9. Η συµπεριφορά αυτή εξηγείται και από το γεγονός ότι 
τα σφάλµατα αποκοπής (σχέσεις (3.98) και (3.100)) έχουν κορυφαίο όρο ως προς το χρόνο 
O(∆t), ενώ ως προς το χώρο περιλαµβάνουν και όρους της µορφής P�*��[���ℎ(�P�)] που είναι 
µεταβαλλόµενης µονοτονίας. 

 

 
Σχήµα 3.9: Χρονοσειρά ζ στο σταθµό 2 για διαφορετικό  

βήµα χρονικής διακριτοποίησης 

 
Όπως προκύπτει από τα παραπάνω, το ερώτηµα της ακρίβειας δεν απαντιέται µονοσήµαντα. 

Θεωρητικά η χρησιµοποίηση ενός αριθµητικού σχήµατος ανώτερης τάξης βελτιώνει την 
ακρίβεια. Ωστόσο, από υπολογιστικής άποψης µπορεί να µη συµφέρει η εφαρµογή ενός τέτοιου 
σχήµατος. Όπως αναφέρεται παρακάτω, στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε ένα σχήµα 
πρόγνωσης-διόρθωσης που εν γένει βελτιώνει την ακρίβεια και την ευστάθεια του µοντέλου. 

 
3.5.3.5 Υπολογιστική απόδοση (Computational efficiency) 
 
Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η χρήση ενός αριθµητικού σχήµατος ανώτερης τάξης συνήθως 

αυξάνει την ακρίβεια ενός µοντέλου. Ωστόσο, δεν είναι πάντα συµφέρουσα η υιοθέτηση ενός 
τέτοιου σχήµατος καθότι µπορεί η αύξηση του υπολογιστικού φόρτου να είναι πολύ πιο 
σηµαντική από µια ενδεχοµένως µικρή βελτίωση της ακρίβειας. Για το λόγο αυτό ένας 
αξιόπιστος δείκτης επιλογής ενός αριθµητικού σχήµατος είναι η υπολογιστική απόδοση 
(computational efficiency) που ορίζεται ως η ακρίβεια που επιτυγχάνεται ανά µονάδα 
υπολογιστικού χρόνου. ∆ηλαδή: 

 z£ = �òÝ�
                                                                                                                              (3.120) 

 
όπου CE η υπολογιστική απόδοση, ε ένα χαρακτηριστικό σφάλµα που αντιπροσωπεύει την 
ακρίβεια του µοντέλου, CPU ο υπολογιστικός χρόνος και k µία σταθερά αναλογίας.  
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Στην επόµενη παράγραφο αναφέρεται ότι στην παρούσα διπλωµατική εργασία 
χρησιµοποιήθηκε ένα αριθµητικό σχήµα πρόγνωσης-διόρθωσης (predictor-corrector) αντί του 
απλού ρητού σχήµατος που πρότειναν οι Karambas και Memos (2009). Στο σχήµα 3.10 
φαίνεται ο υπολογιστικός χρόνος CPU συναρτήσει του αριθµού N των χρονικών βηµάτων 
τρεξίµατος του µοντέλου για τα δύο αυτά αριθµητικά σχήµατα. Πρέπει να σηµειωθεί ότι το 
µοντέλο προγραµµατίστηκε σε γλώσσα Fortran 90 και χρησιµοποιήθηκε επεξεργαστής Intel 
Core 2 Duo. Ο υπολογιστικός χρόνος εξαρτάται και από τον τύπο του επεξεργαστή. 

 

 
Σχήµα 3.10: Υπολογιστικός χρόνος CPU συναρτήσει του αριθµού των 

χρονικών βηµάτων για τα δύο αριθµητικά σχήµατα στο 
πείραµα του Wallingford (1997) 

 

Είναι προτιµότερο δύο αριθµητικά σχήµατα να συγκρίνονται ως προς την υπολογιστική 
απόδοσή τους παρά µόνο ως προς την ακρίβεια ή τον υπολογιστικό χρόνο. Ως ένα ενδεικτικό 
µέτρο της ακρίβειας ε στην παράγραφο αυτή ελήφθη ο µέσος όρος του rms σφάλµατος ως προς 
το χρόνο της ανύψωσης ζ στους διαθέσιµους σταθµούς µέτρησης του πειράµατος του 
Wallingford (1997). Στον πίνακα 3.2 φαίνεται για τα δύο αριθµητικά σχήµατα το σφάλµα αυτό και 
ο υπολογιστικός χρόνος CPU για διαφορετικό αριθµό χρονικών βηµάτων εφαρµογής του 
µοντέλου. Στο σχήµα 3.11 φαίνεται ο λόγος της υπολογιστικής απόδοσης του απλού ρητού 
σχήµατος προς την αντίστοιχη του σχήµατος πρόγνωσης-διόρθωσης συναρτήσει του αριθµού 
των χρονικών βηµάτων N.  
 

N 
ΑΠΛΟ ΡΗΤΟ ΣΧΗΜΑ ΣΧΗΜΑ PREDICTOR-CORRECTOR 

CPU (sec) ε (m) CPU (sec) ε (m) 
4000 82.0 0.00282 161.5 0.00277 
8000 158.3 0.00443 298.2 0.00443 

12000 241.9 0.00867 421.5 0.00854 
20000 398.1 0.01134 709.0 0.01126 
32000 638.6 0.01379 1158.8 0.01485 
40000 808.3 0.01435 1394.2 0.01678 

Πίνακας 3.2: Ακρίβεια και υπολογιστικός χρόνος για τα δύο αριθµητικά σχήµατα 
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Σχήµα 3.11: Σχέση της υπολογιστικής απόδοσης των  

δύο σχηµάτων συναρτήσει του αριθµού    
των χρονικών βηµάτων 

 

Όπως προκύπτει από το σχήµα 3.11 είναι υπολογιστικά συµφέρουσα η χρήση του απλού 
ρητού σχήµατος. Ωστόσο σε αυτή την εργασία εφαρµόζεται το σχήµα πρόγνωσης-διόρθωσης 
(corrector-predictor) που περιγράφεται παρακάτω διότι στις περισσότερες εφαρµογές βελτιώνει 
αισθητά την ευστάθεια της λύσης. Επιπλέον, η ακρίβεια του µοντέλου, άρα και η υπολογιστική 
απόδοσή του, δεν ορίζεται µονοσήµαντα και εξαρτάται από το εκάστοτε πρόβληµα και τη χρήση 
των διάφορων µέτρων του σφάλµατος.  

 
3.5.4 ΤΟ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ-∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ (PREDICTOR-CORRECTOR) 
 
Η εφαρµογή του απλού ρητού σχήµατος των Karambas και Memos (2009) προκαλεί 

αριθµητικές αστάθειες όπως αποδείχθηκε παραπάνω. Τα προβλήµατα είναι έντονα στην 
περίπτωση των µακρών κυµατισµών. Ιδιαίτερα στις εφαρµογές για θραυόµενους κυµατισµούς 
απαιτείται αυξηµένη ανάλυση (µικρό ∆x) για την καλύτερη γεωµετρική περιγραφή του 
επιφανειακού κυλίνδρου (κεφάλαιο 4). Η απαίτηση αυτή δηµιουργεί µεγάλους αριθµούς Courant 
που δηµιουργούν αστάθειες (σχέση (3.109)). Για το λόγο αυτό στην παρούσα διπλωµατική 
υιοθετήθηκε το αριθµητικό σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης (predictor-corrector) που προτείνουν 
και οι Wei και Kirby (1995). Το στάδιο πρόβλεψης πραγµατώνεται από ένα ρητό σχήµα Adams-
Bashforth 3ης τάξης, ενώ το στάδιο διόρθωσης από ένα σχήµα Adams-Moulton 4ης τάξης. 
Για τη µονοδιάστατη περίπτωση που µελετήθηκε στην εργασία αυτή το στάδιο πρόβλεψης 

(predictor) περιλαµβάνει τις εξισώσεις: 
 �²{�v = �²{ + {�v* [23£²{ − 16£²{�v + 5£²{�*�                                                                             (3.121) 

 

�²{�v = �²{ + {�
v* �23¿²{ − 16¿²{�v + 5¿²{�*�                                                                            (3.122) 

 
ενώ το στάδιο διόρθωσης περιλαµβάνει τις εξισώσεις: 
 

�²{�v = �²{ + {�
*¹ �9£²{�v + 19£²{ − 5£²{�v + £²{�*�                                                                    (3.123) 
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�²{�v = �²{ + {�*¹ [9¿²{�v + 19¿²{ − 5¿²{�v + ¿²{�*]                                                                  (3.124) 

 
όπου οι όροι £ και ¿ δίνονται σε διαφορική µορφή από τις σχέσεις: 
 £ = £(�, �, �) = −(� + �)�� − (� + �)��                                                                             (3.125) 
 ¿ = ¿(�, �, �) = −��� − ��� + �                                                                                          (3.126) 
 
όπου � ο όρος που αντιστοιχεί στο συνελικτικό ολοκλήρωµα και ο δείκτης x δηλώνει 
παραγώγιση ως προς x. Στο δεξί µέλος των εξισώσεων (3.125) και (3.126) µπορούν να 
προστεθούν όροι θραύσης (κεφάλαιο 4ο) και στο δεξί µέλος της (3.126) όρος τριβής πυθµένα. 
Εν προκειµένω οι όροι £ και ¿ εφαρµόστηκαν στην αριθµητική µορφή: 

 £²{ = −(�² + �²{) 
UWXV �
UV{� − 
UWXV �
UV*
��UWX��UWXV ����U�X��U�XV 	

*{�                                                           (3.127) 

 

¿²{ = −� �UV��U�XV{� − 
UWXV �
U�XV
*


UWXV �
U�XV
*{� + �²{                                                                               (3.128) 

 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις συνέχειας (3.121)-(3.123) των σταδίων πρόβλεψης-διόρθωσης και 

κάνοντας παραδοχές όµοιες µε αυτές της παραγράφου 3.5.3.3, δηλαδή "παγώνοντας" τοπικά 
τους µη γραµµικούς όρους θεωρώντας την ταχύτητα περίπου σταθερή U και µελετώντας την 
περιοχή σταθερού βάθους του πειράµατος του Wallingford, µπορεί να εφαρµοστεί µία γραµµική 
ανάλυση ευστάθειας Von Neumann. Έτσι, για κάθε ολοκληρωµένο χρονικό βήµα ακολουθείται 
ανάπτυξη παρόµοια µε αυτή της παραγράφου 3.5.3.3 και χωρίς επαναληπτική διαδικασία 
προκύπτει η εξίσωση ευστάθειας όπου G  ο παράγοντας ενίσχυσης του σφάλµατος 
(amplification factor): 

 

384�¯ − �* M384 − 276 ��P�P� ]«�À * + 448 ��P�P� ]«�À «N− � M192 ��P�P� ]«�À * − 80 ��P�P� ]«�À «N + 

+603
{�{� ]«�À5* − 16 3
{�{� ]«�À5 « = 0                                                                                         (3.129) 

 
Η εξίσωση (3.129) έχει τρεις µιγαδικές ρίζες, αλλά µόνο µία έχει φυσική ερµηνεία σύµφωνα και 

µε τον Durran (1991). Στον παρακάτω πίνακα 3.3 φαίνεται η τιµή του |�| για διάφορες τιµές του 

αριθµού 

{�{� ]«�À = zo ∙ ]«�À . 

Παρατηρείται ότι |�| < 1 , γεγονός που υποδηλώνει γραµµική ευστάθεια. Ωστόσο, µέσα από 
εφαρµογές προκύπτει ότι και αυτό το σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης είναι ασταθές. Οι αστάθειες 
εµφανίζονται στα τµήµατα µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας όπου είναι ιδιαίτερα δύσκολο να 
µελετηθούν αναλυτικά και κυρίως για πολύ µακρά κύµατα. Οφείλονται κυρίως στις µη-
γραµµικότητες της εξίσωσης ορµής, για την οποία η ανάλυση γραµµικής ευστάθειας στο σχήµα 
πρόβλεψης-διόρθωσης εµφανίζει φοβερές υπολογιστικές δυσκολίες κυρίως λόγω του µη-
γραµµικού (και δη µη πολυωνυµικής µορφής) όρου του συνελικτικού ολοκληρώµατος. Άλλωστε, 
το γεγονός ότι οι τιµές του πίνακα 3.3 δείχνουν ότι |�| < 1 για την ανύψωση της ελεύθερης 
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επιφάνειας δεν αποτελεί απόδειξη ευστάθειας, αλλά ένδειξη παρά µόνο γραµµικής ευστάθειας, 
η οποία στην πράξη διαψεύδεται. Βέβαια, αυτό που πρακτικά έχει ενδιαφέρον είναι ότι οι τιµές 
του συντελεστή ενίσχυσης για το σχήµα predictor-corrector είναι σηµαντικά µικρότερες από τις 
αντίστοιχες του απλού ρητού σχήµατος και συνεπώς η ευστάθεια αν και δεν εξασφαλίζεται 
ολοκληρωτικά, βελτιώνεται σηµαντικά επιτρέποντας την προσοµοίωση για αρκετά µεγαλύτερους 
υπολογιστικούς χρόνους και για εφαρµογές σε πολύ ρηχά νερά. 
Το συγκεκριµένο σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης προτάθηκε από τους Wei και Kirby (1995), οι 

οποίοι αναφέρουν ότι έχει σφάλµα αποκοπής (truncation error) &(P�¹/)*). Ωστόσο, το 
αποτέλεσµα αυτό δεν ισχύει για το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) καθότι κατά την 
αριθµητική προσοµοίωση ο όρος του συνελικτικού ολοκληρώµατος εισάγει σφάλµατα 
υπερβατικής µορφής.  
Στην παραπάνω θεώρηση στο στάδιο διόρθωσης, οι όροι που αναφέρονται στο n-ιοστό 

χρονικό βήµα προκύπτουν απευθείας από το στάδιο πρόβλεψης χωρίς επαναληπτική 
διαδικασία. Ωστόσο, στην παρούσα διπλωµατική εργασία, σύµφωνα και µε τους Wei και Kirby 
(1995), στο στάδιο διόρθωσης εκτελείται επαναληπτική διαδικασία, ώσπου το σφάλµα µεταξύ 
δύο διαδοχικών αποτελεσµάτων να γίνει µικρότερο από ένα προκαθορισµένο όριο. Το σφάλµα 
υπολογίζεται και για τις δύο µεταβλητές � και � και ορίζεται ως: 

 

PQ = �±SQ²,Æ{�v − Q²,Æ({�v)∗S²,Æ � /±ZQ²,Æ{�vZ²,Æ 																																																																																																					(3.130) 

 
όπου Q είναι κάποια από τις δύο µεταβλητές � ή � και (		) ∗ δηλώνει τον προηγούµενο 
υπολογισµό. Το στάδιο διόρθωσης επαναλαµβάνεται αν κάποιο από τα PQ υπερβεί την τιµή 
0.001. Όπως αναφέρουν οι Wei και Kirby (1995) το σχήµα συνήθως δεν απαιτεί καµία 
επανάληψη, εκτός αν προκύψουν προβλήµατα στα όρια. Στη συνέχεια η ίδια διαδικασία 
εφαρµόζεται στο επόµενο χρονικό βήµα. Θα πρέπει να αναφερθεί ότι η υιοθέτηση ενός 
πεπλεγµένου αριθµητικού σχήµατος δεν εξασφαλίζει σίγουρα την ευστάθεια καθότι τα 
πεπλεγµένα σχήµατα δεν είναι de facto ευσταθή για συστήµατα διαφορικών εξισώσεων σε 
αντίθεση µε ότι ισχύει για µεµονωµένες εξισώσεις. Ωστόσο, η υιοθέτηση του ηµι-πεπλεγµένου 
σχήµατος µε τις επαναλήψεις βελτίωσε αισθητά την ευστάθεια και κυρίως την ακρίβεια των 
αποτελεσµάτων. 

 ¨© ∙ ª«¬ Amplification factor   |®| 
Σχήµα predictor-corrector Απλό ρητό σχήµα 

0.1 1.0000 1.0050 
0.2 1.0000 1.0198 
0.3 0.9999 1.0440 
0.4 0.9994 1.0770 
0.5 0.9977 1.1180 
0.6 0.9937 1.1662 
0.7 0.9854 1.2207 
0.8 0.9705 1.2806 
0.9 0.9461 1.3454 
1.0 0.9090 1.4142 

Πίνακας 3.3: Παράγοντας ενίσχυσης σφάλµατος (amplification factor) |�| για το απλό ρητό  
σχήµα και το σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης (predictor-corrector) χωρίς επαναλήψεις 
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3.6 ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009) 
 
Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται η επαλήθευση του µοντέλου Boussinesq των Karambas και 

Memos (2009) όπως παρουσιάστηκε από τους συγγραφείς κατά τη δηµοσίευση του µοντέλου 
το 2009. Για την επαλήθευση εφαρµόστηκε τόσο η µονοδιάστατη, όσο και η δισδιάστατη έκδοση 
του µοντέλου για την προσοµοίωση της διάδοσης µη θραυόµενων µονοχρωµατικών και 
σύνθετων κυµατισµών. Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης συγκρίνονται µε πειραµατικά 
δεδοµένα και τη µη-γραµµική θεωρία. Επίσης, επαληθεύεται µε τη γραµµική θεωρία η γραµµική 
έκδοση του µοντέλου ύστερα από απενεργοποίηση των µη γραµµικών όρων του µοντέλου. 
Μελετώνται περιπτώσεις σταθερού βάθους και ήπια µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας. Τέλος, 
εξετάζεται και η περίπτωση διάδοσης κυµατισµών πάνω από ύφαλο τραπέζιο και ύφαλο 
ελλειπτικής γεωµετρίας. 

 
3.6.1 (1 DH) ΣΤΑΘΕΡΟ ΒΑΘΟΣ: ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΑΙ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΟΙ 

ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ- ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΣΥΝΘΕΣΗ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 

Η πρώτη περίπτωση αφορά στη διάδοση ενός γραµµικού κυµατισµού σε βαθιά νερά σταθερού 

βάθους (	�� = 0.5	). Το ύψος κύµατος είναι [ = 1\, η περίοδος I = 8]9A και το βάθος � = 50\. 

Για την προσοµοίωση της διάδοσης χρησιµοποιείται η γραµµική έκδοση του µοντέλου, δηλαδή 
απενεργοποιούνται οι µη γραµµικοί όροι στις εξισώσεις (3.53) και (3.56). Το βήµα χωρικής 
διακριτοποίησης τίθεται P� = 2.5\ και το βήµα χρονικής διακριτοποίησης P� = 0.125]9A. Στο 
σχήµα 3.12 φαίνεται η σύγκριση της υπολογισµένης ελεύθερης επιφάνειας µε το θεωρητικό 
προφίλ που προκύπτει από τη γραµµική θεωρία Stokes 1ης τάξης. Στο σχήµα 3.13 

εφαρµόστηκαν τα ίδια κυµατικά χαρακτηριστικά αλλά σε βαθύτερο νερό µε � = 100\ (	�� = 1	).  
Και στις δύο περιπτώσεις οι προβλέψεις του µοντέλου και της γραµµικής θεωρίας βρίσκονται σε 
πολύ ικανοποιητική συµφωνία. Οι εφαρµογές αυτές αποδεικνύουν ότι το παρόν µοντέλο, που 
είναι ανεξάρτητο του κυµαταριθµού, µπορεί να περιγράψει µε ικανοποιητική ακρίβεια τη διάδοση 
γραµµικών κυµατισµών χωρίς κανένα πρακτικό περιορισµό του βάθους. 
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Σχήµα 3.12: Σύγκριση µεταξύ υπολογισµένου και θεωρητικού προφίλ  

ελεύθερης επιφάνειας ([ = 1\, I = 8]9A, � = 50\	 
(πηγή:[85]) 

 
 

 
Σχήµα 3.13: Σύγκριση µεταξύ υπολογισµένου και θεωρητικού προφίλ  

ελεύθερης επιφάνειας ([ = 1\, I = 8]9A, � = 100\	 
(πηγή:[85]) 

 

Το µοντέλο στη συνέχεια εφαρµόζεται για την πρόβλεψη της προώθησης ελαφρώς µη-
γραµµικών κυµατισµών σε νερό ενδιάµεσου βάθους. Η παράµετρος µη γραµµικότητας είναι 

( = |
� = 0.25 και εξετάζονται τρεις διαφορετικές τιµές του 

�
� , 

�
� = 0.22, �

� = 0.14	και �� = 0.12. Η 

ανάλυση Fourier εφαρµόζεται στην υπολογισµένη χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας ώστε να παραχθεί το αντίστοιχο φάσµα και να αντληθούν οι απαραίτητες 
πληροφορίες για τις συχνότητες των κυµατικών συνιστωσών. Για τη σύγκριση µε τις θεωρητικές 
αρµονικές χρησιµοποιήθηκε η θεωρία Stokes 5ης τάξης κατά τον Fenton (1985). Όπως φαίνεται 
στα σχήµατα 3.14,3.15 και 3.16 προκύπτει αρκετά καλή συµφωνία του µοντέλου και της 
αναλυτικής λύσης. 
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Σχήµα 3.14: Σύγκριση ύψους Α από ανάλυση Fourier 

µεταξύ µοντέλου και θεωρίας Stokes 5ης 

τάξης (	�� = 0.22, |
� = 0.25	  (πηγή: [85]) 

 
 

 
Σχήµα 3.15: Σύγκριση ύψους Α από ανάλυση Fourier 

µεταξύ µοντέλου και θεωρίας Stokes 5ης 

τάξης (	�� = 0.14, |
� = 0.25	  (πηγή: [85]) 
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Σχήµα 3.15: Σύγκριση ύψους Α από ανάλυση Fourier 

µεταξύ µοντέλου και θεωρίας Stokes 5ης 

τάξης (	�� = 0.12, |
� = 0.25	  (πηγή: [85]) 

 

Κατόπιν εφαρµόζεται η γραµµική έκδοση του µοντέλου για την περιγραφή της διάδοσης 
σύνθετων κυµατισµών. Σαν δεδοµένα εισάγεται µια σειρά από τρεις συνηµιτονοειδείς 
κυµατισµούς: 
� [v = 1.7	\ και Iv = 9	]9A 
� [* = 1.9	\ και I* = 12	]9A 
� [¯ = 1.0	\ και Ī = 6	]9A 
οι οποίοι διαδίδονται σε σταθερό βάθος d=25m. 
Το βήµα χωρικής διακριτοποίησης τίθεται P� = 2.5\ και το χρονικό βήµα P� = 0.125]9A. Τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου συγκρίνονται µε την αναλυτική λύση που προκύπτει από τη 
γραµµική υπέρθεση των προφίλ των παραπάνω τριών γραµµικών κυµατισµών. ∆ηλαδή: 

 

���, �	 = |X* cos��v� − �v�	 + |r* cos��*� − �*�	 + |¸* cos��¯� − �¯�	                                    (3.131) 

 
όπου ωi είναι η γωνιακή συχνότητα και ki ο κυµαταριθµός του i-στου κυµατισµού αντίστοιχα. 
Τα αποτελέσµατα φαίνονται στο σχήµα 3.16 όπου τα κύµατα διαδόθηκαν για πάνω από 1.2 

km και παρατηρείται αρκετά καλή συµφωνία µεταξύ του γραµµικοποιηµένου µοντέλου και της 
αναλυτικής γραµµικής υπέρθεσης των κυµατισµών. Έτσι, φαίνεται η ικανότητα του µοντέλου να 
προσοµοιώνει ικανοποιητικά την προώθηση γραµµικών σύνθετων κυµατισµών µε αρκετά 
ακριβή πρόβλεψη της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας. 
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Σχήµα 3.16: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε την αναλυτική λύση 

για τη διάδοση γραµµικών σύνθετων κυµατισµών (υπέρθεση τριών 
κυµατισµών: [v = 1.7\ και Iv = 9]9A,  [* = 1.9\ και I* = 12]9A, [¯ = 1.0\ και Ī = 6]9A  σε σταθερό βάθος � = 25\ (πηγή: [85]) 

 
 

3.6.2 (1 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΡΗΧΩΣΗ, ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΗ 
ΚΥΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΥΦΑΛΟ ΤΡΑΠΕΖΙΟ ΚΑΙ ΡΗΧΩΣΗ ΜΟΝΑΧΙΚΟΥ 
ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΕ ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ ΠΥΘΜΕΝΑ 

 
Το µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί και για τη διάδοση κυµατισµών σε ήπια µεταβαλλόµενη 

βυθοµετρία. Η εξίσωση (3.53) του µονοδιάστατου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) 
είναι µαθηµατικά ισοδύναµη µε την (3.54) των Tsutsui et al. (1998) στην οποία εφαρµόστηκε 
επιτυχηµένα η υπόθεση της ήπια µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας. Επίσης, η µορφή του πυρήνα 
(kernel) Κ(x) είναι τέτοια που αποσβένεται µε την απόσταση x γρηγορότερα από οποιαδήποτε 
ήπια µεταβολή του βάθους d(x). Τυπικά το µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί οπουδήποτε το d(x) 
µπορεί να θεωρηθεί σταθερό εντός του πεδίου επιρροής του σχετικού kernel. 
Όπως αναφέρθηκε, για τη µονοδιάστατη περίπτωση το kernel του συνελικτικού 

ολοκληρώµατος απαιτεί ένα υπολογιστικό πεδίο µέχρι 4 φορές το βάθος του νερού εκατέρωθεν 
του σηµείου ενδιαφέροντος, ενώ για τη δισδιάστατη περίπτωση απαιτείται δύο φορές το βάθος 
του νερού. Συνήθως οι διαστάσεις αυτές είναι µεγαλύτερες από τον κάναβο που προτείνουν οι 
υπολογιστικοί κώδικες και έτσι το µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί σε ήπια µεταβαλλόµενες 
βυθοµετρίες, ειδικά στα ρηχά νερά όπου βελτιώνει αισθητά την απόδοση των µη γραµµικών 
χαρακτηριστικών των κυµατισµών. 
Αυτή η επέκταση του µοντέλου σε εφαρµογές ήπιας κλίσης πυθµένα υιοθετήθηκε από τους 

Tsutsui et al. (1998) και Radder (1992) οι οποίοι αναφέρθηκαν στα αριθµητικά πειράµατα του 
Zwartkruis (1991). Κάνοντας την υπόθεση αυτή η τιµή του βάθους d στην εξίσωση (3.53) µπορεί 
να θεωρηθεί ως η µέση τιµή του ελαφρώς µεταβαλλόµενου βάθους στο διάστηµα µεταξύ των 
σηµείων µε τετµηµένη x-ξ και x.  
Για να µελετηθούν οι γραµµικές ιδιότητες ρήχωσης του µοντέλου και να επαληθευτεί η 

συµπεριφορά του σε µεταβαλλόµενο βάθος προσοµοιώθηκε η διάδοση κυµατισµών σε κανάλι 
ήπιας κλίσης 1/25, όπως φαίνεται στο σχήµα 3.17. Το βάθος στο αριστερό άκρο του πεδίου 
τίθεται �¦ = 50\ ενώ στο δεξί άκρο των ρηχών νερών �¶ = 0.5\. Στο αριστερό άκρο γεννάται 
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γραµµικός κυµατισµός ύψους [¦ = 0.25	\ και περιόδου I = 8	]9A και προωθείται µέχρι να 
επιτευχθούν µόνιµες συνθήκες (steady state) σε ολόκληρο το κανάλι. Με τον τρόπο αυτό 
αναπαράγεται όλο το εύρος συνθηκών από βαθιά νερά σε νερά ενδιάµεσου βάθους και ρηχά 
νερά. Το µήκος κύµατος στα βαθιά �¦ είναι κατά προσέγγιση �¦ = 2�¦ . Και στα δύο άκρα του 
πεδίου εφαρµόζεται η τεχνική των στοιβάδων απορρόφησης. Στο σχήµα 3.17 φαίνεται σε 
αδιαστατοποιηµένη µορφή η περιβάλλουσα του ύψος κύµατος που υπολογίζεται από το 
µοντέλο σε σύγκριση µε αυτό που προκύπτει από τη ρήχωση που προβλέπει η γραµµική 
θεωρία Stokes 1ης τάξης: 

 

|��	
|õ = M ���	6v� ràõßõøUV#�ràõßõ	7�õQv� rà�æ	ß�æ	øUV#�rà�æ	ß�æ	�SN

v/*
                                                                                                   (3.132) 

 

όπου �¦ = *�
�õ   ο κυµαταριθµός στα βαθιά. 

 

 
Σχήµα 3.17: Αδιαστατοποιηµένη περιβάλλουσα του ύψους κύµατος 

που υπολογίζεται από το µοντέλο σε σύγκριση µε τη 
γραµµική θεωρία στην περίπτωση ρήχωσης γραµµικού   
κυµατισµού (πηγή: [85]) 

 

Η καµπύλη ρήχωσης που υπολογίζει το µοντέλο βρίσκεται πολύ κοντά στη γραµµική θεωρία, 
παρότι τα αποτελέσµατα δεν είναι ταυτόσηµα. Ο Schäffer (2004b) κατέστρωσε ένα παρόµοιο µε 
το παρόν µοντέλο για την περίπτωση µονοδιάστατης διάδοσης γραµµικών κυµατισµών σε 
πυθµένα ήπιας κλίσης που δίνει αποτελέσµατα σχεδόν ταυτόσηµα µε αυτά της σχέσης (3.132). 
Στη συνέχεια το αριθµητικό µοντέλο εφαρµόστηκε για την προσοµοίωση της διάδοσης απλών 

µονοχρωµατικών κυµατισµών πάνω από τραπεζοειδή ύφαλο αναβαθµό σύµφωνα µε το 
πείραµα του Dingemans (1994). Η πειραµατική διάταξη έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 
• Ένα κανάλι µήκους 50 m και βάθους 80 cm 
• Ένα ύφαλο τραπέζιο τοποθετηµένο στο κέντρο του καναλιού µε ανάντη κλίση παρειάς 1:20 

(ο πόδας βρίσκεται στη θέση x=11.01 m), µία οριζόντια στέψη µήκους 4 m (από x=23.04 m 
ως x=27.04 m ) στη στάθµη -0.20 m και κατάντη κλίση 1:10 (από x=27.04 m ως x=33.07 m) 
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Όταν µία σειρά κυµατισµών διαδίδεται πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη, συνήθως υφίσταται 
µεγάλες µεταβολές στη µορφή της και λαµβάνει χώρα σηµαντική µη-γραµµική µεταφορά 
ενέργειας µέσω διαφόρων διεργασιών. Λόγω ρήχωσης το κύµα γίνεται έντονα µη-γραµµικό 
µέσω της γένεσης δεσµευµένων ανώτερων αρµονικών στην ανάντη παρειά του ύφαλου. Όταν 
το βάθος αυξάνει µετά τη στέψη προς τα κατάντη, οι αρµονικές αυτές απελευθερώνονται και 
επειδή µειώνεται η µη-γραµµικότητα αυξάνει η διαφορά µεταξύ της ταχύτητας φάσης των 
ελεύθερων και δεσµευµένων αρµονικών. Αυτή η απελευθέρωση των υψηλότερων αρµονικών 
στην κατάντη παρειά του ύφαλου έχει ως αποτέλεσµα µία σύνθετη (irregular) κυµατοσειρά, η 
οποία περιγράφεται µε δυσκολία από τα αριθµητικά µοντέλα τύπου Boussinesq. 
Για τη συγκεκριµένη πειραµατική διάταξη υπάρχουν διαθέσιµες µετρήσεις σε 11 σταθµούς 

κατά µήκος του καναλιού. Το πείραµα επαλήθευσης που χρησιµοποιήθηκε από τους 
συγγραφείς είναι το τεστ A των Beji και Battjes (1993) που περιλαµβάνει κυµατισµούς ύψους [ = 4	A\  και περιόδου I = 2.86	]9A. Το χρονικό βήµα ανάλυσης επιλέχθηκε P� = 0.025	\ και 
το χρονικό P� = 0.0025	]9A. 
Στο σχήµα 3.18 παρουσιάζεται η σύγκριση της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας µεταξύ 

του µοντέλου και των πειραµατικών µετρήσεων σε τέσσερεις σταθµούς: 
� � = 24.04	\ (στέψη ύφαλου αναβαθµού) 
� � = 28.04	\ (κατάντη καθοδική παρειά) 
� � = 33.64	\ (περιοχή σταθερού βάθους δίπλα στον πόδα της κατάντη παρειάς) 
� � = 41.04	\ (περιοχή σταθερού βάθους στα κατάντη) 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

Σχήµα 3.18: Σύγκριση µοντέλου µε πειραµατικές µετρήσεις της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 
για διάδοση κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη (πηγή: [85]) 

 

Η σύγκριση είναι αρκετά ικανοποιητική, ακόµη και κατάντη του ύφαλου εµποδίου, όπου 
απελευθερώνονται οι υψηλότερες αρµονικές, παρά τον ελαφρώς µη γραµµικό χαρακτήρα του 
µοντέλου. Τα αποτελέσµατα είναι παρόµοια µε τα αντίστοιχα µοντέλων Boussinesq υψηλότερης 
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τάξης (π.χ. Bingham και Agnon (2005)) αποδεικνύοντας την ακρίβεια υπολογισµού της 
διασποράς συχνοτήτων. 
Το µοντέλο επαληθεύτηκε από τους Karambas και Memos (2009) και για την περίπτωση της 

ρήχωσης µοναχικού κύµατος σύµφωνα µε το πείραµα του Synolakis (1987). Ωστόσο, επειδή η 
επαλήθευση αυτή έγινε και στην παρούσα διπλωµατική τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο 
έβδοµο κεφάλαιο.  

 
3.6.3 (2 DH) ΣΤΑΘΕΡΟ ΒΑΘΟΣ: ΠΟΛΥΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΙ ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ 

ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

Στην παράγραφο αυτή χρησιµοποιείται η δισδιάστατη γραµµικοποιηµένη έκδοση του µοντέλου 
για να προσοµοιωθεί η διάδοση πολυκατευθυντικών σύνθετων (irregular) κυµατισµών. Η 
αριθµητική προσοµοίωση έγινε σε ένα υπολογιστικό πεδίο µε απορροφητικές στοιβάδες στα 
τέσσερα περιµετρικά όρια. Το βάθος του νερού θεωρήθηκε οµοιόµορφο d=35 m. 
Το κύµα παράγεται µε γραµµική επαλληλία πέντε ηµιτονοειδών κυµατισµών µε διαφορετικά 

ύψη, περιόδους και διευθύνσεις διάδοσης θ. Τα κύµατα έχουν τα εξής χαρακτηριστικά: 
� [v = [* = 2	\, Iv = I* = 12 sec, 	 Àv = 15°, À* = −15°  (πλάγια αρχική πρόσπτωση) 
� [¯ = [¹ = 1	\, Ī = I¹ = 6 sec, 	 À¯ = 25°, À¹ = −25°    (πλάγια αρχική πρόσπτωση) 
� [Ä = 2	\, 	IÄ = 8	]9A, ÀÄ = 0°   (κάθετη αρχική πρόσπτωση) 
Έτσι, η εισαγόµενη χρονοσειρά ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας ζ(t) δίνεται από τη 

σχέση: 
 

���	 =±[²2
Ä

²³v
]«���²]«��À²	� − �²��																																																																																																							(3.133) 

 
όπου η γωνία θ είναι η γωνία που σχηµατίζει η διεύθυνση διάδοσης µε τον άξονα y. 
Στο σχήµα 3.19 φαίνεται ένα στιγµιότυπο της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας, 

υποδεικνύοντας ένα συµµετρικό αλλά πολύπλοκο κυµατικό πεδίο. Στο σχήµα 3.20 απεικονίζεται 
η σύγκριση µεταξύ της υπολογισµένης από το µοντέλο ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 
κατά µήκος της διατοµής 1-1 του σχήµατος 3.19 και της προκύπτουσας από γραµµική 
επαλληλία των πέντε µονοχρωµατικών κυµάτων. Παρατηρείται πολύ καλή συµφωνία που 
αποδεικνύει την ικανότητα του µοντέλου να αποδίδει τη σχέση γραµµικής διασποράς σε δύο 
διαστάσεις στην περίπτωση γραµµικών κυµατισµών.   
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Σχήµα 3.19: Στιγµιότυπο ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας για 

πολυκατευθυντικούς σύνθετους κυµατισµούς (πηγή: 
[85]) 

 
 

 
Σχήµα 3.20: Προφίλ ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 

κατά µήκος της διατοµής 1-1 του σχήµατος 
3.19. Σύγκριση αποτελεσµάτων µοντέλου και 
θεωρίας (πηγή: [85]) 

 
 

3.6.4 (2 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΥΦΑΛΟ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

 
Για να καταδειχθεί η σηµασία των φαινοµένων της ρήχωσης, της περίθλασης, της διάθλασης 

και της µη-γραµµικής διασποράς, το προτεινόµενο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 
εφαρµόστηκε για τη διάδοση µονοχρωµατικών κυµατισµών πάνω από ανώµαλο πυθµένα σε 
δισδιάστατη διάταξη. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα συγκρίνονται µε τις µετρήσεις των Berkhoff 
et al. (1982). Η βυθοµετρία αποτελείται από ένα ελλειπτικό ύφαλο εµπόδιο στηριζόµενο σε 
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επίπεδο πυθµένα κλίσης 1:50. Ο κεκλιµένος πυθµένας σχηµατίζει γωνία −20° µε τις 
κυµατογεννήτριες (wave paddles).  

Η πειραµατική διάταξη και η βυθοµετρία απεικονίζονται 
στο σχήµα 3.21. Το ύψος κύµατος µετρήθηκε κατά µήκος 
των οκτώ τοµών (S1-S8). Το αντίστοιχο υπολογιστικό πεδίο 
είναι παρόµοιο µε αυτό του σχήµατος 3.21 µε µοναδική 
διαφορά ότι στα άκρα του υπάρχουν στοιβάδες 
απορρόφησης (sponge layers). Θεωρήθηκαν µόνο µη 
θραυόµενοι κυµατισµοί και το ελάχιστο βάθος τέθηκε 0.1 m. 
Το βήµα του κανάβου είναι P� = P� = 0.05	\ και το χρονικό 
βήµα P� = 0.0025	]9A. Το αρχικό ύψος κύµατος ήταν [¦ = 0.0464	\ και η περίοδος I = 1.0	]9A. Το 
υπολογιζόµενο κυµατικό πεδίο έφτασε σε µόνιµες συνθήκες 
µετά από 30 sec. Στο σχήµα 3.22 απεικονίζεται ένα 
στιγµιότυπο της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο 
τελευταίο χρονικό βήµα υπολογισµού. Τα προφίλ της 
ελεύθερης επιφάνειας υποδεικνύουν σηµαντική 
συγκέντρωση ενέργειας κατάντη της ρήχωσης. 
Στα διαγράµµατα του σχήµατος 3.23 φαίνεται η σύγκριση 

µεταξύ των υπολογιζόµενων από το µοντέλο και των 
µετρηµένων υψών κύµατος σε αδιαστατοποιηµένη µορφή κατά µήκος των διατοµών S1 ως S8 . 
Λόγω της διάθλασης, συµβαίνει συγκέντρωση κυµατικής ενέργειας στα κατάντη του ύφαλου µε 
µέγιστο ύψος κύµατος περίπου 2.2 φορές το αρχικό ύψος κύµατος (διατοµή S3). Τα 
αποτελέσµατα του αριθµητικού µοντέλου αποτυπώνουν ικανοποιητικά τη γενική τάση των 
πειραµατικών δεδοµένων κατά µήκος και των δύο διευθύνσεων, παράλληλα και κάθετα στη 
διεύθυνση πρόσπτωσης των κυµατισµών. Το γεγονός αυτό είναι ιδιαίτερα ικανοποιητικό για ένα 
ελαφρώς µη γραµµικό µοντέλο, αφού δεν υπάρχουν υψηλές αξιώσεις όσον αφορά στα 
χαρακτηριστικά της µη γραµµικής διασποράς, ειδικά στα βαθιά νερά που συναντώνται σε 
κάποιες περιοχές αυτού του πειράµατος. 
 

Σχήµα 3.21: Πειραµατική διάταξη και 
βυθοµετρία  για το πείραµα των 
Berkhoff et al. (1982) (ισοϋψείς σε m) 
(πηγή: [85]) 
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Σχήµα 3.22: ∆ιάδοση κυµατισµού πάνω από ύφαλο εµπόδιο. Στιγµιότυπο της 
 ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας κατά το τελευταίο χρονικό   
βήµα (πηγή: [85]) 

 

Όπως αναφέρουν οι Karambas και Memos (2009), τα σχήµατα 3.22 και 3.23 καταδεικνύουν ότι 
το µοντέλο είναι ικανό να προσοµοιώσει ικανοποιητικά τους κυµατικούς µετασχηµατισµούς 
πάνω από πολύπλοκες βυθοµετρίες, αναπαράγοντας επαρκώς την τάση των συνδυασµένων 
φαινοµένων της ρήχωσης, διάθλασης, περίθλασης και µη-γραµµικής διασποράς. Έτσι, 
ενισχύεται και η πεποίθηση ότι µπορεί να εφαρµοστεί σε ήπια µεταβαλλόµενες βυθοµετρίες. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η γραµµικοποιηµένη έκδοση του µοντέλου έδωσε επίσης ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα, σε συµφωνία µε τα αντίστοιχα άλλων µοντέλων που βασίζονται σε γραµµικές 
εξισώσεις ήπιας κλίσης. Ωστόσο, η εφαρµογή ενός µη-γραµµικού µοντέλου διασπειρόµενων 
κυµατισµών έδειξε καλύτερη συµφωνία µε πειραµατικές µετρήσεις, αποδεικνύοντας τη σηµασία 
της µη-γραµµικότητας στην ακρίβεια της προσοµοίωσης (Kirby et al. (1998), Karambas (1999)). 
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Σχήµα 3.23: Σύγκριση αδιαστατοποιηµένου ύψους κύµατος κατά µήκος των τοµών S1-S8  

µεταξύ µετρήσεων (τελείες) και όπως υπολογίστηκε από το µοντέλο (συνεχής 
γραµµή) στο πείραµα των Berkhoff et al. (1982) (πηγή: [85]) 

 
 

(3.6.5) (2 DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΗ ∆ΙΑΘΛΑΣΗ-ΠΕΡΙΘΛΑΣΗ 
ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΗΜΙΚΥΚΛΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 
ΥΦΑΛΟ ΕΜΠΟ∆ΙΟ 

Η περίπτωση αυτή επαλήθευσης του δισδιάστατου µοντέλου αφορά στη µη γραµµική 
διάθλαση-περίθλαση απλών µονοχρωµατικών κυµατισµών πάνω από ύφαλο εµπόδιο 
ηµικυκλικού σχήµατος. Η περίπτωση αυτή εξετάστηκε πειραµατικά από τον Whalin (1971). Η 
πειραµατική διάταξη καλύπτει περιοχή 6.096\ × 36.576\ και η µεταβολή του βάθους δίνεται 
(σε m) από τη συνάρτηση: 

 

���,�	 = " 0.4572,																																														,														0 ≤ � ≤ 10.67 − �0.4572 + v
*Ä �10.67 − � − �				,																10.67 − � ≤ � ≤ 18.29− �

				0.1524																																													,														18.29 − � ≤ � ≤ 36.576										
�                 (3.134) 

 
όπου 
 ���	 = ���6.096 − �	�v/*       µε    0 ≤ � ≤ 6.096	\                                                             (3.135) 
 
Οι εισερχόµενοι κυµατισµοί είναι γραµµικοί, αλλά µετά τη συγκέντρωση ενέργειας στη ρήχωση, 

οι υψηλότερες αρµονικές γίνονται σηµαντικές λόγω µη γραµµικών φαινοµένων. Αυτή η 
συγκέντρωση κυµατικής ενέργειας φαίνεται στο σχήµα 3.24 όπου αποτυπώνεται ένα 
στιγµιότυπο της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας όπως υπολογίστηκε από το παρόν 
µοντέλο.  
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Στο σχήµα 3.25 φαίνεται η διακύµανση της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος της κεντρικής 
γραµµής (άξονας συµµετρίας) σε κάποια χρονική στιγµή. 

 
 

 
 

Σχήµα 3.24: Προώθηση µονοχρωµατικών κυµατισµών πάνω από ρήχωση 
ηµικυκλικής γεωµετρίας: στιγµιότυπο της ανύψωσης της      
ελεύθερης επιφάνειας υπολογισµένο από το µοντέλο των   
Karambas και Memos (2009) (πηγή: [85])   

 
 
 
 
 

 
Σχήµα 3.25: ∆ιακύµανση της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος 

της κεντρικής γραµµής (άξονας συµµετρίας). Αποτελέσµατα 
µοντέλου Karambas και Memos (2009) για µονοχρωµατικούς 
κυµατισµούς (	I = 2	]9A και [ = 0.015	\ )  (πηγή: [85]) 
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Η µεταφορά ενέργειας στις υψηλότερες αρµονικές αποτυπώνεται στο σχήµα 3.26. Βάσει της 
ανάλυσης Fourier της χρονοσειράς της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας  σε κάθε σηµείο 
του κανάβου κατά µήκος της κεντρικής γραµµής, η χωρική εξέλιξη της πρώτης, της δεύτερης και 
της τρίτης αρµονικής της αριθµητικής προσοµοίωσης συγκρίνεται µε πειραµατικά δεδοµένα. Η 
συµφωνία των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τα πειράµατα κρίνεται ικανοποιητική. 

 

 
Σχήµα 3.26: Σύγκριση αδιαστατοποιηµένου ύψους πρώτης, δεύτερης 

και τρίτης αρµονικής µεταξύ πειραµάτων και 
αποτελεσµάτων µοντέλου για µονοχρωµατικούς 
κυµατισµούς (	I = 2	]9A και [ = 0.015	\ )  (πηγή: [85]) 

 
 

  
3.6.6  (2DH) ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΒΑΘΟΣ: ΛΟΞΩΣ ΠΡΟΣΠΙΠΤΟΝΤΕΣ 

ΜΟΝΟΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΙ (LONG-CRESTED) ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

Πειραµατικές δοκιµές διεξήχθησαν στο U.K. Coastal Research Facility στο HR Wallingford 
(Memos et al. 2005) µε σκοπό τη µελέτη διαφόρων πτυχών της διάδοσης τυχαίων κυµατισµών 
στα ρηχά νερά, όπως της εξέλιξης της συνάρτησης πυκνότητας της από κοινού πιθανότητας 
των H-T και της συσχέτισής της µε τα φάσµατα, της κατευθυντικότητας και της κινηµατικής των 
σωµατιδίων στη ζώνη θραύσης. Κάποια από αυτά τα πειραµατικά δεδοµένα χρησιµοποιήθηκαν 
και στην παρούσα εργασία για την επαλήθευση του µοντέλου (κεφάλαιο 7). 
Η δεξαµενή των εγκαταστάσεων έχει διαστάσεις 27\ × 54\ και περιλαµβάνει µια στενή 

λωρίδα οριζόντιου πυθµένα και µια άκαµπτη κεκλιµένη ακτή µε οµοιόµορφη κλίση 5%. Το 
βάθος στην περιοχή οµοιόµορφου πυθµένα ήταν 0.8	\ . 
∆ιεξήχθησαν 175 επιτυχή πειράµατα και οι συγγραφείς παρουσίασαν τα αποτελέσµατα δύο εξ 

αυτών (OB-3 και OB-10). Τα πειράµατα αυτά αφορούσαν σε σύνθετους κυµατισµούς µε 
κορυφές µεγάλου πλάτους (long-crested random waves) που διαδίδονται λοξά. 
Το φάσµα εισόδου ήταν τύπου Jonswap µε συντελεστή ενίσχυσης 
 = 3.3 . Η αρχική γωνία 

πρόσπτωσης ήταν À = 15°. Στη δοκιµή OB-3 η περίοδος αιχµής ήταν Î = 1.2	]9A και το 
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σηµαντικό ύψος κύµατος ý¶ = 0.09	\ , ενώ στη δοκιµή OB-10 ήταν Î = 1.4	]9A και ý¶ =0.15	\. 
Το µοντέλο Boussinesq των Karambas και Memos (2009) επαληθεύτηκε από τους συγγραφείς 

βάσει των δύο αυτών πειραµάτων. Το χωρικό βήµα επιλέχθηκε P� = 0.03125	\ και το χρονικό 
βήµα P� = 0.0025	]9A. Το αντίστοιχο φάσµα εισόδου υπολογίστηκε από τη µετρηµένη ανύψωση 
της ελεύθερης επιφάνειας κοντά στην κυµατογεννήτρια και διαιρέθηκε σε ã = 80 τµήµατα 
(components) στο πεδίο συχνοτήτων. Η αρχική ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας �¦,² ελήφθη 

από κάθε τµήµα µε συχνότητα �² µε χρήση της σχέσης: �¦,² = §2×��²	P�² όπου S(ω) είναι το 
φάσµα συχνοτήτων. 
Η υπολογιζόµενη ανύψωση της επιφάνειας στο σηµείο της κεκλιµένης ακτής µε βάθος � = 0.312	\ καταγράφηκε από τη χρονική στιγµή � = 40.96	]9A µέχρι τη χρονική στιγµή � = 327.68	]9A. Το φάσµα που ελήφθη για διάφορες δοκιµές φαίνεται στα σχήµατα 3.27 και 

3.28. 
 

 
Σχήµα 3.27: ∆οκιµή OB-3 (Memos et al. 2005): σύγκριση µετρηµένου και  

και υπολογισµένου από το µοντέλο φάσµατος ανύψωσης 
ελεύθερης επιφάνειας. Μονοκατευθυντικοί (long-crested) 
κυµατισµοί, αρχική γωνία πρόσπτωσης À = 15°, φάσµα 
εισόδου: Jonswap (
 = 3.3), περίοδος αιχµής Î = 1.2	]9A, 

σηµαντικό ύψος κύµατος [¶ = 0.09	\  (πηγή: [85])  
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Σχήµα 3.28: ∆οκιµή OB-10 (Memos et al. 2005): σύγκριση µετρηµένου και  

και υπολογισµένου από το µοντέλο φάσµατος ανύψωσης 
ελεύθερης επιφάνειας. Μονοκατευθυντικοί (long-crested) 
κυµατισµοί, αρχική γωνία πρόσπτωσης À = 15°, φάσµα 
εισόδου: Jonswap (
 = 3.3), περίοδος αιχµής Î = 1.4	]9A, 

σηµαντικό ύψος κύµατος [¶ = 0.15	\  (πηγή: [85])   
 

Στα δύο αυτά σχήµατα φαίνονται συγκριτικά τα υπολογισµένα και τα µετρηµένα φάσµατα. Τα 
αποτελέσµατα του µοντέλου συµφωνούν αρκετά καλά µε τις µετρήσεις. Το γεγονός αυτό 
καταδεικνύει την ικανότητα του µοντέλου να προσοµοιώνει ικανοποιητικά δισδιάστατα πεδία 
σύνθετων κυµατισµών. Το φαινόµενο της µεταφοράς ενέργειας σε υψηλότερες συχνότητες είναι 
εµφανές και προσοµοιώνεται πολύ ικανοποιητικά από το µοντέλο των Karambas και Memos 
(2009). 
Οι Memos et al. (2005) εφάρµοσαν ένα µοντέλο Boussinesq ανώτερης τάξης και σύγκριναν τα 

αριθµητικά του αποτελέσµατα µε τα παραπάνω πειραµατικά δεδοµένα. Το µοντέλο αυτό (2005) 
βασιζόταν σε ένα πεπλεγµένο αριθµητικό σχήµα. Όπως αναφέρουν οι Karambas και Memos 
(2009) το νέο τους µοντέλο, παρά την υιοθέτηση ενός απλού ρητού αριθµητικού σχήµατος και 
το µικρό αριθµό όρων στις εξισώσεις, δεν εξασφαλίζει σηµαντικά µικρότερο υπολογιστικό 
κόστος, αφού η νέα προσέγγιση απαιτεί τον αριθµητικό υπολογισµό ενός συνελικτικού 
ολοκληρώµατος, ο οποίος αυξάνει σηµαντικά τον υπολογιστικό χρόνο. Επιπλέον, απαιτείται 
µικρότερο χρονικό βήµα από ότι στο πεπλεγµένο σχήµα των Memos et al. (2005).   
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3.7   ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ ΤΡΙΒΗΣ ΠΥΘΜΕΝΑ ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ KARAMBAS     
        ΚΑΙ MEMOS (2009) 

 
Στην παράγραφο 2.5.2 περιγράφηκε το θεωρητικό υπόβαθρο υπολογισµού της τριβής 

πυθµένα σύµφωνα µε την ανάπτυξη των Dean και Dalrymple (1984). Οι Memos et al. (2005) 
ακολούθησαν µία διαφορετική προσέγγιση για τον υπολογισµό της τριβής πυθµένα. 
Βασιζόµενος σε αυτή την εργασία ο Koutsourelakis (2009) εισήγαγε την τριβή πυθµένα στο 
µοντέλο των Karambas και Memos (2009). Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζεται συνοπτικά η 
ανάλυση των Memos et al. (2005) αφού αναφερθεί ότι η τριβή πυθµένα δε συµπεριλήφθηκε 
στην παρούσα εργασία λόγω έλλειψης στοιχείων στα πειράµατα επαλήθευσης του µοντέλου. 
Όπως αναφέρθηκε στο δεύτερο κεφάλαιο, ο κυριότερος τρόπος µαθηµατικής αντιµετώπισης 

της τριβής πυθµένα βασίζεται στη θεώρηση της διατµητικής τάσης που ασκείται στον πυθµένα 
από το υπερκείµενο νερό. Οι Memos et al. (2005) θεωρούν ότι οι στιγµιαίες διατµητικές τάσεις 
στον πυθµένα δίνονται από τις σχέσεις: 

 

qC� = v*Q»xaE|a_̀ E|      και    qCt = v* Q»x4E|a_̀ E|                                                                          (3.136) 

 
όπου a_̀ E = (aE , 4E) είναι µία ταχύτητα των µορίων του νερού κοντά στον πυθµένα (near bottom 

velocity) η οποία ορίζεται παρακάτω, |a_̀ E| = §aE* + 4E*  και Q»x ο παράγοντας τριβής πυθµένα 
λόγω ρεύµατος-κύµατος για τον οποίο ο Ribberink (1998) προτείνει: 
 Q»x = 3 |.__̀ ¯°||.__̀ ¯°|�.¯±�ìræ5 Q» + 31 − |.__̀ ¯°||.__̀ ¯°|�.¯±�ìræ5 Qx                                                                    (3.137) 

 
όπου Q» και Qx είναι οι συντελεστές τριβής για ρεύµα και κύµα αντίστοιχα, aEx�ØÍ� είναι το 
πλάτος του τµήµατος της ταχύτητας κοντά στον πυθµένα που ακολουθεί νόµο ταλάντωσης a_̀ Ex = (aEx, 4Ex), |a_̀ E»| = §a¤E* + 4̅E*  όπου a¤E και 4̅E είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας πυθµένα 
του µέσου στο χρόνο πεδίου των ρευµάτων και λαµβάνονται ως µέσος όρος των στιγµιαίων 
ταχυτήτων σε διάστηµα τριών περιόδων κύµατος για µονοχρωµατικά κύµατα ή σε µεγαλύτερο 
χρονικό διάστηµα για σύνθετους κυµατισµούς (Rakha et al. (1997)). 
Το πλάτος aEx�ØÍ�  του τµήµατος της ταχύτητας κοντά στον πυθµένα που ακολουθεί 

ταλάντωση (δηλαδή του τµήµατος που οφείλεται στα κύµατα) προκύπτει ως µέσος όρος των 
πλατών των αυξοµειούµενων τιµών των ταχυτήτων κοντά στον πυθµένα των προηγούµενων 
κυµατισµών. Για θραυόµενους κυµατισµούς η ταχύτητα κοντά στον πυθµένα a_̀ E στην περιοχή 
του επιφανειακού κυλίνδρου λαµβάνεται από τη σχέση ορισµού της µέσης κατά βάθος 

ταχύτητας �__̀  : 

�__̀ = 1ℎ �a_̀ �y�
�� 							με	h=d+ζ																																																																																																																													(3.138) 

και είναι: 
 a_̀ E = �__̀ ++�� − À �+��                                                                                                                 (3.139) 
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όπου δ το πάχους του επιφανειακού κυλίνδρου και À η ταχύτητα µεταφοράς του επιφανειακού 
κυλίνδρου που κατά τους Sørensen et al. (1998) δίνεται από τις σχέσεις: 
 A� = ���� v.¯§}�

�3W´Wæ5r�3W´W�5r
       και   At = ���t v.¯§}�

�3W´Wæ5r�3W´W�5r
     µε À = �A�, At�                                         (3.140) 

 
Εκτενής αναφορά στη θραύση γίνεται στο τέταρτο κεφάλαιο. Για µη θραυόµενους κυµατισµούς 

(ή έξω από την περιοχή του επιφανειακού κυλίνδρου) µπορεί να χρησιµοποιηθεί το κατακόρυφο 
προφίλ a_̀ (y) του Dingemans (1997) που στον πυθµένα (z=-d) δίνει: 
 aE = � + 3�*5 �r(�
)��r − 3�r¯ 5 �r
��r                                                                                               (3.141) 

 4E = ç + 3�*5 �r(�))�tr − 3�r¯ 5 �r)�tr                                                                                                (3.142) 

 
Οι συνιστώσες aEx, 4Ex του τµήµατος της ταχύτητας κοντά στον πυθµένα που ακολουθεί 

ταλάντωση υπολογίζονται από τις συνιστώσες aE , 4E της συνολικής ταχύτητας, αφού 
αφαιρεθούν από αυτές οι συνιστώσες a¤E , 4̅E της µέσης ως προς το χρόνο ταχύτητας ρευµάτων. 
∆ηλαδή: 

 aEx = aE − a¤E   και   4Ex = 4E − 4̅E                                                                                       (3.143) 
 
Ο συντελεστής τριβής λόγω κυµατισµού Qx υπολογίζεται βάσει της πεπλεγµένης σχέσης του 

Jonsson (1966): 
 

T±³��^M�Ä.!ôô�Ä.*v¯�µ ¶F  õ.X	·N			για								µ ¶F·¦.µ¯T±³¦.¯																																																											για							µ ¶F¸¦.µ¯                                                                                  (3.144) 

 

όπου ÅC είναι το πλάτος ταλάντωσης των υγρών σωµατιδίων (ÅC = .¯±�ìræ~  , ω η γωνιακή 

συχνότητα (στην αιχµή για σύνθετους κυµατισµούς)) και 8ë είναι η τραχύτητα του πυθµένα. 
Για την τραχύτητα 8ë (παράµετρος Nikuradse) µπορούν να χρησιµοποιηθούν αρκετές 

εκφράσεις συναρτήσει χαρακτηριστικών διαµέτρων των κόκκων του υλικού του πυθµένα π.χ. 
d50, d90 κλπ.  
Κατά την προσθήκη της τριβής πυθµένα στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 

ακολουθήθηκε η εξής διαδικασία: αρχικά θεωρείται µία τραχύτητα 8ë� = 2.5�Ä¦ ενός υποθετικού 
πυθµένα (d50 είναι η διάµετρος των κόκκων του υλικού πυθµένα από την οποία έχει µικρότερη 
διάµετρο το 50% των κόκκων) και βάσει αυτής υπολογίζεται από την πάνω εξίσωση της σχέσης 
(3.144) ένας θεωρητικός συντελεστής Q*.Ä. Στη συνέχεια υπολογίζεται µία παράµετρος Shields 
από τη σχέση: 

 À*.Ä = v*Q*.Äê                                                                                                                         (3.145) 
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µε  ê = .¯±�ìrær}(¶�v)��õ                                                                                                                   (3.146)      

 

όπου  ] = wøw − 1 ≈ 1.6  και ρs η πυκνότητα του υλικού του πυθµένα και ρ η πυκνότητα του 

νερού. Τελικά η πραγµατική τραχύτητα για πυθµένα χωρίς αµµοκυµάτια υπολογίζεται από τη 
σχέση: 
 §û = �170�Ä¦�À*.Ä − 0.05	¦.Ä, À*.Ä > 0.052.5�Ä¦																																									, À*.Ä ≤ 0.05�                                                                             (3.147) 

 
και τελικά από τη σχέση (3.144) υπολογίζεται ο συντελεστής Qx . 
Τέλος, ο συντελεστής τριβής λόγω ρεύµατος Q» υπολογίζεται κατά τον Ribberink (1998) από τη 

σχέση: 
 

Q» = *}
Ý°r                                                                                                                                  (3.148) 

 
όπου z» είναι ο συντελεστής τριβής Chezy που δίνεται από τη σχέση: 
 

z» = 18�¬�v¦ 6v*����¤�Ú  7                                                                                                           (3.149) 

 
όπου � ̅ η µέση τιµή (ως προς το χρόνο) της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας ζ.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο
 

 
 
Η ΘΡΑΥΣΗ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ  
 

 

 

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΡΑΥΣΗ ΤΩΝ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ 
 
Ένα θαλάσσιο κύµα, που µεταδίδεται σε οριζόντιο ή κεκλιµένο πυθµένα µε βάθη νερού µεγάλα 

σε σχέση µε το µήκος κύµατος και δεν υφίσταται την επίδραση εξωτερικών παραγόντων, όπως 
ο άνεµος, το θαλάσσιο ρεύµα κλπ., παραµένει σε γενικές γραµµές αµετάβλητο. Μόνο η 
συνεκτικότητα του νερού προκαλεί µια σχετικά µικρή µείωση του ύψους του, σε συνάρτηση µε 
τη διανυόµενη απόσταση. Η σταθερότητα αυτή της ροής στα µεγάλα σχετικά βάθη του νερού 
αντανακλά την ελάχιστη επίδραση του πυθµένα στο κύµα, δεδοµένου ότι το παρεµβαλλόµενο 
υψηλό υδάτινο στρώµα αποσβήνει την επίδραση. Η διατοµή του ίδιου κύµατος εµφανίζει 
παραµορφώσεις στις περιοχές µειούµενου σχετικού βάθους. Οι παραµορφώσεις αυτές 
οφείλονται στην επίδραση του πυθµένα και αρχίζουν να εµφανίζονται στη ζώνη πριν τη θραύση. 

Σε περιοχές µε σχετικό βάθος 
�� µικρότερο από µια κρίσιµη τιµή, που εξαρτάται από την αρχική 

καµπυλότητα του κύµατος και την κλίση του πυθµένα, οι παραµορφώσεις αυξάνουν σηµαντικά. 
Στις παραµορφώσεις περιλαµβάνονται η αύξηση του ύψους κύµατος, η µείωση του µήκους, η 
αύξηση της καµπυλότητας και η εµφάνιση ασυµµετριών και υψηλών αρµονικών στη διατοµή 
του. Επίσης, εµφανίζεται στροβιλότητα στην οριακή στοιβάδα κοντά στον πυθµένα. 
Μακροσκοπικά οι εµφανέστερες παραµορφώσεις είναι η αύξηση του ύψους και η µείωση του 
µήκους, µε αποτέλεσµα την οφθαλµοφανή αύξηση της καµπυλότητας του κύµατος. 
Η διατοµή του κύµατος αρχίζει να εµφανίζει σηµεία αστάθειας, όταν οι αυξανόµενες 

παραµορφώσεις προσεγγίσουν ορισµένες οριακές τιµές. Η αστάθεια της διατοµής σύντοµα 
οδηγεί στη θραύση, που εµφανίζεται στη ζώνη θραύσης. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η θραύση 
εµφανίζεται και σε κυµατισµούς σε βαθιά νερά αλλά τα γενεσιουργά της αίτια είναι διαφορετικά 
από την αλληλεπίδραση της ροής µε τον πυθµένα. Το φαινόµενο της θραύσης είναι η κύρια 
εκδήλωση της υδροδυναµικής αστάθειας ενός κυµατισµού. 
Η θραύση συνοδεύεται από µετατροπή µέρους της κινητικής ενέργειας του κύµατος σε 

ενέργεια τύρβης (turbulence) µε ταυτόχρονη εµφάνιση αφρού (foam). Σε πολλές περιπτώσεις 
ένα λεπτό στρώµα νερού εκτινάσσεται από την κορυφή του κύµατος. Εφ' όσον η εκτινασσόµενη 
µάζα περιέχει το µεγαλύτερο µέρος της µάζας του κύµατος, η θραύση είναι ολική και η 
καταστροφή του κύµατος πλήρης. ∆ιαφορετικά, το λεπτό στρώµα νερού κινείται µε την 
επίδραση της βαρύτητας και προσκρούει στο υδάτινο στρώµα προς την ακτή. Μεταξύ της 
εκτινασσόµενης µάζας νερού και του εµπρόσθιου µετώπου της διατοµής εγκλωβίζεται και 
συµπαρασύρεται αέρας (air bubbles), η ποσότητα του οποίου αυξάνει µε την τύρβη. Πάντως, τα 
αίτια εµφάνισης της τύρβης δεν είναι σήµερα απόλυτα κατανοητά. 
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Στην περιοχή της θραύσης δηµιουργείται έντονη τυρβώδης ροή. Στη ζώνη µετά τη θραύση 
(surf zone) η ροή διαφέρει ριζικά από την προηγούµενη κυµατική ροή. Σε γενικές γραµµές η ροή 
στη ζώνη αυτή παρουσιάζει σε µία περίοδο κύµατος δύο χαρακτηριστικές φάσεις: τη φάση 
ανόδου και τη φάση καθόδου. Για να περιγραφούν οι δύο αυτές φάσεις θα πρέπει να γίνουν 
αντιληπτοί οι φυσικοί µηχανισµοί που ενεργοποιούνται. 
Κατά τη διάρκεια της θραύσης µεταβάλλεται σηµαντικά η ορµή των υγρών σωµατιδίων. Οι 

µεταβολές αυτές προκαλούνται από την εµφάνιση δυνάµεων που µπορούν να αναλυθούν σε 
δύο συνιστώσες, µία παράλληλη στην ακτογραµµή και µία κάθετη σε αυτή. Λόγω της 
διατήρησης της ορµής, οι δυνάµεις αυτές συνοδεύονται από τη δηµιουργία ενός ρεύµατος 
παράλληλου στην ακτή (longshore current) και ενός κάθετου στην ακτή (cross-shore current) 
ακολουθούµενου από µία ανύψωση της µέσης στάθµης κυµατισµού (wave setup) µετά τη θέση 
θραύσης προς την ακτή. Αντίθετα, λίγο πριν τη θραύση η αντίδραση του κεκλιµένου πυθµένα 
προκαλεί µία πτώση της µέσης στάθµης κυµατισµού (wave setdown). Εκτός της µετατροπής της 
κινητικής ενέργειας σε ενέργεια τύρβης, απώλεια ενέργειας συµβαίνει και λόγω της τριβής 
πυθµένα.   
Αµέσως µετά τη θραύση του κύµατος, το υδάτινο στρώµα στη ζώνη απόσβεσης αρχίζει να 

κινείται προς την ακτή λόγω της ορµής που αποκτά από το θραυόµενο κύµα. Η κίνηση είναι 
επιβραδυνόµενη κάτω από την επίδραση της βαρύτητας και της τριβής στον πυθµένα. Η φάση 
ανόδου τερµατίζεται όταν η κινητική ενέργεια του στρώµατος µετατραπεί σε δυναµική ενέργεια, 
οπότε µηδενίζονται οι ταχύτητες ανόδου των υγρών σωµατιδίων. Μετά το τέλος της φάσης 
ανόδου το υδάτινο στρώµα κινείται προς τα ανοιχτά λόγω της επίδρασης της βαρύτητας. Η 
κίνηση στη φάση καθόδου είναι επιταχυνόµενη ως τη χρονική στιγµή της επόµενης θραύσης. 

 

 
Σχήµα 4.1: Οι κυριότερες φυσικές διεργασίες στις ζώνες θραύσης (surf zone) και  

διαβροχής (swash zone).  Η περιοχή ρήχωσης (shoaling region), τα 
αµµοκυµάτια (ripples), το αντίρρευµα κάτω από θραυόµενους 
κυµατισµούς (undertow), τα ρεύµατα κατά µήκος της ακτής (longshore 
currents) και τα βελοειδή ρεύµατα (rip currents) (πηγή: [128]) 

 

Στο σχήµα 4.1 φαίνονται οι κυριότερες φυσικές διεργασίες στη ζώνη πριν τη θραύση, στη ζώνη 
θραύσης (surf zone) και στη ζώνη διαβροχής (swash zone). Σε αντίθεση µε τη ζώνη πριν από τη 
θραύση, για την οποία έχουν διατυπωθεί ορισµένες θεωρίες, παρατηρείται µία χαρακτηριστική 
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έλλειψη θεωρητικών µελετών για τη µετάδοση του κύµατος στη ζώνη θραύσης και ιδιαίτερα στη 
γραµµή θραύσης. Η έλλειψη ξεκινάει κατά κύριο λόγο από την αδυναµία µίας ολοκληρωµένης 
ρεαλιστικής διατύπωσης του προβλήµατος. Αλλά ακόµη και σε περιπτώσεις µερικής 
διατύπωσής του δεν είναι εφικτή η επίτευξη αναλυτικών λύσεων. Η αδυναµία διατύπωσης του 
προβλήµατος οφείλεται στο γεγονός ότι η θραύση έχει ελάχιστα κατανοηθεί από φυσικής 
άποψης. Στις πολύ λίγες υφιστάµενες θεωρητικές µελέτες του κύµατος στη ζώνη θραύσης 
µπορούν να διακριθούν δύο τάσεις, που είναι απόρροια της αδυναµίας αντιµετώπισης του καθ' 
αυτού προβλήµατος: 
� Εξοµοίωση-παραλληλισµός της θραύσης µε άλλα φαινόµενα της ρευστοµηχανικής 
� Παρακολούθηση της κίνησης της ελεύθερης επιφάνειας 
Η πρώτη σκέψη εξοµοίωσης έγινε από θεωρητικούς της κυµατοµηχανικής µε τον 

παραλληλισµό της εµφάνισης της θραύσης σε ρηχό νερό µε την εµφάνιση ασυνεχών κυµάτων 
shock στην αεροδυναµική. Παρά την αρχική αυτή σύλληψη, δε συναντάται στη βιβλιογραφία 
κάποια πρακτική εφαρµογή της στη ζώνη θραύσης. Αντίθετα, κάποιοι ερευνητές την εφάρµοσαν 
στη µελέτη της ροής στη ζώνη µετά τη θραύση. Ο Peregrine (1978) θεωρεί ότι στις 
περισσότερες θραύσεις εκτινάσσεται ένα λεπτό στρώµα νερού από την κορυφή του κύµατος. Το 
στρώµα κινείται µε οριζόντια ταχύτητα και προσκρούει στην υπόλοιπη υδάτινη µάζα. Η ροή του 
στρώµατος προσοµοιάζεται µε την κίνηση υδάτινης φλέβας. Στη δεύτερη φάση της θραύσης, 
οπότε η κυµατική κίνηση αποδιοργανώνεται πλήρως, ο ίδιος συγγραφέας προτείνει την 
εξοµοίωση της ροής µε τη ροή σε ένα τυρβώδες στρώµα µίξης. 
Στα πλαίσια της δεύτερης τάσης, η πρώτη απόπειρα έγινε από τους Harlow και Welch (1965). 

Χρησιµοποίησαν τις εξισώσεις Navier-Stokes και προσπάθησαν να παρακολουθήσουν τις 
παραµορφώσεις της ελεύθερης επιφάνειας στη ζώνη θραύσης µε αριθµητική ανάλυση. Ο 
Burger (1967) προσπάθησε να προσεγγίσει τη θραύση µε τις εξισώσεις κύµατος σε ρηχό νερό. 
Σύµφωνα µε την προσέγγιση αυτή και λόγω του υπερβολικού χαρακτήρα των διαφορικών 
εξισώσεων, η θραύση εµφανίζεται όταν το µέτωπο του κύµατος γίνει κατακόρυφο. Στην ίδια 
τάση εγγράφονται και οι θεωρήσεις των Longuet-Higgins και Cokelet (1976) και Cokelet (1978), 
στις οποίες περιγράφεται και διερευνάται η δυναµική συµπεριφορά του στάσιµου σηµείου, που 
σχηµατίζεται στην ελεύθερη επιφάνεια του κύµατος και ορίζει το θραυόµενο από το µη 
θραυόµενο τµήµα της διατοµής. Η εµφάνιση του στάσιµου σηµείου στη θραύση βρίσκει τη 
φυσική εξήγησή της στην εµπειρική παρατήρηση ότι η κορυφή του κύµατος στη θραύση κινείται 
µε µεγαλύτερη ταχύτητα. Αποτέλεσµα της διαφορετικής ταχύτητας κίνησης της κορυφής και του 
υπόλοιπου τµήµατος της διατοµής είναι η αναστροφή της φοράς του διανύσµατος ταχύτητας 
µεταξύ των δύο αυτών τµηµάτων, που αντιστοιχεί σε µία αναστροφή φοράς κίνησης της µέσης 
ροής στα δύο τµήµατα της διατοµής. Η αναστροφή της φοράς ροής προϋποθέτει την εµφάνιση 
στάσιµου σηµείου. Οι συγγραφείς θεωρούν ότι το κρίσιµο τµήµα της διατοµής του κύµατος στη 
ζώνη θραύσης είναι η κορυφή. Η επιφάνεια παραµένει λεία ως τη θραύση, όπου µια απότοµη 
αύξηση στην πυκνότητα ενέργειας τείνει να κρατήσει το εµπρόσθιο µέτωπο της διατοµής του 
κύµατος κατακόρυφο. Η διατοµή µε κατακόρυφο µέτωπο είναι οριακή και χαρακτηρίζεται ως 
διατοµή θραύσης. Καθώς αυξάνει η ενέργεια του κύµατος, η µορφή της θραύσης µεταβάλλεται 
από θραύση  στο µέτωπο σε θραύση στην κορυφή, ενώ αυξάνει η ταχύτητα των υγρών 
σωµατιδίων στην κορυφή, η οποία τείνει να κινηθεί ταχύτερα από τον κορµό της διατοµής και να 
αποχωρισθεί. Η ακτίνα καµπυλότητας του τµήµατος της διατοµής που αποχωρίζεται, αυξάνει µε 
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την ενέργεια του κύµατος και ταυτόχρονα µεγαλύτερο µέρος της ορµής του κύµατος περιέχεται 
σε αυτό.   
Η θραύση εκδηλώνεται αρχικά σε µία από τις παρακάτω τρεις ζώνες της διατοµής του κύµατος 

(σχήµα 4.2): 
• άνω µέρος της διατοµής 
• κορµός της διατοµής 
• βάση της διατοµής 
Και οι τρεις ζώνες βρίσκονται στο εµπρόσθιο τµήµα της διατοµής. Η θεαµατικότητα της 

θραύσης διαφέρει ανάλογα µε τη ζώνη εκδήλωσής της. Θεαµατικότερη και ταυτόχρονα 
καταστροφικότερη είναι η θραύση στο άνω µέρος της διατοµής. Λιγότερο θεαµατική είναι η 
θραύση στη βάση της διατοµής. 

Η περισσότερη σχετική έρευνα έχει αφιερωθεί 
στη θραύση στο άνω µέρος της διατοµής. 
Πρόκειται για τον πιο ενδιαφέροντα τύπο 
θραύσης για το µηχανικό, δεδοµένου ότι οι 
µεγαλύτερες φορτίσεις προκαλούνται από 
θραύσεις τέτοιας µορφής. Η εµφάνιση της 
θραύσης σε µία από τις παραπάνω τρεις ζώνες 
της διατοµής του κύµατος εξαρτάται από τις 
παραµέτρους: κλίση του πυθµένα, αρχικό ύψος 
και µήκος κύµατος στα βαθιά και βάθος νερού 
στη θέση θραύσης. Οι τρεις πρώτες παράµετροι 
συνοψίζονται στον αριθµό Irribaren: 

 �¦ = �Í{�ÔÞõúõ
                                                                                                                                   (4.1)  

 
όπου ���À είναι η κλίση της ακτής, [¦ το ύψος κύµατος στα βαθιά και �¦ το µήκος κύµατος στα 
βαθιά. Η θραύση των κυµατισµών στην ανοιχτή θάλασσα και στις ακτές αποτελεί το µηχανισµό 
περιορισµού του ύψους κύµατος µε δεδοµένη περίοδο T (άρα και L) και τον κύριο µηχανισµό 
ανάµιξης των επιφανειακών νερών. Ειδικότερα στις ακτές, ανάλογα µε την τιµή του αριθµού 
Irribaren ξ0, διαµορφώνονται οι ακόλουθοι τύποι θραυόµενων κυµατισµών και κατ' επέκταση 
ρυθµών απόσβεσης της ενέργειας του κύµατος από τη γραµµή θραύσης ως την ακτογραµµή: 
I. Θραύση κύλισης (spilling): η αστάθεια εµφανίζεται στο άνω µέρος της διατοµής του 

κύµατος. Η κορυφή κυλά στο εµπρόσθιο µέτωπο και ταυτόχρονα εµφανίζεται 
χαρακτηριστικός αφρός στην επιφάνεια του νερού. Η θραύση ολοκληρώνεται σε µία σχετικά 
επιµήκη ζώνη και εµφανίζεται σε κύµατα υψηλής αρχικής καµπυλότητας σε ελαφρά 
κεκλιµένους πυθµένες. 

II. Θραύση κατάδυσης (plunging): η κορυφή του κύµατος κινείται προς την ακτή ταχύτερα 
από τον κορµό του κύµατος κάτω από την επίδραση µιας οριζόντιας ταχύτητας και της 
βαρύτητας. Η κυµατική µορφή καταστρέφεται σε πολύ κεκλιµένους πυθµένες και σε κύµατα 
µέτριας αρχικής καµπυλότητας. Η θραύση ολοκληρώνεται σε µια σχετικά µικρού µήκους 
ζώνη θραύσης. 

Σχήµα 4.2: Ζώνες εκδήλωσης θραύσης        
                   (πηγή [125]) 
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III. Θραύση εφόρµησης (surging): η θραύση εµφανίζεται στη βάση της διατοµής. Το σύνολο 
του κύµατος συνεχίζει τη µετάδοσή του προς την ακτή και µετά την εµφάνιση της θραύσης. 

IV. Θραύση κατάρρευσης (collapsing): Εµφανίζεται σε κύµατα µε χαρακτηριστικά ανάλογα 
εκείνων στα οποία εµφανίζεται θραύση εφόρµησης. Κατατάσσεται ενδιάµεσα των τύπων 
κατάδυσης και εφόρµησης και χαρακτηρίζεται από το απαραµόρφωτο της κορυφής της 
διατοµής. Το εµπρόσθιο µέτωπο της διατοµής τείνει να γίνει κατακόρυφο στη βάση της 
διατοµής και στη συνέχεια να καταρρεύσει.  

Σε ακτή οµοιόµορφης κλίσης ο τύπος θραύσης καθορίζεται ως εξής: 
� Εφόρµησης / κατάρρευσης (surging / collapsing)                    �¦ > 3.3 
� Κατάδυσης (plunging)                                                     0.5 < �¦ < 3.3 
� Κύλισης (spilling)                                                                      �¦ < 0.5 
Πρέπει να σηµειωθεί ότι κύµατα εξαιρετικά µικρής καµπυλότητας (δηλαδή συνήθως µακρά 

κύµατα) δεν θραύονται συνήθως στις ακτές, αλλά ανακλώνται από αυτές. Στο σχήµα 4.3 
φαίνονται οι διάφοροι τύποι θραύσης κυµατισµών συναρτήσει της καµπυλότητας στα βαθιά και 
της κλίσης του πυθµένα.  

 

 
Σχήµα 4.3: Τύποι θραύσης κυµατισµών συναρτήσει της καµπυλότητας στα  

βαθιά (οριζόντιος άξονας) και της κλίσης του πυθµένα 
(κατακόρυφος άξονας) (πηγή: [94]) 
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Εικόνα 4.1: Θραύση κυµατισµών στη φύση (α) τύπου plunging (β) τύπου spilling 
(γ) τύπου surging (δ) τύπου collapsing  

 
 

 
Εικόνα 4.2: Θραύση κυµατισµών στο εργαστήριο  

 

 
 
 
 

(α)  (β) 

(γ) (δ) 
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4.2 ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΘΡΑΥΣΗΣ 
 
Αν δεν ξεπεραστούν κάποιες οριακές τιµές των βασικών γεωµετρικών χαρακτηριστικών των 

κυµατισµών H,L,d, οι κυµατισµοί είναι υδροδυναµικά ευσταθείς και τα γενεσιουργά αίτια κίνησης 
των µορίων του νερού συνεπάγονται τροχιές που είναι οµαλές καµπύλες. Το φαινόµενο της 
θραύσης είναι η κύρια εκδήλωση υδροδυναµικής αστάθειας στη διάδοση των κυµατισµών. Η 
καµπύλη της επιφάνειας του νερού γίνεται υδροδυναµικά ασταθής στην ανοιχτή θάλασσα όταν 
η καµπυλότητα [/�  ξεπεράσει µια κρίσιµη τιµή. Συγκεκριµένα, για νερά ενδιάµεσου βάθους η 
θεωρία υδροδυναµικής ευστάθειας δίνει το όριο: 

 |� = vô tanh	(��)                                                                                                                         (4.2) 

 

η οποία για βαθιά νερά γίνεται οριακά:    
|õ�õ < vô                                                                       (4.3) 

 
Στα ρηχά νερά η καµπύλη της επιφάνειας του νερού γίνεται υδροδυναµικά ασταθής όταν ο 

λόγος [/�  ξεπεράσει µια κρίσιµη τιµή. Στη ζώνη αυτή ο κυµατισµός έχει προσεγγίσει 
µορφολογικά µια σειρά µοναχικών κυµάτων. Εποµένως, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η ανάλυση 
του McCowan (1891) για µοναχικά κύµατα, ο οποίος προτείνει ένα όριο πέρα από το οποίο η 
υπέρβαση της φασικής ταχύτητας από την ταχύτητα των µορίων οδηγεί σε θραύση. 
Συγκεκριµένα: 

 
C = |F�F = 0.78                                                                                                                          (4.4) 

 
όπου ο δείκτης b υποδηλώνει θραύση. Τη θεωρία του µοναχικού κύµατος εφάρµοσε και ο Munk 
(1949) κάνοντας την παραδοχή της διατήρησης της ροής ενέργειας στον κεκλιµένο πυθµένα 
(απουσία ανάκλασης ενέργειας) και κατέληξε στη σχέση: 
 

[C = 0.3[¦ 3|õ�õ5
�v/¯

                                                                                                                  (4.5) 

 
Στην περίπτωση επενέργειας ενδιάµεσης διάθλασης, στη θέση του ύψους κύµατος στα βαθιά [¦ στη σχέση (4.5) πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα ισοδύναµο ύψος στα βαθιά αφού έχει 

επενεργήσει θεωρητικά σε αυτό η διάθλαση ([¦� = [¦�s , µε �s το συντελεστή διάθλασης). 
Οι Komar και Gaughan (1972) χρησιµοποίησαν τη γραµµική θεωρία του Airy για να 

υπολογίσουν τη ροή ενέργειας στη ζώνη ανοιχτής θάλασσας και στη ζώνη θραύσης. Εξίσωσαν 
τις δύο σχέσεις και αφού χρησιµοποίησαν και υφιστάµενα πειραµατικά δεδοµένα κατέληξαν στη 
σχέση θραύσης: 

 

[C = 0.56[¦ 3|õ�õ5
�v/Ä

                                                                                                                (4.6) 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4                         Η ΘΡΑΥΣΗ ΣΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ BOUSSINESQ 

 

148 
 

όπου αντίστοιχα πρέπει να χρησιµοποιηθεί το (unrefracted) ύψος κύµατος στα βαθιά [¦�  αντί 
του [¦ στην περίπτωση επενέργειας ενδιάµεσης διάθλασης. Οι σχέσεις (4.5) και (4.6) είναι 
ποιοτικά όµοιες και οι αριθµητικοί συντελεστές διαφέρουν λόγω των διαφορετικών θεωριών 
µετάδοσης κύµατος που χρησιµοποιήθηκαν στις δύο προσεγγίσεις. 
Αρκετές µελέτες έχουν δείξει πως η έναρξη της θραύσης εξαρτάται και από την κλίση του 

πυθµένα εκτός της καµπυλότητας του κύµατος. Χρησιµοποιώντας πειραµατικά δεδοµένα για τη 
θραύση µονοχρωµατικών κυµατισµών, ο Weggel (1972) κατέληξε στη σχέση: 

 
C = |F�F = � − � |F}Gr                                                                                                                   (4.7) 

 
που ισχύει για κλίσεις πυθµένα ���Ò ≤ 0.1 και ισοδύναµη καµπυλότητα στα βαθιά [¦�/�¦ ≤ 0.06. 
Οι παράµετροι � και � προσδιορίστηκαν εµπειρικά ως: 
 � = 43.8�1 − 9�v!�Í{Ï�                                                                                                             (4.8) 
 � = v.Äµ

v���X	.�¹rVº                                                                                                                          (4.9) 

 
Την επίδραση της κλίσης του πυθµένα κατέδειξαν και οι Le Méhauté και Koh (1967) που 

µελέτησαν πειραµατικά δεδοµένα για µονοχρωµατικά κύµατα και κατέληξαν στη σχέση 
θραύσης: 

 »F|õ = 0.76����Ò	v/ô 3|õ�õ5
�v/¹

                                                                                                    (4.10) 

 
που ισχύει για κλίσεις πυθµένα 0.02 ≤ ���Ò ≤ 0.2 και 0.002 ≤ ý¦/�¦ ≤ 0.09 (αντίστοιχα µε 
παραπάνω χρήση του [¦�  αντί του ý¦). 
Για κλίσεις πυθµένα ���Ò ≤ 0.01 ο Nelson (1994) προτείνει τη σχέση θραύσης: 
 

3»�5ØÍ� = 0.55 + 9�:�−0.012A¬�Ò	                                                                                         (4.11) 

 
Τέλος, για την περίπτωση πυθµένα σταθερού βάθους �E που ακολουθείται από κεκλιµένο 

πυθµένα, οι Moutzouris και Marcou (1978) κατέληξαν πειραµατικά στην εµπειρική σχέση: 
 »F|¯ = 1.8 3|¯�¯5

�¦.Ä��¯/�¯	õ.Ã
                                                                                                         (4.12) 

 
όπου ο δείκτης ο αναφέρεται στα χαρακτηριστικά του κύµατος στο τµήµα σταθερού βάθους. 
Εκτός των παραπάνω αναλυτικών κριτηρίων θραύσης για µονοχρωµατικούς κυµατισµούς, 

αρκετοί ερευνητές έχουν καταλήξει µέσα από πειραµατικές µελέτες στη σύνταξη διαγραµµάτων 
για τον υπολογισµό των κυµατικών χαρακτηριστικών στη γραµµή θραύσης. Ενδεικτικά 
αναφέρονται ο Iversen (1952) και τα διαγράµµατα της International Commission for the study of 
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Waves της PIANC (1973) που βασίζονται σε πειράµατα του Goda (1970). Στα σχήµατα 4.4 και 
4.5 παρουσιάζονται ενδεικτικά κάποια τέτοια διαγράµµατα. 

 

 
Σχήµα 4.4: ∆ιάγραµµα υπολογισµού του ύψους κύµατος θραύσης [C συναρτήσει  

του (unrefracted) ύψους κύµατος στα βαθιά [¦� , της περιόδου του 
κύµατος I και της κλίσης του πυθµένα \ (πηγή: [93]) 

 

 
Σχήµα 4.5: ∆ιάγραµµα υπολογισµού του βάθους θραύσης �C συναρτήσει  

του ύψους κύµατος θραύσης [C, της περιόδου του κύµατος I και της κλίσης του πυθµένα \ (πηγή: [93]) 
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Τα παραπάνω κριτήρια θραύσης ισχύουν για την περίπτωση διάδοσης µονοχρωµατικών 
κυµατισµών. Στην περίπτωση διάδοσης σύνθετων κυµατισµών δεν εµφανίζεται µοναδική 
γραµµή θραύσης, αλλά η εκκίνηση της θραύσης συµβαίνει µέσα σε µία πλατιά ζώνη λόγω των 
πολλών κυµατικών συνιστωσών. Μέσα στη ζώνη αυτή (saturated breaking zone) το ύψος 
κύµατος συνδέεται µε το τοπικό βάθος µέσω της σχέσης των Thornton και Guza (1983): 

 [@Ø¶,C = 0.42�                                                                                                                        (4.13) 
 
ή προσεγγιστικά 
 [Øõ,C = 0.6�                                                                                                                           (4.14) 

 
Παρότι αναµένεται κάποια µεταβλητότητα των [@Ø¶,C και [Øõ,C µε την καµπυλότητα του 

κύµατος και την κλίση του πυθµένα, δεν έχει διερευνηθεί πλήρως η εξάρτηση αυτή. Ενδεικτικά 
αναφέρεται ότι το φασµατικό αριθµητικό µοντέλο STWAVE των Smith et al. (2001) χρησιµοποιεί 
ένα τροποποιηµένο κριτήριο θραύσης του Miche (1951) ώστε να συµπεριλάβει την επίδραση 
του βάθους και της καµπυλότητας του κύµατος: 

 [Øõ,C = 0.1����ℎ���	                                                                                                             (4.15) 

 
 

4.3 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΥΜΑΤΩΝ ΕΝΤΟΣ ΤΗΣ ΖΩΝΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ 
 
Το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µε την εισαγωγή της θραύσης περιγράφει τη 

διάδοση κυµατισµών και εντός της ζώνης θραύσης (surf zone). Για αυτό το λόγο στην 
παράγραφο αυτή επιχειρείται µία συνοπτική περιγραφή της θεωρητικής προσέγγισης στη 
διάδοση των κυµάτων στη ζώνη θραύσης. 
Μετά την έναρξη της θραύσης στη γραµµή θραύσης, το κυµατικό προφίλ µεταβάλλεται 

απότοµα και η διαταραχή παίρνει τη µορφή ενός περιοδικού κινηµατικού κύµατος (bore). Το 
κύµα αυτό έχει χαρακτηριστικό πριονωτό (sawtooth) σχήµα και το µέτωπο του γίνεται σχεδόν 
κάθετο. Η απώλεια ενέργειας συνεχίζεται µέχρι την ακτογραµµή, ενώ σε περίπτωση µεταβολής 
του βάθους το κύµα ενδεχοµένως αναδιοργανώνεται και θραύεται ξανά σε µικρότερο βάθος. Ο 
µετασχηµατισµός του ύψους κύµατος εντός της ζώνης θραύσης επιδρά στο setup, την 
αναρρίχηση του κύµατος στην ακτή, στα παράκτια ρεύµατα και στην παράκτια στερεοµεταφορά. 
Συνεπώς, σηµαντικό θέµα είναι η αναδιοργάνωση των κυµατισµών µετά την πρώτη θραύση στη 
γραµµή θραύσης, µέσα στη ζώνη θραύσης ως το υψηλότερο σηµείο της ακτής όπου 
αναρριχώνται. Για τον υπολογισµό του ύψους κύµατος µονοχρωµατικών κυµατισµών εντός της 
ζώνης θραύσης εφαρµόζονται δύο µέθοδοι: 
♦ Μέθοδος της οµοιότητας (similarity method) 
♦ Μέθοδος της ροής ενέργειας (energy flux method) 
Η µέθοδος της οµοιότητας είναι η πιο απλή και βασίζεται στην υπόθεση ότι ο λόγος του ύψους 

κύµατος προς το βάθος διατηρείται σταθερός από τη γραµµή θραύσης ως την ακτογραµµή. 
∆ηλαδή: 
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[C = 
C�C                                                                                                                               (4.16) 
 
Η µέθοδος της οµοιότητας µπορεί να εφαρµοστεί µόνο σε ακτές µε µονοτονικά µειούµενο 

βάθος και δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα για κλίσεις πυθµένα περίπου 1/30. Σε πιο απότοµες 
κλίσεις υποεκτιµά το [C, ενώ σε πιο ήπιες το υπερεκτιµά. Στη θέση της ακτογραµµής ο Camfield 
(1991) δίνει µια συντηρητική εκτίµηση (για ήρεµη θάλασσα) 0.2[C για 0.01 ≤ ���Ò ≤ 0.1. Ο 
Koutitas (1994) για θραύσεις τύπου spilling ή ελαφρώς plunging �0.05 < � < 2	 δίνει: 

 
 = �¦.vô + 0.08                                                                                                                      (4.17) 
 
Η µέθοδος της ροής ενέργειας είναι πιο γενική. Για µόνιµες συνθήκες η διατήρηση της 

ενέργειας γράφεται: 
 

��ÙÝ$��� = −ñ                                                                                                                             (4.18) 

 
όπου δ είναι ο ρυθµός απώλειας ενέργειας ανά µονάδα επιφάνειας (όπως και η £	 εξαιτίας της 
θραύσης. Η παράµετρος δ µπορεί να εκφραστεί σύµφωνα µε τη θεωρία του υδραυλικού 
άλµατος κατά τον Le Méhauté (1962) ή σύµφωνα µε τους Dally et al. (1985): 
 ñ = �

� �£z} − £z},¶�                                                                                                                 (4.19) 

 
όπου b ≈ 0.15 είναι ένα εµπειρικός συντελεστής απόσβεσης και £z},¶ η ροή ενέργειας που 

αναφέρεται σε ένα σταθερό ύψος κύµατος: 
 [¶�ÍC;� = ¼�                                                                                                                            (4.20) 
 
όπου Γ ένας εµπειρικός συντελεστής µε τιµή περίπου 0.4. Το [¶�ÍC;� είναι το ύψος κύµατος στο 
οποίο σταµατάει η θραύση και µετά αναδιοργανώνεται το κύµα. Εφαρµόζοντας τη γραµµική 
θεωρία ρηχών νερών προκύπτει: 
 

��|r�X/r�
�� = O− �

� �[*�v/* − ¼*�Ä/*�, [ > [¶�ÍC;�0																																					, [ < [¶�ÍC;� �                                                                     (4.21) 

 
Σύνθετοι κυµατισµοί µε στατιστική απεικόνιση εκτός της ζώνης θραύσης (π.χ. κατανοµή υψών 

Rayleigh) µπορούν να αναλυθούν στις συνιστώσες τους και αυτές να "διοδευθούν" εντός της 
ζώνης θραύσης µέχρι το σηµείο ενδιαφέροντος. Εκεί γίνεται ανασύνταξη της στατιστικής 
απεικόνισης µε σύνθεση των διαφόρων συνιστωσών. 
Άλλος τρόπος είναι να θεωρηθεί κάποια κατανοµή υψών µέσα στη ζώνη θραύσης. Συνήθως 

χρησιµοποιείται η αποκοµµένη (truncated) κατανοµή Rayleigh σύµφωνα µε τη µέγιστη τιµή του 
ύψους κύµατος θραύσης στην υπόψη θέση. Η διαδικασία φαίνεται ενδεικτικά στο σχήµα 4.6 
κατά τον Goda (1999), ο οποίος αναφέρει ότι η truncated Rayleigh κατανοµή εφαρµόζεται 
καλύτερα στο µεσαίο τµήµα της ζώνης θραύσης, ενώ τόσο στην περιοχή της ακτογραµµής, όσο 
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και στο εξωτερικό όριο της ζώνης θραύσης η συνήθης κατανοµή Rayleigh δίνει καλύτερα 
αποτελέσµατα. 
Για την ποσότητα δ της σχέσης (4.18) οι Battjes 

και Janssen (1978) θεώρησαν: 
 ñ = v¹��ÉCQØ[ØÍ�*                                           (4.22) 

 
όπου [ØÍ� η µέγιστη τιµή του [C που αναφέρθηκε 
παραπάνω, QØ η µέση συχνότητα κυµατισµών και ÉC το ποσοστό των θραυόµενων κυµατισµών. 
Θεωρώντας ότι τα ύψη κύµατος ακολουθούν 

κατανοµή Rayleigh και θέτοντας � = |<ìø|ìræ 
προκύπτει: 
 ÉC = 9�: 3− v�ËFCr 5                                          (4.23) 

 
Η περιγραφή της εκκίνησης και της εξέλιξης της 

θραύσης και η προσοµοίωση της διάδοσης των 
κυµατισµών εντός της ζώνης θραύσης και 
διαβροχής, αποτελούν αντικείµενο έρευνας 
σχετικής µε τα µοντέλα Boussinesq. Μάλιστα, τις 
τελευταίες δύο δεκαετίες έχει συντελεστεί 
σηµαντική πρόοδος σε θεωρητικό και πειραµατικό  
επίπεδο. Για το λόγο αυτό υπάρχει εκτενής βιβλιογραφία σχετικά µε την εισαγωγή της θραύσης 
σε µοντέλα Boussinesq. Οι τρεις κύριοι τρόποι προσοµοίωσης της θραύσης είναι: 
� Το µοντέλο του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller model) 
� Το µοντέλο τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity model) 
� Το µοντέλο στροβιλότητας (vorticity model) 
Επίσης, έχουν προταθεί µέθοδοι προσοµοίωσης που συνδυάζουν τα δύο πρώτα µοντέλα 

(Karambas και Tozer (2003)). Στην παρούσα διπλωµατική η προσθήκη της θραύσης στο 
µοντέλο των Karambas και Memos (2009) επιχειρείται ακολουθώντας την πρόταση των 
Cienfuegos et al. (2006, 2010) που ουσιαστικά συνδυάζει τα µοντέλα του επιφανειακού 
κυλίνδρου και της τυρβώδους συνεκτικότητας λαµβάνοντας υπόψη την επιρροή του 
επιφανειακού κυλίνδρου και στην εξίσωση συνέχειας µε έναν επιπλέον όρο θραύσης. Στις 
επόµενες δύο παραγράφους περιγράφονται τα µοντέλα θραύσης του επιφανειακού κυλίνδρου 
και της τυρβώδους συνεκτικότητας, καθώς και οι προσθήκη τους στο µοντέλο των Karambas και 
Memos (2009). Για λόγους πληρότητας γίνεται και µια συνοπτική περιγραφή του µοντέλου 
στροβιλότητας.  

 
 
 
 

Σχήµα 4.6: Αποκοµµένη κατανοµή υψών εντός  
  της ζώνης θραύσης (πηγή: [62]) 
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4.4 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΟΥ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟΥ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΥ (SURFACE 
ROLLER MODEL) 

 
Ο Engelund (1981) περιέγραψε ένα ελαφρύ υδραυλικό άλµα θεωρώντας ένα επιπλέον όρο 

πίεσης στην ολοκληρωµένη στο βάθος εξίσωση ορµής που προέρχεται από την παρουσία ενός 
επιφανειακού υδάτινου κυλίνδρου (surface roller). Χρησιµοποιώντας την αναλογία µιας 
ξεχωριστής ροής διαχυτήρων η γωνία της διεπιφάνειας ανάµεσα στον κύλινδρο και την 
υποκείµενη οργανωµένη ροή εκτιµήθηκε περίπου ίση µε 10°. 
Ο Deigaard (1989) ακολούθησε τις ιδέες του Engelund και εισήγαγε τη θεώρηση του 

επιφανειακού κυλίνδρου σε ένα µοντέλο Boussinesq που βασιζόταν αρχικά στις εξισώσεις των 
Abbott et al. (1978). Έγινε η υπόθεση ότι ο επιφανειακός κύλινδρος είναι µια µάζα νερού που 
κινείται µε την ταχύτητα του κύµατος. Η θραύση του κύµατος ξεκινούσε όταν η τοπική κλίση του 
µετώπου του κύµατος ξεπερνούσε την οριακή τιµή που προσδιόρισε ο Engelund. Η θραύση 
σταµατούσε όταν η κλίση του µετώπου του κύµατος γινόταν µικρότερη της τιµής ���10°. 
Οι Brocchini et al. (1991,1992) ποσοτικοποίησαν τη διατµητική τάση στη διεπιφάνεια του 

επιφανειακού κυλίνδρου και της υποκείµενης ροής κάνοντας την υπόθεση ότι η πίεση µέσα στον 
κύλινδρο είναι υδροστατική. Το αποτέλεσµα αυτό συµπεριλήφθηκε στις εξισώσεις τύπου 
Boussinesq και συνδυάστηκε µε µία εµπειρική σχέση για τον εντοπισµό και την ανάπτυξη του 
επιφανειακού κυλίνδρου. Η εφαρµογή αυτού του µοντέλου θραύσης έδειξε ικανοποιητική 
συµφωνία µε πειραµατικά δεδοµένα. 
Οι Madsen και Svendsen (1983) και οι Svendsen και Madsen (1984) ανέπτυξαν ένα θεωρητικό 

µοντέλο για την περιγραφή του µετώπου ενός τυρβώδους κυµατικού τµήµατος που κινείται σε 
οριζόντιο ή κεκλιµένο πυθµένα. Σε αυτή την προσέγγιση, µια πλήρως τυρβώδης ροή διάτµησης 
θεωρήθηκε στο ανώτερο τµήµα της υδάτινης στήλης, ενώ στο κατώτερο στρώµα θεωρήθηκε µία 
πρακτικά αστρόβιλη ροή. Οι ολοκληρωµένες ως προς το βάθος εξισώσεις συνέχειας, ορµής και 
ενέργειας επιλύονταν ταυτόχρονα µε µία ολοκληρωµένη µόνο στην τυρβώδη περιοχή εξίσωση 
ορµής. Χωρίς τη θεώρηση της τύρβης, το σύστηµα των εξισώσεων που προτείνουν οι 
συγγραφείς µεταπίπτει στο σύστηµα των µη-γραµµικών εξισώσεων ρηχών νερών. Ένα 
σηµαντικό συµπέρασµα από τις δύο αυτές µελέτες είναι το γεγονός ότι το απλοποιηµένο 
φαινόµενο της θραύσης µπορεί να συµπεριληφθεί στις εξισώσεις ορµής µε την υπόθεση της 
αναδιανοµής της οριζόντιας ταχύτητας σε σχέση µε την κατακόρυφη. Αυτό οδηγεί σε 
πρόσθετους όρους συναγωγής στις ολοκληρωµένες στο βάθος εξισώσεις ορµής.   
Οι ιδέες που περιγράφηκαν παραπάνω ακολουθήθηκαν από τους Schäffer et al. (1993), οι 

οποίοι συµπεριέλαβαν το φαινόµενο της θραύσης τύπου spilling σε ένα σετ εξισώσεων τύπου 
Boussinesq παρόµοιο µε αυτό του Peregrine (1967). Οι υπολογισµοί έγιναν σε µία οριζόντια 
διάσταση χρησιµοποιώντας τη θεώρηση του επιφανειακού κυλίνδρου. Βασιζόµενοι στην 
υπόθεση της οµοιόµορφης κατακόρυφης κατανοµής της οριζόντιας ταχύτητας σε ένα µη 
θραυόµενο κύµα, πρόσθεσαν έναν επιπλέον συναγωγικό όρο ορµής λόγω θραύσης στην 
ολοκληρωµένη στο βάθος εξίσωση ορµής υιοθετώντας το ανοµοιόµορφο προφίλ ταχύτητας που 
πρότεινε ο Svendsen (1984) (σχήµα 4.7). Συµφωνώντας µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα του 
Stive (1980), η ταχύτητα του επιφανειακού κυλίνδρου εισήχθη στο µοντέλο ως 1.3 φορές η 
ταχύτητα διάδοσης γραµµικού κυµατισµού σε ρηχά νερά. Η θραύση του κύµατος ξεκινούσε όταν 
η µέγιστη κλίση του µετώπου του κυµατισµού ξεπερνούσε µια αρχική οριακή τιµή. Παρόµοια, η 
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θραύση τερµατιζόταν όταν η µέγιστη κλίση του µετώπου του κύµατος γινόταν µικρότερη από µία 
άλλη τελική οριακή τιµή µικρότερη της οριακής τιµής έναρξης της θραύσης. 

 
 

 
 

Σχήµα 4.7: Προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική  
 του επιφανειακού κυλίνδρου (πηγή: [149]) 

 

Η χρονική εξέλιξη του πάχους του επιφανειακού κυλίνδρου προσδιοριζόταν γεωµετρικά 
προδιαγράφοντας ένα νόµο χρονικής εξέλιξης της κλίσης της διεπιφάνειας του επιφανειακού 
κυλίνδρου µε το υποκείµενο στρώµα οργανωµένης ροής. Εκτός από τις παραµέτρους που 
περιγράφουν την έναρξη και τη λήξη της θραύσης, το µοντέλο ενσωµατώνει και µία χρονική 
κλίµακα για την ανάπτυξη του επιφανειακού κυλίνδρου, όπως επίσης και µία παράµετρο 
σχήµατος που αναφέρεται στο θεµελιώδη τρόπο διαχωρισµού του επιφανειακού κυλίνδρου από 
την υποκείµενη ροή. Μετά από επαλήθευση µε πειραµατικά δεδοµένα, πιστοποιήθηκε ότι το 
µοντέλο των Schäffer et al. (1993) προβλέπει ικανοποιητικά τη διαφοροποίηση της µέσης 
στάθµης ύδατος και του ύψους κύµατος πριν, κατά τη διάρκεια και µετά την έναρξη της 
θραύσης. Ιδιαίτερα, δόθηκε έµφαση στο γεγονός ότι το µοντέλο αποδείχθηκε ικανό να εκτιµήσει 
το σηµείο στο οποίο η µέση στάθµη κυµατισµών αρχίζει να ανυψώνεται. Το γεγονός αυτό 
δείχνει ότι το µοντέλο αναπαράγει σωστά το φαινόµενο της ραγδαίας µετατροπής της δυναµικής 
ενέργειας σε κινητική στην εξωτερική µεταβατική περιοχή λίγο πριν τη θραύση. Εν τω µεταξύ, οι 
Schäffer et al. (1992) είχαν επεκτείνει το µοντέλο για τη ζώνη θραύσης σε δύο οριζόντιες 
διαστάσεις, παρουσιάζοντας και ένα προκαταρκτικό παράδειγµα. 
Από το σχήµα 4.7 προκύπτει ότι το προφίλ της ταχύτητας που θεώρησαν οι Schäffer et al. 

(1993) κατά τη θραύση στη µονοδιάστατη περίπτωση, έχει εξίσωση: 
 a = �A,																	� − ñ ≤ y ≤ �a¦, 								 −� ≤ y ≤ � − ñ �                                                                                                  (4.24) 

 
οπότε ολοκληρώνοντας την εξίσωση ορµής στο βάθος και θέτοντας: 
 

ù = �a�y�
�� 																																																																																																																																																													(4.25) 
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την ολοκληρωµένη στο βάθος οριζόντια ταχύτητα, ο επιπλέον όρος ορµής που οφείλεται στην 
ύπαρξη του επιφανειακού κυλίνδρου γράφεται: 
 * = ñ 3A − ��5* 31 − ��5�v                                                                                                         (4.26) 

 
Οι Madsen et al. (1997) επέκτειναν επίσης την εφαρµογή του µοντέλου του επιφανειακού 

κυλίνδρου σε δύο διαστάσεις. Στο σχήµα 4.8 φαίνεται το προφίλ της ταχύτητας που θεώρησαν. 
 

 
 

Σχήµα 4.8: Προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική  
 του επιφανειακού κυλίνδρου (πηγή: [111]) 

 

Κατ' αναλογία µε την εργασία των Schäffer et al. (1993), οι όροι που προσθέτουν οι Madsen et 
al. (1997a) *��,*�t,*tt στις εξισώσεις ορµής αντιστοιχούν στην επιπρόσθετη ορµή, η οποία 

προκύπτει από την ανοµοιόµορφη κατανοµή της ταχύτητας λόγω της παρουσίας του 
επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller) και δίνονται από τις σχέσεις: 

 *�� = �v��/� 3A� − ��5*                                                                                                              (4.27) 

 *�t = �v��/� 3A� − ��5 3At − Ë�5                                                                                                  (4.28) 

 *tt = �v��/� 3At − Ë�5*                                                                                                              (4.29) 

 
όπου ñ = ñ(�,�, �) είναι το πάχος του επιφανειακού κυλίνδρου, A� και At οι συνιστώσες της 

ταχύτητας φάσης και ù, É οι ολοκληρωµένες στο βάθος συνιστώσες της οριζόντιας ταχύτητας 
κατά x και y αντίστοιχα. 
Ο χρονικός και χωρικός προσδιορισµός των επιφανειακών κυλίνδρων βασίζονται σε µια 

γεωµετρική προσέγγιση, όπως προτείνεται από τους Schäffer et al. (1993). Καθώς ένας 
κυµατισµός προωθείται προς την ακτογραµµή υφιστάµενος τη ρήχωση, η τοπική κλίση του 
µετώπου του αυξάνει, γίνεται ασταθής και ξεκινάει η θραύση του. Υποθέτοντας ότι για ένα µη 
θραυόµενο κυµατισµό, η µέγιστη τοπική κλίση του µετώπου του είναι ���®, τότε θεωρείται ότι η 
θραύση ξεκινά όταν η κλίση του µετώπου ξεπεράσει τη µέγιστη αυτή τιµή. Επιπλέον, οι Schäffer 
et al. (1993) θεωρούν ότι η υδάτινη περιοχή πάνω από την κρίσιµη αυτή κλίση ανήκει στον 
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επιφανειακό κύλινδρο (σχήµα 4.9). Η θραύση σταµατάει όταν η τοπική κλίση γίνει µικρότερη 
από ���®. 

 
 

 
Σχήµα 4.9: (a) Γεωµετρικός προσδιορισµός του επιφανειακού κυλίνδρου 

 (b) ο ίδιος κύλινδρος µε συντελεστή σχήµατος Q� = 1.5 (πηγή:  
[149]) 

 

Η έναρξη της θραύσης συµβαίνει όταν ® = ®é	και βαθµιαία η κρίσιµη γωνία ® µεταβάλλεται ως 
την τιµή λήξης της θραύσης ® = ®¦ 	(®¦ < ®é) . Επειδή συχνά οι µεταβολές λόγω θραύσης 
είναι αρκετά απότοµες, οι Schäffer et al. (1993) προτείνουν έναν εκθετικό νόµο µείωσης της ���® µε το χρόνο: 

 ���®(�) = ���®¦ + (���®é − ���®¦)9�: 3−��2 ���½�∗ 5                                                             (4.30) 

 
όπου �∗ είναι η χρονική κλίµακα για την ανάπτυξη του επιφανειακού κυλίνδρου και �é είναι ο 
χρόνος έναρξης της θραύσης. Τοπικά, ο επιφανειακός κύλινδρος ορίζεται ως το υδάτινο τµήµα 
πάνω από την κλίση ���® και η θραύση τερµατίζεται όταν η µέγιστη τοπική κλίση γίνει 
µικρότερη από  ���®. Μετά τον προσδιορισµό του κυλίνδρου σε κάθε χρονικό βήµα, το πάχος 
του (roller thickness) δ πολλαπλασιάζεται µε ένα συντελεστή σχήµατος Q� πριν την εισαγωγή 
του στην εξίσωση (4.26) (µονοδιάστατη περίπτωση). Στη δισδιάστατη περίπτωση ο πόδας του 
κυλίνδρου είναι καµπύλη και όχι µεµονωµένο σηµείο. Εποµένως, η κρίσιµη κλίση ���®(�) 
µεταβάλλεται κατά πλάτος, σε αντίθεση µε τη µονοδιάστατη περίπτωση που είναι σταθερή σε 
κάθε κύλινδρο. Το γεγονός αυτό κάνει τον προσδιορισµό του κυλίνδρου πολύπλοκο 
υπολογιστικά. 
Ένα µειονέκτηµα αυτού του προσδιορισµού των επιφανειακών κυλίνδρων είναι ότι εκτός της 

γωνίας ®é, εξαρτάται και από τις τρεις παραµέτρους ®¦	, �∗ (αναφέρεται και ως �v/*) και Q�. Οι 

Madsen et al. (1997a) ύστερα από διερεύνηση κατέληξαν στα εξής συµπεράσµατα: 
� Η τιµή της γωνίας ®¦	δεν είναι κρίσιµη σε εφαρµογές όπου η θραύση συνεχίζεται ως την 

ακτογραµµή. Βασιζόµενος στην αναλογία µε το υδραυλικό άλµα, ο Deigaard (1989) εκτίµησε 
ότι το ®¦	 είναι της τάξης των 10°, τιµή την οποία υιοθέτησαν οι συγγραφείς αν και σε 
ορισµένες περιπτώσεις (π.χ. θραύση πάνω από το οριζόντιο τµήµα ύφαλου τραπεζίου) η τιµή 
του ®¦	µειώνεται σε 7°-8° µε ανάλογη µείωση του ®é. 

� Η παράµετρος �v/* καθορίζει το χρονικό διάστηµα µετάβασης µεταξύ των γωνιών έναρξης και 

λήξης της θραύσης. Ελέγχθηκε η επιρροή της παραµέτρου αυτής όταν λαµβάνει τιµές από í/10 ως I/2, όπου I η περίοδος µονοχρωµατικών κυµατισµών ή µια χαρακτηριστική 
περίοδος για σύνθετους κυµατισµούς. Μία αύξηση του �v/* επηρεάζει την περιοχή του 
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επιφανειακού κυλίνδρου µε δύο τρόπους: αυξάνει η µέγιστη τιµή του δ και µειώνεται η αρχική 
ανάπτυξη του κυλίνδρου. Εποµένως, προκύπτει µία ελαφρώς ηπιότερη µείωση του ύψους 
κύµατος. Οι συγγραφείς υιοθέτησαν την τιµή	í/5 . 

� Ελέγχθηκαν τιµές της παραµέτρου σχήµατος Q�  από 1.0 ως 2.0. Παρότι µία µεγάλη τιµή του Q� δίνει στιγµιαία ένα παχύ επιφανειακό κύλινδρο, η συνολική επιρροή µέσα στο χρόνο είναι 
µικρή. Μία εξήγηση αυτού του αποτελέσµατος είναι το γεγονός ότι ένα µεγάλο Q� (άρα µεγάλο 
δ) αυξάνει την απώλεια ενέργειας και εποµένως το δ µειώνεται στα επόµενα χρονικά βήµατα. 
Οι συγγραφείς θεώρησαν την τιµή Q� = 1.5. Οι Schäffer et al. (1993) υιοθετούν αυτή την τιµή 
για θραύσεις τύπου spilling. Οι Ozanne et al. (2000) συµφωνούν µε την άποψη αυτή, αλλά 
για θραύσεις τύπου plunging προτείνουν Q� = 2.0 . 

Οι Schäffer et al. (1993) και οι Madsen et al. (1997a) ύστερα από πολλές δοκιµές θραύσης 
τύπου spilling σε ακτές µε επίπεδη κλίση πυθµένα, κατέληξαν ότι προκύπτουν αποδεκτά 
αποτελέσµατα χρησιµοποιώντας την τιµή ®é = 20°. Όπως όµως αναφέρουν, η τιµή αυτή δεν 
είναι κατάλληλη για θραύση τύπου plunging. Βασιζόµενοι στις µετρήσεις τους, σηµείωσαν ότι η 
θραύση τύπου κατάδυσης (plunging) απαιτεί µια ελαφρά αύξηση στις γωνίες θραύσης, ενώ η 
θραύση πάνω από ύφαλο τραπέζιο απαιτεί µείωση των γωνιών. Στο σχήµα 4.10 παρουσιάζεται 
από τους Madsen et al. (1997a) η χωρική µεταβολή του σηµαντικού ύψους κύµατος για το 
πείραµα των Beji και Battjes (1993) για τρεις διαφορετικές οµάδες τιµών των παραµέτρων του 
µοντέλου τους. Από τη σύγκριση είναι εµφανές ότι η περίπτωση (α) δίνει τα καλύτερα 
αποτελέσµατα, ενώ το σετ τιµών της περίπτωσης (β) υποεκτιµά το ύψος κύµατος στη ζώνη 
θραύσης και µετά από αυτή.  

 

 
Σχήµα 4.10: Χωρική µεταβολή του σηµαντικού ύψους κύµατος και βυθοµετρία του πειράµατος των 

Beji και Battjes (1993) (α) µοντέλο των Madsen et al. (1997a) µε τιµές �®é , ®¦	 =�20°, 10°	 (συνεχής γραµµή) (β) µοντέλο των Madsen et al. (1997a) µε τιµές �®é , ®¦	 =�14°, 7°	 (διακεκοµµένη γραµµή) (γ) µοντέλο των Madsen et al. (1997a) χωρίς θραύση 
(τελείες) (δ) πειραµατικές τιµές (κύκλοι) (πηγή: [111]) 
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Προφανώς, η επιλογή της παραµέτρου ®é είναι στενά συνδεδεµένη µε την τελική ακρίβεια των 
υπολογισµών της ελεύθερης επιφάνειας πριν ξεκινήσει η θραύση. Επίσης, αξίζει να αναφερθεί η 
παρατήρηση των Schäffer et al. (1993), οι οποίοι αναφέρουν ότι κοντά στο σηµείο θραύσης οι 
συνθήκες είναι ισχυρά µη-γραµµικές ενώ τα συνήθη µοντέλα τύπου Boussinesq είναι ήπιας µη-
γραµµικότητας και πιθανόν να υποεκτιµούν τη µέγιστη τοπική κλίση της ελεύθερης επιφάνειας. 
Οπότε, για τη ρεαλιστική περιγραφή του σηµείου θραύσης αποδεικνύεται συχνά 
αποτελεσµατική µία µικρότερη τιµή της ���®. 
Το µοντέλο θραύσης των Schäffer et al. (1993) υιοθετήθηκε και από τους Karambas και 

Koutitas (2002), οι οποίοι θεώρησαν τις τιµές: ®é = 23°	, ®¦ = 10°	 και �v/* = I/10. Οι Memos et 

al. (2005) δίνουν ένα διαφορετικό τρόπο υπολογισµού του όρου ορµής του επιφανειακού 
κυλίνδρου: 

 

î. = �� + �	a_̀ ¦* + ñ�À* − a_̀ ¦*�                                                                                              (4.31) 
 
όπου a_̀ E = �aE , 4E	 είναι µία ταχύτητα των µορίων του νερού κοντά στον πυθµένα (near bottom 
velocity) (παράγραφος 3.7) που υπολογίζεται από τη σχέση (3.139) και À = �A�, At� το διάνυσµα 

της ταχύτητας µεταφοράς του επιφανειακού κυλίνδρου, οι συνιστώσες του οποίου 
υπολογίζονται από τη σχέση (3.140). Οι Memos et al. (2005) υιοθέτησαν τις τιµές: ®é =20°	, ®¦ = 10°	, Q� = 1.5 και �v/* = Î /5 µε Î  την περίοδο αιχµής για σύνθετους κυµατισµούς. 

Ουσιαστική παράµετρος στη µέθοδο θραύσης του επιφανειακού κυλίνδρου είναι η ταχύτητα 
µεταφοράς του κυλίνδρου À . Οι Schäffer et al. (1993) χρησιµοποιούν για τη µονοδιάστατη 
περίπτωση τη σχέση: 

 

A = 1.3§��                                                                                                                             (4.32) 
 
Η πρότασή τους αυτή επαληθεύεται από τα πειράµατα του Stive (1980) όπου προκύπτει ότι 

ένα χαρακτηριστικό σηµείο στο µέτωπο ενός θραυόµενου κυµατισµού (π.χ. η κορυφή ή η κοιλία) 
κινείται µε ταχύτητα 20-30% υψηλότερη από την ταχύτητα διάδοσης γραµµικών κυµατισµών σε 
ρηχά νερά. Οι συγγραφείς αναφέρουν ότι ένας πιο προχωρηµένος υπολογισµός της ταχύτητας 
c απευθείας από την αριθµητική λύση και η επανατροφοδότηση του µοντέλου µε αυτή, ως 
εκείνη τη χρονική στιγµή (1993) δεν είχε επιτευχθεί, καθότι οδηγούσε σε αστάθειες. Βέβαια, η 
άποψη αυτή ανατράπηκε από µετέπειτα µελέτες. 
Όπως αναφέρουν οι Madsen et al. (1997a), η ταχύτητα c από τη σχέση (4.32) δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα για απλούς κυµατισµούς, εκτός από τη ζώνη διαβροχής (swash 
zone). Αντίθετα, για οµάδες κυµατισµών ή σύνθετους κυµατισµούς, η απλή αυτή προσέγγιση 
είναι ανεπαρκής καθότι δεν µπορεί να ενσωµατώσει φαινόµενα όπως π.χ. η αλληλεπίδραση 
µακρών και βραχέων κυµατισµών στις ζώνες απόσβεσης και διαβροχής. 
Για το λόγο αυτό οι συγγραφείς πρότειναν µια καινούργια προσέγγιση προσδιορίζοντας την 

ταχύτητα À  από το στιγµιαίο κυµατικό πεδίο και επανατροφοδοτώντας το µε αυτή. Τοπικά, 
έκαναν την υπόθεση ότι η ελεύθερη επιφάνεια µπορεί να εκφραστεί ως � = ���� − ��� − �t�� 
που αντιστοιχεί στη διάδοση απλού κυµατικού πεδίου, οπότε εξ ορισµού: 
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�A�, At� = ���, �t� ~�r                                                                                                               (4.33) 

 
και σε όρους ελεύθερης επιφάνειας προκύπτει: 
 3»æ»�5 =  W´WæW´W�# �W´W¹3W´Wæ5r�3W´W�5r                                                                                                             (4.34) 

 
η οποία εφαρµόζεται στο σηµείο κάθε κυµατικού µετώπου που έχει την πιο απότοµη κλίση. Η 
µέθοδος αυτή δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα τόσο για απλούς, όσο και για σύνθετους 
κυµατισµούς. Ωστόσο, οι συγγραφείς αναφέρουν ότι αυτός ο προσδιορισµός της À από το 
µοντέλο και η εκ νέου εισαγωγή της σε αυτό, µπορεί να οδηγήσει σε αστάθειες και θόρυβο, 
καθιστώντας απαραίτητη τη χρήση κατάλληλων αριθµητικών φίλτρων. Οι Madsen et al. (1997a) 
παρουσίασαν µια σύγκριση µεταξύ της ταχύτητας του κύµατος από διάφορες θεωρίες και όπως 
προκύπτει από εφαρµογή του αµφίδροµου υπολογισµού της ταχύτητας του κυλίνδρου στο 
µοντέλο τους σε σχέση µε το πείραµα που παρουσιάστηκε από τον Stive (1984) για απλούς 
θραυόµενους κυµατισµούς σε ακτή κλίσης 1/40 (σχήµα 4.11). Στην ίδια λογική του αµφίδροµου 
υπολογισµού της À από το κυµατικό πεδίο και της εν συνεχεία ανανέωσης του µοντέλου µε 
αυτή, βρίσκεται και η πρόταση των Memos et al. (2005) που βασίζεται στην εργασία των 
Sørensen et al. (1998). 
 

 
Σχήµα 4.11: Χωρική µεταβολή της ταχύτητας διάδοσης του κύµατος για το πείραµα του 

 Stive (1980) (1) αµφίδροµος υπολογισµός ταχύτητας κυλίνδρου από το 
µοντέλο των Madsen et al. (1997a)  (2) ταχύτητα κυµατισµών γραµµικής 

θεωρίας Stokes  (3) A = §��  (4) A = 1.3§��   (o) πειραµατικά δεδοµένα 

(πηγή: [111]) 
 

Ο Koutsourelakis (2009) εισήγαγε τη θραύση στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 
σύµφωνα µε το κριτήριο του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller). Για τους επιπλέον όρους 
ορµής λόγω του κυλίνδρου χρησιµοποίησε την ανάπτυξη των Schäffer et al. (1993), ενώ ως 
ταχύτητα µεταφοράς του επιφανειακού κυλίνδρου χρησιµοποιήθηκε αυτή που προκύπτει από τη 
γραµµική θεωρία κυµατισµών. Το µοντέλο επαληθεύτηκε για µονοχρωµατικούς απλούς 
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κυµατισµούς (2009) σύµφωνα µε το πείραµα των Beji και Battjes (1993) και όσον αφορά στις 
γωνίες θραύσης ελέγχθηκαν τα ζεύγη τιµών (®é, ®¦) = (20°, 10°	, �®é, ®¦	 = �14°, 7°	 και �®é, ®¦	 = �18°,9°	. Για το µεταβατικό χρόνο �v/* ελέγχθηκαν οι τιµές 0.2í και 0.1í. Ο 

συγγραφέας αναφέρει ότι για θραύση τύπου spilling εφαρµόστηκε συντελεστής σχήµατος Q� = 1.5 , ενώ για θραύση τύπου plunging Q� = 2.0. 
Επίσης, το µοντέλο επαληθεύτηκε από τους Koutsourelakis και Memos (2011) για 

θραυόµενους σύνθετους κυµατισµούς σύµφωνα µε το πείραµα των Luth et al. (1993) και 
χρησιµοποιήθηκε το ζεύγος τιµών �®é, ®¦	 = �20°, 10°	.   

 
 

4.5 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΗΣ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΣΥΝΕΚΤΙΚΟΤΗΤΑΣ (EDDY 
VISCOSITY MODEL) 

 
Η θραύση των κυµατισµών συµπεριλήφθηκε αρχικά στις εξισώσεις τύπου Boussinesq από 

τους Tao (1983) και Abbott et al. (1983), οι οποίοι εισήγαγαν ένα όρο τυρβώδους 
συνεκτικότητας (eddy viscosity term) στην ολοκληρωµένη στο βάθος εξίσωση ορµής (Hamm et 
al. (1993)). Ο όρος αυτός εκφράστηκε ως το γινόµενο των οριζόντιων βαθµίδων της 
θεωρούµενης ροϊκής µεταβλητής και ενός τοπικού συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας, 
σχετιζόµενου µε το βάθος του νερού και την τυρβώδη κινητική ενέργεια. Για τον προσδιορισµό 
του όρου αυτού ορίστηκε ένα µήκος ανάµιξης, σχετιζόµενου µε το βάθος και µία κλίµακα 
ταχύτητας, σχετιζόµενη µε τη στιγµιαία τυρβώδη κινητική ενέργεια. Η διακύµανση της ενέργειας 
αυτής προέκυπτε από την επίλυση µίας εξαρτώµενης από το χρόνο εξίσωσης µεταφοράς. 
Ωστόσο, το µειονέκτηµα της µεθόδου τους ήταν ότι δεν υπήρχε πρόβλεψη ή κριτήρια έναρξης 
της θραύσης. 
Την ίδια τεχνική ακολούθησαν και οι Karambas et al. (1990,1991), όµως ο τοπικός 

συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας προσδιορίστηκε χρησιµοποιώντας ένα απλό αλγεβρικό 
κλείσιµο (closure) ανάλογο της ταχύτητας διάδοσης κυµατισµών σε ρηχά νερά σύµφωνα µε τη 
γραµµική θεωρία και του βάθους: 

 

4+ = Ò]v/¯§��                                                                                                                       (4.35) 
 
όπου s η κλίση της ακτής και β παράµετρος τάξης &�1	. 
Ο Zelt (1991) πρότεινε επίσης ένα µοντέλο θραύσης τυρβώδους συνεκτικότητας βασιζόµενος 

στην εργασία των Heitner και Housner (1970) που συµπεριέλαβαν όρους τεχνητής διάχυσης για 
την περιγραφή της διάδοσης tsunami. Το µοντέλο του περιέγραφε τη θραύση και αναρρίχηση 
µοναχικών κυµατισµών µε τη βοήθεια ενός µοντέλου τύπου Boussinesq σε συντεταγµένες 
Lagrange. Ωστόσο, κατά τη µετατροπή του όρου συνεκτικότητας σε συντεταγµένες Euler χάνει 
τη συντηρητική µορφή του. Συγκεκριµένα, ο όρος τυρβώδους συνεκτικότητας στο µοντέλο του 
γραφόταν: 

 

¿C@�Í� = �
�� =4� 3����5�v �.

��>                                                                                                        (4.36) 
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όπου α είναι η τετµηµένη Lagrange και ο συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας προτάθηκε: 
 4� = −Èñ*ℎ*() 3����5�¯ �.��                                                                                                      (4.37) 

 
µε την παράµετρο δ ~2, ℎ() το τοπικό βάθος και B παράγοντας που εισάγει ένα κριτήριο 
θραύσης: 
 

È = � 1																									, a� ≤ 2a�∗3.R.R∗ − 15^ 									 , 2a�∗ < a� ≤ a�∗			0																					,							a� > a�∗ 					
�                                                                                     (4.38) 

 

όπου a� = �.
�� , : = 1 και a�∗  η οριακή ταχύτητα κατά τη θραύση µοναχικού κύµατος: 

 

a�∗ = −0.3Ô }
+��	 3����5¯/*                                                                                                           (4.39) 

 
Οι Karambas και Koutitas (1992) πρότειναν µια πιο εξελιγµένη και πολύπλοκη µεθοδολογία 

στην οποία η τυρβώδης συνεκτικότητα προσδιορίστηκε βάσει της υπόθεσης ότι η τύρβη 
παράγεται στο µέτωπο του θραυόµενου κύµατος και στα απόνερα του προηγηθέντος κύµατος. 
Η θέση της έναρξης της θραύσης και το πλάτος της ζώνης θραύσης προσδιορίστηκαν βάσει 
εµπειρικών σχέσεων. Το µοντέλο τους επαληθεύτηκε µε πειραµατικά δεδοµένα για 
θραυόµενους απλούς µονοχρωµατικούς κυµατισµούς  σε ακτή σταθερής κλίσης και 
αποδείχθηκε ότι προβλέπει επακριβώς τη διακύµανση του ύψους κύµατος πριν, κατά τη 
διάρκεια και µετά την έναρξη της θραύσης. Ωστόσο, δεν περιγράφει ικανοποιητικά το wave 
setup και υπάρχουν ενδείξεις ότι δεν ικανοποιεί τη διατήρηση της µάζας και της ορµής. 
Οι Schäffer et al. (1993) σηµείωσαν ότι το κύριο µειονέκτηµα των µοντέλων θραύσης 

τυρβώδους συνεκτικότητας είναι ότι προϋποθέτουν τη µορφή της σχέσης µεταξύ της σκέδασης 
της ενέργειας και των οριζόντιων βαθµίδων της οριζόντιας ροϊκής µεταβλητής. Η απόσβεση της 
ενέργειας εξαρτάται γενικά από τις κατακόρυφες βαθµίδες του προφίλ της οριζόντιας ταχύτητας 
σύµφωνα µε τον Madsen (1981) και γι' αυτό οι µεθοδολογίες θραύσης της τυρβώδους 
συνεκτικότητας διαφοροποιούνται οριακά µόνο στη χρησιµοποίηση µιας διεπιφάνειας 
σκέδασης.  
Ο Nwogu (1996) χρησιµοποίησε το σετ πλήρως µη-γραµµικών εξισώσεων Boussinesq των 

Wei και Kirby (1994) ώστε να προσοµοιώσει το µετασχηµατισµό θραυόµενων κυµατισµών σε 
δύο διαστάσεις. Η θραύση ξεκινούσε όταν η οριζόντια ταχύτητα στην κορυφή του κύµατος 
ξεπερνούσε την ταχύτητα διάδοσης του. Το φαινόµενο της θραύσης ενσωµατώθηκε στις 
εξισώσεις ορµής µε τη χρήση ενός όρου τυρβώδους συνεκτικότητας ανάλογου της κατακόρυφης 
βαθµίδας της οριζόντιας ταχύτητας της κορυφής. Σε κάθε χρονικό βήµα υπολογισµού, η 
τυρβώδης συνεκτικότητα προσδιοριζόταν επιλύοντας µια πρόσθετη εξίσωση µεταφοράς για την 
τυρβώδη κινητική ενέργεια που παρήγαγε η θραύση του κύµατος. 
Σηµαντική εργασία όσον αφορά στην εξέλιξη του µοντέλου θραύσης της τυρβώδους 

συνεκτικότητας είναι αυτή των Kennedy et al. (2000). Η µελέτη τους βασίζεται στις εργασίες των 
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Heitner και Housner (1970) και κυρίως σε αυτή του Zelt (1991), αλλά περιλαµβάνει κάποιες 
επεκτάσεις ώστε να αποδοθεί πιο ρεαλιστικά η έναρξη και η λήξη της θραύσης. Οι όροι 
τυρβώδους συνεκτικότητας εισήχθησαν στις εξισώσεις ορµής τόσο του Nwogu (1993), όσο και 
των Wei et al. (1995). Τα δύο αυτά µοντέλα έχουν καταστρωθεί σε όρους µιας ταχύτητας 
αναφοράς a_̀ � = (a�, 4�) σε µία επιλεγµένη στάθµη y�, για την οποία ο Nwogu (1993) ύστερα 
από βελτιστοποίηση ως προς τη σχέση γραµµικής διασποράς, προτείνει y� = −0.531�. Τα δύο 
µοντέλα είναι κατάλληλα µόνο για µη θραυόµενους κυµατισµούς και έτσι τροποποιήθηκαν από 
τους Kennedy et al. (2000) ώστε να συµπεριλάβουν τη θραύση κυµατισµών. Οι συγγραφείς 

εισάγουν απλούς όρους τυρβώδους συνεκτικότητας *_̀ C = �*C�,*Ct� στις δύο εξισώσεις ορµής 

ώστε να προσοµοιώσουν την τυρβώδη µίξη και τη διάχυση που συµβαίνει λόγο θραύσης. 
Αντίθετα, η εξίσωση διατήρησης της µάζας παραµένει αµετάβλητη. Οι επιπλέον όροι δίνονται 
από τις σχέσεις: 

 *C� = v
��� Q�4��� + �	a����� + v

* �4��� + �	a��t + 4��� + �	4����tS                                        (4.40) 

 *Ct = v
��� Q�4��� + �	4��t�t + v

* �4��� + �	a��t + 4��� + �	4�����S                                        (4.41) 

 
όπου οι δείκτες �,� στα δεξιά µέλη δηλώνουν παραγώγιση ως προς τις αντίστοιχες µεταβλητές. 
Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις ορµής µε � + � και ολοκληρώνοντας σε ένα περιστατικό 

θραύσης, µπορεί να δειχθεί, σύµφωνα µε τους Kennedy et al. (2000), ότι οι επιπλέον όροι 
διατηρούν τη συνολική ορµή. Εποµένως, το µοντέλο είναι συνεπές (στην περιοχή µιας 
θραυόµενης κορυφής) ως προς τις διαδικασίες διατήρησης της ορµής κατά τη διάδοση κύµατος 
σε ανοιχτό πειραµατικό κανάλι.  
Η τυρβώδης συνεκτικότητα 4 είναι συνάρτηση του χώρου και του χρόνου και προσδιορίζεται 

κατά τρόπο παρόµοιο µε αυτόν του Zelt (1991), αλλά µε αρκετές διαφορές. Ο συντελεστής 4 
δίνεται από τον τύπο: 

 4 = ÈñC*�� + �	��                                                                                                                    (4.42) 
 
όπου ο δείκτης � δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο και ñC είναι ένας συντελεστής µήκους 
µίξης. Από τα αποτελέσµατα πολλών εργαστηριακών δοκιµών οι Kennedy et al, (2000) θέτουν 
την αδιάστατη τιµή ñC = 1.2. Ωστόσο όπως έλεγξαν, το µοντέλο δεν είναι ευαίσθητο στο ñC και 
έτσι τιµές από 0.9 ως 1.5 δίνουν παρόµοια αποτελέσµατα. Η ποσότητα B µεταβάλλεται οµαλά 
από 0 ως 1, ώστε να αποφευχθεί µια απότοµη εκκίνηση της θραύσης και η συνεπαγόµενη 
αστάθεια. Θεωρείται λοιπόν: 
 

È = � 1																	, �� ≥ 2��∗�¹�¹∗ − 1															, ��∗ < �� ≤ 2��∗
	0																		,							�� ≤ ��∗					

�                                                                                          (4.43) 

 
Η παράµετρος ��∗ καθορίζει την αρχή και τη διακοπή της θραύσης. Η χρήση της �� σαν 

παραµέτρου έναρξης, διασφαλίζει µε απλό τρόπο ότι η σκέδαση της ενέργειας συγκεντρώνεται 
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στο εµπρόσθιο µέτωπο του κύµατος, όπως συµβαίνει και στη φύση. Ο Zelt (1991) υπέθεσε ότι 
οι παράµετροι αυτού του είδους έχουν σταθερή τιµή, κάτι που όµως δε συνάδει µε την 
πραγµατικότητα. Για παράδειγµα στη φύση, θραύσεις κυµατισµών τύπου spilling ή plunging δεν 
ξεκινούν παρά µόνο όταν το κύµα ανατραπεί, αλλά όταν ξεκινήσει η θραύση, συνεχίζεται είτε 
µέχρι την ακτή, είτε µέχρι να φτάσει το κύµα σε ένα µικρότερο βάθος όπου γίνεται πιο σταθερό 
και αναδιοργανώνεται (Horikawa και Kuo (1966)). Παρόµοια ήταν και η υπόθεση στο µοντέλο 
θραύσης του επιφανειακού κυλίνδρου των Schäffer et al. (1993) που περιγράφηκε παραπάνω. 
Στο µοντέλο των Kennedy et al. (2000), ένα γεγονός θραύσης ξεκινάει όταν το �� ξεπεράσει µια 

αρχική οριακή τιµή, αλλά καθώς το φαινόµενο εξελίσσεται η θραύση συνεχίζεται ακόµη και αν το �� γίνει µικρότερο από αυτή την τιµή. Εποµένως, το ��∗ µειώνεται µε το χρόνο από µια αρχική 

τιµή ��(¾) σε µία τελική τιµή ��(�). Επειδή δεν υπάρχουν ισχυρές ενδείξεις για το µαθηµατικό τύπο 
αυτής της µείωσης µε το χρόνο, υιοθετείται η ακόλουθη γραµµική σχέση για τη µοντελοποίηση 
της χρονικής εξέλιξης του ��∗: 

 

��∗ = ¤��(�)																																				, � − �¦ ≥ I∗��(¾) + ���õG∗ 3��(�) − ��(¾)5, 0 ≤ � − �¦ < I∗ �                                                                         (4.44) 

 
όπου I∗ είναι ο µεταβατικός χρόνος, �¦ είναι ο χρόνος έναρξης της θραύσης και � − �¦ είναι η 
ηλικία (χρονική διάρκεια) του γεγονότος θραύσης που είναι µη αρνητικό µέγεθος. Οι Kennedy et 

al. (2000) προτείνουν τις τιµές 0.65§�� και 0.15§�� για τα ���¾	 και ����	 αντίστοιχα. Για το 

µεταβατικό χρόνο πρότειναν I∗ = 5§�/� . Ωστόσο, όπως τονίζουν οι συγγραφείς, οι τιµές αυτές 
δεν είναι απόλυτες και εξαρτώνται από το εκάστοτε χρησιµοποιούµενο µοντέλο Boussinesq και 
τις γραµµικές και µη γραµµικές του ιδιότητες. Εν προκειµένω, όπως τονίστηκε, οι τιµές 
προέκυψαν από επαλήθευση των µοντέλων του Nwogu (1993) και των Wei et al. (1995). 
Στην πραγµατικότητα, ακόµη και η µορφή του κριτηρίου έναρξης της θραύσης είναι κατά µία 

έννοια αυθαίρετη. Η θραύση θαλάσσιων κυµατισµών τύπου spilling και plunging ξεκινάει όταν η 
κορυφή ανατραπεί, µια συνθήκη που δεν µπορεί ποτέ να εµφανιστεί σε ένα µοντέλο 
Boussinesq. Εποµένως, µπορεί οι Kennedy et al. (2000) να επέλεξαν το προσεγγιστικό κριτήριο 
του ��∗, ωστόσο θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν και άλλα κριτήρια, όπως της κλίσης της 
ελεύθερης επιφάνειας που χρησιµοποιήθηκε στο µοντέλο του επιφανειακού κυλίνδρου των 
Schäffer et al. (1993) ή της κλίσης ή κυρτότητας της ταχύτητας αναφοράς a_̀ �. Κάθε ένα από τα 
κριτήρια έχει τα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατά του. Τα δύο βασικά πλεονεκτήµατα του 
κριτηρίου του ��∗ είναι: 
♦ η ποσότητα �� είναι ήδη γνωστή από τους υπολογισµούς των εξισώσεων Boussinesq 
♦ το αριθµητικό σχήµα είναι πιο ευσταθές σε σχέση µε άλλα µοντέλα θραύσης 
Το βασικό µειονέκτηµα είναι ότι σε κάποιες περιπτώσεις, όπως στα στάσιµα υδραυλικά 

άλµατα, το κριτήριο µπορεί να αναχθεί σε φαινόµενο Doppler σε βαθµό που να µην 
αναγνωρίζεται η έναρξη της θραύσης. 
Κατά την προσοµοίωση της διάδοσης κυµατισµών σε µία οριζόντια διάσταση (1DH), τα 

γεγονότα της θραύσης προσδιορίζονται σε ικανοποιητικό βαθµό. Η χρονική στιγµή εκκίνησης 
της θραύσης �¦ ποικίλει γενικά (µέσα σε ένα σύστηµα) για τα διάφορα γεγονότα θραύσης, αλλά 
είναι απλό ζήτηµα να ακολουθεί κάθε συγκεκριµένο γεγονός καθώς αυτό προωθείται προς την 
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ακτή και έτσι να είναι γνωστή η ηλικία κάθε γεγονότος. Για παράδειγµα, µπορεί στην εξωτερική 
ζώνη θραύσης ένα κύµα να έχει ξεκινήσει να θραύεται στο κοντινό παρελθόν και αφού η ηλικία � − �¦ του γεγονότος είναι µικρή, το ��∗ είναι λίγο µικρότερο του ��(¾). Ωστόσο, µπορεί την ίδια 
στιγµή να συµβαίνει ένα άλλο γεγονός θραύσης στην εσωτερική ζώνη θραύσης για το οποίο 

ισχύει � − �¦ > I∗ και εποµένως ��∗ = ��(�). 
Οι Kennedy et al. (2000) πρότειναν για όλα τα γεγονότα θραύσης, ο συντελεστής τυρβώδους 

συνεκτικότητας 4 να φιλτράρεται για λόγους ευστάθειας µε ένα φίλτρο 3-σηµείων πριν εισαχθεί 
στις εξισώσεις (4.40) και (4.41). 
Η επέκταση της εργασίας των Kennedy et al. (2000) σε δύο οριζόντιες διαστάσεις (2DH) από 

τους Chen at al. (2000) είναι ελαφρώς πιο πολύπλοκη, καθότι απαιτείται γνώση της διεύθυνσης 
διάδοσης À του κυµατισµού. Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος À δίνεται όµοια µε την εργασία 
των Madsen et al. (1997a) από τη σχέση (4.34) και συνεπώς η γωνία διάδοσης είναι: 

 À = ÅoA��� 3���æ5                                                                                                                      (4.45) 

 
Γνωρίζοντας τη διεύθυνση διάδοσης το µοντέλο µπορεί να υπολογίσει την ηλικία ενός 

γεγονότος θραύσης σε ένα συγκεκριµένο σηµείο, ακολουθώντας το ιστορικό της θραύσης στα 
σηµεία του κανάβου κατά µήκος των κυµατικών ακτίνων. Από εκεί και πέρα η διαδικασία είναι 

όµοια µε τη µονοδιάστατη περίπτωση. Για την παράµετρο ��(¾) προτείνονται τιµές από 0.35§��  

ως 0.65§�� , ενώ οι υπόλοιπες παράµετροι παίρνουν τιµές ίδιες µε αυτές της µονοδιάστατης 

περίπτωσης. Οι χαµηλότερες τιµές του ���¾	 είναι πιο κατάλληλες για ακτές µε ύφαλα εµπόδια ή 
τάφρους και αραιή χωρική διακριτοποίηση, ενώ οι υψηλότερες τιµές για ακτές µονοτονικά 
µειούµενου βάθους. Άλλωστε και οι Madsen et al. (1997a) σηµείωσαν την ανάγκη µείωσης των 
οριακών τιµών στο κριτήριο έναρξης της θραύσης στη στέψη ύφαλων εµποδίων. 
Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 4.3, οι Karambas και Tozer (2003) πρότειναν µια 

µεθοδολογία που συνδυάζει το µοντέλο θραύσης του επιφανειακού κυλίνδρου µε αυτό της 
τυρβώδους συνεκτικότητας. Οι συγγραφείς αναφέρουν (βασιζόµενοι βέβαια στην ανάλυση των 
Karambas και Koutitas (1992)) ότι το µοντέλο θραύσης της τυρβώδους συνεκτικότητας απαιτεί 
µέσο στην κυµατική περίοδο συντελεστή συνεκτικότητας αρκετά µεγαλύτερο από το άνω 
φράγµα που θέτει η βαθµονόµηση του µοντέλου τυρβώδους κινητικής ενέργειας. Επιπλέον, το 
µοντέλο θραύσης της τυρβώδους συνεκτικότητας δε λαµβάνει υπόψη την παρουσία του 
επιφανειακού κυλίνδρου. 
Από την άλλη πλευρά, η τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου οδηγεί σε έναν πρόσθετο όρο 

συναγωγής στην εξίσωση ορµής που εκφράζει είτε την πίεση που ασκεί στο κύµα ο κύλινδρος 
κατά τους Deigaard (1989) και Brocchini et al. (1991), είτε την ανοµοιόµορφη κατακόρυφη 
κατανοµή της οριζόντιας ταχύτητας κατά τους Schäffer et al. (1993) και Madsen et al. (1997). Τα 
µοντέλα αυτού του τύπου αγνοούν την επίδραση των τυρβωδών διακυµάνσεων στο µέσο πεδίο 
ροής, η οποία εκφράζεται µε τις τάσεις Reynolds. Μάλιστα στα µοντέλα τύπου RANS οι όροι 
των τάσεων Reynolds είναι οι µόνοι όροι σκέδασης της ενέργειας που εισάγονται στις εξισώσεις 
ορµής. Μία παραστατική, συνοπτική σύγκριση των δύο µοντέλων θραύσης φαίνεται στο σχήµα 
4.12.   
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Σχήµα 4.12: Σχηµατική σύγκριση των µοντέλων θραύσης της τυρβώδους  
συνεκτικότητας (Kennedy et al. (2000)) και του επιφανειακού 
κυλίνδρου (surface roller) (πηγή: [42]) 

 

Ο Chondros (2008) εισήγαγε τη θραύση στο µοντέλο των Karambas και Memos (2008) (στην 
αρχική µορφή του πριν τη δηµοσίευση το 2009) σύµφωνα µε το µοντέλο της τυρβώδους 
συνεκτικότητας και βάσει της εργασίας των Kennedy et al. (2000). Το µοντέλο επαληθεύτηκε για 
θραύση απλών µονοχρωµατικών κυµατισµών τύπου spilling και plunging σύµφωνα µε το 

πείραµα των Beji και Battjes (1993). Αρχικά χρησιµοποιήθηκαν οι τιµές: ��(¾) = 0.65§�� , 

����	 = 0.15§�� , ñC = 1.2 και I∗ = 5§�/� . Ωστόσο, για το ���¾	 ελέγχθηκαν επιπλέον οι τιµές 0.35§�� και 0.25§��, ενώ για το ñC ελέγχθηκαν και οι τιµές 2.5 και 3.5.  
Επίσης, το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µε την προσθήκη την παραπάνω 

προσθήκη της θραύσης επαληθεύτηκε από τον Chondros (2010) για θραυόµενους σύνθετους 
κυµατισµούς φάσµατος Jonswap, σύµφωνα µε το πείραµα των Luth et al. (1993) και των Beji 
και Battjes (1993). Εφαρµόστηκαν οι ίδιες τιµές µε παραπάνω για τις παραµέτρους και έγινε η 
ίδια διερεύνηση.  
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4.6 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΘΡΑΥΣΗΣ ΤΗΣ ΣΤΡΟΒΙΛΟΤΗΤΑΣ (VORTICITY WAVE- 
BREAKING MODEL)  

 
Στην τελευταία αυτή παράγραφο του κεφαλαίου γίνεται µια συνοπτική αναφορά σε µια 

διαφορετική µέθοδο προσοµοίωσης της θραύσης που λαµβάνει υπόψη τη δηµιουργία 
στροβιλισµών (vorticity) στο µέτωπο των θραυόµενων κυµατισµών. Το θεωρητικό υπόβαθρο 
της µεθόδου εµφανίζει κοινά σηµεία µε αυτό της προσέγγισης του επιφανειακού κυλίνδρου. 
Παρότι δεν τονίζεται ξεκάθαρα, τα µοντέλα θραύσης αυτού του τύπου περιλαµβάνουν εν µέρει 
την επίδραση της θραύσης και στην εξίσωση διατήρησης της µάζας. Η προσοµοίωση της 
θραύσης µε την τεχνική της περιγραφής του στροβιλισµού δεν έχει εισαχθεί στο µοντέλο των 
Karambas και Memos (2009), ωστόσο αναφέρεται για λόγους θεωρητικής πληρότητας. 
Οι Yu και Svendsen (1996) ανέπτυξαν ένα µαθηµατικά συνεπές µοντέλο θραύσης, στο οποίο 

δε γινόταν η υπόθεση της αστρόβιλης ροής. Εξήχθη ένα σετ εξισώσεων τύπου Boussinesq 
χωρίζοντας την υδάτινη στήλη σε µία στροβιλή περιοχή κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια και ένα 
υποκείµενο στρώµα αστρόβιλης ροής. Το στροβιλό τµήµα, που ήταν άµεσα συνδεδεµένο µε τον 
επιφανειακό κύλινδρο, λειτουργούσε σαν µια πηγή στροβιλισµών και τύρβης. Οι στροβιλισµοί 
προσδιορίζονταν από την επίλυση µιας πρόσθετης εξίσωσης µεταφοράς. 
Οι Veeramony και Svendsen (2000) εξέφρασαν την ταχύτητα ως άθροισµα µιας ταχύτητας 

προερχόµενης από δυναµικό a^ και µιας ταχύτητας a@ που αντιστοιχεί στη στροβιλή ροή (σε 

αδιάστατη µορφή): 
 a = a^ + a@                                                                                                                             (4.46) 

 
και αντίστοιχα οι µέσες στο βάθος ταχύτητες �, �^ και �@. Οι συγγραφείς χρησιµοποίησαν τα 

αδιάστατα µεγέθη ñ = ¦/�¦ και � = �¦�¦ µε ¦ ένα ύψος κύµατος αναφοράς, �¦ ένα βάθος 
αναφοράς και �¦ ένα κυµαταριθµό αναφοράς για να εκφράσουν τις εξισώσεις σε αδιάστατη 
µορφή. Ο στροβιλισµός �o (ο συµβολισµός "^" δηλώνει διαστατική µορφή) είναι: 
 �o = �.o�û − �xo��j = �§}�õ�õ �                                                                                                            (4.47) 

 
Οπότε οι συγγραφείς παρήγαγαν ένα σύστηµα τριών εξισώσεων που αποτελούταν από την 

εξίσωση συνέχειας, την εξίσωση ορµής, στην οποία προστίθενται όροι λόγω στροβιλισµών που 
περιέχουν παραγώγους των παραστάσεων 

 

Pî = � (a@* − �@*)�y																																							     																																																																																													(4.48)

��
��  

 

Pù = � � �(a@ − �@)�y�y�y																																																																																																																							(4.49)

u
��

��
u

��
��  
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µε d,ζ και z αδιάστατα µεγέθη και την εξίσωση µεταφοράς των στροβιλισµών σε αδιάστατη 
µορφή: 
 �~�� = b �r~��r + &(ñ, �*)                                                                                                              (4.50) 

 
όπου t είναι ο αδιάστατος χρόνος, το σ προκύπτει από το µετασχηµατισµό του z: 
 ) = �������u                                                                                                                                 (4.51) 

 
όπου �� είναι η στάθµη του πόδα του επιφανειακού κυλίνδρου σε αδιάστατη µορφή και: 
 b = +¹�r                                                                                                                                     (4.52) 

 
µε 4� το συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας. 
Οι πρόσθετοι όροι στην εξίσωση ορµής που περιλαµβάνουν τα µεγέθη Pî και Pù, εξαρτώνται 

εξ ολοκλήρου από το πεδίο στροβιλισµών. Έτσι, στην περιοχή ρήχωσης όπου δεν υπάρχει 
γένεση στροβιλισµών, οι όροι αυτοί εξαφανίζονται και ανακτώνται οι συνήθεις εξισώσεις τύπου 
Boussinesq. Αντίθετα, εντός της ζώνης θραύσης οι όροι αυτοί αποκτούν µη µηδενικές τιµές 
οφειλόµενες στην ύπαρξη στροβιλισµών λόγω θραύσης. 
Κατ' αναλογία µε τα υδραυλικά άλµατα, το πάχος του επιφανειακού κυλίνδρου ��� σε διαστατική 

µορφή δίνεται από τη σχέση: 
 �¿u�r§� = 0.789�j/;< 3�j;< − �jr

;<r5                                                                                                         (4.53) 

 
όπου �@ είναι το µήκος του επιφανειακού κυλίνδρου, �j = 0 είναι η θέση του πόδα του κυλίνδρου, �* είναι το βάθος κατάντη του κυλίνδρου, � = �*/�v και �v  είναι το βάθος ανάντη του 
κυλίνδρου. Ο στροβιλισµός στην κάτω επιφάνεια του κυλίνδρου (σε διαστατική µορφή) 
προκύπτει πάλι από την αναλογία µε το υδραυλικό άλµα ως: 
 
~o ø�r�
X = 15.75 31 − �j

;<5                                                                                                             (4.54) 

 
όπου �v η µέση ταχύτητα κατά βάθος ανάντη του κυλίνδρου. Τελικά, από την εξίσωση 
µεταφοράς του στροβιλισµού προκύπτει σε αδιάστατη µορφή: 
 

� = )�¶ +± �{]«���)∞

{³v
																																																																																																																																			(4.55) 

 
όπου 
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�{(�) = (−1){ 2�����¶�q 9{r�r�(���)�
¦ �q																																																																																																										(4.56) 

 
Το µοντέλο των Veeramony και Svendsen (2000) επαληθεύτηκε µε µια σειρά πειραµάτων 

σχετικών µε θραυόµενους κυµατισµούς. Στο σχήµα 4.13 φαίνεται η επαλήθευση του µοντέλου 
µε το πείραµα των Hansen και Svendsen (1979) για θραύση µονοχρωµατικών κυµατισµών 
τύπου spilling. Το πείραµα αυτό χρησιµοποιείται για επαλήθευση και στην παρούσα εργασία και 
περιγράφεται στο έβδοµο κεφάλαιο. 

 

 
Σχήµα 4.13: Ύψος κύµατος συναρτήσει της απόστασης για το πείραµα 

των Hansen και Svendsen (1979). Σύγκριση πειραµατικών 
δεδοµένων (ρόµβοι) και αποτελεσµάτων µοντέλου 
Veeramony και Svendsen (2000) (συνεχής γραµµή) (πηγή: 
[175]) 

 

Οι Briganti et al. (2004) διερεύνησαν διάφορες τεχνικές κλεισίµατος της τύρβης και κατανοµές 
του συντελεστή ιξώδους σε µοντέλα Boussinesq που προσοµοιώνουν τη θραύση µε περιγραφή 
των στροβιλισµών. Οι Musumeci et al. (2005) προσοµοίωσαν τη ροή εντός της ζώνης θραύσης 
µε ένα πλήρως µη-γραµµικό µοντέλο Boussinesq ελαφριάς διασποράς. Η µεθοδολογία που 
ακολούθησαν ήταν παρόµοια µε αυτή των Veeramony και Svendsen (2000). Η εξίσωση 
συνέχειας εκφράστηκε στην ακριβή της µορφή, όπως και στο µοντέλο των Karambas και 
Memos (2009). Η εξίσωση ορµής περιλάµβανε επιπλέον όρους στροβιλότητας ανώτερης τάξης 
από αυτούς του µοντέλου των Veeramony και Svendsen (2000). Επιπλέον, χρησιµοποιώντας 
τη θεωρία διαταραχών και την ανάπτυξη σε σειρά Taylor ανώτερης τάξης, προέκυψε αναλυτική 
λύση δεύτερης τάξης της εξίσωσης µεταφοράς των στροβιλισµών. Το πλήρως µη-γραµµικό 
µοντέλο των Musumeci et al. (2005) ήταν πιο ακριβές από αυτό των Veeramony και Svendsen 
(2000) κατά την προσοµοίωση διάδοσης θραυόµενων κυµατισµών, όπως προέκυψε από την 
επαλήθευση µε πειραµατικά δεδοµένα. Η οµοιότητα µε το υδραυλικό άλµα χρησιµοποιήθηκε και 
από τους Musumeci et al. (2005) και εφαρµόστηκαν οι σχέσεις (4.53) και (4.54). Στο σχήµα 4.14 
η τετµηµένη �� (ή �j στη σχέση (4.53)) αναφέρεται ως προς τον πόδα του επιφανειακού 
κυλίνδρου που κινείται στο µέτωπο του θραυόµενου κυµατισµού µε ταχύτητα A. Για το λόγο 
αυτό θεωρείται ένα κινούµενο σύστηµα αξόνων µε ταχύτητα A ώστε �� = �� − � (σχήµα 4.14). 
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Σχήµα 4.14: Κινούµενο σύστηµα αναφοράς ενσωµατωµένο στον κινούµενο 

επιφανειακό κύλινδρο µε ταχύτητα A (πηγή:[128]) 
 

Ο συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας που προτείνουν οι συγγραφείς είναι (διαστατική 
µορφή): 

 4j� = z+��Ô���                                                                                                                          (4.57) 

 
όπου z+ σταθερά που ύστερα από πειραµατική βαθµονόµηση παίρνει τιµές από 0.01 ως 0.03. 
Ως κριτήριο θραύσης οι Musumeci et al. (2005) υιοθέτησαν αυτό της κλίσης της ελεύθερης 
επιφάνειας των Schäffer et al. (1993) µε �®é, ®¦	 = �30°, 10°	. Τέλος, στο σχήµα 4.15 φαίνεται 
ενδεικτικά η εξέλιξη των στροβιλισµών κατά τη διάρκεια ενός γεγονότος θραύσης. 
 

 
Σχήµα 4.15: Ενδεικτική αναπαράσταση της εξέλιξης των στροβιλισµών µέσω 

καµπυλών ίσων τιµών της στροβιλότητας ω κατά τη διάρκεια ενός      
γεγονότος θραύσης (α) κατά την εκκίνηση της θραύσης (b) στη    
µεταβατική περιοχή (c) στην εσωτερική ζώνη θραύσης (πηγή: 
[128]) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο 
 
 
ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 
MEMOS (2009) ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΜΙΑ ΝΕΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 
 
 
 
5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Όπως παρουσιάστηκε στο 2ο και στο 4ο κεφάλαιο, την τελευταία εικοσαετία έχει επιτευχθεί 

σηµαντική πρόοδος στην επέκταση των εξισώσεων τύπου Boussinesq τόσο στα βαθιά νερά, 
όσο και εντός των ζωνών θραύσης και διαβροχής. Παρότι το ζήτηµα της συµπερίληψης της 
θραύσης κυµατισµών σε µοντέλα βασιζόµενα στη θεωρία δυναµικού τέθηκε πολύ νωρίς, 
σηµαντικές προσπάθειες για την παραµετροποίηση του φαινοµένου έγιναν τη δεκαετία του '90 
µε σχετική επιτυχία (Schäffer et al. (1993), Zelt (1991) κλπ.). Σε γενικές γραµµές, οι διάφορες 
προσεγγίσεις στην προσοµοίωση της θραύσης βασίζονται στη συµπερίληψη ενός επιπλέον 
όρου σκέδασης της ενέργειας στην εξίσωση ορµής κατά τη διάρκεια της θραύσης. Αυτοί οι 
επιπλέον όροι µπορούν να λογιστούν σαν πρόσθετες δυνάµεις που δρουν στο εµπρόσθιο 
µέτωπο του θραυόµενου τµήµατος του κυµατισµού. Για την προσοµοίωση απαιτούνται: 
� ένα ρητό κριτήριο θραύσης για την ενεργοποίηση των επιπλέον όρων 
� κάποιες ενεργειακές θεωρήσεις ώστε να συσχετιστούν οι παράµετροι του µοντέλου µε τη 

σκέδαση της ενέργειας στη ζώνη θραύσης 
Επίσης, οι πρόσθετοι όροι λόγω θραύσης πρέπει να διασφαλίζουν τη συνολική διατήρηση της 

µάζας και της ορµής, αλλά και τη διατήρηση των µη-γραµµικών ιδιοτήτων των κυµατισµών, 
όπως η ασυµµετρία (asymmetry) και η λοξότητα (skewness). 
Όπως αναφέρθηκε στο 4ο κεφάλαιο, οι Zelt (1991) και Karambas και Koutitas (1992) 

προσοµοίωσαν τη θραύση µε το µοντέλο της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity 
breaking model). Ωστόσο, ο Zelt (1991) µελέτησε µόνο τη θραύση µοναχικών κυµάτων, ενώ το 
µοντέλο των Karambas και Koutitas (1992) παρότι προέβλεπε ορθά το ύψος κύµατος, δε 
διατηρούσε την ορµή και δεν προέβλεπε σωστά το setup στην εσωτερική ζώνη θραύσης. Το 
αποτέλεσµα αυτό καταδεικνύει την ανάγκη οι επιπλέον όροι θραύσης να εισάγουν µόνο τοπικό 
έλλειµµα ορµής, χωρίς να επηρεάζουν το συνολικό ισοζύγιο στη ζώνη θραύσης. Οι Kennedy et 
al. (2000), χρησιµοποιώντας το µοντέλο της τυρβώδους συνεκτικότητας κατάφεραν να 
προβλέψουν σωστά τόσο το ύψος κύµατος, όσο και την ανύψωση της µέσης στάθµης (setup) 
για θραύση µονοχρωµατικών κυµατισµών σε επίπεδες ακτές.   
Η προσέγγιση του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller model) των Schäffer et al. (1993), 

Madsen et al. (1997a) κλπ. βασίζεται σε πολύ διαφορετικές υποθέσεις, αλλά η συνολική 
επιρροή στην εξίσωση ορµής είναι παρόµοια µε αυτή των µοντέλων τυρβώδους συνεκτικότητας, 
δηµιουργώντας ελλείµµατα ορµής στο µέτωπο των θραυόµενων κυµάτων. Η προσέγγιση του 
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επιφανειακού κυλίνδρου προσφέρει µια θεωρητική βάση και για τα µοντέλα θραύσης 
στροβιλότητας (vorticity breaking models). Αν και δεν αναφέρεται ρητά, τα µοντέλα αυτά 
περιλαµβάνουν εν µέρει την επιρροή της θραύσης και στην εξίσωση διατήρησης της µάζας. 
Η προσέγγιση του επιφανειακού κυλίνδρου είναι πιο ελκυστική, καθότι βασίζεται σε 

ακριβέστερο θεωρητικό υπόβαθρο από φυσικής άποψης. Ωστόσο, η αριθµητική εφαρµογή της 
είναι αρκετά πολύπλοκη αφού απαιτεί τη βαθµονόµηση τουλάχιστον πέντε παραµέτρων. Από 
την άλλη πλευρά, τα µοντέλα τυρβώδους συνεκτικότητας είναι απλούστερα, αλλά οι 
χρησιµοποιούµενοι συντελεστές δεν έχουν άµεση φυσική ερµηνεία. Οι ελλιπείς γνώσεις πάνω 
στο φαινόµενο της θραύσης καθιστούν τη διαδικασία παραµετροποίησης ιδιαίτερα δύσκολη, 
καθότι δεν έχουν βρεθεί µονοσήµαντοι και παγκόσµιοι νόµοι για τις τιµές των εµπλεκόµενων 
παραµέτρων. Συνεπώς, κανένα από τα µαθηµατικά µοντέλα που έχουν προταθεί δεν υπερτερεί 
αισθητά των υπολοίπων. 
Οι Cienfuegos et al. (2005, 2006b και 2010) πρότειναν ένα µοντέλο προσοµοίωσης της 

θραύσης που ουσιαστικά αποτελεί επέκταση του µοντέλου τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy 
viscosity) και είναι απλούστερο από αυτό του επιφανειακού κυλίνδρου. Επίσης, το µοντέλο αυτό 
διορθώνει κάποιους από τους πρακτικούς περιορισµούς των προηγούµενων τεχνικών. 
Για να καταδείξουν τα µειονεκτήµατα του µοντέλου των Kennedy et al. (2000), οι Cienfuegos et 

al. (2010) εφάρµοσαν το κριτήριο θραύσης των πρώτων στο πλήρως µη γραµµικό µοντέλο 
Boussinesq βασισµένο στη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων των Cienfuegos et al. (2006a, 
2007). Για την επαλήθευση του µοντέλου χρησιµοποίησαν το πείραµα των Ting και Kirby (1994) 
µε εφαρµογή της προτεινόµενης από τους Kennedy et al. (2000) τιµής ñC = 1.2 . Το πείραµα 
αυτό χρησιµοποιήθηκε και στην παρούσα διπλωµατική και περιγράφεται αναλυτικά στο έβδοµο 
κεφάλαιο. Όπως φαίνεται στο σχήµα 5.1, το µοντέλο περιγράφει άριστα τη διάδοση των 
κυµατισµών στην περιοχή ρήχωσης πριν τη θραύση (� < 7.9), αλλά υπερεκτιµά αισθητά το 
ύψος κύµατος εντός της περιοχής θραύσης (� > 7.9). Στη συνέχεια οι συγγραφείς αύξησαν 
αισθητά την τιµή του συντελεστή µήκους µίξης ñC = 5.5 , τιµή που βρίσκεται εκτός των ορίων 
που προτείνουν οι Kennedy et al. (2000). Όπως φαίνεται στο σχήµα 5.2, η πρόβλεψη του 
ύψους κύµατος εντός της ζώνης θραύσης βελτιώνεται αισθητά, ωστόσο χειροτερεύει η 
πρόβλεψη της δεξιάς-αριστερής ασυµµετρίας. Προκύπτει λοιπόν το συµπέρασµα ότι η δύναµη 
που πρέπει να ασκηθεί στο εµπρόσθιο µέτωπο του θραυόµενου κύµατος ώστε να 
προσοµοιωθεί σωστά η σκέδαση της ενέργειας, πιθανόν να είναι µη ρεαλιστικά µεγάλη ή να 
πρέπει να ασκηθεί σε πολύ µεγάλο τµήµα του κυµατισµού. Εποµένως, το µοντέλο τυρβώδους 
συνεκτικότητας των Kennedy et al. (2000) εµφανίζει κάποιες δυσκολίες στην αξιόπιστη 
πρόβλεψη του ύψους κύµατος και της οριζόντιας ασυµµετρίας στο εσωτερικό της ζώνης 
θραύσης. Αυτός ο σηµαντικός πρακτικός περιορισµός αποτέλεσε το κίνητρο για την εργασία 
των Cienfuegos et al. (2005) όπως αναφέρουν οι συγγραφείς (2010). 
Η νέα αυτή προσέγγιση στη θραύση βασίζεται σε απλές ενεργειακές αρχές και µπορεί να 

θεωρηθεί ως µία επέκταση της αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας των Zelt (1991) και 
Kennedy et al. (2000). Η βασική διαφορά της νέας µεθοδολογίας έγκειται στη συµπερίληψη ενός 
επιπλέον όρου διάχυσης στην εξίσωση διατήρησης της µάζας. Βασικό αντικείµενο της 
παρούσας µεταπτυχιακής εργασίας είναι η προσθήκη της θραύσης στο µονοδιάστατο µοντέλο 
των Karambas και Memos (2009), ακολουθώντας την προσέγγιση των Cienfuegos et al. (2005, 
2006b και 2010). 
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Σχήµα 5.1: Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας συναρτήσει του χρόνου για θραυόµενους 

κυµατισµούς τύπου spilling στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση 
µεταξύ: (α) µοντέλου των Cienfuegos et al. (2006a) βάσει του κριτηρίου των 
Kennedy et al. (2000) µε ñC = 1.2 (κόκκινη γραµµή) (b) πειραµατικών 
δεδοµένων (πηγή: [34]) 

 

 
Σχήµα 5.2: Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας συναρτήσει του χρόνου για θραυόµενους 

κυµατισµούς τύπου spilling στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση 
µεταξύ: (α) µοντέλου των Cienfuegos et al. (2006a) βάσει του κριτηρίου των 
Kennedy et al. (2000) µε ñC = 5.5 (κόκκινη γραµµή) (b) πειραµατικών 
δεδοµένων (πηγή: [34]) 
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5.2 ΚΑΘΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΣΚΕ∆ΑΣΗΣ    
      ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ  

 
Στα µοντέλα τύπου Boussinesq γίνεται η θεώρηση του ιδεατού (µη-συνεκτικού) ρευστού. Για το 

λόγο αυτό, τα σχετιζόµενα µε τη θραύση φαινόµενα πρέπει να εισαχθούν µε τρόπο εξωτερικό 
προς τις βασικές εξισώσεις. Επίσης, πρέπει να υιοθετηθεί ένα κριτήριο θραύσης που θα 
ενεργοποιεί τους επιπλέον όρους και θα πρέπει να ακολουθείται κάθε κυµατική κορυφή µετά την 
έναρξη της θραύσης (wave-by-wave προσέγγιση). Επιπλέον, οι παράµετροι του µοντέλου θα 
πρέπει να βαθµονοµηθούν, ώστε να διασφαλίζεται ότι η συνολική σκέδαση της ενέργειας 
συµφωνεί µε την αντίστοιχη για πραγµατικά κύµατα στη ζώνη θραύσης ή µε πειραµατικά 
δεδοµένα.  
Συµπεριλαµβάνοντας τους όρους θραύσης, οι εξισώσεις του µονοδιάστατου µοντέλου των 

Karambas και Memos (2009) γράφονται: 
 �+�� + �(+
)�� − ,+ = 0                                                                                                                   (5.1) 

 

���� + 12��
*

�� + � �ℎ�� − ��� � ��� ���� − �, �	 − ���, �	�
�∞

�∞
�� M���ℎ  �|�|4� #N�� − 1ℎ,+. = 0																			(5.2) 

 
όπου ℎ το τοπικό βάθος νερού στην οργανωµένη περιοχή όπου µπορεί να εφαρµοστεί η θεωρία 
δυναµικού (σχήµα 5.3), ,+ και ,+. οι όροι που εκφράζουν την επιρροή της θραύσης στις 
εξισώσεις συνέχειας και ορµής αντίστοιχα. Οι µεταβλητές � και � είναι οι απόλυτες 
συντεταγµένες στο χώρο και στο χρόνο 
αντίστοιχα. Πρέπει να τονιστεί ότι στην 
προσέγγιση αυτή της θραύσης γίνεται ένας 
ξεκάθαρος διαχωρισµός µεταξύ του 
οργανωµένου στρώµατος όπου µπορεί να 
εφαρµοστεί η θεωρία δυναµικού και του 
τυρβώδους επιφανειακού κυλίνδρου που 
αναπτύσσεται από πάνω του κατά τη διάρκεια 
της θραύσης.  
Αξίζει να τονιστεί ότι όταν χρησιµοποιείται η 

αναλογία της τυρβώδους συνεκτικότητας 
(Kennedy et al. (2000), Zelt (1991)), 
περιλαµβάνεται στις εξισώσεις µόνο ο όρος 
θραύσης ,+.. Ο επιπλέον όρος ,+ εµφανίζεται 
επειδή η εξίσωση συνέχειας δεν 
ολοκληρώνεται µέχρι την ελεύθερη επιφάνεια, 
αλλά µόνο στο στρώµα οργανωµένης ροής 
όπου εφαρµόζεται η θεωρία δυναµικού. 
Εποµένως, η τυρβώδης περιοχή του 
επιφανειακού κυλίνδρου αποκλείεται από τον 

Σχήµα 5.3: Σχηµατικές επεξηγήσεις για ένα θραυόµενο 
κύµα (a) περιοχή δυναµικού και τυρβώδης 
περιοχή ροής (b) επεξήγηση σχετικών 
µεταβλητών (πηγή: [34])  
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ορισµό των µέσων ως προς το βάθος εξισώσεων και άρα οι επιπλέον όροι εκφράζουν για τις 
εξισώσεις συνέχειας και ορµής αντίστοιχα: 
(1) µία τοπική ανταλλαγή µάζας µεταξύ τυρβώδους περιοχής και περιοχής δυναµικού 
(2) ένα τοπικό έλλειµµα ορµής εξαιτίας της παρουσίας του κυλίνδρου (σχήµα 5.3) 

Πολλαπλασιάζοντας την (5.1) µε �ℎ + v*�* και την (5.2) µε ℎ� και µε πρόσθεση αφού 

αµεληθούν τα φαινόµενα διασποράς που εκφράζονται µε τον όρο συνελικτικού ολοκληρώµατος, 
προκύπτει: 

 ��� 6v*ℎ(�ℎ + �*)7 + ��� 6ℎ� 3�ℎ + v*�*57 = − {Fw                                                                           (5.3) 

 
όπου ο όρος:  
 −PC = � 6�ℎ + v*�*7 ,+ + ��,+.      (PC ≥ 0	                                                                           (5.4) 

 
ορίζεται ως ο τοπικός ρυθµός σκέδασης της ενέργειας (ανά µονάδα πλάτους) λόγω θραύσης και �  είναι η πυκνότητα του νερού. Στα πλαίσια της θεωρίας της ροής από δυναµικό, µπορεί να 
δειχθεί πως αν οι όροι θραύσης είναι µηδενικοί, η ενέργεια συντηρείται ακόµη και αν δεν 
παραληφθούν οι επιδράσεις της διασποράς. 
Κάνοντας την υπόθεση της ήπιας κλίσης πυθµένα, κατά µέσο όρο η συνολική σκέδαση 

ενέργειας της µέσης ροής λόγω θραύσης, µπορεί νε υπολογιστεί ικανοποιητικά από τη µη 
γραµµική θεωρία απότοµης ασυνέχειας (shock theory) σε ρηχά νερά. Στο κινούµενο σύστηµα 
αναφοράς �&. 0. 1	 του προωθούµενου κυµατισµού απότοµου µετώπου του σχήµατος 5.3, 
µπορεί να υπολογιστεί προσεγγιστικά σύµφωνα µε τους Bonneton (2001) και Svendsen et al. 
(1978) από τον τύπο: 

 

� PC� �0 ≈ 14¶+E»� �A
¯�*																																																																																																																																								(5.5) 

 

όπου � το βάθος ηρεµίας του νερού, 
 = [/� µε [ το ύψος κύµατος και A = §�� η τοπική 
ταχύτητα διάδοσης του θραυόµενου κύµατος (ρηχά νερά). 
Όπως αναφέρθηκε, έχουν προταθεί αρκετά κριτήρια έναρξης της θραύσης σε µοντέλα τύπου 

Boussinesq. Τα σηµαντικότερα από αυτά αφορούν σε µία κρίσιµη κλίση του εµπρόσθιου 
µετώπου του κυµατισµού σύµφωνα µε τους Schäffer et al. (1993), σε µία οριακή βαθµίδα της 
ταχύτητας ενός µοναχικού κύµατος σύµφωνα µε τον Zelt (1991) ή σε µία παρόµοια προσέγγιση 
από τους Kennedy et al. (2000) όπου η κρίσιµη χωρική βαθµίδα της ταχύτητας εκφράζεται µέσω 
της χρονικής παραγώγου της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας χρησιµοποιώντας την 
εξίσωση συνέχειας. Εναλλακτικά, οι Okamoto και Basco (2006) πρότειναν ένα κριτήριο έναρξης 
της θραύσης βασισµένο σε ένα σχετικό αριθµό Froude στην κοιλία του κύµατος (RTFN). 
Επίσης, απαιτείται ένα πρόσθετο κριτήριο βάσει του οποίου το εκάστοτε µοντέλο αποφασίζει τη 
λήξη της διαδικασίας της θραύσης.  
Η κλίση του εµπρόσθιου µετώπου κατά τη θραύση (breaker slope), η χρονική παράγωγος της 

ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας και το κριτήριο RTFN περιλαµβάνουν ρητή, εξωτερική 
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αντιµετώπιση της διαδικασίας της θραύσης. Για παράδειγµα στο µοντέλο του επιφανειακού 
κυλίνδρου οι Schäffer et al. (1993) πρότειναν το χρονικό νόµο εξέλιξης (4.30) της µέσης γωνίας 
Φ του θραυόµενου µετώπου (mean breaker angle) που µε διαφορετικούς συµβολισµούς 
γράφεται: 

 B = B� + (B² − B�)9�: 6− (���F)GF ��27    για � ≥ �C                                                                      (5.6) 

 
όπου B² η γωνία κατά την έναρξη της θραύσης, B� η γωνία στην κατάσταση της περίπου 
σταθερής µορφής του κυµατισµού (borelike), �C η χρονική στιγµή έναρξης της θραύσης και IC 
µία χαρακτηριστική µεταβατική κλίµακα χρόνου. Οι Schäffer et al. (1993) πρότειναν τις τιµές: B² = 20°	, B� = 8° και IC = I/10 στο ελαφρώς µη-γραµµικό µοντέλο Boussinesq τους. 
Από την άλλη πλευρά, το κριτήριο θραύσης των Kennedy et al. (2000) βασίζεται σε µια οριακή 

τιµή της χρονικής παραγώγου της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας που δίνεται από τη 
σχέση (4.44). Οι συγγραφείς στο πλήρως µη γραµµικό µοντέλο Boussinesq τους εφάρµοσαν τις 

τιµές: ���¾	 = 0.65§��	, ����	 = 0.15§��  και I∗ = 5§�/�  για τη µεταβατική κλίµακα χρόνου. 
Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι και τα δύο κριτήρια θραύσης είναι στην ουσία παρόµοια, 

καθότι για έναν προωθούµενο κυµατισµό σταθερής µορφής ισχύει η εξίσωση: 
 ��

�� + A ��
�� = 0                                                                                                                              (5.7) 

 
που δείχνει ότι η χρονική παράγωγος της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας µπορεί να 
συσχετιστεί σε πρώτη τάξη µε τη µέση κλίση του εµπρόσθιου µετώπου του θραυόµενου 

κυµατισµού, αφού ισχύει 
��
�� ≈ −���B. Οπότε, ουσιαστικά οι τιµές που πρότειναν οι συγγραφείς 

στο κριτήριο των Kennedy et al. (2000) είναι B² = 33° και B� = 8.5°. 
Οι οριακές τιµές των παραµέτρων για την έναρξη της θραύσης εξαρτώνται σηµαντικά από το 

εκάστοτε σετ των εξισώσεων Boussinesq που χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν την κίνηση 
των κυµατισµών. Αυτό εξηγεί γιατί η γωνία B² = 20° στο ελαφρώς µη γραµµικό µοντέλο των 
Schäffer et al. (1993) είναι σηµαντικά µικρότερη από την αντίστοιχη B² = 33° στο πλήρως µη 
γραµµικό µοντέλο των Kennedy et al. (2000). Επίσης, και οι δύο προσεγγίσεις λαµβάνουν 
υπόψη το ιστορικό κάθε γεγονότος θραύσης ορίζοντας µία συνάρτηση χρονικής εξέλιξης των B 

και 
��∗
��  . Αυτή η χρονική εξάρτηση υποδηλώνει ότι κάθε γεγονός θραύσης πρέπει να σηµειώνεται 

και να ακολουθείται καθώς ο θραυόµενος κυµατισµός προωθείται προς την ακτή. 
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5.3 Η ΜΟΡΦΗ ΤΩΝ ΟΡΩΝ ΘΡΑΥΣΗΣ  
 

Το µοντέλο θραύσης των Cienfuegos et al. (2005) έχει ως θεωρητικό υπόβαθρο τη θεωρία 
κυµάτων απότοµης ασυνέχειας (shock wave theory) σε ρηχά νερά, κατ' αναλογία µε το 
υδραυλικό άλµα και την προσέγγιση του επιφανειακού κυλίνδρου. Κάνοντας την προσέγγιση 
των µακρών κυµατισµών (η θραύση λόγω ρήχωσης συµβαίνει συνήθως στα ρηχά) και της ήπια 
µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας, παρέχεται η δυνατότητα βαθµονόµησης των παραµέτρων που 
υπεισέρχονται στους όρους θραύσης. Με αυτές τις απλοποιήσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν 
κάποια σηµαντικά αποτελέσµατα που ισχύουν για ψευδο-σταθερά θραυόµενα τµήµα των 
κυµάτων (quasi-steady breakers) ή (κινηµατικά) κύµατα απότοµου µετώπου (bores). 
Επικαλούµενοι τη θεωρία shock στα ρηχά νερά, η σχέση (5.5) προσφέρει έναν υπολογισµό 

της συνολικής σκέδασης της ενέργειας κατά µήκος του shock στη ζώνη θραύσης. Ενώ στη 
θεωρία shock η σκέδαση της ενέργειας συγκεντρώνεται στην ασυνέχεια (σε µια απειροελάχιστη 
οριζόντια απόσταση), στην πραγµατική ζώνη θραύσης των κυµατισµών λαµβάνει χώρα σε µια 
πεπερασµένη απόσταση �@ . Εποµένως, οι αριθµητικές λύσεις που βασίζονται στη µέθοδο 
shock capturing εξαρτώνται σηµαντικά από τη χωρική διακριτοποίηση P� που υπεισέρχεται 
στον προσδιορισµό του πεπερασµένου µήκους της ασυνέχειας. Εποµένως, στο όριο P� → 0 θα 
πρέπει επίσης �@ → 0. Παρόλα αυτά, τα πραγµατικά θραυόµενα µέτωπα δεν είναι ποτέ 
απολύτως κατακόρυφα και εποµένως πρέπει να επιλεχθεί ένα P� που να αποδίδει σωστά την 
κυµατική ασυµµετρία. 
Παρότι έχουν παρουσιαστεί χρήσιµα αποτελέσµατα για την εφαρµογή της µεθόδου shock 

capturing στη θραύση κυµατισµών στην εσωτερική ζώνη θραύσης από τους Bonneton (2007), 
Kobayashi et al. (1989) και Vincent et al. (2001), η επιτυχηµένη εφαρµογή των µεθόδων αυτών 
απαιτεί την πεπλεγµένη απόκτηση πληροφοριών σχετικών µε το πεπερασµένο µήκος �@. 
Εξαιτίας της εξάρτηση από τη χωρική διακριτοποίηση, οι Cienfuegos et al. (2010) πρότειναν µία 
µεθοδολογία ρητής, εξωτερικής εκτίµησης του οριζόντιου µήκους �@, η οποία παρουσιάζεται 
παρακάτω. Στην παρούσα εργασία ελέγχθηκε τόσο η µέθοδος των Cienfuegos et al. (2010), 
όσο και ένας γεωµετρικός προσδιορισµός του �@ εσωτερικά στο µοντέλο βάσει της προσέγγισης 
του επιφανειακού κυλίνδρου. Η δεύτερη περίπτωση έδωσε γενικά πιο ακριβή αποτελέσµατα. 
Συνδυάζοντας την εξίσωση ενέργειας (5.3) µε τη θεωρητική σχέση (5.5), προκύπτει σε ένα 

κινούµενο σύστηµα αναφοράς η παρακάτω σχέση για τους όρους θραύσης: 
 

−� �=�ℎ + 12 ��@�; + A	*> ,+ + ��@�; + A	,+._;<

¦
�0 ≈ 14�A
¯�*																																																																(5.8) 

 
όπου �@ συµβολίζει πλέον την οριζόντια απόσταση στην οποία οι επιπλέον όροι είναι µη 
µηδενικοί και �@�; = � − A είναι η ολοκληρωµένη ως προς το βάθος ταχύτητα ως προς το 
κινούµενο σύστηµα αναφοράς (το �&. 0. 1	 κινείται µε ταχύτητα A). Γίνεται η υπόθεση ότι οι όροι 
θραύσης έχουν τη µορφή όρων διάχυσης σύµφωνα µε το µοντέλο του Zelt (1991). Ωστόσο, 
ενσωµατώνεται και ένας επιπλέον όρος στην εξίσωση συνέχειας που στοχεύει στο να 
συµπεριληφθούν οι επιδράσεις του επιφανειακού κυλίνδρου που δε λαµβάνονται υπόψη από τη 
θεωρία της ροής από δυναµικό. 
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Εποµένως, οι όροι θραύσης στο κινούµενο σύστηµα αναφοράς γράφονται: 
 ,+ = ��2 34+ �+�25                                                                                                                         (5.9) 

 ,+. = ��2 Q4+. ��2 [ℎ(�@�; + A)]S                                                                                                (5.10) 

 
όπου 4+ και 4+. είναι συναρτήσεις διάχυσης που πρέπει να προσδιοριστούν. Εποµένως, για να 
γίνει η ολοκλήρωση στο αριστερό µέλος της (5.8) θα πρέπει να εκτιµηθούν το �@ και οι τοπικές 
συναρτήσεις 4+ και 4+. . 
Επειδή η σκέδαση της ενέργειας µπορεί να συνδεθεί µε τις διατµητικές τάσεις στην κάτω ακµή 

του κυλίνδρου σύµφωνα µε τους Dally και Brown (1995) και τους Deigaard και Fredsøe (1989), 
ως �@ θεωρείται το µήκος του επιφανειακού κυλίνδρου. Επίσης, πειραµατικά αποτελέσµατα σε 
υδραυλικά άλµατα µε αριθµούς Froude κοντά σε αυτούς που προέκυψαν στην εσωτερική ζώνη 
θραύσης και παρατηρήθηκαν από τους Svendsen et al. (2000), δείχνουν ότι η χωρική κατανοµή 
του τοπικού πάχους του επιφανειακού κυλίνδρου είναι όµοια µε την κατανοµή της µέγιστης 
διατµητικής τάσης. Γίνεται η υπόθεση ότι οι συντελεστές διάχυσης της µάζας και της ορµής είναι 
συναρτήσεις ίδιας µορφής και σύµφωνα και µε τους Veeramony και Svendsen (2000) 
γράφονται: 

 4+(0) = −8+9�: 32;< − 15 =32;< − 15 + 32;< − 15*>        µε   0 ≤ 0 ≤ �@                                        (5.11) 

 

4+.�0	 = −8+.9�: 32;< − 15 =32;< − 15 + 32;< − 15*>     µε   0 ≤ 0 ≤ �@                                        (5.12) 

 
όπου 8+ και 8+. είναι συναρτήσεις που µεταβάλλονται ελαφρώς µε το 0 και βαθµονοµούνται 
από την ολοκληρωµατική εξίσωση (5.8). Οι σχέσεις (5.11) και (5.12) παρέχουν µία τοπική 
χωρική κατανοµή των συντελεστών διάχυσης και είναι σηµαντικό ότι η συγκεκριµένη 
συναρτησιακή µορφή εξασφαλίζει τη συνολική διατήρηση της µάζας και της ορµής σε ένα 
γεγονός θραύσης επειδή 4+ = 4+. = 0 στα εξωτερικά όρια της περιοχής ενεργοποίησης των 
επιπλέον όρων θραύσης. Επειδή δηλαδή είναι 4+�0	 = 4+��@	 = 4+.�0	 = 4+.��@	 = 0 ισχύει: 
 

� ,+�0 =
;<

¦
� ,+.�0 =
;<

¦
0																																		   																																																																																																(5.13) 

 
Εποµένως, οι επιπλέον όροι θραύσης παράγουν µόνο µια τοπική ανακατανοµή της µάζας και 

της ορµής κατά τη θραύση, χωρίς πρόσθεση ή αφαίρεση ποσοτήτων των µεγεθών αυτών από 
το σύστηµα. 
Σύµφωνα µε τη θεωρία των Cointe και Tulin (1994) για steady breakers, αλλά 

προσαρµόζοντας την εµπειρική παράµετρο Ò σύµφωνα µε τα πειράµατα του Cienfuegos (2005) 
σε ρηχά νερά, προκύπτει η εξίσωση (5.14) σύµφωνα µε τους συµβολισµούς του σχήµατος 5.3: 
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�<� = ;<�Í{s� = Ïr*(v�Ïr) (1 − 
) ≈ 0.865�1 − 
	                                                                            (5.14) 

 
όπου έχει χρησιµοποιηθεί η τιµή Ò = 0.796. Τέλος, για γίνει η ολοκλήρωση στο αριστερό µέλος 
της (5.8) χρησιµοποιείται η προσέγγιση µακρών κυµατισµών: 
 ��@�; + A	ℎ = A�ℎ − �	                                                                                                            (5.15) 
 
και γίνεται η υπόθεση ότι η µέση θέση του κυµατικού µετώπου όπου εφαρµόζονται οι όροι 
θραύσης (σχήµα 5.3) περιγράφεται από µία απλή γραµµική συνάρτηση: 
 

ℎ = 31 + À
* − 2

� ���B5 �        για   0 ≤ 0 ≤ �@                                                                           (5.16) 

 
Εποµένως, η εξίσωση (5.8) εισάγει δύο παραµέτρους που ορίζουν τα τοπικά χαρακτηριστικά 

της ζώνης θραύσης. Αυτές είναι: η παράµετρος θραύσης 
 και η µέση γωνία κλίσης του 
θραυόµενου εµπρόσθιου µετώπου B. 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.9) ως (5.12) και (5.14) ως (5.16) στην (5.8), προκύπτει η 

εξίσωση: 
 

��+8+ + �+.8+.	A*���B = v
¹�A
¯�*                                                                                         (5.17) 

 
όπου �+ και �+. είναι ολοκληρώµατα που µεταβάλλονται ελαφρώς µε την παράµετρο 
 και 
ορίζονται ως: 
 

�+ = −� O31 + 
2 − 9@� q5 + 12 =1 − 31 + 
2 − 9@� q5�v>*Pv

¦
Á�q	�q																																																														(5.18) 

 

�+. = −� =1 − 31 + 
2 − 9@� q5�v>v

¦
Á�q	�q																																																																																																							(5.19) 

 
όπου: 
 Á�q	 = 9�:�q − 1	�q* + q − 1	        για   0 ≤ q ≤ 1                                                                 (5.20) 
 

και q = 2
;< . Ο λόγος  

�<�   µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (5.14) και µία αριθµητική 

ολοκλήρωση µπορεί να εφαρµοστεί για να υπολογιστούν τα �+ και �+. για τις διάφορες τιµές της 
παραµέτρου 
. Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα 5.1, από όπου προκύπτει ότι στη ζώνη 
θραύσης τα �+ και �+. είναι της ίδιας τάξης και οι τιµές τους κυµαίνονται από 0.01 ως 0.05. 
Η εξίσωση (5.17) προκύπτει απευθείας από ενεργειακούς υπολογισµούς και έχει το 

προτέρηµα ότι εκφράζει ρητά, εξωτερικά προς τις εξισώσεις του µοντέλου, τη σχέση µεταξύ των 
τυρβωδών συντελεστών 8+ και 8+., των τοπικών κυµατικών παραµέτρων 
 και B και των 
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σχετιζόµενων µεγεθών A και �. Ωστόσο, για πρακτικές εφαρµογές οι Cienfuegos et al. (2010) 
προτείνουν �+ = �+. και σταθερό λόγο b = §+/8+. (0 ≤ b ≤ 1	. Με αυτές τις παραδοχές οι 
τυρβώδεις συντελεστές προκύπτουν: 

 

8+. = ñ »�
�Í{s                                                                                                                            (5.21) 

 

8+ = bñ »�
�Í{s                                                                                                                           (5.22) 

 
µε  
 

ñ = �Fv��     και  C = À¸
¹¾#Â                                                                                                          (5.23) 

 
Αριθµητικοί υπολογισµοί του C φαίνονται στην τελευταία σειρά του πίνακα 5.1. Όπως 

προκύπτει, το C παίρνει τιµές &�1	 − &�10	 στη ζώνη θραύσης. 
 

 
Πίνακας 5.1: Αριθµητικός υπολογισµός των �+ , �+. και C για τυπικές τιµές της 

                                                    παραµέτρου 
 στη ζώνη θραύσης (πηγή: [34]) 
 
 
 

5.4 ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 
 
Το νέο µοντέλο θραύσης, ύστερα από τις παραπάνω απλοποιήσεις, περιλαµβάνει δύο κύριες 

φυσικές παραµέτρους, τις 
 και B , αλλά πρέπει να προδιαγραφούν επιπλέον και οι τιµές των 
συντελεστών b και C. Επειδή δεν υπάρχει ξεκάθαρη γνώση της εξέλιξης αυτών των ποσοτήτων 
µέσα στη ζώνη θραύσης, η διαδικασία της βαθµονόµησης πρέπει να αντιµετωπίζεται µε 
ρεαλισµό, ώστε το µοντέλο να διατηρείται όσο το δυνατόν πιο απλό. 
Όπως αναφέρουν οι Cienfuegos et al. (2010), εφάρµοσαν τα προαναφερθέντα κριτήρια 

έναρξης της θραύσης στο µοντέλο τους πεπερασµένων όγκων για πλήρως µη-γραµµικούς και 
ελαφρώς διασπειρόµενους κυµατισµούς και κατέληξαν σε συµπεράσµατα παρόµοια µε του 
Lynett (2006), ότι δηλαδή το κριτήριο που βασίζεται στη µέση κλίση του εµπρόσθιου µετώπου 
είναι το λιγότερο ευαίσθητο για θραύση τύπου spilling και για το λόγο αυτό το υιοθέτησαν. Έτσι, 
λοιπόν στο κινούµενο σύστηµα αναφοράς που σχετίζεται µε κάθε µεµονωµένο κύµα, η θραύση 
ξεκινάει και τελειώνει όταν: 

 

έναρξη θραύσης αν   S���2S ≥ ���BC  
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λήξη θραύσης αν   S���2S ≤ ���BT 

 
όπου BC η απαιτούµενη οριακά κλίση του µετώπου για την έναρξη της θραύσης και BT η οριακή 

κλίση για τη λήξη της θραύσης. Η τοπικά µέγιστη κλίση S���2S του µετώπου λογίζεται ως κλίση 

αναφοράς για κάθε θραυόµενο κύµα. Όπως αναφέρθηκε, στην παρούσα εργασία εφαρµόστηκε 
τόσο το παραπάνω κριτήριο θραύσης µε θεώρηση µιας σταθερής µέσης κλίσης ���B κατά τη 
διάρκεια της θραύσης για την εκτίµηση των όρων θραύσης, όσο και το κριτήριο των Schäffer et 
al. (1993) µε τον εκθετικό χρονικό νόµο για την εξέλιξη της κρίσιµης κλίσης του κυλίνδρου. 
Γενικά η δεύτερη περίπτωση έδωσε ακριβέστερα αποτελέσµατα. 
Οι Cienfuegos et al. (2010) αναφέρουν πως επειδή η παραµετροποίηση της θραύσης στο 

µοντέλο τους εφαρµόζεται σε wave-by-wave βάση, πρέπει να ακολουθείται κάθε κυµατική 
κορυφή, ενώ οι όροι θραύσης εφαρµόζονται στο εµπρόσθιο µέτωπο σε µήκος �@ ξεκινώντας 
από την κορυφή του κύµατος. Κατά την εφαρµογή του κριτηρίου θραύσης των Schäffer et al. 
(1993) στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009), κάθε θραυόµενος κυµατισµός πρέπει να 
ακολουθείται κατά τη διάδοσή του προς την ακτή, ώστε να εφαρµόζεται σε αυτόν η χρονική 
εξέλιξη του επιφανειακού κυλίνδρου.  
Η βαθµονόµηση των παραµέτρων του µοντέλου θραύσης είναι µια δύσκολη διαδικασία 

εξαιτίας των πολλών βαθµών ελευθερίας και των πολλών πιθανών συνδυασµών τιµών των 
παραµέτρων. Αν θεωρηθεί µία σταθερή (ως προς το χρόνο και το χώρο) µέση γωνία κλίσης 
εµπρόσθιου θραυόµενου µετώπου B, τότε η τιµή αυτή, όπως και τα 
, C , b πρέπει να 
προδιαγραφούν εξ αρχής. Στην παρούσα εργασία το µήκος του κυλίνδρου υπολογίζεται 
γεωµετρικά από το µοντέλο σε κάθε χρονικό βήµα σε ένα γεγονός θραύσης.           
Ωστόσο, σύµφωνα µε τους Cienfuegos et al. (2010) το �@ υπολογίζεται από τη σχέση (5.14) και 

το γεγονός αυτό αποτελεί βασική ιδιότητα του προταθέντος µοντέλου. Αριθµητικά πειράµατα 
έχουν δείξει ότι η οριζόντια ασυµµετρία των κυµατισµών εντός της ζώνης θραύσης εξαρτάται 
σηµαντικά από την τιµή του �@ . Οι συγγραφείς αναφέρουν ότι πολύ µεγάλες τιµές του µήκους 
αυτού σε συνδυασµό µε µεγάλες τιµές των συντελεστών τυρβώδους συνεκτικότητας µπορεί να 
προκαλέσουν σηµαντικές ανακρίβειες στον υπολογισµό της δεξιάς-αριστερής ασυµµετρίας. Από 
την άλλη πλευρά, το µήκος �@ περιορίζεται προς τα κάτω από τη διακριτοποίηση P� και 
συγκεκριµένα η ελάχιστη τιµή είναι �@ = 2P�. Εποµένως, πρέπει να γίνει ένας συµβιβασµός 
µεταξύ µιας καλής αναπαράστασης της κυµατικής ασυµµετρίας και πρακτικών θεµάτων στους 
αριθµητικούς υπολογισµούς. 
Όσον αφορά στη σχέση µεταξύ των συντελεστών διάχυσης της µάζας και της ορµής, όπως 

αυτή εκφράζεται από το λόγο b, αριθµητικά πειράµατα έχουν δείξει ότι η τιµή αυτού του 
συντελεστή πρέπει να προσδιοριστεί µε προσοχή, καθότι τιµές µεγαλύτερες του 0.3 οδηγούν σε 
υποεκτίµηση του setup. Υπάρχουν εµπειρικές ενδείξεις σύµφωνα µε τους Andersen και Fredsøe 
που υποδεικνύουν ότι στις περισσότερες ζώνες θραύσης ισχύει 0.4 ≤ 
 ≤ 0.8 ,αλλά στη ζώνη 
διαβροχής (swash zone) ο συντελεστής 
 µπορεί να πάρει υψηλότερες τιµές σύµφωνα µε τους 
Raubenheimer et al. (1996). Οι Cienfuegos et al. (2010) κατά τη βαθµονόµηση του µοντέλου 
τους σύµφωνα µε το πείραµα των Ting και Kirby (1994) για θραύση τύπου spilling, κατέληξαν 
στο συµπέρασµα ότι το 
 είχε τιµή 0.8 κοντά στο σηµείο εκκίνησης της θραύσης και 
µεταβαλλόταν ως την περίπου σταθερή τιµή 0.5 στην εσωτερική ζώνη θραύσης. 
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Παρόµοια η µέση γωνία κλίσης του θραυόµενου µετώπου B πρέπει µεταβάλλεται από µία 
ανώτερη οριακή τιµή κοντά στο σηµείο εκκίνησης της θραύσης ως µία κατώτερη περίπου 
σταθερή τιµή ισορροπίας στην εσωτερική ζώνη θραύσης σύµφωνα µε τους Govender et al. 
(2002) και Schäffer et al. (1993). Ωστόσο, δεν υπάρχει ξεκάθαρη εικόνα για τη χρονική εξέλιξη 
των µεγεθών αυτών. Για το λόγο αυτό και χάριν απλότητας οι Cienfuegos et al. (2010) 
προτείνουν οι παράµετροι 
, B, b και C να θεωρούνται σταθερές σε ολόκληρη τη ζώνη θραύσης 
και να προκύπτει ύστερα από βαθµονόµηση ένα φυσικό εύρος τιµών. Επίσης, οι τιµές των 
οριακών γωνιών BC και BT θα πρέπει να προδιαγράφονται εξαρχής. Οι συγγραφείς εκτέλεσαν 

µια σειρά αριθµητικών πειραµάτων ώστε να προσδιορίσουν τις βέλτιστες τιµές των παραµέτρων 
αυτών και κατέληξαν στα εξής βασικά συµπεράσµατα: 
� Θεωρώντας λόγο b = 8+/8+. µεγαλύτερο του 0.3 υποεκτιµάται το setup στην εσωτερική 

ζώνη θραύσης 
� Ένας συνδυασµός µεγάλων τιµών του �@/� και των συντελεστών διάχυσης παράγει 

ανεπιθύµητες µικρές ταλαντώσεις πίσω από τα θραυόµενα µέτωπα που µπορεί να 
οδηγήσουν σε αριθµητικές αστάθειες 

� Η οριακή γωνία κλίσης του εµπρόσθιου µετώπου για την έναρξη της θραύσης τύπου spilling 
πρέπει να τίθεται στο διάστηµα BC~28° − 32° ή ακόµη και να φτάνει στις τιµές 35° − 36° για 
ισχυρή θραύση τύπου plunging 

� Το µοντέλο δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητο στην οριακή γωνία για τη λήξη της θραύσης, αρκεί 
να ισχύει BT < 10°  

� Οι Cienfuegos et al. (2007) προτείνουν τη χρήση ενός πυκνού πεπλεγµένου αριθµητικού 
φίλτρου 8ης τάξης των Gaitonde et al. (1999) µε T = 0.4 . Το φίλτρο, που εφαρµόζεται µία 

φορά σε κάθε χρονικό βήµα, βελτιώνει την αριθµητική απόδοση του σχήµατος χωρίς να 
αποµακρύνει σηµαντικά ενέργεια από το σύστηµα. Ωστόσο, στην παρούσα εργασία 
εφαρµόστηκε και κατά την επέκταση του µοντέλου των Karambas και Memos (2009) το 
αριθµητικό φίλτρο που προτείνεται στην παράγραφο 3.5.3.3 

Αριθµητικά πειράµατα έχουν δείξει ότι η συγκέντρωση των όρων θραύσης σε ένα µικρότερο 
οριζόντιο µήκος κοντά στην κορυφή του θραυόµενου κύµατος, έχει ως αποτέλεσµα την 
καλύτερη απόδοση της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας και της κυµατικής ασυµµετρίας. 
Κατά τη βαθµονόµηση του µοντέλου τους µε το πείραµα των Ting και Kirby (1994) για θραύση 
τύπου spilling, οι Cienfuegos et al. (2010) πρότειναν τις τιµές 
 = 0.8	, B = 13°, b = 0.1 και C = 5.0 , τις οποίες και θεωρούν σταθερές σε ολόκληρη τη ζώνη θραύσης, αφού κατά την 
ανάλυσή τους δεν απαιτείται µεταβατική κλίµακα χρόνου. Επίσης, θεώρησαν BC = 30° και BT = 8°. Αντικαθιστώντας τις βέλτιστες αυτές τιµές στις σχέσεις (5.21) ως (5.23) προκύπτουν: 

 8+. = 20A�                                                                                                                             (5.24) 
 8+ = 2A�                                                                                                                                 (5.25) 
 ;<� = 0.82                                                                                                                                  (5.26) 
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Οι Mignot και Cienfuegos (2009) πρότειναν τις διαφορετικές τιµές 8+. = 34A� και 8+ = 3.4A� , 
ενώ οι Cienfuegos et al. (2006b) προτείνουν 8+. = 16A� και 8+ = 1.6A� .  
Αν εφαρµοστεί η σταθερή ως προς το χρόνο (και το χώρο) µέση γωνία κλίσης B και όχι ο 

εκθετικός νόµος, τότε δεν απαιτείται µεταβατική κλίµακα χρόνου, σε αντίθεση µε τα µοντέλα των 
Schäffer et al. (1993) και Kennedy et al. (2000) που απαιτούν να σηµαδευτεί και να 
ακολουθηθεί κάθε γεγονός θραύσης. Ωστόσο, απαιτείται και πάλι γνώση της τοπικής κλίσης του 
µετώπου και της θέσης της κορυφής κύµατος.  
Ενδιαφέρον παρουσιάζει µία σύγκριση µεταξύ των αντίστοιχων όρων θραύσης στην εξίσωση 

ορµής στα µοντέλα των Kennedy et al. (2000) και Cienfuegos et al. (2005). ∆εχόµενοι τις 

παραπάνω απλοποιήσεις, στο σηµείο έναρξης της θραύσης είναι 
 = |
� ≈ *�ìræ� ≈ 0.8 → �ØÍ� ≈0.4� και βάσει της εξίσωσης µακρών κυµατισµών: �� = −A�� ≈ −A���B ≈ −A���33° ≈ −0.65A. 

Οπότε θεωρώντας È~1 και ñC~1.2 , από τη σχέση (4.42) προκύπτει: 4Ú�{ ≈ −1.31A�. 
Συνδυάζοντας τις (5.12) και (5.24) προκύπτει: 4+.,Ý²�{Ø²{ ≈ −3.22A�. Η διαφορά αυτή στις δύο 

τιµές οφείλεται εν µέρει στη διαδικασία βαθµονόµησης των µοντέλων, αλλά και στην ύπαρξη του 
επιπλέον όρου θραύσης στην εξίσωση συνέχειας στο µοντέλο των Cienfuegos et al. (2005). 
Άλλωστε, όπως αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλαίου, οι Cienfuegos et al. (2010) αµφισβητούν 
την καταλληλότητα της τιµής ñC~1.2 που προτάθηκε από τους Kennedy et al. (2000). 
Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να αναφερθεί ότι η υιοθέτηση των τιµών 8+. = 20A� και 8+ = 2A� 

στο τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) οδηγεί σε αριθµητικές αστάθειες. 
Ύστερα από αρκετές δοκιµές εφαρµόστηκε τελικά η τιµή 8+. = 2A� και όπως αναφέρεται στο 7ο 
κεφάλαιο το µοντέλο δεν είναι ευαίσθητο στο λόγο 8+./8+, εποµένως επιλέχθηκε 8+./8+ = 10 
και άρα 8+ = 0.2A�. Η επιλογή αυτή µπορεί να δικαιολογηθεί αφενός από το γεγονός ότι 
εξασφαλίζει την αριθµητική ευστάθεια του σχήµατος, όπως προέκυψε µε δοκιµές, αλλά και 
αφετέρου από το γεγονός ότι οδηγεί σε όρο θραύσης ,+. µε τιµές παρόµοιες µε αυτές του όρου 
θραύσης *C του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε προσοµοίωση 
της θραύσης µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας και βάσει του κριτηρίου των 
Kennedy et al. (2000). Ενδεικτικά, στο πείραµα των Hansen και Svendsen (1979) η θραύση 
(τύπου spilling) (πίνακας 7.3) εκδηλώνεται στη θέση µε βάθος �C = 0.073	\ στην ακτή κλίσης 1: 34.26 και [C/�C = 0.979. Εποµένως, στη θέση θραύσης είναι: 

 

A ≈ §��C ≈ 0.8445	\/ sec 																																																																																																																															(5.27) 
 ���� = 134.26 ≈ 0.0292																																																																																																																																											(5.28) 

 �A�� = §� 1
2√�

���� ≈ 0.1692																																																																																																																																	(5.29) 

 
Ο όρος θραύσης (αφού πολλαπλασιαστεί µε το συνολικό βάθος) βάσει του µοντέλου των 

Kennedy et al. (2000) (σχέση (4.40)) γράφεται: 
 *C = �+

��
��
+	
�� + 4 �r�
+	

��r 																																																																																																																																							(5.30)	    
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Είναι [C/�C ≈ *�ìræ�F = 0.979 άρα �ØÍ� ≈ 0.49�C και �� = −A�� ≈ −A���B ≈ −A���33° ≈ −0.65A. 

Συνεπώς, λόγω της (4.42) είναι 4ÚÙë ≈ −1.394A� και λόγω των (5.27) ως (5.29) είναι 
�+µÄ �� ≈

−0.861. Αν θεωρηθεί ότι 
�r�
+	
��r ~3 ��
+	

��   (επαληθεύεται προσεγγιστικά κατά την εφαρµογή του 

µοντέλου), τότε από την (5.30) προκύπτει ότι *C~− 1.119 ��
+	
��  . 

Αν τεθεί στο προτεινόµενο µοντέλο θραύσης 8+. = � ∙ A�  µε � σταθερά, λόγω της (5.12) στην 

παράγωγο 
�+
��  προκύπτει ένας επιπλέον όρος λόγω της συνάρτησης αναδιανοµής της ορµής. Ο 

όρος θραύσης στην εξίσωση ορµής του προτεινόµενου µοντέλου (αφού πολλαπλασιαστεί µε το 
συνολικό βάθος) γράφεται: 

 
 

,+. = �4+.�� ���ℎ	�� + 4+. �*��ℎ	��* 																																																																																																																					(5.31) 

 
Λόγω των (5.27) ως (5.29) είναι: 
 �4+.�� = − ∙ O0.0379�: ���@ − 1 M���@ − 1 * + ���@ − 1 N+ 0.0616�@ 9�: ���@ − 1 M���@ * + ��@ − 1NP 														(5.32) 

 
Θεωρώντας ότι �@ ≈ 0.82�C ≈ 0.06	\ (επιβεβαιώνεται κατά την εφαρµογή του µοντέλου), η 

ελάχιστη τιµή του �+#Â��   είναι −1.027. Επίσης είναι 4+.Ø²{ ≈ −0.01. Εποµένως, θεωρώντας πάλι 

προσεγγιστικά 
�r�
+	
��r ~3 ��
+	

��  στη θέση θραύσης προκύπτει ότι ,+.~− 1.057� ��
+	
��  . 

Απαιτώντας λοιπόν ,+. ≈ *C προκύπτει  ≈ 1.06. 
Η ανάλυση αυτή έγινε ενδεικτικά για το πείραµα των Hansen και Svendsen (1979). Είναι 

αρκετά επιδερµική, ωστόσο καταδεικνύει την τάξη µεγέθους των απαιτούµενων συντελεστών 
διάχυσης κατά τη θραύση. Η προτεινόµενη από τους Cienfuegos et al. (2010) τιµή  = 20 
οδηγεί σε µεγάλες τιµές των όρων θραύσης και τελικά σε αριθµητικές αστάθειες. Άλλωστε, οι 
ερευνητές αναφέρουν ότι η τιµή του συντελεστή εξαρτάται από τις χρησιµοποιούµενες εξισώσεις 
Boussinesq. Λόγω των προσεγγίσεων που έγιναν και εξαιτίας του γεγονότος ότι στο 
προτεινόµενο µοντέλο οι εξισώσεις δεν ολοκληρώνονται ως την ελεύθερη επιφάνεια στη θέση 
της θραύσης και λόγω της παρουσίας του επιπλέον όρου θραύσης στην εξίσωση συνέχειας, 
υιοθετήθηκε η τιµή  = 2. Η τιµή προέκυψε ύστερα από αρκετές δοκιµές και σύγκριση των 
τιµών των όρων θραύσης µεταξύ του προτεινόµενου µοντέλου, του µοντέλου θραύσης της 
τυρβώδους συνεκτικότητας και του µοντέλου του επιφανειακού κυλίνδρου. Έτσι, εφαρµόστηκαν 
οι συντελεστές 8+. = 2A�  και 8+ = 0.2A�.   
Η ανάπτυξη του νέου µοντέλου θραύσης αποσκοπεί στη βελτίωση της αριθµητικής 

αναπαράστασης κυµατικών ιδιοτήτων, όπως η ασυµµετρία και η κύρτωση µε απώτερο σκοπό 
την ακριβέστερη περιγραφή της µεταφοράς των φερτών υλών και την πρόβλεψη της εξέλιξης 
της µορφολογίας των ακτών. Οι παραπάνω τιµές των σχετιζόµενων παραµέτρων που 
προτείνουν οι Cienfuegos et al. (2010) για θραύση τύπου spilling δεν είναι κατάλληλες για 
θραύση τύπου plunging. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι κατά τη θραύση τύπου plunging τα 
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µακρά κύµατα µπορεί να έχουν πιο απότοµη ελεύθερη επιφάνεια και άρα να απαιτείται µια 
µεγαλύτερη οριακή τιµή γωνίας κλίσης για την έναρξη της θραύσης. Επιπλέον, σε θραύσεις 
τύπου plunging συµβαίνει έντονη σκέδαση ενέργειας σε ένα µικρότερο οριζόντιο µήκος σε 
σχέση µε τις θραύσεις τύπου spilling και άρα η µεταβατική συµπεριφορά είναι πιο γρήγορη. 
Ωστόσο, στην εσωτερική ζώνη θραύσης η προσοµοίωση της θραύσης τύπου plunging είναι 
σχετικά ικανοποιητική.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο 
 
 
ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MIKE 21 BOUSSINESQ WAVES (BW) 
 
 
 
6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου, εκτός 

της επαλήθευσής τους µε πειραµατικά δεδοµένα, συγκρίνονται και µε τα αντίστοιχα 
αποτελέσµατα του προγράµµατος MIKE 21 BW. Για αυτό το λόγο παρουσιάζεται συνοπτικά το 
θεωρητικό και µαθηµατικό υπόβαθρο του MIKE 21 Boussinesq Waves Module ή εν συντοµία 
MIKE 21 BW. 
Το MIKE 21 BW είναι ένα µοντέλο του λογισµικού MIKE 21 του Danish Hydraulic Institute 

(DHI). Είναι ένα προηγµένης τεχνολογίας πακέτο για την αριθµητική προσοµοίωση της 
διάδοσης βραχέων και µακρών κυµατισµών κοντά και εντός λιµενικών εγκαταστάσεων, καθώς 
και σε παράκτιες περιοχές. Αποτελεί µία από τις δηµοφιλέστερες εµπορικές προτάσεις της 
αγοράς. 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι εξισώσεις ορµής και συνέχειας (Madsen et al. (1997a,b)) 

στις οποίες βασίζονται το δισδιάστατο (2DH) και το µονοδιάστατο µοντέλο, η προσοµοίωση της 
θραύσης και το αντίστοιχο κριτήριο, οι οριακές συνθήκες και το αριθµητικό σχήµα επίλυσης που 
χρησιµοποιεί το πρόγραµµα. 
Στην παρούσα διπλωµατική χρησιµοποιήθηκε η έκδοση του 2007 του MIKE 21 BW και η 

περιγραφή αυτού του κεφαλαίου βασίζεται στο εγχειρίδιο του προγράµµατος. Τα αποτελέσµατα 
της εφαρµογής του φαίνονται συγκριτικά µε τα αντίστοιχα του τροποποιηµένου µοντέλου των 
Karambas και Memos (2009) στο 7ο κεφάλαιο.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6                  ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MIKE 21 BOUSSINESQ WAVES (BW) 

 

186 
 

6.2 ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 
 
Το πρόγραµµα MIKE 21 BW περιλαµβάνει δύο υποπρογράµµατα, το µονοδιάστατο (1DH) και 

το δισδιάστατο (2DH) (σχήµα 6.1). Τα δύο αυτά µοντέλα βασίζονται στην επίλυση στο πεδίο του 
χρόνου των εξισώσεων τύπου Boussinesq. Οι χρησιµοποιούµενες εξισώσεις περιλαµβάνουν 
µη-γραµµικά χαρακτηριστικά και διασπορά συχνοτήτων. Βασικά, η διασπορά των συχνοτήτων 
εισάγεται στις εξισώσεις ορµής λαµβάνοντας υπόψη την επίδραση των κατακόρυφων 
επιταχύνσεων στην κατανοµή των πιέσεων. 

 

 
Σχήµα 6.1: Το MIKE 21 BW περιλαµβάνει δύο µοντέλα. Αριστερά: το (2DH) εφαρµόζεται 

για τον υπολογισµό της κυµατικής διαταραχής σε λιµένες. ∆εξιά: το (1DH)    
εφαρµόζεται συνήθως για την προσοµοίωση της διάδοσης κυµατισµών από την 
ανοιχτή θάλασσα στα ρηχά νερά και ιδίως στις ζώνες θραύσης και διαβροχής 
(πηγή: [40])   

 

Τα δύο µοντέλα επιλύουν τις εξισώσεις τύπου Boussinesq χρησιµοποιώντας µια έκφραση 
ροής (flux-formulation) µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά γραµµικής διασποράς. Οι αρχικές 
εξισώσεις προτάθηκαν από τους Madsen et al. (1991) και τους Madsen και Sørensen (1992). 
Με τη βελτιωµένη µορφή των εξισώσεων, τα µοντέλα είναι ικανά να περιγράψουν την 
κατευθυντική διάδοση µιας οµάδας κυµατισµών από τα βαθιά στα ρηχά νερά. Οι εξισώσεις 
έχουν εφαρµογή για µέγιστο λόγο βάθους προς µήκος κύµατος στα βαθιά �/�¦ ≈ 0.5 (ή �� ≈ 3.1), ενώ για τις κλασικές εξισώσεις του Peregrine (1967) ο µέγιστος λόγος είναι �/�¦ ≈0.22 (ή �� ≈ 1.4). 
Οι εξισώσεις του µοντέλου έχουν επεκταθεί για να λάβουν υπόψη τη θραύση των κυµατισµών 

και τη µετακίνηση της ακτογραµµής κατά την αναρρίχηση των κυµάτων, σύµφωνα µε τις 
εργασίες των Madsen et al. (1997a,b) και Sørensen et al. (1998,2004). 
Το δισδιάστατο µοντέλο (2DH) BW επιλύει τις βελτιωµένες εξισώσεις τύπου Boussinesq µέσω 

ενός πεπλεγµένου αριθµητικού σχήµατος πεπερασµένων διαφορών σε έναν έκκεντρο 
ορθογωνικό κάναβο. Το µοντέλο είναι ικανό να αναπαράγει τα περισσότερα συνδυαστικά 
φαινόµενα που λαµβάνουν χώρα σε λιµενικές εγκαταστάσεις και παράκτιες ζώνες, δηλαδή: 
� Ρήχωση (shoaling) 
� ∆ιάθλαση (refraction) 
� Περίθλαση (diffraction) 
� Θραύση κυµατισµών (wave breaking) 
� Τριβή πυθµένα (bottom friction) 
� Μεταβολή της ακτογραµµής (moving shoreline) 
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� Μερική ανάκλαση (partial reflection) 
� Μερική διάδοση (partial transmission) 
� Μη γραµµική αλληλεπίδραση κυµάτων (non-linear wave-wave interaction) 
� ∆ιασπορά συχνοτήτων (frequency spreading) 
� Κατευθυντική διασπορά (directional spreading) 
Το MIKE 21 BW µπορεί επίσης να προσοµοιώσει φαινόµενα όπως η οµαδοποίηση 

κυµατισµών (wave grouping), το surf beat, η δηµιουργία δεσµευµένων χαµηλών και υψηλών 
αρµονικών (generation of bound sub-harmonics and super-harmonics) και η αλληλεπίδραση 
κυµατικών τριάδων κοντά στο συντονισµό (near-resonant triad interactions). Εποµένως, 
µπορούν να περιγραφούν ικανοποιητικά λεπτοµέρειες όπως η γένεση και απελευθέρωση 
ταλαντώσεων χαµηλών συχνοτήτων λόγω µετασχηµατισµών του αρχικού κύµατος, φαινόµενο 
σηµαντικό για το συντονισµό εντός των λιµένων και τις παράκτιες διεργασίες. 
Η θραύση των κυµατισµών τύπου spilling εφαρµόζεται βάσει της προσέγγισης του 

επιφανειακού κυλίνδρου. Η επιρροή στην κυµατική διάδοση προσοµοιώνεται µε την εισαγωγή 
επιπλέον συναγωγικών όρων στις εξισώσεις ορµής και ο προσδιορισµός των επιφανειακών 
κυλίνδρων γίνεται γεωµετρικά. Ο κύλινδρος λογίζεται ως ένα υδάτινο τµήµα που αποµονώνεται 
από την υπόλοιπη κίνηση και µεταφέρεται µε την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. Η θραύση 
ξεκινάει όταν η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας ξεπεράσει µια οριακή τιµή. 

 

 
Σχήµα 6.2: Εικόνα από την εφαρµογή του µοντέλου MIKE 21 BW (2DH) για τη διάδοση θραυόµενων  

κυµατισµών στην περιοχή λιµένα. Οι επιφανειακοί κύλινδροι (surface rollers) διακρίνονται µε 
το λευκό αφρό (πηγή: [40]) 

 

Η µετακίνηση της ακτογραµµής (moving shoreline) προσοµοιώνεται βάσει της ακόλουθης 
προσέγγισης: το υπολογιστικό πεδίο επεκτείνεται τεχνητά µε την αντικατάσταση του στερεού 
ορίου της ακτής από µία διαπερατή παραλία µε πολύ µικρό πορώδες. Κοντά στην κινούµενη 
ακτογραµµή, η θαλάσσια επιφάνεια αλληλεπιδρά µε τον πυθµένα και συνεχίζει στην πορώδη 
παραλία. Έτσι, η στιγµιαία θέση της ακτογραµµής καθορίζεται απλά από αυτή την 
αλληλεπίδραση. 
Με τη συµπερίληψη της θραύσης κυµατισµών και της µετακινούµενης ακτογραµµής, το MIKE 

21 BW µπορεί να περιγράψει σύνθετα παράκτια φαινόµενα, όπως η κυµατογενής κυκλοφορία 
σε συνδυασµό µε παράκτια τεχνικά έργα. 
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Σχήµα 6.3: Προσοµοίωση της διάδοσης κυµατισµών µε το µοντέλο MIKE 21 BW (2DH) στην 

  περιοχή του λιµανιού Frederikshavn της ∆ανίας (πηγή: [40)] 
 

Το µονοδιάστατο µοντέλο (1DH) BW επιλύει τις βελτιωµένες εξισώσεις τύπου Boussinesq των 
Madsen et al. (1997) µέσω µιας τυπικής µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων Galerkin µε 
πεπλεγµένη παρεµβολή των µεταβλητών που ορίζονται σε έναν ακανόνιστο (ή κανονικό) 
κάναβο. Έτσι, το µοντέλο προσοµοιώνει τη δυναµική στη ζώνη θραύσης (surf zone) και τις 
ταλαντώσεις στη ζώνη διαβροχής (swash zone) για οποιοδήποτε παράκτιο προφίλ 
βυθοµετρίας. 

 

 
Σχήµα 6.4: Παράδειγµα προσοµοίωσης της διάδοσης κυµατισµών 

µε το µοντέλο MIKE 21 BW (1DH) σε ακτή σταθερής 
κλίσης. Φαίνεται η υπολογισµένη ανύψωση της 
ελεύθερης επιφάνειας και το undertow στην περίπτωση 
απλών µονοχρωµατικών κυµατισµών (πηγή: [40]) 

 

Κατά την επίλυση των εξισώσεων τύπου Boussinesq µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 
στοιχείων, το κύριο πρόβληµα είναι η παρουσία των χωρικών παραγώγων ανώτερης τάξης. Το 
µοντέλο MIKE 21 BW (1DH) αντιµετωπίζει αυτό το πρόβληµα γράφοντας τις εξισώσεις σε 
µορφή κατώτερης τάξης εισάγοντας µια βοηθητική µεταβλητή b και µια βοηθητική αλγεβρική 
εξίσωση, όπως παρουσιάζεται στην παράγραφο 6.3. Το µονοδιάστατο µοντέλο, όπως και η 
δισδιάστατη έκδοση, αναπαράγει ικανοποιητικά τις περισσότερες συνδυαστικές παράκτιες 
διεργασίες. 
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6.3 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
Το MIKE 21 BW επιλύει τις τροποποιηµένες εξισώσεις τύπου Boussinesq σε µία ή δύο 

οριζόντιες διαστάσεις ως προς την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ζ και τις ολοκληρωµένες 
κατά βάθος συνιστώσες τις οριζόντιας ταχύτητας ù και É. 
Το σύστηµα εξισώσεων του δισδιάστατου µοντέλου (2DH) BW είναι: 
 
Εξίσωση συνέχειας: 
 � ���� + ���� + �Ë�t = 0                                                                                                                     (6.1) 

 
Εξίσωση ορµής κατά x: 
 

� �ù�� + ���  ù
*
ℎ # + ��� �ùÉℎ  + �*���� + �*�t�� + ¿��*�ℎ ���� + 

+�*ù = + Ò §�r�Ër
+ > + }�§�r�Ër

+rÝr + �êv = 0                                                                               (6.2)   

 
Εξίσωση ορµής κατά y: 
 

� �É�� + ���  É*
ℎ # + ��� �ùÉℎ  + �*tt�� + �*�t�� + ¿t�*�ℎ ���� + 

+�*É = + Ò §�r�Ër
+ > + }Ë§�r�Ër

+rÝr + �ê* = 0                                                                              (6.3)  

 
όπου οι όροι διασποράς Boussinesq êv και ê* δίνονται από τις εκφράσεις: 
 

êv = − �È + 13 �*�ù��� + É�t��− �È��¯����� + ��tt� − 

−��� 6v¯ù�� + v
µÉt� + �È���2��� + �tt�7 − ��t 3vµÉ�� + �È����t5                                           (6.4) 

 

ê* = − �È + 13 �*�ù�t� + Étt��− �È��¯��ttt + �t���− 

−��t 6v¯Ét� + v
µù�� + �È���2�tt + ����7 − ��� 3vµùt� + �È����t5                                           (6.5) 

 
όπου οι δείκτες �,� και � υποδηλώνουν µερική διαφόριση ως προς το χώρο και το χρόνο 
αντίστοιχα. 
 
Λίστα συµβόλων: ù:  πυκνότητα ροής κατά � σε \¯/�\ ∙ ]9A	  É:  πυκνότητα ροής κατά � σε \¯/�\ ∙ ]9A	     È:  Boussinesq όρος διασποράς 
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¿�:  όρος οριζόντιας τάσης κατά �  ¿t:  όρος οριζόντιας τάσης κατά � �, �:  οριζόντιες καρτεσιανές συντεταγµένες σε \  �:  χρόνος σε ]9A  ℎ:  συνολικό βάθος (ℎ = � + �) σε \ �:  βάθος στη µέση στάθµη ηρεµίας σε \ �:  επιτάχυνση της βαρύτητας (� = 9.81	\/]9A*) �:  πορώδες z:  συντελεστής αντίστασης Chezy σε \v/*/]9A :  συντελεστής αντίστασης για στρωτή ροή σε πορώδες µέσο Ò:  συντελεστής αντίστασης για τυρβώδη ροή σε πορώδες µέσο �:  διακύµανση ελεύθερης επιφάνειας ως προς τη στάθµη αναφοράς σε \ 
 
Οι όροι οριζόντιας τάσης δίνονται από σχέσεις που περιέχουν τις οριζόντιες βαθµίδες των 

ολοκληρωµένων ως προς το βάθος ταχυτήτων: 
 ¿� = − Q ��� 34� ����5 + ��t 64� 3���t + �Ë��57S                                                                                       (6.6) 

 ¿t = − Q ��t 34� �Ë�t5 + ��� 64� 3�Ë�� + ���t57S                                                                                       (6.7) 

 
όπου 4� είναι ο οριζόντιος συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας. 
Οι όροι *��,*�t και *tt αναφέρονται στην επίδραση του επιφανειακού κυλίνδρου και της 

συνεπαγόµενης ανοµοιοµορφίας της κατακόρυφης κατανοµής της οριζόντιας ταχύτητας στην 
εξίσωση ορµής. Η προσοµοίωση της θραύσης αναλύεται διεξοδικότερα στην παράγραφο 6.4. 
Αντίστοιχα, το σύστηµα εξισώσεων του µονοδιάστατου µοντέλου (1DH) BW είναι: 
 
Εξίσωση συνέχειας: 
 � ���� + ���� = 0                                                                                                                             (6.8) 

 
Εξίσωση ορµής κατά x: 
 

� �ù�� + ���  ù
*
ℎ # + �*���� + �*�ℎ ���� − � �È + 13 �* �¯ù������ − 

− v
¯� ��

��
�r�
���� − �*È��* �x

�� + �*ù 6 + Ò |�|
+ 7 + }�|�|

+rÝr = 0                                                              (6.9) 

 

b = �
�� 3� ��

��5                                                                                                                          (6.10) 

 
Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 6.2, η εξίσωση (6.10) είναι η βοηθητική αλγεβρική 

εξίσωση που εισάγεται και αναφέρεται στη βοηθητική µεταβλητή b. Οι εξισώσεις (6.8), (6.9) και 
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(6.10) περιλαµβάνουν όρους µε χωρικές παραγώγους το πολύ δεύτερης τάξης. 
Χρησιµοποιώντας την τυπική µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Galerkin και εφαρµόζοντας το 
θεώρηµα της απόκλισης του Gauss στους όρους διασποράς Boussinesq, οι εξισώσεις 
γράφονται σε µορφή που απαιτεί µόνο τη συνέχεια των συναρτήσεων παρεµβολής. Τη 
µεθοδολογία αυτή περιγράφουν αναλυτικά οι Sørensen et al. (2004).  

 
  

6.4 ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΗΣ ΘΡΑΥΣΗΣ ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ  
 
Το πρόγραµµα MIKE 21 BW προσοµοιώνει τη θραύση κυµατισµών βάσει του µοντέλου 

θραύσης του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller). Η προσοµοίωση αυτή βασίζεται στην 
ανάλυση των Madsen et al. (1997) που παρουσιάστηκε διεξοδικά στην παράγραφο 4.4. Η 
τεχνική αυτή υποθέτει την ανοµοιόµορφη κατακόρυφη κατανοµή των συνιστωσών της 
οριζόντιας ταχύτητας του σχήµατος 4.8. Το προφίλ αυτό ενεργοποιείται κατά τη θραύση των 
κυµατισµών και υποδηλώνει ότι ο επιφανειακός κύλινδρος µετακινείται µε την ταχύτητα 
διάδοσης του κυµατισµού À = �A�, At�. 
Οι όροι θραύσης στις εξισώσεις ορµής περιλαµβάνουν τις οριζόντιες βαθµίδες των µεγεθών *��,*�t και *tt και αντιστοιχούν στην επιπρόσθετη ορµή λόγω της παρουσίας του 

επιφανειακού κυλίνδρου. Τα µεγέθη αυτά δίνονται από τις παρακάτω εξισώσεις που 
παρουσιάστηκαν και στην παράγραφο 4.4: 

 *�� = �v��/� 3A� − ��5*                                                                                                              (6.11) 

 *�t = �v��/� 3A� − ��5 3At − Ë�5                                                                                                  (6.12) 

 *tt = �v��/� 3At − Ë�5*                                                                                                              (6.13) 

 
όπου ñ = ñ(�,�, �) είναι το πάχος του επιφανειακού κυλίνδρου. 
Η ταχύτητα µετακίνησης του επιφανειακού κυλίνδρου βασίζεται στην εργασία των Sørensen et 

al. (2004) και δίνεται από τις σχέσεις: 
 �A�, At� = (A ∙ A¬]À, A ∙ ]«�À)                                                                                                    (6.14) 

 A = Q+§�ℎ                                                                                                                               (6.15) 
 
Χρησιµοποιώντας την τιµή Q+ = 1.0 λαµβάνεται η σχέση της γραµµικής θεωρίας για ρηχά νερά. 

Η τιµή αυτή είναι ικανοποιητικά για την ταχύτητα διάδοσης των κυµατισµών λίγο πριν τη ζώνη 
θραύσης. Ωστόσο σύµφωνα και µε τους Madsen et al. (1997a), το MIKE 21 BW έχει ως 
προεπιλεγµένη τιµή του συντελεστή για την ταχύτητα διάδοσης του κυλίνδρου εντός της ζώνης 
θραύσης Q+ = 1.3. Η µετάβαση από Q+ = 1.0 σε Q+ = 1.3 γίνεται βάσει µιας εκθετικής συνάρτησης 
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του χρόνου, σύµφωνα µε τους Sørensen et al. (2004). Η µεταβατική κλίµακα χρόνου είναι η ίδια 
που υπεισέρχεται και στον εκθετικό νόµο εξέλιξης της γωνίας θραύσης B (σχέση (4.30)). 
Για τη διεύθυνση À της ταχύτητας του επιφανειακού κυλίνδρου, το MIKE 21 BW παρέχει δύο 

επιλογές: 
� Τύπος ταχύτητας 1: η διεύθυνση της ταχύτητας προσδιορίζεται διαδραστικά από το στιγµιαίο 

κυµατικό πεδίο. Η διαδικασία αυτή ορισµένες φορές µπορεί να προκαλέσει αριθµητικές 
αστάθειες. 

� Τύπος ταχύτητας 3: η διεύθυνση της ταχύτητας του επιφανειακού κυλίνδρου τίθεται βάσει 
µιας προδιαγεγραµµένης διεύθυνσης διάδοσης κυµατισµού. 

 
 

6.5 ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
 
Το MIKE 21 BW παρέχει τη δυνατότητα υπολογισµού της µετακίνησης της ακτογραµµής 

(moving shoreline) µε τη µέθοδο των σχισµών που αναπτύσσουν οι Madsen et al. (1997a). 
Επίσης, µπορεί να προσοµοιώσει τη ροή πάνω και µέσα από πορώδη όρια, η οποία δεν 
ακολουθεί υποχρεωτικά το νόµο του Darcy. Η επιρροή των πόρων εκφράζεται µε την 
συµπερίληψη επιπλέον όρων τριβής µε συνιστώσες στρωτής και τυρβώδους ροής στις 
εξισώσεις Boussinesq. Έτσι, µπορεί να περιγραφεί η ανάκλαση, η απορρόφηση και η διάδοση 
της κυµατικής ενέργειας σε πορώδη µέσα, όπως οι ύφαλοι κυµατοθραύστες. 
Επίσης, το MIKE 21 BW µπορεί να εφαρµόσει στα όρια του υπολογιστικού πεδίου στοιβάδες 

απορρόφησης ενέργειας (sponge/absorbing layers). Η χρήση των στοιβάδων αυτών 
εξασφαλίζει στα όρια τις κατάλληλες συνθήκες ακτινοβολίας, οι οποίες αποµειώνουν σταδιακά 
µέρος ή όλη την ενέργεια του κυµατικού πεδίου που διαδίδεται προς τα έξω από το 
υπολογιστικό πεδίο, ενώ ταυτόχρονα εξασφαλίζουν µικρή ή µηδενική ανάκλαση. 

 

 
Σχήµα 6.5: Παράδειγµα εφαρµογής απορροφητικών στοιβάδων (sponge 

layers) σε κάποια περιοχή δισδιάστατης προσοµοίωσης 
(πηγή: [40])  
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Σχήµα 6.6: Παράδειγµα εφαρµογής στοιβάδων απορρόφησης (sponge layers) στο 

µονοδιάστατο µοντέλο (1DH) MIKE 21 BW. Αριστερά: χωρίς την 
πρόβλεψη της µετακινούµενης ακτογραµµής δεξιά: µε πρόβλεψη της 
µετακινούµενης ακτογραµµής (moving shoreline) (πηγή: [40]) 

 

Βάσει της εργασίας των Larsen και Dancy (1983), στο εγχειρίδιο του προγράµµατος 
προτείνεται η σχέση για το συντελεστή απορρόφησης των στοιβάδων: 

 z¶^E{}� = @U�X       µε « = 1,ã¶^E{}�                                                                                       (6.16) 

 
όπου , o είναι σταθερές προς προσδιορισµό και ã¶^E{}� είναι ο αριθµός των κόµβων εντός της 

στοιβάδας απορρόφησης. 
Η γραµµή γένεσης των κυµατισµών τοποθετείται συνήθως µπροστά από απορροφητικές 

στοιβάδες στο όριο από το οποίο θεωρείται ότι εισάγεται το κυµατικό πεδίο σε οποιαδήποτε 
κατεύθυνση ως προς το χώρο προσοµοίωσης, όπως φαίνεται στα σχήµατα 6.5 και 6.6. 

 
 

6.6 ΤΟ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΣΧΗΜΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 
 
Η αριθµητική µέθοδος που χρησιµοποιείται στο (2DH) MIKE 21 BW βασίζεται στο 

αποκαλούµενο SYSTEM 21 σχήµα, το οποίο προτάθηκε από τους Abbott et al. (1973) και 
επεκτάθηκε από τους Abbott et al. (1978) για την προσοµοίωση της διάδοσης βραχέων 
κυµατισµών. Από τότε το δηµοφιλές αυτό αριθµητικό σχήµα βελτιώνεται συνεχώς π.χ. από τους 
Madsen et al. (1991) και Madsen και Sørensen (1992). 
Οι διαφορικές εξισώσεις διακριτοποιούνται χωρικά στον ορθογώνιο έκκεντρο κάναβο του 

σχήµατος 6.7. Τα βαθµωτά µεγέθη, όπως η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, ορίζονται 
στους κόµβους του κανάβου, ενώ οι συνιστώσες της ροής ορίζονται στο µέσο γειτονικών 
κόµβων (επί των πλευρών των βρόχων) στις αντίστοιχες διευθύνσεις. Οι χωρικές παράγωγοι 
προσεγγίζονται µε µέσους όρους εµπρόσθιων πεπερασµένων διαφορών, εκτός από τους 
συναγωγικούς όρους των εξισώσεων ορµής που διακριτοποιούνται κατά τρόπο που 
περιγράφουν αναλυτικά οι Madsen και Sørensen (1992). Η ολοκλήρωση ως προς το χρόνο 
επιτυγχάνεται µε ένα πεπλεγµένο κεντρικό σχήµα. 
Ο αλγόριθµός που εφαρµόζεται είναι µη επαναληπτικός πεπλεγµένος εναλλασσόµενης 

διεύθυνσης (Alternating Direction Implicit-ADI) και εφαρµόζονται οι τεχνικές "fractional step" και 
"side-feeding" (ηµι-γραµµικοποίηση των µη γραµµικών όρων). Προκύπτει τελικά ένα τριδιαγώνιο 
σύστηµα εξισώσεων που επιλύεται µε το διαδεδοµένο αλγόριθµο διπλής σάρωσης (double 
sweep). 
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Σχήµα 6.7: Έκκεντρος κάναβος στο επίπεδο �-	� κατά την εφαρµογή 

του αριθµητικού σχήµατος του µοντέλου (2DH) MIKE 21 
BW (πηγή: [40]) 

 

Η χρήση στο µοντέλο (1DH) MIKE 21 BW µιας πρωταρχικής µορφής µεθόδου πεπερασµένων 
στοιχείων µπορεί να επιφέρει σοβαρά σφάλµατα, ειδικά όταν εφαρµόζονται συναρτήσεις 
παρεµβολής ίδιας τάξης για τον υπολογισµό των παροχών και της ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας. Για να επιτευχθούν σταθερές λύσεις χωρίς διακυµάνσεις χρησιµοποιείται µικτή 
παρεµβολή. Πεπερασµένα στοιχεία µε παροχές τετραγωνικής µορφής και γραµµική ανύψωση 
της ελεύθερης επιφάνειας εφαρµόζονται σε συνδυασµό µε µια βοηθητική µεταβλητή. 
Η ολοκλήρωση ως προς το χρόνο εκτελείται είτε µέσω ενός ρητού σχήµατος Taylor-Galerkin 

τριών βηµάτων, είτε µέσω µιας µεθόδου πρόβλεψης-διόρθωσης (predictor-corrector) 4ης τάξης 
Adams-Bashforth-Moulton. 
Ένα σετ τριών γραµµικών εξισώσεων πρέπει να επιλυθεί. Για µικρά συστήµατα η επίλυση 

µπορεί να γίνει µε απαλοιφή κατά Gauss. Για µεγάλα συστήµατα εφαρµόζονται πιο χρονοβόρες 
µέθοδοι, όπως η επαναληπτική µέθοδος Krylov (generalized minimum residual-GMRES) σε 
συνδυασµό µε µια επαρκή προεργασία (µη ολοκληρωµένη LU παραγοντοποίηση). Η αριθµητική 
επίλυση περιγράφεται αναλυτικά από τους Sørensen et al. (2004). 
Η χρησιµοποιούµενη έκδοση του MIKE 21 BW υποστηρίζει τόσο κανονικό, όσο και ακανόνιστο 

πλέγµα (mesh). Το ακανόνιστο πλέγµα εξασφαλίζει το µέγιστο βαθµό προσαρµοστικότητας σε 
οποιοδήποτε πρόβληµα.  
Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι κάποιες φορές απαιτείται η χρήση ενός αριθµητικού φίλτρου 

ώστε να αντιµετωπιστούν αστάθειες οφειλόµενες σε υψηλές συχνότητες κατά την αναρρίχηση 
και καταρρίχηση των κυµατισµών στην ακτή ή ώστε να σκεδαστεί ενέργεια σε περιπτώσεις 
όπου δεν µπορεί να αναπτυχθεί ο επιφανειακός κύλινδρος. Όταν συµπεριλαµβάνεται στην 
προσοµοίωση η θραύση κυµατισµών και η πρόβλεψη της µετακίνησης της ακτογραµµής, 
κάποιες φορές απαιτείται ένα αρχείο εισόδου µε τους συντελεστές του αριθµητικού φίλτρου. 
Κοντά στην περιοχή της ακτογραµµής ηρεµίας, οι συντελεστές αυτοί πρέπει να πάρουν τιµές 
µεταξύ 0 και 1 π.χ. 0.25 ή 0.5 , ενώ έξω από τη ζώνη διαβροχής πρέπει να είναι µηδενικοί. Καλό 
είναι στη µεταβατική ζώνη να χρησιµοποιείται (γραµµική) παρεµβολή και να µη γίνεται απότοµη 
µετάβαση από τις µηδενικές τιµές των συντελεστών στις µεγαλύτερες τιµές. Ενδεικτικά, ένα 
παράδειγµα εφαρµογής αριθµητικού φίλτρου φαίνεται στο σχήµα 6.8.   
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Σχήµα 6.8: Παράδειγµα εφαρµογής αριθµητικού φίλτρου µε  

µεταβαλλόµενους χωρικά συντελεστές στη ζώνη 
αναρρίχησης/καταρρίχησης (πηγή: [40]) 

 
 
 

6.7 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ MIKE 21 BW (1DH) ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ        
      ΤΟΥ WALLINGFORD (1997) 

 
Όπως αναφέρθηκε, τα αποτελέσµατα του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και 

Memos (2009) συγκρίθηκαν µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος MIKE 21 BW (1DH). Οι 
εφαρµογές των δύο µοντέλων αφορούσαν στα πειράµατα επαλήθευσης που παρουσιάζονται 
αναλυτικά στο 7ο κεφάλαιο. Στην παράγραφο αυτή αναπτύσσονται ενδεικτικά υπό µορφή 
παραδείγµατος τα βήµατα εφαρµογής του MIKE 21 BW για το πείραµα του Wallingford (1997). 
Η εφαρµογή του για τις υπόλοιπες πειραµατικές διατάξεις είναι παρόµοια. 
Για την προσοµοίωση του πειράµατος διατηρήθηκαν τα ίδια δεδοµένα µε το τροποποιηµένο 

µοντέλο των Karambas και Memos (2009), όσον αφορά στα βήµατα διακριτοποίησης P� και P�, 
µιας και απαιτείται ο αριθµός Courant να είναι µικρότερος από 0.5 για µονοδιάστατες εφαρµογές 
του MIKE 21 BW. Κατά τα λοιπά ακολουθούνται οι οδηγίες που προβλέπονται στο εγχειρίδιο 
χρήσης του προγράµµατος. Η πορεία µοντελοποίησης του πειράµατος ακολουθεί τη σειρά: 
1) ∆ηµιουργία βυθοµετρίας (µονοδιάστατο προφίλ) 
2) ∆ηµιουργία απορροφητικών στοιβάδων (sponge layers) 
3) ∆ηµιουργία κυµατογεννήτριας µονοχρωµατικών κυµατισµών (regular wave generator) 
4) Εφαρµογή υποπρογράµµατος BW, όπου επιλέγονται οι διάφορες παράµετροι επίλυσης 

(εξισώσεις που εφαρµόζονται, χρονικό βήµα, διάρκεια προσοµοίωσης, εφαρµογή τριβής 
πυθµένα κλπ.) 

Αναλυτικότερα, τα βήµατα που ακολουθούνται είναι τα εξής: 
Βήµα 1ο: ∆ηµιουργείται µονοδιάστατη βυθοµετρία (cross-shore profile) από το MIKE Zero 
(σχήµα 6.9). Βήµα διακριτοποίησης επιλέγεται το ίδιο µε το µοντέλο των Karambas και Memos 
(2009), δηλαδή P� = 0.02	\, το οποίο διατηρείται σε όλη την εφαρµογή. 
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Σχήµα 6.9: ∆ηµιουργία µονοδιάστατης βυθοµετρίας  

(cross-shore profile) στο MIKE Zero 
 

Βήµα 2ο: ∆ηµιουργία απορροφητικών στοιβάδων σύµφωνα µε τη σχέση που προτείνεται από 

το πρόγραµµα: z¶^E{}� = @U�X , « = 1,ã¶^E{}� . Επιλέγεται αριθµός απορροφητικών στοιβάδων ã¶^E{}� = 100, οπότε το βιβλίο οδηγιών του MIKE 21 προτείνει τις τιµές  = 10 και o = 0.92. Το 

αρχείο µε τις απορροφητικές στοιβάδες φαίνεται στο σχήµα 6.10. 
 

 
Σχήµα 6.10: ∆ηµιουργία αρχείου απορροφητικών στοιβάδων (sponge layers) 
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Βήµα 3ο: Παράγεται η κυµατική διαταραχή (κυµατογεννήτρια) µε το εργαλείο MIKE 21 TOOLS 
→ Regular Wave Generation. Επιλέγεται θεωρία κυµατισµών Stokes 1ης τάξης (η 
κυµατογεννήτρια τοποθετείται σε βαθιά νερά), ύψος κύµατος [ = 0.1	\, περίοδος κύµατος I = 1	]9A και βάθος νερού � = 0.8	\ στη θέση της γεννήτριας των κυµατισµών. Η παραγωγή 
κυµατισµών φαίνεται στο σχήµα 6.11. 
 

 
Σχήµα 6.11: Γένεση απλών κυµατισµών (regular wave generation) 

 

Βήµα 4ο: Επιλογή και εφαρµογή του προγράµµατος MIKE 21 BW που περιλαµβάνει τα τρία σετ 
παραµέτρων: "Basic parameters", "Calibration" και "Output" (σχήµα 6.12). 
 

 
Σχήµα 6.12: Εκκίνηση MIKE 21 BW 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6                  ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MIKE 21 BOUSSINESQ WAVES (BW) 

 

198 
 

Βήµα 5ο: Συµπληρώνονται ένα-ένα τα πεδία του menu "basic parameters". Αρχικά στο πεδίο 
"Module Selection" επιλέγεται το µονοδιάστατο µοντέλο "1D Boussinesq Wave Module" (σχήµα 
6.13). Στη συνέχεια στην επιλογή "Bathymetry" εισάγεται το αρχείο της βυθοµετρίας και στο 
"Type of Equation" επιλέγεται η συµπερίληψη των όρων βαθιών νερών των εξελιγµένων 
εξισώσεων Boussinesq (σχήµα 6.14).   
 

 
Σχήµα 6.13: Επιλογή µονοδιάστατου µοντέλου Boussinesq 

 

 
Σχήµα 6.14: Συµπερίληψη όρων βαθιών νερών (βελτιωµένα χαρακτηριστικά διασποράς) 
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Στη συνέχεια στο πεδίο "simulation period" επιλέγεται το χρονικό βήµα διακριτοποίησης PI = 0.0025	]9A και ο αριθµός των χρονικών βηµάτων ã = 40000 ώστε να υπάρχει αρκετή 
διάρκεια προσοµοίωσης �ã ∙ P� = 100	]9A	 (σχήµα 6.15). Το MIKE21 BW υπολογίζει αυτόµατα 
το µέγιστο αριθµό Courant, που εν προκειµένω είναι 0.35, δηλαδή µικρότερος από 0.5 που 
απαιτείται για τις µονοδιάστατες προσοµοιώσεις. Τέλος, στο πεδίο "Boundary" επιλέγεται η µη 
θεώρηση οριακών συνθηκών. 

 

 
Σχήµα 6.15: Επιλογή χρονικού βήµατος προσοµοίωσης P�, αριθµού χρονικών 

βηµάτων και υπολογισµός µέγιστου αριθµού Courant 
 

Βήµα 6ο: Συµπληρώνονται ένα-ένα τα πεδία του menu "Calibration". Αρχικά στο πεδίο "Internal 
Wave Generation" εισάγεται η κυµατογεννήτρια στη θέση 499 ∙ P� (σχήµα 6.16). Στη συνέχεια 
επιλέγεται να µη συµπεριληφθεί η τριβή πυθµένα στο πεδίο "Bottom Friction" (σχήµα 6.17) αλλά 
και η µη εφαρµογή αριθµητικού φίλτρου στην επιλογή "Filtering". Παρότι το πείραµα του 
Wallingford δεν περιλαµβάνει θραυόµενους κυµατισµούς, επιλέγεται να συµπεριληφθεί η 
θραύση στο πεδίο "Wave Breaking"  (σχήµα 6.18), όπως και στην εφαρµογή του 
τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009), ώστε να ελεγχθεί η σωστή ή µη 
ενεργοποίηση της θραύσης. Επιλέγεται παράγοντας σχήµατος του κυλίνδρου "Roller form 
factor" ίσος µε 1.5, τύπος ταχύτητας κυλίνδρου 3 (σταθερή επιλεγµένη διεύθυνση κυλίνδρου 
270) και παράγοντας ταχύτητας κυλίνδρου 1.3. Επίσης, επιλέγονται οι προτεινόµενες από τους 
Schäffer et al. (1993) και Madsen et al. (1997a) τιµές της γωνίας έναρξης της θραύσης ®C = 20° 
και λήξης ®D = 10°, καθώς και χρονική κλίµακα ανάπτυξης του κυλίνδρου "Half-time for cut-off 
roller" ίση µε 0.1 ∙ í = 0.1	]9A.   
 
 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6                  ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MIKE 21 BOUSSINESQ WAVES (BW) 

 

200 
 

 
Σχήµα 6.16: Εισαγωγή κυµατισµού (κυµατογεννήτριας) στο πεδίο 

 

 
Σχήµα 6.17: Μη συµπερίληψη της τριβής πυθµένα στην προσοµοίωση 
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Σχήµα 6.18: Συµπλήρωση του πεδίου επιλογών της θραύσης 

 

Στη συνέχεια επιλέγεται η µη προσοµοίωση της µετακίνησης της ακτογραµµής και του 
πορώδους. Τέλος, στο πεδίο "Sponge" εισάγεται το αρχείο των απορροφητικών στοιβάδων που 
δηµιουργήθηκε παραπάνω (σχήµα 6.19). 

 

 
Σχήµα 6.19: Εισαγωγή αρχείου απορροφητικών στοιβάδων 
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Βήµα 7ο: Συµπληρώνονται τα πεδία του menu των αποτελεσµάτων "Output". Υπάρχουν δύο 
υποπεδία, το "Deterministic Parameters" και το "Phase-averaged Parameters". Το πρώτο 
περιλαµβάνει αποτελέσµατα συναρτήσει του χρόνου π.χ. χρονοσειρά της ανύψωσης της 
ελεύθερης επιφάνειας ή της ταχύτητας κλπ. και το δεύτερο µέσα αποτελέσµατα ως προς τη 
φάση κυµατισµού π.χ. ύψος κύµατος, ασυµµετρία, κύρτωση, setup κλπ. Για το πείραµα του 
Wallingford (1997) επιλέχθηκε να υπολογιστούν στο πεδίο "Deterministic Parameters" µόνο οι 
χρονοσειρές της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στους σταθµούς µέτρησης (σχήµα 6.20). 
 

 
Σχήµα 6.20: Επιλογή τύπου αποτελεσµάτων στο πεδίο "Output" 

 

Βήµα 8ο: Αφού ολοκληρωθεί η επιλογή των παραµέτρων προσοµοίωσης, από το menu "Run" 
γίνεται η επιλογή "Start Simulation" και το MIKE 21 BW αρχίζει την προσοµοίωση της διάδοσης 
των κυµατισµών. Τα αποτελέσµατα για το πείραµα του Wallingford (1997) και τα υπόλοιπα 
πειράµατα επαλήθευσης παρουσιάζονται στο έβδοµο κεφάλαιο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7ο 
 
 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ BOUSSINESQ ΤΩΝ 
KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009) ΜΕ ΤΗ ΝΕΑ ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΤΗΣ 
ΘΡΑΥΣΗΣ 
 
 
 
7.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η επαλήθευση του τροποποιηµένου µοντέλου Boussinesq των 

Karambas και Memos (2009), όπως διαµορφώθηκε ύστερα από την προσθήκη της θραύσης 
σύµφωνα µε τη νέα προσέγγιση που προτείνεται στο 5ο κεφάλαιο. Ουσιαστικά ελέγχεται η 
ικανότητα του τροποποιηµένου µοντέλου να περιγράψει τη διάδοση κυµατισµών στη ζώνη πριν 
τη θραύση, αλλά και εντός της ζώνης θραύσης. Επίσης, ελέγχεται το κατά πόσο µπορεί να 
συλλάβει επακριβώς τη θέση εκκίνησης της θραύσης. Αντίθετα, δεν αποτέλεσε αντικείµενο της 
εργασίας η περιγραφή την αναρρίχησης των κυµατισµών στις ακτές και εποµένως η επέκταση 
του µοντέλου στη ζώνη διαβροχής (swash zone) εναπόκειται στους µελλοντικούς στόχους, 
όπως αναφέρεται στο 8ο κεφάλαιο. Έτσι, στα κατάντη των υπολογιστικών πεδίων τέθηκαν 
απορροφητικές στοιβάδες και άρα δεν συµπεριλήφθηκε η µετακίνηση της ακτογραµµής (moving 
shoreline). Η επαλήθευση του µοντέλου γίνεται βάσει διεθνώς αναγνωρισµένων πειραµατικών 
δεδοµένων. Επίσης, έγινε σύγκριση µε τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού πακέτου MIKE 21 
BW (1DH) αλλά και µε τις προηγούµενες τροποποιηµένες εκδόσεις του µοντέλου των Karambas 
και Memos (2009) που περιλάµβαναν τη θραύση βάσει άλλων προσεγγίσεων. Τα πειράµατα 
που χρησιµοποιήθηκαν ήταν τα εξής: 
� Πείραµα Wallingford (1997): απλοί µονοχρωµατικοί, βραχείς, µη θραυόµενοι κυµατισµοί, 

διαδιδόµενοι σε πυθµένα ήπιας κλίσης 
� Πείραµα των Ting και Kirby (1994): θραυόµενοι cnoidal κυµατισµοί σε πυθµένα ήπιας κλίσης 
� Πείραµα των Beji και Battjes (1993) (α): θραυόµενα απλά µονοχρωµατικά, βραχέα και µακρά 

κύµατα πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη 
� Πείραµα των Beji και Battjes (1993) (β): θραυόµενοι σύνθετοι κυµατισµοί φάσµατος Jonswap 

πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη 
� Πείραµα των Hansen και Svendsen (1979): θραυόµενοι απλοί µονοχρωµατικοί, βραχείς και 

µακροί κυµατισµοί σε πυθµένα ήπιας κλίσης 
� Πείραµα των Mase και Kirby (1992): θραυόµενοι σύνθετοι κυµατισµοί φάσµατος Pierson-

Moskowitz σε πυθµένα ήπιας κλίσης 
� Πείραµα του Synolakis (1987): µοναχικό κύµα σε πυθµένα ήπιας κλίσης 
Σε κάθε µία από τις περιπτώσεις δίνεται ακριβής περιγραφή των πειραµατικών διατάξεων, 

αλλά και του υπολογιστικού πεδίου του αριθµητικού µοντέλου. Η σύγκριση γίνεται µέσω της 
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παρουσίασης των διαγραµµάτων µεταβολής της ελεύθερης επιφάνειας µε το χρόνο. Επίσης, 
παρότι το µοντέλο δεν είναι phase-averaged, υπολογίζεται το ύψος κύµατος και στατιστικά 
µεγέθη, όπως η ασυµµετρία (asymmetry) και η λοξότητα (skewness). Η διαδικασία εισαγωγής 
των δεδοµένων και η εφαρµογή για την επαλήθευση του MIKE 21 BW µε το πείραµα του 
Wallingford (1997) παρουσιάστηκε στην τελευταία παράγραφο του 6ου κεφαλαίου. Η διαδικασία 
είναι παρόµοια και για τα υπόλοιπα πειράµατα και δεν παρουσιάζεται αναλυτικά, παρά µόνο τα 
αντίστοιχα αποτελέσµατα. Το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 
προγραµµατίστηκε σε γλώσσα Fortran 90 και οι κώδικες των πειραµάτων παρουσιάζονται 
αναλυτικά στο παράρτηµα Α. Οι βοηθητικοί κώδικες που αναφέρονται παρακάτω 
παρουσιάζονται στο παράρτηµα Β.   

 
 

7.2 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ WALLINGFORD (1997) 
 
Τα πειράµατα διεξήχθησαν στις εγκαταστάσεις UKCRF (UK Coastal Research Facility) του 

εργαστηρίου HR Wallingford σε διάστηµα 12 εβδοµάδων το 1997, ενώ λίγα συµπληρωµατικά 
έγιναν στις αρχές του 1998. Εξετάστηκε ένα σύνολο διαφορετικών περιπτώσεων διάδοσης 
κυµατισµών. Συγκεκριµένα ελέγχθηκαν: (1) κάθετη και υπό γωνία προς την ακτή διάδοση 
απλών µονοχρωµατικών κυµατισµών, (2) κάθετη προς την ακτή διάδοση µονοκατευθυντικών 
(long-crested) και πολυκατευθυντικών (short-crested) σύνθετων κυµατισµών, (3) πλάγια 
πρόσπτωση διχρωµατικών (bichromatic) κυµατισµών, (4) κάθετη προς την ακτή διάδοση 
µονοκατευθυντικών (long-crested) και πολυκατευθυντικών (short-crested) σύνθετων 
κυµατισµών µε παρουσία εγκάρσιου ρεύµατος, (5) πλάγια πρόσπτωση µονοκατευθυντικών 
(long-crested) σύνθετων κυµατισµών, (6) πλάγια πρόσπτωση απλών και σύνθετων κυµατισµών 
µε παρουσία εγκάρσιου ρεύµατος. Στόχος των πειραµάτων ήταν η µελέτη των χαρακτηριστικών 
των κυµάτων καθώς προωθούνται προς τα ρηχά νερά, όπως η εξέλιξη της από κοινού 
πυκνότητας πιθανότητας του ύψους και της περιόδου σύνθετων κυµατισµών και η συσχέτισή 
της µε το αντίστοιχο φάσµα, η κατευθυντικότητα των κυµατισµών και η κινηµατική των υγρών 
µορίων στη ζώνη θραύσης. 
Από όλα τα πειράµατα που εκτελέσθηκαν, στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκαν αυτά 

που αφορούσαν στην κάθετη διάδοση βραχέων µονοχρωµατικών κυµατισµών.  
 

7.2.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗΣ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ 
 
Η πειραµατική διάταξη του εργαστηρίου HR Wallingford φαίνεται στην εικόνα 7.1. Οι 

εγκαταστάσεις UKCRF περιλαµβάνουν µια πειραµατική δεξαµενή, σχεδιάγραµµα της οποίας 
φαίνεται στο σχήµα 7.1. Η κυµατογεννήτρια αποτελείται από 72 ηλεκτρονικά ελεγχόµενα 
επίπεδα πηδάλια, πλάτους 0.50m. Έχει την ικανότητα να παράγει απλούς µονοχρωµατικούς 
(regular) και τυχαίους (random) µονοκατευθυντικούς (long-crested) ή πολυκατευθυντικούς 
(short-crested) κυµατισµούς µε γωνία πρόσπτωσης στην ακτή από 0° ως 30°. Η όλη 
εγκατάσταση µπορεί επίσης να παράγει, παράλληλα µε τους κυµατισµούς, ρεύµατα παράλληλα 
προς την ακτογραµµή, είτε παλιρροιακής, είτε κυµατογενούς προέλευσης. Η µέγιστη 
επιφανειακή ταχύτητα ρεύµατος που µπορεί να παραχθεί για βάθος 0.5 m είναι 0.14 m/sec. 
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Εικόνα 7.1: Γενική άποψη των πειραµατικών διατάξεων στο  

 εργαστήριο HR Wallingford (πηγή: [72]) 
 

 

Σχήµα 7.1: Σχεδιάγραµµα της δεξαµενής του πειράµατος του  
Wallingford (1997) (πηγή: [72]) 

 

Η δεξαµενή έχει συνολικές διαστάσεις 27\	�	54\. ∆ιαχωρίζεται σε µια περιοχή σταθερού 
βάθους που ξεκινάει αµέσως µετά τις κυµατογεννήτριες και σε µια περιοχή µε πυθµένα 
σταθερής κλίσης 1:20. Το βάθος του νερού στην περιοχή οριζόντιου πυθµένα καθορίστηκε για 
το σύνολο σχεδόν των πειραµάτων σε 0.8 m. 
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Οι µετρήσεις της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας έγιναν µε τη βοήθεια 27 αισθητήρων 
ηλεκτρικού τύπου (µετρητών) (capacitance-resistance probes). Η µεταβολή της αντίστασης των 
αισθητήρων στη διέλευση του ηλεκτρικού ρεύµατος καταγράφεται και µετατρέπεται σε 
χρονοσειρά της µεταβολής της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας. Εκτός από τους αισθητήρες 
στάθµης χρησιµοποιήθηκε σε ορισµένα από τα πειράµατα και ένας µετρητής τύπου Nortek 3D 
ADV για την καταγραφή των τροχιακών ταχυτήτων και στις τρεις διευθύνσεις. Η συγκεκριµένη 
συσκευή τοποθετήθηκε σε µόνιµη θέση µέσα στην περιοχή των ρηχών νερών και λάµβανε 
µετρήσεις σε βάθος 15 cm. 
Ο συνολικός αριθµός των αισθητήρων στάθµης που χρησιµοποιήθηκαν κατά την εκτέλεση των 

πειραµάτων ήταν είτε 11 (αισθητήρες 1-11, διάταξη 1), είτε 27 (αισθητήρες 1-27, διάταξη 2). 
Όπως φαίνεται στο σχήµα 7.1, οι αισθητήρες 2,5,7,8,9,10 και 11 σχηµάτιζαν µία γραµµική 
διάταξη µετρητών, µέσω της οποίας ήταν δυνατή η ταυτόχρονη µέτρηση των υπερυψώσεων της 
ελεύθερης επιφάνειας σε µια περιοχή που εκτεινόταν από τα βαθιά µέχρι τα ρηχά νερά. 
Παράλληλα, οι αισθητήρες 12-19 και 20-27 τοποθετήθηκαν έτσι ώστε να διαµορφώνουν στα 
ρηχά και στα βαθιά νερά αντίστοιχα, δύο όµοιες κυκλικές διατάξεις (probes) µε 7 µετρητές στην 
περιφέρεια και έναν αισθητήρα στο κέντρο, όπως φαίνεται στο σχήµα 7.2. Από την επεξεργασία 
των µετρήσεων των διατάξεων αυτών µπορεί να γίνει εκτίµηση των κατευθυντικών 
χαρακτηριστικών του κυµατικού πεδίου. 

 

 
Σχήµα 7.2: ∆ιάταξη αισθητήρων 20-27 (πηγή: [72]) 

 

Για την επαλήθευση της παρούσας εργασίας χρησιµοποιείται το πείραµα µε κωδικό RE-08. Τα 
χαρακτηριστικά του κυµατισµού που µελετάται από το πείραµα αυτό είναι τα ακόλουθα: 
� Απλός µονοχρωµατικός κυµατισµός 
� Περίοδος κύµατος I = 1	]9A 
� Ύψος κύµατος [ = 0.1	\ 
� Γωνία πρόσπτωσης στην ακτή 0° 
Για τη σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων µε τα αποτελέσµατα του τροποποιηµένου 

µοντέλου των Karambas και Memos (2009) και του MIKE 21 BW χρησιµοποιούνται οι µετρήσεις 
της µεταβολής της ελεύθερης επιφάνειας στους αισθητήρες 8,9 και 10. 
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7.2.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS 
(2009) 

 
Το πείραµα του Wallingford (1997) αποτέλεσε την πρώτη περίπτωση επαλήθευσης του 

τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009). Όπως αναφέρθηκε, το τεστ 
επαλήθευσης αφορούσε σε µη θραυόµενους κυµατισµούς. Ωστόσο, στον υπολογιστικό κώδικα 
του µοντέλου συµπεριλήφθηκε η θραύση ώστε να ελεγχθεί το κατά πόσο ενεργοποιούνται ή όχι 
σωστά οι όροι θραύσης. Η γεωµετρική διάταξη του υπολογιστικού πεδίου φαίνεται στο σχήµα 
7.3 και προέκυψε από την τοµή κατά µήκος της κεντρικής γραµµής CL του σχήµατος 7.1. 

 

1098 

Απορροφητικό 
όριο

Απορροφητικό 
όριο

Κυµατογεννήτρια

1:20

0

z

x

 
Σχήµα 7.3: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

 µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα του Wallingford 
(1997) 

 

Η θέση των τριών αισθητήρων 8,9 και 10, στους οποίους υπολογίζονται τα διαγράµµατα των 
σχηµάτων της επόµενης παραγράφου καθώς και το βάθος ηρεµίας στις θέσεις αυτές, φαίνονται 
στον πίνακα 7.1. 

 

Αισθητήρες Απόσταση από 
κυµατογεννήτρια (m) 

Βάθος νερού σε κατάσταση 
ηρεµίας (m) 

8 12.24 0.612 
9 14.24 0.512 

10 16.24 0.412 
Πίνακας 7.1: Θέση αισθητήρων και αντίστοιχο βάθος ηρεµίας  

στο πείραµα του Wallingford (1997) 
 

Το χωρικό και το χρονικό βήµα διακριτοποίησης P� και P� επιλέχθηκαν έτσι ώστε να 
διασφαλίζεται η ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος για επαρκείς χρόνους ανάλυσης. 
Λαµβάνοντας υπόψη την ανάλυση του κεφαλαίου 3 και ότι πρέπει zo < 1, γίνεται επιλογή των 
βηµάτων διακριτοποίησης. Στο εγχειρίδιο του MIKE 21 BW αναφέρεται ότι για το µονοδιάστατο 

µοντέλο θα πρέπει zo = A {�{� < 0.5. Τελικά, ύστερα από δοκιµές επιλέχθηκαν P� = 0.02	\ και 

P� = 0.0025	]9A. 
Όπως αναφέρθηκε το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και είναι προγραµµατισµένο σε 

γλώσσα Fortran 90. Ο κώδικας για το πείραµα του Wallingford (1997) παρουσιάζεται στο 
παράρτηµα Α. Η εφαρµογή του MIKE 21 BW (1DH) για το πείραµα του Wallingford (1997) 
αναπτύχθηκε στην παράγραφο 6.7 και η εφαρµογή για τις υπόλοιπες πειραµατικές διατάξεις 
επαλήθευσης γίνεται κατά παρόµοιο τρόπο. 
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7.2.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ-ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ

 
Η σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών

µοντέλου των Karambas και Memos
σχήµατα 7.4, 7.5 και 7.6. Στα διαγράµµατα
της ελεύθερης επιφάνειας στους σταθµούς

 

Σχήµα 7.4: Σύγκριση
 στο σταθµ

 

Σχήµα 7.5: Σύγκριση
 στο σταθµό
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ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ 

των πειραµατικών δεδοµένων, των αποτελεσµάτων του

Memos (2009) και των αντίστοιχων του MIKE
Στα διαγράµµατα αυτά παρουσιάζονται οι χρονοσειρές

επιφάνειας στους σταθµούς µέτρησης 8,9 και 10 (σχήµα 7.3).

Σύγκριση χρονοσειράς ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας
στο σταθµό 8 του πειράµατος του Wallingford (1997) 

Σύγκριση χρονοσειράς ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας
στο σταθµό 9 του πειράµατος του Wallingford (1997) 

BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 

αποτελεσµάτων του τροποποιηµένου 
MIKE 21 BW φαίνεται στα 

παρουσιάζονται οι χρονοσειρές της ανύψωσης 
σχήµα 7.3). 

 
ελεύθερης επιφάνειας 

 

 
ελεύθερης επιφάνειας 
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Σχήµα 7.6: Σύγκριση
         στο σταθµό

Για την πληρέστερη ανάλυση των
µεγέθη (Hughes (1993)) και τα συγκριτικά

 
� Μέση ανύψωση (setup): 
 

� ̅ = 1ã±�²ë
²³v 																																								

 
� Τυπική απόκλιση: 
 

�@Ø¶  ÷1ã±��² � �	̅*ë
²³v 																		

 
� Λοξότητα (skewness): 
 

§Òv  1�@Ø¶¯ 1ã±��² � �	̅¯ë
²³v 												

 
� Κύρτωση (kurtosis): 
 

Ò*  1�@Ø¶¹ 1ã±��² � �	̅¹ë
²³v 																
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Σύγκριση χρονοσειράς ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας
στο σταθµό 10 του πειράµατος του Wallingford (1997) 

 

ανάλυση των αποτελεσµάτων χρησιµοποιήθηκαν τα παρακάτω

και τα συγκριτικά αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα

																																																																																		

																																																																																		

																																																																																			

																																																																																		

BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 

 
ελεύθερης επιφάνειας 

 

χρησιµοποιήθηκαν τα παρακάτω στατιστικά 
φαίνονται στον πίνακα 7.2: 

																																		�7.1	 

																																		�7.2	 

																																	�7.3	 

																																		�7.4	 
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Παράµετροι/Αισθητήρες Μέση
ανύψωση

Αισθητήρας 
8 

Πείραµα 0.0000
µοντέλο 0.0001

MIKE 21 BW -0.0016

Αισθητήρας 
9 

Πείραµα 0.0000
µοντέλο 0.0001

MIKE 21 BW -0.0018

Αισθητήρας 
10 

Πείραµα 0.0000
µοντέλο 0.0001

MIKE 21 BW -0.0018
Πίνακας 7.2: Σύγκριση στατιστικών

 µοντέλου και
 

Στο σχήµα 7.7 φαίνεται ενδεικτικά
συναρτήσει του χρόνου όταν εφαρµόζεται
και όταν εφαρµόζεται το απλό ρητό

 

Σχήµα 7.7: Σύγκριση χρονοσειράς
 καταγραφών, µοντέλου

(predictor-corrector
 

Τα παραγόµενα κύµατα έχουν µήκος0.51 � 0.5 και άρα το πείραµα
µονοχρωµατικών κυµατισµών. Όπως
γενικά καλή συµφωνία ανάµεσα στις
και Memos (2009), του MIKE 21 
αποκλίσεις µπορούν να αποδοθούν
προσοµοίωσης των µοντέλων τύπου
διασποράς και την τάξη των µη-γραµµικών
Οι εξισώσεις του µοντέλου των

διασποράς και γι' αυτό έχουν εφαρµογή
εξισώσεις Boussinesq. Έτσι, η σχέση

βαθιά νερά όπου 
�� � 0.5 ή ��� �
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Μέση 
ανύψωση 

Τυπική 
απόκλιση Λοξότητα Κύρτωση Ελάχιστη

τιµή

0.0000 0.0319 0.2487 -1.0971 -0.0497
0.0001 0.0307 0.0262 -1.2435 -0.0510
0.0016 0.0331 0.0250 -1.4654 -0.0519
0.0000 0.0319 0.2384 -1.0775 -0.0508
0.0001 0.0293 0.5642 -0.7856 -0.0455
0.0018 0.0318 0.0250 -1.4654 -0.0503
0.0000 0.0288 0.2986 -0.9371 -0.0522
0.0001 0.0291 0.2378 -1.0701 -0.0459
0.0018 0.0311 0.0900 -1.4401 -0.0484

Σύγκριση στατιστικών παραµέτρων µεταξύ πειραµατικών καταγραφών
µοντέλου και MIKE 21 BW 

ενδεικτικά στο σταθµό 8 η ανύψωση της ελεύθερης
όταν εφαρµόζεται το σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης
απλό ρητό σχήµα που αναφέρθηκε στο 3ο κεφάλαιο

Σύγκριση χρονοσειράς ανύψωσης ελεύθερης επιφάνειας µεταξύ πειραµατικών
καταγραφών, µοντέλου µε εφαρµογή σχήµατος πρόβλεψης

corrector) και µε εφαρµογή απλού ρητού σχήµατος 

κύµατα έχουν µήκος �  1.556	\ σε βάθος �  0.8	
πείραµα αφορά στη διάδοση αρχικά βραχέων

κυµατισµών. Όπως προκύπτει από τα διαγράµµατα 7.4, 7.5 
ανάµεσα στις χρονοσειρές του τροποποιηµένου µοντέλου

21 BW και των πειραµατικών καταγραφών
αποδοθούν σε διάφορους επιµέρους παράγοντες

µοντέλων τύπου Boussinesq σχετίζεται κυρίως µε
γραµµικών όρων που διατηρούνται στις εξισώσεις

των Karambas και Memos (2009) έχουν χαρακτηριστικά
έχουν εφαρµογή σε όλο του εύρος βαθών σε αντίθεση
Έτσι η σχέση γραµµικής διασποράς ικανοποιείται� � 3.14	. Τέτοιες περιοχές υπάρχουν στην πειραµατική

BOUSSINESQ ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ 

Ελάχιστη 
τιµή Μέγιστη τιµή 

0.0497 0.0605 
0.0510 0.0617 
0.0519 0.0494 
0.0508 0.0633 
0.0455 0.0631 
0.0503 0.0487 
0.0522 0.0701 
0.0459 0.0641 
0.0484 0.0491 

πειραµατικών καταγραφών, 

ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας 
διόρθωσης (predictor-corrector) 

κεφάλαιο. 

 
επιφάνειας µεταξύ πειραµατικών 

πρόβλεψης-διόρθωσης 

	\. Συνεπώς είναι 
�� Ó

αρχικά βραχέων, µη θραυόµενων 
διαγράµµατα 7.4, 7.5 και 7.6 υπάρχει 

µοντέλου των Karambas 
καταγραφών. Οι σχετικά µικρές 
παράγοντες. Γενικά, η ακρίβεια 
κυρίως µε τα χαρακτηριστικά 

διατηρούνται στις εξισώσεις. 
έχουν χαρακτηριστικά πλήρους 

βαθών σε αντίθεση µε τις κλασικές 
ικανοποιείται επακριβώς και στα 

υπάρχουν στην πειραµατική διάταξη 
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του Wallingford (1997). Από την άλλη πλευρά, η επίδραση των µη-γραµµικών όρων γίνεται 
ιδιαίτερα έντονη στα ρηχά νερά και κυρίως λίγο πριν την πιθανή θραύση. Το µοντέλο των 
Karambas και Memos (2009) µπορεί να περιγράψει τη διάδοση ελαφρώς µη-γραµµικών 
κυµατισµών, αφού στις εξισώσεις διατηρούνται όροι τάξης &(1, (, )*). Επίσης, όπως 
αναφέρθηκε στο 3ο κεφάλαιο, τα µη-γραµµικά χαρακτηριστικά των κυµατισµών δεν αποδίδονται 
επαρκώς από το µοντέλο στα βαθιά νερά. Παρατηρώντας τα διαγράµµατα και τις τιµές του 
πίνακα 7.2 προκύπτει ότι τι τροποποιηµένο µοντέλο περιγράφει ικανοποιητικά τις κυµατικές 
κορυφές στην περιοχή ρήχωσης, αλλά υποεκτιµά ή υπερεκτιµά της κοιλίες. Ωστόσο, υπολογίζει 
πολύ ικανοποιητικά το setup, σε αντίθεση µε το MIKE 21 BW που το υπερεκτιµά ελαφρώς. 
Τέλος, εµφανίζει µια ανακρίβεια όσον αφορά στην κυµατική ασυµµετρία, κυρίως για µεγάλους 
χρόνους προσοµοίωσης, αλλά αναπαριστά επαρκώς την κύρτωση των κυµατισµών. 
Παρατηρώντας το σχήµα 7.7, προκύπτει γενικά ότι το αριθµητικό σχήµα πρόβλεψης-

διόρθωσης (predictor-corrector) βελτιώνει ελαφρώς την ακρίβεια του µοντέλου σε σχέση µε το 
απλό ρητό σχήµα που πρότειναν αρχικά οι Karambas και Memos (2009). Ωστόσο, το βασικό 
πλεονέκτηµα του ηµι-πεπλεγµένου σχήµατος είναι ότι βελτιώνει αισθητά την αριθµητική 
ευστάθεια, ιδιαίτερα κατά την προσοµοίωση µακρών κυµατισµών (ρηχά νερά). 
Αντίστοιχα, το πρόγραµµα MIKE 21 BW εµφανίζει βελτιωµένα χαρακτηριστικά διασποράς και 

περιγράφει σχετικά ικανοποιητικά τη διάδοση κυµατισµών σε νερά ενδιάµεσου βάθους και ρηχά 

νερά ( 
�� < 0.5 ). Επιπλέον, περιλαµβάνει όρους ήπιας µη-γραµµικότητας. Περιγράφει 

ικανοποιητικά τις κυµατικές κορυφές, αλλά υπερεκτιµά αισθητά τις κοιλίες στην περιοχή 
ρήχωσης. 
Τα χαρακτηριστικά διασποράς και µη-γραµµικότητας περιλαµβάνονται στην αδιάστατη 

παράµετρο Ursell: �@ = �r|
�¸ = ò

�r . Η παράµετρος αυτή υποδεικνύει την καταλληλότητα των 

διάφορων κυµατικών θεωριών. Στο συγκεκριµένο πείραµα η τιµή της παραµέτρου παραµένει 
µικρή µέχρι και των αισθητήρα 10, οπότε τα µη-γραµµικά χαρακτηριστικά δεν είναι έντονα, 
γεγονός που αποδεικνύει την αποτελεσµατικότητα των δύο µοντέλων. 
Παρατηρώντας το σχήµα 7.1, προκύπτει ότι στη δεξαµενή των πειραµάτων ο κεκλιµένος 

πυθµένας ήταν τραχύς. Αντίθετα, τόσο στο τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos 
(2009), όσο και στο MIKE 21 BW δε συµπεριλήφθηκε η τριβή πυθµένα. Το γεγονός αυτό 
αποτελεί µια επιπλέον πηγή σφαλµάτων. Το αποτέλεσµα αυτό ενισχύεται από τον 
Koutsourelakis (2009), ο οποίος κατά την τροποποίηση του µοντέλου θεώρησε τραχύ πυθµένα 
και συµπεριέλαβε την τριβή, µε αποτέλεσµα τη βελτίωση της ακρίβειας. 
Ο µονοδιάστατος χαρακτήρας των χρησιµοποιούµενων µοντέλων σε σχέση µε τα 

χαρακτηριστικά του κυµατικού πεδίου στο πείραµα, αποτέλεσε έναν ακόµη παράγοντα που 
επηρέασε την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Η εφαρµογή του µονοδιάστατου µοντέλου 
βασίστηκε στην υπόθεση ότι κατά τη διεξαγωγή του πειράµατος, η διάδοση των κυµατισµών 
εξελισσόταν σε µία διεύθυνση. Ωστόσο, πιθανολογείται ότι εκδηλώθηκαν στη δεξαµενή 
διεργασίες εγκάρσια στην κύρια διεύθυνση µετάδοσης των κυµατισµών, οι οποίες προσέδωσαν 
στο πεδίο εν µέρει δισδιάστατο χαρακτήρα. Τέτοιες διεργασίες διευκολύνονται από το ότι το 
µήκος και το πλάτος της δεξαµενής ήταν της ίδιας τάξης. Αντίθετα, στη σχετική βιβλιογραφία, 
στην πλειονότητα των περιπτώσεων τα αποτελέσµατα των µονοδιάστατων µοντέλων 
συγκρίνονται µε πειραµατικές µετρήσεις που πραγµατοποιήθηκαν σε κυµατικά κανάλια (wave 
flumes). Ενδεικτικό του δισδιάστατου χαρακτήρα του πεδίου είναι ότι καταγράφηκε στα 
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πειράµατα συνιστώσα της οριζόντιας ταχύτητας κατά τη διεύθυνση της ακτογραµµής, η οποία 
στη µονοδιάστατη περίπτωση θα ήταν µηδενική. Επίσης, οι πειραµατικές καταγραφές στους 
παράπλευρους αισθητήρες 2 και 3 δεν ταυτίζονται διότι ο πυθµένας έχει διαµορφωθεί εν µέρει 
λείος και εν µέρει τραχύς, γεγονός που ενισχύει το δισδιάστατο χαρακτήρα του φαινοµένου.    

 

 
Σχήµα 7.8: Σύγκριση διαφορετικών στοιβάδων απορρόφησης στο υπολογιστικό πεδίο 

 

Όπως αναφέρθηκε στο 3ο κεφάλαιο έγινε µία διερεύνηση όσον αφορά στη χρήση 
διαφορετικών στοιβάδων απορρόφησης στο υπολογιστικό πεδίο του µοντέλου. Στο σχήµα 7.8 
φαίνονται ενδεικτικά για το σταθµό 9 οι χρονοσειρές του ζ όπως προκύπτουν από τις 
πειραµατικές καταγραφές, την εφαρµογή των απορροφητικών στοιβάδων κατά Yoon και Choi 
(2001) (σχέσεις (2.154) και (2.155)), την εφαρµογή των στοιβάδων βάσει της σχέσης (3.88) 
(model)  και την εφαρµογή των στοιβάδων κατά Larsen και Dancy (1983) (σχέση (2.153)). 
Όπως προκύπτει, η επιρροή των διαφορετικών στοιβάδων είναι ανεπαίσθητη, µε µια ελάχιστη 
βελτίωση µε τη χρήση της σχέσης των Yoon και Choi (2001) ως προς τις κυµατικές κοιλίες. 

 
 
 

7.3 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ TING ΚΑΙ KIRBY (1994) 
  
Η δεύτερη περίπτωση επαλήθευσης του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 

(2009) αναφέρεται στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Το πείραµα περιλαµβάνει τη διάδοση 
και θραύση cnoidal κυµατισµών. Οι ερευνητές µελέτησαν τόσο τη θραύση τύπου spilling, όσο 
και τη θραύση τύπου plunging. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε η πρώτη περίπτωση 
που αφορά στη διάδοση cnoidal κυµατισµών ύψους [ = 0.125	\ και περιόδου I = 2	]9A. Στο 
σχήµα 7.9 φαίνεται η γεωµετρική διάταξη του υπολογιστικού πεδίου. 
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Σχήµα 7.9: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

 µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα των Ting και     
 Kirby (1994) 

 

Το χωρικό βήµα διακριτοποίησης επιλέχθηκε P� = 0.02	\ και το χρονικό βήµα P� = 0.004	]9A. 
Εξετάστηκε η υπολογιζόµενη χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στους 
σταθµούς µε � = 6.0	\, � = 7.0	\ και � = 8.0	\ (σχήµα 7.9). Στα παρακάτω διαγράµµατα 
φαίνονται συγκριτικά τα αποτελέσµατα των πειραµατικών καταγραφών, του τροποποιηµένου 
µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε όρους θραύσης στις εξισώσεις ορµής και 
συνέχειας (αναφέρεται ως model), της έκδοσης του µοντέλου που προσοµοιώνει τη θραύση µε 
την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (αναφέρεται ως roller breaker) και του MIKE 21 BW. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η σχέση διασποράς για cnoidal κυµατισµούς δεν είναι η γνωστή σχέση 
γραµµικής διασποράς ως προς την οποία το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) είναι 
ακριβές. Αυτή η µη-γραµµικότητα εισάγει κάποιες ανακρίβειες στα αποτελέσµατα. 

 

 
Σχήµα 7.10: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 6.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων µοντέλου και MIKE 21 
BW 
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Σχήµα 7.11: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 7.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων µοντέλου και MIKE 21 
BW 

 

 
Σχήµα 7.12: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 8.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων µοντέλου και MIKE 21 
BW 
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Σχήµα 7.13: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 6.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε 
την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 

 

 
Σχήµα 7.14: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 7.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε 
την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 
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Σχήµα 7.15: Χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό µε � = 8.0	\ στο πείραµα των Ting και Kirby (1994). Σύγκριση µεταξύ 

πειραµατικών καταγραφών, αποτελεσµάτων προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε 
την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 

 

Στο πείραµα των Ting και Kirby (1994) η θραύση εµφανιζόταν στη θέση �C = 6.4	\ µε ύψος 

κύµατος θραύσης [C = 0.163	\ , οπότε προκύπτει ο λόγος 
|F�F = 0.82. Εφαρµόζοντας το 

προτεινόµενο µοντέλο η θραύση εµφανίζεται στη θέση �C = 6.6	\ µε ύψος κύµατος [C =0.161	\ και άρα 
|F�F = 0.84. Αντίστοιχα µε εφαρµογή του MIKE 21 BW προκύπτει �C = 7.1	\ µε 

ύψος κύµατος [C = 0.12	\ και άρα 
|F�F = 0.68. Τέλος, εφαρµόζοντας το µοντέλο των Karambas 

και Memos (2009) µε προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου 

προκύπτει �C = 6.3	\ µε ύψος κύµατος [C = 0.162	\ και άρα 
|F�F = 0.81. Εποµένως, το νέο 

µοντέλο προσδιορίζει µε µεγάλη ακρίβεια το ύψος θραύσης (σφάλµα ~ -1.2 %) και µε 
ικανοποιητική ακρίβεια τη θέση εκκίνησης της θραύσης και άρα το σφάλµα υπολογισµού του 

λόγου θραύσης 
|F�F είναι περίπου 2.4 %. Αντίστοιχα, το µοντέλο µε την τεχνική του επιφανειακού 

κυλίνδρου υπολογίζει ακριβέστερα τη θέση εκκίνησης της θραύσης, αλλά και το ύψος θραύσης 

(σφάλµα ~ -0.6 %) και άρα το σφάλµα υπολογισµού του λόγου θραύσης 
|F�F είναι περίπου -1.2%. 

Από την εφαρµογή και του MIKE 21 BW το σφάλµα στο ύψος θραύσης περίπου -26.3% και 
σηµαντική ανακρίβεια στον προσδιορισµό της θέσης εκκίνησης της θραύσης. Στην τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου εφαρµόστηκε η προτεινόµενη τιµή από τους Schäffer et al. (1993) και 
Madsen et al. (1997a) για τη γωνία εκκίνησης της θραύσης ®C = 20°, ενώ πιθανόν η τιµή αυτή 
να επιδέχεται βελτιστοποίηση για το συγκεκριµένο πείραµα. Για το προτεινόµενο µοντέλο 
εφαρµόστηκε η τιµή ®C = 30° που προτείνουν οι Cienfuegos et al. (2005) για θραύση τύπου 
spilling. 
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Παρατηρώντας το διάγραµµα 7.10 προκύπτει ότι λίγο πριν τη γραµµή θραύσης,  το 
προτεινόµενο µοντέλο υποεκτιµά ελαφρώς τις κυµατικές κορυφές και υπολογίζει λίγο 
µεγαλύτερες κοιλίες. Βέβαια, υπερτερεί σαφώς των αποτελεσµάτων του MIKE 21 BW. Λίγο µετά 
τη θραύση (σχήµα 7.11) και τα δύο µοντέλα περιγράφουν ικανοποιητικά τις κυµατικές κορυφές. 
Το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) προσεγγίζει σε επαρκή βαθµό τις 
κυµατικές κοιλίες και εν µέρει τις κύριες µη-γραµµικότητες. Βέβαια, αρχίζει να διαφαίνεται µια 
τάση να αποδίδει λεπτότερες από τις πειραµατικές κυµατοµορφές εντός της ζώνης θραύσης. 
Αντίθετα, το MIKE 21 BW αποδίδει και λίγο µετά τη θραύση σηµαντικά µεγαλύτερες κοιλίες. 
Τέλος, στην εσωτερική ζώνη θραύσης (σχήµα 7.12) το µοντέλο εξακολουθεί να αποδίδει 
ικανοποιητικά τις κυµατικές κορυφές και κοιλίες, αλλά οι κυµατοµορφές είναι έντονα λεπτότερες 
των πειραµατικών. Επίσης, αρχίζει να παρατηρείται κάποια υστέρηση που πιθανώς να 
οφείλεται στο µη γραµµικό χαρακτήρα της σχέσης διασποράς των cnoidal κυµατισµών σε ρηχά 
νερά, ως προς τον οποίο το µοντέλο δεν είναι ακριβές. Η υστέρηση αυτή εκδηλώνεται ακόµη 
πιο έντονα στα αποτελέσµατα του MIKE 21 BW, η ακρίβεια του οποίου ως προς των 
προσδιορισµό των κυµατικών κορυφών στην εσωτερική ζώνη θραύσης είναι περιορισµένη. 
Από το σχήµα 7.13 προκύπτει ότι και οι δύο τεχνικές προσοµοίωσης της θραύσης στο µοντέλο 

των Karambas και Memos (2009) είναι αρκετά αποτελεσµατικές ως προς την εκτίµηση των 
κορυφών λίγο πριν τη θραύση. Μάλιστα, η τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου περιγράφει πιο 
ικανοποιητικά από το προτεινόµενο µοντέλο τις κυµατικές κοιλίες. Αντίθετα, µετά τη θραύση το 
µοντέλο roller breaker υπερεκτιµά αισθητά τις κορυφές, ενώ συνεχίζει να υπερτερεί ως προς την 
περιγραφή των κοιλιών. Βέβαια, το προτεινόµενο µοντέλο προσεγγίζει πιο ικανοποιητικά τις 
δευτερεύουσες µικρές κορυφές που αναπτύσσονται αµέσως µετά τις κύριες µορφές. Γενικά, 
µπορεί το µοντέλο του επιφανειακού κυλίνδρου να υπολογίζει ακριβέστερα τη θέση εκκίνησης 
της θραύσης και το ύψος κύµατος κατά την έναρξή της, αλλά το προτεινόµενο µοντέλο µε τον 
όρο θραύσης στην εξίσωση συνέχειας υπερτερεί στην περιγραφή της διάδοσης εντός της ζώνης 
θραύσης. 
Βέβαια, πρέπει να τονιστεί ότι σηµαντική επιρροή στα αποτελέσµατα ασκεί το γεγονός ότι στα 

κατάντη, εντός της ζώνης θραύσης θεωρήθηκε πυθµένας µικρού σταθερού βάθους µε 
απορροφητικές στοιβάδες και δεν προσοµοιώθηκε η αναρρίχηση/ καταρρίχηση στην ακτή που 
θα έδινε ακριβέστερα αποτελέσµατα. Ο κώδικας του µοντέλου για το πείραµα των Ting και Kirby 
(1994) παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α.  

 
 
 

7.4 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ HANSEN ΚΑΙ SVENDSEN (1979) 
 
Οι Hansen και Svendsen (1979) πραγµατοποίησαν ένα σετ πειραµάτων που αφορούσε στη 

θραύση βραχέων και µακρών κυµατισµών σε πυθµένα ήπιας κλίσης. Τα πειράµατα 
περιλάµβαναν τόσο θραύση τύπου spilling, όσο και τύπου plunging και από το σύνολο τους 
χρησιµοποιήθηκαν ως επαλήθευση του µοντέλου οι παρακάτω περιπτώσεις: 
♦ Θραύση τύπου spilling: ύψος κύµατος [ = 0.036	\ και περίοδος κύµατος I = 2.0	]9A 
♦ Θραύση τύπου spilling-plunging: ύψος κύµατος [ = 0.039	\ και περίοδος κύµατος I =2.5	]9A 
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♦ Θραύση τύπου plunging: ύψος κύµατος [ = 0.043	\ και περίοδος κύµατος I = 3.33	]9A 
Στο σχήµα 7.16 φαίνεται η γεωµετρική διάταξη του υπολογιστικού πεδίου. Το βήµα χωρικής 

διακριτοποίησης επιλέχθηκε P� = 0.02	\ και το βήµα χρονικής διακριτοποίησης P� = 0.004	]9A. 
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Σχήµα 7.16: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

 µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα των Hansen και     
 Svendsen (1979) 

 

Παρότι το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) δεν είναι phase-averaged, η επαλήθευσή 
του µε το δεδοµένο πείραµα γίνεται βάσει του υπολογισµού του ύψους κύµατος, όπως φαίνεται 
στα παρακάτω σχήµατα. Γίνεται σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών καταγραφών, των 
αποτελεσµάτων του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) που 
προτείνεται στην παρούσα διπλωµατική (σηµειώνεται ως model), του ίδιου µοντέλου µε 
προσοµοίωση της θραύσης µε το µοντέλο της τυρβώδους συνεκτικότητας και βάσει του 
κριτηρίου των Kennedy et al. (2000) (σηµειώνεται ως eddy viscosity) και του MIKE 21 BW. 

 

 
Σχήµα 7.17: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου spilling στο πείραµα των Hansen και  

Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών, 
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και µοντέλου των 
Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική της αναλογίας της 
τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.18: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου spilling στο πείραµα των Hansen και  

Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών, 
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και MIKE 21 BW 

 
 

 
Σχήµα 7.19: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου spilling-plunging στο πείραµα των Hansen  

και Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών, 
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και µοντέλου των Karambas 
και Memos (2009) µε την τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους 
συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.20: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου spilling-plunging στο πείραµα των Hansen  

και Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών, 
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και MIKE 21 BW 

 
 

 
Σχήµα 7.21: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου plunging στο πείραµα των Hansen και  

Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών, 
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και µοντέλου των 
Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους 
συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.22: Ύψος κύµατος για θραύση τύπου plunging στο πείραµα των Hansen 

και Svendsen (1979).  Σύγκριση µεταξύ πειραµατικών καταγραφών,       
αποτελεσµάτων προτεινόµενου µοντέλου (model) και MIKE 21 BW 

 

Στον παρακάτω πίνακα 7.3 φαίνεται η θέση εκκίνησης της θραύσης, το ύψος κύµατος κατά την 
έναρξη της θραύσης και ο λόγος του ύψους κύµατος θραύσης προς το βάθος του νερού για 
τους τρεις διαφορετικούς τύπους θραύσης όπως προκύπτουν από τις πειραµατικές καταγραφές, 
τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου, τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε 
προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας και τα 
αποτελέσµατα του MIKE 21 BW.  
 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΘΡΑΥΣΗΣ ΠΕΙΡΑΜΑ MODEL EDDY VISCOSITY 
MODEL MIKE 21 BW 

SPILLING 
xb (m) 39.823 39.14 39.78 39.64 
Hb (m) 0.0712 0.0773 0.078 0.0410 
Hb / db 0.979 0.834 1.055 0.525 

SPILLING-
PLUNGING 

xb (m) 39.181 38.82 39.04 39.30 
Hb (m) 0.086 0.0828 0.0885 0.0452 
Hb / db 0.940 0.812 0.926 0.419 

PLUNGING 
xb (m) 39.151 38.96 39.12 39.00 
Hb (m) 0.0943 0.0979 0.0998 0.0529 
Hb / db 1.022 1.000 1.071 0.547 

Πίνακας 7.3: Θέση εκκίνησης της θραύσης, ύψος κύµατος θραύσης και λόγος ύψους 
 θραύσης προς βάθος θραύσης στο πείραµα των Hansen και Svendsen 
(1979) 

 

Από τα παραπάνω διαγράµµατα και τις τιµές του πίνακα προκύπτει ότι για θραύση τύπου 
spilling το προτεινόµενο µοντέλο υπερεκτιµά ελαφρώς το ύψος θραύσης (σφάλµα 8.5%) και 
υποεκτιµά το λόγο Hb / db (σφάλµα -14.8%). Για θραύση τύπου spilling-plunging το σφάλµα στον 
υπολογισµό του ύψους θραύσης είναι -3.7% και του λόγου θραύσης -13.6%, ενώ για θραύση 
τύπου plunging 3.8% και -2.1% αντίστοιχα. Όσον αφορά στη θέση εκκίνησης της θραύσης, 
γενικά το µοντέλο την υπολογίζει ανάντη της πειραµατικής. 
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Το µοντέλο της τυρβώδους συνεκτικότητας υπολογίζει µε σφάλµα 9.6% το ύψος κύµατος 
θραύσης τύπου spilling, 2.9% για θραύση τύπου spilling-plunging και 5.8% για θραύση τύπου 
plunging. Όσον αφορά στο λόγο Hb / db τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι 7.7%, -1.4% και 4.8%. Και 
τα δύο µοντέλα µε τις διαφορετικές τεχνικές προσοµοίωσης της θραύσης υπολογίζουν αρκετά 
ικανοποιητικά το ύψος κύµατος στο τµήµα σταθερού βάθους της πειραµατικής διάταξης. Το 
προτεινόµενο µοντέλο υπολογίζει γενικά ακριβέστερα το ύψος κύµατος στην εκκίνηση της 
θραύσης από το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική 
θραύσης της τυρβώδους συνεκτικότητας, ωστόσο στη δεύτερη αυτή περίπτωση υπολογίζεται 
ακριβέστερα η θέση εκκίνησης της θραύσης. Επίσης, το προτεινόµενο µοντέλο περιγράφει 
ικανοποιητικά τη διακύµανση του ύψους κύµατος στην εξωτερική (προς τα ανοιχτά) ζώνη 
θραύσης αλλά το υπερεκτιµά αισθητά στην εσωτερική ζώνη θραύσης. Τα αποτελέσµατα στη 
ζώνη αυτή για το µοντέλο τυρβώδους συνεκτικότητας είναι ακόµη χειρότερα. Οι ανακρίβειες 
αυτές οφείλονται σε µεγάλο βαθµό στο γεγονός ότι στα κατάντη δεν υπολογίζεται η αναρρίχηση 
στην ακτή αλλά θεωρείται ένα τµήµα σταθερού βάθους µε απορροφητικές στοιβάδες. Επειδή το 
τµήµα αυτό βρίσκεται εντός της ζώνης θραύσης, τα αποτελέσµατα επηρεάζονται αισθητά. 
Το MIKE 21 BW περιγράφει ικανοποιητικά τη διακύµανση του ύψους κύµατος στην εσωτερική 

ζώνη θραύσης και τη θέση εκκίνησης της θραύσης. Ωστόσο, υποεκτιµά σηµαντικά το ύψος 
κύµατος θραύσης µε σφάλµατα -42.4%, -47.4% και -43.9% αντίστοιχα για τους τρεις τύπους 
θραύσης. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σύµφωνα µε το εγχειρίδιο του MIKE 21 BW, για 
µονοχρωµατικούς κυµατισµούς το ύψος κύµατος προκύπτει µε διαίρεση των αποτελεσµάτων 

του υπολογισµού του σηµαντικού ύψους κύµατος µε √2.  
Τέλος, όσον αφορά στο προτεινόµενο µοντέλο, έγινε κάποια διερεύνηση σχετικά µε τις 

παραµέτρους που υπεισέρχονται στην προσοµοίωση της θραύσης ενδεικτικά για την 
περίπτωση του spilling breaking. Τα αποτελέσµατα είναι ευαίσθητα ως προς τη γωνία εκκίνησης 
της θραύσης ®C, όπως φαίνεται και στο σχήµα 7.23. Στα παραπάνω διαγράµµατα για θραύση 
τύπου spilling θεωρήθηκε ®C = 30°, για θραύση τύπου spilling-plunging ®C = 32° και για θραύση 
τύπου plunging ®C = 35°. ∆ιερεύνηση έγινε και ως προς τις παραµέτρους ®D (γωνία λήξης της 
θραύσης), ív* (χρόνος ανάπτυξης κυλίνδρου) και 8+./8+ (ελέγχθηκαν τιµές από 1 ως 10), αλλά 
σε καµία περίπτωση δεν παρατηρήθηκε ανάλογη µε της γωνίας ®C ευαισθησία. 
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Σχήµα 7.23: Ύψος κύµατος όπως υπολογίζεται από το προτεινόµενο τροποποιηµένο  

µοντέλο των Karambas και Memos (2009) για διάφορες γωνίες εκκίνησης 
της θραύσης ®C. Σύγκριση µε πειραµατικές καταγραφές 

 
 
 
7.5 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993) - ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΟΙ 

ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

Το επόµενο πείραµα επαλήθευσης του τροποποιηµένου µοντέλου είναι αυτό των Beji και 
Battjes που πραγµατοποιήθηκε το 1992 και τα αποτελέσµατά του δηµοσιεύτηκαν το 1993. Το 
πείραµα αφορούσε στη διάδοση και στη θραύση απλών µονοχρωµατικών κυµατισµών πάνω 
από ύφαλο κυµατοθραύστη. Το πείραµα περιλάµβανε τη διάδοση βραχέων και µακρών 
κυµατισµών. Επίσης, περιλάµβανε µη θραυόµενους κυµατισµούς αλλά και θραύση τύπου 
spilling και τύπου plunging. Συγκεκριµένα, εξετάστηκαν πειραµατικά οι εξής περιπτώσεις: 
Βραχείς κυµατισµοί µε Q = 1.0	[y και αρχικό ύψος κύµατος: 
� [ = 0.041	\ → µη θραυόµενοι κυµατισµοί 
� [ = 0.059	\ → θραύση τύπου spilling 
� [ = 0.069	\ → θραύση τύπου plunging 
Μακροί κυµατισµοί µε Q = 0.4	[y και αρχικό ύψος κύµατος:  
� [ = 0.029	\ → µη θραυόµενοι κυµατισµοί 
� [ = 0.044	\ → θραύση τύπου spilling 
� [ = 0.054	\ → θραύση τύπου plunging 
Ενδεικτικά, στη συγκεκριµένη παράγραφο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για θραύση 

τύπου spilling µακρών κυµατισµών µε [ = 0.044	\ και για θραύση τύπου plunging βραχέων 
κυµατισµών µε [ = 0.069	\. Το υπολογιστικό πεδίο εφαρµογής του τροποποιηµένου µοντέλου 
των Karambas και Memos (2009) φαίνεται στο σχήµα 7.24. 
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Σχήµα 7.24: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

  µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα των Beji και     
  Battjes (1993) 

 

Το χωρικό βήµα διακριτοποίησης επιλέχθηκε P� = 0.025	\ και το χρονικό βήµα P� = 0.004	\ 
για λόγους ευστάθειας. Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται παρακάτω αναφέρονται στις 
χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στους σταθµούς µέτρησης 3,5 και 7 (σχήµα 
7.24). Συγκεκριµένα, συγκρίνονται οι πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του 
προτεινόµενου µοντέλου (αναφέρεται ως model), τα αποτελέσµατα του µοντέλου των Karambas 
και Memos (2009) µε εφαρµογή της τεχνικής του επιφανειακού κυλίνδρου (αναφέρεται ως roller 
breaker) και τα αποτελέσµατα του MIKE 21 BW. 
Θα πρέπει να τονιστεί, όπως αναφέρουν οι Madsen et al. (1997a), ότι η θραύση των 

κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη ξεκινάει για αρχική γωνία µικρότερη των 20° και 
ολοκληρώνεται για γωνία µικρότερη των 10° που είναι οι προτεινόµενες τιµές στην τεχνική 
προσοµοίωσης του επιφανειακού κυλίνδρου. Για το λόγο αυτό και ύστερα από διερεύνηση 
χρησιµοποιήθηκε στο προτεινόµενο µοντέλο το ζεύγος �®C, ®¦	 = �18°, 7°	, στο µοντέλο των 
Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου το ζεύγος �®C , ®¦	 =�18°, 10°	 και στο MIKE 21 BW οι τυπικές τιµές �®C , ®¦	 = �20°, 10°	. 
Επειδή οι πειραµατικές καταγραφές δεν υπάρχουν στη βιβλιογραφία σε αναλυτική µορφή, τα 

αποτελέσµατα ελήφθησαν ύστερα από ψηφιοποίηση των διαγραµµάτων που δίνουν οι Beji και 
Battjes (1993) µε τη βοήθεια του προγράµµατος GetData Graph Digitizer. Τα διαγράµµατα 
φαίνονται στο σχήµα 7.25. 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
Σχήµα 7.25: Χρονοσειρά ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας για θραύση τύπου spilling  

µακρών µονοχρωµατικών κυµατισµών (αριστερά) και για θραύση τύπου 
plunging βραχέων µονοχρωµατικών κυµατισµών (δεξιά) (πηγή: [9])  
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Σχήµα 7.26: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 

 

 
Σχήµα 7.27: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 
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Σχήµα 7.28: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 7 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 

 

 
Σχήµα 7.29: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και του 
τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker)  
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Σχήµα 7.30: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και 
του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker)  

 

 
Σχήµα 7.31: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 7 για θραύση τύπου  

 spilling µακρών κυµατισµών ( [ = 0.044	\ και Q = 0.4	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και του 
τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 
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Σχήµα 7.32: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 

 

 
Σχήµα 7.33: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 
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Σχήµα 7.34: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 7 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 
21 BW 

 

 
Σχήµα 7.35: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και 
του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 
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Σχήµα 7.36: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και του 
τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 

 

 
Σχήµα 7.37: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 7 για θραύση τύπου  

 plunging βραχέων κυµατισµών ( [ = 0.069	\ και Q = 1.0	[y ). Σύγκριση ανάµεσα στις 
πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου (model) και 
του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε την τεχνική του 
επιφανειακού κυλίνδρου (roller breaker) 
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Καθώς τα µακρά κύµατα διαδίδονται στην ανωφέρεια του ύφαλου χάνουν βαθµιαία την 
κατακόρυφη συµµετρία τους και αποκτούν ένα πριονωτό (saw-toothed) σχήµα (σχήµατα 7.26 
και 7.29). Σε αυτή τη φάση γεννιούνται υψηλότερες αρµονικές (κυρίως 2ης τάξης) λόγω των 
κυµατικών αλληλεπιδράσεων. Πάνω από το οριζόντιο τµήµα, όπου τα κύµατα είναι συνήθως µη 
διασπειρόµενα (ρηχά νερά), δηµιουργούνται συνθήκες που ευνοούν το συντονισµό των 
κυµατικών τριάδων και ξεκινάει µια απότοµη µεταφορά ενέργειας από το βασικό κύµα στις 
υψηλότερες αρµονικές. Αυτή η απότοµη µεταφορά ενέργειας, σε συνδυασµό µε τη διασπορά 
των υψών κύµατος παράγουν κυµατικές "ουρές" που αυτονοµούνται από το βασικό κύµα. 
Αρχικά ταξιδεύον µε ίδια ταχύτητα φάσης µε το κυρίως κύµα, αλλά στη συνέχεια η ταχύτητα 
τους διαφοροποιείται καθώς ταξιδεύον αυτόνοµα, µε συνέπεια η διαφορά φάσης από το βασικό 
κύµα να αυξάνει (phase lag) (σχήµατα 7.27 και 7.30). Καθώς τα µακρά κύµατα πεπερασµένου 
πλάτους και οι διασπειρόµενες κυµατικές "ουρές" διαδίδονται σε µεγαλύτερα βάθη στην 
κατωφέρεια του ύφαλου, αποσυντίθενται σε πολλές µικρότερου ύψους, σχεδόν αρµονικές 
συνιστώσες (σχήµατα 7.28 και 7.31). Παρότι αυτή η αποσύνθεση λόγω της αύξησης του βάθους 
φαίνεται να ξεκινάει απότοµα, στην πραγµατικότητα η ανταλλαγή ενέργειας ανάµεσα στις 
κυµατικές συνιστώσες συνεχίζεται µε αυξηµένο ρυθµό για πολλά µήκη κύµατος. Τελικά 
επιτυγχάνεται µια εξισορρόπηση, καθώς το αρχικά στενό φάσµα (narrow-banded) γίνεται πλέον 
ευρύ (broad-banded). 
Σε αντίθεση µε τα µακρά κύµατα, κατά τη διάδοση βραχέων κυµάτων δεν αναπτύσσονται 

κυµατικές "ουρές" και διατηρείται η κατακόρυφη συµµετρία. Έτσι, οι κυµατισµοί 
συµπεριφέρονται ως κύµατα Stokes ανώτερης τάξης. Συνεπώς, στην κατωφέρεια η 
αποσύνθεση δεν είναι το ίδιο δραστική µε την περίπτωση των µακρών κυµάτων και 
απελευθερώνονται µόνο κάποιες αρµονικές 2ης τάξης και µικρότερου ύψους.  
Το φαινόµενο της γένεσης και απελευθέρωσης των υψηλότερων αρµονικών που περιγράφηκε 

παραπάνω έχει έντονα µη-γραµµικό χαρακτήρα και βασίζεται στις κυµατικές αλληλεπιδράσεις 
(wave-wave interactions). Τόσο το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009), 
όσο και το MIKE 21 BW  είναι µοντέλα ήπιας µη-γραµµικότητας και συνεπώς αδυνατούν να 
περιγράψουν επακριβώς το φαινόµενο. Ωστόσο, παρατηρώντας τα παραπάνω διαγράµµατα και 
τηρουµένων των αναλογιών, τα τρία µοντέλα περιγράφουν σχετικά ικανοποιητικά κυρίως τη 
γένεση και όχι τόσο την απελευθέρωση των ανώτερων αρµονικών. 
Αξίζει να σηµειωθεί, ότι η µορφή του φάσµατος πάνω από τη στέψη του ύφαλου και στην 

κατωφέρεια καθορίζεται κυρίως από τις µη-γραµµικές κυµατικές αλληλεπιδράσεις και 
δευτερευόντως από τη θραύση των κυµατισµών. 
Από τα διαγράµµατα για θραύση τύπου spilling µακρών κυµατισµών, φαίνεται ότι το 

προτεινόµενο µοντέλο είναι πιο ακριβές από το MIKE 21 BW. Στο σταθµό 3, το τροποποιηµένο 
µοντέλο των Karambas και Memos (2009) περιγράφει πολύ καλά τις κυµατικές κορυφές και 
κοιλίες, ενώ το MIKE 21 BW υπολογίζει µεγαλύτερες κοιλίες. Στο σταθµό 5 (ανάντη του οποίου 
έχει ήδη ξεκινήσει η θραύση) και τα δύο µοντέλα περιγράφουν τη µορφή των ανώτερων 
αρµονικών, αλλά γενικά το MIKE 21 BW τις υπερεκτιµά.  Αυτό ίσως οφείλεται (έκτος από τον 
ήπια µη-γραµµικό χαρακτήρα των µοντέλων) στο γεγονός ότι στο προτεινόµενο µοντέλο 
επιλέχθηκε ύστερα από βελτιστοποίηση το ζεύγος γωνιών θραύσης (®C , ®¦) = (18°,7°	, ενώ 
κατά την εφαρµογή του MIKE 21 BW θεωρήθηκε το κλασικό ζεύγος �®C, ®¦	 = �20°, 10°	. Τέλος, 
στο σταθµό 7 της κατωφέρειας το προτεινόµενο µοντέλο υπολογίζει ακριβέστερα τη διάδοση 
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των κυµατισµών, καθότι το MIKE 21 BW υπερεκτιµά σαφώς τις κοιλίες. Πάντως και τα δύο 
µοντέλα περιγράφουν εν µέρει την απελευθέρωση των ανώτερων αρµονικών. 
Συγκρίνοντας το προτεινόµενο µοντέλο µε το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µε την 

τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου προκύπτει ότι στο σταθµό 3 και τα δύο µοντέλα 
περιγράφουν πολύ καλά τις κορυφές και τις κοιλίες, αλλά το µοντέλο µε την τεχνική του roller 
breaker αποδίδει ακριβέστερα την ασυµµετρία. Στο σταθµό 5, εντός δηλαδή της ζώνης 
θραύσης, και τα δύο µοντέλα περιγράφουν τη γένεση των υψηλότερων αρµονικών, αλλά το 
µοντέλο µε την τεχνική του roller breaker υπερεκτιµά τις κυµατικές κορυφές σε αντίθεση µε το 
προτεινόµενο µοντέλο που τις αποδίδει ικανοποιητικά. Τέλος, στο σταθµό 7 και οι δύο εκδόσεις 
του µοντέλου αποδίδουν εν µέρει την απελευθέρωση των αρµονικών, µε το προτεινόµενο 
µοντέλο να περιγράφει ακριβέστερα τις κύριες µορφές και το µοντέλο µε το roller breaker τις 
δευτερεύουσες µορφές.  
Η προσοµοίωση της θραύσης τύπου plunging είναι γενικά δύσκολη, καθότι συµβαίνει 

αποκόλληση, έντονη δηµιουργία αφρού και γενικά µεγαλύτερες παραµορφώσεις της ελεύθερης 
επιφάνειας. Αυτό προκύπτει και από τα παραπάνω διαγράµµατα για θραύση τύπου plunging 
βραχέων κυµατισµών. Στο σταθµό 3 το προτεινόµενο µοντέλο περιγράφει ικανοποιητικά τις 
κυµατικές κορυφές, αλλά υποεκτιµά ελαφρώς τις κυµατικές κοιλίες. Αντίθετα, το MIKE 21 BW 
υπερεκτιµά τις κοιλίες και υποεκτιµά ελαφρώς τις κορυφές. Επίσης, τα δύο µοντέλα αποδίδουν 
σχετικά ικανοποιητικά την ασυµµετρία. Στο σταθµό 5 που βρίσκεται στο κατάντη άκρο της 
στέψης και εντός της ζώνης θραύσης το MIKE 21 BW υπερεκτιµά αισθητά κορυφές και κοιλίες, 
ενώ το προτεινόµενο µοντέλο εµφανίζει ικανοποιητική ακρίβεια. Αξίζει να σηµειωθεί ότι λόγω 
της ιδιαιτερότητας της παρουσίας του ύφαλου, ύστερα από διερεύνηση χρησιµοποιήθηκε πάλι 
το ζεύγος γωνιών (®C , ®¦) = (18°,7°	 παρότι οι Cienfuegos et al. (2010) προτείνουν για θραύση 
τύπου plunging αυξηµένες τιµές της γωνίας ®C, ενώ κατά την εφαρµογή του MIKE 21 BW 
χρησιµοποιήθηκε πάλι το ζεύγος �®C , ®¦	 = �20°, 10°	 και συντελεστής σχήµατος του κυλίνδρου Q� = 2.0 . Κανένα από τα δύο µοντέλα δεν περιγράφει την ήπια γένεση υψηλότερων αρµονικών. 
Στο σταθµό 7 στην κατωφέρεια το MIKE 21 BW υπερεκτιµά σαφώς τις κορυφές και τις κοιλίες, 
ενώ το προτεινόµενο µοντέλο τις υπολογίζει µε ακρίβεια, αλλά δεν αποδίδει (όπως και το MIKE 
21 BW) την ασυµµετρία και την πεπλατυσµένη ιδιόµορφη κυµατοµορφή, διατηρώντας ένα 
σχετικά µη ρεαλιστικό αρµονικό σχήµα. 
Συγκρίνοντας το προτεινόµενο µοντέλο µε το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) µε την 

τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου, προκύπτει παρόµοια συµπεριφορά στο σταθµό 3 µε 
ακρίβεια ως προς τις κορυφές και ελαφρά υποεκτίµηση των κοιλιών. Στο σταθµό 5 το µοντέλο 
roller breaker υπερεκτιµά τις κορυφές και εµφανίζει παρόµοια ικανοποιητική συµπεριφορά µε το 
προτεινόµενο µοντέλο ως προς τις κοιλίες. Ωστόσο, κανένα από τα δύο µοντέλα δεν αποδίδει 
την ελαφρά γένεση και δέσµευση ανώτερων αρµονικών. Στο σταθµό 7 της κατωφέρειας το 
µοντέλο µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου υπερεκτιµά τις κορυφές αλλά αποδίδει 
ακριβέστερα τις κοιλίες σε σχέση µε το προτεινόµενο µοντέλο. Επίσης, το µοντέλο roller breaker 
αποδίδει ελαφρώς καλύτερα την ασυµµετρία υπολογίζοντας γενικά πλατύτερες κυµατοµορφές 
σε σχέση µε το προτεινόµενο µοντέλο, χωρίς ωστόσο να αποδίδεται και πάλι η ιδιότυπη 
οδοντωτή µορφή. 
Γενικά η προτεινόµενο τεχνική προσοµοίωσης της θραύσης περιγράφει ικανοποιητικά τη 

θραύση πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη παρά τον ήπια µη γραµµικό χαρακτήρα του µοντέλου 
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των Karambas και Memos (2009). Το µοντέλο έχει εφαρµογή για ήπια µεταβαλλόµενη 
βυθοµετρία και κάποιες ανακλάσεις στην ανωφέρεια του ύφαλου πιθανόν να αποτελούν πηγή 
ανακριβειών. Επίσης, τα πειραµατικά δεδοµένα ελήφθησαν µε ψηφιοποίηση των 
δηµοσιευµένων διαγραµµάτων, γεγονός που ίσως εισάγει επιπλέον ανακρίβειες. Το µοντέλο για 
το πείραµα των Beji και Battjes (1993) για µονοχρωµατικούς κυµατισµούς προγραµµατίστηκε σε 
γλώσσα Fortran 90 και ο κώδικας παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α. 
 
 
 

7.6 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ SYNOLAKIS (1987) 
 
Το επόµενο πείραµα επαλήθευσης του προτεινόµενου µοντέλου είναι αυτό του Synolakis 

(1987). Το πείραµα αφορά στη γένεση και διάδοση µοναχικού κυµατισµού σε αρχικά οριζόντιο 
και στη συνέχεια κεκλιµένο πυθµένα. Πραγµατοποιήθηκε από τον ερευνητή το 1987 για να 
µελετηθεί η θραύση και η αναρρίχηση στην ακτή του µοναχικού κύµατος. Τα αποτελέσµατά του 
χρησιµοποιήθηκαν ως επαλήθευση στη δηµοσίευση της βασικής µορφής του µοντέλου των 
Karambas και Memos (2009), αλλά επειδή δεν είχε συµπεριληφθεί στο µοντέλο η θραύση 
παρουσιάστηκαν µόνο αποτελέσµατα στη ζώνη αρκετά πριν τη θραύση. Στη συγκεκριµένη 
παράγραφο παρουσιάζεται η επαλήθευση του προτεινόµενου µοντέλου ως και λίγο µετά την 
έναρξη της θραύσης, καθότι αυτή συµβαίνει πολύ κοντά στην ακτογραµµή και σχεδόν άµεσα 
εκδηλώνεται η αναρρίχηση και καταρρίχηση του κύµατος, φαινόµενα τα οποία δεν έχουν 
προσοµοιωθεί στα πλαίσια της παρούσας µεταπτυχιακής εργασίας. Αντίθετα, κατά τα 
παραπάνω στα κατάντη θεωρήθηκαν και πάλι απορροφητικές στοιβάδες. 
Ο Synolakis (1987) δίνει µια αναλυτική περιγραφή της πειραµατικής διάταξης. Τα πειράµατα 

πραγµατοποιήθηκαν στις εγκαταστάσεις των W.M. Keck Laboratories του California Institute of 
Technology. Η δεξαµενή είχε διαστάσεις 37.73	\ × 0.61	\ × 0.39	\ και τα τοιχώµατα της ήταν 
από γυαλί. Στα κατάντη διαµορφώθηκε πυθµένας σταθερής κλίσης 1: 19.85 από πάνελ 
αλουµινίου µε επιφάνεια υδραυλικά λεία. Τα κύµατα παράγονταν στην περιοχή σταθερού 
βάθους από γεννήτρια τύπου εµβόλου (piston) που ήταν συνδεδεµένη µε υπολογιστή. Έτσι 
παράγονταν σχεδόν τέλεια µοναχικά κύµατα που σύµφωνα µε τη θεωρία 1ης τάξης είχαν στο 
χρόνο � = 0  την αρχική αδιάστατη µορφή: 

 

���, 0	 = |
�õ ]9Aℎ*�
�� − 0v	�                                                                                                    (7.5) 

 
όπου 
 = �3ý/4�¦	v/* και 0v η αδιάστατη θέση της αρχικής κυµατικής κορυφής. Ο 
χαρακτηρισµός σχεδόν τέλεια αναφέρεται σε κάποιες "ουρές" που ακολουθούσαν το 
παραγόµενο κύµα και δεν ξεπερνούσαν το 2% του ύψους [. 
Στο συγκεκριµένο πείραµα επαλήθευσης το αρχικό βάθος του νερού είναι �¦ = 0.20\ και ο 

αρχικός λόγος 
|
�õ = 0.28, δηλαδή το παραγόµενο ύψος κύµατος είναι [ = 0.056	\. Το 

υπολογιστικό πεδίο εφαρµογής του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) φαίνεται στο σχήµα 7.38. Το χωρικό βήµα διακριτοποίησης επιλέχθηκε P� = 0.02	\ και 
το χρονικό βήµα P� = 0.004	]9A. Στην παρουσίαση των αποτελεσµάτων χρησιµοποιείται ο 
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αδιάστατος χρόνος �∗ = �§�/�¦ . Το µοναχικό κύµα παράγεται βάσει των σχέσεων (διαστατική 

µορφή) (1.56) για την ελεύθερη επιφάνεια (� = 0 και όπου � το � − 0v) και της µέσης στο βάθος 
τιµής της ταχύτητας u που ορίζεται από τη σχέση (1.58). Έτσι, ο κυµατισµός εισάγεται στο πεδίο 
ως αρχική συνθήκη και αφήνεται να διαδοθεί. Ο κώδικας για το πείραµα του Synolakis (1987) 
παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α. 
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Σχήµα 7.38: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

  µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα του Synolakis     
  (1987) 

 

 
 

 
Σχήµα 7.39: ∆ιάδοση µοναχικού κύµατος. Σύγκριση αδιάστατης ανύψωσης ζ/d0 µεταξύ 

 πειραµατικών καταγραφών του Synolakis (1987) και αποτελεσµάτων 
προτεινόµενου µοντέλου στον αδιάστατο χρόνο �∗ = 10 
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Σχήµα 7.40: ∆ιάδοση µοναχικού κύµατος. Σύγκριση αδιάστατης ανύψωσης ζ/d0 µεταξύ 

 πειραµατικών καταγραφών του Synolakis (1987) και αποτελεσµάτων 
προτεινόµενου µοντέλου στον αδιάστατο χρόνο �∗ = 15 

 
 
 
 

 
Σχήµα 7.41: ∆ιάδοση µοναχικού κύµατος. Σύγκριση αδιάστατης ανύψωσης ζ/d0 µεταξύ 

 πειραµατικών καταγραφών του Synolakis (1987) και αποτελεσµάτων 
προτεινόµενου µοντέλου στον αδιάστατο χρόνο �∗ = 20 
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Σχήµα 7.42: ∆ιάδοση µοναχικού κύµατος. Σύγκριση αδιάστατης ανύψωσης ζ/d0 µεταξύ 

 πειραµατικών καταγραφών του Synolakis (1987) και αποτελεσµάτων 
προτεινόµενου µοντέλου στον αδιάστατο χρόνο �∗ = 22 

 

Παρατηρώντας τα διαγράµµατα των σχηµάτων 7.39 ως 7.42 προκύπτει ότι λόγω ρήχωσης, το 
εµπρόσθιο µέτωπο του κύµατος γίνεται διαρκώς πιο απότοµο από το οπίσθιο και το προφίλ 
γίνεται έντονα ασύµµετρο. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα δείχνουν επίσης ξεκάθαρα αυτή την 
τάση. 
Τα σχήµατα 7.39 και 7.40 αναφέρονται σε αδιάστατους χρόνους �∗ = 10 και �∗ = 15, αρκετά 

δηλαδή πριν την εκδήλωση της θραύσης που προσδιορίστηκε πειραµατικά για �∗ = 21. Στις δύο 
αυτές θέσεις η ακρίβεια του µοντέλου είναι αρκετά ικανοποιητική ως προς τον προσδιορισµό 
του ύψους κύµατος. Βέβαια, οι κυµατοµορφές υπολογίζονται στενότερες των πειραµατικά 
προσδιοριζόµενων. Αξίζει πάντως να σηµειωθεί ότι τα πειραµατικά αποτελέσµατα ελήφθησαν 
µε ψηφιοποίηση των δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων, γεγονός που ίσως εισάγει κάποια 
ανακρίβεια. 
Το σχήµα 7.41 στο χρόνο �∗ = 20 αναφέρεται σε στιγµή λίγο πριν την έναρξη της θραύσης. Το 

ύψος κύµατος, η ασυµµετρία και η κλίση του εµπρόσθιου και του οπίσθιου µετώπου 
προσδιορίζονται µε ικανοποιητική ακρίβεια. Στον αδιάστατο χρόνο �∗ = 22 το κύµα βρίσκεται 
εντός της ζώνης θραύσης. Η ακρίβεια στον προσδιορισµό του ύψους είναι πολύ καλή, ενώ και 
οι κλίσεις των µετώπων και η ασυµµετρία υπολογίζονται ικανοποιητικά. Το οπίσθιο µέτωπο 
υποεκτιµάται ελαφρώς. Όπως φαίνεται στα σχήµατα η θραύση συµβαίνει πολύ κοντά στην ακτή 
και για το λόγο αυτό σε µεγαλύτερους αδιάστατους χρόνους λαµβάνει χώρα αναρρίχηση στην 
ακτή. Αντί για τη συνθήκη της µετακινούµενης ακτογραµµής θεωρήθηκε ένα τµήµα σταθερού 
(µικρού µεν) βάθους µε απορροφητικές στοιβάδες. Επειδή το τµήµα αυτό βρίσκεται εντός της 
ζώνης θραύσης και διαβροχής εισάγονται κάποιες ανακρίβειες στα ανάντη.        
Από τις πειραµατικές καταγραφές προκύπτει ότι η θραύση ξεκινάει στη θέση �C = 0.711	\, 

ενώ το µοντέλο την προσδιορίζει στη θέση �C = 0.81	\ (	� = 0	στην ακτογραµµή). Το ύψος 
θραύσης των πειραµάτων είναι [C = 0.061	\ ενώ το µοντέλο υπολογίζει [C = 0.059	\, δηλαδή 

σφάλµα -3.3%. Τέλος, ο πειραµατικός λόγος θραύσης είναι 
|F�F = 1.69, ενώ το µοντέλο 
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υπολογίζει 
|F�F = 1.44. Αξίζει να σηµειωθεί ότι από τη θεωρία µοναχικού κύµατος προκύπτει |F�F = 0.78.  

Επειδή το µήκος κύµατος και η περίοδος ενός µοναχικού κύµατος είναι θεωρητικά άπειρα δεν 
ορίζεται κατά τα συνήθη ο χρόνος ανάπτυξης του επιφανειακού κυλίνδρου Iv* κατά την 
προσοµοίωση της θραύσης. Για το λόγο αυτό η κλίση του επιφανειακού κυλίνδρου θεωρήθηκε 
σταθερή 10° καθ' όλη τη διάρκεια ενός γεγονότος θραύσης, σύµφωνα και µε την πρόταση των 
Cienfuegos et al. (2010). Ύστερα από διερεύνηση και βαθµονόµηση η γωνία εκκίνησης της 
θραύσης τέθηκε 12° και η γωνία λήξης 7°.  

 
 
 

7.7 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ MASE ΚΑΙ KIRBY (1992) 
 
Εκτός των παραπάνω, το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (1992) 

επαληθεύτηκε και όσον αφορά στη διάδοση σύνθετων κυµατισµών. Στη συγκεκριµένη 
παράγραφο παρουσιάζεται η σύγκριση µε τα αποτελέσµατα του πειράµατος των Mase και Kirby 
(1992) που περιλαµβάνει σύνθετους κυµατισµούς φάσµατος Pierson-Moskowitz. Οι ερευνητές 
πραγµατοποίησαν δύο σετ πειραµάτων µε περιόδους αιχµής Î = 1.67	]9A και Î = 1.0	]9A 
αντίστοιχα. Στην παρούσα εργασία το µοντέλο επαληθεύτηκε για το δεύτερο σετ πειραµάτων µε Î = 1.0	]9A. Στην περίπτωση αυτή κυριαρχεί η θραύση τύπου spilling. Η πειραµατική διάταξη 

φαίνεται στο σχήµα 7.43. 
 

 
Σχήµα 7.43: Πειραµατική διάταξη των Mase και Kirby (1992) (πηγή: [87]) 

 

Επειδή δεν υπάρχουν διαθέσιµα στοιχεία στη θέση της πειραµατικής κυµατογεννήτριας (σχήµα 
7.43), ενώ αντίθετα υπάρχει στη βιβλιογραφία η χρονοσειρά στον πρώτο σταθµό καταγραφής 
(σταθµός 1) και ενδιάµεσα ο πυθµένας έχει σταθερό βάθος, στο υπολογιστικό πεδίο η 
κυµατογεννήτρια θεωρήθηκε στη θέση του σταθµού 1 και ως input εισήχθη η ψηφιοποιηµένη 
χρονοσειρά στη θέση αυτή. Χρησιµοποιήθηκε η συνάρτηση πηγής για τη γένεση των 
κυµατισµών και για το λόγο αυτό απαιτούνταν τιµές της ανύψωσης ανά χρονικά διαστήµατα dt. 
Έτσι, εφαρµόστηκε βοηθητικός κώδικας χρονικής παρεµβολής που παρήγαγε τις επιθυµητές 
τιµές από τις ψηφιοποιηµένες. Ο κώδικας αυτός "PAREMVOLI.f90" συντάχθηκε σε Fortran 90 
και παρατίθεται στο παράρτηµα Β. Ο κώδικας για το πείραµα των Mase και Kirby (1992) 
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παρατίθεται στο παράρτηµα Α. Ως βήµα χρονικής διακριτοποίησης επιλέχθηκε �� = 0.004	]9A 
και χωρικό βήµα �� = 0.02	\. Το υπολογιστικό πεδίο εφαρµογής του τροποποιηµένου 
µοντέλου των Karambas και Memos (2009) φαίνεται στο σχήµα 7.44. 
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Σχήµα 7.44: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  

  µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα των Mase και         
  Kirby (1992) 

 

Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται παρακάτω αφορούν στις χρονοσειρές της ανύψωσης 
της ελεύθερης επιφάνειας ενδεικτικά για τους σταθµούς 1 ως 6. Γίνεται σύγκριση µεταξύ των 
πειραµατικών καταγραφών, των αποτελεσµάτων του προτεινόµενου µοντέλου (αναφέρεται ως 
model), των αποτελεσµάτων του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos (2009) 
µε προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (αναφέρεται ως 
eddy viscosity) και του ΜΙΚΕ 21 BW.   

 

 
Σχήµα 7.45: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 1. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 
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Σχήµα 7.46: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 2. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 

 
 

 
Σχήµα 7.47: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 
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Σχήµα 7.48: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 4. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 

 
 

 
Σχήµα 7.49: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 
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Σχήµα 7.50: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 6. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου και του MIKE 21 BW 

 
 

 
Σχήµα 7.51: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 1. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.52: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 2. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 

 
 

 
Σχήµα 7.53: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 3. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.54: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 4. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 

 
 

 
Σχήµα 7.55: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 5. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 
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Σχήµα 7.56: Χρονοσειρά της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας στο σταθµό 6. Σύγκριση  

ανάµεσα στις πειραµατικές καταγραφές, τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου 
µοντέλου (model) και του τροποποιηµένου µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity) 

 

Από τα διαγράµµατα 7.45 και 7.51 προκύπτει ότι στα τρία µοντέλα παράγεται µε πολύ 
ικανοποιητική ακρίβεια η επιθυµητή χρονοσειρά στο σταθµό 1. Όπως αναφέρθηκε, δεν 
υπάρχουν διαθέσιµα στοιχεία για το τµήµα σταθερού βάθους και για το λόγο αυτό η 
κυµατογεννήτρια τοποθετείται στον πόδα της κεκλιµένης ακτής. Επειδή λοιπόν το βάθος είναι 
µεταβαλλόµενο στην περιοχή γένεσης η εφαρµογή της τεχνικής της συνάρτησης πηγής µπορεί 
να παράγει πολύ ικανοποιητικό αποτέλεσµα στο κέντρο της πηγής, αλλά στα αµέσως κατάντη 
αρχίζει µια απόκλιση. Η απόκλιση αυτή ενισχύεται από το γεγονός ότι το πείραµα αναφέρεται σε 
σύνθετους κυµατισµούς και άρα οι σταθερές στον παράγοντα κατανοµής της πηγής παίρνουν 
ενδεικτικές τιµές και από φαινόµενα µερικών ανακλάσεων. 
Τόσο το µοντέλο των Karambas και Memos (2009), όσο και το MIKE 21 BW είναι ελαφρώς µη-

γραµµικά µοντέλα και έτσι εµφανίζουν ανακρίβειες κατά την προσοµοίωση της διάδοσης 
τυχαίων κυµατισµών φάσµατος Pierson-Moskowitz. Η ανακρίβειες αυτές αυξάνουν διαρκώς 
προς τα κατάντη. Επειδή πρόκειται για σύνθετους κυµατισµούς δεν ορίζεται γραµµή θραύσης, 
αλλά ζώνη εκκίνησης της θραύσης. Οι Mase και Kirby (1992) αναφέρουν ότι στο πείραµα 
επικρατεί η θραύση τύπου spilling. Έτσι, στο προτεινόµενο µοντέλο εφαρµόστηκε η γωνία 
εκκίνησης της θραύσης 30° για θραύση τύπου spilling. Στο σταθµό 6 που βρίσκεται στο 
εσωτερικό της ζώνης θραύσης, το σχετικό σφάλµα του προτεινόµενου µοντέλου φτάνει ως και 
59%, ενώ του MIKE 21 BW ως και 73%. Ωστόσο, οι τιµές αυτές είναι ακραίες για κάποιες 
µεµονωµένες συνιστώσες του φάσµατος. Παρατηρώντας τα διαγράµµατα και τα δύο µοντέλα 
παρουσιάζουν ικανοποιητική απόκριση, λαµβάνοντας υπόψη των ήπια µη γραµµικό χαρακτήρα 
τους. Γενικά το προτεινόµενο µοντέλο παρουσιάζει σχετικά καλύτερη απόκριση από το MIKE 21 
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BW, κυρίως ως προς την περιγραφή των κυµατικών κορυφών, αλλά υποεκτιµά ελαφρώς τις 
κοιλίες σε αντίθεση µε το MIKE 21 BW που τις περιγράφει ακριβέστερα. 
Από τα διαγράµµατα των σχηµάτων 7.51 ως 7.56 προκύπτει ότι οι δύο τεχνικές 

προσοµοίωσης της θραύσης στο τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 
παρουσιάζουν σχεδόν ταυτόσηµα αποτελέσµατα. Οι µικροδιαφορές αποδεικνύουν ότι ανάντη 
του σταθµού 6 εµφανίζεται µικρό ποσοστό θραυόµενων κυµατισµών.  

 
 
 

7.8 ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993) - ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 
Οι Beji και Battjes (1993) διερεύνησαν πειραµατικά τη διέλευση κυµατισµών πάνω από 

ύφαλους κυµατοθραύστες. Η επαλήθευση του µοντέλου για τα πειράµατα των µονοχρωµατικών 
κυµατισµών παρουσιάστηκε στην παράγραφο 7.5. Ωστόσο, οι ερευνητές πραγµατοποίησαν και 
πειράµατα για τυχαίους κυµατισµούς φάσµατος Jonswap αλλά και σύνθετους κυµατισµούς 
τυχαίου, έντονα narrow-banded φάσµατος. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα για τους τυχαίους 
κυµατισµούς φάσµατος Jonswap χρησιµοποιούνται σε αυτή την παράγραφο για την 
επαλήθευση του µοντέλου. Η πειραµατική διάταξη είναι η ίδια µε αυτή της παραγράφου 7.5. 
Όπως αναφέρουν οι συγγραφείς κάθε καταγεγραµµένη χρονοσειρά αποτελούταν από 9000 
σηµεία που χωρίστηκαν σε δύο τµήµατα των 4096 σηµείων αφού αφαιρέθηκαν κάποια 
δεδοµένα από το δείγµα. Στα δείγµατα εφαρµόστηκε ένα συνηµιτονικό φίλτρο 10% (10% cosine 
tapering) και στη συνέχεια εφαρµόστηκε µετασχηµατισµός Fast Fourier (FFT). Έγινε αναγωγή 
των αποτελεσµάτων στην κλίµακα του φίλτρου και έτσι προέκυψαν τα φάσµατα στους σταθµούς 
µέτρησης. Τα φάσµατα αυτά αδιαστατοποιήθηκαν ως προς τη µηδενική ροπή τους m0 ώστε το 
εµβαδό καθενός από αυτά να είναι µονάδα. Το στατιστικό σφάλµα ήταν µικρότερο του 8%. 
Μελετήθηκαν δύο περιπτώσεις µε συχνότητες αιχµής Q̂ = 0.4	[y και Q̂ = 1.0	[y. Στην παρούσα 

εργασία χρησιµοποιήθηκαν τα δεδοµένα της δεύτερης περίπτωσης που περιλάµβανε κυρίως 
θραύση τύπου plunging. Τα αδιαστατοποιηµένα φάσµατα από τις πειραµατικές µετρήσεις των 
Beji και Battjes (1993) φαίνονται στο σχήµα 7.58. 
Επειδή οι συγγραφείς δε δηµοσίευσαν τις χρονοσειρές των µετρήσεων, για την επαλήθευση 

του µοντέλου ακολουθήθηκε η διαδικασία που περιγράφεται παρακάτω. Από το σχήµα 7.58 
προκύπτει ότι ο σταθµός µε διαθέσιµες µετρήσεις που συναντάται πρώτος προς τα ανάντη είναι 
ο σταθµός 2. Εποµένως, τα δεδοµένα αυτά θα χρησιµοποιηθούν ως input στο µοντέλο. Έτσι, η 
κυµατογεννήτρια στο υπολογιστικό πεδίο τοποθετείται στη θέση του σταθµού 2. Η γεωµετρική 
διάταξη του υπολογιστικού πεδίου φαίνεται στο σχήµα 7.57. Το βήµα χωρικής διακριτοποίησης 
επιλέχθηκε P� = 0.025	\ και το χρονικό βήµα εφαρµογής του µοντέλου P� = 0.004	]9A .  
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 Σχήµα 7.57: Γεωµετρική διάταξη υπολογιστικού πεδίου εφαρµογής του τροποποιηµένου  
 µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για το πείραµα των Beji και     
 Battjes (1993) για σύνθετους κυµατισµούς 

 
 

 
Σχήµα 7.58: Αδιαστατοποιηµένα φάσµατα από πειραµατικές καταγραφές  

στους σταθµούς 2,4,6 και 8 όπως δηµοσιεύτηκαν από τους     
Beji και Battjes (1993). Συνεχής γραµµή: µη θραυόµενοι 
κυµατισµοί και γραµµή µε +: κυµατισµοί µε θραύση τύπου 
plunging (πηγή: [9]) 

 

Το αδιαστατοποιηµένο φάσµα του σταθµού 2 για θραύση τύπου plunging ψηφιοποιείται µε τη 
βοήθεια του προγράµµατος GetData Graph Digitizer. Η ροπή m0 θεωρείται εξ ορισµού ίση µε 
µονάδα. Στη συνέχεια εφαρµόζεται ο κώδικας γραµµικής παρεµβολής "PAREMVOLI.f90" που 
παρουσιάζεται στο παράρτηµα B ενδεικτικά για το πείραµα των Mase και Kirby (1992). Έτσι, 
υπολογίζονται οι τιµές του φάσµατος για ίσα διαστήµατα Q = 0.01	[y (σχήµα 7.59).  
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Σχήµα 7.59: Απόκτηση τιµών φασµατικής πυκνότητας σε ίσα διαστήµατα  

 συχνοτήτων PQ = 0.01	[y 
 

Στη συνέχεια από το φάσµα του σχήµατος 7.59 εξάγεται η επιθυµητή χρονοσειρά µε εφαρµογή 
του βοηθητικού κώδικα "XRONOSEIRAJONSWAP.f90". Ο κώδικας παρατίθεται στο παράρτηµα 
Β. Με µέγιστη συχνότητα QØÍ� = 2.50	[y και ισοδιάστηµα PQ = 0.01	[y προκύπτουν από την 
παραπάνω παρεµβολή ã = 251 συχνότητες Q² και οι αντίστοιχες τιµές της φασµατικής 
πυκνότητας ×�Q²	. Κάθε τέτοιο ζεύγος θεωρείται ως µία κυµατική συνιστώσα, το ύψος της 
οποίας προκύπτει µε εφαρµογή της σχέσης (1.19). ∆ηλαδή: 

 

[² = [�Q²	 = 2§2×�Q²	PQ                                                                                                          (7.6) 
 
Για κάθε κυµατική συνιστώσα πρέπει να υπολογιστεί και µία αυθαίρετη γωνία φάσης (�Q²	. Αυτό 
επιτυγχάνεται παράγοντας ψευδο-τυχαίους αριθµούς �o²	 από 0 ως 1. ∆ηλαδή: 
 (² = (�Q²	 = 2�o²					Å	�0,2��                                                                                                       (7.7) 
 
Για να παραχθεί η επιθυµητή χρονοσειρά γίνεται γραµµική επαλληλία των κυµατικών 

συνιστωσών, όπως αναφέρουν και οι Karambas και Memos (2009) στη δηµοσίευση του 
µοντέλου, σύµφωνα µε τη σχέση (7.8). Η χρονοσειρά παράγεται στη θέση � = 0 και για χρόνο 
ως και � = 100	]9A και φαίνεται στο σχήµα 7.60: 

 

���	 =±[²A¬]�2��Q² + (²	
ë

²³v
																																																																																																																																(7.8) 
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Σχήµα 7.60: Χρονοσειρά εξαγόµενη από το ενεργειακό φάσµα στο σταθµό 2 

του πειράµατος των Beji και Battjes (1993) 
 

Η χρονοσειρά του σχήµατος 7.60 θα εισαχθεί ως input στη θέση του σταθµού 2 στο αριθµητικό 
µοντέλο. Για το λόγο αυτό θα πρέπει να επαληθευτεί ότι η διαδικασία που ακολουθήθηκε είναι 
ορθή. Έτσι λοιπόν θα εφαρµοστεί στη χρονοσειρά ένας µετασχηµατισµός Fast Fourier (FFT) και 
το παραγόµενο ενεργειακό φάσµα θα πρέπει να είναι πανοµοιότυπο µε αυτό του σχήµατος 
7.59. Για το σκοπό αυτό εφαρµόζεται ο βοηθητικός κώδικας "FOURIER.f90" που παρατίθεται 
στο παράρτηµα Β. Κατά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού χρησιµοποιήθηκαν N=25000 
components. Στο σχήµα 7.61 απεικονίζονται συγκριτικά το φάσµα των πειραµατικών µετρήσεων 
και το φάσµα "input" της εξαγόµενης χρονοσειράς που χρησιµοποιείται ως δεδοµένο εισόδου 
στο προτεινόµενο µοντέλο. 

 

 
Σχήµα 7.61: Σύγκριση φάσµατος πειραµατικών µετρήσεων και φάσµατος "input" 
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Τα δύο φάσµατα είναι σχεδόν ταυτόσηµα, άρα η διαδικασία που ακολουθήθηκε είναι ορθή. Η 
χρονοσειρά του σχήµατος 7.60 χρησιµοποιείται ως δεδοµένο εισόδου στο σταθµό 2 του 
µοντέλου. Ο κώδικας του µοντέλου για το πείραµα των Beji και Battjes (1993) για σύνθετους 
κυµατισµούς συντάχθηκε σε γλώσσα Fortran 90 και παρατίθεται στο παράρτηµα Α. Οι 
βοηθητικοί κώδικες του παραρτήµατος Β είναι επίσης σε γλώσσα Fortran 90. 
Επειδή δεν υπάρχουν διαθέσιµα στοιχεία για την πειραµατικά παραγόµενη χρονοσειρά, αλλά 

απαιτείται στο σταθµό 2 να παράγεται επακριβώς το φάσµα του σχήµατος 7.59, στη 
συγκεκριµένη επαλήθευση του µοντέλου η γένεση των κυµατισµών γίνεται µε την τεχνική που 
προτείνουν Beji και Battjes (1994) υπό µορφή οριακών συνθηκών στη θέση της 
κυµατογεννήτριας: 

 �(�) = �²{^(�)                                                                                                                            (7.9) 

 �(�) = »∙�UVö��	���UVö��	                                                                                                                       (7.10) 

 
όπου �²{^��	 είναι η χρονοσειρά που προέκυψε από τη σχέση (7.8) και φαίνεται στο σχήµα 7.60. 

Με την εφαρµογή του µοντέλου υπολογίζονται οι χρονοσειρές της ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας στους σταθµούς 2,4,6 και 8. Σε αυτές τις χρονοσειρές εφαρµόζεται ο 
µετασχηµατισµός FFT και προκύπτουν τα αντίστοιχα ενεργειακά φάσµατα. Όπως αναφέρθηκε, 
τα φάσµατα των πειραµατικών δεδοµένων είναι κανονικοποιηµένα µε τρόπο ώστε το εµβαδόν 
κάτω από κάθε καµπύλη να είναι µονάδα. Εποµένως, για να προκύψουν συγκρίσιµα 
αποτελέσµατα τα φάσµατα που υπολογίζονται διαιρούνται µε το εµβαδόν κάτω από την 
αντίστοιχη καµπύλη που εκφράζεται µέσω της µηδενικής ροπής του φάσµατος m0. Για τον 
υπολογισµό του εµβαδού χρησιµοποιείται ο σύνθετος κανόνας αριθµητικής ολοκλήρωσης του 
Simpson που δίνεται από τη σχέση (7.11): 

 

�Q(�)�� ≈ ℎ48
C
� [17Q��¦	 + 59Q��v	 + 43Q��*	 + 49Q��¯	 + 48±Q��²	 +

{�¹

²³¹
 

 +49Q��{�¯	 + 43Q��{�*	 + 59Q��{�v	 + 17Q��{	�                                                                 (7.11) 
 
όπου Q��	 εν προκειµένω η συνάρτηση πυκνότητας του φάσµατος ×�Q	,  και � η ελάχιστη και 
η µέγιστη συχνότητα της αριθµητικής ολοκλήρωσης, n το πλήθος των σηµείων και ℎ = � − . Η 
αριθµητική ολοκλήρωση συµπεριλαµβάνεται στον κώδικα "FOURIER.f90" ώστε αυτός να 
παράγει κανονικοποιηµένα φάσµατα. 

 Στα σχήµατα 7.62, 7.63 και 7.64 φαίνονται συγκριτικά τα κανονικοποιηµένα φάσµατα στους 
σταθµούς 4,6 και 8 αντίστοιχα όπως προκύπτουν από τις πειραµατικές καταγραφές, τα 
αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου και του MIKE 21 BW. Όπως αναφέρθηκε σε 
προηγούµενες παραγράφους κατά τη διέλευση πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη η γωνία 
εκκίνησης της θραύσης είναι µικρότερη των τυπικών και στη συγκεκριµένη εφαρµογή τέθηκε και 
στα δύο µοντέλα �®C, ®¦	 = �14°, 7°	 και στο MIKE 21 BW Q� = 2.0 επειδή κυριαρχεί η θραύση 
τύπου plunging. 
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Σχήµα 7.62: Κανονικοποιηµένο ενεργειακό φάσµα στο σταθµό 4 του πειράµατος 

των Beji και Battjes (1993). Σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών 
καταγραφών, των αποτελεσµάτων του προτεινόµενου µοντέλου και 
του MIKE 21 BW 

 
 
 
 

 
Σχήµα 7.63: Κανονικοποιηµένο ενεργειακό φάσµα στο σταθµό 6 του πειράµατος 

των Beji και Battjes (1993). Σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών 
καταγραφών, των αποτελεσµάτων του προτεινόµενου µοντέλου και 
του MIKE 21 BW 
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Σχήµα 7.64: Κανονικοποιηµένο ενεργειακό φάσµα στο σταθµό 8 του πειράµατος 

των Beji και Battjes (1993). Σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών 
καταγραφών, των αποτελεσµάτων του προτεινόµενου µοντέλου και 
του MIKE 21 BW 

 

Παρατηρώντας τα σχήµατα 7.62 ως 7.64 προκύπτει ότι το προτεινόµενο µοντέλο 
προσοµοιώνει γενικά ακριβέστερα από το MIKE 21 BW τη διάδοση θραυόµενων σύνθετων 
κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη. Ωστόσο, τα αποτελέσµατα στην παρούσα 
παράγραφο είναι γενικά χειρότερα από τις προηγούµενες καθότι στη φασµατική απεικόνιση 
εκδηλώνεται ο ήπια µη-γραµµικός χαρακτήρας των δύο µοντέλων που εισάγει ανακρίβειες. 
Στο σταθµό 4 στη στέψη του ύφαλου και τα δύο µοντέλα παρουσιάζουν αρκετά καλή 

απόκριση. Το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) αποδίδει ακριβέστερα 
από το MIKE 21 BW το κυρίως τµήµα του κανονικοποιηµένου φάσµατος και τη µέγιστη 
πυκνότητα ενέργειας στην περιοχή της συχνότητας αιχµής. Αντίθετα, το MIKE 21 BW 
υπερεκτιµά τη µέγιστη ενέργεια, αλλά παρουσιάζει καλύτερη απόδοση ως προς τις πειραµατικές 
µετρήσεις στις µικρές συχνότητες. Στις υψηλές συχνότητας και τα δύο µοντέλα υποεκτιµούν 
ελαφρώς την ενέργεια, µε εξαίρεση µια έντονη κορυφή του προτεινόµενου µοντέλου στην 
περιοχή 1.4-1.5 Hz.  
Στο σταθµό 6 που βρίσκεται στην κατάντη παρειά του ύφαλου, το προτεινόµενο µοντέλο 

υπολογίζει ακριβέστερα τη µέγιστη πυκνότητα ενέργειας, σε αντίθεση µε το MIKE 21 BW που 
την υποεκτιµά. Καλύτερη συµπεριφορά εµφανίζει το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και 
Memos (2009) στο διάστηµα των χαµηλών συχνοτήτων 0.3-0.5 Hz, αλλά στις πολύ µικρές 
συχνότητες πάλι υπερεκτιµά την ενέργεια σε σχέση µε το MIKE 21 BW. Στις υψηλές συχνότητες 
ως 1.5 Hz αποδίδει εν µέρει την µεταφορά ενέργειας στις υψηλότερες αρµονικές, σε αντίθεση µε 
το MIKE 21 BW που την υποεκτιµά. Στις υψηλότερες όµως συχνότητες το MIKE 21 BW 
εµφανίζει µεγαλύτερη ακρίβεια. 
Παρόµοια συµπεριφορά εµφανίζουν τα δύο µοντέλα και στο σταθµό 8 στον πόδα του ύφαλου. 

Το προτεινόµενο µοντέλο αποδίδει ακριβέστερα τη µέγιστη πυκνότητα ενέργειας, ενώ το MIKE 
21 BW την υπερεκτιµά. Στις χαµηλές συχνότητες πάλι το MIKE 21 BW εµφανίζει γενικά 
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καλύτερη συµπεριφορά. Στις υψηλές συχνότητες ως περίπου 1.5 Hz το προτεινόµενο µοντέλο 
περιγράφει εν µέρει τη µετάδοση ενέργειας στις υψηλότερες αρµονικές, αλλά την υπερεκτιµά. 
Αντίθετα, το MIKE 21 BW φαίνεται να µην µπορεί να περιγράψει το φαινόµενο. Πάντως και τα 
δύο µοντέλα είναι ελαφρώς µη-γραµµικά και έτσι το φαινόµενο της απελευθέρωσης των 
υψηλότερων αρµονικών στην κατάντη παρειά του ύφαλου δεν περιγράφεται ικανοποιητικά. 
Το πείραµα επαλήθευσης του µοντέλου περιλαµβάνει κυρίως βραχείς κυµατισµούς �Î =1.0	]9A	 και για το λόγο αυτό η απελευθέρωση των υψηλότερων αρµονικών δεν είναι έντονη σε 

σχέση µε την περίπτωση του πειράµατος των Beji και Battjes (1993) για µακρούς κυµατισµούς. 
Έτσι, στα σχήµατα 7.62 ως 7.64 η µορφή του κανονικοποιηµένου φάσµατος δε µεταβάλλεται 
σηµαντικά κατά τη διέλευση των κυµάτων πάνω από το εµπόδιο. 
Ο κυρίαρχος τύπος θραύσης στο πείραµα επαλήθευσης είναι plunging και έτσι η 

προσοµοίωση του φαινοµένου είναι σχετικά δύσκολη. Παρότι οι Cienfuegos et al. (2010) για 
θραύση τύπου plunging προτείνουν γωνία εκκίνησης της θραύσης ως και 36°, οι Madsen et al. 
(1997a) αναφέρουν ότι η θραύση πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη ξεκινά για τιµές της γωνίας 
κλίσης της ελεύθερης επιφάνειας µικρότερες των τυπικών. Έγινε διερεύνηση ως προς την τιµή 
της γωνίας έναρξης της θραύσης ®C και ενδεικτικά τα αποτελέσµατα για το σταθµό 8 φαίνονται 
στο σχήµα 7.65. Τελικά τόσο στο προτεινόµενο µοντέλο, όσο και στο MIKE 21 BW 
εφαρµόστηκε η τιµή ®C = 14°. Τα µοντέλα δεν παρουσιάζουν αντίστοιχη ευαισθησία ως προς τη 
γωνία λήξης της θραύσης για την οποία εφαρµόστηκε η τιµή ®D = 7°. Ως χρονική κλίµακα 
ανάπτυξης του επιφανειακού κυλίνδρου εφαρµόστηκε Iv* = 0.1Î = 0.1	]9A. 

 
 

 
Σχήµα 7.65: ∆ιερεύνηση της επίδρασης της γωνίας έναρξης της θραύσης ®C στην ακρίβεια 

του µοντέλου. Κανονικοποιηµένα φάσµατα στο σταθµό 8  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8ο 
 
 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ-ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 
 
 
 
8.1 ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία βασίζεται στο εξελιγµένο µοντέλο τύπου Boussinesq των 

Karambas και Memos (2009). Το µοντέλο είναι πλήρους διασποράς και ήπιας µη-
γραµµικότητας. Προσοµοιώνει τη διάδοση µονοχρωµατικών και σύνθετων κυµατισµών σε νερό 
σταθερού βάθους ή ήπια µεταβαλλόµενης βυθοµετρίας. Επεκτάθηκε από τον Chondros (2008, 
2010) ώστε να συµπεριλάβει τη θραύση σύµφωνα µε την τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους 
συνεκτικότητας και βάσει του κριτηρίου των Kennedy et al. (2000) και από τον Koutsourelakis 
(2009) ώστε να συµπεριλάβει τη θραύση σύµφωνα µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου. 
Στην παρούσα εργασία εισάγεται η θραύση στο µοντέλο σύµφωνα µε την πρόταση των 
Cienfuegos et al. (2010), η οποία βασίζεται στη θεωρία απότοµης ασυνέχειας (shock wave 
theory) και στην τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου και τροποποιεί, εκτός από την εξίσωση 
ορµής και την εξίσωση συνέχειας. Το τροποποιηµένο µοντέλο επαληθεύεται µε πειραµατικές 
καταγραφές και συγκρίνεται µε το εµπορικό πακέτο MIKE 21 BW. Η εργασία εντάσσεται στη 
γενικότερη έρευνα σχετικά µε τα µοντέλα τύπου Boussinesq που αποτελεί το κύριο αντικείµενο 
της σύγχρονης θαλάσσιας και παράκτιας υδροδυναµικής. Έτσι, σε πρώτη φάση εξάγονται τα 
εξής γενικά συµπεράσµατα: 
� Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι διάφορες κυµατικές θεωρίες και τα φυσικά και 

µαθηµατικά µοντέλα. Η επίτευξη απλών αναλυτικών λύσεων είναι ιδιαίτερα χρήσιµη και 
µαθηµατικά κοµψή, αλλά είναι απαραίτητη η γνώση της περιοχής ισχύος της εκάστοτε 
θεωρίας. Η καταλληλότητα της κάθε θεωρίας εξαρτάται κυρίως από τον αδιάστατο αριθµό 
Ursell. Οι θεωρίες των cnoidal κυµατισµών και του µοναχικού κύµατος είναι κατάλληλες για τα 
ρηχά νερά, ενώ η γραµµική θεωρία Airy και η θεωρία της ροϊκής συνάρτησης για νερά 
ενδιάµεσου βάθους. Η περιγραφή των πραγµατικών κυµατισµών γίνεται µε τη βοήθεια των 
ενεργειακών φασµάτων και στατιστικών µεθόδων. 

� Αντικείµενο της σύγχρονης θαλάσσιας υδροδυναµικής είναι η ανάπτυξη µαθηµατικών 
µοντέλων για την προσοµοίωση της διάδοσης κυµατισµών. Έχουν αναπτυχθεί διαφόρων 
ειδών µοντέλα µε διαφορετική δοµή, παραδοχές και πεδίο ισχύος. Τα µοντέλα τύπου 
Boussinesq προσφέρουν ίσως το πιο γόνιµο ερευνητικό πεδίο, ενώ τα µοντέλα ήπιας κλίσης 
είναι πιο απλά στην εφαρµογή αλλά εµφανίζουν µεγαλύτερη ανακρίβεια. Πιο αξιόπιστα 
µοντέλα είναι τα εργαστηριακά, αλλά υστερούν στο κόστος και δεν προσφέρουν πάντα πλήρη 
κατανόηση των φυσικών διεργασιών, παρά µόνο για τη συγκεκριµένη περίπτωση που 
εξετάζεται. Επίσης, εµφανίζουν το µειονέκτηµα της επίδρασης της κλίµακας (scale effect). 
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� Από την ιστορική αναδροµή του δεύτερου κεφαλαίου προκύπτει ότι βασικό αντικείµενο της 
έρευνας σχετικά µε τα µοντέλα τύπου Boussinesq είναι η ανάπτυξη ενός µοντέλου πλήρους 
διασποράς και υψηλής µη-γραµµικότητας κατάλληλου για την προσοµοίωση της διάδοσης 
κυµατισµών σε πυθµένα οποιουδήποτε βάθους. Το µοντέλο θα πρέπει να περιγράφει όλα τα 
φυσικά φαινόµενα, όπως η ρήχωση, η διάθλαση, η περίθλαση, η θραύση, η τριβή πυθµένα, η 
αναρρίχηση στις ακτές, το setup και το setdown, οι µη-γραµµικές κυµατικές αλληλεπιδράσεις, 
κλπ. Συγχρόνως όµως, θα πρέπει να βασίζεται σε ένα όσο το δυνατόν απλούστερο 
αριθµητικό σχήµα επίλυσης που θα εξασφαλίζει την ακρίβεια και την ευστάθεια της λύσης σε 
κάθε περίπτωση. Παράλληλα, ο υπολογιστικός χρόνος (CPU) θα πρέπει να διατηρείται όσο 
το δυνατόν µικρότερος. 

� Η θραύση των κυµατισµών αποτελεί πολύ σηµαντική διεργασία για την παράκτια µηχανική. 
Ως φυσικό φαινόµενο δεν έχει κατανοηθεί πλήρως ενώ εµφανίζει υψηλή µη-γραµµικότητα, 
έτσι η προσοµοίωσή της είναι ιδιαίτερα δυσχερής. Η θραύση τύπου spilling (κύλισης) 
µοντελοποιείται ευκολότερα από τη θραύση τύπου plunging (κατάδυσης), η οποία 
καταστρέφει ολοκληρωτικά την κυµατική µορφή µε παράλληλη έντονη εµφάνιση αφρού. 
Βασικό µειονέκτηµα των αριθµητικών µοντέλων είναι ότι δεν µπορεί να επιτευχθεί µία ενιαία 
βαθµονόµηση των σχετιζόµενων µε τη θραύση παραµέτρων, παρά µόνο σε ένα εύρος τιµών. 
Η προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller 
model) έχει ρεαλιστικό φυσικό υπόβαθρο, αλλά πολλές φορές προκαλεί προβλήµατα 
αριθµητικής αστάθειας. Η τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy 
viscosity model) είναι πιο απλή στην εφαρµογή, αλλά προϋποθέτει γνωστό το µαθηµατικό 
νόµο σκέδασης της ενέργειας. Το µοντέλο της στροβιλότητας (vorticity breaking model) είναι 
σχετικά σύνθετο στην εφαρµογή και δεν έχει ακόµη διαδοθεί ευρέως. 

� Όσον αφορά στη γένεση των κυµατισµών στο υπολογιστικό πεδίο, δεν έχει επιτευχθεί µία 
απόλυτα ακριβής µέθοδος αντιµετώπισης του προβλήµατος. Η τεχνική των Wei και Kirby 
(1995) βασίζεται στην παραδοχή ισχύος της γραµµικής θεωρίας για τον προσδιορισµό των 
µέσων κατά βάθος ταχυτήτων στο σηµείο γένεσης των κυµατισµών. Η τεχνική των Larsen και 
Dancy (1983) εµφανίζει θόρυβο γύρω από το σηµείο της πηγής στην περίπτωση µη 
έκκεντρου κανάβου. Τέλος, η τεχνική της συνάρτησης πηγής των Gobbi και Kirby (1999) και 
Wei et al. (1999) βασίζεται σε πολύ καλό φυσικό υπόβαθρο, αλλά στην πράξη οι τιµές που 
προτείνονται εισάγουν ανακρίβειες και απαιτείται η βαθµονόµηση παραµέτρων. Επίσης, η 
τεχνική αυτή δεν έχει πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα στην παραγωγή σύνθετων 
κυµατισµών. Πολύ σηµαντική είναι η χρήση κατάλληλων απορροφητικών στοιβάδων. 

�  Από την πειραµατική εργασία των Beji και Battjes (1993) για τη διάδοση κυµατισµών πάνω 
από ύφαλο κυµατοθραύστη προκύπτει η γένεση υψηλότερων αρµονικών στην ανωφέρεια. 
Στη στέψη του ύφαλου, κυρίως στην περίπτωση µακρών κυµατισµών, µεταφέρεται έντονα 
ενέργεια από το βασικό κύµα στις δεσµευµένες αυτές υψηλότερες αρµονικές, οι οποίες στη 
συνέχεια απελευθερώνονται στην κατωφέρεια του εµποδίου. Το φαινόµενο αυτό βασίζεται 
στην έντονα µη-γραµµική κυµατική αλληλεπίδραση, την οποία τα ήπια µη-γραµµικά µοντέλα 
αδυνατούν να το περιγράψουν. 

� Οι Schäffer et al. (1993) και οι Madsen et al. (1997a) προτείνουν ως τυπικές τιµές της γωνίας 
κλίσης της ελεύθερης επιφάνειας κατά την έναρξη και λήξη της θραύσης τις ®C = 20° και ®D = 10° αντίστοιχα. Ωστόσο, όπως αναφέρουν, κατά τη θραύση πάνω από τη στέψη ύφαλου 
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κυµατοθραύστη οι τιµές αυτές πρέπει να µειωθούν και προτείνουν τις ®C = 14° και ®D = 7°. 
Ενδιάµεσα υιοθετείται ένα εκθετικό προφίλ ως προς το χρόνο.   

� Στην τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας οι Kennedy et al. (2000) προτείνουν για την 

παράγωγο �� κατά την έναρξη της θραύσης την τιµή 0.65§�� και για τη λήξη 0.15§�� . 
Ενδιάµεσα υιοθετείται ένα γραµµικό προφίλ ως προς το χρόνο. 

� Η ακαµψία του πυθµένα, το πορώδες του και η τραχύτητά του είναι παράγοντες που 
επηρεάζουν τα κυµατικά χαρακτηριστικά. Όταν το ύψος κύµατος γίνεται µεγάλο ή ο πυθµένας 
είναι τραχύς, η ροή στην οριακή στοιβάδα γίνεται τυρβώδης. Οι Dean και Dalrymple (1984) 
δίνουν αναλυτικές εκφράσεις για την τριβή πυθµένα τόσο για την περίπτωση άκαµπτων και 
αδιαπέρατων πυθµένων, όσο και για λασπώδεις ή πορώδεις πυθµένες. Ωστόσο, στη διεθνή 
βιβλιογραφία δεν υπάρχει πλήθος διαθέσιµων στοιχείων για την τριβή και για το λόγο αυτό 
συνήθως αµελείται κατά την αριθµητική προσοµοίωση. 

 
 
 

8.2 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ     
ΤΩΝ KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009)   

 
Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάστηκε το µαθηµατικό µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 

και η επαλήθευσή του από τους συγγραφείς. Οι Chondros (2008, 2010) και Koutsourelakis 
(2009) συµπεριέλαβαν τη θραύση βάσει της τεχνικής της τυρβώδους συνεκτικότητας και του 
επιφανειακού κυλίνδρου αντίστοιχα. Στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάστηκε µία νέα πρόταση για 
την προσοµοίωση της θραύσης που συµπεριλαµβάνει την επιρροή του επιφανειακού κυλίνδρου 
και στην εξίσωση συνέχειας βάσει των εργασιών των Cienfuegos et al. (2005, 2010). Η τεχνική 
αυτή της προσοµοίωσης της θραύσης ενσωµατώθηκε στο βασικό µοντέλο των Karambas και 
Memos (2009) ως αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. Το νέο µοντέλο 
επαληθεύτηκε µε πειραµατικές καταγραφές και συγκρίθηκε µε το MIKE 21 BW στο έβδοµο 
κεφάλαιο. Από τα παραπάνω προέκυψαν τα εξής συµπεράσµατα: 
� Από τη θεωρητική ανάπτυξη του µοντέλου των Karambas και Memos (2009) του κεφαλαίου 3 

προκύπτει ότι το µοντέλο είναι ακριβές ως προς τη σχέση γραµµικής διασποράς. Εποµένως, 
µπορεί να περιγράψει τη διάδοση κυµατισµών σε οποιοδήποτε πεπερασµένο βάθος. 

� Το µοντέλο είναι ήπιας µη-γραµµικότητας, δηλαδή ισχύει για µικρές τιµές του λόγου ( = [/�. 
Η εξίσωση συνέχειας ικανοποιείται επακριβώς, χωρίς περιορισµούς στη µη-γραµµικότητα. 
Ωστόσο, στη µονοδιάστατη εξίσωση ορµής διατηρούνται µόνο όροι τάξης &�1, (, )*	, µε ) = �/� και συνεπώς δεν αποδίδονται ικανοποιητικά τα µη-γραµµικά κυµατικά 
χαρακτηριστικά, ιδιαίτερα στα βαθιά νερά όπου ()*~(. 

� Η βασική µορφή του µοντέλου περιλαµβάνει µόνο τέσσερις όρους στη µονοδιάστατη εξίσωση 
ορµής και µόνο πέντε όρους σε κάθε µία από τις εξισώσεις ορµής στη δισδιάστατη 
περίπτωση. Το γεγονός αυτό καθιστά το µοντέλο ελκυστικό σε σχέση µε άλλα µοντέλα τύπου 
Boussinesq που περιλαµβάνουν πολύπλοκες εξισώσεις µε πολλούς όρους και παραγώγους 
υψηλής τάξης. Τα µοντέλα αυτά βασίζονται συνήθως σε πολύπλοκα πεπλεγµένα αριθµητικά 
σχήµατα ή απαιτούν την επίλυση µεγάλου αριθµού γραµµικών συστηµάτων. 
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� Το απλό ρητό αριθµητικό σχήµα που προτάθηκε αρχικά από τους Karambas και Memos 
(2009) δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για µικρούς χρόνους προσοµοίωσης. Το σχήµα 
αυτό είναι συνεπές, αλλά δεν είναι ευσταθές και δεν συγκλίνει. Αριθµητικές αστάθειες 
εµφανίζονται κυρίως κατά τη διάδοση µακρών κυµατισµών. Η ευστάθεια βελτιώνεται µερικώς 
µε τη χρήση ελαφρών αριθµητικών φίλτρων τριών σηµείων. 

� Στην παρούσα διπλωµατική εργασία εφαρµόζεται ένα αριθµητικό σχήµα πρόβλεψης- 
διόρθωσης (predictor- corrector). Το στάδιο πρόβλεψης πραγµατώνεται από ένα ρητό σχήµα 
Adams-Bashforth 3ης τάξης, ενώ το στάδιο διόρθωσης από ένα σχήµα Adams-Moulton 4ης 
τάξης. Στο στάδιο διόρθωσης ακολουθείται επαναληπτική διαδικασία, ώσπου να επιτευχθεί 
σύγκλιση ως προς και της δύο µεταβλητές ζ και U (µονοδιάστατη περίπτωση) µε δεδοµένη 
ακρίβεια. Η υιοθέτηση του σχήµατος πρόβλεψης-διόρθωσης βελτιώνει αισθητά την ευστάθεια 
της λύσης. Ωστόσο, όπως προέκυψε στο τρίτο κεφάλαιο, αυξάνει σηµαντικά ο υπολογιστικός 
χρόνος αν και συνήθως απαιτείται καµία ως µία επανάληψη σε κάθε χρονικό βήµα για την 
επίτευξη σύγκλισης. Από άποψη υπολογιστικής απόδοσης το απλό ρητό σχήµα υπερτερεί 
για µικρούς χρόνους προσοµοίωσης. 

� Όπως προκύπτει από την επαλήθευση της βασικής µορφής του µοντέλου των Karambas και 
Memos (2009) που παρουσιάστηκε στο τρίτο κεφάλαιο και από την επαλήθευση του 
τροποποιηµένου - σύµφωνα µε την εργασία αυτή - µοντέλου µε το πείραµα του Wallingford 
(1997) του έβδοµου κεφαλαίου, το µοντέλο είναι σε θέση να προσοµοιώσει επιτυχώς τη 
διάδοση µη θραυόµενων µονοχρωµατικών κυµατισµών σε πυθµένα ήπιας κλίσης. 

� Η επέκταση του µοντέλου για τη συµπερίληψη της θραύσης µε την τεχνική της αναλογίας της 
τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity model) έγινε από τον Chondros αρχικά για 
µονοχρωµατικούς κυµατισµούς (2008) και στη συνέχεια για σύνθετους φάσµατος Jonswap 
(2010). Η προσοµοίωση βασίζεται στο κριτήριο θραύσης των Kennedy et al. (2000). Με 
διερεύνηση ο Chondros (2008) κατέληξε ότι καλύτερα αποτελέσµατα προκύπτουν στην 
περίπτωση διάδοσης πάνω από ύφαλο για τιµή της παραγώγου �� κατά την έναρξη της 

θραύσης 0.25§��. Επίσης, κατέληξε (2008, 2010) ότι ο συντελεστής µίξης ñC (αδιάστατος 
συντελεστής ενδεικτικός του µήκους µίξης)  επηρεάζει σηµαντικά τα αποτελέσµατα όταν 
µεταβάλλεται στο διάστηµα 0.9 - 1.5, αλλά για µεγαλύτερες τιµές δεν επιφέρει σηµαντικές 
µεταβολές. Το αριθµητικό σχήµα που εφάρµοσε ήταν το απλό ρητό των Karambas και 
Memos (2009) αντιµετωπίζοντας κάποια προβλήµατα ασταθειών. Στην παρούσα 
διπλωµατική, για τους συγκριτικούς λόγους του έβδοµου κεφαλαίου το µοντέλο µε την τεχνική 
της τυρβώδους συνεκτικότητας αναπροσαρµόστηκε µε το σχήµα πρόβλεψης- διόρθωσης 
που αναφέρθηκε παραπάνω, ξεπερνώντας τα προβλήµατα ασταθειών.  

� Η επέκταση του µοντέλου των Karambas και Memos (2009) για τη συµπερίληψη της 
θραύσης µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller breaker) έγινε από τον 
Koutsourelakis (2009) για την περίπτωση µονοχρωµατικών κυµατισµών. Στην παρούσα 
εργασία η τεχνική αυτή προσοµοίωσης της θραύσης ελέγχθηκε και για σύνθετους 
κυµατισµούς εφαρµόζοντας το σχήµα πρόβλεψης- διόρθωσης. Ύστερα από διερεύνηση ο 
Koutsourelakis (2009) εφάρµοσε τις προτεινόµενες στη βιβλιογραφία τιµές των γωνιών 
θραύσης �®C, ®D	 = �20°, 10°	, αλλά για τη θραύση µακρών µονοχρωµατικών κυµατισµών 
αναφέρει ότι ο καλύτερος συνδυασµός είναι �®C, ®D	 = �18°,9°	. Τέλος, αναφέρει ότι ο 
συντελεστής σχήµατος Q� (συντελεστής που καθορίζει τη µορφή του επιφανειακού κυλίνδρου 
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για θραύση τύπου spilling ή plunging) και η χρονική κλίµακα ανάπτυξης του κυλίνδρου Iv* 
δεν επηρεάζουν σηµαντικά τη σκέδαση της ενέργειας λόγω θραύσης. 

� Η τριβή πυθµένα συµπεριλήφθηκε στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) από τον 
Koutsourelakis (2009) βάσει της εργασίας των Memos et al. (2005) βελτιώνοντας σε κάποιες 
περιπτώσεις την ακρίβεια προσοµοίωσης. Ωστόσο, στην παρούσα εργασία η τριβή πυθµένα 
αµελήθηκε λόγω έλλειψης επαρκών πληροφοριών σχετικών µε την τραχύτητα του πυθµένα 
των πειραµατικών διατάξεων επαλήθευσης του προτεινόµενου µοντέλου. 

� Η προτεινόµενη τεχνική προσοµοίωσης της θραύσης µε τον επιπλέον όρο στην εξίσωση 
συνέχειας βασίζεται σε ορθότερο φυσικό υπόβαθρο από της προηγούµενες. Αυτό εξηγείται 
από το γεγονός ότι κατά την ενεργοποίηση και εξέλιξη της θραύσης η περιοχή του 
επιφανειακού κυλίνδρου είναι µια περιοχή µε έντονα τυρβώδη χαρακτήρα και συνεπώς στο 
τµήµα αυτό η ροή δεν είναι αστρόβιλη και εποµένως η ταχύτητα δεν προέρχεται από 
συνάρτηση δυναµικού. Έτσι, η συνήθης µορφή της εξίσωσης συνέχειας δεν ισχύει σε 
ολόκληρο το βάθος, παρά µόνο στο τµήµα κάτω του επιφανειακού κυλίνδρου. Για να 
εκφραστεί η επιρροή της παρουσίας του κυλίνδρου εισάγεται ένας επιπλέον όρος διάχυσης 
της µάζας στην εξίσωση συνέχειας.  

� Το προτεινόµενο µοντέλο έχει το επιπλέον πλεονέκτηµα ότι στο συνολικό µήκος θραύσης 
µιας κυµατοκορυφής διασφαλίζεται η διατήρηση της ορµής (φυσικά και της µάζας) σε 
αντίθεση µε τις προηγούµενες µεθόδους προσοµοίωσης της θραύσης. Αυτό επιτυγχάνεται µε 
την προτεινόµενη µορφή των συντελεστών διάχυσης της ορµής και της µάζας. Έτσι, λαµβάνει 
χώρα µια τοπική ανταλλαγή µάζας και ορµής µεταξύ τυρβώδους περιοχής και περιοχής 
δυναµικού. Συνολικά όµως και τα δύο µεγέθη διατηρούνται. 

� Η προτεινόµενη τεχνική βασίζεται στη θεωρία shock για ρηχά νερά και εµφανίζει κάποιες 
αναλογίες µε τα υδραυλικά άλµατα. Παρότι βασίζεται σε φυσικές ενεργειακές θεωρήσεις, έχει 
το µειονέκτηµα, όπως και η τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy 
viscosity breaking), ότι προδιαγράφει το µαθηµατικό νόµο µεταβολής της ορµής και της µάζας 
θεωρώντας εκ των προτέρων µία µορφή όρων διάχυσης. Πρακτικά το προτεινόµενο µοντέλο 
αποτελεί µία επέκταση του µοντέλου της τυρβώδους συνεκτικότητας, συνδυάζοντάς το µε την 
τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου. 

� Παρότι οι συντελεστές 8+ και 8+. είναι συναρτήσεις πολλών παραµέτρων, όπως 
παρουσιάστηκε στο πέµπτο κεφάλαιο και µεταβάλλονται χωρικά και χρονικά στο εσωτερικό 
της ζώνης θραύσης, για λόγους απλότητας και αριθµητικής ευστάθειας θεωρήθηκε απλή 
µορφή τους, σύµφωνα και µε την πρόταση των Cienfuegos et al. (2005). 

� Η ενσωµάτωση του προτεινόµενου µοντέλου θραύσης στο µοντέλο των Karambas και 
Memos (2009) σε συνδυασµό µε την εφαρµογή ενός ηµι-πεπλεγµένου αριθµητικού σχήµατος 
πρόβλεψης-διόρθωσης (predictor-corrector) επιτρέπει την περιγραφή της διάδοσης 
θραυόµενων µονοχρωµατικών και σύνθετων κυµατισµών, χωρίς προβλήµατα αριθµητικής 
αστάθειας. 

� Από το πείραµα των Hansen και Svendsen (1979) προκύπτει ότι το προτεινόµενο µοντέλο 
µπορεί να περιγράψει ακριβέστερα από αυτό µε την τεχνική της τυρβώδους συνεκτικότητας 
τη θραύση τόσο τύπου spilling, όσο και τύπου plunging απλών µονοχρωµατικών 
κυµατισµών. Η διαφορά καταδεικνύεται κυρίως στην εσωτερική ζώνη θραύσης, όπου το 
µοντέλο eddy viscosity υπερεκτιµά το ύψος κύµατος. Το προτεινόµενο µοντέλο υπερισχύει 
και του MIKE 21 BW ως προς τον προσδιορισµό του ύψους κύµατος θραύσης. 
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� Η θραύση τύπου spilling περιγράφεται µε ικανοποιητική ακρίβεια µε θεώρηση µιας γωνίας 
έναρξης της θραύσης περίπου 30°. Η προσοµοίωση της θραύσης τύπου plunging είναι εξ 
ορισµού πολύ δύσκολη. Το µοντέλο απλώς την προσδιορίζει για µεγαλύτερες γωνίες ®C ως  35°-36° και δεν αλλάζει την τεχνική προσοµοίωσης, παρότι συµβαίνουν πιο έντονα φαινόµενα 
όπως η σχεδόν ολοκληρωτική καταστροφή της κυµατοµορφής, η αποκόλληση ροής και ο 
έντονος αφρισµός.  

� Από το πείραµα των Beji και Battjes (1993) προκύπτει ότι το προτεινόµενο µοντέλο µπορεί 
να προσοµοιώσει τη διάδοση και θραύση βραχέων και µακρών κυµατισµών πάνω από 
ύφαλο κυµατοθραύστη ελαφρώς καλύτερα από το µοντέλο surface roller breaker. Στην 
περίπτωση των µακρών κυµατισµών εµφανίζονται αρκετές αποκλίσεις στα κατάντη λόγω της 
απελευθέρωσης των υψηλών αρµονικών και του ελαφρώς µη-γραµµικού χαρακτήρα του 
µοντέλου. Ωστόσο, οι αποκλίσεις είναι πολύ µικρότερες από αυτές του MIKE 21 BW. 

� Από την επαλήθευση µε τα πειράµατα των Ting και Kirby (1994) και του Synolakis (1987) 
προκύπτει ότι το µοντέλο µπορεί να προσοµοιώσει µε καλή ακρίβεια τη διάδοση θραυόµενων 
cnoidal κυµατισµών και µοναχικού κύµατος. 

� Ορισµένες σηµαντικές αποκλίσεις στην εσωτερική ζώνη θραύσης οφείλονται εν µέρει στο 
γεγονός ότι δεν έχει ενσωµατωθεί στο µοντέλο η προσοµοίωση της αναρρίχησης στην ακτή, 
αλλά αντίθετα στα κατάντη του υπολογιστικού πεδίου θεωρείται ένα τµήµα σταθερού µικρού 
βάθους µε απορροφητικές στοιβάδες. 

� Η υιοθέτηση της µεθόδου γένεσης κυµατισµών σύµφωνα µε την τεχνική της συνάρτησης 
πηγής των Gobbi και Kirby (1999) και Wei et al. (1999) εισάγει κάποιες ανακρίβειες και οι 
διάφορες παράµετροι προέκυψαν ύστερα από βαθµονόµηση. Ύστερα από διερεύνηση η 
εφαρµογή διαφορετικών τεχνικών για τις στοιβάδες απορρόφησης, όπως π.χ. των Yoon και 
Choi (2001) ή Larsen και Dancy (1983) δεν επιφέρει σηµαντικές αλλαγές. 

� Η εφαρµογή ενός εκθετικού χρονικού νόµου για τη µεταβολή της κρίσιµης γωνίας του 
επιφανειακού κυλίνδρου είχε σαφώς καλύτερα αποτελέσµατα από την υιοθέτηση χάριν 
απλότητας µιας µέσης κλίσης που πρότειναν οι Cienfuegos et al. (2010). 

� Ύστερα από διερεύνηση προέκυψε ότι το µοντέλο είναι ιδιαίτερα ευαίσθητο στην τιµή της 
γωνίας εκκίνησης της θραύσης ®C. Για θραύση τύπου spilling η βέλτιστη τιµή προέκυψε 
περίπου 30°. Αντίθετα, το µοντέλο δεν είναι ευαίσθητο ως προς την τελική γωνία θραύσης ®D, 
η οποία θεωρήθηκε 7°. Για θραύση πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη τα καλύτερα 
αποτελέσµατα προέκυψαν για µικρότερες τιµές της γωνίας ®C, δηλαδή 14° − 18°. Το µοντέλο 
δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητο ως προς την τιµή της χρονικής κλίµακας ανάπτυξης του 
επιφανειακού κυλίνδρου Iv*, ούτε ως προς το λόγο των συντελεστών διάχυσης µάζας και 
ορµής 8+/8+. , ο οποίος διατηρήθηκε ίσος µε 0.1 κατά πρόταση των Cienfuegos et al. 
(2010). Το µήκος θραύσης �@ µιας κυµατοκορυφής υπολογιζόταν εσωτερικά από το µοντέλο 
και όχι εξωτερικά όπως πρότειναν οι Cienfuegos et al. (2010). Ωστόσο, οι υπολογιζόµενες 
τιµές συµφωνούν µε την πρόταση των ερευνητών για �@ ≈ 0.8�.  

� Το προτεινόµενο µοντέλο µπορεί να προσοµοιώσει τη διάδοση θραυόµενων τυχαίων 
κυµατισµών σε πυθµένα ήπιας κλίσης. Όπως προκύπτει από το πείραµα των Mase και Kirby 
(1992) για σύνθετους κυµατισµούς φάσµατος Pierson- Moskowitz, τα αποτελέσµατα, όσον 
αφορά στις υπολογιζόµενες χρονοσειρές ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας, είναι αρκετά 
ικανοποιητικά παρά τον ήπια µη-γραµµικό χαρακτήρα του µοντέλου. Παρόµοια απόκριση 
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παρουσιάζει και η έκδοση του µοντέλου µε την τεχνική θραύσης της τυρβώδους 
συνεκτικότητας. 

� Ο ήπια µη-γραµµικός χαρακτήρας του µοντέλου φανερώνεται στην επαλήθευση του µοντέλου 
µε το πείραµα των Beji και Battjes (1993) που αφορά στη διάδοση θραυόµενων σύνθετων 
κυµατισµών φάσµατος Jonswap πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη. Η σύγκριση των 
υπολογιζόµενων φασµάτων είναι ενδεικτικότερη της ικανότητας ενός µοντέλου να 
προσοµοιώσει τη διάδοση σύνθετων κυµατισµών από τη σύγκριση των υπολογιζόµενων 
χρονοσειρών. Υπό αυτή την έννοια τα αποτελέσµατα της επαλήθευσης µε το πείραµα των 
Beji και Battjes (1993) είναι χειρότερα από αυτά του πειράµατος των Mase και Kirby (1992). 
Βέβαια, τηρουµένων των αναλογιών τα αποτελέσµατα κρίνονται και πάλι ικανοποιητικά. Η 
µορφή των κανονικοποιηµένων φασµάτων είναι όµοια µε την πειραµατική και το κύριο µέρος 
του φάσµατος µε τη µεγαλύτερη ενεργειακή πυκνότητα αποδίδεται µε ικανοποιητική ακρίβεια. 
Ανακρίβειες εισάγει η ύπαρξη του ύφαλου εµποδίου που λόγω του ήπια µη-γραµµικού 
χαρακτήρα του µοντέλου δεν επιτρέπει την περιγραφή της µεταφοράς ενέργειας στις 
υψηλότερες αρµονικές που απελευθερώνονται στην κατάντη παρειά. ∆υστυχώς οι 
πειραµατικές καταγραφές δίνονται υπό µορφή κανονικοποιηµένων φασµάτων και δεν 
παρέχεται η δυνατότητα σύγκρισης στατιστικών µεγεθών όπως του σηµαντικού ύψους 
κύµατος. 

� Τέλος, ύστερα από διερεύνηση και για τη διάδοση σύνθετων κυµατισµών πάνω από ύφαλο 
κυµατοθραύστη τα βέλτιστα αποτελέσµατα προκύπτουν για γωνία έναρξης της θραύσης 
µικρότερης των τυπικών και περίπου ίση µε 14°. 

 
 
 

8.3 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΕΜΠΟΡΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ MIKE 21 BW (1 DH) 
 
Το βασικό αντικείµενο της παρούσας µεταπτυχιακής εργασίας αφορά στην τροποποίηση του 

µοντέλου των Karambas και Memos (2009). Ωστόσο, για συγκριτικούς λόγους έγινε εφαρµογή 
του εµπορικού µοντέλου MIKE 21 BW (1DH) και εποµένως µπορούν να εξαχθούν κάποια 
γενικά συµπεράσµατα: 
� Οι βασικές εξισώσεις Boussinesq του MIKE 21 BW είναι αυτές των Madsen et al. (1991) και 

Madsen και Sørensen (1992). Οι εξισώσεις αυτές περιλαµβάνουν βελτιωµένα χαρακτηριστικά 
διασποράς, αλλά δεν είναι πλήρους διασποράς. Υπό αυτή την έννοια τα αποτελέσµατα του 
MIKE 21 BW είναι χειρότερα από αυτά του µοντέλου των Karambas και Memos (2009). 

� Οι εξισώσεις Boussinesq του MIKE 21 BW είναι ήπιας µη-γραµµικότητας και για το λόγο 
αυτό, όπως και στο µοντέλο των Karambas και Memos (2009), όταν αυξάνεται ο αριθµός 
Ursell Ur εµφανίζονται κάποιες αποκλίσεις. 

� Το αριθµητικό σχήµα που εφαρµόζει το πρόγραµµα MIKE 21 BW (1DH) εξασφαλίζει πολύ 
ικανοποιητικά την αριθµητική ευστάθεια. Συνήθως αρκεί η ικανοποίηση του κριτηρίου zo < 0.5 για τη µονοδιάστατη περίπτωση. Σε αντίθετη περίπτωση το πρόγραµµα επιτρέπει 
την εφαρµογή κάποιου αριθµητικού φίλτρου που επιλέγεται από το χρήστη. Σε γενικές 
γραµµές η εφαρµογή του µονοδιάστατου µοντέλου είναι ιδιαίτερα µεθοδική και απλή. 
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� Από την επαλήθευση µε το πείραµα του Wallingford (1997) προκύπτει ότι και το MIKE 21 BW 
µπορεί να προσοµοιώσει επιτυχώς τη διάδοση µη θραυόµενων απλών µονοχρωµατικών 
κυµατισµών σε πυθµένα ήπιας κλίσης. 

� Όπως αναφέρουν οι Chondros (2008), Koutsourelakis (2009) και Chondros (2010) το MIKE 
21 BW µπορεί να προσοµοιώσει µε ακρίβεια τη διάδοση µη θραυόµενων µονοχρωµατικών 
µακρών και µη θραυόµενων σύνθετων κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη. 
Ανακρίβειες προκύπτουν στα κατάντη όσον αφορά στην περιγραφή της µεταφοράς ενέργειας 
στις υψηλότερες αρµονικές. 

� Το MIKE 21 BW µπορεί να προσοµοιώσει τη διάδοση θραυόµενων µονοχρωµατικών 
κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη µε ικανοποιητική ακρίβεια. Λόγω του ήπια µη-
γραµµικού χαρακτήρα του, όπως αναφέρθηκε δεν µπορεί να περιγράψει επαρκώς την 
απελευθέρωση των υψηλότερων αρµονικών στην κατάντη παρειά του εµποδίου. 

� Παρόµοια συµπεριφορά µε το προτεινόµενο µοντέλο εµφανίζει κατά την προσοµοίωση της 
διάδοσης σύνθετων κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη. Ωστόσο, αποδίδει 
χειρότερα το κύριο µέρος του φάσµατος, αλλά υπερτερεί ελαφρώς στην απόδοση των πολύ 
χαµηλών αρµονικών. Αξίζει να σηµειωθεί πως για τον υπολογισµό των φασµάτων 
εφαρµόστηκε ο κώδικας "FOURIER.f90" του παραρτήµατος Β διότι το αντίστοιχο µοντέλο του 
MIKE Zero υστερούσε έντονα σε υπολογιστικό χρόνο και σε ποιότητα αποτελεσµάτων.   

� Το MIKE 21 BW µπορεί να προσοµοιώσει τόσο τη διάδοση θραυόµενων cnoidal κυµατισµών, 
όσο και θραυόµενων τυχαίων κυµατισµών σε πυθµένα ήπιας κλίσης. Ωστόσο, τα 
αποτελέσµατα είναι υποδεέστερα αυτών του προτεινόµενου µοντέλου. Γενικά, από τις 
συγκρίσεις της χρονοσειράς ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας του έβδοµου κεφαλαίου σε 
ελάχιστες περιπτώσεις το MIKE 21 BW δίνει ακριβέστερα αποτελέσµατα από το 
τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009). 

� Όσον αφορά στα phase-averaged στατιστικά µεγέθη, από το πείραµα των Hansen και 
Svendsen (1979) για θραυόµενους κυµατισµούς προκύπτει ότι το MIKE 21 BW υποεκτιµά 
εµφανώς το ύψος κύµατος θραύσης, αλλά προσεγγίζει καλύτερα από το προτεινόµενο 
µοντέλο τις πειραµατικές καταγραφές στην εσωτερική ζώνη θραύσης. 

� Όπως αναφέρεται στο εγχειρίδιο χρήσης του MIKE 21 BW, η τεχνική του επιφανειακού 
κυλίνδρου (surface roller breaker) δεν έχει αναπτυχθεί για την προσοµοίωση θραύσης τύπου 
plunging. Ωστόσο και σε αυτή την περίπτωση προκύπτουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα 
θεωρώντας συντελεστή σχήµατος Q� = 2.0 αντί για Q� = 1.5  που ισχύει για θραύση τύπου 
spilling. 

� Η προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου απαιτεί πολλές 
φορές λεπτοµερή χωρική διακριτοποίηση για την καλύτερη απόδοσή της. Το γεγονός αυτό 
προκαλεί συχνά αριθµητικές αστάθειες κατά την εφαρµογή του MIKE 21 BW. Στην 
περίπτωση αυτή απαιτείται η εφαρµογή κατάλληλου αριθµητικού φίλτρου. 

� Το µοντέλο θραύσης του MIKE 21 BW είναι αυτό των Madsen et al. (1997a,b). Οι 
προτεινόµενες τυπικές τιµές της γωνίας  έναρξης ®C και λήξης ®D της θραύσης είναι �®C , ®E	 = �20°, 10°	. Η καταλληλότητα των τιµών αυτών προκύπτει και από την επαλήθευση 
του προγράµµατος µε τις πειραµατικές καταγραφές του έβδοµου κεφαλαίου. Ωστόσο, σε 
κάποιες περιπτώσεις οι τιµές αυτές κρίνονται µεγάλες, αφού η αποµείωση της κυµατικής 
ενέργειας λόγω θραύσης είναι µικρότερη της πειραµατικά καταγραφόµενης. Ενδεικτική είναι η 
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περίπτωση της προσοµοίωσης της διάδοσης κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη, 
όπου τα βέλτιστα αποτελέσµατα προκύπτουν για (®C, ®E) = (14°,7°	. 

� Όπως αναφέρθηκε στο προτεινόµενο µοντέλο δεν έχει συµπεριληφθεί η προσοµοίωση της 
αναρρίχησης στην ακτή. Για να γίνει λοιπόν ενδεικτική σύγκριση και στο MIKE 21 BW δεν 
συµπεριλήφθηκε η επιλογή "moving shoreline" παρότι προσφέρεται ως δυνατότητα. Έτσι, 
στα κατάντη του υπολογιστικού πεδίου θεωρήθηκε µια περιοχή µικρού βάθους µε 
απορροφητικές στοιβάδες ώστε να είναι πανοµοιότυπο µε το αντίστοιχο του προτεινόµενου 
µοντέλου. Αυτή η διαφορά από την πραγµατική πειραµατική διάταξη εισάγει κάποιες 
ανακρίβειες στα αποτελέσµατα. Βέβαια, όπως αναφέρεται στο εγχειρίδιο του MIKE 21 BW, η 
συµπερίληψη της µετακίνησης της ακτογραµµής προκαλεί πολύ συχνά αριθµητικές 
αστάθειες. Τέλος, λόγω έλλειψης πειραµατικών στοιχείων και για να είναι ενδεικτική η 
σύγκριση µε το προτεινόµενο µοντέλο, στις εφαρµογές του MIKE 21 BW δεν συµπεριλήφθηκε 
η τριβή πυθµένα που θα προκαλούσε κάποια επιπλέον διάχυση κυµατικής ενέργειας. 

 
 
 

8.4 ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΕΞΕΛΙΞΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΥΠΟΥ BOUSSINESQ ΤΩΝ   
KARAMBAS ΚΑΙ MEMOS (2009) 

 
Η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία εντάσσεται στη γενικότερη έρευνα σχετικά µε τα 

µαθηµατικά µοντέλα τύπου Boussinesq. Σκοπός της είναι η επέκταση του µοντέλου των 
Karambas και Memos (2009) ώστε να προσοµοιώσει τη διάδοση θραυόµενων κυµατισµών 
βάσει µιας προσέγγισης που περιλαµβάνει την επιρροή του επιφανειακού κυλίνδρου τόσο στην 
εξίσωση συνέχειας, όσο και στην εξίσωση ορµής. Βάσει της ιστορικής εξέλιξης της έρευνας 
γύρω από τα µοντέλα τύπου Boussinesq, των κατευθύνσεων αυτής και λαµβάνοντας υπόψη τα 
αποτελέσµατα και τα συµπεράσµατα της παρούσας εργασίας γίνονται οι παρακάτω προτάσεις 
για την περαιτέρω εξέλιξη του µοντέλου των Karambas και Memos (2009): 
♦ Ενσωµάτωση της θραύσης στο δισδιάστατο µοντέλο των Karambas και Memos (2009). Αυτό 

µπορεί να γίνει είτε βάσει της τεχνικής του επιφανειακού κυλίνδρου (surface roller breaker) σε 
δύο διαστάσεις όπως προτείνουν οι Madsen et al. (1997a,b), είτε βάσει της τεχνικής της 
αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity breaking) σε δύο διαστάσεις όπως 
προτείνουν οι Kennedy et al. (2000) και Chen et al. (2000), είτε µε επέκταση της 
προτεινόµενης στην παρούσα εργασία τεχνικής. Η τελευταία αυτή περίπτωση δεν έχει 
µελετηθεί ούτε θεωρητικά στη διεθνή βιβλιογραφία. Στην περίπτωση αυτή κατά το γεωµετρικό 
προσδιορισµό του επιφανειακού κυλίνδρου η κάτω ακµή του δεν θα είναι καµπύλη αλλά 
επιφάνεια, ενώ η µορφή των όρων θραύσης θα είναι παρόµοια µε αυτή των προτεινόµενων 
από τους Kennedy et al. (2000). Θα πρέπει όµως να προταθεί µια µορφή των συναρτήσεων 
αναδιανοµής της ορµής και της µάζας (ως επέκταση των (5.11) και (5.12)) που να είναι τέτοια 
ώστε να διασφαλίζεται η συνολική διατήρηση της µάζας και της ορµής στην επιφάνεια 
θραύσης. Η επαλήθευση του µοντέλου θα πρέπει να γίνει τόσο για µονοχρωµατικούς, όσο 
και για σύνθετους κυµατισµούς. Πάντως, η έκδοση του µοντέλου των Karambas και Memos 
(2009) απαιτεί πολύ µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους λόγω της ύπαρξης του επιπλέον 
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όρου αθροίσµατος. Συνεπώς, η επιπλέον ενσωµάτωση της θραύσης πιθανόν να καταστήσει 
την εφαρµογή ιδιαίτερα δυσχερή και να προκαλέσει αριθµητικές αστάθειες. 

♦ Αύξηση της µη-γραµµικότητας του µοντέλου µε συµπερίληψη όρων υψηλότερης τάξης µη-
γραµµικότητας στην εξίσωση ορµής. 

♦ Προσθήκη όρου προσοµοίωσης της απώλειας ενέργειας λόγω της τριβής πυθµένα (bottom 
friction) στην εξίσωση ορµής είτε του προτεινόµενου µοντέλου, είτε του µοντέλου µε την 
τεχνική της αναλογίας της τυρβώδους συνεκτικότητας (eddy viscosity breaking). Η προσθήκη 
αυτή έχει γίνει από τον Koutsourelakis (2009) για το τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas 
και Memos (2009) µε προσοµοίωση της θραύσης µε την τεχνική του επιφανειακού κυλίνδρου 
(surface roller breaker). Η ενσωµάτωση αυτή µπορεί να γίνει βάσει της εργασίας των Memos 
et al. (2005) σύµφωνα µε την περιγραφή της παραγράφου 3.7. Επιπλέον, µπορεί να γίνει 
προσθήκη της τριβής πυθµένα σε δύο διαστάσεις σύµφωνα µε την ίδια εργασία. Σε κάθε 
περίπτωση απαιτείται η εύρεση πληροφοριών γύρω από την τραχύτητα και το υλικό πυθµένα 
των διαφόρων πειραµατικών διατάξεων ώστε να επιτευχθεί ρεαλιστική επαλήθευση του 
µοντέλου. 

♦ Αύξηση της µη-γραµµικότητας του µοντέλου µέσω της προσοµοίωσης των µη-γραµµικών 
κυµατικών αλληλεπιδράσεων (wave-wave interactions). Στα ρηχά ο κύριος εκπρόσωπος των 
αλληλεπιδράσεων αφορά στο συντονισµό των κυµατικών τριάδων (near-resonant triad 
interactions). Ωστόσο, µπορεί να προσοµοιωθούν και οι µη-γραµµικές αλληλεπιδράσεις 
τετράδων ή και περισσότερων κυµατικών συνιστωσών. Με την προσθήκη αυτή µπορεί να 
προσοµοιωθεί ακριβέστερα η διάδοση κυµατισµών πάνω από ύφαλο κυµατοθραύστη και η 
απελευθέρωση των υψηλότερων αρµονικών στην κατάντη παρειά του εµποδίου. 

♦ Προσθήκη της αναρρίχησης (run-up) και καταρρίχησης (run-down) κυµατισµών στην ακτή. 
Αυτό αποτελεί µία ιδιαίτερα δύσκολη διαδικασία και µπορεί να επιτευχθεί π.χ. µε κάποια από 
τις τεχνικές που παρουσιάζονται στην παράγραφο 2.5.3. Η προσθήκη αυτή θα αφαιρέσει 
κάποιες από τις ανακρίβειες του προτεινόµενου µοντέλου, καθότι κατά την επαλήθευσή του 
στην παρούσα διπλωµατική θεωρήθηκε στα κατάντη τµήµα µικρού σταθερού βάθους µε 
απορροφητικές στοιβάδες εισάγοντας κάποια απόκλιση από τις πραγµατικές πειραµατικές 
συνθήκες. Ωστόσο, η προσοµοίωση της αναρρίχησης στην ακτή ίσως προκαλέσει κάποιες 
αριθµητικές αστάθειες. 

♦ Η προσθήκη της αναρρίχησης (run-up) στην ακτή µπορεί να συµπληρωθεί µε τη θεώρηση 
πορώδους ακτής. Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η προσοµοίωση της ροής σε πορώδες 
µέσο, είτε της ακτής είτε ενός ύφαλου εµποδίου µε πόρους. Παράδειγµα τέτοιας εφαρµογής 
αποτελεί το µοντέλο τύπου Boussinesq των Avgeris et al. (2004) όπου οι εξισώσεις 
συνέχειας και ορµής συµπληρώνονται από την εξίσωση Darcy-Forchheimer για ροή σε 
πορώδες µέσο. 

♦ Το µοντέλο των Karambas και Memos (2009) έχει εφαρµογή σε περιοχές µε νερό σταθερού 
βάθους ή σε ήπια µεταβαλλόµενες βυθοµετρίας. Μία πιθανή επέκταση του µοντέλου αφορά 
στη διεύρυνση του πεδίου εφαρµογής και σε απότοµα µεταβαλλόµενες βυθοµετρίες. 
Παράδειγµα µπορεί να αποτελέσει το µοντέλο των Madsen et al. (2006). 

♦ Σύγκριση του µοντέλου µε περισσότερες πειραµατικές µετρήσεις που θα περιλαµβάνουν και 
πληροφορίες για την τριβή του εργαστηριακού πυθµένα και θα αφορούν κυρίως σε 
θραυόµενους τυχαίους κυµατισµούς. Ένας από τους επιδιωκόµενους στόχους θα είναι η 
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βαθµονόµηση όλων των παραµέτρων που υπεισέρχονται σε οποιοδήποτε από τα µοντέλα 
θραύσης. 

♦ Εφαρµογή µεθόδων τοπικής πύκνωσης του χωρικού πλέγµατος που θα αφορά στα µέτωπα 
των κυµατισµών, ώστε να καθορίζεται γεωµετρικά µε µεγαλύτερη ακρίβεια ο επιφανειακός 
κύλινδρος κατά την ενεργοποίηση της θραύσης στο προτεινόµενο µοντέλο. Βέβαια, από τη 
µία θα βελτιώνεται η ακρίβεια των αποτελεσµάτων, από την άλλη όµως θα πρέπει να 
διασφαλίζεται η ευστάθεια της λύσης και ο υπολογιστικός χρόνος να διατηρείται σε αποδεκτά 
επίπεδα. 

♦ Έρευνα µπορεί να διενεργηθεί και όσον αφορά τόσο στη µέθοδο γένεσης των κυµατισµών 
στο υπολογιστικό πεδίο, όσο και στην τεχνική των στοιβάδων απορρόφησης. Όπως 
παρατηρήθηκε, τόσο η µέθοδος της συνάρτησης πηγής των Gobbi και Kirby (1999) και Wei 
et al. (1999), όσο και των Larsen και Dancy (1983) εισάγουν ανακρίβειες στους 
παραγόµενους κυµατισµούς και το σφάλµα ενισχύεται προς τα κατάντη. 

♦ Το ρητό σχήµα που προτάθηκε από τους Karambas και Memos (2009) είναι απλό στην 
εφαρµογή αλλά προκαλεί προβλήµατα αριθµητικής αστάθειας. Το σχήµα πρόβλεψης-
διόρθωσης (predictor-corrector) που εφαρµόστηκε στην παρούσα εργασία βελτιώνει αισθητά 
την ευστάθεια και την ακρίβεια. Ενδιαφέρουσα θα ήταν και η σύγκριση µε άλλα αριθµητικά 
σχήµατα, κυρίως πεπλεγµένα. 

♦ Συνδυασµός του δισδιάστατου µοντέλου Boussinesq των Karambas και Memos (2009) µε 
κάποιο µοντέλο παράκτιας κυµατογενούς κυκλοφορίας ώστε να προκύψει ένα ολοκληρωµένο 
εργαλείο παράκτιας τεχνικής. Η συνήθης διαδικασία που ακολουθείται είναι ο διαχωρισµός 
και η διαδοχική εφαρµογή των δύο µοντέλων. Πρώτα εφαρµόζεται κάποιο κυµατικό µοντέλο 
π.χ. τύπου Boussinesq, από τα αποτελέσµατα αυτού υπολογίζονται οι τάσεις ακτινοβολίας 
(radiation stresses) και εισάγονται στο µοντέλο κυκλοφορίας. Ωστόσο, µπορεί να γίνει µια 
ενοποίηση της διαδικασίας και στο τροποποιηµένο µοντέλο των Karambas και Memos (2009) 
να ενσωµατωθεί η παράκτια κυκλοφορία ώστε να λαµβάνεται υπόψη η αλληλεπίδραση 
ρευµάτων και κυµάτων. Η διαδικασία αυτή ακολουθείται στο εµπορικό πακέτο MIKE 21 
σύµφωνα µε το άρθρο των Sørensen et al. (1998). 

♦ Η σηµαντικότερη ίσως ερευνητική κατεύθυνση είναι ο συνδυασµός του τροποποιηµένου 
µοντέλου των Karambas και Memos (2009) µε κάποιο µαθηµατικό µοντέλο παράκτιας 
στερεοµεταφοράς. Αυτό µπορεί να γίνει αφότου επεκταθεί το προτεινόµενο µοντέλο σε δύο 
διαστάσεις. Πρακτικά ο τελικός σκοπός είναι ο υπολογισµός της κατά µήκος της ακτής 
στερεοµεταφοράς (longshore sediment transport), της εγκάρσιας στερεοµεταφοράς (cross-
shore sediment transport), της εξέλιξης της µορφολογίας του πυθµένα και της διάβρωσης της 
ακτής. Τα µεγέθη αυτά ενδιαφέρουν άµεσα το µηχανικό ώστε να µελετήσει ενδεχοµένως και 
την αλληλεπίδραση των τεχνικών έργων και του παράκτιου θαλάσσιου περιβάλλοντος. Ο 
συνδυασµός του κυµατικού µοντέλου τύπου Boussinesq και του µοντέλου στερεοµεταφοράς 
µπορεί να γίνει υπό τη µορφή ενός σύνθετου, ενοποιηµένου µοντέλου.  
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A1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ WALLINGFORD (1997) 
 
PROGRAM WALLINGFORD 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,h0,da,tend,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff 
REAL UU,delta,bta,alen,z1,chi,chis 
REAL fsource,ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2   
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000) 
REAL ZN(10000),ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000) 
REAL EN(10000),Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,NM,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II 
DX=0.02 
DT=0.0025 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=1812 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=338 
PER=1.0 
h0=0.05 
da=0.8 
tend=100.0 
nbg=3 
NM=INT(tend/DT)+1 
Ibrk=400 
fb=32.0 
ff=7.0 
T12=0.1*PER 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
ENDDO 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUE 
DO 11 I=925,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/20.0 
IF(d(I).le.0.2) d(I)=0.2 
11 CONTINUE 
DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
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IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
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ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.1*C(J)*d(J) 
XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
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ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(II))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(II) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
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SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0 
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IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
alen=C(jvb)*PER 
delta=0.3 
bta=80.0/((delta*alen)**2) 
z1=0.041*h0*SIN(2*PI*t/PER) 
DO I=1,IM 
chi=(I-1)*DX 
chis=(jvb-1)*DX 
fsource=EXP(-bta*(chi-chis)**2) 
ZN(I)=ZN(I)+z1*fsource 
ENDDO 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
ml1=I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
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ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.999*ZN(I)+0.0005*ZN(I-1)+0.0005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.999*UN(I)+0.0005*UN(I-1)+0.0005*UN(I+1) 
ENDDO 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
WRITE(*,*) t 
OPEN(1,file='STATION 2.txt') 
OPEN(2,file='STATION 5.txt') 
OPEN(3,file='STATION 7.txt') 
OPEN(4,file='STATION 8.txt') 
OPEN(5,file='STATION 9.txt') 
OPEN(6,file='STATION 10.txt') 
OPEN(7,file='STATION 11.txt') 
OPEN(8,file='PHGH.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(760),UN(760) 
WRITE(2,*) t,ZN(938),UN(938) 
WRITE(3,*) t,ZN(1014),UN(1014) 
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WRITE(4,*) t,ZN(1112),UN(1112) 
WRITE(5,*) t,ZN(1212),UN(1212) 
WRITE(6,*) t,ZN(1312),UN(1312) 
WRITE(7,*) t,ZN(1412),UN(1412) 
WRITE(8,*) t,ZN(500),UN(500) 
IF(t.lt.tend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(2) 
CLOSE(3) 
CLOSE(4) 
CLOSE(5) 
CLOSE(6) 
CLOSE(7) 
CLOSE(8) 
CLOSE(900) 
END 
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A2. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ TING ΚΑΙ KIRBY (1994) 
 
PROGRAM TINGKIRBYSPILLING 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,da,tend,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff,UU,delta,bta 
REAL alen,z1,chi,chis 
REAL fsource,ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2,nt,tim,ntend   
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000),si(50000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II,NM 
DX=0.02 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=1500 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=318 
da=0.4 
tend=100.0 
Ibrk=400 
fb=30.0 
ff=7.0 
f=13.0 
nt=25000 
ntend=nt-1 
PER=2.0 
T12=0.1*PER 
nbg=3 
NM=INT(tend/DT)+1 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
ENDDO 
OPEN(15,file='PHGH.txt') 
DO I=1,nt 
READ(15,*) tim,si(I) 
ENDDO 
CLOSE(15) 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO I=575,600 
d(I)=d(I-1)-DX/26.0 
ENDDO 
DO I=601,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/35.0 
IF(d(I).le.0.12) d(I)=0.12 
ENDDO 
DO 12 I=IM-10,IM 
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d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
nt=n 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
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!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=0.2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.02*C(J)*d(J) 
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XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(I))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(I) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α        ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΩΝ ΣΕ FORTRAN 90 

 

294 
 

UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0 
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(n.gt.100) THEN 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
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UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(n.gt.100) THEN 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
alen=C(jvb)*PER 
delta=0.3 
bta=200/((delta*alen)**2) 
z1=0.075*si(nt+1) 
DO I=1,IM 
chi=(I-1)*DX 
chis=(jvb-1)*DX 
fsource=EXP(-bta*(chi-chis)**2) 
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ZN(I)=ZN(I)+z1*fsource 
ENDDO 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
ml1=I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.99*ZN(I)+0.005*ZN(I-1)+0.005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.99*UN(I)+0.005*UN(I-1)+0.005*UN(I+1) 
ENDDO 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
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Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
WRITE(*,*) t 
OPEN(1,file='WAVEPHGH.txt') 
OPEN(2,file='STATION POS6.txt') 
OPEN(3,file='STATION POS7.txt') 
OPEN(4,file='STATION POS8.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(400),UN(400) 
WRITE(2,*) t,ZN(900),UN(900) 
WRITE(3,*) t,ZN(950),UN(950) 
WRITE(4,*) t,ZN(1000),UN(1000) 
IF(t.lt.tend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(2) 
CLOSE(3) 
CLOSE(4) 
CLOSE(900) 
END 
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A3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ HANSEN ΚΑΙ SVENDSEN 
(1979) 

 
PROGRAM HANSENSVENDSENSPILLING 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,h0,da,tend,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff,UU,delta 
REAL bta,alen,z1,chi,chis 
REAL fsource,ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2    
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000),ZMIN(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000),ZMAX(10000),SETUP(10000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000),HEIGHT(10000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,NM,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II 
DX=0.02 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=3000 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=426 
PER=2.0 
h0=0.018 
da=0.36 
tend=100.0 
nbg=3 
NM=INT(tend/DT)+1 
Ibrk=400 
fb=30.0 
ff=7.0 
T12=0.1*PER 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
SETUP(I)=0.0 
ENDDO 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO I=1501,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/34.26 
IF(d(I).le.0.0243) d(I)=0.0243 
ENDDO 
DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
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LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
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UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.2*C(J)*d(J) 
XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
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GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(II))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(II) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
DO II=1,2 
DO I=2,IM-1 
vh(I)=0.8*vh(I)+0.1*vh(I+1)+0.1*vh(I-1) 
vhu(I)=0.8*vhu(I)+0.1*vhu(I+1)+0.1*vhu(I-1) 
ENDDO 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
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IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
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Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
alen=C(jvb)*PER 
delta=0.3 
bta=92.0/((delta*alen)**2) 
z1=0.050*h0*SIN(2*PI*t/PER) 
DO I=1,IM 
chi=(I-1)*DX 
chis=(jvb-1)*DX 
fsource=EXP(-bta*(chi-chis)**2) 
ZN(I)=ZN(I)+z1*fsource 
ENDDO 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
ml1=I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
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665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.99*ZN(I)+0.005*ZN(I-1)+0.005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.99*UN(I)+0.005*UN(I-1)+0.005*UN(I+1) 
ENDDO 
OPEN(12345,file='TH.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12345,*) I,ist(I) 
ENDDO 
CLOSE(12345) 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
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ENDDO 
WRITE(*,*) t 
IF(n.ge.5000) THEN 
DO I=1,IM 
IF(ZN(I).gt.ZMAX(I)) ZMAX(I)=ZN(I) 
IF(ZN(I).lt.ZMIN(I)) ZMIN(I)=ZN(I) 
HEIGHT(I)=ZMAX(I)-ZMIN(I) 
ENDDO 
DO I=2,IM-1 
HEIGHT(I)=0.99*HEIGHT(I)+0.005*HEIGHT(I-1)+0.005*HEIGHT(I+1) 
ENDDO 
OPEN(10,file='HEIGHT.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(10,*) (I-1)*DX,HEIGHT(I) 
ENDDO 
CLOSE(10) 
ELSE 
ENDIF 
OPEN(800,file='SETUP.txt') 
OPEN(1,file='PHGH.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(500),UN(500) 
IF(n.ge.5000) THEN 
DO I=1,IM 
SETUP(I)=SETUP(I)+ZN(I) 
ENDDO 
ELSE 
ENDIF 
IF(t.lt.tend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
DO I=1,IM 
SETUP(I)=SETUP(I)/(n-4999) 
WRITE(800,*) (I-1)*DX,SETUP(I)  
ENDDO 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(800) 
CLOSE(900) 
END 
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A4. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993)- 
ΜΟΝΟΧΡΩΜΑΤΙΚΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 
PROGRAM BEJILONGSPILLING 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,h0,da,tend,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff 
REAL UU,delta,bta,alen,z1,chi,chis 
REAL fsource,ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2    
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000),ZMIN(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000),ZMAX(10000),SETUP(10000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000),HEIGHT(10000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,NM,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II 
DX=0.025 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=2200 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=334 
PER=2.5 
h0=0.022 
da=0.4 
tend=100.0 
nbg=3 
NM=INT(tend/DT)+1 
Ibrk=400 
fb=18.0 
ff=7.0 
T12=0.1*PER 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
SETUP(I)=0.0 
ENDDO 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO 11 I=641,880 
d(I)=d(I-1)-DX/20.0 
11 CONTINUE 
DO I=881,960 
d(I)=d(880) 
ENDDO 
DO I=961,1080 
d(I)=d(I-1)+DX/10.0 
ENDDO 
DO I=1159,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/25.0 
IF(d(I).le.0.06) d(I)=0.06 
ENDDO 
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DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
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!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.2*C(J)*d(J) 
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XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(II))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(II) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
DO II=1,2 
DO I=2,IM-1 
vh(I)=0.8*vh(I)+0.1*vh(I+1)+0.1*vh(I-1) 
vhu(I)=0.8*vhu(I)+0.1*vhu(I+1)+0.1*vhu(I-1) 
ENDDO 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
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h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
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hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
alen=C(jvb)*PER 
delta=0.3 
bta=80.0/((delta*alen)**2) 
z1=0.041*h0*SIN(2*PI*t/PER) 
DO I=1,IM 
chi=(I-1)*DX 
chis=(jvb-1)*DX 
fsource=EXP(-bta*(chi-chis)**2) 
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ZN(I)=ZN(I)+z1*fsource 
ENDDO 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
ml1=I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.99*ZN(I)+0.005*ZN(I-1)+0.005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.99*UN(I)+0.005*UN(I-1)+0.005*UN(I+1) 
ENDDO 
OPEN(12345,file='TH.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12345,*) I,Dhu(I) 
ENDDO 
CLOSE(12345) 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
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vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
max1=0.0 
max2=0.0 
WRITE(*,*) t 
IF(n.ge.5000) THEN 
DO I=1,IM 
IF(ZN(I).gt.ZMAX(I)) ZMAX(I)=ZN(I) 
IF(ZN(I).lt.ZMIN(I)) ZMIN(I)=ZN(I) 
HEIGHT(I)=ZMAX(I)-ZMIN(I) 
ENDDO 
DO I=2,IM-1 
HEIGHT(I)=0.99*HEIGHT(I)+0.05*HEIGHT(I-1)+0.05*HEIGHT(I+1) 
ENDDO 
OPEN(10,file='HEIGHT.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(10,*) (I-1)*DX,HEIGHT(I) 
ENDDO 
CLOSE(10) 
ELSE 
ENDIF 
OPEN(800,file='SETUP.txt') 
OPEN(1,file='PHGH.txt') 
OPEN(2,file='STATION3.txt') 
OPEN(3,file='STATION5.txt') 
OPEN(4,file='STATION7.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(400),UN(400) 
WRITE(2,*) t,ZN(880),UN(880) 
WRITE(3,*) t,ZN(960),UN(960) 
WRITE(4,*) t,ZN(1040),UN(1040) 
IF(t.lt.tend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(2) 
CLOSE(3) 
CLOSE(4) 
CLOSE(900) 
END 
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A5. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΟΥ SYNOLAKIS (1987) 
 
PROGRAM SYNOLAKIS 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,h0,da,tend,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff,UU 
REAL ml1,ml2,rm,q1,q2,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,hhzx,hnx,max1,max2,PAR,fk     
REAL d(10000),zxf(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000),ZMIN(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000),ZMAX(10000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000),HEIGHT(10000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,NM,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II 
DX=0.02 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=1887 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=872 
h0=0.056 
da=0.2 
tend=13.0 
nbg=3 
NM=INT(tend/DT)+1 
Ibrk=400 
fb=12.0 
ff=7.0 
fk=10.0 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
ENDDO 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=872 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO I=1649,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/19.85 
IF(d(I).le.0.01) d(I)=0.01 
ENDDO 
DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN 
DO 13 I=1,IM 
C(I)=(g*(h0+d(I)))**0.5 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
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iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
!ARXIKES SYNTHIKES 
PAR=(3*h0/(4*(h0+d(I))))**0.5 
DO I=1,1648 
Z(I)=h0*Cosh(PAR*(I-jvb)*DX/d(I))**(-2) 
U(I)=0.58221/(0.722213+COSH(3.819*(I-jvb)*DX)) 
ENDDO 
OPEN(100,file='ARXIKO.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(100,*) (I-1)*DX,Z(I) 
ENDDO 
CLOSE(100) 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
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IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)+TAND(fk)*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.2*C(J)*d(J) 
XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
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GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
ELSE 
ist(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
DO II=1,2 
DO I=2,IM-1 
vh(I)=0.8*vh(I)+0.1*vh(I+1)+0.1*vh(I-1) 
vhu(I)=0.8*vhu(I)+0.1*vhu(I+1)+0.1*vhu(I-1) 
ENDDO 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
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ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
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Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,1780 
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ZN(I)=0.999*ZN(I)+0.0005*ZN(I-1)+0.0005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.999*UN(I)+0.0005*UN(I-1)+0.0005*UN(I+1) 
ENDDO 
DO I=1781,IM 
ZN(I)=0.85*ZN(I)+0.075*ZN(I-1)+0.075*ZN(I+1) 
UN(I)=0.85*UN(I)+0.075*UN(I-1)+0.075*UN(I+1) 
ENDDO 
OPEN(12345,file='TH.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12345,*) I,Dhu(I) 
ENDDO 
CLOSE(12345) 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
max1=0.0 
max2=0.0 
WRITE(*,*) t 
DO I=1,IM 
IF(ZN(I).gt.ZMAX(I)) ZMAX(I)=ZN(I) 
IF(ZN(I).lt.ZMIN(I)) ZMIN(I)=ZN(I) 
HEIGHT(I)=ZMAX(I)-ZMIN(I) 
ENDDO 
WRITE(*,*) t 
OPEN(10,file='HEIGHT.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(10,*) (I-1)*DX,HEIGHT(I) 
ENDDO 
CLOSE(10) 
IF(n.eq.2662) THEN 
OPEN(11,file='t10.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(11,*) (IM-I)*DX,ZN(I)/d(jvb) 
ENDDO 
CLOSE(11) 
ELSE 
ENDIF 
IF(n.eq.2840) THEN 
OPEN(12,file='t15.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12,*) (IM-I)*DX,ZN(I)/d(jvb) 
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ENDDO 
CLOSE(12) 
ELSE 
ENDIF 
IF(n.eq.3033) THEN 
OPEN(13,file='t20.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(13,*) (IM-I)*DX,ZN(I)/d(jvb) 
ENDDO 
CLOSE(13) 
ELSE 
ENDIF 
IF(n.eq.3127) THEN 
OPEN(14,file='t22.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(14,*) (IM-I)*DX,ZN(I)/d(jvb) 
ENDDO 
CLOSE(14) 
ELSE 
ENDIF 
IF(t.lt.tend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(900) 
END 
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A6. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ MASE ΚΑΙ KIRBY (1992) 
 
PROGRAM MASEKIRBY 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,da,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff 
REAL UU,delta,bta,alen,z1,chi,chis 
REAL fsource,ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2,tim    
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000) 
REALsumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000) 
REALF(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000),si(100000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II,nt,ntend 
DX=0.02 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=1800 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=904 
da=0.47 
PER=1.0 
nbg=3 
Ibrk=400 
fb=30.0 
ff=7.0 
nt=26283 
ntend=nt-1 
T12=0.1*PER 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
ENDDO 
OPEN(15,file='series.txt') 
DO I=1,nt 
READ(15,*) tim,si(I) 
ENDDO 
CLOSE(15) 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO I=1001,IM 
d(I)=d(I-1)-DX/20.0 
IF(d(I).le.0.04) d(I)=0.04 
ENDDO 
DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
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14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
nt=n 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
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IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.2*C(J)*d(J) 
XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
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GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(II))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(II) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
DO II=1,2 
DO I=2,IM-1 
vh(I)=0.8*vh(I)+0.1*vh(I+1)+0.1*vh(I-1) 
vhu(I)=0.8*vhu(I)+0.1*vhu(I+1)+0.1*vhu(I-1) 
ENDDO 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
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UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I)     
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
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ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0  
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
alen=C(jvb)*PER 
delta=0.3 
bta=80.0/((delta*alen)**2) 
z1=0.060*si(n+1) 
DO I=1,IM 
chi=(I-1)*DX 
chis=(jvb-1)*DX 
fsource=EXP(-bta*(chi-chis)**2) 
ZN(I)=ZN(I)+z1*fsource 
ENDDO 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
ml1=I-10 
ml2=-10.0 
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rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.99*ZN(I)+0.005*ZN(I-1)+0.005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.99*UN(I)+0.005*UN(I-1)+0.005*UN(I+1) 
ENDDO 
OPEN(12345,file='TH.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12345,*) I,Dhu(I) 
ENDDO 
CLOSE(12345) 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 
Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
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delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
max1=0.0 
max2=0.0 
WRITE(*,*) t 
OPEN(1,file='STATION 1.txt') 
OPEN(2,file='STATION 2.txt') 
OPEN(3,file='STATION 3.txt') 
OPEN(4,file='STATION 4.txt') 
OPEN(5,file='STATION 5.txt') 
OPEN(6,file='STATION 6.txt') 
OPEN(7,file='STATION 7.txt') 
OPEN(8,file='STATION 8.txt') 
OPEN(9,file='STATION 9.txt') 
OPEN(10,file='STATION 10.txt') 
OPEN(11,file='STATION 11.txt') 
OPEN(12,file='STATION 12.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(1000),UN(1000) 
WRITE(2,*) t,ZN(1120),UN(1120) 
WRITE(3,*) t,ZN(1170),UN(1170) 
WRITE(4,*) t,ZN(1220),UN(1220) 
WRITE(5,*) t,ZN(1270),UN(1270) 
WRITE(6,*) t,ZN(1295),UN(1295) 
WRITE(7,*) t,ZN(1320),UN(1320) 
WRITE(8,*) t,ZN(1345),UN(1345) 
WRITE(9,*) t,ZN(1370),UN(1370) 
WRITE(10,*) t,ZN(1395),UN(1395) 
WRITE(11,*) t,ZN(1420),UN(1420) 
WRITE(12,*) t,ZN(1445),UN(1445) 
IF(n.lt.ntend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(2) 
CLOSE(3) 
CLOSE(4) 
CLOSE(5) 
CLOSE(6) 
CLOSE(7) 
CLOSE(8) 
CLOSE(9) 
CLOSE(10)             
CLOSE(11) 
CLOSE(12) 
CLOSE(900) 
END 
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A7. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΤΩΝ BEJI ΚΑΙ BATTJES (1993)-
ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΚΥΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 
PROGRAM BEJIRANDOM 
IMPLICIT NONE 
REAL DX,DT,tr,PI,g,DEN,PER,da,LENGO,akd,dlen,x,ddd,pxd,t,UX,ZX,dex,ddx,UUX,SUM1,SUM2,diff,UU 
REAL ml1,ml2,rm,q1,q2,LEN,ZNX,Zxbr,HLC,Hdr,fb,ff,T12,hhzx,hnx,max1,max2,tim     
REAL d(10000),zxf(10000),LENG(10000),C(10000),pxdd(10000,10000),h(10000),Z(10000),U(10000),ZN(10000) 
REAL ZXK(10000),tbrk(10000),hhz(10000),Dhu1(10000),dvhu(10000) 
REAL sumx(10000),zxfn(10000),E(10000),EO(10000),EOO(10000),UN(10000),FN(10000),UNX(10000),EN(10000) 
REAL Zb(10000),XX(10000),XL(10000),Dh(10000),Dhu2(10000) 
REAL F(10000),FO(10000),FOO(10000),ZNIT(10000),UNIT(10000),ctb(10000),delt(10000),lr(10000) 
REAL Khu(10000),Kh(10000),vh(10000),vhu(10000),Dhu(10000),ist(10000),si(100000) 
INTEGER jv1,jv2,IM,iad,nbg,IIS,III,iksi,I,n,jva,jvb,ims,ims1,Ibrk,ISR,J,II,nt,ntend 
DX=0.025 
DT=0.004 
tr=4.0 
jv1=1 
jv2=2               
IM=2200 
PI=3.141592654 
g=9.81 
DEN=0.002 
iad=774 
da=0.4 
PER=1.0 
nbg=3 
Ibrk=400 
fb=14.0 
ff=7.0 
nt=25003 
ntend=nt-1 
T12=0.1*PER 
DO I=1,IM 
ctb(I)=TAND(fb) 
ENDDO 
OPEN(15,file='SERIES.txt') 
DO I=1,nt 
READ(15,*) tim,si(I) 
ENDDO 
CLOSE(15) 
!BYTHOMETRIA 
DO 10 I=1,IM 
d(I)=da 
zxf(I)=0.0 
10 CONTINUe 
DO 11 I=641,880 
d(I)=d(I-1)-DX/20.0 
11 CONTINUE 
DO I=881,960 
d(I)=d(880) 
ENDDO 
DO I=961,1080 
d(I)=d(I-1)+DX/10.0 
ENDDO 
DO I=1159,IM 
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d(I)=d(I-1)-DX/25.0 
IF(d(I).le.0.06) d(I)=0.06 
ENDDO 
DO 12 I=IM-10,IM 
d(I)=d(IM-10) 
12 CONTINUE 
!STOIXEIA KYMATISMWN (LINEAR DISPERSION EQUATION) 
LENGO=g*(PER**2)/(2.0*PI) 
DO 13 I=1,IM 
LENG(I)=LENGO 
14 LEN=LENG(I) 
akd=(2*PI)*d(I)/LEN 
LENG(I)=LENGO*TANH(akd) 
dlen=ABS(LENG(I)-LEN) 
IF(dlen.gt.0.0001) GOTO 14 
C(I)=((g*PER)/(2.0*PI))*TANH(akd) 
13 CONTINUE 
!OROI BOUSSINESQ 
IIS=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
iksi=INT(tr*d(jv2)/DX) 
DO I=III-iksi,III+iksi 
x=ABS((I-III)*DX) 
ddd=(d(III)+d(I))/2 
pxd=PI*x/(4.0*ddd) 
IF(pxd.lt.0.001) pxd=0.001 
pxdd(III,I)=(g/(PI*d(III)))*LOG(TANH(pxd)) 
ENDDO 
ENDDO 
t=0.0 
n=0 
OPEN(900,file='MAX.txt') 
20 t=t+DT 
n=n+1 
nt=n 
!CONTINUITY EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 100 I=2,IM-1 
h(I)=d(I)+Z(I) 
UX=h(I)*(U(I+1)-U(I))/DX 
ZX=(Z(I+1)-Z(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZX+dex)*0.5*(U(I+1)+U(I)) 
ZN(I)=Z(I)-DT*UX-DT*ddx 
100 CONTINUE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
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ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
ELSE 
!PREDICTOR CONTINUITY 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=Z(I)+(DT/12)*(23*E(I)-16*EO(I)+5*EOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!MOMENTUM EQUATION 
IF(n.le.nbg) THEN 
DO 120 I=3,IM-2 
UU=0.5*(U(I+1)+U(I-1)) 
UX=(U(I+1)-U(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=DT*UU*UX 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
UN(I)=U(I)-DT*(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZX/d(I)-UUX/DT 
ELSE 
UN(I)=U(I)-DT*g*ZX-UUX+DT*zxfn(I) 
FN(I)=-g*ZX-UUX/DT+zxfn(I) 
ENDIF 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
ZNX=(ZN(I+1)-ZN(I-1))/(2.0*DX) 
dex=(d(I+1)-d(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=(ZNX+dex)*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
EN(I)=-UNX(I)-ddx 
120 CONTINUE 
ELSE 
!PREDICTOR MOMENTUM 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=U(I)+(DT/12)*(23*F(I)-16*FO(I)+5*FOO(I)) 
ENDDO 
ENDIF 
!THRAYSH 
112 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).ge.0.0) THEN 
Zb(I)=ZN(I) 
ELSE 
Zb(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
I=IM-2 
999 IF(I.gt.Ibrk) THEN 
I=I-1 
ZX=(Zb(I+1)-Zb(I-1))/(2.0*DX) 
Zxbr=-ctb(I) 
IF(ZX.lt.Zxbr) THEN 
ISR=I 
I=I-1 
998 IF(I.le.Ibrk) GOTO 997 
HLC=Zb(I)+d(I) 
Hdr=d(ISR)+Zb(ISR)-Zxbr*(ISR-I)*DX 
delt(I)=HLC-Hdr 
IF(delt(I).lt.0.0) THEN 
delt(I)=0.0 
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lr(I)=(ISR-I)*DX 
DO 996 J=I+1,ISR 
Khu(J)=2*C(J)*d(J) 
Kh(J)=0.2*C(J)*d(J) 
XX(J)=(J-1)*DX-(I-1)*DX 
XL(J)=XX(J)/lr(I)-1 
vh(J)=-Kh(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
vhu(J)=-Khu(J)*EXP(XL(J))*(XL(J)+XL(J)**2) 
996 CONTINUE 
delt(ISR)=0.001 
GOTO 999 
ELSE 
I=I-1 
GOTO 998 
ENDIF 
ELSE 
GOTO 999 
ENDIF 
ELSE 
ENDIF 
997 CONTINUE 
DO I=Ibrk,IM-1 
IF(delt(I).ne.0.0) THEN 
ist(I)=1.0 
IF(tbrk(I).eq.0.0) THEN 
tbrk(I)=t 
ELSE 
ENDIF 
ELSE 
ist(I)=0.0 
tbrk(I)=0.0 
ENDIF 
ENDDO 
!UPDATE CTB 
DO I=Ibrk,IM 
IF(ist(I).eq.1.0) THEN 
DO II=I+1,IM 
ctb(II)=TAND(ff)+(TAND(fb)-TAND(ff))*EXP(-LOG(2.0)*(t-tbrk(II))/T12) 
tbrk(II)=tbrk(II) 
ENDDO 
ELSE 
IF(ist(I).eq.0.0) THEN 
ctb(I)=tand(fb) 
tbrk(I)=0.0 
ELSE 
ENDIF 
ENDIF 
ENDDO 
DO II=1,2 
DO I=2,IM-1 
vh(I)=0.8*vh(I)+0.1*vh(I+1)+0.1*vh(I-1) 
vhu(I)=0.8*vhu(I)+0.1*vhu(I+1)+0.1*vhu(I-1) 
ENDDO 
ENDDO 
!CORRECTOR CONTINUITY 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
101 DO I=3,IM-2 
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IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
Dh(I)=vh(I)*((hhz(I+1)-2*hhz(I)+hhz(I-1))/DX**2)+((vh(I+1)-vh(I-1))/(2.0*DX))*hhzx 
UNX(I)=h(I)*(UN(I+1)-UN(I))/DX 
hnx=(h(I+1)-h(I-1))/(2.0*DX) 
ddx=hnx*0.5*(UN(I+1)+UN(I)) 
IF(Dh(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dh(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dh(I)=0.0  
EN(I)=-UNX(I)-ddx+Dh(I) 
ZNIT(I)=Z(I)-delt(I)+(DT/24)*(9*EN(I)+19*E(I)-5*EO(I)+EOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(ZN(I)-ZNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(ZNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 101 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
ZN(I)=ZNIT(I)     
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
IF(n.le.nbg) THEN 
ELSE 
!NEOI OROI BOUSSINESQ 
DO III=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
DO I=III-iksi,III+iksi 
ZX=(ZN(I)-ZN(III)-ZN(I-1)+ZN(III-1))/DX 
ZXK(I)=ZX*pxdd(III,I) 
ENDDO 
sumx(III)=ZXK(III-iksi)+ZXK(III+iksi)+4.0*ZXK(III-iksi+1) 
DO I=III-iksi+1,III+iksi-1,2 
sumx(III)=sumx(III)+2.0*ZXK(I)+4.0*ZXK(I+1) 
ENDDO 
sumx(III)=sumx(III)*DX/3 
ENDDO 
DO I=jv2+IIS+1,IM-IIS-1 
ZX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
zxfn(I)=sumx(I) 
ENDDO 
!CORRECTOR MOMENTUM 
102 DO I=3,IM-2 
IF(ZN(I).le.0.0) THEN 
h(I)=d(I)+ZN(I) 
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IF(h(I).le.0.0) h(I)=d(I) 
ELSE 
h(I)=d(I)+ZN(I)-delt(I) 
ENDIF 
hhz(I)=ZN(I)+d(I) 
IF(hhz(I).lt.0.0) hhz(I)=d(I) 
hhzx=(hhz(I+1)-hhz(I-1))/(2.0*DX) 
UU=0.5*(UN(I+1)+UN(I-1)) 
UX=(UN(I+1)-UN(I-1))/(2.0*DX) 
UUX=UU*UX*DT 
ZNX=(ZN(I)-ZN(I-1))/DX 
dvhu(I)=(vhu(I+1)-vhu(I-1))/(2.0*DX) 
IF(hhz(I).gt.DEN) THEN 
Dhu1(I)=dvhu(I)*hhzx*UN(I)/hhz(I)+dvhu(I)*UX+2*vhu(I)*hhzx*UX/hhz(I) 
ELSE 
Dhu1(I)=dvhu(I) 
ENDIF 
Dhu2(I)=vhu(I)*(UN(I+1)-2*UN(I)+UN(I-1))/(DX**2) 
Dhu(I)=Dhu1(I)+Dhu2(I) 
IF(Dhu(I).ne.0.0.and.ZN(I).le.0.0) Dhu(I)=0.0 
IF(ist(I).ne.1.0) Dhu(I)=0.0  
IF(I.lt.jv2+IIS+1.or.I.gt.IM-IIS-1) THEN 
FN(I)=-(C(I)**2)*ZNX/d(I)-UUX/DT+Dhu(I) 
ELSE 
FN(I)=-g*ZNX-UUX/DT+zxfn(I)+Dhu(I) 
ENDIF 
UNIT(I)=U(I)+(DT/24)*(9*FN(I)+19*F(I)-5*FO(I)+FOO(I)) 
ENDDO 
SUM1=0.0 
SUM2=0.0 
DO I=3,IM-2 
SUM1=SUM1+ABS(UN(I)-UNIT(I)) 
SUM2=SUM2+ABS(UNIT(I)) 
ENDDO 
diff=SUM1/SUM2 
IF(diff.ge.0.001) THEN 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
GOTO 102 
ELSE 
DO I=3,IM-2 
UN(I)=UNIT(I) 
ENDDO 
ENDIF 
ENDIF 
DO I=1,IM 
IF(Dh(I).lt.max1) max1=Dh(I) 
IF(Dhu(I).lt.max2) max2=Dhu(I) 
ENDDO 
WRITE(900,*) t,max1,max2 
jva=jv1+IIS+iad 
jvb=jv2+IIS+iad 
!PHGH KYMATISMWN 
ZN(jvb)=si(nt+1) 
UN(jvb)=C(jvb)*si(nt+1)/(d(jvb)+si(nt+1)) 
!ORIAKES SYNTHIKES-APORROFHTIKA ORIA 
DO 665 I=1,10 
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ml1=I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
665 CONTINUE 
DO 675 I=20,10,-1 
ml1=10-I 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
675 CONTINUE 
ims=IM-20 
DO 667 I=ims,IM-10 
ml1=I-IM+10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
667 CONTINUE 
ims1=IM-10 
DO 677 I=IM,ims1,-1 
ml1=IM-I-10 
ml2=-10.0 
rm=EXP((1.8**(ml1)-1.8**(ml2))*1.6) 
ZN(I)=ZN(I)/rm 
UN(I)=UN(I)/rm 
677 CONTINUE 
q1=U(IM) 
q2=U(IM-1) 
ux=(q1-q2)/DX 
UN(1)=UN(2) 
UN(IM)=U(IM)-DT*C(IM)*ux 
!FILTRARISMA 
DO I=jv2+IIS-2,IM-IIS-1 
ZN(I)=0.99*ZN(I)+0.005*ZN(I-1)+0.005*ZN(I+1) 
UN(I)=0.99*UN(I)+0.005*UN(I-1)+0.005*UN(I+1) 
ENDDO 
OPEN(12345,file='TH.txt') 
DO I=1,IM 
WRITE(12345,*) I,Dhu(I) 
ENDDO 
CLOSE(12345) 
!UPDATE TIMWN 
DO I=1,IM 
Z(I)=ZN(I) 
U(I)=UN(I) 
EOO(I)=EO(I) 
EO(I)=E(I) 
E(I)=EN(I) 
FOO(I)=FO(I) 
FO(I)=F(I) 
F(I)=FN(I) 
vh(I)=0.0 
vhu(I)=0.0 
Kh(I)=0.0 
Khu(I)=0.0 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α        ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ ΠΕΙΡΑΜΑΤΩΝ ΣΕ FORTRAN 90 

 

337 
 

Dh(I)=0.0 
Dhu(I)=0.0 
delt(I)=0.0 
ist(I)=0.0 
lr(I)=0.0 
ENDDO 
max1=0.0 
max2=0.0 
WRITE(*,*) t 
OPEN(1,file='STATION 1.txt') 
OPEN(2,file='STATION 2.txt') 
OPEN(3,file='STATION 3.txt') 
OPEN(4,file='STATION 4.txt') 
OPEN(5,file='STATION 5.txt') 
OPEN(6,file='STATION 6.txt') 
OPEN(7,file='STATION 7.txt') 
OPEN(8,file='STATION 8.txt') 
WRITE(1,*) t,ZN(640),UN(640) 
WRITE(2,*) t,100*ZN(840) 
WRITE(3,*) t,ZN(880),UN(880) 
WRITE(4,*) t,100*ZN(920) 
WRITE(5,*) t,ZN(960),UN(960) 
WRITE(6,*) t,100*ZN(1000) 
WRITE(7,*) t,ZN(1040),UN(1040) 
WRITE(8,*) t,100*ZN(1080) 
IF(nt.lt.ntend) THEN 
GOTO 20 
ELSE 
STOP 
ENDIF 
CLOSE(1) 
CLOSE(2) 
CLOSE(3) 
CLOSE(4) 
CLOSE(5) 
CLOSE(6) 
CLOSE(7) 
CLOSE(8) 
CLOSE(900) 
END
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Β1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 
 
PROGRAM PAREMVOLI 
IMPLICIT NONE 
REAL t(100000),Z(100000),U(100000),x(100000) 
REAL DT 
INTEGER n,I,J 
DT=0.004 
OPEN(1,file='series.txt') 
DO I=1,15000 
READ(1,*) t(I),Z(I) 
ENDDO 
CLOSE(1) 
U(1)=Z(1) 
x(1)=t(1) 
n=INT(t(15000)/DT) 
DO I=2,n+1 
x(I)=x(I-1)+DT 
ENDDO 
DO I=1,n+1 
DO J=1,14999 
IF(t(J).lt.x(I).and.t(J+1).ge.x(I)) THEN 
U(I)=((Z(J+1)-Z(J))/(t(J+1)-t(J)))*(x(I)-t(J))+Z(J) 
ELSE 
ENDIF 
ENDDO 
ENDDO 
OPEN(2,file='PHGH.txt') 
DO I=1,n+1 
WRITE(2,*) x(I),U(I) 
ENDDO 
CLOSE(2) 
STOP 
END 
 
 
 

Β2. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΑΣ ΤΥΧΑΙΩΝ 
ΚΥΜΑΤΙΣΜΩΝ ΑΠΟ ΦΑΣΜΑ JONSWAP 

 
PROGRAM XRONOSEIRAJONSWAP 
IMPLICIT NONE 
REAL f(100000),Spec(100000),H(100000),RND(100000),phi(100000) 
REAL df,PI,dt,t,Z,tend 
INTEGER M,I,IS 
PI=3.14159265 
IS=531 
M=251 
df=0.01 
dt=0.004 
tend=100.0 
OPEN(1,file='PHGH.txt') 
DO I=1,M 
READ(1,*) f(I),Spec(I) 
ENDDO 
CLOSE(1) 
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DO I=1,M 
H(I)=2.0*(2.0*Spec(I)*df)**0.5 
ENDDO 
DO I=1,M 
IS=MOD(193*IS,37447) 
RND(I)=FLOAT(IS)/37447.0 
phi(I)=2*PI*RND(I) 
ENDDO 
t=-dt 
100 t=t+dt 
Z=0.0 
DO I=1,M 
Z=Z+0.5*H(I)*Cos(2*PI*f(I)*t+phi(I)) 
ENDDO 
OPEN(2,file='SERIES.txt') 
IF(t.lt.tend) THEN 
WRITE(*,*) t 
WRITE(2,*) t,0.01*Z 
GOTO 100 
ELSE 
ENDIF 
STOP 
END 

 
 
 

Β3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟΣ ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ FAST FOURIER (FFT) 
 

 Ο παρακάτω υπολογιστικός κώδικας υπολογίζει κανονικοποιηµένα φάσµατα. Αρχικά 
εφαρµόζεται ο µετασχηµατισµός Fast Fourier (FFT) ώστε να παραχθεί το ενεργειακό φάσµα. 
Στη συνέχεια το φάσµα διαιρείται µε τη µηδενική ροπή m0 που υπολογίζεται από το σύνθετο 
τύπο αριθµητικής ολοκλήρωσης του Simpson που δίνεται από τη σχέση (7.11). 
 
PROGRAM FOURIER 
REAL tt 
PARAMETER (JJM=40000) 
!   FINITE FOURIER SERIES ANALYSIS 
DIMENSION F(JJM),A(JJM),B(JJM),AMPL(JJM),PHI(JJM),RND(JJM),ff(JJM),SS(JJM) 
open (3,file='series.txt') 
open (11,file='spectf1.dat') 
NN=25000 
DT=0.004 
tt=0.0 
do 87 i=1,NN 
87      READ (3,*) abcd,F(I) 
CLOSE(3) 
NNN=NN-1 
 N=NN/2 
IS=531 
DO I=1,N 
IS=MOD(193*IS,37447) 
 RND(I)=FLOAT(IS)/37447.0 
phi(I)=0.0 
ENDDO 
DO 5 I=1,N 
write (*,*) i 
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A(I)=0 
DO 10 K=1,NN 
10   A(I)=A(I)+F(K)*SIN(6.2832*I*(K-1)/NNN) 
5    A(I)=2*A(I)/NN 
DO 15 I=1,N 
write (*,*) i 
B(I)=0 
DO 20 K=1,NNN 
20     B(I)=B(I)+F(K)*COS(6.2832*I*(K-1)/NNN) 
15     B(I)=2*B(I)/NN 
AMAX=0 
DO 30 I=1,N 
write (*,*) i 
AMPL(I)=(A(I)**2+B(I)**2) 
30 continue 
do i=2,n-1 
ampl(i)=(.5*ampl(i)+.25*ampl(i-1)+.25*ampl(i+1)) 
end do 
do i=2,n-1 
ampl(i)=(.5*ampl(i)+.25*ampl(i-1)+.25*ampl(i+1)) 
end do 
do i=2,n-1 
ampl(i)=(.5*ampl(i)+.25*ampl(i-1)+.25*ampl(i+1)) 
end do 
DO  K=1,N 
 ff(K)=K/(NN*DT) 
SS(K)=0.5*AMPL(K)*NN*DT 
ENDDO 
tt=17*SS(1)+59*SS(2)+43*SS(3)+49*SS(4)+49*SS(N-3)+43*SS(N-2)+59*SS(N-1)+17*SS(N) 
DO I=5,N-4 
tt=tt+48*SS(I) 
ENDDO 
tt=(tt/48)*(ff(N)-ff(1))/(N-1)+0.5*SS(1)*ff(1) 
WRITE(*,*) "tt=",tt 
WRITE(11,50) 0.0,0.0 
50      FORMAT(2F12.6) 
do 871 k=1,N     
871      WRITE(11,40) K/(NN*DT),SS(K)/tt 
40      FORMAT(2F12.6) 
STOP 
END
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ΟΡΙΣΜΟΙ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 
 
Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται ο κατάλογος όλων των χρησιµοποιούµενων συµβόλων στην 

παρούσα µεταπτυχιακή εργασία. Κάθε σύµβολο συνοδεύεται από τον ορισµό του και τη σελίδα 
στην οποία εµφανίζεται για πρώτη φορά. Η ταξινόµηση γίνεται βάσει της σειράς εµφάνισης των 
συµβόλων. Σε περίπτωση που κάποιο σύµβολο έχει διαφορετικές ερµηνείες αναφέρονται όλες 
ακολουθώντας πάντα τη σειρά εµφάνισής τους. 
 
 
T Περίοδος κυµατισµών σελ. 4 
n__̀  Μοναδιαίο κάθετο διάνυσµα σε επιφάνεια σελ. 6 
v_̀  Ταχύτητα τυχαίου όγκου ρευστού  σελ. 6 ∆ Τελεστής Laplace σελ. 6 
grad Τελεστής βαθµίδας σελ. 6  
M Τυχαία µάζα ρευστού σελ. 6 
p Πίεση σελ. 6 
S Εµβαδό περιβάλλουσας επιφάνειας ρευστού τυχαίου όγκου και µάζας σελ. 6 
t Χρόνος σελ. 6 
u Συνιστώσα της ταχύτητας κατά τον άξονα x σελ. 6 
V Τυχαίος όγκος ρευστού σελ. 6 
v Συνιστώσα της ταχύτητας κατά τον άξονα y σελ. 6 
w Συνιστώσα της ταχύτητας κατά τον άξονα z σελ. 6 
x Τετµηµένη σηµείου  σελ. 6 
y Τεταγµένη σηµείου σελ. 6 
z Κατηγµένη σηµείου  σελ. 6 
ρ Πυκνότητα ρευστού σελ. 6 
Φ Συνάρτηση βαθµωτού δυναµικού σελ. 6 Æ Τελεστής βαθµίδας σελ. 6 
C(t) Σταθερά χωρικής ολοκλήρωσης (συνάρτηση του χρόνου) σελ. 7 
g Επιτάχυνση της βαρύτητας  σελ. 7 
h Βάθος ηρεµίας νερού  σελ. 7 
L Μήκος κύµατος σελ. 7 
n(x,t) Συνάρτηση ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας σελ. 7 
d Βάθος ηρεµίας νερού  σελ. 8 
H Ύψος κύµατος  σελ. 8 
ε Παράµετρος µη-γραµµικότητας ίση µε H/d σελ. 8 
c Ταχύτητα φάσης κυµατισµών σελ. 9 
k Κυµαταριθµός. Στη µονοδιάστατη περίπτωση ίσος µε 2π/L σελ. 9 
ζ Συνάρτηση ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας σελ. 9 
ξ Συνάρτηση µετατόπισης της ελεύθερης επιφάνειας κατά τον άξονα x σελ. 9 
ω Γωνιακή συχνότητα σελ. 9 Çº Πυκνότητα ενέργειας  σελ. 10 
c0 Ταχύτητα φάσης στα βαθιά σελ. 11 
cg Ταχύτητα οµάδας κυµατισµών σελ. 11 
L0 Μήκος κύµατος στα βαθιά σελ. 11 
n Παράµετρος ρήχωσης σελ. 11 
α Πλάτος κύµατος ίσο µε το µισό του ύψους σελ. 12 
ε Παράµετρος ανάπτυξης δυναµοσειράς  σελ. 12 
Π Αδιάστατη ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας σελ. 12 
φ Αδιάστατο δυναµικό  σελ. 12 Èº(É) Μέση ως προς το χρόνο ταχύτητα µετατόπισης µορίων νερού κατά τη 

διεύθυνση του κύµατος στη θεωρία Stokes 2ης τάξης (Stokes drift)  
σελ. 14 

F1,F2,F3 Παράµετροι στη θεωρία Stokes 3ης τάξης σελ. 14 Êº Μέση ως προς το χρόνο οριζόντια ταχύτητα σωµατιδίων ρευστού κατά τη 
διεύθυνση x στη θεωρία Stokes 5ης τάξης  

σελ. 15 

Aij,Bij,Ci,Di Αδιάστατες συναρτήσεις στη θεωρία Stokes 5ης τάξης κατά Fenton (1985) σελ. 15 



 

344 
 

cE Μέση ως προς το χρόνο οριζόντια ταχύτητα σωµατιδίων ρευστού κατά τη 
διεύθυνση x σε συντεταγµένες Euler  

σελ. 15 

cs 
Μέση κατά το βάθος ταχύτητα µεταφοράς µάζας κατά τη διεύθυνση x στη 
θεωρία Stokes 5ης τάξης σελ. 15 

Q Ειδική παροχή όγκου κάτω από τον κυµατισµό στη θεωρία Stokes 5ης τάξης  σελ. 15 
U, Ur Αδιάστατη παράµετρος Ursell  σελ. 16, 210 
a Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 
F Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 
k Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 
k Το όρισµα του ελλειπτικού ολοκληρώµατος  σελ. 17 
K(k) Το πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωµα πρώτου είδους σελ. 17 
S Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 
X Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 
β Αδιάστατη παράµετρος στη θεωρία των cnoidal κυµατισµών  σελ. 17 

ζmin 
Η µέγιστη αρνητική µετατόπιση της ελεύθερης επιφάνειας κάτω από τη µέση 
στάθµη 

σελ. 17 

E(k) Το πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωµα δεύτερου είδους σελ. 18 
E Ενέργεια στο µέτρο πλάτους στο σύνολο του µήκους κύµατος σελ. 21 
M Συνάρτηση του λόγου H/d στη θεωρία µοναχικού κύµατος  σελ. 21 
N Συνάρτηση του λόγου H/d στη θεωρία µοναχικού κύµατος  σελ. 21 
V Όγκος νερού πάνω από τη στάθµη ηρεµίας στη θεωρία µοναχικού κύµατος σελ. 21 
Ψ Ροϊκή συνάρτηση σελ. 23 
Q Σταθερά στη θεωρία ροϊκής συνάρτησης σελ. 24 
QB Σταθερά στη θεωρία ροϊκής συνάρτησης σελ. 24 
X(n) Συντελεστές κατά την ανάπτυξη της ροϊκής συνάρτησης σε σειρά  σελ. 24 
d Παράµετρος στη θεωρία ροϊκής συνάρτησης σελ. 25 
δ Παράµετρος µη-γραµµικότητας ίση µε H/d σελ. 26 
ε Παράµετρος διασποράς ίση µε d/L σελ. 26 
Hm0

 Σηµαντικό ύψος κύµατος υπολογισµένο από το ενεργειακό φάσµα σελ. 30 
Hº, Hm, Hav Μέσο ύψος κύµατος σε µια καταγραφή κυµατισµών  σελ. 30 
H1/n Μέσο ύψος του υψηλότερου 100/n % των υψών κύµατος σε µια καταγραφή σελ. 30 
Hmax Μέγιστο ύψος κύµατος σε µια καταγραφή κυµατισµών  σελ. 30 
Hmin Ελάχιστο ύψος κύµατος σε µια καταγραφή κυµατισµών  σελ. 30 
Hrms Μέσο τετραγωνικό ύψος κύµατος σε µια καταγραφή σελ. 30 
Hs Σηµαντικό ύψος κύµατος υπολογισµένο από τη χρονοσειρά σελ. 30 
m0 Ροπή µηδενικής τάξης φάσµατος σελ. 30 
σ Τυπική απόκλιση της καταγραφής της ελεύθερης επιφάνειας σελ. 30 
Tº, Tm, Tav Μέση περίοδος κύµατος σε µια καταγραφή κυµατισµών  σελ. 31 
fp Συχνότητα αιχµής φάσµατος σελ. 31 
p Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ύψους κύµατος σελ. 31 
Tp Περίοδος αιχµής φάσµατος σελ. 31 
Ts Χαρακτηριστική περίοδος σε µια καταγραφή κυµατισµών σελ. 31 
P Πιθανότητα υπέρβασης µιας τιµής του ύψους κύµατος σελ. 32 
ΤL Χρονική διάρκεια µιας καταγραφής κυµατισµών σελ. 32 
Φ(x) Συνάρτηση σφάλµατος  σελ. 32 Ë__̀  ∆ιάνυσµα αριθµού κύµατος σελ. 33 Ì__̀  ∆ιάνυσµα θέσης (x,y) στο επίπεδο  σελ. 33 
f Συχνότητα κυµατισµού σελ. 33 
fi Συχνότητα i-συνιστώσας σε µια σειρά ηµιτονοειδών κυµατισµών σελ. 33 
G(f,θ) Συνάρτηση κατευθυντικότητας  σελ. 33 
mn Ροπή n τάξης φάσµατος σελ. 33 
S(f)df Ανηγµένη συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας φάσµατος σελ. 33 
S(f,θ)dfdθ Ανηγµένη συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας σε κατευθυντικό φάσµα σελ. 33 
εi Γωνία διαφοράς φάσης i-συνιστώσας σε µια σειρά ηµιτονοειδών κυµατισµών σελ. 33 
θ Γωνία διάδοσης κυµατισµού σελ. 33 
F Ανάπτυγµα πελάγους (fetch) σελ. 34 
U10 Ταχύτητα ανέµου 10 m πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας σελ. 34 
U19.5 Ταχύτητα ανέµου 19.5 m πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας σελ. 34 
α Παράµετρος φάσµατος Pierson-Moskowitz ίση µε 0.0081 σελ. 34 
α Συντελεστής Phillips στο φάσµα Jonswap σελ. 34 
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γ Παράγων εξέλιξης κορυφής στα φάσµα Jonswap σελ. 34 
σ Παράµετρος φάσµατος Jonswap σελ. 34 
LP Μήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη συχνότητα αιχµής φάσµατος σελ. 36 
Θ(ω,d) Συνάρτηση µετατροπής φάσµατος TMA σελ. 36 
ωh Αδιάστατη γωνιακή συχνότητα στο φάσµα TMA σελ. 36 
Q Ολοκληρωµένη κατά το βάθος συνάρτηση της ταχύτητας των µορίων νερού σελ. 38 
Fr Αδιάστατος αριθµός Froude σελ. 39 
Re Αδιάστατος αριθµός Reynolds  σελ. 39 Í Κινηµατικό ιξώδες σελ. 39 
λD Στρεβλή κλίµακα βάθους σε φυσικό µοντέλο σελ. 39 
λL Λόγος γεωµετρική οµοιότητας φυσικού µοντέλου και πρωτότυπου σελ. 39 
λV Λόγος κινηµατικής οµοιότητας φυσικού µοντέλου και πρωτότυπου  σελ. 39 
λv Λόγος κινηµατικού ιξώδους φυσικού µοντέλου και πρωτότυπου σελ. 39 
λΤ Κλίµακα χρόνου σε φυσικό µοντέλο σελ. 39 Ê__̀  ∆ιάνυσµα της οριζόντιας ταχύτητας των µορίων του νερού σελ. 42 
σ Παράµετρος διασποράς  σελ. 42 È__̀  

∆ιάνυσµα της µέσης κατά το βάθος οριζόντιας ταχύτητας των µορίων του 
νερού 

σελ. 43 

U Συνιστώσα κατά τον άξονα x της µέσης κατά το βάθος οριζόντιας ταχύτητας σελ. 43 
V Συνιστώσα κατά τον άξονα y της µέσης κατά το βάθος οριζόντιας ταχύτητας σελ. 43 Èº  Μέση κατά το βάθος ταχύτητα στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 45 
B Παράµετρος στη σχέση διασποράς στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 45 
Ub Ταχύτητα πυθµένα στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 45 
US Ταχύτητα στην ελεύθερη επιφάνεια στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 45 

P,Q Ολοκληρωµένες ως προς το βάθος οριζόντιες συνιστώσες της ταχύτητας 
κατά x και y αντίτοιχα 

σελ. 47 

S Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 47 
ε1,ε2 Παράµετροι στην εργασία των Madsen et al. (1991) σελ. 48 Ê__̀ Î Οριζόντια ταχύτητα στη στάθµη z=zα στην εργασία του Nwogu (1993) σελ. 49 

uα,vα 
Συνιστώσες της οριζόντιας ταχύτητας κατά x και y αντίστοιχα στη στάθµη z=zα 
στην εργασία του Nwogu (1993)  

σελ. 49 

zα Στάθµη αναφοράς στην εργασία του Nwogu (1993) σελ. 49 
α Παράµετρος στην εργασία του Nwogu (1993) σελ. 50 
uS Ταχύτητα στην ελεύθερη επιφάνεια στην εργασία του Karambas (1999) σελ. 52 
A, Ai, B Συντελεστές στην εργασία του Karambas (1999) σελ. 52, 53 ®__̀ ,Ï__̀ ,Ð___̀  Βοηθητικές µεταβλητές στην εργασία του Zou (1999) σελ. 54, 55 
Β1,B2 Παράµετροι στην εργασία του Zou (1999) σελ. 55 
p0 Πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια σελ. 57 Ñ___̀ ,Ò__̀ Ó,Ò__̀ Ô Βοηθητικές µεταβλητές στην εργασία των Wei et al. (1995) σελ. 58 Õg  Αδιάστατο δυναµικό στην εργασία των Gobbi et al. (2000) σελ. 59 
H Συνολικό αδιάστατο βάθος στην εργασία των Gobbi et al. (2000) σελ. 59 
β, B, D Παράµετροι στην εργασία των Gobbi et al. (2000) σελ. 59 

Φα, φb Αδιάστατο δυναµικό στις στάθµες z=zα και z=zb στην εργασία των Gobbi et al. 
(2000) 

σελ. 59 

É̀, Éj Χαρακτηριστικές τιµές της συντεταγµένης z στην εργασία των Madsen et al. 
(2003) 

σελ. 62 

F1, F2, F3, 
ch, sh Συναρτήσεις στην εργασία των Madsen et al. (2003) σελ. 62, 63, 66 

Ai, ω13 Παράµετροι στην εργασία των Madsen et al. (2003) σελ. 63 
Gn Συνάρτηση µεταφοράς ενέργειας στην εργασία των Madsen et al. (2003) σελ. 64 
Ω Αδιάστατη γωνιακή συχνότητα στην εργασία των Madsen et al. (2003) σελ. 64 
J1, J2 Τελεστές στην εργασία των Madsen et al. (2006) σελ. 66 
FFFF Ο συνήθης µετασχηµατισµός Fourier σελ. 68 
FFFF----1111

 
Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier σελ. 68 

HHHH Ο µετασχηµατισµός Hilbert  σελ. 68 
Fi Βοηθητικές µεταβλητές στην εργασία του Li (2008) σελ. 70 
up Συνιστώσα της οριζόντιας ταχύτητας κατά x λόγω της αστρόβιλης ροής σελ. 72 
ur Συνιστώσα της οριζόντιας ταχύτητας κατά x λόγω της στροβιλής ροής σελ. 72 
τxz Στιγµιαία διατµητική τάση στον πυθµένα κατά τον άξονα x σελ. 72 
(ub)max Μέγιστη ταχύτητα στον πυθµένα σελ. 73 
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d90 ∆ιάµετρος κόκκου άµµου από τον οποίο το 90% των κόκκων είναι λεπτότερο σελ. 73 
f Συντελεστής τριβής πυθµένα σελ. 73 
ke Ισοδύναµο µέγεθος κόκκου άµµου σελ. 73 
Rb Αριθµός Reynolds στον πυθµένα σελ. 73 
ub Ταχύτητα στον πυθµένα σελ. 73 
ζb Μέγιστη οριζόντια µετακίνηση υγρών µορίων στον πυθµένα λόγω κύµατος σελ. 73 
εD Μέση απόσβεση ενέργειας λόγω τριβής στην περίοδο κύµατος σελ. 74 
α(x) Συντελεστής µείωσης ύψους κύµατος συναρτήσει της απόστασης σελ. 75 Íª Συντελεστής ιξώδους στη ζώνη διαβροχής σελ. 76 Ö Χαρακτηριστικό µήκος για το συντελεστή ιξώδους στη ζώνη διαβροχής σελ. 77 ×∗ Προστιθέµενη ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας κατά τη µέθοδο γένεσης 

κυµατισµών των Larsen και Dancy (1983) 
σελ. 78 

Cr Aριθµός Courant σελ. 78 

∆s Απόσταση δύο διαδοχικών σηµείων επί της γραµµής  γένεσης κυµατισµών 
στη µέθοδο των Larsen και Dancy (1983)  

σελ. 78 

∆t Βήµα χρονικής διακριτοποίησης σελ. 78 
∆x, ∆y Βήµατα χωρικής διακριτοποίησης κατά x και y αντίστοιχα σελ. 78 

ζ
I Επιθυµητή ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας στη µέθοδο γένεσης 

κυµατισµών των Larsen και Dancy (1983) 
σελ. 78 Øª(Ì, Ù) Συνάρτηση πηγής των Gobbi και Kirby (1999) και Wei et al. (1999) σελ. 79 

xs Το κέντρο της συνάρτησης πηγής σελ. 79 
βs Παράµετρος της συνάρτησης πηγής σελ. 79 
Ds Το µέτρο της συνάρτησης πηγής σελ. 79, 80 
I1, AG, C3, 
C4 

Παράµετροι της συνάρτησης πηγής των Gobbi και Kirby (1999) σελ. 80 

Ws Πλάτος περιοχής γένεσης κυµατισµών  σελ. 80 
δ Παράµετρος της συνάρτησης πηγής σελ. 80 
ζ0 Το πλάτος κύµατος ίσο µε το µισό του ύψους κύµατος σελ. 80 

Ce 
Ταχύτητα µεταφοράς ενέργειας στη µέθοδο γένεσης κυµατισµών των Lee και 
Suh (1998) 

σελ. 81 

f(x) Συνάρτηση απορρόφησης στην εργασία των Wei και Kirby (1995) σελ. 83 
F,G,F1,G1 Όροι της εξίσωσης ορµής στην εργασία των Wei και Kirby (1995) σελ. 83 
w1(x), w2(x) Συντελεστές απόσβεσης στην εργασία των Wei και Kirby (1995)  σελ. 83 

α, xs 
Παράµετροι των απορροφητικών στοιβάδων στην εργασία των Larsen και 
Dancy (1983) 

σελ. 83 

α1, α2 Παράµετροι στην εργασία των Wei και Kirby (1995) σελ. 83 
µ(x) Συνάρτηση απορρόφησης στην εργασία των Larsen και Dancy (1983) σελ. 83 Í(Ì) Συνάρτηση απορρόφησης στην εργασία των Yoon και Choi (2001) σελ. 84 
b, Λ, rs, ts, 
xs 

Παράµετροι των απορροφητικών στοιβάδων στην εργασία των Yoon και Choi 
(2001)  

σελ. 84, 85 

ÊºÓ∗ ,ÊºÔ∗  Μέσες κατά το βάθος συνιστώσες της οριζόντιας ταχύτητας κατά x και y 
αντίστοιχα στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) 

σελ. 88 

ÚÛ∗ ,Ü∗,ËÛ∗ ,Ë∗ Ταχύτητα φάσης, γωνιακή συχνότητα, κυµαταριθµός αναφοράς και 
κυµαταριθµός στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) 

σελ. 88 Ý∗ Βάθος ηρεµίας στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 ÝÛ∗  Βάθος ηρεµίας αναφοράς στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 Ù∗ Χρόνος στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 ÊÓ∗ ,ÊÔ	∗ ,Þ∗ Συνιστώσες της ταχύτητας κατά x,y και z αντίστοιχα στην εργασία των Tsutsui 
et al. (1998) 

σελ. 88 ÌÓ∗ ,ÌÔ∗  Οριζόντιες συντεταγµένες στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 É∗ Κατηγµένη στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 ÎÛ∗  Ύψος κύµατος αναφοράς στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 
p* Η πίεση στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 
T* 

Περίοδος κύµατος στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 
ζ

* 
Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 88 

φ
* 

Συνάρτηση δυναµικού στην εργασία των Tsutsui et al. (1998) σελ. 90 

Φ
* Εικόνα της συνάρτησης δυναµικού µέσω του µετασχηµατισµού Fourier στην 

εργασία των Tsutsui et al. (1998) 
σελ. 90 

K(xi) Πυρήνας (kernel) µετασχηµατισµού Fourier σελ. 91, 92 
r, θ Πολικές συντεταγµένες σελ. 92, 99 
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d΄ Βάθος ηρεµίας στην εργασία των Karambas και Memos (2009) σελ. 93 

F΄ Συνάρτηση δυναµικού της ταχύτητας στην εργασία των Karambas και Memos 
(2009) 

σελ. 93 

L΄, d0΄, H΄ Μήκος κύµατος αναφοράς, βάθος αναφοράς και ύψος κύµατος αναφοράς 
στην εργασία των Karambas και Memos (2009) 

σελ. 93 

p΄ Πίεση στην εργασία των Karambas και Memos (2009) σελ. 93 

u΄,w΄ Ταχύτητα των µορίων του νερού κατά τους άξονες x και z αντίστοιχα στην 
εργασία των Karambas και Memos (2009)  

σελ. 93 

x΄, z΄, t΄ Ανεξάρτητες µεταβλητές στην εργασία των Karambas και Memos (2009) σελ. 93 

ζ΄ Ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας στην εργασία των Karambas και Memos 
(2009) 

σελ. 93 

J0 Ολοκλήρωµα Bessel µηδενικής τάξης σελ. 99 
kx, ky Συνιστώσες κυµαταριθµού κατά x και y αντίστοιχα σελ. 99 

α1, α2 
Ύψος πρώτης και δεύτερης αρµονικής στην εργασία των Karambas και 
Memos (2009) 

σελ. 101 

Ii, Ij 
Όροι συνελικτικών ολοκληρωµάτων κατά x και y αντίστοιχα στην εργασία των 
Karambas και Memos (2009) 

σελ. 104 

ξrms 
Μέσο τετραγωνικό σφάλµα ανύψωσης ελεύθερης επιφάνειας ως προς το 
χρόνο 

σελ. 108 

Lx Τελεστής παραγώγισης  σελ. 111 
G Παράγοντας ενίσχυσης σφάλµατος (amplification factor) σελ. 112 
CE Υπολογιστική απόδοση µοντέλου σελ. 116 
CPU Υπολογιστικός χρόνος µοντέλου σελ. 116 
Ei, Fi Όροι του σχήµατος πρόβλεψης-διόρθωσης σελ. 118 Ê__̀ ß Οριζόντια ταχύτητα µορίων νερού κοντά στον πυθµένα σελ. 137 Êºß, Íºß Συνιστώσες κατά x και y αντίστοιχα της ταχύτητας πυθµένα του µέσου στο 

χρόνο πεδίου ρευµάτων 
σελ. 137 Ê__̀ ßÚ Οριζόντια ταχύτητα µορίων νερού κοντά στον πυθµένα λόγω ρεύµατος σελ. 137 Ê__̀ ßÞ Οριζόντια ταχύτητα µορίων νερού κοντά στον πυθµένα λόγω κύµατος σελ. 137 Ú_̀  Ταχύτητα µεταφοράς του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 137 Êß,Íß Συνιστώσες της οριζόντιας ταχύτητας κοντά στον πυθµένα κατά x και y 

αντίστοιχα 
σελ. 137 

ÊßÞ,ÍßÞ Συνιστώσες της οριζόντιας ταχύτητας κοντά στον πυθµένα λόγω κύµατος 
κατά x και y αντίστοιχα 

σελ. 137 

ÊßÞ�àáÌ Το πλάτος του τµήµατος της ταχύτητας κοντά στον πυθµένα που ακολουθεί 
νόµο ταλάντωσης 

σελ. 137 

fc, fw Συντελεστές τριβή πυθµένα λόγω ρεύµατος και κύµατος αντίστοιχα σελ. 137 
fcw Παράγοντας τριβής πυθµένα λόγω ρεύµατος-κύµατος  σελ. 137 
h Συνολικό βάθος ίσο µε d+ζ σελ. 137 
δ Πάχος του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 137 
τbx, τby Στιγµιαίες διατµητικές τάσεις πυθµένα κατά x και y αντίστοιχα σελ. 137 ÚÌ, Úâ Συνιστώσες της ταχύτητας µεταφοράς του επιφανειακού κυλίνδρου κατά x και 

y αντίστοιχα 
σελ. 138 

Ab Πλάτος ταλάντωσης υγρών σωµατιδίων στον πυθµένα σελ. 138 
d50 ∆ιάµετρος κόκκου άµµου από τον οποίο το 50% των κόκκων είναι λεπτότερο σελ. 138 
f2.5 Θεωρητικός συντελεστής τριβής λόγω κύµατος σελ. 138 
KN Τραχύτητα πυθµένα κατά Nikuradse σελ. 138 
θ2.5 Παράµετρος Shields σελ. 138 ×¤ Μέση ως προς το χρόνο ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας  σελ. 139 

s Παράµετρος σχετιζόµενη µε το λόγο πυκνοτήτων του υλικού πυθµένα και του 
νερού ίση µε 1.6 

σελ. 139 

ρs Πυκνότητα υλικού πυθµένα σελ. 139 
Ψ Βοηθητική µεταβλητή για τον υπολογισµό της τραχύτητας  σελ. 139 
Cc, C Συντελεστής τριβής Chezy σελ. 139, 188 
H0 Ύψος κύµατος στα βαθιά σελ. 143 
θ Κλίση πυθµένα σελ. 143 
ξ0 Αριθµός Irribaren σελ. 143 
db Βάθος ηρεµίας στη θέση έναρξης της θραύσης σελ. 146 

H0΄ 
Ύψος κύµατος ίσο µε το ύψος κύµατος στα βαθιά αφού έχει διενεργήσει σε 
αυτό θεωρητικά η διάθλαση 

σελ. 146 
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Hb Ύψος κύµατος κατά την έναρξη της θραύσης σελ. 146 
kR Συντελεστής διάθλασης σελ. 146 

γb 
Λόγος θραύσης ίσος µε το λόγο του ύψους κύµατος κατά τη θραύση προς το 
βάθος θραύσης σελ. 146 

α, b Παράµετροι θραύσης στη σχέση του Weggel (1972) σελ. 147 
β Κλίση πυθµένα σελ. 147 

Cg,s 
Ταχύτητα µετάδοσης της ενέργειας που αναφέρεται στο ύψος κύµατος κατά 
τη λήξη της θραύσης 

σελ. 150 

Hstable Ύψος κύµατος κατά τη λήξη της θραύσης σελ. 150 

δ Ρυθµός απώλειας ενέργειας ανά µονάδα επιφάνειας εντός της ζώνης 
θραύσης 

σελ. 150 

κ, Γ Εµπειρικοί συντελεστές στη µέθοδο ροής ενέργειας σελ. 150 

b Ο λόγος του µέσου τετραγωνικού ύψους κύµατος Hrms προς τη µέγιστη τιµή 
του ύψους θραύσης Hmax 

σελ. 151 

fm Μέση συχνότητα σύνθετων κυµατισµών  σελ. 151 
Hmax Η µέγιστη τιµή του ύψους κύµατος θραύσης Hb για σύνθετους κυµατισµούς  σελ. 151 
Qb Ποσοστό θραυόµενων κυµατισµών σελ. 151 

R 
Ο επιπλέον όρος ορµής στη µονοδιάστατη εξίσωση ορµής λόγω της 
παρουσίας του επιφανειακού κυλίνδρου στην εργασία των Schäffer et al. 
(1993) 

σελ. 154 

Rxx, Rxy, 
Ryy 

Οι επιπλέον όροι ορµής στις δισδιάστατες εξισώσεις ορµής λόγω της 
παρουσίας του επιφανειακού κυλίνδρου στην εργασία των Madsen et al. 
(1997a) 

σελ. 154 

φ Η γωνία κλίσης του µετώπου του κύµατος  σελ. 154 
fδ Συντελεστής σχήµατος του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 155 
tB, tb Η χρονική στιγµή έναρξης της θραύσης σελ. 155, 174 
φ0, Φt, Φf Η τελική τιµή της κρίσιµης γωνία του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 155, 174 

φΒ, Φi, Φb 
Η αρχική κρίσιµη γωνία κλίσης της ελεύθερης επιφάνειας για έναρξη της 
θραύσης 

σελ. 155, 174 

t*, t1/2, Τb, 
T12 

Χρονική κλίµακα ανάπτυξης του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 155, 174, 251 

Mu 
Όρος ορµής λόγω του επιφανειακού κυλίνδρου στην εργασία των Memos et 
al. (2005) 

σελ. 157 

Íã Συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας στις εργασίες των Karambas et al. 
(1990,1991) 

σελ. 159 ÍÎ Συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας στην εργασία του Zelt (1991) σελ. 159 
Fbreak Ο όρος ορµής λόγω τυρβώδους συνεκτικότητας στο µοντέλο του Zelt (1991) σελ. 159 
s Κλίση της ακτής σελ. 159 
α Η τετµηµένη Lagrange σελ. 159 

β Παράµετρος στο µοντέλο θραύσης τυρβώδους συνεκτικότητας των Karambas 
et al. (1990,1991) 

σελ. 159 ÊÎ∗  Οριακή ταχύτητα κατά τη θραύση µοναχικού κύµατος σελ. 160 
δ, B, p Παράµετροι στο µοντέλο θραύσης του Zelt (1991) σελ. 160 ä__̀ å 

Όρος τυρβώδους συνεκτικότητας στις δισδιάστατες εξισώσεις ορµής στην 
εργασία των Kennedy et al. (2000) 

σελ. 161 

×Ù∗ Κρίσιµη παράµετρος για την έναρξη και διακοπή της θραύσης στο µοντέλο 
των Kennedy et al. (2000) 

σελ. 161 

B Παράµετρος στο µοντέλο θραύσης των Kennedy et al. (2000) σελ. 161 

Rbx, Rby 
Οι όροι ορµής τυρβώδους συνεκτικότητας στις εξισώσεις κατά x και y 
αντίστοιχα στην εργασία των Kennedy et al. (2000) 

σελ. 161 

δb Συντελεστής µήκους µίξης στο µοντέλο των Kennedy et al. (2000) σελ. 161 Í Συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας στο µοντέλο των Kennedy et al. 
(2000) 

σελ. 161 

×Ù(æ), ×Ù(Ï) Αρχική και τελική τιµή της κρίσιµης παραµέτρου ×Ù∗ στο µοντέλο θραύσης των 
Kennedy et al. (2000) 

σελ. 162 

T* 
Μεταβατική χρονική κλίµακα στο µοντέλο θραύσης των Kennedy et al. (2000) σελ. 162 

t0 Χρονική στιγµή έναρξης της θραύσης στο µοντέλο των Kennedy et al. (2000) σελ. 162 Üo  Στροβιλισµός στο µοντέλο των Veeramony και Svendsen (2000) σελ. 165 
∆M, ∆P, µ, 
κ, σ, Cv 

Παράµετροι στο µοντέλο θραύσης των Veeramony και Svendsen (2000) σελ. 165, 166 
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×¿ç Το πάχος του επιφανειακού κυλίνδρου στο µοντέλο των Veeramony και 
Svendsen (2000) 

σελ. 166 

Üo ª Ο στροβιλισµός στην κάτω επιφάνεια του επιφανειακού κυλίνδρου στην 
εργασία των Veeramony και Svendsen (2000) σελ. 166 Ö© Το οριζόντιο µήκος του επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 166 ÍÙ Συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας στο µοντέλο των Veeramony και 
Svendsen (2000) 

σελ. 166 

Gn Συντελεστές κατά την ανάπτυξη της στροβιλότητας σε σειρά στο µοντέλο των 
Veeramony και Svendsen (2000) σελ. 166 

ξ Λόγος των βαθών ηρεµίας κατάντη και ανάντη του επιφανειακού κυλίνδρου 
στην εργασία των Veeramony και Svendsen (2000) 

σελ. 166 

Dh Όρος θραύσης στην εξίσωση συνέχειας σελ. 172 
Dhu Όρος θραύσης στην εξίσωση ορµής σελ. 172 

h Το βάθος της οργανωµένης περιοχής όπου µπορεί να εφαρµοστεί η θεωρία 
δυναµικού  σελ. 172 

X Τετµηµένη ως προς κινούµενο σύστηµα αξόνων σελ. 173 
∆b Τοπικός ρυθµός σκέδασης της ενέργειας λόγω θραύσης ανά µονάδα πλάτους σελ. 173 
Φ Μέση γωνία θραυόµενου µετώπου σελ. 174 
Urel Μέση ως προς το βάθος ταχύτητα ως προς κινούµενο σύστηµα αναφοράς σελ. 175 Íã Συνάρτηση διάχυσης της µάζας κατά τη θραύση σελ. 176 ÍãÊ Συνάρτηση διάχυσης της ορµής κατά τη θραύση σελ. 176 
Kh, Khu Ελαφρώς µεταβαλλόµενες συναρτήσεις του X σελ. 176 èã, èãÊ Παράµετροι υπό µορφή ολοκληρωµάτων σελ. 177 
er Κατακόρυφη απόσταση πόδα και κορυφής επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 177 
β Παράµετρος ίση µε 0.796 σελ. 177 
ψ Συνάρτηση του λόγου τ σελ. 177 é Ο λόγος του X προς το �@ σελ. 177 
κ, δ, Îå Παράµετροι  σελ. 178 
B Συντελεστής στους όρους Boussinesq των εξισώσεων του MIKE 21 BW σελ. 188 

Fx, Fy 
Όροι οριζόντιας τάσης κατά x και y αντίστοιχα στις εξισώσεις του MIKE 21 
BW (2DH) 

σελ. 188 

n Πορώδες σελ. 188 
α Συντελεστής αντίστασης για στρωτή ροή σε πορώδες µέσο σελ. 188 
β Συντελεστής αντίστασης για τυρβώδη ροή σε πορώδες µέσο σελ. 188 
Ψ1, Ψ2 Όροι ορµής στις εξισώσεις του MIKE 21 BW (2DH) σελ. 188 ØÍ Συντελεστής ταχύτητας διάδοσης επιφανειακού κυλίνδρου σελ. 190 
Csponge Συντελεστής απορροφητικών στοιβάδων του MIKE 21 BW σελ. 192 
Nsponge Αριθµός κόµβων εντός της στοιβάδας απορρόφησης του MIKE 21 BW σελ. 192 
α, r Σταθερές απορροφητικών στοιβάδων του MIKE 21 BW σελ. 192 

β1 
Το τετράγωνο της λοξότητας (skewness) σε µία καταγραφή της ανύψωσης 
της ελεύθερης επιφάνειας 

σελ. 208 

β2 
Κύρτωση (kurtosis) σε µία καταγραφή της ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας 

σελ. 208 

ζrms Τυπική απόκλιση σε µία καταγραφή της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας σελ. 208 
γ Παράµετρος στην εξίσωση µοναχικού κύµατος σελ. 232 
ri Τυχαίοι αριθµοί µεταξύ 0 και 1 σελ. 246 
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