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Περίληψη 
 

 
  Το πρόβλημα Consensus είναι τόσο παλαιό όσο και το ίδιο 
το πεδίο του Κατανεμημένου Υπολογισμού και Ελέγχου 
(Distributed Computing and Control). Σε προβλήματα  
Κατανεμημένου Υπολογισμού και Ελέγχου, το αντικείμενο 
μελέτης είναι ένα δίκτυο πρακτόρων οι οποίοι αλληλεπιδρούν 
μεταξύ τους. Το είδος αλληλεπίδρασης και ο τρόπος με τον 
οποίο οι πράκτορες συνδέονται (τοπολογία δικτύου, γράφος 
δικτύου κλπ.) εξαρτάται από τη φύση του προβλήματος που 
αντιμετωπίζεται κατά περίπτωση. Ωστόσο σε όλες τις 
περιπτώσεις ο στόχος είναι κοινός: η εφαρμογή του 
κατάλληλου κατανεμημένου νόμου ελέγχου, δηλαδή ενός 
συνόλου νόμων ελέγχου κάθε στοιχείο του οποίου εφαρμόζεται 
σε έναν πράκτορα του δικτύου αλλά η τιμή του εξαρτάται από 
τις καταστάσεις ορισμένων από τους άλλους πράκτορες, ώστε 
τελικά το δίκτυο πρακτόρων να συγκλίνει σε επιθυμητή 
κατάσταση που έχει καθοριστεί βάσει συγκεκριμένων 
προδιαγραφών (Consensus). 
  Στόχος της διπλωματικής εργασίας είναι η μαθηματική 
θεμελίωση και απόδειξη της αποτελεσματικότητας μιας 
ειδικής μορφής PI κατανεμημένου ελέγχου σε δίκτυα 
πρακτόρων με εναλλασσόμενες τοπολογίες, κάθε μια από τις 
οποίες έχει μη συνεκτικό γράφο με ισχυρά συνεκτικές και 
ισορροπημένες συνιστώσες, ενώ η ένωση των συνιστωσών όλων 
των τοπολογιών του δικτύου είναι γράφος συνεκτικός. Το 
αποτέλεσμα της εργασίας εξασφαλίζει μεγαλύτερο εύρος 
ισχύος του συγκεκριμένου PI κατανεμημένου ελέγχου. 

 

 
 

 
 

 
 
Λέξεις κλειδιά: Πολύ-πρακτορικά δίκτυα, μη γραμμικός      
έλεγχος,προβλήματα consensus,κατανεμημένος υπολογισμός, 
θεωρία γράφων, ένωση γράφων. 
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Abstract 
 

 
  The Consensus problem was spawned along with the field 
of Distributed Computing and Control itself. In problems of 
Distributed Computing and Control, the main subject 
studied is a network of agents who interact with each other. 
The form of that interaction and the way in which the 
agents are connected (network topology, network graph etc.) 
are dependable upon the nature of the problem to be solved. 
Nevertheless, in all such cases a single objective commonly 
emerges: the application of a distributed control law, that is  
a set of control laws applied specifically on an agent but 
with dependence upon the state of some of the other agents 
of the network. When applied, the set of laws leads the 
network agents to converge to a desired common state, 
which is determined by our firm requirements (Consensus). 
  This diploma thesis aims to propose and lay the 
mathematical foundations of a specific distributed PI control 
law, as well as to prove its effectiveness when applied to 
networks with switching topologies, with each topology 
being described by a non connected graph with strongly 
connected and balanced components, whereas the union of 
all components is a connected graph. The results of the 
thesis yield a greater range of application for the specific PI 
control law. 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
Key words: Multi-agents networks, non linear control, 
consensus problems, distributed computing, graph theory, 
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Πρόλογος 
 

 
   Το πεδίο του Κατανεμημένου Υπολογισμού και Ελέγχου 
είναι ένα από τα πιο επίκαιρα πεδία μελέτης του 
Ηλεκτρολόγου Μηχανικού και όχι μόνο. Ουσιαστικά, 
οποιοδήποτε πρόβλημα που αφορά μια πολυσύνθετη μηχανή 
που δουλεύει σύμφωνα με πολυάριθμες παραμέτρους, όπως 
ένα σύστημα πολλών επεξεργαστών, ή σε πιο αφηρημένο 
επίπεδο, ένας όγκος πληροφοριών που ρέουν μέσα σε ένα 
δίκτυο εξυπηρετητών, μπορεί να μοντελοποιηθεί με ένα πολύ-
πρακτορικό σύστημα. Οπότε το πρόβλημα Consensus 
εμφανίζεται σε πολυάριθμα ζητήματα που μπορούν να 
απασχολούν Ηλεκτρολόγους και άλλους Μηχανικούς, και οι 
μαθηματικές και υπολογιστικές προκλήσεις που επιφυλάσσει 
είναι συναρπαστικές.  
  Με γνώμονα λοιπόν τα ανωτέρω, η παρούσα εργασία 
εκπονήθηκε στο πλαίσιο του να προτείνει μια λύση για ένα 
από τα πολλά σημερινά ενδιαφέροντα προβλήματα 
Consensus, επεκτείνοντας έτσι λίγο παραπάνω τη γνώση πάνω 
σε πολύ-πρακτορικά δίκτυα.  
  Όλες οι ιδέες που θα παρουσιαστούν προέκυψαν μετά από 
μακρές συζητήσεις και επίμονη εργασία στο γραφείο του 
επιβλέποντος καθηγητή κ. Ψυλλάκη στα παλαιά κτίρια 
Ηλεκτρολόγων της σχολής, και προσομοιώθηκαν σε 
συστήματα που στεγάζονται εκεί.  
  Η εργασία βασίστηκε σε αποτελέσματα προηγούμενης 
δουλειάς του κ. Ψυλλάκη [1], και στα αποτελέσματα που 
ακολουθούν μπορούν να βασιστούν πληθώρα μελλοντικών 
εργασιών, μιας και το πεδίο Κατανεμημένου Ελέγχου είναι 
κυριολεκτικά ανεξάντλητο. 
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Κεφάλαιο 1  

 
1.1  Εισαγωγή 

 

 
   Τα προβλήματα Consensus αποτελούν ένα υποσύνολο του 
πεδίου Κατανεμημένου Υπολογισμού και Ελέγχου. Η γενι-     
 

 
                 

           σχ.1: Ένα κατανεμημένο δίκτυο 

 

κή μορφή ενός κατανεμημέ- 
νου δικτύου απεικονίζεται με 
ένα γράφο, όπως φαίνεται 
στο σχήμα 1. Στο γράφο 
αυτό κάθε πράκτορας ανα- 
παριστάνεται με ένα κόμβο. 
Κάθε πράκτορας (κόμβος) 
του δικτύου μπορεί να 
επικοινωνεί με οποιονδήπο- 
τε άλλο κόμβο του δικτύου,

ή και με κανέναν. Οι ακμές που ενώνουν δύο κόμβους του 
γράφου (πράκτορες), είναι δυνατόν να αναπαριστούν κάθε 
είδος αλληλεπίδρασης μεταξύ τους, από πραγματικές δυνά-
μεις μέχρι ροή κάποιου είδους πληροφορίας.
  Η τελευταία περίπτωση, η διάχυση της πληροφορίας στο 
δίκτυο, είναι αυτή με το υψηλότερο ενδιαφέρον για έναν 
Μηχανικό Ελέγχου, ο οποίος καλείται να επιλέξει κατάλληλο 
σύνολο νόμων που καθένας θα εξαρτάται από την κατάσταση 
ενός πράκτορα και ορισμένων γειτονικών αυτού, ώστε να 
επιτύχει σύγκλιση καταστάσεων στο δίκτυο. 
   Το θεωρητικό υπόβαθρο διατύπωσης και λύσης προβλημά- 
των Consensus δόθηκε από τους Olfati-Saber και Murray 
στις εργασίες [2] και [3]. 
 ....                                                                         ..                               
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

        Σχ. 1: Ένα κατανεμημένο δίκτυο. 
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Κεφάλαιο 1 

 

 
Ορισμός 1.1.1: Αλγόριθμος ή Πρωτόκολλο Consensus είναι 
ένας νόμος αλληλεπίδρασης μεταξύ των πρακτόρων, που 
σχεδιάζεται με βάση τους περιορισμούς στην ανταλλαγή 
πληροφορίας μεταξύ ενός πράκτορα και των υπολοίπων 
πρακτόρων του δικτύου με σκοπό τη σύγκλιση των πρακτόρων 
σε κοινή επιθυμητή κατάσταση..............................................                                         
.....                                              

 
1.2  Αντικείμενο 

 

   
  Αντικείμενο του πεδίου προβλημάτων δυναμικής Consensus  
(Consensus dynamics ή Agreement dynamics) είναι οι 
διαδικασίες με τις οποίες ένα πολυπρακτορικό δίκτυο 
συγκλίνει σε μια επιθυμητή κατάσταση. 
  Το ακόλουθο παράδειγμα, το οποίο προέρχεται από τον 
τομέα των δικτύων αισθητήρων (sensor networks) είναι χαρα-  
κτηριστικό των προβλημάτων του πεδίου δυναμικής 
Consensus. Κάθε αεροπλάνο διαθέτει όργανο που πληροφορεί 
τον πιλότο για το υψόμετρο στο οποίο πραγματοποιείται η 
πτήση. Εάν, για οποιοδήποτε λόγο, το όργανο αυτό δώσει 
εσφαλμένη ή καθόλου ένδειξη, είναι αυτονόητο ότι το 
αεροπλάνο θα βρεθεί σε υψηλό κίνδυνο. Συνεπώς, 
προκειμένου να περιοριστεί στο ελάχιστο μια τέτοια πιθανότη- 
 

.........    

 
           

                                    Σχ.  2: Όργανα μικρού αεροπλάνου. [πηγή:Wikipedia] 
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τα, κάθε αεροπλάνο εξοπλίζεται με περισσότερα του  ενός 
όμοια όργανα, τα οποία όμως σε πραγματικό χρόνο πρέπει να 
συγκλίνουν σε μια ορισμένη ένδειξη για να πληροφορήσουν τον 
πιλότο αξιόπιστα. Τα όργανα της ανωτέρω περίπτωσης 
μπορούν να μοντελοποιηθούν με ένα πολύ-πρακτορικό 
δίκτυο. Κατά τη μελέτη του δικτύου αυτού αναζητάμε ένα 
κατανεμημένο νόμο ελέγχου που, όταν εφαρμοστεί στο δίκτυο, 
το σύνολο των ξεχωριστών μετρήσεων των οργάνων θα 
συγκλίνει στην καταλληλότερη τιμή, η οποία τελικά θα 
μεταφερθεί στους πιλότους. 
  Στο σχήμα 2 απεικονίζεται ένα τυπικό σύστημα οργάνων ενός 
μικρού αεροπλάνου, καθένα από τα οποία συλλέγει δύο 
διαφορετικές ενδείξεις και συγκλίνει σε μια κοινή ένδειξη, 
πριν πληροφορήσει το πιλοτήριο.                                                                                                
  Ένας άλλος κυρίαρχος τομέας στον οποίο προέκυψε αμέσως 
η ανάγκη για consensus είναι αυτός των υπολογιστικών 
συστημάτων. Είτε πρόκειται για έναν υπολογιστή με πολλούς 
επεξεργαστές είτε για δίκτυο πολλών υπολογιστών, αντίστοιχα 
οι επεξεργαστές ή οι 
υπολογιστικές μονάδες 
μπορεί να βρίσκονται σε 
διαφορετικές   και  αντικ- 

 
 

ρουόμενες    καταστάσεις.  
Το consensus πρόβλημα 
εδώ είναι το ακόλουθο: το 
δίκτυο επεξεργαστών ή 
υπολογιστών αντίστοιχα 
πρέπει να συγκλίνει σε 
μια έξοδο, ακόμα και αν 
οι είσοδοι   στις   μονάδες  

 
 
 
  
  
 
 

είναι διαφορετικές. Η διαφορετικότητα στις καταστάσεις 
μπορεί να οφείλεται σε ποικίλους παράγοντες, από διακοπή 
λειτουργίας μιας μονάδας λόγω παροχής ρεύματος, έως 
χαοτική συμπεριφορά λόγω προβλήματος σε επίπεδο 
software. 
  Το πεδίο προβλημάτων δυναμικής Consensus είναι 
ευρύτατο και διαρκώς αναπτυσσόμενο. Ενδεικτικά, εξαιρετικό 
ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι εξής εφαρμογές [4]: 
 
 

 
             
           Σχ. 3: Ένα δίκτυο υπολογιστών. 
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• Συγχρονισμός συζευγμένων ταλαντωτών  

• Θεωρία κοπαδιού (Flocking Theory)  

• Γρήγορο Consensus σε ‘ Μικρούς-Κόσμους’  

• Rendezvous in Space  

• Κατανεμημένη διάχυση πληροφορίας αισθητήρων  
Τα παραδείγματα εφαρμογών είναι αναρίθμητα. 
 
 

 
 
 
                                                                                                       

1.3  Συνεισφορά της εργασίας 

 
 

   Συνεισφορά της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η 
επέκταση ορισμένων αποτελεσμάτων εφαρμογής ΡΙ ελέγχου [1] 
σε μια ειδική περίπτωση δικτύου πρακτόρων: δίκτυα εναλλασ- 
σόμενων τοπολογιών που περιγράφονται από γράφους μη 
συνεκτικούς. Ειδικότερα, κάθε τοπολογία από τις προκύπτου- 
σες έχει γράφο με συνιστώσες ειδικής μορφής (αυστηρός 
ορισμός δίνεται στο επόμενο εδάφιο) ενώ η ένωση των 
συνεκτικών συνιστωσών των γράφων όλων των τοπολογιών είναι 
γράφος ισχυρά συνεκτικός (jointly connected graph). Τέτοιες 
μορφές δικτύων μπορούν να εμφανιστούν σε προβλήματα 
consensus που αφορούν: 

• Συστήματα φυσικής μοντελοποίησης 

• Γενετικά δίκτυα 

• Μεγάλης κλίμακας ενεργειακά συστήματα  

• Ομάδες οχημάτων ξηράς, θαλάσσης ή αέρος. 
 

 
 Σχ. 4: Tυπικό δίκτυο υπολογιστών.[πηγή:Wikipedia] 
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1.4  Οργάνωση του τόμου 

 
 

   Ο παρών τόμος οργανώνεται ως εξής: 
 

• Στο κεφάλαιο 1, γίνεται μια εισαγωγή στο πεδίο προβλη- 
ματων δυναμικής consensus καθώς και στις εφαρμογές 
πάνω στις οποίες μπορεί να εργαστεί ο Ηλεκτρολόγος 
Μηχανικός χρησιμοποιώντας πρωτόκολλα consensus. 
Επιπλέον, παρουσιάζονται τα μαθηματικά προαπαιτού- 
μενα των αποτελεσμάτων της παρούσας διπλωματικής 
εργασίας. 

• Στο κεφάλαιο 2, παρουσιάζονται τα θεωρητικά αποτελέσ- 
ματα της εργασίας. Συγκεκριμένα, προτείνεται η απόδει- 
ηξη δύο μαθηματικών λημμάτων που είναι αναγκαία για 
την απόδειξη consensus του δικτύου που μελετάται. 
Ακολούθως διατυπώνεται και αναλύεται θεωρητικά το 
πρόβλημα consensus που αντιμετωπίζεται στον παρόντα 
τόμο. 

• Στο κεφάλαιο 3, παρατίθενται τα αποτελέσματα προσο- 
μοιώσεων στον υπολογιστή, δύο περιπτώσεων δικτύων 
που υπάγονται στον τύπο προβλήματος consensus που 
μελετάται. Ακολουθεί η εξαγωγή συμπερασμάτων και οι 
προτάσεις για επέκταση των αποτελεσμάτων σε 
μελλοντικές εργασίες. Ο τόμος ολοκληρώνεται με τη 
σχετική βιβλιογραφία. 

 
 
            

1.5  Μαθηματικά προαπαιτούμενα 

 

 
1.5.1  Στοιχεία Γραμμικής Άλγεβρας 
 
  Δοθείσης μιγαδικής μήτρας A  με m  σειρές και n  στήλες, αν 

  είναι ένα μη αρνητικό βαθμωτό μέγεθος και u  και v  είναι 
μη μηδενικά m  και n διανύσματα αντίστοιχα, τέτοια ώστε  

uvA   και  vuA  *  
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τότε το   είναι μια ιδιάζουσα τιμή (singular value) της A και u  
και v  είναι τα αντίστοιχα δεξιά και αριστερά ιδιάζοντα 
διανύσματα (singular vectors) της A . 
   Στη γενική περίπτωση, όπως αναφέρθηκε, οι παραπάνω πί- 
νακες είναι μιγαδικοί, αλλά τα ίδια ισχύουν και για πραγματι- 
κούς. Είμαστε έτοιμοι να ορίσουμε ένα θεμελιώδες εργαλείο 
για την παρούσα εργασία: 
 
Θεώρημα 1.5.1.1: Δοθείσης μιγαδικής μήτρας A με m σειρές 
και n στήλες, υπάρχουν μήτρες U, V, Σ  για τις οποίες ισχύουν 
τα εξής:................................................................................ 
•  Οι μήτρες U και V  είναι ορθοκανονικές (unitary)...      .......     
•  Η μήτρα Σ έχει μη αρνητικά στοιχεία στην κύρια διαγώ-      
νιο και μηδενικά αλλού.        ......................................                                        

•  
*VUA  . Η τελευταία μορφή καλείται Διάσπαση Ιδια-  

ζουσών Τιμών (Singular Value Decomposition-SVD).        .       
.     .  .             .........   . . . .... . .    .......    . . .          . . . .                                   
Τα ανάλογα ισχύουν και για πραγματικές μήτρες. 
 

 
   
 

  Σημειώνεται ότι από το σημείο αυτό και στο εξής, θα αναφε- 
ρόμαστε στη Διάσπαση Ιδιαζουσών Τιμών ως διάσπαση SVD. 
  Η διάσπαση SVD είναι το βασικό εργαλείο απόδειξης του  
δεύτερου βασικού λήμματος της εργασίας [1] που θα 
παρατεθεί αμέσως παρακάτω, και το οποίο αφορά συνεκτικό 
γράφο G .   
 
 
 
 
 

 
 

    Σχ. 5: Η διάσπαση SVD μιας μήτρας Α.           
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1.5.2  Θεωρία Γράφων 
 
   Σε αυτό το εδάφιο, γίνεται ανασκόπηση ορισμένων θεμελιω- 
δών εννοιών από τη Θεωρία Γράφων. Έστω προσανατολισμένος 
γράφος G . Ο γενικός συμβολισμός του είναι ),( EVG   όπου 

},,2,1{ NV   ένα μη κενό πεπερασμένο σύνολο από N  

κόμβους και VVE   ένα σύνολο ακμών που περιγράφει την 
επικοινωνία μεταξύ των κόμβων του G . Εάν Eji ),(  τότε 

υπάρχει ακμή από τον κόμβο i στον κόμβο j.  
   Μια ακολουθία διαδοχικών ακμών )},(,),,(),,{( jmlkki   είναι 

ένα προσανατολισμένο μονοπάτι από τον κόμβο i  στον κόμβο 
j .  

 
Ορισμός 1.5.2.1: O προσανατολισμένος γράφος G  είναι 
ισχυρά συνεκτικός (strongly connected) εάν υπάρχει 
προσανατολισμένο μονοπάτι από τον κόμβο i  στον j  , Eji  ,  

με ji  ...………………………………………………………………… 

.                                                                                    
 

           
 
 
Ορισμός 1.5.2.2: Μήτρα γειτνίασης (adjacency matrix) A  ενός 

γράφου G  είναι μια μήτρα NN

ijA  ][  με στοιχεία iii  ,0  

και jiij  ,1  αν Eji ),(  και 0  διαφορετικά.  .....   .. . . . . . . . 

. 
Κάθε κόμβος  i  του G  έχει ένα πλήθος ακμών  που  προσπίπ-  

    
   

                       Σχ. 6: Παραδείγματα ισχυρά συνεκτικών γράφων. 
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τουν σε αυτόν, το οποίο καλείται έσω-βαθμός (in-degree) και 

γράφεται ως   j ijid  και ένα πλήθος ακμών που αναχωρούν 

από αυτόν, που είναι ο έξω-βαθμός (out-degree) και αντίστοι- 

χα γράφεται ως   j ji

o

id . Ο G  είναι ισορροπημένος (balan- 

ced) αν ισχύει o

ii dd  . 

  Στο γράφο G  αντιστοιχεί η διαγώνια μήτρα NN

iddiagD  }{ .  

 
Ορισμός 1.5.2.3: Ως αποκομμένη ισχυρά συνεκτική συνισ- 
τώσα του γράφου G  ορίζουμε έναν υπογράφο i  του G , που 
είναι ισχυρά συνεκτικός, ισορροπημένος και απόλυτα 
αποκομμένος από τους υπόλοιπους κόμβους του G . Στο εξής θα 
καλείται συνιστώσα  isci  του G .......................................... 
...... 
Ορισμός 1.5.2.4: Κάθε γράφος G  έχει λαπλασιανή μήτρα   

NNLADL  , . .                                                                   

.                    
  Κάθε λαπλασιανή μήτρα έχει δύο πολύ σημαντικές ιδιότητες: 

• Έχει πάντοτε μια μηδενική ιδιοτιμή, την 01   που 

αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσμα NT

Nv  ]1,,1,1[11  . 

Αυτό ισχύει όταν ο γράφος είναι ισχυρά συνεκτικός. 
Όταν όμως δεν είναι συνεκτικός αλλά με r  
αποκομμένες συνεκτικές συνιστώσες,  η 

1  έχει πολ- 

λαπλότητα r  και αντιστοιχούν σε αυτή r  ιδιοδιανύσματα 
ειδικής μορφής. 

• Για ισορροπημένο γράφο, οι ιδιοτιμές της λαπλασιανής 
είναι πραγματικές και διατάσσονται σε αύξουσα σειρά.

 

                                        

Για παράδειγμα, στο διπλανό 
σχήμα ο γράφος 1G  είναι μη 
συνεκτικός με δύο ics’s, την 

}4,2,1{1 isc  και την }3{2 ics . Οι 

δύο συνιστώσες είναι ισορρο- 
πημένες, ισχυρά συνεκτικές 
και απόλυτα αποκομμένες 
μεταξύ τους. Τα δίκτυα που 
εξετάζονται στην παρούσα 
εργασία αποτελούνται από 
τοπολογίες με γράφους της πα-

     

          Σχ. 7: Μη συνεκτικός γράφος με  

              δύο isc’s. 
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παραπάνω δομής. 
   Για γράφο G  ισχυρά συνεκτικό, στην εργασία [1] 
παρατίθενται και αποδεικνύονται δύο ειδικά λήμματα, τη 
διατύπωση των οποίων θα παρουσιάσουμε και εδώ. Ένας από 
τους στόχους της παρούσας εργασίας είναι η επέκταση των 
λημμάτων αυτών και για την περίπτωση που ο G  είναι μη 
συνεκτικός με ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες. Έχουμε 
λοιπόν: 
 
Λήμμα 1.5.2.1: [1] Για γράφο G  ισχυρά συνεκτικό και 
ισορροπημένο, ισχύει:...........................................................            
........  ... .    . ... 0 TLL  και )1()( N

T spanLLNull  .....................                 

......... 
Λήμμα 1.5.2.2:  [1] Για ισορροπημένο, ισχυρά συνεκτικό και 
προσανατολισμένο γράφο με Λαπλασιανή μήτρα L  ισχύει........                                                

....................................  LLLL TT   .................................. 
με )(/)(2 LLLL T

N

T   .  ………………………………………………  

..............................................................   .... .  
   Τα δίκτυα που εξετάζονται στην παρούσα διπλωματική 
εργασία αποτελούνται από εναλλασσόμενες τοπολογίες, οι 
γράφοι των οποίων αποτελούνται από τους ίδιους κόμβους και 
από διαφορετικά σύνολα ακμών. Επομένως χρειάζεται να 
οριστεί η Ένωση των γράφων όλων των τοπολογιών ενός 
δικτύου: 
 
Ορισμός 1.5.2.5: Ένωση των γράφων G1,G2,...,GN των  

τοπολογιών ενός δικτύου είναι ένας γράφος G με σύνολο 
κόμβων την ένωση των επιμέρους συνόλων κόμβων των 
G1,G2,...,GN, και σύνολο  ακμών την ένωση του συνόλου των 
ακμών καθενός από τους G1,G2,...,GN.     .  .  .    . 
.   

 

 
Στο διπλανό σχήμα παρουσιά- 
ζεται η ένωση των συνεκτικών  
και ισορροπημένων συνιστω- 
σών των τριών γράφων εντός 
των γαλάζιων πλαισίων, που 
είναι ο τέταρτος γράφος κάτω 
από αυτούς. 
 

  

    Σχ. 8: Ένωση isc συνιστωσών. 
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  1.5.3  Συναρτησιακή Ανάλυση 
 
  Για μια κλαδικά δεξιά-συνεχή συνάρτηση (piecewise right  
continuous function), ορίζουμε Ijjt }{  την πεπερασμένη ή 

άπειρη ακολουθία σημείων ασυνέχειας, με σύνολο δεικτών 

 },2,1{ I  ενώ αν το I  έχει πεπερασμένο πληθάριθμο, 

ορίζουμε  1nt . 

 
Ορισμός 1.5.3.1: Έστω κλαδικά δεξιά-συνεχής συνάρτηση 

),0[:f  και Ijjt }{  η ακολουθία των σημείων ασυνέχειας με 

I  . Η συνάρτηση (.)f  καλείται ομοιόμορφα κλαδικά δεξιά-

συνεχής αν για κάθε 0  υπάρχει 0)(   τέτοιο ώστε.... .........                                          

....................................  )()( 12 tftf ..................................... 

για όλα τα Ijtttt jj   ),,[, 121  με )(12  tt ............................................ 

...... 

  Ένα από τα αποτελέσματα της παρούσας εργασίας βασίζεται 
στη γενίκευση [1] του λήμματος Barbalat που παρατίθεται στο 
βιβλίο [5]. Αυτά ακολουθούν: 
 
Λήμμα 1.5.3.1 (Barbalat) :[5] Έστω :  μια ομοιόμορ- 

φα συνεχής συνάρτηση στο ),0[  . Έστω επίσης ότι το όριο 



t

t dss
0

)(lim   υπάρχει και είναι πεπερασμένο. Τότε........... ......                              

.......................  ..   0)( t     καθώς   t .........                                 ..  

....   
  Μια γενίκευση του λήμματος Barbalat ακολουθεί: 
 
Λήμμα 1.5.3.2:[1] Έστω ),0[:  μια κλαδικά δεξιά- 

συνεχής συνάρτηση και Ijjt }{  η πεπερασμένη ή άπειρη 

ακολουθία σημείων ασυνέχειας με I . Έστω επίσης ότι η   

είναι ομοιόμορφα κλαδικά δεξιά-συνεχής και το όριο 



t

t dss
0

)(lim   υπάρχει και είναι πεπερασμένο. Τότε αν υπάρχει 

0  τέτοιο ώστε   jj tt 1 ..για όλα τα Ij .τότε.. 0)(lim  tt  .                   

..                                 .. 
  Το βασικό εργαλείο που εξασφαλίζει ότι ο PI όρος του νόμου 
ελέγχου, που προτάθηκε στην παρούσα εργασία και στην [1], 
είναι φραγμένος, είναι το ακόλουθο: 
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Λήμμα 1.5.3.3:[1] Έστω ),0[: ftM  μια κλαδικά δεξιά-

συνεχής συνάρτηση και ),0[: ftS  μια συνεχής, κλαδικά 

διαφορίσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε.................................... 
.... .                                   )())](cos()([)( 21 tMtStStS   ....... ... ......... . 

.με σταθερές 21, . Αν 02  τότε........................................   

.....................   ),0[)/(2)0()( 21 fttStS   ......................                     

.   
  Κλείνοντας το εδάφιο της μαθηματικής θεωρίας, παραθέτου- 
με μια θεμελιώδη μαθηματική ιδιότητα που ικανοποιούν τα 
δυναμικά συστήματα που εξετάζονται στην παρούσα εργασία. 
Για ένα δυναμικό σύστημα με εξισώσεις κατάστασης και 
αρχικές συνθήκες αντίστοιχα: 
 

                                  0)(),,( xtxxtfx o                            (1) 

 
περιμένουμε ότι αυτό θα μεταβληθεί έπειτα από την αρχική 
στιγμή 0t  και η κατάστασή του θα μπορεί να ορισθεί για 

κάποιο 0tt  .Επίσης, εφόσον πρόκειται για ντετερμινιστικό σύ- 

στημα, αναμένουμε ότι όσες φορές κι αν επαναληφθεί το πεί- 
ραμα στο οποίο μελετάμε το σύστημα, το τελευταίο θα εξελιχ- 
θεί ακριβώς με τον ίδιο τρόπο κάθε φορά και θα έχει την ίδια 
κατάσταση για ίδια 0tt  . Ύπαρξη και μοναδικότητα λύσης για  

τέτοιο σύστημα μπορούν να εξασφαλιστούν με την επιβολή, 
στη συνάρτηση f , του εξής περιορισμού: 

 
Ορισμός 1.5.3.2:[5] Για τη συνάρτηση f  του συστήματος (1), 

η ανίσωση yxLytfxtf  ),(),(  καλείται συνθήκη Lipschitz  

για όλα τα ),( xt  και ),( yt  σε κάποια γειτονιά του ),( 0xto .  ........... 

...  
  Ειδικότερα αν :f  η συνθήκη Lipschitz μπορεί να γρα- 

φεί ως: 

L
xy

xfyf




 )()(
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η οποία δηλώνει ότι στο γράφημα της )(xf  ως προς x , μια ευ- 

θεία γραμμή που ενώνει δύο οποιαδήποτε σημεία της f  δε 

μπορεί να έχει κλίση με απόλυτη τιμή μεγαλύτερη από L . 
 
 
Θεώρημα 1.5.3.1:[5] (Τοπική Ύπαρξη και Μοναδικότητα) 
Έστω  ),( xtf  μια κλαδικά συνεχής ως προς t  συνάρτηση που ι- 

κανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz: yxLytfxtf  ),(),( , 

}|{, 0 rxxxByx  , ],[ 10 ttt . Τότε υπάρχει κάποιο 0  

τέτοιο ώστε το σύστημα (1) να έχει μοναδική λύση στο ],[ 00 tt . 

.        
 
  Από το σημείο αυτό και στο εξής, για οποιαδήποτε συνάρτη- 
ση ικανοποιεί το παραπάνω θεώρημα, θα λέμε ότι η συνάρτη- 
ση αυτή είναι Locally Lipschitz.  
 
 

 
1.5.4  Στοιχεία Θεωρίας Αυτομάτου Ελέγχου 
 
  Στην παρούσα εργασία, καθώς και στην εργασία [1], ο κατά- 
νεμημένος νόμος ελέγχου που προτείνεται και εφαρμόζεται 
στους πράκτορες του δικτύου είναι PI νόμος ελέγχου, δηλα- 
δή Αναλογικός-Ολοκληρωτικός νόμος ελέγχου (Proportio- 
nal-Integrative control law). Από το σημείο αυτό και στο εξής 
θα αναφερόμαστε σε οποιοδήποτε Αναλογικό-Ολοκληρωτικό 
νόμο ελέγχου ως PI έλεγχο. 
Σύμφωνα με την ονομασία, κάθε νόμος ελέγχου PI αποτελεί- 
ται από το άθροισμα ενός αναλογικού ελεγκτή (P) και ενός 
ολοκληρωτικού ελεγκτή ή ολοκληρωτή (Ι). Και οι δύο ελεγκτές 
επιτελούν ανάδραση (feedback) στο σύστημα που δρουν. 
 
 
Ορισμός 1.5.4.1: Ανάδραση ενός συστήματος καλείται η ανα- 
τροφοδότηση των εξόδων του ως μέρος των εισόδων του, δημι- 
ουργώντας έναν κλειστό βρόχο (closed loop). ………………....
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 Ειδικότερα, στην είσοδο α- 
νατροφοδοτείται  η κατάστα-                                                                                                                                                                            
ση του συστήματος και 
υπολογίζεται η απόκλιση 
της από μια επιθυμητή τιμή 
(σφάλμα). Το σφάλμα αυτό 
είναι η είσοδος του ελεγκτή, 
ο οποίος προσπαθεί να το

ελαχιστοποιήσει. 
 
Ορισμός 1.5.4.2: PI νόμος ελέγχου είναι νόμος της μορφής:                                             

............................... 
t

dssxWtxDQtJ
0

]))(()),(([)( ........... ...............   

.  
Οι συναρτήσεις ))((, txDQ και ))(( txW  μπορεί να είναι γραμμικές 

ως προς )(tx  (γραμμικός έλεγχος) ή μη γραμμικές (μη 

γραμμικός έλεγχος).  
 

 
 
  Όπως φαίνεται στο σχήμα 10, με PK  και IK  συμβολίζονται οι 

σταθερές κέρδους, για τον αναλογικό και ολοκληρωτικό ελεγκ- 
τη και στο συγκεκριμένο παράδειγμα η συνάρτηση Q  είναι 

πρόσθεση των δύο όρων. 
 

 

 

 

 

 
Σχ. 9: Γενική μορφή συστήματος με   

..........ανάδραση. [πηγή: Wikipedia] 

 
Σχ. 10: Λειτουργικό διάγραμμα συστήματος με PI έλεγχο, όπου 

                           οι όροι Ρ και Ι προστίθενται. 
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2.1  Μαθηματικά αποτελέσματα 

 

 
   Στο παρόν εδάφιο παρουσιάζεται η απόδειξη της επέκτασης 
των λημμάτων 1.5.2.1 και 1.5.2.2 για την περίπτωση που ο 
γράφος του δικτύου, ο G , είναι μη συνεκτικός με r  ισχυρά 
συνεκτικές συνιστώσες (ορισμός 1.5.2.3). Τότε στην ιδιοτιμή 

01   αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσματα N

rkkk ,,, 21   που είναι 

της μορφής:                                                                                                









i

i

iscj j

iscj j

i e
e

k
1

 

 
όπου j  είναι ο κόμβος που ανήκει στην iisc  συνιστώσα και 

T

je ]00100[   στο j -οστό κελί. Βάσει αυτών, ένα από τα 

αποτελέσματα της παρούσας εργασίας είναι το ακόλουθο: 
 
Λήμμα 2.1.1: Για γράφο G  μη συνεκτικό με r αποκομμένες 
ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες ισχύει:      .......................                             
........                   },,,{)( 21 r

T kkkspanLLNull  ............................      

. . 
Απόδειξη: Για οποιαδήποτε μήτρα NNA   ισχύει ).det()det( TAA   

Βάσει αυτού, οι μήτρες L  και TL  έχουν ίδιες ιδιοτιμές διότι 
 

T

N

T

N

T

N

T sILsILsIL )(   

 
από το οποίο προκύπτει  ))det(()det( T

NN sILsIL  . 

  Επίσης, για την ιδιοτιμή 01   οι L  και TL  έχουν ίδια ιδιοδια- 

νύσματα. Έστω ότι ik  ένα από τα r  ιδιοδιανύσματα αυτά, και 

ισχύει: 

0 ikL . 

Αναστρέφοντας το γινόμενο, παίρνουμε 0)(  T

ikL  από το οποίο 

τελικά: 

0 TT

i Lk . 
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  Επιπλέον κάθε icsi συνιστώσα, βάσει ορισμού 1.5.2.3, είναι 
αποκομμένη από τον υπόλοιπο γράφο άρα: 





r

j

ii

N

j

ij j

1

,

1

  

όπου },,1{, rji j   οι κόμβοι της isci συνιστώσας, και επειδή 

αυτή είναι και ισορροπημένη, ισχύει: 





r

j

ii

r

j

ii jj

1

,

1

,   

από το οποίο προκύπτει ότι 0 i

T kL . Από τα παραπάνω συνε- 

πάγεται ότι: 
 

},,,{)( 21 r

T kkkspanLLNull  .          

                                                                                            
 

 Ακολουθεί το δεύτερο από τα βασικά αποτελέσματά μας. Για 
τον ίδιο γράφο G  με παραπάνω, η λαπλασιανή μήτρα του 
γράφεται με τις εξής διασπάσεις SVD: 
 

TT UULL 111  
TT UULL 222 . 

Τότε: 
 
Λήμμα 2.1.2: Για μη συνεκτικό προσανατολισμένο γράφο με 
isc συνιστώσες και λαπλασιανή μήτρα L , ισχύει ............... 

.................................. LLLL TT   ....................   .............. 

με )(/)( 21  MAXMIN   όπου 
21,  οι ενδιάμεσες μήτρες των 

παραπάνω SVD διασπάσεων............................................ .....   
.........................................................   .... . 
Απόδειξη: Εφόσον },,,{)()( 21 r

TT kkkspanLLNullLLNull   έχουμε 

την SVD διάσπαση 
TT UULL 111  
TT UULL 222  

                                                                                    

όπου )(:),()(: rNNUrNrN ii  και r  πολλαπλότητα της 

ιδιοτιμής 0 της μήτρας L . Οι μήτρες   2,1,21 ikkkU ri   είναι 

ορθογώνιες οπότε:                                                                                                    
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    N

T

rr

TT

ii

T

riri IkkkkUUkkkUkkkU   112121 . Βάσει αυτού 

έχουμε: 

             
N

T

N

TT

IUUI

UULL





222

222  

                   )()( 11112221111

T

rr

TTTT

rr

TT
kkkkUUUUkkkkUU    

                   
TTT

UUUUUU 1122211 {μηδενικοί όροι} 

διότι 022  UkkU T

ii

T . 

 
Επομένως: 

             
)( 2112211

1122211





MAX

TTT

TTTT

UUUUUU

UUUUUULL


 

 

και λόγω ορθογωνιότητας ισχύει:     N

T

rr IkkkUkkkU   212212  

από το οποίο προκύπτει: 
 

T

rr

T

N

T
kkkkIUU  1122 . 

 
Αντικαθιστώντας στην παραπάνω ανίσωση, αυτή γίνεται: 
 

)()(

)(

2111111

2112211





MAX

TT

rr

T

N

T

MAX

TTTT

UUkkkkIUU

UUUUUULL






 

                     
T

MAX UU 112 )( {μηδενικοί όροι} 
 

διότι 011  UkkU T

ii

T . Άρα: 
 

.)( 112

T

MAX

T UULL    

 

Όμως ισχύει TT

MIN UUUU 111111)(   το οποίο συνεπάγεται ότι                    

T

MIN

T
UUUU 111

1

11
)(

1






. Βάσει αυτού, η παραπάνω ανίσωση γί- 

νεται: 

T

MIN

MAX

T

MAX

T

UU

UULL

111

1

2

112

)(

)(

)(














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ή ισοδύναμα: 

)(
)(

)(

1

2 T

MIN

MAXT LLLL 







. 

                                                                                            
 

2.2  Θεωρητική ανάλυση του προβλήματος 

 

 
2.2.1 Διατύπωση Προβλήματος  
 
  Στο παρόν εδάφιο παρουσιάζεται η μαθηματική 
αναπαράσταση των πολύ-πρακτορικών δικτύων που θα 
εξετάσουμε και θα διατυπωθούν οι απαραίτητες υποθέσεις και 
συμβολισμοί που θα χρησιμοποιηθούν στις αποδείξεις των 
θεωρητικών αποτελεσμάτων. 
  Σε καθένα από τα επόμενα εδάφια παρουσιάζεται ξεχωριστή 
περίπτωση δυναμικού συστήματος και η θεωρητική απόδειξη 
της επίτευξης Consensus για τον PI έλεγχο που προτείνεται σε 
κάθε περίπτωση. Συγκεκριμένα στο εδάφιο 2.2.2 αναλύεται η 
περίπτωση συστήματος με απλούς ολοκληρωτές (single-
integrator agents), στο εδάφιο 2.2.3 αναλύεται η περίπτωση 
συστήματος με διπλούς ολοκληρωτές (double-integrator 
agents) και στο εδάφιο 2.2.4 γίνεται αναγωγή των 
αποτελεσμάτων των εδαφίων 2.2.2 και 2.2.3 στις δύο 
διαστάσεις, τόσο για απλής ολοκλήρωσης σύστημα όσο και για 
διπλής. Για δίκτυο  N πρακτόρων, θεωρούμε τις παρακάτω 
περιπτώσεις:  

   
   
Και για τις δύο περιπτώσεις: 

• ix  είναι οι θέσεις των πρακτόρων. 

• iv  είναι οι ταχύτητές τους. 

• iu  είναι οι είσοδοι ελέγχου.                                                                                                                                                                                                                           
 

      )1( Ni

ubx iii




 

 
  
 Single-integrator Dynamics 

     

)1( Ni

ubv

vx

iii

ii











   

Double-integrator Dynamics 
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• ib  είναι κέρδη υψηλής συχνότητας. 

 

Ισχύει iiii buvx ,,, . Ακολουθεί η διατύπωση των υποθέσεων: 

 
Υπόθεση 1: Όλα τα κέρδη ),,2,1(, Nibi   είναι άγνωστα, μη 

μηδενικά με άγνωστα και πιθανώς όχι ίδια πρόσημα........      
...... . 
Υπόθεση 2: Υποθέτουμε μια πεπερασμένη ή άπειρη 
ακολουθία χρονικών στιγμών εναλλαγής τοπολογίας Ijjt }{ , ένα 

σύνολο πιθανών τοπολογιών δικτύου που περιγράφονται από 
τις Λαπλασιανές μήτρες M

llL 1}{   και μια απεικόνιση 

},2,1{: MIn  τέτοια ώστε IjtttLtL jjjn   ),,[)( 1)( . Επίσης, έστω 

  μια άγνωστη σταθερά τέτοια ώστε..................................                                                                                                                                                    
.............                 .. ... Ijtt jj  1 ........................     ....... 

. 

Υπόθεση 3: Έστω kijT 1  και kijT 2 οι χρονικές στιγμές ενεργοποί- 

ησης και απενεργοποίησης αντίστοιχα, για k οστή φορά, μιας 

τοπολογίας στην οποία οι κόμβοι i  και j  είναι γείτονες. Τότε 

θα υπάρχει σταθερά max  τέτοια ώστε:.           .......... .                             

……………………   …    max12  kijkij TT ...   ..............      ........ 

. .................................... . 
  Η τρίτη υπόθεση ουσιαστικά εξασφαλίζει ότι καθεμιά από τις 
εναλλασσόμενες τοπολογίες διαρκεί για πεπερασμένο χρονικό 
διάστημα, ενώ η διαδοχή των συγκεκριμένων τοπολογιών του 
δικτύου (οι οποίες ορίζονται από την εκφώνηση του προβλή- 
ματος και είναι πεπερασμένου πλήθους) συνεχίζεται απεριόρι- 
στα, με το χρόνο μεταξύ απενεργοποίησης μιας τοπολογίας 
και της επανενεργοποίησης της να είναι άνω φραγμένος. Για 
παράδειγμα, αν  4321 ,,, GGGG  οι τοπολογίες μιας συγκεκριμένης 

περίπτωσης, η διαδοχή αυτών εξελίσσεται ως εξής:...........        
          ............  43214321 GGGGGGGG  

  Τέλος, στα εδάφια 2.2.2 και 2.2.3 παρουσιάζεται πρώτα το 
θεώρημα που έχει ήδη αποδειχθεί στην εργασία [1] και αφορά 
εναλλασσόμενες τοπολογίες με συνεκτικούς γράφους. Αμέσως 
μετά παρουσιάζεται το αντίστοιχο κύριο αποτέλεσμα της 
παρούσας εργασίας, που είναι η επέκταση της ισχύος του 
θεωρήματος και η απόδειξή του  για  εναλλασσόμενες  τοπολο-    
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γίες  μη συνεκτικών γράφων, καθένας από τους οποίους έχει 
αποκομμένες, ισχυρά συνεκτικές και ισορροπημένες συνιστώσες 
(isc’s) και όλοι μαζί έχουν συνεκτική ένωση (jointly connected 
graphs). 
 
2.2.2 Πράκτορες Απλής Ολοκλήρωσης 
 
  Για ένα δίκτυο N  πρακτόρων με δυναμική απλής 
ολοκλήρωσης  της μορφής: 

)1( Ni

ubx iii




 

ορίζουμε: )1(,))()()((
1

Nitxtxt k

N

k iiki  
  και T

N ][ 21   . 

 
Θεώρημα 2.2.2.1:[1] Αν σε δίκτυο εναλλασσόμενων 
τοπολογιών με συνεκτικούς γράφους, που περιγράφεται από 
τις υποθέσεις 1 και 2 του εδαφίου 2.2.1, επιλέξουμε τον 
κατανεμημένο νόμο   ελέγχου:                                             .   
....................  .      )())(cos()()( ttStStu iiii   ..       ........ ..    ..     

με PI όρο.... ........................................................................ 

.                          dsssxtxtS i

t

iii )()()(
2

1
)(

0

2    .......  ................... 

με 0,  , τότε όλα τα ii ux ,  είναι φραγμένα και .......................                             

...................      Nkitxtx kit ,,2,1,0)]()([lim  .             . ...            

...  
Θεώρημα 2.2.2.2: Αν σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών 
μη συνεκτικών γράφων, καθένας από τους οποίους έχει 
αποκομμένες ισχυρά συνεκτικές και ισορροπημένες συνιστώσες 
(isc’s) και όλοι μαζί έχουν συνεκτική ένωση (jointly connected 
graphs) , το οποίο περιγράφεται από τις υποθέσεις 1,2 και 3 
του εδαφίου 2.2.1, επιλέξουμε τον κατανεμημένο νόμο 
ελέγχου:               .. .................. .  ..........                   
............................ )())(cos()()( ttStStu iiii   ...                       .. 

με PI όρο............................................................................     

.. .                        dsssxtxtS i

t

iii )()()(
2

1
)(

0

2    ............. ............ 

με 0,  , τότε όλα τα ii ux ,  είναι φραγμένα και ... ..................            

..                      Nkitxtx kit ,,2,1,0)]()([lim  ..           ...          

.. 
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Απόδειξη: Ξεκινάμε γράφοντας τις εξισώσεις κατάστασης του 
συστήματος και τους νόμους ελέγχου σε διανυσματική μορφή.    
  Για το σκοπό αυτό, ορίζουμε το γενικευμένο διάνυσμα κατά- 
στασης: 

NTTT

ag yxtx 2][:)(   

 

όπου NT

N

NT

N yyyxxx  ],,[:,],,[: 11   και      

).1(,)()(:
0

Nidsssxy i

t

ii     

Τότε οι εξισώσεις κατάστασης παίρνουν τη μορφή: 
 

                               xtLyxQx ag  )(),(  

                               )1(,)( NixtLeexy T

ii

T

i                     (1) 

 

με N

iiiiiiag yxyxbdiagxQ 1

22 )}2/cos()2/({:)(    και 
N

ie                   

την  i-οστή του μοναδιαίου πίνακα. Λόγω της (1), η απεικόνιση  

f  από το δυναμικό σύστημα που προκύπτει, ),( txfx agag  , 

είναι κλαδικά συνεχής και τοπικά Lipschitz. Επομένως 

υπάρχει μοναδική συνεχής λύση )(agx  που μπορεί να 

εκτείνεται σε ένα διάστημα μέγιστου χρόνου, το ),0[ ft , όπως 

αποδεικνύεται στην εργασία [6]. 
  Παραγωγίζοντας τον ΡΙ όρο έχουμε: 
 

               
)()()()(

)()()()()(

ttxtubtx

ttxtxtxtS

iiiii

iiiii







 
 

                                )]()([)( ttubtx iiii    

                                ]))(cos()([)()(   tStSbttx iiiii , ),0[ ftt . 

 
  Απευθείας χρήση του λήμματος 1.5.3.3 δίνει ότι ο ΡΙ όρος 
είναι φραγμένος: 
 

),0[)/(2)0()( fiii ttbStS   . 

 
  Βάσει αυτού, φραγμένο θα είναι και το παρακάτω άθροισμα: 
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       



N

i

t

ii

N

i

i
N

i

i dsssx
tx

tS
1
0

1

2

1

)()(
2

)(
)(   

                  
t

TT dssxsLsLsxtx
0

2
)())()()((

2
)(

2

1 
, 

 

για κάθε  ),0[ ftt . 

Απευθείας χρήση του λήμματος 1.5.2.2 δίνει ότι: 
 








N

i

i

t

tSdssxsLtx
1

0

22
)()()(

2
)(

2

1 
. 

 
 Από την παραπάνω ανάλυση συνεπάγεται ότι τα διανύσματα 
yx,  είναι φραγμένα στο ),0[ ft . Επομένως, ολόκληρο το διά- 

νυσμα agx  είναι φραγμένο και η λύση θα ορίζεται μέχρι το 

ft . ([6],[7]).  

 Ισοδύναμα έχουμε )()()( txtLt   για την παράγωγο του 

οποίου ισχύει: 

).,0[,)()(

)()()(





 tLtubtL

txtLt 
 

  Αξιοποιώντας την ιδιότητα ότι  LLt 2)( , εφαρμόζοντας το 

λήμμα 1.3.3.2 (γενικευμένο λήμμα Barbalat) έχουμε ότι: 
 

                              Nitit ,,2,1,0)(lim                    (2) 

 
 Έστω μια από τις πολλές διαδοχικές τοπολογίες, η οποία έχει 
γράφο  G  με   πράκτορες. Ο G  έχει αποκομμένες ισχυρά 
συνεκτικές και ισορροπημένες συνιστώσες (isolated strongly 
connected balanced, isc) k,,2,1   και έστω ότι η Λαπλασιανή 

μήτρα του έχει μηδενική ιδιοτιμή με rN   πολλαπλότητα και 
μπορεί να γραφτεί ως εξής: 
 

   
T

NN
VVL 21


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T

T

NN

rr

NN
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k
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kkkV




















































 1

2

211

00

00

00

][  

όπου  

1:
1

 


Nek
iisci

i






 

 

με iisc  την  i οστή από τις r  isc συνιστώσες του G  της συγ- 

κεκριμένης τοπολογίας και 
 





iisc

i e


 . 

Η μήτρα  ][ 21 ri kkkV  , 2,1i   είναι ορθογώνια, οπότε:  

N

T

r

T

T

i

ri I

k

k

V

kkkV 
























 1

21 ][  

το οποίο ισοδυναμεί με  N

T

rr

TTT

ii IkkkkkkVV  2211 . 

 Τελικά   παίρνουμε:                                 
 

                                      
T

rr

TT

N

T

ii kkkkkkIVV  2211 .                           (3) 

 
Επιπλέον ισχύει: 
 

                         .:
1

1
 




i

isci
N

T

i hxxk
i




                     (4) 

 
Επομένως έχουμε: 

                           
.21 xVV

Lx

T


 

Πολλαπλασιασμός από δεξιά με 
TV1  δίνει: 
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.2

2111

xV

xVVVV

T

TTT




 

Πολλαπλασιασμός από δεξιά με 
1

2

V  δίνει: xVVVV TT

221

1

2   . 

Αντικαθιστώντας την (3) γίνεται: 
 

xkkkkkkIVV T

rr

TT

N

T  ][ 22111

1

2   

 xkkxkkx T

rr

T  11  

 
και λόγω της (4) γίνεται: 
 

rr

T hkhkhkxVV  22111

1

2  . 

 

Στο σημείο αυτό, για το  οστό κόμβο του G  ισχύει: 
 

 



























.,

1

.,0

1

i

isc

i

iscj

j

i

T

i

T

isc

e

isc

eeke

i

i











  

 

  Άρα για το  οστό και  οστό κόμβο του G παίρνουμε τις 

εξής δύο περιπτώσεις: 

 
• ΑΝΗΚΟΥΝ ΣΤΗΝ ΙΔΙΑ ISC ΣΥΝΙΣΤΩΣΑ: 

 

 

Έστω ότι είναι η iisc  συνιστώσα. Εφόσον αυτή είναι 

αποκομμένη, οι κόμβοι μ και λ δε θα ανήκουν σε άλλη. Τότε: 
 

ii

T

ii

TTT hkehketVVtetetxtx     )())()(()()( 1

1

2  
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


 

ii isc

i

isc

iTT

e

h

e

h
tVVtete









  )())()(( 1

1

2  

             )())()(( 1

1

2 tVVtete TT   
. 

 

Συνεπώς λόγω της (2) εφόσον 0 , τότε θα υπάρχουν 

κάποια 0k , 0 τέτοια ώστε  

                 .],,[,
2

)()( 021 kkTTttxtx kk  


            (a) 

 
• ΔΕΝ ΑΝΗΚΟΥΝ ΣΤΗΝ ΙΔΙΑ ISC ΣΥΝΙΣΤΩΣΑ: 

  
  Από Υπόθεση 3 (σελ.19) έχουμε το φραγμένο χρονικό 

διάστημα kk TT 12    κατά το οποίο ήταν γείτονες για k οστή 

φορά. Από την παραπάνω ανάλυση, εφόσον 0  για κάθε 

0  θα υπάρχει κάποιο 0k  τέτοιο ώστε: 

021 ],,[,
2

)()( kkTTttxtx kk  


. 

 

Ορισμός 2.1.2.1: Έστω 
*

2kT  η τελευταία χρονική στιγμή πριν 

τη στιγμή t  κατά την οποία οι κόμβοι μ και λ ήταν γείτονες.              
. 
  Έστω λοιπόν μια χρονική στιγμή t κατά την οποία δεν είναι 
γείτονες. Τότε: 

)()()()()()()()( *

2

*

2

*

2

*

2 kkkk TxTxTxTxtxtxtxtx    

 
και λόγω Τριγωνικής Ανισότητας: 

 

)()()()()()()()( *

2

*

2

*

2

*

2 kkkk TxTxTxtxTxtxtxtx   . 

 
  Για τους δύο πρώτους απόλυτους προσθετέους του δεξιού 
μέλους εφαρμόζουμε Θεώρημα Μέσης Τιμής: 
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*

2),(

*

2 *
2

)()()( ktTlk TtlxTxtx
k


 




 .               (5) 

 

 Όμως από Υπόθεση 3, το διάστημα 
*

2kTt  είναι φραγμένο: 

 

                                   max

*

2   kTt .                             (5α) 

 

Επιπλέον, ισχύει 0  που συνεπάγεται ότι 0u , άρα 

και  

          0)()(  tubtx 
 . 

 

Επομένως θα υπάρχει T  τέτοιο ώστε: 

                                                   .
4

)(
max





Tttx                              (5β) 

Με χρήση των (5α),(5β) η σχέση (5) γίνεται: 
 

                                  
4

)()( *

2


  kTxtx .                       (6) 

 
  Με την ίδια λογική, για το δεύτερο απόλυτο προσθετέο ισχύει 
 

                                  
4

)()( *

2


  kTxtx .                       (7) 

 
  Τέλος, για τον τρίτο απόλυτο προσθετέο, παρατηρούμε ότι για  

*

2kTt   οι κόμβοι μ  και λ  ήταν γείτονες. Επομένως ισχύει: 

                                 
2

)()( *

2

*

2


  kk TxTx .                   (8) 

 
Συνεπώς με χρήση των (6),(7) και (8) παίρνουμε: 

                                 


 
244

)()( txtx .                (b) 
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  Συνδυάζοντας τα αποτελέσματα (a) και (b) προκύπτει ότι για 
οποιοδήποτε ζεύγος κόμβων μ  και λ  ισχύει 
                            

                               0)]()([lim  txtxt  , 

 
δηλαδή η απόσταση μεταξύ τους τείνει στο μηδέν οπότε 
επιτυγχάνεται Consensus. 
 

                                                                                            
 
2.2.3 Πράκτορες Διπλής Ολοκλήρωσης 
 
Για ένα δίκτυο N  πρακτόρων με δυναμική διπλής 
ολοκλήρωσης  της μορφής: 

      
)1(, Niubv

vx

iii

ii








 

ορίζουμε:   

                     ))()()((
1

txtxt k

N

k iiki  
    

 )1(,))()()((
1

Nitvtvt k

N

k iiki  
  

και  
T

N

T

N ][,][ 2121    . 

 
 
Θεώρημα 2.2.3.1:[1] Αν σε δίκτυο εναλλασσόμενων 
τοπολογιών με συνεκτικούς γράφους, που περιγράφεται από 
τις υποθέσεις 1 και 2 του εδαφίου 2.2.1, επιλέξουμε τον 
κατανεμημένο νόμο ελέγχου:.................................................  
...........      )]()([))(cos()()( trtvtRtRtu iiiii   ................ . 

όπου.. iii tr  )( , N

i tr )(                            .                                                 

με PI όρο.............................................................................     

. .           dssrsqtqtR i

t

iii )()()(
2

1
)(

0

2   .......   ...................  

όπου. iii xvtq  )( , N

i tq )( ..................................................  

με 0,,  , τότε όλα τα iii uvx ,,  είναι φραγμένα και ......   .......                             

....... Nkitvtvtxtx kitkit ,,2,1,,0)]()([lim,0)]()([lim   .. ...          

...  
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Θεώρημα 2.2.3.2: Αν σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών 
μη συνεκτικών γράφων, καθένας από τους οποίους έχει 
αποκομμένες ισχυρά συνεκτικές και ισορροπημένες συνιστώσες 
(isc’s) και όλοι μαζί έχουν συνεκτική ένωση (jointly connected 
graphs) , το οποίο περιγράφεται από τις υποθέσεις 1,2 και 3 
του εδαφίου 2.2.1, επιλέξουμε τον κατανεμημένο νόμο 
ελέγχου:              .. .......   ... .     ........... 
...................... )]()([))(cos()()( trtvtRtRtu iiiii   .          ...  . 

με PI όρο.    ..                  .............     .  

.................. dssrsqdssvtxtqtR i

t

i

t

iiii )()()()(
2

)(
2

1
)(

00

222   


............ . 

με 0,,  , τότε όλα τα iii uvx ,,  είναι φραγμένα και ...............                        

......... Nkitvtvtxtx kitkit ,,2,1,,0)]()([lim,0)]()([lim   .. ...          

...  
Απόδειξη: Παρόμοια με το προηγούμενο εδάφιο, γράφουμε τις 
εξισώσεις κατάστασης του συστήματος και τους νόμους 
ελέγχου σε διανυσματική μορφή. Έτσι ορίζουμε τα 
γενικευμένα διανύσματα κατάστασης: 

                   NTTTT

ag yvxx 3][:  , NTTT vxz 2][:   

όπου  

     NT

N

NT

N

NT

N yyyvvvxxx  ],,[:,],,[:,],,[: 111    

και  

).1(,)()(:
0

Nidssrsqy i

t

ii    

Τότε οι εξισώσεις κατάστασης παίρνουν τη μορφή: 
 

                         zyxNz ag  ),(  

                        )1(),()()( NixvtLeexvy T

ii

T

i         (1) 

με 

                      











))()(()()(

0
:)(

tLIxWtLxW

I
xN

Nagag

N

ag 
 

 

και  N

iiiiag yqbdiagxW 1

2 )}2/cos({:)(   . Λόγω της (1), η 

απεικόνιση  f  από το δυναμικό σύστημα που προκύπτει, 

),( txfx agag 
 , είναι κλαδικά συνεχής και τοπικά Lipschitz. 

Επομένως υπάρχει μοναδική συνεχής λύση )(agx  που μπορεί  
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να εκτείνεται σε ένα διάστημα μέγιστου χρόνου, το ),0[ ft , όπως 

αποδεικνύεται στην εργασία [6]. 
Παραγωγίζοντας τον ΡΙ όρο έχουμε: 
 

)()()()()()()()( 2 trtqtvtvtxtqtqtR iiiiiiii    

       )()()]()()[()]()([)( trtqtvtxtvtvtubtq iiiiiiiii    

          )]()()1()([)( trtvtubtq iiiii                            

          )]()()1[(]1))(cos()([)( trtvtRtRbtq iiiiii   , 

για κάθε  ),0[ ftt . 

Απευθείας χρήση του λήμματος 1.5.3.3 δίνει ότι ο ΡΙ όρος 
είναι φραγμένος: 
 

),0[)/(2)0()( fiii ttbRtR   . 

 
  Βάσει αυτού, φραγμένο θα είναι και το παρακάτω άθροισμα: 
 

 
 


N

i

t

ii

N

i

N

i

t

i
i

N

i

i
N

i

i dssrsqdssv
txtq

tR
1
0

1 1
0

2
2

1

2

1

)()()(
2

)(

2

)(
)(   

               



N

i

t

i dssvtxtq
1
0

222
)()(

2
)(

2

1 
 

                       
t

TT dssqsLsLsq
0

)())()()((
2


, ),0[ ftt . 

 
  Απευθείας χρήση του λήμματος 1.5.2.2 δίνει ότι: 
 








N

i

i

tN

i

t

i tRdssqsLdssvtxtq
1

0

2

1
0

222
)()()(

2
)()(

2
)(

2

1 
. 

 
  Από την παραπάνω ανάλυση συνεπάγεται ότι τα διανύσματα 

yvx ,,  είναι φραγμένα στο ),0[ ft . Επομένως, ολόκληρο το διά- 

νυσμα agx  είναι φραγμένο και η λύση θα ορίζεται μέχρι το 

ft . ([6],[7]). Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι 

NiLtqtx ii ,,2,1,)(),(    οπότε και NiLtui ,,2,1,)(   . 

Επίσης προκύπτει ότι NiLLtvi ,,2,1,)( 2   .  
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  Για τις ταχύτητες )(tvi  η εφαρμογή του λήμματος 1.5.3.2 (γε- 

νικευμένο λήμμα Barbalat) δίνει ότι: 
 

                              Nitvit ,,2,1,0)(lim  .                (2) 

 

Ισοδύναμα έχουμε )()()( tqtLtr   και παραγωγίζοντας: 

 

    
)]()()[(

)()()(

txtvtL

tqtLtr










 

          ),0[])[(   tLvButL  . 

 

  Αξιοποιώντας την ιδιότητα ότι  LLtr 2)( , εφαρμόζοντας το 

λήμμα 1.5.3.2 (γενικευμένο λήμμα Barbalat) έχουμε ότι: 
 

                              Nitrit ,,2,1,0)(lim  .                 (3) 

 
Από το σημείο αυτό και παρακάτω, ο τρόπος εργασίας είναι 
ίδιος με αυτόν στην απόδειξη του θεωρήματος 2.2.2.2. Έστω 
μια από τις πολλές διαδοχικές τοπολογίες, η οποία έχει γράφο 

G  με N  πράκτορες. Ο G  έχει αποκομμένες ισχυρά συνεκτικές 
και ισορροπημένες συνιστώσες (isolated strongly connected 
balanced, isc) k,,2,1   και έστω ότι η Λαπλασιανή μήτρα του 

έχει μηδενική ιδιοτιμή με rN   πολλαπλότητα και μπορεί να 
γραφτεί ως εξής: 

 

    
T

NN
VVL 21
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T

T

NN
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NN
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kkkVVV
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
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

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






 1

2

21121

00

00

00

][  

 

όπου     

1:
1

 


Nek
iisci

i





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με iisc  την  i οστή από τις r  isc συνιστώσες του G  της συγ- 

κεκριμένης τοπολογίας και  





iisc

i e


 . 

Η μήτρα 2,1,][ 21 ikkkV ri   είναι ορθογώνια οπότε  

N

T

r

T

T

i

ri I

k

k

V

kkkV 
























 1

21 ][ . 

Αυτό συνεπάγεται ότι: 
 

                                      
T

rr

TT

N

T

ii kkkkkkIVV  2211 .                            (4) 

 
Επιπλέον ισχύει: 
 

                 .:][
1

1

  
 

i

isc isci
N

T

i hxvqk
i i 

 


             (5) 

 
Επομένως έχουμε: 

.

)(

21 qVV

Lqtr

T


 

Πολλαπλασιασμός από δεξιά με 
TV1  δίνει: 

                                  

                                     

.2

2111

qV

qVVVrV

T

TTT




 

Πολλαπλασιασμός από δεξιά με 
1

2

V  δίνει: 
 

            qVVrVV TT

221

1

2 
 

 
και αντικαθιστώντας την (4) γίνεται: 
 

qkkkkkkIrVV T

rr

TT

N

T  ][ 22111

1

2   
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 qkkqkkq T

rr

T  11  

 
και λόγω της (5) γίνεται: 
 

rr

T hkhkhkqrVV  22111

1

2 . 

 

Στο σημείο αυτό, για το  οστό κόμβο του G  ισχύει: 
              

                     



























.,

1

.,0

1

i

isc

i

iscj

j

i

T

i

T

isc

e

isc

eeke

i

i











  

 

Άρα για το   οστό και   οστό κόμβο του G  παίρνουμε τις 

εξής δύο περιπτώσεις: 

 
• ΑΝΗΚΟΥΝ ΣΤΗΝ ΙΔΙΑ ISC ΣΥΝΙΣΤΩΣΑ: 

 

 

Έστω ότι είναι η iisc  συνιστώσα. Τότε: 

ii

T

ii

TTT hkehketrVVtetetqtq    )())()(()()( 1

1

2  

               




 

ii isc

i

isc

iTT

e

h

e

h
trVVtete









 )())()(( 1

1

2  

                   )())()(( 1

1

2 trVVtete TT  

 . 

 

Συνεπώς λόγω της (3) εφόσον 0r , τότε θα υπάρχουν κά-

ποια 0k , 0 τέτοια ώστε  

                 .],,[,
2

)()( 021 kkTTttqtq kk  


           (a*) 

 
 
 
 



 

 

 

49 

                                                                                                    Κεφάλαιο 2
 

 
• ΔΕΝ ΑΝΗΚΟΥΝ ΣΤΗΝ ΙΔΙΑ ISC ΣΥΝΙΣΤΩΣΑ: 

   
  Από Υπόθεση 3 (σελ.19) έχουμε το φραγμένο χρονικό 

διάστημα kk TT 12    κατά το οποίο ήταν γείτονες για k οστή 

φορά. Από την παραπάνω ανάλυση, εφόσον 0r  για κάθε 

0  θα υπάρχει κάποιο 0k  τέτοιο ώστε: 

.],,[,
2

)()( 021 kkTTttqtq kk  


 

 

Ορισμός 2.2.3.1: Έστω 
*

2kT  η τελευταία χρονική στιγμή πριν 

τη στιγμή  t  κατά την οποία οι κόμβοι μ  και λ  ήταν γείτονες.           
. 
  Έστω λοιπόν μια χρονική στιγμή t κατά την οποία δεν είναι 
γείτονες. Τότε: 
 

)()()()()()()()( *

2

*

2

*

2

*

2 kkkk TqTqTqTqtqtqtqtq    

 
και λόγω Τριγωνικής Ανισότητας: 

 

)()()()()()()()( *

2

*

2

*

2

*

2 kkkk TqTqTqtqTqtqtqtq   . 

 
  Για τους δύο πρώτους απόλυτους προσθετέους του δεξιού 
μέλους, κατά τα γνωστά εφαρμόζουμε Θεώρημα Μέσης Τιμής: 

 

               
*

2),(

*

2 *
2

)()()( ktTlk TtlqTqtq
k


 




 .           (6) 

 

 Όμως από Υπόθεση 3, το διάστημα 
*

2kTt   είναι φραγμένο: 

 

                                     max

*

2   kTt                             (6α) 

 

και επιπλέον, ισχύει  )()()( txtvtq     και παραγωγίζοντας: 

                                       )()()( txtvtq      

                                                 )()( tvtub    . 
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 Λόγω της (3) είναι 0v  που συνεπάγεται ότι 0u . Άρα 

 

0)( tq . 

 

Επομένως θα υπάρχει T  τέτοιο ώστε: 

 

                                                 



Tttq 




max4
)( .                               (6β) 

 
Με χρήση των  (6α),(6β)  η σχέση (6) γίνεται: 
 

                                  
4

)()( *

2


  kTqtq .                         (7) 

 
  Με την ίδια λογική, για το δεύτερο απόλυτο προσθετέο 
έχουμε   

                                  
4

)()( *

2


  kTqtq .                         (8) 

 
  Τέλος, για τον τρίτο απόλυτο προσθετέο, παρατηρούμε ότι για  

*

2kTt   οι κόμβοι μ  και λ  ήταν γείτονες. Επομένως ισχύει: 

                                
2

)()( *

2

*

2


  kk TqTq                      (9) 

 
Συνεπώς συνδυάζοντας τις (7),(8) και (9) παίρνουμε: 
                            

                              


 
244

)()( tqtq .                   (b*) 

 
  Συνδυάζοντας τα αποτελέσματα (a*) και (b*) προκύπτει ότι 
για οποιοδήποτε ζεύγος κόμβων μ  και λ  ισχύει 
                            

                               0)]()([lim  tqtqt  . 
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  H ανάλυση ολοκληρώνεται με τη σύγκλιση των θέσεων και 

των ταχυτήτων των πρακτόρων. Από τον ορισμό των q  έχουμε 

  qxx   το οποίο για 0Tt δίνει: 

 


 

t

T

stTt dssqeeTxetx )()()( )(







 . 

 
  Σχηματίζοντας αυτή την ποσότητα για τους κόμβους μ  και λ 
και χρησιμοποιώντας τριγωνική ανισότητα έχουμε: 
 

            ])()([)()( )( TxTxetxtx Tt




  
 

                                      
t

T

st dssqsqee )()( 


             (10) 

 

για όλα τα }.,,1{,,0 NTt    

  Εφόσον Lx υπάρχει 0c  τέτοιο ώστε ctx )( για όλα τα 

}.,,1{,0 Nt     

Επομένως για όλα τα 
 

 :)(2 Tt )(1 T max { )/1(,0  ln )/4( c } 

λόγω της (10) και επειδή 
2

)()(0)()(


  tqtqtqtq  

για κάθε 0  και 0)(1 T , },,,1{, N  έχουμε: 

 


 

t

T

Ttst cedssqsqeetxtx
))(( 12)()()()(






  

                           



22
. 

 

 Έτσι, για κάθε 0  υπάρχει κάποιο 0)(2 T   τέτοιο ώστε: 

 

  )()( txtx  

δηλαδή  

0)]()([lim  txtxt   
 
 

για κάθε },,1{, N . 
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Τέλος, από τον ορισμό των q  έχουμε: 

 

)]()([lim)]()([lim tqtqtvtv tt     

                          0)]()([lim   txtxt   

 δηλαδή 

0)]()([lim  tvtvt  , 
 

για κάθε },,1{, N . 

 
  Συνεπώς για οποιοδήποτε ζεύγος κόμβων, συνδυάζοντας όλα 
τα παραπάνω αποτελέσματα, η απόσταση μεταξύ τους και οι 
ταχύτητές τους τείνουν στο μηδέν οπότε τελικά επιτυγχάνεται 
Consensus. 

                                                                                            
 
Παρατήρηση: στον ΡΙ όρο του θεωρήματος 2.2.3.2 

προστέθηκαν  και  οι όροι 
t

ii dssvtx
0

22 )(),(
2


 επιπλέον αυτών που 

υπάρχουν στο θεώρημα 2.2.3.1, προκειμένου να αποδειχθεί 
ότι οι ταχύτητες των πρακτόρων είναι τετραγωνικά 
ολοκληρώσιμες συναρτήσεις, ώστε να εξασφαλιστεί η σύγκλισή 
τους στο μηδέν μέσω του λήμματος Barbalat. 
 
 
2.2.4 Αναγωγή στις δύο διαστάσεις 
 
  Στο παρόν εδάφιο γίνεται διατύπωση του προβλήματος που 
αναλύθηκε παραπάνω, στις δύο διαστάσεις. Οι υποθέσεις 1,2 
και 3 της σελίδας 19 γίνονται και εδώ, ενώ ολόκληρο το 
μαθηματικό υπόβαθρο και οι ορισμοί που διατυπώθηκαν 
μέχρι αυτό το σημείο έχουν ισχύ και στην περίπτωση των δύο 
διαστάσεων. 
  Όπως θα γίνει φανερό στη συνέχεια, η λύση του 
προβλήματος δύο διαστάσεων ισοδυναμεί με τη λύση δύο 
μονοδιάστατων προβλημάτων, όπως αυτή δόθηκε στα εδάφια 
2.2.2 και 2.2.3 για δίκτυα    απλής   και διπλής  
ολοκλήρωσης   αντίστοιχα.  Συνεπώς    θα περιοριστούμε μόνο 
στη διατύπωση των αντίστοιχων προβλημάτων δύο διαστάσεων. 
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Για το δυναμικό σύστημα: 
 

                        

























2

1

2

1

2

1

0

0

i

i

i

i

i

i

u

u

b

b

x

x




 , )1( Ni   

 
ορίζουμε ίδια λαπλασιανή μήτρα και για τις δύο διαστάσεις: 
 





N

k

kiiki txtxt
1

111 ))()(()(   

                          



N

k

kiiki txtxt
1

222 ))()(()(       

.......................................................................... )1( Ni  . 

 

  Σημειώνεται ότι τα ik είναι κοινά για κάθε διάσταση λόγω 

ίδιας  λαπλασιανής  μήτρας. Είναι  
T

N )( 121111
    και  

.,,)(
21222122

NT

N     

 
  Ο νόμος ελέγχου για την πρώτη διάσταση είναι: 
 

)())(cos()()( 1111 ttStStu iiii    

με ΡΙ όρο  

                     dsssxtxtS i

t

iii )()()(
2

1
)( 1

0
1

2

11    ,   )1( Ni   

 
και αντίστοιχα για τη δεύτερη: 
 

)())(cos()()( 2222 ttStStu iiii    

με ΡΙ όρο 
 
  
 

Δίκτυο απλών ολοκληρωτών 
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                      dsssxtxtS i

t

iii )()()(
2

1
)( 2

0
2

2

22    ,   )1( Ni   

με 0,  . 

 
Διατυπώνοντας για τις δύο διαστάσεις: 
 

11
xL     και   22

xL  , με  

 2,1,)( 21  ixxxx
T

Niiii   και NNL   

 
για κάθε διάσταση ακολουθείται η ίδια μεθοδολογία με αυτή 
του εδαφίου 2.2.2 , ώστε να αποδειχθεί σύγκλιση θέσεων των 
πρακτόρων. 
 

 
 

 
Για το δυναμικό σύστημα: 
 



























2

1

2

1

10

01

i

i

i

i

v

v

x

x




 

 

                         

























2

1

2

1

2

1

0

0

i

i

i

i

i

i

u

u

b

b

v

v




 , )1( Ni  , 

 
ορίζουμε: 

     



N

k

kjijikij txtxt
1

))()(()(    και  



N

k

kjijikij tvtvt
1

))()(()(   

με 2,1j . 

 
Ο νόμος ελέγχου που επιλέγεται για κάθε διάσταση είναι: 
 

)]()([))(cos()()( trtvtRtRtu ijijijijij    

 
όπου 
                                                                                                         
 

  Δίκτυο διπλών ολοκληρωτών 
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.2,1,)1(),()(:)(  jNitttr ijijij   

 
Αντίστοιχα ο ΡΙ όρος είναι: 
 

dssrsqdssvtxtqtR ij

t

ij

t

ijijijij )()()()(
2

)(
2

1
)(

00

222   


 

 
όπου  

2,1,)1(),()(:)(  jNitxtvtq ijijij   
 

με 0,,  . 

 
Διατυπώνοντας για τις δύο διαστάσεις: 
 

11 qLr    και  
22 qLr  , με  

T

Niiii

T

Niiii
rrrrqqqq )(,)( 2121     

και  
NNL  , 2,1j  , 

για κάθε διάσταση, όπως πριν, ακολουθείται η ίδια 
μεθοδολογία με αυτή του εδαφίου 2.2.3, ώστε να αποδειχθεί 
σύγκλιση θέσεων και ταχυτήτων των πρακτόρων. 
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3.1  Προσομοιώσεις 

 

 
3.1.1 Τα δεδομένα 
 
  Στο κεφάλαιο αυτό θα εκτελέσουμε προσομοίωση consensus 
ενός δικτύου με τέσσερις πράκτορες. Θα μελετηθούν δύο περι- 
πτώσεις δικτύου, σε καθεμιά από τις οποίες προκύπτουν τρεις 

εναλλασσόμενες τοπολογίες γράφων 321 ,, GGG . Καθένας από 

τους γράφους αυτούς είναι μη συνεκτικός με ισχυρά συνεκτι- 
κές και απόλυτα απομονωμένες συνιστώσες, όπως αυτές έχουν 
ορισθεί από τον ορισμό 1.5.2.3 (σελίδα 8). 
  Επισημαίνεται ότι και στις δύο περιπτώσεις μελέτης, η ένωση 

των 321 ,, GGG  είναι γράφος από κοινού συνεκτικός (jointly 

connected graph). Η διαδοχή των τοπολογιών είναι η ακόλου- 
θη:  

 321321 GGGGGG  

 
και ισχύει: 

















)2mod()2,0.1[,

)2mod()1,5.0[,

)2mod()5.0,0[,

)(

3

2

1

tG

tG

tG

tG  

 
Οι προσομοιώσεις έγιναν στο πρόγραμμα Matlab R2009a. Οι 
γράφοι των τοπολογιών και οι αντίστοιχες λαπλασιανές μήτρες 
παρουσιάζονται στην επόμενη σελίδα: 
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Περίπτωση 1: 
 

          
 
 






















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



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







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
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



































1010

0000

1010

0000

,

0000

0101

0000

0101

,

0000

0000

0011

0011

321 LLL  

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                          Σχήμα 11: Τοπολογίες περίπτωσης 1. 

G1+G2+G3 

G1 G2 G3 
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Περίπτωση 2: 

 

         
 
 


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






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







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


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























































1100

1100

0011

0011

,

0000

0110

0121

0011

,

1010

0000

0011

1001

321 LLL  

 
 
3.1.2 Τα αποτελέσματα 
 
 

 
 

 

• Περίπτωση 1:  
Θέτουμε ως διάνυσμα αρχικών θέσεων το εξής: 

Txx )5.145.55.085.2()0(0   

 
  
 

Δίκτυο απλών ολοκληρωτών 

 
                         Σχήμα 12: Τοπολογίες περίπτωσης 2. 

G1+G2+G2 

G1 G2 G3 
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Το διάνυσμα με τα κέρδη ελέγχου είναι:   
Tb )1211(  . 

Επίσης θέτουμε 6.0 . Ακολουθούν τα γραφήματα θέ- 
σεων και νόμων ελέγχου ως προς χρόνο. 
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• Περίπτωση 2: 

Διάνυσμα αρχικών καταστάσεων: 
Tx )5.825.25.045.10()0(   

Κέρδη ελέγχου: 
Tb )1211(    

Επίσης 6.0 . 
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  Ως διανύσματα αρχικών θέσεων και ταχυτήτων των πρακτόρων 
θέτουμε αντίστοιχα: 

 
Txx )5.025.15.01()0(0   
Tvv )1111()0(0   

 
Το διάνυσμα με τα κέρδη ελέγχου εδώ είναι: 
 

Tb )1211(   

 
Τέλος, θέτουμε 1.0   και 6 . Ακολουθούν τα γραφήματα 

θέσεων, ταχυτήτων και νόμων ελέγχου ως προς χρόνο. 
 

• Περίπτωση 1: 

 
 
 

  Δίκτυο διπλών ολοκληρωτών 
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• Περίπτωση 2: 
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   Το παρόν εδάφιο ολοκληρώνεται με την παρουσίαση στιγμι- 
οτύπων από τις προσομοιώσεις των δικτύων που μελετήθηκαν 
παραπάνω, όταν αυτά ανάγονται στην περίπτωση δύο διαστά- 
σεων. Και για τις δύο περιπτώσεις δικτύου θέτουμε: 
 

Κέρδη ελέγχου: 
Tb )1211(  . 

Για τους απλούς ολοκληρωτές: 6.0 . 

Για τους διπλούς ολοκληρωτές: 6.0,1.0   . 

   
  Στις επόμενες σελίδες παρουσιάζονται τα στιγμιότυπα, πρώτα για 
το δίκτυο της περίπτωσης 1 και μετά για αυτό της περίπτωσης 2. 
Σημειώνεται ότι σε κάθε περίπτωση, τα διανύσματα αρχικών 
θέσεων είναι ίδια τόσο για τους απλούς όσο και για τους διπλούς 
ολοκληρωτές. 
 
 

 Δύο διαστάσεις 



 

 

 

66 

Κεφάλαιο 3 

 

 

• Περίπτωση 1 

 
Διανύσματα αρχικών θέσεων: 

Txx )5.025.15.01()0(0  , 
Tyy )1325()0(0  . 
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• Περίπτωση 2 

 
Διανύσματα αρχικών θέσεων: 

Txx )5.425.25.13()0(0  , 
Tyy )75.1325()0(0  . 
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3.2  Συμπεράσματα 

 
 

3.2.1 Σύνοψη και αποτελέσματα 
 

   Στην παρούσα διπλωματική εργασία προτείναμε μια λύση για το 
πρόβλημα consensus  με πράκτορες που έχουν άγνωστες, μη 
ταυτόσημες κατευθύνσεις ελέγχου και το δίκτυο παρουσιάζει 
εναλλασσόμενες τοπολογίες, κάθε μια από τις οποίες έχει μη 
συνεκτικό γράφο με απόλυτα αποκομμένες ισχυρά συνεκτικές και 
ισορροπημένες συνιστώσες. Η ένωση των γράφων όλων των 
τοπολογιών είναι ένας ισχυρά συνεκτικός γράφος.  
  Τα κύρια εργαλεία μας είναι η γενίκευση του λήμματος Barbalat 
για ομοιόμορφα κλαδικά συνεχείς συναρτήσεις [1] (λήμμα 
1.5.3.2) και η επέκταση των λημμάτων της εργασίας [1] ώστε να 
έχουν ισχύ και στον τύπο προβλήματος consensus που 
εξετάστηκε στον παρόντα τόμο.  
  Στις προσομοιώσεις του κεφαλαίου αυτού είναι φανερή η 
επίτευξη consensus μεταξύ των κόμβων, και για τις δύο 
περιπτώσεις δικτύου που προσομοιώθηκαν. Από τα γραφήματα 
διαπιστώνεται πως η ‘πυκνότητα’ του δικτύου, δηλαδή το πλήθος 
των ακμών κάθε αποκομμένης ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας 
καθενός από τους γράφους των τοπολογιών, επηρεάζει την 
ταχύτητα σύγκλισης του δικτύου. Έτσι, στη δεύτερη περίπτωση 
δικτύου, που η ‘πυκνότητα’ των γράφων είναι μεγαλύτερη, η 
σύγκλιση θέσεων των πρακτόρων επιτυγχάνεται φανερά 
γρηγορότερα από τη σύγκλιση θέσεων της πρώτης περίπτωσης, 
ακόμα και με μικρότερα κέρδη ελέγχου, και στους απλούς και 
στους διπλούς ολοκληρωτές. 
 
3.2.2 Επεκτάσεις 
 
   Η περίπτωση προβλήματος που μελετήθηκε στην παρούσα 
διπλωματική είναι μια από τις πολλές που μπορεί να αντιμε- 
τωπίσει ο Μηχανικός Ελέγχου. Ενδεικτικά, ορισμένες ιδέες πάνω 
στις οποίες μπορεί να υπάρξει επέκταση των αποτελεσμάτων μας 
στο μέλλον είναι: 
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• PI έλεγχος σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών, με 

γράφους μη συνεκτικούς και συνιστώσες οι οποίες δεν είναι 
απόλυτα αποκομμένες από τους υπόλοιπους κόμβους, όπως 
στην περίπτωση που εξετάσαμε. 

• PI έλεγχος σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών, το οποίο 
θα έχει δυναμική με στοχαστικές διαταραχές. 

• Έλεγχος με επιπλέον όρο παραγώγου (PID) στην περίπτωση 
δικτύου που εξετάστηκε στον παρόντα τόμο. 

• PI έλεγχος σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών, με 
γράφους συνεκτικούς αλλά όχι ισορροπημένους. 

• PI έλεγχος σε δίκτυο εναλλασσόμενων τοπολογιών, στις 
εξισώσεις κατάστασης του οποίου υπάρχει και δυναμική, 
δηλαδή κάποιος όρος που περιέχει μια συνάρτηση της 
μεταβλητής x(t), γραμμική ή μη. 
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