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Εισαγωγή 

 

Η θεωρία της ευστάθειας παίζει σηµαντικό ρόλο στη θεωρία συστηµάτων και τη Μηχανική. 

Υπάρχουν διαφορετικά είδη προβληµάτων ευστάθειας που προέρχονται από τη µελέτη των 

δυναµικών συστηµάτων, όπως η ευστάθεια των περιοδικών τροχιών και η ευστάθεια εισόδου 

– εξόδου. Η ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας συνήθως περιγράφεται µέσω χρήσης 

Lyapunov, ενός Ρώσου Μαθηµατικού – Μηχανικού, ο οποίος ανέπτυξε αυτή τη θεωρία, η 

οποία πήρε το όνοµά του. 

 

Στο Κεφάλαιο 1 θα µελετήσουµε τα σηµεία ευστάθειας, αστάθειας καθώς και θα 

επισηµάνουµε τη διαφορά ευστάθειας και ασυµπτωτικής ευστάθειας. Επίσης, θα 

παρουσιαστούν τα βασικά θεωρήµατα της µεθόδου Lyapunov για αυτόνοµα συστήµατα. 

 

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται µια επέκταση της θεωρίας µε βάσει το θεώρηµα La Salle. 

 

Στο Κεφάλαιο 3 ασχολούµαστε µε την ευστάθεια γραµµικών αυτόνοµων συστηµάτων και 

εκµεταλλευόµαστε τ’ αποτελέσµατα ώστε να εξάγουµε µέσω της γραµµικοποίησης ικανές 

συνθήκες για την ευστάθεια αυτόνοµων µη γραµµικών συστηµάτων.  

 

Στο Κεφάλαιο 4 επεκτείνουµε την θεωρία Lyapunov σε µη αυτόνοµα συστήµατα. 

Περιγράφουµε την οµοιόµορφη ευστάθεια, την οµοιόµορφη ασυµπτωτική ευστάθεια και την 

εκθετική ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για ένα µη αυτόνοµο σύστηµα. Εφαρµόζουµε 

τη µέθοδο Lyapunov για την οµοιόµορφη ασυµπτωτική ευστάθεια όπως και την εκθετική 

ευστάθεια.  

 

Στο Κεφάλαιο 5 µελετάµε τα γραµµικά χρονικά µεταβαλλόµενα συστήµατα και την 

γραµµικοποίησή τους. 

 

Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζουµε δυο αντίστροφα θεωρήµατα Lyapunov.  

 

Στο Κεφάλαιο 7 µελετάµε κάποιες επεκτάσεις του θεώρηµατος La Salle για χρονικά 

µεταβαλλόµενα σύστηµατα.
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Κεφάλαιο 1: Αυτόνοµα συστήµατα 

 
 
1.1 Αστάθεια & Ευστάθεια των σηµείων ισορρο̟ίας στα αυτόνοµα 
          συστήµατα 
 

Θεωρούµε το αυτόνοµο σύστηµα 

  xɺ  = )(xf                                                        (1.1) 

όπου : nf D →ℝ  είναι τοπικά Lipchitz σε µια περιοχή nD ⊂ ℝ . Με ( ) ( )0, xxx ⋅=⋅  

συµβολίζουµε την µοναδική λύση του (1.1), όπου ( ) 00,0 xxx =  που ορίζεται ως γνωστό για 

t  κοντά στο µηδέν. 

Υποθέτουµε ότι Dx ∈  είναι ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (1.1), τέτοιο ώστε: 

( ) 0f x =  

Θα µελετήσουµε την ευστάθεια του .x  Γι’ αυτό το λόγο θα διατυπώσουµε τους ορισµούς 

και τα θεωρήµατα, για την περίπτωση που το σηµείο ισορροπίας είναι η αρχή του n
ℝ , όπου 

το σηµείο x  ισούται µε µηδέν. 

Πράγµατι, αν: 0x ≠  τότε αν  ( ) ( )y x x⋅ = ⋅ −  έχουµε:   

( ) ( ) ( ) ,y x f x f y x g y
ορ

= = = + =ɺ ɺ
 
όπου ( )0 0g =

( )0 0g =

 

Στην καινούρια µεταβλητή y , το σύστηµα έχει σηµείο ισορροπίας την αρχή των αξόνων. 

Άρα, χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε στο εξής ότι η ( )f x
 
ικανοποιεί τη σχέση 

( )0 0f =
 
και θα µελετήσουµε την ευστάθεια του µηδενός. 

 

Ορισµός 1.1:  Το σηµείο ισορροπίας 0x = της εξίσωσης (1.1) είναι: 

• ευσταθές αν, για κάθε 0,ε >  υπάρχει ( ) 0δ δ ε= >
 
έτσι ώστε 

( ) ( )0 , 0x x t tδ ε< ⇒ < ∀ ≥
 

• ασταθές αν δεν είναι ευσταθές. 

• ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι ευσταθές και µπορεί να επιλεγεί δ  τέτοιο ώστε: 

( ) ( )0 lim 0
t

x x tδ
→+∞

< ⇒ =                                          (1.2) 
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• ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι ασυµπτωτικά ευσταθές και ισχύει η 1.2, για κάθε               

( )0 nx ∈ℝ . 

Ας θεωρησοθµε για παραδειγµα την εξίσωση του ταλαντωτή: 

1 2

2 1 2sin

x x

g k
x x x

l m

=

   = − −   
   

ɺ

ɺ

 

η οποία έχει δυο σηµεία ισορροπίας τα: ( )1 20, 0x x= = , ( )1 2, 0x xπ= = . Μπορει να  

δειχτει ότι για 0k =  οι τροχιές στη περιοχή του πρώτου σηµείου ισορροπίας είναι κλειστές. 

Εποµένως, ξεκινώντας ικανοποιητικά κοντά στο σηµείο ισορροπίας, οι τροχιές είναι βέβαιο 

ότι θα παραµείνουν µέσα σ’ οποιαδήποτε συγκεκριµένη µπάλα που έχει κέντρο το σηµείο 

ισορροπίας. Εποµένως, η απαίτηση που αφορά το ε  και το δ  για την ευστάθεια 

ικανοποιείται. Το σηµείο ισορροπίας, ωστόσο, δεν είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, καθώς οι 

τροχιές που ξεκινούν από το σηµείο ισορροπίας δεν καταλήγουν σ’ αυτό τελικά. Αντίθετα, 

παραµένουν στην κλειστή τροχιά τους. Όταν η τριβή ληφθεί υπόψη, τότε το σηµείο 

ισορροπίας στην αρχή των αξόνων γίνεται ασυµτωτικα ευσταθής εστία. Η µελέτη του 

πορτραίτου φάσεων µιας ευσταθούς εστίας δείχνει ότι η απαίτηση που αφορά το ε  και το 

δ  για ευστάθεια, ικανοποιείται. Επιπλέον, οι τροχιές που ξεκινούν κοντά στο σηµείο 

ισορροπίας τείνουν σ’ αυτό καθώς το t  τείνει στο ∞ . Το δεύτερο σηµείο ισορροπίας στο 

1x π=  είναι ασταθές. Συγκεκριµένα, αναµένεται ότι η απαίτηση που αφορά το ε  και το δ  

δεν ικανοποιείται, δηλαδή για κάθε 0ε >  υπάρχει πάντα µια τροχιά που βγαίνει έξω από 

την µπάλα { }|nx x x ε∈ − ≤ℝ
 
ακόµα και όταν το ( )0x

 
είναι αυθαίρετα κοντά στο 

σηµείο ισορροπίας. 

Ο ορισµός (1.1) απαιτεί ότι οι λύσεις του συστήµατος (1.1) ορίζονται για όλα τα 

0t ≥ . Θα δείξουµε ότι οι επιπρόσθετες συνθήκες που χρειάζονται στο θεώρηµα Lyapunov 

διασφαλίζουν την γενική ύπαρξη λύσεων. 

Εναλλακτικα, µπορουµε να µελετησουµε την ευστάθεια και την ασυµπτωτική 

ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας, χρησιµοποιώντας «ενεργειακή προσέγγιση». Ας 

ορίσουµε την ενέργεια του ταλαντωτή ( )E x
 
ως το άθροισµα των δυναµικών και κινητικών 

ενεργειών, έχοντας επιλέξει σηµείο αναφοράς για την δυναµική ενέργεια τέτοιο ώστε: 

( )0 0E = . Έχουµε λοιπόν: 
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( ) ( )1 2 2
2 1 20

1 1
sin 1 cos

2 2

x g g
E x y dy x x x

l l
   = + = − +   
   ∫

 

Όταν η τριβή είναι αµελητέα ( )0k = , το σύστηµα είναι συντηρητικό, οπότε δεν υπάρχει 

απώλεια ενέργειας. Άρα, η E  είναι σταθερή κατά τη διάρκεια της κίνησης του συστήµατος, 

δηλαδή: 

0
dE

dt
=

 

Αφού, ( )E x c=
 
σχηµατίζει κλειστή καµπύλη γύρω από το 0x =  για µικρά c , όπου 

µπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι το 0x =  είναι σηµείο ευσταθούς 

ισορροπίας. Όταν η τριβή ληφθεί υπόψιν, τότε θα υπάρξει απώλεια ενέργειας κατά την 

διάρκεια κίνησης του συστήµατος. ∆ηλαδή: 

0
dE

dt
≤  

Λόγω της τριβής, η E  δεν µπορεί να παραµείνει σταθερή επ’ αόριστον, καθώς το σύστηµα 

βρίσκεται σε κίνηση. Οπότε, συνεχώς µειώνεται µέχρι να γίνει τελικά µηδέν, το οποίο µας 

δείχνει ότι η τροχιά τείνει στο 0x =  καθώς το t  τείνει στο ∞ . Ωστόσο, εξετάζοντας την 

παράγωγο της E  µπορούµε να βγάλουµε συµπεράσµατα για την ευστάθεια του σηµείου 

ισορροπίας.  

 

Το 1892, ο Lyapunov απέδειξε ότι υπάρχουν και άλλες συναρτήσεις πέραν της ενέργειας, 

µέσω των οποίων µπορούµε να βγάλουµε συµπέρασµα για την ευστάθεια ενός σηµείου 

ισορροπίας.  

 

Έστω: :V D → ℝ µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση ορισµένη σ’ έναν τόπο nD ⊂ ℝ , 

το οποίο περιέχει την αρχή των αξόνων. Η παράγωγος της V  του συστήµατος (1.1), η 

οποία συµβολίζεται ως ( )V xɺ
 
είναι: 

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

1 1

1

2

1 2

, , ,

n n

i i
i ii i

n

n

V V
V x x f x

x x

f x

f xV V V V
f x

x x x x

f x

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂

 
 

 ∂ ∂ ∂ ∂ = =   ∂ ∂ ∂ ∂   
  

∑ ∑ɺ ɺ

…
⋮
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Η παράγωγος της V  εξαρτάται από την εξίσωση του συστήµατος. Συνεπώς, η ( )V xɺ
 
είναι 

διαφορετική για διαφορετικά συστήµατα. Αν, ( ),t xϕ
 
είναι λύση του συστήµατος (1.1), η 

οποία ξεκινά έχοντας αρχική θέση x  τη χρονική στιγµή 0t = , τότε η ( )V xɺ
 
είναι: 

( ) ( )( )
0

, |
t

d
V x V t x

dt
ϕ

=
=ɺ

 

Εποµένως, αν η ( )V xɺ είναι αρνητική τότε η ( )V x είναι φθίνουσα συνάρτηση για το 

σύστηµα (1.1). 

 

Το επόµενο θεώρηµα είναι απόρροια της προηγούµενης προσέγγισης: 

 

 

1.2 Θεώρηµα Lyapunov & Εφαρµογές 

 

Θεώρηµα 1.1: Lyapunov 

Έστω 0x =  να είναι σηµείο ισορροπίας του (1.1) µε nD ⊂ ℝ  το πεδίο ορισµού µε το 

0x = . Έστω :V D →ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση έτσι ώστε: 

( ) ( )0 0, 0V V x= >  στο { }\ 0D                                      (1.3) 

( ) ( )( ) 0V x Vf x
ορ

= ∇ ≤ɺ
 
στο

 
D

                                        (1.4) 

τότε το 0x =  είναι ευσταθές. Επιπλέον, αν 

                                             
( ) 0V x <ɺ

 
στο

 
{ }\ 0D

                                             (1.5) 

τότε το 0x =  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Απόδειξη:  1ο  Για 0ε >  θέτουµε ( ]0,r ε∈
 
έτσι ώστε: 

{ : }n
rB x x r D= ∈ ≤ ⊂ℝ  

2ο  Έστω ( )min
x r

a V x
=

=  και η υπόθεση (1.3) µάς εξασφαλίζει ότι 0.a >  

                 

3ο  Έστω ( )0,β α∈
 
και 

( ){ : }rx B V xβ βΩ = ∈ ≤  
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όπου το
 βΩ

 
είναι στο εσωτερικό του 

rB . Τότε από την σχέση (1.5) οποιαδήποτε τροχιά 

ξεκινά στο βΩ
 
για 0t =  θα παραµείνει σ’ αυτό για όλο το χρονικό διάστηµα. 

Συγκεκριµένα: 

( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 , 0V x t V x t V x tβ≤ ⇒ ≤ ≤ ∀ ≥ɺ
 

 

 

Το βΩ
 
είναι προφανώς συµπαγές αφού το σύνολο είναι κλειστό λόγω συνέχειας της V  και 

περικλειόµενο από το rB . Εποµένως, το σύστηµα (1.1) έχει µοναδική λύση ορισµένη για 

όλα τα 0t ≥ , δηλαδή ( )0x β∈Ω .
 
Τώρα, αφού ( )V x - συνεχής και ( )0 0V =

 
συνεπάγεται 

ότι υπάρχει 0δ >  έτσι ώστε: 

( )x V xδ β≤ ⇒ <
 

Εποµένως, έχουµε: 

rB Bδ β⊂ Ω ⊂  

και   

( ) ( ) ( ) ( )0 0 rx B x x t x t Bδ β β∈ ⇒ ∈Ω ⇒ ∈Ω ⇒ ∈  

Άρα καταλήγουµε: 

( ) ( )0 , 0x x t r tδ ε< ⇒ < ≤ ∀ ≥
 

το οποίο µας δείχνει ότι το σηµείο ισορροπίας 0x =  είναι ευσταθές. 

 

4o  Τώρα υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση (1.4). Για να δείξουµε την ασυµπτωτική ευστάθεια, 

χρειάζεται να δείξουµε ότι: ( ) 0
t

x t
→∞
→ , δηλαδή: 0, 0a∀ > ∃Τ >  

έτσι ώστε ( )x t a<
 
για 

όλα τα .t > Τ  Τώρα από επανάληψη των προηγούµενων ισχυρισµών, γνωρίζουµε ότι: 

Σχήµα (1.1): Γεωµετρική αναπαράσταση των υποθέσεων του Θεωρήµατος 
(1.1). 
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0,a∀ > µπορούµε να επιλέξουµε 0b > έτσι ώστε: .b aBΩ ⊂ Άρα αρκεί να δείξουµε ότι: 

( )( ) 0.
t

V x t
→∞
→

 
Επειδή, η ( )( )V x t

 
είναι φθίνουσα και κάτω φραγµένη από το 0 έχουµε: 

( )( ) 0
t

V x t c
→∞
→ ≥

 

∆είχνουµε ότι 0c = . Έστω αντίθετα ότι 0c > . Αφού η ( )V x
 
είναι συνεχής υπάρχει 0d >  

έτσι ώστε 
d cB ⊂ Ω

 
και συνεπώς η τροχιά ( )x t

 
περνά έξω από την µπάλα 

dB
 
για όλα τα 

0t ≥ . 

Έστω, ( )max
d x r

V xγ
≤ ≤

− = ɺ

 
το οποίο υπάρχει λόγω συνέχειας της συνάρτησης ( )V xɺ

 
και έχει 

µέγιστο στην περιοχή  { }d x r≤ ≤ .                   

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Τώρα, από την σχέση (1.5) και το γεγονός ότι ( )x t
 
δεν ανήκει στη µπάλα 

dB
 
για κάθε 

0t ≥  συνεπάγεται ότι: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0

0 0 , 0
t

V x t V x V x d V x t tτ τ γ= + ≤ − ∀ ≥∫ ɺ  

Έτσι, το δεξί µέλος θα γίνει τελικά αρνητικό και αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση 

ότι 0c > , άτοπο. Άρα, 0c =  και συνεπώς το 0 n∈ℝ  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Όταν µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση ( )V x
 
ικανοποιεί τις συνθήκες (1.3) και (1.4) 

ονοµάζεται συνάρτηση Lyapunov. Η επιφάνεια ( )V x c= , για κάποια 0c > , ονοµάζεται 

Lyapunov επιφάνεια ή ισοδυναµική επιφάνεια. Χρησιµοποιώντας Lyapunov επιφάνειες, το 

σχήµα 1.2 αποτελεί διαισθητική απεικόνιση του θεωρήµατος. Αποτελούν Lyapunov 

επιφάνειες, καθώς οι τιµές των µεταβλητών c  µειώνονται. Η συνθήκη 0V ≤ɺ  δηλώνει ότι, 

 

c3 
 

 

c2 

 
V(x)=c1 

c1< c2< c3 

Σχήµα 1.2: Επιφάνειες κατά επίπεδο µιας συνάρτησης Lyapunov. 
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όταν µια τροχιά διασταυρωθεί µε µια Lyapunov επιφάνεια ( )V x c= , τότε κινείται µέσα 

στο σύνολο ( ){ }|n
c x V x cΩ = ∈ ≤ℝ

 
και παραµένει µέσα σ’ αυτό. Όταν 0V <ɺ , τότε η 

τροχιά κινείται από µια επιφάνεια Lyapunov σε µια εσωτερική επιφάνεια Lyapunov µε 

µικρότερη τιµή c. Καθώς το c  µειώνεται, η επιφάνεια Lyapunov ( )V x c=
 
εκφυλίζεται 

στην αρχή των αξόνων (0,0), δείχνοντας ότι πλησιάζει το (0,0) µε το πέρας του χρόνου. Εάν 

γνωρίζουµε µόνο ότι, 0V ≤ɺ  τότε δεν είµαστε σίγουροι ότι η τροχιά µπορεί να πλησιάσει το 

(0,0), αλλά µπορούµε να καταλήξουµε ότι το (0,0) είναι ευσταθές αφού η τροχιά µπορεί να 

περικλείεται µέσα σ’ οποιαδήποτε µπάλα Bε , απαιτώντας ότι η αρχική θέση ( )0x
 

βρίσκεται µέσα σε µια επιφάνεια Lyapunov που περιέχεται στη µπάλα. 

Όταν µια συνάρτηση ( )V x
 
ικανοποιεί τη συνθήκη (1.3) έτσι ώστε: ( )0 0V =

 
και 

( ) 0V x >
 
για 0x ≠ , τότε λέµε ότι είναι θετικά ηµιορισµένη. Μια συνάρτηση ( )V x

 
είναι 

αρνητικά ορισµένη ή αρνητικά ηµιορισµένη εάν η ( )V x−
 
είναι θετικά ορισµένη ή θετικά 

ηµιορισµένη, αντίστοιχα.  

Μ’ αυτή την ορολογία, µπορούµε να αναδιατυπώσουµε το θεώρηµα Lyapunov ως: η αρχή 

των αξόνων (0,0) είναι ευσταθής αν υπάρχει µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση  ( )V x
 

τέτοια ώστε η ( )V xɺ
 
να είναι αρνητικά ηµιορισµένη, και είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν η 

( )V xɺ
 
είναι αρνητικά ορισµένη. 

Η κλάση των βαθµωτών συναρτήσεων ( )V x , τις οποίες µπορούµε εύκολα να 

διαπιστώσουµε σε ποιά από τις παραπάνω τέσσερις κατηγορίες ανήκουν, είναι η κλάση των 

συναρτήσεων που γράφονται στην τετραγωνική µορφή: 

( )
1 1

n n

ij i j
i j

V x x P x p x xΤ

= =

= = ∑∑
 

όπου ο P  είναι ένας πραγµατικός συµµετρικός πίνακας. Σ’ αυτή την περίπτωση, η ( )V x
 

είναι θετικά ορισµένη (θετικά ηµιορισµένη) εάν και µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του P  είναι 

θετικές, το οποίο αληθεύει αν και µόνο αν όλες οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου 

του P  είναι θετικές. Εάν η ( )V x x P xΤ=
 
είναι θετικά ορισµένη (θετικά ηµιορισµένη) τότε 

µπορούµε να πούµε ότι ο P  είναι θετικά ορισµένος (θετικά ηµιορισµένος) και γράφουµε 

( )0 0P P> ≥ . 

 



Κεφάλαιο 1: Αυτόνοµα Συστήµατα 

11 
 

α -α 

Παράδειγµα 1.1: Έστω 

( ) 2 2 2
1 1 3 2 2 3 32 4V x ax x x ax x x ax= + + + +

 

η οποία γράφεται στη µορφή: 

( ) [ ]
1

1 2 3 2

3

0 1

0 2 .

1 2

xa

V x x x x a x x Px

a x

Τ

  
  = =  
       

Λύση: Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )aχ
 
του πίνακα P  είναι οι: 

( )2 2, , 5 .a a a a −
 
Άρα, η ( )V x

 
ορίζεται θετικά αν 5.a >  Τώρα, για αρνητικά ορίσµατα, 

οι ρίζες του πίνακα P  θα πρέπει να είναι θετικές διότι οι ρίζες του P  πρέπει να έχουν 

εναλλακτικά σηµεία ώστε να γίνονται αρνητικές και θετικές. Άρα, η ( )V x
 
ορίζεται αρνητικά 

αν 5.a < −  

Από τον υπολογισµό όλων των λύσεων µπορούµε να συµπεράνουµε ότι: ( ) 0V x ≥
 
(θετικά 

ηµιορισµένο) αν 5a ≥  και ( ) 0V x ≤
 
(αρνητικά ηµιορισµένο) αν 5a ≤ −  και για 

( )5, 5a ∈ −
 
η ( )V x  δεν ορίζεται. 

 

 

Παράδειγµα 1.2: Έστω η διαφορική εξίσωση 1ης τάξης 

( )x g x= −ɺ
 

µε την ( )g x - τοπικά Lipchitz στο διάστηµα ( ),a a−
 
η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες 

συνθήκες: 

( )
( ) ( )

0

0, 0, ,

g x

xg x x x a a

=

> ∀ ≠ ∈ −
 

 

Λύση: Ένα πιθανό σχεδιάγραµµα της ( )g x
 
δίνεται στην ακόλουθη εικόνα 

 

 

 

 

 

 

 g(x) 

 

 

Σχήµα 1.3: Πιθανή µη γραµµική συνάρτηση για το παράδειγµα 1.2 
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Το σύστηµα έχει µοναδικό σηµείο ισορροπίας την αρχή συντεταγµένων (0,0) και 

διαισθητικά µπορούµε να δούµε ότι το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές διότι οι λύσεις 

ξεκινούν και από τις δύο πλευρές του (0,0) και θα κινηθούν προς την κατεύθυνση του (0,0) 

λόγω της παραγώγου xɺ . Για να φτάσουµε στο ίδιο αποτέλεσµα χρησιµοποιώντας το 

θεώρηµα Lyapunov, θεωρούµε τη συνάρτηση 

( ) ( )
0

x
V x g y dy= ∫  

Η ( )V x  µε
 

( ): ,x D α α∈ = −
 
είναι συνεχώς παραγωγίσιµη όπου ( )0 0V = ,  

( ) 0 0.V x x> ∀ ≠
 
Τώρα, για να διαπιστώσουµε αν είναι συνάρτηση Lyapunov, αρκεί να 

υπολογίσουµε τις παραγώγους των τροχιών του συστήµατος. Έχουµε: 

( ) ( ) ( )2 0, {0}
V

V x g x g x x D
x

∂
= − = − < ∀ ∈ −  ∂

ɺ

 

Τελικά, από το θεώρηµα (1.1) συµπεραίνουµε ότι η αρχή των αξόνων (0,0) είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθής. 

 

Παράδειγµα 1.3: ∆ίνεται η ακόλουθη εξίσωση εκκρεµούς χωρίς τριβή: 

1 2

2 1sin

x x

g
x x

l

=

 = − 
 

ɺ

ɺ                                                   (1.6) 

µελετώντας την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας (0,0). Μια υποψήφια συνάρτηση 

Lyapunov είναι η συνάρτηση της ενέργειας, δηλαδή: 

( ) ( ) 2
1 2

1
1 cos

2

g
V x x x

l
 = − + 
   

Τώρα, ( )0 0V =
 
και ( )V x

 
θετικά ορισµένη εκτός του διαστήµατος 12 2 .xπ π− < <

 
Η 

παράγωγος της ( )V x
 
είναι: 

( ) ( )1 1 2 2 2 1 2 1sin sin sin 0 0
g g g

V x x x x x x x x x V x
l l l

     = + = − = ⇒ =     
     

ɺ ɺɺ ɺ

 

και από τις σχέσεις (1.3), (1.4) οι οποίες ικανοποιούνται, καταλήγουµε ότι το (0,0) είναι 

ευσταθές σηµείο ισορροπίας. 

Επειδή ( ) 0V x ≡ɺ
 
µπορούµε να πούµε ότι το (0,0) δεν είναι ασυµπτωτικά ευσταθές και για 

τροχιές που ξεκινούν στην περιοχή Lyapunov ( )V x c=
 
παραµένουν στην ίδια περιοχή για 

όλες τις µελλοντικές στιγµές. 
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Παράδειγµα 1.4: Θεωρούµε την εξίσωση εκκρεµούς µε τριβή αυτή τη φορά: 

1 2

2 1 2sin

x x

g k
x x x

l m

=

   = − −   
   

ɺ

ɺ                                        (1.7) 

Θεωρούµε την ενεργειακή συνάρτηση ( ) ( ) 2
1 2

1
1 cos

2

g
V x x x

l
 = − + 
   

ως υποψήφια 

συνάρτηση Lyapunov. Έχουµε: 

( ) 2
1 1 2 2 2sin 0

g k
V x x x x x x

l m
   = + = − ≤   
   

ɺ ɺ ɺ

 

η οποία είναι αρνητικά ηµιορισµένη. ∆εν είναι αρνητικά ορισµένη διότι ( ) 0V x =ɺ
 
για 

2 0x = , µη εξαρτώµενη από την µεταβλητή 1x , όπου έχουµε ( ) 0V x =ɺ
 
κατά µήκος του 

1x - άξονα. Άρα, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι το (0,0) είναι ευσταθές. 

Ωστόσο, λόγω τριβής αναµένουµε ότι το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. Όµως, η 

παραπάνω συνάρτηση Lyapunov αποτυγχάνει να το δείξει. 

 

Σηµείωση: Θα δούµε αργότερα στο 2ο κεφάλαιο ότι το θεώρηµα La Salle µας δίνει την 

δυνατότητα να φτάσουµε σε ένα θετικό συµπέρασµα µε χρήση της ενεργειακής συνάρτησης 

Lyapunov. 

 

Στην συνέχεια εντοπίζουµε µια συνάρτηση Lyapunov ( )V x
 
για το σύστηµα (1.7) που 

πληροί την (1.5). Θεωρούµε ένα 2x2 πίνακα 
11 12

21 22

0
p p

P
p p

 
= > 

 
 και ορίζουµε: 

( ) ( )1

1
1 cos

2

g
V x x P x x

l

ορ
Τ  = + − 

   

όπου τα στοιχεία του πίνακα P  να ικανοποιούν τις σχέσεις: 

11

22

2
11 22 12

0

0

0

p

p

p p p

>

>

− >  

Η παράγωγος ( )V xɺ
 
δίνεται από την σχέση: 

( ) ( )11 1 12 2 1 2 12 1 22 2 1 2sin sin
g g k

V x p x p x x x p x p x x x
l l m

        = + + + + − −        
        

ɺ
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Τώρα, πρέπει να επιλέξουµε τα 11 12 22, ,p p p  έτσι ώστε η ( )V xɺ
 
να είναι αρνητικά ορισµένη. 

Επιλέγουµε πρώτα 

22 1p =
 και 11 12

k
p p

m
 =  
   

µε 

120
k

p
m

< <
 

ώστε η ( )V x
 
να είναι θετικά ορισµένη. Στη συνέχεια, επιλέγουµε 12 0.5

k
p

m
 =  
   

και 

υπολογίζουµε: 

( ) 2
1 1 2

1 1
sin

2 2

g k k
V x x x x

l m m
    = − −    
    

ɺ

 

Παίρνοντας, 2
1{ : }D x x π= ∈ <ℝ

 
βλέπουµε ότι η ( )V x

 
είναι θετικά ορισµένη στο D  

και η ( )V xɺ
 
είναι αρνητικά ορισµένη στο \{0}D , αντίστοιχα. Συνεπώς, βάσει του 

θεωρήµατος (1.1) καταλήγουµε στο ότι το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Μονο σε οριµενες περιπτωσεις ο προδιορισµος συνάρτησης  Lyapunov ειναι εφικτος. Ας  

εξετασουµε την ακολουθη περιπτωση ευρεσης  µιας θετικα ορισµενης ( )V x , έτσι ώστε η 

( )V xɺ
 
να ορίζεται αρνητικά. . Η αντιστοιχη διαδικασία ονοµάζεται µέθοδος βαθµωτής 

µεταβλητής. Περιγράφουµε τη διαδικασία. Έστω ( )V x
 
µια συνάρτηση του x  και 

Η παράγωγος ( )V xɺ
 
είναι: 

     
( ) ( ) ( ) ( )V

V x f x g x f x
x

Τ∂
= =

∂
ɺ

 

Η ιδέα τώρα είναι να επιλέξουµε την ( )g x
 
έτσι ώστε να παράγεται από µια θετικά 

ορισµένη συνάρτηση ( )V x
 
ενώ ταυτόχρονα η ( )V xɺ

 
να είναι αρνητικά ορισµένη. ∆εν είναι 

δύσκολο (παράδειγµα 1.5) να επαληθεύσουµε ότι η ( )g x
 
προκύπτει από την παραπάνω  

σχέση, εάν ο Ιακωβιανός πίνακας [ ]/g x∂ ∂ είναι συµµετρικός, έτσι ώστε: 

 

, , 1, ,ji

j i

gg
i j n

x x

∂∂
= ∀ =

∂ ∂
…

 

( ) V
g x V

x

Τ
∂ = ∇ =  ∂ 
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Βάσει του παραπάνω περιορισµού, επιλέγουµε την ( )g x
 
τέτοια ώστε η ( ) ( )g x f xΤ

 
να 

είναι αρνητικά ορισµένη. Η ( )V x
 
υπολογίζεται από το ακόλουθο ολοκλήρωµα: 

( ) ( ) ( )
0 0

1

nx x

i i
i

V x g y dy g y dyΤ

=

= = ∑∫ ∫
 

Η ολοκλήρωση ορίζεται απ' οποιαδήποτε διαδροµή επιλέξουµε µ' έναρξη το 0 και τέλος το 

x , έτσι ώστε: 

( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 1 1 2 1 2 20 0

1 2 10

,0, ,0 , ,0, ,0

, , , ,
n

x x

x

n n n n

V x g y dy g x y dy

g x x x y dy−

= +

+ +

∫ ∫

∫

… …

⋯ …
 

Αγνοώντας µερικές παραµέτρους της ( )g x , τις οποίες προσπαθούµε να επιλέξουµε έτσι 

ώστε να µας εξασφαλίζουν την ( )V x
 
θετικά ορισµένη. Η µέθοδος αυτή µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ώστε να φτάσουµε στη συνάρτηση Lyapunov του παραδείγµατος (1.4). 

Αντί όµως, να επαναλάβουµε το παράδειγµα, επεξηγούµε τη µέθοδο µ' ένα πιο γενικό 

σύστηµα, ως ακολούθως. 

 

Παράδειγµα 1.5: Έστω το ακόλουθο σύστηµα 2ης τάξης: 

( )
1 2

2 1 2

x x

x h x a x

=

= − −

ɺ

ɺ                                               (1.8) 

όπου ( )0,a h> ⋅
 
- τοπικά Lipchitz, ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, ,h y h y y y b c= > ∀ ≠ ∈ −

 
µε ,b c  

θετικές σταθερές. Η εξίσωση εκκρεµούς είναι µια ειδική περίπτωση της (1.8). 

 

Λύση: Επιλέγουµε ένα διάνυσµα 2ης τάξης ώστε να ικανοποιεί τη σχέση: 

1 2

2 1

g g

x x

∂ ∂
=

∂ ∂  

όπου 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 0V x g x x g x h x a x= − + <  
ɺ , για

 
0x ≠

              
(1.9) 

και 

( ) ( )
0

0
x

V x g y dyΤ= >∫ , για 0x ≠  

Ας ορίσουµε την ( )g x , ως: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

a x x x x
g x

x x x x

β

γ δ

+ 
=  

+    
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όπου οι συναρτήσεις ( ) ( ) ( ) ( ), , ,a β γ δ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
µπορούν να προσδιοριστούν. Τώρα, για να 

ικανοποιείται η συµµετρία, θα πρέπει να ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση: 

( ) ( )1 2 1 2
2 2 1 1

a
x x x x x x

x x x x

β γ δ
β γ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Τώρα, η παράγωγος ( )V xɺ
 
είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 2 1 2 2 2 1 1 1V x a x x x x x a x x x a x x x x h x x x h xβ γ δ δ γ= + − − − −ɺ

 

και απαλείφοντας τον όρο ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1a x x a x x x h xγ δ− −
 
επιλέγουµε να ισούται µε 

µηδέν. Άρα: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 1V x a x x x x x h xδ β γ= − − −  

ɺ  

 

Τώρα, για την απλοποίηση των πράξεων θεωρούµε: 

              

( )
( )
( )

x

x

x

δ δ

γ γ

β β

=

=

=

             Constants 

και το ( )a x
 
εξαρτάται µόνο από το 1x

 και η συµµετρία ικανοποιείται αν .β γ=  Άρα, η 

παράσταση του ( )g x
 
ανάγεται στη σχέση: 

( )
( )1 1 2

1 2

a x h x x
g x

x x

γ δ γ

γ δ

 + + 
=  

+   

Με αντικατάσταση στη σχέση (1.9)
 
έχουµε: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1

1

1 1 1 1 2 20 0

2 2
1 1 2 20

0

1 1

2 2
1

2

x x

x

x

V x a y h y dy x y dy

V x a x h y dy x x x

V x x P x h y dy

γ δ γ δ

γ δ γ δ

δΤ

= + + + ⇒  

= + + + ⇒

= +

∫ ∫

∫

∫

 

όπου ο πίνακας P  είναι 

a
P

γ γ
γ δ

 
=  

   

Επιλέγοντας, 0δ >  και 0 γ αδ< <
 
εξασφαλίζουµε ότι η ( )V x

 
είναι θετικά ορισµένη και 

η ( )V xɺ
 
αρνητικά ορισµένη. 

Για παράδειγµα, παίρνοντας kγ α δ=  
µε 0 1k< <  µεταπίπτουµε στη συνάρτηση 

Lyapunov όπου: 
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( ) ( )1
2

02 1

xka ka
V x x x h y dy

ka

δ
δΤ  

= + 
 

∫                            (1.10) 

η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες (1.3), (1.4) εκτός του 2
1{ : }D x b x c= ∈ − < <ℝ . Άρα, το 

(0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

 

1.3 Θεώρηµα Barbashin – Krasovskii & Εφαρµογές 

 

Θεώρηµα 1.2: Barbashin – Krasovskii 

Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας της διαφορικής εξίσωσης (1.1). Έστω : nV →ℝ ℝ  µια 

συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες προϋποθέσεις: 

( )0 0V =
 
και

 
( ) 0,V x > 0x∀ ≠                                 (1.11) 

( )x V x→ ∞ ⇒ → ∞
  

                                       (1.12) 

   ( ) 0V x <ɺ , 0x∀ ≠                                                (1.13) 

τότε το 0x =  είναι ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές. 

Απόδειξη: ∆οθέντος κάποιου σηµείου np ∈ℝ έστω ( ).c V p=
 
Από υπόθεση (1.12)

 

συνεπάγεται ότι 0, 0c r∀ > ∃ >  τέτοιο ώστε: ( )V x c>
 
για .x r>

 
Άρα: 

c rΩ ⊂ Β , 

δηλαδή το 
cΩ

 
είναι φραγµένο. Η συνέχεια της απόδειξης είναι παρόµοια µε αυτήν του 

θεωρήµατος (1.1). 

 

Παράδειγµα 1.6: Θεωρούµε την περίπτωση (1.8) µε ( )0,a h> ⋅
 
- τοπικά Lipchitz, 

( ) ( )0 0, 0 0h y h y y= > ∀ ≠
 
(σε όλο το διάστηµα) µε ,b c  

θετικές σταθερές. ∆είχνουµε 

ότι το 0 n∈ℝ  είναι ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές. Όπως στην περίπτωση προηγούµενου 

παραδείγµατος, ορίζουµε: 

( ) ( ) ( )1
2

1 20
, ,

2 1

xka ka
V x x x h y dy x x x

ka

δ
δΤ  

= + = 
 

∫  

η οποία θετικά ορισµένη για κάθε 2x ∈ℝ  και ικανοποιεί την (1.12) λόγω των υποθέσεων. Η 

παράγωγος ( )V xɺ
 
είναι: 

( ) ( ) ( )2
2 1 11V x a k x a kx h xδ δ= − − −ɺ

 



Κεφάλαιο 1: Αυτόνοµα Συστήµατα 

18 
 

είναι αρνητικά ορισµένη για κάθε 2x ∈ℝ , µε 0 1.k< <  Άρα, το (0,0) είναι ολικά 

ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Σηµείωση: Εάν η αρχή των αξόνων 0x =  είναι ένα ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο 

ισορροπίας του συστήµατος, τότε αυτό σηµαίνει ότι είναι µοναδικό σηµείο ισορροπίας του. 

∆ιότι, αν υπήρχε ένα άλλο σηµείο ισορροπίας x  θα έπρεπε να παραµείνει στο x  για όλα τα 

0t ≥ . Έτσι, γι’ αυτό το λόγο δε θα µπορούσε να προσεγγίσει την αρχή των αξόνων (0,0). 

Αυτό, έρχεται σε αντιπαράθεση µε τον ισχυρισµό ότι η αρχή των αξόνων (0,0) είναι ολικά 

ασυµπτωτικά ευσταθής. 

 

 

1.4 Ικανές Συνθήκες Αστάθειας και Εφαρµογές 

 

Έστω :V D →ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση ορισµένη στο nD ⊂ ℝ  το οποίο 

περιέχει την αρχή αξόνων (0,0). Υποθέτουµε ότι: ( )0 0V =
 
και ότι υπάρχει 

ox
 
- αυθαίρετο 

κοντά στο (0,0) τέτοιο ώστε ( ) 0.oV x >
 
Επιλέγουµε 0r >  

τέτοιο ώστε η σφαίρα 

{ : }n
r x x rΒ = ∈ <ℝ

 
να περιέχεται στο D  και έστω 

( ){ : 0}rU x V x= ∈Β >                                          (1.14) 

µε U ≠ ∅  ορισµένο ώστε να περιέχει τη σφαίρα rΒ . Το σύνορο δίνεται από την επιφάνεια 

( ) 0V x =
 
και τη σφαίρα .x r=

 
Τώρα, αφού ( )0 0V =

 
συνεπάγεται ότι το (0,0) βρίσκεται 

στο σύνορο του U  µέσα στη rΒ . Για παράδειγµα, το σχήµα (1.4) µάς δείχνει ότι το U  

µπορεί πάντα να κατασκευάζεται από την προϋπόθεση ( )0 0V =
 
και ( ) 0oV x >

 
για κάποια 

ox
 
- αυθαίρετα κοντά στην αρχή των αξόνων. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.4: Γραφική παράσταση της συνάρτησης 
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Θεώρηµα 1.3: Έστω 0x =  είναι ένα σηµείο ισορροπίας της διαφορικής εξίσωσης (1.1). 

Έστω :V D →ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε: ( )0 0V =
 
και 

( ) 0oV x >
 
για κάποια 

ox
 
- αυθαίρετα µε µικρή νόρµα ox . Ορίζουµε U  από τη σχέση 

(1.14)  και υποθέτουµε ότι ( ) 0V x >ɺ
 
στο U . Τότε το 0x =  είναι ασταθές. 

 

Απόδειξη: Το σηµείο 
ox
 
είναι στο εσωτερικό του U  και ( ) 0oV x a= > . Τώρα, η τροχιά 

( )x t
 
ξεκινώντας από το ( )0 ox x=

 
θα πρέπει να φύγει από το U . Τώρα, για το σηµείο 

ox
 

παρατηρούµε ότι αφού η ( )x t
 
είναι µέσα στο U  και ( )( )V x t a≥ , αφού ( ) 0V x >ɺ

 
στο 

U . Έστω: 

( ) ( )min{ : , }V x x U V x aγ = ∈ ≥ɺ
 

 

το οποίο υπάρχει λόγω συνέχεια της ( )V xɺ
 
και επιπλέον 0γ > . Προκύπτει ότι: 

( )( ) ( ) ( )( )
0 0

t t

oV x t V x V x s ds a ds tγ α γ= + ≥ + = +∫ ∫ɺ

 

όπου αυτή η ανισότητα µάς δείχνει ότι η τροχιά ( )x t
 
δεν µπορεί να παραµείνει για πάντα 

µέσα στο U  επειδή η ( )V x
 
περικλείεται από το U . Όµως, η ( )x t

 
δεν µπορεί να φύγει 

από το U  µέσω της επιφάνειας ( )V x a=
 
αφού ( )( )V x t a≥ . Οπότε, πρέπει να φύγει από 

το U  µέσω της σφαίρας .x r=
 
Αφού αυτό µπορεί να συµβεί για κάποιο αυθαίρετο µικρό 

ox , τότε το (0,0) είναι ασταθές. 

 

Παράδειγµα 1.7: Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα 2ης τάξης όπου: 

( )
( )

1 1 1

2 2 2

x x g x

x x g x

= +

= − +

ɺ

ɺ
 

µε τις ( ) ( )1 2,g x g x
 
να ικανοποιούν τη σχέση 

( ) 2

2ig x k x≤                                               (1.15) 

στο D  - κοντά στο (0,0). 

Η ανισότητα (1.15) συνεπάγεται ότι ( )0 0ig = , οπότε το (0,0) είναι ένα σηµείο ισορροπίας.  

∆είχνουµε ότι το 20∈ℝ  είναι ασταθές. Θεωρούµε τη συνάρτηση: 
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( ) ( )2 2
1 2

1

2
V x x x= −

 

Στον άξονα 
2 0x =

 
έχω ( ) 0V x >

 
σε σηµεία κοντά στο (0,0). Η παράγωγος της ( )V x

 

είναι η: 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 2V x x x x g x x g x= + + −ɺ

 

 

όπου η ποσότητα ( ) ( )1 1 2 2x g x x g x−
 
ικανοποιεί την ανισότητα 

( ) ( ) ( )
2

3

1 1 2 2 2
1

2i i
i

x g x x g x x g x k x
=

− ≤ ≤∑
 

Άρα: 

( ) ( )2 3 2

2 2 2 2
2 1 2V x x k x x k x≥ − = −ɺ

 

Επιλέγοντας r  τέτοιο ώστε 
r DΒ ⊂ , δηλαδή 

1

2
r

k
< . Άρα, όλες οι συνθήκες του 

θεωρήµατος (1.3) ικανοποιούνται, οπότε το (0,0) είναι ασταθές.
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Κεφάλαιο 2: Η αρχή του Αναλλοίωτου 
 

 

2.1   Αναλλοίωτα σύνολα 

 

Στη µελέτη της εξίσωσης εκκρεµούς – ταλαντωτή µε τριβή στο παράδειγµα (1.4), είδαµε ότι 

η συνάρτηση Ενέργειας ως συνάρτηση Lyapunov αποτυγχάνει να ικανοποιήσει τη συνθήκη 

ασυµπτωτικής ευστάθειας του Θεωρήµατος (1.1), επειδή: 

2
2( ) ( ) 0

k
V x x

m
= − ≤ɺ

 

Με παρατήρηση η ( )V xɺ  
είναι αρνητικά ορισµένη παντού, εκτός του άξονα 

2 0x = , όπου 

( ) 0V x =ɺ . Έτσι λοιπόν, το σύστηµα για να διατηρήσει την συνθήκη ( ) 0V x =ɺ , θα πρέπει το 

διάνυσµα να παραµείνει στον άξονα 
2 0x = , εκτός και αν 

1 0x =
 
το οποίο είναι αδύνατο, 

διότι από την εξίσωση του ταλαντωτή έχουµε: 

( )2 2 10 ( ) 0 sin ( ) 0x t x t x t≡ ⇒ ≡ ⇒ =ɺ  

Εποµένως, στο τµήµα 
1xπ π− < <

 
για 

2 0x =
 
το σύστηµα µπορεί να διατηρήσει τη 

συνθήκη ( ) 0V x =ɺ
 
µόνο στην αρχή 0.x =  Εποµένως, γι’ αυτό πρέπει ( )( )

( ) 0
0.

x t
t

V x t
→

→∞

→

 

Αυτό έχει ως συνέπεια να καταλάβουµε από φυσικής άποψης ότι κατά τη διάρκεια της 

τριβής η ενέργεια δεν µπορεί να παραµένει σταθερή ενώ το σύστηµα κινείται. 

Αυτή η ιδέα ακολουθείται από την Αρχή Σταθεροποίησης του LaSalle, όπου είναι το θέµα 

αυτής της παραγράφου. 

 

Για να διατυπώσουµε και ν’ αποδείξουµε το θεώρηµα LaSalle, χρειαζόµαστε να εισάγουµε 

µερικές έννοιες. Έστω ( )0,x t x
 
η λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.1)

 
και έστω p  ένα 

θετικό όριο της ( )x t
 
εάν υπάρχει η ακολουθία { }nt  

µε 

n
n

t
→∞
→ ∞

 

έτσι ώστε 

( )n
n

x t p
→∞
→  

όπου το σύνολο 
0x  όλων των θετικών ορίων της λύσης  ( ),x t⋅  καλείται θετικό όριο του 

0x . 
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Ορισµός 2.1: Ένα σύνολο Μ καλείται αναλλοίωτο εάν 

( ) ( )0 ,x x t t∈Μ ⇒ ∈Μ ∀ ∈ℝ
 

Αυτό σηµαίνει ότι, αν η λύση ανήκει στο Μ για κάποιο χρόνο t  (στιγµιαίο) τότε η λύση θα 

ανήκει στο Μ για όλες τις παρελθοντικές και µελλοντικές χρονικές στιγµές. 

  

Ορισµός 2.2: Ένα σύνολο Μ καλείται θετικά αναλλοίωτο εάν 

( ) ( )0 , 0x x t t∈Μ ⇒ ∈Μ ∀ ≥
 

Λέµε ότι η λύση ( )x t
 
προσεγγίζει ένα σύνολο nΜ ⊂ ℝ  καθώς t → ∞ , εάν 

0, 0ε∀ > ∃Τ >  
έτσι ώστε: 

( )( ), ,x t tρ εΜ < ∀ > Τ
 

όπου η απόσταση ( ),pρ Μ
 
υποδηλώνει την απόσταση του p  από το σύνολο Μ, δηλαδή 

( ), inf
x

p p xρ
∈Μ

Μ = −
 

όπου ⋅
 
η συνήθης norm στον n

ℝ . 

 

Το σηµείο ισορροπίας και ο χρόνος είναι αναλλοίωτα µεγέθη, αφού οποιαδήποτε λύση 

ξεκινήσει είτε στο ένα σύνολο είτε στο άλλο (από τα παραπάνω σύνολα που ορίσαµε), θα 

παραµείνει σ’ αυτό για όλα τα .t ∈ℝ  Συγκεκριµένα το σύνολο ( ){ }:n
c x V x cΩ = ∈ ≤ℝ

 

µε ( ) 0, cV x x≤ ∀ ∈Ωɺ
 
είναι θετικά αναλλοίωτο, όπως είδαµε στην απόδειξη του 

θεωρήµατος (1.1), αφού κάθε λύση που ξεκινά στο 
cΩ
 
παραµένει 

 
σε αυτό για όλα τα 0t ≥ . 

 

Μια θεµελιώδης ιδιότητα του συνόλου ορίων διατυπώνεται στο ακόλουθο λήµµα. 

 

Λήµµα 2.1: Εάν µια λύση ( ) ( )0,x x x⋅ = ⋅
 
της διαφορικής εξίσωσης (1.1) είναι φραγµένη 

στο nD ⊂ ℝ  και παραµένει σ' αυτό για 0t ≥ , τότε το θετικό σύνολο ορίων 
0xL+

 
είναι 

διάφορο του µηδενός, συµπαγές και θετικά αναλλοίωτο. Συγκεκριµένα: 

( )
0x

t
x t L+

→∞
→
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2.2    Θεώρηµα La Salle & Εφαρµογές  

 

Θεώρηµα 2.2: La Salle 

Έστω DΩ ⊂  ένα συµπαγές σύνολο δηλαδή απόλυτα σταθερό που ικανοποιεί τη διαφορική 

(1.1). Έστω :V D →ℝ  συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση έτσι ώστε ( ) 0V x ≤ɺ
 
στο Ω. 

Έστω Ε το σύνολο όλων των σηµείων στο Ω, όπου ( ) 0V x =ɺ . Έστω Μ το µεγαλύτερο 

θετικά αναλλοίωτο σύνολο στο Ε. Τότε, κάθε λύση που ξεκινά στο Ω πλησιάζει το Μ καθώς 

t → ∞ . 

 

Απόδειξη: Έστω ( )x t
 
λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.1)

 
η οποία ξεκινά από το 

0x ∈Ω . 

Αφού ( ) 0V x ≤ɺ
 
στο Ω τότε ( )( )V x t

 
φθίνουσα συνάρτηση του t . Αφού ( )V x

 
συνεχής 

στο συµπαγές σύνολο Ω η ( )( )V x t
 
έχει όριο το α , καθώς t → ∞ . Σηµειώνουµε επίσης 

ότι 
0xL+ ∈Ω , επειδή το Ω είναι κλειστό. Για οποιοδήποτε 

0xp L+∈
 
υπάρχει ακολουθία { }nt  

µε 
nt →∞

 
και ( )n

n
x t p

→∞
→

 
και από την συνέχεια της ( )V x

 
έχουµε: 

( ) ( )( )lim n
n

V p V x t α
→∞

= =  

Άρα, ( )V x α=
 
στο 

0xL+ . Αφού,  
0xL+  αναλλοίωτο, 

0xL+ ⊂ Μ ⊂ Ε ⊂ Ω  και βάσει Λήµµατος 

(2.1) έπεται: 

 
( )

t
x t

→∞
→ Μ

 

 

Πόρισµα 2.3: Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας της διαφορικής εξίσωσης (1.1). Έστω 

:V D →ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη, θετικά ορισµένη συνάρτηση στο πεδίο ορισµού D . 

Έστω ( ){ }: 0S x D V x= ∈ =ɺ
 
και έστω ότι δεν υπάρχει λύση η οποία µπορεί να παραµείνει 

σταθερή στο S  πέραν της τετριµµένης λύσης. Τότε το 0x =  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Πόρισµα 2.4: Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας της διαφορικής εξίσωσης (1.1). Έστω 

: nV →ℝ ℝ  συνεχώς παραγωγίσιµη, µη φραγµένη, θετικά ορισµένη συνάρτηση τέτοια 

ώστε ( ) 0, .nV x x≤ ∀ ∈ɺ ℝ
 
Έστω ( ){ }: 0nS x V x= ∈ =ɺℝ

 
και έστω ότι δεν υπάρχει λύση η 
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οποία µπορεί να παραµείνει σταθερή στο S , πέραν της τετριµµένης λύσης. Τότε το 0x =  

είναι ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Παρατηρούµε ότι: αν ( ) { }0 0V x S< ⇒ =ɺ . Εποµένως τα πορίσµατα 2.3 και 2.4 

συµπίπτουν µε τα θεωρήµατα (1.1) και (1.2), αντίστοιχα. 

 

Παράδειγµα 2.1: Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα 

( ) ( )
1 2

2 1 2

x x

x g x h x

=

= − −

ɺ

ɺ
 

όπου ( ) ( ),g h⋅ ⋅
 
τοπικά Lipchitz και ικανοποιούν τις συνθήκες: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0, 0 0, ,

0 0, 0 0, ,

g yg y y y

h yh y y y

α α

α α

= > ∀ ≠ ∈ −

= > ∀ ≠ ∈ −
 

Το σύστηµα έχει µοναδικό σηµείο ισορροπίας στην αρχή συντεταγµένων. Η εξίσωση του 

συστήµατος µπορεί να δοθεί ως µια γενική εξίσωση ταλαντωτή µε την ( )2h x
 
να αποτελεί 

την τριβή. Μια υποψήφια συνάρτηση Lyapunov µπορεί να είναι η συνάρτηση της ενέργειας: 

( ) ( )1 2
20

1

2

x
V x g y dy x= +∫                                            (2.3) 

Έστω { }2 : iD x xα α= ∈ − < <ℝ , όπου η ( )V x
 
είναι θετικά ορισµένη στο D . Επιπλέον, 

η παράγωγος του συστήµατος δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 2 0 0V x g x x x g x h x x h x V x x D = + − − = − ≤ ⇒ ≤ ∀ ∈ 
ɺ ɺ

 

η οποία είναι  αρνητικά ηµιορισµένη. 

Έστω το σύνολο ( ){ }: 0S x D V x= ∈ =ɺ . Σηµειώνουµε ότι αν: 

( ) ( )2 2 20 0 0V x x h x x= ⇒ = ⇒ =ɺ
 
για

 
2xα α− < <

 

Άρα: 

{ }2: 0S x D x= ∈ =
 

Έστω ( ) ( )0,x t x t x=
 
µια τροχιά του συστήµατος, η οποία παραµένει στo S . Προκύπτει 

ότι: 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1 10 0 0 0x t x t g x t x t≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ɺ  
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Άρα, η µόνη λύση που µπορεί να παραµείνει στο S είναι η τετριµµένη λύση ( ) 0x t =  . Άρα, 

το 0x =  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Παράδειγµα 2.2: Θεωρούµε ξανά το σύστηµα του προηγούµενου παραδείγµατος, όπου 

α = ∞  και υποθέτουµε ότι η ( )g ⋅
 
ικανοποιεί την πρόσθετη συνθήκη: 

( )
0

y

y
g z dz

→∞
→ ∞∫

 

Τώρα, η συνάρτηση Lyapunov (2.3) είναι µη φραγµένη. Όµοια µε το προηγούµενο 

παράδειγµα, προκύπτει ότι ( ) 0V x ≤ɺ
 
στο 2
ℝ  και το σύνολο 

( ){ } { }2 2
2: 0 : 0S x V x x x= ∈ = = ∈ =ɺℝ ℝ

 

δεν περιέχει λύσεις εκτός της τετριµµένης. Άρα, το 0x =  σύµφωνα µε το πόρισµα 2.4 είναι 

ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Παράδειγµα 2.3: Θεωρούµε το σύστηµα 1ου βαθµού 

 

y y uα= +ɺ  

µε τον έλεγχο: 

2, , 0u ky k yγ γ= − = >ɺ
 

 

1ο Θεωρούµε 1 2,x y x k= =
 
και το σύστηµα παίρνει την µορφή: 

( )1 2 1

2
2 1

x x x

x x

α

γ

= − −

=

ɺ

ɺ  

2ο Ο άξονας 1 0x =  είναι ένα σύνολο σηµείων ισορροπίας για το σύστηµα. Τώρα, θέλουµε 

να δείξουµε ότι η τροχιά του συστήµατος πλησιάζει το σηµείο ισορροπίας καθώς t → ∞ , 

που αυτό σηµαίνει ότι ο έλεγχος u  πετυχαίνει την ρύθµιση του y  στο 0. Θεωρούµε την 

υποψήφια συνάρτηση Lyapunov, να είναι η: 

( ) ( )22
1 2

1 1

2 2
V x x x b

γ
= + −

 

όπου b a> . Η παράγωγος του συστήµατος είναι η: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1

1
0 0V x x x x b x x x x x b x b V xα α

γ
= + − = − − + − = − − ≤ ⇒ ≤ɺɺ ɺ
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Κεφάλαιο 3: Γραµµικά Συστήµατα & Γραµµικο̟οίηση 
 

 

3.1    Αστάθεια & Ευστάθεια Γραµµικών Συστηµάτων & Εφαρµογές 

 

∆ίνεται το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα 

x A x=ɺ                                                          (3.1) 

µε σηµείο ισορροπίας την αρχή των αξόνων, το οποίο είναι µοναδικό αν det 0.A ≠  

Η ευστάθεια του σηµείου 0x =  µπορεί να δοθεί και από τις χαρακτηριστικές ρίζες του 

πίνακα .A  Έτσι, από την γραµµική θεωρία συστηµάτων η λύση του συστήµατος µε αρχική 

συνθήκη ( )0x
 
δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ) ( )exp 0x t At x=                                             (3.2) 

όπου υπάρχει P  µε det 0P ≠  αντιστρέψιµος µε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό: 

[ ]1
1, , rP A P J block diag J J− = = …

 

όπου 
iJ −

 
Jordan block, ο οποίος κατασκευάζεται από τις ιδιοτιµές 

iλ
 
του A  ως 

ακολούθως: 

1 0 0

0 1 0 0

0

1

0 0

i

i

i

i m m

J

λ

λ

λ
×

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

… …

…

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋮ ⋱

… … …

 

Άρα: 

( ) ( ) ( )1 1

1 1

exp exp exp
imr

k
i ik

i k

At P Jt P t t Rλ− −

= =

= = ∑∑                   (3.3) 

im
 
- διάστασης του block Jordan συνδεδεµένο µε την πολλαπλότητα της

.iλ

.iλ  

 

Το επόµενο θεώρηµα χαρακτηρίζει τις ιδιότητες ευστάθειας του 0x = . 
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Θεώρηµα 3.1: Το σηµείο ισορροπίας 0x =  του συστήµατος (3.1) είναι ευσταθές εάν και 

µόνο αν όλες οι ρίζες του A  ικανοποιούν τη συνθήκη Re 0iλ ≤
 
και κάθε ρίζα µε 

Re 0iλ =
 
έχει πίνακα Jordan διάστασης 1x1.  

Το σηµείο ισορροπίας 0x =  είναι ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές αν και µόνο αν οι ρίζες του 

A  ικανοποιούν την συνθήκη: Re 0.iλ <  

 

Απόδειξη: (1ο) Από τη σχέση (3.2) µπορούµε να δούµε ότι το 0x =  είναι ευσταθές αν και 

µόνο αν η ( )exp At
 
είναι φραγµένη συνάρτηση για κάθε 0t > . Εάν, µία από τις ιδιοτιµές 

iλ
 
του πίνακα A  βρίσκεται στη δεξιά πλευρά του επιπέδου τότε η αντίστοιχη εκθετική 

συνάρτηση θα είναι µη φραγµένη, ( )exp i
t

tλ
→∞
→ ∞

 
στην περίπτωση που οι ιδιοτιµές iλ

 

ανήκουν στο αριστερό επίπεδο.  Στον φανταστικό άξονα περιοριζόµαστε στο ότι οι 

ιδιοτιµές iλ
 
Jordan block διάστασης 1. Άρα, η συνθήκη για την ευστάθεια είναι απαραίτητα 

η διάσταση να είναι ( )1 1 ,× όπου µας εξασφαλίζει και ότι η ( )exp At
 
φράσσεται. 

(2ο) Για την ασυµπτωτική ευστάθεια του 0x =  έχουµε: ( )exp 0.
t

At
→∞
→

 
Αυτό συµβαίνει 

µόνο όταν Re 0,i iλ < ∀
 
από την σχέση (3.3). 

 

Παράδειγµα 3.1: Το ακόλουθο σχήµα δείχνει µια σύνδεση σε σειρά και µια παράλληλη 

σύνδεση δύο συστηµάτων. Το κάθε σύστηµα παριστάνεται από το ακόλουθο µοντέλο. 

(α) Σύνδεση σε σειρά:                        

 

 

 

 (β) Παράλληλη σύνδεση:                     
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[ ]

0 1 0

1 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   −   
=

ɺ
 

 

όπου ,u y  είναι η είσοδος και η έξοδος του συστήµατος, αντίστοιχα. 

 

(1ο) Έστω sΑ
 
και ,pΑ

 
οι πίνακες της σύνδεσης σε σειρά και της παράλληλης, αντίστοιχα, 

της σχέσης (3.1), χωρίς είσοδο. Έχουµε: 

 

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

1 0 1 0

s

 
 − Α =
 
 

− 

    και   

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

p

 
 − Α =
 
 

− 

 

 

Έστω ,s pJ J
 
οι αντίστοιχοι Jordan block πίνακες, όπου: 

 

1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

s

j

j
J

j

j

 
 
 =
 −
 

− 

    και   

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

p

j

j
J

j

j

 
 − =
 
 

− 

 

 

µε 1.j = −  

(2ο) Τώρα, οι πίνακες 
sΑ ,

pΑ  έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές ρίζες στον φανταστικό άξονα, 

αλλά ο Jordan block για το σύστηµα σε σειρά είναι τάξης 1, ενώ ο Jordan block για το 

σύστηµα σε παράλληλη σύνδεση είναι τάξης 2. Άρα, από το θεώρηµα (3.1) το 0x =  του 

συστήµατος σε παράλληλη σύνδεση είναι ευσταθές, ενώ το 0x =  του συστήµατος σε σειρά 

είναι ασταθές. 

 

Το ακόλουθο θεώρηµα χαρακτηρίζει την ασυµπτωτική ευστάθεια του 0x =  σε σχέση µε τη 

λύση της εξίσωσης Lyapunov. 

 

Θεώρηµα 3.2: Ο πίνακας A  είναι Hurwitz δηλαδή, τέτοιος ώστε Re 0iλ <
 
για όλες τις 

χαρακτηριστικές ρίζες του A , αν και µόνο αν για οποιοδήποτε δοθέν θετικό συµµετρικό 
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πίνακα Q  υπάρχει 0P >  θετικά ορισµένος συµµετρικός πίνακας, ο οποίος ικανοποιεί την 

εξίσωση Lyapunov 

 P A A P QΤ+ = −                                                 (3.5) 

 

Επιπλέον, αν ο A  είναι Hurwitz, τότε ο P  είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης (3.5). 

 

Απόδειξη: (1ο) Η ικανή συνθήκη προκύπτει βάσει του θεωρήµατος (3.1) και της συνάρτησης 

Lyapunov  

( )V x x P xΤ=                                                    (3.6) 

Η παράγωγος της ( )V x
 
του γραµµικού συστήµατος (3.1) δίνεται από τη σχέση: 

( )V x x P x x P x x P A A P x x QxΤ Τ Τ Τ Τ = + = + = − 
ɺ ɺ ɺ

 

 

(2ο) Για ν’ αποδείξουµε την αναγκαία συνθήκη, υποθέτουµε ότι όλες οι χαρακτηριστικές 

ρίζες του A  ικανοποιούν την σχέση Re 0iλ <
 
και θεωρούµε ότι ο P  ορίζεται ως: 

( ) ( )
0

exp expP A t Q At dt
∞ Τ= ∫                                       (3.7) 

Τώρα, η έκφραση υπό ολοκλήρωση προέρχεται από τη σχέση ( )1 expk
it tλ− , όπου 

Re 0iλ < . Άρα, το ολοκλήρωµα υπάρχει. Τώρα, ο P  είναι θετικά ορισµένος και 

συµµετρικός και αποδεικνύεται ως: υποθέτουµε ότι δεν είναι θετικά ορισµένος, άρα υπάρχει 

0x ≠  διάνυσµα τέτοιο ώστε 0.x P xΤ =  Όµως, 

 
( ) ( )

( )
( )

0

exp 0
0

0 exp exp 0

exp 0, 0 0
At

t

x P x x A t Q At xdt

At x t x

∞Τ Τ Τ

≠
∀ ≥

= ⇒ =

⇒ ≡ ∀ ≥ ⇒ =

∫
              

Αυτό έρχεται σε αντίθεση, αφού ο πίνακας P  είναι θετικά ορισµένος. Τώρα, για να 

αποδείξουµε ότι ο P  αποτελεί λύση της εξίσωσης (3.5), αντικαθιστούµε στην εξίσωση την 

σχέση (3.7) και έχουµε: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

00

exp exp exp exp

exp exp exp exp |

P A A P Q A t Q At Adt A A t Q At dt

d
A t Q At dt Q A t Q At Q

dt

∞ ∞Τ Τ Τ Τ

∞ ∞Τ Τ

+ = − ⇒ + =

 = = − ⇒ = − 

∫ ∫

∫
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Τώρα, για να αποδείξουµε ότι P  αποτελεί µοναδική λύση της εξίσωσης (3.5), υποθέτουµε 

ότι υπάρχει Pɶ  λύση της εξίσωσης, όπου P P≠ɶ  και έχουµε: 

( ) ( )

( )( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

exp

exp

0exp 0

0

exp exp 0

exp exp 0 exp exp ,

exp exp 0

A t

At

t A t

P P A A P P

A t P P A A P P At

d
A t P P At A t P P At c t

dt

P P A t P P At P P
ια

Τ

Τ

×
Τ Τ

×

Τ Τ

Τ

Γ = ⋅ =Ι →∞

− + − =

 ⇒ − + − = 

⇒ − = ⇒ − = ∀

⇒ − = − → ⇒ =

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 

Η εξίσωση (3.5) είναι µια γραµµική αλγεβρική εξίσωση, η οποία επιλύεται µέσω της 

x yΜ =  όπου x  και y  οι στήλες των στοιχείων των P  και Q . Αυτό φαίνεται στο επόµενο 

παράδειγµα και υπάρχουν αριθµητικά ικανές µέθοδοι ώστε να λύνουµε τέτοιες εξισώσεις, 

όπως η εξίσωση (3.5) µπορεί να επιλυθεί µε χρήση της εξίσωσης Sylvester 

0.PA BP C+ + =  

 

Παράδειγµα 3.2: Έστω 

11 12

21 22

0 1 1 0
, ,

1 1 0 1

p p
A Q P

p p

−     
= = =     −     

 

όπου 12 21p p= , λόγω συµµετρίας . Η εξίσωση Lyapunov (3.5) µπορεί να γραφεί ως: 

11

12

22

0 2 0 1

1 1 1 0

0 2 2 1

p

p

p

−    
    − − =    
    − − −      

όπου η µοναδική της λύση είναι η: 

11

12

22

1.5
1.5 0.5

0.5
0.5 1.0

1.0

p

p P

p

   
−    = − ⇒ =      −        

όπου ο πίνακας P  είναι θετικά ορισµένος, άρα όλες οι χαρακτηριστικές ρίζες του A  

βρίσκονται στο µισό αριστερό επίπεδο. 

 

Η εξίσωση Lyapunov µπορεί λοιπόν να χρησιµοποιηθεί για το πότε ή όχι ένας πίνακας είναι 

Hurwitz, ως µια εναλλακτική να υπολογίζουµε τις χαρακτηριστικές ρίζες του A . Ξεκινάµε, 

λοιπόν επιλέγοντας έναν θετικά ορισµένο πίνακα Q , για παράδειγµα Q I=  και λύνουµε την 

Lyapunov (3.5) ως προς P . Έτσι, εάν η εξίσωση έχει θετικά ορισµένη λύση καταλήγουµε 

ότι ο A  είναι Hurwitz, αλλιώς δεν είναι.                                    
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Το ενδιαφέρον λοιπόν στην εξίσωση Lyapunov έγκειται στο γεγονός ότι µας παρέχει µια 

διαδικασία εύρεσης µιας συνάρτησης Lyapunov για το γραµµικό σύστηµα (3.1), όταν A  

Hurwitz.  

 

Έστω, το µη γραµµικό σύστηµα (1.1) όπου : nf D →ℝ  
συνεχής διαφορίσιµη στο πεδίο 

ορισµού nD ⊂ ℝ  στο .n
ℝ  Υποθέτουµε ότι το 0x = ανήκει στο σύνολο D  και ότι είναι 

σηµείο ισορροπίας για το σύστηµα τέτοιο ώστε ( )0 0.f =
 
Από το θεώρηµα µέσης τιµής 

έχουµε: 

( ) ( ) ( )0 i
i i i

f
f x f z x

x

∂
= +

∂  

όπου iz
 
είναι ένα σηµείο στο ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει το x  µε το 0, µε iz  να ανήκει 

στο D .  Τώρα, αφού ( )0 0f =
 
µπορούµε να γράψουµε το ( )if x

 
ως: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0i i i
i i i

f f ff
f x z x x z x

x x x x

∂ ∂ ∂∂  
= = + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

και άρα: 

( ) ( )f x A x g x= +
 

όπου: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0i i
i i

f ff
A g x z x

x x x

∂ ∂∂  
= = − ∂ ∂ ∂ 

 

όπου η συνάρτηση ( )ig x
 
ικανοποιεί την ανισότητα 

( ) ( ) ( )0i i
i i

f f
g x z x

x x

∂ ∂
≤ −

∂ ∂
 

και από τη συνέχεια της 
f

x

∂
∂  

έχουµε: 

( )
0
0

x

g x

x →
→

 

 

Αυτό µας λέει ότι, σε µια µικρή περιοχή του 0 µπορούµε να προσεγγίσουµε το µη 

γραµµικό σύστηµα (1.1) µε χρήση γραµµικοποίησης για το 0, όπου: 

x A x=ɺ  µε ( )0
f

A
x

∂
=

∂  
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Το ακόλουθο θεώρηµα µάς ξεκαθαρίζει τις συνθήκες από τις οποίες µπορούµε να 

συµπεράνουµε την ευστάθεια του 0x =  ως ένα σηµείο ισορροπίας για µη γραµµικό 

σύστηµα εξετάζοντας την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας σε γραµµικό σύστηµα. 

 

Το θεώρηµα είναι γνωστό ως έµµεση µέθοδος Lyapunov. 

 

 

3.2   Θεώρηµα Γραµµικο̟οίησης & Εφαρµογές 

 

Θεώρηµα 3.3: Γραµµικο̟οίησης 

Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα (1.1) όπου : nf D →ℝ
 

συνεχώς παραγωγίσιµη και D  µια γειτονιά του 0. Έστω: 

( )
0

|
x

f
A x

x =

∂
=

∂  

τότε: 

1. Το 0x =  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές εάν Re 0iλ <
 
για όλες τις χαρακτηριστικές 

ρίζες του A . 

2. Το 0x =  είναι ασταθές εάν Re 0iλ >
 
για µία ή περισσότερες χαρακτηριστικές ρίζες 

του A . 

 

Απόδειξη: Για το (1) θεωρούµε ότι A  – Hurwitz και από το θεώρηµα (3.2) γνωρίζουµε ότι 

για οποιοδήποτε θετικά ορισµένο συµµετρικό πίνακα Q , η λύση P  από την εξίσωση 

Lyapunov (3.5) είναι θετικά ορισµένη. Χρησιµοποιούµε τη σχέση (3.6) ως υποψήφια 

συνάρτηση Lyapunov για το µη γραµµικό σύστηµα. Η παράγωγος του ( )V x
 
είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

V x x P f x f x P x x P A x g x x A g x P x

x P A A P x x Pg x x Q x x Pg x

Τ Τ Τ Τ Τ Τ

Τ Τ Τ Τ Τ

 = + = + + +    

 = + + = − + 

ɺ

 

όπου για την ( )g x
 
έχουµε ότι: 

( )
2

2

0
2

0,
x

g x

x →
→

 

άρα: 

( ) 2 22
0, 0 :r g x x x rγ γ∀ > ∃ > < ∀ <
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Οπότε: 

( ) 2

2 2 2
2 ,V x x Q x P x x rγΤ< − + ∀ <ɺ

 

αλλά, 

( ) 2

min 2
x Q x Q xλΤ ≥

 

όπου 
minλ

 
είναι η µικρότερη χαρακτηριστική ρίζα του πίνακα. 

 

Σηµείωση: Η ( )min Qλ
 
είναι πραγµατική τιµή και θετική αφού ο Q  είναι συµµετρικός και 

θετικά ορισµένος πίνακας. 

 

Άρα: 

( ) ( ) 2

min 2 2 2
2 ,V x Q P x x rλ γ < − − ∀ < 

ɺ  

Επιλέγοντας, 

( )min

2
2

Q

P

λ
γ <

 

επιβεβαιώνεται ότι: ( ) 0V x <ɺ
 
και από το θεώρηµα (1.1) συνεπάγεται ότι το 0x =  είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Τώρα, για ν’ αποδείξουµε το 2ο σκέλος του θεωρήµατος, θεωρούµε περιπτώσεις. 

 

a.  Περίπτωση: Έστω ότι ο A  δεν έχει ρίζες πάνω στον φανταστικό άξονα. Εάν, οι ρίζες του 

A  αποτελούν µια οµάδα ριζών στο ανοιχτό δεξιό επίπεδο και µια οµάδα ριζών στο 

αριστερό επίπεδο (ανοιχτό) τότε υπάρχει πίνακας µε det 0T ≠  έτσι ώστε: 

 

11

2

0

0

A
T AT

A
− − 

=  
   

όπου 
1 2,A A

 
Hurwitz. Έστω: 

1

2

z
z T x

z

 
= =  

   

όπου τη διαµέριση του z  είναι συµβατή µε τις διαστάσεις των 1 2,A A . Με αλλαγή των 

µεταβλητών το σύστηµα 

( )x A x g x= +ɺ
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µετατρέπεται στη µορφή: 

( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

z A z g z

z A z g z

= − +

= +

ɺ

ɺ
 

όπου οι συναρτήσεις ( )ig z
 
έχουν την ιδιότητα ότι: 

( ) 2 22
0, 0 : , , 1, 2ir g z z z r iγ γ∀ > ∃ > < ∀ ≤ =  

Το 0z =  είναι ένα σηµείο ισορροπίας για το σύστηµα, στις z  συντεταγµένες. Τώρα, σε 

οποιοδήποτε συµπέρασµα και αν καταλήξουµε, που αφορά τις ιδιότητες της ευστάθειας για 

το 0z =  το ίδιο θα ισχύει και για το σηµείο ισορροπίας 0x =  στις x  συντεταγµένες. Για 

να δείξουµε ότι το 0z =  είναι ασταθές, εφαρµόζουµε το θεώρηµα (1.3). 

Έστω, 1 2,Q Q
 
θετικά ορισµένοι – συµµετρικοί πίνακες ίδιας διάστασης µε τους 1 2,A A , 

αντίστοιχα. Επειδή 1 2,A A - Hurwitz, από το θεώρηµα (3.2) έχουµε τις  εξισώσεις Lyapunov: 

, 1,2i i i i iP A A P Q iΤ+ = − =
 

µε µοναδικές θετικές λύσεις 
1 2, 0P P > . Έστω: 

( ) 1
1 1 1 2 2 2

2

0

0

P
V z z P z z P z z z

P
Τ Τ Τ  

= − =  − 
 

Για 2 0z =  έχουµε ( ) 0V z >  για αυθαίρετα σηµεία κοντά στο 0. Έστω: 

 

( ){ }2
/ , 0nU z z r V z= ∈ ≤ >ℝ

 

όπου στο U  έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 2 2 2

2 2

2 22 2 2 2

min 1 1 min 2 2 1 1 2 22 2 2 2 22 2

2

2

2

2

2

2

2 2

V z z P A A P z z Pg z

z P A A P z z P g z

Pg z
z Q z z Q z z

P g z

Q z Q z z P g z P g z

z

λ λ

α βγ

Τ Τ Τ

Τ Τ Τ

Τ Τ Τ

= − + +

− + −

 
= + +  

−  

≥ + − +

> −

ɺ

 

 

µε ( ) ( ){ } { }min 1 min 2 1 22 2
min , , max , .Q Q P Pα λ λ β= =  Άρα, επιλέγοντας: 
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2 2

α
γ

β
<

 

προκύπτει ότι: ( ) 0V z >ɺ
 
στο U . Άρα, από το θεώρηµα (1.3) προκύπτει ότι το 0z =  είναι 

ασταθές σηµείο. 

 

Σηµείωση: µπορούµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα (1.3) στην αρχή των αξόνων ορίζοντας 

τους πίνακες: 

1 1

2 2

0 0
,

0 0

P Q
P T T Q T T

P Q
Τ Τ   

= =   −   
 

 

οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση: 

P A A P QΤ+ =  

µε τον πίνακα Q  να είναι θετικά ορισµένος και ( ) 0V x x P xΤ= >
 
για αυθαίρετα σηµεία 

κοντά στο 0x = . 

 

b. Περίπτωση: Ας θεωρήσουµε τώρα την γενική περίπτωση, όπου ο A  έχει ρίζες πάνω στον 

φανταστικό άξονα, στο ανοιχτό δεξιό µιγαδικό επίπεδο. Μπορούµε να µετατρέψουµε την 

περίπτωση σε ειδική, αλλάζοντας κατεύθυνση του φανταστικού άξονα. 

Υποθέτουµε ότι: ο A  έχει m  – ρίζες µε Re 0iλ δ> >
 
και ο πίνακας 

2
A

δ  − Ι      

έχει m  – ρίζες στο ανοιχτό δεξιό επίπεδο (αλλά όχι ρίζες πάνω στον φανταστικό άξονα) και 

από προηγούµενες υποθέσεις, υπάρχουν πίνακες , 0P P Q QΤ Τ= = >  
τέτοιοι ώστε: 

2 2
P A A P Q

δ δ
Τ

      − Ι + − Ι =              

όπου ( ) 0V x x P xΤ= >
 
για αυθαίρετα σηµεία κοντά στο 0x = . Τώρα, η παράγωγος 

( )V xɺ
 
είναι: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2
2 2

2

V x x PA A P x x Pg x

x P A A P x x Px x Pg x

x Q x V x x Pg x

δ δ
δ

δ

Τ Τ Τ

Τ
Τ Τ Τ

Τ Τ

= + +

    = − Ι + − Ι + +    
     

= + +

ɺ
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Όπου: 

( ){ }2

2
/ , 0x x r V x∈ ≤ >ℝ

 

 

µε r  επιλεγµένο έτσι ώστε ( ) 22
g x xγ≤

 
και η παράγωγος ( )V xɺ

 
ικανοποιεί την σχέση: 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

min min2 2 2 2 22
2 2V x Q x P x g x Q P xλ λ γ ≥ − ≥ − 

ɺ  

όπου: 

( )min

2
2

Q

P

λ
γ <

 

και µε εφαρµογή του θεωρήµατος chetaev κλείνει η απόδειξη. 
 

Παρατήρηση: Το θεώρηµα (3.3) παρέχει µε µια απλή διαδικασία την ευστάθεια για ένα 

σηµείο ισορροπίας υπολογίζοντας τον πίνακα Jordan στην αρχή των αξόνων, όπου: 

0
|

x

f
A

x =

∂
=

∂
 

Μελετώντας τις ρίζες. Εάν, Re 0iλ <
 
για κάθε i  ή Re 0iλ >

 
για κάποια i  τότε 

καταλήγουµε ότι το 0x =  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές ή ασταθές, αντίστοιχα. 

 

Επιπλέον, η απόδειξη του θεωρήµατος µάς δείχνει ότι αν Re 0iλ <
 
για κάθε i  µπορούµε 

να βρούµε µια συνάρτηση Lyapunov για το σύστηµα, η οποία µπορεί να δουλέψει τοπικά σε 

κάποια γειτονιά του 0. Η συνάρτηση Lyapunov είναι της µορφής: ( )V x x P xΤ=
 
(2ου 

βαθµού) µε την P  – λύση της εξίσωσης Lyapunov (3.3) για κάθε Q  θετικά ορισµένο 

συµµετρικό πίνακα. 

 

         Να σηµειώσουµε ότι το θεώρηµα (3.7) δε µας λέει τίποτα για την περίπτωση όταν: 

Re 0iλ ≤
 
για κάθε i  µε Re 0iλ =

 
για κάποια .i Σε αυτή την περίπτωση η γραµµικοποίηση 

αποτυγχάνει να προσδιορίσει την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας. 

 

Παράδειγµα 3.3: Θεωρούµε το ακόλουθο βαθµωτό σύστηµα: 

3x xα=ɺ  

Η γραµµικοποίηση του συστήµατος γύρω από το 0x =  δίνει: 
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2

0 0
3 0| |

x x

f
A x

x
α

= =

∂
= = =

∂
 

Υπάρχει µια χαρακτηριστική ρίζα η οποία ανήκει στον φανταστικό άξονα. Έτσι η 

γραµµικοποίηση αποτυγχάνει να προσδιορίσει την ευστάθεια του 0, λόγω του ότι η ρίζα 

κείται στον φανταστικό άξονα. Εάν, 0α <  τότε το 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, όπως 

φαίνεται από την συνάρτηση Lyapunov ( ) 4V x x= , µε παράγωγο ( ) 64 0V x xα= <ɺ . Εάν, 

0α =  τότε το σύστηµα είναι γραµµικό και το 0 είναι ευσταθές βάσει του θεωρήµατος (3.1). 

Εάν, 0α >  τότε το 0 είναι ασταθές όπως φαίνεται από το θεώρηµα (1.3) και τη συνάρτηση 

( ) 4V x x= , µε παράγωγο ( ) 64 0V x xα= >ɺ . 

 

Παράδειγµα 3.4: ∆ίνουµε την εξίσωση του ταλαντωτή, όπου: 

 

1 2

2 1 2sin

x x

g k
x x x

l m

=

   = − −   
   

ɺ

ɺ

 

 

η οποία έχει δύο σηµεία ισορροπίας 1 20, 0x x= =
 
και

 1 2, 0x xπ= = . Εξετάζουµε την 

ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας µε χρήση της γραµµικοποίησης. Ο Ιακωβιανός πίνακας 

είναι: 

1 1

1 2

12 2

1 2

0 1

cos

f f

x xf
g k

xf fx
l m

x x

∂ ∂ 
  ∂ ∂∂   = =     − −∂ ∂∂            ∂ ∂ 

 

 

Για να µελετήσουµε την ευστάθεια του 0, υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα στο 0x = . 

Άρα: 

 

0

0 1

|
x

f
A g k

x
l m

=

 
∂  = =     − −∂           

όπου οι ρίζες του A  είναι: 

2

1,2

1 4

2 2

k k g

m m l
λ  = − + − 
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Για όλα τα , , , 0g l m k >  
οι ρίζες ικανοποιούν τη σχέση Re 0iλ < και άρα το 0 είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές. 

Με την απουσία της τριβής, δηλαδή όταν 0k =  συνεπάγεται ότι και οι δύο ρίζες ανήκουν 

στον φανταστικό άξονα, όπου σ’ αυτή την περίπτωση δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε την 

ευστάθεια του 0 µέσω της γραµµικοποίησης. Έχουµε δει στο παράδειγµα (1.3) ότι σ’ αυτή 

την περίπτωση το 0 είναι ευσταθές σηµείο ισορροπίας όπως προσδιορίστηκε από την 

συνάρτηση ενέργειας Lyapunov. 

Τώρα, για την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας στο 1 2, 0x xπ= =
 
υπολογίζουµε τον 

Ιακωβιανό πίνακα σ’ αυτό το σηµείο. Αυτό είναι ισοδύναµο µε την αλλαγή συντεταγµένων: 

1 1 2 2,z x z xπ= − =
 
στο 0 και υπολογίζοντας τον Ιακωβιανό πίνακα έχουµε: 

1

2 0

0 1

|x
x

f
A g k

x
l m

π=
=

 
∂  = =   −∂     

ɶ

 

όπου οι ρίζες του Aɶ  είναι: 

 

2

1,2

1 4

2 2

k k g

m m l
λ  = − + + 

   

 

όπου για όλα τα , , 0g l m >  
και για όλα τα 0k ≥ υπάρχει µια ρίζα που ανήκει στο δεξί 

ανοιχτό επίπεδο και άρα το σηµείο ισορροπίας 
 1 2, 0x xπ= =

 
είναι ασταθές.
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Κεφάλαιο 4: Μη αυτόνοµα συστήµατα 
 
 
4.1   Μελέτη Ευστάθειας & Αστάθειας των σηµείων ισορρο̟ίας 
 

Θεωρούµε το ακόλουθο µη αυτόνοµο σύστηµα: 

( ),x f t x=ɺ                                                     (4.1) 

όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ
 
είναι συνεχής ως προς t  και τοπικά Lipchitz ως προς x  στο 

[ )0, D∞ × , nD ⊂ ℝ  είναι το πεδίο ορισµού το οποίο περιέχει το 0x = . To 0x = είναι 

σηµείο ισορροπίας της (4.1)
 
στο 0t =  όπου: 

( ),0 0, 0f t t= ∀ ≥
 

Ένα σηµείο ισορροπίας στην αρχή των αξόνων µπορεί να χαρακτηριστεί ως ένα µη 

µηδενικό σηµείο ή γενικότερα ως µια µη µηδενική λύση του συστήµατος. Συγκεκριµένα, 

έστω ( )y τ
 
µια λύση του συστήµατος: 

( ),
y

g yτ
τ

∂
=

∂  

ορισµένη για όλα τα
τ α≥ ∈ℝ

τ α≥ ∈ℝ . Με χρήση αλλαγής συντεταγµένων 

( )x y y

t

τ

τ α

= −

= −  

το σύστηµα µετασχηµατίζεται ως: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,x g y y g t x y t y t f t x
ορ

τ τ α α α= − = + + + − + =ɺ ɺɺ  

και 

( ) ( )( ), , 0y t g t x y t tα α α+ = + + + ∀ ≥ɺ  

όπου προφανώς το 0x =  είναι ένα σηµείο ισορροπίας του µετασχηµατισµένου συστήµατος 

στο 0t = . 

Άρα, εξετάζοντας την ευστάθεια του 0x =  ως σηµείο ισορροπίας του µετασχηµατισµένου 

συστήµατος τότε προσδιορίζουµε την ευστάθεια της λύσης ( )y τ
 
για το αρχικό σύστηµα. 

Παρατηρούµε ότι, αν η ( )y τ  δεν είναι σταθερή τότε το µετασχηµατισµένο σύστηµα θα 

είναι µη αυτόνοµο ακόµη και αν το αρχικό είναι αυτόνοµο, ακόµη και αν: ( ) ( ), .g y g yτ =
 

Αυτό συµβαίνει γιατί µελετάµε την συµπεριφορά ευστάθειας στις λύσεις και στην γενική 

αυτή περίπτωση το πρόβληµα ανάγεται στη µελέτη της ευστάθειας  σηµείων ισορροπίας µη 



Κεφάλαιο 4: Μη αυτόνοµα συστήµατα 

40 
 

αυτόνοµων συστηµάτων. Οι ιδέες για την ευστάθεια και την ασυµπτωτική ευστάθεια των 

σηµείων ισορροπίας σε µη αυτόνοµα συστήµατα είναι βασικά η ίδια όπως στο κεφάλαιο 1 

για τα αυτόνοµα συστήµατα. 

 

Παράδειγµα 4.1: Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα 1ου βαθµού: 

( )6 sin 2x t t t x= −ɺ
 

το οποίο έχει λύση: 

( ) ( ) ( )

( )
0

0

2 2
0 0 0 0 0

exp 6 sin 2

exp 6sin 6 cos 6sin 6 cos

t

t
x t x t d

x t t t t t t t t t

τ τ τ τ = −  

 = − − − + + 

∫

 

Τώρα, 
0t∀
 
ο όρος  2

0t−
 
κυριαρχεί, ο οποίος δείχνει ότι ο εκθετικός όρος είναι φραγµένος 

0t t∀ ≥
 
από µια σταθερά ( )0c t , εξαρτώµενη από το 0t . Γι’ αυτό: 

( ) ( ) ( )0 0 0,x t x t c t t t< ∀ ≥
 

Τώρα, 0ε∀ >  η επιλέγοντας, 

( )0c t

ε
δ =

 

δείχνει ότι το 0x =  είναι ευσταθές. Τώρα, υποθέτουµε ότι το 0t  παίρνει τις ακόλουθες 

διαδοχικές τιµές: 0 2t nπ=
 
για 0,1, 2,n = …  

και υποθέτουµε ότι η ( )x t
 
παίρνει την τιµή 

secπ  
αργότερα, για την κάθε περίπτωση. Τότε: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 exp 4 1 6x t x t nπ π π+ = + −    

Αυτό σηµαίνει ότι, για ( )0 0,x t ≠  

( )
( )
0

0
n

x t

x t

π
→∞

+
→ + ∞

 

Άρα, δοθέντος 0ε > , δεν υπάρχει δ  εξαρτώµενο του 0t  το οποίο να ικανοποιεί την 

συνθήκη ευστάθειας στο 0t . 

 

Ορισµός  4.1:  Το σηµείο ισορροπίας 0x =  της ( ),x f t x=ɺ
 
είναι: 

 

1. ευσταθές αν 0ε∀ >  υπάρχει ( )0, 0tδ δ ε= >
 
τέτοιο ώστε 

( ) ( )0 0, 0x t x t t tδ ε≤ ⇒ < ∀ ≥ ≥
   

                            (4.2) 
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2. οµοιόµορφα ευσταθές αν 0ε∀ >  υπάρχει ( ) 0δ δ ε= >
 
ανεξάρτητο του 0t  τέτοιο 

ώστε η (4.2) να ικανοποιείται. 

 

3. ασταθές αν δεν είναι ευσταθές. 

 

4. ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι ευσταθές και υπάρχει ( )0 0c t > τέτοιο ώστε 

( ) 0
t

x t
→+∞
→

 
για όλα τα ( )0x t c< .  

 

5. οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι οµοιόµορφα ευσταθές και υπάρχει         

0c >  ανεξάρτητο του 0t  τέτοιο ώστε για όλα τα ( )0x t ε<
 
µε ( ) 0

t
x t

→+∞
→

 
να 

συγκλίνει οµοιόµορφα, έτσι ώστε 0ε∀ >  υπάρχει ( ) 0T T ε= >
 
όπου 

( ) ( ) ( )0 0,x t t t T x t cε ε< ∀ ≥ + ∀ <  

 

6. ολικά οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι οµοιόµορφα ευσταθές και για 

κάθε ζευγάρι θετικών αριθµών , cε  υπάρχει ( ), 0T T cε= >
 
έτσι ώστε: 

( ) ( ) ( )0 0, , ,x t t t T c x t cε ε< ∀ ≥ + ∀ <  

Ειδικά στη περίπτωση των χρονικά µεταβαλλόµενων συστηµάτων είναι βολικό η 

οµοιόµορφη και η ασυµπτωτική ευστάθεια να χαρακτηρίζονται µέσω βαθµωτών 

συναρτήσεων. 

 

Ορισµός 4.2: Μια συνεχής συνάρτηση [ ) [ ): 0, 0,a α → ∞
 
λέµε ότι ανήκει στην κλάση Κ 

εάν είναι αυστηρά αύξουσα και ( )0 0.a =
 
Λέµε ότι ανήκει στην κλάση 

∞Κ
 
αν: a = ∞  και 

( ) .
r

a r
→∞
→ ∞

 

Ορισµός 4.3: Μια συνεχής συνάρτηση [ ) [ ) [ ): 0, 0, 0,B α × ∞ → ∞
 
λέµε ότι ανήκει στην 

κλάση ΚL εάν για κάθε s  σταθερό η γραφική παράσταση ( ),B r s
 
ανήκει στην κλάση ΚL 

όσον αφορά το r  και για κάθε r  σταθερό η γραφική παράσταση ( ),B r s
 
µειώνεται όσον 

αφορά το s , δηλαδή: 

( ), 0
s

B r s
→∞
→
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Παράδειγµα 4.2: 

a. Η συνάρτηση ( ) 1tana r r−=
 
είναι αυστηρά αύξουσα αφού: 

( ) 2

1
0

1
a r

r
′ = >

+  

          Άρα, η συνάρτηση ανήκει στην κλάση Κ, αλλά όχι στην κλάση ∞Κ
 
αφού: 

( )lim
2r

a r
π

→∞
= < ∞

 

b. Η συνάρτηση ( ) , 0ca r r c= ∀ ∈ >ℝ είναι αυστηρά αύξουσα αφού: 

( ) 1 0ca r cr −′ = > και ( )lim .
r

a r
→∞

= ∞
 
Άρα, η συνάρτηση ανήκει στην κλάση 

∞Κ . 

 

c. Η συνάρτηση  ( )
( )

, , 0
1

r
s r k

ksr
β = ∀ ∈ >

+
ℝ

 

  

 
είναι αυστηρά αύξουσα στο r , αφού: 

( )2

1
0

1r ksr

β∂
= >

∂ +
 

         και αυστηρά φθίνουσα στο s  αφού: 

( )

2

2 0
1

kr

s ksr

β∂ −
= <

∂ +
 

         Επιπλέον, ( ), 0
s

r sβ
→∞
→

 
που σηµαίνει ότι η συνάρτηση ανήκει στην κλάση ΚL. 

 

d. Η συνάρτηση ( ), , 0c ss r r e cβ −= ∀ ∈ >ℝ  αποδεικνύεται ότι ανήκει στην κλάση ΚL. 

 

Το ακόλουθο Λήµµα, µας δίνει µερικές προφανείς ιδιότητες των κλάσεων των Κ, ΚL. 

 

Λήµµα 4.1: Έστω ( ) ( )1 2,a a⋅ ⋅
 
ν’ ανήκουν στην κλάση Κ στο  [ )0,α  και ( ) ( )3 4,a a⋅ ⋅

 

ν’ ανήκουν στην κλάση 
∞Κ και ( ),β ⋅ ⋅

 
ν’ ανήκει στην ΚL κλάση. Το αντίστροφο της 

( )ia ⋅
 
είναι το ( )1

ia − ⋅ . Τότε: 

 

• 1
1a −

 
ορίζεται στο ( ))10,a α ∈Κ . 
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• 
   

1
3a −

 
ορίζεται στο [ )0,∞

 
και ανήκει στην κλάση 

∞Κ . 

• 
1 2 .a a ∈Κ�  

• 
3 4 .a a ∞∈Κ�  

• ( ) ( )( )( )1 2, , .r s a a r s KLσ β= ∈  

 

Τώρα το ακόλουθο Λήµµα δίνει κάποιους ισοδύναµους ορισµούς της οµοιόµορφης 

ευστάθειας και της οµοιόµορφης ασυµπτωτικής ευστάθειας µε χρήση των κλάσεων Κ, ΚL. 

 

Λήµµα 4.2:  Το σηµείο ισορροπίας 0x =  του συστήµατος (4.1)
 
είναι: 

• οµοιόµορφα ευσταθές εάν και µόνο αν υπάρχει κλάση Κ µε συνάρτηση ( )a ⋅
 
και 

0,c ct= >  ανεξάρτητη του 0t  τέτοια ώστε: 

( ) ( )( ) ( )0 0 0, 0,x t a x t t t x t c≤ ∀ ≥ ≥ ∀ <                   (4.3) 

 

• οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές εάν και µόνο αν υπάρχει κλάση ΚL µε συνάρτηση 

( ),β ⋅ ⋅
 
και 0,c ct= >  ανεξάρτητη του 0t  

τέτοια ώστε: 

( ) ( )( ) ( )0 0 0 0, , 0,x t x t t t t t x t cβ≤ − ∀ ≥ ≥ ∀ <               (4.4) 

 

• ολικά οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές εάν και µόνο αν  η ανισότητα (4.4) 

ικανοποιείται για κάθε ( )0x t
 
αρχική τιµή. 

 

Ως συνέπεια του Λήµµατος (4.2) στην περίπτωση των µη αυτόνοµων συστηµάτων η 

ευστάθεια και ασυµπτωτική ευστάθεια µε χρήση ορισµού (4.1) προϋποθέτουν την ύπαρξη 

των κλάσεων Κ, ΚL  να ικανοποιούν τις παραπάνω ανισότητες, λόγω του ότι στα αυτόνοµα 

συστήµατα η ευστάθεια και ασυµπτωτική ευστάθεια του 0 είναι οµοιόµορφη όσον αφορά 

την αρχική τιµή 0t . 

Μια ειδική περίπτωση της οµοιόµορφης ασυµπτωτικής ευστάθειας απορρέει όταν η κλάση 

ΚL µε συνάρτηση ( ),β ⋅ ⋅
 
στην ανίσωση (4.4) παίρνει την µορφή ( ), ss r kre γβ −= , όπου η 

περίπτωση αυτή θα χαρακτηριστεί ως ξεχωριστή ιδιότητα ευστάθειας για σηµεία ισορροπίας. 
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Ορισµός 4.4: Το σηµείο ισορροπίας 0x =  του συστήµατος (4.1) είναι εκθετικά ευσταθές 

εάν η ανίσωση (4.4) ικανοποιείται µε την συνάρτηση:    

( ), , , 0ss r kre kγβ γ−= >
 

και εάν η ανίσωση (4.4) ικανοποιείται για κάθε ( )0x t τότε το σηµείο ισορροπίας 0x =  είναι 

ολικά εκθετικά ευσταθές. 

 

Η θεωρία Lyapunov για αυτόνοµα συστήµατα µπορεί να επεκταθεί και σε µη αυτόνοµα 

συστήµατα. Για κάθε θεώρηµα (1.1) έως (1.4) µπορούµε να αναφέρουµε διάφορες 

επεκτάσεις για τα µη αυτόνοµα συστήµατα. Εδώ, θα επικεντρωθούµε στην οµοιόµορφη 

ασυµπτωτική ευστάθεια, όπου είναι η περίπτωση που θα συναντήσουµε στα περισσότερα µη 

αυτόνοµα συστήµατα της µεθόδου Lyapunov. Έτσι, για να ορίσουµε την οµοιόµορφη 

ασυµπτωτική ευστάθεια του 0, πρέπει να επαληθεύσουµε την ανίσωση (4.4). Θα ξεκινήσουµε 

µε δύο λήµµατα.. 

 

Λήµµα 4.3: Θεωρούµε την αυτόνοµη διαφορική εξίσωση: 

( )y a y= −ɺ , ( )0 0y t y=  

µε ( )a ⋅
 
τοπικά Lipchitz της κλάσης Κ στο [ )0,α . Για όλα τα  [ )0 0,y α∈  η εξίσωση έχει 

µοναδική λύση ( )y t
 
ορισµένη 

0.t t∀ ≥ Επιπλέον: 

( ) ( )0 0,y t y t tσ= −
 

µε ( ),r s KLσ ∈
 
ορισµένη στο [ ) [ )0, 0, .α × ∞  

 

Μπορούµε να δούµε ότι ο ισχυρισµός του Λήµµατος είναι αληθής, εξετάζοντας ειδικά 

παραδείγµατα, όπου µπορούµε να βρούµε µια κλειστή µορφή λύσης της εξίσωσης. 

 

Παράδειγµα 4.3: 

 

a. Εάν , 0y ky k= − >ɺ  τότε η λύση είναι η: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp , expy t y k t t r s r ksσ= − − ⇒ = −    

 

b. Εάν 2 , 0y ky k= − >ɺ  τότε η λύση είναι η: 
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( )
( )

( )0

0 0

,
1 1

y r
y t r s

ky t t krs
σ= ⇒ =

− + +
 

 

Λήµµα 4.4: Έστω ( ) :V x D → ℝ
 
µια συνεχής θετικά ορισµένη συνάρτηση στο πεδίο 

ορισµού nD ⊂ ℝ , µε το 0. Έστω 
rB D⊂

 
για κάποιο 0r > . Τότε υπάρχει κλάση Κ µε 

συναρτήσεις 1 2,a a
 
ορισµένες στο [ ]0, r

 
τέτοιες ώστε: 

( ) ( ) ( )1 2 , ra x V x a x x B≤ ≤ ∀ ∈  

Επιπλέον, εάν nD = ℝ  και ( )V x
 
µη φραγµένη (στο σύνορο) τότε οι 1 2,a a

 
µπορούν να 

επιλεγούν ν’ ανήκουν στην κλάση 
∞Κ

 
και η ανωτέρω ανισότητα να ισχύει .nx∀ ∈ℝ  

 

4.2   Λήµµα Σύγκρισης  

 

Λήµµα 4.5: Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση: 

( ) ( )0 0, ,u f t u u t u= =ɺ
 

όπου ( ),f t u
 
συνεχής στο t  και τοπικά Lipchitz στο u , 0,t u J∀ ≥ ∀ ∈ ⊂ ℝ . Έστω 

[ ]0 ,t T
 
µε T  να µπορεί να γίνει και ∞ , δηλαδή να είναι το maximal διάστηµα ύπαρξης της 

λύσης ( )u t
 
και υποθέτουµε ότι ( ) [ ]0, , .u t J t t T∈ ∀ ∈

 
Έστω ( )tυ

 
µια συνεχής συνάρτηση, 

άνω δεξιά παραγωγίσιµη ( )D tυ+

 
και να ικανοποιεί την διαφορική ανίσωση: 

( ) ( )( ),D t f t tυ υ+ ≤
 

µε ( )0 0t uυ ≤
 
όπου ( ) [ ]0, , .t J t t Tυ ∈ ∀ ∈

 
Τότε ( ) ( ) [ ]0, , .t u t t t Tυ ≤ ∀ ∈  

 

4.3 Βασικό Θεώρηµα Ευστάθειας & Εφαρµογές 

 

Θεώρηµα 4.6: Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (4.1)
 
και nD ⊂ ℝ , µε το 0. 

Έστω [ ): 0,V D+∞ × → ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε: 

( ) ( ) ( )1 2,W x V t x W x≤ ≤                                       (4.6) 

( ) ( )3,
V V

f t x W x
t x

∂ ∂
+ ≤ −

∂ ∂
                                       (4.7) 
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0,t x D∀ ≥ ∀ ∈  
όπου ( ) ( ) ( )1 2 3, ,W x W x W x

 
συνεχείς θετικά ορισµένες συναρτήσεις στο 0. 

Τότε το 0x =  είναι οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Απόδειξη: Η παράγωγος του V  είναι η: 

( ) ( ) ( )3, ,
V V

V t x f t x W x
t x

∂ ∂
= + ≤ −

∂ ∂
ɺ  

Επιλέγω 0, 0r ρ> >  τέτοια ώστε 
rB D⊂

 
όπου: 

( )1min
x r

W xρ
=

<  

Άρα, το σύνολο ( ){ }1/rx B W x ρ∈ ≤
 
ανήκει στο εσωτερικό του 

rB . Ορίζουµε 

χρονοεξαρτώµενο σύνολο ,t ρΩ
 
ως: 

( ){ }, : ,t rx B V t xρ ρΩ = ∈ ≤  

Το σύνολο ,t ρΩ
 
περιέχει το ( ){ }1/rx B W x ρ∈ ≤

 
αφού: 

( ) ( )1,V t x W xρ ρ≤ ⇒ ≤  

Εποµένως: 

( ){ } ( ){ }2 , 1/ / , 0r t r rx B W x x B W x B tρρ ρ∈ ≤ ⊂ Ω ⊂ ∈ ≤ ⊂ ∀ ≥  

όπου 0 0 ,0, tt x ρ∀ ≥ ∀ ∈Ω
 
η λύση που ξεκινά από το ( )0 0,t x

 
παραµένει στο ,t ρΩ

0.t t∀ ≥
 

Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι η ( ),V t xɺ
 
είναι αρνητική στο { }\ 0D , άρα η ( ),V t x

 

φθίνει. Συνεπώς η λύση που ξεκινά από το ( )0 0,t x
 
ορίζεται 

0t t∀ ≥
 
και ( ) .rx t B∀ ∈ Τώρα 

για το υπόλοιπο της απόδειξης θα πρέπει να υποθέσουµε ότι το ( ){ }0 2/rx x B W x ρ∈ ∈ ≤
 

και από το Λήµµα (4.4) υπάρχει κλάση Κ µε συναρτήσεις ( ) ( ) ( )1 2 3, ,a x a x a x
 
ορισµένες 

στο [ ]0, r
 
τέτοιες ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, ,W x a x W x a x W x a x≥ ≤ ≥  

Άρα οι ,V Vɺ
 
ικανοποιούν τις ανισότητες: 

( ) ( ) ( )1 2,a x V t x a x≤ ≤  

( ) ( )3,V t x a x≤ −ɺ  

Συνεπώς: 

( ) ( )( ) ( )1
3 3 2V a x a a V V

ορ
α−≤ − ≤ − =−ɺ  
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Η συνάρτηση ( )α ⋅
 
είναι κλάσης Κ, ορισµένη στο [ ]0, r

 
(βλέπε Λήµµα 4.1) και χωρίς 

βλάβη της γενικότητας έχουµε ότι ( )α ⋅
 
τοπικά Lipchitz.  

 

Έστω η ( )y t  να ικανοποιεί το αυτόνοµο διαφορικό 1ης τάξης σύστηµα όπου: 

( )y a y= −ɺ ,
 

( ) ( )( )0 0 0, 0y t V t x t= ≥
 

Από το Λήµµα (4.5) έχουµε: 

( )( ) ( ) 0, ,V t x t y t t t≤ ∀ ≥  

Από Λήµµα (4.3) υπάρχει κλάση ΚL µε συνάρτηση ( ),r sσ
 
ορισµένη στο [ ) [ )0, 0,r × ∞

 

τέτοια ώστε: 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) [ ]0 0 0 0 0, , , , , 0,V t x t V t x t t t V t x tσ ρ≤ − ∀ ∈  

Συνεπώς, κάθε λύση που ξεκινά στο ,t ρΩ  ικανοποιεί την ανισότητα 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )

1 1 1
1 1 0 0 0 1 2 0 0

0 0

, , , ,

,

x t a V t x t a V t x t t t a a x t t t

x t t t
ορ

σ σ

β

− − −≤ ≤ − ≤ −

= −
 

Έτσι, το Λήµµα (4.1) δείχνει ότι ( ), .Lβ ⋅ ⋅ ∈Κ
 
Άρα, η ανισότητα (4.4) ικανοποιείται για 

κάθε ( ) ( ){ }0 2/rx t x B W x ρ∈ ∈ ≤  και αυτό συνεπάγεται ότι το 0x =  είναι οµοιόµορφα 

ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Η συνάρτηση ( ),V t x  που ικανοποιεί την αριστερή ανισότητα (4.6) λέµε ότι είναι θετικά 

ορισµένη. Η συνάρτηση ( ),V t x
 
που ικανοποιεί την δεξιά ανισότητα (4.6) λέµε ότι 

µειώνεται σταδιακά. Η συνάρτηση ( ),V t x
 
λέµε ότι είναι αρνητικά ορισµένη αν η ( ),V t x−  

( ),V t x−

είναι θετικά ορισµένη. Άρα, από το θεώρηµα (4.5) έχουµε ότι το 0 είναι οµοιόµορφα 

ασυµπτωτικά ευσταθές εάν υπάρχει συνεχής διαφορίσιµη, θετικά ορισµένη, ελαττούµενη 

σταδιακά συνάρτηση ( ),V t x , της οποίας η παράγωγος του συστήµατος (4.1) είναι αρνητικά 

ορισµένη. Σ’ αυτή την περίπτωση η ( ),V t x
 
καλείται Lyapunov συνάρτηση. 

 

Η απόδειξη του θεωρήµατος (4.6) εκτιµάται στην περιοχή του µηδενός, από το σύνολο: 

( ){ }2/rx B W x ρ∈ ≤  



Κεφάλαιο 4: Μη αυτόνοµα συστήµατα 

48 
 

όπου η εκτίµηση αυτή µας επιτρέπει να κρατήσουµε µια ολική εκδοχή του θεωρήµατος 

(4.6). 

 

Πόρισµα 4.7: Υποθέτουµε ότι όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.6) ικανοποιούνται 

ολικά  για όλα τα nx ∈ℝ  και
 

( )1W x
 
µη φραγµένη. Τότε το 0x =  είναι ολικά οµοιόµορφα 

ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 

Απόδειξη: Βάσει της σχέσης (4.6), αφού ( )1W x
 
µη φραγµένη τότε η ( )2W x

 
φραγµένη. 

Άρα το σύνολο:   

( ){ }2/nx W x ρ∈ ≤ℝ
 

είναι φραγµένο για κάθε 0ρ > . Έτσι, για κάθε 0
nx ∈ℝ  επιλέγω ρ  όσο µεγάλο θέλουµε 

τέτοιο ώστε  ( ){ }0 2/ .nx x W x ρ∈ ∈ ≤ℝ  Τώρα, η υπόλοιπη απόδειξη είναι ίδια όπως στο 

θεώρηµα (4.6). 

 

Όταν µια συνάρτηση Lyapunov ( ),V t x
 
ικανοποιεί την ανισότητα (4.6)  µε µη φραγµένη 

( )1W x
 
τότε λέµε ότι η ( ),V t x

 
είναι µη φραγµένη. 

Η κατηγορία των Κ συναρτήσεων στην απόδειξη του θεωρήµατος (4.6) απλοποιείται όταν η 

κατηγορία των Κ συναρτήσεων πάρει την ειδική µορφή ( ) .c
i ia r k r=

 
Σ’ αυτή την 

περίπτωση φαίνεται ότι το 0x =  είναι εκθετικά ευσταθές. 

 

Πόρισµα 4.8: Έστω ότι όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.6) ικανοποιούνται µε τις 

ακόλουθες ανισοτικές σχέσεις: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, ,
c c c

W x k x W x k x W x k x≥ ≤ ≥  

για κάποιες θετικές σταθερές 
1 2 3, , , .k k k c

 
Τότε το 0x =  είναι εκθετικά ευσταθές.  

Επιπλέον, αν οι υποθέσεις ισχύουν ολικά τότε το 0x =  είναι ολικά εκθετικά ευσταθές. 

 

Απόδειξη: Οι ,V Vɺ  
ικανοποιούν τις ανισότητες: 

( )1 2,
c c

k x V t x k x≤ ≤  

( ) ( )3
3

2

, ,
c k

V t x k x V t x
k

≤ − ≤ −ɺ
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Σύµφωνα µε το Λήµµα (4.5) έχουµε: 

( )( ) ( )( )
( )3

0
2

0 0, ,
k

t t
kV t x t V t x t e

 
− − 

 ≤ ⋅  

Άρα: 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )
( )

33
00

22

3
0

2

1/1/

1/

2 00 0

1 1 1

1/ 1

2
0

1

, ,

cc
kk

t tt tc c kk

c k
t t

c k

k x t eV t x t V t x t e
x t

k k k

k
x t e

k

  
− −− −   

  

 
− − 

 

  
    ⋅⋅

≤ ≤ ≤ =   
     

     

 
=  

 

 

 

Εποµένως, το 0x =  είναι εκθετικά ευσταθές. Αν όλες οι υποθέσεις ισχύουν ολικά τότε οι 

ανωτέρω ανισότητες ισχύουν για όλα τα ( )0 .nx t ∈ℝ  

 

Παράδειγµα 4.4: Θεωρούµε το σύστηµα: 

( ) 31x g t x= − +  ɺ
 

µε την ( )g t  συνεχή συνάρτηση και ( ) 0, 0.g t t≥ ∀ ≥
 
Θεωρώντας ως υποψήφια συνάρτηση 

Lyapunov την: 

 

 

καταλήγουµε ότι: 

( ) 4 41 , , 0V g t x x x t= − + ≤ − ∀ ∈ ∀ ≥  
ɺ ℝ

 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.6) ικανοποιούνται ολικά, όπου: 

( ) ( ) ( ) ( ) 4
1 2 3,W x W x V x W x x= = =  

Οπότε, το x=0 είναι ολικά οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο. 

 

Παράδειγµα 4.5: Θεωρούµε το σύστηµα: 

( )1 1 2

2 1 2

x x g t x

x x x

= − −

= −

ɺ

ɺ
 

όπου η ( )g t  είναι συνεχής διαφορίσιµη συνάρτηση και ικανοποιεί τις σχέσεις: 

  
( ) ( ) ( )0 , , ng t k g t g t x≤ ≤ ≤ ∀ ∈ɺ ℝ

                                
(4.8) 

Θεωρώντας ως υποψήφια συνάρτηση Lyapunov την: 

( ) 21

2
V x x=
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( ) ( )2 2
1 2, 1V t x x g t x= + +    

εύκολα φαίνεται ότι ισχύει: 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2, 1 , 0x x V t x x k x t+ ≤ ≤ + + ∀ ≥

 

Η ( ),V t x
 
είναι θετικά ορισµένη, φθίνουσα και ακτινικά µη φραγµένη. Η παράγωγος της 

( ),V t x
 
κατά µήκος των τροχιών του συστήµατος δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2, 2 2 2 2V t x x x x g t g t x= − + − + −  

ɺ ɺ
 

Με χρήση της ανισότητας (4.8) έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2g t g t g t g t+ − ≥ + − ≥ɺ
 

Άρα: 

( ) 1 12 2
1 1 2 2

2 2

2 1
, 2 2 2

1 2

x x
V t x x x x x x Q x

x x ορ

Τ

Τ
   − 

≤ − + − = − =−    −       
ɺ

 

όπου ο Q  είναι θετικά ορισµένος και άρα η ( ),V t xɺ είναι αρνητικά ορισµένη, δηλαδή 

( ), 0.V t x <ɺ
 
Οπότε, όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.6) ικανοποιούνται ολικά µε του 

2ου βαθµού θετικά ορισµένες συναρτήσεις: 1 2 3, , .W W W
 
Από το πόρισµα (4.8) συµπεραίνουµε 

ότι το 0x =  είναι ολικά ευσταθές. 

 

Παράδειγµα 4.6: Θεωρούµε το ακόλουθο γραµµικά χρονικά µεταβαλλόµενο σύστηµα 

( )x A t x=ɺ                                                       (4.9) 

το οποίο έχει ένα σηµείο ισορροπίας, το 0x = . Έστω ( )A t συνεχής για κάθε 0.t ≥  

Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας συνεχής, παραγωγίσιµος, συµµετρικός, bounded, θετικά 

ορισµένος πίνακας ( )P t  έτσι ώστε: 

( )1 20 , 0c I P t c I t< ≤ ≤ ∀ ≥
 

όπου ο πίνακας ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TP t P t A t A t P t Q t− = + +ɺ                            (4.10) 

µε ( )Q t  να είναι συνεχής, συµµετρικός και θετικά ορισµένος πίνακας έτσι ώστε: 

( ) 3 0, 0Q t c I t≥ > ∀ ≥
 

Έστω η ακόλουθη υποψήφια συνάρτηση Lyapunov: 

( ) ( ),V t x x P t xΤ=
 
                                            (4.11) 
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όπου η ( ),V t x
 
θετικά ορισµένη,

 
φθίνουσα και ακτινικά µη φραγµένη επειδή: 

( )2 2

1 22 2
,c x V t x c x≤ ≤

 

Η παράγωγος της ( ),V t x
 
κατά µήκος των τροχιών του συστήµατος (4.9) είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

3 2

,V t x x P t x x P t x x P t x

x P t P t A t A t P t x x Q t x c x

Τ Τ Τ

Τ Τ Τ

= + +

 = + + = − ≤ − 

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ
 

Άρα, ( ), 0.V t x <ɺ
 
Οπότε, όλες οι υποθέσεις του πορίσµατος (4.8) ικανοποιούνται ολικά για 

2c = , άρα το 0x =  είναι ολικά εκθετικά ευσταθές.
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Κεφάλαιο 5: Γραµµικά Χρονικά Μεταβαλλόµενα Συστήµατα και 
Γραµµικο̟οίηση 
 

Η ευστάθεια του 0=x  ως σηµείο ισορροπίας του γραµµικά χρονικά µεταβαλλόµενου 

συστήµατος (4.9) µπορεί να χαρακτηρισθεί πλήρως από τα χαρακτηριστικά του πίνακα του 

συστήµατος ).(tA  Από την γραµµική θεωρία συστηµάτων, γνωρίζουµε ότι η λύση του 

συστήµατος είναι η: 

0 0( ) ( , ) ( )x t t t x t= Φ
 

όπου ),( 0ttΦ
 
είναι ο θεµελιώδης πίνακας, µε 0 0( , )t t IΦ = . Το ακόλουθο Θεώρηµα αφορά 

την ασυµπτωτική ευστάθεια σε σχέση µε τον πίνακα ),( 0ttΦ . 

 

Θεώρηµα 5.1: Το σηµείο ισορροπίας 0=x  του συστήµατος (4.9) είναι (ολικά) 

οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές εάν και µόνο αν ο θεµελιώδης πίνακας ),( 0ttΦ
 

ικανοποιεί την ανισότητα: 

0( )
0 0( , ) , 0t tt t ke t tγ− −Φ ≤ ∀ ≥ ≥                                     (5.1) 

 

για κάποιες θετικές σταθερές .,γk  

Απόδειξη: Λόγω της γραµµικής εξάρτησης των )(tx  από το ),( 0tx εάν το 0=x  είναι 

οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές τότε είναι και ολικά. Η επάρκεια της σχέσης (5.1) είναι 

φανερή αφού: 

0( )
0 0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ,t t

ox t t t x t ke x t t tγ− −≤ Φ ≤ ∀ ≥  

Για ν’ αποδείξουµε την αναγκαία συνθήκη, υποθέτουµε ότι το 0=x  είναι οµοιόµορφα 

ασυµπτωτικά ευσταθές. Ακόµη, υπάρχει µια κατηγορία −KL συναρτήσεων της µορφής 

( )⋅⋅,β  έτσι ώστε: 

( )( ) ( )0 0 0 0( ) , , nx t x t t t t t x tβ≤ − ∀ ≥ ∀ ∈ℝ  

Από τον ορισµό νόρµας πίνακα έχουµε ότι: 

( ) ( )0 0 0 0
1 1

( , ) max ( , ) max , 1,
x x

t t t t x x t t t tβ β
= =

Φ = Φ ≤ − = −
 

και αφού, 

(1, ) 0
s

sβ
→∞

→
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υπάρχει 0T > τέτοιο ώστε:  

( ) 1
1,Tβ

ε
≤  

Τώρα, για κάθε 0t t≥
 
έστω N  να είναι ο µικρότερος θετικός ακέραιος, τέτοιος ώστε: 

0 ,t t NT≤ + χωρίζοντας το διάστηµα ( )0 0, 1t t N T+ −    
σε ( )1N −

 
ίσα υποδιαστήµατα, 

πλάτους Τ το καθένα. Με χρήση της ιδιότητας (5.1) του χρονικά µεταβαλλόµενου πίνακα 

( )0,t tΦ
 
µπορούµε να γράψουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0
1

1
( )/ ( )

1

, , ( 1) ( 1) , ( 2) ,

, , ( 1) , ( 1)

1
(1,0) (1,0) (1,0) t t T t tN

t t t t N T t N T t N T t T t

t t t t N T t t T

e e e

κ

κ

κ
γ

κ

κ κ

β ε β ε β κ
ε

=Ν−

=

=Ν−
− − − −−

=

Φ = Φ + − Φ + − + − Φ + ⇒

Φ ≤ Φ + − Φ + Τ + −

≤ = ≤ =

∏

∏

…

 

όπου 
1

(1,0), .κ ε β γ= =
Τ

  

Το θεώρηµα (5.1) αποδεικνύει ότι για τα γραµµικά συστήµατα, η οµοιόµορφη ασυµπτωτική 

ευστάθεια του µηδενός είναι ισοδύναµη µε την ασυµπτωτική ευστάθεια. Επίσης η ανισότητα 

(5.1) χαρακτηρίζει την οµοιόµορφη ασυµπτωτική ευστάθεια του µηδενός χωρίς την 

αναγκαιότητα εύρεσης υποψήφιας συνάρτησης Lyapunov, που χρειάζεται για την λύση της 

εξίσωσης (4.9). Σηµειώνουµε ότι, για τα γραµµικώς χρονικά µεταβαλλόµενα συστήµατα, η 

οµοιόµορφη ασυµπτωτική ευστάθεια δεν µπορεί να χαρακτηρισθεί από την θέση των 

χαρακτηριστικών ριζών του πίνακα A , και αυτό φαίνεται στο ακόλουθο παράδειγµα. 

 

Παράδειγµα 5.1: Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα 2ης τάξης, µε τον πίνακα: 

( )
2

2

1 1.5cos 1 1.5sin cos

1 1.5sin cos 1 1.5sin

t t t
A t

t t t

 − + −
=  

− − − +   

Προκύπτει ότι: για κάθε t  οι χαρακτηριστικές ρίζες του ( )A t
 
είναι 0.25 0.25 7 .j− ±  

Οι 

χαρακτηριστικές ρίζες εξαρτώνται από το t  και κείνται στο ανοιχτά αριστερό µισό επίπεδο. 

Εν τούτοις, το µηδέν είναι ασταθές. Αυτό επιβεβαιώνεται αφού: 

( )
0.5

0.5

cos sin
,0

sin cos

t t

t t

e t e t
t

e t e t

−

−

 
Φ =  

−   

δείχνοντας ότι υπάρχουν αρχικές συνθήκες ( )0x , αυθαίρετα κοντά στο 0, για την οποία η 

λύση είναι µη φραγµένη και τείνει το άπειρο. 
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Σηµείωση: Το θεώρηµα (5.1) πιθανόν να µην είναι πολύ χρήσιµο στη µελέτη ευστάθειας, 

αλλά µας εξασφαλίζει την ύπαρξη συνάρτησης Lyapunov για το γραµµικό σύστηµα (4.9). 

Είδαµε στο παράδειγµα (5.1) ότι αν βρούµε έναν θετικά ορισµένο φραγµένο πίνακα ( )P t  ο 

οποίος να ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση (4.9) για κάποιον θετικά ορισµένο ( )Q t , τότε 

η (4.11) είναι µια Lyapunov συνάρτηση του συστήµατος. Εάν ο πίνακας ( )Q t
 
επιλεγεί να 

είναι φραγµένος και θετικά ορισµένος έτσι ώστε: 

( )3 40 , 0c I Q t c I t< ≤ ≤ ∀ ≥
 

και αν ( )A t
 
είναι συνεχής και φραγµένος τότε, µπορεί να δειχθεί ότι το 0 είναι οµοιόµορφα 

ασυµπτωτικά ευσταθές, που συνεπάγεται ότι υπάρχει µια λύση του (4.9) η οποία έχει τις 

επιθυµητές ιδιότητες. 

 

Θεώρηµα 5.2: Έστω το 0=x  να είναι οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο 

ισορροπίας του συστήµατος (4.9). Υποθέτουµε ότι ο ( ) : n nA t + ×→ℝ ℝ
 
είναι συνεχής και 

φραγµένος. Έστω ( )Q t
 
συνεχής, φραγµένος, θετικά ορισµένος, συµµετρικός πίνακας. Τότε 

υπάρχει ένας συνεχής, διαφορίσιµος, φραγµένος, θετικά ορισµένος, συµµετρικός πίνακας 

( )P t  
ο οποίος ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση (4.10). Άρα, η (4.11)

 
είναι µια Lyapunov 

συνάρτηση του συστήµατος (4.9) το οποίο ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος 

(4.6). 

 

Απόδειξη: Έστω 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
t

P t t Q t dτ τ τ τ
∞ Τ= Φ Φ∫  

και ( ), ,t xϕ τ
 
η λύση του συστήµατος (4.9) η οποία ξεκινά στο ( ),t x

 
δηλαδή, 

( ), , x xϕ τ τ = . Λόγω γραµµικότητας, µέσω της σχέσης ( ) ( ), , ,t x t xϕ τ τ= Φ
 
και βάσει 

ορισµού του ( )P t  
έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,T

t
x P t x t x Q t x dϕ τ τ ϕ τ τ

∞ Τ= ∫  

Με χρήση της σχέσης (5.1) καταλήγουµε, ότι: 

( ) ( )
2

2 2 2 2 22 2 ( ) 4
4 4 22 2 2 22

,
2

T t

t t

c
x P t x c t x d c x e d x c xγ τ

ορ

κ
τ τ κ τ

γ

∞ ∞ − −≤ Φ ≤ ⋅ = =∫ ∫
 

Από την άλλη πλευρά αφού: 

( )
2

, 0A t L t≤ ∀ ≥
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το γραµµικό σύστηµα (4.9) ικανοποιεί την ολική συνθήκη Lipchitz µε µια σταθερά Lipchitz 

L. Άρα η λύση ( ), ,t xϕ τ
 
ικανοποιεί το κατώτατο όριο: 

( )
2 2 2 ( )

22
, , L tt x x e τϕ τ − −≥

 

Άρα, 

( ) ( ) 2 2 2 22 ( ) 3
3 3 12 2 22

, ,
2

T L t

t t

c
x P t x c t x d c x e d x c x

L
τ

ορ
ϕ τ τ τ

∞ ∞ − −≥ ≥ = =∫ ∫  

Εποµένως, 

( )2 2

1 22 2

Tc x x P t x c x≤ ≤
 

η οποία δείχνει ότι ο ( )P t  
είναι θετικά ορισµένος και φραγµένος. Ο ορισµός του ( )P t  

λέει 

ότι είναι συµµετρικός και διαφορίσιµα συνεχής. Το γεγονός ότι ο ( )P t  
ικανοποιεί την (4.10) 

µπορεί ν’ αποδειχθεί από την διαφορισιµότητα του ( )P t  
µε χρήση της ιδιότητας: 

( ) ( ) ( ), ,t t A t
t

τ τ
∂

Φ = −Φ
∂  

Ειδικότερα, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, ,

, ,

t

t

t

T

t

T

P t t Q t d
t

t Q t d Q t
t

A t t Q t d

A t t Q t d Q t

P t A t A t P t Q t

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

∞ Τ

∞ Τ

∞ Τ

∞ Τ

∂
= Φ Φ

∂
∂

+ Φ Φ −
∂

= − Φ Φ

− Φ Φ −

= − − −

∫

∫

∫

∫

ɺ

 

Τώρα, το γεγονός ότι η (4.11)
 
είναι Lyapunov συνάρτηση αποδεικνύεται στο παράδειγµα 

(4.6). 

 

Σηµείωση: Όταν το γραµµικό σύστηµα (4.9) είναι χρονικά µεταβαλλόµενο µε τον πίνακα 

( )A t σταθερό, τότε η συνάρτηση ( ),V t x  του θεωρήµατος (5.2) µπορεί να επιλεγεί 

ανεξάρτητη του t . Έτσι, για τα γραµµικά χρονικά µεταβαλλόµενα συστήµατα έχουµε: 

( ) ( ), t At e ττ −Φ =
 

η οποία ικανοποιεί τη σχέση (5.1), όταν A  ευσταθής πίνακας. Επιλέγουµε τον Q  να είναι 

ένας θετικά ορισµένος, συµµετρικός (σταθερός) πίνακας και ο πίνακας ( )P t  να δίνεται από 

την σχέση: 
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( ) ( ) ( ) [ ]
0

exp exp exp expT T

t
P t t A Q t A d A s Q As dsτ τ τ

∞ ∞
   = − − =     ∫ ∫  

ο οποίος είναι ανεξάρτητος του t . Σε σύγκριση αυτής της σχέσης για τον P , µε την σχέση 

(3.7) αποδεικνύεται ότι ο P  αποτελεί µοναδική λύση της εξίσωσης Lyapunov (3.5). Έτσι η 

συνάρτηση Lyapunov του θεωρήµατος (5.2) ανάγεται στη µοναδική που χρησιµοποιήσαµε 

στο 3ο Κεφάλαιο. 

Η ύπαρξη των Lyapunov συναρτήσεων για τα γραµµικά συστήµατα κατά το Θεώρηµα (5.2) 

θα χρησιµοποιηθεί για ν’ αποδείξουµε την επακολουθία της γραµµικότητας η οποία 

επεκτείνει το θεώρηµα (4.5) για µη αυτόνοµη περίπτωση. Θεωρούµε το µη γραµµικό µη 

αυτόνοµο σύστηµα (4.1) όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ
 
διαφορίσιµα συνεχής συνάρτηση µε 

{ }
2

/ .nD x x r= ∈ <ℝ
 

Υποθέτουµε ότι το 0x =  είναι σηµείο ισορροπίας για το σύστηµα (4.1), όπου για 0t =  

έχουµε ( ),0 0f t = για κάθε 0t ≥ .
 
Επιπλέον, υποθέτουµε τον Ιακωβιανό πίνακα: 

f
x

∂ 
∂                                                               

(5.2) 

να είναι φραγµένος και Lipchitz στο D , οµοιόµορφα στο t ,  

( ) ( )1 2 1 1 2 1 22
2

, , , , , 0i if f
t x t x L x x x x D t

x x

∂ ∂
− ≤ − ∀ ∈ ∀ ≥

∂ ∂  

 για όλα τα [ ]1,i n∈ , όπου: 

( ) ( ) ( ), ,0 ,i
i i i

f
f t x f t t z x

x

∂
= +

∂  

µε iz
 
να είναι ένα σηµείο πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα συνδέοντας το x  µε το 0. Αφού, 

( ),0 0f t =
 
µπορούµε να γράψουµε το ( ),if t x

 
ως: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,0 , ,0i i i i
i i i

f f f f
f t x t z x t x t z t x

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ 
= = + − ∂ ∂ ∂ ∂   

 Γι’ αυτό, 

( ) ( ) ( ), ,f t x A t x g t x= +
 

όπου: 

( ) ( ),0
f

A t t
x

∂
=

∂  
και ( ) ( ) ( ), , ,0i i

i i

f f
g t x t z t x

x x

∂ ∂ = − ∂ ∂   

Η συνάρτηση ( ),g t x
 
ικανοποιεί την ανισότητα: 
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( ) ( ) ( )
1

2 2
2

2 22
1 2

, , ,0
n

i i
i

i

f f
g t x t z t x L x

x x=

 ∂ ∂
≤ − ≤  ∂ ∂ 

∑
 

όπου 
1.L n L= ⋅ Εποµένως, σε µια µικρή γειτονιά του µηδενός µπορούµε να 

προσεγγίσουµε το µη γραµµικό σύστηµα (4.1) από την γραµµικοποίησή του για το 0. Το 

ακόλουθο θεώρηµα ορίζει την έµµεση µέθοδο Lyapunov που µας δείχνει την οµοιόµορφη 

ασυµπτωτική ευστάθεια του µηδενός στη µη αυτόνοµη περίπτωση. 

 

Θεώρηµα 5.3: Έστω 0x =  ένα σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα (4.1) 

όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ
 
µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση στο 

{ }
2

/nD x x r= ∈ <ℝ , µε τον Ιακωβιανό πίνακα (5.2) ο οποίος είναι φραγµένος και 

Lipchitz στο D , οµοιόµορφα στο t . Έστω: 

( ) ( ) 0, |x
f

A t t x
x =

∂
=

∂                                              (5.3) 

Έστω ότι ο ( )A ⋅  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος (5.2) τότε το 0 είναι 

εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα (4.1), εάν είναι εκθετικά 

ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το γραµµικό σύστηµα (4.)  

 

Απόδειξη: Αφού το γραµµικό σύστηµα (4.9) έχει ένα εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας 

στο 0 και ο ( )A t
 
είναι συνεχής και φραγµένος τότε το θεώρηµα (5.2) µας εξασφαλίζει την 

ύπαρξη ενός διαφορίσιµα συνεχούς, φραγµένου, θετικά ορισµένου συµµετρικού πίνακα 

( )P t  
ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση (4.10), µε τον ( )Q t

 
να είναι συνεχής, θετικά ορισµένος 

και συµµετρικός. Χρησιµοποιούµε ως υποψήφια συνάρτηση Lyapunov για το µη γραµµικό 

σύστηµα τη σχέση (4.11). Η παράγωγος της ( ),V t x  κατά µήκος του συστήµατος δίνεται 

από τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 3

3 22 2

2

3 2 2 2

, , ,

2 ,

2 ,

2

2 ,

T T T

T T T

T T

V t x x P t f t x f t x P t x x P t x

x P t A t A t P t P t x x P t g t x

x Q t x x P t g t x

c x c L x

c c L x xρ ρ

= + +

 = + + + 

= − +

≤ − +

≤ − − ∀ <

ɺ ɺ

ɺ

 

Επιλέγοντας, 
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3

2

min{ , }
2

c
r

c L
ρ <

 

εξασφαλίζουµε ότι η ( ),V t xɺ  είναι αρνητικά ορισµένη στο 
2

x ρ< . Αφού, όλες οι 

συνθήκες του πορίσµατος (4.8) ικανοποιούνται στο 
2

x ρ<
 
τότε καταλήγουµε στο ότι το 0 

είναι εκθετικά ευσταθές. 
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Κεφάλαιο 6: Αντίστροφα Θεωρήµατα 
 

Το θεώρηµα (4.6) και τα πορίσµατα (4.7) και (4.8) αποδεικνύουν την οµοιόµορφη 

ασυµπτωτική ευστάθεια (ή την εκθετική ευστάθεια) του µηδενός, µε την απαίτηση ύπαρξης 

µιας συνάρτησης Lyapunov ( ),V t x , η οποία ικανοποιεί τις απαραίτητες συνθήκες. Η 

απαίτηση ύπαρξης µιας βοηθητικής συνάρτησης ( ),V t x , η οποία ικανοποιεί τις 

απαραίτητες συνθήκες είναι η τυπική µέθοδος σε αρκετά θεωρήµατα που αφορούν την 

Lyapunov. Οι συνθήκες αυτών των Θεωρηµάτων δεν µπορούν να ελεγχθούν κατευθείαν στα 

δεδοµένα του προβλήµατος. Έτσι, σε αντικατάσταση θα πρέπει να ψάξουµε για την 

βοηθητική συνάρτηση. Αντιµετωπίζοντας το πρόβληµα, δύο ερωτήσεις προκύπτουν: 1ο 

Υπάρχει η συνάρτηση η οποία να ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος; 2ο Πως 

µπορούµε να βρούµε αυτή τη συνάρτηση; Σε πολλές περιπτώσεις η θεωρία Lyapunov µας 

δίνει µια καταφατική απάντηση στο 1ο ερώτηµα. Η απάντηση όµως µας δίνει την διατύπωση 

του αντίστροφου θεωρήµατος Lyapunov, το οποίο είναι το ένα από τα θεωρήµατα 

Lyapunov. Για παράδειγµα, ένα αντίστροφο θεώρηµα για την ασυµπτωτική ευστάθεια 

αποδεικνύεται εάν το 0 είναι οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές όπου τότε υπάρχει µια 

συνάρτηση Lyapunov η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος (4.6). Τα 

περισσότερα από αυτά τα αντίστροφα θεωρήµατα αποδεικνύονται στην πράξη µε την 

κατασκευή βοηθητικών συναρτήσεων που ικανοποιούν τις συνθήκες των αντίστοιχων 

θεωρηµάτων. ∆υστυχώς, η κατασκευή της βοηθητικής συνάρτησης σχεδόν πάντα υποθέτει 

την γνώση λύσης της διαφορικής εξίσωσης. Συνεπώς, τα θεωρήµατα αυτά δε βοηθούν 

πρακτικά στην εύρεση µιας βοηθητικής συνάρτησης. Και µόνο η γνώση ότι η συνάρτηση 

υπάρχει είναι πολλές φορές καλύτερο από το τίποτα. Η ιδέα της κατασκευής µιας 

αντίστροφης συνάρτησης Lyapunov δεν είναι κάτι καινούριο σε µας, αφού το έχουµε κάνει 

στα γραµµικά συστήµατα στην απόδειξη του θεωρήµατος (5.1). Μια προσεκτική ανάγνωση 

της απόδειξης δείχνει ότι η γραµµικότητα του συστήµατος δεν παίζει καθοριστικό ρόλο 

στην απόδειξη και µας οδηγεί στο 1ο αντίστροφο θεώρηµα του οποίου η απόδειξη είναι µια 

απλή επέκταση της απόδειξης του θεωρήµατος (5.1). 

 

Θεώρηµα 6.1: Έστω 0x =  να είναι ένα σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα 

(4.1) όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ
 
συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση στο 
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{ }/nD x x r= ∈ <ℝ
 
µε τον Ιακωβιανό πίνακα (5.2) φραγµένος στο D , οµοιόµορφος 

στο t . Έστω 0, ,k rγ
 
θετικές σταθερές όπου: 

0

r
r

k
<

 

Έστω { }0 0/ .nD x x r= ∈ <ℝ
 
Υποθέτουµε ότι οι τροχιές του συστήµατος ικανοποιούν την 

ανισότητα: 

0( )
0 0 0 0( ) ( ) , ( ) , 0t tx t k x t e x t D t tγ− −≤ ∀ ∈ ∀ ≥ ≥

 

Τότε υπάρχει µια συνάρτηση [ ) 0: 0,V D∞ × →ℝ  η οποία ικανοποιεί τις ανισότητες: 

( )

( )

2 2

1 2

2

3

4

,

,

c x V t x c x

V V
f t x c x

t x
V

c x
x

≤ ≤

∂ ∂
+ ≤ −

∂ ∂
∂

≤
∂

 

για κάποιες σταθερές 1 2 3 4, , , .c c c c
 
Επιπλέον, αν r = ∞ και το 0 είναι ολικά εκθετικά 

ευσταθές τότε η ( ),V t x
( ),V t x

ορίζεται και ικανοποιεί τις παραπάνω ανισότητες. Επιπλέον, αν το 

σύστηµα είναι µη αυτόνοµο τότε η ( ),V t x  µπορεί να επιλεγεί ως ανεξάρτητη του t  . 

 

Απόδειξη: Λόγω της ισοδυναµίας των νορµών είναι επαρκές ν’ αποδείξουµε το θεώρηµα για 

την 
2

⋅ . Έστω ( ), ,t xϕ τ
 
η λύση του συστήµατος η οποία ξεκινά στο ( ),t x

 
έτσι ώστε: 

( ) ( ) 0, , , , , , ,t t x x t x D x D r tϕ ϕ τ= ∈ ∀ ∈ ∀ ≥  

Έστω: 

( ), ( , , ) ( , , )
t T

t
V t x t x t x dϕ τ ϕ τ τ

+ Τ= ∫  

όπου η T  είναι µια θετική σταθερά και θα επιλεγεί αργότερα. Λόγω της εκθετικής µείωσης, 

πάνω στις τροχιές έχουµε: 

( ) ( ) ( )
2

2 2 22 2 ( ) 2

2 22
, , , 1

2

t T t T t

t t

k
V t x t x d x k e d e xγ τ γϕ τ τ τ

γ

+ + − − − Τ= ≤ = −∫ ∫
 

Από την άλλη, ο Ιακωβιανός πίνακας (5.2) είναι περιορισµένος (φραγµένος) στο 0. Έστω: 

( )
2

0 : , ,
f

L t x L x D
x

∂
> ≤ ∀ ∈

∂                                     
(6.1) 
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Η συνάρτηση ( ),f t x
 
είναι Lipchitz στο D , µε µια σταθερά Lipchitz L. Συνεπώς, η λύση 

( ), ,t xϕ τ
 
ικανοποιεί το κατώτατο όριο: 

( ) ( )2 2 2

22
, , L tt x x e τϕ τ − −≥  

Συνεπώς: 

( ) ( )2 22 ( ) 2

2 2

1
, 1

2

t T L t L

t
V t x x e d e x

L
τ τ

+ − − − Τ≥ = −∫  

Άρα, η ( ),V t x  ικανοποιεί την 1η ανισότητα του θεωρήµατος µε: 

( )2
1

1
1

2
Lc e

L
− Τ= −

    
και

    
( )

2
2

2 1
2

k
c e γ

γ
− Τ= −

 

Για να υπολογίσουµε την παράγωγο της ( ),V t x  κατά µήκος των τροχιών του συστήµατος 

ορίζουµε τις συναρτήσεις: 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,t xt x t x t x t x
t x

ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ
∂ ∂

= =
∂ ∂  

Έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

, , , , , , , , ,

2 , , , ,

, 2 , , , ,

, , , ,

2 , , , , , , ,

t T

tt

t T

xt

t T

t xt

V V
f t x t T t x t T t x t t x t t x

t x

t x t x d

f t x t x t x d

t T t x t T t x x

t x t x t x f t x d

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ τ ϕ τ τ

ϕ τ ϕ τ τ

ϕ ϕ

ϕ τ ϕ τ ϕ τ τ

Τ Τ

+ Τ

+ Τ

Τ

+ Τ

∂ ∂
+ = + + −

∂ ∂

+ +

+ =

= + + −

+ +  

∫

∫

∫

 

∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι: 

( ) ( ) ( ), , , , , 0,t xt x t x f t x tϕ τ ϕ τ τ+ ⋅ ≡ ∀ ≥
 

Συνεπώς: 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

2 2
, , , , , 1

V V
f t x t T t x t T t x x k e x

t x
γϕ ϕΤ − Τ∂ ∂

+ = + + − ≤ − −
∂ ∂

 

Επιλέγοντας, 

2ln 2

2

k

γ
Τ =

 

τότε η 2η ανισότητα του θεωρήµατος ικανοποιείται για 

3

1

2
c =
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Προς απόδειξη της τελευταίας ανισότητας, ας παρατηρήσουµε ότι η ( ), ,x t xϕ τ
 
ικανοποιεί 

την διαφορική εξίσωση: 

( )( ), , , ,x x

f
t x

x
ϕ τ ϕ τ ϕ

τ
∂ ∂

=
∂ ∂  

µε την συνθήκη
 

( ), ,x t t x Iϕ =
 

Από την σχέση (6.1) στο D , η 
xϕ
 
ικανοποιεί την: 

( ) ( )
2

, , L t
x t x e τϕ τ −≤  

Συνεπώς: 

( ) ( )

( ) ( )

22

2 2

( ) ( )

2

( )

2

2 , , , ,

2 , , , ,

2

2
1

( )

t T

xt

t T

xt

t T t L t

t

L T

V
t x t x d

x

t x t x d

x ke e d

k
e x

L

γ τ τ

γ

ϕ τ ϕ τ τ

ϕ τ ϕ τ τ

τ

γ

+ Τ

+

+ − − −

− −

∂
=

∂

≤

≤

 = − −

∫

∫

∫
                             

(6.2) 

Γι’ αυτό η τελευταία ανισότητα του θεωρήµατος ικανοποιείται για: 

( )
4

2
1

( )
L Tk

c e
L

γ

γ
− − = − −  

Αν όλες οι υποθέσεις ισχύουν ολικά, τότε προφανώς το 0r  µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα 

µεγάλο. Εάν το σύστηµα είναι αυτόνοµο τότε η ( ), ,t xϕ τ
 
εξαρτάται µόνο από το ( )tτ −

 

τέτοια ώστε: 

( ) ( ), , ,t x t xϕ τ ψ τ= −
 

Τότε: 

( )
0

, ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t T T

t
V t x t x t x d s x s x dsψ τ ψ τ τ ψ ψ

+ Τ Τ= − − =∫ ∫               (6.3) 

 

ανεξάρτητη του t .   

 

Σηµείωση: Στο θεώρηµα (5.3) είδαµε ότι αν η γραµµικοποίηση ενός µη γραµµικού 

συστήµατος στην περιοχή του µηδενός έχει ένα εκθετικό ευσταθές σηµείο ισορροπίας τότε 

το 0 είναι εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα. Θα 

χρησιµοποιήσουµε λοιπόν το θεώρηµα (6.1) για ν’ αποδείξουµε ότι η εκθετική ευστάθεια 

της γραµµικότητας είναι µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για την εκθετική ευστάθεια του 

µηδενός. 
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Θεώρηµα 6.2: Έστω 0x =  να είναι ένα σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα 

(4.1) όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ
 
είναι συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση στο 

{ }/nD x x r= ∈ <ℝ
 
µε τον Ιακωβιανό πίνακα της σχέσης (5.2) να είναι φραγµένος στο 

D , οµοιόµορφος στο t . Έστω: 

( ) ( ) 0, |x
f

A t t x
x =

∂
=

∂  

Τότε το 0 είναι ένα εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα, εάν 

και µόνο αν το 0 είναι εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το γραµµικό σύστηµα (4.9). 

 

Απόδειξη: ( )⇒ Το ευθύ µέρος της απόδειξης προκύπτει από το θεώρηµα (5.2). 

                ( )⇐ Τώρα για ν’ αποδείξουµε το αντίστροφο µέρος γράφουµε το γραµµικό 

σύστηµα στη µορφή: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x f t x f t x A t x f t x g t x= − − = −  ɺ
 

Με χρήση της προηγούµενης υπόθεσης του θεωρήµατος (5.3) γνωρίζουµε ότι: 

( ) 2

22
, , , 0g t x L x x D t≤ ∀ ∈ ∀ ≥

 

Αφού το 0 είναι εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας του µη γραµµικού συστήµατος, 

υπάρχουν θετικές σταθερές , ,k cγ  
έτσι ώστε: 

0( )
0 0 02 2 2

( ) ( ) , ( ) , 0t tx t k x t e x t c t tγ− −≤ ∀ < ∀ ≥ ≥
 

Επιλέγοντας, 

0 min ,
r

r c
k

 <  
   

τότε όλες οι συνθήκες του θεωρήµατος (6.1) ικανοποιούνται. Έστω ( ),V t x  να είναι η 

συνάρτηση που παρέχεται από το θεώρηµα (6.1), την οποία χρησιµοποιούµε ως την 

υποψήφια συνάρτηση Lyapunov για το γραµµικό σύστηµα (4.9). Τότε: 

( ) ( ) ( )

( )

2 3

3 42 2

2

3 4 2 2

, ,

,

V V V V V
A t x f t x g t x

t x t x x

c x c L x

c c L x xρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

≤ − +

≤ − − ∀ <

 

Επιλέγοντας, 

3
0

4

min ,
c

r
c L

ρ
 

<  
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εξασφαλίζει ότι η ( ),V t xɺ  είναι αρνητικά ορισµένη στο 
2

.x ρ<
 
Άρα, όλες οι συνθήκες 

του πορίσµατος (4.8) ικανοποιούνται στο 
2

x ρ<
 
και καταλήγουµε στο ότι το 0 είναι ένα 

εκθετικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το γραµµικό σύστηµα.   

 

Παράδειγµα 6.1: Θεωρούµε το σύστηµα 1ης τάξης: 

3x x= −ɺ  

Είδαµε στο παράδειγµα (3.3) ότι το 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αλλά, η γραµµικοποίησή 

του γύρω από το 0 καταλήγει στο γραµµικό σύστηµα 

0x =ɺ  

του οποίου ο πίνακας Α δεν είναι Hurwitz. Τώρα, µε χρήση του θεωρήµατος (6.2) 

καταλήγουµε στο ότι το 0 δεν είναι εκθετικά ευσταθές.   

 

Σηµείωση: Κλείνουµε αυτή την ενότητα επισηµαίνοντας ένα άλλο αντίστροφο θεώρηµα το 

οποίο εφαρµόζεται για πιο γενική περίπτωση της οµοιόµορφης ασυµπτωτικής ευστάθειας 

για την ισορροπία.  

 

Θεώρηµα 6.3: Έστω 0x =  να είναι ένα σηµείο ισορροπίας για το µη γραµµικό σύστηµα 

(4.1) όπου [ ): 0, nf D∞ × →ℝ  συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση στο 

{ }/nD x x r= ∈ <ℝ
 
µε τον Ιακωβιανό πίνακα της σχέσης (5.2) να είναι φραγµένος στο 

D , οµοιόµορφος στο t . Έστω ( ),β ⋅ ⋅
 
µια συνάρτηση στην κατηγορία KL  και 0r  µια 

θετική σταθερά τέτοια ώστε: ( )0 ,0 .r rβ <
 
Έστω { }0 0/ .nD x x r= ∈ <ℝ

 
Υποθέτουµε ότι 

η τροχιά του συστήµατος ικανοποιεί την: 

( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0, , , 0x t x t t t x t D t tβ≤ − ∀ ∈ ∀ ≥ ≥
 

Τότε υπάρχει µιας συνεχής διαφορίσιµη συνάρτηση [ ) 0: 0,V D∞ × →ℝ
 
η οποία 

ικανοποιεί τις ανισότητες: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

3

4

,

,

a x V t x a x

V V
f t x a x

t x
V

a x
x

≤ ≤

∂ ∂
+ ≤ −

∂ ∂
∂

≤
∂
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όπου ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,a a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
συναρτήσεις της κατηγορίας K  ορισµένες στο [ ]00, .r

 
Εάν 

το σύστηµα είναι αυτόνοµο τότε η ( ),V t x  µπορεί να επιλεγεί ανεξάρτητη του t .
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Κεφάλαιο 7: Ε̟εκτάσεις στην ̟ερί̟τωση των Χρονικά 
Μεταβαλλόµενων Συστηµάτων & Σύνδεση µε την έννοια της 
Παρατηρησιµότητας 
 

Στην περίπτωση των αυτόνοµων συστηµάτων το θεώρηµα La Salle’ s (2.2) της 

σταθεροποίησης αποδεικνύει ότι η τροχιά του συστήµατος προσεγγίζει την καλύτερη 

σταθεροποίηση ορισµένη στο Ε, όπου Ε είναι το σύνολο όλων των σηµείων στην περιοχή Ω 

όπου 

( ) 0V x =ɺ
 

 

Στην περίπτωση των µη αυτόνοµων συστηµάτων δεν είναι εµφανές πως µπορούµε να 

ορίσουµε το σύνολο Ε αν η συνάρτηση ( ),V t xɺ
 
αποτελεί εξάρτηση των ,t x . Έτσι, µπορεί 

να γίνει απλούστερη αν µπορεί να δειχθεί ότι: 

( ) ( ), 0V t x w x≤ − ≤ɺ
 

όπου, το σύνολο Ε µπορεί να ορισθεί ως το σύνολο των σηµείων όπου ( ) 0.w x =
 
Έτσι 

αναµένεται ότι η τροχιά του συστήµατος προσεγγίζει το Ε καθώς .t → +∞  

 

Λήµµα 7.1: Barbalat’ s 

Έστω :ϕ →ℝ ℝ
 
µια οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση στο [ )0, .∞

 
Υποθέτουµε ότι: 

( )
0

lim
t

t
dϕ τ τ

→∞ ∫  

υπάρχει και είναι ορισµένο. Τότε: 

( ) 0
t

tϕ
→+∞
→

 

Απόδειξη: Έστω ότι δεν υπάρχει µια θετική σταθερά 
1 0k >

 
έτσι ώστε: 0T∀ >  µπορούµε 

να βρούµε 
1T T≥

 
µε 

( )1 1kϕ Τ ≥
 

Αφού ( )tϕ
 
οµοιόµορφα συνεχής τότε υπάρχει θετική σταθερά 

2 0k >
 
τέτοια ώστε: 

                                      ( ) ( ) [ ]1
2, 0, 0,

2

k
t t t kϕ τ ϕ τ+ − < ∀ ≥ ∀ ∈                        (7.1) 

Άρα: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

1 1 1 1

1 1
1 1 1 2, ,

2 2

t t T T T t T

k k
k t T T k

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + ≥ − −

> − = ∀ ∈ +           (7.2) 

Άρα: 

( ) ( )1 2 1 2

1 1
1 2

1

2

T k T k

T T
t dt t dt k kϕ ϕ

+ +
= >∫ ∫  

όπου η ισότητα ισχύει αφού η ( )tϕ
 
διατηρεί το ίδιο πρόσηµο στην περιοχή 

1 1 2.T t T k≤ ≤ +
 
Άρα το ολοκλήρωµα 

( )
0

,
t

d tϕ τ τ → ∞∫  

δε συγκλίνει σε κάποιο όριο. Άτοπο. 

 

Θεώρηµα 7.2: Έστω nD ⊂ ℝ  που περιέχει το 0x =  και υποθέτουµε ότι η συνάρτηση 

( ),f t x  είναι κατά τµήµατα συνεχής ως προς t  και τοπικά Lipschitz ως προς x , 

οµοιόµορφα ως προς t  στο [ )0, D∞ × . Επιπλέον, έστω ( ),0f t  οµοιόµορφα φραγµένο 

για κάθε 0t > . Έστω [ ): 0,V D+∞ × → ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια 

ώστε: 

( ) ( ) ( )1 2,W x V t x W x≤ ≤                                           (7.3) 

  ( ) ( ) ( ), ,
V V

V t x f t x W x
t x

∂ ∂
= + ≤ −

∂ ∂
ɺ                                   (7.4) 

0,t x D∀ ≥ ∀ ∈  
όπου ( ) ( )1 2,W x W x

 
συνεχείς θετικά ορισµένες συναρτήσεις και ( )W x  

µια θετικά ηµιορισµένη συνεχής συνάρτηση στο D . Επιλέγουµε 0r >  τέτοιο ώστε 

rB D⊂  και έστω 0ρ > : 

( )1min
x r

W xρ
=

<  

Τότε, όλες οι λύσεις του συστήµατος ( ),x f t x=ɺ  µε ( ) ( ){ }0 2|rx t x B W x ρ∈ ∈ ≤ , είναι 

φραγµένες και ικανοποιούν τη συνθήκη:  

( )( ) 0
t

W x t
→∞
→                                                     (7.5) 

Επιπλέον, αν όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος ικανοποιούνται ολικά και η ( )1W x  είναι µη 

φραγµένη, τότε το θεώρηµα ικανοποιείται για κάθε ( )0
nx t ∈ℝ . 
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Απόδειξη: Παρόµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος (4.6) µπορούµε να δείξουµε ότι: 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0 2 , 1 0| | ,r t rx t x B W x x t x B W x t tρρ ρ∈ ∈ ≤ ⇒ ∈Ω ⊂ ∈ ≤ ∀ ≥  

 

αφού ( ), 0V t x ≤ɺ . Άρα, ( )x t r<  για κάθε 0t t≥ . Επειδή, η συνάρτηση ( )( ),V t x t  είναι 

µονότονα µη αύξουσα και φραγµένη στο µηδέν τότε συγκλίνει καθώς t → ∞ . Εποµένως, 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0

0 0, , ,
t t

t t
W x d V x d V t x t V t x tτ τ τ τ τ≤ − = −∫ ∫ ɺ  

Άρα, το όριο 

 ( )( )
0

lim
t

tt
W x dτ τ

→∞ ∫  

υπάρχει και είναι πεπερασµένο. Αφού ( )x t  είναι φραγµένη, ( )( ),x f t x t=ɺ  είναι φραγµένη, 

οµοιόµορφα ως προς t , για κάθε 0t t≥ . Εποµένως, η ( )x t  είναι οµοιόµορφα συνεχής ως 

προς t  στο διάστηµα [ )0 ,t ∞  εποµένως, η ( )( )W x t  είναι οµοιόµορφα συνεχής ως προς x  

στο συµπαγές σύνολο rB . Οπότε, βάσει του λήµµατος (7.1) καταλήγουµε στη σχέση (7.5). 

Αν όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος ικανοποιούνται ολικά και η ( )1W x  είναι µη 

φραγµένη τότε για κάθε ( )0x t  µπορούµε να επιλέξουµε ρ  αρκετά µεγάλο, τέτοιο ώστε: 

( ) ( ){ }0 2|nx t x W x ρ∈ ∈ ≤ℝ  

 

 

Θεώρηµα 7.3: Έστω nD ⊂ ℝ  που περιέχει το 0x =  και υποθέτουµε ότι η συνάρτηση 

( ),f t x  είναι κατά τµήµατα συνεχής ως προς t  και τοπικά Lipschitz ως προς x , για κάθε 

0t ≥  και για κάθε x D∈ . Έστω 0x =  σηµείο ισορροπίας του συστήµατος ( ),x f t x=ɺ  

στο 0t = . Έστω [ ): 0,V D∞ × →ℝ  µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε: 

( ) ( ) ( )1 2,W x V t x W x≤ ≤
 

( ) ( ), , 0
V V

V t x f t x
t x

∂ ∂
= + ≤

∂ ∂
ɺ

 

( )( ) ( ) ( ), ; , , , , 0 1V t t t x V t x V t xδ ϕ δ λ λ+ + − ≤ − < <
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0, ,t x D∀ ≥ ∀ ∈  για κάποιο 0δ > , όπου ( ) ( )1 2,W x W x  θετικά ορισµένες συνεχείς 

συναρτήσεις στην περιοχή D  και ( ); ,t xϕ τ  η λύση του συστήµατος που ξεκινά στο ( ),t x . 

Τότε το 0x =  είναι οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές. Άν όλες οι υποθέσεις 

ικανοποιούνται ολικά και η  ( )1W x  είναι µη φραγµένη, τότε το 0x =  είναι ολικά 

οµοιόµορφα ασυµπτωτικά ευσταθές. Άν, 

( ) ( )1 1 2 2 1 2, , , 0, 0
c c

W x k x W x k x k k c≥ ≤ > >  

τότε το 0x =  είναι εκθετικά ευσταθές. 

 

Απόδειξη: Επιλέγουµε 0r >  έτσι ώστε rB D∈ . Όµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος 

(4.6) µπορούµε να δείξουµε ότι:  

( ) ( ){ } ( )0 2 , 0| ,r tx t x B W x x t t tρρ∈ ∈ ≤ ⇒ ∈Ω ∀ ≥  

όπου ( )1min
x r

W xρ
=

< , επειδή ( ), 0V t x ≤ɺ . Τώρα, για κάθε 0t t≥  έχουµε: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , 1 ,V t x t V t x t V t x t V t x tδ δ λ λ+ + ≤ − = −
 

Επιπλέον, αφού
 

( ), 0V t x ≤ɺ  έπεται:  

( )( ) ( )( ) [ ], , , ,V x V t x t t tτ τ τ δ≤ ∀ ∈ +  

Τώρα, για κάθε 0t t≥ , έστω N  ο µικρότερος θετικός ακέραιος έτσι ώστε 0t t Nδ≤ + . 

∆ιαµερίζοντας το διάστηµα ( )0 0, 1t t N δ+ −    σε ( )1N −  υποδιαστήµατα µήκους δ  το 

καθένα, έχουµε:  

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

0

0

0 0

0 0

1

0 0

/

0 0

0 0

, 1 , 1

1 2 , 2

1 ,

1
1 ,

1

1
,

1

N

t t

b t t

V t x t V t N x t N

V t N x t N

V t x t

V t x t

e V t x t

δ

δ δ

λ δ δ

λ

λ
λ

λ

−

−

− −

≤ + − + −

≤ − + − + −

≤ −

≤ −
−

=
−

⋮

 

 

όπου:  
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( )
1 1

ln
1

b
δ λ

=
−

 

Θέτοντας, 

( )
( )

,
1

bsr
r s eσ

λ
−=

−
 

µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι η ( ),r sσ  ανήκει στη KL  τάξη συναρτήσεων και η 

( )( ),V t x t  ικανοποιεί την ακόλουθη ανισοτική σχέση: 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) [ ]0 0 0 0 0, , , , , 0,V t x t V t x t t t V t x tσ ρ≤ − ∀ ∈  

Από αυτό το σηµείο η απόδειξη είναι όµοια του θεωρήµατος (4.6). Οι αποδείξεις των 

ισχυρισµών για την ολική οµοιόµορφη ασυµπτωτική ευστάθεια και την εκθετική ευστάθεια 

είναι όµοιες µε τις αποδείξεις των πορισµάτων (4.7) και (4.8), αντίστοιχα.  

 

Παράδειγµα 7.1: Θεωρούµε το γραµµικά χρονικά µεταβαλλόµενο σύστηµα: 

( )x A t x=ɺ  

όπου ( )A t  συνεχής για 0t ≥ . Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας συνεχώς παραγωγίσιµος, 

συµµετρικός πίνακας που ικανοποιεί την ακόλουθη ανισοτική σχέση:  

( )1 20 , 0c I P t c I t< ≤ ≤ ∀ ≥  

καθώς και την διαφορική εξίσωση πινάκων: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P t P t A t A t P t C t C tΤ Τ− = + +ɺ  

όπου ( )C t  συνεχής ως προς t . Η παράγωγος της ακόλουθης συνάρτησης, 

( ) ( ),V t x x P t xΤ=  

είναι: 

( ) ( ) ( ), 0V t x x C t C t xΤ Τ= − ≤ɺ  

Η λύση του γραµικού συστήµατος δίνεται από τη σχέση ( ) ( ); , ,t x t xϕ τ τ= Φ , όπου 

( ), tτΦ  ο πίνακας µετασχηµατισµού. Εποµένως, 
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( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, ; , , , ; ,

, ,

,

t

t

t

t

V t t t x V t x V t x d

x t C C t d x

x W t t x

δ

δ

δ ϕ δ τ ϕ τ τ

τ τ τ τ τ

δ

+

+Τ Τ Τ

Τ

+ + − =

= − Φ Φ

= − +

∫

∫

ɺ

 

 όπου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
t

t
W t t t C C t d

δ
δ τ τ τ τ τ

+ Τ Τ+ = Φ Φ∫  

Υποθέτουµε ότι υπάρχει θετική σταθερά 2k c<  τέτοια ώστε: 

( ), , 0W t t kI tδ+ ≥ ∀ ≥      (συνθήκη παρατηρησιµότητας) 

τότε 

( )( ) ( ) ( )2

2
2

, ; , , ,
k

V t t t x V t x k x V t x
c

δ ϕ δ+ + − ≤ − ≤ −  

Συνεπώς, όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος (7.3) ικανοποιούνται ολικά µε 

( ) 2

2
2

, 1, 2, 1i i

k
W x c x i

c
λ= = = <  

και καταλήγουµε ότι το 0x =  είναι ολικά εκθετικά ευσταθές. Εποµένως, το παράδειγµα 

αυτό συνδέει την ευστάθεια των γραµµικών συστηµάτων µε την  έννοια της 

παρατηρησιµότητας. 
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