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1. ΕΙΑΓΩΓΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ ΚΑΙ ΟΡΙΜΟΙ 

1.1. ΒΑΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΣΑ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΙΟΣΙΜΙΩΝ 

 

Θεώρημα (Το κεϊρθμα του Wilson) 

Ο φυςικόσ  p>2 είναι πρϊτοσ  ανν  

                 

1η Απόδειξη  (με κεωρία ομάδων) 

Γνωρίηουμε ότι για p πρϊτο, κάκε αρικμόσ μικρότεροσ του p και μεγαλφτεροσ του μθδενόσ 
ζχει μοναδικό πολλαπλαςιαςτικό αντίςτροφο. Επίςθσ γνωρίηουμε ,όπωσ κα δοφμε 
παρακάτω, ότι θ ιςοτιμία              ζχει ακριβϊσ δφο λφςεισ. Συνεπϊσ αφοφ 
                    , οι αρικμοί 2,3,…,p-2  αποτελοφν ηεφγθ αντιςτρόφων       .                                                                  
Οπότε                        .                                                                                                       
Άρα                                                                                                                      
Αντίςτροφα αν                   και p ςφνκετοσ τότε παρατθροφμε ότι για     δεν 
ιςχφει. Για     κεωροφμε ότι      (αφοφ p ςφνκετοσ) για κάποιουσ     με                  
        και    . Τότε οι     υπάρχουν ωσ όροι ςτο        οπότε        
         . Τζλοσ αν      με    πρϊτο τότε και ο   και ο    υπάρχουν ςτο γινόμενο, 
άτοπο. Άρα ο p είναι πρϊτοσ.    

 

2η Απόδειξη  (ο τρόποσ του Lagrange): 

Ζςτω το πολυϊνυμο                                      ,όπου p 

πρϊτοσ αρικμόσ και            . Άρα          και ζνασ από τουσ ακεραίουσ 
                  κα είναι ίςοσ με μθδζν. Συνεπϊσ από το κεϊρθμα του Fermat 
ζχουμε ότι                  , δθλαδι            και                                                         

                         ,αφοφ     . Άρα         Πμωσ  το πολυϊνυμο      

είναι βακμοφ      και άρα θ γενικι του μορφι είναι:                                                       

                       με      

όπου παρατθροφμε ότι             . Συνεπϊσ από το κεϊρθμα ςυντελεςτϊν 
πολυωνφμου και ότι        ζχουμε ότι      και τελικά                    

Αντίςτροφα αν                  τότε            ,όμωσ   είναι ο μικρότεροσ 
κετικόσ διαιρζτθσ του           , αφοφ κανζνασ μικρότεροσ δεν τον διαιρεί. Άρα ο p 
είναι πρϊτοσ.   

 

 

 



 

3η Απόδειξη  (Συνδυαςτικά): 

Ζςτω p πρϊτοσ. Για     το κεϊρθμα ιςχφει. Για     ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε   
ςθμεία ςτο επίπεδο , τα οποία ςχθματίηουν ζνα        . Τα διαφορετικά         που 
μποροφμε να ςχθματίςουμε με ακριβϊσ   πλευρζσ ,όπου επιτρζπουμε τισ διαςταυρϊςεισ 
πλευρϊν και δεν μασ ενδιαφζρει αν τα        είναι εκ περιςτροφισ ίςα, είναι       . 
Αυτό προκφπτει από το γεγονόσ ότι αυτά τα        μποροφμε να τα δθμιουργιςουμε 
επιλζγοντασ μια κορυφι από τισ   , ςτθ ςυνζχεια μια κορυφι διαφορετικι από αυτιν που 
επιλζξαμε, οπότε     επιλογζσ, και οφτω κάκε εξισ. Οπότε ςτο τζλοσ με τθ ςειρά που 
επιλζξαμε τισ κορυφζσ, τισ ενϊνουμε και δθμιουργείται το        . Συνεπϊσ ζχουμε    
τρόπουσ να δθμιουργιςουμε ζνα        . Πμωσ με αυτόν τον τρόπο ζχουμε μετριςει 
κάκε                 , αφοφ για τθ δθμιουργία του         ςε κάκε κορυφι του, 
ςτθν οποία αντιςτοιχοφν δφο πλευρζσ , χρθςιμοποιιςαμε τθν κάκε πλευρά ςε διαφορετικό 
τρόπο δθμιουργίασ , καταλιγοντασ όμωσ ςτο ίδιο       . 

Από τα                , ακριβϊσ          είναι εκείνα τα οποία δεν αλλάηουν, όταν 
περιςτραφοφν κατά πολλαπλάςια τθσ γωνίασ      . Αυτό προκφπτει από το γεγονόσ ότι για 
τθ δθμιουργία ενόσ τζτοιου         , μποροφμε ςε μια από τισ     κορυφζσ να 
χαράξουμε τον άξονα ςυμμετρίασ του           που διζρχεται από το  . Στθ ςυνζχεια 
για κάκε επιλογι μιασ κορυφισ αριςτερά του άξονα ςυμμετρίασ , πρζπει να επιλζξουμε 
αναγκαςτικά τθ ςυμμετρικι κορυφι δεξιά του άξονα. Συνεπϊσ ζχουμε          επιλογζσ. 
Πμωσ κάκε τζτοια επιλογι προςδιορίηει μοναδικά κάκε τζτοιο         . 

Άρα τα        , τα οποία αλλάηουν όταν περιςτραφοφν κατά κάποια πολλαπλάςια τθσ 

γωνίασ      είναι  
  

  
 

   

 
  το πλικοσ. Ζςτω    ο ελάχιςτοσ αρικμόσ περιςτροφϊν, ωσ μια 

περιςτροφι ορίηουμε τθ ςτροφι κατά      , που χρειάηεται το   τζτοιο          ,ϊςτε 
να επανζλκει ςτθν αρχικι του κατάςταςθ. Ρροφανϊσ με   περιςτροφζσ κάκε          
επανζρχεται ςτθν αρχικι του κατάςταςθ. Άρα       για κάκε  . Πμωσ από τθν ευκλείδεια 
διαίρεςθ ζχουμε ότι                        και επειδι το          επανζρχεται 
ςτθν αρχικι του κατάςταςθ μετά από      περιςτροφζσ αλλά και μετά από   περιςτροφζσ, 
πρζπει να επανζρχεται και μετά από    περιςτροφζσ. Πμωσ        και     είναι οι 
ελάχιςτεσ περιςτροφζσ που απαιτοφνται. Συνεπϊσ       και        , δθλαδι       για 

κάκε  , αφοφ   πρϊτοσ. Πποτε κάκε        από τα  
  

  
 

   

 
  εμφανίηεται   φορζσ με 

διαφορετικι ςτροφι. Άρα    
  

  
 

   

 
                                , το 

ηθτοφμενο. 

Για το αντίςτροφο μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε ζνα από τα επιχειριματα των 
αποδείξεων 1 και 2.   

 

 

 

 

 

 



 

Θεώρημα (Το κεϊρθμα του Euler)  

Αν     ακζραιοι με        , τότε 

               , 

όπου      θ ςυνάρτθςθ του Euler και       ο μζγιςτοσ κοινόσ διαιρζτθσ των   και  . 

  

Απόδειξη : 

Για     το κεϊρθμα ιςχφει, αφοφ αν         ο   είναι περιττόσ.  

Για    , κεωροφμε τουσ      το πλικοσ αρικμοφσ                που είναι ςχετικά 

πρϊτοι με το  . Αν πολλαπλαςιάςουμε με το          παίρνουμε τουσ αρικμοφσ          

                             

Επειδι         , οφτε ο   οφτε ο     ζχουν παράγοντα τον αρικμό  , οπότε ο      είναι 

ςχετικά πρϊτοσ με τον   για κάκε   . Άρα         για κάποιο  . Επίςθσ για     

αποκλείεται να ζχουμε                 αφοφ τότε από το νόμο διαγραφισ κα είχαμε 

             , αφοφ           Συνεπϊσ οι αρικμοί                              

είναι ίδιοι με τουσ              , με διαφορετικι ίςωσ διάταξθ. Οπότε 

                                            ι 

                                    ι 

                  

αφοφ          για κάκε    

 

Παρατήρηςη: Το Μικρό Θεϊρθμα του Fermat(Pierre de Fermat 1601-1665) αποτελεί ειδικι 

περίπτωςθ του κεωριματοσ του Euler. 

 

Θεώρημα (Το μικρό κεϊρθμα του Fermat) 

Αν   πρϊτοσ και          τότε             . 

Απόδειξη: 

Αφοφ   πρϊτοσ ζχουμε ότι          , οπότε από το προθγοφμενο κεϊρθμα ζχουμε το 

ηθτοφμενο. 

 



1.2. ΘΕΩΡΙΑ ΣΕΣΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΤΠΟΛΟΙΠΩΝ 

1.2.1. ΣΕΣΡΑΓΩΝΙΚΑ ΤΠΟΛΟΙΠΑ 

 

Πρόταςη  

Αν              με   πρϊτο και θ ιςοτιμία             ζχει λφςεισ, τότε κα ζχει 

ακριβϊσ δφο λφςεισ        . 

Απόδειξη: 

Ζςτω    μια λφςθ τθσ ιςοτιμίασ τότε   
           . Ραρατθροφμε ότι και το     είναι 

λφςθ, αφοφ          
          . Επίςθσ ιςχφει ότι το    είναι διαφορετικό από το 

     αφοφ αν                           δθλαδι      και άρα      
  , άτοπο. 

Θα δείξουμε τϊρα ότι δεν υπάρχουν άλλεσ λφςεισ. Ζςτω     μια άλλθ λφςθ τθσ ιςοτιμίασ, 

τότε   
    

          , δθλαδι   
    

            οπότε                   

Άρα είτε                           , αφοφ ο   πρϊτοσ. 

 Συνεπϊσ               ι               , οπότε δεν υπάρχουν άλλεσ λφςεισ.  

 

 

Οριςμόσ 

Ο αρικμόσ   καλείται τετραγωνικό υπόλοιπο modulo   ,αν θ ιςοτιμία             ζχει 

λφςθ. Διαφορετικά ο   καλείται μθ τετραγωνικό υπόλοιπο modulo    

 

 

Πρόταςη  

Ζςτω      πρϊτοσ. Στο ςφνολο {1,2,…,     υπάρχουν ακριβϊσ         τετραγωνικά 

υπόλοιπα και         μθ τετραγωνικά υπόλοιπα modulo  . 

Απόδειξη: 

Ραρατθροφμε ότι για               ,                  και αν για            

ιςχφει                                                       Συνεπϊσ 

υπάρχουν ακριβϊσ         τετραγωνικά υπόλοιπα και         μθ τετραγωνικά 

υπόλοιπα modulo  .   

 



1.2.2. Ο ΤΜΒΟΛΙΜΟ ΣΟΤ LEGENDRE 

 

Θεώρημα  (Κριτιριο Euler για τα τετραγωνικά υπόλοιπα) 

Ο ακζραιοσ     είναι τετραγωνικό υπόλοιπο         , όπου     πρϊτοσ και 

        ανν 

 
   

            

Απόδειξη: 

Ζςτω ότι το     είναι τετραγωνικό υπόλοιπο           Τότε κα υπάρχει ακζραιοσ    

τζτοιοσ ϊςτε   
          . Άρα ζχουμε   

     
   

         και από το μικρό 

κεϊρθμα του Fermat ζχουμε   
              οπότε  

   

            

Αντίςτροφα ζςτω ότι το   δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο           Για όλουσ τουσ 

ακεραίουσ αρικμοφσ  , με         κεωροφμε τουσ αρικμοφσ  

                         . 

Αυτοί οι αρικμοί είναι διαφορετικοί μεταξφ τουσ, αφοφ αν              τότε 

                                                               Οπότε οι παραπάνω 

αρικμοί κα είναι οι αρικμοί             με διαφορετικι ίςωσ διάταξθ. Συνεπϊσ αφοφ 

         για κάποιο     κα υπάρχει μοναδικό                ζτςι ϊςτε 

             με     αφοφ το   δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο. Άρα το ςφνολο 

            μποροφμε να το χωρίςουμε ςε  
   

 
  ηεφγθ ζτςι ϊςτε το γινόμενο των ηευγϊν 

κάκε ηεφγουσ να είναι  . Οπότε         
   

         το οποίο από το κεϊρθμα του 

Wilson είναι ιςοδφναμο με  
   

             

Συμπζραςμα: Αν   τετραγωνικό υπόλοιπο τότε  
   

           

 αλλιϊσ   
   

           .   

 

 

 

 

 

 

 



Πρόταςη  (Λιμμα του Gauss) 

Ζςτω     πρϊτοσ και   ακζραιοσ με          Θεωροφμε τουσ αρικμοφσ: 

          
   

 
          

Ζςτω   το πλικοσ των παραπάνω αρικμϊν που είναι μεγαλφτεροι από    . Τότε το   είναι 

τετραγωνικό υπόλοιπο          ανν ο    είναι άρτιοσ και 

       
    

 
   

  

 
        

   
 

   

 

Απόδειξη: 

Από τθν απόδειξθ του κριτθρίου του Euler ζχουμε ότι οι αρικμοί           
   

 
         

είναι όλοι διαφορετικοί μεταξφ τουσ. 

Ζςτω            οι   αρικμοί που είναι μεγαλφτεροι από το  
 

 
  και              

      
   

 
    υπόλοιποι αρικμοί που είναι μικρότεροι του 

 

 
  (Ρροφανϊσ κανζνασ 

αρικμόσ από τουσ           
   

 
         δεν είναι ίςοσ με  

 

 
 , αφοφ ο 

                   

Επειδι 
 

 
       κα ζχουμε        

 

 
  για κάκε    Θα δείξουμε ότι οι αρικμοί      

είναι διαφορετικοί          από τουσ             . Ρράγματι, αν είχαμε  

               για κάποιουσ        τότε                                    

                          
   

 
    Συνεπϊσ                       κάτι που 

είναι αδφνατο αφοφ          . Επιπλζον αφοφ και οι αρικμοί 

                  είναι διαφορετικοί μεταξφ τουσ ζχουμε ότι  οι      
   

 
 

αρικμοί:                                                       

είναι μια μετάκεςθ των αρικμϊν         
   

 
 .  Ζτςι 

                             
   

 
             

                      
   

 
           

Ακόμθ ζχουμε ότι                                
   

 
    

   

 
   

   

 . 

 

 



Οπότε  

      
   

  
   

 
    

   

 
             

 
   

              . 

Άρα από το κριτιριο του Euler ςυνεπάγεται ότι το    είναι τετραγωνικό υπόλοιπο ανν ο    

είναι άρτιοσ. 

Μζνει να δείξουμε ότι          
    

 
   

  

 
 

   

 

   
       . 

Ζχουμε ότι    
 

 
            

  

 
           

   

 
   

  

 
       

 

  , όπου           

για  κάκε  . Ρροςκζτοντασ τα παραπάνω ζχουμε ότι: 

        
   

 
     

  

 
 

   
 

   

    

 

   

    

   
 

  

   

  

και επίςθσ γνωρίηουμε από τα προθγοφμενα ότι: 

       

 

   

    

   
 

  

   

     
   

 
 

    

 
 

Οπότε  

 
    

 
    

  

 
 

   
 

   

    
    

 
     

 

   

 

 

    

                
    

 
    

  

 
 

   
 

   

        

 

   

    
  

 
 

   
 

   

           

 

 

Επομζνωσ  

       
    

 
   

  

 
        

   

 

   
.   

 



Οριςμόσ  (Το ςφμβολο του Legendre) 

Για      πρϊτο και   ακζραιο με         το ςφμβολο του Legendre ορίηεται ωσ εξισ: 

 
 

 
   

                                              

                                                 

  

Χρθςιμοποιϊντασ το κριτιριο του Euler μποροφμε να ορίςουμε ιςοδφναμα το  
 

 
  ωσ εξισ: 

 
 

 
    

   
         

Ιδιότητεσ 

1. Αν                  
 

 
   

 

 
  

2.  
  

 
   

 

 
  

 

 
 ,  με          

3.  
  

 
    

4.  
  

 
      

   

  

5.  
 

 
      

    

  

 

Αποδείξεισ 

1. Άμεςθ ςυνζπεια του κριτθρίου του Euler και των ιδιοτιτων των ιςοτιμιϊν 

2. Άμεςθ ςυνζπεια του κριτθρίου του Euler και των ιδιοτιτων των ιςοτιμιϊν 

3. Άμεςθ ςυνζπεια τθσ  ιδιότθτασ  2 

4. Άμεςθ ςυνζπεια του κριτθρίου του Euler 

5. Σφμφωνα με το λιμμα του Gauss ,αρκεί να υπολογίςουμε πόςοι από τουσ αρικμοφσ 

            είναι μεγαλφτεροι του 
 

 
. Χρθςιμοποιϊντασ τον ίδιο ςυμβολιςμό με 

τθν απόδειξθ του λιμματοσ του Gauss ζχουμε: 

                                        
    

 
                          (1) 

 

 

 

 

 

Πμωσ είδαμε ότι οι αρικμοί 

                             

είναι μια μετάκεςθ των αρικμϊν         
   

 
. 

Οπότε   



                                           
   

 
    

                              
    

 
    (2) 

 

Ρροςκζτοντασ τισ (1),(2) κατά μζλθ  ζχουμε    
    

 
               , 

        
    

 
                 

    

 
                          

Ζτςι   
 

 
            

    

   

 

 

Θεώρημα (Νόμοσ  τετραγωνικισ αντιςτροφισ του Legendre) 

Αν     δφο περιττοί πρϊτοι τότε 

 
 

 
  

 

 
      

   
 

   
   

   

                                
            

                                

  

             

 
 

 
      

   
 

   
   

  
 

 
  

 

Απόδειξη: 

Σφμφωνα με το Λιμμα του Gauss ζχουμε  

 
 

 
                  

 

 
            

    
  

 
 

   
 

   

           
  

 
 

   
 

   

 

Συνεπϊσ αρκεί να δείξουμε ότι       
          

 
 . 

Θεωροφμε τθν ςυνάρτθςθ   που ορίηεται από τθν ςχζςθ 

                              
 

 
         

 

 
 

και τα ςφνολα 



       
   

 
               

   

 
   

Αν                            Ρραγματικά, αν                      

Κακϊσ                            που είναι άτοπο, γιατί     
 

 
  και      

 

 
         

                               

Άρα                  Συνεπϊσ, όταν ο   διατρζχει τα ςτοιχεία του   και ο   τα ςτοιχεία 

του  , ο        παίρνει   
          

 
  ανά δφο ανιςότιμεσ τιμζσ. 

Θα υπολογίςουμε ςτθ ςυνζχεια το πλικοσ των κετικϊν τιμϊν του        και το πλικοσ των 

αρνθτικϊν, με              Για κάκε      είναι          με      αν και μόνο αν,  

  
  

 
      

  

 
    Συνεπϊσ, το πλικοσ των κετικϊν τιμϊν του       , με               

είναι 

    
  

 
 

   
 

   

 

Ομοίωσ ςυμπεραίνουμε ότι το πλικοσ των αρνθτικϊν τιμϊν του          με            

   , είναι  

    
  

 
 

   
 

   

 

 

Επομζνωσ 

    
          

 
 

απ’ όπου παίρνουμε το αποτζλεςμα.   

 

 

 

 

 

 

 



1.2.3. ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΛΤΗ ΙΟΣΙΜΙΑ ΔΕΤΣΕΡΟΤ 

ΒΑΘΜΟΤ ΚΑΙ ΣΟ ΤΜΒΟΛΟ ΣΟΤ JACOBI 

 

 

Θεώρημα  

Αν      πρϊτοσ,    και          τότε θ ιςοτιμία              ζχει λφςθ αν και 

μόνο αν  
 

 
     δθλαδι αν και μόνο αν θ             είναι επιλφςιμθ. 

Απόδειξη: 

Αν    είναι θ λφςθ τθσ             , τότε είναι λφςθ και τθσ            , αφοφ: 

  
                

     
        

    
        

  
          , 

δθλαδι θ             είναι επιλφςιμθ. 

Αντίςτροφα, κα αποδείξουμε με επαγωγι ότι και θ              ζχει λφςθ. Υποκζτουμε 

ότι θ                είναι επιλφςιμθ και ζχει λφςθ τθ   . 

Ζςτω              Θεωροφμε τθν ιςοτιμία 

                      

με άγνωςτο τον  . Τότε 

  
                                

  
                       

αφοφ            

Επομζνωσ, κα είναι               
             

Αλλά     
             , άρα ο αρικμόσ  

    
 

      είναι ακζραιοσ, οπότε: 

     
    

 

    
       . 

Αυτι θ εξίςωςθ είναι γραμμικι και ζχει λφςθ ωσ προσ y, αφοφ                      

           



Αν    είναι μια λφςθ αυτισ, τότε οι λφςεισ τθσ              είναι  

                                    

άρα είναι επιλφςιμθ.  

 

 

Θεώρημα  

Η ιςοτιμία  θ                              είναι επιλφςιμθ αν και μόνο αν 

            

Απόδειξη: 

Για     θ ιςοτιμία γράφεται              Επειδι ο   είναι περιττόσ πρζπει και ο   να 

είναι περιττόσ. Πμωσ επειδι το τετράγωνο οποιουδιποτε περιττοφ είναι         , πρζπει 

            Αντίςτροφα, αν            ,τότε θ             ζχει προφανείσ 

λφςεισ                   

Ζςτω ότι θ πρόταςθ ιςχφει για κάποιο   και ζςτω ότι θ ιςοτιμία                είναι 

επιλφςιμθ, με λφςθ     Τότε   
            , οπότε από τθν υπόκεςθ             

Αντίςτροφα αν            κζτουμε          και εργαηόμενοι όπωσ ςτο 

προθγοφμενο κεϊρθμα διαπιςτϊνουμε ότι θ ιςοτιμία είναι επιλφςιμθ.   

 

 

Θεώρημα  

Ζςτω θ ιςοτιμία             όπου           με                         Η 

παραπάνω ιςοτιμία είναι επιλφςιμθ αν και μόνο αν κακεμία από τισ ιςοτιμίεσ  

                       είναι επιλφςιμθ. 

 

Απόδειξη: 

Αν                                           
                  

δθλαδι                        , αφοφ                         

Αντίςτροφα αν                        το ηθτοφμενο είναι προφανζσ.   

 



Οριςμόσ  (Το ςφμβολο του Jacobi) 

Ζςτω   περιττόσ κετικόσ ακζραιοσ και   ζνασ ακζραιοσ αρικμόσ, τζτοιοσ ϊςτε          

Τότε, ορίηουμε το ςφμβολο του Jacobi   
 

 
  ωσ εξισ: 

 
 

 
   

        

 
 

  
 

  

 
 

  
 

  

  
 

  
 

  

        
    

     
  

  

όπου  
 

  
  είναι το ςφμβολο του Legendre. 

 

 

 

Παρατήρηςη: 

Συνεπϊσ για το ςφμβολο του Jacobi ζχουμε ότι: 

 
 

 
   

               

                                                            

                          

  

όπου κεωριςαμε το γενικευμζνο ςφμβολο του Legendre και κατά ςυνζπεια του Jacobi, για 

τα οποία κεωροφμε ότι είναι ίςα με το μθδζν αν      

 

 

Ιδιότητεσ 

1. Αν   περιττόσ πρϊτοσ , τότε το ςφμβολο  
 

 
  του Jacobi ταυτίηεται με το ςφμβολο 

του Legendre. 

2. Αν                  
 

 
   

 

 
  

3.  
 

 
  

 

 
   

  

 
  

4.  
 

  
   

 

 
  

 

 
  

5.  
 

 
   

 

 
     

   

 
   

   

   
 

 

 
                             

  
 

 
                  

  

            (Νόμοσ Τετραγωνικισ Αντιςτροφισ) 

6.   
 

 
      

   

   
               

                
  

7.  
 

 
      

    

   
                   

                    
  



Παρατήρηςη: 

Σθμαντικό για τα παρακάτω είναι να παρατθριςουμε ότι με τθ βοικεια των παραπάνω 

ιδιοτιτων μποροφμε να υπολογίςουμε το ςφμβολο του Jacobi ενόσ αρικμοφ, χωρίσ να 

ξζρουμε τθν παραγοντοποίθςθ του. 

 

 

 

 

 

 

1.2.4. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ ΓΙΑ ΣΗΝ ΕΤΡΕΗ ΣΟΤ ΤΜΒΟΛΟΤ ΣΟΤ 

JACOBI 

 

Αλγόριθμοσ (Σφμβολο του Jacobi) 

Input (ακζραιοσ α, μονόσ ακζραιοσ    ) 

          

    

    

while     repeat 

        while     repeat       

        if     then 

               if               then      

                     

        end_if 

        if     then break 

        if                   then      

                          

end_while 

return      



Παρατήρηςεισ: 

1)Ραρατθροφμε ότι ο αλγόρικμοσ αποτελεί απλι εφαρμογι των ιδιοτιτων του ςυμβόλου 

του Jacobi. 

2)Η πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου για δφο αρικμοφσ με   ψθφία είναι            , 

όπου      είναι θ πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου που κα χρθςιμοποιθκεί για τον 

πολλαπλαςιαςμό των αρικμϊν. 

 

Παράδειγμα 

Εφρεςθ του  
    

   
 : 

Ο παραπάνω αλγόρικμοσ ακολουκεί τα εξισ βιματα 

               

 

                                     

314          757              1 

157          757             -1 

129          157             -1 

28            129             -1 

7               129            -1 

3                 7               -1 

3                 7                 1 

1                 3                 1 

 

Συνεπϊσ   
    

   
 =1. 

Ασ ελζγξουμε το αποτζλεςμα πιο αναλυτικά: 

Ο 757 είναι πρϊτοσ. Άρα το  
    

   
  είναι ζνα ςφμβολο Legendre  

 
    

   
   

   

   
   

 

   
   

   

   
      

      
     

     
            

                                . 



2.  ΣΕΣ ΠΙΣΟΠΟΙΗΗ ΠΡΩΣΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 

Τα τεςτ πιςτοποίθςθσ πρϊτων αρικμϊν, δθλαδι αλγόρικμοι που μποροφν να αποφανκοφν 

αν ζνασ αρικμόσ είναι πρϊτοσ ι όχι, εκτόσ από το ενδιαφζρον που παρουςιάηουν ςε 

διάφορουσ κλάδουσ τθσ μακθματικισ ζρευνασ, παίηουν κακοριςτικό ρόλο ςτα 

κρυπτοςυςτιματα δθμοςίου κλειδιοφ. Αυτό ςυμβαίνει, γιατί θ λειτουργία των 

περιςςοτζρων (αν όχι όλων) κρυπτοςυςτθμάτων δθμοςίου κλειδιοφ (RSA, El Gamal, 

Paillier,…) βαςίηεται ςτθ χριςθ μεγάλων πρϊτων αρικμϊν, δθλαδι με ςθμερινά δεδομζνα 

τθσ τάξεωσ των         ψθφίων ι          bits . 

 Η βαςικι μεκοδολογία για να βρίςκουμε τόςο μεγάλουσ πρϊτουσ είναι να παράγουμε 

τυχαία αρικμοφσ, τθσ κλίμακασ που μασ ενδιαφζρει, και να ελζγχουμε αν είναι πρϊτοι ι 

όχι. Είναι λογικό να  αναρωτθκοφμε πόςουσ αρικμοφσ πρζπει να ελζγξουμε ϊςτε να 

πετφχουμε ζναν ο οποίοσ είναι πρϊτοσ και μάλιςτα με     περίπου ψθφία. Τθν απάντθςθ 

ςε αυτό το ερϊτθμα δίνει το κεϊρθμα των πρϊτων αρικμϊν (prime number theorem). 

Θεώρημα(Το θεώρημα των πρώτων αριθμών) 

Έςτω      ο αριθμόσ των πρώτων που δεν ξεπερνούν το  , τότε  

        
    

 

   

       ό        
 

   
. 

 

Σύμφωνα λοιπόν με το Θεώρημα των πρώτων αριθμών ,η πιθανότητα  να επιλϋξουμε 

τυχαύα ϋναν αριθμό   με       και αυτόσ να εύναι πρώτοσ εύναι 
 

    
 

 

   
.  Άρα αν 

ψϊχναμε για ϋναν πρώτο με 200 περύπου ψηφύα θα χρειαζόταν να εξετϊςουμε κατϊ 

μϋςο όρο             αριθμούσ ό εξαιρώντασ τουσ ϊρτιουσ περύπου 230 αριθμούσ. 

Συνεπώσ μπορούμε να πούμε ότι υπολογιςτικϊ εύναι μια εφικτό διαδικαςύα , με 

δεδομϋνο όμωσ ότι η πολυπλοκότητα του τεςτ πιςτοπούηςησ πρώτου που θα 

χρηςιμοποιηθεύ εύναι μικρό. 

Γενικϊ το πρόβλημα να διαπιςτώςουμε αν ϋνασ αριθμόσ εύναι πρώτοσ ό όχι , διεθνώσ 

ονομϊζεται  “      ” και με την ςχετικϊ πρόςφατη δημοςύευςη του αλγορύθμου     

(Agrawal-Kayal-Saxena primality test) το      , αποδεύχθηκε ότι το πρόβλημα 

         ανόκει ςτο  , από ϊποψη υπολογιςτικόσ πολυπλοκότητασ. 

Γενικϊ τα τεςτ πιςτοπούηςησ πρώτων που χρηςιμοποιούνται ςτην πρϊξη εύναι εύτε 

ντετερμινιςτικϊ εύτε πιθανοτικϊ, με τα περιςςότερα από αυτϊ να εύναι πιθανοτικϊ. Στο 

ςυγκεκριμϋνο κεύμενο θα εξετϊςουμε μόνο πιθανοτικϊ τεςτ ,όπωσ τα τεςτ των Fermat, 

Solovay-Strassen, Miller-Rabin.  

 

 



2.1. ΣΟ ΣΕΣ ΣΟΤ FERMAT 

 

 

 

Από το μικρό κεϊρθμα του Fermat  ζχουμε ότι για ζναν πρϊτο αρικμό   και για ακζραιο   

με         ,ιςχφει              . Συνεπϊσ αν κζλουμε να εξετάςουμε αν ζνασ 

δοςμζνοσ ακζραιοσ   είναι πρϊτοσ και βροφμε ζνα  , με          , για τον οποίο δεν 

ιςχφει το μικρό κεϊρθμα του Fermat , τότε μποροφμε να ποφμε με βεβαιότθτα ότι ο   είναι 

ςφνκετοσ. Η παραπάνω διαδικαςία αποτελεί ουςιαςτικά το τεςτ του Fermat, το οποίο κα 

αναλφςουμε περαιτζρω παρακάτω. 

 

 

Οριςμόσ 

Ζςτω   ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ. Ο ακζραιοσ  , για τον οποίο ιςχφει                      

        και              , ονομάηεται Fermat-μάρτυρασ για το  . 

 

 

Οριςμόσ 

Ζςτω   ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ και ζςτω    με         και                  

            . Τότε ο   ονομάηεται ψευδοπρϊτοσ με βάςθ το   και ο   ονομάηεται 

Fermat-ψεφτθσ για το    

 

 

Παράδειγμα 

Ζςτω οι αρικμοί            και    . Ραρατθροφμε ότι             , δθλαδι με 

βάςθ το   ο    είναι ψευδοπρϊτοσ και ο 3 είναι Fermat-ψεφτθσ για το    Αν τϊρα είχαμε 

επιλζξει     , κα είχαμε ότι               και άρα το   είναι Fermat-μάρτυρασ για το 

   

 

 

 



 

 

Αλγόριθμοσ (Τεςτ του Fermat) 

FERMAT       

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο     και ςυντελεςτι αςφάλειασ     . 

OUTPUT: κα απαντάει ςτθν ερϊτθςθ “είναι ο   πρϊτοσ;” με δυνατζσ απαντιςεισ “ο   

είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ  ” ,“ ο   είναι ςφνκετοσ. 

1. For   from 1 to t  

a. Διάλεξε ζναν τυχαίο ακζραιο          . 

b. Υπολόγιςε το              . 

c. If     then return(“ο   είναι ςφνκετοσ”). 

2. Return(“ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ t”). 

 

 

Παρατήρηςη: Αν ο παραπάνω αλγόρικμοσ μασ επιςτρζψει “ο   είναι ςφνκετοσ” , τότε 

μποροφμε να ποφμε ότι ο   είναι ςίγουρα ςφνκετοσ. Από τθν άλλθ αν μασ επιςτρζψει  “ο   

είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ t” τότε δεν μποροφμε να ποφμε με βεβαιότθτα ότι 

ο   είναι πρϊτοσ. Ραρακάτω κα αναλφςουμε το πόςο βζβαιοι μποροφμε να είμαςτε αλλά 

και τι ςθμαίνει “ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφαλείασ t”. 

 

 

 Λήμμα 

Ζςτω   περιττόσ ακζραιοσ ,   ακζραιοσ με         ,          και             . 

Τότε    . 

Απόδειξη 

Από τθν Ευκλείδεια διαίρεςθ ζχουμε ότι            , με       και      Αφοφ 

    και              και              . Άρα       

 

Παρατήρηςη 

Συνεπϊσ αν   ακζραιοσ με           και         , τότε             . Δθλαδι 

το τεςτ του Fermat κα μασ είχε επιςτρζψει ότι ο   είναι ςφνκετοσ. 

 



 

 

Θεώρημα 

Αν     περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ και υπάρχει τουλάχιςτον ζνα    , ϊςτε ο   να είναι 

Fermat-μάρτυρασ με         , τότε θ πικανότθτα να βροφμε ζναν ακζραιο       

    με              και         είναι μεγαλφτερθ του 
 

 
  

Απόδειξη: 

Ζςτω το ςφνολο           
                 Είναι γνωςτό ότι το    είναι 

πολλαπλαςιαςτικι ομάδα ςτο         . 

Ζςτω το ςφνολο                              των Fermat-ψευτϊν.  

Θα δείξουμε ότι  το   είναι υποομάδα του   : 

a) Ραρατθροφμε ότι     . 

b) Η διμελισ πράξθ του πολ/μου ςτο   είναι προςεταιριςτικι ωσ θ επαγόμενθ πράξθ 

από τθν ομάδα     

c) Υπάρχει ταυτοτικό ςτοιχείο και είναι το     , αφοφ              ,        

και     
  . 

d) Κάκε ςτοιχείο του   ζχει πολλαπλαςιαςτικό αντίςτροφο. Ζςτω       τότε το   ζχει 

πολλαπλαςιαςτικό αντίςτροφο         , αφου      λόγω του ότι ιςχφει ότι 

     και    ομάδα. Ζςτω      ο αντίςτροφοσ του  , άρα            

                                                     , άρα     

, αφοφ              . 

e) Tο   είναι κλειςτό ωσ προσ τον πολλαπλαςιαςμό         . Ζςτω       τότε 

επειδι      και    ομάδα, ζχουμε ότι       . Μζνει να δείξουμε ότι το 

     , δθλαδι ότι                 . Πμωσ                    

           . 

Άρα το Α είναι υποομάδα του   . 

Από υπόκεςθ υπάρχει   με         ,              και     
 . Άρα      και      

δθλαδι θ   είναι γνιςια υποομάδα τθσ   . 

Συνεπϊσ από το κεϊρθμα του Langrage ζχουμε ότι θ τάξθ του   κα είναι γνιςιοσ διαιρζτθσ 

τθσ τάξθσ του   , δθλαδι           , για κάποιο κετικό ακζραιο       Συνεπϊσ  θ 

πικανότθτα να βροφμε ζναν ακζραιο           με              και         

είναι      
   

    
   

   

     
   

 

 
  και άρα   

 

 
, αφοφ       

 

 



Βλζπουμε λοιπόν, ςφμφωνα με το παραπάνω κεϊρθμα ,ότι  για δεδομζνο ςφνκετο   ,ζτςι 

ϊςτε ο   να ζχει Fermat-μάρτυρεσ ,όταν το τζςτ του Fermat μασ επιςτρζφει “ο   είναι 

πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφαλείασ t” ςθμαίνει ότι ο   είναι πρϊτοσ με πικανότθτα 

μεγαλφτερθ του   
 

    

Το τεςτ του Fermat, λόγω τθσ απλότθτασ του ςε ςχζςθ με άλλα πικανοτικά τεςτ 

πιςτοποίθςθσ πρϊτου, χρθςιμοποιείται ςε πολλζσ περιπτϊςεισ ςτθν πράξθ , όπωσ ςτο 

κρυπτοςφςτθμα PGP (Pretty Good Privacy). Ραρόλα αυτά ζχει το μειονζκτθμα ότι υπάρχουν 

αρικμοί που είναι ςφνκετοι και δεν υπάρχουν Fermat-μάρτυρεσ για αυτοφσ τουσ αρικμοφσ. 

Αυτοί οι αρικμοί ονομάηονται αριθμοί Carmichael. 

 

 

Οριςμόσ 

Ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ      λζγεται αριθμόσ Carmichael αν δεν ζχει Fermat-

μάρτυρεσ. 

 

 

Παράδειγμα 

Οι αρικμοί                                            είναι όλοι 

αριθμοί Carmichael. 

 

 

Θεώρημα 

Ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ     είναι αριθμόσ Carmichael, αν και μόνο αν δεν 

διαιρείται από το τετράγωνο ενόσ πρϊτου (είναι ελεφκεροσ τετραγϊνου) και κάκε πρϊτοσ 

διαιρζτθσ   του   είναι τζτοιοσ, ϊςτε ο     να διαιρεί τον      

Απόδειξη: 

Ζςτω   αριθμόσ του Carmichael. Ζςτω   ,   πρϊτοσ, θ μεγαλφτερθ δφναμθ του   που 

διαιρεί το   και   μια πρωταρχικι ρίηα       . 

Επειδι     
 

     , από το Κινζηικο θεϊρθμα των υπολοίπων ζχουμε ότι υπάρχει ακζραιοσ 

  με            και         
 

  . Άρα            
 

      και επομζνωσ        . 



Αφοφ ο   είναι αριθμόσ του Carmichael ζχουμε ότι              
    
                  

και επειδι ο   είναι πρωταρχικι ρίηα        ,ζχουμε                           , 

όπου     θ ςυνάρτθςθ του Euler. 

Συνεπϊσ         , το ηθτοφμενο. 

Αντίςτροφα, ασ υποκζςουμε ότι ο   είναι ελεφκεροσ τετραγϊνου και για κάκε πρϊτο 

διαιρζτθ   του   ιςχφει        . 

 Ζςτω   ακζραιοσ με           

Επειδι   πρϊτοσ, από το μικρό θεϊρθμα του Fermat ζχουμε              και επειδι 

       , ζχουμε              . Πμωσ ο   είναι ελεφκεροσ τετραγϊνου, άρα από το 

Κινζηικο θεϊρθμα υπολοίπων ζχουμε ότι              , το ηθτοφμενο.   

 

 

Πόριςμα 

Ζνασ αριθμόσ Carmichael ζχει τουλάχιςτον τρείσ πρϊτουσ παράγοντεσ. 

Απόδειξη: 

Ζςτω   ζνασ αριθμόσ Carmichael . 

Συνεπϊσ ο   είναι ςφνκετοσ. 

Υποκζτουμε ότι       όπου     πρϊτοι με    . Από το παραπάνω κεϊρθμα ζχουμε ότι 

                                           , άτοπο.  

Άρα ο   ζχει τουλάχιςτον τρείσ πρϊτουσ παράγοντεσ.   

 

 

 

Υπάρχουν πολλά αποτελζςματα για τουσ αριθμοφσ Carmichael ,μεταξφ των οποίων και ότι 

είναι άπειροι, εκείνο όμωσ που ζχει μεγάλο ενδιαφζρον για το τεςτ του Fermat είναι εκείνο 

που οφείλεται ςτον R.G.E. Pinch. Σφμφωνα με αυτό για το πλικοσ των αριθμϊν Carmichael , 

που είναι μικρότεροι από ζναν αρικμό  , ζςτω      ιςχφει ότι          
          

     . 

Βλζπουμε λοιπόν ότι θ πικανότθτα να πζςουμε ςε ζναν αριθμό Carmichael είναι αρκετά 

μικρι. Ραρόλα αυτά λόγω αυτισ τθσ αδυναμίασ του τεςτ του Fermat ζχουν δθμιουργθκεί 

άλλα πικανοτικά τεςτ πιςτοποίθςθσ πρϊτου που αποφεφγουν αυτό το πρόβλθμα. 

 



2.2. ΣΟ ΣΕΣ ΣΩΝ SOLOVAY - STRASSEN 

 

 

 

Το τεςτ Solovay – Strassen ιταν το πρϊτο πικανοτικό τεςτ πιςτοποίθςθσ πρϊτου που 

χρθςιμοποιικθκε ςτθν κρυπτογραφία δθμοςίου κλειδιοφ, ςυγκεκριμζνα ςτο 

κρυπτοςφςτθμα RSA. Σιμερα όμωσ ζχει ξεπεραςτεί από το τεςτ Miller-Rabin, το οποίο είναι 

καλφτερο από όλεσ τισ απόψεισ. Γι’ αυτό το λόγο το τεςτ Solovay-Strassen δεν 

χρθςιμοποιείται πλζον, παρόλα αυτά το παρακζτουμε για ιςτορικοφσ λόγουσ αλλά και για 

τθν πλθρότθτα του κειμζνου.   

Από το κριτιριο του Euler ζχουμε ότι για ζναν περιττό πρϊτο ιςχφει το εξισ: 

  
   

   
 

 
          για κάκε ακζραιο   με         και  

 

 
  το ςφμβολο του Jacobi . 

Σε αυτό ακριβϊσ το γεγονόσ ςτθρίηεται το τεςτ των Solovay – Strassen , όπωσ κα δοφμε και 

κα αναλφςουμε παρακάτω. 

 

 

Οριςμόσ 

Ζςτω   ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ αρικμόσ και   ακζραιοσ, με        . Αν ιςχφει ότι  

        είτε  
   

   
 

 
       , τότε ο   καλείται Euler-μάρτυρασ  για το  . 

 

Οριςμόσ 

Ζςτω   ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ αρικμόσ και   ακζραιοσ, με        . Αν ιςχφει ότι  

        και  
   

   
 

 
       , τότε ο   καλείται Euler-ψεφτθσ  για το   και ο   καλείται 

Euler ψευδοπρϊτοσ με βάςθ το  . 

 

Παράδειγμα: 

Ζςτω ο ακζραιοσ         . Ραρατθροφμε ότι  
    

               και   
 

  
   . 

Άρα το 91 είναι Euler ψευδοπρϊτοσ με βάςθ το 9 και το 9 είναι Euler-ψεφτθσ  για το 91. 

Ζςτω          . Ραρατθροφμε ότι  
     

                  και  
 

   
     Άρα ο   

είναι Euler-μάρτυρασ για το    



 

Αλγόριθμοσ (Τεςτ Solovay-Strassen) 

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο     και ςυντελεςτι αςφάλειασ    . 

OUTPUT: κα απαντάει ςτθν ερϊτθςθ “είναι ο   πρϊτοσ;” με δυνατζσ απαντιςεισ “ο   

είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ  ” ,“ ο   είναι ςφνκετοσ”. 

1. For   from 1 to t  

a. Διάλεξε ζναν τυχαίο ακζραιο          . 

b. Υπολόγιςε το    
   

        . 

c. If     και       then return(“ο   είναι ςφνκετοσ”). 

d. Υπολόγιςε το ςφμβολο του Jacobi    
 

 
   

e. if            then return(“ο   είναι ςφνκετοσ”). 

2. Return(“ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφαλείασ t”). 

 

 

Παρατήρηςη: Αν ο παραπάνω αλγόρικμοσ μασ επιςτρζψει “ο   είναι ςφνκετοσ, τότε 

μποροφμε να ποφμε με βεβαιότθτα, ότι ο   είναι ςφνκετοσ. Από τθν άλλθ αν μασ 

επιςτρζψει  “ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφαλείασ t” τότε δεν μποροφμε να είμαςτε 

ςίγουροι ότι ο   είναι πρϊτοσ. Ραρακάτω κα αναλφςουμε το πόςο βζβαιοι μποροφμε να 

είμαςτε αλλά και τι ςθμαίνει “ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφαλείασ t”. 

 

 

Λήμμα 

Ζςτω   περιττόσ ακζραιοσ ,   ακζραιοσ με         ,          και    
   

       . 

Τότε    . 

Απόδειξθ 

Από τθν Ευκλείδεια διαίρεςθ ζχουμε ότι   
   

       , με       και      Αφοφ 

    και          
   

  και              . Άρα       

 

 

Πρόταςη 

Ζςτω μονόσ ςφνκετοσ    , τότε κάκε Euler-ψεφτθσ του   είναι  και Fermat-ψεφτθσ του  . 



 

Απόδειξη: 

Ζςτω   Euler-ψεφτθσ του  , τότε  
   

   
 

 
        και επειδι 

 
 

 
   

                                      
                                     

  , ζχουμε ότι  
   

   
 

 
         . 

Συνεπϊσ    
   

   
 

 
                     

 

 
 

 
                      , και 

αφοφ ο   είναι ςφνκετοσ ζχουμε ότι ο   είναι Fermat-ψεφτθσ.   

 

 

Πρόταςη 

Ζςτω     περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ και το ςφνολο            
               . 

Το ςφνολο                 
 

 
   

   

 
          είναι γνιςια υποομάδα του   .  

Απόδειξη: 

Από το αντίςτοιχο κεϊρθμα που αποδείξαμε για το τεςτ του Fermat και τθν παραπάνω 

πρόταςθ , ζχουμε ότι                                    . 

Επίςθσ είναι γνωςτό ότι το    είναι πολλαπλαςιαςτικι ομάδα ςτο         . 

a) Συνεπϊσ     . 

b) Η διμελισ πράξθ του πολ/μου ςτο   είναι προςεταιριςτικι ωσ θ επαγόμενθ πράξθ 

από τθν ομάδα     

c) Υπάρχει ταυτοτικό ςτοιχείο και είναι το     , αφοφ  
   

   
 

 
        ,        

και     
  . 

d) Κάκε ςτοιχείο του   ζχει πολλαπλαςιαςτικό αντίςτροφο. Ζςτω       τότε το   ζχει 

πολλαπλαςιαςτικό αντίςτροφο         , αφου      λόγω του ότι ιςχφει ότι 

     και    ομάδα. Ζςτω      ο αντίςτροφοσ του  , άρα            

       
   

             
   

   
   

             
   

   
 

 
     

 

 
 

 
        

  
   

   
 

 
        . Πμωσ              

  

 
   

 

 
    και επειδι 

 
 

 
   

 

 
   

  

 
  ζχουμε ότι  

 

 
   

 

 
 . 

Άρα  
   

   
 

 
         , δθλαδι      .  

e) Tο   είναι κλειςτό ωσ προσ τον πολλαπλαςιαςμό         . Ζςτω       τότε 

επειδι      και    ομάδα, ζχουμε ότι       . Μζνει να δείξουμε ότι το 

     , δθλαδι ότι      
   

   
  

 
       . Πμωσ      

   

   
   

   
   

  

 
 

 
   

 

 
   

  

 
       . 



Άρα το   είναι υποομάδα του   . 

Θα δείξουμε ότι το     περιζχει τουλάχιςτον ζνα ςτοιχείο που δεν περιζχεται ςτο  . 

Διακρίνουμε δφο περιπτϊςεισ: 

a) Ζςτω ότι ο   είναι ελεφκεροσ τετραγϊνου, δθλαδι δεν διαιρείται από το τετράγωνο 

κάποιου πρϊτου μικρότερου του  .  

Θζτουμε      ,   περιττόσ πρϊτοσ και     περιττόσ ακζραιοσ με    . 

Ζςτω      κάποιο μθ τετραγωνικό υπόλοιπο       , δθλαδι  
 

 
    . Από το 

Κινζηικο Θεϊρθμα των υπολοίπων υπάρχει       με             (1)       και 

             (2).  

Θα δείξουμε ότι      και   Euler-μάρτυρασ του  . 

Απόδειξθ ιςχυριςμοφ 

Από τθν ςχζςθ (1) ζχουμε ότι                         και επειδι 

 
 

 
                        ςυμπεραίνουμε ότι    .  

Ακόμθ από τθ ςχζςθ (2) ζχουμε ότι          διότι          . 

Συνεπϊσ     . 

Τζλοσ παρατθροφμε ότι  
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
       και 

 
   

          , αφοφ αν   
   

              
   

             άτοπο λόγω 

τθσ (2). Άρα  
   

   
 

 
        και αυτό ςυμπλθρϊνει τθν απόδειξθ του 

ιςχυριςμοφ. 

Οπότε για κάκε   ελεφκερο τετραγϊνου ζχουμε ότι υπάρχει       και   Euler-

μάρτυρασ. 

 

b) Ζςτω τϊρα ότι ο   δεν είναι ελεφκεροσ τετραγϊνου και άρα υπάρχει     πρϊτοσ 

με        Γράφουμε        με     ακζραιο και    . Θα βροφμε  , ο οποίοσ 

είναι Euler-μάρτυρασ.  

Αν     τότε      , κακϊσ  
 

 
   

 

     
 

 
   

 

 
     

 

 
        και 

από το διωνυμικό κεϊρθμα 

 
   

       
   

     
   

 

 
      

   

 
   

 

  
   

    
     

 
           

    
   

         , δθλαδι   
   

   
 

 
       .  

Αν     τότε από το Κινζηικο κεϊρθμα υπολοίπων επιλζγω το  : 

            με                     και                 . Θα 

δείξουμε ότι ο α είναι Euler-μάρτυρασ για το  . 

Από τθν (4) ζχουμε ότι         και από τθν (1) ότι                  

           Πμωσ       , οπότε           Συνεπϊσ     . 



Ζςτω ότι ο   δεν είναι Euler-μάρτυρασ για το  , δθλαδι            
 

 
       . 

Πμωσ  
   

       
   

     
   

 

 
      

   

 
   

 

  
   

    
     

 
        , 

δθλαδι  
   

           και   
 

 
   

 

     
   

 

 
   

 

 
     

 

 
   

 

 
         

, οπότε το   είναι Euler-μάρτυρασ. 

 

Συνεπϊσ    περιζχει ζνα  , το οποίο είναι Euler-μάρτυρασ και άρα δεν ανικει ςτο  . 

Άρα το   είναι γνιςια υποομάδα του    .   

 

 

 

Παρατήρηςεισ: 

1) Από το κεϊρθμα του Langrange θ τάξθ του   κα διαιρεί γνιςια τθν τάξθ του    και 

επειδι           ζχουμε ότι     
    

 
, δθλαδι το πολφ 

    

 
 αρικμοί μικρότεροι 

του   και μεγαλφτεροι ι ίςοι του 1, είναι Euler-ψεφτεσ. 

2) Εάν το τεςτ Solovay-Strassen  μασ επιςτρζψει  “ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι 

αςφαλείασ t”, αυτό ςθμαίνει ότι θ πικανότθτα ο   να είναι πρϊτοσ είναι 

μεγαλφτερθ ι ίςθ από   
 

    

3) Το πλεονζκτθμα του τεςτ Solovay-Strassen ζναντι του τεςτ του Fermat είναι ότι δεν 

υπάρχουν αρικμοί , όπωσ οι αριθμοί του Carmichael για το τεςτ του Fermat, για 

τουσ οποίουσ το τεςτ δεν μπορεί να αποφανκεί αν είναι πρϊτοι ι όχι ανεξάρτθτα 

από τισ επαναλιψεισ   (εκτόσ αν πζςουμε ςε α με         . 

 

 

 

 

 

 

 

 



2.3. ΣΟ ΣΕΣ MILLER-RABIN 

 

 

 

Το τεςτ Miller-Rabin είναι το πικανοτικό τεςτ για πιςτοποίθςθ πρϊτων που χρθςιμοποιείται 

πιο πολφ ςτθν πράξθ ςιμερα. Η πρϊτθ μορφι που είχε αυτό το τεςτ οφείλεται ςτον Gary L. 

Miller και δεν ιταν πικανοτικό , αλλά ντετερμινιςτικό τεςτ και ςτθριηόταν ςτθν γενικευμζνθ 

υπόθεςθ του Riemann, θ οποία δεν ζχει αποδειχκεί μζχρι ςιμερα.  Ο Michael O. Rabin το 

τροποποίθςε και πρότεινε το ςθμερινό τεςτ Miller-Rabin, το οποίο δεν ςτθρίηεται ςτθ 

γενικευμζνθ υπόθεςθ του Riemann , αλλά είναι πικανοτικό. 

Το τεςτ Miller-Rabin βαςίηεται ςτθν παρακάτω πρόταςθ. 

 

Πρόταςη 

Ζςτω   πρϊτοσ,   ακζραιοσ ,ο οποίοσ δεν διαιρείται από το   και κζτουμε          με 

  περιττό κετικό ακζραιο και   κετικό ακζραιο. Τότε είτε ιςχφει ότι            , είτε ότι 

υπάρχει                 με              . 

Απόδειξη: 

Ζςτω             Από το μικρό θεϊρθμα του Fermat ζχουμε ότι       
        , 

ςυνεπϊσ      . Διακρίνουμε τισ περιπτϊςεισ: 

a) Ζςτω     , τότε           . 

b) Ζςτω      τότε      με       και επομζνωσ               . Πμωσ μόνο 

θ κλάςθ    μζςα ςτο   
  ζχει τάξθ ίςθ με   και κατά ςυνζπεια ζχουμε ότι 

                    

 

 

Οριςμοί 

Ζςτω   ζνασ περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ και          , όπου   περιττόσ και      

ακεραιοσ . Ζςτω   ακζραιοσ με        . 

a) Αν            και αν               για κάκε          , τότε ο 

  καλείται ιςχυρόσ μάρτυρασ για το  . 

b) Αν             ι                για κάποιο           , τότε ο 

  καλείται ιςχυρόσ ψεφτθσ για το   και ο   καλείται ιςχυρόσ ψευδοπρϊτοσ με βάςθ 

το  . 



Παράδειγμα 

Ζςτω               , άρα              , οπότε ςφμφωνα με τον 

παραπάνω οριςμό     και     . Για     ζχουμε                    

                                                  . Βλζπουμε λοιπόν ότι  

και              και                για κάκε          , ςυνεπϊσ ο     είναι 

ιςχυρόσ μάρτυρασ για το   και ο   είναι ςφνκετοσ. 

Από τθν άλλθ ζςτω          , άρα                 και     . Για     

ζχουμε             , δθλαδι            . Άρα ο     είναι ιςχυρόσ ψεφτθσ για το 

   και ο   είναι ιςχυρόσ ψευδοπρϊτοσ.  

 

Αλγόριθμοσ ( Τεςτ Miller-Rabin) 

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο     και ςυντελεςτι αςφάλειασ    . 

OUTPUT: κα απαντάει ςτθν ερϊτθςθ “είναι ο   πρϊτοσ;” με δυνατζσ απαντιςεισ “ο   

είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ  ” ,“ ο   είναι ςφνκετοσ”. 

1. Βρεσ      και    περιττό , ϊςτε         . 

2. For   from 1 to t  

a. Διάλεξε ζναν τυχαίο ακζραιο          . 

b. Υπολόγιςε το            . 

c. If     και       then 

1)       

2) While       και       

a)           . 

b) If     then return(“Ο   είναι ςφνκετοσ”). 

c)        

3) If        then return(“Ο   είναι ςφνκετοσ”). 

3. Return( “ Ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ  ”). 

 

 

 

Παρατηρήςεισ 

1. Ο παραπάνω αλγόρικμοσ είναι πικανοτικόσ. Αυτό ςθμαίνει ότι δεν μποροφμε να 

είμαςτε ςίγουροι για όλα τα αποτελζςματα που επιςτρζφει. Συγκεκριμζνα αν το τεςτ 

Miller-Rabin μασ επιςτρζψει “Ο   είναι ςφνκετοσ” , τότε είμαςτε βζβαιοι ότι ο   είναι 

ςφνκετοσ. Αν μασ επιςτρζψει  “ Ο   είναι πρϊτοσ με ςυντελεςτι αςφάλειασ  ” ςθμαίνει 



ότι θ πικανότθτα ο   να είναι πρϊτοσ είναι μεγαλφτερθ από   
 

  , όπωσ κα δοφμε και 

παρακάτω. 

2. Η ομοιότθτα του τεςτ Miller Rabin με αυτό του Fermat είναι φανερι. Και τα δφο αυτά 

τεςτ ςτθρίηονται ςτο μικρό θεϊρθμα του Fermat, με τθ διαφορά ότι το τεςτ Miller-Rabin 

χρθςιμοποιεί επιπλζον τθν παραπάνω πρόταςθ. Αυτό ζχει ςαν αποτζλεςμα οι αριθμοί 

Carmichael να μθ δθμιουργοφν πλζον πρόβλθμα και ακόμθ ότι το τεςτ Miller-Rabin 

χρειάηεται λιγότερεσ επαναλιψεισ   ,από το τεςτ του Fermat, για να μασ απαντιςει με 

τθν ίδια αξιοπιςτία ,αν ζνασ αρικμόσ είναι πρϊτοσ . 

 

 

Πρόταςη 

Ζςτω     περιττόσ ςφνκετοσ. Το ςφνολο           περιζχει το πολφ 
   

 
 ακεραίουσ 

που είναι πρϊτοι προσ το   και δεν είναι ιςχυροί μάρτυρεσ τθσ ςυνκετότθτασ του. 

Απόδειξη: 

Θα προςδιορίςουμε το πλικοσ των ακεραίων   με                 και 

            ι                για                με τθν προχπόκεςθ ότι ζνα 

τζτοιο   υπάρχει. Με αυτό ςα δεδομζνο παρατθροφμε ότι πάντα κα υπάρχει ακζραιοσ , ο 

οποίοσ ικανοποιεί τθ δεφτερθ εξίςωςθ, αφοφ αν                             ι 

                 . 

Ζςτω   ο μεγαλφτεροσ ακζραιοσ του ςυνόλου             για τον οποίο υπάρχει 

ακζραιοσ   με         και              . Θζτουμε        και ζςτω   

      
      

   θ πρωτογενισ ανάλυςθ του  . Ζςτω το ςφνολο 

          
               το οποίο είναι ομάδα. Μπορεί να διαπιςτωκεί ότι τα 

ςφνολα                        ,                      
           , 

                       και                      είναι υποςφνολα του    

και μάλιςτα ιςχφει        . 

Βλζπουμε ότι για κάκε      , το οποίο όμωσ δεν είναι ιςχυρόσ μάρτυρασ για τθ 

ςυνκετότθτα του   , ζχουμε ότι    . Θα δείξουμε ότι           

Ζςτω      τότε      και επομζνωσ         , για κάποιο ακζραιο      Άρα 

              Στθν περίπτωςθ όπου    , τότε θ προσ απόδειξθ ανιςότθτα ιςχφει.   

 

Ζςτω    , τότε    .  

Για    , υπάρχει    τζτοιο ϊςτε            
   και            

  , για        . 

Άρα             
   και            

  , δθλαδι    και    , άτοπο. 



Για     ζχουμε ότι αν      τότε      
         . Αντιςτρόφωσ, αν      

         , 

τότε    . Συνεπϊσ το   είναι θ υποομάδα τάξθσ     τθσ ομάδασ    
   και επομζνωσ 

    
        

    . Για   
     ζχουμε ότι     

       . Αν   
    , τότε     και 

   . Από τισ ιςοτιμίεσ:  

                                                 

προκφπτει  ότι οι μόνοι ακζραιοι του ςυνόλου         που δεν είναι ιςχυροί μάρτυρεσ τθσ 

ςυνκετότθτασ του   είναι οι   και  . 

Ασ υποκζςουμε ςτθ ςυνζχεια ότι    . Τότε υπάρχει      με        και    . Για 

   , χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ μποροφμε να υποκζςουμε ότι            
     

      και             
                με     (Αν     , τότε αντικακιςτοφμε  

τον   από τον   ). 

Θεωροφμε ζναν ακζραιο   με            
             

                
  . 

Ζχουμε        και κατά ςυνζπεια     που είναι άτοπο. Άρα ο   ζχει δφο μόνο 

πρϊτουσ παράγοντεσ και επομζνωσ δεν είναι αριθμόσ Carmichael . 

Οπότε                , και άρα            

 

 

Παρατήρηςη: 

Βλζπουμε λοιπόν ότι αν το   είναι περιττόσ ςφνκετοσ ακζραιοσ, τότε το πολφ  το  
 

 
 όλων 

των αρικμϊν          , είναι ιςχυροί ψεφτεσ για το  .  Συγκεκριμζνα , αν     , ο 

αρικμόσ  των ιςχυρϊν ψευτϊν είναι το πολφ 
    

 
, όπου   θ ςυνάρτθςθ του Euler. Δθλαδι 

τισ περιςςότερεσ φορζσ το τεςτ  Miller-Rabin μασ απαντάει ότι το   είναι πρϊτοσ με 

πικανότθτα πολφ μεγαλφτερθ από   
 

  . 

 

 

 

 

 

 



2.4. ΤΓΚΡΙΕΙ ΣΩΝ ΣΕΣ FERMAT, SOLOVAY-STRASSEN ΚΑΙ 

MILLER-RABIN 

 

 

 

Από αυτά τα τρία τεςτ πιςτοποίθςθσ πρϊτων , δε χωράει αμφιβολία ότι το τεςτ Miller-Rabin 

είναι το καλφτερο και μάλιςτα είναι αυτό που χρθςιμοποιείται κατά κόρον ςιμερα ςτθν 

πράξθ, ςτθν κρυπτογραφία. Ασ δοφμε γιατί: 

 

Ζχει αποδειχτεί ςτα προθγοφμενα ότι κάκε Euler-ψεφτθσ είναι και Fermat-ψεφτθσ .  

 

 

Πρόταςη 

Ζςτω ότι ο   είναι ιςχυρόσ ψεφτθσ για το  , τότε ο   είναι και Euler-ψεφτθσ για το  . 

Απόδειξη: 

Αφοφ ο   είναι ιςχυρόσ ψεφτθσ για το  , ζχουμε ότι             ι                για 

κάκε          . 

Αν                     
  

   

            
 

 
   , αφοφ    

   

          για 

κάκε   παράγοντα του   και  
 

     
   

 

  
   

 

  
 . Άρα ο α είναι ιςχυρόσ μάρτυρασ. 

Αν             και                για κάποιο           , τότε εντελϊσ όμοια 

καταλιγουμε ότι ο   είναι ιςχυρόσ μάρτυρασ για το  .   

 

 

 

Σφμφωνα λοιπόν με τα παραπάνω μποροφμε να ποφμε ότι : 

Fermat-ψεφτεσ  Euler- ψεφτεσ   ιςχυροί ψεφτεσ 

Συνεπϊσ από άποψθ ακρίβειασ των τεςτ, το τεςτ Miller-Rabin είναι καλφτερο, εκτόσ τθσ 

περίπτωςθσ που          , όπου είναι το ίδιο καλό όςο το Solovay-Strassen. 



Από άποψθ πολυπλοκότθτασ  το Miller-Rabin είναι καλφτερο από το Solovay –Strassen, 

λόγω του ότι ςτο Solovay-Strassen πρζπει να υπολογιςτεί το ςφμβολο του Jacobi. 

Πμωσ το Miller-Rabin από άποψθ πολυπλοκότθτασ δεν είναι καλφτερο του τεςτ του Fermat  

και γι’ αυτό άλλωςτε το τεςτ του Fermat χρθςιμοποιείται ακόμθ ςτθν κρυπτογραφία. 

Ραρόλα αυτά το τεςτ του Fermat ζχει ωσ βαςικό μειονζκτθμα τουσ αριθμοφσ Carmichael. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ ΑΚΕΡΑΙΩΝ 

 

 

 

Η εφρεςθ των πρϊτων παραγόντων ενόσ ακεραίου αποτελεί ζνα πάρα πολφ δφςκολο 

υπολογιςτικά πρόβλθμα. Το γεγονόσ αυτό είναι που ενζπνευςε άλλωςτε τθ δθμιουργία του 

κρυπτοςυςτιματοσ     , το οποίο με τθ ςειρά του πυροδότθςε τθν ζρευνα για τθν εφρεςθ 

αποτελεςματικϊν τρόπων για τθν επίλυςθ αυτοφ του προβλιματοσ και κατά ςυνζπεια τθν 

αποκρυπτογράφθςθ     κρυπτογραφθμζνων μθνυμάτων. 

 

Η πολυπλοκότθτα του προβλιματοσ τθσ παραγοντοποίθςθσ ακεραίων ανικει ςτισ 

κατθγορίεσ    και   -   και δεν γνωρίηουμε αν ανικει ςτθν κλάςθ  . Ραρόλα αυτά 

ςυνεχϊσ ανακαλφπτονται πιο γριγοροι και πιο αποδοτικοί αλγόρικμοι για αυτό το 

πρόβλθμα. Ο πιο γριγοροσ αλγόρικμοσ για τα ςθμερινά δεδομζνα είναι 

                                  με πολυπλοκότθτα        
  

 
  

 

       
 

    για 

ζναν αρικμό   με   bits. 

Δεν ζχουν όλοι οι αρικμοί τθν ίδια δυςκολία  ωσ προσ τθν παραγοντοποίθςθ. Συγκεκριμζνα 

οι πιο δφςκολο να παραγοντοποιθκοφν αρικμοί , με τισ ςθμερινζσ τεχνικζσ , είναι αυτοί που 

αποτελοφνται από το γινόμενο δφο μεγάλων πρϊτων. Το ρεκόρ παραγοντοποίθςθσ τζτοιου 

είδουσ αρικμϊν είναι θ παραγοντοποίθςθ του    -    με     δεκαδικά ψθφία. Η 

προςζγγιςθ ζγινε με το     . 

 

Στο παρόν κείμενο εξετάηουμε τουσ αλγορίκμουσ                           και 

               .  



3.1.  Η ΜΕΘΟΔΟ ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΤ FERMAT 

 

Η μζκοδοσ αυτι ςτθρίηεται ςτο να εκφραςτεί ο αρικμόσ   που κζλουμε να 

παραγοντοποιιςουμε ςαν διαφορά δφο τζλειων τετραγϊνων. Οπότε αν το πετφχουμε αυτό, 

κα ζχουμε ότι                          και αν  ακόμθ          , τότε θ 

παραγοντοποίθςθ κα αποτελείται από μθ τετριμμζνουσ παράγοντεσ . Μάλιςτα αν το   

είναι περιττόσ ςφνκετοσ, τότε όλοι οι παράγοντεσ του μποροφν να βρεκοφν με αυτόν τον 

τρόπο, αφοφ αν       τότε με   
 

 
       και    

 

 
     , ζχουμε τθ ηθτοφμενθ 

διαφορά τετραγϊνων. 

Η μζθοδοσ παραγοντοποίθςθσ του Fermat ζχει ωσ εξισ. Ξεκινϊντασ από τον αρικμό 

       παίρνουμε το        , τότε  αν το   είναι ακζραιοσ και αν θ διαφορά 

       μασ δϊςει μθ τετριμμζνο παράγοντα του   ζχουμε τελειϊςει. Διαφορετικά 

παίρνουμε                     κλπ. Ζτςι αν ο αρικμόσ   είναι περιττόσ και 

ςφνκετοσ, θ διαδικαςία κα μασ δϊςει μθ τετριμμζνο παράγοντα για   
     

 
. Η χειρότερθ 

περίπτωςθ προκφπτει για     ,   πρϊτο, κακϊσ μια μθ τετριμμζνθ παραγοντοποίθςθ κα 

προκφψει μόνο για   
     

 
. 

 

 

Αλγόριθμοσ(Μζκοδοσ παραγοντοποίθςθσ Fermat) 

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο    . 

OUTPUT: κα επιςτρζφει είτε ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα του   ,είτε ότι ο   είναι 

πρϊτοσ. 

1.        

2. While   
   

 
  do 

a.         

b. if   ακζραιοσ και        return       

c.        

3. return “ ο   είναι πρϊτοσ” 

 

 

 



Η παραπάνω μζκοδοσ είναι πολφ πιο αργι , ςτθ χειρότερθ περίπτωςθ , ακόμθ και από το 

κόςκινο του Ερατοςκζνθ. Ραρόλα αυτά βλζπουμε ότι αν το   ζχει δφο παράγοντεσ πολφ 

κοντά ςτο    , θ παραγοντοποίθςθ του Fermat είναι πολφ πιο αποτελεςματικι από το 

κόςκινο του Ερατοςθζνθ. Αυτόσ είναι και ο λόγοσ που χρθςιμοποιοφμε ζνα 

πολλαπλαςιαςτι για να κάνουμε το τεςτ του Fermat πιο αποτελεςματικό, δθλαδι αν για 

μερικζσ επαναλιψεισ δεν βροφμε τετριμμζνο παράγοντα για το   , πολλαπλαςιάηουμε το   

με ζνα μικρό φυςικό    και αυξάνουμε τισ πικανότθτεσ ζτςι ο    να ζχει κάποιο μθ 

τετριμμζνο παράγοντα κοντά ςτο    . Ζτςι ςτθ ςυνζχεια παίρνουμε το μζγιςτο κοινό 

διαιρζτθ του παράγοντα που βρικαμε με το  . 

 

 

Παραδείγματα 

Ζςτω                   . Σφμφωνα με τθ μζκοδο του Fermat ξεκινάμε και ζχουμε 

              

                                

                                  

                                            

                                           

Άρα                                                  

Βλζπουμε λοιπόν ότι θ κλαςςικι μζκοδοσ του Fermat μασ ζδωςε αποτζλεςμα μετά από    

επαναλιψεισ. 

 

Ζςτω                  Σε αυτό το παράδειγμα θ απλι μζκοδοσ του Fermat κα μασ 

επιςτρζψει αποτζλεςμα μετά από   επαναλιψεισ, ενϊ αν χρθςιμοποιιςουμε 

πολλαπλαςιαςτι   ζχουμε: 

          

              

                                      

Άρα                                               

   
        

 
        



Βλζπουμε λοιπόν πόςο επιταχφνκθκε θ διαδικαςία με τθ χριςθ του πολλαπλαςιαςτι. 

 

 

χόλιο 

Η μζκοδοσ του Fermat μπορεί να βελτιωκεί κι άλλο με διάφορουσ τρόπουσ, όπωσ το να 

ψάχνουμε για τετράγωνα ςε κάποιο modulo, το ςθμαντικό όμωσ είναι να δοφμε τθν αρχι 

λειτουργίασ αυτισ τθσ μεκόδου κακϊσ είναι θ βάςθ ακόμθ και για τισ πιο ςφγχρονεσ και 

γριγορεσ μεκόδουσ παραγοντοποίθςθσ, όπωσ είναι τα quadratic sieve και number field 

sieve. 

 

 

3.2. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΤ DIXON 

 

 

 

Η μζκοδοσ του Dixon,για τθν παραγοντοποίθςθ ενόσ αρικμοφ  , βαςίηεται , όπωσ και θ 

μζκοδοσ του Fermat, ςτθν εφρεςθ ακεραίων     με             και           . 

Ζτςι κα ζχουμε ότι                                              , 

χωρίσ το       ι  το       να διαιρείται από το   , αφοφ            . Οπότε ζχουμε 

ότι ο αρικμόσ         είναι ζνασ μθ τετριμμζνοσ παράγοντασ για το  . Η διαφορά τθσ 

μεκόδου Dixon είναι ότι χρθςιμοποιεί μια βάςθ παραγοντοποίθςθσ, θ οποία κα 

εξθγιςουμε τι είναι και πωσ δουλεφει παρακάτω. 

 

 

Οριςμοί 

Ορίηουμε βάςθ παραγοντοποίθςθσ για τθ μζκοδο Dixon   ζνα ςφνολο 

                 , με    διακεκριμζνοι πρϊτοι          και             . 

Ο ακζραιοσ   καλείται  B-λείοσ αν δεν ζχει πρϊτουσ παράγοντεσ μεγαλφτερουσ του  . 

(Επίςθσ ςε μερικζσ περιπτϊςεισ ονομάηουμε ζναν ακζραιο          , αν όλοι οι πρϊτοι 

παράγοντεσ του βρίςκονται μζςα ςε ζνα ςφνολο  .) 



Ο ακζραιοσ    καλείται  B-προςαρμοςμζνοσ ωσ προσ τον φυςικό  , αν ο ακζραιοσ    με 

–
 

 
   

 

 
  και           , είναι B-λείοσ.  

 

 

Παράδειγμα 

Ζςτω θ βάςθ παραγοντοποίθςθσ               . Οι ακζραιοι             και        

        είναι          .   

Επίςθσ ο                       ,  
    

 
    

    

 
  είναι                   ωσ 

προσ τον     .  

 

 

Θα ςκιαγραφιςουμε τϊρα τον αλγόρικμο του Dixon. Για δοκζν   και για δοκείςα βάςθ 

παραγοντοποίθςθσ   , όπωσ ορίςτθκε παραπάνω, ο αλγόρικμοσ του Dixon ψάχνει 

αρικμοφσ, ζςτω  , κοντά ςτο     , για τουσ οποίουσ ιςχφει, ότι όλοι οι πρϊτοι παράγοντεσ 

του            υπάρχουν μζςα  ςτο ςφνολο  . Στθ ςυνζχεια παίρνει το γινόμενο κάποιων   

, ζτςι ϊςτε ο αρικμόσ των φορϊν που χρθςιμοποιείται κάκε πρϊτοσ τθσ βάςθσ  , να είναι 

άρτιοσ. Κάνοντασ αυτά καταλιγει ςε μια ςχζςθ του τφπου            , από τθν οποία 

ελπίηουμε ότι κα πάρουμε μια μθ τετριμμζνθ παραγοντοποίθςθ του   . 

 

 

 

Παράδειγμα   

Ζςτω          και θ βάςθ παραγοντοποίθςθσ                        . 

Ζχουμε ότι         . 

                             

                                       

                               

                                       

                       

                               



                                     

 Οι αρικμοί που είναι τςεκαριςμζνοι αναλφονται ςε πρϊτουσ παράγοντεσ μόνο από 

πρϊτουσ τθσ βάςθσ  . 

Ραρατθροφμε το εξισ                                             και 

επειδι                                και                   , ζχουμε ότι 

                          . Οπότε από το μζγιςτο κοινό διαιρζτθ  

                                           

                                            

Συνεπϊσ βλζπουμε ότι με τθν παραπάνω μζκοδο βρικαμε δφο μθ τετριμμζνουσ 

παράγοντεσ του       , που είναι το     και το     . 

Το παραπάνω παράδειγμα εξθγεί τθ βάςθ πάνω ςτθν οποία δουλεφει θ μζκοδοσ του Dixon, 

όμωσ ζχουν παραλειφκεί κάποιεσ τεχνικζσ λεπτομζρειεσ, οι οποίεσ κα φανοφν καλφτερα 

αφοφ παρουςιάςουμε τον αλγόρικμο του Dixon. 

 

 

Αλγόριθμοσ(Μζκοδοσ παραγοντοποίθςθσ Dixon) 

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο     και μια βάςθ παραγοντοποίθςθσ                . 

OUTPUT: κα επιςτρζφει ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα του  . 

1. Υπολόγιςε το        . 

2. (Βρεσ      ηευγάρια         . Οι τιμζσ   επιλζγονται με τθ ςειρά            

     

While       

a. Υπολόγιςε το                 και ζλεγξε με διαδοχικζσ διαιρζςεισ αν 

είναι         . Αν όχι επζλεξε το επόμενο   και επανζλαβε το 2a. 

b. If    είναι         με       
    

    then 

i.                 και                   ,    όπου   

              για      . 

c.        

3. Χρθςιμοποιϊντασ μεκόδουσ γραμμικισ άλγεβρασ βρεσ ζνα μθ κενό υποςφνολο 

              τζτοιο ϊςτε           ςτο   . 

4. Υπολόγιςε το                  

5. Για κάκε  ,      , υπολόγιςε το    
       

 
. 

6. Υπολόγιςε το      
         

     

7. If                then βρεσ ζνα άλλο μθ κενό υποςφνολο               

τζτοιο ϊςτε          και πιγαινε ςτο βιμα  . ( Στθν περίπτωςθ που δεν υπάρχει 



τζτοιο υποςφνολο   ,πιγαινε ςτο βιμα  , βρζσ μερικά ακόμθ          ηευγάρια, 

αντικατζςτθςε τα ςτα ιδθ υπάρχοντα και πιγαινε ςτο βιμα 3. 

8. Υπολόγιςε το          . 

9. Return   . 

 

 

Ππωσ βλζπουμε ςτον παραπάνω αλγόρικμο, ψάχνουμε ζνα μθ κενό υποςφνολο   

            τζτοιο ϊςτε           ςτο   . Συνεπϊσ ψάχνουμε μια γραμμικι εξάρτθςθ 

μεταξφ των     διανυςμάτων, κάτι που μποροφμε να βροφμε εφκολα μζςω τθσ μεκόδου 

απαλοιφισ του Gauss, αφοφ      . Με αυτόν τον τρόπο βρίςκουμε ουςιαςτικά , ποια 

   πρζπει να πολλαπλαςιάςουμε ϊςτε να καταλιξουμε ςε ζνα τζλειο τετράγωνο.  

Σθμαντικό για τον παραπάνω αλγόρικμο είναι να παρατθριςουμε ότι μπορεί να 

υλοποιθκεί εφκολα με παράλλθλθ επεξεργαςία , ανακζτοντασ ςε κάκε επεξεργαςτι 

διαφορετικι τιμι του  . 

 

 

 

 

3.3. Η ΜΕΘΟΔΟ QUADRATIC SIEVE Η QS (ΣΕΣΡΑΓΩΝΙΚΟ 

ΚΟΚΙΝΟ) 

 

 

Η μζκοδοσ Quadratic Sieve είναι μζχρι ςιμερα θ πιο γριγορθ μζκοδοσ παραγοντοποίθςθσ  

για αρικμοφσ μζχρι     ψθφίων και θ δεφτερθ γενικά πιο γριγορθ μζκοδοσ 

παραγοντοποίθςθσ μετά το Number Field Sieve. Οφείλεται ςτον Carl Pomerance το 1981 και 

πρόκειται ουςιαςτικά για μια βελτίωςθ τθσ μεκόδου Dixon.  

Η διαφορά του Quadratic Sieve (QS) από τθ μζκοδο του Dixon είναι ότι χρθςιμοποιεί  μια 

μζκοδο, παρόμοια με αυτι του Κόςκινου του  Ερατοςκζνθ (εξοφ και θ ονομαςία Quadratic 

Sieve), για να βρίςκει πιο γριγορα λείουσ αρικμοφσ , όπωσ αυτοί ορίςτθκαν ςτθ μζκοδο του 

Dixon. 

 

 



Σρόποσ λειτουργίασ 

Ζςτω ότι κζλουμε να βροφμε ζναν παράγοντα του αρικμοφ  . Η ιδζα πίςω από το QS , όπωσ 

και με τθ μζκοδο του Dixon, είναι ότι προςπακοφμε να βροφμε αρικμοφσ    , ζτςι ϊςτε 

           . Με αυτόν τον τρόπο κα ζχουμε ότι                  και ζτςι είναι 

πολφ πικανό ο μζγιςτοσ κοινόσ διαιρζτθσ του       ι του       με το   να δϊςει ζνα 

μθ τετριμμζνο παράγοντα του  . Για να το καταφζρουμε αυτό, ψάχνουμε τετράγωνα 

αρικμϊν       , τα οποία αναλφονται ςε μικροφσ πρϊτουσ παράγοντεσ, με πρϊτουσ που 

βρίςκονται μζςα ςτθ βάςθ παραγοντοποίθςθσ , τθν οποία κα ορίςουμε παρακάτω για το 

QS. Τα τετράγωνα αυτά προςπακοφμε να είναι όςο το δυνατόν μικρότερα      , κακϊσ 

ζτςι αυξάνονται οι πικανότθτεσ να αναλφονται ςε μικροφσ μόνο πρϊτουσ παράγοντεσ. 

Συγκεκριμζνα ςτο QS εξετάηουμε αρικμοφσ τθσ μορφισ         
 

  , με το   να είναι 

ζνασ μικρόσ ακζραιοσ. Ο αρικμόσ αυτόσ είναι αρκετά μικρόσ       , αφοφ           
 

 

         . Ζτςι ζχοντασ βρει αρκετά τζτοια τετράγωνα βρίςκουμε ζναν ςυνδυαςμό 

τουσ , ζτςι ϊςτε να προκφψει μια παρόμοια ςχζςθ όπωσ αυτι παραπάνω με τα    .  

Για παράδειγμα ζςτω ότι κζλουμε να βροφμε ζναν παράγοντα του αρικμοφ    . 

Ραρατθροφμε ότι                      και                       , 

οπότε                                                    ,δθλαδι 

                 , θ ςχζςθ που ηθτοφςαμε. Άρα                           

                , από όπου προκφπτει ότι το    διαιρεί το    (      ). 

Το ερϊτθμα ςτο παραπάνω παράδειγμα είναι πωσ βρικαμε αποδοτικά το    και το   . 

Σφμφωνα με τθ μζκοδο του Dixon κα δοκιμάηαμε όλουσ τουσ αρικμοφσ από το        

   μζχρι το   . Η διαφορά του QS είναι ότι χρθςιμοποιεί ζναν πολφ πιο αποτελεςματικό 

τρόπο, ο οποίοσ ονομάηεται sieving (κοςκίνιςμα) και κα τον αναλφςουμε παρακάτω.  

 

Ρρϊτα όμωσ ασ ορίςουμε τθ βάςθ παραγοντοποίθςθσ για το QS, κακϊσ ο λόγοσ που κα τθν 

ορίςουμε με αυτόν τον τρόπο κα φανεί ςτθν ανάλυςθ του κοςκινίςματοσ. 

 

 

Οριςμόσ 

Ορίηουμε βάςθ παραγοντοποίθςθσ για τθ μζκοδο Quadratic  Sieve το ςφνολο   

                      
 

 
    . 

 

 

 

 



Κοςκίνιςμα 

Οι αρικμοί όπωσ είπαμε που εξετάηει το QS είναι τθσ μορφισ          
 

   και 

ψάχνουμε ποιοι από αυτοφσ τουσ αρικμοφσ διαιροφνται αποκλειςτικά με πρϊτουσ τθσ 

βάςθσ παραγοντοποίθςθσ. Το κοςκίνιςμα ζγκειται ςτο να βροφμε όλουσ τουσ αρικμοφσ τθσ 

μορφισ          
 

   που διαιροφνται με τον    πρϊτο τθσ βάςθσ, δθλαδι     

     
 

           , μετά με τον   , κλπ. Συνδυάηοντασ όλεσ  αυτζσ τισ ιςοτιμίεσ κα 

πάρουμε αρικμοφσ που διαιροφνται με όλουσ ι με κάποιουσ αρικμοφσ τθσ βάςθσ 

παραγοντοποίθςθσ  και αυτοί με τθ ςειρά τουσ που διαιροφνται με τουσ περιςςότερουσ 

αρικμοφσ τθσ βάςθσ κα είναι και πιο πικανό να είναι λείοι. Στουσ πρϊτουσ τθσ βάςεισ που 

εφαρμόηουμε το κοςκίνιςμα μποροφμε να προςκζςουμε και κάποιεσ δυνάμεισ τουσ ϊςτε 

να βελτιϊςουμε τθν ακρίβεια. 

 

 

χόλια και παρατηρήςεισ για το Κοςκίνιςμα 

1. Σθμαντικό είναι να παρατθριςουμε ότι            
 

           
 

 

       , με   πρϊτο και   ακζραιο. Άρα ςε κάκε   αντιςτοιχεί μια ολόκλθρθ 

οικογζνεια από αρικμοφσ που απζχουν   μεταξφ τουσ.  

2. Ακόμθ βλζπουμε γιατί ςτον οριςμό τθσ βάςθσ παραγοντοποίθςθσ βάλαμε και τθ 

ςυνκικθ  
 

 
    , κακϊσ λφνουμε ιςοτιμίεσ τθσ μορφισ          

 
   

                    
 
         

 

 
    .  

 

 

Ασ δοφμε ζνα παράδειγμα για το πϊσ λειτουργεί το κοςκίνιςμα. 

 

Παράδειγμα 

Ζςτω ότι κζλουμε να βροφμε ζνα μθ τετριμμζνο παράγοντα του αρικμοφ        του 

προθγοφμενου παραδείγματοσ. Η βάςθ παραγοντοποίθςθσ που κα χρθςιμοποιιςουμε κα 

είναι θ          , οι οποίοι είναι οι μόνοι πρϊτοι αρικμοί μζχρι το 19 για τουσ οποίουσ το 

    είναι τετραγωνικό υπόλοιπο.  

           

                                , άρα για       , ο             

διαιρείται με το  . 

                            ι       . 



                            ι        

Σχθματίηουμε τον παρακάτω πίνακα 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

             42 93 146 201 258 317 378 441 506 573 

διαρ. με 2 21 93 73 201 129 317 189 441 253 573 

διαρ. με 3 7 31 73 67 43 317 63 147 253 191 

διαρ. με 7 1 31 73 67 43 317 9 21 253 191 

 

Βλζπουμε λοιπόν ότι  μετά τισ διαδοχικζσ διαιρζςεισ, για     και     θ ποςότθτα 

            ζχει πάρει τισ ελάχιςτεσ τιμζσ τθσ, 1 και 9 αντίςτοιχα. Συνεπϊσ για     

και     ζχουμε τισ περιςςότερεσ πικανότθτεσ να πετφχουμε λείουσ αρικμοφσ. (Για     

ςίγουρα ζχουμε πετφχει ζναν λείο αρικμό) 

Οπότε ζχουμε 

                          

                           , οι οποίοι είναι λείοι αρικμοί 

και ςυνεχίηουμε όπωσ ςτο προθγοφμενο παράδειγμα. 

 

 

Ππωσ βλζπουμε θ διαδικαςία αυτι είναι αρκετά χρονοβόρα για αρικμοφσ μικροφσ όπωσ το 

    είναι όμωσ αρκετά αποδοτικι για μεγάλουσ ακεραίουσ, πχ     ψθφίων. 

 

Αλγόριθμοσ(Quadratic Sieve) 

INPUT: ζνα περιττό ακζραιο     ,ο οποίοσ δεν είναι πρϊτοσ. 

OUTPUT: κα επιςτρζφει ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα   του  . 

1. Η βάςθ παραγοντοποίθςθσ               , όπου      και         είναι ο 

  πρϊτοσ, για τον οποίο το   είναι τετραγωνικό υπόλοιπο.  

2.      .  

3.  For        βρεσ ρίηεσ     τθσ ιςοτιμίασ    
          . 

4. Εφάρμοςε το κοςκίνιςμα ςτθν ακολουκία      , με                 για να 

βρεισ      διαφορετικά ηευγάρια          , με                 και βάλτα 

ςτο ςφνολο  . 

5. For              

a. Βρεσ τθν παραγοντοποίθςθ του         
   

   . 

b.                      . 



6. Δθμιοφργθςε ζναν πίνακα        , με γραμμζσ τα ςτοιχεία του   για τα 

διάφορα      , υπολογιςμζνα όμωσ          . 

7. Χρθςιμοποίθςε αλγορίκμουσ γραμμικισ άλγεβρασ, πχ μζκοδο απαλοιφισ Gauss, 

για να βρεισ ζνα μθ τετριμμζνο ςφνολο των γραμμϊν του πίνακα , του οποίου το 

άκροιςμα των ςτοιχείων να κάνει μθδζν, ζςτω                           . 

8. Θζςε                   . 

9.       
       

           
    , θ ρίηα κα προκφψει άμεςα από το ότι 

γνωρίηουμε τθν παραγοντοποίθςθ του τζλειου τετραγϊνου    
       

     

      
    . 

10. Υπολόγιςε το          . 

11. Return   . 

 

 

 

Παρατηρήςεισ: 

1. Βλζπουμε ότι ο αλγόρικμοσ ζχει ωσ είςοδο ζναν περιττό, οποίοσ δεν είναι πρϊτοσ. 

Το αν είναι πρϊτοσ ι όχι αυτόσ ο αρικμόσ μπορεί να ελεγχκεί με ζνα τεςτ 

πιςτοποίθςθσ πρϊτου, πχ Miller-Rabin.  

2. Γενικότερα ο παραπάνω αλγόρικμοσ είναι εντελϊσ παρόμοιοσ με αυτόν τθσ 

μεκόδου  Dixon , με τθ μόνθ διαφορά να είναι ςτθ διαδικαςία του κοςκινίςματοσ 

και ςτθν εφρεςθ των λείων αρικμϊν. 

3. Μποροφμε να βελτιϊςουμε τθν υπολογιςτικι πολυπλοκότθτα του παραπάνω 

αλγορίκμου, αν επιλζξουμε      
 

 
 
 

 
 , κάτι που προκφπτει από τθ κεωρία για τθν 

κατανομι των λείων αρικμϊν κοντά ςτο   . 

4. Με τθ βελτίωςθ τθσ 3θσ παρατιρθςθσ  θ υπολογιςτικι πολυπλοκότθτα του QS είναι 

   
 

 
 
 

 
 , όπου γενικά                                         . 

 

 

 

 

 

 

 



3.4. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ POLLARD RHO 

 

Ο αλγόρικμοσ παραγοντοποίθςθσ Pollard Rho, οφείλεται ςτον John Pollard το 1975 και είναι 

ζνασ εξαιρετικά αποδοτικόσ αλγόρικμοσ για τθν παραγοντοποίθςθ αρικμϊν με μικροφσ 

πρϊτουσ παράγοντεσ. 

Ζςτω μια τυχαία ςυνάρτθςθ       , με               και     ζνα τυχαίο ςτοιχείο 

του  , ςχθματίηουμε τθν ακολουκία  

                 

Αφοφ θ   παίρνει τιμζσ από ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο, είναι φανερό ότι θ παραπάνω 

ακολουκία κάποια ςτιγμι κα αρχίςει να επαναλαμβάνεται και κα γίνει κυκλικι. Ππωσ κα 

δοφμε παρακάτω ςε αυτό ςτθρίηεται ο ςυγκεκριμζνοσ αλγόρικμοσ και μάλιςτα ζτςι πιρε 

και το όνομα του , αφοφ αν ςκεφτοφμε ςχθματικά αυτιν τθν ακολουκία ςχθματίηει το 

ελλθνικό γράμμα   , με τον κφκλο ςτο   να είναι θ ακολουκία που επαναλαμβάνεται. 

Ζςτω τϊρα ότι ζχουμε το ςφνολο               , με   πρϊτο αρικμό, και τθ 

ςυνάρτθςθ                . Από το παράδοξο των γενεκλίων από τισ πικανότθτεσ, το 

οποίο κα αναλφςουμε αργότερα, ζχουμε ότι αν θ      είναι αρκετά “τυχαία” , τότε θ 

ακολουκία           κα αρχίςει να επαναλαμβάνεται μετά από ζνα τυχαίο ςτοιχείο    , 

μετά από       βιματα. Δθλαδι κα υπάρχουν     ,             με         

       . 

Ασ υποκζςουμε τϊρα το ηθτοφμενο, δθλαδι ότι κζλουμε να παραγοντοποιιςουμε ζναν 

αρικμό  , και   ο ελάχιςτοσ πρϊτοσ παράγοντασ του  . Ζςτω                , από 

όπου προφανϊσ                 και άρα                      . Συνεπϊσ ζχουμε 

ότι το                      διαιρείται από το  , αφοφ ο   πρϊτοσ. Αν           

              , τότε κα ζχουμε ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα του  . 

Ουςιαςτικά αυτι είναι θ ιδζα πίςω από τθ μζκοδο Pollard Rho με μια ακόμθ προςκικθ, τον 

αλγόρικμο του Floyd για τθν εφρεςθ κφκλων. Ππωσ καταλαβαίνουμε αν ψάχναμε όλα τα 

ηευγάρια     με       και υπολογίηαμε το                    , ο Pollard Rho κα ιταν 

πιο χρονοβόροσ και από το κόςκινο του Ερατοςκζνθ. Εδϊ είναι που φαίνεται θ 

χρθςιμότθτα τθσ μεκόδου του Floyd. Ζςτω      , για κάκε     ζχουμε ότι 

                                     . Άρα αν υποκζςουμε ότι το   είναι ζνα 

πολλαπλάςιο του   μεγαλφτερο του  , καταλιγουμε ςτθ ςχζςθ                         

και    . 

Συνεπϊσ θ βαςικι ιδζα τθσ μεκόδου Pollard Rho είναι να υπολογίηουμε τουσ όρουσ τθσ 

ακολουκίασ                        και αυτό κατά πάςα πικανότθτα κα μασ επιςτρζψει 

ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα του   ςε       βιματα, όπου  , ο μικρότεροσ πρϊτοσ 

διαιρζτθσ του  . 



Αλγόριθμοσ(Μζκοδοσ παραγοντοποίθςθσ Pollard Rho) 

INPUT: ζνασ ςφνκετοσ ακζραιοσ  , ο οποίοσ δεν είναι πρϊτοσ. 

OUTPUT: κα επιςτρζφει ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα   του  . 

1. Θζςε        . 

2. For         

a. Υπολόγιςε                                       . 

b. Υπολόγιςε  το          . 

c. If       then return( ) και τερμάτιςε το πρόγραμμα με επιτυχία. 

d. If     then τερμάτιςε το πρόγραμμα με αποτυχία. 

 

 

 

Παράδειγμα 

Ζςτω               . Θα εφαρμόςουμε τον αλγόρικμο Pollard Rho. 

                         ,                             . 

                 

                                               . 

                 . 

                                                  . 

                   . 

Οπότε ο αλγόρικμοσ βρικε ζναν μθ τετριμμζνο παράγοντα του     , το    και τον 

επιςτρζφει. Η διαδικαςία τελείωςε ςε   βιματα. 

 

 

Παρατηρήςεισ : 

1. Για τον υπολογιςμό των      όπωσ είδαμε , χρθςιμοποιιςαμε ςυνάρτθςθ τθσ 

μορφισ                . Η ςυνάρτθςθ αυτι δεν είναι κάτι το ιδιαίτερο, 

απλϊσ μια γεννιτρια ψευδοτυχαίων αρικμϊν. Θα μποροφςε να αντικαταςτακεί με 

ζνα οποιοδιποτε πολυϊνυμο με ακζραιουσ ςυντελεςτζσ. Στθν πράξθ 

χρθςιμοποιείται θ                , με       . ( Για      ζχουμε ότι 

             
     

) 



2. Αν ο αλγόρικμοσ εμφανίςει αποτυχία και δεν πάρουμε ζναν μθ τετριμμζνο 

παράγοντα του  , θ πρϊτθ επιλογι είναι να αλλάξουμε ςυνάρτθςθ   και να 

ξαναδοκιμάςουμε. 

3. Οι Pollard και Brent παρατθρϊντασ ότι  αν        , τότε και          , για 

κάκε κετικό ακζραιο  . Οπότε αντί να υπολογίηουμε ςε κάκε βιμα το          

             μποροφμε για παράδειγμα να πολλαπλαςιάςουμε    διαδοχικά 

                   ςτο          και μετά να υπολογίηουμε το      , με   το 

γινόμενο που κα βροφμε. Με αυτόν τον τρόπο ο αλγόρικμοσ γίνεται αρκετά πιο 

γριγοροσ , αλλά κα αυξθκοφν οι φορζσ που κα τερματίηει με αποτυχία. 

4. Η περίπτωςθ ο αλγόρικμοσ να επιςτρζψει αποτυχία ςυμβαίνει μόνο αν για τα     

που εμφανίηουν ςφγκρουςθ          , ιςχφει και ότι          . Η 

πικανότθτα να ςυμβεί κάτι τζτοιο είναι  
 

 
, πολφ μικρι για μεγάλο   και μικρό    

5. Η πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου είναι    
 

  . 

 

 

Ασ δοφμε τϊρα πωσ εφαρμόηεται το παράδοξο των γενεκλίων ςτθ ςυγκεκριμζνθ 

περίπτωςθ. 

 

Θεώρημα (Το παράδοξο των γενεκλίων) 

Ζςτω   κετικόσ ακζραιοσ και    ο μικρότεροσ μθ τετριμμζνοσ διαιρζτθσ . Η πικανότθτα να 

επιλζξουμε δφο τυχαίουσ αρικμοφσ      , με        και                (δθλαδι να 

υπάρχει ςφγκρουςθ) ανάμεςα ςε περίπου         είναι μεγαλφτερθ από 
 

 
. 

Απόδειξη: 

Εφόςον μιλάμε για αρικμοφσ ςτο          είναι το ίδιο να μιλάμε για αρικμοφσ τθσ 

ομάδασ                 . Ζχουμε ότι       . Θα υπολογίςουμε τθν πικανότθτα 

μετά από   διαδοχικζσ τυχαίεσ επιλογζσ αρικμϊν από το    , να μθν ζχουμε οφτε μια 

ςφγκρουςθ. 

Η πικανότθτα επιλογισ ενόσ ςυγκεκριμζνου ςτοιχείου είναι 
 

 
. Η πρϊτθ μασ επιλογι είναι 

αυκαίρετθ. Η πικανότθτα θ δεφτερθ επιλογι να είναι διαφορετικι από τθν πρϊτθ είναι 
   

 
   

 

 
. Η πικανότθτα θ τρίτθ επιλογι να είναι διαφορετικι από τισ προθγοφμενεσ δφο 

είναι 
   

 
   

 

 
 , κτλ. 

Ζτςι θ πικανότθτα επιλογισ   ςτοιχείων χωρίσ ςυγκροφςεισ είναι  

   
 

 
    

 

 
    

 

 
     

   

 
      

 

 
    

    , όπωσ προκφπτει από τθν 

Ρολλαπλαςιαςτικι Αρχι. 



Ξζρουμε ότι       
 

  
 

  

  
 

  

  
         . Συνεπϊσ μποροφμε να ποφμε ότι 

για μικρά   ιςχφει ότι          , το οποίο για μεγάλο   και κατά ςυνζπεια μικρό  
 

 
 

γίνεται,   
 

 
     

 

 . Οπότε για το παραπάνω γινόμενο ζχουμε 

    
 

 
    

         
 

    
       

      

  . 

Άρα θ πικανότθτα εφρεςθσ μιασ ςφγκρουςθσ είναι       
      

   και με ςυνεπαγωγζσ 

καταλιγουμε          
 

   
 , δθλαδι        

 

   
. Οπότε για πικανότθτα 

ςφγκρουςθσ   
 

 
 , ζχουμε         .     
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