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Πεπίλητη 

 
 

ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζα πξνζεγγίζνπκε ην θάζκα ηεηξαγσληθψλ κηγαδηθψλ πηλάθσλ 

κέζσ εηδηθψλ ρσξίσλ πνπ εμαξηψληαη άκεζα απφ ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα θαη έκκεζα απφ ηα 

ππφινηπα. Αθνχ πξψηα εηζάγνπκε ηνλ αλαγλψζηε ζε κεξηθέο βαζηθέο έλλνηεο, ζα εμεηάζνπκε ηελ 

αιιειεμάξηεζε ησλ απζηεξά δηαγψλησλ θπξίαξρσλ πηλάθσλ κε ηα ρσξία απηά. Πξψην ζεψξεκα πνπ ζα 

παξνπζηάζνπκε εθηελψο είλαη ην ζεψξεκα Geršgorin. Απφ ην ζεψξεκα απηφ πξνθχπηνπλ νη δίζθνη 

Geršgorin, ησλ νπνίσλ ε έλσζε καο δίλεη ην ζχλνιν Geršgorin, έλα ηδηαηηέξσο απιφ ζηελ εθαξκνγή θαη 

ρξήζηκν ζχλνιν πνπ πεξηέρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ελφο ηπραίνπ ηεηξαγσληθνχ κηγαδηθνχ πίλαθα. ηε 

ζπλέρεηα ζα παξαζέζνπκε φιεο ηηο γξαθνζεσξεηηθέο θαη αλαιπηηθέο επεθηάζεηο ηνπ ζπνπδαίνπ απηνχ 

ζεσξήκαηνο, δαλεηδφκελνη παξάιιεια ζηνηρεία απφ ην πξνθχπηνλ θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ 

εθάζηνηε πίλαθα. Δπηπξφζζεηα, ζα εμεηάζνπκε επεθηάζεηο ηνπ πξναλαθεξζέληνο ζεσξήκαηνο πνπ 

βαζίδνληαη ζε λφξκεο πηλάθσλ. Έπεηηα ζα γεληθεχζνπκε ηνπο δίζθνπο εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ κηγαδηθψλ 

πηλάθσλ ζε νβάι θαη αξγφηεξα ζε ιεκλίζθνπο. Η έλσζε ησλ νβάι καο δίλεη ην ζχλνιν Brauer, ελψ απφ 

ηελ έλσζε ιεκλίζθσλ, ππφ ζπγθεθξηκέλεο πξνυπνζέζεηο, νξίδεηαη ην ζχλνιν Brualdi. Όια ηα ζχλνια 

εζσθιείνπλ ην θάζκα νπνηνπδήπνηε πίλαθα, επνκέλσο θαινχκαζηε λα ηα ζπγθξίλνπκε θαη λα βγάινπκε 

ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ην εκβαδφλ πνπ θαηαιακβάλνπλ ζην κηγαδηθφ επίπεδν, αιιά θαη σο πξνο ηελ 

ππνινγηζηηθή ηνπο πνιππινθφηεηα. Σέινο, ζα παξνπζηάζνπκε πνξίζκαηα θαη κεηαγελέζηεξα 

απνηειέζκαηα ζε κηα πξνζπάζεηα βειηηζηνπνίεζεο ησλ πξνεγνχκελσλ ρσξίσλ. 
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Abstract 

 
 

In this diploma thesis, we will try to approximate the spectrum of complex square matrices by means of 

some special sets in the field of complex numbers, that are directly dependent on the diagonal elements of 

the matrix and indirectly from the rest elements. After we first introduce the reader to some basic linear 

algebra and matrix theory, we will look at the interdependence of the strictly diagonally dominated 

matrices with these sets. The first theorem that we will present in detail is the Geršgorin theorem. This 

theorem generates the famous Geršgorin discs, whose union gives the Geršgorin set, an extraordinary, 

unique and useful set that includes all the eigenvalues of a random complex square table. Then we will 

quote many extentions of the above theorem via graph theory, borrowing data from the directed graph of 

matrices. Additionally, we will write about the norm derivation of Geršgorin theorem and examine some 

of its analytical extensions. Furthermore, we will generalize the eigenvalue inclusion disks to the Cassini 

ovals and later to some higher order lemniscates. The Brauer set stems from the union of these ovals, 

while the union of the later, under certain conditions, is defined as the Brualdi set. All sets enclose the 

spectrum of any matrix, so our penultimate task is to compare them and draw conclusions not only about 

the area they occupy at the complex field, but also about the computational work that is needed to 

estimate them. Finally, we will present corollaries and more recent results in an attempt to define the 

previous sets‟ sharpness. 
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Ππόλογορ 

 

 
Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζηξέθεηαη γχξσ απφ ηνπο δίζθνπο Geršgorin. Ο Semyon Aranovich  

Geršgorin, γελλεκέλνο ζηε Ρσζηθή απηνθξαηνξία θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζηε λνηηνδπηηθή Λεπθνξσζία, 

ππήξμε έλαο ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο πνπ έδεζε ζηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηψλα (1901-1933) θαη 

πξσηνζηάηεζε κε ηελ θαηλνηφκα ζεσξία ηνπ φζνλ αθνξά ηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ (κηγαδηθψλ) πηλάθσλ ζην 

κηγαδηθφ επίπεδν. Σν ζχλνιν Geršgorin θαηέρεη κηα ηδηαίηεξε ζέζε ζην παγθφζκην καζεκαηηθφ ζηεξέσκα, 

πνπ έγθεηηαη ζηελ απιφηεηα ηεο θαηαζθεπήο ηνπ, επηηξέπνληαο θαη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν ηνλ ππνινγηζκφ 

ηνπ αθφκα θαη γηα πνιχ κεγάινπο πίλαθεο. 

 

Η βηβιηνγξαθία ηνπ ζνβηεηηθνχ κεηέπεηηα καζεκαηηθνχ απνηέιεζε ην έλαπζκα πνιιψλ πξνζπαζεηψλ εθ 

κέξνπο πνιιψλ εθθνιαπηφκελσλ καζεκαηηθψλ λα ζπλερίζνπλ θαη θαηά κία έλλνηα λα βειηηζηνπνηήζνπλ 

ην έξγν ηνπ Geršgorin. 

 

Έλαο εμ απηψλ ήηαλ θαη ν Richard S. Varga, ν νπνίνο γελλήζεθε κφιηο ην 1928 ζην Cleveland ηνπ Ohio 

ησλ ΗΠΑ. Ο νπγγξηθήο θαηαγσγήο θαη ελ δσή καζεκαηηθφο πνπ δηέπξεςε ζηνλ ηνκέα ηεο Αξηζκεηηθήο 

Αλάιπζεο & Γξακκηθήο Άιγεβξαο, κειέηεζε ζηε ζπληξηπηηθή ηνπο πιεηνςεθία ηα papers ηνπ  Geršgorin 

αξρήο γελνκέλεο ηε δεθαεηία ηνπ '60 θαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ εκβάζπλε πεξαηηέξσ ηηο γλψζεηο ηνπ 

πάλσ ζηα ρσξία εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ, κε απψηεξν ζηφρν λα απαιείςεη θάπνηεο αζάθεηεο πνπ ππήξραλ 

γχξσ απφ ην θνκκάηη ηεο βειηηζηνπνίεζεο ησλ ελ ιφγσ ρσξίσλ. Δμέδσζε κάιηζηα θαη κηα ζεηξά 

ζπγγξακκάησλ ζηελ νπνία εθζεηάδεη ην έξγν ηνπ Geršgorin θαη ζπκπεξηιακβάλεη θαη φια ηα 

απνηειέζκαηα, ηα ζπκπεξάζκαηα θαη ηα πνξίζκαηα αληίζηνηρσλ κειεηψλ έηεξσλ καζεκαηηθψλ πνπ 

απνηφικεζαλ λα αζρνιεζνχλ εθηελψο κε ην ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν ηνλ πεξαζκέλν αηψλα. 

 

Έλα απφ ηα βαζηθά δεηήκαηα πνπ απαζρφιεζαλ πιεηάδα καζεκαηηθψλ ζηηο απαξρέο ηνπ πεξαζκέλνπ 

αηψλα ήηαλ ε ελ δπλάκεη ηζνδπλακία ηεο αληηζηξεςηκφηεηαο ελφο πίλαθα κε ηελ απζηεξή δηαγψληα 

θπξηαξρία πνπ πηζαλψο λα δηείπε απηφλ. πνπδαίνη καζεκαηηθνί πξνζπάζεζαλ λα απαληήζνπλ ζην 

εξψηεκα απηφ, φπσο ν Desplanques, ν Minkowski θαη ν Hadamard. Ο πξψηνο φκσο πνπ θαηάθεξε λα 

απαληήζεη νινθιεξσκέλα ζην εξψηεκα πνπ ηέζεθε λσξίηεξα θαη λα απνδείμεη ηελ ελ ιφγσ ηζνδπλακία 

ήηαλ ν Geršgorin. 

 

Ο Geršgorin ινηπφλ άθεζε σο παξαθαηαζήθε ην νκψλπκν ζεψξεκα, κε ηνλ Γεξκαλφ καζεκαηηθφ Alfred 

Brauer, κεηαπνιεκηθά πιένλ, λα είλαη ν πξψηνο άμηνο ζπλερηζηήο ηνπ. Δηδηθή αλαθνξά πξέπεη λα γίλεη 

θαη ζηνλ Οπθξαλφ καζεκαηηθφ Alexander Οstrowski, ν νπνίνο ρξεζηκνπνίεζε σο εθαξκνγή ζην αξρηθφ 

ζεψξεκα Geršgorin φκνηνπο πίλαθεο κε ηνπο αξρηθνχο, γηα λα θαηαιήμεη ελ ηέιεη ζε αλάινγα 

ζπκπεξάζκαηα. Σφζν ν Ostrowski, φζν θαη ν Brauer κία δεθαεηία αξγφηεξα, απέδεημαλ κε δηαθνξεηηθφ 

ηξφπν, θαη δνπιεχνληαο κάιηζηα ηειείσο αλεμάξηεηα, κία απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο αλαγθαίεο θαη ηθαλέο 

ζπλζήθεο αληηζηξεςηκφηεηαο ησλ ηεηξαγσληθψλ πηλάθσλ. Ο Ostrowski κάιηζηα απνπεηξάζεθε λα 

βειηηζηνπνηήζεη ην ζεψξεκα Geršgorin, ρξεζηκνπνηψληαο ηδηφηεηεο φρη κφλν ησλ γξακκψλ, αιιά θαη 

ησλ ζηειψλ ηνπ ηπραίνπ πίλαθα κεγέζνπο n.  

 

ην ίδην κήθνο θχκαηνο θηλήζεθαλ θαη νη Ky Fan θαη Alan Hoffman ηελ πεξίνδν 1954 -1958, 

κειεηψληαο ππνπεξηπηψζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin θαη θαηά θχξην ιφγν ηελ πεξίπησζε ησλ κε 

αξλεηηθψλ πηλάθσλ. Σν κεζνδηάζηεκα, θαη ζπγθεθξηκέλα ην 1956, ν ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο 

ακεξηθαληθήο ππεθνφηεηαο Alston Scott Householder, είρε πξνβεί ζε παξφκνηα απνηειέζκαηα κε ηνλ 

Geršgorin, ρξεζηκνπνηψληαο φκσο απνθιεηζηηθά λφξκεο πηλάθσλ. 
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Η επφκελε έλλνηα πνπ απαζρφιεζε ηδηαηηέξσο ηνπο καζεκαηηθνχο απηήο ηεο επνρήο ήηαλ ε 

ππνβηβαζηκφηεηα πηλάθσλ, πάλσ ζηελ νπνία εθηελήο έξεπλα έγηλε απφ ηελ Απζηξν-Οπγγαξέδα 

καζεκαηηθφ, γελλεζείζα ην 1906, Olga Taussky. Η ίδηα ππήξμε κία «ιακπαδεδξφκνο» ζηνλ ηνκέα ηεο 

Αλάιπζεο Πηλάθσλ, θαζψο κεηείρε ζηελ νκαιή κεηάβαζε απφ ηελ επνρή πνπ κεζνπξαλνχζε ην ζεψξεκα 

Geršgorin, ζηα ηειεπηαία ρξφληα φπνπ εθκεηαιιεπφκελνη ηελ ππνινγηζηηθή ηζρχ ησλ ζχγρξνλσλ 

ππνινγηζηψλ ιχλνπκε κε άλεζε πιεζψξα δπζεπίιπησλ αληζψζεσλ, βξίζθνληαο έηζη ηα πξνθχπηνληα 

ρσξία παξά ην γεγνλφο φηη θάπνηε ε ππνινγηζηηθή ηνπο πνιππινθφηεηα θάληαδε απαγνξεπηηθή.   

 

ε απηή ηε δηαδξνκή, θαζνξηζηηθφ ξφιν δηαδξακάηηζε ε ζπκβνιή ηνπ A. Brauer. Σν φλνκα ηνπ Γεξκαλνχ 

καζεκαηηθνχ ζπλδέεηαη άξξεθηα κε απηφ ηνπ Cassini, ν νπνίνο ήην καζεκαηηθφο θαη αζηξνλφκνο θαηά 

ηνλ 17
ν
 αηψλα. Παξφηη φκσο ηνπ έξγν ηνπ ππήξμε ζπνπδαίν, ζπαλίσο ην ζπλαληάκε ζηε δηεζλή 

βηβιηνγξαθία, ζε αληίζεζε κε απηφ ηνπ Geršgorin. Οη αηηίεο πνπ ζπκβαίλεη απηφ εηθάδνπκε φηη είλαη 

θπξίσο δχν. Πξσηίζησο δηφηη ην πιήζνο ησλ  νβάι μεπεξλάεη θαηά πνιχ ην πιήζνο ησλ δίζθσλ Geršgorin 

ζε πεξηπηψζεηο πνπ ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα είλαη ζρεηηθά κεγάιν, θαη δεπηεξεπφλησο επεηδή εμ νξηζκνχ 

ηα νβάι ηνπ Cassini είλαη πνιχπινθεο θαηαζθεπέο ελ ζπγθξίζεη κε ηνπο δίζθνπο. 

 

Έλαο επηπξφζζεηνο ιφγνο ελδέρεηαη λα είλαη θαη ε απνηπρία ησλ «ιεκλίζθσλ», πνπ ζα ζπλαληήζνπκε 

ζηελ §3.3, λα πεξηέρνπλ πάληνηε ηηο ηδηνηηκέο ελφο ηπραίνπ ηεηξαγσληθνχ κηγαδηθνχ πίλαθα. Παξφια 

απηά, ην παξαπάλσ πξφβιεκα ιχζεθε ην 1982 απφ ηνλ Ακεξηθάλν καζεκαηηθφ Richard A. Brualdi, ν 

νπνίνο δαλείζηεθε ζηνηρεία ηεο Θεσξίαο Γξαθεκάησλ γηα λα ηα ελζσκαηψζεη ζηα ήδε ππάξρνληα 

ζεσξήκαηα εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ ηνπ Brauer. ηνλ Brualdi ινηπφλ νθείιεηαη ην γεγνλφο φηη έπεηηα απφ 

ηελ έθδειε απνγνήηεπζε πνπ ππήξρε γηα ηελ αλαπνηειεζκαηηθφηεηα ησλ ιεκλίζθσλ, θαηέζηε πιένλ 

δπλαηφ νη ιεκλίζθνη λα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ πξνζέγγηζε ηδηνηηκψλ.   

 

Σν ζεψξεκα Brualdi, ην νπνίν ζπκπεξηιακβάλεηαη βέβαηα ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία, 

επέηξεςε ζηνπο καζεκαηηθνχο λα εμεηάζνπλ ηα ρσξία εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ ππφ έλα λέν νπηηθφ πξίζκα, 

ην νπνίν ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ άλζηζε ησλ ππνινγηζηψλ ηνπο νδήγεζε φπσο ζα δνχκε ζηε 

βειηηζηνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ ρσξίνπ. Σν ρσξίν απηφ, γλσζηφ θαη σο ζχλνιν Brualdi, απνηέιεζε κηα 

θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ θάζκαηνο ελφο νπνηνπδήπνηε ηεηξαγσληθνχ κηγαδηθνχ πίλαθα ζε ζρέζε κε ην 

ζχλνιν Brauer, αιιά θαη ην ζχλνιν Geršgorin πνπ θπξηαξρνχζε ζηελ αληίιεςε ησλ καζεκαηηθψλ επί 

αξθεηέο δεθαεηίεο σο έλα βέιηηζην ρσξίν εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ. Ο Brualdi κάιηζηα ηηκήζεθε ηελ 

πεξαζκέλε δεθαεηία θαη κε ην κεηάιιην Euler.    

 

Δλ ζπλερεία, αθνινχζεζε θαη ην ζεψξεκα ηεο Olga Taussky γηα ηα ζχλνια Brualdi, πνπ καο δίλεη κηα 

αλαγθαία ζπλζήθε γηα ην πφηε έλα ζεκείν ηνπ ζπλφξνπ ηνπ ζπλφινπ Brualdi ελφο πίλαθα είλαη ηδνηηκή 

ηνπ πίλαθα. Μηα αλαγθαία, αιιά ηαπηφρξνλα θαη ηθαλή ζπλζήθε, έρεη δνζεί απφ ηνπο Β. Li θαη               

Μ. Σζαηζφκνηξν ην 1997, αιιά θαη ηελ L. Yu. Kolotilina ιίγα ρξφληα αξγφηεξα. 

 

Η ζπνπδαηφηεηα ησλ νβάι ηνπ Cassini θαη ηνπ ζπλφινπ Brauer αλαδείρζεθε αθφκε πεξηζζφηεξν κφιηο 

ην 1999, απφ ηνλ Varga θαη ηνλ ηειεπηαίν δηδαθηνξηθφ ηνπ θνηηεηή νλφκαηη Alan Krautstengl. Σε ρξνληά 

απηή έδεημαλ νη δχν ηνπο φηη ην ρσξίν εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ δελ αληηπξνζσπεχεη απνθιεηζηηθά ηνλ 

πίλαθα πνπ κειεηήζεθε, αιιά θαη έλα ππεξαξηζκήζηκν ελ γέλεη πιήζνο πηλάθσλ πνπ απνηεινχλ ηε 

ιεγφκελε θιάζε ηνπ αξρηθνχ πίλαθα. Απέδεημαλ θαη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν έλα ζεψξεκα ην νπνίν βαζίζηεθε 

ζηηο παξαηεξήζεηο ηνπ Γεξκαλνχ καζεκαηηθνχ Arthur Engel πάλσ ζηα νβάι ηνπ Cassini. Καηαιπηηθφ 

ξφιν ζηελ απφδεημε απηή έρεη ε θαλνληθή κνξθή Frobenius πνπ νξίδεηαη ζηελ §2.1.  

 

Η επηζπκεηή βειηηζηνπνίεζε ηνπ ζπλφινπ Brualdi ήξζε κφιηο ζην ιπθαπγέο ηνπ 21
νπ

 αηψλα απφ ηνλ 

Varga, κε παξαδείγκαηα ηνπ νπνίνπ θιείλεη θαη ε παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία. 
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Κεθάλαιο 1 

 

Βαζική Θευπία   

 

 
1.1 Διζαγυγικέρ Έννοιερ 
 

Σν πξσηαξρηθφ ζεψξεκα Geršgorin (1931) ηνπ νκψλπκνπ Λεπθνξψζνπ καζεκαηηθνχ πξνθάιεζε 

ληειίξην ελζνπζηαζκφ ζηνλ θφζκν ησλ ζεηηθψλ επηζηεκψλ κε ηελ απιφηεηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ θαη ηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ. Σν ζεψξεκα απηφ κπνξνχζε λα πξνζδηνξίζεη ηηο ηδηνηηκέο ελφο νπνηνπδήπνηε  

n x n κηγαδηθνχ πίλαθα εληφο n ην πιήζνο δίζθσλ ζην κηγαδηθφ επίπεδν. 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε φκσο ζην ζεψξεκα Geršgorin, πξέπεη λα γίλνπλ απαξαηηήησο κεξηθνί νξηζκνί. 

Καηαξράο κε C
n
, φπνπ n είλαη ζεηηθφο αθέξαηνο αξηζκφο, νξίδνπκε ηνλ ρψξν φισλ ησλ n-δηάζηαησλ 

δηαλπζκάησλ ζηήιεο v = [v1, v2,..., vn]
T
 κηγαδηθψλ (ελ γέλεη) αξηζκψλ (δειαδή vi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n). 

Γεληθεχνληαο ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ, κε C
nxm 

ζπκβνιίδνπκε ηνπο πίλαθεο κηγαδηθψλ ζηνηρείσλ δηάζηαζεο  

n x m. πλήζσο έλαο ηέηνηνο πίλαθαο ζπκβνιίδεηαη κε Α ή ελαιιαθηηθά Α = [α i,j], φπνπ 

                                                              A = 

1,1 1,m

n,1 n,m

α α

α α

 
 
 
 
 

 ,                                                             (1.1) 

                                                                          

θαη βεβαίσο α i,j ∈ C,  ∀ 1 ≤ i ≤ n θαη 1 ≤ j ≤ n. Καη‟ αληηζηνηρία, ν R
n
 θαη ν R

nxm
 νξίδνπλ δηαλχζκαηα 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη πίλαθεο πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Γηα ηνλ πξνεγνχκελν πίλαθα Α σο ιδιοηιμή λ νξίδνπκε έλαλ κηγαδηθφ αξηζκφ γηα ηνλ νπνίνλ ε 

γξακκηθή εμίζσζε Ax = λx έρεη κία ιχζε xC
n 
\ {0} θαη ε ιχζε xC

n
 θαιείηαη ιδιοδιάνςζμα ηνπ Α 

(ζε αληηζηνηρία κε ην λ ). Δλαιιαθηηθά, κπνξεί λα εηπσζεί φηη έλαο n x n (κηγαδηθφο) πίλαθαο Α έρεη 

αθξηβψο n, φρη θαη‟ αλάγθε δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο λ i  C ,  i = {1,2,...,n}, νη νπνίεο είλαη ξίδεο ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ p(λ) = det(A-λΙ ). Δπηπιένλ, κε Ι n ζπκβνιίδνπκε ηνλ n x n ηαπηνηηθφ 

πίλαθα, ν νπνίνο έρεη κεδεληθά φια ηα κε-δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ θαη ίζα κε ηε κνλάδα φια ηα δηαγψληα. 

Καζ‟φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθπφλεζεο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο εμεηάδνληαη ηεηξαγσληθνί πίλαθεο πιελ 

ειαρίζησλ εμαηξέζεσλ. Δπηπξφζζεηα, ζπκβνιίδνπκε κε σ (Α) ην θάζμα ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα Α = 

[α i,j] ∈ C
nxn

, πνπ είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ Α, δειαδή 

                          σ (Α) := { λ ∈ C :  det(λ Ι n – Α) = 0 },                                                (1.2) 

ελψ απαξαίηεην θξίλεηαη λα νξηζηεί θαη ην ζχλνιν 

                                                                    Ν := {1,2, . . . ,n},                                                           (1.3) 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα νξίζνπκε ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ αθνινχζσο. 
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Οπιζμόρ 1.1.1. Οξίδνπκε ην i-νζηφ άθποιζμα γπαμμήρ (row sum) σο   

  ri(A) =
i

i , j

j N\

α


    ( i ∈ N),                                                          (1.4) 

κε ηε ζχκβαζε φηη r1(A) := 0 εάλ n=1. 

 

Παπαηήπηζη 1.1.2. Παξφηη ν φξνο «άζξνηζκα γξακκήο» δελ είλαη απφιπηα αθξηβήο, θαζψο εμαηξείηαη 

πάληνηε απφ ην εθάζηνηε άζξνηζκα ην δηαγψλην ζηνηρείν ηεο γξακκήο, ηνλ ρξεζηκνπνηνχκε γηα ιφγνπο 

απιφηεηαο. Οκνίσο, ε ίδηα ηαθηηθή ζα αθνινπζεζεί θαη κε ηα «αζξνίζκαηα ζηειψλ» πνπ εηζάγνληαη 

ζηελ §1.2.  

 

Απαξαίηεηνο είλαη θαη ν νξηζκφο ηεο λφξκαο δηαλπζκάησλ. 

Οπιζμόρ 1.1.3. Μηα ζπλάξηεζε ‖ . ‖∞ : C
n
→R νλνκάδεηαη νόπμα διανςζμάηυν (vector norm) αλ γηα 

θάζε x, y ∈ C
n
 ηθαλνπνηνχληαη ηα αθφινπζα: 

i . ‖ x ‖ ≥ 0 (κε αξλεηηθή). 

i i .  ‖ x ‖ = 0 αλ θαη κφλν αλ x = 0. 

iii .  ‖ αx ‖ = |α|‖ x ‖ γηα θάζε α ∈C .  

iv.  ‖ x + y ‖ ≤ ‖ x  ‖ + ‖ y ‖  (ηξηγσληθή αληζφηεηα).   
  

Οπιζμόρ 1.1.4. Γίλνληαη θαη νη βαζηθφηεξεο λφξκεο γηα θάζε x = [x1, x 2,…, xn]
T
 ∈ C

n
, νη νπνίεο είλαη νη 

εμήο: 

l1(x) := 
n

j

j=1

x  ,  l2(x) := 
n

2

j

j=1

x   θαη   l∞ (x) := max{ |x j |, 1 ≤ j ≤ n}. 
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1.2 Θεώπημα Geršgorin 
 

 

Οπιζμόρ 1.2.1. Δθφζνλ νξίζακε λσξίηεξα ην άζξνηζκα γξακκήο, ζέηνπκε  

Γi (A) := {z ∈ C  : |z − αi,i | ≤  ri (A)} ( i ∈ N ).                               (1.5) 

φπνπ σο Γi (A) θαιείηαη ν i-οζηόρ δίζκορ Geršgorin (i-th Geršgorin disk), ν νπνίνο θαίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν (1.5) φηη είλαη έλαο θιεηζηφο (ιφγσ ηεο κε απζηεξήο αληζφηεηαο “≤”) δίζθνο ζην κηγαδηθφ επίπεδν 

κε θέληξν ην ζεκείν αi,i θαη αθηίλα ri (A). Έπεηηα ζέηνπκε ην ζύνολο Geršgorin (Geršgorin set) σο εμήο: 

  Γ(A) := i

i N

( )Γ A


.                                                          (1.6) 

Σν παξαπάλσ ζχλνιν είλαη βεβαίσο θιεηζηφ θαη θξαγκέλν ζην C. Παξαηαχηα, ην Γ(A) κπνξεί λα έρεη 

κεξηθέο θνξέο κηα ηδηαηηέξσο ελδηαθέξνπζα γεσκεηξηθή δνκή, θάηη πνπ ζπκπεξαίλεηαη θαη απφ ηα 

θάησζη παξαδείγκαηα. 

 

Α1 = [
1 −1
1 −1

] ,  σ(Α1) = {0, 0}.    

 

Α2 = [
1 i 0
1/2 4 i/2
1 0 7

] ,  σ(Α2) = {0.9641 – 0.1620i, 4.0641 + 0.1629i,  6.9718 + 0.0008i}. 

 

Α3 = 

[
 
 
 
 
 
 
0 4 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0
0 1 −2 0 0 0 0
0 0 1/8 −i 1/8 0 0
0 0 0 1/4 −2i 1/4 0
0 0 0 0 0 9/2 1/2
0 0 0 0 0 1/2 −9/2]

 
 
 
 
 
 

 ,  

 

σ(Α3) = {3.2361, -1.2361, -2, -1.0323i, -1.9677i, 4.2557, - 4.2557}. 
 
 Δδψ λα επηζεκάλνπκε φηη ζηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ κε αθεξαίσλ πξαγκαηηθψλ θαη κηγαδηθψλ 

κεξψλ ησλ ηδηνηηκψλ έρεη γίλεη ζηξνγγπινπνίεζε ζην ηέηαξην δεθαδηθφ ςεθίν. 

 

Γηα θάζε πίλαθα {Α i }i=1,2,3 πνπ νξίζηεθε παξαπάλσ, δίλεηαη ηφζν ην θάζκα ηνπ, φζν θαη ην αληίζηνηρν 

Geršgorin ζχλνιφ ηνπ ζηηο Δηθφλεο 1.1 έσο 1.3, ελψ νη ηδηνηηκέο ηνπ θάζε πίλαθα απεηθνλίδνληαη ζηηο 

αθφινπζεο εηθφλεο κε “×”. 

 

Δηθόλα 1.1: Απεηθνλίδεηαη ην Γ(A1) θαη ην σ(A1) γηα ηνλ πίλαθα A1. 
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Δηθόλα 1.2: Απεηθνλίδεηαη αληηζηνίρωο ην ζύλνιν Geršgorin θαη ην θάζκα ηνπ δεύηεξνπ πίλαθα. 

 

 

 

 
 

Δηθόλα 1.3: Τέινο, έρνπκε ηελ απεηθόληζε ηνπ ζπλόινπ Γ(A3) θαη ηνπ θάζκαηνο σ(A3) γηα ηνλ πίλαθα A3. 

 

 

1. Καηαξράο παξαηεξνχκε ζηελ πξψηε εηθφλα πσο ε ηδηνηηκή 0 έρεη αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα δχν. 

Δπνκέλσο, ζπλεπάγεηαη βάζεη θαη ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin πνπ ζα παξνπζηάζνπκε θαη ζα 

αλαιχζνπκε ελ ζπλερεία φηη νη δχν νκψλπκνη δίζθνη πνπ ζρεκαηίδνληαη δελ πξφθεηηαη λα είλαη 

μέλα ζχλνια . Χο εθ ηνχηνπ ε ηνκή ησλ δχν δίζθσλ ζα είλαη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν ηνπ 

κηγαδηθνχ επηπέδνπ, φπσο θαη ηζρχεη ελ πξνθεηκέλε πεξηπηψζεη. Σν φηη νη δχν δίζθνη Geršgorin 

εθάπηνληαη, έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη θάζε δίζθνο Geršgorin είλαη θιεηζηφο. 

2. Πέξα απ‟ηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε φπνπ θάπνηα/-εο ηδηνηηκή/-έο βξίζθεηαη/-νληαη ζην ζχλνξν 

ελφο ε πνιιψλ δίζθσλ Geršgorin, ππάξρεη θαη ε ζπλήζεο πεξίπησζε γηα πίλαθεο είηε κε κηθξά 

αζξνίζκαηα γξακκψλ πνπ δελ έρνπλ θάπνην δηαγψλην ζηνηρείν λα εκθαλίδεηαη πάλσ απφ κία θνξά, 

είηε κε δηαγψληα ζηνηρεία πνπ απέρνπλ αηζζεηά κεηαμχ ηνπο ρσξίο λα εκθαλίδεηαη θάπνην 

ηεξάζηην άζξνηζκα γξακκήο αλαινγηθά κε ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα. Δλ ηνηαχηε 

πεξηπηψζεη παξαηεξνχκε φηη θάζε δίζθνο Geršgorin πεξηέρεη αθξηβψο 1 ηδηνηηκή, φπσο θαίλεηαη 

μεθάζαξα θαη ζηελ Δηθφλα 1.2. 
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3. Πξηλ φκσο γεληθεχζνπκε ηηο παξαπάλσ παξαηεξήζεηο καο θαη θηάζνπκε ζην ζεκείν λα 

δηαηππψζνπκε ην ζεψξεκα Geršgorin, έρνπκε ην θαζήθνλ λα απνζαθελίζνπκε αλ θάζε δίζθνο 

Geršgorin πεξηέρεη πάληνηε ηνπιάρηζηνλ κία ηδηνηηκή. Καη παξφηη κηα θαηαθαηηθή απάληεζε ζην 

κείδνλ απηφ εξψηεκα πνπ ηέζεθε ζα  καο δηεπθφιπλε ηδηαηηέξσο, ε απάληεζε δπζηπρψο δελ είλαη 

ε αλακελφκελε. Καη απηφ γηαηί θάζε δίζθνο Geršgorin δελ πεξηέρεη νπσζδήπνηε θάπνηα ηδηνηηκή. 

Γηα ηνπ ιφγνπ ην αιεζέο, κπνξνχκε εχθνια λα εμαθξηβψζνπκε φηη ηζρχεη ε παξαπάλσ ζέζε 

παξαηεξψληαο ηνλ δεμηφ ζθνπξφρξσκν δίζθν ηεο ηξίηεο εηθφλαο. 

  

Παξφια απηά παξαηεξνχκε φηη θαη ζηηο ηξεηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο φιεο νη ηδηνηηκέο 

εκπεξηέρνληαη εληφο ηνπ ζπλφινπ Geršgorin, ζπκπέξαζκα πνπ ηζρχεη ελ ηέιεη γηα θάζε                 

Α = [α i,j] ∈ C
nxn

 θαη απνηειεί ζπλάκα θαη ην εθαιηήξην γηα ηε δηαηχπσζε ηνπ πξσηαξρηθνχ θαη 

ζίγνπξα ζεκαληηθφηεξνπ ζεσξήκαηνο ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 

 

 

Θεώπημα 1.2.2. (Θεψξεκα Geršgorin)  Γηα θάζε Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

θαη θάζε ηδηνηηκή λ ∈ σ (Α) ππάξρεη 

έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο κ ∈ N, ηέηνηνο ψζηε 

| λ – α θ,θ |  ≤  rθ (A).                                                              (1.7) 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαηαξράο ζπλεπάγεηαη (ιφγσ ηεο ζρέζεο 1.5) φηη λ ∈ Γθ (A), ελψ πξνθχπηεη 

άκεζα απφ ηελ (1.6) φηη λ ∈ Γ(A). Καζψο κάιηζηα απηφ ηζρχεη γηα θάζε λ ∈ σ (Α), ηζρχεη φηη 

σ (Α) ⊆ Γ(A).                                                                   (1.8) 

Απφδεημε: Γηα θάζε ηδηνηηκή λ ∈ σ (Α), έζησ 0 ≠ x = [x1, x 2,…, xn]
T
∈C

n 
ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 

κηγαδηθψλ ζηνηρείσλ, έηζη ψζηε Ax = λx. Σφηε ζα έρνπκε j

j N

x


 αi,j = λxi, ∀ i ∈ N. 

Καζψο φκσο ην ηδηνδηάλπζκα είλαη κε κεδεληθφ, ππάξρεη θάπνηνο ζεηηθφο αθέξαηνο κ ∈N γηα ηνλ νπνίνλ 

ηζρχεη 0 < |xθ | = max{|xi |: i ∈ N}. Γη‟απηφ ην κ έχουμε ότι j

j N

x


 αθ,j  = λxθ, ή ηζνδχλακα φηη 

(λ – αθ,θ ) xθ   = j

j N \θ

x


 αθ,j . 

Λακβάλνληαο πιένλ ηηο απφιπηεο ηηκέο θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα ε παξαπάλσ 

ηζφηεηα κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 

|λ – αθ,θ | |xθ |  ≤  θ,j

j N \θ

j| α || |x


  ≤  θ,j

j N \θ

θ| α || |x


  = |x θ | rθ (A) , 

θαη δηαηξψληαο κε |xθ | > 0 θαηαιήγνπκε ζηελ επηζπκεηή ζρέζε.       ∎ 

 

Παπαηήπηζη 1.2.3. Παξαηεξνχκε πσο έλαο δίζθνο Geršgorin πνπ πεξηέρεη ζίγνπξα ηελ εθάζηνηε λ 
ηδηνηηκή είλαη ν θ-νζηφο, φπνπ θ είλαη ν αχμσλ αξηζκφο ηνπ ζηνηρείνπ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο ηεο ηδηνηηκήο 

λ πνπ είλαη κεγαιχηεξν (ή ίζν) ζε ζρέζε κε ηα ππφινηπα. 

 

πκπεξαζκαηηθά, δελ κπνξνχκε λα ηζρπξηζηνχκε πσο γηα έλαλ ηπραίν πίλαθα 3x3 ηζρχεη απαξαίηεηα φηη 

λ2 ∈ Γ2, αιιά φηη ∃ i ∈ {1,2,3} έηζη ψζηε ε λ2 λα πεξηέρεηαη εληφο απηνχ ηνπ Γi  Geršgorin δίζθνπ. 

 

Ο εμεπηειηζηηθά απιφο ηξφπνο κε ηνλ νπνίνλ δχλαηαη έλαο καζεκαηηθφο λα πξνζδηνξίζεη ρσξηθά ηηο 

ηδηνηηκέο ελφο πίλαθα Α ∈ C
nxn

 κε ηε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin είλαη πξνθαλήο. Με κεξηθέο 

αξηζκεηηθέο δηαδηθαζίεο, πξνζζέζεηο επί ηεο νπζίαο, πνπ θαηαρξάδνληαη πνιχ κηθξφ ππνινγηζηηθφ 

θφζηνο, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε αξρηθά ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ {ri}i ∈ N, ηα νπνία ελ ζπλερεία 

απνβαίλνπλ θαζνξηζηηθά ζηελ εχξεζε n ην πιήζνο δίζθσλ, ησλ νπνίσλ ε έλσζε πεξηέρεη φιεο ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α. 
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ε αληηδηαζηνιή κε ηελ απιφηεηα ηεο θαηλνηφκνπ κεζφδνπ ηνπ Geršgorin κπνξεί θάπνηνο κφλν λα 

παξαζέζεη ηελ νκνινγνπκέλσο αδπλακία ηνπ πεξαηηέξσ πξνζδηνξηζκνχ ηεο ηδηνηηκήο εληφο ελφο δίζθνπ 

ή αθφκε θαη κεξηθέο θνξέο θαη νιφθιεξνπ ηνπ ζπλφινπ Geršgorin 

 Δληνχηνηο, ην ζχλνιν Geršgorin κε ηνλ ηξφπν πνπ νξίζηεθε θαίλεηαη λα εκπεξηέρεη (πέξα απφ 

φιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ Α) θαη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ησλ πηλάθσλ Β = [b i,j] ∈ C
nxn

 κε ηελ πξνυπφζεζε λα 

ηζρχεη b i,i = α i,i θαη ri (Β) = ri (A) ∀ i ∈ N, έηζη ψζηε λα πξνθχπηεη σ (Α) ⊆ Γ(Β) γηα θάζε ηπραίν πίλαθα Β 

απηνχ ηνπ είδνπο. 

 Η θχξηα ηδέα πίζσ απφ ην ζεψξεκα Geršgorin φκσο πξνυπήξρε θαη δηαηππψζεθε πξψηε θνξά σο 

ζπλέπεηα ηνπ Θεσξήκαηνο Απζηεξήο Γηαγψληαο Κπξηαξρίαο (ΘΑΓΚ). Πξνηνχ φκσο δψζνπκε 

πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο θαη αληηπαξαζέζνπκε ηα δχν ζεσξήκαηα, νθείινπκε λα εμεηάζνπκε 

κηα γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin δαλεηδφκελνη κεξηθά ζηνηρεία απφ ηε Θεσξία Σειεζηψλ. 

Αξρηθά καο είλαη απαξαίηεηνο ν νξηζκφο ηεο θαζκαηηθήο αθηίλαο. 

Οπιζμόρ 1.2.4. Χο θαζμαηική ακηίνα (spectral radius) γηα ηπραίν πίλαθα Α ∈C
nxn 

νξίδνπκε ηε 

κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή. Γειαδή, 

ξ(Α) = max{λ: λ ∈ σ (Α)}.                                                          (1.9) 

 

Πόπιζμα 1.2.5. Γηα θάζε Α = [α i,j] ∈ C
nxn

, ηζρχεη φηη 

ξ(Α) ≤ max i ∈ N 
j 

i,j

N

α  | |


 .                                                          (1.10) 

Η απφδεημε είλαη παξαπιήζηα ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin θαη ρξεζηκνπνηείηαη πάιη ε ηξηγσληθή 

αληζφηεηα. Δθφζνλ φκσο ην β κέινο ηεο ζρέζεο (1.10) είλαη σο επί ην πιείζηνλ ε λφξκα άπεηξν ηνπ 

πίλαθα Α, θαηαιήγνπκε ζην φηη  

ξ(Α) ≤ ‖Α‖∞.                                                                                                        (1.11) 

 

Παπαηήπηζη 1.2.6. Η ‖ □ ‖∞ είλαη ε λφξκα άπεηξν γηα πίλαθεο ζην C
nxn

 πνπ επάγεηαη θπζηθά απφ ηε 

λφξκα δηαλπζκάησλ  ‖ . ‖∞  ζην C
n
. 

 

Παπαηήπηζη 1.2.7. Γλσξίδνληαο πιένλ ηελ θαζνιηθή ηζρχ ηεο (1.11), κπνξνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε 

έλα δίζθν ζην κηγαδηθφ επίπεδν θέληξνπ (0,0) θαη αθηίλαο ‖Α‖∞ , ν νπνίνο ζα πεξηέρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ Α. Παξφια απηά, είλαη αξθεηά εκθαλέο φηη ην λέν καο ρσξίν απνθιείεηαη λα είλαη γλήζην ππνζχλνιν  

ηνπ Γ(Α), ελψ ζηηο ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ησλ πεξηπηψζεσλ/πηλάθσλ ζα είλαη αηζζεηά κεγαιχηεξν ηνπ 

ζπλφινπ Γ(Α) (ε κνλαδηθή νπζηαζηηθά εμαίξεζε είλαη ε χπαξμε νκφθεληξσλ ζην (0,0) δίζθσλ Geršgorin). 

 

Οπιζμόρ 1.2.8. Έλαο πίλαθαο Α = [α i,j] ∈ C
nxn

 νλνκάδεηαη αςζηηπά διαγώνια κςπίαπσορ (strictly 

diagonally dominant) εάλ ηζρχεη 

|α i,i| > r i (A), ∀ i ∈ N.                                                             (1.12) 

Θεώπημα 1.2.9. (ΘΑΓΚ) Κάζε πίλαθαο Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

ν νπνίνο είλαη απζηεξά δηαγψληα θπξίαξρνο 

είλαη θαη αληηζηξέςηκνο (/νκαιφο /κε ηδηάδσλ). 

Απφδεημε: Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εηο άηνπνλ απαγσγή. Αλ ππνζέζνπκε φηη ν Α ηθαλνπνηεί ηελ (1.12) 

θαη είλαη κε αληηζηξέςηκνο, ηφηε απηφ ζπλεπάγεηαη φηη 0 ∈ σ (Α). Απφ ηε ζρέζε (1.7) φκσο γλσξίδνπκε φηη 

ζα ππάξρεη θάπνηνο δίζθνο  Geršgorin πνπ ζα πεξηέρεη ηελ ηδηνηηκή λ = 0. Γειαδή ∃ θ ∈ N ηέηνην ψζηε 

λα ηζρχεη |λ – αθ,θ | = |αθ,θ | ≤ rθ(A). Απηφ βέβαηα αληηηίζεηαη ζηελ αξρηθή ππφζεζε, θαζψο θαηαιήγνπκε 

ζε άηνπν. Δπνκέλσο ηζρχεη φηη ν Α είλαη έλαο αληηζηξέςηκνο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο.                         ∎  
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 Γηα λα δείμνπκε ηελ ηζνδπλακία ηνπ ΘΑΓΚ κε ην ζεψξεκα Geršgorin αξθεί λα δείμνπκε φηη 

δεδνκέλνπ ηνπ ΘΑΓΚ ηζρχεη θαη ην ζεψξεκα Geršgorin, δειαδή ηελ αληίζηξνθε δηαδηθαζία απφ 

απηήλ πνπ αθνινπζήζεθε ζηελ πξνεγνχκελε απφδεημε, φπνπ θάλεθε πσο φηαλ ηζρχεη 

ζεψξεκα.Geršgorin ηζρχεη θαη ην ΘΑΓΚ. 

Αλ ζεσξήζνπκε ινηπφλ φηη ηζρχεη ην Θεψξεκα 1.2.9, αιιά δελ ηζρχεη ην Θεψξεκα 1.2.2, ηφηε απηφ 

ζεκαίλεη φηη γηα θάπνηνλ πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn 
∃ λ ∈ σ (Α) ηέηνηα ψζηε  

|λ – αθ,θ |  >  rθ(A),  ∀ θ ∈ N.                                                        (1.13) 

Γειαδή λα κελ αλήθεη ε ηδηνηηκή απηή ζε θαλέλα δίζθν Geršgorin. Θέηνπκε ηψξα ηνλ πίλαθα Β := λ Ι n – 

Α := [b i,j]. Ο πίλαθαο Β εμ νξηζκνχ θαίλεηαη φηη ζα έρεη σο ηδηνηηκή ην κεδέλ, επνκέλσο θαηαηάζζεηαη 

απηνκάησο ζηνπο κε αληηζηξέςηκνπο. Δπηπξφζζεηα, πάιη απ‟ ηνλ νξηζκφ ηνπ Β πξνθχπηεη φηη rθ(Β) = 

rθ(A) θαη |β θ,θ |  = |λ – αθ,θ |. 

 πλεπψο ε ζρέζε (1.13) κεηαζρεκαηίδεηαη ζε |β θ,θ | > rθ(Β) ∀ θ ∈ N. Σφηε φκσο ζχκθσλα κε ην 

Θεψξεκα Απζηεξήο Γηαγψληαο Κπξηαξρίαο (1.2.9) ζπλεπάγεηαη φηη ν Β είλαη αληηζηξέςηκνο. 

πκπέξαζκα ην νπνίν βεβαίσο αληηθξνχεηαη κε ηελ αξρηθή καο δηαπίζησζε γηα ηνλ Β. Άξα θαηαιήγνπκε 

πάιη ζε άηνπν, πνπ ζεκαίλεη φηη φηαλ ηζρχεη ην ΘΑΓΚ ηζρχεη θαη ην ζεψξεκα Geršgorin. Σα δχν απηά 

ζπνπδαία ζεσξήκαηα ινηπφλ είλαη φλησο ηζνδχλακα. Παξαηεξείηαη ινηπφλ ε ηζνδπλακία ελφο 

ζεσξήκαηνο γηα αληηζηξέςηκνπο πίλαθεο κε έλα ζεψξεκα εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ. 

 

Παπαηήπηζη 1.2.10. Άμην αλαθνξάο είλαη ην γεγνλφο φηη νπθ νιίγνη ζπνπδαίνη καζεκαηηθνί 

ζπλεηζέθεξαλ ζηε δηαηχπσζε ηνπ ΘΑΓΚ έηζη φπσο ην μέξνπκε ζήκεξα, θαη κάιηζηα θαηά ηελ 

πιεηνςεθία ηνπο ήηαλ πξνγελέζηεξνη ηνπ S. A. Geršgorin. Πην ζπγθεθξηκέλα κηα εχθεκε κλεία 

επηβάιιεηαη λα γίλεη ζηνπο Lévy (1881), Desplanques (1888), Minkowski (1900) θαη Hadamard (1903). 

 

Αμίδεη επίζεο λα επηζεκαλζεί φηη ην ζεψξεκα Geršgorin δηαδφζεθε επξέσο ηαρχηαηα, θαζψο είρε ηελ 

ηδηαηηεξφηεηα λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί πνιχ εχθνια ζε νπνηνλδήπνηε ηπραίν ηεηξαγσληθφ πίλαθα. 

 Η πξψηε επέθηαζε ηνπ αξρηθνχ ζεσξήκαηνο Geršgorin ζπκπεξηιήθζεθε θαη απηή ζην νκψλπκν 

ζχγγξακκά ηνπ ην 1931. Θεσξνχκε αξρηθά έλα δηάλπζκα x = [x1, x 2,…, xn]
T 
∈R

n
, ην νπνίν έρεη φια ηα 

ζηνηρεία ηνπ xi  > 0  ∀ i ∈ N θαη ζπκβνιίδεηαη κε x > 0. Βάζεη απηνχ ηνπ ζεηηθνχ δηαλχζκαηνο νξίδνπκε 

ηνλ πίλαθα Υ, ν νπνίνο είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο κε diag[x] = diag[x1, x 2,…, xn] θαη πξνθαλψο 

είλαη αληηζηξέςηκνο. 

 Αλ ηψξα δίλεηαη έλαο Α = [α i,j] ∈ C
nxn

 πίλαθαο, ηφηε πξνθχπηεη ν Υ
-1Α Χ = [α i,j xj /xi]. Μάιηζηα ν 

Υ
-1Α Χ είλαη φκνηνο κε ηνλ Α (θαζψο απφ νξηζκφ νκνηφηεηαο πηλάθσλ ∃ P ∈ C

nxn
 πίλαθαο ηέηνηνο ψζηε  

P Υ-1Α Χ P-1
 = Α (ζηελ πεξίπησζε καο είλαη αξθεηά πξνθαλέο φηη P = Χ ). Δπηπιένλ, σ (Υ

-1Α Χ) = σ (Α). 

 Αθνινπζψληαο ηα βήκαηα κε ηα νπνία θηάζακε ζην ζεψξεκα Geršgorin, θαηαζθεπάδνπκε 

ηειείσο αλάινγα ηα λέα “ζηαζκηζκέλα“ αζξνίζκαηα γξακκψλ, φπσο θαη ηνπο ζηαζκηζκέλνπο δίζθνπο 

Geršgorin νχησο ψζηε λα πξνθχςεη ην ζηαζκηζκέλν ζχλνιν Geršgorin.  

 

Οπιζμόρ 1.2.11.  Θέηνπκε ινηπφλ σο    

ri
x
(A) :=  ri(X

−1
AX)  = i , j j i

j   Ν\i

α x / x( | | )


  ( i ∈ N, x > 0)                        (1.14)                                                           

ην νπνίν είλαη ην i-νζηφ ζηαθμιζμένο άθποιζμα γπαμμήρ (i-th weighted row sum). Τπελζπκίδνπκε φηη 

ην ri
x
(A) είλαη ην άζξνηζκα φισλ ησλ ζηνηρείσλ ηεο i-νζηήο γξακκήο ηνπ πίλαθα Υ

-1Α Χ πιελ ηνπ 

δηαγσλίνπ θαη είλαη έλαο κε αξλεηηθφο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 
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Οπιζμόρ 1.2.12. Σπλερίδνληαο, ζέηνπκε ηνλ i-νζηφ ζηαθμιζμένο δίζκο Geršgorin (weighted 

Geršgorin disk) θαη ην ζηαθμιζμένο ζύνολο Geršgorin (weighted Geršgorin set), πνπ εληειψο 

αληίζηνηρα κε ηηο ζρέζεηο (1.5) θαη (1.6) νξίδνληαη σο εμήο: 

Γi

x
(A) := {z ∈ C  : |z − αi,i| ≤  ri

x
 (A)} ( i ∈ N ),                                        (1.15) 

θαη  Γ
x
(A) := ⋃ Γi∈Ν i

x
(A).                                                           (1.16) 

Δθαξκφδνληαο ην ζεψξεκα 1.2.2 ζηνλ πίλαθα Υ
-1Α Χ θαη ιακβάλνληαο ππφςηλ φηη σ (Υ

-1Α Χ) = σ (Α), 

δηαπηζηψλνπκε ην παξαθάησ: 

Πόπιζμα 1.2.13. Γηα θάζε Α = [α i,j] ∈ C
nxn

 θαη ∀ x > 0 ζην R
n 

ηζρχεη φηη 

 σ (Α) ⊆ Γ
x
(A).                                                                   (1.17) 

Παπαηήπηζη 1.2.14. Αζθαιψο θαη ην ζεψξεκα Geršgorin κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζηνλ Υ
-1Α Χ, κε ηνλ 

Υ λα κελ είλαη απαξαίηεηα δηαγψληνο, αιιά έλαο νπνηνζδήπνηε αληηζηξέςηκνο πίλαθαο Υ ∈ C
nxn

. Η 

πεξίπησζε πνπ εμεηάζακε φπνπ Υ = diag[x1, x 2,…, xn] , κε xi > 0 ∀ i ∈ N είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε. 

Δηδηθή ιφγσ ηνπ γεγνλφηνο φηη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζηαζκηζκέλσλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ {ri
x
(A)}i∈N  

ρξεηαδφκαζηε ειάρηζηε παξαπάλσ ππνινγηζηηθή ηζρχ ζε ζρέζε κε ηνλ ππνινγηζκφ ησλ «θιαζζηθψλ» 

αζξνηζκάησλ γξακκψλ {ri(A)}i∈N. Αληηζέησο, ζε ππθλνχο, κε πνιιά κε κεδεληθά κε δηαγψληα ζηνηρεία 

πίλαθεο, ε ρξεηαδνχκελε ππνινγηζηηθή δχλακε αλεβαίλεη θαηαθφξπθα. 

Παπαηήπηζη 1.2.15. Δπηπξνζζέησο, εθφζνλ ηζρχεη ε (1.17) γηα θάζε αληηζηξέςηκν πίλαθα Υ θαη ην 

θάζκα ηνπ Α είλαη πάληα ππνζχλνιν ηνπ ζηαζκηζκέλνπ ζπλφινπ Geršgorin πνπ πξνθχπηεη, γελλάηαη ην 

εξψηεκα θαηά πφζνλ κπνξεί λα ζπξξηθλσζεί ην ζχλνιν ζην νπνίν πεξηέρνληαη φιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ Α.  

Οξκψκελνη απ‟ απηφ ην κείδνλ δήηεκα, νδεγνχκαζηε θαη ζε έλα επηπξφζζεην εξψηεκα, αλ κπνξνχλ λα 

ππνινγηζηνχλ επαθξηβψο νη ηδηνηηκέο ηνπ Α κε ζρεηηθά κηθξφ ππνινγηζηηθφ θφζηνο. ε απηφ ην ζεκείν 

ινηπφλ νθείινπκε λα αλαθεξζνχκε ζηελ θαλνληθή κνξθή Jordan, κηα ηδηαίηεξε κνξθή πίλαθα πνπ καο 

δίλεη απεπζείαο ηηο δεηνχκελεο ηδηνηηκέο. Γηα θάζε  Α = [α i,j] ∈ C
nxn

 ινηπφλ ∃ S ∈ C
nxn 

αληηζηξέςηκνο 

πίλαθαο ηέηνηνο ψζηε S
-1Α S =: J, κε ηνλ J λα είλαη έλαο δηδηαγψληνο άλσ ηξηγσληθφο πίλαθαο, ηνπ νπνίνπ 

ηα δηαγψληα ζηνηρεία αληηζηνηρνχλ ζηηο ηδηνηηκέο ηνπ Α, ελψ ηα ζηνηρεία ηεο άλσ δηαγσλίνπ είλαη 

κεδεληθά ή κνλάδεο, ππνδεηθλχνληαο ηελ αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο εθάζηνηε ηδηνηηκήο.  

Γειαδή, ε θαλνληθή κνξθή Jordan είλαη ε J = diag[J1(λ1), J2(λ2), . . ., Jθ(λθ)], φπνπ γηα φια ηα 1≤ i ≤ θ   

ηζρχεη J i(λ i)  = |λ1| εάν ο J i(λ i)   είλαη 1x1 πίλαθαο. Γηαθνξεηηθά ν J i(λ i)   είλαη έλαο άλσ δηδηαγψληνο 

πίλαθαο, κε ηελ θάησζη κνξθή: 

                                         J i(λ i)   =  

[
 
 
 i 1 ⋯ 0
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ … ⋱ 1

0 … 0 i ]
 
 
 

.    

Χζηφζν ν ππνινγηζκφο ηνπ J είλαη ππνινγηζηηθά θνζηνβφξνο, νπφηε νθείινπκε λα ζηξαθνχκε ζε άιιεο 

κεζφδνπο εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ. 

 Η επφκελε επέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin αθνξά ην πιήζνο ησλ ηδηνηηκψλ πνπ πεξηέρνληαη 

ζε κία ζπλεθηηθή ζπληζηψζα ηνπ  Γ
x
(A). Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα πίλαθεο κεγέζνπο  n ≥ 2, έζησ S έλα 

γλήζην κε θελφ ππνζχλνιν ηνπ Ν := {1,2, . . . ,n}, δειαδή  ∅ ≠ S ⊊ Ν, ελψ ηελ πιεζηθφηεηά ηνπ (ην 

πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δειαδή), ηε ζπκβνιίδνπκε κε S . 

 Σν επφκελν βήκα είλαη λα νκαδνπνηήζνπκε ηνπο δείθηεο θάζε ζπλεθηηθήο ζπληζηψζαο Geršgorin 

(ζηαζκηζκέλσλ) δίζθσλ νχησο ψζηε λα αλήθνπλ ζε έλα ζχλνιν φπσο ην S. Σφηε γηα θάζε  Α = [α i,j] ∈ 

C
nxn

 θαη ∀ x > 0 ∈ R
n
, δεδνκέλνπ ηνπ ζπλφινπ θπζηθψλ S έρνπκε ην εμήο ζπλεθηηθφ ζχλνιν: 

ΓS

x
(A) := ⋃ Γi∈S i

x
(A).                                                           (1.18) 
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Σν παξαπάλσ είλαη κία έλσζε ζηαζκηζκέλσλ δίζθσλ Geršgorin, εθ ησλ νπνίσλ θαλείο δελ είλαη μέλνο κε 

φινπο ηνπο ππφινηπνπο. αλ απνηέιεζκα επνκέλσο πξνθχπηεη έλα ππνζχλνιν ηνπ ζηαζκηζκέλνπ 

ζπλφινπ Geršgorin πνπ απνηειεί ζπλάκα θαη κία ζπλεθηηθή ζπληζηψζα ηνπ. 

 Αλ κε Ν\S ζπκβνιίζνπκε ην ζπκπιήξσκα ηνπ ζπλφινπ S ζε ζρέζε κε ην Ν, ηφηε ε ζρέζε 

ΓS

x
(A) ∩ ΓΝ\S

x
(A) = ∅                                                                             (1.19) 

καο ππνδειψλεη φηη ε έλσζε ησλ ζηαζκηζκέλσλ δίζθσλ  Geršgorin κε δείθηε πνπ αλήθεη ζην S είλαη 

μέλε κε ηελ έλσζε φισλ ησλ ππνινίπσλ ζηαζκηζκέλσλ δίζθσλ Geršgorin. Η πξνεγνχκελε ζρέζε καο 

νδεγεί θαη ζην επφκελν θνκβηθφ ζεψξεκα. 

Θεώπημα 1.2.16. (επέθηαζε ζεσξήκαηνο Geršgorin) Γηα θάζε  Α = [α i,j] ∈ C
nxn

, n ≥ 2, θαη ∀ x > 0 ∈ 

R
n 

γηα ην νπνίν ηζρχεη ε ζρέζε (1.19) γηα θάπνην ζχλνιν S γλήζην ππνζχλνιν ηνπ Ν, ηφηε ην ΓS

x
(A) 

πεξηέρεη αθξηβψο S  ην πιήζνο ηδηνηηκέο. 

Απφδεημε: Θεσξνχκε ηελ θιάζε πηλάθσλ A(t) := [αi,j(t)] ∈ C
nxn 

φπνπ ηα δηαγψληα ζηνηρεία δηαηεξνχληαη 

σο έρνπλ, δειαδή αi,i(t) := αi,i, ελψ γηα φια ηα κε δηαγψληα ζηνηρεία (∀ i, j ∈ N με i ≠ j) ιςχύει       

α i , j(t) := t .αi,j. Γηα ηελ παξάκεηξν t ηζρχεη 0 ≤ t ≤ 1. 

Αθνχ ινηπφλ έγηλαλ νη απαξαίηεηνη νξηζκνί, παξαηεξνχκε φηη 

ri
x
(A(t))  =  ∑ (|𝑗∈Ν\𝑖 αi,j(t)| xj / xi)  =  t.∑ (|𝑗∈Ν\𝑖 αi,j| xj / xi)  =  t.ri

x
(A)  ≤  ri

x
(A),   ∀ t ∈ [0,1]. 

Δπνκέλσο, εθφζνλ ri
x
(A(t)) ≤ ri

x
(A), ηζρχεη φηη Γi

x
(A(t)) ⊆ Γi

x
(A) γηα φια ηα t ∈ [0,1], ∀ i ∈ N. Μνιαηαχηα, 

κε ηνλ ηζρπξηζκφ ηεο (1.19) πξνθχπηεη ε πην γεληθεπκέλε ζρέζε 

ΓS

x
(A(t)) ∩ ΓΝ\S

x
(A(t)) = ∅ ,    ∀ t ∈ [0,1].                                          (1.20) 

Δθαξκφδνληαο κάιηζηα ηε ζρέζε (1.17) ηνπ Πνξίζκαηνο 1.2.13 ζηελ πξνθείκελε πεξίπησζε, πξνθχπηεη 

φηη σ (Α(t)) ⊆ Γ
x
(A(t)),  ∀ t ∈ [0,1]. 

Γηα t=0, ν πίλαθαο Α(0) είλαη εκθαλψο δηαγψληνο, επνκέλσο νη ηδηνηηκέο ηνπ Α(0) είλαη νη ηηκέο 
n

1i,i i={ }α .   

Οπφηε   ΓS

x
(A(0)) = {α i,i : i ∈ S} θαη πεξηέρεη αθξηβψο S  ην πιήζνο ηδηνηηκέο ηνπ A(0)). Καζψο ε ηηκή πνπ 

ιακβάλεη ε παξάκεηξνο t αιιάδεη, αιιάδνπλ θαη ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α(t), θαη εθφζνλ κεηαβάιιεηαη ν 

ίδηνο ν πίλαθαο θπζηθφ επαθφινπζν είλαη λα κεηαβάιινληαη κε ζπλερή ηξφπν θαη νη ηδηνηηκέο λ i(t).  

 Δπεηδή φκσο ε (1.20) ηζρχεη γηα φια ηα t ∈ [0,1], είλαη αδχλαην θαζψο ην t απμάλεηαη κε ζπλερή 

ηξφπν απφ ην κεδέλ ζηε κνλάδα ην ζχλνιν ΓS

x
(A(t)) λα απνιέζεη ή λα απνθηήζεη θάπνηα επηπιένλ 

ηδηνηηκή ηνπ A(t)). πλεπψο, ην ΓS

x
(A), φηαλ ην t ζα ηζνχηαη αθξηβψο κε ηε κνλάδα, ζα εμαθνινπζεί λα 

πεξηέρεη αθξηβψο ⃒ S ⃒    ηδηνηηκέο ηνπ Α(1) = Α.                                                                                                   ∎  
 

Ππόηαζη 1.2.17. ε πεξίπησζε πνπ ε ηνκή ηεο ζρέζεο (1.20) δελ είλαη ηειείσο θελή, αιιά 

πεξηιακβάλεη θάπνηα m ην πιήζνο κεκνλσκέλα ζεκεία (κε m ≥ 1), ηφηε ην Θεψξεκα 1.2.16 εμαθνινπζεί 

λα ηζρχεη, αθφκα θαη αλ θάπνηα απφ απηά ηα κεκνλσκέλα ζεκεία είλαη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α. 

 

Δλ νιίγνηο, δηαπηζηψζεθε φηη θαζψο ε παξάκεηξνο t ηεο πξνεγνχκελεο απφδεημεο «ηξέρεη» απφ ην κεδέλ 

ζην έλα , ην ΓS

x
(A(t)) ηείλεη ζην ΓS

x
(A) θαη ζα ζπλερίδεη λα πεξηέρεη αθξηβψο  S ην πιήζνο ηδηνηηκέο, φζν 

θαη ην πιήζνο ησλ δίζθσλ Geršgorin. Να ηνλίζνπκε πσο ην S κπνξεί λα αληηζηνηρεί ζε κία, αιιά θαη 

πεξηζζφηεξεο ελδερνκέλσο ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο ηνπ ζπλφινπ Geršgorin. 

 Πην ζπγθεθξηκέλα, εάλ έρνπκε ηελ πεξίπησζε ελφο κεκνλσκέλνπ δίζθνπ Γi

x
(A), μέλνπ δειαδή κε 

ηελ έλσζε φισλ ησλ ππνινίπσλ  n-1 δίζθσλ Geršgorin, ηφηε S = {i} θαη απ‟ην πξνεγνχκελν ζεψξεκα ν 

δίζθνο Γi

x
(A) ζα πεξηέρεη αθξηβψο κία ηδηνηηκή ηνπ Α. Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ πίλαθα 
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                                                                 Α2 = [
1 i 0
1/2 4 i/2
1 0 7

] 

ηεο §1.1 κπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε κε ηε βνήζεηα ηεο Δηθφλαο 1.2 φηη θάζε Geršgorin δίζθνο είλαη 

απνθνκκέλνο απφ ηελ έλσζε ησλ ππνινίπσλ θαζψο δελ ηέκλεηαη κε θαλέλαλ άιιν δίζθν. αλ ζπλέπεηα 

ινηπφλ ηνπ Θεσξήκαηνο 1.2.16 γλσξίδνπκε φηη ε θάζε ηδηνηηκή βξίζθεηαη βεβαίσο κέζα ζε έλαλ 

ηνπιάρηζηνλ δίζθν Geršgorin, αιιά επηπξφζζεηα θάζε δίζθνο Geršgorin πεξηέρεη αθξηβψο 1 ηδηνηηκή. 

 

Γειαδή |ι1 − 1| ≤ 1, |ι2 − 4| ≤ 1, |ι3 − 7| ≤ 1, φπνπ σ(A2) := {ι1, ι2, ι3}. 

 

Βεβαίσο ηα φξηα ησλ δίζθσλ Geršgorin κπνξνχλ λα βειηησζνχλ (λα κηθξχλνπλ νη δίζθνη επνκέλσο) κε ηε 

ρξήζε ησλ ζηαζκηζκέλσλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ. Η επηδίσμε φκσο ηεο ζκίθξπλζεο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

δίζθνπ ζε ππέξκεηξν βαζκφ κέζσ ηεο κεζφδνπ ζηαζκηζκέλσλ ζπληειεζηψλ ελδέρεηαη λα κε θέξεη πάληα 

ηα επηζπκεηά απνηειέζκαηα ζπλαξηήζεη ηεο κεγέζπλζεο ησλ ππνινίπσλ δίζθσλ. Δπνκέλσο ζεκηηφ είλαη 

λα κελ εθαξκφδεηαη θαηά ην δνθνχλ, αιιά έπεηηα απφ ηζρπξέο ελδείμεηο φηη ππάξρεη δίζθνο κε πνιχ 

κεγαιχηεξε αθηίλα απφ ηνπο ππφινηπνπο (ελαιιαθηηθά, αλ ππάξρεη θάπνην άζξνηζκα γξακκήο κεγάιν ζε 

ζρέζε κε ηα ππφινηπα). Αθνινπζεί έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα. 

 

Παξάδεηγκα:  Θεσξνχκε έλαλ ηεηξαγσληθφ 4x4 πίλαθα, ηνλ Α4, 

 Α4 = [

4 0.2 −0.1 0.1
0.2 −1 −0.1 0.05
−0.1 −0.1 3 0.1
0.1 0.05 0.1 −3

]. 

Με ζρεηηθή επθνιία κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηνπο δίζθνπο Geršgorin ηνπ παξαπάλσ πίλαθα. 

Παξαηεξνχκε φηη φινη νη δίζθνη είλαη μέλνη κεηαμχ ηνπο θαη επνκέλσο θαζέλαο ηνπο πεξηέρεη κία 

αθξηβψο ηδηνηηκή. ηελ Δηθφλα 1.4 πνπ αθνινπζεί ζρεδηάδνληαη κε καχξν πεξίγξακκα θαη είλαη νη Γ1, Γ2, 

Γ3 θαη Γ4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθόλα 1.4: Γίζθνη Geršgorin γηα ηνλ Α4 (καύξν πεξίγξακκα) θαη ηνλ ΚΑ4Κ
-1

 (κπιε πεξίγξακκα). 

 

- -   Γ4                   Γ2                                    Γ3            Γ1

                                          4 
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Έζησ φηη κεηαζρεκαηίδνπκε ηνλ Α4 ζηνλ φκνηφ ηνπ  Β=ΚΑ4Κ
-1

, φπνπ ν Κ∈R
4x4

 είλαη έλαο ηεηξάγσλνο 

πίλαθαο ίδηνο κε ηνλ ηαπηνηηθφ Ι 4, εθηφο απφ ην ζηνηρείν k2,2 = ζεηηθφο πξαγκαηηθφο) Απηφο ν 

κεηαζρεκαηηζκφο έρεη σο απνηέιεζκα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ ζηνηρείσλ ηεο δεχηεξεο γξακκήο ηνπ Α4 

κε  θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ ζηνηρείσλ ηεο δεχηεξεο ζηήιεο κε 1/ (παξαηεξνχκε φηη ην ζηνηρείν 

α2,2  παξακέλεη ζηαζεξφ). Απηφ έρεη σο ζπλέπεηα γηα κ κηθξφηεξν ηεο κνλάδαο ν δεχηεξνο δίζθνο λα 

κηθξαίλεη θαη νη ππφινηπνη δίζθνη λα κεγαιψλνπλ, ελψ γηα > 1 ζπκβαίλεη ην αληίζηξνθν (ηζρχεη βέβαηα 

πσο γηα =1 κέλνπλ φινη δίζθνη σο έρνπλ). Γηα λα γίλεη απηφ άκεζα αληηιεπηφ, επηιέρζεθε ην  λα 

ηζνχηαη κε 1/25 θαη ην απνηέιεζκα θαίλεηαη ζηνπο λένπο δίζθνπο (κπιε πεξηγξάκκαηνο) ζηελ Δηθφλα 1.4. 

Ο κφλνο δίζθνο πνπ έρεη ζκηθξπλζεη  είλαη ν Γ2

Κ κηαο πνπ απηφο ήηαλ ν ζηφρνο καο, ελψ φινη νη ππφινηπνη 

δίζθνη έρνπλ θαηαθαλέζηαηα δηνγθσζεί. Η ζκίθξπλζε ηνπ δεχηεξνπ δίζθνπ Geršgorin είλαη ηέηνηα πνπ 

δελ ηνλ θαζηζηά πιένλ νξαηφ ζην γξάθεκα, ελψ είλαη εκθαλέο φηη ν Γ1

Κ πνπ κεγεζχλζεθε πεξηζζφηεξν 

απφ θάζε άιινλ πεξηέρεη πιένλ ηφζν ηνλ  Γ3

Κ

 φζν θαη ηνλ Γ2

Κ

. Δπνκέλσο ν Γ1

Κ

 εκπεξηέρεη πιένλ 3 

ηδηνηηκέο θαη ελ γέλεη ην λέν ζχλνιν Geršgorin Γ 
Κ 

καο πξνζδηνξίδεη κε ιηγφηεξε ζαθήλεηα ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ αξρηθνχ πίλαθα Α. 

 Η ίδηα αθξηβψο δηαδηθαζία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα ειαηησζεί ην κέγεζνο νπνηνπδήπνηε 

εθ ησλ ππνινίπσλ δίζθσλ, ρσξίο φκσο λα είλαη είλαη αλαγθαία γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα θαζψο 

φινη νη αξρηθνί δίζθνη  Geršgorin είλαη ζρεδφλ ηζεκβαδηθνί. 

 
Η παξαπάλσ ηδέα επηζεκνπνηείηαη ζην επφκελν ζεψξεκα. 

 

Ππόηαζη 1.2.18. Έζησ πίλαθαο Α = [α i,j] ∈ C
nxn

, n ≥ 2 θαη ππνζέηνπκε φηη φια ηα κε δηαγψληα ζηνηρεία 

είλαη κηθξφηεξα θαηά απφιπηε ηηκή απφ κία πνζφηεηα, έζησ . Θα ηζρχεη δειαδή |αi,j| <    i ,j∈N κε i≠j. 

Τπνζέηνπκε επίζεο φηη γηα ζπγθεθξηκέλν αθέξαην κ ∈ N ην δηαγψλην ζηνηρείν ακ,κ είλαη απνκαθξπζκέλν 

ηνπιάρηζηνλ θαηά  απφ φια ηα ππφινηπα δηαγψληα ζηνηρεία. Γειαδή |ακ,κ - αi,i | >   i ∈N\{κ}. Σφηε εάλ 

ηθαλνπνηείηαη ε πξνυπφζεζε φηη  < / (2n-1), ζα ππάξρεη κηα ηδηνηηκή  ηνπ πίλαθα Α ηέηνηα ψζηε 

| - ακ,κ | < 
2(n-1)

δ
 

2
.                                                             (1.21) 

Απφδεημε: Θα εθαξκφζνπκε ην κεηαζρεκαηηζκφ νκνηφηεηαο A∈ C
nxn
⟶ B = KAK

-1
∈ C

nxn
, φπνπ Κ ∈   

C
nxn 

είλαη ίδηνο κε ην κνλαδηαίν πίλαθα εθηφο απφ ην δηαγψλην ζηνηρείν ηεο γξακκήο r, ην ζηνηρείν        

kκ,κ =  Απηφ βεβαίσο έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ κε δηαγψλησλ ζηνηρείσλ ηεο 

γξακκήο κ ηνπ Α κε  θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ κε δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ηεο ζηήιεο κ κε 1/. Ο 

δίζθνο Geršgorin ηεο γξακκήο κ έρεη θέληξν ακ,κ θαη αθηίλα πνπ δελ ππεξβαίλεη ηελ πνζφηεηα                    

 (n-1)ελψ θάζε άιινο δίζθνο ηεο γξακκήο i, κε i ≠κ, έρεη αθηίλα αi,i θαη αθηίλα πνπ δελ μεπεξλάεη ηελ 

πνζφηεηα (n-2) + \ 

Πιένλ ζηνρεχνπκε λα κηθξχλνπκε ην κέγεζνο ηνπ δίζθνπ κ επηιέγνληαο κηα κηθξή ηηκή γηα ην  , ελψ ηνλ 

θξαηάκε μέλν απφ φινπο ηνπο άιινπο δίζθνπο. Απηφ είλαη εθηθηφ επηιέγνληαο   2 / <2/(2n-1). Σφηε 

πξάγκαηη, ε αθηίλα ηνπ δίζθνπ δελ μεπεξλάεη ηελ πνζφηεηα 2(n 1)2 
/   

Αξθεί λα ειέγμνπκε πιένλ αλ ε ηθαλνπνηείηαη ε αξρηθή ζπλζήθε ηνπ μέλνπ δίζθνπ κ απφ ηνπο 

ππφινηπνπο, θαζψο ν αξρηθφο φξνο ηέζεθε νχησο ψζηε λα εμαζθαιηζηεί φηη ν δίζθνο κ είλαη μέλνο 

κε ηνπο ππφινηπνπο. Σν άζξνηζκα γξακκήο ηνπ δίζθνπ κ καδί κε ην άζξνηζκα γξακκήο 

νπνηνπδήπνηε άιινπ δίζθνπ παξαηεξνχκε φηη ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε: 

ri  rκ  2(n 1)2 
/   (n  2)  /2    (n  2) /2   ,(1.22)

φπνπ ρξεζηκνπνηήζεθε δχν θνξέο ν αξρηθφο φξνο. Όζν ινηπφλ ηα θέληξα ακ,κ θαη α i,i ( i ∈N\{κ}) 

απέρνπλ πεξηζζφηεξν απφ  , ε ζρέζε (1.22) δείρλεη φηη νη δίζθνη είλαη μέλνη κεηαμχ ηνπο, πνπ 

απνδεηθλχεη ην δεηνχκελν.                                                                                                                           ∎ 
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Ππόηαζη 1.2.19. Έζησ φηη έρνπκε έλαλ πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn

, n ≥ 2, θαη φηη  ∃ x > 0 ∈ R
n
 ηέηνην 

ψζηε r1
x
(A) > 0 θαη ν πξψηνο δίζθνο Geršgorin Γ1

x
(A) είλαη απνθνκκέλνο απφ ηνπο ππφινηπνπο n-1 

δίζθνπο Geršgorin Γj

x
(A), 2 ≤  j ≤  n. Σφηε απφ ην Θεψξεκα 1.2.16 ηζρχεη φηη ππάξρεη κνλαδηθή ηδηνηηκή λ 

ηνπ πίλαθα Α εληφο ηνπ δίζθνπ Γ1

x
(A). Γειαδή |ι1 – α1,1| ≤ r1

x
(A). 

 

Τπάξρεη φκσο πάληα θάπνην y > 0 ∈ R
n
 ηέηνην ψζηε  r1

y
(A) > r1

x
(A) > 0 θαη ηαπηφρξνλα ν δίζθνο Γ1

x
(A) 

λα παξακέλεη απνθνκκέλνο απφ ηνπο ππφινηπνπο n-1 δίζθνπο Geršgorin Γj

y
(A), 2 ≤ j ≤ n. Καηά ηνλ Οξηζκφ 

1.2.11 κηα κεγαιχηεξε αθηίλα ζηαζκηζκέλνπ δίζθνπ Geršgorin κπνξεί λα επηηεπρζεί απιά κεηψλνληαο 

ηελ πξψηε ζπληζηψζα ηνπ δηαλχζκαηνο x. Χο εθ ηνχηνπ νη ζπληειεζηέο  xj / xi ηεο i-νζηήο γξακκήο 

κεγαιψλνπλ (θαη‟ απφιπηε ηηκή) θαη απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ δίλεη κηα κεγαιχηεξε αθηίλα ζηνλ i-νζηφ 

ζηαζκηζκέλν δίζθν Geršgorin. 

 

Ππόηαζη 1.2.20. Έζησ φηη έρνπκε έλαλ πξαγκαηηθφ πίλαθα Α, δειαδή Α = [α i,j] ∈  R
nxn

,κε ηελ ηδηφηεηα   

|α i,i + α j,j| ≥ ri
x
(A) + rj

x
(A)   ∀ i ≠ j ∈  Ν.   Σφηε φιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ Α είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 

 

Απφδεημε: Καζψο φια ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, επνκέλσο θαη ηα δηαγψληα 

ζηνηρεία ηνπ, πξνθχπηεη φηη φινη νη ζρεκαηηδφκελνη δίζθνη Geršgorin έρνπλ ην θέληξν ηνπο πάλσ ζηνλ 

άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Δπηπιένλ γλσξίδνπκε φηη θάζε κηγαδηθή ηδηνηηκή ζε πξαγκαηηθφ πίλαθα νθείιεη λα ζπλππάξρεη καδί κε ηε 

ζπδπγή ηεο. Απφ ηελ ππφζεζε ηεο πξφηαζεο γλσξίδνπκε φηη νη δίζθνη Geršgorin είηε είλαη μέλνη κεηαμχ 

ηνπο, είηε αλά δχν εθάπηνληαη. Αθφκα θαη αλ ηζρχεη ε δεχηεξε πεξίπησζε, ιφγσ ηεο Πξφηαζεο 1.2.17, ην 

Θεψξεκα 1.2.16 δελ ράλεη ηελ θαζνιηθή ηζρχ ηνπ, κε απνηέιεζκα λα καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη 

θάζε δίζθνο Geršgorin πεξηέρεη αθξηβψο κία ηδηνηηκή. 

Αλ φκσο εκθαληδφληνπζαλ κηγαδηθέο ηηκέο αλά δεχγε, ηφηε απηέο ζα αλήθαλ ππνρξεσηηθά ζηνλ ίδην 

δίζθν Geršgorin, κε απνηέιεζκα ν δίζθνο απηφο λα πεξηέρεη δχν ηδηνηηκέο. Άηνπν. Άξα φιεο νη ηδηνηηκέο 

αλακέλεηαη λα είλαη πξαγκαηηθέο.                                                                                                                    ∎ 
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Κεθάλαιο 2 

 

Δπεκηάζειρ ηος Θευπήμαηορ Geršgorin    

 

 
2.1 Δπεκηάζειρ ηος Θευπήμαηορ Geršgorin βάζει ηηρ Θευπίαρ Γπαθημάηυν 
 

 

Καηαξράο, πξηλ δνχκε πσο ε ζεσξία ησλ γξαθεκάησλ κπνξεί έκπξαθηα λα καο δηεπθνιχλεη ζην 

ζρεδηαζκφ ησλ δίζθσλ  Geršgorin, ζεσξείηαη απαξαίηεην λα επαλαιάβνπκε φηη ε ζρέζε (1.12) είλαη ε 

ζπλζήθε πνπ καο δίλεη έλαλ απζηεξά δηαγψληα θπξίαξρν πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn

, πνπ ζπλεπάγεηαη φηη ν 

πίλαθάο καο είλαη αληηζηξέςηκνο. 

Σίζεηαη ινηπφλ ηψξα ην εξψηεκα αλ γηα n ≥ 2 κπνξεί κία απφ απηέο ηηο αληζφηεηεο λα 

απινπζηεπηεί θαη λα κεηαηξαπεί ζε ηζφηεηα έηζη ψζηε λα ηζρχζεη επί παξαδείγκαηη |α i,i| > ri (A), ∀ 1 ≤ i  

≤ n-1 θαη |αn,n| = rn(A), δίρσο λα επεξεάδεηαη ε νκαιφηεηα ηνπ πίλαθα. „Η γηα λα ζέζνπκε ην εξψηεκα 

δηαθνξεηηθά, δηεξσηφκαζηε αλ κπνξεί λα ππάξμεη απζηεξή δηαγψληα ππεξνρή, κε n-1 γξακκέο λα 

δηέπνληαη απφ απζηεξά δηαγψληα ππεξνρή θαη κία κφιηο γξακκή λα πθίζηαηαη απιά δηαγψληα ππεξνρή. 

Τπάξρνπλ θάπνηνη πίλαθεο πνπ καο επηηξέπνπλ λα ζεσξήζνπκε ηελ παξαπάλσ εηθαζία νξζή (π.ρ. 

πίλαθαο Α5), αιιά θαη άιινη πίλαθεο πνπ δηαςεχδνπλ ηελ νξζφηεηα ηνπ παξαπάλσ ηζρπξηζκνχ (π.ρ. 

πίλαθαο Α6). 

                                                Α5 = [
2 1
2 2

],     Α6 = [
1 0
0 0

].   

Ο Α6 είλαη εκθαλέο φηη είλαη κε αληηζηξέςηκνο/ ηδηάδσλ πίλαθαο, ελψ αληηζέησο ν Α5 είλαη αληηζηξέςηκνο. 

Καη νη δχν πίλαθεο ηθαλνπνηνχλ βεβαίσο ηνλ πξνεγνχκελν ηζρπξηζκφ. 

Σν αληηθαηηθφ απηφ ζπκπέξαζκα απνηειεί κία αθφκε αηηία γηα λα εξεπλήζνπκε αλ ζρεηίδεηαη 

πξάγκαηη ε ζεσξία γξαθεκάησλ κε ηνλ απψηεξν ζηφρν ηνπ ππνινίπνπ θεθαιαίνπ (θαη ελ γέλεη ηεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο) πνπ δελ είλαη άιινο απφ ηε βειηηζηνπνίεζε ησλ νξίσλ ησλ δίζθσλ εληφο ησλ 

νπνίσλ ζέινπκε λα πεξηέρνληαη φιεο νη ηδηνηηκέο ελφο ηπραίνπ πίλαθα. Πξψηα φκσο νθείινπκε λα 

εηζάγνπκε ηνλ αλαγλψζηε ζηελ έλλνηα ηεο ππνβηβαζηκφηεηαο. 

 

Απαξαίηεην εξγαιείν είλαη ν πίλαθαο κεηάζεζεο P ∈ R
nxn

. Έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ιέγεηαη 

πίνακαρ μεηάθεζηρ αλ έρεη αθξηβψο έλα ζηνηρείν ζε θάζε γξακκή θαη θάζε ζηήιε ίζν κε ηε κνλάδα θαη 

φια ηα ππφινηπα ίζα κε ην κεδέλ. Γηα παξάδεηγκα ν πίλαθαο P = [
0 0 1
1 0 0
0 1 0

] είλαη έλαο 3x3 πίλαθαο 

κεηάζεζεο. Πξνθαλψο έλαο πίλαθαο κεηάζεζεο πξνθχπηεη απφ ηνλ κνλαδηαίν πίλαθα αληίζηνηρνπ 

κεγέζνπο,  κε κεηαζέζεηο γξακκψλ ή ζηειψλ. 

 

Οπιζμόρ 2.1.1.  Έλαο πίλαθαο Α ∈ C
nxn

, n ≥ 2  νλνκάδεηαη ςποβιβάζιμορ (reducible) αλ ππάξρεη πίλαθαο 

κεηάζεζεο P ∈ R
nxn

 θαη έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο 1≤ r ≤ n, ηέηνηνη έηζη ψζηε λα ηζρχεη  

PAP
T
 = [

1,1A  1,2A

0 2,2
].                                                                 (2.1) 
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ηνλ πξνεγνχκελν παξαηεξνχκε ηελ εκθάληζε ελφο κεδεληθνχ πίλαθα 0 ∈  R
(n-r)xn

 θαη δχν 

ηεηξαγσληθψλ πηλάθσλ, ηνπ 1,1A ∈ C
rxr 

θαη 2,2A ∈ C
(n-r)x(n-r)

. Γηα ηνλ άλσ δεμηφ πίλαθα ηζρχεη βεβαίσο 

1,2A  ∈ C
rx(n-r)

. Δάλ δελ ππάξρεη ηέηνηα κεηάζεζε, δειαδή δελ ππάξρεη κεηαζεηηθφο πίλαθαο P ∈ R
nxn 

ηέηνηνο 

ψζηε  λα ηζρχεη ε ζρέζε (2.1), ηφηε ν Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο. Δάλ Α ∈ C
1x1 

ηφηε είλαη ππνβηβάζηκνο κφλν 

αλ α1,1 = 0 θαη κε ππνβηβάζηκνο αλ ην αi,i παίξλεη νπνηαδήπνηε άιιε (κε κεδεληθή) ηηκή. 

 

Παπαηήπηζη 2.1.2. εκεηψλνπκε φηη νη πίλαθεο Α1,1 , Α1,2  θαη  Α2,2 δελ είλαη απαξαίηεην λα έρνπλ φια 

ηα ζηνηρεία ηνπο κε κεδεληθά. Παξαηεξνχκε φηη αλ ν Α είλαη ππνβηβάζηκνο ηφηε  πξέπεη λα έρεη 

ηνπιάρηζηνλ n-1 κεδεληθά ζηνηρεία. Δίλαη επίζεο πξνθαλέο φηη φηαλ έλαο πίλαθαο είλαη ππνβηβάζηκνο 

ηφηε θαη ν αλάζηξνθφο ηνπ ζα είλαη ππνβηβάζηκνο. 

 

Δίλαη ζεκηηφ λα δηεξεπλήζνπκε πεξαηηέξσ ηνλ ηχπν (2.1) πνπ καο δίλεη έλαλ ππνβηβάζηκν πίλαθα. 

Χο εθ ηνχηνπ, αλ ζπλερίζνπκε λα εθαξκφδνπκε αλαδξνκηθά ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε παξαπάλσ, 

ζηνπο πίλαθεο Α1,1 θαη Α2,2 πιένλ, αιιά θαη ζηνπο «απνγφλνπο»  ηνπο αξγφηεξα, ηφηε ηειηθψο ζα 

απνθνκίζνπκε έλαλ πίλαθα κεηάζεζεο P ∈    R
nxn

 θαη έλαλ ζεηηθφ αθέξαην 1≤  m ≤ n, έηζη ψζηε λα ηζρχεη 

PAP
T
 =  

[
 
 
 
 1,1R 1,2R ⋯ 1,mR

O 2,2R ⋯ 2,mR

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

O O ⋯ m,mR ]
 
 
 
 

.                                                          (2.2) 

Ο παξαπάλσ πίλαθαο νλνκάδεηαη θαλνληθή κνξθή Frobenius, φπνπ θάζε πίλαθαο Rj,j, 1 ≤  j ≤ m είλαη είηε 

 

{
 i ) ένασ j jp x p  τετραγωνικόσ μη υποβιβάςιμοσ πίνακασ με jp 2 ,

ii) ένασ 1x1 πίνακασ με j,j θ,θR α     γηα θάπνην κ .                        
                      (2.3) 

Απηφ ζεκαίλεη πσο ζηε κνξθή απηή έρνπκε ελ γέλεη m ην πιήζνο επηκέξνπο κε ππνβηβάζηκνπο 

ππνπίλαθεο πάλσ ζηε δηαγψλην ηνπ PAP
T
, ελψ θάπνηνη εμ‟απηψλ ελδέρεηαη λα είλαη πίλαθεο-ζηνηρεία, 

ζηνηρεία κάιηζηα πνπ εληνπίδνληαη θαη ζηε δηαγψλην ηνπ αξρηθνχ πίλαθα Α. 

 

Παπαηήπηζη 2.1.3. Η θαλνληθή κνξθή Frobenius δελ είλαη απαξαίηεηα κνλαδηθή γηα ηνλ εθάζηνηε 

πίλαθα Α. Δίλαη φκσο κνλαδηθή σο πξνο έλαλ ζπγθεθξηκέλν πίλαθα κεηάζεζεο P θαη βεβαίσο γηα 

νπνηνλδήπνηε P είλαη δεδνκέλν φηη ν θάζε Rj,j, 1 ≤ j ≤ m δελ κπνξεί λα ππνβηβαζηεί πεξαηηέξσ. 

 

Παξαηεξνχκε απφ ηε κνξθή ηεο δνκήο ηνπ πίλαθα ζηε ζρέζε (2.1) φηη γηα n ≥ 2 ηα δηαγψληα ζηνηρεία 

ηνπ πίλαθα Α δελ επεξεάδνπλ ηελ ελδερφκελε ππνβηβαζηκφηεηα ηνπ. Δπηπιένλ, γηα n ≥ 2 αλ πξνβνχκε ζε 

αληηθαηάζηαζε ελφο απζαίξεηνπ κε κεδεληθνχ κε δηαγψληνπ ζηνηρείνπ ηνπ πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

κε 

θάπνηνλ άιιν ηπραίν κηγαδηθφ αξηζκφ πιελ ηνπ κεδελφο, ηφηε πάιη δελ αιινηψλεηαη ε ηδηφηεηα ηεο 

ππνβηβαζηκφηεηαο ηνπ πίλαθα. Οη ηειεπηαίεο παξαηεξήζεηο εληζρχνπλ ηελ αξρηθή εηθαζία φηη ε 

ππνβηβαζηκφηεηα, ή κε, ελφο πίλαθα, κπνξεί λα κειεηεζεί θαη ππφ ην γξαθνζεσξεηηθφ πξίζκα. 

 

Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

ζεσξνχκε θάπνηα ζεκεία (θφκβνπο) {v 1,v2, . . . ,vn}, φια 

δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο, ηα νπνία θαη νλνκάδνπκε κοπςθέρ. Γηα θάζε κε κεδεληθφ ζηνηρείν α i,j 

ζπλδένπκε ηελ θνξπθή vi κε ηελ θνξπθή vj κέζσ κίαο καηεςθςνόμενηρ ακμήρ i jv v , ε νπνία ζα εθθηλεί 

απφ ηνλ αξρηθφ θφκβν vi θαη ζα ηεξκαηίδεη vj, φπσο θαίλεηαη θαη ζην Γξάθεκα 2.1. Να επηζεκαλζεί φηη 

εάλ ππάξρεη θάπνην δηαγψλην ζηνηρείν α i,i ≠ 0, ηφηε ζρεκαηίδεηαη έλαο βξφρνο ζηελ i-νζηή θνξπθή φπσο 

θαίλεηαη ζηε δεμηά αθκή ηνπ Γξαθήκαηνο 2.1. 
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                       vi  vj                       

                                                                                                vi 

                    Γξάθεκα 2.1: Παξάδεηγκα θαηεπζπλόκελεο αθκήο (αξηζηεξά) θαη βξόρνπ (δεμηά). 

 

 

 

Οπιζμόρ 2.1.4. Σν ζχλνιν φισλ ησλ θαηεπζπλφκελσλ αθκψλ ελφο πίλαθα Α νξίδεη ην καηεςθςνόμενο 

γπάθημα (directed graph) G(Α). 

 

Οξίδνπκε σζαχησο θαη ην καηεςθςνόμενο μονοπάηι, ην νπνίν απνηειείηε απφ ζπλερφκελεο 

θαηεπζπλφκελεο αθκέο  0  1l lv v ,  1  2l lv v , 1 r-  rl lv v , αλήθεη ζην G(Α) θαζψο απνηειεί θνκκάηη ηνπ, θαη 

ζπλδέεη ηελ αξρηθή θνξπθή (εδψ  0lv ) κε ηελ ηειηθή (εδψ  rlv ). 

 

Παπαηήπηζη 2.1.5. Να επηζεκαλζεί φηη αλ ππάξρεη ην θαηεπζπλφκελν κνλνπάηη απφ ηελ θνξπθή  0lv  

ζηελ θνξπθή  rlv , δε ζπκβαίλεη ηαπηνρξφλσο θαη ην αληίζηξνθν. Γελ ππάξρεη απαξαίηεηα δειαδή ην 

κνλνπάηη απφ ηελ θνξπθή  rlv ζηελ θνξπθή  0lv .ηελ πξψηε πάλησο πεξίπησζε, ε χπαξμε ηνπ 

θαηεπζπλφκελνπ κνλνπαηηνχ ζπλεπάγεηαη φηη 
θ θ+1

r-1

l ,l

θ=0

0α  . 

 

Οπιζμόρ 2.1.6. Ο θαηεπζπλφκελνο γξάθνο  G(Α) ελφο πίλαθα Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

είλαη ιζσςπά 

ζςνεκηικόρ εάλ γηα θάζε δεπγάξη θνξπθψλ u, v, ππάξρεη έλα θαηεπζπλφκελν κνλνπάηη απφ ηελ 

θνξπθή u ζηελ θνξπθή v θαζψο θαη έλα θαηεπζπλφκελν κνλνπάηη απφ ηελ θνξπθή v ζηελ θνξπθή u. 

 

Χο παξαδείγκαηα, ζεσξψληαο ηνπο πίλαθεο Α1, Α2 θαη Α3 ηεο πξνεγνχκελεο ελφηεηαο, ιακβάλνπκε ηξία 

θαηεπζπλφκελα γξαθήκαηα (απηά πνπ παξνπζηάδνληαη ζην Γξάθεκα 2.2 θαη Γξάθεκα 2.3). 

Παξαηεξνχκε φηη ην G(Α1) φπσο θαη ην G(Α2)  είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθά γξαθήκαηα, ελψ ην G(Α3) είλαη 

πξνθαλψο κε ζπλεθηηθφ γξάθεκα θαζψο απνηειείηαη απφ ηέζζεξηο ηζρπξά ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο. Απηέο 

είλαη νη {v1, v2}, {v3}, {v4, v5}, {v6, v7}. Γελ ππάξρεη δειαδή θάπνην θαηεπζπλφκελν κνλνπάηη απφ ηελ v2 

ζηελ v3, απφ ηελ v3 ζηελ v5 θ.ν.θ. 

 

 
 

v1 

                             v1            v2           v 3 
 

             v2   
 

 G (A1 ) G (A2 )  
 

    
 

 

 

 

Γξάθεκα 2.2: Καηεπζπλόκελα γξαθήκαηα G(Α1) θαη G(Α2) (ηζρπξά ζπλεθηηθά) γηα ηνπο πίλαθεο Α1 θαη Α2 

αληίζηνηρα. 
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                                              v7    .               v1                         v2  

                              

 

v6   v
3
 

  

v
5
 
 

 v
4
 

G (A3 ) 

 

Γξάθεκα 2.3: Καηεπζπλόκελν γξάθεκα G(Α3) (κε ηζρπξά ζπλεθηηθό) γηα ηνλ πίλαθα Α3. 

 

 

Δχθνια παξαηεξνχκε φηη αλ γηα θάπνηνλ Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ είλαη ιζσςπά 

ζςνεκηικό, ηφηε εμαηξνπκέλσλ ησλ δηαγψλησλ ζηνηρείσλ, ζε φιεο ηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα ππάξρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλα ζηνηρείν κε κεδεληθφ. Σν ίδην ζπκβαίλεη βέβαηα θαη κε ηα κε δηαγψληα ζηνηρεία θάζε 

ζηήιεο. Δπίζεο, φηαλ ην G(Α) είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ, ηφηε ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(PAP
T
) είλαη 

επίζεο ηζρπξά ζπλεθηηθφ γηα νπνηνλδήπνηε n x n πίλαθα κεηάζεζεο P, θαζψο ην κφλν πνπ αιιάδεη είλαη ε 

αξίζκεζε ησλ θνξπθψλ ηνπ αξρηθνχ γξάθνπ. Αθνινπζεί ην ζεψξεκα ην νπνίν εδξαηψλεη ηε ζεσξία 

γξαθεκάησλ σο αλαπφζπαζην θνκκάηη ηεο κειέηεο ησλ (κε) ππνβηβάζηκσλ πηλάθσλ. 

 

Θεώπημα 2.1.7. Κάζε Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκνο αλ θαη κφλν αλ ην 

θαηεπζπλφκελν γξάθεκα  G(Α) πνπ επάγεηαη απφ ηνλ πίλαθα είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ. 

 

Απφδεημε: Θα θαηαζθεπάζνπκε ηελ απφδεημε ελ κέξεη επαγσγηθά, δείρλνληαο φηη έλαο πίλαθαο Α είλαη 

ππνβηβάζηκνο αλ θαη κφλν αλ ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ δελ είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ (νπφηε 

απηνκάησο ζα πξνθχςεη θαη ην αληίζηξνθν ζπκπέξαζκα πνπ είλαη ην δεηνχκελν) θαη μεθηλψληαο γηα n=2 

(θαζψο γηα n=1 γλσξίδνπκε φηη ε ππνβηβαζηκφηεηα έγθεηηαη ζην αλ ην κνλαδηθφ ζηνηρείν ελ πξνθεηκέλε 

πεξηπηψζεη είλαη κεδέλ ή φρη). 

 

 Γηα n=2 ινηπφλ, έλα κε ηζρπξά ζπλεθηηθφ (θαηεπζπλφκελν) γξάθεκα πξνθχπηεη φηαλ νη δχν 

θνξπθέο ηνπ δελ ζπλδένληαη ακνηβαία, ην νπνίν «κεηαθξάδεηαη» ζηνλ πίλαθα Α πσο είηε ε ηηκή 

ηνπ α1,2 ή απηή ηνπ α2,1 ζα είλαη κεδεληθή. Χο εθ ηνχηνπ ζα πξνθχπηεη έλαο πίλαθαο κε κία απφ ηηο 

δχν αθφινπζεο κνξθέο:    [
∗ ∗
0 ∗

]  ή  [
∗ 0
∗ ∗

]  (ε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη νχηε ε αθκή 
1 2v v , 

νχηε ε 
2 1v v , είλαη ε πεξίπησζε ελφο κε ζπλεθηηθνχ γξαθήκαηνο θαη κπνξεί λα ππαρζεί ζε 

νπνηαδήπνηε απφ ηηο δχν πξνεγνχκελεο κνξθέο).  

Καη νη δχν πάλησο πίλαθεο είλαη εμ νξηζκνχ ππνβηβάζηκνη (ν δεχηεξνο έπεηηα απφ κία πνιχ απιή 

κεηάζεζε γξακκψλ θαη ζηειψλ). Γεληθά ζα κειεηάηαη πξνο ζπληφκεπζε ηεο απφδεημεο κφλν ε 

πξψηε πεξίπησζε φπνπ ν κεδεληθφο ππνπίλαθαο (δηάλπζκα ελίνηε) ζα εληνπίδεηαη ζην θάησ 

αξηζηεξφ ηκήκα ηνπ πίλαθα (είλαη εμάιινπ επλφεην φηη φινη νη πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζηε δεχηεξε 

θαηεγνξία κπνξνχλ κε κηα απιή αλαζηξνθή – αληηζηξνθή ηεο θνξάο ησλ θαηεπζπλφκελσλ 

αθκψλ φζνλ αθνξά ην γξάθν – λα αλαρζνχλ ζε πίλαθεο ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο) θαη γεληθά νη 

πεξηπηψζεηο φπνπ εκθαλίδεηαη κε ηζρπξά ζπλεθηηθφ γξάθεκα, θαζψο ε πεξίπησζε ηνπ κε 

ζπλεθηηθνχ γξαθήκαηνο θαιχπηεηαη απηνκάησο. Σέινο, λα επηζεκάλνπκε φηη αλ ην κεδεληθφ ζηνλ 

πίλαθα καο εμαθαληζηεί, ηφηε ην γξάθεκα γίλεηαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ (γηα n=2 γίλεηαη θαη πιήξεο 

κάιηζηα) θαη βεβαίσο ν πίλαθαο γίλεηαη πιένλ κε ππνβηβάζηκνο. 
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 Γηα n=3 έλα κε ηζρπξά ζπλεθηηθφ γξάθεκα πξνθχπηεη φηαλ ζε κία θνξπθή δελ ππάξρνπλ είηε 

εηζεξρφκελεο, είηε εμεξρφκελεο θαηεπζπλφκελεο αθκέο.  Πην παξαζηαηηθά, κεηά απφ θαηάιιειε 

νλνκαζία ησλ θνξπθψλ, ν πίλαθαο πνπ ζα πξνθχςεη ζα έρεη κία απφ ηηο επφκελεο κνξθέο: 

[
∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

]   ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ παξνπζηάδεη θνξπθή πνπ δελ έρεη θακία εηζεξρφκελε αθκή. 

[
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗

]   ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ παξνπζηάδεη θνξπθή πνπ δελ έρεη θακία εμεξρφκελε αθκή. 

Πξνθχπηεη πάιη φηη αλ κεηαηξαπεί θάπνην απφ ηα κεδεληθά ζε θάπνην κηγαδηθφ αξηζκφ δηάθνξν 

ηνπ κεδελφο, ηφηε ην γξάθεκα απνθηάεη ηζρπξή ζπλεθηηθφηεηα θαη επηπιένλ ν πίλαθαο γίλεηαη κε 

ππνβηβάζηκνο. 

 

 Γηα n=4 έλα κε ηζρπξά ζπλεθηηθφ γξάθεκα πξνθχπηεη είηε φηαλ ζε κία θνξπθή δελ ππάξρνπλ 

εηζεξρφκελεο ή εμεξρφκελεο θαηεπζπλφκελεο αθκέο, είηε φηαλ ππάξρεη έλα ζεη θνξπθψλ (δπάδα 

θνξπθψλ εδψ θαη ndiv2 γεληθά ) απφ ην νπνίν ή λα κελ εμέξρνληαη αθκέο ή λα κελ εηζέξρνληαη. 

Μεηά απφ ηελ θαηάιιειε αξίζκεζε ησλ θνξπθψλ, εθφζνλ ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα είλαη κε 

ηζρπξά ζπλεθηηθφ, ζα ιάβνπκε έλαλ απφ ηνπο εμήο πίλαθεο: 

[

∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

]  ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ παξνπζηάδεη θνξπθή πνπ δελ έρεη θακία εηζεξρφκελε αθκή. 

[

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

]  ην γξάθεκά ηνπ παξνπζηάδεη ζεη θνξπθψλ πνπ δελ έρεη θακία εηζεξρφκελε/εμεξρφκελε αθκή. 

 

[

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗

]  ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ παξνπζηάδεη θνξπθή πνπ δελ έρεη θακία εμεξρφκελε αθκή. 

Πάιη πξνθχπηεη φηη αλ θάπνην κεδεληθφ εμαιεηθζεί απφ ηνλ πίλαθα ηφηε ην γξάθεκα απνθηάεη 

ηζρπξή ζπλεθηηθφηεηα θαη επηπιένλ ν πίλαθαο γίλεηαη κε ππνβηβάζηκνο. 

 

 Γεληθά ηζρχεη φηη γηα νπνηνλδήπνηε πίλαθα δηάζηαζεο n ≥ 5 έλα κε ηζρπξά ζπλεθηηθφ γξάθεκα 

πξνθχπηεη είηε φηαλ κία θνξπθή δελ έρεη θακία εηζεξρφκελε ή εμεξρφκελε θαηεπζπλφκελε αθκή, 

είηε φηαλ ππάξρεη έλα ζεη θνξπθψλ κε πιεζηθφηεηα 2,3,...,ndiv2 απφ ην νπνίν ή λα κελ 

εμέξρνληαη αθκέο ή λα κελ εηζέξρνληαη. Ιζρχεη βέβαηα φηη αλ θάπνην κεδεληθφ εμαιεηθζεί απφ ηνλ 

πίλαθα ηφηε ην γξάθεκα απνθηάεη ηζρπξή ζπλεθηηθφηεηα θαη επηπιένλ ν πίλαθαο γίλεηαη κε 

ππνβηβάζηκνο, ην νπνίν ην δείμακε ζπλνιηθά γηα πίλαθεο νπνηνπδήπνηε κεγέζνπο n πνπ ήηαλ θαη 

ην δεηνχκελν.    

→    Όζνλ αθνξά ην έηεξν ζθέινο ηεο ηζνδπλακίαο, ηζρχεη φηη φπνην θαη λα είλαη ην κέγεζνο ηνπ Α1,1 

ηεηξαγσληθνχ πίλαθα ηεο ζρέζεο (2.1), ζα ζρεκαηίδεηαη εμ νξηζκνχ ν κεδεληθφο πίλαθαο ηνπ ελδεηθηηθνχ 

πίλαθα πνπ αθνινπζεί, θαη έηζη ζε θάζε πεξίπησζε, απφ ηα πξνεγνχκελα βήκαηα ηεο απφδεημεο 

γλσξίδνπκε φηη πξνθχπηεη έλα θαηεπζπλφκελν γξάθεκα πνπ δελ είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ. 

1,1 1,2

2,20

 



 
 
 

                                                                   ∎ 
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Παπαηήπηζη 2.1.8. Ο ιφγνο πνπ επηιέγεηαη ε ηηκή ndiv2 γηα ηνλ εθάζηνηε πίλαθα κεγέζνπο n γηα λα 

ραξαθηεξίζεη ην κέγηζην ζχλνιν θνξπθψλ πνπ θαζηζηά ηνλ θαηεπζπλφκελφ ηνπ γξάθν κε ζπλεθηηθφ, 

νθείιεηαη ζην ηξφπν πνπ ζα εθιάβνπκε ηηο αθκέο ζην ζχλνιν απηφ. Γηα παξάδεηγκα, αλ n=5, πξνθχπηεη 

5div2 = 2. Δθ πξψηεο αλάγλσζεο λα θαίλεηαη ιαλζαζκέλνο απηφο ν πεξηνξηζκφο δηφηη κπνξεί βεβαίσο λα 

ππάξμεη ζχλνιν ηξηψλ θνξπθψλ ρσξίο θακία εμεξρφκελε αθκή πξνο ηηο ππφινηπεο θνξπθέο ηνπ γξάθνπ. 

Η θαηάζηαζε απηή φκσο κπνξεί ελαιιαθηηθά λα πεξηγξαθεί θαη σο ε χπαξμε ελφο ζπλφινπ δχν  

θνξπθψλ πνπ δελ έρνπλ θακία εηζεξρφκελε αθκή. Ο ζπιινγηζκφο απηφο ηζρχεη θαη ηνχκπαιηλ. Δπνκέλσο 

θαιχπηεηαη απφ ηελ πξνεγνχκελε απφδεημε θάζε πεξίπησζε πνπ κπνξεί λα καο νδεγήζεη ζε 

ππνβηβάζηκν πίλαθα. 

    

Πόπιζμα 2.1.9. Απφ ηελ πξνεγνχκελε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία πξνθχπηεη θαη κηα πνιχ ελδηαθέξνπζα 

κέζνδνο εχξεζεο κε ππνβηβάζηκσλ πηλάθσλ, άκεζε θαη απνηειεζκαηηθή. Αξθεί κφλν λα ππάξρεη θάπνην  

i ∈  Ν, ηέηνην ψζηε ε i-νζηή γξακκή θαη ε i-νζηή ζηήιε ηνπ πίλαθα λα κελ πεξηέρνπλ θαλέλα κεδεληθφ 

ζηνηρείν, πιελ ίζσο ηνπ i-νζηνχ δηαγσλίνπ. Σφηε ζην αληίζηνηρν θαηεπζπλφκελν γξάθεκα γλσξίδνπκε 

φηη ζα ππάξρεη κία θνξπθή ε νπνία ζα έρεη εηζεξρφκελεο θαη εμεξρφκελεο αθκέο, απφ θαη πξνο αληίζηνηρα 

φιεο ηηο άιιεο θνξπθέο. Δπνκέλσο αθφκα θαη αλ φια ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα είλαη κεδεληθά, 

λαη κελ νη ππφινηπεο n-1 ην πιήζνο θνξπθέο δε ζα ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο, αιιά ζα ππάξρεη ε θνξπθή vi 

σο ζπλδεηηθφο θξίθνο, νχησο ψζηε απφ νπνηαδήπνηε θνξπθή θαη αλ μεθηλήζνπκε λα κπνξνχκε λα 

κεηαβνχκε ζε φιεο ηηο ππφινηπεο θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο θαη λα επηζηξέςνπκε ηειηθά ζηελ αξρηθή. Να 

ηνληζηεί φηη ζηνλ θχθιν απηφλ ζα δηέιζνπκε n-1 θνξέο απφ ηελ θνξπθή vi , αιιά απηφ δελ αληηθξνχεηαη 

κε ηνλ νξηζκφ ηνπ ηζρπξά ζπλεθηηθνχ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο. Σνπλαληίνλ κάιηζηα, απηή ε 

δηαδηθαζία κπνξεί θάιιηζηα λα ραξαθηεξηζηεί θαη σο έλαο ελαιιαθηηθφο νξηζκφο ηνπ θαηεπζπλφκελνπ 

γξαθήκαηνο. Ο πίλαθαο πνπ πεξηγξάθεθε πξνεγνπκέλσο έρεη ηελ θάησζη κνξθή: 

i i* * * *
*

*

*

*

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

→ Να ζεκεησζεί φηη ην αληίζηξνθν ηνπ πνξίζκαηνο δελ ηζρχεη. 

 

Ππόηαζη 2.1.10. Έζησ πίλαθαο Α = [αi,j] ∈ C
nxn 

κε n ≥ 2. Θεσξνχκε επίζεο ζχλνιν Ν := {1,2, . . . ,n}. 

Ιζρχεη ηφηε φηη ν Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο αλ θαη κφλν αλ γηα θάζε δχν κε θελά, μέλα θαη 

ζπκπιεξσκαηηθά σο πξνο ην Ν ππνζχλνια ηνπ Ν, έζησ S θαη T, ηζρχεη φηη ππάξρεη θάπνην ζηνηρείν       

αi,j ≠  0, κε i ∈  S θαη j ∈  T.  

Απφδεημε: Καηαξράο εθφζνλ S ∪ T = N, θαηαλννχκε φηη ζην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ εμεηαδφκελνπ 

πίλαθα έρνπκε δχν μέλα ζχλνια θνξπθψλ ησλ νπνίσλ ε έλσζε απαξηίδεη φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ γξάθνπ. 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ ππάξρεη θάπνην ζηνηρείν αi,j ≠  0, κε i ∈  S θαη j ∈  T (θαη αληηζηξφθσο ζέηνληαο ην 

S T  θαη σο Σ ην πξνεγνχκελν S), πξνθχπηεη φηη ηα νπνηαδήπνηε ζπκπιεξσκαηηθά ζχλνια S θαη Σ 

ζπλδένληαη κε θαηεπζπλφκελεο αθκέο ακνηβαία θαη σο εθ ηνχηνπ ην εθάζηνηε γξάθεκα είλαη πάληνηε 

ηζρπξά ζπλεθηηθφ θαη ζπλεπψο απφ ην Θεψξεκα 2.1.6 ν πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκνο. 

 Αλ ηψξα αληηζηξφθσο δελ ππήξρε κηα ηέηνηα αθκή, ηφηε ηα ζχλνια S θαη Σ δε ζα ήηαλ ηζρπξά 

ζπλδεδεκέλα (νπνηαδήπνηε θαη αλ ήηαλ ηα ζεη θνξπθψλ S θαη Σ, θαίλεηαη ν ιφγνο άιισζηε θαη απφ ηελ  

αλαιπηηθή απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1.7), ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη ν πίλαθαο ζα ήηαλ ππνβηβάζηκνο. 

πκπεξαζκαηηθά ινηπφλ ηζρχεη φηη ν Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο αλ θαη κφλν αλ ππάξρεη θάπνην ζηνηρείν  

αi,j ≠  0 γηα ηα ελ ιφγσ ζχλνια θνξπθψλ S θαη T ηεο πξφηαζεο.                                                                  ∎   

 

 Δπηζεκαίλνπκε φηη ην δίαγψλην ζηνηρείν αi,i ζην θέληξν ηνπ «ζηαπξνχ» 

κπνξεί λα είλαη θαη απηφ κεδεληθφ, ρσξίο φκσο λα επεξεάδεηαη ε θαζνιηθή 

ηζρχο ηεο κεζφδνπ. Γηαγψληα πξνο φιεο ηηο θαηεπζχλζεηο απφ ην θέληξν ηνπ 

ζηαπξνχ βξίζθνληαη κεδεληθνί ππνπίλαθεο νπνησλδήπνηε ελ γέλεη 

δηαζηάζεσλ. Δλδέρεηαη βέβαηα λα ηζρχεη έηηε i=1, είηε i=n. ηηο πεξηπηψζεηο 

απηέο ζρεκαηίδεηαη έλαο κεδεληθφο ππνπίλαθαο, ηεηξαγσληθφο, κεγέζνπο  n-1. 
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Πιένλ κπνξνχκε λα «εμειίμνπκε» ηνλ Oξηζκφ 1.2.8 ηεο απζηεξήο δηαγψληαο θπξηαξρίαο, απαληψληαο 

ζπλάκα θαη ζην εξψηεκα πνπ ηέζεθε ζηελ αξρή ηεο §1.3, δειαδή αλ ζηε ζρέζε (1.12) ρξεηάδεηαη λα 

ηζρχεη πάληα ε απζηεξή αληζφηεηα. 

 

Οπιζμόρ 2.1.11. Έλαο πίλαθαο Α = [α i,j] ∈ C
nxn 

νλνκάδεηαη μη ςποβιβάζιμα διαγώνια κςπίαπσορ (ir-

reducibly diagonally dominant) εάλ ηθαλνπνηνχληαη ηξεηο πξνυπνζέζεηο. 

i. Ο πίλαθαο λα είλαη κε ππνβηβάζηκνο. 

ii. Ο πίλαθαο λα είλαη δηαγψληα θπξίαξρνο (δειαδή |α i, i | ≥  ri (A), ∀  i ∈  N). 

iii. Να ηζρχεη ε απζηεξή αληζφηεηα |α i,i | > ri(A) γηα ηνπιάρηζηνλ έλα i ∈  N. 

 

Παπαηήπηζη 2.1.12. Απφ ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ πξνθχπηεη φηη θάπνηνο πίλαθαο ελδέρεηαη λα είλαη ηφζν 

δηαγψληα θπξίαξρνο, φζν θαη κε ππνβηβάζηκνο, αιιά λα κελ είλαη κε ππνβηβάζηκα δηαγψληα θπξίαξρνο. 
 

Θεώπημα 2.1.13. (Θεψξεκα Taussky) Κάζε πίλαθαο Α = [αi,j] ∈ C
nxn 

πνπ είλαη κε ππνβηβάζηκα 

δηαγψληα θπξίαξρνο, είλαη θαη αληηζηξέςηκνο.  

Απφδεημε: Η πεξίπησζε πίλαθα κεγέζνπο n = 1 είλαη απιντθή θαη πξνθχπηεη εχθνια βάζεη ηνπ νξηζκνχ 

ηνπ ππνβηβάζηκνπ πίλαθα. Θα απνδείμνπκε επνκέλσο ην ζεψξεκα φηαλ n  ≥ 2. Έζησ ινηπφλ φηη ν πίλαθαο 

Α πνπ είλαη κε ππνβηβάζηκα δηαγψληα θπξίαξρνο, είλαη θαη κε αληηζηξέςηκνο. Σφηε 0 ∈  σ (Α), θαη ζα    

0 ≠ x = [x1, x2,…, xn]
T 
∈ C

n
 αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα, ηέηνην ψζηε Ax = 0. Δπεηδή ε ηειεπηαία εμίζσζε 

είλαη βεβαίσο νκνγελήο, έρνπκε ηε δπλαηφηεηα λα θαλνληθνπνηήζνπκε ην δηάλπζκα x, έηζη ψζηε λα 

ηζρχεη max{|xi| : i ∈  N} = 1.  

Θεσξνχκε ηψξα ην ζχλνιν S := {i ∈  N : |xi| = 1}, ην νπνίν βεβαίσο είλαη εμ νξηζκνχ έλα κε θελφ 

 ππνζχλνιν ηνπ N. Η νκνγελήο ζρέζε Ax = 0 ζπλεπάγεηαη φηη 
j   N

  αθ,jxj = 0  θ  , ή ηζνδχλακα,  

-αθ,θxθ  =
j   N  \ { θ }

 αθ,jxj = 0. Έζησ έλα i ∈  S. Δπαλαιακβάλνληαο γηα θ = i  ηελ ηειεπηαία εμίζσζε, 

παίξλνληαο ηηο απφιπηεο ηηκέο θαη εθαξκφδνληαο ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα πξνθχπηεη: 

|αi,i|  ≤
j   N  \ { i }

 |αi,j||xj|  ≤
j   N  \ { i }

 |αi,j | = ri(A)     (i ∈  S).                                        (2.4) 

Απφ ππφζεζε (ii) ηνπ νξηζκνχ ησλ κε ππνβηβάζηκα δηαγψληα θπξίαξρσλ πηλάθσλ θαη ηε ζρέζε (2.4) 

πξνθχπηεη πξνο δηεπθφιπλζή καο ε ηζφηεηα 

|αi,i|  =
j   N  \ { i }

 |αi,j||xj| = ri(A)     ( i ∈  S).                                                  (2.5) 

Καη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν, επαιεζεχζακε φηη  ηνπιάρηζηνλ έλα i ∈  S, έηζη ψζηε λα έρεη λφεκα ε ηζφηεηα 

ζηε δεχηεξε ππφζεζε ηνπ Οξηζκνχ 2.1.11. Πξηλ πξνρσξήζνπκε φκσο ζην επφκελν ζθέινο ηεο απφδεημεο, 

νθείινπκε λα επηζεκάλνπκε φηη πξέπεη 0 ≠ S ⊊Ν νχησο ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ζίγνπξα ε ηξίηε ππφζεζε 

ηνπ πξνεγνχκελνπ νξηζκνχ. 

Αλ ηψξα εμεηάζνπκε ηε ζρέζε ησλ ζπλφισλ S θαη Ν ππφ ην πξίζκα ηεο κε ππνβηβαζηκφηεηαο ηνπ 

πίλαθα (πξψηε ππφζεζε),  απνθιείεηαη φινη νη φξνη ηνπ αζξνίζκαηνο ζηελ (2.5) λα κεδελίδνληαη, θαζψο 

ηφηε ζα πξνέθππηε απηφκαηα κηα κεδεληθή γξακκή πνπ ζα κεηέηξεπε ηνλ πίλαθα ζε ππνβηβάζηκν. 

Δπνκέλσο γηα θάπνην j ≠ i , j ∈  N,  ηζρχεη φηη αi,j ≠ 0, ην νπνίν δεδνκέλνπ φηη ηζρχεη ε (2.5) καο νδεγεί ζην 

ζπκπέξαζκα φηη |xj| = 1. Πξνθχπηεη ζπλεπψο απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ ζπλφινπ S φηη j ∈  S.  

Απφ ηε ζηηγκή πνπ ν πίλαθαο Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο, γλσξίδνπκε απφ ην ζεψξεκα ηζνδπλακίαο 

ηεο κε ππνβηβαζηκφηεηαο κε ηελ χπαξμε ηνπ ηζρπξά ζπλεθηηθνχ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο φηη 

κπνξνχκε ζην γξάθν λα πινεγεζνχκε απφ ηνλ θφκβν vi ζε νπνηνλδήπνηε άιιν θφκβν vθ κέζσ κηαο 

αιιεινπρίαο θαηεπζπλφκελσλ αθκψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε κε κεδεληθά (απφ νξηζκφ ηζρπξά ζπλεθηηθνχ 

θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο) κε δηαγψληα ζηνηρεία 
1 1 2 rr-1i,i i ,i i ,iα  , α  , . . . ,α  κε ir = θ. Αμηνπνηψληαο θαη 

γεληθεχνληαο ην ζθεπηηθφ ηεο ακέζσο πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπ απηήο ηεο απφδεημεο ζπκπεξαίλνπκε 

φηη ji  ∈  S, 1 ≤  j ≤ r. Αιιά επεηδή ν θ κπνξεί λα είλαη έλαο νπνηνζδήπνηε αθέξαηνο ηνπ ζπλφινπ Ν, 

ζπλεπάγεηαη φηη S = Ν, νπφηε θαη ε απφδεημε ηεο Απζηξν-Οπγγαξέδαο καζεκαηηθνχ Olga Taussky-Todd 

νινθιεξψλεηαη θαζψο νδεγνχκαζηε ζε άηνπν.                                                                                           ∎ 
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Παξάδεηγκα: Αθνινπζεί έλαο πίλαθαο ηδηαίηεξα ζπλήζεο  ζηελ Αξηζκεηηθή Αλάιπζε, ν nxn ηξηδηαγψληνο,  

 

                                             Α7 = 

[
 
 
 
 
 
2 −1 0 ⋯ ⋯ 0
−1 2 −1 ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ −1 2 −1
0 ⋯ ⋯ 0 −1 2]

 
 
 
 
 

.  

 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(Α7) είλαη ηζρπξά ζπλδεδεκέλν (Γξάθεκα 2.4), νπφηε 

απφ ην Θεψξεκα 2.1.7 πξνθχπηεη φηη ν Α7 είλαη κε ππνβηβάζηκνο. Γηα λα δείμνπκε φηη ν Α7 είλαη θαη 

αληηζηξέςηκνο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην Θεψξεκα 2.1.13. Ο Α7 είλαη κε ππνβηβάζηκα δηαγψληα 

θπξίαξρνο θαζψο ηζρχεη ε ζρέζε  2 = |αi,i|  ≥  ri(A7)  i  , ελψ ε γλήζηα αληζφηεηα ηίζεηαη ζε ηζρχ γηα 

i=1 θαη i = n. Δπνκέλσο ν Α7  είλαη αληηζηξέςηκνο αλεμάξηεηα ηνπ κεγέζνπο ηνπ n. 

 

                                            v1                v2              v3                                    v4                v5                         v6 

 
 

 

Γξάθεκα 2.4: Καηεπζπλόκελν γξάθεκα G(Α7) γηα ηνλ πίλαθα Α7. 

 

 

Οπιζμόρ 2.1.14. (Beauwens)  Έλαο πίλαθαο Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, νλνκάδεηαη κάηυ αςζηηπά διαγώνια 

ημικςπίαπσορ (lower semistrictly diagonally dominant) αλ ηζρχεη |α i,i| ≥ ri (A), ∀ i ∈  N (δειαδή είλαη 

δηαγψληα θπξίαξρνο) θαη επηπιένλ ηζρχεη φηη 
i,i| α |

i 1

j 1

i,jα| |




  (γηα θάζε i ∈  N). Δλ ζπλερεία ηνπ παξαπάλσ 

ζπιινγηζκνχ, έλαο πίλαθαο θαιείηαη απζηεξά δηαγψληα εκηθπξίαξρνο (semistrictly diagonally dominant) 

αλ  ππάξρεη θαηάιιεινο πίλαθαο κεηάζεζεο P, ηέηνηνο ψζηε ν  PAP
T 

λα είλαη θάησ απζηεξά δηαγψληα 

εκηθπξίαξρνο. Ιζρχεη φηη έλαο πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκα δηαγψληα θπξίαξρνο αλ θαη κφλν αλ είλαη 

απζηεξά δηαγψληα εκηθπξίαξρνο θαη κε ππνβηβάζηκνο.                    

 

Οπιζμόρ 2.1.15.  πκβνιίδνπκε κε C∞ := C  ∪ {∞}, ην εκηεηαμένο μιγαδικό πεδίο (extended complex 

plane). Δπίζεο γηα έλα Σ ππνζχλνιν ηνπ  C ,  ην   ζπκβνιίδεη ηελ θιεηζηφηεηά ηνπ ζην C∞, ελψ κε  

 :=   ( \ T)C  (ηνκή ηεο θιεηζηφηεηαο ηνπ Σ κε ηελ θιεηζηφηεηα ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνχ ηνπ Σ) 

ζπκβνιίδνπκε ην ζχλνξν ηνπ Σ.  Σέινο, κε  intT := \   ζπκβνιίδνπκε ην εζσηεξηθφ ηνπ Σ. 

 

Αθνινπζεί ην πξψην ζεψξεκα εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ πνπ θάλεη ρξήζε ηεο κε ππνβηβαζηκφηεηα ησλ 

πηλάθσλ. 

 

Θεώπημα 2.1.16. (Taussky, 1946)  Έζησ Α = [αi,j] ∈  C
nxn 

ν νπνίνο είλαη κε ππνβηβάζηκνο. Σφηε αλ λ ∈ 

σ (Α) ηδηνηηκή ηνπ Α ε νπνία λα κελ αλήθεη ζην εζσηεξηθφ θαλελφο δίζθνπ Geršgorin, δειαδή λ  int 

Γi (A)  i   ή ελαιιαθηηθά |λ - αi,i | ≥ ri(A) γηα θάζε i ∈  N, δειαδή ε ηδηνηηκή λ λα βξίζθεηαη πάλσ ζην 

ζχλνξν ελφο ηνπιάρηζηνλ δίζθνπ Geršgorin θαη έμσ απφ ηνπο ππφινηπνπο, ηφηε πξνθχπηεη 

     |λ - αi,i| = ri(A)  i  .                                                          (2.6) 

Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη φινη νη θχθινη Geršgorin {z ∈ C : |z − αi,i| = ri(A)} δηέξρνληαη απφ ηε ζπγθεθξηκέλε 

ηδηνηηκή λ.  



21 | Σελίδα                              2.1 Δπεκηάζειρ βάζει ηηρ Θευπίαρ Γπαθημάηυν

   

  

Θεώπημα 2.1.17. Έζησ πάιη έλαο Α = [αi,j] ∈  C
nxn 

πίλαθαο κε ππνβηβάζηκνο. Aλ κηα ηδηνηηκή λ ηνπ 

πίλαθα Α θείηαη επί ηνπ ζπλφξνπ ηνπ Γ(A), ηφηε ηζρχεη ε ζρέζε (2.6), δειαδή ε ηδηνηηκή λ αλήθεη ζην 

ζχλνξν θάζε δίζθνπ Geršgorin. Γελ κπνξεί επνκέλσο κηα ηδηνηηκή λα βξίζθεηαη ζην ζχλνξν ( )  αλ 

δελ αλήθεη ζην ζχλνξν θάζε δίζθνπ  Γi(A). 

 

Παξάδεηγκα 1: Σν παξαπάλσ ζεψξεκα ρξήδεη ηδηαίηεξεο πξνζνρήο, γηαπηφ θαη παξνπζηάδεηαη θαη έλα 

ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα, ην νπνίν δηαρσξίδεη μεθάζαξα ηα δχν πξνεγνχκελα ζεσξήκαηα. Θέηνπκε 

θαηαξράο σο Α8 ηνλ θάησζη ηδηαίηεξν πίλαθα: 

                                                        A8 = 

1 1   0   0

0  i i   0

0  0 1   1

i  0   0 i

 
 


 
 
 

 

. 

Ο πίλαθαο Α8 είλαη κε ππνβηβάζηκνο, αιιά θαη ηδηάδσλ, θαζψο 0 ∈ σ (Α8). Όπσο παξαηεξνχκε θαη ζηελ 

Δηθφλα 2.5 πνπ αθνινπζεί, ην 0  int Γi (A8)  1 i 4   , θαη ελψ φινη νη δίζθνη Geršgorin {z ∈  C : |z − 

αi,i | = ri(A8)} πεξλνχλ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ φπσο αλακελφηαλ απφ ην 

Θεψξεκα 2.1.16, ην ζεκείν 0 εληνχηνηο δελ είλαη ζεκείνπ ηνπ ζπλφξνπ ηνπ ζπλφινπ Geršgorin 8( )  . 

 

 

 

 

                                                                              
                                                                                 +i 
 
 

 

                                                                                                  0  
                                 −1                                  +1 

 
 
                                                                                                     
 
                                                                                  -i 
 

 

 

 

 

                               Δηθόλα 2.5: Σύλνιν Geršgorin Γ(A*) γηα ηνπο πίλαθεο Α8 θαη Α9. 

 

 

Δθφζνλ ινηπφλ ν πίλαθαο  Α = [αi,j] ∈  C
nxn 

πνπ κειεηάηαη είλαη κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε Θεψξεκα 2.1.16 

καο δίλεη φηη κηα αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα βξίζθεηαη κηα ηδηνηηκή λ ηνπ Α πάλσ ζην ζχλνξν ηνπ Γ(A) 

είλαη φινη νη n ην πιήζνο θχθινη Geršgorin (ην ζχλνξν ησλ αληίζηνηρσλ δίζθσλ δειαδή) λα δηέξρνληαη 

απφ ηελ ηδηνηηκή ι. Παξά ηαχηα, φπσο είδακε δελ είλαη κηα ηθαλή ζπλζήθε ε νπνία ζα καο νδεγήζεη κε 

αζθάιεηα ζην φηη ην ζεκείν απηφ είλαη πξάγκαηη κηα ηδηνηηκή ηνπ Α πάλσ ζην ∂Γ(Α). Οπφηε ελ νιίγνηο 

πξφθεηηαη γηα κία αλαγθαία αιιά κε ηθαλή ζπλζήθε. 
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Παξάδεηγκα 2: Θεσξνχκε ηψξα έλαλ παλνκνηφηππν σο πξνο ηε δνκή πίλαθα κε ηνλ πξνεγνχκελν, ηνλ 

                                                         Α9 = 

1

2

3

4

i ζ

i ζ

i ζ

i ζ

1 e 0 0

0 i e 0

0 0 1 e

e 0 0 i

 
 
 
 
 


 
 

 

, 

φπνπ ηα ζi, 1 ≤ i ≤ 4 είλαη φια πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Ο Α9 παξαηεξνχκε φηη έρεη αθξηβψο ην ίδην ζχλνιν 

Geršgorin κε ηνλ πίλαθα ηνπ πξνεγνχκελνπ παξαδείγκαηνο, ηνλ A8. Η δηαθνξά κε πξηλ είλαη φηη πιένλ 

δελ έρνπκε εμαζθαιίζεη φηη ην ζεκείν z=0 είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα γηα λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα 

αλάινγα ηνπ πξνεγνχκελνπ παξαδείγκαηνο θαη λα δείμνπκε φηη δελ ηζρχεη ην αληίζηξνθν ηνπ 

Θεσξήκαηνο 2.1.17. Δπηπιένλ, πξέπεη λα εξεπλεζεί θαη ε ππνβηβαζηκφηεηα ηνπ Α9. Η κνξθή ηνπ πίλαθα 

καο δίλεη άκεζε εηθφλα γηα ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκά ηνπ θαη θαζψο εχθνια δηαπηζηψλνπκε φηη ζε 

απηφ ππάξρνπλ νη αθκέο 1 2v v , 2 3v v , 3 4v v , 4 1v v , ιφγσ ησλ κε κεδεληθψλ ζηνηρείσλ α1,2, α 2,3, α3,4  θαη α4,1, 

αληηζηνίρσο. Δπνκέλσο έρνπκε έλαλ θαηεπζπλφκελν θχθιν πνπ πεξλάεη απφ φιεο ηηο θνξπθέο, πνπ 

ζεκαίλεη φηη ην γξάθεκα είλαη ηζρπξά ζπλεθηηθφ θαη ν πίλαθαο κε ππνβηβάζηκνο. 

Όζνλ αθνξά ηελ αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ πίλαθα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πιένλ θιαζζηθφ ηξφπν γηα λα 

απνθαλζνχκε αλ αληηζηξέθεηαη ή φρη, θαη απηφο δελ είλαη άιινο απφ ηελ νξίδνπζα ηνπ. Πξνθχπηεη φηη 

det(A9) = - 1 - ei (ζ 1+ ζ 2 + ζ 3 + ζ 4)
. Άξα γηα λα είλαη ην z=0 ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A9 πξέπεη 

4

i

i=1

ζ  = π(mod2π) . 

Δπνκέλσο, ζηελ πεξίπησζε απηή, ην Γ(A9) πνπ δίλεηαη ζηελ Δηθφλα 2.5 απνδεηθλχεη μαλά φηη ε 

επξηζθφκελε ηδηνηηκή δελ είλαη ηδηνηηκή πνπ αλήθεη ζην 9( )  . 

 

Ππόηαζη 2.1.18. (Cvetkovic) Έζησ πίλαθαο Α = [αi,j] ∈  C
nx n 

κε n ≥ 2. Θεσξνχκε φηη  |α η,η| > ri (A),      

∀ i ∈  {1,2,...,n-1} θαη |αn,n| = rn (A). Σφηε αλ rn (A) > 0 ν πίλαθαο είλαη αληηζηξέςηκνο, ελψ αλ rn (A) = 0, ν 

πίλαθαο είλαη ηδηάδσλ. 

Απφδεημε: ηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχεη φηη ην ηειεπηαίν άζξνηζκα γξακκήο είλαη κεδεληθφ (rn(A) = 0), ζα 

ηζρχεη απφ ππφζεζε φηη θαη ε ηηκή ηνπ ηειεπηαίνπ δηαγψληνπ ζηνηρείνπ αn,n ζα είλαη κεδέλ. Σφηε φκσο 

πξνθχπηεη κία κεδεληθή γξακκή ζηνλ πίλαθα, γεγνλφο πνπ καο νδεγεί ζηε κε αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ 

πίλαθα (νξίδνπζα πίλαθα κεδεληθή/ ην κεδέλ είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα). Αλ απελαληίαο ηζρχεη φηη rn(A) > 0, 

ηφηε απηφκαηα πξνθχπηεη φηη ν n-νζηφο θχθινο Geršgorin πεξλάεη απφ ην κεδέλ (θαζψο ε αθηίλα απηνχ 

ηνπ θχθινπ ηζνχηαη κε ηελ απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ δίζθνπ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ) θαη κάιηζηα 

είλαη θαη ν κνλαδηθφο δίζθνο κε απηήλ ηελ ηδηφηεηα. Δπνκέλσο ην ζεκείν (0,0) αλήθεη ζην ζχλνξν ηνπ 

ζπλφινπ Geršgorin Γ(A). Απφ Θεψξεκα 2.1.16 γλσξίδνπκε φηη αλ ππάξρεη ζεκείν πνπ λα αλήθεη ζην 

( )   θαη είλαη παξάιιεια θαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α, ηφηε φινη νη θχθινη Geršgorin ζα δηέξρνληαη απφ 

ην ζεκείν απηφ. πλζήθε ε νπνία δελ ηθαλνπνηείηαη, άξα ην κεδέλ δελ είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα θαη ν 

πίλαθαο ηειηθά δελ είλαη ηδηάδσλ.                                                                                                                 ∎ 
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2.2  Αναλςηικέρ Δπεκηάζειρ ηος Θευπήμαηορ Geršgorin 

 
 

Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, είλαη επξέσο γλσζηφ ζηνλ θιάδν ηεο Αλάιπζεο Πηλάθσλ φηη ην 

θάζκα ηνπ πίλαθα Α είλαη αθξηβψο ην ίδην κε ην θάζκα ηνπ αλάζηξνθνχ ηνπ (σ (Α) = σ (ΑT
), φπνπ ΑT

:= 

[α j,i]). Πξνβιέπεηαη ινηπφλ ν Α λα είλαη αληηζηξέςηκνο αλ θαη κφλν αλ ν ΑT
 είλαη αληηζηξέςηκνο. 

Δπνκέλσο εηζάγνληαο ηνλ ΑT
 ζηε ζέζε ηνπ Α ζην ζεψξεκα απζηεξήο δηαγψληα θπξηαξρίαο (Θεψξεκα 

1.2.9) πξνθχπηεη: 

 

Πόπιζμα 2.2.1. Κάζε πίλαθαο Α = [αi,j] ∈ C
nxn

, ν νπνίνο ηθαλνπνηεί ηελ 

|α i,i | > ci (A)  :=  ri (AT
) 

  
=

j   N  \ { i }

 | α i,j |   ∀ i ∈  N,                                           (2.7) 

πξνθχπηεη εχινγα φηη είλαη αληηζηξέςηκνο. 

 

Παπαηήπηζη 2.2.2. Οη πνζφηεηεο ci (A) = ri (A
T
) ηεο πξνεγνχκελεο ζρέζεο εμαξηψληαη πιένλ απφ ηα 

αζξνίζκαηα ζηειψλ ηνπ Α ζε αληίζεζε κε ηελ εμάξηεζε απφ ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ ηνπ αξρηθνχ 

Θεσξήκαηνο 1.2.9. 

 

Ππόηαζη 2.2.3. Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ηφηε πάληνηε ηζρχεη 
i N j N

i jr (A)= c (A)
 

  . 

Η θιάζε κάιηζηα ησλ πηλάθσλ γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη φηη έρνπλ αθξηβψο ην ίδην άζξνηζκα κε 

δηαγψλησλ ζηνηρείσλ είλαη ππεξαξηζκήζηκε. 

Απφδεημε: Παίξλνπκε σο παξάδεηγκα έλαλ Α = [αi,j] ∈ C
3x3

, κε αζξνίζκαηα γξακκψλ ri (A) = 1 ∀ i ∈ 

{1,2,3} θαη νκνίσο κε αζξνίζκαηα γξακκψλ  c i (A) = 1 ∀ i ∈ {1,2,3}. θνπφο καο είλαη βέβαηα λα 

δείμνπκε θαηαξράο φηη ππάξρνπλ πίλαθεο Β= [βi,j] ∈ C
3x3

, ηέηνηνη ψζηε λα έρνπλ ην ίδην άζξνηζκα κε 

δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ. Απηφ βέβαηα ζα ίζρπε πάληα αλ νη πίλαθεο είραλ αθξηβψο ηα ίδηα αζξνίζκαηα 

γξακκψλ θαη ζηειψλ. Αλ ινηπφλ ζέζνπκε ηνλ B σο 

          Β = [
∗ 1 − ε ε
ε ∗ 1 − ε
1 − ε ε ∗

] κε ε ∈  (0,1), 

ηφηε ιφγσ ηεο ππεξαξηζκεζηκφηεηαο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ πνπ αλήθνπλ κεηαμχ ηνπ κεδέλ θαη ηεο 

κνλάδαο, πξνθχπηεη φηη ππάξρνπλ ππεξαξηζκήζηκα άπεηξνη ην πιήζνο πίλαθεο ζαλ ηνλ Β, πίλαθεο πνπ 

απηνκάησο έρνπλ ην ίδην αθξηβψο άζξνηζκα ζηνηρείσλ κε ηνλ αξρηθφ πίλαθα Α.  

ε πεξίπησζε πνπ n = 2, είλαη πξνθαλήο ε ππεξαξηζκήζηκε δπλαηφηεηα επηινγήο δχν αξηζκψλ (β 1,2 θαη 

β2,1) πνπ λα έρνπλ ζπγθεθξηκέλν άζξνηζκα, ελψ γηα n ≥ 4 ε κφλε αιιαγή είλαη ε πξνζζήθε ησλ ε1, ε2,...., 
εn-2 πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ κε εi ∈  (0,1) γηα i = {1,2,…n-2}. ηε πεξίπησζε απηή θάζε γξακκή(/ζηήιε) 

ζα έρεη ηε κνξθή [*, 1-ε1-ε2-. . . . -εn-2, ε1, ε2, . . . . ,εn-2].                                                                                                ∎ 

 

Καηά παξφκνην ηξφπν κε ηελ ηζνδπλακία ησλ Θεσξεκάησλ 1.2.2 θαη 1.2.9 πξνθχπηεη κηα αλάινγε 

ηζνδπλακία γηα ηνλ αλάζηξνθν πίλαθα ηνπ Α. 

 

Πόπιζμα 2.2.4. Γηα θάζε πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ηζρχεη φηη    

σ (Α) ⊆ Γ(AT
).                                                                  (2.8) 

Καζψο δειαδή έρνπκε ηηο ίδηεο αθξηβψο ηδηνηηκέο γηα ηνλ AT
 ζε ζρέζε κε ηνλ Α, επίθεηηαη φηη ην θάζκα 

ηνπ Α ζα αλήθεη ζην ζχλνιν Geršgorin ηνπ Α
Σ
. 
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Πξνθαλψο σο ζπλέπεηα ησλ ζρέζεσλ εγθιεηζκνχ (1.8) ηνπ Θεσξήκαηνο 1.2.2 θαη ηεο ζρέζεο (2.8) ηνπ 

παξαπάλσ πνξίζκαηνο κπνξεί λα πξνθχςεη θαη κηα ηξίηε ελδηαθέξνπζα ζρέζε εγθιεηζκνχ. 

 

Θεώπημα 2.2.5. Γηα νπνηνλδήπνηε πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ζέηνληαο Γ(AT
) := {z ∈ C : |z − αi,i| ≤ ci (A)} 

κε ην ην ci (A) λα είλαη ην i-νζηφ άζξνηζκα ζηήιεο πνπ έρεη νξηζηεί ζηε ζρέζε (2.7) ηζρχεη φηη 

σ(A) ⊆ ( Γ(A) ∩ Γ(A
T

)).                                                            (2.9) 

Σν θάζκα ηνπ πίλαθα Α δειαδή, αλήθεη ζηελ ηνκή ηνπ ζπλφινπ Geršgorin κε ηελ έλσζε ησλ δίζθσλ  

Geršgorin πνπ έρνπλ θέληξν ηα ζεκεία  αi,i, αιιά πιένλ αθηίλα ci (A) θαη απνηεινχλ ην ζχλνιν  

Geršgorin ηνπ Α
Σ
.  

Παπαηήπηζη 2.2.6. Σν ζεψξεκα ηνπ Geršgorin 1.2.2 θαζψο θαη ην παξαπάλσ ζεψξεκα δελ 

απνθιείνπλ ηελ πηζαλφηεηα λα ππάξρνπλ δίζθνη πνπ δελ πεξηέρνπλ ηδηνηηκέο. 

Παπαηήπηζη 2.2.7. εκαληηθή επίζεο ιεπηνκέξεηα είλαη φηη πιένλ ε ζρέζε εγθιεηζκνχ ησλ ηδηνηηκψλ 

(2.9) εμαξηάηαη πιένλ απφ 3n ην πιήζνο παξακέηξνπο, πνπ θαζνξίδνπλ πιήξσο ην ρσξίν πνπ αλακέλεηαη 

λα εκθαληζηνχλ νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θαη πξνέξρνληαη φιεο απφ ηνλ πίλαθα  Α = [αi,j] ∈ C
nxn

. Οη 

παξάκεηξνη απηέο είλαη νη 

                                                          n  n  n
i =1 i =1 i =1i,i i i, {α } {r (A)}  θαη {c (A)} .                                                  (2.10) 

Παξάδεηγκα: Γηα λα δηαπηζηψζνπκε έκπξαθηα ηε ζπνπδαηφηεηα ηνπ ηειεπηαίνπ ζεσξήκαηνο, ζα 

ζεσξήζνπκε μαλά έλαλ πίλαθα πνπ κειεηήζεθε λσξίηεξα φζνλ αθνξά ηνπο δίζθνπο Geršgorin. Έζησ ν 

                                                                Α2 = [
1 i 0
1/2 4 i/2
1 0 7

], 

ν νπνίνο ζα κειεηεζεί εθ λένπ, απηή ηε θνξά ππφ ην πξίζκα ησλ δίζθσλ Geršgorin ηνπ αλάζηξνθνχ ηνπ. 

Σίζεηαη ελ ηζρχ ινηπφλ ε ζρέζε (2.8) θαη πξνθχπηνπλ ηξεηο λένη δίζθνη, κε ηα ίδηα θέληξα κελ, αιιά κε 

δηαθνξεηηθή αθηίλα πιένλ, ε νπνία ηζνχηαη κε θάπνην άζξνηζκα ζηήιεο.  Γξαθηθψο, νη δίζθνη απηνί 

απεηθνλίδνληαη ζηελ Δηθφλα 2.6 κε νινέλα θαη θζίλνπζα αθηίλα απφ αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά (ελψ κε 

ζηαζεξή αθηίλα είλαη νη πξνυπάξρνληεο δίζθνη). Δκθαλψο πξνθχπηεη φηη ε ηνκή ησλ αληίζηνηρσλ δίζθσλ 

είλαη έλα αθφκε κηθξφηεξν θαη πξνηηκφηεξν ζπλεπψο ρσξίν πνπ πεξηέρεη φιεο βεβαίσο ηηο ηδηνηηκέο. ηελ 

εηθφλα πνπ αθνινπζεί ην λέν απηφ ρσξίν είλαη ρξσκαηηζκέλν, απνηειείηαη απφ ηξεηο δίζθνπο θαη θάζε 

δίζθνο πεξηέρεη κία ηδηνηηκή. 

 

 

 

Δηθόλα 2.6: Γ(A2 ), Γ(A2
T
) θαη Γ(A2 )∩ Γ(A2

T
). 
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 Δίλαη πάλησο απνιχησο αλακελφκελν θαη ινγηθφ ε ηνκή ησλ Γ(A
T
) θαη Γ(A) λα κελ είλαη ην θελφ 

(αγλνψληαο πξνο ζηηγκήλ ηελ επίγλσζε ηνπ φηη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α ζα αλήθνπλ ζε απηήλ ηελ ηνκή), 

θαζψο φινη νη επηκέξνπο δίζθνη  Γi(A
T
) θαη Γi(A) έρνπλ ην ίδην θέληξν. 

Γελλάηαη ην εξψηεκα ζε απηφ ην ζεκείν αλ κπνξεί ν ζπλδπαζκφο ησλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ θαη ησλ 

αζξνηζκάησλ ζηειψλ λα επηθέξεη ρσξίν αλάινγν κε ηα πξνεγνχκελα, πνπ ζα πεξηέρεη ην θάζκα ελφο 

ηπραίνπ πίλαθα. Έλα ηέηνην εγρείξεκα ζίγνπξα δε θαληάδεη παξάινγν. Δλ πξνθεηκέλσ, κε ρξήζε 

εξγαιείσλ ηεο Μαζεκαηηθήο Αλάιπζεο θαη ιακβάλνληαο σο δεδνκέλν φηη ηζρχεη ην Θεψξεκα 1.2.9. 

(ΘΑΓΚ) ν  Α. Ostrowski ην 1951 απέδεημε ην αθφινπζν ζεψξεκα. 

Θεώπημα 2.2.8. Γηα νπνηνλδήπνηε Α = [αi,j] ∈  C
nxn 

πίλαθα θαη θάζε α κε 0 ≤ α ≤ 1, αλ ηζρχεη φηη  

|α i,i |  >  (ri (A))α (ci (A))
1- α,  ∀ i ∈  N,                                                    (2.11) 

ηφηε ν Α είλαη αληηζηξέςηκνο. 

Παπαηήπηζη 2.2.9. ηελ παξαπάλσ επέθηαζε ηνπ ΘΑΓΚ πξέπεη λα ηνληζηεί φηη ην α είλαη ζηαζεξφ 

γηα θάζε i ∈ N, νπφηε γηα ηνλ ηπραίν i-νζηφ δίζθν Geršgorin δελ κπνξεί λα επηιεγεί κφλν ην άζξνηζκα 

γξακκήο  ri (A) ή ην άζξνηζκα ζηήιεο ci (A), αιιά θαη ηα δχν κε ζπγθεθξηκέλε πνζφζησζε (πνπ 

θαζνξίδεηαη βεβαίσο απφ ην α). Δπίζεο ε απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2.8 ρξεζηκνπνηεί ηελ αληζφηεηα 

Hölder φπσο θαη άιια καζεκαηηθά εξγαιεία πνπ δελ βξίζθνληαη ζην επίθεληξν ηνπ ελδηαθέξνληνο ηεο 

παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 

 

Απφ ην πξνεγνχκελν ζεψξεκα θαη ηα πνξίζκαηα ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin ηεο §1.2 πξνθχπηνπλ 

άκεζα θαη‟ αληηζηνηρία θάπνηα εμίζνπ ελδηαθέξνληα πνξίζκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, αθνχ πξψηα γηα 

δηάλπζκα x = [x1, x2,..., xn]
T
 ∈ R

n
, x > 0,  ζέζνπκε Υ = diag[x] = diag[x1, x2,…, xn] εθαξκφδνπκε ην 

ζεψξεκα 2.2.8 γηα ην Υ
-1Α Χ = [α i,j xj /xi]. 

 

Πόπιζμα 2.2.10. Γηα θάζε Α = [αi,j] ∈ C
nxn 

πίλαθα, ∀ x > 0 ∈ R
n
 θαη ∀ 0 ≤ α ≤ 1 αλ ππνζέζνπκε φηη 

ηζρχεη 

       |α i,i|  >  (ri
x
(A))α (ci

x
(A))

1- α,  ∀ i ∈ N,                                                    (2.12) 

φπνπ κάιηζηα απφ ηε ζρέζε (2.7) ζπλεπάγεηαη φηη ηζρχεη ci
x
(A) = ri

x
(AT

), ηφηε ν Α είλαη αληηζηξέςηκνο. 

       

Πόπιζμα 2.2.11. Γηα πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ∀ x > 0 ∈ R
n
 θαη ∀ 0 ≤ α ≤ 1, γηα ην θάζκα ηνπ Α ηζρχεη 

σ (Α) ⊆ 
i N

{


z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ (ri
x
(A))α (ci

x
(A))

1- α}.                                      (2.13) 

Σν Πφξηζκα 2.2.11 είλαη ηειείσο αλάινγν ηνπ Πνξίζκαηνο 1.2.13 κε ηελ πξνζζήθε ηεο παξακέηξνπ α 

θαη είλαη ηζνδχλακν κε ην ακέζσο πξνεγνχκελν Πφξηζκα 2.2.10. Σν Πφξηζκα 2.2.11 δηαηππψλεη κε 

ζαθήλεηα φηη φιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α εληνπίδνληαη κέζα ζην παξαιιαγκέλν ζηαζκηζκέλν ζχλνιν 

Geršgorin κε ηηο αθηίλεο ησλ παξαιιαγκέλσλ ζηαζκηζκέλσλ δίζθσλ Geršgorin λα δίλνληαη απφ έλα 

γηλφκελν ζπδπγψλ εθζεηψλ πνπ ρξεζηκνπνηεί φια ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ θαη ζηειψλ. 

Σν ρσξίν πνπ ζρεκαηίδεηαη ζηε (2.13) νλνκάδεηαη ζύνολο Ostrowski πξνο ηηκή ηνπ Οπθξαλνχ 

καζεκαηηθνχ. Δίλαη πξνθαλέο φηη φπσο ζπκβαίλεη θαη κε ηα ζηαζκηζκέλα ζχλνια Geršgorin έηζη θαη ην 

ζχλνιν Ostrowski γηα έλαλ ηεηξαγσληθφ πίλαθα Α δελ είλαη κνλαδηθφ. 

Η ζπλήζεο δηαδηθαζία είλαη λα αλαδεηείηαη ην βέιηηζην α έηζη ψζηε ην ζχλνιν Ostrowski λα είλαη ην 

κηθξφηεξν δπλαηφ. Αθνινπζεί έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα. 
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Παξάδεηγκα: Θεσξνχκε ηνλ πίλαθα Α10 = [
1 8
0,5 4

] κε x = [1,1]
 T

 θαη επηπξφζζεηα ζεσξνχκε θαη ηνπο 

δχν δίζθνπο πνπ πξνθχπηνπλ βάζεη ηεο (2.13) , φπνπ βεβαίσο ηζρχεη 0 ≤ α ≤ 1. 

Οη δχν δίζθνη είλαη νη {z ∈ C  : |z − 1| ≤  8
α
(0,5)

1 - α
} θαη {z ∈ C  : |z − 4| ≤  8

1 - α
 (0,5)

α
}.  

Παξφηη ν πίλαθαο Α10 δελ είλαη ζπκκεηξηθφο, γλσξίδνπκε φηη έρεη πξαγκαηηθέο ηδηνηηκέο, κε ηελ πξψηε εμ 

απηψλ λα είλαη ζίγνπξα ην 0, φπσο πξνθχπηεη απφ ηηο γξακκέο/ζηήιεο ηνπ πίλαθα θαζψο είλαη δηπιάζηα ε 

κία ηεο άιιεο, κε απνηέιεζκα λα πξνθχπηεη εχθνια κεδεληθή νξίδνπζα πνπ ζπλεπάγεηαη φηη ν πίλαθαο 

είλαη κε αληηζηξέςηκνο. Χο εθ ηνχηνπ γηα ηε βειηηζηνπνίεζε ηνπ ρσξίν καο, ζέινπκε λα πεξηιακβάλεη 

νξηαθά, δειαδή πάλσ ζην ζχλνξν ηνπ, ην κεδέλ, θαη αληίζηνηρα κε ην Θεψξεκα 2.1.17 απηφ ζεκαίλεη φηη 

θαη νη δχν θχθινη ζα δηέξρνληαη απφ ην ζεκείν απηφ. Απηφ ζπκβαίλεη γηα α=1/4. Πην αλαιπηηθά, 

αγλνψληαο ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε ζέηνπκε 

β(α) := min[1 - 8
α
(0,5)

1 - α
, 4 - 8

1 - α
 (0,5)

α
]   (α ∈ [0,1]). Σφηε φλησο δηαπηζηψλνπκε φηη 

0  α  1

max
   

β(α)
 
= 0 = β(1/4). 

Δπεηδή κάιηζηα νη δχν δίζθνη  Ostrowski κε θέληξν z =1 θαη z = 4 αληίζηνηρα δεκηνπξγνχλ έλα δηάζηεκα 

ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ φπνπ αλακέλεηαη λα βξίζθνληαη νη ηδηνηηκέο ηνπ Α10, αλ θαηνξζψζνπκε λα 

βειηηζηνπνηήζνπκε ην δίαζηεκα πνπ εκπεξηέρνληαη νη ηδηνηηκέο, ηφηε ηαπηφρξνλα βειηηζηνπνηνχκε θαη ην 

εκβαδφλ ηνπ ζπλφινπ Ostrowski θαζψο νη δίζθνη δελ είλαη μέλνη, ηα θέληξα ηνπο είλαη ζπλεπζεηαθά κε 

ηηο ηδηνηηκέο ηνπ Α10 θαη ηέινο ην εκβαδφλ ηνπο είλαη θαηά πξνζέγγηζε αλάινγν ηεο δηακέηξνπ ησλ δχν 

δίζθσλ. Σν κφλν αλαπάληεην – πξνο ην παξφλ – εξψηεκα πνπ κέλεη είλαη αλ ην  ρσξίν απηφ είλαη 

θαιχηεξν νπνηνπδήπνηε ζηαζκηζκέλνπ ζπλφινπ Geršgorin. 

Θεώπημα 2.2.12. (Θεψξεκα Ostrowski) Γηα θάζε πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ηζρχεη 

σ (Α) ⊆ 
i N

{


z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ξi
(1)

},                                                   (2.14) 

                                              φπνπ   ξi
(1)

 := αi
1/q 

(
j N \{i

i,

}

j| α


 |
p 

)
i/p

                                                            (2.15) 

θαη p ≥ 1, κε 
1 1

+ 1
p q

  , ελψ φινη νη ζεηηθνί αξηζκνί {αi
 n

i 1} 
 ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε 

i N i

1
1

(1 )




 . 

ε παξφκνην απνηέιεζκα θαηέιεμαλ ην 1954 νη Fan θαη Hoffman. 

 

Θεώπημα 2.2.13. (Fan-Hoffman) Γηα θάζε πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ηζρχεη 

σ (Α) ⊆ 
i N

{


z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ξi
(2)

},                                                  (2.16)                                              

φπνπ   ξi
(2)

 := α
 
(

j N\{i}

max


|αi,j| )   ∀ i ∈  N,                                                       (2.17)   

κε α ηπραίν ζεηηθφ αξηζκφ πνπ λα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε    

j N\{i}
i,ji N

i r (A)

max | |α




  α(1- α) . εκεησηένλ δε, φηη ζε 

πεξίπησζε πνπ γηα θάπνην i ν παξνλνκαζηήο θάπνηνπ φξνπ ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη κεδέλ, ηφηε ν φξνο 

απηφο ζεσξείηαη κεδεληθφο.  

 

Παξαηεξνχκε φηη φια ηα πξναλαθεξζέληα ζχλνια εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ απηήο ηεο παξαγξάθνπ, δειαδή 

ην ζχλνιν Ostrowski ηνπ Πνξίζκαηνο 2.2.11, ην παξαιιαγκέλν ζχλνιν Ostrowski ηνπ Θεσξήκαηνο 

2.2.12 θαη ην ζχλνιν ησλ Fan θαη Hoffman ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2.13, εμαξηψληαη πέξα απφ ηηο ηηκέο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα θαη απφ άιιεο παξακέηξνπο. 
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Οη παξάκεηξνη απηέο δηαθέξνπλ ζε θάζε ζχλνιν. 

 ην ζχλνιν Ostrowski είλαη ζαθέο κέζσ ηεο (2.13) φηη νη επηπιένλ απηέο παξάκεηξνη είλαη ην α, 

αιιά θαη νη n ην πιήζνο ηηκέο ηνπ δηαλχζκαηνο x > 0. 

 ην έηεξν ζχλνιν ηνπ Ostrowski πνπ πξνθχπηεη απφ ην Θεψξεκα 2.2.12, δηαπηζηψλνπκε φηη 

ρξεηαδφκαζηε ηηο {αi
 n

i=1} , ην p θαη ην q. Άξα ζπλνιηθά n+1 παξακέηξνπο, θαζψο p θαη q 

αιιεινεμαξηψληαη. 

 Σέινο φζνλ αθνξά ην ζχλνιν ησλ Fan θαη Hoffman, ε κνλαδηθή θαη ζπλάκα ζεκαληηθφηαηε 

κεηαβιεηή πνπ θαζνξίδεη ηελ αθηίλα ησλ δίζθσλ είλαη ε α. Απηφ απνηειεί θαη ην κέγα 

πιενλέθηεκα ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2.13, ην φηη δειαδή κπνξεί λα εθαξκνζηεί άπαμ θαη 

πξνζδηνξηζηεί έλα θαηάιιειν α. 

ην ζεκείν απηφ θάλνληαο κηα κηθξή αλαζθφπεζε είλαη ινγηθφ λα αλαξσηεζνχκε αλ απηά ηα ηξία 

ηειεπηαία ρσξία εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ είλαη πξνηηκεηέα ζε ζρέζε κε ην ζχλνιν Geršgorin θαη δε ην 

ζηαζκηζκέλν ζχλνιν ηνπ Πνξίζκαηνο 1.2.13. Δπηζεκαίλεηαη φηη ην ζηαζκηζκέλν ζχλνιν Geršgorin 

ρξεηάδεηαη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ίδησλ παξακέηξσλ κε ην ζχλνιν Ostrovski πιελ ηεο παξακέηξνπ α. 

ην εξψηεκα απηφ ε απάληεζε ελ κέξεη ήξζε απφ ηνλ Ακεξηθάλν καζεκαηηθφ θηλεδηθήο θαηαγσγήο Ky 

Fan ην 1958, κε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Perron-Frobenius πάλσ ζε κε αξλεηηθνχο κε ππνβηβάζηκνπο 

πίλαθεο. 

Θεώπημα 2.2.14. (Θεψξεκα Fan)   Γηα n ≥ 2 έζησ πίλαθαο Β= [βi,j] ∈ R
nxn

 κε ππνβηβάζηκνο πίλαθαο 

κε  βi,j > 0  ∀ i, j ∈  N κε i ≠ j  θαη βi,i = 0  ∀ i ∈ N. Δπίζεο έζησ {ρi
n

i=1} n ην πιήζνο ζεηηθνί αξηζκνί ηέηνηνη 

ψζηε γηα θάζε Α = [αi,j] ∈ C
nxn

 κε |αi,j| = βi,j ∀ i,j ∈ N κε i≠j  θαη θάζε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α λα αλήθεη 

ζε έλαλ ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο δίζθνπο 

                                                       {z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ξi}.                                                             (2.18)  

Σφηε ζα   x = [x1, x2,…, xn]
T 
∈  R

n
, x > 0, δηάλπζκα εμαξηψκελν απφ ηνλ πίλαθα Α, ηέηνην ψζηε 

ξi  ≥  ri
x
(A)      (∀ i ∈  N).                                                 (2.19) 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο νθείινπκε λα αλαθεξζνχκε ζηα εμήο: 

 

Παπαηήπηζη 2.2.15. Απφ ηελ ζρέζε (2.19) είλαη μεθάζαξν φηη νη ζηαζκηζκέλνη δίζθνη Geršgorin Γi
x
(A) 

είλαη ππνζχλνια ησλ αληίζηνηρσλ δίζθσλ {z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ξi} ∀ i ∈  N, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη 

Γ
x
(A)   

i N

{


z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ξi },                                                (2.20) 

δειαδή ππάξρεη πάληα θάπνην ζηαζκηζκέλν ζχλνιν Geršgorin πνπ λα είλαη ππνζχλνιν ησλ ππνινίπσλ 

ζπλφισλ. Η ζχγθξηζε απηή είλαη εθηθηή κφλν ζηελ θαηεγνξία ησλ κε ππνβηβάζηκσλ πηλάθσλ. 

Θεώπημα 2.2.16. (Θεψξεκα Perron-Frobenius)
  
Γνζέληνο ελφο  πίλαθα Α = [αi,j] ∈ C

nxn
 κε αi,j > 0 ∀ 0 

≤ i, j ≤ n (δειαδή Α > 0 ζεηηθφο πίλαθαο), ηζρχνπλ ηα αθφινπζα: 

i. Η θαζκαηηθή αθηίλα ξ(Α) ηνπ πίλαθα είλαη ζεηηθή. 

ii. Ο Α έρεη κία ζεηηθή πξαγκαηηθή ηδηνηηκή ίζε κε ηελ θαζκαηηθή ηνπ αθηίλα ξ(Α). 

iii. Αληηζηνηρεί ζηελ θαζκαηηθή αθηίλα ηδηνδηάλπζκα x = [x1, x2,…, xn]
T 

> 0 ηέηνην ψζηε A x = ξ(A) x. 

iv. Η  θαζκαηηθή αθηίλα ξ(Α) απμάλεηαη αλ νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α απμεζεί. 

v. Η ξ(Α) είλαη απιή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α. 
 

Πιένλ κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Fan (2.2.14). 



28 | Σελίδα                   2.2 Αναλςηικέρ Δπεκηάζειρ ηος Θευπήμαηορ Geršgorin 

 

 

Απφδεημε: Απφ ππφζεζε, αλ ν Α = [αi,j] ∈  C
nxn

ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε |αi,j| = βi,j ∀ i, j ∈  N κε i≠j  θαη αλ 

|αi,j| > ξi, θαζψο ηα ξi επηιέγνληαη θαηά ην δνθνχλ, ηφηε πξνθαλψο ην z=0 δελ κπνξεί, απφ ηε ζρέζε 

(2.18), λα είλαη ηδηνηηκή ηνπ Α. Δπνκέλσο ν πίλαθαο Α είλαη αληηζηξέςηκνο. 

Έπεηηα, νξίδνπκε ηνλ αληηζηξέςηκν πίλαθα D := 
1 2 n

1 1 1
diag[ , ,..., ]

ξ ξ ξ
 θαη ζέηνπκε Β' := DΒ = [b'i,j], έηζη 

ψζηε 

b'i,j = 
i,j

i

b

ξ  

 θαη  b'i,i = 0    ∀ i, j ∈  N.                                                 (2.21) 

Σφηε θάζε Α' = [α'i,j] ∈  C
nxn 

κε |α'i,j| = β'i,j ∀ i, j ∈  N κε i ≠ j  θαη κε |α'i,j| > 1 ∀ i ∈  N (ηξνπνπνηήζακε ηνπο 

πίλαθεο έηζη ψζηε λα πξνθχπηεη θαλνληθνπνηεκέλν ην θάζε άζξνηζκα γξακκήο), είλαη επίζεο 

αληηζηξέςηκνο.  

Δπηπιένλ, θαζψο ν Β είλαη κε ππνβηβάζηκνο, ην ίδην ηζρχεη θαη κε ηνλ Β'. Απφ ην ζεψξεκα Perron-

Frobenius πνπ παξαηέζεθε λσξίηεξα, ν Β' έρεη κία ζεηηθή ηδηνηηκή λ θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα x =   

[x1, x2,…, xn]
T 

> 0 ηέηνην ψζηε λxi = (B'x) i ∀ i ∈  N. Με ηε επίγλσζε ηεο (2.21) θαη ηνπ νξηζκνχ ηνπ 

ζηαζκηζκέλνπ αζξνίζκαηνο γξακκήο, πξνθχπηεη φηη 

λ ξi = i,

j N \{i}

j j
i

1
α| |x

x


 = ri
x
(A)       (∀ i ∈  N).                                         (2.22) 

Σέινο, παίξλνπκε έλαλ πίλαθα, έζησ C, κε C = Β' - λΙn  = [ci,j] ∈  C
nxn

. Σφηε ν C ζα είλαη ηδηάδσλ εμ 

νξηζκνχ κε |ci,j| = β'i,j ∀ i, j ∈  N κε i≠j  θαη |ci,i| = λ  ∀ i ∈  N. Απφ ηελ άιιε γλσξίδνπκε φηη αλ |ci,j| > 1     

∀ i ∈  N ν πίλαθαο είλαη αληηζηξέςηκνο. πλεπψο γηα λα είλαη ν πίλαθαο C κε αληηζηξέςηκνο, πξέπεη λ ≤ 1. 

Άξα απφ (2.22) πξνθχπηεη ξi ≥ ri
x
(A)  ∀ i ∈ N, πνπ είλαη ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα ηεο (2.19).                   ∎ 

                                                                                                            

Παπαηήπηζη 2.2.17. Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη νη n αληζφηεηεο ηεο ζρέζεο (2.19) 

ηζρχνπλ γηα θάπνηα ζπγθεθξηκέλα δηαλχζκαηα x > 0 ∈ R
n
 θαη εμαξηψληαη απφ ηνλ ίδην ηνλ πίλαθα Α. 

πλεπψο, ν εγθιεηζκφο ηεο ζρέζεο (2.20) ελδέρεηαη λα κελ ηζρχεη γηα ηπραία επηινγή ηνπ δηαλχζκαηνο x.                                       
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2.3  Δπεκηάζειρ  πος πποκύπηοςν από Νόπμερ Πινάκυν 

 
 

ηφρνο απηήο ηεο παξαγξάθνπ είλαη λα κειεηεζεί ην ζεψξεκα Geršgorin ππφ ην πξίζκα ησλ λνξκψλ 

πίλαθα. Απηή ε ζθνπηά ηνπ θεληξηθνχ αλ κε ηη άιιν ζεσξήκαηνο ηεο εξγαζίαο εδξαηψζεθε απφ ηνλ  

A.S.Householder, Ακεξηθάλν καζεκαηηθφ ηνπ πεξαζκέλνπ αηψλα. 

Έζησ λφξκα . θ  πνπ εθαξκφδεηαη ζε δηλαχζκαηα x ∈  C
n
. Έζησ ηψξα πίλαθαο Α = [αi,j] ∈  C

nxn
κε         

λ ∈  σ(Α). Σφηε γλσξίδνπκε πσο ππάξρεη ηδηνδηάλπζκα x ∈  C
n
, x ≠ 0, έηζη ψζηε λα ηζρχεη Αx = λx. Γηα 

θάπνηνλ πίλαθα Β  ∈  C
nxn

, ε πξνεγνχκελε ζρέζε κπνξεί λα γξαθεί θαη σο   

(Α-Β)x = (λIn-B).                                                             (2.23) 

Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ λ   σ(Β), ηφηε ν (λIn-B) είλαη αληηζηξέςηκνο θαη ε (2.23) γξάθεηαη θαη σο 

(λIn-B)
-1
 (Α-Β)x = x.                                                           (2.24) 

Αληίζηνηρα κε ηελ Παξαηήξεζε 1.2.6, γηα έλα πίλαθα C ∈  C
nxn

, ε επαγφκελε λφξκα πίλαθα (ελ γέλεη 

ηειεζηή) . θ                     ζε ζρέζε κε ηε λφξκα δηαλχζκαηνο δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν: 

 θC  := x 0

θ

θ

Cx
sup

x


 

= x 1 θsup Cx , 

θαη απεπζείαο πξνθχπηεη απφ ηελ (2.24) φηη 

‖(λIn-B)
-1
 (Α-Β)‖θ  ≥ 1 γηα λ ∈  σ(Α)\ σ(Β).                                              (2.25)     

Οπφηε πιένλ κπνξνχκε λα νξίζνπκε ην επφκελν ζχλνιν ζην κηγαδηθφ επίπεδν: 

Gθ(Α,Β)  := σ(Β)  {z ∈  C  : z   σ(Β)   ‖(zIn-B)
-1
 (Α-Β)‖θ  ≥ 1}.                       (2.26) 

Δπνκέλσο αθνχ νξίζηεθε ην παξαπάλσ ζχλνιν, κπνξνχκε λα ελζηεξληζηνχκε ην ζπιινγηζκφ ηνπ 

Householder. Έζησ ινηπφλ κηα νπνηαδήπνηε ηδηνηηκή ηνπ λ ∈ σ(Α). Αλ λ ∈ σ(Β), ηφηε απφ ηε (2.26) ζα 

ηζρχεη λ ∈ Gθ(Α,Β) . Αλ απελαληίαο ηζρχεη λ ∈ σ(Α)  λ  σ(Β), ηφηε ηζρχεη πάιη ε (2.26) ιφγσ ηνπ φηη ν 

ηζρχεη θαη ν δεχηεξνο φξνο ηεο ζχδεπμεο (ζρέζε (2.26)). Άξα ζε θάζε πεξίπησζε, αλ είλαη ηδηνηηκή ηνπ 

πίλαθα Α, ηφηε ζα αλήθεη θαη ζην ζχλνιν Gθ(Α,Β) . ε απηήλ ηελ δηαπίζησζε θαηέιεμε αξρηθά ν 

Householder ην 1956 θαη ηελ εμέιημε πεξαηηέξσ ην 1964.  

 

Θεώπημα 2.3.1. (Householder) Γηα θάζε πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, νπνηνλδήπνηε Β= [βi,j] ∈  C
nxn

θαη 

νπνηαδήπνηε λφξκα πηλάθσλ . θ                     ιςχύει: 

σ(Α) ⊆ Gθ(Α,Β) ,                                                             (2.27) 

φπνπ ην ζχλνιν Gθ(Α,Β) νλνκάδεηαη ζύνολο Householder (Householder set) θαη δίλεηαη απν ηε ζρέζε 

(2.26). ηελ αξρηθή ηνπ φκσο ηνπνζέηεζε ν Householder είρε ελδνηαζκνχο γηα ην αλ ην θάζκα σ(Β) ζα 

πξέπεη λα πεξηιακβάλεηαη απαξαίηεηα ζηελ (2.26). Βεβαίσο απνδείρζεθε  κεηέπεηηα πεξίηξαλα φηη νη 

ηδηνηηκέο ηνπ Β πξέπεη λα πεξηιακβάλνληαη νπσζδήπνηε ζην ζχλνιν Householder θαη έλα απιν 

παξάδεηγκα απφ ηα πνιιά πνπ ην απνδεηθλχνπλ απηφ έκπξαθηα είλαη θαη ην αθφινπζν: 

Παξάδεηγκα: Δμεηάδνπκε αλ ν πίλαθαο Α11 θαη ν δηαγψληφο ηνπ πίλαθαο Β κε ηε ρξήζε ηεο λφξκαο 

άπεηξν (νξίδεηαη επαθξηβψο ζηε ζρέζε (2.30) ηεο κεζεπφκελεο ζειίδαο) κπνξνχλ λα επαιεζεχζνπλ ηε 

ζρέζε (2.26) ρσξίο ην θάζκα ηνπ Β. Γίλνληαη: 
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                                               Α11 = [
1 0 0
1 5 1
1 1 5

]  θαη  Β = [
1 0 0
0 5 0
0 0 5

]. 

Ο πίλαθαο (zIn-B)
-1
 (Α11-Β) πνπ πξνθχπηεη ππνινγίδεηαη εχθνια θαη είλαη ν 

[

1/( − 1) 0 0
0 1/( − 5) 0

0 0 1/( − 5)
]    [
0 0 0
1 0 1
1 1 0

]  =  [
0 0 0

1/( − 5) 0 1/( − 5)

1/( − 5) 1/( − 5) 0
]. 

Με απνηέιεζκα ην δεηνχκελν ζχλνιν λα πξνθχπηεη κεηά απφ απινπο ππνινγηζκνχο σο  

{z ∈  C  : z   σ(Β)   ‖(zIn-B)
-1
 (Α11-Β)‖∞  ≥ 1} = { z ∈  C  : z 5 2  }. 

Γεδνκέλνπ ινηπφλ φηη ην θάζκα ηνπ πίλαθα Α11 είλαη ην σ(Α11) = {1,4,6}, ην ζχλνιν {z ∈  C  : z 5 2  } 

δελ πεξηέρεη ηελ ηδηνηηκή z = 1, θαη σο εθ ηνχηνπ ν ζπλδπαζκφο ησλ δχν πηλάθσλ πνπ επηιέρζεθαλ καδί 

κε ηε λφξκα άπεηξν είλαη έλα αληηπαξάδεηγκα ηεο αξρηθήο εηθαζίαο ηνπ Householder.  

Αθνινπζνχλ κεξηθέο ρξήζηκεο ζπλνινζεσξεηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ Gθ(Α,Β). 

 

Ππόηαζη 2.3.2. Έςτω πίλαθαο Α = [αi,j] ∈ C
nxn

, πίλαθαο Β= [βi,j] ∈ C
nxn

θαη . θ                     νπνηαδήπνηε θπζηθή 

λφξκα πηλάθσλ. Σφηε ην ζχλνιν  Gθ(Α,Β)  ηεο ζρέζεο (2.26) είλαη έλα θιεηζηφ θαη θξαγκέλν ζχλνιν ηνπ  C.            
 

Απφδεημε: Θα δείμνπκε πξψηα φηη ην Gθ(Α,Β) είλαη θξαγκέλν. Αξθεί λα δείμνπκε φηη ζε θάζε πεξίπησζε 

ην κέηξν ελφο νπνηνπδήπνηε ζηνηρείνπ πνπ αλήθεη ζην ζχλνιν απηφ είλαη θξαγκέλν απφ έλαλ 

πξαγκαηηθφ αξηζκφ. 

 

 Τπνζέηνπκε αξρηθά φηη z ∈  Gθ(Α,Β) κε z  σ(Β). Σφηε ζα ηζρχεη  ‖(zIn-B)
-1
 (Α-Β)‖θ  ≥ 1. Απφ βαζηθή 

ηδηφηεηα θάζε λφξκαο ηζρχεη φηη 

1 ≤  ‖(zIn-B)
-1

(Α-Β)‖θ   ≤  ‖(zIn-B)
-1

‖θ ‖(Α-Β)‖θ. 

Καζψο  φκσο απφ ππφζεζε  έρνπκε  ‖(zIn-B)
-1

‖θ  >  0,  κεηαζρεκαηίδεηαη ε πξνγνχκελε ζρέζε ζε 

‖(Α-Β)‖θ  ≥ 1 / ‖(zIn-B)
-1

‖θ  = 
n

y 0

θ

θ

(zI - B)y
inf

y
{ } , 

πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ηεο λφξκαο ηειεζηή κε ρξήζε ηνπ infimum αληί ηνπ supremum ιφγσ ηεο 

ηδηφκνξθεο θαηάζηαζεο πνπ πξνέθπςε. Δπηπιένλ, κε ρξήζε ηεο αληίζηξνθεο ηξηγσληθήο αληζφηεηαο πξνθχπηεη: 

‖(Α-Β)‖θ  ≥ y 0

θ

θ

θ

By
inf z z B

y
{ }    , 

φπεξ θαη ζεκαίλεη φηη  

z   ≤  ‖(Α-Β)‖θ  + ‖Β‖θ ,    z ∈ Gθ(Α,Β) κε z  σ(Β).                                 (2.28) 

 Δμεηάδνπκε ηψξα ηελ πεξίπησζε πνπ  z ∈  Gθ(Α,Β) κε z ∈  σ(Β). Δίλαη γλσζηφ σο ηδηφηεηα ηεο λφξκαο 

πίλαθα, φηη γηα ηε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα Β ζα ηζρχεη ξ(Β) ≤ ‖Β‖θ , ζπλεπψο ζα ηζρχεη θαη     

z
 
≤ ‖Β‖θ , αθνχ ην z είλαη ζηελ πεξίπησζε απηή θάπνηα ηδηνηηκή ηνπ Β θαη ε κέγηζηε φισλ ησλ 

ηδηνηηκψλ δελ κπνξεί λα ππεξβαίλεη ηε λφξκα θ ηνπ πίλαθα Β. 

Δπνκέλσο ε αληζφηεηα (2.28) ηζρχεη θαη εδψ ηεηξηκκέλα. Άξα z   ≤  ‖(Α-Β)‖θ  + ‖Β‖θ ,    z ∈  Gθ(Α,Β). 

 Γηα λα δείμνπκε φηη ην Gθ(Α,Β)  είλαη θιεηζηφ, ζεσξνχκε κηα αθνινπζία άπεηξσλ ζεκείσλ  
i=1i{z }   

ζην επίπεδν ησλ κηγαδηθψλ C , ηέηνηα ψζηε i
iz z  , κε ην θάζε zi  ∈ Gθ(Α,Β) γηα θάζε i ≥ 1.  

 



31 | Σελίδα                               2.3 Δπεκηάζειρ πος πποκύπηοςν απο Νόπμερ Πινάκυν 

 

 

 

Δάλ ινηπφλ z ∈ σ(Β) ηφηε απφ (2.26) z ∈  Gθ(Α,Β) (θαη ην ρσξίν ζπλεπάγεηαη φηη είλαη θιεηζηφ). 

Αλ z  σ(Β), ηφηε γηα ηα αξθεηά κεγάια i, θαζψο ηα zi ∈  Gθ(Α,Β), ζα ηζρχεη ‖(ziIn-B)
-1
 (Α-Β)x‖θ  ≥ 1. 

Λφγσ φκσο ηεο ζπλέρεηαο ηεο λφξκαο ζα ηζρχεη επίζεο φηη ‖(zIn-B)
-1
 (Α-Β)x‖θ  ≥ 1, δειαδή φηη z ∈ Gθ(Α,Β) 

θαη ζπλεπψο ην Gθ(Α,Β)  είλαη πάληα θιεηζηφ.                                                                                            ∎ 

 

Πξηλ δνχκε πσο αθξηβψο ζπλδένληαη ηα ζχλνια Householder θαη Geršgorin, επηβάιεηαη λα 

ππελζπκίζνπκε ηε λφξκα άπεηξν ηελ νπνία θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε. Ιζρχεη 

‖u‖∞ =  i N imax u    u = [u1, u2,…, un]
T 
∈C

n
,                                          (2.29) 

ελψ ε επαγφκελε λφξκα πίλαθα ηζνχηαη κε ην κέγηζην άζξνηζκα γξακκήο (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη 

ηνπ δηαγψληνπ ζηνηρείνπ) ηνπ πίλαθα. Γειαδή γηα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, ε λφξκα άπεηξν πίλαθα είλαη ε  

‖Α‖∞ = i N

j N

i,jmax α



 .                                                           (2.30) 

Δπηπξφζζεηα ζέηνπκε γηα ηπραίν πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

ηνλ πίλαθα πνπ απνηειείηαη απνθιεηζηηθά απφ 

ηα δηαγψληά ηνπ ζηνηρεία diag[A] := diag[α1,1, α 2,2, . . ., αn,n].  

 

Πόπιζμα 2.3.3. Γηα θάζε Α = [αi,j] ∈  C
nxn

θαη ζέηνληαο D:= diag[Α] ιζρχεη 

G∞ (Α,D) = Γ(Α).                                                                (2.31) 

Γειαδή, γηα ηνλ θαηάιειν πίλαθα D, πνπ ζπλδέεηαη άξξεθηα κε ηνλ πίλαθα Α θαζψο πξφθεηηαη γηα ηνλ 

δηαγψλην πίλαθα ηνπ, ην ζχλνιν Householder G∞ (Α,D) ηαπηίδεηαη κε ην ζχλνιν Geršgorin Γ(Α). 

 

Απφδεημε: Γηα λα δείμνπκε φηη ηζρχεη ε ηζφηεηα  ησλ ζπλφισλ ηεο ζρέζεο (2.31) ζα απνδείμνπκε φηη     

G∞ (Α,D)    Γ(Α), αιιά θαη ην αληίζηξνθν. Έζησ ινηπφλ z ∈  G∞(Α,D). Σφηε είηε ζα ηζρχεη z ∈  σ(D) είηε   

ζα ηζρχεη z  σ(D) κε ‖(zIn-D)
-1
 (Α-D)‖∞  ≥ 1.  

 

 Δμεηάδνπκε αξρηθά ηελ πεξίπησζε πνπ z  σ(D) θαη ‖(zIn-D)
-1
 (Α-D)‖∞  ≥ 1. Ο πίλαθαο (zIn-D)

-1
 (Α-D) 

ιφγσ ηνπ φηη ν (Α-D) έρεη κεδεληθά δηαγψληα ζηνηρεία κπνξεί λα γξαθεί θαη σο 

(zIn-D)
-1

 (Α-D) = [βi,j] = 

i,j
  

i,i

 

i,j

i,i

α
   β =   i j,

z-α

         β = 0  i N.{
 

                                            
(2.32)

 

Δθαξκφδνληαο ηε λφξκα άπεηξν πίλαθα (2.30) ζηε (2.32) πξνθχπηεη: 

                                   1 ≤ ‖(zIn-D)
-1
 (Α-D)‖∞  = 

j N\{i}
i N

i,j

i,i

α

max
z-α





 =  i Nmax 

i

i,i

r (A)

z-α
.  

πλεπψο, ππάξρεη θάπνην j  ∈  N με i,i jz-α r (A)  ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη z ∈  Γj(Α), άξα z ∈  Γ(Α).  

 Δάλ ηψξα ηζρχεη φηη z ∈  σ(D), ηφηε απηφκαηα πξνθχπηεη φηη z = α j,j γηα θάπνην j∈N.  Δπνκέλσο θαη ζε 

απηήλ ηελ πεξίπησζε έρνπκε φηη  z ∈  Γ(Α) θαη θαηαιήγνπκε φηη πάληα ζα ηζρχεη  G∞ (Α,D)   Γ(Α). 

Η αληίζηξνθε ζρέζε πξνθχπηεη κε ηειείσο αλάινγε δηαδηθαζία θαη ζπκπεξαζκαηηθά ηζρχεη ε ηζφηεηα 

G∞ (Α,D) = Γ(Α).                                                                                                                                          ∎ 
 

Με παξφκνην ηξφπν, εθαξκφδνληαο ην ζεψξεκα ηνπ Householder (2.3.1) κε κία θαηάιιεια νξηζκέλε 

λφξκα κπνξνχκε λα θηάζνπκε ζε πφξηζκα αληίζηνηρν ηνπ Πνξίζκαηνο 1.2.13 ησλ ζηαζκηζκέλσλ δίζθσλ 

Geršgorin. Αλαιπηηθφηεξα, αλ γηα  δηάλπζκα x = [x1, x2,…, xn]
T 
∈ R

n
, x > 0,  ζέζνπκε Υ := diag[x] = 

diag[x1, x 2,…, xn], ηφηε ν Υ είλαη έλαο δηαγψληνο αληηζηξέςηκνο πίλαθαο. Μπνξνχκε ηφηε λα νξίζνπκε 
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ηε λφξκα δηαλπζκάησλ X

 u  := 
 X u  ( ∀ u ∈  C

n 
). 

 

Ο παξαπάλσ ηχπνο νξίδεη κία λφξκα γηαηί ηθαλνπνηεί φιεο ηηο ηδηφηεηεο ησλ λνξκψλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

 X

 u ≥ 0,  θαζψο Υu ∈  C
n
 θαη γλσξίδνπκε απφ (1.1.3) φηη ‖u‖ ≥ 0 γηα θάζε u ∈  C

n
. 

 X

 u = 0 αλ θαη κφλν αλ u = 0, επεηδή xi > 0 ∀ i ∈  N, νπφηε ν Υ δε κεδελίδεη θαλέλα ζηνηρείν ηνπ u. 

 X

 u =  X

 u , θαζψο 
 )X( u = 

 )(X u = 
 X u απφ ηελ ηξίηε ηδηφηεηα κηαο λφξκαο. 

 X

 1 2 
u u  ≤ X

 1 u + X

 2 u . Ιζρχεη θαζψο X
 1 2 u u =  1 2( )  u u ≤  1 u +  2 u

= X

 1 u + X

 2 u . 

 
 

Πόπιζμα 2.3.4. Γηα θάζε Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, x > 0 ∈ R
n 

θαη D:= diag[Α] ιζρχεη 

G‖ . ‖
 
  (Α,D) = Γ

x
(Α).                                                           (2.33) 

Ιζρχεη δειαδή φηη γηα νπνηνδήπνηε δίαλπζκα x > 0 θαη αλ ≪ζηαζκίζνπκε≫ ην ζχλνιν Geršgorin, ππάξρεη 

πάληνηε ε θαηάιιειε λφξκα έηζη ψζηε ην ζηαζκηζκέλν ζχλνιν Householder G‖ . ‖
 
  (Α,D) λα ηαπηίδεηαη 

κε ην ζηαζκηζκέλν ζχλνιν Geršgorin. 

 

 

Παξάδεηγκα: Γίλεηαη ν πίλαθαο Α12 = 

1 i 0

0 4 1

1 0 2

 
 
 
  

  θαη ν δηαγψληνο ηνπ Β = diag[1,4,2]. Σν παξάδεηγκα 

απηφ έρεη σο ζηφρν λα δείμεη φηη ππάξρνπλ κεξηθέο εηδηθέο πεξηπηψζεηο πηλάθσλ πνπ νπνηαδήπνηε λφξκα 

εθηφο απφ ηε λφξκα άπεηξν θαη αλ επηιεγεί, δελ επεξεάδεηαη ην ζχλνιν Householder ηεο ζρέζεο (2.31) 

ηνπ Πνξίζκαηνο 2.3.3. Πξάγκαηη, κε ππνινγηζκνχο αλάινγνπο ηνπ παξαδείγκαηνο ακέζσο κεηά ην 

Θεψξεκα 2.3.1, ρξεζηκνπνηψληαο ηξεηο δηαθνξεηηθέο λφξκεο πηλάθσλ επαγφκελεο απφ ηηο l1(x), ηελ 

επθιείδηα λφξκα l2(x) θαη ηε l∞ (x) πνπ νξίδνληαη ζην 1.1.4, πξνθχπηεη ην ίδην αθξηβψο ζχλνιν 

Gθ(Α12,Β) , ην νπνίν θαίλεηαη ζηελ Δηθφλα 2.7 θαη βεβαίσο ηαπηίδεηαη κε ην ζχλνιν Geršgorin. 

 

 

 

      
 

 

Δηθόλα 2.7: Glj (Α12,B), j=1,2,∞ γηα ηνπο πίλαθεο Α12 θαη Β. 
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Κεθάλαιο 3  

 
Θευπήμαηα Δγκλειζμού Ιδιοηιμών ηύπος Geršgorin 

 

 
3.1 Διζαγυγή  
 

Πξηλ αλαθεξζνχκε ζηα νβάι ηνπ Cassini θαη ζην ζχλνιν απηψλ ησλ νβάι πνπ νλνκάδεηαη ζχλνιν 

Brauer πξνο ηηκή ηνπ Γεξκαλνχ καζεκαηηθνχ πνπ δηέπξεςε ηνλ πεξαζκέλν αηψλα ζηηο ΗΠΑ, νθείινπκε 

λα θάλνπκε κηα αλαζθφπεζε ησλ πξνεγνχκελσλ θεθαιαίσλ θαη λα δηεξεπλήζνπκε ην κέγεζνο ηεο 

επηξξνήο ηνπ Geršgorin ζηνπο καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο ηνπ, αιιά θαη ηνπ 20
νπ

 αηψλα γεληθφηεξα. Μηα 

κηθξή ηζηνξηθή αλαδξνκή ζα καο βνεζήζεη λα θαηαιάβνπκε πφζν ζεκαληηθφ ππήξμε ην βαζηθφ ζεψξεκα 

ηνπ Geršgorin ην 1931 πξηλ έξζνπλ νη Brauer, Brualdi θαη ινηπνί καζεκαηηθνί λα ην βειηηψζνπλ 

πεξαηηέξσ φπσο ζα δνχκε ζε απηφ ην θεθάιαην. 

 

Ο Geršgorin ινηπφλ ην 1931 ήηαλ ν πξψηνο καζεκαηηθφο πνπ έδεημε ηελ ηζνδπλακία ηνπ εγθιεηζκνχ ησλ 

ηδηνηηκψλ ελφο πίλαθα κε ηελ αληηζηξεςηκφηεηά ηνπ ιφγσ απζηεξήο δηαγψληαο θπξηαξρίαο, αιιά πξηλ ην 

ξηδνζπαζηηθφ απηφ απνηέιεζκα ησλ εξεπλψλ ηνπ, ε πηζαλή απηή ηζνδπλακία είρε εξεπλεζεί θαη απφ ηνπο 

Levy (1881), Desplanques (1887), Minkowski (1900) θαη Hadamard (1903). Βέβαηα, λα επηζεκάλνπκε 

φηη ε έξεπλα ηνπ Levy πεξηνξίζηεθε κφλν ζε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, ελψ ν Desplanques (1887) ήηαλ ν 

πξψηνο πνπ κειέηεζε πίλαθεο κηγαδηθψλ ζηνηρείσλ. Μάιηζηα αλεμάξηεηα ηνπ έξγνπ ηνπ Desplanques ην 

ίδην θαίλεηαη λα έθαλε θαη ν Hadamard. Ο Brauer νδεγήζεθε θαη απηφο ζην αξρηθφ ζεψξεκα ηνπ 

Geršgorin, επαλαλαθαιχπηνληάο ην, κε ηε δηαθνξά φηη δε δηείδε ηελ ηζνδπλακία ηεο απζηεξήο δηαγψληαο 

θπξηαξρίαο κε ην ζεψξεκα Geršgorin. Ο Brauer αζρνιήζεθε θπξίσο κε ηελ πεξίπησζε ηεο εκθάληζεο 

μέλσλ δίζθσλ ζην ζχλνιν Geršgorin. Η παξαπάλσ ηζνδπλακία παξαδφμσο έκεηλε ζηελ αθάλεηα κέρξη 

θαη ζρεηηθά πξφζθαηα. Ο κφλνο πνπ έδεημε αξρηθψο ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ λα κειεηήζεη θαη λα εμειίμεη 

απηήλ ηελ ηζνδπλακία ήηαλ ν Ostrowski, ηα ζεσξήκαηα ηνπ νπνίνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηελ §2.2.  

 

Πιελ ηεο πξνεγνχκελεο βαξπζήκαληεο ηζνδπλακίαο, εμέρνπζα ζέζε ζηελ εμέιημε ησλ ρσξίσλ 

εγθιεηζκνχ κηγαδηθψλ πηλάθσλ έρεη θαη ε ελ δπλάκεη κε ππνβηβαζηκφηεηά ηνπο. Η ρξήζε ηεο κε 

ππνβηβαζηκφηεηαο πηλάθσλ σο εξγαιείν ηεο γξακκηθήο άιγεβξαο πηζηψλεηαη ζηελ Olga Taussky. Η 

Απζηξν-Οπγγαξέδα καζεκαηηθφο δηαδξακάηηζε έλαλ θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηελ εμέιημε ησλ 

πξνυπάξρνλησλ ζεσξεκάησλ, ζπλεηζθέξνληαο απεξηφξηζηα κε ηε ζπνπδαία απηή επηζήκαλζή ηεο. Σν 

ζεψξεκα ην νπνίν πξνο ηηκήλ ηεο θέξεη ην φλνκα ηεο παξνπζηάζηεθε ζηελ §2.1 θαη καο δίλεη κία 

αλαγθαία θαη κε ηθαλή ζπλζήθε έηζη ψζηε κηα ηδηνηηκή ελφο κε ππνβηβάζηκνπ πίλαθα λα αλήθεη ζην 

ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ Geršgorin. Έθηνηε βέβαηα έρνπλ γίλεη πξνζπάζεηεο λα βξεζνχλ αλαγθαίεο, αιιά θαη 

ηθαλέο ζπλζήθεο, κε ζεηηθή κάιηζηα έθβαζε ράξε ζην ζεψξεκα ηεο Ρσζίδαο  καζεκαηηθνχ Kolotilina. 

 

Πνιχ ζεκαληηθή βεβαίσο ήηαλ θαη ε ζπκβνιή ηνπ Ostrowski, ν νπνίνο πξσηνηχπεζε κε ηνλ 

ζπλππνινγηζκφ θαη ησλ αζξνηζκάησλ ζηειψλ ζηε δηακφξθσζε ησλ δίζθσλ Geršgorin. Δλ ζπλερεία, νη 

Fan θαη Hoffman ππήξμαλ άμηνη ζπλερηζηέο ηεο ηδέαο ηνπ Ostrowski, κε απνθνξχθσκα κάιηζηα ην 

ζεψξεκα ηνπ πξψηνπ. Ο Fan ιίγα ρξφληα κεηά ην ζεψξεκα ηνπ Ostrowski, ρξεζηκνπνίεζε ην ζεψξεκα 

ηνπ Οπθξαλνχ καζεκαηηθνχ γηα λα θαηαζθεπάζεη κηα παξαιιαγή ηνπ βαζηδφκελνο ζην ζεψξεκα Perron-

Frobenius γηα ηνπο κε αξλεηηθνχο, κε ππνβηβάζηκνπο πίλαθεο. Σν ζεψξεκα απηφ κάιηζηα ραξαθηεξίδεηαη 

έσο θαη ζήκεξα σο έλα απφ ηα θνξπθαία ζεσξήκαηα ηχπνπ Geršgorin. 
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θνπφο φισλ απηψλ ησλ κεζφδσλ ήηαλ θαη ζπλερίδεη λα είλαη ε εθηίκεζε ηνπ θάζκαηνο ελφο πίλαθα Α ∈  

C
nx n

. Η ηδέα ρξεζηκνπνίεζεο δηαγψλησλ πηλάθσλ κε ζηφρν ην κεηαζρεκαηηζκφ πηλάθσλ ζε φκνηνπο θαη 

ηελ θαηά ην δνθνχλ βειηίσζε ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin, αλήθε ζηνλ ίδηνλ ηνλ Geršgorin. Η θαιχηεξε 

βέβαηα εθηίκεζε είλαη ν απφιπηνο πξνζδηνξηζκφο ησλ ηδηνηηκψλ, πνπ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο κεζφδνπ 

ηεο θαλνληθήο κνξθήο Jordan, φπνπ νη ηηκέο ησλ δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ζηε κνξθή S
-1Α S (κε S θαηάιιειν 

αληηζηξέςηκν πίλαθα) είλαη, φπσο εηπψζεθε ζηελ §2.2 , νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α, ελψ ηα ζηνηρεία ηεο 

άλσ δηαγσλίνπ (ηνπ άλσ δηδηαγψληνπ πίλαθα πνπ πξνθχπηεη), άζζνη ή κεδεληθά, καο θαλεξψλνπλ ηελ 

πνιππινθφηεηα ηεο εθάζηνηε ηδηνηηκήο. Παξφια απηά, ην λα βξεζεί ν θαηάιιεινο πίλαθαο S ηεο 

παξαπάλσ δηαδηθαζίαο κφλν εχθνιν δελ είλαη, θαζψο ε ρξήζε αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ, φπσο ε QR, 

ζπλεπάγεηαη κεγάιν ππνινγηζηηθφ θφζηνο, ελψ πάληα εινρεχεη ν θίλδπλνο παξαπνίεζεο ηεο αθξηβνχο 

ιχζεο ιφγσ ηεο χπαξμεο ηνπ ζθάικαηνο απνθνπήο θαη ηνπ ζθάικαηνο ζηξνγγπινπνίεζεο. Δπνκέλσο ηα 

ρσξία εγθιεηζκνχ ηχπνπ Geršgorin παξακέλνπλ πάληα ζε πεξίνπηε ζέζε ιφγσ ηεο απιφηεηαο ηεο 

εθαξκνγήο ηνπο. 

 

Αμίδεη πάλησο λα αλαθεξζεί φηη ππάξρεη θαη κηα κέζε πξνζέγγηζε ζην πξνεγνχκελν δίιεκκα κεηαμχ 

ππνινγηζηηθψλ θαη απιψλ γξαθηθψλ κεζφδσλ. Μπνξεί δειαδή ν αξρηθφο πίλαθαο λα δηακεξηζηεί θαη λα 

εθαξκνζηεί ελ ηέιεη ε επίιπζε Jordan ζε ζπγθεθξηκέλνπο ππνπίλαθεο ηνπ ζχλζεηνπ πιένλ πίλαθα Α. 

Δπνκέλσο πξνθχπηνπλ ελδηάκεζεο κέζνδνη φζνλ αθνξά ηελ αθξίβεηα ησλ ηδηνηηκψλ θαη ηελ 

ππνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα. ηα ελαπνκείλαληα βέβαηα θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο ν ζηφρνο ζα 

παξακείλεη λα πξνζεγγηζηνχλ φζν θαιχηεξα γίλεηαη νη ζπνπδαηφηεξεο γξαθηθέο/ζεσξεηηθέο κέζνδνη 

δίρσο λα απνηνικεζεί ε εχξεζε ηεο βέιηηζηεο ππνινγηζηηθήο κεζφδνπ  εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ.            
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3.2 Οβάλ ηος Cassini - Σύνολο Brauer 

 

 

Η κεηάβαζή καο απφ ηνπο δίζθνπο εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ ζηα νβάι αληίζηνηρσλ ηδηνηήησλ μεθηλάεη 

θαηαξράο απφ ην αθφινπζν απνηέιεζκα ηνπ Ostrowski: 

 

Θεώπημα 3.2.1. Γηα θάζε ηεηξαγσληθφ πίλαθα Α ∈  C
nxn

, n ≥2 ,  αλ ηζρχεη  

|α i,i| |α j,j| > ri (A) rj (A)  ∀ i, j ∈  Ν := {1,2, . . . ,n}, κε  i ≠ j.                                 (3.1) 

ηφηε ν Α είλαη αληηζηξέςηκνο. 

 

Απφδεημε: Θα απνδείμνπκε ην δεηνχκελν κε εηο άηνπνλ απαγσγή. Τπνζέηνπκε ινηπφλ φηη πίλαθα            

Α ∈ C
nxn 

ηθαλνπνηεί ηελ (3.1) θαη είλαη ηαπηφρξνλα θαη κε αληηζηξέςηκνο. Σφηε ζα ππάξρεη                        

x = [x1, x2,…, xn]
T 
∈ C

n
, x ≠ 0 (κε κεδεληθφ ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή κεδέλ) έηζη ψζηε 

Αx = 0. Σαμηλνκψληαο ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο x ζε απφιπηε ηηκή θαηά θζίλνπζα ζεηξά, κπνξνχκε 

λα βξνχκε s, t ∈  N με s ≠ t, ψζηε λα ηζρχεη |x t | > 0 θαη 

|x t | ≥ |x s | ≥ max{|xk | : k ∈ N με k ≠ s, k ≠ t},                                          (3.2) 

φπνπ ν ηειεπηαίνο φξνο ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο νξίδεηαη ίζνο κε ην κεδέλ αλ n = 2 . Σφηε ε ζρέζε Αx = 0 

ζπλεπάγεηαη φηη ζα ηζρχεη α i,i x i  = _

j N\{i

i,

}

j jα x


  γηα θάζε i ∈ N. Λακβάλνληαο απφιπηεο ηηκέο θαη 

εθαξκφδνληαο ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα πξνθχπηεη φηη 

|αi,i| |x i | ≤ 
j N\{i

i,j

}

j| | |α | x


    i ∈  N.                                                        (3.3) 

Δπηιέγνληαο i = t, ε αληζφηεηα (3.3) κεηαζρεκαηίδεηαη κε ρξήζε ηεο (3.2) ζηελ 

|αt,t| |x t | ≤ 
j N\{t

t,j

}

j| | |α | x


  ≤  rt (A) |x s |.                                                     (3.4) 

Δάλ |x s | = 0, ηφηε απφ ηε ζρέζε (3.4) ζπλεπάγεηαη φηη |αt,t| |x t | = 0, δειαδή |αt,t| = 0, θαζψο ην x t  είλαη 

θαηά απφιπηε ηηκή κέγηζην ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο x. Απηφ ην απνηέιεζκα φκσο ζα εξρφηαλ ζε 

ζχγθξνπζε κε ην γεγνλφο φηη πξέπεη |αi,i| > 0,   i ∈  N, ην νπνίν είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηεο ππφζεζήο καο. 

Δπνκέλσο απνξξίπηνπκε ηελ πεξίπησζε λα ηζρχεη | x s | = 0, θαηαιήγνληαο έηζη φηη ε s ζπληζηψζα 

είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελφο. Οκνίσο κε πξηλ, αλ επηιέμνπκε i = s ζηε ζρέζε (3.3), πξνθχπηεη ε ζρέζε |αs,s| 

|x s | ≤ rs (A) |x t |. Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηελ αληζφηεηα απηή κε ηελ (3.4) ιακβάλνπκε ην 

απνηέιεζκα 

                                          |αt,t| |αs,s| |x s | |x t | ≤ rt (A) rs (A) |x s | |x t |. 

Καζψο ινηπφλ γλσξίδνπκε φηη |x s | |x t | > 0, απηφκαηα ζπκπεξαίλνπκε φηη |αt,t| |αs,s| ≤ rt (A) rs (A), πνπ 

αληηηίζεηαη ζηελ αξρηθή ππφζεζε. Άηνπν. πλεπψο ν πίλαθαο Α δε κπνξεί λα έρεη θάπνηα κεδεληθή 

ηδηνηηκή θαη είλαη θαη΄ απηφλ ηνλ ηξφπν αληηζηξέςηκνο.                                                                             ∎ 
 

Παπαηήπηζη 3.2.2. Δχθνια δηαπηζηψλεηαη φηη αλ θάπνηνο πίλαθαο είλαη απζηεξά δηαγψληα θπξίαξρνο 

ηφηε ε ζρέζε (3.1) θαη ην Θεψξεκα 3.2.1 ηζρχνπλ. Αληηζηξφθσο, φηαλ ηζρχεη ε ζρέζε (3.1) γλσξίδνπκε 

φηη ηζρχνπλ ηνπιάρηζηνλ n-1 απφ ηηο n ην πιήζνο ζρέζεηο |α i,i| > ri (A) (i ∈ N) πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηνλ 

πίλαθα Α σο απζηεξά δηαγψληα θπξίαξρν. Άξα ρσξίο λα είκαζηε βέβαηνη γηα ηελ απζηεξή δηαγψληα 

θπξηαξρία ηνπ πίλαθα Α ζπκπεξαίλνπκε φηη είλαη αληηζηξέςηκνο. Σν γεγνλφο απηφ θαζηζηά απηνκάησο ην 

Θεψξεκα 3.2.1 ηζρπξφηεξν ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο απζηεξήο δηαγψληαο θπξηαξρίαο (Θεψξεκα 1.2.9). 
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ην Θεψξεκα 3.2.1 θαηέιεμε δνπιεχνληαο κφλνο ηνπ θαη ν Brauer ην 1947 θαη κάιηζηα ην 

ρξεζηκνπνίεζε γηα λα παξάμεη έλα ρσξίν πνπ δελ απνηειείηαη απαξαίηεηα απφ δίζθνπο θαη πεξηέρεη 

πάληνηε ην θάζκα ελφο ηπραίνπ πίλαθα Α ∈  C
nxn

. Μάιηζηα ην ζεψξεκα απηφ είλαη ηζνδχλακν κε ην 

απνηέιεζκα ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.1 θαη σο εθ ηνχηνπ δε ρξεηάδεηαη απφδεημε. 

 

Θεώπημα 3.2.3. (Θεψξεκα Brauer) Έζησ πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2,  θαη θάπνηα ηδηνηηκή ∈σ(Α). 

Τπάξρεη ηφηε έλα δεχγνο δηαθεθξηκέλσλ αθεξαίσλ i θαη j έηζη ψζηε λα ηζρχεη 

∈Κi,j(A) := {z ∈  C  : |z − αi,i| |z – αj,j| ≤ ri (A) rj (A)}.                                    (3.5) 

Καζψο κάιηζηα ε ζρέζε (3.5) ηζρχεη γηα θάζε ηδηνηηκή∈σ(Α), ζπκπεξαίλνπκε φηη 

σ(Α)   Κ(Α) := i,j 

i,j N
 i j

K (A)



.                                                    (3.6) 

Σν ζχλνιν Κi,j(A) πνπ νξίδεηαη ζηε ζρέζε (3.5) νλνκάδεηαη i-j-οζηό (Brauer) Cassini οβάλ ηνπ πίλαθα 

Α, ελψ ην ρσξίν Κ(Α) πνπ νξίδεηαη κέζσ ηεο ζρέζεο (3.6) νλνκάδεηαη ζύνολο Brauer. Τπάξρνπλ 

ζπλνιηθά 
n

2

 
 
 

 = 
n(n-1)

2
 ηέηνηα νβάι ηνπ Cassini (ην «Κ» σο ζπκβνιηζκφο απηψλ ησλ ρσξίσλ – πνπ σο 

επί ην πιείζηνλ έρνπλ ζρήκα νβάι – πξνθχπηεη απφ ην φλνκα ηνπ ζπνπδαίνπ καζεκαηηθνχ θαη 

αζηξνλφκνπ Giovanni Domenico Cassini) πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζπλφινπ 

Brauer, ελ αληηζέζεη κε ηνπο n ην πιήζνο δίζθνπο Geršgorin ηνπ Θεσξήκαηνο 1.2.2.  

 

Παπαηήπηζη 3.2.4. Δχθνια κπνξείο θαλείο λα δηαπηζηψζεη φηη γηα n > 3 θαη φζν ην n απμάλεηαη, ηα 

νβάι ηνπ Cassini γίλνληαη νινέλα θαη πεξηζζφηεξα ζε ζρέζε κε ηνπο δίζθνπο ηνπ Geršgorin. (ίδην 

πιήζνο απφ νβάι θαη δίζθνπο έρνπκε κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ n = 3, ελψ γηα n=2 πξνθχπηεη έλα 

κνλαδηθφ νβάι). Δπηπιένλ ηα νβάι ηνπ Cassini απνηεινχλ αδηακθηζβήηεηα έλα πην πνιχπινθν ρσξίν ζε 

ζρέζε κε ηνπο δίζθνπο ηνπ Geršgorin θαζψο ελδέρεηαη έλα νβάι ηνπ Cassini λα απνηειείηαη απφ δχν 

μέλα ζχλνια ζρήκαηνο πεξίπνπ νβάι. πγθεθξηκέλα, νη δχν απηέο κε ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο  

πξνθχπηνπλ αλ ηζρχεη |αi,i – αj,j| > 2(ri (A) rj (A))
1/2

. 

 

Παξάδεηγκα: Γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ησλ ζπλφξσλ ησλ νβάι ηνπ Cassini, έζησ έμη δηαθνξεηηθά 

νβάι Cassini πνπ δηαθέξνπλ κφλν ζηελ «αθηίλα» ηνπο. Δπηπιένλ, γηα ηελ πεξαηηέξσ απινχζηεπζε ηνπ 

ρσξίνπ ζεσξήζεθε φηη ri (A) = rj (A) = r, ελψ νη ηηκέο ησλ «εζηηψλ» παξακέλνπλ ζηαζεξέο θαη ίζεο κε -1 

θαη 1. Δπνκέλσο, ηα νβάι ηνπ παξαδείγκαηνο θαζνξίδνληαη σο εμήο: 

Κ(-1, 1, r) := {z ∈  C  : |z − 1| |z + 1| ≤  r
2

}.                                           (3.7)  

Γηα ελδεηθηηθέο ηηκέο ηνπ r, απφ r = 0 έσο θαη r = 2, ιακβάλνπκε ηελ Δηθφλα 3.1. Πην ζπγθεθξηκέλα,  

 Γηα r = 0 ην ζχλνιν Κ απνηειείηαη απφ δχν κεκνλσκέλα ζεκεία, ην  z = -1 θαη ην z =1.  

 Γηα r = 0,5 ην ζχλνιν Κ απνηειείηαη απφ δχν ζρεδφλ θπθιηθά ρσξία, ζρεδφλ θεληξαξηζκέλα ζην -1 θαη 1. 

 Γηα r = 0,9 ην ζχλνιν Κ απνηειείηαη απφ δχν μερσξηζηά ρσξία πνπ έρνπλ απνθηήζεη έλα ζαθέο σνεηδέο 

ζρήκα θαη ηείλνπλ λα ελσζνχλ φζν ην r απμάλεηαη. 

 Γηα r = 1 ην ζχλνιν Κ είλαη γηα πξψηε θνξά έλα ζπλεθηηθφ ζχλνιν, κε ην z = 0  λα είλαη ην ζεκείν πνπ 

επηθέξεη θαηά κία έλλνηα ηε ζπλεθηηθφηεηα ζην Κ. 

 Γηα r ≥ 1 ην ζχλνιν Κ είλαη πιένλ πάληα έλα θιεηζηφ θαη ζπλεθηηθφ ζχλνιν ζην κηγαδηθφ επίπεδν. 

 Γηα r ≥ 2  ην ζχλνιν Κ είλαη πιένλ θπξηφ θαη παξαπέκπεη εκθαλψο ζρεκαηηθά ζε έιιεηςε. 
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Δηθόλα 3.1: Τα νβάι ηνπ Cassini γηα ην ζύλνιν Κ(-1, 1, r) ηεο ζρέζεο (3.7). 

 

Αο γεληθεχζνπκε φκσο ηελ πεξίπησζε πνπ παξαηεξνχληαη δχν μερσξηζηά ρσξία ζε έλα νβάι ηνπ Cassini. 

Θεσξνχκε ινηπφλ ηελ θακπχιε  {z ∈  C  : |z − α| |z − β| ≤  ξ}, φπνπ α ≠ β. Δθαξκφδνληαο ηνλ ηχπν απφ ην 

ηέινο ηεο Παξαηήξεζεο 3.2.4 ζηελ θακπχιε, πξνθχπηεη φηη ε θακπχιε είλαη «θνκκαηηαζκέλε» αλ          

0 < ξ < |β − α|
2 

/ 4. Μάιηζηα απηέο νη δχν επηκέξνπο πξνθχπηνπζεο θακπχιεο είλαη ζρεδφλ θχθινη, κε ηελ 

αθηίλα ηνπ θάζε θχθινπ λα είλαη αζπκπησηηθά ξ / |β − α|, φζν ξ 0. 

Δπνκέλσο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ νξνινγία ησλ πηλάθσλ ζηα νβάι ηνπ Cassini, ζπκπεξαίλνπκε 

αληίζηνηρα φηη αλ ν ιφγνο  ri (A) rj (A) / |αi,i – αj,j|  είλαη αξθεηά κηθξφο, ηφηε έρνπκε ρσξία πνπ 

ζρεκαηίδνπλ αζπκπησηηθά θχθιν φηαλ ri (A) rj (A) 0. Όζν φκσο ε πξνεγνχκελε πνζφηεηα απμάλεηαη, 

βιέπνπκε έλα ζπλεθηηθφ ζχλνιν λα ηείλεη λα ζρεκαηηζηεί θαη επηπξφζζεηα αλ ε πνζφηεηα απμεζεί αθφκε 

πεξηζζφηεξν, ηφηε έρνπκε έλα θπξηφ ζχλνιν. Όζν κάιηζηα ri (A) rj (A) / |αi,i – αj,j|  ∞, ηείλεη λα 

εκθαληζηεί έλα ζχλνιν ειιεηπηηθνχ ζρήκαηνο. 

Πξαθηηθά, γηα ην παξάδεηγκα ηεο πξνεγνχκελεο ζειίδαο, κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε φηη: 

a. O Κ(-1, 1, r) απνηειείηαη απφ δχν κε ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο   0 ≤ r < 1. 

b. O Κ(-1, 1, r) είλαη έλα θιεηζηφ θαη ζπλεθηηθφ ζχλνιν   r ≥ 1. 

c. O Κ(-1, 1, r) είλαη έλα θπξηφ ζχλνιν   r ≥ 2 . 

Παπαηήπηζη 3.2.5. Μία νκνινγνπκέλσο ελδηαθέξνπζα παξαηήξεζε είλαη φηη ηφζν ην ζχλνιν 

Geršgorin Γ(Α) πνπ απνηειείηαη απφ n ην πιήζνο δίζθνπο Geršgorin, φζν θαη ην ζχλνιν Brauer πνπ 

απνηειείηαη απφ n

2

 
 
 

 ην πιήζνο νβάι ηνπ Cassini, εμαξηψληαη απνθιεηζηηθά απφ ηηο ίδηεο 2n ην πιήζνο  

παξακέηξνπο πνπ εμάγνληαη απφ ηνλ πίλαθα Α πνπ κειεηάκε. Απηέο ινηπφλ είλαη νη αξηζκνί: 

n

1i,i i={ }α θαη 
n

=i i 1{ (A)}r ,                                                           (3.8) 

πνπ ρξεηάδνληαη ηφζν ζην Θεψξεκα 1.2.2, φζν θαη ζην Θεψξεκα 3.2.3. 
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Καζίζηαηαη πιένλ αλαγθαία ε εξψηεζε, ηδίσο απφ ηε ζηηγκή πνπ γλσξίδνληαο ηηο παξαπάλσ ηηκέο 

κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε θαη ηα δχν ζχλνια, πνην απφ ηα ζχλνια Γ(Α) θαη Κ(Α) είλαη κηθξφηεξν. 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ην κηθξφηεξν ζχλνιν απηνχ ηνπ εξσηήκαηνο ζα καο πξνζδηφξηδε γξαθηθά θαιχηεξα 

ηηο ηδηνηηκέο ηνπ δνζέληνο πίλαθα Α. Η απάληεζε δφζεθε απφ ηνλ ίδην ηνλ Brauer ην 1947 θαη 

δηαηππψλεηαη ζην αθφινπζν ζεψξεκα. 

 

Θεώπημα 3.2.6. (χγθξηζε ζπλφισλ Geršgorin θαη Brauer) Γηα θάζε πίλαθα Α ∈  C
nxn 

κε n ≥ 2,  ηζρχεη 

Κ(Α)   Γ(Α).                                                                   (3.9) 

Απφδεημε: Θα δείμνπκε φηη γηα θάζε ζεκείν z ∈ Κ(Α) ηζρχεη φηη z ∈ Γ(Α). Έζησ ινηπφλ i, j ∈  Ν κε i ≠ j θαη 

z έλα ηπραίν ζεκείν ηνπ ζπλφινπ Brauer. Σφηε εμ νξηζκνχ απφ ζρέζε (3.5) έρνπκε φηη  

|z − αi,i| |z – αj,j| ≤ ri (A) rj (A).                                                      (3.10) 

Γηαθξίλνπκε ηηο αθφινπζεο δχν πεξηπηψζεηο: 

i. Έλα απφ ηα δχν αζξνίζκαηα γξακκψλ είλαη κεδεληθφ. Σφηε ri (A) rj (A) = 0 θαη ζπλεπψο είηε z = 

αi,i, είηε  z = αj,j. Αιιά επεηδή αi,i ∈  Γi(Α) θαη αj,j ∈  Γj(Α), ζπλεπάγεηαη φηη z ∈  Γi(Α)   Γj(Α). 

ii. Αλ  ri (A) rj (A) > 0, ηφηε απφ ηε ζρέζε (3.10) πξνθχπηεη 

i,i

ir

z - α

(A)  

j,j

jr

z - α

(A)
 ≤ 1.                                                          (3.11) 

Καζψο νη δχν παξάγνληεο ζηηο παξελζέζεηο δελ κπνξνχλ θαη νη δχν λα ππεξβαίλνπλ ηε κνλάδα, ζα ηζρχεη 

φηη είηε |z – αi,i| ≤ ri (A), άξα z ∈ Γi(Α), είηε αληίζηνηρα φηη z ∈ Γj(Α). ε θάζε πεξίπησζε ινηπφλ έρνπκε φηη 

z ∈  Γi(Α)  Γj(Α) θαη απφ αξρηθή ππφζεζε φηη ην z αλήθεη ζην i-j-νζηφ νβάι ηνπ Cassini, έπεηαη φηη  

Κi,j(A)   Γi(Α)  Γj(Α).                                                         (3.12) 

Δπεηδή φκσο ε ζρέζε (3.12) ηζρχεη  i, j  (i ≠ j) ∈  N, απφ ηνπο νξηζκνχο ησλ δχν ζπλφισλ πξνθχπηεη ηειηθά  

Κ(Α) := i,j 

i,j N
 i j

K (A)



 i j 

i,j N
 i j

{Γ (A)  Γ (A)}



= θ 

θ N
 

Γ (A)


 =: Γ(Α),  

απνηέιεζκα ην νπνίν καο δίλεη φηη γηα νπνηνλδήπνηε κηγαδηθφ πίλαθα Α ην ζχλνιν Brauer είλαη 

ππνζχλνιν ηνπ Geršgorin ζπλφινπ.                                                                                                             ∎ 
 

Παπαηήπηζη 3.2.7. πλαληάηαη ελίνηε θαη ε πεξίπησζε φπνπ ε ζρέζε (3.12) κεηαηξέπεηαη ζε ηζφηεηα, 

δειαδή ηα δχν ζχλνια ηαπηίδνληαη. Απηφ ζπγθεθξηκέλα ζπκβαίλεη φηαλ ηζρχεη είηε φηη ri (A) = rj (A) = 0, 

είηε φηαλ ri (A) = rj (A) > 0 θαη αi,i = αj,j.  

ηελ πξψηε πεξίπησζε ηζρχεη εμ νξηζκνχ ησλ δίζθσλ  Geršgorin φηη Γi(Α) = αi,i θαη Γj(Α) = αj,j, ελψ 

πάιη εμ νξηζκνχ ηζρχεη γηα ην νβάι ηνπ Cassini φηη Κi,j(A) = {αi,i , αj,j}. Άξα   Κi,j(A) = Γi(Α)  Γj(Α). 

ηε δεχηεξε  πεξίπησζε ζρεκαηίδνληαη δχν νκφθεληξνη δίζθνη Geršgorin κε ίδηα κάιηζηα αθηίλα, δειαδή  

Γi(Α) = Γj(Α), ελψ γηα ην νβάι ηνπ Cassini έρνπκε  Κi,j(A) := {z ∈ C  : |z − αi,i| |z – αi,i| ≤ ri (A) ri (A)}, 

πνπ ζπλεπάγεηαη κε απαινηθή ησλ ζρεκαηηδφκελσλ ηεηξαγψλσλ, θαζψο θαη ηα δχν κέιε ηεο αληζφηεηαο 

είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, φηη  Κi,j(A) := {z ∈  C  : |z − αi,i| ≤ ri (A)} =  Γi(Α) = Γj(Α).                            

 

Ππόηαζη 3.2.8. Μπνξνχκε αλάινγα κε ηελ επέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο Geršgorin (Θεψξεκα 1.2.16) λα 

πξνβνχκε θαη ζηελ επέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο Βrauer (Θεψξεκα 3.2.3). Δπηιέγνπκε επνκέλσο έλα 

ηπραίν νβάι ηνπ Cassini Κi
1
,j

1
(A) απφ ηα n(n-1)/2 νβάι πνπ δεκηνπξγνχληαη απφ έλαλ ηπραίν πίλαθα       

Α ∈  C
nx n 

κε n≥ 2 ( θαζψο γηα n = 1 ην νβάι εθθπιίδεηαη ζε δίζθν Geršgorin). Έζησ φηη απηφ ην 

ζπγθεθξηκέλν νβάι απνηειεί ην αξρηθφ καο ζχλνιν. Μπνξνχκε κε αζθάιεηα λα πνχκε φηη ζην αξρηθφ 

καο ζχλνιν πεξηέρνληαη δχν ηδηνηηκέο. Σν ζχλνιφ καο γεληθά ζα πεξηέρεη S  ην πιήζνο ηδηνηηκέο, φπνπ 

αξρηθά S = { i1, j1}. Γηα θάζε έηεξν φκσο νβάι ηνπ Cassini Κi
2
,j

2
(A) πνπ ηέκλεη ην αξρηθφ καο ζχλνιν κε 
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i2  S ή  j2  S, πξνζζέηνπκε ην λέν δείθηε (ή ηνπο λένπο δείθηεο) ζην ζχλνιν δεηθηψλ S θαη απηνκάησο 

απμάλεηαη ε πιεζηθφηεηα ηνπ ζπλφινπ S θαηά κία ε δχν κνλάδεο.  

Με ηε δηαδηθαζία απηή ινηπφλ έρεη απνδεηρζεί φηη θάζε ζχλνιν απφ νβάι ηνπ Cassini, ζην νπνίν φκσο ηα 

νβάι ηέκλνληαη ηνπιάρηζηνλ αλά δχν, πεξηέρεη αθξηβψο S  ην πιήζνο ηδηνηηκέο, φπνπ S είλαη ζχλνιν 

θπζηθψλ (SΝ := {1,2, . . . ,n})  θαη ζπγθεθξηκέλα ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ πνπ αξθνχλ γηα λα πξνζδηνξηζηεί 

πιήξσο ην ζχλνιν κε ηα νβάι ηνπ Cassini πνπ κειεηάηαη. 

 

Παπαηήπηζη 3.2.9. Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζην πξψην παξάδεηγκα ζρεδηαζκνχ ησλ νβάι ηνπ Cassini 

δνζέληνο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πίλαθα κε κηγαδηθέο ηηκέο, νθείινπκε λα αληηπαξαβάιινπκε ηα δχν 

θπξηφηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπλφινπ Brauer. 

Πιενλέθηεκα: Σν ζχλνιν Brauer γηα θάζε πίλαθα Α ∈  C
nxn 

κε n≥ 2,  είλαη πάληα ππνζχλνιν ηνπ 

ζπλφινπ Geršgorin. 

Μεηνλέθηεκα: Υξεηάδνληαη αξθεηνί πεξηζζφηεξνη ππνινγηζηηθνί πφξνη θαη ππνινγηζκνί γηα λα 

ππνινγηζηεί ην ζχλνιν Brauer ζε ζρέζε κε ην ζχλνιν Geršgorin. Δλδεηθηηθφ είλαη φηη φζν απμάλεηαη ην 

κέγεζνο ηνπ πίλαθα, ην πιήζνο ησλ ππνινγηζκψλ αλεβαίλεη κε απμαλφκελν βήκα, θαζψο γηα αχμεζε κίαο 

κνλάδαο ηνπ κεγέζνπο n ηνπ πίλαθα απαηηείηαη λα βξεζνχλ n-1 ην πιήζνο νβάι ηνπ Cassini ζε αληίζεζε 

κε ηνλ κφιηο έλαλ επηπιένλ δίζθν Geršgorin.  

 

Παξάδεηγκα: Δθαξκφδνπκε ην Θεψξεκα 3.2.6 γηα ηνλ πίλαθα Α13, φπνπ  

                                                        Α13 =  [

1 1 0 0
1/2 i 1/2 0
0 0 −1 1
1 0 0 −i

].  

Πξνθαλψο γηα φια αζξνίζκαηα γξακκήο ηζρχεη ri (A13) = 1 (i = 1,2,3,4). Βιέπνπκε ινηπφλ ζηελ Δηθφλα 

3.2 ζρεδηαζκέλν ηφζν ην Γ(A13), φζν θαη ην Κ(A13). Σν πξψην ζχλνιν απνηειείηαη απφ ηνπο ηζαθηηληθνχο 

δίζθνπο Geršgorin κε θέληξα ην –1, 1, i θαη –i. ηελ Δηθφλα 3.2 ην Γ(A13) νξηνζεηείηαη απφ ηέζζεξα 

εκηθχθιηα αθηίλαο 1 πνπ ηζαπέρνπλ απφ ην ζεκείν κεδέλ θαη ζρεκαηίδνπλ έλα ζπκκεηξηθφ «λνχθαξν». 

Δζσηεξηθά ηνπ, βξίζθεηαη έλα γξακκνζθηαζκέλν ρσξίν, πνπ είλαη ην Κ(A13). 

 
 

Δηθόλα 3.2: Τν ζύλνιν Γ(A13) θαη ην ππνζύλνιό ηνπ Κ(A13) (γξακκνζθηαζκέλν). 
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Πην ζπγθεθξηκέλα, ην ζχλνιν Brauer απνηειείηαη απφ έμη νβάι ηνπ Cassini, ηέζζεξα εθ ησλ νπνίσλ είλαη 

θπξηά θαη έρνπλ ζρήκα νβάι, ελψ ηα άιια δχν έρνπλ ζρήκα «πεηάισλ». πγθεθξηκέλα πξφθεηηαη γηα ην 

Κ1,3(A13)  πνπ έρεη «εζηίεο» ην 1 θαη ην -1 θαη απνηειείηαη απφ ην πάλσ θαη ην θάησ πέηαιν, ελψ ηα άιια 

δχν πέηαια απνηεινχλ ην Κ2,4(A13). Καη ηα δχν απηά νβάι ηνπ Cassini είλαη ζπλεθηηθά έζησ θαη νξηαθά 

ιφγσ ηνπ φηη ην κνλαδηθφ ζεκείν πνπ αλήθεη ζε πεξηζζφηεξα απφ έλα πέηαια είλαη ην κεδέλ θαη ελ 

πξνθεηκέλε πεξηπηψζεη αλήθεη ζε φια ηα πέηαια. 

Παξαηεξνχκε βεβαίσο φηη ηζρχεη Κ(A13)   Γ(A13) θαη φηη επαιεζεχεηαη θαη γξαθηθά ην Θεψξεκα 3.2.6. 

 

Ππόηαζη 3.2.10. Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α ∈ C
nxn 

κε n≥ 2.  Έζησ θάπνην ζεκείν ηνπ κηγαδηθνχ 

επηπέδνπ πνπ αλήθεη ζην ζχλνξν δχν δηαθνξεηηθψλ δίζθσλ Geršgorin, δειαδή iz' Γ (Α)  θαη 

jz ' Γ (Α) . Σφηε ζα ηζρχεη επηπιένλ θαη i , jz' Κ (Α) , δειαδή ην z '  ζα αλήθεη θαη ζην ζχλνξν ηνπ      

i-j-νζηνχ νβάι ηνπ Cassini.  

Απφδεημε: Δπεηδή ην ζεκείν z '  αλήθεη ζην ζχλνξν ηνπ i-νζηνχ δίζθνπ Geršgorin γλσξίδνπκε φηη ζα 

ηζρχεη |z '  − αi,i | = ri(A). Καηά παξφκνην ηξφπν απφ ην ζεκείν z '  ζα δηέξρεηαη θαη ν θχθινο Geršgorin     

|z – αj,j | = rj(A). Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο απηψλ ησλ δχν θχθισλ θαη γηα z = z '

ιακβάλνπκε |z '  − αi,i | |z '  − αj,j | = ri(A) rj(A) θαη βεβαίσο απηφ ζπλεπάγεηαη φηη i , jz' Κ (Α) .               ∎ 

Όπσο εηπψζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ηα ζχλνια Γ(Α) θαη Κ(Α) εμαξηψληαη απνθιεηζηηθά απφ ηηο ίδηεο 2n 

ην πιήζνο παξακέηξνπο, νη νπνίεο κε ηε ζεηξά ηνπο εμαξηψληαη απφ φια ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α. 

Παξαηεξνχκε φκσο φηη θξαηψληαο ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ζηαζεξά, πξνζζέηνληαο κία 

πνζφηεηα ε ζε έλα κε δηαγψλην ζηνηρείν ηνπ πίλαθα θαη αθαηξψληαο ηελ ίδηα πνζφηεηα απφ θάπνην άιιν 

ζηνηρείν ηεο ίδηαο γξακκήο, ηφηε ην  άζξνηζκα γξακκήο ηεο γξακκήο απηήο παξακέλεη θαη απηφ ζηαζεξφ. 

Η δηαδηθαζία απηή κπνξεί λα επαλαιεθζεί γηα νπνηνδήπνηε δεχγνο ζηνηρείσλ νπνηαζδήπνηε γξακκήο γηα 

νπνηαδήπνηε πνζφηεηα ε. πλεπψο, κεηαβάιινληαο κε ζπλερή ηξφπν θάπνην ε θάζε θνξά πνπ 

εθαξκφδνπκε ηε δηαδηθαζία απηή πξνθχπηεη έλα «ζπλερέο δείγκα» πηλάθσλ, νη νπνίνη έρνπλ φινη 

αλεμαηξέησο δχν θνηλά ραξαθηεξηζηηθά. Σα ίζα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπο αi,i(Α)   i ∈N θαη ηα ίζα 

αζξνίζκαηα γξακκψλ  ri(A)   i ∈  N. Οδεγνχκαζηε επνκέλσο ζηνλ επφκελν νξηζκφ:  

 

Οπιζμόρ 3.2.11. Γηα θάζε πίλαθα Α ∈  C
nxn 

νξίδνπκε ηελ κλάζη πινάκυν (equiradial set) ηνπ Α σο ην 

ζχλνιν φισλ ησλ πηλάθσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ παξαθάησ ζρέζε:  

ω(A) := {B = [βi,j] ∈  C
nxn

: βi,i = αi,i θαη ri(Β) = ri(A)   i ∈  N},                                (3.13) 

ελψ έπεηαη θαη ν ζπκπιεξσκαηηθφο νξηζκφο ηεο διεςπςμένηρ κλάζηρ πινάκυν (extended equiradial set) 

ηνπ Α, ε νπνία είλαη κία θιάζε πνπ πεξηιακβάλεη φινπο ηνπο πίλαθεο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε 

σ (A) := {B = [βi,j] ∈  C
nxn

: βi,i = αi,i θαη ri(Β) ≤ ri(A)   i ∈  N}.                                (3.14) 

 

Παπαηήπηζη 3.2.12. Δίλαη πξνθαλέο είλαη ε δηεπξπκέλε θιάζε πηλάθσλ σ (A) ιφγσ ηεο αληζφηεηαο ησλ 

 αζξνηζκάησλ γξακκψλ ζηε ζρέζε (3.14) ζα είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ αξρηθή θιάζε ω(A), δειαδή ω(A) 

  σ (A). Δπίζεο, ε θιάζε πηλάθσλ ω(A) ζπλαληάηαη ζηε βηβιηνγξαθία θαη σο ηζαθηηληθφ ζχλνιν ηνπ Α 

θαη ε θιάζε σ (A) ζπλαληάηαη αληίζηνηρα σο δηεπξπκέλν ηζαθηηληθφ ζχλνιν ηνπ Α. 

 

Όπσο έρνπκε νξίζεη ην θάζκα ελφο πίλαθα Α ∈  C
nxn 

έηζη κπνξνχκε λα νξίζνπκε θαη ην θάζκα ηεο 

θιάζεο ηνπ πίλαθα Α. Πην ζπγθεθξηκέλα, έρνπκε φηη 

σ(ω(A))  := 
σ A)Β (

(Β)


σ   θαη  σ(σ (A)) :=
σ̂ A)Β (

(Β)


σ .                                 (3.15) 
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Απφ ηνπο πξνεγνχκελνπο νξηζκνχο, ηελ αληζφηεηα ζηε ζρέζε (3.5) θαη ηε ζρέζε (3.6) πξνθχπηεη φηη 

 σ(ω(A))   σ(σ (A))   Κ(Α).                                                      (3.16) 

Σν θπξίαξρν βέβαηα εξψηεκα πνπ «βαζάληδε» επί ζεηξά δεθαεηηψλ ηνπο θνξπθαίνπο καζεκαηηθνχο ζηνλ 

θιάδν ηεο αλάιπζεο πηλάθσλ ήηαλ αλ κπνξνχζε ππφ θάπνηεο πξνυπνζέζεηο ε ζρέζε (3.16) λα 

απνηειέζεη κηα ζρέζε ηζφηεηαο ζπλφισλ. Η απάληεζε δφζεθε πξσηίζησο απφ ηνλ Γεξκαλφ καζεκαηηθφ 

Engel ην 1973. 

 

Θεώπημα 3.2.13. (Θεψξεκα Engel) Γηα θάζε πίλαθα Α ∈  C
nxn 

κε n≥ 2,  ηζρχεη 

σ(ω(A)) =
 

1,2 (A)  (A)  n=2,

                     K(A) αλ 

αλ

n 3,{  

                                             
(3.17) 

ελψ ηζρχεη επίζεο γηα n ≥ 2,  

σ(σ (A)) = Κ(Α).                                                                              (3.18) 

Απφδεημε: Καηαξράο γηα ην πνιχ ζεκαληηθφ απηφ ζεψξεκα έρνπλ γξαθεί θαηά ην παξειζφλ αξθεηέο 

απνδείμεηο. Η απφδεημε πνπ παξαηίζεηαη εδψ είλαη απηή ησλ Varga θαη Krautstengl θαη απνηειείηαη απφ 

πέληε δηαθνξεηηθά ζθέιε. 

Σν πξψην ζθέινο πεξηιακβάλεη ηελ απφδεημε ηεο ζρέζεο (3.17) φηαλ  n = 2. Έζησ ινηπφλ πίλαθαο            

Β ∈  σ(ω(A)) ν νπνίνο απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ (ζρέζε (3.13)) ζα έρεη κηα γεληθή κνξθή  

Β = 
1

2

iς

1,1 1

iς

2 2,2

α r (A)e

r (A)e α

 
  
 

, φπνπ ς1 θαη ς2 απζαίξεηνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί.                (3.19) 

Δάλ λ κηα ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Β, ηφηε ζα ηζρχεη det(B-λ Ι) = 0, θαη έηζη απφ ηελ (3.19) έρνπκε 

(α1,1 – λ ) (α2,2 – λ )  = r1(A) r2(A)e
i(ς

1
+ς

2
)
,                                            (3.20) 

Απφ ηε ζρέζε (3.20) κε ρξήζε απνιχησλ ζπλεπάγεηαη φηη 

|α1,1 – λ | |α2,2 – λ |  =  r1(A) r2(A).                                                 (3.21) 

Καζψο ε ζρέζε (3.21) αληηζηνηρεί ζηε ζρέζε (3.5) ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ηζφηεηα, ζα ηζρχεη φηη 

∈ Κ1,2(A). Δπεηδή απηφ ζπκβαίλεη γηα θάζε ηδηνηηκή νπνηνπδήπνηε πίλαθα Β πνπ αλήθεη ζην σ(Α) θαη  

θαζψο ηζρχεη πξνθαλψο ζηελ πεξίπησζε ησλ 2x2 πηλάθσλ φηη Κ1,2(A) = Κ(Α), θαηαιήγνπκε φηη 

σ(ω(A))
 
  Κ1,2(A) = Κ(Α).                                                 (3.22) 

Αληηζηξφθσο, δηαπηζηψλεηαη φηη θάζε ζεκείν ηνπ ζπλφξνπ Κ1,2(A) γηα θαηάιιειεο επηινγέο ησλ ς1 θαη
 

ς2 κπνξεί λα απνηειέζεη ηδηνηηκή θάπνηνπ πίλαθα Β ηεο κνξθήο (3.19). Δπνκέλσο ζπκπεξαίλνπκε φηη
 

ηζρχεη σ(ω(A)) = Κ1,2(A) = Κ(Α) πνπ είλαη θαη ην πξψην ζθέινο ηεο ζρέζεο (3.17). 

     →   Γηα ηελ απφδεημε ηνπ δεχηεξνπ ζθέινπο ηεο (3.17) δηεξεπλνχκε πξψηα ηελ πεξίπησζε πνπ n≥4. 

.Έζησ ινηπφλ ν ηεηξαγσληθφο θαη ζχλζεηνο πίλαθαο Βσ(Α) ν νπνίνο κπνξεί λα δηακεξηζηεί ζηε κνξθή  

Β = 
1,1 1,2

2,2

  
  
 

 ,                                                             (3.23) 

φπνπ 

Β1,1 := 
1

2

iς

1,1

iς

2,2

α se

te α

 
  
 

 , κε 0 ≤  s ≤ r1(A), 0 ≤  t ≤ r2(A).                             (3.24) 

Οη ς1 θαη
 
ς2 είλαη απζαίξεηνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ελψ ηζρχεη γηα ηα δηαγψληα ζηνηρεία βi,i = αi,i   i ∈  N. 

Δπηπιένλ, νπνηεζδήπνηε ηηκέο s θαη t θαη αλ επηιεγνχλ,  κπνξνχκε λα θηηάμνπκε ηνλ Β1,2 θαηάιιεια έηζη 

ψζηε ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ r1(Β) θαη r2(Β) λα είλαη ίζα κε ηα αληίζηνηρα ηνπ πίλαθα Α. 
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Καηά παξφκνην ηξφπν, επεηδή n ≥ 4 θαη ζπλεπψο ν Β2,2 ηεο (3.23) ζα είλαη έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο 

κεγέζνπο ηνπιάρηζηνλ 2x2, θαη κπνξνχλ λα επηιεγνχλ κε θαηάιιειν ηξφπν ηα ζηνηρεία ηνπ νχησο ψζηε 

φια ηα αζξνίζκαηα ησλ γξακκψλ ηνπ λα ηζνχληαη κε ηα n-2 αληίζηνηρα αζξνίζκαηα ηνπ πίλαθα Α. Άξα 

είλαη εκθαλέο φηη ν πίλαθαο Β ηεο ζρέζεο (3.23) ιφγσ ηεο επηηεδεπκέλεο θαηαζθεπήο ησλ ππνπηλάθσλ 

ηνπ ζα αλήθεη ζηελ θιάζε πηλάθσλ ηνπ Α, σ(Α). Ο ιφγνο κάιηζηα πνπ ππνηέζεθε φηη πξέπεη n≥4, είλαη 

φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχεη n = 3, ν Β2,2 ηαπηίδεηαη επί ηεο νπζίαο κε ην ζηνηρείν α3,3 ηνπ πίλαθα Α θαη 

σο εθ ηνχηνπ δελ κπνξεί λα αιεζεχεη ε πξνεγνχκελε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, εμαηξνπκέλεο ηεο 

πεξηπηψζεσο φπνπ r3(A) = 0.  

 Γηα λα νινθιεξψζνπκε φκσο ην δεχηεξν ζθέινο ηεο απφδεημεο, είλαη εκθαλέο φηη 

σ(Β) = σ(Β1,1)  σ(Β2,2),                                                         (3.25) 

ελψ γηα θάζε z  Κ1,2(A) κπνξνχλ λα βξεζνχλ θαηάιιειεο ηηκέο ζηηο παξακέηξνπο ς1, ς2, s θαη t, έηζη 

ψζηε ην z λα είλαη επηπξφζζεηα θαη ηδηνηηκή ηνπ Β1,1. Με άιια ιφγηα νη ηδηνηηκέο ησλ πηλάθσλ Β1,1, πνπ 

πξνθχπηνπλ γηα ηηο δηάθνξεο επηινγέο ηηκψλ ησλ παξακέηξσλ, γεκίδνπλ φιν ην ρσξίν ηνπ κνλαδηθνχ 

νβάι ηνπ Β1,1, ηνπ εθάζηνηε Κ1,2(Β1,1), πνπ κπνξεί απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ Β1,1 λα ηαπηηζηεί κε ην Κ1,2(A). 

Γηα ηηο ππφινηπεο ηδηνηηκέο ηνπ Β (δειαδή απηέο ηνπ Β2,2) γλσξίδνπκε απφ ηε ζρέζε (3.16) φηη θείληαη 

ζην ζχλνιν Brauer Κ(Α). 

 Η κεζνδνινγία ηνπ ζθέινπο απηνχ κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα νπνηνδήπνηε νβάι ηνπ Cassini 

Κi,j(A), i ≠ j, απιά θαη κφλν κε κία θαηάιιειε κεηάζεζε γξακκψλ θαη ζηειψλ ηνπ Β ηεο ζρέζεο (3.23) 

πνπ ζα ζπλεπάγεηαη ηε κεηαθίλεζε ηεο i-νζηήο γξακκήο πάλσ απφ φιεο ηηο ππφινηπεο γξακκέο σο 

γξακκή 1 θαη αληίζηνηρα ηελ κεηαθίλεζε ηεο j-νζηήο γξακκήο ψζηε λα γίλεη ε γξακκή 2 ηνπ λένπ πίλαθα. 

Δπνκέλσο νη ηδηνηηκέο φισλ ησλ κεηαηεζεκέλσλ Β πνπ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ ζα θαιχπηνπλ ελ ηέιεη 

φιν ην ζχλνιν Brauer Κ(Α) θαη ζπλεπψο θαηαιήγνπκε φηη σ(σ(Α)) = Κ(Α)   n≥4. 

   →   Γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ n = 3 (ηξίην ζθέινο ηεο απφδεημεο), ν βνεζεηηθφο πίλαθαο Β πνπ αλήθεη 

ζηελ θιάζε πηλάθσλ ηνπ Α είλαη κεγέζνπο πιένλ 3x3 θαη έρεη ηε κνξθή 

Β = 

1 2

3 4

5 6

iς iς

1,1 1

iς iς

2,2 2

iς iς

3 3,3

α se (r (A)-s)e

te α (r (A)-t)e

ue (r (A)-u)e α

 
 
 
 
 

,                                              (3.26) 

φπνπ 

0 ≤ s ≤ r1(A),  0 ≤ t ≤ r2(A),  0 ≤ u ≤ r3(A),                                            (3.27) 

ελψ νη =1i

6

i{ς } είλαη απζαίξεηνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί.    

Έζησ φηη επηιέγνπκε έλαλ ηπραίν κηγαδηθφ z πνπ λα αλήθεη ζην νβάι ηνπ Cassini Κ1,2(A). Δμ νξηζκνχ ζα 

ηθαλνπνηείηαη ε αθφινπζε ζρέζε:  

|z – α1,1| |z – α2,2| ≤ r1 (A) r2 (A).                                                    (3.28) 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο. Αλ  r1 (A) = 0, ηφηε απφ ηε ζρέζε (3.28) ζα ηζρχεη είηε φηη z = α1,1, είηε φηη   

z = α2,2.  Βέβαηα, αλ r1 (A) = 0, ηφηε γλσξίδνπκε φηη ε πξψηε γξακκή ηνπ πίλαθα Β είλαη ε [α1,1, 0, 0], ην 

νπνίν ζεκαίλεη φηη ε α1,1 = z είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ Β. Αθξηβψο ην ίδην επηρείξεκα ρξεζηκνπνηνχκε φηαλ 

r2 (A) = 0 γηα λα θαηαιήμνπκε φηη θαη ην α2,2 κπνξεί λα είλαη ηδηνηηκή ηνπ Β. 

 Τπνζέηνπκε πιένλ φηη  r1 (A) r2 (A) > 0. Γηα θάπνην s γηα ην νπνίν ηζρχεη 0 ≤ s ≤ r1(A), γλσξίδνπκε 

φηη |z – α1,1| |z – α2,2| = s r2 (A) θαη επηιέγνπκε πξαγκαηηθφ αξηζκφ ς έηζη ψζηε λα ηζρχεη (α1,1 – z) (α2,2 – z) 

= s r2 (A)eiς
. Δλ ζπλερεία ζέηνπκε α := r2(A) + |α 2,2 – z| , φπνπ  α > 0 θαη νξίδνπκε ηνλ πίλαθα 

 

iς
1,1 1

2 2,2

2,2 32 3
3,3

α se (r (A)-s)

r (A) α 0

(α -z)r (A)r (A)r (A)
α

a a

 
 
 
 
 
 

,        

                                   

(3.29)
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ν νπνίνο κπνξεί λα επαιεζεπηεί φηη αλήθεη ζην σ(Α). Δπίζεο γηα ην πξνεγνχκελν z ηζρχεη φηη det(  -zΙ) 

= 0, δειαδή ην z είλαη ηδηνηηκή ηνπ  . Δπνκέλσο γηα θάζε z   Κ1,2(A) ηζρχεη φηη ην z είλαη ηδηνηηκή 

θάπνηνπ πίλαθα Β πνπ αλήθεη ζηελ θιάζε πηλάθσλ ηνπ Α. πλεπψο, αθνχ απηή ε δηαδηθαζία κπνξεί κε 

ηηο θαηάιιειεο κεηαζέζεηο λα εθαξκνζηεί θαη γηα ηα άιια δχν νβάι ηνπ ζπλφινπ Brauer Κ(Α), ηζρχεη 

ηειηθά φηη σ(σ(Α) = Κ(Α). 

     →   Γηα ηελ απφδεημε ηεο ζρέζεο (3.18) αξθεί λα ζπλδπάζνπκε ηε ζρέζε εγθιεηζκνχ (3.16) κε ηε 

ζρέζε (3.17) πνπ κφιηο απνδείρζεθε. Έπεηαη απηνκάησο ινηπφλ φηη γηα n≥ 3, ηζρχεη  σ(σ (A)) = Κ(Α). 

     →  Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ n = 2, ηζρχεη φηη ην ζχλνιν Brauer απνηειείηαη απφ ην κφιηο έλα 

ζρεκαηηδφκελν νβάι ηνπ Cassini, ην Κ1,2(A).  Οη πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζην σ(σ (A)) είλαη νη πίλαθεο Β ηεο 

κνξθήο  
1

2

iς

1,1 1

iς

2 2,2

α s r (A)e

t r (A)e α

 
 
  

, κε 0 ≤ s ≤ 1 θαη 0 ≤ t ≤ 1. 

Σφηε απφ ην πξψην ζθέινο ηεο απφδεημεο γλσξίδνπκε φηη γηα s=1 θαη t=1 ηζρχεη σ(σ  (A))       
Κ1,2(A) = Κ(Α). Μεηψλνληαο ζηαδηαθά θαη κε ζπλερή ηξφπν ηηο παξακέηξνπο s θαη t απφ ηελ αξρηθή 

ηνπο ηηκή πνπ είλαη ε κνλάδα σο ην κεδέλ, ζε θάζε έλα βήκα (απφ ηα ππεξαξηζκεζίκσο άπεηξα πνπ 

ππάξρνπλ ιφγσ ηνπ ζπλερνχο ραξαθηήξα ηεο φιεο δηαδηθαζίαο) θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη φιν 

ην εζσηεξηθφ ηνπ αξρηθνχ Κ1,2(A) ζα είλαη ζεκείν πξνο ζεκείν ηδηνηηκή ελφο πίλαθα Β  σ (A). Άξα 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη σ(σ (A)) = Κ1,2(A) = Κ(Α). 

         Ιζρχεη επνκέλσο φηη σ( σ (A)) = Κ(Α) γηα n≥2.                                                                              ∎ 

 

Σν Θεψξεκα 3.2.13 έκκεζα καο παξαπέκπεη ζε έλα αθφκε πιενλέθηεκα ηνπ ζπλφινπ Brauer ελ 

ζπγθξίζεη κε ην ζχλνιν Geršgorin γηα θάζε πίλαθα Α ∈ C
nxn 

κε n ≥ 3.  Παξαηεξνχκε φηη ην ζχλνιν 

Brauer Κ(Α) ππνινγίδεη επαθξηβψο ην θάζκα φισλ ησλ πηλάθσλ πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα θιάζε κε ηνλ 

πίλαθα Α, θαζψο είδακε ζηελ πξνεγνχκελε απφδεημε φηη ηαπηίδεηαη πάληα κε απηφ ην ζχλνιν. Δπηπιένλ, 

ηαπηίδεηαη θαη κε ην ζχλνιν ησλ θαζκάησλ ησλ πηλάθσλ πνπ αλήθνπλ ζηε δηεπξπκέλε θιάζε ηνπ πίλαθα 

Α. Χο εθ ηνχηνπ, φηαλ κειεηάκε θάπνηνλ πίλαθα κε ζηαζεξέο ηηο 2n ραξαθηεξηζηηθέο ηνπ πνζφηεηεο ηεο 

(3.8), ηφηε ην ζχλνιν Brauer ζπλεηζθέξεη ηα κάια ζηε δηεμαγσγή άκεζσλ ζπκπεξαζκάησλ. 
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3.3 Λημνίζκοι Υτηλόηεπηρ Τάξηρ 

 

 

Έζησ πίλαθαο Α ∈  C
nxn 

θαη =1j

m

j{i } νη m ην πιήζνο νπνηνηδήπνηε δηαθεθξηκέλνη αθέξαηνη ηνπ ζπλφινπ 

Ν := {1,2, . . . ,n}, κε n ≥ m. Σφηε ν λημνίζκορ ηάξηρ m πνπ παξάγεηαη απφ ηνπο αθεξαίνπο =1j

m

j{i } θαη 

ηνπο 2n ην πιήζνο αξηζκνχο  
n

1i,i i={ }α θαη 
n

=i i 1{ (A)}r είλαη έλα ζπκπαγέο ζχλνιν πνπ αλήθεη ζην κηγαδηθφ 

επίπεδν C θαη νξίδεηαη σο εμήο: 

1 mi , . . . , i (A)l  =   
j j j

m m

j=1 j=1

i , i iz αz : r (A){ }C    .                                    (3.30) 

 

Οπιζμόρ 3.3.1. Η έλσζε φισλ ησλ δπλαηψλ ιεκλίζθσλ πνπ κπνξνχλ λα ζρεκαηηζηνχλ γηα έλαλ πίλαθα 

Α ∈  C
nx n

 νλνκάδεηαη ζύνολο λημνίζκυν (lemniscate set) ηνπ Α θαη ραξαθηεξίδεηαη πάληα απφ έλαλ 

θπζηθφ αξηζκφ πνπ είλαη ε ηάμε ηνπ: 

L(m)    = 1 2 m

1 2 m

i , i , . . . , i

1 i , i , . . . , i n

(A)
 

l   ( =1j

m

j{i } ∈  N, αλά δχν δηαθνξεηηθνί).                      (3.31) 

Πξνθχπηεη φηη δνζέληνο ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα Α κεγέζνπο n, κπνξνχλ λα δεκηνπξγεζνχλ n

m

 
 
 

 ην 

πιήζνο ιεκλίζθνη ηάμεο m, θαζψο γηα θάζε δηαθνξεηηθή επηινγή m ην πιήζνο αθεξαίσλ =1j

m

j{i }

πξνθχπηεη θαη δηαθνξεηηθφο ιεκλίζθνο. Όπσο είλαη εχθνιν θάπνηνο λα ππνςηαζηεί, ηα ζχλνια Geršgorin 

θαη Brauer ζπλδένληαη άκεζα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ησλ ιεκλίζθσλ, θαζψο ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ 

είλαη ε γελίθεπζή ηνπο. Πην ζπγθεθξηκέλα, νη δίζθνη Geršgorin Γi(A) είλαη ιεκλίζθνη ηάμεο 1, ελψ ηα 

νβάι ηνπ Cassini Κi,j(A) είλαη ιεκλίζθνη ηάμεο 2. Ιζρχεη δειαδή  

L(1)(Α) = Γ(Α)  θαη  L(2) (Α) = Κ(Α).                                                 (3.32) 

 

Παπαηήπηζη 3.3.2. Δλίνηε, ν φξνο «ιεκλίζθνο»,  πνπ κπνξεί λα αλεπξεζεί  ζε βηβιία αλάιπζεο, 

ζπλαληάηαη σο ε θακπχιε ηεο ζρέζεο (3.30). Δληνχηνηο, ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία, γξάθνληαο 

ην ιεκλίζθν ζα αλαθεξφκαζηε φρη ζηελ ίδηα ηελ θακπχιε, αιιά ζην ζχλνιν πνπ πεξηέρεη θαη φια ηα 

εζσηεξηθά ζεκεία ηεο θακπχιεο. 

 

Παξάδεηγκα: Γηα ηελ νπηηθνπνίεζε ηεο ζρέζεο (3.30) θαη ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ ηη εζηί ιεκλίζθνο 

ιακβάλνπκε σο παξάδεηγκα έλαλ πίλαθα ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε φια ηα δηαγψληα ζηνηρεία θαη 

απμνκεηψλνπκε ην γηλφκελν ησλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ θαηά ην δνθνχλ. Έζησ ινηπφλ, 

1,1α :=
 
1+ i,

 2,2α :=
 
-1+ i,

 3,3α :=
 
0,

 4,4α :=
 
-1/4- 1,4 i,

 5,5α :=
 
+1/4-1,4i. 

Θεσξνχκε επνκέλσο ην ιεκλίζθν ηάμεο 5, ή γηα ηελ αθξίβεηα ην ζχλνξφ ηνπ 

l5( i,i

 5

i=1{ }α , ξ) :=  
m

i, i

i=1

z :  ξ z-α{ }C  .                                          (3.33) 

Γηα ηηο πέληε ηηκέο ησλ δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ α1,1 έσο α5,5 πνπ δίλνληαη δελ έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία αλ είλαη 

ηα δηαγψληα ζηνηρεία ελφο πίλαθα δηάζηαζεο 5 (νπφηε θαη ν ζρεκαηηδφκελνο ιεκλίζθνο ζα ήηαλ θαη ν 

κνλαδηθφο ηάμεο 5), ή ηα πξψηα πέληε δηαγψληα ζηνηρεία ελφο πίλαθα δηάζηαζεο ελ γέλεη n, κε n≥5. Καη 

απηφ γηαηί ζέινπκε λα δψζνπκε έκθαζε ζηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιινληαη ηα ζχλνξα ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ ιεκλίζθνπ, απμάλνληαο ζηαδηαθά ηελ «αθηίλα» ηνπ, πνπ δελ είλαη άιιε απφ ην γηλφκελν 

ησλ πέληε πξψησλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ. Γηα ηηο ηηκέο ξ = 3, 10, 20 θαη 50 ιακβάλνπκε ηελ Δηθφλα 3.3 κε 

ηνπο κηθξφηεξνπο ζε εκβαδφλ θαη «αθηίλα» ιεκλίζθνπο λα πεξηέρνληαη πάληνηε εληφο ησλ κεγαιχηεξσλ.        
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Δηθόλα 3.3: Ο ιεκλίζθνο l5 γηα ηηο ηηκέο ξ = 3, 10, 20 θαη 50. 

 

Απφ ηε ζχγθξηζε ηνπ ζπλφινπ Geršgorin κε ην ζχλνιν Brauer, θαη ηηο απνδείμεηο ηνπο απφ 

πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπο, δηαπηζηψζακε φηη ην κελ επηκέξνπο ρσξίν Geršgorin (δίζθνο) 

επηθεληξψλεηαη ζε κία κφιηο γξακκή ηνπ πίλαθα, ελψ ην δε επηκέξνπο ρσξίν Brauer (νβάι ηνπ Cassini) 

ρξεζηκνπνηεί δεδνκέλα απφ δχν γξακκέο ηνπ πίλαθα Α. πλέπεηα απηψλ ησλ εγγελψλ ηδηνηήησλ ησλ δχν 

ζπλφισλ πνπ απαξηίδνληαη απφ ηελ έλσζε φισλ ησλ επηκέξνπο ρσξίσλ είλαη φηη ηα νβάι καο νδεγνχλ ζε 

κία θαιχηεξε ρσξηθή πξνζέγγηζε ηνπ θάζκαηνο ζε ζρέζε κε ηνπο δίζθνπο θαη φηη πηζαλφηαηα φζεο 

πεξηζζφηεξεο γξακκέο θαη δεδνκέλα ιακβάλνπκε ππφςηλ γηα ηε δεκηνπξγία ελφο ρσξίνπ πνπ ζα πεξηέρεη 

ηδηνηηκέο, ηφζν πην κηθξή ζα πξνθχπηεη ε έλσζε απηψλ ησλ ρσξίσλ. Απνκέλεη ινηπφλ αθνχ νξίζακε ην 

ιεκλίζθν θαη ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ λα εμεηάζνπκε αλ ε ζεσξία απηή δηεπξχλεηαη πέξα απφ ηελ 

πεξίπησζε ηνπ L(1) (ζχλνιν Geršgorin) θαη L(2) (ζχλνιν Brauer) θαη γηα ηα ζχλνια ιεκλίζθσλ ηάμεο ελ 

γέλεη m. Ιδηαίηεξεο πξνζνρήο ρξήδεη ην αθφινπζν αλαηξεπηηθφ παξάδεηγκα. 

 

Παξάδεηγκα: Γίλεηαη ν θάησζη 4x4 πίλαθαο: 

                       Α14 = [

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

],  κε σ(Α14) = {0,1,1,2}, 

Ο πίλαθαο Α14 έρεη εκθαλψο φια ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ ίζα κε ηε κνλάδα (α1,1= α2,2= α3,3= α4,4= 1), ελψ 

γηα ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ ηζρχεη r1 (A) = r2 (A) = 1 θαη r3 (A) = r4 (A) = 1. Δπηιέγνληαο ηψξα m = 3 γηα 

ηνλ ππνινγηζκψλ ησλ ηεζζάξσλ ιεκλίζθσλ πνπ ζρεκαηίδνληαη βάζεη ηεο ζρέζεο (3.30) δηαπηζηψλνπκε 

φηη θάζε ηξηάδα δηαθεθξηκέλσλ αθεξαίσλ {i1, i2, i3} απφ ην ζχλνιν {1,2,3,4} δεκηνπξγεί γηλφκελν 

«αθηίλαο» ri
1
(A) ri

2
(A) ri

3
(A) = 0. Δπνκέλσο γηα ηνλ πίλαθα Α14 πξνθχπηεη εμ νξηζκνχ φηη θάζε ιεκλίζθνο 

ζα αλάγεηαη ζηε ζρέζε |z – 1|
3
 = 0 πνπ ηζνδπλακεί κε ην κνλνζχλνιν {z = 1}. Πξνθχπηεη επνκέλσο φηη 

L(3)( Α14) = {1} πνπ ζεκαίλεη φηη ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ ηάμεο 3 απνηπγράλεη λα ζπκπεξηιάβεη φιεο ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α14. Σν ίδην αθξηβψο ζπκβαίλεη θαη κε ην κνλαδηθφ ιεκλίζθν ηάμεο 4 πνπ 

ζρεκαηίδεηαη θαη ηζνχηαη βέβαηα κε ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ ηάμεο 4, ην L(4)(Α14). Η απξφζκελε απηή 

απνηπρία ζπλαληάηαη γεληθψο γηα πίλαθεο κεγέζνπο  n≥ 3. 
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Σν παξαπάλσ παξάδεηγκα αλήθεη ζηνλ Νενυνξθέδν Morris Newman, ν νπνίνο αζρνιήζεθε κε ηε 

γξακκηθή άιγεβξα θαη ελ πξνθεηκέλσ αλαίξεζε πιήξσο ην επηρείξεκα φηη νη ιεκλίζθνη (m ελ γέλεη ηάμεο) 

είλαη κηα αθφκε θαιχηεξε πξνζέγγηζε ζηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ ηπραίνπ πίλαθα Α ∈  C
nxn

, απφ ηηο ήδε 

ππάξρνπζεο. Καζίζηαηαη ινηπφλ ζαθέο φηη νη ιεκλίζθνη L(m) γηα m > 2 δελ δίλνπλ απαξαίηεηα έλα 

κηγαδηθφ ζχλνιν ην νπνίν λα πεξηέρεη φιν ην θάζκα πηλάθσλ Α ∈  C
nxn

, n≥ m. 

Παξ‟ φια απηά, ν Ακεξηθάλνο καζεκαηηθφο Brualdi ην 1982 θαηάθεξε λα δείμεη φηη ππφ εηδηθέο 

πξνυπνζέζεηο νη ιεκλίζθνη ηάμεο πςειφηεξεο απφ δχν κπνξνχλ λα απεηθνληζηνχλ θαη ζπλάκα λα 

πεξηέρνπλ φιεο ηηο ηδηνηηκέο νπνηνπδήπνηε κηγαδηθνχ πίλαθα Α. Καζψο φκσο ν Brualdi δαλείζηεθε 

κεξηθέο έλλνηεο απφ ηε ζεσξία γξαθεκάησλ, ζεσξνχκε αλαγθαίν λα παξαζέζνπκε κεξηθέο απφ απηέο ηηο 

πνιχ ζεκαληηθέο θαη ζρεδφλ απαξαίηεηεο έλλνηεο. 

Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α ∈  C
nxn 

θαη ηνπ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A) φπσο νξίζηεθε ζηελ §2.1 

(Οξηζκφο 2.1.4), νξίδνπκε ηνπο ηζρπξνχο θαη αζζελείο θχθινπο. 

Οπιζμόρ 3.3.3. Έλαο απλόρ ή ιζσςπόρ κύκλορ (strong cycle) ηνπ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A) 

είλαη έλαο θχθινο ν νπνίνο δηέξρεηαη απφ θάζε θνξπθή ηνπ αθξηβψο κία θνξά. Τπάξρεη δειαδή ζχλνιν 

αθεξαίσλ r+1
i=1i{ }l  πνπ αλήθνπλ ζην ζχλνιν Ν, κε r ≥ 2, έηζη ψζηε νη αθέξαηνη  r

i =1i{ }l λα είλαη φινη 

δηαθεθξηκέλνη θαη λα ηζρχεη l r+1= l1. Δπηπιένλ νη αθκέο  1  2l lv v , . . . , 1 r-  rl lv v ,  r  1l lv v  πξέπεη λα αλήθνπλ 

ζην G(Α), φπνπ  r

i =1i{v } είλαη θνξπθέο ηνπ G(A). 

 

Ο παξαπάλσ νξηζκφο ζπλεπάγεηαη φηη αλ ππάξρεη έλαο ηέηνηνο θχθινο, ηφηε 
θ θ+1

r-1

l ,l

θ=1

0α  , θαζψο 

θακία αθκή πνπ αλήθεη ζε έλαλ ηζρπξφ θχθιν δε κπνξεί λα θέξεη ηηκή κεδεληθή. Δπίζεο, απφ ηε ζηηγκή 

πνπ δελ καο ελδηαθέξεη πνηα θνξπθή απνηειεί ηελ πξψηε ηνπ θχθινπ, γξάθνπκε ηνλ ηζρπξφ θχθιν σο 

κία αθνινπζία αθεξαίσλ πνπ κπνξεί λα κεηαηεζεί θπθιηθά θαη ζπκβνιίδεηαη σο εμήο:  

γ := ( l 1, l 2, . . .,l r )  κε r ≥ 2.                                                        (3.34) 

ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ζα κπνξνχζακε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ην γ σο ζπλάξηεζε ηνπ επφκελνπ, 

γξάθνληαο γ(l 1) := l2, γ( l 2) := l3, . . . , γ( l r) := l1. Ιζρχεη πάλησο φηη ν ηζρπξφο θχθινο γ πεξλάεη απφ ηηο 

θνξπθέο  r
li i=1

{ }v θαη έρεη κήθνο r, φπνπ r ≥ 2. 

 

Οπιζμόρ 3.3.4. Αλ ππάξρεη θάπνηα θνξπθή vi ηνπ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A) απφ ηελ νπνία λα 

κε δηέξρεηαη θαλέλαο ηζρπξφο θχθινο, ηφηε νξίδνπκε ηνλ θχθιν γ = ( i ), αλεμαηξέησο αλ ζηελ θνξπθή vi 

ζρεκαηίδεηαη θάπνηνο βξφρνο (δειαδή ελδέρεηαη λα ηζρχεη αθφκα θαη α i,i=0), θαη ηνλ νλνκάδνπκε αζθενή 

κύκλο (weak cycle).  

 

Παπαηήπηζη 3.3.5. Αλ εκθαλίδεηαη θάπνην κεδεληθφ άζξνηζκα γξακκήο (ή ζηήιεο) ζηνλ πίλαθα        

Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2, έζησ ζηελ i-νζηή ηνπ γξακκή (ή ζηήιε), ηφηε ν θχθινο γ = ( i ) είλαη αζζελήο. Σν 

αληίζηξνθν δελ ηζρχεη.  

 

Οπιζμόρ 3.3.6. Μπνξνχκε πιένλ λα νξίζνπκε θαη ην ζύνολο κύκλυν C(A) (cycle set) ελφο  

θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A) σο ην ζχλνιν φισλ ησλ ηζρπξψλ (απιψλ) θαη αζζελψλ θχθισλ.    

 

Δίλαη εκθαλέο φηη απφ θάζε θνξπθή vi δηέξρεηαη είηε (ηνπιάρηζηνλ) έλαο ηζρπξφο θχθινο, είηε έλαο 

αζζελήο θχθινο. Αθφκα θαη αλ ηζρχεη  n = 1, ηφηε C(Α) = {(1)}, δειαδή ππάξρεη έλαο (θαη κνλαδηθφο) 

θχθινο (αζζελήο ζηελ πεξίπησζε απηή). 
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Έζησ φηη κειεηάκε θάπνηνλ ππνβηβάζηκν πίλαθα Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2. Γλσξίδνπκε ηφηε απφ ηελ  §2.1 φηη 

ππάξρεη έλαο πίλαθαο κεηάζεζεο P ∈R
nxn

 θαη έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο 1≤ m ≤ n, έηζη ψζηε λα ζρεκαηίδεηαη 

ν PAP
 T

 ν νπνίνο βξίζθεηαη ζε θαλνληθή κνξθή Frobenius, ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε (2.3) θαη γξάθεηαη σο: 

PAP
 T 

=  

[
 
 
 
 1,1R 1,2R ⋯ 1,mR

O 2,2R ⋯ 2,mR

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

O O ⋯ m,mR ]
 
 
 
 

.                                                       (3.35) 

Ιζρχεη βεβαίσο φηη αλ ν πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2 είλαη κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε πξνθχπηεη m=1 ζηηο 

ζρέζεηο (3.35) θαη (2.3). Έπεηηα απφ ηνπο νξηζκνχο πνπ πξνεγήζεθαλ ζηελ πξνεγνχκελε ζειίδα, 

κπνξνχκε πιένλ λα θάλνπκε κεξηθέο εχζηνρεο παξαηεξήζεηο: 

 Η χπαξμε ελφο 1x1 πίλαθα Rj,j = [αθ,θ] ζπλεπάγεηαη απφ ηε (2.3ii) φηη απφ ηελ θνξπθή vθ ηνπ G(Α) 

δηέξρεηαη κφλν έλαο θχθινο ηνπ C(Α) θαη κάιηζηα αζζελήο. 

 Παξνκνίσο, αλ ε χπαξμε ηνπ Rj,j ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (2.3i), ηφηε γηα ηηο θνξπθέο ηνπ G(Α) 

απηνχ ηνπ ππνπίλαθα, ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο ηζρπξφο θχθινο πνπ λα δηέξρεηαη απφ θαζεκία εμ 

απηψλ. Απηφ κπνξεί λα δεηρζεί εχθνια, θαζψο αλ απφ θάπνηα θνξπθή δελ πεξλνχζε  θάπνηνο 

ηζρπξφο θχθινο, ηφηε απηφ ζα ζήκαηλε απηνκάησο φηη ζην γξάθεκα G(A) ε θνξπθή απηή δε ζα 

έρεη είηε θακία εηζεξρφκελε θνξπθή, είηε θακία εμεξρφκελε. Κάηη ηέηνην ζα κεηαθεξφηαλ ζην 

πίλαθα σο κία κεδεληθή (πιελ ηνπ δηαγσλίνπ ζηνηρείνπ) ζηήιε ή γξακκή αληίζηνηρα. Θα είρακε 

ηφηε ζπλεπψο έλαλ ππνβηβάζηκν πίλαθα πνπ αληηθξνχεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ν  Rj,j είλαη κε 

ππνβηβάζηκνο. 

 Δπεηδή φινη νη ππνπίλαθεο ηεο ζρέζεο (3.35) πνπ βξίζθνληαη εμ νινθιήξνπ θάησ απφ ηελ θχξηα 

δηαγψλην είλαη κεδεληθνί, αλ δνθηκάδακε λα ππνινγίζνπκε ηηο ηδηνηηκέο κε ηνλ θιαζζηθφ ηχπν ηεο 

νξίδνπζαο ζα παξαηεξνχζακε φηη φια ηα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ Rj,θ (κε j≠ θ ), θαη ζπλεπψο νη 

ίδηνη νη πίλαθεο, δελ επεξεάδνπλ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α. Ιζρχεη δειαδή 

  σ(Α) = 
m

θ,θ

θ=1

(R )σ .                                                          (3.36) 

 Λφγσ ηεο πξνεγνχκελεο παξαηήξεζεο, κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε λέα (παξαιιαγκέλα) 

αζξνίζκαηα γξακκψλ, ηα 

 i j θ,θr (A) = r (R ): ,                                                          (3.37) 

αλ ην i-νζηφ άζξνηζκα γξακκήο αληηζηνηρεί ζηελ j-νζηή γξακκή ηνπ πίλαθα Rθ,θ ηεο ζρέζεο (3.35).                              

Αλ βέβαηα ν πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκνο ηα λέα απηά αζξνίζκαηα γξακκψλ είλαη αθξηβψο ίδηα 

κε ηα αξρηθά. 

 Πξνθχπηεη άκεζα, απφ ηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε, φηη αλ ir (A) = 0 , ηφηε απφ ηελ θνξπθή vi 

δηέξρεηαη κφλν έλαο αζζελήο θχθινο.  

 Αληίζηνηρα, αλ ir (A) > 0 , κε ην λέν άζξνηζκα γξακκήο λα αληηζηνηρεί ζε θάπνηνλ κε 

ππνβηβάζηκν ππνπίλαθα Rθ,θ, ηφηε απφ ηε vi  θνξπθή δηέξρεηαη ηνπιάρηζηνλ έλαο ηζρπξφο θχθινο. 

Οη πξνεγνχκελνη νξηζκνί, ησλ ηζρπξψλ θαη αζζελψλ θχθισλ, αθφκα θαη ησλ παξαιιαγκέλσλ 

αζξνηζκάησλ γξακκψλ, πξνθχπηνπλ απφ ηνλ θαηεπζπλφκελν γξάθν G(Α) ηνπ πίλαθα Α θαη καο 

εηζαγάγνπλ ζε έλα αθφκε ζχλνιν, απηφ ηνπ Brualdi. 
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Οπιζμόρ 3.3.7. Γνζέληνο ελφο πίλαθα Α ∈ C
nxn

, n ≥ 1, αλ γ := ( l 1, l 2, . . .,l r ) είλαη ηζρπξφο θχθινο ζην 

G(A), ησλ δηαθεθξηκέλσλ αθεξαίσλ  r
i =1i{ }l  κε r ≥ 2, ηφηε νξίδνπκε σο λημνίζκο Brualdi Βγ(Α) (Brualdi 

lemniscate) ηάμεο r ην ζχλνιν 

Βγ(Α) :=  ii,i

i  γ i  γ

z : r (A)z -α{ }C
 

   .                                             (3.38) 

Αλ έρνπκε έλαλ αζζελή θχθιν γ = ( i ) ζην G(A), ηφηε ν αληίζηνηρνο ιεκλίζθνο Brualdi νξίδεηαη σο 

Βγ(Α) :=  ii,iz : r (A) 0z-α{ }C   = {αi,i}.                                          (3.39) 

 

Παπαηήπηζη 3.3.8. Οθείινπκε  λα επηζεκάλνπκε κηα ηδηαηηεξφηεηα ησλ ιεκλίζθσλ Brualdi ζε ζρέζε 

κε θχθινπο γ ∈ C(A) πνπ πξνθχπηνπλ έπεηηα απφ κεηάζεζε ελφο ζπγθεθξηκέλνπ ζεη θνξπθψλ. Αλ ινηπφλ, 

έρνπκε έλαλ πιήξε γξάθν G(A) ή έζησ κία θιίθα ηνπ γξαθήκαηνο G(A) πνπ πεξηιακβάλεη γηα 

παξάδεηγκα ηηο θνξπθέο v1, v2, v3, θαη v4, ηφηε ζην ζχλνιν θχθισλ C(A) ζα αλήθνπλ φινη νη ηζρπξνί 

θχθινη γ1 = (1 2 3 4), γ 2 = (1 2 4 3), γ3 = (1 3 2 4), γ4 = (1 3 4 2) γ5 = (1 4 2 3) θαη γ6 = (1 4 3 2). Καηφπηλ 

ζρεδηαζκνχ ησλ έμη ιεκλίζθσλ Brualdi Βγ
i
(Α), 1 ≤ i ≤ 6, πνπ πξνθχπηνπλ, παξαηεξνχκε φηη φινη 

ηαπηίδνληαη. Η εμήγεζε βεβαίσο είλαη πνιχ απιή θαη νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ηα i-νζηά δηαγψληα 

ζηνηρεία, φπσο θαη ηα παξαιιαγκέλα αζξνίζκαηα γξακκψλ πνιιαπιαζηάδνληαη κεηαμχ ηνπο, ηα κελ 

δηαγψληα ζηνηρεία ζην πξψην κέινο θαη ηα δε αζξνίζκαηα γξακκψλ ζην δεχηεξν κέινο. Δπνκέλσο ιφγσ 

ηεο πξνζεηαηξηζηηθήο ηδηφηεηαο ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ ε ζεηξά ηνπο σο παξάγνληεο δε δηαδξακαηίδεη 

θαλέλα απνιχησο ξφιν.    

 

 

Οπιζμόρ 3.3.9. Έρνληαο νξίζεη ην ιεκλίζθν Brualdi, κπνξνχκε λα νξίζνπκε πιένλ θαη ην ζύνολο 

Brualdi (Brualdi set) σο 

  Β(Α) :=
C(A)

γ

γ

B (Α)


.                                                             (3.40) 

 

Παπαηήπηζη 3.3.10. Οθείινπκε λα ηνλίζνπκε φηη αθφκε θη αλ παξνπζηάδεηαη θχθινο Hamilton ζην 

γξάθεκα G(A) (δειαδή θχθινο πνπ λα πεξλάεη απφ θάζε θνξπθή αθξηβψο κία θνξά), ην ζχλνιν Brualdi 

δελ είλαη απιά ε εθαξκνγή ηνπ ηχπνπ (3.38) γηα ηνλ θχθιν Hamilton, θαζψο πξέπεη λα ππνινγηζηνχλ 

φινη νη ιεκλίζθνη Brualdi γηα θάζε ηζρπξφ θχθιν, αλεμαξηήησο αλ πεξηιακβάλεη ιηγφηεξεο θνξπθέο απφ 

ηνλ θχθιν Hamilton, βάζεη ηεο (3.38). ε απηή ηελ πεξίπησζε πάλησο είλαη πξνθαλέο φηη δελ 

εκθαλίδνληαη αζζελείο θχθινη. 

 

Παπαηήπηζη 3.3.11. Η πεξίπησζε πνπ πθίζηαηαη έλαο θχθινο Hamilton είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ 

κε ππνβηβάζηκνπ αξρηθνχ πίλαθα Α. ηηο πεξηπηψζεηο απηέο ν Α δε ρξεηάδεηαη λα κεηαζρεκαηηζηεί ζηε 

κνξθή (3.35) θαη επηπιένλ ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ (3.31) επαξθεί γηα λα ιάβνπκε 

έλα ρσξίν πνπ λα πεξηέρεη ην θάζκα ηνπ Α. 

 

Θεώπημα 3.3.12. (Θεψξεκα Brualdi) Γηα θάζε πίλαθα Α ∈ C
nxn

 θαη νπνηαδήπνηε ηδηνηηκή λ ηνπ Α, 

ππάξρεη (ηζρπξφο ή αζζελήο) θχθινο γ ηνπ ζπλφινπ ησλ θχθισλ C(A) ψζηε  

λ  ∈  Βγ(Α).                                                                   (3.41) 

πλεπψο ηζρχεη 

σ(Α)   Β(Α).                                                                (3.42) 

Απφδεημε: Δξεπλνχκε θαηαξράο ηελ πεξίπησζε φπνπ n = 1. ηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε Α = [α1,1] ∈  C
1x1

, 

θαη έρνπκε έλαλ κνλφ θχθιν, αζζελή κάιηζηα, ηνλ γ = (1). Απφ ηε (3.39) πξνθχπηεη Βγ(Α) = {α1,1} θαη 
επνκέλσο ε κνλαδηθή ηδηνηηκή ηνπ Α δίλεηαη απφ ην Βγ(Α). πλεπψο νη (3.41) θαη (3.42) ηζρχνπλ 

ηεηξηκκέλα.  
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   →   Αο ζεσξήζνπκε πιένλ φηη n ≥ 2. Έζησ λ κία ηδηνηηκή ηνπ Α. Τπνζέηνπκε φηη λ = αθ,θ, γηα θάπνην  

θ ∈  Ν. Σφηε ππάξρεη έλαο (ηζρπξφο ή αζζελήο) θχθινο γ ζην C(A) ηέηνηνο ψζηε θ ∈  γ. Δάλ ν γ είλαη 

αζζελήο θχθινο θαη δηέξρεηαη απφ ηελ θνξπθή vθ , ηφηε Βγ(Α) = {αθ,θ}= λ ,  νπφηε ηθαλνπνηείηαη πάιη ε 

(3.41). Αλ ν γ είλαη ηζρπξφο θχθινο θαη δηέξρεηαη απφ ηελ θνξπθή vθ , ηφηε γηα z = αθ,θ παξαηεξνχκε απφ 

ηελ (3.38) φηη αθ,θ ∈  Βγ(Α) θαη επηπιένλ λ  = αθ,θ ∈  Βγ(Α). Γεληθά, ε ίδηα δηαδηθαζία κπνξεί λα 

επαλαιεθζεί γηα νπνηνδήπνηε δηαγψλην ζηνηρείν ηνπ Α θαη πξνθχπηεη πάληα φηη ηζρχεη ε (3.41) πνπ 

ζπλεπάγεηαη φηη σ(Α)   Β(Α). 

   →   Έζησ ηψξα φηη λ είλαη ηδηνηηκή ηνπ Α κε λ ≠ αθ,θ, γηα θάζε θ ∈  Ν. Αλ ν πίλαθαο Α είλαη 

ππνβηβάζηκνο, πξνθχπηεη απφ παξαηήξεζε ηεο πξνεγνχκελεο ζειίδαο φηη ε ηδηνηηκή λ πξέπεη λα είλαη 

ηδηνηηκή θάπνηνπ απφ ηνπο m ην πιήζνο Rj,j, πίλαθεο κεγέζνπο p j, κε  2 ≤ p j ≤ n-2. Με παξφκνην ζθεπηηθφ, 

αλ ν πίλαθαο Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε m=1, θαη ε ηδηνηηκή λ πξέπεη λα είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα 

Rj,j = Α, κεγέζνπο n. Αο ππνζέζνπκε γηα αξρή φηη ν πίλαθαο Α = R1,1 είλαη κε ππνβηβάζηκνο. Απηφ 

βεβαίσο ζπλεπάγεηαη φηη δε ρξεηάδεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα λέα παξαιιαγκέλα αζξνίζκαηα 

γξακκψλ ir (A)  (γηαηί επί ηεο νπζίαο ηαπηίδνληαη κε ηα αξρηθά ir (A) ). Ιζρχεη ινηπφλ Αx =λx, φπνπ      

x = [x1, x2,…, xn]
T
 C

n 
\{0}.  Έζησ ινηπφλ φηη x1  ≠ 0. Σφηε ηζρχεη ε ζρέζε  (Αx) i = λxi,  πνπ ζεκαίλεη φηη  

(λ - αi,i)xi  = i,j j

j N\{i}

α x


 . 

Καζψο φκσο ην αi,i δελ κπνξεί λα ηζνχηαη ζηε πεξίπησζή καο κε ηελ ηδηνηηκή λ, ζπκπεξαίλνπκε φηη         

(λ - αi,i)xi  ≠ 0 θαη άξα πξνθχπηεη φηη δελ κπνξνχλ λα είλαη φινη νη παξάγνληεο αi,jxj ηνπ παξαπάλσ 

αζξνίζκαηνο κεδεληθνί. Έζησ επίζεο, φηη ν θ-νζηή ζπληζηψζα ηνπ δηαλχζκαηνο x = [x1, x2,…, xn]
T
 είλαη 

κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή απφ φιεο ηηο ππφινηπεο ηνπ δηαλχζκαηνο x πνπ ζπλεηζθέξεη ζην 

πξνεγνχκελν άζξνηζκα, εμαηξνπκέλεο ηεο i-νζηήο. Έρνπκε δειαδή φηη 

|xθ| = max{|xj| : j  ∈  N κε j ≠ i θαη αi,jxj ≠0}. 

Δπνκέλσο, |xθ| > 0 θαη αi,θ ≠ 0 . πλεπάγεηαη ινηπφλ φηη 

|λ - αi,i||xi|  ≤ i,j j

j N\{i}

xα


 ≤ i,j θ

j N\{i}

α x


 = |xθ| ri(Α), κε θ ≠ i. 

Αλ ζέζνπκε ην ην i := i1 θαη ην θ := i2, κπνξνχκε λα επαλαιάβνπκε ηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία, 

μεθηλψληαο απφ ην i2. Δπνκέλσο  ηψξα ζα ηζρχεη  

(λ - αi
2
, i

2
)xi

2
  =

2

2j N\{ }

i ,j j
i

α x


 , 

Καη νκνίσο ζα ππάξρεη έλα i3 κε |xi
3
| ≠ 0 θαη α i

2
, i

3
≠ 0, έηζη ψζηε 

|λ - α i
2
, i

2
||x i

2
|  ≤  |xi

3
| ri

2
(Α), κε i2 ≠  i3, κε |xi

3
| = max{|xj| : j  ∈  N κε j ≠ i2 θαη αi

2
,jxj ≠0}. 

Με ηε δηαδηθαζία απηή βξίζθνπκε πάιη ηε κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή ζπληζηψζα ηνπ δηαλχζκαηνο x 

πνπ ζπλεηζθέξεη ζην ηειεπηαίν άζξνηζκα. Αλ ηζρχεη i3 = i1 (ην αξρηθφ i πνπ επηιέρζεθε ηπραία γηα λα 

μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία) ηφηε ε δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη, θαζψο έρνπκε ηνπο δηαθεθξηκέλνπο αθέξαηνπο i1 

θαη i2 κε α i
1
, i

2
≠0 θαη α i

2
, i

1
≠ 0. πλεπάγεηαη ινηπφλ φηη ζρεκαηίδεηαη έλαο ηζρπξφο θχθινο, ν γ = (i1  i2). 

   →   Αλ φκσο  i3 ≠  i1, ηφηε ε δηαδηθαζία λαη κελ ζπλερίδεηαη, αιιά ζηακαηάεη ηειηθψο (θαζψο ην Ν είλαη 

έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν) φηαλ βξεζεί θάπνην iξ ∈  Ν πνπ λα ηζνχηαη κε θάπνηνλ πξνεγνχκελν δείθηε  iκ 

(θαη φρη ην i1 απαξαίηεηα). ε θάζε πεξίπησζε έρνπκε κία αθνινπζία δεηθηψλ 
 ξ
j=κj{i } κε ξ ≥ 2, νη νπνίνη 

είλαη δηαθεθξηκέλνη αθέξαηνη πνπ αλήθνπλ ζην Ν := {1,2, . . . ,n} κε iξ+1 = iκ. Απηή φκσο ε αθνινπζία 

δεηθηψλ επηθέξεη κε βεβαηφηεηα θάπνηεο κε κεδεληθέο ηηκέο ζηνηρείσλ ηνπ Α θαη πην ζπγθεθξηκέλα ηηο 

α iκ, iκ+1
,  α iκ+1, iκ+2

, . . . ., α iξ, iξ+1
, κε iξ+1 = iκ. 

Σφηε φκσο ν γ = ( iκ iκ+1 . . . iξ ) είλαη έλαο ηζρπξφο θχθινο ηνπ Α θαη επηπξφζζεηα ηζρχνπλ νη ξ-κ+1 ην 

πιήζνο αληζφηεηεο 

|λ - α i
j
, i

j
||x i

j
| ≤ |xi

j+1
| ri

j
(Α),  κε j = κ, κ+1, ... ,ξ  θαη επηπιένλ iξ+1 = iκ. 
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Τπελζπκίδνπκε αθφκε φηη φια ηα x ij είλαη δηάθνξα ηνπ κεδελφο. Παίξλνληαο ινηπφλ ην γηλφκελν φισλ 

ησλ πξνεγνχκελσλ αληζνηήησλ, πξνθχπηεη  

j ji ,i

ξ

j=κ

α λ    
ji

ξ

j=κ

 x  ≤  
ji

ξ

j=κ

(A)r   
1ji

ξ

j=κ

 x
 . 

Καζψο φκσο x iξ+1
= x iκ , ηζρχεη 

ji

ξ

j=κ

 x = 1ji

ξ

j=κ

 x
  > 0, ην παξαπάλσ γηλφκελν απινπνηείηαη αηζζεηά θαη 

ελ ηέιεη πξνθχπηεη 
j ji ,i

ξ

j=κ

α λ  ≤  
ji

ξ

j=κ

(A)r  πνπ ζεκαίλεη βεβαίσο φηη λ ∈  Βγ(Α).                               ∎ 

 

Παπαηήπηζη 3.3.13. Σν πξνεγνχκελν ζεψξεκα ρξεζηκνπνηεί ηνλ νξηζκφ ηνπ ιεκλίζθνπ Brualdi 

Βγ(Α), είηε ν γ είλαη ηζρπξφο θχθινο (3.38), είηε αζζελήο (3.39). Σν Θεψξεκα 3.3.12 ηζρχεη αθφκα θαη αλ 

δε ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα παξαιιαγκέλα αζξνίζκαηα γξακκψλ ir (A) , αιιά ηα αξρηθά αζξνίζκαηα 

γξακκψλ ri(A), θαζψο είλαη πξνθαλέο φηη ηζρχεη ir (A) ≤ ri(A). 

 

Μηα γξήγνξε επαιήζεπζε φηη ην Brualdi ζχλνιν πεξηέρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ελφο ηπραίνπ πίλαθα είλαη λα 

βξνχκε φινπο ηνπο θχθινπο (ηζρπξνχο θαη αζζελείο) ηνπ πίλαθα Α14 θαη λα εθαξκφζνπκε ην Θεψξεκα 

3.3.12. Σν ζχλνιν θχθισλ C(Α14) απνηειείηαη απφ ηνλ ηζρπξφ θχθιν γ1 = (1 2), γ2 = (3) θαη γ3 = (4). Απφ 

ηε (3.40) πξνθχπηεη φηη Β(Α14) = {z ∈ C : | z -1 | ≤  1} ∪ {1} ∪ {1}, ην νπνίν πεξηέρεη βεβαίσο ην θάζκα 

ηνπ πίλαθα Α14, θαζψο σ(Α14) = {0,1,1,2}. 

 

Όπσο θαη κε ηα πξνεγνχκελα ζχλνια εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ πνπ είρακε νξίζεη, έηζη θαη ην ζεψξεκα 

Brualdi κπνξνχκε λα ην επεθηείλνπκε ηξφπνλ ηηλά δηεξεπλψληαο ηελ πεξίπησζε πνπ ν πίλαθαο είλαη 

αληηζηξέςηκνο. 

 

Θεώπημα 3.3.14.  (Δπέθηαζε ηνπ ΘΑΓΚ) Δάλ Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, κε C(A) ην ζχλνιν θχθισλ φπσο 

απηφ πξνθχπηεη απφ ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(A) θαη ηζρχεη 

ii,i

i γ i γ

r (A)α
 

     ( ∀ γ ∈  C(A)),                                               (3.43) 

ηφηε ν Α είλαη αληηζηξέςηκνο.  

 

Αληίζηνηρα, κπνξνχκε λα επεθηείλνπκε θαη ην Θεψξεκα 2.1.13 ηεο Ο. Σaussky ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

εθάζηνηε άζξνηζκα γξακκήο ri(A) αληηζηνηρεί ζε κηα θνξπθή vi, κε ηελ θνξπθή λα αλήθεη ζε θάπνηνλ 

ζπγθεθξηκέλν θχθιν ηνπ C(A) (φιεο νη θνξπθέο γλσξίδνπκε φηη αλήθνπλ ζε έλαλ ηνπιάρηζηνλ θχθιν, 

ηζρπξφ ή αζζελή). 

 

Θεώπημα 3.3.15. (Δπέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο Taussky)  Έζησ πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, κε ππνβηβάζηκνο . 

Αλ ηζρχεη  

ii ,i

i γ i γ

r (A)α
 

     ( ∀ γ ∈  C(A)),                                               (3.44) 

θαη επηπξφζζεηα ηζρχεη ε απζηεξή αληζφηεηα γηα θάπνηνλ θχθιν γ ∈  C(A), ηφηε ν πίλαθαο είλαη 

αληηζηξέςηκνο. 

 

Θεώπημα 3.3.16. Έζησ πίλαθαο Α ∈ C
nxn

 κε ππνβηβάζηκνο, θαη λ είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ ηέηνηα ψζηε   

λ  intΒγ(Α) ∀ γ ∈ C(A) , δειαδή λα κελ αλήθεη ζην εζσηεξηθφ θαλελφο ιεκλίζθνπ Brualdi γηα φινπο 

ηνπο θχθινπο ηνπ C(A). Ιζρχεη δειαδή 
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ii,i

i γ i γ

r (A)-α
 

 λ   ( ∀ γ ∈  C(A)).    

Σφηε πξνθχπηεη επηπιένλ φηη ζα ηζρχεη 

 ii,i

i γ i γ

r (A)-α
 

 λ   ( ∀ γ ∈  C(A)).                                             (3.45) 

Η ηδηνηηκή λ δειαδή ζα αλήθεη ζην ζχλνξν θάζε ιεκλίζθνπ Βγ(Α), κε γ ∈  C(A) . Αληηζηξφθσο κάιηζηα, 

αλ θάπνηα ηδηνηηκή λ  αλήθεη ζην ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ Brualdi Β(Α), ηφηε ηζρχεη ε (3.45).   

 

Σν ζεψξεκα απηφ είλαη αλάινγν ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1.16 γηα ηνπο δίζθνπο Geršgorin, ελψ ην αληίζηξνθν 

ζθέινο είλαη αλάινγν ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1.17. Αληίζηνηρα ζεσξήκαηα γηα ηα νβάι ηνπ Cassini ζηελ 

§3.2 δελ δηαηππψζεθαλ δηφηη δελ επζηαζνχλ. Αθνινπζεί έλα αληηπξνζσπεπηηθφ παξάδεηγκα. 

 

Παξάδεηγκα: Γίλεηαη ν πίλαθαο  

                                                                  Α15 = [
1 1 1
2 4 0
1 0 2

], 

ηνπ νπνίνπ κηα ηδηνηηκή είλαη ην κεδέλ. Δίλαη εκθαλέο φηη ην ζχλνιν θχθισλ C(Α15) απνηειείηαη απφ ηνπο 

δχν ηζρπξνχο θχθινπο  γ1 = (1 2) θαη γ2 = (1 3). Αξρηθά ζα δείμνπκε φηη δελ δηέξρνληαη φια ηα νβάι ηνπ 

Cassini απφ ην ζεκείν z = 0, πνπ είλαη ηδνηηκή ηνπ Α15, παξφηη απηφ είλαη ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ Brauer 

K(A). Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα ηνλ πίλαθα Α15 ζρεκαηίδνληαη ηα νβάι  

Κ1,2(Α15) = {|z – 1| |z – 4| ≤ 4}, Κ1,3(Α15) = {|z – 1| |z – 2| ≤ 2} θαη Κ2,3(Α15) = {|z – 2| |z – 4| ≤ 2}, 

γηα ηα νπνία ηζρχεη εκθαλψο 0 ∈ ∂Κ1,2(Α15) θαη 0 ∈ ∂Κ1,3(Α15). Αληηζέησο 0  Κ2,3(Α15). πκπεξαίλνπκε 

δειαδή φηη δελ κπνξεί λα ηζρχεη θάπνην ζεψξεκα αλάινγν ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1.13 γηα ηα νβάι ηνπ Cassini 

θαζψο ν πίλαθαο Α15 απνηειεί έλα ραξαθηεξηζηηθφ αληηπαξάδεηγκα.  

 πλερίδνληαο ην παξάδεηγκα, πάκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο ιεκλίζθνπο Brualdi, νη νπνίνη 

δεκηνπξγνχληαη απφ ηνπο ηζρπξνχο θχθινπο γ1 θαη γ2. Παξαηεξνχκε φηη Βγ1
(Α15) = Κ1,2(Α15) θαη Βγ2

(Α15) 

= Κ1,3(Α15), ελψ ηζρχεη βεβαίσο Β(Α15) = Βγ1
(Α15) ∪ Βγ2

(Α15). 

πλεπψο ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή 0 ∈ ∂Β(Α15)     0 ∈ ∂Βγ1
(Α15)  θαη  0 ∈ ∂Βγ2

(Α15) πνπ επαιεζεχεη ην 

Θεψξεκα 3.3.16. 

 

Αλάινγν  ζεψξεκα ησλ Θεσξεκάησλ 2.1.16 θαη 3.3.16  ζα ίζρπε γηα ηα νβάι ηνπ Cassini κφλν ππφ θάπνηεο 

πξνυπνζέζεηο. Ο Rein ην 1967 έθηαζε ζην αθφινπζν πφξηζκα: 

 

Πόπιζμα 3.3.17. Έζησ πίλαθαο Α ∈  C
nxn

 κε ππνβηβάζηκνο κε ηελ ηδηφηεηα φηη έρεη δχν δηαθεθξηκέλεο 

γξακκέο, θαζεκία εθ ησλ νπνίσλ έρεη ηνπιάρηζηνλ δχν κε δηαγψληα κε κεδεληθά ζηνηρεία (επνκέλσο 

n≥3). Σφηε αλ λ είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ Α ηέηνηα ψζηε λ ∈ ∂Κ(Α), ηζρχεη φηη λ ∈ ∂Κi,j(Α), ∀ i, j κε i ≠ j θαη 

1 ≤  i, j ≤ n. 

 

Σν πην ζεκαληηθφ ίζσο απφ ηα ζεσξήκαηα πνπ πξνεγήζεθαλ, ην Θεψξεκα 3.3.12, δηεπθξηλίδεη φηη ην 

θάζκα νπνηνπδήπνηε κηγαδηθνχ πίλαθα πεξηέρεηαη ζην ζχλνιν Brualdi, ην νπνίν εμαξηάηαη απφ θχθινπο 

δηαθνξεηηθψλ κεθψλ  πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα απηνχ ηνπ πίλαθα.  

Αμίδεη λα επηζηξέςνπκε ζην πξνηειεπηαίν παξάδεηγκα θαη ζηνλ πίλαθα Α14 θαζψο κπνξνχκε λα 

δηαπηζηψζνπκε κεηά απφ πιεηάδα ζεσξεκάησλ πνπ παξαηέζεθαλ, αιιά θαη ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

παξαδείγκαηνο κε ηνλ πίλαθα Α15, φηη ν ιφγνο πνπ ην θάζκα ηνπ Α14  δελ πεξηέρεηαη ζε θαλέλα ζχλνιν 

ιεκλίζθσλ L(m)(Α14) νθείιεηαη ελ πνιινίο ζηελ ππνβηβαζηκφηεηά ηνπ. Οθείινπκε λα ειέγμνπκε αλ γηα 

έλαλ παξφκνην κε ηνλ Α14 πίλαθα, κε ππνβηβάζηκν απηή ηε θνξά, θαη κία ζπγθεθξηκέλε ηάμε m, ζα 

πεηπραίλακε ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα, δειαδή ηνλ εγθιεηζκφ νιφθιεξνπ ηνπ θάζκαηνο εληφο ηνπ 

ζπλφινπ ιεκλίζθσλ m ηάμεο. 
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Παξάδεηγκα: Αο πάξνπκε ινηπφλ έλαλ παξφκνην, αιιά κε ππνβηβάζηκν πίλαθα, ηνλ 

                                                             Α16 = [

1 1 𝜖 𝜖
1 1 0 0
𝜖 0 1 0
𝜖 0 0 1

], κε ϵ > 0.         

Ο πίλαθαο Α16 είλαη επί ηεο νπζίαο ν Α14 κε ηέζζεξα ζηνηρεία ηνπ κεηαηξέπνληαη ζε ϵ, ϵ > 0. Σν 

θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ G(Α16), ρσξίο ηνπο βξφρνπο, θαζψο ε παξνπζία ηνπο δελ επεξεάδεη ην 

ζχλνιν ησλ θχθισλ C(Α16) αθνχ δελ πθίζηαληαη αζζελείο θχθινη, δίλεηαη ζην Γξάθεκα 3.4. Όζνλ αθνξά 

ηελ πάλσ αξηζηεξά θνξπθή, απηή είλαη ε v1. Οη δηάηαμε ησλ ππφινηπσλ θνξπθψλ δε καο ελδηαθέξεη. 

 

 

  

 

                               

 

 

 

 

 

 

Γξάθεκα 3.4: Τν θαηεπζπλόκελν γξάθεκα G(Α16), ρωξίο βξόρνπο. 

 

Σν ζχλνιν ησλ θχθισλ C(Α16) απνηειείηαη απφ ηνπο ηζρπξνχο θχθινπο  γ1 = (1 2), γ2 = (1 3) θαη γ3 = (1 4), 

κε αληίζηνηρα αζξνίζκαηα γξακκψλ r1(Α16) = 1+2ϵ, r2(Α16) = 1 θαη r3(Α16) = r4(Α16) = ϵ. Αλ ηψξα 

ζεσξήζνπκε ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ ηάμεο 4 ηνπ πίλαθα Α16, ηφηε ιακβάλνπκε απφ ηε (3.31) ηε ζρέζε 

L(4)(Α16) = { z ∈  C  : |z − 1|
4
 ≤ ϵ

2
(1 + 2ϵ)},                                          (3.46) 

πνπ ηαπηίδεηαη κε ην δίζθν {z ∈  C  : |z − 1| ≤ ϵ
1/2

(1 + 2ϵ)1/4
}. Δθφζνλ φκσο ην θάζκα ηνπ πίλαθα είλαη 

σ(Α16) = {1 - (1 + 2ϵ2)
1/2

, 1, 1, 1 + (1 + 2ϵ2)
1/2

}, πξνθχπηεη φηη σ(Α16)  L(4)( Α16),  ∀ ϵ > 0. 

 

Γηα ηνπ ιφγνπ ην αιεζέο ζα δείμνπκε αλαιπηηθά φηη ηζρχεη σ(Α16)   L(4)(Α16), ∀ ϵ > 0, ελψ   

σ(Α16)  Β(Α16), ∀ϵ > 0. Απφ ηελ (3.46) παξαηεξνχκε φηη ζρεκαηίδεηαη έλαο δίζθνο πνπ αληηπξνζσπεχεη 

ην ρσξίν L(4)( Α16) κε θέληξν ην 1 θαη αθηίλα ην ϵ
1/2

(1 + 2ϵ)1/4
. Γηα  λα πεξηιακβάλεη φιν ην θάζκα ηνπ 

πίλαθα Α16 φκσο ην ρσξίν απηφ πξέπεη (φπσο θαίλεηαη αλαιπηηθά απφ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ Α16) λα έρεη 

αθηίλα ηνπιάρηζηνλ ίζε κε (1 + 2ϵ2)
1/2

.  

 Έζησ ινηπφλ, φηη έρεη κεγαιχηεξε αθηίλα. Σφηε ζα ίζρπε 

                                                                     ϵ1/2
(1 + 2ϵ)1/4

 ≥ (1 + 2ϵ2
)
1/2

      

                                                                        ϵ (1 + 2ϵ)1/2 
≥ 1 + 2ϵ2              

  

       ϵ2 (1 + 2ϵ) ≥ 1 + 4ϵ2 + 4ϵ4 


 

4ϵ4 
- 2 ϵ3 

+ 3ϵ2
 +1 ≤ 0. 

Σν νπνίν φκσο ∀ ϵ > 0 δελ ηζρχεη. Άξα δελ κπνξνχλ νη δχν αθξαίεο ηδηνηηκέο λα αλήθνπλ ζην L(4)(Α16), 

γηα νπνηνλδήπνηε ζεηηθφ πξαγκαηηθφ ϵ. 
 

Σελ ίδηα αθξηβψο δηαδηθαζία κπνξνχκε λα αθνινπζήζνπκε γηα λα δείμνπκε φηη σ(Α16)   L(3)(Α16),          

∀ ϵ > 0. Σν ζχλνιν ιεκλίζθσλ L(3)(Α16) απαξηίδεηαη απφ ηέζζεξηο ιεκλίζθνπο θαη είλαη ην ζχλνιν: 
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L(3)(Α16)  = {|z − 1|
3
 ≤ ϵ

2
} ∪ {|z − 1|

3
 ≤ (1+2ϵ)ϵ

2
} ∪ {|z − 1|

3
 ≤ (1+2ϵ)ϵ} ∪ {|z − 1|

3
 ≤ (1+2ϵ)ϵ} 

Σν παξαπάλσ ζχλνιν απινπνηείηαη ζε L(3)(Α16) = {|z − 1|
3
 ≤ (1+2ϵ)ϵ

2
} αλ ϵ ≥ 1 θαη  L(3)(Α16) = {|z − 1|

3
 ≤ 

(1+2ϵ)ϵ} αλ ϵ < 1. Αληίζηνηρα κε ηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία πξνθχπηεη θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο φηη 

σ(Α16)  L(3)(Α16). 

 

Σέινο, ππνινγίδνπκε ην Β(Α16) = Βγ1
(Α16) ∪ Βγ2

(Α16) ∪ Βγ3
(Α16). πλεπάγεηαη φηη Β(Α16) = {|z − 1|

3
 ≤ 

(1+2ϵ)ϵ
2
} ∪ {|z − 1|

2
 ≤ (1+2ϵ)ϵ} ∪ {|z − 1|

2
 ≤ (1+2ϵ)ϵ}.  Γηαθξίλνπκε πάιη ηηο πεξηπηψζεηο γηα ϵ  ≥ 1, ϵ < 1. 

ηελ πξψηε πεξίπησζε πξνθχπηεη L(3)(Α16)  = { |z − 1| ≤ (ϵ +2ϵ
2
)
1/2 

}, άξα Re(z) = [1-(ϵ +2ϵ
2
)
1/2

, 

1+(ϵ +2ϵ
2
)
1/2

]   [1-(1 +2ϵ
2
)
1/2

, 1+(1 +2ϵ
2
)
1/2

]   σ(Α16), θαζψο ϵ  ≥ 1. Οκνίσο θαηαιήγνπκε ζηε δεχηεξε 

πεξίπησζε φηη  Re(z) = [1-(1+2ϵ
2
)
1/2

, 1+(1+2ϵ
2
)
1/2

]   σ(Α16). 

Άξα δείμακε ελ θαηαθιείδη φηη σ(Α16)   Β(Α16),  ∀ ϵ > 0. 

 

 Γείμακε επνκέλσο φηη αθφκε θαη γηα κε ππνβηβάζηκνπο πίλαθεο ηα ζχλνια ιεκλίζθσλ L(m), m 

ηάμεο κε m ≥ 3, απνηπγράλνπλ ελ γέλεη λα πεξηέρνπλ φιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ ηπραίνπ πίλαθα 

κεγέζνπο n, ελ αληηζέζεη κε ηα ζχλνια Brualdi. 

 

Οπιζμόρ 3.3.18. Έζησ έλαο πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2. Ο πίλαθαο νλνκάδεηαη αζθενώρ μη 

ςποβιβάζιμορ (weakly irreducible) αλ απφ θάζε θνξπθή vi ηνπ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A) 

δηέξρεηαη θάπνηνο ηζρπξφο θχθινο. 

 

Ππόηαζη 3.3.19. Οη έλλνηεο ηεο αζζελνχο κε ππνβηβαζηκφηεηαο θαη κε ππνβηβαζηκφηεηαο είλαη 

ηζνδχλακεο γηα φινπο ηνπο πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζην C
nxn

, κε n = 2 ή n = 3. Γηα n ≥ 4 ηζρχεη φηη θάζε κε 

ππνβηβάζηκνο πίλαθαο είλαη θαη αζζελψο κε ππνβηβάζηκνο, αιιά δελ ηζρχεη ην αληίζηξνθν. 

Απφδεημε: Καηαξράο γλσξίδνπκε φηη αλ ν πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε δελ έρεη θακία γξακκή (ή 

ζηήιε)  - εμαηξνπκέλνπ ηνπ δηαγσλίνπ ζηνηρείνπ - κε κεδεληθά ζηνηρεία. Χο εθ ηνχηνπ δελ παξάγεηαη 

θαλέλαο αζζελήο θχθινο, θαζψο ζε αληίζεηε πεξίπησζε είηε δε ζα είρακε θακία εηζεξρφκελε αθκή πξνο 

ηελ κειεηεζείζα – έζησ v – θνξπθή, πνπ παξαπέκπεη ζε έλα κεδεληθφ άζξνηζκα ζηήιεο, είηε δε ζα 

είρακε θακία εμεξρφκελε αθκή απφ ηελ θνξπθή v, πνπ παξαπέκπεη ζε κεδεληθφ άζξνηζκα γξακκήο. 

   →   Αο εμεηάζνπκε ηψξα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ν πίλαθαο είλαη αζζελψο κε ππνβηβάζηκνο, γηα n = 2, 

n = 3 θαη ηέινο γηα n ≥ 4. Αλ n = 2 θαη ν πίλαθαο είλαη αζζελψο κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε ηα ζηνηρεία α1,2 θαη 

α2,1 δελ κπνξνχλ λα είλαη κεδεληθά, θαζψο ηφηε ζα πξνέθππηε αζζελήο θχθινο. Δπνκέλσο αθφκα θαη αλ 

επηρεηξήζνπκε κεηάζεζε γξακκψλ θαη ζηειψλ ν πίλαθαο πνπ πξνθχπηεη (ν αλάζηξνθνο νπζηαζηηθά) δελ 

κπνξεί λα έρεη κεδεληθφ παξά κφλν ίζσο θάπνην δηαγψλην ζηνηρείν. Μπνξνχκε ελ νιίγνηο κε βεβαηφηεηα 

φηη ν πίλαθαο είλαη κε ππνβηβάζηκνο. 

   →   Αλ ηψξα ν πίλαθαο έρεη κέγεζνο  n = 3 θαη είλαη παξάιιεια θαη αζζελψο κε ππνβηβάζηκνο, ηφηε 

είηε ζα ππάξρεη ν ηζρπξφο θχθινο γ = (1 2 3), είηε ζα ππάξρεη ν ηζρπξφο θχθινο γ = (1 3 2), είηε ζα 

ππάξρνπλ δχν εθ ηξηψλ αθφινπζσλ ηζρπξψλ θχθισλ: γ1 = (1 2), γ2 = (1 3) θαη γ3 = (2 3). ηε ηειεπηαία 

πεξίπησζε είλαη πξνθαλέο φηη απφ ηα 6 κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα, ηα 4 πξέπεη λα είλαη 

νπσζδήπνηε κε κεδεληθά. Καη ζπλ ηνηο άιινηο, αλ ηα 2 ελαπνκείλαληα ζηνηρεία είλαη κεδεληθά δελ ζα 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα γξακκή, επνκέλσο ν πίλαθαο ζα είλαη θαη κε ππνβηβάζηκνο. 

 Όζνλ αθνξά ηηο πξψηεο δχν πεξηπηψζεηο, είλαη πξνθαλέο φηη ηα 3 ελ δπλάκεη κεδεληθά ζηνηρεία 

πνπ κπνξνχλ λα εκθαληζηνχλ ζηνλ πίλαθα καο, αλήθνπλ φια ζε δηαθνξεηηθέο γξακκέο θαη ζηήιεο, νπφηε 

θαη ζηε ρείξηζηε ησλ πεξηπηψζεσλ ζα έρνπκε ζε θάζε γξακκή θαη θάζε ζηήιε αθξηβψο έλα κεδεληθφ 

ζηνηρείν. Άξα πάιη πξνθχπηεη κε ππνβηβάζηκνο πίλαθαο. Τπελζπκίδνπκε φηη ηα δηαγψληα ζηνηρεία δελ 

επεξεάδνπλ ηελ ππνβηβαζηκφηεηα ή κε ηνπ πίλαθα, εμνχ θαη ν εηδηθφο ζπκβνιηζκφο γηα ηηο δχν πξψηεο 

πεξηπηψζεηο: 
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1
ε
 πεξίπησζε:  [

x ∗ 0
0 x ∗
∗ 0 x

],  2ε
 πεξίπησζε:  [

x 0 ∗
∗ x 0
0 ∗ x

]. 

→   Απνκέλεη ε πεξίπησζε φπνπ  n ≥ 4. Γηα λα απνδείμνπκε φηη δελ ηζρχεη πάληνηε ε ηζνδπλακία, αξθεί 

λα βξνχκε έλα αληηπαξάδεηγκα. Σν πην ραξαθηεξηζηηθφ είλαη απηφ ηεο χπαξμεο δχν ηζρπξψλ θχθισλ, νη 

νπνίνη ηείλνπλ λα ηζνκνηξάζνπλ ηηο θνξπθέο, ελψ παξάιιεια φια ηα κε εκπιεθφκελα ζηνπο ηζρπξνχο 

θχθινπο ζηνηρεία ηνπ πίλαθα είλαη κεδεληθά. Θα πάξνπκε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε φπνπ n = 4, κε ην 

παξάδεηγκα λα γεληθεχεηαη θαη γηα κεγαιχηεξα κεγέζε πηλάθσλ. 

Έζησ ινηπφλ φηη ππάξρνπλ νη ηζρπξνί δίζθνη γ1 = (1 2) θαη γ2 = (3 4). Σφηε ν πίλαθαο κπνξεί λα πάξεη 

θάιιηζηα ηε κνξθή  

Β = [

x ∗ 0 0
∗ x 0 0
0 0 x ∗
0 0 ∗ x

], 

φπνπ είλαη πξνθαλέο φηη πξφθεηηαη γηα έλαλ ππνβηβάζηκν πίλαθα κε ηνλ ηεηξαγσληθφ ππνπίλαθα Β1,1 λα 

έρεη κέγεζνο 2 x 2.                                                                                                                                          ∎ 

 

Παξάδεηγκα:    Γίλεηαη ν πίλαθαο Α17 = Β(ϵ) = [

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 ϵ
0 0 ϵ 1

], φπνπ ϵ > 0. 

Ο πίλαθαο αλήθεη πξνθαλψο ζηελ ηειεπηαία θαηεγνξία πηλάθσλ ηεο πξνεγνχκελεο πξφηαζεο, νπφηε 

μέξνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ πξνηέξσλ φηη είλαη ππνβηβάζηκνο. Δίδακε λσξίηεξα φηη ην ζχλνιν ιεκλίζθσλ 

δελ πεξηέρεη φιν ην θάζκα ηνπ πίλαθα. Απελαληίαο, ην ζχλνιν Brualdi εκπεξηέρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

πίλαθα Β(ϵ),   ϵ > 0, ην νπνίν θαη ζα δείμνπκε. 

 Καηαξράο νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα είλαη ε έλσζε ησλ ηδηνηηκψλ ησλ ππνπηλάθσλ Β1,1 = [
1 1
1 1

] θαη 

Β2,2(ϵ) = [
1 ϵ
ϵ 1

]. Σν ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ πξψηνπ πίλαθα πξνθχπηεη πνιχ εχθνια θαη καο 

δίλεη ηδηνηηκέο ην 0 θαη ην 2, ελψ εμίζνπ εχθνια πξνθχπηνπλ απφ ηνλ  Β2,2(ϵ) νη ηδηνηηκέο 1 - ϵ θαη 1 + ϵ. 

Δπνκέλσο έρνπκε φηη  σ(Α17) = {0, 1 - ϵ, 1 + ϵ, 2}. 

 Οη ιεκλίζθνη Brualdi γηα ηνπο θχθινπο γ1 = (1 2) θαη γ2 = (3 4) είλαη αληίζηνηρα νη   Βγ1
(Α17) = 

{ |z − 1| ≤ 1} θαη Βγ2
(Α17) = { |z − 1|

 
≤ ϵ }. Γηα ϵ ≤ 1 πξνθχπηεη φηη ν πξψηνο ιεκλίζθνο (δίζθνο εδψ) 

πεξηέρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο, ελψ γηα  ϵ > 1 πξνθχπηεη φηη ν δεχηεξνο ιεκλίζθνο (δίζθνο πάιη) πεξηέρεη φιεο 

ηηο ηδηνηηκέο. Δπνκέλσο ζε θάζε πεξίπησζε ηζρχεη φηη  σ(Β(ϵ)) ∈  Βγ1
(Α17) ∪ Βγ2

(Α17) = Β(Α17). 

 

Παξαηεξνχκε φηη ην Θεψξεκα εγθιεηζκνχ 3.3.12 γηα έλαλ πίλαθα Α ∈  C
nxn

, n ≥ 1, εμαξηάηαη πιένλ απφ 

ηηο πνζφηεηεο 
n n
i=1 i=1i,i i, {α } {r (A)}  θαη ην ζχλνιν θχθισλ C(A),                                      (3.47) 

πνπ πξνέξρνληαη απφ ηνλ πίλαθα Α, ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(A) θαη ηελ θαλνληθή κνξθή Frobenius 

(3.35). 

 Δθφζνλ δηαπηζηψζακε κε πιεζψξα παξαδεηγκάησλ φηη ην ζχλνιν Brualdi Β(Α) πεξηέρεη φιν ηνπ 

θάζκα θάζε κηγαδηθνχ ηεηξαγσληθνχ πίλαθα Α, κέλεη πιένλ λα ζπγθξηζεί κε ην ζχλνιν Brauer 

Κ(Α). 

 Σν δεχηεξν εξψηεκα πνπ πξέπεη λα απαληεζεί είλαη αλ ε έλσζε ησλ θαζκάησλ ησλ πηλάθσλ πνπ 

ηθαλνπνηνχλ ηηο ίδηεο παξακέηξνπο πνπ νξίδεη ε (3.47) κπνξεί λα θαιχςεη νιφθιεξν ην Β(Α).
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Κεθάλαιο 4 

 
Σύγκπιζη Σςνόλυν Δγκλειζμού Ιδιοηιμών 

 

 
4.1 Σύγκπιζη ηος ζςνόλος Brualdi με ηο ζύνολο Brauer 
 

 

Ξεθηλάκε ην θεθάιαην απηφ κε ηελ απάληεζε ζην κείδνλ εξψηεκα ηνπ πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ. 

Θεώπημα 4.1.1. Έζησ έλαο πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2. Σφηε ηζρχεη 

Β(Α)   Κ(Α),                                                                     (4.1) 

φπνπ ην Κ(Α) είλαη ην ζχλνιν Brauer φπσο απηφ νξίζηεθε ζην Θεψξεκα 3.2.3 θαη ην Β(Α) είλαη ην 

ζχλνιν Brualdi ηνπ Οξηζκνχ 3.3.9. Ο ιφγνο πνπ νξηνζεηείηε ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα λα είλαη ηνπιάρηζηνλ 

δχν, έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη δελ πθίζηαηαη ην ζχλνιν Brauer γηα πίλαθεο – ζηνηρεία. 

Απφδεημε: Θα εμεηάζνπκε μερσξηζηά ηηο πεξηπηψζεηο ησλ αζζελψλ θαη ηζρπξψλ θχθισλ απφ ηνπο 

νπνίνπο απνηειείηαη νπνηνδήπνηε ζχλνιν Brualdi. 

   →   Έζησ ινηπφλ φηη ν θχθινο γ ηνπ C(A) είλαη αζζελήο. Έπεηαη φηη γ = ( i ) γηα θάπνην i ∈  N, ελψ      

Βγ (Α) = {αi,i}. Κάζε νβάι ηνπ Cassini Κi,j(Α) γηα νπνηαδήπνηε i≠j, έρεη ηε γλσζηή κνξθή 

Κi,j(Α) := {z ∈ C  : |z − αi,i| |z – αj,j| ≤ ri (A) rj (A)}. 

Δίλαη παζηθαλέο φηη ηζρχεη αi,i ∈ Κi,j(Α), θαζψο ην αi,i απνηειεί θαη κία απφ ηηο δχν εζηίεο ηνπ νβάι. 

Δπνκέλσο ηζρχεη Βγ(Α)   Κi,j(Α) γηα ηνλ i-j-νζηφ νβάι ηνπ Cassini γηα θάζε j∈N, i≠j. Άξα                

Βγ(Α)   Κ(Α). 

   →   Έζησ ηψξα φηη ν γ είλαη έλαο ηζρπξφο θχθινο ηνπ ζπλφινπ θχθισλ C(A). Τπελζπκίδνπκε, φηη ηα 

παξαιιαγκέλα αζξνίζκαηα γξακκψλ n
i=1i{r (A)} ησλ ππνβηβάζηκσλ πηλάθσλ ηεο ζρέζεο (3.37) 

ζρεηίδνληαη φπσο είρε παξαηεξεζεί θαη ζηελ §3.3 κε ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ n
i=1i{r (A)} κέζσ ηεο 

αληζφηεηαο  

i i0 < r (A) < r (A) .                                                              (4.2) 

Η παξαπάλσ ζρέζε ηζρχεη γηα θάζε i∈N, ελψ ηζρχεη i ir (A) = r (A)  i∈N αλ ν πίλαθαο είλαη κε 

ππνβηβάζηκνο. Δάλ έλαο ηζρπξφο θχθινο έρεη επί παξαδείγκαηη κήθνο 2, δειαδή γ = ( i1 i2) κε i3 = i1, 

πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε (3.38) φηη ν ιεκλίζθνο Brualdi πνπ επάγεηαη ηνπ ηζρπξνχ θχθινπ γ είλαη ν 

Βγ(Α) := ,1 1 2 2i ,ii i  z zz :  αα{ C   ≤ 
1 2i ir (A) r (A)}. 

Με ρξήζε ηεο αληζφηεηαο (4.2) ηζρχεη Βγ(Α)   Κ i1, i2 (Α).                                                                      

→   Σν επφκελν βήκα είλαη λα πάξνπκε έλαλ ηζρπξφ θχθιν ν νπνίνο πεξλάεη απφ πεξηζζφηεξεο απφ δχν 

θνξπθέο ηνπ θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο, έζησ p. Άξα ζα έρεη ηε κνξθή γ = ( i1 i2  . . .  ip) κε ip+1 = i1, κε 

φια ηα 
j

 p
i j=1{r (A)}  λα είλαη βεβαίσο ζεηηθνί. Δπνκέλσο γηα ην ιεκλίζθν Brualdi γηα ηνλ δνζέληα θχθιν 

κήθνπο p απφ ηε ζρέζε (3.38) ηζρχεη: 

                     Βγ(Α) := 
ji i ij j

p p

j 1 j 1

 z αz : r (A) { }C
 

   .                                           (4.3)  
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Έζησ z νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ Βγ(Α). Τςψλνληαο ζην ηεηξάγσλν ηε ζρέζε (4.3) πξνθχπηεη  

p p1 1 2 2

222

i i i ii i
 z α z α z α  ...   ≤ 

1 2 p

2 2 2

i i ir (A) r (A) . . .  r (A) . 

Καη επεηδή γλσξίδνπκε φηη φια ηα παξαιιαγκέλα αζξνίζκαηα γξακκψλ είλαη ζεηηθά κπνξνχκε λα 

γξάςνπκε ηελ πξνεγνχκελε αληζφηεηα σο 

1 1 2 2

1 2

i i

i i

i i z α z α

r (A) r (A)


2 2 3 3

2 3

i i

i i

i i z α z α

r (A) r (A)


 . . . . 

p p 1 1

p 1

i i

i i

i i z α  z α

r (A) r (A)

 
  ≤  1.                  (4.4) 

πλεπάγεηαη απφ ηελ αληζφηεηα (4.4) φηη δελ κπνξνχλ φινη νη παξάγνληεο λα είλαη κεγαιχηεξνη ηεο 

κνλάδαο θαη επνκέλσο ζα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο ην πνιχ ίζνο κε ηε κνλάδα. Έζησ φηη είλαη ν          

θ-νζηφο  απηφο ν παξάγνληαο, κε 1 ≤ θ ≤ p. Ιζρχεη ηφηε 

,θ 11i i ii  z α z α  
 

  ≤  
θ θ+1i ir (A) r (A) , 

φπνπ αλ θ = p, ηφηε θ + 1 = 1. Απφ ηε ζρέζε (4.2) κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε z ∈  Κ i θ, i θ+1
(Α). Απηφ 

ηζρχεη φκσο   z ∈  Βγ(Α). πλεπψο, 

Βγ(Α)    j j+1

p

j=1

i ,i Α .  

Γεδνκέλνπ φηη ε παξαπάλσ ζρέζε ηζρχεη γηα θάζε ηζρπξφ θχθιν γ, γηα ην ζχλνιν Brualdi ηζρχεη φηη  

  Β(Α) := 
C(A)

γ

γ

B (Α)


     
i , j N
 i j

i , j



  := K(A).                                             ∎ 

Σν Θεψξεκα 4.1.1. καο δίλεη ηε ζεκαληηθφηαηε πιεξνθνξία φηη ην ζχλνιν Brualdi είλαη ππνζχλνιν ηνπ 

ζπλφινπ Brauer γηα θάζε ηεηξαγσληθφ κηγαδηθφ πίλαθα Α, δηάζηαζεο ηνπιάρηζηνλ 2. Δληνχηνηο, απηφ ην 

πιενλέθηεκα αληηζηαζκίδεηαη θαη απφ ην ηίκεκα ηνπ αηζζεηά κεγαιχηεξνπ ππνινγηζηηθνχ θφζηνπο πνπ 

απαηηείηαη έηζη ψζηε λα ππνινγηζηνχλ φινη νη ιεκλίζθνη Brualdi Βγ(Α). Σν πιήζνο εηδηθά ησλ 

ιεκλίζθσλ ζηελ πεξίπησζε ελφο πίλαθα κεγέζνπο n πνπ δελ έρεη νχηε έλα κεδεληθφ ζηνηρείν θαζηζηά ηε 

κέζνδν ηνπ Brualdi ηδηαίηεξα ρξνλνβφξα θαη ζρεδφλ απαγνξεπηηθή γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ n. Η ζχγθξηζε 

κε ην εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηφ πιήζνο ησλ νβάι ηνπ Cassini παξαηίζεηαη ζηελ απφδεημε ηεο παξαθάησ 

πξφηαζεο. 

 

Ππόηαζη 4.1.2.  Έζησ έλαο πίλαθαο Α ∈ C
nxn

, n ≥ 2. Σφηε, αλ ν πίλαθαο απνηειείηαη κφλν απφ κε 

κεδεληθά ζηνηρεία, ην θαηεπζπλφκελφ ηνπ γξάθεκα είλαη πιήξεο θαη ηζρχεη ε ηζφηεηα ηεο ζρέζεο (4.1), 

δειαδή Β(Α) = Κ(Α).     

Απφδεημε: Θα νξίζνπκε πξψηα σο Pn ην ζχλνιν φισλ ησλ (ηζρπξψλ) θχθισλ πνπ έρνπλ κήθνο 

ηνπιάρηζηνλ 2. Σν επφκελν βήκα είλαη λα βξνχκε ηελ πιεζηθφηεηα απηψλ ησλ θχθισλ, πνπ πξνθχπηνπλ 

απφ έλα πιήξεο γξάθεκα n θνξπθψλ, ηελ νπνία θαη ζα ζπκβνιίζνπκε κε |Pn|. 

  Δίλαη απφιπηα ινγηθφ λα ζεσξήζνπκε φηη ην ζχλνιν Brualdi ζα απνηειείηαη απφ φινπο ηνπο 

ιεκλίζθνπο ηάμεο m πνπ δχλαληαη λα ζρεκαηηζηνχλ γηα 2≤m≤n.  Άξα αλακέλνπκε ην πιήζνο ησλ 

ιεκλίζθσλ Brualdi λα είλαη ηνπιάρηζηνλ n

2

 
 
 

 + 
n

3

 
 
 

 + . . . + 
n

n

 
 
 

. Ιζρχεη φκσο φηη γηα θάζε m-άδα 

θνξπθψλ δε δεκηνπξγείηαη κφλν έλαο θχθινο, αιιά ζρεδφλ m! θχθινη. Αλ ιάβνπκε ππφςηλ ην γεγνλφο 

φηη ε θπθιηθή κεηάζεζε θνξπθψλ δελ δηαθνξνπνηεί ηνλ ηζρπξφ θχθιν, π.ρ. ν γ1 = (1 2 3)  είλαη ν ίδηνο 

θχθινο κε ηνλ γ2 = (3 1 2), θαη εμαιείςνπκε ην θαηλφκελν ηεο επαλαιεςηκφηεηαο θχθισλ ζέηνληαο ζε 

θάζε m-άδα πνπ παξάγεη έλαλ ηζρπξφ θχθιν ηε κηθξφηεξε ζε αχμσλ αξηζκφ θνξπθή σο πξψηε (ή κία 

ζπγθεθξηκέλε ελ πάζε πεξηπηψζεη), θαηαθέξλνπκε ελ ηέιεη λα ππνινγίζνπκε επαθξηβψο ην πιήζνο ησλ 

ηζρπξψλ θχθισλ ζε έλα πιήξεο γξάθεκα, ην νπνίν ζα είλαη 
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|Pn| = 
n

2

n
 ( 1)!

θ

 
 

 
 .                                                            (4.5) 

Δμαζθαιίζακε επνκέλσο φηη θάζε ηζρπξφο θχθινο γ = ( i1 i2  . . .  ip) κε p ≥ 2 ζα απνηειεί ζηνηρείν ηνπ Pn. 

Σφηε φκσο θάζε νβάι ηνπ Cassini ζα αληηζηνηρεί ζε έλα ηζρπξφ θχθιν κήθνπο 2 ηνπ B(A). Έπεηαη ινηπφλ 

φηη ζα ηζρχεη Κ(Α)   Β(Α). Γεδνκέλνπ φκσο φηη ε (4.1) ηζρχεη πάληνηε, απφ ηηο δχν ζρέζεηο εγθιεηζκνχ 

θαηαιήγνπκε φηη γηα θάζε πίλαθα Α κε πιήξεο θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηζρχεη ηειηθά                          

Β(Α) = Κ(Α).                                                                                                                                                ∎  

 

Απνδείρζεθε ινηπφλ, φηη ην ζχλνιν Brualdi Β(Α) δελ είλαη πάληα γλήζην ππνζχλνιν ηνπ ζπλφινπ Brauer 

Κ(Α). Οη φπνηνη θξαδαζκνί φκσο παξνπζηάδνληαη ζηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ Βrualdi ζρεηίδνληαη κε ην 

δπζζεψξεην πνιιέο θνξέο πιήζνο ιεκλίζθσλ Brualdi, ηδίσο γηα πίλαθεο πνπ δελ είλαη αξαηνί. 

 Γηα παξάδεηγκα, γηα έλαλ 10 x 10 κηγαδηθφ πίλαθα Α ρσξίο θαλέλα κεδεληθφ ζηνηρείν πξνθχπηνπλ 

1.112.073 δηαθνξεηηθνί θχθινη ζην ζχλνιν θχθισλ C(A), ην νπνίν ζπλεπάγεηαη βεβαίσο θαη ηνλ 

ππνινγηζκφ ηζφπνζσλ ιεκλίζθσλ Brualdi. Δπηπρψο φκσο επεηδή ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(A) είλαη 

πιήξεο, ηζρχεη απφ ηελ Πξφηαζε 4.1.2 φηη Β(Α) = Κ(Α) θαη αξθνχκαζηε ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ νβάι ηνπ 

Cassini πνπ είλαη κφιηο 45. Δλαιιαθηηθά βέβαηα, ζα κπνξνχζαλ λα ππνινγηζηνχλ κφλν νη δίζθνη 

Geršgorin, νη νπνίνη είλαη κφιηο 10 (φζνη θαη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα). 

 

Σν παξαπάλσ παξάδεηγκα καο έδεημε φηη ελίνηε κπνξεί λα βξεζεί αθξηβψο ην ίδην ρσξίν κε ηηο κεζφδνπο 

ηνπ Brauer θαη Brualdi θαη καο βάδεη ζπλάκα λα ςάμνπκε έλαλ ηξφπν λα κεηψζνπκε ην πιήζνο ησλ 

ιεκλίζθσλ πνπ απαηηεί ε κέζνδνο Brualdi λα ππνινγηζηνχλ. Σν έλαπζκα γηα κηα ζεηηθή θαηάιεμε ζην 

δήηεκα απηφ δίλεηαη απφ πίλαθεο κε κία ηδηαίηεξε κνξθή, έλαο εθ ησλ νπνίσλ είλαη θαη ν Α ηνπ 

παξαδείγκαηνο πνπ αθνινπζεί 

 

Παξάδεηγκα: Γίλεηαη πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 4, ν νπνίνο έρεη φια ηα δηαγψληα ηνπ κεδεληθά (έηζη ψζηε λα 

κελ παξνπζηάδνληαη βξφρνη ζην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G(A)) θαη θαηεπζπλφκελν γξάθεκα πνπ 

δίλεηαη απφ ην Γξάθεκα 4.1. ην ζχλνιν θχθισλ C(A), κε κήθνο 4 εληνπίδνπκε ηνπο ηζρπξνχο θχθινπο 

γ1 = (1 2 3 4) θαη γ2 = (1 2 4 3). Πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ησλ ιεκλίζθσλ Brualdi θαη ηε ζρέζε (3.38) φηη 

Βγ1
(Α) = Βγ2

(Α). Οπφηε ζπκπεξαίλνπκε θαηαξράο φηη ε χπαξμε θαη ησλ δχν ιεκλίζθσλ είλαη πεξηηηή. 

Απφ ην Γξάθεκα 4.1 παξαηεξνχκε φηη νη ππφινηπνη (ηζρπξνί) θχθινη πνπ ζρεκαηίδνληαη είλαη νη            

γ3 = (1 2 3), γ4 = (1 2 4) θαη γ5 = (3 4). Απνδεηθλχεηαη γηα ηνλ πίλαθα Α ηνπ παξαδείγκαηνο, φηη ην ζχλνιν 

Brualdi δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

                                                                                               

                                                     v1                                                  v2 

                                  

 

 

 

 

 

 

 

                                                     v3                                                                             v4 

 
Γξάθεκα 4.1: Τν θαηεπζπλόκελν γξάθεκα G(Α), όπνπ απεηθνλίδνληαη νη θύθινη γ1 θαη γ2. 
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Β(Α) := 
j

5

j=1

(A) = Βγ3 ∪ Βγ4 ∪ Βγ5,                                                 (4.6) 

δειαδή, ην ζχλνιν Brualdi δελ εμαξηάηαη θαζφινπ απφ ηνπο ιεκλίζθνπο κέγηζηεο ηάμεο, αιιά απφ έλα 

ππνζχλνιν ηνπ C(A). Απηφ καο νδεγεί ζηνλ επφκελν νξηζκφ. 

 

Οπιζμόρ 4.1.3.  Έζησ πίλαθαο Α ∈  C
nxn

, n ≥ 2. Θέηνπκε ηφηε σο Ĉ(A) ην ανηγμένο ζύνολο κύκλυν 

(reduced cycle set), ην νπνίν είλαη ην αξρηθφ ζχλνιν θχθισλ κείνλ ηνπο ηζρπξνχο θχθινπο πνπ έρνπλ ηελ 

ηδηαηηεξφηεηα λα κπνξνχλ λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ έλα ζεη ηζρπξψλ θχθισλ θαηψηεξεο ηάμεο, νη νπνίνη 

δηέξρνληαη απφ ηηο θνξπθέο ησλ θχθισλ πνπ αθαηξνχληαη ηηο ίδηεο αθξηβψο θνξέο. 

 

Η εληππσζηαθή νκνινγνπκέλσο ηδηφηεηα ησλ θχθισλ πνπ απαξηίδνπλ ην αλεγκέλν ζχλνιν θχθισλ, 

είλαη φηη καο δίλνπλ ην ίδην ζχλνιν Brualdi κε πξηλ, δειαδή ηζρχεη 

ˆj C(A)

(A)


 = B(A).                                                               (4.7) 

 

Οπιζμόρ 4.1.4. Δάλ γ = ( i1 i2  . . .  ip) είλαη έλαο θχθινο ηνπ C(A), ηφηε ην 
p

j

j=1

V(γ) = {i }  νλνκάδεηαη 

ζύνολο κοπςθών (vertex set) ηνπ θχθινπ γ. 

 

Μπνξνχκε πιένλ, αθνχ δψζακε ηνπο απαξαίηεηνπο νξηζκνχο, λα πξνρσξήζνπκε ζην βαζηθφηεξν 

ζεψξεκα κείσζεο ηνπ αξρηθνχ πιήζνπο ησλ ηζρπξψλ θχθισλ πνπ αλήθνπλ ζην C(A) θαη θαζνξίδνπλ ην 

ζχλνιν Brualdi. 

 

Θεώπημα 4.1.5. (Brualdi – Varga) Έζησ έλαο κε ππνβηβάζηκνο πίλαθαο Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, n ≥ 2, κε 

C(A) ην ζχλνιν ησλ θχθισλ ηνπ θαη  s
i i =1{γ } έλα ζχλνιν s ην πιήζνο δηαθεθξηκέλσλ ηζρπξψλ θχθισλ ηνπ 

C(A), κε s ≥ 2. Αλ ηζρχνπλ 

i) 
s

1 j

j=2

V(γ ) = {γ }, θαη 

ii) ππάξρεη θάπνηνο ζεηηθφο αθέξαηνο m ηέηνηνο ψζηε θάζε θνξπθή ηνπ 1V(γ )  λα εκθαλίδεηαη 

αθξηβψο m θνξέο ζην 
s

j

j=2

{γ } , ηφηε ηζρχεη 

1 j

s

j=2

γ γΒ (A) = Β (Α) .                                                              (4.8) 

Απφδεημε: Απνδεηθλχνπκε φηη ην ηπραίν ζεκείν z ∈  Βγ1
(Α) αλήθεη ζηελ έλσζε ησλ ιεκλίζθσλ Brualdi 

ησλ s-1 ππφινηπσλ ιεκλίζθσλ. Καηαξράο, εθφζνλ γλσξίδνπκε φηη ν πίλαθαο Α είλαη κε ππνβηβάζηκνο, 

ζπλεπάγεηαη φηη ri(A) > 0   i ∈ N. Δπνκέλσο  γ ∈  C(A) κπνξνχκε λα ηζρπξηζηνχκε φηη ηζρχεη  

Βγ(Α) = 
i i,

ii

z - α
z :

r
1

(A)
{ }C



  ,                                                     (4.9) 

γηα ην αληίζηνηρν ιεκλίζθν Brualdi. Απφ ηηο ππνζέζεηο i) θαη ii) ηνπ ζεσξήκαηνο , εμάγνπκε άιιε κία 

πνιχ ρξήζηκε εμίζσζε, θαζψο ηζρχεη 

1 j

θ,θ θ,θ

m
s

m
θ θj =2

 z -α  z -α

r (A) r (A) 

   .                                                (4.10) 
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Απφ ηελ (4.9) πξνθχπηεη φηη γηα θάζε z ∈  Βγ1
(Α), φηη ην γηλφκελν ηνπ αξηζηεξνχ κέινπο ηεο (4.10) είλαη ην 

 πνιχ ίζν κε ηε κνλάδα. πλεπψο, δελ κπνξνχλ φια ηα γηλφκελα 
j

θ,θ

θ

 z-α

r (A)

 γηα 2 ≤ j ≤ s, ζην δεμί κέινο 

ηεο (4.10) λα ππεξβαίλνπλ ηε κνλάδα. Άξα ζα ππάξρεη έλα i, κε 2 ≤ i ≤ s, ηέηνην ψζηε 
i

θ,θ

θ

 z-α

r (A)

 ≤ 1, ην 

νπνίν ζεκαίλεη φλησο φηη z ∈ Βγi
(Α).                                                                                                          ∎ 

 

Παπαηήπηζη 4.1.6. Σν Θεψξεκα 4.1.5 καο επηηξέπεη κε άιια ιφγηα λα δηαγξάςνπκε ην ιεκλίζθν 

Brualdi Βγ1
(Α) απφ ην ζχλνιν Brualdi Β(Α), εθφζνλ ηζρχεη 

1C(A)\

γ

γ γ

B (Α)


= Β(Α). Σν ηειεπηαίν κάιηζηα 

παξάδεηγκα απνηέιεζε εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 4.1.5 γηα m = 2.      

 

Παπαηήπηζη 4.1.7. Άκεζε εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 4.1.5 είλαη θαη ηα ζχλνια Karow. Γηα 

νπνηνπζδήπνηε κηγαδηθνχο αξηζκνχο  p
i i =1{z } κε p ≥ 2 θαη γηα νπνηνπζδήπνηε p ην πιήζνο κε κεδεληθνχο 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  p
i i =1{ξ } ηζρχεη γηα ηα ζχλνια (ηχπνπ Brualdi) 

Sp  := 
p p

j j

j=1 j=1

z-zz : ξ{ }C     θαη  Sp\θ := 
p p

j j

j=1 j=1
j θ j θ

z-zz : ξ{ }C

 

     θ κε 1 ≤ θ ≤ p, 

φηη  Sp 

p

p\θ

θ=1

S . Η παξαπάλσ ζρέζε εγθιεηζκνχ πξνθχπηεη απφ ην Θεψξεκα 4.1.5 γηα m = p - 1. 

 

Παπαηήπηζη 4.1.8. Δίλαη πξνθαλέο φηη ην κήθνο ελφο θχθινπ γ ∈  C(A) ηζνχηαη κε ηελ πιεζηθφηεηα 

ηνπ ζπλφινπ θνξπθψλ V(γ). Σφηε απφ ηελ ππφζεζε ηνπ Θεσξήκαηνο 4.1.5 ζα ηζρχεη φηη ην κήθνο ηνπ γ1 

είλαη κεγαιχηεξν ή ίζν ηνπ κήθνπο θάζε θχθινπ γj, κε 2≤ j ≤ s. Άξα ε αθαίξεζε ηνπ γ1 απφ ην C(A) 

ζεκαίλεη ηελ αθαίξεζε ελφο ιεκλίζθνπ Brualdi ζίγνπξα φρη ηεο κηθξφηεξεο ηάμεο ησλ πθηζηάκελσλ 

ιεκλίζθσλ.    

 

Παπαηήπηζη 4.1.9. Όπσο είδακε θαη λσξίηεξα ζε παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα αθαηξέζνπκε θάπνηνλ 

θχθιν απφ ην C(A) αθφκε θαη αλ δηέξρεηαη απφ ηηο ίδηεο θνξπθέο κε έλα κφλν θχθιν ίδηνπ κήθνπο (ηφηε 

πξνθαλψο m=1). Αθφκε θαη ζηελ πεξίπησζε απηή φκσο, ν θχθινο πνπ αθαηξείηαη δελ αλήθεη ζηνπο 

θχθινπο κηθξφηεξνπ κήθνπο ηνπ C(A). Γηα παξάδεηγκα, αλ γ1 =  (1 3 2 4) θαη γ2 =  (1 2 4 3), ηφηε απφ ηνλ 

πξψην θχθιν γλσξίδνπκε φηη ππάξρνπλ νη αθκέο 3 2v v θαη 2 4v v ,ελψ απφ ηνλ δεχηεξν θχθιν 

πιεξνθνξνχκαζηε ηελ χπαξμε ηεο αθκήο 4 3v v . πλεπψο κπνξεί λα ζρεκαηηζηεί ν θχθινο γ3 =  (3 2 4), 

εκθαλψο κηθξφηεξνπ κήθνπο απφ ηνλ θχθιν γ1 ή γ2 πνπ επηιέγνπκε λα αθαηξέζνπκε. Η ίδηα ινγηθή 

επηθξαηεί θαη γηα θάζε ππνςήθην πξνο αθαίξεζε θχθιν κήθνπο n, κε n ≥ 3.     

 

 Δλ θαηαθιείδη, ρξεζηκνπνηνχκε ην ζχλνιν Brualdi αληί ηνπ ζπλφινπ Brauer θαη ηνπ ζπλφινπ 

Geršgorin γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ θάζκαηνο σ(Α) ελφο πίλαθα Α, αλ έρνπκε ιάβεη πξψηα γλψζε 

φηη ε πιεζηθφηεηα ηνπ ζπλφινπ θχθισλ C(A) είλαη ζρεηηθά κηθξή, ή αθφκα θαιχηεξα, αλ 

γλσξίδνπκε φηη ην αλεγκέλν ζχλνιν θχθισλ Ĉ(A) έρεη ιίγα ζηνηρεία.   
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Παξάδεηγκα: Θα δείμνπκε γηα ηνλ ηξηδηαγψλην πίλαθα Α7 ηεο §2.2 γηα n ≥ 4 θαη ρξεζηκνπνηψληαο ην 

Γξάθεκα 2.4, φηη ηζρχεη Γ(Α) = Κ(Α) = Β(Α). Καηαξράο ππελζπκίδνπκε φηη ν πίλαθαο είλαη ν 

                                               Α7 = 

[
 
 
 
 
 
2 −1 0 ⋯ ⋯ 0
−1 2 −1 ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ −1 2 −1
0 ⋯ ⋯ 0 −1 2]

 
 
 
 
 

.  

 Σν ζχλνιν Geršgorin σο γλσζηφλ ζα απνηειείηαη απφ n ην πιήζνο δίζθνπο Geršgorin. Όινη νη 

δίζθνη ζα έρνπλ θέληξν ην ζεκείν z = 2. Δπηπιένλ φινη πιελ ηνπ Γ1(Α7) θαη ηνπ Γn(A7) ζα έρνπλ 

αθηίλα 2. Οη δχν δίζθνη πνπ εμαηξέζεθαλ ζα έρνπλ αθηίλα 1. πλεπψο πξνθχπηεη εχθνια φηη ην 

ζχλνιν Geršgorin ζα είλαη ην Γ(Α7) = { z C : |z − 2| ≤ 2}. 

 Σν ζχλνιν Brauer απνηειείηαη απφ φια ηα νβάι ηνπ Cassini πνπ πξνέξρνληαη απφ θάζε δεχγνο 

θνξπθψλ ηνπ Γξαθήκαηνο 2.4 αλ επεθηείλνπκε ην γξάθεκα ζαλ αιπζίδα n θνξπθψλ. 

Παξαηεξνχκε φηη φια ηα νβάι πνπ δελ πεξηέρνπλ ην δείθηε 1 ή ην δείθηε n έρνπλ ηε κνξθή  

Κi,j(A7) = { z C : |z − 2|
2
 ≤ 4} ( i, j ≠ {1,n}). Όια ηα ππφινηπα νβάι ζα έρνπλ ηε κνξθή       

Κi,j(A7) = { z C : |z − 2|
2
 ≤ 2}, κε κνλαδηθή εμαίξεζε ην νβάι Κ1,n(A7) = { z C : |z − 2|

2
 ≤ 1}. 

Όια ηα νβάι παξαηεξνχκε φηη έρνπλ ηε κνξθή δίζθνπ θαη κάιηζηα ην ζχλνιν Brauer απνηειείηαη 

απφ n νκφθεληξνπο δίζθνπο, αθηίλαο 1, √2 θαη 2. πλεπψο ηζρχεη K(A7) = { z C : |z − 2|
 
≤ 2}. 

 Δίλαη θαλεξφ απφ ην Γξάθεκα 2.4 φηη αλεμαξηήησο ηεο ηηκήο ηνπ n, ζα ζρεκαηίδνληαη πάληα n-1 

ιεκλίζθνη Brualdi πνπ ζα αληηζηνηρνχλ ζηνπο n-1 ηζρπξνχο θχθινπο κήθνπο 2 πνπ ζα ππάξρνπλ 

(νη θχθινη απηνί κπνξνχλ λα αλαγλσξηζηνχλ θαη σο «θξίθνη» ζηελ «αιπζίδα» κήθνπο n-1 θαη λα 

αξηζκεζνχλ θαη‟ αληηζηνηρία κε ηνλ αχμσλ αξηζκφ ηνπ εθάζηνηε θξίθνπ μεθηλψληαο απφ 

αξηζηεξά). πλεπψο φινη νη ιεκλίζθνη Brualdi, εμαηξνπκέλνπ ηνπ πξψηνπ θαη ηνπ ηειεπηαίνπ 

κφλν, ζα έρνπλ ηε κνξθή Βγi
(Α7) = { z C : |z − 2|

2
 ≤ 4}, i ∈ {2, 3,…, n-2}, ελψ επηπιένλ ηζρχεη 

Βγ1
(Α7) = Βγn-1

(Α7) { z C : |z − 2|
2
 ≤ 2}. πκπεξαίλνπκε ινηπφλ φηη ην ζχλνιν Brualdi είλαη ην 

Β(Α7) = { z C : |z − 2|
 
≤ 2}. 

  Πξνθχπηεη επνκέλσο φηη φια ζχλνια απνηεινχληαη απφ νκφθεληξνπο επηκέξνπο δίζθνπο θαη ελ ηέιεη 

      ηαπηίδνληαη, θαζψο ηζρχεη Γ(Α7) = Κ(Α7) = Β(Α7) = { z C : |z − 2|
 
≤ 2}. 
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4.2   Πεπιθώπια Βεληιζηοποίηζηρ ηος ζςνόλος Brualdi 
 

 

Γνζέληνο έλνο πίλαθα Α = [αi,j] ∈  C
nxn

, n ≥ 1, γλσξίδνπκε απφ ην Θεψξεκα 3.3.12 φηη ηζρχεη ε ζρέζε 

εγθιεηζκνχ σ(Α)   Β(Α). Δπηπιένλ, ππελζπκίδνπκε φηη ην ζχλνιν Brualdi εμαξηάηαη απφ ηηο πνζφηεηεο 

n n
i=1 i=1i,i i, {α } {r (A)}  θαη ην ζχλνιν θχθισλ C(A).                                      (4.11) 

Χο απνηέιεζκα, νπνηνζδήπνηε πίλαθαο Β = [βi,j] ∈ C
nxn

, κε παλνκνηφηππεο φιεο ηηο ραξαθηεξηζηηθέο 

πνζφηεηεο ηεο (4.11), έρεη ηδηνηηκέο νη νπνίεο κε βεβαηφηεηα πεξηέρνληαη ζην Β(Α). Οδεγνχκαζηε 

επνκέλσο ζηνλ παξαθάησ νξηζκφ: 

 

Οπιζμόρ 4.2.1. Γηα θάζε πίλαθα Α ∈  C
nxn 

νξίδνπκε ηελ Brualdi κλάζη πινάκυν (Brualdi radial set) 

ηνπ Α σο ην ζχλνιν φισλ ησλ πηλάθσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ παξαθάησ ζρέζε:  

ωΒ(A) := {B = [βi,j] ∈  C
nxn

: βi,i = αi,i, i ir Β  = r A( ) ( )   i ∈  N θαη C(B) = C(A)},                  (4.12) 

ελψ έπεηαη θαη ν ζπκπιεξσκαηηθφο νξηζκφο ηεο διεςπςμένηρ Brualdi κλάζηρ πινάκυν (extended 

Brualdi radial set) ηνπ Α, ε νπνία πεξηιακβάλεη φινπο ηνπο πίλαθεο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε 

    σ Β(A) := {B = [βi,j] ∈  C
nxn

: βi,i = αi,i, i i( )Β ( )r r A   i ∈  N θαη C(B) = C(A)}.                  (4.13) 

 

Παπαηήπηζη 4.2.2. Δίλαη πξνθαλέο είλαη ε δηεπξπκέλε Brualdi θιάζε πηλάθσλ σ Β(A) ιφγσ ηεο 

αληζφηεηαο ησλ αζξνηζκάησλ γξακκψλ φπσο θαίλεηαη ζηε ζρέζε (4.13) ζα είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ 

αξρηθή Brualdi θιάζε ωΒ(A), δειαδή ωΒ(A)   σ Β(A). Δπηζεκαίλνπκε επίζεο φηη ε θιάζε Brualdi 

πηλάθσλ ωΒ(A)  ζπλαληάηαη ελίνηε ζηε βηβιηνγξαθία θαη σο ηζαθηηληθφ θαηά Brualdi ζχλνιν πηλάθσλ 

ηνπ Α, ελψ ε θιάζε σ Β(A) ζπλαληάηαη αληίζηνηρα σο δηεπξπκέλν ηζαθηηληθφ θαηά Brualdi ζχλνιν 

πηλάθσλ ηνπ Α. 

 

Οπιζμόρ 4.2.3. Απφ ηε ζηηγκή πνπ νξίζακε ηε  Brualdi θιάζε ελφο πίλαθα Α ∈  C
nxn

, κπνξνχκε λα 

νξίζνπκε θαη ην θάζμα ηηρ Brualdi κλάζηρ (Brualdi equiradial set spectrum) ηνπ πίλαθα Α. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, έρνπκε φηη 

σ(ωΒ(A)) := 
Β

 

Β (σ A)

ζ (Β)


  θαη  σ(σ
Β(A)) :=

σ ( )AΒ

(Β)



σ .                                 (4.14) 

Απφ ηνπο πξνεγνχκελνπο νξηζκνχο, ηνλ Οξηζκφ 3.3.7 θαη ηελ ζρέζε (3.42) πξνθχπηεη φηη 

 σ(ωΒ(A))   σ(σ
Β(A))   Β(Α).                                                        (4.15) 

 

Όπσο εχθνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί, ε ζρέζε (4.15) ηζρχεη θαη‟ αλαινγία κε ηε ζρέζε (3.16) ηνπ 

θάζκαηνο ηεο θιάζεο ηνπ πίλαθα Α ελ ζπγθξίζεη κε ην ζχλνιν Brauer. Δπηπξφζζεηα, ππελζπκίδνπκε φηη 

i ( )r A  > 0 γηα θάζε i-νζηή θνξπθή απφ ηελ νπνία δηέξρεηαη έλαο ηνπιάρηζηνλ ηζρπξφο θχθινο ηνπ 

θαηεπζπλφκελνπ γξαθήκαηνο G(A).  

 

Σν κείδνλ δήηεκα πνπ πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε (4.15) είλαη βεβαίσο αλ κπνξεί λα ππάξμεη ηαχηηζε ησλ 

ζπλφισλ σ(σ
Β(A)) θαη Β(Α), φπσο ππήξμε αλάινγε ηζφηεηα ζηε ζρέζε (3.16) αλάκεζα ζηα ζχλνια   

σ(σ (A)) θαη Κ(Α), θαη αλ λαη, πνηεο είλαη νη απαξαίηεηεο πξνυπνζέζεηο.   
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Παξάδεηγκα: Θέηνπκε θαηαξράο ηνλ πίλαθα Α18 =  [
1 1 0
1/2 −1 1/2
1/2 0 1

], 

ν νπνίνο έρεη αζξνίζκαηα γξακκήο r1(A18) = r2(A18) = 1 θαη r3(A18) = ½. Σν θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ 

A18 ρσξίο βξφρνπο είλαη ην Γξάθεκα 4.2. Ο A18 θαίλεηαη φηη είλαη κε ππνβηβάζηκνο θαη ην ζχλνιν 

θχθισλ ηνπ είλαη ην C(A18) = (1 2) ∪ (1 2 3).  

 

                                                        v1    v2                         

 

 

 

 

 
                                                        v3 

 

Γξάθεκα 4.2: Τν θαηεπζπλόκελν γξάθεκα G(A18), όπνπ θαίλνληαη θαη νη ηζρπξνί θύθινη ηνπ C(A18). 

 

Όζνλ αθνξά ηνπο πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζηελ θιάζε Brualdi ηνπ πίλαθα A18, απηνη νη πίλαθεο έρνπλ ηε 

κνξθή 

Α19 = C = 

1

32

4

iζ

iζiζ

iζ

    1 e 0

(1 s)e 1    s e

1
    e 0  1

2

 
 
 

  
 
 
 

,                                                     (4.16) 

φπνπ πξέπεη λα ηζρχεη 0 < s < 1 θαη νη  4
i=1i{ζ } είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Παξαηεξνχκε φηη ν ζπληειεζηήο 

s δε κπνξεί λα ιάβεη ηελ ηηκή 0 ή 1, θαζψο ζηελ πεξίπησζε απηή ζα είρακε αιινίσζε ηνπ ζπλφινπ 

θχθισλ C(A19).  Θέηνληαο γ1 = (1 2), γ2 = (1 2 3) θαη εθαξκφδνληαο ηνλ νξηζκφ ησλ ιεκλίζθσλ Brualdi 

γηα ηνπο δχν θχθινπο, πξνθχπηεη φηη 

   1 2

2 2
18 18z  | |  :  z 1  1   :  z 1   z  | | | | z 1  2

 

,1/{ } { }C C              

    
(4.17)

             
φπνπ ν δεχηεξνο ιεκλίζθνο Brualdi απνηειείηαη απφ δχν ζπληζηψζεο, φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα 4.3.  

 

 

 

 
 

Δηθόλα 4.3: Οη ιεκλίζθνη Brualdi Βγ1
(A18) θαη Βγ2

(A18) γηα ηνλ πίλαθα A18. 
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Παξαηεξνχκε απφ ηε ζρέζε (4.17) θαη ηελ Δηθφλα 4.3 φηη ην z = 0 είλαη ζεκείν πνπ αλήθεη ζην 

ζχλνξν ηφζν ηνπ Βγ1
(A18), φζν θαη ηνπ Β(A18) := Βγ1

(A18) ∪ Βγ2
(A18). Έζησ ινηπφλ φηη κπνξνχκε λα 

βξνχκε κηα ηηκή ηνπ ζπληειεζηή s, κε 0 < s < 1 θαη ηέζζεξηο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  4
i=1i{ζ } ψζηε ν 

πίλαθαο A19  λα έρεη ην κεδέλ σο ηδηνηηκή. Απηφ ζα ζήκαηλε φκσο απηνκάησο φηη detA19 = 0 , θάηη πνπ 

κπνξεί λα επαιεζεπηεί αλ ηζρχεη θαζψο γηα ηηο δεδνκέλεο παξακέηξνπο s θαη  4
i=1i{ζ } φια ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα A19 είλαη γλσζηά. Θα πξέπεη λα ηζρχεη ινηπφλ: 

0 = detA19 = - 1 - (1 - s)e
i(ζ

1
+ζ

2
)
 + se

i(ζ
1
+ζ

2
+ζ

3
)
/2         

  1 =  - (1 - s)e
i(ζ

1
+ζ

2
)
 + se

i(ζ
1
+ζ

2
+ζ

3
)
/2 .                                                 (4.18)  

Καζψο φκσο ηζρχεη 0 < s < 1, ην δεμηφ κέινο ηεο ζρέζεο (4.18) θαηά απφιπηε ηηκή ηζνχηαη κε  

(1 - s ) + s / 2 = (2 - s ) / 2 < 1, 

πνπ ζεκαίλεη φηη detA19 ≠ 0 γηα θάζε πίλαθα ηεο θιάζεο Brualdi ηνπ πίλαθα A19. Ιζρχεη δειαδή φηη        

0  σ(ωΒ(A19)). Με παξφκνην ηξφπν κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη 0  σ(σ Β (A19)). Δπεηδή φκσο 0 ∈Β(A19), 

ηζρχεη ηειηθψο 

σ(ωΒ(A19))    σ(σ Β (A19))  ⊊  Β(A19).                                              (4.19) 

 

 Δίδακε ινηπφλ ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα φηη δελ κπνξεί λα επηηεπρζεί ε ηζφηεηα ζπλφισλ ζην 

δεχηεξν κέινο ηεο (4.19) γηα 0 < s < 1. Παξαηεξνχκε πάλησο απφ ηελ (4.17) φηη ν ζπληειεζηήο s δε 

δηαδξακαηίδεη θαλέλα απνιχησο ξφιν ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ ζπλφινπ Brualdi. Δπνκέλσο αλ 

απνπεηξαζνχκε λα ζέζνπκε s = 0, ηφηε κπνξεί ν λένο πίλαθαο Ĉ  λα κελ αλήθεη ζηελ Brualdi θιάζε ηνπ 

A18, αιιά ζα ηζρχεη φηη ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ θαη βεβαίσο ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ A18 παξακέλνπλ 

αλαιινίσηα.  Απφ ηνλ πίλαθα ηεο (4.16) ζα πξνθχςεη ν λένο πίλαθαο 

Ĉ  = 

1

2

3

iζ

iζ

iζ

1 e 0

  e 1    0

1
e 0  1

2

 
 
 

 
 
 
 

,                                                           (4.20) 

θαη κάιηζηα κε ηελ θαηάιιειε επηινγή ησλ ζ1 θαη ζ2 (π.ρ. ζ1 = 0 θαη ζ2 = π), ζα ηζρχεη ε ηζφηεηα (4.18) 

θαη ζπλεπψο ην z = 0 ζα είλαη ηδηνηηκή ηνπ Ĉ , κε ηνλ πίλαθα απηφλ λα είλαη ην φξην ησλ πηλάθσλ ηεο 

Brualdi θιάζεο ηνπ A18, δειαδή ην φξην ηνπ C φηαλ s → 0. ην Γξάθεκα 4.4 παξαξεηνχκε φηη ην G( Ĉ ) 

δελ είλαη ην ίδην κε ην G(A18) ηνπ Γξαθήκαηνο 4.3, θαζψο ειέσ ηνπ κεδεληζκνχ ηνπ ζπληειεζηή s, έρεη 

κεδεληζηεί θαη ην ζηνηρείν 
2,3ĉ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αθκή 2 3v v . Δληνχηνηο, ν πίλαθαο Ĉ  αλήθεη ζηελ 

(απιή) θιάζε ηνπ πίλαθα A18, θαζψο πιεξεί ηα θξηηήξηα ηνπ νξηζκνχ ηεο βάζεη ηεο (3.13). 

 Σν απνηέιεζκα απηφ καο πξνδηαζέηεη ζεηηθά ζην λα ζπκπεξηιάβνπκε θαη ην ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ 

πηλάθσλ πνπ νξίδεη κηα θιάζε Brualdi ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πίλαθα, δειαδή λα ιάβνπκε ηελ θιεηζηφηεηα 

ηνπ πξνεγνχκελνπ ζπλφινπ ωΒ(A18) (νκνίσο θαη κε ηε δηεπξπκέλε θιάζε Brualdi). 

  

Οπιζμόρ 4.2.4. Γηα νπνηνλδήπνηε πίλαθα Α = [αi,j] ∈ C
nxn

, n ≥ 1, νξίδνπκε ηελ κλειζηόηηηα (closure) 

ηεο θιάζεο Brualdi ηνπ πίλαθα Α σο  

)A( := { Β = [β i,j] ∈  C
nxn

:     
i=1i{Α } 
∈ ω

Β
(A) κε  Β = 

i
i
l imΑ


},                       (4.21) 

θαη ηελ θιεηζηφηεηα ηεο δηεπξπκέλεο θιάζεο Brualdi ηνπ πίλαθα Α σο  

 ˆ )A( := { C = [c i,j] ∈  C
nxn

:     
i=1i{Α } 
∈ ˆ )A( κε C = 

i
i
l imΑ


}.                      (4.22) 
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                                               v1    v2 
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                                         Γξάθεκα 4.4: Τν θαηεπζπλόκελν γξάθεκα G( Ĉ ). 

 

Οη παξαπάλσ νξηζκνί καο επηηξέπνπλ πιένλ λα βειηηζηνπνηήζνπκε ηε ζρέζε (4.15). 

Θεώπημα 4.2.5. (Θεψξεκα Varga) Γηα θάζε πίλαθα Α = [αi,j] ∈ C
nxn

, ηζρχεη 

              ∂Β(Α)   ζ ( ( ) )A   ζ ˆ( ( ) )A = Β(Α),                                             (4.23) 

δειαδή φια ηα ζεκεία πνπ απνηεινχλ ην ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ Brualdi ηνπ πίλαθα Α είλαη ηδηνηηκέο 

θάπνηνπ πίλαθα πνπ αλήθεη ζηελ θιεηζηφηεηα ηεο θιάζεο Brualdi ηνπ πίλαθα Α θαη επηπιένλ φιεο νη 

ηδηνηηκέο ηεο θιεηζηφηεηαο ηεο θιάζεο Brualdi αλήθνπλ ζην θάζκα ηεο θιεηζηφηεηαο ηεο δηεπξπκέλεο 

θιάζεο Brualdi ηνπ πίλαθα Α, ην νπνίν ηζνχηαη κε ην ζχλνιν Brualdi ηνπ Α. 

 

Παπαηήπηζη 4.2.6. Απφ ην Θεψξεκα 4.2.5 είλαη εκθαλέο φηη ηα θάζκαηα ησλ πηλάθσλ πνπ αλήθνπλ 

ζηελ θιάζε ˆ  (     A) είλαη ππθλά ζην ζχλνιν Brualdi Β(Α). πλεπψο δελ πθίζηαηαη πιένλ θάπνην επηπιένλ 

πεξηζψξην βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζρέζεο (4.23). 

 

Μεηαμχ ηνπ Θεσξήκαηνο 4.2.5 θαη ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.16 ππάξρεη κηα αλαπάληερε ζπζρέηηζε. Σν  

ζεψξεκα ηνπ Varga ζε ζπλδπαζκφ κε ην Θεψξεκα 3.3.16 καο ππνδεηθλχεη φηη γηα θάζε κηγαδηθφ πίλαθα 

Α ππάξρεη θάπνηνο πίλαθαο ̂  πνπ λα αλήθεη ζηε Brualdi θιάζε ηνπ Α θαη φινη νη ιεκλίζθνη Brualdi 

ηνπ ̂ λα δηέξρνληαη απφ κηα ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα ̂ .  

 

  Έπεηηα, ην Θεψξεκα 3.3.16 δε καο θαζνδεγεί ζηελ εχξεζε κηαο ηδηνηηκήο, αιιά ζηελ γξαθηθή 

επαιήζεπζή ηνπ ρσξίνπ Brualdi. Αληηζέησο, ην Θεψξεκα 4.2.5 καο επηηξέπεη έκκεζα λα ηξνπνπνηήζνπκε 

ηνλ αξρηθφ καο κε ππνβηβάζηκν πίλαθα Α ζε θάπνηνλ πίλαθα ̂ ∈  )A( , φπνπ ν λένο απηφο πίλαθαο 

πεξηέρεη θάπνηνλ αζζελή ή θάπνηνπο αζζελείο θχθινπο θαη επνκέλσο δελ είλαη κε ππνβηβάζηκνο. Οη 

πεξηπηψζεηο πνπ ζπληζηάηαη λα αθνινπζήζνπκε ηε δηαδηθαζία απηή δελ είλαη θαη ιίγεο, θαζψο πνιιέο 

θνξέο ν αξρηθφο πίλαθαο δελ έρεη θάπνηα πξνθαλή ηδηνηηκή. Έηζη πνιιέο θνξέο σθειεί λα ζπζηάζνπκε ηελ 

ρξήζηκε ηδηφηεηα ηεο κε ππνβηβαζηκφηεηαο, λα επηιέμνπκε έλαλ πίλαθα ̂ ∈  )A( κε φζν πην απινχο 

θαη ελδερνκέλσο επαλαιακβαλφκελνπο ιεκλίζθνπο Brualdi γίλεηαη, λα βξνχκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα    

̂  θαη ηειηθψο λα ειέγμνπκε αλ νη ηδηνηηκέο ηνπ ̂ είλαη ηαπηνρξφλσο θαη ηδηνηηκέο ηνπ Α.  

 Μπνξεί ε παξαπάλσ δηαδηθαζία λα θαληάδεη καθξνζθειήο θαη ρξνλνβφξα, αιιά ππάξρνπλ 

πεξηπηψζεηο πνπ απινπζηεχεη ηδηαίηεξα ην ρσξίν εγθιεηζκνχ ηδηνηηκψλ, ζκηθξχλνληαο ην αηζζεηά. Απηφ 

ζπκβαίλεη ζε πεξηπηψζεηο πνπ ππάξρνπλ πνιινί ιεκλίζθνη Brualdi κε δηαθνξεηηθέο εζηίεο θαη 

πνιιαπιφηεηα έλα, ή ζηελ πεξίπησζε πνπ εκθαλίδεηαη θάπνηνο ιεκλίζθνο Brualdi κεγάιεο ηάμεο θαη κε 

πνιχ κεγάιε αθηίλα ζε ζρέζε κε ηνπο ππφινηπνπο. 
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Παξφια απηά, ε κεζνδνινγία απηή δε καο εμαζθαιίδεη πάληα θάπνηα ηδηνηηκή γηα ηνλ αξρηθφ καο πίλαθα. 

Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε πεξίπησζε κε ηνλ ηξηδηαγψλην πίλαθα Α7 πνπ κειεηήζακε θαη λσξίηεξα. 

 

Παξάδεηγκα: Τπελζπκίδνπκε φηη ν ηξηδηαγψληνο πίλαθαο Α7 είλαη ν 

                                                Α7 = 

[
 
 
 
 
 
2 −1 0 ⋯ ⋯ 0
−1 2 −1 ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ −1 2 −1
0 ⋯ ⋯ 0 −1 2]

 
 
 
 
 

. 

Ο πίλαθαο απηφο γλσξίδνπκε απφ ηελ §4.1 φηη γηα n≥4 έρεη ζχλνιν Brualdi ίζν κε Β(Α) = { z C : |z − 

2|
 
≤ 2}. Μπνξνχκε λα δείμνπκε εχθνια πσο ην ζεκείν z = 0 δελ είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α7, θαζψο 

βάζεη ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.16 αλ ίζρπε φηη ην κεδέλ είλαη ηδηνηηκή, ζα έπξεπε ηφηε λα δηέξρνληαη θαη φινη 

νη ιεκλίζθνη Brualdi απφ ην κεδέλ, θαζψο ην κεδέλ αλήθεη ζην ∂Β(Α). 

Με ζρεηηθή επθνιία φκσο, κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ πίλαθα πνπ λα αλήθεη ζηελ θιάζε Brualdi ηνπ Α7 

θαη κία απφ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ λα είλαη ην κεδέλ. Καη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν ηζρχεη ηφζν ην ζεψξεκα ηνπ Varga, 

φζν θαη ην Θεψξεκα 3.3.16. Η ελδεδεηγκέλε θίλεζε είλαη λα απνθιείζνπκε ηνπο θφκβνπο v1 θαη vn 

θαζψο νη αληίζηνηρεο γξακκέο έρνπλ κηθξφηεξν άζξνηζκα γξακκήο ζε ζρέζε κε φιεο ηηο ππφινηπεο 

γξακκέο ηνπ πίλαθα. Δπηηπγράλνληαο ην απηφ, πξνθχπηνπλ απφ ην θαηεπζπλφκελν γξάθεκα ηνπ λένπ 

πίλαθα ̂ ∈ )A(  ιεκλίζθνη Brualdi κε ίδηα εζηία θαη ίδηα αθηίλα. Πξφθεηηαη ελ νιίγνηο γηα έλαλ κφλν 

ιεκλίζθν Brualdi (δίζθν εδψ) κε πνιιαπιφηεηα n-3 (εμνχ θαη ε πξνυπφζεζε λα ηζρχεη n≥4). 

Πιένλ ν πίλαθαο έρεη κηα πην θηιηθή κνξθή θαη λα κπνξεί εχθνια, αθφκα θαη απφ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

νξίδνπζαο ηνπ πίλαθα, λα δεηρζεί φηη 0 ∈ σ( ̂ ). Άξα κφιηο δείμακε κε έλα αληηπαξάδεηγκα φηη φπσο ήηαλ 

αλακελφκελν, ε παξαπάλσ κεζνδνινγία δε καο νδεγεί πάληα ζην επηζπκεηφ απνηέιεζκα. 

 

Παξάδεηγκα 2: Έζησ ν πίλαθαο  

                                          Α20  =  

1

32

4

5

iζ

iζiζ

iζ

iζ

1   e   0  0

s 1
e     i     (2 -s ) e  0

2 2

0   0  1    e

  e 0   0 -i

 
 
 
 
 


 
 
 

 , 

φπνπ πξέπεη λα ηζρχεη 0 < s < 1, ελψ νη  5
i=1i{ζ } είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί ζην δηάζηεκα [0, 2π]. Δίλαη 

εκθαλέο φηη ν πίλαθαο Α20 είλαη κε ππνβηβάζηκνο, κε ην ζχλνιν θχθισλ ησλ λα είλαη ην C(Α20) = (1 2) ∪ 

(1 2 3 4). Δπηπιένλ γηα ηα αζξνίζκαηα γξακκψλ ηζρχεη  ri(Α20) = 1, ∀ 1 ≤ i ≤ 4. 

Γηα ην ζχλνιν Brualdi ηζρχεη φηη Β(Α) = Βγ1
(Α20) ∪ Βγ2

(Α20), φπνπ 

   1 2

4
20 20   :  z  1 z  i  1{ z  | || | }  θαη   :  z  1 { z  | | } 1

 

C C            .

     
(4.24)

 

Οη δχν ιεκλίζθνη θαίλνληαη ζηελ Δηθφλα 4.5, φπνπ ν Βγ
2
(Α20) έρεη ζρήκα ηεηξάθπιινπ ηξηθπιιηνχ. 

Σξέρνληαο ηνλ πίλαθα Α20 γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ s ∈ (0,1) θαη ησλ  5
i=1i{ζ }  παξαηεξνχκε φηη νη εθάζηνηε 

ηδηνηηκέο ηνπ ηείλνπλ λα γεκίζνπλ ην ζχλνιν Brualdi Β(Α20), θάηη πνπ θαίλεηαη πεξίηξαλα θαη ζηελ 

Δηθφλα 4.6.
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Δηθόλα 4.5: Οη ιεκλίζθνη Brualdi Βγ1
(Α20) και Βγ2

(Α20) ηνπ πίλαθα Α20. 

 

Δίδακε πξνεγνπκέλσο φηη ην ζεψξεκα ηνπ Varga θαη ην Θεψξεκα 3.3.16 έρνπλ ζπκπιεξσκαηηθφ ξφιν 

ην έλα σο πξνο ην άιιν. Παξά ηαχηα ηζρχεη θάηη αξθεηά παξάδνμν. Γλσξίδνπκε απφ ην Θεψξεκα 3.3.16 

φηη γηα λα είλαη έλα ζεκείν πνπ αλήθεη ζην ζχλνξν ηνπ ζπλφινπ Brualdi ηδηνηηκή, ππάξρεη ε αλαγθαία 

ζπλζήθε λα δηέξρνληαη φινη νη ιεκλίζθνη Brualdi απφ απηφ. Δληνχηνηο, ην z = 0 είλαη ην κνλαδηθφ θνηλφ 

ζεκείν ησλ ∂Βγ1(Α20) θαη ∂Βγ2(Α20). 

Απελαληίαο, ην Θεψξεκα 4.2.5 καο νδεγεί έλα αληηθαηηθφ απνηέιεζκα, θαζψο θάζε ζηνηρείν ηνπ ∂Β(Α20) 

είλαη ηδηνηηκή θάπνηνπ πίλαθα πνπ αλήθεη ζην )A( . Η δηαθνξά βέβαηα έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ην 

Θεψξεκα 3.3.16 αλαθέξεηαη ζε έλαλ ζπγθεθξηκέλν πίλαθα, ηνλ Α20, ηε ζηηγκή πνπ ην Θεψξεκα 4.2.5 

απεπζχλεηαη ζε φινπο ηνπο πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζηελ θιεηζηφηεηα ηνπ ωΒ(Α20). 

 

                                          
 

Δηθόλα 4.6: Τπραίεο ηδηνηηκέο ηνπ Β(Α20) γηα δηάθνξεο ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ.  
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