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Περίληψη

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής είναι η παρουσίαση του Θεωρήµατος Choquet-Kendall.
Αν pX,P q διατεταγµένος χώρος και B ϐάση του generating κώνου P , τότε το Θεώρηµα
Choquet-Kendall διαβεβαιώνει ότι ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν το
B είναι simplex, συνδέει δηλαδή τη lattice δοµή ενός διατεταγµένου χώρου µε γεωµετρικές
ιδιότητες της ϐάσης του. Επίσης αποδεικνύουµε δύο ισοδύναµους χαρακτηρισµούς του
ϑεωρήµατος αυτού µέσω ολοκληρωτικής αναπαράστασης, κάνοντας κάποιες επιπλέον υ-
ποθέσεις για τη ϐάση B. Συγκεκριµένα, ο πρώτος ισοδύναµος χαρακτηρισµός λέει ότι αν
pX,P q τοπικά κυρτός διατεταγµένος χώρος και B συµπαγής και µετρικοποιήσιµη ϐάση
του generating κώνου P , τότε ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για
κάθε σηµείο x της ϐάσης B υπάρχει µοναδικό Radon µέτρο πιθανότητας που αναπαριστά
το x και το οποίο ϕέρεται στο σύνολο extB, ενω ο δεύτερος ότι αν pX,P q τοπικά κυρτός
διατεταγµένος χώρος και B συµπαγής ϐάση του generating κώνου P , τότε ο pX,P q είναι
γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για κάθε σηµείο της ϐάσης B υπάρχει µοναδικό
συνοριακό µέτρο πιθανότητας που το αναπαριστά. Παράλληλα παρουσιάζουµε ένα πλήθος
εννοιών της Θεωρίας Choquet µε ιδιαίτερη έµφαση στη διάταξη Choquet και τα µεγιστικά
και συνοριακά µέτρα.

Abstract

The subject of this thesis is to present the Choquet-Kendall theorem. Let pX,P q be an
ordered space and B a base of the generating cone P . The Choquet-Kendall theorem
states that pX,P q is a lattice if and only if B is a simplex. We also formulate and prove
two characterizations of the theorem in question using integral representation theory
and a few more assumptions concerning the base B. The first one states that if pX,P q
is a locally convex ordered space and B a compact and metrizable base of the generating
cone P , then pX,P q is a vector lattice if and only if for each x P B there exists a unique
Radon probability measure µ which represents x and is carried by the set of extreme
points of B. The second one states that if pX,P q is a locally convex ordered space and
B a compact base of the generating cone P , then pX,P q is a vector lattice if and only
if for each x P X there exists a unique boundary measure on B which represents x.
We also present numerous notions of the Choquet theory with special attention to the
Choquet ordering and the notions of maximal and boundary measures.
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Πίνακας Συµβόλων

AcpXq το σύνολο των αφφινικών συνεχών συναρτήσεων από το
X στο R

AcpX;Eq το σύνολο των περιορισµών των αφφινικών συνεχών
συναρτήσεων του E στο X � E

εx το µέτρο Dirac στο σηµείο x
extX τα ακραία σηµεία του συνόλου X
f̂ ο άνω ϕάκελος της συνάρτησης f
f̌ ο κάτω ϕάκελος της συνάρτησης f
Fx η έδρα που παράγεται από το σηµείο x
KcpXq το σύνολο των συνεχών κυρτών συναρτήσεων από το X

στο R
MpXq ο χώρος των προσηµασµένων µέτρων Radon του

συνόλου X
M�pXq ο χώρος των ϑετικών µέτρων Radon του συνόλου X
M1pXq ο χώρος των Radon µέτρων πιθανότητας του συνόλουX
MbndpXq ο χώρος των συνοριακών προσηµασµένων µέτρων

Radon του συνόλου X
M�

bndpXq ο χώρος των συνοριακών ϑετικών µέτρων Radon του
συνόλου X

M1
bndpXq ο χώρος των συνοριακών Radon µέτρων πιθανότητας του

συνόλου X
N pXq ο χώρος των γενικευµένων αφφινικών εξαρτήσεων του

συνόλου X
rpµq το ϐαρύκεντρο του µέτρου µ
sptpµq ο ϕορέας του µέτρου µ
SpX,P, eq το σύνολο των καταστάσεων του διατεταγµένου χώρου

µε µονάδα pX,P, eq
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το αντικείµενο της εργασίας αυτής αποτελούν δύο ϐασικά, και ϕαινοµενικά άσχετα µεταξύ
τους, ερωτήµατα:

Ερώτηµα 1: ΄Εστω E τοπικά κυρτός χώρος, X � E συµπαγές και κυρτό, x P X και µ
µέτρο πιθανότητας στο X. Το µ αναπαριστά το σηµείο x αν

fpxq �

»
X
fdµ, @f P E�.

Ισχύει ότι για κάθε x P X υπάρχει µέτρο πιθανότητας του X που αναπαριστά το x
και το οποίο να ϕέρεται στο extX;

Ερώτηµα 2: ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος, P � P � X και B ϐάση του P . Να
διατυπωθούν συνθήκες για το B οι οποίες ϑα είναι ικανές και αναγκαίες για να
καθιστούν τον pX,P q γραµµικό σύνδεσµο.

Το κεφάλαιο 2 είναι αφιερωµένο εξ’ ολοκλήρου σε εισαγωγικές έννοιες ανάλυσης, ϑεω-
ϱίας µέτρου, τοπολογίας και διατεταγµένων χώρων.

Στις παραγράφους 3.1 και 3.2 διατυπώνονται οι ϑεµελιώδεις έννοιες της ϑεωρίας Cho-
quet, η οποία προσπαθεί να δώσει απάντηση στο Ερώτηµα 1. ∆είχνουµε ότι κάθε µέτρο έχει
µοναδικό ϐαρύκεντρο και αντίστροφα, ότι κάθε σηµείο αποτελεί το ϐαρύκεντρο κάποιου
µέτρου που ϕέρεται στο extX. Θα χρειαστεί να κάνουµε την επιπλέον υπόθεση ότι το
σύνολο X είναι µετρικοποιήσιµο για να δώσουµε καταφατική απάντηση στο Ερώτηµα 1.
Το ϑεώρηµα αυτό αποδεικνύεται στην υποπαράγραφο 4.3.2. Επίσης, αποδεικνύουµε το
Θεώρηµα Bauer, σύµφωναµε το οποίο τα ακραία σηµεία του X είναι ακριβώς αυτά για τα
οποία το µοναδικό µέτρο που τα αναπαριστά είναι το µέτρο Dirac.

Στην παράγραφο 3.3 ορίζουµε την έννοια των εκτεθειµένων σηµείων και αναφέρουµε
κάποια ϐασικά αποτελέσµατα σχετικά µε αυτά. Στην παράγραφο 3.4 εξετάζουµε την ακραί-
α δοµή, µε έµφαση στα µετρικά κυρτά σύνολα, δηλαδή σύνολα για τα οποία το ϐαρύκεντρο
κάθε µέτρου το οποίο ϕέρουν εξακολουθεί να ανήκει σε αυτά.

Στην παράγραφο 3.5 ορίζουµε τη διάταξη Choquet, ένα από τα ϐασικά εργαλεία της
ολοκληρωτικής αναπαράστασης. Η διάταξη Choquet, ελέγχει το πόσο µακριά από το

1



Εισαγωγή

ϐαρύκεντρο και πόσο κοντά στο σύνορο ενός συνόλου είναι συγκεντρωµένη η µάζα ενός
µέτρου. Μέτρα που είναι συγκεντρωµένα κοντά στο σύνορο ονοµάζονται συνοριακά µέτρα
και µελετώνται στην παράγραφο 3.6. Αποδεικνύουµε ότι αν τοX είναι συµπαγές και κυρτό
υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου, τότε για κάθε σηµείο του υπάρχει συνοριακό µέτρο
πιθανότητας στο X που το αναπαριστά.

Στις παραγράφους 4.1 και 4.2 δίνουµε µια απάντηση στο Ερώτηµα 2, διατυπώνοντας
και αποδεικνύοντας το ϑεώρηµα Choquet-Kendall: Ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος
αν και µόνο αν η B είναι simplex.

Στην παράγραφο 4.3 εξετάζουµε πώς συνδέονται µεταξύ τους τα Ερωτήµατα 1 και
2. Μέχρι το σηµείο αυτό, στο Ερώτηµα 1, µας είχε απασχολήσει µονάχα το Ϲήτηµα της
ύπαρξης ενός µέτρου µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες. ∆ιαπιστώνουµε ότι στην περίπτωση
που το µέτρο είναι επιπλέον µοναδικό, λαµβάνουµε έναν ισοδύναµο χαρακτηρισµό για το
Ερώτηµα 2.

Στην υποπαράγραφο 4.3.1 αποδεικνύουµε ότι αν ηB είναι συµπαγής και µετρικοποιή-
σιµη, τότε ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για κάθε σηµείο του B
υπάρχει µοναδικό µέτρο πιθανότητας που το αναπαριστά και το οποίο ϕέρεται στο σύνολο
extB. Στην υποπαράγραφο 4.3.2 αφαιρούµε την υπόθεση της µετρικοποιησιµότητας και
αποδεικνύουµε ότι ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για κάθε σηµείο
του B υπάρχει µοναδικό συνοριακό µέτρο πιθανότητας που το αναπαριστά. Κλείνουµε την
εργασία µε την παράγραφο 4.3.3, εξασθενώντας την υπόθεση περί συµπάγειας του B και
αναφέροντας κάποιους γνωστούς ισοδύναµους χαρακτηρισµούς στην περίπτωση αυτή.
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Κεφάλαιο 2

Βασικές έννοιες

2.1 Κυρτή Ανάλυση

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω Y διανυσµατικός χώρος και X � Y . Το X ονοµάζεται κυρτό αν για
κάθε x, y P X και κάθε λ P p0, 1q το z � λx� p1� λqy ανήκει στο X.

Ορισµός 2.1.2. ΄Εστω Y διανυσµατικός χώρος καιX � Y κυρτό. Μια συνάρτηση f : X Ñ
R ονοµάζεται αφφινική αν για κάθε x, y στο X και για κάθε λ P r0, 1s, ισχύει :

fpλx� p1� λqyq � λfpxq � p1� λqfpyq. (2.1.1)

Θα συµβολίζουµε µε AcpXq το σύνολο των αφφινικών, συνεχών συναρτήσεων µε πεδίο
ορισµού το σύνολο X.

Μια συνάρτηση f : X Ñ R ονοµάζεται κυρτή αν για κάθε x, y στο X και για κάθε
λ P r0, 1s, ισχύει :

fpλx� p1� λqyq ¤ λfpxq � p1� λqfpyq. (2.1.2)

Θα συµβολίζουµε µε KcpXq το σύνολο των κυρών, συνεχών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού
το σύνολο X.

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω X κυρτό σύνολο. ΄Ενα σηµείο x P X ονοµάζεται ακραίο σηµείο του
X αν για κάθε y, z P X µε λy�p1�λqz � x για κάποιο λ P p0, 1q, έπεται ότι y � z � x. Θα
συµβολίζουµε µε extX το σύνολο των ακραίων σηµείων του συνόλου X. ΄Ενα υποσύνολο
του F � X, ονοµάζεται ακραίο αν για κάθε x, y P X µε λx � p1 � λqy P F για κάποιο
λ P p0, 1q, έπεται ότι x, y P F.

Αν το K είναι κυρτό και ακραίο υποσύνολο του X, τότε ονοµάζεται έδρα (face) του X.
Αν K � X, τότε ορίζουµε ως έδρα που παράγεται από το K, τη µικρότερη έδρα του X

που περιέχει το K:

faceK � XtG : K � G � X, και το G έδρα του Xu.

Η παραπάνω οικογένεια είναι µη κενή αφού το ίδιο το X είναι κυρτό και ακραίο
υποσύνολο του εαυτού του, άρα και έδρα. Επιπλέον, είναι εύκολο να δειχθεί ότι αυθαίρετες
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Βασικές έννοιες 2.2. Τοπολογία

τοµές κυρτών και ακραίων υποσυνόλων του X είναι επίσης κυρτά και ακραία υποσύνολα
του X, εποµένως το faceK είναι καλά ορισµένο.

Στην περίπτωση που το K είναι µονοσύνολο, ϑα συµβολίζουµε το facetxu µε Fx.

Ορισµός 2.1.4. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και συνάρτηση f : X Ñ r�8,8s. Η f
ονοµάζεται άνω ηµισυνεχής αν για κάθε a P R το σύνολο tx P X : fpxq   au είναι ανοικτό.
Η f ονοµάζεται κάτω ηµισυνεχής αν για κάθε a P R το σύνολο tx P X : fpxq ¡ au είναι
ανοικτό. Θα συµβολίζουµε µε KlscpXq (αντ. KuscpXq) το σύνολο των κυρτών και κάτω
(αντ. άνω) ηµισυνεχών συναρτήσεων από το X στο R.

2.2 Τοπολογία

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω X µη κενό σύνολο και T οικογένεια υποσυνόλων του. Η T ϑα
καλείται τοπολογία αν το X και το H ανήκουν στην T και επιπλέον η T είναι κλειστή στις
πεπερασµένες τοµές και τις αυθαίρετες ενώσεις. Το Ϲεύγος pX, T q ονοµάζεται τοπολογικός
χώρος.

Ορισµός 2.2.2. ΄Εστω pX, T q τοπολογικός χώρος. Λέµε ότι ο X είναι :

( i) T0, αν για κάθε x, y P X µε x � y, υπάρχει U � X ανοικτό, τέτοιο ώστε x P U και
y R U ή y P U και x R U .

( ii) T1, αν για κάθε x, y P X µε x � y, υπάρχουν U1, U2 � X ανοικτά, τέτοια ώστε x P U1,
x R U2, y P U2 και y R U1.

( iii) T2, αν για κάθε x, y P X µε x � y, υπάρχουν U1, U2 � X ανοικτά και ξένα, τέτοια
ώστε x P U1 και y P U2.

( iv) T3, αν είναι T2 και επιπλέον για κάθε x P X και F � X κλειστό µε x R F , υπάρχουν
U1, U2 � X ανοικτά και ξένα, µε x P U1 και F � U2.

(v) T4, αν είναι T2 και επιπλέον για κάθε F1, F2 � X κλειστά και ξένα, υπάρχουν U1, U2 �
X ανοικτά και ξένα, µε F1 � U1, F2 � U2.

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω pX, T q και pY,Lq τοπολογικοί χώροι. Μια συνεχής και ένα προς ένα
απεικόνιση από το X στο Y ονοµάζεται οµοµορφισµός.

Λήµµα 2.2.4. (Urysohn) ΄Εστω pX, T q τοπολογικός χώρος. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο X είναι T4,

( ii) για κάθε A,B � X κλειστά και ξένα, υπάρχει f : X Ñ r0, 1s συνεχής µε fpxq � 0,
για κάθε x P A και fpxq � 1, για κάθε x P B.

Ορισµός 2.2.5. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος.

( i) Ο X ονοµάζεται Polish, αν είναι οµοιοµορφικός µε ένα διαχωρίσιµο πλήρη µετρικό
χώρο.
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Βασικές έννοιες 2.2. Τοπολογία

( ii) ΟX ονοµάζεται Lusin, αν υπάρχει Polish χώρος Y και T : Y Ñ X συνεχής, ένα προς
ένα και επί.

( iii) Ο X ονοµάζεται Suslin αν υπάρχει Polish χώρος Y και T : Y Ñ X συνεχής και επί.

Ορισµός 2.2.6. ΄ΕστωX διανυσµατικός χώρος και T τοπολογία στονX. Ο pX, T q ονοµάζε-
ται τοπολογικός γραµµικός χώρος αν οι συναρτήσεις της πρόσθεσης

px, yq Ñ x� y

και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού

pλ, xq Ñ λx,

είναι συνεχείς συναρτήσεις από το X �X στο X και από το R�X στο X αντίστοιχα.
΄Ενας τοπολογικός γραµµικός χώρος ονοµάζεται τοπικά κυρτός αν υπάρχει ϐάση περιο-

χών του µηδενός που αποτελείται από κυρτά σύνολα.

Πρόταση 2.2.7. ΄Εστω X τοπικά κυρτός, τοπολογικός γραµµικός χώρος. Τότε ο X� δι-
αχωρίζει τα σηµεία του X, δηλαδή για κάθε x, y P X µε x � y, υπάρχει f P X� τέτοιο ώστε
fpxq � fpyq.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y P X µε x � y. Τότε ο t0u είναι κλειστός υπόχωρος του X µε
x� y R t0u. Από Θεώρηµα Hahn - Banach υπάρχει f P X� τέτοιο ώστε t0u � kerpfq και
fpx� yq � 1. ΄Αρα fpxq � 1� fpyq και συνεπώς fpxq � fpyq.

Παρατήρηση 2.2.8. Αν pX, T q τοπολογικός γραµµικός χώρος και x P X, τότε κάθε περιοχή
Vx του x γράφεται στη µορφή Vx � x� U , όπου U περιοχή του µηδενός.

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του ότι η απεικόνιση f , µε fpyq � x� y, για κάθε y P X είναι
οµοµορφισµός.

Παρατήρηση 2.2.9. Αν pX, T q τοπολογικός γραµµικός χώρος και V περιοχή του µηδενός,
τότε το V ειναι απορροφητικό σύνολο, δηλαδή για κάθε x P X, υπάρχει λ ¡ 0 τέτοιο ώστε
λx P V .

Απόδειξη. ΄Εστω x P X. Η απεικόνιση fpλ, xq � λx είναι συνεχής. Θεωρούµε την ακολου-

ϑία
�

1

n
, x



η οποία συγκλίνει στο p0, xq. Λόγω συνέχειας ϑα πρέπει f

�
1

n
, x



Ñ fp0, xq �

0 �x � 0. ΄Αρα
1

n
xÑ 0 και υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε

1

n
x P V , για κάθε n ¥ n0. Θέτουµε

λ �
1

n0
και έχουµε ότι λx P V .

Θεώρηµα 2.2.10. (Krein-Milman) ΄Εστω X τοπικά κυρτός τοπολογικός γραµµικός χώρος
και H � K � X συµπαγές και κυρτό. Τότε K � coextX.
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

Πρόταση 2.2.11. ΄Εστω X συµπαγής τοπολογικός χώρος, Y T2 τοπολογικός χώρος και
T : X Ñ Y συνεχής, ένα προς ένα και επί. Τότε η T αµφισυνεχής και συνεπώς η T
οµοµορφισµός.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η T είναι ανοικτή απεικόνιση, ή ισοδύναµα ότι για κάθε
F � X κλειστό τότε και το T pF q � Y είναι επίσης κλειστό. Πράγµατι το F κλειστό
υποσύνολο συµπαγούς χώρου, άρα συµπαγές, η T συνεχής, εποµένως το T pF q συµπαγές
υποσύνολο του Y . ΄Οµως ο Y είναι T2 και τα συµπαγή υποσύνολα χώρων Hausdorff είναι
κλειστά.

2.3 Θεωρία Μέτρου

Ορισµός 2.3.1. ΄ΕστωX σύνολο καιA µη κενή κλάση υποσυνόλων τουX. ΗA ονοµάζεται
άλγεβρα υποσυνόλων του X αν είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες ενώσεις και τα
συµπληρώµατα, δηλαδή για κάθε A, B P A,

AYB P A και

Ac P A.

Αν επιπλέον η A είναι κλειστή ως προς τις αριθµήσιµες ενώσεις, τότε ονοµάζεται σ-άλγεβρα.

Ορισµός 2.3.2. ΄Εστω σύνολο X και A µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του X. Ονοµάζουµε
µέτρο µ µια απεικόνιση µ : AÑ r0,�8s για την οποία ισχύουν :

(α΄) µpHq � 0,

(ϐ΄) για κάθε ακολουθία ξένων στοιχείων tAnunPN της σ-άλγεβραςA, ισχύει ότιµ

�
8¥
n�1

An

�
�

8̧

i�1

µpAnq, δηλαδή η µ είναι σ-αθροιστική.

Το Ϲεύγος pX,Aq ονοµάζεται µετρήσιµος χώρος, ενώ η τριάδα pX,A, µq, χώρος µέτρου, τα
δε στοιχεία της A µετρήσιµα σύνολα. Αν το σύνολο τιµών της µ είναι ολόκληρο το R, τότε
το µέτρο µ ονοµάζεται προσηµασµένο µέτρο. Κάθε προσηµασµένο µέτρο µ µπορεί να γραφεί
σαν διαφορά µ � µ� � µ�, όπου τα µ� και µ� είναι ϑετικά πεπερασµένα µέτρα.

Αν µ προσηµασµένο µέτρο, ορίζουµε ως κύµανση του µ, το µέτρο |µ| για το οποίο :

|µ|pAq � sup
! 8̧

n�1

|µpAnq| :
8¥
n�1

An � A
)
.

Για κάθε A P A, ισχύει ότι |µ|pAq � µ�pAq � µ�pAq.

Ορισµός 2.3.3. ΄Εστω pX,A, µq χώρος µέτρου.
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

(α΄) Αν µpXq   8, τότε το µ λέγεται πεπερασµένο µέτρο.

(ϐ΄) Αν µpXq � 1, τότε το µ λέγεται µέτρο πιθανότητας.

(γ΄) Αν υπάρχει ακολουθία tAnunPN της A τέτοια ώστε X �
8¤
n�1

An και µpAnq   8 για

κάθε n P N, τότε το µ λέγεται σ-πεπερασµένο µέτρο.

Ορισµός 2.3.4. ΄Εστω pX,A, µq χώρος µέτρου. Μια συνάρτηση f : X Ñ R ονοµάζεται
µετρήσιµη, αν για κάθεU � R ανοικτό το σύνολο f�1pUq είναι µετρήσιµο, δηλαδή f�1pUq P
A.

Ορισµός 2.3.5. ΄Εστω pX,A, µq χώρος µέτρου και A P A. Λέµε ότι το µέτρο µ ϕέρεται από
το σύνολο A, αν µpAcq � 0.

Ορισµός 2.3.6. ΄Εστω pX,A, µq χώρος µέτρου και Y � X. Τότε η κλάση:

A|Y � tAX Y : A P Au,

είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Y . Η A|Y ϑα ονοµάζεται ο περιορισµός της σ-άλγεβρας
A στο σύνολο Y . Αν επιπλέον Y P A, τότε µπορούµε να ορίσουµε ένα µέτρο µ|Y : A|Y Ñ
r0,�8s µε

µ|Y pAX Y q � µpAq.

Το µέτρο µ|Y ονοµάζεται ο περιορισµός του µέτρου µ στο Y .

Ορισµός 2.3.7. Ο χώρος µέτρου pX,A, µq ονοµάζεται πλήρης αν για κάθε A P A µε
µpAq � 0 έπεται ότι κάθε N � A ανήκει και αυτό στην A και συνεπώς µpNq � 0.

Θεώρηµα 2.3.8. (Ανάλυσης του Jordan) Κάθε προσηµασµένο µέτρο µ γράφεται ως δι-
αφορά δύο ϑετικών πεπερασµένων µέτρων µ � µ1�µ2. Επιπλέον τα µ1 και µ2 δίνονται από
τις :

µ1pAq � suptµpBq : B � A,B P Au,
µ2pAq � supt�µpBq : B � A,B P Au.

Ορισµός 2.3.9. ΄Εστω pX,A, µq χώρος µέτρου και ν : AÑ p�8,8s σ-αθροιστική απεικό-
νιση. Αν για κάθεA P A µε µpAq � 0 έπεται ότι νpAq � 0, τότε λέµε ότι η ν είναι οµοιόµορφα
συνεχής ως προς το µέτρο µ και το συµβολίζουµε ως ν ! µ.

Θεώρηµα 2.3.10. (Radon-Nikodym) ΄Εστω pX,A, µq χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και
ν : A Ñ R σ-αθροιστική συνάρτηση. Αν ν ! µ, τότε υπάρχει f P L1pµq τέτοια ώστε

νpAq �

»
A
fdµ, για κάθε A P A.
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

2.3.1 Μέτρα Radon

Ορισµός 2.3.11. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής, A σ-άλγεβρα που περιέχει τα
σύνολα Borel του X και µ : AÑ r0,8s σ-αθροιστική, τέτοια ώστε :

(α΄) µpKq   8, για κάθε K � X συµπαγές,

(ϐ΄) µpAq � suptµpKq : K � A, K συµπαγέςu, @A P A,

(γ΄) ο pX,A, µq πλήρης χώρος µέτρου.

Τότε το µ ονοµάζεται µέτρο Radon.

Ορισµός 2.3.12. ΑνX τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής, συµβολίζουµε µε MpXq τον χώρο
των προσηµασµένων µέτρων Radon, µε M�pXq τον χώρο των ϑετικών µέτρων Radon και
µε M1pXq τον χώρο των Radon µέτρων πιθανότητας.

Πόρισµα 2.3.13. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής και pX,A, µq χώρος µέτρου. Το
µέτρο Dirac εx που ορίζεται ως εξής : Για κάθε A P A,

εxpAq �

#
1 αν x P A

0 αν x R A,

είναι µέτρο Radon.

Απόδειξη.

(α΄)

εxpKq �

#
1 αν x P K
0 αν x R K.

΄Αρα εxpKq   8, για κάθε K � X συµπαγές.

(ϐ΄) ΄Εστω A P A.

• Αν x P A, τότε το µονοσύνολο txu είναι συµπαγές µε εxptxuq � 1, άρα:

suptµpKq : K � A, K συµπαγέςu � 1 � εxpAq.

• Αν x R A, τότε x R K, και συνεπώς εxpKq � 0, για κάθε K � A συµπαγές.
Επιπλέον το σύνολο tµpKq : K � A, K συµπαγέςu είναι διάφορο του κενού
αφού το κενό ανήκει σε αυτό. ΄Αρα:

suptµpKq : K � A, K συµπαγέςu � 0 � εxpAq.

(γ΄) ΄Εστω A P A µε εxpAq � 0. Τότε x R A, εποµένως x R B, για κάθε B � A και άρα
εxpBq � 0, δηλαδή ο χώρος είναι πλήρης.
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

Πρόταση 2.3.14. ΑνK συµπαγής χώρος, τότε το M1pKq είναι συµπαγές και κυρτό υποσύ-
νολο του MpKq και extM1pKq � tεx : x P Ku.

Απόδειξη. Η µοναδιαία µπάλα BMpKq είναι *-συµπαγής (ϐλ. Θεώρηµα αναπαράστασης
του Riesz), εποµένως το σύνολο

M1pKq � tµ P BMpKq : µ ¥ 0, µp1q � 1u

είναι *-συµπαγές.
Αν µ1, µ2 P M1pKq και λ P p0, 1q, τότε pλµ1 � p1 � λqµ2qpKq � λ � p1 � λq � 1.

Επιπλέον το µέτρο λµ1 � p1� λqµ2 είναι µέτρο Radon, άρα το M1pKq κυρτό.
Αν x P K και εx � λµ � p1 � λqν, τότε εxptxuq � 1 � λµptxuq � p1 � λqνptxuq, άρα

µptxuq � νptxuq � 1 και µ � ν � εx, δηλαδή εx P extM1pKq. Αν µ P M1pKq και το
µ δεν είναι µετρο Dirac, τότε υπάρχει x P K µε 0   µptxuq   1. Θέτουµε ν � µ|txu,
λ � µ|Kztxu. Τότε

µ � µptxuq
ν

µptxuq
� µpKztxuq

λ

µpKztxuq
,

άρα µ R extM1pKq.

Παρατήρηση 2.3.15. Το σύνολο των κυρτών συνδυασµών των µέτρων Dirac είναι πυκνό
στον M1pKq.

Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση το M1pKq είναι συµπαγές και κυρτό, οπότε
από Θεώρηµα Krein - Milman µπορεί να γραφεί ως η κλειστή κυρτή ϑήκη των ακραίων
σηµείων του:

M1pKq � coextM1pKq � cotεx : x P Ku. (2.3.1)

Ορισµός 2.3.16. ΄ΕστωX τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής και pX,A, µq χώρος µέτρου µε το
µ µέτρο Radon. Τότε ορίζουµε το ϕορέα (support) του µ να είναι :

sptpµq
def
� XtF � X : F κλειστό και µpF cq � 0u. (2.3.2)

Αποδεικνύεται εύκολα ότι

sptpµq � Xz Y tG : G � X ανοικτό, µε µpGq � 0u (2.3.3)
� tx P X : µpUxq ¡ 0, για κάθε Ux P Upxqu. (2.3.4)
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

Πρόταση 2.3.17. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής και pX,A, µq χώρος µέτρου µε
το µ µέτρο Radon. Τότε το σύνολο U � YtG � X : G ανοικτό και µpGq � 0u έχει µέτρο
µηδέν.

Απόδειξη. ΄Εστω K � U συµπαγές.

K �
¤
G�X
µpGq�0

G ñ

K �
n¤
i�1

Gi ñ

µpKq ¤ µ

�
n¤
i�1

Gi

�
¤

ņ

i�1

µpGiq � 0.

΄Αρα µpUq � suptµpKq : K συµπαγές,K � Uu � 0.

Πόρισµα 2.3.18. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής και pX,A, µq χώρος µέτρου µε
το µ µέτρο Radon. Τότε µpsptpµqq � µpXq και µpsptpµqcq � 0. ΄Αρα το µέτρο µ ϕέρεται από
το σύνολο sptpµq.

Πρόταση 2.3.19. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής και A σ-άλγεβρα υποσυνόλων
του X. ΄Εστω επίσης µ, ν µέτρα Radon στο pX,Aq. Τότε sptpµ� νq � sptpµq Y sptpνq.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα:

A � tG � X : µpGq � νpGq � 0u

B � tG � X : µpGq � 0u

C � tG � X : νpGq � 0u.

Τότε G P A ðñ G P B X C. ΄Οµως:

sptpµ� νq � Ac � pB X Cqc � Bc Y Cc � sptpµq Y sptpνq.

Παρατήρηση 2.3.20. ΄ΕστωX T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος. Τότε για κάθε x P X για
το µέτρο Dirac εx ισχύει ότι sptpεxq � txu.

Απόδειξη.

z P sptpεxq ðñ εxpUzq ¡ 0, για κάθε Uz P Upzq
ðñ εxpUzq � 1, για κάθε Uz P Upzq
ðñ x P Uz, για κάθε Uz P Upzq.

΄Οµως ο χώρος είναι T2, εποµένως z � x γιατί σε αντίθετη περίπτωση ϑα υπήρχαν Ux, Uz
ανοικτές περιοχές των x και z αντίστοιχα, ξένες µεταξύ τους.
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Βασικές έννοιες 2.3. Θεωρία Μέτρου

Ορισµός 2.3.21. ΄ΕστωX τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής χώρος καιA � X. ΤοA ονοµάζε-
ται καθολικά µετρήσιµο (universally measurable) αν είναι µ - µετρήσιµο για κάθε Radon
µέτρο µ του X.

Αν Y τοπολογικός χώρος και f : X Ñ Y , η f ονοµάζεται καθολικά µετρήσιµη απει-
κόνιση αν το σύνολο f�1pUq είναι καθολικά µετρήσιµο υποσύνολο του X για κάθε U � Y
ανοικτό.

2.3.2 ∆ιανυσµατικά µέτρα

Ορισµός 2.3.22. ΄Εστω pY,Aq µετρήσιµος χώρος και X χώρος Banach. Μια απεικόνιση
T : AÑ X για την οποία ισχύουν :

( i) T pHq � 0,

( ii) T

�
8¥
n�1

An

�
�

8̧

n�1

T pAnq, για κάθε ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων pAnqnPN � A,

ονοµάζεται διανυσµατικό µέτρο.

Ορισµός 2.3.23. ΄Εστω pY,Aq µετρήσιµος χώρος, X χώρος Banach και T : A Ñ X
διανυσµατικό µέτρο. Ορίζουµε ως κύµανση του T το µέτρο |T | για το οποίο

|T |pAq � sup
! ķ

n�1

||T pAnq|| :
k¥

n�1

An � A
)
.

∆ιανυσµατικά µέτρα T για τα οποία ισχύει ότι |T |pY q   8 ονοµάζονται µέτρα ϕραγµένης
κύµανσης.

Ορισµός 2.3.24. ΄Εστω pY,A, µq χώρος µέτρου και X χώρος Banach. Μια διανυσµατική
συνάρτηση g : Y Ñ X της µορφής

gpsq �
ņ

i�1

biIEipsq,

όπου bi διαφορετικά ανα δύο στοιχεία του X, Ei ανα δύο ξένα στοιχεία της A πεπερασµένου
µέτρου και IEiη χαρακτηριστική συνάρτηση των Ei, ονοµάζεται απλή.

Ορίζουµε το ολοκλήρωµα της απλής συνάρτησης gpsq �
ņ

i�1

biIEipsq ως προς µ να είναι

το διάνυσµα »
gpsqdµ �

» ņ

i�1

biIEipsqdµ �
ņ

i�1

biµpEiq.
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Αν x : Y Ñ X διανυσµατική συνάρτηση τέτοια ώστε να υπάρχει ακολουθία απλών συναρτή-

σεων xn µε

»
||xnptq � xptq||dµ ÝÑ

n,mÑ8
0 και xnptq ÝÑ

nÑ8
xptq, µ-σχεδόν παντού, τότε η x

ονοµάζεται Bochner ολοκληρώσιµη και το»
xptqdµ � lim

nÑ8

»
xnptqdµ,

ολοκλήρωµα Bochner της x.

Ορισµός 2.3.25. ΄ΕστωX χώρος Banach καιK � X κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο σύνολο.
Λέµε ότι το K έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym ως προς το χώρο πιθανότητας pY,A, µq,
αν για κάθε µ-συνεχές διανυσµατικό µέτρο T : AÑ X µε

ArpT q �
!T pEq
µpEq

: E P A, µpEq � 0
)
� K,

έπεται ότι υπάρχει f P L1pµ,Xq τέτοια ώστε

T pEq �

»
E
fdµ, @ E P A.

Αν το σύνολοK έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym ως προς κάθε χώρο πιηανότητας pY,A, µq,
τότε λέµε ότι το K έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym. Αν το K κλειστό και κυρτό υποσύ-
νολο του X, λέµε ότι το K έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym ως προς το χώρο πιθανότητας
pY,A, µq, αν κάθε κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο του K έχει την ιδιότητα Radon-
Nikodym ως προς τον pY,A, µq.

2.4 ∆ιατεταγµένοι Χώροι

2.4.1 Βάσικές έννοιες

Ορισµός 2.4.1. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος. ΄Ενα κυρτό, µη κενό υποσύνολο P του X
ονοµάζεται κώνος αν λP � P , για κάθε λ P R�. Αν επιπλέον ισχύει ότι P X p�P q � t0u,
τότε ο κώνος λέγεται οξύς.

Υπενθυµίζεται ότι αν X σύνολο, ορίζουµε ως µερική διάταξη µια αυτοπαθή, αντισυµ-
µετρική και µεταβατική σχέση πάνω στο X.

Ορισµός 2.4.2. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και ¤ µια σχέση µερικής διάταξης για την
οποία επιπλέον ισχύουν :

( i) x ¤ y ñ x� z ¤ y � z, @ z P X,

( ii) x ¤ y ñ λx ¤ λy, @λ ¥ 0.

Τότε το Ϲεύγος pX,¤q ονοµάζεται µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος.

12
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Παρατήρηση 2.4.3. Αν X διανυσµατικός χώρος και P οξύς κώνος του X, τότε µπορούµε
να ορίσουµε µια σχέση µερικής διάταξης ¤ στον X:

x ¤ y ðñ y � x P P.

Αντίστροφα, αν ο pX,¤q µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος, τότε το σύνολο των
στοιχείων του X που είναι µεγαλύτερα ή ίσα από το µηδέν αποτελούν έναν οξύ κώνο που
ονοµάζεται ϑετικός κώνος του X:

X� � tx P X : x ¥ 0u.

Συνήθως παριστούµε έναν µερικά διατεταγµένο χώρο µε pX,P q, όπου P ο ϑετικός κώνος του
X.

Πρόταση 2.4.4. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και P κώνος. Τότε spanP � P � P .

Απόδειξη. Αν x P P � P , τότε x � y � z για κάποια y, z P P , εποµένως x P spanP .

Αντίστροφα, αν x P spanP , τότε x �
ņ

i�1

λixi για κάποια λi P R και xi P P . Θέτουµε

Θ � ti : λi ¥ 0u και A � ti : λi   0u, οπότε το x γράφεται ως

x �
¸
iPΘ

λixiloomoon
y

�
¸
iPA

p�λixiqlooooomooooon
z

.

Για κάθε i � 1, . . . , n ισχύει ότι λixi P λiP � P , εποµένως y, z P P και x � y � z P
P � P .

Αν P � P � X λέµε ότι ο κώνος P είναι generating, δηλαδή παράγει τον X.

Ορισµός 2.4.5. Αν pX,P q διατεταγµένος χώρος και S υποσύνολο του X, το S ονοµάζεται
άνω κατευθυνόµενο (αντ. κάτω κατευθυνόµενο) αν για κάθε δύο στοιχεία x, y του S υπάρχει
άνω ϕράγµα (αντ. κάτω ϕράγµα) του tx, yu στο S.

Πρόταση 2.4.6. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος. Ο P παράγει τον X αν και µόνο αν ο
X είναι άνω κατευθυνόµενος.

Απόδειξη. Αν ο P παράγει τον X και x, y P X, τότε

x � x1 � x2, x1, x2 P P,

y � y1 � y2, y1, y2 P P,

µε x ¤ x1 και y ¤ y1, άρα x, y ¤ x1 � y1.
Αντίστροφα, αν ο X είναι άνω κατευθυνόµενος και x P X, τότε υπάρχει z P X µε

z ¥ x, 0, οπότε x � z � pz � xq P P � P .

13
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Ορισµός 2.4.7. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος. Ο X ονοµάζεται Αρχιµήδειος αν για
κάθε x, y P X ισχύει η συνεπαγωγή:

nx ¤ y, για κάθε n P Nñ x ¤ 0.

Ορισµός 2.4.8. Αν pX,P q διατεταγµένος χώρος, και x, y στοιχεία του X µε x ¤ y, συµ-
ϐολίζουµε µε rx, ys το διατεταγµένο διάστηµα µε άκρα τα x και y, δηλαδή

rx, ys � tz P X : x ¤ z ¤ yu.

΄Ενα σηµείο e P X ϑα ονοµάζεται διατακτική µονάδα αν για κάθε x P X υπάρχει λ P R�

τέτοιο ώστε x P r�λe, λes, ή ισοδύναµα αν X �
8¤
n�1

r�ne, nes.

Παρατήρηση 2.4.9. Αν ο διατεταγµένος χώρος pX,P q έχει διατακτική µονάδα e, τότε ο P
παράγει τον X.

Απόδειξη. ΄Εστω x P X και n0 P N τέτοιο ώστε �n0e ¤ x ¤ n0e. Τότε

x �
1

2
px� n0eq �

1

2
pn0e� xq,

µε
1

2
px� n0eq και

1

2
pn0e� xq P

1

2
P � P.

2.4.2 ∆ιατεταγµένοι χώροι µε µονάδα

Πρόταση 2.4.10. Αν pX,P q Αρχιµήδειος διατεταγµένος χώρος και e διατακτική µονάδα
του X, τότε η σχέση

||x|| � inftλ ¡ 0 : �λe ¤ x ¤ λeu (2.4.1)

ορίζει νόρµα στον pX,P q για την οποία ισχύει ότι �||x||e ¤ x ¤ ||x||e. Θα ονοµάζουµε τη
νόρµα αυτή, νόρµα επαγόµενη από τη διατακτική µονάδα e (order unit norm).

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η || � || πληροί τις τέσσερις ιδιότητες της νόρµας.

(i) ΄Εστω x P X µε ||x|| � inftλ ¡ 0 : �λe ¤ x ¤ λeu � 0. Τότε για κάθε n P N ϑα

ισχύει ότι �
1

n
e ¤ x ¤

1

n
e. Από τη δεξιά ανισότητα, και λαµβάνοντας υπ‘ όψιν µας

ότι ο X είναι Αρχιµήδειος, έχουµε ότι x ¤ 0. Από την αριστερή ανισότητα µε όµοιο
τρόπο συµπεραίνουµε ότι �x ¤ 0. ΄Αρα x � 0.

(ii) Αν x � 0, τότε �λe ¤ x � 0 ¤ λe, για κάθε λ ¡ 0, άρα ||x|| � 0.

(iii) Θα δείξουµε ότι για κάθε x P X, ισχύει ότι || � x|| � ||x||. Πράγµατι

|| � x|| � inftλ ¡ 0 : �λe ¤ �x ¤ λeu

� inftλ ¡ 0 : �λe ¤ x ¤ λeu

� ||x||.

14



Βασικές έννοιες 2.4. ∆ιατεταγµένοι Χώροι

΄Εστω a P R, a � 0. Τότε ||ax|| � || � ax|| και

1

a
||ax|| �

1

a
inftλ ¡ 0 : �λe ¤ ax ¤ λeu

�
1

a
inftλ ¡ 0 : �

λ

a
e ¤ x ¤

λ

a
eu

� inft
λ

a
: �

λ

a
e ¤ x ¤

λ

a
eu

� inftµ ¡ 0 : �µe ¤ x ¤ µeu

� ||x||,

άρα ||ax|| � a||x||, για a ¡ 0 και ||ax|| � �a||x||, για a   0, δηλαδή ||ax|| � |a|||x||,
για κάθε a � 0. Για a � 0 η σχέση αυτή εξακολουθεί να ισχύει, άρα ||ax|| � |a|||x||,
για κάθε a P R.

(iv) ΄Εστω x, y P X και λx, λy ¡ 0 τέτοια ώστε

�λxe ¤ x ¤ λxe,

�λye ¤ y ¤ λye.

Προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε �pλx�λyqe ¤ x�y ¤ pλx�λyqe, άρα ||x�y|| ¤
λx � λy, για κάθε λx P tλ ¡ 0 : �λe ¤ x ¤ λeu και λy P tλ ¡ 0 : �λe ¤ y ¤ λeu,
συνεπώς ||x� y|| ¤ ||x|| � ||y||.

Ορισµός 2.4.11. ΄Ενας Αρχιµήδειος διανυσµατικός χώροςX, διατεταγµένος από τον κώνο
P µε διατακτική µονάδα e ϑα ονοµάζεται διατεταγµένος χώρος µε µονάδα (order unit space)
και ϑα συµβολίζεται µε pX,P, eq. ΄Ενας διατεταγµένος χώρος µε µονάδα είναι χώρος µε
νόρµα· την νόρµα η οποία επάγεται από τη διατακτική µονάδα. Θα συµβολίζουµε τη νόρµα
που επάγει η διατακτική µονάδα e µε || � ||e, ή απλούστερα || � || αν δεν υπάρχει κίνδυνος
σύγχυσης.

Πρόταση 2.4.12. ΄Εστω pX,P, eq µερικά διατεταγµένος χώρος µε διατακτική µονάδα e.
Τότε ο κώνος P έχει µη κενό εσωτερικό.

Απόδειξη. Κάθε στοιχείο της µορφής ae, όπου a P R, έχει νόρµα ||ae|| � |a|||e|| � |a|.
΄Εστω a ¡ 0. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο ae ανήκει στο εσωτερικό του P .

Θεωρούµε την µπάλα B
�
ae,

a

3

	
και x ένα στοιχείο αυτής. Τότε

�
a

3
e ¤ �||ae� x||e ¤ ae� x ¤ ||ae� x||e ¤

a

3
e ñ

�
4a

3
e ¤ �x ¤ �

2a

3
e ñ

2a

3
e ¤ x ¤

4a

3
e.

΄Αρα x P P και B
�
ae,

a

3

	
� P.
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Ορισµός 2.4.13. ΄Ενας τελεστής T µεταξύ δύο διατεταγµένων χώρων pX,P q, pY, P 1q
ονοµάζεται ϑετικός αν για κάθε x P P συνεπάγεται ότι T pxq P P 1.

Ορισµός 2.4.14. ∆ύο διατεταγµένοι χώροι pX1, P1q και pX2, P2q ονοµάζονται αλγεβρικά
διατακτικά ισόµορφοι αν υπάρχει γραµµική, ένα προς ένα και επί απεικόνιση T : X1 Ñ X2,
τέτοια ώστε για κάθε x, y P X1 να ισχύει ότι

x ¤1 y ðñ Tx ¤2 Ty.

Παρατήρηση 2.4.15. Αν οι µερικά διατεταγµένοι χώροι µε µονάδα pX,P, eq και pY, P 1q
είναι αλγεβρικά διατακτικά ισόµορφοι και T ο αντίστοιχος ισοµορφισµός, τότε το στοιχείο
T peq είναι διατακτική µονάδα του Y .

Απόδειξη. ΄Εστω y P Y και x P X τέτοιο ώστε T pxq � y. Αφού το e διατακτική µονάδα
του X ϑα υπάρχει ϕυσικός n τέτοιος ώστε �ne ¤ x ¤ ne. Ο τελεστής T είναι ϑετικός,
εποµένως

T p�neq ¤ T pxq ¤ T pneq ñ

�nT peq ¤ y ¤ nT peq,

άρα το T peq διατακτική µονάδα του Y .

Πρόταση 2.4.16. ΄Εστω pX,P, eq και pY, P 1, e1q µερικά διατεταγµένοι χώροι µε µονάδα. Αν
T : X Ñ Y γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε T peq � e1, τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο T ϑετικός,

( ii) ο T ϕραγµένος µε ||T || � 1.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω x P X µε ||x|| � 1. Τότε �e ¤ x ¤ e, οπότε εφαρµόζοντας το ϑετικό τελεστή T
στην ανισότητα αυτή, έχουµε

�e1 � �T pe1q ¤ T pxq ¤ T peq � e1,

δηλαδή ||T pxq|| ¤ 1. ΄Αρα ||T || � sup
||x||�1

t||T pxq||u ¤ 1. ΄Οµως T peq � e1, άρα

||T peq|| � 1 και τελικά ||T || � 1.

(ii) ñ (i)

΄Εστω x ¥ 0 µε 0 ¤ x ¤ ||x||e. Τότε 0 ¤ ||x||e�x ¤ ||x||e, δηλαδή
������||x||e�x������ ¤ ||x||.

Εφαρµόζοντας τον ϕραγµένο τελεστή T παίρνουµε
������T p||x||e�xq������ ¤ ||x||, εποµένως :

�||x||e1 ¤ T p||x||e� xq ¤ ||x||e1

�||x||T peq ¤ T p||x||e� xq ¤ ||x||T peq

�||x||T peq ¤ ||x||T peq � T pxq ¤ ||x||T peq

�2||x||T peq ¤ �T pxq ¤ 0.
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Τελικά T pxq ¥ 0 και ο T ϑετικός.

Πόρισµα 2.4.17. ΄Εστω pX,P, eq και pY, P 1, e1q µερικά διατεταγµένοι χώροι µε µονάδα. Αν
T : X Ñ Y ένα προς ένα και επί µε T peq � e1, τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο T αλγεβρικός διατακτικός ισοµορφισµός,

( ii) ο T ισοµετρία.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

Αν ο T είναι διατακτικός ισοµορφισµός, τότε διατηρεί τη διάταξη, εποµένως, από
Πρόταση (2.4.16), είναι ϕραγµένος µε ||T || � 1.

(ii) ñ (i)

Αν ||T || � ||T�1|| � 1, τότε, πάλι από Πρόταση (2.4.16), οι τελεστές T και T�1 είναι
ϑετικοί. ΄Αρα ο T διατακτικός ισοµορφισµός.

Πόρισµα 2.4.18. ΄Εστω pX,P, eq µερικά διατεταγµένος χώρος µε µονάδα και q � 0 γραµ-
µικό συναρτησιακό του X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το q ϑετικό,

( ii) το q ϕραγµένο µε ||q|| � qpeq.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω q ϑετικό συναρτησιακό του X. Τότε qpeq � 0, αφού, αν υποθέσουµε ότι
qpeq � 0, τότε για κάθε x P X υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε �n0e ¤ x ¤ n0e.
Εφαρµόζοντας το ϑετικό q στην ανισότητα αυτή, παίρνουµε ότι qpxq � 0, για κάθε
x P X, δηλαδή q � 0 και καταλήγουµε σε άτοπο, αφού το q έχει υποτεθεί µη
µηδενικό.

Θέτουµε ppxq �
qpxq

qpeq
. Το p ϑετικό συναρτησιακό, εποµένως ||p|| � ppeq � 1, δηλαδή

||q||

|qpeq|
� ppeq � 1 και τελικά ||q|| � |qpeq| � qpeq.

(ii) ñ (i)
΄Εστω q ϕραγµένο συναρτησιακό µε qpeq � ||q||. Τότε qpeq � 0, αφού qpeq � 0 ñ
||q|| � 0 ñ q � 0, άτοπο.

Το q είναι ϑετικό αν και µόνο αν το ppxq �
qpxq

qpeq
είναι ϑετικό, αν και µόνο αν

||p|| � ppeq � 1, αν και µόνο αν
||q||

|qpeq|
� 1, αν και µόνο αν ||q|| � |qpeq|, το οποίο

ισχύει από υπόθεση. ΄Αρα το q ϑετικό.
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Ορισµός 2.4.19. ΄Εστω pX,P, eq µερικά διατεταγµένος χώρος µε µονάδα. ΄Ενα γραµµικό
συναρτησιακό p P X 1 ονοµάζεται κατάσταση (state), αν p ¥ 0 και ppeq � 1, ή ισοδύναµα αν
||p|| � ppeq � 1. Συµβολίζουµε µε SpX, eq το σύνολο των καταστάσεων του διατεταγµένου
χώρου pX,P, eq.

Παρατήρηση 2.4.20. Το σύνολο των καταστάσεων SpX, eq ενός µερικά διατεταγµένου
χώρου µε µονάδα είναι ασθενώς *-συµπαγές υποσύνολο του X�. Πράγµατι,

SpX, eq � tp P X� : ||p|| � 1u,

µε τη µοναδιαία µπάλα του X� να είναι *-συµπαγής από Θεώρηµα Alaoglu.

Πρόταση 2.4.21. ΄Εστω pX,P, eq µερικά διατεταγµένος χώρος µε µονάδα και x P X. Τα
επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) x ¥ 0,

( ii) ppxq ¥ 0, για κάθε p P SpX, eq.

Επιπλέον ||x|| � supt|ppxq| : p P SpX, equ.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

Αν x ¥ 0 και p P SpX, eq, τότε p ¥ 0, δηλαδή ppxq ¥ 0.

(ii) ñ (i)

΄Εστω x R P . Τότε lpxq � suptλ P R : λe ¤ xu   0. Ισχύει ότι B
�
x,
|lpxq|

3



� P c:

Αν y P X µε ||y � x||  
|lpxq|

3
, τότε |lpxq � lpyq| ¤

|lpxq|

3
, άρα lpyq   0 και y R P .

Το P κυρτό σύνολο, από Πρόταση (2.4.12) ο κώνος P έχει µη κενό εσωτερικό και
x P XzintP . Από Θεµελιώδες ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα υπάρχει µη µηδενικό f P X�

τέτοιο ώστε fpxq   λ ¤ fpP q. ΄Οµως 0 P P , εποµένως fpxq   0. Θέτουµε p �
f

fpeq
.

Το p είναι ϑετικό και επιπλέον ppeq �
fpeq

fpeq
� 1, άρα το p κατάσταση µε ppxq �

fpxq

fpeq
  0.

Θα δείξουµε ότι ||x|| � supt|ppxq| : p P SpX, equ. Προφανώς |ppxq| ¤ ||p||||x|| � ||x||,
για κάθε κατάσταση p, άρα ||x|| ¥ |ppxq|, για κάθε p P SpX, eq.

΄Εστω ότι ||x|| � mpxq � inftλ P R : x ¤ λeu. Τότε x ¤ ||x||e και εποµένως για κάθε
ε ¡ 0 ισχύει ότι x 
 p||x|| � εqe. ΄Αρα p||x|| � εqe� x R P , για κάθε ε ¡ 0. Από το κοµµάτι
της Πρότασης που έχουµε ήδη δείξει, ϑα υπάρχει p P SpX, eq µε ppp||x|| � εqe � xq   0,
δηλαδή ||x|| � ε   ppxq, για κάθε ε ¡ 0. ΄Αρα ||x|| ¤ ppxq.
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΄Εστω ότι ||x|| � Mpxq � inftλ P R� : �λe ¤ xu � inftλ P R� : �x ¤ λeu. Τότε
για κάθε ε ¡ 0 ϑα ισχύει ότι �x 
 p||x|| � εqe, εποµένως υπάρχει p P SpX, eq τέτοιο ώστε
||x|| � ε   �ppxq ñ �ppxq ¥ ||x|| και τελικά έχουµε ότι �ppxq ¥ ||x|| ñ |ppxq| ¥ ||x||.

2.4.3 Βάσεις κώνων και νόρµα ϐάσης

Ορισµός 2.4.22. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος, P � t0u και B � P κυρτό σύνολο
για το οποίο ισχύει ότι για κάθε x P P zt0u υπάρχει µοναδικό λ ¡ 0 τέτοιο ώστε λx P B. Τότε
το B ονοµάζεται ϐάση του κώνου P .

Θεώρηµα 2.4.23. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος και B � P . Τα επόµενα είναι ισοδύ-
ναµα:

( i) Το B είναι ϐάση του κώνου P ,

( ii) υπάρχει f P X 1 αυστηρά ϑετικό τέτοιο ώστε

B � tx P P : fpxq � 1u. (2.4.2)

Πρόταση 2.4.24. ΄Εστω pX,P q άνω κατευθυνόµενος µερικά διατεταγµένος χώρος και B
ϐάση του µε το B1 � copB,�Bq να είναι ευθειακά συµπαγές. Τότε η σχέση

||x|| � inftλ ¥ 0 : x P λB1u, (2.4.3)

ορίζει νόρµα στον pX,P q. Η νόρµα αυτή ϑα καλείται νόρµα ϐάσης (base norm) του pX,P,Bq
και ϑα συµβολίζεται µε || � ||B , ή || � || αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης.

Απόδειξη. Ο X είναι άνω κατευθυνόµενος, άρα ο κώνος P παράγει το χώρο. ΄Εστω x P X
και x1, x2 P P τέτοια ώστε x � x1 � x2. Επειδή η B ϐάση του P υπάρχουν λ1, λ2 ¡ 0
και b1, b2 P B µε x1 � λ1b1, x2 � λ2b2, εποµένως τελικά έχουµε ότι x � λ1b1 � λ2b2 και
διαιρώντας µε λ1 � λ2:

x

λ1 � λ2
�

λ1

λ1 � λ2
b1 �

λ2

λ1 � λ2
b2

� λb1 � p1� λqb2, µε λ �
λ1

λ1 � λ2
.

΄Αρα x P pλ1 � λ2qB
1. ∆είξαµε ότι για κάθε x P X το σύνολο tλ ¥ 0 : x P λB1u είναι µη

κενό και συνεπώς η || � || είναι καλά ορισµένη. Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες
της νόρµας.

(i) Αν x � 0, τότε x P 0B1, άρα ||x|| ¤ 0 και τελικά ||x|| � 0.
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(ii) Αν x P X µε ||x|| � 0, τότε inftλ ¥ 0 : x P λB1u � 0, εποµένως x P
1

n
B1, για

κάθε n P N. Για κάθε n πορούµε να επιλέξουµε στοιχεία b1n P B
1 και στη συνέχεια

λn P r0, 1s, b1n, b
2
n P B τέτοια ώστε x �

1

n
b1n �

λn
n
b1n �

1� λn
n

b2n. Εφαρµόζοντας το

συναρτησιακό της ϐάσης έχουµε ότι fpxq �
2λn � 1

n
Ñ

nÑ�8
0. ΄Αρα fpxq � 0 και

x � 0 αφού το f αυστηρά ϑετικό.

(iii) Θα δείξουµε ότι για κάθε x P X, ισχύει ότι || � x|| � ||x||. Αρκεί να δείξουµε ότι
x P λB1 αν και µόνο αν �x P λB1, ή ισοδύναµα ότι x P B1 αν και µόνο αν �x P B1.
Αν x P B1, υπάρχουν λ P r0, 1s και b1, b2 P B, τέτοια ώστε x � λb1 � p1� λqb2. Τότε
�x � p1� λqb2 � λb1 P copB,�Bq � B1. Οµοίως εργαζόµαστε και για το αντίστροφο.

΄Εστω 0 � a P R και x P X.

|a|||x|| � inft|a|λ ¥ 0 : x P λB1u

� inft|a|λ ¥ 0 : |a|x P |a|λB1u

� inftµ ¥ 0 : |a|x P µB1u

�
����|a|x����

� ||ax||.

(iv) ΄Εστω x, y P X, x P λxB1, y P λyB1. Θα δείξουµε ότι x � y P pλx � λyqB
1, από το

οποίο έπεται η υποαθροιστικότητα της || � ||. Πράγµατι,

x� y

λx � λy
�

λx
λx � λylooomooon

a

x

λxloomoon
x1

�
λy

λx � λylooomooon
1�a

y

λyloomoon
y1

� ax1 � p1� aqy1 P B1,

αφού x1, y1 P B1, a P r0, 1s και το B1 είναι κυρτό. ΄Αρα x� y P pλx � λyqB
1.

Ορισµός 2.4.25. ΄ΕστωX άνω κατευθυνόµενος διανυσµατικός χώρος µερικά διατεταγµένος
από τον κώνο P , B ϐάση του κώνου P τέτοια ώστε το σύνολο B1 � copB,�Bq να είναι
ευθειακά συµπαγές και || � || η νόρµα ϐάσης τουX. Τότε οX ϑα ονοµάζεται χώρος µε νόρµα
ϐάσης (base norm space) και ϑα συµβολίζεται µε pX,P,Bq.

Πρόταση 2.4.26. Η νόρµα ϐάσης ενός χώρου pX,P,Bq είναι αθροιστική στο P , δηλαδή
||x� y|| � ||x|| � ||y|| για κάθε x, y P P . Επιπλέον, αν f το συναρτησιακό της ϐάσης, ισχύει
ότι fpxq � ||x||, για κάθε x P P .
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Απόδειξη. ΄Εστω x P P . Υπάρχει λx ¡ 0 µε x P λxB, οπότε ||x|| ¤ λx και καθώς fpxq � λx
έπεται ότι ||x|| ¤ fpxq.

Ισχύει ότι x P ||x||B1, άρα υπάρχουν y, z P B και λ P p0, 1q µε x � ||x||λy�p1�λq||x||z.
Τότε

fpxq � λ||x|| � p1� λq||x||

� 2λ||x|| � ||x||

� p2λ� 1q||x||

¤ ||x||.

΄Αρα τελικά ισχύει ότι fpxq � ||x||. Η αθροιστικότητα της νόρµας είναι άµεση συνέπεια της
γραµµικότητας του f .

Πρόταση 2.4.27. ΄Εστω pX,P,Bq χώρος µε νόρµα ϐάσης. Τότε για κάθε x P X υπάρχουν
y, z P P τέτοια ώστε x � y � z και ||x|| � ||y|| � ||z||.

Απόδειξη. ΄Εστω x P X. Το x ανήκει στο ||x||B1, άρα υπάρχουν y, z P B και λ P p0, 1q µε

x � ||x||λyloomoon
y1

�p1� λq||x||zloooooomoooooon
z1

. (2.4.4)

Παρατηρούµε ότι

||y1|| � ||z1|| �
������||x||λy������� ������||x||p1� λqz

������
� ||x|||λ|||y|| � ||x|||1� λ|||z||

� λ||x|| � p1� λq||x||

� ||x||.

΄Αρα τα y1 και z1 της σχέσης (2.4.4) αποτελούν τη Ϲητούµενη διάσπαση.

Πρόταση 2.4.28. ΄Εστω pX,P,Bq χώρος µε νόρµα ϐάσης και f το συναρτησιακό της ϐάσης
B. Τότε το f είναι ϕραγµένο.

Απόδειξη. Ο X είναι άνω κατευθυνόµενος, εποµένως X � P � P . ΄Εστω x P X και y,
z P P όπως στην Πρόταση (2.4.27).

fpxq � fpyq � fpzq

� ||y|| � ||z||

¤ ||y|| � ||z||

� ||x||.

΄Αρα |fpxq| ¤ ||x|| ñ ||f || ¤ 1.

Θεώρηµα 2.4.29. ΄Εστω pX,P, eq µερικά διατεταγµένος χώρος µε µονάδα. Τότε ο χώρος
X� διατεταγµένος από τον ϑετικό κώνοX�

� µε ϐάση τον SpX, eq είναι χώρος µε νόρµα ϐάσης.
Επιπλέον η νόρµα που επάγεται από τη ϐάση αυτή, ταυτίζεται µε τη συνήθη νόρµα του X�.
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Απόδειξη. Θεωρούµε τον χώρο pX�, SpX, eqq µερικά διατεταγµένο µε τη διάταξη f ¤
g ðñ fpxq ¤ gpxq , για κάθε x P P . ΄Εστω 0 � f P X�, f ¥ 0. Θα δείξουµε ότι
υπάρχουν λ ¡ 0 και p P SpX, eq τέτοια ώστε f � λp.

Θεωρούµε το p �
f

fpeq
. Τότε ppeq � 1 και p ¥ 0, άρα p P SpX, eq και f � fpeqp,

fpeq ¡ 0. Αν f � λ1p1 � λ2p2, µε p1, p2 P SpX, eq, τότε fpeq � λ1 � λ2 και p1 � p2,
άρα για κάθε f ¥ 0 υπάρχουν µοναδικά λ ¥ 0 και p P SpX, eq µε f � λp. Επιπλέον
γνωρίζουµε ότι το SpX, eq είναι κυρτό. ΄Αρα η SpX, eq είναι ϐάση του ϑετικού κώνου του
X�.

Τέλος, δείχνουµε ότι ||f || � inftλ ¡ 0 : f P λSpX, equ, όπου ||f || � supt|fpxq| :
||x|| ¤ 1u η συνήθης νόρµα του X�.

΄Εστω f P X�
�, f ¥ 0 και fpeq � ||f ||B. Θα δείξουµε ότι ||f || � supt|fpxq| : ||x|| ¤ 1u �

||f ||B. ΄Εστω x P X µε ||x|| ¤ 1, δηλαδή�e ¤ x ¤ e. Τότε�fpeq ¤ fpxq ¤ fpeq, εποµένως
�||f ||B ¤ fpxq ¤ ||f ||B. ΄Αρα |fpxq| ¤ ||f ||B ñ supt|fpxq| : ||x|| ¤ 1u � ||f || ¤ ||f ||B.
Για το στοιχείο e του X, έχουµε ότι ||e|| � 1 και fpeq � ||f ||B. ΄Αρα τελικά έχουµε ότι
||f || � ||f ||B, για κάθε f P X�

�.

Θεώρηµα 2.4.30. ΄Εστω pX,P,Bq χώρος µε νόρµα ϐάσης και f το συναρτησιακό της ϐάσης
B, τότε ο pX�, X�

�, fq είναι διατεταγµένος χώρος µε µονάδα. Επιπλέον η νόρµα που επάγει
η διατακτική µονάδα f στον X� ταυτίζεται µε τη συνήθη νόρµα του X�.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον X� µε τη συνήθη διάταξη. Ο X� είναι Αρχιµήδειος αφού

nf ¤ g, @n P N ðñ nfpxq ¤ gpxq, @n P N, @x P P

και από την τελευταία ισοδυναµία συµπεραίνουµε ότι fpxq ¤ 0 για κάθε x P P αφού οι
τιµές των fpxq και gpxq είναι πραγµατικοί αριθµοί και ο R Αρχιµήδειος.

΄Εστω f το συναρτησιακό της ϐάσηςB το οποίο, από προηγούµενη πρόταση, γνωρίζουµε
ότι είναι ϕραγµένο. Επιπλέον το f είναι ϑετικό αφού για κάθε x P P , υπάρχουν λx ¥ 0
και bx P B τέτοια ώστε x � λxbx και εφαρµόζοντας το f προκύπτει ότι fpxq � λx ¥ 0.

Θα δείξουµε ότι το f είναι διατακτική µονάδα του X�. ΄Εστω g P X�. Τότε

�||g|| � ||x|| ¤ gpxq ¤ ||g|| � ||x||, @x P B ñ

�||g||fpxq ¤ gpxq ¤ ||g||fpxq, @x P B ñ

�||g||fpλxbxq ¤ gpλxbxq ¤ ||g||fpλxbxq, @x � λxbx P P ñ

�||g||fpxq ¤ gpxq ¤ ||g||fpxq, @x P P.

΄Αρα g P r�||g||f, ||g||f s και το f διατακτική µονάδα του X�.
Παρατηρούµε επίσης ότι

inftλ ¡ 0 : �λf ¤ g ¤ λfu � inftλ ¡ 0 : �λfpxq ¤ gpxq ¤ λfpxq, @x P Bu

� inftλ ¡ 0 : �λ ¤ gpxq ¤ λ, @x P Bu

� supt|gpxq| : x P Bu

� supt|gpxq| : x P B1u

� ||g||,
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άρα η νόρµα που επάγεται από τη διατακτική µονάδα ταυτίζεται µε τη συνήθη νόρµα του
X�.

Ορισµός 2.4.31. ΄Εστω pX,P q µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος. Λέµε ότι ο X
έχει την ιδιότητα διάσπασης του Riesz, αν για κάθε x, y, z P P µε 0 ¤ x ¤ y� z, υπάρχουν
x1, x2 τέτοια ώστε 0 ¤ x1 ¤ y, 0 ¤ x2 ¤ z και x � x1 � x2.

Αν για κάθε x1, x2, y1, y2 P X µε x1, x2 ¤ y1, y2, υπάρχει z P X τέτοιο ώστε x1, x2 ¤
z ¤ y1, y2, λέµε ότι ο X έχει την ιδιότητα παρεµβολής του Riesz.

Πρόταση 2.4.32. ΄Εστω pX,P q µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος. Τα επόµενα
είναι ισοδύναµα:

( i) Ο X έχει την ιδιότητα διάσπασης του Riesz,

( ii) ο X έχει την ιδιότητα παρεµβολής του Riesz,

( iii) για κάθε tu1, . . . , unu, tv1, . . . , vmu µε ui, vj ¥ 0 για κάθε i � 1, . . . , n, j � 1, . . . ,m

και
ņ

i�1

ui �
m̧

j�1

vj , υπάρχουν wij ¥ 0 τέτοια ώστε ui �
m̧

j�1

wij και vj �
ņ

i�1

wij .

Η ιδιότητα piiiq ονοµάζεται ιδιότητα εκλέπτυνσης του Riesz.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω ότι ο χώρος µας έχει την ιδιότητα παρεµβολής του Riesz και 0 ¤ u ¤ u1 � u2,
0 ¤ v1, v2. Θεωρούµε τα στοιχεία u�v1, 0, u, v2. Είναι προφανές ότι u�v1, 0 ¤ u, v2,
εποµένως, λόγω της ιδιότητας παρεµβολής του Riesz, υπάρχει z τέτοιο ώστε

u� v1, 0 ¤ z ¤ u, v2.

Για τα στοιχεία z, u� z ισχύουν :

(α΄) 0 ¤ z ¤ v2,

(ϐ΄) 0 ¤ u� z ¤ v1,

(γ΄) z � pu� zq � u.

Εποµένως ο χώρος µας έχει την ιδιότητα διάσπασης του Riesz.

(ii) ñ (i)
΄Εστω ότι ο χώρος µας έχει την ιδιότητα διάσπασης του Riesz και x1, x2 ¤ y1, y2.
Θεωρούµε τα στοιχεία

v1 � y1 � x1 ¥ 0,

v2 � y2 � x2 ¥ 0,

u � y1 � x2 ¥ 0.
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Ισχύει ότι 0 ¤ u ¤ y1 � x2 ¤ y1 � x2 � y2 � x1 � v1 � v2. Λόγω της ιδιότητας
διάσπασης του Riesz υπάρχουν u1 και u2 τέτοια ώστε 0 ¤ u1 ¤ v1, 0 ¤ u2 ¤ v2 και
u1 � u2 � u, δηλαδή:

0 ¤ u1 ¤ y1 � x1

0 ¤ u2 ¤ y2 � x2

u1 � u2 � y1 � x2.

Για το στοιχείο u2 � x2 ισχύουν :

(α΄) u2 ¥ 0 ñ u2 � x2 ¥ x2,

(ϐ΄) u1 � u2 � y1 � x2 ¤ u2 � y1 � x2 ñ u2 � x2 ¥ x1,

(γ΄) 0 ¤ u2 ¤ y2 � x2 ñ u2 � x2 ¤ y2,

(δ΄) u1 � u2 � y1 � x2 ñ u2 � x2 � y1 � u1 ¤ y1 ñ u2 � x2 ¤ y1.

΄Αρα x1, x2 ¤ u2 � x2 ¤ y1, y2 και ο X έχει την ιδιότητα παρεµβολής του Riesz.

(i) ñ (iii)

Θα δείξουµε τον ισχυρισµό µε επαγωγή στο m. Για m � 1 και x �
ņ

i�1

xi � y1

ορίζουµε τα zij ως

zij �

#
xi, j � 1

0, j � 1.

Τότε,
m̧

j�1

zij � zi1 � xi για κάθε i � 1, . . . , n και

ņ

i�1

zij �

$'&'%
ņ

i�1

zi1, j � 1

0, j � 1

�

$'&'%
ņ

i�1

xi, j � 1

0, j � 1

�

#
y1, j � 1

0, j � 1
� yj ,

για κάθε j � 1, . . . ,m.

Υποθέτουµε ότι ισχύει το Ϲητούµενο για κάποιον ϕυσικόm και ϑα δείξουµε ότι ισχύει

και για m � 1. ΄Εστω λοιπόν ότι
ņ

i�1

xi �
m�1̧

j�1

yj . Τότε
m�1̧

j�1

yj ¤
ņ

i�1

xi, αφού

ym�1 ¥ 0. Από την ιδιότητα διάσπασης του Riesz, για κάθε i � 1, . . . , n υπάρχουν
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ui µε 0 ¤ ui ¤ xi και
ņ

i�1

ui �
m̧

j�1

yj . Από την επαγωγική µας υπόθεση, υπάρχουν

zij τέτοια ώστε

ui �
m̧

j�1

zij και yj �
ņ

i�1

zij .

Για κάθε i � 1, . . . , n ϑέτουµε zin�1 � xi�ui ¥ 0. Η οικογένεια pzijq για i � 1, . . . , n
και j � 1, . . . ,m� 1 αποτελεί τη Ϲητούµενη διάσπαση, αφού

m�1̧

j�1

zij �
m̧

j�1

zij � zim�1 � ui � zi � ui � zi,

για κάθε i � 1, . . . , n και

ņ

i�1

zij �

$'&'%
yj , j ¤ m
ņ

i�1

pxi � uiq, j � m� 1
�

$''&''%
yj , j ¤ m

m�1̧

j�1

yj �
m̧

j�1

yj , j � m� 1

�

#
yj , j ¤ m

ym�1, j � m� 1
� yj ,

για κάθε j � 1, . . . ,m� 1.

(iii) ñ (ii)
΄Εστω x1, x2, y1, y2 P X µε x1, x2 ¤ y1, y2 και ϑα δείξουµε ότι υπάρχει x P X µε
x1, x2 ¤ x ¤ y1, y2.

Ισχύει ότι py1 � x1q � py2 � x2q � py1 � x2q � py2 � x1q. Από την υπόθεσή µας
υπάρχουν zij ¥ 0 τέτοια ώστε

y1 � x1 � z11 � z12 (2.4.5)
y2 � x2 � z21 � z22 (2.4.6)
y1 � x2 � z11 � z21 (2.4.7)
y2 � x1 � z12 � z22. (2.4.8)

Θεωρούµε το στοιχείο x � z1 � z12. Τότε

(i) z12 ¥ 0 ñ x ¥ x1.
(ii) Από την (2.4.6) ισχύει ότι y1 � px1 � z12q � z11 ¥ 0, άρα y1 ¥ x.
(iii) Από την (2.4.8) ισχύει ότι y2 � px1 � z12q � z22 ¥ 0, άρα y2 ¥ x.
(iv) Από τις (2.4.8) και (2.4.6), ισχύει ότι x2 � y1 � z11 � z21 � z12 � x1 � z21,

εποµένως x2 � x � �z21 ¤ 0 και x ¥ x2.

΄Αρα το x είναι το Ϲητούµενο στοιχείο.
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2.4.4 Γραµµικοί σύνδεσµοι

Ορισµός 2.4.33. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος και Y � X. Αν το x P X είναι άνω
ϕράγµα του Y και επιπλέον για κάθε άλλο άνω ϕράγµα z του Y ισχύει ότι x ¤ z, τότε το x
ονοµάζεται ελάχιστο άνω ϕράγµα του Y και συµβολίζεται µε x � supY . Οµοίως ορίζουµε
το µέγιστο κάτω ϕράγµα ενός συνόλου Y και το συµβολίζουµε µε inf Y .

Ορισµός 2.4.34. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος µε την ιδιότητα ότι για κάθε δύο στοι-
χεία x, y P X, υπάρχει το suptx, yu και το inftx, yu στο X. Τότε ο pX,P q, ονοµάζεται
γραµµικός σύνδεσµος ή χώρος Riesz (vector lattice ή Riesz space). Θα συµβολίζουµε το
suptx, yu µε x_ y και το inftx, yu µε x^ y.

Πρόταση 2.4.35. ΄Εστω pX,P q γραµµικός σύνδεσµος. Τότε οX έχει την ιδιότητα διάσπασης
του Riesz.

Απόδειξη. ΄Εστω X γραµµικός σύνδεσµος. Αρκεί να δείξουµε ότι ο X έχει την ιδιότη-
τα παρεµβολής του Riesz. Θεωρούµε x1, x2, y1, y2 P X µε x1, x2 ¤ y1, y2. Τότε για
οποιοδήποτε από τα στοιχεία x � x1 _ x2 ή y � y1 ^ y2 ισχύει ότι

x1, x2 ¤ x, y ¤ y1, y2.

Πρόταση 2.4.36. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος Banach, µε την ιδιότητα διάσπασης
του Riesz και X� � X�

� �X�
�. Τότε ο X� είναι γραµµικός σύνδεσµος.

Ορισµός 2.4.37. Αν pX,P q διατεταγµένος χώρος, κάθε γραµµικός υπόχωρος Y του X µε
την επαγόµενη διάταξη ονοµάζεται διατεταγµένος υπόχωρος του X.

Αν ο Y είναι διατεταγµένος υπόχωρος του X και για κάθε x, y P X υπάρχουν τα x _ y
και x^ y στον Y , τότε ο Y ονοµάζεται γραµµικός υποσύνδεσµος του X.

Αν ο Y είναι διατεταγµένος υπόχωρος του X και για κάθε x, y P X υπάρχουν τα
suptx, yuY και inftx, yuY , τότε ο Y ονοµάζεται σύνδεσµος υπόχωρος του X.

Θεώρηµα 2.4.38. (Stone-Weierstrass).΄Εστω X συµπαγής χώρος και A γραµµικός υπο-
σύνδεσµος του CpXq που διαχωρίζει τα σηµεία του X και περιέχει τη σταθερή συνάρτηση 1.
Τότε ο A είναι πυκνός στον CpXq.

Πόρισµα 2.4.39. ΄Εστω X συµπαγής χώρος και P � CpXq κυρτός κώνος ο οποίος δι-
αχωρίζει τα σηµεία του X, περιέχει τη σταθερή συνάρτηση 1 και για κάθε f, g P P έπεται ότι
f _ g P P . Τότε P � P � CpKq.

Πόρισµα 2.4.40. ΄ΕστωX συµπαγής χώρος και KcpXq το σύνολο των συνεχών και κυρτών
συναρτήσεων του X. Τότε KcpXq �KcpXq � CpKq.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η οικογένεια KcpXq ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του
Πορίσµατος (2.4.39), δηλαδή ότι είναι κυρτός κώνος του CpXq που διαχωρίζει τα σηµεία
του X, περιέχει τη σταθερή συνάρτηση 1 και για κάθε f, g P KcpXq το f _ g ανήκει και
αυτό στο KcpXq.

Το KcpXq κυρτό : ΄Εστω f, g P KcpXq και a, b P r0, 1s. Θέτουµε h � af � p1� aqg και
ϑα δείξουµε ότι h P KcpXq. Η h είναι συνεχής ως άθροισµα συνεχών και κυρτή αφού:

hpbx� p1� bqyq � afpbx� p1� bqyq � p1� aqgpbx� p1� bqyq

¤ abfpxq � ap1� bqfpyq � p1� aqbgpxq � p1� aqp1� bqgpyq

� brafpxq � p1� aqgpxqs � p1� bqrafpyq � p1� aqgpyqs

� bhpxq � p1� λqhpyq.

Το KcpXq είναι κώνος, αφού αν f κυρτή και συνεχής και λ ¥ 0, τότε η λf είναι επίσης
κυρτή και συνεχής, άρα λKcpXq � KcpXq, για κάθε λ ¥ 0. Η σταθερή συνάρτηση 1 είναι
κυρτή και συνεχής, άρα ανήκει στο KcpXq, επιπλέον η KcpXq διαχωρίζει τα σηµεία του
X, αφού αν ϑεωρήσουµε x και y P X µε x � y, τότε, από διαχωριστικό ϑεώρηµα, υπάρχει
f P X� µε fpxq � fpyq, µε την f να είναι γραµµική και συνεχή, άρα f P KcpXq.

Τέλος, αν f και g P KcpXq, η συνάρτηση hpxq � maxtfpxq, gpxqu είναι κυρτή και
συνεχής και ισχύει ότι h � f _ g.

Πρόταση 2.4.41. ΄Εστω X συµπαγής και T2 τοπολογικός χώρος. Ο X είναι µετρικοποιήσι-
µος αν και µόνο αν ο χώρος CpXq είναι διαχωρίσιµος Banach lattice.

Παρατήρηση 2.4.42. ΄Εστω X συµπαγές και κυρτό σύνολο, K συµπαγής χώρος και Y
τοπικά συµπαγής, σ-συµπαγής. Τότε οι AcpXq, CpKq, CcpY q, C0pY q, καθώς και οι δυϊκοί
τους, είναι διατεταγµένοι χώροι Banach.

Θεώρηµα 2.4.43. (Αναπαράστασης του Riesz για ϑετικούς τελεστές) ΄Εστω X τοπικά
συµπαγής και T2 χώρος και CcpXq ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων του X µε συµπαγή
ϕορέα. Για κάθε ϑετικό τελεστή T : CcpXq Ñ R υπάρχει σ-άλγεβρα A του X και µοναδικό

ϑετικό µέτρο µ στον pX,Aq, τέτοιο ώστε T pfq �

»
X
fdµ, για κάθε f P CcpXq. Επιπλέον

ισχύει ότι

( i) µpKq   8, για κάθε K � X συµπαγές,

( ii) µpAq � suptµpKq : K � A, K συµπαγέςu, για κάθε A P A,

( iii) µpAq � inftµpUq : A � U, U ανοικτόu, για κάθε A P A,

( iv) ο pX,A, µq πλήρης χώρος µέτρου.

Συχνά ϑα συµβολίζουµε τη δράση του τελεστή T στη συνάρτηση f µε T pfq � µpfq, όπου µ
το παραπάνω µέτρο. Είναι προφανές ότι το µ είναι µέτρο Radon.
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Θεώρηµα 2.4.44. (Αναπαράστασης του Riesz για τον C0pXq) ΄ΕστωX τοπικά συµπαγής,
σ-συµπαγής χώρος και C0pXq το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων του X για τις οποίες
ισχύει ότι για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει Kε � X συµπαγές τέτοιο ώστε |fpxq|   ε για κάθε
x R Kε. Τότε για κάθε T P C0pXq

� υπάρχει µοναδικό προσηµασµένο µέτρο του X, τέτοιο

ώστε T pfq �

»
X
fdµ, για κάθε f P C0pXq.

Παρατήρηση 2.4.45. Ο χώρος C0pXq εφοδιασµένος µε τη supremum νόρµα, είναι µερικά
διατεταγµένος χώρος Banach, ο οποίος επιπλέον είναι γραµµικός σύνδεσµος, εποµένως, από
Πρόταση (2.4.36), ο C0pXq

� είναι και αυτός γραµµικός σύνδεσµος.
Από το Θεώρηµα (2.4.44), οMpXq ταυτίζεται µε τον C0pXq

�, εποµένως οMpXq ϑα είναι
και αυτός διατεταγµένος χώρος Banach και γραµµικός σύνδεσµος. Αν pµnqnPN � MpXq,
τότε µn Ñ µ ðñ |µ�µn|pAq Ñ 0, για κάθεA � X. Η σχέση διάταξης στο MpXq ορίζεται
από τη σχέση : µ ¤ ν ðñ µpAq ¤ νpAq, για κάθε A � X.
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Κεφάλαιο 3

Ολοκληρωτική Αναπαράσταση

3.1 Εισαγωγικές έννοιες

Υπενθυµίζεται ότι συµβολίζουµε µεAcpXq το σύνολο των αφφινικών, συνεχών συναρτήσεων
µε πεδίο ορισµού το σύνολο X.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω E χώρος µε νόρµα και D � E. Αν x P E, ϱίζουµε spx,Dq �
supt||x � y|| : y P Du. ΄Ενα σηµείο z P D ονοµάζεται απώτατο σηµείο (farthest point) του
D αν υπάρχει x P E τέτοιο ώστε spx,Dq � ||x� z||.

Το σύνολο των απώτατων σηµείων του D συµβολίζεται µε farpDq.

Λήµµα 3.1.2. ΄Εστω E τοπικά κυρτός T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος καιX � E συµπα-
γές και κυρτό. Τότε ο χώρος pE� � Rq|X είναι πυκνός στον AcpXq.

Απόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση h P AcpXq και ε ¡ 0. Θα ϐρούµε συνάρτηση f P E� � R µε
||f � h||   ε. Ορίζουµε

J1 � tpx, hpxqq : x P Xu � X � R
J2 � tpx, hpxq � εq : x P Xu � X � R.

Τα J1 και J2 είναι

Κυρτά:
΄Εστω px, hpxqq, py, hpyqq P J1, λ P r0, 1s και z � λx� p1� λqy P X.

λpx, hpxqq � p1� λqpy, hpyqq � pλx� p1� λqy, λhpxq � p1� λqhpyqq
(αφφινική)
� pλx� p1� λqy, hpλx� p1� λqyqq

� pz, hpzqq P J1.

Οµοίως προκύπτει και για το J2.

Ξένα:
Αν px, hpxqq P J1 και py, hpyq � εq P J2, τότε η ισότητα px, hpxqq � py, hpyq � εq
συνεπάγεται x � y και hpxq � hpyq � ε, δηλαδή hpxq � hpxq � ε, άτοπο αφού το ε
έχει υποτεθεί µη µηδενικό.
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Συµπαγή:
΄Εστω pxi, hpxiqqiPI δίκτυο του J1. Το δίκτυο pxiqiPI ανήκει στο συµπαγές σύνο-
λο X, εποµένως ϑα έχει συγκλίνον υποδίκτυο. ΄Εστω pxiqiPJ µε xi Ñ x0. Η h
συνεχής εποµένως hpxiq Ñ hpx0q, από τη µοναδικότητα του ορίου. ΄Αρα, για i P J
το pxi, hpxiqq Ñ px0, hpx0qq και εποµένως το J1 συµπαγές. Οµοίως και για το J2.

Εποµένως τα J1 και J2 διαχωρίζονται. ΄Εστω F P pE � Rq� και λ P R τέτοια ώστε :

F pJ1q   λ ¤ F pJ2q.

Η F ϑα έχει τη µορφή F px, rq, x P X, r P R, µε F px, rq � F px, 0q � F p0, rq. Θέτουµε
φpxq � F px, 0q P E�, βr � F p0, rq, οπότε η F γράφεται :

F px, rq � φpxq � βr και συνεπώς:
F px, hpxqq � φpxq � βhpxq, για κάθε px, hpxqq P J1 και

F px, hpxq � εq � φpxq � βhpxq � βε, για κάθε px, hpxq � εq P J2.

Πλέον, το διαχωριστικό ϑεώρηµα δίνει :

φpxq � βhpxq   λ ¤ φpxq � βhpxq � βε ñ

hpxq  
λ� φpxq

β
¤ hpxq � ε

και ϑέτοντας fpxq �
λ� φpxq

β
P E� � R, έχουµε ||f � h|| ¤ ε. Το β είναι διάφορο του

µηδενός, αφού σε αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε F px, rq � φpxq και συνεπώς F px, hpxqq �
φpxq � F px, hpxq � εq, για κάθε x P X, άτοπο αφού το F υποτέθηκε ότι διαχωρίζει τα J1

και J2.

3.2 Ολοκληρωτική Αναπαράσταση

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω E τοπικά κυρτός και T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος, X � E
κυρτό και συµπαγές και x P X. Αν υπάρχει µέτρο Radon µ PM1pXq τέτοιο ώστε

fpxq �

»
X
fdµ, (3.2.1)

για κάθε f P AcpXq, τότε λέµε ότι το µέτρο µ αναπαριστά το σηµείο x και ότι το σηµείο x
είναι το ϐαρύκεντρο του µέτρου µ.

Η σχέση (3.2.1) ονοµάζεται ϐαρυκεντρικός τύπος, ενώ ϑα συµβολίζουµε το ϐαρύκε-
ντρο ενός µέτρου µ µε rpµq. Η απεικόνιση r : M1pXq Ñ X, µε r : µÑ rpµq, ονοµάζεται
ϐαρυκεντρική απεικόνιση.

Παρατήρηση 3.2.2. Για κάθε x P X, το µέτρο Dirac εx, είναι ένα µέτρο που το αναπαριστά.
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Απόδειξη. Είδαµε νωρίτερα ότι το µέτρο Dirac είναι µέτρο Radon, άρα αρκεί να δείξουµε
ότι ισχύει ο ϐαρυκεντρικός τύπος.»

X
fdεx �

��
�
��
�*0»

Xztxu
fdεx �

»
txu

fdεx

�

»
txu

fdεx

� fpxqεxptxuq

� fpxq.

Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω µ P M1pXq µέτρο Radon. Το µ αναπαριστά το σηµείο x P X αν
και µόνο αν :

fpxq �

»
X
fdµ, για κάθε f P E�. (3.2.2)

Απόδειξη.

• Αν το µ αναπαριστά το x, τότε ο ϐαρυκεντρικός τύπος ϑα ισχύει για κάθε f P E�,
αφού οι περιορισµοί των γραµµικών συναρτησιακών του E στο X είναι γραµµικές
συναρτήσεις, άρα και αφφινικές.

• Για το αντίστροφο, έστω ότι fpxq �
»
X
fdµ, για κάθε f P E� και έστω h P AcpXq. Η

h συνεχής και τοX συµπαγές, άρα υπάρχειM P R τέτοιο ώστε |hpxq| ¤M   8, για
κάθε x P X. Από το Λήµµα (3.1.2) υπάρχει ακολουθία pfn�λnqnPN, µε pfnqnPN � E�

και pλnqnPN � R, τέτοια ώστε
fn � λn Ñ h.

Εδώ χρησιµοποιήσαµε ακολουθία και όχι δίκτυο γιατί ο AcpXq � CpXq είναι µετρι-
κοποιήσιµος. Η σύγκλιση της pfn � λnqnPN στην h στον χώρο CpXq ισοδυναµεί µε
το ότι sup

xPX
t|fnpxq � λn � hpxq|u Ñ

nÑ8
0. ΄Αρα για ε � 1, υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε

για κάθε n ¥ n0 και για κάθε x P X, να ισχύει |fnpxq � λn � hpxq| ¤ 1. Τότε :

|fnpxq � λn| � |fnpxq � λn � hpxq � hpxq|

¤ |fnpxq � λn � hpxq| � |hpxq|

¤ 1�M �M 1, για κάθε n ¥ n0.

΄Οµως M 1 P L1 αφού
»
X
M 1dµ � M 1µpXq � M 1   8. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα

Κυριαρχηµένης Σύγκλισης του Lebesgue, για τους όρους της ακολουθίας που είναι
µεγαλύτεροι του n0 προκύπτει ότι :»

X
pfn � λnqdµÑ

»
X
hdµ.
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΄Οµως, από υπόθεση,
»
X
fn � λndµ � fnpxq � λn Ñ hpxq, για κάθε x P X. ΄Αρα

hpxq �

»
X
hdµ.

Θεώρηµα 3.2.4. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � H,
X � E συµπαγές και κυρτό. Τότε κάθε µέτρο µ PM1pXq έχει µοναδικό ϐαρύκεντρο.

Απόδειξη.

΄Υπαρξη (α΄ τρόπος):
΄Εστω µ PM1pXq.

(i) Αν µ P cotεx : x P Ku, τότε µ �
ņ

j�1

λjεxj , µε rpµq �
ņ

j�1

λjxj P X.

(ii) Στη γενική περίπτωση έχουµε µ � lim
a
µa, µε pxaqaPA δίκτυο του cotεx : x P

Ku. Το δίκτυο prpµaqqaPA � X µε τον X συµπαγή, άρα υπάρχει z P X και
υποδίκτυο του prpµaqqaPA µε rpµaq Ñ z. ΄Εστω f P AcpXq. Τότε :

fpzq � lim
a
fprpµaqq � lim

a

»
X
fdµa �

»
X
fdµ.

΄Υπαρξη (ϐ΄ τρόπος):

Για κάθε f P E� ϑεωρούµε το σύνολοHf �
!
y P E : fpyq �

»
X
fdµ

)
. Παρατηρούµε

ότι Hf � f�1ptauq, όπου a �
»
X
dµ P R, δηλαδή το Hf κλειστό υπερεπίπεδο του E.

Θέλουµε να δείξουµε ότι

�� £
fPE�

Hf

�£
X � H. Επειδή το X είναι συµπαγές και

τα Hf κλειστά, αρκεί να δείξουµε ότι η οικογένεια pHf qfPE� έχει την ιδιότητα της
πεπερασµένης τοµής.

΄Εστω n P N και f1, . . . , fn γραµµικά συναρτησιακά του E�.

T : E Ñ Rn, µε
T pyq � pf1pyq, . . . , fnpyqq, για κάθε y P E.

Η T είναι γραµµική και συνεχής λογω της γραµµικότητας και της συνέχειας των
συναρτήσεων pfiqni�1. Θέτουµε

p �

�»
X
f1dµ, . . . ,

»
X
fndµ
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και για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη ϑα δείξουµε ότι p P T pXq. ΄Εστω ότι p R
T pXq. Το X συµπαγές και κυρτό και η T συνεχής και γραµµική, άρα το T pXq
συµπαγές και κυρτό υποσύνολο του Rn. Εποµένως τα p και T pXq διαχωρίζονται.

΄Εστω Λ P pRnq�, a � pa1, . . . , anq P Rn µε Λpbq � xa, by, για κάθε b P Rn και λ P Rn
τέτοια ώστε :

xa, T pxqy   λ ¤ xa, py, για κάθε x P X.

Τότε η συνάρτηση g � Λ � T :

g : E Ñ R

gpxq �
ņ

i�1

aifipxq, για κάθε x P E,

είναι γραµµική και συνεχής ως σύνθεση τέτοιων. ΄Αρα g P E�. Επιπλέον

sup
xPX

tgpxqu   λ ¤ gppq �
ņ

i�1

ai

»
X
fidµ �

ņ

i�1

»
X
aifidµ �

»
X
gdµ.

΄Οµως

gpxq ¤ sup
xPX

tgpxqu ñ»
X
gdµ ¤

»
X

sup
xPX

tgpxqudµ ñ»
X
gdµ ¤ sup

xPX
tgpxqu,

άτοπο. ΄Αρα p �
�»

X
f1dµ, . . . ,

»
X
fndµ



P T pXq και συνεπώς υπάρχει x P X µε

T pxq � pf1pxq, . . . , fnpxqq �

�»
X
f1dµ, . . . ,

»
X
fndµ



ñ

fipxq �

»
X
fidµ, για κάθε i � 1 . . . , n ñ

x P
n£
i�1

Hfi � H.

Μοναδικότητα:

΄Εστω x, y P X, x � y µε fpxq � fpyq �

»
X
fdµ, για κάθε f P E�. Από την Πρόταση

(2.2.7) υπάρχει g P E� τέτοια ώστε gpxq � gpyq. ΄Ατοπο. ΄Αρα το ϐαρύκεντρο είναι
µοναδικό.
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Θεώρηµα 3.2.5. (Ολοκληρωτικής αναπαράστασης). ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογι-
κός γραµµικός χώρος, X � H, X � E συµπαγές και κυρτό και x P X. Τότε υπάρχει µέτρο
µ PM1pXq µε rpµq � x και sptpµq � extX.

Απόδειξη. Από την Πρόταση (3.2.7) ισχύει ότι ανK � E συµπαγές και x P E, τότε υπάρχει
µ PM1pKq που το αναπαριστά, αν και µόνο αν το x ανήκει στο coK.

Εδώ X � E συµπαγές και κυρτό υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου. Από Θεώρηµα
Krein - Milman, X � copextXq � copextXq. Το extX κλειστό υποσύνολο συµπαγούς,
άρα συµπαγές. Από την παραπάνω πρόταση υπάρχει µέτρο µ P M1pextXq τέτοιο ώστε
rpµq � x. ΄Οµως µpextXq � 1, µpextXcq � 0 και το extX κλειστό, άρα sptµ � extX.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � H,
X � E συµπαγές και κυρτό. Τότε η ϐαρυκεντρική απεικόνιση είναι αφφινική και συνεχής.

Απόδειξη.

Αφφινική:
΄Εστω µ, ν PM1pXq, λ P R. Τότε

fprpµqq �

»
X
fdµ,

fprpνqq �

»
X
fdν, για κάθε f P E�.

λfprpµqq � p1� λqfprpνqq
(αφφινική)
� fpλrpµq � p1� λqrpνqq

� λ

»
X
fdµ� p1� λq

»
X
fdν

�

»
X
fdpλµ� p1� λqνq.

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι το ϐαρύκεντρο του µέτρου λµ � p1 � λqν είναι το
λrpµq � p1� λqrpνq, δηλαδή:

rpλµ� p1� λqνq � λrpµq � p1� λqrpνq και η r αφφινική.

Συνεχής:
΄Εστω pµaqaPA �M1pXq δίκτυο µε µa Ñ µ. Τότε για κάθε f P E� ϑα ισχύει :

fprpµaqq �

»
X
fdµa Ñ

»
X
fdµ � fprpµqq.

΄Αρα το δίκτυο prpµaqqaPA συγκλίνει ασθενώς. Το σύνολο X είναι συµπαγές, άρα
υπάρχει υποδίκτυο του prpµaqqaPA που συγκλίνει ισχυρώς. Συνεπώς rpµaq Ñ rpµq.
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Πρόταση 3.2.7. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος,K � E συµπα-
γές και x P E. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) x P coK,

( ii) υπάρχει µέτρο µ PM1pKq που το αναπαριστά.

Απόδειξη.

(i) ñ (ii)
΄Εστω x P coK και δίκτυο pxaqaPA � coK µε xa Ñ x. Γράφουµε κάθε xa ως κυρτό
συνδυασµό σηµείων του K:

xa �
na̧

j�1

λajx
a
j , na P N, λaj ¥ 0,

na̧

j�1

λaj � 1, xaj P K

και για κάθε xa ορίζουµε ένα µέτρο µa �
na̧

j�1

λaj εxaj που το αναπαριστά. Επειδή το

M1pKq είναι συµπαγές, υπάρχει συγκλίνον υποδίκτυο του pµaqaPA, που ϑα συµ-
ϐολίζουµε και πάλι µε pµaqaPA, µε µa Ñ µ. Το µέτρο µ είναι το Ϲητούµενο µέτρο
που αναπαριστά το x, αφού για κάθε f P E�:

fprpµaqq �

»
K
fdµa Ñ

»
K
fdµ,

fprpµaqq � fpxaq Ñ fpxq

και από τη µοναδικότητα του ορίου έπεται ότι fpxq �
»
K
fdµ.

(ii) ñ (i)
΄Εστω µ P M1pKq µε rpµq � x. Υποθέτουµε, προς απαγωγή σε άτοπο, ότι x R coK.
Το coK κυρτό και κλειστό, το txu συµπαγές και κυρτό και ο χώρος µας τοπικά
κυρτός. ΄Αρα τα δύο αυτά σύνολα διαχωρίζονται. Υπάρχουν f P E� και λ P R τέτοια
ώστε :

fpxq   λ ¤ fpyq, για κάθε y P coK.

΄Οµως τότε ϑα είχαµε :

fpxq   λ ¤

»
K
fdµ,

άτοπο γιατί το x υποτέθηκε ότι είναι το ϐαρύκεντρο του µέτρου µ. ΄Αρα x P coK.

Θεώρηµα 3.2.8. (Bauer). ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος,
X � E συµπαγές και κυρτό και x P X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:
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( i) x P extX,

( ii) το µέτρο Dirac εx είναι το µόνο µέτρο που αναπαριστά το σηµείο x.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω x P extX και µ PM1pXq που το αναπαριστά. Αρκεί να δείξουµε ότι sptpµq �
txu. ΄Εστω ότι υπάρχει y P sptpµqztxu και ϑεωρούµε Vy κλειστή και κυρτή περιοχή
του y µε x R Vy. Τέτοια περιοχή υπάρχει : Ο X συµπαγής και T2, άρα είναι και
T4, εποµένως διαχωρίζει κλειστά από κλειστά. Μπορούµε λοιπόν να ϑεωρήσουµε
Vy ανοικτή περιοχή του y µε x R Vy. Επειδή ο χώρος µας είναι τοπικά κυρτός,
µπορούµε να πάρουµε την Vy κλειστή και κυρτή περιοχή του y.

Το y P sptpµq, άρα µpUyq ¡ 0, για κάθε Uy P Upyq, άρα µpVyq ¡ 0. Αν µpVyq � 1,
τότε µ PM1pVyq, µε Vy κλειστό υποσύνολο του συµπαγούς X. ΄Αρα το Vy συµπαγές
και από την Πρόταση (3.2.7) ϑα έχουµε rpµq P coVy. Το Vy κλειστό και κυρτό, οπότε
coVy � Vy και τελικά rpµq � x P Vy, άτοπο. ΄Αρα 0   µpVyq   1.

Θέτουµε λ �
1

µpVyq
µ|Vy και ν �

1

µpXzVyq
µ|XzVy . Τα λ και ν ανήκουν στον M1pXq :

λpXq �
1

µpVyq
µ|VypXq �

1

µpVyq
µpX X Vyq �

µpVyq

µpVyq
� 1.

Οµοίως και για το ν.Οπότε, πάλι από την Πρόταση (3.2.7), rpλq P Vy ñ rpλq � rpµq.
Επιπλέον µ � µpVyqλ� p1� µpVyqqν, αφού για κάθε A � X έχουµε

µpVyqλpAq � p1� µpVyqqνpAq � µpVyq
µpVy XAq

µpVyq
� p1� µpVyqq

µpV c
y XAq

1� µpVyq

� µpVy XAq � µpV c
y XAq

� µpAq.

Για το ϐαρύκεντρο του µ έχουµε ότι

rpµq
(αφφινική)
� µpVyqrpλq � p1� µpVyqqrpνq ñ

x � arpλq � p1� aqrpνq, a P p0, 1q, rpλq � x,

άτοπο αφού το x ακραίο σηµείο του X.

(ii) ñ (i)
΄Εστω x � ay � p1 � aqz, µε y � z P X και a P p0, 1q. Θεωρούµε το µέτρο
µ � aεy � p1 � aqεz. Προφανώς rpµq � x και sptpµq � ty, zu � txu. ΄Αρα µ � εx,
άτοπο.
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Πόρισµα 3.2.9. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � E
συµπαγές και κυρτό. Αν x P extX, τότε η οικογένεια

ty P X : fpyq   λu, f P E�, λ P R µε fpxq   λ,

αποτελεί ϐάση περιοχών του x στο X.

Απόδειξη. ΄Εστω Ux ανοικτή περιοχή του x. Το σύνολο XzUx είναι κλειστό υποσύνολο του
συµπαγούς X, άρα συµπαγές. Επιπλέον x R copXzUxq, αφού, σε αντίθετη περίπτωση,
από την Πρόταση (3.2.7) ϑα υπήρχε µέτρο µ P M1pXzUxq, µε rpµq � x, µpXzUxq � 1.
Το µέτρο µ επεκτείνεται σε µέτρο µ̃ ολόκληρο το X έτσι ώστε µ̃pXq � 1, rpµ̃q � x. ΄Οµως
x P extX και από το Θεώρηµα του Bauer το µόνο µέτρο που αναπαριστά το x είναι το εx.
Για το µ̃ έχουµε ότι :

µ̃pXzUxq � 1 ñ

sptpµ̃q � XzUx ñ

µ̃ � εx.

΄Αρα x R copXzUxq.
Το txu συµπαγές και κυρτό, ενώ το copXzUxq κλειστό και κυρτό, οπότε διαχωρίζονται.

΄Εστω f P E� µε:
fpxq   λ ¤ fpcopXzUxqq.

Τότε ty P X : fpyq   λu � Ux.

Θεώρηµα 3.2.10. ΄Εστω E τοπικά κυρτός τοπολογικός γραµµικός χώρος και B υποσύνολο
του E τέτοιο ώστε το X � coB να είναι συµπαγές. Τότε extX � B.

Απόδειξη. ΄Εστω x P extXzB. ΤοB κλειστό, άρα και συµπαγές, υποσύνολο του συµπαγούς
X, ενώ το txu συµπαγές και κυρτό. Από διαχωριστικό ϑεώρηµα, υπάρχει f P E�, τέτοιο
ώστε

fpxq ¡ λ ¥ fpyq, @y P B, άρα
fpxq ¡ λ ¥ fpyq, @y P coB,

αφού η f γραµµική. ΄Οµως τότε έπεται ότι x R coB � X, άτοπο. ΄Αρα extX � B.

Πρόταση 3.2.11. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � E
συµπαγές, κυρτό και µετρικοποιήσιµο. Τότε το X είναι αφφινικά ισοµορφικό µε κάποιο
συµπαγές και κυρτό υποσύνολο του `2.

Απόδειξη. Αφού οX είναι T2, µετρικοποιήσιµος και συµπαγής, ο CpXq ϑα είναι διαχωρίσι-
µος από το Θεώρηµα (2.4.41). ΄Εστω pfnqnPN πυκνό υποσύνολο της µοναδιαίας µπάλας
του AcpXq. Ορίζουµε T : X Ñ `2, µε

T pxq �

�
fnpxq

n



nPN

.

Η T είναι :
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Αφφινική:
΄Εστω x, y P X, λ P R.

T pλx� p1� λqyq �

�
fnpλx� p1� λqyq

n



nPN

�

�
λfnpxq � p1� λqfnpyq

n



nPN

� λ

�
fnpxq

n



nPN

� p1� λq

�
fnpyq

n



nPN

� λT pxq � p1� λqT pyq.

΄Ενα προς ένα:
΄Εστω x, y P X,

T pxq � T pyq ñ�
fnpxq

n



nPN

�

�
fnpyq

n



nPN

ñ

fnpxq

n
�
fnpyq

n
, για κάθε n P N ñ

fnpxq � fnpyq, για κάθε n P N ñ

hpxq � hpyq, για κάθε h P BAcpXq ñ

x � y,

µε την προτελευταία συνεπαγωγή να ισχύει επειδή η ακολουθία pfnqnPN είναι πυκνή
στη µοναδιαία µπάλα των αφφινικών συναρτήσεων και η τελευταία επειδή ο χώρος
είναι τοπικά κυρτός και συνεπώς διαχωρίζει τα σηµεία.

Από τη συµπάγεια του X και τη συνέχεια της T προκύπτει ότι T pXq � `2 συµπαγές,
ενώ από την κυρτότητα τουX και το ότι η T είναι αφφινική, προκύπτει ότι το T pXq ϑα είναι
κυρτό. Επιπλέον η T είναι αµφισυνεχής από την Πρόταση (2.2.11). ΄Αρα ο X αφφινικά
ισοµορφικός µε το συµπαγές και κυρτό υποσύνολο T pXq του `2.

3.3 Εκτεθειµένα Σηµεία

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω X συµπαγές και κυρτό σύνολο ενός τοπολογικού γραµµικού χώρου.
Το σηµείο x P X ονοµάζεται εκτεθειµένο σηµείο του X αν υπάρχει h P AcpXq, τέτοια ώστε
hpxq ¡ hpyq, για κάθε y P Xztxu. Τότε λέµε ότι η h εκθέτει το σηµείο x στο X.

Αν επιπλέον για κάθε δίκτυο pxaqaPA του X µε hpxaq Ñ hpxq, συνεπάγεται ότι xa Ñ x,
τότε το x ονοµάζεται ισχυρά εκτεθειµένο σηµείο του X και λέµε ότι η h εκθέτει ισχυρά το
σηµείο x στο X.

Θα συµβολίζουµε µε exppXq το σύνολο των εκτεθειµένων σηµείων του συνόλου X και
µε seppXq το σύνολο των ισχυρά εκτεθειµένων σηµείων του.
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Λήµµα 3.3.2. Αν H χώρος Hilbert και BH � tx P X : ||x|| ¤ 1u η µοναδιαία µπάλα
του, τότε κάθε σηµείο της µοναδιαίας σφαίρας, δηλ. του συνόρου της BH , είναι και ισχυρά
εκτεθειµένο σηµείο της BH :

SH � seppBHq.

και το συναρτησιακό που εκθέτει το x0 P SH είναι το fpyq � xx0, yy, για κάθε y P H.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 P SH και ϑεωρούµε το συναρτησιακό fpyq � xx0, yy, για κάθε y P BH .
fpx0q � xx0, x0y � ||x0||

2 � 1. Επιπλέον, από ανισότητα Cauch - Schwarz |fpyq| �
xx0, yy ¤ ||x0|| � ||y|| ¤ ||y||. ΄Εστω y � x0. Αν fpyq � 1, τότε αναγκαστικά y P SH λόγω
της προηγούµενης ανισότητας. ΄Αρα:

xx0, yy � xx0, x0y � 1 ñ

xx0, y � x0y � 0 ñ

x0 K y � x0.

Από Πυθαγόρειο Θεώρηµα:

||x0 � y � x0||
2 � ||x0||

2 � ||y � x0||
2 ñ

||y||2 � ||x0||
2 � ||y � x0||

2

� ||y||2 � ||x0||
2 � 2xx0, yy

� 0 ñ

||y � x0||
2 � 0 ñ

||y � x0|| � 0 ñ

y � x0, άτοπο.

΄Αρα fpyq � xx0, yy   fpx0q, για κάθε y � x0 στο BH και συνεπώς η f εκθέτει το σηµείο
x0.

Για να δείξουµε ότι το f εκθέτει ισχυρά το x0 ϑεωρούµε ακολουθία pxnqnPN � BH , µε
fpxnq � xxn, x0y Ñ xx0, x0y. Από ανισότητα Cauch - Schwarz, |xxn, x0y| ¤ ||xn|| � ||x0|| ¤
||x0|| και xxn, x0y Ñ xx0, x0y � 1. ΄Αρα ||xn|| Ñ 1 και

||xn � x0||
2 � ||xn||

2 � ||x0||
2 � 2xx0, xny Ñ 0,

άρα xn Ñ x0.

Πόρισµα 3.3.3. ΑνH χώρος Hilbert καιBpa, rq η µπάλα µε κέντρο a και ακτίνα r. Τότε κά-
ϑε συνοριακό σηµείο της Bpa, rq είναι ισχυρά εκτεθειµένο σηµείο της. Επιπλέον, το συναρτη-
σιακό f που εκθέτει το σηµείο c P Spa, rq είναι το fpc1q � xc1, c� ay.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι για κάθε c1 P Bpa, rq το διάνυσµα c1 � a ανήκει στην Bp0, rq.
΄Εστω c P Spa, rq και c1 P Bpa, rq, c1 � c. Τότε c�a P SHprq και c1�a P BHprq. Εποµένως,
από προηγούµενη πρόταση, ϑα έχουµε ότι :

xc1 � a, c� ay   xc� a, c� ay ñ

xc1, c� ay   xc, c� ay

και συνεπώς το συναρτησιακό fpc1q � xc1, c � ay εκθέτει το c. Ακριβώς όπως και προ-
ηγουµένως µπορούµε να δείξουµε ότι το f εκθέτει το c ισχυρά

Πόρισµα 3.3.4. Αν H χώρος Hilbert και C � H µη κενό και κυρτό. Τότε κάθε απώτατο
σηµείο του C είναι και ισχυρά εκτεθειµένο σηµείο του :

farpCq � seppCq.

Απόδειξη. ΄Εστω c P C απώτατο σηµείο του C και έστω a P H τέτοιο ώστε :

dpa,Cq � supt||a� t|| : t P Cu � ||a� c|| � r.

Θεωρούµε την µπάλα κέντρου a και ακτίνας r, Bpa, rq. Τότε το c P Spa, rq και από προ-
ηγούµενη πρόταση είναι ισχυρά εκτεθειµένο σηµεί ο της Bpa, rq. ΄Οµως C � Bpa, rq,
καθώς το c είναι το απώτατο σηµείο του C για το κέντρο a της σφαίρας. Αν f το συναρτησι-
ακό που εκθέτει ισχυρά το c, ϑα έχουµε fpcq ¡ fpxq για κάθε x P Bpa, rq, άρα fpcq ¡ fpxq
για κάθε x P C και το συναρτησιακό f εκθέτει το c ισχυρά στο σύνολο C.

Λήµµα 3.3.5. Αν X πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός χώρος, H � C � X κλειστό
και κυρτό, c P C και f P X�, τότε η f εκθέτει το σηµείο c στο C αν και µόνο αν το εκθέτει
ισχυρά.

Θεώρηµα 3.3.6. (Straszewicz). ΄Εστω X πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός χώρος
και H � C � X κλειστό και κυρτό. Τότε :

expC � sepC � extC.

Πρόταση 3.3.7. ΄Εστω H χώρος Hilbert και H � X � H συµπαγές και κυρτό. Τότε

X � cofarX � coexpX.

Πρόταση 3.3.8. ΄Εστω E τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � E
συµπαγές, κυρτό και µετρικοποιήσιµο. Τότε X � coexpX.

Απόδειξη. Από την Πρόταση (3.2.11) το X είναι αφφινικά οµοιοµορφικό µε κάποιο συ-
µπαγές και κυρτό υποσύνολο Y του `2, µέσω µιας απεικόνισης T .

Θα δείξουµε ότι T pexpXq � expY . ΄Εστω T px0q P expY και g P AcpY q συνάρτηση που
εκθέτει το T px0q, δηλαδή gpT px0qq ¡ gpT pxqq, για κάθε x P Xztx0u. Ορίζουµε f : X Ñ R
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µε fpxq � gpT pxqq, για κάθε x P X. Η f συνεχής ως σύνθεση συνεχών και αφφινική ως
σύνθεση αφφινικών:

fpλx� p1� λqyq � gpT pλx� p1� λqyqq

� gpλT pxq � p1� λqT pyqq

� λgpT pxqq � p1� λqgpT pyqq

� λfpxq � p1� λqfpyq,

άρα f P AcpXq. Επιπλέον fpxq � gpT pxqq   gpT px0qq � fpx0q, για κάθε x P Xztx0u
και συνεπώς η f εκθέτει το σηµείο x0. Ο αντίστροφος εγκλεισµός δείχνεται µε όµοιο τόπο
χρησιµοποιώντας την T�1.

Ο `2 είναι χώρος Hilbert και το Y συµπαγές και κυρτό υποσύνολό του, οπότε, από την
Πρόταση (3.3.7), ϑα ισχύει Y � coexpY και επειδή ο X αφφινικά οµοµορφικός µε τον Y ,
συµπεραίνουµε ότι X � coexpX.

3.4 Ακραία ∆οµή

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι E τοπικά κυρτός τοπολογικός γραµµικός χώρος και X � E
κυρτό και συµπαγές.

Λήµµα 3.4.1. ΄Εστω F � X. Το F ακραίο αν και µόνο αν¤
λ¥1

pλF � pλ� 1qXq XX.

Απόδειξη. ñ
΄Εστω F � X ακραίο και z P X X pλF � pλ� 1qXq. Τότε

z � x � λf � pλ� 1qy ñ

f �
1

λ
x�

�
1�

1

λ



y P F,

άρα x, y P F.

ð
΄Εστω x, y P X µε λx� p1� λqy � f P F . Τότε

x �
1

λ
f �

�
1

λ
� 1



P X X pλF � pλ� 1qXq.

Πρόταση 3.4.2. ΄Εστω F � X. Τότε :

( i) F X extX � extF ,
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( ii) αν επιπλέον το F ακραίο, τότε F X extX � extF.

Απόδειξη.

(i) ΄Εστω x P F X extX και x � λy � p1 � λqz µε λ P p0, 1q και z, y P F. Τότε
x � λy � p1 � λqz µε λ P p0, 1q και z, y P X και καθώς x P extX έπεται ότι
y � z. ΄Αρα x P extF .

(ii) ΄Εστω x P extF � F. Αρκεί να δείξουµε ότι x P extX. ΄Εστω x � λy � p1 � λqz
µε λ P p0, 1q και z, y P X. Το x ανήκει στο F µε το F ακραίο υποσύνολο του X,
εποµένως y, z P F . ΄Αρα

x � λy � p1� λqz, µε λ P p0, 1q και z, y P F.

΄Οµως x P extF ñ y � z και τελικά x P extX.

Πρόταση 3.4.3. ΄Εστω F � X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το F ακραίο,

( ii) η χαρακτηριστική συνάρτηση IF είναι κυρτή,

( iii) το F γράφεται σαν ένωση από έδρες.

Απόδειξη.

(i) ñ (ii)
΄Εστω ότι το F ακραίο.

• Αν x, y P F , τότε IF pxq � IF pyq � 1,

λIF pxq � p1� λqIF pyq � λ� p1� λq � 1, ενώ
IF pλx� p1� λqyq ¤ 1 � λIF pxq � p1� λqIF pyq,

άρα η IF κυρτή.

• Αν x, y R F , τότε IF pxq � IF pyq � 0 και επιπλέον IF pλx� p1� λqyq � 0, γιατί
σε αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε

IF pλx� p1� λqyq � 1 ñ

λx� p1� λqy P F και επειδή F ακραίο ñ

x P F και y P F ñ

IF pxq � 1 και IF pyq � 1, άτοπο.

΄Αρα IF pλx� p1� λqyq � 0 ¤ λIF pxq � p1� λqIF pyq � 0 και η IF κυρτή.
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• x P F , y R F , τότε IF pxq � 1, IF pyq � 0 και η απόδειξη είναι πανοµοιότυπη µε
τη δεύτερη περίπτωση.

(ii) ñ (i)
΄Εστω ότι η IF κυρτή και z P F µε z � λx� p1� λqy, λ P p0, 1q, x, y P X.

IF pzq � IF pλx� p1� λqyq ¤ λIF pxq � p1� λqIF pyq ñ

1 � IF pzq ¤ λIF pxq � p1� λqIF pyq.

΄Αρα IF pxq � IF pyq � 1, δηλαδή x, y P F και εποµένως το F ακραίο.

Πρόταση 3.4.4. ΄Εστω F � X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το F κλειστό και ακραίο σύνολο,

( ii) η χαρακτηριστική συνάρτηση IF είναι κυρτή και άνω ηµισυνεχής,

( iii) υπάρχει ϑετική, κοίλη και κάτω ηµισυνεχής συνάρτηση f στο X τέτοια ώστε :

F � tx P X : fpxq � 0u,

( iv) το F κλειστό και για κάθε µ PM1pXq µε rpµq P F , συνεπάγεται ότι sptpµq � F ,

(v) το F είναι κλειστό και µπορεί να γραφεί σαν ένωση από έδρες,

(vi) το F είναι κλειστό και µπορεί να γραφεί σαν ένωση από κλειστές έδρες.

Απόδειξη. (i) ô (ii)
Θα δείξουµε ότι το F κλειστό αν και µόνο αν η IF άνω ηµισυνεχής. Πράγµατι, αρκεί
να παρατηρήσουµε ότι :

Aa � tx P X : IF pxq   au �

$'&'%
H για a ¤ 0

F c για 0   a   1

X για a ¥ 1.

΄Αρα Aa ανοικτό για κάθε a P R ðñ F c ανοικτό ðñ F κλειστό. Από την
προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι F ακραίο αν και µόνο αν η IF κυρτή, πράγµα
που ολοκληρώνει την απόδειξη.

(ii) ô (iii)
Θέτουµε fpxq � �IF pxq � 1 � IF cpxq. Η f κοίλη και κάτω ηµισυνεχής αν και µόνο
αν η IF είναι κυρτή και άνω ηµισυνεχής.
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(i) ñ (iv)
΄Εστω F κλειστό και ακραίο και µ PM1pXq µε rpµq P F . ΄Εστω ότι sptpµq * F , τότε
υπάρχει C � XzF κλειστό και κυρτό µε µpCq ¡ 0:

Ο X συµπαγής και T2, άρα είναι και T4. Εποµένως διαχωρίζει κλειστά από κλειστά.
Αν x P sptpµqzF τότε τα F και x διαχωρίζονται. ΄Εστω Ux περιοχή του x µε UxXF �
H. Ο χώρος µας είναι τοπικά κυρτός τοπολογικός γραµµικός χώρος, εποµένως έχει
µια ϐάση από κλειστά και κυρτά. ΄Αρα υπάρχει Vx � Ux κλειστή και κυρτή περιοχή
του x µε µpVxq ¡ 0. Επίσης µpCq   1 γιατί διαφορετικά:

fprpµqq �

»
X
fdµ

�

»
C
fdµ�

�
�
�
��

»
XzC

fdµ

�

»
C
fdµ|C ,

δηλαδή rpµq � rpµ|Cq R F. Θέτουµε

ν �
1

µpCq
µ|C ,

λ �
1

1� µpCq
µ|XzC .

Τότε rpµq � µpCqrpνq� p1�µpCqqrpλq P F και επειδή το F ακραίο ϑα έχουµε rpνq,
rpλq P F , άτοπο.

(iv) ñ (i)
΄Εστω F κλειστό και x P F µε x � λy � p1 � λqz, y, z P X, λ P p0, 1q. Το µέτρο
µ � λεy � p1� λqεz αναπαριστά το σηµείο x P F και συνεπώς sptpµq � ty, zu � F,
πράγµα που δείχνει ότι το F ακραίο.

(vi) ñ (v)
Προφανές.

(i) ñ (vi)
΄Εστω F κλειστό και ακραίο υποσύνολο του X και x P X. Θεωρούµε την οικογένεια
συνόλων,

F � tC � F : x P C, C κυρτόu,

µερικά διατεταγµένη µε τον εγκλεισµό �. ΄Εστω C � tCiuiPI αλυσίδα του F . Τότε το
σύνολο C �

¤
iPI

Ci, είναι κυρτό ως ένωση κυρτών συνόλων, ενώ x P C αφού x P Ci,

για κάθε i P I. ΄Αρα το C είναι στοιχείο της F . Επιπλέον Ci � C για κάθε Ci P C,
δηλαδή το C άνω ϕράγµα της αλυσίδας C. Από το Λήµµα του Zorn η F έχει µεγιστικό
στοιχείο C.
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Το σύνολο C είναι κλειστό αφού C � C � F , µε F κλειστό και C µεγιστικό κυρτό
υποσύνολο του F . ΄Αρα C � C. Επίσης είναι κυρτό από τον ορισµό του. ΄Αρα για να
δείξουµε ότι το C είναι έδρα, αποµένει να δείξουµε ότι είναι ακραίο.

΄Εστω a, b P X, λ P p0, 1q, µε z � λa � p1 � λqb P C και ϑα δείξουµε ότι a, ϐP F .
Θέτουµε D � cotC, a, bu. Το D είναι υποσύνολο του F :

΄Εστω d P D, τότε το d γράφεται στη µορφή:

d � λ1pλ2a� p1� λ1qbq � p1� λ1qc,

για κατάλληλα λ1, λ2 P r0, 1s και c P C. Αν λ1 � 0, τότε d � c P C � F . Αν λ1 � 1,
τότε d � λ2a� p1� λ1qb, µε λa� p1� λqb P C � F και F ακραίο, άρα a, b P F και
d P F . Αν λ1 P p0, 1q, τότε :

d � λ1pλ2a� p1� λ1qbq � p1� λ1qc ñ

λd

λ1λ2 � λp1� λ1q
�

λλ1λ2a

λ1λ2 � λp1� λ1q
�

λλ1p1� λ2qb

λ1λ2 � λp1� λ1q

�
λp1� λ1qc

λ1λ2 � λp1� λ1q
ñ

λd

λ1λ2 � λp1� λ1q
�

λλ1λ2a

λ1λ2 � λp1� λ1q
�

p1� λqλ1λ2b

λ1λ2 � λp1� λ1q

�
λ1bpλ� λ2q

λ1λ2 � λp1� λ1q
�

λp1� λ1qc

λ1λ2 � λp1� λ1q

και ϑέτοντας

k �
λ1λ2

λ1λ2 � λp1� λ1q
, l �

λ

λ1λ2 � λp1� λ1q
,

παίρνουµε
ld� p1� lqb � kz � p1� kqc P C � F.

΄Οµως F ακραίο, οπότε d P F . ΄Αρα D � F , κυρτό µε x P D, C � D και λόγω του
ότι το C υποτέθηκε µεγιστικό στοιχείο, έπεται ότι C � D � F. ∆είξαµε ότι για κάθε
x P F , υπάρχει Cx � F κλειστή έδρα του F µε x P Cx. ΄Αρα F �

¤
xPF

Cx.

3.4.1 Μετρικά κυρτά σύνολα

Σε όλη αυτή την παράγραφο ϑεωρούµε E έναν τοπικά κυρτό, T2 τοπολογικό γραµµικό
χώρο και X � E συµπαγές και κυρτό.

Τα µετρικά κυρτά σύνολα διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στη ϑεωρία Choquet, καθώς
πρόκειται για σύνολα που περιέχουν το ϐαρύκεντρο οποιουδήποτε µέτρου το οποίο ϕέρουν.
Τέτοια σύνολα είναι, όπως έχουµε ήδη δει, τα συµπαγή.

Ορισµός 3.4.5. ΄Εστω A � X καθολικά µετρήσιµο. Το A ονοµάζεται µετρικά κυρτό
(measure convex) αν για κάθε µέτρο µ PM1pXq που ϕέρεται από το A, έπεται ότι rpµq P A.
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Πρόταση 3.4.6. ΄Εστω A � X µετρικά κυρτό. Τότε το A κυρτό.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y P A, λ P p0, 1q και z � λx � p1 � λqy. Θεωρούµε το µέτρο µ �
λεx � p1� λqεy. Τότε sptpµq � tx, yu και συνεπώς το µ ϕέρεται από το σύνολο A. Αφού το
A µετρικά κυρτό ϑα πρέπει rpµq � z P A, άρα το F κυρτό.

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω F � X κυρτό και κλειστό. Τότε το F µετρικά κυρτό.

Απόδειξη. ΄Εστω µέτρο µ P M1pXq που ϕέρεται από το F . Το F κλειστό υποσύνολο
συµπαγούς, άρα συµπαγές. Επιπλέον, µpF q � 1, δηλαδή µ P M1pF q. Από την Πρόταση
(3.2.7) ϑα πρέπει rpµq P coF . ΄Οµως το F κλειστό και κυρτό, οπότε rpµq P coF � F και το
F είναι µετρικά κυρτό.

Πρόταση 3.4.8. ΄Εστω A � X καθολικά µετρήσιµο. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το A µετρικά κυρτό,

( ii) για κάθε K � A συµπαγές, έπεται ότι coK � A.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω A µετρικά κυρτό, K � A συµπαγές και x P coK. Από την Πρόταση (3.2.7)
υπάρχει µέτρο µ P M1pKq µε rpµq � x. ΄Οµως το µ ϕέρεται από το A, οπότε από
υπόθεση rpµq � x P A. ΄Αρα coK � A.

(ii) ñ (i)
(ϐλ. [Luk, σελ. 31-32]).

Πρόταση 3.4.9. ΄Εστω U � X ανοικτό και κυρτό. Τότε το U είναι µετρικά κυρτό.

Πρόταση 3.4.10. ΄Εστω pAiqiPI οικογένεια µετρικά κυρτών υποσυνόλων του X. Τότε το

A �
£
iPI

Ai, είναι µετρικά κυρτό.

Απόδειξη. ΄Εστω µ P M1pXq µε sptpµq � A � Ai για κάθε i P I. Τότε rpµq P Ai για κάθε
i P I, άρα rpµq P

£
iPI

Ai � A.

Πρόταση 3.4.11. ΄Εστω pEiqiPI οικογένεια τοπικά κυρτών χώρων και E �
¹
iPI

Ei. Αν για

κάθε i P I τοAi � Ei είναι µετρικά κυρτό, τότε τοA �
¹
iPI

Ai είναι µετρικά κυρτό υποσύνολο

του E.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε τον ισοδύναµο χαρακτηρισµό της Πρότασης (3.4.8). ΄Εστ-
ω K �

¹
iPI

Ki � A συµπαγές. Τότε τα Ki συµπαγή υποσύνολα των Ai για κάθε i P I µε τα

Ai µετρικά κυρτά. ΄Αρα coKi � Ai, για κάθε i P I και
¹
iPI

coKi � A. Εποµένως coK � A

και το A µετρικά κυρτό.
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Πρόταση 3.4.12. ΄ΕστωE χώρος πεπερασµένης διάστασης,X � E καιA καθολικά µετρή-
σιµο υποσύνολο του X. Αν το A είναι κυρτό, τότε είναι και µετρικά κυρτό.

3.4.2 Μετρικά ακραία σύνολα

Ορισµός 3.4.13. ΄Εστω A � X καθολικά µετρήσιµο. Το A ονοµάζεται µετρικά ακραίο
(measure extremal) αν για κάθε µέτρο µ PM1pXq µε rpµq P A, έπεται ότι το µ ϕέρεται από
το A, δηλαδή µpAcq � 0.

Πρόταση 3.4.14. ΄Εστω A � X καθολικά µετρήσιµο και µετρικά ακραίο. Τότε το A ακραίο
υποσύνολο του X.

Απόδειξη. Θεωρούµε x, y P X, λ P p0, 1q, τέτοια ώστε x � λx�p1�λqy P A. Για το µέτρο
µ � λεx � p1 � λqεy ισχύουν : rpµq � λx � p1 � λqy P A, µ P M1pXq. Αφού το A είναι
µετρικά κυρτό ϑα έχουµε ότι µpAcq � 0, δηλαδή

1 � µpAq � λεxpAq � p1� λqεypAq ñ

εxpAq � εypAq � 1 ñ

x, y P A,

άρα το A ακραίο.

Πρόταση 3.4.15. ΄Εστω A � X κλειστό και ακραίο. Τότε το A µετρικά ακραίο.

Απόδειξη. Θεωρούµε A κλειστό και ακραίο και µ PM1pXq µε rpµq P A. Από την Πρόταση
(3.4.4) γνωρίζουµε ότι ϑα πρέπει sptpµq � A. Το A κλειστό, άρα µpAq � 1 και συνεπώς το
µέτρο µ ϕέρεται από το A.

Πρόταση 3.4.16. ΄Εστω A � X καθολικά µετρήσιµο. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το A µετρικά ακραίο,

( ii) το XzA µετρικά κυρτό.

3.5 Η ∆ιάταξη Choquet

Η διάταξη Choquet παρέχει έναν τρόπο καθορισµού του πόσο κοντά στο σύνορο είναι
συγκεντρωµένη η µάζα ενός µέτρου. Πιο συγκεκριµένα, αν για δύο µέτρα του K, µ και ν
ισχύει ότι µ   ν, τότε η µάζα του ν, σε σχέση µε αυτή του µ, αποµακρύνεται από το κοινό
τους ϐαρύκεντρο και πλησιάζει προς το σύνορο του K.

Υπενθυµίζεται ότι συµβολίζουµε µεKcpXq το σύνολο των κυρτών, συνεχών συναρτήσεων
µε πεδίο ορισµού το X.
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Ορισµός 3.5.1. Αν µ PMpKq µε µpKq � 0 και rpµq � 0, τότε το µ ονοµάζεται γενικευµένη
αφφινική εξάρτηση (generalized affine dependence) στοK. Θα συµβολίζουµε µε N pKq τον
υπόχωρο του MpKq που περιέχει τις γενικευµένες αφφινικές εξαρτήσεις του K:

N pKq � tµ PMpKq : µpKq � 0 και rpµq � 0u.

Παρατήρηση 3.5.2. Ο χώρος N pKq ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας στον MpKq ως εξής : Αν
µ, ν PMpKq, τότε ορίζουµε

µ � ν ðñ µ� ν P N pKq

ðñ µpKq � νpKq και rpµq � rpνq.

Στη συνέχεια ορίζουµε µια σχέση διάταξης   στο χώρο MpKq, µε :

µ   ν ðñ

»
K
fdµ ¤

»
K
fdν, @f P KcpKq. (3.5.1)

Πρόταση 3.5.3. Η σχέση (3.5.1) ορίζει όντως µία µερική διάταξη στο σύνολο MpKq. Η
διάταξη αυτή ονοµάζεται διάταξη Choquet�.

Απόδειξη. Η σχέση   είναι :

Αυτοπαθής : Ισχύει ότι
»
K
fdµ ¤

»
K
fdµ, για κάθε f P KcpKq, δηλαδή µ   µ.

Μεταβατική : Αν µ   ν και ν   λ, τότε
»
K
fdµ ¤

»
K
fdν ¤

»
K
fdλ, για κάθε f P KcpKq,

δηλαδή µ   λ.

Αντισυµµετρική : Αν µ   ν και ν   µ, τότε προκύπτει ότι
»
K
fdµ �

»
K
fdν, για

κάθε f P KcpKq. ΄Εστω f P CpKq. Γνωρίζουµε ότι το KcpKq � KcpKq είναι πυκνό
στον CpKq, εποµένως υπάρχει ακολουθία pfnqnPN τέτοια ώστε fn � pn � qn, µε pn,
qn P KcpKq, για κάθε n P N και η fn να συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .»

K
fndµ �

»
K
ppn � qnqdµ

�

»
K
pndµ�

»
K
qndµ

�

»
K
pndν �

»
K
qndν

�

»
K
ppn � qnqdν

�

»
K
fndν, @n P N.

�Παρά την ονοµασία της, η εν λόγω διάταξη είχε ήδη χρησιµοποιηθεί για τη σύγκριση στατιστικών δεδοµένων
από προγενέστερους του Choquet, όπως οι Hardy, Littlewood, Polya που την εφάρµοσαν σε µονοδιάστατους
χώρους και οι Blakwell, Stein και Sherman που την εφάρµοσαν σε χώρους πεπερασµένης διάστασης. Ο
Choquet ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε τη διάταξη αυτή στη ϑεωρία ολοκληρωτικής αναπαράστασης.
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Από Θεώρηµα Οµοιόµορφης Σύγκλισης
»
K
fndµ Ñ

»
K
fdµ και

»
K
fndν Ñ

»
K
fdν,

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι
»
K
fdµ �

»
K
fdν, για κάθε f P CpKq, δηλαδή

µ � ν.

Παρατήρηση 3.5.4. Αν h P AcpKq � KcpKq, τότε η σχέση µ   ν συνεπάγεται ότι»
K
hdµ ¤

»
K
hdν. ΄Οµως �h P AcpKq, από το οποίο προκύπτει ότι

»
K
hdµ ¥

»
K
hdν

και τελικά »
K
hdµ �

»
K
hdν, για κάθε h P AcpKq. (3.5.2)

• Για h � 1, µ   ν ñ µpKq � νpKq.

• Για h � x, µ   ν ñ

»
K
xdµ �

»
K
xdν ñ rpµq � rpνq.

Εποµένως, αν τα µέτρα µ και ν είναι συγκρίσιµα µεταξύ τους µε τη διάταξη Choquet, τότε
υα πρέπει να ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας ως προς N pKq.

Αν E διανυσµατικός χώρος και X � E συµβολίζουµε µε AcpX;Eq το σύνολο των
συνεχών αφφινικών συναρτήσεων του E περιορισµένων στο X.

Ορισµός 3.5.5. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο, X υποσύνολο του K µε extK �
X � K και λ P R.

Αν f : X Ñ rλ,�8s συνάρτηση, τότε ορίζουµε ως κάτω ϕάκελο (lower envelope) της
fpxq τη συνάρτηση:

f̌pxq � suptapxq : a P AcpK;Eq και apyq ¤ fpyq, για κάθε y P Xu, @x P K. (3.5.3)

Ανάλογα, αν f : X Ñ r�8, λs, ορίζουµε ως άνω ϕάκελο (upper envelope) της fpxq τη
συνάρτηση:

f̂pxq � inftapxq : a P AcpK;Eq και apyq ¥ fpyq, για κάθε y P Xu, @x P K. (3.5.4)

Παρατήρηση 3.5.6. Η συνάρτηση f̌pxq είναι κυρτή ως supremum κυρτών συναρτήσεων
και κάτω ηµισυνεχής ως supremum συνεχών, δηλαδή f̌pxq P KlscpKq. Οµοίως προκύπτει
ότι η f̂pxq είναι κοίλη και άνω ηµισυνεχής.

Πρόταση 3.5.7. ΄ΕστωK συµπαγές και κύρτό καιX υποσύνολο τουK τέτοιο ώστε extK �
X � K. Αν f, g : X Ñ r�8, λs, λ P R, τότε

( i) f̂pxq ¤ λ, για κάθε x P K,

( ii) fpxq ¤ gpxq, για κάθε x P X ñ f̂pxq ¤ ĝpxq, για κάθε x P K,
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( iii) zf � g ¤ f̂ � ĝ,

( iv) xµf � µf̂ , για κάθε µ ¥ 0,

(v) ~p�fq � �f̂ .

Αν επιπλέον η f είναι ϕραγµένη, τότε

f̌pxq ¤ f̂pxq, για κάθε x P K. (3.5.5)

Απόδειξη. Θέτουµε B � ta P AcpK;Eq : a|X ¥ gu και A � ta P AcpK;Eq : a|X ¥ fu.

(i) Η συνάρτηση apxq � λ είναι αφφινική και fpxq ¤ apxq, για κάθε x P K. ΄Αρα
f̂pxq ¤ apxq � λ, για κάθε x P K.

(ii) Αν fpxq ¤ gpxq, για κάθε x P K, τότε

ta P AcpK;Eq : a|X ¥ gu � ta P AcpK;Eq : a|X ¥ fu ñ

infta P AcpK;Eq : a|X ¥ gu ¥ ta P AcpK;Eq : a|X ¥ fu ñ

f̂pxq ¤ ĝpxq.

(iii) Θεωρούµε τις συαρτήσεις f και g. Ισχύει ότι zf � gpxq � infta P AcpK;Eq : a|X ¥
f � gu. ΄Εστω apxq, bpxq P AcpK;Eq µε apxq ¥ fpxq και bpxq ¥ fpxq για κάθε
x P X και εποµένως apxq � bpxq ¥ fpxq � gpxq για κάθε x P X. Τότε f̂pxq ¤ apxq,
ĝpxq ¤ bpxq και zf � gpxq ¤ apxq � bpxq.

Η pa � bqpxq είναι αφφινική, εποµένως zf � gpxq ¤ apxq � bpxq, για κάθε a P A και
b P B. ΄Αρα zf � gpxq ¤ inf A� inf B ñ zf � gpxq ¤ f̂pxq � ĝpxq.

(iv) ΄Εστω µ ¥ 0.

xµf � inftapxq P AcpK;Eq : apyq ¥ µfpyq,@y P Xu

� inftµapxq P AcpK;Eq : apyq ¥ fpyq,@y P Xu

� µf̂pxq.

(v)

�f̂pxq � inftapxq P AcpK;Eq : apyq ¥ fpyq,@y P Xu

� supt�apxq : a P AcpK;Eq, apyq ¥ fpyq,@y P Xu

� suptapxq P AcpK;Eq : �apyq ¥ fpyq,@y P Xu

� suptapxq P AcpK;Eq : apyq ¤ �fpyq,@y P Xu

� ~p�fqpxq.
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(vi) ΄Εστω f ϕραγµένη συνάρτηση από το X στο R, µε extK � X � K. Για κάθε x P X

ισχύει ότι f̌pxq ¤ fpxq ¤ f̂pxq. ΄Εστω x P coextK, x �
ņ

i�1

λiei. Τότε

f̌pxq � f̌

�
ņ

i�1

λiei

�
¤

ņ

i�1

λif̌peiq ¤
ņ

i�1

λif̂peiq ¤ f̂

�
ņ

i�1

λiei

�
� f̂pxq.

Θεωρούµε x0 P K. Από το Θεώρηµα Krein-Milman, υπάρχει δίκτυο pxaqaPA του
coextK µε xa Ñ x0 και f̌px0q ¤ lim inf f̌pxaq ¤ lim inf f̂pxaq ¤ lim sup f̂pxaq ¤
f̂px0q

3.6 Μεγιστικά και συνοριακά µέτρα

Πρόταση 3.6.1. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ, ν ϑετικά µέτρα του K. Τα επόµενα
είναι ισοδύναµα:

( i) µ   ν,

( ii) µpf̌q ¤ νpfq, για κάθε f P CpKq,

( iii) νpfq ¤ µpf̂q, για κάθε f P CpKq.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

΄Εστω f P CpKq. Τότε f̌ P KcpKq και µ   ν, άρα µpf̌q ¤ νpf̌q. ΄Οµως f̌pxq ¤ fpxq
στο K, άρα νpf̌q ¤ νpfq και τελικά µpf̌q ¤ νpf̌q ¤ νpfq.

(ii) ñ (i)

΄Εστω f P KcpKq. Τότε µpfq � µpf̌q ¤ νpfq, άρα µ   ν.

(iii) ô (ii)

Θέτουµε f  �f στην piiq οπότε έχουµε:»
K

~p�fqdµ ¤ »
K
�fdν ðñ

�

»
K
f̂dµ ¤ �

»
K
fdν ðñ

νpfq ¤ µpf̂q.
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Πρόταση 3.6.2. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ, ν ϑετικά µέτρα στο K. Τα επόµενα
είναι ισοδύναµα:

( i) µ   ν,

( ii) για κάθε µ1, . . . , µn ϑετικά µέτρα του K µε µ �
ņ

i�1

µi, υπάρχουν ν1, . . . , νn ϑετικά

µέτρα του K τέτοια ώστε ν �
ņ

i�1

νi και µi   νi, για κάθε i � 1, . . . , n.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

΄Εστω ότι µ   ν και ότι το µ γράφεται ως µ �
ņ

i�1

µi µε τα µi ϑετικά µέτρα. Ορίζουµε

p : CpKqn Ñ R, µε

ppf̃q �
ņ

i�1

»
K
f̂idµi, για κάθε f̃ � pf1, . . . , fnq P CpKq

n.

Η p είναι υπογραµµική:

ppf̃ � g̃q �
ņ

i�1

»
K

{fi � gidµi

¤
ņ

i�1

»
K
f̂idµi �

ņ

i�1

»
K
ĝidµi

� ppf̃q � ppg̃q.

ppλf̃q �
ņ

i�1

»
K

xλfidµi
�

ņ

i�1

»
K
λf̂idµi

� λppf̃q.

Θεωρούµε τον υπόχωρο Y � CpKqn µε Y � tf̃ � pf, . . . , fq : f P CpKqu και
ορίζουµε T0 : Y Ñ R µε

T0pf̃q �

»
K
fdν, για κάθε f̃ � pf, . . . , fq P Y.

Από Πρόταση (3.6.1), ισχύει ότι

T0pf̃q �

»
K
fdν ¤

»
K
f̂dµ � ppf̃q, για κάθε f̃ P Y.
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Από το Θεώρηµα Hahn-Banach ο T0 επεκτείνεται σε τελεστή T : CpKqn Ñ R, µε
T pf̃q ¤ ppf̃q, για κάθε f̃ P CpKqn.

Θα δείξουµε ότι ||T || ¤ ||µ||. ΄Εστω f̃ P CpKqn.

|T pf̃q| ¤ |ppf̃q| �

����� ņ
i�1

»
K
f̂idµi

�����
¤

ņ

i�1

»
K
||fi||dµi �

ņ

i�1

||fi||µipKq ¤
ņ

i�1

||f̃ ||µipKq

� ||f̃ ||
ņ

i�1

µipKq � ||f̃ || � |µpKq| � ||f̃ || � ||µ||.

΄Αρα |T pf̃q| ¤ ||f̃ || � ||µ||, δηλαδή ||T || ¤ ||µ||. Το T ανήκει στο pCpKqnq�, εποµένως
υπάρχουν µέτρα νi PMpKq � CpKq� για i � 1, . . . , n, τέτοια ώστε

T pf̃q �
ņ

i�1

»
K
fidνi, για κάθε f̃ � pf1, . . . , fnq P CpKq

n.

Θεωρούµε f P CpKq και ϑέτουµε f̃ P CpKqn µε fi � 0, για κάθε i � k και fk � f .
Τότε

T pf̃q �

»
K
fdνk ¤ ppf̃q �

»
K
f̂dµk.

΄Αρα µk   νk, για κάθε k � 1, . . . , n.

Θα δείξουµε ότι τα νi είναι ϑετικά µέτρα. Θεωρούµε f P CpKq, f ¥ 0, οπότε�f ¤ 0.
Επίσης ϑέτουµε f̃ � pf, . . . , fq. Τότε

T p�f̃q ¤ pp�f̃q �
ņ

i�1

µipy�fiq � �
ņ

i�1

µipf̌iq ñ

�T pf̃q ¤ �
ņ

i�1

µipf̌iq ñ

�νipfq ¤ �µipf̌q ñ

νipfq ¥ µipf̌q.

΄Οµως f̌ P KcpKq και µi ¥ 0, οπότε αρκεί να δείξουµε ότι f̌ ¥ 0 και το Ϲητούµενο
έπεται. Αυτό όµως ισχύει αφού η συνάρτηση που είναι ταυτοτικά ίση µε το µηδέν
είναι αφφινική και ισχύει ότι 0 ¤ fpxq για κάθε x στο X, άρα f̌ ¥ 0. ΄Αρα κάθε

µέτρο νi είναι ϑετικό µέτρο. Επίσης T pf̃q � νpfq �
ņ

i�1

νipfq, δηλαδή το ν γράφεται

ως ν �
ņ

i�1

νi.
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(ii) ñ (i)

΄Εστω µέτρα µ, ν µε την ιδιότητα piiq. Θα δείξουµε ότι µ   ν, δηλαδή ότι µpfq ¤ νpfq,
για κάθε f P KcpKq συνεχή και κυρτή συνάρτηση του K. Επιλέγουµε µια τέτοια
συνάρτηση f και ε ¡ 0. Η f συνεχής και τοK συµπαγές, άρα η εικόνα fpKq ϑα είναι
συµπαγές υποσύνολο του R. Η οικογένεια pBpfpxq, εqqxPK αποτελεί ένα ανοικτό
κάλυµµα της fpKq, εποµένως ϑα έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. ΄Εστω fpKq �
n¤
i�1

Bpfpxiq, ε{2q και ϑεωρούµε τα κλειστά και κυρτά σύνολα Gi � f�1pBrfpxiq, εsq

για τα οποία ισχύουν:

K �
n¤
i�1

Gi και

|fpxq � fpyq| ¤ ε, για κάθε x, y P Gi

και για κάθε i � 1, . . . , n. Επιπλέον τα Gi µπορούµε να τα ϑεωρήσουµε ξένα,

κατασκευάζοντας, αν είναι ανάγκη, την ακολουθία G1
k � Gkz

k�1¤
i�1

Gi.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε τα µέτρα µi � µ|Gi
¥ 0. Αν X � K, τότε

ņ

i�1

µipXq �
ņ

i�1

µpX XGiq � µ

�
X X

�
n¥
i�1

Gi

��
� µpX XKq � µpXq.

΄Αρα ισχύει ότι µ �
ņ

i�1

µi. Από υπόθεση, υπάρχουν ϑετικά µέτρα νi τέτοια ώστε

ν �
ņ

i�1

νi και µi   νi. Πιο συγκεκριµένα rpµiq � rpνiq � xi P coGi � Gi. Για κάθε

x P Gi ισχύει ότι fpxq ¤ fpxiq � ε, εποµένως»
K
fdµi ¤

»
K
pfpxiq � εqdµi � µipKqpfpxiq � εq ñ»

K
fdµ �

ņ

i�1

»
K
fdµi ¤

ņ

i�1

µipKqpfpxiq � εq

¤
ņ

i�1

νipKqpfpxiq � εq

¤
ņ

i�1

νipKq

�
1

νipKq

»
K
fdνi � ε



�

ņ

i�1

»
K
fdνi �

ņ

i�1

νipKqε

�

»
K
fdν � νpKqε.

Παίρνοντας όριο καθώς εÑ 0, προκύπτει ότι
»
K
fdµ ¤

»
K
fdν.
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Πόρισµα 3.6.3. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ, ν ϑετικά µέτρα πιθανότητας του K.
Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) µ   ν,

( ii) για κάθε µ1, . . . , µn ϑετικά µέτρα του K και λ1, . . . , λn ¥ 0 µε
ņ

i�1

λi � 1 και µ �

ņ

i�1

λiµi, υπάρχουν ν1, . . . , νn ϑετικά µέτρα του K τέτοια ώστε ν �
ņ

i�1

λiνi και µi   νi,

για κάθε i � 1, . . . , n.

Απόδειξη. ΄Αµεση εφαρµογή της Πρότασης (3.6.2).

Πόρισµα 3.6.4. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ, ν µέτρα πιθανότητας στο K µε το µ

απλό, δηλαδή µ �
ņ

i�1

λiεxi . Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) µ   ν,

( ii) υπάρχουν ϑετικά µέτρα νi στο K έτσι ώστε rpνiq � xi για κάθε i � 1, . . . , n και

ν �
ņ

i�1

λiνi.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο πόρισµα, µ   ν αν και µόνο αν υπάρχουν ϑετικά µέτρα

νi PM1pKq τέτοια ώστε ν �
ņ

i�1

λiνi και εxi   νi. ΄Οµως εxi   νi ñ εxipKq � νipKq � 1,

το οποίο ισχύει, και rpεxiq � rpνiq � xi.

Πρόταση 3.6.5. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο, f P CpKq και µ P MpKq. Τότε

υπάρχει µέτρο ν PMpKq τέτοιο ώστε µ   ν και

»
K
fdν �

»
K
f̂dµ.

Απόδειξη. Θεωρούµε το συναρτησοειδές p : CpKq Ñ R µε ppgq �
»
K
ĝdµ, για κάθε

g P CpKq. Το p είναι υπογραµµικό συναρτησοειδές :

• Αν λ P R, τότε ppλfq �
»
K

xλfdµ � λ

»
K
f̂dµ � λppfq.

• Αν f, g P CpKq, τότε ppf � gq �

»
K

zf � gdµ ¤

»
K
f̂dµ�

»
K
ĝdµ � ppfq � ppgq.

Θεωρούµε τον υπόχωρο Y � CpKq ο οποίος παράγεται από το f , Y � spantfu, και

ορίζουµε τον τελεστή T0 : Y Ñ R, T0pafq � a

»
K
f̂dµ, για κάθε πραγµατικό a.
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Αν a ¥ 0, τότε T0pafq � a

»
K
f̂dµ �

»
K

xafdµ � ppafq.

Αν a   0, τότε ϑέτουµε a � �b και παρατηρούµε ότι pp0q � 0 � ppbf � bfq ¤ pp�bfq �
ppbfq, εποµένως �ppbfq ¤ pp�bfq. Επιπλέον

T0pafq � T0p�bfq � �b

»
K
f̂dµ � �µpxbfq � �ppbfq ¤ pp�bfq � ppafq.

Σε κάθε περίπτωση δείξαµε ότι T0pyq ¤ ppyq για κάθε y � af P Y . Από το Θεώρηµα
Hahn-Banach το T0 επεκτείνεται σε συναρτησιακό T P CpKq� � MpKq, το οποίο ϑα
συµβολίζουµε µε (µέτρο) ν, για το οποίο ισχύει ότι νpgq ¤ µpĝq, για κάθε g P CpKq και

νpfq �

»
K
f̂dµ. Αρκεί να δείξουµε ότι το ν είναι ϑετικό µέτρο και το Ϲητούµενο έπεται από

την Πρόταση (3.6.1).
΄Εστω g ¤ 0. Τότε ĝ ¤ 0 ñ νpgq ¤ µpĝq ¤ 0, αφού το µ είναι ϑετικό µέτρο. ΄Αρα

νpfq ¥ 0. ∆είξαµε λοιπόν ότι µ   ν, εποµένως νpKq � µpKq � 1, το οποίο δείχνει ότι το
ν είναι µέτρο πιθανότητας και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πόρισµα 3.6.6. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο, f P CpKq και x P K. Τότε

f̂pxq � max
! »

K
fdν : ν PM1

xpKq
)

� sup
! ņ

i�1

λifpxiq : x �
ņ

i�1

λixi,
ņ

i�1

λi � 1, λi ¥ 0
)
.

Απόδειξη. Για την πρώτη ισότητα ϑεωρούµε το µέτρο Dirac εx P M1
xpKq. Από Πρόταση

(3.6.5) υπάρχει µέτρο πιθανότητας ν στο K µε εx   ν και
»
K
fdν �

»
K
f̂dεx � f̂pxq. ΄Αρα

sup
! »

K
fdν : ν PM1

xpKq
)
¥ f̂pxq.

Από την Πρόταση (3.6.1), για κάθε ν P M1
xpKq µε εx   ν, ισχύει ότι νpfq ¤ εxpf̂q �

f̂pxq. ΄Αρα f̂pxq � max
! »

K
fdν : ν PM1

xpKq
)
.

Για τη δεύτερη ισότητα, ϑεωρούµε το µέτρο ν του πρώτου µέρους για το οποίο ισχύουν

ότι ν PM1
xpKq και f̂pxq �

»
K
fdν. Θεωρούµε ένα δίκτυο από απλά µέτρα νa �

na̧

i�1

λai εxai

που συγκλίνει στο ν. Τότε
»
K
fdνa Ñ

»
K
fdν. ΄Οµως

»
K
fdνa �

na̧

i�1

λai fpx
a
i q. Επι-

πλέον νapfq ¤ νpfq, γιατί αλλιώς ϑα υπήρχε µέτρο νa µε νapfq ¡ f̂pxq. ΄Αρα f̂pxq �

sup
! ņ

i�1

λifpxiq : x �
ņ

i�1

λixi,
ņ

i�1

λi � 1, λi ¥ 0
)
.

Πρόταση 3.6.7. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο και x P K. Τα επόµενα είναι
ισοδύναµα:
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( i) x P extK,

( ii) fpxq � f̂pxq, για κάθε f P CpKq.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

Αν x P extK, τότε το µοναδικό µέτρο που αναπαριστά το x είναι το µέτρο Dirac.
΄Αρα, από Πόρισµα (3.6.6) ισχύει ότι

f̂pxq � maxtνpfq : ν PM1
xpKqu � εxpfq � fpxq.

(ii) ñ (i)

Αν fpxq � f̂pxq, για κάθε f P CpKq, τότε για την �f P CpKq ισχύει ότι �f �zp�fq ñ �f � �f̌ ñ fpxq � f̂pxq � f̌pxq.

Θεωρούµε ν PM�
x pKq. Γνωρίζουµε ότι εx   ν αν και µόνο αν rpνq � x, άρα για το

τυχαίο ν PM�
x pKq ισχύει ότι εx   ν. Από την Πρόταση (3.6.1) έχουµε ότι

εxpf̌q ¤ νpfq ¤ εxpf̂q ñ

fpxq � f̌pxq ¤ νpfq ¤ f̂pxq � fpxq.

΄Αρα νpfq � fpxq, για κάθε f P CpKq, δηλαδή ν � εx.

∆είξαµε ότι το µόνο µέτρο που αναπαριστά το x είναι το µέτρο Dirac, εποµένως, από
το Θεώρηµα Bauer, το x είναι ακραίο σηµείο του K.

Θεώρηµα 3.6.8. (Mokobodzki) ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ P M�pKq. Τα
επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το µ είναι µεγιστικό στοιχείο του M�pKq ως προς τη διάταξη Choquet,

( ii) για κάθε f P CpKq ισχύει ότι

»
f̂dµ �

»
fdµ,

( iii) για κάθε f P KcpKq ισχύει ότι

»
f̂dµ �

»
fdµ.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)

΄Εστω f P CpKq. Από Πρόταση (3.6.5), υπάρχει ϑετικό µέτρο ν τέτοιο ώστε µ   ν και
νpfq � µpf̂q. ΄Οµως το µ υποτέθηκε µεγιστικό, εποµένως µ � ν και µpfq � µpf̂q,
για κάθε f P CpKq.
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(ii) ñ (i)

΄Εστω ότι µpfq � µpf̂q, για κάθε f P CpKq και ϑεωρούµε µέτρο ν µε µ   ν.
Από Πρόταση (3.6.1), µ   ν ñ νpfq ¤ µpf̂q � µpfq, για κάθε f P CpKq. ΄Αρα
ν   µñ µ � ν και το µ µεγιστικό.

(ii) ñ (iii)
Προφανές.

(iii) ñ (i)
΄Εστω ν PM�pKq τέτοιο ώστε µ   ν. Αν f P KcpKq, τότε f � f̌ , εποµένως

µpf̌q � µpfq ¤ νpfq ¤ µpf̂q � µpfq.

΄Αρα µpfq � νpfq για κάθε f P KcpKq και από την πυκνότητα του KcpKq � KcpKq
στο CpKq προκύπτει ότι µpfq � νpfq, για κάθε f P CpKq, δηλαδή µ � ν και το µ
είναι µεγιστικό στοιχείο του M�pKq.

Ορισµός 3.6.9. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και µ P M�pKq. Το µ ονοµάζεται µεγιστι-
κό µέτρο (maximal measure) αν ικανοποιεί κάποια από τις τρεις ιδιότητες του ϑεωρήµατος
(3.6.8). Αν µ P MpKq, τότε το µ ονοµάζεται συνοριακό µέτρο (boundary measure) αν η
κύµανσή του |µ| είναι µεγιστικό µέτρο.

Ορισµός 3.6.10. Αν K συµπαγές και κυρτό σύνολο και f P CpKq, τότε ορίζουµε ως
συνοριακό σύνολο (boundary set) της f το σύνολο

Bf � tx P K : fpxq � f̂pxqu.

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης (3.6.7) είναι ότι

extK �
£

fPCpKq

Bf � tx P K : fpxq � f̂pxq,@f P CpKqu.

Πρόταση 3.6.11. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο και µ ϑετικό µέτρο στο K. Τότε το
µ είναι συνοριακό µέτρο αν και µόνο αν |µ|pKzBf q � 0.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι µpf̂q � µpfq, για κάθε f P CpKq αν και µόνο αν µpKzBf q � 0
και το Ϲητούµενο έπεται ϑεωρώντας ως µ το µέτρο |µ|.

µpf̂q � µpfq ðñ»
K
f̂dµ �

»
K
fdµ ðñ»

KzBf

f̂dµ�

»
Bf

f̂dµ �

»
KzBf

fdµ�

»
Bf

fdµ ðñ»
KzBf

f̂dµ �

»
KzBf

fdµ ðñ

µpKzBf q � 0,
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αφού f̂ ¡ f στο KzBf .

Πρόταση 3.6.12. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό και απλό µέτρο µ �
ņ

i�1

λiεxi . Τα επόµενα

είναι ισοδύναµα:

( i) Το µ συνοριακό µέτρο,

( ii) για κάθε i � 1, . . . , n, xi P extK.

Απόδειξη. Το µέτρο µ είναι συνοριακό αν και µόνο αν µpfq � µpf̂q, για κάθε συνεχή
συνάρτηση f . ΄Οµως το µ απλό και εποµένως

µpfq � µpf̂q, @f P CpKq ðñ
ņ

i�1

λifpxiq �
ņ

i�1

λif̂pxiq, @f P CpKq ðñ

ņ

i�1

λi

�
fpxiq � f̂pxiq

	
� 0, @f P CpKq ðñ

fpxiq � f̂pxiq, @f P CpKq, @i � 1, . . . , n ðñ

xi P extK, @i � 1, . . . , n,

λόγω της Πρότασης (3.6.7).

Πρόταση 3.6.13. Αν K συµπαγές και κυρτό και µ PMbndpKq, τότε sptµ � extK.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι |µ|pKzextKq � 0. Το |µ| είναι µέτρο Radon, εποµένως

|µ|pKzextKq � supt|µ|pCq : C � KzextK, C συµπαγέςu,

άρα αρκεί να δείξουµε ότι |µ|pCq � 0, για κάθε C � KzextK συµπαγές.
΄Εστω C συµπαγές υποσύνολο του KzextK. Τα C και extK κλειστά, εποµένως, από

το Λήµµα του Urysohn, υπάρχει f P CpKq µε 0 ¤ f ¤ 1, fpxq � 0, για κάθε x P extK
και fpyq � 1, για κάθε y P C. Τότε f̌ � 0, εποµένως

|µ|pCq ¤ |µ|pfq � |µ|pf̌q � 0.

΄Αρα µpCq � 0, για κάθε C � KzextK.

Πρόταση 3.6.14. ΄ΕστωK συµπαγές και κυρτό. Το σύνολο των ϑετικών συνοριακών µέτρων
πιθανότητας του K είναι κυρτό.

Απόδειξη. ΄Εστω µ1, µ2 PM1
bndpKq και a P p0, 1q. Θα δείξουµε ότι το ν � aµ1 � p1� aqµ2

είναι συνοριακό. ΄Εστω µέτρο λ P M1pKq τέτοιο ώστε ν   λ. Από το Πόρισµα (3.6.3) το
λ γράφεται στη µορφή λ � aλ1 � p1 � aqλ2, µε µ1   λ1 και µ2   λ2. ΄Οµως τα µ1 και
µ2 είναι µεγιστικά, εποµένως µ1 � λ1 και µ2 � λ2 και τελικά λ � ν, δηλαδή το ν είναι
µεγιστικό µέτρο.

59



Ολοκληρωτική Αναπαράσταση 3.6. Μεγιστικά και συνοριακά µέτρα

Λήµµα 3.6.15. Αν K συµπαγές και κυρτό και µ P M�pKq, τότε υπάρχει µέτρο ν P
M�

bndpKq τέτοιο ώστε µ   ν.

Απόδειξη. ΄Εστω µ P M�pKq και ϑεωρούµε το σύνολο M � tν P M�pKq : µ   νu. Για
κάθε ν PM ισχύει ότι ||ν|| � νp1q � µp1q � ||µ||, εποµένως τοM συµπαγές. ΄Εστω pνaqaPI
αλυσίδα του M . Θα δείξουµε ότι έχει άνω ϕράγµα στο M .

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε την pνaqaPI ως δίκτυο του M . Από συµπάγεια, υπάρχει
υποδίκτυο pνaqaPA και ν0 P M�pKq, τέτοιο ώστε νa Ñ

aPA
ν0. Θα δείξουµε ότι νa   ν0, για

κάθε a P I.
΄Εστω a P I, f P KcpKq και ε ¡ 0. Υπάρχει b P A µε νa   νb και |νbpfq � ν0pfq|   ε.

΄Οµως νa   νb ñ νapfq ¤ νbpfq, άρα,

ν0pfq ¥ νbpfq � ε ¥ νapfq � ε,

δηλαδή ν0pfq ¥ νapfq, για κάθε f P KcpKq και a P I. Εποµένως νa   ν0, για κάθε a P I
και το ν0 άνω ϕράγµα της αλυσίδας. Από το Λήµµα του Zorn, υπάρχει µεγιστικό στοιχείο
στο M , άρα υπάρχει ϑετικό συνοριακό µέτρο ν µε µ   ν.

Θεώρηµα 3.6.16. (Ολοκληρωτικής αναπαράστασης για µεγιστικά µέτρα). ΑνK συµπαγές
και κυρτό και x P K. Τότε υπάρχει ϑετικό συνοριακό µέτρο πιθανότητας µ PM1

bndpKq, που
αναπαριστά το σηµείο x.

Απόδειξη. Θεωρούµε το µέτρο Dirac εx P M�pKq. Από το Λήµµα (3.6.15), υπάρχει
ν P M�

bndpKq, µε εx   ν. ΄Οµως τότε εxpKq � νpKq � 1 και rpεxq � x � rpνq. ΄Αρα
ν PM�

bndpKq και το ν αναπαριστά το x.

Πρόταση 3.6.17. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό, µ µεγιστικό µέτρο του K και ν P MpKq
οµοίµορφα συνεχές ως προς το µ. Τότε το ν συνοριακό µέτρο του K.

Απόδειξη. ΄Εστω f P CpKq και ϑα δείξουµε ότι νpfq � νpf̂q. Θεωρούµε το συνοριακό
σύνολο της f , Bf � tx P K : f̂pxq � fpxqu. Το µ είναι συνοριακό µέτρο, εποµένως
|µ|pKzBf q � 0. Από το Θεώρηµα Radon-Nikodym υπάρχει h P L1pµq τέτοια ώστε νpBq �»
B
hdµ, για κάθε B � K µετρήσιµο. Τότε νpKzBf q � 0, αφού |µ|pKzBf q � 0. ΄Αρα

νpgq �

»
K
gdν �

»
Bf

gdν �
��

��
��*

0»
KzBf

gdν �

»
Bf

gdν �

»
Bf

ĝdν �

»
KzBf

ĝdν � νpĝq.

΄Αρα νpfq � νpf̂q για κάθε f P CpKq και από το Θεώρηµα Mokobodzki συµπεραίνουµε
ότι το ν είναι συνοριακό µέτρο.

Παρατήρηση 3.6.18. Αν K συµπαγές και κυρτό και µ συνοριακό µέτρο του K, τότε υπάρ-
χουν ϑετικά µεγιστικά µέτρα του K µ1, µ2, τέτοια ώστε µ � µ1 � µ2.
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Απόδειξη. Θεωρούµε την ανάλυση Jordan του µέτρου µ, µ � µ1 � µ2. Το µ συνοριακό αν
και µόνο αν το |µ| � µ1 � µ2 µεγιστικό.

΄Εστω λ PM�pKq τέτοιο ώστε µ1   λ. Τότε για το µέτρο µ1 � λ� µ2, ισχύει ότι

µ1pfq � λpfq � µ2pfq ¥ µ1pfq � µ2pfq � |µpfq|,

δηλαδή |µ|   µ1. ΄Αρα µ1 � |µ| και µ1 � λ, δηλαδή το µ1 είναι µεγιστικό µέτρο. Οµοίως
προκύπτει και για το µ2.

Θεώρηµα 3.6.19. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό. Ο χώρος των συνοριακών µέτρων του K,
MbndpKq είναι γραµµικός σύνδεσµος.

Απόδειξη. ΄Εστω µ P MbndpKq. Από προηγούµενη παρατήρηση υπάρχουν µεγιστικά
ϑετικά µέτρα µ1, µ2 τέτοια ώστε µ � µ1�µ2, δηλαδή MbndpKq �MmaxpKq�MmaxpKq.

΄Εστω µ1, µ2 P MmaxpKq. Θα δείξουµε ότι υπάρχει το µ1 ^ µ2 στο MmaxpKq. Τα µ1,
µ2 ανήκουν στον MpKq ο οποίος είναι γραµµικός σύνδεσµος. ΄Αρα υπάρχει το ν � µ1^µ2

στο MpKq. Επιπλέον ν ¤ µ1 � µ2, δηλαδή ν ! µ1 � µ2, µε το µ1 � µ2 µεγιστικό. Από
Πρόταση (3.6.17), το ν συνοριακό µέτρο, εποµένως µ1 ^ µ2 PMbndpKq.
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Κεφάλαιο 4

Το Θεώρηµα Choquet-Kendall

Θεωρούµε έναν διατεταγµένο χώρο pX,P q µε ϐάση B. ∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι ο pX,P q
είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για κάθε x, y P X υπάρχει z P X τέτοιο ώστε
px� P q X py � P q � pz � P q. Μας ενδιαφέρει να δώσουµε έναν παρόµοιο χαρακτηρισµό
σε σχέση µε τις γεωµετρικές ιδιότητες της ϐάσης B.

Πρώτος ο Choquet, το 1956, παρατήρησε ότι αν ο X είναι χώρος πεπερσµένης διάστα-
σης και η B συµπαγής ϐάση του, τότε η B είναι simplex του Rn αν και µόνο αν για κάθε
x, y P X και a, b ¥ 0 υπάρχουν z P X και c ¥ 0 τέτοια ώστε

px� aBq X py � bBq � pz � cBq, (4.0.1)

αρκεί η τοµή να είναι µη κενή και χρησιµοποίησε αυτή την παρατήρηση για να επεκτείνει
την έννοια του simplex σε απειροδιάστατους χώρους. Οι Rogers και Shepard, το 1957,
έδειξαν ότι αν το B είναι πεπερασµένης διάστασης συµπαγές σύνολο, τότε το B είναι n-
simplex αν και µονο αν για κάθε x, y P X και a, b ¥ 0 υπάρχουν z P X και c ¥ 0 τέτοια
ώστε να ικανοποιείται η (4.0.1). Το 1962, ο Kendall εισήγαγε στο πρόβληµα τη συνθήκη
της ευθειακής συµπάγειας και απέδειξε το γενικότερο : ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος
και B ϐάση του P . Ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν το B είναι
ευθειακά συµπαγές και για κάθε x, y P X και a, b ¥ 0 υπάρχουν z P X και c ¥ 0 τέτοια
ώστε να ικανοποιείται η (4.0.1).

4.1 Εισαγωγικές έννοιες

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω E διανυσµατικός χώρος. Αν x, y στοιχεία του E τότε ορίζουµε ως
ευθεία L που διέρχεται από τα σηµεία x και y, το σύνολο L � tx � tpy � xq : t P Ru.
Μπορούµε να ορίσουµε µια µετρική ρ στο L έτσι ώστε η απόσταση δύο σηµείων w1 � x �
t1py � xq και w2 � x� t2py � xq του L να ισούται µε

ρpw1, w2q � ρpx� t1py � xq, x� t2py � xqq � |t1 � t2|.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η µετρική ρ είναι καλά ορισµένη. Επιπλέον, αν pwnqnPN ακολου-
ϑία του L µε wn � x� tnpy � xq για κάθε n P N και w0 � x� t0py � xq P L, τότε

wn
ρ
Ñ w0 ðñ ρpwn, w0q Ñ 0 ðñ |tn � t0| Ñ 0.
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Αν A � E κυρτό, τότε το A ονοµάζεται ευθειακά συµπαγές αν για κάθε ευθεία L του X, το
AXL είναι συµπαγές υποσύνολο του pL, ρq. Αν το A είναι ευθειακά συµπαγές και επιπλέον
για κάθε x, y P E και για κάθε a, b P R� ισχύει ότι το σύνολο px� aAq X py� bAq είναι είτε
κενό, είτε της µορφής z � cA για κάποια z P E και c P R�, τότε το A ονοµάζεται simplex.

Προτού προχωρήσουµε στη διατύπωση και απόδειξη του ϑεωρήµατος Choquet-Kendall,
ϑα αναφέρουµε δύο λήµµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια.

Λήµµα 4.1.2. ΄ΕστωX διανυσµατικός χώρος,W ευθειακά συµπαγές υποσύνολο τουX που
περιέχει τουλάχιστον δύο διαφορετικά σηµεία και x, y P X, a, b P R�.

( i) Αν x� aW �W , τότε a ¤ 1 και x P p1� aqW.

( ii) Αν x� aW � y � bW , τότε a ¤ b και x P y � pb� aqW.

Απόδειξη. (i) Θα δείξουµε επαγωγικά τον ακόλουθο ισχυρισµό: Για κάθε n P N ισχύει
ότι

x� ax� . . .� an�1x� anW �W. (4.1.1)

Για n � 1 η παραπάνω σχέση γίνεται x� aW �W το οποίο ισχύει.

΄Εστω ότι η (4.1.1) ισχύει για n � k. Πολλαπλασιάζοντας επί a και προσθέτοντας x,
παίρνουµε:

x� ax� . . .� ak�1x� akW �W
p�aq
ñ

ax� a2x� . . .� akx� ak�1W � aW
p�xq
ñ

x� ax� a2x� . . .� akx� ak�1W � x� aW �W,

το οποίο δείχνει το Ϲητούµενο.

Επειδή το W περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία µπορούµε να επιλέξουµε w P W µε
w � x.

Αν a � 1, η (4.1.1) δίνει

x� . . .� xlooooomooooon
n

�W �W ñ

nx�W �W, @n P N ñ

x � 0,

γιατί αλλιώς για την ευθεία L � tfptq � tx � w : t P Ru το σύνολο L X W δεν
ϑα ήταν ευθειακά συµπαγές, αφού η ακολουθία pfpnqqnPN δε ϑα είχε συγκλίνουσα
υπακολουθία. ΄Αρα x � 0 P p1� aqW � 0 �W.

Αν a � 1, µπορούµε να γράψουµε την (4.1.1) στη µορφή:

x� ax� . . .� an�1x� anW �W ñ

xp1� a� . . .� an�1q � anW �W ñ

x

�
an � 1

a� 1



� anW �W, για κάθε n P N. (4.1.2)
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Θεωρούµε την ευθεία L που διέρχεται από τα σηµεία w και
x

1� a
:

L �

#
fptq �

x

1� a
� t

�
w �

x

1� a



: t P R

+
.

Παρατηρούµε ότι

fpanq �
x

1� a
� an

�
w �

x

1� a



� p1� anq

x

1� a
� anw P LXW, για κάθε n P N.

Αν a ¡ 1 τότε η ακολουθία panqnPN είναι µια µη ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών
αριθµών µε fpanq P W X L και το W να είναι ευθειακά συµπαγές, το οποίο είναι
άτοπο. ΄Αρα a ¤ 1. Αποµένει να δείξουµε ότι x P p1� aqW .

• Αν a � 0, τότε x P p1� aqW �W το οποίο ισχύει.
• Αν 0   a   1, τότε ϑεωρούµε ξανά την ευθεία :

L �

#
fptq �

x

1� a
� t

�
w �

x

1� a



: t P R

+
,

µε fpanq P L XW για κάθε n P N. ΄Οµως an Ñ 0, εποµένως fpanq Ñ
x

1� a
P

LXW , άρα x P p1� aqW .

Σε κάθε περίπτωση δείξαµε ότι x P p1� aqW .

(ii) ΄Εστω ότι x � aW � y � bW . Το b είναι διάφορο του µηδενός, αφού διαφορετικά
ϑα είχαµε x � aW � tyu, το οποίο είναι άτοπο αφού το W υποτέθηκε ότι περιέχει
τουλάχιστον δύο στοιχεία. ΄Αρα

x� y � aW � bW
pb�0q
ñ

x� y

b
�
a

b
W �W

α.piqα.
ñ

a

b
¤ 1 και

x� y

b
P
�

1�
a

b

	
W

ααατττ.
ñ

a ¤ b και x� y P pb� aqW
ααατττ.
ñ

a ¤ b και x P y � pb� aqW.

Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος,B � Bf ευθειακά συµπαγής
ϐάση του P και x, y P X. Αν για κάθε a, b ¥ 0 µε px � aBq X py � bBq � H υπάρχουν
z P X και c ¥ 0 τέτοια ώστε px� aBq X py � bBq � z � cB, τότε :

c ¤ a^ b και

rx� pa� cqBs X ry � pb� cqBs � tzu.
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Απόδειξη. Προφανώς z � cB � px� aBq, py � bBq. Από Λήµµα (4.1.2) ϑα ισχύει ότι :

c ¤ a και z P x� pa� cqB

c ¤ b και z P y � pb� cqB,

εποµένως c ¤ a^ b και z P px� pa� cqBq X py � pb� cqBq. Αποµένει να δείξουµε ότι το
σύνολο px� pa� cqBq X py � pb� cqBq δεν περιέχει άλλα στοιχεία εκτός του z.

Παρατηρούµε ότι pa � bqB � aB � bB, για κάθε a, b ¥ 0 αφού το B είναι κυρτό.
Επίσης, αν a ¥ c ¥ 0, τότε pa� cqB � aB � cB.

Από υπόθεση υπάρχουν z1 P X, c1 ¥ 0 τέτοια ώστε

px� pa� cqBq X py � pb� cqBq � z1 � c1B.

z1 � pc1 � cqB � z1 � c1B � cB � cB � x� pa� cqB � x� aB.

Οµοίως προκύπτει ότι z1 � pc1 � cqB � y � bB. ΄Αρα

z1 � pc1 � cqB � px� aBq X py � bBq � z � cB
(Λήµµα)
ñ

p4.1.2q

c1 � c ¤ c
(Λήµµαα
ñ

c1 � 0

και το px�pa�cqBqXpy�pb�cqBq µονοσύνολο, δηλαδή px�pa�cqBqXpy�pb�cqBq � tzu.

Παρατήρηση 4.1.4. Αν pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος, B ϐάση του P , x, y,
z P X και a, b P R� µε z P px� aBq X py � bBq, τότε για κάθε t ¡ 0 ισχύει :

z � tB � rx� pa� tqBs X ry � pb� tqBs.

Απόδειξη.

z P x� aB ñ

z � tB � x� aB � tB

� x� pa� tqB ñ

z � tB � x� pa� tqB.

Οµοίως προκύπτει και ότι z � tB � y � pb� tqB.

4.2 Το Θεώρηµα Choquet-Kendall

Πλέον είµαστε σε ϑέση να προχωρήσουµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος Choquet-Kendall.

66



Το Θεώρηµα Choquet-Kendall 4.2. Το Θεώρηµα Choquet-Kendall

Θεώρηµα 4.2.1. (Choquet-Kendall). ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος
µε τον κώνο P να παράγει τον X και B ϐάση του P . Τα επόµενα είναι ισοδύναµα.

( i) Ο pX,P q είναι γραµµικός σύνδεσµος,

( ii) για κάθε x, y P X, υπάρχει z P X τέτοιο ώστε px� P q X py � P q � z � P,

( iii) το B είναι simplex.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω x, y P X. Θα δείξουµε ότι px� P q X py � P q � x_ y � P.

• Αν z P px� P q X py � P q, τότε

z � x� p1 � y � p2 ñ

z � x P P και
z � y P P ñ

z ¥ x, y ñ

z ¥ x_ y ñ

z � x_ y P P ñ

z P x_ y � P.

• Αν w P x_ y � P , τότε

w ¥ x_ y ñ

w ¥ x, y ñ

w P px� P q X py � P q.

(ii) ñ (i)
΄Εστω x, y P X και z P X τέτοιο ώστε px�P q X py�P q � z�P. Το 0 P P εποµένως
z � x� p1 � y� p2, για κάποια p1, p2 P P , δηλαδή z ¥ x, y. Αν w P X µε w ¥ x, y,
τότε w P px � P q X py � P q � z � P , δηλαδή w ¥ z, πράγµα που αποδεικνύει ότι
z � x_ y.

(ii) ñ (iii)
΄Εστω B � tx P X : fpxq � 1u, f P X 1 και z P X τέτοιο ώστε px� P q X py � P q �
z � P. Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι

px� λ1Bq X px� λ2Bq �

#
H, για λ1 � λ2

x� λ1B, για λ1 � λ2

και ¥
a¥0

x� aB � x� P,
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για κάθε x P X και λ1, λ2 P R. ΄Αρα¥
a¥0, b¥0

px� aBq X py � bBq � z � P �
¥
c¥0

pz � cBq.

Παρατηρούµε ότι κάθε µέλος της οικογένειας pz � cBqc¥0 τέµνει το πολύ ένα µέλος
της οικογένειας ppx� aBq X py � bBqqa,b¥0, καθώς αν

px� aBq X py � bBq X pz � cBq � H, τότε
fpxq � a � fpyq � b � fpzq � c,

από το οποίο συνεπάγεται ότι c � fpyq � fpzq � b, δηλαδή µοναδικό.

΄Οµως

z � cB � pz � cBq X pz � P q

� pz � cBq X

�� ¥
a,b¥0

px� aBq X py � bBq

�
� pz � cBq X px� a0Bq X py � b0Bq,

για κάποια a0, b0 ¥ 0, πράγµα το οποίο δείχνει ότι κάθε στοιχείο της µίας οικογένειας
είτε ϑα είναι κενό, είτε ϑα ισούται µε ακριβώς ένα στοιχείο της άλλης οικογένειας.

(iii) ñ (ii)
Ο κώνος P παράγει τον X, εποµένως, από την Πρόταση (2.4.6), ο X είναι άνω
κατευθυνόµενος, δηλαδή px� P q X py � P q � H. ΄Οµως

px� P q X py � P q �

�
x�

¤
a¥0

aB

�£�
y �

¤
b¥0

bB

�
(4.2.1)

�
¤
a,b¥0

px� aBq X py � bBq � H. (4.2.2)

Από υπόθεση ϑα υπάρχουν a1, b1, d P R� και z P X τέτοια ώστε

px� a1Bq X py � b1Bq � z � dB.

Εφαρµόζοντας το Λήµµα (4.1.3) έχουµε ότι

px� pa1 � dqBq X py � pb1 � dqBq � tzu

µε a1 � d και b1 � d ¥ 0. ∆είξαµε λοιπόν ότι υπάρχουν a0, b0 ¥ 0 και z P X, τέτοια
ωστε

px� a0Bq X py � b0Bq � tzu.

Θα δείξουµε ότι ¤
a,b¥0

px� aBq X py � bBq �
¤
c¥0

z � cB. (4.2.3)
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΄Εστω ότι fpxq ¥ fpyq. Τότε fpxq � a � fpyq � b, άρα b � fpxq � fpyq � a.

Ισχύει ότι :

px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq � H, @a µε 0 ¤ a   a0,

γιατί σε αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε :

z1 P px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq, 0 ¤ a   a0,
(Παρατήρηση)
ñ

p4.1.4q

z1 � tB � px� pa� tqBq X py � pfpxq � fpyq � a� tqBq
.pt�a0�aq
ñ

z1 � pa0 � aqB � px� a0Bq X py � pfpxq � fpyq � a0qBq
(παρατηρηση)
ñ

z1 � pa0 � aqB � px� a0Bq X py � b0Bq � tzu,

άτοπο, αφού το B είναι άπειρο.

Αν a ¡ a0, τότε πάλι από Παρατήρηση (4.1.4) για t � a� a0, έχουµε:

z P px� a0Bq X py � b0Bq ñ

z � pa� a0qB � px� aBq X py � pb0 � a� a0qBq

και καθώς το z� pa� a0qB είναι άπειρο, συµπεραίνουµε ότι το a0 είναι η µόνη τιµή
του r για την οποία το

px� rBq X py � pfpxq � fpyq � rqBq

είναι µονοσύνολο. Θα δείξουµε ότι για κάθε a ¡ a0 ισχύει ότι

z � pa� a0qB � px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq.

΄Εστω a ¡ a0. Υπάρχουν z1 P X και c1 ¥ 0 τέτοια ώστε :

px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq � z1 � c1B.

Από Λήµµα (4.1.3) έχουµε ότι

c1 ¤ a και
px� pa� c1qBq X py � pfpxq � fpyq � a� c1qBq � tzu,

µονοσύνολο.

Είδαµε όµως ότι η µόνη τιµή του r για την οποία ισχύει κάτι τέτοιο είναι η a0, δηλαδή

a� c1 � a0 και fpxq � fpyq � a� c1 � fpxq � fpyq � a0 � b0.

Εποµένως tz1u � px� a0Bq X py � b0Bq � tzu και z � z1.
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Συνοψίζοντας, έχουµε δείξει ότι για κάθε a ¥ 0 υπάρχει a0 ¥ 0 τέτοιο ώστε για κάθε
b ¥ 0 να ισχύει ότι

px� aBq X py � bBq � px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq

�

$'&'%
H, αν 0   a   a0,

tzu, αν a � a0,

z � pa� a0qB, αν a ¡ a0,

εποµένως¤
a¥0, b¥0

px� aBq X py � bBq �
¤
a¥0

px� aBq X py � pfpxq � fpyq � aqBq

� tzu Y

� ¤
a¡a0

pz � pa� a0qB

�

� tzu Y

�¤
c¡0

pz � cBq

�
�

¤
c¥0

pz � cBq.

Αποδείξαµε λοιπόν την (4.2.3). ΄Αρα:

px� P q X py � P q �
¤
a,b¥0

px� aBq X py � bBq

�
¤
c¥0

z � cB

� z � P.

4.3 Ισοδύναµοι χαρακτηρισµοί

4.3.1 Με τη χρήση ολοκληρωτικής αναπαράστασης

Σε αυτή την παράγραφο µελετάµε τη µορφή που παίρνει το Θεώρηµα Choquet-Kendall
όταν επιπλέον η ϐάση B είναι συµπαγής και µετρικοποιήσιµη. Συγκεκριµένα ϑα αποδεί-
ξουµε ότι αν pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος µε τον P να παράγει τον X και B
συµπαγής και µετρικοποιήσιµη ϐάση του κώνου P , τότε ο X είναι γραµµικός σύνδεσµος
αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο του B υπάρχει µοναδικό µέτρο µ P M1pBq που το
αναπαριστά, τέτοιο ώστε sptµ � extB.

Θεώρηµα 4.3.1. (Choquet) ΄Εστω X τοπικά κυρτός χώρος και K � X συµπαγές, κυρτό
και µετρικοποιήσιµο. Τότε για κάθε x0 P K υπάρχει µέτρο µ P M1pextKq που αναπαριστά
το x0.
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Απόδειξη. Το K είναι µετρικοποιήσιµο, εποµένως, από την Πρόταση (2.4.41), ο CpKq,
καθώς και ο κλειστός υπόχωρός του AcpKq, είναι διαχωρίσιµος. Θεωρούµε µια ακολουθία
phnqnPN αφφινικών και συνεχών συναρτήσεων µε ||hn|| � 1, για κάθε n P N η οποία είναι
πυκνή στη µοναδιαία σφαίρα του AcpKq.

Θέτουµε f �
8̧

n�1

h2
n

2n
P CpKq. Το όριο αυτό υπάρχει αφού η σειρά

8̧

n�1

h2
n

2n
είναι

απολύτως συγκλίνουσα και ο CpKq είναι χώρος Banach. Η f είναι αυστηρά κυρτή, αφού
για κάθε x � y υπάρχει hn τέτοια ώστε hnpxq � hnpyq και εποµένως η αφφινική συνάρτηση
hn δεν είναι σταθερή στο διάστηµα rx, ys, οπότε η h2

n ϑα είναι αυστηρά κυρτή στο διάστηµα
αυτό.

Θέτουµε Y � spantAcpKq, fu � CpKq και ορίζουµε p : CpKq Ñ R τέτοια ώστε

ppgq � ĝpx0q, @g P CpKq.

• Το p είναι υποαθροιστικό : ppg1�g2q � {g1 � g2px0q ¤ ĝ1px0q�ĝ2px0q � ppg1q�ppg2q.

• Το p είναι ϑετικά οµογενές : ppλgq � xλgpx0q � λĝpx0q � λppgq, για κάθε λ ¥ 0.

΄Αρα το p είναι υπογραµµικό συναρτησοειδές. Ορίζουµε τον τελεστή T0 : Y Ñ R µε

T0ph� rfq � hpx0q � rf̂px0q, @h P AcpKq, λ P R.

Το T0 κυριαρχείται από το p στον Y . Από Θεώρηµα Hahn-Banach, µπορούµε να επεκτεί-
νουµε τον τελεστή T0 σε ολόκληρο τον CpKq, έτσι ώστε

T pgq ¤ ĝpx0q, @g P CpKq και
T ph� rfq � hpx0q � rf̂px0q, @h P AcpKq, r P R.

Αν g P CpKq, g ¤ 0, τότε T pgq ¤ ĝpx0q ¤ 0, άρα ο T ϑετικός τελεστής. Από το Θεώρηµα
Αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει µέτρο µ P MpKq τέτοιο ώστε µpgq � T pgq, για κάθε
g P CpKq. Για h � 1 P AcpKq και r � 0 παίρνουµε

µp1q � T p1q � 1px0q � 1,

άρα το µ είναι µέτρο πιθανότητας. Επιπλέον, µpfq � T pfq � f̂px0q ¤ µpf̂q. Αν h P AcpKq
και h ¥ f , τότε h ¥ f̂ , άρα hpx0q � T phq � µphq ¥ µpf̂q και f̂px0q ¥ µpf̂q. Τελικά
έχουµε ότι µpfq � µpf̂q από το οποίο συµπεραίνουµε ότι sptpµq � tx : fpxq � f̂pxqu.

Αποµένει να δείξουµε ότι tx : fpxq � f̂pxqu � extK. ΄Εστω x P tx : fpxq � f̂pxqu,
x � λy � p1� λqz, λ P p0, 1q, y � z. Τότε

fpxq � fpλy � p1� λqzq   λfpyq � p1� λqfpzq ¤ λf̂pyq � p1� λqf̂pzq ¤ f̂pxq,

άτοπο. ΄Αρα κάθε σηµείο του tx : fpxq � f̂pxqu είναι ακραίο σηµείο του K.

Πρόταση 4.3.2. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος µε τον P να παράγει τον
X, B � tx P P : fpxq � 1u ϐάση του κώνου P και x, y P B. Τότε
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( i) facetxu � Fx � tz P B : υπάρχουν w P B και λ P p0, 1q : x � λz � p1� λqwu.

( ii) x K y ðñ Fx X Fy � H.

Απόδειξη. (i) Θέτουµε Gx � tz P B : υπάρχουν w P B και λ P p0, 1q : x � λz � p1 �
λqwu και έστω z P Gx. Τότε υπάρχουν w P B και λ P p0, 1q µε x � λx � p1 � λqw.
΄Εστω F µια έδρα του B µε x P F . Τότε x � λx� p1� λqw P F ñ z, w P F . ΄Αρα το
z ανήκει σε κάθε έδρα F του B που περιέχει το x και εποµένως Gx � Fx.

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό αρκεί να δείξουµε ότι το Gx είναι κυρτό και ακραίο
υποσύνολο του B.

Κυρτό:

΄Εστω z1, z2 P Gx. Υπάρχουν w1, w2 P B και λ1, λ2 P p0, 1q τέτοια ώστε

x � λ1z1 � p1� λ1qw1 (4.3.1)
x � λ2z2 � p1� λ2qw2. (4.3.2)

Θα δείξουµε ότι z1 � λz1 � p1 � λqz2 P Gx, για κάθε λ P p0, 1q. Λύνοντας τις
παραπάνω σχέσεις ως προς z1 και z2, έχουµε ότι

z1 � λz1 � p1� λqz2

�
λ

λ1
x�

1� λ

λ2
x�

λp1� λ1q

λ1
w1 �

p1� λqp1� λ2q

λ2
w2,

άρα

λ2λ� λ1p1� λq

λ1λ2
x � z1 �

λp1� λ1q

λ1
w1 �

p1� λqp1� λ2q

λ2
w2 ñ

x �
λ1λ2

λ2λ� λ1p1� λq
z1�

�
λ2λp1� λ1q

λ2λ� λ1p1� λq
w1 �

λ1p1� λqp1� λ2q

λ2λ� λ1p1� λq
w2.loooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooon

w1

Θέτουµε a �
λ1λ2

λ2λ� λ1p1� λq
και εφαρµόζουµε το συναρτησιακό f της ϐάσης

στο στοιχείο w1:

fpw1q �
λ2λp1� λ1q � λ1p1� λqp1� λ2q

λ2λ� λ1p1� λq

�
λ2λ� p1� λqλ1 � λ1λ2

λ2λ� λ1p1� λq

� 1� a.

΄Αρα w1 P p1 � aqB ñ w1 � p1 � aqw2, για κάποιο w2 P B. Τελικά x �
az1 � p1� aqw2, µε a P p0, 1q και w2 P B, εποµένως z1 P Gx και το Gx κυρτό.
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Ακραίο:

΄Εστω z1, z2 P Gx τέτοια ώστε
1

2
z1 �

1

2
z2 P Gx. Τότε υπάρχουν λ P p0, 1q και

w P B τέτοια ώστε

x � λ

�
1

2
z1 �

1

2
z2



� p1� λqw ñ

x �
1

2
λz1 �

1

2
λz2 � p1� λqwlooooooooomooooooooon

w1

.

Εφαρµόζοντας το συναρτησιακό f στο w1 παίρνουµε fpw1q � 1 �
λ

2
, εποµένως

υπάρχει w2 P B τέτοιο ώστε w1 �
�

1�
λ

2



w2 και τελικά

x �
λ

2
z1 �

�
1�

λ

2



w2,

µε
λ

2
P p0, 1q και w2 P B, δηλαδή z1 P Gx. Οµοίως προκύπτει ότι z2 P Gx και

εποµένως το Gx ακραίο. ΄Αρα τελικά Fx � Gx.

(ii) ΄Εστω ότι x^ y � 0 και z P FxXFy. Υπάρχουν λ, µ P p0, 1q και w, w1 P B τέτοια ώστε

x � λz � p1� λqw,

y � µz � p1� µqw1,

άρα λz ¤ x και µz ¤ y. Τότε 0   mintλ, µu ¤ x, y, άρα x ^ y � 0, άτοπο. ΄Αρα
Fx X Fy � H.

Για το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι FxXFy � H. ΄Εστω ότι υπάρχει u µε 0   u   x, y.
Τότε υπάρχουν λ, µ ¡ 0 και b1, b2 P B τέτοια ώστε u � λb1 και x � u � µb2 �
x � λb1. ΄Αρα x � λb1 � µb2 και εφαρµόζοντας το συναρτησιακό f στο x παίρνουµε
fpxq � λ � µ � 1. Εποµένως x � λb1 � p1 � λqb2, το οποίο δείχνει ότι b1 P Fx.
Οµοίως προκύπτει ότι b1 P Fy, εποµένως FxXFy � H, άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει u µε
0   u   x, y και συνεπώς x^ y � 0.

Θα χρησιµοποιήσουµε χωρίς απόδειξη το παρακάτω ϑεώρηµα το οποίο οφείλεται στον
Choquet. Η απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο [Ros].

Θεώρηµα 4.3.3. ΄Εστω pX,P q τοπικά κυρτός διατεταγµένος χώρος και B � X συµπαγής
και κυρτή ϐάση του. Αν A συµπαγές υποσύνολο του extB, V περιοχή του A στο B, x P coA
και ε ¡ 0, τότε υπάρχουν n P N, λ, λ1, . . . , λn P R και x1, x1, . . . , xn P B, τέτοια ώστε :

( i) 0 ¤ λ   ε, 0 ¤ λi, για κάθε i � 1, . . . , n και λ�
ņ

i�1

λi � 1,
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( ii) x � λx1 �
ņ

i�1

λixi,

( iii) Fxi � V , για κάθε i � 1, . . . , n.

Πόρισµα 4.3.4. Αν A1, A2 συµπαγή υποσύνολα του extB, x P coA1, y P coA2 και ε ¡ 0,
τότε υπάρχουν n, m P N, λ, λ1, . . . , λn ¥ 0, µ, µ1, . . . , µm ¥ 0 και x1, x1, . . . , xn P B,
y1, y1, . . . , ym P B, τέτοια ώστε :

( i) 0 ¤ λ, µ   ε και λ�
ņ

i�1

λi � 1, µ�
m̧

j�1

µj � 1,

( ii) x � λx1 �
ņ

i�1

λixi, y � µy1 �
m̧

j�1

µjyj ,

( iii) xi K yj , για κάθε i, j.

Απόδειξη. Επιλέγουµε U1, U2 ανοικτά και ξένα υποσύνολα του B τέτοια ώστε A1 � U1

και A2 � U2. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα υπάρχουν n, m P N, λ, λ1, . . . , λn ¥ 0,
µ, µ1, . . . , µm ¥ 0 και x1, x1, . . . , xn P B, y1, y1, . . . , ym P B, τέτοια ώστε να ισχύουν οι
ιδιότητες (i) και (ii). Επιπλέον Fxi � V και Fyj � U , για κάθε i, j, εποµένως, από την
Πρόταση (4.3.2), xi K xj .

Ορισµός 4.3.5. ∆ύο µέτρα µ, ν PM1pXq ονοµάζονται ξένα αν υπάρχουν σύνολα Borel A,
B � X µε AXB � H και sptµ � A, sptν � B.

Λήµµα 4.3.6. ΄Εστω pX,P q γραµµικός σύνδεσµος, X � P � P και B συµπαγής και
µετρικοποιήσιµη ϐάση του P . Αν τα µέτρα µ, ν PM1pextBq είναι ξένα, τότε τα ϐαρύκεντρά
τους είναι ορθογώνια.

Απόδειξη. ΄Εστω µ, ν P M1pextBq µε µ K ν και x � rpµq, y � rpνq τα ϐαρύκεντρά τους.
Υποθέτουµε επιπλέον ότι υπάρχουν A1, A2 συµπαγή και ξένα υποσύνολα του B τέτοια
ώστε τα µ και ν να ϕέρονται από τα A1 και A2 αντίστοιχα. Από Πρόταση (3.2.7), ισχύει
ότι x P coA1 και y P coA2. ΄Εστω ε ¡ 0. Από Πόρισµα (4.3.4) υπάρχουν n, m P N,
λ, λ1, . . . , λn ¥ 0, µ, µ1, . . . , µm ¥ 0 και x1, x1, . . . , xn P B, y

1, y1, . . . , ym P B, τέτοια ώστε :

(i) 0 ¤ λ, µ   ε και λ�
ņ

i�1

λi � 1, µ�
m̧

j�1

µj � 1,

(ii) x � λx1 �
ņ

i�1

λixi, y � µy1 �
m̧

j�1

µjyj ,

(iii) xi K yj , για κάθε i, j.
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Εποµένως

x^ y �

�
λx1 �

ņ

i�1

λixi

�©�
µy1 �

m̧

j�1

µjyj

�

� λx1 ^ y �
ņ

i�1

λixi ^ µy1 �
ņ

i�1

λixi ^
m̧

j�1

µjyj .

΄Οµως xi ^ yj � 0 για κάθε i, j, άρα λixi ^ µjyj � 0 για κάθε i, j και τελικά παίρνουµε:

x^ y ¤ λx1 ^ y �
ņ

i�1

λixi ^ µy1

¤ λx1 ^ y �
ņ

i�1

�
λixi � λx1

�
^ µy1

� λx1 ^ y � x^ µy1. (4.3.3)

Εφαρµόζοντας το συναρτησιακό f στο παραπάνω στοιχείο παίρνουµε:

x^ y ¤ λx1 ^ y � x^ µy1 ñ

fpx^ yq ¤ fpλx1 ^ yq � fpx^ µy1q

¤ fpλx1q � fpµy1q

� λ� λ

¤ ε� ε.

΄Αρα fpx ^ yq ¤ 2ε για κάθε ε ¡ 0, δηλαδή fpx ^ yq � 0 και καθώς το f είναι αυστηρά
ϑετικό συµπεραίνουµε ότι x^ y � 0.

Θεωρούµε τώρα τη γενική περίπτωση όπου τα µ και ν ϕέρονται από τα ξένα σύνολα A1

και A2 � extB αντίστοιχα, µε τα A1 και A2 να µην είναι κατ’ ανάγκην συµπαγή. Από την
ιδιότητα (ii) των µέτρων Radon, έχουµε ότι

µpA1q � suptµpKq : K � A1, K συµπαγέςu και
νpA2q � suptνpKq : K � A2, K συµπαγέςu.

Θεωρούµε 0   ε   1 και B1 � A1, B2 � A2 τέτοια ώστε

µpB1q ¡ 1� ε

νpB2q ¡ 1� ε.

Θέτουµε y1 �
1

µpB1q

»
B1

tdµptq. Αν µpB1q   1 ϑέτουµε w1 �
1

1� µpB1q

»
Bc

1

tdµptq,

αλλιώς ϑέτουµε w1 � w P B για κάποιο σταθερό στοιχείο του B. Οµοίως ϑέτουµε y2 �
1

νpB2q

»
B2

tdνptq και w2 �
1

1� νpB2q

»
Bc

2

tdνptq, αν νpB2q   1, αλλιώς w2 � w. Τότε

x � p1� µpB1qqw1 � µpB1qy1

y � p1� νpB2qqw2 � νpB2qy2.
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ΤαB1 καιB2 είναι συµπαγή και ξένα, εποµένως, όπως έχουµε ήδη δει, ϑα πρέπει y1^y2 �
0.

x^ y � rp1� µpB1qqw1 � µpB1qy1s
©

rp1� νpB2qqw2 � νpB2qy2s

¤ p1� µpB1qqw1 ^ y � µpB1qy1 ^ p1� νpB2qqw2 �((((
((((

((
µpB1qy1 ^ νpB2qy2

� p1� µpB1qqw1 ^ y � µpB1qy1 ^ p1� νpB2qqw2

¤ p1� µpB1qqw1 ^ y � rµpB1qy1 � p1� µpB1qqw1s ^ rp1� νpB2qqw2s

� p1� µpB1qqw1 ^ y � x^ p1� µpB2qqw2.

Εφαρµόζοντας το συναρτησιακό f στο x^ y παίρνουµε

fpx^ yq ¤ fpp1� µpB1qqw1 ^ y � x^ p1� µpB2qqw2q

¤ p1� µpB1qq � p1� µpB2qq

¤ ε� ε

� 2ε.

΄Οπως και πριν συµπεραίνουµε ότι x^ y � 0.

Υπενθυµίζονται οι παρακάτω ορισµοί :

Ορισµός 4.3.7. ∆ύο διατεταγµένοι χώροι pX1, P1q και pX2, P2q ονοµάζονται αλγεβρικά
διατακτικά ισόµορφοι αν υπάρχει γραµµική, ένα προς ένα και επί απεικόνιση T : X1 Ñ X2,
τέτοια ώστε για κάθε x, y P X1 να ισχύει ότι

x ¤1 y ðñ Tx ¤2 Ty.

∆ύο κυρτά υποσύνολα K1 και K2 των διανυσµατικών χώρων X1 και X2 αντίστοιχα, ονοµά-
Ϲονται αφφινικά ισοδύναµα αν υπάρχει αφφινική, ένα προς ένα και επί απεικόνιση a : K1 Ñ
K2.

Πρόταση 4.3.8. ΄Εστω pX1, P1q και pX2, P2q µερικά διατεταγµένοι διανυσµατικοί χώροι µε
ϐάσεις B1 και B2 αντίστοιχα. Αν οι B1 και B2 είναι αφφινικά ισοδύναµες, τότε οι χώροι
pX1, P1q και pX2, P2q είναι αλγεβρικά διατακτικά ισόµορφοι.

Απόδειξη. Θεωρούµε f και g τα συναρτησιακά των ϐάσεων B1 και B2 αντίστοιχα και a :
B1 Ñ B2 αφφινική, ένα προς ένα και επί. Κάθε x P P1 µπορεί να γραφεί µε µοναδικό
τρόπο ως x � λxwx, µε λx ¡ 0 και wx P P1. Ορίζουµε T : P1 Ñ P2 τέτοια ώστε

T pxq � T pλxwxq � λxapwxq, @x P P1zt0u, (4.3.4)
T p0q � 0.

Η T είναι καλά ορισµένη: Αν x P P1, τότε T pxq � λxapwxq, gpT pxqq � λx �1, δηλαδή
T pxq P λxB2 το οποίο αποδεικνύει ότι T pxq P P2.
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Η T γραµµική: Αν x P P1 και λ ¡ 0, τότε

T pλxq � T pλλxwxq

� λλxapwxq

� λT pλxwxq

� λT pxq.

Για λ � 0 είναι προφανές ότι η παραπάνω σχέση εξακολουθεί να ισχύει. Αν x, y P P1 µε
x � λxwx και y � λywy, τότε

T px� yq � T pλxwx � λywyq

� pλx � λyq
1

λx � λy
T pλxwx � λywyq

� pλx � λyq � T

����� λx
λx � λy

wx �
λy

λx � λy
wylooooooooooooooomooooooooooooooon

P B1

����
� pλx � λyq � a

�
λx

λx � λy
wx �

λy
λx � λy

wy



� pλx � λyq

�
λx

λx � λy
apwxq �

λy
λx � λy

apwyq

�
� λxapwxq � λyapwyq

� T pλxwxq � T pλywyq

� T pxq � T pyq.

Η T ένα προς ένα: Αν x, y P P1 µε T pxq � T pyq, τότε T pλxwxq � T pλywyq,
εποµένως λxapwxq � λyapwyq. Εφαρµόζοντας το συναρτησιακό g του B2 παίρνουµε

gpT pxqq � λx � gpT pyqq � λy � λ,

άρα η ισότητα πλέον γίνεται λapwxq � λapwyq, από την οποία συµπεραίνουµε ότι wx � wy
αφού η a είναι ένα προς ένα. ΄Αρα τελικά έχουµε ότι x � y.

Η T επί : ΄Εστω z1 P P2 και λ ¡ 0, wz1 P B2 τέτοια ώστε z1 � λwz1 . Η a είναι
επί, εποµένως υπάρχει w P B1 τέτοιο ώστε apwq � wz1 . Θέτουµε x � λw. Τότε T pxq �
λapwq � λwz1 � z1. ΄Αρα η T είναι επί.

Στη συνέχεια επεκτείνουµε την T σε ολόκληρο το X1 � P1 � P1:

T pxq � T pxq � T px1 � x2q � T px1q � T px2q,

όπου συµβολίσαµε την επέκταση και πάλι µε T . Θα δείξουµε ότι η, ορισµένη πλέον σε
ολόκληρο το X1, απεικόνιση T είναι ο Ϲητούµενος ισοµορφισµός, δηλαδή ότι είναι ένα
προς ένα, επί, γραµµική και διατηρεί τη διάταξη.
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Η T γραµµική: Αν x P X1 µε x � x1 � x2, x1, x2 P P1 και λ ¡ 0, τότε

T pλxq � T pλx1 � λx2q

� T pλx1q � T pλx2q

� λT px1q � λT px2q

� λT px1 � x2q

� λT pxq.

Οµοίως προκύπτει και για λ ¤ 0.
Η T ένα προς ένα: Αν x, y P X1 µε x � x1 � x2 και y � y1 � y2 αντίστοιχα, τότε

T pxq � T pyq ñ

T px1 � x2q � T py1 � y2q ñ

T px1q � T px2q � T py1q � T py2q ñ

T px1q � T py2q � T py1q � T px2q ñ

T px1 � y2q � T py1 � x2q, µε x1 � y2, y1 � x2 P P1, ñ

x1 � y2 � y1 � x2 ñ

x1 � x2 � y1 � y2 ñ

x � y.

Η T επί : ΄Εστω y P X2, y � y1 � y2. Επειδή T pP1q � P2 υπάρχουν x1, x2 P P1 τέτοια
ώστε T px1q � y1 και T px2q � y2. Θέτουµε z � x1 � x2, οπότε

T pzq � T px1 � x2q � T px1q � T px2q � y1 � y2 � y.

΄Αρα η T επί.
Η T διατηρεί τη διάταξη: Από τη σχέση T pP1q � P2 προκύπτει ότι :

x ¤1 y ðñ

y � x P P1 ðñ

T py � xq P P2 ðñ

T pyq � T pxq P P2 ðñ

T pxq ¤2 T pyq.

΄Αρα η T είναι διατακτικός ισοµορφισµός.

Πλέον είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε το χαρακτηρισµό του Choquet:

Θεώρηµα 4.3.9. (Choquet) ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος µε τον P να
παράγει τον X και B συµπαγής και µετρικοποιήσιµη ϐάση του κώνου P . Τα επόµενα είναι
ισοδύναµα:

( i) Ο X είναι γραµµικός σύνδεσµος,
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( ii) για κάθε στοιχείο του B υπάρχει µοναδικό µέτρο µ P M1pBq που το αναπαριστά και
ϕέρεται στο extB.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω ότι το B είναι simplex και ϑεωρούµε ένα x P B. Από το Θεώρηµα (4.3.1) του
Choquet, γνωρίζουµε ότι υπάρχει µέτρο µ που το αναπαριστά και για το οποίο να
ισχύει sptµ � extB. Υποθέτουµε ότι υπάρχει και άλλο τέτοιο µέτρο ν και ϑέτουµε
λ � µ^ ν, µ1 � µ� λ, ν 1 � ν � λ. Τότε µ1^ ν 1 � µ^ ν � λ � 0. Από Λήµµα (4.3.6)
έπεται ότι rpµ1q K rpν 1q. Επιπλέον :

rpµ1q � rpλq � rpν 1q � rpλq � rpµq � rpνq � x,

prpµ1q � rpλqq ^ prpν 1q � rpλqq � rpµ1q ^ rpν 1q � rpλq � x ñ

x � rpλq.

Αν µ � ν, τότε υπάρχει A � extB µε µpAq   νpAq. Τότε :

νpextBzAq   µpextBzAq � 1� µpAq ñ

µpAq � νpextBzAq   µpAq � 1� µpAq � 1 ñ

inftµpKq � νpextBzKq : K � extBu   1 ñ

pµ^ νqpextBq   1 ñ

λpextBq   1.

΄Εστω f P X� τέτοιο ώστε B � tx P X : fpxq � 1u. ΄Εχουµε:

fprpλqq �

»
extB

fdλ �

»
extB

1dλ � λpextBq   1,

άρα rpλq R B, άτοπο αφού rpλq � x P B. ΄Αρα µ � ν πράγµα που αποδεικνύει τη
µοναδικότητα του µέτρου.

(ii) ñ (i)
Ορίζουµε a : M1pextBq Ñ B µε apµq � rpµq για κάθε µ P M1pextBq. Η a
είναι καλά ορισµένη αφού, από την Πρόταση (3.2.7), το ϐαρύκεντρο κάθε µέτρου
πιθανότητας του extB ϑα ανήκει στο coextB � B, αφφινική λόγω της Πρότασης
(3.2.6) και ένα προς ένα και επί αφού, από υπόθεση, για κάθε σηµείο του B υπάρχει
µοναδικό µέτρο που το αναπαριστά και ανήκει στο M1pextBq. ΄Αρα η απεικόνιση
a είναι αφφινική ισοδυναµία µεταξύ της ϐάσης M1pextBq του MpextBq και της
ϐάσης B του pX,P q, εποµένως από την Πρόταση (4.3.8) οι χώροι MpextBq και
pX,P q ϑα είναι αλγεβρικά διατακτικά ισόµορφοι. ΄Οµως οMpextBq είναι γραµµικός
σύνδεσµος, άρα και ο pX,P q ϑα είναι και αυτός γραµµικός σύνδεσµος.

4.3.2 Με τη χρήση συνοριακών µέτρων

Αν αφαιρέσουµε την υπόθεση περί µετρικοποιησιµότητας της B, τότε το extB δεν είναι κατ’
ανάγκην σύνολο Borel, εποµένως η έκφραση ‘‘το µέτρο ϕέρεται στο extB’’ δεν έχει νόηµα.
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Επιπλέον υπάρχει παράδειγµα τοπικά κυρτού χώρου E, συµπαγούς συνόλου B � E και
σηµείου x P B για το οποίο δεν υπάρχει µέτρο του B το οποίο να ϕέρεται στο extB και να
αναπαριστά το x (Bishop-de Leeuw, 1959).

Εποµένως, αν αφαιρέσουµε την υπόθεση της µετρικοποιησιµότητας, αναζητούµε όχι
µέτρα που ϕέρονται στο extB, αλλά που συγκεντρώνουν τη µάζα τους όσο πλησιέστερα
στο extB είναι δυνατόν, δηλαδή συνοριακά µέτρα. Καταλήγουµε στο Θεώρηµα Choquet-
Meyer, το οποίο είναι το αντίστοιχο του πρώτου χαρακτηρισµού του Choquet της προηγού-
µενης παραγράφου.

Στις περισσότερες περιπτώσεις ο όρος ‘‘µεγιστικό µέτρο’’ είναι δικαιολογηµένος. Υπάρ-
χουν όµως παραδείγµατα όπου δεν µπορούµε να ερµηνεύσουµε ένα συνοριακό µέτρο ως
ένα µέτρο που έχει συγκεντρωµένη τη µάζα του κοντά στα ακραία σηµεία. Για παράδειγµα,
υπάρχει κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο χώρου Banach, χωρίς ακραία σηµεία,
αλλά που λαµβάνει συνοριακό µέτρο (Edgar, Mankiewicz, 1977). Το 1982, ο Talagrand
έδειξε ότι υπάρχει B κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο του c0 χωρίς ακραία σηµεία,
αλλά µε την ιδιότητα ότι για κάθε σηµείο του B να υπάρχει συνοριακό µέτρο του B που το
αναπαριστά.

Πρόταση 4.3.10. ΄Εστω X συµπαγής και T2 χώρος και Y � CpXq χώρος συναρτήσεων,
δηλαδή ο Y περιλαµβάνει τις σταθερές συναρτήσεις του CpXq και διαχωρίζει τα σηµεία του
X. Τότε ο χώρος pY,1q είναι διατεταγµένος χώρος µε µονάδα.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το 1 είναι διατακτική µονάδα του Y . ΄Εστω f P Y . Η f
συνεχής και το X συµπαγές, εποµένως η εικόνα fpXq ϑα είναι συµπαγές, άρα ϕραγµένο,
υποσύνολο του R. ΄Εστω M P R τέτοιο ώστε �M ¤ fpxq ¤ M , για κάθε x P X. Τότε
f P r�M1,M1s, άρα το 1 διατακτική µονάδα του Y .

Αποµένει να δείξουµε ότι ο pY,1q είναι Αρχιµήδειος. ΄Εστω ότι nf ¤ g για κάθε n P N.
Τότε nfpxq ¤ gpxq για κάθε n P N και κάθε x P X�, εποµένως fpxq ¤ 0, για κάθε x P X�.
΄Αρα f ¤ 0 και ο Y Αρχιµήδειος.

Παρατήρηση 4.3.11. ΑνX συµπαγής και T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και Y � CpXq
χώρος συναρτήσεων, τότε για κάθε x P X µπορούµε να ορίσουµε µια κατάσταση x̃ στον pY,1q,
µε

x̃pfq � fpxq, @f P Y.

Το συναρτησιακό x̃ ονοµάζεται κατάσταση στο σηµείο x.
Ο περιορισµός T : CpXq� Ñ Y �, απεικονίζει το M�

1 pXq � CpXq� επί του συνόλου των
καταστάσεων του Y , SpY,1q: Αν µ P M�

1 pXq, τότε η µ γραµµική µε ||µ|| � µp1q � 1. Για

f P Y, f ¥ 0, ισχύει ότι µpfq �

»
X
fdµ ¥ 0, αφού τόσο το µέτρο µ, όσο και η f είναι ϑετικά.

΄Αρα µ P SpY,1q και T pM�
1 pXqq � SpY,1q.

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρούµε p P SpY,1q. Από το Θεώρηµα Hahn-Banach,
µπορούµε να επεκτείνουµε το p σε p̃ P CpXq� � MpXq, µε ||p̃|| � ||p|| � pp1q � 1.
Προφανώς T pp̃q � p. ΄Αρα SpY,1q � T pM�

1 pXqq.
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Ορισµός 4.3.12. ΄Εστω pX,P, eq διατεταγµένος χώρος µε µονάδα και E συµπαγής και T2

χώρος. Μια γραµµική απεικόνιση T : pX,P, eq Ñ pCpEq,1q είναι ισοµορφισµός αν και
µόνο αν T peq � 1 και η T ένα προς ένα ισοµετρία που διατηρεί τη διάταξη και προς τις
δύο κατευθύνσεις. ΄Ενας τέτοιος ισοµορφισµός ονοµάζεται συναρτησιακή αναπαράσταση
(functional representation) του pX,P, eq στο E.

Παρατήρηση 4.3.13. ΄Εστω pX,P, eq διατεταγµένος χώρος µε µονάδα. Τότε η απεικόνιση
T : pX,P, eq Ñ pCpSpX, eqq,1q µε T pxq � x̃ και x̃ppq � ppxq, για κάθε p P SpX, eq
είναι µια συναρτησιακή αναπαράσταση του pX,P, eq στο SpX, eq. Η αναπαράσταση αυτή
ονοµάζεται κανονική αναπαράσταση (canonical representation).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 2.4.21 για να δείξουµε ότι η T πληροί τις
προϋποθέσεις της συναρτησιακής αναπαράστασης.

(i) T peq � ẽñ ẽppq � ppeq � 1, για κάθε p P SpY, eq, άρα ẽ � 1.

(ii) Αν a, b P X, τότε ã � b̃ ðñ ãppq � b̃ppq, για κάθε p P SpY, eq ðñ ppaq � ppbq, για
κάθε p P SpY, eq ðñ a � b, άρα η T ένα προς ένα.

(iii) a ¤ b ðñ ppaq ¤ ppbq, για κάθε p P SpY, eq ðñ ãppq ¤ b̃ppq, για κάθε
p P SpY, eq ðñ ã ¤ b̃ ðñ T paq ¤ T pbq.

(iv) ||Ta|| � ||ã|| � sup
||p||�1

t|ãppq|u � sup
||p||�1

t|ppaq|u � ||a||, άρα η T ισοµετρία.

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε κάποια ϑεωρήµατα εµφύτευσης που ϑα µας χρειαστούν
στην απόδειξη του ϑεωρήµατος Choquet-Kendall.

Θεώρηµα 4.3.14. ΄Εστω X συµπαγής και T2 χώρος και Y � CpXq χώρος συναρτήσεων.
Τότε η απεικόνιση φ : X Ñ SpY,1q µε

φpxq � x̃, @x P X, (4.3.5)

είναι οµοιοµορφική εµφύτευση του X στο χώρο των καταστάσεων του pY,1q, SpY,1q. Αν
T : pY,1q Ñ CpSpY,1q,1q µε T pyq � ỹ για κάθε y P Y , η κανονική αναπαράσταση του
pY,1q, τότε ισχύει ότι

ỹpx̃q � ypxq, @x P X, y P Y. (4.3.6)

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η φ είναι συνεχής και ένα προς ένα. Θεωρούµε δίκτυο pxaqaPA �
X και x0 P X τέτοιο ώστε xa Ñ x0. Ισχύει ότι φpxaq � x̃a P SpY,1q. Αρκεί να δείξουµε
ότι για κάθε f P Y , ισχύει ότι x̃apfq Ñ x0pfq.

΄Εστω f P Y . Τότε
x̃apfq � fpxaq Ñ fpx0q � x0pfq,

αφού η f συνεχής. ΄Αρα η φ συνεχής.
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΄Εστω x, y P X. Τότε

φpxq � φpyq ðñ

x̃ � ỹ ðñ

x̃pfq � ỹpfq, για κάθε f P Y ðñ

fpxq � fpyq, για κάθε f P Y ðñ

x � y,

αφού ο Y είναι χώρος συναρτήσεων και εποµένως διαχωρίζει τα σηµεία του X. ΄Αρα η φ
είναι ένα προς ένα.

΄Εστω y P Y και x P X. Τότε

T pyqpφpxqq � ỹpφpxqq � ỹpx̃q � x̃pyq � ypxq.

Πρόταση 4.3.15. ΄Εστω E τοπικά κυρτός και T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος, f P E1,
a � 0 καιK � E συµπαγές και κυρτό τέτοιο ώστεE � spanK καιK � tx : fpxq � au � H.

Τότε H � affK �
! ņ

i�1

λixi : xi P K,
ņ

i�1

λi � 1
)
.

Απόδειξη. ΄Εστω x P H. Τότε x �
ņ

i�1

λixi, xi P K. ΄Οµως fpxq � a, άρα
ņ

i�1

λifpxiq �

a
ņ

i�1

λi � a, άρα
ņ

i�1

λi � 1 και το x ανήκει στο affK.

Αντίστροφα, αν x P affK, τότε x �
ņ

i�1

λixi,
ņ

i�1

λi � 1. Εφαρµόζοντας το f στο x

παίρνουµε fpxq �
ņ

i�1

λifpxiq � a
ņ

i�1

λi � a. ΄Αρα x P H.

Παρατήρηση 4.3.16. Με τις παραπάνω υποθέσεις κάθε x P E ορίζει µοναδικό γραµµικό
συναρτησιακό qx στο AcpKq µε

qxpaq � λapyq � µapzq, @a P AcpKq, (4.3.7)

για κάθε x � λy � µz, µε λ, µ ¡ 0 και y, z P K.

Απόδειξη. ΄Εστω x P E, x �
ņ

i�1

λixi �
¸
iPΘ

λixi �
¸
iPA

λixi, όπου Θ � ti : λi ¡ 0u και

A � ti : λi   0u. Θέτουµε y1 �
¸
iPΘ

λixi, οπότε
y1°
iPΘ λi

�
¸
iPΘ

λi°
iPΘ λi

xi � y P K.

Θέτοντας λ �
¸
iPΘ

λi, έχουµε ότι y1 � λy, µε λ ¡ 0 και y P K.

Εργαζόµαστε ανάλογα και για τον όρο που αφορά τα αρνητικά λi, οπότε ϐρίσκουµε ότι
για κάθε x P E υπάρχουν λ, µ ¡ 0, και y, z P K τέτοια ώστε x � λy � µz. Είναι αρκετά
εύκολο να ελεγχθεί ότι το qx, όπως ορίστηκε στην εκφώνηση, είναι όντως γραµµικό.
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Ορισµός 4.3.17. ΄Εστω E τοπικά κυρτός και T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και K
συµπαγές και κυρτό σύνολο. Λέµε ότι το K εµφυτεύεται κανονικά στο χώρο E αν

( i) E � spanK,

( ii) υπάρχουν f P E1 και a � 0 µε K � tx : fpxq � au,

( iii) η απεικόνιση τ : E Ñ AcpKq� µε τpxq � qx, είναι τοπολογικός ισοµορφισµός ανάµεσα
στον E και τον AcpKq� µε την *-τοπολογία.

Ορισµός 4.3.18. ΄Εστω X συµπαγής και T2 χώρος και Y � CpXq χώρος συναρτήσεων µε
Y κλειστό υποσύνολο του CpXq και επιπλέον κάθε κατάσταση του pY,1q να είναι σηµειακή
κατάσταση, δηλαδή για κάθε p P SpY,1q υπάρχει x P X τέτοιο ώστε ppaq � apxq, για κάθε
a P Y . Τότε το Ϲεύγος pX,Y q ονοµάζεται αφηρηµένο Ϲεύγος (abstract compact convex).

Παρατήρηση 4.3.19. Αν E τοπικά κυρτός και T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και K
συµπαγές και κυρτό υποσύνολό του, τότε το Ϲεύγος pK,AcpKqq είναι αφηρηµένο Ϲεύγος.

Απόδειξη. Ο AcpKq είναι χώρος συναρτήσεων και κλειστό υποσύνολο του CpKq, άρα αρκεί
να δείξουµε ότι για κάθε p P SpAcpKq,1q, υπάρχει x P K τέτοιο ώστε ppaq � apxq, για
κάθε αφφινική και συνεχή συνάρτηση a του K.

΄Εστω p P SpAcpKq,1q � CpKq� �MpKq, p ¥ 0, ||p|| � 1. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε
το p ως µέτρο πιθανότητας µ P M1pKq. ΄Εστω x το ϐαρύκεντρο του µέτρου µ. Τότε

ppaq � µpaq �

»
K
adµ � apxq, για κάθε a P AcpKq, άρα η p είναι σηµειακή κατάσταση.

Ορισµός 4.3.20. ΄Εστω pX,Y q αφηρηµένο Ϲεύγος και E τοπικά κυρτός και T2 τοπολογικός
γραµµικός χώρος. Ονοµάζουµε κανονική εµφύτευση του pX,Y q στον E έναν οµοµορφισµό
φ : X Ñ E, τέτοιο ώστε

( i) Το φpXq είναι συµπαγές και κυρτό υποσύνολο του E,

( ii) το φpXq εµφυτεύεται κανονικά στον E,

( iii) η απεικόνιση φ� : AcpφpXqq Ñ Y µε pφ�aqpxq � apφpxqq, για κάθε x P X και
a P AcpφpXqq είναι ισοµορφισµός του AcpφpXqq επί του Y .

Παρατήρηση 4.3.21. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού και T2

τοπολογικού γραµµικού χώρου µε το αφηρηµένο Ϲεύγος pK,AcpKqq να εµφυτεύεται κανονικά
στον τοπικά κυρτό και T2 τοπολογικό γραµµικό χώρο E µέσω του οµοµορφισµού φ : X Ñ E.
Τότε η απεικόνιση φ είναι αφφινική.

Απόδειξη. Ισχύει ότι pφ�aqpxq � apφpxqq, για κάθε x P X και a P AcpφpXqq. Η φ�a είναι
αφφινική pφ�a P AcpφpXqqq, εποµένως για κάθε λ P R ισχύει ότι

pφ�aqpλx� p1� λqyq � λpφ�aqpxq � p1� λqpφ�aqpyq, δηλαδή
apφpλx� p1� λqyqq � λapφpxqq � p1� λqapφpyqq

� apλφpxq � p1� λqφpyqq, @a P AcpφpXqq.
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΄Οµως η οικογένεια AcpφpXqq διαχωρίζει τα σηµεία του φpXq, εποµένως φpλx�p1�λqyq �
λφpxq � p1� λqφpyq και η φ αφφινική.

Θεώρηµα 4.3.22. Κάθε αφηρηµένο Ϲεύγος pX,Y q εµφυτεύεται κανονικά σε κάποιον τοπικά
κυρτό και T2 τοπολογικο γραµµικό χώρο. Συγκεκριµένα, η απεικόνιση φ : X Ñ Y � µε
φpxq � x̃, για κάθε x P X είναι κανονική εµφύτευση και απεικονίζει το X επί του SpY,1q.

Απόδειξη. ΄Αµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος (4.3.14) και της σχέσης (4.3.6).

Παρατήρηση 4.3.23. ΄Εστω K συµπαγές και κυρτό σύνολο και φ : K Ñ AcpKq� η
κανονική εµφύτευση του K. Ορίζουµε στο χώρο AcpKq� τον κώνο P που έχει ως ϐάση το
σύνολο φpKq:

P �
¤
λ¥0

λφpKq �
¤
λ¥0

λSpAcpKq,1q.

Τότε ο κώνος P ταυτίζεται µε τον συνήθη κώνο AcpKq��, για τον οποίον T P AcpKq�� ðñ
T pgq ¥ 0, για κάθε g P AcpKq µε g ¥ 0.

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος (2.4.30).

Πρόταση 4.3.24. ΄Εστω X τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και P κώνος
του X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο P είναι τοπικά συµπαγής,

( ii) ο P έχει συµπαγή ϐάση.

Απόδειξη. (i) ñ (ii)
΄Εστω P τοπικά συµπαγής κώνος και V κλειστή και κυρτή περιοχή του 0 τέτοια ώστε
το V XP συµπαγές. Θεωρούµε το σύνορο του V XP , BpV XP q στη σχετική τοπολογία
του P και παρατηρούµε ότι :

1. Το 0 δεν ανήκει στο BpV X P q, αφού η V X P είναι µια ανοικτή περιοχή του
µηδενός η οποία δεν τέµνει το συµπλήρωµα του P .

2. Ο κώνος P γράφεται ως :

P � tλx : x P BpV X P q, λ ¥ 0u.

Πράγµατι, αν x P BpV X P q, τότε x P P , εποµένως λBpV X P q � λP � P, για
κάθε µη αρνητικό λ. ΄Αρα

¤
λ¥0

λBpV X P q � P .

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό αρκεί να ϑυµηθούµε ότι το V , λόγω της Παρατή-
ϱησης (2.2.9), είναι απορροφητικό σύνολο, εποµένως για κάθε x P P , υπάρχει
λ ¡ 0, τέτοιο ώστε λx P V .

3. Το 0 είναι ακραίο σηµείο του pV X P q. Θα δείξουµε ότι 0 P extP : ΄Εστω x,
y P P και λ P p0, 1q µε λx� p1� λqy � 0 ñ λx � pλ� 1qy. ΄Οµως λx P P και
pλ� 1qy P �P , εποµένως λx, p1� λqy P P X p�P q � t0u και x � y � 0.
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Το σύνολο BpV X P q είναι κλειστό υποσύνολο του συµπαγούς V X P , εποµένως
συµπαγές. Επιπλέον copBpV XP qq � V XP, αφού το V XP κυρτό. Εφαρµόζοντας το
Θεώρηµα (3.2.10), συµπεραίνουµε ότι 0 R copBpV XP qq, εποµένως υπάρχει f P X�,
τέτοιο ώστε 0 ¤ fpxq, για κάθε x P BpV XP q. Τότε το σύνολο B � tx P P : fpxq � 1u
είναι συµπαγές, ως κλειστό υποσύνολο του V X P, και αποτελεί τη Ϲητούµενη ϐάση.

(ii) ñ (i)

΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος και B συµπαγής ϐάση του P µε B � tx P P :
fpxq � 1u, f P X 1. ΄Εστω x P P και λ P R µε fpxq   λ. Το σύνολο U � ty P X :
fpyq ¤ λu είναι κλειστή περιοχή του x. Επιπλέον

U X P � ty P P : fpyq ¤ λu �
¤

0¤a¤λ

aB � copt0u, λBq,

συµπαγές. ΄Αρα ο P τοπικά συµπαγής.

Πόρισµα 4.3.25. ΄Εστω X τοπικά κυρτός, T2 τοπολογικός γραµµικός χώρος και P τοπικά
συµπαγής κώνος του X. Τότε το σύνολο P X px� P q είναι συµπαγές για κάθε x P P .

Απόδειξη. ∆ιαπιστώνεται εύκολα ότι y P P X px� P q ðñ 0 ¤ y ¤ x. Θεωρούµε δίκτυο
pyaqaPA µε 0 ¤ ya ¤ x, για κάθε a P A και ϑα δείξουµε ότι έχει συγκλίνον υποδίκτυο, µε
το όριό του να εξακολουθεί να ανήκει στο διάστηµα r0, xs.

΄Εστω B η συµπαγής (ϐλ. προηγούµενη Πρόταση) ϐάση του κώνου P . Για κάθε a P A,
το στοιχείο ya είναι ϑετικό, εποµένως υπάρχουν λa ¡ 0 και ba P B, τέτοια ώστε ya � λaba.
Οµοίως, το x µπορεί να γραφεί ως x � λxbx. Εφαρµόζοντας το συναρτησιακό f της ϐάσης
B στην ανισότητα

0 ¤ ya � λaba ¤ x � λxbx, έχουµε ότι
0 ¤ λa ¤ λx.

΄Αρα το δίκτυο πραγµατικών αριθµών pλaqaPA είναι ϕραγµένο και συνεπώς ϑα έχει συγκλι-
νον υποδίκτυο pλaqaPA1 µε λ Ñ

aPA1

λ0.

Το δίκτυο pbaqaPA1 του B έχει και αυτό συγκλίνον υποδίκτυο pbaqaPA2 µε ba Ñ
aPA2

b0 P

B, λόγω του ότι το B είναι συµπαγές. Εποµένως το αρχικό µας δίκτυο pλabaqaPA έχει
συγκλίνον υποδίκτυο pλabaqaPA2 , µε ya � λaba Ñ

aPA2

λ0b0.

Από τις ανισότητες

0 ¤ λaba ¤ λxbx, @a P A2, έπεται ότι
0 ¤ λa ¤ λx, @a P A2 ñ

0 ¤ λ0 ¤ λx ñ

0 ¤ λ0b0 ¤ λxbx.

΄Αρα 0 ¤ y0 ¤ x, δηλαδή y0 P P X px� P q.
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Είδαµε νωρίτερα πως κάθε γραµµικός σύνδεσµος έχει την ιδιότητα διάσπασης του
Riesz. Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει (ϐλ. [Ali3, σελ. 47-51]), αλλά επ’ αυτού έχουµε
την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 4.3.26. ΄Εστω pX,P q άνω κατευθυνόµενος µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός
χώρος µε την ιδιότητα διάσπασης του Riesz και ο P τοπικά συµπαγής. Τότε ο X είναι
γραµµικός σύνδεσµος.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y P X. Για κάθε z P X ορίζουµε το σύνολο

Kz � tw P X : x, y ¤ w ¤ zu.

Επειδή ο X είναι άνω κατευθυνόµενος υπάρχει τουλάχιστον ένα z στον X για το οποίο το
σύνολο Kz είναι µη κενό.

Θα δείξουµε ότι η οικογένεια tKzuzPX έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής.
Πράγµατι, αν z1, . . . , zn στοιχεία του X µε x, y ¤ z1, . . . , zn, από την ιδιότητα διάσπασης

του Riesz, υπάρχει w P X µε x, y ¤ w ¤ z1, . . . , zn, οπότε w P
n£
i�1

Kzi � H.

΄Οµως, από Πόρισµα (4.3.25), κάθεKz είναι συµπαγές, εποµένως η οικογένεια tKzuzPX
ϑα έχει µη κενή τοµή. Αν w P

£
zPX

Kz, τότε x, y ¤ w, δηλαδή το w είναι ένα άνω ϕράγµα

των x και y, ενώ αν x, y ¤ z τότε w P Kz εποµένως w ¤ z, το οποίο δείχνει ότι το w είναι
το ελάχιστο άνω ϕράγµα των x και y, άρα ο X είναι γραµµικός σύνδεσµος.

Πρόταση 4.3.27. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος και B συµπαγής ϐάση του P . Τα
επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Η B είναι simplex,

( ii) κάθε σηµείο x P B που µπορεί να γραφτεί ως κυρτός συνδυασµός στοιχείων του B µε
δύο διαφορετικούς τρόπους

x �
ņ

i�1

λixi �
m̧

j�1

µjyj , (4.3.8)

µπορεί να γραφτεί και ως κυρτός συνδυασµός

x �
ņ

i�1

m̧

j�1

vijzij , (4.3.9)

όπου xi �
1

λi

m̧

j�1

vijzij , yj �
1

µj

ņ

i�1

vijzij , µε zij P B για κάθε i � 1, . . . , n, j �

1, . . . ,m.
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Απόδειξη. (i) ñ (ii)
Υπενθυµίζεται ότι, από την Πρόταση (2.4.32), ένας χώρος pX,P q έχει την ιδιότητα
διάσπασης του Riesz αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα εκλέπτυνσης του Risez, δηλαδή
για κάθε tu1, . . . , unu, tv1, . . . , vmu µε ui, vj ¥ 0 για κάθε i � 1, . . . , n, j � 1, . . . ,m

και
ņ

i�1

ui �
m̧

j�1

vj , υπάρχουν wij ¥ 0 τέτοια ώστε ui �
m̧

j�1

wij και vj �
ņ

i�1

wij .

΄Εστω ότι η ϐάση B του pX,P q είναι simplex. Τότε ο pX,P q είναι γραµµικός σύν-
δεσµος και εποµένως έχει την ιδιότητα διάσπασης του Riesz.

΄Εστω x �
ņ

i�1

λixi �
m̧

j�1

µjyj , ένα στοιχείο του X που µπορεί να γραφεί ως κυρτός

συνδυασµός στοιχείων του B µε δύο διαφορετικούς τρόπους (xi, yj P B). Από την

ιδιότητα διάσπασης του Riesz, υπάρχουν w1ij P P τέτοια ώστε λixi �
m̧

j�1

w1ij και

µjyj �
ņ

i�1

w1ij . ΄Οµως τα w1ij µπορούν να γραφούν ως w1ij � vijwij , µε vij ¥ 0 και

wij P B, οπότε

λixi �
m̧

j�1

vijwij

µjyj �
ņ

i�1

vijwij .

Επιπλέον, εφαρµόζοντας το συναρτησιακό της ϐάσης στις παραπάνω ισότητες, έχουµε

ότι λi �
m̧

j�1

vij και αθροίζοντας τη σχέση αυτή ως προς i ϐρίσκουµε ότι
¸
i,j

vij �

ņ

i�1

λi � 1. ΄Αρα ο
¸
i,j

vijwij είναι ο Ϲητούµενος κυρτός συνδυασµός.

(ii) ñ (i)

΄Εστω x �
ņ

i�1

ui �
m̧

j�1

vj , µε ui, vj P P . Γράφοντας τα ui και vj στη µορφή ui � λixi

και vj � µjyj µε λi, µj ¥ 0, xi, yj P B, έχουµε

x �
ņ

i�1

λixi �
m̧

j�1

µjyj .

Εφαρµόζουµε το συναρτησιακό της ϐάσης στην παραπάνω σχέση και παρατηρούµε

ότι fpxq �
ņ

i�1

λi �
m̧

j�1

µj � Λ. Θέτουµε λ1i �
λi
Λ

και µ1j �
µj
Λ

, οπότε µπορούµε να

γράψουµε το στοιχείο
x

Λ
ως κυρτό συνδυασµό στοιχείων του B µε δύο διαφορετικούς
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τρόπους :

x

Λ
�

ņ

i�1

λ1ixi �
m̧

j�1

µ1jyj .

Από υπόθεση υπάρχουν vij ¥ 0, zij P B τέτοια ώστε

x

Λ
�

¸
i,j

vijzij ,

xi �
1

λ1i

m̧

j�1

vijzij

�
Λ

λi

m̧

j�1

vijzij ñ

λixi � ui � Λ �
m̧

j�1

vijzij και οµοίως

yj �
Λ

µj

ņ

i�1

vijzij ñ

µjyj � vj � Λ �
ņ

i�1

vijzij .

΄Αρα ui �
m̧

j�1

w1ij , vj �
ņ

i�1

w1ij , µε w
1
ij � Λvijzij .

Πόρισµα 4.3.28. ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος και B συµπαγής ϐάση
του. Αν το B είναι simplex και x P B, τότε το σύνολο των απλών ϑετικών µέτρων που
αναπαριστούν το σηµείο x είναι άνω κατευθυνόµενο ως προς τη διάταξη Choquet.

Απόδειξη. Αν µ �
ņ

i�1

λiεxi , απλό µέτρο, από το Πόρισµα (3.6.4) έχουµε ότι µ   ν αν και

µόνο αν το ν µπορεί να γραφεί στη µορφή ν �
ņ

i�1

λiνi µε rpνiq � xi.

Θεωρούµε τα απλά µέτρα µ �
ņ

i�1

λiεxi , ν �
m̧

j�1

λjεyj και αναζητούµε απλό µέτρο λ

τέτοιο ώστε µ, ν   λ. Από υπόθεση rpµq � rpνq � x, δηλαδή x �
ņ

i�1

λixi �
m̧

j�1

µjyj .

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση (4.3.27) µπορούµε να γράψουµε το x ως κυρτό συνδυασµό
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x �
ņ

i�1

m̧

j�1

vijzij , όπου

xi �
1

λi

m̧

j�1

vijzij και yj �
1

µj

ņ

i�1

vijzij . (4.3.10)

Τότε για το µέτρο λ �
¸
i,j

vijεzij , ισχύει ότι

rpλq �
¸
i,j

vijrpεzij q �
ņ

i�1

�
m̧

j�1

vijzij

�
�

ņ

i�1

λixi � x.

Επιπλέον, λ �
ņ

i�1

λi

�
m̧

j�1

vijεzij

�
�

ņ

i�1

λiνi, µε rpνiq � xi, δηλαδή µ   λ. Οµοίως

προκύπτει ότι ν   λ.

Λήµµα 4.3.29. ΄ΕστωK συµπαγές και κυρτό σύνολο. Τότε για τον περιορισµό T : CpKq� Ñ
AcpKq� ισχύει ότι T pMbndpKqq � AcpKq� (MbndpKq � M�pKq � CpKq�). Επιπλέον η
απεικόνιση T : MbndpKq Ñ AcpKq� είναι ένα προς ένα, αν και µόνο αν για κάθε x P K
υπάρχει µοναδικό ϑετικό συνοριακό µέτρο στο K που το αναπαριστά.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι για κάθε q P pAcpKqq� υπάρχει µέτρο ν P MbndpKq τέτοιο
ώστε νpfq � qpfq, για κάθε f P AcpKq. Ο pAcpKqq� µε ϐάση τον SpAcpKqq,1q είναι
χώρος µε νόρµα ϐάσης, εποµένως, αν q P pAcpKqq�, τότε υπάρχουν λ P p0, 1q και p1,
p2 P SpAcpKqq,1q µε

q � λp1 � p1� λqp2.

Τα p1 και p2 ανήκουν στον pAcpKqq�, εποµένως, από Θεώρηµα Hahn-Banach, επεκτεί-
νονται σε p̄1, p̄2 P CpKq

� � MpKq µε p̄1, p̄2 ¥ 0 και p̄1p1q � p̄2p1q � 1 � ||p̄1|| � ||p̄2||.
Συµβολίζουµε τα p̄1 και p̄2 ως µέτρα µ1, µ2 P M�

1 pKq και έστω x1 � rpµ1q, x2 � rpµ2q P
coK � K.

Από Θεώρηµα (3.6.16), υπάρχουν συνοριακά µετρα ν1, ν2 P M1
bndpKq µε x1 � rpν1q

και x2 � rpν2q. Θέτουµε ν � λν1 � p1� λqν2 P M1
bndpKq και παρατηρούµε ότι για κάθε

f P AcpKq

νpfq � λν1pfq � p1� λqν2pfq

� λfpx1q � p1� λqfpx2q και
λp̄1pfq � p1� λqp̄2pfq � λfpx1q � p1� λqfpx2q.

Από τη σχέση νpfq � λp̄1pfq�p1�λqp̄2pfq, συµπεραίνουµε ότι T pνq � λp1�p1�λqp2 � q,
άρα η T επί.

Για το δεύτερο ισχυρισµό, αν η T είναι ένα προς ένα, τότε το Ϲητούµενο είναι προφανές.
Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε x P K υπάρχει µοναδικό ϑετικό συνοριακό µέτρο του K
που το αναπαριστά. Θα δείξουµε ότι KerpT q � t0u.
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΄Εστω µ P MbndpKq µε T pµq � 0, δηλαδή
»
K
fdµ � 0, για κάθε f P AcpKq, ή

ισοδύναµα
µ�pfq � µ�pfq, για κάθε f P AcpKq. (4.3.11)

Θέτοντας f � 1 παίρνουµε ότι µ�p1q � µ�p1q, οπότε διαιρώντας, αν είναι ανάγκη, µε το
µ�p1q, µπορούµε να υποθέσουµε ότι µ�, µ� P M1

bndpKq. Από την (4.3.11) συνεπάγεται
ότι rpµ�q � rpµ�q, δηλαδή τα µέτρα µ� και µ� αναπαριστούν το ίδιο σηµείο, άρα από
υπόθεση ϑα πρέπει να ταυτίζονται. ∆ηλαδή, µ� � µ� ñ µ � 0. ΄Αρα KerpT q � t0u και η
T ένα προς ένα.

Θεώρηµα 4.3.30. (Choquet-Meyer) ΄Εστω pX,P q διατεταγµένος χώρος µε τον κώνο P να
παράγει τον X και B συµπαγής ϐάση του P . Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο pX,P q γραµµικός σύνδεσµος,

( ii) για κάθε σηµείο του B υπάρχει µοναδικό συνοριακό µέτρο πιθανότητας στο B που το
αναπαριστά.

Απόδειξη.

(i) ñ (ii)
΄Εστω ότι το B είναι simplex και x P B. Από Θεώρηµα (3.6.16), γνωρίζουµε ότι
υπάρχει ϑετικό και συνοριακό µέτρο πιθανότητας που αναπαριστά το x. Θα δείξουµε
ότι το µέτρο αυτό είναι µοναδικό.

Πρώτα δείχνουµε ότι το σύνολο M�
x pBq είναι άνω κατευθυνόµενο. ΄Εστω µ1, µ2 P

M�
x pBq και για κάθε g1, . . . , gn P KcpBq, ε ¡ 0, ορίζουµε το σύνολο

Apε, g1, . . . , gnq �
 
ν PM�

x pBq : νpgiq ¥ µ1pgiq � ε, και νpgiq ¥ µ2pgiq � ε

για κάθε i � 1, . . . , nu . (4.3.12)

Το Apε, g1, . . . , gnq είναι *-κλειστό. Επιπλέον είναι µη κενό, αφού από την πυκνότητα
των απλών µέτρων µπορούµε να ϑεωρήσουµε δύο δίκτυα pµ1

aqaPA1 , pµ
2
aqaPA2 µε µ1

a Ñ
µ1, µ2

a Ñ µ2 και τελικά να ϐρούµε δείκτες a P A1, b P A2, τέτοιους ώστε

µ1
apgiq ¥ µ1pgiq � ε,

µ2
bpgiq ¥ µ2pgiq � ε, @i � 1, . . . , n.

Από το Πόρισµα (4.3.28) υπάρχει ν PM�
x pBq µε µ

1
a, µ

2
b   ν, άρα ν P Apε, g1, . . . , gnq.

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι η οικογένεια pApε, g1, . . . , gnqqε¡0,g1,...,gnPKcpBq,nPN έχει
την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής. Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

Apε, g1, . . . , gnq
£
Apδ, h1, . . . , hmq � A pmintε, δu, g1, . . . , gn, h1, . . . , hmq ,

το οποίο είναι µη κενό, αφού είναι της µορφής (4.3.12).
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Εποµένως η οικογένεια pApε, g1, . . . , gnqqε¡0,g1,...,gnPKcpBq,nPN έχει µη κενή τοµή. Αν

ν P
£
ε¡0,

g1,...,gnPKcpBq,
nPN

Apε, g1, . . . , gnq, τότε νpgq ¥ µ1pgq � ε και νpgq ¥ µ2pgq � ε, για κάθε

g P KcpBq και κάθε ε ¡ 0. ΄Αρα νpgq ¥ µ1pgq, µ2pgq, για κάθε g P KcpBq, από το
οποίο έπεται ότι µ1, µ2   ν. ΄Αρα το M�

x pBq άνω κατευθυνόµενο.

΄Εστω λ1, λ2, δύο ϑετικά συνοριακά µέτρα πιθανότητας που αναπαριστούν το σηµείο
x. Το M�

x pBq είναι άνω κατευθυνόµενο, εποµένως υπάρχει µέτρο λ που αναπαριστά
το x και για το οποίο λ1, λ2   λ. ΄Οµως το λ1 είναι µεγιστικό µέτρο, εποµένως λ1 � λ.
Οµοίως, το λ2 είναι µεγιστικό, εποµένως λ1 � λ2 � λ και το µέτρο είναι µοναδικό.

(ii) ñ (i)

΄Εστω ότι για κάθε x P B υπάρχει µοναδικό µ P M1
bndpBq µε rpµq � x. Από το

Λήµµα (4.3.29) η απεικόνιση T : MbndpBq Ñ pAcpBqq� είναι ένα προς ένα και επί.
Θα δείξουµε ότι η T διατηρεί τη διάταξη. Αν

µ � λµ1 � p1� λqµ2 και
T pµq � q � λp1 � p1� λqp2, τότε

T pµqpfq � qpfq � λp1pfq � p1� λqp2pfq

� λfpx1q � p1� λqfpx2q

� λµ1pfq � p1� λqµ2pfq

� µpfq.

Θεωρώντας f ¥ 0 ϐλέπουµε ότι µpfq ¥ 0 ðñ T pµqpfq ¥ 0, δηλαδή µ ¥ 0 ðñ
T pµq ¥ 0. ΄Αρα η T είναι αλγεβρικός διατακτικός ισοµορφισµός και οι MbndpBq,
pAcpBqq� είναι αλγεβρικά διατακτικά ισόµορφοι. Ο MbndpBq είναι γραµµικός σύν-
δεσµος, εποµένως ο pAcpBqq� ϑα είναι και αυτός γραµµικός σύνδεσµος. ΄Οµως το B
εµφυτεύεται κανονικά στο AcpBq� και από Παρατήρηση (4.3.23) προκύπτει ότι το B
είναι simplex.

4.3.3 ΄Αλλοι ισοδύναµοι χαρακτηρισµοί

Μέχρι στιγµής δουλέψαµε αποκλειστικά σε συµπαγή και κυρτά υποσύνολα τοπικά κυρτών
χώρων. Ο Choquet είχε ήδη προσπαθήσει να αφαιρέσει την υπόθεση της συµπάγειας µε
δύο τρόπους, εισάγοντας τα κωνικά µέτρα (conical measures) και τα caps (ϐλ. [Phe, Κεφ.
13]). Εδώ ϑα διατυπώσουµε κάποια σχετικά αποτελέσµατα τροποποιώντας τις υποθέσεις
για το υπό µελέτη σύνολο.

Ορισµός 4.3.31. ΄Εστω E γραµµικός χώρος και X � E κυρτό. Το X ονοµάζεται simplex
Choquet αν αποτελεί ϐάση γραµµικού συνδέσµου.
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Θεώρηµα 4.3.32. ΄Εστω pX, || � ||q χώρος Banach και K � X κλειστό και κυρτό. Τα
επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το K έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym,

( ii) για κάθε F � K κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο, έπεται ότι F � coseppKq, όπου seppKq
το σύνολο των αυστηρά εκτεθειµένων σηµείων του K.

Πρόταση 4.3.33. ΄Εστω E τοπικά κυρτός χώρος και X � E µετρικά κυρτό σύνολο τέτοιο
ώστε για κάθε x P X να υπάρχει µοναδικό συνοριακό µέτρο πιθανότητας στο X που το
αναπαριστά. Τότε το X είναι simplex Choquet.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εντελώς όµοια µε αυτή της κατεύθυνσης (ii)ñ (i) του Θεωρή-
µατος Choquet-Meyer, αφού η µόνη ιδιότητα της υπόθεσης περί συµπάγειας του X την
οποία χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη του εν λόγω ϑεωρήµατος, ήταν το ότι rpµq P X, για
κάθε µ PM1pXq, το οποίο εξακολουθεί να ισχύει αφού το X είναι µετρικά κυρτό.

Το αντίστροφο της πρότασης αυτής δεν ισχύει εν γένει, έχει αποδειχθεί όµως ότι ισχύει
στις παρακάτω τρεις περιπτώσεις :

1. Το X συµπαγές και κυρτό υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου. Πρόκειται για το
Θεώρηµα Choquet-Meyer που έχουµε ήδη αποδείξει.

2. Το X κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο χώρου Banach µε το X να έχει την
ιδιότητα Radon-Nikodym (Bourgin 1971, Edgar 1976).

3. Το X κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο χώρου Banach µε το X να έχει την
ιδιότητα ότι κάθε κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολό του ισούται µε την κλειστή
κυρτή ϑήκη των αυστηρά εκτεθειµένων σηµείων του. Πρόκειται για άµεση εφαρµογή
του ϑεωρήµατος (4.3.32) στο αποτέλεσµα των Bourgin και Edgar.

4. Το X µετρικά κυρτό υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου µε την ιδιότητα ότι κάθε
σύνολο διακριτών µέτρων πιθανότητας του K που είναι άνω κατευθυνόµενο ως προς
τη διάταξη Choquet έχει άνω ϕράγµα (Weizsacker-Winker, 1980).

Με όµοιο τρόπο µπορούµε να εξασθενίσουµε τις προϋποθέσεις του πρώτου ισοδύναµου
χαρακτηρισµού, δηλαδή να ϐρούµε συνθήκες για το σύνολο X έτσι ώστε να ισχύει ότι
το X είναι simplex Choquet αν και µόνο αν για κάθε x P X υπάρχει µοναδικό µέτρο
πιθανότητας µ PM1pextXq που το αναπαριστά.

Τρεις περιπτώσεις στις οποίες ισχύει η παραπάνω συνεπαγωγή είναι :

1. Το X συµπαγές, κυρτό και µετρικοποιήσιµο υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου.
Πρόκειται για τον πρώτο ισοδύναµο χαρακτηρισµό που έχουµε ήδη αποδείξει.

2. Το X κλειστό, µετρικά κυρτό και Suslin υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου και το X
έχει την ιδιότητα Radon-Nikodym (Thomas, 1980).
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Το Θεώρηµα Choquet-Kendall 4.3. Ισοδύναµοι χαρακτηρισµοί

3. ΤοX µετρικά κυρτό και Suslin υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου και τοX ικανοποιεί
την παρακάτω συνθήκη: Κάθε martingale pfi,FiqiPN σε έναν χώρο πιθανότητας
pX,F , µq µε τιµές στο X και σταθερά f , επεκτείνεται σε martingale pfi,FiqiPNYt8u
στο pX,F , µq (Weizsacker - Winkler, 1980).
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