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Abstract

Book embeddings are a well studied topic of graph theory with numerous appli-
cations. Research dates back to early 70s and has produced a vast litterature. In this
thesis we focus on two particular problems. The irst was posed by Heath: he proved
that planar graphsofmaximumdegree3 are subhamiltonianand therofore2-pagebook
embeddable, and asked if the same holds for planar graphs ofmaximumdegree greater
than 3. In this concept we prove that all planar graphs ofmaximumdegree 4 are indeed
subhamiltonian. The second question is releted to the page number of graphs that are
not closed under minors. It is well known that if a graph is closed under minors then
its page number is bounded. However it remained open whether any bound exists for
families of graphs that are notminor-closed.We prove that the class of 1-planar graphs,
i.e. graphs that can be embedded in the plane so that every edge is crossed atmost once,
have bounded page number. To the best of our knowledge, this is the irst attempt to
bound the page number of such families of graphs.

Another topic of graph theory that we focus on, are a variation of the well known
total coloring problem. We consider total colorings that distinguish adjacent vertices
by the sets of colors used for the vertex and its incident edges. This problem was pro-
posed by Professor Béla Bollobás. In fact he suggested to consider AVD-total colorings
of graphs with maximum degree 3, in order to answer a question posed by Hulgan of
whether 5 colors suf ice for such a coloring or 6 colors are necessary for certain 3-
regular graphs. Although we did not manage to completely answer this question, we
proved that 5 colors are enough for generalized Halin graphs with maximum degree 3.
This is also a step towards determining the exact AVD-total coloring number of planar
graphs. Fromanother perspective,we also prove that the AVD-total coloring conjecture
holds for 4-regular graphs.

In this thesis, we also examine some problems of graph drawing. In particular, we
answer an open question posed by Lovász about circle representations of 4-regular pla-
nar graphs. Circle representations are related to the well known contact graph repre-
sentation problem. We prove that if the graph is triconnected then circle-packing tech-
niques can produce a realization as a system of touching circles, however if the graph is
not triconnected then there exist in inite counterexamples. Also,we give new results on
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perfect smooth orthogonal layouts, thatwere recently introduced in the graph drawing
litterature, and we extend and improve previous work on this topic.
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Περίληψη

Οι εμφυτευσεις γραφηματων σε βιβλιο ειναι ενα ευρεως μελετημενο κεφαλαιο τις
θεωριας γραφηματων με πολλες εφαρμογες. Η σχετικη ερευνητικη δραστηριοτητα
χρονολογειται απο τις αρχες της δεκαετιας του 70 και εχει παραξει πλουσια βιβλιο-
γραφια. Στην παρουσα διδακτορικη διατριβη εστιαζουμε σε δυο συγκεκριμενα προ-
βληματα. Το πρωτο τεθηκε απο τον Heath: εδειξε οτι τα επιπεδα γραφηματα μεγιστου
βαθμου 3 ειναι υποχαμιλτονιανα και συνεπως εμφυτευονται σε βιβλιο με 2 σελιδες,
και εθεσε το ερωτημα εαν το ιδιο ισχυει για επιπεδα γραφημα με μεγιστο βαθμο με-
γαλυτερο του 3. Προς αυτη την κατευθυνση, αποδεικνυουμε οτι ολα τα επιπεδα γρα-
φηματα μεγιστου βαθμου 4 ειναι πραγματι υποχαμιλτονιανα. Το δευτερο προβλημα
σχετιζεται με το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο γραφηματων που δεν ειναι κλειστα υπο
ελασσονα. Ειναι γνωστο οτι εαν ενα γραφημα ειναι κλειστο υπο ελασσονα, τοτε το πα-
χος εμφυτευσης του σε βιβλιο ειναι φραγμενο. Ωστοσο, παρεμενε ανοιχτο εαν υπαρχει
καποιο φραγμα για οικογενειες γραφηματων που δεν ειναι κλειστες υπο ελασσονα.
Αποδεικνυουμε οτι η οικογενεια των 1-επιπεδων γραφηματων, δηλαδη των γραφημα-
των που μπορουν να απεικονιστουν στο επιπεδο ετσι ωστε καθε ακμη να τεμνεται
το πολυ μια φορα, εχουν φραγμενο παχος εμφυτευσης σε βιβλιο. Απ’ οσο γνωριζουμε,
αυτη ειναι η πρωτη αποπειρα προσδιορισμου καποιου ανω φραγματος για το παχος
εμφυτευσης σε βιβλιο τετοιων οικογενειων γραφηματων.

Ένα αλλο θεμα της θεωριας γραφηματων στο οποιο εστιαζουμε, ειναι μια παραλ-
λαγη του γνωστου προβληματος ολικων χρωματισμων γραφηματων. Εξεταζουμε ολι-
κους χρωματισμους που διαχωριζουν γειτονικες κορυφες βαση του συνολου των χρω-
ματων που χρησιμοποιουνται για την κορυφη και τις προσκειμενες ακμες της. Το προ-
βλημα αυτο προταθηκε απο τον Καθηγητη Béla Bollobás. Βασικα προτεινε να εξετα-
σουμε AVD-ολικους χρωματισμους γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3, προκειμενου να
απαντηθει ενα ερωτημα που τεθηκε απο τον Hulgan και αφορα εαν 5 χρωματα επαρ-
κουν για αυτον το χρωματισμο η απαιτουνται 6 χρωματα για ορισμενα 3-κανονικα
γραφηματα. Αν και δεν καταφεραμε νααπαντησουμεσυνολικα την ερωτησηαυτη, δει-
ξαμε οτι 5 χρωματα επαρκουν για τα γενικευμενα Halin γραφηματα με μεγιστο βαθμο
3. Αυτο ειναι επισης ενα βημαπρος τον πληρηπροσδιορισμο τουAVD-ολικου χρωματι-
κου αριθμου των επιπεδων γραφηματων. Απο μια αλλη οπτικη γωνια, δειξαμε επισης
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οτι η εικασια των AVD-ολικων χρωματισμων ισχυει για 4-κανονικα γραφηματα.
Στην παρουσα διδακτορικη διατριβη, μελετησαμε και ορισμενα προβληματα της

απεικονισης γραφηματων. Ειδικοτερα, απανταμε μια εικασια που διατυπωθηκε απο
τον Lovász σχετικα με αναπαραστασεις με κυκλους των 4-κανονικων επιπεδων γρα-
φηματων. Οι αναπαραστασεις με κυκλους σχετιζονται με το γνωστο προβλημα ανα-
παραστασης γραφηματων ως γραφηματα επαφων. Αποδεικνυουμε οτι εαν το γρα-
φημα ειναι τρισυνεκτικο, τοτε τεχνικες συσκευασιας κυκλων μπορουν να χρησιμο-
ποιηθουν για την κατασκευη μιας πραγματοποιησης ως ενα συστημα εφαπτομενων
κυκλων. Ωστοσο, εαν το γραφημα δεν ειναι τρισυνεκτικο υπαρχουν απειρα αντιπαρα-
δειγματα. Επισης, παρουσιαζουμε καινουρια αποτελεσματα για αριστες ομαλες ορθο-
γωνιες απεικονισεις, οι οποιες εισηχθησαν προσφατα στην βιβλιογραφια της απεικο-
νισης γραφηματων, και επεκτεινουμε και βελτιωνουμε προηγουμενα αποτελεσματα
πανω στο συγκεκριμενο προβλημα.
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Embeddings, Colorings and
Related Graph Theoretic Problems





1 Introduction

1.1 Book Embeddings

Book embeddings are in a sense a special case of planar embeddings of graphs. In
a book embedding the vertices of a graph are placed on the “spine” of a book and the
edges are assigned to “pages”, so that edges on the same page do not cross. The book
thickness or page number of a graph is the smallest number of pages required for any
book embedding of this graph.

Book embeddings have a long history of research dating back to the early seven-
ties [Oll73]. Book embeddings naturally arise in VLSI (Very Large Scale Integration)
design where vertices of the book correspond to components of a circuit and edges
correspond to connections between them [CLR87]. Other application areas of book em-
beddings include parallel computing, design of fault-tolerant systems [CLR87], bioin-
formatics [HS99] and many more.

An upper bound on the page number of an n-vertex graph is ⌈n/2⌉, which is tight
for complete graphs [BK79]. For the complete bipartite graph Kn,m, with n ≤ m it
is at most n. Although the upper bound is not tight in general (for example K4,4 has
page number 3 as can be seen in Figure 1.1), it is exactly n in the case where m >

n(n − 1) [BK79, dKPS14].

u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3 v4

(a)

u1v2 u2v1 v4v3 u4u3

(b)

Figure 1.1: (a) The complete bipartite graph K4,4. (b) K4,4 has page number 3: edges on the
irst page are drawn as solid arcs above the spine, edges on the second page as solid arc bellow
the spine, and edges on the third page are drawn as dashed red polylines.

15



16 Chapter 1. Introduction

Since the page number of a graph equals to themaximumpage number of its bicon-
nected components [BK79], one can always assume biconnectivity. It has been found
that binary de Bruijn graphs, shuf le-exchange graphs and cube-connected cycles al-
ways it in three pages [HS97]. Apart from speci ic classes of graphs, upper bounds
of the page number have been also related to several graph invariants. In particular
graphs with m edges have page number O(

√
m) [Mal94b] and graphs of genus g have

page number O(√g) [Mal94a]. For graphs of constant treewidth k the page number is
bounded by k + 1 [GH01], and this bound is tight for k > 2 [DW07]. More generally,
minor-closed graphs have bounded page number [NdM12]. For families of graphs that
are not closed under minors it remains open whether their page number is bounded
or not. For example, k-planar graphs are not minor-closed. Recall that the problem of
determiningwhether a graph is k-planar, even for k = 1 is NP-hard [GB07, KM13], even
if the deletion of a single edge makes the input graph planar [CM13].

There is an extensive amount of literature on embedding various types of graphs
into books; for an overview see e.g. [DW04, Ove07]. However, it is book embeddings of
planar graphs that have received most attention in the past. One early upper bound on
the page number of planar graphs is due to Buss and Shor [BS84], who showed that the
page number of planar graphs is at most 9. Heath [Hea84] proved that planar graphs
it in a book of 7 pages, and later on Istrail [Ist88] reduced the number of pages by one.
Perhaps the most popular and central result on book embeddability of planar graphs
is due to M. Yannakakis [Yan89], who in the late eighties proved that planar graphs
have page number at most four. It remains however unanswered whether this known
bound of four is tight. Heath [Hea84] for example proves that all planar 3-trees are 3-
page book embeddable. For more restricted subclasses of planar graphs, Bernhart and
Kainen [BK79] show that the graphswith page number one are the outerplanar graphs,
while the class of two-page embeddable graphs coincides with the class of subhamilto-
nian graphs (see Figures 1.2a-1.2b). The relation between subhamiltonian cycles and
two-page book embeddings is quite intuitive. The ordering of the nodes on the spine is
equivalent to the cyclic order of the subhamiltonian cycle. The edges are partitioned by
whether they lie in the interior of the cycle or not. Note that not all planar graphs are
subhamiltonian: the Goldner-Harary graph is the smallest maximal planar graph that
requires three pages (see Figure 1.2c).

Although testing whether a graph is subhamiltonian is NP-complete [Wig82], sev-
eral graph classes are known to be subhamiltonian (and therefore two-page book em-
beddable). An early important result is due toWhitney [Whi31], who proves that every
maximal planar graph with no separating triangles is hamiltonian (recall that a sepa-
rating triangle is a 3-cycle whose removal disconnects the graph). Tutte [Tut56] shows
that every 4-connected planar graph has a hamiltonian cycle, while Chiba andNishizeki
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3
2

4

1

6
5

7

(a)

32 41 65 7

(b) (c)

Figure 1.2: (a) A subhamiltonian planar graph G: the subhamilton cycle is drawn with gray
dotted line. (b) The 2-page book embedding of G where the ordering of the vertices along the
spine is given by the subhamilton cycle. (c) The Goldner-Harary graph.

[CN89] provide a linear-time algorithm to ind a hamiltonian cycle in a 4-connected pla-
nar graph. Chen [Che03] gives a proof that every maximal planar graph with at least
ive vertices and no separating triangles is 4-connected. Sanders [San97] generalizes
a theorem of Thomassen [Tho83] and shows that any 4-connected planar graph has
a hamiltonian cycle that contains two arbitrarily chosen edges of the graph. Based on
Whitney’s theorem [Whi31], Kainen andOverbay [KO07] show that every planar graph
with no separating triangles is subhamiltonian. Another result is by Chen [Che03] who
shows that if a maximal planar graph contains only one separating triangle, then it is
hamiltonian. Helden [Hel07] improves this result further to two triangles. One result
that is interesting in our context is that of Heath [Hea85]. In his thesis, he describes a
linear-time algorithm to embed any planar graph of maximum degree 3 into two pages
and concludes that it would be interesting to know if a higher degree bound is possible.

Clearly, since inding a subhamiltonian cycle is NP-complete [Wig82], computing
the page number of a graph is NP-hard. If the ordering of the vertices along the spine is
ixed, then a two-page book embedding can be found (if it exists) in linear time, since
it is equivalent to planarity testing. For three pages, Unger [Ung92] provides a polyno-
mial time procedure although some details are omitted. Still, for four or more pages,
the problem is NP-hard [Ung88, GJMP80] as it is equivalent to vertex coloring of circle
graphs. On the other hand, if the partition of the edges into pages is ixed, then, for two
pages the decision problem is linearly solvable with SPQR trees [ADBDB13, HN09].

1.2 Adjacent Vertex Distinguishing Total Colorings

Graph coloring is probably the best known and most studied area of graph theory.
Graph colorings have an intriguing history. The irst results about graph coloring date
back to 1852 and deal almost exclusively with planar graphs in the form of the coloring
of maps (for an extended historical overview see e.g. [CLZ10]). Since coloring a map
is equivalent to coloring the vertices of its dual graph, it is vertex colorings that have
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18 Chapter 1. Introduction

receivedmost attention. The literature for graph colorings is vast, and the requirement
of different restrictions lead to different types of colorings:

Proper Vertex Coloring: Only the vertices of the graph are colored under the restric-
tion that adjacent vertices have different colors.

Proper Edge Coloring: Only the edges of the graph are colored under the restriction
that edges with common endpoints have different colors.

Proper Total Coloring: Both vertices and edges are colored such that adjacent or
incident elements have different colors.

The study of proper edge colorings that induce different color sets on vertices was
introduced independently by Burris and Schelp [BS97] and Cernỳ et al. [CHS96] (under
the notion of observability). In their work they examined the number of colors needed
for a proper edge coloring so that any two vertices have different color sets. This type
of coloring is known as vertex-distinguishing-proper-edge-coloring (VD-edge-coloring
for short). Note that a VD-edge-coloring of a graphG is also a proper edge coloring. By
the famous theorem of Vizing it is known that the chromatic index of G equals either
∆(G) or ∆(G) + 1 (where ∆(G) is the maximum degree of G). However, for the VD-
chromatic index it is surprisingly dif icult to formulate any such result. In [BS97] it was
conjectured that theVD-chromatic indexof a graphG is atmost min

1≤k≤∆(G)

{
k :

(k
d

)
≥ nd

}
+

1 (where nd is the number of vertices of degree d in G). This conjecture has been veri-
ied for graphswithmaximumdegree2 [BBS02]. For other resultswe refer to [BHLW99,
BHLW01, BRS03, BKLS04].

Later, Zhang et al. [ZLW02] relaxed the restrictions of VD-edge-colorings and exam-
ined proper edge colorings that distinguish only pairs of adjacent vertices, thus intro-
ducing adjacent - strong - edge - colorings or adjacent - vertex - distinguishing - proper
- edge - colorings (AVD-edge-coloring for short). In their paper Zhang et al. [ZLW02]
determined the AVD-chromatic index of several classes of graphs and they conjectured
that the AVD-chromatic index of a graphG is at most∆(G)+2. Balister et al. [BGLS07]
veri ied the conjecture for graphs with maximum degree 3 and bipartite graphs.

It is almost impossible not to wonder if there is a relation between the aforemen-
tionedupper bound and the total coloring conjecture (stated byBehzad (1965) andViz-
ing (1968)): The total chromatic numberof a graphG is atmost∆(G)+2. The extension
of AVD-edge-colorings to total coloringswasmade independently by Chen [Che04] and
Zhang et al. [ZCL+05], who introduced adjacent-vertex-distinguishing-total-colorings
(AVDTC in short); see Figure 1.3. In their work, Zhang et al. determined the AVDT-
chromatic number of several classes of graphs, such as cycles, complete graphs, com-
plete bipartite graphs, fans, wheels and trees. They also conjectured that the upper
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1.2 Adjacent Vertex Distinguishing Total Colorings 19

bound of ∆(G) + 3 always holds. For the case where ∆(G) = 3 the AVDTC conjec-
ture has been veri ied independently by Wang [Wan07] and Chen [Che08], while Hul-
gan [Hul09,Hul10] presented amore conciseproof on this result. In fact, Hulganproved
that for a graph with ∆(G) = 3 there exists an adjacent vertex distinguishing total col-
oringwith 6 colorswith the additional property that atmost one color appears on both
edges and vertices (refer to Figure 1.3c). In 2012 Coker and Johannson [CJ12] used the
probabilistic method to derive an upper bound of ∆(G) + C , where C is a constant,
while Huang et al. [HWY12] proved that the AVDT-chromatic number is at most 2∆(G).
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Figure 1.3: For every vertex we denote its color by the color assigned to the vertex followed
by other colors in parenthesis: these are the colors that are not in the color set of the vertex.
(a) AVDTC of K5 with 7 colors. (b) AVDTC of K6 with 7 colors. (c) AVDTC of Petersen’s graph
with 6 colors. (d) AVDTC of Petersen’s graph with 5 colors.

Apart from the results presented in [ZCL+05], exact values have been given for par-
ticular classes of graphs: the graph obtained by the K2n+1 after the deletion of two
adjacent edges [Che04], connected graphs with only one cycle and the square of cy-
cles [CZS05], theMycielski graphs of paths, cycles, complete graphs, complete bipartite
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20 Chapter 1. Introduction

graphs, stars, fans and wheels [CZYZ05] (related results are also given in [LWZW06,
CZ08, CG09, WW10, BKT12]).

Forouterplanar graphs, ChenandZhang [CZ06] examined theAVDT-chromatic num-
ber of 2-connected outerplanar graphs with ∆(G) ≤ 4. However, the AVDT-chromatic
number of outerplanar graphs was fully determined by Wang and Wang [WW10]: the
AVDT-chromatic number of outerplanar graphs is at most ∆(G) + 2 in general, while
equality holds only if there are adjacent vertices ofmaximumdegree. The same bounds
hold for planar graphs with large maximum degree [WH14].

Although for complete graphs of odd order the AVDTC-conjecture’s upper bound
is tight [ZCL+05], it can be reduced by 1 for several classes of graphs: for outerpla-
nar graphs [WW10] and planar graphs of large maximum degree [WH14] (as already
mentioned), for cycles, paths, trees, fans, wheels, complete graphs of even order and
complete bipartite graphs [ZCL+05], for connected graphs with one cycle and C2

n for
n ≥ 6 [CZS05], for the graph P k

n where k = 2, 3, 4 and n ≥ 6 [LWZW06], for gen-
eralized Halin graphs with ∆(G) ≥ 5 [CZ08], for graphs with small maximum av-
erage degree [WW08], for the hypercube Qn [CG09] and the generalized hypercube
Kd

n [BKT12]. Hulgan [Hul09] asks whether the bound of 6 for graphs with ∆(G) = 3 is
tight (see Figure 1.3d).

1.3 Circle Representations

Lovász [ERS70, pp.1175],[Leh81, pp.426] conjectured that every connected 4-regu-
lar planar graph G admits a realization as a system of circles, i.e., it can be drawn on
the plane using a set of circles, such that the vertices of G correspond to the intersec-
tion and touching points of the circles and the edges of G are the arc segments among
pairs of intersection and touching points of the circles (see Figures 1.4b-1.4c). Touch-
ing points are necessary, since if we use only crossings, we have an even number of
vertices, but there are 4-regular planar graphswith an odd number of vertices [Man79].

Connected 4-regular planar graphs form a well studied class of graphs. In the late
70s, Manca [Man79] proposed four operations to generate all connected 4-regular pla-
nar graphs from the octahedron graph. As noted by Lehel [Leh81], Manca’s construc-
tion could not generate all connected 4-regular planar graphs, however, an additional
operation could ix this problem. Broersma et. al [BDG93] showed that all 3-connected
4-regular planar graphs can also be generated from the octahedron, using only three
operations.

Although the aforementioned problem has attracted little attention, it is closely re-
lated to the contact graph representation problem. A contact graph is a graph whose
vertices are represented by geometric objects and whose edges correspond to two
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1.3 Circle Representations 21

objects touching in some speci ic prede ined way. Typical classes of such objects are
curves, line segments, disks, triangles, rectangles and convex polygons. For example,
Hliněnỳ [Hli96, Hli98] studies contact representations using curves and line segments
as objects (see Figure 1.4e). Several authors have considered contact graphs of trian-
gles of various types: de Fraysseix et al. [dFdMR94] show that every planar graph has
a triangle-contact representation (see Figure 1.4f), Badent et al. [BBDG+07] considers
contact representations with homothetic triangles, and Gonçalves et al. [GLP12] prove
that every 3-connected planar graph and its dual can be simultaneously represented by
touching triangles (and theypoint out that 4-connectedplanar graphs also have contact
representationswith homothetic triangles). Also, Duncan et al. [DGH+12] show that ev-
ery planar graph has a contact representation with convex hexagons all of whose sides
have one of three possible slopes, and that hexagons are necessary for some graphs, if
convexity is required.
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Figure 1.4: (a) A 4-regular planar graph. (b) Realization as a system of ive touching circles.
(c) Realization as a system of four circles. (d) Realization as coin graph. (e) Realization as
segment-contact graph. (f) Realization as triangle-contact graph.

Perhaps, the irst result on contact graphs is Koebe’s theorem [Koe36] back in 1936,
which states that any planar graph can be represented as a contact graph of disks in the
plane (see Figure 1.4d). The main difference between the problem of representing a
graph as a contact graph of disks and the problem of inding a realization as a system of
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22 Chapter 1. Introduction

circles, is that in the former problem the vertices correspond to disks and the edges are
implied by the contacts; in our problem, however, the vertices are the crossing and/or
touching points of the disks and the edges are the arc-segments de ined between them.

Graphswith circle-contact representations are also knownas “coin graphs” [Sac94]
and such representations are frequently used in graph drawing [ARSV12, BE01, Epp13,
EHL+13, KPP13, MP94, Moh99, Rot12]. Koebe’s theorem, also known as circle pack-
ing theorem has been subsequently re-proved several times [And70a, And70b, TM79].
The original proof of the circle packing theorem is existential. Colin de Verdière [dV89,
dV91] gave a constructive proof bymeans of a convergent process andpolynomial-time
iterative schemes for constructing circle packings have been developed [CS03, Moh93].
However, the sizes of the circles produced may vary exponentially, leading to draw-
ings that are practically unreadable. For this reason, balanced circle-packings have also
been investigated [AEG+14]. In the particular case where all circles have the same ra-
dius, i.e. we have a perfectly-balanced circle-contact representation, the recognition
problem is NP-complete, as proved by Breu and Kirkpatrick [BK98b].

1.4 Smooth Orthogonal Drawings

Smooth orthogonal drawings were recently introduced in the literature with the
view of combining two different graph drawing approaches: Orthogonal drawings and
Lombardi drawings.

Orthogonal Drawings: An orthogonal drawing of a graph of maximum degree 4 is a
drawing inwhich vertices correspond topoints on the integer grid and edges are drawn
as sequences of alternating horizontal and vertical line segments (see Figure 1.5b).
Over the years, orthogonal graphdrawing has received considerable research attention
datingback to the80’s,withValiant’s [Val81], Leiserson’s [Lei80] andLeighton’s [Lei84]
work on VLSI layouts and loor-planning applications. In the context of graph drawing,
the goal was to produce orthogonal drawings while optimizing various features of the
layout. Themost common objectives have been theminimization of the used area, total
edge length, total number of bends and maximum number of bends per edge.

In [KvL84, FW91] it was shown that deciding whether a graph G can be embed-
ded in a grid of prescribed area is NP-complete. In [Sch95] this was improved to an
embedding of the same size with at most two bends per edge. If G is planar it can be
embedded in an n × n grid with 2n + 4 bends if it is biconnected, and 2.4n + 2 bends
otherwise [TT87, TT89, TTV91]. The number of bends along each edge is atmost 4. For
planar graphswithmaximum degree 3 and triconnected planar graphs withmaximum
degree 4 better bounds are known [Kan92, Kan93].
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1.4 Smooth Orthogonal Drawings 23

In [Sto84] a lower boundof 2n−2bends is presented for biconnectedplanar graphs.
If a combinatorial embedding of a planar graph is given, an orthogonal representation
of it withminimal number of bends can be computed inO(n2logn) time [Tam87]. How-
ever, the number of bends per edge can be large which decreases the readability of the
drawing. If the planar embedding is not given, the problem is polynomial time solvable
for planar graphs with maximum degree 3 [DBLV93] and NP-hard for planar graphs
with maximum degree 4 [GT01].

Biedl and Kant [BK98a] presented a linear time and space algorithm to draw any
connected graph orthogonally on a grid of size n × nwith at most 2n + 2 bends, where
each edge is bent at most twice.

By default, due to the port restriction of orthogonal drawings it was often assumed
that input graphs were restricted to planar graphs of maximum degree 4. Note that in
this case vertices of degree 4 have perfect angular resolution and vertices of lower de-
grees have angular resolution within a factor of twice the optimal. Even in cases where
the input graph is not planar, there exist common techniques, e.g., the planarization
phase of the topology-shape-metrics approach [Tam87], inwhich a “planar embedding”
is computed for a given non-planar graph by replacing the edge crossings by dummy
vertices, producing a planar graph of maximum degree 4. For graphs of higher degree
Fößmeier and Kaufmann [FK96] introduced the Kandinsky model according to which
square-shaped vertices are placed on a coarse grid with multiple edges attached to
each side of the square (next to each other with a very small distance).

Lombardi Drawings: Lombardi drawings were recently introduced in the graph
drawing literature [DEG+12b] and quickly became a popular matter of research. They
are motivated by perception research indicating that representing paths with smooth
geodesic trajectories aids in comprehension [HEH09], aswell as by the aesthetic appeal
of Mark Lombardi’s [LH03] drawings. Mark Lombardi, an American abstract artist, in
his work uses mainly circular-arc edges that are evenly distributed around vertices, i.e.
vertices have perfect angular resolution (see Figure 1.5c). Duncan et al. [DEG+12b]
formally de ined Lombardi drawings and gave algorithms for constructing Lombardi
drawings for regular graphs, graphs of bounded degeneracy and certain families of pla-
nar graphs. In a subsequent work [DEG+13], they constructed planar Lombardi draw-
ings for trees with polynomial area, while Löf ler and Nöllenburg [LN13] gave a linear
time algorithm for planar Lombardi drawings of outerpaths. Eppstein [Epp13] used
circle-packing techniques in order to produce planar Lombardi drawings for planar
graphs with maximum degree 3 and for medial graphs of polyhedral graphs; a special
class of 4-regular planar graphs. Although the characterization of graphs that admit
(planar) Lombardi drawings seems a dif icult task, if one allows polyarcs or relaxes the
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constraint of perfect angular resolution, then all graphs have such drawings [CCG+12,
DEG+12a].
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Figure 1.5: (a) A 4-regular planar graph. (b) Orthogonal drawingwith atmost 2 bends per edge.
(c) Lombardi drawing. (d) Smooth orthogonal drawing with edge complexity 2.

Smooth Orthogonal Drawings: Smooth orthogonal drawings were introduced by
Bekos et al. [BKKS13] and they combine the clarity of orthogonal layouts and the artis-
tic style of Lombardi drawings (see Figure 1.5d). As an extension of orthogonal layouts,
smooth orthogonal drawings are at a irst glance restricted to planar graphs of maxi-
mum degree 4. In their work, Bekos et al. [BKKS13] proved that such graphs always
admit smooth orthogonal drawings with edge complexity 3, while for 3-connected or
Hamiltonian planar graphs with maximum degree 3 one can have perfect edge com-
plexity, that is edge complexity one. These results are partially improved by Alam et
al. [ABK+14], who proved that planar graphs with maximum degree 4 admit drawings
with edge complexity 2, while there exist in initely many graphs for which the upper
bound of 2 is strict.

For graphs of higher degree, Bekos et al. [BKKS13] suggested to use the Kandinsky
model [FK96]. As already mentioned this is a quite common approach to overcome
practical applicability issues posedby the vertex degree restrictionof orthogonal graph
drawings in general, and consequently, of smooth orthogonal drawings. Hence, under
the Kandinsky model any planar graph admits a smooth orthogonal layout with edge
complexity 2 [BKKS13].

1.5 Thesis Contribution

The contribution of this thesis can be mainly focused on the following two topics:

Graph Theory:New results on book embeddings and adjacent-vertex-distinguishing
total colorings are presented.

Research on book embeddings of graphs dates back to the early seventies with
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a really extended literature. Perhaps the most popular result is Yannakakis’ algo-
rithm that embeds anyplanar graph in a bookof four pages [Yan89]. Thequestion
of whether this bound is tight remains open till today, while research focuses
mainly on relating page number with various graph invariants and on identify-
ing families of graphs that can be embedded in 2 or 3 pages. In this thesis we
prove that planar graphs with maximum degree 4 are subhamiltonian, i.e. their
page number equals two. This is an improvement on a result of Heath [Hea85],
who proved that planar graphs withmaximum degree 3 can be embedded in two
pages. Subhamiltonicity is equivalent to hamiltonicity of maximal planar graphs
and it is well known that separating triangles play a decisive role for this prop-
erty. Our approach differs in the sense that we do not focus on separating trian-
gles; instead, we borrow the “peeling” technique fromYannakakis’ algorithm and
modify it to our needs. We also present an upper bound on the page number of
1-planar graphs. Although far from optimal, it is the irst attempt to compute the
page number of families of graphs that are not minor-closed.
Another topic of graph theory that is examined in this thesis is adjacent-vertex-
distinguishing total colorings, a constrained version of total colorings. Several
classes of graphs are considered in the literature, among them planar graphs and
graphs with small maximum degree. The AVDTC conjecture stated by Zhang et
al. [ZCL+05] seems to be as hard as the Total Coloring Conjecture. In this the-
sis we prove that generalized Halin graphs with maximum degree 3 have AVDT
chromatic number 5; one less than the AVDTC conjecture’s bound, and we ver-
ify the conjecture for 4-regular graphs. Previous results veri ied the conjecture
for graphs with maximum degree 3, and proved the tighter value of ∆(G) + 2
for planar graphs with large maximum degree (∆(G) ≥ 14) and generalized
Halin graphs with maximum degree at least 6. Our work clearly extends these
results. It is worth mentioning that the improved upper bound for generalized
Halin graphs with maximum degree 3 is a step towards determining the exact
value of the AVDT chromatic number of graphs with maximum degree 3, and ad-
dresses a conjecture by Chen and Zhang [CZ08].

Graph Drawing:We examine representations of 4-regular planar graphs as systems
of circles and present results on smooth orthogonal drawings.
Contact graphs, especially coin graphs and circle packings are a well studied sub-
ject of graph drawing, with numerous applications. In this thesis we focus on rep-
resenting 4-regular planar graphs as systems of circles. Lovász [ERS70, pp.1175]
conjectured that all 4-regular planar graphs admit such a representation. We set-
tle this question by af irmatively answering in the case of triconnected graphs
and negatively in the general case. The tools we use are the circle packing theo-
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rem and properties of circles as geometric objects.

The main objective of graph drawing is to make aesthetically appealing and easy
to read drawings. Many criteria for de ining “nice” drawings have been adopted:
crossing number, angular resolution, crossing resolution, total area, number of
bendsper edge andmanymore. Orthogonal drawings formawell studied chapter
with main focus on using few bends and small area. Orthogonal bends on edges
reduce readability of the drawing, as the tangent of the consecutive segments
changes instantly. A way to overcome this issue is to “smooth” bends by using
arcs, therefore adopt smooth orthogonal layouts. Smooth orthogonal drawings
were introduced very recently by Bekos et al. [BKKS13] and there are only few re-
sults. Our contribution consists of several new results that extend (and partially
improve) the work of Bekos et al. [BKKS13] and Alam et al. [ABK+14].

1.6 Thesis Overview

In Chapter 2 we give all de initions and preliminary results for the following chap-
ters. We also describe two basic algorithmic tools that we use: Yannakakis’ algorithm
and SPQR trees. The remaining chapters are divided into two parts: the irst one is de-
voted to graph theoretic results, and the secondpart containswork on the ield of graph
drawing.

The irst part consists of four chapters: in the irst two chapters we consider book
embeddings, and in the other two adjacent-vertex-distinguishing total colorings. In
Chapter 3wedetermine the page number of planar graphswithmaximumdegree 4.We
present a polynomial-time algorithm that embeds such graphs in two pages, which im-
plies that planar graphswithmaximumdegree 4 are subhamiltonian. This is joint work
with Micheal A. Bekos and Martin Gronemann. A preliminary version of this work has
beenpublished in [BGR14],whichwas subsequently improved in [BGR15]. In Chapter 4
we prove that the number of pages required to embed any 1-planar graph is bounded.
This is joint work with Micheal A. Bekos, Till Bruckdorfer and Michael Kaufmann. A
preliminary version of this work has been published in [BBKR15].

In Chapter 5we prove that the adjacent-vertex-distinguishing total chromatic num-
ber of generalizedHalin graphswithmaximumdegree3 equals 5. In Chapter 6weprove
that the adjacent-vertex-distinguishing total coloring conjecture holds for 4-regular
graphs: irst we treat the case of Hamiltonian graphs and then extend it to every 4-
regular graph. This is joint work with Alexandros Papaioannou and a preliminary ver-
sion of this work has been published in [PR14].

The second part consists of two chapters. In Chapter 7we consider representations
of planar 4-regular graphs as systems of circles. First we provide tight upper and lower
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bounds on the number of circles required in such a representation. We also prove that
if the input graphs is triconnected then it always admits a realization as a system of
touching circles. If the input graph is not triconnected (i.e. it is biconnected or simply
connected) we demonstrate an in inite family of graphs that can not be realized as sys-
tems of circles. These results answer an open question posed by Lovász, who conjec-
tured that all 4-regular planar graphs admit such a representation. This is joint work
withMicheal A. Bekos. A preliminary version of thiswork has beenpublished in [BR12],
which was subsequently improved in [BR15].

Chapter 8 contains results on smooth orthogonal drawings. In particular we prove
that (a) planar graphswithmaximumdegree 3 admit planar perfect smooth orthogonal
drawings, (b) planar graphs with maximum degree 4 admit (not necessarily planar)
perfect smooth orthogonal drawings, (c) any graph admits a non-planar drawing of
perfect edge complexity under the Kandinsky model, but not all graphs admit a planar
drawing. Finally, we introduce a classi ication of graphs based on the speci ic styles of
drawings that they admit, and study relations between the classes. This is joint work
with Micheal A. Bekos, Martin Gronemann and Sergey Pupyrev. A preliminary version
of this work has been published in [BGPR14].
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2 Preliminaries

2.1 Terminology

We use the standard notation as can be found in any book on graph theory, see
e.g. [Bol98, BM76]. All the graphs considered in this thesis are simple, inite and undi-
rected graphs. We denote by V (G) and E(G) the set of vertices and edges of graph G

respectively, δ(G) is the minimum degree of G, ∆(G) its maximum degree and α(G)
its independence number. For a connected graph G we denote by d(u, v) the distance
of vertices u and v, i.e. the length of a shortest path from u to v (connectivity of G as-
sures that d(u, v) ≤ |V (G)|). The eccentricity ecc(u) of a vertexu is de ined as ecc(u) =
max

v∈V (G)
d(u, v). The radius rad(G) (diameter diam(G)) ofG is theminimum (maximum

respectively) eccentricity of any vertex of G. If u has ecc(u) = rad(G) we say that u is
a central vertex of G and if ecc(u) = diam(G) then u is a peripheral vertex of G. Note
that if u is a peripheral vertex of G, then there always exists another peripheral vertex
v of G such that d(u, v) = diam(G).

We say that a graph is k-regular if every vertex v ∈ V (G) has degree k. A 2-factor of
a graphG is a subgraphF ofG such that any vertex ofG is of degree 2 inF . ObviouslyF

has the same vertex set as G and consists of disjoint cycles. It is well known that every
4-regular graph can be decomposed into two 2-factors. LetG be a 4-regular graph on 3n

vertices consisting of aHamilton cycle and a set ofn vertex disjoint triangles. Fleischner
and Stiebitz [FS92] proved that G is 3-choosable, where a graph is k-choosable if for
every assignment of lists of size k to the vertices, there is a proper coloring giving each
vertex a color from its list. Sachs [Sac93] proved that all such graphs are 3-colorable.
Both results imply that the independence number of G is equal to α(G) = n. This is
known as the cycle-plus-triangles problem which also answers positively a problem
posed by Schur that we state here as a lemma:

Lemma 2.1. Given 3n points on a cycle, for every partition of the points into n triples,
one can always ind a set of n points, one from each triple, such that no two points are
consecutive on the cycle.

For a 4-regular hamiltonian graph G, let HC be the Hamilton cycle of G and C =
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{C1, C2, . . . , Ck} the 2-factor of G − HC , k ≥ 1. We say that R ⊆ V (G) is a set of
representatives of C if for every Ci ∈ C there is exactly one vertex vi ∈ R. Following
this de inition we have:

Corollary 2.1. Let G be a 4-regular hamiltonian graph and C as de ined above. Then
one can ind a set of representativesR of C such that the vertices ofR are not consecutive
along the Hamilton cycle of G.

Proof. For every cycle C ∈ C we arbitrarily delete vertices until there are only three
left that will form a triple. For every vertex that we delete, we join by an edge its neigh-
bors on the Hamilton cycle. So we have |C| triples, one for each cycle of the 2-factor,
i.e. a total of 3|C| points on the Hamilton cycle, and by Lemma 2.1 we can ind a set of
representatives of every triple, with no two representatives being consecutive on the
Hamilton cycle.

Corollary 2.2. Given m1 + m2 + · · · + mn points on a cycle where each mi is a positive
integer at least 3, for every partition of the points into n parts with cardinality m1, m2,
…,mn respectively, one can always ind a set of n points, one from each part, such that no
two points are consecutive on the cycle.

Let G be a simple topological graph, that is, undirected and drawn in the plane.
Unless otherwise speci ied, we consider simple drawings, that is, no edge crosses itself,
no two edges meet tangentially and no two edges cross more than once. A drawing
uniquely de ines the cyclic order of the edges incident to each vertex and therefore
speci ies a combinatorial embedding. We say that G is planar if it can be drawn on the
planewith no crossings. For a connected planar graphG and its dual, the followingwell
known result holds [Bol98, pp.172]:

Lemma 2.2. Let G be a connected planar graph. G is Eulerian if and only if its dual G∗

is bipartite.

Special subclasses of planar graphs are outerplanar and subhamiltonian graphs. A
planar graph G is outerplanar if it can be drawn in the plane without crossings in such
away that all vertices belong to the outerface of the drawing (see Figure 2.1a). A planar
graph G is called subhamiltonian if it is subgraph of a planar Hamiltonian graph (see
Figure 2.1b). It is not hard to see that outerplanar graphs are subhamiltonian. Another
special case of planar graphs are Halin graphs. Let G = (V, E) be a plane graph with
minimum degree δ(G) ≥ 3 and outerface f0, such that every vertex of f0 has degree
3. If after removing all the edges of f0, G(V, E − E(f0)) becomes a tree TG, then G is
called a Halin graph (see Figure 2.1c for an example). Halin graphs are triconnected
and hamiltonian. Also, if G is a Halin graph then G always contains a triangle. Now if
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one relaxes the restriction on theminimumdegree, i.e. allows TG to have vertices of de-
gree 2, then we say that G is a generalized Halin graph. However, for generalized Halin
graphs the properties of triconnectivity, hamiltonicity and the existence of triangles do
not hold, as can be seen in Figure 2.1d.

(a) (b) (c)

u

v

(d)

Figure 2.1: (a) An outerplanar graph. (b) A subhamiltonian graph: a sub-Hamilton cycle is high-
lighted in gray. (c) A Halin graph with maximum degree 3. The outerface f0 is drawn dashed,
and after removing all edges of f0 the remaining graph is a tree (drawn with solid edges, its in-
terior vertices are black and its leafs are white vertices). A Hamilton cycle is highlighted in gray.
(d) A generalized Halin graph with maximum degree 3 (where vertices of degree 2 are drawn
as white squares): vertices u, v form a separating pair of vertices, the graph is not Hamiltonian
and it is triangle-free.

G is called κ-planar (κ ≥ 1) if it can be drawn on the plane so that each edge is in-
volved in at most κ crossings. Therefore 1-planar graphs admit drawings in which each
edge is crossed at most once. A 1-planar topological graph is called planar-maximal or
simply maximal, if the addition of a non-crossed edge is not possible. The following
lemma shows that two crossing edges induce a K4 (see, e.g., Lemma 1 in [ABK13]).

Lemma 2.3. In a maximal 1-planar topological graph, the endpoints of two crossing
edges are pairwise adjacent, that is, they induce a K4.

2.1.1 Book Embeddings

In a book embedding the placement of vertices is restricted to a line, the spine of the
book. The edges are assigned to different pages of the book. A page can be thought of as
a half-plane bounded by the spine where the edges are drawn as circular arcs between
their endpoints. We say that a graph admits a k-page book embedding or is k-page
embeddable if one can assign the edges to k pages and there exists a linear ordering of
the nodes on the spine such that no two edges of the same page are in con lict, i.e. no
two edges of the samepage cross. Theminimumnumber of pages required to construct
such an embedding is the book thickness or page number of a graph (see Figure 2.2).

The following lemma summarizes some basic results for book embeddings:

Lemma 2.4. Let G be a graph.
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1 2

34

5 6

78

(a)

1 2 3 4 7 8 5 6

(b)

Figure 2.2: (a) A maximal 1-planar graph. (b) A book embedding in four pages: edges on the
irst page are drawn as solid arcs above the spine, edges on the second page as solid arcs below
the spine, edges on the third page are drawn as dashed red polylines above the spine, and edges
on the last page as dashed red polylines below the spine.

(i) The page number of G equals to the maximum page number of its biconnected
components [BK79].

(ii) G has page number 1 if and only if G is outerplanar [BK79].

(iii) G has page number 2 if and only if G is a planar subhamiltonian graph [BK79].

(iv) If G is planar, then G has page number at most 4 [Yan89].

(v) If G is planar 3-regular, then G is subhamiltonian [KO07].

2.1.2 Adjacent Vertex Distinguishing Total Colorings

LetGbea inite simple connectedgraphwithmaximumdegree∆(G). Let c : V (G)∪
E(G) → {1, 2, . . . , k} be an assignment of k colors 1, 2, . . . , k to the vertices and edges
of G. For each element z ∈ V (G) ∪ E(G), we use c(z) to denote the color of z. Assign-
ment c is a total coloring ofGwith k colors.We say that c is a proper total coloring if any
two adjacent or incident elements take different colors (i.e. two adjacent vertices, or a
vertex and its incident edges, or two edges with a common endpoint). The total chro-
matic number of a graph G, denoted by χ′′(G), equals the minimum number of colors
needed in a proper total coloring of G. The total coloring conjecture (posed by Behzad
(1965) and Vizing (1968)) states that for every graph G, the total chromatic number
equals the maximum degree of G plus one or two. In other words, χ′′(G) = ∆(G) + 1
or ∆(G) + 2.

Suppose now that k is a positive integer and c is a total coloring of G with k colors.
For every vertex x ∈ V (G) the set of colors of edges incident with x together with the
color assigned to x is denoted byC(x) and is called the color set of x. If c is proper and
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C(u) ̸= C(v) for each edge uv ∈ E(G), then c is a k-adjacent-vertex-distinguishing
total coloring of G (or a k-AVDTC). The minimum number of colors in an AVDTC of G

is called the adjacent-vertex-distinguishing total chromatic number of G, denoted by
χ′′

a(G)1 (see Figure 2.3).

1
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5(6)

6(5)

6(5)

7(8)

7(8)

8(7)

8(7)

Figure 2.3: The graph of Figure 2.2a has χ′′
a = 8. For every vertex we denote its color by the

color assigned to the vertex followed by another color in parenthesis: this is the only color that
is not in the color set of the vertex.

The following lemmas were irst proven in [ZCL+05] and their proof is straightfor-
ward:

Lemma 2.5 (Zhang et al. [ZCL+05]). If graph G has two vertices of maximum degree
which are adjacent, then χ′′

a(G) ≥ ∆(G) + 2.

Lemma 2.6 (Zhang et al. [ZCL+05]). If graph G has k components G1, G2, . . . , Gk , and
|V (Gi)| ≥ 2, i = 1, 2, . . . , k, then χ′′

a(G) = max
1≤i≤k

χ′′
a(Gi).

In [ZCL+05] the following conjecture wasmade, which is known as the AVDTC con-
jecture:

Conjecture 2.1 (Zhang et al. [ZCL+05]). For every connected graph G with order at
least 2, we have χ′′

a(G) ≤ ∆(G) + 3.

2.1.3 Circle Representations

Let G be a connected 4-regular planar graph. We say that G admits a realization as
a system of circles, if it can be drawn on the plane using a set of circles such that (see
Figures 2.4b-2.4d):

(i) The vertex set V (G) is given by the intersection and touching points of the circles.
1 In the literature the notation χat(G) is also used for the AVDT chromatic number of G.
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34 Chapter 2. Preliminaries

(ii) The edge setE(G) is de inedby all circular arcs between the intersection and touch-
ing points of the circles.

In the special case where intersection points are not allowed (i.e., there are only
touching circles), we say that G admits a realization as a system of touching circles
(see Figures 2.4b-2.4c).

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.4: (a) A straight-line drawing of the octahedron graph. (b)-(d) Different realizations
of the octahedron graph as system of circles.

The following conjecture about 4-regular planar graphs is due to Lovász [ERS70,
pp.1175],[Leh81, pp.426]:

Conjecture 2.2 (Lovász). Let G be a simple connected 4-regular planar graph. Then G

admits a realization as a system of circles.

Acircle packing is a “connected collection” of touching circleswithdisjoint interiors.
The intersection graph (also known as tangency or contact graph) of a circle packing
is the graph having a vertex for each circle and an edge for every pair of circles that are
tangent. A graph that admits a realization as a system of touching circles is called coin
graph (see Figure 2.5). Coin graphs are always simple, connected and planar. The circle
packing theorem states the following.

Theorem 2.1 (Circle packing theorem [Koe36]). For every simple connected planar
graph G, there is a circle packing in the plane with G as its intersection graph.

2.1.4 Smooth Orthogonal Drawings

A smooth orthogonal drawing of a graph is a drawing inwhich each vertex is drawn
as a point on the plane and each edge is drawn as a sequence of axis-aligned straight-
line segments and circular arcs; see Figure 2.6. A critical feature standing out in smooth
orthogonal drawings is that consecutive segments of an edge have a common point of
intersection and a common horizontal or vertical tangent at that point. The complexity
of an edge is given by the number of segments it consists of. We also say that a smooth
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(a) (b)

Figure 2.5: (a) A planar graph. (b) Its representation as a coin graph.

orthogonal drawing is of complexity k ≥ 1 if it contains an edge of complexity k and
no edge of complexity k + 1. In particular, for k = 1, i.e. edge complexity one, we say
that the graph admits a perfect smooth orthogonal drawing or a smooth orthogonal
drawing of perfect edge complexity.

Traditionally, smooth orthogonal drawings are restricted to planar graphs of max-
imum degree 4, since every vertex has four available ports (North, South, East, West),
where the edges enter/leavewith horizontal or vertical tangents. In addition, there can-
not be two segments incident to the same vertex using the same port. Notice that using
the same port necessarily causes overlaps only in the case of straight-line segments.

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.6: Different drawings of the octahedron graph, which is 4-regular and planar:
(a) Drawn with straight line-segments. (b) Drawn in traditional orthogonal style with the min-
imum number of bends per edge (i.e. 3 bends per edge or edge complexity 4). (c) Redrawn in
the smooth orthogonal stylewith edge complexity 2. (d) Redrawnwith edge complexity 2under
the Kandinsky model.

The Kandinsky model is mainly used to overcome the degree restriction of orthog-
onal drawings. Under the Kandinsky model, vertices become squares and two or more
edges can share the same port. Note that if two edges share the same port, only one of
them can be drawn as straight line. The following lemma summarizes major results on
smooth orthogonal drawings given by Bekos et al. [BKKS13] and Alam et al. [ABK+14].

Lemma 2.7. Let G be a planar graph.

35



36 Chapter 2. Preliminaries

(i) If G has maximum degree 4, then G admits a smooth orthogonal drawing with
edge complexity 2 [ABK+14].

(ii) If G is triconnected with maximum degree 3, then G admits a perfect smooth or-
thogonal drawing [BKKS13].

(iii) G admits a smooth orthogonal drawing with edge complexity 2 under the Kan-
disky model [BKKS13].

2.2 Algorithmic Tools

In this section, we present two algorithmic tools that we will use in the upcoming
chapters of this thesis. In particular, we provide a short introduction to Yannakakis’
algorithm, which embeds any planar graph in a book of ive pages and we also present
an overview of SPQR-trees, a very common structure to deal with non-triconnected
graphs.

2.2.1 Yannakakis’ Algorithm

Our irst algorithmic tool is the simple version of Yannakakis’ algorithm, which em-
beds any (internally-triangulated)planegraph in abookof ivepages (not four) [Yan89].
This algorithm is based on a “peeling” into levels approach: (i) vertices on the outerface
are at level zero, (ii) vertices that are on the outerface of the graph induced by deleting
all vertices of levels≤ i−1 are at level i, (iii) edges between vertices of the same (differ-
ent, respectively) level are called level (binding, respectively) edges (see Figure 2.7).

LetG = (V, E) be a graph consisting of two levels, sayL0 andL1 (it is also assumed
thatL0 has no chords). The vertices, say u1, . . . , uk , ofL0 are called outer and appear in
this order along the clockwise traversal of the outerface of G. The remaining vertices
are called inner (and obviously belong to L1). The graph induced by all outer vertices
is biconnected. The biconnected components (or blocks), say B1, . . . , Bm, of the graph
induced by the inner vertices form a tree (in the absence of chords inL0). It is assumed
that the block tree is rooted at block, say w.l.o.g. B1, that contains the so-called irst in-
ner vertex, which is uniquely de ined as the third vertex of the bounded face containing
the outer vertices u1 and uk . Given a block Bi, an outer vertex is said to be adjacent to
Bi if it is adjacent to a vertex of it. The set of outer vertices adjacent to Bi is denoted
by N(Bi), i = 1, 2, . . . , m. Furthermore, a vertex w is said to see an edge (x, y), if w is
adjacent to x and y and the triangle x, y, w is a face. An outer vertex sees a block if it
sees an edge of it.

The leader ℓ(Bi) of a blockBi is the irst vertex ofBi that is encountered in any path
in L1 from the irst inner vertex to block Bi. An inner vertex that belongs to only one
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(a) An internally-triangulated graph.

u1 v1 v2 v3 v4 v5 u2 v6 v7 v8 v9 u3 v10 u4 v11 u5

B2

B1 B3 B4

B5

(b) A book embedding in three pages taken from [Yan89].

Figure 2.7: (a) Outer (inner) vertices are colored white (gray). Level (binding) edges are solid
(dashed). Blocks are highlighted in gray. The irst inner vertex is v1. So, the root of the block tree
is B1. N(B3) = {u2, u3}. Vertex u2 sees (v3, v7) and so sees B2. The leaders of B1, B2, B3, B4

andB5 are v1, v3, v6, v6 and v2, respectively. The dominators ofB1,B2,B3,B4 andB5 are u1, u2,
u2, u3 and u4, respectively. The red edges indicate that uf (B2) = u2 and ul(B2) = u4. Hence,
P [uf (B2) → ul(B2)] = u2 → u3 → u4. (b) Linear order and assignment of edges to pages.

block is assigned to that block. One that belongs to more than one blocks is assigned to
the “highest block” in the block tree that contains it. Given an inner vertex v ∈ L1, we
denote by B(v) the block that v is assigned to. The dominator of a block B is the irst
outer vertex that is adjacent to a vertex assigned to B and is denoted by dom(B).

Let B be a block of level L1 and assume that v0, v1, . . . , vt are the vertices of B as
they appear in a counterclockwise traversal of the boundary of B starting from v0 =
ℓ(B). Denote by uf (B) and ul(B) the smallest- and largest-indexed vertices of levelL0

that see edges (v0, vk) and (v0, v1), respectively. Equivalently, uf (B) and ul(B) are de-
inedas the smallest- and largest-indexedvertices ofN(B). Note thatuf (B) = dom(B).
The path on levelL0 from uf (B) to ul(B) in clockwise direction alongL0 is denoted by
P [uf (B) → ul(B)]. Another useful notion is the trail of an inner vertex vi, denoted by
tr(vi), which is recursively de ined as follows. If vi is identi ied by the irst inner vertex,
then tr(vi) = vi. Otherwise, tr(vi) = tr(ℓ(B)) → v1 → . . . → vi, i = 1, 2, . . . , t. Intu-
itively, the trail of an inner vertex vi is the path that starts from the irst inner vertex
and ends in vi, which (i) consists exclusively of level one vertices, and, (ii) traverses
each intermediate block from the root block towards B always in counterclockwise di-
rection. In Figure 2.7a, the trail of vertex v9 is tr(v9) = v1 → v2 → v3 → v6 → v8 → v9.
The trail of a block is the trail of its leader.

The linear order of the vertices along the spine is computed as follows. First, the
outer vertices are embedded in the order u1, u2, . . . , uk . For j = 1, 2, . . . , k, the blocks
dominated by the outer vertex uj are embedded right next to uj one after the other
in the top-to-bottom order of the block tree. The vertices that belong to block Bi are
ordered along the spine in the order they appear in the counterclockwise traversal of
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the boundary of Bi starting from ℓ(Bi), i = 1, 2, . . . , m (which is already placed for
i ̸= 1).

The edges are assigned to pages as follows. All level edges ofL0 are assigned to the
irst page. Level edges of L1 are assigned either to the second or to the third page ac-
cording to whether they belong to a block that is in an odd or even distance from the
root of the block tree, respectively. Binding edges are further classi ied as forward or
back. A binding edge is forward if the inner vertex precedes the outer vertex. Other-
wise it is back (recall that a binding edge connects an outer and an inner vertex). All
back edges are assigned to the irst page. A forward edge incident to a block Bi is as-
signed to the second page, if Bi is on the third page. Otherwise to the third page, for
i = 1, 2, . . . , m.

In the case where more than two levels are present, the algorithm is as follows.
Possible chords in levelL0 are assigned to the irst page. Note however that in the pres-
ence of such chords the blocks of levelL1 form a forest in general (i.e., not a single tree).
Therefore, each block tree of the underlying forest must be embedded according to the
rules described above. Graphs with more than two levels are embedded by “recycling”
the remaining available pages.More precisely, consider a blockB of level i−1 and letB′

be a block of level i that is in the interior ofB in the peeling order. Let {p1, . . . , p5} be a
permutation of {1, . . . , 5} and assume w.l.o.g. that the boundary of block B is assigned
to page p1, while the boundary of all blocks in its interior (includingB′) are assigned to
pages p2 and p3. Then, the boundary of all blocks of level i + 1 that are in the interior of
B′ in the peeling order will be assigned to pages p4 and p5. In the following we present
properties that follow from Yannakakis’s algorithm.

Lemma 2.8 (Yannakakis [Yan89]). Let B be a block with leader v0. Consider the trail
tr(B) ofB, vertices uf (B) and ul(B) as in Figure 2.8. ThenG is partitioned into regions,
where the trail tr(B) belongs to region I . Then, along the spine vertices of region I are
to the left of vertices of B, vertices of B are to the left of vertices of region II and vertices
of region II are to the left of vertices of region III .

u1

ul(B)
uk

B

uf (B)

v0

vt

v1

I

II

III

Figure 2.8: Illustration of different regions I, II and III of Lemma 2.8. The trail ofB is drawn fat.
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Lemma 2.9 (Yannakakis [Yan89]). Let G be a planar graph consisting of two levels L0

and L1. Let B be a block of level L1 and let v0, . . . , vt be the vertices of B in a counter-
clockwise order along the boundary of B starting from v0 = ℓ(B). Then: (i) Vertices
v1, . . . , vt are consecutive along the spine. (ii) uf (B) ̸= ul(B). (iii) If ui = uf (B) and
uj = ul(B) for some i < j, then vertices v1, . . . , vt, ui+1, . . . , uj appear in this order
from left to right along the spine. (iv) Let G[B] be the subgraph of G in the interior of
cycle P [uf (B) → ul(B)] → ℓ(B) → uf (B). Then, a block B′ ∈ G[B] if and only if B is
an ancestor of B′, that is, B′ belongs to the block subtree rooted at B.

Lemma 2.10 (Yannakakis [Yan89]). LetG be a planar graph consisting of two levelsL0

andL1 and assume that (ui, uj), i < j, is a chord ofL0. Denote byH the subgraph ofG in
the interior of the cycle P [ui → uj ] → ui. Then: (i) Vertices ui and uj form a separating
pair in G. (ii) All vertices of H lie between ui and uj along the spine. (iii) If there is a
vertex between ui and uj that does not belong to H , then this vertex belongs to a block
B dominated by ui. In addition, all vertices of H , except for ui are to the right of B along
the spine.

2.2.2 SPQR Trees

An SPQR tree T = (V (T ), E(T )) of a biconnected graphG = (V, E) provides struc-
tural information about its triconnected components and their relation.

Mac Lane [ML37]was the irst to investigate the basic structures relatedwith SPQR
trees, and Hopcroft and Tarjan [HT73] solved the decomposition of a graph in its tri-
connected components in linear time. However, SPQR trees were formally de ined and
introduced by Di Battista and Tamassia [DBT89]. In the following we give only a short
presentation of SPQR trees (refer to [DBT89, Kan93, DBT96] for more details). Every
triconnected component is associated with a tree node µ in T and is referred to as the
skeleton of µ, denoted by skel(µ). The vertices of a skeleton are a subset of V , whereas
an edge e = (u, v) is either a real edge associated with an edge of G, or a virtual edge.
Virtual edges represent subgraphs of G and occur in pairs. Furthermore, a tree edge
of T is in a one-to-one correspondence with a pair of virtual edges, each contained in
the skeletons of the two endpoints. The tree node µ is one of three types2 re lecting the
structure of skel(µ).

− ifµ is an S-node, then skel(µ) is a cycle. This case is analogous to series composition
in series-parallel graphs; the S stands for “series”.

− if µ is a P-node, then skel(µ) is a triconnected multigraph consisting of a bundle
of at least three parallel edges. This case is analogous to parallel composition in
series-parallel graphs; the P stands for “parallel”.

2 Some authors prefer to introduce Q-nodes to handle the trivial case of a graph that has only one edge.
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− if µ is an R-node, then skel(µ) is a simple triconnected graph; The R stands for
“rigid”.

Typically, it is not allowed within an SPQR tree for two S-nodes to be adjacent, nor
for two P-nodes to be adjacent, because if such an adjacency occurred the two nodes
could bemerged into a single larger node of the same type. Under this assumption, the
SPQR tree is uniquely determined for a graph G.
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3 Book Embedding of Maximum Degree 4
Planar Graphs

In this chapter, we prove that any planar graph of maximum degree four admits a
two-page book embedding. The proof is given by a recursive combinatorial construc-
tion, which determines the order of the vertices along the spine and the page in which
each edge is drawn. By Lemma 2.4(i) we assumew.l.o.g. that the input graphG is bicon-
nected. Note that one can neglect the exact geometry, as two edges that are drawn on
the same page cross if and only if their endpoints alternate along the spine.We say that
an edge e nests a vertex v if and only if one endpoint of edge e is to the left of vertex v

along the spine and the other endpoint of edge e to its right. We also say that an edge e

nests an edge e′ if and only if both edges e and e′ are drawn on the same page and both
endpoints of edge e′ are nested by edge e. Observe that nested edges do not cross.

Our algorithm follows the general “peeling-into-levels” approach, which was ini-
tially employed by Heath [Hea84] to prove that a planar graph can be embedded into
seven pages and subsequently by Yannakakis [Yan89] to further reduce the planar page
number to four: First remove fromgraphG cycleCout delimiting the outerface ofG and
contract each bridge-block1 of the remaining graph into a single vertex. Let F be the
implied graph, which is a forest in general, sinceG − Cout is not necessarily connected.
Cycle Cout is embedded, such that: (i) the order of the vertices of cycle Cout along the
spine is ixed (and follows the one inwhich the vertices ofCout appear alongCout), and,
(ii) all edges of cycleCout are on the same page, except for the one that connects its out-
ermost vertices (i.e. the leftmost and rightmost vertices of Cout along the spine). Then,
we describe how to embed without crossings: (i) the chords of cycle Cout, (ii) forest F ,
and, (iii) the edges betweenCout andF . To obtain a two-page book embedding ofG, we
replace each vertex ofF with a cycle (embedded similarly toCout),whose length equals
to the length of the cycle delimiting the outerface of the bridge-block it corresponds to
in G − Cout, and recursively embed its interior.

More formally, consider an arbitrary simple cycle C : v1 → v2 → . . . → vk → v1

of graph G. The removal of cycle C results in two planar subgraphs of G, say Gin(C)

1 The bridge-blocks of a connected graph G are the connected components formed by deleting all
bridges of G. The bridge-blocks and the bridges of G have a natural tree structure, called bridge-block
tree.
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and Gout(C), that are the components of G − C that lie in the interior and exterior
of cycle C in G, respectively. Note that Gin(C) and Gout(C) are not necessarily con-
nected. Let Gin(C) (Gout(C), respectively) be the subgraph of G induced by C and
Gin(C) (Gout(C), respectively). For the recursive step, we assume the following invari-
ant properties:

IP-1: The order of the vertices of Gout(C) along the spine ℓ is ixed and the page in
which each edge of Gout(C) is drawn (i.e., top or bottom) is determined such
that the book embedding of Gout(C) is planar. In other words, we assume that
we have already produced a two-page book embedding forGout(C), in which no
edge crosses the spine.

IP-2: The combinatorial embedding of Gout(C) is consistent with a given planar com-
binatorial embedding of G.

IP-3: The vertices of cycle C occupy consecutive positions along ℓ, such that vertex
v1 (vk , respectively) is the leftmost (rightmost, respectively) along spine ℓ. More-
over, all edges of cycle C are on the same page, except for the one that connects
vertices v1 and vk . Sayw.l.o.g. that edge (v1, vk) is on the top-page (or top-drawn),
while the remaining edges of cycle C , namely edges (vi, vi+1) for 1 ≤ i < k, are
on the bottom-page (or bottom-drawn); see Figure 3.1.

IP-4: If cycleC is not identi ied with the cycle delimiting the outerface of graphG, the
degree of either vertex v1 or vertex vk is at most 3 in Gin(C). Say w.l.o.g. that
vertex vk is of degree at most 3.

IP-5: If vertex v1 has degree 4 inGin(C), then it is adjacent to either zero or two chords
of cycle C .

v1 v2 vk−1 vk
`

Figure 3.1: Illustration of invariant property IP-3.

We explicitly notice that the combinatorial embedding speci ied in IP-2 is main-
tained throughout the whole drawing process. This combined with the fact that every
edge entirely lies on one page (i.e., no edge crosses the spine; recall IP-1) is suf icient
to ensure planarity.
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In the following, we describe in detail how to recursively produce a two-page book
embedding of graph Gin(C). Note that we irst present the recursive step of our algo-
rithm and then its base, since this approach shows better how the different ideas low
one after the other. Let vi be a vertex of cycle C , i = 1, . . . , k. Since graph G is of maxi-
mum degree 4, vertex vi is incident to at most two undrawn edges. Assume that vertex
vi has at least one undrawn edge. We refer to the edge incident to vertex vi that follows
edge (vi, v(i+1) mod k) in the counterclockwise order of the edges around vertex vi (as
de ined by the combinatorial embedding speci ied by IP-2), as the right edge of vertex
vi. If vertex vi is adjacent to two undrawn edges, then the one that is not identi iedwith
the right edge of vertex vi is its left edge. Otherwise, the left and the right edge of vertex
vi are identi ied.

Initially, we draw the chords of cycleC on the top-page. By invariant properties IP-2
and IP-3, it follows that no two chords intersect.We thendrawGin(C) and the edges be-
tween C and Gin(C). Note that Gin(C) is not necessarily connected. Hence, its bridge-
block trees form a forest. As already stated, we contract each bridge-block of Gin(C)
into a single vertex, which we call block-vertex; see Figures 3.2a-3.2b. We distinguish
two types of block-vertices. Block-vertices that are adjacent to vertices of cycle C are
referred to as anchors. Block-vertices that are adjacent to other block-vertices only are
referred to as ancillaries. From the contraction, it follows that an edge between cycle
C and a certain anchor can be of multiplicity at most two. On the other hand, however,
edges among block-vertices are always simple.

(a) Bridge-blocks of Gin(C) (b) Forest of block-vertices (c) Placement of anchors

v c c′

(d)

v c

(e)

vc

(f)

v c

(g)

vc

(h)

Figure 3.2: In all igures, the edges of C are drawn dotted, bridge-blocks are colored gray and
edges between C and anchors are drawn dashed; marked edges are highlighted in gray.

Wewill irst determine the positions of all anchors along spine ℓ. Let c be an anchor.
Among the edges between anchor c and cycle C , we select and mark exactly one, such
that: (i) the marked edge will be drawn on the bottom-page, and, (ii) all other edges in-
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cident to anchor c (i.e., either edges between anchor c and cycleC that are not marked,
or between anchor c and block-vertices) will be drawn on the top-page. Let vl,c be the
leftmost vertex of cycleC adjacent to anchor c along spine ℓ. If (c, vl,c) is a simple edge,
thenwe select andmark this particular edge. Otherwise, wemark the right edge of ver-
tex vl,c. It follows that each anchor has exactly one marked edge (which wewill shortly
utilize to determine its position along spine ℓ) and each vertex of cycle C is incident
to at most two marked edges. Let v ∈ C be a vertex of cycle C adjacent to at least one
anchor through a marked edge. We distinguish two cases:

Case 1: Vertex v is adjacent to exactly two anchors, say c and c′, through two marked
edges, say e and e′, respectively. Assumew.l.o.g. that edge e is the left edge of vertex v.
Hence, edge e′ is its right edge. In this case, both anchors c and c′ are placed directly
to the right of vertex v and anchor c precedes anchor c′ (see Figure 3.2d). Note that
such a placement is not possible in the case where vertex v is the rightmost vertex of
cycle C . However, this case cannot occur due to IP-4.

Case 2: Vertex v is adjacent to exactly one anchor c through a marked edge e. If the
degree of vertex v inGin(C) is three, then we distinguish two sub-cases: (i) If vertex
v is not the rightmost vertex of cycleC , then anchor c is placed directly to the right of
vertex v; see Figure 3.2e. (ii) If vertex v is indeed the rightmost vertex of cycleC , then
anchor c is placed directly to the left of vertex v; see Figure 3.2f. It now remains to
consider the casewhere the degree of vertex v inGin(C) is four. In this case, by IP-4 it
follows that vertex v is not the rightmost vertex of cycleC . Again, we distinguish two
sub-cases: (i) If edge e is the right edge of vertex v, then anchor c is placed directly
to the right of vertex v; see Figure 3.2g. (ii) If edge e is the left edge of vertex v, then
anchor c is placed directly to the left of vertex v; see Figure 3.2h. Note that vertex
v cannot be the leftmost vertex of cycle C , as the right edge of vertex v would be a
chord, violating IP-5.

As already stated, all marked edges are bottom-drawn. Edges between anchors and
cycle C that are not marked are top-drawn; see Figure 3.2c. Observe that we do not
change the underlying combinatorial embedding of graph G, preserving IP-2. Hence,
the book embedding constructed so far is planar.

Beforeweproceed todescribe howanchors “determine” the positions of ancillaries,
we introduce the notion of a (labeled) anchored tree and investigate properties of it.
Observe that ancillaries form a new forest (forest of ancillaries), which is a subgraph of
the initial forest (containing all block-vertices). LetT be a tree of the forest of ancillaries
and let c1, c2, . . . , ct be anchors that: (i) are adjacent to at least one ancillary of T , and,
(ii) ci is to the left of ci+1, i = 1, . . . , t − 1. We refer to c1, c2, . . . , ct as the anchors of
T , and to the tree formed by T and its anchors as the anchored tree of T , denoted by T .
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Furthermore, we say that two anchors of anchored tree T are consecutive if and only if
there is no anchor of the anchored tree T between them. However, anchors that do not
belong to the anchored tree T or vertices of cycle C may lie in between.

Lemma 3.1. For anchored trees the following hold:

(i) Two anchored trees T and T ′ share at most one common anchor,

(ii) An anchored tree T contains at least two anchors.

(iii) Every leaf of an anchored tree T is an anchor of T , and vice versa.

Proof. The proof is given by contradiction to either the connectivity or biconnectivity
of graph G.

(i) If anchored trees T and T ′ have two common anchors, say c and c′, then there
are two paths from c to c′; one through T and one through T ′. These two paths
obviously form a cycle of block-vertices; a clear contradiction.

(ii) If an anchored tree T has no anchors, then no path fromC to T exists; a contra-
diction to the connectivity of graph G. On the other hand, if an anchored tree T

has only one anchor, say c, then the edge from c to T is a bridge; a contradiction
to the biconnectivity of graphG. Note that the edge from c toT is always simple;
double edges potentially occur between vertices of cycle C and anchors.

(iii) Removing the anchors of an anchored tree T , yields a tree T . If an anchor of T is
internal toT , then its removal disconnectsT ; a contradiction to the connectivity
of T . Conversely, if there is a leaf c ∈ T that is not an anchor of T , then the edge
from c to T is a bridge; a contradiction to the biconnectivity of graph G.

Let c1, c2, . . . , ct be the anchors of an anchored tree T , so that ci is to the left of ci+1,
i = 1, . . . , t − 1, and, assume that T is rooted at anchor c1 (rooted anchored tree). For
an anchor or ancillary c of the anchored tree T , denote by p(c) the parent of c in T and
let p(c1) be any of the vertices of cycle C adjacent to anchor c1. For an ancillary c of
T (i.e., non-leaf in T ), we de ine an order for its children: if c′ and c′′ are children of c,
then c′ < c′′ if and only if c′ precedes c′′ in the counterclockwise order of the edges
around c (de ined by the combinatorial embedding speci ied by IP-2), when starting
from edge (c, p(c)). By this order, we label the vertices of T as they appear in the pre-
order traversal of T (labeled anchored tree); see Figure 3.3a.

Lemma 3.2. For each ancillary c of a labeled anchored tree T there is:

(i) at least an anchor of T with label smaller than that of c, and,
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c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 160

(a) A labeled anchored tree T

c1c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 160

(b) The placement of the ancillaries of T among its anchors

Figure 3.3: In both igures, anchors are colored gray; the indices of the vertical grid-lines de-
note the labeling of T .

(ii) at least an anchor of T with label greater than that of c.

Proof. Both properties follow from the pre-order traversal of T . More precisely, let c be
an ancillary of T . Then, the following hold:

(i) The label of the leftmost anchor of T is always smaller than that of c. Recall that
the leftmost anchor of T is its root and therefore is labeled zero.

(ii) The greatest labeled vertex, say cmax, of T is a leaf of T , and, by Lemma 3.1(iii)
an anchor of T . Therefore, cmax ̸= c.

We irst de ine the order inwhich the trees of the forest of ancillaries will be drawn.
To do so, we create an auxiliary digraph GT

aux whose vertices correspond to trees and
there is a directed edge (vT ′ , vT ) in GT

aux if and only if T ′ has an anchor between two
consecutive anchors of T . The desired order is de ined by a topological sorting of di-
graph GT

aux, which always exists as the following lemma suggests.

Lemma 3.3. The auxiliary digraph GT
aux is acyclic.

Proof. Assume to the contrary that there is a cycle vT1 → . . . vTs → vT1 in digraph
GT

aux. For i = 1, 2, . . . , s, let Ii be the interval de ined by the leftmost and the right-
most anchors of Ti. Edge (vTi , vTi+1 mod s

) implies that there is an anchor of Ti between
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consecutive anchors of T i+1 mod s. However, in this case all anchors of Ti should be be-
tween the same two anchors of T i+1 mod s, as otherwise the embedding speci ied by
IP-2 is not planar. Therefore, it holds that Ii ⊆ Ii+1 mod s. On the other hand, however,
by Lemma 3.1(i), it follows that Ii ̸= Ii+1 mod s. Hence, I1 ⊂ . . . ⊂ Is ⊂ I1; a clear
contradiction.

Lemma 3.3 implies that drawing the trees in the order de ined by a topological sort-
ing of GT

aux, assures that tree T ′ will be drawn before T , if and only if T ′ has an anchor
that is between two consecutive anchors of T along ℓ. Now assume that we have drawn
zero or more of these trees such that: (i) all edges are top-drawn, (ii) there are no edge
crossings, and, (iii) the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is preserved. Let T

be the next tree to be drawn. The following lemma presents an important property of
our drawing approach.

Lemma3.4. Assume that all trees that precedeT in a topological sorting of the auxiliary
digraphGT

aux have been drawn on the top-page without edge crossings by preserving the
combinatorial embedding speci ied by IP-2. If e is a top-drawn edge that does not belong
to T and nests at least one anchor of T , then it nests all anchors of T .

Proof. If edge e is the top-drawn edge of cycle C , then clearly it nests all anchors of T ,
since all anchors of T are between the leftmost and rightmost vertices of cycle C . Now,
consider the more interesting case where edge e is not the top-drawn edge of cycle C .
By Lemma3.1(ii),T has at least two anchors, say c and c′ with c to the left of c′ along the
spine ℓ, and, assume to the contrary that edge e nests c and not c′. We will distinguish
two cases based on whether edge e is an edge of an anchored tree drawn before T or
not.

First, consider the case where edge e is indeed an edge of an anchored tree, say T ′,
drawn before T . In this case, by Lemma 3.2 it follows that both endpoints of edge e are
between the leftmost and the rightmost anchors of T ′. Since edge e nests c, it follows
that T should be drawn before T ′, which is a contradiction.

To complete the proof of this lemma, it remains to consider the casewhere edge e is
not an edge of an anchored tree drawn before T . In this case, each endpoint of edge e is:
(i) either a vertex of cycleC , or, (ii) an anchor. Since such vertices are connected to cycle
C by bottom-drawn edges, there is a bottom-drawn path connecting the endpoints of
edge e, which together with edge e forms a cycle where c is in its interior and c′ on its
exterior. Hence, the embedding speci ied by IP-2 is not planar; a contradiction.

We now describe how to draw T on the top page such that there are no edge cross-
ings and the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is preserved. More precisely,
we place each ancillary c of T between a pair of consecutive anchors of T , such that:
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(i) the label of c is larger (smaller, respectively) than the label of the anchor to its left
(right, respectively)2, (ii) for ancillaries placed between the same pair of anchors, the
one with smaller label is to the left, and, (iii) all edges of T are top-drawn; see Fig-
ure 3.3b.

Note that we have not fully speci ied the exact positions of the ancillaries of T along
ℓ, since between consecutive anchors of T there may exist anchors that do not belong
to T or vertices of cycleC or anchors/ancillaries of trees that have already been drawn.
Details will be given shortly. Also, note that all ancillaries of T are placed between its
leftmost and rightmost anchors, which by Lemma 3.4 implies that if a top-drawn edge
(that does not belong to T ) nests at least one anchor of T , then it nests the entire tree
T . By exploiting the correspondence between the left-to-right order of the vertices of
T along spine ℓ and the labeling of T , we can prove that the drawing of T is planar.

Lemma 3.5. The drawing of the anchored tree T is planar.

Proof. Assume to the contrary that two edges, say e = (c1, c2) and e′ = (c′
1, c′

2), of T

cross. Since both edges e and e′ are top-drawn, their endpoints must alternate along ℓ.
W.l.o.g., assume that the order of the endpoints of edges e and e′ along ℓ is: c1 → c′

1 →
c2 → c′

2. Then, it follows that c1 is the parent of c2, because the label of c1 is smaller
than the label of c2 and they are adjacent in T . Similarly, c′

1 is the parent of c′
2.

Since between c1 and c2 are drawn subtrees of T rooted at children of c1 other than
c2, it follows that c′

1 and c′
2 belong to a subtree rooted at a child of c1, different from c2.

However, this implies that the label of c′
2 is smaller than the label of c2; a contradiction.

Recall that we have not fully speci ied the exact positions of the ancillaries of T

along ℓ. In order to do so, we irst have to consider a particularly problematic scenario
and describe how to cope with it: Supose there is a path P of top-drawn edges (e.g.,
non-marked edges incident to cycleC and/or edges of previously drawn trees) joining
a pair of consecutive anchors of T and our algorithm must place an ancillary c of T

between them. Since c is nested by an edge of path P and all edges of T are top-drawn,
an edge connecting cwith an ancillary of T placed between another pair of consecutive
anchors of T would inevitably cross P . However, by exploiting the degree restriction
of the input graph, we can prove that such a path cannot exist and therefore that the
aforementioned scenario cannot occur. This is ensured by the following lemma.

2 Note that the existence of this pair of consecutive anchors of T is implied by Lemma 3.2; since for
each ancillary c of a labeled anchored tree T there exist at least an anchor of T with label smaller than
that of c and at least another with label greater than that of c, there should be two consecutive ones with
this property as well.
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Lemma 3.6. Let u0, u1, . . . , ul+1, l ≥ 0, be vertices (anchors/ancillaries are treated as
vertices) drawn on spine ℓ from left to right, such that verticesu0 andul+1 are two consec-
utive anchors of T . Assume that all trees anchored at u1, . . . , ul have been drawn on the
top-page without edge crossings by preserving the combinatorial embedding speci ied by
IP-2, while T has not been drawn. Then, there is an index i ∈ {0, 1, . . . , l}, such that no
two adjacent vertices uk and um exist with 0 ≤ k ≤ i, i + 1 ≤ m ≤ l + 1 and edge
(uk, um) is top-drawn.

Proof. Since all trees anchored at anchors of the set {u1, . . . , ul} have been drawn, all
potential edges incident to vertices u1, . . . , ul are present in the drawing. For a proof by
contradiction, we make the following assumption: For all i ∈ {0, . . . , l}, there are two
adjacent vertices uk and um with 0 ≤ k ≤ i, i + 1 ≤ m ≤ l + 1 and edge (uk, um) is top-
drawn. We will irst prove that there is a path P (u0 → ul+1) : u0 → uj1 . . . ujp → ul+1

consisting of vertices of {u0, . . . , ul+1}, whose edges are top-drawn and for each edge
of P (u0 → ul+1) there is not a top-drawn edge with endpoints in {u0, . . . , ul+1} that
nests this edge. The existence of path P (u0 → ul+1) will imply the desired contradic-
tion. Observe that path P (u0 → ul+1) may result in a problematic situation, as the one
describe earlier.

For i = 0, by our assumption it follows that for some m ∈ {1, . . . , l + 1}, edge
(u0, um) exists and is on the top-page. Let j1 ∈ {1, . . . , l+1}be themaximumindex such
that (u0, uj1) is drawn on the top-page. If j1 = l + 1, then trivially we have proved the
existence of path P (u0 → ul+1). Consider now the more interesting case where j1 ̸=
l + 1. By our initial assumption, for i = j1, it follows that for some k ∈ {0, . . . , j1} and
m ∈ {j1 +1, . . . , l+1}, edge (uk, um) exists and is drawn on the top-page. Nowobserve
that k /∈ {1, . . . , j1 − 1}, since otherwise edges (u0, uj1) and (uk, um) would cross,
which is not possible since the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is planar. In
addition, k must be non-zero, since j1 was the maximum of {1, . . . , l + 1}, such that
edge (u0, uj1) is drawn on the top-page. Therefore, it follows that k = j1. Let j2 ∈
{j1 +1, . . . , l +1} be themaximum index, such that (uj1 , uj2) is drawn on the top-page,
and proceed similarly to the case i = 0.

Theproceduredescribedabovewill eventually lead topathP (u0 → ul+1).We claim
that path P (u0 → ul+1) contains at least one vertex of cycle C . To prove our claim, as-
sume to the contrary that P (u0 → ul+1) contains no vertices of cycle C . In this case,
path P (u0 → ul+1) consists only of anchors and ancillaries, which, however, cannot
belong to T , since u0 and ul+1 are consecutive anchors of T . By Lemma 3.1(iii), it fol-
lows that u0 and ul+1 are leaves of T . The desired contradiction follows from the fact
that the path from u0 to ul+1 through T and path P (u0 → ul+1) form a cycle of an-
chors/ancillaries. Hence, path P (u0 → ul+1) contains at least one vertex of cycle C , as
desired.
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Let u be the rightmost vertex of cycle C in P (u0 → ul+1) and let c be the neighbor
of vertex u in P (u0 → ul+1) to the right of vertex u along the spine ℓ. Since ul+1 is an
anchor ofT , c iswell-de ined and is either an anchor or an ancillary. Now, observe that c

is adjacent to vertex u, whereu ∈ C . This implies that c is an anchor and hence incident
to a marked edge, say (v, c), where v ∈ C (u = v is possible). First, assume that u ̸= v.
In this case, v is the leftmost neighbor of c, which suggests that the order along the
spine ℓ is: v → u → c. However, such an order along ℓ is not possible, since edge (v, c)
is marked and u in between. It follows that u = v. Since (u, c) ∈ P (u0 → ul+1) (i.e.,
top-drawn) and is marked (i.e., bottom-drawn), it follows that edge (u, c) is a double
edge. Now, observe that u ∈ C has two incident edges on C , which contribute 2 to its
degree. Double edge (u, c) also contributes 2. Up to now deg(u) = 4. The contradiction
follows from the fact that u has one more neighbor on the path P (u0 → ul+1), and so
its degree is at least 5.

We are now ready to specify the exact positions of the ancillaries of T along the
spine ℓ. Recall that the anchors of T are denoted by ci, i = 1, . . . , t, such that ci is to the
left of ci+1. Now, assume that a particular number of ancillaries of T should be drawn
between two consecutive anchors ci and ci+1 of T , i = 1, . . . , t − 1. By Lemma 3.6, it
follows that there is a pair of vertices that are between ci and ci+1 along ℓ and there is
not a top-drawn edgewith endpoints between ci and ci+1 nesting both of these vertices.
We bene it from this by placing between this particular pair of vertices all ancillaries
of T that must reside between ci and ci+1. Note that their relative order is not affected,
that is, for ancillaries placed between ci and ci+1, the one with smaller label is to the
left. This guarantees that Lemma 3.5 still ensures that T is drawn planar. It remains
to prove that the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is preserved, once T is
completely drawn.

Lemma 3.7. Assume that all trees that precede T in a topological sorting of GT
aux have

been drawn on the top-page without edge crossings by preserving the combinatorial em-
bedding speci ied by IP-2. When T is drawn, the combinatorial embedding speci ied by
IP-2 is also preserved.

Proof. Since the drawing of T preserves the order of the edges of T around all ancil-
laries, the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is preserved for all ancillaries
of T . We will prove that this also holds for all anchors of T . Let c be an anchor of T

and denote by ec the marked edge incident to c. Recall that, by construction, edge ec

is bottom-drawn. Let also ep and et be two edges incident to c such that ep is an edge
among those drawn before T and et is an edge of T . We restrict our proof to the case
where in the combinatorial embedding speci ied by IP-2, edge ep precedes edge et in
the clockwise traversal of the edges around c when starting from edge ec and c is the
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left endpoint of edge ep along ℓ (the remaining cases are treated similarly). In this case,
there is a simple path of drawn edges (other than the degenerate one consisting only of
edge ep) that joins the two endpoints of edge ep and together with edge ep forms a face
of G. Let C(ep) be the cycle bounding this face. Since edge ep precedes edge et in the
clockwise traversal of the edges around c when starting from edge ec, it follows that T

lies in the interior of cycle C(ep). Therefore, there is a top-drawn edge that belongs to
cycle C(ep) (possibly edge ep) that does not belong to T and that nests an anchor of T .
By Lemma 3.4, this edge nests all anchors of T (including anchor c). Since c belongs to
C(ep), it follows that the only edge of cycle C(ep) that nests T is edge ep. Thus, c is the
leftmost anchor of T and the entire drawing of T is nested by edge ep. After drawing T ,
edge ep still precedes et in the clockwise traversal of the edges around c when starting
from edge ec, as desired.

c′v cvl vr

(a)

u c c′ vr u′ u c c′vr u′

(b)

vl v c vr vl c v vr

(c)

Figure 3.4: Con iguration considered in Lemma 3.8: (a) A situation in which placing anchor c

to the left of v creates crossings. (b) Moving block-vertex c′ to the right of vr . (c) Edge (v, vr)
can be drawn on the top page.

In the following lemma, we turn our attention to the case where cycle C contains
a vertex of degree 2 in Gin(C) (other than its leftmost or rightmost vertex). We will
utilize this lemma later.
Lemma 3.8. Let v be a vertex of cycle C with degree 2 in Gin(C) that is not the leftmost
or the rightmost vertex of cycle C . Let also vr (vl, respectively) be its next neighbor on
cycle C to its right (left, respectively). Since edge (v, vr) belongs to C , it is drawn on the
bottom-page. However, it can also be drawn on the top-page without introducing edge-
crossings and without changing the combinatorial embedding speci ied by IP-2.

Proof. If no block-vertex is drawnbetween vertices v and vr , then obviously edge (v, vr)
can be drawn on the top-page without introducing edge-crossings and without chang-
ing the combinatorial embedding speci ied by IP-2 (recall that vertices v and vr are con-
secutive vertices of cycle C). So, we may assume w.l.o.g. that there exist block-vertices
drawn between vertices v and vr of cycle C . We will prove that we can move the block-
vertices in between to the left of vertex v, so that vertices v and vr become consecutive
along spine ℓ.

The aforementioned move is not possible, only if there is an anchor c between ver-
tices v and vr , such that edge (c, vr) is bottom-drawn; see Figure 3.4a. To overcome this
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problem, we can potentially place vertex v between vertices c and vr . However, in this
case edges (vr, c) and (vl, v) would cross. We can cope with this problematic situation
if edge (vr, c) is redrawn on the top-page. However, this is not possible only if there is
a block-vertex c′ between c and vr . We distinguish two cases:

(i) Block-vertex c′ is an anchor, i.e., adjacent to a vertex of cycle C . In this case, anchor
c′ can only be adjacent to vertex vr through amarked edge. Hence, c and c′ are both
anchors, to the left of vertex vr and adjacent to vertex vr through marked edges.
However, such a sequence of anchors along the spine is not consistent with our
algorithm; a contradiction.

(ii) Block-vertex c′ is an ancillary. In this case, c′ belongs to a tree, say T . Now, recall
that all ancillaries of T are placed between the leftmost and the rightmost anchors
of T . Let u and u′ be two consecutive anchors of T such that the order along spine
ℓ is: u → c′ → u′; see the left part of Figure 3.4b. Note that u = c is possible.
Now, observe that u′ cannot be between c and vr , since otherwise the previous case
applies for u′. Thus, u′ is to the right of vr . It can be shown that Lemma 3.6 holds
for u0 = vr and ul+1 = u′, even though u0 is not an anchor but a vertex of cycle
C (the detailed proof is similar to the one of Lemma 3.6). Hence, there are two
consecutive vertices between vr and u′ such that c′ can be placed between them
(and not between c and vr); see Figure 3.4b. The same holds for every ancillary
that was initially placed between c and vr . If we move all ancillaries between vr

and u′ by keeping their relative order unchanged, then (c, vr) can be drawn on the
top-page; see Figure 3.4c.

Up to now, we have drawn Gin(C), such that, every bridge-block of Gin(C) is con-
tracted to ablock-vertex that lies on spine ℓ andeachedge is drawneither on thebottom
(if it is amarked edge) or on the top page (otherwise). In addition, both the order of the
vertices of cycle C along spine ℓ and the embedding of G speci ied by IP-2 have been
preserved. This guarantees that crossings in Gout(C) cannot occur.

In the following, we describe how to proceed recursively. Let c be a block-vertex of
Gin(C) with outerface Fc. Initially, assume that Fc is a single cycle. If c is an anchor,
denote by w0 the vertex of Fc incident to the marked edge of c. If c is an ancillary, then
c belongs to an anchored tree. In this case, w0 denotes the vertex of Fc adjacent to the
closest neighbor of c to its left, which is well-de ined since c is always placed between
two consecutive anchors of the anchored tree it belongs to. Let w0, w1, . . . , wm be the
vertices of Fc, in the clockwise traversal of Fc from w0; see Figure 3.5a.

First assume that c is an anchor, i.e., w0 is incident to a marked edge. We place the
vertices of Fc along spine ℓ as follows: (i) w0 occupies the position of c and it is the
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(b)
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(c)
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T (w′) T (w′′)

w′′c

w1

wm

(d)

w0
w

c

w1

wm

w′

T (w′) T (w′′)

w′′

(e)

Figure3.5: (a)Theouterfaceof ablock-vertex c. (b)-(c) different cases that occurwhendrawing
the outerface of c, in the case where c is anchor. (d) Ancillary c needs to be repositioned. (e) Its
placement is determined by Lemma 3.9.

rightmost vertex of Fc on ℓ, (ii) w1 is the leftmost vertex of Fc on ℓ, (iii) wi is to the left
ofwi+1 for i = 1, . . . , m − 1, and, (iv) there are no vertices in between; see Figure 3.5b.
All edges of Fc are top-drawn, except for (w1, w0). This placement is always feasible,
except for the case in which in the combinatorial embedding speci ied by IP-2 there
is an edge incident to w0 that is between (w0, w1) and the marked edge incident to
w0 in the counterclockwise order of the edges around w0 when starting from (w0, w1);
see Figure 3.5c. In this case, we place w0 to the left of w1, . . . , wm, such that w0 is the
leftmost vertex of Fc. So, (w0, wm) is the bottom-drawn edge of Fc.

Suppose now that c is an ancillary. Let w be the closest neighbor of c to its left on ℓ.
Then,w is the parent of c in the tree in which c belongs to and (w0, w) is top-drawn.We
place the vertices ofFc as follows: (i)w0 occupies the position of c and it is the leftmost
vertex of Fc on ℓ, (ii) wm is the rightmost vertex of Fc on ℓ, (iii) wi is to the left of wi+1,
i = 1, . . . , m − 1, and, (iv) there are no vertices in between. All edges of Fc are top-
drawn, except for (w0, wm). This placement is infeasible onlywhen in the combinatorial
embedding speci ied by IP-2 there is an edge incident to w0, say (w0, w′), and between
(w0, wm) and (w0, w) in the clockwise order of the edges aroundw0 when starting from
(w0, wm); see Figure 3.5d. In this case, (w0, w′) cannot be drawn on the top-page, as
required for edges incident to ancillaries. More precisely, since c has only its parent
to its left among the block-vertices of the anchored tree it belongs to, it follows that,
w′ is to the right of c. Hence, edge (w0, w′) cannot be drawn on the top-page, without
deviating the combinatorial embedding speci ied by IP-2. Since G is biconnected, c is
adjacent to at least another block-vertex, sayw′′, such thatw′′ /∈ {w, w′}. The following
lemma takes care of this case.

Lemma 3.9. Ancillary c can be repositioned on spine ℓ, such that: (i) c is placed between
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two consecutive anchors of T ; (ii) the combinatorial embedding speci ied by IP-2 is pre-
served; (iii) edges (w0, w), (w0, w′) and (c, w′′) are top-drawn and crossing-free; (iv) w0

is leftmost vertex of Fc and wi is to the left of wi+1, i = 1, . . . , m − 1; (v) All edges of Fc

are top-drawn, except for (w0, wm).

Proof. Vertex w is the parent of c. Vertices w′ and w′′ are children of c in T , with w′

being the irst child of c. For our proof, we may assume that w′′ is its second child. So,
edges (c, w), (c, w′) and (c, w′′) are consecutive around c; see Figure 3.5d. Let T (w′)
and T (w′′) be the subtrees of T rooted atw′ andw′′, respectively. Initially, c is to the left
of all vertices of T (w′), all vertices of T (w′) are to the left of all vertices of T (w′′) and
there are no ancillaries ofT in between.Weproceedbyplacing cbetween the rightmost
(leftmost, respectively) anchor of T (w′) (T (w′′), respectively); see Figure 3.5e. In this
way, c is placed between two consecutive anchors of T . If we place the vertices of Fc,
withw0 being leftmost onFc andwi to the left ofwi+1, then edges (w0, w), (w0, w′) and
(c, w′′) are drawn on the top-page and the embedding is preserved.

w0

root

Figure 3.6: Fc is not a single cycle

From the above it follows that if we process all ancillaries that have to be reposi-
tioned from right to left along ℓ, then by Lemma 3.9 it follows that we will eventually
obtain a planar drawing in which the embedding speci ied by IP-2 is preserved once
the outerface of each block-vertex is drawn and all edges that connect block-vertices
are drawn on the top-page.

Now, recall that initiallywe assumed thatFc is a single cycle in order to simplify our
presentation.However, in generalFc consists of smaller subcycles, such that (i) any two
subcycles share atmost one vertex ofFc, and, (ii) any vertex ofFc is incident to atmost
two subcycles. Hence, the “tangency graph” of these subcycles (which has a vertex for
each subcycle and an edge between every pair of subcycles that share a vertex) is a tree.
De ine w0 as in the case of single cycle and let the tangency tree be rooted at the cycle
containingw0. Due to the degree restriction,w0 cannot be incident to two subcycles.We
draw the subcycles of Fc in the order implied by the breadth irst search traversal of
the tangency tree. The irst one (which is incident to vertex w0) is drawn as in the case
of a single cycle. Each next subcycle is plugged into the drawing, as shown in Figure 3.6.
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It remains to ensure that IP-1 up to IP-5 are satis ied when a single cycle, say Cs, is
recursively drawn. IP-1 holds, since each edge is drawn either on the bottom (if it is a
marked edge) or on the top-page (otherwise) and no two edges intersect. Lemma 3.7
guarantees that IP-2 also holds. If Cs is the outerface of a block-vertex or a leaf in the
tangency tree, then IP-3 trivially holds. If Cs is a non-leaf in the tangency tree, then
it contains at least one edge drawn on the bottom page; see Figure 3.6). This clearly
violates IP-3. Hopefully, we can bene it from Lemma 3.8. The edge which is improperly
drawn on the bottom page is incident to a vertex (of degree four) that is not adjacent
to any other vertex in the interior of Cs. So, for the sake of the recursion we assume
that it is drawn on the top-page and once Cs is completely drawn, we redraw it on the
bottom-page using Lemma 3.8. IfCs is the outerface of a block-vertex or the root of the
tangency tree of a non-simple outerfaceFc, then at least one vertex ofCs is adjacent to
Gout(Cs). If Cs is an internal node of the tangency tree of Fc, then its leftmost vertex
has two edges in Gout(Cs). Hence, IP-4 also holds.

However, IP-5 does not necessarily hold. To cope with this case, consider a single
cycleCs and, with a slight abuse of the notation developed so far, denote byw1, . . . , wm

the vertices of Cs from left to right along ℓ. If IP-5 is violated, then deg(w1) = 4 in
Gin(Cs) and w1 is incident to exactly one chord of Cs, say (w1, wi), i ∈ {3, . . . , m − 1};
see Figure 3.7a. Let v be the other neighbor ofw1 inGin(Cs). Clearly, v /∈ Cs. In general,
(w1, wi) belongs to a path of chords stemming from w1. Let wj , j ≥ i, be the end of this
path, say P (w1 → wj). The degree restriction implies that P (w1 → wj) is uniquely
de ined.We refer to it as the separating path of chords ofCs, since it splitsGin(Cs) into
two subgraphs (see Figures 3.7b-3.7c):

− Gin(Cl) with outerface Cl consisting of the edges (w1, w2), (w2, w3), . . ., (wj−1, wj)
and the edges of P (w1 → wj) (highlighted in gray in Figure 3.7a), and,

− Gin(Cr)with outerfaceCr consisting of the edges (wj , wj+1), . . ., (wm, w1) and the
edges of P (w1 → wj).

In the following, we describe how can be recursively drawn the two sub-instances
Gin(Cl) and Gin(Cr) . Observe that if i ̸= j, then Cl is not simple. In this case, Cl con-
sists of a particular number of smaller simple subcycles, for which IP-4 and IP-5 hold
(hence they can be recursively drawn), except for the irst one, that is leftmost drawn
along ℓ. First consider Gin(Cr). We distinguish two cases:

Case 1:j = m (see Figure 3.7d). In this case, Cr is formed by path P (w1 → wm) and
edge (w1, wm). Observe thatwm is the rightmost vertex ofCr and incident to a chord
of Cs. Therefore, the degree of wm is two in Gin(Cr). Since none of the edges of path
P (w1 → wm) is nested by a chord of Cr , it follows that all vertices of Cr (except
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wj+1 wmw1 wjw2 wi

v

P (w1 → wj)

(a)A graphGin(Cs)which violates IP-5

w1 wjw2 wi

(b) Subgraph Gin(Cl)

wj+1 wmw1 wjwi

(c) Subgraph Gin(Cr)

wmw1 wjw2 wi

v

(d) Gin(Cr) in the case where j = m

wj+1 wmw1 wjwi wj+1 wmwj

(e) Graph Gin(C′
r) obtained from Gin(Cr) by contracting

P (w1 → wj) into a vertex.

w1 wjw2 wi

v

(f) deg(w1) = 3 inGin(Cl)

wj+1 wmwj

(g) Subgraph Gin(C′
r)

wj+1 wmw1 wjw2 wi

v

(h) The resulting drawing of Gin(C), when
deg(w1) = 3 in Gin(Cl)

w2 wjw3 wi

(i) Subgraph Gin(C′
l)

v
wj+1 wmwj

(j) Subgraph Gin(C′
r)

wmw2 wjw3 wi wj+1w1 v

(k) The resulting drawing of Gin(C), when
deg(w1) = 2 in Gin(Cl)

Figure 3.7: In all igures,P (w1 → wj) is drawn fat, dotted edges are removed and gray-shaded
dashed edges are added.

possibly for w1) are of degree 2 in Gin(Cr). If the degree of w1 is three in Gin(Cr),
then edge (w1, v) is bridge; a contradiction to the biconnectivity of graph G. Hence,
Gin(Cr) ≡ Cr . So, we drawCr as in Figure 3.7d, i.e., on the top-page. Then, each sub-
cycle of Cl conforms to IP-4 and IP-5 (including the irst one, that is leftmost drawn
along ℓ) and can be recursively drawn. The drawing of Gin(Cs) is derived by plug-
ging the drawing of the subcycles ofCl into the drawing ofGin(Cr). Observe that the
combinatorial embedding is preserved.
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Case 2:j < m (see Figure 3.7c). In this case all vertices of path P (w1 → wj) are
of degree 2 in Gin(Cr), except for endvertices w1 and wj , that can be of maximum
degree 3. We modify Gin(Cr) as follows (see Figure 3.7e): We contract P (w1 → wj)
into a single vertex, identi ied bywj . LetGin(C ′

r) be the new subgraphwith outerface
C ′

r . Clearly, IP-5 holds for Gin(C ′
r). IP-4 also holds, since wm is the rightmost vertex

of C ′
r and deg(wm) ≤ 3. Hence, Gin(C ′

r) can be recursively drawn. We proceed by
distinguishing two sub-cases based on the degree of w1 in Gin(Cl):
Case 2.a: deg(w1) = 3 in Gin(Cl) (see Figure 3.7f). In this case, IP-4 and IP-5 hold

for Gin(Cl). Hence, it can be recursively drawn. Once Gin(Cl) and Gin(C ′
r) are

drawn, the drawing of Gin(C) can be derived by deleting edge (wj , wm) from
Gin(C ′

r) and restoring edge (w1, wm), as in Figure 3.7h. Since w1 has no neigh-
bors in Gin(C ′

r), the embedding is preserved.
Case 2.b: deg(w1) = 2 in Gin(Cl) (see Figure 3.7j): In this case, the degree of w1

is three in Gin(C ′
r). Again, we modify Gin(Cl) as follows; see Figure 3.7i. We re-

move w1 and join w2 and wi by an edge. Let Gin(C ′
l) be the new subgraph with

outerface C ′
l . Observe that IP-5 may not hold for Gin(C ′

l). However, Gin(C ′
l) has

fewer vertices than Gin(C). We can bene it from this by proceeding recursively,
as we initially did with Gin(C). Eventually, at some point IP-5 should hold, oth-
erwise a graph with at most 3 vertices on its outerface should have a chord; a
contradiction. Once Gin(C ′

l) has been drawn, we derive the drawing of Gin(C)
as follows; see Figure 3.7k. We remove edge (w2, wi) and connect the neighbors
of wj in Gin(C ′

r) with its copy in Gin(C ′
l). Note that no crossings are introduced,

since the two copies of wj in Gin(C ′
l) and Gin(C ′

r) are consecutive along ℓ. To
complete the drawing of Gin(C), it remains to replace the copy of wj in Gin(C ′

r)
with w1, and, add the edges (w1, w2) and (w1, wi).

To complete the description of our algorithm, it remains to describe how the recur-
sion begins. To do so, we need the following lemma, that describes a simple property
of planar graph drawings.

Lemma 3.10. Any planar graph G admits a planar drawing Γ(G) with a chordless out-
erface.

Proof. Suppose that we are given a planar drawing Γ′(G) of G, in which the cycle, say
C : u1 → . . . → uk → u1, bounding its outerface contains at least one chord. Then, the
endpoints of any chord of C is a separating pair of G. Let (ui, uj), 1 ≤ i < j ≤ k, be a
chord of C such that cycle C ′ : ui → ui+1 → . . . → uj → ui has no chords. Let also G1

andG2 be the two subgraphs ofGwithouterfacesui → ui+1 → . . . → uj−1 → uj → ui

and ui → ui−1 → . . . → uj+1 → uj → ui respectively. Denote by f the face of
G1 that contains edge (ui, uj). Since ui and uj is a separating pair of G, there exist a
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planar drawing Γ(G) ofG in whichG2 − {(ui, uj)} is drawn in the interior of f and the
outerface of G is bounded by the chordless cycle C ′.

We are now ready to describe how the recursion begins. This is done by specifying
a drawing of G with a chordless outerface, say Cout : v1 → . . . vk → v1, which by
Lemma 3.10 exists. Then, we place v1, . . . , vk in this order along ℓ and draw the edges
ofCout as imposed by IP-3. If there is a vertex ofCout with degree less than four, then it
is chosen as vk and all invariant properties of our algorithm are satis ied. However, in
the case where such a vertex does not exist, it follows that the degree of vk inGin(Cout)
is four and therefore IP-4 does not hold.

To cope with the latter case, we assume that we have computed the block-vertices
of Gin(Cout). Let vl (vr , respectively) be the left (right, respectively) neighbor of vk in
Gin(Cout) and cr (cl, respectively) the block-vertex that vr (vl, respectively) belongs to;
see Figure 3.8a. Note that cr = cl is possible. Since Cout is chordless, if follows that
both vl and vr do not belong to Cout. We will augment G, such that IP-4 holds in the
augmented graph Gaug . We outline our case analysis:

Case 1: Block-vertex cr is incident to a vertex of Cout other than vk .
Case 2: Block-vertex cr is not incident to any other vertex of Cout apart from vk . In this
case, once we de ine Gaug , we consider two additional subcases:
Case 2.a: Vertices vl and vr belong to two different block-vertices of Gaug .
Case 2.b: Vertices vl and vr belong to the same block-vertex of Gaug .

We investigate each of the aforementioned cases in detail.

Case 1: Block-vertex cr is incident to a vertex of Cout other than vk: Let vi, i < k, be
the leftmost neighbor of cr on Cout. We augment graph G as in Figure 3.8b, by intro-
ducing three vertices to the right of vk . Let Caug be the outerface of the augmented
graph. Now, observe that Gaug satis ies IP-4 and can be recursively drawn. We claim
that, in the drawing of Gaug , vr and vl are to the left of vk , as in Figure 3.8c. Denote
by caug

r (caug
l , respectively) the block-vertex that vr (vl, respectively) belongs to in

Gaug −Caug . Note that caug
r = caug

l is possible. caug
r is incident to vi through amarked

edge, since vi is the leftmost neighbor of cr . This implies that caug
r is placed directly

next to vi (hence, to the left of vk). Now, observe that vk is the rightmost neighbor
of caug

l . So, caug
l is placed to the left of vk , even if edge (vl, vk) is a marked one, due

to chord (vk, vk+2). Between vk and vk+3 no vertices of Gaug exist, except for vk+1

and vk+2, since the only anchor that could be between vk+2 and vk+3 is caug
r , which,

however, is to the left of vk , and so all vertices of Gaug − Caug are to the left of vk . If
we contract vk , vk+1, vk+2 and vk+3 back into vk , we obtain a valid drawing of G; see
Figure 3.8d.
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Case 2: Block-vertex cr is not incident to any other vertex of Cout apart from vk: In
this case, cr is not incident to any other vertex of Cout apart from vk . We claim that
we are allowed to assume w.l.o.g. that cl is not incident to any other vertex of Cout

apart from vk . To see this, consider a mirroring of ℓ on the y–axis; see Figure 3.8e.
The clockwise order of the edges around each vertex of G is obviously preserved.
However, edge (vk, vl) ((vk, vr), respectively) becomes the right (left, respectively)
edge of vertex vk . If cl is incident to a vertex ofCout other than vk , then Case 1 applies.
Therefore,wemay assumew.l.o.g. that cr and cl are not incident to any other vertex of
Cout apart from vk . We augmentG as in Figure 3.8f, such that IP-4 holds. LetCaug be
the outerface of the augmented graph. Since vk is not a cutvertex inG, edge (vk, vk+1)
cannot be a bridge inGaug . Hence,Gaug can be recursively drawn.Wedistinguish two
subcases:
Case 2.a: Vertices vl and vr belong to two different block-vertices of graph Gaug −

Caug , say caug
l and caug

r respectively. In this case, vk+1 belongs to another block-
vertex (containing only vk+1) and is incident to vk . Both caug

r and caug
l are ancillar-

ies. Since vk+1 is adjacent to one vertex of Cout (that is, vertex vk), it follows that
edge (vk, vk+1) is the marked edge of vk+1, and, vk+1 is placed directly to the left
of vk; see Figure 3.8g. On the other hand, edge (vk, vk+1) is drawn on the bottom
page (marked edge), while edges (vl, vk+1) and (vr, vk+1) are drawn on the top
page. If there was an anchor between vk+1 and vk , it would have been adjacent to
vk , contradicting the fact that the degree of vk in Gaug is three. So, the rightmost
anchor of Gaug − Caug is vk+1. It follows that all vertices of Gaug − Caug are to
the left of vk+1, which implies that if we contract vk and vk+1 back to vk , then we
obtain a valid drawing of G; see Figure 3.8h.

Case 2.b: Vertices vl and vr belong to the same block-vertex, say c, of Gaug . In this
case, vk+1 must belong to c, as well. In addition, vr , vk+1 and vl appear in this
order in the clockwise traversal of the outerface Cc of c. Since c contains vk+1, c
is adjacent to vertex vk of Cout. Therefore, c is incident to a marked edge, which
“determines” the placement of the vertices of Cc on ℓ. Let v′ be the vertex of Cc

incident to themarked edge of c. Since c is adjacent to vk , it follows that v′ = vk+1

is possible (however, v′ /∈ {vr, vl} since vr and vl are not incident to a vertex of
Cout). We distinguish the following cases, based on whether v′ = vk+1 or not:
(i) v′ = vk+1: In this case edge (vk, vk+1) is themarked edge of c; see Figure 3.8i.

Therefore, c is directly to the left of vk , with vk+1 being the rightmost vertex
of Cc. In addition, between vk+1 and vk no vertices of Gaug exist, since the
degree of vk in Gaug is three, that is, if there was an anchor between vk and
vk+1, it would have been adjacent to vk and then the degree of vk becomes
four. So, the rightmost anchor ofGaug −Caug has vk+1 as its rightmost vertex.
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Figure 3.8: In all igures, dotted edges are removed and gray-shaded dashed edges are added:
(a) An instance in which IP-4 is violated, (b) Gaug , when cr is adjacent to a vertex of Cout other
than vk , (c) The drawing of Gaug , when cr is adjacent to a vertex of Cout other than vk , (d) A
valid drawing of G, when cr is adjacent to a vertex of Cout other than vk , (e) Mirroring G along
the y–axis, (f) Gaug when cr is not incident to a vertex of Cout apart from vk , (g) The drawing
of Gaug , when: cr is not adjacent to another vertex of Cout apart from vk; vl and vr belong to
different block-vertices, (h) A valid drawing of G, when: cr is not adjacent to another vertex of
Cout apart from vk; vl and vr belong to different block-vertices, (i) The drawing of Gaug , when:
cr is not adjacent to any other vertex of Cout apart from vk; vl and vr belong to the same block-
vertex; (vk, vk+1) ismarked, (j) A valid drawing ofG, when: cr is not adjacent to anyother vertex
of Cout apart from vk; vl and vr belong to the same block-vertex; (vk, vk+1) is marked, (k) The
drawing of Gaug , when: cr is not adjacent to any other vertex of Cout apart from vk; vl and vr

belong to the same block-vertex; (vk, vk+1) is not marked, (l) A valid drawing of G, when: cr is
not adjacent to any other vertex ofCout apart from vk; vl and vr belong to the sameblock-vertex;
(vk, vk+1) is not marked.

This implies that all vertices of Gaug − Caug are to the left of vk+1. So, if we
contract vertices vk and vk+1 back to vk , and draw the edge (vl, vk) on the
bottom page and (vr, vk) on the top page, we obtain a valid drawing of G;
see Figure 3.8j.

(ii) v′ ̸= vk+1: We claim that vr , vk+1 and vl appear in this order from left to right
on ℓ. Assume to the contrary that, either vl and vk+1, or, vk+1 and vr , are the
leftmost and rightmost vertices of Cc on ℓ, respectively. The contradiction is
implied by the construction, in which v′ is either leftmost or rightmost on
Cc, and, v′ /∈ {vk+1, vr, vl}. The current situation is depicted in Figure 3.8k.
If we remove vk+1, and, draw the edges (vl, vk) and (vr, vk) on the top page,
then we obtain a valid drawing of G; see Figure 3.8l.

Having described how the recursion begins, we are now ready to state our main theo-
rem.

Theorem 3.1. Any planar graph of maximum degree 4 on n vertices admits a two-page
book embedding, which can be constructed in O(n2) time.

Proof. It remains to discuss the time complexity of our algorithm. At each step, our al-
gorithm performs a series of computations; the computation of the bridge-blocks, the
topological sorting of GT

aux, BFS-traversals on the tangency trees. Using standard algo-
rithms from the literature all of these computations can be done inO(n) time, resulting
in O(n2) total time.
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4 Book Embedding of 1-Planar Graphs

In this chapterwe consider bookembeddings of1-planar graphs. Recall that a graph
is 1-planar if it can be drawn on the plane such that every edge is crossed at most
once. In the following we prove that 1-planar graphs have bounded page number. Let
G = (V, E) be a 1-planar graph and Γ(G) be a 1-planar drawing of G. Initially, we
consider the case where Γ(G) contains no crossings incident to its unbounded face. To
simplify the presentation, we further assume that G satis ies the K4-emptiness prop-
erty, that is, G is internally maximal 1-planar and in Γ(G) the interior of all K4’s of
Lemma 2.3 are free of vertices and edges. In order to guarantee this property, irst we
planarize G by replacing each crossing in Γ(G) with a so-called crossing vertex. The
planarized graph is then triangulated (only in its interior), so that no new edge is in-
cident to a crossing vertex. Note that the latter restriction may lead to a non-simple
graph (containing multiedges), as we will see in Section 4.2. However, if we treat all
crossing vertices as actual crossings, then the implied augmented graph satis ies the
K4-emptiness property (at the cost of non-simplicity).

First, we consider the case where graph G is simple, internally-maximal 1-planar,
satis ies the K4-emptiness property and has no crossings at its unbounded face (i.e.,
no multiedges are created during the procedure described above). We prove that if
there are only two levels, then such a graph its in 16 pages. Otherwise, 34 pages suf ice.
Finally, we show how to cope with multiedges and crossings on the unbounded face of
Γ(G) with the aid of 5 extra pages.

LetGbea simple and internally-maximal1-planar graph that satis ies theK4-empti-
ness property and has no crossings at its unbounded face. Then, (i) vertices on the out-
erfaceofG are at level zero, (ii) vertices that are at distance i from the level zero vertices
are at level i. Following Yannakakis’ naming scheme, edges that connect vertices on the
same (different, respectively) level are called level (binding, respectively) edges.

Ifwe removeoneedge fromeachpair of crossing edges, then the result is an internal-
ly-triangulated plane graph (which we call underlying planar structure). For a pair of
binding crossing edges or for a pair of level crossing edges, we choose arbitrarily one
edge to remove (wewill shortly adjust this choice for two special cases). However, for a
pair of crossing edges consisting of a binding edge and a level edge,we always choose to
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66 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

remove the level edge. This approach allow us to de ine the blocks, the leaders and the
dominators of the blocks as Yannakakis does (refer to Section 2.2.1 for more details).
Also observe that if all edges removed are plugged back in the graph, then a binding
edge cannot cross a block.

4.1 The Two-Level Case

We irst consider the basic case where the given graph consists of two levels L0

and L1. We also assume that there is no level edge of L1 which by the combinatorial
embedding is strictly in the interior of a block ofL1. In addition, G is simple, internally
maximal 1-planar satis ies the K4-emptiness property and has no crossings on its un-
bounded face.We proceed to obtain a 3-page book embedding of the underlying planar
structureGP using Yannakakis’ algorithm (see Section 2.2.1).We argue thatwe can em-
bed the removed edges in the linear order implied by the book embedding ofGP using
13 more pages.

We irst introduce an important notion useful in “eliminating” possible crossing
situations. We say that two edges e1 and e2 of G form a strong pair if (i) they are both
assigned to the same page, say p, and (ii) if an edge e, that is assigned also to page p, is
in con lict with ei, then it is also in con lict with ej , where i ̸= j ∈ {1, 2}. Suppose that
e1 /∈ E(GP ) and e2 ∈ E(GP ) form a strong pair of edges. If e3 ∈ E(GP ), then e3 can
cross neither e1 nor e2 (due toYannakakis’ algorithm). On the other hand, if e3 /∈ E(GP )
and forms a strong pairwith another edge e4 ∈ E(GP ), then again e3 crosses neither e1

nor e2, as otherwise e4 would also be involved in a crossing with e1 or e2, contradicting
the correctness of Yannakakis’ algorithm as e4 ∈ E(GP ).

We now describe six types of crossings that occur when the removed edges are
plugged back in G (see Figure 4.1). Level edges of L0 that do not belong to GP are
called outer crossing chords. Such chords may be involved in crossings with (i) other
chords of L0 that belong to GP or (ii) binding edges (between levels L0 and L1), or,
(iii) degenerate blocks (so-called block-bridges) of level L1 that are simple edges.

Level edges of L1 that do not belong to GP are called inner crossing chords or
simply 2-hops (since it can “bypass” only one vertex along the boundary of the block
tree). We claim that 2-hops do not cross with each other. Assume to the contrary that
e = (u, v) and e′ = (u′, v′) are two 2-hops that cross and say w.l.o.g. that u, u′, v and
v′ appear in this order along the boundary of the block tree of GP . Since G is maximal
1-planar, by Lemma 2.3 and the K4-emptiness property it follows that (u, v′) belongs
to GP . However, in the presence of this edge both vertices u′ and v are not anymore at
the boundary of the block tree of level L1 of GP , which is a contradiction as e and e′

are both level edges of L1. Hence, 2-hops are involved in crossings only with binding
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Figure 4.1: Level (binding) edges are solid (dashed). The planar structureGP is colored black.
Gray colored edges do not belong toGP . Edges (u5, u7), (u8, u10) and (u10, u12) are outer cross-
ing chords that cross a binding edge, a bridge-block and a chord of GP , respectively. Edges
(v3, v5), (v7, v9) and (v2, v6) are 2-hops crossing binding edges. Edge (u2, v1) is forward.

edges. Since level edges of different levels cannot cross, the only type of crossings that
we have not reported are those between binding edges.

Recall that binding edges are of two types, forward and back. For a pair of crossing
binding edges, say e = (ui, vj) and e′ = (ui′ , vj′), where ui, ui′ ∈ L0 and vi, vi′ ∈ L1, we
mentioned that we can arbitrarily choose which one is assigned to GP . Here we adjust
this choice. Edge e is assigned toGP if and only if vertex ui is lower-indexed than ui′ in
L0, that is i < i′. Hence, e′ is always forward and no two back edges cross.

Similarly, for a pair of crossing level edges of levelL0 we adjust our initial choice as
follows. If a level edge is incident to u1 ∈ L0, then it is necessarily assigned to GP .

From the above, it follows that for a pair of crossing edges, say e ∈ E(GP ) and e′ /∈
E(GP ), we have the following crossing situations each of which is separately treated
in the following lemmas (except for the last one which is more demanding).

C.1 e′ is an outer crossing chord and e is a chord of L0 that belongs to GP .
C.2 e′ is an outer crossing chord and e is a binding edge.
C.3 e′ is an outer crossing chord and e is a block-bridge of L1.
C.4 e′ is a forward edge and e is a forward edge.
C.5 e′ is a forward edge and e is a back edge.
C.6 e′ is a 2-hop and e is a binding edge.

Theorem 4.1. Any simple internally-maximal 1-planar graph G with 2 levels, that satis-
ies the K4-emptiness property and has no crossings at its unbounded face admits a book
embedding on 16 pages.

Proof. The underlying planar structure can be embedded in three pages. Case C.1 re-
quires one extra page (due to Lemma 4.2(i)). The crossing edges that fall into Cases C.2
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68 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

and C.3 can be accommodated on the same pages used for the underlying planar struc-
ture (see Lemma 4.2(ii)). Case C.4 requires two extra pages due to Lemma 4.3. Case C.5
requires three extra pages due to Lemma 4.4. Finally, Case C.6 requires seven more
pages due to Lemma 4.5. Summing up the above yields 16 pages in total.

We start by investigating the case where e′ is an outer crossing chord of G.

Lemma 4.1. Let u1, . . . , uk be the vertices of level L0 in clockwise order along its bound-
ary. Let c = (ui, uj) and c′ = (ui′ , uj′) be two chords of L0, such that i < i′ < j < j′.
Then, exactly one of c and c′ is an outer crossing chord.

Proof. Since c = (ui, uj) and c′ = (ui′ , uj′) are chords ofL0 with i < i′ < j < j′, chords
c and c′ cross in the 1-planar drawing Γ(G) of G. So, one of them would belong to GP

and the other one would be an outer crossing chord.

By Lemma 4.1, outer crossing chords can be placed on one page. However, in or-
der to achieve more lexibility for the multi-level case, we chose to place some of them
on a separate page (see Lemma 4.2). We call this particular page universal, because it
contains outer crossing chords from all levels. Recall that we use three pages for GP :
p1 (for level edges of L0 and back edges), p2 and p3 (for level edges of L1 and forward
edges).

Lemma 4.2 (Cases C.1 - C.3). Let e = (u, v) ∈ E(GP ) and e′ = (u′, v′) /∈ E(GP ) be
two edges of G that are involved in a crossing, where e′ is an outer crossing chord of L0.

(i) If e is a chord ofL0, then e′ is placed on a universal page denoted by upc (Case C.1).

(ii) If e is a binding or a block-bridge of L1, then e′ is assigned to page p1, that is, the
page used for level edges of L0 and back edges of GP (Cases C.2 and C.3).

Proof.

(i) Since e is chord of level L0, e is placed on page p1 (recall that e ∈ E(GP )) and
e′ is placed on the universal page upc. Since upc contains only outer crossing
chords of G, by Lemma 4.1 they do not cross with each other.

(ii) If e is a binding edge or a block-bridge of level L1, then e′ is assigned to page p1.
Suppose that e′ is in con lict with another edge, say e′′, of page p1. By Lemma4.1,
edge e′′ is not an outer crossing chord, that is, e′′ belongs to the underlying pla-
nar structure GP of G. So, e′′ ∈ E(GP ) and it is either: (a) a level edge of level
L0 or (b) a back edge of GP . In the irst case, the endpoints of e′′ cannot be con-
secutive vertices of level L0, since that would not lead to a crossing situation.
Hence, e′′ must be a chord of level L0. However, if e′ is involved in such a cross-
ing, then e′ is assigned to pageupc, a contradiction. In the second case, e′′ is back
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4.1 The Two-Level Case 69

edge of GP . So, edge e′′ is nested by a level edge of level L0 that is not a chord
of L0 and therefore if e′ crosses e′′, then e′ must also cross this particular level
edge of level L0, which is not possible.

Lemma 4.3 (Case C.4). All forward edges that are involved in crossings with forward
edges of the underlying planar structure can be assigned to 2 new pages.

Proof. Observe that for a pair of crossing forward edges, the choice of the edge that
will be assigned to GP affects neither the decomposition into blocks nor the choice of
dominators and leaders of blocks. Therefore, it does not affect the linear order of the
vertices along the spine. This ensures that two new pages suf ice.

We proceedwith Case C.5, where the back edge e = (u, v) ∈ E(GP ) crosses the for-
ward edge e′ = (u′, v′) /∈ E(GP ). Let P be the block containing (v, v′) and let v0, . . . , vt

be the vertices ofP in counterclockwise order aroundP starting from v0 = ℓ(P ). Since
e is back, it follows that u = uf (P ). By de inition of uf (P ), u sees (vi, vi+1), …, (vt−1, vt),
(vt, v0) ofP , for some 1 ≤ i ≤ t. Hence, edges (u, v0), (u, vt), …, (u, vi) exist and are back.
This implies that either v = vi and v′ = v(i+1)modt or v = v0 and v′ = vt. In the latter
case and since u′ is to the right of u on the spine, P is a root-block. In both cases (u′, v)
is forward.

Lemma 4.4 (Case C.5). Let e = (u, v) and e′ = (u′, v′) a back and a forward edge of
G that cross. Let v0, . . . , vt be the vertices of block P in counterclockwise order around
P starting from v0 = ℓ(P ), where P contains (v, v′). Finally, let i be the minimum index
such that u = uf (P ) sees (vi, vi+1), …, (vt−1, vt), (vt, v0). Then, we use three new pages
p′

1, p′
2 and p′

3 as follows.

(i) If v = vi and v′ = v(i+1)modt, then edge e′ is placed on a new page p′
j if and only

if forward edges incident to block B(v′) are assigned to page pj , j = 2, 3.

(ii) If v = v0 and v′ = vt, then edge e′ is placed on a page p′
1.

Proof.

(i) We prove that if the forward edges incident to B(v′) are on pj , then e′ can also
be on pj . If this is true, the lemma follows, as one can always split one page into
two. We distinguish two cases based on whether v = vt (i.e., i = t) or v = vi for
i < t.
First, assume that v = vt and v′ = v0 (refer to e = (u2, v5) and e′ = (u3, v2) in
Figure 4.2a). Let B = B(v) and B′ = B(v′). It follows that B = P and B′ is the
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70 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

parent-block of B. W.l.o.g. assume that the boundary of B′ is on p2. We claim
that e′ can be placed on page p3 (together with forward edges of B′). To prove
it, we show that e′ = (u′, v0) and (v0, vt) form a strong pair. First, observe that
(v0, vt) is on page p3. Indeed, B′ is on page p2. So, B is on p3 and (v0, vt) is an
edge of B. By Lemma 2.9(iii), vertices v1, v2, . . . , vt and u′ appear in the same
order from left to right along the spine, so (v0, vt) is nested by e′. If vt and u′

are consecutive along the spine, then e′ and (v0, vt) clearly form a strong pair.
Otherwise, (u, u′) is a chord and by Lemma 2.10(iii), again e′ and (v0, vt) form
a strong pair.

u1 u3

u4

u5

v1

v2v3

v4

v5
B1 B2

u2

(a)

B1

B2

u1 v1 v2 v3 u2 v4 v5 u3 u4 u5

(b)

Figure 4.2: (a) Red edges indicate forward edges involved in crossings. (b) Linear order and
assignment of edges to pages. The fat edge is assigned to p′

1. The dashed-dotted ones to p′
2 and

p′
3.

In the case where v = vi and v′ = vi+1 for some i < t (refer to e = (u1, v2)
and e′ = (u2, v3) in Figure 4.2a), we have that B = B′ = P . Suppose w.l.o.g.
that P is on p2. We claim that e′ = (u′, vi+1) and (u′, vi) form a strong pair. By
Lemma 2.3 and the K4-emptiness property, (u′, vi) exists and is forward. So, it
is on page p3. Since vertices vi and vi+1 are consecutive along the spine, edges
e′ and (u′, vi) form a strong pair.

(ii) In this case (refer to e = (u1, v1) and e′ = (u5, v3) in Figure 4.2a), P is a root-
block. Let e′

1 = (u′
1, v′

1) and e′
2 = (u′

2, v′
2) be two edges that are assigned to the

new page p′
1. Since P1 = B(v′

1) and P2 = B(v′
2) are both root blocks, it follows

that P1 and P2 are separated by a chord of L0. So, by Lemma 2.10, e′
1 is not in

con lict with e′
2.

Finally, we consider Case C.6 where e′ = (x, y) is a 2-hop of level L1 and e = (u, z)
is a binding edge of GP , where x, y, z ∈ L1 and u ∈ L0. Let x, z and y be assigned to
blocksBx,Bz andBy , respectively, that are not necessarily distinct. By Lemma 2.3 and
the K4-emptiness property, x → z → y is a path in L1. So, Bx and By are at distance
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4.1 The Two-Level Case 71

at most two on the block tree of G. If x and y are assigned to the same block (that is,
Bx = Bz = By), then e is called simple 2-hop (see Figure 4.3a). Suppose w.l.o.g. that
Bx precedes By in the pre-order traversal of the block tree of G. Then, there exist two
cases depending on whether Bx is an ancestor of By on the block tree. If this is not
the case, then Bx and By have the same parent-block, say Bp. In this case, e′ is called
bridging 2-hop (see Figure 4.3b). Suppose now that Bx is an ancestor of By . Then, the
path x → z → y contains the leader of By , which is either x or z. By Lemma 2.3 and
the K4-emptiness property, (u, x) (u, z) and (u, y) exist in G. So, u is either ul(By) or
uf (By). In the irst subcase, e′ is called forward 2-hop (see Figure 4.3c). In the second
subcase, since Bx is ancestor of By and the two blocks are at distance at most two, if
Bx is the parent-block ofBy , then e′ is called backward 2-hop (see Figure 4.3d). Finally,
if Bx is the grand-parent-block of By , then e′ is called long 2-hop (see Figure 4.3e).
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Figure 4.3: Different types of 2-hops (drawn in gray).

Lemma 4.5 (Case C.6). All crossing 2-hops can be assigned to seven pages in total.

Proof. By Lemma 4.6 all simple 2-hops can be embeded in any page that contains 2-
hops. All bridging 2-hops can be embedded in two new pages (see Lemma 4.8). For-
ward 2-hops can be embedded in one new page (see Lemma 4.11). Finally, backward
and long 2-hops can be embedded in two new pages each (see Lemma 4.13 and 4.15,
respectively). Summing up the above yields a total of seven pages for all 2-hops.

In the following we treat each type of 2-hops separately.
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72 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

Simple 2-hops:

Lemma 4.6. Let edges e and e′ of G cross such that e is a binding edge of GP and e′ a
simple 2-hop of G. Then, if e′ is placed on the same page as any other 2-hop e′′, then e′

and e′′ do not cross.

Proof. Let e′ = (x, y) where x, y ∈ L1 and e = (u, z), where u is a vertex of L0 and
z a vertex of L1. By de inition of simple 2-hops, vertices x, z and y belong to the same
blockB. Then, for the leader ℓ(B) ofB, it holds that ℓ(B) /∈ {x, z, y}. By Lemma2.9(iii),
vertices x, z and y are consecutive along the spine and appear in this order from left to
right. If e′ = (x, y) is placed on a page ph and crosses with another 2-hop e′′ on ph, then
e′′ has z as one endpoint. Hence, e′ and e′′ would cross in the 1-planar embedding of G,
a contradiction.

Bridging 2-hops: Recall that, by de inition, if e′ = (x, y) is a bridging 2-hop, then Bx

and By are at distance two, and they have the same parent-block BP and a common
leader, say ℓ. Since ℓ is a cut-vertex of L1, which separates blocks Bx and By , any x − y

path on L1 must go through ℓ. Hence, for the path x → z → y, we have that z = ℓ. Also,
from the assumption that Bx precedes By along the spine and by Lemma 2.3 and the
K4-emptiness property, it follows that u = ul(Bx) = uf (By).

Lemma 4.7. Let B be a block of G with children-blocks B1, B2, …, Bs, where for any
i < j all vertices of Bi appear before all vertices of Bj along the spine. Then: (i) there
is at most one bridging 2-hop of G with one endpoint on B1, (ii) there are at most two
bridging 2-hops of G with one endpoint on Bi for i = 2, . . . , s − 1 and (iii) there is at
most one bridging 2-hop of G with one endpoint on Bs.

Proof. By de inition, if e′ = (x, y) is bridging 2-hop, then Bx and By have the same
parent-block BP and the same leader, say ℓ. Therefore, if e′ has one endpoint on one of
the children-blocksBi ofB, then its other endpoint is also on another child-blockBj of
B (i ̸= j). By Lemma2.9(ii), if |j−i| > 1, i.e.Bi andBj are not consecutive child-blocks
ofB, then e′ would cross with edges (ℓ, ul(Bi)), (ℓ, ul(Bi+1)), …, (ℓ, ul(Bj−1)), i.e., with
at least two edges of G, contradicting 1-planarity of G. So, j = i − 1 or j = i + 1 and
the lemma follows.

Lemma 4.8. All bridging 2-hops of G can be placed on two new pages without crossings.

Proof. Let e′
1 = (x1, y1) and e′

2 = (x2, y2) be two bridging 2-hops of G. W.l.o.g. assume
that x1, x2, y1, y2 appear in this order along the spine from left to right, i.e., edges e′

1 and
e′

2 cannot be placed on the same page. Since x2 appears after vertex x1, by Lemma 2.8,
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x2 is either a vertex of Bx1 with greater index than x1, or its block Bx2 appears after
block Bx1 . Similarly, since x2 appears before y1 on the spine, by the same lemma, x2 is
either a vertex of By1 with smaller index than y1, or its block Bx2 appears before block
By1 . By the de inition of bridging 2-hops, Bx1 and By1 are consecutive children-blocks
of a block B with the same leader. Hence, the only blocks that are between Bx1 and
By1 on the spine are descendant-blocks of Bx1 on the block-tree. Combining the above
restrictions, we distinguish three cases for Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 and x2 appears after
x1, (c.2) Bx2 is a descendant of Bx1 , and (c.3) Bx2 = By1 and x2 appears before y1.

In the irst and third case, edges e′
1 and e′

2 are bridging 2-hopswith one endpoint on
the sameblock. In the second case, again byde inition,By2 is also a descendant-block of
Bx1 (since Bx2 and By2 have the same parent-block). Then, By2 appears before By1 on
the ordering of blocks, a contradiction. Hence, if two bridging 2-hops e′

1 and e′
2 cannot

be placed on the same page, then they have an endpoint on the same block.
Consider now an auxiliary graph where vertices are bridging 2-hops of G and an

edge exists if the bridging 2-hops corresponding to its endpoints cannot be placed on
the same page, i.e., if the two bridging 2-hops have an endpoint on the same block in
G. By Lemma 4.7, it follows that the auxiliary graph consists of disjoint paths and is
therefore bipartite. We assign bridging 2-hops that correspond to vertices of the irst
(second, respectively) bipartition in the auxiliary graph to irst (second, respectively)
page of the two available ones. It is clear that bridging 2-hops on the same page do not
cross, concluding the proof of the lemma.

Forward 2-hops: Recall that, by de inition, if e′ = (x, y) is a forward 2-hop, then Bx

is an ancestor of By and vertex u is ul(By). Also, since x → z → y is a path of G and x,
y belong to different blocks, it follows that the index of y on By is either 1 or 2.

Lemma 4.9. Let v1 and v2 be two vertices of L1 such that v1 appears before v2 on the
spine. Let v be the last common vertex of trails tr(v1) and tr(v2). Then, all vertices of
tr(v1) after v precede vertices of tr(v2) after v.

Proof. Let B1 = B(v1), B2 = B(v2) and B = B(v). Since v is the last common vertex
of tr(v1) and tr(v2), it follows that B is the last common ancestor of B1 and B2 on the
block-tree. Then, on the ordering of blocks, all blocks on the path de ined fromB toB1

appear before all blocks on the path fromB toB2. Hence, tr(v1) and tr(v2) are identical
up to vertex v and vertices of tr(v1) after v precede vertices of tr(v2) after v.

Lemma 4.10. Let e′ = (x, y) be a forward 2-hop. Then, tr(y) = tr(x) → z → y.

Proof. It suf ices to prove that x, z, y appear in this order from left to right along the
spine. Since y is either the irst or second vertex ofBy , either z = ℓ(By) or z is the irst
vertex of By respectively. In both cases, the desired property holds.
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Lemma 4.11. All forward 2-hops of G can be placed on a new page without crossings.

Proof. Let e′
1 = (x1, y1) and e′

2 = (x2, y2) be two forward 2-hops of G. W.l.o.g. assume
that x1, x2, y1, y2 appear in this order along the spine from left to right, i.e., edges e′

1 and
e′

2 cannot be placed on the same page. Consider the trails of y1 and y2. By Lemma 4.10,
tr(y1) = tr(x1) → z1 → y1 and tr(y2) = tr(x2) → z2 → y2. Let vx be the last common
vertex of the trails tr(x1) and tr(x2) and vy the last common vertex of the trails tr(y1)
and tr(y2). By Lemma 4.9, if vx is not x1, then all three vertices x1, z1 and y1 will appear
beforex2, z2 and y2 (as in this casewewouldhave vx = vy), a contradiction.Hence, vx =
x1 and vy ∈ {x1, z1, y1}. Similarly, let v be the last common vertex of the trails tr(x2)
and tr(y1). By Lemma 4.9, if v is not x2, then all three vertices x2, z2 and y2 will appear
before y1 (as in this case we would have v = vy), a contradiction. Hence v = x2 and
vy ∈ {x2, z2, y2}. From the above, it follows that vy ∈ {x1, z1, y1} and vy ∈ {x2, z2, y2}.
By the order of the vertices along the spine, it follows that vy /∈ {x1, y2}. If vy = z1,
then vy = x2 also (otherwise, if vy = z2 vertex x2 would also be on the common part
of the trails, and inevitably it would be x2 = x1, a contradiction). On the other hand, if
vy = y1, then vy = z2 and z1 = x2 (since they are the unique vertex on the trail before
vy). In both cases, the K4-emptiness property is violated.

Backward 2-hops: By de inition, if e′ = (x, y) is a backward 2-hop, then vertex u =
uf (By) and Bx is the parent-block of By and y is either the last or the second-to-last
vertex of By .

Lemma 4.12. If e′ = (x1, y1) and e′′ = (x2, y2) are two backward 2-hops, then By1 ̸=
By2 .

Proof. For a backward 2-hop e′ = (x, y) we say that the last edge of By is covered
by edge e′. By Lemma 2.3 and the K4-emptiness property, the last edge of By can be
covered by at most one backward 2-hop. So, By1 ̸= By2 holds for e′

1 and e′
2.

Lemma 4.13. All backward 2-hops of G can be placed on two new pages without cross-
ings.

Proof. Let e′
1 = (x1, y1) and e′

2 = (x2, y2)be twobackward 2-hops ofG. By Lemma4.12,
By1 ̸= By2 . W.l.o.g. assume that x1, x2, y1, y2 appear in this order along the spine from
left to right, i.e., edges e′

1 and e′
2 cannot be placed on the same page. Since x2 appears

after vertex x1, by Lemma 2.8, x2 is either a vertex of Bx1 with greater index than x1,
or its block Bx2 appears after block Bx1 . Similarly, since x2 appears before y1 on the
spine, by the same lemma, x2 is either a vertex of By1 with smaller index than y1, or its
block Bx2 appears before block By1 . Combining the above restrictions, we distinguish
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three cases for Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 and x2 appears after x1, (c.2) Bx2 is a descendant
of Bx1 that appears before By1 , and (c.3) Bx2 = By1 and x2 appears before y1.

In the irst two cases, since By2 is child-block of Bx2 , By2 will appear before By1

and y2 will be to the left of y1, a contradiction. Hence, if two backward 2-hops e′
1 and e′

2
cannot be placed on the same page, then Bx2 = By1 .

We say that a backward 2-hop e′ = (x, y) is charged to block Bx (i.e., to the parent-
block). Then, whenever e′

1 and e′
2 cannot be placed on the same page, we have that

they are charged to blocks of consecutive levels on the block-tree. Then, we can place
backward2-hops that are chargedonblocksof odd level ononeof the twonewavailable
pages and those charged on blocks of even level on the other available page. It is clear
that backward 2-hops on the samepagedonot cross, concluding theproof of the lemma.

Long 2-hops: By de inition, if e′ = (x, y) is a long 2-hop, then u = uf (By) = uf (Bz),
By is the irst child-block of Bz and Bz is a child-block of Bx.

Lemma 4.14. Let e′ = (x, y) be a long 2-hop of G. We say that Bz is themiddle block of
e′, and By the ending block of e′. Then, a block B can be middle (ending) block of at most
one long 2-hop e′. Also, B cannot be middle block of a long 2-hop e′ and ending block of
another long 2-hop e′′ at the same time.

Proof. The proof is similar to the one of Lemma 4.12. We say that the last edge of a
block B is covered by a long 2-hop e′ = (x, y), if B is the middle or ending block of e′.
By Lemma 2.3 and the K4-emptiness property, the last edge of B can be covered by at
most one long 2-hop, and the lemma follows.

Lemma 4.15. All long 2-hops of G can be placed on two new pages without crossings.

Proof. Let e′
1 = (x1, y1) and e′

2 = (x2, y2) be two long 2-hops of G. W.l.o.g. assume that
x1, x2, y1, y2 appear in this order along the spine from left to right, i.e., edges e′

1 and
e′

2 cannot be placed on the same page. Since x2 appears after vertex x1, by Lemma 2.8,
we have that x2 is either a vertex of Bx1 with greater index than x1, or its block Bx2

appears after blockBx1 . Similarly, since x2 appears before y1 on the spine, by the same
lemma, we have that x2 is either a vertex ofBy1 with smaller index than y1, or its block
Bx2 appears before block By1 . Combining the above restrictions and the fact that By1

is the irst child-block of Bz1 , we distinguish four cases for Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 and
x2 appears after x1, (c.2) Bx2 is a descendant of Bx1 before Bz1 , (c.3) Bx2 = Bz1 , and
(c.4) Bx2 = By1 and x2 appears before y1.

In the irst two cases, since By2 is grand-child-block of Bx2 , By2 will appear before
By1 and y2 will be to the left of y1, a contradiction. Hence, if two long 2-hops e′

1 and e′
2
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76 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

cannot be placed on the same page, then Bx2 = By1 or Bx2 = Bz1 . We say that a long
2-hop e′

1 is indirectly in con lict with e′
2 if Bx2 = By1 and directly in con lict with e′

2 if
Bx2 = Bz1 . Note that Lemma 4.14 in terms of con licts means that a long 2-hop cannot
be simultaneously indirectly and directly in con lict with other 2-hops. In the following,
we use induction on the number of blocks to show that two pages are suf icient.

Start with block B1, the root-block of the block-tree. Long 2-hop edges e′ = (x, y)
with Bx = B1 are not in con lict with each other and can, therefore, be placed on the
same page. Suppose that we have placed all long 2-hop edges e′ = (x, y) with Bx ≤ Bs

on two pages, say p1 and p2.
Let e′ = (x, y) with Bx = Bs+1 be a long 2-hop. We claim that it can be placed on

one of the two pages without introducing any crossings. We have that e′ is indirectly
in con lict with a long 2-hop e′

1 = (x1, y1), if Bx = By1 and directly in con lict with
a long 2-hop e′

2 = (x2, y2), if Bx = Bz2 . By Lemma 4.14, e′ cannot be simultaneously
indirectly and directly in con lict with other long 2-hops. So, assume irst that e′ is only
indirectly in con lict with other long 2-hops of G. As already stated, if e′ is indirectly
in con lict with e′

1 = (x1, y1), then Bx = By1 . Then, Bz1 is the parent-block of Bx and
Bx1 the grand-parent-block ofBx. These blocks are uniquely de ined and e′

1 is the only
long 2-hop that e′ is indirectly in con lict with. Clearly, if e′

1 is on page pi, then e′ can go
on the other page pj , where i ̸= j. In the case where e′ is only directly in con lict with
other long 2-hops ofG, we have that if e′

2 = (x2, y2) is such an edge, thenBx = Bz2 . By
Lemma 4.14, Bx can be middle block of at most one long 2-hop, that is, e′

2 is the only
long 2-hop that e′ is directly in con lict with. So, if e′

2 is on page pi, then e′ can go on the
other page pj , where i ̸= j. By induction, it follows that all long 2-hop edges of G can
be placed on two new pages.

4.2 The Multi-Level Case

Wenowconsider themoregeneral case according towhich thegiven1-planar graph
G consists of more than two levels, say L0, L1, . . . , Lλ, λ ≥ 2.

Lemma 4.16. Any simple internally-maximal 1-planar graph G with λ ≥ 2 levels, that
satis ies the K4-emptiness property and has no crossings at its unbounded face admits a
book embedding on 34 pages.

Proof. We irst embed in 5 pages the underlying planar structure GP of G using the
algorithm of Yannakakis (see Section 2.2.1). This implies that all vertices of a block of
level i, except possibly for its leader, are between two consecutive vertices of level i−1,
i = 1, . . . , λ. So, for outer crossing chords that are involved in crossingswith level edges
of GP (Case C.1), one universal page (denoted by upc in Lemma 4.2(i)) suf ices, since
such chords are not incident to block-leaders.
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Next,we consider theouter crossing chords that are involved in crossingswithbind-
ing edges or bridge-blocks of G (Cases C.2 and C.3). Such a chord ci,j = (vi, vj) of a
block B is on the same page as the boundary and the non-crossing chords of B. The
pathP [vi → vj ] on the boundary ofB joins the endpoints of the crossing chord. Hence,
if another edge of the same page crosses with ci,j , then it must also cross with an edge
of B, a contradiction. Therefore, such chords do not require additional pages.

For binding edges of Case C.4, 5 pages in total suf ice (one page for each page of
GP ). For binding edges of Case C.5, we argue differently. Since a binding edge between
levels Li+2 and Li+1 cannot cross with a binding edge between levels Li−1 and Li−2,
i = 2, . . . , λ − 2, it follows that binding edges that bridge pairs of levels at distance at
least 3 are independent. So, for binding edges of Case C.5 we need a total of 9 pages.

Similarly, all blocks of level i + 1 that are in the interior of a certain block of level i

are always between two consecutive vertices of level i − 1, i = 1, 2, . . . , λ − 1. Hence,
2-hops that are by at least two levels apart in the peeling order are independent, which
implies that for 2-hops we need a total of 2 ∗ 7 = 14 pages (Case C.6). Summing up we
need 5 + 1 + 5 + 9 + 14 = 34 pages for G.

4.3 Coping with Multiedges

At the beginning of the algorithm, one must augment the input 1-planar graph, in
order to guarantee theK4-emptiness property. The augmentation, however, may intro-
duce multiedges. On the positive side, we can assume that all multiedges are crossing-
free. Indeed, if a multiedge contains an edge that is involved in a crossing, then this
particular edge can be safely removed from the graph, as it can be “replaced” by any of
the corresponding crossing-free ones.

Let (v, w) be a double edge of G. Denote by Gin[(v, w)] the so-called interior sub-
graph of G with respect to (v, w) that is bounded by the double edge (v, w) in Γ(G).
By Gext[(v, w)] we denote the so-called exterior subgraph of G with respect to (v, w)
derived from G by substituting Gin[(v, w)] by a single edge (see Figure 4.4). Clearly,
Gext[(v, w)] stays internally-maximal 1-planar, satis ies theK4-emptinessproperty, has
no crossings at its unbounded face and simultaneously has fewer multiedges than G.
So, it can be recursively embedded. The base of the recursion is a graph that can be
embedded based on Lemma 4.16.

On the other hand, we cannot assure that the interior subgraph has fewer multi-
edges than G. Our aim is to modify it appropriately, so as to reduce the number of its
multiedges by one. To do so, we will “remove” the multiedge (v, w) that de ines the
boundary of Gin[(v, w)], so as to be able to recursively embed it (again we seek to em-
ploy Lemma 4.16 in the base of the recursion). Let ei(v) (ei(w), respectively) be the
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78 Chapter 4. Book Embedding of 1-Planar Graphs

i-th edge incident to vertex v (w, respectively) in clockwise direction and between the
two edges that form the double edge (v, w). We replace vertex v (w, respectively) by a
path ofd(v) (d(w), respectively) vertices, say v1, v2, . . . , vd(v) (w1, w2, . . . , wd(w), respec-
tively), such that vertex vi (wi, respectively) is the endpoint of edge ei(v) (ei(w), respec-
tively). Let Gin[(v, w)] be the implied graph. Since Gin[(v, w)] has no new crossings, it
can be augmented to internally-maximal 1-planar, that satis ies theK4-emptiness prop-
erty, has no crossings at its unbounded face and has fewer multiedges thanGin[(v, w)].
So, Gin[(v, w)] can be embedded recursively.

u4

u1

u5 u3

u2
v

w

(a) Gin[(v, w)]

u4

u1

u5 u3

u2

w

v

(b) Gext[(v, w)]

v6 v5 v4 v3 v2 v1

w1 w8w2 w7

(c) Gin[(v, w)]

Figure 4.4: Illustration of the decomposition in case of multiedges.

Wenowdescribehow toplug the embeddingofGin[(v, w)] in the oneofGext[(v, w)].
Suppose that (v, w) of Gext[(v, w)] is on page p. Clearly, p is one of the pages used to
embed the planar structure of Gext[(v, w)], since (v, w) is not involved in crossings in
Gext[(v, w)]. Let the boundary of Gin[(v, w)] be also on page p. Since (v, w) is present
in the embedding of Gext[(v, w)], it suf ices to plug in the embedding of Gext[(v, w)]
only the interior of Gin[(v, w)], which is the same as the one of Gin[(v, w)]. Suppose
w.l.o.g. that in the embedding of Gext[(v, w)] v appears before w. Then, we place the
interior subgraph of Gin[(v, w)] to the right of v. The edges connecting the interior of
Gin[(v, w)] with v (w,respectively) are assigned to page p (a new page p′ which is in
correspondence to p, respectively). In this way, we create 5 new pages.

Next,weprove that no crossings are introduced. Since theboundaryofGin[(v, w)] is
on page p, all edges incident to v towardsGin[(v, w)] become back edges ofGin[(v, w)].
So, edges that join v with vertices in the interior of Gin[(v, w)] do not cross with other
edges in the interior of Gin[(v, w)]. Since Gin[(v, w)] is placed next to v, edges incident
to v do not cross edges of Gext[(v, w)] on page p. Similarly, we argue that edges inci-
dent to w towards the interior of Gin[(v, w)] do not cross other edges in the interior of
Gin[(v, w)] on page p′. It remains to prove that edges incident tow do not cross edges of
Gext[(v, w)] on page p′. Such a crossing can only be in the presence of another double-
edge (v′, w′) also of page p in Gext[(v, w)]. Say w.l.o.g. that v′ is to the left of w′ (recall
that v is to the left of w). First, consider the case where v ̸= v′. If a con lict occurs
because of Gin[(v, w)] and Gin[(v′, w′)], then (v, w) and (v′, w′), which belong to the
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4.4 Coping with Crossings on the Graph’s Unbounded Face 79

planar structure, must cross. If on the other hand v = v′ (and w.l.o.g. w to the left of
w′), it suf ices to place Gin[(v, w)] before Gin[(v′, w′)].

4.4 Coping with Crossings on the Graph’s Unbounded Face

If there exist crossings incident to the unbounded face of G, then, when we aug-
ment G in order to ensure the K4-emptiness property, we must also triangulate the
unbounded face of the planarized graph implied by replacing all crossings of G with
crossing vertices (recall the irst stepof our algorithm). This proceduremay lead to a sit-
uation where the unbounded face is a double edge, say (v, w). In this case, Gext[(v, w)]
consists of two vertices and a single edge between them. Gin[(v, w)] is treated as de-
scribed above. So, we are now ready to state the main result of this chapter.

Theorem 4.2. Any 1-planar graph admits a book embedding in a book of 39 pages.
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5 AVDTC of Generalized Halin Graphs with
Maximum Degree 3

In this chapterweexamine theAdjacentVertexDistinguishingTotal chromatic num-
berof generalizedHalin graphswithmaximumdegree3. ChenandZhang [CZ08]proved
that if G is a generalized Halin graph with ∆(G) ≥ 6 and no two adjacent vertices of
maximum degree, then its AVDT chromatic number equals ∆(G) + 1, and if G has ad-
jacent vertices of maximum degree, for ∆(G) ≥ 5, it is χ′′

a(G) = ∆(G) + 2. The same
bounds hold for planar graphs with ∆(G) ≥ 14 [WH14]. These results leave open the
cases of graphs with small maximum degree. The main theorem of this chapter states
that χ′′

a(G) = ∆(G) + 2 for generalized Halin graphs with ∆(G) = 3. This strengthens
both previously mentioned results. Also, it is a step towards a positive answer to the
question of whether 5 colors suf ice for the AVDT coloring of graphs with ∆(G) = 3
posedbyHulgan [Hul09]. Recall that by de inition a planar graphG is generalizedHalin
graph if it can be drawn on the plane without crossings such that its outerface f0 has
only vertices of degree 3 and after removing all edges of f0 the remaining subgraph of
G is a tree T ; see Figure 5.1a for an example.We say that T is the backbone ofG. Under
the requirement thatG has maximum degree 3 it follows that the backbone T ofG has
inner vertices (i.e. vertices that are not leaves) of degree 2 or 3. The main theorem of
this chapter is the following:

Theorem 5.1. Let G be a generalized Halin graph with maximum degree 3. Then the
AVDT chromatic number of G is χ′′

a(G) = 5.

Note that all vertices of f0 have degree 3 and by Lemma 2.5 χ′′
a(G) ≥ 5. Therefore

Theorem 5.1 is optimal.
Consider now a tree T of maximum degree 3. We construct another tree TC from T

as follows: LetP = u0, u1, . . . , us, us+1 be a path in T of length s+1, where s ≥ 2, such
that all vertices of P have degree 2 except for its endpoints u0 and us+1 that may have
degree 1 or 3.We contractP to a shorter path of length 1 or 2depending on the parity of
s. In particular, if s ≡ 0(mod2) we replace P by the edge (u0, us+1), and if s ≡ 1(mod2)
we replace P by the path PC = u0, u′, us+1. We apply the above contracting operation
for every such path P of T , and say that the produced tree TC is the contracted tree of
T (see Figure 5.1b). It is not hard to see that TC is uniquely derived from T (while it
can be the case that two different trees T1 and T2 have the same contracted tree TC),
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T is a subdivision of TC and that TC has the same number of leaves as T and the same
number of vertices of degree 3. Furthermore, if there is a vertex v with dTC

(v) = 2 then
both neighbors of v in TC have degree 1 or 3. If TC is the same tree as T we say that T

satis ies the contraction property.

(a)
u

vwx

y

(b)

Figure 5.1: (a) A generalized Halin graph G of ∆ = 3 with backbone T that does not satisfy
the contraction property. (b) GC has as backbone the contracted tree TC of T with diameter
diam(TC) = 6.

Our purpose is to prove Theorem 5.1 irstly for trees that satisfy the contraction
property and then expand it to all trees and therefore to all generalized Halin graphs
withmaximumdegree 3. So, in the following letT be a tree that satis ies the contraction
property and let G be the generalized Halin graph of ∆(G) = 3 with T as its backbone.
For our proof we will use induction on the number of vertices of T . The base of the
induction will correspond to generalized Halin graphs whose backbone has at most six
vertices, and are described in the following cases:

− If T has three vertices, then T is isomorphic to the path P3 (see Figure 5.2a).
− If T has four vertices, then T is isomorphic to the star K1,3(see Figure 5.2b).
− If T has ive vertices, then T is isomorphic to the tree of Figure 5.2c.
− If T has six vertices, then T is isomorphic to the tree of Figure 5.2d or the one of

Figure 5.2e.

Note that the trees of Figures 5.2a-5.2b ( Figures 5.2c-5.2d) are the only trees with
∆ = 3 that satisfy the contraction property and have diameter 2 (3 respectively). For a
tree T that satis ies the contraction property and has more than 6 vertices, let u and v

be two peripheral vertices of T , i.e. such that d(u, v) = diam(T ). It is clear that both u

and v are leaves of T and that the path Puv connecting u and v in T is unique. If T has
more than 6 vertices, then let w be the vertex of Puv with d(u, w) = 2 and y the vertex
of Puv with d(u, y) = 3. Note that in this case diam(T ) ≥ 4. Hence, vertices u, w and y

are distinct. We distinguish two cases depending on whether w has degree 2 or 3 in T .
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u

v

(a)

u

v

(b)

u

v

(c)

u

v

(d)

u v

(e)

Figure 5.2: Different trees that satisfy the contraction property with (a) three, (b) four, (c) ive
and (d)-(e) six vertices. Leaves of T are white vertices and the path Puv is gray shaded.

− if d(w) = 2, the contraction property gives that the degree of the neighbors of w

is either 1 or 3. In this case it should be always 3 since w has distance 2 from u,
which is a leaf, and since T has diameter at least 4. Let x be the neighbor of w with
d(u, x) = 1. Since u is a peripheral vertex of T the third neighbor of x (that is not
on Puv) is a leaf of T (see Figure 5.3a).

− if d(w) = 3, then we have a total of 6 different cases that are shown in Figures 5.3b-
5.3g. These cases correspond to all rooted trees where the rootw has two children,
the height of the tree is 2 and the maximum degree is 3.
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y

w
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d(w) = 3

(f)
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y

w

v

x

d(w) = 3

(g)

Figure 5.3: Trees that satisfy the contraction property with diam(T ) ≥ 4: (a) d(w) = 2, and
(b-g) d(w) = 3. Leaves of T are white vertices and the path Puv is gray shaded.
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Base Of Induction: The base of our induction is formed by all generalized Halin
graphs, whose backbone trees have at most 6 vertices. In Figure 5.4, we illustrate valid
AVDT-colorings for these graphs. Note that these graphs are simple, except for the one
of Figure 5.4a, which contains a parallel edge. This graph is only required for the in-
duction step, as we will shortly see.

1 2
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4(3)
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1

2 3
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3(1)

3

5

(c)

2

1 5

3

1

4

2(4)5(3)

4(5)

32

3(5) 4(2)

5(4)

1

(d)

2

2

4(3)

1
3(4)
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2(5) 1(4)

4(2, 3)

3

5

15(1, 3)

(e)

Figure 5.4: AVDT colorings of generalized Halin graphs with backbone the trees of Figure 5.2.

Induction Step: For the inductive step, we will assume that all generalized Halin
graphs that (i) are of maximum degree 3, (ii) have n0 > 6 vertices and (iii) whose
backbone trees satisfy the contraction property, have AVDT chromatic number 5. We
will prove that if the backbone T of a Halin graph G has n > n0 vertices, ∆(G) = 3
(and satis ies the contraction property), then its AVDT chromatic number is also equal
to 5. From the above analysis, it follows that T has two peripheral vertices u and v such
that d(u, v) ≥ 4 and T is one of the trees shown in Figure 5.3.

Themain idea is that for each one of these cases,wewill pruneT to a smaller treeT ′

that satis ies the induction hypothesis. In particular, T ′ is obtained fromT by removing
from it the subtree, which is rooted at w and contains u (without, however, removing
vertex w; refer to the parts of T in the dashed drawn regions of Figure 5.3). In this
way, T ′ contains vertex v (but not u) and has w as a leaf (recall that w is at distance
2 from u in T ). As a subtree of T , T ′ satis ies the contraction property and has n′ ≥
n − 6 vertices. Also note that n′ ≥ 3 since diam(T ′) ≥ diam(T ) − 2 ≥ 2. So, by the
induction hypothesis, the generalized Halin graph G′ with backbone T ′ has an AVDT-
coloring with 5 colors.

Without loss of generality, assume that the produced coloring ofT ′ is the one shown
in Figure 5.5, wherew1 andw2 are the two neighbors ofw along the outerface f ′

0 ofG′.
Note thatw1 = w2 may occur, but only in the case whereG′ is the graph of Figure 5.4b.
We have that edges (w, w1), (w, w2) and (w, y) have colors 1, 2 and 3 respectively, while
vertex w has color 4. Then, the only color that does not belong to the color set of w is
color 5. For simplicity, if a vertex of degree 3 has color p and c is the only color not in
its color set, we say that the color of the vertex is p(c). Similarly, if a vertex of degree
2 has color p and c1, c2 are the two colors that do not belong to its color set, we say
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w : 4(5)

v

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2
3

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

Figure 5.5: AVDT coloring of G′ with backbone T ′, where T ′ is the pruned tree T with w as a
leaf.

that the color of the vertex is p(c1, c2). Following this notation, verticesw1 andw2 have
colors p1(c1) and p2(c2), while vertex y has color p3(c3), if it has degree 3 or it has color
p3(c3, c′

3), if it is a vertex of degree 2. By the de inition of AVDT-colorings it follows that
p1, p2, p3 ̸= 4 and c1, c2 ̸= 5. If y has degree 3 with color p3(c3), then c3 ̸= 5 must also
hold. From this coloring ofG′, we will derive a valid AVDT-coloring forG by examining
each of the possible con igurations for pruning T shown in Figure 5.3. However, before
we do so, we make the following remarks:

− Let z be a vertex of degree 2with incident edges e1 = (z, z1) and e2 = (z, z2), where
z1 and z2 have degree 3 in G by the contraction property. Suppose that edge e1 has
color p′

1, e2 color p′
2, vertex z1 has color p1(c1) and vertex z2 color p2(c2) (where

p′
i ̸= pi, ci for i = 1, 2). Then, there are three available colors for vertex z and at
least one of them is different from p1 and p2. Also, the color set of z consists of three
colors and is different from the color sets of its two neighbors z1 and z2, since they
contain four colors. This implies that in order to produce a valid AVDT-coloring for
G, it suf ices to color all uncolored edges and vertices of degree 3.

− Let z1 and z2 be two adjacent vertices of degree three. Suppose that all edges inci-
dent to z1 and z2 are colored. Then there are two colors available for z1, say {p1, p′

1}
and two colors for z2, say {p2, p′

2}. Then, zi (i = 1, 2) can take color pi(p′
i) or p′

i(pi).
If the two sets are disjoint, i.e., {p1, p′

1} ∩ {p2, p′
2} = ∅, then the coloring of z1 is

independent from the coloring of z2 in the sense that any coloring distinguishes
them.

Assume that T is the tree shown in Figure 5.3a. Since w has degree 2 in T , vertex
y has degree 3 by the contraction property and color p3(c3). By the coloring of G′ we
have a partial coloring of G (refer to Figure 5.6a): it remains to extend it to an AVDT
coloring of G by appropriately coloring the uncolored elements of G.

We color edges (u, u′), (u, x), (u′, x) and (x, w)with colors 3, 4, 5 and 1 respectively,
and vertex w with color 4(2, 5). For vertex u the only available colors are {2, 5}, for
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86 Chapter 5. AVDTC of Generalized Halin Graphs with Maximum Degree 3

vertex x colors {2, 3} and for vertex u′ colors {1, 4} (see Figure 5.6b). Note that {1, 4}∩
{2, 5} = ∅ and {1, 4} ∩ {2, 3} = ∅, which implies that the coloring of u′ is independent
from the coloring of its neighbors u and x. So, starting from vertex u′ there are two
possible colorings 4(1) and 1(4). Since p2 ̸= 4, u′ can’t be colored as 4(1) if and only if
c2 = 1. But in this case we can use the second coloring 1(4), since p2 ̸= c2 = 1 and
c2 ̸= 4. Hence u′ can always be colored. Now for the other two vertices, there are two
possible colorings:{

u : 2(5) and x : 3(2)
u : 5(2) and x : 2(5)

Examining vertex u, the coloring 2(5) is not applicable if and only if p1 = 2 (since c1 ̸=
5). But in this case, the second coloring 5(2) is possible. Hence, in any case the coloring
can be extended to a proper AVDTC of G.

u

w

v

x

y : p3(c3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

(a)

u : {2, 5}

w

x : {2, 3}

y : p3(c3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 4}

4 5

3

4(2, 5)

1

(b)

Figure5.6:G is the generalizedHalin graphwith backboneT , whereT is the tree of Figure5.3a.
(a) The partial coloring ofG derived from the AVDT coloring ofG′ (b) Extension of the coloring
of (a). Elements with red color are colored according to G′, available colors for vertices are
shown in brackets.

Let now T be the tree of Figure 5.3b. In Figure 5.7a we can see the partial coloring
of G produced by the coloring of G′.

We color edges (u, u′), (u, x), (u′, w) and (x, w)with colors 4, 3, 5 and 1 respectively.
For vertex u the only available colors are {2, 5}, for vertex u′ colors {1, 3}, for vertex
w colors {2, 4} and for vertex x colors {1, 4, 5}(see Figure 5.7b). If one considers only
vertices of degree 3, the coloring of u depends only on the coloring of w1, the coloring
of u′ on the one ofw2 and the coloring ofw on the coloring of y (this is because the sets
of available colors of uncolored adjacent vertices are disjoint). So, for vertex u there
are two possible colorings 2(5) and 5(2). Since c1 ̸= 5, u can’t be colored as 2(5) if
and only if p1 = 2. But in this case we can use the second coloring 5(2). Hence u can
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always be colored. The same applies for vertex u′, and w if y has d(y) = 3. However if
y is of degree 2 with color p3(c3, c′

3), then w can always take color 4(2), since p3 ̸= 4
and the two vertices have different degree and therefore different color sets. The only
vertex that remains uncolored is vertexx. Sincexhas degree 2 it can always be properly
colored. In any case the coloring can be extended to a proper AVDTC of G.

u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(a)

u : {2, 5}

x
{1, 4, 5}

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 3}

3

5

4

w {2, 4}
1

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(b)

Figure5.7:G is the generalizedHalin graphwithbackboneT , whereT is the tree of Figure5.3b.
(a) The partial coloring ofG derived from the AVDT coloring ofG′ (b) Extension of the coloring
of (a).

IfT is the tree of Figure 5.3c then the partial coloring ofG produced by the coloring
of G′ is the one shown in Figure 5.8a.

We color all uncolored edges and vertex w as in Figure 5.8b. Considering only ver-
tices of degree 3, the coloring of u depends only on the coloring of w1 and the coloring
of u′ on the one of w2. So, for vertex u there are two possible colorings 4(2) and 2(4).
Since p1 ̸= 4, u can’t be colored as 4(2) if and only if c1 = 2. But in this case we can use
the second coloring 2(4). Hence u can always be colored. The same applies for vertex
u′. The only vertices that remain uncolored are vertices x and x′ of degree 2 . But we
know that they can always be colored giving a proper AVDTC of G.

For the next case, let T be the tree of Figure 5.3d with corresponding partial color-
ing of G as in Figure 5.9a.

We color all uncolored edges and vertex u′ as in Figure 5.9b. Considering only ver-
tices of degree 3, the coloring of u depends only on the coloring of w1 and so we can
always ind a proper coloring for u. For the remaining vertices of degree 3we have two
possible colorings:{

w : 1(2), x′2(3) and u′′ : 1(2)
w : 2(1), x′3(2) and u′′ : 2(1)

Since the coloring ofw may be determined by the coloring of vertex y, the coloring of x′
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u
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or

p3(c3, c
′
3)

x′

(a)

u : {2, 5}

{1, 3, 5}

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 4}

4 5

3

w : 4(5)

2

y : p3(c3)
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Figure5.8:G is the generalizedHalin graphwith backboneT , whereT is the tree of Figure 5.3c.
(a) The partial coloring ofG derived from the AVDT coloring ofG′ (b) Extension of the coloring
of (a).

and u′′ is also determined. However, the coloring of x′ is independent from the coloring
of its third neighbor w2 and the coloring of u′′ is also independent from the coloring of
w2 and u. Finally, vertex x has degree 2, hence it can be always properly colored giving
a proper AVDTC of G.
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Figure5.9:G is the generalizedHalin graphwithbackboneT , whereT is the tree of Figure5.3d.
(a) The partial coloring ofG derived from the AVDT coloring ofG′ (b) Extension of the coloring
of (a).

We continue with the case where T is the tree of Figure 5.3e. In Figure 5.10a we
can see the corresponding partial coloring of G.

In Figures 5.10b and 5.10c we can see two colorings of G, where vertex u has color
4(5) (recall that p1 ̸= 4 and c1 ̸= 5):{

u′ : 4(3) and w : 2(5)
u′ : 3(5) and w : 4(2)

Suppose that none of the above colorings is valid, i.e. u′ is not distinguished from w2

and/orw is not distinguished from y. We consider two cases depending on whether c2

equals 3 or not.
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− c2 = 3: In this case the irst coloring is not applicable as u′ would have the same
color set with w2. If on the other hand we use color 3(5) for u′, it is distinguished
from w2 since p2 ̸= 3 = c2 and c2 ̸= 5. Under the assumption that the second
coloring is not valid either, it follows that w is not distinguished from y. For y it is
p3 ̸= 4, so y is a vertex of degree three with c3 = 2.

− c2 ̸= 3: In this case the irst coloring distinguishes u′ from w2 (since p2 ̸= 4), hence
w is not distinguished from y. This can only occur if p3 = 2. But then, the second
coloring distinguishes w from y. Hence u′ can’t be colored as 3(5) and therefore
p2 = 3.

From the above it follows that the two colorings are not valid if (i) c2 = 3 and y is
a degree 3 vertex with c3 = 2, or (ii) p2 = 3 and p3 = 2. For the irst case, we use the
coloring of Figure 5.10d and for the second case the one of Figure 5.10e. In all cases, it
is possible to produce a proper AVDTC ofG, completing the case where T corresponds
to the tree of Figure 5.3e.
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Figure 5.10: G is the generalized Halin graph with backbone T , where T is the tree of Fig-
ure 5.3e. (a) The partial coloring ofG derived from the AVDT coloring ofG′ (b-e) Extensions of
the coloring of (a).

The case where T is the tree of Figure 5.3f is symmetric to the case of Figure 5.3d
and is therefore omitted. So, the last case to consider is the one where T is the tree of
Figure 5.3g. The corresponding partial coloring of G is shown in Figure 5.11a.
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In Figure 5.11b we can see a coloring of G where vertices u, u′ and w take color
4(5). This is clearly a proper AVDTC of G.
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Figure 5.11: G is the generalized Halin graph with backbone T , where T is the tree of Fig-
ure 5.3g. (a) The partial coloring of G derived from the AVDT coloring of G′ (b) Extension of
the coloring of (a).

Summarizing all the above, we have proved the following lemma:

Lemma 5.1. Let G be a generalized Halin graph with maximum degree 3 whose back-
bone T satis ies the contraction property. Then for the AVDT chromatic number of G it is
χ′′

a(G) = 5.

It remains to extend Lemma 5.1 for generalized Halin graphs G with backbone T

that does not satisfy the contraction property. Let TC be the contracted tree of T and
GC the generalized Halin graph with backbone TC . Let P = u0, u1, . . . , us, us+1 be a
path in T of length s + 1, where s ≥ 2, such that all vertices of P have degree 2 except
for its endpoints u0 and us+1 that may have degree 1 or 3. We distinguish two cases
according to the parity of s.

− s ≡ 0(mod2): in TC , path P is contracted to a single edge (u0, us+1) where vertices
u0 andus+1 have degree 3 inGC . Suppose that there is an AVDT coloring ofGC with
5 colors. Let p be the color of edge (u0, us+1), p1(c1) the color of u0 and p2(c2) the
color of us+1, with p ̸= p1, p2, c1, c2 (refer to Figure 5.12a). Let p′ be a color that is
different from p, p1 and p2 (p′ always exists). Then we replace edge (u0, us+1) with
P without changing the colors of its endpoints: edges (u0, u1) and (us, us+1) have
color p. We color vertices ui with color p1 if i is even and with color p2 otherwise
for, 1 ≤ i ≤ s. For the edges, we color (ui, ui+1) with color p if i is even and with
color p′ otherwise, for 1 ≤ i ≤ s − 1 (note that (us−1, us) takes color p′, different
from the color of (us, us+1)). Consider now two adjacent vertices of degree 2 on P .
Their incident edges have colors p and p′. One of the two vertices is colored with p1

and has color p2 in its color set, while the other vertex is of color p2 and has color
p1 in its color set. Therefore they are distinguished. Vertices u0 and us+1 are also
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distinguished from u1 and us respectively: u1 has vertex-color p2 and us has color
p1 since s is even. Also they have different degrees and therefore different color sets.

us+1 : p2(c2)

p

u0 : p1(c1)

(a)

u0 : p1(c1) us+1 : p2(c2)

p p ppp′ p′p2 p2 p1p1

u1 usu2 us−1

(b)

Figure5.12:PathP has s+2 vertices inT with s ≡ 0(mod2): (a) Coloring of the edge (u0, us+1)
in GC , (b) Coloring of P in G.

− s ≡ 1(mod2): in TC P is contracted to the path PC = u0, u′, us+1, where vertex u′

has degree 2 in GC and vertices u0 and us+1 have degree 3. Suppose that there is
an AVDT coloring of GC with 5 colors. Let p be the color of vertex u′, f1 the color
of edge (u0, u′), f2 the color of (u′, us+1), p1(c1) the color of vertex u0 and p2(c2)
the color of vertex us+1 (refer to Figure 5.13a). Let p′ be a color that is different
from p, f1 and f2 (p′ always exists). Then we replace path PC = u0, u′, us+1 with
P without changing the colors of its endpoints: edges (u0, u1) and (us, us+1) have
color f1 and f2 respectively. We color vertices ui with color p if i is odd and with
color p′ otherwise for, 1 ≤ i ≤ s. For the edges, we color (ui, ui+1) with color f1 if
i is even and with color f2 otherwise, for 1 ≤ i ≤ s − 1 (note that (us−1, us) takes
color f1, different from the color of (us, us+1)). Consider now two adjacent vertices
of degree 2 onP . Their incident edges have colors f1 and f2. One of the two vertices
is colored with p and has color p′ in its color set, while the other vertex is of color
p′ and has color p in its color set. Therefore they are distinguished. Vertices u0 and
us+1 are also distinguished fromu1 andus respectively:u1 andus have color p since
s is odd. Also they have different degrees and therefore different color sets.

us+1 : p2(c2)
p

u0 : p1(c1)

f1 f2

(a)

u0 : p1(c1) us+1 : p2(c2)

f1 f2p p′ pp′

u1 usu2 us−1

f1 f1f2 f2

(b)

Figure 5.13: Path P has s + 2 vertices in T with s ≡ 1(mod2): (a) Coloring of the path
(u0, u′, us+1) in GC , (b) Coloring of P in G.

From the two cases that we distinguished above, it follows that we can expand all
contractedpaths ofTC onebyone following the twoaforementioned rules. At each step,
a new generalized Halin graph is produced along with an AVDT-coloring with 5 colors.
After expanding all paths, the produced graph is G and therefore we can conclude that
Theorem 5.1 holds.
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6 AVDTC of 4-Regular Graphs

In this chapterweconsider theAdjecentVertexDistinguishingTotal chromatic num-
ber of simple 4-regular graphs.We prove that 7 colors suf ice for an AVDTC of 4-regular
graphs, therefore strengthening Conjecture 2.1. In the following,we consider two cases
depending on whether there is a Hamilton cycle in the input graph or not. Actually it is
not needed to treat the case of hamiltonian 4-regular graphs separately, but it simpli ies
the algorithmic procedure and makes the general case of non-hamiltonian 4-regular
graphs easier to follow.

6.1 Hamiltonian 4-Regular Graphs

In this section we prove that Conjecture 2.1 holds for simple hamiltonian 4-regular
graphs. In particular, we prove the following theorem:

Theorem 6.1. Let G be a hamiltonian 4-regular graph on n vertices. Then χ′′
a(G) ≤ 7.

The following algorithm produces an AVDTC of G with 7 colors:

Step 1: decomposition of G

LetG = HC ∪C whereHC and C is the decomposition ofG into two 2-factors (HC

is the Hamilton cycle of G). For convenience, we will refer to HC as the blue Hamilton
cycle, and to C as the red 2-factor ofG. Let C = {C1, C2, . . . , Ck}, k ≥ 1. We reorder the
cycles of C so that cycles of odd order appear irst. We write C = Codd ∪ Ceven, where
Codd =

{
Codd

1 , . . . , Codd
kodd

}
and Ceven =

{
Ceven

1 , . . . , Ceven
keven

}
are the cycles of C of odd

and even order respectively.

Step 2: de ining the sign of odd cycles
For every cycle Codd

i ∈ Codd we de ine its sign sign(Codd
i ) as follows:

− If kodd = |Codd| is even, then sign(Codd
i ) =

{
1 if i ≡ 1(mod2)

−1 if i ≡ 0(mod2)
, and

− if kodd is odd then sign(Codd
i ) =

{
1 if i ≡ 1(mod2) or i = 2

−1 if i ≡ 0(mod2) and i ̸= 2
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94 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

We can see that if kodd is even the positive and negative signs are equal but if kodd

is odd there are three more positive signs than negative signs. The only case this is not
true is for kodd = 1, and we treat it separately as a special case.

Step 3: choosing the representatives of Codd

Corollary 2.1 assures the existence of a set R = {u1, . . . , ukodd
} of representatives

of Codd such that ui ∈ Codd
i for every 1 ≤ i ≤ kodd, and that the vertices of R are not

consecutive along the HC of G.

Step 4: coloring Ceven

In this stepweassign colors {1, 2, 3, 4} to all vertices andedges ofCeven
j , for 1 ≤ j ≤

keven. Let nj be the order of Ceven
j where Ceven

j = (w1
j , w2

j , . . . , w
nj

j , w1
j ). We orient the

edges (w1
j , w2

j ), (w2
j , w3

j ), . . . , (wnj

j , w1
j ) ofCeven

j as
−−−−−→
(w1

j , w2
j ),

−−−−−→
(w2

j , w3
j ), . . . ,

−−−−−−→
(wnj

j , w1
j ). In

general every vertex will have an in-edge and an out-edge. By e⃗(v) we will denote the
out-edge of vertex v. We color the vertices with colors 1 and 2:

c(ws
j ) =

{
1 if s ≡ 1(mod2)
2 if s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , nj

and the oriented edges with colors 3 and 4:

c(e⃗(ws
j )) =

{
3 if c(ws

j ) = 1
4 if c(ws

j ) = 2
, s = 1, 2, . . . , nj

The coloring is shown in Figure 6.1a, where red edges are drawnwith dashed lines.
Note that for every vertexws

j the colors assigned to ws
j and its out-edge e⃗(ws

j ) have the
same parity. The reason for formalising this step is that later we want to be able to
swap the colors of ws

j and e⃗(ws
j ) without affecting the parity of the elements of C(ws

j )
or C(ws+1

j ).

Step 5: coloring Codd

Let Codd
i = (ui, w1

i , w2
i , . . . , wni

i , ui) where ni + 1 is the order of Codd
i and ui is the

representative ofCodd
i . This step is similar to Step 4, but the orientation of the edges de-

pends on the sign sign(Codd
i ) assigned at Step 2. We orient the edges (ui, w1

i ), (w1
i , w2

i ),
. . . , (wni

i , ui) of Codd
i as:

−−−−−→
(ui, wni

i ),
−−−−−−−−→
(wni

i , wni−1
i ), . . . ,

−−−−−→
(w1

i , ui) if sign(Codd
i ) = 1

−−−−−→
(ui, w1

i ),
−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−→
(wni

i , ui) if sign(Codd
i ) = −1

We color the vertices with colors 1 and 2:

c(ws
i ) =

{
1 if s ≡ 1(mod2)
2 if s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , ni
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6.1 Hamiltonian 4-Regular Graphs 95

and the oriented edges with colors 3 and 4 (see Figures 6.1b-6.1c, where red represen-
tatives are square, red shaded vertices):

c(e⃗(ws
i )) =

{
3 if c(ws

i ) = 1
4 if c(ws

i ) = 2
, s = 1, 2, . . . , ni

Note that the only elements that are not colored are representative vertices ui and
their out-edges e⃗(ui), for 1 ≤ i ≤ kodd. Also for every other vertex ws

i the colors as-
signed to ws

i and its out-edge e⃗(ws
i ) have the same parity.

w1 : 1 w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

w6 : 2

w5 : 1

3

33

44

4

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

u
3

3

4

4

(b) positive sign

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

u

3

3

4

4

(c) negative sign

Figure 6.1: (a) Coloring a red cycle of even order. (b)-(c) Coloring a red cycle of odd order.

Step 6: coloring the edges of the HC

LetHC = (v1, v2, . . . , vn, v1) be the Hamilton cycle ofG, where v1 = u1 if Codd ̸= ⊘
(if C = Ceven, v1 can be any vertex with c(v1) = 1). We will color the edges of HC with
colors {5, 6, 7}. Let

S(vi) =
{

1 if c(vi) = 1 or vi = uj ∈ Codd
j with sign(Codd

j ) = 1
2 if c(vi) = 2 or vi = uj ∈ Codd

j with sign(Codd
j ) = −1

Function S turns the Hamilton cycle into a string of ′1′ and ′2′s of length n. Take the
numbers (5, 6, 7) on a circle as in Figure 6.2 and let f1(t) to be the next element of t

moving clockwise on the circle (e.g. f1(5) = 6), and f2(t) to be the next element of t

moving counterclockwise on the circle (e.g. f2(5) = 7). We arbitrarily choose the color
of the edge (v1, v2), say c(v1, v2) = 5. We color edge (vi, vi+1) for i = 2, 3, . . . , n, where
vn+1 = v1 as follows:

c(vi, vi+1) = fS(vi)(c(vi−1, vi)).

Claim 1: Having colored the edges of HC , the last edge (vn, v1) has color c(vn, v1) =
7.

95



96 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

5

67

f1f2

Figure 6.2: Functions f1 and f2.

Proof. Indeed if we want to see the color of the edge (vn, v1) we have that c(vn, v1) =
fS(vn)(c(vn−1, vn)). Similarly c(vn, v1) = fS(vn)(fS(vn−1)(c(vn−2, vn−1))) and inally

c(vn, v1) = fS(vn) ◦ fS(vn−1) ◦ · · · ◦ fS(v2)(c(v1, v2)).

It is not hard to see that the right part contains fS(vr) for all vertices vr except for
v1. We distinguish two cases depending on whether there is an even or an odd number
of cycles in Codd (as in Step 2). If kodd = |Codd| is even then the number of ′1′s in the
string of function S equals the number of ′2′s. So f2 is applied one more time than f1

when we calculate c(vn, v1) (since sign(Codd
1 ) = 1). By the de inition of f1 and f2 we

have that c(vn, v1) = f2(c(v1, v2)) = f2(5) = 7. If kodd = |Codd| is odd then the number
of ′1′s in the string of function S equals the number of ′2′s plus three. So f1 is applied
two more times than f2 when we calculate c(vn, v1). So c(vn, v1) = f1 ◦ f1(c(v1, v2)) =
f2(c(v1, v2)) = 7 as claimed.

Step 7: modifying consecutive vertices on the HC with the same color
On the previous step we viewed the vertices of the HC as a string of ′1′ and ′2′s.

We alter the string keeping only the digit of colored vertices and turning the digit of
the representatives {u1, u2, . . . , ukodd

} into an ′∗′. If we have a sequence of at least two
same digits say ′1′s thismeans that on theHC there are adjacent vertices that have the
same color, which is forbidden for an AVDTC of G. For every maximal such sequence
(i.e. for a sequence of ′1′s the digits right before and after the sequence are ′2′ or ′∗′, or
for a sequence of ′2′s the digits right before and after the sequence are ′1′ or ′∗′), we
pick every second element of the sequence andwe swap the colors of the vertex and its
out-edge (de ined in Step 4 and Step 5). For example in Figure 6.3a, we see a modi ied
path of three consecutive vertices with initial color 1, where blue edges (i.e. edges of
the HC) are drawn as solid lines. Note that now the sequence consists of alternating
′1′s and ′3′s (or ′2′s and ′4′s) and there is no pair of consecutive digits being the same
on the modi ied string.
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3 3444

31 1

1

(a)

3 344

v1 : 1 v2 : 1x1 x25 6 7

{2, 7} {2, 5}

(b)

Figure6.3: (a) The swapping of colors described at Step 7. (b) Color sets of consecutive vertices
with the same vertex color along the HC .

Step 8: coloring the elements ui and e⃗(ui)
The only elements that are not colored are vertices ui and their out-edges e⃗(ui), for

1 ≤ i ≤ kodd. Let
−−−−−→
(ws

i , ui) be the in-edge of ui, where s = 1 or ni. For e⃗(ui) we assign
c(e⃗(ui)) = c(ws

i ), and for c(ui) the only color from the set {5, 6, 7} that was not used at
Step 6 for coloring the incident edges of ui on the HC . Note that the only vertices with
all three colors {5, 6, 7} in their color set are the representative vertices ui.

Now that all elements of G have been colored we can show the following:

Claim 2: The above algorithm produces an AVDTC of G with 7 colors.

Proof. First we prove that c is a proper total coloring ofG, i.e. that incident or adjacent
elements do not have the same color. This is obvious for a vertex and an incident edge
or for two incident edges, even when swapping colors at Step 7. Also, adjacent vertices
of the same color could only be along theHC , but thiswas exactlywhat Step7 took care.
In order to have an AVDTC we need to show that adjacent vertices have different color
sets. By de inition color sets contain 5 elements from the set {1, 2, . . . , 7}. The represen-
tative vertices {u1, . . . , ukodd

} are the only vertices with {5, 6, 7} ⊂ C(ui). Since they
are not consecutive along theHC (by Corollary 2.1) and they belong to different cycles
of C, they are not adjacent in G. So their color sets are different from their neighbors’.
All color sets of other vertices contain exactly three elements from the set {1, 2, 3, 4}
and two elements from the set {5, 6, 7}. We have two types of vertices: a vertex v is of
type (1)with {1, 3} ⊂ C(v), and v is of type (2)with {2, 4} ⊂ C(v). Actually vertex v is
of type (1) (or type (2)) if v had color c(v) = 1 (or c(v) = 2 respectively) at Step 4 and
Step 5. Clearly two adjacent vertices of different type have different color sets.We need
to check adjacent vertices of the same type, say v1 and v2. Note that they can only be
adjacent along the HC (see Figure 6.3b). Denote by x1 and x2 the other neighbors of
v1 and v2 respectively along the HC . W.l.o.g. we may assume that v1, v2 are of type (1),
and that the edge (x1, v1) was colored irst at Step 6 with color c(x1, v1) = c1. Then
c(v1, v2) = f1(c1) and c(v2, x2) = f1 ◦ f1(c1). By the de inition of f1 we have that
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98 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

{c1, f1(c1), f1 ◦ f1(c1)} = {5, 6, 7} which implies that C(v1) and C(v2) cannot contain
the same elements of {5, 6, 7}, i.e. C(v1) ̸= C(v2). The same applies for two adjacent
vertices of type (2) proving that the above algorithm indeed produces a valid AVDTC of
G.

Special case: kodd = 1
At Step 2 we assumed that the set Codd has kodd ̸= 1 cycles, leaving kodd = 1 as a

special case. If kodd = 1 the graph G must be of odd order. Assume that n ≥ 7 is odd
(for n = 5, G = K5 and it is known from [ZCL+05] that χ′′

a(K5) = 7), and let u1 be
the representative of Codd

1 . We follow the algorithm from Step 1 to Step 5. We claim
that there is a vertex w with color c(w) = 2 (assigned at Step 4 or Step 5) that is not
adjacent to u1. Indeed if this is not the case then u1 is adjacent to all vertices w with
color c(w) = 2. But at Step 4 and Step 5 the number of vertices with color 1 equals
the number of vertices with color 2. Also u1 has one neighbor with color 1 on the cycle
Codd

1 . So there are exactly three vertices w with color 2 and n = 7. We swap colors 1
and 2 as well as 3 and 4. Now u1 has one neighbor with color 2 and there is a vertex w

with color 2 not adjacent to u1. So vertex w we claimed always exists and we continue
by removing its color.

At the string produced at Step 6, we treat vertex w as a representative of a cycle
with positive sign. The algorithm continues and at Step 8, we do not color the out-edge
ofw since it already has a color. Claim 1 still holds since the number of ′1′s in the string
of Step 6 equals the number of ′2′s plus three. So does Claim 2, since vertices u1 and w

are the only vertices with color set C containing all three colors {5, 6, 7} and they are
not adjacent in G.

6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs

We are now ready to consider the case of non-hamiltonian 4-regular graphs. In this
section we prove the following:

Theorem 6.2. Let G be a 4-regular graph on n vertices that is not hamiltonian. Then
χ′′

a(G) ≤ 7.

The following algorithm produces an AVDTC of G with 7 colors:
Our aim is to partition the vertices ofG into six types of color sets.We shall say that

vertex v is of type
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 99

(1) if C(v) = {1, 3, c1, c2, c3} , where c1 ∈ {2, 4} , {c2, c3} ⊆ {5, 6, 7} ,

and c(v) ∈ {1, 3}
(2) if C(v) = {2, 4, c1, c2, c3} , where c1 ∈ {1, 3} , {c2, c3} ⊆ {5, 6, 7} ,

and c(v) ∈ {2, 4}
(1, 4) if C(v) = {1, 2, 3, 4, c1} , where c1 ∈ {5, 6, 7} and c(v) ∈ {1, 2, 3, 4}
(uodd) if C(v) = {1, 3, 5, 6, 7} and c(v) ∈ {5, 6, 7}
(ueven) if C(v) = {2, 4, 5, 6, 7} and c(v) ∈ {5, 6, 7}
(u∗) if C(v) = {c1, c2, 5, 6, 7} , where c1 ∈ {1, 3} , c2 ∈ {2, 4} ,

and c(v) ∈ {5, 6, 7}
We also say that vertex v is of type (12) if v is of type (1) or (2), and of type (u) if v

is of type (uodd), (ueven) or (u∗).

Step 1: decomposition of G

Let G = C1 ∪ C2 where C1 and C2 are two edge disjoint 2-factors of G. For con-
venience we will refer to C1 and C2 as the red and blue 2-factors and write Cred and
Cblue. Let Cred =

{
Cred

1 , Cred
2 , . . . , Cred

kred

}
, and Cblue =

{
Cblue

1 , Cblue
2 , . . . , Cblue

kblue

}
, with

kred, kblue ≥ 2. We say that a cycle is red or blue if it belongs to Cred or Cblue respectively.

Step 2: choosing red representatives
For every blue cycle of Cblue we arbitrarily choose an edge and remove it, turning

the blue cycles into blue paths.We connect the blue paths to a blue Hamilton cyclewith
temporary edges. FromCorollary 2.2 there is a set of red representativesRred such that
Rred =

{
ured

1 , . . . , ured
kred

}
and ured

i ∈ Cred
i , i = 1, . . . , kred. The red representatives

are not consecutive along the blue Hamilton cycle (but there might be adjacent red
representatives on an edge that we removed).

Step 3: temporarily coloring the vertices according to the red cycles
This step is similar to Step 4 and Step 5 of the previous section. First we de ine

the sign of red cycles. Since there can only be pairs of adjacent red representatives, the
subgraph that they induce is bipartite. So we can assign positive and negative signs to
every red representative, so that adjacent representatives have different signs. We will
refer to the sign of a red cycle as the sign of its red representative. Letni+1 be the order
ofCred

i andCred
i = (ured

i , w1
i , . . . , wni

i , ured
i ), where ured

i = w0
i is the red representative

of Cred
i .
Assume that Cred

i is an even cycle. We orient the edges (ured
i , w1

i ), (w1
i , w2

i ), . . . ,

(wni
i , ured

i ) of Cred
i as

−−−−−−→
(ured

i , w1
i ),

−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−−−→
(wni

i , ured
i ). We color the vertices with

colors 1 and 2:

c(ws
i ) =

{
1 if s ≡ 1(mod2)
2 if s ≡ 0(mod2)

, s = 0, 1, 2, . . . , ni
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100 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

Finally wemark the red representative ured
i if the sign ofCred

i is negative. The coloring
is shown in Figure 6.4a.

Now letCred
i be an odd cycle of orderni+1.We orient the edges (ured

i , w1
i ), (w1

i , w2
i ),

. . . , (wni
i , ured

i ) of Cred
i as:

−−−−−−−→
(ured

i , wni
i ),

−−−−−−−−→
(wni

i , wni−1
i ), . . . ,

−−−−−−→
(w1

i , ured
i ) if sign(Cred

i ) = 1
−−−−−−→
(ured

i , w1
i ),

−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−−−→
(wni

i , ured
i ) if sign(Cred

i ) = −1

We color the vertices with colors 1 and 2 (see Figures 6.4b-6.4c):

c(ws
i ) =

{
1 if s ≡ 1(mod2)
2 if s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , ni

Note that the only vertices that are not colored are representative vertices of odd
red cycles.

w1 : 1ured : 2

w5 : 1

w4 : 2

w2 : 2

w3 : 1

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

(b) positive sign

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

(c) negative sign

Figure 6.4: (a) Temporary coloring the vertices of a red cycle of even order. (b)-(c) Temporary
coloring the vertices of a red cycle of odd order.

Step 4: partitioning the blue cycles
If we attempt to color the blue cycles using colors {5, 6, 7}, we realize that the ap-

proach of Step 6 of Section 6.1 can’t be applied. For example, if the length of a blue cycle
is congruent to 1(mod3), and every vertex has the same temporary color, then there
will be two consecutive blue edges with the same color in {5, 6, 7} (see Figure 6.5).
However, if a blue cycle has at least a speci ic number of vertices of type (u) (recall that
vertices of type (u) have vertex color in {5, 6, 7}), then it can be colored so that two
adjacent vertices have different subsets of {5, 6, 7} in their color sets. In Figure 6.6 we
see the existence of valid colorings for blue cycles, in the case where they contain the
required number of red representatives depending on their length being congruent to
(mod3) (the edges of blue cycles are drawn with solid lines). Note that in these color-
ings, if there is another red representative (that is not adjacent to the representatives
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 101

already shown in Figure 6.6), then it can take the only color in {5, 6, 7} that is not as-
signed to its incident edges. The problem is that we cannot assure that every blue cycle
has the necessary number of vertices of type (u), i.e. of red representatives.

11

1 1

5

5 6

7

f1

Figure 6.5: Coloring a blue cycle is not always simple.

We want every blue cycle to have a speci ic number of representatives depending
on its length congruent to (mod3). So in Step 5 we will choose some extra vertices,
other than the red representatives, thatwe call blue representatives, in order to achieve
this. Having chosen the red representatives we partition the blue cycles into two sets
Cblue = Cblue

good ∪ Cblue
bad . The set Cblue

good consists of blue cycles that contain the required
number of representative vertices, and Cblue

bad consists of blue cycles where blue repre-
sentatives are needed. Let Cblue ∈ Cblue be a blue cycle. If Cblue has two non adjacent
red representatives, thenCblue ∈ Cblue

good. IfCblue has just two red representatives which
are adjacent, then Cblue ∈ Cblue

good, unless the length of Cblue is congruent to 2(mod3). If
Cblue has one red representative, then Cblue ∈ Cblue

good, unless the length of Cblue is con-
gruent to 1(mod3). If Cblue has no red representative, then Cblue ∈ Cblue

good, if and only
if the length of Cblue is congruent to 0(mod3), with one exception: if a blue cycle Cblue

has length congruent to 3(mod6), no red representative and every vertex has the same
temporary color, then Cblue ∈ Cblue

bad .

Step 5: choosing the blue representatives
Wewant to choose blue representatives for the bad cycles Cblue

bad as follows:

− If Cblue ∈ Cblue
bad is of length congruent to 2(mod3) with two adjacent red represen-

tatives we need one extra blue representative (i.e. different from the red represen-
tatives).

− If Cblue ∈ Cblue
bad is of length congruent to 2(mod3) with no red representative we

need one extra blue representative.
− If Cblue ∈ Cblue

bad is of length congruent to 1(mod3) with one red representative we
need one extra blue representative.

− If Cblue ∈ Cblue
bad is of length congruent to 1(mod3) with no red representative we

need two extra blue representatives.
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(d)
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(e)
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1 : 5
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2 : 6
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5
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ured : 6 w2

76
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(f)

Figure 6.6: Valid colorings for a blue cycle with length congruent to: (a)-(b) 0(mod3), (c)-
(d) 1(mod3) and (e)-(f) 2(mod3).

− If Cblue ∈ Cblue
bad is of length congruent to 3(mod6) with no red representative and

every vertex has the same temporary color by Step 3, we need one extra blue rep-
resentative.

Our aim is to alter the blue cycles so that Corollary 2.2 can be applied with a red
Hamilton cycle. In fact, we want to assure that the blue representatives form an in-
dependent set of vertices in G. Also, we want to assure that they are not adjacent to
red representatives along a blue cycle. However, these requirements can’t always hold.
Consider a blue C4 with one red representative. For Corollary 2.2 we need a triple of
candidate vertices for each blue representative. In this case, we can’t assure that the
blue representative will not be adjacent to the red representative of C4. Cases like that
will be treated separately.

− Assume that for Cblue
j ∈ Cblue

bad we need one blue representative.

− IfCblue
j has twored representatives, thenCblue

j is of length congruent to2(mod3).
Let Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , . . . , wt

j , ured
i1 ) with t ≡ 0(mod3), t ≥ 9. We take

C∗
j =

{
w2

j , w5
j , w8

j , . . . , wt−1
j

}
, i.e.C∗

j contains only verticesws
j for s ≡ 2(mod3)
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 103

(the set C∗
j is the altered set mentioned above, that we need to apply Corol-

lary 2.2). The cases t = 3, 6 will be treated separately.
− If Cblue

j has one red representative, then its length is congruent to 1(mod3). Let
Cblue

j = (ured
i , w1

j , . . . , wt
j , ured

i ) with t ≡ 0(mod3). For t ≥ 6, we take C∗
j ={

w2
j , . . . , wt−1

j

}
. The case t = 3 will be treated separately.

− If Cblue
j has no red representative then Cblue

j is of length congruent to 2(mod3)
or 3(mod6), and we take C∗

j = V (Cblue
j ).

− Assume now that for Cblue
j ∈ Cblue

bad we need two blue representatives.
In this case the length of Cblue

j is congruent to 1(mod3) and Cblue
j has no red rep-

resentative. Let Cblue
j = (w1

j , . . . , wt
j , w1

j ) with t ≡ 1(mod3). If t ≥ 10, we take
two sets, one for each blue representative that we need: C∗

j =
{

w1
j , w2

j , w3
j

}
and

C∗
j

′ =
{

w5
j , w6

j , w7
j

}
. The reason for only taking a part of blue cycles is that we do

not want blue representatives to be adjacent along a blue cycle with either a blue
or a red representative. If t = 4, 7 we take C∗

j = V (Cblue
j ). Note that, for these two

cases, we can choose exactly one of the two blue representatives needed, so they
will be treated separately for the choice of the second blue representative.

Finally we arbitrarily take a set containing all vertices that do not belong to the sets
C∗ orC∗′, which we denote by C̃∗. Note that C̃∗ contains red representatives and their
neighboring vertices along blue cycles. Also, we are not interested in the blue represen-
tative of C̃∗ given by Corollary 2.2.

Now we need to turn the red cycles into a Hamilton cycle. For every red cycle Cred
i

we choose an edge that is incident with its red representative ured
i . We remove these

edges and form a red Hamilton cycle (as we did in Step 2 for the blue Hamilton cycle).
By Corollary 2.2 we can pick representatives of every set C∗ or C∗′, so that they are
not consecutive on the red Hamilton cycle. Note that there don’t exist adjacent blue
representatives on any of the removed red edges, since in that case one of themwould
be a representative of C̃∗ whichwe ignore. So the blue representatives are independent
vertices and a blue representative can only be adjacent with a red representative on a
red cycle.

As mentioned before, we may not have all the blue representatives that we need.
In particular, we still need one blue representative for the following blue cycles: blue
C5 with two adjacent red representatives, blue C8 with two adjacent red representa-
tives, blue C4 with one representative vertex (red or blue) and blue C7 with one blue
representative vertex. In these cases we will “force” some vertices as additional blue
representatives and refer to them as forced (blue) representatives ũ. The four cases
are shown in Figure 6.7, where blue representatives are drawn as blue shaded squares
and forced representatives are drawn as diamond shaped vertices. Speci ically,
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104 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

− If Cblue
j has two red representatives and Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , w2

j , w3
j , ured

i1 ) (i.e.
t = 3), we have ũ = w2

j (see Figure 6.7a)
− If Cblue

j has two red representatives and Cblue
j = (ured

i1 , ured
i2 , w1

j , w2
j , . . . , w6

j , ured
i1 )

(i.e. t = 6), we have ũ = w2
j (see Figure 6.7b)

− If Cblue
i = (ured

i , w1
j , w2

j , w3
j , ured

i ) has one red representative (i.e. t = 3), then we
have ũ = w2

j (see Figure 6.7c)
− If Cblue

j = (w1
j , . . . , wt

j , w1
j ) is of length congruent to 1(mod3) with t = 4, 7 and no

red representative, from Corollary 2.2 there is a blue representative, say ublue. For
t = 4, Cblue

j = (ublue, w1
j , w2

j , w3
j , ublue) and we have ũ = w2

j . For t = 7, Cblue
j =

(ublue, w1
j , . . . , w6

j , ublue) and we have ũ = w2
j (see Figures 6.7c-6.7d).

ured2

w2

w3

w1

ured1

(a)

ured1

w6

w5

ured2

w3

w1

w4

w2

(b)
w2

w1w3

u

(c)

ublue

w6

w4

w2

w3

w1

w5

(d)

Figure 6.7: (a)-(d) Choosing the forced representatives.

In the following, we write simple vertex for non representative vertices, and write
simple blue representative for a non forced blue representative, while the term blue
representatives will include simple and forced blue representatives.

Note that we have chosen all the blue representatives that we needed in such a
way that a blue representative is not adjacent to any other representative vertex along
a blue cycle. However, on a red cycle all vertices may be representatives as shown in
Figure 6.8. Still, for every pair of adjacent blue representatives at least one of them is
forced.

Step 6: marking some simple vertices
This step is similar to Step 7 of the previous section. We can view the vertices of

a blue cycle as a string where every digit of simple vertex is the temporary color of
the vertex and every digit of any representative vertex will be an asterisk denoted by
′∗′. If we have a sequence of at least two same digits say ′1′s this means that there are
adjacent vertices that have the same color, which is forbidden for an AVDTC of G. For
every maximal such sequence (i.e. a sequence of ′1′s such that the digits right before
and after the sequence are ′2′ or ′∗′ or a sequence of ′2′s the digits right before and after
the sequence are ′1′ or ′∗′), pick every second element of the sequence and mark the
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 105

ured

ublue

ũ

ũ

ublue

ublue

ũ

Figure 6.8: A red cycle where every vertex is a representative.

vertex. Especially, suppose that we have a blue cycle Cblue, such that all vertices in this
cycle have the same temporary color and Cblue has no representative. In this time, the
length of this Cblue is congruent to 0(mod6) and Cblue is an even cycle. From a vertex
ofCblue we can pick every second vertex of this cycle andmark the vertex. Themarked
vertices will swap color with their out-edges in the next step. The only other vertices
that are marked so far are red representatives corresponding to red cycles with even
order and negative sign (as seen in Step 3).

Step 7: coloring the red cycles
In this step we assign colors {1, 2, 3, 4} to all edges and simple vertices of the red

cycles. Let ni + 1 be the order of Cred
i and Cred

i = (ured
i , w1

i , . . . , wni
i , ured

i ), where ured
i

is the red representative of Cred
i . There are in general two cases: Cred

i contains at least
one simple vertex orCred

i is a cycle of representative vertices, i.e. every vertex is a repre-
sentative vertex (as in Figure 6.8). In Step 3we oriented the red edges and temporarily
colored all the vertices of red cycles except for the red representatives of odd cycles.
Also in Step 3 and Step 6 we marked certain vertices.

For every vertex v with temporary color c(v), let −→
vv′ be its red out-edge. We color

c(
−→
vv′) =

{
3 if c(v) = 1
4 if c(v) = 2

The coloring is shown in Figure 6.9. For each marked vertex we swap the color of
the vertex and its out-edge. By doing this, adjacent simple vertices on a blue cycle have
different vertex color. The only vertices that have no temporary color are the represen-
tatives of red cycles of odd order. So, the only red edges that are not colored are their
out-edges. Let ured

i be such a red representative (i.e. representative of a red cycle of odd
order) with out-edge e⃗(ured

i ) = (
−−−−−→
ured

i , ws
i ), and let e⃗(ws′

i ) = (
−−−−−→
ws′

i , ured
i ) be its in-edge.

We assign c(e⃗(ured
i )) = c(ws′

i ). Note that if ured
i has positive sign then its incident red
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edges take colors 1 and 3, and if it has negative sign then its incident red edges take
colors 2 and 4.

w1 : 1ured

w5 : 1

w4 : 2

w2 : 2

w3 : 1

3 3

3

4

4 4

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured
3

3

4

4

1

(b) positive sign

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

3

3

4

4

2

(c) negative sign

Figure 6.9: (a) Coloring a red cycle of even order. (b)-(c) Coloring a red cycle of odd order.

Before we continue we need to make the following remarks. Simple vertices are of
type (12): of type (1) if the temporary color assigned at Step 3 was 1, and of type (2)
if the temporary color was 2. Red representatives of odd red cycles are of type (uodd)
or (ueven), if their cycle has positive or negative sign respectively. In particular, the color
set of a red representative of even red cycle of type (u∗) contains the subsets {4, 1} or
{4, 3} of {1, 2, 3, 4} (representative vertices have only two colors from {1, 2, 3, 4} in
their color sets) if it has positive sign, and the subsets {2, 1} or {2, 3} if it has negative
sign (i.e. it was marked at Step 3). Note that for a pair of adjacent (along blue cycles)
red representatives of even red cycles, the colors assigned to the red edges that are
incident with the red representatives can’t be the same, since they have different signs.

Assume now that there is a maximal path of consecutive representatives along a
red cycle. Consider the casewhere the path doesn’t contain the red representative, that
is we have the path v, ublue

1 , ublue
2 , . . . , ublue

s , v′, where vertices v, v′ are simple vertices.
Let i ∈ {0, 1, 2, 3}. We mark vertices ublue

t for every t ≡ i, i + 1(mod4), and we swap
the temporary color of the marked blue representatives with the color of their red out-
edges. Clearly there are four possible colorings for the path, depending on the value of
i. If vertex v was not marked at Step 6, then we keep one of the colorings for i = 1 or 2,
and if v was marked, then we keep one of the colorings for i = 0 or 3.

If this path contains the red representative of the red cycle, then the path can be
written as v, ublue

1 , ublue
2 , . . . , ublue

s′−1, ured, ublue
s′+1, . . . , ublue

s , v′ (where v, v′ are simple ver-
tices). Let the red cycle be of even order. The above method describes two different
valid colorings for the path, but without considering the sign of ured. If the red repre-
sentative is marked (not marked) by the above method, ured will contain color 2 (color
4 respectively) in its color set. Recall that wewant color 2 in the color set of a red repre-
sentative that has negative sign and color 4 in the color set of a red representative that
has positive sign. Hence, the following situationmay occur: ured has positive (negative)
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 107

sign and it is marked (not marked respectively) in both valid colorings of the path. For
example, in Figures 6.10a-6.10b, we can see the two valid colorings in the case where
vertex v was not marked at Step 3 and s′ ≡ 2(mod4) (note that ured is marked in both
colorings). However, vertex ured has two different color sets under the two valid col-
orings (since its previous vertex on the path ublue

s′−1 is marked in exactly one coloring).
This implies that there is a choice of coloring the paths under consideration, such that
two adjacent red representatives on a blue cycle have different color sets. If ured is
representative of an odd red cycle, irst we color path ublue

1 , . . . , ublue
s′−1 using the above

method and according to whether v is marked. Then, if the edge (ublue
s′−1, ured) has color

1 or 2, we color the path ublue
s′+1, . . . , ublue

s by using the above method and viewing ured

as a notmarked vertex (otherwise, i.e. if edge (ublue
s′−1, ured) has color 3 or 4, we consider

ured as a marked vertex), see Figure 6.10c. After coloring the two paths, we color the
edge (

−−−−−−−→
ured, ublue

s′+1) as c(
−−−−−−−→
ured, ublue

s′+1) = c(ublue
s′−1). Note that all blue representatives are of

type (u∗) and two adjacent representatives have different color sets.

ublue
1v

4 1 2

v′ublue
3 ublue

4ured

3 4

(a)

ublue
1v

4 3 2

v′ublue
3 ublue

4ured

1 4

(b)

ublue
1v

3 4 2

v′ublue
3 ublue

4

3 4

ured

(c)

Figure 6.10: Coloring a path of consecutive representatives: (a)-(b) On an even red cycle (the
red representative is in the path), and (c) On an odd red cycle.

The only case left is that all the vertices of the red cycleCred
j are representatives. So

let Cred
j = (ured

j , ublue
1 , . . . , ublue

nj
, ured

j ), with oriented edges
−−−−−−−−→
(ured

j , ublue
1 ),

−−−−−−−−→
(ublue

1 , ublue
2 ),

. . . ,
−−−−−−−−→
(ublue

nj
, ured

j ). We consider four subcases depending on the value of nj congruent to
3(mod4).

− If nj ≡ 3(mod4), then Cred
j is an even cycle. If the red representative ured

j has posi-
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tive sign, we color the oriented edges as follows:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


3 if s ≡ 1(mod4)
2 if s ≡ 2(mod4)
1 if s ≡ 3(mod4)
4 if s ≡ 0(mod4)

, for s = 0, 1, . . . , nj ,

where ured
j = ublue

0 = ublue
nj+1. Note that the incident edges of ured

j take colors {4, 1}
(see Figure 6.11a). If the red representative ured

j has negative sign we swap colors
2 and 4 of the above coloring, and the incident edges of ured

j take colors {2, 1}. All
vertices are of type (u∗).

− If nj ≡ 2(mod4), then Cred
j is an odd cycle. If ured

j has positive sign we color the
oriented edges as follows (see Figure 6.11b):

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


1 if s ≡ 0(mod4)
2 if s ≡ 1(mod4)
3 if s ≡ 2(mod4)
4 if s ≡ 3(mod4)

, for s = 0, 1, . . . , nj ,

where ured
j = ublue

0 = ublue
nj+1. If ured

j has negative sign we swap colors 1 and 3with 2
and 4 respectively. All blue representatives are of type (u∗). The red representative
is of type (uodd) or (ueven) if it has positive or negative sign respectively.

− If nj ≡ 1(mod4), then Cred
j is an even cycle. If the red representative ured

j has posi-
tive sign, we color the oriented edges as follows:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


2 if s ≡ 1(mod4)
3 if s ≡ 2(mod4)
4 if s ≡ 3(mod4)
1 if s ≡ 0(mod4)

, for s = 1, . . . , nj − 1,

and c(
−−−−−−→
ublue

nj
, ured

j ) = 3, c(
−−−−−−→
ured

j , ublue
1 ) = 4 (see Figure 6.11c). Vertex ublue

1 is of
type (ueven), ublue

nj
is of type (uodd) and every other vertex is of type (u∗). Note that

the incident edges of ured
j take colors {4, 3}. If the red representative ured

j has neg-
ative sign we swap colors 2 and 4 of the above coloring, and the incident edges of
ured

j take colors {2, 3}.
− If nj ≡ 0(mod4), nj ̸= 4, thenCred

j is an odd cycle. If ured
j has positive sign we color

the oriented edges as follows:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


1 if s ≡ 1(mod4)
4 if s ≡ 2(mod4)
3 if s ≡ 3(mod4)
2 if s ≡ 0(mod4)

, for s = 2, . . . , nj − 2,
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and c(
−−−−−−−→
ublue

nj−1, ublue
nj

) = 2, c(
−−−−−−→
ublue

nj
, ured

j ) = 1, c(
−−−−−−→
ured

j , ublue
1 ) = 3, c(

−−−−−−−→
ublue

1 , ublue
2 ) = 2 (see

Figure 6.11d). If ured
j has negative sign we swap colors 1 and 3 with 2 and 4 respec-

tively. If the red representative has positive (or negative) sign, the red representa-
tive is of type (uodd) (or (ueven) respectively), vertices ublue

2 , ublue
nj−1 of type (ueven)

(or (uodd) respectively), and every other vertex is of type (u∗).

ured : (u∗) ublue
1

ublue
2

ublue
3

ublue
4ublue

5

ublue
6

ublue
7

1

1

4

4

3

3

2 2

(a)

ured : (uodd)
ublue
1

ublue
2

ublue
3

ublue
4

ublue
5

ublue
6

1

4

3

2

1

2

3

(b)
ured : (u∗)

ublue
1 :

(ueven)

ublue
2

ublue
3

ublue
4

ublue
5 :

(uodd)

4

3

2

4

1

3

(c)

ured : (uodd) ublue
1

ublue
2 :

(ueven)

ublue
3

ublue
4

ublue
5

ublue
6

ublue
7 :

(ueven)

ublue
8

1
3

2

4

3

2
1

4

2

(d)

Figure 6.11: Coloring a red cycle with nj + 1 vertices, where every vertex is a representative
vertex: (a) nj ≡ 3(mod4), (b) nj ≡ 2(mod4), (c) nj ≡ 1(mod4), (d) nj ≡ 0(mod4).

Finally suppose nj = 4, i.e. Cred
j = C5 = (ured

j , ublue
1 , ublue

2 , ublue
3 , ublue

4 , ured
j ). If we

try to apply the above coloring, then vertices ublue
2 and ublue

3 will have the same color
set. However, there are at least two forced blue representatives. Wewant to pick one of
them to be of type (1, 4) and also one of its neighbors on its blue cycle to be of type (1, 4),
so that there are no adjacent vertices of type (1, 4) on a red cycle. The existence of a
vertex of type (1, 4), will allow us to ind a suitable coloring for the red C5.

Claim 1: We can always choose the vertices of type (1, 4) so that no two of them are
adjacent along a red cycle.
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Proof. For every red cycle Cred
j = C5 with all its vertices being representatives, we

want to choose a forced representative ũblue of Cred
j and a neighbor of ũblue along its

blue cycle, say v(ũblue), to be of type (1, 4). Since the C5 cycles under consideration are
distinct there can not be a red edge incident with two chosen forced representatives
ũblue. Also on a blue cycle, a forced representative ũ has only neighbors which are not
representatives, so v(ũ) cannot be in any of the C5 cycles under consideration, mean-
ing there is no red edge connecting a vertex ũ to another vertex v(ũ′). So only vertices
v(ũblue) can be adjacent along a red cycle. For every red C5 under consideration there
are at least two forced representatives ũblue that we can choose, and for every forced
representative two neighbors v(ũblue). Since every blue cycle has at most one forced
representative all neighbor vertices v(ũblue) for all forced representatives ũblue are dis-
tinct and no two of them are adjacent on a blue cycle. So for every red cycle C5 under
consideration there are four choices for the vertex v(ũblue). Note that a vertex v(ũblue)
cannot be representative vertex by the de inition of the forced representatives. Con-
sider the subgraph H induced by vertices v(ũblue). It is clear that there are only red
edges between them. Also, there cannot be a red cycle, since every red cycle has one
red representative. We arbitrarily add red edges toH to form a red Hamilton cycle and
consider every 4-tuple of v(ũblue). Applying Corollary 2.2 assures that there are repre-
sentatives of the 4-tuples that are not consecutive along the Hamilton cycle. So we can
choose a vertex v(ũblue) for every C5 under consideration, so that the vertices v(ũblue)
are not adjacent on a red cycle in G.

W.l.o.g. we can assume that vertex ublue
1 or ublue

2 is of type (1, 4). We distinguish two
cases depending on the color of the neighbor ofublue

1 (orublue
2 respectively), say v(ublue)

that is of type (1, 4).

− If c(v(ublue)) = 1 or 3 and the red representative ured
j has positive sign, we color

the edges of Cred
j as follows:



c(ured
j , ublue

1 ) = 3
c(ublue

1 , ublue
2 ) = 1

c(ublue
2 , ublue

3 ) = 3
c(ublue

3 , ublue
4 ) = 2

c(ublue
4 , ured

j ) = 4.

Note that the incident edges of ured
j take colors {4, 3}. If the red representative ured

j

has negative sign we swap colors 2 and 4 of the above coloring and the incident
edges of ured

j take colors {2, 3}.

− If c(v(ublue)) = 2 or 4 and the red representative ured
j has positive sign, we color
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the edges of Cred
j as follows:



c(ured
j , ublue

1 ) = 4
c(ublue

1 , ublue
2 ) = 2

c(ublue
2 , ublue

3 ) = 4
c(ublue

3 , ublue
4 ) = 1

c(ublue
4 , ured

j ) = 3.

Note that the incident edges of ured
j take colors {4, 3}. If the red representative ured

j

has negative sign we swap colors 2 and 4 of the above coloring, and the incident
edges of ured

j take colors {2, 3}.

The only elements that take colors in {1, 2, 3, 4} and are not yet colored are forced
representatives of type (1, 4). Let ũblue be a forced representative of type (1, 4) and
v(ũblue) its neighbor that is also of type (1, 4). Also let e⃗(v′) = (

−−−−−−−→
v′, v(ũblue))be the red in-

edgeof v(ũblue).Weassign c(ũblue) = c(e⃗(v′)) andwecolor theblue edge (ũblue, v(ũblue))
with the only color in {1, 2, 3, 4} that is not used by vertices ũblue and v(ũblue) and
their incident red edges. In Figure 6.12 we see the coloring described in the case of
c(v(ũblue)) = 1, where vertices of type (1, 4) are shown with white color (the type of
vertices is also shown).

ured : (u∗)

3

3

1

4

2

ublue1 : 4

ublue2 :
(uodd)

ublue3 :
(u∗)

ublue4 :
(ueven) v(ublue1 ) : 1

2
3

4

v′ : 2

(a) ublue
1 is of type (1,4)

ured : (u∗)

3

3

1

4

2
ublue2 : 4

ublue1 :
(uodd)

ublue3 :
(u∗)

ublue4 :
(ueven)

v(ublue2 ) : 1

2 3

4

v′ : 2

(b) ublue
2 is of type (1,4)

Figure 6.12: Coloring a red C5 with no simple vertices.

We change the temporary color of each simple vertex not of type (1, 4) to a perma-
nent color. So far we have only used colors {1, 2, 3, 4} and the elements that we have
colored are: simple vertices, vertices of type (1, 4), all red edges and blue edges that
connect adjacent vertices of type (1, 4). In general every simple vertex is of type (12)
and representative vertices are of type (u), except for those that have type (1, 4). Clearly
adjacent vertices of different type have different color sets. Consider two adjacent ver-
tices of type (12). If they are connected by a red edge then one of them has type (1) and
the other type (2), which implies different color sets and different vertex colors. If they
are connected by a blue edge then by Step 6 they have different vertex colors. For two
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112 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

adjacent vertices of type (u) on a red cycle, the colorings described in Step 7 assure
that they have different color sets. On a blue cycle, there can only be adjacent red rep-
resentatives of type (u). In this case they have different signs and different color sets.
Finally two adjacent vertices of type (1, 4) have different vertex colors.

There is one case where adjacent vertices might still have the same vertex color:
a forced representative of type (1, 4) and its neighbor along the blue cycle that is of
type (12). This case will be considered in detail in Step 11.

Step 8: coloring the blue cycles in Cblue
good

We divide the blue cycles in three categories, the blue cycles in Cblue
good that contain

only red representatives or no representatives, the blue cycles in Cblue
bad with simple blue

representatives and the cycles in Cblue
bad with a forced blue representative. The coloring

of the blue cycles will take place in two different steps. In this step we color the irst
category (see Figure 6.6) and the other two categories in Step 10. So, we have a total of
three cases, one for each category of blue cycles. Take the numbers (5, 6, 7) on a circle
as in Figure 6.2 and let f1(t) to be the next element of tmoving clockwise on the circle,
and f2(t) to be the next element of tmoving counterclockwise on the circle, as in Step 6
of Section 6.1.

Case A. Cblue
j ∈ Cblue

good

In this case we know that Cblue
j can only have red representatives.

Case A.I. The length of Cblue
j is congruent to 0(mod3)

LetCblue
j = (w1

j , ..., w
nj

j , w1
j )where nj ≡ 0(mod3). We arbitrarily color the edge

(w1
j , w2

j ) with color c((w1
j , w2

j )) = c1. Then, for i = 2, . . . , nj we color

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)), where w
nj+1
j = w1

j .

Apparently f1(c(wnj

j , w1
j )) = c(w1

j , w2
j ) and two adjacent vertices have different

colors assigned to their incident blue edges. For every red representative ured in
Cblue

j , we assign c(ured) to be theonly color in {5, 6, 7}not assigned to its incident
edges (see Figures 6.6a-6.6b).

Case A.II. The length of Cblue
j is congruent to 1(mod3)

By Step 4 Cblue
j has at least two red representatives, say ured

i1 and ured
i2 . Suppose

that the two red representatives are not adjacent, that is Cblue
j = (ured

i1 , w2
j , . . . ,

ured
i2 , . . . , w

nj

j , ured
i1 ) where nj ≡ 1(mod3), w1

j = ured
i1 and ws

j = ured
i2 (see Fig-

ure 6.6c). We arbitrarily color vertex ured
i1 with color c(ured

i1 ) = c1. We color the
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edge (ured
i1 , w2

j ) as c(ured
i1 , w2

j ) = f1(c1) and for i = 2, . . . , nj we color
c(ws

j ) = f1(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f1(c(wi

j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) if i ̸= 1, s

, where w
nj+1
j = w1

j = ured
i1

If Cblue
j has two adjacent red representatives, then Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w3
j , . . . ,

w
nj

j , ured
i1 ) where nj ≡ 1(mod3), w1

j = ured
i1 and w2

j = ured
i2 (see Figure 6.6d). Let

c(ured
i1 ) = c1 and c(ured

i2 ) = c2, be an arbitrary coloring of the red representatives
with c2 = f2(c1). We color the edge (ured

i1 , ured
i2 ) as c(ured

i1 , ured
i2 ) = f1(c1) and the

edge (ured
i2 , w3

j ) as c(ured
i2 , w3

j ) = f1(c2). For i = 3, . . . , nj we color

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)), where w
nj+1
j = w1

j = ured
i1

Apparently f1(c(wnj

j , ured
i1 )) = c1 and twoadjacent simple vertices havedifferent

colors assigned to their blue edges. For every other red representative ured in
Cblue

j , we assign to ured the only color in {5, 6, 7} not assigned to its incident
edges.

Case A.III. The length of Cblue
j is congruent to 2(mod3)

By Step 4 Cblue
j has at least one red representative, say ured and no pair of ad-

jacent red representatives, or a pair of adjacent red representatives and at least
one more red representative.

−In the irst case letCblue
j = (ured, w1

j , . . . , w
nj

j , ured), wherenj +1 ≡ 2(mod3)
(see Figure6.6e). Let c(ured) = c1 beanarbitrary color.Wecolor c(ured, w1

j ) =
f1(c1) and for i = 1, 2, . . . , nj :

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)),where w
nj+1
j = w0

j = ured

For every other red representative ured in Cblue
j we assign c(ured) to be the

only color in {5, 6, 7} not assigned to its incident edges.
−If Cblue

j has a pair of adjacent red representatives, then Cblue
j = (ured

i1 , ured
i2 ,

w1
j , . . . , ured, . . . , w

nj

j , ured
i1 ), where ured

i1 , ured
i2 and ured = ws

j are the red rep-
resentatives (see Figure 6.6f). Let c(ured

i1 ) = c1 and c(ured
i1 ) = c2 be an ar-

bitrary coloring of the adjacent red representatives with c2 = f1(c1). We
color the edge (ured

i1 , ured
i2 ) as c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) and the edge (ured

i2 , w1
j )

as c(ured
i2 w1

j ) = f2(c2). For i = 1, . . . , nj we color
c(ws

j ) = f1(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f1(c(wi

j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) if i ̸= s
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114 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

where w
nj+1
j = ured

i1 and w0
j = ured

i2 .
Apparently f2(c(wnj

j , ured
i1 )) = c1 and two adjacent vertices except for ured

have different colors assigned to their blue edges. For every other red repre-
sentative ured in Cblue

j we assign c(ured) to be the only color in {5, 6, 7} not
assigned to its incident edges.

Step 9: ordering the blue cycles
Recall that the purpose of blue representatives was to assure that there exists a

proper coloring for the blue cycles. However, blue representatives are not necessarily
independent (they can be adjacent to red or blue representatives along a red cycle). Our
aim is to de ine an ordering of the blue cycles, based on the three categories de ined
in the previous step (the blue cycles in Cblue

good that contain only red representatives or
no representatives, the blue cycles in Cblue

bad with no forced blue representatives and the
cycles in Cblue

bad with a forced blue representative). The reason is that there are only pairs
of adjacent red representatives, simple blue representatives can only be adjacent to at
most one red representative, while forced representatives can be adjacent to at most
two other representative vertices (red, blue or forced). So our aim is to color irst all red
representatives (some are already colored in Step 8), then simple blue representatives
and inally forced representatives (see Figure 6.13). Still, the above ordering of the blue
cyclesmay not respect the desired order for the representative vertices, since there are
blue cycles in the last category of Cblue

bad that have a red and a forced representative. In
order to overcome this problem we pick a starting vertex or a pair of starting vertices
for every blue cycle. Our aim is to color all starting vertices, so that when we color the
blue cycles in the proposed order, the order of representative vertices is also respected.
In particular, let Cblue be a blue cycle.

− If Cblue has been colored in Step 8, then all the red representatives it contains are
colored (note that Cblue ∈ Cblue

good).

− If Cblue has one red representative, we pick it as a starting vertex.

− If Cblue has a pair of adjacent red representatives, we pick both of them as starting
vertices.

− If Cblue has no red representatives, we pick one of its simple blue representatives
as a starting vertex (there is at least one simple blue representative).

We take the induced subgraph of G with vertex set the set of colored red represen-
tatives and the starting vertices as an auxiliary graph H ′. Then the auxiliary graph H ′

contains independent vertices and paths of at most four vertices. Some vertices of H ′

are colored by 5, 6 or 7. We can easily expand this partial coloring to the proper color-

114



6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 115

ing of all vertices of H ′ by properly assigning 5, 6, 7 to the (not colored by 5, 6, 7) red
representatives irstly.

ured

ublue

ũ

ũ

ublue

ublue

ũ

1
2

2

2

3

3

3

Figure 6.13: Desired order of representative vertices. The solid arrows show how the coloring
of a representative vertex is restricted by the ordering: A representative vertex can’t have the
same color with a neighbor that is already colored.

Having colored the starting vertices of blue cycles, all red representatives are col-
ored as well as some simple blue representatives. Then, if we color the remaining two
classes of blue cycles in the order proposed above, it follows that all simple blue repre-
sentatives will be colored before the forced representatives.

Step 10: coloring the blue cycles
In this step we will color the last two categories of blue cycles (i.e. blue cycles of

Cblue
bad ), that is blue cycles with at least one simple blue representative and blue cycles

with a forced blue representative.

Case B. Cblue
j ∈ Cblue

bad with no forced blue representative

In this case we know that Cblue
j has at least one (simple) blue representative, say

ublue. If Cblue
j has a total of at least two representatives ui1 and ublue

i2 (ui1 is either
blue or red), we claim that, given the color of ui1 , there are two colorings such that
ublue

i2 takes a different color. This implies that when we color a blue cycle of Case
B, this blue representative can always have different color from its neighboring col-
ored representative vertices on a red cycle (since a simple blue representative can
only have one representative neighbor that has already been colored).
Case B.I. The length of Cblue

j is congruent to 3(mod6) and Cblue
j has no forced blue

representative

In this case,Cblue
j has only one blue representative that is its starting vertex. The

coloring ofCblue
j is the same as Case A.I, wherew1

j is the blue representative and
c(w1

j , w2
j ) = f2(c(w1

j )).
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116 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

Case B.II. The length of Cblue
j is congruent to 1(mod3) and Cblue

j has no forced blue
representative
By Step 5 we have that Cblue

j has exactly two representatives, say ui1 and ublue
i2 ,

where ui1 is its starting vertex and can be a red or a blue representative. Let
Cblue

j = (ui1 , w2
j , . . . , ublue

i2 , . . . , w
nj

j , ui1) where nj ≡ 1(mod3), w1
j = ui1 and

ws
j = ublue

i2 , where 1 < s < nj . Let c(ui1) = c1. We follow the coloring of Case
A.II, that iswe color the edge (ui1 , w2

j ) as c(ui1 , w2
j ) = f1(c1) and for i = 2, . . . , nj

we color
c(ws

j ) = f1(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f1(c(wi

j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) if i ̸= 1, s

The coloring is shown inFigures6.14a,6.14c,6.14e fordifferent valuesof s(mod3).
But our aim is to ind another coloring such that ublue

i2 gets a different color. In
fact we will alter the above coloring. We have c(ui1) = c1, c(ui1 , w1

j ) = f1(c1) =
c2 and c(wnj

j , ui1) = f2(c1) = c3, where colors {c1, c2, c3} are all distinct. If
c(ublue

i2 ) ̸= c1 then we swap colors c2 and c3 (equivalently we apply f2 instead of
f1 on the above coloring and f1 instead of f2) and vertex ublue

i2 can take color c2

or c3 without changing the color of ui1 (see Figures 6.14b,6.14d). If c(ublue
i2 ) = c1

(which can only happen if s ≡ 0(mod3)), then we modify the above coloring as
follows:

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) if 2 ≤ i ≤ s − 1
c(ws

j ) = f2(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f2(c(wi

j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f2(c(wi−1
j , wi

j)) if s + 1 ≤ i ≤ nj

,where ws
j = ublue

i2

Actually we swap colors c1 and c2 only on the path (ublue
i2 , . . . , w

nj

j ). So vertex
ublue

i2 can take color c1 or c2 without changing the color of ui1 (see Figure 6.14f).
Case B.III. The length of Cblue

j is congruent to 2(mod3) and Cblue
j has no forced blue

representative
By Step 4Cblue

j has only one blue representative or two red adjacent representa-
tives and a blue one.

−If Cblue
j has only one blue representative, say ublue, then ublue is the starting

vertex and we color the edges of Cblue
j as in Case A.III. (where ublue has the

role of ured in Case A.III).
−Suppose now that Cblue

j has two red adjacent representatives, say ured
i1 and

ured
i2 , and a blue one, say ublue. Then Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , . . . , ublue, . . . ,

w
nj

j , ured
i1 ), wherenj +2 ≡ 2(mod3) andublue = ws

j . Note that it cannot be the
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u1 : 5

w6

ublue
2 : 6

w2
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7
6

7
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5

5
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6
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5

7

(b)

u1 : 5

w6
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w3

w4

w7

7
6

7

6

5

5

6

ublue
2 : 7

(c)

u1 : 5

w6

w2

w3

w4

w7

6
7

6

7

5

5

7

ublue
2 : 6

(d)

u1 : 5

w5

w2

w3

w4

w7

7
6

7

6

5

7

6

ublue
2 : 5

(e)

u1 : 5

w5

w2

w3

w4

w7

7
6

7

6

5

7

5

ublue
2 : 6

(f)

Figure 6.14: Coloring blue cycles of Case B.II for: (a)-(b) s ≡ 1(mod3), (c)-(d) s ≡ 2(mod3),
(e)-(f) s ≡ 0(mod3).

case that s ≡ 0(mod3) or s ≡ 1(mod3) since these vertices belong to C̃∗ from
Step 5. The adjacent red representatives ured

i1 , ured
i2 are the starting vertices

of the blue cycle. Let c(ured
i1 ) = c1 and c(ured

i2 ) = c2. W.l.o.g. we can assume
that c2 = f1(c1). We color the edge (ured

i1 , ured
i2 ) as c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) and

the edge (ured
i2 , w1

j ) as c(ured
i2 , w1

j ) = f2(c2). We have the following coloring:
c(wi

j , wi+1
j ) = f2(c(wi−1

j , wi
j)) if 1 ≤ i ≤ s − 1

c(ws
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j ))

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi
j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) if s + 1 ≤ i ≤ nj

where w0
j = ured

i2 and w
nj+1
j = ured

i1 .
Apparently c(ws

j ) = c2. Figure 6.15a shows the coloring for s ≡ 2(mod3).
In this case, we can obtain a second coloring where the blue representative
takes different color by altering the coloring of Figure 6.15a: we swap col-
ors c2 and c3 on the path (w1

j , w2
j , . . . ws

j ), and color c(ws
j ) = c3 (see Fig-

ure 6.15b).
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ured
1 : 5

w6

ublue : 6

ured
2 : 6

w3

w5

w1

w4

6

6

7

7

7

5

5

5

(a)

ured
1 : 5

w6

ublue : 5

ured
2 : 6

w3

w5

w1

w4

6

6

7

6

7

5

5

5

(b)

Figure 6.15: Coloring blue cycles of Case B.III.

Case C. Cblue
j ∈ Cblue

bad with a forced blue representative

In this casewe know thatCblue
j is either aC5 with two adjacent red representatives

as starting vertices and a forced blue representative ũblue, orCblue
j is a C8 with two

adjacent red representatives as starting vertices and a forced blue representative
ũblue, or Cblue

j is a C4 with one representative vertex (red or simple blue) as start-
ing vertex and a forced blue representative ũblue, or Cblue

j is a C7 with one blue
representative vertex as starting vertex and a forced blue representative ũblue. In
all four cases, given the color of the starting vertices arbitrarily, our aim is to show
that there are three colorings such that ũblue takes a different color, that is ũblue

can take all three colors in {5, 6, 7}. This implies that when we color a blue cycle
of Case C, the forced blue representative can always have a different color from
its neighboring colored representative vertices on a red cycle (since a forced blue
representative can have at most two representative neighbors that have already
been colored). Note that by Step 4 the length of Cblue

j ∈ Cblue
bad can’t be congruent to

0(mod3).

Case C.I. The length of Cblue
j is congruent to 1(mod3) and Cblue

j has a forced blue
representative ũblue that is not of type (1, 4)

If the length ofCblue
j is congruent to 1(mod3) and there is a forced blue represen-

tative ũblue, then Cblue
j = C4 or C7.

−Let Cblue
j = C4 = (u, w1

j , ũblue, w2
j , u), where u is either a red or a blue repre-

sentative. Vertex u is the starting vertex of C4 with color c(u) = c1. We color
c(u, w1

j ) = f1(c1) = c2 and c(w2
j , u) = f2(c1) = c3. For the other elements
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we have the following three possible colorings:
c(w1

j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2
j ) = c2

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c1 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c2

It is clear that vertex ũblue can have all three colors from {5, 6, 7} without
changing the color of u (see Figure 6.16).

ũblue : 5

w1w2

u : 5

6

6

7

7

(a)
ũblue : 6

w1w2

u : 5

6

7

7

5

(b)
ũblue : 7

w1w2

u : 5

6

6 5

7

(c)

Figure 6.16: (a)-(c) Coloring blue cycles of Case C.I: C4.

−Similarly let Cblue
j = C7 = (ublue, w1

j , ũblue, w2
j , . . . , w5

j , ublue), with the start-
ing vertex ublue colored as c(ublue) = c1 (recall that if a blue C7 cycle has
a forced representative, then its starting vertex is a simple blue representa-
tive). We color c(ublue, w1

j ) = f1(c1) = c2, c(w5
j , ublue) = f2(c1) = c3 and

have the following three possible colorings:
c(w1

j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2
j ) = c2 c(w2

j , w3
j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1 c(w2
j , w3

j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c1 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c2 c(w2
j , w3

j ) = c3

and for the other edges

c(ws
j , ws+1

j ) =


f1(c(ws−1

j , ws
j ))

f2(c(ws−1
j , ws

j ))
f1(c(ws−1

j , ws
j ))

for s = 3, 4, respectively.

It is clear that vertices ws
j and ws+1

j have different colors assigned to their
blue edges for s = 2, 3, 4, and vertex ũblue can have all three colors from
{5, 6, 7} without changing the color of ublue (see Figure 6.17).

Case C.II. The length of Cblue
j is congruent to 2(mod3) and Cblue

j has a forced blue
representative ũblue that is not of type (1, 4)
In this case by Step 5wehave thatCblue

j = C5 orC8 with two red representatives,
say ured

i1 and ured
i2 , and one forced blue representative ũblue.
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Figure 6.17: (a)-(c) Coloring blue cycles of Case C.I: C7.

−IfCblue
j has 5 vertices, thenCblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , ured
i1 ), where the

red representativesured
i1 ,ured

i2 are the starting vertices. Assume that c(ured
i1 ) =

c1 and c(ured
i2 ) = f1(c1) = c2. Then we color c(w2

j , ured
i1 ) = f1(c1) = c2,

c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3 and c(ured
i2 , w1

j ) = f2(c2) = c1. For the other
elements we have the following possible colorings:


c(w1

j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2
j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c1

It is clear that vertex ũblue can have all three colors from {5, 6, 7} without
changing the color of ured

i1 or ured
i2 (see Figure 6.18)).
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1 : 5

7

6

7

6

5

(a)

ured
2 : 6

ũblue : 6
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1 : 5

5

7

7

6

5

(b)
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2 : 6

ũblue : 7
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w1

ured
1 : 5

6

5

7

6

5

(c)

Figure 6.18: (a)-(c) Coloring blue cycles of Case C.II: C5.

−If Cblue
j has 8 vertices, then Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , . . . , w5
j , ured

i1 ),
where the red representativesured

i1 ,ured
i2 are the starting vertices. Let c(ured

i1 ) =
c1 and c(ured

i2 ) = f1(c1) = c2. Then we color c(w5
j , ured

i1 ) = f1(c1) = c2,
c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) = c3 and c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2) = c1. For the other
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elements we have the following possible colorings:

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2

j ) = c3

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c1 c(w4
j , w5

j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c3 c(w4
j , w5

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c3 c(w4
j , w5

j ) = c1

It is clear that vertex ũblue can have all three colors from {5, 6, 7} without
changing the color of ured

i1 or ured
i2 (see Figure 6.19)).
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Figure 6.19: (a)-(c) Coloring blue cycles of Case C.II: C8.

In the two last sub-cases we turn our attention to blue cycles with a forced blue
representative that is of type (1, 4). Recall that such a vertex belongs to a red C5

where every other vertex is a representative. Also, on the blue cycle the forced blue
representative belongs, exactly one of its neighbors is also of type (1, 4). Every pair
of type (1, 4) vertices has different color set from their other neighboring vertices.
Also they have different vertex color from one another and the edge joining them
has color in {1, 2, 3, 4}. So, it remains to assure that they will also have different
color set.
Case C.III. The length of Cblue

j is congruent to 1(mod3) and Cblue
j has a forced blue

representative ũblue that is of type (1, 4)

−As in Case C.I, let Cblue
j = C4 = (u, w1

j , ũblue, w2
j , u). W.l.o.g. we can assume

that ũblue and w1
j are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7. The edge

(ũblue, w1
j ) has been colored from {1, 2, 3, 4} in Step 7, so these vertices will

be distinguished by the color of their other incident edges along the blue cy-
cle. We only need to assure that there is a coloring where edges (u, w1

j ) and
(ũblue, w2

j ) take different colors from {5, 6, 7}. Since u is the starting vertex,
let c(u) = c1. Then we color c(u, w1

j ) = f1(c1) = c2, c(w2
j , u) = f2(c1) = c3

and c(ũblue, w2
j ) = c1 (see Figure 6.20a).
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Figure 6.20: (a) Coloring blue cycles of Case C.III: C4. (b) Coloring blue cycles of Case C.IV: C5.

−Similarly let Cblue
j = C7 = (ublue, w1

j , ũblue, w2
j , . . . , w5

j , ublue), with the start-
ing vertex ublue colored as c(ublue) = c1.
If ũblue and w1

j are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7 we want edges
(ublue, w1

j ) and (ũblue, w2
j ) to have different colors. We color c(ublue, w1

j ) =
f1(c1) = c2, c(w5

j , ublue) = f2(c1) = c3, c(ũblue, w2
j ) = c1, c(w2

j , w3
j ) = c3 and

c(ws
j , ws+1

j ) = f2(c(ws−1
j , ws

j )) for s = 3, 4 (see Figure 6.21a).
If ũblue and w2

j are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7 we want edges
(w1

j , ũblue) and (w2
j , w3

j ) to havedifferent colors. Then,we color c(ublue, w1
j ) =

f1(c1) = c2, c(w1
j , ũblue) = c1, c(w5

j , ublue) = f2(c1) = c3, c(w2
j , w3

j ) = c3 and
c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) for s = 3, 4 (see Figure 6.21b).
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Figure 6.21: (a)-(b) Coloring blue cycles of Case C.III: C7.

Case C.IV. The length of Cblue
j is congruent to 2(mod3) and Cblue

j has a forced blue
representative ũblue that is of type (1, 4)
As in Case C.II we have that Cblue

j has either 5 or 8 vertices.
−Let Cblue

j = C5 = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , ured
i1 ). W.l.o.g. we can assume that

ũblue andw1
j are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7.Wewant to assure
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that there is a coloring where edges (ured
i2 , w1

j ) and (ũblue, w2
j ) take different

color from {5, 6, 7}. For the starting vertices ured
i1 , ured

i2 let c(ured
i1 ) = c1 and

c(ured
i2 ) = c2.W.l.o.g. we can assume that c2 = f1(c1).We color c(ured

i1 , ured
i2 ) =

f2(c1) = c3, c(ured
i2 , w1

j ) = f1(c3) = c1, c(w2
j , ured

i1 ) = f1(c1) = c2, and
c(ũblue, w2

j ) = c3 (see Figure 6.20b).
−If Cblue

j has 8 vertices, then Cblue
j = (ured

i1 , ured
i2 , w1

j , ũblue, w2
j , . . . , w5

j , ured
i1 ).

Let c(ured
i1 ) = c1 and c(ured

i2 ) = c2, where we can assume w.l.o.g. that c2 =
f1(c1).
If ũblue and w1

j are the vertices of type (1, 4) we want edges (ured
i2 , w1

j ) and
(ũblue, w2

j ) to have different colors. We color c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3,
c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2) = c1, c(w5

j , ured
i1 ) = f1(c1) = c2, c(ũblue, w2

j ) = c3,
c(w2

j , w3
j ) = c2 and c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) for s = 3, 4 (see Fig-

ure 6.22a).
If ũblue and w2

j are the vertices of type (1, 4) we want edges (w1
j , ũblue) and

(w2
j , w3

j ) to have different colors. Then, we color c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3,
c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2) = c1, c(w5

j , ured
i1 ) = f1(c1) = c2, c(w1

j , ũblue) = c3,
c(w2

j , w3
j ) = c2 and c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) for s = 3, 4 (see Fig-

ure 6.22b).
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Figure 6.22: (a)-(b) Coloring blue cycles of Case C.IV: C8.

Step 11: adjacent vertices of type (1,4) and (12) with the same vertex color
Recall that along a blue cycle, a forced representative of type (1, 4) has one neigh-

bor of type (1, 4) and one of type (12). At the end of Step 7 we noted that the forced
representative and its neighbor of type (12)might have the same vertex color. One such
situation is depicted in Figure 6.23a:

We have a red C5 = (ured, w1, w2, w3, w4, ured), with vertex w2 being of type (1, 4).
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Figure 6.23: Situation of Step 11.

The blue cycle where w2 belongs has 4 vertices, Cblue = {u, v1, w2, v3, u} with starting
vertex u. Vertex v1 is of type (1, 4) with vertex color 1, and red in-edge e⃗(v′

1) = (
−−−→
v′

1, v1).
The coloring of the red C5 is determined by the color of vertex v′

1. In Figure 6.23a
vertex v′

1 has swapped color with its red out-edge, therefore w2 has vertex color 2, the
same as vertex v3. In this case, we change the color of vertex w2 to be in {5, 6, 7} (see
Figure 6.23b). By doing this, vertexw2 has color set of type (1) and vertex color of type
(u). In fact the type of w2 is not any of the six types of vertices de ined at the beginning
of the section. Since this new type occurs only as a special case and can be treated with
local changes of the coloring, we do not de ine a new type for these vertices. The color
set ofw2 is different from the color sets of its neighbors: v1 is of type (1, 4), v3 of type (2),
w1 of type (uodd) and w3 of type (u∗). However since the vertex color of w2 may take
any one in {5, 6, 7}wemay have a coloring ofC4 so that the color ofw2 is different from
the vertex color ofw1 andw3. In Figures 6.23b-6.23d, we see thatw2 can take any color
in {5, 6, 7} without changing the vertex color of the starting vertex of the blue C4 (the
starting vertex u has color 5 in Figure 6.23).

From the above, it is clear that we have to allow the forced blue representative of
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6.2 Non-Hamiltonian 4-Regular Graphs 125

Cblue to take any color in {5, 6, 7}. The same can apply to every similar case. More pre-
cisely suppose thatwehavea redC5 = (ured, w1, w2, w3, w4, ured), with vertexw2 being
of type (1, 4) and with the same vertex color as its neighbor of type (12) along its blue
cycle. The blue cycle Cblue where w2 belongs is of length 4, 5, 7 or 8. The case of Cblue

having 4 vertices is covered above, leaving three more cases.

− If the length of the blue cycle is 5 then Cblue = (ured
1 , ured

2 , v1, w2, v3, ured
1 ), and

w.l.o.g. we can assume that v1 is also of type (1, 4). Let c(ured
1 ) = c1 and c(ured

2 ) =
f1(c1) = c2. Then we color c(v3, ured

1 ) = f1(c1) = c2, c(ured
1 , ured

2 ) = f2(c1) = c3

and c(ured
2 , v1) = f2(c2) = c1. For the remaining elements we have the following

possible colorings:
c(w2) = c1 c(w2, v3) = c3

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c1

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c1

− If the length of the blue cycle is 7 then Cblue = (ublue, v1, w2, v3 . . . , v6, ublue), with
the starting vertex ublue colored as c(ublue) = c1. Here vertex v1 or v3 might be the
neighbor ofw2 along the blue cycle that is of type (1, 4). Ifw2 and v1 are the vertices
of type (1, 4) chosen at Step 7 we color c(ublue, v1) = f1(c1) = c2, c(v6, ublue) =
f2(c1) = c3 and have the following three possible colorings:

c(w2) = c1 c(w2, v3) = c2 c(v3, v4) = c3

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c1 c(v3, v4) = c3

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c2 c(v3, v4) = c3

and for the other edges

c(vs, vs+1) =


f1(c(vs−1, vs))
f2(c(vs−1, vs))
f1(c(vs−1, vs))

for s = 4, 5

If w2 and v3 are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7 we color c(ublue, v1) =
f1(c1) = c2, c(v6, ublue) = f2(c1) = c3, c(v3, v4) = c3, c(vs, vs+1) = f1(c(vs−1, vs))
for s = 4, 5, and have the following three possible colorings for the remaining ele-
ments:

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c1

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c2

c(v1, w2) = c1 c(w2) = c3
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126 Chapter 6. AVDTC of 4-Regular Graphs

− If Cblue
j has 8 vertices, then Cblue = (ured

1 , ured
2 , v1, w2, v3, . . . , v6, ured

1 ), where the
red representatives ured

1 , ured
2 are the starting vertices. Assume that c(ured

1 ) = c1

and c(ured
2 ) = f1(c1) = c2. Here vertex v1 or v3 might be the neighbor of w2 along

the blue cycle that is of type (1, 4). If w2 and v1 are the vertices of type (1, 4) cho-
sen at Step 7 we color c(v6, ured

1 ) = f1(c1) = c2, c(ured
1 , ured

2 ) = f2(c1) = c3,
c(ured

2 , v1) = f2(c2) = c1 and have the following three possible colorings:
c(w2) = c1 c(w2, v3) = c3 c(v3, v4) = c2

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c3 c(v3, v4) = c2

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c1 c(v3, v4) = c2

and for the other edges

c(vs, vs+1) =


f2(c(vs−1, vs))
f2(c(vs−1, vs))
f1(c(vs−1, vs))

for s = 4, 5

If w2 and v3 are the vertices of type (1, 4) chosen at Step 7 we color c(v6, ured
1 ) =

f1(c1) = c2, c(ured
1 , ured

2 ) = f2(c1) = c3, c(ured
2 , v1) = f2(c2) = c1, c(v3, v4) = c2

and c(vs, vs+1) = f1(c(vs−1, vs)) for s = 4, 5. For the other elements we have the
following possible colorings:

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c1

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c2

c(v1, w2) = c2 c(w2) = c3

In all the above colorings we have that vertex w2 can take any color in {5, 6, 7}, so that
the color of w2 is different from the vertex color of w1 and w3 along the red C5.

Now that all elements of G have been colored we need to show the following:

Claim 2: The above algorithm produces an AVDTC of G with 7 colors.

Proof. Previously (at Step 7), after using colors {1, 2, 3, 4}, we saw that there were dif-
ferent vertex colors and color sets for certain adjacent vertices. So, in order to prove
the claimed result we only need to show that the use of colors {5, 6, 7} takes care of
the following: adjacent simple vertices on a blue cycle have different color sets. This
is true as noted in Step 8 and Step 10. Also, adjacent vertices of type (1, 4) have differ-
ent color sets. This is settled in Step 10: Case C.III-C.IV, while Step 11 settles situations
where a vertex of type (1, 4) has the same vertex colorwith one of its neighbors. Finally,
adjacent representative vertices have different vertex colors. This is provided by the or-
dering of the blue cycles and the initial coloring of the starting vertices. Therefore, we
proved that all adjacent or incident elements of G have different colors and any two
adjacent vertices have different color sets, satisfying the de inition of AVDTC.
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7 Circle-Representations of Simple 4-
Regular Planar Graphs

Themotivation for this chapter is Lovász’ Conjecture that every connected4-regular
planar graphG admits a realization as a systemof circles (refer to Conjecture 2.2). First,
we provide tight upper and lower bounds on the number of circles needed in a real-
ization of any simple 4-regular planar graph. Furthermore, we af irmatively answer
Lovász’s conjecture, if G is 3-connected, and demonstrate an in inite class of simple
connected 4-regular planar graphs which are not 3-connected (i.e., either simply con-
nected or biconnected) and do not admit realizations as a system of circles.

7.1 Bounds on the Number of Circles Needed in a Circle Rep-
resentation of a Simple 4-Regular Planar Graph

In this section,wepresent upper and lower bounds on the number of circles needed
in a realization of a simple connected 4-regular planar graph as a system of circles.
We also prove that these bounds are tight, i.e., there exist in initely many connected
4-regular planar graphs that admit realizations as system of circles and use the num-
ber of circles given by the two bounds.

Lemma7.1. LetG be a simple connected 4-regular planar graph on n vertices. Then, the
number of circles, say c[G], that participate in a realization of G as system of circles, if
one exists, satis ies the following inequality:

(1 +
√

1 + 4n)/2 ≤ c[G] ≤ 2n/3.

Proof. In general, there are certain restrictions concerning the number of circles that
participate in a realization of a graph as a system of circles:

− Two circles may have at most two vertices in common: Two crossing points if they
intersect, one touching point if they are tangent, or none if they are separated.

− There exist at least three vertices on every circle, since we consider only simple
graphs.
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130 Chapter 7. Circle-Representations of Simple 4-Regular Planar Graphs

− Every vertex belongs to exactly two circles, since every vertex has degree 4.

From the latter two properties, it follows that in any realization of G as a system
of circles, the number of vertices of G de ined by all circles is at least 3c[G]/2, which
immediately implies the desired upper bound, i.e, c[G] ≤ 2n/3. On the other hand, if
every pair of circles de ines exactly two vertices (i.e., every pair of circles intersects),
the corresponding realizationofGhas theminimumnumber of circles. However, in this
case a total of c[G](c[G] − 1)/2 pairs of circles de ine at most c[G](c[G] − 1) vertices.
Hence, it follows that n ≤ c[G](c[G] − 1) or equivalently that (1 +

√
1 + 4n)/2 ≤ c[G].

In the following, we prove that the bounds of Lemma 7.1 are tight.

Lemma7.2. There exist in initelymany connected 4-regularn-vertex planar graphs that
admit realizations as system of (1 +

√
1 + 4n)/2 and 2n/3 circles.

Proof. In order to prove this lemma, it is enough to show that there exist two classes
of graphs that admit realizations as system of circles, in which (a) every pair of circles
intersect and (b) every circle has exactly three vertices.

(a) We aim to create a set of non-coincident circles all with the same radius and
all containing the same interior point. More formally, let c ≥ 3 be an arbitrary
integer. Let also C be an auxiliary geometric circle of radius R > 0 (refer to
the dashed circle of Figure 7.1a). We proceed to draw c circles of the same ra-
dius r > 0 centered at the vertices of a regular c-gon inscribed at circle C , such
that r > R (see Figure 7.1a). It is not dif icult to see that every pair of circles
intersects, since their centers are at distance less than 2r. One can also appro-
priately choose r, so that no three circles pass through the same point. Since c

is arbitrarily chosen, the class of graphs derived by the circle representations
corresponding to different values of integer c, c ≥ 3, has obviously the property
that its members admit realizations in which every pair of circles intersect.

(b) In order to prove that there exist in initely many graphs that admit realizations
as system of circles, in which every circle has exactly three vertices, we follow
a similar approach as in the previous case (refer to Figure 7.1b). Let m > 2
be an odd integer number. We proceed to draw a “chain of circles” consisting
of m circles of equal radius respectively, which touch with each other and also
touch the interior of an “enclosing circle”, as illustrated in Figure 7.1b. The con-
struction ensures that every circle has exactly three vertices. Hence, the class of
graphs derived by the circle representations corresponding to different values
of m > 2, has obviously the property that its members admit realizations in
which every circle has exactly three vertices.
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(a)

Chain of m circles

Enclosing circle

(b)

Figure 7.1: Circle representations in which: (a) Every pair of circles intersects, and (b) Every
circle has exactly three vertices.

7.2 The Case of 3-Connected 4-Regular Planar Graphs

Weprove that a 3-connected 4-regular planar graph admits a realization as a system
of touching circles. Our starting point is the circle packing theorem (Theorem 2.1). We
will use Theorem 2.1 on an auxiliary graph that can be constructed based on any 3-
connected 4-regular planar graph.

Let G be a 4-regular planar graph embedded in the plane. Since G is obviously Eu-
lerian, by Lemma 2.2 its dual G∗ is bipartite. Hence, we can color the faces of G using
two colors, say gray and white, so that any two adjacent faces are of different color. For
convenience, we assume that the outer face of G is always colored white. We proceed
to construct a new graph IL(G) as follows. We associate a vertex of IL(G) with every
gray face ofG. We join two vertices of IL(G)with an edge if and only if the correspond-
ing faces of G have at least one vertex in common (refer to the black colored graph of
Figure 7.2a).

Lemma 7.3. If G is a 3-connected 4-regular planar graph, then IL(G) is simple.

Proof. Suppose that G is 3-connected and assume for the sake of contradiction that
IL(G) is not simple. W.l.o.g., we further assume that IL(G) contains a multiple edge,
say a double edge between f and g, where f, g ∈ V (IL(G)) (see Figure 7.3a). The case
where IL(G) contains loops is treated similarly. By de inition, f and g correspond to
gray faces of G that have exactly two common vertices, say u, v ∈ V (G). Then, u, f , v
and g de ine a separating simple closed curvewhich intersectsG at exactly two vertices
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132 Chapter 7. Circle-Representations of Simple 4-Regular Planar Graphs

(a) (b)

Figure 7.2: (a) Constructing graph IL(G). (b) A realization of G as system of circles.

(i.e., vertices u and v; see Figure 7.3a). Note that since G is simple there is at least one
vertex of G that lies in the interior of this curve and one in its exterior. Hence, G is not
3-connected, which implies the claimed contradiction.

v

u

f

g

(a) (b)

Figure 7.3: (a) Vertices u, f , v and g de ine a separating simple closed curve. (b) If G is bicon-
nected, then IL(G) is not necessarily simple (refer to bold edges).

We are now ready to state the main theorem of this section.

Theorem 7.1. Every 3-connected 4-regular planar graph admits a realization as a sys-
tem of touching circles.

Proof. By Lemma 7.3, IL(G) is simple. So, we can apply Theorem 2.1 on it. This leads
to a drawing in which each gray-colored face of G corresponds to a circle and two cir-
cles meet at a point if and only if the corresponding faces are vertex-adjacent (see Fig-
ure 7.2b). By construction of IL(G)we have that the vertices ofG are the points where
circles touch. Also, every circle contains as arcs all the edges of the gray face it corre-
sponds to. Since the gray-colored faces contain all edges of the graph, it follows that the
constructed representation is indeed a system of touching circles for G.
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7.3 The Case of Connected 4-Regular Planar Graphs 133

7.3 The Case of Connected 4-Regular Planar Graphs

In this section, we will demonstrate an in inite class of connected 4-regular planar
graphs that do not admit a realization as a system of circles. The base of our construc-
tive proof is the octahedron graph Goct (see Figure 7.4a), which is a 3-connected 4-
regular planar graph and hence, by Theorem 7.1, it admits a realization as a system of
touching circles. Note that in the case where G is not 3-connected, IL(G) is not nec-
essarily simple (for an example refer to Figure 7.3b). Hence, Theorem 2.1 cannot be
applied directly.

Assume now that a graph G admits a realization, say R, as a system of circles. In
general, R is not uniquely de ined, as one can construct in initely many realizations
of G as a system of circles based on R, e.g., by scaling R or by translating R over the
plane. In the same spirit, if we slightly change the radii of the circles or even the centers
of the circles of the realization of the octahedron graph depicted in Figure 7.4d, then
we can obtain a new realization of the octahedron graph (again as a system of three
mutually crossing circles), which will be more or less “equivalent” to the one depicted
in Figure 7.4d. The same actually holds, if we simply change the triple of the vertices
delimiting its outerface (as the octahedron graph is symmetric). Intuitively, two real-
izations R and R′ of G are equivalent if there is a bijective function from the faces of R

to the faces of R′, which maps each face of R to a face of R′ of the same shape, where
the shape of a face is determined by the convexity of the arcs it consists of, i.e., towards
to or away from the interior of the face.

(a) (b) (c) (d)

Figure 7.4: (a) A straight-line drawing of the octahedron graph Goct. (b)-(d) Non-equivalent
realizations of the octahedron graph Goct as a system of circles.

More formally, given a realization R of G as a system of circles, irst we smooth out
G by eliminating vertices of degree two, and then construct the dual, sayG∗

R, and orient
its edges as follows: For an edge e ∈ E(G) incident to two faces fe and f ′

e of R, edge
(fe, f ′

e) ∈ E(G∗
R) is oriented from fe to f ′

e if and only if every straight-line segment
with endpoints on the arc ofR corresponding to e does not lie entirely in f ′

e. Otherwise,
(fe, f ′

e) is directed from f ′
e towards fe. Note that for any circle ofR, say c, a face ofG lies
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134 Chapter 7. Circle-Representations of Simple 4-Regular Planar Graphs

either in the interior of c or in its exterior. Then, orienting edge (fe, f ′
e) ∈ E(G∗

R) from
fe to f ′

e implies that fe lies in the interior of c and f ′
e in its exterior,where c is a circle ofR

and e is an arc-segment of c. We say that two realizationsR andR′ ofG are equivalent if
and only ifG∗

R andG∗
R′ are isomorphic, that is, there is a bijective function g : V (G∗

R) →
V (G∗

R′) such that (
−−→
v, v′) ∈ E(G∗

R) if and only if (
−−−−−−→
g(v), g(v′)) ∈ E(G∗

R′). Observe that in
the aforementioned de inition degree two vertices affect neither the set of circles that
participate in the realization nor their relative positions. This is the reason why they
are omitted. The following lemma describes all non-equivalent realizations of Goct as
a system of circles.

Lemma 7.4. The octahedron graph has exactly three non-equivalent realizations as a
system of circles, which are shown in Figures 7.4b-7.4d.

Proof. Lemma 7.1 implies that any realization of the octahedron graph Goct as a sys-
tem of circles consists of either three or four circles. Easy considerations show that in
the former case the three circles are mutually crossing, while in the latter one the four
circles are mutually touching. Consider irst the case of three mutually crossing circles
(see Figure 7.4d, in which there are six vertices of degree four and every face is a trian-
gle). SinceGoct is the only fully-triangulated 4-regular planar graph on six vertices, this
is indeed a realization ofGoct as a systemof circles. There is exactly one face ofGoct that
belongs to the interior of all three circles. It follows that in G∗

oct the corresponding ver-
tex has out-degree three (refer to the innermost vertex of Figure 7.5a). Also, for every
pair of circles, there is exactly one face that belongs to the interior of both circles and
to the exterior of the third circle. The corresponding vertices of G∗

oct have out-degree
two and in-degree one (refer to vertices at distance one from the innermost vertex of
Figure 7.5a). For every circle, there is exactly one face that belongs to its interior and
to the exterior of the other two circles. The corresponding vertices of G∗

oct have out-
degree one and in-degree two (refer to vertices at distance two from the innermost
vertex of Figure 7.5a). Finally, the vertex corresponding to the outerface has in-degree
three. From the above, it follows that the oriented dual G∗

oct that corresponds to a real-
ization of Goct as a system of three mutually crossing circles is isomorphic to the one
given in Figure 7.5a, where the vertex corresponding to the outerface is omitted.

In the case of four touching circles, by Lemma 7.1 it follows that every circle has
exactly three vertices. Since vertices are de ined by touching points and two circles can
have at most one common point, it follows that a circle touches all three other circles
of the representation. Let c1, . . . , c4 be the four circles. If c2 lies in the interior of c1,
then c3 and c4 are also in the interior of c1 (since they touch with c2). This implies that
either all circles have empty interiors or one circle contains all three other circles in
its interior (see Figures 7.4c and 7.4b, respectively, so there are de ined six vertices
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(a) (b) (c)

Figure 7.5: Illustration of the oriented duals (drawn in dotted) of Goct that correspond to the
three non-equivalent realizations of the octahedron graph Goct as a system of circles.

of degree four, and every face is a triangle). Since Goct is the only fully-triangulated 4-
regular planar graph on six vertices, these are indeed realizations of Goct as system of
circles. For the casewhere all circles have empty interior, circles c1 to c4 are faces ofGoct

and the corresponding vertices of G∗
oct have out-degree three (refer to the innermost

vertex of Figure 7.5b and to vertices at distance two from it). All other faces ofGoct lie in
the exterior of all circles and have therefore in-degree three and out-degree zero (refer
to vertices at distance one from the innermost vertex of Figure 7.5b; the outerface
vertex also its to this case). Therefore, the oriented dual G∗

oct that corresponds to a
realization of Goct as four touching circles with disjoint interiors is isomorphic to the
one given in Figure 7.5b, where the vertex corresponding to the outerface is omitted.

Suppose now that one circle, say circle c1, contains in its interior all three other
circles. Then, circles c2, c3 and c4 are faces of Goct and the corresponding vertices of
G∗

oct have out-degree three (refer to vertices at distance one from the innermost vertex
of Figure 7.5c). There is exactly one face delimited by c2, c3 and c4 (in the interior of
c1) that corresponds to a vertex of G∗

oct with in-degree three (refer to the innermost
vertex of Figure 7.5c). Three distinct faces share an edge with c1 and lie in its interior
corresponding to three vertices of G∗

oct with in-degree two and out-degree one (refer
to vertices at distance two from the innermost vertex of Figure 7.5c). The outerface
corresponds to a vertex of in-degree three. Similarly to the previous cases, the oriented
dual G∗

oct that corresponds to a realization of Goct as four touching circles where one
circle contains in its interior all three other circles, is isomorphic to the one given in
Figure 7.5c, where the vertex corresponding to the outerface is omitted.

It is not hard to see that the three realizations presented are not equivalent: In the
realization of Figure 7.5a there is only one vertex with out-degree three, while in the
realization of Figure 7.5b there are four vertices with out-degree three, and in the re-
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136 Chapter 7. Circle-Representations of Simple 4-Regular Planar Graphs

alization of Figure 7.5c there are three. Since the degree sequences of the three dual
graphs are different they can’t be isomorphic.

Any realization of the octahedron graph as a system of circles will use either three
mutually crossing circles or four touching circles. Since we proved that the oriented
dual in the former case is isomorphic to the one of Figure 7.5a, while in the latter case
isomorphic either to the one of Figure 7.5b or to the one of Figure 7.5c, it follows
that it is always isomorphic to one of the digraphs of Figure 7.5, giving a total of three
non-equivalent realizations of Goct as a system of circles.

v1 v2

w1 w2

w

(a) The gadget-subgraph.

v1 v2

w1 w2

w

(b) Abstraction of the gadget-subgraph.

Figure 7.6: Illustrations of the gadget-subgraph.

Initially, we will exhibit a speci ic connected 4-regular planar graph that does not
admit a realization as a system of circles. This graph will be constructed based onGoct,
augmented by appropriately “attaching” a speci ic gadget-subgraph to its edges, lead-
ing thus to a graph, say Gaug

oct , that contains cut-vertices and separating pairs (note
that any connected 4-regular planar graph is bridgeless [Wes01, pp.34]). The gadget-
subgraph is illustrated in Figure 7.6a. Observe that it contains exactly two vertices of
degree two, namely v1 and v2, which are its endpoints. Nowwe replace every edge e =
(u, v) ofGoct by a path consisting of 8 internal vertices. Clearly, the graph, sayGsub

oct , that
is obtained in this manner is a subdivision of Goct. Let u → z1 → z2 → · · · → z8 → v

be the path replacing edge (u, v). We associate four copies of the gadget-subgraph hav-
ing vertices z1, . . . , z8 as their endpoints: the irst gadget-subgraph connects vertices
z1 and z6, the second connects z2 and z5, the third connects z3 and z8 and the last con-
nects z4 and z7 (see Figure 7.7a, inwhich the gadget-subgraphs are drawnwith dashed
curves joining the end-vertices; Figure 7.7b depicts the resulting graph Gaug

oct ).
The skeleton of the gadget-subgraph consists of vertices v1, v2, w1, w2 and w (see

Figure 7.6) and edges (vi, w), (wi, w) and (vi, wi), i = 1, 2. If we remove the edges of the
skeleton, the remaining graph consists of three isolated vertices (namely v1, v2 and w)
and twodisjoint graphs that are subdivisions of the octahedron graph (refer to the gray-
shaded graphs of Figure 7.6a). In this section we will exhibit some properties of the
gadget-subgraphs. These properties are not actually due to the structure of the gadget-
subgraphs. In fact, any graph in which every vertex has degree four except for exactly
one degree-2 vertex on the outerface can be used instead of the gadget-subgraphs still
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u v

z1 z2

z3 z4

z5 z6

z7 z8

(a) Attaching gadget-subgraphs on e = (u, v). (b) The resulting graph Gaug
oct .

Figure 7.7: Each dashed edge corresponds to the gadget-subgraph of Figure 7.6.

guaranteeing the sameproperties. The general situation is shown in Figure7.6b,where
the subgraphs are drawn as loops at verticesw1 andw2. For convenience, we will refer
to these subgraphs as loop-subgraphs.

Lemma 7.5. Let G be a 4-regular planar graph that contains at least one copy of the
gadget-subgraph. Suppose that there is a realization of G as a system of circles. Then,
the skeleton of each gadget-subgraph in this realization consists of two circles C1 andC2

tangent at a point w, where circle Ci contains vertices {vi, wi, w} and the arc-segments
realizing edges (vi, wi), (wi, w), and (vi, w), for i = 1, 2.

Proof. Suppose that there is a realization ofG as a systemof circles and consider a copy
of the gadget-subgraph in this realization. Since every vertex is de ined by exactly two
circles and wi is a cut-vertex, it follows that one of the two circles de ining wi contains
vertices that belong only to its loop-subgraph, i = 1, 2. Hence, the edges (vi, wi) and
(wi, w) belong to the same circle, i = 1, 2. Let Ci be the circle that contains (vi, wi) and
(wi, w) and C ′

i the circle that contains (vi, w), i = 1, 2. We claim that Ci = C ′
i , i = 1, 2.

Observe that this implies the lemma. For the sake of contradiction, assume that C1 ̸=
C ′

1. Since vertex w is de ined by exactly two circles, we have that {C1, C ′
1} = {C2, C ′

2},
which also implies thatC2 ̸= C ′

2. Then,C1 andC ′
1 have at least three points in common,

namely vertices v1, v2 and w, from which we obtain C1 = C ′
1; a contradiction.

Lemma7.6. LetG be a 4-regular planar graph andGsub a subdivision ofG. Let v1 and v2

be two subdivision vertices ofGsub, i.e. v1 and v2 are vertices of degree 2. Attach a gadget-
subgraph, so that v1 and v2 are its endpoints, and such that the resulting graph is planar.
Then, in any realization of the resulting graph as a system of circles, the realization of the
gadget-subgraph and the realization of Gsub are independent, i.e., any circle contains
edges that belong exclusively either to the gadget-subgraph or to Gsub.
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u1

u2

v1

v2

u′1 u′2

w1

w2

w

Figure 7.8: Con iguration considered in proof of Lemma 7.6.

Proof. Refer to Figure 7.8. Since the resulting graph is planar, v1 and v2 lie on the bound-
ary of a face of Gsub. By Lemma 7.5, it follows that edges (vi, wi), (vi, w) and (wi, w)
belong to the same circle, sayCi, i = 1, 2. Let uj , u′

j be the two neighbors of vertex vj in
Gsub, j = 1, 2 (Note that u′

1 = v2 and u′
2 = v1 are possible). Since every vertex belongs

to exactly two circles, it follows that edges (uj , vj) and (vj , u′
j) belong to a circle differ-

ent from C1 and C2. Therefore, if we remove C1 and C2 and the circles representing
the loop-subgraphs of the gadget-subgraph, we have a representation of the remaining
graph (namely of graph Gsub), as a system of circles.

From the above, it follows that in any realization of Gaug
oct as a system of circles the

realization of each gadget-subgraph and the realization of Gsub
oct are independent. This

is summarized in the following corollary.

Corollary 7.1. In any realization of Gaug
oct as a system of circles, the realization of each

gadget-subgraph and the realization of Gsub
oct are independent.

Corollary 7.1 is the key element of our proof. It implies that the realization of Gsub
oct

obtained from a realization of Gaug
oct by removing all vertices of the gadget-subgraphs

except for their endpoints will be equivalent to one of the realizations of Goct depicted
in Figures 7.4b-7.4d (recall that the de inition of two equivalent realizations ignores
vertices of degree-2).

In any planar embedding of Goct, there is always a triangular face that shares no
vertex and no edge with the outerface. Hence, the gadget-subgraphs attached to the
edges of this triangular face have to be realized as in Figure 7.9a (in fact a realization
as in Figure 7.9b is only possible if the gadget-subgraph is incident to the outerface).
So, there is a total of six gadget-subgraphs attached along the edges of this triangular
face, each with a realization as in Figure 7.9a.

In the following, we state two useful geometric results regarding tangent circles.
We denote by C(O, r) a circle with center O and radius r.
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v1 v2

w1 w2

w

(a)

v1 v2

w1

w2

w

(b)

Figure 7.9: Non-equivalent realizations of the gadget-subgraph as a system of circles: (a) The
two circles representing the skeleton have disjoint interiors, and (b) One circle lies in the inte-
rior of the other.

Lemma 7.7. Let C1(O1, r1) and C2(O2, r2) be two circles, so that C1 is tangent to C2

at point p1 and C2 lies entirely in the interior of C1. Let C(O, r) be another circle that
is tangent to C1 at point p2 (p2 ̸= p1), tangent to C2 and lies in the interior of C1 (see
Figure 7.10a). If ϕ is the angle p̂1O1p2, then the radius r of C is an increasing function of
ϕ, ϕ ∈ (0, π].

Proof. W.l.o.g., we assume thatO1 coincideswith the origin of the Cartesian coordinate
systemand point p1 lies on the x–axis, i.e., at point (r1, 0). Then, the center of circleC2 is
at point (r1−r2, 0), while the center of circleC is at point ((r1−r) cos ϕ, (r1−r) sin ϕ), as
shown in Figure 7.10a. Since C2 and C are tangent the distance between their centers
equals to the sum of their radii, i.e.:

[(r1 − r) cos ϕ − (r1 − r2)]2 + [(r1 − r) sin ϕ]2 = (r2 + r)2

⇒ (r1 − r2)2 + (r1 − r)2 − 2(r1 − r2)(r1 − r) cos ϕ = (r2 + r)2

⇒ (r1 + r2)(r1 − r) − 2r1r2 − (r1 − r2)(r1 − r) cos ϕ = 0
⇒ r = r1 − 2r1r2

r1+r2−(r1−r2) cos ϕ

By the above equation, whenϕ is increasing in the interval (0, π], cos ϕ is decreasing
and r is increasing. Hence, circle C has maximum radius for angle ϕ = π.

A similar result holds if circles C and C2 lie outside circle C1.

Lemma 7.8. Let C1(O1, r1) and C2(O2, r2) be two circles, so that C1 is tangent to C2

at point p1 and C1 lies entirely in the exterior of C2. Let C(O, r) be another circle that
is tangent to C1 at point p2 (p2 ̸= p1), tangent to C2 and lies in the exterior of C1 (see
Figure 7.10b). If ϕ is the angle p̂1O1p2, then the radius r of C is an increasing function of
ϕ, ϕ ∈ (0, arccos( r1−r2

r1+r2
)].
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C1

C2

C

O1
O2(r1 − r2, 0) p1(r1, 0)

p2

O((r1 − r) cosφ, (r1 − r) sinφ)

φ

(a)

C1 C2

C

O1 O2(r1 + r2, 0)p1(r1, 0)

p2

O((r1 + r) cosφ, (r1 + r) sinφ)

φ

(b)

Figure 7.10: (a) Con iguration considered in Lemma 7.7. (b) Con iguration considered in
Lemma 7.8.

Proof. The proof of Lemma 7.8 is similar to the one of Lemma 7.7. So, we omit the
details. We simply mention the corresponding equation for r, which is the following:

r = 2r1r2
r2 − r1 + (r2 + r1) cos ϕ

− r1

Note that circle C does not always exist. For an example, refer to Figure 7.10b, when
ϕ = π/2 and r1 > r2. In particular, for given radii r1 and r2, angle ϕ is bounded from
above by the value arccos( r1−r2

r1+r2
), which corresponds to the angle in the extreme case

where circle C is of in inite radius and is therefore reduced to the common tangent of
circles C1 and C2.

Lemma 7.9. Consider a circle C(O, r) and an arc
⌢

AB of C with ÂOB = ϕ < π. Let
C1(O1, r1) and C2(O2, r2) be two tangent circles, that are both tangent to C at points
A and B respectively (see Figure 7.11). Let C ′

1(O′
1, r′

1) and C ′
2(O′

2, r′
2) be another such

pair of tangent circles that are both tangent to C at points A′ and B′ respectively (with
A′ and B′ on the arc between A and B), so that the two pairs of circles have no crossing
and no touching points. Assuming that Ci and C ′

i , i = 1, 2 are all in the interior of C or
in the exterior of C and A, A′, B′, and B occur in this order on the arc between A and B,
then:

|
⌢

A′B′| < |
⌢

AA′| and |
⌢

A′B′| < |
⌢

B′B|.

Proof. Consider the circleC1. There exist two circlesC ′′
i for i = 1, 2with radius r′′

i , that
are both tangent toC1 and also tangent toC at pointsA′ andB′ respectively. Note that
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for i = 1, 2 circle C ′′
i contains circle C ′

i , and so r′′
i ≥ r′

i. We have that ÂOA′ < ÂOB′ <

ÂOB and therefore, by Lemmas 7.7 and 7.8, r′
i ≤ r′′

i < r2 for i = 1, 2. Similarly, starting
from circle C2 we have that r′

i ≤ r′′
i < r1 for i = 1, 2. Now, for circle C ′

1 we have that
r′

2 < r1 and ÂOA′, Â′OB′ < π. Then by Lemmas 7.7 and 7.8 it follows that Â′OB′ <

ÂOA′. Similarly, we conclude that Â′OB′ < B̂′OB. So, we have that:

|
⌢

A′B′| < |
⌢

AA′| and |
⌢

A′B′| < |
⌢

B′B|.

C1
C2

O

φ

C ′
2

C ′
1

O1
O2

A

B

A′
B′O′

1
O′

2

(a)

C1 C2

O

φ

C ′
2

C ′
1

O1 O2

A
B

A′ B′

O′
1 O′

2

(b)

Figure 7.11: Con igurations used in Lemma 7.9.

Note that Lemma 7.9 is still true when the four circles lie either in the interior or
on the exterior of circle C . Let e = (u, v) be an edge of the innermost interior face
of the octahedron graph Goct, as shown in Figure 7.7b. Assume that in a realization
of the octahedron as a system of circles, e is drawn as an arc of a circle C(O, r), with
ûOv = ϕ < π. The next lemma proves that this assumption leads to a contradiction to
the existence of a realization of graph Gaug

oct as a system of circles.

Lemma 7.10. Consider a circle C(O, r) and assume that edge e = (u, v) ∈ E(Goct) is
drawn as an arc segment ⌢

uv of C such that ûOv = ϕ < π. If we attach two pairs of
gadget-subgraphs along e, as shown in Figure 7.7a, then the resulting subgraph of Gaug

oct

does not admit a realization as a system of circles.

Proof. By Lemma 7.5 we have that each gadget-subgraph is drawn as a pair of tangent
circles that are also tangent to the arc ⌢

uv at points zi, zj . Furthermore, the two tangent
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circles have disjoint interiors since they are not on the outerface of Gaug
oct , as in Fig-

ure 7.9a. By applying Lemma 7.9 to the pair of gadget-subgraphs with endpoints z1, z6

and z2, z5, we have:
⌢

z2z5 <
⌢

z1z2 and ⌢
z2z5 <

⌢
z5z6

Similarly, for the pair of gadget-subgraphs with endpoints z3, z8 and z4, z7, we have:
⌢

z4z7 <
⌢

z3z4 and ⌢
z4z7 <

⌢
z7z8

Combining those inequalities and the fact that ⌢
zizj ≤ ⌢

zi′zj′ for i′ ≤ i ≤ j ≤ j′, we have:
⌢

z4z7 <
⌢

z3z4 ≤ ⌢
z2z5 <

⌢
z5z6 ≤ ⌢

z4z7

that is ⌢
z4z7 <

⌢
z4z7, which is a contradiction.

In order to complete the proof that graphGaug
oct does not admit a realization as a sys-

tem of circles, it suf ices to show that in any realization of Goct (and therefore of Gsub
oct ),

at least one edge of the innermost interior facemeets the requirements of Lemma 7.10.

Lemma 7.11. In any realization of the octahedron as a system of circles, at least one
edge, say e = (u, v), of the innermost interior face is drawn as an arc of a circle C(O, r)
so that ûOv = ϕ < π.

Proof. By Lemma7.4, it suf ices to show that the lemma holds for the three non-equiva-
lent representations shown in Figure 7.4. For the irst two representations of Fig-
ure 7.4, the result is almost straightforward. More precisely, let C1(O1, r1), C2(O2, r2)
and C3(O3, r3) be the circles (white-colored in Figure 7.4b) that de ine the innermost
interior face (refer to the innermost gray-shaded face of Figure 7.4b) of the irst repre-
sentation. The three points of this face lie on the edges of the triangle de ined by points
O1,O2 andO3, since circlesC1,C2 andC3 aremutually tangent. Then, at least one of the
angles of the triangle is less than π, as desired. In the second representation, the inner-
most interior face is a circle (refer to the innermost gray-shaded circle of Figure 7.4c)
with three distinct points on its boundary. Trivially, at least one of the arcs de ined by
those points corresponds to an angle that is smaller than π.

We now turn our attention to the more interesting case where the realization of
the octahedron graph as a systemof circles is implied by threemutually crossing circles
(refer to Figure 7.4d). First, consider two circlesC1(O1, r1) andC2(O2, r2) intersecting
at points A and B and assume w.l.o.g. that their centers lie along the x–axis, such that
O1 is to the left ofO2 (see Figure 7.12).We are interested in the angles that correspond
to the two arcs of C1 and C2 that “con ine” the common points of the two circles (refer
to the dashed drawn arcs incident to A and B in Figure 7.12). It is not dif icult to see
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O2O1

C1 C2

A

B

(a)

O2O1

C1 C2

A

B

(b)

Figure 7.12: Con igurations considered in Lemma 7.11.

that ÂO1B and ÂO2B cannot be both greater than π. Consider now two of the crossing
circles of the realization of the octahedron of Figure 7.4d. From the above, it follows
that at least one of the two arcs that “con ine” their common points, corresponds to
an angle that is less than π. Since the innermost interior face is also con ined by the
two arcs, it follows that at least one edge of the innermost interior face has the desired
property.

Theorem 7.2. There exists a connected 4-regular planar graph that does not admit a
realization as a system of circles.

Proof. Lemma 7.11 states that in any realization of the octahedron graph as a system
of circles, at least one edge of the innermost interior face is drawn as an arc segment
of an angle less than π. Hence, by Lemma 7.10 it follows that Gaug

oct does not admit a
realization as a system of circles.

Theorem 7.3. There exists an in inite class of connected 4-regular planar graphs that
do not admit a realization as a system of circles.

Proof. Recall that in order to obtain Gaug
oct , each edge of the octahedron graph was aug-

mented by twopairs of gadget-subgraphs. However, Theorem7.2 trivially holds ifmore
than two pairs of gadget-subgraphs are attached to each edge of Goct, de ining thus an
in inite class of connected 4-regular planar graphs that do not admit a realization as a
system of circles. An alternative (and more interesting) class of such graphs can be de-
rived by replacing the octahedron graph of the loop-subgraph of each gadget-subgraph
by any 4-regular planar graph, in which one of the edges on its outerface is replaced by
a path of length two and the additional vertex implied by this procedure is identi ied
by vertices w1 and/or w2 of the gadget-subgraph (refer to Figure 7.6).
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7.4 The Case of Biconnected 4-Regular Planar Graphs

In this section, we consider the case of biconnected 4-regular planar graphs. More
precisely, we will prove that there exist in initely many biconnected 4-regular planar
graphs that do not admit realizations as a system of circles. To do so, we follow a sim-
ilar approach as the one presented in Section 7.3. Recall that graph Gaug

oct that we con-
structed in Section 7.3 was not biconnected, since each gadget-subgraph de ines two
cut-vertices. In fact, all cut-vertices of Gaug

oct belong to the gadget-subgraphs. So, for the
case of biconnected 4-regular planar graphs, we will construct a new gadget-subgraph,
referred to as bigadget-subgraph, that does not contain cut-vertices and simultane-
ously has the same properties as the corresponding ones of Section 7.3 (in particular
the properties implied by Lemma 7.5).

The bigadget-subgraph is illustrated in Figure 7.13a. Again, it contains exactly two
vertices of degree two, namely v1 and v2, which are its endpoints. However, its skeleton
now consists of seven vertices (i.e., vi,wi,w′

i andw, i = 1, 2). If we remove the edges of
the skeleton except for the edges (wi, w′

i), i = 1, 2, the remaining graph again consists
of three isolated vertices and two disjoint biconnected graphs, which we call biloop-
subgraphs (refer to the grey-shaded graphs of Figure 7.13a). The properties of the
bigadget-subgraph are again independent of the biloop-subgraphs, i.e., any simple bi-
connected planar graph satisfying the following degree condition can be used instead:
Every vertex is of degree 4 except for exactly two vertices on the outerface that are
of degree 3. The general situation is shown in Figure 7.13b, where the subgraphs are
drawn as “bi-loops” at vertices wi and w′

i, i = 1, 2.
v1 v2w

w2w′
1 w′

2
w1

(a) The bigadget-subgraph.

v1 v2w

w2w′
1 w′

2
w1

(b) Abstraction of the bigadget-subgraph.

Figure 7.13: Illustrations of the new gadget-subgraph.

Having speci ied thebigadget-subgraph,we canaugment theoctahedrongraph sim-
ilarly to Section 7.3. This will result in a biconnected graph, whichwe denote byBGaug

oct .
Now, we are in position to prove the analogue of Lemma 7.5.

Lemma 7.12. Let G be a 4-regular planar graph that contains at least one copy of the
bigadget- subgraph. Suppose that there is a realization of G as a system of circles. Then,
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the skeleton of each bigadget-subgraph in this realization consists of two circles C1 and
C2 tangent at a point w, where circle Ci contains vertices {vi, wi, w′

i, w} and the arcs-
segments realizing edges (vi, wi), (w′

i, w) and (vi, w), for i = 1, 2.

Proof. Suppose that there is a realization ofG as a systemof circles and consider a copy
of the bigadget-subgraph in this realization. Note that the edges (vi, wi) and (w′

i, w)
belong to the same circle, i = 1, 2 (otherwise, one of the circleswould contain vertexwi

twice and the other circle would contain vertexw′
i twice, i = 1, 2, which is not possible

since every vertex belongs to exactly two different circles). Let Ci be the circle that
contains (vi, wi) and (w′

i, w) and C ′
i the circle that contains (vi, w), i = 1, 2. We claim

that Ci = C ′
i , i = 1, 2. For the sake of contradiction, assume that C1 ̸= C ′

1. Since
vertexw is de ined by exactly two circles, we have that {C1, C ′

1} = {C2, C ′
2}, which also

implies that C2 ̸= C ′
2. Then, C1 and C ′

1 have at least three points in common, namely
vertices v1, v2 and w, from which we obtain C1 = C ′

1; a contradiction.

In Figure 7.14 two non-equivalent realizations are shown. Note that these realiza-
tions actually depend on the relative position of the two touching circles C1 and C2 in
the planar embedding of G. In particular, in Figure 7.14a the two circles C1 and C2

contain only the biloops-subgraphs in their interior, while in Figure 7.14b C1 is the
outerface and therefore contains the entire graph. This implies that in any realization
of BGaug

oct as a system of circles, all bigadget-subgraphs are drawn as in Figure 7.14a
except for at most one bigadget-subgraph if one of its two circles is the outerface of
BGaug

oct . Hence, we can similarly prove the analogue of Corollary 7.1.

w′
2

w2

v1 v2

w1

w

w′
1

(a)

w′
2 w2

v1 v2 w

w′
1

w1

(b)

Figure 7.14: Non-equivalent realizations of the bigadget-subgraph as a system of circles:
(a) The two circles representing the skeleton have disjoint interiors, and (b) One circle lies in
the interior of the other.

Corollary 7.2. In any realization ofBGaug
oct as a system of circles, the realizations of each

bigadget-subgraph and the realization of Gsub
oct are independent.
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Lemma7.12 and Corollary 7.2 allowus to prove an analogue of Lemma7.10 (where
bigadget-subgraphs are used instead of gadget-subgraphs). That result, together with
Lemma 7.11, allows us to give an analogue of Theorem 7.2.

Theorem 7.4. There exists a biconnected 4-regular planar graph that does not admit a
realization as a system of circles.

Finally, in order to prove that there exist in initely many biconnected 4-regular pla-
nar graphs that do not admit realizations as a system of circles, one can attach more
than two pairs of bigadget-subgraphs to every edge of Goct, or replace the biloop-sub-
graphs by any simple biconnected planar graph (in which every vertex is of degree 4
except for exactly two vertices on the outerface that are of degree 3), which leads to the
following conclusion.

Theorem 7.5. There exists an in inite class of biconnected 4-regular planar graphs that
do not admit a realization as a system of circles.
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8 Perfect Smooth Layouts

In this chapter we consider smooth orthogonal drawing using various styles. We
describe how to obtain planar perfect smooth orthogonal drawings for planar graphs
withmaximum degree 3. Furthermore, we prove that planar graphswithmaximum de-
gree 4 admit perfect smooth orthogonal drawings if we allow crossings in the resulting
drawing. In order to deal with graphs of higher degree, we use the Kandinsky model:
any graph admits a non-planar drawing of perfect edge complexity, but not all graphs
admit a planar drawing.

Finally, we investigate different styles of perfect orthogonal drawings considered
in the literature so far. We introduce classes of graphs admitting drawings of speci ic
styles, and study relations between the classes.

8.1 Planar Perfect Smooth Orthogonal Drawings of Planar
Graphs with Maximum Degree 3

In this section, we extend the algorithm of Bekos et al. [BKKS13], which is based on
canonical ordering, and hence, is limited to triconnected planar graphs ofmaximumde-
gree3;we showthat everyplanar graphwithmaximumdegree3 canbedrawnwithper-
fect edge complexity. Note that this result also improves upon a known result of Alam
et al. [ABK+14], who recently showed that any planar graph with maximum degree 3
admits a smooth orthogonal drawing of edge complexity two. Following standard prac-
tice, we proceed as follows. We handle each biconnected component independently
and decompose it using the SPQR tree (for a short introduction to SPQR trees, refer to
Section 2.2.2). Thenwe use a recursive drawing procedure based on the SPQR tree that
uses the original algorithm for the triconnected components.

Since SPQR trees are only de ined for biconnected graphs, we start with decom-
posing the connected graph into its biconnected components. Wemostly follow Kant’s
work [Kan93] on orthogonal layouts of planar graphs with maximum degree 3. He
shows that one can draw each biconnected component independently and assemble
them later using a tree drawing technique. The crucial observation is that each cut ver-
tex is contained in at least one and at most three bridge components. A bridge is a
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148 Chapter 8. Perfect Smooth Layouts

biconnected component consisting only of a single edge linking two cut vertices. These
bridges serve as edges in the tree layout. This approach generates a layout without in-
troducing any additional bends, that is, the bridges are straight lines in the inal draw-
ing. Since every edge without bends has perfect edge complexity, we may concentrate
on biconnected planar graphs of maximum degree 3. However, without going into de-
tails, the methodmay require to put a speci ic cut vertex in the upper left corner of the
generated layout. We keep this constraint in mind and reconsider it when generating
the layout.

In the next step, we decompose each biconnected component that is not a bridge
into its triconnected components. We borrow again the basic steps from Kant [Kan93]
who uses the SPQR tree. Similar to our setting, his core algorithm requires triconnec-
tivity, hence, can be applied to R-nodes. It remains to deal with P- and S-nodes and
ensure that the core algorithm can handle virtual edges. A similar technique is used
by Eppstein [Epp13] for Lombardi drawings of planar graphs with maximum degree
3. Eppstein proceeds as follows: First, all degree two nodes are suppressed resulting
in a 3-regular multigraph. Construction of the SPQR tree yields a decomposition into
triconnected components. Eppstein exploits the special properties of SPQR trees on 3-
regular graphs. Similar to the bridges in the biconnected case, the degree restriction of
the input graph provides enough freedom to glue the substructures together. However,
Lemma 1 in [Epp13] requires the graph to be 3-regular and not just planar with maxi-
mum degree 3. While suppressing degree two nodes simpli ies the method, it requires
that this procedure can be reversed afterwards. In our context this is not straightfor-
ward. Hence,we keep the degree twonodes as Kant [Kan93] does. The drawback is that
we can only formulate a relaxed version of the lemma used by Eppstein. Nevertheless,
it will be suf icient for our purpose.

Lemma 8.1. In an SPQR tree of a biconnected planar graph with maximum degree 3,
the skeleton of a P-node is a bundle of three parallel edges, the skeleton of an R-node is
a triconnected 3-regular planar graph, and each edge in the tree has exactly one S-node
as an endpoint. In the skeleton of an S-node no two virtual edges share a common vertex,
that is, virtual edges are separated by at least one real edge.

Proof. We only sketch the proof, similar arguments can be found in [Kan93]. By de ini-
tion, P-nodes have at least three parallel edges. Any P-node skeleton with more edges
violates the degree restriction. The skeletons of R-nodes are by de inition triconnected
while still obeying the degree restriction and planarity. Both P- and R-node contribute
each at least two to the degrees of the separating pair. Hence, P- and R- nodes cannot
share a common vertex without inducing a degree of at least four. As a result, they can-
not be adjacent in the tree, nor share a common vertex on the cycle of an S-node.
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Figure 8.1: (a) The basic shape used for the skeletons. (b) Placing the vc in the upper left corner
at the root of the SPQR tree. (c) P-nodewith twoS-node childrenS1, S2, and (d) The correspond-
ing drawing with two chains formed by µ1, µ2 and µ3, µ4, respectively.

The crucial part of the lemma regarding our approach is that it guarantees the exis-
tence of additional edges to glue the subgraphs of P- and R-nodes together. To ensure
that the layout of these subgraphsmatches a certain pattern, we de ine a basic building
block. As in [Kan93],weuse the shape shown in Figure 8.1a. The building block has two
free ports at the upper and lower left corner, where the vertices of the corresponding
separation pair (u, v) are located.We ensure that P- andR-nodes can be drawn thisway
only using one circular arc or one straight-line segment per edge. Instead of explicitly
drawing S-nodes, we implicitly consider them when drawing the P- and R-nodes.

Before showing how to draw them, we deal with the extra constraint mentioned
earlier. The biconnected components layout may require to put a speci ic cut vertex
vc in the upper left corner. Every cut vertex in a biconnected component which is not
bridge has degree two, hence, can only occur in the skeleton of an S-node, where it is in-
cident to two real edges.We root the SPQR tree at this unique S-node containing vc and
draw it in a special way such that vc is located in the upper left corner; see Figure 8.1b.
In case that the input graph is biconnected, we root the tree at an arbitrarily chosen
S-node, select one of its real edges and draw it as a half-circle. The rest of the cycle is
drawn along a vertical line. Note that if the SPQR tree does not contain any S-nodes,
then it consists only of a single R-node, hence, we can directly apply the algorithm of
Bekos et al. [BKKS13].

The rooted SPQR tree induces a hierarchy on the virtual edges. In the skeleton of
each nodeµ (except the root) there exists a unique virtual edge representing the parent
node.We refer to this edge as the reference edge ofµ and to its endpoints as the poles of
µ. Suppose now we remove the reference edge in the skeleton of an S-node. The result
is a simple path consisting of virtual and real edges. Since the reference edge is virtual,
this chain starts and ends with a real edge. Furthermore, every virtual edge represents
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150 Chapter 8. Perfect Smooth Layouts

either a P- or R-node. We show in the following that we can insert these chains into the
skeletons of P- and R-nodes and draw them with perfect edge complexity. Notice that
a chain may contain degree two nodes, some of them being cut vertices that require
additional space to attach a bridge.

When drawing the skeleton of a P-nodeµwith poles (u, v), we only have to consider
the two chains induced by the two children of µ. One chain is drawn directly on the
vertical line from u to v, while the other is parallel to that and connected by circular
arcs to u and v; see Figure 8.1d. Notice that in the case of a real edge or a single degree
two node, this approach still works. Clearly, the layout has perfect edge complexity and
conforms with the basic building block shape.

µ1

R

µ2 µ3 µ4

S1 S2
S3

u

v

(a)

v = v1

e

u = vn

S1

S3

S2

(b)

v = v1

e

u = vn

µ4

µ2
µ3

µ1

(c)

Figure 8.2: (a) An R-node with three S-node children S1, S2, S3. Real, virtual and reference
edges are drawn solid, dashed and dotted. (b) Initial layout of the skeleton, and (c) After ex-
panding the chains of S1, S2 and S3.

It remains to draw the R-nodes using the algorithm of Bekos et al. [BKKS13] and
modify it so that it can handle virtual edges. An example of a R-nodewith three children
is given in Figure 8.2a. We proceed in two steps: We apply the algorithm of Bekos et
al. to obtain a layout for the skeleton of the R-node. Then we insert the chains of the
children into the drawing. However, the layout has to match the basic building block
scheme. Hence, the poles (u, v) have to be placed in the upper and lower left corner of
the drawing. The algorithm of Bekos et al. [BKKS13] uses a leftmost canonical ordering
for drawing any triconnectedplanar graphofmaximumdegree 3with the property that
the edge (vn, v1) is always a half-circular arc and vn and v1 have the same x-coordinate.
Furthermore, their approach guarantees that no node is left of v1 and vn, respectively.
The three nodes vn, v1, v2 are part of the input when computing the canonical ordering.
We use this property by choosing vn = u and v1 = v to obtain the correct placement of
u and v; see Figure 8.2b. In the second step, we expand every virtual edge by inserting
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8.2 Non-Planar Perfect Smooth Orthogonal Drawings 151

the corresponding chains. Similar to the P-node case, for each chain we have two real
edges available for embedding the rest of the chain. Since the result of the algorithm
of Bekos et al. [BKKS13] has perfect edge complexity, we have to deal with two cases:
the virtual edge is drawn as a straight line or a quarter-circular arc. Expanding the line
segment is straightforward if we put the chain on the line. When replacing a circular
arc we make use of the free left (or top) port at the top node of the chain and the free
bottom (or left respectively) port at the bottom node, and connect it by an horizontal
and a vertical (or a vertical and an horizontal respectively) drawn edge. Figure 8.2b
shows an example, where the virtual edge representing S2 is drawn as a circular arc.
In Figure 8.2c it is replaced by µ2, µ3 without using any circular arcs and the two real
edges at the start and end of the chain are drawn horizontal and vertical. The result
conforms to the shape and has perfect edge complexity.

We have shown that P-nodes, R-nodes and the S-node at the root of the SPQR-tree
can be drawn with perfect edge complexity. Furthermore, the chains induced by the
S-nodes are drawn on a line (except the real edges at the beginning and end). We are
ready to describe the algorithm and formulate the main result of this section.

Theorem 8.1. Every planar graph of maximum degree 3 admits a planar drawing of
perfect edge complexity.

Proof. Decompose the graph into its biconnected components as described in [Kan93]
to obtain a hierarchy on the cut vertices. For each component construct the SPQR-tree
and root it as described. We traverse the SPQR tree in a bottom-up manner. Since S-
nodes are drawn implicitly by their parents (P- and R-nodes), we skip them. Instead,
when visiting a P- or R-node, we obtain a set of chains, where every virtual edge corre-
sponds to a subgraph that has alreadybeendrawn. The shape of these drawingmatches
the shape of the basic building block. Combined with the fact that each chain is drawn
on a line, we can easily rescale them so that they it into the drawing of the current
skeleton. Notice that rescaling is only necessary for R-nodes. In this way we obtain a
layout for the complete subgraph induced by the current node. The recursion termi-
nates at the root S-node of the tree. The result is a drawing of the biconnected compo-
nent with perfect edge complexity. Furthermore, the pre-speci ied cut vertex required
for Kant’s method to assemble the biconnected components is located in the upper left
corner. Hence, we glue biconnected components with bridges together by using verti-
cal or horizontal lines.

8.2 Non-Planar Perfect Smooth Orthogonal Drawings

In this section, we consider perfect smooth orthogonal drawings, which might not
be planar. Notice that although crossings are allowed, no two edges incident to a vertex
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can use the same port of the vertex. The main dif iculty is to assign edges to ports so
that the port constraints are respected. We prove the following result.

Theorem8.2. Every graphofmaximumdegree 4admits a (not necessarily planar) draw-
ing of perfect edge complexity.

Proof. Let G = (V, E) be an input graph of maximum degree 4. First, we create a new
graph G′ = (V, E′) from G so that G′ is 4-regular. The new graph G′ is a supergraph of
G on the same vertex set, that is, E′ ⊇ E. It is easy to construct G′ starting from G by
iteratively choosing a pair of vertices of degree less than 4 and adding an edge between
them. Note that G′ may have loops and multiple edges.

To construct a drawing of perfect edge complexity, we ix an arbitrary order of ver-
tices v1, v2, . . . , v|V |. We draw vertices on a diagonal; each vertex vi for 1 ≤ i ≤ |V | has
coordinates (i, i). The edges are drawn as quarter-circular and 3-quarter-circular arcs;
see Figure 8.3b. The goal now is to assign edges to ports of the vertices so that every
port of a vertex is used only once.

(a) (b)
1

2

3 4 10 11

5 8

6 9

7

(c)

3
1

6 4
5

7 9
10

8

2
11

(d)

Figure 8.3: (a-b) The octahedron graph: (a) decomposed into 2 sets of cycles; C1 (solid) and
C2 (dashed), (b) drawn with perfect edge complexity. (c-d) The Goldner-Harary graph drawn
(c) with straight line-segments and (d) with perfect edge complexity under the Kandinsky
model.

As Petersen showed in [Pet91], the edges of any graph of degree ∆ can be covered
by ⌈∆

2 ⌉ edge-disjoint sets of cycles, and such sets can be found in polynomial time. We
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apply the result for graph G′ to get 2 sets of cycles C1 and C2. The edges of C1 use
West and South ports of vertices, while the edges of C2 use East and North ports; see
Figure 8.3b. Consider a cycle u1, . . . , uk, uk+1 = u1 with ui ∈ V from C1. We draw the
cycle so that edge (ui, ui+1) uses West port of ui and South port of ui+1 for all 1 ≤ i ≤
k. Symmetrically, we draw the cycles of C2. It easy to see that each port is used once
since every vertex is covered by exactly one cycle from C1 and by one cycle from C2. A
drawing of G is constructed from G′ by removing the edges from E′ \ E.

8.3 Perfect Smooth Orthogonal Kandinsky Drawings

Bekos et al. [BKKS13] proved that every planar graph admits a smooth orthogonal
drawing of edge complexity two under the Kandinskymodel. Their algorithm ismostly
based on techniques stemming from book-embedding. In the resulting drawings the
vertices of the graph are always restricted on a horizontal line so that the edges that
are of smooth complexity two consist of two half-circles each, and cross the line at the
in lection point. We notice that such a drawing approach is quite restricted. To realize
this, observe that the Goldner-Harary graph, which is the smallest non-Hamiltonian
maximal planar graph, has book thickness three; see Figure 8.3c. Therefore, according
to the algorithm of Bekos et al. [BKKS13], it requires a smooth orthogonal drawing of
edge complexity two. If one relaxes the requirement that the vertices lie on a horizon-
tal line, then it is possible to construct a perfect smooth orthogonal drawing; see Fig-
ure 8.3d. Thus, a natural question is whether any planar graph admits a perfect smooth
orthogonal drawing under the Kandinsky model. In the remainder of this section, we
answer the question negatively.

We show that the graph in Figure 8.4a, denoted as GK , does not admit a perfect
smoothorthogonal drawingunder theKandinskymodel. Thegraph is constructed from
K4 by stellating all internal faces, that is, by adding an extra vertex to an internal face
and joining it with every vertex of the face; see Figure 8.4b. In order to obtain GK ,
the stellating procedure is repeated twice. By construction,GK contains three interior-
disjoint isomorphic subgraphs that correspond to the three internal faces of the initial
K4. This subgraph is shown in Figure 8.4c and we denote it by GT . We can derive
a nice property for all possible smooth orthogonal drawings of GT with perfect edge
complexity under the Kandinsky model. To this end, we introduce some notation.

Suppose that a graphG admits a smoothorthogonal drawingwithperfect edge com-
plexity under the Kandinsky model, and consider its embedded dual G∗. Let f1 and f2

be two adjacent faces of G with a common edge (v1, v2). If (v1, v2) is drawn as an arc,
we direct (f1, f2) inG∗ from f1 to f2 if and only if every line-segmentwith endpoints on
the arc (v1, v2) does not lie entirely within face f2. We stress that (f1, f2) remains undi-
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 8.4: (a) Graph GK does not admit a perfect smooth orthogonal drawing under the
Kandinsky model. (b) K4 (black vertices and edges) in which every internal face is stellated
(red vertices and edges). (c) Graph GT is a subgraph of GK . (d) The mixed dual derived from a
speci ic smooth orthogonal drawing of K4 with perfect edge complexity under the Kandinsky
model. (e)G∗

T has three directed edges pointing from the interior ofGT to its exterior. Vertices
of the dual graph are drawn as squares, while edges of the dual are dashed.

rected if (v1, v2) is drawn as a line segment. The derived mixed dualG∗ depends solely
on the drawing of G; see Figure 8.4d. The mixed dual G∗

T has the following property.

Lemma 8.2. The vertex of G∗
T corresponding to the outerface of GT has in-degree 3. In

other words, G∗
T has three directed edges pointing from the interior of GT to its exterior;

see Figure 8.4e.

Proof. Note that GT is a planar triangulated graph. Hence, before we proceed, we ex-
amine the possible drawing with perfect edge complexity of a triangular face under
the Kandinskymodel. Consider two adjacent vertices v1 and v2 in a smooth orthogonal
drawing of perfect edge complexity. Then, v1 and v2 are either horizontally, vertically or
diagonally aligned. If v1 and v2 are horizontally (vertically, respectively) aligned, then
edge (v1, v2) is drawn as a straight line or as a half-circle. If they are diagonally aligned,
edge (v1, v2) is drawn as a quarter-circular or 3-quarter-circular arc; see Figure 8.5a.
In order to facilitate the reader, we denote by ℓ(v1, v2) the line that is de ined by v1 and
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v2. If we want to emphasize that it is an horizontal (vertical or diagonal) line, we write
hℓ(v1, v2) (vℓ(v1, v2) or dℓ(v1, v2), respectively).

v

(a)

v1 v2

v3

v

v1,2

v2,3

v1,3

(b)

Figure 8.5: (a) All neighbors of vertex v lie on the four gray axes, while all edges incident to v

are drawn as straight lines or arcs of circles. (b) Graph GT is a subgraph of GK

Consider now a triangle T = {v1, v2, v3}. In Figure 8.6 we can see all possible
positioning of vertices v1, v2 and v3 on the plane. In particular, if all three vertices are
diagonally aligned, thenw.l.o.g. we have the con iguration of Figure 8.6a. Otherwise, at
least two vertices of T are horizontally or vertically aligned. Assumew.l.o.g. that v1 and
v2 are horizontally aligned. Vertex v3 must be properly alignedwith both v1 and v2; see
Figure 8.6b. Hence, either all three vertices are horizontally aligned (see Figure 8.6c),
or v3 is diagonally aligned to both v1 and v2 (see Figure 8.6d), or v3 is diagonally aligned
to only one of v1 and v2, say v1, and vertically aligned to the other vertex, namely v2 (see
Figure 8.6e).

v1

v2

v3

(a)

v1 v2

(b)
v1 v3v2

(c)

v1 v2

v3

(d)

v1 v2

v3

(e)

Figure 8.6: Placement of the vertices of a triangle T = {v1, v2, v3}. (a) v1, v2 and v3 are diago-
nally aligned. (b) v1 and v2 are horizontally aligned. Purple color denotes allowed positions for
v3. (c) v1, v2 and v3 are horizontally aligned. (d) v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is diago-
nally aligned to v1 and v2. (e) v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is diagonally aligned to v1

and vertically aligned to v2.

Our purpose is to examine the properties of a smooth orthogonal drawing of GT

with perfect edge complexity under the Kandinsky model. Let T = {v1, v2, v3} be the
outerface of GT and v the common neighbor of v1, v2 and v3 that lies in the interior of
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T ; see Figure 8.5b. Also, we write vi,j for the common neighbor of vertices v, vi and vj ,
1 ≤ i < j ≤ 3, and write Ti,j for the triangle with vertices vi, vj and v, 1 ≤ i < j ≤ 3.
Since T is a triangle, its vertices are positioned as in Figure 8.6. We distinguish four
cases:

Case A. Vertices v1, v2 and v3 are diagonally aligned; see Figure 8.6a. Assume w.l.o.g.
that edge (v1, v3) is to the right of dℓ(v1, v3). By the alignment restrictions v is placed
either (i) horizontally aligned to v1, vertically aligned to v3 and diagonally aligned to
v2, or (ii) vertically aligned to v1, horizontally aligned to v3 and diagonally aligned to
v2, or (iii) diagonally aligned to all three vertices of T . The irst case is shown in Fig-
ure 8.7a. In this case, since v is insideT , edge (v1, v3) is drawn as a 3-quarter-circular
arc to the right of dℓ(v1, v3). Then, the alignment restrictions for vertex v1,3 impose
that it is placed either on edge (v1, v3) or on vertex v2. Hence, this case is rejected.
In the second scenario, where v is vertically aligned to v1, horizontally aligned to v3

and diagonally aligned to v2, we have the situation of Figure 8.7b. Edge (v1, v2) (or
(v2, v3)) cannot be drawn as a 3-quarter-circular arc to the left of dℓ(v1, v3), other-
wise v would be placed on edge (v1, v2) ((v2, v3), respectively). In any other case, ver-
tex vwill beplacedoutsideT , which is not allowed.Hence, v is placed alongdℓ(v1, v3)
and between vertices v1 and v3. We assume w.l.o.g. that v is placed between v1 and
v2. Then, edge (v3, v) is to the right of dℓ(v1, v3) and (v1, v2) to the left of dℓ(v1, v3);
see Figure 8.7c.

The above argument, concerning the placement of vertex v, can be generalized: Sup-
pose that we have a K4 graph, where every internal face is stellated. If the vertices
of the outerface of K4 are diagonally aligned, then the internal vertex of the K4 is
also diagonally aligned with the vertices of the outerface. Now, every subgraph Ti,j ,
1 ≤ i < j ≤ 3, is a K4 with vertices vi, vj and v on the outerface, internal vertex vi,j ,
and every internal face is stellated. Since all vertices v1, v2, v3 and v are diagonally
aligned along dℓ(v1, v3), so are vertices v1,2, v1,3 and v2,3; see Figure 8.8a. Then, ver-
tex v1,3 is placed between vertices v1 and v, and edge (v1, v) is drawn to the left of
dℓ(v1, v3). Similarly vertex v1,2 is placed between vertices v and v2, and edge (v2, v)
is drawn to the right of dℓ(v1, v3). Finally, vertex v2,3 is placed between vertices v2

and v3, and edge (v2, v3) is drawn to the left of dℓ(v1, v3). Note that edge (v1, v3) is
drawn as a quarter-circular or 3-quarter-circular arc to the right of dℓ(v1, v3), and
edges (v1, v2) and (v2, v3) are drawn to the left of dℓ(v1, v3), where at most one of
them can be drawn as a 3-quarter-circular arc.

Case B. Vertices v1, v2 and v3 are horizontally aligned; see Figure 8.6c.We can assume
w.l.o.g. that edge (v1, v3) is drawn as a half-circle below hℓ(v1, v3). Since v is adjacent
to v1, v2 and v3, and v lies inside triangle T , by the alignment restrictions, v can
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v1

v2

v3

v

v1,3

(a)

v1

v2

v3

v

(b)

v1

v2

v3

v

(c)

Figure 8.7: (a)-(b) The drawing of T is not possible when vertices v1, v2 and v3 are diagonally
aligned and v is not alongdℓ(v1, v3). (c) Vertices v1, v2, v3 and v are alongdℓ(v1, v3). Gray-shaded
edges correspond to different drawings.

only be placed along hℓ(v1, v3) and between vertices v1 and v3. Let, w.l.o.g. v placed
between vertices v1 and v2; see Figure 8.8b. Then edge (v1, v2) is drawn as a half-
circle above hℓ(v1, v3) and edge (v3, v) is drawn as a half-circle below hℓ(v1, v3).

The above argument can be generalized: Suppose that we have a K4 graph, where
the vertices of the outerface ofK4 are horizontally aligned. Then the internal vertex
of the K4 is horizontally aligned and placed between two vertices of the outerface.
Then, for vertex v1,3, which is adjacent to all vertices of T1,3, we have that v1,3 must
be placed on hℓ(v1, v3) and between vertices v1 and v3. Since v1,3 lies inside T1,3, v1,3

can only be placed between v1 and v. Then edge (v1, v) is drawnas a half-circle above
hℓ(v1, v3). Similarly, v1,2 is placed along hℓ(v1, v3) and between v and v2, while edge
(v2, v) is drawn as a half-circle belowhℓ(v1, v3). Finally, v2,3 is placed alonghℓ(v1, v3)
and between v2 and v3, and edge (v2, v3) is drawn as a half-circle above hℓ(v1, v3).
Note that (v1, v3) is drawn below hℓ(v1, v3), while (v1, v2) and (v2, v3) are drawn
above hℓ(v1, v3).

Case C. Vertices v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is diagonally aligned to v1 and
v2; see Figure 8.6d. By the alignment restrictions, there are two possible positions
for vertex v: (i) horizontally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v3, or,
(ii) diagonally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v3. Since none of the two
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v1

v2

v3

v

v1,3

v1,2

v2,3

(a)

v1

v2

v3

v

v1,3 v1,2 v2,3

(b)

Figure 8.8: (a) Drawing of T when vertices v1, v2 and v3 are diagonally aligned. Gray-shaded
edges correspond to different drawings. (b) Drawing of T when vertices v1, v2 and v3 are hori-
zontally aligned.

positions is above hℓ(v1, v2), and v lies in the interior of T , edge (v1, v2) is drawn as
a half-circle below hℓ(v1, v2). The situation is shown in Figure 8.9a. Then v is either
placed on hℓ(v1, v2) or on edge (v1, v2). Clearly, the second option is rejected, and v

is horizontally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v3. Now, vertex v1,2 is ad-
jacent to vertices v1, v2 and v, and lies inside triangle T1,2 = {v, v1, v2}. By the align-
ment restrictions, v1,2 is either (i) horizontally aligned to all three vertices of T1,2,
or (ii) diagonally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v. The second place-
ment is rejected since v1,2 would be placed on edge (v1, v2). So, v1,2 is placed along
hℓ(v1, v2) andbetween vertices v1 and v2. Assumew.l.o.g., that v1,2 is placed between
vertices v1 and v as shown in Figure 8.9a. Then edge (v1, v) is drawn as a half-circle
above hℓ(v1, v2), and (v2, v1,2) is drawn as a half-circle below hℓ(v1, v2). Then, for
vertex v1,3, which is adjacent to vertices v1, v3 and v, there are two valid placements:
(i) vertically aligned to v1, horizontally aligned to v3 and diagonally aligned to v, or,
(ii) diagonally aligned to all three vertices of T1,3. The second placement is rejected,
otherwise v1,3 would be placed on edge (v1, v). Then, v1,3 is vertically aligned to v1,
horizontally aligned to v3 and diagonally aligned to v. This placement forces edge
(v1, v3) to be drawn as a 3-quarter-circular arc to the left of dℓ(v1, v3). As in the case
of v1,3, there are two placements for vertex v2,3: (i) vertically aligned to v2, horizon-
tally aligned to v3 and diagonally aligned to v, or, (ii) diagonally aligned to all three
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v1 v2
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v1,3

v2,3
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v1 v2
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v1,3

v2,3
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Figure 8.9: (a) Drawing of T when vertices v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is diagonally
aligned to v1 and v2. (b) Drawing of T when vertices v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is
diagonally aligned to v1 and vertically aligned to v2. Gray-shaded edges correspond to different
drawings.

vertices of T2,3. In the irst case, edge (v2, v3) is drawn as a 3-quarter-circular arc to
the right of dℓ(v2, v3), and in the second case it is drawn as a quarter-circular or 3-
quarter-circular arc to the right of dℓ(v2, v3). Note that edge (v1, v2) is drawn below
hℓ(v1, v2), (v1, v3) is drawn to the left of dℓ(v1, v3), and (v2, v3) is drawn to the right
of dℓ(v2, v3).

Case D. Vertices v1 and v2 are horizontally aligned, v3 is diagonally aligned to v1 and
vertically aligned to v2; see Figure 8.6e. By the alignment restrictions, there are two
possible positions for vertex v: (i) vertically aligned to v1, diagonally aligned to v2,
and horizontally aligned to v3, or, (ii) diagonally aligned to all three vertices ofT . The
irst placement is rejected, otherwise, vertex v1,3 cannot be placed inside the triangle

T1,3. So, v is diagonally aligned to all three vertices of T ; see Figure 8.9b. Now, vertex
v1,2 is adjacent to vertices v1, v2 and v, and lies inside triangle T1,2 = {v, v1, v2}. By
the alignment restrictions, v1,2 is either (i) horizontally aligned to v1 and v2, and ver-
tically aligned to v, or, (ii) diagonally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v.
Since none of the two positions is above hℓ(v1, v2), and v1,2 lies in the interior of T1,2,
edge (v1, v2) is drawn as a half-circle below hℓ(v1, v2). Then v1,2 is either placed on
hℓ(v1, v2) or on edge (v1, v2). Clearly, the second option is rejected, and v1,2 is hor-
izontally aligned to v1 and v2, and vertically aligned to v. Similarly, for vertex v2,3

there are two possible placements: (i) vertically aligned to v2 and v3, and horizon-
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tally aligned to v, or, (ii) diagonally aligned to v2 and v3, and horizontally aligned to v.
Since none of the two positions is to the left of vℓ(v2, v3), and v2,3 lies in the interior
of T2,3, edge (v2, v3) is drawn as a half-circle to the right of vℓ(v2, v3). Then v2,3 is
either placed on vℓ(v2, v3) or on edge (v2, v3). Clearly, the second option is rejected,
and v2,3 is vertically aligned to v2 and v3, and horizontally aligned to v. Finally, for
vertex v1,3, which is adjacent to vertices v1, v3 and v, there are two valid placements:
(i) vertically aligned to v1, horizontally aligned to v3 and diagonally aligned to v, or,
(ii) diagonally aligned to all three vertices of T1,3. In the irst case edge (v1, v3) is
drawn as a 3-quarter-circular arc to the left of dℓ(v1, v3), and in the second case it
is drawn as a quarter-circular or 3-quarter-circular arc to the left of dℓ(v1, v3). Note
that edge (v1, v2) is drawn below hℓ(v1, v2), (v1, v3) is drawn to the left of dℓ(v1, v3),
and (v2, v3) is drawn to the right of vℓ(v2, v3).

Now we prove our main theorem.

Theorem 8.3. There exists an in inite class of planar graphs that do not admit planar
perfect smooth orthogonal drawings under the Kandinsky model.

Proof. Suppose that there is a smooth orthogonal drawing of GK with perfect edge
complexity under theKandinskymodel, and letG∗

K be its dual. SinceGK contains three
interior-disjoint copies of GT , in any planar embedding of GK there are two copies of
GT with a common edge on their outerfaces. Let G1

T and G2
T be the two copies of GT

that share an edge, and let f1 (and f2) be the interior face of G1
T (G2

T , respectively),
which is incident to the common edge. From the drawing of G1

T and Lemma 8.2, we
have the directed edge (f1, f2). On the other hand, from the drawing ofG2

T , the directed
edge is (f2, f1), which contradicts the de inition of themixed dualG∗

K . Hence,GK does
not admit a perfect smooth orthogonal drawing under the Kandinsky model.

Now it is easy to construct an in inite class of planar graphs that do not admit a
perfect smooth orthogonal drawing. To this end, in any planar graph with a triangle T ,
we replace the interior of T with a copy of GK . Clearly, the resulting graph also does
not admit a perfect smooth orthogonal drawing under the Kandinsky model.

8.4 Graph Classes of Perfect Edge Complexity

In this section, we study the smooth orthogonal graph drawing problem from a
different perspective. First, we consider the problem under the Kandinsky model. Let
kHLS1 (kDLS1, respectively) be the graph class containing all graphs that admit per-
fect smooth orthogonal drawings under the Kandinsky model in the case, where all
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8.4 Graph Classes of Perfect Edge Complexity 161

vertices are restricted on a horizontal (diagonal, respectively) line. Let also kGS1 be
the general graph class containing all graphs admitting smooth orthogonal drawings
of perfect edge complexity under the Kandinsky model (that is, there is no restriction
on the vertex positions). Obviously, kHLS1, kDLS1 ⊆ kGS1. Since the Goldner-Harary
graph does not belong neither to kHLS1 nor to kDLS1 (see Section 8.3), it follows
that kHLS1, kDLS1 ⊂ kGS1. In addition, it is easy to observe that kHLS1 = kDLS1

since both kHLS1 and kDLS1 are identi ied with the class of graphs that admit two-
page book embeddings. In conclusion, Theorem 8.3 yields the following relationship:
kHLS1 = kDLS1 ⊂ kGS1 ⊂ {G : G is planar}.

We now consider the problem, assuming that no two edges are allowed to use the
same port of a vertex. Similarly to the previous case, we denote by HLS1 and DLS1

the graph classes containing all planar graphs with maximum degree 4 that admit per-
fect smooth orthogonal drawings in the cases, where all vertices are restricted on a
horizontal line and a diagonal line, respectively. GS1 denotes the general graph class
containing all planar graphs with maximum degree 4 that admit smooth orthogonal
drawings of perfect edge complexity (that is, there is no restriction on the vertex posi-
tions). It is not dif icult to see that K4 (and subsequently any planar graph with maxi-
mum degree 4 that contains K4 as a subgraph) belongs neither to HLS1 nor to DLS1,
which implies that HLS1, DLS1 ⊂ GS1; recall that we assume that no two edges are
allowed to use the same port of a vertex. On the other hand, Figure 8.10a (8.10b, re-

(a) (b)

Figure 8.10: Graphs that belong to (a) HLS1 \ DLS1, (b) DLS1 \ HLS1.

spectively) shows a graph that belongs to HLS1 (DLS1, respectively) but not to DLS1

(HLS1, respectively). Indeed, if one restricts the vertices of the graph of Figure 8.10a
on a diagonal line, then all edges that are drawn as half-circles in Figure 8.10a should
be drawn as 3-quarter-circular arcs, while the remaining ones as quarter-circular arcs,
which unavoidably requires port sharing. Similarly, if one restricts the vertices of the
graph of Figure 8.10b on a horizontal line, then one of the two gray-shaded triangles
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162 Chapter 8. Perfect Smooth Layouts

of this graph should be drawn on the top-page and the other one on the bottom-page,
which implies that the edge that connects the outermost vertices of the graph of Fig-
ure 8.10b cannot be drawn as a half-circle (either on the top- or bottom-page) with-
out port sharing. Notice that both HLS1 \ DLS1 and DLS1 \ HLS1 contain in initely
many planar graphs of maximum degree 4, e.g., any planar graph with maximum de-
gree 4 that has the graph of Figure 8.10a (8.10b, respectively) as a subgraph belongs
to HLS1 \ DLS1 (DLS1 \ HLS1, respectively). Hence, HLS1 ̸= DLS1. Since the octahe-
dron graph does not belong to GS1 [BKKS13], we have the following: HLS1, DLS1 ⊂
GS1 ⊂ {G : G is planar with ∆(G) = 4}.
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9 Conclusions

9.1 Book Embeddings

In Chapter 3 we proved that any planar graph with maximum degree 4 is subhamil-
tonian and therefore 2-page book embeddable, and in Chapter 4 we proved that 1-
planar graphs have constant page number. Some open questions that arise are the fol-
lowing:

− Can Theorem 3.1 be extended to planar graphs with maximum degree 5, i.e. are
planar graphs with maximum degree 5 subhamiltonian?

− Can the page number of 1-planar graphs be further reduced, e.g., to less than 20?

− The same question is of importance even for optimal 1-planar graphs, i.e., graphs
with n vertices and exactly 4n − 8 edges.

− Are there families of 1-planar graphs that need a certain number of pages (e.g., ≥ 4
or ≥ 5)?

− Can one prove with similar arguments that k-planar graphs have bounded page
number?Ormoreprecisely, is there a linear function f(k) such that k-planar graphs
it into f(k) pages?

− Are there other families of graphs that are notminor-closed and that have bounded
page number?

− Of course the most interesting and intriguing question about book embeddings of
planar graphs is whether Yannakakis’ upper bound of 4 [Yan89] is tight, i.e. can all
planar graphs be embedded in 3 pages, or there exist planar graphs that requires 4
pages?

9.2 Adjacent Vertex Distinguishing Total Colorings

In Chapter 6 we proved that the AVDTC conjecture holds for 4-regular graphs. In
Chapter 5 we were able to prove that for generalized Halin graphs with maximum de-
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gree 3 a total of 5 colors is suf icient, i.e. in this case the upper bound of the conjecture
is not tight. This leads to the following questions:

− Is the bound of the AVDTC conjecture tight for planar graphs with small maximum
degree (i.e. ≤ 13)?

− Is the bound of 6 tight for graphs of maximum degree 3 or is it true that 5 colors are
always suf icient?

− Is the bound of the AVDTC conjecture tight for k-regular graphs where k is odd?

− Is it true that if the AVDTC conjecture holds for k-regular graphs then it also holds
for any graph with maximum degree k?

9.3 Circle Representations

In Chapter 7 we proved that every 3-connected 4-regular planar graph admits a
realization as a system of touching circles. We also demonstrated that there exist 4-
regular planar graphswhich are not 3-connected (i.e., either connected or biconnected)
and do not admit realizations as system of circles. However, our work raises several
open problems. In the following, we name only few of them:

− What is the computational complexity of the corresponding decision problem, i.e.,
does a given connected 4-regular planar graph admit a realization as a system of
circles?

− Which is the smallest connected 4-regular planar graph not admitting a realization
as a system of circles? The ones we managed to construct consist of more than 100
vertices.

− The octahedron graph admits non-equivalent realizations as system of circles, in
which the number of circles participating in the corresponding realizations also
differs. In general, ann-vertex4-regular planar graphneeds at least (1+

√
1 + 4n)/2

and at most 2n/3 circles in order to be realized as a system of circles, as shown in
Section 7.1. So, what is the range of the number of circles needed in order to realize
a given (3-connected) 4-regular planar graph as a system of circles?

− In the context of graph realizations as a system of circles, it would be interesting
to study the class of Eulerian planar graphs. Obviously, certain vertices would be
de ined as the intersection of more than two circles.
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9.4 Smooth Orthogonal Drawings 165

9.4 Smooth Orthogonal Drawings

In Chapter 8 we proved several new results on smooth orthogonal drawings. Still,
our work raises several open questions:

− The interesting problem is the recognition of planar graphs with maximum degree
4 admitting a perfect smooth orthogonal drawing.

− The same question can be posed for a planar graph under the Kandinsky model,
that is, does a given planar graph belong to kGS1? Notice that the corresponding
decision problems whether a given graph belongs either to kHLS1 or to kDLS1 are
NP-hard since they are equivalent to the problem of determining whether a graph
admits a two-page book embedding.

− The algorithm that supports Theorem 8.2 does not take care of the crossings that
potentially arise. Thus, the minimization of the crossings is also of importance.

− Is it possible to determine a universal point set so that any planar graph with max-
imum degree 4 can be embedded on the point set with perfect edge complexity?

165



166 Chapter 9. Conclusions

166



Εμφυτεύσεις, Χρωματισμοί και
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10 Εισαγωγή

10.1 Εμφυτεύσεις σε Βιβλίο

Οι εμφυτευσεις γραφηματων σε βιβλιο (book embeddings) ειναι κατα μια εννοια
ειδικη περιπτωση των εμφυτευσεων γραφηματων στο επιπεδο. Σε μια εμφυτευση σε
βιβλιο, οι κορυφες του γραφηματος τοποθετουνται στη ραχη (spine) του βιβλιου και
οι ακμες αντιστοιχουνται σε σελιδες (pages), ετσι ωστε οι ακμες που βρισκονται στην
ιδια σελιδα να μην τεμνονται. Το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο (book thickness/ page
number) ενος γραφηματος ειναι ο μικροτερος αριθμος σελιδων που απαιτουνται για
οποιαδηποτε εμφυτευση του γραφηματος σε βιβλιο.

Οι εμφυτευσεις σε βιβλιο εχουν μακρα ερευνητικη ιστορια, ξεκινωντας χρονικα
στις αρχες τις δεκαετιας του ’70 [Oll73]. Οι εμφυτευσεις σε βιβλιο προκυπτουν με φυ-
σικο τροπο σε VLSI (Very Large Scale Integration) σχεδιασμους οπου οι κορυφες του
γραφηματος αντιστοιχουν στα τμηματα ενος κυκλωματος και οι ακμες αντιστοιχουν
στις συνδεσεις μεταξυ τους [CLR87]. Άλλες περιοχες εφαρμογων των εμφυτευσεων
σε βιβλιο περιλαμβανουν παραλληλο προγραμματισμο, το σχεδιασμο συστηματων με
ανοχη βλαβης [CLR87], τη βιοπληροφορικη [HS99] και πολλες αλλες.

Ένα ανωφραγμα για το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο ενος γραφηματος με n κορυ-
φες ειναι ⌈n/2⌉, το οποιο ειναι αυστηρο για πληρη γραφηματα [BK79]. Για τα πληρη
διμερη γραφηματα Kn,m, με n ≤ m το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο ειναι το πολυ ισο
με n. Παρα το γεγονος οτι το ανω οριο δεν ειναι γενικα αυστηρο (για παραδειγμα το
K4,4 εχει παχος εμφυτευσης σε βιβλιο 3, οπως μπορει να δει κανεις στην Εικονα 10.1),
ειναι ακριβως ισο με n, στην περιπτωση που m > n(n − 1) [BK79, dKPS14].

Εφοσον το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο ενος γραφηματος ισουται με το μεγιστο
παχος εμφυτευσης σε βιβλιο των δισυνεκτικων του συνιστωσων [BK79], μπορουμε
παντα να υποθετουμε οτι το γραφημα ειναι δισυνεκτικο. Έχει υπολογιστει οτι τα δυα-
δικα de Bruijn γραφηματα, τα γραφηματα διαπλοκης-εναλλαγης και οι κυβικα-συνε-
κτικοι κυκλοι παντα μπαινουν σε τρεις σελιδες [HS97]. Περα απο συγκεκριμενες κλα-
σεις γραφηματων, ανω φραγματα στο παχος εμφυτευσης σε βιβλιο εχουν επισης συ-
σχετιστει με διαφορες ιδιοτητες γραφηματων. Συγκεκριμενα τα γραφηματα με m ακ-
μες εχουν παχος εμφυτευσης σε βιβλιο O(

√
m) [Mal94b] και τα γραφηματα με γε-
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u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3 v4

(a)

u1v2 u2v1 v4v3 u4u3

(b)

Εικόνα 10.1: (a) Το πληρες διμερες γραφημα K4,4. (b) Το K4,4 εχει παχος εμφυτευσης σε βι-
βλιο 3: Οι ακμες της πρωτης σελιδας εχουν σχεδιαστει ως συνεχη κυκλικα τοξα πανω απο τη
ραχη, οι ακμες της δευτερης σελιδας ως συνεχη κυκλικα τοξα κατω απο τη ραχη, και οι ακμες
της τριτης σελιδας εχουν σχεδιαστει ως διακεκομμενες κοκκινες πολυγωνικες γραμμες.

νος g εχουν παχος εμφυτευσης σε βιβλιο O(√g) [Mal94a]. Για γραφηματα με στα-
θερο πλατος-δενδρου (treewidth) k το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο ειναι το πολυ
k+1 [GH01], και αυτο τοφραγμα ειναι αυστηρο για k > 2 [DW07]. Γενικοτερα, γραφη-
ματα που ειναι κλειστα ως προς ελασσονα εχουν φραγμενο παχος εμφυτευσης σε βι-
βλιο [NdM12]. Για οικογενειες γραφηματων που δεν ειναι κλειστες ως προς ελασσονα
παραμενει ανοιχτο το ερωτημα αν το παχος εμφυτευσης τους σε βιβλιο ειναι φραγ-
μενο η οχι. Για παραδειγμα, τα k-επιπεδα γραφηματα δεν ειναι κλειστα ως προς ελασ-
σονα. Υπενθυμιζουμε οτι το προβλημα αναγνωρισης αν ενα γραφημα ειναι k-επιπεδο,
ακομα και στην περιπτωση που k = 1 ειναι NP-δυσκολο [GB07, KM13], ακομα και αν
η διαγραφη μιας μονο ακμης μετατρεπει το αρχικο γραφημα σε επιπεδο [CM13].

Υπαρχει εκτενης βιβλιογραφια για εμφυτευσεις διαφορων τυπων γραφηματων σε
βιβλιο, για μια επισκοπηση των αποτελεσματων βλ. π.χ. [DW04, Ove07]. Εντουτοις, οι
εμφυτευσεις των επιπεδων γραφηματων σε βιβλιο ειναι εκεινες που εχουν μελετη-
θει περισσοτερο στο παρελθον. Ένα πρωτο ανωφραγμα για το παχος εμφυτευσης σε
βιβλιο των επιπεδων γραφηματων δοθηκε απο τους Buss και Shor [BS84], οι οποιοι
εδειξαν οτι το παχος εμφυτευσης σε βιβλιο των επιπεδων γραφηματων ειναι το πολυ
9. Ο Heath [Hea84] εδειξε οτι τα επιπεδα γραφηματα εμφυτευονται σε βιβλιο με 7
σελιδες, και αργοτερα ο Istrail [Ist88] μειωσε το πληθος σελιδων κατα ενα. Ενδεχο-
μενως το πλεον δημοφιλες και κεντρικο αποτελεσμα σχετικα με εμφυτευσεις επιπε-
δων γραφηματων σε βιβλιο οφειλεται στονΜ. Γιαννακακη [Yan89] (M. Yannakakis), ο
οποιος απεδειξε στα τελη της δεκαετιας του ’80 οτι τα επιπεδα γραφηματα εχουν πα-
χος εμφυτευσης σε βιβλιο το πολυ τεσσερα. Παραμενει ωστοσο ανοιχτο το ερωτημα
εαν το ανω φραγμα των τεσσαρων σελιδων ειναι αυστηρο. Ο Heath [Hea84] για πα-
ραδειγμα αποδεικνυει οτι τα επιπεδα 3-δενδρα (3-trees) εμφυτευονται σε βιβλιο με
3 σελιδες. Για πιο περιορισμενες υποκλασεις των επιπεδων γραφηματων, οι Bernhart
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και Kainen [BK79] εδειξαν οτι τα γραφηματα με παχος εμφυτευσης σε βιβλιο ενα ειναι
τα εξωεπιπεδα (outerplanar) γραφηματα, ενω η κλαση των εμφυτευσιμων γραφημα-
των σε βιβλιο με δυο σελιδες ταυτιζεται με την κλαση των υποχαμιλτονιανων γρα-
φηματων (βλ. Εικονες 10.2a-10.2b). Η σχεση μεταξυ υποχαμιλτονιανων κυκλων και
εμφυτευσεις σε βιβλιο δυο σελιδων ειναι μαλλον διαισθητικη. Η σειρα των κορυφων
κατα μηκος της ραχης ισοδυναμει με την σειρα που εμφανιζονται πανω στον υποχα-
μιλτονιανο κυκλο. Οι ακμες διαχωριζονται βαση του εαν βρισκονται στο εσωτερικο
του κυκλου η οχι. Σημειωνουμε οτι δεν ειναι ολα τα επιπεδα γραφηματα υποχαμιλτο-
νιανα: για παραδειγμα, το γραφημα των Goldner-Harary ειναι το μικροτερο μεγιστικο
επιπεδο γραφημα που απαιτει τρεις σελιδες (βλ. Εικονα 10.2c).

3
2

4

1

6
5

7

(a)

32 41 65 7

(b) (c)

Εικόνα 10.2: (a) Ένα υποχαμιλτονιανο γραφημαG. (b) Εμφυτευση τουG σε βιβλιο 2 σελιδων.
(c) Το γραφημα των Goldner-Harary.

Ανκαι ο ελεγχος εαν ενα γραφημα ειναι υποχαμιλτονιανο ειναιNP-πληρες [Wig82],
ορισμενες κλασεις γραφηματων ειναι γνωστο οτι ειναι υποχαμιλτονιανες (και επομε-
νως εμφυτευονται σε βιβλιο δυοσελιδων). Έναπρωτοσημαντικο αποτελεσμαοφειλε-
ται στονWhitney [Whi31], ο οποιος εδειξε οτι καθε μεγιστικο επιπεδο γραφημα χωρις
διαχωριζοντα τριγωνα (separating triangles) ειναι χαμιλτονιανο (υπενθυμιζουμε οτι
ενα διαχωριζον τριγωνο ειναι ενας 3-κυκλος, ο οποιος αν αφαιρεθει αποσυνδεει το
γραφημα). Ο Tutte [Tut56] εδειξε οτι καθε 4-συνεκτικο επιπεδο γραφημα περιεχει ενα
Χαμιλτον κυκλο, ενωοι Chiba καιNishizeki [CN89]περιεγραψαν εναναλγοριθμο γραμ-
μικου χρονου για την ευρεση ενος Χαμιλτον κυκλου σε ενα 4-συνεκτικο επιπεδο γρα-
φημα. Ο Chen [Che03] απεδειξε οτι καθε μεγιστικο επιπεδο γραφημα με τουλαχιστον
πεντε κορυφες και χωρις διαχωριζοντα τριγωνα ειναι 4-συνεκτικο. Ο Sanders [San97]
γενικευοντας ενα θεωρημα του Thomassen [Tho83] εδειξε οτι καθε 4-συνεκτικο επι-
πεδο γραφημα εχει Χαμιλτον κυκλο που περιεχει δυο αυθαιρετες ακμες του γραφημα-
τος. Βασισμενοι στο θεωρημα του Whitney [Whi31], οι Kainen και Overbay [KO07]
εδειξαν οτι καθε επιπεδο γραφημα χωρις διαχωριζοντα τριγωνα ειναι υποχαμιλτο-
νιανο. Ένα αλλο σχετικο αποτελεσμα δοθηκε απο τον Chen [Che03], ο οποιος εδειξε
οτι εαν ενα μεγιστικο επιπεδο γραφημα περιεχει μονο ενα διαχωριζον τριγωνο, τοτε
ειναι χαμιλτονιανο. ΟHelden [Hel07] βελτιωσεπερεταιρωτοαποτελεσμααυτοσε δυο
τριγωνα. Ένα ενδιαφερον αποτελεσμα στα πλαισια της παρουσας διατριβης δοθηκε
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απο τον Heath [Hea85]. Στην διδακτορικη του διατριβη, περιγραφει ενα αλγοριθμο
γραμμικου χρονου για την εμφυτευση οποιουδηποτε επιπεδου γραφηματος με μεγι-
στο βαθμο 3 σε βιβλιο δυο σελιδων, και καταληγει οτι θα ηταν ενδιαφερον να γνωρι-
ζαμε κατα ποσο ειναι εφικτο να αυξηθει το ανω οριο στον μεγιστο βαθμο.

Προφανως, εφοσον η ευρεση ενος υποχαμιλτονιανου κυκλου ειναι NP-πληρες προ-
βλημα [Wig82], ο υπολογισμος του παχους εμφυτευσης ενος γραφηματος σε βιβλιο
ειναι NP-δυσκολο. Εαν η σειρα των κορυφων κατα μηκος της ραχης δινεται, τοτε μια
εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελιδων μπορει να υπολογιστει (εαν υπαρχει) σε γραμμικο
χρονο, εφοσον ειναι ισοδυναμη με το προβλημα ελεγχου επιπεδοτητας. Για τρεις σε-
λιδες, ο Unger [Ung92] εδωσε μια διαδικασια πολυωνυμικου χρονου αν και ορισμενες
λεπτομερειες παραλειπονται. Εντουτοις, για τεσσερις η περισσοτερες σελιδες, το προ-
βλημα ειναι NP-δυσκολο [Ung88, GJMP80], καθως ειναι ισοδυναμο με τον χρωματισμο
κορυφων των κυκλικων γραφηματων. Απο την αλλη, εαν δινεται η διαμεριση των ακ-
μων σε σελιδες, τοτε για δυο σελιδες, το προβλημα αποφασης λυνεται σε γραμμικο
χρονο με χρηση SPQR-δενδρων [ADBDB13, HN09].

10.2 ΟλικοίΧρωματισμοίμεΔιαχωριζόμενεςΓειτονικέςΚο-
ρυφές

Οι χρωματισμοι γραφηματων ειναι ενδεχομενως ο πλεον διαδεδομενος και μελε-
τημενος κλαδος της θεωριας γραφηματων. Οι χρωματισμοι γραφηματων εχουν μια
ενδιαφερουσα ιστορια. Τα πρωτα αποτελεσματα σχετικα με χρωματισμους γραφημα-
των χρονολογουνται στο μακρινο 1852 και αναφερονται σχεδον αποκλειστικα σε επι-
πεδα γραφηματα, υπο τη μορφη χρωματισμου χαρτων (για μια εκτενη ιστορικη ανα-
δρομη βλ. π.χ. [CLZ10]). Εφοσον ο χρωματισμος ενος χαρτη ισοδυναμει με τον χρω-
ματισμο των κορυφων του δυϊκου ενος γραφηματος, ειναι οι χρωματισμοι κορυφων
που εχουν αποτελεσει το επικεντρο του ενδιαφεροντος. Η βιβλιογραφια για χρωματι-
σμους γραφηματων ειναι σχεδον απεριοριστη, και η επιβολη διαφορων περιορισμων
στους χρωματισμους εχει οδηγησει σε διαφορετικους τυπους χρωματισμων:

Ορθός Χρωματισμός Κορυφών (Proper Vertex Coloring): Μονο οι κορυφες του
γραφηματος χρωματιζονται υπο τον περιορισμο οτι γειτονικες κορυφες εχουν
διαφορετικο χρωμα.

Ορθός Χρωματισμός Ακμών (Proper Edge Coloring): Μονο οι ακμες του γραφη-
ματος χρωματιζονται υπο τον περιορισμο οτι ακμες με κοινα ακρα εχουν διαφο-
ρετικο χρωμα.

Ορθός Ολικός Χρωματισμός (Proper Total Coloring): Και οι κορυφες και οι ακμες
του γραφηματος χρωματιζονται υπο τον περιορισμο γειτονικα η προσπιπτοντα
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στοιχεια να εχουν διαφορετικο χρωμα.

Η μελετη ορθων χρωματισμων ακμων που επαγουν διαφορετικα χρωματικα συ-
νολα στις κορυφες ξεκινησε ανεξαρτητα απο τους Burris και Schelp [BS97], και Cernỳ
et al. [CHS96] (με τον ορο της παρατηρησιμοτητας (observability)). Στην δουλεια τους
μελετησαν το πληθος χρωματων που χρειαζεται για εναν ορθο χρωματισμο ακμων
ωστε οποιεσδηποτε δυο κορυφες να εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Αυτο το
ειδος χρωματισμων ειναι γνωστο ως ορθος χρωματισμος ακμων με διαχωριζομενες
κορυφες (vertex-distinguishing-proper-edge-coloring), η ενσυντομιαVD-χρωματισμος
ακμων. Σημειωνουμε οτι ενας VD-χρωματισμος ακμων ενος γραφηματος G ειναι επι-
σης ενας ορθος χρωματισμος ακμων. Απο το διασημο θεωρημα του Vizing ειναι γνω-
στο οτι ο χρωματικος δεικτης του G ισουται με ∆(G) η ∆(G) + 1 (οπου ∆(G) ειναι
ο μεγιστος βαθμος του G). Ωστοσο, για τον VD-χρωματικο δεικτη ειναι εκπληκτικα
δυσκολο να διατυπωθει ενα παρομοιο αποτελεσμα. Στο [BS97] εικασθηκε οτι ο VD-
χρωματικος δεικτης ενος γραφηματος G ειναι το πολυ min

1≤k≤∆(G)

{
k :

(k
d

)
≥ nd

}
+ 1

(οπου nd ειναι το πληθος των κορυφων με βαθμο d στοG). Η εικασια αυτη εχει επαλη-
θευτει για γραφηματα με μεγιστο βαθμο 2 [BBS02]. Για περισσοτερα αποτελεσματα
βλ. [BHLW99, BHLW01, BRS03, BKLS04].

Αργοτερα, οι Zhanget al. [ZLW02]περιορισαντιςαπαιτησεις τωνVD-χρωματισμων
ακμων και εξετασαν ορθους χρωματισμους ακμων που διαχωριζουν μονο ζευγη γειτο-
νικων κορυφων, εισαγοντας τους γειτονικα ισχυρους χρωματισμους ακμων (adjacent-
strong-edge-colorings) η ορθους χρωματισμους ακμων με διαχωριζομενες γειτονικες
κορυφες (adjacent-vertex-distinguishing-proper-edge-colorings), η εν συντομια AVD-
χρωματισμοι ακμων. Στο αρθρο τους οι Zhang et al. [ZLW02] προσδιορισαν τον AVD-
χρωματικο δεικτη διαφορων κλασεων γραφηματων και διατυπωσαν την εικασια οτι
ο AVD-χρωματικος δεικτης ενος γραφηματος G ειναι το πολυ ∆(G) + 2. Οι Balister
et al. [BGLS07] επιβεβαιωσαν την εικασια για γραφηματα μεγιστου βαθμου 3 και για
διμερη γραφηματα.

Ειναι σχεδον αδυνατο να μην αναρωτηθει κανεις εαν υπαρχει συσχετιση μεταξυ
του προαναφερθεντος ανω φραγματος και της εικασιας ολικων χρωματισμων (total
coloring conjecture) (που διατυπωθηκεαπο τονBehzad (1965) και τονVizing (1968)):
ο ολικος χρωματικος αριθμος ενος γραφηματοςG ειναι το πολυ∆(G)+2. Η επεκταση
των AVD-χρωματισμων ακμων σε ολικους χρωματισμους εγινε ανεξαρτητα απο τον
Chen [Che04] και τους Zhang et al. [ZCL+05], οι οποιοι εισηγαγαν τους ολικους χρωμα-
τισμους με διαχωριζομενες γειτονικες κορυφες (adjacent-vertex-distinguishing-total-
colorings), η εν συντομια AVD-ολικοι χρωματισμοι (βλ. Εικονα 10.3). Στην δουλεια
τους, οι Zhang et al. προσδιορισαν τον AVD-ολικο χρωματικο αριθμο διαφορων κλα-
σεων γραφηματων, οπως οι κυκλοι, τα πληρη γραφηματα, τα πληρη διμερη γραφη-
ματα, τις βενταλιες (fans), τους τροχους και τα δενδρα. Επισης διατυπωσαν την εικα-
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σια οτι το ανωφραγμα∆(G) + 3 ισχυει παντα. Στην περιπτωση που∆(G) = 3 η εικα-
σια τωνAVD-ολικωνχρωματισμωνεχει επιβεβαιωθει ανεξαρτητααποτονWang [Wan07]
και τον Chen [Che08], ενω ο Hulgan [Hul09, Hul10] παρουσιασε μια πιο συνοπτικη
αποδειξη του αποτελεσματος αυτου. Ειδικοτερα, ο Hulgan απεδειξε οτι για ενα γρα-
φημα με ∆(G) = 3 υπαρχει AVD-ολικος χρωματισμος με 6 χρωματα με την επιπλεον
ιδιοτητα το πολυ ενα απο τα χρωματα να χρησιμοποιειται για χρωματισμο κορυφων
και ακμων (βλ. Εικονα 10.3c). Το 2012 οι Coker και Johannson [CJ12] χρησιμοποιησαν
την πιθανοτικη μεθοδο (probabilistic method) για να υπολογισουν ενα ανω φραγμα
της ταξης του ∆(G) + C , οπου C ειναι μια σταθερα, ενω οι Huang et al. [HWY12] απε-
δειξαν οτι ο AVD-ολικος χρωματικος αριθμος ειναι το πολυ 2∆(G).
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Εικόνα 10.3: Για καθε κορυφη συμβολιζουμε το χρωμα της με τον αριθμο του χρωματος που
δοθηκε στην κορυφη ακολουθουμενο απο αριθμους χρωματων μεσα σε παρενθεσεις: αυτα ει-
ναι τα χρωματαπου δεν περιεχονται στο συνολο χρωματων της κορυφης. (a) AVD-ολικος χρω-
ματισμος του K5 με 7 χρωματα. (b) AVD-ολικος χρωματισμος του K6 με 7 χρωματα. (c) AVD-
ολικος χρωματισμος του γραφηματος του Petersen με 6 χρωματα. (d) AVD-ολικος χρωματι-
σμος του γραφηματος του Petersen με 5 χρωματα.
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Περα απο τα αποτελεσματα που περιεχονται στο [ZCL+05], ακριβες τιμες εχουν
δοθει για συγκεκριμενες κλασεις γραφηματων: το γραφημα που παραγεται απο το
K2n+1 μετα την αφαιρεση δυο γειτονικων ακμων [Che04], συνεκτικα γραφηματα με
μονο εναν κυκλο και το τετραγωνο κυκλων [CZS05], τα Mycielski γραφηματα μονο-
πατιων, κυκλων, πληρων γραφηματων, πληρων διμερων γραφηματων, αστεριων, βε-
νταλιων και τροχων [CZYZ05] (σχετικα αποτελεσματα παρουσιαζονται επισης στα
[LWZW06, CZ08, CG09, WW10, BKT12]).

Για τα εξωεπιπεδα γραφηματαοι Chen και Zhang [CZ06] μελετησαν τονAVD-ολικο
χρωματικο αριθμο των 2-συνεκτικων εξωεπιπεδων γραφηματων με ∆(G) ≤ 4. Ωστο-
σο, ο AVD-ολικος χρωματικος αριθμος των εξωεπιπεδων γραφηματων προσδιοριστη-
κε πληρως απο τουςWang και Wang [WW10]: ο AVD-ολικος χρωματικος αριθμος των
εξωεπιπεδων γραφηματων ειναι το πολυ ∆(G) + 2 στη γενικη περιπτωση, ενω η ισο-
τητα ισχυει μονο εαν υπαρχουν γειτονικες κορυφες μεγιστου βαθμου. Αντιστοιχα ανω
φραγματα ισχυουν για επιπεδα γραφηματα με μεγαλο μεγιστο βαθμο [WH14].

Αν και για τα πληρη γραφηματα περιττης ταξης το ανω φραγμα της εικασιας για
AVD-ολικους χρωματισμους ειναι αυστηρο [ZCL+05] μπορει να μειωθει κατα 1 για
ορισμενες κλασεις γραφηματων: για τα εξωεπιπεδα γραφηματα [WW10] και τα επι-
πεδα γραφηματα με μεγαλο μεγιστο βαθμο [WH14] (οπως ηδη προαναφεραμε), για
κυκλους, μονοπατια, δενδρα, βενταλιες, τροχους, πληρη γραφηματα αρτιας ταξης και
πληρη διμερη γραφηματα [ZCL+05], για συνεκτικα γραφηματα με εναν κυκλο και τα
C2

n με n ≥ 6 [CZS05], για το γραφημα P k
n οπου k = 2, 3, 4 και n ≥ 6 [LWZW06], για

τα γενικευμενα Halin γραφηματα με ∆(G) ≥ 5 [CZ08], για γραφηματα με μικρο μεγι-
στο μεσο-βαθμο [WW08], για τον υπερκυβοQn [CG09] και τον γενικευμενο υπερκυβο
Kd

n [BKT12]. Ο Hulgan [Hul09] εθεσε το ερωτημα κατα ποσο το φραγμα των 6 χρωμα-
των για τα γραφηματα με ∆(G) = 3 ειναι αυστηρο (βλ. Εικονα 10.3d).

10.3 Αναπαραστάσεις Κύκλων

Ο Lovász [ERS70, pp.1175],[Leh81, pp.426] διατυπωσε την εικασια οτι καθε συνε-
κτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα G επιδεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα
κυκλων (admits a realization as a system of circles), δηλαδη, μπορει να απεικονιστει
στο επιπεδο χρησιμοποιωντας ενα συνολο απο κυκλους, ετσι ωστε οι κορυφες του G

να αντιστοιχουν στα σημεια τομης και επαφης των κυκλων και οι ακμες του G να
ειναι τα κυκλικα τοξα αναμεσα στα ζευγη των σημειων τομης και επαφης των κυ-
κλων (βλ. Εικονες 10.4b-10.4c). Τα σημεια επαφης ειναι αναγκαια, εφοσον εαν χρη-
σιμοποιησουμε μονο σημεια τομης, θα εχουμε αρτιο πληθος κορυφων, ενω υπαρχουν
4-κανονικα επιπεδα γραφηματα με περιττο πληθος κορυφων [Man79].

Τα συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα αποτελουν μια καλα μελετημενη
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κλαση γραφηματων. Στα τελη της δεκαετιας του 70 οManca [Man79] προτεινε τεσσε-
ρις πραξεις για την κατασκευη ολων των συνεκτικων 4-κανονικων επιπεδων γραφη-
ματων απο το οκταεδρο γραφημα. Όπως παρατηρησε ο Lehel [Leh81], η κατασκευη
του Manca δεν παρηγαγε ολα τα συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα, ωστοσο,
μια επιπλεον πραξη μπορουσε να διορθωσει το προβλημα. Οι Broersma et al. [BDG93]
εδειξαν οτι ολα τα 3-συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα μπορουν επισης να
παραχθουν απο το οκταεδρο, χρησιμοποιωντας μονο τρεις πραξεις.

Αν και το προαναφερθεν προβλημα εχει τραβηξει λιγη προσοχη, σχετιζεται αμεσα
μετοπροβλημααναπαραστασης ενος γραφηματοςωςγραφημαεπαφων (contact graph
representation problem). Ένα γραφημααναπαρισταταιως γραφημα επαφωναν οι κο-
ρυφες του αναπαριστανται με γεωμετρικα αντικειμενα και οι ακμες αντιστοιχουν σε
δυοαντικειμεναπου εφαπτονται με καποιο προκαθορισμενο τροπο. Συνηθεις κλασεις
τετοιων αντικειμενων ειναι οι καμπυλες, τα ευθυγραμμα τμηματα, οι κυκλικοι δισκοι,
τα τριγωνα, τα ορθογωνια και τα κυρτα πολυγωνα. Για παραδειγμα ο Hliněnỳ [Hli96,
Hli98] μελετησε αναπαραστασεις γραφηματων ως γραφημα επαφων χρησιμοποιω-
ντας καμπυλες και ευθυγραμμα τμηματα ως αντικειμενα (βλ. Εικονα 10.4e). Αρκετοι
συγγραφεις εχουν μελετησει γραφηματα επαφων τριγωνων διαφορων τυπων: οι de
Fraysseix et al. [dFdMR94] εδειξαν οτι καθε επιπεδο γραφημα επιδεχεται αναπαρα-
σταση ως γραφημα επαφων τριγωνων (βλ. Εικονα 10.4f), οι Badent et al. [BBDG+07]
μελετησαν αναπαραστασεις ως γραφημα επαφων ομοθετικων τριγωνων, και οι Gon-
çalves et al. [GLP12] εδειξαν οτι καθε 3-συνεκτικο επιπεδο γραφημα και το δυϊκο του
μπορουν νααναπαρασταθουν ταυτοχροναωςγραφηματα επαφωντριγωνων (και επι-
σημανανοτι τα 4-συνεκτικα επιπεδαγραφηματα επιδεχονται επισηςαναπαραστασεις
ως γραφημα επαφων ομοθετικων τριγωνων). Επισης, οι Duncan et al. [DGH+12] εδει-
ξαν οτι καθε επιπεδο γραφημα επιδεχεται αναπαρασταση ως γραφημα επαφων κυρ-
των εξαγωνων, τετοια ωστε ολες οι πλευρες των εξαγωνων να εχουν μια απο τρεις
συνολικα δυνατες κλισεις, και επιπλεον οτι η χρηση εξαγωνων ειναι αναγκαια για την
αναπαρασταση ορισμενων γραφηματων, εαν απαιτειται τα πολυγωνικα αντικειμενα
να ειναι κυρτα.

Ενδεχομενως, το πρωτο αποτελεσμα σχετικα με γραφηματα επαφων να ειναι το
θεωρημα του Koebe [Koe36] το 1936, που λεει οτι οποιοδηποτε επιπεδο γραφημα
μπορει να αναπαρασταθει ως γραφημα επαφων κυκλικων δισκων στο επιπεδο (βλ.
Εικονα 10.4d). Η κυρια διαφορα μεταξυ του προβληματος αναπαραστασης ενος γρα-
φηματος ως γραφημα επαφων κυκλικων δισκων και του προβληματος ευρεσης πραγ-
ματοποιησηςως ενασυστημακυκλων, ειναι οτι στοπρωτοπροβλημαοι κορυφες αντι-
στοιχουνστους δισκους και οι ακμες υποδηλωνονται απο τις επαφες, ενωστοδευτερο
προβλημα, οι κορυφες ειναι τα σημεια τομης και/η επαφων των κυκλων και οι ακμες
ειναι τα κυκλικα τοξα που οριζονται μεταξυ τους.
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Εικόνα 10.4: (a) Ένα 4-κανονικο επιπεδο γραφημα. (b) Πραγματοποιηση ως ενα συστημα πε-
ντε εφαπτομενων κυκλων. (c) Πραγματοποιηση ως ενα συστημα τεσσαρων κυκλων. (d) Ανα-
παρασταση ως γραφημα κερματος. (e) Αναπαρασταση ως γραφημα επαφων ευθυγραμμων
τμηματων. (f) Αναπαρασταση ως γραφημα επαφων τριγωνων.

Ταγραφηματαπου επιδεχονται αναπαραστασηωςγραφημαεπαφωνκυκλικωνδι-
σκων ειναι επισης γνωστα ως γραφηματα κερματος (coin graphs) [Sac94] και τετοιες
αναπαραστασεις εφαρμοζονται συχνα στην απεικονιση γραφηματων [ARSV12, BE01,
Epp13, EHL+13, KPP13, MP94, Moh99, Rot12]. Το θεωρημα του Koebe, επισης γνω-
στο ως θεωρημα συσκευασιας κυκλων (circle packing theorem), εχει επαναδιατυπω-
θει εκτοτε αρκετες φορες [And70a, And70b, TM79]. Η αρχικη αποδειξη του θεωρημα-
τος συσκευασιας κυκλων ειναι υπαρξιακη. Ο Colin de Verdière [dV89, dV91] εδωσε μια
κατασκευαστικη αποδειξη μεσω μιας διαδικασιας συγκλισης, ενω εχουν αναπτυχθει
επαναληπτικα προγραμματαπολυωνυμικου χρονου για την κατασκευη συσκευασιων
κυκλων (circle packings) [CS03, Moh93]. Ωστοσο, τα μεγεθη των κυκλων που παραγο-
νται μπορει να διαφερουν εκθετικα, οδηγωντας σε απεικονισεις που ειναι πρακτικα
δυσαναγνωστες. Για αυτο το λογο ισορροπημενες συσκευασιες κυκλων εχουν επισης
μελετηθει [AEG+14]. Στην ειδικη περιπτωση που ολοι οι κυκλοι εχουν την ιδια ακτινα,
δηλαδη εχουμε μια πληρως ισορροπημενη αναπαρασταση ως γραφημα επαφων κυ-
κλικων δισκων, το προβλημα αναγνωρισης ειναι NP-πληρες, οπως αποδειχθηκε απο
τους Breu και Kirkpatrick [BK98b].
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10.4 Ομαλές Ορθογώνιες Απεικονίσεις

Οι ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις εισηχθησανπροσφαταστην λογοτεχνια με την
προοπτικη συνδυασμου δυο διαφορετικων προσεγγισεων απεικονισης γραφηματων:
ορθογωνιων απεικονισεων και Lombardi απεικονισεων.

Ορθογώνιες Απεικονίσεις: Μια ορθογωνια απεικονιση (orthogonal drawing) ενος
γραφηματος μεγιστου βαθμου 4 ειναι μια απεικονιση στην οποια οι κορυφες αντι-
στοιχουν σε σημεια πανω στο ακεραιο πλεγμα και οι ακμες απεικονιζονται ως ακο-
λουθιες απο εναλλασσομενα οριζοντια και κατακορυφα ευθυγραμμα τμηματα (βλ. Ει-
κονα 10.5b). Στο περασμα των χρονων, οι ορθογωνιες απεικονισεις εχουν λαβει σημα-
ντικη ερευνητικη προσοχηπου χρονολογειται απο στη δεκαετια του ’80, με τη δουλεια
των Valiant [Val81], Leiserson [Lei80] και Leighton [Lei84] σε VLSI σχεδιασμους και
διαταξη τμηματων ολοκληρωμενων κυκλωματων (floor-planning applications). Στα
πλαισια της απεικονισης γραφηματων, ο στοχος ηταν η κατασκευη ορθογωνιων απει-
κονισεων που βελτιστοποιουσαν διαφορα χαρακτηριστικα της απεικονισης. Οι πλεον
συνηθεις στοχοι ηταν η ελαχιστοποιηση του χρησιμοποιουμενου εμβαδου, του συνο-
λικου μηκους των ακμων, του συνολικου πληθους των σημειων καμπης (bends) και
του μεγιστου πληθους σημειων καμπης ανα ακμη.

Στα [KvL84, FW91] εδειξαν οτι το προβλημα αποφασης εαν ενα γραφημα G μπο-
ρει να εμφυτευτει σε ενα πλεγμα προδιαγεγραμμενου εμβαδου ειναι NP-πληρες, ενω
στο [Sch95] το αποτελεσμααυτο βελτιωθηκε σε εμφυτευση ιδιου μεγεθους με τοπολυ
δυο σημεια καμπης ανα ακμη. Εαν το G ειναι επιπεδο μπορει να εμφυτευτει σε ενα
n × n πλεγμα με 2n + 4 σημεια καμπης εαν ειναι δισυνετικο, και 2.4n + 2 σημεια κα-
μπης διαφορετικα [TT87, TT89, TTV91]. Το πληθος των σημειων καμπης κατα μηκος
καθε ακμης ειναι το πολυ 4. Για τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 και τα
τρισυνεκτικα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 4 καλυτερα φραγματα ειναι γνω-
στα [Kan92, Kan93].

Στο [Sto84] παρουσιαστηκε ενα κατωφραγμα απο 2n−2 σημεια καμπης για δισυ-
νεκτικα επιπεδα γραφηματα. Εαν δινεται η συνδυαστικη εμφυτευση (combinatorial
embedding) ενος επιπεδου γραφηματος, τοτε μια ορθογωνια απεικονιση του με το
ελαχιστοπληθοςσημειωνκαμπηςμπορει ναυπολογιστει σεO(n2logn) χρονο [Tam87].
Ωστοσο, το πληθος των σημειων καμπης ανα ακμη μπορει να ειναι μεγαλο μειωνοντας
την αναγνωσιμοτητα της απεικονισης. Εαν δεν δινεται συνδυαστικη εμφυτευση, το
προβλημα λυνεται σε πολυωνυμικο χρονο για επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο
3 [DBLV93] και ειναι NP-δυσκολο για επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 4 [GT01].

Οι Biedl και Kant [BK98a] παρουσιασαν εναν αλγοριθμο γραμμικου χρονου και χω-
ρου για την κατασκευη ορθογωνιας απεικονισης οποιουδηποτε συνεκτικου γραφημα-
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τος σε ενα πλεγμα διαστασεων n×n με το πολυ 2n+2 συνολικα σημεια καμπης, οπου
καθε ακμη εχει το πολυ δυο σημεια καμπης.

Εξ ορισμου, λογω του περιορισμου θυρας (port) των ορθογωνιων απεικονισεων,
θεωρουταν συχνα οτι τα δοθεντα γραφηματα περιοριζονταν σε επιπεδα γραφηματα
μεγιστου βαθμου 4. Σημειωνουμε οτι στην περιπτωση αυτη, οι κορυφες βαθμου 4
εχουν αριστη γωνιακη ευκρινεια (angular resolution) και οι κορυφες μικροτερου βαθ-
μου εχουν γωνιακη ευκρινεια εντος δυο φορες επι το βελτιστο. Ακομα και στις περι-
πτωσεις που το δοθεν γραφημα δεν ειναι επιπεδο, υπαρχουν συνηθεις τεχνικες, π.χ., η
φαση επιπεδοποιησης (planarization phase) της προσεγγισης τοπολογικων-σχηματι-
κων-μετρικων (topology-shape-metrics approach) [Tam87], στην οποια μια “επιπεδη
εμφυτευση” υπολογιζεται για ενα δοθεν μη επιπεδο γραφημα, αντικαθιστωντας τις
τομες ακμων μεψευδο-κορυφες (dummy vertices), καταληγοντας σε ενα επιπεδο γρα-
φημα μεγιστου βαθμου 4. Για γραφηματα μεγαλυτερου βαθμου οι Fößmeier και Kauf-
mann [FK96] εισηγαγαντομοντελοKandinskyσυμφωναμετοοποιοοι κορυφες εχουν
σχημα τετραγωνου και τοποθετουνται σε ενα αραιο πλεγμα με πολλαπλες ακμες να
προσπιπτουνσε καθεπλευρα του τετραγωνου (ημια διπλαστηναλλημε μικρημεταξυ
τους αποσταση).

Lombardi Απεικονίσεις: Οι Lombardi απεικονισεις εισηχθησαν προσφατα στη λο-
γοτεχνια της απεικονισης γραφηματων [DEG+12b] και εγιναν γρηγορα ενα δημοφι-
λες θεμα ερευνας. Το κινητρο ειναι πορισματα απο ερευνες αντιληψης που υποδεικνυ-
ουν οτι απεικονιζοντας μονοπατια ως ομαλες γεωδαισιακες τροχιες (smooth geodesic
trajectories) βοηθαστηνκατανοηση [HEH09], καθως επισης και ηαισθητικη τωναπει-
κονισεων του Mark Lombardi [LH03]. Ο Mark Lombardi, ενας αφηρημενος Αμερικα-
νος καλλιτεχνης, στο εργο του χρησιμοποιει κυριως ακμες κυκλικων τοξων που κα-
τανεμονται ομοιομορφα στις κορυφες, δηλαδη οι κορυφες εχουν αριστη γωνιακη ευ-
κρινεια (βλ. Εικονα 10.5c). Οι Duncan et al. [DEG+12b] ορισαν επισημα τις Lombardi
απεικονισεις και εδωσαν αλγοριθμους για την κατασκευη Lombardi απεικονισεων
για κανονικα γραφηματα, γραφηματα φραγμενου εκφυλισμου (graphs of bounded
degeneracy) και ορισμενες οικογενειες επιπεδων γραφηματων. Σε μια ακολουθη ερ-
γασια [DEG+13], κατασκευασαν επιπεδες Lombardi απεικονισεις για δενδρα με πο-
λυωνυμικο χωρο, ενω οι Löffler και Nöllenburg [LN13] εδωσαν ενα γραμμικου χρο-
νου αλγοριθμο για επιπεδες Lombardi απεικονισεις εξωμονοπατιων (outerpaths). Ο
Eppstein [Epp13] χρησιμοποιησε τεχνικες συσκευασιας κυκλων προκειμενου να πα-
ραξει επιπεδες Lombardi απεικονισεις για επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3
και για διαμεσα γραφηματα των πολυεδρων (medial graphs of polyhedral graphs),
μια ειδικη κατηγορια 4-κανονικων επιπεδων γραφηματων. Αν και ο χαρακτηρισμος
των γραφηματων που επιδεχονται (επιπεδη) Lombardi απεικονιση φαινεται να ει-
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ναι δυσκολος, εαν καποιος επιτρεψει πολυτοξα (polyarcs) η χαλαρωσει τον περιορι-
σμο της αριστης γωνιακης ευκρινειας, τοτε ολα τα γραφηματα εχουν τετοια απεικο-
νιση [CCG+12, DEG+12a].
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Εικόνα 10.5: (a) Ένα 4-κανονικο επιπεδο γραφημα. (b) Ορθογωνια απεικονιση με το πολυ
2 σημεια καμπης ανα ακμη. (c) Lombardi απεικονιση. (d) Ομαλη ορθογωνια απεικονιση με
πολυπλοκοτητα ακμης 2.

Ομαλές Ορθογώνιες Απεικονίσεις: Οι ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις (smooth
orthogonal drawings) εισηχθησαν απο τους Bekos et al. [BKKS13] και συνδυαζουν
τηνσαφηνεια τωνορθογωνιωναπεικονισεων και το καλλιτεχνικο στυλ τωνLombardi
απεικονισεων (βλ. Εικονα10.5d). Ως επεκτασητωνορθογωνιωναπεικονισεων, οι ομα-
λες ορθογωνιες απεικονισεις εκ πρωτης οψεως περιοριζονται σε επιπεδα γραφηματα
μεγιστου βαθμου 4. Στην δουλεια τους, οι Bekos et al. [BKKS13] εδειξαν οτι τετοια
γραφηματα παντα επιδεχονται ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις με πολυπλοκοτητα
ακμης (edge complexity) 3, ενω για 3-συνεκτικα η χαμιλτονιανα επιπεδα γραφηματα
με μεγιστο βαθμο 3 μπορει κανεις να εχει αριστη πολυπλοκοτητα ακμης, δηλαδη πολυ-
πλοκοτητα ακμης ενα. Τα αποτελεσματα αυτα βελτιωθηκαν μερικως απο τους Alam
et al. [ABK+14], οι οποιοι εδειξαν οτι τα επιπεδα γραφηματα μεγιστου βαθμου 4 επι-
δεχονται απεικονισεις με πολυπλοκοτητα ακμης 2, ενω υπαρχουν απειρα γραφηματα
για τα οποια το ανω φραγμα του 2 ειναι αυστηρο.

Για γραφηματα μεγαλυτερου βαθμου οι Bekos et al. [BKKS13] προτειναν τη χρηση
του μοντελου Kandinsky [FK96]. Οπως εχει ηδη αναφερθει, αυτο ειναι μια συνηθης
προσεγγιση για την επιλυση πρακτικων ζητηματων στις εφαρμογες που προκυπτουν
απο τον περιορισμο του βαθμου των κορυφων στις ορθογωνιες απεικονισεις γενικα,
και συνεπως και στις ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις. Έτσι, χρησιμοποιωντας το μο-
ντελο Kandinsky καθε επιπεδο γραφημα επιδεχεται ομαλη ορθογωνια απεικονιση με
πολυπλοκοτητα ακμης 2 [BKKS13].
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10.5 Συμβολή της Διδακτορικής Διατριβής

Η συμβολη της παρουσας διδακτορικης διατριβης μπορει να εστιαστει στα ακο-
λουθα δυο αντικειμενα:

Θεωρία Γραφημάτων: Νεα αποτελεσματα για εμφυτευσεις σε βιβλιο και για ολι-
κους χρωματισμου με διαχωριζομενες γειτονικες κορυφες παρουσιαζονται.
Η ερευνα σχετικα με εμφυτευσεις γραφηματων σε βιβλιο χρονολογειται στις αρ-
χες της δεκαετιας του ’70μεμιαπραγματικα εκτενηβιβλιογραφια. Ενδεχομενως,
το πλεον δημοφιλες αποτελεσμα ειναι ο αλγοριθμος του Γιαννακακη, που εμ-
φυτευει οποιοδηποτε επιπεδο γραφημα σε βιβλιο με τεσσερις σελιδες [Yan89].
Το ερωτημα εαν το φραγμα αυτο ειναι αυστηρο παραμενει ανοιχτο μεχρι και
σημερα, ενω η ερευνα εστιαζει κυριως στη συσχετιση του παχους εμφυτευσης
σε βιβλιο με διαφορες αναλλοιωτες γραφηματων και στην αναγνωριση οικο-
γενειων γραφηματων που μπορουν να εμφυτευτουν σε 2 η 3 σελιδες. Στην πα-
ρουσα διδακτορικη διατριβη αποδεικνυουμε οτι τα επιπεδα γραφηματα με με-
γιστο βαθμο 4 ειναι υποχαμιλτονιανα, δηλαδη το παχος εμφυτευσης τους σε
βιβλιο ισουται με δυο. Αυτο βελτιωνει ενα αποτελεσμα του Heath [Hea85], ο
οποιος εδειξε οτι τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 μπορουν να εμφυ-
τευτουν σε δυο σελιδες. Η υπαρξη υποχαμιλτονιανου κυκλου ειναι ισοδυναμη
με την υπαρξη Χαμιλτον κυκλου σε μεγιστικα επιπεδα γραφηματα και ειναι γνω-
στο οτι τα διαχωριζοντα τριγωναπαιζουν καθοριστικο ρολοστην ιδιοτητααυτη.
Η προσεγγιση μας διαφερει κατα την εννοια οτι δεν εστιαζουμε στα διαχωρι-
ζοντα τριγωνα, εντουτοις, δανειζομαστε την τεχνικη “ξεφλουδισματος” του αλ-
γοριθμου του Γιαννακακη και την τροποποιουμε στις αναγκες μας. Επισης πα-
ρουσιαζουμε ενα ανωφραγμα στο παχος εμφυτευσης σε βιβλιο των 1-επιπεδων
γραφηματων. Αν και απεχει απο το να ειναι βελτιστο, αποτελει την πρωτη απο-
πειρα υπολογισμου του παχους εμφυτευσης σε βιβλιο οικογενειων γραφημα-
των που δεν ειναι κλειστες ως προς ελασσονα.
Ένα αλλο κεφαλαιο της θεωριας γραφηματων που εξεταζεται στην παρουσα
διδακτορικη διατριβη ειναι οι ολικοι χρωματισμοι γραφηματων με διαχωριζο-
μενες γειτονικες κορυφες. Διαφορες κλασεις γραφηματων εχουν μελετηθει στη
βιβλιογραφια, εκ των οποιων επιπεδα γραφηματα και γραφηματα με μικρο με-
γιστο βαθμο. Η εικασια των AVD-ολικων χρωματισμων που διατυπωθηκε απο
τους Zhang et al. [ZCL+05] φαινεται να ειναι εξισου δυσκολη με την εικασια
ολικων χρωματισμων. Στην παρουσα διδακτορικη διατριβη αποδεικνυουμε οτι
τα γενικευμενα Halin γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 εχουν AVD-ολικο χρωμα-
τικο αριθμο 5, ενα λιγοτερο απο το φραγμα της εικασια των AVD-ολικων χρω-
ματισμων, και επιβεβαιωνουμε την εικασια για 4-κανονικα γραφηματα. Προη-
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γουμενα αποτελεσματα επιβεβαιωσαν την εικασια για γραφηματα με μεγιστο
βαθμο 3, και εδειξαν οτι το καλυτερο φραγμα του ∆(G) + 2 ισχυει για επιπεδα
γραφηματα με μεγαλο μεγιστο βαθμο (∆(G) ≥ 14) και για τα γενικευμεναHalin
γραφηματα με μεγιστο βαθμο τουλαχιστον 6. Η δουλεια μας προφανως επεκτει-
νει τα αποτελεσματα αυτα. Αξιζει να σημειωθει οτι το βελτιωμενο ανω φραγμα
για τα γενικευμενα Halin γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 ειναι ενα βημα προς
τονπροσδιορισμο της ακριβους τιμης τουAVD-ολικου χρωματικουαριθμου των
γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3, και απαντα μια εικασια των Chen και Zhang
[CZ08].

Απεικόνιση Γραφημάτων: Εξεταζουμε πραγματοποιησεις 4-κανονικων γραφημα-
των ως συστηματα κυκλων και παρουσιαζουμε αποτελεσματα σε ομαλες ορθο-
γωνιες απεικονισεις.
Τα γραφηματα επαφων, ειδικοτερα τα γραφηματα κερματος και οι συσκευασιες
κυκλων ειναι ενας αρκετα μελετημενος τομεας της απεικονισης γραφηματων,
με πληθωρα εφαρμογων. Στην παρουσα διδακτορικη διατριβη εστιαζουμε στην
πραγματοποιηση 4-κανονικων επιπεδων γραφηματων ως συστηματα κυκλων.
Ο Lovász [ERS70, pp.1175] διατυπωσε την εικασια οτι ολα τα 4-κανονικα επι-
πεδα γραφηματα επιδεχονται τετοια πραγματοποιηση. Κλεινουμε την ερωτηση
αυτηαπαντωντας την θετικαστηνπεριπτωση των τρισυνεκτικων γραφηματων
και αρνητικα στη γενικη περιπτωση. Τα εργαλεια που χρησιμοποιουμε ειναι το
θεωρημα συσκευασιας κυκλων και ιδιοτητες των κυκλων ως γεωμετρικα αντι-
κειμενα.
Ο κυριος στοχος της απεικονισης γραφηματων ειναι η κατασκευη αισθητικων
και ευαναγνωστων απεικονισεων. Διαφορα κριτηρια για τον προσδιορισμο της
“ωραιας” απεικονισης εχουν υιοθετηθει: το πληθος των τομων μεταξυ των ακ-
μων, η γωνιακη ευκρινεια, η γωνιακη ευκρινεια στις τομες των ακμων (crossing
resolution), το συνολικο εμβαδο, το πληθος των σημειων καμπης ανα ακμη και
πολλα αλλα. Οι ορθογωνιες απεικονισεις αποτελουν ενα καλα μελετημενο κεφα-
λαιο με κυριο μελημα τη χρηση λιγων σημειων καμπης και μικρου εμβαδου. Οι
ορθες γωνιες στασημεια καμπης τωνακμωνμειωνουν την αναγνωσιμοτητα της
απεικονισης καθως η εφαπτομενη των διαδοχικων τμηματωναλλαζει στιγμιαια.
Ένας τροπος να παρακαμψουμε αυτο το προβλημα ειναι να “εξομαλυνουμε” τις
γωνιες χρησιμοποιωντας κυκλικα τοξα, επομενως υιοθετωντας ομαλες ορθογω-
νιες απεικονισεις. Οι ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις εισηχθησαν προσφατα
απο τους Bekos et al. [BKKS13] και υπαρχουν μονο λιγα αποτελεσματα. Η συ-
νεισφορα μας αποτελειται απο μερικα νεα αποτελεσματα που επεκτεινουν (και
βελτιωνουν μερικως) την υπαρχουσα δουλεια των Bekos et al. [BKKS13] και
Alam et al. [ABK+14].
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Στο Κεφαλαιο 11 δινουμε ολους τους ορισμους και προαπαιτουμενα αποτελεσμα
για τα κεφαλαια που ακολουθουν. Επισης περιγραφουμε δυο βασικα αλγοριθμικα ερ-
γαλεια που χρησιμοποιουμε: τον αλγοριθμο του Γιαννακακη και τα SPQR-δενδρα. Τα
υπολοιπα κεφαλαια χωριζονται σε δυο μερη: το πρωτο ειναι αφιερωμενο σε γραφο-
θεωρητικα αποτελεσματα, και το δευτερο μερος περιεχει δουλεια στο πεδιο της απει-
κονισης γραφηματων.

Το πρωτο μερος αποτελειται απο τεσσερα κεφαλαια: στα πρωτα δυο κεφαλαια
εξεταζουμε εμφυτευσεις σε βιβλιο, και στα υπολοιπα δυο ολικους χρωματισμους με
διαχωριζομενες γειτονικες κορυφες. Στο Κεφαλαιο 12 προσδιοριζουμε το παχος εμ-
φυτευσης σε βιβλιο των επιπεδων γραφηματων με μεγιστο βαθμο 4. Παρουσιαζουμε
εναν πολυωνυμικου χρονου αλγοριθμο που εμφυτευει τετοια γραφηματα σε δυο σελι-
δες, το οποιο συνεπαγεται οτι τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 4 ειναι υποχα-
μιλτονιανα. Τοκεφαλαιοαυτο ειναι σεσυνεργασιαμε τουςMicheal A. Bekos καιMartin
Gronemann. Μερος των αποτελεσματων εχει δημοσιευτει στην εργασια [BGR14], η
οποιαβελτιωνεται στην εργασια [BGR15]. ΣτοΚεφαλαιο13αποδεικνυουμεοτι τοπλη-
θος σελιδωνπουαπαιτουνται για την εμφυτευση οποιουδηποτε 1-επιπεδου γραφημα-
τος ειναι φραγμενο. Το κεφαλαιο αυτο ειναι σε συνεργασια με τους Micheal A. Bekos,
Till Bruckdorfer και Michael Kaufmann. Μερος των αποτελεσματων εχει δημοσιευτει
στην εργασια [BBKR15].

Στο Κεφαλαιο 14 αποδεικνυουμε οτι ο ολικος χρωματικος αριθμος με διαχωριζο-
μενες γειτονικες κορυφες των γενικευμενων Halin γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3
ισουται με 5. Στο Κεφαλαιο 15 αποδεικνυουμε οτι η εικασια των ολικων χρωματισμων
με διαχωριζομενες γειτονικες κορυφες ισχυει για 4-κανονικα γραφηματα: πρωτα εξε-
ταζουμε την περιπτωση των χαμιλτονιανων γραφηματων και στη συνεχεια το επε-
κτεινουμε σε καθε 4-κανονικο γραφημα. Το κεφαλαιο αυτο ειναι σε συνεργασια με τον
Alexandros Papaioannou. Μερος των αποτελεσματων εχει δημοσιευτει στην εργασια
[PR14].

Τοδευτερομεροςαπαρτιζεται αποδυοκεφαλαια. ΣτοΚεφαλαιο16μελεταμεπραγ-
ματοποιησεις επιπεδων 4-κανονικων γραφηματων ως συστηματα κυκλων. Αρχικα δι-
νουμε αυστηρα ανω και κατω φραγματα στο πληθος των κυκλων που απαιτουνται
σε μια τετοια πραγματοποιηση. Επισης αποδεικνυουμε οτι αν το δοθεν γραφημα ει-
ναι τρισυνεκτικο τοτε παντα επιδεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα εφαπτο-
μενων κυκλων. Εαν το γραφημα δεν ειναι τρισυνεκτικο (δηλαδη ειναι δισυνεκτικο
η απλα συνεκτικο) παρουσιαζουμε μια απειρη οικογενεια γραφηματων που δεν μπο-
ρουν ναπραγματοποιηθουνωςσυστηματακυκλων. Τααποτελεσματααυτααπαντουν
μια ανοιχτη εικασια που διατυπωθηκε απο τον Lovász, και λεει οτι οτα τα 4-κανονικα
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επιπεδα γραφηματα επιδεχονται τετοια αναπαρασταση. Το κεφαλαιο αυτο ειναι σε
συνεργασιαμε τονMichealA. Bekos.Μερος τωναποτελεσματωνεχει δημοσιευτει στην
εργασια [BR12], η οποια βελτιωνεται στην εργασια [BR15].

Το Κεφαλαιο 17 περιεχει αποτελεσματα σε ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις. Συ-
γκεκριμενα αποδεικνυουμε οτι (a) τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 επιδε-
χονται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση, (b) τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο
βαθμο 4 επιδεχονται (οχι απαραιτητα επιπεδη) αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση,
(c) καθε γραφημα επιδεχεται μια μη-επιπεδη απεικονιση με αριστη πολυπλοκοτητα
ακμης υπο το μοντελο Kandinsky, ομως δεν επιδεχονται ολα τα γραφηματα επιπεδη
απεικονιση. Τελος, εισαγουμε μια κατηγοριοποιηση των γραφηματων βαση των συ-
γκεκριμενων τυπων απεικονισεων που επιδεχονται, και μελεταμε σχεσεις μεταξυ των
κλασεων. Το κεφαλαιο αυτο ειναι σε συνεργασια με τους Micheal A. Bekos, Martin
Gronemann και Sergey Pupyrev. Μερος των αποτελεσματων εχει δημοσιευτει στην ερ-
γασια [BGPR14].
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11 Βασικοί Ορισμοί

11.1 Ορολογία

Χρησιμοποιουμε την συνηθη ορολογια που περιεχεται σε οποιοδηποτε βιβλιο θε-
ωριας γραφηματων, βλ. π.χ.[Bol98, BM76]. Όλα τα γραφηματα που μελεταμε στην πα-
ρουσα διδακτορικη διατριβη ειναι απλα, με πεπερασμενο πληθος κορυφων και χω-
ρις κατευθυνομενες ακμες. Συμβολιζουμε με V (G) και E(G) το συνολο κορυφων και
ακμων ενος γραφηματος G αντιστοιχα, δ(G) ειναι ο μικροτερος βαθμος (minimum
degree) του G, ∆(G) ο μεγιστος βαθμος (maximum degree) του, και α(G) ο αριθμος
ανεξαρτησιας (independence number) του. Για ενα συνεκτικο γραφημα G συμβολι-
ζουμε με d(u, v) την αποσταση (distance) των κορυφων u και v, δηλαδη το μηκος ενος
συντομοτερου μονοπατιου απο την u στην v (η συνεκτικοτητα του G εξασφαλιζει οτι
d(u, v) ≤ |V (G)|). Η εκκεντροτητα (eccentricity) ecc(u) μιας κορυφης u οριζεται ως
ecc(u) = max

v∈V (G)
d(u, v). Η ακτινα (radius) rad(G) (διαμετρος (diameter) diam(G))

του G ειναι η μικροτερη (μεγαλυτερη αντιστοιχα) εκκεντροτητα οποιασδηποτε κο-
ρυφης του G. Εαν για την κορυφη u ισχυει ecc(u) = rad(G) λεμε οτι η u ειναι κε-
ντρικη (central) κορυφη του G και εαν ecc(u) = diam(G) τοτε η u ειναι αποκεντρη
(peripheral) κορυφη του G. Σημειωνουμε οτι αν η u ειναι αποκεντρη κορυφη του G,
τοτευπαρχειπανταμιααλληαποκεντρηκορυφη v τουG ετσιωστεd(u, v) = diam(G).

Λεμε οτι ενα γραφημα ειναι k-κανονικο (k-regular) αν καθε κορυφη v ∈ V (G) εχει
βαθμο k. Ένας 2-παραγοντας (2-factor) ενος γραφηματοςG, ειναι ενα υπογραφημα F

του G τετοιο ωστε καθε κορυφη του G να εχει βαθμο 2 στο F . Προφανως το F εχει
το ιδιο συνολο κορυφων με το G και αποτελειται απο ξενους κυκλους. Ειναι γνωστο
οτι καθε 4-κανονικο γραφημα μπορει να διαμεριστει σε δυο 2-παραγοντες. Έστω οτι
το γραφημα G ειναι 4-κανονικο γραφημα με 3n κορυφες και αποτελειται απο εναν
κυκλο Χαμιλτον και ενα συνολο απο n ξενα μεταξυ τους τριγωνα. Οι Fleischner and
Stiebitz [FS92] εδειξαν οτι το G ειναι 3-επιλεξιμο (3-choosable), οπου ενα γραφημα
ειναι k-επιλεξιμο αν για καθε αναθεση λιστων μεγεθους k στις κορυφες, υπαρχει ενας
ορθος χρωματισμος δινοντας σε καθε κορυφη ενα χρωμα απο τη λιστα της. Ο Sachs
[Sac93] εδειξε οτι τα γραφηματα αυτα ειναι 3-χρωματισιμα. Και τα δυο αποτελεσματα
υποδηλωνουν οτι ο αριθμος ανεξαρτησιας του G ισουται με α(G) = n. Αυτο ειναι
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γνωστο ως το προβλημα του κυκλου με τα τριγωνα (cycle-plus-triangles problem), το
οποιο επισης επιλυει ενα προβλημα που εθεσε ο Schur και το οποιο παραθετουμε ως
λημμα:

Λήμμα 11.1. Έστω 3n σημεία σε έναν κύκλο. Για οποιαδήποτε διαμέριση των σημείων
σεn τριάδες, μπορούμε πάντα να βρούμε ένα σύνολο απόn σημεία, ένα από κάθε τριάδα,
έτσι ώστε τα σημεία αυτά να μην είναι διαδοχικά στον κύκλο.

Σε ενα 4-κανονικο χαμιλτονιανο γραφημα G, εστω HC ο κυκλος Χαμιλτον του G

και C = {C1, C2, . . . , Ck} ο 2-παραγοντας του G − HC , k ≥ 1. Λεμε οτι το R ⊆ V (G)
ειναι ενα συνολο αντιπροσωπων του C εαν για καθε Ci ∈ C υπαρχει ακριβως μια κο-
ρυφη vi ∈ R. Συμφωνα με τον ορισμο αυτο εχουμε:

Πόρισμα 11.1. Έστω G ένα 4-κανονικό χαμιλτονιανό γράφημα και C όπως ορίστηκε
προηγουμένως. Τότε μπορούμε να βρούμε ένα σύνολο αντιπροσώπωνR του C έτσι ώστε
οι κορυφές του R να μην είναι γειτονικές πάνω στον κύκλο Χάμιλτον του G.

Απόδειξη.
Για καθε κυκλο C ∈ C διαγραφουμε αυθαιρετα κορυφες εως οτου απομεινουν

μονο τρεις που θα αποτελεσουν μια τριαδα κορυφων. Για καθε κορυφη που διαγρα-
φουμε, ενωνουμε με ακμη τους γειτονες της στον κυκλο Χαμιλτον. Έτσι εχουμε |C|
τριαδες, μια για καθε κυκλο του 2-παραγοντα, δηλαδη συνολικα 3|C| σημεια στον κυ-
κλο Χαμιλτον και απο το Λημμα 11.1 μπορουμε να βρουμε ενα συνολο αντιπροσωπων
απο καθε τριαδα, ωστε οποιοιδηποτε δυο αντιπροσωποι να μην ειναι γειτονικοι στον
κυκλο Χαμιλτον.

Πόρισμα 11.2. Έστω m1 + m2 + · · · + mn σημεία σε έναν κύκλο, όπου κάθε mi είναι
ένας θετικός ακέραιος τουλάχιστον ίσος με 3. Για κάθε διαμέριση των σημείων σε n μέρη
με πληθικότητα m1, m2, …, mn αντίστοιχα, μπορούμε πάντα να βρούμε ένα σύνολο από
n σημεία, ακριβώς ένα από κάθε σύνολο διαμέρισης, έτσι ώστε τα σημεία αυτά να μην
είναι διαδοχικά στον κύκλο.

ΈστωτωραG ενααπλοτοπολογικογραφημα, δηλαδη, μη-κατευθυνομενοκαιαπει-
κονισμενο στο επιπεδο. Εκτος αν δηλωνεται διαφορετικα, θεωρουμε μονο απλες απει-
κονισεις, δηλαδη καμια ακμη δεν τεμνει τον εαυτο της, οποιεσδηποτε δυο ακμες δεν
εφαπτονται και δεν τεμνονται περισσοτερες απο μια φορα. Μια απεικονιση οριζει
κατα μοναδικο τροπο την κυκλικη σειρα των ακμων που προσπιπτουν σε καθε κο-
ρυφη και επομενως οριζει μια συνδυαστικη εμφυτευση (combinatorial embedding).
Λεμε οτι το G ειναι επιπεδο (planar) εαν μπορει να απεικονιστει στο επιπεδο χωρις
να τεμνονται οι ακμες του. Για ενα συνεκτικο επιπεδο γραφημα G και το δυϊκο του,
ισχυει το ακολουθο αποτελεσμα [Bol98, pp.172]:
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Λήμμα 11.2. Έστω G ένα συνεκτικό επίπεδο γράφημα. Το G είναι γράφημα Euler αν
και μόνο αν το δυϊκό του G∗ είναι διμερές.

Ειδικες υποκλασεις των επιπεδωνγραφηματων ειναι τα εξωεπιπεδα (outerplanar)
γραφηματα και τα υποχαμιλτονιανα (subhamiltonian) γραφηματα. Ένα επιπεδο γρα-
φημαG ειναι εξωεπιπεδο εαν μπορει να απεικονιστει στο επιπεδο χωρις να τεμνονται
οι ακμες του και κατα τετοιο τροποωστε ολες οι κορυφες να ανηκουν στην εξωτερικη
οψη (outerface) της απεικονισης (βλ. Εικονα 11.1a). Ένα επιπεδο γραφημα G λεγεται
υποχαμιλτονιανο εαν ειναι υπογραφημα ενος επιπεδου χαμιλτονιανου γραφηματος
(βλ. Εικονα 11.1b). Ειναι ευκολο να δει κανεις οτι τα εξωεπιπεδα γραφηματα ειναι και
υποχαμιλτονιανα. Μια αλλη ειδικη κατηγορια επιπεδων γραφηματων ειναι τα Halin
γραφηματα (Halin graphs). Έστω G = (V, E) ενα επιπεδικο (plane) γραφημα με ελα-
χιστο βαθμο δ(G) ≥ 3 και εξωτερικη οψη f0, ετσι ωστε καθε κορυφη της f0 να εχει
βαθμο 3. Εαν αφαιρωντας ολες τις ακμες της f0, το γραφημαG(V, E−E(f0)) ειναι ενα
δενδρο TG, τοτε το G λεγεται Halin γραφημα (βλ. Εικονα 11.1c για παραδειγμα). Τα
Halin γραφηματα ειναι τρισυνεκτικα και χαμιλτονιανα. Επιπλεον, εαν το G ειναι ενα
Halin γραφημα, τοτε τοG παντα περιεχει ενα τριγωνο. Τωρα, αν αφαιρεσουμε τον πε-
ριορισμο στον ελαχιστο βαθμο, δηλαδη, εαν επιτρεψουμε το TG να περιεχει κορυφες
βαθμου 2, τοτε λεμε οτι το G ειναι ενα γενικευμενο Halin γραφημα (generalized Halin
graph). Ωστοσο, στα γενικευμενα Halin γραφηματα οι ιδιοτητες της τρισυνεκτικοτη-
τας, της υπαρξης κυκλου Χαμιλτον και της υπαρξης τριγωνων δεν ισχυουν εν γενει,
οπως φαινεται στην Εικονα 11.1d.

(a) (b) (c)

u

v

(d)

Εικόνα 11.1: (a) Ένα εξωεπιπεδο γραφημα. (b) Ένα υποχαμιλτονιανο γραφημα: ενας υποχα-
μιλτονιανος κυκλος του G τονιζεται με γκρι χρωμα. (c) Ένα Halin γραφημα με μεγιστο βαθμο
3. Η εξωτερικη οψη f0 εχει σχεδιαστει με διακεκομμενη γραμμη, αφαιρωντας τις ακμες της f0

το εναπομεινον γραφημα ειναι ενα δενδρο (σχεδιασμενο με συνεχεις ακμες, οι εσωτερικες του
κορυφες ειναι μαυρου χρωματος και τα φυλλα του ασπρου χρωματος). Ένας κυκλος Χαμιλ-
τον τονιζεται με γκρι χρωμα. (d) Ένα γενικευμενο Halin γραφημα με μεγιστο βαθμο 3 (οπου
οι κορυφες βαθμου 2 εχουν σχεδιαστει ως ασπρα τετραγωνα), οι κορυφες u, v αποτελουν ενα
διαχωριστικο ζευγος κορυφων, το γραφημα δεν ειναι χαμιλτονιανο και δεν περιεχει τριγωνα.

Ένα γραφημα G λεγεται κ-επιπεδο (κ-planar) (κ ≥ 1) αν μπορει να απεικονιστει
στο επιπεδο ετσι ωστε καθε ακμη να τεμνεται το πολυ κφορες. Συνεπως τα 1-επιπεδα
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γραφηματα επιδεχονται απεικονισεις στις οποιες καθε ακμη τεμνεται το πολυ μια
φορα. Ένα 1-επιπεδο τοπολογικο γραφημα λεγεται επιπεδικα μεγιστικο (planar-maxi-
mal) η απλουστερα μεγιστικο (maximal), εαν δεν ειναι εφικτη η προσθηκη μιας ακμης
που δεν τεμνεται. Το παρακατω λημμα δειχνει οτι δυο τεμνομενες ακμες επαγουν ενα
K4 (βλ., π.χ., Λημμα 1 στο [ABK13]).

Λήμμα11.3. Σε έναμεγιστικό 1-επίπεδο τοπολογικό γράφημα, ταάκραδύο τεμνόμενων
ακμών είναι ανά δύο γειτονικά, δηλαδή επάγουν ένα K4.

11.1.1 Εμφυτεύσεις σε Βιβλίο

Σε μια εμφυτευση σε βιβλιο (book embedding) ενος γραφηματος, οι κορυφες πε-
ριοριζονται σε μια ευθεια, την ραχη (spine) του βιβλιου. Οι ακμες αντιστοιχουνται
σε διαφορετικες σελιδες (pages) του βιβλιου. Μια σελιδα ειναι ουσιαστικα ενα ημι-
επιπεδοπου οριζεται απο την ραχη του βιβλιου, και στο οποιο οι ακμες απεικονιζονται
ωςκυκλικα τοξαμεταξυ τωνακρωντους. Λεμεοτι εναγραφημαεμφυτευεται σεβιβλιο
k-σελιδων (admits a k-page book embedding, is k-page embeddable) εαν μπορουμε να
αντιστοιχισουμε τις ακμες σε k σελιδες και υπαρχει γραμμικη διαταξη των κορυφων
πανω στη ραχη του βιβλιου, ετσι ωστε να μην υπαρχει ζευγος ακμων στην ιδια σελιδα
που να τεμνονται. Το μικροτερο πληθος σελιδων που απαιτουνται για την κατασκευη
τετοιας εμφυτευσης ειναι το παχος της εμφυτευσης σε βιβλιο (book thickness/page
number) του γραφηματος (βλ. Εικονα 11.2).

1 2

34

5 6

78

(a)

1 2 3 4 7 8 5 6

(b)

Εικόνα 11.2: (a) Ένα μεγιστικο 1-επιπεδο γραφημα. (b)Μια εμφυτευση σε βιβλιο με τεσσερις
σελιδες: οι ακμες στην πρωτη σελιδα εχουν σχεδιαστει ως συνεχη κυκλικα τοξα πανω απο την
ραχη, οι ακμες της δευτερης σελιδας ως συνεχη κυκλικα τοξα κατω απο την ραχη, οι ακμες
της τριτης σελιδας εχουν σχεδιαστει ως διακεκομμενες κοκκινες πολυγωνικες γραμμες πανω
απο τη ραχη, και οι ακμες της τελευταιας σελιδας ως διακεκομμενες κοκκινες πολυγωνικες
γραμμες κατω απο τη ραχη.

Το ακολουθο λημμα συνοψιζει μερικα βασικα αποτελεσματα για τις εμφυτευσεις
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σε βιβλιο:

Λήμμα 11.4. Έστω G ένα γράφημα.

(i) Το πάχος εμφύτευσης σε βιβλίο του G ισούται με το μέγιστο πάχος εμφύτευσης
των δισυνεκτικών του συνιστωσών [BK79].

(ii) Το G έχει πάχος εμφύτευσης σε βιβλίο 1 αν και μόνο αν το G είναι εξωεπίπεδο
[BK79].

(iii) Το G έχει πάχος εμφύτευσης σε βιβλίο 2 αν και μόνο αν το G είναι επίπεδο υπο-
χαμιλτονιανό γράφημα [BK79].

(iv) Εάν το G είναι επίπεδο, τότε το G έχει πάχος εμφύτευσης σε βιβλίο το πολύ
4 [Yan89].

(v) Εάν το G είναι επίπεδο 3-κανονικό, τότε το G είναι υποχαμιλτονιανό [KO07].

11.1.2 Ολικοί Χρωματισμοί με Διαχωριζόμενες Γειτονικές Κορυφές

Έστωοτι τοG εναπεπερασμενοαπλοσυνεκτικογραφημαμεμεγιστοβαθμο∆(G).
Έστω c : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, . . . , k} μια αναθεση k χρωματων 1, 2, . . . , k στις κο-
ρυφες και ακμες του G. Για καθε στοιχειο z ∈ V (G) ∪ E(G), συμβολιζουμε με c(z)
το χρωμα του z. Η αναθεση c ειναι ενας ολικος χρωματισμος (total coloring) του G με
k χρωματα. Λεμε οτι ο c ειναι ορθος ολικος χρωματισμος (proper total coloring) εαν
οποιαδηποτε δυο γειτονικα στοιχεια εχουν διαφορετικο χρωμα (δηλαδη δυο γειτονι-
κες κορυφες, η μια κορυφη και οι ακμες της, η δυο ακμες με κοινο ακρο). Ο ολικος
χρωματικος αριθμος (total chromatic number) ενος γραφηματος G, συμβολιζεται με
χ′′(G), και ισουται με το μικροτερο πληθος χρωματων που απαιτουνται σε εναν ορθο
ολικο χρωματισμο του G. Η εικασια ολικων χρωματισμων (total coloring conjecture)
(που διατυπωθηκε απο τους Behzad (1965) και Vizing (1968)) λεει οτι για καθε γρα-
φημα G, ο ολικος χρωματικος του αριθμος ισουται με τον μεγιστο βαθμο του G συν
ενα η δυο. Δηλαδη, χ′′(G) = ∆(G) + 1 or ∆(G) + 2.

Έστω τωρα k ενας θετικος ακεραιος και c ενας ολικος χρωματισμος του G με k

χρωματα. Για καθε κορυφη x ∈ V (G) το συνολο των χρωματων των ακμων που προ-
σπιπτουν στην x μαζι με το χρωμα της κορυφης x συμβολιζεται με C(x) και ειναι το
χρωματικο συνολο (color set) τηςx. Εαν ο χρωματισμος c ειναι ορθος καιC(u) ̸= C(v)
γιακαθεακμηuv ∈ E(G), τοτε ο c ειναι εναςk-ολικος χρωματισμοςμε διαχωριζομενες
γειτονικες κορυφες (k-adjacent-vertex-distinguishing total coloring) του G, η εν συ-
ντομια k-AVD-ολικος χρωματισμος. Το ελαχιστο πληθος χρωματων σε ενα AVD-ολικο
χρωματισμο του G ειναι ο ολικος χρωματικος αριθμος με διαχωριζομενες γειτονικες
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κορυφες (adjacent-vertex-distinguishing total chromatic number) τουG, και συμβολι-
ζεται με χ′′

a(G)1 (βλ. Εικονα 11.3).

1

1

1

1

222 2

3

3

3

3 4

4

4

4
5

5

6

6

7

7

8

8

5(6)

5(6)

6(5)

6(5)

7(8)

7(8)

8(7)

8(7)

Εικόνα 11.3: Το γραφημα στην Εικονα 11.2a εχει χ′′
a = 8. Για καθε κορυφη γραφουμε το

χρωμα της ακολουθουμενο απο ενα αλλο χρωμα σε παρενθεση: αυτο ειναι το μονο χρωμα
που δεν ανηκει στο χρωματικο συνολο της κορυφης.

Τα ακολουθα λημματα δινονται στο [ZCL+05] και η αποδειξη τους παραλειπεται:

Λήμμα 11.5 (Zhang et al. [ZCL+05]). Εάν ένα γράφημα G έχει δύο γειτονικές κορυφές
μέγιστου βαθμού τότε χ′′

a(G) ≥ ∆(G) + 2.

Λήμμα11.6 (Zhang et al. [ZCL+05]). Εάν ένα γράφημαG έχει k συνεκτικές συνιστώσες
G1, G2, . . . , Gk , και |V (Gi)| ≥ 2, i = 1, 2, . . . , k, τότε χ′′

a(G) = max
1≤i≤k

χ′′
a(Gi).

Στο [ZCL+05] διατυπωθηκε η παρακατω εικασια, γνωστηως εικασια AVD-ολικων
χρωματισμων:

Εικασία 11.1 (Zhang et al. [ZCL+05]). Για κάθε συνεκτικό γράφημα G τάξης τουλάχι-
στον 2, ισχύει χ′′

a(G) ≤ ∆(G) + 3.

11.1.3 Αναπαραστάσεις με Κύκλους

Έστω G ενα συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα. Λεμε οτι το G επιδεχεται
πραγματοποιηση ως ενα συστημα κυκλων (realization as a system of circles) εαν μπο-
ρει να απεικονιστει στο επιπεδο χρησιμοποιωντας ενα συνολο απο κυκλους ετσιωστε
(βλ. Εικονες 11.4b-11.4d):

(i) Το συνολο κορυφων V (G) δινεται απο τα σημεια τομης και επαφης των κυκλων.
(ii) Το συνολο ακμων E(G) οριζεται απο ολα τα κυκλικα τοξα μεταξυ των σημειων

τομης και επαφης των κυκλων.
1 Στη βιβλιογραφια συχνα χρησιμοποιειται και ο συμβολισμος χat(G) για τον AVD-ολικο χρωματικο

αριθμο του G.
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Στην ειδικηπεριπτωσηπουδεν επιτρεπουμεσημεια τομης (δηλαδηυπαρχουνμονο
εφαπτομενοι κυκλοι), λεμε οτι τοG επιδεχεται πραγματοποιησηως ενασυστημα εφα-
πτομενωνκυκλων (realizationas a systemof touching circles) (βλ. Εικονες11.4b-11.4c).

(a) (b) (c) (d)

Εικόνα 11.4: (a) Απεικονιση του οκταεδρου γραφηματος με ευθειες ακμες. (b)-(d) Διαφορε-
τικες πραγματοποιησεις του οκταεδρου ως συστημα κυκλων.

Η ακολουθη εικασια αφορα τα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα και διατυπωθηκε
απο τον Lovász [ERS70, pp.1175],[Leh81, pp.426]:

Εικασία 11.2 (Lovász). Έστω G ένα απλό συνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα. Το
G επιδέχεται πραγματοποίηση ως ένα σύστημα κύκλων.

Μια συσκευασια κυκλων (circle packing) ειναι μια “συνδεδεμενη συλλογη” απο κυ-
κλους που εφαπτονται και ειναι ξενοι μεταξυ τους. Το γραφημα τομων (intersection
graph), επισης γνωστοως γραφημα επαφων (tangency/contact graph), μιας συσκευα-
σιας κυκλων ειναι το γραφημα του οποιου οι κορυφες αντιστοιχουν στους κυκλους
και υπαρχει ακμη για καθε ζευγος εφαπτομενων κυκλων. Ένα γραφημα το οποιο επι-
δεχεται αναπαραστασηως ενα συστημα εφαπτομενων κυκλων λεγεται γραφημα κερ-
ματος (coin graph) (βλ. Εικονα 11.5). Τα γραφηματα κερματος ειναι παντα απλα, συ-
νεκτικα και επιπεδα. Το θεωρημα συσκευασιας κυκλων (circle packing theorem) δια-
τυπωνεται ως εξης:

Θεώρημα 11.1 (θεωρημα συσκευασιας κυκλων [Koe36]). Για κάθε απλό συνεκτικό
επίπεδο γράφημα G, υπάρχει μια συσκευασία κύκλων στο επίπεδο με το G ως γράφημα
τομών.

11.1.4 Ομαλές Ορθογώνιες Απεικονίσεις

Μια ομαλη ορθογωνια απεικονιση (smooth orthogonal drawing) ενος γραφηματος
ειναι μια απεικονιση στην οποια καθε κορυφη απεικονιζεται ως ενα σημειο στο επι-
πεδο και καθε ακμη σχεδιαζεται ως μια αλληλουχια απο ευθυγραμμα τμηματα παραλ-
ληλαστους δυοαξονες, και κυκλικα τοξα, βλ. Εικονα11.6.Έναβασικο χαρακτηριστικο
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(a) (b)

Εικόνα 11.5: (a) Ένα επιπεδο γραφημα. (b) Η αναπαρασταση του ως γραφημα κερματος.

που ξεχωριζει στις ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις ειναι οτι τα διαδοχικα τμηματα
μιας ακμης εχουν ενα κοινο σημειο επαφης και κοινη εφαπτομενη (η οποια ειναι ειτε
κατακορυφη ειτε οριζοντια). Η πολυπλοκοτητα ακμης (complexity of an edge) υπολο-
γιζεται ως το πληθος απο τα τμηματα που την αποτελουν. Λεμε επισης οτι μια ομαλη
ορθογωνια απεικονιση εχει πολυπλοκοτητα k ≥ 1 εαν περιεχει μια ακμη με πολυπλο-
κοτηταk και δενπεριεχει ακμες μεπολυπλοκοτηταk+1. Ειδικοτεραγια k = 1, δηλαδη
πολυπλοκοτητα ακμης ενα, λεμε οτι το γραφημα επιδεχεται αριστη ομαλη ορθογωνια
απεικονιση (perfect smooth orthogonal drawing) η ομαλη ορθογωνια απεικονιση με
αριστη πολυπλοκοτητα ακμης (perfect edge complexity).

Παραδοσιακα, οι ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις περιοριζονται σε επιπεδα γρα-
φηματα μεγιστου βαθμου 4, εφοσον καθε κορυφη εχει τεσσερις δυνατες θυρες (ports)
(Βορεια, Νοτια, Ανατολικη, Δυτικη), οπου οι ακμες εισερχονται/εξερχονται με οριζο-
ντιες η κατακορυφες εφαπτομενες. Επιπλεον, δεν μπορει να υπαρχουν δυο τμηματα
ακμωνπουπροσπιπτουνστην ιδια κορυφηκαι να χρησιμοποιουν την ιδια θυρα. Σημει-
ωνουμε οτι αν χρησιμοποιειται η ιδια θυρα τοτε αναποφευκτα υπαρχουν επικαλυψεις
ακμων μονο στην περιπτωση που τα τμηματα ειναι ευθυγραμμα.

(a) (b) (c) (d)

Εικόνα 11.6: Διαφορετικες απεικονισεις του οκταεδρου, το οποιο ειναι 4-κανονικο και επι-
πεδο: (a) Απεικονιση με ευθυγραμμα τμηματα. (b) Απεικονιση με το παραδοσιακο ορθογω-
νιο στυλ και με το ελαχιστο πληθος σημειων καμπης ανα ακμη (δηλαδη 3 σημεια καμπης ανα
ακμη η πολυπλοκοτητα ακμης 4). (c) Ομαλη ορθογωνια απεικονιση με πολυπλοκοτητα ακμης
2. (d) Απεικονιση με πολυπλοκοτητα ακμης 2 χρησιμοποιωντας το μοντελο Kandinsky.
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Το μοντελο Kandinsky χρησιμοποιειται κυριως για την παρακαμψη του περιορι-
σμου στο βαθμο των ορθογωνιων απεικονισεων. Συμφωνα με το μοντελο Kandinsky,
οι κορυφες απεκονιζονται ως τετραγωνα και δυο η περισσοτερες ακμες μπορουν να
χρησιμοποιουν την ιδια θυρα. Σημειωνουμε οτι αν δυο ακμες χρησιμοποιουν την ιδια
θυρα, μονο μια απο αυτες μπορει να σχεδιαστει ως ευθυγραμμο τμημα. Το παρακατω
λημμα συνοψιζει τα κυριοτερα αποτελεσματα για ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις
οπως δινονται απο τους Bekos et al. [BKKS13] και Alam et al. [ABK+14].

Λήμμα 11.7. Έστω G ένα επίπεδο γράφημα.

(i) Εάν το G έχει μέγιστο βαθμό 4, τότε το G επιδέχεται ομαλή ορθογώνια απεικό-
νιση με πολυπλοκότητα ακμής 2 [ABK+14].

(ii) Εάν το G είναι τρισυνεκτικό με μέγιστο βαθμό 3, τότε το G επιδέχεται άριστη
ομαλή ορθογώνια απεικόνιση [BKKS13].

(iii) Το G επιδέχεται ομαλή ορθογώνια απεικόνιση με πολυπλοκότητα ακμής 2 χρησι-
μοποιώντας το μοντέλο Kandisky [BKKS13].

11.2 Αλγοριθμικά Εργαλεία

Στην ενοτητα αυτη, παρουσιαζουμε δυο αλγοριθμικα εργαλεια που θα χρησιμοποι-
ησουμε στα επομενα κεφαλαια της παρουσας διδακτορικης διατριβης. Συγκεκριμενα,
παραθετουμε μια συντομη εισαγωγη στον αλγοριθμο του Γιαννακακη, ο οποιος εμ-
φυτευει καθε επιπεδο γραφημα σε βιβλιο με πεντε σελιδες, και επισης κανουμε μια
συντομη επισκοπηση των SPQR-δενδρων, μια αρκετα συνηθης δομη για γραφηματα
που δεν ειναι τρισυνεκτικα.

11.2.1 Ο Αλγόριθμος του Γιαννακάκη

Τοπρωτο μας αλγοριθμικο εργαλειο ειναι η απλοποιημενη εκδοχη του αλγοριθμου
του Γιαννακακη που εμφυτευει καθε (εσωτερικως τριγωνοποιημενο) επιπεδο γρα-
φημασε βιβλιο με πεντε σελιδες (οχι τεσσερις) [Yan89]. Ο αλγοριθμος αυτος βασιζεται
σε μια προσεγγιση “ξεφλουδισματος” σε επιπεδα (levels): (i) οι κορυφες της εξωτερι-
κης οψης ειναι στο επιπεδο μηδεν, (ii) οι κορυφες της εξωτερικης οψης του γραφη-
ματος που επαγεται μετα τη διαγραφη ολων των κορυφων των επιπεδων ≤ i − 1
βρισκονται στο επιπεδο i, (iii) οι ακμες μεταξυ κορυφες ιδιου (διαφορετικου, αντι-
στοιχα) επιπεδου λεγονται ισοπεδες (level) (συνδετικες (binding), αντιστοιχα) ακμες
(βλ. Εικονα 11.7).

Ας υποθεσουμε οτι το γραφημαG = (V, E) αποτελειται απο δυο επιπεδα, εστωL0

καιL1 (υποθετουμε επισης οτι τοL0 δενπεριεχει χορδες). Οι κορυφες, εστωu1, . . . , uk ,
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του L0 ειναι οι εξωτερικες (outer) κορυφες και εμφανιζονται με αυτη τη σειρα κατα
την διαπεραση της εξωτερικης οψης του G συμφωνα με τη φορα των δεικτων του
ρολογιου (ωρολογιακη φορα εν συντομια). Οι υπολοιπες κορυφες ειναι οι εσωτερικες
(inner) (και προφανως ανηκουν στο L1). Το γραφημα που επαγεται απο ολες τις εξω-
τερικες κορυφες ειναι δισυνεκτικο. Οι δισυνεκτικες συνιστωσες, η συσταδες (blocks),
εστωB1, . . . , Bm, του γραφηματος που επαγεται απο τις εσωτερικες κορυφες σχημα-
τιζουν ενα δενδρο (στην περιπτωση που δεν υπαρχουν χορδες στο L0). Θεωρουμε οτι
χ.β.τ.γ. το δενδρο συσταδων εχει ως ριζα τη συσταδα B1, η οποια περιεχει την αποκα-
λουμενη πρωτη εσωτερικη κορυφη (first inner vertex), που οριζεται κατα μοναδικο
τροπο ως η τριτη κορυφη της φραγμενης οψης που περιεχει τις εξωτερικες κορυφες
u1 και uk . Δοθεντος μιας συσταδας Bi, λεμε οτι μια εξωτερικη κορυφη ειναι γειτονικη
(adjacent) με τηBi εαν ειναι γειτονικη με μια κορυφη της. Το συνολο των εξωτερικων
κορυφων που ειναι γειτονικες με τη Bi συμβολιζεται με N(Bi), i = 1, 2, . . . , m. Επι-
πλεον, λεμε οτι μια κορυφηw βλεπει (sees) μια ακμη (x, y), εαν ηw συνδεεται με τις x

και y και το τριγωνο x, y, w ειναι μια οψη. Μια εξωτερικη κορυφη βλεπει μια συσταδα
εαν βλεπει μια ακμη της.

u1 u2

u3
u4

u5

v1 v2

v3v4v5
v7

v6

v9

v8

v10v11

B1
B2

B3

B4B5

(a) Ένα εσωτερικως τριγωνοποιημενο
γραφημα.

u1 v1 v2 v3 v4 v5 u2 v6 v7 v8 v9 u3 v10 u4 v11 u5

B2

B1 B3 B4

B5

(b)Μια εμφυτευση σε βιβλιο τριων σελιδων απο το [Yan89].

Εικόνα 11.7: (a) Οι εξωτερικες (εσωτερικες) κορυφες εχουν χρωμα ασπρο (γκρι). Οι ισοπε-
δες (συνδετικες) ακμες ειναι συνεχεις (διακεκομμενες). Οι συσταδες τονιζονται με γκρι χρωμα.
Η πρωτη εσωτερικη κορυφη ειναι η v1. Συνεπως η ριζα του δενδρου συσταδων ειναι η B1.
N(B3) = {u2, u3}. Η κορυφη u2 βλεπει την (v3, v7) και συνεπως βλεπει την B2. Οι οδηγοι
των B1, B2, B3, B4 και B5 ειναι οι v1, v3, v6, v6 και v2, αντιστοιχα. Οι κυριαρχοι των B1, B2,
B3, B4 και B5 ειναι οι u1, u2, u2, u3 και u4, αντιστοιχα. Οι κοκκινες ακμες υποδηλωνουν οτι
uf (B2) = u2 και ul(B2) = u4. Συνεπως, P [uf (B2) → ul(B2)] = u2 → u3 → u4. (b) Γραμμικη
διαταξη των κορυφων και αντιστοιχιση των ακμων σε σελιδες.

Ο οδηγος (leader) ℓ(Bi) μιας συσταδας Bi ειναι η πρωτη κορυφη του Bi που συ-
νανταμε σε οποιοδηποτε μονοπατι τουL1 απο την πρωτη εσωτερικη κορυφη προς τη
συσταδα Bi. Μια εσωτερικη κορυφη που ανηκει μονο σε μια συσταδα αντιστοιχειται
(is assigned) στη συσταδα αυτη. Εαν ανηκει σε περισσοτερες απο μια συσταδες, τοτε
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αντιστοιχειται στην “πιο ψηλη συσταδα” στο δενδρο συσταδων που την περιεχει. Για
μια εσωτερικη κορυφη v ∈ L1, συμβολιζουμε με B(v) τη συσταδα που εχει αντιστοι-
χηθει η v. Ο κυριαρχος (dominator) μιας συσταδαςB ειναι η πρωτη εξωτερικη κορυφη
που συνδεεται με καποια κορυφη που εχει αντιστοιχηθει στη B και συμβολιζεται με
dom(B).

Έστω B μια συσταδα του επιπεδου L1 και εστω v0, v1, . . . , vt οι κορυφες της B

με τη σειρα που εμφανιζονται σε μια διαπεραση του συνορου της B αντιθετα με τη
φορα των δεικτων του ρολογιου (αντιωρολογιακη φορα εν συντομια) και ξεκινωντας
απο την κορυφη v0 = ℓ(B). Συμβολιζουμε με uf (B) και ul(B) τις κορυφες μικροτε-
ρου και μεγαλυτερου δεικτη του επιπεδου L0 που βλεπει η ακμη (v0, vk) και η (v0, v1),
αντιστοιχα. Ισοδυναμα, οι uf (B) και ul(B) οριζονται ως οι κορυφες μικροτερου και
μεγαλυτερου δεικτη του N(B). Σημειωνουμε οτι uf (B) = dom(B). Το μονοπατι του
επιπεδου L0 απο την uf (B) στην ul(B) με ωρολογιακη φορα κατα μηκος του L0 συμ-
βολιζεται με P [uf (B) → ul(B)]. Ένας αλλος χρησιμος ορος ειναι το ιχνος (trail) μιας
εσωτερικη κορυφης vi, που συμβολιζεται με tr(vi) και οριζεται αναδρομικα ως εξης.
Αν η vi ταυτιζεται με την πρωτη εσωτερικη κορυφη, τοτε tr(vi) = vi. Διαφορετικα,
tr(vi) = tr(ℓ(B)) → v1 → . . . → vi, i = 1, 2, . . . , t. Διαισθητικα, το ιχνος μιας εσω-
τερικη κορυφης vi ειναι το μονοπατι που ξεκινα απο την πρωτη εσωτερικη κορυφη
και καταληγει στην vi, και το οποιο (i) αποτελειται αποκλειστικα απο κορυφες επι-
πεδου ενα, και, (ii) διασχιζει καθε ενδιαμεση συσταδα απο τη συσταδα ριζα προς τη
B παντα με αντιωρολογιακη φορα. Στην Εικονα 11.7a, το ιχνος της κορυφης v9 ειναι
tr(v9) = v1 → v2 → v3 → v6 → v8 → v9. Το ιχνος μιας συσταδα (trail of a block) ειναι
το ιχνος του οδηγου της.

Η γραμμικη διαταξη (linear order) των κορυφων κατα μηκος της ραχης του βι-
βλιου υπολογιζεται ως εξης. Πρωτα, οι εξωτερικες κορυφες εμφυτευονται με τη δια-
ταξη u1, u2, . . . , uk . Για j = 1, 2, . . . , k, οι συσταδες που κυριαρχουνται απο την εξωτε-
ρικη κορυφη uj εμφυτευονται ακριβως μετα την uj η μια μετα την αλλη οπως εμφανι-
ζονται στο δενδρο συσταδων απο πανω προς τα κατω. Οι κορυφες που ανηκουν στη
συσταδα Bi διατασσονται κατα μηκος της ραχης του βιβλιου με τη σειρα που εμφα-
νιζονται σε μια αντιωρολογιακη διαπεραση του συνορου της Bi ξεκινωντας απο την
κορυφη ℓ(Bi), i = 1, 2, . . . , m (που εχει ηδη τοποθετηθει για i ̸= 1).

Οι ακμες αντιστοιχιζονται σε σελιδες ως εξης. Όλες οι ισοπεδες ακμες του L0 αντι-
στοιχιζονται στην πρωτη σελιδα. Οι ισοπεδες ακμες του L1 αντιστοιχιζονται ειτε στη
δευτερη ειτε στην τριτη σελιδα αναλογα με το αν ανηκουν σε μια συσταδα που βρισκε-
ται σε περιττη η αρτια αποσταση απο τη ριζα του δενδρου συσταδων, αντιστοιχα. Οι
συνδετικες ακμες κατηγοριοποιουνται περαιτερω σε εμπροσθεν (forward) η οπισθεν
(back). Μια συνδετικη ακμη ειναι εμπροσθεν αν η εσωτερικη κορυφη προηγειται της
εξωτερικης κορυφης. Διαφορετικα ειναι οπισθεν (υπενθυμιζουμε οτι μια συνδετικη
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συνδεει μια εξωτερικη και μια εσωτερικη κορυφη). Όλες οι οπισθεν ακμες αντιστοι-
χιζονται στην πρωτη σελιδα. Μια εμπροσθεν ακμη που προσπιπτει στη συσταδα Bi

αντιστοιχιζεται στη δευτερη σελιδα, εαν η Bi ανηκει στην τριτη σελιδα. Διαφορετικα
αντιστοιχιζεται στην τριτη σελιδα, για i = 1, 2, . . . , m.

Στην περιπτωση που υπαρχουν περισσοτερα απο δυο επιπεδα, ο αλγοριθμος εχει
ως εξης. Πιθανες χορδες του επιπεδου L0 αντιστοιχιζονται στην πρωτη σελιδα. Ση-
μειωνουμε ωστοσο οτι οταν υπαρχουν τετοιες χορδες οι συσταδες του επιπεδου L1

σχηματιζουν στη γενικη περιπτωση ενα δασος (δηλαδη, οχι ενα μονο δενδρο). Συνε-
πως, καθε δενδρο συσταδων του δασους πρεπει να εμφυτευτει συμφωνα με τους κα-
νονες πουπεριγραφηκανπαραπανω. Γραφηματαμεπερισσοτερααποδυο επιπεδα εμ-
φυτευονται “ανακυκλωνοντας” τις εναπομειναντες διαθεσιμες σελιδες. Πιο συγκεκρι-
μενα, εστω μια συσταδαB του επιπεδου i−1 και εστωB′ μια συσταδα του επιπεδου i

που βρισκεται στο εσωτερικο τηςB κατα την αναθεση σε επιπεδα. Έστω {p1, . . . , p5}
μια μεταθεση του συνολου {1, . . . , 5} και ας υποθεσουμε χ.β.τ.γ. οτι το συνορο της συ-
σταδας B εχει αντιστοιχιστει στη σελιδα p1, ενω το συνορο ολων των συσταδων στο
εσωτερικο της (συμπεριλαμβανομενης και της B′) εχουν αντιστοιχιστει στις σελιδες
p2 και p3. Τοτε το συνορο ολων των συσταδων του επιπεδου i + 1 που βρισκονται στο
εσωτερικο της B′ κατα την αναθεση σε επιπεδα θα αντιστοιχιστουν στις σελιδες p4

και p5. Παρακατω παραθετουμε ιδιοτητες που προκυπτουν απο τον αλγοριθμο του
Γιαννακακη.

Λήμμα 11.8 (Yannakakis [Yan89]). Έστω B μία συστάδα με οδηγό v0. Θεωρούμε το
ίχνος tr(B) της B, τις κορυφές uf (B) και ul(B) όπως στην Εικόνα 11.8. Τότε το G δια-
μερίζεται σε περιοχές, όπου το ίχνος tr(B) ανήκει στην περιοχή I . Τότε, κατά μήκος της
ράχης του βιβλίου οι κορυφές της περιοχής I βρίσκονται αριστερότερα των κορυφών
της B, οι κορυφές της B βρίσκονται αριστερότερα των κορυφών της περιοχής II και οι
κορυφές της περιοχής II βρίσκονται αριστερότερα των κορυφών της περιοχής III .

u1

ul(B)
uk

B

uf (B)

v0

vt

v1

I

II

III

Εικόνα 11.8: Αναπαρασταση των διαφορετικων περιοχων I , II και III του Λημματος 11.8.
Το ιχνος της B απεικονιζεται με παχια διακεκομμενη γραμμη.

196



11.2 Αλγοριθμικά Εργαλεία 197

Λήμμα11.9 (Yannakakis [Yan89]). ΈστωG ένα επίπεδο γράφημαπου αποτελείται από
δύο επίπεδα L0 και L1. Έστω B μία συστάδα του επιπέδου L1 και έστω v0, . . . , vt οι
κορυφές της B σε αντιωρολογιακή διάταξη κατά μήκος του συνόρου της B ξεκινώντας
από την v0 = ℓ(B). Τότε: (i) Οι κορυφές v1, . . . , vt είναι διαδοχικές κατά μήκος της ράχης
του βιβλίου. (ii) uf (B) ̸= ul(B). (iii) Εάν ui = uf (B) και uj = ul(B) για κάποια i < j,
τότε οι κορυφές v1, . . . , vt, ui+1, . . . , uj εμφανίζονται με αυτή τη διάταξη από αριστερά
προς τα δεξιά κατά μήκος της ράχης του βιβλίου. (iv) Έστω G[B] το υπογράφημα του G

που βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου P [uf (B) → ul(B)] → ℓ(B) → uf (B). Τότε,
μία συστάδα B′ ∈ G[B] αν και μόνο αν η B είναι πρόγονος της B′, δηλαδή, η B′ ανήκει
στο υποδένδρο συστάδων με ρίζα τη B.

Λήμμα 11.10 (Yannakakis [Yan89]). Έστω G ένα επίπεδο γράφημα που αποτελείται
από δύο επίπεδαL0 καιL1 και έστω ότι η (ui, uj), i < j, είναι μία χορδή τουL0. ΈστωH

το υπογράφημα τουG στο εσωτερικό του κύκλου P [ui → uj ] → ui. Τότε: (i) Οι κορυφές
ui και uj αποτελούν ένα διαχωριστικό ζεύγος κορυφών στο G. (ii) Όλες οι κορυφές του
H βρίσκονται μεταξύ των ui και uj κατά μήκος της ράχης του βιβλίου. (iii) Εάν υπάρχει
κορυφή μεταξύ των ui και uj που δεν ανήκει στο H , τότε αυτή η κορυφή ανήκει σε μία
συστάδα B που κυριαρχείται από την ui. Επιπλέον, όλες οι κορυφές του H , εκτός από
την ui βρίσκονται δεξιότερα της B κατά μήκος της ράχης του βιβλίου.

11.2.2 SPQR-Δένδρα

Ένα SPQR-δενδρο T = (V (T ), E(T )) ενος δισυνεκτικου γραφηματος G = (V, E)
παρεχει δομικη πληροφορια για τις τρισυνεκτικες του συνιστωσες και τη συσχετιση
τους.

Ο Mac Lane [ML37] ηταν ο πρωτος που μελετησε τις βασικες δομες που σχετιζο-
νται με τα SPQR-δενδρα, και οιHopcroft και Tarjan [HT73] επελυσαν τηναναλυση ενος
γραφηματοςστις τρισυνεκτικες τουσυνιστωσεςσε γραμμικο χρονο. Ωστοσο, τα SPQR-
δενδρα οριστηκαν και εισηχθησαν επισημα στη βιβλιογραφια απο τους Di Battista και
Tamassia [DBT89]. Παρακατω δινουμε μια συντομη περιγραφη των SPQR-δενδρων
(παραπεμπουμε στα [DBT89, Kan93, DBT96] για περισσοτερες λεπτομερειες). Καθε
τρισυνεκτικη συνιστωσα συσχετιζεται με εναν κομβο µ του δενδρου T , αποκαλειται
ο σκελετος (skeleton) του κομβου µ, συμβολιζεται δε με skel(µ). Οι κορυφες ενος σκε-
λετου ειναι ενα υποσυνολο του V , στο οποιο μια ακμη e = (u, v) ειναι ειτε πραγμα-
τικη ακμη (real edge) που αντιστοιχει σε μια ακμη του G, ειτε εικονικη ακμη (virtual
edge). Οι εικονικες ακμες αντιπροσωπευουν υπογραφηματα του G και εμφανιζονται
σε ζευγη. Επιπλεον, μια ακμη του δενδρου T ειναι σε ενα-προς-ενα αντιστοιχια με ενα
ζευγος εικονικων ακμων, οι οποιες περιεχονται στους δυο σκελετους των ακρων της
ακμης. Ο κομβος του δενδρου µ εχει εναν απο τους ακολουθους τρεις τυπους2 που

2 Ορισμενοι συγγραφεις προτιμουν να χρησιμοποιουν Q-κομβους για τη διαχειριση της τετριμμενης

197



198 Κεφάλαιο 11. Βασικοί Ορισμοί

αντικατοπτριζουν τη δομη του skel(µ).

− αν µ ειναι ενας S-κομβος, τοτε ο skel(µ) ειναι ενας κυκλος. Αυτη η περιπτωση ει-
ναι αναλογη με την σειριακη παραθεση στα σειριακα-παραλληλα γραφηματα. Το
S αντιστοιχει στο “series”(σειριακα).

− αν µ ειναι ενας P-κομβος, τοτε ο skel(µ) ειναι ενα τρισυνεκτικο πολυγραφημα που
αποτελειται απο μια συσταδα με τουλαχιστον τρεις παραλληλες ακμες. Αυτη η
περιπτωση ειναι αναλογη με την παραλληλη παραθεση στα σειριακα-παραλληλα
γραφηματα. Το P αντιστοιχει στο “parallel”(παραλληλα).

− αν µ ειναι ενας R-κομβος, τοτε ο skel(µ) ειναι ενα απλο τρισυνεκτικο γραφημα. Το
R αντιστοιχει στο “rigid” (ακαμπτα).

Τυπικα, δεν επιτρεπεται σε εναSPQR-δενδροδυοS-κομβοι να ειναι γειτονικοι, ουτε
δυο P-κομβοι να ειναι γειτονικοι, καθως εαν μια τετοια γειτνιαση υπηρχε, τοτε οι δυο
κομβοι θα μπορουσαν να συγχωνευθουν σε εναν μεγαλυτερο κομβο του ιδιου τυπου.
Με αυτη την προϋποθεση, το SPQR-δενδρο καθοριζεται με μοναδικο τροπο για ενα
γραφημα G.

περιπτωσης που ενα γραφημα εχει μονο μια ακμη.
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12 Εμφύτευση σε Βιβλίο Επίπεδων Γραφη-
μάτων Μέγιστου Βαθμού 4

Στο κεφαλαιο αυτο, αποδεικνυουμε οτι καθε επιπεδο γραφημα μεγιστου βαθμου
τεσσερα επιδεχεται εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελιδων. Η αποδειξη βασιζεται σε μια
αναδρομικη συνδυαστικη κατασκευη, η οποια προσδιοριζει τη διαταξη των κορυφων
καταμηκος της ραχης και τησελιδαστηνοποια εμφυτευεται καθεακμη. Απο τοΛημμα
11.4(i) υποθετουμε χ.β.τ.γ. οτι το δοθεν γραφημα G ειναι δισυνεκτικο. Σημειωνουμε
οτι μπορουμε να παραβλεψουμε την ακριβη γεωμετρια, καθως δυο ακμες που απαικο-
νιζονται στην ιδια σελιδα τεμνονται αν και μονο αν τα ακρα τους εναλλασσονται κατα
μηκος της ραχης. Λεμε οτι μια ακμη e εμφωλευει μια κορυφη v αν και μονο αν το ενα
ακρο τηςακμης eβρισκεται αριστερα της κορυφης v καταμηκος της ραχης και τοαλλο
ακρο της ακμης e βρισκεται δεξια της. Επισης λεμε οτι μια ακμη e εμφωλευει μια ακμη
e′ αν και μονο αν και οι δυο ακμες e και e′ εμφυτευονται στην ιδια σελιδα και τα δυο
ακρα της ακμης e′ εμφωλευονται απο την ακμη e. Παρατηρουμε οτι οι εμφωλευμενες
ακμες δεν τεμνονται.

Ο αλγοριθμος μας ακολουθει την γενικηπροσεγγιση “ξεφλουδισματος σε επιπεδα”,
που χρησιμοποιηθηκε αρχικα απο τον Heath [Hea84] για να αποδειξει οτι ενα επιπεδο
γραφημα μπορει να εμφυτευθει σε επτα σελιδες και στη συνεχεια απο τον Γιαννα-
κακη [Yan89] για να μειωσει περαιτερω το παχος της εμφυτευσης σε βιβλιο των επι-
πεδων γραφηματων σε τεσσερα: Αρχικα αφαιρουμε απο το γραφημα G τον κυκλο
Cout που οροθετει την εξωτερικη οψη του G και Συμπτυσσουμε καθε δισυνεκτικη συ-
νιστωσα1 του γραφηματος που απομενει σε μια μονο κορυφη. Έστω F το γραφημα
που προκυπτει, το οποιο γενικα ειναι ενα δασος, εφοσον το G − Cout δεν ειναι απα-
ραιτητα συνεκτικο. Ο κυκλοςCout εμφυτευεται ετσι ωστε: (i) η διαταξη των κορυφων
του κυκλουCout κατα μηκος της ραχης ειναι σταθερη (και ειναι συμφωνη με τη σειρα
που εμφανιζονται οι κορυφες κατα μηκος τουCout), και, (ii) ολες οι ακμες του κυκλου
Cout βρισκονται στην ιδια σελιδα, εκτος απο την ακμη που ενωνει τις ακριανες κο-
ρυφες του (δηλαδη την αριστεροτερη και τη δεξιοτερη κορυφη του Cout κατα μηκος
της ραχης). Τοτε, θα περιγραψουμε πως θα εμφυτευσουμε χωρις τομες: (i) τις χορδες

1 Οι δισυνεκτικες συνιστωσες ενος συνεκτικου γραφηματος G ειναι οι συνεκτικες συνιστωσες που
δημιουργουνται αν αφαιρεσουμε ολες τις γεφυρες του G. Οι δισυνεκτικες συνιστωσες και οι γεφυρες
του G εχουν μια φυσικη δενδροειδη δομη, που λεγεται δενδρο δισυνεκτικων συνιστωσων.
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του κυκλου Cout, (ii) το δασος F , και, (iii) τις ακμες μεταξυ του Cout και του F . Για να
παρουμε μια εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελιδων του G, αντικαθιστουμε καθε κορυφη
του F με εναν κυκλο (που εμφυτευεται παρομοια με τον Cout), το μηκος του οποιου
ισουται με το μηκος του κυκλου που οροθετει την εξωτερικη οψη της δισυνεκτικης
συνιστωσας που αντιστοιχει σ’ αυτη την κορυφη του F στοG − Cout, και αναδρομικα
εμφυτευουμε το εσωτερικο του.

Πιο τυπικα, ας θεωρησουμε εναν αυθαιρετο απλο κυκλο C : v1 → v2 → . . . →
vk → v1 του γραφηματος G. Αφαιρωντας τον κυκλο C παιρνουμε δυο επιπεδα υπο-
γραφηματα του G, εστω Gin(C) και Gout(C), που ειναι οι συνεκτικες συνιστωσες
του G − C που βρισκονται στο εσωτερικο και το εξωτερικο του κυκλου C στο G,
αντιστοιχα. Σημειωνουμε οτι τα Gin(C) και Gout(C) δεν ειναι απαραιτητα συνεκτικα.
Έστω Gin(C) (Gout(C), αντιστοιχα) το υπογραφημα του G που επαγεται απο τον C

και το Gin(C) (Gout(C), αντιστοιχα). Για το αναδρομικο βημα, υποθετουμε τις παρα-
κατω αναλλοιωτες ιδιοτητες:

IP-1: Η διαταξη των κορυφων του Gout(C) κατα μηκος της ραχης ℓ ειναι σταθερη
και η σελιδα στην οποια βρισκεται καθε ακμη του Gout(C) (δηλαδη η ανω η η
κατω σελιδα) καθοριζεται ετσι ωστε η εμφυτευση σε βιβλιο του Gout(C) να ει-
ναι επιπεδη. Δηλαδη, υποθετουμε οτι εχουμε ηδη κατασκευασει μια εμφυτευση
σε βιβλιο δυο σελιδων για το Gout(C), στην οποια καμια ακμη δεν τεμνει την
ραχη.

IP-2: Η συνδυαστικη εμφυτευση του Gout(C) ειναι συνεπης με την δοθεισα επιπεδη
συνδυαστικη εμφυτευση του G.

IP-3: Οι κορυφες του κυκλου C καταλαμβανουν διαδοχικες θεσεις κατα μηκος της ℓ,
ετσιωστεηκορυφη v1 (vk , αντιστοιχα) να ειναι ηαριστεροτερη (δεξιοτερη, αντι-
στοιχα) κορυφη κατα μηκος της ραχης ℓ. Επιπλεον, ολες οι ακμες του κυκλου C

βρισκονται στην ιδια σελιδα, εκτος απο την ακμη που ενωνει τις κορυφες v1 και
vk . Έστω χ.β.τ.γ. οτι η ακμη (v1, vk) ειναι στην ανω σελιδα (η ανω-σχεδιασμενη),
ενω οι υπολοιπες ακμες του κυκλου C , δηλαδη οι ακμες (vi, vi+1) για 1 ≤ i < k,
ειναι στην κατω σελιδα (η κατω-σχεδιασμενες), βλ. Εικονα 12.1.

IP-4: Εαν ο κυκλος C δεν ταυτιζεται με τον κυκλο που οροθετει την εξωτερικη οψη
του γραφηματος G, ο βαθμος ειτε της κορυφης v1 ειτε της κορυφης vk ειναι το
πολυ 3 στο Gin(C). Έστω χ.β.τ.γ. οτι η κορυφη vk ειναι βαθμου το πολυ 3.

IP-5: Εαν η κορυφη v1 εχει βαθμο 4 στοGin(C), τοτε στην v1 προσπιπτουν ειτε καμια
ειτε δυο χορδες του κυκλου C .

Τονιζουμε ρητα οτι η συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται στην IP-2 δια-
τηρειται καθολη την αλγοριθμικη διαδικασια. Αυτο, σε συνδυασμο με το γεγονος οτι
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v1 v2 vk−1 vk
`

Εικόνα 12.1: Απεικονιση της αναλλοιωτης ιδιοτητας IP-3.

καθε ακμη βρισκεται εξολοκληρου σε μια σελιδα (δηλαδη, καμια ακμη δεν τεμνει την
ραχη, βλ. IP-1) αρκει για να εξασφαλισουμε οτι η απεικονιση ειναι επιπεδη.

Ακολουθως, περιγραφουμε λεπτομερως πως θα κατασκευασουμε αναδρομικα μια
εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελιδων του γραφηματος Gin(C). Σημειωνουμε οτι πρωτα
θα παρουσιασουμε το αναδρομικο βημα του αλγοριθμου μας και μετα τη βαση, εφο-
σονηπροσεγγισηαυτηαναδεικνυει καλυτεραπωςοι διαφορετικες ιδεες επονται η μια
της αλλης. Έστω vi μια κορυφη του κυκλουC , i = 1, . . . , k. Εφοσον το γραφημαG εχει
μεγιστο βαθμο 4, η κορυφη vi ειναι γειτονικη το πολυ με δυο μη εμφυτευμενες ακμες.
Ας υποθεσουμε οτι η κορυφη vi εχει τουλαχιστον μια μη εμφυτευμενη ακμη. Αναφερο-
μαστεστηνακμηπουπροσπιπτει στηνκορυφη vi και επεται τηςακμης (vi, v(i+1) mod k)
συμφωνα με την αντιωρολογιακη διαταξη των ακμων γυρω απο την κορυφη vi (οπως
οριζεται απο την συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζει η IP-2), ως η δεξια ακμη
της κορυφης vi. Εαν η κορυφη vi εχει δυο μη εμφυτευμενες ακμες, τοτε η ακμη που
δεν οριζεται ως η δεξια ακμη της κορυφης vi ειναι η αριστερη ακμη. Διαφορετικα, η
αριστερη και η δεξια ακμη της κορυφης vi ταυτιζονται.

Αρχικα, τοποθετουμε τις χορδες του κυκλου C στην ανω σελιδα. Απο τις αναλοι-
ωτες ιδιοτητες IP-2 και IP-3, επεται οτι οποιεσδηποτε δυο χορδες δεν τεμνονται. Στη
συνεχεια εμφυτευουμε το Gin(C) και τις ακμες μεταξυ του C και του Gin(C). Σημειω-
νουμε οτι το Gin(C) δεν ειναι απαραιτητα συνεκτικο. Συνεπως, τα δενδρα δισυνεκτι-
κων συνιστωσων του σχηματιζουν ενα δασος. Όπως ηδη αναφεραμε, Συμπτυσσουμε
καθε δισυνεκτικη συνιστωσα τουGin(C) σε μια μονο κορυφη, την οποια αποκαλουμε
δισυνεκτικη-κορυφη (βλ. Εικονες12.2a-12.2b). Διακρινουμεδυοτυπουςδισυνεκτικων-
κορυφων. Οι δισυνεκτικες-κορυφες που ειναι γειτονικες με κορυφες του κυκλου C

αποκαλουνται αγκυρες (anchors). Οι δισυνεκτικες-κορυφες που ειναι γειτονικες μονο
με αλλες δισυνεκτικες-κορυφες αποκαλουνται βοηθητικες (ancillaries). Απο την συμ-
πτυξη, προκυπτει οτι μια ακμη μεταξυ του κυκλου C και καποιας αγκυρας μπορει να
εχει πολλαπλοτητα το πολυ δυο. Απο την αλλη, οι ακμες μεταξυ των δισυνεκτικων-
κορυφων ειναι παντα απλες.

Πρωτα θα προσδιορισουμε τις θεσεις ολων των αγκυρων κατα μηκος της ραχης ℓ.
Έστω c μια αγκυρα. Απο ολες τις ακμες μεταξυ της αγκυρας c και του κυκλουC , επιλε-
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(a) Οι δισυνεκτικες συνιστωσες
του Gin(C)

(b) Δασος των δισυνεκτικων-
κορυφων

(c) Τοποθετηση των αγκυρων

v c c′

(d)

v c

(e)

vc

(f)

v c

(g)

vc

(h)

Εικόνα 12.2: Σε ολες τις εικονες, οι ακμες του C απεικονιζονται ως διαστικτες, οι δισυνεκτι-
κες συνιστωσες απεικονιζονται με γκρι χρωμα και οι ακμες μεταξυ του C και των αγκυρων
απεικονιζονται διακεκομμενες. Οι μαρκαρισμενες ακμες τονιζονται με γκρι χρωμα.

γουμε και μαρκαρουμε ακριβως μια, ετσι ωστε: (i) η μαρκαρισμενη ακμη θα εμφυτευ-
θει στην κατω σελιδα, και, (ii) ολες οι αλλες ακμες που προσπιπτουν στην αγκυρα c

(δηλαδη, ειτε οι ακμες μεταξυ της αγκυρας c και του κυκλουC που δεν εχουν μαρκαρι-
στει, η μεταξυ της αγκυρας c και των δισυνεκτικων-κορυφων) θα εμφυτευθουν στην
ανω σελιδα. Έστω vl,c η αριστεροτερη κορυφη του κυκλου C που ειναι γειτονικη με
την αγκυρα c κατα μηκος της ραχης ℓ. Εαν η (c, vl,c) ειναι απλη ακμη, τοτε επιλεγουμε
και μαρκαρουμε την ακμη αυτη. Διαφορετικα, μαρκαρουμε την αριστερη ακμη της κο-
ρυφης vl,c. Έπεται οτι καθε αγκυρα εχει ακριβως μια μαρκαρισμενη ακμη (την οποια
θα χρησιμοποιησουμεσε λιγο για νακαθορισουμε τηθεση της καταμηκος της ραχης ℓ)
και καθε κορυφη του κυκλου C ειναι γειτονικη το πολυ με δυο μαρκαρισμενες ακμες.
Έστω v ∈ C μια κορυφη του κυκλου C γειτονικη τουλαχιστον με μια αγκυρα μεσω
μιας μαρκαρισμενης ακμης. Διακρινουμε δυο περιπτωσεις:

Περίπτωση 1: Η κορυφη v ειναι γειτονικη με ακριβως δυο αγκυρες, εστω c και c′,
μεσω δυο μαρκαρισμενων ακμων, εστω e και e′, αντιστοιχα. Έστω οτι χ.β.τ.γ. η
ακμη e ειναι η αριστερη ακμη της κορυφης v. Συνεπως, η ακμη e′ ειναι η δεξια ακμη
της. Στην περιπτωση αυτη, και οι δυο αγκυρες c και c′ τοποθετουνται ακριβως δε-
ξια της κορυφης v και η αγκυρα c προηγειται της αγκυρας c′ (βλ. Εικονα 12.2d).
Σημειωνουμε οτι η τοποθετηση αυτη δεν ειναι εφικτη στην περιπτωση που η κο-
ρυφη v ειναι η δεξιοτερη κορυφη του κυκλου C . Ωστοσο, η περιπτωση αυτη δεν
μπορει να υπαρξει λογο της IP-4.

Περίπτωση 2: Η κορυφη v ειναι γειτονικη ακριβως με μια αγκυρα c μεσω μιας μαρ-
καρισμενης ακμης e. Εαν ο βαθμος της κορυφης v στο Gin(C) ειναι τρια, τοτε δια-
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κρινουμε δυο υποπεριπτωσεις: (i) Εαν η κορυφη v δεν ειναι η δεξιοτερη κορυφη
του κυκλου C , τοτε η αγκυρα c τοποθετειται ακριβως δεξια της κορυφης v (βλ. Ει-
κονα 12.2e). (ii) Εαν η κορυφη v ειναι πραγματι η δεξιοτερη κορυφη του κυκλουC ,
τοτε η αγκυρα c τοποθετειται ακριβως αριστερα της κορυφης v (βλ. Εικονα 12.2f).
Απομενει τωρα να εξετασουμε την περιπτωση που ο βαθμος της κορυφης v στο
Gin(C) ειναι τεσσερα. Στην περιπτωση αυτη, απο την IP-4 επεται οτι η κορυφη v

δεν ειναι η δεξιοτερη κορυφη του κυκλου C . Και παλι διακρινουμε δυο υποπερι-
πτωσεις: (i) Εαν η ακμη e ειναι η δεξια ακμη της κορυφης v, τοτε η αγκυρα c τοπο-
θετειται ακριβως δεξια της κορυφης v (βλ. Εικονα 12.2g). (ii) Εαν η ακμη e ειναι
η αριστερη ακμη της κορυφης v, τοτε η αγκυρα c τοποθετειται ακριβως αριστερα
της κορυφης v (βλ. Εικονα 12.2h). Σημειωνουμε οτι η κορυφη v δεν μπορει να ειναι
η αριστεροτερη κορυφη του κυκλουC , καθως η δεξια ακμη της κορυφης v θα ηταν
χορδη, παραβιαζοντας την IP-5.

Όπως ηδη αναφεραμε, ολες οι μαρκαρισμενες ακμες ειναι κατω-σχεδιασμενες. Οι
ακμες μεταξυ των αγκυρων και του κυκλουC που δεν ειναι μαρκαρισμενες ειναι ανω-
σχεδιασμενες (βλ. Εικονα 12.2c). Παρατηρουμε οτι δεν αλλαζουμε την συνδυαστικη
εμφυτευση του γραφηματος G, διατηρωντας την IP-2. Συνεπως, η εμφυτευση σε βι-
βλιο που εχουμε κατασκευασει μεχρι στιγμης ειναι επιπεδη.

Πρωτου προχωρησουμε στην περιγραφη του πως οι αγκυρες “καθοριζουν” τις θε-
σεις των βοηθητικων, εισαγουμε τον ορο του (αριθμημενου) αγκυλωμενου δενδρου
και εξεταζουμε ιδιοτητες του. Παρατηρουμε οτι οι βοηθητικες σχηματιζουν ενα νεο δα-
σος (δασος των βοηθητικων), το οποιο ειναι υπογραφημα του αρχικου δασους (που
περιεχει ολες τις δισυνεκτικες-κορυφες). Έστω T ενα δενδρο του δασους βοηθητικων
και εστω c1, c2, . . . , ct αγκυρες τετοιες ωστε: (i) ειναι γειτονικες τουλαχιστον με μια
βοηθητικη του T , και, (ii) η ci ειναι αριστερα της ci+1, i = 1, . . . , t − 1. Αναφερομαστε
στις c1, c2, . . . , ct ως τις αγκυρες του T , και στο δενδρο που σχηματιζεται απο το T

και τις αγκυρες ως το αγκυλωμενο δενδρο του T , και το συμβολιζουμε με T . Επιπλεον,
λεμε οτι δυο αγκυρες του αγκυλωμενου δενδρου T ειναι διαδοχικες αν και μονο αν δεν
υπαρχει αγκυρα του αγκυλωμενου δενδρου T μεταξυ τους. Ωστοσο, αγκυρες που δεν
ανηκουν στο αγκυλωμενο δενδρο T η κορυφες του κυκλου C μπορει να βρισκονται
μεταξυ τους.

Λήμμα 12.1. Για τα αγκυλωμένα δένδρα ισχύουν τα παρακάτω:

(i) Δύο αγκυλωμένα δένδρα T και T ′ έχουν το πολύ μία κοινή άγκυρα,

(ii) Ένα αγκυλωμένο δένδρο T περιέχει τουλάχιστον δύο άγκυρες.

(iii) Κάθεφύλλο ενόςαγκυλωμένουδένδρουT είναι μίαάγκυρατουT , και αντίστροφα.

Απόδειξη. Η αποδειξη δινεται με ατοπο ειτε προς τη συνεκτικοτητα ειτε προς τη δισυ-
νεκτικοτητα του γραφηματος G.
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(i) Εαν τα αγκυλωμενα δενδρα T και T ′ εχουν δυο κοινες αγκυρες, εστω c και
c′, τοτε υπαρχουν δυο μονοπατια απο την c στην c′: ενα μεσω του T και ενα
μεσω του T ′. Αυτα τα δυο μονοπατια προφανως σχηματιζουν εναν κυκλο απο
δισυνεκτικες-κορυφες που ειναι ατοπο.

(ii) Εαν ενα αγκυλωμενο δενδρο T δεν εχει αγκυρες, τοτε δεν υπαρχει κανενα μο-
νοπατι απο τον C στο T , ατοπο ως προς τη συνεκτικοτητα του γραφηματος
G. Απο την αλλη, εαν ενα αγκυλωμενο δενδρο T εχει μονο μια αγκυρα, εστω
c, τοτε η ακμη απο τη c προς το T ειναι γεφυρα, και παλι ατοπο ως προς τη
δισυνεκτικοτητα του γραφηματος G. Σημειωνουμε οτι η ακμη απο την c στο
T ειναι παντα απλη, καθως διπλες ακμες μπορουν μονο να υπαρχουν μεταξυ
κορυφων του κυκλου C και αγκυρων.

(iii) Αφαιρωντας τις αγκυρες ενος αγκυλωμενου δενδρου T , παιρνουμε ενα δενδρο
T . Εαν μια αγκυρα του T ειναι εσωτερικη κορυφη του T , τοτε αφαιρωντας την
αποσυνδεουμε το T : ατοπο ως προς την συνεκτικοτητα του T . Αντιστροφως,
αν υπαρχει ενα φυλλο c ∈ T το οποιο δεν ειναι αγκυρα του T , τοτε η ακμη
απο την c στο T ειναι γεφυρα, και παλι ατοπο ως προς τη δισυνεκτικοτητα
του γραφηματος G.

Έστω c1, c2, . . . , ct οι αγκυρες ενος αγκυλωμενου δενδρου T , ετσι ωστε η ci να ει-
ναι αριστερα της ci+1, i = 1, . . . , t − 1, και, εστω οτι το T εχει ριζα την αγκυρα c1

(ενριζωμενο αγκυλωμενο δενδρο). Για μια αγκυρα η βοηθητικη c του αγκυλωμενου
δενδρου T , συμβολιζουμε με p(c) τον γονεα της c στο T και εστω p(c1) οποιαδηποτε
απο τις κορυφες του κυκλου C που ειναι γειτονικη με την αγκυρα c1. Για μια βοηθη-
τικη c του T (δηλαδη, μη-φυλλο του T ), οριζουμε μια διαταξη για τα παιδια του: εαν
η c′ και η c′′ ειναι παιδια της c, τοτε c′ < c′′ αν και μονο αν η c′ προηγειται της c′′

συμφωνα με την αντιωρολογιακη διαταξη των ακμων γυρω απο την c (οπως οριζεται
απο την συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2), ξεκινωντας απο
την ακμη (c, p(c)). Με αυτη τη διαταξη, αριθμoυμε τις κορυφες του T με τη σειρα που
εμφανιζονται στην προδιαταξης διαπεραση του T (αριθμημενο αγκυλωμενο δενδρο),
βλ. Εικονα 12.3a.

Λήμμα 12.2. Για κάθε βοηθητική c ενός αριθμημένου αγκυλωμένου δένδρου T υπάρ-
χουν:

(i) τουλάχιστον μία άγκυρα του T με αρίθμηση μικρότερη από εκείνη της c, και,

(ii) τουλάχιστον μία άγκυρα του T με αρίθμηση μεγαλύτερη από εκείνη της c.

Απόδειξη. Και οι δυο ιδιοτητες προκυπτουν απο την προδιαταξης διαπεραση του T .
Ειδικοτερα, εστω c μια βοηθητικη του T . Τοτε ισχυουν τα παρακατω:
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c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 160

(a) Ένα αριθμημενο αγκυλωμενο δενδρο T

c1c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 160

(b) Η τοποθετηση των βοηθητικων του T αναμεσα στις αγκυρες του

Εικόνα 12.3: Και στις δυο εικονες, οι αγκυρες εχουν χρωμα γκρι, ενω οι δεικτες των καθετων
ευθειων του πλεγματος υποδηλωνουν την αριθμηση του T .

(i) Η αριθμηση της αριστεροτερης αγκυρας του T ειναι παντα μικροτερη απο την
αριθμηση της c. Υπενθυμιζουμε οτι η αριστεροτερη αγκυρα του T ειναι η ριζα
του και επομενως εχει αριθμηση μηδεν.

(ii) Η κορυφη με την μεγαλυτερη αριθμηση, εστω cmax, του T ειναι ενα φυλλο του
T , και, απο το Λημμα 12.1(iii) ειναι αγκυρα του T . Συνεπως, cmax ̸= c.

Αρχικα καθοριζουμε την διαταξη με την οποια τα δενδρα του δασους των βοηθη-
τικων θα εμφυτευθουν. Για το σκοπο αυτο, κατασκευαζουμε ενα βοηθητικο κατευ-
θυνομενο γραφημα GT

aux στο οποιο οι κορυφες αντιστοιχουν στα δενδρα και υπαρ-
χει μια κατευθυνομενη ακμη (vT ′ , vT ) στο GT

aux αν και μονο αν το T ′ εχει μια αγκυρα
μεταξυ δυο διαδοχικων αγκυρων του T . Η επιθυμητη διαταξη οριζεται απο μια τοπο-
λογικη ταξινομηση του κατευθυνομενου γραφηματος GT

aux, η οποια υπαρχει παντα
οπως προκυπτει απο το παρακατω λημμα.

Λήμμα 12.3. Το βοηθητικό κατευθυνόμενο γράφημα GT
aux είναι ακυκλικό.

Απόδειξη. Ας υποθεσουμε οτι, αντιθετως, υπαρχει ενας κυκλος vT1 → . . . vTs → vT1

στο κατευθυνομενο γραφημαGT
aux. Για i = 1, 2, . . . , s, εστω Ii το διαστημα που οριζε-

ται απο την αριστεροτερη και τη δεξιοτερη αγκυρα του Ti. Η ακμη (vTi , vTi+1 mod s
) συ-

νεπαγεται οτι υπαρχει μια αγκυρα του Ti μεταξυ διαδοχικων αγκυρων του T i+1 mod s.
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Ωστοσο, στηνπεριπτωσηαυτη, ολες οι αγκυρες τουTi θαπρεπει ναβρισκονται μεταξυ
των ιδιων δυο αγκυρων του T i+1 mod s, διαφορετικα η συνδυαστικη εμφυτευση που
προσδιοριζεται απο την IP-2 δεν ειναι επιπεδη. Συνεπως, ισχυει οτι Ii ⊆ Ii+1 mod s. Απο
την αλλη, απο το Λημμα 12.1(i), επεται οτι Ii ̸= Ii+1 mod s. Οποτε, I1 ⊂ . . . ⊂ Is ⊂ I1:
ατοπο.

Το Λημμα 12.3 συνεπαγεται οτι εαν εμφυτευσουμε τα δενδρα με την σειρα που κα-
θοριζει μια τοπολογικη ταξινομηση του GT

aux, εξασφαλιζουμε οτι το δενδρο T ′ θα εμ-
φυτευθει πριν το δενδροT , αν και μονο αν τοT ′ εχει μια αγκυραπου βρισκεται μεταξυ
δυο διαδοχικων αγκυρων του T κατα μηκος της ℓ. Τωρα, εστω οτι εχουμε εμφυτευσει
μηδεν η περισσοτερα απο αυτα τα δενδρα ετσι ωστε: (i) ολες οι ακμες ειναι ανω-σχε-
διασμενες, (ii) δεν υπαρχουν τομες ακμων, και, (iii) η συνδυαστικη εμφυτευση που
προσδιοριζεται απο την IP-2 διατηρειται. Έστω T το επομενο δενδρο που πρεπει να
εμφυτευθει. Το παρακατω λημμα περιγραφει μια σημαντικη ιδιοτητα της προσεγγι-
σης μας.

Λήμμα 12.4. Έστω ότι όλα τα δένδρα που προηγούνται του T στην τοπολογική ταξινό-
μηση του βοηθητικού κατευθυνόμενου γραφήματος GT

aux έχουν εμφυτευτεί στην άνω
σελίδα χωρίς τομές ακμών και διατηρώντας την συνδυαστική εμφύτευση που προσδιο-
ρίζεται από την IP-2. Εάν η e είναι άνω-σχεδιασμένη ακμή που δεν ανήκει στο T και
εμφωλεύει τουλάχιστον μία άγκυρα του T , τότε εμφωλεύει όλες τις άγκυρες του T .

Απόδειξη. Εαν η ακμη e ειναι η ανω-σχεδιασμενη ακμη του κυκλου C , τοτε προφανως
εμφωλευει ολες τις αγκυρες του T , εφοσον ολες οι αγκυρες του T βρισκονται μεταξυ
της αριστεροτερης και της δεξιοτερης κορυφης του κυκλου C . Τωρα, ας θεωρησουμε
την πιο ενδιαφερουσα περιπτωση που η ακμη e δεν ειναι η ανω-σχεδιασμενη ακμη
του κυκλου C . Απο το Λημμα 12.1(ii), το T εχει τουλαχιστον δυο αγκυρες, εστω c και
c′ οπου η c βρισκεται αριστερα της c′ κατα μηκος της ραχης ℓ, και, εστω οτι, αντιθετως,
η ακμη e εμφωλευει την c και οχι την c′. Διακρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το
εαν η ακμη e ειναι ακμη ενος αγκυλωμενου δενδρου που εμφυτευθηκε πριν το T η οχι.

Ας θεωρησουμε αρχικα την περιπτωση που η ακμη e ειναι πραγματι ακμη ενος
αγκυλωμενου δενδρου, εστω T ′, που εμφυτευθηκε πριν το T . Στην περιτωση αυτη,
απο το Λημμα 12.2 επεται οτι και τα δυο ακρα της ακμης e βρισκονται μεταξυ της
αριστεροτερης και της δεξιοτερης αγκυρες του T ′. Εφοσον η ακμη e εμφωλευει την c,
επεται οτι το T επρεπε να εχει εμφυτευθει πριν απο το T ′, ατοπο.

Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη αυτου του λημματος, απομενει να θεωρη-
σουμε την περιπτωση που η ακμη e δεν ειναι ακμη ενος αγκυλωμενου δενδρου που εμ-
φυτευθηκε πριν απο το T . Στην περιπτωση αυτη, καθε ακρο της ακμης e ειναι: (i) ειτε
μια κορυφη του κυκλου C , η, (ii) μια αγκυρα. Εφοσον τετοιες κορυφες συνδεονται
στον κυκλοC με κατω-σχεδιασμενες ακμες, υπαρχει ενα κατω-σχεδιασμενο μονοπατι

208



209

που ενωνει τα ακρα της ακμης e, το οποιο μαζι με την ακμη e σχηματιζουν εναν κυκλο
πουπεριεχει την cστο εσωτερικο τουκαι την c′ στο εξωτερικο του. Συνεπως, ησυνδυα-
στικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2 δεν ειναι επιπεδη, καταληγοντας
σε ατοπο.

Τωρα θα περιγραψουμε πως θα εμφυτευσουμε το T στην ανω σελιδα, ετσι ωστε
να μην υπαρχουν τομες ακμων και η συνδυαστικη εμφυτευσηπουπροσδιοριζεται απο
την IP-2 να διατηρειται. Συγκεκριμενα, τοποθετουμε καθε βοηθητικη c του T μεταξυ
ενος ζευγους διαδοχικων αγκυρων του T , ετσι ωστε: (i) η αριθμηση της c ειναι μεγαλυ-
τερη (μικροτερη, αντιστοιχα) απο την αριθμηση της αγκυρας που βρισκεται αριστερα
της (δεξια της, αντιστοιχα)2, (ii) για τις βοηθητικες που εχουν τοποθετηθει μεταξυ
του ιδιου ζευγους αγκυρων, εκεινη με την μικροτερη αριθμηση ειναι αριστερα, και,
(iii) ολες οι ακμες του T ειναι ανω-σχεδιασμενες (βλ. Εικονα 12.3b).

Σημειωνουμε οτι δεν εχουμε προσδιορισει πληρως την ακριβη θεση των βοηθητι-
κων του T κατα μηκος της ℓ, εφοσον μεταξυ διαδοχικων αγκυρων του T μπορει να
υπαρχουν αγκυρες που δεν ανηκουν στο T η κορυφες του κυκλου C η αγκυρες/βοη-
θητικες απο δενδραπου εχουν ηδη εμφυτευθει. Οι λεπτομερειες θα δοθουνπαρακατω.
Επισης, σημειωνουμε οτι ολες οι βοηθητικες του T εχουν τοποθετηθει μεταξυ της αρι-
στεροτερης και της δεξιοτερης αγκυρας, το οποιο, απο το Λημμα 12.4, συνεπαγεται
οτι εαν μια ανω-σχεδιασμενη ακμη (που δεν ανηκει στο T ) εμφωλευει τουλαχιστον
μια αγκυρα τουT , τοτε εμφωλευει ολοκληρο το δενδροT . Εκμεταλλευομενοι την αντι-
στοιχια μεταξυ της απο-αριστερα-προς-τα-δεξια διαταξης των κορυφων του T κατα
μηκος της ραχης ℓ και της αριθμησης του T , μπορουμε να αποδειξουμε οτι η εμφυ-
τευση του T ειναι επιπεδη.

Λήμμα 12.5. Η εμφύτευση του αγκυλωμένου δένδρου T είναι επίπεδη.

Απόδειξη. Έστω οτι, αντιθετως, δυο ακμες, εστω e = (c1, c2) και e′ = (c′
1, c′

2), του T

τεμνονται. Εφοσον και οι δυο ακμες e και e′ ειναι ανω-σχεδιασμενες, τα ακρα τους
πρεπει να εναλλασσονται κατα μηκος της ραχης ℓ. Χ.β.τ.γ. υποθετουμε οτι η διαταξη
των ακρων των ακμων e και e′ κατα μηκος της ℓ ειναι: c1 → c′

1 → c2 → c′
2. Τοτε,

επεται οτι η c1 ειναι ο γονεας της c2, γιατι η αριθμηση της c1 ειναι μικροτερη απο την
αριθμηση της c2 και ειναι γειτονικες στο T . Ομοιως, η c′

1 ειναι ο γονεας της c′
2.

Εφοσον μεταξυ των c1 και c2 εχουν εμφυτευθει υποδενδρα του T με ριζες παιδια
της c1 διαφορετικα της c2, επεται οτι οι c′

1 και c′
2 ανηκουν σε ενα υποδενδρο με ριζα

2 Σημειωνουμε οτι η υπαρξη αυτου του ζευγους διαδοχικων αγκυρων του T εξασφαλιζεται απο το
Λημμα 12.2: εφοσον για καθε βοηθητικη c ενος αριθμημενου αγκυλωμενου δενδρου T υπαρχει τουλα-
χιστον μια αγκυρα του T με αριθμηση μικροτερη απο την αριθμηση της c και τουλαχιστον αλλη μια με
αριθμηση μεγαλυτερη απο της c, πρεπει επισης να υπαρχουν και δυο διαδοχικες αγκυρες με αυτη την
ιδιοτητα.
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καποιο παιδι της c1, που ειναι διαφορετικο απο την c2. Ωστοσο, αυτο συνεπαγεται οτι
η αριθμηση της c′

2 ειναι μικροτερη απο την αριθμηση της c2, ατοπο.

Υπενθυμιζουμε οτι δεν εχουμε προσδιορισει πληρως την ακριβη θεση των βοηθη-
τικων του T κατα μηκος της ℓ. Προκειμενου να το επιτυχουμε, πρωτα πρεπει να εξε-
τασουμε ενα ειδικα προβληματικο σεναριο και να περιγραψουμε πως θα το αντιμε-
τωπισουμε: Έστω οτι υπαρχει ενα μονοπατι P απο ανω-σχεδιασμενες ακμες (για πα-
ραδειγμα, μη-μαρκαρισμενες ακμες που προσπιπτουν στον κυκλο C και/η ακμες απο
ηδη εμφυτευμενα δενδρα) που ενωνουν ενα ζευγος διαδοχικων αγκυρων του T και ο
αλγοριθμος μας πρεπει να τοποθετησει μια βοηθητικη c του T μεταξυ τους. Εφοσον
η c ειναι εμφωλευμενη απο μια ακμη του μονοπατιου P και ολες οι ακμες του T ειναι
ανω-σχεδιασμενες, μια ακμη που συνδεει την c με μια βοηθητικη του T που εχει το-
ποθετηθει μεταξυ ενος αλλου ζευγους διαδοχικων αγκυρων του T αναποφευκτα θα
τεμνοταν με το P . Ωστοσο, εκμεταλλευομενοι τον περιορισμο στο βαθμο του αρχικου
γραφηματος, μπορουμε να αποδειξουμε οτι ενα τετοιο μονοπατι δεν μπορει να υπαρ-
χει και επομενωςτοπροαναφερθενσεναριοδενμπορει νασυμβει. Αυτο εξασφαλιζεται
απο το παρακατω λημμα.

Λήμμα 12.6. Έστω u0, u1, . . . , ul+1, l ≥ 0, κορυφές (άγκυρες/βοηθητικές θεωρούνται
ως κορυφές) που έχουν τοποθετηθεί στη ράχη ℓ από αριστερά προς τα δεξιά, έτσι ώστε
οι κορυφές u0 και ul+1 να είναι δύο διαδοχικές άγκυρες του T . Έστω ότι όλα τα δένδρα
που είναι αγκυλωμένα στις u1, . . . , ul έχουν εμφυτευθεί στην άνω σελίδα χωρίς τομές
ακμών διατηρώντας την συνδυαστική εμφύτευση που προσδιορίζεται από την IP-2, ενώ
το T δεν έχει εμφυτευθεί. Τότε, υπάρχει ένας δείκτης i ∈ {0, 1, . . . , l}, για τον οποίο δεν
υπάρχει ζεύγος γειτονικών κορυφές uk και um με 0 ≤ k ≤ i, i + 1 ≤ m ≤ l + 1 ώστε η
ακμή (uk, um) να είναι άνω-σχεδιασμένη.

Απόδειξη. Εφοσον ολα τα δενδρα που ειναι αγκυλωμενα σε αγκυρες απο το συνολο
{u1, . . . , ul} εχουν εμφυτευθει, ολες οι ακμεςπουπροσπιπτουνστις κορυφεςu1, . . . , ul

υπαρχουν στην εμφυτευση. Για να καταληξουμε σε ατοπο, κανουμε την παρακατω
παραδοχη: Για καθε i ∈ {0, . . . , l}, υπαρχουν δυο γειτονικες κορυφες uk και um με
0 ≤ k ≤ i, i+1 ≤ m ≤ l+1ωστεηακμη (uk, um) να ειναι ανω-σχεδιασμενη. Πρωταθα
δειξουμε οτι υπαρχει ενα μονοπατι P (u0 → ul+1) : u0 → uj1 . . . ujp → ul+1 που απο-
τελειται απο κορυφες του {u0, . . . , ul+1}, οι ακμες του οποιου ειναι ανω-σχεδιασμενες
και για καθε ακμη του P (u0 → ul+1) δεν υπαρχει ανω-σχεδιασμενη ακμη με ακρα στο
{u0, . . . , ul+1} που να εμφωλευει την ακμη αυτη. Η υπαρξη του μονοπατιου P (u0 →
ul+1) θα οδηγησει σε ατοπο. Παρατηρουμε οτι το μονοπατι P (u0 → ul+1) μπορει να
οδηγησει σε προβληματικη κατασταση, οπως αυτη που περιγραψαμε παραπανω.

Για i = 0, απο την παραδοχη που καναμε, επεται οτι για καποιοm ∈ {1, . . . , l +1},
η ακμη (u0, um) υπαρχει και ειναι στην ανω σελιδα. Έστω j1 ∈ {1, . . . , l + 1} ο μεγι-

210



211

στος δεικτηςωστε η (u0, uj1) να ειναι στην ανωσελιδα. Εαν j1 = l+1, τοτε τετριμμενα
εχουμε αποδειξει την υπαρξη του μονοπατιου P (u0 → ul+1). Ας θεωρησουμε τωρα
την πιο ενδιαφερουσα περιπτωση που j1 ̸= l + 1. Απο την αρχικη παραδοχη μας, για
i = j1, επεται οτι για καποια k ∈ {0, . . . , j1} καιm ∈ {j1+1, . . . , l+1}, η ακμη (uk, um)
υπαρχει και βρισκεται στην ανω σελιδα. Τωρα παρατηρουμε οτι k /∈ {1, . . . , j1 − 1},
καθως διαφορετικα οι ακμες (u0, uj1) και (uk, um) θα τεμνονταν, το οποιο δεν μπορει
να ισχυει αφου η συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2 ειναι επι-
πεδη. Επιπλεον, το k πρεπει να ειναι διαφορο του μηδενος, αφου το j1 ηταν το μεγιστο
των {1, . . . , l + 1}, ετσι ωστε η ακμη (u0, uj1) να βρισκεται στην ανω σελιδα. Οποτε,
εχουμε οτι k = j1. Έστω j2 ∈ {j1 + 1, . . . , l + 1} ο μεγιστος δεικτης, ετσι ωστε η
(uj1 , uj2) να βρισκεται στην ανω σελιδα, και συνεχιζουμε παρομοια με την περιπτωση
i = 0.

Η παραπανω διαδικασια θα καταληξει τελικα στο μονοπατι P (u0 → ul+1). Ισχυ-
ριζομαστε οτι το μονοπατι P (u0 → ul+1) περιεχει τουλαχιστον μια κορυφη του κυ-
κλου C . Για να δειξουμε τον ισχυρισμο, ας υποθεσουμε οτι, αντιθετως, το P (u0 →
ul+1) δεν περιεχει καμια κορυφη του κυκλου C . Στην περιπτωση αυτη, το μονοπατι
P (u0 → ul+1) αποτελειται μονο απο αγκυρες και βοηθητικες, οι οποιες, ωστοσο, δεν
μπορει να ανηκουν στο T , αφου οι u0 και ul+1 ειναι διαδοχικες αγκυρες του T . Απο
το Λημμα 12.1(iii), επεται οτι οι u0 και ul+1 ειναι φυλλα του T . Το ατοπο προκυπτει
απο το γεγονος οτι το μονοπατι απο την u0 στην ul+1 μεσω του T και το μονοπατι
P (u0 → ul+1) αποτελουν εναν κυκλο απο αγκυρες/βοηθητικες. Οποτε, το μονοπατι
P (u0 → ul+1) περιεχει τουλαχιστον μια κορυφη του κυκλου C , οπως ισχυριστηκαμε.

Έστω u η δεξιοτερη κορυφη του κυκλου C στο P (u0 → ul+1) και εστω c ο γειτο-
νας της κορυφης u στο P (u0 → ul+1) που βρισκεται δεξια της κορυφης u κατα μηκος
της ραχης ℓ. Εφοσον η ul+1 ειναι μια αγκυρα του T , η c ειναι καλως ορισμενη και ειναι
ειτε μια αγκυρα η μια βοηθητικη. Τωρα, παρατηρουμε οτι η c ειναι γειτονικη της κορυ-
φης u, οπου u ∈ C . Αυτο συνεπαγεται οτι η c ειναι μια αγκυρα και συνεπως γειτονικη
με μια μαρκαρισμενη ακμη, εστω (v, c), οπου v ∈ C (u = v ειναι δυνατον). Αρχικα,
ας υποθεσουμε οτι u ̸= v. Στην περιπτωση αυτη, η v ειναι ο αριστεροτερος γειτονας
της c, το οποιο υποδηλωνει οτι η διαταξη κατα μηκος της ραχης ℓ ειναι: v → u → c.
Ωστοσο, τετοια διαταξη κατα μηκος της ℓ δεν ειναι εφικτη, καθως η ακμη (v, c) ειναι
μαρκαρισμενη και η u βρισκεται μεταξυ των ακρων της. Οποτε ειναι u = v. Εφοσον
(u, c) ∈ P (u0 → ul+1) (δηλαδη ειναι ανω-σχεδιασμενη) και ειναι μαρκαρισμενη (δη-
λαδη ειναι κατω-σχεδιασμενη), επεται οτι η ακμη (u, c) ειναι διπλη ακμη. Τωρα, πα-
ρατηρουμε οτι η u ∈ C εχει δυο ακμες του C , οι οποιες συνεισφερουν 2 στο βαθμο
της. Η διπλη ακμη (u, c) επισης συνεισφερει 2. Μεχρι στιγμης εχουμε deg(u) = 4. Το
ατοπο προκυπτει απο το γεγονος οτι η u εχει εναν επιπλεον γειτονα στο μονοπατι
P (u0 → ul+1) και συνεπως ο βαθμος της ειναι τουλαχιστον 5.
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Ειμαστεπλεον ετοιμοι ναπροσδιορισυομε τις ακριβεις θεσεις τωνβοηθητικων του
T κατα μηκος της ραχης ℓ. Υπενθυμιζουμε οτι οι αγκυρες του T συμβολιζονται με ci,
i = 1, . . . , t, ετσι ωστε η ci να ειναι αριστερα της ci+1. Τωρα, εστω οτι ενα συγκε-
κριμενο πληθος απο βοηθητικες του T πρεπει να εμφυτευθει μεταξυ δυο διαδοχικων
αγκυρων ci και ci+1 του T , i = 1, . . . , t − 1. Απο το Λημμα 12.6, επεται οτι υπαρχει ενα
ζευγος κορυφων που ειναι μεταξυ των ci και ci+1 πανω στην ℓ και δεν υπαρχουν ανω-
σχεδιασμενες ακμες με ακρα μεταξυ των ci και ci+1 που να εμφωλευουν και τις δυο
αυτες κορυφες. Επωφελουμαστε απο αυτο τοποθετωντας αναμεσα σε αυτο το ζευγος
κορυφων ολες τις βοηθητικες του T που πρεπει να τοποθετηθουν αναμεσα στις ci και
ci+1. Σημειωνουμε οτι η μεταξυ τους διαταξη δεν επηρεαζεται, δηλαδη, για τις βοηθητι-
κες που τοποθετουνται μεταξυ των ci και ci+1, εκεινη με την μικροτερη αριθμηση ειναι
αριστερα. Αυτο μας εγγυαται οτι το Λημμα 12.5 ακομα ισχυει και το T απεικονιζεται
επιπεδο. Απομενει να δειξουμε οτι η συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο
την IP-2 διατηρειται, οταν το T εμφυτευεται ολοκληρο.

Λήμμα12.7. Έστω ότι όλα τα δένδρα που προηγούνται τουT σε μία τοπολογική ταξινό-
μηση του GT

aux έχουν εμφυτευτεί στην άνω σελίδα χωρίς τομές ακμών και διατηρώντας
την συνδυαστική εμφύτευση που προσδιορίζεται από την IP-2. Όταν το T εμφυτεύεται,
η συνδυαστική εμφύτευση που προσδιορίζεται από την IP-2 διατηρείται.

Απόδειξη. Εφοσον η εμφυτευση του T διατηρει την διαταξη των ακμων του T γυρω
απο ολες της βοηθητικες, η συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2
διατηρειται για ολες τις βοηθητικες του T . Θα δειξουμε οτι αυτο ισχυει και για ολες τις
αγκυρες του T . Έστω c μια αγκυρα του T και εστω ec η μαρκαρισμενη ακμη που προ-
σπιπτει στην c. Υπενθυμιζουμεοτι, αποκατασκευης, ηακμη ec ειναι κατω-σχεδιασμενη.
Έστω επισης ep και et δυο ακμες που προσπιπτουν στην c ετσι ωστε η ep να ειναι μια
ακμη απο αυτες που ειχαν απεικονιστει πριν απο το T και η et να ειναι μια ακμη του T .
Περιοριζουμε την αποδειξη μας στην περιπτωση που στην συνδυαστικη εμφυτευση
που προσδιοριζεται απο την IP-2, η ακμη ep προηγειται της ακμης et συμφωνα με την
ωρολογιακη διαπεραση των ακμων γυρω απο την c ξεκινωντας απο την ακμη ec, και
η c ειναι το αριστερο ακρο της ακμης ep κατα μηκος της ℓ (οι υπολοιπες περιπτωσεις
αποδεικνυονται παρομοια). Στηνπεριπτωσηαυτη, υπαρχει ενααπλομονοπατι απο εμ-
φυτευμενες ακμες (διαφορετικο απο το τετριμμενο μονοπατι που αποτελειται μονο
απο την ακμη ep) το οποιο ενωνει τα δυο ακρα της ακμης ep και μαζι με την ακμη ep

δημιουργουν μια οψη του G. Έστω C(ep) ο κυκλος που οριοθετει την οψη αυτη. Εφο-
σον η ακμη ep προηγειται της ακμης et συμφωνα με την ωρολογιακη διαπεραση των
ακμων γυρω απο την c ξεκινωντας απο την ακμη ec, επεται οτι το T βρισκεται στο
εσωτερικο του κυκλου C(ep). Οποτε, υπαρχει μια ανω-σχεδιασμενη ακμη που ανηκει
στον κυκλο C(ep) (πιθανως η ακμη ep) που δεν ανηκει στο T και η οποια εμφωλευει
μια αγκυρα του T . Απο το Λημμα 12.4, αυτη η ακμη εμφωλευει ολες τις αγκυρες του T
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(συμπεριλαμβανομενης και της αγκυρας c). Εφοσον η c ανηκει στον C(ep), επεται οτι
η μονη ακμη του κυκλου C(ep) που εμφωλευει το T ειναι η ακμη ep. Οποτε, η c ειναι η
αριστεροτερη αγκυρα του T και ολοκληρη η απεικονιση του T εμφωλευεται απο την
ακμη ep. Μετα την εμφυτευση του T , η ακμη ep ακομα προηγειται της et συμφωνα με
την ωρολογιακη διαπεραση των ακμων γυρω απο την c ξεκινωντας απο την ec, που
ηταν και το ζητουμενο.

c′v cvl vr

(a)

u c c′ vr u′ u c c′vr u′

(b)

vl v c vr vl c v vr

(c)

Εικόνα12.4:Ηκαταστασηπουπραγματευεται το Λημμα12.8: (a)Μια περιπτωσηστην οποια
τοποθετωντας την αγκυρα c αριστερα της v δημιουργει τομες ακμων. (b) Μετακινωντας την
δισυνεκτικη-κορυφη c′ δεξια της vr . (c) Η ακμη (v, vr) μπορει να εμφυτευθει στην ανω σελιδα.

Στο παρακατω λημμα, στρεφουμε την προσοχη μας στην περιπτωση που ο κυκλος
C περιεχει μια κορυφη βαθμου 2 στο Gin(C) (διαφορετικη απο την αριστεροτερη η
τη δεξιοτερη κορυφη του). Θα χρησιμοποιησουμε το λημμα αυτο αργοτερα.

Λήμμα 12.8. Έστω v μια κορυφή του κύκλου C με βαθμό 2 στο Gin(C) που δεν είναι η
αριστερότερη ούτε η δεξιότερη κορυφή του κύκλου C . Έστω επίσης vr (vl, αντίστοιχα)
ο επόμενος αριστερός (δεξιός, αντίστοιχα) γειτονάς της στον κύκλο C . Εφόσον η ακμή
(v, vr) ανήκει στον C , απεικονίζεται στην κάτω σελίδα. Ωστόσο, μπορεί επίσης να εμ-
φυτευθεί στην άνω σελίδα χωρίς να δημιουργεί τομές ακμών και χωρίς να αλλάζει την
συνδυαστική εμφύτευση που προσδιορίζεται από την IP-2.

Απόδειξη. Εαν καμια δισυνεκτικη-κορυφη δεν εχει τοποθετηθει μεταξυ των κορυφων
v και vr , τοτε προφανως η ακμη (v, vr) μπορει να σχεδιαστει στην ανω σελιδα χωρις
να δημιουργει τομες ακμων και χωρις να αλλαζει την συνδυαστικη εμφυτευση που
προσδιοριζεται απο την IP-2 (υπενθυμιζουμε οτι οι κορυφες v και vr ειναι διαδοχι-
κες κορυφες του κυκλου C). Οποτε, μπορουμε να υποθεσουμε χ.β.τ.γ. οτι υπαρχουν
δισυνεκτικες-κορυφες εμφυτευμενες μεταξυ των κορυφων v και vr του κυκλουC . Θα
δειξουμε οτι μπορουμε να μετακινησουμε τις ενδιαμεσες δισυνεκτικες-κορυφες αρι-
στερα της κορυφης v, ετσι ωστε οι κορυφες v και vr να γινουν διαδοχικες κατα μηκος
της ραχης ℓ.

Η προαναφερθεισα μετακινηση δεν ειναι εφικτη, μονο εαν υπαρχει μια αγκυρα c

αναμεσα απο τις κορυφες v και vr , ετσι ωστε η (c, vr) να ειναι κατω-σχεδιασμενη (βλ.
Εικονα 12.4a). Για να παρακαμψουμε το προβλημα αυτο, θα μπορουσαμε ενδεχομε-
νως να τοποθετησουμε την κορυφη v αναμεσα στις κορυφες c και vr . Ωστοσο, στην
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περιπτωση αυτη οι ακμες (vr, c) και (vl, v) θα τεμνονταν. Μπορουμε να αντιμετωπι-
σουμε αυτη την προβληματικη κατασταση εαν η ακμη (vr, c) εμφυτευτει εκ νεου στην
ανωσελιδα. Ωστοσο, αυτο δεν ειναι εφικτο μονο εαν υπαρχει μια δισυνεκτικη-κορυφη
c′ μεταξυ των c και vr . Διακρινουμε δυο περιπτωσεις:

(i) Η δισυνεκτικη-κορυφη c′ ειναι μια αγκυρα, δηλαδη ειναι γειτονικη σε μια κορυφη
του κυκλου C . Στην περιπτωση αυτη, η αγκυρα c′ μπορει να ειναι γειτονικη μονο
με την κορυφη vr μεσω μιας μαρκαρισμενης ακμης. Συνεπως, οι c και c′ ειναι και οι
δυο αγκυρες, αριστερα απο την κορυφη vr και γειτονικες με την κορυφη vr μεσω
μαρκαρισμενων ακμων. Ωστοσο, μια τετοια ακολουθια απο αγκυρες κατα μηκος
της ραχης δεν ειναι επιτρεπτη απο τον αλγοριθμο μας: ατοπο.

(ii) Η δισυνεκτικη-κορυφη c′ ειναι μια βοηθητικη. Στην περιπτωση αυτη, η c′ ανηκει
σε ενα δενδρο, εστω T . Τωρα, υπενθυμιζουμε οτι ολες οι βοηθητικες του T εχουν
τοποθετηθει μεταξυ της αριστεροτερης και της δεξιοτερης αγκυρων του T . Έστω
u και u′ δυο διαδοχικες αγκυρες του T ετσι ωστε η διαταξη κατα μηκος της ραχης ℓ

να ειναι: u → c′ → u′ (βλ. το αριστερο μερος της Εικονας 12.4b). Σημειωνουμε οτι
u = c ειναι πιθανο. Τωρα, παρατηρουμε οτι η u′ δεν μπορει να ειναι μεταξυ των c

και vr , καθως διαφορετικα, η προηγουμενη περιπτωση μπορει να εφαρμοστει για
την u′. Οποτε, η u′ βρισκεται δεξια της vr . Μπορουμε να δειξουμε οτι το Λημμα 12.6
ισχυει για u0 = vr και ul+1 = u′, ακομα και αν η u0 δεν ειναι αγκυρα αλλα μια κο-
ρυφη του κυκλου C (η αναλυτικη αποδειξη ειναι παρομοια με την αποδειξη του
Λημματος 12.6). Οποτε, υπαρχουν δυο διαδοχικες κορυφες μεταξυ των vr και u′

ετσι ωστε η c′ να μπορει να τοποθετηθει μεταξυ τους (και οχι μεταξυ των c και vr),
βλ. Εικονα 12.4b. Το ιδιο ισχυει για καθε βοηθητικη που ηταν αρχικα τοποθετη-
μενη αναμεσα απο τις c και vr . Εαν μετακινησουμε ολες τις βοηθητικες μεταξυ των
vr και u′ διατηρωντας αμεταβλητη την μεταξυ τους διαταξη, τοτε η (c, vr) μπορει
να εμφυτευθει στον ανω σελιδα (βλ. Εικονα 12.4c).

Μεχρι στιγμης, εχουμε απεικονισει το Gin(C), ετσι ωστε, καθε δισυνεκτικη συνι-
στωσα του Gin(C) εχει συμπτυχθει σε μια δισυνεκτικη-κορυφη που βρισκεται πανω
στην ραχη ℓ και καθε ακμη εχει εμφυτευθει ειτε στην κατω σελιδα (εαν ειναι μαρκαρι-
σμενη ακμη) ειτε στην ανω σελιδα (διαφορετικα). Επιπλεον, και η διαταξη των κορυ-
φων του κυκλου C κατα μηκος της ραχης ℓ και η συνδυαστικη εμφυτευση του G που
προσδιοριζεται απο την IP-2 εχουν διατηρηθει. Αυτο μας εξασφαλιζει οτι δεν δημιουρ-
γουνται τομες με το Gout(C).

Ακολουθως, θα περιγραψουμε πως θα συνεχισουμε αναδρομικα. Έστω λοιπον c

μια δισυνεκτικη-κορυφη του Gin(C) με εξωτερικη οψη Fc. Αρχικα, υποθετουμε οτι η
Fc ειναι ενας απλος κυκλος. Εαν η c ειναι αγκυρα, εστω w0 η κορυφη της Fc που ειναι
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γειτονικη με την μαρκαρισμενη ακμη της c. Εαν η c ειναι βοηθητικη, τοτε η c ανηκει σε
ενα αγκυλωμενο δενδρο. Στην περιπτωση αυτη, με w0 συμβολιζουμε την κορυφη του
Fc που ειναι γειτονικη με τον κοντινοτερο γειτονα της c απο αριστερα της, ο οποιος ει-
ναι καλα ορισμενος εφοσον η c παντα βρισκεται μεταξυ δυο διαδοχικων αγκυρων του
αγκυλωμενου δενδρουπου ανηκει. Έστωw0, w1, . . . , wm οι κορυφες τηςFc, συμφωνα
με την ωρολογιακη διαπεραση την Fc ξεκινωντας απο την w0 (βλ. Εικονα 12.5a).

w0

w1 w2

wm

(a)

w0w1 w2 wm

(b)

w0 w1 w2 wm

(c)

w0
w

w′

T (w′) T (w′′)

w′′c

w1

wm

(d)

w0
w

c

w1

wm

w′

T (w′) T (w′′)

w′′

(e)

Εικόνα 12.5: (a) Η εξωτερικη οψη μιας δισυνεκτικης-κορυφης c. (b)-(c) Διαφορετικες περι-
πτωσεις που προκυπτουν οταν απεικονιζουμε την εξωτερικη οψη της c, στην περιπτωση που
η c ειναι αγκυρα. (d) Η βοηθητικη c πρεπει να επανατοποθετηθει. (e) Η θεση της καθοριζεται
απο το Λημμα 12.9.

Ας υποθεσουμε αρχικα οτι η c ειναι αγκυρα, δηλαδη η w0 ειναι γειτονικη με μια
μαρκαρισμενη ακμη. Τοποθετουμε τις κορυφες της Fc κατα μηκος της ℓ ως εξης: (i) η
w0 καταλαμβανει την θεση της c και ειναι η δεξιοτερη κορυφη της Fc πανω στην ℓ,
(ii) η w1 ειναι η αριστεροτερη κορυφη της Fc πανω στην ℓ, (iii) η wi ειναι αριστερα
της wi+1 για i = 1, . . . , m − 1, και, (iv) δεν υπαρχουν αλλες κορυφες μεταξυ τους (βλ.
Εικονα 12.5b). Όλες οι ακμες της Fc ειναι ανω-σχεδιασμενες, εκτος απο την (w1, w0).
Αυτη η εμφυτευση ειναι παντα εφικτη, εκτος απο την περιπτωση που στην συνδυα-
στικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2 υπαρχει μια ακμη που προσπιπτει
στην w0 και βρισκεται μεταξυ της (w0, w1) και της μαρκαρισμενης ακμης που προσπι-
πτει στην w0, συμφωνα με την αντιωρολογιακη διαταξη των ακμων γυρω απο την w0

ξεκινωντας απο την (w0, w1) (βλ. Εικονα 12.5c). Στην περιπτωση αυτη, τοποθετουμε
την w0 αριστερα της w1, . . . , wm, ετσι ωστε η w0 να ειναι η αριστεροτερη κορυφη της
Fc. Τοτε, η (w0, wm) ειναι η κατω-σχεδιασμενη ακμη της Fc.

Έστω τωρα οτι η c ειναι βοηθητικη. Έστω w ο κοντινοτερος γειτονας της c αρι-
στερα της κατα μηκος της ℓ. Τοτε, η w ειναι ο γονεας της c στο δενδρο στο οποιο ανη-
κει η c και η (w0, w) ειναι ανω-σχεδιασμενη. Τοποθετουμε τις κορυφες τηςFc ως εξης:
(i) η w0 καταλαμβανει την θεση της c και ειναι η αριστεροτερη κορυφη της Fc πανω
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στην ℓ, (ii) η wm ειναι η δεξιοτερη κορυφη της Fc πανω στην ℓ, (iii) η wi ειναι αρι-
στερα της wi+1, i = 1, . . . , m − 1, και, (iv) δεν υπαρχουν αλλες κορυφες μεταξυ τους.
Όλες οι ακμες της Fc ειναι ανω-σχεδιασμενες, εκτος απο την (w0, wm). Αυτη η σχεδι-
αση δεν ειναι εφικτη μονο εαν στην συνδυαστικη εμφυτευση που προσδιοριζεται απο
την IP-2 υπαρχει μια ακμη που προσπιπτει στην w0, εστω (w0, w′), και βρισκεται με-
ταξυ της (w0, wm) και της (w0, w) συμφωνα με την ωρολογιακη διαταξη των ακμων
γυρω απο την w0 ξεκινωντας απο την (w0, wm) (βλ. Εικονα 12.5d). Στην περιπτωση
αυτη, η (w0, w′) δεν μπορει να εμφυτευθει στην ανω σελιδα, οπως απαιτουμε για τις
ακμες που προσπιπτουν στις βοηθητικες. Πιο συγκεκριμενα, εφοσον η c εχει αριστερα
της μονο τον γονεα της απο τις δισυνεκτικες-κορυφες του αγκυλωμενου δενδρου που
ανηκει, επεται οτι η w′ βρισκεται δεξια της c. Συνεπως, η ακμη (w0, w′) δεν μπορει να
σχεδιαστει στην ανω σελιδα, χωρις να παραβιαζει την συνδυαστικη εμφυτευση που
προσδιοριζεται απο την IP-2. Εφοσον το G ειναι δισυνεκτικο, η c ειναι γειτονικη του-
λαχιστον με αλλη μια δισυνεκτικη-κορυφη, εστω w′′, ετσι ωστε w′′ /∈ {w, w′}. Το πα-
ρακατω λημμα επιλυει την περιπτωση αυτη.

Λήμμα 12.9. Η βοηθητική c μπορεί να επανατοποθετηθεί στη ράχη ℓ, έτσι ώστε: (i) η c

να βρίσκεται μεταξύ δύο διαδοχικών αγκυρών του T , (ii) η συνδυαστική εμφύτευση που
προσδιορίζεται από την IP-2 να διατηρείται, (iii) οι ακμές (w0, w), (w0, w′) και (c, w′′) να
είναι άνω-σχεδιασμένες και να μην τέμνονται, (iv) ηw0 να είναι η αριστερότερη κορυφή
της Fc και η wi να είναι αριστερά της wi+1, i = 1, . . . , m − 1, (v) όλες οι ακμές της Fc να
είναι άνω-σχεδιασμένες, εκτός από την (w0, wm).

Απόδειξη.Ηκορυφηw ειναι ο γονεας της c. Οι κορυφεςw′ καιw′′ ειναι παιδια της c στο
T , με την w′ να ειναι το πρωτο παιδι της c. Για την αποδειξη μας, μπορουμε να υποθε-
σουμε οτι ηw′′ ειναι το δευτεροπαιδι της. Οποτε οι ακμες (c, w), (c, w′) και (c, w′′) ειναι
διαδοχικες γυρω απο την c (βλ. Εικονα 12.5d). Έστω T (w′) και T (w′′) τα υποδενδρα
του T με ριζα w′ και w′′, αντιστοιχα. Αρχικα, η c βρισκεται αριστερα ολων των κορυ-
φων του T (w′), ολες οι κορυφες του T (w′) βρισκονται αριστερα ολων των κορυφων
τουT (w′′)και δεν υπαρχουνβοηθητικες τουT μεταξυ τους. Τοποθετουμε την cμεταξυ
της δεξιοτερης (αριστεροτερης, αντιστοιχα) αγκυρας του T (w′) (T (w′′), αντιστοιχα),
βλ. Εικονα 12.5e. Κατ’ αυτο τον τροπο, η c τοποθετειται μεταξυ δυο διαδοχικων αγκυ-
ρων του T . Εαν τοποθετησουμε τις κορυφες τηςFc, με τηνw0 ως αριστεροτερη τηςFc

και την wi αριστερα της wi+1, τοτε οι ακμες (w0, w), (w0, w′) και (c, w′′) σχεδιαζονται
στην ανω σελιδα και η συνδυαστικη εμφυτευση διατηρειται.

Απο τα παραπανω επεται οτι, αν επεξεργαστουμε ολες τις βοηθητικες που πρεπει
να επανατοποθετηθουν απο δεξια προς τα αριστερα κατα μηκος της ℓ, τοτε απο το
Λημμα 12.9, τελικα θα παρουμε μια επιπεδη απεικονιση στην οποια η συνδυαστικη
εμφυτευση που προσδιοριζεται απο την IP-2 διατηρειται, οταν οι εξωτερικες οψεις
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w0

root

Εικόνα 12.6: Η Fc δεν ειναι ενας απλος κυκλος.

καθε δισυνεκτικης-κορυφης εχουν σχεδιαστει και ολες οι ακμες που συνδεουν τις δι-
συνεκτικες-κορυφες εχουν εμφυτευθει στην ανω σελιδα.

Τωρα, υπενθυμιζουμε οτι αρχικα καναμε την υποθεση οτι η Fc ειναι ενας απλος
κυκλος προκειμενου να απλοποιησουμε την παρουσιαση μας. Ωστοσο, γενικα, η Fc

αποτελειτα απο μικροτερους απλους υποκυκλους, ετσι ωστε (i) καθε δυο υποκυκλοι
εχουν το πολυ μια κοινη κορυφη της Fc, και, (ii) καθε κορυφη της Fc ανηκει το πολυ
σε δυο υποκυκλους. Οποτε, το “γραφημα εφαπτομενων” αυτων των υποκυκλων (το
οποιο εχει μια κορυφη για καθε υποκυκλο και μια ακμη μεταξυ καθε ζευγους υποκυ-
κλων που εχουν κοινη κορυφη) ειναι ενα δενδρο. Οριζουμε την w0 οπως στην περι-
πτωση του ενος κυκλου και εστω οτι το γραφημα εφαπτομενων εχει ριζα στον κυκλο
που περιεχει τηνw0. Λογω του περιορισμου στον βαθμο, ηw0 δεν μπορει να ανηκει σε
δυο υποκυκλους. Ζωγραφιζουμε τους υποκυκλους της Fc με τη σειρα που υποδηλω-
νεται απο την κατα πλατος διερευνηση του δενδρου εφαπτομενων. Ο πρωτος υποκυ-
κλος (που περιεχει την κορυφη w0) απεικονιζεται οπως στην περιπτωση ενος απλου
κυκλου. Καθε επομενος υποκυκλος εμφυτευεται στηναπεικονισηοπωςφαινεται στην
Εικονα 12.6.

Απομενει να εξασφαλισουμε οτι οι IP-1 εως και την IP-5 ικανοποιουνται οταν ενας
απλος κυκλος, εστω Cs, απεικονιζεται αναδρομικα. Η IP-1 ισχυει, εφοσον καθε ακμη
απεικονιζεται ειτε στην κατω σελιδα (εαν ειναι μαρκαρισμενη) ειτε στην ανω σελιδα
(διαφορετικα) και οποιεσδηποτε δυο ακμες δεν τεμνονται. Το Λημμα 12.7 εξασφαλιζει
οτι η IP-2 επισης ισχυει. Εαν ο Cs ειναι η εξωτερικη οψη μιας δισυνεκτικης-κορυφης
η ειναι φυλλο στο δενδρο εφαπτομενων, τοτε η IP-3 ισχυει τετριμμενα. Εαν ο Cs δεν
ειναι φυλλο στο δενδρο εφαπτομενων, τοτε περιεχει τουλαχιστον μια ακμη που εχει
σχεδιαστει στην κατω σελιδα, βλ. Εικονα 12.6). Αυτο σαφως παραβιαζει την IP-3. Ευ-
τυχως, μπορουμε να αξιοποιησουμε το Λημμα 12.8. Η ακμη που θελουμε να αλλαξουμε
απο την κατω σελιδα προσπιπτει σε μια κορυφη (βαθμου τεσσερα) που δεν ειναι γει-
τονικη με καμια κορυφη στο εσωτερικο του Cs. Συνεπως, για να ισχυσει η αναδρομη,
υποθετουμε οτι εχει σχεδιαστει στην ανω σελιδα και μολις ο Cs εμφυτευθει τελειως,
την επανατοποθετουμε στην κατω σελιδα χρησιμοποιωντας το Λημμα 12.8. Εαν ο Cs

ειναι η εξωτερικη οψημιας δισυνεκτικης-κορυφης η η ριζα του δενδρου εφαπτομενων
μιας μη-απλης εξωτερικης οψης Fc, τοτε τουλαχιστον μια κορυφη του Cs ειναι γειτο-
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νικη με τοGout(Cs). Εαν οCs ειναι εσωτερικη κορυφη του δενδρου εφαπτομενων της
Fc, τοτε η αριστεροτερη κορυφη του εχει δυο ακμες προς τοGout(Cs). Συνεπως, η IP-4
επισης ισχυει.

Ωστοσο, η IP-5 δεν ισχυει απαραιτητα. Για να διαχειριστουμε την περιπτωση αυτη,
εστω ενας απλος κυκλοςCs και, κανοντας μερικως καταχρηση της ορολογιας που χρη-
σιμοποιησαμε μεχρι στιγμης, εστω w1, . . . , wm οι κορυφες του Cs απο αριστερα προς
τα δεξια κατα μηκος της ℓ. Εαν η IP-5 παραβιαζεται, τοτε deg(w1) = 4 στοGin(Cs) και
η w1 ειναι γειτονικη ακριβως με μια χορδη του Cs, εστω (w1, wi), i ∈ {3, . . . , m − 1}
(βλ. Εικονα 12.7a). Έστω v ο αλλος γειτονας της w1 στο Gin(Cs). Προφανως, v /∈ Cs.
Γενικα, η (w1, wi) ανηκει σε ενα μονοπατι απο χορδες που ξεκιναει απο την w1. Έστω
wj , j ≥ i, το περας του μονοπατιου αυτου, εστω P (w1 → wj). Ο περιορισμος στον
βαθμο συνεπαγεται οτι το P (w1 → wj) ειναι μοναδικο. Θα αναφερομαστε σε αυτο το
μονοπατι ως το διαχωριστικο μονοπατι χορδων του Cs, αφου χωριζει το Gin(Cs) σε
δυο υπογραφηματα (βλ. Εικονες 12.7b-12.7c):

− το Gin(Cl) με εξωτερικη οψη Cl που αποτελειται απο τις ακμες (w1, w2), (w2, w3),
. . ., (wj−1, wj) και τις ακμες του P (w1 → wj) (τονισμενες με γκρι χρωμα στην
Εικονα 12.7a), και,

− το Gin(Cr) με εξωτερικη οψη Cr που αποτελειται απο τις ακμες (wj , wj+1), . . .,
(wm, w1) και τις ακμες του P (w1 → wj).

Παρακατω, περιγραφουμε πως μπορουμε αναδρομικα να απεικονισουμε τα δυο
υπο-στιγμιοτυπαGin(Cl) καιGin(Cr) . Παρατηρουμε οτι εαν i ̸= j, τοτε οCl δεν ειναι
απλος κυκλος. Στην περιπτωση αυτη, ο Cl αποτελειται απο ενα συγκεκριμενο πληθος
απο μικροτερους απλους υποκυκλους, για τους οποιους οι IP-4 και IP-5 ισχυουν (επο-
μενως μπορουν να απεικονιστουν αναδρομικα), εκτος απο τον πρωτο, ο οποιος απει-
κονιζεται αριστεροτερα κατα μηκος της ℓ. Ας δουμε πρωτα το Gin(Cr). Διακρινουμε
δυο περιπτωσεις:

Περίπτωση 1: j = m (βλ. Εικονα 12.7d). Στην περιπτωση αυτη, ο Cr σχηματιζεται
απο το μονοπατιP (w1 → wm) και την ακμη (w1, wm). Παρατηρουμε οτι ηwm ειναι
η δεξιοτερη κορυφη του Cr και γειτονευει με μια χορδη του Cs. Συνεπως, ο βαθ-
μος της wm ειναι δυο στο Gin(Cr). Εφοσον καμια απο τις ακμες του μονοπατιου
P (w1 → wm) δεν εμφωλευεται απο μια χορδη του Cr , επεται οτι ολες οι κορυφες
τουCr (εκτος ενδεχομενως απο τηνw1) εχουν βαθμο 2 στοGin(Cr). Εαν ο βαθμος
της w1 ειναι τρια στο Gin(Cr), τοτε η ακμη (w1, v) ειναι γεφυρα: ατοπο ως προς
την δισυνεκτικοτητα του γραφηματος G. Συνεπως, Gin(Cr) ≡ Cr . Άρα, εμφυτευ-
ουμε το Cr οπως στην Εικονα 12.7d, δηλαδη, στην ανω σελιδα. Τοτε, καθε υποκυ-
κλος του Cl ικανοποιει τις IP-4 και IP-5 (συμπεριλαμβανομενου του πρωτου, που
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wj+1 wmw1 wjw2 wi

v

P (w1 → wj)

(a) Ένα γραφημα Gin(Cs) που παρα-
βιαζει την IP-5

w1 wjw2 wi

(b) Το υπογραφημα
Gin(Cl)

wj+1 wmw1 wjwi

(c) Το υπογραφημα Gin(Cr)

wmw1 wjw2 wi

v

(d) το Gin(Cr) στην περιπτωση που
j = m

wj+1 wmw1 wjwi wj+1 wmwj

(e) Το γραφημα Gin(C′
r) που προκυπτει απο το Gin(Cr) μετα

την συμπτυξη του P (w1 → wj) σε μια κορυφη.

w1 wjw2 wi

v

(f) deg(w1) = 3 στο
Gin(Cl)

wj+1 wmwj

(g) Το υπογραφημα
Gin(C′

r)

wj+1 wmw1 wjw2 wi

v

(h) Η απεικονιση του Gin(C) που προκυπτει, οταν
deg(w1) = 3 στο Gin(Cl)

w2 wjw3 wi

(i) Το υπογραφημα
Gin(C′

l)

v
wj+1 wmwj

(j) Το υπογραφημα
Gin(C′

r)

wmw2 wjw3 wi wj+1w1 v

(k) Η απεικονιση του Gin(C) που προκυπτει, οταν
deg(w1) = 2 στο Gin(Cl)

Εικόνα 12.7: Σε ολες τις εικονες, το P (w1 → wj) απεικονιζεται με παχιες ακμες, οι διαστικτες
ακμες αφαιρουνται και οι διακεκομμενες ακμες με γκρι σκιαση προστιθενται.

απεικονιζεται αριστεροτερα κατα μηκος της ℓ) και μπορει να εμφυτευθει αναδρο-
μικα. Η εμφυτευση τουGin(Cs) προκυπτει ενσωματωνοντας τις απεικονισεις των
υποκυκλων τουCl στην απεικονιση τουGin(Cr). Παρατηρουμε οτι η συνδυαστικη
εμφυτευση διατηρειται.

Περίπτωση 2: j < m (βλ. Εικονα 12.7c). Στην περιπτωση αυτη ολες οι κορυφες του
μονοπατιου P (w1 → wj) εχουν βαθμο 2 στο Gin(Cr), εκτος απο τα ακρα του w1
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και wj , που μπορει να εχουν μεγιστο βαθμο 3. Τροποποιουμε το Gin(Cr) ως εξης
(βλ. Εικονα 12.7e): Συμπτυσσουμε το P (w1 → wj) σε μια μονο κορυφη που ταυ-
τιζουμε με την wj . Έστω Gin(C ′

r) το καινουριο υπογραφημα με εξωτερικη οψη C ′
r .

Προφανως, η IP-5 ισχυει για το Gin(C ′
r). Η IP-4 επισης ισχυει, καθως η wm ειναι η

δεξιοτερη κορυφη τουC ′
r και deg(wm) ≤ 3. Οποτε, τοGin(C ′

r) μπορει να απεικονι-
στει αναδρομικα. Συνεχιζουμε διακρινοντας δυο υποπεριπτωσεις αναλογα με τον
βαθμο της w1 στο Gin(Cl):
Περίπτωση 2.a: deg(w1) = 3 στο Gin(Cl) (βλ. Εικονα 12.7f). Στην περιπτωση

αυτη, οι IP-4 και IP-5 ισχυουν για τοGin(Cl). Συνεπως, μπορει να απεικονιστει
αναδρομικα. Έχοντας απεικονισει τα Gin(Cl) και Gin(C ′

r), η απεικονιση του
Gin(C) μπορει να προκυψει διαγραφοντας την ακμη (wj , wm) απο το Gin(C ′

r)
και επαναφεροντας την ακμη (w1, wm), οπως στην Εικονα 12.7h. Εφοσον ηw1

δεν εχει γειτονες στο Gin(C ′
r), η συνδυαστικη εμφυτευση διατηρειται.

Περίπτωση 2.b: deg(w1) = 2 inGin(Cl) (βλ. Εικονα 12.7j): Στην περιπτωση αυτη,
ο βαθμος της w1 ειναι τρια στο Gin(C ′

r). Παλι, τροποποιουμε το Gin(Cl) ως
εξης (βλ. Εικονα 12.7i). Αφαιρουμε την w1 και ενωνουμε την w2 και την wi με
ακμη. Έστω Gin(C ′

l) το νεο υπογραφημα με εξωτερικη οψη C ′
l . Παρατηρουμε

οτι η IP-5 μπορει να μην ισχυει για το Gin(C ′
l). Ωστοσο, το Gin(C ′

l) εχει λιγο-
τερες κορυφες απο τοGin(C). Μπορουμε να επωφεληθουμε απο αυτο εργαζο-
μενοι αναδρομικα, οπως καναμε αρχικα με το Gin(C). Τελικα, καποια στιγμη
η IP-5 θα πρεπει να ισχυει, διαφορετικα ενα γραφημα με το πολυ 3 κορυφες
στην εξωτερικη του οψη θα πρεπει να εχει μια χορδη, που ειναι ατοπο. Έχο-
ντας απεικονισει το Gin(C ′

l), παιρνουμε την απεικονιση του Gin(C) ως εξης
(βλ. Εικονα 12.7k). Αφαιρουμε την ακμη (w2, wi) και συνδεουμε τους γειτονες
της wj στο Gin(C ′

r) με το αντιγραφο της στο Gin(C ′
l). Σημειωνουμε οτι δεν

προκυπτουν τομες ακμων, καθως τα δυο αντιγραφα της wj στο Gin(C ′
l) και

το Gin(C ′
r) ειναι διαδοχικα κατα μηκος της ℓ. Για να ολοκληρωσουμε την απει-

κονιση του Gin(C), απομενει να αντικαταστησουμε το αντιγραφο της wj στο
Gin(C ′

r) με την w1, και, να προσθεσουμε τις ακμες (w1, w2) και (w1, wi).

Για να ολοκληρωσουμε την περιγραφη του αλγοριθμου μας, απομενει να περιγρα-
ψουμε πως ξεκιναει η αναδρομη. Για να το κανουμε αυτυ, χρειαζομαστε το ακολουθο
λημμα, που περιγραφει μια απλη ιδιοτητα των επιπεδων απεικονισεων γραφηματων.

Λήμμα 12.10. Κάθε επίπεδο γράφημα G επιδέχεται επίπεδη απεικόνιση Γ(G) με εξω-
τερική όψη που δεν έχει χορδές.

Απόδειξη. Έστω οτι μας δινεται μια επιπεδη απεικονιση Γ′(G) του G, στην οποια ο
κυκλος , εστω C : u1 → . . . → uk → u1, που οριοθετει την εξωτερικη οψη πε-
ριεχει τουλαχιστον μια χορδη. Τοτε τα ακρα οποιασδηποτε χορδης του C ειναι ενα
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διαχωριστικο ζευγος κορυφων του G. Έστω (ui, uj), 1 ≤ i < j ≤ k, μια χορδη
του C ετσι ωστε ο κυκλος C ′ : ui → ui+1 → . . . → uj → ui να μην περιεχει
χορδες. Έστω επισης G1 και G2 τα δυο υπογραφηματα του G με εξωτερικες οψεις
ui → ui+1 → . . . → uj−1 → uj → ui και ui → ui−1 → . . . → uj+1 → uj → ui αντι-
στοιχα. Συμβολιζουμε με f την οψη τουG1 πουπεριεχει την ακμη (ui, uj). Εφοσον οιui

και uj αποτελουν ενα διαχωριστικο ζευγος κορυφων τουG, υπαρχει μια επιπεδη απει-
κονιση Γ(G) του G στην οποια το G2 − {(ui, uj)} απεικονιζεται στο εσωτερικο της f

και η εξωτερικη οψη τουG οροθετειται απο τον κυκλοC ′ που δεν περιεχει χορδες.

Ειμαστε πλεον ετοιμοι να παρουσιασουμε πως ξεκιναει η αναδρομη. Αυτο επιτυγ-
χανεται προσδιοριζοντας μια απεικονιση του G με εξωτερικη οψη που δεν περιεχει
χορδες, εστω Cout : v1 → . . . vk → v1, η οποια απο το Λημμα 12.10 υπαρχει. Τοτε
τοποθετουμε τις v1, . . . , vk με αυτη τη διαταξη κατα μηκος της ℓ και σχεδιαζουμε τις
ακμες του Cout οπως επιβαλει η IP-3. Εαν υπαρχει καποια κορυφη του Cout με βαθμο
μικροτερο του τεσσερα, τοτε επιλεγεται ως κορυφη vk και ολες οι αναλλοιωτες ιδιο-
τητες του αλγοριθμου μας ικανοποιουνται. Ωστοσο, στην περιπτωση που μια τετοια
κορυφη δεν υπαρχει, επεται οτι ο βαθμος της vk στοGin(Cout) ισουται με τεσσερα και
συνεπως η IP-4 δεν ισχυει.

Για να αντιμετωπισουμε την τελευταια περιπτωση, υποθετουμε οτι εχουμε υπο-
λογισει τις δισυνεκτικες-κορυφες του Gin(Cout). Έστω vl (vr , αντιστοιχα) ο αριστε-
ρος (δεξιος, αντιστοιχα) γειτονας της vk στο Gin(Cout) και εστω cr (cl, αντιστοιχα)
η δισυνεκτικη-κορυφη που η vr (η vl, αντιστοιχα) ανηκει (βλ. Εικονα 12.8a). Σημειω-
νουμε οτι cr = cl μπορει να ισχυει. Εφοσον ο Cout δεν περιεχει χορδες, επεται οτι και
η vl και η vr δεν ανηκουν στον Cout. Θα επαυξησουμε το G, ετσι ωστε η IP-4 να ισχυει
στο επαυξημενο γραφημα Gaug . Δινουμε επιγραμματικα την περιπτωσιολογια μας:

Περίπτωση 1: Η δισυνεκτικη-κορυφη cr ειναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout δια-
φορετικη της vk .

Περίπτωση 2: Η δισυνεκτικη-κορυφη cr δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη
του Cout εκτος απο την vk . Στην περιπτωση αυτη, εχοντας ορισει το Gaug , θεω-
ρουμε δυο επιπλεον υποπεριπτωσεις:
Περίπτωση 2.a: Οι κορυφες vl και vr ανηκουν σε δυο διαφορετικες δισυνεκτικες-

κορυφες του Gaug .
Περίπτωση 2.b: Οι κορυφες vl και vr ανηκουν στην ιδια δισυνεκτικη-κορυφη του

Gaug .

Εξεταζουμε καθε μια απο τις παραπανω περιπτωσεις λεπτομερως.

Περίπτωση 1: Η δισυνεκτικη-κορυφη cr ειναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout δια-
φορετικη της vk: Έστω vi, i < k, ο αριστεροτερος γειτονας της cr στον Cout. Επαυ-
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ξανουμε το γραφημα G οπως στην Εικονα 12.8b, εισαγοντας τρεις κορυφες δε-
ξια της vk . Έστω Caug η εξωτερικη οψη του επαυξημενου γραφηματος. Τωρα, πα-
ρατηρουμε οτι το Gaug ικανοποιει την IP-4 και μπορει να απεικονιστει αναδρο-
μικα. Ισχυριζομαστε οτι, στην απεικονιση του Gaug , οι vr και vl βρισκονται αρι-
στερα της vk , οπως στην Εικονα 12.8c. Συμβολιζουμε με caug

r (caug
l , αντιστοιχα)

την δισυνεκτικη-κορυφη που η vr (η vl, αντιστοιχα) ανηκει στοGaug −Caug . Σημει-
ωνουμε οτι caug

r = caug
l μπορει να ισχυει. Η caug

r ειναι γειτονικη με την vi μεσω μιας
μαρκαρισμενης ακμης, εφοσον η vi ειναι ο αριστεροτερος γειτονας της cr . Αυτο συ-
νεπαγεται οτι η caug

r τοποθετειται ακριβως διπλα απο την vi (οποτε, αριστερα της
vk). Τωρα, παρατηρουμε οτι η vk ειναι ο δεξιοτερος γειτονας της caug

l . Οποτε, η caug
l

τοποθετειται αριστερα της vk , ακομα και αν η ακμη (vl, vk) ειναι μαρκαρισμενη,
λογω της χορδης (vk, vk+2). Μεταξυ των vk και vk+3 δεν υπαρχουν αλλες κορυφες
τουGaug , εκτος απο τις vk+1 και vk+2, εφοσον η μονη αγκυρα που θα μπορουσε να
ειναι μεταξυ των vk+2 και vk+3 ειναι η caug

r , η οποια, ωστοσο, βρισκεται αριστερα
της vk , και συνεπως ολες οι κορυφες του Gaug − Caug βρισκονται αριστερα της vk .
Εαν συμπτυξουμε τις vk , vk+1, vk+2 και vk+3 πισω στην vk , παιρνουμε μια εγκυρη
απεικονιση του G (βλ. Εικονα 12.8d).

Περίπτωση 2: Η δισυνεκτικη-κορυφη cr δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη
τουCout εκτος απο την vk: Στην περιπτωση αυτη, η cr δεν ειναι γειτονικη με καμια
αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk . Ισχυριζομαστε οτι μπορουμε να υποθε-
σουμε χ.β.τ.γ. οτι η cl δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος
απο την vk . Για να το δουμε αυτο, ας θεωρησουμε εναν καθρεπτισμο της ℓως προς
τον y–αξονα (βλ. Εικονα 12.8e). Ηωρολογιακη διαταξη των ακμων γυρω απο καθε
κορυφη του G προφανως εχει διατηρηθει. Ωστοσο, η ακμη (vk, vl) ((vk, vr), αντι-
στοιχα) γινεται η δεξια (αριστερη, αντιστοιχα) ακμη της κορυφης vk . Εαν η cl ει-
ναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout διαφορετικη απο την vk , τοτε η Περιπτωση
1 εφαρμοζεται. Οποτε, μπορουμε να υποθεσουμε χ.β.τ.γ. οτι οι cr και cl δεν ειναι
γειτονικες με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk . Επαυξανουμε το G

οπως στην Εικονα 12.8f, ετσι ωστε η IP-4 να ισχυει. Έστω Caug η εξωτερικη οψη
του επαυξημενου γραφηματος. Εφοσον η vk δεν ειναι κορυφη τομης στοG, η ακμη
(vk, vk+1) δεν μπορει να ειναι γεφυρα στο Gaug . Οποτε, το Gaug μπορει να απεικο-
νιστει αναδρομικα. Διακρινουμε δυο υποπεριπτωσεις:
Περίπτωση 2.a: Οι κορυφες vl και vr ανηκουν σε δυο διαφορετικες δισυνεκτικες-

κορυφες του γραφηματοςGaug − Caug , εστω caug
l και caug

r αντιστοιχα. Στην πε-
ριπτωση αυτη, η vk+1 ανηκει σε μια αλλη δισυνεκτικη-κορυφη (που περιεχει
μονο την vk+1) και ειναι γειτονικη με την vk . Η caug

r και η caug
l ειναι και οι δυο

βοηθητικες. Εφοσον η vk+1 ειναι γειτονικη με μια κορυφη τουCout (δηλαδη με
την κορυφη vk), επεται οτι η ακμη (vk, vk+1) ειναι η μαρκαρισμενη ακμη της
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vk+1, και, η vk+1 εχει τοποθετηθει ακριβως αριστερα της vk (βλ. Εικονα 12.8g).
Απο την αλλη, η ακμη (vk, vk+1) απεικονιζεται στην κατω σελιδα (μαρκαρι-
σμενη ακμη), ενω οι ακμες (vl, vk+1) και (vr, vk+1) απεικονιζονται στην ανω
σελιδα. Εαν υπηρχε μια αγκυρα μεταξυ των vk+1 και vk , θα ηταν γειτονικη με
την vk , αντιβαινοντας στο γεγονος οτι ο βαθμος της vk στο Gaug ειναι τρια.
Οποτε, η δεξιοτερη αγκυρα του Gaug − Caug ειναι η vk+1. Επεται οτι ολες οι κο-
ρυφες του Gaug − Caug βρισκονται αριστερα της vk+1, το οποιο συνεπαγεται
οτι εαν συμπτυξουμε τις vk και vk+1 πισω στην vk , τοτε παιρνουμε μια εγκυρη
απεικονιση του G (βλ. Εικονα 12.8h).

Περίπτωση 2.b: Οικορυφες vl και vr ανηκουνστην ιδιαδισυνεκτικη-κορυφη, εστω
c, του Gaug . Στην περιπτωση αυτη, η vk+1 πρεπει να ανηκει στην c, επισης. Επι-
πλεον, οι vr , vk+1 και vl εμφανιζονται με αυτη τη διαταξη συμφωνα με τηνωρο-
λογιακηδιαπερασητης εξωτερικης οψηςCc του c. Εφοσονη cπεριεχει την vk+1,
η c ειναι γειτονικη με την κορυφη vk τουCout. Οποτε, η c ειναι γειτονικη με μια
μαρκαρισμενη ακμη, η οποια “καθοριζει” την τοποθετηση των κορυφων του
Cc στην ℓ. Έστω v′ η κορυφη του Cc που ειναι γειτονικη με την μαρκαρισμενη
ακμη του c. Εφοσον η c ειναι γειτονικη με την vk , επεται οτι v′ = vk+1 μπορει
να ισχυει(ωστοσο, v′ /∈ {vr, vl} αφου οι vr και vl δεν ειναι γειτονικες με καποια
κορυφη του Cout). Διακρινουμε τις παρακατω περιπτωσεις, αναλογα με το αν
v′ = vk+1 η οχι:
(i) v′ = vk+1: Στην περιπτωση αυτη η ακμη (vk, vk+1) ειναι η μαρκαρισμενη

ακμη της c (βλ. Εικονα 12.8i). Οποτε, η c ειναι ακριβως αριστερα της vk ,
με την vk+1 να ειναι η δεξιοτερη κορυφη του Cc. Επιπλεον, μεταξυ των
vk+1 και vk δεν υπαρχουν κορυφες του Gaug , αφου ο βαθμος της vk στο
Gaug ειναι τρια, δηλαδη, εαν υπηρχε μια αγκυρα μεταξυ των vk και vk+1,
θα επρεπε να ειναι γειτονικη με την vk και τοτε ο βαθμος της vk θα γινο-
ταν τεσσερα. Ετσι, η δεξιοτερη αγκυρα του Gaug − Caug εχει την vk+1 ως
δεξιοτερη κορυφη. Αυτο συνεπαγεται οτι ολες οι κορυφες τουGaug −Caug

βρισκονται αριστερα της vk+1. Οποτε, εανσυμπτυξουμε τις κορυφες vk και
vk+1 πισωστην vk , και σχεδιασουμε τηνακμη (vl, vk)στηνκατωσελιδακαι
την (vr, vk) στην ανω σελιδα, παιρνουμε μια εγκυρη απεικονιση τουG (βλ.
Εικονα 12.8j).

(ii) v′ ̸= vk+1: Ισχυριζομαστε οτι οι vr , vk+1 και vl εμφανιζονται με αυτη τη
διαταξη απο αριστερα προς τα δεξια στην ℓ. Έστω οτι, αντιθετως, ειτε οι
vl και vk+1, η, οι vk+1 και vr , ειναι η αριστεροτερη και δεξιοτερη κορυφη
του Cc στην ℓ, αντιστοιχα. Το ατοπο προκυπτει απο την κατασκευη, οπου
η v′ ειναι ειτε αριστεροτερη ειτε δεξιοτερη του Cc, και, v′ /∈ {vk+1, vr, vl}.
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Εικόνα 12.8: Σε ολες τις εικονες, οι διαστικτες ακμες αφαιρουνται και οι διακεκομμενες ακ-
μες που τονιζονται με γκρι χρωμα προστιθενται: (a) Ένα στιγμιοτυπο στο οποιο η IP-4 πα-
ραβιαζεται. (b) Το Gaug , οταν η cr ειναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout διαφορετικη της
vk . (c) Η απεικονιση του Gaug , οταν η cr ειναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout διαφορετικη
της vk . (d) Μια εγκυρη απεικονιση του G, οταν η cr ειναι γειτονικη με μια κορυφη του Cout

διαφορετικη της vk . (e) Καθρεφτισμος του G κατα τον y–αξονα, (f) Το Gaug οταν η cr δεν ει-
ναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk . (g) Η απεικονιση του Gaug ,
οταν: η cr δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk , οι vl και vr

ανηκουν σε διαφορετικες δισυνεκτικες-κορυφες. (h) Μια εγκυρη απεικονιση τουG, οταν: η cr

δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk , οι vl και vr ανηκουν σε
διαφορετικες δισυνεκτικες-κορυφες. (i) Η απεικονιση τουGaug , οταν: η cr δεν ειναι γειτονικη
με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk , οι vl και vr ανηκουν στην ιδια δισυνεκτικη-
κορυφη, η (vk, vk+1) ειναι μαρκαρισμενη. (j) Μια εγκυρη απεικονιση του G, οταν: η cr δεν ει-
ναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk , οι vl και vr ανηκουν στην ιδια
δισυνεκτικη-κορυφη, η (vk, vk+1) ειναι μαρκαρισμενη. (k) Η απεικονιση του Gaug , οταν: η cr

δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη τουCout εκτος απο την vk , οι vl και vr ανηκουν στην
ιδια δισυνεκτικη-κορυφη, η (vk, vk+1) δεν ειναι μαρκαρισμενη. (l) Μια εγκυρη απεικονιση του
G, οταν: η cr δεν ειναι γειτονικη με καμια αλλη κορυφη του Cout εκτος απο την vk , οι vl και vr

ανηκουν στην ιδια δισυνεκτικη-κορυφη, (vk, vk+1) δεν ειναι μαρκαρισμενη.

Η τρεχουσα κατασταση απεικονιζεται στην Εικονα 12.8k. Εαν αφαιρε-
σουμε την vk+1, και, απεικονισουμε τις ακμες (vl, vk) και (vr, vk) στην ανω
σελιδα, τοτε παιρνουμε μια εγκυρη απεικονιση του G (βλ. Εικονα 12.8l).

Έχοντας περιγραψει πως ξεκιναει η αναδρομη, ειμαστε πλεον ετοιμοι να διατυπω-
σουμε το κεντρικο μας θεωρημα.

Θεώρημα 12.1. Κάθε επίπεδο γράφημα μέγιστου βαθμού 4 με n κορυφές επιδέχεται
εμφύτευση σε βιβλίο δύο σελίδων, η οποία μπορεί να κατασκευαστεί σε O(n2) χρόνο.

Απόδειξη. Απομενει να αναλυσουμε την χρονικη πολυπλοκοτητα του αλγοριθμου μας.
Σε καθε βημα, ο αλγοριθμος μας εκτελει μια σειρα απο υπολογισμους; τον υπολογι-
σμο των δισυνεκτικων συνιστωσων, την τοπολογικη ταξινομηση τουGT

aux, κατα πλα-
τος διερευνησεις στα δενδρα εφαπτομενων. Χρησιμοποιωντας συνηθισμενους αλγο-
ριθμους απο τη βιβλιογραφια ολοι αυτοι οι υπολογισμοι μπορουν να γινουν σε O(n)
χρονο, δινοντας O(n2) συνολικο χρονο.
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13 Εμφύτευση σε Βιβλίο 1-Επίπεδων Γρα-
φημάτων

Στο κεφαλαιο αυτο εξεταζουμε εμφυτευσεις σε βιβλιο των 1-επιπεδων γραφημα-
των. Υπενθυμιζουμε οτι ενα γραφημα ειναι 1-επιπεδο εαν μπορει να απεικονιστει στο
επιπεδο ετσι ωστε καθε ακμη να τεμνεται το πολυ μια φορα. Στο κεφαλαιο αυτο απο-
δεικνυουμε οτι τα 1-επιπεδα γραφηματα εχουν φραγμενο παχος εμφυτευσης σε βι-
βλιο. Έστω G = (V, E) ενα 1-επιπεδο γραφημα και Γ(G) μια 1-επιπεδη απεικονιση
του G. Αρχικα, θεωρουμε την περιπτωση που η Γ(G) δεν περιεχει τομες ακμων στην
μη φραγμενη της οψη. Για να απλοποιησουμε την παρουσιαση, επιπλεον υποθετουμε
οτι το G ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, δηλαδη, το G ειναι εσωτερικα
μεγιστικο 1-επιπεδο και στη Γ(G) το εσωτερικο ολων των K4 του Λημματος 11.3
δεν περιεχουν κορυφες και ακμες. Προκειμενου να εξασφαλισουμε την ιδιοτητα αυτη,
πρωτα μετατρεπουμε το G σε επιπεδο γραφημα αντικαθιστωντας καθε τομη ακμων
της Γ(G) με τις αποκαλουμενες κορυφες τομης (crossing vertex). Το επιπεδοποιημενο
γραφημα στη συνεχεια τριγωνοποιειται (μονο στο εσωτερικο του), ετσι ωστε καμια
καινουρια ακμη να μην προσπιπτει σε κορυφη τομης. Σημειωνουμε οτι ο τελευταιος
περιορισμος μπορει να οδηγησει σε μη-απλο γραφημα (δηλαδη ναπεριεχει πολλαπλες
ακμες), οπως θα δουμε στην Ενοτητα 13.2. Ωστοσο, εαν θεωρησουμε ολες τις κορυφες
τομης ως πραγματικες τομες ακμων, τοτε το προσαυξημενο γραφημα που προκυπτει
ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας (με το κοστος των πολλαπλων ακμων).

Πρωτα, θεωρουμε την περιπτωση που το γραφημα G ειναι απλο, εσωτερικα-με-
γιστικο 1-επιπεδο, ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας και δεν περιεχει τομες
στη μη φραγμενη του οψη (δηλαδη δεν δημιουργουνται πολλαπλες ακμες κατα την
διαδικασια που περιγραφηκε παραπανω). Αποδεικνυουμε οτι εαν υπαρχουν μονο δυο
επιπεδα, τοτε ενα τετοιο γραφημα μπαινει σε 16 σελιδες. Διαφορετικα, 34 σελιδες αρ-
κουν. Τελος, δειχνουμε πως να χειριστουμε τις πολλαπλες ακμες και τις τομες στη μη
φραγμενη οψη της Γ(G) χρησιμοποιωντας 5 επιπλεον σελιδες.

Έστω οτι το G ειναι απλο και εσωτερικα-μεγιστικο 1-επιπεδο γραφημα, που ικα-
νοποιει την ιδιοτητα τηςK4-κενοτητας και δεν εχει τομες στην μη φραγμενη οψη του.
Τοτε, (i) οι κορυφες στην εξωτερικη οψη του G ειναι στο επιπεδο μηδεν, (ii) οι κο-
ρυφες που ειναι σε αποσταση i απο τις κορυφες επιπεδου μηδεν ειναι στο επιπεδο i.
Ακολουθωντας την ορολογια του Γιαννακακη, οι ακμες που συνδεουν κορυφες ιδιου
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(διαφορετικου, αντιστοιχα) επιπεδου λεγονται ισοπεδες (level) (συνδετικες (binding),
αντιστοιχα) ακμες.

Εαν αφαιρεσουμε μια ακμη για καθε ζευγος τεμνομενων ακμων, τοτε προκυπτει
ενα εσωτερικως τριγωνοποιημενο ενεπιπεδο γραφημα (το οποιο αποκαλουμε υποκει-
μενη επιπεδη δομη). Για ενα ζευγος τεμνομενων συνδετικων ακμων η για ενα ζευγος
τεμνομενων ισοπεδων ακμων, επιλεγουμε αυθαιρετα ποια ακμη θα αφαιρεσουμε (συ-
ντομα θα ρυθμισουμε την επιλογη αυτη για δυο ειδικες περιπτωσεις). Ωστοσο, για ενα
ζευγος τεμνομενων ακμων που αποτελειται απο μια συνδετικη και μια ισοπεδη ακμη,
παντα επιλεγουμε να αφαιρεσουμε την ισοπεδη ακμη. Αυτη η προσεγγιση μας επιτρε-
πει να ορισουμε τις συσταδες, τους οδηγους και τους κυριαρχους τωνσυσταδων οπως
κανει ο Γιαννακακης (βλ. Ενοτητα 11.2.1 για περισσοτερες λεπτομερειες). Επισης πα-
ρατηρουμε οτι εαν ολες οι ακμες που αφαιρεθηκαν προστεθουν ξανα στο γραφημα,
τοτε μια συνδετικη ακμη δεν μπορει να τεμνει μια συσταδα.

13.1 Η Περίπτωση Δύο-Επιπέδων

Αρχικαθεωρουμε τηνβασικηπεριπτωσηοπουτοδοθεν γραφημααποτελειται απο
δυο επιπεδα L0 και L1. Επισης υποθετουμε οτι δεν υπαρχει ισοπεδη ακμη του L1 η
οποια απο την συνδυαστικη εμφυτευση να βρισκεται εξολοκληρου στο εσωτερικο
μιας συσταδας του L1. Επιπλεον, το G ειναι απλο, εσωτερικα μεγιστικο 1-επιπεδο,
ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας και δεν περιεχει τομες στη μη φραγμενη
του οψη. Συνεχιζουμε παιρνοντας μια εμφυτευση σε βιβλιο 3 σελιδων της υποκειμε-
νης επιπεδης δομης GP χρησιμοποιωντας τον αλγοριθμο του Γιαννακακη (βλ. Ενο-
τητα 11.2.1). Ισχυριζομαστε οτι μπορουμε να εμφυτευσουμε τις ακμες που αφαιρεθη-
καν συμφωνα με την γραμμικη διαταξη που υπαγεται απο την εμφυτευση σε βιβλιο
του GP χρησιμοποιωντας 13 επιπλεον σελιδες.

Καταρχην θα εισαγουμε εναν σημαντικο ορισμο, χρησιμο στην “εξαλειψη” πιθα-
νων περιπτωσεων τομων ακμων. Λεμε οτι δυο ακμες e1 και e2 του G αποτελουν ενα
ισχυρο ζευγος εαν (i) βρισκονται και οι δυο στην ιδια σελιδα, εστω p, και (ii) αν μια
ακμη e, που βρισκεται επισης στη σελιδα p, τεμνεται με την ei, τοτε τεμνεται και με
την ej , οπου i ̸= j ∈ {1, 2}. Έστω οτι η e1 /∈ E(GP ) και η e2 ∈ E(GP ) αποτελουν
ενα ισχυρο ζευγος ακμων. Εαν η e3 ∈ E(GP ), τοτε η e3 δεν μπορει να τεμνεται ουτε
με την e1 ουτε με την e2 (απο τον αλγοριθμο του Γιαννακακη). Απο την αλλη, εαν η
e3 /∈ E(GP ) και αποτελει ενα ισχυρο ζευγος με μια αλλη ακμη e4 ∈ E(GP ), τοτε παλι
η e3 δεν μπορει να τεμνεται ουτε με την e1 ουτε με την e2, καθως σε διαφορετικη πε-
ριπτωση, η e4 θα δημιουργουσε κι αυτη τομη με την e1 η την e2, αντιβαινοντας στην
ορθοτητα του αλγοριθμου του Γιαννακακη εφοσον η e4 ∈ E(GP ).

Τωρα περιγραφουμε εξι τυπους τομων που δημιουργουνται οταν οι ακμες που
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αφαιρεσαμε προστεθουν παλι στο G (βλ. Εικονα 13.1). Οι ισοπεδες ακμες του L0 που
δεν ανηκουν στο GP λεγονται εξωτερικες τεμνομενες χορδες. Τετοιες χορδες μπορει
ναδημιουργουν τομεςμε (i) αλλες χορδες τουL0 πουανηκουνστοGP η (ii) συνδετικες
ακμες (μεταξυ των επιπεδων L0 και L1), η, (iii) εκφυλισμενες συσταδες (οι λεγομενες
συσταδες-γεφυρες) του επιπεδου L1 που ειναι απλες ακμες.

u2

u4

u8
u10

u13

v1 v2

v3v5
v7

v9

v8

v10

B1
B2

B3

B4

u1

v4

u3

u5

u6

u7v6

u11u12 u9

Εικόνα13.1:Οι ισοπεδες (συνδετικες) ακμεςαπεικονιζονται συνεχεις (διακεκομμενες). Ηυπο-
κειμενη επιπεδη δομη GP απεικονιζεται με μαυρο χρωμα. Οι γκρι ακμες δεν ανηκουν στο GP .
Οι ακμες (u5, u7), (u8, u10) και (u10, u12) ειναι εξωτερικες τεμνομενες χορδες που τεμνουν μια
συνδετικη ακμη, μια συσταδα-γεφυρα και μια χορδη του GP , αντιστοιχα. Οι ακμες (v3, v5),
(v7, v9) και (v2, v6) ειναι 2-βηματισμοι τεμνομενων συνδετικων ακμων. Η ακμη (u2, v1) ειναι
εμπροσθεν ακμη.

Οι ισοπεδες ακμες του L1 που δεν ανηκουν στο GP λεγονται εσωτερικες τεμνομε-
νες χορδες η απλα 2-βηματισμοι (εφοσον μπορουν να “παρακαμψουν” μονο μια κο-
ρυφη κατα μηκος του συνορου του δενδρου συσταδων). Ισχυριζομαστε οτι οι 2-βημα-
τισμοι δεν τεμνονται μεταξυ τους. Έστωαντιθετως οτι η e = (u, v) και η e′ = (u′, v′) ει-
ναι δυο 2-βηματισμοι που τεμνονται και εστω χ.β.τ.γ. οτι οι u, u′, v και v′ εμφανιζονται
με αυτη τη σειρα κατα μηκος του συνορου του δενδρου συσταδων τουGP . Εφοσον το
G ειναι μεγιστικο 1-επιπεδο, απο το Λημμα 11.3 και την ιδιοτητα της K4-κενοτητας
επεται οτι η (u, v′)ανηκει στοGP . Όμως, αν υπαρχει αυτη ηακμη, τοτε και οι δυο κορυ-
φεςu′ και v δεν βρισκονται πλεονστοσυνορο τουδενδρουσυσταδωντου επιπεδουL1

τουGP , κατι το οποιο ειναι ατοπο καθως οι e και e′ ειναι και οι δυο ισοπεδες ακμες του
L1. Συνεπως, οι 2-βηματισμοι δημιουργουν τομες μονο με συνδετικες ακμες. Αφου οι
ισοπεδες ακμες διαφορετικων επιπεδων δεν μπορει να τεμνονται μεταξυ τους, η μονη
κατηγορια τομων ακμων που δεν εχουμε εξετασει ακομα ειναι αυτες μεταξυ συνδετι-
κων ακμων.

Υπενθυμιζουμε οτι οι συνδετικες ακμες ειναι δυο ειδων, εμπροσθεν και οπισθεν.
Για ενα ζευγος τεμνομενων συνδετικων ακμων, εστω e = (ui, vj) και e′ = (ui′ , vj′),
οπου ui, ui′ ∈ L0 και vi, vi′ ∈ L1, αναφεραμε οτι μπορουμε να επιλεξουμε αυθαιρετα
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ποια θα ανηκει στο GP . Εδω ρυθμιζουμε την επιλογη αυτη. Η ακμη e ανηκει στο GP

αν και μονο αν η κορυφη ui εχει μικροτερο δεικτη απο την ui′ στο L0, δηλαδη i < i′.
Συνεπως, η e′ ειναι παντα εμπροσθεν ακμη και δυο οπισθεν ακμες δεν τεμνονται.

Με παρομοιο τροπο, για ενα ζευγος τεμνομενων ισοπεδων ακμων του επιπεδου
L0 ρυθμιζουμε την αρχικη επιλογη ως εξης. Εαν μια ισοπεδη ακμη προσπιπτει στην
κορυφη u1 ∈ L0, τοτε αναγκαστικα θα ανηκει στο GP .

Απο τα παραπανω, επεται οτι για ενα ζευγος τεμνομενων ακμων, εστωe ∈ E(GP )
και e′ /∈ E(GP ), εχουμε τις παρακατω περιπτωσεις τομων, καθε μια απο τις οποιες
αναλυεται ξεχωριστα στα παρακατω λημματα (εκτος απο την τελευταια που ειναι πιο
περιπλοκη).

C.1 Η e′ ειναι εξωτερικη τεμνομενη χορδη και η e ειναι χορδη τουL0 που ανηκει στο
GP .

C.2 Η e′ ειναι εξωτερικη τεμνομενη χορδη και η e ειναι συνδετικη ακμη.
C.3 Η e′ ειναι εξωτερικη τεμνομενη χορδη και η e ειναι συσταδα-γεφυρα του L1.
C.4 Η e′ ειναι εμπροσθεν ακμη και η e ειναι εμπροσθεν ακμη.
C.5 Η e′ ειναι εμπροσθεν ακμη και η e ειναι οπισθεν ακμη.
C.6 Η e′ ειναι 2-βηματισμος και η e ειναι συνδετικη ακμη.

Θεώρημα 13.1. Κάθε απλό εσωτερικά-μεγιστικό 1-επίπεδο γράφημα G με 2 επίπεδα,
που ικανοποιεί την ιδιότητα της K4-κενότητας και δεν περιέχει τομές στη μη φραγμένη
όψη του, επιδέχεται εμφύτευση σε βιβλίο με 16 σελίδες.

Απόδειξη. Η υποκειμενη επιπεδη δομη μπορει να εμφυτευτει σε τρεις σελιδες. Η πε-
ριπτωση C.1 απαιτει μια επιπλεον σελιδα (απο το Λημμα 13.2(i)). Οι τεμνομενες των
περιπτωσεων C.2 και C.3 μπορουν να μπουν στις ιδιες σελιδες με την υποκειμενη επι-
πεδη δομη (βλ. Λημμα 13.2(ii)). Η περιπτωση C.4 χρειαζεται δυο επιπλεον σελιδες απο
τοΛημμα13.3. Ηπεριπτωση C.5 απαιτει τρεις επιπλεον σελιδες απο τοΛημμα13.4. Τε-
λος, η περιπτωση C.6 απαιτει επτα επιπλεον σελιδες απο το Λημμα 13.5. Αθροιζοντας
τα παραπανω εχουμε συνολικα 16 σελιδες.

Ξεκιναμε εξαταζοντας τηνπεριπτωσηπουη e′ ειναι μια εξωτερικητεμνομενηχορδη
του G.

Λήμμα13.1. Έστωu1, . . . , uk οι κορυφές του επιπέδουL0 σύμφωναμε τηνωρολογιακή
φορά κατά μήκος του συνόρου του. Έστω c = (ui, uj) και c′ = (ui′ , uj′) δύο χορδές του
L0, έτσι ώστε i < i′ < j < j′. Τότε, ακριβώς μία από τις c και c′ είναι εξωτερική τεμνό-
μενη χορδή.

Απόδειξη. Εφορον οι c = (ui, uj) και c′ = (ui′ , uj′) ειναι χορδες του L0 με i < i′ < j <

j′, οι χορδες c και c′ τεμνονται στην 1-επιπεδη απεικονιση Γ(G) τουG. Οποτε, μια απο
αυτες θα ανηκει στο GP και η αλλη θα ειναι εξωτερικη τεμνομενη χορδη.
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Απο το Λημμα 13.1, οι εξωτερικες τεμνομενες χορδες μπορουν να μπουν σε μια
σελιδα. Ωστοσο, προκειμενου να εχουμε μεγαλυτερη ευελιξια για την περιπτωση πολ-
λων επιπεδων, επιλεγουμε να τοποθετησουμε ορισμενες απο αυτες σε μια καινουρια
σελιδα (βλ. Λημμα 13.2). Αποκαλουμε την σελιδα αυτη καθολικη (universal), καθως
περιεχει εξωτερικες τεμνομενες χορδες απο ολα τα επιπεδα. Υπενθυμιζουμε οτι χρη-
σιμοποιουμε τρεις σελιδες για το GP : την p1 (για τις ισοπεδες ακμες του L0 και τις
οπισθεν ακμες), την p2 και την p3 (για τις ισοπεδες ακμες του L1 και τις εμπροσθεν
ακμες).

Λήμμα 13.2 (Περιπτωσεις C.1 - C.3). Έστω e = (u, v) ∈ E(GP ) και e′ = (u′, v′) /∈
E(GP ) δύο ακμές του G που τέμνονται, όπου η e′ είναι εξωτερική τεμνόμενη χορδή του
L0.

(i) Εάν η e είναι χορδή του L0, τότε η e′ εμφυτεύεται σε μία καθολική σελίδα που
συμβολίζεται με upc (Περίπτωση C.1).

(ii) Εάν η e είναι συνδετική ακμή ή συστάδα-γέφυρα του L1, τότε η e′ εμφυτεύεται
στη σελίδα p1, δηλαδή, στη σελίδα που χρησιμοποιείται για τις ισόπεδες ακμές
του L0 και τις όπισθεν ακμές του GP (Περιπτώσεις C.2 και C.3).

Απόδειξη.

(i) Εφοσον η e ειναι χορδη του επιπεδου L0, η e βρισκεται στη σελιδα p1 (υπενθυ-
μιζουμε οτι η e ∈ E(GP )) και η e′ εμφυτευεται στην καθολικησελιδαupc. Αφου
η upc περιεχει μονο εξωτερικες τεμνομενες χορδες του G, απο το Λημμα 13.1
δεν τεμνονται μεταξυ τους.

(ii) Εαν η e ειναι συνδετικη ακμη η συσταδα-γεφυρα του επιπεδου L1, τοτε η e′

εμφυτευεται στη σελιδα p1. Έστω οτι η e′ δημιουργει τομη με μια αλλη ακμη,
εστω την e′′, που βρισκεται στη σελιδα p1. Απο το Λημμα 13.1, η ακμη e′′ δεν ει-
ναι εξωτερικη τεμνομενη χορδη, δηλαδη η e′′ ανηκει στην υποκειμενη επιπεδη
δομη GP του G. Οποτε, η e′′ ∈ E(GP ) και ειναι ειτε: (a) ισοπεδη ακμη του
επιπεδου L0 η (b) οπισθεν ακμη του GP . Στην πρωτη περιπτωση, τα ακρα της
e′′ δεν μπορει να ειναι διαδοχικες κορυφες του επιπεδου L0, καθως τοτε δεν
θα μπορουσε να υπαρξει τομη ακμων. Οποτε, η e′′ πρεπει να ειναι χορδη του
επιπεδου L0. Ωστοσο, εαν η e′ συμμετεχει σε μια τετοια τομη ακμων, τοτε η
e′ εμφυτευεται στη σελιδα upc, ατοπο. Στη δευτερη περιπτωση, η e′′ ειναι οπι-
σθεν ακμη τουGP . Οποτε, η ακμη e′′ ειναι εμφωλευμενη απο μια ισοπεδη ακμη
του επιπεδου L0 που δεν ειναι χορδη του L0, και επομενως, εαν η e′ τεμνεται
την e′′, τοτε η e′ πρεπει επισης να τεμνει αυτη την ισοπεδη ακμη του επιπεδου
L0, κατι το οποιο δεν μπορει να συμβει.
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Λήμμα13.3 (Περιπτωση C.4). Όλες οι έμπροσθεν ακμές που τέμνουν έμπροσθεν ακμές
της υποκείμενης επίπεδης δομής μπορούν να εμφυτευθούν σε 2 καινούριες σελίδες.

Απόδειξη. Παρατηρουμε οτι για ενα ζευγος τεμνομενων εμπροσθεν ακμων, η επιλογη
της ακμης που θα ανηκει στο GP δεν επηρεαζει ουτε τον καθορισμο των συσταδων
ουτε την επιλογη των κυριαρχων και των οδηγων των συσταδων. Συνεπως, δεν επη-
ρεαζει ουτε την γραμμικη διαταξη των κορυφων κατα μηκος της ραχης. Αυτο εξασφα-
λιζει οτι δυο νεες σελιδες αρκουν.

Συνεχιζουμε με την περιπτωση C.5, οπου η οπισθεν ακμη e = (u, v) ∈ E(GP )
τεμνει την εμπροσθενακμη e′ = (u′, v′) /∈ E(GP ). ΈστωP ησυσταδαπουπεριεχει την
(v, v′) και εστω v0, . . . , vt οι κορυφες της P συμφωνα με την αντιωρολογιακη φορα
που εμφανιζονται ξεκινωντας απο την v0 = ℓ(P ). Εφοσον η e ειναι οπισθεν, επεται
οτι u = uf (P ). Απο τον ορισμο του uf (P ), η u βλεπει τις ακμες (vi, vi+1), …, (vt−1, vt),
(vt, v0) του P , για καποιο 1 ≤ i ≤ t. Οποτε οι ακμες (u, v0), (u, vt), …, (u, vi) υπαρχουν
και ειναι οπισθεν. Αυτο συνεπαγεται ειτε οτι v = vi και v′ = v(i+1)modt, ειτε οτι v = v0

και v′ = vt. Στην δευτερη περιπτωση και εφοσον η u′ βρισκεται δεξια της u πανω στη
ραχη, ηP ειναι συσταδα ριζα. Και στις δυο περιπτωσεις η ακμη (u′, v) ειναι εμπροσθεν.

Λήμμα 13.4 (Περιπτωση C.5). Έστω e = (u, v) και e′ = (u′, v′) μία όπισθεν και μία
έμπροσθεν ακμή του G που τέμνονται. Έστω v0, . . . , vt οι κορυφές της συστάδας P σύμ-
φωνα με την αντιωρολογιακή φορά που εμφανίζονται ξεκινώντας από την v0 = ℓ(P ),
όπου η P περιέχει την ακμή (v, v′). Τέλος, έστω i ο μικρότερος δείκτης έτσι ώστε η
u = uf (P ) να βλέπει τις (vi, vi+1), …, (vt−1, vt), (vt, v0). Τότε, χρησιμοποιούμε τρεις
νέες σελίδες p′

1, p′
2 και p′

3 ως εξής.

(i) Εάν v = vi και v′ = v(i+1)modt, τότε η ακμή e′ εμφυτεύεται σε μία καινούρια σε-
λίδα p′

j αν και μόνο αν οι έμπροσθεν ακμές που προσπίπτουν στη συστάδα B(v′)
βρίσκονται στη σελίδα pj , j = 2, 3.

(ii) Εάν v = v0 και v′ = vt, τότε η ακμή e′ εμφυτεύεται στην καινούρια σελίδα p′
1.

Απόδειξη.

(i) Αποδεικνυουμε οτι αν οι εμπροσθεν ακμες πουπροσπιπτουν στηB(v′) βρισκο-
νται στην pj , τοτε η e′ μπορει επισης να εμφυτευτει στην pj . Εαν αυτο ισχυει,
το λημμα επεται, καθως μπορουμε παντα να χωρισουμε μια σελιδα σε δυο. Δια-
κρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το αν v = vt (δηλαδη, αν i = t) η αν
v = vi με i < t.

Αρχικα, ας υποθεσουμε οτι v = vt και v′ = v0 (βλ. τις ακμες e = (u2, v5) και
e′ = (u3, v2) στην Εικονα 13.2a). Έστω B = B(v) και B′ = B(v′). Έπεται οτι
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B = P καιB′ ειναι η συσταδα-γονεας τηςB. Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε
οτι το συνορο της B′ βρισκεται στη σελιδα p2. Ισχυριζομαστε οτι η e′ μπορει
να εμφυτευθει στη σελιδα p3 (μαζι με τις εμπροσθεν ακμες της B′). Για να το
αποδειξουμε, θα δειξουμε οτι οι e′ = (u′, v0) και (v0, vt) αποτελουν ενα ισχυρο
ζευγος. Καταρχην, παρατηρουμε οτι η (v0, vt) βρισκεται στη σελιδα p3. Πραγ-
ματι, η B′ ειναι στη σελιδα p2. Οποτε η B ειναι στην p3 και η (v0, vt) ειναι ακμη
της B. Απο το Λημμα 11.9(iii), οι κορυφες v1, v2, . . . , vt και u′ εμφανιζονται με
την ιδια διαταξη απο αριστερα προς τα δεξια κατα μηκος της ραχης, οποτε η
(v0, vt) ειναι εμφωλευμενη απο την e′. Εαν οι vt και u′ ειναι διαδοχικες κατα μη-
κος της ραχης, τοτε οι e′ και (v0, vt) προφανως αποτελουν ενα ισχυρο ζευγος.
Διαφορετικα, η (u, u′) ειναι χορδη και απο το Λημμα 11.10(iii), και παλι οι e′

και (v0, vt) αποτελουν ενα ισχυρο ζευγος.

u1 u3

u4

u5

v1

v2v3

v4

v5
B1 B2

u2

(a)

B1

B2

u1 v1 v2 v3 u2 v4 v5 u3 u4 u5

(b)

Εικόνα13.2: (a)Οι κοκκινες ακμες υποδεικνυουν εμπροσθενακμες που τεμνονται. (b)Η γραμ-
μικη διαταξη και η αντιστοιχιση των ακμων στις σελιδες. Η παχια ακμη εμφυτευεται στην p′

1.
Οι αξονικες ακμες εμφυτευονται στις p′

2 και p′
3.

Στην περιπτωση που v = vi και v′ = vi+1 για καποιο i < t (αναφερομαστε
στις ακμες e = (u1, v2) και e′ = (u2, v3) της Εικονας 13.2a), εχουμε οτι B =
B′ = P . Έστω χ.β.τ.γ. οτι η P βρισκεται στη σελιδα p2. Ισχυριζομαστε οτι οι
e′ = (u′, vi+1) και (u′, vi) αποτελουν ενα ισχυρο ζευγος. Απο το Λημμα 11.3 και
την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, η ακμη (u′, vi) υπαρχει και ειναι εμπροσθεν.
Άρα, βρισκεται στη σελιδα p3. Εφοσον οι κορυφες vi και vi+1 ειναι διαδοχικες
κατα μηκος της ραχης, οι ακμες e′ και (u′, vi) αποτελουν ενα ισχυρο ζευγος.

(ii) Στην περιπτωση αυτη (αναφερομαστε στις ακμες e = (u1, v1) και e′ = (u5, v3)
της Εικονας 13.2a), η P ειναι συσταδα-ριζα. Έστω e′

1 = (u′
1, v′

1) και e′
2 =

(u′
2, v′

2) δυο ακμες που εχουν αντιστοιχηθει στην καινουρια σελιδα p′
1. Εφοσον

P1 = B(v′
1) και P2 = B(v′

2) ειναι και οι δυο συσταδες-ριζες, επεται οτι οι P1

και P2 διαχωριζονται απο μια χορδη του L0. Οποτε, απο το Λημμα 11.10, η e′
1

δεν μπορει να τεμνεται με την e′
2.
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Τελος, θεωρουμε την περιπτωση C.6 οπου η e′ = (x, y) ειναι ενας 2-βηματισμος
του επιπεδου L1 και η e = (u, z) ειναι συνδετικη ακμη του GP , οπου x, y, z ∈ L1

και u ∈ L0. Έστω οτι οι x, z και y ανηκουν στις συσταδες Bx, Bz και By , αντιστοιχα,
οι οποιες δεν ειναι απαραιτητα διαφορετικες μεταξυ τους. Απο το Λημμα 11.3 και την
ιδιοτητα τηςK4-κενοτητας, x → z → y ειναι ενα μονοπατι στοL1. Οποτε οιBx καιBy

βρισκονται μεταξυ τους σε αποσταση το πολυ δυο στο δενδρο συσταδων του G. Εαν
οι x και y αντιστοιχουν στην ιδια συσταδα (δηλαδη, Bx = Bz = By), τοτε η e λεγεται
απλος 2-βηματισμος (βλ. Εικονα 13.3a). Ας υποθεσουμε χ.β.τ.γ. οτι η Bx προηγειται
της By στην προδιαταξης διαπεραση του δενδρου συσταδων του G. Τοτε, υπαρχουν
δυο περιπτωσεις αναλογα με το αν ηBx ειναι προγονος τηςBy στο δενδρο συσταδων.
Εαν δεν ισχυει κατι τετοιο, τοτε οι Bx και By εχουν την ιδια συσταδα-γονεα, εστω
Bp. Στην περιπτωση αυτη, η e′ λεγεται γεφυρωτικος 2-βηματισμος (βλ. Εικονα 13.3b).
Έστω τωρα οτι ηBx ειναι προγονος τηςBy . Τοτε, το μονοπατι x → z → y περιεχει τον
οδηγο της By , που ειναι ειτε η x ειτε η z. Απο το Λημμα 11.3 και την ιδιοτητα της K4-
κενοτητας, οι ακμες (u, x) (u, z) και (u, y) υπαρχουν στοG. Άρα, η u ειναι ειτε η ul(By)
ειτε η uf (By). Στην πρωτη υποπεριπτωση, η e′ λεγεται εμπροσθεν 2-βηματισμος (βλ.
Εικονα 13.3c). Στην δευτερη υποπεριπτωση, αφου η Bx ειναι προγονος της By και οι
δυο συσταδες ειναι σε αποσταση το πολυ δυο μεταξυ τους, εαν η Bx ειναι η συσταδα-
γονεας τηςBy , τοτε η e′ λεγεται οπισθεν 2-βηματισμος (βλ. Εικονα 13.3d). Τελος, αν
η Bx ειναι η συσταδα-παππους της By , τοτε η e′ λεγεται μακρυς 2-βηματισμος (βλ.
Εικονα 13.3e).

y

uf (B)

ul(B)

B

x

uz

(a) απλος

xBx

uf (Bx)

By y

ul(By)

uf (By)
P

z

ul(Bx)

(b) γεφυρωτικος

x

Bx

uf (By)

By

ul(By)

z
y

(c) εμπροσθεν

x

Bx

uf (By)

By

ul(By)

z

y

(d) οπισθεν

x
Bx

uf (By)

Bz

y

ul(By)

z
By

(e) μακρυς

Εικόνα 13.3: Διαφορετικοι τυπου 2-βηματισμων (με γκρι χρωμα).
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Λήμμα 13.5 (Περιπτωση C.6). Όλοι οι τεμνόμενοι 2-βηματισμοί μπορούν να εμφυτευ-
θούν σε επτά συνολικά σελίδες.

Απόδειξη.ΑποτοΛημμα13.6οι απλοι2-βηματισμοι μπορουννα εμφυτευθουνσεοποια-
δηποτε σελιδαπουπεριεχει 2-βηματισμους. Οι γεφυρωτικοι 2-βηματισμοι μπορουν να
εμφυτευθουν σε δυο νεες σελιδες (βλ. Λημμα 13.8). Οι εμπροσθεν 2-βηματισμοι μπο-
ρουν να εμφυτευθουν σε μια καινουρια σελιδα (βλ. Λημμα 13.11). Τελος, οι οπισθεν
και οι μακρεις 2-βηματισμοι μπορουν να εμφυτευθουν σε δυο νεες σελιδες εκαστος
(βλ. Λημμα 13.13 και 13.15, αντιστοιχα). Αθροιζοντας τα παραπανω παιρνουμε ενα
συνολο επτα σελιδων για ολους τους 2-βηματισμους.

Ακολουθως, εξεταζουμε καθε κατηγορια 2-βηματισμων ξεχωριστα.

Απλοί 2-βηματισμοί:

Λήμμα 13.6. Έστω ότι οι ακμές e και e′ του G τέμνονται έτσι ώστε η e είναι μία συν-
δετική ακμή του GP και η e′ ένας απλός 2-βηματισμός του G. Τότε, εάν η e′ εμφυτευθεί
στην ίδια σελίδα με οποιονδήποτε άλλον 2-βηματισμό e′′, τότε η e′ και η e′′ δεν τέμνονται.

Απόδειξη. Έστω e′ = (x, y) οπου x, y ∈ L1 και e = (u, z), οπου η u ειναι κορυφη του
L0 και η z κορυφη του L1. Απο τον ορισμων των απλων 2-βηματισμων, οι κορυφες
x, z και y ανηκουν στην ιδια συσταδα B. Τοτε, για τον οδηγο ℓ(B) της B, ισχυει οτι
ℓ(B) /∈ {x, z, y}. Απο το Λημμα 11.9(iii), οι κορυφες x, z και y ειναι διαδοχικες κατα
μηκος της ραχης και εμφανιζονται μεαυτη τηδιαταξηαποαριστεραπρος ταδεξια. Εαν
η e′ = (x, y) εχει εμφυτευθει σε μια σελιδα ph και τεμνεται με εναν αλλο 2-βηματισμο
e′′ στην ph, τοτε η e′′ εχει την z ως ακρο. Συνεπως, οι e′ και e′′ θα τεμνονταν στην 1-
επιπεδη εμφυτευση του G, ατοπο.

Γεφυρωτικοί 2-βηματισμοί: Υπενθυμιζουμε οτι, εξορισμου, εαν η e′ = (x, y) ειναι
ενας γεφυρωτικος 2-βηματισμος, τοτε οι Bx και By ειναι σε αποσταση δυο μεταξυ
τους, και εχουν την ιδια συσταδα-γονεα BP και κοινο οδηγο, εστω ℓ. Εφοσον ο ℓ ειναι
κορυφη-τομης του L1, που διαχωριζει τις συσταδες Bx και By , καθε x − y μονοπατι
στο L1 πρεπει να διερχεται απο τον ℓ. Συνεπως, για το μονοπατι x → z → y, εχουμε
οτι z = ℓ. Επισης, απο την υποθεση οτι η Bx προηγειται της By κατα μηκος της ραχης
και απο το Λημμα 11.3 και την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, επεται οτι u = ul(Bx) =
uf (By).

Λήμμα 13.7. Έστω B μία συστάδα του G με συστάδες-παιδιά B1, B2, …, Bs, όπου για
κάθε i < j όλες οι κορυφές της Bi εμφανίζονται πριν από όλες τις κορυφές της Bj κατά
μήκος της ράχης. Τότε: (i) υπάρχει το πολύ ένας γεφυρωτικός 2-βηματισμός τουG με ένα
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άκρο στη B1, (ii) υπάρχουν το πολύ δύο γεφυρωτικοί 2-βηματισμοί του G με ένα άκρο
στηBi για i = 2, . . . , s−1 και (iii) υπάρχει το πολύ ένας γεφυρωτικός 2-βηματισμός του
G με ένα άκρο στη Bs.

Απόδειξη. Εξορισμου, εαν η e′ = (x, y) ειναι γεφυρωτικος 2-βηματισμος, τοτε η Bx

και η By εχουν την ιδια συσταδα-γονεα BP και τον ιδιο οδηγο, εστω ℓ. Οποτε, αν η e′

εχει ενα ακρο σε μια απο τις συσταδες-παιδια Bi της B, τοτε το αλλο ακρο της ειναι
επισης σε μια αλλη συσταδα-παιδι Bj της B (i ̸= j). Απο το Λημμα 11.9(ii), εαν |j −
i| > 1, δηλαδη οι Bi και Bj δεν ειναι διαδοχικες συσταδες-παιδια της B, τοτε η e′ θα
τεμνοταν με τις ακμες (ℓ, ul(Bi)), (ℓ, ul(Bi+1)), …, (ℓ, ul(Bj−1)), δηλαδη, τουλαχιστον
με δυο ακμες τουG, αντιβαινοντας στην 1-επιπεδοτητα του G. Συνεπως, j = i − 1 η
j = i + 1 και το λημμα επεται.

Λήμμα13.8. Όλοι οι γεφυρωτικοί 2-βηματισμοί τουGμπορούν να εμφυτευθούν σε δύο
καινούριες σελίδες χωρίς τομές ακμών.

Απόδειξη. Έστω e′
1 = (x1, y1) και e′

2 = (x2, y2) δυο γεφυρωτικοι 2-βηματισμοι του G.
Χ.β.τ.γ. εστωοτι οιx1,x2, y1, y2 εμφανιζονται με αυτη τηδιαταξη καταμηκος της ραχης
απο αριστερα προς τα δεξια, δηλαδη οι ακμες e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευθουν

στην ιδια σελιδα. Εφοσον η x2 εμφανιζεται μετα την κορυφη x1, απο το Λημμα 11.8,
η x2 ειναι ειτε μια κορυφη της Bx1 με μεγαλυτερο δεικτη απο την x1, η η συσταδα
της Bx2 εμφανιζεται μετα την συσταδα Bx1 . Ομοιως, εφοσον η x2 εμφανιζεται πριν
απο την y1 στη ραχη, απο το ιδιο λημμα, η x2 ειναι ειτε μια κορυφη της By1 με μικρο-
τερο δεικτη απο την y1, ειτε η συσταδα της Bx2 εμφανιζεται πριν απο τη συσταδα
By1 . Απο τον ορισμο των γεφυρωτικων 2-βηματισμων, οι Bx1 και By1 ειναι διαδοχι-
κες συσταδες-παιδια μιας συσταδαςB με τον ιδιο οδηγο. Συνεπως, οι μονες συσταδες
που βρισκονται μεταξυ των Bx1 και By1 πανω στη ραχη ειναι οι συσταδες-απογονοι
της Bx1 στο δενδρο συσταδων. Συνδυαζοντας τους παραπανω περιορισμους, διαχω-
ριζουμε τρεις περιπτωσεις για τη Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 και η x2 εμφανιζεται μετα την
x1, (c.2) η Bx2 ειναι απογονος της Bx1 , και (c.3) Bx2 = By1 και η x2 εμφανιζεται πριν
την y1.

Στην πρωτη και τριτη περιπτωση, οι ακμες e′
1 και e′

2 ειναι γεφυρωτικοι 2-βηματι-
σμοι με ενα ακρο στην ιδια συσταδα. Στην δευτερη περιπτωση, και παλι εξορισμου, η
By2 ειναι επισης συσταδα-απογονος της Bx1 (εφοσον οι Bx2 και By2 εχουν την ιδια
συσταδα-γονεα). Τοτε, η By2 εμφανιζεται πριν τη By1 στη διαταξη των συσταδων,
ατοπο. Οποτε, εαν δυο γεφυρωτικοι 2-βηματισμοι e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευ-

θουν στην ιδια σελιδα, τοτε εχουν ενα ακρο στην ιδια συσταδα.
Ας θεωρησουμε τωρα ενα βοηθητικο γραφημα στο οποιο οι κορυφες αντιστοι-

χουν στους γεφυρωτικους 2-βηματισμους του G και μια ακμη υπαρχει εαν οι γεφυ-
ρωτικοι 2-βηματισμοι που αντιστοιχουν στα ακρα της δεν μπορουν να εμφυτευθουν
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στην ιδια σελιδα, δηλαδη εαν οι δυο γεφυρωτικοι 2-βηματισμοι εχουν ενα ακρο στην
ιδια συσταδα στο G. Απο το Λημμα 13.7, επεται οτι το βοηθητικο γραφημα αποτελει-
ται απο ξενα μεταξυ τους μονοπατια και ειναι επομενως διμερες. Εμφυτευουμε τους
γεφυρωτικους 2-βηματισμους που αντιστοιχουν σε κορυφες του πρωτου (δευτερου,
αντιστοιχα) συνολου διαμερισης στο βοηθητικο γραφημα, στηνπρωτη (δευτερη, αντι-
στοιχα) σελιδα απο τις δυο διαθεσιμες σελιδες. Ειναι προφανες οτι οι γεφυρωτικοι
2-βηματισμοι που βρισκονται στην ιδια σελιδα δεν τεμνονται, ολοκληρωνοντας την
αποδειξη του λημματος.

Έμπροσθεν 2-βηματισμοί: Υπενθυμιζουμε οτι, απο τον ορισμο, εαν η e′ = (x, y)
ειναι εμπροσθεν 2-βηματισμος, τοτε η Bx ειναι προγονος της By και η κορυφη u ειναι
η ul(By). Επιπλεον, εφοσον x → z → y ειναι μονοπατι του G και οι x, y ανηκουν σε
διαφορετικες συσταδες, επεται οτι ο δεικτης της y στην By ισουται ειτε με 1 ειτε με 2.

Λήμμα 13.9. Έστω v1 και v2 δύο κορυφές του L1 έτσι ώστε η v1 να εμφανίζεται πριν
από την v2 στην ράχη. Έστω v η τελευταία κοινή κορυφή των ιχνών tr(v1) και tr(v2).
Τότε, όλες οι κορυφές του tr(v1) μετά την v προηγούνται των κορυφών του tr(v2) μετά
την v.

Απόδειξη.Έστω B1 = B(v1), B2 = B(v2) και B = B(v). Εφοσον η v ειναι η τελευταια
κοινη κορυφη του tr(v1) και του tr(v2), επεται οτι η B ειναι ο τελευταιο κοινος προ-
γονος τωνB1 καιB2 στο δενδρο συσταδων. Τοτε, στη διαταξη των συσταδων, ολες οι
συσταδες που βρισκονται στο μονοπατι που οριζεται απο την B προς την B1 εμφανι-
ζονται πριν απο ολες τις συσταδες που βρισκονται στο μονοπατι απο την B προς την
B2. Συνεπως, τα tr(v1) και tr(v2) ταυτιζονται μεχρι και την κορυφη v και οι κορυφες
του tr(v1) μετα την v προηγουνται των κορυφων του tr(v2) μετα την v.

Λήμμα 13.10. Έστω e′ = (x, y) ένας έμπροσθεν 2-βηματισμός. Τότε, tr(y) = tr(x) →
z → y.

Απόδειξη. Αρκει να δειξουμε οτι οι x, z, y εμφανιζονται με αυτη την διαταξη απο αρι-
στερα προς τα δεξια κατα μηκος της ραχης. Εφοσον η y ειναι ειτε η πρωτη ειτε η δευ-
τερη κορυφη της By , εχουμε οτι: ειτε z = ℓ(By) ειτε η z ειναι η πρωτη κορυφη της By

αντιστοιχα. Και στις δυο περιπτωσεις, η επιθυμητη ιδιοτητα ισχυει.

Λήμμα 13.11. Όλοι οι έμπροσθεν 2-βηματισμοί τουG μπορούν να εμφυτευθούν σε μια
νέα σελίδα χωρίς τομές ακμών.

Απόδειξη. Έστω e′
1 = (x1, y1) και e′

2 = (x2, y2) δυο εμπροσθεν 2-βηματισμοι του G.
Χ.β.τ.γ. εστω οτι οι x1, x2, y1, y2 εμφανιζονται με αυτη τη διαταξη κατα μηκος της ρα-
χης απο αριστερα προς τα δεξια, δηλαδη οι ακμες e′

1 και e′
2 δνε μπορουν να εμφυτευ-

θουν στην ιδια σελιδα. Ας θεωρησουμε τα ιχνη των y1 και y2. Απο το Λημμα 13.10,
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tr(y1) = tr(x1) → z1 → y1 και tr(y2) = tr(x2) → z2 → y2. Έστω vx η τελευταια
κοινη κορυφων των ιχνων tr(x1) και tr(x2), και εστω vy η τελευταια κοινη κορυφη
των ιχνων tr(y1) και tr(y2). Απο το Λημμα 13.9, εαν η vx δεν ειναι η x1, τοτε και οι
τρεις κορυφες x1, z1 και y1 θα εμφανιστουν πριν απο τις x2, z2 και y2 (καθως στην πε-
ριπτωση αυτη θα ισχυε vx = vy), ατοπο. Οποτε, vx = x1 και vy ∈ {x1, z1, y1}. Ομοιως,
εστω v η τελευταια κοινη κορυφη των ιχνων tr(x2) και tr(y1). Απο το Λημμα 13.9, εαν
η v δεν ειναι η x2, τοτε και οι τρεις κορυφες x2, z2 και y2 θα εμφανιστουν πριν απο
την y1 (καθως στην περιπτωση αυτη θα ισχυε v = vy), ατοπο. Συνεπως, v = x2 και
vy ∈ {x2, z2, y2}. Απο τα παραπανω, επεται οτι vy ∈ {x1, z1, y1} και vy ∈ {x2, z2, y2}.
Απο την διαταξη των κορυφων κατα μηκος της ραχης, επεται οτι vy /∈ {x1, y2}. Εαν
vy = z1, τοτε ειναι και vy = x2 (διαφορετικα, αν vy = z2, η κορυφη x2 θα ανηκε στο
κοινο τμημα των ιχνων, και αναποφευκτα θα ισχυε x2 = x1, ατοπο). Απο την αλλη,
αν vy = y1, τοτε ειναι vy = z2 και z1 = x2 (εφοσον ειναι η μοναδικη κορυφη πανω
στο ιχνος πριν απο την vy). Και στις δυο περιπτωσεις, η ιδιοτητα της K4-κενοτητας
παραβιαζεται.

Όπισθεν 2-βηματισμοί: Εξορισμου, εαν η e′ = (x, y) ειναι οπισθεν 2-βηματισμος,
τοτε η κορυφη u = uf (By) και η Bx ειναι η συσταδα-γονεας της By και η y ειναι ειτε
η τελευταια η η προτελευταια κορυφη της By .

Λήμμα 13.12. Εάν e′ = (x1, y1) και e′′ = (x2, y2) είναι δύο όπισθεν 2-βηματισμοί, τότε
By1 ̸= By2 .

Απόδειξη. Για εναν οπισθεν 2-βηματισμο e′ = (x, y) λεμε οτι η τελευταια ακμη της By

καλυπτεται απο την ακμη e′. Απο το Λημμα 11.3 και την ιδιοτητα τηςK4-κενοτητας, η
τελευταια ακμη τηςBy μπορει να καλυπτεται το πολυ απο εναν οπισθεν 2-βηματισμο.
Οποτε, για τις e′

1 και e′
2 ισχυει By1 ̸= By2 .

Λήμμα 13.13. Όλοι οι όπισθεν 2-βηματισμοί του G μπορούν να εμφυτευθούν σε δύο
καινούριες σελίδες χωρίς τομές ακμών.

Απόδειξη. Έστω e′
1 = (x1, y1) και e′

2 = (x2, y2) δυο οπισθεν 2-βηματισμοι του G. Απο
το Λημμα 13.12, By1 ̸= By2 . Χ.β.τ.γ. ας υποθεσουμε οτι οι x1, x2, y1, y2 εμφανιζονται
με αυτη τη διαταξη κατα μηκος της ραχης απο αριστερα προς τα δεξια, δηλαδη οι ακ-
μες e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευθουν στην ιδια σελιδα. Εφοσον η x2 εμφανιζεται

πριν τη κορυφη x1, απο το Λημμα 11.8, η x2 ειναι ειτε μια κορυφη της Bx1 με μεγα-
λυτερο δεικτη απο τη x1, ειτε η συσταδα της Bx2 εμφανιζεται μετα τη συσταδα Bx1 .
Ομοιως, εφοσον η x2 εμφανιζεται πριν απο την y1 πανω στη ραχη, απο το ιδιο λημμα,
η x2 ειναι ειτε μια κορυφη της By1 με μικροτερο δεικτη απο την y1, ειτε η συσταδα
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της Bx2 εμφανιζεται πριν απο τη συσταδα By1 . Συνδυαζοντας τους παραπανω περιο-
ρισμους, διακρινουμε τρεις περιπτωσεις για τη Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 και η x2 εμφανι-
ζεται μετα την x1, (c.2) η Bx2 ειναι απογονος της Bx1 και εμφανιζεται πριν τη By1 , και
(c.3) Bx2 = By1 και η x2 εμφανιζεται πριν τη y1.

Στις πρωτες δυο περιπτωσεις, εφοσον η By2 ειναι συσταδα-παιδι της Bx2 , η By2

θα εμφανιστει πριν τη By1 και η y2 θα ειναι αριστερα της y1, ατοπο. Οποτε, εαν δυο
οπισθεν 2-βηματισμοι e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευθουν στην ιδια σελιδα, τοτε

Bx2 = By1 .
Λεμε οτι ενας οπισθεν 2-βηματισμος e′ = (x, y) χρεωνεται στη συσταδα Bx (δη-

λαδη στη συσταδα-γονεα). Τοτε, στην περιπτωση που οι e′
1 και e′

2 δεν μπορουν να
εμφυτευθουν στην ιδια σελιδα, εχουμε οτι εχουν χρεωθει σε συσταδες διαδοχικων
επιπεδων του δενδρου συσταδων. Συνεπως, μπορουμε να εμφυτευσουμε οπισθεν 2-
βηματισμους που εχουν χρεωθει σε συσταδες περιττων επιπεδων σε μια απο τις δυο
νεες διαθεσιμες σελιδες, και εκεινους που εχουν χρεωθει σε συσταδες αρτιων επιπε-
δων στην αλλη διαθεσιμη σελιδα. Ειναι προφανες οτι οι οπισθεν 2-βηματισμοι της
ιδιας σελιδας δεν τεμνονται, ολοκληρωνοντας την αποδειξη του λημματος.

Μακρείς 2-βηματισμοί: Εξορισμου, εαν η e′ = (x, y) ειναι μακρυς 2-βηματισμος,
τοτε u = uf (By) = uf (Bz), η By ειναι η πρωτη συσταδα-παιδι της Bz και η Bz ειναι
συσταδα-παιδι της Bx.

Λήμμα 13.14. Έστω e′ = (x, y) ένας μακρύς 2-βηματισμός του G. Λέμε ότι η Bz είναι
η μεσαια συστάδα της e′, και η By η τελικη συστάδα της e′. Τότε, μία συστάδα B μπορεί
να είναι μεσαία (τελική) συστάδα το πολύ ενός μακρύ 2-βηματισμού e′. Επίσης, η B δεν
μπορεί να είναι μεσαία συστάδα ενός μακρύ 2-βηματισμού e′ και τελική συστάδα ενός
άλλου μακρύ 2-βηματισμού e′′ ταυτόχρονα.

Απόδειξη. Η αποδειξη ειναι παρομοια με την αποδειξη του Λημματος 13.12. Λεμε οτι
η τελευταια ακμη μιας συσταδας B καλυπτεται απο εναν μακρυ 2-βηματισμος e′ =
(x, y), εαν η B ειναι η μεσαια η η τελικη συσταδα του e′. Απο το Λημμα 11.3 και την
ιδιοτητα της K4-κενοτητας, η τελευταια ακμη της B μπορει να καλυπτεται το πολυ
απο εναν μακρυ 2-βηματισμος, και το λημμα επεται.

Λήμμα 13.15. Όλοι οι μακρείς 2-βηματισμοί του G μπορούν να εμφυτευθούν σε δύο
κανούριες σελίδες χωρίς τομές ακμών.

Απόδειξη.Έστω e′
1 = (x1, y1) και e′

2 = (x2, y2) δυομακρεις 2-βηματισμοι τουG. Χ.β.τ.γ.
υποθετουμε οτι οιx1,x2, y1, y2 εμφανιζονται με αυτη τη διαταξη κατα μηκος της ραχης
απο αριστερα προς τα δεξια, δηλαδη οι ακμες e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευθουν

στην ιδια σελιδα. Εφοσον η x2 εμφανιζεται μετα την κορυφη x1, απο το Λημμα 11.8,
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εχουμε οτι η x2 ειναι ειτε μια κορυφη της Bx1 με μεγαλυτερο δεικτη απο την x1, ειτε
η συσταδα της Bx2 εμφανιζεται μετα τη συσταδα Bx1 . Ομοιως, εφοσουν η x2 εμφα-
νιζεται πριν απο την y1 πανω στη ραχη, απο το ιδιο λημμα, εχουμε οτι η x2 ειναι ειτε
μια κορυφη της By1 με μικροτερο δεικτη απο την y1, ειτε η συσταδα της Bx2 εμφανι-
ζεται πριν απο τη συσταδα By1 . Συνδυαζοντας τους παραπανω περιορισμους και το
γεγονος οτι η By1 ειναι η πρωτη συσταδα-παιδι της Bz1 , διακρινουμε τεσσερις περι-
πτωσεις για την Bx2 : (c.1) Bx2 = Bx1 και η x2 εμφανιζεται μετα την x1, (c.2) η Bx2

ειναι απογονος της Bx1 πριν τη Bz1 , (c.3) Bx2 = Bz1 , και (c.4) Bx2 = By1 και η x2

εμφανιζεται πριν την y1.
Στις πρωτες δυο περιπτωσεις, εφοσον η By2 ειναι συσταδα-εγγονι της Bx2 , η By2

θα εμφανιστει πριν απο τηBy1 και η y2 θα βρισκεται αριστερα της y1, ατοπο. Συνεπως,
εαν δυο μακρεις 2-βηματισμοι e′

1 και e′
2 δεν μπορουν να εμφυτευθουν στην ιδια σελιδα,

τοτε Bx2 = By1 η Bx2 = Bz1 . Λεμε οτι ενας μακρυς 2-βηματισμος e′
1 ειναι αμεσα σε

διενεξημε τον e′
2 εανBx2 = By1 και εμμεσασεδιενεξημε τον e′

2 εανBx2 = Bz1 . Σημειω-
νουμε οτι το Λημμα 13.14 σε ορους αντιθεσεων λεει οτι ενας μακρυς 2-βηματισμος δεν
μπορει να ειναι ταυτοχρονα αμεσα και εμμεσα σε διενεξη με αλλους 2-βηματισμους.
Παρακατω, χρησιμοποιουμε επαγωγη στο πληθος των συσταδων για να δειξουμε οτι
δυο σελιδες ειναι αρκετες.

Ξεκιναμε με τη συσταδα B1, τη συσταδα-ριζα του δενδρου συσταδων. Οι μακρεις
2-βηματισμοι e′ = (x, y) με Bx = B1 δεν ειναι σε διενεξη μεταξυ τους και μπορουν
επομενως να εμφυτευθουνστην ιδιασελιδα.Έστωοτι εχουμε τοποθετησει ολους τους
μακρεις 2-βηματισμους e′ = (x, y) με Bx ≤ Bs σε δυο σελιδες, εστω p1 και p2.

Έστω e′ = (x, y) με Bx = Bs+1 ενας μακρυς 2-βηματισμος. Ισχυριζομαστε οτι
μπορει να εμφυτευθει σε μια απο τις δυο σελιδες χωρις να δημιουργουνται τομες ακ-
μων. Έχουμε οτι η e′ ειναι αμεσα σε διενεξη με εναν μακρυ 2-βηματισμο e′

1 = (x1, y1),
εαν Bx = By1 , και εμμεσα σε διενεξη με εναν μακρυ 2-βηματισμο e′

2 = (x2, y2), εαν
Bx = Bz2 . Απο το Λημμα 13.14, ο e′ δεν μπορει να ειναι ταυτοχρονα αμεσα και εμμεσα
σε διενεξη με αλλους μακρεις 2-βηματισμους. Οποτε, εστω πρωτα οτι ο e′ ειναι μονο
αμεσα σε διενεξη με αλλους μακρεις 2-βηματισμους τουG. Όπως ηδη αναφεραμε, εαν
ο e′ ειναι αμεσα σε διενεξη με τον e′

1 = (x1, y1), τοτε Bx = By1 . Τοτε, η Bz1 ειναι
η συσταδα-γονεας της Bx και η Bx1 η συσταδα-παππους της Bx. Αυτες οι συσταδες
οριζονται με μοναδικο τροπο και ο e′

1 ειναι ο μοναδικος μακρυς 2-βηματισμος με τον
οποιο ο e′ ειναι αμεσα σε διενεξη. Προφανως, εαν ο e′

1 βρισκεται στη σελιδα pi, τοτε ο
e′ μπορει να εμφυτευθει στην αλλη σελιδα pj , οπου i ̸= j. Στην περιπτωση οπου ο e′

ειναι μονο εμμεσα σε διενεξη με αλλους μακρεις 2-βηματισμους του G, εχουμε οτι εαν
e′

2 = (x2, y2) ειναι μια τετοια ακμη, τοτε Bx = Bz2 . Απο το Λημμα 13.14, η Bx μπορει
να ειναι μεσαια συσταδα το πολυ ενος μακρυ 2-βηματισμου, δηλαδη, ο e′

2 ειναι ο μονος
μακρυς 2-βηματισμος με τον οποιο ο e′ ειναι σε εμμεση διενεξη. Οποτε, εαν ο e′

2 βρισκε-
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ται στη σελιδα pi, τοτε ο e′ μπορει να εμφυτευθει στην αλλη σελιδα pj , οπου i ̸= j. Απο
επαγωγη, επεται οτι ολοι οι μακρεις 2-βηματισμοι τουG μπορουν να εμφυτευθουν σε
δυο νεες σελιδες.

13.2 Η Περίπτωση Πολλών Επιπέδων

Τωρα θεωρουμε την γενικοτερη περιπτωση συμφωνα με την οποια το δοθεν 1-
επιπεδογραφημαGαποτελειται αποπερισσοτερατωνδυο επιπεδων, εστωL0,L1, . . . ,

Lλ, λ ≥ 2.

Λήμμα13.16. Κάθε απλό εσωτερικά-μεγιστικό 1-επίπεδο γράφημαGμελ ≥ 2 επίπεδα,
που ικανοποιεί την ιδιότητα της K4-κενότητας και δεν περιέχει τομές στη μη φραγμένη
όψη του, επιδέχεται εμφύτευση σε βιβλίο με 34 σελίδες.

Απόδειξη. Αρχικα εμφυτευουμε σε 5 σελιδες την υποκειμενη επιπεδη δομη GP του
G χρησιμοποιωντας τον αλγοριθμο του Γιαννακακη (βλ. Ενοτητα 11.2.1). Αυτο συνε-
παγεται οτι ολες οι κορυφες μιας συσταδας του επιπεδου i, εκτος ενδεχομενως απο
τον οδηγο της, βρισκονται μεταξυ δυο διαδοχικων κορυφων του επιπεδου i − 1, i =
1, . . . , λ. Συνεπως, για τις εξωτερικες τεμνομενες χορδες που σχηματιζουν τομες με
ισοπεδες ακμες του GP (περιπτωση C.1), μια καθολικη σελιδα (που συμβολιζεται με
upc στο Λημμα 13.2(i)) επαρκει, καθως τετοιες χορδες δεν προσπιπτουν σε οδηγους
συσταδων.

Στη συνεχεια, θεωρουμε τις εξωτερικες τεμνομενες χορδες που σχηματιζουν τομες
με συνδετικες ακμες η συσταδες-γεφυρες τουG (περιπτωσεις C.2 και C.3). Μια τετοια
χορδη ci,j = (vi, vj) μιας συσταδας B βρισκεται στην ιδια σελιδα με το συνορο και
τις μη-τεμνομενες χορδες της B. Το μονοπατι P [vi → vj ] που βρισκεται στο συνορο
της B ενωνει τα ακρα της τεμνομενης χορδης. Συνεπως, εαν μια αλλη ακμη της ιδιας
σελιδας τεμνεται με την ci,j , τοτε πρεπει επισης να τεμνεται με μια ακμη τηςB, ατοπο.
Οποτε, τετοιες χορδες δεν απαιτουν επιπλεον σελιδες.

Για τις συνδετικες ακμες της περιπτωσης C.4, 5 σελιδες συνολικα επαρκουν (μια
σελιδα για καθε σελιδα του GP ). Για τις συνδετικες ακμες της περιπτωσης C.5, θα επι-
χειρηματολογησουμε διαφορετικα. Εφοσον μια συνδετικη ακμη μεταξυ των επιπεδων
Li+2 καιLi+1 δενμπορει νατεμνεται μεμιασυνδετικηακμημεταξυτωνεπιπεδωνLi−1

και Li−2, i = 2, . . . , λ − 2, επεται οτι οι συνδετικες ακμες που γεφυρωνουν ζευγη επι-
πεδων σε αποσταση τουλαχιστον 3 ειναι ανεξαρτητες. Ετσι, για τις συνδετικες ακμες
της περιπτωσης C.5 χρειαζομαστε συνολικα 9 σελιδες.

Ομοιως, ολες οι συσταδες του επιπεδου i + 1 που βρισκονται στο εσωτερικο μιας
συγκεκριμενης συσταδας του επιπεδου i βρισκονται παντα μεταξυ δυο διαδοχικων
κορυφων του επιπεδου i−1, i = 1, 2, . . . , λ−1. Συνεπως, οι 2-βηματισμοι πουαπεχουν
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τουλαχιστονκαταδυο επιπεδα ειναι ανεξαρτητοι, το οποιοσυνεπαγεται οτι για τους2-
βηματισμους χρειαζομαστε συνολικα 2∗7 = 14σελιδες (περιπτωσηC.6). Αθροιζοντας,
χρειαζομαστε 5 + 1 + 5 + 9 + 14 = 34 σελιδες για το G.

13.3 Πολλαπλές Ακμές

Στην αρχη του αλγοριθμου, εξηγησαμε οτι, προκειμενου να εξασφαλισουμε την
ιδιοτητα τηςK4-κενοτητας, χρειαζεται να επαυξησουμε το δοθεν 1-επιπεδο γραφημα.
Η διαδικασια αυτη,ωστοσο, μπορει να δημιουργησει πολλαπλες ακμες. Το θετικο ειναι
οτι μπορουμε να υποθεσουμε οτι ολες οι πολλαπλες ακμες δεν τεμνονται. Πραγματι,
εαν μια πολλαπλη ακμη περιεχει μια ακμη που δημιουργει τομη, τοτε η συγκεκριμενη
ακμη μπορει να αφαιρεθει με ασφαλεια απο το γραφημα, καθως μπορει να “αντικατα-
σταθει” απο οποιαδηποτε αλλη αντιστοιχη ακμη που δεν τεμνεται.

Έστω (v, w) μια διπλη ακμη του G. Συμβολιζουμε με Gin[(v, w)] το λεγομενο εσω-
τερικο υπογραφημα τουGως προς την (v, w) το οποιο φρασσεται απο τη διπλη ακμη
(v, w) στην Γ(G). Ως Gext[(v, w)] συμβολιζουμε το λεγομενο εξωτερικο υπογραφημα
του G ως προς την (v, w) που προκυπει απο το G αντικαθιστωντας το Gin[(v, w)] με
μια απλη ακμη (βλ. Εικονα 13.4). Προφανως, το Gext[(v, w)] παραμενει εσωτερικα-
μεγιστικο 1-επιπεδο, ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, δεν περιεχει τομες
στη μη φραγμενη οψη του και ταυτοχρονα περιεχει λιγοτερες πολλαπλες ακμες απο
το G. Επομενως, μπορει να εμφυτευθει αναδρομικα. Η βαση της αναδρομης ειναι ενα
γραφημα που μπορει να εμφυτευθει χρησιμοποιωντας το Λημμα 13.16.

Απο την αλλη, δεν μπορουμε να εξασφαλισουμε οτι το εσωτερικο υπογραφημα
περιεχει λιγοτερες πολλαπλες ακμες απο το G. Σκοπος μας ειναι να το τροποποιη-
σουμε καταλληλα, ετσι ωστε να μειωσουμε το πληθος των πολλαπλων ακμων του
κατα ενα. Για να το επιτυχουμε, θα “αφαιρεσουμε” την πολλαπλη ακμη (v, w) που ορι-
ζει το συνορο του Gin[(v, w)], ωστε να μπορεσουμε να το εμφυτευσουμε αναδρομικα
(και παλι θελουμε να εφαρμοσουμε το Λημμα 13.16 στη βαση της αναδρομης). Έστω
ei(v) (ei(w), αντιστοιχα)η i-οστηακμηπουπροσπιπτει στηνκορυφη v (w, αντιστοιχα)
συμφωνα με τηνωρολογιακηφορα, και μεταξυ των δυο ακμων που οριζουν την διπλη
ακμη (v, w). Αντικαθιστουμε την κορυφη v (w, αντιστοιχα) με ενα μονοπατι απο d(v)
(d(w), αντιστοιχα) κορυφες, εστω v1, v2, . . . , vd(v) (w1, w2, . . . , wd(w), αντιστοιχα), ετσι
ωστεηκορυφη vi (wi, αντιστοιχα) να ειναι τοακρο τηςακμης ei(v) (ei(w), αντιστοιχα).
Έστω Gin[(v, w)] το γραφημα που προκυπτει. Εφοσον το Gin[(v, w)] δεν εχει καινου-
ριες τομες ακμων, μπορει να επαυξηθει σε εσωτερικα-μεγιστικο 1-επιπεδο γραφημα,
που να ικανοποιει την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, να μην εχει τομες στην μη φραγ-
μενη οψη του και να εχει λιγοτερες πολλαπλες ακμες απο το Gin[(v, w)]. Συνεπως, το
Gin[(v, w)] μπορει να εμφυτευθει αναδρομικα.
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u4
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u5 u3
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(a) Gin[(v, w)]
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(b) Gext[(v, w)]

v6 v5 v4 v3 v2 v1

w1 w8w2 w7

(c) Gin[(v, w)]

Εικόνα 13.4: Απεικονιση της αποσυνθεσης στην περιπτωση πολλαπλων ακμων.

Τωρα θα περιγραψουμε πως θα ενσωματωσουμε την εμφυτευση του Gin[(v, w)]
στην εμφυτευση του Gext[(v, w)]. Έστω οτι η (v, w) του Gext[(v, w)] βρισκεται στην
σελιδα p. Προφανως, η p ειναι μια απο τις σελιδες που χρησιμοποιηθηκαν για την εμ-
φυτευση της υποκειμενης επιπεδης δομης τουGext[(v, w)], εφοσον η (v, w) δεν συμμε-
τεχει σε τομες ακμωνστοGext[(v, w)]. Έστωοτι τοσυνορο τουGin[(v, w)] ειναι επισης
στη σελιδα p. Εφοσον η (v, w) υπαρχει στην εμφυτευση του Gext[(v, w)], αρκει να εν-
σωματωσουμε στην εμφυτευση του Gext[(v, w)] μονο το εσωτερικο του Gin[(v, w)],
που ειναι το ιδιο με το εσωτερικο του Gin[(v, w)]. Έστω χ.β.τ.γ. οτι στην εμφυτευση
τουGext[(v, w)] η v εμφανιζεται πριν τηνw. Τοτε, τοποθετουμε το εσωτερικο υπογρα-
φημα τουGin[(v, w)] δεξια της v. Οι ακμες που συνδεουν το εσωτερικο τουGin[(v, w)]
με την v (w, αντιστοιχα) τοποθετουνται στην σελιδα p (σε μια νεα σελιδα p′ που που
ειναι σε αντιστοιχια με την σελιδα p, αντιστοιχα). Με αυτο τον τροπο, δημιουργουμε
5 καινουριες σελιδες.

Στη συνεχεια, θα δειξουμε οτι δεν δημιουργουνται καινουριες τομες ακμων. Εφο-
σον το συνορο του Gin[(v, w)] ειναι στη σελιδα p, ολες οι ακμες απο την v προς το
Gin[(v, w)] γινονται οπισθεν ακμες του Gin[(v, w)]. Έτσι, οι ακμες που ενωνουν την v

με κορυφες στο εσωτερικο του Gin[(v, w)] δεν τεμνονται με αλλες ακμες στο εσωτε-
ρικο του Gin[(v, w)]. Εφοσον το Gin[(v, w)] τοποθετειται διπλα στην v, οι ακμες που
προσπιπτουν στην v δεν τεμνουν ακμες τουGext[(v, w)] στη σελιδα p. Ομοιως, αποδει-
κνυεται οτι οι ακμες απο την w προς το εσωτερικο του Gin[(v, w)] δεν τεμνουν αλλες
ακμες στο εσωτερικο του Gin[(v, w)] στη σελιδα p′. Απομενει να δειξουμε οτι οι ακ-
μες που προσπιπτουν στηνw δεν τεμνουν ακμες τουGext[(v, w)] στη σελιδα p′. Τετοια
τομη μπορει μονο να υφισταται αν υπαρχει μια αλλη διπλη ακμη (v′, w′) επισης της
σελιδας p στοGext[(v, w)]. Έστω χ.β.τ.γ. οτι η v′ βρισκεται αριστερα τηςw′ (υπενθυμι-
ζουμε οτι η v ειναι αριστερα τηςw). Αρχικα, ας θεωρησουμε την περιπτωσηπου v ̸= v′.
Εαν δημιουργειται καποια τομη λογω των Gin[(v, w)] και Gin[(v′, w′)], τοτε οι (v, w)
και (v′, w′), που ανηκουν στην υποκειμενη επιπεδη δομη, πρεπει να τεμνονται. Εαν
απο την αλλη v = v′ (και χ.β.τ.γ. η w ειναι αριστερα της w′), αρκει να τοποθετησουμε
το Gin[(v, w)] πριν το Gin[(v′, w′)].
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13.4 Τομές Ακμών στη μηΦραγμένηΌψη του Γραφήματος

Εαν υπαρχουν τομες πανω στη μη φραγμενη οψη του G, τοτε, οταν επαυξανουμε
το G προκειμενου να εξασφαλισουμε την ιδιοτητα της K4-κενοτητας, πρεπει επισης
να τριγωνοποιησουμε τη μη φραγμενη οψη του επιπεδοποιημενου γραφηματος που
προκυπτει, αντικαθιστωντας ολες τις τομες του G με κορυφες τομης (υπενθυμιζουμε
το πρωτο βημα του αλγοριθμου μας). Αυτη η διαδικασια μπορει να οδηγησει σε μια κα-
τασταση οπου η μη φραγμενη οψη ειναι μια διπλη ακμη, εστω (v, w). Στην περιπτωση
αυτη, τοGext[(v, w)]αποτελειται απο δυο κορυφες και μια μονο ακμη μεταξυ τους. Για
το Gin[(v, w)] δουλευουμε οπως περιγραφαψε παραπανω. Επομενως, ειμαστε πλεον
ετοιμοι να διατυπωσουμε το κεντρικο αποτελεσμα του παροντος κεφαλαιου.

Θεώρημα 13.2. Κάθε 1-επίπεδο γράφημα επιδέχεται εμφύτευση σε βιβλίο με 39 σελί-
δες.
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14 AVD-ΟλικόςΧρωματισμός Γενικευμένων
Halin Γραφημάτων με Μέγιστο Βαθμό 3

Στοκεφαλαιοαυτο εξεταζουμε τον ολικο χρωματικοαριθμομε διαχωριζομενες γει-
τονικες κορυφες των γενικευμενων Halin γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3. Οι Chen
και Zhang [CZ08] εδειξαν οτι αν το G ειναι γενικευμενο Halin γραφημα με ∆(G) ≥ 6
στο οποιο δεν υπαρχουν δυο γειτονικες κορυφες μεγιστου βαθμου, τοτε ο AVD-ολικος
χρωματικος του αριθμος ισουται με ∆(G) + 1, και εαν το G εχει γειτονικες κορυφες
μεγιστου βαθμου, για∆(G) ≥ 5, ισχυει χ′′

a(G) = ∆(G)+2. Τα ιδια φραγματα ισχυουν
για επιπεδα γραφηματα με ∆(G) ≥ 14 [WH14]. Τα αποτελεσματα αυτα δεν περιλαμ-
βανουν τις περιπτωσεις γραφηματων με μικρο μεγιστο βαθμο. Το κεντρικο θεωρημα
του κεφαλαιου αυτου λεει οτιχ′′

a(G) = ∆(G)+2 για τα γενικευμεναHalin γραφηματα
με ∆(G) = 3. Αυτο επεκτεινει μερικως και τα δυο προαναφερθεντα αποτελεσματα.
Επισης, αποτελει ενα βημα προς μια θετικη απαντηση στο ερωτημα εαν 5 χρωματα
αρκουν για τον AVD-ολικο χρωματισμο των γραφηματων με ∆(G) = 3 που τεθηκε
απο τον Hulgan [Hul09]. Υπενθυμιζουμε οτι εξ ορισμου ενα επιπεδο γραφημα G ειναι
γενικευμενο Halin γραφημα αν μπορει να απεικονιστει στο επιπεδο χωρις τεμνομενες
ακμες και ετσι ωστε: η εξωτερικη οψη f0 περιεχει μονο κορυφες βαθμου 3 και, αφαι-
ρωντας ολες τις ακμες της οψης f0 ,το υπογραφημα του G που προκυπτει ειναι ενα
δενδρο T , βλ. Εικονα 14.1a για ενα παραδειγμα. Λεμε οτι το T ειναι η ραχοκοκκαλια
(backbone) τουG. Υπο την προϋποθεση οτι τοG εχει μεγιστο βαθμο 3 επεται οτι η ρα-
χοκοκκαλια T τουG εχει εσωτερικες κορυφες (δηλαδη κορυφες που δεν ειναι φυλλα)
βαθμου 2 η 3. Το κεντρικο θεωρημα του κεφαλαιου αυτου ειναι το ακολουθο:

Θεώρημα 14.1. Έστω G ένα γενικευμένο Halin γράφημα με μέγιστο βαθμό 3. Τότε ο
AVD-ολικό χρωματικός αριθμός του G ισούται με χ′′

a(G) = 5.

Σημειωνουμε οτι ολες οι κορυφες της f0 εχουν βαθμο 3 και απο το Λημμα 11.5
ισχυει χ′′

a(G) ≥ 5. Συνεπως το Θεωρημα 14.1 ειναι βελτιστο.
Ας θεωρησουμε τωρα ενα δενδροT μεγιστου βαθμου 3. Κατασκευαζουμε ενα αλλο

δενδρο TC απο το T ως εξης: Έστω P = u0, u1, . . . , us, us+1 ενα μονοπατι στο T με
μηκος s + 1, οπου s ≥ 2, τετοιο ωστε ολες οι κορυφες του P να εχουν βαθμο 2 εκτος
απο τα ακρα του u0 και us+1 που μπορει να εχουν βαθμο 1 η 3. Συμπτυσσουμε το P σε
ενα συντομοτερο μονοπατι μηκους 1 η 2 αναλογα με τον αν το s ειναι αρτιο η περιττο.
Συγκεκριμενα, αν s ≡ 0(mod2) αντικαθιστουμε το P με την ακμη (u0, us+1), και εαν

245



246 Κεφάλαιο 14. AVD-Ολικός Χρωματισμός Γενικευμένων Halin Γραφημάτων με
Μέγιστο Βαθμό 3

s ≡ 1(mod2) αντικαθιστουμε το P με το μονοπατι PC = u0, u′, us+1. Εφαρμοζουμε
την παραπανω διαδικασια συμπτυξης για καθε τετοιο μονοπατι P του T , και λεμε οτι
το δενδρο TC που προκυπτει ειναι το συνεπτυγμενο δενδρο (contracted tree) του T

(βλ. Εικονα 14.1b). Ευκολα διαπιστωνει κανεις οτι το TC που προκυπτει απο το T ει-
ναι μοναδικο (ενω μπορει να συμβει δυο διαφορετικα δενδρα T1 και T2 να εχουν το
ιδιο συνεπτυγμενο δενδρο TC), το T ειναι υποδιαιρεση (subdivision) του TC και το
TC εχει το ιδιο πληθος φυλλων με το T και το ιδιο πληθος κορυφων βαθμου 3. Επι-
πλεον, εαν υπαρχει μια κορυφη v με dTC

(v) = 2, τοτε και οι δυο γειτονες της v στο TC

εχουν βαθμο 1 η 3. Εαν το TC ειναι το ιδιο δενδρο με το T λεμε οτι το T ικανοποιει την
ιδιοτητα συμπτυξης.

(a)
u

vwx

y

(b)

Εικόνα 14.1: (a) Ένα γενικευμενο Halin γραφημα G με ∆ = 3 και ραχοκοκκαλια T που δεν
ικανοποιει την ιδιοτητα συμπτυξης. (b) ΤοGC εχει ως ραχοκοκκαλια το συνεπτυγμενο δενδρο
TC του T με διαμετρο diam(TC) = 6.

Σκοποςμας ειναι να δειξουμε τοΘεωρημα14.1πρωταγια δενδραπου ικανοποιουν
την ιδιοτητα συμπτυξης και επειτα να το επεκτεινουμε σε ολα τα δενδρα και συνεπως
σε ολα τα γενικευμεναHalin γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3. Έτσι, στο εξης θεωρουμε
οτι το T ειναι ενα δενδρο που ικανοποιει την ιδιοτητα συμπτυξης και εστω G το γε-
νικευμενο Halin γραφημα με ∆(G) = 3 και το T ως ραχοκοκκαλια. Για την αποδειξη
μας θα χρησιμοποιησουμε επαγωγη στο πληθος των κορυφω του T . Η βαση της επα-
γωγης περιεχει τα γενικευμενα Halin γραφηματα των οποιων η ραχοκοκκαλια εχει το
πολυ εξι κορυφες, και αναλυονται στις παρακατω περιπτωσεις:

− Εαν το T εχει τρεις κορυφες, τοτε το T ειναι ισομορφικο με το μονοπατι P3 (βλ.
Εικονα 14.2a).

− Εαν το T εχει τεσσερις κορυφες, τοτε το T ειναι ισομορφικο με το αστερι K1,3(βλ.
Εικονα 14.2b).

− Εαν το T εχει πεντε κορυφες, τοτε το T ειναι ισομορφικο με το δενδρο της Εικο-
νας 14.2c.
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− Εαν το T εχει εξι κορυφες, τοτε το T ειναι ισομορφικο με το δενδρο της Εικο-
νας 14.2d η της Εικονας 14.2e.

u

v

(a)

u

v

(b)

u

v

(c)

u

v

(d)

u v

(e)

Εικόνα 14.2: Δενδρα που ικανοποιουν την ιδιοτητα συμπτυξης με (a) τρεις, (b) τεσσερις,
(c) πεντε and (d)-(e) εξι κορυφες. Τα φυλλα του T απεικονιζονται ως ασπρες κορυφες και
το μονοπατι Puv ειναι τονισμενο με γκρι χρωμα.

Σημειωνουμε οτι τα δενδρα των Εικονων 14.2a-14.2b ( Εικονων 14.2c-14.2d) ει-
ναι τα μονα δενδρα με ∆ = 3 που ικανοποιουν την ιδιοτητα συμπτυξης και εχουν
διαμετρο 2 (3 αντιστοιχα). Έστω u και v δυο αποκεντρες κορυφες του T με d(u, v) =
diam(T ) ≥ 2. Προφανως η u και η v ειναι φυλλα του T και το μονοπατι Puv που
συνδεει τις u και v ειναι μοναδικο. Για ενα δενδρο T που ικανοποιει την ιδιοτητα συμ-
πτυξης και εχει περισσοτερες απο 6 κορυφες, εστω u και v δυο αποκεντρες κορυφες
του T , δηλαδη τετοιες ωστε d(u, v) = diam(T ). Προφανως η u και η v ειναι φυλλα
του T και το μονοπατι Puv που συνδεει τις u και v στο T ειναι μοναδικο. Εαν το T εχει
περισσοτερες απο 6 κορυφες, τοτε εστω w η κορυφη του Puv με d(u, w) = 2 και y η
κορυφη του Puv με d(u, y) = 3. Διακρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το αν η w

εχει βαθμο 2 η 3 στο T . Σημειωνουμε οτι στην περιπτωση αυτη ισχυει diam(T ) ≥ 4.
Συνεπως, οι κορυφες u, w και y ειναι διαφορετικες μεταξυ τους. Διακρινουμε δυο πε-
ριπτωσεις αναλογα με το αν η w εχει βαθμο 2 η 3 στο T . in T .

− Εαν d(w) = 2, τοτε απο την ιδιοτητα συμπτυξης προκυπτει οτι ο βαθμος των γει-
τονικων κορυφων της w ειναι ειτε 1 ειτε 3. Στην περιπτωση αυτη που εξεταζουμε,
ο βαθμος τους θα πρεπει να ειναι παντα 3 εφοσον η w εχει αποσταση 2 απο την u,
η οποια ειναι φυλλο, και εφοσον το T εχει διαμετρο τουλαχιστον ιση με 4. Έστω x

ο τριτος γειτονας της w με d(u, x) = 1. Εφοσον η u ειναι αποκεντρη κορυφη του
T ο τριτος γειτονας της x (που δεν περιεχεται στο Puv) ειναι ενα φυλλο του T (βλ.
Εικονα 14.3a).

− Εαν d(w) = 3 τοτε εχουμε συνολικα 6 διαφορετικες περιπτωσεις που φαινονται
στις Εικονες 14.3b-14.3g. Ουσιαστικα, εχουμε ολα τα δενδρα με ριζα, στα οποια η
ριζα w εχει δυο παιδια, το υψος του δενδρου ειναι 2 και ο μεγιστος βαθμος ειναι 3.
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Εικόνα 14.3: Δενδρα που ικανοποιουν την ιδιοτητα συμπτυξης με diam(T ) ≥ 4(a) d(w) = 2,
και (b-g) d(w) = 3. Τα φυλλα του T απεικονιζονται ως ασπρες κορυφες και το μονοπατι Puv

ειναι τονισμενο με γκρι χρωμα.

Βάσητης Επαγωγής: Ηβαση της επαγωγης ειναι τα γενικευμεναHalin γραφηματα
των οποιων η ραχοκοκκαλια εχει το πολυ 6 κορυφες. Στην Εικονα 14.4 βλεπουμε νομι-
μους AVD-ολικους χρωματισμους για ολα τα γραφηματα με ραχοκοκκαλια τα δενδρα
της Εικονας 14.2 αντιστοιχα. Σημειωνουμε οτι ολα τα γραφηματα ειναι απλα εκτος
απο το γραφημα της Εικονας 14.4b που περιεχει μια παραλληλη ακμη. Το γραφημα
αυτο χρειαζεται μονο για το επαγωγικο βημα οπως θα δουμε παρακατω.

1 2
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5

3(5)

4(3)

1(2, 3)

(a)

1

2 3

4

5

4

1(5)

2(1)3(2)

5(3)

(b)

2 2

4(3)

1

1(3, 4)

54

2(5) 1(4)

3(1)

3

5

(c)

2

1 5

3

1

4

2(4)5(3)

4(5)

32

3(5) 4(2)

5(4)

1

(d)

2

2

4(3)

1
3(4)

54

2(5) 1(4)

4(2, 3)

3

5

15(1, 3)
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Εικόνα 14.4: AVD-ολικοι χρωματισμοι των γενικευμενων Halin γραφηματων με ραχοκοκκα-
λια τα δενδρα της Εικονας 14.2.

Επαγωγικό βήμα: Υποθετουμε οτι για ολα τα γενικευμενα Halin γραφηματα G τα
οποια (i) εχουν μεγιστο βαθμο 3, (ii) εχουν n0 > 6 κορυφες και (iii) η ραχοκοκκαλια
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ικανοποιει την ιδιοτητα συμπτυξης, ισχυει χ′′
a(G) = 5. Θα δειξουμε οτι αν η ραχοκοκ-

καλια του G εχει n > n0 κορυφες, ∆(G) = 3 (και ικανοποιει την ιδιοτητα συμπτυξης)
τοτε ο AVD-χρωματικος αριθμος ισουται και παλι με 5. Απο τα παραπανω προκυπτει
οτι το T εχει δυο αποκεντρες κορυφες u και v ετσι ωστε d(u, v) ≥ 4 και το T ειναι ενα
απο τα δενδρα της Εικονας 14.3.

Η κεντρικη ιδεα ειναι οτι για καθε μια απο αυτες τις περιπτωσεις, θα κλαδεψουμε
το T σε ενα μικροτερο δενδρο T ′ το οποιο ικανοποιει την επαγωγικη υποθεση. Συ-
γκεκριμενα το T ′ προκυπτει απο το T εαν αφαιρεσουμε το υποδενδρο με ριζα την w

που περιεχει την u (χωρις, ωστοσο, να αφαιρεσουμε την κορυφη w, βλ. τα μερη του
T που απεικονιζονται με διακεκομμενες γραμμες στην Εικονα 14.3). Τοτε το T ′ περιε-
χει την κορυφη v (οχι ομως την u) και εχει την w ως φυλλο (υπενθυμιζουμε οτι η w

ειναι σε αποσταση 2 απο την u στο T ). Ως υποδενδρο του T , το T ′ ικανοποιει την ιδιο-
τητα συμπτυξης και εχει n′ ≥ n − 6 κορυφες. Σημειωνουμε επισης, οτι n′ ≥ 3 αφου
diam(T ′) ≥ diam(T ) − 2 ≥ 2. Συνεπως, απο την επαγωγικη υποθεση, το γενικευ-
μενο Halin γραφημα G′ με ραχοκοκκαλια το T ′ επιδεχεται AVD-ολικο χρωματισμο με
5 χρωματα.

Χ.β.τ.γ. υποθετουμε οτι ο χρωματισμος που παιρνουμε ειναι αυτος που φαινεται
στην Εικονα 14.5, οπου w1 και w2 ειναι οι δυο γειτονες της w στην εξωτερικη οψη f ′

0
του G′. Σημειωνουμε οτι μπορει να ειναι w1 = w2, αλλα μονο στην περιπτωση που το
G′ ειναι το γραφημα της Εικονας 14.4b. Εχουμε οτι οι ακμες (w, w1), (w, w2) και (w, y)
εχουν χρωμα 1, 2 και 3 αντιστοιχα, ενω η κορυφηw εχει χρωμα 4. Τοτε το μονο χρωμα
που δεν ανηκει στο χρωματικο συνολο τηςw ειναι το χρωμα 5. Για λογους απλοτητας,
εαν μια κορυφη βαθμου 3, εχει χρωμα p και c ειναι το μονο χρωμα που δεν περιεχεται
στο χρωματικο της συνολο, λεμε οτι ο χρωματισμος της κορυφης ειναι p(c). Ομοιως,
εαν μια κορυφη βαθμου 2 εχει χρωμα p και c1, c2 ειναι τα δυο χρωματα που δεν ανη-
κουν στο χρωματικο της συνολο, λεμε οτι ο χρωματισμος της κορυφης ειναι p(c1, c2).
Συμφωνα με τον συμβολισμο αυτο, οι κορυφεςw1 καιw2 εχουν χρωματισμο p1(c1) και
p2(c2), ενω η κορυφη y εχει χρωματισμο p3(c3) εαν ο βαθμος της ειναι 3 η εχει χρωμα-
τισμο p3(c3, c′

3) εαν ειναι κορυφη βαθμου 2. Απο τον ορισμο των AVD-ολικων χρωμα-
τισμων επεται οτι p1, p2, p3 ̸= 4 και c1, c2 ̸= 5. Εαν η y εχει βαθμο 3 με χρωματισμο
p3(c3) τοτε επιπλεον ισχυει c3 ̸= 5. Απο τον χρωματισμο του G′ θα κατασκευασουμε
εναν νομιμο AVD-ολικο χρωματισμο τουG, εξεταζοντας ολες τις δυνατες περιπτωσεις
που φαινονται στην Εικονα 14.3 . Ωστοσο, πρωτου συνεχιουμε, κανουμε τις ακολου-
θες παρατηρησεις:

− Έστω z μια κορυφη βαθμου 2 με ακμες e1 = (z, z1) και e2 = (z, z2), οπου z1 και z2

εχουν βαθμο 3απο την ιδιοτητα συμπτυξης. Έστωοτι η ακμη e1 εχει χρωμα p′
1, η e2

χρωμα p′
2, η κορυφη z1 εχει χρωματισμο p1(c1) και η κορυφη z2 χρωματισμο p2(c2)

(οπου p′
i ̸= pi, ci για i = 1, 2). Συνεπως υπαρχουν τρια διαθεσιμα χρωματα για την
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w : 4(5)

v

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2
3

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

Εικόνα 14.5: AVD-ολικος χρωματισμος του G′ με ραχοκοκκαλια T ′, οπου T ′ ειναι το κλαδε-
μενο υποδενδρο του T στο οποιο η w ειναι φυλλο.

κορυφη z και τουλαχιστον ενα απο αυτα ειναι διαφορετικο απο τα p1 και p2. Τοτε
το χρωματικο συνολο της z αποτελειται απο τρια χρωματα και σιγουρα διαφερει
απο τα χρωματικα συνολα των δυο γειτονων της z1 και z2 εφοσον περιεχουν 4
χρωματα. Αυτο συνεπαγεται οτι προκειμενου να παρουμε εναν νομιμο AVD-ολικο
χρωματισμο του G αρκει να χρωματισουμε ολες τις μη χρωματισμενες ακμες και
τις κορυφες βαθμου 3.

− Έστω z1 και z2 δυο γειτονικες κορυφες βαθμου 3. Έστω επισης οτι ολες οι ακμες
που προσπιπτουν στις z1 και z2 εχουν ηδη χρωματιστει. Τοτε υπαρχουν δυο χρω-
ματαδιαθεσιμα για την z1, εστω {p1, p′

1} και δυο χρωματα για την z2, εστω {p2, p′
2}.

Τοτε η zi (i = 1, 2) μπορει να παρει το χρωματισμο pi(p′
i) η p′

i(pi). Εαν τα δυο συ-
νολα ειναι ξενα μεταξυ τους, δηλαδη {p1, p′

1} ∩ {p2, p′
2} = ∅, τοτε ο χρωματισμος

του z1 δεν εξαρταται απο τον χρωματισμο του z2 υπο την εννοια οτι καθε επιλογη
ειναι νομιμη και διαχωριζει τις δυο κορυφες.

Έστω τωρα οτι το T ειναι το δενδρο της Εικονας 14.3a. Εφοσον η w εχει βαθμο 2
στο T , η κορυφη y εχει βαθμο 3 απο την ιδιοτητα συμπτυξης και χρωματισμο p3(c3).
Ο χρωματισμος του G′ επαγει εναν μερικο χρωματισμο του G (αναφερομαστε στην
Εικονα 14.6a). Απομενει να τον επεκτεινουμε σε εναν AVD-ολικο χρωματισμο του G

χρωματιζοντας καταλληλα τα υπολοιπα στοιχεια του G.
Χρωματιζουμε τις ακμες (u, u′), (u, x), (u′, x) και (x, w) με χρωματα 3, 4, 5 και 1

αντιστοιχα, και στην κορυφηw δινουμε χρωματισμο 4(2, 5). Για την κορυφηu τα μονα
διαθεσιμα χρωματα ειναι {2, 5}, για την κορυφη x τα χρωματα {2, 3} και για την κο-
ρυφη u′ τα χρωματα {1, 4} (βλ. Εικονα 14.6b). Σημειωνουμε οτι {1, 4} ∩ {2, 5} = ∅
και {1, 4} ∩ {2, 3} = ∅, το οποιο σημαινει οτι ο χρωματισμος της u′ ειναι ανεξαρτη-
τος απο τον χρωματισμο των γειτονικων της u και x. Συνεπως, ξεκινωντας απο την
κορυφη u′ υπαρχουν δυο πιθανοι χρωματισμοι 4(1) και 1(4). Εφοσον p2 ̸= 4, η u′ δεν
μπορει να παρει το χρωματισμο 4(1) αν και μονο αν c2 = 1. Όμως στην περιπτωση
αυτη μπορουμε να επιλεξουμε το δευτερο χρωματισμο 1(4), εφοσον p2 ̸= c2 = 1 και
c2 ̸= 4. Οποτε η u′ χρωματιζεται παντα. Τωρα για τις δυο αλλες κορυφες, υπαρχουν
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δυο πιθανοι χρωματισμοι:{
u : 2(5) και x : 3(2)
u : 5(2) και x : 2(5)

Εξεταζοντας την κορυφη u, ο χρωματισμος 2(5) δεν μπορει να χρησιμοποιηθει αν και
μονοαν p1 = 2 (εφοσον c1 ̸= 5). Ομωςστηνπεριπτωσηαυτη, ο δευτερος χρωματισμος
5(2) ειναι νομιμος. Συνεπως, σε καθε περιπτωση ο χρωματισμος μπορει να επεκταθει
σε ενα νομιμο AVD-ολικο χρωματισμο του G.

u

w

v

x

y : p3(c3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

(a)

u : {2, 5}

w

x : {2, 3}

y : p3(c3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 4}

4 5

3

4(2, 5)

1

(b)

Εικόνα 14.6: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 14.3a. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b) Επεκταση του χρωματισμου του (a). Τα στοιχεια με κοκκινο
χρωμα εχουν χρωματιστει συμφωνα με το G′, τα διαθεσιμα χρωματα για τις κορυφες εμφανι-
ζονται μεσα σε αγκυλες.

Έστω τωρα οτι το T ειναι το δενδρο της Εικονας 14.3b. Στην Εικονα 14.7a βλε-
πουμε τον μερικο χρωματισμο του G που επαγεται απο τον χρωματισμο του G′.

Χρωματιζουμε τις ακμες (u, u′), (u, x), (u′, w) και (x, w) με χρωμα 4, 3, 5 και 1 αντι-
στοιχα. Για την κορυφη u τα μονα διαθεσιμα χρωματα ειναι {2, 5}, για την κορυφη
u′ τα χρωματα {1, 3}, για την κορυφη w τα χρωματα {2, 4} και για την κορυφη x τα
χρωματα {1, 4, 5}(βλ. Εικονα 14.7b). Εαν θεωρησουμε μονο τις κορυφες βαθμου 3, ο
χρωματισμος της u εξαρταται μονο απο το χρωματισμο της w1, ο χρωματισμος της u′

αποτον χρωματισμο τηςw2 και ο χρωματισμος τηςw αποτον χρωματισμο της y (λογω
του οτι τα συνολα διαθεσιμων χρωματων στις αχρωματιστες γειτονικες κορυφες ει-
ναι ξενα μεταξυ τους). Συνεπως, για την κορυφηuυπαρχουν δυοπιθανοι χρωματισμοι
2(5) και 5(2). Εφοσον c1 ̸= 5, η u δεν μπορει να χρωματιστει ως 2(5) αν και μονο αν
p1 = 2. Όμωςστηνπεριπτωσηαυτημπορουμε να χρησιμοποιησουμε τον δευτερο χρω-
ματισμο 5(2). Άρα, η u χρωματιζεται παντα. Το ιδιο ισχυει για τις κορυφες u′, καιw εαν
η y εχει d(y) = 3. Ωστοσο, αν η y εχει βαθμο 2 με χρωματισμο p3(c3, c′

3), τοτε η w μπο-
ρει παντα να χρωματιστειως 4(2), αφου p3 ̸= 4 και οι δυο κορυφες εχουν διαφορετικο
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βαθμο και συνεπως διαφορετικα χρωματικα συνολα. Η μονη κορυφη που παραμενει
αχρωματιστη ειναι ηx. Αφουηx εχει βαθμο 2μπορει παντα να χρωματιστει νομιμα. Σε
καθε περιπτωση ο χρωματισμος επεκτεινεται σε εναν νομιμο AVD-ολικο χρωματισμο
του G.

u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(a)

u : {2, 5}

x
{1, 4, 5}

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 3}

3

5

4

w {2, 4}
1

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(b)

Εικόνα 14.7: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 14.3b. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b) Επεκταση του χρωματισμου του (a).

Εαν το T ειναι το δενδρο της Εικονας 14.3c τοτε ο μερικος χρωματισμος του G

που επαγεται απο τον χρωματισμο του G′ ειναι οπως φαινεται στην Εικονα 14.8a.
Χρωματιζουμεολες τις αχρωματιστεςακμεςκαι τηνκορυφηw οπωςφαινεται στην

Εικονα 14.8b. Θεωρωντας μονο τις κορυφες βαθμου 3, ο χρωματισμος τηςu εξαρταται
μονο απο τον χρωματισμο της w1 και ο χρωματισμος της u′ απο τον χρωματισμο της
w2. Έτσι, για την κορυφη u υπαρχουν δυο δυνατοι χρωματισμοι 4(2) και 2(4). Εφοσον
p1 ̸= 4, η u δεν μπορει να χρωματιστει ως 4(2) αν και μονο αν c1 = 2. Όμως στην περι-
πτωσηαυτημπορουμε να χρησιμοποιησουμε τον δευτερο χρωματισμο 2(4). Οποτε ηu

χρωματιζεται παντα. Το ιδιο ισχυει για την κορυφη u′. Οι μονες κορυφες που παραμε-
νουν αχρωματιστες ειναι οι κορυφες x και x′ βαθμου 2. Γνωριζουμε ομως οτι μπορουν
παντα να χρωματιστουν δινοντας εναν νομιμο AVD-ολικο χρωματισμο του G.

Για την επομενη περιπτωση, εστω οτι το T ειναι το δενδρο της Εικονας 14.3d με
αντιστοιχο μερικο χρωματισμο του G οπως στην Εικονα 14.9a.

Χρωματιζουμεολες τις αχρωματιστεςακμεςκαι τηνκορυφηu′ οπωςφαινεται στην
Εικονα 14.9b. Θεωρωντας μονο τις κορυφες βαθμου 3, ο χρωματισμος τηςu εξαρταται
μονο απο τον χρωματισμο της w1 και συνεπως μπορουμε παντα να βρουμε εναν νο-
μιμο χρωματισμο για την u. Για τις υπολοιπες κορυφες βαθμου 3 εχουμε δυο δυνατους
χρωματισμους :{

w : 1(2), x′2(3) και u′′ : 1(2)
w : 2(1), x′3(2) και u′′ : 2(1)
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u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

x′

(a)

u : {2, 5}

{1, 3, 5}

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : {1, 4}

4 5

3

w : 4(5)

2

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

x′

1

{2, 3, 4}
x

(b)

Εικόνα 14.8: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 14.3c. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b) Επεκταση του χρωματισμου του (a).

Εφοσον ο χρωματισμος τηςw μπορει να καθοριστει απο τον χρωματισμο της y, ο χρω-
ματισμος της x′ και της u′′ επισης καθοριζεται. Ωστοσο, ο χρωματισμος της x′ ειναι
ανεξαρτητος απο τον χρωματισμο του τριτου της γειτονα w2 και ο χρωματισμος της
u′′ ειναι επισης ανεξαρτητος απο τον χρωματισμο της w2 και της u. Τελος, η κορυφη
x εχει βαθμο 2, οποτε μπορει παντα να χρωματιστει δινοντας εναν νομιμο AVD-ολικο
χρωματισμο του G.

u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

x′

u′′

(a)

u : {3, 5}

{1, 3, 4}

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′ : 4(5)

2 5

3

w : {1, 2}
5

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

x′

4

{2, 3}
x

u′′ : {1, 2}
4

1

(b)

Εικόνα 14.9: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 14.3d. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b) Επεκταση του χρωματισμου του (a).

Συνεχιζουμε με το T να ειναι το δενδρο της Εικονας 14.3e. Στην Εικονα 14.10a
βλεπουμε τον αντιστοιχο μερικο χρωματισμο του G.

Στις Εικονες 14.10bκαι 14.10c βλεπουμε δυο χρωματισμους τουG, οπουηκορυφη
u εχει χρωματισμο 4(5) (υπενθυμιζουμε οτι p1 ̸= 4 και c1 ̸= 5):{

u′ : 4(3) και w : 2(5)
u′ : 3(5) και w : 4(2)

Έστω οτι κανενας απο τους παραπανω χρωματισμους δεν ειναι νομιμος, δηλαδη η u′
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δεν διαχωριζεται απο την w2 και/η η w δεν διαχωριζεται απο την y. Θεωρουμε δυο
υποπεριπτωσεις αναλογα με το εαν το c2 ισουται με 3 η οχι.

− c2 = 3: Στην περιπτωση αυτη ο πρωτος χρωματισμος δεν μπορει να εφαρμοστει
καθως η u′ θα ειχε το ιδιο χρωματικο συνολο με την w2. Εαν, απο την αλλη, χρη-
σιμοποιησουμε το χρωματισμο 3(5) για την u′, διαχωριζεται απο την w2 εφοσον
p2 ̸= 3 = c2 και c2 ̸= 5. Υποθετοντας οτι ουτε ο δευτερος χρωματισμος δεν ειναι
νομιμος, επεται οτι η w δεν διαχωριζεται απο την y. Για την y ισχυει p3 ̸= 4, αρα η
y ειναι κορυφη βαθμου τρια με c3 = 2.

− c2 ̸= 3: Στην περιπτωση αυτη ο πρωτος χρωματισμος διαχωριζει την u′ απο την
w2 (αφου p2 ̸= 4), οποτε η w δεν διαχωριζεται απο την y. Αυτο μπορει μονο να
συμβει εαν p3 = 2. Τοτε ομως, ο δευτερος χρωματισμος διαχωριζει την w απο την
y. Συνεπως η u′ δεν μπορει να χρωματιστει ως 3(5) και ειναι p2 = 3.

Απο τα παραπανω επεται οτι οι δυο χρωματισμοι δεν ειναι νομιμοι αν (i) c2 = 3
και η y ειναι κορυφη βαθμου 3 με c3 = 2, η (ii) p2 = 3 και p3 = 2. Για την πρωτη
περιπτωση, χρησιμοποιουμε τον χρωματισμο της Εικονας 14.10d και για τη δευτερη
περιπτωση, το χρωματισμο της Εικονας 14.10e. Σε καθε περιπτωση, μπορουμε να
παρουμε εναν νομιμο AVD-ολικο χρωματισμο του G.

u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

u′′

(a)

u : 4(5)

x : 5(3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

u′ : 4(3)

2 1

5

w : 2(5)

4

u′′ : 2(4)

3

1

3

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(b)

u : 4(5)

x : 3(4)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

u′ : 3(5)

2 1

4

w : 2(5)

5

u′′ : 5(2)

3

1

3

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

(c)
u : 4(5)

x : 5(1)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(3)

1 2

u′ : 3(4)

3 4

5

w : 4(5)

2

u′′ : 1(3)

2

1

3

y : p3(3)

(d)

u : 4(5)

x : 1(4)

w1 :
p1(c1)

w2 :
3(c2)

1 2

u′ : 5(3)

3 5

4

w : 4(5)

2

u′′ : 3(1)

2

1

3

y : 2(c3)
or

2(c3, c
′
3)

(e)

Εικόνα 14.10: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 14.3e. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b-e) Επεκταση του χρωματισμου του (a).
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Η περιπτωση που το T ειναι το δενδρο της Εικονα 14.3f ειναι συμμετρικο με την
περιπτωση της Εικονας 14.3d και παραλειπεται. Τελος, εστω οτι το T ειναι το δενδρο
της Εικονας 14.3g με αντιστοιχο μερικο χρωματισμο τουG οπως στην Εικονα 14.11a.

Στην Εικονα 14.11b βλεπουμε εναν χρωματισμο του G οπου οι κορυφες u, u′ και
w εχουν χρωματισμο 4(5). Αυτος ειναι προφανως ενας νομιμος AVD-ολικος χρωματι-
σμος του G.

u

w

v

x

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

1 2

3

u′

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

x′

(a)

w : 4(5)

1 2

3

x : 5(2) x′ : 5(1)

y : p3(c3)
or

p3(c3, c
′
3)

1

1

2

2

33 4 4

5
u′ : 4(5)u : 4(5) 3(1) 2(3)

w1 :
p1(c1)

w2 :
p2(c2)

(b)

Εικόνα 14.11: Το G ειναι το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια T , οπου το T ειναι
το δενδρο της Εικονας 5.3g. (a) Ο μερικος χρωματισμος του G που προκυπτει απο τον AVD-
ολικο χρωματισμο του G′ (b) Επεκταση του χρωματισμου του (a).

Συνοψιζοντας τα παραπανω, εχουμε αποδειξει το παρακατω λημμα:

Λήμμα 14.1. Έστω G ένα γενικευμένο Halin γράφημα με μέγιστο βαθμό 3 και ραχο-
κοκκαλιά T που ικανοποιεί την ιδιότητα σύμπτυξης. Τότε για τον AVD-ολικό χρωματικό
αριθμό του G ισχύει χ′′

a(G) = 5.

Απομενει να επεκτεινουμε το Λημμα 14.1 σε γενικευμενα Halin γραφηματα G με
ραχοκοκκαλια T που δεν ικανοποιει την ιδιοτητα συμπτυξης. Έστω TC το συνεπτυγ-
μενο δενδρο του T καιGC το γενικευμενο Halin γραφημα με ραχοκοκκαλια TC . Έστω
P = u0, u1, . . . , us, us+1 ενα μονοπατι του T με μηκος s + 1, οπου s ≥ 2, τετοιο ωστε
ολες οι κορυφες του P να εχουν βαθμο 2 εκτος απο τα ακρα του u0 και us+1 που μπο-
ρει να εχουν βαθμο 1 η 3. Διακρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το αν το s ειναι
αρτιο η περιττο.

− s ≡ 0(mod2): στο TC το P εχει συμπτυχθει σε μια μονο ακμη (u0, us+1) οπου οι
κορυφες u0 και us+1 εχουν βαθμο 3 στο GC . Έστω οτι υπαρχει ενας AVD-ολικος
χρωματισμος τουGC με 5 χρωματα. Έστω p το χρωμα της ακμης (u0, us+1), p1(c1)
ο χρωματισμος της u0 και p2(c2) ο χρωματισμος της us+1, οπου p ̸= p1, p2, c1, c2

(αναφερομαστε στην Εικονα 14.12a). Έστω p′ ενα χρωμα διαφορο των p, p1 και
p2 (το p′ παντα υπαρχει). Τοτε αντικαθιστουμε την ακμη (u0, us+1) με το μονοπατι
P χωρις να τροποποιησουμε τους χρωματισμους των ακρων του: οι ακμες (u0, u1)
και (us, us+1) εχουν χρωμα p. Χρωματιζουμε την κορυφη ui με χρωμα p1 αν το i ει-
ναι αρτιο και με χρωμα p2 διαφορετικα για, 1 ≤ i ≤ s. Για τις ακμες, χρωματιζουμε
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την (ui, ui+1) με το χρωμα p εαν το i ειναι περιττο και με το χρωμα p′ διαφορετικα,
για 1 ≤ i ≤ s − 1 (σημειωνουμε οτι η (us−1, us) εχει χρωμα p′, διαφορετικο απο
το χρωμα της (us, us+1)). Ας θεωρησουμε δυο γειτονικες κορυφες βαθμου 2 στο
P . Οι ακμες τους εχουν χρωματα p και p′. Μια απο τις δυο κορυφες εχει χρωμα p1

και περιεχει το p2 στο χρωματικο της συνολο, ενω η αλλη κορυφη εχει χρωμα p2

και περιεχει το p1 στο χρωματικο της συνολο. Συνεπως διαχωριζονται. Οι κορυφες
u0 και us+1 διαχωριζονται επισης απο τις u1 και us αντιστοιχα: η u1 εχει χρωμα p2

και η us χρωμα p1 αφου το s ειναι αρτιο. Επισης εχουν διαφορετικους βαθμους και
συνεπως διαφορετικα χρωματικα συνολα.

us+1 : p2(c2)

p

u0 : p1(c1)

(a)

u0 : p1(c1) us+1 : p2(c2)

p p ppp′ p′p2 p2 p1p1

u1 usu2 us−1

(b)

Εικόνα 14.12: Το μονοπατι P εχει s + 2 κορυφες στο T με s ≡ 0(mod2): (a) Χρωματισμος της
ακμης (u0, us+1) στο GC , (b) Χρωματισμος του P στο G.

− s ≡ 1(mod2): στοTC τοP εχει συμπτυχθει στο μονοπατιPC = u0, u′, us+1, οπου η
κορυφηu′ εχει βαθμο 2στοGC και οι κορυφεςu0 καιus+1 εχουνβαθμο 3. Έστωοτι
υπαρχει ενας AVD-ολικος χρωματισμος του GC με 5 χρωματα. Έστω p το χρωμα
της κορυφης u′, f1 το χρωμα της ακμης (u0, u′), f2 το χρωμα της (u′, us+1), p1(c1)
ο χρωματισμος της κορυφης u0 και p2(c2) ο χρωματισμος της κορυφης us+1 (ανα-
φερομαστε στην Εικονα 14.13a). Έστω p′ ενα χρωμα διαφορο των p, f1 και f2 (το
p′ παντα υπαρχει). Τοτε αντικαθιστουμε το μονοπατι PC = u0, u′, us+1 με το P

χωρις να τροποποιησουμε τους χρωματισμους των ακρων του: οι ακμες (u0, u1)
και (us, us+1) εχουν χρωμα f1 και f2 αντιστοιχα. Χρωματιζουμε την κορυφη ui με
χρωμα p εαν το i ειναι περιττο και με χρωμα p′ διαφορετικα για, 1 ≤ i ≤ s. Για τις
ακμες, χρωματιζουμε την (ui, ui+1) με χρωμα f1 εαν το i ειναι αρτιο και με χρωμα
f2 διαφορετικα, για 1 ≤ i ≤ s − 1 (σημειωνουμε οτι η (us−1, us) παιρνει χρωμα
f1, που ειναι διαφορετικο απο το χρωμα της (us, us+1)). Ας θεωρησουμε δυο γει-
τονικες κορυφες βαθμου 2 στοP . Οι ακμες τους εχουν χρωματα f1 και f2. Μια απο
τις δυο κορυφες εχει χρωμα p και περιεχει το p′ στο χρωματικο της συνολο, ενω
η αλλη κορυφη εχει χρωμα p′ και περιεχει το p στο χρωματικο της συνολο. Συνε-
πως διαχωριζονται. Οι κορυφες u0 και us+1 διαχωριζονται επισης απο τις u1 και
us αντιστοιχα: η u1 και η us εχουν χρωμα p αφου το s ειναι περιττο. Επισης εχουν
διαφορετικους βαθμους και συνεπως διαφορετικα χρωματικα συνολα.

Τωρα μπορουμε ξεκινωντας απο το TC να επεκτεινουμε ολα τα συνεπτυγμενα μο-
νοπατια εναπρος ενασυμφωναμε τους παραπανωδυο κανονες. Σε καθε βημα ενα νεο
γενικευμενο Halin γραφημα κατασκευαζεται μαζι με ενα AVD-ολικο χρωματισμο με 5
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us+1 : p2(c2)
p

u0 : p1(c1)

f1 f2

(a)

u0 : p1(c1) us+1 : p2(c2)

f1 f2p p′ pp′

u1 usu2 us−1

f1 f1f2 f2

(b)

Εικόνα 14.13: Το μονοπατι P εχει s + 2 κορυφες στο T με s ≡ 1(mod2): (a) Χρωματισμος του
μονοπατιου (u0, u′, us+1) στο GC , (b) Χρωματισμος του P στο G.

χρωματα. Έχοντας επεκτεινει ολα τα μονοπατια, το γραφημα που παιρνουμε ειναι το
G και συνεπως το Θεωρημα 14.1 ισχυει.
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15 AVD-Ολικός Χρωματισμός 4-Κανονικών
Γραφημάτων

Στο κεφαλαιο αυτο μελεταμε τον ολικο χρωματικο αριθμο με διαχωριζομενες γει-
τονικες κορυφες των απλων 4-κανονικων γραφηματων. Αποδεικνυουμε οτι 7 χρω-
ματα επαρκουν για εναν AVD-ολικο χρωματισμο ενος 4-κανονικου γραφηματος, και
συνεπως ενισχυουμε την Εικασια 11.1. Θεωρουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το
εαν υπαρχει κυκλος Χαμιλτον στο αρχικο γραφημα η οχι. Ουσιαστικα δεν ειναι απαραι-
τητο ναμελετησουμε ξεχωριστα τηνπεριπτωση των χαμιλτονιανων 4-κανονικων γρα-
φηματων, ωστοσο απλοποιει την αλγοριθμικη διαδικασια και βοηθα στην καλυτερη
κατανοηση της γενικοτερης περιπτωσης των μη-χαμιλτονιανων 4-κανονικων γραφη-
ματων.

15.1 Χαμιλτονιανά 4-Κανονικά Γραφήματα

Στην ενοτητα αυτο αποδεικνυουμε οτι η Εικασια 11.1 ισχυει για τα απλα χαμιλτο-
νιανα 4-κανονικα γραφηματα. Ειδικοτερα, αποδεικνυουμε το παρακατω θεωρημα:

Θεώρημα 15.1. Έστω G ένα χαμιλτονιανό 4-κανονικό γράφημα με n κορυφές. Τότε
χ′′

a(G) ≤ 7.

Ο παρακατω αλγοριθμος κατασκευαζει εναν AVD-ολικο χρωματισμο του G με 7
χρωματα:

Βήμα 1: παραγοντοποίηση του G

Έστω G = HC ∪ C οπου HC και C ειναι η παραγοντοποιηση του G σε δυο 2-
παραγοντες (HC ειναι ο κυκλος Χαμιλτον του G). Για λογους ευκολιας, θα αναφερο-
μαστε στον HC ως ο μπλε Χαμιλτον κυκλος, και στο C ως ο κοκκινος 2-παραγοντας
τουG. Έστω C = {C1, C2, . . . , Ck}, k ≥ 1. Διατασσουμε τους κυκλους του C ετσι ωστε
οι κυκλοι περιττης ταξης να εμφανιζονται πρωτα. Γραφουμε C = Codd ∪ Ceven, οπου
Codd =

{
Codd

1 , . . . , Codd
kodd

}
και Ceven =

{
Ceven

1 , . . . , Ceven
keven

}
ειναι οι κυκλοι του C με

περιττη και αρτια ταξη αντιστοιχα.

Βήμα 2: καθορισμός του πρόσημου των περιττών κύκλων
Για καθε κυκλο Codd

i ∈ Codd οριζουμε το προσημο του sign(Codd
i ) ως εξης:
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− Εαν kodd = |Codd| ειναι αρτιο, τοτε sign(Codd
i ) =

{
1 αν i ≡ 1(mod2)

−1 αν i ≡ 0(mod2)
, και

− εαν kodd ειναι περιττο τοτε sign(Codd
i ) =

{
1 αν i ≡ 1(mod2) η i = 2

−1 αν i ≡ 0(mod2) και i ̸= 2

Μπορουμε να δουμε οτι αν το kodd ειναι αρτιο τοτε το πληθος των θετικων και
αρνητικων προσημων ειναι ισα, αλλα εαν το kodd ειναι περιττο, υπαρχουν τρια περισ-
σοτερα θετικα προσημα απο οτι αρνητικα. Η μονη περιπτωση που δεν ισχυει αυτο
ειναι για kodd = 1, το οποιο εξεταζουμε ξεχωριστα ως ειδικη περιπτωση.

Βήμα 3: επιλογή των αντιπροσώπων του Codd

Το Πορισμα 11.1 εξασφαλιζει την υπαρξη ενος συνολου R = {u1, . . . , ukodd
} αντι-

προσωπων του Codd ωστε ui ∈ Codd
i για καθε 1 ≤ i ≤ kodd, και οι κορυφες του R να

μην ειναι διαδοχικες κατα μηκος του HC του G.

Βήμα 4: χρωματισμός του Ceven

Στο βημα αυτο αντιστοιχουμε τα χρωματα {1, 2, 3, 4} σε ολες τις κορυφες και τις
ακμες των αρτιων κυκλων Ceven

j , για 1 ≤ j ≤ keven. Έστω nj η ταξη του Ceven
j

οπου Ceven
j = (w1

j , w2
j , . . . , w

nj

j , w1
j ). Κατευθυνουμε τις ακμες (w1

j , w2
j ), (w2

j , w3
j ), . . . ,

(wnj

j , w1
j ) του Ceven

j ως
−−−−−→
(w1

j , w2
j ),

−−−−−→
(w2

j , w3
j ), . . . ,

−−−−−−→
(wnj

j , w1
j ). Γενικα καθε κορυφη θα εχει

μια εισερχομενη και μια εξερχομενη ακμη. Με e⃗(v) θα συμβολιζουμε την εξω-ακμη της
κορυφης v. Χρωματιζουμε τις κορυφες με χρωματα 1 και 2:

c(ws
j ) =

{
1 αν s ≡ 1(mod2)
2 αν s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , nj

και τις κατευθυνομενες ακμες με χρωματα 3 και 4:

c(e⃗(ws
j )) =

{
3 αν c(ws

j ) = 1
4 αν c(ws

j ) = 2
, s = 1, 2, . . . , nj

Ο χρωματισμος φαινεται στην Εικονα 15.1a, οπου οι κοκκινες ακμες απεικονιζο-
νται διακεκομμενες. Σημειωνουμε οτι για καθε κορυφη ws

j τα χρωματα που αντιστοι-
χουν στην ws

j και την εξω-ακμη της e⃗(ws
j ) ειναι και τα δυο αρτια η περιττα. Αυτο θα

μας επιτρεψει παρακατω να εναλλαξουμε τα χρωματα τηςws
j και της e⃗(ws

j ) ετσι ωστε
το C(ws

j ) και το C(ws+1
j ) να εχουν το ιδιο πληθος αρτιων και περιττων στοιχειων με

πριν.

Βήμα 5: χρωματισμός του Codd
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Έστω Codd
i = (ui, w1

i , w2
i , . . . , wni

i , ui) οπου ni + 1 ειναι η ταξη του Codd
i και ui ο

αντιπροσωπος του Codd
i . Αυτο το βημα ειναι παρομοιο με το Βημα 4, αλλα η κατευ-

θυνση των ακμων εξαρταται απο το προσημο sign(Codd
i ) που οριστηκε στο Βημα 2.

Κατευθυνουμε τις ακμες (ui, w1
i ), (w1

i , w2
i ), . . . , (wni

i , ui) του Codd
i ως:

−−−−−→
(ui, wni

i ),
−−−−−−−−→
(wni

i , wni−1
i ), . . . ,

−−−−−→
(w1

i , ui) αν sign(Codd
i ) = 1

−−−−−→
(ui, w1

i ),
−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−→
(wni

i , ui) αν sign(Codd
i ) = −1

Χρωματιζουμε τις κορυφες με χρωματα 1 και 2:

c(ws
i ) =

{
1 αν s ≡ 1(mod2)
2 αν s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , ni

και τις κατευθυνομενες ακμες με χρωματα 3 και 4 (βλ. Εικονες 15.1b-15.1c, οπου οι
κοκκινοι αντιπροσωποι απεικονιζονται ως κοκκινα τετραγωνα):

c(e⃗(ws
i )) =

{
3 αν c(ws

i ) = 1
4 αν c(ws

i ) = 2
, s = 1, 2, . . . , ni.

Σημειωνουμε οτι τα μονα στοιχεια που δεν εχουν χρωμα ειναι οι αντιπροσωποι ui

και οι εξω-ακμες τους e⃗(ui), για 1 ≤ i ≤ kodd. Επιπλεον για καθε αλλη κορυφη ws
i τα

χρωματα που εχουν δοθει στην ws
i και την εξω-ακμη της e⃗(ws

i ) ειναι και τα δυο αρτια
η περιττα.

w1 : 1 w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

w6 : 2

w5 : 1

3

33

44

4

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

u
3

3

4

4

(b) θετικο προσημο

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

u

3

3

4

4

(c) αρνητικο προσημο

Εικόνα15.1: (a) Χρωματισμος κοκκινου κυκλου με αρτια ταξη. (b)-(c) Χρωματισμος κοκκινου
κυκλου με περιττη ταξη.

Βήμα 6: χρωματισμός των ακμών του HC

Έστω HC = (v1, v2, . . . , vn, v1) ο κυκλος Χαμιλτον του G, οπου v1 = u1 αν Codd ̸=
⊘ (αν C = Ceven, η v1 μπορει να ειναι οποιαδηποτε κορυφη με c(v1) = 1). Θα χρωματι-
σουμε τις ακμες του HC με τα χρωματα {5, 6, 7}. Έστω

S(vi) =
{

1 αν c(vi) = 1 η vi = uj ∈ Codd
j με sign(Codd

j ) = 1
2 αν c(vi) = 2 η vi = uj ∈ Codd

j με sign(Codd
j ) = −1
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Η συναρτηση S μετατρεπει τον κυκλο Χαμιλτον σε μια ακολουθια απο ′1′ και ′2′

μηκους n. Ας θεωρησουμε τους αριθμους (5, 6, 7) πανω σε εναν κυκλο οπως στην Ει-
κονα15.2 και εστω f1(t) το επομενοστοιχειο του tσυμφωναμε τηνωρολογιακηφορα
τουκυκλου (π.χ. f1(5) = 6), και f2(t) το επομενοστοιχειο του tσυμφωναμε τηναντιω-
ρολογιακη φορα του κυκλου (π.χ. f2(5) = 7). Επιλεγουμε αυθαιρετα το χρωμα της ακ-
μης (v1, v2), εστω c(v1, v2) = 5. Χρωματιζουμε την ακμη (vi, vi+1) για i = 2, 3, . . . , n,
οπου vn+1 = v1 ως εξης:

c(vi, vi+1) = fS(vi)(c(vi−1, vi))

5

67

f1f2

Εικόνα 15.2: Οι συναρτησεις f1 και f2.

Ισχυρισμός 1: Έχοντας χρωματισει τις ακμες του HC , η τελευταια ακμη (vn, v1)
εχει χρωμα c(vn, v1) = 7.
Απόδειξη. Πραγματι αν θελουμε να βρουμε το χρωμα της ακμης (vn, v1) εχουμε οτι
c(vn, v1) = fS(vn)(c(vn−1, vn)). Ομοιως c(vn, v1) = fS(vn)(fS(vn−1)(c(vn−2, vn−1))) και
τελικα

c(vn, v1) = fS(vn) ◦ fS(vn−1) ◦ · · · ◦ fS(v2)(c(v1, v2)).

Ευκολα διαπιστωνουμε οτι το δεξι μελος περιεχει το fS(vr) για ολες τις κορυφες
vr εκτος απο την v1. Διακρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το αν υπαρχει αρτιο
η περιττο πληθος κυκλων στο Codd (οπως στο Βημα 2). Αν kodd = |Codd| ειναι αρ-
τιο τοτε το πληθος των ′1′ στην ακολουθια της συναρτησης S ισουται με το πληθος
των ′2′. Έτσι η f2 εφαρμοζεται μια φορα παραπανω απο την f1 οταν υπολογιζουμε το
c(vn, v1) (αφου sign(Codd

1 ) = 1). Απο τον ορισμο των f1 και f2 εχουμε οτι c(vn, v1) =
f2(c(v1, v2)) = f2(5) = 7. Αν kodd = |Codd| ειναι περιττο τοτε το πληθος των ′1′στην
ακολουθια της συναρτησης S ισουται με το πληθος των ′2′ συν τρια. Έτσι η f1 εφαρ-
μοζεται δυο φορες παραπανω απο την f2 οταν υπολογιζουμε το c(vn, v1). Συνεπως
c(vn, v1) = f1 ◦ f1(c(v1, v2)) = f2(c(v1, v2)) = 7 οπως ισχυριστηκαμε.
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Βήμα 7: τροποποίηση διαδοχικών κορυφών στο HC με το ίδιο χρώμα
Στο προηγουμενο βημα ειδαμε τις κορυφες του HC ως μια ακολουθια απο ′1′ και

′2′. Τροποποιουμε την ακολουθια κρατωντας μονο το ψηφιο των χρωματισμενων κο-
ρυφων και αλλαζοντας το ψηφιο των αντιπροσωπων {u1, u2, . . . , ukodd

} σε ′∗′. Εαν
εχουμε μια υπακολουθια απο τουλαχιστον δυο ιδια ψηφια, εστω ′1′, αυτο σημαινει
οτι στον HC υπαρχουν γειτονικες κορυφες με το ιδιο χρωμα, το οποιο απαγορευεται
σε εναν AVD-ολικο χρωματισμο τουG. Για καθε μεγιστη τετοια υπακολουθια (δηλαδη
για μια υπακολουθια απο ′1′ οπου τα ψηφια ακριβως πριν και μετα να ειναι ′2′ η ′∗′, η
για μια υπακολουθια απο ′2′ οπου τα ψηφια ακριβως πριν και μετα να ειναι ′1′ η ′∗′),
επιλεγουμε καθε δευτερο στοιχειο της υπακολουθιας και ανταλλασσουμε το χρωμα
της κορυφης με το χρωμα της εξω-ακμης της (που οριστηκε στο Βημα 4 και Βημα 5).
Για παραδειγμα στην Εικονα 15.3a, βλεπουμε ενα τροποποιημενο μονοπατι απο τρεις
διαδοχικες κορυφες με αρχικο χρωμα 1, οπου οι μπλε ακμες (δηλαδη οι ακμες τουHC)
εχουν απεικονιστει ως συνεχεις γραμμες. Σημειωνουμε οτι τωρα η υπακολουθια απο-
τελειται απο εναλλασσομενα ′1′ και ′3′ (η ′2′ και ′4′) και δεν υπαρχει ζευγαρι διαδοχι-
κων ψηφιων που να ειναι ιδια κατα μηκος της τροποποιημενης υπακολουθιας.

3 3444

31 1

1

(a)

3 344

v1 : 1 v2 : 1x1 x25 6 7

{2, 7} {2, 5}

(b)

Εικόνα 15.3: (a) Η ανταλλαγη των χρωματων που περιγραφεται στο Βημα 7. (b) Τα χρωμα-
τικα συνολα διαδοχικων κορυφων με το ιδιο χρωμα κορυφης κατα μηκος του HC .

Βήμα 8: χρωματισμός των στοιχείων ui και e⃗(ui)
Τα μοναδικα στοιχεια που δεν εχουν χρωματιστει ειναι οι κορυφες ui και οι εξω-

ακμες τους e⃗(ui), για 1 ≤ i ≤ kodd. Έστω
−−−−−→
(ws

i , ui) η εσω-ακμη της ui, οπου s = 1 η
ni. Στην e⃗(ui) αντιστοιχουμε c(e⃗(ui)) = c(ws

i ), και το c(ui) ειναι το μονο χρωμα απο
το συνολο {5, 6, 7} που δεν χρησιμοποιηθηκε στο Βημα 6 για το χρωματισμο των προ-
σκειμενων ακμων της ui στον HC . Σημειωνουμε οτι οι μονες κορυφες που εχουν και
τα τρια χρωματα {5, 6, 7} στο χρωματικο τους συνολο ειναι οι αντιπροσωποι ui.

Τωρα που ολα τα στοιχεια του G εχουν χρωματιστει μπορουμε να δειξουμε το πα-
ρακατω:

Ισχυρισμός 2: Ο παραπανω αλγοριθμος παραγει εναν AVD-ολικο χρωματισμο του
G με 7 χρωματα.
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Απόδειξη. Καταρχην δειχνουμε οτι ο χρωματισμος c ειναι ορθος ολικος χρωματισμος
του G, δηλαδη οτι γειτονικα στοιχεια δεν εχουν το ιδιο χρωμα. Αυτο ειναι προφανες
για μια κορυφη και μια προσκειμενη σ’ αυτην ακμη, η για δυο ακμες που προσπιπτουν
στην ιδια κορυφη, ακομα και μετα την εναλλαγη των χρωματων στο Βημα 7. Επισης,
γειτονικες κορυφες ιδιου χρωματος θα μπορουσαν μονο να βρισκονται κατα μηκος
του HC , ομως ακριβως αυτες οι περιπτωσεις εξαλειφθηκαν στο Βημα 7. Προκειμε-
νου να εχουμε ενανAVD-ολικο χρωματισμοπρεπει να δειξουμε οτι γειτονικες κορυφες
εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Εξορισμου τα χρωματικα συνολα περιεχουν 5
στοιχεια απο το συνολο {1, 2, . . . , 7}. Οι αντιπροσωποι {u1, . . . , ukodd

} ειναι οι μονες
κορυφεςμε {5, 6, 7} ⊂ C(ui). Εφοσονδεν ειναι γειτονικες καταμηκος τουHC (αποτο
Πορισμα 11.1) και ανηκουν σε διαφορετικους κυκλους του C, δεν ειναι γειτονικες στο
G. Συνεπως τα χρωματικα τους συνολα ειναι διαφορετικα απο εκεινα των γειτονικων
τους κορυφων. Τα χρωματικα συνολα των υπολοιπων κορυφων περιεχουν ακριβως
τρια στοιχεια απο το συνολο {1, 2, 3, 4} και δυο στοιχεια απο το συνολο {5, 6, 7}. Δια-
κρινουμε δυο τυπους κορυφων: η κορυφη v εχει τυπο (1) αν {1, 3} ⊂ C(v), και η v

εχει τυπο (2) αν {2, 4} ⊂ C(v). Ουσιαστικα η v ειναι τυπου (1) (η τυπου (2)) εαν η v

ειχε χρωμα c(v) = 1 (η c(v) = 2 αντιστοιχα) στο Βημα 4 και το Βημα 5. Προφανως δυο
γειτονικες κορυφες διαφορετικου τυπου εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Πρε-
πει να ελεγξουμε γειτονικες κορυφες ιδιου τυπου, εστω τις v1 και v2. Σημειωνουμε οτι
μπορει να ειναι γειτονικες μονο στον HC (βλ. Εικονα 15.3b). Έστω x1 και x2 ο αλλος
γειτονας της v1 και της v2 αντιστοιχα στον HC . Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι
οι v1, v2 ειναι τυπου (1), και οτι η ακμη (x1, v1) χρωματιστηκε πρωτη στο Βημα 6 με
χρωμα c(x1, v1) = c1. Τοτε c(v1, v2) = f1(c1) και c(v2, x2) = f1◦f1(c1). Απο τον ορισμο
της f1 εχουμε οτι {c1, f1(c1), f1 ◦ f1(c1)} = {5, 6, 7} που συνεπαγεται οτι ταC(v1) και
C(v2) δεν γινεται να περιεχουν τα ιδια στοιχεια του {5, 6, 7}, δηλαδη C(v1) ̸= C(v2).
Το ιδιο ισχυει για δυο γειτονικες κορυφες τυπου (2) αποδεικνυοντας οτι ο παραπανω
αλγοριθμος πραγματι παραγει εναν AVD-ολικο χρωματισμο του G.

Ειδική περίπτωση: kodd = 1
Στο Βημα 2 υποθεσαμε οτι το συνολο Codd εχει kodd ̸= 1 κυκλους, αφηνοντας την

περιπτωση kodd = 1 ως ειδικη περιπτωση. Εαν kodd = 1 το γραφημα G πρεπει να εχει
περιττη ταξη. Έστω οτι n ≥ 7 ειναι περιττο (για n = 5, G = K5 και ειναι γνωστο απο
το [ZCL+05] οτι χ′′

a(K5) = 7), και εστω u1 ο αντιπροσωπος του Codd
1 . Εφαρμοζουμε

τον αλγοριθμο απο το Βημα 1 εως το Βημα 5. Ισχυριζομαστε οτι υπαρχει μια κορυφη
w με χρωμα c(w) = 2 (που δοθηκε στο Βημα 4 η το Βημα 5) που δεν ειναι γειτονικη με
την u1. Πραγματι αν δεν ισχυει αυτο τοτε η u1 ειναι γειτονικη με ολες τις κορυφεςw με
χρωμα c(w) = 2. Όμως στο Βημα 4 και το Βημα 5 το πληθος των κορυφων με χρωμα
1 ισουται με το πληθος των κορυφων με χρωμα 2. Επισης η u1 εχει εναν γειτονα με
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χρωμα 1 στον κυκλο Codd
1 . Συνεπως υπαρχουν ακριβως τρεις κορυφες w με χρωμα 2

και το n = 7. Ανταλλασσουμε τα χρωματα 1 και 2 καθως και τα 3 και 4. Τωρα η u1 εχει
μονο εναν γειτονα με χρωμα 2 και υπαρχει κορυφη w με χρωμα 2 που δεν ειναι γειτο-
νικη με την u1. Έτσι η κορυφη w που ισχυριστηκαμε παντα υπαρχει και συνεχιζουμε
αφαιρωντας το χρωμα της.

Στην ακολουθια που παραγεται στο Βημα 6, χειριζομαστε την w ως αντιπροσωπο
ενος κυκλου με θετικο προσημο. Ο αλγοριθμος συνεχιζεται και στο Βημα 8, δεν χρωμα-
τιζουμε την εξω-ακμη της w εφοσον εχει ηδη χρωμα . Ο Ισχυρισμος 1 ισχυει καθως το
πληθος των ′1′στην ακολουθια του Βηματος 6 ισουται με το πληθος των ′2′ συν τρια.
Το ιδιο και ο Ισχυρισμος 2, εφοσον οι κορυφες u1 καιw ειναι οι μονες κορυφες με χρω-
ματικο συνολο C που περιεχει και τα τρια χρωματα {5, 6, 7} και δεν ειναι γειτονικες
στο G.

15.2 Μη-Χαμιλτονιανά 4-Κανονικά Γραφήματα

Ειμαστε πλεον ετοιμοι να εξετασουμε την περιπτωση των μη-χαμιλτονιανων 4-
κανονικων γραφηματων. Στην ενοτητα αυτη θα δειξουμε το ακολουθο:

Θεώρημα 15.2. Έστω G ένα 4-κανονικό γράφημα με n κορυφές που δεν είναι χαμιλτο-
νιανό. Τότε χ′′

a(G) ≤ 7.

Ο παρακατω αλγοριθμος κατασκευαζει εναν AVD-ολικο χρωματισμο του G με 7
χρωματα:

Σκοπος μας ειναι να διαμερισουμε τις κορυφες του G σε εξι τυπους χρωματικων
συνολων. Λεμε οτι η κορυφη v ειναι τυπου

(1) αν C(v) = {1, 3, c1, c2, c3} , οπου c1 ∈ {2, 4} , {c2, c3} ⊆ {5, 6, 7} ,

και c(v) ∈ {1, 3}
(2) αν C(v) = {2, 4, c1, c2, c3} , οπου c1 ∈ {1, 3} , {c2, c3} ⊆ {5, 6, 7} ,

και c(v) ∈ {2, 4}
(1, 4) αν C(v) = {1, 2, 3, 4, c1} , οπου c1 ∈ {5, 6, 7} και c(v) ∈ {1, 2, 3, 4}
(uodd) αν C(v) = {1, 3, 5, 6, 7} και c(v) ∈ {5, 6, 7}
(ueven) αν C(v) = {2, 4, 5, 6, 7} και c(v) ∈ {5, 6, 7}
(u∗) αν C(v) = {c1, c2, 5, 6, 7} , οπου c1 ∈ {1, 3} , c2 ∈ {2, 4} ,

και c(v) ∈ {5, 6, 7}
Επισης λεμε οτι η κορυφη v εχει τυπο (12) εαν η v ειναι τυπου (1) η (2), και εχει

τυπο (u) εαν η v ειναι τυπου (uodd), (ueven) η (u∗).

Βήμα 1: παραγοντοποίηση του G

ΈστωG = C1 ∪C2 οπου C1 και C2 ειναι δυο ξενοι μεταξυ τους 2-παραγοντες τουG.
Για συντομια θα αναφερομαστε στα C1 και C2 ως οι κοκκινοι και μπλε 2-παραγοντες
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και θα γραφουμε Cred και Cblue. Έστω Cred =
{

Cred
1 , Cred

2 , . . . , Cred
kred

}
, και Cblue ={

Cblue
1 , Cblue

2 , . . . , Cblue
kblue

}
, με kred, kblue ≥ 2. Λεμε οτι ενας κυκλος ειναι κοκκινος η

μπλε εαν ανηκει στο Cred η το Cblue αντιστοιχα.

Βήμα 2: επιλογή κόκκινων αντιπροσώπων
Για καθε μπλε κυκλο του Cblue επιλεγουμε αυθαιρετα μια ακμη και την αφαιρουμε,

μετατρεποντας τους μπλε κυκλους σε μπλε μονοπατια. Ενωνουμε τα μπλε μονοπατια
σε εναν μπλε κυκλο Χαμιλτον με προσωρινες ακμες. Απο το Πορισμα 11.2 υπαρχει ενα
συνολο απο κοκκινους αντιπροσωπους Rred τετοιο ωστε Rred =

{
ured

1 , . . . , ured
kred

}
και ured

i ∈ Cred
i , i = 1, . . . , kred. Οι κοκκινοι αντιπροσωποι δεν ειναι διαδοχικοι κατα

μηκος του μπλε Χαμιλτον κυκλου (αλλα μπορει να υπαρχουν γειτονικοι κοκκινοι αντι-
προσωποι απο μια ακμη που αφαιρεσαμε).

Βήμα 3: προσωρινός χρωματισμός των κορυφών σύμφωνα με τους κόκκινους
κύκλους

Αυτο το βημα ειναι παρομοιο με το Βημα 4 και το Βημα 5 της προηγουμενης ενο-
τητας. Πρωτα οριζουμε το προσημο των κοκκινων κυκλων. Εφοσον μπορει να υπαρ-
χουν μονο ζευγη γειτονικων κοκκινων αντιπροσωπων, το υπογραφημα που επαγουν
ειναι διμερες. Συνεπως μπορουμε να αναθεσουμε θετικα και αρνητικα προσημα στους
κοκκινουςαντιπροσωπους, ετσιωστε γειτονικοι αντιπροσωποι να εχουνδιαφορετικο
προσημο. Θα αναφερομαστε στο προσημο ενος κοκκινου κυκλου εννοωντας το προ-
σημο του κοκκινου αντιπροσωπου του. Έστω ni + 1 η ταξη του Cred

i και Cred
i =

(ured
i , w1

i , . . . , wni
i , ured

i ), οπου ured
i = w0

i ειναι ο κοκκινος αντιπροσωπος του Cred
i .

Έστω οτι οCred
i ειναι αρτιος κυκλος. Κατευθυνουμε τις ακμες (ured

i , w1
i ), (w1

i , w2
i ),

. . . , (wni
i , ured

i ) του Cred
i ως

−−−−−−→
(ured

i , w1
i ),

−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−−−→
(wni

i , ured
i ). Χρωματιζουμε τις κο-

ρυφες με χρωματα 1 και 2:

c(ws
i ) =

{
1 αν s ≡ 1(mod2)
2 αν s ≡ 0(mod2)

, s = 0, 1, 2, . . . , ni

Τελος μαρκαρουμε τον κοκκινο αντιπροσωπο ured
i εαν το προσημο του Cred

i ειναι αρ-
νητικο. Ο χρωματισμος φαινεται στην Εικονα 15.4a.

Τωρα εστω οτι οCred
i ειναι περιττος κυκλος ταξης ni + 1. Κατευθυνουμε τις ακμες

(ured
i , w1

i ), (w1
i , w2

i ), . . . , (wni
i , ured

i ) του Cred
i ως:

−−−−−−−→
(ured

i , wni
i ),

−−−−−−−−→
(wni

i , wni−1
i ), . . . ,

−−−−−−→
(w1

i , ured
i ) αν sign(Cred

i ) = 1
−−−−−−→
(ured

i , w1
i ),

−−−−−→
(w1

i , w2
i ), . . . ,

−−−−−−−→
(wni

i , ured
i ) αν sign(Cred

i ) = −1

Χρωματιζουμε τις κορυφες με χρωματα 1 και 2 (βλ. Εικονες 15.4b-15.4c):

c(ws
i ) =

{
1 αν s ≡ 1(mod2)
2 αν s ≡ 0(mod2)

, s = 1, 2, . . . , ni.
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Σημειωνουμε οτι οι μονες κορυφες που δεν εχουν χρωματιστει ειναι οι αντιπροσω-
ποι των κοκκινων κυκλων.

w1 : 1ured : 2

w5 : 1

w4 : 2

w2 : 2

w3 : 1

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

(b) θετικο προσημο

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

(c) αρνητικο προσημο

Εικόνα15.4: (a)Προσωρινος χρωματισμος τωνκορυφων ενος κοκκινου κυκλουαρτιας ταξης.
(b)-(c) Προσωρινος χρωματισμος των κορυφων ενος κοκκινου κυκλου περιττης ταξης.

Βήμα 4: διαχωρισμός των μπλε κύκλων
Εαν προσπαθησουμε να χρωματισουμε τους μπλε κυκλους χρησιμοποιωντας τα

χρωματα {5, 6, 7}, διαπιστωνουμε οτι η προσεγγιση του Βηματος 6 της Ενοτητας 15.1
δεν μπορει να εφαρμοστει. Για παραδειγμα, εαν το μηκος ενος μπλε κυκλου ειναι ισοϋ-
πολοιπο 1(mod3), και καθε κορυφη εχει το ιδιο προσωρινο χρωμα, τοτε θα υπαρχουν
δυο διαδοχικες μπλε ακμες με το ιδιο χρωμα στο {5, 6, 7} (βλ. Εικονα 15.5). Ωστοσο,
εαν ενας μπλε κυκλος εχει τουλαχιστον καποιο συγκεκριμενο πληθος απο κορυφες τυ-
που (u) (υπενθυμιζουμε οτι οι κορυφες τυπου (u) εχουν χρωμα απο το {5, 6, 7}), τοτε
μπορει παντα να χρωματιστει ωστε δυο γειτονικες κορυφες να εχουν διαφορετικα
υποσυνολα του {5, 6, 7} στα χρωματικα τους συνολα. Στην Εικονα 15.6 βλεπουμε την
υπαρξη εγκυρων χρωματισμων για μπλε κυκλους, στην περιπτωση που περιεχουν το
απαιτουμενο πληθος κοκκινων αντιπροσωπων αναλογα με το ισοϋπολοιπο του μη-
κους τους (mod3) (οι ακμες των μπλε κυκλων απεικονιζονται με συνεχεις ευθειες).
Σημειωνουμε οτι στους χρωματισμους αυτους, εαν υπαρχει καποιος αλλος κοκκινος
αντιπροσωπος (που δεν ειναι γειτονικος με τους αντιπροσωπους που ηδη απεικονι-
ζονται στην Εικονα 15.6), τοτε μπορει να παρει το μοναδικο χρωμα απο το {5, 6, 7}
που δεν εχει χρησιμοποιηθει για τις προσπιπτουσες ακμες του. Το προβλημα ειναι οτι
δεν μπορουμε να εξασφαλισουμε καθε μπλε κυκλος να εχει το απαιτουμενο πληθος
κορυφων τυπου (u), δηλαδη κοκκινων αντιπροσωπων.

Θελουμε καθε μπλε κυκλος να εχει ενα συγκεκριμενο πληθος αντιπροσωπων ανα-
λογα με το ισοϋπολοιπο του μηκους του (mod3). Έτσι στο Βημα 5 θα επιλεξουμε κα-
ποιες επιπλεον κορυφες, διαφορετικες απο τους κοκκινους αντιπροσωπους, που θα
αποκαλουμεμπλεαντιπροσωπους,ωστε νατο επιτυχουμε.Έχοντας επιλεξει τουςκοκ-
κινουςαντιπροσωπουςδιαχωριζουμε τουςμπλεκυκλουςσεδυοσυνολαCblue = Cblue

good∪
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11

1 1

5

5 6

7

f1

Εικόνα 15.5: Ο χρωματισμος ενος μπλε κυκλου δεν ειναι παντα αμεσος.

Cblue
bad . Το συνολο Cblue

good αποτελειται απο τους μπλε κυκλους που περιεχουν το απαραι-
τητο πληθος αντιπροσωπων, και το Cblue

bad αποτελειται απο τους μπλε κυκλους οπου
χρειαζονται μπλε αντιπροσωποι. Έστω Cblue ∈ Cblue ενας μπλε κυκλος. Εαν ο Cblue

εχει δυο μη γειτονικους κοκκινους αντιπροσωπους, τοτε Cblue ∈ Cblue
good. Εαν ο Cblue

εχει ακριβως δυο κοκκινους αντιπροσωπους που ειναι γειτονικοι, τοτε Cblue ∈ Cblue
good,

εκτος αν το μηκος του Cblue ειναι ισοϋπολοιπο με 2(mod3). Εαν ο Cblue εχει εναν κοκ-
κινο αντιπροσωπο, τοτε Cblue ∈ Cblue

good, εκτος αν το μηκος του Cblue ειναι ισοϋπολοιπο
με 1(mod3). Εαν οCblue δεν περιεχει κοκκινους αντιπροσωπους, τοτεCblue ∈ Cblue

good, αν
και μονο αν το μηκος του Cblue ειναι ισοϋπολοιπο με 0(mod3), με μια μονο εξαιρεση:
αν ενας μπλε κυκλος Cblue εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 3(mod6), χωρις κοκκινους αντι-
προσωπους και καθε κορυφη εχει το ιδιο προσωρινο χρωμα, τοτε Cblue ∈ Cblue

bad .

Βήμα 5: επιλογή των μπλε αντιπροσώπων
Θελουμε να επιλεξουμε μπλε αντιπροσωπους για τους κακους μπλε κυκλους Cblue

bad

ως εξης:

− Εαν ο Cblue ∈ Cblue
bad εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 2(mod3) με δυο γειτονικους κοκ-

κινους αντιπροσωπους χρειαζομαστε εναν επιπλεον μπλε αντιπροσωπο (δηλαδη
διαφορετικο απο τους κοκκινους αντιπροσωπους).

− Εαν ο Cblue ∈ Cblue
bad εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 2(mod3) χωρις κανεναν κοκκινο

αντιπροσωπο χρειαζομαστε εναν επιπλεον μπλε αντιπροσωπο.

− Εαν ο Cblue ∈ Cblue
bad εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 1(mod3) με εναν κοκκινο αντιπρο-

σωπο χρειαζομαστε εναν επιπλεον μπλε αντιπροσωπο.

− Εαν ο Cblue ∈ Cblue
bad εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 1(mod3) χωρις κανεναν κοκκινο

αντιπροσωπο χρειαζομαστε δυο επιπλεον μπλε αντιπροσωπους.

− Εαν ο Cblue ∈ Cblue
bad εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 3(mod6) χωρις κανεναν κοκκινο

αντιπροσωποκαι καθεκορυφηεχει το ιδιοπροσωρινο χρωμααποτοΒημα3χρεια-
ζομαστε εναν επιπλεον μπλε αντιπροσωπο.
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ured
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w6
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w4
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w3

5

5
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(c)

ured
1 : 5
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w4
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2 : 7

w3

5
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(d)

ured : 5

w2

w4

w3 5

6

6

7

7

w1

(e)

ured
1 : 5

w6

w5

ured
2 : 6

w3

5

6

7

w1

5

7

ured : 6 w2

76

5

(f)

Εικόνα 15.6: Έγκυροι χρωματισμοι για εναν μπλε κυκλο με μηκος ισοϋπολοιπο με: (a)-
(b) 0(mod3), (c)-(d) 1(mod3) και (e)-(f) 2(mod3).

Σκοπος μας ειναι να τροποποιησουμε τους μπλε κυκλους ετσι ωστε να εφαρμο-
σουμε το Πορισμα 11.2 με εναν κοκκινο Χαμιλτον κυκλο. Στην πραγματικοτητα, θε-
λουμε να εξασφαλισουμε οτι οι μπλε αντιπροσωποι αποτελουν εναν συνολο ανεξαρ-
τητων κορυφων στο G. Επισης, θελουμε να εξασφαλισουμε οτι δεν ειναι γειτονικοι
με κοκκινους αντιπροσωπους κατα μηκος ενος μπλε κυκλου. Ωστοσο, αυτες οι απαι-
τησεις δεν μπορει να ικανοποιουνται παντα. Ας θεωρησουμε εναν μπλε C4 με εναν
κοκκινο αντιπροσωπο. Για το Πορισμα 11.2 χρειαζομαστε μια τριαδα απο υποψηφιες
κορυφες για καθε μπλε αντιπροσωπο. Στην περιπτωση αυτη, δεν μπορουμε να εξα-
σφαλισουμε οτι ο μπλε αντιπροσωπος δεν θα ειναι γειτονικος με τον κοκκινο αντι-
προσωπο του C4. Περιπτωσεις σαν κι αυτη θα εξεταστουν ξεχωριστα.

− Έστω οτι για τον Cblue
j ∈ Cblue

bad χρειαζομαστε εναν μπλε αντιπροσωπο.

− Εαν οCblue
j εχει δυο κοκκινους αντιπροσωπους, τοτε οCblue

j εχει μηκος ισοϋπο-
λοιπο με 2(mod3). Έστω Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , . . . , wt

j , ured
i1 ) με t ≡ 0(mod3),

t ≥ 9. Θεωρουμε το C∗
j =

{
w2

j , w5
j , w8

j , . . . , wt−1
j

}
, δηλαδη το C∗

j περιεχει μονο
τις κορυφεςws

j για s ≡ 2(mod3) (τοσυνολοC∗
j ειναι το τροποποιημενοσυνολο

που αναφεραμε προηγουμενως, το οποιο χρειαζομαστε για να εφαρμοσουμε
το Πορισμα 11.2). Οι περιπτωσεις t = 3, 6 θα εξεταστουν ξεχωριστα.
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− Εαν ο Cblue
j εχει εναν κοκκινο αντιπροσωπο, τοτε το μηκος του ειναι ισοϋπο-

λοιπο με 1(mod3). Έστω Cblue
j = (ured

i , w1
j , . . . , wt

j , ured
i ) με t ≡ 0(mod3). Για

t ≥ 6, θεωρουμε το C∗
j =

{
w2

j , . . . , wt−1
j

}
. Η περιπτωση t = 3 θα εξεταστει

ξεχωριστα.
− Εαν ο Cblue

j δεν εχει κανενα κοκκινο αντιπροσωπο τοτε ο Cblue
j εχει μηκος ισο-

ϋπολοιπο με 2(mod3) η 3(mod6), και θεωρουμε το C∗
j = V (Cblue

j ).

− Έστω τωρα οτι για τον Cblue
j ∈ Cblue

bad χρειαζομαστε δυο μπλε αντιπροσωπους.
Στηνπεριπτωσηαυτη το μηκος τουCblue

j ειναι ισοϋπολοιπο με 1(mod3) και οCblue
j

δεν εχει κοκκινο αντιπροσωπο. Έστω Cblue
j = (w1

j , . . . , wt
j , w1

j ) με t ≡ 1(mod3).
Εαν t ≥ 10, θεωρουμε δυοσυνολα, ενα για καθε μπλε αντιπροσωποπου χρειαζομα-
στε: C∗

j =
{

w1
j , w2

j , w3
j

}
και C∗

j
′ =

{
w5

j , w6
j , w7

j

}
. Ο λογος που παιρνουμε μονο ενα

τμημα του μπλε κυκλου ειναι οτι δεν θελουμε οι μπλε αντιπροσωποι να ειναι γει-
τονικοι κατα μηκος του μπλε κυκλου ουτε με μπλε ουτε με κοκκινο αντιπροσωπο.
Εαν t = 4, 7 θεωρουμε το C∗

j = V (Cblue
j ). Σημειωνουμε οτι, για τις δυο αυτες πε-

ριπτωσεις, μπορουμε να επιλεξουμε ακριβως εναν απο τους δυο μπλε αντιπροσω-
πους που χρειαζονται, ετσι θα εξεταστουν χωριστα για την επιλογη του δευτερου
μπλε αντιπροσωπου.

Τελος παιρνουμε ενα συνολο που περιεχει ολες τις κορυφες που δεν ανηκουν στα συ-
νολα C∗ η C∗′, το οποιο συμβολιζουμε με C̃∗. Σημειωνουμε οτι το C̃∗ περιεχει κοκκι-
νους αντιπροσωπους και τις γειτονικες τους κορυφες στους μπλε κυκλους. Επισης,
δεν μας ενδιαφερει ο μπλε αντιπροσωπος του C̃∗ που δινεται απο το Πορισμα 11.2.

Τωρα πρεπει να μετατρεψουμε τους κοκκινους κυκλους σε Χαμιλτον κυκλο. Για
καθε κοκκινο κυκλοCred

i επιλεγουμε μια ακμη που προσπιπτει στον κοκκινο αντιπρο-
σωπο του ured

i . Αφαιρουμε αυτες τις ακμες και δημιουργουμε εναν κοκκινο Χαμιλτον
κυκλο (οπως καναμε στο Βημα 2 για τον μπλε Χαμιλτον κυκλο). Απο το Πορισμα 11.2
μπορουμε να επιλεξουμε αντιπροσωπους για καθε συνολοC∗ ηC∗′, ετσι ωστε να μην
ειναι διαδοχικοι στον κοκκινο Χαμιλτον κυκλο. Σημειωνουμε οτι δεν υπαρχουν γειτο-
νικοι μπλε αντιπροσωποι σε καμια απο τις ακμες που αφαιρεσαμε, καθως στην πε-
ριπτωση αυτη ενας απο αυτους θα ηταν αντιπροσωπος του C̃∗, τον οποιο αγνοουμε.
Έτσι οι μπλε αντιπροσωποι ειναι ανεξαρτητες κορυφες και ενας μπλε αντιπροσωπος
μπορει μονο να ειναι γειτονικος με εναν κοκκινο αντιπροσωπο σε εναν κοκκινο κυκλο.

Όπως αναφεραμε παραπανω, μπορει να μην εχουμε παρει ολους τους μπλε αντι-
προσωπους που χρειαζομαστε. Συγκεκριμενα, χρειαζομαστε ακομα εναν μπλε αντι-
προσωπο για τους εξης μπλε κυκλους: μπλεC5 με δυο γειτονικους κοκκινους αντιπρο-
σωπους, μπλεC8 με δυο γειτονικους κοκκινους αντιπροσωπους, μπλεC4 με εναν αντι-
προσωπο (κοκκινο η μπλε), και μπλεC7 με εναν μπλε αντιπροσωπο. Στις περιπτωσεις
αυτες θα “αναγκασουμε” καποιες κορυφες ως επιπλεον μπλε αντιπροσωπους και θα
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τους αποκαλουμε βεβιασμενους (μπλε) αντιπροσωπους ũ. Οι τεσσερις περιπτωσεις
φαινονται στην Εικονα 15.7, οπου οι μπλε αντιπροσωποι απεικονιζονται ως μπλε τε-
τραγωνα και οι βεβιασμενοι αντιπροσωποι απεικονιζονται ως ρομβοι. Συγκεκριμενα,

− Εαν οCblue
j εχει δυο κοκκινους αντιπροσωπους καιCblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , w2

j , w3
j ,

ured
i1 ) (δηλαδη t = 3), παιρνουμε ũ = w2

j (βλ. Εικονα 15.7a)
− Εαν οCblue

j εχει δυο κοκκινους αντιπροσωπους καιCblue
j = (ured

i1 , ured
i2 , w1

j , w2
j , . . . ,

w6
j , ured

i1 ) (δηλαδη t = 6), παιρνουμε ũ = w2
j (βλ. Εικονα 15.7b)

− Εαν ο Cblue
i = (ured

i , w1
j , w2

j , w3
j , ured

i ) εχει εναν κοκκινο αντιπροσωπο ( t = 3),
τοτε παιρνουμε ũ = w2

j (βλ. Εικονα 15.7c)
− Εαν ο Cblue

j = (w1
j , . . . , wt

j , w1
j ) εχει μηκος ισοϋπολοιπο με 1(mod3) με t = 4, 7 και

χωρις κοκκινο αντιπροσωπο, απο το Πορισμα 11.2 υπαρχει ενας μπλε αντιπροσω-
πος, εστω ublue. Αν Cblue

j = (ublue, w1
j , w2

j , w3
j , ublue), παιρνουμε ũ = w2

j και αν
Cblue

j = (ublue, w1
j , . . . , w6

j , ublue), παιρνουμε ũ = w2
j (βλ. Εικονες 15.7c-15.7d).

ured2

w2

w3

w1

ured1

(a)

ured1

w6

w5

ured2

w3

w1

w4

w2

(b)
w2

w1w3

u

(c)

ublue

w6

w4

w2

w3

w1

w5

(d)

Εικόνα 15.7: (a)-(d) Επιλογη των βεβιασμενων αντιπροσωπων.

Στο εξης, θα αναφερομαστε στις κορυφες που δεν ειναι αντιπροσωποι ως απλες
κορυφες, και στους μη βεβιασμενους μπλε αντιπροσωπους ως απλοι μπλε αντιπρο-
σωποι, ενω ο ορος μπλε αντιπροσωποι θα συμπεριλαμβανει απλους και βεβιασμενους
αντιπροσωπους.

Σημειωνουμε οτι εχουμε επιλεξει ολους τους μπλε αντιπροσωπους που χρειαζομα-
σταν με τετοιο τροπο ωστε ενας μπλε αντιπροσωπος να μην ειναι γειτονικος με αλλο
αντιπροσωπο σε μπλε κυκλο. Ωστοσο, σε εναν κοκκινο κυκλο ολες οι κορυφες μπορει
να ειναι αντιπροσωποι οπως φαινεται στην Εικονα 15.8. Και παλι, για καθε ζευγος
γειτονικων μπλε αντιπροσωπων, τουλαχιστον ενας απο αυτους ειναι βεβιασμενος.

Βήμα 6: μαρκάρισμα μερικών απλών κορυφών
Αυτο το βημα ειναι παρομοιο με τοΒημα7 της προηγουμενης ενοτητας.Μπορουμε

να θεωρησουμε τις κορυφες ενος μπλε κυκλουως μια ακολουθια οπου το ψηφιο καθε
απλης κορυφης ειναι το προσωρινο χρωμα της κορυφης και το ψηφιο καθε αντιπρο-
σωπου ειναι ενας αστερισκος ′∗′. Εαν εχουμε μια υπακολουθια απο τουλαχιστον δυο
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ured

ublue

ũ

ũ

ublue

ublue

ũ

Εικόνα 15.8: Ένας κοκκινος κυκλος οπου καθε κορυφη ειναι αντιπροσωπος.

ιδιαψηφια, εστω ′1′, αυτοσημαινει οτι υπαρχουν γειτονικες κορυφες με το ιδιο χρωμα,
το οποιο απαγορευεται σε εναν AVD-ολικο χρωματισμο του G. Για καθε μεγιστη τε-
τοια υπακολουθια (δηλαδη μια υπακολουθια απο ′1′ τετοια ωστε τα ψηφια ακριβως
πριν και μετα την υπακολουθια να ειναι ′2′ η ′∗′, η μια υπακολουθια απο ′2′οπου ταψη-
φια ακριβως πριν και μετα την υπακολουθια να ειναι ′1′ η ′∗′), επιλεγουμε καθε δευ-
τερο στοιχειο της υπακολουθιας και μαρκαρουμε την κορυφη. Ειδικοτερα, εστω οτι
εχουμε εναν μπλε κυκλο Cblue, στον οποιο ολες οι κορυφες εχουν το ιδιο προσωρινο
χρωμα και ο Cblue δεν εχει αντιπροσωπο. Τοτε, το μηκος του Cblue ειναι ισοϋπολοιπο
με 0(mod6) και ο Cblue ειναι ενας αρτιος κυκλος. Απο μια κορυφη του Cblue μπορουμε
να επιλεξουμε καθε δευτερη κορυφη του κυκλου και να τη μαρκαρουμε. Οι μαρκαρι-
σμενες κορυφες θα ανταλλαξουν το χρωμα τους με το χρωμα της εξω-ακμης τους στο
επομενο βημα. Οι μονες αλλες κορυφες που εχουν μαρκαριστει μεχρι στιγμης ειναι οι
κοκκινοι αντιπροσωποι που αντιστοιχουν σε κοκκινους κυκλους με αρτια ταξη και
αρνητικο προσημο (οπως ειδαμε στο Βημα 3).

Βήμα 7: χρωματισμός των κόκκινων κύκλων

Στο βημα αυτο αντιστοιχουμε τα χρωματα {1, 2, 3, 4} σε ολες τις ακμες και τις
απλες κορυφες των κοκκινων κυκλων. Έστω ni + 1 η ταξη ενος κοκκινου κυκλου
Cred

i , οπου Cred
i = (ured

i , w1
i , . . . , wni

i , ured
i ) και ured

i ειναι ο κοκκινος αντιπροσωπος
τουCred

i . Υπαρχουν γενικα δυοπεριπτωσεις: οCred
i περιεχει τουλαχιστον μια απλη κο-

ρυφη η ο Cred
i ειναι ενας κυκλος απο αντιπροσωπους, δηλαδη καθε κορυφη του ειναι

αντιπροσωπος (οπως στην Εικονα 15.8). Στο Βημα 3 κατευθυναμε τις κοκκινες ακμες
και χρωματισαμε προσωρινα ολες τις κορυφες των κοκκινων κυκλων εκτος απο τους
κοκκινους αντιπροσωπους των περιττων κυκλων. Επισης στο Βημα 3 και το Βημα 6
μαρκαραμε ορισμενες κορυφες.

Για καθε κορυφη v με προσωρινο χρωμα c(v), εστω −→
vv′ η κοκκινη εξω-ακμη της.
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Χρωματιζουμε

c(
−→
vv′) =

{
3 αν c(v) = 1
4 αν c(v) = 2

Οχρωματισμοςφαινεται στην Εικονα15.9. Γιακαθεμαρκαρισμενηκορυφηανταλ-
λασσουμε το χρωμα της κορυφης με το χρωμα της εξω-ακμης της. Με αυτη τη διαδι-
κασια, απλες κορυφες που ειναι γειτονικες σε εναν μπλε κυκλο εχουν διαφορετικο
χρωμα. Οι μονες κορυφες χωρις προσωρινο χρωμα ειναι οι αντιπροσωποι των κοκκι-
νων κυκλωνπεριττης ταξης. Έτσι, οι μονες κοκκινες ακμες που δεν εχουν χρωματιστει
ειναι οι εξω-ακμες τους. Έστω ured

i ενας τετοις κοκκινος αντιπροσωπος (δηλαδη αντι-
προσωπος ενος κοκκινου κυκλου περιττης ταξης) με εξω-ακμη e⃗(ured

i ) = (
−−−−−→
ured

i , ws
i ),

και εστω e⃗(ws′
i ) = (

−−−−−→
ws′

i , ured
i ) η εσω-ακμη του. Χρωματιζουμε c(e⃗(ured

i )) = c(ws′
i ). Ση-

μειωνουμε οτι αν η ured
i εχει θετικο προσημο, τοτε οι προσπιπτουσες κοκκινες ακμες

της εχουν χρωματα 1 και 3, και αν εχει αρνητικο προσημο, τοτε οι προσπιπτουσες κοκ-
κινες ακμες της εχουν χρωματα 2 και 4.

w1 : 1ured

w5 : 1

w4 : 2

w2 : 2

w3 : 1

3 3

3

4

4 4

(a)

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured
3

3

4

4

1

(b) θετικο προσημο

w1 : 1

w2 : 2

w3 : 1

w4 : 2

ured

3

3

4

4

2

(c) αρνητικο προσημο

Εικόνα 15.9: (a) Χρωματισμος ενος κοκκινου κυκλου αρτιας ταξης. (b)-(c) Χρωματισμος ενος
κοκκινου κυκλου περιττης ταξης.

Πριν συνεχισουμε πρεπει να κανουμε τις εξης παρατηρησεις. Οι απλες κορυφες ει-
ναι τυπου (12): τυπου (1) αν το προσωρινο χρωμα που ανατεθηκε στο Βημα 3 ηταν
1, και τυπου (2) αν το προσωρινο χρωμα ηταν 2. Οι κοκκινοι αντιπροσωποι των πε-
ριττων κοκκινων κυκλων ειναι τυπου (uodd) η (ueven), αν ο κυκλος τους εχει θετικο
η αρνητικο προσημο αντιστοιχα. Οι κοκκινοι αντιπροσωποι των αρτιων κοκκινων κυ-
κλων, ειδικοτερα, ειναι τυπου (u∗): το χρωματικο συνολο ενος τετοιου αντιπροσωπου
περιεχει τα υποσυνολα {4, 1} η {4, 3} του συνολου {1, 2, 3, 4} (οι αντιπροσωποι εχουν
μονο δυο χρωματα απο το {1, 2, 3, 4} στο χρωματικο τους συνολο) αν εχει θετικο προ-
σημο, και τα υποσυνολα {2, 1} η {2, 3} αν εχει αρνητικο προσημο (δηλαδη ειχε μαρ-
καριστει στο Βημα 3). Σημειωνουμε οτι αν υπαρχουν δυο γειτονικοι (κατα μηκος ενος
μπλε κυκλου) κοκκινοι αντιπροσωποι αρτιων κοκκινων κυκλων, τα χρωματα που δο-
θηκαν στις κοκκινες ακμες τους δεν μπορει να ειναι ιδια, καθως εχουν διαφορετικα
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προσημα.

Ας υποθεσουμε τωρα οτι υπαρχει ενα μεγιστο μονοπατι απο γειτονικους αντιπρο-
σωπους κατα μηκος ενος κοκκινου κυκλου. Ας θεωρησουμε την περιπτωση που το μο-
νοπατι δεν περιεχει τον κοκκινο αντιπροσωπο, δηλαδη εχουμε το μονοπατι v, ublue

1 ,

ublue
2 , . . . , ublue

s , v′, οπου οι κορυφες v, v′ ειναι απλες κορυφες. Έστω i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Μαρκαρουμε τις κορυφες ublue

t για καθε t ≡ i, i + 1(mod4), και ανταλλασσουμε το
προσωρινο χρωμα των μαρκαρισμενων μπλε αντιπροσωπων με το χρωμα των κοκκι-
νων εξω-ακμων τους. Προφανως υπαρχουν τεσσερις δυνατοι χρωματισμοι για το μο-
νοπατι, αναλογα με την τιμη του i. Αν η κορυφη v δεν ηταν μαρκαρισμενη στο Βημα 6,
τοτε κραταμε εναν απο τους χρωματισμους για i = 1 or 2, και αν η v ηταν μαρκαρι-
σμενη, τοτε κραταμε εναν απο τους χρωματισμους για i = 0 η 3.

Αν το μονοπατι αυτο περιεχει τον κοκκινο αντιπροσωπο του κοκκινου κυκλου,
τοτε τομονοπατι μπορει ναγραφειως v, ublue

1 , ublue
2 , . . . , ublue

s′−1, ured, ublue
s′+1, . . . , ublue

s , v′

(οπου οι v, v′ ειναι απλες κορυφες). Έστω οτι ο κοκκινος κυκλος ειναι αρτιας ταξης.
Η προηγουμενη μεθοδος περιγραφει δυο διαφορετικους εγκυρους χρωματισμους για
το μονοπατι, χωρις ομως να λαμβανει υποψιν το προσημο της ured. Αν ο κοκκινος
αντιπροσωπος ειναι μαρκαρισμενος (μη μαρκαρισμενος) απο την προηγουμενη με-
θοδο, ο ured θα περιεχει το χρωμα 2 (χρωμα 4 αντιστοιχα) στο χρωματικο του συ-
νολο. Υπενθυμιζουμε οτι θελουμε το χρωμα 2 στο χρωματικο συνολο ενος κοκκινου
αντιπροσωπου που εχει αρνητικο προσημα και το χρωμα 4 στο χρωματικο συνολο
ενος κοκκινου αντιπροσωπου που εχει θετικο προσημο. Συνεπως, η παρακατω πε-
ριπτωση μπορει να συμβει: η ured εχει θετικο (αρνητικο) προσημο και ειναι μαρκα-
ρισμενη (μη μαρκαρισμενη αντιστοιχα) και στους δυο εγκυρους χρωματισμους του
μονοπατιου. Για παραδειγμα, στις Εικονες 15.10a-15.10b, βλεπουμε τους δυο εγκυ-
ρους χρωματισμους στην περιπτωση που η κορυφη v δεν μαρκαριστηκε στο Βημα 3
και s′ ≡ 2(mod4) (σημειωνουμε οτι η ured ειναι μαρκαρισμενη και στους δυο χρωμα-
τισμους). Ωστοσο, το χρωματικο συνολο τη κορυφης ured ειναι διαφορετικο στους
δυο εγκυρους χρωματισμους (εφοσον η προηγουμενη κορυφη της ublue

s′−1 στο μονο-
πατι ειναι μαρκαρισμενη μονο σε εναν απο τους δυο χρωματισμους). Αυτο συνεπα-
γεται οτι υπαρχει επιλογη στον χρωματισμο των μονοπατιων που εξεταζουμε, ετσι
ωστε δυο γειτονικοι κοκκινοι αντιπροσωποι σε εναν μπλε κυκλο να εχουν διαφορε-
τικο χρωματικο συνολο. Εαν η ured ειναι αντιπροσωπος ενος περιττου κοκκινου κυ-
κλου, πρωτα χρωματιζουμε το μονοπατι ublue

1 , . . . , ublue
s′−1 με την παραπανω μεθοδο και

αναλογα με το αν η v ειναι μαρκαρισμενη. Τοτε, αν η ακμη (ublue
s′−1, ured) εχει χρωμα 1

η 2, χρωματιζουμε το μονοπατι ublue
s′+1, . . . , ublue

s χρησιμοποιωντας την παραπανω με-
θοδο και θεωρωντας την ured ως μη μαρκαρισμενη κορυφη (διαφορετικα, δηλαδη αν
η ακμη (ublue

s′−1, ured) εχει χρωμα 3 η 4, θεωρουμε την ured ως μαρκαρισμενη κορυφη),
βλ. Εικονα 15.10c. Έχοντας χρωματισει τα δυο μονοπατια, χρωματιζουμε την ακμη
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(
−−−−−−−→
ured, ublue

s′+1) με c(
−−−−−−−→
ured, ublue

s′+1) = c(ublue
s′−1). Σημειωνουμε οτι ολοι οι μπλε αντιπροσωποι

ειναι τυπου (u∗) και δυο γειτονικοι αντιπροσωποι εχουν διαφορετικα χρωματικα συ-
νολα.

ublue
1v

4 1 2

v′ublue
3 ublue

4ured

3 4

(a)

ublue
1v

4 3 2

v′ublue
3 ublue

4ured

1 4

(b)

ublue
1v

3 4 2

v′ublue
3 ublue

4

3 4

ured

(c)

Εικόνα 15.10: Χρωματισμος ενος μονοπατιου απο διαδοχικους αντιπροσωπους: (a)-(b) σε
εναν αρτιο κοκκινο κυκλο (ο κοκκινος αντιπροσωπος περιεχεται στο μονοπατι), και (c) σε
εναν περιττο κοκκινο κυκλο.

Η μονη περιπτωση που απομενει ειναι ολες οι κορυφες του κοκκινου κυκλουCred
j

να ειναι αντιπροσωποι. Οποτε εστω Cred
j = (ured

j , ublue
1 , . . . , ublue

nj
, ured

j ), με κατευθυ-
νομενες ακμες

−−−−−−−−→
(ured

j , ublue
1 ),

−−−−−−−−→
(ublue

1 , ublue
2 ), . . . ,

−−−−−−−−→
(ublue

nj
, ured

j ). Θεωρουμε τεσσερις υποπε-
ριπτωσεις αναλογα με την τιμη του nj ισοϋπολοιπο με 3(mod4).

− Εανnj ≡ 3(mod4), τοτε οCred
j ειναι ενας αρτιος κυκλος. Αν ο κοκκινος αντιπροσω-

πος ured
j εχει θετικο προσημο, χρωματιζουμε τις κατευθυνομενες ακμες ως εξης:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


3 αν s ≡ 1(mod4)
2 αν s ≡ 2(mod4)
1 αν s ≡ 3(mod4)
4 αν s ≡ 0(mod4)

, for s = 0, 1, . . . , nj ,

οπου ured
j = ublue

0 = ublue
nj+1. Σημειωνουμε οτι οι προσκειμενες ακμες του ured

j παιρ-
νουν τα χρωματα {4, 1} (βλ. Εικονα15.11a). Αν ο κοκκινος αντιπροσωποςured

j εχει
αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα χρωματα 2 και 4 του προηγουμενου χρωμα-
τισμου, και οι προσκειμενες ακμες του ured

j παιρνουν τα χρωματα {2, 1}. Όλες οι
κορυφες ειναι τυπου (u∗).
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− Εαν nj ≡ 2(mod4), τοτε ο Cred
j ειναι ενας περιττος κυκλος. Αν ο ured

j εχει θετικο
προσημο χρωματιζουμε τις κατευθυνομενες ακμες ως εξης (βλ. Εικονα 15.11b):

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


1 αν s ≡ 0(mod4)
2 αν s ≡ 1(mod4)
3 αν s ≡ 2(mod4)
4 αν s ≡ 3(mod4)

, for s = 0, 1, . . . , nj ,

οπου ured
j = ublue

0 = ublue
nj+1. Αν ο ured

j εχει αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα
χρωματα 1 και 3 με τα 2 και 4 αντιστοιχα. Όλοι οι μπλε αντιπροσωποι ειναι τυ-
που (u∗). Ο κοκκινος αντιπροσωπος ειναι τυπου (uodd) η (ueven) αν εχει θετικο η
αρνητικο προσημο αντιστοιχα.

− Εαν nj ≡ 1(mod4), τοτε ο Cred
j ειναι ενας αρτιος κυκλος. Αν ο κοκκινος αντιπρο-

σωπος ured
j εχει θετικο προσημο χρωματιζουμε τις κατευθυνομενες ακμες ως εξης:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


2 αν s ≡ 1(mod4)
3 αν s ≡ 2(mod4)
4 αν s ≡ 3(mod4)
1 αν s ≡ 0(mod4)

, for s = 1, . . . , nj − 1,

και c(
−−−−−−→
ublue

nj
, ured

j ) = 3, c(
−−−−−−→
ured

j , ublue
1 ) = 4 (βλ. Εικονα 15.11c). Η κορυφη ublue

1 ειναι
τυπου (ueven), η ublue

nj
τυπου (uodd) και ολες οι αλλες κορυφες ειναι τυπου (u∗). Ση-

μειωνουμε οτι οι προσκειμενες ακμες του ured
j παιρνουν τα χρωματα {4, 3}. Αν ο

κοκκινος αντιπροσωπος ured
j εχει αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα χρωματα

2 και 4 του προηγουμενου χρωματισμου, και οι προσκειμενες ακμες του ured
j παιρ-

νουν τα χρωματα {2, 3}.
− Εαν nj ≡ 0(mod4), nj ̸= 4, τοτε ο Cred

j ειναι ενας περιττος κυκλος. Αν ο ured
j εχει

θετικο προσημο χρωματιζουμε τις κατευθυνομενες ακμες ως εξης:

c(
−−−−−−−→
ublue

s , ublue
s+1) =


1 αν s ≡ 1(mod4)
4 αν s ≡ 2(mod4)
3 αν s ≡ 3(mod4)
2 αν s ≡ 0(mod4)

, for s = 2, . . . , nj − 2,

και c(
−−−−−−−→
ublue

nj−1, ublue
nj

) = 2, c(
−−−−−−→
ublue

nj
, ured

j ) = 1, c(
−−−−−−→
ured

j , ublue
1 ) = 3, c(

−−−−−−−→
ublue

1 , ublue
2 ) = 2 (βλ.

Εικονα 15.11d). Αν ο ured
j εχει αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα χρωματα 1

και 3 με τα 2 και 4 αντιστοιχα. Αν ο κοκκινος αντιπροσωπος εχει θετικο (η αρ-
νητικο) προσημο, ο κοκκινος αντιπροσωπος ειναι τυπου (uodd) (η (ueven) αντι-
στοιχα), οι κορυφες ublue

2 , ublue
nj−1 ειναι τυπου (ueven) (η (uodd) αντιστοιχα), και ολες

οι αλλες κορυφες ειναι τυπου (u∗).
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ured : (u∗) ublue
1

ublue
2

ublue
3

ublue
4ublue

5

ublue
6

ublue
7

1

1

4

4

3

3

2 2

(a)

ured : (uodd)
ublue
1

ublue
2

ublue
3

ublue
4

ublue
5

ublue
6

1

4

3

2

1

2

3

(b)
ured : (u∗)

ublue
1 :

(ueven)

ublue
2

ublue
3

ublue
4

ublue
5 :

(uodd)

4

3

2

4

1

3

(c)

ured : (uodd) ublue
1

ublue
2 :

(ueven)

ublue
3

ublue
4

ublue
5

ublue
6

ublue
7 :

(ueven)

ublue
8

1
3

2

4

3

2
1

4

2

(d)

Εικόνα15.11:Χρωματισμος ενος κοκκινουκυκλουμεnj+1κορυφες, οπουκαθεκορυφηειναι
αντιπροσωπος: (a) nj ≡ 3(mod4), (b) nj ≡ 2(mod4), (c) nj ≡ 1(mod4), (d) nj ≡ 0(mod4).

Τελος, εστω οτι nj = 4, δηλαδη Cred
j = C5 = (ured

j , ublue
1 , ublue

2 , ublue
3 , ublue

4 , ured
j ).

Εαν δοκιμασουμε να εφαρμοσουμε τον παραπανω χρωματισμο, τοτε οι κορυφες ublue
2

και ublue
3 θα εχουν το ιδιο χρωματικο συνολο. Ωστοσο, γνωριζουμε οτι υπαρχουν του-

λαχιστον δυο βεβιασμενοι μπλε αντιπροσωποι. Θελουμε να επιλεξουμε εναν απο τους
δυο ωστε να γινει τυπου (1, 4) καθως και εναν απο τους γειτονες του στον μπλε κυ-
κλο που ανηκει να ειναι τυπου (1, 4), ετσι ωστε να μην υπαρχουν γειτονικες κορυφες
τυπου (1, 4) σε εναν κοκκινο κυκλο. Η υπαρξη μιας κορυφης τυπου (1, 4), θα μας επι-
τρεψει να βρουμε εναν καταλληλο χρωματισμο για τον κοκκινο C5.

Ισχυρισμός 1: Μπορουμε παντα να επιλεξουμε τις κορυφες τυπου (1, 4) ετσι ωστε
ανα δυο να μην ειναι γειτονικες κατα μηκος ενος κοκκινου κυκλου.
Απόδειξη. Για καθε κοκκινο κυκλο Cred

j = C5 με ολες τις κορυφες να ειναι αντιπρο-
σωποι, θελουμε να επιλεξουμε εναν βεβιασμενο αντιπροσωπο ũblue τουCred

j και εναν
γειτονα του ũblue στον μπλε κυκλο που ανηκει, εστω τον v(ũblue), να ειναι τυπου (1, 4).
Εφοσον οι C5 κυκλοι που εξεταζουμε ειναι διαφορετικοι δεν μπορει να υπαρχει κοκ-
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κινη ακμη που να προσπιπτει σε δυο απο τους επιλεγμενους βεβιασμενους αντιπρο-
σωπους ũblue. Επιπλεον σε εναν μπλε κυκλο, ενας βεβιασμενος αντιπροσωπος ũ εχει
μονο γειτονες που δεν ειναι αντιπροσωποι, ετσι ο v(ũ) δεν μπορει να ανηκει σε κανενα
απο τους C5 κυκλους που εξεταζουμε, δηλαδη δεν υπαρχει κοκκινη ακμη που να συν-
δεει μια κορυφη ũσε μια αλλη κορυφη v(ũ′). Συνεπως μονο οι κορυφες v(ũblue) μπορει
να ειναι γειτονικες κατα μηκος ενος κοκκινου κυκλου. Για καθε κοκκινο C5 που εξε-
ταζουμε υπαρχουν τουλαχιστον δυο βεβιασμενοι αντιπροσωποι ũblue που μπορουμε
να επιλεξουμε, και για καθε βεβιασμενο αντιπροσωπο δυο γειτονες v(ũblue). Εφοσον
καθε μπλε κυκλος εχει το πολυ εναν βεβιασμενο αντιπροσωπο ολες οι γειτονικες κο-
ρυφες v(ũblue) για ολους τους βεβιασμενους αντιπροσωπους ũblue ειναι διαφορετικες
και δεν ειναι γειτονικες ανα δυο σε μπλε κυκλο. Άρα για καθε κοκκινο κυκλο C5 που
εξεταζουμε υπαρχουν τεσσερις επιλογες για την κορυφη v(ũblue). Σημειωνουμε οτι η
κορυφη v(ũblue) δεν μπορει να ειναι αντιπροσωπος απο τον ορισμο των βεβιασμενων
αντιπροσωπων. Ας θεωρησουμε το υπογραφημα H που επαγεται απο τις κορυφες
v(ũblue). Ειναι προφανες οτι υπαρχουν μονο κοκκινες ακμες μεταξυ τους. Επιπλεον,
δεν μπορει να υπαρχει κοκκινος κυκλος, εφοσον καθε κοκκινος κυκλος εχει εναν κοκ-
κινο αντιπροσωπο. Προσθετουμε αυθαιρετα ακμες στο H ωστε να δημιουργησουμε
εναν κοκκινο Χαμιλτον κυκλο και θεωρουμε καθε 4-αδα των v(ũblue). Εφαρμοζοντας
το Πορισμα 11.2 εξασφαλιζουμε οτι υπαρχουν αντιπροσωποι των 4-αδων που δεν ει-
ναι γειτονικοι κατα μηκος του Χαμιλτον κυκλου. Έτσι μπορουμε να επιλεξουμε μια
κορυφη v(ũblue) για καθε C5 που εξεταζουμε, ετσι ωστε οι κορυφες v(ũblue) να μην
ειναι γειτονικες σε κοκκινο κυκλο του G.

Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι η κορυφη ublue
1 η η ublue

2 ειναι τυπου (1, 4).
Διακρινουμε δυο περιπτωσεις αναλογα με το χρωμα του γειτονα της ublue

1 (η της ublue
2

αντιστοιχα), εστω τον v(ublue) που ειναι τυπου (1, 4).

− Εαν c(v(ublue)) = 1 η 3 και ο κοκκινος αντιπροσωπος ured
j εχει θετικο προσημο,

χρωματιζουμε τις ακμες του Cred
j ως εξης:



c(ured
j , ublue

1 ) = 3
c(ublue

1 , ublue
2 ) = 1

c(ublue
2 , ublue

3 ) = 3
c(ublue

3 , ublue
4 ) = 2

c(ublue
4 , ured

j ) = 4.

Σημειωνουμε οτι οι προσπιπτουσες ακμες τουured
j εχουν χρωματα {4, 3}. Αν ο κοκ-

κινος αντιπροσωπος ured
j εχει αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα χρωματα 2

και 4 του παραπανω χρωματισμου και οι προσπιπτουσες ακμες του ured
j εχουν

χρωματα {2, 3}.
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− Εαν c(v(ublue)) = 2 η 4 και ο κοκκινος αντιπροσωπος ured
j εχει θετικο προσημο,

χρωματιζουμε τις ακμες του Cred
j ως εξης:



c(ured
j , ublue

1 ) = 4
c(ublue

1 , ublue
2 ) = 2

c(ublue
2 , ublue

3 ) = 4
c(ublue

3 , ublue
4 ) = 1

c(ublue
4 , ured

j ) = 3.

Σημειωνουμε οτι οι προσπιπτουσες ακμες τουured
j εχουν χρωματα {4, 3}. Αν ο κοκ-

κινος αντιπροσωπος ured
j εχει αρνητικο προσημο ανταλλασσουμε τα χρωματα 2

και 4 του παραπανω χρωματισμου και οι προσπιπτουσες ακμες του ured
j εχουν

χρωματα {2, 3}.

Τα μονα στοιχεια που παιρνουν χρωμααπο το {1, 2, 3, 4} και δεν εχουν ακομα χρω-
ματιστει ειναι οι βεβιασμενοι αντιπροσωποι τυπου (1, 4). Έστω ũblue ενας βεβιασμε-
νος αντιπροσωπος τυπου (1, 4) και v(ũblue) ο γειτονας του που ειναι επισης τυπου
(1, 4). Επισης εστω e⃗(v′) = (

−−−−−−−→
v′, v(ũblue)) η κοκκινη εσω-ακμη του v(ũblue). Αναθετουμε

c(ũblue) = c(e⃗(v′)) και χρωματιζουμε τη μπλε ακμη (ũblue, v(ũblue)) με το μοναδικο
χρωμα του {1, 2, 3, 4} που δεν εχει χρησιμοποιηθει απο τις κορυφες ũblue και v(ũblue)
και τις κοκκινες ακμες τους. Στην Εικονα 15.12 βλεπουμε τον χρωματισμο που περι-
γραψαμε στην περιπτωση που c(v(ũblue)) = 1, οπου οι κορυφες τυπου (1, 4) απεικο-
νιζονται ως ασπρες (επιπλεον αναγραφεται ο τυπος των κορυφων).

ured : (u∗)

3

3

1

4

2

ublue1 : 4

ublue2 :
(uodd)

ublue3 :
(u∗)

ublue4 :
(ueven) v(ublue1 ) : 1

2
3

4

v′ : 2

(a) Η ublue
1 ειναι τυπου (1,4)

ured : (u∗)

3

3

1

4

2
ublue2 : 4

ublue1 :
(uodd)

ublue3 :
(u∗)

ublue4 :
(ueven)

v(ublue2 ) : 1

2 3

4

v′ : 2

(b) Η ublue
2 ειναι τυπου (1,4)

Εικόνα 15.12: Χρωματισμος ενος κοκκινου C5 χωρις απλες κορυφες.

Αλλαζουμε το προσωρινο χρωμα καθε απλης κορυφης που δεν ειναι τυπου (1, 4)
σε μονιμο χρωμα. Μεχρι στιγμης εχουμε χρησιμοποιησει μονο τα χρωματα {1, 2, 3, 4}
και τα στοιχεια που εχουμε χρωματισει ειναι: απλες κορυφες, κορυφες τυπου (1, 4),
ολες τις κοκκινες ακμες και τις μπλε ακμες που συνδεουν γειτονικες κορυφες τυπου
(1, 4). Γενικα καθε απλη κορυφη ειναι τυπου (12) και οι αντιπροσωποι ειναι τυπου (u),
εκτος απο τις κορυφες που εχουν τυπο (1, 4). Προφανως γειτονικες κορυφες διαφο-
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ρετικου τυπου εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Ας θεωρησουμε δυο γειτονι-
κες κορυφες τυπου (12). Εαν συνδεονται με μια κοκκινη ακμη τοτε μια απο αυτες
εχει τυπο (1) και η αλλη τυπο (2), που συνεπαγεται διαφορετικα χρωματικα συνολα
και διαφορετικα χρωματα κορυφων. Εαν συνδεονται με μια μπλε ακμη τοτε απο το
Βημα 6 εχουν διαφορετικο χρωμα κορυφης. Για δυο γειτονικες κορυφες τυπου (u) σε
εναν κοκκινο κυκλο, ο χρωματισμος που περιγραφεται στο Βημα 7 εξασφαλιζει οτι
θα εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Σε εναν μπλε κυκλο, μπορει μονο να ειναι
γειτονικοι κοκκινοι αντιπροσωποι τυπου (u). Στην περιπτωση αυτη εχουν διαφορε-
τικα προσημα και διαφορετικα χρωματικα συνολα. Τελος, δυο γειτονικες κορυφες τυ-
που (1, 4) εχουν διαφορετικο χρωμα κορυφης.

Υπαρχει μονο μια περιπτωση οπου γειτονικες κορυφες μπορει ακομα να εχουν το
ιδιο χρωμα: ενας βεβιασμενος αντιπροσωπος τυπου (1, 4) και ο γειτονας του κατα
μηκος του μπλε κυκλου και ο οποιος ειναι τυπου (12). Η περιπτωση αυτη θα εξεταστει
λεπτομερως στο Βημα 11.

Βήμα 8: χρωματισμός των μπλε κύκλων του Cblue
good

Χωριζουμε τους μπλε κυκλους σε τρεις κατηγοριες, τους μπλε κυκλους του Cblue
good

πουπεριεχουν μονο κοκκινους αντιπροσωπους η καθολουαντιπροσωπους, τους μπλε
κυκλους του Cblue

bad με απλους μπλε αντιπροσωπους και τους κυκλους του Cblue
bad που πε-

ριεχουν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο. Ο χρωματισμος των μπλε κυκλων θα γινει σε
δυο διαφορετικα βηματα. Στο βημα αυτο θα χρωματισουμε την πρωτη κατηγορια (βλ.
Εικονα 15.6) και τις αλλες δυο κατηγοριες στο Βημα 10. Έτσι, εχουμε συνολικα τρεις
περιπτωσεις, μια για καθε κατηγορια μπλε κυκλων. Ας θεωρησουμε τους αριθμους
(5, 6, 7) σε εναν κυκλο οπως στην Εικονα 15.2 και εστω f1(t) το επομενο στοιχειο του
t κινουμενοι συμφωνα με την ωρολογιακη φορα πανω στον κυκλο, και f2(t) το επο-
μενο στοιχειο του t κινουμενοι συμφωνα με την αντιωρολογιακη φορα πανω στον
κυκλο, οπως στο Βημα 6 της Ενοτητας 15.1.

Περίπτωση A. Cblue
j ∈ Cblue

good

Στην περιπτωση αυτη ξερουμε οτι οCblue
j μπορει να περιεχει μονο κοκκινους αντι-

προσωπους.
Περίπτωση A.I. Το μήκος του Cblue

j είναι ισοϋπόλοιπο με 0(mod3)
Έστω Cblue

j = (w1
j , ..., w

nj

j , w1
j ) οπου nj ≡ 0(mod3). Χρωματιζουμε αυθαιρετα

την ακμη (w1
j , w2

j ) με χρωμα c((w1
j , w2

j )) = c1. Τοτε, για i = 2, . . . , nj χρωματι-
ζουμε

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)), οπου w
nj+1
j = w1

j

Προφανως f1(c(wnj

j , w1
j )) = c(w1

j , w2
j ) και δυο γειτονικες κορυφες εχουν δια-

φορετικα χρωματα στις προσκειμενες μπλε ακμες τους. Για καθε κοκκινο αντι-
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προσωπο ured στον Cblue
j , βαζουμε ως c(ured) το μοναδικο χρωμα απο το συ-

νολο {5, 6, 7} που δεν εχει αντιστοιχηθει στις προσκειμενες ακμες του (βλ. Ει-
κονες 15.6a-15.6b).

Περίπτωση A.II. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 1(mod3)

Απο το Βημα 4 ο Cblue
j εχει τουλαχιστον δυο κοκκινους αντιπροσωπους, εστω

ured
i1 και ured

i2 . Έστω οτι οι δυο κοκκινοι αντιπροσωποι δεν ειναι γειτονικοι, δη-
λαδη Cblue

j = (ured
i1 , w2

j , . . . , ured
i2 , . . . , w

nj

j , ured
i1 ) οπου nj ≡ 1(mod3), w1

j = ured
i1

καιws
j = ured

i2 (βλ. Εικονα 15.6c). Χρωματιζουμε αυθαιρετα την κορυφη ured
i1 με

χρωμα c(ured
i1 ) = c1. Χρωματιζουμε την ακμη (ured

i1 , w2
j ) με c(ured

i1 , w2
j ) = f1(c1)

και για i = 2, . . . , nj χρωματιζουμε
c(ws

j ) = f1(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f1(c(wi

j)) αν i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) αν i ̸= 1, s

, οπου w
nj+1
j = w1

j = ured
i1

Εαν οCblue
j εχει δυο γειτονικους κοκκινους αντιπροσωπους, τοτεCblue

j = (ured
i1 ,

ured
i2 , w3

j , . . . , w
nj

j , ured
i1 ) οπου nj ≡ 1(mod3), w1

j = ured
i1 και w2

j = ured
i2 (βλ.

Εικονα 15.6d). Έστω c(ured
i1 ) = c1 και c(ured

i2 ) = c2, ενας αυθαιρετος χρωμα-
τισμος των κοκκινων αντιπροσωπων με c2 = f2(c1). Χρωματιζουμε την ακμη
(ured

i1 , ured
i2 ) ως c(ured

i1 , ured
i2 ) = f1(c1) και την ακμη (ured

i2 , w3
j ) ως c(ured

i2 , w3
j ) =

f1(c2). Για i = 3, . . . , nj χρωματιζουμε

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)), οπου w
nj+1
j = w1

j = ured
i1

Προφανως f1(c(wnj

j , ured
i1 )) = c1 και δυο γειτονικες απλες κορυφες εχουν δια-

φορετικα χρωματα στις προσκειμενες μπλε ακμες τους. Για καθε αλλο κοκκινο
αντιπροσωπο ured του Cblue

j , βαζουμε στον ured το μοναδικο χρωμα απο το συ-
νολο {5, 6, 7} που δεν εχει δοθει στις προσκειμενες ακμες του.

Περίπτωση A.III. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 2(mod3)

Απο το Βημα 4 ο Cblue
j εχει τουλαχιστον εναν κοκκινο αντιπροσωπο, εστω ured

και κανενα ζευγος γειτονικων κοκκινων αντιπροσωπων, η ενα ζευγος γειτονι-
κων αντιπροσωπων και τουλαχιστον εναν ακομα κοκκινο αντιπροσωπο.

−Στην πρωτη περιπτωση εστω Cblue
j = (ured, w1

j , . . . , w
nj

j , ured), οπου nj +
1 ≡ 2(mod3) (βλ. Εικονα 15.6e). Έστω c(ured) = c1 ενα αυθαιρετο χρωμα.
Χρωματιζουμε c(ured, w1

j ) = f1(c1) και για i = 1, 2, . . . , nj :

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)), οπου w
nj+1
j = w0

j = ured

Για καθε αλλο κοκκινο αντιπροσωπο ured του Cblue
j αναθετουμε ως c(ured)

το μοναδικο χρωμα του συνολου {5, 6, 7}που δεν εχει ανατεθει τις προσκει-
μενες ακμες του.
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−Εαν οCblue
j περιεχει ενα ζευγος απο γειτονικους κοκκινους αντιπροσωπους,

τοτε ο Cblue
j = (ured

i1 , ured
i2 , w1

j , . . . , ured, . . . , w
nj

j , ured
i1 ), οπου ured

i1 , ured
i2 και

ured = ws
j ειναι οι κοκκινοι αντιπροσωποι (βλ. Εικονα 15.6f). Έστω λοι-

πον c(ured
i1 ) = c1 και c(ured

i1 ) = c2 ενας αυθαιρετος χρωματισμος των γει-
τονικων κοκκινων αντιπροσωπων με c2 = f1(c1). Χρωματιζουμε την ακμη
(ured

i1 , ured
i2 )ως c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) και την ακμη (ured

i2 , w1
j )ως c(ured

i2 w1
j ) =

f2(c2). Για i = 1, . . . , nj χρωματιζουμε
c(ws

j ) = f1(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f1(c(wi

j)) αν i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) αν i ̸= s

οπου w
nj+1
j = ured

i1 και w0
j = ured

i2 .
Προφανως f2(c(wnj

j , ured
i1 )) = c1 και δυο γειτονικες κορυφες (διαφορετικες

απο τον ured) εχουν διαφορετικα χρωματα στις προσκειμενες ακμες τους.
Για καθε αλλο κοκκινο αντιπροσωπο ured του Cblue

j αναθετουμε c(ured) το
μοναδικο χρωμα του συνολου {5, 6, 7} που δεν εχει ανατεθει στις προσκει-
μενες ακμες του.

Βήμα 9: διάταξη των μπλε κύκλων
Υπενθυμιζουμε οτι ο σκοπος των μπλε αντιπροσωπων ηταν να εξασφαλισουν οτι

υπαρχει ενας εγκυρος χρωματισμος των μπλε κυκλων. Ωστοσο, οι μπλε αντιπροσω-
ποι δεν ειναι απαραιτητα ανεξαρτητοι (μπορει να ειναι γειτονικοι με κοκκινους η μπλε
αντιπροσωπους καταμηκος ενος κοκκινου κυκλου). Σκοπος μας ειναι να ορισουμε μια
διαταξη των μπλε κυκλων, βαση των τριων κατηγοριων που οριστηκαν στο προηγου-
μενο βημα (τους μπλε κυκλους του Cblue

good που περιεχουν μονο κοκκινους αντιπροσω-
πους η καθολου αντιπροσωπους, τους μπλε κυκλους τους Cblue

bad χωρις βεβιασμενους
μπλε αντιπροσωπους και τους κυκλους του Cblue

bad με εναν βεβιασμενο μπλε αντιπρο-
σωπο). Ο λογος για αυτο ειναι οτι υπαρχουν μονο ζευγη γειτονικων κοκκινων αντι-
προσωπων, οι απλοι μπλε αντιπροσωποι μπορει να ειναι γειτονικοι το πολυ με εναν
κοκκινο αντιπροσωπο, ενω οι βεβιασμενοι αντιπροσωποι μπορει να ειναι γειτονικοι
το πολυ με δυο αλλους αντιπροσωπους (κοκκινους, μπλε η βεβιασμενους). Οποτε σκο-
πος μας ειναι να χρωματισουμε πρωτα ολους τους κοκκινους αντιπροσωπους (ορι-
σμενοι εχουν ηδη χρωματιστει στο Βημα 8), επειτα τους απλους μπλε αντιπροσωπους
και τελικα τους βεβιασμενους αντιπροσωπους (βλ. Εικονα 15.13). Παλι, η παραπανω
διαταξη των μπλε κυκλων μπορει να μην σεβεται την επιθυμητη διαταξη των αντι-
προσωπων, εφοσον υπαρχουν μπλε κυκλοι στην τελευταια κατηγορια του Cblue

bad που
περιεχουν και κοκκινο και βεβιασμενο αντιπροσωπο. Προκειμενου να αποφυγουμε το
προβλημα αυτο επιλεγουμε μια αρχικη κορυφη η ενα ζευγος απο αρχικες κορυφες για
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καθε μπλε κυκλο. Σκοπος μας ειναι να χρωματισουμε ολες τις αρχικες κορυφες, ετσι
ωστε οταν χρωματισουμε τους μπλε κυκλους στην προτεινομενη διαταξη, η διαταξη
των αντιπροσωπων να ισχυει επισης. Συγκεκριμενα, εστω Cblue ενας μπλε κυκλος.

− Εαν οCblue εχει χρωματιστει στο Βημα 8, τοτε ολοι οι κοκκινοι αντιπροσωποι που
περιεχει εχουν χρωματιστει (σημειωνουμε οτι Cblue ∈ Cblue

good).
− Εαν ο Cblue εχει εναν κοκκινο αντιπροσωπο, τον επιλεγουμε ως αρχικη κορυφη.
− ΕανοCblue εχει εναν ζευγοςγειτονικωνκοκκινωναντιπροσωπων, τους επιλεγουμε

και τους δυο ως αρχικες κορυφες.
− Εαν οCblue δεν εχει κοκκινους αντιπροσωπους, επιλεγουμε εναν απο τους απλους

μπλε αντιπροσωπους ως αρχικη κορυφη (υπαρχει τουλαχιστον ενας απλος μπλε
αντιπροσωπος).

Θεωρουμε το επαγομενο υπογραφημα του G με συνολο κορυφων το συνολο των
χρωματισμενων κοκκινων αντιπροσωπων και το συνολο των αρχικων κορυφων, ως
ενα βοηθητικο γραφημαH ′. Τοτε το βοηθητικο γραφημαH ′ περιεχει ανεξαρτητες κο-
ρυφες και μονοπατια τοπολυτεσσαρωνκορυφων.Μερικες κορυφες τουH ′ εχουνηδη
χρωματιστει με χρωμα 5, 6 η 7. Μπορουμε ευκολα να επεκτεινουμε τον μερικο αυτο
χρωματισμο σε εναν ορθο χρωματισμο ολων των κορυφων του H ′ αντιστοιχωντας
καταλληλα τα 5, 6, 7 πρωτα στους (μη χρωματισμενους με 5, 6, 7) κοκκινους αντιπρο-
σωπους.

ured

ublue

ũ

ũ

ublue

ublue

ũ

1
2

2

2

3

3

3

Εικόνα 15.13: Επιθυμητη διαταξη των αντιπροσωπων. Τα συνεχη βελη δειχνουν πως ο χρω-
ματισμος ενος αντιπροσωπου περιοριζεται απο την διαταξη: Ένας αντιπροσωπος δεν μπορει
να εχει το ιδιο χρωμα με εναν γειτονα που εχει ηδη χρωματιστει.

Έχοντας χρωματισει τις αρχικες κορυφες των μπλε κυκλων, ολοι οι κοκκινοι αντι-
προσωποι εχουν χρωματστει καθως και μερικοι μπλε αντιπροσωποι. Τοτε, εαν χρω-
ματισουμε τις υπολοιπες δυο κατηγοριες μπλε κυκλων βαση της προτεινομενης δια-
ταξης, επεται οτι ολοι οι απλοι μπλε αντιπροσωποι θα χρωματιστουν πριν απο τους
βεβιασμενους αντιπροσωπους.
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Βήμα 10: χρωματισμός των μπλε κύκλων
Στο βημα αυτο θα χρωματισουμε τις δυο τελευταιες κατηγοριες μπλε κυκλων (δη-

λαδη τουςμπλε κυκλους τουCblue
bad ): τους μπλε κυκλουςμε τουλαχιστον εναναπλομπλε

αντιπροσωπο και τους μπλε κυκλους με εναν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο.

Περίπτωση B. Cblue
j ∈ Cblue

bad χωρίς βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο

Στην περιπτωση αυτη ξερουμε οτι οCblue
j εχει τουλαχιστον εναν (απλο) μπλε αντι-

προσωπο, εστω ublue. Αν ο Cblue
j εχει συνολικα τουλαχιστον δυο αντιπροσωπους,

τον ui1 και τον ublue
i2 (ο ui1 ειναι ειτε μπλε ειτε κοκκινος), ισχυριζομαστε οτι, δο-

θεντος του χρωματος του ui1 , υπαρχουν δυο χρωματισμοι ετσι ωστε ο ublue
i2 να

παιρνει διαφορετικο χρωμα. Αυτο συνεπαγεται οτι οταν χρωματισουμε εναν μπλε
κυκλο απο την Περιπτωση B, αυτος ο μπλε αντιπροσωπος μπορει παντα να εχει
διαφορετικο χρωμα απο τις γειτονικους του χρωματισμενους αντιπροσωπους σε
εναν κοκκινο κυκλο (εφοσον ενας απλος μπλε αντιπροσωπος μπορει να εχει μονο
εναν γειτονικο αντιπροσωπο που εχει ηδη χρωματιστει).
Περίπτωση B.I. Το μήκος του Cblue

j είναι ισοϋπόλοιπο με 3(mod6) και ο Cblue
j δεν

έχει βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο
Στην περιπτωση αυτη, οCblue

j εχει μονο εναν μπλε αντιπροσωποπου ειναι η αρ-
χικη του κορυφη. Ο χρωματισμος τουCblue

j ειναι ο ιδιος οπως στην Περιπτωση
A.I, οπου w1

j ειναι ο μπλε αντιπροσωπος και c(w1
j , w2

j ) = f2(c(w1
j )).

Περίπτωση B.II. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 1(mod3) και ο Cblue

j δεν
έχει βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο
Απο το Βημα 5 εχουμε οτι ο Cblue

j εχει ακριβως δυο αντιπροσωπους, εστω ui1

και ublue
i2 , οπου ο ui1 ειναι η αρχικη κορυφη του και μπορει κοκκινος η μπλε αντι-

προσωπος. Έστω Cblue
j = (ui1 , w2

j , . . . , ublue
i2 , . . . , w

nj

j , ui1) οπου nj ≡ 1(mod3),
w1

j = ui1 και ws
j = ublue

i2 , με 1 < s < nj . Έστω c(ui1) = c1. Ακολουθουμε τη
διαδικασια χρωματισμου απο την Περιπτωση A.II, δηλαδη χρωματιζουμε την
ακμη (ui1 , w2

j ) ως c(ui1 , w2
j ) = f1(c1) και για i = 2, . . . , nj χρωματιζουμε

c(ws
j ) = f1(c(ws−1

j , ws
j ))

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi
j)) αν i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) αν i ̸= 1, s

Ο χρωματισμος φαινεται στις Εικονες 15.14a,15.14c,15.14e για διαφορετικες
τιμες του s(mod3). Σκοπος μας ομως ειναι να βρουμε κι αλλον χρωματισμο ετσι
ωστε ο ublue

i2 να παιρνει διαφορετικο χρωμα. Ουσιαστικα θα τροποποιησουμε
τον παραπανω χρωματισμο. Έχουμε οτι c(ui1) = c1, c(ui1 , w1

j ) = f1(c1) = c2

και c(wnj

j , ui1) = f2(c1) = c3, οπου τα χρωματα {c1, c2, c3} ειναι ολα διαφορε-
τικα. Εαν c(ublue

i2 ) ̸= c1 τοτε ανταλλασσουμε τα χρωματα c2 και c3 (ισοδυναμα
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εφαρμοζουμε την f2 αντι για την f1 στον παραπανω χρωματισμο και την f1

αντι για την f2) και η κορυφη ublue
i2 μπορει να παρει χρωμα c2 η c3 χωρις να αλ-

λαξει το χρωμα του ui1 (βλ. Εικονες 15.14b,15.14d). Εαν c(ublue
i2 ) = c1 (το οποιο

μπορει μονο να συμβει αν s ≡ 0(mod3)), τοτε τροποποιουμε τον παραπανω
χρωματισμο ως εξης:

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) αν 2 ≤ i ≤ s − 1
c(ws

j ) = f2(c(ws−1
j , ws

j ))
c(wi

j , wi+1
j ) = f2(c(wi

j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f2(c(wi−1
j , wi

j)) αν s + 1 ≤ i ≤ nj

, οπου ws
j = ublue

i2

Ουσιαστικα ανταλλασσουμε τα χρωματα c1 και c2 μονο κατα μηκος του μονο-
πατιου (ublue

i2 , . . . , w
nj

j ). Έτσι η κορυφη ublue
i2 μπορει να παρει χρωμα c1 η c2 χω-

ρις να αλλαξει το χρωμα του ui1 (βλ. Εικονα 15.14f).

u1 : 5

w6

ublue
2 : 6

w2

w3

w5

w7

7
6

7

7

5

5

6

(a)

u1 : 5

w6

ublue
2 : 7

w2

w3

w5

w7

6
7

6

6

5

5

7

(b)

u1 : 5

w6

w2

w3

w4

w7

7
6

7

6

5

5

6

ublue
2 : 7

(c)

u1 : 5

w6

w2

w3

w4

w7

6
7

6

7

5

5

7

ublue
2 : 6

(d)

u1 : 5

w5

w2

w3

w4

w7

7
6

7

6

5

7

6

ublue
2 : 5

(e)

u1 : 5

w5

w2

w3

w4

w7

7
6

7

6

5

7

5

ublue
2 : 6

(f)

Εικόνα 15.14: Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση B.II για: (a)-(b) s ≡ 1(mod3),
(c)-(d) s ≡ 2(mod3), (e)-(f) s ≡ 0(mod3).

Περίπτωση B.III. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 2(mod3) και ο Cblue

j δεν
έχει βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο

Απο το Βημα 4 ο Cblue
j εχει μονο εναν μπλε αντιπροσωπο η δυο κοκκινους γει-

τονικους αντιπροσωπους και εναν μπλε.

285



286 Κεφάλαιο 15. AVD-Ολικός Χρωματισμός 4-Κανονικών Γραφημάτων

−Εαν οCblue
j εχει μονο εναν μπλε αντιπροσωπο, εστω ublue, τοτε ο ublue ειναι

η αρχικη κορυφη, και χρωματιζουμε τις ακμες του Cblue
j οπως στην Περι-

πτωση A.III. (οπου ο ublue εχει τον ρολο του ured στην Περιπτωση A.III).
−Έστωτωραοτι οCblue

j περιεχει δυο γειτονικους κοκκινους αντιπροσωπους,
εστω ured

i1 και ured
i2 και εναν μπλε, εστω ublue. Τοτε ο Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j ,

. . . , ublue, . . . , w
nj

j , ured
i1 ), οπου nj + 2 ≡ 2(mod3) και ublue = ws

j . Σημειω-
νουμε οτι δεν μπορει να ειναι s ≡ 0(mod3) η s ≡ 1(mod3) εφοσον αυτες οι
κορυφες ανηκαν στο C̃∗ απο το Βημα 5. Οι γειτονικοι κοκκινοι αντιπροσω-
ποι ured

i1 , ured
i2 ειναι οι αρχικες κορυφες του μπλε κυκλου. Έστω c(ured

i1 ) = c1

και c(ured
i2 ) = c2. Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι c2 = f1(c1). Χρωματι-

ζουμε την ακμη (ured
i1 , ured

i2 )ως c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) και την ακμη (ured
i2 , w1

j )
ως c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2). Έχουμε τον παρακατω χρωματισμο:


c(wi

j , wi+1
j ) = f2(c(wi−1

j , wi
j)) αν 1 ≤ i ≤ s − 1

c(ws
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j ))

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi
j)) if i = s

c(wi
j , wi+1

j ) = f1(c(wi−1
j , wi

j)) αν s + 1 ≤ i ≤ nj

οπου w0
j = ured

i2 και w
nj+1
j = ured

i1 .
Προφανως c(ws

j ) = c2. Στην Εικονα 15.15a φαινεται ο χρωματισμος για
s ≡ 2(mod3). Στην περιπτωση αυτη, μπορουμε να παρουμε εναν δευτερο
χρωματισμο οπου ο μπλε αντιπροσωπος να εχει διαφορετικο χρωμα τρο-
ποποιωντας τον χρωματισμο της Εικονας 15.15a: ανταλλασσουμε τα χρω-
ματα c2 και c3 στο μονοπατι (w1

j , w2
j , . . . ws

j ), και χρωματιζουμε c(ws
j ) = c3

(βλ. Εικονα 15.15b).
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1 : 5
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ublue : 6

ured
2 : 6
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w1

w4

6

6

7

7

7

5

5

5

(a)
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1 : 5
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ublue : 5
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6

7

5

5

5
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Εικόνα 15.15: Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση B.III.

Περίπτωση C. Cblue
j ∈ Cblue

bad με έναν βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο
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Στην περιπτωση αυτη γνωριζουμε οτι οCblue
j ειναι ειτε εναςC5 με δυο γειτονικους

κοκκινους αντιπροσωπους ως αρχικες κορυφες και εναν βεβιασμενο μπλε αντι-
προσωπο ũblue, η ο Cblue

j ειναι ενας C8 με δυο γειτονικους κοκκινους αντιπροσω-
πους ως αρχικες κορυφες και εναν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο ũblue, η ο Cblue

j

ειναι ενας C4 με εναν αντιπροσωπο (κοκκινο η απλο μπλε) ως αρχικη κορυφη και
εναν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο ũblue, η ο Cblue

j ειναι ενας C7 με εναν μπλε
αντιπροσωπο ως αρχικη κορυφη και εναν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο ũblue.
Και στις τεσσερις περιπτωσεις, δεδομενου ενος αυθαιρετου χρωματος για τις αρ-
χικες κορυφες, σκοπος μας ειναι να δειξουμε οτι υπαρχουν τρεις χρωματισμοι τε-
τοιοι ωστε ο ũblue να εχει διαφορετικο χρωμα, δηλαδη ο ũblue να μπορει να παρει
και τα τρια χρωματα του συνολου {5, 6, 7}. Αυτο συνεπαγεται οτι οταν χρωματι-
ζουμε εναν μπλε κυκλο απο την Περιπτωση C, ο βεβιασμενος μπλε αντιπροσωπος
μπορει παντα να εχει διαφορετικο χρωμα απο τους γειτονικους του χρωματισμε-
νους αντιπροσωπους σε εναν κοκκινο κυκλο (εφοσον ενας βεβιασμενος μπλε αντι-
προσωπος μπορει να εχει το πολυ δυο γειτονικους αντιπροσωπους που εχουν ηδη
χρωματιστει). Σημειωνουμε οτι απο το Βημα 4 το μηκος τουCblue

j ∈ Cblue
bad δεν μπο-

ρει να ειναι ισοϋπολοιπο με 0(mod3).

Περίπτωση C.I. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 1(mod3) και ο Cblue

j έχει
έναν βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο ũblue που δεν είναι τύπου (1, 4)

Εαν το μηκος του Cblue
j ειναι ισοϋπολοιπο με 1(mod3) και υπαρχει ενας βεβια-

σμενο μπλε αντιπροσωπος ũblue, τοτε ο Cblue
j = C4 η C7.

−Έστω Cblue
j = C4 = (u, w1

j , ũblue, w2
j , u), οπου ο u ειναι ειτε ενας κοκκινος

ειτε ενας μπλε αντιπροσωπος. Η κορυφη u ειναι η αρχικη κορυφη του C4

με χρωμα c(u) = c1. Χρωματιζουμε c(u, w1
j ) = f1(c1) = c2 και c(w2

j , u) =
f2(c1) = c3. Για τα υπολοιπα στοιχεια εχουμε τους παρακατω τρεις πιθα-
νους χρωματισμους:

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2

j ) = c2

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c1 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c2

Ειναι προφανες οτι η κορυφη ũblue μπορει να παρει και τα τρια χρωματα
απο το {5, 6, 7} χωρις να αλλαξουμε το χρωμα της u (βλ. Εικονα 15.16).

−Ομοιως, εστω Cblue
j = C7 = (ublue, w1

j , ũblue, w2
j , . . . , w5

j , ublue), με αρχικη
κορυφη ublue χρωματισμενη ως c(ublue) = c1 (υπενθυμιζουμε οτι αν ενας
μπλεC7 κυκλος εχει βεβιασμενοαντιπροσωπο, τοτεηαρχικη τουκορυφηει-
ναι ενας απλος μπλε αντιπροσωπος). Χρωματιζουμε c(ublue, w1

j ) = f1(c1) =
c2, c(w5

j , ublue) = f2(c1) = c3 και εχουμε τους παρακατω τρεις πιθανους
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(a)
ũblue : 6
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u : 5
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(b)
ũblue : 7

w1w2

u : 5
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6 5
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(c)

Εικόνα 15.16: (a)-(c) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.I: C4.

χρωματισμους:
c(w1

j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2
j ) = c2 c(w2

j , w3
j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1 c(w2
j , w3

j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c1 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c2 c(w2
j , w3

j ) = c3

και για τις υπολοιπες ακμες

c(ws
j , ws+1

j ) =


f1(c(ws−1

j , ws
j ))

f2(c(ws−1
j , ws

j ))
f1(c(ws−1

j , ws
j ))

για s = 3, 4, αντιστοιχα

Ειναι προφανες οτι οι κορυφες ws
j και ws+1

j εχουν διαφορετικα χρωματα
στις μπλε ακμες τους για s = 2, 3, 4, και η κορυφη ũblue μπορει να παρει και
τα τρια χρωματα απο το {5, 6, 7} χωρις να αλλαξει το χρωμα της ublue (βλ.
Εικονα 15.17).

ublue : 5
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w3

ũblue : 5
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6

6

5
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(c)

Εικόνα 15.17: (a)-(c) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.I: C7.

Περίπτωση C.II. Το μήκος τουCblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 2(mod3) aκαι οCblue

j έχει
έναν βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο ũblue που δεν είναι τύπου (1, 4)
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Στην περιπτωση αυτη απο το Βημα 5 εχουμε οτι ο Cblue
j = C5 η C8 με δυο κοκ-

κινους αντιπροσωπους, εστω ured
i1 και ured

i2 , και εναν βεβιασμενο μπλε αντιπρο-
σωπο ũblue.

−Εαν ο Cblue
j εχει 5 κορυφες, τοτε ο Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , ured
i1 ),

οπου οι κοκκινοι αντιπροσωποι ured
i1 , ured

i2 ειναι οι αρχικες κορυφες. Έστω
οτι c(ured

i1 ) = c1 και c(ured
i2 ) = f1(c1) = c2. Τοτε χρωματιζουμε c(w2

j , ured
i1 ) =

f1(c1) = c2, c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3 και c(ured
i2 , w1

j ) = f2(c2) = c1. Για τα
υπολοιπα στοιχεια εχουμε τους παρακατω πιθανους χρωματισμους:

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2

j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c1

Ειναι προφανες οτι η κορυφη ũblue μπορει να παρει ολα τα χρωματα απο το
{5, 6, 7} χωρις να αλλαξει το χρωμα του ured

i1 η του ured
i2 (βλ. Εικονα 15.18)).
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Εικόνα 15.18: (a)-(c) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.II: C5.

−Εαν ο Cblue
j εχει 8 κορυφες, τοτε ο Cblue

j = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , . . . ,

w5
j , ured

i1 ), οπου οι κοκκινοι αντιπροσωποι ured
i1 , ured

i2 ειναι οι αρχικες κορυ-
φες. Έστω c(ured

i1 ) = c1 και c(ured
i2 ) = f1(c1) = c2. Τοτε χρωματιζουμε

c(w5
j , ured

i1 ) = f1(c1) = c2, c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3 και c(ured
i2 , w1

j ) =
f2(c2) = c1. Για τα υπολοιπα στοιχεια εχουμε τους παρακατω πιθανους
χρωματισμους:

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c1 c(ũblue, w2

j ) = c3

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c1 c(w4
j , w5

j ) = c3

c(w1
j , ũblue) = c3 c(ũblue) = c2 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c3 c(w4
j , w5

j ) = c1

c(w1
j , ũblue) = c2 c(ũblue) = c3 c(ũblue, w2

j ) = c1

c(w2
j , w3

j ) = c2 c(w3
j , w4

j ) = c3 c(w4
j , w5

j ) = c1
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Ειναι προφανες οτι η κορυφη ũblue μπορει να παρει ολα τα χρωματα απο το
{5, 6, 7} χωρις να αλλαξει το χρωμα του ured

i1 η του ured
i2 (βλ. Εικονα 15.19)).
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Εικόνα 15.19: (a)-(c) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.II: C8.

Στις τελευταιες δυουποπεριπτωσειςστρεφουμε τηνπροσοχημαςσεμπλεκυκλους
με εναν βεβιασμενο μπλε αντιπροσωπο που ειναι τυπου (1, 4). Υπενθυμιζουμε οτι
μια τετοια κορυφη ανηκει σε εναν κοκκινο C5 οπου καθε αλλη κορυφη ειναι αντι-
προσωπος. Επισης, στον μπλε κυκλο που ανηκει ο βεβιασμενος μπλε αντιπροσω-
πος, ακριβως ενας απο τους γειτονες του ειναι επισης τυπου (1, 4). Καθε ζευγος
απο κορυφες τυπου (1, 4) εχει διαφορετικο χρωματικο συνολο απο τις αλλες γει-
τονικες του κορυφες. Επιπλεον εχουν διαφορετικο χρωμα κορυφης μεταξυ τους
και η ακμη που τις ενωνει εχει χρωμα απο το {1, 2, 3, 4}. Συνεπως, απομενει να
εξασφαλισουμε οτι θα εχουν και διαφορετικο χρωματικο συνολο.
Περίπτωση C.III. Το μήκος του Cblue

j είναι ισοϋπόλοιπο με 1(mod3) και ο Cblue
j έχει

έναν βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο ũblue που είναι τύπου (1, 4)

−Όπως και στην Περιπτωση C.I, εστω Cblue
j = C4 = (u, w1

j , ũblue, w2
j , u).

Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι ο ũblue και ο w1
j ειναι οι κορυφες τυ-

που (1, 4) που επιλεχτηκαν στο Βημα 7. Η ακμη (ũblue, w1
j ) εχει παρει χρωμα

απο το {1, 2, 3, 4}στοΒημα7, οποτεαυτες οι κορυφες θαδιαχωριστουναπο
το χρωμα των αλλων προσκειμενων ακμων τους κατα μηκος του μπλε κυ-
κλου. Πρεπει μονο να εξασφαλισουμε οτι υπαρχει ενας χρωματισμος οπου
οι ακμες (u, w1

j ) και (ũblue, w2
j ) παιρνουν διαφορετικο μεταξυ τους χρωμα

απο το {5, 6, 7}. Εφοσον η u ειναι η αρχικη κορυφη, εστω c(u) = c1. Τοτε
χρωματιζουμε c(u, w1

j ) = f1(c1) = c2, c(w2
j , u) = f2(c1) = c3 και c(ũblue, w2

j ) =
c1 (βλ. Εικονα 15.20a).

−Ομοιως, εστω Cblue
j = C7 = (ublue, w1

j , ũblue, w2
j , . . . , w5

j , ublue), οπου η αρ-
χικη κορυφη ublue εχει χρωματιστει ως c(ublue) = c1.
Εανοι ũblue καιw1

j ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4)πουεπιλεχτηκανστοΒημα7
θελουμε οι ακμες (ublue, w1

j ) και (ũblue, w2
j ) να εχουν διαφορετικο χρωμα.
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3

4
2

ũblue : 4
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7

2

6

5

3 1

(a)
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w2

ured
1 : 5

7

2

7

6

5

3

4
2

ũblue : 4

w1 : 1
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Εικόνα 15.20: (a) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.III: C4. (b) Χρωματισμος
μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.IV: C5.

Τοτε χρωματιζουμε c(ublue, w1
j ) = f1(c1) = c2, c(w5

j , ublue) = f2(c1) = c3,
c(ũblue, w2

j ) = c1, c(w2
j , w3

j ) = c3 και c(ws
j , ws+1

j ) = f2(c(ws−1
j , ws

j )) για
s = 3, 4 (βλ. Εικονα 15.21a).
Εανοι ũblue καιw2

j ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4)πουεπιλεχτηκανστοΒημα7
θελουμε οι ακμες (w1

j , ũblue) και (w2
j , w3

j ) να εχουν διαφορετικα χρωματα.
Χρωματιζουμε c(ublue, w1

j ) = f1(c1) = c2, c(w1
j , ũblue) = c1, c(w5

j , ublue) =
f2(c1) = c3, c(w2

j , w3
j ) = c3 και c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) για s = 3, 4

(βλ. Εικονα 15.21b).
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ũblue : 4

w1

3

4

(b)

Εικόνα 15.21: (a)-(b) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.III: C7.

Περίπτωση C.IV. Το μήκος του Cblue
j είναι ισοϋπόλοιπο με 2(mod3) και ο Cblue

j έχει
έναν βεβιασμένο μπλε αντιπρόσωπο ũblue που είναι τύπου (1, 4)
Όπως και στην Περιπτωση C.II εχουμε οτι ο Cblue

j εχει ειτε 5 ειτε 8 κορυφες.
−Έστω Cblue

j = C5 = (ured
i1 , ured

i2 , w1
j , ũblue, w2

j , ured
i1 ). Χ.β.τ.γ. μπορουμε να

υποθεσουμε οτι οι ũblue και w1
j ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4) που επιλεχτη-

καν στο Βημα 7. Θελουμε να εξασφαλισουμε οτι υπαρχει ενας χρωματισμος
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οπου οι ακμες (ured
i2 , w1

j ) και (ũblue, w2
j ) εχουν διαφορετικο χρωμα μεταξυ

τους απο το {5, 6, 7}. Για τις αρχικες κορυφες ured
i1 , ured

i2 εστω c(ured
i1 ) = c1

και c(ured
i2 ) = c2. Χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι c2 = f1(c1). Χρωμα-

τιζουμε c(ured
i1 , ured

i2 ) = f2(c1) = c3, c(ured
i2 , w1

j ) = f1(c3) = c1, c(w2
j , ured

i1 ) =
f1(c1) = c2, και c(ũblue, w2

j ) = c3 (βλ. Εικονα 15.20b).
−Εαν ο Cblue

j εχει 8 κορυφες, τοτε ο Cblue
j = (ured

i1 , ured
i2 , w1

j , ũblue, w2
j , . . . ,

w5
j , ured

i1 ). Έστω c(ured
i1 ) = c1 και c(ured

i2 ) = c2, οπου μπορουμε να υποθε-
σουμε χ.β.τ.γ. οτι c2 = f1(c1).
Εαν οι ũblue και w1

j ειναι οι δυο κορυφες τυπου (1, 4), επιδιωκουμε οι ακ-
μες (ured

i2 , w1
j ) και (ũblue, w2

j ) να εχουν διαφορετικα χρωματα. Χρωματιζουμε
c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) = c3, c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2) = c1, c(w5

j , ured
i1 ) = f1(c1) =

c2, c(ũblue, w2
j ) = c3, c(w2

j , w3
j ) = c2 και c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) για

s = 3, 4 (βλ. Εικονα 15.22a).
Εαν οι ũblue και w2

j ειναι οι δυο κορυφες τυπου (1, 4), επιδιωκουμε οι ακ-
μες (w1

j , ũblue) και (w2
j , w3

j ) να εχουν διαφορετικα χρωματα. Χρωματιζουμε
c(ured

i1 , ured
i2 ) = f2(c1) = c3, c(ured

i2 , w1
j ) = f2(c2) = c1, c(w5

j , ured
i1 ) = f1(c1) =

c2, c(w1
j , ũblue) = c3, c(w2

j , w3
j ) = c2 και c(ws

j , ws+1
j ) = f2(c(ws−1

j , ws
j )) για

s = 3, 4 (βλ. Εικονα 15.22b).
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Εικόνα 15.22: (a)-(b) Χρωματισμος μπλε κυκλων απο την Περιπτωση C.IV: C8.

Βήμα 11: γειτονικές κορυφές τύπου (1,4) και (12) με το ίδιο χρώμα κορυφής
Υπενθυμιζουμε οτι κατα μηκος ενος μπλε κυκλου, ενας βεβιασμενος αντιπροσω-

πος τυπου (1, 4) εχει εναν γειτονα τυπου (1, 4) και εναν τυπου (12). Στο τελος του
Βηματος 7 σημειωσαμε οτι ο βεβιασμενος αντιπροσωπος και ο τυπου (12) γειτονας
του μπορει να εχουν το ιδιο χρωμα κορυφης. Μια τετοια περιπτωση φαινεται στην
Εικονα 15.23a:
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Εικόνα 15.23: Περιπτωση του Βηματος 11.

Έχουμε εναν κοκκινοC5 = (ured, w1, w2, w3, w4, ured), οπου η κορυφηw2 ειναι τυ-
που (1, 4). Ο μπλε κυκλος που ανηκει η w2 εχει 4 κορυφες, Cblue = {u, v1, w2, v3, u}
με αρχικη κορυφη την u. Η κορυφη v1 ειναι τυπου (1, 4) με χρωμα 1, και κοκκινη εσω-
ακμη e⃗(v′

1) = (
−−−→
v′

1, v1). Ο χρωματισμος του κοκκινου C5 καθοριζεται απο το χρωμα
της κορυφης v′

1. Στην Εικονα 15.23a η κορυφη v′
1 εχει ανταλλαξει το χρωμα της με το

χρωμα της κοκκινης εξω-ακμης της, επομενως η w2 εχει χρωμα 2, το ιδιο με το χρωμα
της κορυφης v3. Στην περιπτωση αυτη, αλαζουμε το χρωμα της κορυφηςw2 να ανηκει
στο {5, 6, 7} (βλ. Εικονα 15.23b). Με αυτη την αλλαγη, η κορυφη w2 εχει χρωματικο
συνολο τυπου (1) και χρωμα κορυφης τυπου (u). Στην πραγματικοτητα ο τυπος της
w2 δεν ειναι κανενας απο τους εξι τυπους κορυφων που οριστηκαν στην αρχη της ενο-
τητας. Εφοσον αυτος ο νεος τυπος εμφανιζεται μονο ως ειδικη περιπτωση και μπο-
ρουμε να το διαχειριστουμε με τοπικες αλλαγες του χρωματισμου, δεν οριζουμε και-
νουριο τυπο για αυτες τις κορυφες. Το χρωματικο συνολο της w2 ειναι διαφορετικο
απο τα χρωματικα συνολα των γειτονων της: η v1 ειναι τυπου (1, 4), η v3 τυπου (2),
η w1 τυπου (uodd) και η w3 τυπου (u∗). Ωστοσο, εφοσον η κορυφη w2 μπορει να πα-
ρει οποιοδηποτε χρωμα απο το {5, 6, 7} μπορουμε να εχουμε εναν χρωματισμο τουC4
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ετσι ωστε το χρωμα τηςw2 να ειναι διαφορετικο απο τα χρωματα των w1 και w3. Στις
Εικονες 15.23b-15.23d, βλεπουμε οτι η w2 μπορει να εχει καθε χρωμα απο το {5, 6, 7}
χωρις να αλλαξει το χρωμα της αρχικης κορυφη του μπλε C4 (η αρχικη κορυφη u εχει
χρωμα 5 στην Εικονα 15.23).

Απο τα παραπανω, ειναι προφανες οτι πρεπει να επιτρεψουμε στον βεβιασμενο
μπλε αντιπροσωπο του Cblue να παρει οποιοδηποτε χρωμα απο το {5, 6, 7}. Το ιδιο
μπορει να εφαρμοστει σεκαθεπαρομοιαπεριπτωση.Πιοσυγκεκριμενα, εστωοτι εχου-
με εναν κοκκινοC5 = (ured, w1, w2, w3, w4, ured), οπου η κορυφηw2 ειναι τυπου (1, 4)
και εχει το ιδιο χρωμα κορυφης με τον τυπου (12) γειτονα της κατα μηκος του μπλε
κυκλου που ανηκει. Ο μπλε κυκλος Cblue οπου ανηκει η w2 εχει μηκος 4, 5, 7 η 8. Η πε-
ριπτωση που ο Cblue εχει 4 κορυφες περιγραφηκε προηγουμενως, αφηνοντας τρεις
επιπλεον περιπτωσεις.

− Εαν το μηκος του μπλε κυκλου ειναι 5 τοτεCblue = (ured
1 , ured

2 , v1, w2, v3, ured
1 ), και

χ.β.τ.γ. μπορουμε να υποθεσουμε οτι η v1 ειναι επισης τυπου (1, 4). Έστω c(ured
1 ) =

c1 και c(ured
2 ) = f1(c1) = c2. Τοτε, χρωματιζουμε c(v3, ured

1 ) = f1(c1) = c2,
c(ured

1 , ured
2 ) = f2(c1) = c3 και c(ured

2 , v1) = f2(c2) = c1. Για τα υπολοιπα στοι-
χεια εχουμε τους παρακατω δυνατους χρωματισμους:

c(w2) = c1 c(w2, v3) = c3

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c1

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c1

− Εαν το μηκος του μπλε κυκλου ειναι 7 τοτε Cblue = (ublue, v1, w2, v3 . . . , v6, ublue),
με την αρχικη κορυφη ublue χρωματισμενη ως c(ublue) = c1. Εδω, η κορυφη v1

η η v3 μπορει να ειναι ο γειτονας της w2 κατα μηκος του μπλε κυκλου που ειναι
τυπου (1, 4). Αν οι w2 και v1 ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4) που επιλεχτηκαν στο
Βημα 7 χρωματιζουμε c(ublue, v1) = f1(c1) = c2, c(v6, ublue) = f2(c1) = c3 και
εχουμε τους παρακατω τρεις πιθανους χρωματισμους:

c(w2) = c1 c(w2, v3) = c2 c(v3, v4) = c3

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c1 c(v3, v4) = c3

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c2 c(v3, v4) = c3

και για τις υπολοιπες ακμες

c(vs, vs+1) =


f1(c(vs−1, vs))
f2(c(vs−1, vs))
f1(c(vs−1, vs))

για s = 4, 5

Αν οι w2 και v3 ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4) που επιλεχτηκαν στο Βημα 7 χρω-
ματιζουμε c(ublue, v1) = f1(c1) = c2, c(v6, ublue) = f2(c1) = c3, c(v3, v4) = c3,
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c(vs, vs+1) = f1(c(vs−1, vs)) για s = 4, 5, και εχουμε τους παρακατω τρεις πιθα-
νους χρωματισμους για τα υπολοιπα στοιχεια:

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c1

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c2

c(v1, w2) = c1 c(w2) = c3

− Εαν ο Cblue
j εχει 8 κορυφες, τοτε Cblue = (ured

1 , ured
2 , v1, w2, v3, . . . , v6, ured

1 ), οπου
οι κοκκινοι αντιπροσωποι ured

1 , ured
2 ειναι οι αρχικες κορυφες. Έστω οτι c(ured

1 ) =
c1 και c(ured

2 ) = f1(c1) = c2. Εδω η κορυφη v1 η η v3 μπορει να ειναι ο γειτονας
της w2 κατα μηκος του μπλε κυκλου που ειναι τυπου (1, 4). Αν οι w2 και v1 ειναι
οι κορυφες τυπου (1, 4) που επιλεχτηκαν στο Βημα 7 χρωματιζουμε c(v6, ured

1 ) =
f1(c1) = c2, c(ured

1 , ured
2 ) = f2(c1) = c3, c(ured

2 , v1) = f2(c2) = c1 και εχουμε τους
παρακατω τρεις πιθανους χρωματισμους:

c(w2) = c1 c(w2, v3) = c3 c(v3, v4) = c2

c(w2) = c2 c(w2, v3) = c3 c(v3, v4) = c2

c(w2) = c3 c(w2, v3) = c1 c(v3, v4) = c2

και για τις υπολοιπες ακμες

c(vs, vs+1) =


f2(c(vs−1, vs))
f2(c(vs−1, vs))
f1(c(vs−1, vs))

for s = 4, 5

Αν οιw2 και v3 ειναι οι κορυφες τυπου (1, 4) που επιλεχτηκαν στοΒημα 7 χρωματι-
ζουμε c(v6, ured

1 ) = f1(c1) = c2, c(ured
1 , ured

2 ) = f2(c1) = c3, c(ured
2 , v1) = f2(c2) =

c1, c(v3, v4) = c2 και c(vs, vs+1) = f1(c(vs−1, vs)) για s = 4, 5. Για τα υπολοιπα
στοιχεια εχουμε τους παρακατω πιθανους χρωματισμους:

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c1

c(v1, w2) = c3 c(w2) = c2

c(v1, w2) = c2 c(w2) = c3

Σε ολους τους παραπανω χρωματισμους, εχουμε οτι η κορυφη w2 μπορει να παρει
καθε χρωμα του συνολου {5, 6, 7}, ετσι ωστε το χρωμα της w2 να ειναι διαφορετικο
απο το χρωμα της κορυφης w1 και της w3 κατα μηκος του κοκκινου C5.

Τωρα που ολα τα στοιχεια του G εχουν χρωματιστει, πρεπει να δειξουμε το ακο-
λουθο:

295



296 Κεφάλαιο 15. AVD-Ολικός Χρωματισμός 4-Κανονικών Γραφημάτων

Ισχυρισμός 2: Ο παραπανω αλγοριθμος παραγει εναν AVD-ολικο χρωματισμο του
G με 7 χρωματα.
Απόδειξη. Προηγουμενως (στο Βημα 7), εχοντας χρησιμοποιησει τα χρωματα του συ-
νολου {1, 2, 3, 4}, ειδαμε οτι υπηρχαν διαφορετικα χρωματα κορυφων και διαφορε-
τικα χρωματικα συνολα για ορισμενες γειτονικες κορυφες. Συνεπως, προκειμενου να
αποδειξουμε τον ισχυρισμο αρκει να δειξουμε οτι η χρηση των χρωματων {5, 6, 7} εξα-
σφαλιζει τα εξης: γειτονικες απλες κορυφες σε εναν μπλε κυκλο εχουν διαφορετικο
χρωματικα συνολα. Αυτο ισχυει, οπως επισημανθηκε στο Βημα 8 και το Βημα 10. Επι-
σης, γειτονικες κορυφες τυπου (1, 4) εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα. Αυτο εξα-
σφαλιζεται στο Βημα 10: Περιπτωση C.III-C.IV, ενω το Βημα 11 επιλυει περιπτωσεις
οπου μια κορυφη τυπου (1, 4) εχει το ιδιο χρωμα με μια γειτονικη της κορυφη. Τελος,
γειτονικοι αντιπροσωποι εχουν διαφορετικο χρωμα. Αυτο εξασφαλιζεται απο την δια-
ταξη των μπλε κυκλων και τον αρχικο χρωματισμο των αρχικων κορυφων. Επομενως,
δειξαμεοτι ολαταγειτονικαστοιχεια τουG εχουνδιαφορετικο χρωμαμεταξυ τουςκαι
καθε δυο γειτονικες κορυφες εχουν διαφορετικα χρωματικα συνολα, ικανοποιωντας
τον ορισμο του AVD-ολικου χρωματισμου.
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16 Αναπαραστάσεις με Κύκλους Απλών 4-
Κανονικών Επίπεδων Γραφημάτων

Τοκεφαλαιο αυτοσχετιζεται με την εικασια του Lovász οτι καθε συνεκτικο 4-κανο-
νικο επιπεδο γραφημα G επιδεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα κυκλων (ανα-
φερομαστε στην Εικασια 11.2). Αρχικα, παρουσιαζουμε αυστηρα ανωκαι κατωφραγ-
ματα στο πληθος των κυκλων που χρειαζονται για μια πραγματοποιηση οποιουδη-
ποτε απλου 4-κανονικου επιπεδου γραφηματος. Επιπλεον, απανταμε θετικα την εικα-
σια του Lovász, εαν τοG ειναι 3-συνεκτικο, και παρουσιαζουμε μια απειρη οικογενεια
απο απλα συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα που δεν ειναι 3-συνεκτικα (δη-
λαδη, ειναι ειτε απλα συνεκτικα ειτε δισυνεκτικα) και δεν επιδεχονται πραγματοποι-
ηση ως ενα συστημα κυκλων.

16.1 Φράγματα στο Πλήθος των Κύκλων για μία Αναπαρά-
σταση με Κύκλους ενός Απλού 4-Κανονικού Επίπεδου
Γραφήματος

Στην ενοτητα αυτη, παρουσιαζουμε ανω και κατω φραγματα στο πληθος των κυ-
κλων που χρειαζονται για μια πραγματοποιηση ενος απλου συνεκτικου 4-κανονικου
επιπεδου γραφηματος ως ενα συστημα κυκλων. Επισης αποδεικνυουμε οτι αυτα τα
φραγματα ειναι αυστηρα, δηλαδη υπαρχουν απειρως πολλα συνεκτικα 4-κανονικα
επιπεδα γραφηματα που επιδεχονται πραγματοποιησεις ως συστημα κυκλων και χρη-
σιμοποιουν το πληθος κυκλων που δινεται απο τα δυο φραγματα.

Λήμμα 16.1. Έστω G ένα απλό συνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα με n κορυφές.
Τότε το πλήθος των κύκλων, έστω c[G], που συμμετέχουν σε μία πραγματοποίηση του
G ως σύστημα κύκλων, εάν υπάρχει, ικανοποιεί την παρακάτω ανισότητα:

(1 +
√

1 + 4n)/2 ≤ c[G] ≤ 2n/3.

Απόδειξη. Γενικα, υπαρχουν ορισμενοι περιορισμοι οσον αφορα το πληθος των κυ-
κλων που συμμετεχουν σε μια πραγματοποιηση ενος γραφηματος ως ενα συστημα
κυκλων:
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− Δυο κυκλοι μπορει να εχουν το πολυ δυο κοινες κορυφες: Δυο σημεια τομης εαν
τεμνονται, ενα σημειο επαφης εαν εφαπτονται, η κανενα εαν ειναι διαχωρισμενοι.

− Υπαρχουντουλαχιστον τρεις κορυφεςσεκαθεκυκλο, εφοσονθεωρουμεμονοαπλα
γραφηματα.

− Καθε κορυφη ανηκει ακριβως σε δυο κυκλους, εφοσον καθε κορυφη εχει βαθμο 4.

Απο τις τελευταιες δυο ιδιοτητες, επεται οτι σε καθε πραγματοποιηση του G ως
ενα συστημα κυκλων, το πληθος των κορυφων του G που οριζονται απο ολους τους
κυκλους ειναι τουλαχιστον 3c[G]/2, το οποιο συνεπαγεται αμεσα το επιθυμητο ανω
φραγμα, δηλαδη c[G] ≤ 2n/3. Απο την αλλη, εαν καθε ζευγος κυκλων οριζει ακρι-
βως δυο κορυφες (δηλαδη καθε ζευγος κυκλων τεμνονται), η αντιστοιχη πραγματο-
ποιηση τουG εχει το μικροτερο πληθος κυκλων. Ωστοσο, στην περιπτωση αυτη συνο-
λικα c[G](c[G] − 1)/2 ζευγη κορυφων οριζουν το πολυ c[G](c[G] − 1) κορυφες. Οποτε,
επεται οτι n ≤ c[G](c[G] − 1) η ισοδυναμα οτι (1 +

√
1 + 4n)/2 ≤ c[G].

Παρακατω, δειχνουμε οτι τα φραγματα του Λημματος 16.1 ειναι αυστηρα.

Λήμμα 16.2. Υπάρχουν απείρως πολλά συνεκτικά 4-κανονικά επίπεδα γραφήματα με
n κορυφές που επιδέχονται πραγματοποίηση ως σύστημα (1 +

√
1 + 4n)/2 και 2n/3

κύκλων.

Απόδειξη.Προκειμενου να αποδειξουμε το λημμα, αρκει να δειξουμε οτι υπαρχουν δυο
οικογενειες γραφηματων που επιδεχονται πραγματοποιησεις ως συστημα κυκλων,
στις οποιες (a) καθε ζευγος κυκλων τεμνονται και (b) καθε κυκλος εχει ακριβως τρεις
κορυφες.

(a) Θελουμε να κατασκευασουμε ενα συνολο απο κυκλους που δεν ταυτιζονται,
ολοι με την ιδια ακτινα και ολοι να περιεχουν το ιδιο εσωτερικο σημειο. Πιο τυ-
πικα, εστω c ≥ 3 ενας αυθαιρετος ακεραιος. Έστω επισης C ενας βοηθητικος
γεωμετρικος κυκλος ακτινας R > 0 (αναφερομαστε στον διακεκομμενο κυ-
κλο της Εικονας 16.1a). Σχεδιαζουμε c κυκλους ιδιας ακτινας r > 0 με κεντρο
τις κορυφες ενος κανονικου c-γωνου εγγεγραμμενου στον κυκλοC , ετσι ωστε
r > R (βλ. Εικονα 16.1a). Ευκολα διαπιστωνει κανεις οτι καθε ζευγος κυκλων
τεμνονται, εφοσον τα κεντρα τους βρισκονται σε αποσταση μικροτερη του 2r.
Επισης, μπορουμε να επιλεξουμε καταλληλα το r, ετσι ωστε να μην υπαρχουν
τρεις κυκλοι που να διερχονται απο το ιδιο σημειο. Εφοσον το c ειναι αυθαι-
ρετα επιλεγμενο, η οικογενεια γραφηματων που προκυπτει απο τις αναπαρα-
στασεις κυκλωνπουαντιστοιχουν σε διαφορετικες τιμες του ακεραιου c, c ≥ 3,
εχει προφανως την ιδιοτητα οτι τα μελη της επιδεχονται πραγματοποιησεις
στις οποιες καθε ζευγος κυκλων τεμνονται.
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(b) Προκειμενου να δειξουμε οτι υπαρχουν απειρως πολλα γραφηματα που επιδε-
χονται πραγματοποιησεις ως συστημα κυκλων, στις οποιες καθε κυκλος εχει
ακριβως τρεις κορυφες, ακολουθουμε παρομοια προσεγγιση με την προηγου-
μενη περιπτωση (αναφερομαστε στην Εικονα 16.1b). Έστωm > 2 ενας περιτ-
τος ακεραιος αριθμος. Σχεδιαζουμε μια “αλυσιδα απο κυκλους” που αποτελει-
ται απο m κυκλους με την ιδια ακτινα, οι οποιοι εφαπτονται μεταξυ τους και
επιπλεον εφαπτονται στο εσωτερικο ενος “περιβαλλοντα κυκλου”, οπως φαι-
νεται στην Εικονα 16.1b. Η κατασκευη εξασφαλιζει οτι καθε κυκλος εχει ακρι-
βως τρεις κορυφες. Οποτε, η κλαση των γραφηματων που προκυπτει απο τις
αναπαραστασεις κυκλων που αντιστοιχουν σε διαφορετικες τιμες του m > 2,
εχει προφανως την ιδιοτητα οτι τα μελη της επιδεχονται πραγματοποιησεις
στις οποιες καθε κυκλος εχει ακριβως τρεις κορυφες.

(a)

Αλυσίδα m κύκλων

Περιβάλλων κύκλος

(b)

Εικόνα 16.1: Αναπαραστασεις κυκλων στις οποιες (a) Καθε ζευγος κυκλων τεμνονται και
(b) Καθε κυκλος εχει ακριβως τρεις κορυφες.

16.2 Η Περίπτωση 3-Συνεκτικών 4-Κανονικών Επίπεδων
Γραφημάτων

Αποδεικνυουμε οτι ενα 3-συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα επιδεχεται μια
πραγματοποιηση ως ενα συστημα εφαπτομενων κυκλων. Η αφετηρια μας ειναι το θε-
ωρημασυσκευασιας κυκλων (Θεωρημα11.1). Θαχρησιμοποιησουμε τοΘεωρημα11.1
σε ενα βοηθητικο γραφημα που μπορει να κατασκευαστει απο ενα οποιοδηποτε 3-
συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα.

΄Εστω G ενα 4-κανονικο επιπεδο γραφημα εμφυτευμενο στο επιπεδο. Εφοσον το
G ειναι προφανως γραφημα Euler, απο το Λημμα 11.2 το δυικο του γραφημα G∗ ει-
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ναι διμερες. Συνεπως, μπορουμε να χρωματισουμε τις οψεις του G χρησιμοποιωντας
δυο χρωματα, εστω γκρι και ασπρο, ετσι ωστε οποιεσδηποτε δυο γειτονικες οψεις
να εχουν διαφορετικο χρωμα. Για πρακτικους λογους, υποθετουμε οτι η εξωτερικη
οψη του G ειναι παντα χρωματισμενη ασπρη. Θα κατασκευασουμε ενα νεο γραφημα
IL(G) ως εξης. Σχετιζουμε μια κορυφη του IL(G) με καθε γκρι οψη του G. Ενωνουμε
δυο κορυφες του IL(G) με ακμη αν και μονο αν οι αντιστοιχες οψεις του G εχουν
τουλαχιστον μια κοινη κορυφη (αναφερομαστε στο γραφημα μαυρου χρωματος της
Εικονας 16.2a).

(a) (b)

Εικόνα16.2: (a) Κατασκευη του γραφηματος IL(G). (b) Πραγματοποιηση τουGως συστημα
κυκλων.

Λήμμα 16.3. Εάν το G είναι 3-συνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα, τότε το IL(G)
είναι απλό.

Απόδειξη.Έστωοτι τοG ειναι 3-συνεκτικο και εστωοτι, αντιθετως, το IL(G) δεν ειναι
απλο. Χ.β.τ.γ., υποθετουμε επιπλεον οτι το IL(G) περιεχει μια πολλαπλη ακμη, εστω
μια διπλη ακμη μεταξυ των f και g, οπου τα f, g ∈ V (IL(G)) (βλ. Εικονα 16.3a). Η πε-
ριπτωσηπου το IL(G)περιεχει βρογχους αντιμετωπιζεται παρομοια. Απο τον ορισμο,
οι f και g αντιστοιχουν σε γκρι οψεις του G που εχουν ακριβως δυο κοινες κορυφες,
εστω u, v ∈ V (G). Τοτε, οι u, f , v και g οριζουν μια διαχωριστικη απλη κλειστη κα-
μπυλη που τεμνεται με το G ακριβως σε δυο κορυφες (δηλαδη τις κορυφες u και v,
οπως στην Εικονα 16.3a). Παρατηρουμε οτι εφοσον το G ειναι απλο υπαρχει τουλα-
χιστον μια κορυφη του G που βρισκεται στο εσωτερικο της καμπυλης αυτης και μια
στο εξωτερικο της. Οποτε, το G δεν ειναι 3-συνεκτικο, ατοπο.

Ειμαστε πλεον ετοιμοι να διατυπωσουμε το κεντρικο θεωρημα της ενοτητας αυ-
της.

Θεώρημα 16.1. Κάθε 3-συνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα επιδέχεται πραγματο-
ποίηση ως ένα σύστημα εφαπτόμενων κύκλων.
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v

u

f

g

(a) (b)

Εικόνα 16.3: (a) Οι κορυφες u, f , v και g οριζουν μια διαχωριστικη απλη κλειστη καμπυλη.
(b) Εαν το G ειναι δισυνεκτικο, τοτε το IL(G) δεν ειναι απαραιτητα απλο (βλ. τις παχιες ακ-
μες).

Απόδειξη.Απο το Λημμα 16.3, το IL(G) ειναι απλο. Οποτε, μπορουμε να εφαρμοσουμε
το Θεωρημα 11.1 σ’ αυτο. Τοτε προκυπτει μια απεικονιση στην οποια καθε γκρι οψη
του G αντιστοιχει σε εναν κυκλο και δυο κυκλοι εφαπτονται αν και μονο αν οι αντι-
στοιχες οψεις ειναι γειτονικες (βλ. Εικονα 16.2b). Απο την κατασκευη του IL(G) προ-
κυπτει οτι οι κορυφες του G ειναι τα σημεια που εφαπτονται οι κυκλοι. Επισης, καθε
κυκλος περιεχει ως τοξα ολες τις ακμες της γκρι οψης στην οποια αντιστοιχει. Εφοσον
οι γκρι οψεις περιεχουν ολες τις ακμες του γραφηματος, επεται οτι η απεικονιση που
κατασκευαστηκε ειναι πραγματι ενα συστημα εφαπτομενων κυκλων για το G.

16.3 ΗΠερίπτωσηΣυνεκτικών4-ΚανονικώνΕπίπεδωνΓρα-
φημάτων

Στην ενοτητα αυτη, θα παρουσιασουμε μια απειρη οικογενεια συνεκτικων 4-κανο-
νικων επιπεδων γραφηματων που δεν επιδεχονται πραγματοποιηση ως ενα συστημα
κυκλων. Η βαση της κατασκευαστικης μας αποδειξης ειναι το οκταεδρο Goct (βλ. Ει-
κονα 16.4a), το οποιο ειναι ενα 3-συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα και επομε-
νως απο το Θεωρημα 16.1, επιδεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα εφαπτομε-
νων κυκλων. Σημειωνουμε οτι στην περιπτωση που το G δεν ειναι 3-συνεκτικο, το
IL(G) δεν ειναι απαραιτητα απλο (ενα παραδειγμα δινεται στην Εικονα 16.3b). Συνε-
πως, το Θεωρημα 11.1 δεν μπορει να εφαρμοστει απευθειας.

Ας υποθεσουμε τωρα οτι ενα γραφημα G επιδεχεται μια πραγματοποιηση, εστω
R, ως ενα συστημα κυκλων. Γενικα, η R δεν οριζεται κατα μοναδικο τροπο, καθως
μπορουμε να κατασκευασουμε απειρως πολλες πραγματοποιησεις του G ως ενα συ-
στημα κυκλων βασιζομενοι στην R, για παραδειγμα, αλλαζοντας την κλιμακα της R

η μετακινωντας την R πανω στο επιπεδο. Με την ιδια λογικη, εαν διαταραξουμε ελα-
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φρα τις ακτινες των κυκλων η ακομα και τα κεντρα των κυκλων της πραγματοποιη-
σης του οκταεδρου γραφηματος που φαινεται στην Εικονα 16.4d, τοτε μπορουμε να
παρουμε μια νεα πραγματοποιηση του οκταεδρου (και παλι ως ενα συστημα τριων
κυκλων που τεμνονται ανα δυο μεταξυ τους), η οποια λιγο πολυ θα ειναι “ισοδυναμη”
με την πραγματοποιηση της Εικονας 16.4d. Το ιδιο ουσιαστικα ισχυει, εαν αλλαξουμε
την τριαδα τωνκορυφωνπουοριοθετουν την εξωτερικη τουοψη (καθως το οκταεδρο
ειναι συμμετρικο). Διαισθητικα, δυο πραγματοποιησεις R και R′ του G ειναι ισοδυνα-
μες εαν υπαρχει μια αμφιμονοσημαντη συναρτηση απο τις οψεις της R στις οψεις της
R′, η οποια απεικονιζει καθε οψη της R σε μια οψη της R′ του ιδιου σχηματος, οπου
το σχημα μιας οψης καθοριζεται απο την κυρτοτητα των τοξων που την αποτελουν,
δηλαδη εαν ειναι κυρτα η κοιλα ως προς το εσωτερικο της οψης.

(a) (b) (c) (d)

Εικόνα 16.4: (a) Μια απεικονιση του οκταεδρου Goct με ευθειες γραμμες. (b)-(d) Μη-
ισοδυναμες πραγματοποιησεις του Goct ως συστημα κυκλων.

Τυπικα, δοθεισας μιας πραγματοποιησηςR τουGως ενασυστημακυκλων, πρωτα
εξωμαλυνουμε τοG διαλυοντας τις κορυφες βαθμου δυο, και επειτα κατασκευαζουμε
το δυικο γραφημα, εστωG∗

R, και κατευθυνουμε τις ακμες τουως εξης: Για μιαακμη e ∈
E(G) στο συνορο δυο οψεων fe και f ′

e της R, η ακμη (fe, f ′
e) ∈ E(G∗

R) κατευθυνεται
απο την fe προς την f ′

e αν και μονο αν καθε ευθυγραμμο τμημα με ακραπανωστο τοξο
τηςR που αντιστοιχει στην e δεν βρισκεται εξολοκληρου στην οψη f ′

e. Διαφορετικα, η
(fe, f ′

e) κατευθυνεται απο την f ′
e προς την fe. Σημειωνουμε οτι για καθε κυκλο της R,

εστω c, μια οψητουGβρισκεται ειτε στο εσωτερικο του c ειτε στο εξωτερικο του. Τοτε,
κατευθυνοτας την ακμη (fe, f ′

e) ∈ E(G∗
R) απο την fe προς την f ′

e συνεπαγεται οτι η fe

βρισκεται στο εσωτερικο του c και η f ′
e στο εξωτερικο του, οπου c ειναι ενας κυκλος

τηςR και η e ειναι ενα τοξο-τμημα του c. Λεμε οτι δυο πραγματοποιησειςR καιR′ του
G ειναι ισοδυναμες αν και μονο αν τα G∗

R και G∗
R′ ειναι ισομορφικα, δηλαδη, υπαρχει

αμφιμονοσηματη συναρτηση g : V (G∗
R) → V (G∗

R′) τετοια ωστε (
−−→
v, v′) ∈ E(G∗

R)
αν και μονο αν (

−−−−−−→
g(v), g(v′)) ∈ E(G∗

R′). Παρατηρουμε οτι στον παραπανω ορισμο οι
κορυφες βαθμου δυο δεν επηρεαζουν ουτε το συνολο των κυκλων που συμμετεχουν
στην πραγματοποιηση ουτε την σχετικη τους θεση. Για τον λογο αυτο παραλειπονται.
Το παρακατω λημμα περιγραφει ολες τις μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις του Goct
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ως ενα συστημα κυκλων.

Λήμμα 16.4. Το οκτάεδρο έχει ακριβώς τρεις μη-ισοδύναμες πραγματοποιήσεις ως ένα
σύστημα κύκλων, οι οποίες απεικονίζονται στις Εικόνες 16.4b-16.4d.

Απόδειξη. Το Λημμα 16.1 υποδηλωνει οτι καθε πραγματοποιηση του οκταεδρου Goct

ως ενα συστημα κυκλων αποτελειται ειτε απο τρεις ειτε απο τεσσερις κυκλους. Ευ-
κολα προκυπτει οτι στην πρωτη περιπτωση οι τρεις κυκλοι τεμνονται ανα δυο, ενω
στην δευτερη περιπτωση οι τεσσερις κυκλοι εφαπτονται ανα δυο. Ας θεωρησουμε
πρωτα την περιπτωση τριων κυκλων που τεμνονται ανα δυο (βλ. Εικονα 16.4d, στην
οποια υπαρχουν εξι κορυφες βαθμου τεσσερα και καθε οψη ειναι ενα τριγωνο). Εφο-
σον το Goct ειναι το μονο πληρως-τριγωνοποιημενο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα με
εξι κορυφες, τοτε εχουμε πραγματι μια πραγματοποιηση τουGoct ως ενα συστημα κυ-
κλων. Υπαρχει ακριβως μια οψη του Goct που ανηκει στο εσωτερικο και των τριων
κυκλων. Έπεται οτι στο G∗

oct η αντιστοιχη κορυφη εχει εξω-βαθμο τρια (αναφερομα-
στε στην εσωτερικοτερη κορυφη της Εικονας 16.5a). Επισης, για καθε ζευγος κυκλων,
υπαρχει ακριβως μια οψη που ανηκει στο εσωτερικο και των δυο κυκλων και στο εξω-
τερικο του τριτου κυκλου. Οι αντιστοιχες κορυφες του G∗

oct εχουν εξω-βαθμο δυο και
εσω-βαθμο ενα (αναφερομαστε στις κορυφες που βρισκονται σε αποσταση ενα απο
την εσωτερικοτερη κορυφη της Εικονας 16.5a). Για καθε κυκλο, υπαρχει ακριβως
μια οψη που ανηκει στο εσωτερικο του και στο εξωτερικο των αλλων δυο κυκλων. Οι
αντιστοιχες κορυφες του G∗

oct εχουν εξω-βαθμο ενα και εσω-βαθμο δυο (αναφερομα-
στε στις κορυφες που βρισκονται σε αποσταση δυο απο την εσωτερικοτερη κορυφη
της Εικονας 16.5a). Τελος, η κορυφη που αντιστοιχει στην εξωτερικη οψη εχει εσω-
βαθμο τρια. Απο τα παραπανω, επεται οτι το κατευθυνομενο δυικο γραφημαG∗

oct που
αντιστοιχει σε μια πραγματοποιηση του Goct ως ενα συστημα τριων κυκλων που τε-
μνονται ανα δυο ειναι ισομορφικο με αυτο της Εικονας 16.5a, οπου η κορυφη που
αντιστοιχει στην εξωτερικη οψη παραλειπεται.

Στην περιπτωση τεσσαρων εφαπτομενων κυκλων, απο το Λημμα 16.1 επεται οτι
καθε κυκλος εχει ακριβως τρεις κορυφες. Εφοσον οι κορυφες καθοριζονται απο τα
σημεια επαφης και δυο κυκλοι μπορουν να εχουν το πολυ ενα κοινο σημειο, επεται
οτι ενας κυκλος εφαπτεται και με τους τρεις αλλους κυκλους της πραγματοποιησης.
Έστω c1, . . . , c4 οι τεσσερις κυκλοι. Αν ο c2 βρισκεται στο εσωτερικο του c1, τοτε ο
c3 και ο c4 βρισκονται επισης στο εσωτερικο του c1 (αφου εφαπτονται με τον c2).
Αυτο συνεπαγεται οτι ειτε ολοι οι κυκλοι εχουν κενο εσωτερικο η ενας κυκλος περιε-
χει και τους τρεις αλλους κυκλους στο εσωτερικο του (βλ. Εικονες 16.4c και 16.4b,
αντιστοιχα, στις οποιες οριζονται εξι κορυφες βαθμου τεσσερα και καθε καθε οψη ει-
ναι τριγωνο). Αφου το Goct ειναι το μοναδικο πληρως-τριγωνοποιημενο 4-κανονικο
επιπεδο γραφημα με εξι κορυφες, αυτες ειναι πραγματι πραγματοποιησεις του Goct

ως συστημα κυκλων. Για την περιπτωση που ολοι οι κυκλοι εχουν κενο εσωτερικο, οι
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(a) (b) (c)

Εικόνα 16.5: Απεικονιση των κατευθυνομενων δυικων γραφηματων (διακεκομμενες ακμες)
του Goct που αντιστοιχουν στις τρεις μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις του οκταεδρου Goct

ως συστημα κυκλων.

κυκλοι c1 εως c4 ειναι οψεις του Goct και οι αντιστοιχες κορυφες του G∗
oct εχουν εξω-

βαθμο τρια (αναφερομαστε στην εσωτερικοτερη κορυφη της Εικονας 16.5b και στις
κορυφες σε αποσταση δυο απο αυτην). Όλες οι αλλες οψεις του Goct βρισκονται στο
εξωτερικο ολων των κυκλων και εχουν επομενων εσω-βαθμο τρια και εξω-βαθμο μη-
δεν (αναφερομαστε στις κορυφες σε αποσταση ενα απο την εσωτερικοτερη κορυφη
της Εικονας 16.5b, οπου η κορυφη της εξωτερικης οψης εμπιπτει στην κατηγορια
αυτη). Συνεπως, το κατευθυνομενο δυικο γραφημα G∗

oct που αντιστοιχει σε μια πραγ-
ματοποιηση του Goct ως τεσσερις εφαπτομενοι κυκλοι με κενο εσωτερικο ειναι ισο-
μορφικο με το γραφημα που δινεται στην Εικονα 16.5b, οπου η κορυφη που αντιστοι-
χει στην εξωτερικη οψη παραλειπεται.

Έστω τωρα οτι ενας κυκλος, εστω ο κυκλος c1, περιεχει στο εσωτερικο του και
τους τρεις αλλους κυκλους. Τοτε, οι κυκλοι c2, c3 και c4 ειναι οψεις τουGoct και οι αντι-
στοιχες κορυφες τουG∗

oct εχουν εξω-βαθμο τρια (αναφερομαστε στις κορυφες σε απο-
σταση ενα απο την εσωτερικοτερη κορυφη της Εικονας 16.5c). Υπαρχει ακριβως μια
οψη που οριοθετειται απο τους c2, c3 και c4 (στο εσωτερικο του c1) που αντιστοιχει σε
μια κορυφητουG∗

oct με εσω-βαθμο τρια (αναφερομαστεστην εσωτερικοτερηκορυφη
της Εικονας 16.5c). Τρεις διακεκριμενες οψεις εχουν απο μια ακμη κοινη με τον c1 και
βρισκονται στο εσωτερικο του, και αντιστοιχουν σε τρεις κορυφες του G∗

oct με εσω-
βαθμο δυο και εξω-βαθμο ενα (αναφερομαστε στις κορυφες σε αποσταση δυο απο
την εσωτερικοτερη κορυφη της Εικονας 16.5c). Η εξωτερικη οψη αντιστοιχει σε μια
κορυφη με εσω-βαθμο τρια. Παρομοια με τις προηγουμενες περιπτωσεις, το κατευ-
θυνομενο δυικο γραφημα G∗

oct που αντιστοιχει σε μια πραγματοποιηση του Goct ως
τεσσερις εφαπτομενοι κυκλοι οπου ενας κυκλος περιεχει στο εσωτερικο του και τους
τρεις αλλουςκυκλους, ειναι ισομορφικομε τογραφημαπουδινεται στην Εικονα16.5c,
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οπου η κορυφη που αντιστοιχει στην εξωτερικη οψη παραλειπεται.
Ευκολα διαπιστωνουμε οτι οι τρεις πραγματοποιησεις που περιγραφηκαν δεν ει-

ναι ισοδυναμες: Στην πραγματοποιηση της Εικονας 16.5a υπαρχει μονο μια κορυφη
με εξω-βαθμο τρια, ενω στην πραγματοποιηση της Εικονας 16.5b υπαρχουν τεσσερις
κορυφες με εξω-βαθμο τρια, και στην πραγματοποιηση της Εικονας 16.5c υπαρχουν
τρεις. Εφοσον οι ακολουθιες βαθμων των τριων δυικων γραφηματων ειναι διαφορε-
τικες, τα γραφηματα δεν ειναι ισομορφικα.

Καθε πραγματοποιηση του οκταεδρου ως ενα συστημα κυκλων θα χρησιμοποιει
ειτε τρεις κυκλους που τεμνονται ανα δυο, ειτε τεσσερις εφαπτομενους κυκλους. Εφο-
σον αποδειξαμε οτι το κατευθυνομενο δυικο γραφημα στην πρωτη περιπτωση ειναι
ισομορφικο με το γραφημα της Εικονας 16.5a, ενω στην δευτερη περιπτωση ισομορ-
φικο ειτε με το γραφημα της Εικονας 16.5b ειτε με το γραφημα της Εικονας 16.5c,
επεται οτι θα ειναι παντα ισομορφικο με ενα απο τα κατευθυνομενα γραφηματα της
Εικονας 16.5, δινοντας συνολικα τρεις μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις του Goct ως
ενα συστημα κυκλων.

v1 v2

w1 w2

w

(a) Το υπογραφημα-εξαρτημα.

v1 v2

w1 w2

w

(b) Αφαιρετικη απεικονιση του
υπογραφηματος-εξαρτημα.

Εικόνα 16.6: Απεικονισεις του υπογραφηματος-εξαρτημα.

Αρχικα, θα παρουσιασουμε ενα συγκεκριμενο συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γρα-
φημαπουδεν επιδεχεται πραγματοποιησηως ενασυστημακυκλων. Το γραφημααυτο
θα κατασκευαστει μα βαση το Goct, το οποιο θα προσαυξησουμε “προσαρτωντας”
καταλληλως ενα συγκεκριμενο υπογραφημα-εξαρτημα στις ακμες του, κατασκευαζο-
ντας ενα γραφημα, εστω Gaug

oct , το οποιο περιεχει κορυφες τομης και διαχωριστικα
ζευγη κορυφων (σημειωνουμε οτι καθε συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα δεν
περιεχει γεφυρες [Wes01, pp.34]). Το υπογραφημα-εξαρτημα απεικονιζεται στην Ει-
κονα 16.6a. Παρατηρουμε οτι περιεχει ακριβως δυο κορυφες βαθμου δυο, τις v1 και v2,
οι οποιες ειναι τα ακρα του. Τωρα αντικαθιστουμε καθε ακμη e = (u, v) του Goct με
ενα μονοπατι που αποτελειται απο 8 εσωτερικες κορυφες. Προφανως, το γραφημα,
εστω Gsub

oct , που δημιουργειται με τον τροπο αυτο ειναι υποδιαιρεση του Goct. Έστω
u → z1 → z2 → · · · → z8 → v το μονοπατι που αντικαθιστα την ακμη (u, v). Προ-
σαρταμε τεσσερα αντιγραφα του υπογραφηματος-εξαρτημα με τις κορυφες z1, . . . , z8

ως ακρα τους: το πρωτο υπογραφημα-εξαρτημα συνδεει τις κορυφες z1 και z6, το δευ-
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τερο συνδεει τις z2 και z5, το τριτο συνδεει τις z3 και z8 και το τελευταιο συνδεει τις z4

και z7 (βλ. Εικονα 16.7a, στην οποια τα υπογραφηματα-εξαρτημα απεικονιζονται με
διακεκομμενες καμπυλες που ενωνουν τα δυο ακρα, ενω στην Εικονα 16.7b φαινεται
το γραφημα Gaug

oct που προκυπτει).

u v

z1 z2

z3 z4

z5 z6

z7 z8

(a) Προσαρτηση των υπογραφηματων-εξαρτημα στην
e = (u, v).

(b) Το επαυξημενο γραφημα Gaug
oct που

προκυπτει.

Εικόνα 16.7: Καθε διακεκομμενη ακμη αντιστοιχει σε ενα υπογραφημα-εξαρτημα της Εικο-
νας 16.6.

Ο σκελετος του υπογραφηματος-εξαρτημα αποτελειται απο τις κορυφες v1, v2,w1,
w2 και w (βλ. Εικονα 16.6) και τις ακμες (vi, w), (wi, w) και (vi, wi), i = 1, 2. Εαν αφαι-
ρεσουμε τις ακμες του σκελετου, το γραφημα που απομενει αποτελειται απο τρεις
απομονωμενες κορυφες (τις v1, v2 και w) και δυο ξενα μεταξυ τους γραφηματα που
ειναι υποδιαιρεσεις του οκταεδρου (αναφερομαστε στα γραφηματα με γκρι επισκι-
αση της Εικονας 16.6a). Στην ενοτητα αυτη θα παρουσιασουμε ορισμενες ιδιοτητες
των υπογραφηματων-εξαρτημα. Αυτες οι ιδιοτητες ουσιαστικα δεν προκυπτουν απο
την δομη των υπογραφηματων-εξαρτημα. Στην πραγματικοτητα, καθε γραφημα στο
οποιο καθε κορυφη εχει βαθμο τεσσερα εκτος απρο ακριβως μια κορυφη βαθμου 2
στην εξωτερικη οψη, μπορει να αντικαταστησει το εσωτερικο των υπογραφηματων-
εξαρτημα εξασφαλιζοντας τις ιδες ιδιοτητες. Η γενικη περιπτωση φαινεται στην Ει-
κονα 16.6b, οπου τα υπογραφηματα εχουν απεικονιστει ως βρογχοι στις κορυφες w1

καιw2. Για απλοτητα, θα αναφερομαστε στα υπογραφηματααυταως υπογραφηματα-
βρογχος.

Λήμμα 16.5. Έστω G ένα 4-κανονικό επίπεδο γράφημα που περιέχει τουλάχιστον ένα
αντίγραφο του υπογραφήματος-εξάρτημα. Έστω ότι υπάρχει μία πραγματοποίηση του
Gως ένα σύστημα κύκλων. Τότε, ο σκελετός κάθε υπογραφήματος-εξάρτημα στην πραγ-
ματοποίηση αυτή αποτελείται από δύο κύκλουςC1 καιC2 που εφάπτονται σε ένα σημείο
w, όπου ο κύκλοςCi περιέχει τις κορυφές {vi, wi, w} και τα κυκλικά τόξα που πραγματο-
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ποιούν τις ακμές (vi, wi), (wi, w), και (vi, w), για i = 1, 2.

Απόδειξη. Έστω οτι υπαρχει μια πραγματοποιηση του G ως ενα συστημα κυκλων και
ας θεωρησουμε ενα αντιγραφο του υπογραφηματος-εξαρτημα στην πραγματοποιηση
αυτη. Εφοσον καθε κορυφη οριζεται απο ακριβως δυο κυκλους και ηwi ειναι κορυφη
τομης, επεται οτι ενας απο τους δυο κυκλους που οριζουν την wi περιεχει κορυφες
που ανηκουν μονο στο υπογραφημα-βρογχος του, i = 1, 2. Συνεπως, οι ακμες (vi, wi)
και (wi, w) ανηκουν στον ιδιο κυκλο, i = 1, 2. Έστω Ci ο κυκλος που περιεχει τις
(vi, wi) και (wi, w) και C ′

i ο κυκλος που περιεχει την (vi, w), i = 1, 2. Ισχυριζομαστε
οτι Ci = C ′

i , i = 1, 2. Παρατηρουμε οτι αν ισχυει ο ισχυρισμος τοτε το λημμα επεται.
Έστω λοιπον, οτι αντιθετως,C1 ̸= C ′

1. Εφοσον η κορυφηw οριζεται ακριβως απο δυο
κυκλους, εχουμε οτι {C1, C ′

1} = {C2, C ′
2}, το οποιο επισης συνεπαγεται οτι C2 ̸= C ′

2.
Τοτε, οιC1 καιC ′

1 εχουν τουλαχιστον τρια κοινα σημεια, συγκεκριμενα τις κορυφες v1,
v2 και w, απο το οποιο εχουμε οτι C1 = C ′

1, ατοπο.

u1

u2

v1

v2

u′1 u′2

w1

w2

w

Εικόνα 16.8: Ο σχηματισμος που εξεταζεται στην αποδειξη του Λημματος 16.6.

Λήμμα 16.6. Έστω G ένα 4-κανονικό επίπεδο γράφημα και Gsub μία υποδιαίρεση του
G. Έστω v1 και v2 δύο κορυφές υποδιαίρεσης του Gsub, δηλαδή οι v1 και v2 είναι κορυ-
φές βαθμού 2. Προσαρτάμε ένα υπογράφημα-εξάρτημα, έτσι ώστε οι v1 και v2 να είναι
τα άκρα του, και έτσι ώστε το γράφημα που προκύπτει να είναι επίπεδο. Τότε, σε οποια-
δήποτε πραγματοποίηση του γραφήματος που προκύπτει ως ένα σύστημα κύκλων, η
πραγματοποίηση του υπογραφήματος-εξάρτημα και η πραγματοποίηση του Gsub είναι
ανεξαρτητες, δηλαδή, κάθε κύκλος περιέχει ακμές που ανήκουν αποκλειστικά είτε στο
υπογράφημα-εξάρτημα είτε στο Gsub.

Απόδειξη.Αναφερομαστε στην Εικονα 16.8. Εφοσον το γραφημα που προκυπτει ειναι
επιπεδο, οι v1 και v2 βρισκονται στο συνορο μιας οψης του Gsub. Απο το Λημμα 16.5,
επεται οτι οι ακμες (vi, wi), (vi, w) και (wi, w) ανηκουν στον ιδιο κυκλο, εστω Ci, i =
1, 2. Έστω uj , u′

j οι δυο γειτονες της κορυφης vj στο Gsub, j = 1, 2 (Σημειωνουμε οτι
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u′
1 = v2 και u′

2 = v1 μπορει να ισχυουν). Εφοσον καθε κορυφη ανηκει ακριβως σε δυο
κυκλους, επεται οτι οι ακμες (uj , vj) και (vj , u′

j) ανηκουν σε εναν κυκλο διαφορετικο
απο τους C1 και C2. Οποτε, εαν αφαιρεσουμε τους C1 και C2 και τους κυκλους που
απεικονιζουν τα υπογραφηματα-βρογχος του υπογραφηματος-εξαρτημα, παιρνουμε
μια πραγματοποιηση του υπολοιπου γραφηματος (δηλαδη του γραφηματοςGsub), ως
ενα συστημα κυκλων.

Απο τα παραπανω, επεται οτι σε οποιαδηποτε πραγματοποιηση του Gaug
oct ως ενα

συστημα κυκλων η πραγματοποιηση καθε υπογραφηματος-εξαρτημα και η πραγμα-
τοποιηση του Gsub

oct ειναι ανεξαρτητες. Αυτο συνοψιζεται στο παρακατω πορισμα.

Πόρισμα 16.1. Σε κάθε πραγματοποίηση του Gaug
oct ως ένα σύστημα κύκλων, η πραγμα-

τοποίηση κάθε υπογραφήματος-εξάρτημα και η πραγματοποίηση τουGsub
oct είναι ανεξάρ-

τητες.

Το Πορισμα 16.1 ειναι το κλειδι της αποδειξης μας. Συνεπαγεται οτι η πραγμα-
τοποιηση του Gsub

oct που προκυπτει απο μια πραγματοποιηση του Gaug
oct αφαιρωντας

ολες τις κορυφες των υπογραφηματων-εξαρτημα εκτος απο τα ακρα τους θα ειναι
ισοδυναμη με μια απο τις πραγματοποιησεις του Goct που απεικονιζονται στις Εικο-
νες 16.4b-16.4d (υπενθυμιζουμε οτι ο ορισμος δυο ισοδυναμων πραγματοποιησεων
αγνοει τις κορυφες βαθμου 2).

v1 v2

w1 w2

w

(a)

v1 v2

w1

w2

w

(b)

Εικόνα 16.9:Μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις του υπογραφηματος-εξαρτημα ως συστημα
κυκλων: (a) Οι δυο κυκλοι που αντιπροσωπευουν το σκελετο εχουν μη κοινο εσωτερικο, και
(b) Ο ενας κυκλος βρισκεται στο εσωτερικο του αλλου.

Σε καθε επιπεδη εμφυτευση του Goct, υπαρχει παντα μια τριγωνικη οψη που δεν
εχει κοινες κορυφες η ακμες με την εξωτερικη οψη. Οποτε, τα υπογραφηματα-εξαρτη-
μα που προσαρτωνται στις ακμες αυτης της τριγωνικης οψης πρεπει να πραγματο-
ποιηθουν οπως στην Εικονα 16.9a (βασικα μια πραγματοποιηση οπως αυτη της Ει-
κονας 16.9b ειναι μονο εφικτη εαν το υπογραφημα-εξαρτημα εχει προσαρτηθει στην
εξωτερικη οψη). Οποτε, υπαρχουν συνολικα εξι προσαρτημενα υπογραφηματα-εξα-
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ρτημα κατα μηκος των ακμων αυτης της τριγωνικης οψης, το καθενα με μια πραγμα-
τοποιηση οπως αυτη που φαινεται στην Εικονα 16.9a.

Παρακατω, παραθετουμε δυο χρησιμα γεωμετρικα αποτελεσματασχετικα με εφα-
πτομενους κυκλους. Συμβολιζουμε με C(O, r) εναν κυκλο με κεντρο O και ακτινα r.

Λήμμα 16.7. Έστω C1(O1, r1) και C2(O2, r2) δύο κύκλοι, έτσι ώστε ο C1 να εφάπτεται
με τονC2 στο σημείο p1 και οC2 να βρίσκεται εξολοκλήρου στο εσωτερικό τουC1. Έστω
C(O, r) ένας άλλος κύκλος που εφάπτεται με τονC1 στο σημείο p2 (p2 ̸= p1), εφάπτεται
στον C2 και βρίσκεται στο εσωτερικό του C1 (βλ. Εικόνα 16.10a). Εάν ϕ είναι η γωνία
p̂1O1p2, τότε η ακτίνα r του C είναι αύξουσα συνάρτηση του ϕ, ϕ ∈ (0, π].

Απόδειξη. Χ.β.τ.γ., υποθετουμε οτι το O1 ταυτιζεται με την αρχη του Καρτεσιανου συ-
στηματος συντεταγμενων και το σημειο p1 βρισκεται πανω στον x–αξονα, δηλαδη ει-
ναι το σημειο (r1, 0). Τοτε, το κεντρο του κυκλου C2 βρισκεται στο σημειο (r1 − r2, 0),
ενω το κεντρο του κυκλου C στο σημειο ((r1 − r) cos ϕ, (r1 − r) sin ϕ), οπως φαινε-
ται στην Εικονα 16.10a. Εφοσον οι C2 και C εφαπτονται, η αποσταση μεταξυ των
κεντρων τους ισουται με το αθροισμα των ακτινων τους, δηλαδη:

[(r1 − r) cos ϕ − (r1 − r2)]2 + [(r1 − r) sin ϕ]2 = (r2 + r)2

⇒ (r1 − r2)2 + (r1 − r)2 − 2(r1 − r2)(r1 − r) cos ϕ = (r2 + r)2

⇒ (r1 + r2)(r1 − r) − 2r1r2 − (r1 − r2)(r1 − r) cos ϕ = 0
⇒ r = r1 − 2r1r2

r1+r2−(r1−r2) cos ϕ

Απο την παραπανω εξισωση, οταν το ϕ αυξανει στο διαστημα (0, π], το cos ϕ μειω-
νεται και το r αυξανει. Οποτε ο κυκλος C εχει μεγιστη ακτινα για γωνια ϕ = π.

C1

C2

C

O1
O2(r1 − r2, 0) p1(r1, 0)

p2

O((r1 − r) cosφ, (r1 − r) sinφ)

φ

(a)

C1 C2

C

O1 O2(r1 + r2, 0)p1(r1, 0)

p2

O((r1 + r) cosφ, (r1 + r) sinφ)

φ

(b)

Εικόνα 16.10: (a) Η κατασταση που εξεταζεται στο Λημμα 16.7. (b) Η κατασταση που εξετα-
ζεται στο Λημμα 16.8.
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Παρομοιο αποτελεσμα ισχυει εαν οι κυκλοι C και C2 βρισκονται στο εξωτερικο
του κυκλου C1.

Λήμμα 16.8. Έστω C1(O1, r1) και C2(O2, r2) δύο κύκλοι, έτσι ώστε ο C1 να εφάπτεται
με τονC2 στο σημείο p1 και ο C1 να βρίσκεται εξολοκλήρου στο εξωτερικό τουC2. Έστω
C(O, r) ένας άλλος κύκλος που εφάπτεται με τονC1 στο σημείο p2 (p2 ̸= p1), εφάπτεται
με τον C2 και βρίσκεται στο εξωτερικό του C1 (βλ. Εικόνα 16.10b). Εάν ϕ είναι η γωνία
p̂1O1p2, τότε η ακτίνα r του C είναι αύξουσα συνάρτηση του ϕ, ϕ ∈ (0, arccos( r1−r2

r1+r2
)].

Απόδειξη. Η αποδειξη του Λημματος 16.8 ειναι παρομοια με την αποδειξη του Λημμα-
τος 16.7. Οποτε, παραλειπουμε τις λεπτομερειες. Απλως αναφερουμε την αντιστοιχη
συναρτηση για την ακτινα r, που ειναι η ακολουθη:

r = 2r1r2
r2 − r1 + (r2 + r1) cos ϕ

− r1

Σημειωνουμε οτι ο κυκλοςC δεν υπαρχει παντα. Για παραδειγμα, στην Εικονα 16.10b,
οταν το ϕ = π/2 και r1 > r2. Ειδικοτερα, για δοθεισες ακτινες r1 και r2, η γωνια
ϕ φρασσεται απο πανω απο την τιμη arccos( r1−r2

r1+r2
), που αντιστοιχει στην γωνια της

ακροτατης περιπτωσης που ο κυκλοςC εχει απειρη ακτινα και ειναι επομενως ταυτο-
σημος με την κοινη εφαπτομενη των κυκλων C1 και C2.

Λήμμα 16.9. Έστω ένας κύκλος C(O, r) και ένα κυκλικό τόξο
⌢

AB του C με ÂOB =
ϕ < π. Έστω C1(O1, r1) και C2(O2, r2) δύο εφαπτόμενοι κύκλοι, που εφάπτονται και
οι δύο με τον C στα σημεία A και B αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 16.11). Έστω C ′

1(O′
1, r′

1) και
C ′

2(O′
2, r′

2) ένα άλλο τέτοιο ζευγάρι εφαπτόμενων κύκλων που εφάπτονται και οι δύο με
τον C στα σημεία A′ και B′ αντίστοιχα (όπου τα A′ και B′ βρίσκονται στο κυκλικό τόξο
μεταξύ των A και B), έτσι ώστε τα δύο ζεύγη κύκλων να μην έχουν σημεία τομής ούτε
σημεία επαφής. Υποθέτοντας ότι οι Ci και C ′

i , i = 1, 2 βρίσκονται όλοι στο εσωτερικό
του C ή όλοι στο εξωτερικό του C και τα σημεία A, A′, B′, και B εμφανίζονται με αυτή
τη σειρά στο κυκλικό τόξο μεταξύ των A και B, τότε:

|
⌢

A′B′| < |
⌢

AA′| και |
⌢

A′B′| < |
⌢

B′B|.

Απόδειξη. Ας θεωρησουμε τον κυκλο C1. Υπαρχουν δυο κυκλοι C ′′
i για i = 1, 2 με ακτι-

νες r′′
i , που ειναι και οι δυο εφαπτομενοι στον C1 και επιπλεον εφαπτονται με τον C

στα σημεια A′ και B′ αντιστοιχα. Σημειωνουμε οτι για i = 1, 2 ο κυκλος C ′′
i περιεχει

τον κυκλο C ′
i , οποτε r′′

i ≥ r′
i. Έχουμε οτι ÂOA′ < ÂOB′ < ÂOB, συνεπως, απο τα

Λημματα 16.7 και 16.8, ειναι r′
i ≤ r′′

i < r2 για i = 1, 2. Παρομοια, ξεκινωντας απο
τον κυκλο C2 εχουμε οτι r′

i ≤ r′′
i < r1 για i = 1, 2. Τωρα, για τον κυκλο C ′

1 ισχυει
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οτι r′
2 < r1 και ÂOA′, Â′OB′ < π. Τοτε απο τα Λημματα 16.7 και 16.8 επεται οτι

Â′OB′ < ÂOA′. Παρομοια συμπεραινουμε οτι Â′OB′ < B̂′OB. Τελικα, εχουμε οτι:

|
⌢

A′B′| < |
⌢

AA′| και |
⌢

A′B′| < |
⌢

B′B|.

C1
C2

O

φ

C ′
2

C ′
1

O1
O2

A

B

A′
B′O′

1
O′

2

(a)

C1 C2

O

φ

C ′
2

C ′
1

O1 O2

A
B

A′ B′

O′
1 O′

2

(b)

Εικόνα 16.11: Οι περιπτωσεις που εξεταζονται στο Λημμα 16.9.

Σημειωνουμε οτι το Λημμα 16.9 ισχυει ανεξαρτητα απο το αν οι τεσσερις κυκλοι
βρισκονται στο εσωτερικο η στο εξωτερικο του κυκλου C . Έστω e = (u, v) μια ακμη
της εσωτερικοτερης οψης του οκταεδρου Goct, οπως φαινεται στην Εικονα 16.7b.
Έστω οτι σε μια πραγματοποιηση του οκταεδρου ως ενα συστημα κυκλων,η e απει-
κονιζεται ως ενα τοξο ενος κυκλου C(O, r), με ûOv = ϕ < π. Το παρακατω λημμα
αποδεικνυει οτι αυτη η υποθεση οδηγει σε ατοποως προς την υπαρξη μιας πραγματο-
ποιησης του γραφηματος Gaug

oct ως ενα συστημα κυκλων.

Λήμμα 16.10. Έστω ένας κύκλος C(O, r) και έστω ότι η ακμή e = (u, v) ∈ E(Goct)
απεικονίζετα ως ένα κυκλικό τόξο ⌢

uv του C έτσι ώστε ûOv = ϕ < π. Εάν προσαρ-
τήσουμε δύο ζεύγη υπογραφημάτων-εξάρτημα κατά μήκος της e, όπως φαίνεται στην
Εικόνα 16.7a, τότε το υπογράφημα του Gaug

oct δεν επιδέχεται πραγματοποίηση ως ένα
σύστημα κύκλων.

Απόδειξη. Απο το Λημμα 16.5 εχουμε οτι καθε υπογραφημα-εξαρτημα απεικονιζεται
ως ενα ζευγος εφαπτομενων κυκλων που εφαπτονται επισης με το κθκλικο τοξο ⌢

uv

στασημεια zi, zj . Επιπλεον, οι δυο εφαπτομενοι κυκλοι εχουν μηκοινο εσωτερικο εφο-
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σον δεν βρισκονται στην εξωτερικη οψη του Gaug
oct , οπως στην Εικονα 16.9a. Εφαρμο-

ζονταςι το Λημμα 16.9 για το ζευγος των υπογραφηματων-εξαρτημα με ακρα τα z1, z6

και z2, z5, προκυπτει:
⌢

z2z5 <
⌢

z1z2 και ⌢
z2z5 <

⌢
z5z6

Ομοιως, για το ζευγος των υπογραφηματων-εξαρτημα με ακρα z3, z8 και z4, z7, εχουμε:
⌢

z4z7 <
⌢

z3z4 και ⌢
z4z7 <

⌢
z7z8

Συνδυαζοντας τις ανισοτητες αυτες και το γεγονος οτι ⌢
zizj ≤ ⌢

zi′zj′ για i′ ≤ i ≤ j ≤ j′,
εχουμε οτι:

⌢
z4z7 <

⌢
z3z4 ≤ ⌢

z2z5 <
⌢

z5z6 ≤ ⌢
z4z7

δηλαδη ⌢
z4z7 <

⌢
z4z7, ατοπο.

Προκειμενου να ολοκληρωσουμε την αποδειξη οτι το γραφημα Gaug
oct δεν επιδεχε-

ται πραγματοποιησηως ενα συστημα κυκλων, αρκει να δειξουμμε οτι σε οποιαδηποτε
πραγματοποιηση του Goct (και συνεπως του Gsub

oct ), τουλαχιστον μια ακμη της εσωτε-
ρικοτερης οψης ικανοποιει τις υποθεσεις του Λημματος 16.10.

Λήμμα 16.11. Σε οποιαδήποτε πραγματοποίηση του οκταέδρου ως ένα σύστημα κύ-
κλων, τουλάχιστον μία ακμή, έστω e = (u, v), της εσωτερικότερης όψης απεικονίζεται
ως ένα κυκλικό τόξο ενός κύκλου C(O, r) έτσι ώστε ûOv = ϕ < π.

Απόδειξη. Απο το Λημμα 16.4, αρκει να δειξουμε οτι το λημμα ισχυει για τις τρεις μη
ισοδυναμες πραγματοποιησεις που απεικονιζονται στην Εικονα 16.4. Για τις πρωτες
δυο πραγματοποιησεις της Εικονας 16.4, το αποτελεσμα ειναι σχεδον προφανες. Συ-
γκεκριμενα, εστω C1(O1, r1), C2(O2, r2) και C3(O3, r3) οι κυκλοι (με ασπρο χρωμα
στην Εικονα 16.4b) που οριοθετουν την εσωτερικοτερη οψη (αναφερομαστε στην
εσωτερικοτερη οψη γκρι χρωματος στην Εικονα 16.4b) της πρωτης πραγματοποιη-
σης. Τα τρια σημεια της οψης αυτης βρισκονται στις ακμες του τριγωνου που οριζεται
απο τα σημεια O1, O2 και O3, εφοσον οι κυκλοι C1, C2 και C3 εφαπτονται ανα δυο με-
ταξυ τους. Τοτε, τουλαχιστον μια απο τις γωνιες του τριγωνου ειναι μικροτερη απο π,
οπως και θελαμε. Στην δευτερη πραγματοποιηση, η εσωτερικοτερη οψη ειναι ενας κυ-
κλος (αναφερομαστε στον εσωτερικοτερο γκρι χρωματος κυκλο στην Εικονα 16.4c)
με τρια διακεκριμενα σημεια στο συνορο του. Τετριμμενα, τουλαχιστον ενα απο τα
κυκλικα τοξα που οριζονται απο αυτα τα σημεια αντιστοιχει σε γωνια μικροτερη απο
π.

Τωρα στρεφουμε την προσοχη μας στην πιο ενδιαφερουσα περιπτωση οπου η
πραγματοποιηση του οκταεδρου ως ενα συστημα κυκλων δινεται απο τρεις κυκλους
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O2O1

C1 C2

A

B

(a)

O2O1

C1 C2

A

B

(b)

Εικόνα 16.12: Καταστασεις που εξεταζονται στο Λημμα 16.11.

που τεμνονται ανα δυο μεταξυ τους (αναφερομαστε στην Εικονα 16.4d). Αρχικα, ας
θεωρησουμε δυο κυκλους C1(O1, r1) και C2(O2, r2) που τεμνονται στα σημεια A και
B και εστω οτι χ.β.τ.γ. τα κεντρα τους βρισκονται κατα μηκος του x–αξονα, ετσι ωστε
το O1 να βρισκεται αριστερα του O2 (βλ. Εικονα 16.12). Μας ενδιαφερει η γωνια που
αντιστοιχει στα δυο κυκλικα τοξα του C1 και του C2 που “οριοθετουν” τα κοινα ση-
μεια των δυο κυκλων (αναφερομαστε στια διακεκομμενα κυκλικα τοξα με ακρα τα A

και B στην Εικονα 16.12). Ευκολα διαπιστωνει κανεις οτι τα ÂO1B και ÂO2B δεν
μπορει να ειναι και τα δυο μεγαλυτερα απο π. Ας θεωρησουμε τωρα δυο απο τους τε-
μνομενους κυκλους της πραγματοποιησης του οκταεδρου της Εικονας 16.4d. Απο τα
παραπανω, επεται οτι τουλαχιστον ενα απο τα δυο κυκλικα τοξα που “οριοθετουν” τα
κοινα τους σημεια, αντιστοιχει σε γωνια που ειναι μικροτερη απο π. Εφοσον η εσωτε-
ρικοτερη οψηπερικλειεται απο τα δυο κυκλικα τοξα, επεται οτι τουλαχιστον μια ακμη
της εσωτερικοτερης οψης εχει την επιθυμητη ιδιοτητα.

Θεώρημα 16.2. Υπάρχει ένα συνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα που δεν επιδέχε-
ται πραγματοποίηση ως ένα σύστημα κύκλων.

Απόδειξη. Το Λημμα 16.11 δηλωνει οτι σε οποιαδηποτε πραγματοποιηση το οκταε-
δρου ως ενα συστημα κυκλων, τουλαχιστον μια ακμη της εσωτερικοτερης οψης απει-
κονιζεται ως ενα κυκλικο τοξο γωνιας μικροτερης απο π. Οποτε, απο το Λημμα 16.10
επεται οτι το Gaug

oct δεν επιδεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα κυκλων.

Θεώρημα16.3. Υπάρχει μια άπειρη οικογένεια συνεκτικών 4-κανονικών επίπεδων γρα-
φημάτων που δεν επιδέχονται πραγματοποίηση ως ένα σύστημα κύκλων.

Απόδειξη. Υπενθυμιζουμε οτι προκειμενου να κατασκευασουμε το Gaug
oct , καθε ακμη

τουοκταεδρου ειχε προσαυξηθει με δυο ζευγηαπουπογραφηματα-εξαρτημα. Ωστοσο,
τοΘεωρημα 16.2 τετριμμενα ισχυει εαν περισσοτερα απο δυο ζευγη υπογραφηματων-
εξαρτημα προσαρτωνται σε καθε ακμη του Goct, οριζοντας συνεπως μια απειρη οικο-

315



316 Κεφάλαιο 16. Αναπαραστάσεις με Κύκλους Απλών 4-Κανονικών Επίπεδων
Γραφημάτων

γενεια απο συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα που δεν επιδεχονται πραγμα-
τοποιηση ως ενα συστημα κυκλων. Μια εναλλακτικη (και πιο ενδιαφερουσα) οικο-
γενεια τετοιων γραφηματων μπορει να προκυψει αντικαθιστωντας το οκταεδρο του
υπογραφηματος-βρογχος απο καθε υπογραφημα-εξαρτημα με οποιοδηποτε 4-κανονι-
κο επιπεδο γραφημα, στο οποιο μια απο τις ακμες στην εξωτερικη οψη του αντικαθι-
σταται απο ενα μονοπατι μηκους δυο και η επιπλεον κορυφη που προκυπτει απο την
διαδικασια αυτη ταυτιζεται με τις κορυφες w1 και/η w2 του υπογραφηματος-εξαρτη-
μα (αναφερομαστε στην Εικονα 16.6).

16.4 Η Περίπτωση Δισυνεκτικών 4-Κανονικών Επίπεδων
Γραφημάτων

Στην ενοτητα αυτη, εξεταζουμε την περιπτωση δισυνεκτικων 4-κανονικων επιπε-
δων γραφηματων. Συγκεκριμενα, θα αποδειξουμε οτι υπαρχουν απειρως πολλα δι-
συνεκτικα 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα που δεν επιδεχονται πραγματοποιηση ως
συστημα κυκλων. Για να το επιτυχουμε, ακολουθουμε μια παρομοια προσεγγιση με
αυτη που παρουσιαστηκε στην Ενοτητα 16.3. Υπενθυμιζουμε οτι το γραφημα Gaug

oct

πουκατασκευασαμεστηνΕνοτητα16.3 δεν ηταν δισυνεκτικο, καθωςκαθε υπογραφη-
μα-εξαρτημα οριζει δυο κορυφες-τομης. Ουσιαστικα, ολες οι κορυφες-τομης τουGaug

oct

ανηκουν στα υπογραφηματα-εξαρτημα. Συνεπως, για την περιπτωση των δισυνεκτι-
κων 4-κανονικων επιπεδων γραφηματων, θα κατασκευασουμε ενα νεο υπογραφημα-
εξαρτημα, το οποιο θα αποκαλουμε διυπογραφημα-εξαρτημα, το οποιο δεν περιεχει
κορυφες-τομης και ταυτοχρονα εχει τις ιδες ιδιοτητες με αυτες που περιγραφηκαν
στην Ενοτητα 16.3 (συγκεκριμενα τις ιδιοτητες που συνεπαγεται το Λημμα 16.5).

Το διυπογραφημα-εξαρτημα απεικονιζεται στην Εικονα 16.13a. Και παλι, περιεχει
ακριβως δυο κορυφες βαθμου δυο, τις v1 και v2, οι οποιες ειναι τα ακρα του. Εντουτοις,
ο σκελετος του τωρα αποτελειται απο επτα κορυφες (δηλαδη, τις vi, wi, w′

i και w, i =
1, 2). Εαν αφαιρεσουμε τις ακμες του σκελετου εκτος απο τις ακμες (wi, w′

i), i = 1, 2,
το γραφημαπουαπομενει αποτελειται απο τρεις απομονωμενες κορυφες και δυο ξενα
μεταξυ τους δισυνεκτικα υπογραφηματα, τα οποια αποκαλουμε ως διυπογραφηματα-
βρογχος (αναφερομαστε στα γραφηματα με γκρι σκιαση της Εικονας 16.13a). Οι ιδιο-
τητες του διυπογραφηματος-εξαρτημα ειναι και παλι ανεξαρτητες απο τα διυπογρα-
φηματα-βρογχος, δηλαδη, οποιοδηποτε απλο δισυνεκτικο επιπεδο γραφημα που ικα-
νοποιει την ακολουθη συνθηκη βαθμων μπορει να τα αντικαταστησει: ολες οι κορυ-
φες εχουν βαθμο 4 εκτος απο ακριβως δυο κορυφες στην εξωτερικη οψη που ειναι
βαθμου 3. Η γενικη περιπτωσηφαινεται στην Εικονα 16.13b, οπου τα υπογραφηματα
απεικονιζονται ως “δι-βρογχοι” στις κορυφες wi και w′

i, i = 1, 2.
Έχοντας προσδιορισει το διυπογραφημα-εξαρτημα, μπορουμε να προσαυξησουμε
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v1 v2w

w2w′
1 w′

2
w1

(a) Το διυπογραφημα-εξαρτημα.

v1 v2w

w2w′
1 w′

2
w1

(b) Αφαιρετικη απεικονιση του
διυπογραφηματος-εξαρτημα.

Εικόνα 16.13: Απεικονισεις του νεου υπογραφηματος-εξαρτημα.

το οκταεδρο παρομοια με την Ενοτητα 16.3. Τοτε θα προκυψει ενα δισυνεκτικο γρα-
φημα, πουσυμβολιζουμεμεBGaug

oct . Τωρα, ειμαστεσεθεσηνααποδειξουμε τοαναλογο
του Λημματος 16.5.

Λήμμα 16.12. ΈστωG ένα 4-κανονικό επίπεδο γράφημα που περιέχει τουλάχιστον ένα
αντίγραφο του διυπογραφήματος-εξάρτημα. Έστω ότι υπάρχει πραγματοποίηση του G

ως ένα σύστημα κύκλων. Τότε, ο σκελετός κάθε διυπογραφήματος-εξάρτημα στην πραγ-
ματοποίηση αυτή αποτελείται από δύο κύκλους C1 και C2 που εφάπτονται στο σημείο
w, όπου ο κύκλος Ci περιέχει τις κορυφές {vi, wi, w′

i, w} και τα κυκλικά τόξα που απει-
κονίζουν τις ακμές (vi, wi), (w′

i, w) και (vi, w), για i = 1, 2.

Απόδειξη. Έστω οτι υπαρχει πραγματοποιηση του G ως ενα συστημα κυκλων και ας
θεωρησουμε ενα αντιγραφο του διυπογραφηματος-εξαρτημα στην πραγματοποιηση
αυτη. Σημειωνουμε οτι οι ακμες (vi, wi) και (w′

i, w) ανηκουν στον ιδιο κυκλο, i = 1, 2
(διαφορετικα, ενας απο τους κυκλους θα περιειχε την κορυφη wi δυο φορες και ο αλ-
λος κυκλος θα περιειχε την κορυφη w′

i δυο φορες, i = 1, 2, το οποιο δεν ειναι εφικτο
εφοσον καθε κορυφη ανηκει ακριβως σε δυο διαφορετικους κυκλους). Έστω Ci ο κυ-
κλος που περιεχει τις (vi, wi) και (w′

i, w) και C ′
i ο κυκλος που περιεχει την (vi, w), i =

1, 2. Ισχυριζομαστε οτιCi = C ′
i , i = 1, 2. Έστωοτι, αντιθετως, ισχυειC1 ̸= C ′

1. Εφοσον
η κορυφη w οριζεται απο ακριβως δυο κυκλους, εχουμε οτι {C1, C ′

1} = {C2, C ′
2}, το

οποιο συνεπαγεται οτι και C2 ̸= C ′
2. Τοτε, οι C1 και C ′

1 εχουν τουλαχιστον τρια κοινα
σημεια, συγκεκριμενα τις κορυφες v1, v2 και w, απο το οποιο προκυπτει οτι C1 = C ′

1,
ατοπο.

Στην Εικονα 16.14 βλεπουμε δυο μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις. Σημειωνουμε
οτι οι πραγματοποιησεις αυτες ουσιαστικα εξαρτωνται απο την σχετικη θεση των δυο
εφαπτομενων κυκλωνC1 καιC2 στην επιπεδη εμφυτευση τουG. Συγκεκριμενα, στην
Εικονα 16.14a οι δυο κυκλοι C1 και C2 περιεχουν μονο τα διυπογραφηματα-βρογχος
στο εσωτερικο τους, ενω στην Εικονα 16.14b ο C1 αποτελει την εξωτερικη οψη και
συνεπωςπεριεχει ολοκληρο το γραφημα. Αυτο συνεπαγεται οτι σε καθε πραγματοποι-
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ηση τουBGaug
oct ως ενα συστημα κυκλων, ολα τα διυπογραφηματα-εξαρτημα απεικονι-

ζονται οπως στην Εικονα 16.14a εκτος απο το πολυ ενα διυπογραφημα-εξαρτημα εαν
ενας απο τους δυο κυκλους του ειναι η εξωτερικη οψη του BGaug

oct . Οποτε, μπορουμε
με παρομοιο τροπο να αποδειξουμε το αναλογο του Πορισματος 16.1.

w′
2

w2

v1 v2

w1

w

w′
1

(a)

w′
2 w2

v1 v2 w

w′
1

w1

(b)

Εικόνα 16.14: Μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις του διυπογραφηματος-εξαρτημα ως συ-
στημα κυκλων: (a) Οι δυο κυκλοι που απεικονιζουν τον σκελετο εχουν μη κοινο εσωτερικο,
και (b) Ο ενας κυκλος βρισκεται στο εσωτερικο του αλλου.

Πόρισμα 16.2. Σε κάθε πραγματοποίηση του BGaug
oct ως ένα σύστημα κύκλων, η πραγ-

ματοποίηση κάθε διυπογραφήματος-εξάρτημα και η πραγματοποίηση του Gsub
oct είναι

ανεξάρτητες.

Το Λημμα 16.12 και το Πορισμα 16.2 μας επιτρεπουν να αποδειξουμε ενα ανα-
λογο λημμα με το Λημμα 16.10 (οπου τα διυπογραφηματα-εξαρτημα χρησιμοποιου-
νται αντι για τα υπογραφηματα-εξαρτημα). Αυτο το αποτελεσμα, σε συνδυασμο με το
Λημμα 16.11, μας επιτρεπει να δωσουμε το αναλογο του Θεωρηματος 16.2.

Θεώρημα 16.4. Υπάρχει ένα δισυνεκτικό 4-κανονικό επίπεδο γράφημα που δεν επιδέ-
χεται πραγματοποίηση ως ένα σύστημα κύκλων.

Τελος, προκειμενου να αποδειξουμε οτι υπαρχουν απειρως πολλα δισυνεκτικα 4-
κανονικα επιπεδα γραφηματα που δεν επιδεχονται πραγματοποιηση ως συστημα κυ-
κλων, μπορουμε να προσαρτησουμε περισσοτερα απο δυο ζευγη διυπογραφηματων-
εξαρτημα σε καθε ακμη του Goct, η να αντικαταστησουμε τα διυπογραφηματα-βρογ-
χος με οποιοδηποτε δισυνεκτικο επιπεδο γραφημα (στο οποιο καθε κορυφη ειναι βαθ-
μου 4 εκτος απο ακριβως δυο κορυφες στην εξωτερικη οψη που εχουν βαθμο 3), το
οποιο μας οδηγει στο παρακατω συμπερασμα.

Θεώρημα 16.5. Υπάρχει μία άπειρη οικογένεια δισυνεκτικών 4-κανονικών επίπεδων
γραφημάτων που δεν επιδέχονται πραγματοποίηση ως ένα σύστημα κύκλων.
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17 Άριστες Ομαλές Απεικονίσεις

Στο κεφαλαιο αυτο εξεταζουμε ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις χρησιμοποιωντας
διαφορες τεχνοτροπιες. Περιγραφουμε πως μπορουμε να κατασκευασουμε επιπεδες
αριστες ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις για επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3.
Επιπλεον, αποδεικνυουμε οτι τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 4 επιδεχονται
αριστες ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις εαν επιτρεψουμε τομες ακμων στην απεικο-
νιση μας. Προκειμενου να απεικονισουμε γραφηματα μεγαλυτερου βαθμου, χρησιμο-
ποιουμε το μοντελο Kandinsky: καθε γραφημα επιδεχεται μη επιπεδη απεικονιση αρι-
στης πολυπλοκοτητας ακμης, ομως δεν επιδεχονται ολα τα γραφηματα επιπεδη απει-
κονιση.

Τελος, μελεταμε διαφορετικες τεχνοτροπιες αριστων ορθογωνιων απεικονισεων
που συναντωνται στην υπαρχουσα βιβλιογραφια. Εισαγουμε κλασεις γραφηματων
που επιδεχονται απεικονισεις συγκεκριμενης τεχνοτροπιας, και μελεταμε σχεσεις με-
ταξυ τους.

17.1 ΕπίπεδεςΆριστεςΟμαλέςΟρθογώνιεςΑπεικονίσειςΕπί-
πεδων Γραφημάτων με Μέγιστο Βαθμό 3

Στην ενοτητα αυτη, επεκτεινουμε τον αλγοριθμο τωνBekos et al. [BKKS13], ο οποι-
ος βασιζεται σε κανονικη διαταξη, και συνεπως, περιοριζεται σε τρισυνεκτικα επιπεδα
γραφηματα μεγιστου βαθμου 3. Θα δειξουμε οτι καθε επιπεδο γραφημα με μεγιστο
βαθμο 3 επιδεχεται απεικονιση με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης. Σημειωνουμε οτι το
αποτελεσμααυτοβελτιωνει επισης ενα γνωστοαποτελεσμα τωνAlamet al. [ABK+14],
οι οποιοι εδειξαν προσφατα οτι καθε επιπεδο γραφημα με μεγιστο βαθμο 3 επιδεχεται
ομαλη ορθογωνια απεικονιση με πολυπλοκοτητα ακμης δυο. Ακολουθωντας συνηθι-
σμενες πρακτικες, προχωρουμε ως εξης. Εξεταζουμε καθε δισυνεκτικη συνιστωστα
ανεξαρτητα και την αναλυουμε χρησιμοποιωντας SPQR-δενδρα (για μια συντομη ει-
σαγωγη στα SPQR-δενδρα, βλ. Ενοτητα 11.2.2). Τοτε χρησιμοποιουμε μια αναδρομικη
διαδικασια απεικονισης βασιζομενοι στο SPQR-δενδρο που χρησιμοποιει τον αρχικο
αλγοριθμο για τις τρισυνεκτικες συνιστωσες.

ΕφοσονταSPQR-δενδραοριζονται μονογιαδισυνεκτικαγραφηματα, ξεκιναμεανα-
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λυοντας το συνεκτικο γραφημα στις δισυνεκτικες του συνιστωσες. Κυριως ακολου-
θουμε τη δουλεια του Kant [Kan93] σχετικα με ορθογωνιες απεικονισεις επιπεδων
γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3. Δειχνει οτι μπορουμε να απεικονισουμε καθε δι-
συνεκτικη συνιστωσα ανεξαρτητα και να τις ενωσουμε αργοτερα χρησιμοποιωντας
μια δενδρικη τεχνικη απεικονισης. Η κυρια παρατηρηση ειναι οτι καθε κορυφη τομης
ανηκει τουλαχιστον σε μια και το πολυ σε τρεις συνιστωσες-γεφυρες. Μια συνιστωσα-
γεφυρα (η απλα γεφυρα) ειναι μια δισυνεκτικη συνιστωσα που αποτελειται μονο απο
μια ακμη που ενωνει δυο κορυφες τομης. Οι γεφυρες αυτες αποτελουν ακμες στην δεν-
δρικη απεικονιση. Αυτη η προσεγγιση δημιουργει μια απεικονιση χωρις να δημιουρ-
γουνται επιπλεον σημεια καμπης, δηλαδη, οι γεφυρες ειναι ευθυγραμμα τμηματαστην
τελικη απεικονιση. Εφοσον καθε ακμη χωρις σημεια καμπης εχει αριστη πολυπλοκο-
τητα ακμης, μπορουμε να επικεντρωθουμε σε δισυνεκτικα επιπεδα γραφηματα μεγι-
στου βαθμου 3. Ωστοσο, χωρις να μπουμε σε λεπτομερειες, η μεθοδος μπορει να απαι-
τησει να τοποθετησουμε καποια συγκεκριμενη κορυφη τομης στην ανω αριστερη γω-
νια της παραγομενης απεικονισης. Κραταμε τον περιορισμο αυτο υποψην και θα επα-
νερθουμε σ’ αυτον εχοντας κατασκευασει την απεικονιση.

Στο επομενο βημα, αναλυουμε καθε δισυνεκτικη συνιστωσα που δεν ειναι γεφυρα
στις τρισυνεκτικες συνιστωσες της. Και παλι δανειζομαστε τα βασικα βηματα απο τον
Kant [Kan93] ο οποιος χρησιμοποιει SPQR-δενδρα. Παρομοια με τις δικες μας συνθη-
κες, ο κυριος αλγοριθμος του απαιτει τρισυνεκτικοτητα, επομενως μπορει να εφαρμο-
στει στους R-κομβους. Απομενει να εξετασουμε τους P- και S-κομβους και να εξασφα-
λισουμε οτι ο κυριος αλγοριθμος μπορει να χειριστει τις εικονικες ακμες. Μια παρο-
μοια τεχνικη χρησιμοποιειται απο τον Eppstein [Epp13] για Lombardi απεικονισεις
επιπεδων γραφηματων με μεγιστο βαθμο 3. Ο Eppstein εργαζεται ως εξης: Πρωτα,
ολες οι οι κορυφες βαθμου δυο διαλυονται δινοντας ενα 3-κανονικο πολυγραφημα.
Η κατασκευη του SPQR-δενδρο δινει μια αναλυση σε τρισυνεκτικες συνιστωσες. Ο
Eppstein εκμεταλλευεται τις ειδικες ιδιοτητες τωνSPQR-δενδρωνστα 3-κανονικαγρα-
φηματα. Παρομοια με τις γεφυρες στην περιπτωση δισυνεκτικοτητας, ο περιορισμος
στον βαθμο του δοθεντος γραφηματος παρεχει αρκετη ελευθερια για να ενωθουν τα
υπογραφηματα μαζι. Ωστοσο, το Λημμα1απο το [Epp13] απαιτει το γραφημα να ειναι
3-κανονικο και οχι απλα επιπεδο με μεγιστο βαθμο 3. Ενω η διαλυση των κορυφων
βαθμου δυο απλοποιει τη μεθοδο, απαιτειται η διαδικασια αυτη να μπορει να αντι-
στραφει αργοτερα. Στην δικη μας περιπτωση αυτο δεν ειναι προφανες. Οποτε, διατη-
ρουμε τις κορυφες βαθμου δυο οπως κανει ο Kant [Kan93]. Το αρνητικο σημειο ειναι
δενμπορουμεπαραναδιατυπωσουμεκαποια ελαστικοτερη εκδοχητουλημματοςπου
χρησιμοποιειται απο τον Eppstein. Εντουτοις, θα ειναι αρκετο για το σκοπο μας.

Λήμμα 17.1. Σε ένα SPQR-δένδρο ενός δισυνεκτικού επίπεδου γραφήματος με μέγιστο
βαθμό 3, ο σκελετός ενός P-κόμβου είναι μία συστάδα τριών παράλληλων ακμών, ο σκε-
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λετός ενός R-κόμβου είναι ένα τρισυνεκτικό 3-κανονικό επίπεδο γράφημα, και κάθε ακμή
στο δένδρο έχει ακριβώς έναν S-κόμβο ως ένα άκρο. Στον σκελετό ενός S-κόμβου κανένα
ζεύγος εικονικών ακμών δεν έχουν κοινό άκρο, δηλαδή οι εικονικές ακμές διαχωρίζονται
τουλάχιστον από μία πραγματική ακμή.

Απόδειξη. Δινουμε μονο επιγραμματικα την αποδειξη, καθως παρομοια επιχειρηματα
μπορουν να βρεθουν στο [Kan93]. Εξορισμου, οι P-κομβοι εχουν τουλαχιστον τρεις
παραλληλες ακμες. Καθε σκελετος ενος P-κομβου με περισσοτερες ακμες παραβιαζει
τον περιορισμο στο βαθμο. Οι σκελετοι των R-κομβων ειναι εξορισμου τρισυνεκτικοι
ενω ταυτοχρονα σεβονται τον περιορισμο στο βαθμο και την επιπεδοτητα. Και οι P-
κομβοι και οι R-κομβοι συνεισφερουν εκαστος τουλαχιστον δυο στους βαθμους των
κορυφων του διαχωριστικου ζευγους. Οποτε, οι P- και R-κομβοι δεν μπορει να εχουν
κοινη κορυφη χωρις να υπαρχει κορυφη βαθμου τουλαχιστον τεσσερα. Συνεπως, δεν
μπορει να ειναι γειτονικοι στο δενδρο, ουτε ναμοιραζονται καποια κοινη κορυφηστον
κυκλο ενος S-κομβου.
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Εικόνα17.1: (a) Τοβασικοσχημαπου χρησιμοποιειται για τουςσκελετους. (b) Τοποθετωντας
την vc στην ανω αριστερη γωνια στην ριζου του SPQR-δενδρου. (c) Ένας P-κομβος με δυο S-
κομβους παιδια S1, S2 και (d) Η αντιστοιχη απεικονιση με δυο αλυσιδες που σχηματιζονται
απο τους µ1, µ2 και µ3, µ4, αντιστοιχα.

Το κρισιμο σημειο του λημματος οσον αφορα την δικη μας προσεγγιση ειναι οτι
μας εξασφαλιζει την υπαρξη επιπλεον ακμων για να ενωθουν τα υπογραφηματα των
P- και R-κομβων μαζι. Για να εξασφαλισουμε οτι η απεικονιση αυτων των υπογρα-
φηματων ακολουθει καποια συγκεκριμενη δομη, οριζουμε ενα βασικο απεικονιστικο
τετραγωνο. Όπως και στο [Kan93], χρησιμοποιουμε το σχημα που φαινεται στην Ει-
κονα 17.1a. Το απεικονιστικο τετραγωνο εχει δυο ελευθερες θυρες στην ανωκαι κατω
αριστερη γωνια, οπουβρισκονται οι κορυφες τουαντιστοιχου διαχωριστικου ζευγους
(u, v). Εξασφαλιζουμε οτι οι P- και R-κομβοι μπορουν να απεικονιστουν με τον τροπο
αυτο χρησιμοποιωνταςμονο ενακυκλικο τοξοη ενα ευθυγραμμο τμημαγια καθεακμη.
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Αντι να απεικονισουμε τους S-κομβους αμεσα, θα τους θεωρουμε ανεπιφυλακτα απει-
κονισμενους οταν απεικονιζουμε τους P- και R-κομβους.

Πρωτου να δειξουμε πως θα προκυψει η απεικονιση, εστιαζουμε στον επιπλεον
περιορισμοπουαναφεραμεπροηγουμενως. Ηαπεικονιση τωνδισυνεκτικωνσυνιστω-
σων μπορει να απαιτει να τοποθετηθει μια συγκεκριμενη κορυφη τομης vc στην ανω
αριστερη γωνια. Καθε κορυφη τομης σε μια δισυνεκτικη συνιστωσα, που δεν ειναι
γεφυρα, εχει βαθμο δυο, συνεπως, μπορει μονο να εμφανιζεται στο σκελετο ενος S-
κομβου, οπου ειναι γειτονικη με δυο πραγματικες ακμες. Θεωρουμε ως ριζα του SPQR-
δενδρου αυτον τον μοναδικο S-κομβο που περιεχει την vc και τον απεικονιζουμε με
συγκεκριμενο τροπο ετσι ωστε η vc να βρισκεται την ανω αριστερη γωνια (βλ. Ει-
κονα 17.1b). Στην περιπτωση που το δοθεν γραφημα ειναι δισυνεκτικο, ως ριζα του
δενδρου θεωρουμε καποιον αυθαιρετα επιλεγμενο S-κομβο, επιλεγουμε μια απο τις
πραγματικες ακμες του και την απεικονιζουμε ως ημικυκλιο. Το υπολοιπο του κυκλου
απεικονιζεται κατα μηκος μιας κατακορυφης γραμμης. Σημειωνουμε οτι εαν το SPQR-
δενδρο δεν περιεχει καθολου S-κομβους, τοτε αποτελειται απο εναν μοναδικο R-κομ-
βο, συνεπως, μπορουμε να εφαρμοσουμε απευθειας τον αλγοριθμο για τα τρισυνε-
κτικα γραφηματα των Bekos et al. [BKKS13].

Το ενριζωμενο SPQR-δενδρο επαγει μια ιεραρχια στις εικονικες ακμες. Στον σκε-
λετο καθε κομβουµ (εκτος απο τη ριζα) υπαρχει μια μοναδικη εικονικη ακμη που αντι-
προσωπευει τον κομβο γονεα. Αναφερομαστε στην ακμη αυτη ως η ακμη αναφορας
του µ και στα ακρα της ως οι πολοι του µ. Ας υποθεσουμε οτι αφαιρουμε την ακμη
αναφορας απο τον σκελετο ενος S-κομβου. Το αποτελεσμα ειναι ενα απλο μονοπατι
που αποτελειται απο εικονικες και πραγματικες ακμες. Εφοσον η ακμη αναφορας ει-
ναι εικονικη, αυτη η αλυσιδα ξεκιναει και τελειωνει με πραγματικες ακμες. Επιπλεον,
καθε εικονικη ακμη αντιπροσωπευει ειτε εναν P-κομβο ειτε εναν R-κομβο. Δειχνουμε
ακολουθως οτι μπορουμε να εισαγουμε τις αλυσιδες αυτες στους σκελετους των P-
και R-κομβων και να τους απεικονισουμε με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης. Σημειω-
νουμε οτι μια αλυσιδα μπορει ναπεριεχει κορυφες βαθμου δυο, μερικες εκ των οποιων
μπορει να ειναι κορυφες τομης που απαιτουν επιπλεον χωρο για να ενωθουν με μια
γεφυρα.

Όταν απεικονιζουμε τον σκελετο ενος P-κομβου µ με πολους (u, v), αρκει να ασχο-
ληθουμε με τις δυο αλυσιδες που επαγονται απο τα δυο παιδια του µ. Η μια αλυσιδα
απεικονιζεται απευθειας στην κατακορυφη ευθεια απο την u στην v, ενω η αλλη ειναι
παραλληληστηνπρωτηκαισυνδεεται μεκυκλικατοξαμε τιςuκαι v (βλ. Εικονα17.1d).
Σημειωνουμε οτι ακομα και στην περιπτωση μιας πραγματικης ακμης η μονο μιας κο-
ρυφης βαθμου δυο, η προσεγγιση αυτη μπορει και παλι να εφαρμοστει. Προφανως, η
απεικονιση εχει αριστη πολυπλοκοτητα ακμης και σεβεται το βασικο σχημα του απει-
κονιστικου τετραγωνου.
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Εικόνα17.2: (a)ΈναςR-κομβος με τριαπαιδια S-κομβουςS1, S2, S3. Οι πραγματικες, οι εικονι-
κες και οι ακμες αναφορας απεικονιζονται συνεχεις, διακεκομμενες και διαστικτες. (b) Αρχικη
απεικονιση του σκελετου και (c) μετα την επεκταση των αλυσιδων των S1, S2 και S3.

Απομενει να απεικονισουμε τους R-κομβους χρησιμοποιωντας τον αλγοριθμο των
Bekos et al. [BKKS13] και να τον τροποποιησουμε ετσι ωστε να μπορει να χειριστει
τις εικονικες ακμες. Ένα παραδειγμα ενος R-κομβου με τρια παιδια δινεται στην Ει-
κονα 17.2a. Προχωραμε σε δυο βηματα: Εφαρμοζουμε τον αλγοριθμο των Bekos et
al. για να παρουμε μια απεικονιση για τον σκελετο του R-κομβου. Στη συνεχεια εισα-
γουμε τις αλυσιδες των παιδιων στην απεικονιση. Ωστοσο, η απεικονιση πρεπει να
ταιριαζει με τη δομη του απεικονιστικου τετραγωνου. Συνεπως, οι πολοι (u, v) πρεπει
να τοποθετηθουν στην ανω και κατω αριστερη γωνια της απεικονισης. Ο αλγοριθμος
των Bekos et al. [BKKS13] χρησιμοποιει μια αριστεροτερη κανονικη διαταξη για την
απεικονιση οποιουδηποτε τρισυνεκτικου επιπεδου γραφηματος με μεγιστο βαθμο 3
με την ιδιοτητα οτι η ακμη (vn, v1) ειναι παντοτε ενα ημικυκλικο τοξο και οι vn και v1

εχουν την ιδια x–συντεταγμενη. Επιπλεον, η προσεγγιση τους εξασφαλιζει οτι καμια
κορυφη δεν βρισκεται αριστερα των v1 και vn, αντιστοιχα. Οι τρεις κορυφες vn, v1, v2

δινονται ως μερος της εισοδου οταν υπολογιζεται η κανονικη διαταξη. Αξιοποιουμε
την ιδιοτητα αυτη επιλεγοντας vn = u και v1 = v ωστε να παρουμε την σωστη το-
ποθετηση των u και v (βλ. Εικονα 17.2b). Στο δευτερο βημα, επεκτεινουμε καθε ει-
κονικη ακμη εισαγοντας τις αντιστοιχες αλυσιδες. Παρομοια με την περιπτωση του
P-κομβου, για καθε αλυσιδα εχουμε δυο πραγματικες ακμες διαθεσιμες για να εμφυ-
τευσουμε την υπολοιπη αλυσιδα. Εφοσον το αποτελεσμα του αλγοριθμου των Bekos
et al. [BKKS13] εχει αριστη πολυπλοκοτητα ακμης, πρεπει να χειριστουμε δυο περι-
πτωσεις: η εικονικη ακμη απεικονιζεται ως ευθυγραμμο τμημα ηως τεταρτοκυκλιο. Η
επεκταση του ευθυγραμμου τμηματος ειναι προφανης, απλα τοποθετωντας την αλυ-
σιδα πανω στην ευθεια. Όταν αντικαθιστουμε ενα κυκλικο τοξο χρησιμοποιουμε την
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ελευθερη αριστερη (η πανω) θυρα της πανω κορυφης της αλυσιδας καθως και την
ελευθερη κατω (η αριστερη αντιστοιχα) θυρα της κατω κορυφης της αλυσιδας, και
τη συνδεουμε με οριζοντια και κατακορυφη (η κατακορυφη και οριζοντια αντιστοιχα)
ακμη. Στην Εικονα 17.2b φαινεται ενα παραδειγμα, οπου η εικονικη ακμη που απει-
κονιζει τον S2 εχει απεικονιστει ως κυκλικο τοξο. Στην Εικονα 17.2c αντικαθισταται
απο τους µ2, µ3 χωρις να χρησιμοποιουνται κυκλικα τοξα και οι δυο πραγματικες ακ-
μες στην αρχη και το τελος της αλυσιδας απεικονιζονται με οριζοντιο και κατακορυφο
ευθυγραμμο τμημα. Το αποτελεσμα σεβεται το απεικονιστικο σχημα και εχει αριστη
πολυπλοκοτητα ακμης.

Έχουμε δειξει οτι οι P-κομβοι, οι R-κομβοι και οι S-κομβοι στην ριζα του SPQR-
δενδρου μπορουν να απεικονιστουν με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης. Επιπλεον, οι
αλυσιδες που επαγονται απο τους S-κομβους απεικονιζονται σε μια ευθεια (εκτος απο
τις πραγματικες ακμες στην αρχη και το τελος). Ειμαστε ετοιμοι να περιγραψουμε τον
αλγοριθμο και να διατυπωσουμε το κεντρικο αποτελεσμα της ενοτητας αυτης.

Θεώρημα 17.1. Κάθε επίπεδο γράφημα με μέγιστο βαθμό 3 επιδέχεται μία επίπεδή
απεικόνιση με άριστη πολυπλοκότητα ακμής.

Απόδειξη.Αναλυουμε το γραφημαστις δισυνεκτικες του συνιστωσες οπωςπεριγραφε-
ται στο [Kan93] προκειμενου να παρουμε μια ιεραρχια στις κορυφες τομης. Για καθε
συνιστωσα κατασκευαζουμε το SPQR-δενδρο και το ενριζωνουμε οπως περιγραψαμε.
Διασχιζουμε το SPQR-δενδρο απο κατω-προς-τα-πανω. Εφοσον οι S-κομβοι απεικο-
νιζονται εμμεσα απο τους γονεις τους (P- και R-κομβους), τους παραλειπουμε. Αντ’
αυτου, οταν επισκεπτομαστε εναν P- η R-κομβο, παιρνουμε ενα συνολο απο αλυσιδες,
οπου καθε εικονικη ακμη αντιστοιχει σε ενα υπογραφημα το οποιο εχει ηδη απεικονι-
στει. Το σχημα των απεικονισεων αυτων ταιριαζει με το σχημα του βασικου απεικονι-
στικου τετραγωνου. Σε συνδυασμο με το γεγονος οτι καθε αλυσιδα απεικονιζεται σε
μια ευθεια, μπορουμε ευκολανα ταμεγεθυνουμε ετσιωστε να ταιριαζουνστηναπεικο-
νιση του τρεχοντος σκελετου. Σημειωνουμε οτι η αλλαγη στο μεγεθος χρειαζεται μονο
για τους R-κομβους. Έτσι παιρνουμε μια απεικονιση για ολο το υπογραφημα που επα-
γεται απο τον τρεχον κομβο. Η αναδρομη σταματα στον S-κομβο που ειναι ριζα του
δενδρου. Το αποτελεσμα ειναι μια απεικονιση της δισυνεκτικης συνιστωσας με αρι-
στη πολυπλοκοτητα ακμης. Επιπλεον, η προκαθορισμενη κορυφη τομης που απαιτει-
ται απο τη μεθοδο του Kant για να ενωθουν οι δισυνεκτικες συνιστωσες βρισκεται
στην ανω αριστερη γωνια. Συνεπως, ενωνουμε τις δισυνεκτικες συνιστωσες με γεφυ-
ρες χρησιμοποιωντας κατακορυφες η οριζοντιες ευθειες.
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17.2 Μη–Επίπεδες Άριστες Ομαλές Ορθογώνιες Απεικονί-
σεις

Στην ενοτητα αυτη, εξεταζουμε αριστες ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις, που δεν
ειναι απαραιτητα επιπεδες. Σημειωνουμε οτι αν και τομες ακμων επιτρεπονται, δυο
ακμες που προσπιπτουν σε μια κορυφη δεν επιτρεπεται να χρησιμοποιησουν την ιδια
θυρα της κορυφης. Η κυρια δυσκολια ειναι να αντιστοιχηθουν οι ακμες στις θυρες ετσι
ωστε να τηρουνται οι περιορισμοι θυρας. Αποδεικνυουμε το παρακατω.

Θεώρημα 17.2. Κάθε γράφημα με μέγιστο βαθμό 4 επιδέχεται μία (όχι απαραίτητα επί-
πεδη) απεικόνιση με άριστη πολυπλοκότητα ακμής.

Απόδειξη. Έστω G = (V, E) ενα δοθεν γραφημα μεγιστου βαθμου 4. Πρωτα, κατα-
σκευαζουμε ενα νεο γραφημα G′ = (V, E′) απο το G ετσι ωστε το G′ να ειναι 4-
κανονικο. Το νεο γραφημα G′ ειναι υπεργραφημα του G με το ιδιο συνολο κορυφων,
οποτε E′ ⊇ E. Ευκολα μπορουμε να κατασκευασουμε το G′ ξεκινωντας απο το G

και επιλεγοντας καθε φορα ενα ζευγος κορυφων με βαθμο μικροτερο του 4 και προ-
σθετοντας μια ακμη μεταξυ τους. Σημειωνουμε οτι το G′ μπορει να εχει βρογχους και
πολλαπλες ακμες.

Για να παρουμε μια απεικονιση με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης, επιλεγουμε μια
αυθαιρετη διαταξη των κορυφων v1, v2, . . . , v|V |. Απεικονιζουμε τις κορυφες σε μια
διαγωνια ευθεια, οπου καθε κορυφη vi για 1 ≤ i ≤ |V | εχει συντεταγμενες (i, i). Οι ακ-
μες απεικονιζονταιως τεταρτοκυκλια και κυκλικα τοξα 3 τεταρτων (βλ. Εικονα17.3b).
Σκοπος τωρα ειναι να αντιστοιχισουμε τις ακμες στις θυρες των κορυφων ετσι ωστε
καθε θυρα μιας κορυφης να χρησιμοποιειται μονο μια φορα.

Όπως εδειξε ο Petersen [Pet91], οι ακμες οποιουδηποτε γραφηματος βαθμου ∆
μπορουν να καλυφθουν απο ⌈∆

2 ⌉ συνολα κυκλων, οπου οι κυκλοι καθε συνολου δεν
εχουν κοινες ακμες, και τετοια συνολα μπορουν να βρεθουν σε πολυωνυμικο χρονο.
Εφαρμοζουμε το αποτελεσμα αυτο για το γραφημα G′ ωστε να παρουμε 2 συνολα
απο κυκλους C1 και C2. Οι ακμες του C1 χρησιμοποιουν τη Δυτικη και Νοτια θυρα
τωνκορυφων, ενωοι ακμες τουC2 χρησιμοποιουν τηνΑνατολικη και Βορεια θυρα (βλ.
Εικονα 17.3b). Ας θεωρησουμε εναν κυκλο u1, . . . , uk, uk+1 = u1 με ui ∈ V απο το C1.
Απεικονιζουμε τον κυκλο ετσιωστε ηακμη (ui, ui+1) να χρησιμοποιει τηνΔυτικηθυρα
της ui και την Νοτια θυρα του ui+1 για καθε 1 ≤ i ≤ k. Συμμετρικα, απεικονιζουμε
τους κυκλους τουC2. Ευκολα διαπιστωνουμε οτι καθε θυρα χρησιμοποιειται μονο μια
φορα καθως καθε κορυφη καλυπτεται ακριβως απο εναν κυκλο του C1 και ακριβως
απο εναν κυκλο του C2. Μια απεικονιση του G προκυπτει απο την απεικονιση του G′

αφαιρωντας τις ακμες του E′ \ E.
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(a) (b)
1

2

3 4 10 11

5 8

6 9

7

(c)

3
1

6 4
5

7 9
10

8

2
11

(d)

Εικόνα 17.3: (a-b) Το οκταεδρο: (a) αναλυμενο σε 2 συνολα κυκλων: C1 (συνεχεις) και C2

(διακεκομμενοι), (b) απεικονισμενο με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης. (c-d) Το γραφημα των
Goldner-Hararyαπεικονισμενο (c) με ευθειες γραμμεςκαι (d) μεαριστηπολυπλοκοτηταακμης
χρησιμοποιωντας το μοντελο Kandinsky.

17.3 Άριστες Ομαλές Ορθογώνιες Kandinsky Απεικονίσεις

Οι Bekos et al. [BKKS13] εδειξαν οτι καθε επιπεδο γραφημα επιδεχεται ομαλη ορ-
θογωνια απεικονιση με πολυπλοκοτητα ακμης δυο με το μοντελο Kandinsky. Ο αλγο-
ριθμος τους βασιζεται κυριως σε τεχνικες που προκυπτουν απο εμφυτευσεις γραφη-
ματων σε βιβλιο. Στις απεικονισεις που δινουν οι κορυφες του γραφηματος παντοτε
βρισκονται σε μια οριζοντια ευθεια ετσι ωστε καθε ακμη που εχει ομαλη πολυπλοκο-
τητα ακμης δυο να αποτελειται απο δυο ημικυκλια, και να τεμνουν την ευθεια στο
σημειο καμπης. Σημειωνουμε οτι αυτη η προσεγγιση ειναι περιοριστικη ως προς την
απεικονιση. Για να δουμε αυτο, αρκει ναπαρατηρησουμε οτι το γραφημα τωνGoldner-
Harary, το οποιο ειναι το μικροτερο μη χαμιλτονιανο μεγιστικο επιπεδο γραφημα, εχει
παχος εμφυτευσης σε βιβλιο τρια (βλ. Εικονα 17.3c). Συνεπως, συμφωνα με τον αλγο-
ριθμο τωνBekos et al. [BKKS13], επιδεχεται ομαλη ορθογωνιααπεικονιση μεπολυπλο-
κοτητα ακμης δυο. Εαν χαλαρωσουμε τον περιορισμο οι κορυφες να βρισκονται σε
μια οριζοντια ευθεια, τοτε μπορουμε να κατασκευασουμε μια αριστη ομαλη ορθογω-
νια απεικονιση (βλ. Εικονα 17.3d). Συνεπως, ενα ερωτημα που προκυπτει με φυσικο
τροπο, ειναι εαν οποιοδηποτε επιπεδο γραφημα επιδεχεται αριστη ομαλη ορθογωνια
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απεικονιση με το μοντελο Kandinsky. Στο υπολοιπο της ενοτητας αυτης, απανταμε
αρνητικα την ερωτηση.

Δειχνουμε οτι το γραφημα της Εικονας 17.4a, το οποιο συμβολιζουμε με GK , δεν
επιδεχεται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση με το μοντελο Kandinsky. Το γρα-
φημα κατασκευαζεται απο το K4 αστερωνοντας ολες τις εσωτερικες οψεις, δηλαδη,
προσθετουμε μια επιπλεον κορυφη σε καθε εσωτερικη οψη και την ενωνουμε με καθε
κορυφη της οψης (βλ. Εικονα 17.4b). Προκειμενου να παρουμε το GK , η διαδικασια
αστερωσης επαναλαμβανεται δυο φορες. Απο κατασκευης, το GK περιεχει τρια ισο-
μορφα μεταξυ τους υπογραφηματα με μη κοινο εσωτερικο, που αντιστοιχουν στις
τρεις εσωτερικες οψεις του αρχικου K4. Το υπογραφημα αυτο απεικονιζεται στην Ει-
κονα 17.4c και το συμβολιζουμε με GT . Μπορουμε να βρουμε μια χρησιμη ιδιοτητα
ολων των δυνατων ομαλων ορθογωνιων απεικονισεων τουGT με αριστη πολυπλοκο-
τητα ακμης με το μοντελο Kandinsky. Προς την κατευθυνση αυτη, εισαγουμε πρωτα
μερικη ορολογια.

Έστωοτι εναγραφημαG επιδεχεται ομαληορθογωνιααπεικονισημεαριστηπολυ-
πλοκοτητα ακμης με το μοντελο Kandinsky, και ας εξετασουμε το εμφυτευμενο δυικο
του γραφημα G∗. Έστω f1 και f2 δυο γειτονικες οψεις του G με κοινη ακμη (v1, v2).
Εαν η (v1, v2) απεικονιζεται ως ενα κυκλικο τοξο, κατευθυνουμε την (f1, f2) στο G∗

απο την f1 προς την f2 εαν και μονο εαν καθε ευθυγραμμο τμημα με ακρα πανω στο
κυκλικο τοξο (v1, v2) δεν βρισκεται εξολοκληρου στο εσωτερικο της οψης f2. Τονι-
ζουμε οτι η (f1, f2) παραμενει μη κατευθυνομενη εαν η (v1, v2) απεικονιζεται ως ευ-
θυγραμμο τμημα. Το μικτο δυικο γραφημα που προκυπτειG∗ εξαρταται μονο απο την
απεικονιση τουG (βλ. Εικονα 17.4d). Το μικτο δυικο γραφημαG∗

T εχει την παρακατω
ιδιοτητα.

Λήμμα 17.2. Η κορυφή του G∗
T που αντιστοιχεί στην εξωτερική όψη του GT έχει έσω-

βαθμό 3. Ισοδύναμα, τοG∗
T έχει τρεις κατευθυνόμενες ακμές με κατεύθυνση από το εσω-

τερικό του GT στο εξωτερικό του (βλ. Εικόνα 17.4e).

Απόδειξη. Παρατηρουμε οτι το GT ειναι ενα επιπεδο τριγωνοποιημενο γραφημα. Συ-
νεπως, προτου συνεχισουμε, θα εξετασουμε τις πιθανες απεικονισεις με αριστη πολυ-
πλοκοτητα ακμης μια τριγωνικης οψης με το μοντελο Kandinsky. Έστωδυο γειτονικες
κορυφες v1 και v2 σε μια ομαλη ορθογωνια απεικονιση με αριστη πολυπλοκοτητα ακ-
μης. Τοτε, οι v1 και v2 ειναι ειτε οριζοντια, ειτε κατακορυφα, ειτε διαγωνια ευθυγραμμι-
σμενες. Εαν οι v1 και v2 ειναι οριζοντια (κατακορυφα, αντιστοιχα) ευθυγραμμισμενες,
τοτε η ακμη (v1, v2) απεικονιζεται ως ευθυγραμμο τμημα η ως ενα ημικυκλιο. Εαν ει-
ναι διαγωνια ευθυγραμμισμενες, ηακμη (v1, v2)απεικονιζεταιως ενατεταρτοκυκλιοη
ενα κυκλικο τοξο 3 τεταρτων (βλ. Εικονα 17.5a). Για να διευκολυνουμε την αναγνωση,
συμβολιζουμε με ℓ(v1, v2) την ευθεια που οριζεται απο τις v1 και v2. Εαν θελουμε να
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Εικόνα 17.4: (a) Το γραφημα GK δεν επιδεχεται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση με το
μοντελο Kandinsky. (b) Το K4 (μαυρες κορυφες και ακμες) στο οποιο καθε εσωτερικη εχει
αστερωθει (κοκκινες κορυφες και ακμες). (c) Το γραφημα GT ειναι υπογραφημα του GK . (d)
Το μικτο δυικο γραφημα που προκυπτει απο μια συγκεκριμενη ομαλη ορθογωνια απεικονιση
του K4 με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης υπο το μοντελο Kandinsky. (e) Το G∗

T εχει τρεις κα-
τευθυνομενες ακμες με κατευθυνση απο το εσωτερικο του GT προς το εξωτερικο του. Οι κο-
ρυφες του δυικου γραφηματος απεικονιζονται ως τετραγωνα, ενω οι ακμες του δυικου ειναι
διακεκομμενες.

τονισουμε οτι ειναι οριζοντια (κατακορυφη η διαγωνια) ευθεια, γραφουμε hℓ(v1, v2)
(vℓ(v1, v2) η dℓ(v1, v2), αντιστοιχα).

Έστω τωρα ενα τριγωνο T = {v1, v2, v3}. Στην Εικονα 17.6 μπορουμε να δουμε
ολες τις πιθανες θεσεις των κορυφων v1, v2 και v3 στο επιπεδο. Συγκεκριμενα, εαν
και οι τρεις κορυφες ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενες, τοτε χ.β.τ.γ. εχουμε την περι-
πτωση της Εικονας 17.6a. Διαφορετικα, τουλαχιστον δυο κορυφες του T ειναι οριζο-
ντια η κατακορυφα ευθυγραμμισμενες. Έστω οτι χ.β.τ.γ. οι v1 και v2 ειναι οριζοντια
ευθυγραμμισμενες. Η κορυφη v3 πρεπει να ευθυγραμμιζεται καταλληλα και με τις δυο
κορυφες v1 και v2 (βλ. Εικονα 17.6b). Συνεπως, ειτε και οι τρεις κορυφες ειναι οριζο-
ντια ευθυγραμμισμενες ( Εικονα 17.6c), η η v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενη με τις
v1 και v2 ( Εικονα 17.6d), η η v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενη με μια απο τις v1 και
v2, εστω με την v1, και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την αλλη κορυφη, δηλαδη
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v

(a)

v1 v2

v3

v

v1,2

v2,3

v1,3

(b)

Εικόνα17.5: (a) Όλοι οι γειτονες της κορυφης v βρισκονται πανωστους τεσσερις γκρι αξονες,
ενω ολες οι ακμες που προσπιπτουν στην v απεικονιζονται ως ευθυγραμμα τμηματα η τοξα
κυκλων. (b) Το γραφημα GT ειναι υπογραφημα του GK

την v2 (βλ. Εικονα 17.6e).

v1

v2

v3

(a)

v1 v2

(b)
v1 v3v2

(c)

v1 v2

v3

(d)

v1 v2

v3

(e)

Εικόνα 17.6: Τοποθετηση των κορυφων ενος τριγωνου T = {v1, v2, v3}. (a) Οι v1, v2 και v3

ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενες. (b) Οι v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες. Το μωβ
χρωμα υποδεικνυει τις επιτρεπομενες θεσεις για την v3. (c) Οι v1, v2 και v3 ειναι οριζοντια
ευθυγραμμισμενες. (d) Οι v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες, η v3 ειναι διαγωνια ευ-
θυγραμμισμενη με τις v1 και v2. (e) Οι v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες, η v3 ειναι
διαγωνια ευθυγραμμισμενη με την v1 και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v2.

Σκοπος μας ειναι να εξετασουμε τις ιδιοτητες μιας ομαλης ορθογωνιας απεικονι-
σης του GT με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης με το μοντελο Kandinsky. Έστω T =
{v1, v2, v3} η εξωτερικη οψη του GT και v ο κοινος γειτονας των v1, v2 και v3 που βρι-
σκεται στο εσωτερικο του T (βλ. Εικονα 17.5b). Επισης, γραφουμε vi,j για τον κοινο
γειτονα των κορυφων v, vi και vj , 1 ≤ i < j ≤ 3, και συμβολιζουμε με Ti,j το τριγωνο
με κορυφες vi, vj και v, 1 ≤ i < j ≤ 3. Εφοσον το T ειναι τριγωνο, οι κορυφες του
τοποθετουνται οπως στην Εικονα 17.6. Διακρινουμε τεσσερις περιπτωσεις:

Περίπτωση A. Οι κορυφες v1, v2 και v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενες οπως στην
βλ. Εικονα 17.6a. Υποθετουμε χ.β.τ.γ. οτι η ακμη (v1, v3) απεικονιζεται δεξια της
dℓ(v1, v3). Απο τον περιορισμο των ευθυγραμμισεων, η v τοποθετειται ειτε (i) ορι-
ζοντια ευθυγραμμισμενη με την v1, κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v3 και
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διαγωνια ευθυγραμμισμενη με την v2, ειτε (ii) κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με
την v1, οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3 και διαγωνια ευθυγραμμισμενη με
την v2, ειτε (iii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις κορυφες του T . Η
πρωτη περιπτωση φαινεται στην Εικονα 17.7a. Στην περιπτωση αυτη, εφοσον
η v βρισκεται στο εσωτερικο του T , η ακμη (v1, v3) απεικονιζεται ως ενα κυκλικο
τοξο 3 τεταρτων δεξια της dℓ(v1, v3). Τοτε, οι περιορισμοι των ευθυγραμμισεων
για την κορυφη v1,3 επιβαλλουν οτι θα τοποθετηθει ειτε πανω στην ακμη (v1, v3)
ειτε πανω στην κορυφη v2. Συνεπως, η περιπτωση αυτη απορριπτεται. Στο δευ-
τερο σεναριο, οπου η v ειναι κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v1, οριζοντια
ευθυγραμμισμενη με την v3 και διαγωνια ευθυγραμμισμενη με την v2, εχουμε την
περιπτωση της Εικονας 17.7b. Η ακμη (v1, v2) (η η (v2, v3)) δεν μπορει να απεικο-
νιστει ως ενα κυκλικο τοξο 3 τεταρτων αριστερα της dℓ(v1, v3), διαφορετικα η v

θα βρισκοταν πανω στην ακμη (v1, v2) ((v2, v3), αντιστοιχα). Σε καθε αλλη περι-
πτωση, η κορυφη v θα τοποθετηθει εξω απο το T , το οποιο δεν επιτρεπεται. Συ-
νεπως, η v τοποθετειται κατα μηκος της dℓ(v1, v3) και μεταξυ των κορυφων v1

και v3. Υποθετουμε χ.β.τ.γ. οτι η v βρισκεται μεταξυ των v1 και v2. Τοτε, η ακμη
(v3, v) απεικονιζεται δεξια της dℓ(v1, v3) και η (v1, v2) αριστερα της dℓ(v1, v3) (βλ.
Εικονα 17.7c).

Το παραπανω επιχειρημα, οσον αφορα την τοποθετηση της κορυφης v, μπορει
να γενικευθει: Έστω οτι εχουμε ενα K4 γραφημα, οπου καθε εσωτερικη οψη ει-
ναι αστερωμενη. Εαν οι κορυφες της εξωτερικης οψης του K4 ειναι διαγωνια ευ-
θυγραμμισμενες, τοτε η εσωτερικη κορυφη του K4 ειναι επισης διαγωνια ευθυ-
γραμμισμενη με τις κορυφες της εξωτερικης οψης. Τωρα, καθε υπογραφημα Ti,j ,
1 ≤ i < j ≤ 3, ειναι εναK4 με κορυφες vi, vj και v στην εξωτερικη οψη, εσωτερικη
κορυφη vi,j , και καθε εσωτερικη οψη ειναι αστερωμενη. Εφοσον ολες οι κορυφες
v1, v2, v3 και v ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενες κατα μηκος της dℓ(v1, v3), τοτε το
ιδιο ισχυει και για τις κορυφες v1,2, v1,3 και v2,3 (βλ. Εικονα 17.8a). Τοτε, η κορυφη
v1,3 βρισκεται μεταξυ των κορυφων v1 και v, και η ακμη (v1, v) απεικονιζεται αρι-
στερα της dℓ(v1, v3). Ομοιως, η κορυφη v1,2 βρισκεται μεταξυ των κορυφων v και
v2, και η ακμη (v2, v) απεικονιζεται δεξια της dℓ(v1, v3). Τελος, η κορυφη v2,3 βρι-
σκεται μεταξυ των κορυφων v2 και v3, και η ακμη (v2, v3) απεικονιζεται αριστερα
της dℓ(v1, v3). Σημειωνουμε οτι η ακμη (v1, v3) απεικονιζεται ως τεταρτοκυκλιο η
κυκλικο τοξο 3 τεταρτων δεξια της dℓ(v1, v3), και οι ακμες (v1, v2) και (v2, v3) απει-
κονιζονται αριστερα της dℓ(v1, v3), οπου το πολυ μια απο αυτες μπορει να απεικο-
νιστει ως κυκλικο τοξο 3 τεταρτων.

Περίπτωση B. Οι κορυφες v1, v2 και v3 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες οπως στην
βλ. Εικονα 17.6c. Μπορουμε να υποθεσουμε χ.β.τ.γ. οτι η ακμη (v1, v3) απεικονιζε-
ται ως ημικυκλιο κατω απο την hℓ(v1, v3). Εφοσον η v ειναι γειτονικη με τις v1, v2
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v1

v2

v3

v

v1,3

(a)

v1

v2

v3

v

(b)

v1

v2

v3

v

(c)

Εικόνα 17.7: (a)-(b) Η απεικονιση του T δεν ειναι εφικτη οταν οι κορυφες v1, v2 και v3 ειναι
διαγωνια ευθυγραμμισμενες και η v δεν βρισκεται πανω στην dℓ(v1, v3). (c) Οι κορυφες v1, v2,
v3 και v βρισκονται πανω στην dℓ(v1, v3). Οι ακμες με γκρι σκια αντιστοιχουν σε διαφορετικες
απεικονισεις.

και v3, και η v βρισκεται στο εσωτερικο του τριγωνου T , απο τους περιορισμους
των ευθυγραμμισεων, η v μπορει να βρισκεται μονο κατα μηκος της hℓ(v1, v3) και
μεταξυ των κορυφων v1 και v3. Έστω χ.β.τ.γ. οτι η v βρισκεται μεταξυ των κορυ-
φων v1 και v2 (βλ. Εικονα 17.8b). Τοτε η ακμη (v1, v2) απεικονιζεται ως ημικυκλιο
πανω απο την hℓ(v1, v3) και η ακμη (v3, v) απεικονιζεται ως ημικυκλιο κατω απο
την hℓ(v1, v3).

Το παραπανω επιχειρημα μπορει να γενικευθει: Έστωοτι εχουμε εναK4 γραφημα,
οπου οι κορυφες της εξωτερικης οψης του K4 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες.
Τοτε η εσωτερικη κορυφη του K4 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενη με τις υπολοι-
πες κορυφες και βρισκεται μεταξυ δυο κορυφων της εξωτερικης οψης. Τοτε, για
την κορυφη v1,3, η οποια ειναι γειτονικη με ολες τις κορυφες του T1,3, εχουμε οτι η
v1,3 πρεπει να βρισκεται πανω στην hℓ(v1, v3) και μεταξυ των κορυφων v1 και v3.
Εφοσον η v1,3 βρισκεται στο εσωτερικο του T1,3, η v1,3 μπορει μονο να βρισκεται
μεταξυ των v1 και v. Τοτε η ακμη (v1, v) απεικονιζεται ως ημικυκλιο πανω απο την
hℓ(v1, v3). Ομοιως, η v1,2 βρισκεται κατα μηκος της hℓ(v1, v3) και μεταξυ των v και
v2, ενω η ακμη (v2, v) απεικονιζεται ως ημικυκλιο κατω απο την hℓ(v1, v3). Τελος,
η v2,3 βρισκεται πανω στην hℓ(v1, v3) και μεταξυ των v2 και v3, και η ακμη (v2, v3)
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απεικονιζεται ως ημικυκλιο πανω απο την hℓ(v1, v3). Σημειωνουμε οτι η (v1, v3)
απεικονιζεται κατω απο την hℓ(v1, v3), ενω οι (v1, v2) και (v2, v3) απεικονιζονται
πανω απο την hℓ(v1, v3).

v1

v2

v3

v

v1,3

v1,2

v2,3

(a)

v1

v2

v3

v

v1,3 v1,2 v2,3

(b)

Εικόνα 17.8: (a) Απεικονιση του T οταν οι κορυφες v1, v2 και v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμι-
σμενες. Οι ακμες με γκρι σκια αντιστοιχουν σε διαφορετικες απεικονισεις. (b) Απεικονιση του
T οταν οι κορυφες v1, v2 και v3 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες.

Περίπτωση C. Οι κορυφες v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες, η v3 ειναι δια-
γωνια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2 οπως στην βλ. Εικονα 17.6d. Απο τους πε-
ριορισμους των ευθυγραμμισεων, υπαρχουν δυο πιθανες θεσεις για την κορυφη v:
(i) οριζοντια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη
με την v3, η, (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευ-
θυγραμμισμενη με την v3. Εφοσον καμια απο τις δυο τοποθετησεις δεν ειναι πανω
απο την hℓ(v1, v2), και η v βρισκεται στο εσωτερικο του T , η ακμη (v1, v2) απει-
κονιζεται ως ενα ημικυκλιο κατω απο την hℓ(v1, v2). Η περιπτωση απεικονιζεται
στην Εικονα 17.9a. Τοτε, η v βρισκεται ειτε κατα μηκος της hℓ(v1, v2) ειτε πανω
στηνακμη (v1, v2). Προφανως, η δευτερη επιλογηαπορριπτεται και η v ειναι οριζο-
ντια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την
v3. Τωρα, η κορυφη v1,2 ειναι γειτκονικη με τις κορυφες v1, v2 και v, και βρισκε-
ται στο εσωτερικο του τριγωνου T1,2 = {v, v1, v2}. Απο τους περιορισμους των
ευθυγραμμισεων, η v1,2 ειναι ειτε (i) οριζοντια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις
κορυφες του T1,2, ειτε (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακο-
ρυφα ευθυγραμμισμενη με την v. Η δευτερη επιλογη απορριπτεται εφοσον η v1,2
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v1 v2

v3

v

v1,2

v1,3

v2,3

(a)

v1 v2

v3

v

v1,2

v1,3

v2,3

(b)

Εικόνα 17.9: (a) Απεικονιση του T οταν οι κορυφες v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμι-
σμενες, η v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2. (b) Απεικονιση του T οταν οι
κορυφες v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες, η v3 ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενη με
την v1 και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v2. Οι ακμες με γκρι σκια αντιστοιχουν σε
διαφορετικες απεικονισεις.

θα βρισκοταν πανω στην ακμη (v1, v2). Οποτε, η v1,2 τοποθετειται κατα μηκος της
hℓ(v1, v2) και μεταξυ των κορυφων v1 και v2. Έστω οτι χ.β.τ.γ. η v1,2 βρισκεται με-
ταξυ των κορυφων v1 και v οπως φαινεται στην Εικονα 17.9a. Τοτε η ακμη (v1, v)
απεικονιζεται ως ενα ημικυκλιο πανω απο την hℓ(v1, v2), και η (v2, v1,2) απεικονι-
ζεται ως ενα ημικυκλιο κατωαπο την hℓ(v1, v2). Τοτε, για την κορυφη v1,3, η οποια
ειναι γειτονικη με τις κορυφες v1, v3 και v, υπαρχουν δυο δυνατες θεσεις: (i) κατα-
κορυφα ευθυγραμμισμενη με την v1, οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3 και δια-
γωνια ευθυγραμμισμενημε την v, η, (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις
κορυφες του T1,3. Η δευτερη επιλογη απορριπτεται, διαφορετικα η v1,3 θα βρισκο-
ταν πανω στην ακμη (v1, v). Τοτε, η v1,3 ειναι κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με
την v1, οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3 και διαγωνια ευθυγραμμισμενη με
την v. Η τοποθετηση αυτη αναγκαζει την ακμη (v1, v3) να απεικονιστει ως ενα κυ-
κλικο τοξο 3 τεταρτων αριστερα της dℓ(v1, v3). Όπως και στην περιπτωση της v1,3,
υπαρχουν δυο πιθανες θεσεις για την κορυφη v2,3: (i) κατακορυφα ευθυγραμμι-
σμενη με την v2, οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3 και διαγωνια ευθυγραμμι-
σμενη με την v, η, (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις κορυφες του
T2,3. Στην πρωτη περιπτωση η ακμη (v2, v3) απεικονιζεται ως ενα κυκλικο τοξο 3
τεταρτων δεξια της dℓ(v2, v3), και στη δευτερη περιπτωση απεικονιζεται ως ενα
τεταρτοκυκλιο η ενα κυκλικο τοξο 3 τεταρτων δεξια της dℓ(v2, v3). Σημειωνουμε
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οτι η ακμη (v1, v2) απεικονιζεται κατω απο την hℓ(v1, v2), η (v1, v3) απεικονιζεται
αριστερα της dℓ(v1, v3), και η (v2, v3) απεικονιζεται δεξια της dℓ(v2, v3).

Περίπτωση D. Οι κορυφες v1 και v2 ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενες, η v3 ειναι δια-
γωνια ευθυγραμμισμενη με την v1 και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v2

οπως στην Εικονα 17.6e. Απο τους περιορισμους των ευθυγραμμισεων, υπαρχουν
δυο πιθανες θεσεις για την κορυφη v: (i) κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v1,
διαγωνια ευθυγραμμισμενη με την v2, και οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3, η,
(ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις κορυφες του T . Η πρωτη επιλογη
απορριπτεται, διαφορετικα η κορυφη v1,3 δεν μπορει να βρισκεται στο εσωτερικο
του τριγωνου T1,3. Οποτε, η v ειναι διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις κο-
ρυφες του T (βλ. Εικονα 17.9b). Τωρα, η κορυφη v1,2 ειναι γειτονικη με τις κορυ-
φες v1, v2 και v, και βρισκεται στο εσωτερικο του τριγωνου T1,2 = {v, v1, v2}. Απο
τους περιορισμους των ευθυγραμμισεων, η v1,2 ειναι ειτε (i) οριζοντια ευθυγραμ-
μισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την v, ειτε, (ii) δια-
γωνια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με την
v. Εφοσον καμια απο τις δυο επιλογες δεν ειναι πανω απο την hℓ(v1, v2), και η v1,2

βρισκεται στο εσωτερικο του T1,2, η ακμη (v1, v2) απεικονιζεται ως ενα ημικυκλιο
κατω απο την hℓ(v1, v2). Τοτε, η v1,2 βρισκεται ειτε κατα μηκος της hℓ(v1, v2) ειτε
πανω στην ακμη (v1, v2). Προφανως, η δευτερη επιλογη απορριπτεται, και η v1,2

ειναι οριζοντια ευθυγραμμισμενη με τις v1 και v2, και κατακορυφα ευθυγραμμι-
σμενημε την v. Ομοιως, για την κορυφη v2,3 υπαρχουνδυοπιθανες θεσεις: (i) κατα-
κορυφαευθυγραμμισμενημε τις v2 και v3, και οριζοντια ευθυγραμμισμενημε την v,
η, (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη με τις v2 και v3, και οριζοντια ευθυγραμμισμενη
με την v. Εφοσον καμια απο τις δυο θεσεις δεν ειναι αριστερα της vℓ(v2, v3), και η
v2,3 βρισκεται στο εσωτερικο του T2,3, η ακμη (v2, v3) απεικονιζεται ως ενα ημικυ-
κλιο αριστερα της vℓ(v2, v3). Τοτε η v2,3 βρισκεται ειται κατα μηκος της vℓ(v2, v3)
ειτε πανω στην ακμη (v2, v3). Προφανως, η δευτερη επιλογη απορριπτεται, και η
v2,3 ειναι κατακορυφα ευθυγραμμισμενη με τις v2 και v3, και οριζοντια ευθυγραμ-
μισμενη με την v. Τελος, για την κορυφη v1,3, η οποια ειναι γειτονικη με τις κορυ-
φες v1, v3 και v, υπαρχουν δυο πιθανες θεσεις: (i) κατακορυφα ευθυγραμμισμενη
με την v1, οριζοντια ευθυγραμμισμενη με την v3 και διαγωνια ευθυγραμμισμενη
με την v, η, (ii) διαγωνια ευθυγραμμισμενη και με τις τρεις κορυφες του T1,3. Στην
πρωτη περιπτωση η ακμη (v1, v3) απεικονιζεται ως ενα κυκλικο τοξο 3 τεταρτων
αριστερα της dℓ(v1, v3), και στην δευτερη περιπτωση απεικονιζεται ως ενα τεταρ-
τοκυκλιο η ενα κυκλικο τοξο 3 τεταρτων αριστερα της dℓ(v1, v3). Σημειωνουμε οτι
η ακμη (v1, v2) απεικονιζεται κατω απο την hℓ(v1, v2), η (v1, v3) απεικονιζεται αρι-
στερα της dℓ(v1, v3), και η (v2, v3) απεικονιζεται δεξια της vℓ(v2, v3).
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Τωρα δινουμε το κεντρικο μας θεωρημα.

Θεώρημα 17.3. Υπάρχει μία άπειρη οικογένεια επίπεδων γραφημάτων που δεν επιδέ-
χονται επίπεδη άριστη ομαλή ορθογώνια απεικόνιση με το μοντέλο Kandinsky.

Απόδειξη.Έστω οτι υπαρχει μια ομαλη ορθογωνια απεικονιση του oGK με αριστη πο-
λυπλοκοτητα ακμης με το μοντελο Kandinsky, και εστω G∗

K το δυικο γραφημα. Εφο-
σον το GK περιεχει τρια αντιγραφα του GT χωρις κοινο εσωτερικο, σε καθε επιπεδη
εμφυτευση του ,GK υπαρχουν δυο αντιγραφα του GT με μια κοινη ακμη στην εξω-
τερικη τους οψη. Έστω G1

T και G2
T τα δυο αντιγραφα του GT που μοιραζονται μια

ακμη, και εστω f1 (και f2) η εσωτερικη οψη του G1
T (G2

T , αντιστοιχα), που περιεχει
την κοινη ακμη. Απο την απεικονιση τουG1

T και το Λημμα 17.2, προκυπτει η κατευθυ-
νομενη ακμη (f1, f2). Απο την αλλη, απο την απεικονιση τουG2

T , προκυπτει η κατευθυ-
νομενη ακμη (f2, f1), που αντιβαινει στον ορισμο του μικτου δυικου γραφηματος G∗

K .
Συνεπως, το GK δεν επιδεχεται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση με το μοντελο
Kandinsky.

Τωρα ειναι ευκολο να κατασκευασουμε μια απειρη οικογενεια επιπεδων γραφημα-
των που δεν επιδεχονται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση. Για να το επιτυχουμε,
σε καθε επιπεδο γραφημα που περιεχει ενα τριγωνο T , αντικαθιστουμε το εσωτερικο
του T με ενα αντιγραφο του GK . Προφανως, το γραφημα που προκυπτει δεν επιδεχε-
ται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση με το μοντελο Kandinsky.

17.4 Κλάσεις Γραφημάτων Με Άριστη Πολυπλοκότητα Ακ-
μής

Στην ενοτητα αυτη, μελεταμε το προβλημα ομαλων ορθογωνιων απεικονισεων
απο διαφορετικη οπτικη γωνια. Αρχικα, θεωρουμε το προβλημα χρησιμοποιωντας το
μοντελο Kandinsky. Έστω kHLS1 (kDLS1, αντιστοιχα) η οικογενεια γραφηματων που
περιεχει ολα τα γραφηματα που επιδεχονται αριστες ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις
με το μοντελο Kandinsky στην περιπτωση που ολες οι κορυφες περιοριζονται σε μια
οριζοντια (διαγωνια, αντιστοιχα) ευθεια. Έστω επισης kGS1 η γενικοτερη οικογενεια
γραφηματων που περιεχει ολα τα γραφηματα που επιδεχονται ομαλες ορθογωνιες
απεικονισεις με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης με το μοντελο Kandinsky (δηλαδη, δεν
υπαρχει περιορισμος στην τοποθετηση των κορυφων). Προφανως, kHLS1, kDLS1 ⊆
kGS1. Εφοσον το γραφημα των Goldner-Harary δεν ανηκει ουτε στην kHLS1 ουτε
στην kDLS1 (βλ. Ενοτητα 17.3), επεται οτι kHLS1, kDLS1 ⊂ kGS1. Επιπλεον, ευκολα
διαπιστωνουμε οτι kHLS1 = kDLS1 εφοσον η kHLS1 και η kDLS1 ταυτιζονται με την
οικογενεια γραφηματων που επιδεχονται εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελιδων. Εν κατα-
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κλειδι, το , Θεωρημα 17.3 μας δινει την παρακατω σχεση: kHLS1 = kDLS1 ⊂ kGS1 ⊂
{G : G ειναι επιπεδο}.

Θεωρουμε τωρα το ιδιο προβλημα, υποθετοντας οτι δεν επιτρεπεται δυο οποιεσ-
δηποτε ακμες να χρησιμοποιουν την ιδια θυρα μιας κορυφης. Παρομοια με την προη-
γουμενη περιπτωση, συμβολιζουμε με HLS1 και DLS1 τις οικογενειες γραφηματων
που περιεχουν ολα τα επιπεδα γραφημα με μεγιστο βαθμο 4 που επιδεχονται αριστες
ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις στην περιπτωση που, ολες οι κορυφες περιοριζονται
σε μια οριζοντια και σε μια διαγωνια ευθεια αντιστοιχα. Η GS1 συμβολιζει την γενι-
κοτερη οικογενεια γραφηματων που περιεχει ολα τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο
βαθμο 4 που επιδεχονται αριστες ομαλες ορθογωνιες απεικονισεις με αριστη πολυ-
πλοκοτηταακμης (δηλαδη, δεν υπαρχει περιορισμος στην τοποθετηση τωνκορυφων).
Ευκολα διαπιστωνουμε οτι τοK4 (και κατα συνεπεια οποιοδηποτε επιπεδο γραφημα
με μεγιστο βαθμο 4 που περιεχει το K4 ως υπογραφημα) δεν ανηκει ουτε στην HLS1

ουτε στην DLS1, το οποιο συνεπαγεται οτι HLS1, DLS1 ⊂ GS1. Υπενθυμιζουμε οτι
υποθετουμε πως δεν επιτρεπουμε σε οποιεσδηποτε δυο ακμες να χρησιμοποιουν την
ιδια θυρα μιας κορυφης. Απο την αλλη, στην Εικονα 17.10a (17.10b, αντιστοιχα) βλε-

(a) (b)

Εικόνα 17.10: Γραφηματα που ανηκουν στο (a) HLS1 \ DLS1, (b) DLS1 \ HLS1.

πουμε ενα γραφημα το οποιο ανηκει στην HLS1 (DLS1, αντιστοιχα) αλλα οχι στην
DLS1 (HLS1, αντιστοιχα). Πραγματι, εαν περιορισουμε τις κορυφες του γραφηματος
της Εικονας 17.10a σε μια διαγωνια ευθεια, τοτε ολες οι ακμες που απεικονιζονται ως
ημικυκλια στην Εικονα 17.10a θα πρεπει να απεικονιστουν ως κυκλικα τοξα 3 τεταρ-
των, ενωοι υπολοιπεςακμεςωςτεταρτοκυκλια, τοοποιοαναποφευκτααπαιτει χρηση
κοινης θυρας. Παρομοια, εαν περιορισουμε τις κορυφες του γραφηματος της Εικο-
νας 17.10b σε μια οριζοντια ευθεια, τοτε ενα απο τα δυο γκρι σκιασμενα τριγωνα του
γραφηματοςαυτουθαπρεπει νααπεικονιστει στηνανωσελιδακαι τοαλλοστηνκατω
σελιδα, το οποιο συνεπαγεται οτι η ακμη που ενωνει τις εξωτερικοτερες κορυφες του
γραφηματος της Εικονας 17.10b δεν μπορει να απεικονιστει ως ημικυκλιο (ειτε στην
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ανω ειτε στην κατω σελιδα) χωρις να χρησιμοποιει καποια κατειλημμενη θυρα. Ση-
μειωνουμε οτι και τα δυο συνολα HLS1 \ DLS1 και DLS1 \ HLS1 περιεχουν απειρα
στο πληθος επιπεδα γραφηματα μεγιστου βαθμου 4, για παραδειγμα, οποιοδηποτε
επιπεδο γραφημα με μεγιστο βαθμο 4 που περιεχει το γραφημα της Εικονας 17.10a
(17.10b, αντιστοιχα) ως υπογραφημα ανηκει στο HLS1 \ DLS1 (DLS1 \ HLS1, αντι-
στοιχα). Συνεπως,HLS1 ̸= DLS1. Εφοσον το οκταεδρο δεν ανηκει στηνGS1 [BKKS13],
εχουμε το ακολουθο: HLS1, DLS1 ⊂ GS1 ⊂ {G : G ειναι επιπεδο με ∆(G) = 4}.
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18 Συμπεράσματα

18.1 Εμφυτεύσεις σε Βιβλίο

Στο Κεφαλαιο 12 δειξαμε οτι καθε επιπεδο γραφημα με μεγιστο βαθμο 4 ειναι υπο-
χαμιλτονιανο και συνεπως εμφυτευεται σε βιβλιο 2 σελιδων, και στο Κεφαλαιο 13 δει-
ξαμε οτι τα 1-επιπεδα γραφημα εχουνσταθεροπαχος εμφυτευσηςσε βιβλιο. Ορισμενα
ανοιχτα προβληματα που προκυπτουν ειναι τα παρακατω:

− Μπορει το Θεωρημα 12.1 να επεκταθει σε επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο
5, δηλαδη ειναι τα επιπεδα γραφηματα με μεγιστο βαθμο 5 υποχαμιλτονιανα;

− Μπορει τοπαχος εμφυτευσης των1-επιπεδωνγραφηματωνναμειωθειπερεταιρω,
για παραδειγμα, να γινει μικροτερο του 20;

− Η ιδια ερωτηση εχει σημασια ακομα και για βελτιστα 1-επιπεδα γραφηματα, δη-
λαδη γραφηματα με n κορυφες και ακριβως 4n − 8 ακμες.

− Υπαρχουν οικογενειες 1-επιπεδων γραφηματων που απαιτουν συγκεκριμενο πλη-
θος σελιδων (για παραδειγμα ≥ 4 η ≥ 5);

− Μπορουμε με παρομοια επιχειρηματα να δειξουμε οτι τα k-επιπεδα γραφηματα
εχουν φραγμενο παχος εμφυτευσης σε βιβλιο; Ή πιο συγκεκριμενα, υπαρχει κα-
ποια γραμμικη συναρτηση f(k) ετσι ωστε τα k-επιπεδα γραφηματα να μπαινουν
σε f(k) σελιδες;

− Υπαρχουν αλλες οικογενειες γραφηματων που δεν ειναι κλειστες ως προς ελασ-
σονα αλλα εχουν φραγμενο παχος εμφυτευσης σε βιβλιο;

− Φυσικα η πιο ενδιαφερουσα και συναρπαστικη ερωτηση σχετικα με εμφυτευσεις
σε βιβλιο των επιπεδων γραφηματων ειναι εαν το ανωφραγμα των 4 σελιδων του
Γιαννακακη [Yan89] ειναι αυστηρο, δηλαδη μπορουν ολα τα επιπεδα γραφηματα
να εμφυτευθουν σε 3 σελιδες, η υπαρχουν επιπεδα γραφηματα που απαιτουν 4
σελιδες;
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18.2 ΟλικοίΧρωματισμοίμεΔιαχωριζόμενεςΓειτονικέςΚο-
ρυφές

Στο Κεφαλαιο 15 δειξαμε οτι η εικασια των AVD-ολικων χρωματισμων ισχυει για
4-κανονικα γραφηματα. Στο Κεφαλαιο 14 μπορεσαμε να δειξουμε οτι για τα γενικευ-
μενα Halin γραφηματα με μεγιστο βαθμο 3 συνολικα 5 χρωματα αρκουν, δηλαδη στην
περιπτωση αυτη το ανω φραγμα της εικασιας δεν ειναι αυστηρο. Αυτο εγειρει τα πα-
ρακατω ερωτηματα:

− Ειναι το φραγμα της εικασιας των AVD-ολικων χρωματισμων αυστηρο για τα επι-
πεδα γραφηματα με μικρο μεγιστο βαθμο (δηλαδη ≤ 13);

− Ειναι το φραγμα των 6 χρωματων αυστηρο για τα γραφηματα μεγιστου βαθμου 3
η ισχυει οτι 5 χρωματα παντα επαρκουν;

− Ειναι τοφραγμα της εικασιας τωνAVD-ολικων χρωματισμων αυστηρο για k-κανο-
νικα γραφηματα οπου το k ειναι περιττος αριθμος;

− Αληθευει οτι εαν η εικασια των AVD-ολικων χρωματισμων ισχυει για τα k-κανο-
νικα γραφηματα τοτε ισχυει και για οποιοδηποτε γραφημα μεγιστου βαθμου k;

18.3 Απεικονίσεις με Κύκλους

Στο Κεφαλαιο 16 δειξαμε οτι καθε 3-συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα επι-
δεχεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα εφαπτομενων κυκλων. Επισης δειξαμε οτι
υπαρχουν 4-κανονικα επιπεδα γραφηματα που δεν ειναι 3-συνεκτικα (δηλαδη, ειναι
ειτε συνεκτικα ειτε δισυνεκτικα) και δεν επιδεχονται πραγματοποιηση ως συστημα
κυκλων. Ωστοσο, η εργασια μας εγειρει ορισμενα ανοιχτα προβληματα. Ακολουθως,
παραθετουμε ορισμενα απο αυτα:

− Ποια ειναι η υπολογιστικη πολυπλοκοτητα του αντιστοιχου προβληματος αποφα-
σης, δηλαδη, εαν ενα δοθεν συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα επιδεχεται
πραγματοποιηση ως ενα συστημα κυκλων;

− Ποιο ειναι το μικροτερο συνεκτικο 4-κανονικο επιπεδο γραφημα που δεν επιδε-
χεται πραγματοποιηση ως ενα συστημα κυκλων; Τα γραφηματα που κατασκευα-
σαμε εχουν περισσοτερες απο 100 κορυφες.

− Το οκταεδρο επιδεχεται μη-ισοδυναμες πραγματοποιησεις ως συστημα κυκλων,
οπου το πληθος των κυκλων που συμμετεχουν στις αντιστοιχες πραγματοποιη-
σεις διαφερει. Γενικα, ενα 4-κανονικο επιπεδο γραφημα με n κορυφες χρειαζεται
τουλαχιστον (1 +

√
1 + 4n)/2 και το πολυ 2n/3 κυκλους προκειμενου να πραγμα-

τοποιηθει ως ενα συστημα κυκλων, οπως δειξαμε στην Ενοτητα 16.1. Οποτε, ποιο
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ειναι το ευροςστοπληθος τωνκυκλωνπουχρειαζονται προκειμενου ναπραγματο-
ποιησουμε ενα δοθεν (3-συνεκτικο) 4-κανονικο επιπεδο γραφημαως ενασυστημα
κυκλων;

− Στα πλαισια της απεικονισης γραφηματων ως συστηματα κυκλων, θα ηταν ενδια-
φερον να μελετηθει η οικογενεια των Euler επιπεδων γραφηματων. Προφανως,
ορισμενες κορυφες θα οριζονται ως τομη περισσοτερων απο δυο κυκλους.

18.4 Άριστες Ορθογώνιες Απεικονίσεις

Στο Κεφαλαιο 17 παρουσιασαμε ορισμενα καινουρια αποτελεσματα για ομαλες
ορθογωνιες απεικονισεις. Ωστοσο, η εργασια μας αφηνει ορισμενα αναπαντητα προ-
βληματα:

− Το πλεον ενδιαφερον προβλημα ειναι η αναγνωριση των επιπεδων γραφηματων
με μεγιστο βαθμο 4 που επιδεχονται αριστη ομαλη ορθογωνια απεικονιση.

− Το ιδιο ερωτημα μπορει να τεθει για επιπεδα γραφηματα χρησιμοποιωντας το μο-
ντελο Kandinsky, δηλαδη, ανηκει ενα επιπεδο γραφημα στην κλαση kGS1; Σημει-
ωνουμε οτι τα αντιστοιχα προβληματα αποφασης εαν ενα δοθεν γραφημα ανηκει
ειτε στην kHLS1 ειτε στην kDLS1 ειναι NP-δυσκολα εφοσον ειναι ισοδυναμα με το
προβλημα αποφασης εαν ενα γραφημα επιδεχεται εμφυτευση σε βιβλιο δυο σελι-
δων.

− Οαλγοριθμοςπουδινει τοΘεωρημα17.2 δεν λαμβανει υποψιν του τις τομεςακμων
που πιθανως προκυπτουν. Συνεπως, η ελαχιστοποιηση των τομων ειναι επισης
σημαντικη.

− Ειναι δυνατον να προσδιοριστει ενα καθολικο συνολο σημειων ετσι ωστε καθε
επιπεδο γραφημα με μεγιστο βαθμο 4 να μπορει να εμφυτευθει στα σημεια του
συνολου αυτου με αριστη πολυπλοκοτητα ακμης;
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M. Drawing trees with perfect angular resolution and polynomial area.
Discrete & Computational Geometry, 49(2):157–182, 2013.

[dFdMR94] H. de Fraysseix, P. O. de Mendez, and P. Rosenstiehl. On triangle contact
graphs. Combinatorics, Probability and Computing, 3(2):233–246, 1994.

[DGH+12] C. A. Duncan, E. R. Gansner, Y. F. Hu, M. Kaufmann, and S. G. Kobourov. Opti-
mal polygonal representation of planar graphs. Algorithmica, 63(3):672–
691, 2012.

[dKPS14] E. de Klerk, D. V. Pasechnik, and G. Salazar. Book drawings of complete
bipartite graphs. Discrete Applied Mathematics, 167:80–93, 2014.

[dV89] Y. C. de Verdière. Empilements de cercles: Convergence d’uneméthode de
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