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Ειςαγωγό 

την εργαςύα αυτό θα αναδιπλωθούν τα οπτικϊ ςυςτόματα πολλαπλόσ προςπϋλαςησ 

με διαύρεςη κώδικα και οι καταςκευϋσ των οπτικών ορθογώνιων κωδύκων. 

Η εργαςύα χωρύζεται ςε δύο μϋρη.  

Σο πρώτο μϋροσ πραγματεύεται με την οπτικό πολλαπλό προςπϋλαςη με διαύρεςη 

κώδικα (OCDMA), τα τεχνικϊ χαρακτηριςτικϊ και τισ ταξινομόςεισ των ςυςτημϊτων. 

Επιπλϋον, αναφϋρονται τα ςυςτόματα και τα δύκτυα που αντικατοπτρύζουν επαρκώσ τα 

τρϋχοντα παγκόςμια αποτελϋςματα από ϋρευνεσ για OCDMA θεωρύασ και πειραμϊτων. 

Σο δεύτερο μϋροσ χωρύζεται ςε τϋςςερα κεφϊλαια. 

το πρώτο κεφϊλαιο παρατύθενται βαςικϋσ ϋννοιεσ, ςτισ οπούεσ βαςύζεται όλη η 

εργαςύα.  

το δεύτερο κεφϊλαιο θα παρουςιαςτούν όρια πληθικότητασ, διϊφορεσ καταςκευϋσ 

(όπωσ ςυνδυαςτικϋσ, προβολικόσ γεωμετρύασ, αλγεβρικϋσ και αναδρομικϋσ) και θα 

αναφερθούν παραδεύγματα για ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικούσ OOCs.  

το τρύτο κεφϊλαιο θα παρουςιαςτούν όρια πληθικότητασ, διϊφορεσ καταςκευϋσ και 

θα αναφερθούν καταςκευαςμϋνα παραδεύγματα για ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ 

OOCs.  

το τϋταρτο κεφϊλαιο μελετώνται ξεχωριςτϊ OOCs  μεταβλητού βϊρουσ. υγκεκριμϋνα, 

οι OOCs με βϊροσ τϋςςερα και οι OOCs με βϊροσ πϋντε. 
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Επικοινωνύα - Δύκτυα 

Η ανϊγκη για επικοινωνύα ξεκύνηςε με την ϋνταξη των ανθρώπων ςε κοινωνύεσ. Οι 

ϊνθρωποι όθελαν να επικοινωνούν μεταξύ τουσ και να ενημερώνονται για γεγονότα και 

καταςτϊςεισ που διαδραματύζονταν ακόμα και ςε μεγϊλεσ αποςτϊςεισ. Η πρόςβαςη 

ςτην γνώςη και την πληροφορύα εύναι πλϋον δικαύωμα όλων και επιτυγχϊνεται  

ευκολότερα μϋςω των δικτύων. Η αλματώδησ πρόοδοσ που ςημειώνεται ςτον τομϋα 

τησ τεχνολογύασ, και η διαρκόσ αναζότηςη του ανθρώπου για ποιότητα ςτην 

επικοινωνύα οδηγούν ςτη ςυνεχό εξϋλιξη των τηλεπικοινωνιακών ςυςτημϊτων.  

Από αρχαιοτϊτων χρόνων, οι ϊνθρωποι κϊποιεσ φορϋσ επιδύωκαν μετϊδοςη 

πληροφοριών  χρηςιμοποιώντασ κώδικεσ επικοινωνύασ. 

Ο Αιςχύλοσ ςτο ϋργο του «Αγαμϋμνων» περιγρϊφει πωσ η εύδηςη τησ πτώςησ τησ 

Σρούασ, μεταδόθηκε ςτισ Μυκόνεσ, χρηςιμοποιώντασ το ςύςτημα φρυκτωριών 

(ςύςτημα επικοινωνύασ). Οι ιθαγενεύσ τησ Αφρικανικόσ ζούγκλασ επικοινωνούςαν με 

όχουσ τυμπϊνων και οι ινδιϊνοι τησ Αμερικόσ επικοινωνούςαν με ςόματα καπνού. τον 

20ο αιώνα οι ϊνθρωποι ϋχουν εξαςφαλύςει την απομακρυςμϋνη επικοινωνύα και τη 

μετϊδοςη τησ πληροφορύασ μϋςω του τηλεφωνικού δικτύου, του ταχυδρομικού 

δικτύου, των τηλεοπτικών και ραδιοφωνικών δικτύων, καθώσ και μϋςω δικτύων των 

ηλεκτρονικών υπολογιςτών. 

Δύκτυο Τπολογιςτών 

Ένα δύκτυο υπολογιςτών εύναι ϋνα ςύςτημα επικοινωνύασ δεδομϋνων, το οπούο ςυνδϋει 

δύο ό περιςςότερουσ αυτόνομουσ και ανεξϊρτητουσ υπολογιςτϋσ και περιφερειακϋσ 

ςυςκευϋσ. Δύο υπολογιςτϋσ θεωρούνται διαςυνδεδεμϋνοι όταν μπορούν να 

ανταλλϊςςουν μεταξύ τουσ πληροφορύεσ. 

κοπόσ των Δικτύων 

Βαςικόσ ςκοπόσ τησ ύπαρξησ των δικτύων εύναι ο διαμεριςμόσ των πόρων του 

ςυςτόματοσ και η ανταλλαγό πληροφοριών κϊθε μορφόσ (προγρϊμματα, αρχεύα, 

δεδομϋνα). Πόροι του ςυςτόματοσ μπορούν να εύναι εύτε υλικό (hardware), όπωσ 

υπολογιςτϋσ, εκτυπωτϋσ, plotter , ςκληρού δύςκοι εύτε λογιςμικό ( oftware), όπωσ 

δεδομϋνα, προγρϊμματα εφαρμογών, υπηρεςύεσ. 

 

ύνδεςη υπολογιςτών και περιφερειακών ςυςκευών 
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Μετϊδοςη Πληροφορύασ Δικτύων 

Κϊθε πληροφορύα μεταδύδεται ωσ ψηφιακό ςόμα μϋςα από ϋνα ςύνδεςμο, που 

ονομϊζεται κανϊλι. Χηφιακό ςόμα (digital signal) καλεύται το ςόμα που λαμβϊνει 

διακριτϋσ τιμϋσ. Πολλϋσ φορϋσ για ευκολύα γύνεται αναφορϊ ςτα bits πληροφορύασ και 

όχι ςτο ςόμα που μεταδύδεται. Εκτόσ από το ψηφιακό ςόμα, υπϊρχει και το αναλογικό 

ςόμα (analog signal), το οπούο ϋχει ςυνεχϋσ πεδύο τιμών. Η μετϊδοςη του αναλογικού 

ςόματοσ μϋςα ς’ ϋνα ςύνδεςμο εύναι εφικτό, αλλϊ δεν εύναι αποδοτικό. Σο αναλογικό 

ςόμα αλλοιώνεται εύκολα από το θόρυβο που υπϊρχει ςτο κανϊλι. Θόρυβοσ, καλεύται 

οποιοδόποτε ςόμα το οπούο παρειςφύει ςτο κανϊλι και αλλοιώνει το ςόμα 

πληροφορύασ. Σο ψηφιακό ςόμα εύναι ανθεκτικό ςτο θόρυβο επειδό λαμβϊνει διακριτϋσ 

τιμϋσ, και γύνεται με αςφϊλεια η μετϊδοςη τησ πληροφορύασ μϋςω κρυπτογρϊφηςησ. 

υνεπώσ, όλα τα δύκτυα υπολογιςτών εύναι ψηφιακϊ. 

Η μετϊδοςη τησ πληροφορύασ ς’ ϋνα κανϊλι γύνεται εφόςον κωδικοποιηθεύ. Η 

κωδικοπούηςη (encoding) εύναι η διαδικαςύα μετατροπόσ τησ πληροφορύασ ςε ψηφιακό 

ςόμα για να μεταδοθεύ ς’ ϋνα κανϊλι. Ένασ κώδικασ πρϋπει να:  

- επιτρϋπει το ςυγχρονιςμό του αποςτολϋα και του παραλόπτη,  

- επιτρϋπει τον εντοπιςμό και τη διόρθωςη ςφαλμϊτων (error detection and 

error correction) που παρουςιϊζονται κατϊ τη μετϊδοςη τησ πληροφορύασ 

- εξοικονομεύ ενϋργεια  και  

- χαρακτηρύζεται από ανθεκτικότητα ςτο θόρυβο. 

Κϊθε φυςικό κανϊλι χαρακτηρύζεται από μύα ςυνϊρτηςη μεταφορϊσ, η οπούα εξαρτϊται 

από το εύδοσ και το μόκοσ του. Πολλϋσ φορϋσ, το εύροσ ζώνησ ςυχνοτότων του καναλιού 

εντοπύζεται ςε υψηλϋσ ςυχνότητεσ ενώ, το φϊςμα ενόσ ςόματοσ πληροφορύασ ςε 

χαμηλϋσ. τόχοσ, εύναι λοιπόν, η δημιουργύα ενόσ ςόματοσ πληροφορύασ ςε υψηλότερεσ 

ςυχνότητεσ ώςτε να εύναι δυνατό η μετϊδοςη μϋςα ςτο κανϊλι. Αυτό επιτυγχϊνεται με 

τη χρηςιμοπούηςη ενόσ περιοδικού ςόματοσ υψηλόσ ςυχνότητασ που ονομϊζεται φϋρον 

ςόμα (carrier wave). Η παραγωγό ενόσ ςόματοσ πληροφορύασ που προκύπτει από τη 

μεταβολό μιασ ό και περιςςότερων παραμϋτρων ενόσ φϋροντοσ ςόματοσ (όπωσ πλϊτοσ, 

ςυχνότητα, φϊςη) που εύναι κατϊλληλο για μετϊδοςη, λϋγεται διαμόρφωςη 

(modulation). Η αντύςτροφη διαδικαςύα ονομϊζεται αποδιαμόρφωςη (demodulation). 

Η μονϊδα διαμόρφωςησ και αποδιαμόρφωςησ ενόσ ςόματοσ ονομϊζεται modem 

(Modulator – DEModulator). 

Σο εύροσ ζώνησ και η καθυςτϋρηςη εύναι οι βαςικϋσ παρϊμετροι αξιολόγηςησ ενόσ 

ςυνδϋςμου και γενικότερα ενόσ δικτύου. Η ςημαςύα τησ κϊθε παραμϋτρου εξαρτϊται 

από τον όγκο των δεδομϋνων που μεταδύδει μια εφαρμογό και από το μόκοσ τησ 

επικοινωνύασ. 

Για κϊθε κανϊλι  υπϊρχει ϋνα όριο ςτο ρυθμό με τον οπούο μπορεύ να μεταδοθούν τα 

δεδομϋνα. Σο όριο αυτό ονομϊζεται μϋγιςτη ταχύτητα μετϊδοςησ (transmission speed) 

ό εύροσ ζώνησ (bandwidth) του καναλιού. Τπϊρχει πολλϋσ φορϋσ ςύγχυςη ςτη χρόςη 

των όρων «εύροσ ζώνησ» και «εύροσ ζώνησ ςυχνοτότων». 
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Η μετϊδοςη τησ πληροφορύασ ςε ϋνα κανϊλι χαρακτηρύζεται από καθυςτϋρηςη (delay). 

Αυτό διαφοροποιεύται ςτην καθυςτϋρηςη διϊδοςησ (propagation delay) και την 

καθυςτϋρηςη μετϊδοςησ (transmission delay). 

 

Αρχιτεκτονικό των Δικτύων 

Η αρχιτεκτονικό των δικτύων καθορύζει τον τρόπο με τον οπούο οι υπολογιςτϋσ και οι 

υπόλοιπεσ ςυςκευϋσ ςυνδϋονται μεταξύ τουσ για να ςχηματύςουν ϋνα ςύςτημα 

επικοινωνύασ που θα επιτρϋπει ςτουσ χρόςτεσ να μοιρϊζονται πληροφορύεσ. 

Σα δύκτυα μπορούν να χωριςτούν ςε κατηγορύεσ, με βϊςη: 

1. Ση γεωγραφικό τουσ κϊλυψη 

 
A. Δύκτυα ευρεύασ περιοχόσ (                  ,   ), που καλύπτουν 

αποςτϊςεισ μερικών χιλιομϋτρων (ςυνόθωσ ϊνω των 5 km) ςτην ύδια 
πόλη, μϋχρι χιλιϊδων χιλιομϋτρων ςε διαφορετικϋσ πόλεισ - κρϊτη - 
ηπεύρουσ. Αποτελούνται από υπολογιςτϋσ, τηλεπικοινωνιακϋσ ςυςκευϋσ 
και γραμμϋσ. Παραδεύγματα τϋτοιων δικτύων εύναι τα δύκτυα των 
αεροπορικών εταιρειών, τα τραπεζικϊ δύκτυα, τα δημόςια δύκτυα 
δεδομϋνων. 

B. Δύκτυα μικρών αποςτϊςεων ό τοπικϊ δύκτυα (                   , 
   ) που καλύπτουν μικρϋσ αποςτϊςεισ (μερικών εκατοντϊδων μϋτρων 
ό λύγων χιλιομϋτρων). Φρηςιμοποιούνται από επιχεύρηςεισ. Ο 
διαχωριςμόσ τουσ από τα δύκτυα ευρεύασ περιοχόσ οφεύλεται ςτο ότι 
χρηςιμοποιούν διαφορετικϋσ τεχνικϋσ λειτουργύασ. 

C. Αςτικϊ ό Μητροπολιτικϊ δύκτυα (                          ,   ), 
που καλύπουν δύκτυα που δεν ξεπερνούν τα ςύνορα μιασ πόλησ. Εύναι 
ταχύτερα από τα τοπικϊ δύκτυα και μπορούν να μεταδύδουν 
αποδοτικότερα εικόνα, φωνό και δεδομϋνα. 

D. Δύκτυα προςωπικόσ κϊλυψησ (                      ,    ). Ένα 
τϋτοιο δύκτυο χρηςιμοποιεύται κυρύωσ μεταξύ ενόσ προςωπικού 
υπολογιςτό  και όλων των τοπικών περιφερειακών ςυςκευών, όπωσ 
εκτυπωτϋσ και scanners. 
 
Όλα τα δύκτυα μπορεύ να εύναι και αςύρματα - wireless (W). 
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2. Σον τηλεπικοινωνιακό φορϋα εξυπηρϋτηςησ 

 

A. Ιδιωτικϊ δύκτυα (Private Networks) 

B. Δημόςια δύκτυα (Public Networks) 

 

 

3. Σην τεχνικό προώθηςησ τησ πληροφορύασ 

 

A. Δύκτυα μεταγωγόσ (Switched) 

B. Δύκτυα ακρόαςησ (Broadcast) 

C. Δικτύωςη (Networked) 

 

 

4. Σο μϋςο ό τον φορϋα διαςύνδεςόσ τουσ 

 

A. Ενςύρματα 

Σα πιο ςυνηθιςμϋνα φυςικϊ μϋςα εύναι το ομοαξονικό καλώδιο (coaxial 

cable), το ζεύγοσ ςυνεςτραμμϋνων καλωδύων (twisted pair) και οι 

οπτικϋσ ύνεσ (optical fiber). Κϊθε μϋςο ϋχει τα δικϊ του φυςικϊ 

χαρακτηριςτικϊ, εύροσ ζώνησ και ανοχό ςτον θόρυβο, επηρεϊζοντασ 

ϋτςι, ϊμεςα τον τρόπο και την ταχύτητα μετϊδοςησ. 

B. Αςύρματα 

Επικοινωνύα μϋςω ραδιοκυμϊτων, μικροκυμϊτων και δορυφορικϊ.  
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Σο ομοαξονικό καλώδιο αποτελεύται από ϋνα μονωμϋνο χϊλκινο αγωγό και ϋνα 

μεταλλικό πλϋγμα. Προςφϋρει θωρϊκιςη και ςυνεπώσ μεγαλύτερη προςταςύα από το 

θόρυβο. Έχει εύροσ ζώνησ ςυχνοτότων μϋχρι 100Mbps ςε αποςτϊςεισ ϋωσ 500m.  Σο 

κόςτοσ καταςκευόσ του εύναι χαμηλό, αλλϊ μεγαλύτερο από του ςυνεςτραμμϋνου 

ζεύγουσ.  

Σο ςυνεςτραμμϋνο ζεύγοσ αποτελεύται από ζεύγη χϊλκινων αγωγών. Φαρακτηρύζεται 

από ςχετικϊ μικρό εύροσ ζώνησ ςυχνοτότων (~100Mbps ςε αποςτϊςεισ ϋωσ 100m), 

μεγϊλη εξαςθϋνιςη ςόματοσ και ευαιςθηςύα ςτην επύδραςη του θορύβου. 

Φρηςιμοποιεύται κυρύωσ ςτο τηλεφωνικό δύκτυο και ςε τοπικϊ δύκτυα υπολογιςτών 

(Ethernet, Token Ring).  

 
Η οπτικό ύνα εύναι ϋνασ γυϊλινοσ κυματοδηγόσ κυλινδρικόσ διατομόσ. Η βαςικό τησ 
δομό περιλαμβϊνει μια κεντρικό κυλινδρικό ρϊβδο που ονομϊζεται πυρόνασ (core) και 
ϋναν ςωλόνα, που περιβϊλλει τον πυρόνα και ονομϊζεται μανδύασ (cladding) . Για 
λόγουσ προςταςύασ από εξωτερικούσ παρϊγοντεσ, ο μανδύασ καλύπτεται από 
πρωτογενό επικϊλυψη πλαςτικού γνωςτό ωσ πρωτεύουςα επικϊλυψη ό εξωτερικό 
περύβλημα (coating).  
 
 
 
 

 
 

 

Οι οπτικϋσ ύνεσ: 

• Εύναι ανεπηρϋαςτεσ από ηλεκτρομαγνητικϋσ παρεμβολϋσ  

• Τποςτηρύζουν πολύ μεγϊλα BW 

• Παρϋχουν μεγϊλη αξιοπιςτύα 

• Έχουν πολύ υψηλό βαθμό αςφϊλειασ 

• Καλύπτουν πολύ μεγϊλεσ αποςτϊςεισ 
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Τπϊρχουν τρύα εύδη οπτικών ινών: 

 

step index multi-mode fiber : πολύτροπη ύνα βηματικού δεύκτη, graded index multi-

mode fiber : πολύτροπη ύνα βαθμιαύου δεύκτη,  

single-mode fiber: μονότροπη ύνα (βηματικού δεύκτη) 

 

Ομοαξονικό Καλώδιο 

outer sheath: πλαςτικό περύβλημα, copper wire braiding: χϊλκινο ςυρμϊτινο πλϋγμα 

insulation: μονωτικό υλικό, central copper core: κεντρικόσ πυρόνασ χαλκού 

radio-frequency electric signal: ηλεκτρικό ςόμα ραδιοςυχνοτότων 

 

Καλώδιο Οπτικόσ Ίνασ 

protective layer: προςτατευτικό ςτρώμα  

light signal: οπτικό ςόμα 
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Σύποι καλωδύων 

 

 

 

Twisted pair cable: ζεύγοσ ςυνεςτραμμϋνων καλωδύων 

insulated copper wires: μονωτικϊ ςύρματα χαλκού 

Coax cable: κανϊλι ομοαξονικού καλωδύου 

protective sheath: προςτατευτικό περύβλημα, wire mesh shield: περύβλημα ςυρμϊτινου 

πλϋγματοσ, copper wire: καλώδιο πυρόνα, insulation: μονωτικό υλικό 

Fiber optic cable: καλώδιο οπτικόσ ύνασ 

protective sheath: προςτατευτικό περύβλημα, glass cladding: γυϊλινο περύβλημα, glass 

core: γυϊλινοσ πυρόνασ 

 

 

 

Η μετϊδοςη τησ πληροφορύασ μπορεύ να γύνει και με τη χρόςη των ηλεκτρομαγνητικών 

κυμϊτων. Για τη μετϊδοςη χρηςιμοποιεύται μια περιοχό ςυχνοτότων (αςύρματο 

κανϊλι). Μπορούν να χρηςιμοποιηθούν διαφορετικϋσ περιοχϋσ ςυχνοτότων με 

διαφορετικϊ χαρακτηριςτικϊ, όπωσ μεγαλύτερη εξαςθϋνιςη ςε μεγαλύτερεσ 

ςυχνότητεσ και διαφορετικϋσ αποςτϊςεισ διϊδοςησ. Η αςύρματη μετϊδοςη ϋχει πολλϋσ 

εφαρμογϋσ λόγω τησ ευελιξύασ τησ και χρηςιμοποιεύται κυρύωσ ςτα αςύρματα τοπικϊ 

δύκτυα, ςτα δύκτυα κινητόσ τηλεφωνύασ και ςτα δορυφορικϊ δύκτυα. 
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Γεωςτατικού δορυφόροι 

Κϊθε γεωςτατικόσ δορυφόροσ καλύπτει ϋναν ορύζοντα 120 μοιρών και γι’ αυτό το 

ςύςτημα αποτελεύται από 3 γεωςτατικούσ δορυφόρουσ (και 34 επύγειουσ ςταθμούσ). 

 

 

 

Αςύρματη ςύνδεςη  Η/Τ  και  modem 

 

modem 
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5. Σοπολογύα δικτύου 

Καθορύζει τον τρόπο με τον οπούο διαςυνδϋονται μεταξύ τουσ οι ςυςκευϋσ του 
δικτύου. Η πιο απλό εύναι η ςύνδεςη ςημεύο με ςημεύο (γραμμόσ – line). Οι 
υπόλοιπεσ τοπολογύεσ χαρακτηρύζονται ςαν δύκτυα ακρόαςησ, όπου κϊθε 
κόμβοσ ςυνδϋεται με όλουσ τουσ υπόλοιπουσ. Σϋτοιεσ τοπολογύεσ εύναι: 
 

i. αρτηρύασ ό διαύλου (bu ) 

ii. δακτυλύου (ring) 

iii. αςτϋρα ( tar) 

iv. δϋνδρου (tree) 

v. δικτυωτό (me h) 

vi. πλόρουσ ςύνδεςησ (fully connected) 

 

 

 

6. Σεχνικό Μετϊδοςησ και Κωδικοπούηςησ των Δεδομϋνων.  

Η πληροφορύα, προκειμϋνου να μεταδοθεύ, πρϋπει να μετατραπεύ ςτη μορφό 

που το μϋςο μπορεύ να  μεταδώςει. Οι κυριότερεσ τεχνικϋσ μετϊδοςησ εύναι: 

 

 βαςικόσ / ευρεύασ ζώνησ 

 ψηφιακού / αναλογικού ςόματοσ 

 διαμόρφωςη / αποδιαμόρφωςη 

 ςύγχρονη / αςύγχρονη 

 

 

                                          Αναλογικό  και  Χηφιακό   όμα 
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7. Σαχύτητα μετϊδοςησ.  

Μετρεύται ςε     /    και εξαρτϊται από το μϋςο και την τεχνικό μετϊδοςησ, το 

εύροσ ζώνησ και τη μϋθοδο πρόςβαςησ ςτο μϋςο. 

 

 

8. Πρωτόκολλο επικοινωνύασ 

Η λϋξη «πρωτόκολλο» αναφϋρεται ςτουσ κανόνεσ που ακολουθεύ ϋνα δύκτυο για 

την αποςτολό ό τη λόψη δεδομϋνων μεταξύ των κόμβων. Σα πιο δημοφιλό 

πρωτόκολλα επικοινωνιών εύναι τα       ,           ,         . Σα 

πρότυπα των            (802.5) και          (802.3) εύναι αποδεκτϊ από 

διεθνεύσ οργανιςμούσ τυποπούηςησ (    ).  

Κϊθε τύποσ πρωτοκόλλου ϋχει πλεονεκτόματα και μειονεκτόματα, ανϊλογα με 
τον τρόπο εγκατϊςταςησ του δικτύου, το πλόθοσ των δεδομϋνων που 
μεταφϋρονται και τον αριθμό των ςταθμών εργαςύασ. Σϋλοσ, το πρωτόκολλο 
που επιλϋγεται επηρεϊζει και το εύδοσ τησ καλωδύωςησ που μπορεύ να 
χρηςιμοποιηθεύ. 
 
 

9. Σρόποσ ςύνδεςησ Η/Τ 

 

 ςύνδεςη ςημεύου προσ ςημεύο - ϊμεςη ςύνδεςη (point to point) 

 ςύνδεςη ςημεύου προσ πολλαπλϊ ςημεύα (point to multipoint) 

 με πολυπλεξύα (multiplexing) 

 

 

 

 

Πολυπλεξύα (Multiplexing) 

τισ  τηλεπικοινωνύεσ  και  ςτα  δύκτυα υπολογιςτών,  πολυπλεξύα  (multiplexing) 

λϋγεται η μϋθοδοσ, η οπούα επιτρϋπει ςε  ψηφιακϊ  δεδομϋνα  ό  αναλογικϊ ςόματα  από 

διαφορετικϋσ πηγϋσ, να διϋλθουν μϋςα από το ύδιο μϋςο επικοινωνύασ (κανϊλι). Σο 

κανϊλι μπορεύ να εύναι ϋνα καλώδιο ςτην ενςύρματη επικοινωνύα, ό ο χώροσ ςτην 

αςύρματη επικοινωνύα. Με αυτόν τον τρόπο, οι πληροφορύεσ διαμοιρϊζονται ςε 

πολλαπλούσ χρόςτεσ.  

 

Αναφϋρονται τρύα εύδη πολυπλεξύασ: 

1.                                    : πολυπλεξύα με διαύρεςη ςυχνότητασ. 

Κϊθε ςόμα πληροφορύασ χρηςιμοποιεύ διαφορετικό ζώνη ςυχνοτότων, 

2.                               : πολυπλεξύα  με διαύρεςη χρόνου. Κϊθε 

ςόμα πληροφορύασ καταλαμβϊνει διαφορετικό χρονοθυρύδα. 

3.                               : πολυπλεξύα με διαύρεςη κώδικα. Κϊθε 

ςόμα πληροφορύασ διακρύνεται από τα ϊλλα, με ειδικό κώδικα. 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A4%CE%B7%CE%BB%CE%B5%CF%80%CE%B9%CE%BA%CE%BF%CE%B9%CE%BD%CF%89%CE%BD%CE%AF%CE%B5%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%AF%CE%BA%CF%84%CF%85%CE%B1_%CF%85%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8E%CE%BD
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A8%CE%B7%CF%86%CE%B9%CE%B1%CE%BA%CE%AE_%CF%84%CE%B5%CF%87%CE%BD%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%AF%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B5%CE%B4%CE%BF%CE%BC%CE%AD%CE%BD%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BD%CE%B1%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CF%84%CE%B5%CF%87%CE%BD%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%AF%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CE%AE%CE%BC%CE%B1_(%CE%B7%CE%BB%CE%B5%CE%BA%CF%84%CF%81%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%AF%CE%B1)
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Η πολυπλεξύα διαύρεςησ ςυχνότητασ εύναι τεχνολογύα για την μετϊδοςη αναλογικών 

ςημϊτων. Σο εύροσ ζώνησ του επικοινωνιακού καναλιού διαιρεύται ςε ζώνεσ 

ςυχνοτότων που ονομϊζονται κανϊλια. Η μετϊδοςη των ςημϊτων γύνεται ταυτόχρονα 

ςτα κανϊλια που ϋχουν καθοριςτεύ. 

Παρϊδειγμα πολυπλεξύασ διαύρεςησ ςυχνότητασ εύναι η μετϊδοςη τηλεοπτικών και 

ραδιοφωνικών ςημϊτων. Ο κϊθε ραδιοφωνικόσ ό τηλεοπτικόσ ςταθμόσ ϋχει 

καθοριςμϋνο εύροσ ζώνησ όπου μπορεύ να εκπϋμψει, το οπούο αποκαλεύται ςυχνότητα 

ςταθμού. Όλοι οι ςταθμού εκπϋμπουν παρϊλληλα. Περιορύζουν, όμωσ, τισ εκπομπϋσ τουσ 

ςτισ  ζώνεσ ςυχνοτότων οι οπούεσ εύναι διαφορετικϋσ και ϋχουν καθοριςτεύ (ςυχνότητεσ 

ςταθμών) από κϊθε πολυπλϋκτη. Σο μϋςο μετϊδοςησ εύναι η ατμόςφαιρα, και η 

εκπομπό γύνεται με ηλεκτρομαγνητικϊ κύματα. 

 

 

ε κϊθε ςυχνότητα αντιςτοιχεύ ϋνα διαφορετικό κανϊλι, μια διαφορετικό ζώνη. 

 

ημεύωςη 

Η πολυπλεξύα με διαύρεςη μόκουσ κύματοσ  (                           

            ) εύναι ειδικό μορφό του     με εφαρμογό ςτισ οπτικϋσ ύνεσ. 

 

                           

Η πολυπλεξύα διαύρεςησ χρόνου εύναι τεχνολογύα ψηφιακόσ μετϊδοςησ ςημϊτων και 

χρηςιμοποιεύται κυρύωσ ςτην επικοινωνύα υπολογιςτών. Ο χρόνοσ διαιρεύται ςε 

χρονοθυρύδεσ (time lot ) και η μεταφορϊ των ςημϊτων γύνεται κυκλικϊ. Για να 

ςταλούν αναλογικϊ ςόματα, με την πολυπλεξύα διαύρεςησ χρόνου, γύνεται 

δειγματοληψύα των ςημϊτων και αποςτϋλλονται κυκλικϊ τα δεύγματα. Με αυτόν τον 

τρόπο, δεδομϋνα διαφορετικών πηγών πολυπλϋκονται χρονικϊ και μεταδύδονται ςτην 

ύδια γραμμό (μϋςο μετϊδοςησ). Αυτό η μϋθοδοσ δεν χρηςιμοποιεύται ςυχνϊ. 

Κανάλι 1

Κανάλι 2

Κανάλι 3

Κανάλι 4

Κανάλι 5

0 5 10 15 20
Χρόνος

Συχνότητα

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CF%8D%CF%81%CE%BF%CF%82_%CE%B6%CF%8E%CE%BD%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CF%8D%CF%81%CE%BF%CF%82_%CE%B6%CF%8E%CE%BD%CE%B7%CF%82
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ημεύωςη 

Η ςτατιςτικό πολυπλεξύα (                        ) εύναι μια μορφό πολυπλεξύασ 

διαύρεςησ χρόνου και χρηςιμοποιεύται ςτα δύκτυα υπολογιςτών. ε ϋνα δύκτυο 

υπολογιςτών όταν χρηςιμοποιεύται πολυπλεξύα διαύρεςησ χρόνου με ςταθερϋσ 

χρονοθυρύδεσ, η επικοινωνύα των Η/Τ δεν γύνεται με βϋλτιςτο τρόπο δηλαδό, δεν 

εκμεταλλεύονται όλοι οι πόροι (γραμμϋσ) του δικτύου. Αυτό ςυμβαύνει γιατύ, ςε ϋνα 

δύκτυο οι ηλεκτρονικού υπολογιςτϋσ δεν ςτϋλνουν ό λαμβϊνουν δεδομϋνα ταυτόχρονα 

και δεν ϋχουν τισ ύδιεσ ταχύτητεσ επικοινωνύασ κϊθε χρονικό ςτιγμό. την ςτατιςτικό 

πολυπλεξύα ο χρόνοσ μετϊδοςησ δεν διαιρεύται ςε ύςεσ χρονοθυρύδεσ, αλλϊ, μοιρϊζεται 

ςε χρονοθυρύδεσ διαφορετικού μεγϋθουσ, ανϊλογα με τισ τρϋχουςεσ ανϊγκεσ 

επικοινωνύασ των υπολογιςτών ςτο δύκτυο. 

 

                           

Μύα από τισ μεθόδουσ πολυπλεξύασ εύναι η πολυπλεξύα με διαύρεςη κωδύκων. Σα δύκτυα 

ςτα οπούα επιτρϋπεται η προςπϋλαςη με τη μϋθοδο αυτό ονομϊζονται δύκτυα 

πολλαπλόσ προςπϋλαςησ με διαύρεςη κώδικα (                              –    ). 

Η μϋθοδοσ αυτό χρηςιμοποιεύ τεχνολογύα εξϊπλωςησ φϊςματοσ και ςυγκεκριμϋνη 

κωδικοπούηςη. Όταν παρϊγεται ϋνα ςόμα με ςυγκεκριμϋνο εύροσ ζώνησ ςυχνοτότων, 

τότε αυτό εξαπλώνεται ςτο χώρο και καταλόγει με μορφό κώδικα ςε πολλούσ χρόςτεσ 

που χρηςιμοποιούν το ύδιο κανϊλι. ε κϊθε ςόμα ανατύθεται ϋνασ κώδικασ. Οι κώδικεσ 

που ανατύθενται ςε διαφορετικϊ ςόματα εύναι ςυνόθωσ ορθογώνιοι ό ψευδοτυχαύοι, 

ώςτε να ελαχιςτοποιούνται οι παρεμβολϋσ ανϊμεςα ςε δύο ςόματα. Οι παρεμβολϋσ 

οφεύλονται τόςο ςε αςύγχρονεσ μεταδόςεισ όςο και ςτη διϊλειψη πολλαπλών 

διαδρομών. Η μεύωςη τησ ιςχύοσ του ςόματοσ ονομϊζεται διϊλειψη, και ϋχει ςαν 

αποτϋλεςμα την μη ανϊκτηςη των δεδομϋνων από τον δϋκτη.  

 

υμπϋραςμα 

τουσ ηλεκτρονικούσ υπολογιςτϋσ η μετϊδοςη δεδομϋνων γύνεται ςποραδικϊ και ϊρα η 

πολυπλεξύα διαύρεςησ κώδικα εύναι πιο κατϊλληλη. 
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OCDMA  Σεχνολογύα  

 

Σο οπτικό δύκτυο  μπορεύ να εφαρμόςει  υπερβολικϊ  υψηλό  ταχύτητα  μετϊδοςησ,  

δρομολόγηςησ και μεταγωγόσ  δεδομϋνων ς’ ϋνα  οπτικό  πεδύο. Μπορεύ επύςησ να 

πετύχει τη διαβύβαςη διϊφορων μορφών δεδομϋνων  με πρωτόκολλα  τα οπούα 

αυξϊνουν την ευελιξύα και τη λειτουργικότητα του δύκτυο. 

Η  OCDMA  τεχνολογύα εύναι  μύα  από  τισ  πολλϊ  υποςχόμενεσ  τεχνολογύεσ  για την 

υλοπούηςη όλων των οπτικών δικτύων. Έχει τη δυνατότητα να  αξιοποιεύ  το εύροσ 

ζώνησ τησ οπτικόσ  ύνασ  και  επωφελεύται από  την επικρϊτηςη του  αςύρματου  CDMA,  

όπου ς’ αυτό γύνεται ευϋλικτη και αποτελεςματικό η  κατανομό  των ςυνδρομητών  

ανϊλογα με τισ πηγϋσ φϊςματοσ, χρόνου και χώρου, χωρύσ να υπϊρχουν παρεμβολϋσ 

και υποκλοπϋσ. 

 

Η OCDMA  εύναι  μια κατηγορύα  πολυπλεξύασ  και  δικτυακόσ  τεχνολογύασ που 

κωδικοποιεύ  και αποκωδικοποιεύ  ςόματα, ϋτςι ώςτε, αυτϊ να μπορούν εύκολα να 

πολυπλϋκονται, να δρομολογούνται και να μετατρϋπονται . Έχει πολλϊ πλεονεκτόματα, 

όπωσ: 

 η αςύγχρονη τυχαύα πρόςβαςη,  

 η απλό διαχεύριςη,  

 η ευϋλικτη δικτύωςη,  

 η καλό ςυμβατότητα με WDM και TDM, 

 η καταιγιςτικό κύνηςη (bursty traffic),  

 η υποςτόριξη  πολλαπλών υπηρεςιών,  

 η παροχό κϊποιασ υποτυπώδουσ εμπιςτευτικότητασ  ςτη διαβύβαςη των 

δεδομϋνων 

Εύναι, ςυνεπώσ,  μια πολύ ςημαντικό  τεχνολογύα για να εφαρμοςτεύ ςε οπτικϊ  δύκτυα, 

δύκτυα μητροπολιτικόσ περιοχόσ και ςε μεταγωγϋσ  δικτύων. 

 

 

Η ιςτορύα τησ OCDMA τεχνολογύασ εύναι ςχετικϊ πρόςφατη και ξεκινϊ με την πρώτη 

ειςόγηςη και την πρώτη πειραματικό επύδειξη.  το παρελθόν, οι απαιτόςεισ για τη 

χωρητικότητα τησ πληροφορύασ όταν πολύ λιγότερεσ, και η ϋκταςη τησ ανϊπτυξησ των 

επικοινωνιακών δικτύων όταν περιοριςμϋνη, γι’ αυτό, η ςημερινό και αυξημϋνη 

λειτουργικότητα των δικτύων δεν όταν απαραύτητη. Σην ύδια ςτιγμό, η WDM 

τεχνολογύα παρεύχε υπόγεια μετϊδοςη και μεταγωγό του μόκοσ κύματοσ δεδομϋνων, με 

υπερβολικϊ υψηλό ταχύτητα. Η OCDMA τεχνολογύα παρϋμεινε ϋξω από τισ ϋρευνεσ 

οπτικόσ επικοινωνύασ που τότε επικρατούςαν, χρονικό διϊςτημα, αρκετϊ μεγϊλο.  

Αργότερα, με τη ραγδαύα εξϊπλωςη τησ γνώςησ και την παγκόςμια εμβϋλεια του 

διαδικτύου, η δυςαρμονύα ςτη μεταφορϊ δεδομϋνων και ςτην πρόςβαςη δικτύων 

γύνεται ϋνα ςοβαρό ζότημα. 
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Εύναι φανερό πλϋον, ότι οι WDM και TDM τεχνολογύεσ αδυνατούν να λύςουν αυτϊ τα 

τρϋχοντα ζητόματα και ϊρα εύναι ανεπαρκόσ. Αντιθϋτωσ, η μεγϊλη ευελιξύα τησ 

δικτύωςησ των OCDMA, και οι πολύ καλϋσ ςυμπληρωματικϋσ ιδιότητεσ των OCDMA με 

WDM και TDM αναγνωρύζονται. Σαυτόχρονα, λόγω τησ ταχεύασ εξϋλιξησ τησ οπτικόσ 

τεχνολογύασ, όλεσ οι θεωρύεσ τησ OCDMA τεχνολογύασ ϋχουν μετατραπεύ ςε δυναμικϋσ 

ζώνεσ ϋρευνασ, οι οπούεσ αναμϋνεται να τονώςουν τη OCDMA ανϊπτυξη. 

 

Σα πολλϊ πλεονεκτόματα τησ OCDMA τεχνολογύασ και οι νϋεσ απαιτόςεισ για τη 

λειτουργικότητα των επερχόμενων οπτικών δικτύων καθιςτούν την OCDMA 

τεχνολογύα ελπιδοφόρα, πολλϊ υποςχόμενη και με προοπτικϋσ εφαρμογόσ. Σα 

τελευταύα χρόνια η OCDMA ϋχει καταφϋρει να γύνει η δυναμικότερη ζώνη ϋρευνασ ςτην 

τεχνολογύα τησ οπτικόσ επικοινωνύασ. Η επϋκταςη των εφαρμογών τησ OCDMA 

τεχνολογύασ, θα επιτευχθεύ εφόςον γύνουν μεγϊλεσ προςπϊθειεσ από τουσ ερευνητϋσ. 
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Σεχνικϊ Φαρακτηριςτικϊ και Σαξινομόςεισ υςτόματοσ των OCDMA 

Η πολλαπλό προςπϋλαςη με διαύρεςη κώδικα (OCDMA)  ϋχει  γύνει  μια πολλϊ 

υποςχόμενη τεχνολογύα για να εφαρμοςτούν ςτην πρϊξη, όλεσ οι οπτικϋσ επικοινωνύασ 

και δικτύωςησ που χρηςιμοποιούν ϊμεςα οπτικό επεξεργαςύα ςόματοσ. υνδυϊζει τα 

πλεονεκτόματα  ηλεκτρικών  CDMA  με την υπεροχό  του εύρουσ ζώνησ των  οπτικών 

ινών και των οπτικών  ςημϊτων  των ςυςκευών  επεξεργαςύασ.  Σα  παθητικϊ οπτικϊ 

δύκτυϊ πρόςβαςησ, LAN και  WAN, μπορούν  να  δημιουργηθούν  με  τη  χρόςη  OCDMA  

τεχνολογύασ.  Ο ςυνδυαςμόσ OCDMA  με  WDM  ό και με TDM  μπορεύ να ενιςχύςει το 

ςόμα πολυπλεξύασ και τη μεταγωγό ετικϋτασ (πρωτοκόλλου) πϋρα από το ςυνδυαςμό  

OCDMA  με  WDM  ό και με IP (ςυμβατικό δύκτυο) ςτο WAN, με το οπούο μπορεύ να 

βελτιωθεύ η  δυνατότητα μεταφορϊσ και μετατροπόσ του δικτύου, μπορεύ να ενιςχυθεύ  

η ευελιξύα του  δικτύου  και  μπορεύ  να εύναι  αυξημϋνη η  απόδοςη  του δύκτυο 

επικοινωνύασ. 

 

Σεχνικϊ Φαρακτηριςτικϊ OCDMA 

1. τα OCDMA μπορεύ να εφαρμοςτεύ υψηλό ταχύτητα μετϊδοςησ, μεταφορϊσ και  

προςθόκησ δεδομϋνων χρηςιμοποιώντασ όλα τα οπτικϊ ςόματα επεξεργαςύασ. 

Μ’ αυτόν τον τρόπο, μπορούν να υλοποιηθούν όλεσ οι οπτικϋσ επικοινωνύασ και 

 όλεσ οι οπτικϋσ  δικτύωςησ  και να ξεπεραςτούν  οι  ςυνϋπειεσ τησ ςυμφόρηςησ,  

η οπούα υπϊρχει ςε κόμβουσ του παραδοςιακού  δικτύου. 

2. Οι ςυνδρομητϋσ μπορούν να ϋχουν πρόςβαςη ςτο δύκτυο, τυχαύα, και το δύκτυο  

μπορεύ να ϋχει ευνοώκό χωρητικότητα. Σο πρότυπο τησ δικτύωςησ εύναι πολύ 

ευϋλικτο. 

3. τα OCDMA  δεν χρειϊζεται  προςωρινό αποθόκευςη  ςτην  ςειρϊ,  επειδό 

χρηςιμοποιεύται το πρωτόκολλο tell-to-go. 

4. Σα OCDMA  δύκτυα  μπορούν να εκχωρόςουν  δυναμικϊ το εύροσ ζώνησ, να 

εφαρμόςουν την  εκχώρηςη του εύρουσ ζώνησ με διαφορετικό επιδεξιότητα, και 

να χρηςιμοποιόςουν αποτελεςματικϊ το εύροσ ζώνησ οπτικών δικτύων . 

5. Η  κύνηςη,  το πρωτόκολλο και  η τοπολογύα του δικτύου  εύναι ολοφϊνερη 

ςτο OCDMA δύκτυο. Σα OCDMA μπορούν να υποςτηρύξουν μεταβλητό  κύνηςη  

του ρυθμού των bit και μπορούν εύκολα  να αναβαθμύζονται  και  να 

επεκτεύνονται.   

6. Ένα  δύκτυο  OCDMA  εύναι  κϊπωσ  αςφαλϋσ  και  αινιγματικό  ςτη διαβύβαςη 

πληροφοριών. 

7. Ένα  δύκτυο  OCDMA  ϋχει  απλό  εξοπλιςμό,  και  το  κόςτοσ  εφαρμογόσ  του 

εύναι  χαμηλό.   

8. Σα OCDMA  δύκτυα  χρηςιμοποιούν  κατανεμημϋνη διαχεύριςη, η οπούα εύναι  

απλό και αυτό εύναι  βολικό για τον εντοπιςμό  βλϊβησ του δικτύου  και για την 

προςταςύα και την ανϊκτηςη των δεδομϋνων. 

 

Λόγω  των  πλεονεκτημϊτων  που προαναφϋρθηκαν, τα OCDMA  δύκτυα  μπορούν  να 

υποςτηρύξουν πολυμϋςα όπωσ  όχοσ, εικόνα, δεδομϋνα. 
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Σαξινομόςεισ υςτημϊτων OCDMA 

Πολλού τύποι OCDMA ςυςτημϊτων ϋχουν ςχεδιαςτεύ λόγω τησ εντατικόσ ϋρευνασ  για 

OCDMA τα τελευταύα 20 χρόνια.  

Αν καταταχθούν, λαμβϊνοντασ υπόψιν τη φύςη τησ επαλληλύασ του οπτικού ςόματοσ, 

τότε μπορούν να χωριςτούν ςε ςυνεκτικϊ OCDMA ςυςτόματα και μη ςυνεκτικϊ 

ςυςτόματα OCDMA. Σο ςυνεκτικό OCDMA ςύςτημα χρηςιμοποιεύ τη ςυνεκτικό 

ιδιότητα του φωτόσ και υλοποιεύται με τη  διπολικό κωδικοπούηςη του οπτικού 

ςόματοσ, δηλαδό, την κωδικοπούηςη τησ φϊςησ των οπτικών ςημϊτων, με την φϊςη 

του φωτόσ που ανιχνεύεται ςτουσ τερματικούσ ςταθμούσ. Αυτό η μορφό πρόςθεςησ 

του ςόματοσ, ορύζεται ωσ  η επαλληλύα των πλατών του οπτικού ςόματοσ. Αυτό το εύδοσ 

του ςυςτόματοσ OCDMA χρειϊζεται να χρηςιμοποιεύ οπτικό παλμό πηγόσ με βραχύ 

εύροσ ζώνησ. Σο μη ςυνεκτικό ςύςτημα OCDMA χρηςιμοποιεύ την παρουςύα ό την 

απουςύα οπτικού ςόματοσ για να λαμβϊνει τιμϋσ "1" και "0" από το δυαδικό  ςύςτημα, 

που εύναι μονοπολικόσ κωδικοπούηςησ. Σα οπτικϊ ςόματα ανιχνεύονται από 

μηχανιςμούσ ςτουσ τερματικούσ ςταθμούσ. Αυτό η μορφό πρόςθεςησ του ςόματοσ, 

ορύζεται ωσ η επαλληλύα τησ οπτικόσ ενϋργειασ. Αυτό το εύδοσ του OCDMA ςυςτόματοσ 

μπορεύ να χρηςιμοποιεύ μη ςυνεκτικϋσ πηγϋσ φωτόσ, όπωσ πηγαύα εκπομπό ενύςχυςησ, 

δύοδοσ εκπομπόσ φωτόσ.  

Εϊν κατηγοριοποιηθούν, ανϊλογα με τισ διαφορετικϋσ προςεγγύςεισ κωδικοπούηςησ για 

οπτικϊ ςόματα, τότε θα προκύψουν ϋξι εύδη OCDMA ςυςτημϊτων: 

1. εξϊπλωςη φαςματικόσ κωδικοπούηςησ ςυςτημϊτων OCDMA 

2. φαςματικό πλϊτοσ κωδικοπούηςησ ςυςτημϊτων OCDMA 

3. φαςματικό φϊςη κωδικοπούηςησ ςυςτημϊτων OCDMA 

4. φαςματικόσ χρόνοσ κωδικοπούηςησ ςυςτημϊτων OCDMA 

5. διςδιϊςτατα OCDMA ςυςτόματα κωδικοπούηςησ χώρου, επύςησ γνωςτϊ ωσ 

spread-space encoding 

6. υβριδικϊ OCDMA ςυςτόματα κωδικοπούηςησ, αυτό το εύδοσ χρηςιμοποιεύ 

ςυνδυαςμό κωδικοποιόςεων που προαναφϋρθηκαν.  

Οι επιλογϋσ (1), (2) και (5) αναφϋρονται ωσ μη ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA, τα (3) 

και (4) εύναι ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA, και η (6) μπορεύ να ανόκει και ςτα δύο εύδη.  

Αν η ταξινόμηςη τουσ γύνει ανϊλογα με το ςυνολικό χρόνο, το μόκοσ κύματοσ και το 

χώρο που χρηςιμοποιεύται από τισ πηγϋσ, τότε μπορούν να χωριςτούν ςε μονοδιϊςτατα 

ςυςτόματα, διςδιϊςτατα ςυςτόματα και τριςδιϊςτατα ςυςτόματα.  

Οι προαναφερόμενεσ  κατηγορύεσ  (1), (2), (3) και (4)  ανόκουν  ςε  μονοδιϊςτατα  

ςυςτόματα  κωδικοπούηςησ,  η  (5)  εύναι  διςδιϊςτατο  ςύςτημα κωδικοπούηςησ, και 

ςυςτόματα με  περιςςότερϋσ  από  δύο  διαςτϊςεισ  μπορούν  να  υλοποιηθούν  ςτην 

(6). Εϊν  η πόλωςη  ληφθεύ υπόψιν, τα  ςυςτόματα κωδικοπούηςησ  τεςςϊρων 

διαςτϊςεων μπορούν επύςησ να επιτευχθούν. 

Παρότι υπϊρχουν, κωδικοποιόςεισ πολλών διαςτϊςεων, η ςυγκεκριμϋνη εργαςύα θα 

αςχοληθεύ μόνο με μονοδιϊςτατα ςυςτόματα κωδικοπούηςησ. 
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Μονοδιϊςτατοι  OCDMA  Κώδικεσ 

 

ε ϋνα οπτικό δύκτυο πολλαπλόσ προςπϋλαςησ με διαύρεςη κώδικα (OCDMA), το 

μεταφερόμενο ςόμα μεταδύδεται μϋςω οπτικών ινών καθώσ ςχηματύζεται ςυςςώρευςη 

ψευδοτυχαύων OCDMA ςημϊτων που κωδικοποιούνται από πολλαπλϊ κανϊλια. Σο 

ςόμα μεταδύδεται ςε κϊθε κόμβο του δικτύου και ο δϋκτησ κϊθε κόμβου 

αποκωδικοποιεύ το ςόμα. Εϊν η ϋξοδοσ του αποκωδικοποιητό εύναι μια ςυνϊρτηςη 

αυτοςυςχϋτιςησ, τότε ο κόμβοσ μπορεύ να εντοπύςει την πληροφορύα που ςτϊλθηκε 

μϋςω των προαναφερθϋντων ψευδοτυχαύων ςημϊτων.  Εναλλακτικϊ, εϊν η ϋξοδοσ του 

αποκωδικοποιητό εύναι μια ςυνϊρτηςη ετεροςυςχϋτιςησ (χωρύσ εμφανό μϋγιςτη τιμό), 

τότε ο κόμβοσ δεν μπορεύ να λϊβει την πληροφορύα.  Παρόλα αυτϊ, προκειμϋνου να 

εφαρμοςτεύ η OCDMA επικοινωνύα και δικτύωςη, απαιτούνται κώδικεσ διευθύνςεων με 

επαρκεύσ επιδόςεισ. Εφόςον, επιλεχθεύ το ςύνολο παραμϋτρων ενόσ κώδικα, τότε ο 

κώδικασ θα μπορεύ να καταςκευαςτεύ κατϊ τϋτοιο τρόπο, ώςτε να ϋχει τόςεσ κωδικϋσ 

λϋξεισ (που αντιςτοιχούν ςτον αριθμό των κόμβων του δικτύου) όςεσ εύναι 

απαραύτητεσ, και με αρκετϊ καλϋσ ςυναρτόςεισ αυτοςυςχϋτιςησ και ετεροςυςχϋτιςησ. 

Με αυτόν τον τρόπο, μπορεύ να επιτευχθεύ ακριβόσ ςυγχρονιςμόσ και να καταςταλεύ 

αποτελεςματικϊ η παρεμβολό (ονομϊζεται πολλαπλό προςπϋλαςη παρεμβολόσ 

multiple access interference,    ) ϊλλων κόμβων, καθώσ τα ςόματα 

αποκωδικοποιούνται. Αυτό προώποθϋτει ότι, οι κώδικεσ διεύθυνςησ πληρούν δύο 

προώποθϋςεισ: 

1. όλεσ οι κωδικϋσ λϋξεισ διεύθυνςησ μπορούν να προςδιοριςτούν εύκολα από 

μετατοπιςμϋνεσ μορφϋσ,  και 

2. όλεσ οι κωδικϋσ λϋξεισ διεύθυνςησ μπορούν να διακριθούν εύκολα από (πιθανό 

μετατοπιςμϋνη μορφό) κϊθε ϊλλη κωδικό λϋξη. 

ύμφωνα με τη θεωρύα κωδικοπούηςησ, οι κωδικϋσ λϋξεισ διεύθυνςησ πρϋπει να 

πληρούν τα εξόσ: 

1. κϊθε κωδικό λϋξη ςε ϋνα ςύνολο ϋχει μύα υψηλό κορυφό αυτοςυςχϋτιςησ και 

χαμηλούσ πλευρικούσ λοβούσ αυτοςυςχϋτιςησ. 

2. η ςυνϊρτηςη ετεροςυςχϋτιςησ μεταξύ μιασ κωδικόσ λϋξησ και κϊθε ϊλλησ 

κωδικόσ λϋξησ ςτο ύδιο ςύνολο κωδικών λϋξεων διεύθυνςησ εύναι χαμηλό. 

Από τα μϋςα τησ δεκαετύασ του 1980, μελετόθηκαν και αναπτύχτηκαν ςε βϊθοσ η 

θεωρύα κωδικοπούηςησ και η τεχνολογύα κωδικοπούηςησ των OCDMA. Από τότε, πολλϊ 

ερευνητικϊ επιτεύγματα ϋχουν καταγραφεύ ,1-. Οι προςεγγύςεισ κωδικοπούηςησ των 

OCDMA μπορούν να διαιρεθούν ςε επτϊ κατηγορύεσ, με βϊςη την επιλογό διϊφορων 

πηγών φωτόσ , διαφόρων ςυςτημϊτων ανύχνευςησ και προςεγγύςεισ κωδικοπούηςησ. 

Μπορεύ να διαπιςτωθεύ ότι, ςύμφωνα με το οπτικό ςόμα που χρηςιμοποιούν οι πηγϋσ 

(ςύμφωνεσ οπτικϋσ πηγϋσ ό αςύμφωνεσ οπτικϋσ πηγϋσ) και τισ διαφορετικϋσ μορφϋσ 

των ςημϊτων, τα OCDMA ςυςτόματα μπορούν να χωριςτούν ςε δύο μεγϊλεσ 

κατηγορύεσ:  

i. τα ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA  

ii. τα μη - ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA.  
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Σα  ςυνεκτικϊ  ςυςτόματα  OCDMA  κϊνουν χρόςη τησ  ςυνεκτικόσ  ιδιότητασ  των  

οπτικών ςημϊτων  και εφαρμόζουν τη διπολικό  κωδικοπούηςη δεδομϋνων  με την 

κωδικοπούηςη των  οπτικών  ςημϊτων.  Σα μη ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA 

χρηςιμοποιώντασ ό όχι ςόματα φωτόσ, λαμβϊνουν τισ τιμϋσ του δυαδικού ςυςτόματοσ 

"1" και "0", και εφαρμόζουν μονοπολικό κωδικοπούηςη ςημϊτων ςτα δεδομϋνα.  

Φρηςιμοποιούνται ανιχνευτϋσ για την ανύχνευςη οπτικών ςημϊτων ςε τερματικούσ 

ςταθμούσ υποδοχόσ. Επειδό, τα ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA χρηςιμοποιούν διπολικό 

κωδικοπούηςη, οι διπολικού κώδικεσ των αςύρματων CDMA, μπορούν ϊμεςα να 

αναπτυχθούν, όπωσ m-ακολουθύεσ, Gold κώδικεσ, Wal h-Hadamard κώδικεσ. 

Λόγω τησ παρουςύασ αρνητικών ςτοιχεύων ςτουσ διπολικούσ κώδικεσ, η ςυνϊρτηςη 

ετεροςυςχϋτιςησ μεταξύ δύο κωδικών λϋξεων μπορεύ να εύναι κοντϊ ςτο μηδϋν, γεγονόσ 

που καθιςτϊ την     πολύ μικρό. Γι’ αυτό το λόγο, η απόδοςη του ςυςτόματοσ μπορεύ 

να βελτιωθεύ πολύ, και ο αριθμόσ των κόμβων του δικτύου μπορεύ να αυξηθεύ. Ωςτόςο, 

ο φαςματικόσ παλμόσ κωδικοπούηςησ ςε διπολικούσ κώδικεσ προώποθϋτει βραχύ 

παλμό ςυνεκτικών οπτικών πηγών, οι οπούεσ εύναι ευπαθεύσ ςτη μη γραμμικότητα και 

ςτη ςκϋδαςη των οπτικών ινών. Όςον αφορϊ το φαςματικό πλϊτοσ και τη φϊςη 

κωδικοπούηςησ, ο αριθμόσ των ςυνδρομητών ςε ϋνα ςύςτημα και οι επιδόςεισ του 

ςυςτόματοσ περιορύζονται από την ανϊλυςη των οπτικών πλεγμϊτων και ςκιών ,1-. 

Επιπλϋον, το φαςματικό πλϊτοσ κωδικοπούηςησ απαιτεύ ϋνα ζευγϊρι 

ςυμπληρωματικών ςημϊτων ςτα ϊκρα πηγόσ και διαφορετικούσ ανιχνευτϋσ ςτα ϊκρα 

λόψησ. 

Σα μη ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA χρηςιμοποιώντασ ό όχι ενϋργεια από ςόματα του 

φωτόσ, λαμβϊνουν τισ τιμϋσ του δυαδικού ςυςτόματοσ "1" και "0" και δεν μπορούν να 

ανιχνεύςουν τα αρνητικϊ ςτοιχεύα ςτουσ διπολικούσ κώδικεσ. υνεπώσ, οι διπολικού 

κώδικεσ εφαρμόζονται ςε αςύρματο CDMA ενώ δεν μπορούν να εφαρμοςτούν ςε μη 

ςυνεκτικϊ OCDMA ςυςτόματα, τα οπούα μπορεύ να χρηςιμοποιούν μόνο μονοπολικούσ 

κώδικεσ. Αυτόσ εύναι ο λόγοσ για τον οπούο πρϋπει να αναπτυχθούν μονοπολικού 

κώδικεσ που ταιριϊζουν κατϊλληλα ςε μη ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA.  Αυτού οι 

μονοπολικού κώδικεσ θα πρϋπει να ϋχουν πολύ μεγϊλη πληθικότητα και πολύ καλό 

αυτοςυςχϋτιςη και ετεροςυςχϋτιςη. Για να εξαςφαλιςτεύ ότι τα ςυςτόματα μπορούν να 

ςυγχρονιςτούν βολικϊ όταν γύνεται η πρόςβαςη των χρηςτών ςτο δύκτυο, κϊθε κωδικό 

λϋξη ενόσ μονοπολικού κώδικα πρϋπει να διαθϋτει κορυφϋσ αυτοςυςχϋτιςησ όςο πιο 

υψηλϋσ γύνεται, και πλευρικούσ λοβούσ αυτοςυςχϋτιςησ όςο το δυνατόν χαμηλότερουσ.  

Σαυτόχρονα, οι ςυναρτόςεισ ετεροςυςχϋτιςησ πρϋπει να ϋχουν όςο το δυνατόν 

χαμηλότερεσ τιμϋσ για να μειώνεται η    . υνεπώσ, οι μονοπολικού κώδικεσ θα πρϋπει 

να εύναι κώδικεσ ςποραδικού "1", δηλαδό, ςτουσ κώδικεσ ο αριθμόσ "0" πρϋπει να εύναι 

πολύ μεγαλύτεροσ από τον αριθμό "1".  

Επιπλϋον, ςε αντύθεςη με τουσ διπολικούσ κώδικεσ των οπούων οι πλευρικού λοβού 

αυτοςυςχϋτιςησ και οι ςυναρτόςεισ ετεροςυςχϋτιςησ πληςιϊζουν το μηδϋν, οι 

μονοπολικού κώδικεσ ϋχουν τουσ καλύτερουσ πλευρικούσ λοβούσ αυτοςυςχϋτιςησ και οι 

ςυναρτόςεισ ετεροςυςχϋτιςόσ τουσ ιςούνται με 1. Έτςι, οι καλύτεροι μονοπολικού 

κώδικεσ μπορούν να εύναι ςχεδόν ορθογώνιοι αλλϊ, ςύμφωνα με τα θετικϊ ςυςτόματα 

δεν μπορούν να θεωρηθούν ωσ αληθινού ορθογώνιοι. Ωςτόςο, αυτού οι μονοπολικού 

κώδικεσ αποκαλούνται επύςησ οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ (OOC ).  
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Για λόγουσ υλοπούηςησ τησ μη ςυνεκτικότητασ των OCDMA, οι μονοδιϊςτατοι 

μονοπολικού κώδικεσ και οι μονοδιϊςτατοι κώδικεσ προϋρχονται κυρύωσ από OOC και 

αλγεβρικούσ κώδικεσ αντιςτοιχύα. Οι τελευταύοι χωρύζονται ςε πρώτουσ κώδικεσ 

ακολουθύασ (prime codes PC, linear congruence codes - γραμμικού κώδικεσ αναλογύασ), 

τετραγωνικούσ κώδικεσ αναλογύασ (quadratic congruence codes QCC), κυβικούσ 

κώδικεσ αναλογύασ (cubic congruence codes - CCC), υπερβολικούσ κώδικεσ αναλογύασ 

(hyperbolic congruence codes - HCC). Οι καταςκευϋσ των αλγεβρικών κωδύκων 

αναλογύασ εύναι ςχετικϊ απλϋσ αλλϊ η πληθικότητα τουσ και οι ιδιότητεσ 

αυτοςυςχϋτιςησ και ετεροςυςχϋτιςησ τουσ δεν εύναι τόςο καλϋσ  όςο των OOC. Η 

πληθικότητα ενόσ OOC εύναι μεγαλύτερη ςε μονοδιϊςτατούσ κώδικεσ, αλλϊ η 

καταςκευό ενόσ OOC εύναι ςχετικϊ περύπλοκη. Επιπλϋον, αν γενικευτεύ ο οριςμόσ του 

OOC, ο αλγεβρικόσ κώδικασ αναλογύασ μπορεύ επύςησ να θεωρηθεύ ωσ ϋνα εύδοσ OOC  με 

την ευρεύα ϋννοια του όρου. 

Επειδό η πληθικότητα των μονοδιϊςτατων κωδύκων εύναι ανϊλογη με το μόκοσ του 

κώδικα, δηλαδό, τη ςυχνότητα εξϊπλωςησ του μόκουσ, η οπούα περιορύζεται από το 

πλϊτοσ του οπτικού παλμού και την καθυςτϋρηςη που ϋχουν οι γραμμϋσ τησ οπτικόσ 

ύνασ, καθυςτϋρηςη προετοιμαςύα με ταχύτητεσ δεδομϋνων των χρηςτών.  υνεπώσ, η 

πληθικότητα (που αντιςτοιχεύ ςτον αριθμό των χρηςτών) των μονοδιϊςτατων 

μονοπολικών κωδύκων που μπορεύ να υλοποιηθεύ, εύναι ςχετικϊ μικρό με βϊςη την 

τρϋχουςα κατϊςταςη, και γι’ αυτό, απαιτούνται μονοπολικού κώδικεσ με μεγαλύτερη 

πληθικότητα και καλύτερεσ επιδόςεισ, ώςτε τα OCDMA δύκτυα να μπορούν να 

υποςτηρύξουν μεγαλύτερο αριθμό ταυτόχρονων χρηςτών. 

ημειώνει μεγϊλη ερευνητικό προςπϊθεια η ανϊπτυξη 2-D οπτικών ορθογώνιων 

κωδύκων. Οι 2-D οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ δεν αυξϊνουν το μόκοσ του κώδικα 

(μπορούν δε να το μειώνουν) και την ύδια ςτιγμό μεγεθύνουν το μϋγεθοσ των κωδύκων 

χωρύσ να υποβαθμύζουν την απόδοςη τουσ. 2-D κώδικεσ (όπωσ, τα πολλαπλϊ μόκη 

κύματοσ ό οι πολλαπλϋσ οπτικϋσ ύνεσ) μπορούν να ςχηματιςτούν αν μια διϊςταςη 

κωδικοπούηςησ  ςυνδυαςτεύ με τη διϊςταςη του χρόνου. Άλλοι τύποι κωδύκων, εύναι οι 

3-D κώδικεσ, οι οπούοι ςχηματύζονται με την πρόςθεςη κϊποιασ διϊςταςησ 

κωδικοπούηςησ ςτουσ 2-D κώδικεσ. 

Εύναι δύςκολο να χρηςιμοποιηθούν μονοδιϊςτατοι κώδικεσ για να επιτευχθεύ υψηλό 

ταχύτητα δεδομϋνων επικοινωνύασ και για να υπϊρξουν ςτην πρϊξη μονοδιϊςτατα 

ςυςτόματα κωδικοπούηςησ, λόγω των περιοριςμών τησ τρϋχουςασ κατϊςταςησ. 

Παρόλα αυτϊ, η αλγεβρικό μεθοδολογύα κωδικοπούηςησ για τισ καταςκευϋσ των 

μονοδιϊςτατων κωδύκων, ιδιαύτερα των OOCs, παρϋχει ϋρευνεσ με διορατικότητα για 

πολυδιϊςτατουσ κώδικεσ. Οι πληθικότητεσ των πολυδιϊςτατων κωδύκων ϋχουν 

βελτιωθεύ ςημαντικϊ, ςε ςχϋςη με εκεύνεσ που ϋχουν οι μονοδιϊςτατοι OOCs, και γι’ 

αυτό εύναι κατϊλληλοι για μη ςυνεκτικϊ ςυςτόματα OCDMA.  

Λαμβϊνοντασ υπόψιν, ότι υπϊρχει πολύ υλικό για την κωδικοπούηςη OCDMA δικτύων, 

ςτην εργαςύα αυτό, θα παρουςιαςτούν μόνο οι μονοδιϊςτατοι οπτικού ορθογώνιοι  

κώδικεσ. 
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1ο Κεφϊλαιο   
Βαςικϋσ Έννοιεσ 

 

 

 

 

 

Αριθμού 

Οριςμόσ  

Πρώτοσ αριθμόσ (ό απλϊ πρώτοσ) εύναι ϋνασ  φυςικόσ αριθμόσ  μεγαλύτεροσ τησ 

μονϊδασ με την εξόσ ιδιότητα: οι μόνοι φυςικού διαιρϋτεσ του να εύναι η μονϊδα και ο 

εαυτόσ του. Σο μηδϋν και το ϋνα δεν εύναι πρώτοι αριθμού.  Η ακολουθύα των 10 πρώτων 

αριθμών εύναι η εξόσ: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Ο αριθμόσ  2 εύναι ο μοναδικόσ 

ϊρτιοσ (ζυγόσ) πρώτοσ αριθμόσ. Όλοι οι ϊλλοι πρώτοι εύναι  περιττού (μονού). 

 

Οριςμόσ 

Πρώτοσ του Mersenne ονομϊζεται κϊθε αριθμόσ που ϋχει τη μορφό 2  1, όπου   εύναι 

πρώτοσ. 

 

Οριςμόσ 

Πρώτοσ του Fermat ονομϊζεται κϊθε αριθμόσ που ϋχει τη μορφό    2(  )  1. Ο 

Fermat υπϋθεςε ότι οι αριθμού 2(  )  1 εύναι πρώτοι για όλουσ τουσ μη αρνητικούσ 

ακϋραιουσ   .  

 

Ο Euler ϋδειξε ότι , για   0, 1, 2, 3     4 οι αριθμού που προκύπτουν εύναι πρώτοι 

Fermat, δηλαδό,  

   2(  )  1   3,      2(  )  1  5,      2(  )  1  17,  

 
 

 
 2(  )  1  257            2(  )  1  65537. 

Έχει αποδειχθεύ ότι, για  5    19 όπωσ και για   20 οι αριθμού 2(  )  1 εύναι 

ςύνθετοι. Εύναι ϊγνωςτο αν το πλόθοσ των πρώτων αριθμών του Fermat εύναι 

πεπεραςμϋνο ό ϊπειρο. 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CF%82_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B9%CE%B1%CE%B9%CF%81%CE%AD%CF%84%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%BF%CE%BD%CE%AC%CE%B4%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%B7%CE%B4%CE%AD%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%88%CE%BD%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%86%CF%81%CF%84%CE%B9%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%B5%CF%81%CE%B9%CF%84%CF%84%CF%8C%CF%82
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Οριςμόσ  

Δύο αριθμού            ονομϊζονται  «ςχετικϊ πρώτοι»  ό «πρώτοι προσ αλλόλουσ» αν ο 

μϋγιςτοσ κοινόσ διαιρϋτησ τουσ εύναι η μονϊδα. Δεν ϋχουν ϊλλο κοινό διαιρϋτη πλην τησ 

μονϊδασ.  Για παρϊδειγμα οι αριθμού 12 και 25 εύναι ςχετικϊ πρώτοι. 

 

Θεμελιώδεσ Θεώρημα τησ Αριθμητικόσ 

Εύναι ϋνα από τα πιο ςημαντικϊ θεωρόματα τησ θεωρύασ αριθμών ςτα μαθηματικϊ. 

ύμφωνα με αυτό, κϊθε φυςικόσ αριθμόσ μεγαλύτεροσ τησ μονϊδασ αναλύεται 

ςε γινόμενο πρώτων παραγόντων κατϊ ϋνα και μοναδικό τρόπο. Δεν λαμβϊνεται 

υπόψιν η ςειρϊ των παραγόντων ςτο γινόμενο. 

Για παρϊδειγμα: 3.640  2  5  7  13. 

 

Οριςμόσ 

Έςτω   μύα ακϋραια περιοχό και  ,    . Αν υπϊρχει      τϋτοιο ώςτε      , τότε 

το   διαιρεύ το   (ό το   εύναι παρϊγοντασ του  ), και ςυμβολύζεται   / . 

 

Ο Gauss ςτο πρώτο μεγϊλο και μνημειώδεσ επιςτημονικό του ϋργο με τύτλο 

«Αριθμητικϋσ ϋρευνεσ» (1801), περιλαμβϊνει το λεγόμενο «χρυςό θεώρημα», που 

ςόμερα ονομϊζεται «νόμοσ τησ τετραγωνικόσ αντιςτροφόσ». Ολόκληρο, το ϋργο 

θεωρεύται η ληξιαρχικό πρϊξη γϋννηςησ τησ ςύγχρονησ αριθμοθεωρύασ. 

Νόμοσ Σετραγωνικόσ Αντιςτροφόσ 

Έςτω  ,    εύναι περιττού πρώτοι, διαφορετικού μεταξύ τουσ.  Σότε , 

.
 

 
/ .

 

 
/  ( 1)  ,   

 

 
(  1)(  1). 

 

Αλγεβρικϋσ  Δομϋσ 

Οριςμόσ  

Σο ζεύγοσ    ,     μ’ ϋνα ςύνολο   και μια διμελό πρϊξη     ςτο   ονομϊζεται ομϊδα 

όταν  ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώματα: 

i. Η διμελόσ πρϊξη   εύναι προςεταιριςτικό,  δηλαδό      ,  ,       ιςχύει  

   (   )  (   )   . 

ii. Τπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο   ςτο   τϋτοιο ώςτε,             για κϊθε    .   

(Σο ςτοιχεύο   λϋγεται ταυτοτικό ςτοιχεύο για την   ςτο  ) . 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%98%CE%B5%CF%89%CF%81%CE%AF%CE%B1_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8E%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%B1%CE%B8%CE%B7%CE%BC%CE%B1%CF%84%CE%B9%CE%BA%CE%AC
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CF%82_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%93%CE%B9%CE%BD%CF%8C%CE%BC%CE%B5%CE%BD%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%81%CF%8E%CF%84%CE%BF%CF%82_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82
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iii.  Για κϊθε α ςτο   υπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο α  ςτο   με την ιδιότητα 

             . 

(Σο ςτοιχεύο  α   λϋγεται αντύςτροφο του  α  ωσ προσ την πρϊξη  ) . 

 

Παραδεύγματα 

Σο     ,      δεν εύναι ομϊδα, γιατύ δεν υπϊρχει ταυτοτικό ςτοιχεύο για την   ςτο   . 

Σο     ,     δεν εύναι ομϊδα, γιατύ παρόλο που υπϊρχει ταυτοτικό ςτοιχεύο για το 1, 

δεν υπϊρχουν αντύςτροφοι. 

 

Οριςμόσ  

Αν ϋνα υποςύνολο  Η  μιασ ομϊδασ    εύναι κλειςτό ωσ προσ τη διμελό πρϊξη τησ    και 

αν το  Η  εύναι και αυτό ομϊδα, τότε το Η θα λϋγεται υποομϊδα τησ  .  

Κϊθε ομϊδα ϋχει ωσ υποομϊδεσ την ύδια την   και το * +, όπου το   εύναι το ταυτοτικό 

ςτοιχεύο τησ  . 

 

Οριςμόσ 

Έςτω μια πεπεραςμϋνη ομϊδα   , τότε η τϊξη τησ, ςυμβολύζεται      , εύναι το πλόθοσ 

των ςτοιχεύων τησ   . 

Γενικϊ, για πεπεραςμϋνο ςύνολο  ,     εύναι το πλόθοσ των ςτοιχεύων του. 

 

Οριςμόσ 

Η ομϊδα   λϋγεται κυκλικό αν υπϊρχει κϊποιο ςτοιχεύο α ςτην   που παρϊγει την  . 

Αυτό το ςτοιχεύο λϋγεται γεννότορασ τησ  , και ςυμβολύζεται       . 

 

Οριςμόσ 

Μια ομϊδα     ,      λϋγεται αβελιανό ομϊδα αν η διμελόσ πρϊξη   εύναι 

αντιμεταθετικό, δηλαδό     ,      ιςχύει          . 

 

Παραδεύγματα 

1ο. Σο ςύνολο των πραγματικών αριθμών   εφοδιαςμϋνο με την πρϊξη τησ πρόςθεςησ 

εύναι ομϊδα. 

2ο. Σο ςύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών     εφοδιαςμϋνο με την πρϊξη τησ 

πρόςθεςησ δεν εύναι ομϊδα. 
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Οριςμόσ 

Μια απεικόνιςη        λϋγεται ομομορφιςμόσ αν  (  )   ( ) ( ) για κϊθε 

 ,    . 

Οριςμόσ 

Ένασ ιςομορφιςμόσ         εύναι ϋνασ ομομορφιςμόσ «ϋνα προσ ϋνα» και «επύ» επύ 

τησ   . Ο ςυνόθησ ςυμβολιςμόσ εύναι ο     . 

Οριςμόσ 

Έςτω ομϊδα   . Κϊθε ιςομορφιςμόσ         λϋγεται αυτομορφιςμόσ τησ ομϊδασ  . 

 

Οριςμόσ 

Ένασ δακτύλιοσ    , ,    εύναι ϋνα ςύνολο    με δύο διμελεύσ πρϊξεισ, την πρόςθεςη 

( ) και τον πολλαπλαςιαςμό ( ), οι οπούεσ εύναι οριςμϋνεσ ςτο   ϋτςι ώςτε να 

ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώματα: 

i.   ,    εύναι μια αβελιανό ομϊδα. 

ii. Ο πολλαπλαςιαςμόσ εύναι προςεταιριςτικόσ. 

iii. Για κϊθε  ,  ,     , ιςχύουν ο αριςτερόσ επιμεριςτικόσ νόμοσ:  (   )  

(  )  (  ), και  ο δεξιόσ επιμεριςτικόσ νόμοσ: (   )  (  )  (  ). 

Παραδεύγματα 

  , ,  ,  , ,  ,  , ,   εύναι δακτύλιοι. 

 

Οριςμόσ 

Έςτω          δύο δακτύλιοι. Μια απεικόνιςη        λϋγεται ομομορφιςμόσ αν οι 

παρακϊτω δύο ιδιότητεσ ικανοποιούνται για κϊθε  ,    : 

 (   )   ( )   ( ) 

 (  )   ( ) ( ) 

 

Οριςμόσ 

Ένασ ιςομορφιςμόσ         από ϋνα δακτύλιο   ς’ ϋναν  δακτύλιο    εύναι ϋνασ 

ομομορφιςμόσ «ϋνα προσ ϋνα» και «επύ» επύ του    . Οι δακτύλιοι  ,   εύναι ιςόμορφοι. 

ημεύωςη: 

ε οποιοδόποτε εύδοσ μαθηματικόσ δομόσ, η ϋννοια δύο ςυςτημϊτων με ταυτόςημεσ 

δομϋσ (δεν λαμβϊνονται υπόψιν τα ονόματα των ςτοιχεύων) μαρτυρϊ ότι τα δύο 

ςυςτόματα εύναι όμοια. την ϊλγεβρα, η ϋννοια αυτό λϋγεται ιςομορφιςμόσ. 
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Οριςμού 

Ένασ δακτύλιοσ  , ςτον οπούο ο πολλαπλαςιαςμόσ εύναι αντιμεταθετικό πρϊξη, λϋγεται 

αντιμεταθετικόσ δακτύλιοσ. Ένασ δακτύλιοσ με πολλαπλαςιαςτικό ταυτοτικό ςτοιχεύο 

το 1, (1   1   ,     ) λϋγεται δακτύλιοσ με μοναδιαύο ςτοιχεύο. Κϊθε ουδϋτερο 

ςτοιχεύο του πολλαπλαςιαςμού λϋγεται μοναδιαύο ςτοιχεύο.  

Έςτω    ϋνασ δακτύλιοσ με μοναδιαύο ςτοιχεύο. Ένα ςτοιχεύο u του   λϋγεται μονϊδα 

του   αν ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο ςτο  .  

Αν κϊθε μη μηδενικό ςτοιχεύο του   εύναι μονϊδα, τότε ο   λϋγεται δακτύλιοσ διαύρεςησ. 

ώμα λϋγεται ϋνασ αντιμεταθετικόσ δακτύλιοσ διαύρεςησ. 

Παραδεύγματα 

Σο   δεν εύναι ςώμα, αφού το 2 δεν ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο, δηλαδό το 2 

δεν εύναι μονϊδα του  .. 

Σο   και το   εύναι ςώματα. 

 

Οριςμόσ  

Για κϊθε πρώτο   και για κϊθε ακϋραιο     1 υπϊρχει ακριβώσ ϋνα πεπεραςμϋνο 

ςώμα τϊξησ    .  Αυτό το ςώμα   (  ) αναφϋρεται ςυνόθωσ ωσ το ςώμα Galois 

(Galois fields) τϊξησ    , και διαβϊζεται ςώμα Galois τϊξησ   , όπου      . 

 

 

Θεωρύα χεδιαςμών 

Οριςμόσ  

Ένασ ιςορροπημϋνοσ, μη – πλόρησ ςχεδιαςμόσ κατϊ μπλοκ (balanced incomplete block 

design) γρϊφεται BIBD , εύναι ο ςχηματιςμόσ   μπλοκ από   διακριτϊ ςτοιχεύα, ϋτςι 

ώςτε κϊθε μπλοκ να περιϋχει ακριβώσ   ςτοιχεύα, κϊθε ςτοιχεύο να ανόκει ςε ακριβώσ  

    μπλοκ και κϊθε ζευγϊρι ςτοιχεύων να ανόκει ςε ακριβώσ   μπλοκ. Οι αριθμού 

 ,  ,  ,  ,   εύναι παρϊμετροι του ςχεδιαςμού. 

Ο  BIB – ςχεδιαςμόσ ςυμβολύζεται  με τη διατεταγμϋνη πεντϊδα ( ,  ,  ,  ,  ).  

 

Παρϊδειγμα 

Έςτω ϋνασ (7,7,3,3,1) BIB – ςχεδιαςμόσ.  

χεδιαςμόσ με 7 ςτοιχεύα, τα 1,2,3,4,5,6,7, δηλαδό   7, τα οπούα ςχηματύζουν 7 block 

(τριϊδεσ), (  7) τϋτοια ώςτε κϊθε block να περιϋχει ακριβώσ τρύα ςτοιχεύα (  3). 
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Κϊθε ςτοιχεύο ανόκει ςε ακριβώσ τρύα block (  3) και κϊθε ζευγϊρι ςτοιχεύων ανόκει 

ςε ακριβώσ ϋνα block (  1). Μύα λύςη του προβλόματοσ θα μπορούςε να εύναι η εξόσ: 

*123, 145, 167, 246, 257, 347, 356+ 

 

Για τισ παραμϋτρουσ ( ,  ,  ,  ,  ) ιςχύουν  τα ακόλουθα θεωρόματα. 

Θεώρημα 

ε κϊθε ( ,  ,  ,  ,  )  BIB – ςχεδιαςμό ιςχύει:        . 

Θεώρημα 

ε κϊθε ( ,  ,  ,  ,  )  BIB – ςχεδιαςμό ιςχύει:   (  1)   (  1) . 

ημειώςεισ: 

1) Εφόςον ο BIB – ςχεδιαςμόσ εύναι μη - πλόρησ ιςχύει ότι      , δηλαδό το 

πλόθοσ των ςτοιχεύων ςε κϊθε block εύναι μικρότερο από το πλόθοσ των 

ςτοιχεύων. 

2) Αν      , τότε θα εύναι και     . Δηλαδό αν το πλόθοσ των μπλοκ ιςούται με 

το πλόθοσ των ςτοιχεύων, τότε η επαναληπτικότητα κϊθε ςτοιχεύου r, θα 

ιςούται με το πλόθοσ των ςτοιχεύων ςε κϊθε μπλοκ. 

Ένασ τϋτοιοσ ςχεδιαςμόσ λϋγεται ςυμμετρικόσ (symmetric) μη – πλόρησ 

ςχεδιαςμόσ κατϊ μπλοκ SBIB και ςυμβολύζεται με 3 μόνο παραμϋτρουσ  ( ,  ,  ). 

3) Κϊθε BIB – ςχεδιαςμόσ μπορεύ να θεωρηθεύ ςαν διμελόσ ςχϋςη μεταξύ του 

ςυνόλου των ςτοιχεύων του   *1,2, … ,  + και του ςυνόλου των μπλοκ 

  *  ,   , …  ,   +, δηλαδό το ςτοιχεύο  t  του S αντιςτοιχεύ ςτο μπλοκ     του B 

όταν      . 

 

Οριςμόσ 

Έςτω  ,  ,  ,   ακϋραιοι με        και λ  0. Ένασ    ( ,  ,  ) t   ςχεδιαςμόσ εύναι 

μια ςυλλογό D από     υποςύνολα ενόσ    ςυνόλου S ϋτςι ώςτε κϊθε     υποςύνολο 

του  S να περιϋχεται ςε ακριβώσ   blocks. 

Κϊθε    ςχεδιαςμόσ  με    2  εύναι ϋνασ BIB – ςχεδιαςμόσ. 

Ένα  ςύςτημα  Steiner εύναι απλϊ ϋνασ    ςχεδιαςμόσ  με λ  1. 

 

Οριςμόσ 

Ένα ςύςτημα  Steiner  ( ,  ,  ) εύναι μύα ςυλλογό  από     υποςύνολα (blocks) ενόσ 

   ςυνόλου S ϋτςι ώςτε κϊθε     υποςύνολο του  S να περιϋχεται ςε ακριβώσ ϋνα από 

τα  blocks. 

 



28 
 

ημεύωςη 

Σο   ( ,  ,  )  εύναι  ςαν ιςοδύναμο του    ( ,  , 1)  και τα ςυςτόματα  Steiner   (2,  ,  ) 

εύναι ακριβώσ  ( ,  , 1) BIB – ςχεδιαςμού. 

Λόμμα 

Ένα ςύςτημα Steiner   ( ,  ,  ) ϋχει     
 
 /  

 
   blocks. 

Απόδειξη: 

Ο αριθμόσ των blocks ςτον   ςχεδιαςμό εύναι: 

b  λ    
 
 /  

 
   ςτην περύπτωςη που  λ  1. 

 

Θεωρύα Κωδύκων  

Οριςμόσ  

Αλφϊβητο  πηγόσ       καλεύται μύα πεπεραςμϋνη  ακολουθύα ςυμβόλων    ,    , … ,    . 

Ένασ q - αδικόσ  κώδικασ C  εύναι  το υποςύνολο  του ςυνόλου  (  )   και τα ςτοιχεύα 

του ονομϊζονται κωδικϋσ λϋξεισ. 

 

Οριςμόσ  

Η απόςταςη Hamming μεταξύ δύο κωδικών λϋξεων   ,    ςυμβολύζεται  (  ,   ) και εύναι 

το πλόθοσ των ψηφύων ςτα οπούα οι κωδικϋσ λϋξεισ διαφϋρουν. 

 

Οριςμόσ 

Ελϊχιςτη απόςταςη  ( ) ενόσ κώδικα ορύζεται  να εύναι η μικρότερη από τισ 

αποςτϊςεισ μεταξύ των διακεκριμϋνων κωδικών λϋξεων, ςυμβολύζεται: 

 ( )  min* (  ,   )    ,      ,       +. 

Η ελϊχιςτη απόςταςη εύναι μια ςημαντικό παρϊμετροσ για ϋναν κώδικα   . Δύνει ϋνα 

μϋτρο του πόςο καλόσ εύναι ο κώδικασ ςτη διόρθωςη ςφαλμϊτων. Ένασ κώδικασ   που 

ϋχει ελϊχιςτη απόςταςη  , μπορεύ να ανιχνεύςει μϋχρι   1 ςφϊλματα και να 

διορθώςει μϋχρι και 
   

 
 ςφϊλματα ςε κϊθε κωδικό λϋξη. 

 

Οριςμόσ 

Βϊροσ Hamming   (  )  μιασ κωδικόσ λϋξησ       ,   , …  ,        εύναι το πλόθοσ 

των μη – μηδενικών ψηφύων τησ κωδικόσ λϋξησ   . 
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Οπτικού Ορθογώνιοι Κώδικεσ  

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,   ,   ) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ (optical orthogonal code)    , C εύναι 

μια οικογϋνεια (0, 1) - ακολουθιών, μόκουσ   , με βϊροσ Hamming   (ο αριθμόσ “1”ςε 

κϊθε κωδικό λϋξη).  

Η  περιοδικό ςυνϊρτηςη αυτοςυςχϋτιςησ για κϊθε   (  ,   , … ,     )    και η 

περιοδικό ςυνϊρτηςη ετεροςυςχϋτιςησ μεταξύ δύο κωδικών λϋξεων 

  (  ,   , … ,     )         (  ,   ,… ,     ) ικανοποιούν τισ ακόλουθεσ ιδιότητεσ 

αντύςτοιχα: 

 
 

   ( )            
 ,   0                 
   , 1      1

 
   

   

 

      

   ( )          

   

   

      0      1 

 

Για   ,    *0,1+, όλοι οι ακϋραιοι   0  (     )         , όπου     ορύζονται 

ςύμφωνα με τισ περιοδικϋσ ςυναρτόςεισ ςυςχϋτιςησ, και γι’ αυτό , “ ” υποδηλώνει 

πρόςθεςη          . 

 

Από ςύνολο – θεωρητικό προοπτικό, ϋνασ ( ,  ,   ,   )     , C, μπορεύ εναλλακτικϊ 

να θεωρηθεύ ωσ μια οικογϋνεια ςυνόλων    – ακεραύων,          [1], ςτην οπούα κϊθε 

  αντιςτοιχεύ ςε μια κωδικό λϋξη και οι ακϋραιοι   προςδιορύζουν τισ θϋςεισ  των  μη 

μηδενικών chips  (δηλαδό, "1" chip) τησ κωδικόσ λϋξησ. Σότε, οι ιδιότητεσ ςυςχϋτιςησ 

μπορούν να αναδιατυπωθούν ωσ εξόσ: 

1. Ιδιότητα αυτοςυςχϋτιςησ: 

 (   ) (   )     ,      ϊ                (     ) 

2. Ιδιότητα ετεροςυςχϋτιςησ 

 (   ) (   )     ,      ϊ    ,     ,           ϊ     ,         

 

ό          *         +. 

Από τώρα και ςτο εξόσ, ςημειώνεται ότι, θα χρηςιμοποιεύται ο ςυμβολιςμόσ 

( ,  ,   ,   )      για ϋναν οπτικό ορθογώνιο κώδικα, εϊν δεν διευκρινύζεται 

διαφορετικϊ. 
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Οριςμόσ 

Ο αριθμόσ των κωδικών λϋξεων (δηλαδό,    ) ενόσ ( ,  ,   ,   )      καλεύται 

πληθικότητα του κώδικα. Η μεγαλύτερη πιθανό πληθικότητα ςυμβολύζεται ωσ 

 ( , ,   ,   ), δηλαδό,         ( , ,   ,   ). 

 

Παρϊδειγμα 

Έςτω     *1100100000000+          *1010000100000+ οι δύο κωδικϋσ λϋξεισ του 

( ,  ,   ,   )  ( , ,  )   (13, 3, 1)     . Σότε ςυμβολύζονται    *(1,3,9)     13+  

        *(2,5,6)     13+. Η κυματομορφό αυτών των δύο κωδικών λϋξεων 

παρουςιϊζεται ςτο ακόλουθο ςχόμα: 

 

              Κωδικό λϋξη *1,3,9+ 

 

              Κωδικό λϋξη *2,5,6+ 

 

Οι      χωρύζονται ςε κώδικεσ ςταθερού βϊρουσ και ςε κώδικεσ μεταβλητού βϊρουσ. 

Οι κώδικεσ ςταθερού βϊρουσ υποδιαιρούνται ςε ςυμμετρικούσ και μη ςυμμετρικούσ 

κώδικεσ ςταθερού βϊρουσ. 
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2ο Κεφϊλαιο   
ταθερού βϊρουσ υμμετρικού  OOC  

 

 

 

 

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,   ,   )      καλεύται ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικόσ     (constant-

weight symmetric    ) όταν        . Eν ςυντομύα χρηςιμοποιεύται ο ςυμβολιςμόσ 

( ,  ,  ) για τον κώδικα,  και   ( , ,  )  για τη μεγαλύτερη δυνατό πληθικότητα. 

 

Πληθικότητα ταθερού βϊρουσ υμμετρικών      

Θεώρημα (φρϊγμα Johnson) 

Σο φρϊγμα Johnson ενόσ κώδικα διόρθωςησ ςφαλμϊτων ςταθερού βϊρουσ, μπορεύ να 
χρηςιμοποιηθεύ ώςτε να βρεθεύ ϋνα γενικό ϊνω φρϊγμα για την πληθικότητα        ό  
( ,  ,   ,   )      , το οπούο εύναι το εξόσ: 
 

 ( , ,   ,   )  

 
 
 
 
 
1

 
 
  1

  1
 
  2

  2
 …  

    1

    1
  

   

   
  …    

 
 
 
 
 

 

 

υγκεκριμϋνα, ςτον ( ,  , 1)      ιςχύει 

 ( , ,  )    
  1

 (  1)
  

όπου     υποδηλώνει τον μεγαλύτερο ακϋραιο από τον μικρότερο ό ύςο με τον   . 

Αν    3,   1, 

 ( , 3, 1)    
  1

6
  

 

Όταν   εύναι ζυγόσ, ιςχύει το ελαφρώσ ιςχυρότερο ϊνω φρϊγμα  

 ( , , 1)    
  2

 (  1)
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Θεώρημα 

Έςτω   ,  ,    ακϋραιοι,   1, 1     , 0     . 

Σότε θα ιςχύουν: 

1)  ( , ,  )  1,            

2)  ( , ,  )  0,      (  1)    (  1) 

 

Απόδειξη: 

1) Τποθϋτοντασ το αντύθετο.  

 

Για δύο διακεκριμϋνεσ κωδικϋσ λϋξεισ  ,  , 0      1 , θα ιςχύει 

         

   

   

 

   

   

   

και 

        

   

   

         ϊ      

δηλαδό 

       

που εύναι ϊτοπο.  

Άρα,        . 

 

2) Ομούωσ, εφόςον, 

          (  1)

   

   

   

   

 

 

πρϋπει να ιςχύει    (  1)    (  1) για να εύναι  ( ) ϋγκυρη κωδικό λϋξη. 

  

 

 

Οριςμόσ  

Αν για την πληθικότητα     του ( ,  ,  )      , C, ιςχύει      ( , ,  ), τότε ο     , 

C καλεύται βϋλτιςτοσ. Αν η     πληςιϊζει την  ( , ,  ) , τότε ο C καλεύται ςχεδόν 

βϋλτιςτοσ. 
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Για   1, παρατύθεται ο ακόλουθοσ πύνακασ για την πληθικότητα  οριςμϋνων 

βϋλτιςτων     . 

 

Η πληθικότητα  οριςμϋνων βϋλτιςτων      

                

 

3 

 

31 

 

5 

 

5 

 

85 

 

4 

3 63 10 5 341 17 

3 127 21 5 1365 68 

4 40 3 6 156 5 

4 121 10 6 631 21 

4 364 30 6 3156 105 

 

 

Καταςκευϋσ για ταθερού βϊρουσ υμμετρικούσ      

Η  καταςκευό  ενόσ       εύναι  ιςοδύναμη  με  το ςχεδιαςμό ενόσ  μπλοκ  μιασ κωδικόσ 

λϋξησ. Η καταςκευό ενόσ μπλοκ μιασ κωδικόσ λϋξησ επιτυγχϊνεται, αν χρηςιμοποιηθεύ 

αρχικό θεωρύα  αριθμών, πεπεραςμϋνη προβολικό  γεωμετρύα, πεπεραςμϋνα ςώματα, 

αλγεβρικό θεωρύα κωδικοπούηςησ και διϊφοροι ϊλλοι ςυνδυαςτικού κλϊδοι.  

Οι καταςκευϋσ  θα κατηγοριοποιηθούν ςε τϋςςερισ μεγϊλεσ κατηγορύεσ. τισ  

ςυνδυαςτικϋσ καταςκευϋσ, ςτισ καταςκευϋσ που βαςύζονται ςτισ θεωρύεσ τησ  

προβολικόσ γεωμετρύασ, ςτισ αλγεβρικϋσ καταςκευϋσ, και ςτισ επαναληπτικϋσ 

καταςκευϋσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 
 

υνδυαςτικϋσ καταςκευϋσ 

Οι οπτικού  ορθογώνιοι  κώδικεσ  μπορούν να καταςκευαςτούν  από  διϊφορεσ  

ςυνδυαςτικϋσ  μεθόδουσ. Για    1, το πρόβλημα τησ καταςκευόσ των       εύναι  

ιςοδύναμο με το πρόβλημα ομαδοπούηςησ των ςυνόλων διαφορών.   

i. Καταςκευϋσ για  ( , 2, 1)        

 *(0,1), (0,2), … , (0,  )+ (     ) εύναι βϋλτιςτοσ  ( , 2, 1)      

 

 όταν   περιττόσ, τότε    
   

 
 

 όταν   ϊρτιοσ, τότε    
 

 
 1 

 

ii. Καταςκευϋσ για  ( , 3, 1) βελτιςτοποιημϋνουσ  και βϋτλιςτουσ       

 

Τποθϋτοντασ ότι    6           1     6 

 

   0 (    4) 

 

Τποθϋτοντασ    4  8, οι ακόλουθοι     ςχηματιςμού με  3 ςτοιχεύα , 

ςχηματύζουν ϋναν  ( , 3, 1)  βελτιςτοποιημϋνο      ωσ εξόσ: 

 

*0, 4   , 8   + 1    2  1 

*0, 8  1   , 12   + 1      

*0, 9  1   , 11   + 1      2 

και *0, 6 , 10 +, *0, 9 , 9  1+, *0, 10  1, 12 +. 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του (49,3,1)      

Τποθϋτοντασ ότι    8, u  2 και   6     48     για 1     6, 

μπορεύ να επιτευχθεύ ο      με τισ εξόσ κωδικϋσ λϋξεισ: (0,9,15), (0,10,14), 

(0,11,13), (0,16,23), (0,17,22) και (0,12,20), (0,18,19), (0,21,24), δηλαδό 

    8. 

   1 (    4) 

 

Τποθϋτοντασ    4  1  9, ο βελτιςτοποιημϋνοσ ( , 3, 1)      μπορεύ 

να καταςκευαςτεύ από     ςχηματιςμούσ με  3 ςτοιχεύα, ωσ εξόσ: 

 

*0,    , 2  1   + 1    2  

*0, 2   , 3   + 1      

*0, 2    2   , 3     + 1      2 

και *0,   2  1,2  2  1+, *0, 2    1,2    2+, *0, 2  2  2,3 +. 
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Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του (55,3,1)      

Τποθϋτοντασ ότι    9, u  2 και   6     54     για 1     6, 

μπορεύ να επιτευχθεύ ο      με τισ εξόσ κωδικϋσ λϋξεισ: (0,10,18), (0,11,17), 

(0,12,16), (0,13,15), (0,19,26), (0,20,25) και (0,14,23), (0,21,22), (0,24,27) 

δηλαδό     9. 

   2 (    4) 

 

Τποθϋτοντασ    4  2  6, οι ακόλουθοι     ςχηματιςμού με  3 ςτοιχεύα , 

ςχηματύζουν ϋναν  ( , 3, 1)  βελτιςτοποιημϋνο       ωσ εξόσ: 

 

*0,    , 2   + 1     /2  1 

*0, 2  1   , 3   + 1      

*0, 2    1   , 3     + 1      1 

και *0,
 

 
 ,

 

 
 +, *0, 2   , 2    1+, *0,

 

 
  1,3  1+. 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του (37,3,1)      

Τποθϋτοντασ ότι    6, u  1 και   6     36     για 1     6, 

μπορεύ να επιτευχθεύ ο      με τισ εξόσ κωδικϋσ λϋξεισ: (0,7,11), (0,8,10), 

(0,12,17), και (0,9,15), (0,13,14), (0,16,19) δηλαδό     6. 

   3 (    4) 

 

Τποθϋτοντασ    4  3  7, τότε όταν   2 (    6) οι ακόλουθοι     

ςχηματιςμού με  3 ςτοιχεύα , ςχηματύζουν ϋναν  ( , 3, 1)  βελτιςτοποιημϋνο  

    ωσ εξόσ: 

 

*0,    , 2  1   + 1    2  1 

*0, 2   , 3  1   + 1      1 

*0, 2    3   , 3    1   + 1      2 

και *0,   2  2,2  2  2+, *0, 2    2,3  3+, *0, 2  2  3,3  1+. 

 

iii. Καταςκευϋσ για  ( , 4, 1)       . 
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Καταςκευϋσ Βαςιςμϋνεσ ςτην Πεπεραςμϋνη Προβολικό Γεωμετρύα 

Οριςμόσ 

το διανυςματικό χώρο   ( ,  )  *(  ,   , …  ,   )        ( )+ αντιςτοιχεύ μύα 

ςυνδυαςτικό δομό    (  1,  ) που αποτελεύται από ςημεύα και ευθεύεσ που ορύζονται 

ωσ εξόσ:  

i. Σα ςημεύα τησ    (  1,  )  εύναι  μονοδιϊςτατοι  υπόχωροι  του  ( ,  ).  

ii. Οι ευθεύεσ τησ    (  1,  ) εύναι διδιϊςτατοι υπόχωροι του   ( ,  ).  

iii. Σο ςημεύο   ανόκει (ό βρύςκεται) ςτην ευθεύα    αν και μόνον αν το   εύναι ϋνασ 

υπόχωροσ του    . 

Η    (  1,  ) ονομϊζεται προβολικό γεωμετρύα (projective geometry) διϊςταςησ 

   1  πϊνω ςτο    ( ). 

 

Η πεπεραςμϋνη γεωμετρύα υπακούει ςτο Ευκλεύδειο αύτημα ότι οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ 

δεν ϋχουν κοινό ςημεύο. Από τισ αρχϋσ του 19ου αιώνα μελετόθηκαν διαφορϋσ 

γεωμετρύεσ. Ένα αύτημα τησ γεωμετρύασ εύναι ότι «κϊθε δύο ευθεύεσ ϋχουν ϋνα κοινό 

ςημεύο» . Η προβολικό γεωμετρύα το δϋχεται. 

 

Έςτω μύα κυκλικό μετατόπιςη τησ ευθεύασ   ςτην   (  1,  ) για να δημιουργηθεύ ϋνα 

ςύνολο από ςημεύα  

                *       1       (     ) , για κϊποια ςημεύα     ςτην  + ,  

τότε, η κυκλικό μετατόπιςη τησ ευθεύασ εξακολουθεύ να παραμϋνει ευθεύα ςτην   

  (  1,  ).  

 

Οριςμόσ  

Σροχιϊ εύναι ϋνα ςύνολο ευθειών ςτην   (  1,  ), οι οπούεσ εύναι κυκλικϋσ 

μετατοπύςεισ. Ο αριθμόσ των ευθειών ςε μύα τροχιϊ εύναι το μϋγεθοσ τησ, το οπούο εύναι 

απαραύτητα διαιρϋτησ του  .  Μια τροχιϊ εύναι πλόρησ αν το μϋγεθοσ τησ εύναι  , αλλιώσ 

εύναι ατελόσ.  

 

Ερώτηςη: 

Πωσ καταςκευϊζεται ϋνασ ( ,  , 1) –      από την πεπεραςμϋνη προβολικό γεωμετρύα 

  (  1,  ), όπου    
      

   
  και      1; 

Τποτύθεται ότι υπϊρχουν   πλόρεισ τροχιϋσ ςτην    (  1,  ) και λαμβϊνεται υπόψιν  

μύα ευθεύα - εκπρόςωποσ από  κϊθε  πλόρη τροχιϊ και μύα απεικόνιςη κϊθε ευθεύασ 
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ενόσ  ςυνόλου  ακεραύων               για     ( ) . Σα   ςύνολα που προκύπτουν, ϋχουν  

   ςτοιχεύα  και αποτελούν ϋναν  OOC , με  τισ  παραμϋτρουσ  που τον περιγρϊφουν  και  

τισ  επιθυμητϋσ ιδιότητεσ ςυςχϋτιςησ. Δύο ευθεύεσ τϋμνονται όχι ςε περιςςότερα από 

ϋνα ςημεύα και επομϋνωσ, δύο διαφορετικϋσ μετατοπύςεισ μιασ κωδικόσ λϋξησ 

τϋμνονται το πολύ μύα φορϊ. Ακόμη και αυθαύρετεσ μετατοπύςεισ δύο κωδικών λϋξεων 

τϋμνονται το πολύ μύα φορϊ.   

 

Εφαρμογό μ’ ϋνα παρϊδειγμα. 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του (7, 3, 1) –      για το προβολικό επύπεδο   (2, 2) και την επϋκταςη 

του ςώματοσ Galois    (2   ) . 

Πρώτα απ 'όλα, εύναι απαραύτητο όλα τα μη μηδενικϊ διανύςματα και οι διακεκριμϋνοι 

λογϊριθμοι τουσ να  βρύςκονται ςτο     (2   ). Επιλϋγεται  ϋνα αρχικό ανϊγωγο  

πολυώνυμο βαθμού 3 πϊνω ςτο   (2),     ( )       1 και ϋςτω   ϋνα αρχικό 

ςτοιχεύο.  

Σότε, οι δυνϊμεισ του   εύναι:  

   (0, 0, 1),    (0, 1, 0),    (1, 0, 0),    (0, 1, 1),    (1, 1, 0),    (1, 1, 1), 

   (1, 0, 1). 

Οι αντύςτοιχεσ ςχϋςεισ μεταξύ των διαφορετικών λογαρύθμων και των διανυςμϊτων 

εύναι: 0  (0, 0, 1), 1  (0, 1, 0), 2  (1, 0, 0), 3  (0, 1, 1), 4  (1, 1, 0), 5  (1, 1, 1), 

6  (1, 0, 1). 

Για τη δυώκό ςχϋςη μεταξύ του προβολικού επιπϋδου και των ευθειών τησ προβολικόσ 

γεωμετρύασ, επιτυγχϊνεται η δυώκό ιςότητα: 

               0 

Σα επτϊ διανύςματα (που αντιςτοιχούν ςτισ ςυντεταγμϋνεσ ςημεύου) που όδη 

προαναφερθόκαν, θεωρούνται ωσ ςυντελεςτϋσ τησ εξύςωςησ αντύςτοιχα. Κατόπιν, οι 

εξιςώςεισ για τισ επτϊ ευθεύεσ εύναι: 

0  (0, 0, 1)         0  (0, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ ο 

αύξοντασ αριθμόσ εύναι (0, 1, 3) 

1  (0, 1, 0)         0  (0, 0, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ ο 

αύξοντασ αριθμόσ εύναι (0, 2, 6) 

2  (1, 0, 0)         0  (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ ο 

αύξοντασ αριθμόσ εύναι (1, 2, 4) 

3  (0, 1, 1)            0  (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ 

ο αύξοντασ αριθμόσ εύναι (0, 4, 5) 
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4  (1, 1, 0)            0  (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ 

ο αύξοντασ αριθμόσ εύναι (2, 3, 5) 

5  (1, 1, 1)               0  (0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1) ςτη γραμμό     , τησ 

οπούασ ο αύξοντασ αριθμόσ εύναι (3, 4, 6) 

6  (1, 0, 1)            0  (0, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 0, 1) ςτη γραμμό     , τησ οπούασ 

ο αύξοντασ αριθμόσ εύναι (1, 5, 6). 

Οι επτϊ ευθεύεσ αντιςτοιχούν ςε επτϊ κωδικϋσ λϋξεισ του (7, 3, 1) –     , οι οπούεσ εύναι: 

(0, 1, 3), (0, 2, 6), (1, 2, 4), (0, 4, 5), (2, 3, 5), (3, 4, 6), (1, 5, 6). Ωςτόςο, δεδομϋνου ότι 

αυτϋσ περιλαμβϊνουν ϋξι κυκλικϋσ μετατοπύςεισ, τότε, θα υπϊρχει μόνο 7/7  1 κωδικό 

λϋξη ςτον (7, 3, 1) –     . Επομϋνωσ, κϊθε μύα που θα επιλϋγεται από αυτϋσ, θα εύναι 

καταςκευαςμϋνη κωδικό λϋξη του (7, 3, 1) –     . 

Με μια παρόμοια προςϋγγιςη, ο ( ,  , 1) –      , όπου   
      

   
  και      1 με 

αυθαύρετεσ τιμϋσ μπορεύ να καταςκευαςτεύ ςτο προβολικό χώρο    ( ,  ) επύ του 

ςώματοσ Galois.  

 

Παρϊδειγμα  

Δεκαεπτϊ κωδικϋσ λϋξεισ μπορούν να επιτευχθούν για τον (341, 5, 1) –     , 

χρηςιμοποιώντασ την    (4, 2 ) , οι οπούεσ δύνονται ςτον παρακϊτω πύνακα. 

Οι κωδικϋσ λϋξεισ του (341, 5, 1)        
 

   {0,1,85,21,5} 

   {0,2,170,10,42} 

   {0,3,111,104,53} 

   {0,6,222,106,208} 

   {0,9,268,151,105} 

   {0,11,45,76,198} 

   {0,12,103,75,212} 

   {0,13,305,227,43} 

   {0,15,107,146,164} 

    {0,17,264,203,165} 

    {0,19,88,267,220} 

    {0,22,90,55,152} 
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    {0,23,293,252,118} 

    {0,24,206,83,150} 

    {0,25,54,169,221} 

    {0,26,269,86,113} 

    {0,37,147,217,81} 

  

 

Παρατύθεται ο ακόλουθοσ πύνακασ για την πληθικότητα  οριςμϋνων  ( ,  , 1)      , 

καθώσ και οι παρϊμετροι που χρηςιμοποιούνται           . 

 

( ,  , 1)       τησ πεπεραςμϋνησ προβολικόσ γεωμετρύασ     ( ,  ) 

 

                        

 

3 

 

31 

 

5 

 

4 

 

2 

 

5 

 

85 

 

4 

 

3 

 

4 

3 63 10 5 2 5 341 17 4 4 

3 127 21 6 2 5 1365 68 5 4 

4 40 3 3 3 6 156 5 3 5 

4 121 10 4 3 6 631 21 4 5 

4 364 30 5 3 6 3156 105 5 5 

 

Ο αριθμόσ των ευθειών ςτην προβολικό γεωμετρύα     ( ,  ), εύναι: 

(     1)(      )

(   1)(    )
 

(     1) 

(   1)
 

 (  1)

 (  1)
 

 

Όταν    – ζυγόσ, το     1  διαιρεύ το       1 χωρύσ η διαύρεςη να αφόνει υπόλοιπο. 

Επιπλϋον, όλεσ οι τροχιϋσ εύναι πλόρησ και το αποτϋλεςμα εύναι ϋνασ βϋλτιςτοσ    . 

 

Όταν    – περιττόσ, το     1  δεν διαιρεύ το        1 ακριβώσ και υπϊρχει μονό μύα 

ατελόσ τροχιϊ, και όλεσ οι υπόλοιπεσ εύναι πλόρεισ. Σότε ο αριθμόσ για τισ πλόρεισ 

τροχιϋσ εύναι 
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(  1)

 (  1)
  

    

   1
 

που ικανοποιεύ το ϊνω φρϊγμα του Johnson, και ςυνεπώσ, ο     που προκύπτει θα 

εύναι επύςησ βϋλτιςτοσ. 

 

Λόγω του φρϊγματοσ John on, οι OOC  με    1 ϋχουν μικρότερο αριθμό κωδικών 

λϋξεων και επομϋνωσ, μερικού χρόςτεσ μπορεύ να φιλοξενηθούν ςτα αντύςτοιχα δύκτυα 

OCDMA. Κατ’ επϋκταςη, οι OOC  με   ,    1 ϋχουν περιςςότερεσ κωδικϋσ λϋξεισ. 

Μερικϋσ φορϋσ αυτού οι OOC  καλούνται γενικευμϋνοι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ 

(generalized OOC ), και ϋχουν μελετηθεύ για τα ςυςτόματα OCDMA.   

 

Παρϊδειγμα  

ε 50 χρόςτεσ, ο (1000, 12, 2)  OOC ϋχει καλύτερη απόδοςη από τον (1000, 5, 1)  

OOC.  ε αυτό το ςημεύο αποδεικνύεται ότι οι OOC  με   2, 3 μπορούν να ϋχουν 

καλύτερη απόδοςη από τουσ κώδικεσ με    1.  υνεπώσ, οι μϋθοδοι καταςκευόσ των 

γενικευμϋνων OOC  ϋχουν ςημαςύα.  

 

Οριςμόσ 

Ένασ ςυμμετρικόσ μη – πλόρησ ςχεδιαςμόσ κατϊ μπλοκ  SBIB με παραμϋτρουσ 

(      1,   1, 1) ονομϊζεται πεπεραςμϋνο προβολικό επύπεδο (projective plane) 

επύ του   ( ). 

τουσ κώνουσ του πεπεραςμϋνου προβολικού επιπϋδου τησ προβολικόσ γεωμετρύασ 

  (3,  )  ϋχει επιτευχθεύ ο αςυμπτωματικόσ βϋλτιςτοσ (        1,   1, 2)  

     με          κωδικϋσ λϋξεισ.  

Παρϊδειγμα  

Ο (40,4,2)     , για    3, ϋχει 21 κωδικϋσ λϋξεισ. 

 

 

 

Βιβλιογραφύα 

“Optical Code Divi ion Multiple Acce   Communication Network  – Theory and 

Application” Hongxi Yin, David J.Richard on. 

«Θεωρύα ςχεδιαςμών» - Φ.Κουκουβύνοσ, Α.Παπαώωϊνου 
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Αλγεβρικϋσ καταςκευϋσ 

ύντομεσ καταςκευϋσ 

1η Καταςκευό (Πεπεραςμϋνη θεωρύα ςωμϊτων) 

Τποτύθεται ότι   εύναι αρχικό ςτοιχεύο του πεπεραςμϋνου ςώματοσ   (   ), όπου   

εύναι ϋνασ πρώτοσ αριθμόσ και το   εύναι ϋνασ θετικόσ ακϋραιοσ αριθμόσ, μεγαλύτεροσ ό 

ύςοσ με τη μονϊδα. Ορύζεται,        1  και      .  

Έςτω   η αλγοριθμικό απεικόνιςη του   (   ) *0+ για το ςύνολο ακεραύων 

*0, 1, … ,      + , δηλαδό,  

 (  )    

Σότε, η χαρακτηριςτικό ςυνϊρτηςη των υποςυνόλων     , δύνεται από την ακόλουθη 

ςχϋςη: 

     ( )   (  1)         , 1        2  

Αλλιώσ, η χαρακτηριςτικό ςυνϊρτηςη των      οδηγεύ ςε μια απεικόνιςη  ( )  από το  

*0, 1, … ,      +  ςτο *0, 1+ ,  η οπούα δύνεται ωσ: 

 ( )   
1                                             

0       *0, 1, … ,      +      
  

Άρα, μπορούν να επιτευχθούν    2 κωδικϋσ λϋξεισ με αυτό τη μϋθοδο, η οπούα 

ικανοποιεύ την ιςότητα του φρϊγματοσ Johnson και γι’ αυτό ο καταςκευαςμϋνοσ OOC 

εύναι βϋλτιςτοσ  OOC. 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του  (63, 9, 2) –      . 

Ο  (63, 9, 2) –       επιτυγχϊνεται για    2         3. 

Δηλαδό, (63, 9, 2)  (2  1, 2  1, 2) και    9. 

Σο    εύναι αρχικό ςτοιχεύο του πεπεραςμϋνου ςώματοσ   (   )    (2   )    (2 ). 

Διαλϋγοντασ το ανϊγωγο πολυώνυμο βαθμού 6,       1 , ςτο    ( )    (2). 

Η ιςότητα  

      ( ): (  1)           , 1        2  

εύναι ιςοδύναμη με την ιςότητα (   1)      , 1    6, οι τιμϋσ του   ικανοποιούν 

τη ςχϋςη  1        2  και ςυνεπώσ, το    ϋχει πϋντε τιμϋσ για κϊθε τιμό   . 

Για παρϊδειγμα, όταν   1,   6 (τετριμϋνη τιμό) ιςχύει  (   1)    , διότι 

   1     1
     
        1  (  1)  1

     
        1   .  
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Μπορούν να βρεθούν οχτώ ϊλλεσ λύςεισ χρηςιμοποιώντασ παρόμοιεσ μεθόδουσ, και 

τελικϊ επιτυγχϊνεται το μπλοκ τησ κωδικόσ λϋξησ του οπτικού ορθογώνιου κώδικα, 

δηλαδό το      *6,22,23,39,48,50,54,58,60+ . 

Ομούωσ, για    2  ιςχύει  (   1)       με     *12,15,33,37,44,45,46,53,57+ 

Ομούωσ, για    3  ιςχύει  (   1)       με     *4,9,14,20,32,34,47,49,61+. 

Ομούωσ, για    4  ιςχύει  (   1)       με     *3,11,24,25,27,29,30,43,51+. 

Ομούωσ, για    5  ιςχύει  (   1)       με     *2,7,10,16,17,36,55,56,62+. 

Ομούωσ, για    6  ιςχύει  (   1)       με     *1,5,8,18,28,31,35,40,59+. 

Με αυτόν τον τρόπο, ο (63, 9, 2) –      ϋχει καταςκευαςτεύ. 

 

2η Καταςκευό (Wilson) 

Τποτύθεται ότι    2  1 ,    (  1)  1, όπου   και   εύναι ακϋραιοι ϋτςι 

ώςτε ο   να εύναι πρώτοσ αριθμόσ.  

Έςτω ότι   εύναι αρχικό ρύζα και το ςύνολο    (  1) . Για  1      1, το ςύνολο  

    εύναι το εξόσ: 

   *      0      1+ 

όπου   εύναι ο δεύκτησ του ςυνόλου    και ϋςτω      για κϊθε 1     . Αν και μόνο 

εϊν (    1)    , τότε οι χαρακτηριςτικϋσ ςυναρτόςεισ των υποςυνόλων 

  ,   ,    , …  ,  (   )  μπορούν να χρηςιμοποιηθούν ωσ κωδικϋσ λϋξεισ ενόσ βϋλτιςτου  

( ,  , 1)       , εφόςον,  όλοι οι δεύκτεσ    ,   , … ,    εύναι διακεκριμϋνοι          . 

Όλεσ οι αριθμητικϋσ πρϊξεισ εύναι          . 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του ( ,  , 1)  (61, 5, 1) βϋλτιςτου     . 

Ο    61 εύναι πρώτοσ αριθμόσ και ϋτςι    2,   3,   12. Επιλϋγοντασ,   2 ωσ 

αρχικό ρύζα του   (61), προκύπτουν τα εξόσ υποςύνολα: 

   *1,9,20,58,34+ 

   *4,36,19,49,14+ 

   *16,22,15,13,56+ 

τα οπούα εύναι όλα κωδικϋσ λϋξεισ του (61, 5, 1)     . Όλεσ οι αριθμητικϋσ πρϊξεισ 

εύναι         61. 
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3η Καταςκευό (Wilson) 

Τποθϋτοντασ    2  ,    (  1)  1, όπου   και   εύναι ακϋραιοι ϋτςι ώςτε ο    

να εύναι πρώτοσ αριθμόσ. Τποτύθεται ακόμη ότι,   εύναι αρχικό ρύζα          του 

  ( ) και      . Για  0      1 , ςυμβολύζεται     το ςύνολο  

   *      0      2+  *0+ 

όπου   εύναι ο δεύκτησ του    και τότε    ,   ,   , … ,       εύναι οι δεύκτεσ του    οι οπούοι 

περιλαμβϊνουν  1,    1,     1,… ,  (   )  1  αντύςτοιχα. Αν   ,   ,   , … ,      εύναι 

διακεκριμϋνα         , τότε οι χαρακτηριςτικϋσ ςυναρτόςεισ των υποςυνόλων 

μπορούν να θεωρηθούν κωδικϋσ λϋξεισ του βϋλτιςτου  ( ,  , 1)     . Όλεσ οι 

αριθμητικϋσ πρϊξεισ εύναι          . 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό του ( ,  , 1)  (181, 6, 1)     . 

Εφόςον,    181 και   6, υποτύθεται ότι    3,   6,   36. Επιλϋγοντασ,   2 

την αρχικό ρύζα του    (181), προκύπτουν τα υποςύνολα: 

   *0,1,42,59,125,135+ 

   *0,8,95,110,155,175+ 

   *0,36,64,133,154,156+ 

   *0,107,146,150,159,162+ 

    *0,5,29,82,114,132+ 

    *0,7,40,51,113,151+ 

τα οπούα εύναι όλα κωδικϋσ λϋξεισ του (181, 6, 1)     . Όλεσ οι αριθμητικϋσ πρϊξεισ 

εύναι         181. 

 

 

 

 

 

Βιβλιογραφύα 

“Optical Code Divi ion Multiple Acce   Communication Network  – Theory and 

Application” Hongxi Yin, David J.Richard on. 
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ύνολα διαφορών, OOCs  και ςύγχρονοι  OOC   

Οριςμόσ 

Έςτω  ϋνα ςύνολο   υπολούπων (     ),   *  ,   , … ,   + . Αν για κϊθε υπόλοιπο  

  0 (     ) η ιςοδυναμύα          (     ) ϋχει ακριβώσ λ  ζεύγη λύςεων (   ,   )  

όπου   ,    ανόκουν ςτο  , τότε το ςύνολο    ονομϊζεται ( ,  ,  ) ςύνολο διαφορών - 

difference set (  ). 

Οι αριθμού  ,  ,   ονομϊζονται παρϊμετροι του ςυνόλου διαφορών. Για το ςύνολο 

διαφορών    *  ,   , … ,   +  ιςχύει  0              . 

 

Παρϊδειγμα 

Σο ςύνολο    *1, 2, 4+  εύναι ϋνα ςύνολο διαφορών με παραμϋτρουσ  (7, 3, 1); 

χηματύζοντασ όλεσ τισ ανϊ 2-διαφορϋσ των ςτοιχεύων του    προκύπτει ότι : 

1  2   1  6 (    7)                        2  1  1  1 (    7) 

1  4   3  4 (    7)                        4  1  3  3 (    7)             

2  4   2  5 (    7)                        4  2  2  2 (    7) 

Με αυτόν τον τρόπο ϋχει ςχηματιςτεύ το ςύνολο των ανϊ 2-διαφορών των ςτοιχεύων 

του   :   *1, 2, 3, 4, 5, 6+. 

Άρα, κϊθε ϋνα από τα μη – μηδενικϊ υπόλοιπα     7  εμφανύζεται ακριβώσ μύα φορϊ 

(  1), και ςυνεπώσ αποδεικνύεται το ζητούμενο. 

Από τον οριςμό του ςυνόλου διαφορών,  προκύπτει το ακόλουθο θεώρημα. 

 

Θεώρημα 

Μια αναγκαύα και ικανό ςυνθόκη για την ύπαρξη ενόσ  ( ,  ,  ) ςυνόλου διαφορών εύναι 

η ςχϋςη     (  1)   (  1). 

Απόδειξη:   

Σο πλόθοσ των δυνατών διαφορών ανϊ 2 των   ςτοιχεύων του ςυνόλου   

*  ,   , … ,   +  εύναι  (  1).  Επειδό κϊθε υπόλοιπο από τα 1, 2, …  , v  1  πρϋπει να 

προκύπτει  με  λ διαφορϋσ, το πλόθοσ των δυνατών διαφορών ανϊ 2 των   ςτοιχεύων 

του ςυνόλου D εύναι  (  1). υνεπώσ, προκύπτει η ζητούμενη ςχϋςη. 

 

Οριςμόσ 

Για κϊθε θετικό ακϋραιο   ορύζονται  τα ακόλουθα ςύνολα διαφορών (     ) : 

i. Σο κενό ςύνολο      
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ii.   * +, 0      1 

iii.   *0, 1, …  ,   1+ 

iv.   *0, 1, … ,   1,   1, …  ,   1+ ,0      1  

με παραμϋτρουσ αντύςτοιχα  ( , 0, 0), ( , 1, 0), ( ,  ,  ), ( ,   1,   2) 

ονομϊζονται τετριμμϋνα και δεν παρουςιϊζουν ιδιαύτερο ενδιαφϋρον. 

Ενδιαφϋρον  παρουςιϊζουν  τα ςύνολα διαφορών για τα οπούα ιςχύει    2 , ό     

      . 

 

Καταςκευό  ςυνόλων  διαφορών 

Για να καταςκευαςτεύ ϋνα  ( ,  ,  )  ςύνολο  διαφορών πρϋπει να ςχηματιςτούν   

  
 
  

  

   (   ) 
     υποςύνολα του ςυνόλου    *0, 1, 2, …  ,   1+  και να ελεγχθεύ 

ποιο  από  αυτϊ  ικανοποιεύ τον οριςμό. 

 

Παρϊδειγμα 

Η τριϊδα (13, 4, 1) ικανοποιεύ τη ςυνθόκη  (  1)   (  1). Αυτό δεν αποκλεύει την 

ύπαρξη ενόσ (13, 4, 1) ςυνόλου διαφορών. Για να καταςκευαςτεύ αυτό το ςύνολο 

διαφορών πρϋπει να ςχηματιςτούν    
 
  715 υποςύνολα του ςυνόλου 

  *0, 1, 2, …  ,12+ και να ελεχθεύ ποιο από αυτϊ ικανοποιεύ τον οριςμό. Δηλαδό, για 

κϊθε υποςύνολο του   πρϋπει να ςχηματιςτούν όλεσ οι ανϊ 2 διαφορϋσ των ςτοιχεύων  

(    13), τα υπόλοιπα των οπούων  θα εμφανύζονται ακριβώσ μύα φορϊ.  

υνεπώσ, η καταςκευό ενόσ ςυνόλου διαφορών με παραμϋτρουσ ( ,  ,  ) εύναι δύςκολο 

πρόβλημα. 

 

Θεώρημα 

Αν    *  ,   , … ,   +  εύναι ϋνα ςύνολο διαφορών με παραμϋτρουσ  ( ,  ,  ) τότε και 

τα ςύνολα: 

i.     *    ,     ,…  ,     +  (    ) , 0      1 

ii.    *   ,    , …  ,    +  (    )  , ( ,  )  1  

εύναι επύςησ ςύνολα διαφορών με τισ ύδιεσ παραμϋτρουσ. Σο ςύνολο     λϋγεται 

μετατόπιςη – shift  του  . 

 

Καταςκευϋσ από      και     

Μια χρόςιμη μϋθοδοσ για το ςχεδιαςμό OOCs, η οπούα χρηςιμοποιεύ δύο μαθηματικϋσ 

καταςκευϋσ, δηλαδό το τϋλειο ςύνολο διαφορών - perfect difference set (   ) και την 

πεπεραςμϋνη γεωμετρύα Möbiu  - finite Möbiu  geometry (  ), παρουςιϊζεται ςτο ,1-.  
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Ένα   - υποςύνολο    *  ,   , … ,   + του     *0, 1, … ,   1+ καλεύται ( ,  ,  )  

    όποτε για κϊθε   0 (     ) υπϊρχουν ακριβώσ λ διατεταγμϋνα ζεύγη (  ,   ), 

i  j , ϋτςι ώςτε           (     ).  

Η πεπεραςμϋνη γεωμετρύα Möbiu    ( ,  ) όπου   εύναι δύναμη πρώτου και   θετικόσ 

ακϋραιοσ αριθμόσ, εκτεταμϋνο ςώμα Galoi     (  )  * + με όλουσ τουσ κύκλουσ ςε 

αυτό.  

Με βϊςη την ϋνα προσ ϋνα αντιςτοιχύα μεταξύ του (       1,    1, 1)      και 

τησ   ( ,  ), ϋνασ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ με παραμϋτρουσ (       1,    

1, 1, 2)  και  μϋγεθοσ  2      
      

     
  μπορεύ να επιτευχθεύ.  

 

Παρϊδειγμα  

Εϊν   2 ,   2 και ϋνασ (21, 3, 1, 2)        με 20 κωδικϋσ λϋξεισ.  Σο πλεονϋκτημα 

αυτόσ τησ μεθόδου εύναι η δυνατότητϊ του να παραγϊγει μεγϊλο αριθμό κωδικών 

λϋξεων, αλλϊ η προώπόθεςη μικρού βϊρουσ εύναι ϋνα ςημαντικό μειονϋκτημα για αυτόν 

την καταςκευό.  

 

Κυκλοτομικϋσ Καταςκευϋσ  

Οριςμόσ  

Έςτω    μια πρωταρχικό ρύζα του ςώματοσ Galois      ( ) όπου      1  εύναι 

μύα δύναμη πρώτου αριθμού. Οι κυκλοτομικϋσ κλϊςεισ (cyclotomic classes)  ό ςύμπλοκα  

(cosets)      ςτο ςώμα  εύναι               0,1, …  ,   1  ,   0, 1, … ,   1. 

Σα     εύναι ανϊ δύο ξϋνα μεταξύ τουσ και η ϋνωςη τουσ δύνει το  , όπου       *0+. 

 

Οριςμόσ 

Για ςταθερϊ  ,   ο κυκλοτομικόσ αριθμόσ ( ,  ) (cyclotomic number) ορύζεται να εύναι ο 

αριθμόσ των λύςεων τησ εξύςωςησ     1      (     ,      )  όπου 1     να εύναι η 

πολλαπλαςιαςτικό μονϊδα του   . Δηλαδό ο αριθμόσ ( ,  ) εύναι ο αριθμόσ των 

διατεταγμϋνων ζευγών  ,   τϋτοιων ώςτε        1         (0   ,     1). Ο 

αριθμόσ                  και εύναι ο κυκλοτομικόσ αριθμόσ  (   ,    ). 

 

Οι κυκλοτομικϋσ κλϊςεισ και αριθμού όςον αφορϊ το πεπεραςμϋνο ςώμα   ( ) εύναι 

μαθηματικϋσ καταςκευϋσ που μπορούν να χρηςιμοποιηθούν για να καταςκευαςτούν 

OOCs. Φρηςιμοποιώντασ αυτόν την μϋθοδο, οι Ding και Xing παρουςύαςαν διϊφορεσ 

κατηγορύεσ (2  1,  , 2)       [2]. Επύςησ, πϋντε κατηγορύεσ (  1,  , 2) –      , 

όπου   εύναι δύναμη περιττού πρώτου ϋχουν παραχθεύ χρηςιμοποιώντασ κυκλοτομύα.  
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Οριςμόσ 

Σο όριο του John on για   1 δύνει το ακόλουθο ϊνω όριο ςτην    του κώδικα:   

 ( , , 1)   
 

   
  

   

   
   . 

Οι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ που ικανοποιούν το όριο John on καλούνται βϋλτιςτοι 

OOCs.  

 

Τπϊρχουν πολλϋσ καταςκευϋσ για τουσ OOC   με    1. 

Καταςκευϋσ βϋλτιςτων ΟΟCs 

το επόμενο θεώρημα παρουςιϊζεται μια νϋα βϋλτιςτη καταςκευό για τουσ OOC  

γενικεύοντασ την καταςκευό Bo e (   1,  , 1) [3- για διακεκριμϋνα ςύνολα διαφορών, 

όπου   εύναι δύναμη πρώτου. 

Θεώρημα  

Έςτω     , α   3 είναι ζνα πεπεραςμζνο ςώμα με    ςτοιχεία. Έςτω πολυώνυμα τησ 

μορφήσ:   , ( )           
     …      , 1    (  1) όπου        και    είναι το 

πρώτο ςτοιχείο του     .   Για κϊθε τϋτοιο πολυώνυμο δύνεται κωδικό λϋξη του OOC  

που ϋχει ακριβώσ «μύα» αντιςτοιχύα ςτο ςυνδυαςμό       (  , ( )   )  για κάθε μη 

μηδενικό      , όπου   είναι ζνα άλλο πρώτο ςτοιχείο του    . Αυτό οδηγεύ ςτην 

καταςκευό (   1,  , 1)       με                  1. 

 

Καταςκευϋσ       και      

Οι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ για   1 ςυμπύπτουν με τα διακεκριμϋνα ςύνολα 

διαφορών - distinct difference sets  (   ),  και μπορούν να χρηςιμοποιηθούν για να 

καταςκευαςτούν τριγωνικϊ ςύνολα διαφορών - difference triangle sets  (   ). 

Οριςμόσ 

Σο ( ,  ,  ) διακεκριμϋνο ςύνολο διαφορών (DDS) τϊξησ    ,  εύναι  μια οικογϋνεια 

(          ,        ) του υποςυνόλου       πληθικότητασ -  ,  ϋτςι ώςτε κϊθε μη 

μηδενικό  ςτοιχεύο       να εμφανύζεται το πολύ  μια φορϊ μεταξύ των διαφορών 

(  –       ,                     ).  

 

Οριςμόσ 

Ένα ( ,  ) τριγωνικό ςύνολο διαφορών εύναι ϋνα ςύνολο    *   ,   , …  ,   + , όπου  

           0       + για 1      εύναι ςύνολα ακεραύων ϋτςι ώςτε οι διαφορϋσ 

          να εύναι διαφορετικϋσ  με 1        και 0        . 
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Θεώρημα  

Ένασ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ ϋχοντασ τη μορφό  ( ,  , 1)  εύναι ϋνα ( ,  ,  )  

διακεκριμϋνο ςύνολο διαφορών με    ,    ,  ( , , 1)    .  Και επιπλϋον, κϊθε  

( ,  , 1) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ με   κωδικϋσ λϋξεισ ό ϋνα ( ,  , ) διακεκριμϋνο 

ςύνολο διαφορών  δύνει  ϋνα  ( ,  ) τριγωνικό ςύνολα διαφορών  με       –  1 ,    . 

Θεώρημα  

Έςτω ϋνασ ( ,  , 1) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ μεγϋθουσ   ( , , 1) και   0 

(     ),  για κϊθε   , ο μϋγιςτοσ κοινόσ διαιρϋτησ του (  , (  1)  ) ιςούται με 1, και 

ϋςτω  ϋνασ ϊλλοσ  (  ,  , 1) οπτικόσ  ορθογώνιοσ  κώδικασ  μεγϋθουσ  

 (  , , 1)       (   ,  , 1). 

Επιπλϋον, εϊν υπϊρχει ϋνασ (  ,  , 1) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ μεγϋθουσ    ( ,  , 1), 

τότε θα υπϊρχει και ϋνασ (  ,  , 1) οπτικό ορθογώνιο κώδικα μεγϋθουσ  

 (  , , 1)       (  ,  , 1)      ( ,  , 1). 

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,  ) ςύγχρονοσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ – synchronous optical 

orthogonal codes (    ) εύναι μια οικογϋνεια από *0,1+ ακολουθύεσ μεγϋθουσ  , με 

βϊροσ Hamming   και ςυντελεςτό ςυςχϋτιςησ   που ικανοποιεύ τη ςχϋςη: 

   , (0)   ,  x  y 

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,  ) κυκλικόσ ςύγχρονοσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ - cyclic synchronous 

optical orthogonal codes (     ) εύναι ϋνασ ςύγχρονοσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ 

ςτον οπούο όλεσ οι   κυκλικϋσ μετατοπύςεισ κϊθε κωδικόσ λϋξησ εύναι διαφορετικϋσ 

κωδικϋσ λϋξεισ μϋςα ςτον κώδικα. 

Θεώρημα  

Κϊθε ( ,  ,  ) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ  μεγϋθουσ   δύνει ( ,  ,  )  ϋναν κυκλικό 

ςύγχρονο οπτικό ορθογώνιο κώδικα μεγϋθουσ    . 

 

Βιβλιογραφύα 

[1] C.S. Weng and J. Wu, “Optical orthogonal code  with nonideal cro  -correlation,” 

Journal of Lightwave Technology, vol. 19, no. 12, pp. 1856-1863, December 2001. 

,2- C. Ding and C. Xing, “Several cla  e  of (2m 1,w ,2) optical orthogonal code ,” 

Discrete Applied Mathematics 128 (2003) 103-120. 

[3- R.C.Bo e, “An affine analogue of Singer’  theorem,” J. Ind, Math. SOC., vol. 6, pp. 1-15, 

1942. 
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Οικογϋνειεσ διαφορών και βϋλτιςτοι  OOCs 

Σο κύριο αποτϋλεςμα τησ εργαςύασ του RM Wil on, που δημοςιεύθηκε ςτην εφημερύδα 

«Θεωρύα Αριθμών» το 1972, εύναι το θεώρημα αςυμπτωτικόσ ύπαρξησ (ϋνα ορόςημο 

ςτη θεωρύα ςχεδιαςμού). την ςυγκεκριμϋνη εργαςύα, παρουςιϊςτηκαν επύςησ κϊποιεσ 

βαςικϋσ καταςκευϋσ για τισ απλϋσ οικογϋνειεσ διαφορών (και κατϊ ςυνϋπεια 2-

ςχϋδιαςμών Steiner) οι οπούεσ εύναι αξιοςημεύωτεσ. Σϋλοσ, ο Wil on καταλόγει ςτο 

ςυμπϋραςμα ότι η θεωρύα πεπεραςμϋνων ςωμϊτων  διευκολύνει το ϋργο τησ 

καταςκευόσ ςτισ οικογϋνειεσ διαφορών.  

Αυτό η ενότητα, θα αξιοποιόςει με επιτυχύα αυτϋσ τισ δυνατότητεσ, προκειμϋνου να 

δημιουργηθούν οικογϋνειεσ διαφορών και βϋλτιςτοι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ. Θα 

αναλύςει τον τρόπο με τον οπούο επιτυγχϊνεται η δημιουργύα μιασ οικογϋνειασ 

διαφορών από πεπεραςμϋνο ςώμα, ςύμφωνα με τον Wil on, και θα παρουςιϊςει ϋνα 

θεώρημα (με πορύςματα όλεσ τισ γνωςτϋσ και ϊμεςεσ τεχνικϋσ που ςτηρύζονται ςτο 

ςώμα Galoi ) το οπούο χρηςιμοποιεύται ςαν μια πολύ αποτελεςματικό μϋθοδοσ για να 

καταςκευαςτούν πολλϋσ οικογϋνειεσ διαφορών, αλλϊ και βϋλτιςτοι οπτικού ορθογώνιοι 

κώδικεσ. Αρχικϊ, όμωσ, θα προηγηθεύ κϊποιο υπόβαθρο. 

 

I. Ειςαγωγό 

 

Οριςμόσ 

Έςτω   μια ομϊδα με πρϊξη την πρόςθεςη και ϋςτω   *  , … ,   + μια οικογϋνεια από 

  – υποςύνολα του       *   ,    , … ,    +,   1, 2, …  . Μια τϋτοια οικογϋνεια 

καλεύται ( ,  ,  ) οικογϋνεια διαφορών (difference family) ό εν ςυντομύα ( ,  ,  ) –    , 

όταν ιςχύουν οι ακόλουθεσ ςυνθόκεσ:  

ςε κϊθε μη μηδενικό ςτοιχεύο τησ  , υπϊρχει ακριβώσ λ φορϋσ ςτισ λύςτεσ διαφορών  

(1)  (          1     , 1        )    

(2)  ,           0-          1, 2, …       

 

Οριςμού 

Σα μϋλη μιασ οικογϋνειασ ςυνόλων καλούνται blocks βϊςησ (base blocks).  

Μια οικογϋνεια ςυνόλων μ’ ϋναν ενιαύο block βϊςησ καλεύται ςύνολο διαφορών.   

Μια  ( ,  ,  ) –      λϋγεται απλό όταν    1. Μια  (  ,  ,  ) –     καλεύται κυκλικό και 

ςυμβολύζεται ( ,  ,  ) –    . 

 

Έςτω    *  , … ,   +  μια οικογϋνεια μη κενών υποςυνόλων μιασ προςθετικόσ ομϊδασ 

 . Σο ανϊπτυγμα τησ   ϋχει ωσ ςυχνότερη δομό την εξόσ:    ( ,  ,  ) με 

   *            1, 2, …           + .  
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Η ακόλουθη πρόταςη εξηγεύ το λόγο για τον οπούο οι οικογϋνειεσ ςυνόλων ϋχουν 

μεγϊλο ενδιαφϋρον ςτη θεωρύα ςχεδιαςμών: 

Πρόταςη 1 

Έςτω   μια ομϊδα με πρϊξη την πρόςθεςη  τϊξησ   και με κλϊςη που ϋχει ωσ 

ςυχνότερη δομό το ανϊπτυγμα κϊποιασ ( ,  ,  ) οικογϋνειασ διαφορών. Μια τϋτοια 

κλϊςη ςυμπύπτει με την κλϊςη 2   ( ,  ,  ) ςχεδιαςμού που ϋχει την   ωσ ομϊδα 

αυτομορφιςμού που ενεργεύ ομαλϊ ό κανονικϊ ς’ ϋνα ςημειοςύνολο και ημιομαλϊ ό 

ημικανονικϊ ςτο ςύνολο των μπλοκ. 

υγκεκριμϋνα οι ( ,  , 1) –      δύνουν κυκλικούσ ςχεδιαςμούσ S (2,  ,  ) χωρύσ 

ςύντομεσ τροχιϋσ.  

 

Ακολουθεύ ο οριςμόσ τησ ϋννοιασ του οπτικού ορθογώνιου κώδικα. Ο οριςμόσ αυτόσ 

εύναι πιο γενικόσ από τον πρωτότυπο που αναφϋρεται ςτο ,1-, αλλϊ ςυμπύπτει με αυτόν 

όταν η   εύναι κυκλικό ομϊδα ενόσ ακϋραιου αριθμού          . 

Οριςμόσ  

Έςτω   μια ομϊδα με πρϊξη την πρόςθεςη, και ϋςτω C ϋνα υποςύνολο του (    )
  , του 

οπούου τα ςτοιχεύα ϋχουν ςταθερό βϊροσ Hamming  . Με ϊλλα λόγια, οποιοδόποτε 

ςτοιχεύο του C ικανοποιεύ την απεικόνιςη          :       τϋτοια ώςτε  

         1   .  Σο ςύνολο C λϋγεται ( ,  ,  ) οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ, εν 

ςυντομύα ( ,  ,  ) - OOC, όταν για κϊθε ζεύγοσ διακριτών ςτοιχεύων         του C 

ιςχύουν οι ακόλουθεσ προώποθϋςεισ: 

     

   

           ,         ,     ,      

     

   

           ,         ,      

(3a), (3b) αντύςτοιχα. 

 

Οριςμού 

Σο πλόθοσ των ςτοιχεύων και τα ςτοιχεύα του C ονομϊζονται μϋγεθοσ και κωδικϋσ λϋξεισ 
του C αντύςτοιχα. 

Ένασ ( ,  ,  )–    καλεύται βϋλτιςτοσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ  (optimal optical 

orthogonal code - OOOC) , όταν δεν υπϊρχει ( ,  ,  )–     που να ϋχει μεγαλύτερο 

μϋγεθοσ. 

Ένασ  ( ,  ,  ) –      καλεύται απλόσ (simple) ορθογώνιοσ κώδικασ όταν λ 1. 

Ένασ  (  ,  ,  ) –      καλεύται κυκλικόσ (cyclic) και ςυμβολύζεται ωσ  ( ,  ,  ) –     . 
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Όταν       οι ςχϋςεισ (3a), (3b) υποδηλώνουν ότι το εςωτερικό γινόμενο μεταξύ δύο  

διακεκριμϋνων κυκλικών μετατοπύςεων μιασ κωδικόσ λϋξησ (δύο κυκλικϋσ μετατοπύςεισ 

των διακεκριμϋνων κωδικών λϋξεων αντύςτοιχα) εύναι το πολύ λ. 

 

Έςτω C  ϋνασ ( ,  ,  )       μεγϋθουσ t. Κϊθε κωδικό λϋξη     του C, μπορεύ να 

προςδιοριςτεύ από ϋνα υποςύνολο   τησ  , με  -ςτοιχεύα, του οπούου η χαρακτηριςτικό 

ςυνϊρτηςη για το   εύναι: 

    *          1+. 

Ο C μπορεύ να οριςτεύ ωσ μια οικογϋνεια    *B , … , B +    -υποςυνόλων τησ   (ςύνολα 

κωδικών λϋξεων) ικανοποιώντασ τισ εξόσ ςυνθόκεσ: 

 (    )   (     )    ,     *1, 2, …  ,  +  ,                   (4a) 

 (    )   (     )    ,       *1, 2, …  ,  + ,    ,             (4b) 

Οι ςχϋςεισ (4a) και (4b) εύναι ιςοδύναμεσ με τισ ακόλουθεσ: 

Κϊθε μη μηδενικό ςτοιχεύο τησ   εμφανύζεται το πολύ λ φορϋσ ςτισ λύςτεσ διαφορών 

(           ,     B , 1         )                                (4c) 

Κϊθε μη μηδενικό ςτοιχεύο τησ   εμφανύζεται το πολύ λ φορϋσ ςτισ λύςτεσ διαφορών 

(                 ,         ,1             )                (4d) 

Άρα, ϋνασ ( ,  ,  ) –     θεωρεύται οικογϋνεια *  +  -υποςυνόλων τησ   αν ικανοποιεύ 

τισ (4c), (4d). Τπό αυτϋσ τισ ςυνθόκεσ, εύκολα γύνεται αντιληπτό ότι κϊθε  

( ,  , 1) οικογϋνεια διαφορών μπορεύ να αντιμετωπιςτεύ ςαν ϋνασ ( ,  , 1) οπτικόσ 

ορθογώνιοσ κώδικασ. 

 

Η μελϋτη του ( ,  ,  ) οπτικού ορθογώνιου κώδικα αρχικϊ υποκινόθηκε από μια 

εφαρμογό ςτην πολλαπλό προςπϋλαςησ διαύρεςησ κώδικα ςε οπτικϊ  ςυςτόματα 

επικοινωνιών. Ο κύριοσ λόγοσ που προκλόθηκε η γενύκευςη τησ ϋννοιασ  ( ,  ,  )      

με εκεύνη τησ ( ,  ,  )        εύναι χϊρη τησ ομοιομορφύασ τησ γλώςςασ. Από την ϊλλη 

πλευρϊ, πιςτεύεται ότι, αυτό η γενύκευςη εύναι δικαιολογημϋνη και ςυγκεκριμϋνα για  

  1. Διαπύςτωςη που προκύπτει από την επόμενη πρόταςη (ανϊλογη τησ πρόταςησ 

1). 

 

Πρόταςη 

Η κλϊςη με καταςκευό αντιςτοιχύασ, που εύναι το ανϊπτυγμα κϊποιων ( ,  , 1)–     , 

ςυμπύπτει με την κλϊςη του  -ομοιόμορφου ημιγραμμικού χώρου επιτρϋποντασ ςτη  , 

ωσ ομϊδα αυτομορφιςμού, να ενεργεύ ομαλϊ ό κανονικϊ ς’ ϋνα ςημειοςύνολο και 

ημιομαλϊ ό ημικανονικϊ ς’ ϋνα γραμμικό ςύνολο. 
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ημεύωςη 

Για ϋνα υποςύνολο   μιασ προςθετικόσ ομϊδασ  , αποδεικνύεται από το    ότι το 

ςύνολο (όχι η λύςτα) από όλεσ τισ μη μηδενικϋσ διαφορϋσ ςτο   εύναι: 

     *           ,     ,        + 

 

Φρηςιμοποιεύται η  ακόλουθη  πρόταςη για απλούσ OOC : 

Πρόταςη 

Έςτω   μια ομϊδα με πρϊξη την πρόςθεςη  και    *B ,  B  , … , B +  οικογϋνεια  – 

υποςυνόλων τησ  .  Για να εύναι     ϋνασ  ( ,  ,  )–    αρκεύ: 

           (   1)    για   1         

              για   1             

Αν επιπλϋον ιςχύει     
   

    
   (δηλαδό το ακϋραιο μϋροσ του  

   

    
 ) τότε ο κώδικασ 

εύναι βϋλτιςτοσ. 

 

Οι οικογϋνειεσ ςυνόλων και οι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ θεωρούνται απλϋσ και απλού 

ϋχοντασ οριςτεύ από προςθετικό ομϊδα πεπεραςμϋνου πεδύου. 

 

ημεύωςη 

Έςτω     δύναμη πρώτου και ϋςτω     οποιοςδόποτε διαιρϋτησ του    1. Ορύζονται: 

  ( ) :   Galois field – ςώμα Γκαλουϊ τϊξησ    

  ( ) : ςτοιχειώδη αβελιανό ομϊδα - elementary abelian    τϊξησ, 

               δηλαδό το    ( )  εύναι ομϊδα εφοδιαςμϋνη με την πρόςθεςη 

  :    ςταθερό πρωτογενό ςτοιχεύο του    ( ) 

   :   ομϊδα του    ( )  δύναμησ    

υγκεκριμϋνα,      εύναι πολλαπλαςιαςτικό ομϊδα του    ( ). 

Αν    1       , τότε η      θεωρεύται   -οςτη ρύζα τησ μονϊδασ ςτο    ( ). 

 

II. Οικογϋνειεσ διαφορών μϋςω Πεπεραςμϋνων πεδύων 

ε αυτό την παρϊγραφο, θα εξεταςτούν τα θεωρόματα που οδηγούν ςτισ γνωςτϋσ και 

ϊμεςεσ  καταςκευϋσ απλών     των πεδύων Galoi . Για λόγουσ ςυντομύασ δεν 

προςδιορύζονται  οι καταςκευϋσ με εντολϋσ.  
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Θεώρημα 2.1 ( Bose ) 

Αν    12  1  εύναι δύναμη πρώτου ϋτςι ώςτε      1  να μην εύναι τϋλειο 

τετρϊγωνο του   ( ) (ιςοδύναμα, το -3 δεν εύναι 4η δύναμη), τότε θα υπϊρχει μύα 

(  ( ), 4, 1) –    . 

 

Θεώρημα 2.2 ( Bose ) 

Αν    20  1 εύναι δύναμη πρώτου ϋτςι ώςτε      1 να μην εύναι τϋλειο τετρϊγωνο 

του   ( ) (ιςοδύναμα, το 5 δεν εύναι 4η δύναμη), τότε θα υπϊρχει μύα 

(  ( ), 5, 1) –    . 

 

Σα Θεωρόματα 2.1 και 2.2 ϋχουν βελτιωθεύ και διατυπώνονται ωσ εξόσ: 

 

Θεώρημα 2.3 ( Buratti ) 

Εςτω ότι     12  1  εύναι δύναμη πρώτου και ϋςτω 2  εύναι η μεγαλύτερη δύναμη 

του 2 ςτο  .  Αν      1        
 (ιςοδύναμα, το -3 δεν ανόκει ςτην      

 ), τότε θα 

υπϊρχει μύα  (  ( ), 4, 1) –    . 

 

Θεώρημα 2.4 ( Buratti ) 

Έςτω ότι    20  1  εύναι δύναμη πρώτου και ϋςτω  2  εύναι η μεγαλύτερη δύναμη 

του 2 ςτο  .  Αν      1        
 (ιςοδύναμα, (11   5 5 ) / 2 δεν ανόκει ςτην      

 ), 

τότε θα υπϊρχει μύα  (  ( ), 5, 1) –    . 

Σο Θεώρημα 2.3 ιςχύει για δυνϊμεισ πρώτων    2 (    3)  και το Θεώρημα 2.4 ιςχύει 

για δυνϊμεισ πρώτων      2 (     5 ) .  

 

Σα Θεωρόματα 2.3 και 2.4  παρϋχουν ικανϋσ και αναγκαύεσ ςυνθόκεσ για την ύπαρξη 

οικογϋνειασ ςυνόλων αποτελούμενων από κατϊλληλα ςύμπλοκα του   ( ), ενώ οι 

ςυνθόκεσ των θεωρημϊτων του Bo e εύναι μόνο επαρκόσ γι 'αυτό.  

 

Θεώρημα 2.5 ( Wilson ) 

Έςτω      (  1)  1  δύναμη πρώτου και     περιττόσ.  

Αν το ςύνολο *  (   )  –  1   1     
 

 
 (   1)+ εύναι ϋνα πλόρεσ ςύςτημα 

αντιπροςώπων  για  το  ςύμπλοκο   (   )/  , τότε θα υπϊρχει μύα  (  ( ),  , 1) –    . 
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Θεώρημα 2.6 ( Wilson ) 

Έςτω      (  1)    1  δύναμη πρώτου και    – ζυγόσ.  

Αν το ςύνολο *     –  1   1      
 

 
    1+  *1+  εύναι ϋνα πλόρεσ ςύςτημα 

αντιπροςώπων  για  το  ςύμπλοκο    /  , τότε θα υπϊρχει μύα  (  ( ),  , 1) –    . 

 

Σα παραπϊνω θεωρόματα του Wil on, παρϋχουν επαρκεύσ προώποθϋςεισ για να 

υπϊρχουν ριζικϋσ οικογϋνειεσ διαφορών - radical difference families (   ), δηλαδό οι 

οικογϋνειεσ διαφορών     αποτελούν κατϊλληλα ςύμπλοκα για   ( ), και εύναι 

γενικεύςεισ των θεωρημϊτων Bo e, οι οπούεσ αντιςτοιχούν ςε περιπτώςεισ   4 και  

  5.  

Οι όροι  των επόμενων δύο θεωρημϊτων εύναι επαρκόσ για την ύπαρξη των    , 

βελτιώνουν τουσ όρουσ των θεωρημϊτων Wil on, επειδό εύναι πιο αδύναμοι και εύναι 

αναγκαύοι τουλϊχιςτον για k   7. 

 

Θεώρημα 2.7 ( Buratti ) 

Έςτω      (  1)   1  δύναμη πρώτου και    – περιττόσ. 

Έςτω           …        ςύνολο με διαιρϋτεσ του   
 

 
(  1)   τϋτοιο ώςτε: 

i.     /           
 

 
(  1) 

ii. Για κϊθε ζεύγοσ διακεκριμϋνων ςτοιχεύων   ,   ςτο ςύνολο 

*  (   )  –  1   1     
 

 
 (  1)+ θα υπϊρχει κατϊλληλο   *1,… ,  + τϋτοιο 

ώςτε  ,   να ανόκουν ςε διακεκριμϋνα ςύμπλοκα του        modulo(    ),   

δηλαδό                    

Σότε, θα υπϊρχει  μύα (  ( ),  , 1) –    . 

 

Θεώρημα 2.8 ( Buratti ) 

Έςτω      (  1)   1  δύναμη πρώτου και    – ζυγόσ. 

Έςτω           …        ςύνολο με διαιρϋτεσ του   
 

 
   τϋτοιο ώςτε: 

i.     /           
 

 
  

ii. Για κϊθε ζεύγοσ διακριτών ςτοιχεύων  ,    ςτο ςύνολο  

*ω    –  1   1      
 

 
    1+  *1+ θα υπϊρχει κατϊλληλο   *1,… ,  + τϋτοι 

ώςτε   ,   να ανόκουν ςε διακεκριμϋνα ςύμπλοκα τησ               (    ), 

δηλαδό                    

 Σότε, θα υπϊρχει μύα  (  ( ),  , 1) –    . 
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Σο επόμενο θεώρημα, εκτόσ του ότι εύναι πολύ χρόςιμο για την καταςκευό     με 

"μικρό" μϋγεθοσ block, αξύζει τησ προςοχόσ κυρύωσ επειδό οδηγεύ προσ τo θεώρημα 

Wil on αςυμπτωτικόσ ύπαρξησ, ϋνα από τα πιο ςημαντικϊ αποτελϋςματα ςτη θεωρύα 

ςχεδιαςμού, που αναφϋρεται ςτο ,2-. 

 

Θεώρημα 2.9 ( Λόμμα του Wil on ςε block με ομοιόμορφα κατανεμημϋνεσ διαφορϋσ ) 

Έςτω     (  1)   1  δύναμη πρώτου, και ϋςτω   ϋνα   – υποςύνολο του   ( ) 

ϋτςι ώςτε κϊθε ςύμπλοκο τησ    (   )     να περιϋχει ακριβώσ δύο ςτοιχεύα (αντύθετα 

μεταξύ τουσ) του   .  Σότε θα υπϊρχει μύα  (  ( ),  , 1) –    . 

 

Σο Θεώρημα 2.9 εύναι αποτελεςματικό για χαμηλϋσ τιμϋσ του  . Πολλϋσ DFs με μϋγεθοσ 

block 4 και 5 εύναι εύκολο να επιτευχθούν. Ο Wil on αποδεικνύει ότι για οριςμϋνο 

αυθαύρετο  , η κατϊςταςη του Θεωρόματοσ 2.9 εύναι αςυμπτωτικϊ επαληθεύςιμη. 

Αυτό, ςε ςυνδυαςμό με τισ καταςκευϋσ των αναδρομικών τύπων, ςημαύνει ότι για 

επαρκώσ μεγϊλο   οι προώποθϋςεισ   1  0 (      1) και   (  1) 

 0 (      (  1)) εύναι απαραύτητεσ και επαρκεύσ  για την ύπαρξη   (2,  ,  )  

ςχεδιαςμού.  

 

Ο Wil on πραγματεύτηκε και το ακόλουθο θεώρημα, για απλϋσ     με μϋγεθοσ block  6. 

 

Θεώρημα 2.10 ( Wilson ) 

Έςτω    30  1 δύναμη πρώτου και υποθϋτοντασ ότι υπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο   ςτο 

πεδύο Galois   ( ), τϋτοιο ώςτε το ςύνολο  

*     1,  (      1),   1,        ,        + 

 να εύναι ϋνα πλόρεσ ςύςτημα αντιπροςώπων για ςύμπλοκα  5ησ  τϊξησ.  

Σότε, θα υπϊρχει μύα (  ( ), 6, 1) –    . 

 

III. Κύρια καταςκευό 

ύμφωνα με τον Wil on, ϋνα πολύ χρόςιμο θεώρημα για να καταςκευαςτούν όχι μόνο 

οικογϋνειεσ διαφορών αλλϊ και βϋλτιςτοι οπτικού ορθογώνιοι κώδικεσ εύναι το 

ακόλουθο.  Αυτό το θεώρημα ϋχει μια ενωτικό λειτουργύα ςε ςχϋςη με όςα 

διατυπώθηκαν, τα οπούα εύναι απόρροια αυτού. Αναζητούνται οικογϋνειεσ από το 

  ( ) των οπούων τα μϋλη εύναι ενώςεισ ςυμπλόκων τησ πολλαπλαςιαςτικόσ 

υποομϊδα του   ( ) και ενδεχομϋνωσ του *0+.   

κοπόσ του θεωρόματοσ εύναι ο μεταςχηματιςμόσ κϊποιων γνωςτών καταςκευών των 

    μϋςω   ( ) για να καταςκευαςτούν      . 
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Θεώρημα 3.1 

Έςτω          ό         1  ,    - περιττόσ και ςτισ δύο περιπτώςεισ.  

Έςτω   δύναμη πρώτου ϋτςι ώςτε η Ευκλεύδεια Διαύρεςη του   –  1 με το   (   –  1 )  

να εύναι ο εξόσ τύποσ: 

  1    (  1)   , 0     (  1)  , το     διαιρεύται από το  2        (3.1.a) 

Σο ςύνολο  2   
   

 3  ςυνδϋεται με κϊθε    – υποςύνολο    *    1,    , … ,    + τησ 

  και ο πύνακασ     ορύζεται: 

    (        
     1        , 1    

1

2 
(  1)  

 

                                                            ό         ,1       , 1      -    
   

Όπου    
  εύναι o μηδενικόσ πύνακασ για       , ενώ    

   εύναι η λύςτα  (  ,    , … ,   ) 

των ςτοιχεύων του    για        1. 

Έςτω (          ) αλυςύδα υποομϊδων μεταξύ   και  (   )/(  ) – ςυνεπώσ 

(d , … , d  ) αλυςύδα από διαιρϋτεσ των (  1)/(2 ) – και ϋςτω    1, 

      (  1)/(2 ). Αν    εύναι ϋνα   - υποςύνολο τησ   τϋτοιο ώςτε: 

το     εύναι υποςύνολο τησ  , δηλαδό το     δεν ϋχει επαναλαμβανόμενο ςτοιχεύο και 

δεν περιϋχει το μηδϋν.   (3.1.b) 

 
     

   
             (3.1.c) 

              
             *1+     ,               (3.1.d) 

Σότε, εϊν οριςτεύ  

 :          

 

   

    0     
     

   
    0, 1, … ,     

Σότε, θα υπϊρχει οικογϋνεια              (   )/            + ,  

όπου    =    ό       *0+ ςύμφωνα με           ό        1  αντύςτοιχα, που εύναι 

ϋνασ (  ( ),  , 1) – βϋλτιςτοσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ - OOOC.  

υγκεκριμϋνα, αν    0  τότε,  θα εύναι μύα  (  ( ),  , 1) –    . 

 

Παρατηρόςεισ: 

i. Ο λόγοσ για τον οπούο ςτη ςχϋςη  (3.1.a) το   απαιτεύται να εύναι διαιρϋςιμο με 

2    (αυτό ςημαύνει ότι η μόνη διαιρετότητα με το 2  εύναι απαραύτητη για να 

αποδειχθεύ το Θεώρημα  3.1) εύναι για να υπϊρχει ςυμβατότητα με την (3.1.c). 

Αν ιςχύει η (3.1.c) τότε λύνοντασ την, για d     προκύπτει 
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d     
(   )

(  )
      (     /           ) και ϊρα, το 2   εύναι διαιρϋτησ του 

  –  1 και ςυνεπώσ του  . 

ii. Σο ςύνολο      (   – 1 ) / ( 2  ). Ο πιο απλόσ τρόποσ για να εφαρμοςτεύ το 

Θεώρημα (3.1), εύναι να βρεθεύ ϋνα   – υποςύνολο   τησ   ϋτςι ώςτε κϊθε δύο 

ςτοιχεύα του    να εύναι διακεκριμϋνα ςύμπλοκα τησ    . (3.2.a)  Αν ιςχύει  η 

(3.2.a) τότε οι ςυνθόκεσ (3.1.b,c,d) επαληθεύονται ςτην περύπτωςη τησ 

τετριμμϋνησ αλυςύδασ     . ε αυτόν την περύπτωςη, η περιγραφό τησ 

οικογϋνειασ διαφορών εύναι ευκολότερη. 

iii. Με τισ εκτιμόςεισ όπωσ ϋγιναν για τισ ριζικϋσ οικογϋνειεσ διαφορών, εύναι 

πιθανόν να δειχθεύ ότι οι ςυνθόκεσ (3.1.b,c,d) εύναι ιςοδύναμεσ  με τη ςυνθόκη 

(3.2.a), όταν το   και το   εύναι ςχετικϊ πρώτοι. Όμωσ, όταν    ( ,  )  1  οι 

ςυνθόκεσ (3.1.b,c,d) εύναι ςχετικϊ αδύνατεσ ςε ςχϋςη με την (3.2.a). 

iv. Οποιοδόποτε θεώρημα τησ παραγρϊφου 2 μπορεύ να ληφθεύ ωσ πόριςμα του 

Θεωρόματοσ 3.1. Για παρϊδειγμα, για   1 και    0, η ςυνθόκη  (3.2.a) 

ςυμπύπτει με το λόμμα Wil on ςτα block με τισ ομοιόμορφα κατανεμημϋνεσ 

διαφορϋσ. 

v. Από την προηγούμενη παρατόρηςη και χρηςιμοποιώντασ το θεώρημα Wil on 

αςυμπτωτικόσ ύπαρξησ ιςχύει ότι για οποιοδόποτε  - ςταθερό το Θεώρημα 3.1 

οδηγεύται, τουλϊχιςτον θεωρητικϊ, ςε μια ϊπειρη κατηγορύα (  ( ),  , 1)  

   . Αντιθϋτωσ, για οποιοδόποτε    - ςταθερό, το θεώρημα 3.1 οδηγεύ ςε ϋναν 

πεπεραςμϋνο αριθμό (   ( ),  , 1)        που δεν εύναι    . την 

πραγματικότητα, η (3.1.a) δύνει:    (  1)  2 , (   (  1)  1, επειδό  

   εύναι  ϊρτιοσ) και ϊρα όταν     0, δεδομϋνου ότι 2  διαιρεύ το  , 

  
 

 
  

 

 
 (  1)  1. υμπεραςματικϊ,  q < 

 

 
(    ) . 

vi. Υυςικϊ, ο αριθμόσ αντιπροςώπων ενόσ ακϋραιου αριθμού   ςτη μορφό 

       ό        1 με   περιττό, εύναι το ϊθροιςμα περιττών αριθμών που 

διαιρούν το   και οι περιττού αριθμού που διαιρούν το    1. Αυτό το ϊθροιςμα 

εύναι ελϊχιςτο και ύςο με 3 όταν το     εύναι πρώτοσ Mer enne ό δύναμη του 2  

που προηγεύται από ϋναν πρώτο. Επομϋνωσ, μϋγιςτη δυςκολύα υπϊρχει ςτην 

εφαρμογό του Θεωρόματοσ 3.1 ςε αυτϋσ τισ τιμϋσ του  . 

 

 

 

 

 

Βιβλιογραφύα 
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[2] Wilson, R. M. 1972a. Cyclotomy and difference families in elementary abelian groups. 

J. Number Theory 4:17-42. 



59 
 

Αναδρομικϋσ Καταςκευϋσ 

ύντομεσ καταςκευϋσ 

Ένασ (    ,  , 1)     , C , μπορεύ να καταςκευαςτεύ χρηςιμοποιώντασ ϋναν 

(  ,  , 1)     ,    και ϋναν (  ,  , 1)     ,   . Ο C  εύναι βϋλτιςτοσ     αν οι    ,    

εύναι βϋλτιςτοι      . 

 

Οριςμόσ 

Πύνακασ διαφορών (difference array)   ( ,  ) ορύζεται ο πύνακασ    ,   - διϊςταςησ 

   , τϋτοιοσ ώςτε      *0, 1, 2, … ,   1+. Για κϊθε δύο γραμμϋσ (          ) του   

και για κϊθε ακϋραιο  , θα υπϊρχει μόνο μύα ςτόλη που θα ικανοποιεύ την εξόσ ςχϋςη: 

          (     ). 

Έςτω     *(   ,    ,… ,      )  1      + εύναι ϋνασ (  ,  , 1)     , ο οπούοσ ϋχει     

κωδικϋσ λϋξεισ και    *(   ,    , … ,      )  1      + εύναι ϋνασ (  ,  , 1)     , ο 

οπούοσ ϋχει     κωδικϋσ λϋξεισ. 

Τποτύθεται ότι      ( ,   ) εύναι πύνακασ διαφορών διϊςταςησ     . Σότε, οι 

ακόλουθεσ οικογϋνειεσ υποςυνόλων   - ςτοιχεύων ςχηματύζουν ϋναν (    ,  , 1)     , 

ο οπούοσ ϋχει          κωδικϋσ λϋξεισ. 

Σύποσ I : *         ,          , … ,    (   )    (   )+, 1      , 1        

Σύποσ II : *     ,      ,… ,     (   )+ , 1         

Για να αποδειχθεύ η ορθότητα των προαναφερθϋντων αναδρομικών καταςκευών, 

πρϋπει να αποδειχτεύ ότι δεν υπϊρχουν επαναλαμβανόμενεσ διαφορϋσ ςτισ κωδικϋσ 

λϋξεισ. 

Λαμβϊνοντασ υπόψιν μια διαφορϊ        (    ).  

Αν   0     (  ) , τότε,   μπορεύ να παραχθεύ από μύα κωδικό λϋξη του Σύπου II. Αν  

   
 

  
, τότε ο    παρϊγει το πολύ  μύα    . Έτςι, κϊθε κωδικό λϋξη του Σύπου II παρϊγει 

ςτον   το πολύ  μύα   .  

Αν   0     (  ) , τότε, υποθϋτοντασ ότι        ,     0        η διαφορϊ 

  (      )  παρϊγεται το πολύ  μύα  ςτον   . Άρα,           (      ) , 1      , 

0       , τότε η διαφορϊ    (      ) παρϊγεται από ςυγκεκριμϋνη ςτόλη   του 

πύνακα διαφορών   την         . Άρα, ο   παρϊγει το πολύ μύα    (        ). 

Αν     ,     εύναι βϋλτιςτοι και υπϊρχει πύνακασ διαφορών   ( ,   ), τότε ο   θα εύναι 

επύςησ βϋλτιςτοσ. Οι     ,     μπορούν να ανταλλαχτούν ςτισ αναδρομικϋσ καταςκευϋσ. 

Επειδό η καταςκευό του πύνακα διαφορών διαδραματύζει ςημαντικό ρόλο ςτισ 

αναδρομικϋσ καταςκευϋσ των     , ςτην ςυγκεκριμϋνη ενότητα θα παρουςιαςτούν 

δύο μϋθοδοι που παρϊγουν πύνακεσ διαφορών. 



60 
 

1η Καταςκευό (μϋθοδοσ για πρώτουσ) 

Όταν κϊθε αριθμόσ από τουσ  1, 2, … ,   1 εύναι πρώτοσ με τον  , τότε ο πύνακασ 

      διϊςταςησ     εύναι πύνακασ διαφορών     ( ,  ), όπου       (     ) 

0      1, 0      1. 

Όταν   2, 3, 4, 6 και    εύναι βϋλτιςτοσ    , τότε           (  1) εύναι πρώτοσ 

με κϊθε αριθμό από τουσ 1, 2, … ,   1 και θα υπϊρχει πύνακασ διαφορών 

    ( ,   ). Αν     εύναι βϋλτιςτοσ, τότε ο    εύναι επύςησ βϋλτιςτοσ     . 

 

1ο Παρϊδειγμα  

Έςτω        *(0,1,3)     7+   και  

   
0  0  0  0  0  0  0
0  1  2  3  4  5  6
0  2  4  6  1  3  5

  

Σότε, βϊςη τησ αναδρομικόσ καταςκευόσ που αναφϋρθηκε παραπϊνω, μπορεύ να 

καταςκευαςτεύ ϋνασ νϋοσ βϋλτιςτοσ     . Αυτόσ εύναι ο εξόσ: 

  *(0,1,3), (0,8,17), (015,31), (0,22,45), (0,29,10), (0,36,24), (0,43,38),

(0,7,21) (    49)+ 

και οι     ,     και    εύναι βϋλτιςτοι     . 

  

 

2ο Παρϊδειγμα 

Φρηςιμοποιώντασ τουσ  (  ,  , 1)  (7,3,1)     *(0,1,3)     7+ και (  ,  , 1)  

(13,3,1)     *(0,1,4), (0,2,7)     13+ καταςκευϊζεται ο πύνακασ διαφορών  

 

           ( ,   )  (    13) 

 

 

Παρϊγεται ο  (91,3,1)      , ο οπούοσ εύναι : 

  *(0,1,3), (0,8,17), (0,15,31), (0,22,45), (0,29,59), (0,36,73), (0,43,87),  

(0,50,10), (0,57,24), (0,64,38), (0,71,52), (0,78,66), (0,85,80), (0,7,28), (0,14,49)     91+ 

Με πληθικότητα      15. 

  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 2 4 6 8 10 12 1 3 5 7 9 11 
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2η Καταςκευό (μϋθοδοσ ορθογώνιων ςχηματιςμών) 

Οι πύνακεσ διαφορών μπορούν επύςησ να επιτευχθούν χρηςιμοποιώντασ ορθογώνιουσ 

ςχηματιςμούσ ό ορθογώνια λατινικϊ τετρϊγωνα.   

 

Οριςμόσ 

Λατινικό τετρϊγωνο ονομϊζεται ο ςχηματιςμόσ που προκύπτει από την τοποθϋτηςη ςε 

  - γραμμϋσ και   - ςτόλεσ, τα   - πρώτα γρϊμματα του λατινικού αλφαβότου με τϋτοιο 

τρόπο ώςτε, ςε κϊθε γραμμό και ςε κϊθε ςτόλη να εμφανύζονται όλα τα γρϊμματα από 

μύα φορϊ. Δύο λατινικϊ τετρϊγωνα λϋγονται (αμοιβαύα) ορθογώνια (mutually 

orthogonal latin squares, MOLS), αν ςτισ θϋςεισ όπου ςτο πρώτο τετρϊγωνο εύναι ϋνα 

ςυγκεκριμϋνο γρϊμμα, ςτο δεύτερο βρύςκονται όλα τα γρϊμματα. 

 

Οριςμόσ 

Ένασ ορθογώνιοσ ςχηματιςμόσ (orthogonal array)   ( ,  ) εύναι ϋνασ πύνακασ, του 

οπούου τα ςτοιχεύα λαμβϊνουν τιμϋσ από το     *0,1, … ,   1+ και κϊθε πιθανό 

ζεύγοσ ( ,  ) δεν επαναλαμβϊνεται ςε ανϊ δύο ευθεύεσ. Όταν   2, κϊθε πιθανό ζευγϊρι 

θα εμφανύζεται μύα φορϊ ςε δύο επιλεγμϋνεσ γραμμϋσ. 

 

Εφόςον δύνονται, ϋνασ ορθογώνιοσ ςχηματιςμόσ,   ( ,  ),   , ( ,  )- και ϋνασ 

( ,  , 1)      με   κωδικϋσ λϋξεισ, τότε η μϋθοδοσ για να επιτευχθεύ ο πύνακασ 

διαφορών      ( ,  ) θα εύναι η ακόλουθη :  

 

Τποτύθεται ότι οι κωδικϋσ λϋξεισ του   ςυμβολύζονται ωσ  

    ,    , … ,   (   )  (     ) 1     . 

Σότε, κϊθε ςτόλη του πύνακα διαφορών   αντιπροςωπεύεται ωσ 

    ( , ),    (   , ), … ,    (   , )   , 1     , 0     (  1) 

Επιπλϋον, μύα μη μηδενικό ςτόλη μπορεύ να προςτεθεύ ςτον   ώςτε ο ςυνολικόσ 

αριθμόσ των ςτηλών του   να εύναι    1   (  1) . Ο πύνακασ   εύναι πύνακασ 

διαφορών   ( ,  ). 

Αν       εύναι δύναμη πρώτου, τότε μπορούν να καταςκευαςτούν ορθογώνιοι 

ςχηματιςμού   ( ,   1) και   ( ,  ) μϋςω των παρϊλληλων ευθειών τησ 

πεπεραςμϋνησ προβολικόσ γεωμετρύασ. Οι ορθογώνιοι ςχηματιςμού αντιςτοιχούν ςε 

ορθογώνια λατινικϊ τετρϊγωνα. 
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Παρϊδειγμα 

Έςτω        *(0,1,3)     7+  και  

   
0  1  2  0  1  2
2  0  1  1  2  0
1  2  0  2  0  1

  

Από τον     (    0,     1,     3) και τον    καταςκευϊζεται ο 

   
0  1  3  0  1  3  0
3  0  1  1  3  0  0
1  3  0  3  0  1  0

  

Σότε, από τουσ    ,    και   προκύπτει ο  (49, 3, 1)      , που εύναι ο ακόλουθοσ: 

  *(0,10,22), (1,7,24), (3,8,21), (0,8,24), (3,7,22), (1,10,21), (0,1,3), (0,7,21)     49+ 

Η πληθικότητα του     εύναι     8. 

Μπορεύ επύςησ να δειχθεύ ότι η αναδρομικό καταςκευό εύναι ϋγκυρη για  

  2,3,4,5,6,7,8,9  αν ςυνδυαςτούν οι δύο μϋθοδοι που προαναφϋρθηκαν.  

Για    10,   91 το ςύνολο διαφορών *0,1,3,9,27,49,56,61,77,81+ (   91) εύναι ϋνασ 

(91, 10, 1)     . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βιβλιογραφύα 
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Άλλεσ Αναδρομικϋσ καταςκευϋσ για      

 

I. Ειςαγωγό 

Η θεωρύα κωδικοπούηςησ, η πεπεραςμϋνη προβολικό γεωμετρύα, τα πεπεραςμϋνα 

ςώματα και η ςυνδυαςτικό θεωρύα ςχεδιαςμού διαδραματύζουν ςημαντικό ρόλο ςτισ 

μελϋτεσ των  OOC .  Τπϊρχουν   ϊπειρεσ  οικογϋνειεσ  OOC   που ϋχουν καταςκευαςτεύ. 

Μεταξύ  αυτών των οικογενειών, οι πιο ενδιαφϋρουςεσ εύναι οι βϋλτιςτοι OOC  και οι 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτοι OOC .  

Ο οριςμόσ του αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτου OOC  εύναι η ακόλουθη. 

Οριςμόσ 1.1 

Έςτω     μια ϊπειρη οικογϋνεια  OOC   με       . Κϊθε ( ,  ,  )     ,    περιϋχει 

μια τουλϊχιςτον κωδικό λϋξη, ο αριθμόσ των κωδικών λϋξεων  του C  ςυμβολύζεται με 

 ( , , ) , και το φρϊγμα του  Johnson για τουσ  ( ,  ,  )        ςυμβολύζεται με 

 ( ,  ,  ). Η   λϋγεται αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη με το φρϊγμα  Johnson,  εϊν το ακόλουθο 

όριο υπϊρχει και προςεγγύζει το 1: 

lim
   

 
 ( , , ) 

 ( ,  ,  )
 1 

Η κυκλικό διαφορϊ ομαδοπούηςησ ό οι οικογϋνειεσ διαφορών  εύναι η  κύρια  μϋθοδοσ 

που χρηςιμοποιεύται για την καταςκευό των ( ,  , 1)        και από αυτόν ϋχουν 

ληφθεύ καρποφόρα  αποτελϋςματα.  ε αυτόν την ενότητα, θα δοθεύ μια νϋα  

αναδρομικό  καταςκευό (η Βαςικό Καταςκευό) η οπούα  μπορεύ να εφαρμοςτεύ ςε 

οποιουςδόποτε ( ,  ,   ,   )      , καθώσ θα διατηρεύται η αςυμπτωτικό βϋλτιςτη  

ιδιότητα. 

 

II. Αναδρομικϋσ Καταςκευϋσ 

την  παρϊγραφο  αυτό,  παρατύθενται  μερικϋσ αναδρομικϋσ  καταςκευϋσ για  τουσ 

οπτικούσ ορθογώνιουσ κώδικεσ.  Αρκετϋσ αναδρομικϋσ καταςκευϋσ ϋχουν παρουςιαςτεύ 

για τουσ ( ,  , 1)      , όμωσ πολύ λύγεσ εύναι διαθϋςιμεσ για OOC   με   1.  

το [1], παρουςιϊζονται οι ακόλουθεσ καταςκευϋσ. 

 

Βαςικό Καταςκευό 

Θεώρημα 2.1  

1) Δύνεται ϋνασ ( ,  ,   ,   ) κώδικασ C, τότε ο  C  θα εύναι επύςησ ϋνασ ( ,  ,    ,    ) 

κώδικασ  με         και        . 

2) Δύνεται ϋνασ ( ,  ,   ,   ) κώδικασ C με   κωδικϋσ λϋξεισ , τότε θα υπϊρχει ϋνασ 

( , 2  2  , 2   2  ,   3  )  κώδικασ C’  με   
 
  κωδικϋσ λϋξεισ. 
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3) Δύνεται ϋνασ  ( ,  ,   ,   ) κώδικασ C  και    ϋνασ θετικόσ  ακϋραιοσ, τότε θα υπϊρχει 

ϋνασ (  ,   , t  ,   )  C’ κώδικασ με τον ύδιο αριθμό κωδικών λϋξεων. 

 

Παρατόρηςη  1 

Όλεσ οι καταςκευϋσ του Θεωρόματοσ 1 μεγεθύνουν τισ τιμϋσ   ,   . Εύναι πιθανό όταν 

δύνεται ϋνασ  ( ,  ,   ,   ) κώδικασ C,  οι αναδρομικϋσ καταςκευϋσ  του να ϋχουν τισ 

ακόλουθεσ ιδιότητεσ: 

a) Οι κώδικεσ  που προκύπτουν από  τισ αναδρομικϋσ  καταςκευϋσ  ϋχουν τισ τιμϋσ 

   και     όςο το δυνατόν μικρότερεσ. Ειδικότερα, οι  αναδρομικϋσ καταςκευϋσ  

πρϋπει να διατηρούν αυτϋσ τισ δύο τιμϋσ αμετϊβλητεσ. 

b) Αν  C  εύναι βϋλτιςτοσ, ο νϋοσ κώδικασ  που προκύπτει από  τισ αναδρομικϋσ  

καταςκευϋσ πρϋπει να εύναι βϋλτιςτοσ, ό τουλϊχιςτον να πληςιϊζει το βϋλτιςτο. 

 

την ενότητα αυτό, κϊνοντασ  χρόςη  των  λεγόμενων    απλών  πινϊκων, θα 

παρουςιαςτούν διϊφορεσ  αναδρομικϋσ  καταςκευϋσ  που θα διατηρόςουν τισ τιμϋσ     

και    αμετϊβλητεσ, και θα δώςουν νϋουσ κώδικεσ που θα πληςιϊζουν την ιδανικό  

περύπτωςη ενόσ πρωτότυπου βϋλτιςτου  κώδικα  με       .  

 

Η ϋκφραςη «ϋνασ κώδικασ C’ πληςιϊζει το βϋλτιςτο C» ςημαύνει ότι ο κώδικασ C’ εύναι 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτόσ. 

 

Οριςμόσ 2.2 

Έςτω    αβελιανό ομϊδα μεγϋθουσ   , και ϋςτω   εύναι ϋνασ θετικόσ ακϋραιοσ.  Ένασ 

      πύνακασ          τησ   ονομϊζεται    απλόσ, εϊν η διαφορϊ που προκύπτει 

από δύο οποιεςδόποτε ςτόλεσ - διανύςματα του  , περιϋχει  κϊθε ςτοιχεύο τησ    

περιςςότερεσ  από    1 φορϋσ. 

 

την εργαςύα αυτό, γύνεται χρόςη μόνον  των    - απλών πινϊκων για μια κυκλικό  

ομϊδα  . τισ περιςςότερεσ περιπτώςεισ, ιςχύει      . 

 

 

 

Θεώρημα 2.2 (Βαςικό Καταςκευό) 

Έςτω C  ϋνασ ( ,  ,   ,   )     . Εϊν υπϊρχει ϋνασ      , r – απλόσ πύνακασ ςτο 

    , τότε θα υπϊρχει ϋνασ  (  , ,   , max*  ,   , r  1+) –     , C  με            , όπου 

      και      δηλώνουν  τον αριθμό των  κωδικών λϋξεων  ςτουσ  νϋουσ  και  αρχικούσ  

κώδικεσ αντύςτοιχα. 
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Απόδειξη:  

Έςτω    *   1       + εύναι η οικογϋνεια των κωδικών λϋξεων με τισ παραμϋτρουσ 

 ( ,  ,   ,   ), όταν     *   ,    ,… ,    + με         1       , 1     .  Εδώ 

χρηςιμοποιεύται ςύνολο - θεωρητικό ςημειογραφύα. 

Έςτω               1            1      εύναι ϋνασ  r - απλόσ πύνακασ ςτο    . 

Έςτω     *   ,    ,… ,    +  εύναι μια κωδικό λϋξη του C. Οι ακόλουθεσ   νϋεσ κωδικϋσ 

λϋξεισ ςχεδιϊζονται ωσ εξόσ: 

              1       όπου 1       

και η πρόςθεςη λαμβϊνεται ςτο     . 

Έςτω     *    1       , 1     +.  

Σότε, ο    θα εύναι ο επιθυμητόσ (  , ,   ,     *  ,   ,   1+)      . Προσ απόδειξη  

αυτού του ιςχυριςμού, θα πρϋπει να ελεγχθούν οι ιδιότητεσ αυτοςυςχϋτιςησ 

και ετεροςυςχϋτιςησ. 

Για κϊθε κωδικό λϋξη      , κϊθε  ακϋραιοσ    0 ςτο     μπορεύ να παρουςιαςτεύ 

ωσ η διαφορϊ      , με  ,       το πολύ με     τρόπουσ. Σώρα, για οποιαδόποτε 

κωδικό λϋξη      του C’, οποιαδόποτε διαφορϊ                         μπορεύ να 

εμφανιςτεύ  περιςςότερεσ από      φορϋσ, επειδό η διαφορϊ αυτό εύναι ςύμφωνη με την  

                   , που εμφανύζεται περιςςότερϋσ από     φορϋσ. 

Για να ελεγχθεύ η ιδιότητα τησ ετεροςυςχϋτιςησ, χρειϊζεται να επαληθευθούν οι δύο 

περιπτώςεισ: 

1η Περύπτωςη: Πρώτα θα ελεγχθεύ η ετεροςυςχϋτιςη μεταξύ         και        με  

     .  Αυτό ςημαύνει ότι, αυτϋσ οι δύο κωδικϋσ λϋξεισ καταςκευϊζονται  βϊςει 

διαφορετικών  κωδικών λϋξεων του C. 

Τποθϋτοντασ ότι οι δύο κωδικϋσ λϋξεισ εύναι οι εξόσ: 

      *           1     + 

      *           1     + 

Για κϊθε διαφορϊ ιςχύει: 

(            )  (            )               (     ). 

υνεπώσ, μπορεύ να εμφανιςτεύ περιςςότερεσ από     φορϋσ ςτο     , δεδομϋνου ότι 

δεν μπορεύ να εμφανιςτεύ περιςςότερεσ από    φορϋσ ςτο    . 

 

2η Περύπτωςη:  Η τιμό τησ  ετεροςυςχϋτιςησ μεταξύ των       και        ενδεχομϋνωσ να 

γύνει μεγαλύτερη από    , όταν οι κωδικϋσ λϋξεισ καταςκευϊζονται βϊςει μύασ ύδιασ 

κωδικόσ λϋξησ του C. 
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Τποθϋτοντασ ότι αυτϋσ οι δύο κωδικϋσ λϋξεισ εύναι οι εξόσ: 

               
 1       

               
 1       

Εξετϊζεται κϊθε διαφορϊ μεταξύ  (           )  (           ).   

Αν      , τότε το ύδιο το επιχεύρημα δεύχνει ότι μια τϋτοια διαφορϊ δεν μπορεύ να 

εμφανύζεται περιςςότερεσ από     φορϋσ.  

Αν       , τότε η διαφορϊ 

(           )  (           )   (           ) 

Με τη βοόθεια τησ υπόθεςησ, ότι δηλαδό η διαφορϊ πύνακα   εύναι    απλό, εύναι 

γνωςτό ότι η διαφορϊ αυτό δεν μπορεύ να εμφανιςτεύ περιςςότερεσ από 

  1 φορϋσ. υνδυϊζοντασ όλεσ τισ περιπτώςεισ, η τιμό τησ ετεροςυςχϋτιςησ 

μεταξύ των        και        δεν εύναι παρϊ η μϋγιςτη τιμό, δηλαδό      *  ,   ,   1+. 

Έτςι, ϋχει αποδειχτεύ η Βαςικό Καταςκευό. 

  

 

την πραγματικότητα, η Βαςικό Καταςκευό μπορεύ να γύνει λύγο καλύτερη με την 

προςθόκη περιςςότερων κωδικών λϋξεων ςτο νϋο κώδικα, κϊτω από οριςμϋνεσ 

ςυνθόκεσ. 

 

Πόριςμα 2.1 

Εκτόσ από τισ προώποθϋςεισ που όδη ιςχύουν ςτη Βαςικό Καταςκευό, αν επιπλϋον 

υπϊρχει ϋνασ ( ,  ,   ,   )      με   κωδικϋσ λϋξεισ, τότε θα υπϊρχει και ϋνασ  

(  , ,   , max *  ,   , r  1+)       με  περιςςότερεσ από   κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

Έςτω    *  ,   , … ,   +  εύναι  ϋνασ  ( ,  ,   ,   )      .  

Για οποιαδόποτε      *   ,    , … ,    +  καταςκευϊζεται μύα νϋα κωδικό λϋξη, η 

    *    ,     ,… ,     +  (      ). 

Η προςθόκη των   νϋων κωδικών λϋξεων ςτον κώδικα C’, δύνει ϋναν κώδικα με   

περιςςότερεσ κωδικϋσ λϋξεισ. 

Για να διαπιςτωθεύ ότι αυτόσ εύναι ο επιθυμητόσ κώδικασ, πρϋπει να ελεγχθεύ η 

ετεροςυςχϋτιςη μεταξύ των      και πρϋπει κϊθε κωδικό λϋξη     να ϋχει 

καταςκευαςτεύ ςύμφωνα με τη Βαςικό Καταςκευό.  
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Έςτω      *   ,    , … ,    + και      *  ,   , … ,   +. Τποθϋτοντασ ότι δύο διαφορϋσ 

μεταξύ των     και     εύναι ύςεσ, δηλαδό οι τιμϋσ των                    . 

υνεπϊγεται ότι        και       . Έτςι, οποιαδόποτε διαφορϊ μεταξύ των       και  

     δεν μπορεύ να εμφανιςτεύ περιςςότερο από μύα φορϊ. 

  

    Απλού Πύνακεσ 

Για να χρηςιμοποιηθεύ η Βαςικό Καταςκευό, πρϋπει να καταςκευαςτούν κϊποιοι 

r-απλού πύνακεσ. Ακολουθεύ μια καταςκευό που βαςύζεται ςε πεπεραςμϋνα 

ςώματα. 

 

Λόμμα 2.1 

Έςτω   εύναι πρώτοσ και  ( ) εύναι ϋνα πολυώνυμο ςτο   ( ),x-. Ορύζεται ϋνασ     

πύνακασ          ,  με          ( ),   0   ,     1.  

Σότε, ο    εύναι ϋνασ  2 - απλόσ πύνακασ ςτο    . 

Απόδειξη:  

Τποθϋτοντασ ότι  0          1. Πρϋπει να αποδειχτεύ ότι  το πολύ – ςύνολο 

*          0      1+ περιϋχει κϊθε ςτοιχεύο του    ( ) όχι περιςςότερο από μύα 

φορϊ, δηλαδό, ακριβώσ μια φορϊ. ε αυτό την περύπτωςη 

               ( )       ( )  (     )  

 

Παρατηρεύται ότι για         το ςύνολο *(     )   0      1+  περιϋχει κϊθε 

ςτοιχεύο του     ακριβώσ μια φορϊ. 

  

Σώρα μπορεύ  να  δοθεύ  μια καταςκευό  ενόσ        ,   – απλού πύνακα ςτο      για 

τυχόν  πρώτο αριθμό    , με    3. Ξεκινϊ λοιπόν, η καταςκευό για    3, εφόςον για  

  2  η καταςκευό μπορεύ να επιτευχθεύ από το Λόμμα 2.1. 

 

Θεώρημα 2.3 

Έςτω  3       εύναι ϋνασ ακϋραιοσ, και    εύναι ϋνασ περιττόσ πρώτοσ. 

Έςτω 

    ( )       
  

   

   

     ( ), 2      1  

εύναι  μια οικογϋνεια       πολυώνυμων    ( ). Ορύζεται   ( )  (   
 ( )) με  

   
 ( )      ( ), (1   ,    ), για κϊθε   ( )   .  
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Σότε, 

  (  ( )  ( )   ) 

 

εύναι ϋνασ    απλόσ  πύνακασ  ςτο    , όπου    εύναι         πύνακασ που  αποτελεύται 

από    ( )  με   ( )   . 

Απόδειξη:  

Παρατηρεύται ότι         . Έτςι ο   εύναι ϋνασ          πύνακασ. Για την απόδειξη 
του αποτελϋςματοσ, θα πρϋπει απλώσ να δειχθεύ ότι εύναι    απλόσ. 
 
Με βϊςη τα παραπϊνω λόμμα,    ( ) εύναι 2-απλόσ, γι'αυτό το μόνο που χρειϊζεται εύναι 

ϋλεγχοσ ςε κϊθε ζεύγοσ ςτηλών των    ( ) και    ( )  με   ( )   ( )  0  ςτο  

  ( ), -. Για τη     - οςτη ςτόλη από το    ( ) και τη     - οςτη από το   ( ) θα 

εξεταςτεύ η διαφορϊ μεταξύ των    – ςτών ςτοιχεύων τουσ 
 

    
      

 
      ( )       ( ) 

                            (     )   ( )   ( ) 
 
 
ημειώνεται ότι  2     ( ( )   ( ))    1. Έτςι, για όλα τα      ( ) , η εξύςωςη 
 

      
      

 
   (     )   ( )   ( ) 

 
δεν ϋχει περιςςότερεσ από    1  λύςεισ. 
 

  
 
 
υνδυϊζοντασ το Θεώρημα 2.3 και το Λόμμα 2.1, εξϊγεται το ακόλουθο πόριςμα. 
 
 
Πόριςμα 2.2  

Για  οποιονδόποτε  πρώτο    και κϊθε ακϋραιο     με  2    p, υπϊρχει ϋνασ 

        ,    απλόσ πύνακασ ςτο    . 

 

Παρϊδειγμα 1 

Έςτω      3 και     3. Τπϊρχει ϋνασ 3-απλόσ πύνακασ ςτο     ωσ εξόσ: 

                                           
2  0  1  0  1  2  1  2  0
0  2  1  1  0  2  2  1  0
0  0  0  0  0  0  0  0  0

  

  

Για να υπϊρξουν    απλού πύνακεσ  ςε  ϊλλεσ διαςτϊςεισ, χρειϊζονται  οι ακόλουθεσ 

καταςκευϋσ γινομϋνου. 
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Θεώρημα 2.4 (Καταςκευό Γινόμενου)  

Έςτω     (   )  ϋνασ      ,   απλόσ πύνακασ ςτο    , και    (   )  εύναι ϋνασ  

     ,   απλόσ πύνακασ ςτο    . 

Σότε θα υπϊρχει ϋνασ       ,    απλόσ πύνακασ ςτο     . 

Απόδειξη:  

Για κϊθε  ςτόλη  του  , ϋςτω για την   –οςτη ςτόλη     (   ,    ,… ,    )
 , 

καταςκευϊζεται ο ακόλουθοσ      πύνακασ  : 

    

                            …          

                                 …           

…
                        …            

  

 
Έςτω ο ιςχυριςμόσ ότι 

     (  ,   , … ,   ) 
 
εύναι ο επιθυμητόσ    απλόσ πύνακασ. 
 
Για να αποδειχθεύ ο ιςχυριςμόσ, παρατηρούνται τα εξόσ δύο γεγονότα: 
 

1)   ,      εύναι ϋνασ r-απλόσ πύνακασ ςτο    , καθώσ ϋχει παρατηρηθεύ ότι η 
διαφορϊ μεταξύ δύο ςτηλών του    , εύναι   φορϋσ η διαφορϊ που αντιςτοιχεύ 
ςε δύο ςτόλεσ του πύνακα   και η r-απλότητα του   εγγυϊται την r-απλότητα 
του   . 

2) ϋςτω δύο ςτόλεσ      και      με    , αντύςτοιχα. Σο διϊνυςμα διαφορϊσ των 

δύο αυτών ςτηλών           μετϊ από πρϊξεισ εύναι ύςο με τη διαφορϊ τησ 
i – οςτησ και τησ  j – οςτησ ςτόλησ. Σότε, η r-απλότητα του   εγγυϊται ότι 
υπϊρχουν το πολύ    1  επαναλαμβανόμενεσ τιμϋσ ςτο διϊνυςμα διαφορϊσ. 

 
Με τον ςυνδυαςμό αυτών των δύο γεγονότων, ϋχει αποδειχτεύ το ζητούμενο. 
 

  
 
Οι r-απλού πύνακεσ μπορεύ να θεωρηθούν ωσ γενύκευςη ενόσ ϊλλου καλϊ μελετημϋνου 

εύδουσ των ςυνδυαςτικών πινϊκων, τουσ λεγόμενουσ πύνακεσ διαφορών. Έχει 

διαπιςτωθεύ ότι οι r-απλού πύνακεσ ϋχουν ϊλλεσ εφαρμογϋσ ςε ακολουθύεσ ςχεδιαςμών  

για  επικοινωνύεσ. Μια πιο λεπτομερό επεξεργαςύα για βαςικϋσ ιδιότητεσ, για όρια, για 

ςχϋςεισ μεταξύ των πινϊκων διαφορών και των ορθογώνιων πινϊκων, για καταςκευϋσ 

και για εφαρμογϋσ γύνεται ςτο ,2-. 

 

Αςυμπτωτικϊ  Βϋλτιςτεσ  Αναδρομικϋσ  Καταςκευϋσ 
 
ε αυτό το ςημεύο θα παρουςιαςτεύ μύα αναδρομικό καταςκευό η οπούα βαςύζεται ςτη 

Βαςικό Καταςκευό και την Καταςκευό Γινομϋνου για r-απλούσ πύνακεσ και για όλουσ 

τουσ  OOC   με         . 
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Θεώρημα 2.5 (Καταςκευό Α)  

Τποθϋτοντασ ότι υπϊρχει ϋνασ  ( ,  ,  )      με   κωδικϋσ λϋξεισ. Έςτω   εύναι  

πρώτοσ, όχι μικρότεροσ από  .  

Σότε, θα υπϊρχει ϋνασ (  , ,  )      με       κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

ύμφωνα με το Θεώρημα 2.3 και τα ςυμπερϊςματα αυτού, υπϊρχει ϋνασ      (  1) 

- απλόσ πύνακασ D ςτο    . Λαμβϊνοντασ υπόψιν τισ πρώτεσ   ςειρϋσ του D, θα υπϊρχει 

ϋνασ        (  1) – απλόσ πύνακασ ςτο    . Έτςι, το ζητούμενο ςυμπϋραςμα 

προκύπτει από την Βαςικό Καταςκευό. 

Πόριςμα 2.3 

Τποθϋτοντασ ότι υπϊρχει ϋνασ ( ,  ,  )      με   κωδικϋσ λϋξεισ. Έςτω  

    
    

  …    
    ϋνασ θετικόσ ακϋραιοσ, όπου    με 1      εύναι πρώτοσ όχι 

μικρότεροσ από  . Σότε, θα υπϊρχει ϋνασ  (  , ,  )       με     κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

Η εφαρμογό τησ Καταςκευόσ Α ςε ( ,  ,  )       αρκετϋσ φορϋσ δύνει  (  1) - 
απλούσ  πύνακεσ. Σο ύδιο αποτϋλεςμα επιτυγχϊνεται, αν αρχικϊ καταςκευαςτεύ ϋνασ 

     (  1) - απλόσ πύνακασ ςτο     μϋςω τησ Καταςκευόσ Γινομϋνων r-απλών 
πινϊκων, και ςτη ςυνϋχεια εφαρμοςτεύ η Βαςικό Καταςκευό για να προκύψει ο 
επιθυμητόσ     . 
 
 
 
Παρϊδειγμα 2 

Ο ακόλουθοσ κώδικασ αποτελεύ ϋνα (63, 9, 2) βϋλτιςτο    . 
 

{1 5 8 18 28 31 35 40 59} 
{2 7 10 16 17 36 55 56 62} 
{3 11 24 25 27 29 30 43 51} 
{4 9 14 20 32 34 47 49 61} 
{6 22 23 39 48 50 54 58 60} 
{12 15 33 37 44 45 46 53 57} 

 
ύμφωνα με την Καταςκευό Α, μπορεύ να καταςκευαςτεύ  ϋνασ (63  11, 9, 2)       με 

6  121   726 κωδικϋσ λϋξεισ, από ϋναν  9  121  3-απλό πύνακα ςτο    .  Σο φρϊγμα  

Johnson  για το   (63  11, 9, 2) εύναι 948. 

  

Αυτό η  αναδρομικό  καταςκευό  πληρού  την πρώτη προώπόθεςη τησ παρατόρηςησ 1. 

Δυςτυχώσ όμωσ, ςε γενικϋσ γραμμϋσ δεν δύνεται κανϋνασ νϋοσ βϋλτιςτοσ OOC , ακόμη 

και αν ο αρχικόσ κώδικασ εύναι βϋλτιςτοσ. Εύναι δυνατόν να προκύψουν βϋλτιςτοι OOC  

υπό οριςμϋνεσ ςυνθόκεσ  για    1. Εντούτοισ,  διαςφαλύζεται η διατόρηςη  τησ 

αςυμπτωτικόσ βϋλτιςτησ ιδιότητασ. 
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Θεώρημα 2.6 

Έςτω   μια ϊπειρη οικογϋνεια αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων OOC  για την οπούα ιςχύει το  

φρϊγμα Johnson. Σότε θα υπϊρχει μύα ϊπειρη    οικογϋνεια αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων   

OOC    με την ιδιότητα ότι  για κϊθε ( ,  ,  )     ,      με Σ κωδικϋσ λϋξεισ,  και  για  

κϊθε θετικό ακϋραιο πρώτο  , ο οπούοσ δεν εύναι μικρότεροσ από  , θα υπϊρχει ϋνασ 

( ,  ,  )      ,        με      κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

Η ύπαρξη τησ οικογϋνειασ     προκύπτει από το Πόριςμα 2.3. Αρκεύ να δειχτεύ ότι η 

  εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη ςε ςχϋςη με το φρϊγμα Johnson. Παρατηρεύται ότι 

lim
   

 

 
   

 (  , ,  )
 lim

   

     ( ,  ,  )

 (  , ,  )  ( ,  ,  )
 lim

   

    ( ,  ,  )

 (  , ,  )
lim
   

 

 ( , ,  )
 1 

                                                             

Έτςι, το ςυμπϋραςμα προκύπτει από τον οριςμό των  αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων     . 

 

III. Οικογϋνειεσ  Αςυμπτωτικϊ  Βϋλτιςτων       

την παρϊγραφο αυτό,  θα  εφαρμοςτεύ η Καταςκευό  Α  ςε οριςμϋνεσ  γνωςτϋσ 

οικογϋνειεσ αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων OOC . Η πρώτη κατηγορύα πραγματεύεται την 

περύπτωςη με   1, η δεύτερη  κατηγορύα εύναι αφιερωμϋνη ςτην  περύπτωςη με   1 

και η τελευταύα  κατηγορύα περιϋχει  κϊποιεσ  περαιτϋρω ςυζητόςεισ  ςχετικϊ με τη  

Βαςικό Καταςκευό και την Καταςκευό Α. 

 

a)      με   1 

Οι  ( ,  , 1)       ϋχουν πλϋον μελετηθεύ εκτενώσ τισ τελευταύεσ δεκαετύεσ.  Πολλϋσ 

ϊπειρεσ οικογϋνειεσ βϋλτιςτων      ϋχουν καταςκευαςτεύ, ιδύωσ για μικρϋσ  τιμϋσ  . 

 

Θεώρημα 3.7  

Για κϊθε  δύναμη πρώτου    , υπϊρχει  ϋνασ βϋλτιςτοσ        1,    1, 1     . 

 

Παρατόρηςη 2 

Για την ακρύβεια, για κϊθε δύναμη πρώτου   , ϋνασ        1,      1, 1       εύναι  

ϋνασ        1,      1, 1, 0     , καθώσ ϋχει μόνο μύα κωδικό λϋξη. 

 

Η εφαρμογό τησ Καταςκευόσ Α οδηγεύ ςτο ακόλουθο θεώρημα. 
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Θεώρημα 3.8  

Για κϊθε  δύναμη πρώτου    , υπϊρχει ϋνασ  ( (     1),      1, 1     ,  όπου    

εύναι θετικόσ ακϋραιοσ, του οπούου οι πρώτοι διαιρϋτεσ εύναι μεγαλύτεροι από τον  .  

Αυτό η οικογϋνεια  εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη καθώσ     . 

την πραγματικότητα, για  κϊποιεσ ειδικϋσ  τιμϋσ του  , μπορεύ να επιτευχθούν  

βϋλτιςτοι  OOC . 

Πόριςμα 3.4  

  ( (     1),      1, 1    , αν             1 

όπου   εύναι  θετικόσ ακϋραιοσ, με πρώτουσ διαιρϋτεσ μεγαλύτερούσ από   . 

Επιπλϋον, εϊν εφαρμοςτεύ  το αποτϋλεςμα  τησ Βαςικόσ  Καταςκευόσ (Πόριςμα 2.1), 

μπορεύ να προκύψει μύα ϊλλη  βϋλτιςτη οικογϋνεια        υπό οριςμϋνεσ ςυνθόκεσ. 

 

Πόριςμα 3.5  

Έςτω    οποιαδόποτε δύναμη πρώτου. Αν  όλοι οι πρώτοι διαιρϋτεσ του      1 

εύναι  μεγαλύτεροι από   , τότε  θα υπϊρχει ϋνασ  βϋλτιςτοσ   (     1) ,    1, 1  

     για  κϊθε  θετικό  ακϋραιο   . 

Απόδειξη:  

Θα αποδειχθεύ με επαγωγό.  

Ιςχύει για    1.  

Έςτω ότι υπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ  (     1) ,    1, 1      , C.  

Μετρώντασ τισ κωδικϋσ λϋξεισ του C, ιςχύουν τα εξόσ: 

    
(     1)  1

 (  1)
  (     1) 

   

   

 

 

ύμφωνα με την παραγοντοπούηςη του       1, μπορεύ να εφαρμοςτεύ η 

Καταςκευό  Α ςτον C  αρκετϋσ φορϋσ, με κατϊλληλουσ 2-απλούσ πύνακεσ, και να 

προκύψει ϋνασ νϋοσ OOC, C’. Εφόςον, υπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ       1,    1, 1  

    , μπορεύ να γύνει περαιτϋρω χρόςη του Πορύςματοσ 2.1 και να προςτεθεύ ακόμη μύα 

κωδικό λϋξη ςτον C’. υνεπώσ, 

        (     1)  1  
(     1)    1

 (  1)
 

Εύναι εύκολο να αποδειχτεύ ότι      εύναι ύςο με το φρϊγμα John on για τουσ  

((     1)   ,    1, 1)      , οπότε ο     εύναι ϋνασ βϋλτιςτοσ OOC. 
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b)       με   1 

Για την κατηγορύα αυτό, θα ξαναειπωθούν κϊποιεσ γνωςτϋσ οικογϋνειεσ αςυμπτωτικϊ 

βϋλτιςτων  ( ,  ,  )      με    1, και θα επεκταθούν  με την  Καταςκευό Α. 

 

Θεώρημα 3.9 

Έςτω     πρώτοσ αριθμόσ, και     ακϋραιοσ   1.  

Σότε θα υπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ      1,     1, 2      με (   2) κωδικϋσ 

λϋξεισ. 

 

Πόριςμα 3.6 

Έςτω   πρώτοσ αριθμόσ, και   ακϋραιοσ  1, και   οποιοςδόποτε ακϋραιοσ. Οι πρώτοι 

διαιρϋτεσ των  ,  ,   υπερβαύνουν   . Σότε, θα υπϊρχει ϋνασ   (    1),      1, 2  

    με   (   2) κωδικϋσ λϋξεισ. Αυτό η οικογϋνεια εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη 

καθώσ     .  

 

Θεώρημα 3.10 

1. Έςτω   οποιοςδόποτε πρώτοσ αριθμόσ,   κϊθε διαιρϋτησ του   1, και   

οποιοδόποτε ακϋραιοσ, 1     . Σότε θα υπϊρχει ϋνασ (  , ,  )      με 

1

  
:   ( )   (   )/   1 

  (   )

; 

κωδικϋσ λϋξεισ. Αυτό η οικογϋνεια εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη καθώσ     . 

 

2. Έςτω   οποιοςδόποτε πρώτοσ αριθμόσ και  ,   να εύναι φυςικού αριθμού, 

  2, 1       . Σότε θα υπϊρχει ϋνασ ( (   1),    ,  )      με  

    (      1)/ (   1) κωδικϋσ λϋξεισ. Αυτό η οικογϋνεια εύναι 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη καθώσ       και     εύναι ςταθερό. 

 

3. Έςτω        όπου   1 και   εύναι κϊθε πρώτοσ αριθμόσ. Έςτω   και 

  1 εύναι ςχετικϊ πρώτοι, και   εύναι ακϋραιοσ αριθμόσ με 1    
 

 
.  

Σότε, θα υπϊρχει ϋνασ  (  1) ,  , 2       με  
 

 (   ) 
  κωδικϋσ λϋξεισ, όπου 

  ορύζεται ωσ εξόσ: 

 

   
            ,       1,2,3,4,5,6

       
1

7
       ,   7

  

Επιπλϋον, αυτό η οικογϋνεια εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη καθώσ     

και   εύναι ςταθερό. 
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Με βϊςη την Καταςκευό Α, μπορούν να καταςκευαςτούν τρεισ νϋεσ οικογϋνειεσ 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων OOC . Οι τρεισ νϋεσ οικογϋνειεσ εύναι πολύ μεγαλύτερεσ 

από τισ αρχικϋσ και εύναι αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτεσ ςύμφωνα με το φρϊγμα John on.  

 

Η πρώτη ϊπειρη οικογϋνεια βϋλτιςτων OOC  με   2 προόλθε από καταςκευό που 

παρουςιϊςτηκε ςτο ,3-. 

 

c. Γενικϊ 

 

Με τη Βαςικό Καταςκευό και την Καταςκευό Α, δεν εύναι πλϋον δύςκολο να προκύψουν 

κϊποιεσ οικογϋνειεσ OOC . Σο ακόλουθο θεώρημα εύναι ϋνα παρϊδειγμα.  

Θεώρημα 3.11 

Έςτω   οποιοςδόποτε πρώτοσ αριθμόσ,   κϊθε θετικόσ ακϋραιοσ και   κϊθε θετικόσ 

ακϋραιοσ, οι πρώτοι διαιρϋτεσ των οπούων δεν εύναι μικρότεροι από το  
    

   
 . 

Σότε, υπϊρχει ϋνασ  

4 
     1

  1
,
   1

  1
,
     1

  1
5      

 

με           /(   )  κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

Για κϊθε πρώτο αριθμό   , υπϊρχει ϋνασ 

4
     1

  1
,
   1

  1
,
     1

  1
5      

 με μύα κωδικό λϋξη. 

 Σο ςυμπϋραςμα προκύπτει ϋπειτα, από την Καταςκευό Α. 

  

Αν εφαρμοςτεύ η Βαςικό Καταςκευό, ϊμεςα, μπορούν να προκύψουν μερικϋσ 

οικογϋνειεσ  OOC   με      .  

 

Παρϊδειγμα 3 

Έςτω   πρώτοσ αριθμόσ, και   εύναι οποιοςδόποτε θετικόσ ακϋραιοσ των οπούων οι 

πρώτοι διαιρϋτεσ εύναι μεγαλύτεροι από  .  
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Σότε, θα υπϊρχει ϋνασ  ( (     1),      1, 2       με      κωδικϋσ λϋξεισ. 

Απόδειξη:  

Για κϊθε πρώτο αριθμό  , υπϊρχει ϋνασ        1,    1, 1        με μια κωδικό 

λϋξη. ύμφωνα με την παραγοντοπούηςη  , εφαρμόζονται αντύςτοιχα 3-απλού 

πύνακεσ. Με τη Βαςικό Καταςκευό, επιτυγχϊνεται ο επιθυμητόσ κώδικασ. 

 

Σα παραπϊνω παραδεύγματα δεύχνουν ότι εύναι εύκολο να προκύψουν κϊποιεσ 

οικογϋνειεσ OOC . Ωςτόςο, ςε κανϋνα από τα παραπϊνω παραδεύγματα, οι οπτικού 

ορθογώνιοι κώδικεσ δεν εύναι βϋλτιςτοι ό αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτοι. 

 

IV. υμπϋραςμα 

ε αυτό την ενότητα, παρουςιϊςτηκε μύα νϋα αναδρομικό καταςκευό (η Βαςικό 

Καταςκευό) για OOC . Από τη Βαςικό Καταςκευό, επιτυγχϊνεται η Καταςκευό Α για  

( ,  ,  )      . Με την Καταςκευό Α, διευρύνονται οριςμϋνεσ γνωςτϋσ οικογϋνειεσ 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτων     , και ωσ αποτϋλεςμα προκύπτουν νϋεσ οικογϋνειεσ, που 

εύναι πολύ μεγαλύτερεσ από τισ αρχικϋσ και εξακολουθούν να εύναι και αυτϋσ 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτεσ. 

Μια ςημαντικό ερώτηςη ςχετικϊ με τη Βαςικό Καταςκευό εύναι πόςο μακριϊ εύναι από 

το να προκύψουν  νϋοι  βϋλτιςτοι OOC  από τισ αρχικϋσ οικογϋνειεσ. την 

πραγματικότητα, εύναι δυνατό να προκύψουν κϊποιεσ βϋλτιςτεσ οικογϋνειεσ, εφόςον, 

τροποποιηθεύ η Βαςικό Καταςκευό υπό οριςμϋνεσ ςυνθόκεσ.  
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Αναδρομικϋσ καταςκευϋσ για βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)       

I. Ειςαγωγό 

Ένα δύςκολο πρόβλημα των OOC  εύναι να επιτευχθούν βϋλτιςτοι OOC , και ιδιαύτερα 

με    1. Πρόςφατα αναπτύχθηκε ϋνασ αλγοριθμικόσ ςχεδιαςμόσ βαςιςμϋνοσ ςτο 

μϋγιςτο πρόβλημα πλόρουσ γραφόματοσ - maximal clique problem (   ) για να 

βρεθούν βϋλτιςτοι( , 4, 2)       τϊξησ μϋχρι     44. Σο επύκεντρο αυτόσ τησ 

ενότητασ εύναι οι αναδρομικϋσ καταςκευϋσ για βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)      . Οι 

περιςςότερεσ κωδικϋσ λϋξεισ μπορούν να καταςκευαςτούν από γενικϋσ αναδρομικϋσ 

τεχνικϋσ, παρόλα αυτϊ, παραμϋνει το χϊςμα που υπϊρχει μεταξύ των αναδρομικών 

καταςκευών και των βϋλτιςτων OOC . ε μερικϋσ περιπτώςεισ, αυτό το χϊςμα μπορεύ 

να κλεύςει, όταν δύνονται αναδρομικϋσ καταςκευϋσ για βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)      .  

Η αναγωγό από βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)       ςε απλούσ, μϋςω μιασ ςειρϊσ αναδρομικών 

καταςκευών, δηλώνεται ωσ πεπεραςμϋνο μϋγιςτο πρόβλημα πλόρουσ γραφόματοσ 

(maximal clique problem).  

Με την επύλυςη αυτών των πεπεραςμϋνων     προβλημϊτων, μπορεύ  να επεκταθεύ η 

γενικό αναδρομικό καταςκευό των OOC  και να επιτευχθούν νϋεσ αναδρομικϋσ 

καταςκευϋσ που δύνουν βϋλτιςτουσ (  2 , 4, 2)       για    3,  εϊν υπϊρχει το 

    ( ). 

Τπϊρχει μια ςτενό ςχϋςη μεταξύ OOC   και (μερικών) κυκλικών  t - ςχεδιαςμών. Γι’ 

αυτό παρατύθενται οι οριςμού των t - ςχεδιαςμών, των κυκλικών t - ςχεδιαςμών και 

των μερικών κυκλικών t - ςχεδιαςμών. 

 

Οριςμόσ 1.1 

Ένασ (μερικόσ)      ( ,  ,  ) ςχεδιαςμόσ  εύναι ϋνα ζευγϊρι ( ,  )  όπου   εύναι ϋνα 

  – ςύνολο  (ό ςημειοςύνολο), και   εύναι μια οικογϋνεια    - υποςυνόλων  του    

(οικογϋνεια από blocks),  ϋτςι ώςτε κϊθε  t - υποςύνολο του   να εμφανύζεται ακριβώσ  

(το πολύ) λ blocks. 

 

Οριςμόσ 1.2 

Ένασ (μερικόσ)      ( ,  ,  ) ςχεδιαςμόσ   εύναι  κυκλικόσ   αν  η  ομϊδα  αυτομορφιςμού 

περιϋχει ϋναν κύκλο μόκουσ   .  Επιπλϋον, ςτο πλαύςιο  δρϊςησ  του αυτομορφιςμού, 

κϊθε κυκλικό τροχιϊ  μόκουσ    εύναι ϋνασ αυςτηρϊ  κυκλικόσ (μερικόσ) ςχεδιαςμόσ. 

Ένασ (αυςτηρϊ)  κυκλικόσ     ( ,  ,  ) μερικόσ ςχεδιαςμόσ  καλεύται επύςησ 

(αυςτηρϊ) κυκλικό      ( ,  ,  )  ομαδοπούηςη. 

Μύα      ( ,  ,  ) κυκλικό ομαδοπούηςη εύναι βϋλτιςτη, εφόςον, περιϋχει το μϋγιςτο 

δυνατό αριθμό blocks. 

Η ςχϋςη μεταξύ OOC   και κυκλικών t - ςχεδιαςμών ςυνοψύζεται ςτο Θεώρημα 1.1. 
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Θεώρημα 1.1 

Κϊθε  ( ,  ,  )        εύναι ιςοδύναμοσ με μύα αυςτηρϊ  κυκλικό  (  1)  ( , , 1) 

ομαδοπούηςη, όπου   1. Όμωσ,  κϊθε αυςτηρϊ  κυκλικό     ( ,  , 1) ομαδοπούηςη  

ιςοδυναμεύ με  ϋναν ( ,  ,   1) –     ,  όπου     2. Εξϊλλου,  αν η ομαδοπούηςη εύναι 

βϋλτιςτη, τότε το αποτϋλεςμα ενόσ OOC εύναι επύςησ  βϋλτιςτο. 

 

II.  ( , 4, 2)        και κυκλικϊ τετραπλϊ ςυςτόματα Steiner  

ε αυτόν την παρϊγραφο, εξετϊζονται κυρύωσ οι ( , 4, 2)      , οι οπούοι 

ιςοδυναμούν  με αυςτηρϊ κυκλικϋσ  3  ( , 4, 1)  ομαδοποιόςεισ. 

 

Οριςμόσ 2.1 

Ένασ 3  ( , 4, 1) ςχεδιαςμόσ εύναι ϋνα τετραπλό ςύςτημα Steiner (quadruple system 

Steiner), ςυμβολύζεται ςυχνϊ ωσ    ( ). Ένα αυςτηρϊ κυκλικό    ( ) ςυμβολύζεται 

ωσ      ( ) , και ϋνα κυκλικό     ( )  ςυμβολύζεται  ωσ      ( ). 

 

Οριςμόσ 2.2  

Μια τετραπλό διαφορϊ – difference quadruple (  ) εύναι μύα τετρϊδα ( ,  ,  ,  ) πϊνω 

ςτο      με          0         .  Μια  τριπλό διαφορϊ – difference triple  (  ) 

εύναι  μια τριϊδα ( ,  ,  ) πϊνω ςτο     τϋτοια ώςτε       0         . 
 
 
Κϊθε      ( ,  ,  ,  )  περιλαμβϊνει τϋςςερισ    ,   δηλαδό  ( ,  ,    ), ( ,  ,    ), 

( ,  ,    ), ( ,  ,    ). Από οποιαδόποτε     ( ,  ,  ,  ), μπορεύ να καταςκευαςτεύ 

ϋνα αρχικό block    *0,  ,    ,      +. 

 

Οριςμόσ 2.3   

Έςτω     (  ,   ,   ,   ),   1, 2  εύναι  δύο        ςτο      .  Σο    εύναι ιςοδύναμο με 

το    , ςυμβολύζεται     ~   ,  αν     *0,    ,       ,         + ,   1, 2 εύναι ςτην 

ύδια τροχιϊ του   , δηλαδό,      
   .  

Με παρόμοιο τρόπο ϋχει οριςτεύ η ιςοδυναμύα μεταξύ δύο    .  

 

Μια    δεν χρειϊζεται να  περιϋχει τϋςςερισ ανιςότιμεσ    . Οι εξαιρϋςεισ μπορεύ να 

χαρακτηριςτούν ωσ εξόσ:  

Μια    του τύπου ( ,
 

 
  ,  ,

 

 
  ) δημιουργεύ  δύο ανιςότιμεσ      αν   

 

 
 .  
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Μια    του τύπου  (
 

 
 ,

 

 
 ,

 

 
 ,

 

 
) δημιουργεύ  μια μοναδικό   .  

την πρώτη περύπτωςη η    εύναι το μιςό τησ τετρϊδασ και ςτην τελευταύα εύναι το 

ϋνα τϋταρτο τησ τετρϊδασ. Αυτϋσ οι διαφορϋσ δύνουν αντύςτοιχα  τισ μιςϋσ και το εν 

τϋταρτο  των τροχιών όταν     ενεργεύ  αντύςτοιχα  ςτα αρχικϊ blocks τουσ.  

Οριςμόσ 2.4 

Οποιαδόποτε     που  περιεύχε  τϋςςερισ ανιςότιμεσ       ονομϊζεται πλόρησ    . 

 

Η ύπαρξη ενόσ     ( ) εύναι ιςοδύναμη με την ύπαρξη ενόσ ςυνόλου     για το οπούο  

κϊθε     μϋςω του     περιϋχεται ςε ακριβώσ μύα από τισ    .  

 

Φρηςιμοποιώντασ αυτούσ τουσ οριςμούσ  για την ιςοδυναμύα μεταξύ     και    , κϊθε 

    ό     ϋχει διαφορετικϋσ  ιςοδύναμεσ  παραςτϊςεισ  πϋρα από τισ κυκλικϋσ 

μετατοπύςεισ  τησ.  

 

Οι    , ακολουθούν ϋξι διαφορετικϋσ μορφϋσ. 

 

Λόμμα 2.1 

Έςτω ( ,  ,  ) εύναι     ςτο    .  
Σότε  ( ,  ,  ) ~ ( ,  ,  ) ~ ( ,  ,  ) ~ (  ,  ,  ) ~ (  ,  ,  ) ~ (  ,   ,   ). 
 
Απόδειξη: 
 
Έςτω ϋνα αντιπροςωπευτικό block τησ τροχιϊσ ( ,  ,  ) , δηλαδό *0,  ,    +. Παρότι τα 

ςύνολα δεν ϋχουν διϊταξη, υπϊρχουν ϋξι τρόποι για να διαταχτούν.  Αυτού αντιςτοιχούν  

ςτισ ϋξι μορφϋσ    . 

 

Για οποιαδόποτε   , υπϊρχουν μόνο δύο ανεξϊρτητεσ παρϊμετροι, ϋτςι ώςτε η      

( ,  ,  )  να ςυμβολύζεται ωσ , - . Σότε, ξαναγρϊφοντασ το Λόμμα  2.1  προκύπτει το  

ακόλουθο λόμμα. 

 

Λόμμα 2.2 

, - ~, -(    )~,    - ~,  -(  )~,  -(   )~,   -(  ) 

 

Μια πολύ χρόςιμη γενύκευςη των CSQSs ορύζεται, ωσ εξόσ: 
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Οριςμόσ 2.4 

Έςτω   0 (     ). Ένασ   - αποκομμϋνοσ      ( ), ςυμβολύζεται     ( ,  ), 

 εύναι μια ςυλλογό από     , με την ιδιότητα ότι κϊθε     των οπούων η εύςοδοσ ϋχει  

κοινό παρϊγοντα 
 

 
 , δεν εμφανύζεται  ςτο ςύςτημα, αλλϊ όλεσ οι υπόλοιπεσ       

εμφανύζονται ακριβώσ μύα φορϊ. 

Η ςημαςύα τησ ϋννοιασ αυτόσ ςτηρύζεται ςτo εξόσ απλό λόμμα. 

Λόμμα 2.3 

Αν υπϊρχουν      ( ,  )  και      ( ), τότε θα υπϊρχει και      ( ). 

 

III. Βαςικό Καταςκευό και            ύ 

Προτεύνεται μύα αναδρομικό καταςκευό  για τουσ γενικευμϋνουσ  OOC  . Αυτό η 

καταςκευό εγγυϊται  αςυμπτωτικό  βελτιςτότητα  εϊν η  αρχικό  οικογϋνεια  εύναι 

αςυμπτωτικϊ βϋλτιςτη. Η αναδρομικό  καταςκευό ονομϊζεται Βαςικό Καταςκευό. 

 

Οριςμόσ 3.1 

Έςτω   μύα  αβελιανό ομϊδα μεγϋθουσ  , και    εύναι ϋνασ θετικόσ ακϋραιοσ. Ένασ       

πύνακασ         πϊνω ςτη    εύναι    - απλόσ, αν η διαφορϊ  δύο οποιωνδόποτε 

διανυςμϊτων τησ  ςτόλησ   περιϋχει  κϊθε ςτοιχεύο τησ     περιςςότερεσ  από    1 

φορϋσ. 

 

Θεώρημα 3.1 (Βαςικό Καταςκευό)  

Έςτω C  ϋνασ ( ,  ,  )     . Εϊν υπϊρχει ϋνασ       (  1) – απλόσ πύνακασ ςτο 

    , τότε θα υπϊρχει ϋνασ  (  , ,  )       C  με            , όπου       και    ,  

δηλώνουν  τον αριθμό των  κωδικών λϋξεων  ςτουσ νϋουσ  και αρχικούσ  κώδικεσ, 

αντύςτοιχα. 

 

 

Για να επιτευχθούν βϋλτιςτοι  ( , 4, 2)       , η  Βαςικό Καταςκευό  εφαρμόζεται 

αρχικϊ ςε  CSQSs  για να εφοδιαςτεύ η  πλειοψηφύα των  κωδικών λϋξεων  που 

χρειϊζονται οι βϋλτιςτοι OOC .  

Η ϋρευνα για το υπόλοιπο μϋροσ περιορύζεται ςτο πρόβλημα    . Αν  επιτευχθεύ μια 

βϋλτιςτη λύςη για  το      , τότε  μπορεύ να καταςκευαςτεύ μια βϋλτιςτη  οικογϋνεια 

 OOC .  
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Για να κατανοηθεύ η δομό των αποτελεςμϊτων των ςχεδιαςμών που προϋρχονται από  

την Βαςικό Καταςκευό των       , ϋχουν ειςαχθεύ οι             ύ. 

Οριςμόσ 3.2 

Ένασ            ό  ,  ( ,  ,  ,  ) , εύναι μύα ταξινομημϋνη  τριϊδα ( ,  ,  ), όπου  

  εύναι ϋνα ςύνολο με       ςημεύα,   εύναι μια ςυλλογό από   - ξϋνα    – υποςύνολα 

του   (που ονομϊζονται ομϊδεσ του  ), δηλαδό     εύναι  μια διαμϋριςη  του   , και  

    εύναι  μια ςυλλογό    - εγκϊρςιων ςτοιχεύων τησ   , που ονομϊζεται blocks,  ϋτςι 

ώςτε κϊθε  εγκϊρςιο    - ςτοιχεύο να  περιϋχεται ςε  ϋνα ακριβώσ  block.  

(Ένα εγκϊρςιο ςτοιχεύο τησ    εύναι ϋνα υποςύνολο του    που ικανοποιεύ  κϊθε  ομϊδα  

το πολύ μύα φορϊ.) 

Έςτω     μύα αβελιανό ομϊδα με   ςτοιχεύα. Ένασ            ό   καλεύται  κυκλικόσ, 

εφόςον ο αυτομορφιςμόσ τησ ομϊδα  περιϋχει μια κυκλικό υποομϊδα τϊξησ  . Εϊν  η  

κυκλικό υποομϊδα περιϋχει μόνο κύκλουσ μόκουσ  , ο            ό  ονομϊζεται  

αυςτηρϊ κυκλικόσ. 

 

χετικϊ με τουσ             ύ , ιςχύει το ακόλουθο θεώρημα. 

Θεώρημα 3.2  

Τποθϋτοντασ ότι υπϊρχει ϋνασ  ( ,  ,  )      που εύναι ιςοδύναμοσ με ϋναν αυςτηρϊ 

κυκλικό  ( ,  , 1)  (  1)-ςχεδιαςμό, και  ϋςτω ότι υπϊρχει ϋνασ       (  1)-απλόσ 

πύνακασ D ςτο   ,.  

Σότε  θα υπϊρχει ϋνασ  αυςτηρϊ  κυκλικόσ ςχεδιαςμόσ   ( ,  ,  ,   1)  ςτo     . 

Απόδειξη:  

Εφαρμόζοντασ  την  Βαςικό Καταςκευό ς’ ϋναν ( ,  ,  )       C , επιτυγχϊνεται ϋνασ 

(  , ,  )      C . Έςτω       ,   *         +, και    εύναι το ςύνολο όλων των 

πιθανών κυκλικών μετατοπύςεων των  κωδικών λϋξεων  του C , όπου  

                για      . Έςτω ότι ιςχύει ο  ιςχυριςμόσ:  ( ,  ,  ) εύναι  ϋνασ 

κυκλικόσ   ( ,  ,  ,   1) ςχεδιαςμόσ ςτο     . Για να αποδειχθεύ ο ιςχυριςμόσ, θα 

πρϋπει ο πύνακασ    ( ,   1, … ,     1) να εύναι ϋνασ  ορθογώνιοσ  πύνακασ  

δύναμησ   1 ςτο   . Σο γεγονόσ ότι κϊθε  (  1) – εγκϊρςια ςτοιχεύα τησ     

περιϋχονται ςε ακριβώσ ϋνα block του    , προκύπτει από το γεγονόσ ότι  ο    εύναι ϋνασ 

ορθογώνιοσ πύνακασ, και επειδό ο αρχικόσ       αντιςτοιχεύ  ςε  ϋνα    1 ςχεδιαςμό. 

  

Σο  ακόλουθο θεώρημα  για  3-απλούσ πινϊκεσ εύναι ζωτικόσ ςημαςύασ  για τισ 

καταςκευϋσ. 

Θεώρημα 3.3  

Για κϊθε   2, υπϊρχει ϋνασ  4       3-απλόσ πύνακασ ςτο   . 
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Πόριςμα 3.1 

Αν υπϊρχει ϋνασ      ( ), για κϊθε   2, τότε θα υπϊρχει και ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ 

 ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμόσ. 

Απόδειξη:  

Αυτό εύναι ϋνα ϊμεςο αποτϋλεςμα των Θεωρημϊτων 3.2  και 3.3. 

 

Λόμμα 3.1 

Αν υπϊρχει ϋνασ     ( ) με   2, 10(    12), τότε για κϊθε   2 και   0(    2),  
θα υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ   ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμόσ. 
 
Απόδειξη:  

Επειδό    2,  10  (    12), ο     ( ) δεν διαθϋτει το εν τϋταρτο τησ  τροχιϊσ. Εϊν 
πρόκειται για αυςτηρϊ  κυκλικό     , τότε το ςυμπϋραςμα  προκύπτει από το 
Πόριςμα 3.1.  
Εϊν περιϋχει τη μιςό τροχιϊ, πρϋπει πρώτα να εφαρμοςτεύ ο ακόλουθοσ 3-απλόσ 
πύνακασ  του      ( )  ςτο   , 

 

 

0  0  0  0
0  0  1  1
0  1  0  1
0  1  1  0

  

 

και να διαγραφούν τα  διπλότυπα από το ςύςτημα που θα προκύψει. ε αυτό το ςημεύο, 

οι περιττϋσ επαναλόψεισ προϋρχονται από τουσ μιςούσ τετραπλαςιαςμούσ. Για 

οποιαδόποτε μιςό τετραπλαςιαςμό, π.χ. 20,  ,
 

 
,
 

 
  3 , εϊν εφαρμοςτεύ η διαφορϊ του 

παραπϊνω πύνακα ςύμφωνα με τη βαςικό καταςκευό, θα ϋχουν επιτευχθεύ τϋςςερα 

blocks: 

20,  ,
 

 
,
 

 
  3 ,20,  ,

  

 
,
  

 
  3,20,     ,

 

 
,
  

 
  3 , 20,    ,

  

 
,
 

 
  3. 

 

Σα δύο πρώτα blocks βρύςκονται ςτην ύδια τροχιϊ, όπωσ και τα δύο τελευταύα. Εύναι 

εύκολο να ελεγχθεύ ότι αν απαλειφθούν οι περιττϋσ επαναλόψεισ , θα προκύψει ϋνασ 

(2 , 4, 2)       . Σϋλοσ, εφαρμόζονται οι 3-απλού πύνακεσ ςτο         του  τελικού 

ςυςτόματοσ για να προκύψει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ   ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμόσ. 

  

 

 

Για την πλόρη  χρόςη  τησ καταςκευόσ των      , γενικεύεται η ϋννοια των   - 

αποκομμϋνων              ώ . 
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Οριςμόσ 3.3 

Αν     με     . Ένασ αυςτηρϊ κυκλικόσ   - αποκομμϋνοσ   –        ό  ςτο   , 

ςυμβολύζεται ωσ   ( ,  , 4, 3   ), εύναι μια ςυλλογό       ενόσ αυςτηρϊ κυκλικού 

 ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμού, εξαιρώντασ κϊθε     που ϋχει ειςόδουσ με κοινό παρϊγοντα  

 
 

 
  , ο οπούοσ παραλεύπεται. 

 

Παρόμοιο με το Λόμμα 3.1, εύναι το εξόσ. 

Λόμμα 3.2 

Αν  υπϊρχει ϋνασ       ( ,  ) χωρύσ τροχιϊ τετϊρτων, τότε  θα υπϊρχει ϋνασ  

 ( ,  , 4, 3    ) ςχεδιαςμόσ, για οποιονδόποτε θετικό ακϋραιο   2. 

 

IV. Προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ και      

τόχοσ εύναι η  καταςκευό  ενόσ       (  , 2 )  από  ϋ          ( ),   ό ενόσ 

    (  ,   )   από  ϋναν     ( ,  )  χωρύσ να διαιρούνται οι τροχιϋσ ςτα τϋςςερα. 

Φρηςιμοποιώντασ τα Λόμματα 3.1 και  3.2, μπορούν να προκύψουν ϋνασ αυςτηρϊ 

κυκλικόσ    ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμόσ ό ϋνασ   ( ,  , 4, 3     ) ςχεδιαςμόσ αντύςτοιχα.  Η 

πρόςθεςη  περιςςότερων       ςτουσ αντύςτοιχουσ            ύ , ολοκληρώνει τα  

    (  , 2 )  ό      (  ,   ) αντύςτοιχα. 

 

Λόμμα 4.1 

Έςτω ότι υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ  ( ,  , 4,3) ςχεδιαςμόσ με   ,   0 (    2),  

και  ϋςτω ότι υπϊρχει ϋνα πλόρεσ ςύνολο     τϋτοιο ώςτε οι     

, -  ,      ,
 

2
  , 1    

(  2)

2
            , -  / , 0    

  

2
,
 

2
   

να διαιρούνται κϊθε μύα, ακριβώσ από μύα    . 

Σότε θα υπϊρχει ϋνασ      (  , 2 ). 

Λόμμα 4.2 

Έςτω ότι υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ  κυκλικόσ   ( ,  , 4,3     ) ςχεδιαςμόσ με 

 ,   0 (    2),  και  ϋςτω ότι υπϊρχει ϋνα πλόρεσ ςύνολο      τϋτοιο ώςτε οι     

, -  ,      ,
 

 
  , 1    

(  2)

2
         , -  / , 0    

  

2
,
 

 
   

να διαιρούνται κϊθε μύα, ακριβώσ από μύα   .  

Σότε θα υπϊρχει ϋνασ      (  ,   ).  
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Ο ςτόχοσ των Λημμϊτων 4.1 και 4.2 ανϊγεται ςε πεπεραςμϋνα προβλόματα 

υπολογιςμού, όπωσ εύναι για παρϊδειγμα το πρόβλημα του προςαρμοςμϋνου 

παρϊγοντα ςυςτόματοσ. 

 

Οριςμόσ 4.1 

Έςτω   ϋνασ ζυγόσ θετικόσ ακϋραιοσ,    εύναι ϋνα πλόρεσ γρϊφημα με κορυφό   , και 

  

 
 εύναι ϋνα πλόρεσ γρϊφημα με κορυφό    

 
 .  Έςτω      με 1    

 

 
 1 να εύναι ο 1οσ – 

παρϊγοντασ του   , και   

 
 να εύναι ο 1οσ – παρϊγοντασ του   

 
 .  

Σότε το    *    1    
 

 
+  καλεύται προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ 

(matched factor system), τϊξησ    αν ικανοποιούνται οι παρακϊτω ςυνθόκεσ: 

1. για  1   ,   
 

 
 1,   το όριο  ( ,    )      ανν  (     1   ,   1   )     

2. για  1    
 

 
 1,  το όριο  ( ,   

 

 
)      τότε (   1   , 1   )    

 
 

Παρϊδειγμα 4.1 

Έςτω   8. Οι ακόλουθοι τϋςςερισ 1οι – παρϊγοντεσ διαμορφώνουν τον 

προςαρμοςμϋνο παρϊγοντα ςυςτόματοσ τϊξησ 8.  

   *(1, 2), (4, 5), (6, 0), (3, 7)+ 

   *(6, 7), (2, 4), (1, 3), (5, 0)+ 

   *(5, 7), (1, 4), (0,3), (2, 6)+ 

   *(0, 3), (1, 2)+ 

Εύναι εύκολο να εξακριβωθεύ ότι: 

(1, 2)         (4, 5)    , (6, 0)         (6, 7)     

(3, 7)      ό   (3, 0)     

(2, 4)         (1, 3)    , (5, 0)         (5, 7)    , (1, 4)         (0, 3)     και  

(2, 6)      ό   (2, 1)      . 

  

 

Για να ςυμπεριληφθούν όλεσ οι υπόλοιπεσ     ςτα Λόμματα 4.1 και 4.2, 

χρηςιμοποιεύται μόνο μύα ενιαύα μορφό    , η οπούα  αναφϋρεται ςτο ακόλουθο 

λόμμα., ςτο οπούο χρηςιμοποιεύται ο οριςμόσ του προςαρμοςμϋνου παρϊγοντα 

ςυςτόματοσ. 

Λόμμα 4.3 

Μύα    (    ,  (    1)     , (     )   ,  (    1)     ) καλύπτει 

τισ τϋςςερισ ακόλουθεσ    : 

,    -  , ,(   )   -  , ,(       1)  (   )-  , ,(     1)  (   )-  . 
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Απόδειξη: 

Αυτό προκύπτει από τον οριςμό τησ      και το ςυμβολιςμό που χρηςιμοποιεύται. 

 

Μύα    τησ παραπϊνω μορφόσ καλύπτει δύο ζεύγη    , δηλαδό ,    -  , 

,(   )   -  ,     ,(       1)  (   )-  , ,(     1)  (   )-  . Αυτό η 

παρατόρηςη βοηθϊ για να ςυςχετιςτεύ ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ με 

το ακόλουθο λόμμα. 

Λόμμα 4.4 

Εϊν υπϊρχουν ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ τϊξησ   και ϋνασ αυςτηρϊ 

κυκλικόσ  ( ,  , 4, 3) ςχεδιαςμόσ, τότε θα υπϊρχει ϋνασ     (  , 2 ). 

Απόδειξη: 

Έςτω   *  ,   , …  ,   

 
+ εύναι ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ τϊξησ  . 

ύμφωνα με τον οριςμό του προςαρμοςμϋνου παρϊγοντα ςυςτόματοσ ιςχύει ότι,  

αν ( ,    )    , τότε (     1   ,   1   )    .   

Με αυτϊ τα δύο όρια, καταςκευϊζονται (  2)     ςύμφωνα με τα ακόλουθα: 

(    ,  (    1)     , (     )   ,  (    1)     ) 

ό     1      1 ,   
 

 
 .  

Σότε, τα  4(  2)     καλύπτονται από:  

,    -  , ,(   )   -  , ,(       1)  (   )-  , ,(     1)  (   )-   

όπου  1      1 ,   
 

 
  . 

Όταν καταςκευϊζονται οι  
 (   )

 
     ςυναρτόςει του προςαρμοςμϋνου παρϊγοντα 

ςυςτόματοσ τϊξησ   για κϊθε 1  k  
 

 
 , τότε καλύπτονται οι ακόλουθεσ ςυλλογϋσ      

*,    -  , ,(   )   -   ( ,    )     , 1      1,   
 

2
+ 

Εφόςον    εύναι 1οσ – παρϊγοντασ, το παραπϊνω ςύνολο εύναι ιςοδύναμο με   

2, -          ,
 

 
   3  ό     1    

 

 
 1 , και 

 , -  
 

   0    
  

2
  ,

 

2
     ό       

 

2
 

υνεπώσ, οι ιδιότητεσ του προςαρμοςμϋνου παρϊγοντα ςυςτόματοσ τϊξησ   

καλύπτουν όλεσ τισ      του Λόμματοσ 4.1.  
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Λόμμα 4.5 

Εϊν υπϊρχουν ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ τϊξησ   και ϋνασ αυςτηρϊ 

κυκλικόσ  ( ,  , 4,3    ) ςχεδιαςμόσ, τότε υπϊρχει     (  ,   ). 

Απόδειξη: 

Εύναι ακριβώσ η ύδια απόδειξη όπωσ ςτο Λόμμα 4.4, επιβϊλλοντασ περιςςότερουσ 

περιοριςμούσ ςτην τιμό  :   
 

 
   . 

  

Για να υπϊρξει ϋνασ προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ κϊποιασ τϊξησ, πρϋπει 

να μεταφραςτεύ η ύπαρξη του προβλόματοσ ενόσ     . Ορύζεται λοιπόν, τη γραφικό 

παρϊςταςη για το    . 

 

Οριςμόσ 4.2 

Έςτω   ϋνασ ζυγόσ ακϋραιοσ, και ϋςτω  

    ( ,    ),   , ((     1   ,   1   ),  )        , 1   ,   
 

2
+ 

εύναι το ςύνολο όλων των πιθανών προςαρμοςμϋνων ορύων. Έτςι, κϊθε κορυφό ςτο 

  εύναι ϋνα ζεύγοσ ορύων που ανόκουν ςε οριςμϋνουσ 1ουσ - παρϊγοντεσ.  Για  κϊθε  δύο  

κορυφϋσ του  , το ϋνα  όριο προςτύθεται ςτο ςύνολο  , εύτε     εύτε     με 

{  ,   1+  *     1   ,   1   +   . 

 

Λόμμα 4.6 

Εϊν η γραφικό παρϊςταςη ( ,  ) που ορύζεται παραπϊνω ϋχει πλόρεσ μϋγεθοσ 

γραφόματοσ  
 (   )

 
  , τότε υπϊρχει ϋνασ προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ 

τϊξησ  . 

Απόδειξη: 

Απλό μϋτρηςη δεύχνει το αποτϋλεςμα.  

 

Λόμμα 4.7 

Τπϊρχει ϋνασ προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ τϊξησ  , με    *8, 16, 24+ . 

Απόδειξη: 

Αν    εύναι ο    - οςτοσ  1οσ - παρϊγοντασ με  1    
 

 
 , τότε παρατύθενται τα όρια του 

κϊθε  1ου – παρϊγοντα. 
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   8 ςτο παρϊδειγμα 4.1 

   16 

 

    {(5,6),(8,9),(11,12), (2,3),(13,14),(0,1),(4,10),(7,15)} 

    {(4,6),(7,9),(10,12),(1,3),(13,15),(14,0),(5,8),(11,2)} 

    {(5,7),(1,4),(8,11),(15,2),(10,13),(0,3),(9,12),(6,14)} 

    {(6,10),(1,5),(14,2),(9,13),(15,3),(8,12),(0,4),(7,11)} 

    {(2,7),(3,8),(9,14),(12,1),(15,4),(6,11),(10,0),(5,13)} 

    {(4,5),(10,15),(11,1),(8,14),(12,2),(7,13),(0,6),(3,9)} 

   {(11,13),(2,9),(15,6),(14,5),(3,10),(0,7),(1,8),(4,12)} 

    {(7,0),(6,1),(5,2),(4,3)} 

 

   24 

    {(1,2),(4,5),(6,7),(8,9),(10,12),(11,23), 

             (13,14),(15,16),(17,18),(19,3),(20,21),(22,0)} 

    {(0,2),(1,3),(4,6),(5,16),(7,9)(8,13), 

             (10,11),(12,14),(15,17),(18,20),(19,21),(22,23)} 

    {(0,3),(1,4),(5,8),(6,9),(7,13),(10,22), 

              (11,14),(12,15),(16,19),(17,20),(18,21),(23,2)} 

    {(3,7),(4,8),(5,14),(6,10),(9,13),(11,15), 

             (12,16),(17,21),(18,1),(19,23),(20,0),(22,2)} 

    {(1,6),(2,7),(4,14),(5,13),(8,10),(9,21), 

              (11,16),(12,17),(15,20),(18,23),(19,0),(22,3)} 

    {(0,6),(3,9),(7,10),(8,14),(11,17),(12,18), 

               (13,19),(15,21),(16,1),(20,2),(22,4),(23,5)} 

    {(0,7),(3,10),(4,11),(5,12),(6,13),(8,20), 

              (9,16),(14,21),(15,23),(17,1),(18,22),(19,2)} 

    {(1,9),(3,11),(4,12),(5,10),(6,14),(8,16),  

              (13,21),(15,22),(17,0),(18,2),(19,20),(23,7)} 

    {(1,10),(4,13),(5,9),(6,15),(7,19),(11,20) 

                (12,21),(14,0),(16,22),(17,2),(18,3),(23,8)} 

     {(0,10),(3,13),(4,9),(7,17),(8,18),(11,21) 

                 (12,22),(14,23),(15,1),(16,2),(19,5),(20,6)} 

     {(5,7),(6,18),(8,19),(9,20),(10,21),(11,22), 

                (12,23),(13,0),(14,1),(15,2),(16,3),(17,4)} 

     {(6,5),(7,4)(8,3),(9,2),(10,1),(11,0)} 

 

 

V. Αναδρομικϋσ καταςκευϋσ για βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)         

Θεώρημα 5.1 

Εϊν υπϊρχει ϋνασ     (  ,   ) και ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ  3 – (  , 4, 1) ςχεδιαςμόσ 

που αποτελεύται από   DQs με 
(    )(    )

  
   1, τότε θα υπϊρχει μύα αυςτηρϊ 

κυκλικό βϋλτιςτη 3 – (  , 4, 1)  ομαδοπούηςη, δηλαδό ϋνασ βϋλτιςτοσ (  , 4, 2)     . 
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Απόδειξη: 

Φρηςιμοποιεύται η καταςκευό του Λόμματοσ 2.3. Για οποιαδόποτε    ( ,  ,  ,  ) μιασ 

αυςτηρϊ κυκλικόσ 3 – (  , 4, 1)  ομαδοπούηςησ, καταςκευϊζεται μύα νϋα   

   (  
 

 
,   

 

 
,   

 

 
,   

 

 
). Η ϋνωςη των     και του     (  ,   ) δύνει μια 

αυςτηρϊ κυκλικό και βϋλτιςτη 3 – (  , 4, 1) ομαδοπούηςη ςύμφωνα με τουσ όρουσ του 

λόμματοσ. 

Η βελτιςτότητα τησ ομαδοπούηςησ προκύπτει από την ανιςότητα 

(   1)(   2)

24
   1 

η οπούα εγγυϊται ότι ο αριθμόσ των     ςτο     , που δεν διαιρούνται με την 

προκύπτουςα  3 – (  , 4, 1) ομαδοπούηςη, εύναι λιγότερο από 4. Αυτό, ολοκληρώνει την 

απόδειξη. 

 

Προτού αποδειχθεύ το κύριο αποτϋλεςμϊ, απαριθμούνται διϊφορα λόμματα. 

Λόμμα 5.1 

Η ύπαρξη ενόσ     (2 , 2 )  εγγυϊται την ύπαρξη ενόσ     (4 , 4 ) εφόςον, 

   (    2). 

 

Πόριςμα 5.1 

Αν υπϊρχει ϋνασ     ( ) με   2, 10 (    12), τότε θα υπϊρχει για κϊθε   1 ϋνασ 

    (2   ,  2   ) . 

Απόδειξη:  

Αν υπϊρχει ϋνασ     ( )    2, 10 (    12), τότε θα υπϊρχει ο     (2 ). Ο 

    (2 ) ςτην πραγματικότητα παρϊγει τον     (2 , 4), οπότε μπορεύ να 

εφαρμοςτεύ το Λόμμα 5.1 για να αποδειχτεύ το αποτϋλεςμα.  

 

Πόριςμα 5.2 

Αν υπϊρχει ϋνασ      ( ) με 4  , τότε θα υπϊρχει ϋνασ      (2   ,  2   )  για κϊθε 

  0. 

Απόδειξη:  

Ένασ     ( )  με  4   ιςοδυναμεύ μ’ ϋναν     ( , 4). Με βϊςη το Λόμμα 5.1, θα 

υπϊρχει ϋνασ      (2   ,  2   ) για οποιαδόποτε    1.  

 

Παρουςιϊζεται η πρώτη ϊπειρη οικογϋνεια για βϋλτιςτουσ ( , 4, 2)        με    2 . 
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Λόμμα 5.2. 

Για όλα τα    4, υπϊρχει ϋνασ     (2 ,  2   ). 

 

Σο ακόλουθο αποτϋλεςμα εύναι γνωςτό. 

Λόμμα 5.3 

Τπϊρχει ϋνασ      (2 )  αν και μόνο αν    3, 4. 

 

Λόμμα 5.4 

Τπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ  ( , 4, 2)       για     8, 16, 32. 

 

Λόμμα 5.5 

Τπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ (64, 4, 2)     . 

Απόδειξη:  

Έχει βρεθεύ ότι ο βϋλτιςτοσ (64, 4, 2)      ϋχει 162 κωδικϋσ λϋξεισ.  
 
 
Θεώρημα 5.2 

Τπϊρχει ϋνασ βϋλτιςτοσ  (2 , 4, 2)      για όλα τα    3. 
 
Απόδειξη:  

Δεν υφύςταται ϋνασ     (16), αλλϊ υπϊρχει ϋνασ     (16, 8), ο οπούοσ ςύμφωνα με 

το Λόμμα 5.2, δεν περιϋχει τετραπλϊςια τροχιϊ. Φρηςιμοποιώντασ το Λόμμα 3.2, 

αποδεικνύεται ότι υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ  (16, 8,4,3  64), ενώ από το Λόμμα 

4.5, υπϊρχει ϋνασ      (128, 64). Σϋλοσ, το Λόμμα 5.5 και το Θεώρημα 5.1 δύνουν την 

εγγύηςη για την ύπαρξη ενόσ βϋλτιςτου (128, 4, 2)     . Για (2 , 4, 2)      με   8 

και μεγαλύτερα, μπορούν να χρηςιμοποιηθούν     (2 ) με   5.  Η ύπαρξη     (2 ) 

ςυνεπϊγει την ύπαρξη     (2 ,  4). Φρηςιμοποιώντασ τα Λόμματα 3.2, 4.5, 5.4 και το 

Θεώρημα 5.1, υπϊρχει μύα αυςτηρϊ κυκλικό 3  (2 , 4, 1) ομαδοπούηςη, δηλαδό ϋνασ 

βϋλτιςτοσ (2 , 4, 2) –     με   8 .  

 

Θεώρημα 5.3 

Αν υπϊρχει ϋνασ     ( ), τότε θα υπϊρχει μύα αυςτηρϊ κυκλικό και βϋλτιςτη 
3  (2   , 4, 1) ομαδοπούηςη, ό ιςοδύναμα ϋνασ βϋλτιςτοσ (2   , 4, 2)      με  
  3. 
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Απόδειξη:  

 Εϊν ϋνασ     ( ) δεν περιϋχει τετραπλϊςια τροχιϊ, τότε από το Λόμμα 3.1, υπϊρχει 

αυςτηρϊ κυκλικόσ  ( , 8,4,3) ςχεδιαςμόσ. Από τα  Λόμματα 4.4 και 4.7, υπϊρχει ϋνασ 

    (8  16). Δεδομϋνου ότι ο     ( ) δεν περιϋχει τετραπλϊςια τροχιϊ, από το 

Πόριςμα 5.1, θα υπϊρχει     (2  , 2   ) για οποιαδόποτε   1. Φρηςιμοποιώντασ 

το Λόμμα 3.2, υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ   (2  , 8,4,3  2    8). Ενώ, από τα 

Λόμματα 4.5 και 4.7, θα υπϊρχει      (2    , 2   ).  

Εϊν ο     ( ) περιϋχει τετραπλϊςια τροχιϊ, τότε από το Πόριςμα 5.2, υπϊρχει 

    (2   ,  2   )  για κϊθε   0. Επομϋνωσ, θα υπϊρχει ϋνασ αυςτηρϊ κυκλικόσ 

 (2  , 8,4,3  2    8). Από τα Λόμματα 4.5 και 4.7, εύναι γνωςτό ότι υπϊρχουν 

    (2     ,  2   ). 

Σϋλοσ, για αμφότερεσ τισ περιπτώςεισ, ιςχύουν τα Θεωρόματα 5.1 και 5.2 για να 

ολοκληρωθεύ η απόδειξη. 

 

VI. υμπϋραςμα 

ε αυτό την ενότητα, παρουςιϊςτηκε μια αναδρομικό καταςκευό για τουσ βϋλτιςτουσ 

( , 4, 2)        .  Αυτό η καταςκευό μπορεύ   γενικότερα  να εφαρμοςτεύ ςε 

οποιοδόποτε      ( )  για να παραχθεύ μύα  αυςτηρϊ κυκλικό  βϋλτιςτη 

3  (2   , 4, 1) ομαδοπούηςη με    3, δηλαδό ϋνασ βϋλτιςτοσ (2   , 4, 2)      με  

  3. 

Ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ ςυμπληρώνει το κενό ανϊμεςα ς’ ϋναν  

αυςτηρϊ κυκλικό            ό και ς’ ϋνα βϋλτιςτο ( , 4, 2)     .  Βρϋθηκε ότι ο 

προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ ϋχει πολλϋσ διαφορετικϋσ  τϊξεισ,  όπωσ  

  8, 16, 24, 32. Ο προςαρμοςμϋνοσ παρϊγοντασ ςυςτόματοσ τϊξησ  24  μπορεύ  να 

χρηςιμοποιηθεύ για την καταςκευό ενόσ      (24 , 48), αν υπϊρχει ϋνασ      ( ) 

χωρύσ το εν τϋταρτο τησ  τροχιϊσ.  Δυςτυχώσ όμωσ,  δεν ϋχει ακόμα βρεθεύ ο βϋλτιςτοσ 

(48,4, 2)     . 

 

Σϋλοσ, πιςτεύεται ότι  8   αποτελεύ αναγκαύα και ικανό προώπόθεςη για την ύπαρξη 

ενόσ προςαρμοςμϋνου παρϊγοντα ςυςτόματοσ τϊξησ  . 
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ύνοψη 

Οι καταςκευϋσ των ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικών OOC  περιλαμβϊνουν τισ 

ςυνδυαςτικϋσ καταςκευϋσ, τισ καταςκευϋσ που βαςύζονται ςτην προβολικό γεωμετρύα 

τισ αλγεβρικϋσ καταςκευϋσ και τισ αναδρομικϋσ καταςκευϋσ.  

Οι ςυνδυαςτικϋσ καταςκευϋσ πραγματεύονται τη ςχϋςη μεταξύ OOC  και οικογϋνειεσ 

διαφορών. Μύα ( ,  , 1) οικογϋνεια διαφορών εύναι ακριβώσ ϋνασ ( ,  , 1)     , και 

ςυνεπώσ, οι ςυνδυαςτικϋσ καταςκευϋσ εύναι κατϊλληλεσ μόνο για την καταςκευό των 

( ,  , 1)      .  

Όταν   3 ϋνασ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ μπορεύ εύκολα να καταςκευαςτεύ με 

βϋλτιςτη πληθικότητα.  Αν και ϋνασ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ μπορεύ να 

καταςκευαςτεύ για   4, η πληθικότητα του δεν εύναι βϋλτιςτη και η καταςκευό 

του εύναι περύπλοκη. Όταν   5, εύναι δύςκολο να καταςκευαςτούν οι ( ,  , 1)  

    . Η απόδοςη (BER bit error rate – ρυθμόσ ςφαλμϊτων) των OCDMA ςυςτημϊτων 

μειώνεται δραματικϊ καθώσ μειώνεται το  , δηλαδό όταν αριθμόσ των ταυτόχρονων 

χρηςτών ςε ϋνα δύκτυο, εύναι πολύ περιοριςμϋνοσ. 

Οι καταςκευϋσ τησ προβολικόσ γεωμετρύασ για OOC  βαςύζονται ςτην πεπεραςμϋνη 

προβολικό γεωμετρύα. Οι ευθεύεσ ςτην πεπεραςμϋνη προβολικό γεωμετρύα 

αντιςτοιχούν ςε κωδικϋσ λϋξεισ OOC  με βϊροσ  . Αυτό ςυμβαύνει επειδό κϊθε δύο 

ευθεύεσ ςτην προβολικό γεωμετρύα τϋμνονται το πολύ ςε ϋνα ςημεύο. υνεπώσ, μπορεύ 

να επιτευχθεύ OOC με αυτοςυςχϋτιςη    1 και ετεροςυςχϋτιςη    1. 

Η αλγεβρικό καταςκευό χρηςιμοποιεύ την θεωρύα πεπεραςμϋνων ςωμϊτων για την 

καταςκευό OOC.  Η διαδικαςύα καταςκευόσ εύναι ςχετικϊ περύπλοκη. Μϋχρι ςτιγμόσ, οι 

υπϊρχουςεσ καταςκευϋσ μπορούν να χρηςιμοποιηθούν για να καταςκευαςτεύ κϊποιοσ 

ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικόσ OOC με δεδομϋνο μόκοσ και βϊροσ κώδικα. τισ 

γενικότερεσ αλγεβρικϋσ καταςκευϋσ των OOC  εξακολουθούν να γύνονται ϋρευνεσ. 

Οι αναδρομικϋσ καταςκευϋσ χρηςιμοποιούν πύνακεσ διαφορών για να καταςκευαςτούν 

OOC. Για παρϊδειγμα, ϋνασ (    ,  , 1)     , C, μπορεύ να καταςκευαςτεύ 

χρηςιμοποιώντασ ϋναν υπϊρχων (  ,  , 1)     ,    , με πληθικότητα      και ϋναν 

(  ,  , 1)     ,   , με πληθικότητα     .  Αν οι πληθικότητεσ των    και    εύναι 

βϋλτιςτεσ τότε ο C εύναι επύςησ βϋλτιςτοσ και η πληθικότητα του εύναι 

           . Όταν καταςκευϊζεται ο C, πρϋπει αρχικϊ να καταςκευαςτεύ ϋνασ πύνακασ 

διαφορών και ςτη ςυνϋχεια να ςχεδιαςτεύ ο C χρηςιμοποιώντασ τουσ    ,    και τον 

πύνακα διαφορών. Αυτό το εύδοσ καταςκευόσ εύναι κατϊλληλο μόνο για την καταςκευό 

των ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικών OOC .  

Ένασ από τουσ λόγουσ για τουσ οπούουσ η πληθικότητα των ςταθερού βϊρουσ 

ςυμμετρικών OOC  εύναι περιοριςμϋνη, εύναι ότι ο περιοριςμόσ αυτοςυςχϋτιςησ και ο 

περιοριςμόσ ετεροςυςχϋτιςη εύναι ο ύδιοσ. την πραγματικότητα, επειδό οι επιπτώςεισ 

τουσ ςτην απόδοςη του ςυςτόματοσ εύναι διαφορετικϋσ, προκειμϋνου να αυξηθεύ η 

ικανότητα του ςυςτόματοσ, δηλαδό ο αριθμόσ των χρηςτών, ο περιοριςμόσ 

αυτοςυςχϋτιςησ του OOC μπορεύ να γύνει ελαςτικότεροσ. Αυτό θα ϋχει ωσ αποτϋλεςμα 

τουσ ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ OOC  που θα παρουςιαςτούν ςτο επόμενο 

κεφϊλαιο. 
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3ο Κεφϊλαιο   
ταθερού βϊρουσ Αςύμμετροι OOC  

 

 

 

 

 

Αν η τιμό αυτοςυςχϋτιςησ     εύναι μεγαλύτερη από την τιμό ετεροςυςχϋτιςησ   ,  τότε 

η πληθικότητα του     θα αυξηθεύ ςε μεγϊλο βαθμό. Θα αναφερθούν, λοιπόν,     με 

      ,  δηλαδό,  ςταθερού βϊρουσ αςύμμετροι    . 

 

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,   ,   )      καλεύται ςταθερού βϊρουσ αςύμμετροσ     (constant weight  

asymmetric    ) όταν  λ  λ ,    1,    1 . 

 

Εύναι φανερό ότι, ο ςταθερού βϊρουσ ςυμμετρικόσ οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ εύναι 

μια αξιοςημεύωτη περύπτωςη του ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρου ( ,  ,   ,   )     . 

 

Πληθικότητα ταθερού βϊρουσ Αςύμμετρων       

Οριςμόσ 

Η τιμό   ( ,  ,   ,   )  εύναι η πληθικότητα του βϋλτιςτου ( ,  ,   ,   )     .  

Ιςχύει,  

 ( , ,   ,   )  max*   :   εύναι ϋνασ ( ,  ,   ,   )     +. 

 

Σο ακόλουθο θεώρημα αναφϋρεται ςτην πληθικότητα του ϊνω φρϊγματοσ για 

ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ      . 

Θεώρημα  

Τποθϋτοντασ ότι C εύναι ϋνασ βϋλτιςτοσ  ( ,  ,   ,  )      , τότε το ϊνω φρϊγμα για 

ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ       θα εύναι: 

 ( , ,   ,  )  6
(  1)(  2) … (   )  

 (  1)(  2) … (   )
7 
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Καταςκευϋσ για  ταθερού βϊρουσ Αςύμμετρουσ       

ε αυτό το κεφϊλαιο θα παρουςιαςτούν δύο καταςκευϋσ για ( ,  , 2, 1)       , οι 

οπούεσ εύναι βαςιςμϋνεσ ςτουσ μη πλόρεισ ςχεδιαςμούσ κατϊ μπλοκ (    ) . Ένασ 

     εύναι ιςοδύναμοσ με τον ( ,  , 1, 1)     . 

 

1η Καταςκευό  

 Αν   εύναι ϊρτιοσ   2 , και αν   εύναι πρώτοσ αριθμόσ τϋτοιοσ ώςτε 

  
    

 
 1 , με    ακϋραιο. Έςτω   το αρχικό ςτοιχεύο του   ( ) τϋτοιο ώςτε 

*    ,     1-  1     + (     ). 

Σότε, τα ακόλουθα blocks: 

     ,   (   ),   (    ), … ,   (  (    ) )  0  1    1  

ςχηματύζουν τουσ ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ ( ,  , 2, 1)       με  

  2   και πληθικότητα        
 (   )

    2  ( , , 1, 1) . 

 Αν   εύναι περιττόσ    2  1, και αν   εύναι πρώτοσ αριθμόσ τϋτοιοσ ώςτε 

  
(    )  

 
 1 , με   ακϋραιο. Έςτω   το αρχικό ςτοιχεύο του   ( ) τϋτοιο 

ώςτε         (   )  1  1            (  1). 

Σότε, τα ακόλουθα blocks: 

  0,  (   ) ,  (   )(   ),  (   )(    ), … ,  (   )(  (    ) )  0  1    1  

ςχηματύζουν τουσ ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρουσ ( ,  , 2, 1)       με  

  2  1 και πληθικότητα         
 (   )

    
 2  ( , , 1, 1) . 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό των ςταθερού βϊρουσ αςύμμετρων (37,5, 2,1)      . 

Ο πρώτοσ αριθμόσ    ιςούται με 37. Επειδό,   2  1  5 και   
    

 
 1  37, 

  2       3. Σο    2 εύναι το αρχικό ςτοιχεύο του    (37).  Σότε,  

* 0,    ,   (   ),   (   ),   (   )  (    37)    0, 1, 2+, 

2  27 (    37), 2  31 (    37), 2   36 (    37), 2   6 (    37) 

Άρα, ςχηματύζονται οι ακόλουθεσ τρεισ κωδικϋσ λϋξεισ: 

*0,1,6,31,36+, *0,8,11, 26, 29+, *0,10,14, 23, 27+ 
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2η Καταςκευό 

 Η καταςκευό των ( ,  , 2, 1)       με   4 . Έςτω,   
    

 
 1 πρώτοσ 

αριθμόσ, με    4  και ϋςτω ότι    εύναι το αρχικό ςτοιχεύο του    ( ).  

Οι ακόλουθεσ ιςότητεσ: 

         1      ,        0, 1, … ,  1 

               ,        1, 2, … ,   

       1      ,        1, 2, … ,   

  (       1)      ,        1, 2, … ,  

για κϊποιο ακϋραιο  , 1    4   1, όπου οι ακϋραιοι 

  ,   , … ,     ,     , … ,    ,     , … ,   ,   , … ,     εύναι όλοι διακεκριμϋνοι 

       (4 ). 

 

Σότε, τα ακόλουθα blocks: 

*     ,       ,         ,           , … ,     (    )    ,     (    )         

0  1    1+ 

ςχηματύζουν κωδικϋσ λϋξεισ των  ( ,  , 2, 1)       με    4   και η 

πληθικότητα του  κώδικα εύναι        
 (   )

    2  ( , , 1, 1) . 

 

Παρϊδειγμα 

Η καταςκευό των (41, 4, 2, 1)      . 

Σο μϋγεθοσ του κώδικα εύναι    41 που εύναι πρώτοσ αριθμόσ. Εφόςον,  

  
    

 
 1  41, τότε θα εύναι   4  4       5 και ϊρα    1. Για 

  3       6 να εύναι το αρχικό ςτοιχεύο του    (41). Επομϋνωσ,  

6  1  10  6 , 6   6  29  6 , 6   1  39  6 , 6 (6   1)

 19  6  

δηλαδό,    8,    7,    6          9.  

Σα    ,    ,    ,    εύναι διακεκριμϋνα         4. Σότε, 

*    ,      ,       ,           (    41)    0, 1, 2, 3, 4+, 

6  11 (    41), 6  25 (    41), 6   40 (    41), 6   30 (    41) 

Άρα, ςχηματύζονται οι ακόλουθεσ τρεισ κωδικϋσ λϋξεισ: 
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*1,11,30,40+ , *12,16,25,29+, *10,13,28,31+, *3,4,37,38+ , *7,18,23,34+ 

Η πληθικότητα εύναι     5    (41, 4, 1)  3.  

Όμωσ, επειδό      5    (41, 4, 2, 1)  6 ο κώδικασ δεν εύναι βϋλτιςτοσ. 

 

 Η καταςκευό των ( ,  , 2, 1)       με    4  1. Έςτω,   
(     ) 

 
 1  

πρώτοσ αριθμόσ, με    4  1 και ϋςτω ότι   εύναι το αρχικό ςτοιχεύο του  

  ( ).  

Οι ακόλουθεσ ιςότητεσ: 

   (    )    1      ,        0, 1, … ,  1 

   (    )          ,         1, 2, … ,   

   (    )  1      ,        1, 2, … ,   

  (   (    )  1)      ,        1, 2, … ,  

για κϊποιο ακϋραιο  , 1    (4  2)  1, όπου οι ακϋραιοι 

  ,   , … ,     ,     , … ,    ,     , … ,   ,   , … ,     εύναι όλοι διακεκριμϋνοι 

      (4  2). 

Σότε, τα ακόλουθα blocks: 

*,0,  (    ) ,    (    ) ,  (    )  (    ) ,  (    )    (    )  , … , 

                 (    )(    ) (    ) ,   (    )(    )   (    )  -   0      1+ 

ςχηματύζουν κωδικϋσ λϋξεισ των  ( ,  , 2, 1)       με    4  1  και η 

πληθικότητα του  κώδικα εύναι        
 (   )

     
 2  ( , , 1, 1) . 

 

 

 

 

 

 

 

Βιβλιογραφύα 

“Optical Code Divi ion Multiple Acce   Communication Network  – Theory and 

Application” Hongxi Yin, David J.Richard on. 
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4ο Κεφϊλαιο   
Μεταβλητού Βϊρουσ  OOC  

 

 

 

 

 

Οριςμόσ 

Ένασ ( ,  ,   ,   )      καλεύται μεταβλητού βϊρουσ     (variable weight    ) 

όταν  το βϊροσ   δεν εύναι ςταθερό. 

Αυτό το κεφϊλαιο επικεντρώνεται ςτουσ       βϊρουσ    4  και    5. 

 

Κυκλικού ςχεδιαςμού με block μεγϋθουσ 4  

I. Ειςαγωγό 
 

Οριςμόσ  

Ένασ ςχεδιαςμόσ διαιρούμενοσ ςε ομϊδεσ (group divisible design) με μϋγεθοσ block  ,  

δεύκτη   και ομϊδα τύπου      (εν ςυντομύα ( ,  )      τύπου   ) εύναι μια τριϊδα 

( ,   ,   ),  όπου     εύναι ϋνα ςύνολο με    ςτοιχεύα ,   εύναι μύα διαμϋριςη του     ςε 

ομϊδεσ μεγϋθουσ   , και    εύναι  μια ςυλλογό από  -υποςύνολα του    (blocks) με την 

ιδιότητα ότι κϊθε  block τϋμνει κϊθε ομϊδα το πολύ ςε ϋνα ςημεύο και κϊθε δύο ςημεύα 

που ανόκουν ςε διακεκριμϋνεσ ομϊδεσ περιϋχονται, και τα δύο, ςε ακριβώσ  λ  blocks. 

την  περύπτωςη  όπου,     εύναι τετριμμϋνη  διαμϋριςη με μονοςύνολα, υποςτηρύζεται 

ότι  το  ζεύγοσ ( ,  ) εύναι ϋνασ 2  ( ,   ,   ) ςχεδιαςμόσ ό ϋνασ ( ,   ,   )      .  Ένασ 

      με    1  εύναι  ϋνασ  2οσ  - ςχεδιαςμόσ Steiner . 

 

Οριςμόσ 

Ένασ       ό        λϋγεται ότι εύναι κυκλικόσ ςχεδιαςμόσ, όταν υπϊρχει        ( )  

τϊξησ      διατηρώντασ  . 

Ένα χρόςιμο εργαλεύο για τη δημιουργύα κυκλικών       εύναι η ϋννοια τησ ςχετικόσ 

οικογϋνειασ διαφορών (relative difference family). Η ϋννοια  αυτό  ειςόχθη  επύςημα  

ςτο  [1]  και φυςικϊ,  γενικεύει  τη γνωςτό ϋννοια  του  ςχετικού  ςυνόλου διαφορών 

(relative difference set). 
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Οριςμόσ 

Ένα     ,  ,  ,      ςχετικό ςύνολο διαφορών  εύναι ϋνα  -υποςύνολο του   ςτο     με 

την ιδιότητα ότι οι λύςτεσ διαφορών     *         ,      ,    + δεν ϋχουν κανϋνα 

ςτοιχεύο ςτο        ενώ,  κϊθε ςτοιχεύο του           εμπεριϋχεται ακριβώσ λ φορϋσ. 

Γενικότερα, μύα    ,  ,  ,     ςχετικό οικογϋνεια διαφορών (εν ςυντομύα     ,  ,  ,     

  ) εύναι μύα οικογϋνεια    ,  -υποςυνόλων (blocks  βϊςησ) ςτο      με την ιδιότητα 

ότι οι λύςτεσ διαφορών             υπϊρχουν λ φορϋσ ςτο          .  

Μια τϋτοια    παρϊγει ϋναν κυκλικό ( ,  )     ,   τύπου      ,   ,    με ςημεύο-

ςύνολο       , ομϊδα-ςύνολο               0      +, δηλαδό το ςύνολο των 

ςυμπλόκων του       ςτο     , και block-πολυςύνολο    *         ,        +, (το 

ανϊπτυγμα τησ   ). 

Η ειδικό περύπτωςη όπου    1  υποδηλώνει μύα ( ,   ,   )    . 

 

Οριςμόσ 

Μύα  (  ,  ,  , 1)     ονομϊζεται επύςησ   - κανονικό κυκλικό ομαδοπούηςη (regular 

cyclic packing)     (1,     ). 

Η ύπαρξη ενόσ κυκλικού ( ,   ,  1)       εύναι απολύτωσ ιςοδύναμη με την ύπαρξη 

μιασ  (  ,  ,  , 1)      με    1  ό     . 

Τπϊρχει μια πολύ εκτεταμϋνη βιβλιογραφύα, ςτο ,2-, ςχετικϊ με κυκλικούσ       με 

ιδιαύτερη προςοχό ςτον κυκλικό 2ο -ςχεδιαςμό Steiner.  

ε γενικϋσ γραμμϋσ, για ςυγκεκριμϋνα   και  , ϋνα πολύ δύςκολο πρόβλημα εύναι να 

καθοριςτεύ το φϊςμα των τιμών του   για τισ οπούεσ υπϊρχει ο κυκλικόσ ( ,  ,  )  

    . Βϋβαια, ϋχει επιλυθεύ για     3           1 από τον Pelte ohn ςτο ,3-, και για 

    3        1 από τον Colbourn ςτο ,4-,όπωσ και για απλούσ και αδιϊςπαςτουσ 

κυκλικούσ ( , 3, 2)         ςτο ,5-. Πολλϊ ϊρθρα, ϋχουν επεξεργαςτεύ  το ζεύγοσ 

( ,  )    (4, 1), όπωσ και καταςκευϋσ κυκλικών ( , 4, 1)       . Εύναι λογικό να 

πιςτεύεται, ότι υπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ ( , 4, 1)       για κϊθε παραδεκτό τιμό  

  37, αλλϊ μια απόδειξη δεν εύναι ακόμη εφικτό. 

Οι ςχετικϋσ οικογϋνειεσ διαφορών με   1 εύναι ςτενϊ ςυνδεδεμϋνεσ με την ϋννοια του 

οπτικού ορθογώνιου κώδικα. Η ϋννοια αυτό, καθιερώθηκε και ϋχει πολλϋσ ςημαντικϋσ 

εφαρμογϋσ. Μια γενικότερη αναφορϊ γύνεται ςτο ,4-.  υγκεκριμϋνα, ϋνασ ( ,   , 1) 

οπτικόσ ορθογώνιοσ κώδικασ (OOC) εύναι ϋνα ςύνολο  , (0, 1) - ακολουθιών (κωδικϋσ 

λϋξεισ) μόκουσ   και βϊρουσ   που ικανοποιεύ την ακόλουθη ιδιότητα (όπου όλοι οι 

δεύκτεσ μειώνονται κατϊ      ): 

       

   

   

 0  ό  1  ό    ,  ( ,  ,  )         
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Εξακριβώνεται ότι, οποιαςδόποτε κωδικό λϋξη     με υποςύνολο ςτο    ϋχει 

χαρακτηριςτικό ςυνϊρτηςη   και ϋνασ ( ,  , 1)      μπορεύ πιο εύκολα να 

αντιμετωπιςτεύ ωσ ϋνα ςύνολο      -υποςύνολων του    (ςύνολα κωδικόσ λϋξησ) με 

την ιδιότητα ότι    δεν περιλαμβϊνει επαναλαμβανόμενα ςτοιχεύα.  

Ένα κοινότυπο αριθμόςιμο επιχεύρημα δεύχνει ότι το μϋγεθοσ ενόσ ( ,  , 1)       δεν 

μπορεύ να υπερβεύ το  
   

  (   )
  . Ένασ OOC λϋγεται ότι εύναι βϋλτιςτοσ όταν το μϋγεθόσ 

του φτϊνει αυτό το όριο.  υγκεκριμϋνα, λϋγεται ότι ϋνασ OOC εύναι τϋλειοσ, όταν το 

μϋγεθόσ του εύναι ακριβώσ ύςο με  
   

  (   )
. 

Εύναι ςαφϋσ ότι μύα  (  ,  ,  , 1)     εύναι επύςησ ϋνασ βϋλτιςτοσ (  ,  , 1)      όταν 

    (  1) και τϋλεια όταν     1.  Άρα, ϋνασ τϋλειοσ ( ,  , 1)      εύναι 

ιςοδύναμοσ με μύα  ( ,  , 1)    . 

 

Η ενότητα αυτό  πραγματεύεται κυκλικούσ (4, 1)        που προκύπτουν από  

(  ,  , 4, 1)    .  Αςχολεύται επύςησ με: (a) μια  ςαφό  καταςκευό τησ  (4 ,  4, 4,  1)  

    για οποιαδόποτε  πρώτο      1 (    12) (δηλαδό, για      1 (    24)), (b) μια 

(μη ςαφό) καταςκευό  για τη  (4 ,  4, 4,  1)      για  οποιαδόποτε  πρώτο  

     7 (    12)  υπό την προώπόθεςη ότι ο λόγοσ  
(   )

 
  ϋχει ϋναν πρώτο παρϊγοντα 

όχι  μεγαλύτερο από 19, (c) μια  εύκολη  καταςκευό τησ  (6 ,  6, 4,  1)      για  

οποιαδόποτε  πρώτο    5 και (d) μια  ςαφό  καταςκευό τησ (8 ,  8,  4,  1)      για 

οποιαδόποτε  πρώτο      1 (    6). 

Καταςκευϋσ για  (  ,  , 4, 1)      με    πρώτο, εύναι γνωςτϋσ  για τισ ακόλουθεσ 

περιπτώςεισ: 

i.   1       1 (    12) 

ii.   2       1 (    6) 

iii.   3       1 (    4) 

iv.   4       1 (    12) 

v.   6       5 

vi.   9     5    1 (    4) 

vii.   12     5    1 (    4) 

Οι καταςκευϋσ δεν εύναι ςαφεύσ ςτισ περιπτώςεισ  (i), (iv)  εϊν      1 (    24),  και 

ςτην περύπτωςη  (vi)  εϊν    13 (    24). 

ημειώνεται ότι, αν      1 (    6)  εύναι πρώτοσ,  τότε  υπϊρχει   1 ό 7(    12) 

ςύμφωνα με το εϊν ο λόγοσ 
(   )

 
 εύναι ζυγόσ ό περιττόσ αντύςτοιχα.  Έτςι, τα  (a)  και 

(b) δύνουν μια (4 ,  4, 4, 1)    ,  (και ςυνεπώσ  ϋναν κυκλικό (4 , 4, 1)      ) για 

οποιοδόποτε  πρώτο     1 (    6)  τϋτοιο ώςτε ο λόγοσ  
(   )

 
  να εύναι πρώτοσ 

παρϊγοντασ και όχι μεγαλύτεροσ από 19. 

 



99 
 

Δύνεται επύςησ, μια πολύ ιςχυρό ϋνδειξη για την ύπαρξη του κυκλικού (4 , 4,  1)       

για οποιαδόποτε  πρώτο      1 (    6).   Έχει  αποδειχθεύ,  ότι  ϋνασ τϋτοιοσ      

υπϊρχει  όταν  ο   εύναι αρκετϊ  μεγϊλοσ, λαμβϊνοντασ υπόψιν  το μικρότερο  πρώτο 

παρϊγοντα του  
(   )

 
. 

Σο  αποτϋλεςμα  του  (b) επιτυγχϊνεται  με  τη  χρόςη  του  Θεωρόματοσ  του  Weil  για 

πολλαπλαςιαςτικό χαρακτόρα αθροιςμϊτων, που αναφϋρεται ςτη ςυνϋχεια. 

Ο πολλαπλαςιαςτικόσ χαρακτόρασ του    , όπου    πρώτοσ, εύναι μύα απεικόνιςη:  

 :    *     :       1 ό 0+ 

τϋτοιοσ ώςτε  (0)  0,  (1)  1 και με την ιδιότητα ότι  (  )   ( )  ( ) για κϊθε 

( ,  )          .  

 

Θεώρημα 1.1 (Θεώρημα του Weil) 

Έςτω     ϋνασ χαρακτόρασ τϊξησ    1 του πεπεραςμϋνου ςώματοσ    .  

Έςτω       [x]  με         για κϊθε  ( ,  )        , -. Σότε ιςχύει: 

   , ( )-

    

  (  1)    

 

όπου   εύναι ο αριθμόσ των διακεκριμϋνων ριζών τησ     ςτο ςώμα ριζών του   . 

Σο παραπϊνω θεώρημα ϋχει μεγϊλη ςημαςύα για πολλϋσ καταςκευϋσ ςυνδυαςτικών 

ςχεδιαςμών. 

 

ε όλη την ενότητα, χρηςιμοποιεύται ςταθερόσ πρώτοσ     1 (     ) και ϋνα αρχικό 

ςτοιχεύο ω    , ωσ     θα ςυμβολύζεται η ομϊδα *      0       
(   ) 

 
+  -οςτησ 

δύναμησ (      ),  ενώ ωσ   
  θα ςυμβολύζεται το ςύμπλοκο    ςτο   

 (   ), 

αντιπροςωπευμϋνο από το    , δηλαδό    
       . 

Αν   εύναι πρώτοσ    1 (      ), με τη φρϊςη «το S εύναι εγκϊρςιο ςτο 
   

    
» 

εννοεύται ότι, το S εύναι ϋνα πλόρεσ ςύςτημα αντιπροςώπων για ςύμπλοκα του       

ςτο    . 

 

Κϊθε φορϊ που καταςκευϊζεται μύα (  ,  , 4, 1)      με  . .  . ( ,  )  1, γύνεται 

ταυτοπούηςη του       με την ιςομορφικό ομϊδα      . Με τον τρόπο αυτό μύα 

(  ,  , 4, 1)     αντιμετωπύζεται ωσ ϋνα ςύνολο    από 4 - υποςύνολα του         

τϋτοια ώςτε      (      )    (   *0+). 
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Οποιαδόποτε (  ,  , 4, 1)     θα πραγματοποιηθεύ  με  τη  ςιωπηρό  χρόςη μιασ 

( , 4,  )     ιςχυρόσ οικογϋνειασ διαφορών – strong difference family (   ). 

Πρόκειται για μια οικογϋνεια    πολλών ςυμπλόκων μεγϋθουσ 4 του    ϋτςι ώςτε κϊθε 

ςτοιχεύο του     να εμφανύζεται ακριβώσ    φορϋσ ςτη    . 

 

II. Ρητϋσ  Καταςκευϋσ  για  (4 , 4, 1)        με  πρώτο    1 (    12) 

Εύναι δυνατόν να επεκταθεύ οποιοςδόποτε κυκλικόσ ( ,  , 1)      , ς’ ϋναν κυκλικό 

(  ,  , 1)      , αν    πρώτοσ, ςύμφωνα με το [6]. Αυτό ςυνεπϊγει την ύπαρξη ενόσ 

(4 , 4, 1)       για οποιονδόποτε πρώτο     1 (    12) δεδομϋνου ότι, για κϊθε 

ϋναν από αυτούσ τουσ πρώτουσ αριθμούσ υπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ ( , 4, 1)      . 

 

την παρϊγραφο αυτό, παρουςιϊζεται μια ρητό καταςκευό τησ (4 , 4, 4, 1)    , και 

ςυνεπώσ ενόσ κυκλικού (4 , 4, 1)      , για οποιονδόποτε πρώτο     1 (    12). 

 

 

1η Περύπτωςη:      13 (    24).  

την περύπτωςη αυτό  3     .  

Αν    13, ϋνα παρϊδειγμα ενόσ κυκλικού (4 , 4, 1)       εύναι αυτόσ που παρϊγεται 

από την ακόλουθη  (52, 4, 4, 1)    :  

{{0, 1, 22, 47}, {0, 2, 9, 19}, {0, 3, 18, 41}, {0, 4, 20, 44}} 

Σώρα, ϋςτω      24  13 εύναι πρώτοσ με    0 και ϋςτω  ( ,  ,   )    
   ορύζεται ωσ 

εξόσ: 

 

 

 

( ,  ,   )   

 

 

Έςτω ε  εύναι  κυβικό (τρύτη)  αρχικό  ρύζα  (     ), και εξετϊζοντασ τα ακόλουθα  

υποςύνολα  του        : 

    (0,0),  0,    ,  1,     ,  3,         0, 1, 2 

   *(0,0), (2,  ), (2,   ), (2,    )+ 

ιςχύει 

( 2, 7, 2)     3              7                 

 
1

2
,
9

25
, 2  

    3              7     

(2,  7,2)     3, 7        
( 1, 9, 1)     3, 5     
( 5, 25, 1)     3           5        
( 1, 5, 1)     3, 10          5     
(2,  24, 1) 

    3,
5

2
    , 5            13     

( 5, 8, 1) 
    3,

5

2
    , 5           13     
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      * +       

 

   

 

   

 

όπου  

   * 1,  (  1)+,    * ,   1,  ,   1+,    *  , (   )+            . 

Φρηςιμοποιώντασ ςτοιχειώδη  θεωρύα  αριθμών  μπορεύ να αποδειχθεύ ςε οποιαδόποτε 

περύπτωςη ότι, κϊθε      εύναι εγκϊρςιο ςτο    
    , εϊν  S  εύναι εγκϊρςιο ςτο  

      , και τότε θα ιςχύει             
   για κϊθε  . Επομϋνωσ, 

  *   (1,  ) 0    3    + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 

 

2η Περύπτωςη:    (    24)     3     

Έςτω   ϋνασ αριθμόσ που δεν εύναι τϋλειο τετρϊγωνο, τϋτοιοσ ώςτε ο     1  να μην 

εύναι επύςησ τϋλειο τετρϊγωνο. Ένα τϋτοιο     μπορεύ να βρεθεύ με τον ακόλουθο τρόπο. 

Έςτω     και     1 δύο ςυνεχόμενοι αριθμού, που δεν εύναι τϋλεια τετρϊγωνα ςτο    .   

Έςτω      ο μικρότεροσ ακϋραιοσ του  *  2,    3,…  ,    1+, τϋτοιοσ ώςτε     να εύναι 

ϋνα τϋλειο τετρϊγωνο (     ). Εύναι προφανϋσ ότι,      1  πληρού τισ απαιτούμενεσ 

 ςυνθόκεσ. 

Σώρα, ϋςτω  ε εύναι μύα κυβικό αρχικό ρύζα (     ), και εξετϊζοντασ τα ακόλουθα 

υποςύνολα του        : 

     0,     ,  0,      , (1,0),  2,          0, 1, 2 

   *(0,1), (0,  ), (0,   ), (1,0)+ 

ιςχύει 

      * +        

 

   

 

   

 

όπου  

   *  1, 2 +,        *1,  +          *  1,   1+ . 

Η  υπόθεςη ότι  3     ςημαύνει  ότι    1  εύναι  τϋλειο τετρϊγωνο (     ), 

λαμβϊνοντασ  υπόψιν  την  ταυτότητα (  1)    3 . Σότε, εφόςον, το 2  εύναι επύςησ 

τϋλειο τετρϊγωνο, κϊθε     θα περιϋχει ϋναν αριθμό τϋλειο τετρϊγωνο και ϋναν μη 

τϋλειο τετρϊγωνο. Έτςι,  εϊν  S  εύναι εγκϊρςιο ςτο        , τότε θα ιςχύει  ότι  

           
    για κϊθε  . Επομϋνωσ, 

  *   (1,  ) 0    3    + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 
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3η Περύπτωςη:      1 (    24)     3      

Για την επύλυςη αυτόσ τησ περύπτωςησ, αρκεύ να ςυνδυαςτεύ η καταςκευό του Bose 

,6α-  για κυκλικούσ  ( , 4,  1)        με το «μεύγμα» καταςκευών που δύνεται ςτο ,6β-.  

υμβολύζονται: με     μια αρχικό 4η ρύζα  τησ μονϊδασ, με ε  μια αρχικό κυβικό ρύζα τησ 

μονϊδα, με  S  ϋνα εγκϊρςιο ςύνολο ςτο        , και με     ϋνα εγκϊρςιο ςύνολο  ςτο 

   
     . 

Ιςχύει ότι 

   *(0,0), (0,  ), (0,   ), (0,    )+       *(0,  ), (1,   ), (2,   ), (3,    )+    + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 

 

III. Κυκλικού  (4 , 4,  1)        με     πρώτο    7 (    12) 

ε αυτόν την παρϊγραφο αναφϋρεται  το εξόσ πρόβλημα. 

Ερώτηςη:  

Για ποιουσ  πρώτουσ      7 (    12)  υπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ  (4 , 4,1)      ; 

Εύναι γνωςτό ότι ϋνασ τϋτοιοσ      ςχεδιαςμόσ δεν υπϊρχει για    7.  Ένασ  πολύ 

απλόσ τρόποσ για να δειχθεύ αυτόσ ο ιςχυριςμόσ εύναι ο ακόλουθοσ. Εϊν υπϊρχει ο 

κυκλικόσ (28, 4, 1)       , αυτόσ θα παρϊγεται από την (28, 4, 4, 1)    . Η μεύωςη 

(    4) δύο  blocks  μιασ τϋτοιασ    θα δώςει (4,4,6)     . Εύναι ςχεδόν  ϊμεςο ότι 

μια τϋτοια     δεν υπϊρχει. 

Παρόλα αυτϊ, εύναι λογικό η εικαςύα ότι ϋνασ κυκλικόσ (4 , 4,  1)        υπϊρχει για 

κϊθε πρώτο      7 (    12)  μεγαλύτερο από 7. 

Αν και  δεν εύναι εφικτό να  αποδειχθεύ η  εικαςύα αυτό , θα  δοθεύ μια  πολύ ιςχυρό 

ϋνδειξη για την ορθότητϊ τησ. 

Ειδικότερα, θα αποδειχθεύ η ύπαρξη ενόσ κυκλικού (4 , 4,  1)        για οποιονδόποτε 

πρώτο     7 (    12) τϋτοιο ώςτε ο λόγοσ  
(   )

 
 να ϋχει ϋνα πρώτο παρϊγοντα  όχι 

μεγαλύτερο από 19. Η απόδειξη βαςύζεται ςτην ακόλουθη εφαρμογό του Θεωρόματοσ  

του Weil. 

 

Θεώρημα 3.1  

Έςτω     πρώτοσ    1         με   (2   3   1)  3  . Σότε, για οποιαδόποτε 

δοςμϋνη τριϊδα  (  ,   ,   )   0,  1,…  ,     1 
 
  και  οποιαδόποτε δοςμϋνη τριϊδα 

(  ,   ,   ) του    , θα υπϊρχει  ϋνα ςτοιχεύο       τϋτοιο ώςτε          

   για κϊθε  . 
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Απόδειξη: 

Για      1,  2,  3 ορύζεται ϋνα ςτοιχεύο         

 
 και ϋνα ςύνολο         . Με αυτόν τον 

τρόπο, το ϊθροιςμα          

 
  εύναι ιςοδύναμο με το           .  

Έτςι,  αποδεικνύεται ότι το ςύνολο 

    *                           1,  2,  3+ 

δεν εύναι κενό. 

Για      1,  2,  3  ϋςτω       , -  που ορύζεται ωσ            . 

Έςτω    ϋνασ πολλαπλαςιαςτικόσ χαρακτόρασ τϊξησ     του     , και ϋςτω το ϊθροιςμα 

    01      ( )   .  
 ( )/    χ .  

   ( )/1

 

       

 

Για      1,  2,  3 ιςχύει:   

             1      ( )   .  
 ( )/    χ .  

   ( )/  

 
 
 

 
 

 

        ( )              

0       ( )    
    

1        
  

  
             

  

 

Αυτό εύκολα ςημαύνει ότι                3  .   

Από την ϊλλη πλευρϊ ιςχύει ότι 

     ,  
      

      
  ( )-

     (  ,  ,  )

 

όπου (  ,   ,   ) λαμβϊνει τιμϋσ ςτο  *0, 1, … ,   1+ .  

ημειώνεται ότι, αν (  ,   ,   )  (0,0,0) τότε    
      

      
       για κανϋνα ζευγϊρι 

δεν θα ιςχύει ότι ( ,  )       ,x-.  

Φρηςιμοποιώντασ το Θεώρημα 1.1, θα ιςχύει: 

 

       
      

      
  ( ) 

     

  

 

Προκύπτει, λοιπόν,         (2   3    1)  . 

Όμωσ,         3  , ςυνεπώσ,      0 για     2   3    1    3   0  και 

ϊρα    (2   3    1)  3  .   

 2          0     

          0          ώ  ϋ     

 0       0          ώ  ϋ     
         0      
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Που ςημαύνει ότι, ο ιςχυριςμόσ ιςχύει. 

  

Θεώρημα 3.2  

Τπϊρχει ο κυκλικόσ  (4 , 4,  1)        για    19 (    36). 

Απόδειξη: 

Έςτω     πρώτοσ  19 (    36) και ϋςτω ε κυβικό αρχικό  ρύζα  (     ). Έςτω ϋνα  

ζεύγοσ  ( ,   )    
    που πληρού τισ ακόλουθεσ προώποθϋςεισ: 

(1)      ,   1       

(2)    1    
 ,       

 ,  (  1)     

Μια εύκολη υπολογιςτικό ϋρευνα δεύχνει ότι για    811 , ϋνα τϋτοιο ζεύγοσ  ( ,  )  

μπορεύ να ςυμπεριλόφθη ςτον ακόλουθο πύνακα: 

  19 127 163 199 271 307 379 487 523 631 739 
  3 18 10 7 12 31 12 21 5 16 19 
  7 4 21 5 8 6 5 18 11 5 4 

 

Για    811( (2  3  3  3  1)  3  3 )  η  ύπαρξη  ενόσ  ζεύγουσ  ( ,  )  που 

ικανοποιεύ τισ (1) και (2)  μπορεύ να αποδειχθεύ ωσ εξόσ: 

Με το Θεώρημα 3.1 μπορεύ να βρεθεύ  ϋνα ςτοιχεύο        τϋτοιο ώςτε     να εύναι 

αριθμόσ 3ησ δύναμησ, ενώ οι     1   και    1   να μην εύναι αριθμού  3ησ δύναμησ. 

Έςτω       ό        επειδό     εύναι ό δεν εύναι  6η  δύναμη,  αντύςτοιχα, και εφόςον, 

το  1  εύναι  αριθμόσ 3ησ δύναμησ, αλλϊ  όχι  6ησ δύναμησ,  φαύνεται εύκολα  ότι το 

  πληρού τισ προώποθϋςεισ (1). 

Παρατηρεύται επύςησ ότι, ςτην περύπτωςη όπου το  3  δεν εύναι  6η δύναμη (     ),  

θα υπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο   που πληρού την (1) δηλαδό το       . 

Αν το   εύναι ςταθερό, από το Θεώρημα 3.1, μπορεύ  να  βρεθεύ  ϋνα ςτοιχεύο    που να 

ικανοποιεύ τισ υπόλοιπεσ προώποθϋςεισ  του (2). 

Σώρα, εξετϊζοντασ τα ακόλουθα υποςύνολα του        : 

    (0,0),  1,    ,  2,     ,  3,           0, 1, 2 

   *(0,   1), (0,     ), (0,       ), (1,0)+ 

   *(0,    ), (0,      ), (0,        ), (1,0)+ 

   *(0,1), (0,  ), (0,   ), (2,0)+ 

ιςχύει 

      * +       
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όπου  

   * 1, (  1), (   )+(  1),    *1,  , (  1), (   )+,  

    * 1,  , (  1)+             . 

Λαμβϊνοντασ υπόψιν τισ ςυνθόκεσ (1) και (2), κϊθε      εύναι εγκϊρςιο  ςτο   
    . 

Έτςι, εϊν S εύναι εγκϊρςιο ςτο       , τότε θα ιςχύει           
  για κϊθε  . Επομϋνωσ,  

εύκολα αποδεικνύεται ότι 

  *   (1,  )  0    5    + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 

  

Σώρα, ϋχουν  μελετηθεύ  πρώτοι    1 (    6)  ϋτςι ώςτε  ο μικρότεροσ  πρώτοσ 

παρϊγοντασ  του  λόγου   
(   )

 
   να εύναι μεγαλύτεροσ από 3. 

 

Καταςκευό  A 

Έςτω       ώ     1 (    6)  και ϋςτω      2  1 εύναι πρώτοσ παρϊγοντασ  του 
(   )

 
  μεγαλύτεροσ από 3.   

Έςτω 

  *  ,      1      1+  * ,  ,  ,  +  *     1      2+ 

εύναι μια λύςτα με ςτοιχεύα ςτο    ,  ϋτςι ώςτε κϊθε μύα από τισ ακόλουθεσ   - λύςτεσ  

   *   ,    (  1) 1      2+  * (  1),  (  1),  (  1),    ,  (  1)+ 

   *  ,       1      1+  * ,  ,  + 

   *      ,        1      1+  *   ,    ,  + 

να εύναι εγκϊρςιεσ ςτο     
    . 

Έςτω      η οικογϋνεια που αποτελεύται από τα ακόλουθα 4 - υποςύνολα του       : 

 (0,0),  1,    
  ,  2,    

     
  ,  3,    

    ,   1,… ,   1   0, 1, 2 

*(0,0), (1,  ), (1,   ), (1,    )+  

*(0,0), (1,  ), (1,   ), (1,    )+  

*(0,  ), (1,   ), (1,    ), (1,0)+  

{ 0,     ,  0,     , (1,0),  2,     +,   0, 1, 2 

*(0,0), (0,    ), (0,     ), (0,     
 )+,   1,… ,   2  

*(0,  ), (0,   ), (0,    ), (2,0)+ 

ιςχύει 

     * +        
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όπου  

     *  1, ε,   +  εύναι η ομϊδα τησ 6ησ ρύζασ τησ μονϊδασ και       .  

Έςτω  S  εγκϊρςιο  ςτο         ,  και ϋςτω ότι κϊθε      εύναι εγκϊρςιο ςτο    
    ,  

τότε θα ιςχύει            
   για κϊθε  , ϋτςι ώςτε 

  *  (1,  )           + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 

  

Παρϊδειγμα 

Έςτω      43  και      7. Να  ελεγχθεύ  αν η  Καταςκευό  Α μπορεύ  να  υλοποιηθεύ 

χρηςιμοποιώντασ την ακόλουθη λύςτα  : 

  (  ,   ,   ,   ,  ,  ,  ,  ,   )  (4, 5, 20, 16, 1, 2, 3, 5, 9) 

Φρηςιμοποιώντασ τον ιςόμορφο δακτύλιο 

  :  ( ,   )             44  43       , 

μπορεύ κανεύσ να δει ότι  η αντιπροςωπευτικό  (172,  4, 4,  1)      ϋχει τα ακόλουθα  

blocks βϊςησ: 

{0, 133, 110, 63} {0, 153, 58, 163} {0, 101, 90, 75} {0, 5, 150, 59} 
{0, 73, 126, 139} {0, 137, 154, 103} {0, 1, 49, 165} {0, 45, 141, 29} 
{132, 104, 108, 129} {44, 88, 129, 46} {92, 12, 129, 18} {36, 72, 129, 22} 
 {0, 52, 140, 152} {48, 116, 8, 86}  
 

Για      463  και      7  μια “καλό” λύςτα για την εφαρμογό τησ Καταςκευόσ  Α  εύναι:  

  (  ,   ,   ,   ,  ,  ,  ,  ,   )   (8, 24, 17, 27, 1, 2, 3, 8, 9) . 

 

Καταςκευό B 

Έςτω     πρώτοσ   1 (    6)  και  ϋςτω    2  1  εύναι πρώτοσ παρϊγοντασ του  
(   )

 
  μεγαλύτεροσ από 3. 

Έςτω  

  *  ,       1, 2, …  ,   2+  * ,  ,  ,  ,  + 

εύναι μύα    - λύςτα με ςτοιχεύα ςτο    τϋτοια ώςτε, κϊθε μύα από τισ ακόλουθεσ    - 

λύςτεσ να εύναι εγκϊρςιεσ  ςτο    
    : 

   *  (  1)   1, 2, … ,   2+  (2      1,… ,   2+ 

                 *   ,  (  1),  (  1),  (  1), (  1)+ 
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   *      ,        1,… ,   2+  *   ,    ,    ,    , 1+ 

 

Για μύα οικογϋνεια     που αποτελεύται από τα ακόλουθα 4 - υποςύνολα του        : 

*(0,   ), (0,    ), (0,    
 ), (1,0)+   1,… ,   2 

{ 0,    
  ,  0,     

  , (1,0),  2,    
  +   1,… ,   2      0, 1, 2 

*(0,0), (1,  ), (1,   ), (1,    )+ 

*(0,0), (1,  ), (1,   ), (1,    )+  

*(0,  ), (0,   ), (0,    ), (1,0)+  

{ 0,     ,  0,     , (1,0),  2,     +,   0, 1, 2 

*(0,0),  1,     ,  2,         ,  3,     +,   0, 1, 2 

*(0,1), (0,  ), (0,   ), (2,0)+ 

ιςχύει 

     * +        

 

   

 

όπου      *  1, ε,   +  εύναι η ομϊδα 6ησ  ρύζασ τησ μονϊδασ και       .   

Αν  S  εγκϊρςιο  ςτο          , τότε θα ιςχύει ότι 

  *  (1,  )           + 

εύναι (4 , 4, 4, 1)    . 

  

 

Για ςταθερό πρώτο     που διαιρεύ το  
(   )

 
, θα παρουςιαςτεύ ϋνασ απλόσ τρόποσ για να  

εφαρμοςτούν οι παραπϊνω καταςκευϋσ. 

1η Περύπτωςη:     1       ό/       5 

την περύπτωςη αυτό, η  Καταςκευό  A μπορεύ  να πραγματοποιηθεύ  αμϋςωσ μόλισ  

βρεθεύ ϋνα ςτοιχεύο       τϋτοιο ώςτε 

(3)  2  1,
 

   
, (  1)(  1)3     

την πραγματικότητα, εϊν  ιςχύει η (3) , τότε η  Καταςκευό  Α  λειτουργεύ 

χρηςιμοποιώντασ ωσ    την ακόλουθη λύςτα που ορύζεται ωσ εξόσ:  

(  ,    )        ,        ,   1, 2, … ,   1 

( ,  ,  ,  )  (   ,    ,    ,    ) ,          ,   1, 2, … ,   2 
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2η Περύπτωςη:     1            2     

την περύπτωςη αυτό, η Καταςκευό Α δεν μπορεύ να πραγματοποιηθεύ εϊν 

  5 δεδομϋνου ότι η λύςτα    θα περιϋχει ζεύγη των ςτοιχεύων (          (  1), 

    1, 2, . . . ,   2) που αντιπροςωπεύουν το ύδιο ςύμπλοκο του    . 

Από την ϊλλη πλευρϊ, η Καταςκευό Β μπορεύ να υλοποιηθεύ με το που βρεθεύ ϋνα 

ζευγϊρι  ( ,  )           το οπούο θα πληρού τισ ακόλουθεσ προώποθϋςεισ: 

(4) 82  ,
(  1) 

2
,   19     , 82  ,

(  1) 

2
,
  1

2
9     

την πραγματικότητα, εϊν ιςχύει η (4), τότε η Καταςκευό Β λειτουργεύ 

χρηςιμοποιώντασ ωσ    την ακόλουθη λύςτα που ορύζεται ωσ εξόσ: 

(  ,    )      ,        ,   1, 2, … ,   2 

( ,  ,  ,  ,  )  (   ,    ,    , 1,  ) 

 

3η Περύπτωςη:     1           2     

Επύςησ, εδώ, η Καταςκευό Α δεν λειτουργεύ ποτϋ για    5. Από την ϊλλη πλευρϊ, η 

Καταςκευό Β μπορεύ να πραγματοποιηθεύ μόλισ βρεθεύ ϋνα ζευγϊρι ( ,  )          

που πληρού τισ ακόλουθεσ προώποθϋςεισ: 

(5)     , 8 
  

  1
,

  

  1
,
 

 
,

  

  1
,

 

  1
9     

την πραγματικότητα, εϊν ιςχύει η (5), τότε η  Καταςκευό Β λειτουργεύ 

χρηςιμοποιώντασ ωσ  L  τη λύςτα που ορύζεται ςτη 2η περύπτωςη. 

Σώρα ςημειώνεται ότι οι ςυνθόκεσ (3), (4) και (5) του Θεωρόματοσ 3.1 πληρούνται για  

  (2   3   1)  3  . 

 

Θεώρημα 3.3 

Αν    6  1 εύναι πρώτοσ και   (2   3   1)  3  , όπου   εύναι ο μικρότεροσ 

πρώτοσ παρϊγοντασ του  ,τότε θα υπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ (4 , 4, 1)      . 

 

Θεώρημα 3.4 

Αν    6   1  εύναι πρώτοσ   7 και ο μικρότεροσ πρώτοσ παρϊγοντασ του   δεν εύναι 

μεγαλύτεροσ από 19, τότε θα υπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ (4 , 4, 1)      . 
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Απόδειξη: 

Έςτω     ο μικρότεροσ πρώτοσ παρϊγοντασ του  . Αν    2 ό 3   ό      1 (    12)  ό 

   19 (    36). ε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ η ύπαρξη ενόσ κυκλικού (4 , 4, 1)       

ϋχει όδη παγιωθεύ (από την ενότητα 2 και το Θεώρημα 3.2). 

Για  5     19 ϋχει ελεγχθεύ, με τη βοόθεια υπολογιςτό, ότι οι  Καταςκευϋσ Α ό Β 

μπορούν να πραγματοποιηθούν με επιτυχύα για    (2   3    1)  3  . Η 

εγκυρότητα του ιςχυριςμού προκύπτει από το Θεώρημα 3.3. 

 

IV. Κυκλικού  (4, 1)        Σύπου  6  

Η ύπαρξη ενόσ κυκλικού (4, 1)      τύπου 6  με   πρώτο, ϋχει λυθεύ από τουσ 

Brouwer, Schrjiver και Hanani ςτο ,7- για   3 (    4), και για   1 (    4),  5  

από τουσ Chen, η Ge και Zhu ςτο ,8-.  

  

Θεώρημα 4.1  

Τπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ  (4, 1)       τύπου 6  , για κϊθε περιττό πρώτο   5. 

Απόδειξη: 

Έςτω   εύναι περιττόσ πρώτοσ. Διακρύνονται δύο περιπτώςεισ ανϊλογα με το αν    εύναι 

ό δεν εύναι πρώτοσ Fermat , δηλαδό τησ μορφόσ 2  1. 

 

1η Περύπτωςη:     δεν εύναι πρώτοσ Fermat  
 
Έςτω   η μεγαλύτερη δύναμη του 2 που διαιρεύ το    1 και    η αρχικό  ρύζα (     ). 
Εξετϊζοντασ το ακόλουθο υποςύνολο του        : 

 

   (0,  0),  (0,  2),  (1,  1),  4,
2

   1
   

θα ιςχύει: 

    * +    

 

   

 

 

όπου        2 ,        1 ,     *
  

     
,

   

     
+,     *  

     

     
+. 

 

Θϋτοντασ       2        0      
   

 
  0     

 

 
3  τότε,        

   για κϊθε  ,  

και 

  *  (1,  )     + 

εύναι μύα (6 ,  6, 4,  1)    . 
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2η Περύπτωςη:    εύναι πρώτοσ Fermat  
 

Αν    5, μύα υπολογιςτικό ϋρευνα  δεύχνει  ότι  δεν  υπϊρχει  (6 ,  6, 4,  1)    . 
Αν    5 και   4η αρχικό ρύζα (     ) τότε, για τα ακόλουθα υποςύνολα του      : 

 
     *(0,  0),  (0,  1),  (1,  2),  (1,  3)+ 
     *(0,  0),  (0,  ),  (2,  2 ),  (2,  3 )+ 
     *(0,  0),  (1,  2 ),  (3,  2  2),  (4,  2)+ 
     *(0,  0),  (1,  3 ),  (3,  3  3),  (4,  3)+ 

θα ιςχύει: 

      * +       

 

   

 

   

 

όπου       1,  5 ,                  *2,  3+,     *2 (   1), 3 (   1)+. 

 

ημειώνεται ότι,  το 2 εύναι τϋλειο τετρϊγωνο (     ), δεδομϋνου ότι   

  1 (    8). Επύςησ, χρηςιμοποιώντασ  το νόμο τησ τετραγωνικόσ αντιςτροφόσ,  

φαύνεται εύκολα  ότι και οι 3  και  5  εύναι  μη τϋλεια τετρϊγωνα (     ). Επομϋνωσ,  

κϊθε      ϋχει ϋναν αριθμό τϋλειο τετρϊγωνο και ϋναν μη τϋλειο τετρϊγωνο (     ). 

Έτςι,  εϊν  S εύναι εγκϊρςιο ςτο     
    , θα ιςχύει ότι 

  *   (1,  ) 1    4     + 

εύναι ϋνα (6 ,  6, 4,  1)    . 

 

V. Κυκλικού (4,  1)        Σύπου  8  

ε αυτό την παρϊγραφο παρουςιϊζεται μια ρητό καταςκευό. 

Θεώρημα 5.1.  

Τπϊρχει ο κυκλικόσ  (4,  1)       τύπου 8   για οποιοδόποτε πρώτο     1 (    6). 

Έςτω     πρώτοσ    1 (    6)  και ϋςτω ε μύα κυβικό πρωταρχικό ρύζα  τησ  μονϊδασ 

(     ).  

Εξετϊζοντασ τα ακόλουθα υποςύνολα του        : 

     *(0,  0),  (1,  2  ) (3,      ),  (5,    )+     0,  1,  2 

     *(0,  2),  (0,  2 ),  (0,  2  ),  (1,  0)+ 

και λαμβϊνοντασ υπόψιν τη βαςικό ταυτότητα        1  0 , 

θα ιςχύει: 

      * +        
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όπου        2 (  1),           2,              1,            1           3.  

υνεπώσ, εϊν S εύναι εγκϊρςιο ςτο    
         

θα ιςχύει 

  *   (1,  ) 0    3     + 

εύναι ϋνα (8 ,  8,  4,  1)    . 

 

VI. Αναδρομικϋσ καταςκευϋσ, Θεωρύα ςχεδιαςμών και Βϋλτιςτοι      

Τπενθύμιςη του ακόλουθου θεωρόματοσ. 

Θεώρημα 6.1  

Αν  υπϊρχει  μύα (   ,  ,  , 1)            1,2  και     δεν εύναι μεγαλύτεροσ από τον 

μικρότερο πρώτο παρϊγοντα    , δηλαδό   . .  . (  ,    )  1,  τότε  θα υπϊρχει και μια 

(     ,  ,  , 1)    . 

Οι περιπτώςεισ για                1 δύνονται ςτα [1] και [2], αντύςτοιχα.  Για  

αυθαύρετο   , γύνεται αναφορϊ ςτο ,3- και [4]. 

 

Η εφαρμογό του Θεώρημα  6.1  και ο ςυνδυαςμόσ όλων των αποτελεςμϊτων που 

επιτεύχθηκαν  ςτισ προηγούμενεσ παραγρϊφουσ, οδηγούν ςτα ακόλουθα θεώρημα: 

Θεώρημα 6.2  

Τπϊρχει ο κυκλικόσ (4,  1)       τύπου 4   ό ιςοδύναμα, ϋνασ κυκλικόσ (4 , 4,  1)  

    ,  για  όλα τα    τησ  μορφόσ      4      …     , όπου     εύναι πρώτοσ 

 1 (    6)  τϋτοιοσ ώςτε ο λόγοσ  
(     )

 
  να ϋχει  ϋναν πρώτο παρϊγοντα που δεν  

υπερβαύνει το  19. 

Θεώρημα 6.3  

Τπϊρχει  ϋνασ κυκλικόσ  (4,  1)       τύπου 6   για  όλα τα     τϋτοιοσ ώςτε 

 . .  . ( , 30)  1. 

Θεώρημα 6.4  

Τπϊρχει ϋνασ κυκλικόσ (4,  1)      τύπου 8  για όλα τα     ϋτςι ώςτε κϊθε      να εύναι 

πρώτοσ   1 (    6). 

 

Σϋλοσ,  δεδομϋνου ότι  ( ,   ,   ,  1)      με        (   1)  εύναι επύςησ βϋλτιςτοσ 

( , 4,1)     , τα παραπϊνω θεωρόματα μπορούν να μεταφρϊςουν ωσ εξόσ. 
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Θεώρημα 6.5 

Τπϊρχει ο βϋλτιςτοσ ( , 4,  1)      για όλα τα     των εξόσ τύπων: 

    4      …      όπου  κϊθε      εύναι ϋνα πρώτοσ   1 (    6)  τϋτοιοσ ώςτε  
(     )

 
  

ϋχει ϋναν πρώτο παρϊγοντα που δεν υπερβαύνει το 19. 

    6  με  Μ.Κ. Δ. ( ,  30)   1. 

    8      …     όπου κϊθε     εύναι ϋνα πρώτοσ   1 (    6). 
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Βϋλτιςτοι Οπτικού Ορθογώνιοι Κώδικεσ με βϊροσ    5 

 

I. Ειςαγωγό 

 

Ο ( ,  , 1)      εύναι βϋλτιςτοσ, αν δεν υπϊρχει ( ,  , 1)      με περιςςότερεσ 

κωδικϋσ λϋξεισ. Έςτω C ϋνασ ( ,  , 1)      . Αν ληφθεύ υπόψιν, κϊθε ακολουθύα του C 

και όλεσ οι  κυκλικϋσ μετατοπύςεισ του ωσ κωδικϋσ λϋξεισ, τότε θα προκύψει ϋνασ 

ςταθερού βϊρουσ δυαδικόσ κώδικασ διόρθωςησ ςφαλμϊτων μόκουσ   και βϊρουσ  , 

που θα περιϋχει      κωδικϋσ λϋξεισ. Έτςι, από το γνωςτό φρϊγμα John on, θα ιςχύει 

    
   

  (   )
. Όταν ο ( ,  , 1)      περιϋχει  

   

  (   )
  κωδικϋσ λϋξεισ, τότε εύναι 

βϋλτιςτοσ. Έχει αποδειχθεύ ςτα [1] , [2- ότι ο βϋλτιςτοσ ( , 3, 1)       υπϊρχει αν και 

μόνο εϊν     6  2  με    2 ό 3 (    4). Για   4, το υπϊρχον πρόβλημα για το 

βϋλτιςτο( ,  , 1)      απϋχει πολύ από το να ρυθμιςτεύ, παρϊ τισ πολλϋσ προςπϊθειεσ 

που δαπανώνται για τισ μεθόδουσ καταςκευόσ και την υπόθεςη ύπαρξησ του.  

Βϋλτιςτοι ( ,  , 1)     s εύναι ςτενϊ ςυνδεδεμϋνοι με ςυνδυαςτικούσ ςχεδιαςμούσ.  

το ,3-, η ( ,  ,  , 1) οικογϋνεια διαφορών (εν ςυντομύα   ) ορύζεται να εύναι μια 

οικογϋνεια    *   :    + οριςμϋνων   - υποςύνολων (blocks βϊςη) τησ ομϊδασ   

τϋτοια ώςτε η λύςτα των διαφορών  *      ,      ,    + να περιλαμβϊνει κϊθε 

ςτοιχεύο τησ      ακριβώσ μια φορϊ και κϊθε ςτοιχεύο του   καμύα φορϊ, όπου   

εύναι μια υποομϊδα τησ  . Μια τϋτοια οικογϋνεια λϋγεται ότι εύναι πϊνω ςτη   και 

ςχετικό με την  . Αν   εύναι μια κυκλικό ομϊδα τϊξησ   , και N εύναι μια υποομϊδα 

τϊξησ  , η ςχετικό οικογϋνεια διαφορών ςυμβολύζεται απλϊ ωσ ( ,  ,  , 1)    .  

Μια ( ,  ,  , 1)     ονομϊζεται επύςησ (  - regular cyclic packing) τακτικό κυκλικό 

ομαδοπούηςη    ( , 1   ) ό ομοιόμορφοσ κυκλικϊ μεταθϋςιμοσ κώδικασ ( 
 

 
, 2  2,  ). 

  

Από μια ( ,  ,  , 1)    , μπορεύ να καταςκευαςτεύ μύα (0, 1) - ακολουθύα μόκουσ   από 

κϊθε block βϊςησ. Εύναι εύκολο να δειχθεύ  ότι η παραγωγό (0, 1) - ακολουθιών 

ςυγκροτεύ ϋναν ( ,  , 1)     . Η ςύνδεςη αυτό προςφϋρει ϋναν τρόπο ώςτε να 

επιτευχθούν      από ςχετικϋσ οικογϋνειεσ διαφορών. Μια ( ,  ,  , 1)     περιϋχει  
   

  (   )
  blocks και ο αντύςτοιχοσ ( ,  , 1)       εύναι βϋλτιςτοσ, αν   

   

  (   )
  

   

  (   )
 . 

 

Πολλϋσ εργαςύεσ ϋχουν γύνει για (  ,  , 4,1)     όπου   εύναι πρώτοσ. Για   12, 

ϋχει αποδειχθεύ ότι υπϊρχουν τϋτοιεσ    , ςτο ,4- γύνονται αναφορϋσ. Όλεσ αυτϋσ 

οδηγούν ςε βϋλτιςτουσ (  , 4, 1)      . Πρόβλημα ϋχει εμφανιςτεύ για   5.  Ο 

Hanani ςτο ,5- καταςκεύαςε την (5 , 5, 5, 1)     για οποιονδόποτε πρώτο 

  1 (    4) και   5.  Η ( , 1, 5, 1)     φαύνεται να υπϊρχει για κϊθε πρώτο 

  1 (    20), ςτα [6], [7]. Οι Tang και Yin ςτο ,4- ϋδειξαν την ύπαρξη τησ 

(15 , 15, 5, 1)     για οποιονδόποτε πρώτο   1 (    4) και   5. το ,8-, 

αναφϋρεται μια καταςκευό (4 , 4, 5, 1)     για πρώτο   31 (    60).  
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ε αυτόν την ενότητα, θα διερευνηθεύ η ύπαρξη (4 , 4, 5, 1)     για οποιαδόποτε 

πρώτο   1 (    10),  και  (4  , 4 , 5,1)     για κϊθε πρώτο   11 (    20) και 

  2, 3. Αυτϋσ οι     οδηγούν ςε βϋλτιςτουσ  (  , 5, 1)      . 

Για να απεδεύχθη η ύπαρξη τϋτοιων (4  , 4 , 5, 1)     , πρϋπει πρώτα να 

παρουςιαςτεύ ςτην παρϊγραφο 2, ότι η ύπαρξό των     εύναι εγγυημϋνη με την ύπαρξη 

οριςμϋνων ςτοιχεύων ςτο πεπεραςμϋνο ςώμα   ( ). Αυτό, δύνει τη δυνατότητα να 

χρηςιμοποιηθεύ το θεώρημα του Weil, όπου ο  αθροιςτικόσ χαρακτόρασ εκτιμϊται ςτο 

  ( ) ώςτε να επιλυθεύ. την παρϊγραφο 3 παρουςιϊζεται η ύπαρξη μεγϊλων  , και 

ςτην παρϊγραφο 4, παρουςιϊζονται οι     και οι κώδικεσ που εύναι καταςκευαςμϋνοι 

για μικρϋσ τιμϋσ  . Σα βαςικϊ αποτελϋςματα θα ακολουθόςουν. 

 

Θεώρημα 1.1  

Για οποιαδόποτε πρώτο    1 (    10) , υπϊρχουν μύα (4 , 4, 5, 1)     με μοναδικό  

εξαύρεςη το  βϋλτιςτο (4 , 5, 1)            11. 

 

Θεώρημα 1.2  

Για οποιαδόποτε πρώτο    11 (    20) και για κϊθε   2, 3, υπϊρχουν μύα 

(4  , 4 , 5, 1)     , καθώσ  και  ϋνασ  βϋλτιςτοσ (4  , 5, 1)     . 

 

II.      και οριςμϋνα ςτοιχεύα ςτο    ( ) 

 

την παρϊγραφο αυτό θα δειχθεύ ότι υπϊρχει μια (4  , 4 , 5, 1)     εϊν υπϊρχουν, 

κϊποια ςτοιχεύα ςτο    ( )  που ικανοποιούν οριςμϋνεσ ιδιότητεσ. 

ταθερόσ πρώτοσ    1 (     ) και ϋνα αρχικό ςτοιχεύο     ( ) , με   
  θα 

ςυμβολύζεται η πολλαπλαςιαςτικό υποομϊδα  2    0    
   

 
 3 τησ  -οςτησ δύναμησ 

        ,  ενώ      
   θα ςυμβολύζεται το ςύμπλοκο του   

  ςτο   ( ) (   
 )  

εκπροςωπούμενο από το   , δηλαδό   
      

 .  Έςτω   η προςθετικό ομϊδα του 

δακτυλύου   ( )      . Για   1, 2, 3 η   εύναι μια κυκλικό ομϊδα αν   5. ε αυτϊ 

που ακολουθούν, το ( ,  ) ανόκει ςτο   ( )      και απλϊ ςυμβολύζεται    . 

Για   1 (    10), δεδομϋνου ότι κϊθε μπλοκ βϊςησ δημιουργεύ 20 διαφορϋσ, η 

(4 , 4, 5, 1)     περιϋχει   
    

  
 

   

 
  blocks βϊςησ. Σα απαιτούμενα  

   

 
  blocks βϊςησ 

θα δημιουργούνται από 2 αρχικϊ blocks βϊςησ, ςύμφωνα με όλουσ τουσ  

αντιπροςώπουσ του    
 /*1, 1+. 

 

τόχοσ εύναι να βρεθούν τϋτοια αρχικϊ blocks βϊςησ  
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Λόμμα 2.1 

Έςτω    1 (    10) εύναι πρώτοσ.  

Αν υπϊρχει ϋνα ζευγϊρι ( ,  ) που πληρού τισ παρακϊτω ιδιότητεσ: 

(1) 1,   1,   2,
   

 
         2  εύναι ϋνα αντιπροςωπευτικό ςύςτημα ςυμπλόκου 

τϊξεων  *  
 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 +, 

(2) 1,  ,   2, 2  3         2  εύναι ϋνα αντιπροςωπευτικό ςύςτημα ςυμπλόκου  

τϊξεων  *  
 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 +, 

(3) 
   

 
,  ,    ,   

   

 
         3

   

 
 εύναι ϋνα αντιπροςωπευτικό ςύςτημα 

ςυμπλόκου τϊξεων  *  
 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 +, 

Σότε, θα υπϊρχει η (4 , 4, 5, 1)    . 

Απόδειξη: 

Ιςχύει ότι   1    
 .  υνεπώσ, *1,  1+ εύναι μια υποομϊδα του   

 . ύμφωνα με την 

υπόθεςη, υπϊρχει ϋνα ζευγϊρι ( ,  )  που ικανοποιεύ τισ ιδιότητεσ (1) - (3). Η επιθυμητό 

(4 , 4, 5, 1)     μπορεύ να καταςκευαςτεύ λαμβϊνοντασ υπόψιν τα ακόλουθα  
   

 
  

blocks βϊςησ που βαςύζονται ςτην προςθετικό ομϊδα    ( )    , 

 0 , 1 , (  1) , .
 

2
/
 
,  

1

2
 

 
    , 

 0 ,  
  3

2
 

 
,   , (    ) , . 

 

2
/
 
    , 

όπου   λαμβϊνει τιμϋσ από όλουσ τουσ εκπροςώπουσ του    
 /*1, 1+. 

Εύκολα ελϋγχεται ότι η λύςτα των διαφορών, προκύπτει από αυτϊ τα blocks βϊςησ, τα 

οπούα καλύπτουν κϊθε ςτοιχεύο του (  ( )    ) (*0+    ) ακριβώσ μια φορϊ, ενώ 

κϊθε ςτοιχεύο τησ προςθετικόσ υποομϊδασ *0+     δεν καλύπτεται καθόλου. Σότε η 

απόδειξη, ϋχει ολοκληρωθεύ.  

  

Για   11 (    20) και   2, 3, η (4  , 4 , 5,1)     περιϋχει  
      

  
 2   blocks 

βϊςησ, όπου   
   

  
. αφώσ,   εύναι περιττόσ και   1    

  . Τποτύθεται ότι τα 2    

blocks βϊςησ δημιουργούνται από 2  αρχικϊ blocks βϊςησ, ςύμφωνα με την 

πολλαπλαςιαςτικό υποομϊδα    
   *1+. τόχοσ, εύναι η εύρεςη αρχικόσ βϊςησ με 

blocks, όπωσ επύςησ και η εύρεςη αρχικόσ βϊςησ με blocks για    11 (    20) και 

  1, η οπούα εύναι διαφορετικό από αυτό ςτο Λόμμα 2.1. 

 

ημεύωςη 

Τποτύθεται ότι     εύναι ϋνα ςτοιχεύο ςτο    ( ) τϋτοιο ώςτε 
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  ,   *1, 3, 7, 9+ 

Αν   1,   1,      1    ( ) ,  τότε  υπϊρχουν  μοναδικϊ  0   ,  ,   9  τϋτοια  

ώςτε 

  1     
  ,   1     

  ,      1     
   . 

Αυτό η ιδιότητα ςυμβολύζεται, εν ςύντομα ωσ    ( )  ( ,  ,  ). 

 

Λόμμα 2.2  

Αν   ( )  (2, 2, 4), τότε υπϊρχει (4  , 4 , 5,1)     για οποιοδόποτε    1, 2, 3. 

Απόδειξη:  

Για    1, ϋχουν ληφθεύ τα εξόσ δύο αρχικϊ blocks βϊςησ: 

*0 , 1 ,   
 ,   

 ,   
 +, *0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

Τπολογύζοντασ τισ διαφορϋσ αυτών, για ϋνα ςταθερό   ςτο    , ςυμβολύζεται 

   *      εύναι μια διαφορϊ από τα αρχικϊ block  βϊςησ+. 

Σότε, 

    *1,  ,   1,   ,      + 

   *  ,    1,     ,   , 1    ,     ,   ,      ,      ,      + 

    *     ,   ,      ,   ,      + 

      . 

Εύναι εύκολο να  ελεγχθεύ  ότι  κϊθε      εύναι  ϋνα ςύνολο διακεκριμϋνων 

αντιπροςωπευτικών ςυμπλόκων - set of distinct representatives of cosets - (εν 

ςυντομύα SDRC). Πρϊγματι, τα δύο blocks  αποτελούν τα αρχικϊ blocks βϊςησ. 

Για    2, υπϊρχουν τϋςςερα αρχικϊ blocks βϊςησ, τα εξόσ: 

*0 ,   
 , 1 ,   

 ,   
 +, *0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 +  

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 +, *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 

Εύναι εύκολο να  ελεγχθεύ ότι κϊθε      για  0    4  εύναι ϋνα SDRC. υνεπώσ, τα 

τϋςςερα blocks αποτελούν πρϊγματι τα αρχικϊ blocks βϊςησ. 

Για   3, υπϊρχουν ϋξι αρχικϊ blocks βϊςησ, τα εξόσ: 

*0 ,   ,   
 , 1 ,   

 +,  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

  , *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 +  

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 +,  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,    

  , *0 ,   
 ,   , 1 ,   

 + 

Εύναι εύκολο να  ελεγχθεύ ότι κϊθε      για  0    6  εύναι ϋνα SDRC. υνεπώσ, τα ϋξι 

blocks αποτελούν πρϊγματι τα αρχικϊ blocks βϊςησ. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.  
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Λόμμα 2.3  

Αν   ( )  (2, 7, 4),  τότε  υπϊρχει  (4  , 4 , 5, 1)      για οποιαδόποτε    1, 2, 3. 

Απόδειξη: 

Για    1, 2, 3, παρατύθεται η λύςτα που αντιςτοιχεύ ςτα αρχικϊ blocks βϊςησ ωσ εξόσ: 

  1, *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + *0 , 1 ,   
 ,   

 ,   +  
  2,  0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
   

*0 , 1 ,   
 ,   

 ,   + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   ,   
 ,   

 + 
 

  3, *0 ,   
 ,   

 , 1 ,   + 
 0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,    + 

*0 ,   , 1 ,   
 ,   

 + 
 0 ,   

 ,   
 ,   

 ,    
   

  

Λόμμα 2.4  

Αν   ( )  (7, 2, 4),  τότε  υπϊρχει  (4  , 4 , 5,1)      για οποιαδόποτε    1, 2, 3. 

Απόδειξη: 

Για    1, 2, 3, παρατύθεται η λύςτα που αντιςτοιχεύ ςτα αρχικϊ blocks βϊςησ ωσ εξόσ: 

  1, *0 , 1 ,   
 ,   

 ,   +  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

    

  2,  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   ,   

 ,   
   

*0 ,   
 ,   

 , 1 ,   + 

 

  3, *0 , 1 ,   ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   ,   
 , 1 + 

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,    

   

 0 ,    
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,    
 ,   

 ,   
 ,   

   
  

Λόμμα 2.5  

Αν   ( )  (7, 7, 4),  τότε  υπϊρχει  (4  , 4 , 5,1)      για οποιοδόποτε    1, 2, 3. 

Απόδειξη:  

Για    1, 2, 3 , παρατύθεται η λύςτα που αντιςτοιχεύ ςτα αρχικϊ blocks βϊςησ ωσ εξόσ: 

  1, *0 ,   ,   
 ,   

 , 1 +  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

    

  2,  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

*0 ,   
 ,   , 1 ,   

 + 
 0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
   

 

  3,  0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,    

 + 

 0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

   
*0 , 1 ,   

 ,   
 ,   + 

  

Σα Λόμματα  2.2 ϋωσ 2.5 μπορούν να ςυνδυαςτούν  για να προκύψει το ακόλουθο. 

Λόμμα 2.6  

Έςτω ότι  υπϊρχει  ϋνα ςτοιχεύο     ςτο   ( )  τϋτοιο  ώςτε      
  ,    1     

      
  , 

  1     
      

               1     
   , όπου   *1, 3, 7, 9+.  

Σότε υπϊρχει (4  , 4 , 5,1)       για κϊθε    1, 2, 3. 
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Αυτό το λόμμα πραγματεύεται ομοιόμορφα και τισ τρεισ περιπτώςεισ  για    1, 2, 3.  

τα Λόμματα  2.1 και 2.6 γύνεται χρόςη του Θεωρόματοσ του Weil,  όπου ο αθροιςτικόσ  

χαρακτόρασ εκτιμϊται  ςτο    ( ) , ο οπούοσ θα ςυζητηθεύ ςτην  επόμενη  παρϊγραφο.  

 

III. Η  χρόςη  του  Θεωρόματοσ  του  Weil 

Ο πολλαπλαςιαςτικόσ  χαρακτόρασ  του    ( ), όπου    πρώτοσ, εύναι η απεικόνιςη  

 :   ( )  *   :     1 ό 0+  τϋτοια  ώςτε   (0)  0,  (1)  1, με την ιδιότητα                      

 (  )   ( ) ( )  για  οποιαδόποτε  ( ,  )    ( )    ( ) .  

Ακολουθεύ το θεώρημα του Weil: 

Θεώρημα 3.1 [9]  

Έςτω    ϋνασ πολλαπλαςιαςτικόσ χαρακτόρασ του   ( )  τϊξησ   1  και ϋςτω 

  ( ), -  αποτελεύ  το  μοναδικό  πολυώνυμο  θετικού  βαθμού  που δεν εύναι m-οςτησ 

δύναμησ. Έςτω    ο αριθμόσ των διακεκριμϋνων  ριζών τησ    ςτο ςώμα ριζών του  

  ( ) , τότε για κϊθε ϋνα     ( ) , θα ιςχύει 

   ,  ( )-

    ( )

  (  1)    

χϋςη (1) 

αν εφαρμογό του Θεωρόματοσ 3.1, μπορεύ να δοθεύ το ακόλουθο θεώρημα, γεγονόσ 

που επιβεβαιώνεται από τον Buratti ςτο [10]. 

Θεώρημα 3.2  

Έςτω     εύναι  πρώτοσ   1 (     )  με 

    .
 

 
/

   

   

(    1)(  1)             0 

Σότε, για κϊθε δοςμϋνη  s – αδα  (  ,   , … ,   )   0,  1,… ,     1 
 
 και κϊθε δοςμϋνη  s - 

αδα  (  ,   , … ,   ) του   ( ) , υποδηλώνεται ότι θα υπϊρχει  ϋνα ςτοιχεύο      ( )  

τϋτοιο ώςτε          

   για κϊθε  . 

Απόδειξη:  

Για    1, 2, … ,   ορύζεται  ϋνα  ςτοιχεύο         

 
  και  ϋνα ςύνολο         . Με τον 

τρόπο αυτό, το ϊθροιςμα          

   εύναι ιςοδύναμο με το ϊθροιςμα           . 

 Έτςι,  ϋχει αποδειχθεύ ότι το ςύνολο 

    *     ( )                     1, 2, … ,   + 

δεν εύναι κενό. 
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Για    1, 2, … ,    ορύζεται       ( ), -   ωσ            . 

Έςτω     εύναι πολλαπλαςιαςτικόσ χαρακτόρασ τϊξησ    του    ( )  και το ϊθροιςμα 

    ,1      ( )   .  
 ( )/    χ .  

   ( )/

 

       ( )

- 

Για   1, 2, … ,   θα εύναι:  

     1      ( )   .  
 ( )/    χ .  

   ( )/   

 

Αυτό εύκολα ςημαύνει ότι                     .  

Από την ϊλλη πλευρϊ, πρϋπει επύςησ  

     ,  
      

  …   
  ( )-

     ( )(  ,  ,…,  )

 

όπου (  ,   ,… ,   ) λαμβϊνει τιμϋσ από το *0, 1, … ,   1+ .  

ημειώνεται ότι αν  (  ,   , … ,   )  (0,0, … , 0) τότε   
      

   …   
      , με κανϋνα 

ζευγϊρι ( ,  )    ( )    ( ), - .  

Άρα, χρηςιμοποιώντασ το Θεώρημα 3.1, θα ιςχύει: 

 

      
      

  …   
  ( ) 

     ( )

  

 

Έτςι 

      .
 

 
/

   

   

(    1)(  1)       

υγκρύνοντασ με                   προκύπτει      0  για  

    .
 

 
/

   

   

(    1)(  1)             0 

Σότε, ο ιςχυριςμόσ ιςχύει.  

  

Εφαρμόζοντασ το Θεώρημα 3.2  για    5  θα ιςχύει το ακόλουθο πόριςμα. 

       ( )     
0      ( )    ( )     

1             

 (  1)          0     

 (    1)         0          ώ       

 0       0          ώ  ϋ     
         0      
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Πόριςμα 3.1  

Έςτω     εύναι  πρώτοσ   1 (     )  με 

  ,4(  1)  15(  1)  20(  1)  10(  1) -    5   0.  

Σότε, για κϊθε δοςμϋνη  s – αδα  (  ,   , … ,   )   0,  1,… ,     1 
 
 και κϊθε δοςμϋνη  s - 

αδα  (  ,   , … ,   ) του   ( ) , υποδηλώνεται ότι θα υπϊρχει  ϋνα ςτοιχεύο      ( )  

τϋτοιο ώςτε          

   για κϊθε  . 

 

Λόμμα 3.1  

Έςτω   πρώτοσ  1 (    10) και   8.7916  10 , τότε θα  υπϊρχει  ϋνα  ζευγϊρι    

( ,  ) που πληρού τισ προώποθϋςεισ (1) - (3) του Λόμματοσ 2.1. 

Απόδειξη: 

Έςτω    εύναι ακϋραιοσ αριθμόσ τϋτοιοσ ώςτε  2     
   και  0     4.  Έςτω ϋνα 

ζευγϊρι ( ,  ) που πληρού τισ ακόλουθεσ δύο προώποθϋςεισ: 

(a)   ,   1    
 ,   2    

 ,
   

 
, 2  3    

   

(b)    
 

 
       

 ,  ,    ,   
   

 
  και  y  3

   

 
   ανόκουν ςε διακεκριμϋνεσ 

τϊξεισ *      
 ,       

 ,       
 ,       

 +, όπου όλοι οι δεύκτεσ λαμβϊνονται         5. 

Εύναι εύκολο να δειχθεύ ότι ϋνα τϋτοιο ζευγϊρι ( ,  ) πληρού επύςησ τισ προώποθϋςεισ 

(1) - (3) του Λόμματοσ 2.1. 

Εφόςον, τα 0,  1, 2, 
 

 
,  3 εύναι διακεκριμϋνα ςτοιχεύα ςτο    ( )  (αν   11), 

ςύμφωνα με το Πόριςμα 3.1 για   5, ϋνα ςτοιχεύο   που ικανοποιεύ την πρώτη 

προώπόθεςη (a) θα υπϊρχει πϊντα ςτο   ( ) για οποιονδόποτε πρώτο   1 (    10) 

και   8.7916  10 . Προφανώσ,   0, 1, 2,
 

 
, 3. Μόλισ το ςτοιχεύο  x    ( ) 

προςδιοριςτεύ, μπορεύ να εφαρμοςτεύ και πϊλι το Πόριςμα 3.1 για να επιτευχθεύ το 

απαιτούμενο ςτοιχεύο   που ικανοποιεύ τον όρο (b) για κϊθε πρώτο    1 (    10)  

και    8.7916  10 .  Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.  

  

Λόμμα 3.2  

Έςτω   πρώτοσ   1 (    10) και   8.7916  10 . Σότε, θα υπϊρχει μια 

(4 , 4, 5, 1)    . 

Απόδειξη: 

Σο ςυμπϋραςμα προκύπτει από τα Λόμματα 2.1 και 3.1.  
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Έςτω, ότι υπϊρχουν κϊποια ςτοιχεύα που ικανοποιούν το Λόμμα 2.6 Φρηςιμοποιώντασ 

το Θεώρημα 3.1 θα προκύψει το εξόσ λόμμα: 

 

Λόμμα 3.3  

Τποθϋτοντασ ότι   εύναι πρώτοσ,   11 (    20)  και    1.6  10 . Σότε, θα υπϊρχει  

(4  , 4 , 5, 1)      για κϊθε    1, 2, 3. 

Απόδειξη:  

τόχοσ για την απόδειξη εύναι ςτο   ( ),   11 (    20), να βρεθεύ ϋνα ςτοιχεύο   

που να ικανοποιεύ τισ ςυνθόκεσ του Λόμματοσ 2.6.  

  ( )    (  1) 

  ( )    (  1) 

  ( )    (     1) 

 

Αντύςτοιχα, οι ςυνθόκεσ μπορούν να διατυπωθούν ωσ εξόσ: 

( )      
   ,   *1, 3, 7, 9+ 

(  )         1, 2,   ( )    
     

   

(   )    ( )    
    

 

Έςτω     δεν εύναι κύριοσ πολλαπλαςιαςτικόσ χαρακτόρασ τϊξησ 10.  Δηλαδό, 

 ( )    ,   εϊν      
    όπου     

   

    εύναι η 10η  ρύζα τησ μονϊδασ. Έςτω 

   ( ) 

       ( ) ,   1, 2, 3 

Αυτϋσ οι ςυναρτόςεισ ϋχουν τισ παρακϊτω τιμϋσ: 

 

(1   )(1    )   

 

Για    1, 2 

 

1    
    

    
    

   

 

και 

2 1     ,        
  ,   *1, 3, 7, 9+ 

1,      0 
0,      *0+    

     
     

     
   

5,      ( )    
     

   
1,      ( )  0 
0,      ( )  *0+    
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1       
      

   

 

Από αυτϊ,  ϋςτω 

 ( )  (1         )(1    
      

 )(1    
      

 )(1         
 ) 

και 

    ( )

     ( )  

 

χϋςη (2) 

Έςτω      ( )  τϋτοια ώςτε   ( )  0 όταν    , και ςυμβολύζοντασ   

   *       ( )  ( )  ( )  0+              , τότε, το   θα πληρού τισ 

προώποθϋςεισ  (i), (ii), και (iii)  εϊν      , και το ϊθροιςμα       εύναι: 

       ( ) 

    

    ( ) 

    

 

 

Σο πρώτο ϊθροιςμα ςυμβολύζεται   . Εϊν το   0, τότε    ( )    ( )    ( )  0  

και η ςυμβολό του    εύναι 1. Αν   0 και   ( )  0,   1, 2   ό      1 ό  1. Από 

(1   )(1    ) ςτην περύπτωςη αυτό, η ςυμβολό του    εύναι 0. Αν   0, 1,  1 και 

  ( )  0, η ςυμβολό του    εύναι το πολύ 2  4  5  5  200. Έτςι, η ςυμβολό του     

εύναι το πολύ 201. Αν μπορεύ να δειχθεύ ότι     201 ςε κϊποια    ( ), τότε το δεύτερο 

ϊθροιςμα εύναι διϊφορο του μηδενόσ και πρϋπει να υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα   που 

πληρού τισ προώποθϋςεισ (i), (ii),  και (iii), δημιουργώντασ μια  (4  , 4 , 5, 1)     για 

  1, 2, 3. 

Η επϋκταςη του εςωτερικού γινομϋνου ςτη ςχϋςη (2) δύνει: 

   1

     ( )

      

     ( )

 

  * , , +

          
     

     
  

     ( )

 
      

          
    ,      * , , , +

 

Για την εκτύμηςη των εςωτερικών αθροιςμϊτων, μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ το θεώρημα 

του Weil ςε πολλαπλαςιαςτικούσ χαρακτόρεσ αθροιςμϊτων. 

Τποθϋτοντασ ότι  

    
     

     
      ( ) ,            0 

 

10,      ( )    
   

1,      ( )  0 
0,      ( )  *0+    
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τότε,   

 ( )                  (  1)   (  1)   (     1)  . 

Αν υπϊρχει πολυώνυμο  ( ) τϋτοιο ώςτε   ( )  , ( )-   , τότε 

                (  1)   (  1)   (     1)    ( )   

Εφόςον,   ,   1,   1, και      1, εύναι κατϊ ζεύγη πρώτοι προσ αλλόλουσ, τότε, 

           0. Από το Θεώρημα 3.1,  

      
     

     
  

     ( )

  4   

 αφού 

   

     ( )

 0 

τότε 

         (4  )
      

          
    ,      * , , , +

 

και κατ’ επϋκταςη 

    201 

αν 

  3984   201. 

Αυτό μπορεύ να επιτευχθεύ αν    1.6  10 . Σότε, το ςυμπϋραςμα προκύπτει.  

  

 

 

 

IV. Κύρια αποτελϋςματα 

 

Αποδεικνύεται πρώτα το ακόλουθο. 

Λόμμα 4.1  

Τποθϋτοντασ ότι   εύναι πρώτοσ,   1 (    10), 11    8.7916  10  και 

  *11, 31, 41, 61, 71, 101, 131, 151, 181, 191, 241, 311, 661+.  

Σότε θα υπϊρχει (4  , 4 , 5, 1)    . 
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Απόδειξη:  

Για κϊθε δοςμϋνο πρώτο  , υπϊρχουν  ςτοιχεύα         ςτο   ( )  που ικανοποιούν το  

Λόμμα 2.1. Για  20001    8.7916  10  τα ςτοιχεύα         ςτο   ( )  πληρούν το 

Λόμμα 3.1.  Για εξοικονόμηςη χώρου παρατύθενται, ςτον πύνακα Ι οι παρϊμετροι: 

πρώτοι   ϋωσ το 991, αρχικό ςτοιχεύο  , τα ςτοιχεύα   ,  . ημειώνεται, ότι τα         

του πύνακα Ι ανταποκρύνονται ςτο Λόμμα 2.1 και ενδϋχεται να μην ικανοποιούν το 

Λόμμα 3.1.  

 
Πύνακασ  I - Παρϊμετροι  για  11    991 

                

11 2 - - 31 3 - - 

41 6 - - 61 2 - - 

71 7 - - 101 2 - - 

131 2 - - 151 6 - - 

181 2 - - 191 19 - - 

211 2 20 44 241 7 - - 

251 6 15 31 271 6 82 47 

281 3 22 14 311 17 - - 

331 3 54 20 401 3 122 11 

421 2 73 373 431 7 250 17 

461 2 53 56 491 2 72 165 

521 3 4 38 541 2 111 121 

571 3 13 45 601 7 48 55 

631 3 11 266 641 3 56 180 

661 2 - - 691 3 38 40 

701 2 147 178 751 3 39 322 

761 6 31 71 811 3 20 37 

821 2 8 23 881 3 57 126 

911 17 109 18 941 2 102 363 

971 6 42 9 991 6 11 95 
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 Λόμμα 4.2  

Για    31, 71, 131, 151, 191, 311, υπϊρχει  (4 , 4, 5, 1)    . Δεν υφύςταται 

(44, 4, 5, 1)    , όμωσ  υπϊρχει  βϋλτιςτοσ (44, 5, 1)     . 

Απόδειξη: 

Με εξαντλητικό ϋρευνα μϋςω του υπολογιςτό, δεν υφύςταται η (44, 4, 5, 1)    , αλλϊ 

υπϊρχει ο βϋλτιςτοσ (44, 5, 1)     , τα blocks του οπούου παρατύθενται ςτη 

ςυνϋχεια. Για κϊθε ϊλλο πρώτο  , τα blocks βϊςησ δημιουργούνται από τα ακόλουθα 

δύο αρχικϊ block βϊςησ, ςύμφωνα με την πολλαπλαςιαςτικό υποομϊδα    
   *1+. 

  11 {0 , 1 , 3 , 6 , 7 + {0 , 6 , 3 , 2 , 2 } 
  31 {0 , 1 , 3 , 2 , 10 } {0 , 7 , 15 , 4 , 12 } 
  71 {0 , 7 , 49 , 1 , 59 } {0 , 2 , 58 , 51 , 59 } 
  131 {0 , 1 3 , 2 , 13 } {0 , 6 , 15 , 25 , 56 } 
  151 {0 , 1 , 6 , 3 , 15 } {0 , 11 , 46 , 71 , 113 } 
  191 {0 , 1 , 3 , 2 , 10 } {0 , 4 , 8 , 27 , 153 } 
  311 {0 , 1 , 101 , 153 , 84 } {0 , 249 , 79 , 155 , 269 }. 

  

Λόμμα 4.3  

Για    41, 61, 101, 181, 241, 661, υπϊρχει  (4 , 4, 5, 1)    . 

Απόδειξη:  

Για    41, παρατύθενται τα 8 blocks. Για    241, τα 48 blocks βϊςησ ϋχουν ωσ εξόσ, 

όπου 0    14  και 0    2. Για κϊθε ϊλλο πρώτο  , η βϊςη των blocks παρϊγεται 

από τα ακόλουθα τϋςςερα αρχικϊ blocks βϊςησ, ςύμφωνα με την πολλαπλαςιαςτικό 

υποομϊδα    
   *1+. 

  41 *0 , 15 , 32 , 7 , 26 + 
*0 , 21 , 14 , 36 , 13 + 
*0 , 2 , 6 , 11 , 5 + 
*0 , 12 , 29 , 16 , 39 + 

*0 , 20 , 5 , 14 , 39 + 
*0 , 1 , 8 , 38 , 18 + 
*0 , 3 , 13 , 32 , 21 + 
*0 , 14 , 10 , 39 , 38 + 

  61 *0 , 1 , 3 , 7 , 2 + 
*0 , 11 , 34 , 24 , 22 + 

*0 , 8 , 5 , 11 , 36 + 
*0 , 12 , 20 , 8 , 37 + 

  101 *0 , 1 , 3 , 16 , 4 + 
*0 , 10 , 8 , 33 , 74 + 

*0 , 4 , 9 , 1 , 26 + 
*0 , 26 , 22 , 73 , 63 + 

  181 *0 , 1 , 3 , 7 , 2 + 
*0 , 13 , 3 , 20 , 46 + 

*0 , 8 , 4 , 2 , 22 + 
*0 , 24 , 36 , 13 , 90 + 

  241 *0 , 1 , 2 , 5 , 23 +  24 
  

*0 , 2 , 19 , 8 , 24 +  24 
  

*0 , 35 , 39 , 188 , 78 +  24 
  

*0 , 86 , 90 , 97 , 204 +  24 
  

  661 *0 , 1 , 5 , 19 , 3 + 
*0 , 16 , 28 , 42 , 105 + 

*0 , 7 , 4 , 9 , 17 + 
*0 , 28 , 194 , 519 , 75 + 

  

 

υνδυϊζοντασ,  λοιπόν , τα Λόμματα 4.1 ϋωσ 4.3 και το Λόμμα 3.2, αποδεικνύεται το 

Θεώρημα 1.1. 



126 
 

Λόμμα 4.4  

Τποθϋτοντασ ότι   εύναι πρώτοσ    1 (    20), 431    1.6  10  και 

   491, 751, 1451, 1831. 

Σότε, θα υπϊρχει  (4  , 4 , 5,1)     για κϊθε    2, 3. 

Απόδειξη: 

Για κϊθε δοςμϋνο πρώτο  , θα υπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο   ςτο   ( ) που θα ικανοποιεύ το 

Λόμμα 2.6. Παρατύθενται  ςτον πύνακα ΙI οι ακόλουθοι παρϊμετροι: πρώτοσ  , αρχικό 

ςτοιχεύο  , τον δεύκτη   για      , και τα   ,  ,    για   ( ,  ,  ) ςτο Λόμμα 2.6. .  Για 

εξοικονόμηςη χώρου παραθϋτονται μόνο μικρού πρώτοι ϋωσ το 2011.  

 

Πύνακασ II - Παρϊμετροι για  431    2011 
 

        ( ,  ,  ) 
431 7 136 1 (2, 7, 4) 
491 2 -   
571 3 88 3 (7, 7, 4) 
631 3 140 1 (2, 7, 4) 
691 3 70 3 (2, 2, 4) 
751 3 -   
811 3 466 9 (2, 2, 4) 
911 17 727 9 (2, 7, 4) 
971 6 30 3 (7, 7, 4) 
991 6 177 7 (7, 7, 4) 

1031 14 910 9 (2, 7, 4) 
1051 7 333 1 (2, 4, 4) 
1091 2 882 7 (2, 7, 4) 
1151 17 377 7 (2, 2, 4) 
1171 2 416 1 (7, 7, 4) 
1231 3 1169 3 (7, 2, 4) 
1291 2 1166 1 (2, 2, 4) 
1451 2 -   
1471 6 1094 7 (7, 2, 4) 
1511 11 229 1 (2, 7, 4) 
1531 2 1525 3 (7, 7, 4) 
1571 2 595 3 (2, 2, 4) 
1811 6 24 1 (2, 2, 4) 
1831 3 -   
1871 14 311 7 (2, 2, 4) 
1931 2 1798 3 (7, 7, 4) 
1951 3 369 1 (2, 2, 4) 
2011 3 1814 7 (7, 7, 4) 

 

 

Λόμμα 4.5  

Αν    ( )  (7, 3, 7),  τότε θα υπϊρχει  (4  , 4 , 5,1)     για οποιοδόποτε    2, 3. 
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Απόδειξη: 

Για    2, 3 παρατύθεται η λύςτα που αντιςτοιχεύ ςτα αρχικϊ blocks βϊςησ όπωσ ςτο 

Λόμμα 2.2. 

  2 *0 ,   ,   
 ,   

 ,   
 +, 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 +, 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   , 1 ,   

 + 

 

  3 *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 +, 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 +, 

*0 ,   
 ,   

 ,   ,   
 +, 

*0 ,   ,   
 ,   

 , 1 +, 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
 

  

Λόμμα 4.6  

Για    251, 311, 491, 751, 1451, 1831, υπϊρχει (4  , 4 , 5,1)    , για οποιαδόποτε  

  2, 3. 

Απόδειξη: 

Για  κϊθε πρώτο  , εφαρμόζεται το Λόμμα 4.5 με  ( ,  ,  )  (7, 3, 7) και τισ ακόλουθεσ 

παραμϋτρουσ 

  251   6   43   7 
  311   17   153   9 
  491   2   90   7 
  751   3   136   7 
  1451   2   265   9 
  1831   3   864   3 

  

 

Τπϊρχουν ωςτόςο και μερικού πρώτοι που δεν ϋχουν εξεταςτεύ, οι οπούοι εύναι οι 

11, 31, 71, 131, 151, 191, 211, 271, 331.   

 

Δύο από τουσ οπούουσ μπορούν να εξεταςτούν ομοιόμορφα. 

Λόμμα 4.7  

Για    71, υπϊρχει  (4  , 4 , 5, 1)      για κϊθε    2, 3. 

Απόδειξη: 

Για τισ παραμϋτρουσ    7,   7,   1       ( ,  ,  )  (2, 8, 2) και τα αρχικϊ blocks 

βϊςησ, θα εύναι: 

  2, *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 , 1 ,   
 ,   ,   

 + 

 

  3, *0 ,   
 ,   

 ,   ,   
 + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   ,   

 , 1 + 
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Λόμμα 4.8 

Για    271, υπϊρχει  (4  , 4 , 5, 1)      για κϊθε    2, 3. 

Απόδειξη: 

Για τισ παραμϋτρουσ    6,   52,   3     ( ,  ,  )  (7, 2, 9) και τα αρχικϊ blocks 

βϊςησ, θα εύναι: 

  2, *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   , 1 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

 

  3, *0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   
 ,   

 ,   
 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

*0 ,   ,   
 , 1 ,   

 + 
*0 ,   

 ,   
 ,   

 ,   
 + 

  

Λόμμα 4.9  

Για     11, 31, 131, 151, 191, 211, 331, υπϊρχει η (8 , 8, 5, 1)    . 

Απόδειξη:  

Για κϊθε δοςμϋνο πρώτο  , τα blocks βϊςησ δημιουργούνται από τα ακόλουθα δύο 

αρχικϊ blocks βϊςησ, ςύμφωνα με την πολλαπλαςιαςτικό υποομϊδα    
   *1+. 

  11 *0 , 2 , 6 , 1 , 4 + 
*0 , 4 , 5 , 7 , 8 + 

*0 , 3 , 5 , 2 , 6 + 
*0 , 7 , 2 , 5 , 1 + 

  31 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 8 , 15 , 11 , 17 + 

*0 , 4 , 7 , 1 , 15 + 
*0 , 16 , 2 , 14 , 6 + 

  131 *0 , 1 , 3 , 2 , 5 + 
*0 , 9 , 1 , 12 , 115 + 

*0 , 6 , 3 , 1 , 7 + 
*0 , 13 , 110 , 44 , 84 + 

  151 *0 , 1 , 6 , 3 , 4 + 
*0 , 15 , 5 , 89 , 26 + 

*0 , 11 , 7 , 1 , 10 + 
*0 , 11 , 65 , 40 , 100 + 

  191 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 8 , 1 , 9 , 29 + 

*0 , 4 , 7 , 1 , 28 + 
*0 , 21 , 110 , 184 , 86 + 

  211 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 6 , 4 , 10 , 55 + 

*0 , 4 , 7 , 1 , 5 + 
*0 , 9 , 123 , 44 , 192 + 

  331 *0 , 1 , 4 , 2 , 5 + 
*0 , 16 , 1 , 33 , 18 + 

*0 , 8 , 4 , 6 , 22 + 
*0 , 20 , 110 , 80 , 290 + 

  

Λόμμα 4.10  

Για     11, 31, 131, 151, 191, 211, 331, υπϊρχει η (12 , 12, 5, 1)    . 

Απόδειξη: 

Για κϊθε δοςμϋνο πρώτο   , εύναι τα blocks βϊςησ δημιουργούνται από τα ακόλουθα 

δύο αρχικϊ blocks βϊςησ, ςύμφωνα με την πολλαπλαςιαςτικό υποομϊδα   
   *1+. 

  11 *0 , 1 , 3 , 7 , 5  + 
*0 , 7 , 8 , 5 , 3  + 
*0 , 5 , 1 , 4 , 2 + 

*0 , 5 , 3 , 8 , 4  + 
*0 , 3 , 2 , 6 , 1  + 
*0 , 2 , 6 , 5  , 7 + 

  31 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 8 , 11 , 6 , 13 + 

*0 , 4 , 1 , 2 , 9 + 
*0 , 11 , 28 , 19 , 2 + 
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*0 , 14 , 22 , 3 , 7 + *0 , 21 , 23 , 3 , 16 + 
  131 *0 , 1 , 3 , 2 , 5 + 

*0 , 9 , 3 , 1 , 4 + 
*0 , 10 , 110 , 9 , 70 + 

*0 , 6 , 1 , 2 , 8 + 
*0 , 6 , 5 , 2 , 15 + 
*0 , 12 , 97 , 52 , 40 + 

  151 *0 , 1 , 6 , 3 , 4 + 
*0 , 15 , 7 , 22 , 3 + 
*0 , 7 , 60 , 114 , 70 + 

*0 , 11 , 3 , 1 , 6 + 
*0 , 5 , 22 , 39 , 40 + 
*0 , 11 , 117 , 65 , 102 + 

  191 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 8 , 4 , 2 , 5 + 
*0 , 4 , 61 , 49 , 171 + 

*0 , 4 , 1 , 2 , 9 + 
*0 , 3 , 16 , 24 , 34 + 
*0 , 21 , 61 , 44 , 117 + 

  211 *0 , 1 , 3 , 2 , 4 + 
*0 , 6 , 4 , 2 , 3 + 
*0 , 6 , 19 , 56 , 119 + 

*0 , 4 , 1 , 2 , 5 + 
*0 , 3 , 7 , 2 , 13 + 
*0 , 7 , 105 , 150 , 146 + 

  331 *0 , 1 , 4 , 2 , 5 + 
*0 , 16 , 4 , 8 , 7 + 
*0 , 13 , 7 , 41 , 254 + 

*0 , 8 , 1 , 2 , 10 + 
*0 , 8 , 19 , 2 , 36 + 
*0 , 16 , 54 , 17 , 50 + 

  

 

 

υνδυϊζοντασ το Λόμμα 3.3 και τα Λόμματα 4.4 ϋωσ 4.10 αποδεικνύεται το Θεώρημα 

1.2. 

 

Παρατόρηςη 

Για   11 (    20) και   1, υπϊρχουν επύςησ αρχικϊ blocks βϊςησ με τα ύδια  ,    

    ( ,  ,  ) όπωσ ςτα Λόμματα 4.4 ϋωσ 4.8. 

 

V. υμπϋραςμα 

Εφόςον, ορύςτηκε η ύπαρξη (4 , 4, 5, 1)    , θα μπορούςε κανεύσ να ελπύζει ότι 

 η ύπαρξη (4  , 4 , 5, 1)     για   2, 3 μπορεύ να καθοριςτεύ ομούωσ. Εφόςον, οι 

(4  , 4 , 5, 1)      πραγματοποιούνται ομοιόμορφα για   1 (    20) και 

  1, 2, 3, τότε θα μπορούςε να υπϊρχει ελπύδα υλοπούηςησ και με    4.  ε αυτό την 

περύπτωςη, οκτώ αρχικϊ blocks βϊςησ εύναι απαραύτητα για κϊθε  .  

Για  4  20,   5 μπορεύ  επύςησ να εξεταςτεύ. Ωςτόςο, η ύπαρξη (4 , 4, 5, 1)     

προώποθϋτει την ύπαρξη τησ (20 , 20, 5, 1)      από Buratti ,6, Πόριςμα 5.10]. Σο 

ακόλουθο θεώρημα μπορεύ να επικρατόςει περιςςότερο από το Θεώρημα 1.1,  όταν  

η (20  11, 20, 5, 1)     καταςκευαςτεύ  ςτο       ,  με τα 10  blocks βϊςησ που 

αναφϋρονται παρακϊτω. 

0 40 118 181 210 0 25 101 107 215 0 18 111 149 158 
0 95 122 123 179 0 19 26 91 178 0 16 24 36 59 
0 53 67 70 104 0 54 86 171 216 0 13 15 96 160 
0 21 52 126 172           
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Θεώρημα 5.1  

Για κϊθε   1 (    10), υπϊρχουν (20 , 20, 5, 1)     και βϋλτιςτοσ  (20 , 5, 1)  

   . 

 

Σϋλοσ, πρϋπει να αναφερθεύ ότι η (4 , 4, 5, 1)     εύναι απολύτωσ ιςοδύναμη με τον 

(4  1, 5, 1)      . 
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